DIE GRUNDLEHREN DER

MATHEMATISCHEN
WISSENSCHAFTEN

IN EINZELDARSTELLUNGEN MIT BESONDERER
BERUCKSICHTIGUNG DER ANWENDUNGSGEBIETE

GEMEINSAM MIT
W. BLASCHKE M. BORN C. RUNGE

HAMBURG GOTTINGEN GOTTINGEN

HERAUSGEGEBEN VON
R.COURANT

GOTTINGEN

BAND X

DER RICCI-KALKUL
VON
J. A. SCHOUTEN

BERLIN
VERLAG VON JULIUS SPRINGER
1924



DER RICCI-KALKUL

EINE EINFUHRUNG IN DIE NEUEREN METHODEN
UND PROBLEME DER MEHRDIMENSIONALEN
DIFFERENTIALGEOMETRIE

VON

J.A.SCHOUTEN

ORD. PROFESSOR DER MATHEMATIK
AN DER TECHNISCHEN HOCHSCHULE
DELFT IN HOLLAND

MIT 7 TEXTFIGUREN

BERLIN
VERLAG VON JULIUS SPRING:
1924



ALLE RECHTE, INSBESONDERE
DAS DER UBERSETZUNG IN FREMDE SPRACHEN, VORBEHALTEN.

COPYRIGHT 1924 BY JULIUS SPRINGER IN BERLIN.
Softcover reprint of the hardcover edition 1924
ISBN 978-3-642-51798-3 ISBN 978-3-642-51838-6 (eBook)
DOI 10.1007/978-3-642-51838-6



HERRN PROFESSOR

Dr. GREGORIO RICCI CURBASTRO

IN PADUA

DEM BEGRUNDER
DES ABSOLUTEN DIFFERENTIALKALKULS
ZU SEINEM SIEBZIGSTEN GEBURTSTAGE
AM 12. JANUAR 1923

GEWIDMET VOM VERFASSER



Vorwort.

Bei der Herausgabe dieses Buches mochte ich an dieser Stelle
Herrn L. Berwald in Prag, Herrn D. J. Struik in Delft und Herrn
R. Weitzenbick in Blaricum, die mich durch das Mitlesen der Korrek-
turen sowie durch viele wichtige Bemerkungen aufs wirksamste unter-
stiitzt haben, meinen verbindlichsten Dank aussprechen.

Einen freundschaftlichen Gru8 dem mathematischen Kreise in
Hamburg, wo es mir vergénnt war, im Sommersemester dieses Jahres
iiber die mehrdimensionale Affingeometrie zu lesen. Manche anregende
Bemerkung zum vierten Abschnitt brachte mir diese schone Zeit, die
mir immer in freudiger Erinnerung bleiben wird.

Der Verlagsbuchhandlung Julius Springer meinen besonderen Dank
fir die sorgfiltige Behandlung der Korrekturen, die mir die sauere
Arbeit des Korrigierens fast zu einer Freude machte.

Delft, im Dezember 1923.
J. A. Schouten.



Inhaltsverzeichnis.

Einleitung .

W LoD LR OB LS OB
[« NN ¥, BN UL S I

I. Der algebraische Teil des Kalkiils.

Die allgemeine Mannigfaltigkeit X, . . . . . . . . . .. e
Der Begriff der Ubertragung . . . . . . . . . . . . ...

Die euklidischaffine Mannigfaltigkeit E

Kontravariante und kovariante Vektoren e e e e e e e e e
Kontravariante und kovariante Bivektoren, Trivektoren nsw. . . .
Geometrische Darstellung kontravarianter und kovarianter p-Vektoren

bei Einschrankung der Gruppe

§ 7. Allgemeine Groflen . . . . . . . . .. .. ..o

§ 8. Die Uberschiebungen . C e

§ 9. Geometrische Darstellung der Tensoren e e e e e e e

§ 10. GroBen zweiten Grades und lineare Transformatlonen -

§ 11. Die Einfithrung einer MaBbestimmung in der E, . . . . . . . .

§ 12. Die Fundamentaltensoren . . . . . . . . . . . . . . . .

§ 13. Geometrische Darstellung altermerender GroBen bei der orthogonalen
und rotationalen Gruppe. Metrische Eigenschaften

§ 14. Metrische Eigenschaften eines Tensors zweiten Grades . .

§ 15. Der Begriff der Komponenten. Winkel einer R und einer R in R

§ 16. Infinitesimale Drehungen und Bivektoren

§17. Lineare Abhanglgkelt und Dimensionenzahl von Tensoren und p- Vek-
toren . . . . .

§18. Die GréBen der X ...................

§ 19. Die Einfihrung einer MaBbes'ammung in der X, e e e

Aufgaben . . . . . . . e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

LR LOn  On OB COB OB
B

wn wn wWr LR

§11.
§12.
§13.
§14.
§15.
§16.

o v

© 0O o

II. Der analytische Teil des Kalkiils.

Die Ortsfunktionen . . N
Die linearen Ubertragungen . . . . . . . . . . « . « o . . . ..

Das Feld Cp3" . . . o o o o v v oo
Die Felder S;:"’ und S'}Jf’ e e e e e e e e e e e e

Das Feld Q"“ ..... e

Die allgemeine lineare Ubertragung ausgedriickt in Cui He S;u ) glv

wnd Q7 L
Spez1ahslerung der allgemeinsten linearen Ubertragung

Die geoditischen Linien. R

Die geodatischen Linien einer V als kurzeste Lmlen e e e
Geodatisch mitbewegtes Bezugssystem und geoditisches System von
Urvariablen . . . . . . . . . .. .. .. e e e e
Ein Satz von Weyl . . . . . . . . ... .. ...

Die KrimmungsgroBen . . . . . . . . .

Die KriummungsgréBen der weniger allgememen Ubertragungen ..
Die vier Identititen der KriimmungsgréBen. . . . . . . . . . . .
Die inhaltstreuen Ubertragungen . . . . . . . . . ..

Die Bianchische Identitat . . . . . . .. . . . ...

Seite

=N

-
NN OO >

20
23
28
32
33
36
38

41
43

45
48

50
55
58
59

61
62
66
67
70

72
74
76
77

79

83
86
87
89
90



Inhaltsverzeichnis.
§17. Darstellung einer iiberschiebungsinvarianten Ubertragung mit Hilfe
von idealen Faktoren der GréBe 47 . . . . . . . . . . . .. ..
§18. Darstellung ciner Riemannschen Ubertragung mit Hllfe der idealen
Faktoren des Fundamentaltensors .
§ 19. Verallgemeinerungend.GaufBschenu. Stokesschen IntegralsatzememerX
§20. Die Ubertragungen von Wirtinger . .
§ 21. Der Reduktionssatz.
Aufgaben . .

OB OB OB OB OB OB O OB OB SO OB

_- e

§12.
Aufgaben .

BOWRON RN

III. Die Integrab111tatsbed1ngungen der leferentlalglelchungen
Abhangigkeit von skalaren Ortsfunktionen
Lineare partielle Differentialgleichungen . . . . . . . .
Systeme von linearen partiellen Differentialgleichungen.
Integrabilitatsbedingungen einer Gradientgleichung.
Die Bedingungen fir ein Gradientprodukt . . . . . . . . .
Integrabilitatsbedingungenv. Afflnordlfferentlalglewhungen ErsterTypus
Integrabilititsbedingungen. Zweiter Typus .
Integrabilitatsbedingungen. Dritter Typus
Integrabilitatsbedingungen. Vierter Typus R
Integrabilitatsbedingungen. Finfter Typus . . . . . .
Das Pfaffsche Problem .
Bedingungen fiir ein X, b11dendes kovarlantes p Vektorfeld

IV D1e affme Ubertragung

Ubersicht der wichtigsten Formeln der affinen Ubertragnng .

§ 1. Bahntreue Transformation der Ubertragung

§ 2. Die Pro;ektlvkrummung

§ 3. Euklidischaffine Ubertragungen

§ 4. GroBen der X, , in 4, . -

§ 5. Die Einheitsaffinoren der A4, und der Xn 1 - - -

§ 6. Die in der X, _, 1nduz1erten Ubertragungen

§ 7. Die Glelchungen von Gaup und Codazzi . . . . . . . .

§ 8. Einfithrung der zweiten Normierungsbedingung fiir ; und n’

§ 9. Festlegung der pseudonormalen Richtung und des Pseudonormalvektors

§10. Spezialisierung f. projektiveuklidische u. euklidischaffine Ubertragungen

§ 11. Kriimmungstheorie . . . . . . . . . . . . ..o L.,

§12. Anderung des Pseudonormalvektors bel bahntreuen Anderungen der
Ubertragung der 4, . . e e e e e e e e

§13. Anderung der Ubertragung in der X -1 - -

§14. GroBen der X, in 4, . . ... .. ...

§15. Die in der X, 1nduz1erte affine Ubertragung e

§ 16. Die Gleichungen von Gauf und Codazzi fur X, in 4, . . . . . ..

§17. Einfithrung der zweiten Normierungsbedingung fiir #; .4, und n¥1ee?p

§ 18. Festlegung des Pseudonormal-p-Vektors.

Aufgaben . . .

Ubersicht der wichtigsten Formeln der Riemann schen Ubertragung
1.

on LN O OB WP COn
A bW

V. Die Riemannsche Ubertragung.
Konforme Transformation der Ubertragung .

Die Konformkriimmung . . . . . . e e e e e e e
Euklidischmetrische Ubertragungen . . . . . . . . . . . R
Die GroBen einer V, ,in V, . . . . . ... .00

Die in der V,_, induzierte Ubertragung . .
Der zweite Fundamentaltensor einer V,_, in V,

IX

Seite

94
95
99

. 101

101

. 104
. . 104
. . 106
. 109

110
113

. 115
.o 117
.. 118
.. 119
.. 119

. 126

. 127

. 128
.. 129
. 130
. 132
. 133
. . 135
. 136
. 140
. 141

144
147
148

152

. 154
. 156
. 158

160
161

.. 162
. 165

.. 167
.. 168

. 169
.71

173

. 174
- 175



X Inhaltsverzeichnis.

Seite
§ 7. Kanonische Kongruenzen und Hauptkrimmungslinien . . . . . . . 176
§ 8 Kriimmungseigenschaften einer V, _,in V, . . . .. ... ... 178
§ 9. Der Kriimmungsaffinor einer ¥V, in V, . . . . . C e o ... 181
§ 10. Kriimmungsgebiet und Krummungsgebllde einer V nli,. ... . 183
§ 11. Minimalmannigfaltigkeiten . . . . . 188
§ 12. Orthogonale Systeme von V, durch eine gegebene Kongruenz .. 190
§ 13. m-fache Orthogonalsysteme . . . . . .. 194
§ 14. Bedingungen fiir einen Tensor mit V” l-normalen H'luptrlchtungen . 196
§15. Die Beziehungen der KriimmungsgroSen der V,, und der V, . . . . 197
§ 16. Absolute, relative und erzwungene Kriimmung einer V, in V . . . 199
§ 17. Bedingungen fiir eine V,,in V, . . . . . .. .. 200
§ 18. Anderung des KrummungsafﬁnorsH +¥ bei konformen Transformatlonen
derV..........................201
§ 19. Anderungder Krimmungsgrée K, i ¥ bei bahntreuen Transformationen
der Ubertragung . . . . . . e e e e e e o202
§ 20. Infinitesimale bahntreue Transformatlonen e e e e e e oo ... . 208
§ 21. Infinitesimale konforme Transformationen . . . . . . . . . . . . 211
Aufgaben . . . . . . . e ... 213
VI D1e Weylsche Ubertragung
Ubersicht der wichtigsten Formeln der Weylschen Ubertragung . . . . . 216
§ 1. Einleitende Sidtze . . . . . . . . . . .. P X ¥ 4
§ 2. Bahntreue Transformationen . . . . . . . . ... . .. ... . .22
§ 3. Die GroBen einer X, , in W, . . C e e e oo o223
§ 4. Die in der W,_, induzierte Ubertragung e e e e e 224
§ 5. Die Kriimmungen einer X, in W, . . C e e e oL 225
§ 6. Kriimmungseigenschaften einer W, _, in W X (0]
§ 7. Die Gleichungen von Gauf und Codazzz . . . . . . . . . . . . .23
§ 8. Unmoglichkeit einer weiteren Normierung von ¢#; und T’ C e e ... 232
§ 9. Der Kriimmungsaffinor einer X, in W, . . . . . . . . . . . . . 233
§ 10. Das Krtimmungsgebilde einer W, in W e . 234
§ 11. Anderung des Krummungsafﬁnors bei konformen lransformatlonen der
Ubertragung . . . . . . . . . . . . . . e .. ... ... 235
Aufgaben . . . . . . . . 237
VII. Die invariante Zerlegung einer GroBe hoheren Grades
§ 1. Problemstellung . . . C e e e e e e e 238
§ 2. Alternationen und Mlschungen X ¢
§ 3. Konjugierte Operationen . . . ... . 240
§ 4. Einige Sitze aus der Theorie der assomatlven Zahlensysteme ... 243
§ 5. Die Zahlensysteme der Permutationen und der Klassenoperatoren. . 245
§ 6. Die Zerlegung einer Elementarsumme in geordnete Elementargré8en . 250
§ 7. Berechnung der Bestimmungszahlen der ElementargréBen . . . . . 257
§ 8. Die Zerlegung einer bestimmten GréBe sechsten Grades . . . . . . 258
§ 9. Die Zerlegung einer symmetrischen GréBe bei der orthogonalen Gruppe 262
§ 10. Die Zerlegung einer allgemeinen GroB8e bei der orthogonalen Gruppe . 264
§ 11. Beispiel der Zerlegung bei der orthogonalen Gruppe . . . . . . . . 266
§ 12. Die Beziehungen der Zerlegung bei der affinen Gruppe zu den Reihen-
entwicklungen der Invariantentheorie . . . . . . . . . .. . . . 267
Aufgaben . . . . . . . .. ... ... 1Y
Losungen . . . . . . . . . L L L L. oo e e e e e e e 269
Literaturverzeichnis . . . . . e e e e e e e s e s e s 290
Namen- und Sachverzelchnxs 10

Druckfehlerberichtigungen . . . . . . . . . . . . ... ... .. 312



Einleitung.

Der 1887 von Ricci') geschaffene ,,absolute Differentialkalkiil
bildet ein treffendes Beispiel einer mathematischen Disziplin, die lange
Zeit vollig unbeachtet bleibt und dann, durch zufillige Umstande in
die breite Offentlichkeit gelangt, sich fortan einer allgemeinen Beliebt-
heit erfreut. Zwar wurde der Riccikalkiil durch die zusammenfassende
gemeinschaftliche franzosische Arbeit von Ricci und Levi-Civita?) im
Jahre 1901 etwas mehr bekannt, es war aber erst die neuere Relativitits-
theorie, die das Interesse fiir die allgemeine Riemannsche mehr-
dimensionale Differentialgeometrie und damit fiir den von Ricci ge-
schaffenen Rechenapparat bei zahllosen Mathematikern und Physikern
wach rief. Es zeigte sich da nicht nur, daBl die Schépfung des italieni-
schen Meisters ein ausgezeichnetes Instrument fiir die Behandlung der
Riemannschen Geometrie darstellte, vielmehr wurde auch klar, daB3
der Kalkiil, mit einigen kleinen #uflerlichen Abinderungen und Ergin-
zungen, imstande war, die neueren, sich auf die allgemeine Theorie der
Ubertragungen aufbauenden Differentialgeometrien vollstindig zu be-
herrschen.

Es ist nun merkwiirdig, daB3 iiber eine mathematische Disziplin,
die so in allen H#nden ist, bis jetzt kein Buch existiert, das eine mog-
lichst vollstindige und zusammenfassende Darstellung der Hauptsitze
mit den wichtigsten Anwendungen bringt. Die meisten Autoren, die
den Riccikalkiil verwenden, bringen selbst als Einleitung eine kurze,
notwendig gedringte und unvollstindige Ubersicht. Zahllose wichtige
Satze und Eigenschaften sowie Angaben iiber den Zusammenhang mit
anderen Disziplinen finden sich zerstreut in der Literatur und sind
keineswegs Gemeingut aller Autoren, die den Kalkiil verwenden. Wo
ein Autor aber nicht die volle Ubersicht iiber alle Moglichkeiten seines
Rechenapparates hat, wird der Nutzeffekt des Apparates bedeutend
geringer. Unschéne und unnotig lange Beweise von Teilsitzen treten
ad hoc irgendwo in den Anwendungen auf und kénnten oft durch ein-
fache Anwendung eines Fundamentaltheorems ersetzt werden. Liicken
in der allgemeinen Theorie werden iiberbriickt durch verwickelte, nicht
kovariante Zwischenrechnungen, die sich bei richtigem Gebrauch des

1) 1887, 1, vgl. auch 1886, 1. 2) 1901, 1.
Schouten, Ricci- Kalkiil. 1



2 Einleitung.

Kalkiils ganz vermeiden lieBen. Die Zeichen {%"}, die sich im Ricci-
kalkiil bei Problemen allgemeiner Art stets durch Verwendung der ko-
varianten Differentation vermeiden lassen, hiufen sich, wo dem Autor die
entsprechenden Sitze dieser Differentiation nicht zu Gebote stehen, und
es tritt iiberhaupt eine gewisse Ungelenkigkeit auf, die das Ganze stort.

Diese Mingel soll das vorliegende Buch beseitigen. Es soll den Leser
also moglichst vollstindig in die Handgriffe des Kalkiils einfithren, was
in den ersten drei Abschnitten geschieht, und ihn dann in den folgenden
Abschnitten eine Ubersicht verschaffen iiber einige Anwendungsgebiete,
einerseits zur Ubung, andererseits zur Einfithrung in diese Gebiete selbst.

Der erste Abschnitt enthilt eine Darstellung des algebraischen Teiles
des Kalkiils. Es wird eine euklidischaffine Mannigtaltigkeit zugrunde
gelegt, die durch Anwendung des Ubertragungsprinzips definiert ist.
Die gerade fiir den Ditferentialgeometer so wichtige geometrische Deu-
tung der einzelnen GréBen bei verschiedenen zugrunde gelegten Gruppen
wird eingehend erortert. Einige Paragraphen sind den Beziehungen zwi-
schen GroBen zweiten Grades und linearen Transformationen und zwi-
schen alternierenden GréoBen und infinitesimalen Drehungen gewidmet.
Auch die Sitze iiber lineare Abhingigkeit und iiber die Dimensionenzahl
von symmetrischen und alternierenden GroBen sind beriicksichtigt. Der
Abschnitt schlieBt mit dem Ubergang von der affinen Mannigfaltigkeit
zur Mannigfaltigkeit mit beliebiger Ubertragung.

Der zweite Abschnitt bringt den analytischen Teil des Kalkiils. Es
wird dabei erst die allgemeinste lineare Ubertragung behandelt und ge-
zeigt, wie diese sich mit Hilfe von drei Feldern dritten Grades festlegen
14Bt. Erst dann werden aus dieser allgemeinsten Ubertragung die weniger
allgemeinen Ubertragungen durch Spezialisierung gewonnen. Die Kriim-
mungsgréBen und ihre Eigenschaften werden in derselben Weise behan-
delt. Der Abschnitt schlieBt mit der Erweiterung der Gaufschen und
Stokesschen Integralsitze, erst fiir die allgemeinste Ubertragung, dann
fiir Spezialfille.

Die fiir Theorie und Anwendungen wichtigsten Sitze sind wohl die
iber die Integrabilititsbedingungen von Systemen von Ditferential-
gleichungen. Diesen Sitzen ist der dritte Abschnitt gewidmet. Den
AbschluB bildet das Pfaffsche Problem, das sich mit Hilfe des Ricci-
kalkiils sehr schén und tbersichtlich behandeln 14B3t. In diesem Ab-
schnitt vollzieht sich schon der Ubergang zu den Anwendungen.

Die drei folgenden Abschnitte enthalten Anwendungen auf ver-
schiedene spezielle Ubertragungen. Es muBte dabei eine Auswahl ge-
troffen werden, und es sind gerade die Ubertragungen gewiahlt, die
augenblicklich im Mittelpunkte des Interesses stehen, die Riemann sche
Ubertragung, die affine Ubertragung und die Weylsche Ubertragung.

Die Riemannsche Ubertragung bildet den Gegenstand des vierten
Abschnittes, und dieser Abschnitt enthilt demnach einige der Haupt-



Einleitung. 3

satze der #-dimensionalen Differentialgeometrie mit quadratischem Fun-
damentaltensor (Geometrie der V,). Es sind namentlich die schon
frih von Ricct untersuchten #-fachen Orthogonalsysteme und die
Kriimmungseigenschaften einer V,, in V), beriicksichtigt. Bei der Aus-
wahl der Gegenstinde ist danach gestrebt, daBl dieser Abschnitt und
die ,,Grundziige der mehrdimensionalen Differentialgeometrie’ von
Strurk') einander méglichst erginzen. So ist z.B. die Theorie der
Kriimmung einer Kurve der V,,, die in dem erwidhnten Buche ausfiihr-
lich zur Darstellung gelangte, hier nicht behandelt worden und auf
den sechsten Abschnitt verschoben, wo die Behandlung direkt fiit den
allgemeineren Fall der Weylschen Geometrie erfolgt.

Der fiinfte Abschnitt behandelt die (nicht euklidische) atfine Geo-
metrie (Geometrie der A,). Ausgangspunkt bildet die Theorie der bahn-
treuen Transformationen, die zum Begriffe der Projektivkriimmung
fihrt. Die in den letzten Jahren durch die Arbeiten von Blaschke,
Pick, Radon u. a. in den Vordergrund getretene Affingeometrie ist
ein Spezialfall der in diesem Abschnitte behandelten Geometrie einer
An_y in A,. Der Abschnitt schlieBft mit einigen Sétzen iiber die
Ap in A,.

Der sechste Abschnitt behandelt die Weylsche Geometrie (Geo-
metrie der W,). Hauptgegenstand dieses Abschnittes bilden die
Krimmungseigenschaften einer Wy, in W,.

Uberall, wo GroSen hoheren Grades auftreten, ist die Frage nach
der invarianten Zerlegung einer GroBe oder, was das selbe ist, die Frage
nach den linearen Kovarianten mit weniger Bestimmungszahlen als die
GroBe selbst, von groBer Wichtigkeit. Die korrespondierende Zerlegung
der zur GroBe gehorigen algebraischen Formen nennt man in der In-
variantentheorie Reihenentwicklung. Der siebente Abschnitt bringt die
vollstandige invariante Zerlegung einer kovarianten oder kontra-
varianten Gréfe beliebigen Grades bei der affinen Gruppe. Es wird
damit gleichzeitig die Theorie der Reihenentwicklungen algebraischer
Formen mit nur kontravarianten oder nur kovarianten Variablen zu
einem gewissen AbschluB gebracht. Der Abschnitt schlieft mit der
weitergehenden Zerlegung bei der orthogonalen Gruppe.

Die Abweichungen, die der Verfasser sich in diesem Buche wie in
seinen sonstigen Arbeiten von der urspriinglichen Riccischen Schreib-
weise erlaubt hat, beziehen sich auf sechs Punkte, die hier aufgezihlt
und erldutert werden sollen:

1. Bezeichnung der gemischten GréBen. Eine gemischte
GroBe wurde urspriinglich mit oberen und unteren Indizes iibereinander
geschrieben, z. B. u:;, Dazu hat man das Prinzip des Herauf- und
Herunterziehens mit Hilfe des Fundamentaltensors eingefiihrt, wodurch

1) 1922, 5.
1*



4 Einleitung.

&

Zweideutigkeit entstand, da v

nuvw

bedeuten konnte g,,; uff; aber auch
€~V . Bei Ricci selbst hat dies nie zu Fehlern Anlafl gegeben, da
er das Prinzip des Heraui- und Herunterziehens niemals verwendete. Es
sind nun verschiedene Schreibweisen vorgeschlagen worden, diesen Ubel-

stand zu beseitigen, z. B. v,/ und v,,**. Im folgenden werden wir

die Schreibweise vl,',;,";' verwenden, die einfacher ist als v‘,‘iﬂ,g‘(f' und in
Schrift weniger zu Verwechslungen Anlaf} gibt als vw’”'.

2. Bezeichnung der Alternation und der Mischung. Bei
den Rechnungen kommt es iiberaus haufig vor, da man von einer
GroBe iiber eine bestimmte Anzahl von Indizes den alternierenden oder
symmetrischen Teil zu nehmen hat. Bach?!) hatte vorgeschlagen, eine
symmetrische oder alternierende GréBe darzustellen mit Hilfe von
runden oder eckigen Klammern, die die Indizes einschlieSen, z. B.
Yau, Wp,y . Diesen Vorschlag erweiternd, hat der Vertasser die Klam-
mern zur Andeutung des symmetrischen bzw. alternierenden Teiles
einer Groéfe bzw. einer Gruppe von Indizes verwendet. Es bedeutet
also z. B. v,y den alternierenden Teil von v,,, also } (v;, — v,;) und
K, i) die GroBe, die aus K, ;" durch Alternieren iiber w 4 entsteht,

also l

§ (Ko T KT Ky — Ky — Ko — K
Mit Hilfe dieser Schreibweisen lassen sich viele Formeln bedeutend
kiirzen.

3. Einfithrung idealer Faktoren. In der Invariantentheorie
ist es gebriauchlich, mit Hilfe der Aromhold - Clebschschen Symbole
allgemeine Formen als Produkte von idealen Linearformen zu schreiben.
Dies 148t sich unmittelbar auf den Riccikalkiil iibertragen, indem man
z.B. v,,, als Produkt der drei idealen Vektoren v,,, ; , %y schreibt: %),ﬁ),v%l,.
Mit Hilfe dieser Schreibweise gelingt es, die kovariante Differentiation
besonders einfach zu behandeln.

4. Symbolderkovarianten Differentiation. Die kovariante
Differentiation wird bei Ricct angedeutet durch Hinzufiigung eines
Indexes rechts. Es ist also z. B. v;,, die , Erweiterung“?) von v,. Ver-
schiedene Autoren haben es als eine Schwierigkeit empfunden, dal man
durch diese Schreibweise den Buchstaben v ein fiir allemal fiir die
Erweiterungen von v, festlegt, und man hat die Schwierigkeit zuerst
umgangen, indem man sich einfach nicht an die Vorschrift hielt und
z. B. unter K, ,,, etwas ganz anderes verstand als die vierte Ableitung
einer in derselben Rechnung vorkommenden Gré8e K. Andere Autoren
haben den Index, der durch Differentiation entsteht, abgetrennt, und

es entstanden so die Schreibweisen v, ,,, v, Vi, U - Nun tritt aber
z. B. bei der Behandlung einer V,,, die in einer V, eingebettet ist, eine

1y 1921, 6, S. 113.
2) Bei Ricci ,,derivazione covariante‘’.



Einleitung. 5}

Schwierigkeit hinzu. In der V,, ist eine Ubertragung definiert, und diese
induziert eine andere Ubertragung in die V,,. Zu jeder Ubertragung
gehort eine kovariante Differentiation und man kann nicht fiir beide die-
selbe Schreibweise verwenden. Dieselbe Schwierigkeit tritt in verstirktem
MaBe auf, sobald man mit allgemeineren Ubertragungen arbeitet, da
dann schon in der s-dimensionalen Mannigfaltigkeit verschiedene ko-
variante Differentiationen nebeneinander auftreten kénnen. Man kann
sich da gelegentlich einmal helfen mit Schreibweisen wie die in der Li-

v),
teratur vorkommenden o Vi und v,y , V3., aber, abgesehen von der

Schwerfilligkeit solcher Bezeichnungen, ist damit das Problem nicht
in einer fiir alle Falle brauchbaren Weise gelést. Die einzige Moglichkeit
ist, den differenzierenden Index an ein besonderes Differentiations-
symbol festzukoppeln. Die Wahl des Symbols ist gleichgiiltig, das
Zeichen V hat aber wohl historisch die meiste Berechtigung. Ein solches
Symbol mufl man dann, um sich dem allgemeinen Brauch in der Analysis
anzupassen, an die linke Seite der zu differenzierenden GroBe stellen,
und es ergibt sich also z. B. fiir die kovariante Ableitung von v; die
Bezeichnung V,, v;. Gibt es nun mehrere kovariante Differentiationen,
so hat man die Moglichkeit, diese durch Akzente oder Zahlenindizes,

die dem Zeichen V' angehingt werden, zu unterscheiden, V', V’, I”, 107 ,

V,V,..., und die Schwierigkeit ist damit vollstindig und fiir alle
Fille beseitigt. Fir das kovariante Differential ist das von Hessen-
berg vorgeschlagene Zeichen § verwendet, das ebenfalls mit Akzenten
oder Indizes versehen werden kann.

5. Orthogonale Bestimmungszahlen. Neben den kovarian-
ten und kontravarianten Bestimmungszahlen werden wir bei der
Riemannschen Geometrie auch orthogonale Bestimmungszahlen
verwenden, die sich nicht auf ein System von Urvariabeln, sondern auf
ein Orthogonalnetz beziehen. Im Gegensatz zu den zu den Urvariablen
gehorigen Bestimmungszahlen, die stets mit griechischen Buchstaben
bezeichnet werden, schreiben wir fiir die anderen Bestimmungszahlen,
also z. B. fiir die orthogonalen, stets lateinische Buchstaben. Uber
griechische Indizes, die doppelt vorkommen, wird, wie jetzt allgemein
gebrauchlich ist, stets summiert. Uber lateinische Indizes wird nur
summiert, wo dies durch ein Summenzeichen angegeben ist, da es gerade
bei diesen Indizes sehr hiufig vorkommt, daB man keine Summation
wiinscht.

6. Andere Indizes. Die Formeln des Riccikalkiils werden oft
recht uniibersichtlich, wenn man Indizes zu verwenden hat, die keinen
kovarianten, kontravarianten oder orthogonalen Charakter haben, und
wenn man dann diese Indizes an derselben Stelle schreibt, wo die ko-
varianten und orthogonalen Indizes hingehéren, d. h. rechts unten.
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Dieser Ubelstand wird vermieden, wenn man konsequent an der Regel
festhalt, daB die Stellen rechts oben und unten nur fiir kovariante,
kontravariante und orthogonale Indizes zu verwenden sind, und daf
alle anderen Indizes an anderen Stellen, z. B. iiber oder unter den
Buchstaben, anzubringen sind.

7. Bezeichnung nicht-invarianter Parameter. In der
Rechnung treten oft Parameter mit Indizes auf, die nicht Bestimmungs-
zahlen von GréBen sind. Solche Parameter bezeichnen wir stets mit
griechischen Buchstaben, z. B. [}, . Zwischen den Indizes oben
und unten braucht hier keine Reihenfolge beachtet zu werden, da das
Herauf- und Herunterziehen von Indizes bei solchen Parametern {iber-
haupt zu vermeiden ist. Wirkliche GroBen werden dagegen, sofern sie
keine Skalare sind, stets mit lateinischen Buchstaben geschrieben,
z.B. R;.7, K,;. Nur fiir ZahlgroBen bleiben beide Alphabete
erlaubt, z. B. 1, o, #, s.

Im iibrigen ist ganz die Riccische Schreibweise verwendet. Die
Anderungen sind also in der Tat nur duBeclich: sie entstanden aus der
Praxis der Rechnung heraus in Wechselwirkung mit der Eréffnung
neuer Forschungsgebiete und sie tasten das Wesen der Methode nir-
gends an.

Antinger klagen oft iber die ,vielen Indizes”, die die Formeln
uniibersichtlich und schwer verstindlich machen sollen. Es gibt nun,
solange es sich um Probleme allgemeiner Art handelt, d. s. Probleme,
die nicht der Einfithrung eines bestimmten Kooidinatensystems bediir-
fen, einen Weg, diese Indizes zu vermeiden. Man braucht nur eine
direkte Analysis zu verwenden, die mit den GroBen selbst und nicht mit
ihren Bestimmungszahlen arbeitet, wie sie der Verfasser 1918 aus-
gebildet und seitdem bedeutend vereinfacht und verbessert hat?). Da
jede Formel des Riccikalkiils sich in eine Formel der direkten Analysis
umsetzen 148t, kann man in der Tat bei allen allgemeinen Problemen die
Indizes los werden. Das ist einerseits nicht zu unterschitzen, anderer-
seits aber auch nicht zu hoch anzuschlagen. Erstens muBl bemerkt wer-
den, daB die Formeln des Riccikalkiils ja eigentlich schon keine Koordi-
natenformeln mehr sind, da sie alle kovariant und demnach von jeder
speziellen Wahl des Koordinatensystems unabhéangig sind. Damit hangt
zusammen, daB jedes einzelne Symbol des Riccikalkiils bei Verwendung
der Bachschen Klammern, der idealen Faktoren und des Differentia-
tionssymbols unmittelbar mit einem Symbol der direkten Analysis korre-
spondiert. Zweitens ist darauf hinzuweisen, daB der Ubergang zu den
speziellen Problemen, die ein bestimmtes Koordinatensystem verlangen,
vom Riccikalkiil aus fiir den weniger geiibten Leser leichter ist, da hier

1) 1918, 1; 1921, 2. Man vergleiche Strusk, 1922, 5, wo diese direkte Analysis

auf die verschiedensten Gebiete der Riemannschen Differentialgeometrie an-
gewandt ist.
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von vornherein schon Koordinatenformeln vorliegen. Beide Methoden
haben ihre Vorziige und ihre Gefahren. Wer sich nur mit der direkten
Analysis vertraut macht, ist der Gefahr ausgesetzt, sich in reinem For-
malismus zu verlieren. Wer dagegen nur den Koordinatenkalkiil kennt,
kann leicht, indem er nicht kovariante Rechnungen auch dort verwendet,
wo sie nicht am Platze sind, seine Formeln dermafBen komplizieren, daf
er das Ziel verfehlt.

Irgendein Konkurrenzstreit zwischen beiden Rechnungsarten braucht
niemals zu bestehen. Es liegt im Wesen des menschlichen Geistes,
daB es immer eine Denkrichtung geben wird, die dazu neigt, durch weit-
gehendes Symbolisieren die Denk- und Schreibarbeit moglichst zu er-
leichtern, und eine andere, die das leicht zum Formalismus fithrende Sym-
bolisieren méglichst zu vermeiden wiinscht. Beide haben, solange sie Mal}
halten, ihre Existenzberechtigung. Der beste Rat, den man geben kénnte,
wire wohl der, beide Methoden nebeneinander zu studieren und dann
nach eigenem Geschmack zu entscheiden, wo die eine, wo die andere zu
verwenden ist1). DaB es dem Verfasser, der selbst eine direkte Analysis
auf den mathematischen Markt brachte, mit diesem Rate ernst ist, mag
wohl daraus hervorgehen, daf} er sich gerade in dem vorliegenden Buch
bemiiht, dem Leser den Weg zur ,,Konkurrenz méglichst zu ebnen.

Was die im Buche vorkommenden Literaturangaben betrifft, ist
zu bemerken, daB diese sich nur beschrinken auf das, was fiir den
Leser besonders wissenswert ist. Es wire dies auch {iberfliissig, wo es
zwei Werke gibt, die in dieser Beziehung nichts zu wiinschen ibrig
lassen, das oben genannte S#ruiksche Buch und den bald erscheinenden
Encyklopidieartikel von L. Berwald iiber mehrdimensionale Differential-
geometrie?). Vollstindigkeit ist nur angestrebt, was die Arbeiten von
Ricci betrifft.

1y Man vergleiche Schouten-Strutk, 1922, 6. Diese Arbeit, die eine Einfithrung
in die neueren Methoden der Riemannschen Differentialgeometrie darstellt, ent-
halt fast alle Formeln in doppelter Schreibweise und fithrt dem Leser also gleich-
zeitig beide Methoden vor.

2) Differentialinvarianten in der Geometrie. Riemannsche Mannigfaltig-
keiten und ihre Verallgemeinerungen. Enc.d. m. W. III D 11.



Erster Abschnitt,

Der algebraische Teil des KalkKiils.

§ 1. Die allgemeine Mannigfaltigkeit X, .

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit X, ist der Inbegriff
der Werte, welche #» Variablen, die Urvariablen x*, v =4,,...,a,%)
annehmen kénnen. Ein bestimmtes Wertsystem heifle Punkt. Wo nicht
ausdriicklich das Gegenteil bemerkt ist, betrachten wir im folgenden nur
reelle Werte der Urvariablen, und es enthilt die X, demnach oo” Punkte.

Eine Gleichung in den Urvariablen bestimmt eine X,_, die in der
X, enthalten ist. $ solcher Gleichungen bestimmen im allgemeinen eine
Xn_p. Eine X, heift Kurve oder Linie, eine X, Flache, eine X, _;
Hyperfliche. Eine X, kann auch durch ein System von # Gleichungen
gegeben werden, das s voneinander unabhédngige Parameter enthalt,
die alle moglichen Werte annehmen kénnen. So bestimmt das System

(1) % = x” ()
im allgemeinen eine Kurve, das System
(2) ¥ =x"(x,f)

im allgemeinen eine Fliche.

Die X,,_;, fiir die eine der Urvariablen konstant sind, heilen die
Parameterhyperflichen dieser Variablen. Das System von oo™ -
Kurven, ldngs deren sich nur eine Urvariable dndert, heiBt die Kon-
gruenz der Parameterlinien dieser Variablen. Die # Systeme von
Parameterhypertlachen der Urvariablen schneiden sich also in den
n Kongruenzen der Parameterlinien.

Fithrt man durch die » Gleichungen

(3) x" =% (x%, ..., x™)

# neue Variable ein, so ist die Transformation (3) in jedem Punkte,
. . . C x| .
wo die Funktionaldeterminante ~2-| nicht verschwindet, umkehrbar.

o4* |

Fiir alle diese Punkte lassen sich also die 4 ebensogut als Urvariable
verwenden wie die x”. Wir verwenden nun im folgenden nur Trans-

1) Die griechischen Indizes durchlaufen die Werte ay, ..., @, (flir » = 3:
a, b, ¢c; fir n = 4: a, b, ¢, d usw.) zur Unterscheidung von den lateinischen Indizes,
die, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes festgesetzt wird, die Werte 1, ..., n

durchlaufen.



§ 2. Begriff der Ubertragung. § 3. Euklidischaffine Mannigfaltigkeit E,,. 9

formationen, deren Funktionaldeterminante nur in den Punkten ver-
einzelter X,,p < verschwindet, und setzen iiberdies, um allen funk-
tionentheoretischen Schwierigkeiten zu entgehen, fest, daf} nur stetigeund
hinreichend oft differenzierbare Funktionen zur Verwendung gelangen.

§ 2. Der Begriff der Ubertragung.

Der Inbegriff der # Differentiale dx” der Urvariablen heiBt Linien-
element. Die dx” heilen seine Bestimmungszahlen. In jedem
Punkte der X, gibt es also oo" Linienelemente. Ausden Linienelementen
in einem Punkte P lassen sich andere lineare Gebilde zusammenstellen,
z. B. ein Flichenelement, allgemeiner ein X,-Element. Zwei zum nim-
lichen Punkte gehérige Linienelemente lassen nur dann einen GroSen-
vergleich zu, wenn ihre Bestimmungszahlen proportional sind. Man sagt
dann, daf die Linienelemente dieselbe Richtung haben. Im ibri-
gen hat die , Linge* eines Linienelementes noch gar keine Bedeutung.

Zwei Linienelemente oder zwei aus Linienelementen zusammen-
gesetzte Gebilde, die zu verschiedenen Punkten der X, gehoren, lassen
sich hier iiberhaupt noch nicht vergleichen, weder der Linge, noch der
Richtung nach. Um einen solchen Vergleich zu ermdéglichen, mufl erst
irgendein Ubertragungsprinzip eingefiihrt werden, d. h. eine Vor-
schrift, der gemal sich ein Linienelement oder ein aus Linienelementen
zusammengesetztes Gebilde in P nach einem benachbarten Punkte
iibertragen 1aBt. Eine solche Ubertragung bildet die wesentliche
Grundbedingung einer jeden Differentialgeometrie und es gibt so viele
Differentialgeometrien, als es verschiedene Arten der Ubertragung gibt.

§ 3. Die euklidischaffine Mannigfaltigkeit E,.

Die denkbar einfachste Ubertragung wird erhalten, indem man
festsetzt, daB ein Linienelement dx” in P nach einem beliebigen Punkte Q
tibertragen wird, indem man in Q das Element mit den gleichen Bestim-
mungszahlen bildet. Ferner soll irgendein anderes Gebilde, etwa ein
X,Element in P nach Q iibertragen werden, indem man die Linien-
elemente, welche das Gebilde zusammensetzen, nach @ iibertragt. Die
beiden Gebilde heiBen im Sinne der definierten Ubertragung parallel.

Fithrt man nun vermittels (3) neue Urvariable ‘x” ein, so trans-
formieren sich die d4” linear homogen:

Qylin o, o

d' v _O_fv d /'.,
(4a) % Z P
oder einfacher: Py
(4b) aw =,

it

wenn wir festsetzen, daB iiber griechische Indizes, die in einem Term
gerade zweimal vorkommen, stets von 4, bis 4, summiert werden soll,
auch wenn das Summenzeichen nicht ausdriicklich hinzugeschrieben
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wird. Aus (4) geht hervor, dal die Transformation der Bestimmungs-
zahlen eines Linienelementes in einem Punkte P eine ganz andere ist
als die in einem anderen Punkte @, da ja die Ditferentialquotienten —O/—x)
cx”
im allgemeinen in diesen beiden Punkten nicht gleich sind. Daraus folgt
aber, daB bei der in bezug auf die »” definierten parallelen Ubertragung
zwar die dx”, nicht aber die d’4” ungedndert bleiben. Wir haben
also durch die oben in bezug auf die #” gewahlte Definition den Urvaria-
blen #” einen Vorzug verliehen anderen Systemen von Urvariablen gegen-
iiber. Es gibt jedoch Systeme 'x”, die sich derselben einfachen Eigen-
schaft erfreuen wie die #”. Es sind dies alle diejenigen Systeme, die aus
den %" durch eine lineare Transformation erzeugt werden konnen:
(5) W =Pix" -+ R,
Gleichungen, in denen die #2? Koeffizienten P; sowie die # Koeffi-
zienten R” vondenx” unabhingig sind. Denn fiir dieTransformationen
¢’y "

~~_ = P; und also vom Ort in der X,
& x*

dieser Art und nur fir diese ist
unabhingig.

Man koénnte nun in viel allgemeinerer Weise, als esoben geschehen ist,
irgendeine Ubertragung der Linienelemente festlegen, und sich die Frage
vorlegen, ob es etwa Systeme von Urvariablen gibt, in bezug auf welche
die einfache Regel der Erhaltung der Bestimmungszahlen giiltig ist. Im
folgenden werden wir ein einfaches Kriterium zur Beantwortung dieser
Frage finden. Vorgreifend bemerken wir schon jetzt, da die Antwort
im allgemeinen verneinend lautet. Liegt aber der spezielle Fall vor, da83
die Antwort eine bejahende ist, so nennen wir die X, eine euklidisch-
affine Mannigfaltigkeit, E,, und die bevorzugten Systeme von Ur-
variablen kartesische Systeme oder kartesische Koordinaten.
In einer E, hat es einen Sinn, von einer Richtung iberhaupt zu reden
ohne Bezugnahme auf irgendeinen Punkt. Denn es laft sich ja jede
Richtung in einem Punkte in eindeutiger Weise nach jedem anderen
Punkte der E, parallel iibertragen. Aus demselben Grunde lassen sich
parallele Linienelemente in einer E, der Lange nach vergleichen.

Es werde jetzt in einer E, eine X,, betrachtet, die in kartesischen
Koordinaten durch » lineare Gleichungen mit # Parametern bestimmt
ist. Durch Elimination der m Parameter entstehen » — m linear un-
abhingige lineare Gleichungen, die ebenfalls die X,, bestimmen. Durch
eine lineare Transformation gehen wir zu anderen kartesischen Koordi-
naten ‘4" iiber, so daB ‘x*=+1, ..., ‘4% auf der X,, Null sind. Dann ist
durch die Ubertragung der E, auch in der X, eine Ubertragung fest-
gelegt. Denn irgendein Linienelement der X, ist dadurch ausgezeichnet,
daB seine Bestimmungszahlen d’x%=+:, ..., d’x* verschwinden. Bei
paralleler Ubertragung von einem Punkte P nach einem Punkte Q der
X bleiben diese # — m Bestimmungszahlen Null, wihrend die anderen
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m sich nicht dndern. Das iibertragene Linienelement ist also wiederum
Linienelement der X, und die Urvariablen ‘2%, ..., ‘2% bilden dazu
ein System, in bezug auf welches die Bestimmungszahlen bei Uber-
tragung erhalten bleiben, d. h. also ein kartesisches System. Die X,
ist also eine E,. Wir haben demnach den Satz erhalten:

In einer E, bestimmen# — mlinear unabhingige lineare
Gleichungen in kartesischen Koordinaten eine Ey.

Eine E, heiBe Gerade, eine E, Ebene, eine E,_; Hyperebene.
Die Parameterhyperflichen eines kartesischen Koordinatensystems sind
also Hyperebenen, die Parameterlinien sind Geraden.

Die Grundziige der Geometrie der E,, der euklidischaffinen
Geometrie, wiren damit aus dem Ubertragungsprinzip heraus ge-
wonnen. Man erhidlt nun ja bekanntlich diese Geometrie auch auf
einem anderen Wege, indem man in der projektiven Geometrie eine
bestimmte ebene (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit als unendlich
ferne Hyperebene wihlt. Wir kénnten also hier die Hauptsitze der
euklidischatfinen Geometrie als hinreichend bekannt voraussetzen.
Einige wenige Sitze, die im folgenden oft verwendet werden, sollen
hier aber doch erwdhnt werden.

Eine Gerade durch den Punkt 2 kann in kartesischen Koordinaten
gegeben werden durch die # linearen Gleichungen
(6) X =2 4 K
mit dem Parameter &. Aus dieser Gleichung geht hervor, daB die Gerade
entsteht, indem das Linienelement in #”, dessen Bestimmungszahlen
den v” proportional sind, immer in der eigenen Richtung parallel ver-

schoben wird.

Die # linearen Gleichungen
?) v =g taytpy
mit den zwei Parametern & und f# bestimmen eine Ebene durch gc”., vor-
ausgesetzt, daB8 die durch die " bzw. ¢ bestimmten Richtungen nicht
parallel, die ©” also nicht den " proportional sind. Die Ebene enthélt
die beiden Richtungen, ihre Stellung in der E, heift 2-Richtung.

In derselben Weise ist eine E, eindeutig bestimmt durch einen
Punkt und m unabhingige Richtungen, das sind Richtungen, die nicht
in einer E,_, enthalten sind. Sind die Richtungen gegeben durch
¥, ..., v", so ist die notwendige und hinreichende Bedingung der Un-
abhingigkeit, da8 nicht alle m-reihigen Determinanten der durch die
mn Bestimmungszahlen ", ..., 1" gebildeten Matrix verschwinden.
Die Stellung einer E,, in der E, heit m - Richtung.

Eine E,und eine E,, p < g haben hochstens eine p-Richtung gemein-

sam. In diesem Falle heiBen die E, und die E, zueinander —Z—-par allel
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o

oder vollstindig parallel. Enthalt dagegen E, nur s unabhingige
Richtungen der E;, s << p, so heillen E, und E, %-parallell). % heif3t

der Grad des Parallelismus von £, und E,. Zusammen enthalten
dann E, und E, gerade $ + ¢ — s unabhingige Richtungen. Da es
aber in der E, nur % unabhingige Richtungen geben kann, ist
p+qg—s=mnoders—~p-+g—mn. Eine E, und eine E, haben also,
wenn p -+ ¢>n ist, wenigstens p + g — # Richtungen gemeinschaft-
lich. Haben daher E, und E, einen gemeinsamen Punkt, so ist es nur
fir p 4+ ¢=<n moglich, daBl dieser Punkt der einzige gemeinschaftliche
ist. Im allgemeinen ist das Schnittgebilde eine E;, p =>s=p+g—mn,
in welcher Formel E, einen Punkt bezeichnet.

Wir verwenden nun die E, zur Definition der verschiedenen GréBen,
die bei der Behandlung der Differentialgeometrie vorkommen und zei-
gen dann spiter, daB die erhaltenen Definitionen auch fiir einen Punkt
der X, verwendet werden konnen.

§ 4. Kontravariante und kovariante Vektoren.

Es sei 4” ein kartesisches Koordinatensystem einer E,. Beim Uber-
gang zu einem anderen kartesischen System mit demselben Ur-
sprung transformieren sich die 4" linear homogen:

(8a) 'y = Pixt.
Lautet die Umkehrung, die immer méglich ist, da P}! < 0:
(Sb) N = Q)l/ le’
so ist: ) .
(9) /xv — P‘l)l/ Q‘;l /xA; xv _ Q;fl P;‘fx/.
und daraus geht hervor:
v A e 1 fiir A =» (nicht summieren iiber 1) ,
(10) Poi=pig={ "L

Alle Transformationen der Form (8) bilden zusammen die lineare
homogene Gruppeoder (homogene) atfine Gruppe?). Wo wir im fol-
genden von einer GréBe sprechen, wird darunter immer verstanden der
Inbegriff einer Anzahl von Zahlen, die sich bei den Transformationen eben
dieser Gruppe in bestimmter unten angegebener Weise transformieren.

Der Inbegriff jedes Systems von Zahlen, von denen eine jede bei
der Transformation (8) invariant ist, heiBt Zahlgr68e oder Skalar.
Die Zahlen heiBen seine Bestimmungszahlen. 3 und 4 + 24 sind
Beispiele von Skalaren mit einer bzw. zwei Bestimmungszahlen (vgl. S. 44).

Der Inbegriff jedes Systems von # Zahlen v”, die sich bei der Trans-
formation (8) transformieren wie die x”, heiflt ein kontravarianter
Vektor. Die Zahlen x” heiflen seine Bestimmungszahlen. Der

1) Schoute, 1902, 5, S.34.  2) Auch ,,affine Gruppe mit festem Punkt‘‘ genannt.
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Index wird immer oben geschrieben. Das einfachste Beispiel eines
kontravarianten Vektors ist der Punkt mit den Koordinaten x*. Jeder
kontravariante Vektor 148t sich also bei gegebenem Ursprung dar-
stellen durch einen Punkt, dessen Koordinaten die Bestimmungszahlen
des Vektors sind. Diese geometrische Darstellung ist aber unzweck-
miBig, da sie von der Wahl des Ursprungs abhingig ist. Sie 148t sich
durch eine von dieser Wahl unabhingige ersetzen, indem man irgend
zwei Punkte wihlt, deren Koordinatendifferenzen gerade die Bestim-
mungszahlen des Vektors sind. Ein (nicht notwendig gerader) Pfeil
gibt den Sinn vom negativ gezahlten bis zum positiv gezahlten Punkte
an. Die beiden Punkte heilen Anfangspunkt und Endpunkt des
Vektors. Die Koordinaten der beiden Punkte sind tibrigens beliebig, so
daB die ganze Figur keinen bestimmten Ort in der E, hat, sondern
sich beliebig parallel zu sich selbst verschieben 14ft:

Jeder kontravariante Vektor 148t sich geometrisch dar-
stellen durch zwei Punkte in der E,, denen eine bestimmte
Richtung, ein bestimmter durch einen (vorzugsweise, aber
nicht notwendig, geraden) Pfeil angebbarer Sinn und eine
bestimmte gegenseitige Lage zukommt, aber kein bestimm-
ter Ort in der E,.

Unter gleichartigen Gréfen verstehen wir Groflen mit Bestim-
mungszahlen, die sich in derselben Weise transformieren.

Unter Addition zweier gleichartiger GroBen verstehen wir Addi-
tion der korrespondierenden Bestimmungszahlen. Jede Addition erzeugt
also, infolge der Linearitit der Transformation (8), wiederum eine gleich-
artige GroBe. Die geometrische Bedeutung der Addition kontravarianter
Vektoren ist bekannt (Parallelogrammkonstruktion).

Die kontravarianten Vektoren mit den Bestimmungszahlen 1, 0,

,0;0, 1,0, ..., 0; usw. heiBen die zum gewihlten Koordinaten-
system gehoérigen kontravarianten Mavektoren und werden be-
zeichnet mit ’e”, nH=a;, ..., an:

(11) ¢ =

u

(1 fiir » = g [nicht summieren?)],
{0 w VE M.

Die Bestimmungszahlen eines kontravarianten Vektors sind die Projek-
tionen auf die Koordinatenachsen, gemessen durch die zugehorigen MaB-
vektoren. Fir jeden kontravarianten Vektor »” gilt also die Gleichung:

(12) V=it
l”

1) ¢” ist der Inbegriff der » Zahlen 1, 0, ..., 0, die sich bei Anderung des
Koordmattensystems nicht #ndern. e" ist also kein kontravarianter Vektor im
eigentlichen Sinne, da die Transformat10nswe1se der Bestimmungszahlen eines
kontravarianten Vektors gegeben ist durch (8). Man kann aber e’ auffassen als einen

Vektor, der fiir jede Wahl des Koordinatensystems einen anderen Wert hat.
Letztere Auffassung, die die fibliche ist, wollen wir bevorzugen.
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welche die Zerlegung von v” in # Komponenten in den Richtungen
der Koordinatenachsen angibt.

Die Gleichung:
(13) 2" =1

bestimmt eine Hyperebene. Die #, sind die Koordinaten dieser Hyper-
ebene (Hyperebenenkoordinaten) und werden erhalten, indem man die
Stiicke, welche durch die Hyperebene von den Koordinatenachsen ab-
geschnitten werden, jedesmal mit dem zugehérigen kontravarianten
MafBvektor miBt und dann die reziproken Werte bildet. Die Gleichung
(13) geht bei der Transformation (8) iber in:

(14) ‘u,’x" =1
oder, infolge (8):

(15) “u, Pl x* =1
und es ist demnach:

(16a) ;= P;'u,.
In derselben Weise wird bewiesen:
(16b) ‘u, =Qu,.

Die Transformation (16) heift zu (8) kontragredient. In den
u; haben wir also ein System von Zahlen, die sich kontragredient zu
den x” transformieren. Der Inbegriff jedes Systems von # Zahlen w;,
die sich bei den Transformationen (8) kontragredient zu den x” trans-
formieren, heilt kovarianter Vektor. Die Zahlen w; heiflen seine
Bestimmungszahlen. Der Index wird immer unten geschrieben.
Das einfachste Beispiel eines kovarianten Vektors ist die Hyperebene
mit den Koordinaten #;. Jeder kovariante Vektor 1aB8t sich also, bei
gegebenem Ursprung, darstellen durch eine Hyperebene, deren Ko-
ordinaten die Bestimmungszahlen des Vektors sind. Diese weniger
zweckmiBige Darstellung 148t sich wiederum durch eine von der Wahl
des Ursprungs unabhingige ersetzen, indem man irgend zwei parallele
Hyperebenen wihlt, deren Koordinatendifferenzen gerade die Bestim-
mungszahlen des Vektors sind. Ein Pfeil gibt den Sinn von der negativ ge-
zahlten bis zur positiv gezahlten Hyperebene an. Der Pfeil wird am besten
krummlinig gezeichnet, da sonst der falsche Eindruck erweckt wird,
daB3 zu einem kovarianten Vektor auBer den beiden Hyperebenen noch
irgendeine Richtung gehért. Die beiden Hyperebenen heilen Anfangs-
hyperebene und Endhyperebene des Vektors. Die Koordinaten der
beiden Hyperebenen sind iibrigens beliebig, so daB3 die ganze Figur keinen
bestimmten Ort in der E, hat, sondern sich beliebig parallel zu sich selbst
verschieben 14Bt. Die Bestimmungszahlen sind die reziproken Werte
der durch die beiden Hyperebenen aus den Achsen herausgeschnittenen
Stiicke, gemessen durch die zugehérigen kontravarianten MaBvektoren:
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Jeder kovariante Vektor 148t sich geometrisch darstel-
len durch zwei parallele Hyperebenen in der E,, denen eine
bestimmte (# — 1) -Richtung, ein bestimmter durch einen
(vorzugsweise nicht geraden) Pfeil angebbarer Sinn und
eine bestimmte gegenseitige Lage zukommt, aber kein be-
stimmter Ort in der E;).

Abb. 1 zeigt einen kovarianten Vektor fiir » = 3. Die geometrische
Bedeutung der Addition zweier kovarianter Vektoren 148t sich aus Abb. 2
ablesen, die einen Schnitt der 6 E,_; von v;, w; und v; -+ w, darstellt mit
einer E, in allgemeiner Lage. Die (# — 1) -Richtung der Summe zweier
kovarianter Vektoren enthilt also die (# — 2)-Richtung, die den beiden
Summanden gemeinschaftlich ist. Man erkennt leicht aus dieser Kon-
struktion oder auch aus der oben erwahnten geometrischen Bedeutung

S
NN

O+,

>

Abb. 1. Abb. 2.

der Bestimmungszahlen des kovarianten Vektors, daB die beiden E, -,
von mw; eine m mal kleinere Entfernung voneinander haben als die von w;,.

Die kovarianten Vektoren mit den Bestimmungszahlen 1, 0, ..., 0;
0,1, 0, ...,0; usw. heilen die zum gewihlten Koordinatensystem ge-
horigen kovarianten MalBvektoren und werden bezeichnet mit

I
€L, U=a ey Ayl e A . .
o Lo # f4fiir A= p (nicht summieren),

7i “TN0 ., d 4 ).
Fir jeden kovarianten Vektor w; gilt also die Gleichung:

n

1\18) w; = w;t €,
welche die Zerlegung von w; in # Komponenten mit den (n — 1)-
Richtungen der Koordinatenhyperebenen angibt. Die kovarianten
MaBvektoren bilden ein #-dimensionales Parallelepiped, dessen Kanten
mit den kontravarianten MaBvektoren zusammenfallen. Abb. 3 zeigt
den Sachverhalt fir # = 3. (Auf die Drehpfeile und den Schraubsinn
ist hier noch nicht zu achten.)

1) Schouten, 1923, 4, S. 164.
k4
%) Die ¢, lassen sich wie die )e" auffassen als eigentliche Vektoren, die fiir

jede Wahl des Koordinatensystems einen anderen Wert haben (vgl.S.13und S.57)
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Aus einem kontravarianten Vektor v” und einem kovarianten w;
148t sich ein Skalar bilden, also eine Zahl, die bei den Transformationen
(8) und (16) invariant ist. Infolge (8), (10) und (16) ist namlich:
{19) v 'w, = Phvr Qfw, =v"w,
und v*w, ist also eine Invariante. Umgekehrt, sind die »” die Bestimmungs-
zahlen eines kontravarianten Vektors, und ist »*w; invariant fiir jede
Wahl von ”, so folgt, daB3 die w; Bestimmungszahlen eines kovarianten
Vektors sind. Das gleiche gilt bei Vertauschung von #* und w;. Die
Invariante v*w, heiBt die (skalare) Uberschiebung von v” mit w,. Thre
geometrische Bedeutung ist einfach. MiBt man »” mit dem kontravarianten
Vektor, der aus der Geraden von v” durch die beiden Hyperebenen von w;
herausgeschnitten wird, als MaBeinheit, so ist das Resultat gerade ©* w); .

Abb. 3.

Man erhilt das gleiche Resultat, wenn man in dual entgegengesetzter Weise
w; miBt mit dem kovarianten Vektor, der parallel zu w; durch Anfangs-
und Endpunkt von v” gelegt werden kann, als MaBeinheit. Die Gleichung:
(20) vhw; =1

bedeutet also, daB v” gerade zwischen die beiden E,_; von w, paBt,
die Gleichung:

(21) v*w, =0,

daB die Richtung von #” in der (# — 1)-Richtung von w, enthalten ist.
Aus den Gleichungen (11) und (17) folgt:

B 1 fiir « = f§ (nicht {iber & summieren) ,
(22) ete, = ‘
o ' 0 5 X ﬂ!
d. h. der MaBvektor ¢” paBt zwischen die E,_; von Z;' und seine Rich-
o

tung ist in den (# — 1)-Richtungen samtlicher # — 1 anderen kovarianten
MaBvektoren enthalten. Man betrachte hierzu Abb. 3.
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§ 5. Kontravariante und kovariante Bivektoren,
Trivektoren usw.

Zwel linear unabhingige kontravariante Vektoren ¢” und #” in
bestimmter Reihenfolge bestimmen ein Parallelogramm mit einer be-
stimmten 2-Richtung und einem bestimmten Drehsinn (Abb. 4). Als
Bestimmungszahlen dieser Figur kann man etwa die (Z) Projektionen

auf die Koordinatenebenen wihlen, gemessen mit Hilfe der von den
¢” gebildeten Parallelogramme. Man findet fiir diese Bestimmungszahlen

leicht die Werte |v* | = v* 0" — v" w".
Wir nennen nun den Inbegriff jedes Systems von (Z) Zahlen

u*" = — w"*, die sich bei den Transformationen (8) transformieren wie

die (Z) Determinanten |v* |, die man aus zwei beliebigen kontra-

varianten Vektoren bilden kann, einen kontravarianten Bivektor.
Das einfachste Beispiel eines kontravarianten Bivektors ist ein Teil einer
E,, dem eine bestimmte 2-Richtung, ein bestimmter Inhalt und ein be-
stimmter durch einen Drehpfeil angebbarer Sinn zukommt, dessen Form
und dessen Ort in der E, aber {ibrigens unbestimmt sind. Die Bestimmungs-

zahlen dieser GroBe sind etwa die (;) Projektionen auf die Koordinaten-

ebenen, gemessen mit Hilfe der Parallelogramme der kontravarianten
MaBvektoren. LaBt sich ein kontravarianter Bivektor in dieser Weise geo-
metrisch darstellen, so heillt er einfach. Dies ist eine geometrische De-
finition, die korrespondierende algebraische wird spiter angegeben (S. 26).
Ein kontravarianter Bivektor ist im allgemeinen nicht einfach, 148t sich
aber als Summe einer endlichen Anzahl von einfachen Bivektoren schreiben,
wie unmittelbar aus folgender auf (17) beruhenden Zerlegung hervorgeht:

2 Ml‘u E—l h— Mo(ﬂ el et — 1 “o(ﬂ e}. et — et 6}' .
(23) xp F (a/f aﬂ)
In derselben Weise bestimmen ¢ linear unabhéngige kontravariante
Vektoren 1{”, ..., vV in bestimmter Reihenfolge ein p-dimensionales
P

Parallelepiped mit einer bestimmten $-Richtung und einem bestimmten
p-dimensionalen Schraubsinn. Als Bestimmungszahlen kann man etwa die

(Z) Projektionen auf die ('} Koordinaten-E, wahlen, gemessen mit

p
varianten MaB3vektoren bilden lassen. Man findet fiir diese Bestimmungs-

zahlen leicht die Werte :

Hilfe der (") p-dimensionalen Parallelepipede, die sich aus den kontra-

P /gl
» »

Wir nennen nun den Inbegriff jedes Systems von (" Zahlen #"17»,

die sich bei den Transformationen (8) transformieren wie die (Z) Deter-

Schouten, Ricci-Kalkiil. 2
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minanten, die man aus p beliebigen kontravarianten Vektoren bilden
kann, einen kontravarianten p-Vektor. Notwendige Bedingung ist
natiirlich, daB Vertauschung von zwei der Indizes »,, ..., ¥, Vorzeichen-
wechsel herbeifithrt. Wir bringen dies zum Ausdruck, indem wir sagen,
daB #”-" in allen p Indizes alternierend ist. Das einfachste Bei-
spiel eines kontravarianten p-Vektors ist ein Teil einer E,, dem eine
bestimmte p-Richtung, ein bestimmter Inhalt und ein bestimmter durch
eine p-dimensionale Schraube mit Pfeil') angebbarer Sinn zukommt,
dessen Form und dessen Ort in der E, aber iibrigens unbestimmt sind.

DieBestimmungszahlen dieser GroBen sind etwa die (Z)

die Koordinaten-E,, gemessen mit Hilfe der p-dimensionalen Parallel-
epipede der kontravarianten MaBvektoren. Laft sich ein kontravarianter
$-Vektor in dieser Weise geometrisch darstellen, so heit er einfach. Ein
kontravarianter (z — 1)-Vektor ist stets einfach. Die korrespondierende
algebraische Definition folgt weiter unten (S. 26). Ein kontravarianter
p-Vektor ist im allgemeinen nicht einfach, 1aBt sich aber stets als Summe
einer endlichen Anzahl einfacher p-Vektoren schreiben (vgl. S.17).

Die Reihe der kontravarianten p-Vektoren schlieBt mit dem kontra-
varianten sn-Vektor, der stets einfach ist, nur eine einzige Bestimmungs-
zahl hat und durch einen Teil der E, mit bestimmtem Inhalt und einem
bestimmten #n-dimensionalen Schraubsinn dargestellt wird. Die eine
Bestimmungszahl ist nicht invariant bei der Transformation (8) und
ein kontravarianter #-Vektor ist also kein Skalar.

Zwei einfache kontravariante p-Vektoren konnen bis jetzt dann und
nur dann der GréBe nach verglichen werden, wenn sie dieselbe p-Rich-
tung haben. Fir p = # ist der Vergleich also stets mdoglich. Abb. 3
zeigt fiir » = 3 die drei einfachen kontravarianten Bivektoren und den
kontravarianten Trivektor, die aus den kontravarianten MaBvektoren
gebildet werden koénnen.

Zwei linear unabhingige kovariante Vektoren v; und w; in be-
stimmter Reihenfolge bestimmen einen ,,Balken‘* mit einer bestimmten
(n — 2)-Richtung und einem bestimmten Drehsinn. Abb. 5 zeigt den
Fall n = 3. Als Bestimmungszahlen dieser Abbildung kann man etwa die
reziproken Werte der # Stiicke wihlen, die aus den Koordinatenebenen
herausgestochen werden, gemessen mit Hilfe der von den kontra-
varianten MaBvektoren gebildeten Parallelogramme. Man findet fiir
diese Bestimmungszahlen leicht die Werte lv; w, | '

Projektionen auf

1) Da die Aufeinanderfolge der Verschiebungen e’ , ..., eV denselben oder

[
den entgegengesetzten Schraubsinn bestimmt wie die Aufemanderfolge —e”,

ap
e, — e” e nachdem p@ + +1) erade oder ungerade ist, kehrt sich ein p-dimen-
j 8 8
ay

sionaler Schraubsinn dann und nur dann bei Umkehrung des Pfeiles um, wenn

p * + 1) ungerade ist. Fiir gerades — PP + 1)— kann der Pfeil also fortgelassen werden.
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Wir nennen nun den Inbegriff jedes Systems von (;’) Zahlen

%, = — u,,, die sich bei den Transformationen (8) transformieren wie
die (’21) Determinanten |v;w,|, die man aus zwei beliebigen kovarian-

ten Vektoren bilden kann, einen kovarianten Bivektor. Das ein-
fachste Beispiel eines kovarianten Bivektors ist ein Zylinder, dessen
Begrenzung von oo! vollstandig parallelen E, _, erzeugt wird, und dem
ein bestimmter Querschnitt und ein bestimmter, durch einen Drehpfeil
angebbarer Sinn zukommt, dessen Querschnittsform und dessen Ort in
der E, aber iibrigens unbestimmt sind. Die Bestimmungszahlen dieser
GroBe sind etwa die reziproken Werte der (;‘) Stiicke, die durch den
Zylinder aus den Koordinatenebenen herausgestochen werden, gemessen
mit Hilfe der Parallelogramme der zugehérigen
kontravarianten MaBvektoren. LaBt sich
ein kovarianter Bivektor in dieser Weise geo-
metrisch darstellen, so heilt er einfach.

In derselben Weise bestimmen ¢ linear un-
abhingige kovariante Vektoren Uy ..., 0y in
bestimmter Reihenfolge eine Figur mit einer

UV

.
v)-; /
T

dlf;/\,,

/>
mY

Abb. 4. Abb. 5.
bestimmten (# — p)-Richtung, einem bestimmten Querschnitt und einem

bestimmten p-dimensionalen Schraubsinn. Als Bestimmungszahlen kann
n

' )
ordinaten-E, herausgestochen werden, gemessen mit Hilfe der von den zu-

gehdrigen kontravarianten Maflvektoren gebildeten p-dimensionalen
Parallelepipede. Man findet fiir diese Bestimmungszahlen leicht die Werte

man etwa die reziproken Werte der ( Stiicke wihlen, die aus den Ko-

"1 1
vll.‘.vlp
p p
Vigs -+ Uy

Wir nennen nun den Inbegriff jedes Systems von (Z) Zahlen wy, . ;,,
die in allen Indizes alternierend sind und sich bei den Transformationen
(8) transformieren wie die (Z) Determinanten, die man ausp beliebigen
kovarianten Vektoren bilden kann, einen kovarianten p-Vektor. Das
einfachste Beispiel eines kovarianten p-Vektors ist ein Zylinder, dessen

2%
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Erzeugende E,_, sind, und dem ein bestimmter Querschnitt und ein
bestimmter p-dimensionaler Schraubsinn zukommt, dessen Querschnitts-
form und dessen Ort in der E, aber unbestimmt sind. Die Bestimmungs-
zahlen dieser Grofe sind die reziproken Werte der Stiicke, die aus den
Koordinaten-E, herausgestochen werden, gemessen wie obenl). LaBt
sich ein kovarianter p-Vektor in dieser Weise geometrisch darstellen, so
heiit er einfach. Das korrespondierende algebraische Kriterium folgt
weiter unten (S.26). Ein kovarianter (# — 1)-Vektor ist stets einfach. Ein
kovarianter p-Vektor ist im allgemeinen nicht einfach, 148t sich aber stets
als Summe einer endlichen Anzahl einfacher $-Vektoren schreiben. Es
ist nun klar, daB jedem kontravarianten $-Vektor in einer bis auf einen
Zahlenfaktor eindeutigen Weise einkovarianter (# — p)-Vektor zugeordnet
ist, namlich der (n — p)-Vektor, der dieselbe p-Richtung hat. Eben dieser
Zahlenfaktor macht es aber unmdglich, beide Gré8en zu identifizieren.

Die Reihe der kovarianten p-Vektoren schlieBt mit dem kovarian-
ten #-Vektor, der stets einfach ist, nur eine einzige Bestimmungszahl
hat und durch einen Teil der E, mit bestimmtem Inhalt und einem be-
stimmten #-dimensionalen Schraubsinn dargestellt wird. Der kontra-
variante und der kovariante n-Vektor werden also durch geometrische
Figuren derselben Art dargestellt. Korrespondieren sie genau mit der-
selben Figur, so sind thre Bestimmungszahlen offenbar zueinanderreziprok.

Zwei einfache kovariante p-Vektoren konnen bis jetzt dann und
nur dann der GroBe nach verglichen werden, wenn sie dieselbe (n — $)-
Richtung haben, fiir 4 = » also immer.

Abb. 3 zeigt fiir » = 3 die drei einfachen kovarianten Bivektoren
und den kovarianten Trivektor, die aus den kovarianten MaBvektoren
gebildet werden konnen.

DieGesamtheit der Richtungen eines kontravarianten p-VektorsheiBt
ein kontravariantes Gebiet p' Stufe, die Gesamtheit der (n —1)-
Richtungen, die durch die (» — p)-Richtung eines kovarianten p-Vektors
gelegt werden konnen, ein kovariantes Gebiet ' Stufe. In einem
kontravarianten Gebiet $'* Stufe gibt es p linear unabhingige kontra-

variante Vektoren, allgemeiner (Z) linear unabhingige einfache kontra-
variante g-Vektoren. Dasselbe gilt m. m. fiir ein kovariantes Gebiet

p*" Stufe. Ein ko- bzw. kontravarianter (p — 1)-Vektor in einem
ko- bzw. kontravarianten Gebiet p'*" Stufe ist offenbar stets einfach.

§ 6. Geometrische Darstellung kontravarianter
und kovarianter p-Vektoren bei Einschrinkung der Gruppe.

Die bisher behandelten GréBen sind alle definiert in bezug auf die
Transformationen der (homogenen) affinen Gruppe (8). Diese GroBen
lassen sich nun auch in einfacherer Weise geometrisch darstellen, voraus-

1y Schouten-Struik, 1922, 6.
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gesetzt, daBl man sich auf weniger allgemeine Transformationen als (8)
beschrinkt, d. h. nicht alle kartesischen Koordinatensysteme mit dem-
selben Ursprung zulidBt, sondern nur gewisse bevorzugte. Wir wihlen
dazu zunichst die Transformationen, bei welchen die Determinante
|P}| = 4-1 ist, d. h. wir lassen nur solche kartesische Koordinaten-
systeme zu, die auseinander vermittels einer Transformation (8) mit
Determinante 4 1 hervorgehen konnen. Diese Transformationen bilden
zusammen die 4quivoluminére Gruppe, eine Untergruppe der affinen.
Sie sind inhaltstreu, lassen aber einen gegebenen #n-dimensionalen
Schraubsinn nicht invariant. Zur Auswahl der zuldssigen Koordinaten-
systeme verwenden wir diese Inhaltstreue. Irgendein #-dimensionales
Volumen werde als Einheitsvolumen festgelegt. Es sind dann nur
solche Koordinatensysteme zuldssig, bei denen der Inhalt des Parallel-
epipeds der kontravarianten MaBvektoren gerade die Volumeinheit ist.

Es sei nun ein kovarianter Vektor gegeben. Dann ist es immer
moglich, in den beiden E,_, dieses Vektors zwei kongruente E,_;-Teile
abzugrenzen, dermafien, daf der Inhalt des von beiden gebildeten Zy-
linders gerade die Volumeinheit ist. Jedem kovarianten Vektor kann
also in eindeutiger Weise ein Teil einer E,_; zugeordnet werden, dem
eine bestimmte (# — 1)-Richtung, ein bestimmter Inhalt und ein be-
stimmter Sinn zukommt, dessen Form und dessen Ort in der E, aber
iibrigens unbestimmt sind. Der Sinn kann vermittels eines durch die
E,_; hindurchstechenden (vorzugsweise nicht geradlinigen) Pfeiles
angegeben werden. Jeder kovariante Vektor kann also bei der dquivolu-
mindren Gruppe statt durch zwei parallele E,_, auch durch diese ein-
fachere Figur dargestellt werden.

In derselben Weise a8t sich mit Hilfe der Volumeinheit jedem
kovarianten (n# — p)-Vektor in eindeutiger Weise ein Teil einer E,
zuordnen, dem eine bestimmte p-Richtung, ein bestimmter Inhalt und
ein bestimmter (# — p)-dimensionaler Schraubsinn zukommt, dessen
Form und dessen Ort in der E, aber iibrigens unbestimmt sind. Die
(n — p)-dimensionale Schraube ist in irgendeiner die E, nur in einem
Punkte schneidenden E,., anzubringen. Dies gilt allgemein fiir
p=1,..., % — 1, wenn man folgerichtig Pfeil und Drehsinn als 1- bzw.
2-dimensionalen Schraubsinn auffaBt. Jeder kovariante (» — $)-Vektor
148t sich also jetzt durch eine einfache p-dimensionale Figur darstellen.
Der Unterschied zwischen dem Kkontravarianten p-Vektor und dem
kovarianten (n — p)-Vektor besteht nur darin, daB bei der ersten GroBe
der Schraubsinn p-dimensional ist und in der E, liegt, wihrend bei der
zweiten Figur der Schraubsinn (# — p)-dimensional ist und ganz
aullerhalb der E, liegt. Man kann dies zum Ausdruck bringen, indem
man die erste Figur p-Vektor erster Art, die zweite p-Vektor
zweiter Art nennt. Diese Namen haben selbstverstindlich nur bei
Zugrundelegung der dquivoluminiren Gruppe Bedeutung.
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Fir # == 3 sind die Verhaltnisse sehr leicht zu {ibersehen. Es gibt
da zunichst den kontravarianten Vektor, darstellbar durch einen Pfeil,
und den kovarianten Bivektor, darstellbar durch einen Teil einer Ge-
raden mit einem Drehsinn (Vektor erster und zweiter Art). Sodann
gibt es den kontravarianten Bivektor, darstellbar durch einen Teil
einer Ebene mit Drehsinn und den kovarianten Vektor, darstellbar
durch einen Teil einer Ebene mit einem durch die Ebene hindurch-
stechenden Pfeil (Bivektor erster und zweiter Art). Es sind dies die
vier GréBen, die auch gemeint sind mit den Worten: 1. polarer Vek-
tor, 2. axialer Vektor, 3. axialer Bivektor und 4. polarer
Bivektor!) (Abb. 6).

Gehen wir nun zu einer noch weniger umfassenden Gruppe {iber,
der (homogenen) speziell affinen, die nur die Transformationen (8)
mit der Determinante + 1 enthélt, so vereinfacht sich die geometrische

Darstellung wiederum. Die Trans-

formationen dieser Gruppe lassen
O nicht nur die Volumeinheit in-
2. gebenen n-dimensionalen Schraub-

/ variant, sondern auch einen ge-
sinn. Wir legen nun einen solchen

/
Schraubsinn als Normalschraub-
sinn fest (z. B. fiir # = 3 eine
Rechtsschraube) und lassen nur
noch solche Koordinatensysteme
4. Abb. 6. 3. zu, bei denen die Punktfolge
009,...0;1,0,0,...0;0,1,0,...0
usw. den Normalschraubsinn bestimmt. Jedem (# — p)-dimensionalen
Schraubsinn in einer E,_, ist dann in jeder die E, _, nur in einem Punkte
schneidenden E,, in eindeutiger Weise ein p-dimensionaler Schraubsinn
zugeordnet (z. B. fiir # = 3 jedem Pfeil in jeder den Pfeil schneidenden
E, ein Drehsinn). Damit ist aber jedem kovarianten (#» — p)-Vektor in
eindeutiger Weise ein kontravarianter p-Vektor zugeordnet, d.h. der
kovariante (» — p)-Vektor kann jetzt durch dieselbe Figur dargestellt
werden wie der kontravariante p-Vektor. Anders ausgedriickt, der
Unterschied zwischen den p-Vektoren erster und zweiter Art ver-
schwindet. Die zugehorigen algebraischen Formeln finden sich S. 32.
Fiir n = 3 verschwindet also der Unterschied zwischen Vektoren und
Bivektoren (vgl. Abb. 6).
Zu einer noch weniger umfassenden Gruppe, bei der sich auch der
kontravariante p-Vektor und der kontravariante (» — $)-Vektor durch
dieselbe Figur darstellen lassen, gelangen wir weiter unten.

1) In der Literatur herrscht hier groBe Verwirrung, was nur daran liegt,
daB die zugrunde gelegte Gruppe nicht beachtet ist. Haben doch diese Unter-
scheidungen nur bei der aquivoluminiren Gruppe Bedeutung.
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§ 7. Allgemeine GroBen.

Wir wenden uns nun zur Definition der allgemeinen GréBen, wobei
als Spezialfall die bis jetzt betrachteten GroBen wiederum auftreten. Es
wird die (homogene) affine Gruppe zugrunde gelegt.

A. Kontravariante Gréolen. Es seien v” . 11 linear unab-

héangige kontravariante Vektoren. Beider Transformatlon (8) der affinen
Gruppe transformieren sich die #? Produkte, die sich aus den Bestim-
mungszahlen dieser Vektoren bilden lassen, in einer ganz bestimmten
Weise und jedenfalls wiederum linear homogen. Wir nennen nun den
Inbegriff von #P Zahlen v”+-*» eine kontravariante Gr68e oder einen
kontravariantenAffinor p*® Grades, wenn sich die Zahlen bei den
Transformationen (8) transformieren wie die oben angegebenen Produkte.
Es ist zu beachten, dal die Reihenfolge der Indizes wesentlich ist, da
ja z.B. im allgemeinen v"’» durchaus nicht gleich v”:"+”s->» zu sein
braucht. Alle kontravarianten Gréfen bekommen obere Indizes.

Lassen sich die p-Vektoren v, e, U zufillig so wihlen, daf3 fiir
alle Werte der Indizes '
(24) Vet =ML ',
14
so heilt »"+’» das allgemeine Produkt von v, . 11 in dieser

Reihenfolge. Die Reihenfolge der Faktoren ist w1ederurn wesenthch
Im allgemeinen gelingt es nicht, v, v in dieser Weise zu wihlen,

v"-"r 1Bt sich aber immer als Summe einer endlichen Anzahl von
Produkten von p-Vektoren schreiben. Auch 148t sich v":*» stets als
ein allgemeines Produkt von p idealen Vektoren v, . v schreiben,

indem man (24) alsDefinitionsgleichung dieser Vektoren betrachtet.
Entsprechendes geschieht ja bekanntlich auch in der Aronkold-Clebsch-
schen Invariantensymbolik. Die Rechnung wird durch Einfiihrung
dieser idealen Vektoren oft bedeutend erleichtert und vereinfacht. Der
Kunstgriff beruht darauf, daB die Bestimmungszahlen der idealen Vek-
toren, die nichts anderes sind als Aronhold-Clebschsche Symbole, sich in
derselben Weise transformieren wie die realen Vektoren, und man also
wihrend der Rechnung den Unterschied zwischen realen und idealen Vek-
toren gar nicht zu beachten braucht. Erst nach der Rechnung ist zur
Erlangung der realen Bedeutung des Resultates auf (24) zuriickzugreifen.

Bei der Verwendung von idealen Vektoren ist eines zu beachten.
Kommt eine GréBe in irgendeinem Produkte mehr als einmal vor,
z. B. #** in dem Produkte #**#*”, so muB man bei Einfithrung idealer
Vektoren mit Hilfe der Gleichung

{(25) Uttt = gl n

in irgendeiner Weise einen Unterschied machen zwischen den Vek-
toren, die zu verschiedenen Faktoren gehoren. Geschieht dies nicht,
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so kommt man zu Fehlschliissen, wie folgendes Beispiel zeigt. Es
lieBe sich doch schlieBen

(26) Wyt = prwh = wthy,

ein offenbar bei einer allgemeinen GréBe #* falsches Resultat. Es konnte
doch z. B. fiir irgendeine Wahl von %, 4, gund » #** = 0, #"* + 0, w'* = 0
sein. Fiihrt man fiir die idealen Vektoren des zweiten Faktors eine be-
sondere Bezeichnung ein:

(27) uttt = vl ="yt ‘we

so wird:
(28)

Wy = p*h Tyt T
2

Lot Loyt

Wity — gt Tyn T ,

und jede Verwechslung ist ausgeschlossen. Tritt also eine Grofe zmal
in einem Produkt auf, so sind gerade ¢ gleichberechtigte Systeme
idealer Vektoren einzufithren, so daf jeder Faktor seine eigenen Vek-
toren bekommt, die nicht mit den Vektoren eines anderen Faktors ver-
wechselt werden diirfen. Derselbe Sachverhalt liegt ja bekanntlich in
der Aromhold-Clebschschen Symbolik vor.

Werden die idealen Vektoren von o"+”» in irgendeiner Reihen-
folge miteinander multipliziert, so entsteht ein Isomer von "7
und zwar ein gerades oder ein ungerades Isomer, je nachdem die
Permutation gerade oder ungerade ist. Es gibt also p! Isomere, v™"”
selbst mitgezahlt. Zwei verschiedene Isomere derselben GréBe sind im
allgemeinen ungleich. Sie haben zwar dieselben Bestimmungszahlen,
aber die Reihenfolge der Indizes ist bei zwei gleichen Bestimmungs-
zahlen eine andere. Tritt irgendwo Gleichheit auf oder Gleichheit bis
auf das Vorzeichen, so ist das eine Eigenschaft der GroBe, die offenbar
von der Wahl des Koordinatensystems unabhéngig ist, die GréBe ist
dann eben besonderer Art.

Es sind da zwei Fille als besonders wichtig hervorzuheben. Erstens
der Fall, wo alle Isomere gleich sind, wo die GréBe sich also nicht 4ndert,
wenn zwel beliebige ideale Vektoren vertauscht werden. Eine solche
GroBe heiBt symmetrisch oder ein Tensor. Der zweite bemerkens-
werte Fall tritt auf, wenn bei Vertauschung irgend zweier idealer Vek-

toren nur Vorzeichenwechsel auftritt. In diesem Falle sind also pz ! der
c g p! .
Isomere unter sich gleich und den anderen-,- entgegengesetzt gleich.

Eine solche GréBe heifit alternierend. Bei einer alternierenden Gréfe
nennt man den Grad mit Grafmann auch Stufel). Die Bestimmungs-

zahlen der GroBe sind die (Z) Zahlen:

P”l...g}”ﬁ'
1 .
prin
[/ R /ig
» p

1) Grafimann, 1844, 1, S. 52.
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4

Da aber die idealen Vektoren sich wie gewoOhnliche Vektoren trans-
formieren, folgt, unter Beriicksichtigung der Definition auf S. 18, daB
eine alternierende Grofe p-ter Stufe ein p-Vektor ist.

Sind preale oder ideale kontravariante Vektoren”, ..., v gegeben, so

kann man samtliche p! Isomere des Produktes ¢"...v" bilden, diese zu-
»

sammenzahlen und die Summe durch die Anzahl p! dividieren. Dieso ent-
stehende offenbar symmetrische GréBe heiit das symmetrische Pro-

dukt der Vektoren v’, ..., v” und der symmetrische Teil des Pro-
duktes v ]77)”?. Wir schreiben fiir diese Gro8e : 1{"’1 - 75”1'). Esistalsoz.B.:
(29a) ) = } (v -+ v wh),

(29b) Riwwyirv=3(Rouiv+ Ryuwiv),

2 N RTY ey P
Rmu/ (@ vﬁ}l)/ = é‘ (Rw,u?. * 'Up'y + Rru‘u/'./) ,UJ’O‘ + Rw‘ui. ’ ‘sz/ ’
+ R 0 L Ry 4 R T).
Das Wort ,,Teil* ist in der Tat zutreffend, da bei Abzug des symmetri-
schen Teiles eine GroBe ¢™...v"» —ol... v entsteht, deren sym-

(29¢)

metrischer Teil Null ist. Der ProzeB der v 11{’1‘) aus 1{‘1...7}))’1} er-
zeugt, heilt mischen iiber die Indizes »y, ..., v,.

Bildet man aus dem Produkte v 1;”?, p>1, die Summe samt-
licher geraden Isomere und zieht man die Summe samtlicher ungeraden

Isomere ab, so entsteht eine alternierende GroBe. Diese GréBe, durch p!
dividiert, heiBt das alternierende Produkt von v, 'l:" und der

alternierende Teil des Produktes v 1;”1* und wird bezeichnet mit
'{')["1.--11]1"1’]. Es ist also z. B.:

e
(308.) %‘r” vnwu] — 1 :UA 'U} e

w* whw

{R[l:)‘l‘l/{]y:%—< (l)ll/» +Ru)w +R)wu s

(30D) )
- R/;(:)). - R/ur) - Rru/:u )5

(30¢) { Rie vpnr = §(R3ii"vy0 & Roi Vyar+ ROj3 Vaps

— R gy — Rijip Doy — Risies Vpan)
(30d) (Latg— Lgitd) 8a»= Ltz 8u1v — L girz 811

=3Licgr—Lings) — 3 L(g:8ur— 8in&sv) -
Das Wort ,,Teil” ist auch hier zutreffend, da der alternierende Teil
von v'i... v — uls. ..1;”1’] verschwindet. Der Proze8, der 1{[”1...3)‘”“ aus
7{"1...2”17 erzeugt, heift alternieren iber die Indizes v, ..., ,.
Man kann auch mischen oder alternieren iiber einige der $ Indizes und
erhilt dann eine GroBe, die nur in diesen Indizes symmetrisch bzw.
alternierend ist
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Das alternierende Produkt ;v[il...'gm 1aBt sich, je nachdem man

die Indizes oder die idealen Faktoren permutiert, auf zwei verschiedene
Weisen ausschreiben. Einerseits ist:

i) = gaglis el — Lghaglighe |yl
(31) 1 P p1 o2 P 1 2 3 P
1 . .,
—phiglhglegla | phl — usw,
+ p 12 3 4 » ’

andererseits ist:

ol . ol =

(32) ' ’

Paglis gl — L gingliaghs |yl
1 2 » p2 1t 3 P

&= |-

4 — vhplhephagha | bl — usw.
3 1 2 4 p

Fir jede Grofe gilt also:

(33) .v[/ll...lp] — %T);‘l [Ageendp]l __ _;_vlz[/lllzmip] + %vis[illzla-nlp] — Uusw.,
und auch:
(34) ol ) — _;_v;., il %v[mlu,...m + %vuzzzulu....z,ﬂ] — usw.,

wo die vertikalen Striche angeben, daB iiber den eingeschlossenen Index
nicht alterniert wird. Die zweite Form wird uv. a. auf S. 30 Verwendung
finden.

Mit Hilfe der alternierenden Multiplikation 148t sich nun die De-
finition des einfachen p-Vektors folgendermaBen aussprechen:

Ein p-Vektor ist einfach, wenn er das alternierende
Produkt von p realen Vektoren istl).

Allgemeiner nennen wir einen p-Vektor g-dimensional, wenn
er sich ganz in einer E,, aber nicht in einer E,_; unterbringen 1aBt,
d. h. sich als Summe von Produkten von Vektoren schreiben 14aBt, die
alle in einer E,, aber nicht in einer E,_; liegen. In einer E,,, gibt es
offenbar keine anderen als einfache p-Vektoren, da je zwei einfache
p-Vektoren in einer E,; wenigstens p — 1 Richtungen gemeinschaftlich
haben und sich also zu einem einzigen einfachen p-Vektor zusammen-
stellen lassen. Ein p-Vektor ist also niemals (p -+ 1)-dimensional?).

Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB eine GréBe v *»
symmetrisch bzw. alternierend ist, ist, daB die Gré8e ihrem symmetri-
schen bzw. alternierenden Teil gleich ist, also:

(35) PP1en?p = p*1..79) bezw. PPren?p = plrrewrp] |

Eine symmetrische GroBe laBt sich also stets als Potenz eines

einzigen idealen Vektors schreiben:

(36) PLeD = g vp) — g1, LUV,
Die Bestimmungszahlen dieses Vektors sind Aronhold-Clebschsche

Symbole. In derselben Weise 14Bt sich eine alternierende Grofe stets
als Potenz eines einzigen Vektors schreiben:

(37) Y1 ¥p — .v[vl...vp] =, .. VP,

1 Gn;ﬁmzmn, 1862, 1, S. 56. 2) Grafimann, 1862, 1, S. 61.
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Die Bestimmungszahlen des Vektors sind hier Weitzenbicksche Kom-
plexsymbole. Im Gegensatz zu den Aronhold-Clebschschen Sym-
bolen geniigen die Woeitzenbickschen Komplexsymbole dem kom-
mutativen Gesetz der Multiplikation nicht, bei Vertauschung irgend
zweier zur ndamlichen Gréfe v~ gehérigen Symbole tritt Vor-
zeichenwechsel auf. Die Darstellung einer alternierenden GroBe als
Potenz kommt in der Differentialgeometrie weniger vor, die der sym-
metrischen Grofe dagegen sehr oft.

B. Kovariante Gré8en. Aus den kovarianten Vektoren lassen
sich in derselben Weise kovariante Affinoren, Tensoren und p-Vektoren
bilden, und alles was tiber kontravariante GréBen gesagt ist, gilt m. m.
auch flir kovariante GroSen. Alle kovarianten GroBfen bekommen
untere Indizes.

Sieht man von der GréBe ab und betrachtet man also nur die Ver-
hiltnisse der Bestimmungszahlen, so lassen sich die Bestimmungszahlen
eines einfachen kontra- bzw. kovarianten p-Vektors auch auffassen als
die homogenen Koordinaten einer E,_; bzw. E,_,_, in einer E,_,, die
Bestimmungszahlen eines allgemeinen kontra- bzw. kovarianten p-Vek-
tors als homogene Koordinaten eines E,_p_1- bzw. E,_,-Komplexes in
der E,_;. Ein kontravarianter Bivektor steht also in dieser Weise fiir
#n = 4 in Beziehung zu einem Linienkomplex in E,. Ist der Bivektor
einfach, so besteht der Linienkomplex aus allen Geraden, die eine be-
stimmte Gerade schneiden?).

C. Gemischte Grofen. Eine gemischte GréBe oder ein ge-
mischter Affinor $' Grades ist der Inbegriff von #? Zahlen, die
sich bei den Transformationen (8) transformieren wie die #* Produkte
der Bestimmungszahlen von p verschiedenen Vektoren, von denen
g << p kontravariant, die anderen p — ¢ kovariant sind. Die gemischte
Grofe bekommt ¢ obere und p — ¢ untere Indizes, und 148t sich als
Produkt von p idealen Vektoren schreiben, von denen ¢ kontravariant
und p — ¢ kovariant sind, z. B.:

(38) v, = 0,000,
Auf die Reihenfolge der Indizes ist auch hier aufs strengste zu
achten?).

Der wichtigste gemischte Affinor ist der Einheitsaffinor (vgl.

1) Vgl. z. B. Weitzenbéck, 1923, 1, S. 69 und 83.

2) Es ware hier vollkommen geniigend, nur die Reihenfolge gleichartiger
Indizes zum Ausdruck zu bringen, was zur einfacheren, oft verwendeten Schreib-
weise vﬁ‘f, fitlhren wiirde. Spiater, nach Einfitlhrung einer MaBbestimmung, konnte
dann aber die, nicht von Ricct herrithrende, jetzt aber allgemein iibliche Methode
des Herauf- und Herunterziehens der Indizes (vgl. S. 39) nicht verwendet werden,
ohne daf Zweideutigkeit entstiande.
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S. 29), dessen Bestimmungszahlen in bezug auf jedes Koordinatensystem
gegeben sind durch die Gleichungen:

1 fiir 2 = v (nicht summieren {iber 1),

39 a={ iy

Nur fiir diesen Einheitsaffinor verwenden wir statt 4,” oder 4”, die
einfachere Schreibweise 4}2). Fiir jedes Koordinatensystem gilt auch,
daB der Einheitsaffinor die Summe der Produkte gleichnamiger MaB-
vektoren ist:

(40) . Al=e¢ .

§ 8. Die Uberschiebungen.

Eine GroBe, deren Bestimmungszahlen sich in einer von der Wahl
des Koordinatensystems unabhéingigen Weise rational und ganz in den
Bestimmungszahlen einiger gegebener GroBen ausdriicken 14B8t, heiBt
eine ganze rationale Simultankomitante dieser GroBen. Wenn sie
nur einzeln invariante Bestimmungszahlen hat, nennt man sie auch
Simultaninvariante3). Es kann gezeigt werden, daB jede Simultan-
komitante von GréBen sich nur mit Hilfe der Addition, der allge-
meinen Multiplikation und der S.16 definierten Uberschiebung
aus den idealen Faktoren der GroBen bilden 14Bt. Dieser Satz, dem die
idealen Faktoren ihre Bedeutung verdanken, entspricht dem bekannten
ersten Fundamentalsatz der Invariantensymbolik ¢). Die Verwendung der
Indizesklammern () und [ ] bringt nichts prinzipiell neues hinein, da
diese ja nur anzeigen, daB man Isomere, d. h. allgemeine Produkte
idealer Faktoren in bestimmter Weise zusammenzufassen hat. Man
kénnte auch ohne diese Zeichen auskommen. Ihre Verwendung ermog-
licht aber eine sehr kurze und ibersichtliche Schreibweise.

Es gibt nun weiter noch drei Verkniipfungen, die so hiufig auftreten,
daB es niitzlich ist, fiir diese einen besonderen Namen einzufiihren.
Erstens definieren wir die 7' skalare (gegenldufige) Uberschie-
bung oder kurz ¢* Uberschiebung von .., und w7t durch
die Gleichung:

eee Vigr..Vg RORRY
(41) up g, =0y wrr

CAp i Vievy

Es werden also 4 skalare Uberschiebungen der ¢ letzten idealen Vektoren
des ersten Faktors mit den 7 ersten des zweiten Faktors gebildet, und

1) Bei Einstein 0.

2) DaBl hierdurch niemals Zweideutigkeit entstehen kann, wird auf S. 40
gezeigt.

3) Die anderen Komitanten lassen sich unterscheiden in Kovarianten,
Kontravarianten und gemischte Komitanten,

4) Z. B. Weitzenbock, 1923, 1, S. 93.
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diese 7 idealen Zahlen werden multipliziert mit den iibrigen idealen Fak-
toren in der bestehenden Reihenfolge. Es kann auch v kontravariant
und w kovariant sein, oder es kénnen in derselben Weise Uberschie-
bungen gemischter GroBen gebildet werden, vorausgesetzt, daB die
korrespondierenden Indizes die richtige Stellung haben. Auch kann
man Uberschiebungen bilden nach anderen Indizes als gerade den ¢
letzten und ¢ ersten. Unter diesen wird die 1*° gleichldufige Uber-
schiebung, definiert durch die Gleichung:

P T e e Y
(42) M/.H_l...ly vvl...m 1i+1...1pw

am meisten verwendet. Kommen Uberschiebungen nach anderen Indizes
zur Verwendung, so fiigt man beim Sprechen die Indizes zu, nach denen

die Uberschiebung stattfindet. Es heiBt also z. B.:

ocn} u[)’
cop Wal

die Uberschiebung von v und w nach den Indizes & und 8. Durch ein-
malige Uberschiebung mit dem Einheitsaffinor 4} andert sich eine GroBe
nicht. Es ist z. B.:

(43) Azt = vy

Dieser Eigenschaft entstammt der Name Einheitsaffinor.

Eine Uberschiebung einer GréBe in sich heift Faltung. Z.B. ist
v* /;;xﬁ die Faltung von v% ®nach oy und 4. Fiir die (skalare) Uber-
schiebung beweisen wir folgenden viel verwendeten Satz:

Eine GroBe p'" Grades ist Null, wenn sie in ¢ =~ ¢ ko-
varianten bzw. kontravarianten Indizes symmetrisch ist
und die Uberschiebung mit der ¢*" Potenz jedes belichigen
kontravarianten bzw. kovarianten Vektors nach diesen
Indizes verschwindet.

Eine symmetrische GroBe ¢'°® Grades hat ("+Z_1> Bestim-
mungszahlen und ist im allgemeinen nicht die ¢'® Potenz eines realen
Vektors. Es gibt aber jedenfalls ("+q-1) Vektoren, deren q‘e Po-

tenzen linear unabhingig sind. Man nehme z. B. die Vektoren e oo e

Ay oo dg=ay, ..., a,. Ist also die Uberschiebung nach bestlmmten
Indizes mit der g¢'" Potenz jedes Vektors gleich Null, so ist auch die
Uberschiebung mit jeder symmetrischen GroBe ¢'** Grades und in-
folgedessen auch die mit jeder beliebigen Grofe ¢ Grades nach den-
selben Indizes Null. Dann ist aber auch jede einzelne Bestimmungszahl
Null, da sie entsteht durch Uberschiebung mit den MaBvektoren.
Zweitens definieren wir die 5* vektorische Uberschiebung der
alternierenden GroBe v mit der allgemeinen GréBe w'rs
durch die Gleichung:
(44) 111'1...1'.}I‘111...,llq — v[ﬁ...v,, w;”l'“‘”f] Higy.llg
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Es wird also zunéchst ein idealer (p + 7)-Vektor gebildet aus dem ersten
Faktor mit den 7 ersten idealen Vektoren des zweiten Faktors, und dieser
(p + 2)-Vektor wird mit den ¢ — ¢ iibrigen Vektoren des zweiten Fak-
tors in der bestehenden Reihenfolge allgemein multipliziert. Die Uber-
schiebung 148t sich auch bei kovarianten GréBen bilden, und es kann sogar
windeng — ¢letzten Indizes gemischt sein. Auchkann die Uberschiebung
an der rechten Seite gebildet werden. Sowohl die skalare als die vek-
torische Uberschiebung erfreuen sich der distributiven Eigenschaft in
bezug auf die Addition und konnen also als Produkte aufgefaBBt werden.
Die Verkniipfung:

(45) Y1 = yheVp Lt tig wll...lr] Heee Mg

der alternierenden Grofe v»#¢ mit einer allgemeinen GroSe
whitraem 138t sich fiir ¢ 4+ 7 = # in einfacher Weise umformen. Da
jede in # 4 1 Indizes alternierende Grofe verschwindet, ist nach (34):

1

0=y [vpaty... g wﬁ.,...lr] Hyets — — gl wl,.../'.r] PN

n 1
_ ) vvl...l’p_l[‘llll)’p]‘Ilr_»...‘llq wﬂ.l...lr]ul...xs + USW.
w41 ’
_l_ {q‘ (_ 1)q+1 .Ul’l...V})—l[‘lll...‘llqll wlvpllz...l,]zl...zs
(46) *
+ ;’__1 (_ ,1)q+2 PP p —alty e gy w}.ﬁl vplhghelog . % + Usw.
n
= - -q|- . U " _:_ i (_ 1)q+1 vvl...vp—1[;¢1...uqll {wlwpllg...lr] Ky g

. wﬁ.z 1 e Arl g g + usW.}

und es 148t sich also #*1+* schreiben als Summe von Termen, die alle
g + 1 ideale Faktoren von v”*--#¢ im alternierenden Produkt enthalten.
Dieser Prozel 148t sich fortsetzen, und es gilt demnach der Satz:

Ein Ausdruck mit einem alternierenden Produkt von
n Faktoren, das einige von den idealen Faktoren einer al-
ternierenden GréBe vh—* enthalt, 14Bt sich stets schreiben
als Summe von GroBen, die alle ein alternierendes Produkt
von n Faktoren enthalten, in welchem alle idealen Faktoren
von vh*% vorkommen?).

Die dritte Verkniipfung, die immer zwischen einigen Groflen des
gleichen Grades auftritt, soll hier der Ubersichtlichkeit wegen durch ein
Beispiel eingefiihrt werden. Es seien p*#7, ¢*/7, *#7 und s*/7 all-
gemeine reale oder ideale Grofen dritten Grades. Man bilde die Ver-
kniipfung:

/p[fx[x & qﬂl 1 pree  gPlel

wo die eckigen Klammern bedeuten, daB sowohl iiber « 8y 4 als iiber
#Auy, als iiber £70w unabhingig voneinander zu alternieren ist.

Y Weitzenbick, 1923, 1, S. 79.
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Diese Verkniipfung heiBt die dreifache vektorische Uberschie-
bung oder dreifaches vektorisches Produkt der vier GroBen
PP, ¢*F7, y*f7 und s*F7, Verwendet man ideale Vektoren, so 1Bt sich
die Uberschiebung schreiben:

p["‘ qﬂ y¥ §%] i)[? 7” s”] P[» ] 1'0 s“’]
Folgendes einfachere Beispiel, die doppelte vektorische Uberschiebung
von v** und w“”, mdge vollstindig ausgeschrieben werden:

(47) v[x[l w/t]v] — 71 (,Uzﬂ. ey — ‘Z}'”)' wrY — R w/tl + P wni.) i

Die mehrfachen vektorischen Uberschiebungen lassen sich auch bei ko-
varianten Vektoren bilden und besitzen ebenfalls die distributive Eigen-
schaft.

Es gibt auch Verkniipfungen, wo nicht iiber alle verfiigharen In-
dizes alterniert wird, z. B.

&y, 8 g Zalvi]»
wo nur iber 4,4, und », ¥, alterniert ist. Auch kann man gleichzeitig
iiber andere Indizes mischen. Um dies anzudeuten, verwenden wir die
Schreibweise :
g(”l(ll Loty 7l g"zla.“z vyl g"a)ls)ﬂa]”z ’

wo iiber u; U, t5 alterniert und {iber #; %, %4 sowie iiber 4, 4, 43 gemischt
ist. Zum Vermeiden von MiBverstindnissen empfiehlt es sich, die
Indizes, iiber die nicht alterniert oder gemischt werden soll, durch
vertikale Striche abzugrenzen. Stehen die Indizes, iiber welche alter-
niert oder gemischt werden soll, nicht so regelmifBig, dall man diese
Schreibweise verwenden kann, so kann man in ideale Faktoren zer-
legen oder den Einheitsaffinor 47 verwenden. So sind z. B.:

A[;‘;;] A(;;S(:) voc ofiyes : # U” ‘UV v(l vw) ‘UE
1 3 4 2 3 6

zwei Schreibweisen fiir die GroBe, die aus p**#*©¢ entsteht durch

alternieren iiber »u» und mischen iiber 2w . A%, steht fir 45 A A} .
Jede dieser Schreibweisen geniigt fiir alle Fille.

Eine erste, an § 6 anschlieBende Anwendung der Uberschiebungen
moge hier gleich folgen. Die Festlegung einer Volumeinheit und eines
Normalschraubsinns geschieht algebraisch durch Wahl eines Einheits-
n-Vektors E"*». Es liegt dann auch der korrespondierende kovariante
n-Vektor E; ; fest, der mit E™ " durch die Gleichung:

(48) Enem By =

nl

verbunden ist, und fiir alle zulassigen Koordinatensysteme (S. 22) gelten

die Formeln:
Evern = gl | gral
a, an
(49) ay an
E;,l_“;,n - 6[;.1 B 7
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Die Korrespondenz zwischen dem einfachen p-Vektor v":+*» und dem
zugehorigen kontravarianten (» — p)-Vektor wird durch E+"» und
E;, ., vermittelt mit Hilfe der Gleichungen:

n!
w; N e -

(peei b —p (% _f));

n!
P Vp — (-__ 1)17("_77) F Evievn w“’p+1.~.1’n .

Erpvoitin-rtsin

(50)

§ 9. Geometrische Darstellung der Tensoren.

Wie die alternierenden GréBen lassen sich auch die symmetrischen
GroBen, die Tensoren, in einfacher Weise geometrisch darstellen. Wir
filhren zunichst einen festen Ursprung ein, stellen also einen kontra-
varianten Vektor dar durch einen Punkt, einen kovarianten durch eine
Hyperebene. Sind dann x” Punktkoordinaten und #; Hyperebenen-
koordinaten, so ist dem kovarianten Tensor v; ; in eindeutiger Weise
die X,-; p'* Ordnung mit der Gleichung:

(51) Uiy iy ¥ X =1

zugeordnet und ebenso dem kontravarianten Tensor w"i"» die X,
p'* Klasse mit der Gleichung:

(52) WUy Ly, =1

Die GroBe v, ;ipx"‘l entspricht dem Polargebilde des Punktes x” in
bezug auf v, , , ebenso w™"» u, dem Polargebilde der Hyperebene
u; in bezug auf w”~"».

Man kann nun auch diese geometrische Darstellung vom Ursprung
freimachen, indem man zur X,_; einen Punkt hinzufiigt. Bei einer
Xn-1 gerader Ordnung oder Klasse ist dies sogar iiberfliissig, da der
Punkt Mittelpunkt ist. Ein kovarianter bzw. kontravarianter Tensor
p* Grades wird also dargestellt durch eine X,_; ' Ordnung bzw.
Klasse, der ein Punkt adjungiert ist, welcher Punkt fiir gerades p mit
dem Mittelpunkt zusammenfillt. Die Gesamtfigur, also die X,_; mit
Punkt, hat keinen bestimmten Ort in der E,, sondern kann sich parallel
zu sich selbst frei bewegen.

Da jede nicht ausgeartete X,_; zweiter Ordnung auch zweiter
Klasse ist, ergibt sich schon geometrisch, daB jedem kontravarianten
Tensor zweiten Grades mit nicht verschwindender Determinante der
Bestimmungszahlen ein kovarianter Tensor zweiten Grades zugeordnet
ist. Sind A** und 1, die beiden zur namlichen Figur gehorigen GroBen,
und ist »” ein beliebiger kontravarianter Vektor, so stellt

ll w
die Polarhyperebene des Punktes v” dar (Ursprung fest gewahlt). Fer-
ner ist: A

der Pol dieser Hyperebene (Abb. 7 fir #» = 3). Es ist also:
(53) h* A l/".'u —r
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fiir jede beliebige Wahl von v”, und dies ist nur méglich, wenn 4** b
gleich dem Einheitsaffinor ist:

(54) P = A% = {1 fiir » = u (nicht summieren iiber x),
= A=

0., xFu.

Wir werden diesem Resultat im néchsten Paragraphen in verall-
gemeinerter und algebraischer Form wiederum begegnen.

§ 10. GréBen zweiten Grades und lineare Transformationen.

Eine allgemeine kontravariante GroBe zweiten Grades /# steht in
eindeutiger Beziehung zu einer linearen Transformation, die kovariante
Vektoren in kontravariante iiberfiihrt:

(55) wh =My, .

Ist die Determinante der 7*# nicht Null,
so gibt es keinen Vektor v;, so daB
IMy, Null wire, und es existiert die
umgekehrte Transformation, die in ein-
deutiger Beziehung steht zu einer ko-
varianten Grofe zweiten Grades 7 ,:

(56) V), = hl,,'l)v .
Aus (55) und (56) folgt:
(57) el = AL

Man erhilt die 4;,, indem man die zu
den Elementen der Determinante der
I** gehdrigen Minoren bildet und diese
durch die Determinante dividiert. Das
Gleiche gilt umgekehrt; zwischen I**
und 7, , besteht vollstdndige Reziprozi- Abb. 7.
tit. Ist # symmetrisch, so ist auch %,
symmetrisch und beide GréBen gehéren zur namlichen X, _, zweiter
Ordnung und zweiter Klasse, wie es im vorigen Paragraphen dar-
gestellt wurde.

Eine gemischte GroBe zweiten Grades P’; steht in eindeutiger Be-
ziehung erstens zu einer linearen Transformation der kontravarianten
Vektoren:

A

(58) ,'Uy:lev 1)’

zweitens zu einer linearen Transformation der kovarianten Vektoren:
7,

(59) W) = P:,J w,.

1) Es stellt sich also heraus, daB die Koeffizienten P; und Q) in den
Gleichungen (8) und (16) Bestimmungszahlen von Affinoren sind. Wir miissen
dementsprechend jetzt schreiben P’: , und Q” i

Schouten, Ricci-Kalkiil. 3
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Dem Einheitsaffinor 4] entspricht die identische Transformation.
Soll ein bestimmter Vektor »” bei dgr Transformation (58) seine Rich-
tung behalten, so miissen # Gleichungen bestehen von der Form:

(60) P =10
oder:
(61) (P, —24))v" =0.

Diese # linearen homogenen Gleichungen lassen aber nur dann eine L&-
sung zu, wenn die Determinante verschwindet:

| P, —4 Pu, .. PR, I
‘Pa.lag Pa.gag_"}” ‘
(62) E : =o.
|- .o :
(P, e P, — 1

Hat diese Gleichung #'** Grades in 4 » Wurzeln, die ungleich Null
sind, so heifit # der Rang der GroBle P”;. Es verschwinden dann alle
(p + 1)-reihigen, aber nicht alle p-reihigen Minoren der Determinante
der P”;. Zu einer m-fachen Wurzel 2 gehort eine E, (m'< m), deren
Vektoren bei der Transformation alle die Richtung behalten und den-
selben Faktor 4 bekommen. Die E, heiit ein Hauptgebiet, das
zu A =0 gehorige Hauptgebiet das Nullgebiet von P”,. Ist der
Rang von P”; #, so existiert die umgekehrte Transformation, die in
eindeutiger Beziehung steht zu einer zweiten gemischten GroBe Q,:

(63) v =Ql,",
(64) 0, =0Q,w,.
Die @7, sind wiederum die Minoren der P’;, dividiert durch die De-
terminante, und es besteht die Beziehung:
(65) P:}/,t Q!.tl = P!.tth’,u = A;} s
die sich aus (58) und {63) ableiten 146t. Es kann der Fall eintreten, dafl
die Determinante der P”; bei irgendeiner Wahl des Koordinatensystems
symmetrisch ist in bezug auf die Hauptdiagonale, d. h. also, da8
P’, = P*, ist. Es ist aber ja zu beachten, dafl diese Symmetrie bei einer
gemischten GroBle im Gegensatz zu den rein kontravarianten und
rein kovarianten Gréfen keine vom Koordinatensystem unabhingige
Bedeutung hat. Sie verschwindet im allgemeinen bei Einfiihrung an-
derer Koordinaten. Nur ein Vielfaches des Einheitsaffinors 4] macht
hier eine Ausnahme.

Man kann sich nun die Frage vorlegen, wie sich eine allgemeine
GroBe v*t+*» bei der Transformation (58) verhilt. Zur Beantwortung
dieser Frage fithren wir ideale Faktoren ein:

(66) P = Y, Y,
1 P
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Jederideale Faktor von v" 2. B. v”, {ransformiert sich folgendermaBen:

(67) v =P,

und die Transformation von v”-’» lautet also:

(68) "I)v’ ¥y Pa:,ll . Pa:p/lp vll...l,, .

Interessant ist besonders der Fall, wo v"’? ein $-Vektor ist:
(69) PP = gl

Es ist dann:

(70)  wtr =Py L Py gt = P P ot

Die Transformation wird also vermittelt durch eine in den oberen und
in den unteren Indizes alternierende GréBe 2p' Grades, die das
doppelte vektorische Produkt von p Faktoren P’ ; ist. Eine solche
GroBe, die zu den p-Vektoren in derselben Bezichung steht wie der ge-
mischte Affinor zweiten Grades zu den Vektoren, wird auch p-Vektor-
affinor genannt. Der in dieser Weise aus einem Affinor P, entstan-
dene p-Vektoraffinor ist von einer besonderen Art, da bei der zugehdéri-
gen linearen Transformation alle einfachen p-Vektoren wieder in
einfache iibergehen, was ja bei einer allgemeinen linearen Transfor-
mation von p-Vektoren nicht der Fall zu sein braucht. Seine Bestim-
mungszahlen sind offenbar die p-reihigen Unterdeterminanten der Matrix
von P”;. Ist also 7 der Rang von P, so ist P, ... P 3,) dann und
nur dann gleich Null, wenn p > 7. Umgekehrt, ist P (e - .p 1,1 F 0 fiir
p=r und =0 fir p=7r-+1, so ist diese GroBe {iberhaupt + 0
fir p=<7und =0 fir p >~ und der Rang von P’ ist gleich 7.
Die Gleichung

0 flir p=vr
(712) PWMH.PWM{ P

=0 ,, p>7r
ist also die notwendige und hinreichende Bedingung da-
fiir, daBl der Rang von P, gleich r ist.

Auch eine rein kontravariante GroBe zweiten Grades hat einen
Rang. Ist 7 die Anzahl der linear unabhangigen Lésungen der Gleichung
(72) Wi, =0,
so heiBt 7 der Rang von %#**. Ist der Rang gleich 7, so verschwinden
alle p-reihigen Unterdeterminanten von #*“ fiir $ > 7, nicht aber fiir
p =<<7. Da die Bestimmungszahlen des p-Vektoraffinors hlles, | pielesl
gerade diese p-reihigen Unterdeterminanten sind, so ist
(71b) h["lfr“l...h’lﬂ]“’z’]j 0 fir p=7

=0, p>7
dienotwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB
der Rang von #*“ gleich 7 ist. Das Gleiche gilt m. m. fiir rein ko-
variante Grofen.
3*
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Der Grole P7; sind in eindeutiger Weise ein Bivektoraffinor, ein
Trivektoraffinor usw. bis zu einem #-Vektoraffinor zugeordnet. Um-
gekehrt folgt aus dem Umstande, dafl alle zu dieser Reihe gehérigen
Transformationen einfache alternierende Grofen in einfache iiber-
fiihren, dafl jede der » — 1 ersten GréBen der Reihe die ganze Reihe
eindeutig bestimmt. Nur der 7-Vektoraffinor kann mit oo vielen ge-
mischten GroBen zweiten Grades korrespondieren.

Das Gleiche gilt m. m. fiir die zu einer rein kontravarianten oder
rein kovarianten GréBe gehérigen GroBenreihe.

LaBt sich aus zwei GroBen zweiten Grades durch Uberschiebung
wiederum eine GroBe zweiten Grades bilden, z. B. A** I L 2 L
p; Ri, und ist der Rang der einen GréBe 7, der der anderen #, so ist
der Rang der dritten GroBe wiederum 7. Der sehr einfache Beweis
dieses Satzes findet sich in jedem Lehrbuch der Algebra.

§ 11. Die Einfiihrung einer MaBbestimmung in der E,.

Zwei kontravariante Vektoren oder auch zwei Linienelemente las-
sen sich in der E, nur dann der GréBe nach vergleichen, wenn sie die-
selbe Richtung haben. Der GroéBenvergleich zwischen Strecken ver-
schiedener Richtung wird erst erméglicht durch Einfithrung einer MaB-
bestimmung. In der Wahl dieser MaBbestimmung ist man zunichst
ganz frei. Fir jede einzelne Richtung kann festgelegt werden, was man
als Langeneinheit fiir diese Richtung ansehen will. Die Entfernung der
Punkte ¥ und % ist dann eine Funktion der # Differenzen ¥ —x,
F (3" — "), die nur der selbstverstindlichen Bedingung
73) Fleg =)} = WE@ —9), k>0,
zu geniigen hat, im iibrigen aber noch vollstindig frei wahlbar ist. Wird,
ausgehend von einem bestimmten Punkte 4" der E, die Lingeneinheit
in jede Richtung abgetragen, so bilden die Endpunkte ein System
von oo"~! Punkten, die Indikatrix der gewdhlten MaBbestimmung,
die durch die Gleichung:

(74) F(x" — %c”) =1

gegeben ist. Stellt man die Forderung auf, daB3 die Linge einer gerich-
teten Strecke von dem Sinn der Strecke unabhingig sein soll, so gilt (73)
auch fiir £ < 0 und die Indikatrix wird symmetrisch in bezug auf den
Punkt %, anders gesagt, ” wird Mittelpunkt der Indikatrix. Wir setzen
ferner voraus, daBl F eindeutig, stetigund hinreichend oft differenzierbarist.
Die Indikatrix ist dann eine Hyperiliche, die jeder gegebenen Richtung
eine einzige (# — 1)-Richtung zuordnet, die (# — 1)-Richtung der E,_,,
welche die Indikatrix, im Schnittpunkt mit der durch #” in der gegebenen
Richtung liegenden Geraden, tangiert. Ist die Indikatrix algebraisch, so
ist sie notwendig von gerader Ordnung, da #” Mittelpunkt sein muB.
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In einer E, kann ein Vektor »” in ganz beliebiger Weise auf die
Richtung des Vektors w” projiziert werden. Ist aber eine symmetrische
Hyperflache als Indikatrix gegeben, so ist eine bestimmte Weise des
Projizierens bevorzugt, nimlich die Projektion vermittels der E,_q,
deren (# — 1)-Richtung der Richtung von w” zugeordnet ist. Ist v die
Liange von v” und v” die Lange der in dieser Weise erhaltenen Projek-
tion, so kann man sogar schon den Winkel zwischen v” und »” defi-
nieren mit Hilfe der Gleichung:

(75) cos (v", w”) =

e]ﬁ\

1),

Es ist aber zu beachten, dafB3 der in dieser Weise definierte Winkel im
allgemeinen nicht unabhéngig ist von der Reihenfoige von ¢* und w”:

(76) cos (v”, ©”) + cos (w”, v*) .

Es gilt nun, unter den verschiedenen mdéglichen Formen der Indi-
katrix die geeignetsten Formen aufzufinden. Dazu verhilft uns der
Begriff der Drehung?). Die erste Forderung, die wir an eine Drehung
um den Punkt % zu stellen haben, ist die, daB sie eine lineare homogene
Transformation sein soll, die einen gegebenen #-dimensionalen Schraub-
sinn nicht verdndert. Als zweite Forderung kommt hinzu, daf§ die Indi-
katrix allen Drehungen gegeniiber invariant sein soll, als dritte, daf
die Drehungen eine Gruppe bilden sollen. Diesen Forderungen gemal
enthélt die Gruppe der Drehungen alle linearen homogenen Transfor-
mationen, bei denen ein Schraubsinn und die Indikatrix invariant sind.
Es scheiden also sofort siamtliche Formen des Indikatrix aus, die nicht
bei irgendeiner Untergruppe der linearen homogenen Gruppe invariant
sind. Im brigen bleibt aber die Wahl dieser Untergruppe noch frei.
Man kann die Wahl einschrinken, indem man verlangt, daB die ge-
wihlte Untergruppe auch umfassend genug sei, um ein gewisses Maf3
der freien Beweglichkeit zu gewdhren. Man kann etwa die Forderung auf-
stellen, daB es immer eine Drehung geben soll, die irgendeiner Geraden
durch g” eine beliebige vorgegebene Richtung erteilt, irgendeiner Ebene

durch diese Gerade eine beliebige die gegebene Richtung enthaltende
vorgegebene 2-Richtung usw. Dann 1Bt sich beweisen?®), daB diese
Forderung nur erfiillt werden kann, wenn die Indikatrix eine nicht
degenerierte quadratische Hyperflache ist und die Entfernung zweier
Punkte demzufolge die Quadratwurzel aus einer quadratischen Form.

Von einem anderen Standpunkte ausgehend kann man fordern,
daB der oben definierte Winkel zwischen zwei Richtungen von der
Reihenfolge der Richtungen unabhingig ist. Auch diese Forderung
fithrt zu den namlichen Bedingungen fiir die Indikatrix4).

1y Finsler, 1918, 5, S. 39. 2) Vgl. Weyl, 1921, 4, S. 125 u. {.

3) Helmholtz, 1868, 1; Lie, 1890, 1. Vgl. Weyl, 1921, 12, S. 26.
4y Finsler, 1918, 5, S. 40.
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Im néchsten Abschnitt soll gezeigt werden, daB auch einige noch
zwingendere Forderungen, die sich an den Begriff der Ubertragung
kniipfen, zu den gleichen Bedingungen fiihren,

§ 12. Die Fundamentaltensoren.
Im Anschlufl an die Resultate des vorigen Paragraphen wihlen wir
die quadratische Indikatrix:
A o Ak U gt —
o b (= 1) (7 — ) = 1,
in welcher Gleichung g; , eine symmetrische GroBe mit nicht verschwin-

dender Determinante ist, die der kovariante Fundamentaltensor

genannt wird. Die zugehorige kontravariante GroBe, der kontra-

variante Fundamentaltensor sei g,

(78) gVMgﬂtle;:'

Die Lange oder der Betrag v eines kontravarianten Vektors v” ist dann
gegeben durch die Gleichung:

(79) V= Vgl u“ 'U['Z;'“
und die Entfernung der Punkte #” und #”, die mit der Lange des Ver-
bindungsvektors identisch ist, durch

(80) =You (¥ — ) (" — 7

Die auf S. 37 aufgestellte Definition des Winkels zwischen den
Vektoren v” und w” fihrt zur Gleichung:

2
&Y wh

(81) cos (v”, w*) = v v,w =+ 0.

Nach (81) sind ¢ und w” senkrecht zueinander, wenn:
(82) Guttwt=0.

Die MaBbestimmung, die durch Festlegung eines Fundamental-
tensors in der E, entstanden ist, heiBlt die euklidische. Eine #-di-
mensionale Mannigfaltigkeit mit euklidischer MaBbestimmung wird mit
R, bezeichnet. Da durch die euklidische Maflbestimmung der E, in
jeder E, in der E, ebenfalls eine euklidische MaBbestimmung festgelegt
wird, ist jede dieser E,, also eine R,,.

Wir betrachten jetzt einen kontravarianten Vektor ¢” und den in
bezug auf g;, konjugierten kovarianten Vektor w;, = g; , . Jeder Vek-
tor #”, dessen Richtung in der (» — 1)-Richtung von w; enthalten ist,
geniigt der Gleichung:

(83) wtw; =0
oder:
(84) Gt vt =0
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und v” ist also senkrecht zu den beiden R,_; von w;, d. h. senkrecht zu
allen Richtungen, die in der (#» — 1)-Richtung dieser R,-, enthalten
sind. Da:

(85) vt w =02,

so ist die Entfernung der beiden Hyperebenen, gemessen in der Rich-
tung senkrecht zu diesen Hyperebenen gleich % . Jedem kontra-

varianten Vektor #” ist also in eindeutiger Weise ein kovarianter Vektor
zugeordnet, darstellbar durch zwei R,_; senkrecht zu +* und in einer

Entfernung % voneinander. Jede der beiden Figuren, der Pfeil und die

Doppelhyperebene kann, wenn der Fundamentaltensor g;, festliegt, als
geometrische Darstellung sowohl von ¢” als von w; = g, v* benutzt
werden. Wir konnen also, solange der Fundamentaltensor fest gewihlt
bleibt, die v* und w; auffassen als die kontravarianten bzw. kovarianten
Bestimmungszahlen einer einzigen GroBe, die sich geometrisch nach
Belieben entweder durch einen Pfeil oder durch eine Doppelhyperebene
darstellen 1aBt. Diese Tatsache wird zum Ausdruck gebracht, indem,
wo ein Fundamentaltensor fest gegeben ist, beide Bestimmungszahlen
durch denselben Buchstaben dargestellt werden:

(86) { s
V=g""y,.

Es ist dies die Methode des Herauf- und Herunterziehens
der Indizes. Esist zu beachten, dafl diese Methode nur so lange ver-
wendet werden darf, als der Fundamentaltensor fest bleibt. Andert sich
wihrend der Rechnung der Fundamentaltensor, wie z. B. bei den Unter-
suchungen iiber konforme Abbildung, so darf die Methode nicht ver-
wendet werden. Bei Anderung des Fundamentaltensors geht ja die
vorhandene Korrespondenz zwischen kontravarianten und kovarianten
Vektoren verloren und es stellt sich eine neue Korrespondenz ein, die
durch den neuen Fundamentaltensor bedingt ist.

Auch der Unterschied zwischen kontravarianten, kovarianten und
gemischten GréBen verschwindet bei fest gegebenem Fundamentaltensor,
es bleibt nur der Unterschied zwischen kontravarianten, kovarianten
und gemischten Bestimmungszahlen, die auseinander hervorgehen durch
Uberschiebung mit g'* und g;,. Z.B. ist:

(87) P, =P%g,=P;" g 85,=Pi g, 8,
Auf die Reihenfolge der Indizes ist dabei stets zu achten, hat doch
z.B. P,f7 eine ganz andere Bedeutung als P#;7.

Nur bei einer GroBe, die rein kovariant geschrieben und folglich
auch rein kontravariant geschrieben in allen Indizes symmetrisch ist,
ist die Reihenfolge der Indizes auch der gemischten Bestimmungszahlen
unwesentlich. Der Einheitsaffinor 4; hat nun die besondere Eigenschaft,
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dal bei jeder beliebigen Wahl des Fundamentaltensors infolge der

Gleichungen:
A A= A
(55) {zg ¢
AT 8y =81,

die A} jedesmal mit den gemischten Bestimmungszahlen ¢, des gewahl-
ten Fundamentaltensors identisch sind. Damit ist die auf S. 28 statt 4i”
eingefiihrte einfachere Schreibweise A} gerechtfertigt. Im iibrigen wer-
den wir die Schreibweise P} nirgends verwenden, auch nicht, wenn bei
dem gegebenen Fundamentaltensor g,, P, symmetrisch ist, da diese
Symmetrie bei Einfiihrung eines anderen Fundamentaltensors verschwin-
det und dadurch Verwirrung entstehen konnte.

Ist der Fundamentaltensor festgelegt, so lassen sich die MaB-
vektoren in besonders einfacher Weise wihlen. Als kontravariante
MaBvektoren wihle man irgendein System von # gegenseitig senk-
rechten kontravarianten Einheitsvektoren 7@", 7=1, ...,n. tundy

sollen im folgenden stets Einheitsvektoren andeuten. Eine ein-
n(n-1)

fache Uberlegung zeigt, daB dies auf o 2  verschiedene Weisen

7
moglich ist. Die zugehdrigen kovarianten MaBvektoren 7, sind bei
dieser Wahl den kontravarianten in bezug auf g, konjugiert und es
ist also: _ '
7 Y
(89) P—ig =7
Wir brauchen also zwischen kontravarianten und kovarianten ortho-
gonalen MaBvektoren gar nicht zu unterscheiden und kénnen dem-
gemaf den Index j immer unten schreiben. Wird irgendein Vektor v”
nach den neuen Achsenrichtungen zerlegt:
(90) =M u= 3,
7 ] 7 7
so schreiben wir auch hier den Index § immer unten und nennen die
v; die orthogonalen Bestimmungszahlen des Vektors. Bei
Verwendung orthogonaler Bestimmungszahlen verschwindet also der
Unterschied zwischen kovariant und kontravariant. Orthogonale Be-
stimmungszahlen werden immer durch lateinische Indizes angegeben.
Da es bei Verwendung orthogonaler Bestimmungszahlen sehr oft
vorkommt, dafl man tiber mehrfach auftretende Indizes nicht zu sum-
mieren wiinscht, setzen wir fest, daB iiber lateinische Indizes
nur dann summiert wird, wenn ausdriicklich das Summen-
zeichen vorgeschrieben ist.
Da:
L. J1firj=F%
o1 ”f—{o . ik,
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so 148t sich der Fundamentaltensor folgendermalen in die Einheitsvek-
toren ausdriicken:

(92) ghe =DM g = D b,
77 T
was sich auch so schreiben 148t:
“_[Hiiri:j
(93) 8=\ , i4q.

Zum SchluB} sei bemerkt, daf} sich die eineindeutige Beziehung zwischen
kovarianten und kontravarianten Grofen, und die dadurch erzielte
Vereinfachung der Rechnung nur bei Einfiihrung einer quadratischen
Indikatrix einstellt. Dies ist wiederum ein Vorzug der quadratischen
MaBbestimmung allen anderen MaBbestimmungen gegeniiber.

§ 13. Geometrische Darstellung alternierender GréBen bei
der orthogonalen und rotationalen Gruppe. Metrische
Eigenschaften.

Sobald ein Fundamentaltensor fest eingefiihrt ist, sind unter den
kartesischen Koordinatensystemen die orthogonalen Systeme mit #
gleich langen Maflvektoren ausgezeichnet. Unter den linearen homo-
genen Transformationen sind die orthogonalen ausgezeichnet, das
sind die Transformationen, die ein Koordinatensystem dieser Art in
ein System derselben Art mit demselben Ursprung iiberfithren. Die
orthogonalen Transformationen lassen die Indikatrix ') unverandert und
sind inhaltstreu. Sie bilden eine Gruppe, die orthogonale Gruppe,
die eine Untergruppe der dquivoluminiren ist. Eine orthogonale Trans-
formation, die einen #-dimensionalen Schraubsinn invariant 148t, hat die
Determinante + 1 und ist eine Drehung. Auch die Drehungen bilden
eine Gruppe, die eine Untergruppe der (homogenen) speziell-affinen ist.

Wie wir oben sahen, verschwindet bei Einfithrung eines Funda-
mentaltensors, d. h. also bei Beschrankung auf die orthogonale Gruppe,
der Unterschied zwischen kovarianten und kontravarianten GroBen.
Der kovariante einfache (n — p)-Vektor, der sich also schon bei der
dquivolumindren Gruppe mit einem p-Vektor zweiter Art identifizieren
lieB, 1aBt sich jetzt auch mit einem (n — $)-Vektor erster Art identifi-
zieren. Bei der orthogonalen Gruppe kommt man also zur geometrischen
Darstellung aus mit den einfachen p-Vektoren erster Art, p =1, ...,#,
das sind also p-Vektoren, die den Schraubsinn in sich haben.

Wird nun auch ein #-dimensionaler Schraubsinn festgelegt, d. h.
beschriankt man sich nur auf die Gruppe der Drehungen, so verschwindet
fiir gerades p (n — ), infolge des Faktors (— 1)?™~?) in (50) (also stets
fiir ungerades #) auch noch der Unterschied zwischen p-Vektoren und

1) Das Wort Indikatrix hat hier einen anderen Sinn als in der Topologie,
was dort Indikatrix heiBt, wird hier mit ,,Schraubsinn‘‘ bezeichnet.
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{(n — p)-Vektoren, und fiir ungerades # sind also zur geometrischen Dar-
stellung nur noch die p-Vektoren erster Art 0<<p << $# erforderlich.
Fiir n = 3 sind die Verhiltnisse wieder leicht zu iibersehen. Bei der
dquivolumindren Gruppe hat man vier verschiedene GroBenarten, polare
und axiale Vektoren sowie polare und axiale Bivektoren. Bei der speziell
affinen Gruppe verschwindet der Unterschied zwischen polar und axial, bei
der orthogonalen Gruppe der zwischen Vektoren und Bivektoren. Bei der
Gruppe der Drehungen verschwinden schlieBlich alle Unterschiede und der
gewohnliche Pfeil geniigt zur Darstellung simtlicher GréBen (Abb. 6).
Ist der Schraubsinn 0,0,...,0;1,0,...,0;1,1,0, ...,0 usw. als
Normalsinn festgelegt, so wird der Einheits-n-vektor bei ge-
gebenem Fundamentaltensor:
(94) Ivevn — gln | gval

b n
Ist der Fundamentaltensor gegeben, so ist es dasselbe, den Normalsinn
festzulegen oder den Einheits-n-Vektor festzulegen. Das Festlegen des
Einheits-n-Vektors ist gleichbedeutend mit dem Ubergang zur speziell-
affinen Gruppe, das Festlegen von Fundamentaltensor und Einheits-
n-Vektor ist gleichbedeutend mit dem Ubergang zur Gruppe der
Drehungen. Die GroBe I™-*» mufl also die eindeutige Beziehung
zwischen p-Vektor und (n — $)-Vektor vermitteln. In der Tat gehen
die Formeln (50) bei Verwendung orthogonaler Bestimmungszahlen

iiber in: n!
Wiy = 2 P L iy
m—-p+1..-In )
(95) — n!
vi....ip=(—1)p("_p). 2, ot Lo ®ipyy o tn-
Ww+1.eln

Die Formel 148t deutlich erkennen, daB nur fiir gerades  (# — $) voll-
stdndige Reziprozitit zwischen v; ., und w, ., _, herrscht, und also
nur in diesem Fall eine einzige eineindeutige Beziehung vorhanden ist.

Ist der Fundamentaltensor gegeben, so kann man in die R, eines
einfachen p-Vektors v":~» p gegenseitig senkrechte Einheitsvek-

toren ¢”, ..., 1" legen. Man kann die Reihenfolge dieser Vektoren so
wiahlen, daf3: Y
(96) vt =y gl ]

t »

wo v eine positive Zahl ist. ,v heiit der Inhalt oder der Betrag
von v+’ ,vist der Inhalt der die Gréfle v”~"» darstellenden Figur,
gemessen mit Hilfe eines p-dimensionalen Einheitswiirfels. Man iiber-
zeugt sich leicht von der Richtigkeit der Gleichung
p(p-1)

(97) (p'v)2 = Ib' Ve tr Uyyvp = (—— 1) 2 p‘ USRS Uyp vy s
mit deren Hilfe sich ,v aus v"++» berechnen 148t. Ein p-Vektor vom
Betrag 1 heilit Einheits-p-Vektor.

Der Grad des Parallelismus einer E, und einer E, in E, wurde auf
S.12 behandelt. Da bei Einfithrung eines Fundamentaltensors E,,
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E,und E, in R,, R, und R, iibergehen, gelten die dort erhaltenen Re-
sultate auch fiir eine R, und eine R, in R,. Es kommt jetzt aber eine
metrische Eigenschaft, der Grad des gegenseitigen Senkrecht-
stehens, hinzu.

Sind alle Richtungen der R, senkrecht zu allen Richtungen der

R,, p=gq, so heilen R, und R, %-senkrecht oder vollstindig

senkrecht. Dieser Fall kann nur eintreten, wenn $ 4 ¢ <<#. Ent-
halt dagegen R, nur ¢ unabhingige Richtungen, die senkrecht zu allen

Richtungen von R, sind, so heilen R, und R, ; —-senkrechtl). Damit

dieser Fall eintreten kann, ist notwendig, dal} ¢ 4+ ¢ < #.

§ 14. Metrische Eigenschaften eines Tensors zweiten Grades.

Eine symmetrische GroBe zweiten Grades hat nach Einfithrung
eines Fundamentaltensors kovariante, kontravariante, gemischte und
orthogonale Bestimmungszahlen, hlﬂ, e, W' =n,, hﬁ. Sie steht
in eindeutiger Beziehung zur linearen Vektortransformation, die sich
durch jede der vier folgenden Gleichungen darstellen 1aft:

[ /vl = hl u 14
"W =mwro,
t98) { ’UV — h,‘:l v;.

l ,'1}7; = Zh,-,—v,-.

7
Die dritte Form der Gleichung stimmt ganz tiberein mit (58) auf S. 33.
Auch die vierte Form zeigt véllige Ubereinstimmung, wenn man bedenkt,
daB bei Verwendung orthogonaler Bestimmungszahlen der Unterschied
zwischen kovariant und kontravariant verschwindet. Es ist also un-
mittelbar klar, was man unter Hauptgebiet und Nullgebiet eines
Tensors zu verstehen hat. Es kommen aber einige bemerkenswerte
Eigenschaften hinzu. Zunichst sei bemerkt, daf die Gleichung:
(99) D (hij— Agij)vi=0,

die an die Stelle von (61) 7tritt, hier, wo #;, eine symmetrische GroBe
ist, stets n reelle Wurzeln hat und da8 zu jeder m-fachen Wurzel ein
m-dimensionales Hauptgebiet gehért. Der wenig interessante Beweis,
den man in®jedem Lehrbuch der Algebra findet, sei hier unterdriickt.
Sodann wollen wir zeigen, daBl zwei Losungen 11),- und 72;,-, die zu ver-
schiedenen Wurzeln 4, und 1, gehoren, gegenseitig senkrecht sind. In
der Tat ist einerseits:

12 1 12
(’100) Z‘Z]i U; = —Z;Zh” 'Z}j Vg,
. % ]
andererseits: L 1 ! .
('10'1) Zvivi=7;2hijvivj,
. T "2 %7

1) Schoute, 1902, 5, S. 49.
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und dies ist infolge der Symmetrie von A;; und der Ungleichheit von 4,
und 4, nur moglich, wenn Zzlh v; verschwindet. Alle Hauptgebiete sind

(]
also gegenseitig und zum Nullgebiet vollstindig senkrecht. Innerhalb
eines m-dimensionalen Hauptgebietes oder Nullgebietes konnen in be-
liebiger Weise m gegenseitig senkrechte Richtungen als Hauptrich-
tungen gewdhlt werden.
Wihlt man die Achsenrichtungen in Hauptrichtungen von %, so
bekommt #;, die einfache Form:

(102) P =2 hiitn iy
? 1

Die A;; sind die Wurzeln 4 der Gleichung (62) fiir P*; = A}, die 7; Ein-
heitsvektoren in den Hauptrichtungen. Die /;; heiflen die Hauptwerte
des Tensors und sind vom Koordinatensystem, nicht aber von der
Wahl des Fundamentaltensors unabhéngig. Die mit der inversen Trans-
formation korrespondierende ebenfalls symmetrische Grée /,, be-
kommt die Form:

. ~1 ..
(103) ll,u :Z—h— 10 -
7

i g i
Die zur Transformation (98) gehérige Transformation der p-Vektoren
wird vermittelt durch den p-Vektoraffinor:
Mt - Pigl 1
der infolge der Symmetrie von %;; ebenfalls bei Vertauschung von allen
vorderen mit allen hinteren Indizes ungedndert bleibt und deshalb
p-Vektortensor genannt wird. Der GroBe 4;; sind in eindeutiger
Weise ein Bivektortensor, ein Trivektortensor usw. bis zu einem 7-Vektor-
tensor zugeordnet, die nur dann Null werden, wenn #;; verschwindet.
Eine Richtung w,, fiir welche

('104) Zh,-jwiwj =0
i

ist, heiBt eine Nullrichtung des Tensors %;;. Die Nullrichtungen eines

Tensors #'*® Ranges bilden einen quadratischen (# — 1)-dimensionalen

Kegelmantel. Ist der Rang << %, so ist der Kegel ausgeartet und ent-

hélt das Nullgebiet.
Der Tensor % B €+ G

heiBt der Skalarteil von 4,,. Der Name Teil ist zutreffend, da der

Skalarteil von 4, — —;—h,l . 8" g,, verschwindet. Der Skalarteil von g;,,

ist also g, selbst. Wir kniipfen hieran eine Erweiterung der Definition
des Skalars auf S.12. Nach Einfithrung des Fundamentaltensors soll
jede GroBe ein Skalar heiBen, die sich mit Hilfe der behandelten Multi-
plikationen und Uberschiebungen aus bei (8) invarianten Zahlen und
den idealen Vektoren von beliebig vielen Faktoren g; , und g** zusammen-
stellen 14B8t. Zur Unterscheidung behalten wir den Namen Zahlgré8e
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fir die S. 12 definierten GroBen bei. g;, ist also ein Skalar zweiten
Grades, g,;8,, und g,; 8, sind Skalare vierten Grades. Die p* vek-
torische Uberschiebung von p Faktoren g, ist ein Skalar 2 $'" Grades,
der in einer bemerkenswerten Beziehung steht zum Einheits-n-Vek-
tor I, ;.. Es gilt die Gleichung:

{105) D Lyt Livipbtn = —17 8tinlin - - - Giglinl") »
die sich leicht verifizieren 1a8t.

§ 15. Der Begriff der Komponente. Winkel einer R, und einer
R, in R,%).

Ist eine R, durch P in R, gegeben, so kann man von den # gegen-

seitig senkrechten Einheitsvektoren ;«_'” die p ersten in beliebiger Weise

in die R, legen. Wird dann irgend eine Gré8e als Summe von Produkten
von Einheitsvektoren geschrieben, z. B.:

L ..n
“ul . . e
(106) VORRY = Dy 00 1 H 0
iTkl 7okl
so nennt man die Summe aller Glieder, die nur ¢, ..., ¢* enthalten, die
" P
R,-Komponente der gegebenen Grofe:
LoyP
?’, . . N
{107) VIR = DT Uy 1011
uTWT uvwe

Die R,-Komponente des Fundamentaltensors, die gleichzeitig Funda-
mentaltensor der R, ist, ist also:
1,....p
ohp — N gh
{108) g % i
Mit Hilfe dieser Komponente kann man durch Uberschiebung die Kom-
ponenten samtlicher anderer GréBen bilden. Es ist z. B.:

(109) T =g el g g 0.
Die Grolle
(110) 6 =88,

ist der Einheitsaffinor der R,.
Da Gleichungen dieser Art sehr oft vorkommen, fithren wir fiir

‘g% 'gf: ... die Bezeichnung 'gff,f,::j ein und schreiben also:
(111) /vw[u].v____/g::g;.gvaﬂyé'

AuBer der R, sei jetzt auch eine R, gegeben, p <g. Ihr Funda-
mentaltensor sei “’g;,,. Die R-Komponente von 7* ist dann g 7* und
u U

das Quadrat des Cosinus des Winkels zwischen #* und R, ist:
u

(1,12) C032 Py = ,L‘l g ”gl,u .

- U u

1) Lipka, 1922, 21, S. 243.
2) Vgl. Schoute, 1902, 5, S. 77; Segre, 1921, 5, S. 800.
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Bildet man dieses Quadrat fiir $ beliebige gegenseitig senkrechte Rich-
tungen in K,, so entsteht bei Summierung:

1,....p 1,..,p
3 N S TR ’ ”
(113) 2 costy =2 i g =g g
U u

Diese Summe ist also unabhingig von der naheren Wahl der Richtungen
5 und auch gleich der Summe der ¢ Cosinusquadrate der Winkel zwi-

schen ¢ beliebigen, in R, gegenseitig senkrecht gewéhlten Richtungen
mit R,. Die Gleichung (112) 148t sich auch schreiben:

(114) cos?p, = 4" 1" CAd s
In R, liegt also ein Tensor:
(1 1 5) /hly = ,g;g //goc/? )

die R,-Komponente von “g;,,, dessen Hauptrichtungen mit den extre-
men Werten von cos® ¢, korrespondieren. Ebenso liegt in R, ein Tensor:

(116) “Hrw="8"1 "8up-

Liegt v” in einer Hauptrichtung von ‘%;,, so ist:
8 P g “

(117) B =0,

oder

(118) /g;/‘ //glo;v‘u:lvv;

woraus folgt:

(119) "gh el T = 1"yl

oder

(120) "R (” g v'“) =1"g o

Aus dieser Gleichung geht hervor, daB die Projektion von »* auf R,
in eine Hauptrichtung von ”%,, fallt und denselben Faktor bekommt
wie v*. Die Hauptrichtungen von ‘%;, und "%, sind also Projektionen
von einander und die zugehdrigen Hauptwerte sind proportional. Die
beiden Tensoren miissen demnach denselben Rang haben und dieser ist
infolgedessen hichstens gleich . Dies geht auch daraus hervor, da R,
jedenfalls ¢ —$ unabhingige Richtungen senkrecht zu R, enthilt,
und diese im Nullgebiet des Tensors %, , liegen miissen. Sind die beiden
Tensoren vom Range 7, so enthilt R, gerade p — » unabhingige Rich-
tungen senkrecht zu R, und R, gerade ¢ — » unabhéngige Richtungen

senkrecht zu R,, und R, und R, sind also P—;—y—senkrecht (S. 43).
Umgekehrt, sind R, und R, ﬂ;-f—senkrecht, so haben beide Tensoren

den Rang 7. Sind R, und R, %—parallel, so ist der Rang der Ten-
soren =s.

Gibt man die R, und die R, in P durch die einfachen alternierenden
GroBen v"?» und w”-”¢, so lassen sich fiir den Grad des Parallelis-
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mus und den Grad des gegenseitigen Senkrechtstehens sehr einfache
Formeln aufstellen. Sind R, und R, vollstandig senkrecht, so ist:
(121) Vet =0,

Diese Bedingung ist auch hinreichend. Denn, enthielte v”:’? eine
Richtung v”, die nicht senkrecht zu w” " wiire, so wire v“w,,, ,, ¥ 0.
Man kénnte dann v”:*» in der Form oPt-*»-19”»] schreiben, und die
linke Seite von (121) erhielte dann sicher ein Glied:

__1_ 'U;" veehp —y g

w;t Vg Vg

das nicht Null wire und durch kein anderes Glied neutralisiert werden
konnte.
Wir beweisen nun den Satz:

Fiir p<gq ist: I*ofﬁruzp—t

(122) v;'l-n;-ﬁ*“.ul---‘”uw,uu-~-#x"’u+1--~”ql:0 . M:j)—t—{-'l
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, da8
R,und R, %-senkrecht sind.

Die Uberschiebung ist fiir # = p — ¢ das allgemeine Produkt eines
t-Vektors in R, mit einem (¢ — p 4 #)-Vektor in R, die vollstandig
senkrecht sein miissen, da ja die nachst hohere Uberschiebung verschwin-
det. R, kann aber nicht mehr als # unabhingige Richtungen senkrecht
zu R, enthalten, da sonst die Uberschiebung auch fiir # = p — ¢ Null

wére. R, und R, sind also %—senkrecht. Ist umgekehrt gegeben, dal
Rp und Rq %-senkrecht sind, so folgt, daB die Uberschiebung  fiir
u > p — t verschwindet, nicht aber fiir v = p — ¢, da sonst R, und R,
mehr als ; -senkrecht waren.

Die Gleichungen (122) haben auch eine vom Fundamentaltensor un-
abhdngige Bedeutung. w, ;, hat dann eine (» — g)-Richtung, und aus.
dem eben erhaltenen Resultat folgt, daf3 (122) auch die notwendige und

hinreichende Bedingung dafiir ist, daB die E, von v’ und die E,_,

von w; ;. % -parallel sind fiir p <% — ¢ und n—ia—parallel firp>n—gq.

Eine andere Form der Bedingungen fiir den Parallelismus erhilt man
folgendermaBen. Werden eine E, und eine E,, p < ¢, festgelegt durch

vh* und w7, und sind E, und E, vollstindig parallel, so ist:

(123) phredp il ggrivd — ()

Diese Bedingung ist auch hinreichend. Denn, enthielte v***» eine
Richtung »" auBlerhalb R/, so wire p?w+*d £ 0, Man kénnte dann
v"1++*? in der Form ol ~*»-19"») schreiben und die linke Seite von (123)
enthielte dann sicher ein Glied:

1, 'Ull'hzllvl plu V1 va) ,
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das nicht Null wire und durch kein anderes Glied neutralisiert werden
konnte.
Wir beweisen nun den Satz:
Fiir p < g ist:
+0flru=7p—s
=0, u=p—s+1

die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB

(124) phredp—uli o pu wvl...vq]{

R, und R, %-parallel sind.

Die Uberschiebung ist fiir # = p — s das allgemeine Produkt eines
s-Vektorsin R, mit einem w1 als Faktor enthaltenden (p -+ ¢ — s)-
Vektor, die vollstindig parallel sein miissen, da ja die nichsthéhere Uber-
schiebung verschwindet. R, kann aber nicht mehr als s unabhangige
Richtungen parallel zu R, enthalten, da sonst die Uberschiebung auch
fir # = p — s Null wire. R, und R, sind also %—parallel. Ist umge-
kehrt gegeben, da R, und R, %—parallel sind, so folgt, daB8 die Uber-
schiebung fiir #» > p — s verschwindet, nicht aber fir u =p — s, da
sonst R, und R, mehr als %-parallel wiren.

Esist zu beachten, dal die Formeln (124) fiir den Grad des Parallelis-
mus keine metrischen Beziehungen darstellen. Sie sind vom Fundamental-
tensor unabhingig und werden nur deshalb an dieser Stelle erwéhnt,

um die bemerkenswerte Analogie, die zwischen den skalaren und den
vektorischen Uberschiebungen besteht, deutlich hervortreten zu lassen.

§ 16. Infinitesimale Drehungen und Bivektoren.

Eine lineare homogene Transformation heifit infinitesimal, wenn
sie der identischen Transformation unendlich benachbart ist. Sie hat
also die Form:

(125) W =x +eG,x".

Soll die Transformation eine Drehung sein, so muB sie g, , #” ¥ unver-
andert lassen. Dazu ist notwendig und hinreichend, daf3:

(126) &u (x‘“ £ G, &G ;.) =0

ist fiir jede Wahl von 2, d. h. es muf g,,G;” ein Bivektor sein. Zu jeder
infinitesimalen Drehung gehort also ein Bivektor:

(127) SF}.;L = gglvG:'/z ’
der Bivektor der Drehung, und es ist:
(128) ’x”:x”%—stlx"‘.

Wir wollen jetzt zeigen, dafl es bei einer infinitesimalen Drehung

fir » gerade jedenfalls Z und fir » ungerade jedenfalls n—;—i Ebenen
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gibt, die eine Bewegung in sich selbst ausfithren. Aus F; , 148t sich die
offenbar symmetrische GroBe:
(129) b, =ri"F,,

ableiten. Es sei nun %'” ein Einheitsvektor in einer Hauptrichtung dieses
Tensors und #%,, die zu ? gehorige Bestimmungszahl von #;,. Der

Vektor F ;,,f” ist senkrecht zu *i'” ,und da:
(130) W Fy @ = Fthy, = by F i

ist, so liegt F ;,v%" ebenfalls in einer Hauptrichtung von #%;,, mit der-
selben Bestimmungszahl 7,;. Legen wir ;’” in diese Richtung, so

ist also hy; = hyy. Jeder Vektor in der 1, 2-Ebene wird durch Uber-
schiebung mit F;, um 90° gedreht und bekommt einen Faktor A,;.
Ist nun der Rang von #;,>2, so kann man ?;” in eine Haupt-

richtung von #;, senkrecht zu 7" und ¢’, die keine Nullrichtung ist,
1 2
legen. Es gehort dann zu ?: ebenso ein Vektor ;: und es ist gy = hy,.

Auch Z" ist senkrecht zu " und +¢’, da z.B.:
1 2

. 1 . . Fi,. .
1 Iyt =0 F,t*=-24,0"=0.
(131) 174 Fy1 "*3 Fu9's 0

Der Rang 7 von %, , istalso = 4. Fahrt man indieser Weise fort, so ergibt
sich, daB 7 jedenfalls gerade ist, und daB 4;, und F,;, geschrieben
werden konnen:

By = hu({x fu + gﬂ. ;M) +. 4+ hrr(r_ill rjl,u + fi. 7;}&)
(132) Fl,u = 7)12(%'1 g‘u - gﬂ. 11/;4) + ..o+ vr—l,r(rill f,u - fl r_ir“)
Viipy = V:‘h;;ﬁir 1 ungerade .

Der Rang von 7%, ist also dem Range von F;, gleich. Sind die Koef-
fizientenpaare alle ungleich, so gibt es nur eine Zerlegung von 4;,, und
F,,, werden einige Paare gleich, so wird die Zerlegung dort unbestimmt.
Bei jeder bestimmten Wahl der Richtungen 1, ..., 7 filbren aber die
Ebenen 1-2, 3-4, ..., (r — 1)-7 eine Bewegung in sich aus, wihrend
samtliche Richtungen, die zu diesen # Richtungen senkrecht sind,
sich nicht dndern.

Der Rang eines Bivektors ist vom Fundamentaltensor unabhingig.
Wihlt man also einen anderen Fundamentaltensor, so wird die Zer-
legung von F;, in einfache Bivektoren eine andere, die Anzahl dieser

Bivektoren ist aber stets dieselbe. Auch ist es nicht mdglich, da83
F;, sich durch irgendwelche andere Methoden zerlegen lieBe in weniger

[ 4 . . . . .
als 5 einfache Bivektoren. Man konnte dann immer einen Fundamental-

tensor so wahlen, dafl die Bivektoren in bezug auf diesen Tensor gegen-
Schouten, Ricci-Kalkil. 4
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seitig vollkommen senkrecht wéren, bei einer senkrechten Zerlegung

miissen aber, wie oben gezeigt wurde, immerg einfache Bivektoren
entstehen?).

Wir haben also die Sitze erhalten:

Der Rang 7 eines Bivektors (also auch der Rang jeder
schiefsymmetrischen Determinante) ist stets gerade, und

. . . 4 . « . (4 .
jeder Bivektor kann in 5 nicht aber in weniger als 5 ein-

fache Bivektoren zerlegt werden?).
ZujederinfinitesimalenDrehung geh6rt ein bestimmter

Bivektor ¢F;,, der sich in ; gegenseitig vollstandig senk-

rechte einfache Bivektoren zerlegen l48t. Die Zerlegung ist
nur dann eindeutig bestimmt, wenn die Hauptgebiete des

Tensors F;,F, alle zweidimensional sind. Jeder einzelne
der > einfachen Bivektoren bewegt sich bei der infinitesi-

malen Drehung in sich, die zu F,;, senkrechten Richtungen
bleiben in Ruhe.

Aus (132) ergibt sich ohne Rechnung eine neue Bedingung dafiir,
daB der Rang eines Bivektors 7 ist:

L . —
(133) F[)_llulm Flpﬂp]{ e 0 fur 215 7',

=0, 2p>7,
in Worten:

Ein Bivektor F;, hat dann und nur dann den Rang 7,
wenn das alternierende Produkt von p Faktoren F,;, ver-
schwindet fiir 2p>7, aber nicht verschwindet fiir 2p =73).

Es verdient Beachtung, daB der in (133) fiir 2 p = » auftretende
7-Vektor einfach ist, was unmittelbar aus (132) folgt und im dritten
Abschnitte Verwendung finden wird. Die Bestimmungszahlen des »-Vek-
tors sind bis auf Zahlenfaktoren ,,Pfaffsche Aggregate #'* Ordnung‘.

§ 17. Lineare Abhingigkeit und Dimensionenzahl von
Tensoren und p-Vektoren.

Es seien m GroBen p' Grades %;,1._.,11,, w=1, ..., m gegeben.
Es ist zu untersuchen, unter welchen Bedingungen es unter diesen
m GroBen gerade ¢ linear unabhingige gibt, oder, anders gesagt, wann
gerade m — ¢ linear unabhingige Gleichungen von der Form:

(134) Zéxi’j;.,,,_z,,ZO, x=1, ..., m—q
uu@

1) Die Zerlegung eines Bivektors ohne Verwendung eines Fundamentaltensors
findet sich z. B. bei Cartan, 1922, 20, S.53.

2) Literaturangaben bei Pascal, 1910, S. 64, 65, 129.

3) GraPmann, 1844, 1, S.206; 1862, 1, S. 56; fiir p = 2; Rothe, 1912, 1. S. 1039.



§ 17. Lineare Abhingigkeit und Dimensionenzahl von GroBen. 51

existieren. Existieren diese Gleichungen, so existieren auch die m —¢
Gleichungen:

U
1 NMawh, .. w1y =0, x=1, ..., m—
(135) S Jh . W Uy e q

fiir jede Wahl der Vektoren @, ..., @, von denen eine jede die lineare
p-

Abhingigkeit von m Vektoren zum Ausdruck bringt. Nun ist die not-
wendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz von Gleichungen
der Form (135), daBB der Rang 7 der Matrix dieser s Vektoren gleich ¢
ist. Diese Bedingung ist aber nicht hinreichend fiir die Existenz der
Gleichungen (134). Inden Gleichungen, die infolge 7 = ¢ existieren, sind

namlich die Koeffizienten &« von der Wahl der Vektoren zg)”l, ...,pw;’v—l
ux -

nicht unabhingig. Setzt man nun in (135) fiir zfﬂ, ...,ng: nach-

einander auf alle moglichen Weisen die Mafvektoren 2’, ..., € ein, so

a;
entstehen zwar Gleichungen, die dieselbe Form haben wie die #* aus-
geschriebenen Gleichungen (134), die Indizes & sind aber in jeder ein-

zelnen Gleichung andere, abhingig von den fiir 4,, ..., 4,_, eingesetzten
Werten. Nur von dem Werte von 4, sind die & unabhingig. Sind nun

die Groflen 17311.../:,, entweder alle symmetrisch oder alle alternie-
rend, so ist ersichtlich, daB jede Kombination der Indizes durch
wiederholte Permutation und Abdnderung des Indexes 4, aus jeder
anderen Kombination entstehen kann, und in diesen beiden Fillen sind
also die Koeffizienten ® der infolge der Bedingung 7 = ¢ existierenden

Gleichungen von der Wahl der Indizes unabhingig und ist diese Be-
dingung infolgedessen hinreichend fiir die Existenz von (134). Wir be-
schranken uns weiter nur auf symmetrische oder alternierende GréBen,
und gehen auf den verwickelteren allgemeinen Fall nicht niher ein.
Damit haben wir den Satz erhalten:
Von m symmetrischen bzw. alternierenden GréBen

lfzﬁzl...l,,, =1, ..., m, sind dann und nur dann gerade ¢ linear
unabhéingig, wenn der Rang der Matrix der m Vektoren:
(3
wh. .. whory g,
1 p-1
fiir irgendeine Wahl der Vektoren w™, ..., w’»-1 gleich ¢, fir
. . 1 p-1
keine Wahl aber > ¢ istl).
Fiir ¢ = m = n lautet also die notwendige und hinreichende Be-
dingung:
n
(136) v(;~11~--(;~1,p-—1 [A,pe=- Vlny) wln,p—1) An, pl :JT: 0.
Eine symmetrische oder alternierende GréBe v, . ;,, die als Summe
von Vielfachen der Produkte von ¢ und nicht weniger als ¢ linear unab-
hangigen Vektoren geschrieben werden kann, heifit g-dimensional.

1y Sinigallia, 1905, 3, S.165, auch fiir den Fall, daB die Gréfen nicht
denselben Grad haben.

4%
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Eine p-dimensionale alternierende GroBe v,  ;, ist also dasselbe wie
ein einfacher p-Vektor. Ist v; _; eine g-dimensionale GréBe, so besitzt
die Gleichung:

(137) V3,2 W =0

n — ¢ linear unabhingige Losungen »”. Denn man kann die ¢ Vektoren

. . 1 q .
als die ¢ ersten kovarianten MaBvektoren ¢;, ..., ¢; nehmen, und die
kontravarianten MaBvektoren f:’ ..., ¢ bilden dann # — ¢ Losungen.

q n

Hat umgekehrt die Gleichung (137) # — ¢ linear unabhéngige Losungen,
so kann man diese als die # — ¢ letzten kontravarianten MaBvektoren
wihlen und v, ; 148t sich dann in den g ersten kovarianten MaB-
vektoren allein ausdrucken Es gilt also der Satz:

Dafiir, daB eine symmetrische oder alternierende Gréfle
¥),..1, g-dimensional ist, ist notwendig und hinreichend,
daBl die Gleichung (137) gerade n — ¢ linear unabhidngige Lo-
sungen hat.

Hat (137) » — g linear unabhingige Lésungen, so bestehen zwischen
den » GroBen (p —1)-ten Grades:

(138) Vlyodp—gtidps = Viyendp—ganip
gerade # — ¢ lineare Beziehungen und umgekehrt. Es muf} also die
Matrix der »? Bestimmungszahlen der # Vektoren:

(139) 1{711'--ngzp_zvll...lp—zﬂvlp’ u’:ali ooy Oy

fiir irgendeine Wahl der Vektoren »” den Rang ¢, fiir keine Wahl aber
einen Rang > ¢ haben (S. 51). Daraus folgt der Satz:

Dafiir, daB eine symmetrische oder alternierende GroBe
),..1, ¢-dimensional ist, ist notwendig und hinreichend, daB
(140) Y0y Gap—alh ool Do g -+ Vs ode p—2) M, p—1! ds, p] { i g z > Z

Da die in (140) vorkommende GréBe s p*® Grades auch alternierend
ist in den s Indizes 4;,p_;...4;,-1, S0 lautet eine andere Form der
Bedingung:

[+0 s=¢q
(141) v(}.u...(/ll,p_z[ﬂ.l,y_1[h,p"‘vln)mla,;’—z)ls,p—x]}*8,17]1:0 S> q
Auch jede der Gleichungen:
0 s=gq
(142) Uhppohyp—alhy, p—alhap o Ulderode pos) deyp 1) ds, p1 ) 0 s>q
- b
+0 s=gq
+
(143) Viigdi, ol -1l p o+ U idssends, posis, poy' s, p]{=0 s>q

stellt eine notwendige und hinreichende Bedingung dar. Denn aus (142)
bzw. (143) folgt (140) bzw. (141), und, ist umgekehrt v, _; g¢-dimen-
sional, so verschwindet jede Verkniipfung, in welcher iiber mehr als
g Indizes alterniert ist. Es gilt also der Satz:
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Dafiir, daBB eine symmetrische oder alternierende GroBBe
g-dimensional ist, ist notwendig und hinreichend, daB eine
der Beziehungen (140), (141), (142) oder (143) gilt.

Esist zu beachten, dafl der Fall ¢ = $ 4 1 bei alternierenden GréBen
niemals auftreten kann, da es keine (p + 1)-dimensionalen p-Vektoren
gibt (vgl. S. 20, 26).

Fir ¢ = p gilt auch der Satz:

Eine alternierende GréBe v, , ist dann und nur dann
einfach, wenn vy ;. 9,3,,..., verschwindet.

Die Notwendigkeit der Bedingung ist selbstverstindlich, da ja
03,..1, in einem kovarianten Gebiet ' Stufe (S. 20) liegt und in diesem
Gebiet jede Alternation iiber $ 4 1 Indizes verschwinden mufl. Um zu
beweisen, daB sie auch hinreicht, fiihren wir # — p — 1 beliebige Vektoren
wy, 4= 1, ..., 2; 2=n—p —1 ein. Der Ausdruck:

(144) Ut lhap Vs apee © Bty sonl 9 Wit o Wit 1)

148t sich dann nach dem auf S. 30 bewiesenen Satze schreiben als eine
Summe von Groflen, die alle ein alternierendes Produkt von # Faktoren
enthalten, in welchem alle idealen Faktoren eines bestimmten Fak-
tors v, ;, vorkommen. Daneben missen noch # — $ andere Faktoren
vorkommen, und da es nur » — p — 1 Faktoren @) gibt, muf} wenigstens

ein idealer Faktor einesanderen Faktorsv, ; auftreten. Dannfolgtaber
aus der Voraussetzung, daf alle Terme verschwinden, d. h. dal3 (144) ver-

schwindet. Nun sind aber die w; beliebig wihlbar und es verschwindet
demnach der in (143) links auftretende Ausdruck fiir s=p +1. Die
Bedingung ist also auch hinreichend 1).

Es 148t sich nicht in derselben Weise beweisen, da3 das Verschwinden
VO U 1% . ugl...u, €i0€ hinreichende Bedingung fiir die (p 4 ¢ —1)-Di-
mensionalitit von v; ; wire. Denn bei der obigen Umformung kon-
nen dann zu v, ,, ideale Faktoren treten, die zu verschiedenen
Faktoren v, _;, gehoren. Das Gegenbeispiel der immer verschwindenden
GroBe v, 2,2, Yoo iy 16hrt, daB diese Bedingung auch in der Tat nicht
hinreichend ist. Man gelangt aber in derselben Weise wie oben zu dem Satz:

Dafir, daB v, ; ¢g-dimensional ist, ist notwendig und
hinreichend, daf jeder Ausdruck, der ein Produkt enthilt,

1 s-p .. . .
vonder Form vy, 305, ... vz, flir s=¢41, aber nicht fir

wp

. . . 1 8§-D .
s=gverschwindet. In diesem Ausdruck sind v, ..., v; ideale
Faktoren, die zu einer beliebigen Anzahl von Faktoren
1,..1, g€horen.

1) Eine andere Form dieses Beweises findet sich bei Weitzenbsck, 1923, 1,
S. 84. Andere notwendige und hinreichende Bedingungen, die aber HilfsgroBen

enthalten, finden sich in den Anmerkungen und Nachtrigen zu GrafBmann, 1862, 1,
S. 409 u.511. Vgl. auch Wedtzenbick, 1923, 1, S. 114 u.f.



54 Der algebraische Teil des Kalkiils.

Dieses Kriterium ist meist einfacher als eine der Gleichungen (140)
bis (143).

Damit die Dimensionenzahl einer symmetrischen GréBe <#
ist, ist notwendig und hinreichend, daB die GréBe:

v(;-u---llp—z [;~1p—1[}~1p et v)-nl--~/:np—2) /.an—xl /:np]

verschwindet, wo iiber alle # (p —2) Indizes auBer 4;,_4.. 4,,_; und
A1p... Anp gemischt ist. Die zu dieser GroBe gehérige Form {# (p — 2)}-ten
Grades ist die Hessesche Kovariante der zu v, ; gehorigen Form?1).

Fir den Fall, dal die GroBe alternierend, ¢ =# und # gerade
ist, lassen sich die Bedingungen vereinfachen. Dazu verwenden wir die

Formel:
n -
(145) Uri, [y oo v)vn]/ln] = (_1) z 27"n! (?') v[/‘.,/'.z...v).n_, lnjv[‘u,‘l,lz.,.v‘un_l/zn],

die giiltig ist fiir jede alternierende GroBe v;, und gerades n.

Man beweist (145), indem man zeigt, dal die a,, ..., a,, 4, ...,
a,-Bestimmungszahl auf beiden Seiten der Gleichung dieselbe ist.
Es ist zweckmiBig, dabei die MaBvektoren so zu wihlen, daf3 v, . €ine
Summe von Produkten von MaBvektoren ist. Die Formel ist gleich-
bedeutend mit dem bekannten Cayleyschen Satze, daf jede schief-
symmetrische Determinante geraden Grades sich als Quadrat schreiben
1aBt. (Die Bestimmungszahl von

) U2y Vln 1 2]
ist bis auf einen Zahlenfaktor ein ,, Pfaffsches Aggregat der Ordnung #*.)
Ist also »# gerade und ¢==1#%, so ist das Produkt von:
1 1 t t 1 1 i t
27 ’U;mpﬂ RN 7P 7},1,’1,_2 Uray Voxy o v« Vg Vi)
mit sich selbst bis auf einen nicht verschwindenden Zahlenfaktor gleich
der in (142) links auftretenden GréBe. Es gilt also der Satz:

Dafir, daB ein p-Vektor n-dimensional ist, n =2¢, ist

notwendig und hinreichend, daf
1 1 t t 11 ¢ t
(146) Vdgg v o Uy gy Vg v o Ul py Vioy Uy o -+ Vi, V] + O

Fiir p =2 ergibt sich aus (146) die einfache Bedingung:
(147) Visy g+~ Vamoyand £ 0
in Worten: )

Dafiir, daB ein Bivektor v, #n-dimensional ist, n =2¢, ist
notwendig und hinreichend, dal3 das alternierende Produkt
von ¢ Faktoren v;, nicht verschwindet.

Da die Dimension eines Bivektors dem Range gleich ist, ist dieser
Satz ein Spezialfall des Satzes (133) auf S. 50.

1y Sinigallia, 1905, 3, S. 171.
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§ 18. Die GréBen der X,.

Samtliche im vorigen Paragraphen behandelten GroBen und ihre
Verkniipfungen sind definiert in bezug auf die E,, genauer gesagt in
bezug auf die (homogene) affine Gruppe, die Gruppe also, durch die in
einer E, die kartesischen Koordinatensysteme mit gemeinschaftlichem
Ursprung vertauscht werden. Dementsprechend hatten alle Gréfen
eine vom Ort in der E, unabhingige Bedeutung und lieBen sich durch
endliche Figuren in der E, geometrisch darstellen.

Es gilt jetzt, diese Definitionen so zu fassen, daB sie fiir eine allge-
meine X, Gliltigkeit behalten. Dazu geniigt die Bemerkung, dall beim
Ubergang von den Urvariablen x” zu neuen Urvariablen x”:

(148) g ="a (5%, ..., x%)
die Differentiale der Urvariablen sich linear homogen transformieren:

(149) d'x = ‘;—’i dxt,

wobei die Funktionaldeterminante 11 —— | nicht verschwinden darf, da
die Umkehrung: er

(150) dx”—ax— d’%"

moglich sein soll. Werden alle moglichen Transformationen (148) mit
nicht verschwindender Funktionaldeterminante betrachtet, so durch-
lduft in jedem Punkte der X, die Transformation der Differentiale die
ganze Gruppe der affinen Transformationen mit nicht verschwindender
Determinante. Die zu verschiedenen Punkten gehdrigen Gruppen sind
aber vollstindig unabhingig voneinander, da eine affine Transforma-
tion in P zusammen mit jeder beliebigen affinen Transformation in
einem endlich entfernten Punkte Q auftreten kann, wenn man die Trans-
formation der Urvariablen nur entsprechend wahlt. Zu jedem Punkte
der X, gehort also eine affine Gruppe, und zwei dieser Gruppen in P
und Q stehen lose nebeneinander ohne irgendeinen von den Urvariablen
unabhiangigen Zusammenhang. Das heifit, das infinitesimale Gebiet
um P ist eine E, fiir sich, die mit der £, um Q in keinerlei Beziehung
steht. In jeder einzelnen dieser infinitesimalen E, gelten nun alle Be-
griffsbestimmungen und Resultate der vorigen Paragraphen, es braucht
nur statt der Transformation (8) auf S. 12 die Transformation der Dif-
ferentiale (149) eingesetzt werden. Ein kontravarianter Vektor in P
ist also der Inbegnff von 7 Bestimmungszahlen v”, die sich bei Anderung
der Urvariablen in folgender Weise transformleren

o v
¢ %"

Us1) =Pt T Qi P 0=

> T o i

in welcher Gleichung mit den (z die Werte gemeint sind, die diese

% x
Differentialquotienten in P haben. Ein kontravariantes Vektorfeld
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ist der Inbegriff von # Ortsfunktionen v’, die sich bei Anderung der
Urvariablen in der ganzen X, nach (151) transformieren, wo jetzt die
%’% auch als Ortsfunktionen aufzufassen sind.
X
Sind in einem Punkte # linear unabhéngige kontravariante Vek-

toren v, ..., v” gegeben, so kann man aus den # Gleichungen:
n

1 {R———
152 r=ve

die # kontravarianten MaBvektoren f” berechnen. Nun lassen sich aber

ohne weitere Annahmen in jedem Punkte einer X, # linear unabhéngige
kontravariante Vektoren aufweisen, nimlich #» Linienelemente d4x”.
Durch die Wahl der Urvariablen ist also in jedem Punkte, ohne daB
irgendwelche weitere Annahmen erforderlich wiren, das System der
kontravarianten MaBivektoren festgelegt.

Ein kovarianter Vektor in P ist der Inbegriff von » Bestimmungs-
zahlen w,;, die sich bei Anderung der Urvariablen in folgender Weise
transformieren:

(153) w,=Q"w,, w,=PFP,w, [vgl (16) auf S.14].
Sind in einem Punkte # linear unabhingige kovariante Vektoren

zbl, cee zﬁl gegeben, so kann man wie oben aus diesen die # kovarianten

MaBvektoren berechnen. Es gelingt nun mit Hilfe von # gegebenen

kontravarianten Vektorfeldern '{1”, ..., ¥ n Systeme von # Ortsfunk-
n

tionen zu bilden, die sich kovariant transformieren. In der Tat, setzt man

» 1 oM. g?r-1 gpr gl
= — {— p-11 p-1 pil i — o e
(154) @ "( 2 o o’ p=1 et
1 E3

so ist 1, v fir jede Wahl von p und ¢ invariant bei Anderung der Ur-
7

variablen:

(155) z%wl={1 fir p =g

0, p+gq’

und die @, transformieren sich also in der Tat (S. 16) kovariant. Die

pg=1, ..., n

geometrische Bedeutung der W, ist Klar: in jedem Punkte sind die ;
die kovarianten Vektoren des Parallelepipeds der g". Wihlt man fiir

die v” die zu irgendeinem System von Urvariablen gehorigen kontra-
varianten MaBvektoren f”, so erhilt man kovariante MaBvektoren 2,1.

Durch die Wahl der Urvariablen ist also in jedem Punkte auch das
System der kovarianten MaBvektoren festgelegt, ohne daB irgend-
welche weiteren Annahmen erforderlich wiren. Mit den kovarianten
und kontravarianten Vektoren sind in jedem Punkte der X, auch ko-
variante, kontravariante und gemischte GroBen hoheren Grades fest-
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gelegt. Zwei zu verschiedenen Punkten gehorige GroBen lassen sich aber
in keiner Weise vergleichen, so lange nicht ein, im nachsten Abschnitt
niher zu erérterndes, Ubertragungsprinzip eingefithrt ist. Die GroBen
der X, sind also in Gegensatz zu den Grofen der E, ortgebunden.
Man kann sich nun aber auf einen allgemeineren Standpunkt stellen
und die kovarianten Vektoren nicht definieren durch (153), sondern
durch die Gleichung: '
(156) ‘W, =11Q",w,, w,=1P),'w,,
wo der hinzutretende Parameter 7 eine Funktion des Ortes ist. Erst
in der X,, wo die GréBen ortgebunden sind, hat eine solche Definition
eine nicht triviale Bedeutung. In dem speziellen Falle, daBl 7 =1 ist,
geht (156) wieder in (153) iber und fiir den Fall, daB die Urvariablen
konstant gehalten werden, geht (156} iiber in die Transformation:

(157) "wy =1 1wy,
die wir die Anderung des kovarianten MaBes?!) nennen. Die
durch (156) definierten GréBen sind natiirlich anderer Art als die Gré8en
die durch (153) definiert sind. Legt man (156) zugrunde, so sind z. B.
die oben mit Hilfe von kontravarianten Vektoren gebildeten GréBen
keine eigentlichen kovarianten Vektoren, da ihre Bestimmungs-
zahlen sich bei Anderung des kovarianten MaBes nicht &dndern.
Uberall, wo wir im folgenden (156) zugrunde legen statt (153), sollen
GroBen, deren Bestimmungszahlen sich bei Anderung des kovarianten
MaBes nach (157) transformieren, eigentliche GroBen genannt werden.
Die Uberschiebung von v* und w; ist, so bald (156) zugrunde gelegt
wird, keine eigentliche Invariante mehr:
(158) v, =1 vhw, .

Die kovarianten MaBvektoren ¢; sind keine eigentlichen Vektoren, da
ihre Bestimmungszahlen bei Anderung des kovarianten MafBes un-
verdndert bleiben und sich also nicht nach (156) transformieren. Wie
auf S. 15 kann man diese GréBen aber auch als eigentliche Vektoren
auffassen, die nicht fest sind, aber sich bei Anderung der Urvariablen
und bei Anderung des kovarianten MaBes mit indern. Auch der Ein-
heitsaffinor 47 ist keine eigentliche Grofe mehr, 148t sich aber in der-
selben Weise als verdnderliche eigentliche GroéBe auffassen.

1) Mit einer MaBbestimmung hat dies noch nichts zu tun. Der Ausdruck
findet seinen Grund in der Tatsache, daB der Ubergang von (153) zu (156)
gleichbedeutend ist mit der Verabredung, fortan alle kovarianten Vektoren mit
einem 7mal gr6Beren MafBstab zu messen. Wiirde man in derselben Weise das
kontravariante MaB3 dndern, so wiirden, auBer in dem trivialen Falle eines in der
X, konstanten Proportionalititsfaktors, die d#” aufhéren, exakte Differentiale
zu sein. Obwohl in der Tat ein allgemeinerer Ansatz auf Grundlage nicht
exakter dx” moglich und fiir eine Vertiefung der Grundlagen der Differential-
geometrie vielleicht vielversprechend ist, werden wir hier diese Moglichkeit auBer
acht lassen.
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§ 19. Die Eihfﬁhrung einer Mafbestimmung in der X,.

Wird in einem Punkte der X, eine Volumeneinheit festgelegt, so geht
die affine Gruppe tiber in die 4quivoluminére. Einfithrung eines Normal-
schraubsinns bedeutet eine weitergehende Beschrinkung auf die speziell-
affine Gruppe. Einfiihrung eines Fundamentaltensors bedeutet Ubergang
von der -dquivoluminiren zur orthogonalen Gruppe, wobei die infinite-
simale E, in jedem Punkte in eine R, iibergeht. Diese Einfithrungen
konnen in allen Punkten der X, unabhingig voneinander gemacht werden.

Die Einfiihrung eines Fundamentaltensors g; , als eine stetige und
hinreichend oft differenzierbare Funktion des Ortes, wodurch die Volumen-
einheit mit festgelegt wird, ist besonders wichtig. Eine X, in der diese
Einfithrung stattgefunden hat, heit eine Mannigfaltigkeit mit
quadratischer MaBbestimmung oder V, (auch Riemannsche
Mannigfaltigkeit, wohl zu unterscheiden von der Mannigfaltigkeit
konstanter Krimmung der sog. Riemannschen Geometrie). Die Linge
des Linienelementes dx” ist in einer V:

(159) ds =Yg dx dxr.

Linienelemente in verschiedenen Punkten lassen sich der Linge
nach vergleichen, und es kann also auch die Lange eines Kurvenbogens
als Integral von ds bestimmt werden. Es ist aber auch nach Einfiihrung
des Fundamentaltensors ohne Zuhilfenahme eines Ubertragungsprinzips
noch unmoglich, zwei GroBen in verschiedenen Punkten der Rich-
tung nach zu vergleichen.

Ist der Fundamentaltensor einer V, festgelegt, so lassen sich in
jedem Punkte kovariante und kontravariante GroBen identifizieren, und
man kann die Indizes herauf- und herunterziehen, selbstverstindlich
aber nur, sofern der Fundamentaltensor wihrend der Untersuchung
fest bleibt (S. 39).

Ferner kann man unter diesen Bedingungen in die ¥, ein Ortho-
gonalnetz legen, das aus # gegenseitig senkrechten Kongruenzen be-
steht, die eine jede oc®~! Kurven enthdlt. Das Orthogonalnetz be-
stimmt in jedem Punkte # gegenseitig senkrechte Richtungen. Werden
in diese Richtungen Einheitsvektoren ]1_'”, 7 =1, ..., n gelegt, so kann

jeder Vektor und somit jede GroSe durch orthogonale Bestimmungs-
zahlen gegeben werden. Es ist aber zu beachten, daf3 die Kongruenzen
7;1"’ sich ganz anders verhalten als die Kongruenzen der Parameterlinien

eines Systems von Urvariablen. Zu p Kongruenzen, p =2, ..., # — 1,
von Parameterlinien gehort stets ein System von o7V, die
ganz aus diesen Parameterlinien aufgebaut sind, zu p Kongruenzen
eines Orthogonalnetzes gehort ein solches System im allgemeinen
nicht, was damit zusammenhingt, dal es keineswegs stets moglich ist,
die Urvariablen so zu wihlen, daf} alle Parameterlinien gegenseitig
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senkrecht sind. Die orthogonalen Bestimmungszahlen haben mit der
Wah! der Urvariablen nichts zu tun, sie dndern sich also auch nicht
beim Ubergang zu anderen Urvariablen. Beim Ubergang zu einem
anderen Orthogonalnetz transformieren sie sich orthogonal.

Aufgaben.

1. Die #P Zahlen v%+* sind dann und nur dann Bestimmungs-

zahlen einer GréBe p-ten Grades, wenn
vhelag,

fiir eine bestimmte Wahl von ¢ und jede beliebige Wahl der Grofe
w),..1, €ine GroBe (p — g)-ten Grades darstellt.

2. Ist Py’ v, = av, fiir jede Wahl von v”, so ist Py = a 4] und
o ist von der Wahl von v; unabhingig. Was bedeutet dieser Satz
geometrisch?

3. Ist u;, v* v* = 0 fiir jede Wahl von v”, die der Gleichung v* ), = 0
geniigt, so hat #, die Form:

Wiy = W Py -
4. Ist u;;” v* v w, =0 fiir jede Wahl von v”, die der Gleichung
v*w; = 0 geniigt, so ist u;;y von der Form:
u .y = po A;) . [Friedmannt).]
5. Ist P;”w, = o w,; tir jede Wahl von w,, die der Gleichung
v*w; = 0 geniigt, so ist P;” von der Form:
Py = A+ pv
und o ist von der Wahl von w; unabhingig.

6. Ist u;;" alternierend in Au und hat u;;”v"w, die Richtung
von w, fiir jede Wahl von v’ und w;, die der Gleichung v* w;, =0 ge-
niigt, so ist #;;” von der Form:

Mi;tv = 75[), A:t] .
7. Zu beweisen, dall die GroBe

Apedp oty ip
kl]#l"'klﬁflﬂp—xv e

symmetrisch in 2, u, ist, wenn %;, ein Tensor ist.
. . . . L
8. Fiir p > 1 gibt es im allgemeinen % Richtungen des Vek-
tors v, die der Gleichung
'I)[;b wﬂ]ll”_lp 7))'1 e 7)}'” =

geniigen. w; ; . ist eine beliebige GréBe und es ist v, =g;, v".
(Hstcheock, 1916, 2, S. 374.)

1) Aus einer Korrespondenz mit Herrn A. Fyiedmann in Petrograd.

+
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L m
9.Sind U?;,..., U);, m<mn, und V’, beliebige GroBen zweiten
Grades und ist u u
w,=0%7,, w="1,..,m,
so ist m ) m
W[:"[;q v W‘Vr:z};hm] = U[lflml e Uatn];.m} V[':l[lx! . V":’Jam
(M ehmke, 1923, 14.)

u v
10. Sind U, und V), w, v=1, ..., m, m—n, beliebige GrofBen

zweiten Grades und ist wo u o

W.v;.:UT/lV.Va, u, v==1,.., m,

1 m 1 m 1(1 1212 M. m)
U[:-‘l[/h e Um-”jlm] ¢ Tay Vv'."]a,,,] = W[T’p.l W ... W
(Mehmke, 1923, 14).

11. Gilt fiir zwei Systeme von m Vektoren, m <<#,

so ist

1 m
‘v)v, e vl,
1 m
Wi, oo, Wy
die Gleichung: 1 S

iy} ”"/z] + . + 7] ze{u] =0,
und sind die Vektoren v; linear unabhingig voneinander, so lassen sich

die Vektoren w; linear in die v; ausdriicken, und die Transformations-
tabelle ist symmetrisch. (Cartan, 1919, 3, S. 151.)

12. Gilt fiir p Tensoren |

Y4
h’}.,u’ ey hl,u
die Gleichung .
2 e by =0,
u

so gilt dieselbe Gleichung fiir  Tensoren, die durch orthogonale Trans-
formation aus den %, entstehen. (Cartan, 1919, 3, S. 152.)

13. Man beweise die Identititen:
EUuby -+ Giadoa) g0 g =1
ngH Ly hadn] = G, -
14. Zu beweisen, daB sich fiir » =2 jeder Tensor als ein sym-
metrisches Produkt zweier realer Vektoren schreiben laBt.

15. Ein Tensor v, _, ist dann und nur dann eine Vektorpotenz,
wenn
Ulhy (g 1 Ag o dp ] Vptd gl g sty = 0 -

16. Ist g, der Fundamentaltensor, g die Determinante der g, und
Vri-n ein n-Vektor, so ist der mit g, gemessene Inhalt von P*1-»
gleich X i
MV g =n g V= nlg * V, ;..



Zweiter Abschnitt.

Der analytische Teil des Kalkiils.

§ 1. Die Ortsfunktionen.

In einer X, sei ein Skalarfeld p, d. h. ein Skalar 4 als Funktion
des Ortes, gegeben. Zwei Feldwerte  und $ + d 4 in den Punkten x”
und x” + dx” lassen sich dann unabhingig von der Wahl der Urvariablen
vergleichen. Die Differenz dp ist wiederum ein Skalar und heifit das
zum Linienelement dx” gehorige Differential von $. Die partiellen

0 . . . ;
Differentialquotienten a_p} transformieren sich beim Ubergang zu den
)

Urvariablen ‘%" folgendermafen:
or _ op 08
) 0’ 9x” 04
wiahrend sie bei Anderung des kovarianten MaBes ungeindert bleiben.
Nach I § 18 sind sie also Bestimmungszahlen eines (uneigentlichen oder
mit der Wahl des kovarianten Mafles verdnderlichen) kovarianten Vek-
tors. Der Vektor jpv heiit der Gradientvektor des Feldes p.
X

Der Ort der Punkte, in denen p einen bestimmten vorgegebenen
Wert hat, heifit eine 4quiskalare Hyperflache des Feldes p. Fiir
jedes Linienelement, das innerhalb einer solchen Hyperfliche liegt, ist:

43 (9P —
(2) d x gx—ﬂ =0,

und (2) ist also die totale Differentialgleichung des Systems der dqui-
skalaren Hyperflichen. Geometrisch bedeutet (2), daB8 die (# — 1)-

Richtung des kovarianten Vektors % in jedem Punkte eine Hyper-

flache eines Systems von oo! Hyperflichen tangiert. Anders gesagt, die
durch &C—z in allen Punkten bestimmten E, _ -Elemente reihen sich so

aneinander, daB sie oo' X _, bilden. Ein kovarianter Vektor mit
dieser Eigenschaft heiit X, _,-bildend. Ein Gradientfeld ist also
stets X,,_,-bildend.

Wir betrachten jetzt in der X, ein kontravariantes Vektor-
feld »”, d.h. einen kontravarianten Vektor, dessen Bestimmungszahlen
als Funktionen des Ortes gegeben sind. Zwei Feldwerte v” und v* - dv”
in den Punkten x” und x” + dx” lassen sich jetzt nicht mehr unabhingig
von der Wahl der Urvariablen vergleichen. Denn den Differentialen
dv” kommt, im Gegensatz zu dp oben, keine von der Wahl der Ur-
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variablen unabhingige Bedeutung zu. Man konnte es ja z. B. durch
geeignete Wahl der Urvariablen so einrichten, daB fiir zwei bestimnmte
Punkte #” und x” + dx” die dv” alle verschwinden. In einer E, ist dies
anders. Dort sind kartesische Koordinatensysteme bevorzugt, und fiir
ein solches Koordinatensystem sind die dv” gerade die Bestimmungs-
zahlen des Vektors, der erhalten wird, indem man den Feldwert in x”
parallel nach #” + d«” iibertrigt und dort von dem Feldwerte in x* 4 dx”
vektorisch subtrahiert. DaB es in einer X, nicht gelingt, die Feldwerte
in ” und x” + d#” in einer von der Wahl der Urvariablen unabhingigen
Weise zu vergleichen, liegt eben daran, daBl man nicht weil, was es
heiBen soll, den Feldwert in x” nach x” + d«” zu iibertragen?!). Ohne
eine solche Ubertragung, die sich nur definitionsweise einfithren 1a8t,
gibt es also keine Moglichkeit, von der Wahl der Urvariablen unab-
hingige Differentiale von anderen Gré8en als ZahlgréBBen zu bilden. Die
Ubertragung ist also wesentliche Grundbedingung fiir jede Differen-
tialgeometrie. Umgekehrt gehért zu jeder definitionsweise eingefiihrten
Ditferentiation eine bestimmte Ubertragung, die man erhalt, indem man
das Differential in der gewdblten Richtung gleich Null setzt.

§ 2. Die linearen Ubertragungen?).

In der Wahl der Ubertragung ist man vollstindig frei. Man kénnte
fir jede einzelne Grofe in jedem einzelnen Punkt und fiir jeden ein-
zelnen Wert von dx” eine ganz beliebige Ubertragung definieren, und

1) Eine Verschiebung eines Vektors nach einem benachbarten Punkte einer
S, ist zuerst aufgetreten bei Browwer, 1906, 2, S.80. Spater haben Levs
Civita, 1917, 1, und unabhangig von ihm der Verfasser 1918, 1, die pseudo-
parallele oder geoditische Bewegung den differentialgeometrischen Betrachtungen
zugrunde gelegt. Vgl. auch 1921, 2.

2) Hessenberg gab 1916, 1, den ersten AnstoB zu einer Verallgemeinerung
der Grundsatze der Differentialgeometrie. In den Arbeiten von Weyl, 1918, 2,
Konig, 1919, 2, 1920, 1, Eddington 1921, 1, und dem Verfasser 1922, 2, Nach-
trag 1922, 2, entwickelte sich dann die allgemeine Theorie der linearen Uber-
tragungen. Physikalische Anwendungen gaben Weyl, Eddington und Einstein, 1923,
5, 6, geometrische Eisenhart und Veblen, 1922, 7, 8, 9, 10. Die §§ 3—8 dieses
Abschnittes enthalten das Hauptsichlichste der Arbeit 1922, 2 in etwas verall-
gemeinerter Fassung.

Bei Pascal traten schon 1902, 3 und 4, und 1903, 3, Verallgemeinerungen der
Christoffelschen Symbole auf, die aber nicht mit linearen Ubertragungen zu-
sammenhingen. Nur die in 1903, 5 auftretenden Symbole, die sich in derselben
Weise aus einem Affinor zweiten Grades ableiten wie die Christoffelschen Sym-
bole aus einem Tensor, stehen zu einer linearen Ubertragung in Beziehung. Bei
der Behandlung der Differentialgleichungen zweiter Ordnung treten bei Pascal
1901, 2 Koeffizienten X,,, auf, die die Symmetriecigenschaft der I'; einer af-
finen Ubertragung besitzen. Die Ausdriicke [j% k4] bei Pascal auf S. 409, deren
Verschwinden die unbeschrinkte Integrabilitit bedingt, sind fir » = m die Be-
stimmungszahlen der zu dieser Ubertragung gehérigen KriimmungsgroBe. Weitere
Literatur findet sich bei Wedtzenbdck, 1922, 11, -S. 61.
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damit wiare dann fiir jede GréBe in jedem Punkte und fiir jeden Wert
von dx” festgelegt, was man unter dem Differential der Gréfe zu ver-
stehen hat. Es wire also in der Tat eine Differentialgeometrie méglich
geworden. Die bei einer solchen ganz willkiirlichen Festsetzung erhal-
tene Differentiation wiirde dann aber keinem der formalen Gesetze ge-
niigen, denen die gewdhnliche Differentiation unterworfen ist. Es wire
z. B. das Differential einer Summe keineswegs der Summe der Differen-
tiale gleich, und auch die gewShnlichen Regeln fiir die Differentiation
von Produkten behielten ihre Giiltigkeit nicht.

Um da Ordnung zu schaffen und unter allen Ubertragungen nur
die einfachsten Arten, mit denen sich leicht rechnen 1aBt, zu bevor-
zugen, stellen wir einige Bedingungen auf, denen eine Ubertragung zu
gentigen hat. @ sowohl als ¥ soll im folgenden eine beliebige kovariante,
kontravariante oder gemischte GroBe beliebigen Grades darstellen. Da
es sich bei @ und ¥ um ganz allgemeine GroBen handelt, werden die
zugehorigen Indizes unterdriickt?). O bedeute das zur Ubertragung
gehérige Differential, d das von der Wahl der Urvariablen abhingige

gewohnliche Differential: d P = "~ dx*. Wo von dem Differential

¢t

einer GroBe ohne nahere Andeutung gesprochen wird, ist stets das
kovariante Differential, d. h. das zur Ubertragung gehorige
von der Wahl der Urvariablen unabhingige Differential gemeint.

I. Eine (eigentliche!) GroBe und ihr Differential sind
GroBen derselben Art. Das heifit, die Anzahl und die Transforma-
tionsweise der Bestimmungszahlen sind dieselben. Die Differentialbil-
dung einer eigentlichen GroBe ist also eine bei Anderung der Urvariablen
und des kovarianten MaBes invariante Operation.

II. Das Differential ist eine lineare Funktion desLinien-

elementes. Sind also D, dx*, ..., D,,dx" die zu den Linienelemen-
ten dx*, ..., dx® gehorigen Differentiale, so ist das zu dx* gehdrige
Differential gegeben durch die Gleichung:
(3) 0D =0, dxe.

Aus dieser Gleichung geht hervor (I S.16), daB P, eine GréBe ist, die
einen kovarianten Index mehr besitzt als @ und deren Grad also
um eins hoher ist als der Grad von @. Wir bringen dies zum Ausdruck,
indem wir fiir @, schreiben V, @ :

(A) 0P=dxl,D.

V. @ heiBt der zur Ubertragung gehérige (kovariante) Differential-
quotient von @. Ist @ eine eigentliche GroBe, so bekommen die Bestim-
mungszahlen von FV,® bei Anderung des kovarianten Mafles einen
Faktor 771 zu wenig, und V,, @ ist also keine eigentliche GroBe (S. 57).

1) Wir verwenden diese Schreibweise nur voriibergehend bei der Formulierung
der Bedingungen.
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III. Fiir das Differential einer Summe gilt die gewohn-
liche Regel:

(B,) (DL P)=0D 40,

Infolge (A) gilt dann auch die gewdhnliche Regel fiir den Differential-
quotienten:

(B,) Va@+¥) =V, o+V, V.

IV. Fir das Differential eines allgemeinen Produktes gilt
die gewdhnliche Regel:
(€ (PY)=PoD+DOV.
Infolge (A) gilt dann auch die gewdhnliche Regel fiir den Differential-
quotienten:
(Cy) V. o¥=FV, 9V + DV, V.

Fiir die differenzierende Wirkung von V' setzen wir fest:

Die differenzierende Wirkung von V erstreckt sich
in jedem Term biszur erstfolgenden schiiefenden Klammer,
deren zugehorige 6ffnende Klammer V vorangeht.

V. Das Differential einer Zahlgr6Be ist dem gewdhn-
lichen Differential gleich:

{D,) dp=dp.
Aus (A) folgt dann: s
(D) V=L

Eine Ubertragung, die diesen fiinf Bedingungen geniigt, heiBe eine
lineare Ubertragung.

Jede GréBe 1a8t sich als Summe von Vielfachen von Produkten der
2n MaBvektoren e, ¢ schreiben. Nach (B) und (C) ist also die Differen-

tiation jeder GréBe bekannt, wenn die Differentiation der MaBvektoren
festgelegt ist. Nach (A) ist aber das Differential eines bestimmten MaB-
vektors linear in den #MaBvektoren gleicher Art und nach (B) ist dieses
Differential eine lineare Funktion des Linienelementes. Da die kontra-
varianten MaBvektoren sich als veranderliche eigentliche Vektoren auf-
fassen lassen, haben ihre Differentiale also jedenfalls die Form:

(4a) 8¢ =Tf e ds",

wo die I7, beliebig wihlbare Parameter sind. Ebenso haben die Dif-
ferentiale der kovarianten MaBvektoren die Form:
(4b) Ser=—I'ihe,dx",

wo die I/, weitere beliebig wahlbare, von den I7, vollkommen unab-
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hangige Parameter sind!). Das Differential von v” bzw. w; ist also, da
sich diese GroBen in den MaBvektoren ausdriicken lassen:

(5) v=ves  w=uw,6,
und das Differential einer ZahlgréBe nach (D,) dem gew6hnlichen Dif-
ferential gleich ist, infolge (C,), (D,) und (4a):
6 l 6v":6(v"f”)-:dv"f”+v’36€”
] =dv + I}, e”v}'dx”—_—dvv—]-l“{"uv"dx'",
(6b) dw; =9 (wv el) =dw,— I, w, dx.
Unter Beriicksichtigung von (A) folgt aus (6) fiir die Differentialquo-
tienten:

(73) V[L "-+ Flu 5

P

(7wl -
(7b) 2 w Wy = Y }.,t,l’, W, .

Da sich jede Groe hoheren Grades als Produkt von idealen Fak-
toren schreiben 1aBt, kann man mit Hilfe von (6) und (7) und unter
Beriicksichtigung der allgemeinen Regel (C) fiir die Differentiation von
Produkten das Differential und den Differentialquotienten jeder héheren

GroBe direkt anschreiben. Es ist z. B.:

2 3 2 3 2 3 2 3
(8a) o007 /g,,—é(v v,;v)—év“v,gvy—;—v“évﬂvy—f—v“vﬂév;,
8a

—dv Yoy Dapvlg,dn’ — Lind’,,dx" — Iy iv?s, dx",
VK X r® &
(8b) V. vﬂy vﬂy'l‘['mvﬂy BuVony — Lyu v,

woraus sich die bel diesen Differentiatioren zu befolgende Regel leicht
ablesen 14ft. .

Eine Ubertragung ist definiert, indem die [} 7, und [y, fir eine
bestimmte Wahl der Urvariablen und des kovarianten MaBes als Funk-
tionen des Ortes gegeben werden. Damit die Ubertragung aber selbst
von dieser Wahl unabhingig sein soll, miissen sich die 2 #® Parameter
bei Ubergang zu anderen Urvariablen oder bei Anderung des kovarianten
MaBes in bestimmter Weise transformieren. Eine einfache Rechnung
lehrt, daB die Transformation-bei Anderung der Urvariablen lautet:

R ard A ] »x v (AQ S Rem A
(9) R:)n = Q.m Ql: B P. v }.u Py Q P
\ IR a1’ A I > Yy 6Q. @ Al %
(10) Ij(:):r:Q.mQ‘.:IP.V[l.u_I_ p Q‘.np.v’

Aus diesen Gleichungen geht hervor, da die I, und ebenso die I
keineswegs Bestimmungszahlen einer GroBe dritten Grades sind. Es

1y In 1922, 2 ist — I}, statt I, verwendet.
Schouten, Ricci-Kalkiil, 5
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miilte dann ja der zweite Term rechts in beiden Gleichungen Null

sein. Dies ist aber nur der Fall in einer E, bei Verwendung eines kar-

tesischen Koordinatensystems, da nur dann die @’ Konstanten sind.
Wird das kovariante MaB} geindert, so bekommen nach (I, 157)

die Bestimmungszahlen aller kovarianten Vektoren einen Faktor 7 1.
Ist nun w; ein kovarianter Vektor, so muBl nach (A) dw; ebenfalls

ein kovarianter Vektor sein und die Gleichungen:

(11) ‘=1 lw;; 0w, =1"10w;

miissen also zugleich bestehen. Nach (6b) ist aber:

8w, =d"w, —'I",) "w,dx"

(12) L :

=dt Yw, + 1V dw, — ’[';_",’, w, dx‘”),

so daB:

(13) dw,=dw; - I} w.dx" =duw, — "I, w,dx" —w;dlogz,

oder:

(14) /F/'.’,:’«’ == [‘/,1,: - A: J K log T.

§ 3. Das Feld C;;".

Nach der Regel fiir die Differentiation einer GroBe hoheren Grades
ist:
(15) VRS

AT A T A =T, - T
Die Bestimmungszahlen 4} sind alle gleich 1 oder 0, die Differentiale
und Differentialquotienten dieser Bestimmungszahlen sind also
alle Null. Dagegen ist, wie (15) zeigt, das Differential und der Diffe-
rentialquotient der GréBe A} im allgemeinen keineswegs Null. Uber-
haupt mufl man sich hiiten, aus dem Verschwinden d r Differcntial2
und Differentialquotienten all'r Bestimmungszahlen einer GréBe
auf das Verschwinden des D fferential; und des Differentialquotienten
dieser Gro e selbst zu schlieBen. Es folgt ja z. B. auch aus (6), daB
sehr wohl alle d+” Null sein kénnen, ohne daB dv” verschwindet. Aus
(15) folgt, daB die Differenzen korrespondierender Parameter I/, und I,
sich bei Anderung der Urvariablen wie die Bestimmungszahlen einer
Grofe dritten Grades transformieren, eine Tatsache, die sich iibrigens
auch bei Subtraktion der Gleichungen (9) und (10) ergibt. Fiir diese
Differenzen fithren wir die Bezeichnung C; ;" ein:

(16) VAl =Cui" =T}, + Iy,

Das Differential einer Uberschiebung v*w, ist nach (D,):
(17) O (Vw) =d @ w) =dviw, +vtdw;.
Nun ist aber:

7 P g
0v w, =dv w,+ I, v w,dx" .

7 2 . ‘
v dw, =v"dw; — I}, v w,dx"

(18)
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woraus bei Addition unter Beriicksichtigung von (16) und (17) folgt:
(19a) d (v}' w;) =0 o w; | v dw, — Ci v, dx" .
(19Db) Vodtwi=w, Vo " Ve — Coy e,

Fiir die Differentiation einer einfachen Uberschiebung gilt also die
gewohnliche Regel fiir Differentiation von Produkten nicht,
da ein C,;” enthaltendes Zusatzglied auftritt. Man zeigt in derselben

Weise, daB bei Differentiation einer i-fachen Uberschiebung ¢ Zusatz-
glieder auftreten, z. B.:

-7 oy - ap B -7 B

(703) I n U aWy, o p= ([ nv, )wzx B + 'U YR 1@« i C,urx U, Wy, p
— C‘,',/.)'Y l'.{));_ wa_j,,

o

. 7 o -7 08
I nl Wyp == (l 14 /wth +v [_u Wup — Cvuzx U Wy

20b
( ){ —C/gc’ Wy -

Die Gleichung (19) zeigt, da die Gleichung »*w; =0, d. h. also die
Inzidenz von »” und w; bei Ubertragung von v” und w; im allgemeinen
nicht erhalten bleibt. Soll nun eine Ubertragung inzidenzinvariant
sein, d. h. so, daf} alle Inzidenzen invariant sind, so kann C;;” nicht
beliebig gewihlt werden, sondern es muf

(21) Coi"=C, 4;

sein, wo C,, irgendeinen beliebigen Vektor darstellt. Wird C, =0, s0
sind nicht nur alle Inzidenzen, sondern auch alle Uberschiebungen in-
variant. Eine solche Ubertragung heifit iberschiebungsinvari-
ant. Wird das kovariante MaB gedndert, so folgt aus (14) und (16):
(22) Coi"=Cui" + A3V, logr,

woraus hervorgeht, daB3 C,;" keire eigentliche GroBe ist, da die Be-
stimmungszahlen sich zwar bei Anderung der Urvariablen, nicht aber
bei Anderung des kovarianten MaBes richtig transformieren. Die Glei-
chung (22) geht fiir eine inzidenzinvariante Ubertragung iiber in:

(23) 'Co=C,+V,logr.

Die Uberschiebungsinvariarz ist also im Gegensatz zur Inzidenzinvarianz
keine Eigenschaft, die der Ubertragung als solche zukommt, da sie nur
bei bestimmter Wahl des kovarianten MaBes auftritt. Dafiir, daB eine
solche Wahl méglich ist, ist notwendig und hinreichend, daB8 die Uber-
tragung inzidenzinvariant und C; Gradientvektor ist.

ll/

§ 4. Die Felder S;,” und ;...

Aus den Transformationsformeln (9) 4Bt sich ableiten, da auch
die Differenzen:

(24) Sl‘LL = “( Apw — Er))
sich bei Anderung der Urvariablen wie die Bestimmungszahlen einer
GroBe dritten Grades transformieren. Dies ergibt sich auch aus fol-

ok
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gender Uberlegung, bei der gleichzeitig die Bedeutung von ;" klar
wird. Es seien d;x” und d,x” zwei verschiedene Linienelemente im
betrachteten Funkte. Aus diesen 148t sich ein kontravarianter Vektor
bilden:

Dyp¥" = 8,d & — 8, dy %" =dyd " + I}, dyx" dyx — dydpx”

— I} dyxt dy ¥ =2d, %" dy 5" S5

Da diese Gleichung fiir jede Wahl von d,¢” und dyx” gilt, ist ;" in der
Tat eine GroBe dritten Grades!). S;.” ist alternierend in den Indizes 1

2(n—
und # und hat also KL—(% N Bestimmungszahlen. Bei Anderung der

(25)

Wahl des kovarianten MaBes dndern sich die Bestimmungszahlen
von S;:”, die von den [, unabhingig sind, nicht, und S;;” ist also eine
uneigentliche GroBe, da die Bestimmungszahlen einer eigentlichen GroBe
dieser Art einen Faktor 772 bekommen wiirden.

Die geometrische Bedeutung von (25) ist folgende. Verschiebt man
d,x* im Sinne der definierten Ubertragung entlang d,x” und ebenso
dyx” entlang d, %", so entsteht im allgemeinen kein geschlossenes Viereck.
Der Vektor, der die Liicke ausfiillt, ist bis auf Gréfen hoherer Ordnung
gleich Dypx”. Nur wenn Sj;" = 0 ist, entsteht ein bis auf GroBen hoherer
Ordnung geschlossenes Viereck. Die Ubertragung heilit dann kontra-
variant symmetrisch.

Aus (10) folgt ebenso, daB die Differenzen:

(26) S =M — I03)

Bestimmungszahlen einer (uneigentlichen) GréBe dritten Grades sind 2).
Die Transformation der S’; ;. bei Anderung des kovarianten MafBes
ergibt sich aus (14):

(27) 'Sl =80 — Ap Vg logr.
Aus (24), (26) und (16) folgen die Beziehungen zwischen S;;” und S’; "
(28) Sin =S =Cuir -

Bildet man den alternierenden Teil des Differentialquotienten eines
Vektors v;, so entsteht ein Bivektor:

. 1 (0vy  Ou, ey
(29) / V= — (b;!; - (7;) -S e Ups

den man die Rotation des Vektors v; nennt. Die Rotation ist also

nur von S’;;” abhingig, nicht von dem symmetrischen Teil von I'},.
. . . 0"1);_ Jv
Ist v, ein Gradientvektor, v, =V, p, so verschwindet —% — &

(29) geht dber in : (ot Cat
(30) VieVap=—=S5."V.p.

Auch aus dieser Gleichung, die fiir jede Wahl von ¢ gilt, folgt nebenbei,
daB S’;;” eine (uneigentliche) GroBe dritten Grades ist?).

1) Vgl. I, Aufg. 1. 2y In 1922, 2 ist — Zl"l‘," statt S’;f/:v verwendet.

und
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Nur wenn S’; ;" Null ist, verschwindet die Rotation jedes Gradient-
feldes. Der zweite Differentialquotient jedes Skalars ist dann eine sym-
metrische GroBe und die Ubertragung heiBt kovariant symme-
trisch. Bei einer kovariant symmetrischen Ubertragung geht (29)
iiber in:

- 1 é v ¢ vy
61) = (55 o),
ein Ausdruck, der die I, nicht mehr enthilt. Es gilt also der Satz:

Die Rotation eines kovarianten Vektors hat fiir alle
kovariant symmetrischen Ubertragungen denselben Wert.

Hat S; ;" diz Form:
(32a) St =3(S, 4% — S, A}) =Sy A%,

so heiBt die Ubertragung kontravariant halbsymmetrisch.
Das Viereck von d;x” und d,x” ist bei einer solchen Ubertragung nur
dann geschlossen, wenn die Richtungen von 4, x” und d,#” beide in der
(n — 1)-Richtung von S, enthalten sind.

Hat §7;,” die Form:
(32b) S =3(Si4] — S A7) = Sp 4Ly,
so heiBt die Ubertragung kovariant halbsymmetrisch.

Fiir eine kovariant halbsymmetrische Ubertragung geht die Glei-
chung (27) tber in:
(33) 'Si=Si+};logr.
Die kovariante Symmetrie ist also im Gegensatz zur kovarianten Halb-
symmetrie keine Eigenschaft, die der Ubertragung als solche zukommt,
da sie nur bei bestimmter Wahl des kovarianten Mafes auftritt. Dafiir,
daB eine solche Wahl méglich ist, ist notwendig und hinreichend, daB die
Ubertragung kovariant halbsymmetrisch ist und S; ein Gradientvektor.

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB ein ko-
varianter Vektor v; Gradientvektor ist, lautet bekanntlich:

cv cv,
64 e =0
also nach (29) fiir eine allgemeine Ubertragung:
(35a) Vieon=—S"1."v.,
infolge (32) fiir eine kovariant halbsymmetrische Ubertragung:
(35b) Vieviy= — Shva,
und endlich fiir eine kovariant symmetrische Ubertragung:
(35¢) Vievg=0.

Aus (35) folgt als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, da
durch Anderung des kovarianten MaBes bei einer inzidenzinvarianten
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Ubertragung Uberschiebungsinvarianz herbeigefiihrt werden kann (vgl.
S. 67):

(36 a) V[ﬂ Cﬁ.] = - S,/{;( ! C)’ 3
(36 b) V[‘u Cl] - S[/Z C‘uJ f
(36 C). V[‘u C}.] =0

fiir den allgemeinen, kovariant halbsymmetrischen und kovariant sym-
metrischen Fall.

§ 5. Das Feld Q,"".
Die Felder C;;” und S;;” geniigen nicht zur Festlegung der Uber-

oy nz(n-—1)
3

tragung. Da C,;" #® Bestimmungszahlen hat und S

(%+1)

so fehlen noch —- Gleichungen. Man kénnte also versuchen, die

Ubertragung festzulegen durch den Differentialquotienten irgendeines
Tensors zweiten Grades. Denn ein solcher Differentialquotient ist in
zwel Indizes symmetrisch und hat demnach gerade die gewiinschte An-
zahl Bestimmungszahlen. Wir wihlen also irgendeinen Tensor g*”. Der
Rang soll # sein. Da der Rang # ist, ist die Moglichkeit nicht aus-
geschlossen, diesen Tensor spater einmal als Fundamentaltensor zu ver-
wenden, Zunichst ist diese eventuelle spitere Verwendung fiir unsere
Betrachtungen ganz unwesentlich. Da der Rang #» ist, existiert (I. §10)
ein einziger kovarianter Tensor g;,, so daf:

(37) gin g =4;.
Fiir den Differentialquotienten von g*” schreiben wir Q: kr
(38) l r!‘ g}. > _ Q‘,', Ly .

Aus (37) und (38) folgt unter Beriicksichtigung der sich aus (19b) er-
gebenden Regel fiir die Differentiation einer Uberschiebung (vgl.auch 20b):

(39) (V‘u g zx) gM + 8 a Q;La ! + C/.t o.c/)‘ gl/f g} "= Cl.t; "
oder, wenn wir Q,;, =}, g, setzen:
(40 a) Qr,e ir= — Bia8rp Qu =0 + 2 Cl‘l (/ ! §as

was fiir eine inzidenzinvariante bzw. iiberschiebungsinvariante Uber-
tragung iibergeht in:

(4Ob) Q!t/'.wZ b/o(gl/) l,uo‘/) + 2(/11 g/) )
(40 C) Q,:/ul y = — gialvp Q‘u
Bei Anderung der Wahl des kovarianten MaBes bleiben die Bestimmungs-

zahlen g**, g;, und Q‘,',“ ungeindert. g'” ist also eine eigentliche GroBe,
dagegen sind g;, und Q; " uneigentliche GroBen,
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Statt g*” kann man einen anderen Tensor #'® Ranges ‘g"" wahlen.
Der Ubergang von g*” und g, zu ‘¢"” und ’g;, kann dann stets ge-

geben werden durch Gleichungen von der Form:

( ;g/. i — Z,)/ . gz r; gx » — q./} /g/. y ’
(41) ’ % Loy
L v :jb. i 8xrvs gzl':q.z &ivs

worin ¢°, und ¢*; gemischte GréBen zweiten Grades sind, die den
Gleichungen $7, ¢/, = p!,q7, = A} geniigen, und deren Bestimmungs-
zahlen sich bei Anderung der Wahl des kovarianten MaBes nicht
andern. Da nun:

@2) Vg =1 g =0 Vb — Coi p g

so transformiert sich Q,, * bei dieser Anderung in folgender Weise:

43a) O =HLQ T Vb — G g
Ebenso berechnet man:

(43 b) IQ;’«). y = qyi Q!IJ,ZV ‘}_ 8w [q‘u, q// - C,l,.u;cﬁ q(?}. g/f re

Ein besonderer Fall tritt ein, wenn:
(44) Po=—Al = oedl
(41) geht dann dber in:
[P i YR TN ’ —
(45) g :—g 3 g/'.l"—og/'.v

0

und die Transformationsgleichungen lauten:
(46.2) 0’0" = Q" — ¢V, logo,

(46 b) ‘1_ ,Q;( Ly ™ Ql’t Ay _I" gir V‘u 10g 0.

o

Sie sind im Gegensatz zu (43) unabhéingig von C;;". LaBt sich ein
Tensor g;, so wahlen, daB Q;;, das Produkt eines kovarianten Vektors
mit g;, ist:

(47a) Quniv =0/ gr":

so bleibt diese Eigenschaft bei den Transformationen (45) erhalten. Die
Ubertragung heiBt in diesem Falle konform oder kontravariant
winkeltreu in bezug auf g,,. Geometrisch bedeutet dies folgendes.
Werden g, und ¢*" als Fundamentaltensoren gewihlt, so bleibt der
Winkel zwischen zwei kontravarianten Vektoren bei Ubertragung in-
variant. Wird also die Gesamtheit aller kontravarianten Vektoren in
einem Punkte P nach einem benachbarten Punkt  iibertragen, so er-
leidet dieselbe, beurteilt mit Hilfe des Fundamentaltensors g;,, in Q
eine konforme Transformation, alle Winkel sind dieselben geblieben,
alle Langen im gleichen Verhiltnis geindert.

!) Diese Gleichung tritt zuerst auf bei Weyl, 1918, 2.
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Ist 0, =0, so heit die Ubertragung metrisch oder kontra-
variant maBtreu in bezug auf g;,1). Es bleiben dann nicht nur
die Winkel, sondern auch die mit Hilfe von g;, gemessenen Lingen
erhalten. Dafiir, daB eine Ubertragung durch die Transformation (46)
in eine in bezug auf g;, metrische {ibergefiihrt werden kann, ist not-
wendig und hinreichend, daB die Ubertragung konform und Q. Gradient-
vektor ist. Bei Anderung des kovarianten Mafles transformiert sich
Q,1» nach (40) und (22) in folgender Weise:

(48) Qiiv="0u1+2g,V,.logr.

Eine konforme Ubertragung kann also unter Umstinden auch durch
Anderung des kovarianten MaBes in eine metrische Ubertragung iiber-
gefiithrt werden.

Lafit sich ein Tensor g*” so wihlen, daB Q;/” das Produkt eines
kovarianten Vektors mit g*” ist:

(47b) 0 =0.¢",

so bleibt diese Eigenschaft bei der Transformation (45) erhalten. Die
Ubertragung heiBt dann kovariant winkeltreu in bezug auf g*”.
Geometrisch bedeutet dies, daBB der Winkel zwischen zwei kovarianten
Vektoren bei Ubertragung invariant bleibt. Infolge (40b) ist eine in-
zidenzinvariante Ubertragung kovariant winkeltreu, wenn sie kontra-
variant winkeltreu ist, und umgekehrt. Ebenso folgt aus (40c), daB
eine iiberschiebungsinvariante Ubertragung kovariant maBtreu ist
(Q, = 0), wenn sie kontravariant maBtreu ist, und umgekehrt.

§ 6. Die allgemeine lineare Ubertragung ausgedriickt in
C;i”s 857y g"” und Q™.
Es soll nun gezeigt werden, daB eine Ubertragung in der Tat voll-
standig bestimmt ist, wenn C;;” und S;.” gegeben sind und {iberdies

bei irgendeiner Wahl von g!* die zugehérige GréBe Q‘u‘“. Nach der
Regel fiir die Differentiation einer GréBe hoheren Grades ist:

, n Ay ,
(49) 0 =Vud =T T+ " T,
oder -y
1 & og cafl

(50) 8iu [v/z‘l_gvocrly:—g),zxgvﬂ o4t +g}.agvﬂQ‘u
Da aber: . N va Ey
(51) Oz%gvagla:giao_,_‘*‘ gm‘—i%,

%% ot ot
so ist (50) gleichbedeutend mit:

4 o ég/lv cap
(52&) g}.ocr‘u,u+gvarl/t:a_;;+glzxgvp’glu /J.

1) Die Gleichung V, g;, =0 tritt zuerst auf bei Ricci, 1888, 1.
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Zu dieser Gleichung addiere man nun die beiden folgenden, die nur an-
dere Schreibarten von (52a) sind:

& Yo agvu o
(52b) gvant?.+g;¢a vlz-é—j‘}"gvag,u/fgi. ﬂ,

o v 6gu,7. ap
(SZC) _g‘u(xllv'—gileluy:— 0;{1, —“g‘uag/lﬂQv p.

Es entsteht dann unter Berticksichtigung von (24):

6g/lv Ogvu 66’ A .
ZgMD.aM:( +‘g—;—"—a—:7‘>+glagvﬂ0yaﬂ

¢t cx

(53a) " e e
+ &« g‘uﬂQ}. - g‘uo‘g},ﬂQV F_ 28« S,,_u
oder ‘2gua551:“—2gm5‘;5.“,

0 ¢
I = b (S 4 P ")
+ 380 00" + e 07" — & gua 15 ;") + Si”
~ 8" (010 S3i" + e Spi”).
Schreiben wir fiir den ersten Term rechts wie iiblich das Christoffelsche
Dreiindizessymbol { l;‘} und fiir den Rest I}, — {lﬁ‘ }, der eine GréBe
dritten Grades bildet, T;,”:

(53b)

(54) { Tin =300 0n™" + 6w 07 — &7 ua @ip ;) + Sia”
— & (gia Sii” + gua Sii "),

so ist unter Beriicksichtigung von (16):

(55a) o= T

(55b) Lip=+ {4+ 1757,

(55¢) T =T —Cny

und die Ubertragung ist damit in Cui” Si, ¢"” und Q,;;‘" ausgedriickt.
Aus (55a) und (55b) folgt bei Alternation iiber 1 u:

(56&) Si:/.l, "= T[;l/.t]v:
(56b) SI}:‘;(V: Tr[-}“l-[]" .

Die gewohnliche (Riemannsche) Differentialgeometrie ist charak-
terisiert durch das Verschwinden von C,;;”, ;" und Q,;“. Verwendet

0
man fiir diese Ubertragung die Zeichen 8, und ¥, so ist:
ov”

¢

5700 P =04 (o by —d ot (] ok,

(57D) fo/ﬂwlzzz:i-—{if}wv, 60wi:dw1—{iﬂ}wvdx-“
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und (7) geht dber in:
0
(58a) Vv =V, v+ T;; v, dv = 0yv" + T, vhdx,

0
(58b)  V,wi=V, w, —T5 w,, dw,=dw,— T w,dx".

Zusammenfassend konnen wir also den Satz aussprechen?!):

In einer X, 148t sich eine lineare Ubertragung definie-
ren, die invariant ist bei Anderung der Urvariablen und des
kovarianten MaBes und auch unabhingig von der Wahl
eines Fundamentaltensors. Die Ubertragung ist vollstin-

dig bestimmt durch zwei Felder dritten Grades C;;" und
S;.”, die sich bei Anderung des kovarianten MaBes fol-
gendermalen transformieren:

Cai”=Cui"+ A1V, log.

"Sin’=Siu"
und ein in bezug auf irgendein Tensorfeld #*" Ranges g**

definiertes FeldQM';"’, das sich bei Anderung des kovarianten
MaBes folgendermaBen transformiert:

/Q‘l.l/.‘l': Ql.t/.v
und dessen Transformation bei der Anderung des Feldes g*”:
s Ay A P23
§ =b.xg

gegeben ist durch die Gleichung:
/Q‘:.LA,’: p./r Q,L.LHV"}‘ gm’ V,u Pj/ - C‘;to.cﬁpf/fga ” .

§ 7. Spezialisierung der allgemeinsten linearen Ubertragung.

Verwendet man das Prinzip des Herauf- und Herunterziehens der
Indizes in bezug auf den Tensor g;,, was erlaubt ist, da g;, der Voraus-
setzung nach den Rang # hat, so lassen sich die GréBen 77" und 775",
die mit g*” die Ubertragung vollstindig charakterisieren, in einfacher
Weise schreiben. Da Q‘,;}"' in 4» symmetrisch ist, gehen (54) und (55¢)
dann iiber in:

(59a) | Tii"=4(Qui" + Qi — Q) — Stus — Sl + Sii”
(59b)  T7" =300 4 Qin — Qin) = Shus — S+ SiiT—Cai’
Diese Formeln lassen sich jetzt spezialisieren, indem die verschie-

denen im Vorigen behandelten Bedingungen fiir die Felder C,;”", S;.”

und @, *¥ eingefithrt werden. Wir stellen die wichtigsten méglichen Fille
hier untereinander:

1) Schouten, 1922, 2, S. 71.
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1 C,‘,}" allgemein: Ubertragung nicht inzidenzinvariant,

11 C,,, = C,, A; ¢ inzidenzinvariant,

II1I C;; : iiberschiebungsinvariant;

A S allgemem nicht kovariant symmetrisch,
B S5 =5 I A,,] kovariant halbsymmetrisch,
C S30=0 : kovariant symmetrisch;

& Q‘,,, i» allgemein: nicht konform,
B Quir =Q g, konform,
y Quiv =0 : metrisch.

Durch Kombination entstehen 27 verschiedene Ubertragungen.
Einige sollen besondere Namen erhalten. Wir nennen I A « die all-
gemeine lineare Ubertragung, II1I C & (mit Weyl) die affine, III C S
die Weylsche und III C y, die Ubertragung der gewdhnlichen Differen-
tialgeometrie, die Riemannsche Ubertragung. Aus (59) folgt, daB
fiir die Ubertragung ICw gilt:

(60 a) 1/ w o (Qu/ + Ql 7 Q'.v).‘u) - C(;.:"”) + Cl..(/'.‘u) - C[/:./;]y:
(60 b) T/)./: =3 (Q/( i + Q;./l - Q?}.‘u) - C()::',u) + C“. Ay — C()..;t)r:

fiir II Bo:

©1a)  Ti =300 + Qi — Qi) + S:45—S i S, -

61b) T = 303"+ Qi ~ Qliw) + S Ai— S gi— Cu Ai) — Cat Si
fir II B B:

62a)  Ti."=3(Qud;+ Q1 dn—0Q" gm/“‘éﬂ —S" g,

62b) 17 =3(0, 454+ Q1A —Q @)+ Si A,, S"gin— C, A}

fir ILC p:
(632) T3 =3(Qudi+Q:dl— Q" g) — Ci Ay +C g,
(63b) T’/'.y "= % KQ‘u A/'. "}“ Q}. - Q,’ g u) - (C A:’l - Ci’g/‘.lu + Cg( A::):

i

fir II1C o ( 1tfine Ubertragung):
(64) T =T =300 + Qi — Qi)Y
und fiir IIIC g (Weylsche Ubertragung):
(65) T3 =T = 3Qu Al + Al — @ ) )

In den Gleichungen (60), (63), (64) und (65) ist 7’;," symmetrisch in
A und u. Fir die Riemannsche Ubertragung III Cy verschwinden
;7" wnd 17757,

1y Eddington, 1921 1, S.109; 1923, 7, S.218; Schouten, 1922, 2, S.73.
2y Wevl, 1918, 2, S. 400.
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§ 8. Die geodatischen Linien.

Wird ein Linienelement stets im Sinne der zugrunde gelegten Uber-
tragung in seiner eigenen Richtung verschoben, so nennt man seine
Bahn eine kontravariant geoditische Linie der Ubertragung.
Verschiebt man einen kovarianten (z — 1)-Vektor im Sinne der zu-
grunde gelegten Ubertragung in der eigenen Richtung, so entsteht eine
kovariant geodédtischeLinie. Die beiden Arten von geoditischen
Linien sind im allgemeinen nicht identisch. Wir befassen uns im fol-
genden nur mit der ersten Art und unterdriicken das Wort kontra-
variant. Ist also »” ein Vektor, der die geoditische Linie in jedem
Punkte tangiert, so hat dx*V,+" die Richtung von v". Ist # ein Para-
meter auf der Kurve, so gilt also fiir die geodatische Linie die Glei-
chung: dax* ax” dx"

(66) EOr
wo « irgendeine Funktion des Ortes ist. Umgekehrt, gilt fiir eine Kurve
bei irgendeiner Wahl des Parameters ¢ eine Gleichung der Form (66),
so ist die Kurve eine geodatische Linie. (66) ist infolge von (7) gleich-
bedeutend mit: N

azsz’ ds* dx dx"

(67) ar Tl T =%

woraus hervorgeht, daf die Lage der geoditischen Linien einer
Ubertragung nur von dem symmetrischen Teil der L
abhingt.

Man kann nun die Frage stellen, ob sich eine Ubertragung so
andern 14Bt, daf die Lage der geoditischen Linien bei dieser Anderung
invariant ist. Ist die Anderung der Ubertragung gegeben durch die
Gleichung:

(68) ,F{M = F}?I,u + A;:/l N AFM«,] =0,

so folgt als notwendige und hinreichende Bedingung aus (67), daB die
Gleichung:

(69) A, dxdx =pdx,

worin g irgendeine Ortsfunktion ist, fiir jede Wahl von dx” gelten mu8.
Dies ist aber dann und nur dann der Fall, wenn 4, die Form hat:

(70) A;:‘u = A: }I)‘n + A/vl pi 1),

worin p, ein beliebiger kovarianter Vektor ist. Die in dieser Weise er-
haltene Transformation der Ubertragung heiSt bahntreu.

Man kann also z. B. alle Ubertragungen angeben, die dieselben geo-
déatischen Linien haben wie die zu g;, gehérige Riemannsche Uber-
tragung. Infolge (55a) ist fiir diese Ubertragungen:

(71) T/.;v = A;., p‘u + A;l. i)/'. .
1) Weyl, 1921, 3, S. 4; Eisenhart, 1922, 10, S.234. Vgl I, Aufg. 4.
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Unter diesen sind die affinen Ubertragungen dadurch ausgezeichnet,
daB infolge (64):

(72) 30"+ Qi — Q) = dipu+ Al pi

was sich, da C, =0 ist, infolge (40) auch schreiben laBt:

(73) %(Q/,(Z'V_{"Q}f/u'—Qiflgt):_—g).vp/t_gltvpﬂ.-

Durch Addition von zwei Gleichungen der Form (73) ergibt sich daraus:

(74) Quuir =V ugar=—2pusr — P1gur — Pv8us-
Diese Gleichung enthilt also die notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen fiir den Differentialquotienten von g;,, damit die geodati-
tischen Linien mit den geodatischen Linien der zu g;, gehorigen Riemann-
schen Ubertragung zusammenfallen. Wir sprechen daher den Satz aus:
Eine affine Ubertragung hat dann und nur dann die-
selben geoditischen Linien wie eine Riemannsche Uber-
tragung, wenn sich ein Tensor g, auffinden 1aB8t, dessen
Differentialquotient den Bedingungen (74) geniigt. g;, ist
dann derFundamentaltensor der Riemannschen Ubertragung.
Es ist moglich, daB die gegebene Ubertragung selbst eine Riemann-
sche ist. Es gibt dann zwei Riemannsche Geometrien mit denselben
geoditischen Linien. Ein Beispiel fiir # = 2 entsteht, wenn man die
natiirliche MaBbestimmung einer Kugel in R; aus dem Mittelpunkte
auf eine Ebene projiziert. In der Ebene entstehen dadurch zwei Uber-
tragungen: die euklidische der Ebene und die von der Kugel herriihrende
nichteuklidische. Die geoditischen Linien sind fiir beide die Geraden
der Ebene.

§ 9. Die geoditischen Linien einer V, als kiirzeste Linien.

Es soll jetzt bewiesen werden, daB die geoditischen Linien einer
Riemannschen Ubertragung die Lésungen des Variationsproblems:

(75) dfds=01)
sind, wenn man setzt: )
(76) dst =g dxtdxt.

Es sei s eine Kurve durch die Punkte 915” und é:” und »” ein Feld,

das in allen betrachteten Punkten regulér ist und in #” und »” verschwin-
det. & sei eine unabhingige Variable. Ist dann: ! )

(77) dx =v d ¢,

und durchliuft x” die Kurve s, so durchlauft #” + dx” eine benachbarte
Kurve, die ebenfalls durch 915” und gc’ geht. Wird nun ¢” in beliebiger

Weise gedndert, aber immer so, daB die Feldwerte in #” und ;c” Null

1) Es ist hier d statt § verwendet, um Verwechslung mit dem Zeichen des
kovarianten Differentials auszuschlielen.
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bleiben, so entsteht eine andere benachbarte Kurve, und es soll die

Bedingung aufgestellt werden dafiir, daB das Integral von ds iiber die

Kurve s von «” bis #” einen extremen Wert hat. Dabei soll ds zunichst
1 2

gegeben sein durch die allgemeine Gleichung:

(78} ds = f(x,dx),

wo feine analytische Funktion ist in den #” und d#”, positiv-homogen
ersten Grades in den dx”.

Durch Wahl irgendeines auf allen betrachteten Kurven reguliren
Skalarfeldes ¢, das in x” und x” die Werte ¢ und #, haben soll, wird auf
1 2

allen Kurven zugleich ein Parameter festgelegt. Die Variationsgleichung
lautet dann, da x” auf jeder Kurve eine Funktion von £ ist, unter
Beriicksichtigung der Homogenitit von fin den d«":

2

X . d
(79) dl f(x,x)dt=0; x:-d.’;_
b
Nach dem Prinzip der Variationsrechnung ist diese Gleichung dquivalent

mit:

ta
(80) [dtdf(x,%) = 0.
Nun ist: g ie i iar -
(81) df(x’j“):(‘(‘f,_“'f(t)?ix"+*"("ff,dx”),
(&4 dt ¢ x’ dt\c '

und bei der Integration verschwindet der Beitrag des letzten Termes,
da d;x” und d,x” stets Null sind. (80) geht also iiber in:

ty

fa d d -
(82) J (555 =o.

dx dt ¢ &
eine Gleichung, die fiir jede Wahl von v” gelten soll und also dquivalent
ist mit: Py Y
(83) TS o5 =0,
Cx dt cx
der bekannten Eulerschen Gleichung.
Wir setzen jetzt:

(84) f(x s %) = ]/gl/l 56}“ —55—‘",

nehmen an, daB g;,, den Rang # hat, und schlieBen alle Kurvenelemente,
auf denen die Differentialform Null wird, von der Betrachtung aus.
Dann geht (83) iber in:
1 6g'{z” vA sl t 4 vl e
2 Y T B ¥ T e )
_i 66’1;( 2 aTézlﬂ P
T2 \ox T ¢t

(85)

_1
wo T abkiirzend gesetzt ist fiir (g,l‘u % #)" 2. Dies ist die Differential-
gleichung der Linien extremer Linge fiir einen beliebigen Parameter.
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Fihrt man fiir eine bestimmte Linie statt df das mit g;, gemessene
Bogenelement ds aus (76) ein, so wird 7 =1 und (85) geht nach
Heraufziehen eines Indexes tiber in:
dazx” sy diatodx
(86) 5 { . }_dT re
Ist aber d, die Differentiation der zu g;, gehorigen Riemannschen
Ubertragung, so ist (86) gleichbedeutend mit:

=0.

dx”
0 ds
d. h. die Kurven extremer Linge sind die geoddtischen Linien dieser
Ubertragung.

Fithrt man fiir /(x, %) kompliziertere Funktionen als (84) ein, so
gelingt es zwar, unter Umstinden, Differentialkovarianten zu bilden,
die als eine Verallgemeinerung der kovarianten Differentialquotienten
einer Riemannschen Ubertragung zu betrachten sindl). Diese stehen
nicht in Beziehung zu einer linearen Ubertragung, wohl aber zu
den Pascalschen Verallgemeinerungen der Christoffelschen Symbole.
In dieser Weise kann man also nicht zu den hoheren linearen Uber-
tragungen gelangen.

(87) 0, =0,

§ 10. Geoditisch mitbewegtes Bezugssystem und geodétisches
System von Urvariablen.

Ist D2)eine GroBe im Punkte x” und wihlt man die Werte von @ auf

einer Kurve s durch & s, daB 0 D entlang s verschwindet, so ist damit

die zu den Gleichungen (6) gehérige Ubertragung der GroBe @ lings s

. r o
gefunden. Insbesondere kann man ein System von MaBvektoren ¢, ¢
A o
. . . . . . » Py o, »
in dieser Weise lings s festlegen. Gehoren dann die ¢ und e, 1n%c zum
ra

niamlichen Parallelepiped (vgl. Abb. 3), und macht man 6;61’ und 62}

lings der Kurve Null, o gehéren sie in jedem Punkte der Kurve zum
nimlichen Parallelepiped, sofern die Ubertragung iiberschiebungs-
invariant ist. Diesen Fall wollen wir voraussetzen. Sodann gilt fiir
die Differentiale irgendwelcher Felder v” und w, entlang s [vgl. (6)]:

(88a) 6" =0 (v’- lqv) = do*t =dv”,
(88 D)

< » ) v

dw,=0\w,e;) = ¢;dw, = dw;,

und die Bestimmungszahlen der Differentiale sind also die Differentiale

der Bestimmungszahlen in bezug auf das in der definierten Weise
1Y Pascal, 1903, 3; Sinigallia, 1903, 4; 1905, 3; Noether, 1918, 6; Weitzenbock,

1923, 1, S. 359; Fubini, 1918, 4; 1920, 3. Vgl. auch S. 62, Fufinote 2.
2) Die Indizes sind unterdriickt, wie auf S. 63.
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lings s mitbewegte Bezugssystem l}%v, 21. Das System gw, % heiBit ein
geoddtisch bewegtes Bezugssystem. Es gilt also der Satz:

Sofern nur erste Differentiale in Betracht kommen, ist
die zu irgendeiner iiberschiebungsinvarianten Ubertragung
gehorige Differentiation eine gewdhnliche Differentiation
in bezug auf ein im Sinne dieser Ubertragung geodatisch
mitbewegtes Bezugssystem!?).

Das Bezugssystem ({, 21 langs s braucht nicht zu irgendeinem
System von Urvariablen zu gehéren. Es gelingt im allgemeinen auch
nicht, die Urvariablen so zu wéhlen, dal in einem einzigen Punkt die
I, and I7, verschwinden. Denn aus den Formeln (9) und (10) fiir die
Transformation der I, und I7,,, ist ersichtlich, daB sowohl 'I'}, — I,
wie ‘[ —I7, in Au symmetrisch ist. Sind also I}, und I7, nicht
beide symmetrisch in Au, so gibt es jedenfalls keine Transformation der
Urvariablen, die Iy, und [, in einem bestimmten Punkt der X, zum
Verschwinden bringt. Soll es also fiir jeden Punkt eine solche Trans-
formation geben (die natiirlich fiir jeden Punkt eine andere ist), so miissen
die Felder S;,” und S’;;" tiberall Null sein. Es muB aber auch C;;” Null
sein, da das Feld Cj;;" nicht durch Koordinatentransformation zum Ver-
schwinden gebracht werden kann. Die Ubertragung muB also eine
affine sein. o

Eine Transformation, die die Feldwerte I, im Punkte %c” zum
Verschwinden bringt, lautet:

(89) % —ff ="x"—1} Tfu w2y

In der Tat ist [vgl. (9a)]:

Lo (41— Innt) =~ 2.
0™ la"

(90)

Ein solches System von Urvariablen heit geodétisch in ' In bezug
auf ein in 4 geoddtisches System sind die Bestlmmungszahlen der Dif-
ferentiale einer Grofe in " bei einer affinen Ubertragung einfach den
Differentialen der Bestimmungszahlen gleich:
(91) 0v' =dv'; dw,=dw,.

Es gilt also der Satz:

Beieiner affinen Ubertragung 148t sich fiir jeden Punkt
eine Transformation der Urvariablen angeben, so daB3 die
. in diesem Punkte alle auf Null transformiert werden.
Die zur Ubertragung gehdrige Differentiation ist, sofern

l) Schouten 1918, 1, S. 46. 2) Z.B. Weyl, 21, 4, S. 101.
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nur erste Differentiale in Betracht kommen, in diesem
Punkte eine gewdhnliche Differentiation in bezug auf die
in diesem Sinne transformierten Urvariablen.

§ 11. Ein Satz von Weyl.

Es sei eine beliebige ﬁberschiebungsinvariante Ubertragung durch
Angabe der Iy, gegeben In einem Punkte x wihlen wir einen belie-

bigen Tensor n'*" RangeS gg «- In jedem benachbarten Punkte x”+ dx"

soll der Feldwert ga «+ 4g, so bestimmt werden, dal die Ubertragung
der Vektoren in 7 von %" nach &+ dx” stets Resultante ist der folgen-

den zwei Anderungen:
1. Einer Verschiebung der Vektoren von %c" nach 2+ dx” im Sinne

der zu g;, gehorigen Riemannschen Ubertragung.

2. Einer Drehung der gesamten Vektoren in x’ + dx” mit gz vt a8
als Fundamentaltensor.

Die beiden Anderungen zusammengenommen bilden das, was man
eine in bezug auf g, kongruente Verpflanzung nennen kann.

Ist v” ein Vektor in &, so gilt fiir die erste Anderung:

(92) dv’ = — {3/} o" ds",

und fiir die zweite, unter Vernachlidssigung von unendlich kleinen GroBen
hoherer Ordnung: 0

(93) dv'=Fy " g5 da”,

worin F}"* dx* der Bivektor der Drehung (S. 48) fiir die Verriickung dx"
ist. Sollen diese beiden Anderungen nun zusammen fiir jede Wahl von
v” die gegebene Ubertragung liefern, so muB gelten:

01' Au ,u wal “
(94) I7,do = {"'}gdx" — F) % goda”,
oder:
(95) Fl,u { }O_Fujagzx/y
oder: 0

0 a1 172
(96) 8ra Ap = [lv JO—F/AVI'.-
Da aber F,,; in vl alternierend ist, folgt:

ODC 21 Vlt g 4

(97) gmlj;,ﬂrgmlh Mo+ T4 = wj#.

Die ersten Differentialquotienten von g, in x’ sind also sogar ein-
deutig bestimmt.

(97) bringt zum Ausdruck, daB }', g;, in g’ verschwindet (vgl. 8b).
Die Feldwerte von g;, in der Umgebung von f)c” werden also erhalten,
indem man g;, von & aus im Sinne der zugrunde gelegten Ubertragung

verschiebt.
Schouten, Ricci-Kalkiil. 6
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Ist g;, in jedem Punkte der X,, gegeben, so sind alle Ubertragungen,
die eine in bezug auf g;, kongruente Verpflanzung darstellen, gegeben
durch die Gleichung:

(98) Iy ={3} = Fuaig®,

wo I, ,; eine beliebig wihlbare in a4 alternierende Grofe darstellt.
Unter diesen Ubertragungen gibt es nun aber nur eine einzige
symmetrische. Denn, ist [}, symmetrisch in 44, so ist auch F,,; in
diesen Indizes symmetrisch. F, ; ist aber in x 1 alternierend und muB
also verschwinden. Die in dieser Weise ausgezeichnete Verpflanzung
heifit eine Translation?).

Es gelten also die Satze:

I.ZujederiiberschiebungsinvariantenUbertragung kann
man einen in v beliebig gegebenen Wert von g;,, in der Um-

gebung von (9)6" in einer einzigen Weise derart fortsetzen, daf
die Ubertragung von X nach jedem Nachbarpunkte &+ ax’

eine in bezug auf g, kongruente Verpflanzung ist.

II. Zu jedem Felde g, gibt es eine einzige affine Uber-
tragung, die eine in bezugaufg,, kongruente Verpflanzung
darstellt.

Der erste Satz wurde zuerst von Weyl bewiesen?), der zweite Satz
ist ein Spezialfall des allgemeinen Satzes auf S. 74.

Man konnte nun versuchen, die ,, Kongruenz® nicht zu definieren
in bezug auf die Gruppe aller linearen Transformationen, die einen qua-
dratischen Tensor invariant lassen, sondern in bezug auf irgendeine an-
dere ‘geeignet.gewihlte inhaltstreue Untergruppe der linearen homogenen
Gruppe, die dann die Gruppe der ,,Drehungen’ genannt werden kann.
Wenn man aber fordert:

1. daB bei gegebener Definition der ,Drehungen® in f)c” die ,,Dre-

hungen* in der Umgebung von 3 fiir jede Wahl einer iiberschiebungs-

invarianten Ubertragung so gewzhlt werden kénnen, daB die Ubertragung
eine ,kongruente’ Verpflanzung darstellt und

2. daB bei gegebener Definition der ,,Drehungen in jedem Punkte
der X,, es nur eine symmetrische Ubertragung gibt, die eine in bezug auf
diese Definition der Drehungen ,kongruente Verpflanzung darstellt,
so hat Weyl®) gezeigt, daBl es nur eine inhaltstreue Unter-
gruppe gibt, die diesen Forderungen geniigt, eben die
Gruppe, die einen quadratischen Tensor invariant 14Bt.

Durch diese Eigenschaft ist die quadratische MaBbestimmung
allen anderen MaBbestimmungen gegeniiber in besonderer Weise aus-
gezeichnet.

Yy Weyl, 1922, 1, S. 117. 2) 1921, 4, S. 131.
3) 1922, 1. Einen anderen Beweis gab Cartan, 1923, 8.
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§ 12. Die Kriimmungsgrofen.

Sind P und Q Punkte einer Kurve s und ist »” ein Vektorfeld, so ist
Q
das iiber s genommene Integral f dv” die Zunahme von v” in bezug auf
P

ein geoditisch mitbewegtes Bezugssystem. Ist s geschlossen und Q = P

und verschiebt man den Feldwert in P im Sinne der zugrunde gelegten

Ubertragung in der Integrationsrichtung ldngs s bis nach P zuriick,
P

so ist —“/'5 v” die Differenz zwischen Endwert und Anfangswert von

P
v” in P. Man darf nicht erwarten, dafl das Integral fiir jedes Vektorfeld
und fiir jede geschlossene Kurve verschwindet. Es verschwindet dann
und nur dann stets, wenn es fiir jedes Feld und fiir die Begrenzung jedes
Flachenelementes verschwindet. Wir betrachten daher das Flichen-
element f**do mit der Begrenzung s. P und Q seien Punkte von s.
Der Radiusvektor von Q in bezug auf P sei d,x”, der Radlusvektor eines
benachbarten Punktes @’ von s sei
dox” = d 5" + dd;x”. R sei ein Punkt
von s, so daB PRQQ’ aufeinander ,
folgen. Nimmt man nun das Integral A
von dv” iiber s von P iiber R nach
und zuriick nach P entlang d,4”, so
ist der Zuwachs dieses Integrals beim
Ubergang von Q nach Q' gleich dem
Integral von P nach Q entlang d,x”, Abb. 8.
von Q nach Q’ iiber s und von ¢’ nach P
zurlick entlang d,x”. Letzteres Integral ist aber, wenn wir d;x1” schreiben
fiir dd,«” bei Vernachldssigung von GroéBen dritter Ordnung:

(00" + % 51v‘)+(53v” 3050+ 0, 03v") — (6,v" + 3 30")

99) 3(8,8,— 8,0,) v — 3Dy 07
Nun ist:
» » v A (@ » v A o
Dy v = 61(d v 4 I3, 0 dy & ) — 62(d1v + I, v d « )
(100) _ 2 0 v ¢ v v # v % ] u o
= A I/u N ;IW}.U—Fme"/‘.u_*’quIVAw d1x dzx >
¢ ox ' ' ' j

eine Gleichung, die fiir jede Wahl vonv”, d, 2" und d,x” gilt, woraus hervor-
geht, daB der eingeklammerte Ausdruck rechts eine GréBe vierten Grades
darstellt?). Schrelben wir fiir diese GroBe R ; &

(101) R(:)lt.z/{v = - F}bym - acm [vll:u - I_‘:m -l_')./( + F;::u —l—'/'f‘m >
X

((/\xllt

so ist: P )

v d o« s oV A 1 o)

(102) 6[67) =4$Dpv' =%R;0 vdx'dyx”.
P .

1y Vgl. I, Aufg. 1, S. 59.
6*
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Nun ist aber R, ;" in @ und p alternierend, wahrend:

(103) td sl dyxl=90fvdo,
so daB die Zunahme von v” in bezug auf ein geoditisch mitbewegtes
Bezugssystem gegeben ist durch die Gleichung:

(o4 DV =f""doRy;i" v

In derselben Weise findet man fiir ein kovariantes Feld:

(105; Duwy=— " do RS w,,

wo: . .

(106)  RUgis == T — = T = D D4 DT
R,:.:;"und R'; " helﬁen die KrimmungsgréBen der Ubertragung?).

Aus (101) und (106) geht bervor, daB die Bestimmungszahlen
R, und R’ ; " invariant sind bei Anderung des kovarianten Mafes.
R ;" und R'; ;" sind also nur in den iiberschiebungsinvarianten Uber-
tragungen eigentliche GroBen.

Die Anderung, die eine GréBe hoheren Grades bei Umkreisung eines
Flachenelementes erfahrt, 148t sich jetzt mit Hilfe einer einfachen Eigen-
schaft des Operators 0, d, — 0,9, angeben. Sind namlich @ und ¥ all-
gemeine GroBen, so ist:

(Dyy PV=(0,0,D)V+0,DP, P+, PO,V + D6,6, ¥
(107){ (0,0, D) P — 8, B, D— 8, DO, ¥— D,0, ¥

( =YD, ®+-DD, ¥,
und der Operator 6,6, — 0,0, geniigt also, auf allgemeine Produkte
angewandt, denselben einfachen Differentiationsregeln wie der einfache
Operator 0. Infolgedessen ist die gesuchte Zunahme fiir eine Grofe

hoheren Grades z. B. v;/7:
(108) Dvy"" =" do(— R;a 03" + Roui" 03’7 + Rops”02")-
Wenden wir die Regel fiir den Gebrauch von 9,9, — 8,0, an auf
A%, so ergibt sich:
Dy A7 = (R A;; — R A5 dy %" dya”
{ = (R;3” = Riuni”) dy ' dyx®.
Andererseits ist aber nach (16), (19), (25) und (28):
I Dy A7 =6, (dy %" C”) — 0y (dy 2" C337)
{110) =2d, 5" dyx” Vi, Copi” + Coi” (0ydy — Spdy) 5°
1 =24, 8" dya” (P Copi” — €317 S"37)
so daB die Beziehungen zwischen R, ;" und R’;;;" lauten:
(111) Roui" =Raoii" 4+ 2V Cai” — 255" Cai”
;" und R*

(109)

1) In 1922, 2 smd die Bezeichnungen U :¥ verwendet statt

R:*:” und R’;

i ) u) .

wll/ wu/
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Fiir eine iiberschiebungsinvariante Ubertragung verschwinden die bei-
den letzten Terme rechts und damit verschwindet der Unterschied zwi-
schen den beiden KriimmungsgroBen. Es geniigt dazu iibrigens schon,
daB die Ubertragung kovariant symmetrisch ist und }',C.y;" ver-
schwindet.

Auch bei der Bildung von Differentialquotienten zweiter Ordnung stot
manaufdie KriimmungsgréBen. Da mit Beriicksichtigung von (19)und (25):
({0 0y — 0y 0y) v = 0, (dy 22V, v") — 0y (dy 52 Vo, 07}

=2d, 28" dyx” (Vi Vv — Claoat™ Va o)

+ (Vo v’) (0y dy — 0y dy) x*

= 2dy 5" dy " (P, Vg + (Cii” + 50,5 Vo'
s ist infolge (28): )
(113) 2V Vv =— Ry v +250, V0"
In derselben Weise ist:

’ (0, 0y — 05 0;) ;= &, (dy 2 I, ;) — Oy (dy 47 Vi ws)

(112)

=2 d xH d x® ([/[u V{u] w; — C[‘l: (l.)]a Vx w/.)

114
( ’l (Ve Oy dy — 3y 2
= 2dy & dyx” (Vi Vo ws + (Cii” + Soi ™)) Vs
so daB3:
(115) 2 V[m V/l] W), = R’(A‘)l‘l/{y W, + 2 S/(:)‘;La Vx w; .
Aus (113) und (115) folgt, daB fiir jede kovariant symmetrische
Ubertragung:
(116 a) 2 [Y[m V‘u] v" = Rl:)l.[/’ ‘U/ 1)
(116 b) 2 V[(v) V,u] w) = R w‘ul Wy .

Da fiir beliebige Wahl der Gréfen @ und ¥:
117) Vi Vg @P=¥V,V 1@+ VOV ¥+ (. )V @

+ OV Vg ¥=YV V@4 PV, V47,
so geniigt der Operator Vi, V,;, angewandt auf Produkte denselben ein-
fachen Differentiationsregeln wie der Operator }’,. Infolgedessen gilt
fiir irgendeine beheblge GréBe hoheren Grades, z. B. 077

(118) { ? v [o L."] vzx = R/w‘(;sz vd/ - Rw/u)p) vocéy - Rw.ub vo:/M
+28%5: Vvl

Um R;;; i " durch 77" auszudriicken, setzen wir in (101) die Werte aus

(55 a) ein. Dann erglbt sich nach einiger Umrechnung:

ooV ¢ [/(o] [Xul_fwro ‘7u1 #t ) [/'.w

(119) Ru)‘u/ _(’\x”l L ] (,\ m' v J \ v x +{ ¥ J § z}
0 0

L( T/u ‘i"Lu T/r) + T)r) x it T/u an >

wo V sich wieder auf die Riemannsche Ubertragung bezieht [vgl. (57)].

1) Fiar Riemannsche Ubertragungen ist dies die Identitit von Ricci,
1887, 1, S. 16.



86 Der analytische Teil des Kalkiils.

Fir T;."=0 geht R ;" iiber in K;:;", die KriimmungsgréBe der
Riemannschen Ubertragung, den Riemann-Christoffelschen Affinor:
«es¥ ¢ lw ) ¢ ) ru ®w L ®ut o)
(120) Kw‘u/'.*‘a;{v}_éxw{v}_“{r}{x}“*’{r}{nj:
so daB o .
(121) R(l‘) l.lir - Ka.)l.l;w VO)T/.I.( 1'+ 1/71£ T/:(l;”_!_ T/:a.)x 4 II T; II /U) 1) .
Aus (121) und (111) ergibt sich der Wert von R,m; .
Statt [’w T;,.” kann man in (119) und (121) auch |, T; ;" einfiihren.
Fir R;;;" entsteht dann die etwas kompliziertere Formel:
JR(IIU/V—— (A)‘u/u’yﬁLW(') T;:‘l:v+Vlt T;(J T/Ol T}’ll + T;U, }‘()'
(122) — T}:;v T,L'La.)y_l_ T}:; Wi + C()/ /u - CI:/{Z T?i(:.)],
+ Cu.)‘l.(k T;/.v - C‘I;(:‘) va 2) .
Die GréBen: '
[ Ru/l = R;;i), -Fuﬂ = R[l(;];
(123) R;ﬂ - R';[-’;", Fu/ Rru/];
l V(II It - R(U [(/ 7 V(i) ll Rl(l.)‘l.l ;\«/'

»

sind Komitanten von R, ;;" bzw. R';:;". Die Bestimmungszah-
len dieser GroBen bekommen bei Anderung des kovarianten MaBes
einen Faktor 7~ Fiir eine Riemannsche Ubertragung geht R,,; iiber in:

('124) Klui. = K;‘z:)‘.vy

wihrend F,; und V,; verschwinden. Durch Uberschiebung mit g**
entsteht aus K,,; der Skalar:

('125) K:g/[;'K.,,,;u.

§ 13. Die KriimmungsgréBen der weniger aligemeinen Uber-
tragungen.

Fir eine affine Ubertragung (III C &) geht (122) iiber in die ein-
fachere Gleichung:

('1 26) Ra.u; }.T = Rla;lt‘c 3,7 = K(r;;l.i.r —2 J y[m T;;] /:.1’ 'M T}?n‘;x T‘/..‘I.I ' + T;:!.l,z T;; {;’" .
Daneben gilt auch (121), so daB

0
(127) ly[m T‘;t];lv: [/ [ T“l.l];'.1 - T/{(:)A xu + T/ " V{) )

eine Gleichung, die sich auch unmittelbar mit Hilfe von (56a) ableiten

laBt. Substitution von (127) in (126) ergibt:
0

(128) R(:),l;}yv + l7[(4) T/.l]}.v == K(:r‘;t}.v - [;,[w T‘L'l];v .

1Y Eddington, 1921, 1, S. 110 2) Schouten, 1922, 2, S. 76.
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Fir eine inzidenzinvariante, kovariant symmetrische und konforme
Ubertragung; C;ﬂ..r = C‘u A:’ B S // F 0 ‘u g/ v Qu g/ vy (II C ﬂ)
gehen (122) und (111) iiber in
(129 [ Rm u} - K()u} ’)lv[w u]\) ‘4; - {(2 l ‘[m T[i. + T[u) T]_).
l T T g[w [A) gu] 7]} T — C[m Q,(] A:’ 3 7‘]: - Q.u —2 C‘u .
(129b) R o);ti. = Rw/l /. + 2 (V[(u C,u]) AT 1) .
Ausdieser Gleichung folgt fiir die Weylsche Ubertragung, C,, = 0, (IIIC):
| Roni"=Rlgii’=Kipi"— (FwQun) 4
(130) l , . o r
—{(2V10 0t + Qo Qi — 020" gt 1) G0} €

und fiir eine inzidenzinvariante, kovariant symmetrische und metrische
Ubertragung, Q, =0, (I1 Cy):

. [ R(I‘)‘I.I;.y = K(:).l.l/"..v + 2 (V[w C;(]) A:,
(131a) \ x .
+ {<4 V[w Ci—4 Clo Cii+2CaC gro [;.) 8 z]} 4
(131 b) R’(:)‘l.z/{y: R(Z)‘l:7:7+ 2 (V[(’J C!']) A;: *
Aus (126) folgt durch Faltung nach y fiir eine affine Ubertragung,
(III Ca):
(1 32) R/t;. = R/u/'. - Ku}. - [‘zx T,l.u':a + V‘u T/':z;a - T/':;n T;.;la + T}t;lz T/. r;ca .
Fir F,; gilt also infolge (123):
(133) thi.:F,,ll}.: F[,u T;,]o.ca
Der Bivektor F,,; ist also fiir eine affine Ubertragung die Rotation des
Vektors Tj,;%2).

§ 14. Die 4 Identitdten der KriimmungsgréBen.

Aus (101) und (106) oder auch aus (113) und (115) folgt fiir die
allgemeine lineare Ubertragung die erste Identitdt der Kriimmungs-
groBen, die zum Ausdruck bringt, daB diese GréBen in den ersten zwei
Indizes alternierend sind: ‘

(1;43) R((:‘).l:)}t” =0 s
(134b) Rimi =0.

~ Aus der Betrachtung des Differentialquotienten zweiter Ordnung
V'tV vy folgt eine weitere Identitat. Infolge (29) ist:

cv, 6’1) .
T ) -[u(» l/—[ot Vi) — [‘/w V[/l 'sz]
C x

¢ x

X Gre ¥ T Qs seo¥
-+ (E«ms ai T I_‘;_(,,S o )vv + (Vms Wi )7)1»
, te oV [ « o Creet
T S wh rw Uy — Cmoc S wh Vg,

1 ¢
bl vy =
ot Vil = 2 pawe

(135)

1) Schouten, 1922, 2. 2y Eddington, 1921, 1, S. 110; 1923, 7, S. 216.



88 Der analytische Teil des Kalkils.

und also:
l-/[w lv‘u v/'.] == <sz 1)[}.) E(gij + 2 I‘(,o; S,/'..] ;V Uy + vy V[m S,‘l.l ;-.]"
(136) - ( 1[/{3) 141(] Vg — S]"}:u.)(x V}u] sz) - SE/.L/:.“ Cu.)]t;cp vﬂ
= (l Yoc v[l) IY(:)O:'] _l" 2 I'[’u?‘u S,/':] ;crvw —i— Uy r[w S ,,I.l }]" + S[//; ;.DCC(‘-)] 4;[' Uy .
Aus (115) folgt aber:
(137) 2 V[w Vy V= REu.)/‘c /:.]V Uy —i— 2 (Voc v[/‘.) S,u'),:;](x;
so daB, mit Beriicksichtigung von (26):
(138) R’[(l-)l.t 7:]" =4 SE:U;(“ S,/':](;cy + 2 r[m S,‘l.l /:.]” -2 S[{;(}..a C(:)] o.tr .
Dies ist die zweite Identitdt, die fiir eine kovariant symmetrische
Ubertragung {ibergeht in:
(139) RE(;},I‘L}:]” =0.

Aus (137) und (139) folgt fiir eine kovariant symmetrische Uber-
tragung die fiir jeden beliebigen kovarianten Vektor giiltige Identitit:
(140) V[m V[u U}_] =0.

Die allgemeinere unter denselben Umstinden fiir jeden kovarianten
p-Vektor giiltige Identitat: ]

(141 ) V[m r‘u Ui,... ipl = 0

laBt sich aus (140) ableiten, indem man v, ,, als eine Summe von
Vektorprodukten schreibt. Es gilt also der Satz:

Der alternierte Differentialquotient eines alternierten
Differentialquotienten eines p-Vektors verschwindet bei
jeder kovariant symmetrischen Ubertragung?).

Aus (123) und (139) folgt durch Faltung nach w v die nur fiir ko-
variant symmetrische Ubertragungen giiltige Gleichung:

(142) Vie=—2Rpyq-
Infolge (40) gilt:
(143) V[w V‘u] iy = V[m Q‘lll] ivs
und demzufolge:
(144) R ,(:)‘I.L/: * 8uav + R ’(:),1:';06 Eui= 2 V[m Q/‘u] iv
oder:
(145) | Riin="VioQiair-|

Dies ist die dritte Identitat, die fiir dic Weylsche Ubertragung
iibergeht in:

(146) Rowin = Riuin=—ViwQugr=-—(0u) &~

und fiir die Riemannsche in:

(147) Kounm=0.

K, ., ist also nicht nur alternierend in den zwei ersten, sondern auch

in den zwei letzten Indizes. Aus diesen drei Identititen (134), (139)

1) Poincaré, 1887, 3, S. 336 fir R,; Volterra, 1889, 3, S. 602 fiar R,;
Brouwer, 1906, 1 far R,; Goursat, 1922, 3, S. 105; vgl. S. 99 und 116.
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und (145) folgt die nur fiir die Riemannsche Ubertragung giiltige
vierte Identitat:
(148) Kw‘ulv = K}mu)p . ‘

Infolge der dritten und vierten Identitdt ist die zweite Identitat bei
einer Riemannschen Ubertragung dquivalent mit:

(149)

Daraus folgt in einfacher Weise die Anzahl der Bestimmungszahlen
von K, ,;,. Die erste und die dritte Identitt lehren, daB K,,,,;, ein
Bivektoraffinor ist. Aus der vierten folgt, daB K,,,,;, ein Bivektortensor

ist. Nun hat ein allgemeiner Bivektortensor %(” (n2— g -+ 1) g (n—; 1)
Bestimmungszahlen. (149) sind aber (Z) Bedingungsgleichungen, so dal

. 1 (n(n—1) n(n—1) ( 1 .
die Anzahl —27(7 ) ,,+1), , (11) =51 (n*—1) wird.

§ 15. Die inhaltstreuen Ubertragungen.

Die Anderung, die ein kontravarianter #-Vektor U”-** bei Um-
kreisung von f*“do erfihrt, ist infolge (108):
[D U?’l eV — f‘u ] do- (Z R(:)[.l 5’/“ UVl Py -1 ’31’u+1 Vn)
(150) uw , : y
l — '}’Lf'”md(i RO.)’;lé[vn Uv,...an_l]( )
Dafiir, dal diese Anderung fiir jede Wahl von f*” und U " ver-
schwindet, ist notwendig und hinreichend, daB:

(151) R Ut =0,
was gleichbedeutend ist mit:
(152) RU‘)/;,A:«}V = Vfu‘u =0.4

Wir nennen die Ubertragung in diesem Falle kontravariant inhalts-
treul). In derselben Weise zeigt man, daB:

(153) (Rt =V, =0
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, daB eine Uber-
tragung kovariant inhaltstreu ist.

Infolge (111) ist: ) )
(154) Viu=Vou+2(wCai’) 4, — 2857 Cai’,
eine Gleichung, die fiir eine inzidenzinvariante Ubertragung infolge (21)
und (I 39) iibergeht in:

(1 55) V(’n,u = V(u,u + 2n V[m C‘u] —2n S,(:),I,.t ; Cot
und fiir eine inzidenzinvariante und symmetrische in:
(1 56) V(’:)‘u = V(u‘u +2n V[m Clu] .

Die Bedingungen fiir kontravariante und kovariante Inhaltstreue
sind also nicht gleich. Vergleicht man die Gleichungen (155) und (156)
mit (36a) und (36¢), so ergibt sich der Satz:

1) Schouten, 1923, 4, S. 171.
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Eine inzidenzinvariante und kcntra- bzw. kovariant
inhaltstreue Ubertragung ist dann und nur dann auch ko-
bzw. kontravariant inhaltstreu, wenn sich sich das Feld C,
durch Anderung des kovarianten MaBes forttransformieren
1a0t.

Wo im folgenden von einer inhaltstreuen Ubertragung ohne nihere
Angabe die Rede ist, ist immer eine tiberschiebungsinvariante kontra-
variant und kovariant inhaltstreue Ubertragung gemeint.

Aus (152), (142) und (133) folgt der Satz: ‘

Dafiir, daB eine affineUbertragung inhaltstreu ist, ist
jede der drei folgenden Bedingungen notwendig und hin-
reichend:

1. R(;‘,;j’.' =V, verschwindet.

2. R;.;" =R, ist symmetrisch.

3. T;.% ist wirbelfrei.

Ist die Ubertragung in einer X, iiberschiebungsinvariant und inhalts-
treu, so kann man zwei #-Vektorfelder U" und U, , definieren,
die den folgenden Bedingungen geniigen:

(157) 0 Urievn = 0; 0U,...,=0.

(158) Usy.in Ui = o
Der Beweis dieses Satzes wird sich im nichsten Abschnitt bei der Be-
handlung der Integrabilititsbedingungen von Differentialgleichungen
ergeben (III, § 6). Mit Hilfe dieser Felder kann in jedem Punkte eine
Korrespondenz zwischen den einfachen kontravarianten p-Vektoren
und den einfachen kovarianten (n — p)-Vektoren zustande gebracht
werden, wie es auf S.32 mit Hilfe der n-Vektoren E™~”» und E; ;.
geschehen ist. Man kann hier nicht die zu den Urvariablen gehorigen
GroBen E»und E; ;. verwenden (I49), da die Forderung der Kon-
stanz dieser Grofen die Wahl der Urvariablen einschrinken wiirde
und diese Wahl vollig frei bleiben muB. Ist also U”** und damit
U,,...1 festgelegt, so kann man das Element einer X, p <#, je nach
Belieben darstellen entweder durch f"» 41, oder durch f, ;. _ 27,
und das Element der X, selbst kann entweder als n-Vektor U"nd 1,
oder als Skalar d 7, aufgefaBt werden.

§ 16. Die Bianchische Identitat.
Fiir jeden beliebigen Vektor w, gilt infolge (115) und (117):
(159) 2V (Ve Vowi = R0 Vawn + R':0:Vwa +25:0" Vs Vw.
Schreiben wir V, w; als Produkt idealer Faktoren, P, g, so ist also:
(160 {2 VeV Viqw, = Rigon™ Vaws + i R'iass "‘aqa ‘
+2Vati) S i) e+ 2SiE0" paVaqs -
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Andererseits ist aber nach (115):

2 Vi Vaw, =V (R w, + 2505 Vaw)
= (VR w4+ Riani”Vew, — CLiP Ry “wy
+2(VsSei ) Vaw, + 2S5 VeV,

‘ —2Ci S Ty,

2Vl Vo= (e Roui") w, + pe R'oai" 0a

{162) — AdonCa Ry ws +2(V e S'om™ Vaw,

+ 2S5 VaVaw, — 2500 Cé]fxﬁ Viw,

so daB mit Berticksichtigung von (138) folgt:

(161)

also:

- oo s oo Te ou? X o Dess
(163 a) r & Rm‘u]}.v: '_25[/0).110‘ R 'E]od.1 -|— ‘4[750);] Cyoc’ Résla-

Fiir eine kovariant symmetrische Ubertragung geht diese Identi-
tat iber in:

{163 b) VieR'omi = A[,gf«] C;a R3i%,

fiir eine kovariant symmetrische und inzidenzinvariante in:
(163 ¢) VieR'o/q) = Cie Rl i,

fir eine iiberschiebungsinvariante in:

(163 d) VieRomi = — 2S00 Ryai’,

fiir eine affine Ubertragung in:

(163 ¢€) VigRomi =0

und fiir eine Riemannsche Ubertragung in:

(163 1) Vie KJ),Z].;,W =0,

die Bianchische Identitat?).
Durch Faltung nach 4 und » ergibt sich aus (163a):

(164) VieFoug=—2Son" Fia

eine Gleichung, die fiir eine kovariant symmetrische Ubertragung iiber-
geht in:

(165) FeFlg=02.

1) Die Bianchische ldentitit wurde zum erstenmal verdffentlicht von
Padova 1889, 4, der sie durch briefliche Mitteilung erhielt von Ricci. Spéter
wurde die Identitit unabhingig bewiesen von Bianchi 1902, 6. Ricci leitete
auch 1903, 1, S. 411 fir » = 3 die fiir die allgemeine Relativitdtstheorie so wich-
tige Gleichung (169) ab. Bach bewies 1921, 6 die Giiltigkeit der Identitit fir eine
Weylische Ubertragung, und der Verfasser berichtete auf dem Kongre$ in Jena
1921 iiber die Gultigkeit der Identitit bei jeder symmetrischen Ubertragung (vgl.
1923, 3). Veblen gab 1922, 9 einen Beweis fur die affine Ubertragung. Weitzen-
bick leitete 1923, 1, S. 357 die Form (163 d) der Identitit ab. Eine zusammen-
fassende historische Ubersicht findet sich bei Schouten-Struik, 1923, 9.

2y Weyl, 1921, 3, S. 10.
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Durch Faltung nach @ und v entsteht aus (163a):
2V R+ V. R :;": —2S Y Ry — 4S8 R'ya”
+ Cp’zx wE /oc s

eine Gleibhung, die fiir eine kovariant symmetrische Ubertragung iiber-
geht in:
(167) 2 Ry =1, Ry~ Gl Ry

Fir die Riemannsche Ubertragung folgt bei Uberschiebung von
(167) mit g**:
(168) V. K=2I"K,,,

oder in anderer Form:

(166)

(169) V'“ G/t/'. =0 5 G‘ul - K/l/". - %Kg/tl )

die bekannte Impuls-Energiegleichung der Gravitationstheorie.

§ 17. Darstellung einer iiberschiebungsinvarianten Uber-
tragung mit Hilfe von idealen Faktoren der GréBe A%.

Die auf die KriimmungsgréBen beziiglichen Berechnungen der
vorigen Paragraphen waren ziemlich weitliufig. Man kann nun eine

grofe Vereinfachung erreichen, wenn der Einheitsaffinor A% in ideale
Faktoren zerlegt wird:

(170) A:-::‘-I;'Ar: A;_/?.":;‘i,lzg)‘:

Wir fithren dieses aus fiir eine iiberschiebungsinvariante Uber-

tragung, wo die erzielte Vereinfachung besonders groB ist. Infolge (D)
und (16) ist:

Vv = Vvt d; A7 = (V0 d;) A" 4 00 d, ), A
- <~- vid; )A" YNt

(171 a) ¢
C 'U a N o -
= - "t + ok A/'. I " A .
cx
und ebenso:
. 6w; cA” ,
(171 b) l wW) = n + N A;-wl’ +- wVAr [/IIA/
D cx’ll ¢ ;V'“ h

Nun haben zwar die #3 Produkte 4; A" alle reale Bedeutung, nicht aber

04, cA”
alle 2 n3 Ausdriicke *-*-A' —— A;. Von diesen haben nur die »®
Summen: o o
6A) CA” ¢

(172) —— A+ Ay =——A4;
cx cx
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die reale Bedeutung Null. Alle Ausdriicke, die reale Bedeutung haben,
kénnen gerade nur so viele ideale Ausdriicke enthalten, dal sie sich
alle zu diesen realen Summen zusammenstellen lassen. Das Resultat
kann also in keiner Weise beeinfluflt werden, wenn man den #3 idealen
Ausdriicken der einen Art irgendeinen realen Wert beilegt. Die er-
wihnte Vereinfachung wird nun erreicht, indem man wihlt:

6A7 ald
(1 73 a) _:_;_Av =L,
cx
woraus folgt: i
¢ A .
(173 b) ——Adi=—17,.
ox

Denn (171) geht dann unter Beriicksichtigung von (7) iiber in:

(174a) Voo =A4"V, v 45,

und:

(174Db) Vowi= A4V, w, A",
wihrend:

(175) AV A" =0; AV, 4,=0.

Durch (174) wird die Differentiation eines Vektors auf die
einesidealen Skalars zurtickgefiihrt.

Die KriimmungsgroBe berechnet sich nun folgendermaBen. Infolge
(107) ist:
(176) { (0,0, — 0, 0;) v = (0, 0y — 6, 0y) v* A; A”

=" A; (0,05 — 03 0;) A” = — v* A¥ (0, 0y — 0, 6;) 4,

woraus unter Beriicksichtigung der aus (114) fir C;;” =0 hervor-
gehenden Identitat:

(177) (8,0, — 8y 0y) s = 2dy 2 dy 2 (Vi Voyws + Sii™) Vs
und wegen (175) folgt:
(178) (010, — 8y 0y) v* =20 (V,, Vg A2) A dy 2 dy %
Die KriimmungsgroBe ist also infolge (102):
(179) Ry’ =2(VwV,gd:)Ar.
Aus (30) und (175) folgt weiter:
(180) { 2V, v =2V, Vvt 4, AY = 2v* A_l VieVigA”
+280; Ve =—R5ii" 0" +255.7 Vo',
und dies ist die Gleichung (113) fiir den betrachteten Spezialfall. Die-

selben Rechnungen lassen sich mit einem kovarianten Vektor durch-
filhren und fithren dann ebenfalls zu (179) und zur Gleichung:

(181) 2'7[(0 V;Lj Wy = Rc:),;ﬁ.vwv + ZS;)‘;aszwl,
die ein Spezialfall von (115) ist.
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Esist leicht, von (179) zur Gleichung (101), die R,; ;" durch I"}, aus-
driickt, zu gelangen. In der Tat folgt aus (173), (174), (30) und (175):

1
2(V iV gdy) ar=2{V (V4 fllaA,x) A} A

(" -4 v
:2(7 4,4 ><a - 4ﬂAﬁ) AlA

¢ A1 1

cA ca” Al L¢dly 2
=2 [u +A (ﬂrx[u r;j Z + 4ﬁ* er A) .1

(182) _I” I‘i‘“ r;frlrir:)+ F/fvu F/;m

[ %13

0 v A c* e
+ 6;‘\/’"‘ Ao T (xﬂ)éy“ 2 om I Lu

F2
¢ C
Ty Ty /) _ Ty »
+I Bw Ju I/)'wF/u_— xa)li,u_*—A P .1/'.

cxc

FV

()’ Ao

Auch die Bianchische Identitit 148t sich in recht einfacher Weise
ableiten. Unter Beriicksichtigung von (179), (115), (117) und (175) ist:

VieRomi =2V (Vo Vyd) Ar=24" (Ve Vo VigA42)
+ (P A7) (Roigi® Au + 255" Vo 4s)
(183) = A" Riign*Vadi — (Viu A7) Rini® As
— 28" Vg A) Ve + (Fe A Roi™ A
— 2SS Tl adi) A7 =—2Siia" Riyai” .

¢ ’ Ty # v
- (Ax(,,F]u 1 F/lu—l_FVU e

»m

§ 18. Darstellung einer Riemannschen Ubertragung mit
Hilfe der idealen Faktoren des Fundamentaltensors?!).

Schreibt man fiir den Fundamentaltensor:

11 2 2
(184) in=a;, =48, = A & = . - .
und ist: L
(185) @ =gta;, 1a" =g%a;, ...
so folgt:
(186) at at = gi,oc g‘“ﬂgaﬂ — g}.,u .

Durch Heraufziehen des Index entstehen also aus den idealen Fak-
toren von g;, die idealen Faktoren von g**. Da

(187) am,a =a,8%a,=g,8"=4],

so spielen hier ; und @” in bezug auf A) dieselbe Rolle wie 4; und A” im
vorigen Paragraphen. Sie diirfen aber durchaus nicht mit 4; und A” ver-
wechselt werden, da sie ganz anderen Bedingungen unterworfen werden.

1) Fiir die Beziehungen zur Maschkeschen Symbolik vgl. 1918, 1, S. 51.
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Mit Hilfe dieser idealen Faktoren 148t sich z. B. in der kiirzesten
Weise zeigen, daB die einzige symmetrische Ubertragung, bei der die
Ableitung von g, verschwindet, die Riemannsche ist. Soll diese Ab-
leitung verschwinden, so mufl gelten:

(188) Vigiy=Vyag)ay=0,

wobei zu beachten ist, daB den %3 Bestimmungszahlen von (V' a2) .

n2(n + 1)
2

noch keine reale Bedeutung zukommt. Nur die linearen Kom-

binationen ¥, a;a, dieser Bestimmungszahlen haben die reale Bedeu-

tung Null. Wir konnen also, ohne das reale Resultat der Rechnungen
zu beeinflussen, den #3 Ausdriicken (V. ;) a,, mz"—” Bedingungen
auferlegen, vorausgesetzt, daB diese so gewdhlt werden, daB (188)

giiltig bleibt. Wir wihlen die Bedingungen:
(189) (Viwan)a,=0.
Dadurch wird (V,4;) @, eine GroBe dritten Grades, die in 2 Indizes
alternierend und in zwei anderen symmetrisch ist und infolgedessen
verschwindet:

(7a) und (7b) gehen nun iiber in:

0 , ov”
(190a) Viv=aV, dto=a— @ a)=—+a,av,
cx Xt
3 cw,
d A
(190b) Vinm=aV, o, =0, — w,a)=—=-—a,aw,,
b ¢t Cat !

0

wo a; , abkiirzend gesetzt ist fiir ii Da die Ubertragung symmetrisch
sein soll, folgt aus (190): o

(191) Wi & = Ay @ .

Durch Addition und Subtraktion [wie bei der Ableitung von (53)] von
drei Gleichungen von der Form:

¢ B

(192) P A Ay + Aoy A,
cx

folgt dann:

(193) a@ =" .

§ 19. Verallgemeinerungen der GauBschen und Stokesschen
Integralsitze in einer X,.

In einer X, sei eine X,,,1 gegeben und darin eine geschlossene X,,,
d.i. eine X,,, die einen Teil der X,, .1 von dem tbrigen Teil abgrenzt.
Der so begrenzte Teil heiBe 7,1, seine Begrenzung 7,. Die X, und
die X 41 sollen beide eine solche Form haben, daf in ihnen in eindeutiger
Weise ein m- bzw. ein (m 4 1)-dimensionaler Schraubsinn festgelegt wer-
den kannl). Es gilt, Integrale tiber 7,, umzusetzen in Integrale {iber 7,,41.

1) Das Analogon einer einseitigen Fliache ist also von der Betrachtung aus-
geschlossen.
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Die Urvariablen seien voriibergehend so gewahlt, daB die Parameter-
linien von x%, ..., %+t in der X, liegen, x%=+2, . . 2% auf der
Xms+1 Null sind, und die Parameterlinien von x* 7, immer nur in
zwei Punkten schneiden. Wir nehmen zunichst an, da die X,, eine
solche Form hat, daf dies mdoglich ist. Einem Element von 7,4, ordnen
wir den Schraubsinn der Folge dx®, ..., dx®+t zu. Ist das Element
ein Parallelepiped mit den Seiten d, &”, ..., d,,+14”, die in dieser Reihen-
folge den Normalschraubsinn bestimmen, so ist der (m -+ 1)-Vektor
des Elementes, den wir mit f*+"=+1dt, ., bezeichnen:

(194) frormiidr, o =diat o dy armd,

Wahlt man die Begrenzungen des Elementes so, daB:

dx®% fir u =v
(195) dux“v———{ Y ‘ w,o=1,....,m-+1,
0, u=xv
so kann man fiir (194) schreiben:
1
(196) fotmiidy, = 1)1 dx. .. dxom+1,

Wir wihlen jetzt eine Parameterlinie von x*, die 7, in den Punkten

Pyund Py ( p .oy = g, ¥ =y
1

(197) Py oyt = x0, o=y [T B Ot
2 0

schneidet, x> x%. Die Punkte von 7,.,, die folgenden Gleichungen
. P 1

geniigen: < = g

1 T2

(198) gvnggﬁc’ﬂrdx”, V=10, .., my1

¥=0; A=apse, ...,
bilden eine Rohre, die ganz in 7., liegt und aus 7, in P, und in P,
ein Element ausschneidet. Wird in 7, ein Schraubsinn festgelegt, der
in P, mit dem Sinn der Folge dx%, ..., dx%+t iibereinstimmt, so ist
der Schraubsinn in P, dem Sinne dieser Folge entgegengesetzt, und das
ausgeschnittene X,-Element, das wir mit f** "= d 7, bezeichnen, hat als

4y, ..., Am+1-Bestimmungszahl in P,:
2
(199a) frams i, = dge . datmes
in P, aber: 1 .
(199b) fltmti gy = ~;ﬂ—'d;\f"2 .. dxtmi

In 7,41 sei jetzt ein kovariantes m-Vektorfeld v; , gegeben,
das mhit seinen ersten Ableitungen im betrachteten Gebiete stetig ist.
Das Integral:

¢
,/t(?xaj Vatyoootm o [0 AT 44
(200) T"'+11 .
¢
- Em—l—ii)i'[é‘x—“l Uiy ams BXM .. A X0

Tm+1
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kann gebildet werden, indem zuerst iiber die Rohre integriert wird.
Dabei entsteht:

1 2 1
< 9 —9 dx%. .. dx%m+.
m + 1)1 ( Ag...0m 4, ag...am+,)
(201) fm+1)" \

1 2 1 2
=T 1 ('Ua,...am.(_lfaz"'am“ + Ua.z...am.;.,faz"'am*‘) dty.

Wird nun iber 7, integriert, so entsteht:

1 s
(202) qu‘fva,...amﬂfag"'am“ dt,,

so daB: p "

(203) (m + 1)‘/‘6’2'“‘ v“z'--am+1falmam+l dTWH‘l = /‘vaz»--am+1fa2mam+l dTm :
Tm+1 ;"L

Durch Addition von (m + 1) (m"][ 1) Gleichungen von der Form (203)

entsteht schlieBlich:

d L ' )
(204) (m + 1)/%?;1%“';’"1%fm...ﬂmﬂ dTm+1: /vll...ﬂ.mfh"""”dTml)

%

Tm+1 m

die Erweiterung fir X,, in X, des Gaufschen und Stokes‘schen Satzes
fir Vound V,in R,. Da die % m (m + 1) Zahlen (—(; [, V4,... 2, 43 infolge

(31) Bestimmungszahlen eines kovarianten (m -+ 1)-Vektors sind, hat
die Gleichung die allgemein kovariante Form und gilt also auch fir
jede beliebige andere Wahl der Urvariablen. Sie gilt iiberdies auch,
wenn 7,4, sich zusammensetzen 1Bt aus einer endlichen Anzahl von
Teilen der Xy +;, von denen jeder einzelne der auf S. 96 aufgestellten
Bedingung in bezug auf die Parameterlinien geniigen kann, voraus-
gesetzt, dal v; ; mit seinen ersten Ableitungen im betrachteten Ge-
biete stetig ist. Denn fiir jeden einzelnen Teil gilt dann (204) und bei
Summierung heben sich die Integrale iiber die Zwischenbegrenzungen auf.

Es ist zu bemerken, daB bisher iiber die Art der Ubertragung nichts
vorausgesetzt wurde. Ist nun die Ubertragung kovariant sym-
metrisch, so geht (204) infolge von (31) iiber in:

(205) | (m + 1)./]‘"‘1""1'" Viwvi,..am d1m+1=/f’1""1'"wl...1mdfm2)- !

! Tm+1

Ist die Ubertragung nicht kovariant symmetrisch, so tritt infolge
von (29) ein Glied mit S’;;” hinzu, z. B. fir m =1:

(206) 2[ 1" Vioondry — [ S v, dy = [vido’.

Ist die Ubertragung iberschiebungsinvariant, symmetrisch
und inhaltstreu, so liBt sich (205) umformen. Ist U, ;. ein kon-
stanter #-Vektor und ist:

(207) Vi, i = Uy,
_1) Poincz;;é, 1887, 3; 1895, 3; Brouwer, 1906, 1, 2; 1919, 4; weitere Litera-

tur bei Weitzenbdck, 1923, 1, S. 398.
%) Ricci, 1897, 3 fur m =1 in V,, Schouten, 1918, 1, S. 60 in V,.

Schouten, Ricci-Kalkiil. 7

A v
1...1nw m+1 n
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so ergibt sich aus (205) nach einiger Umrechnung:

(208) (m - 1)]7!’ [2.chm V‘” qhmt e dTm-i-l:I[f[;'lMAm ghm 41 And dTm i

Tm+1 Tm

Ist (vgl. S.32 und 90):
J, f;,“,,/‘.m_;_, — (_ 1)(m+1) (n m-1) ,___!_A_ Ull..._ln flm+2... P

(209) - L
l f""“/'”l:(—“ )m(n m) U’l Jim f/

i+t An

so ergibt sich ebenso aus (205):

(210) /f[/l,nh.._;.nﬂ Vin @y eoim) 8Tt 1 = | ity eoin V. i) € T

Tm+1 m
und
(2,1,1) /flm+1..~}~n— ) [7/_% qhmt1en d'[m+1 :_/f7-m+1.../'.n wlm+1.../.nd-[m’
Tm+1 Tm

worin das X+ -Element als kovarianter (# — m + 1)-Vektor und das
Xnu-Element als kovarianter (n — m)-Vektor erscheint.

Es ist zu beachten, daf in (205) und (211) der Integrand ein Skalar
ist und in (208) und (210) ein #-Vektor. Bei einer euklidischaffinen Uber-
tragung kann der Integrand auch eine andere GroBe sein, bei einer all-
gemeinen Ubertragung ist dies selbstverstandlich nicht méglich, da allge-
meine GréBen sich dann nicht mehr tiber eine 7,,, m > 1, summieren lassen.

Ist p ein Skalarfeld und die Ubertragung euklidischaffin, so kann
man 7 auffassen als ay, ..., a,-Bestimmungszahl eines Feldes v, _;.,
dessen andere Bestimmungszahlen alle Null sind in bezug auf ein kon -
stantes System von MaBvektoren. Aus (205) ergibt sich dann:

(212) (m -+ 1)/]“";'"";'"' V/l 75 d71n+1 = ff/'-,..,/'.m f) dTm .

Tm41 Tm
Ist nun @ irgendeine beliebige GrofBe, deren Indizes unterdriickt sind,
bedeutet —o, daB man die oberen Indizes 4,, ..., 4, in irgendeiner be-

stimmten Weise, die sich aus allgemein multiplizieren, alternieren,
mischen und iiberschieben zusammensetzen 146t, mit den Indizes von
@ verkniipfen soll, so leitet man aus (212), indem man (212) auf alle
Bestimmungszahlen von @ in bezug auf ein konstantes System von
MaBvektoren anwendet, folgende allgemeine Formel ab:

(213) (m A1) [freirein P, —o<1>drm+1~‘//“l hm—o D d vy, .

Tm+1

Ebenso folgt:
(214) /flm+1 - xV/»n °¢d7m+1 /flm+; n° @d'[m,

Tm+41

wo —o sich auf die Art der Verknupfung der Indizes 4541, ..., 4, mit
den Indizes von ® bezieht. Fiir euklidischaffine Ubertragungen gelten die
Formeln (213) und (214) allgemein. Fir iberschiebungsinvariante in-
haltstreue symmetrische Ubertragungen gelten beide nur, sofern der
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Integrand ein #-Vektor oder ein Skalar ist, und sie umfassen dann (205),
(208), (210) und (211), fiir nicht inhaltstreue kovariant symmetrische
Ubertragungen gilt nur (213), sofern der Integrand ein Skalar ist.
Die fiir jeden p-Vektor in einer A4, giiltige Identitat (141) 1aBt
sich auch leicht aus dem verallgemeinerten Sfokesschen Satz ableiten?).
In der Tat lehrt (205), daB das Integral von V,uv, , iiber alle
7p+1, die durch eine bestimmte 7, begrenzt werden, denselben Wert
hat. Nun kann man die (p + 1)-dimensionale Begrenzung irgendeiner
Tpip immer zusammenstellen aus zwei Teilen 7}, und 7, mit einer
gemeinschaftlichen Begrenzung 7,. Da aber infolge von (205):

(P + 2)\[]@#11 whp V[w [7‘“ Vi, 5] G Tpas

p+e
(215) — (/ﬁ"l—[ )fll...llH-x V“—x w-z-~~;~p+|]d17'+1

Tp+1 Tp41
und die beiden Integrale rechts sich gegenseitig aufheben, da bei dieser
Integration der Schraubsinn in der einen 7,,, umzukehren ist, ist das
Integral von V', V, v;, . ;, Uber jede geschlossene 7,,, gleich Null, was
nur moglich ist, wenn V', V, v,  ;,; tiberall verschwindet.

In dhnlicher Weise 148t sich die fiir jeden p-Vektor in einer 4,

mit inhaltstreuer Ubertragung giiltige Identitit:
(216) Vi, Vo ool

aus dem verallgemeinerten Stokesschen Satz ableiten.

§ 20. Die Ubertragungen von Wirtinger.

Die Figur in einem Punkte der X, die besteht aus einem kovarian-
ten Vektor w; mit einem inzidenten kontravarianten Vektor »” nennen
wir?) einen Doppelvektor. Ein Doppelvektor ist also gegeben durch
zwei ungleichartige Vektoren mit der Bedingung:

217) w, =0.

In jedem Punkte der X, gibt es also co??~! Doppelvektoren. Bei einer
inzidenzinvarianten linearen Ubertragung gehen alle Doppelvektoren
wieder in Doppelvektoren iber. Wenn man nun zwar Inzidenzinvarianz
fordert, nicht aber, daf} die Ubertragung des einen Elementes eines
Doppelvektors in irgendeiner Weise abhingig ist von der Wahl des
anderen Elementes, so gelangt man, Linearitat vorausgesetzt, zu unserer

1) Volterra, 1889, 3, S. 604 fur R, ; Brouwer, 1906, 1, fir R,; vgl. S. 88 und 119.

2) Wirtinger 1922, 4, S. 441, nennt eine (# — 1)-Richtung mit einer inzi-
denten Richtung ein E,_;-Element. Er arbeitet nicht mit Vektoren, sondern
nur mit diesen Elementen, und seine Darstellungsweise ist dementsprechend etwas
anders als cCie hier benutzte. Das Zeichen d in (218) hat dieselbe Bedeutung
wie 0z bei Wirtingey. Fir die ,Parallelverschiebung*, die der Ubertragung von
Wirtinger entspricht, ist 6v” = 0, dws = 0, und aus (219) folgt dann die Glei-
chung (10) auf S. 441 bei Wirtinger.

7*
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Ubertragung ITA «. Man kann aber auch fordern, daB die Ubertragung
von v* von der Wah! von w; und die von w; von der Wahl von v” abhin-
gig ist. LaBt man dabei die Forderung der Linearitat fallen und fordert
man, daB die Differentiale linear in 44" sind und daB} die Transformation
der Doppelvektoren bei Ubertragung eine Beriihrungstransforma-
tion ist, d. h. daf} die Doppelvektoren, die eine Kegelhyperfliche ein-
hiillen, bei Ubertragung diese Eigenschaft behalten, so gelangt man
zu den Ubertragungen von Wirtinger. Die allgemeinste Form des zu
diesen Ubertragungen gehérigen Differentials ist dann:

° (ﬁ’ q
dv' =dv + (}”wfll' — 7 v”) dx,
v

l 6w;_::dw;~—<6¢" )dxv“.

. 1 — S,w
(U;' w Wi

(218)

worin ¢, 7, und s, Funktionen des Ortes und von v" und w, sind,
¢, homogen erster Ordnung und 7, und s, homogen nullter Ord-
nung in v und w;. Die Differentiale sind also homogen erster
Ordnung, aber nicht notwendig linear in v bzw. w; und homogen
nullter Ordnung in w; bzw. v*. Setzt man Linearitdt der Differentiale
in »” bzw. w; voraus, so mu3 ¢, linear in " und w; sein, ¢, = ¢, v;'w,.,
und 7, und s, miissen von v" und w; unabhingig sein. In diesem spe-
ziellen Falle geht dann (218) iiber in:

00 =dv + (i, —r, A}) v dx",

(219) ) ) .
dw; =dw; — (tp;,,, — s,,A;,) w, da".

Dies ist aber die Ubertragung II A & mit:

(220) Iy, =W, —r. 45,
(221) C’u = S‘u - 7/‘11 .

Die Ubertragung IA o ist selbstverstandlich nicht in den Uber-
tragungen von Wirtinger enthalten, da sie nicht inzidenzinvariant ist
und somit Doppelvektoren nicht allgemein in Doppelvektoren iiberfiihrt.
Die hier behandelten linearen Ubertragungen griinden sich auf die Punkt-
transformationen der X,. Eine entsprechende Theorie fiir die Beriih-
rungstransformationen der X,, die sicher von groBem Interesse wire,
fehlt bis jetzt. Die Untersuchungen von Wirtinger bilden einen ersten
Ansatz in dieser Richtung, wenn auch bei ihm nur die Verkniipfung
von Grofen in unendlich benachbarten Punkten durch Beriihrungs-
transformationen zur Betrachtung gelangen, aber noch keine infinitesi-
malen Berithrungstransformationen der X, selbst. Sie durften deshalb
nicht unerwihnt bleiben, obwohl sie mit unserem Gegenstand nicht un-
mittelbar zusammenhéngen.
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§ 21. Der Reduktionssatz.

Solange keine Differentiationen in Frage kommen, biirgt der auf
S. 28 des vorigen Abschnittes erwihnte Fundamentalsatz dafir, daB
mit Hilfe der Addition, der allgemeinen Multiplikation und der Uber-
schiebung alle Simultankomitanten aus den idealen Faktoren der ge-
gebenen Grofen hergestellt werden kdnnen.

. Sobald aber Differentialquotienten gebildet werden, ist ein neuer
Satz notig, der gestattet, das Problem der Differentialkomitanten auf
ein Problem algebraischer Komitanten zuriickzufiihren.

Dieser Reduktionssatz riihrt fiir die Riemannsche Ubertragung
von Christoffel’) her und lautet?):

Die Differentialkomitanten von g;, sind die algebrai-
schen Komitanten von g¢,, K(',,',;l" und den kovarianten
Differentialquotienten von K",

Vollstindige Systeme sind aufgestellt worden von Ricci3) und
Weitzenbock?).

Bei einer iiberschiebungsinvarianten Ubertragung lautet der Re-
duktionssatz¥):

Die Differentialkomitanten einer iberschiebungsinva-
rianten Ubertragung sind die algebraischen Komitanten
derGroBen S;,” und R, ;" und deren kovarianten Differen-
tialquotienten.

Nimmt man einen Tensor g;, hinzu, so gilt der Satz®):

Die Differentialkomitanten einer iiberschiebungsinva-
rianten Ubertragung und eines Tensors g;, sind die alge-
braischen Komitanten der GréBien g,, T;;"und R, ;;” und
deren Differentialquotienten.

Eine allgemeinere Form des Reduktionssatzes, die den Fall bertick-
sichtigt, daB keine lineare Ubertragung vorliegt, sondern nur ein be-
stimmter Differentialausdruck, hat E. Noether?) gegeben.

Aufgaben.

1. Man bestimme eine iiberschiebungsinvariante lineare Uber-
tragung, wenn die Differentialquotienten von #» linear unabhingigen
bekannten Vektoren v, u = 1. .... n. gegeben sind. [Weitzenbdck®) fiir
V. =0 ] !

1y 1869, 2, vgl. auch Ricci und Levi Civita, 1901, 1.

?) Eine ausfithrliche Ubersicht der verschledenen Reduktionssitze findct
sich bei Weitzenbock, 1923, 1

3) 1912, 1 und 3. %) 1923, 1, S. 351.

3) Weitzenbock, 1923, 1, S. 354.  8) Weitzenbock, 1923, 1, S. 357.

) 1918, 6., Vgl. Weilzenbock, 1923, 1, S. 359. 8) 1923, 1, S.320. -
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2. Man bestimme eine iiberschiebungsinvariante halbsymmetrische
lineare Ubertragung, wenn gegeben sind:
a) ein Tensor g*” »'® Ranges und sein Differentialquotient
V,g"” =", sowic
b) ein Bivektor f** nt*® Ranges und der gefaltete Differential-
quotient V, f# = I” oder auch fiir n = 4 statt (b)
b’) ein Bivektor f;, n'*® Ranges und der alternierte Differen-
tialquotient Vi, 1,1 = I,
3. Fiir eine Ubertragung 11 Cf gelten die Gleichungen:

(Vuve) 108" = Vv 8108” = 2Cu 0810 8””
Vv 108" =Vuvug1agl* —2C, 0,810 8"
Vv Gra g =Vitugia g’ — Cuvigragh”
(Viva) 808" = Vyvugrag = Cutsgra g
Viv)gag =Vuv) Al =V, v, 4] — Cyv. 4;.
4. Man beweise fiir eine Ubertragung II C«:
Vo Ay Rump’ —2Vu Rimi’=0.
5. Bei Verwendung eines bestimmten Parameters ¢ gelte fiir eine
geodatische Linie die Gleichung:
& ax” L dar

3t ar T tar
Man bestimme einen Parameter ¢, so dal
8 dx" 0
ordr
6. Eine geoditische Linie einer Weylschen Ubertragung, die in
irgendeinem Punkte in einer Nullrichtung des Tensors g, liegt, liegt
in jedem Punkte in einer Nullrichtung. [Weyl1).] Umgekehrt, gilt diese
Eigenschaft fiir jede geodatische Linie, so folgt noch nicht, da die
Ubertragung winkeltreu ist.
7. Ist A** ein Tensor, so ist h*# K, ., ebenfalls ein Tensor.
8. Ist V;, ein Affinor, V die Determinante der V;, und v** der
Affinor mit der inversen Matrix:
4 ]" mnr yiu r
L= Vo, Vit =v" V= d;,

¢u;, u

so ist fiir jede lineare Ubertragung: .
P.u = ‘%V} » V‘,L 'Z)y;' _ — Elg_‘{, + F:‘u

¢t

und fir jede iiberschiebungsinvariante Ubertragung:
Viw Py = Ragiy™ — 3V Sian™ + 6 Sii" Sayp™ — Siil” P

1 1919, 5, S. 114; 1921, 4, S. 114; vgl. auch v. d. Woude, 1923, 15 fix T,
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9. Sind P; und P; zwei Vektoren, die sich in der in Aufgabe 8
beschriebenen Weise aus zwei beliebigen Affinoren V;, und V7, ab-
leiten, so ist bei jeder kovariant symmetrischen Ubertragung P; — P}
ein Gradientvektor. lg}V —lg |V’ ist stets ein Skalar.

10. Die Gleichung: i f P
a2 " .uj‘l' Lo— 1 w‘v s s

wo P, ein Vektor ist, der sich in der in Aufgabe 8 beschriebenen Weise
aus einem Affinor ableitet, und »** ein Affinor #'™ Ranges, kann bei
einer affinen Ubertragung nur erfiillt sein, wenn die Ubertragung in-
haltstreu oder # == 2 ist.
11. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dal bei
einer infinitesimalen Transformation einer 4,:
dx* = v dt
jeder Inhalt einen von der Lage unabhéngigen Faktor bekommt, lautet:
Fov'=wa 4], o« = Konstante .

Soll die Transformation inhaltstreu sein, so muf3 &« verschwinden.
[Bianchil).]

12. Firr eine affine Ubertragung ist die Bianchische Identitit zu

beweisen, ausgehend von der Formel (101) fiir die durch (89) definierten
geoditischen Urvariablen. [Berwald?).]

13. Erteilt man den Punkten einer 4, eine Verriickung v"d¢, so
entsteht eine neue affine Ubertragung. Die Anderung von I, ist ein
Affinor: o

A; dt=dl%, = —v"dtRyin +dtV ol o'

Die Anderung von R, ;" betragt:

SRy =—2dtV i, Apa.

14. Es ist allgemein die Anderung von R,,;;" zu berechnen, wenn

I'j{ﬂ um 4; ;" d¢ zunimmt.

1) 1893, 1, S. 648; 1918, 8§, S. 249, 501.
2} Aus einer Korrespondenz mit Herrn L. Berwald in Prag.



Dritter Abschnitt.

Die Integrabilitdtsbedingungen der
Differentialgleichungen.

§ 1. Abhingigkeit von skalaren Ortsfunktionen.

Es seien i, e s p Skalarfelder in einer 4,, die alle im betrachteten
Gebiet regular sind. Hat eine Gleichung der Form:
,1 »
(1) <p(‘s,...,s>:0

1
fiir alle Punkte der 4, Giiltigkeit, so heiens, ..., g (hinsichtlich der #”)
abhéngig, im anderen Falle unabhéingig. Aus (1) folgt durch Dif-
ferentiation: .

N 1 ~ .
(2) ‘fV‘us+...+(_ﬁV‘u’s’:o.
Cs (s
, 1 . . .
Daraus geht hervor, daB die Gradienten Vs, ..., | yls’ linear abhingig

sind, wenn die Felder abhingig sind. Umgekehrt kann man bekannt-
lich beweisen, daBl aus der linearen Abhingigkeit der Gradienten die
Abhingigkeit der Felder folgt. Es gilt also der Satz:

p regulare Skalarfelder sind dann und nur dann ab-
hingig, wenn das alternierende Produkt der Gradienten
verschwindet:

, 1
(3) F[A]S...Vip]gzo.

§ 2. Lineare partielle Differentialgleichungen.

Dem kontravarianten Vektorfelde v” in einer A4, ist die lineare
homogene partielle Differentialgleichung:

(4) "V, s=0,

bis auf einen skalaren Faktor, in eineindeutiger Weise zugeordnet. Be-
trachten wir nur Gebiete, in cenen das Feld v” regular ist und nur regu-
lire Losungen, so lehrt das Existenztheorem, das wir als bekannt
voraussetzen, folgendes:

Jede Gleichung von der Form (4) hat » — 1 unabhidngige

. 1 n-1
I.osungen s,..., s .
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Fiir irgendeine reguliare Funktion s der g w=1, ..., n—1 gilt:
9 u
(5) Vis= i Fs
; és

und jede solche Funktion ist also wiederum eine Losung von (4). Ist
umgekehrt s eine Lésung von (4), so muB ¥;s eine Summe von Viel-

%
fachen der I’; s sein mit Koeffizienten, die Funktionen des Ortes sind, da
es ja nicht mehr als # —1 linear unabhéngige kovariante Vektoren
geben kann, deren (# — 1)-Richtungen alle die Richtung von ¢ ent-

halten. Infolgedessen verschwindet aber der #-Vektor:

. 1 n-1
l’[lls V;,ZS. . V;n]s

und s ist also eine Funktion der § . Irgendein System von # —1 hin-
sichtlich der s unabhingigen Funktionen der s ist ebenfalls unabhingig

hinsichtlich der #” und bildet also ein dem Systeme der s gleichwertiges
System von Lgsungen.

Die Lésungen s heiflen auch Integrale der Gleichung (4). Die
n — 1 Systeme von ool dquiskalaren Hyperflichen der Felder s sind
Integralhyperflichen dieser Gleichung. Sie schneiden sich in oo™t
Kurven, die mit den oo"~! Kurven der Kongruenz v” zusammenfallen
und die Charakteristiken der Gleichung (4) genannt werden. Geo-
metrisch bedeutet also (4), daB jede Charakteristik ganz in einer Integral-
hyperfliche enthalten ist, und eine Integralhyperfliche demnach von
oo -2 Charakteristiken gebildet wird, wihrend jede Charakteristik
der Schnitt von # —1 Integralhyperflichen ist. Der Ubergang von
einem System von # —1 Losungen zu einem anderen System voll-
zieht sich geometrisch, indem die Charakteristiken in anderer Weise
zu Hyperflichen zusammengefaBt werden, was in ganz beliebiger
Weise geschehen kann.

Alle n-Vektorfelder unterscheiden sich nur durch einen skalaren
Faktor. Ist also U, . ;, ein beliebiges n-Vektorfeld, so ordnet die Glei-
chung:

(6) sy, =" Usy iy

dem Felde »” in einer bis auf cinen skalaren Faktor eindeutigen Weise
ein kovariantes (# — 1)-Vektorfeld zu. Der (n — 1)-Vektor kann auch
bis auf einen skalaren Faktor gegeben werden durch die Gleichung:

(7) v[xw(xla.../‘,nzoy

die aus (6) durch Uberschieburg mit v* entsteht.

(7) sagt aus, daB die Richtung des Vektors v” mit der Richtung des
(n — 1)-Vektorsw;__;, zusammenfallt. Esbesteht also eine eineindeutige
Zuordnung zwischen (4) und der Gleichung:

(8) Wi, . dnet dxh =0
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und bei beliebiger Zerlegung von w;_ ;. in reale Faktoren:

n

n-1

1
(9) u/‘)'l vhn-1 = w[ll e 7ﬂ"»n—l]

ebenso zwischen (4) und dem mit (8) dquivalenten Systeme totaler
Differentialgleichungen:

(10) zzldxl:O, w=1,..., n—1.

Geometrisch bedeutet (8), daB das Linienelement dx” die Richtung
des kovarianten (n — 1)-Vektors w; ; ,, d. h. also die Richtung
von v” haben soll. (10) ist also das System der Differentialgleichungen
der Charakteristiken, die auch Integralkurven von (10) genannt
werden, (4) ist die Differentialgleichung der Integralhyperflichen.

§ 3. Systeme von linearen partiellen Differentialgleichungen.

Jedem kontravarianten einfachen p-Vektorfelde v™+*# in einer
A, ist die Gleichung:
(11) vV, s =0,

bis auf einen skalaren Faktor, in eineindeutiger Weise zugeordnet. Wird
der einfache p-Vektor (in beliebiger Weise) als Produkt realer Vek-
toren geschrieben:

(12) vt =gl gl
1 4

so ist (11) dquivalent mit dem System von p Gleichungen:
(13) vV,s=0, w=1,...,p,

die linear unabhingig sind infolge der linearen Unabhangigkeit der

Vektoren v*. Jede Zerlegung von v” " in Faktoren gibt ein anderes
U

System (13), aber alle diese Systeme sind unter sich und mit (11) dqui-
valent. Wir betrachten wiederum nur Gebiete, in denen das Feld v” ">
reguldr ist und nur regulire Losungen. Die Gleichung (11) und das
System (13) haben dann sicher nicht mehr als # — p unabhéngige Lo-

sungen. Denn, sind 7s&, % =p -1, ..., n unabhdngige Lésungen und

ist s eine weitere Losung, so ist Vs eine Summe von Vielfachen der V /é
mit Koeffizienten, die Funktionen des Ortes sind, da es ja nicht mehr
als # — p linear unabhingige kovariante Vektoren geben kann, deren
(n — 1)-Richtungen alle die p-Richtung von v "* enthalten.
Infolgedessen verschwindet nun aber der (n — p 4- 1)-Vektor:

p+1 n
;,H_]S ...Vms

VsV
und s ist also nach (3) eine Funktion der .
Jede Lésung von (13) ist auch eine Losung der 4 (p — 1) Glei-
chungen:
(14) vV oV, s —v V, vi ;s =0,
v u

u v
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die sich, da die Rotation jedes Gradientfeldes bei einer symmetrischen
Ubertragung verschwindet, folgendermaBen umformen 14Bt:

I v [y S VA v i — Ao o\, ¢ —
(15) ¢ V"Z)] Vvs—g"g V[AVv]er([g Vv;zg})V;.s~(v Vyv)V,.s—0=

{u ]

Hier ist s nur einmal differenziert und jede der 4 4 (p — 1) Gleichungen
ist eine Differentialgleichung von derselben Form wie (13). Sind also

unter den 4 p (p — 1) Vektoren
o V,; U;'
lu vl

gerade ¢ vorhanden, die sowohl unter sich als von den p Vektoren v”
u

linear unabhingig sind, so hat (13) jedenfalls nicht mehr als n — $ — ¢
unabhingige Losungen, da jede Losung von (13) auch Losung von (15),
also Losung eines Systems von $ -+ ¢ linear unabhingigen Differential-
gleichungen ist. Notwendige Bedingung dafiir, daf (13) gerade # — p un-
abhingige Losungen hat, ist also, daB die $p (p — 1) Vektoren (15)
alle von den v” linear abhingig sind. Man nennt das System (13) dann
u

ein vollstindiges System!). Ein Theorem, das wir als bekannt
voraussetzen, lehrt, daf diese Bedingung nicht nur notwendig, sondern
auch hinreichend ist:

Jedes vollstandige System von p Gleichungen hat gerade
n — $ unabhidngige Lésungen.

Um die erhaltenen Bedingungen in eine Form zu bringen, die nur
v"v"» und nicht mehr die zufilligen Faktoren v” enthalt, formen wir die

U

3 p(p — 1) Vektoren aus (15) folgendermaflen um:

v Vv =1 v — o 0k
(16) w v] "o b - u]

Sollen diese Ausdriicke von den v” linear unabhingig sein, so ist not-
u
wendig und hinreichend, daB8 die Vektoren V; [v* v] v alle linear von den
U v
v” abhangen, und dies ist dann und nur dann der Fall, wenn:

(17) (L, o v[v) Pl = Q) , wyo=1, ..., p2)
[u v}

Nun ist aber (17) wieder dquivalent mit der einen Gleichung:

(18) (Vo omemt =0

und diese Gleichung stellt also die notwendige und hinreichende Bedin-
gung in der gewiinschten Form dar. "

Die Losungen s heien auch Integrale des Systems (13). Die
(n — p) Systeme von oc? dquiskalaren Hyperflichen der Felder s sind
Integralhyperflachen dieses Systems. Sie schneiden sichin oc®™? 4,,

1) Vgl z. B. v. Weber, 1900, 1, S.73 u. f., der Ausdruck links in (15)
korrespondiert mit dem ,,Klammerausdruck* (X, X,). :
2) Frobenius, 1877, 1; v. Weber, 1900, 1, S. 99.
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die in jedem Punkte durch ¢’ tangiert werden und Charak-
teristiken des Systems (13) genannt werden. Die Charakteristiken
entstehen also, indem die infinitesimalen E, des Feldes v****» sich
X,-bildend aneinander reihen. Wir bringen dies zum Ausdruck, indem
wir sagen, das Feld v"+~"» sei X -bildend. Die Aussagen, (13) sei
ein vollstindiges System und v"1--"» sei X,-bildend, sind also gleich-
bedeutend. Geometrisch bedeutet (13), daB jede Charakteristik in einer
Integralhyperfliche enthalten ist, und eine Integralhyperfliche demnach
von oo"~?~! Charakteristiken gebildet wird, wihrend jede Charakteristik
der Schnitt von # — p Integralhyperflichen ist. Der Ubergang von
einem System von # — p Losungen zu einem anderen System vollzieht sich
geometrisch, indem die Charakteristiken in anderer Art zu Hyperflichen
zusammengefaBt werden, was in ganz beliebiger Weise geschehen kann.
Die Gleichung:
(19) Wiy =0 UL

ordnet dem Felde v -’» in einer bis auf einen skalaren Faktor eindeutigen
Weise das Feld eines einfachen kovarianten (# — $)-Vektors zu. Der
Zahlenfaktor ist eine Funktion des Ortes. Der (n — p)-Vektor kann
auch bis auf einen skalaren Faktor gegeben werden durch die Gleichung:
(20) VIR W) gy = 0

die aussagt, daB die p-Richtung des Vektors v”*’» mit der p-Richtung
des Vektors w;, _;,  zusammenfallt. (20) entsteht aus (19) durch Uber-
schiebung mit v*~%-1%+1, (Vgl. 1, S. 53.) Es besteht also eine einein-
deutige Zuordnung zwischen (11) und der Gleichung:

(21) Wiyooypy A2 =0

und bei beliebiger Zerlegung von w, ;. . in reale Faktoren:

1 n-p
(22) Wiy ooipp = @lhy... Wiy_y1 »

auch zwischen (13) und dem System totaler Differentialgleichungen:
(23) w; d %t =0, A=1,..,m—p.
Geometrisch bedeutet (21), daB das Linienelement eine Richtung haben
soll, die in der p-Richtung von w;, ,, , enthalten ist. (23) sind also
die Gleichungen der Charakteristiken, (13) die Gleichungen der Integral-
hyperflichen. Ist das Feld v" " X-bildend, so ist das Feld w;, _,,_,,
das ja in jedem Punkte dieselbe p-Richtung hat, ebenfalls X,-bildend.
Vermittels (19) lassen sich nun andere Formen fin die notwendige
und hinreichende Bedingung (18) eines Xj-bildenden p-Vektorfeldes
bilden. Da eine Gleichung von der Form: '
(24) ul* pri"l =0 ,
aussagt, daBl die Richtung von #* in der p-Richtung von v*:*» ent-
halten ist, und diese Gleichung also ﬁqu_ivéleht ist mit:
(25) W Waty.dyp =0,
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so ist (18) erstens dquivalent mit:

(26a) (V’”l vn...’ﬂp) wi'-;;ig...;i”_p:ol) . |

Da v+ w,,;, ;,_, verschwindet, ist aber (26a) dquivalent mit:
(26 b) (V001,00 00 =02 ) |

Die Bedingungen (26a) und (26b) bleiben notwendig und hin-
reichend, wenn man iiber v, %54, ... 4,_, alterniert.

Infolge (19) existiert nun ein kontravariantes #-Vektorfeld V**»,
so daB:

(27) Vet = V“ e w”p+1 we¥n s
und (26a) ist also dquivalent mit:
(28) (Vi'l ‘Vv‘ ern w“’p+1...1’n) w”zlzu-ln—p = 0 :

Nun ist ¥, V1= in den letzten # Indizes alternierend und hat also
sicher die Form U, V" ~"» (26a) ist also auch dquivalent mit:

{ Vy’ e (V'rl w1’p+1 ..J’n) wlle.: R S—
+ Uv, Vrvn w1,p+1my” w’,zhmln‘p =(.

Da der zweite Term aber identisch verschwindet, ist also (18) schlieB-
lich auch &quivalent mit:

(30) ‘ Vi @y ) Wit iy gy = 0‘

und es ist damit eine vierte Form der notwendigen und hinreichenden
Bedingung abgeleitet.

Wir sprechen also den Satz aus:

Dafiir, daB das einfache p-Vektorfeld v*** in einer 4,
X,-bildend ist, ist jede der vier Bedingungen (18), (26a)
(26b) und (30) notwendig und hinreichend.

(18) und (26a) lassen sich auch folgendermafien aussprechen:

Dafiir, daB das einfache p-Vektorfeld v*-*» in einer 4,
X,p-bildend ist, ist notwendig und hinreichend, daB seine
Divergenz V, v"+~* iiberall in dem p-dimensionalen Gebiet
von v+ liegt.

(29)

§ 4. Integrabilititsbedingungen einer Gradientgleichung.
Gilt in einer 4, die Gradientgleichung:
(31) Vis=uw,

worin w, eine im betrachteten Gebiet regulire Funktion der %" und
von s ist, so lehrt Differentiation:

(32) V[‘u wy=20.

1y Schouten, 1918, 3; Schouten-Struik, 1919, 1, S. 203, engl. S. 596; Struik,
1922, 5, S. 53, 54.

?) Diese Gleichung korrespondiert mit den Gleichungen (21) auf S. 100 von
v. Weber, 1900, 1.
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Wir wollen nun zeigen, daB (32) nicht nur eine notwendige, sondern
auch eine hinreichende Bedingung darstellt dafiir, daB (31) unbeschrankt

integrabel ist, d.h. daB es zu jedem vorgegebenen Wert s in x eine Losung
von (31) gibt, die in x den Wert $ annimmt.
Wird die Losung in impliziter Form geschrieben:
(33) ®(x,8)=0,
so ist (31) dquivalent mit dem System von » Gleichungen:
(34 7 1w %=
«x cS

in den # 4 1 Variabeln #” und s. Diese Gleichungen haben dann und
nur dann eine Losung, wenn sie ein vollstindiges System bilden, d. h.
wenn die 4 (» — 1) Gleichungen:

(35){(:_67_*—7”/‘&)('\ +wj > ("(/'.—f_wl_f\(i_)('\éu_*—wr” —(l\)}q):()
(% Os) \Cx Cx s/ \Cx ds

oder ‘o
(36) Viewn = =

eine Folge von (34) sind. Dies ist aber dann und nur dann der Fall,
wenn die Determinante:

0. ....0 Vyouwy

A0 ....0  w
(37) 010...0 1w,

0...... 1w,

fiir jede Wahl von ¢ und 4 verschwindet, d.h. wenn V[, ;) verschwindet.

§ 5. Die Bedingungen fiir ein Gradientprodukt.
Ist das Feld des einfachen (» — p)-Vektors w,, ,, , X,-bildend,

, . . . . 1 n-p
hat ¢"" dieselbe p-Richtung wie w,, ,, ,undsinds,.., s # —pun-

abhangige Losungen von (11), so ist w, ,,_, dem alternierenden Pro-
dukte der Gradienten dieser Losungen bis auf einen skalaren Faktor
gleich: L ep
(38) Cryoovmey =0V s V15

Es fragt sich, wann die s so gewédhlt werden konnen, daB o gleich 1
wird, wann also w,,_,, , ein Gradientprodukt ist. Wir wollen
den Satz beweisen:

Der einfache (w —p)-Vektor w, ,, , ist dann und nur

14
dann einGradientprodukt, wennV, w, ,, ,verschwindet?).

1) Méray, 1899, 2, fir p =n — 2.
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Da die Rotation jedes Gradientfeldes verschwindet, ist die Be-
dingung notwendig. DaB sie auch hinreichend ist, zeigt folgende Uber-
legung.

Unter der angegebenen Bedingung gilt jedenfalls (30), w,, ,, , ist
also X -bildend und hat demnach die Form:

(39) Wiy = Oéml . -ns;i_,,] ,

wo alle s; Gradientvektoren sind. Demzufolge ist:

(40) Vi 0)ss, ...

da alle Rotationen der s; verschwinden. ¥, ¢ist also eine Summe von Viel-
fachen der s;: Lo n-D g g
(41) Vie= 2 «as;

.
x

n—p

Sin-) = Viu®@i,..tn_1 =0,

und o infolgedessen (vgl. § 1) eine Funktion von é, st

Wir suchen jetzt in dem Ausdruck:

1, 1 2y on-p Yy
(42) si=os,+ X B
Yy

. . . . . 1
die f so zu bestimmen, daB die Rotation von éi verschwindet, s; also
ein Gradientvektor ist. Es muf} also gelten:

7 1 ( y) y
(43) 4 [ 0 S1) +Z l7[,u ﬁ S5 = 0 )
y
oder infolge (41): L Ny
(44) S[;LZ& gl] =Z (V[Iu ﬂ) $i1s
Yy y

wobei die Summierungen sich von 2 bis # — p erstrecken.
Um zu zeigen, daB die B sich wirklich immer dieser Gleichung gemiB

wahlen lassen, nehmen wir é, ...,ngp als # — p erste Urvariablen. Die
iibrigen Urvariablen konnen beliebig, natiirlich unabhingig voneinander
und von den # — ¢ ersten, gewihlt werden. Die Vektoren é;, , ...,nE,;p
werden dann die # — $ ersten kovarianten MaBvektoren:
45) :g:x“x; ?lz‘éii, r=1,....,n—p
und (44) geht iiber in:
2, N-p Yy a ay 2,0, NPy y
(46) Z o ey ey = Z ep VB
] ]
eine Gleichung, die aussagt, daB die a, a,-Bestimmungszahl des Bivektors
rechts gleich %é’c, die a, a,-Bestimmungszahl, y + z, y,2=2,...,n—p,
gleich Null ist. (46) ist also dquivalent mit:
¥
(472) P&
oxt i
Y : V,2=2,....,n—p
(471) 28 2k —o

a3
®
s
N
(5
®
<
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Da es nur darauf ankommt, irgendwelche Werte fiir die ;é zu finden,
v
so kann man alle Ableitungen der g, die nicht in (47a) vorkommen, Null
v
setzen. Die B sind dann alle auf jeder Parameterhyperflache von x*

]
konstant. Gibt man auf einer bestimmten dieser Hyperflaichen den

beliebige Werte E, so sind die Werte in den iibrigen Punkten der 4,

0
durch (47a) bestimmt. Der Gradientvektor ;;1 1aBt sich also stets kon-

struieren. Nun ist aber infolge (39) und (42):
1, 2 n-p
(48) Wiy o imy = STy Siy - ++ Sip_pl»

und da ;,’1 ein Gradientvektor ist, ist der Satz damit bewiesen. Es ver-
dient Beachtung, daf3 es stets gelingt, wenn w; _;, , in der Form (39)
gegeben ist, irgendeinen beliebigen der n — p Faktoren s; multi-
pliziert mit ¢ durch einen Gradientvektor zu ersetzen, ohne daBl die
anderen Faktoren gedndert zu werden brauchen. Wir sprechen also
noch den Satz aus:

Ist ein kovarianter ¢-Vektor als Produkt eines Skalars
mit ¢ Gradientvektoren gegeben, und ist der alternierende
Teil des ersten Differentialquotienten Null, so 148t sich der
Skalar zusammen mit irgendeinem beliebigen der ¢ Fak-
toren stets, ohne Anderung der anderen Faktoren, durch
einen Gradientvektor ersetzen.

Aus dem Beweise geht noch hervor, daBl es ebenfalls stets gelingt,
w, ..1,_, auf die Form (48) zu bringen, wenn in (39) statt o§,1 irgend-
ein beliebiger Vektor #; steht, der nicht einmal X, _,-bildend zu sein
braucht. Denn, ist w, _;, , X,-bildend, so kann man durch diese X,

erstens # — p —1 Systeme von X, _, legen, die zu den Gradientvektoren

2 n-p " . .
Si» ..+, 5, gehoren, und dazu dann noch irgendein System, das aus

den &quiskalaren Hyperflichen irgendeines Skalars besteht, dessen

Gradient von il, ..."s; linear unabhingig ist. Damit ist dann aber
w, . 1., auf die Form (39) gebracht, und das weitere ergibt sich wie
oben. Es gilt also der Satz:

Ist ein X, ,-bildenderkovarianterg-Vektor geschrie-
ben als Produkt eines beliebigen Vektors # mit ¢—1
Gradientvektoren, so ld8t sich ¢, ohne Anderung der
anderen Faktoren,durcheinen Gradientvektorersetzen.

Wir werden diesen Satz im §11 bei der Behandlung des Pfaffschen
Problems benutzen.

Aus dem auf S.110 ausgesprochenen Satz folgt, unter Beriick-
sichtigung von (II, 141):

Ist ein alternierter Differentialquotient eines p-Vektors
emnfach, so ist er ein Gradientprodukt,
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§ 6. Integrabilititsbedingungen von Affinordifferential-
gleichungen. Erster Typus.

Es soll die Frage beantwortet werden, wann die Affinordifferential-
gleichung in einer A,:
(49) V/¢ vvl...vp — w;( Vi Vp ,
worin w,;""* eine Funktion der x” und von v""?ist, unbeschrankt
integrabelist, d.h. wann es zu jedem vorgegebenen Wert " in x”

. , . L . . 0 0

eine Losung von (49) gibt, die in x2” diesen Wert annimmt.

(49) ist gleichbedeutend mit:

Ayedpy M1 ¥p hyadp ™ ¥p
(50) (V_,,'U ! ")e;_l...ely =W, ' 176,‘,1...6;1,,

oder auch mit:

7y v, ”,

gk » gy ™ p Gy edp 1 )
(51) V‘,l(v‘ ”e;,l...elp)zw‘u‘ Pei, .., + 0T e ey,

also mit einem System von #? Gradientgleichungen. Die Integrabilitats-
bedingungen dieser Gleichungen lauten aber nach (32):

e dpadp 2 Ayanid Y1 ¥p
(52) Viewa " "e...e, + Vit Ve, ...e,=0,
oder unter Beriicksichtigung von (II, 116b und 117):
v hpedp) M1 "p VA d, 7 "
(V[(,, W) ”) e .., +wg " Voe, ... 6,
oy id V1 ¥p R " e
63) { +we Ve, .. a,+9 Vi Ve, .. .6,
-4 Yp

, 1,.,p
) .../1,,)*1 p Jiwdy NTY oo
Z(V[(,,U)H]1 6;,1...61p-f—%v‘ Z Rw’,m CiyeeeCiyee-€, =0,
U

Gleichungen, die dquivalent sind mit der Gleichung:

1,..,»
« V)Y -l e o oV VyeweVu—1 & ..V
(54) 2 V[a) W) 1:7p 2 Rm;c oc]“ PICCCE Vi1 Vp ,

u

die also die gesuchte Integrabilitdtsbedingung darstellt.
Dieselben Uberlegungen gelten, wenn die differenzierte GroBe ko-
variant oder gemischt ist. Die Integrabilitdtsbedingungen von:

(55) V'u {UV! ¥p = w,u Vyo¥p
Jauten also:

1,...p
7 ce e
(56) 2 l‘/[m w‘u] Vyeutp Z Rmyvu v‘v,...vu__\ot ViudreVp®
U

Als Beispiel fiir eine gemischte Gleichung wihlen wir:
(57) Viosi” = wazi’ .
Hier lauten die Integrabilititsbedingungen:

T S Y PR B ceeld _ea¥
(58) 2 l7[w Wpynd = — Rwuo‘ Vs + Rmyl Vo + Rm/uc Usz -
Schouten, Ricci-Kalkiil, 8
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Ist 9" alternierend, so 1Bt sich (54) einfacher schreiben:

(59) 2V ww " =—p R(LL&[V" gl
Ebenso geht (54) fiir den Fall, da} v"++"» symmetrisch ist, {iber in:
(60) 2 V[m w!.l]rl ' 75 R(;‘l.“;(rp 'Uv‘ e¥pog) & )

Fiir kovariante alternierende bzw. symmetrische GréBen geht (56) in
derselben Weise iiber in:

Y
(61 ) 2 V[m w’u] Yyevp ]5 Ru) wlvp 7);'1 )
bzw.
(62) 2 V[w Wl vy — 15 R(:),[.L (;: L P

Die geometrische Bedeutung der Integrabilititsbedingungen ist
folgende. Ist % eine geschlossene Kurve in dem betrachteten Gebiete
der A,, so kann man v"~*? in einem bestimmten Punkte P von % einen
Wert g”l ~7» geben, und die Werte von v"-+"» auf % in der einen und

in der anderen Richtung bestimmen mit Hilfe der Gleichungen:
(63) (s vvl...?’p — dx,u w‘l;v, ...)‘p.

Ist nun w;" " ganz allgemein gegeben, so werden die zwei in dieser
Weise fiir einen anderen Punkt Q von % gefundenen Werte von v” -
nicht gleich sein. (54) ist die notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, daB die zwei Werte fiir jede Wahl der Kurve, der Punkte P und
und des Wertes g”l""’ﬁ einander gleich sind.

Ein wichtiger Spezialfall von (61) ergibt sich fir p = ». Der Dif-
ferentialquotient eines #-Vektors U, ;. ist in den letzten » Indizes
alternierend und hat also die Form U, U;  ;,-

Die Integrabilitdtsbedingungen der Gleichung:

(64) ViUsin=U, U, i

sind ein Spezialfall von (61) und lauten, da das alternierende Produkt
von U, mit sich selbst verschwindet:

(65) 2V U Ui, n=nReoitin Ui in_ s -
Nun ist aber allgemein:
(66) V@ Ui, i 0= V2@ Ui iy

und es reduzieren sich also die Integrabilitiatsbedingungen auf die ein-
fache Form:

(67) V[u) U‘u] - —%’VL R(:)‘:.u;za .

Wie man also das Feld U, ;. auch wihlen mag, die Rotation von U,
hat stets denselben Wert, der durch Faltung von ¥#n R, ;" nach Z»

entsteht.
Es kniipft sich hier die Frage an, unter welchen Bedingungen es
moglich ist, ein Feld U, _;, so zu wihlen, dal es im Sinne der zugrunde
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gelegten Ubertragung konstant ist. (67) lehrt, daB dies dann und nur
dann moglich ist, wenn R, verschwindet, d.h. (II, §15) wenn die
Ubertragung inhaltstreu ist:

Konstante n-Vektorfelder gibt es in einer 4, nur bei
einer inhaltstreuen Ubertragung [vgl. II, S.90Y)].

Die Integrabilititsbedingungen der Gleichung:

(68) V/l V=0 bzw. V;c w;, =0
lauten:
(69) er.)/;/:.r vl =0 bzw. RI;J,;U{P w,=0.

Datfiir, daB es in einer 4, konstante Vektorfelder in jeder Richtung gibt,
ist also notwendig und hinreichend, dal R;;;" verschwindet. Wahit
man # linear unabhéngige kovariante konstante Vektoren als kovariante
MaBvektoren?), so verschwinden alle I’ ", und es entsteht ein kar-
tesisches Koordinatensystem, d. h. die 4, ist ein E,:

Eine E, ist eine A, mit verschwindender Kriimmungs-
grofe.

Nur in einer E, 10t sich der Ort jedes Punktes in bezug auf einen
festen Ursprung geben durch den Radiusvektor #”:

(70) 7= xte = x",
Anwendung von V,, ergibt: '

(71) V.r'=V, " =4,,
in Worten: '

In einer E, ist 4; der erste Differentialquotient des
Radiusvektors.

In einer A, gibt es im allgemeinen keinen Vektor, dessen erster
Differentialquotient gleich A; wire.

§ 7. Integrabilitatsbedingungen. Zweiter Typus.

Die Integrabilititsbedingungen von

(72) V[‘u Ui, wedp]l = Wd, L
WO v; ein p-Vektor ist, lauten in einer A4,:
(73) V[w Wy, R 0,

anders gesagt:
Dafiir,daBineinerd,ein (p +1)-Vektor ein alternierter
Differentialquotient eines p-Vektors ist, ist es notwendig

1) Schouten, 1923, 4, S.171; Eisenhart, 1923, 17; Veblen, 1923, 16. Das
Integral / Uay.iin fh-w2ndz, ist Dbei einer inhaltstreuen Ubertragung eine Inte-
gralinvariante. Hier kniipft die Theorie der Integralinvarianten an.

2) Der kovariante MaBvektor e, ist der Gradient von »*. Dafiir, daB ein
Vektor als MaBvektor verwendet werden kann, ist also in einer 4, notwendig
und hinreichend, daB seine Rotation verschwindet. Diese Bedingung ist hier
erfillt.

8%
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und hinreichend, daB sein alternierter Differentialquotient
verschwindet?).

Die Notwendigkeit folgt aus (II, 141).

Wir beweisen zunichst, daB, wenn (72) eine nichtalternierende
Losung v;, ; besitzt, auch stets eine alternierende Losung besteht.
In der Tat, gilt fiir v}, die Gleichung (72) und ist vz, .;, = v3;,..2,,
so ist:

(74) Vi = Vi AL Voo = Vi A0 s = Vi 0,0

und v; , ist also ebenfalls eine Losung von (72). Wir diirfen also
voraussetzen, daf3 v, ; alternierend ist und beweisen nun den Satz
weiter fir p =2. Der Beweis fiir allgemeines p verlauft in derselben
Weise. Aus der Gleichung

(75) V[,u V)] = Wynd
folgt, daB ¥, v,, sich folgendermaBen schreiben 1aft:
(76) V‘u Und = Wuni +M‘ux7.,

wo u,,, eine Grofe ist, deren alternierender Teil verschwindet. Um-
gekehrt folgt (75) aus (76). Die Integrabilititsbedingungen von (72)
lauten:

(77) 2 Rn-);t[;v{x 2 2 V[zu Wi + Vm Ui — V‘u Uy i
Infolge (76) ist aber
(78) Upnt = ’g‘ V/l Vs — %;‘ Vx Vi — % V/'. Uy

Fithrt man diesen Wert in (77) ein, so entsteht:
(79) { 0=2 V[w Wilxd — Lg,’ Rl;);t [ia Uyl — }5’ Va) Vn Viu +- %‘ V,u Vx View
- %Vw Vl Vpn + %{V,u Vl Voo -

Wird in den vier letzten Termen die Reihenfolge der Differentiationen
umgekehrt, so entstehen vier Terme mit R;,;;":

0=2 l7[00 Wyynd — ¥ VVe Vi + 15 V. VM Viw — é ViV ux
3V Vi 00n — 3 (R ui™ ten + Riio” ven + Ricn” )
+ 3 (Roin vin + Rino™ via + Riou” via)
— 3R v0u + Riii™vou) + 5 (Rios O + Roii™ vus).-
Addiert man zu dieser Gleichung die Identitat:
81) 0=14V.Vivou—3ViVivuo — + Riip " Vou + 3 Riid" vua,

so heben alle Terme mit R, ;" sich infolge der zweiten Identitat (II, 138)
auf, und als notwendige und hinreichende Bedingung bleibt:

(82) V[w Wuni) = 0.

(80)

1y Poincaré, 1887, 3, S.336 fiur R,; Volferra, 1889, 3, S.602 fir R,;
Brouwer, 1906, 1, S.22 far R,; Goursat, 1922, 3, S.105.
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Aus dem bewiesenen Satze folgt unter Beriicksichtigung von § 5§
der Satz:

Ein Gradientprodukt (;b + 1) Stufe ist stets alternier-
ter Differentialquotient eines p-Vektors.

Die schon im zweiten Abschnitt, S. 88, abgeleitete, fiir jeden p-Vek-
tor einer A4, giiltige Identitdt:
(83) F[m ,/u Vi odpl = 0
ist auch eine Folge von (72) und (73).

§ 8. Integrabilitidtsbedingungen. Dritter Typus.

In der Differentialgeometrie treten oft Differentialgleichungen auf
von der Form:
(84) V[,u Vi, P O P wyl’.l by Vs
WO U j»..», in den ersten g-Indizes alternierend ist. Zur Ableitung
der Integrablhtatsbedingungen dieser Gleichung bemerken wir, daf3 (85)
gleichbedeutend ist mit
(85) (,7[.:1 Uiy hg) al...ar) fal Lot = Wik .dgoy...or er, . e

3 r 121 vy

oder auch mit

Vie Vi igl o 0 oL e
(86) ' e

= (V[‘u e, ., 60") Uz, R R PR 74 + w/ull...lq Xy s Oy e, .. e,
7y vy "

(86) ist aber ein System von #" Gleichungen der Form (72). Die Inte-
grabilititsbedingungen dieser Gleichungen lauten also:

7
1% [ (Vu e eo‘r) iy tgl oy r (V[w er .. e%) Wiy glag. ar
vy Py Yy Yr

(87)
+ (V{m ZW‘u}ul..,lq] le...ar) err ... e¥r = 0>
vy Vr
oder:
(V[,u ex .. ear) Werty .ig] 2y oot (V[m e, erx,) Wiy igi g iy
CORAA n
+ (V[lu V!" f“l. . f(’tr) 'v/".l,..i.q] K1 s O + (V[m w‘u,/ll...lq]al..,o(,) fa’. .. ft’&’ =0
r 1 1

oder:
(8 ) - %’ Z [11 wu]/; ;o ?“1 e fh R fo‘r sz1-..fxr

9 U 1 u r

+ (V[m Wyly.igl oc;...zxr) er ... e* =0,
Y1 Yy

WO Uy, ir..r, N zwel ideale Faktoren zerlegt ist:

(90) Viy i

Rgvievr T Viy g Upy vy

Die Gleichungen (89) sind aber dquivalent mit der Gleichung
Loyt N )
(91 ) - %‘ Z Uliy kg RL:)[;]/): Uy —r V41 Vr ’%‘ V [ Wiy P R 0,
uo

die also die gesuchten Integrabilititsbedingungen darstellt. Ohne Ver-
wendung von idealen Faktoren lautet die Gleichung:

T B
1

i s v
(92) i V[m w"ull.../lq] VieaVp J’ Z A[/ll r)u]vu val...(xqvl P =10y p g Vet ‘
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Ist die differenzierte GroBe in den letzten  Indizes kontravariant oder
gemischt, so gelten dieselben Uberlegungen. Die Integrabilititsbedin-
gungen der Gleichung
(93) Prows, G = 005,05,
lauten also z. B.:

[ .0

(94) V[w wll/1 /q]71 " - ’fA[/»lmlq (Rr;),:t];l vo.tl:::o:q;swi - RL:);I]é val aq11 J
§ 9. Integrabilititsbedingungen. Vierter Typus.
Eine Gleichung in der A, von der Form
(95) V,, vaein = whaty

wo vh* ein p-Vektor ist, p =2, 14Bt sich auf den zweiten Typus
zuriickfithren. Es sei U” - irgendein kontravariantes #-Vektorfeld und

(96) 7);'1 by — U/'.l...},n M;'p+1 i
(95) ist dann gleichbedeutend mit
(97) Vi, Utnagy, | = @it

oder auch mit (vgl. § 6):
98)  Uneoin Vi, tsy .ty = Wiy iy Vi U in o wisesin; Uy =— V.

Es sei nun V, _; ein kovariantes n-Vektorfeld, so daB:

; Ahptr et
(99) V[LT’]...VT;,Q.../‘-}] U;""'/'" = AE(L:IH- vr{ ’
dann ist:
(100) V,u Vi.l...ﬂ.n = V,u V}.,...},n
und (99) ist gleichbedeutend mit:
(101) V[H Uyy.oov] = Uppyvy Vg + Viwvrigcig whetr
Die Integrabilititsbedingungen von (101) lauten aber infolge (73):
(102) 0= V[m Uy, vy u] + V[w vy vl ks w;

oder, infolge (99), auch:
0= V[Iu Vu) 2| *iL' M[Vl..,r, Vn) V‘uj + V[m Vu LTI V2O 70)2’2"';")
+ (V[w w"2-~~/-p) I/;Lv, T P

(103) = Uy, v, Vru V/LJ + (V[m w;vz.--;-p) Vuvl...yr] Do udp
)Y +1
+ (-—« 1) ;z n—r Vll.../'.p [71evr (Vm V,u]) vt

Diese Gleichung ist aber gleichbedeutend mit der Gleichung:
(104) Vigwhe b = — 1 (Via, Vi) vt

oder, infolge (100) [vgl. (64) und (67)] auch mit:

(105) ‘2’_,,2717) 7"/11 Rll,zz;“v" p }
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die also die gesuchte Integrabilititsbedingung darstellt. Fiir eine 4,
mit inhaltstreuer Ubertragung geht (105) infolge (I, 152) iiber in:
(106) Vy,wht=0,

und wir kénnen also den Satz aussprechen:

Das Verschwinden der Divergenz eines p-Vektors in
einer 4, ist notwendig und hinreichend dafiir, daB der
(p —1)-Vektor die Divergenz eines p-Vektors ist!).

Der Fall p =1:

(107) Vot =s
bildet eine stets unbeschrinkt integrable Gleichung.

Die schon im zweiten Abschnitt (S. 99) bewiesene, fiir jeden

p-Vektor in einer A, mit inhaltstreuer Ubertragung giiltige Identitit:

(108) ‘ V), Vo, vl =0
ist auch eine Folge von (95) und (106).

§10. Integrabilititsbedingungen. Fiinfter Typus.
Der fiinfte Typus:

(109) [7‘”/ v!(;vg...;-q Py Ve w,).g.../'.q ¥y

wo p!:-devier in den ersten g Indizes, g =2, alternierend ist, 1aBt
sich auf den ersten und vierten zuriickfithren, in derselben Weise wie
der dritte Typus auf den ersten und zweiten zuriickgefithrt wurde.
Die Rechnung, die hier nicht ausgefiihrt wird, da sie genau in derselben
Weise verlauft, filhrt zu den Integrabilititsbedingungen:

- Dguhg¥yan. ce Ayodgrvy v
2[7/:21” 2 eV Vr Rllizao‘v 1 gV Yy
(110a)

1 r S
R:: .« Py ,/.,...i,qu...ruAlot"u+1...}'r
hheo U s

u

welche fiir eine 4, mit inhaltstreuer Ubertragung iibergeht in:
. . L., . ’ ” ,
(110b) ZV;'zw/~2.../.q1YA...1'r _ 2 leiz‘;ru ‘U}.l).g.../aqvl...lu,lzx U1 Ve

u
Der Fall ¢ =1:
(/1 1 /1) V‘“ PHV1 e ¥r = gpV1eecVr
bildet wiederum eine stets unbeschrinkt integrable Gleichung. Diese
Eigenschaft bleibt sogar erhalten, wenn man fordert, da »*” - in
v, ... v, alternierend ist.

§ 11. Das Pfaffsche Problem.

Es wurde im dritten Paragraphen nur die Frage erértert, wann ein
einfaches kontravariantes p-Vektorfeld bzw. ein einfaches kovariantes
(n — p)-Vektorfeld X,-bildend ist. Die weitergehende Frage, wann diese

1) Volterra, 1889, 3, S. 604 fur R,; Brouwer, 1906, S. 22 fir R,.
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Felder X,-bildend sind, ¢ <4, d. h. wann es ein System von oo""? X,
gibt, so daB jede infinitesimale E, des Feldes eine dieser X, tangiert,
wihrend kein solches System von oo" 471 X, existiert, ist bisher nur
fiir den einfachsten Fall 4 = # — 1 vollstindig beantwortet. Die hier-
her gehorigen Betrachtungen bilden den Gegenstand des sog. Pfaffschen
Problems, zu dessen Behandlung wir jetzt schreiten.

Ist ein kovarianter Vektor w; X, -bildend, so lassen sich die 00" ¢ X,
in den verschiedensten Weisen zu # — ¢ Systemen von ool X,_; zu-
sammenfassen, so daB zu jeder X, in jedem System eine X, _; gehort,

1 -
welche die X, vollstandig enthdlt. Sind dann s, s — g Skalar-
felder, deren dquiskalare Hyperflichen gerade diese # — ¢ Systeme von
Xy -1 sind, so ist w; linear abhingig von den # — ¢ Gradienten der s,
und es existiert also eine Gleichung von der Form:
1,..,n-q
(112) w= S al;s.
u

Umgekehrt, 148t sich w; auf die Form (112) bringen, nicht aber auf
eine Form mit weniger Summanden, so ist w; sicher nicht X, ,-bildend
und es enthilt die (z — 1)-Richtung von w; in jedem Punkte die g-Rich-

tung, in der sich die # — ¢ (# — 1)-Richtungen der V' /11; schneiden. In-
folgedessen tangiert w; in jedem Punkte eine der X,, in denen sich die

n — g Systeme von #quiskalaren Hyperflichen der s schneiden, und
w; ist also X,-bildend.

Der einfachste, schon im vorigen Paragraphen miterledigte Fall ist
g=mn—1. Es ist dann:
(113) w=alV;s,

und die notwendige und hinreichende Bedingung ist ein Spezialfall von
(30) und lautet:

('114) Wy V# Wiy = 0.

Ist sogar Vi, wi =0, so ist w, Gradientvektor und (113) 1aBt sich ver-

einfachen zu:
(115) w,=V;s.

Um auch fir den allgemeinsten Fall die Bedingungen aufzustellen,
wenden wir uns zur Betrachtung des Bivektors V', wy, fiir welchen wir
die Bezeichnung w,; einfiihren:

('1'16) Wyy = V[‘u wiy.

Der Rang dieses Bivektors sei . Im ersten Abschnitt (S. 50) wurde
gezeigt, daBl der Rang eines Bivektors stets gerade ist und daB:

+0 fir 2p<v

(117) Whydy - - Way 1] {: 0, 2p>7
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Der 7-Vektor, der in (117) links auftritt fir 2 p =7:
(118) Gty =Wy Who_ i),

ist, wie im ersten Abschnitt ebenfalls gezeigt wurde (S. 50), einfach.
Dieser Vektor ist aber auch ein Gradientprodukt. Denn infolge
(115) und (73) ist:

(1 19) V[(u w‘u,/l] =0
und es ist also:
120) VioGi, .03 =Viwii,...w;,_,13=0.

Der 7-Vektor Gj,...;, ist also nach (30) auch X,_,-bildend und korre-
spondiert demnach mit einem vollstindigen System von % — 7 Dif-
ferentialgleichungen.

Es kénnen nun zwei Fille auftreten. Entweder liegt die (n — 7)-
Richtung von G, ,; nicht in der (» — 1)-Richtung von w;, oder
diese (# — #)-Richtung ist ganz in der (# —1)-Richtung von w, ent-
halten. Der erste Fall tritt dann und nur dann auf, wenn der (r + 1)-
Vektor:

(121) Hi oo =w5,Ghy i)

ungleich Null ist, der zweite dann und nur dann, wenn dieser (» 4+ 1)-
Vektor Null ist. In diesem zweiten Falle ist dann aber sicher der (» — 1)-
Vektor:

(122) Fi ot , = W0, Wigdy - - Wiy 0]

ungleich Null, denn bei Differentiation von F,; _, , und Alternation
tiber alle 7 Indizes entsteht infolge (116) und (119) G, ; und diese
GroBe ist nach Voraussetzung nicht Null.

Im ersten Falle existiert also ein (r +1)-Vektor H; ;. L. der
nach (121) Produkt von » 4 1 Vektoren und also einfach ist. Dieser
(r + 1)-Vektor ist aber auch ein Gradientprodukt, da bei Differentiation
und Alternation iiber alle 7 4 2 Indizes infolge (116) (117) und (119)
Null entsteht. H; ;. ist also X, , ,-bildend und korrespon-
diert demnach mit einem vollstindigen System von # — r — 1 Dif-
ferentialgleichungen. Da sowohl G, ;, als H; ;. Gradientprodukte
sind, existiert nach §5 ein Gradientvektor s;, der w,; in (121) ersetzen
kann, so daB3:

(123) Hiytpyy = Spn G2

2rlpyr] -

Im zweiten Falle existiert ein (» —1)-Vektor F, _; . Auch dieser
(r —1)-Vektor ist einfach, was aus folgender Uberlegung hervorgeht.
Der Bivektor w,; ist 7-dimensional, liegt also in einem (kovarianten)
Gebiet 7' Stufe, eben dem Gebiet des 7-Vektors G, ..;,- In demselben

r
1) Bei Grapmann, Bd. 1, S.345. 1862 u. f., steht X fir w;, X dx fiir w; dx%,
lT X } fiir ¥, w; . Klammern geben bei GraBmann ein alternierendes Produkt an, so

(LX)L
dx 2

daB Gy, . ;, dort die Form

[ d 1
hat und Hj, ...;,, , die Form [X kﬁX) 2 J .
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Gebiet liegt der Vektor w;, da ja pach Voraussetzung das Produkt
wp,Gy,...1,,) Verschwindet. F; ;  ist also ein (r —1)-Vektor in
einem Gebiete 7' Stufe und kann demnach (vgl. S.20) nur einfach
sein. F; ;  ist aber kein Gradientprodukt, da ja sein alternierter
Differentialquotient gleich G; _; ist. Dennoch ist F, ; , X, ,4-
bildend. Denn nach (30) lautet die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir:

(124) ViwFopir_ ) Figigty_,=0.
Da aber nach (122):

(125) VieFi a0 =Gurodr_y >
ist (124) dquivalent mit:

(126) Grugoir Fistigie_, = 0.

Diese Gleichung ist aber eine Identitit, da F, ;  ganz in dem
(kovarianten) Gebiete 7'* Stufe von G, ; liegt und in diesem Ge-
biete alle alternierenden Produkte von mehr als » Faktoren identisch
verschwinden.

Da F; , , X, ,.,-bildend ist, gibt es ein Skalarfeld o, so daf
%F 2..1,_, Gradientprodukt ist. Infolgedessen ist nach (125):
(127) Giy.ir = (V' 3, 0) "j; Fi,..1,1= Vi, 1og o) Fy, 2 -
Es existiert also ein Gradientvektor:
(128) z="VF;logo,
so daB3:
(129) Ghotp =23, F1y. 007 -

Wir fassen zusammen:
Ist » der Rang von F,w;, so existiert ein 7-Vektor:
G;.l..,z, = Wiy e o Wap 1 40] s
der ein Gradientprodukt ist. Es sind jetzt zwei Fdlle zu
unterscheiden:
1. Ist wy, G, ;1% 0, so existiert ein (r +1)-Vektor:
Hy oty = 00,Ghy 2415

der ebenfalls ein Gradientprodukt ist und als Produkt
eines Gradientvektors mit G, _; geschrieben werden kann:

Hi iy = S1.Gry oty ] -
2. Ist w, G, ;,=0, so existiert ein (r —1)-Vektor:
Fllu')'f'*l = w[;'l wl?"h e w/‘vrrAzlr—— e

der einfach und X,_,_,-bildend ist, aber kein Gradientpro-
dukt, und es existiert ein Gradientvektor z;, so daB:

G/.'l--';'r = z[;'l Fj-z..-/‘-r] °
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Je nachdem der erste Fall vorliegt oder der zweite, bestimmen w;
und G; _; in jedem Punkte ein kovariantes Gebiet (» -+ 1)** oder 7'
Stufe. Die Stufenzahl dieses Gebietes heifit die Klasse des Vektors w;
oder auch des Pfaffschen Ausdrucks w, dx*. Ist » die Klasse, so ist

(130)

also: B {7 +1 fiir ungerades x,
RV, fiir gerades x .

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen sind also fiir eine un-
gerade Klasse K:

{ + 0 fiir 2p =K —1 (a)
Wlatyiy - -+ w‘u,,/'.‘,] :
(131) | p |
=0, 2p=K—1| ()
w[m w‘(tli.l LY wx”l'/lp] e

Die Ungleichheit (131a) folgt algebraisch aus (131c). Ebenso folgt
(131d) algebraisch aus (131b). Fiir eine gerade Klasse K’ lauten die
Bedingungen:

Whiryiy =+ Wy i) { | { 4 K . :b;

| T;: 0 ﬁr 2 = 4

(132) | p /
=0 , 21‘) =K (C)

Wi Wiy sy« v v Wypiy) ! - -
+ 0 fir2p=K'—2. (d)

Die Ungleichheit (132a) folgt analytisch aus (132c). Ebenso folgt
(132d) analytisch aus (132b)Y).

Erstens beweisen wir nun den Satz:

Ist die Klasse #» von w; ungerade, so 148t sich immer ein
Skalarfeld s finden derart, daf die Klasse von w; —V,s
gleich # —1 ist?).

Die Klasse von w; ist nach Annahme ungerade und es gelten also
die Gleichungen (131), # = K. Ersetzt man in diesen Gleichungen w;
durch w; — Vs, so bleibt w,, unverindert:

(133) Vi (g —Vis) =V wy.

1y Grapmann, 1862, 1, S. 368. Cartan hat 1899, 1 eine Behandlung des
Pfaffschen Problems und seiner Verallgemeinerungen gegeben mit Hilfe einer
von ihm geschaffenen Symbolik, die auf der systematischen Verwendung einer
alternierenden Multiplikation beruht. Das Gowursatsche Lehrbuch iiber das
Pfaffsche Problem, 1922, 3 verwendet die Carfansche Symbolik und bringt
viele seiner Resultate. Sowohl dieses Lehrbuch wie die vielen schénen Cartan-
schen Arbeiten beweisen, daB diese Symbolik in geschickten Handen ein sehr
niitzliches und elegantes Hilfsmittel ist. Dennoch muB sie dem Riccikalkiil
hintangestellt werden, da letzteres nicht nur die alternierenden GréBen mit
derselben Kurze und Eleganz zu behandeln gestattet, sondern auch dort ver-
wendbar bleibt, wo andere GroBen auftreten und die Cartansche Symbolik
versagt.

2) Frobenius, 1879, 1.
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Die linke Seite von (131c) geht also iiber in:
{ 7,(7)[;_1 Wi,h, .. Wi — (V[M S) Wigay -+~ Wi, 7]
=H . .i,— (V[z, 3) Gignaty] -
Nun sahen wir aber auf S. 121, daB stets ein Gradientvektors;
existiert, dessen alternierendes Produkt mit G,, ; gleich H; , ist.

%=1 ;'x]

(134)

Wiahlt man nun fiir s ein zu diesem Gradientvektor gehoriges Skalar-
feld, so geht (131¢) fiber in (132c¢) fiir die Klasse K’'= —1. Die Glei-
chungen (131a) und (131b) andern sich bei der Substitution nicht und
sind gleichlautend mit den Gleichungen (132b) und (132a) fiir K/=» —1.
Da (132 4d) eine Folge ist von (132b), so gelten also fiir das Feld w; — V; s
die Gleichungen (132) fiir K= —1, was zu beweisen war.

Zweitens beweisen wir den Satz:

Ist die Klasse » von w, gerade, so liBt sich immer ein

Skalarfeld o finden, derart, daBl die Klasse von —w gleich
x —1 istl).

Die Klasse von w, ist nach Annahme gerade und es gelten also
die Gleichungen (132) » = K’. Ersetzt man in diesen Gleichungen ),

durch —w;, so ist:
(135) ' V[u_wij_"l [t(w/]+ (V[u )w/]
Die linke Seite von (132a) geht also iiber in:
1\3 )
(136) (?) w["l;'i"' b b] T3 (V[’ )""’ Wiahy » o+ Wh,y 7]
1\2 571
= (‘;) {G' ke, ([/[/ >F1‘.2.../‘.x]} .
Nun existiert aber, wie auf S. 122 bew1esen wurde, ein Gradientvektor
7, dessen alternierendes Produkt mit F, ; gleich G; ; ist. Wahlt

»

. -1 . . x—2 e
man also fiir 2 ein zu dem Gradientvektor Z—= z; gehoriges Skalar-
P

feld, so geht (132D) iiber in (131b) fiir die Klasse K =% —1. Die
Gleichungen (132c¢) und (132d) 4ndern sich bei der Substitution nicht
und sind gleichlautend mit (131d) und (131¢) fir K = x —1 Da

(131a) eine Folge ist von (131c¢), so gelten also fiir das Feld -—w; die
Gleichungen (131) fiir K =» —1, was zu beweisen war.

Aus den beiden bewiesenen Sitzen 148t sich nun das Fundamen-
taltheorem des Pfaffschen Problems ableiten, das wir hier fiir das
Feld w, (nicht fiir die lineare Differentialform w; dx*) formulieren wollen.

Ein Feld w, 148t sich dann und nur dann auf die Form:

0 1,.,8 4 u
w,=V,p+ > oV;p

1y Frobenius, 1879, 1.
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bringen, wo die 6 alle nicht konstante Ortsfunktionen
sind, nicht aber auf eine derartige Form mit weniger Sum-
manden, wenn die Klasse gleich 2s+1 ist, wenn also die
Gleichungen (131) gelten fiir K=2s-+1. Ein Feld w; 148t
sich dann und nur dann auf die Form:
1.8, u
w, = > oV;p
2

bringen, wo die ¢ alle nicht konstante Ortsfunktionen
sind, und nicht auf eine Form mit weniger Summanden
oder mit einem konstanten Koeffizienten o, wenn die
Klasse gleich 25 ist, wenn also die Gleichungen (132) gelten
fiir K'=2s1).

Die Notwendigkeit der Bedingungen folgt durch einfache Substi-
tution. DaB sie auch hinreichend sind, wird bewiesen durch vollstandige
Induktion. Wir nehmen an, der erste Teil des Satzes sei bewiesen fiir
%=2s—1. Ist dann 251 die Klasse von w,, so gibt es nach dem

0
auf S.123 bewiesenen Satz ein Feld w; —V;p von der Klasse 2
und demzufolge nach dem auf S. 124 bewiesenen Satz ein Feld

%— (wz -V, Zg) von der Klasse 2s — 1. Nach Voraussetzung 148t sich
G

aber dieses letzte Feld schreiben:

1 0) 1 s u
(137) -r(wz*V;.iﬁ ZVﬁ.ﬁ-i-ZTVi?
so daB .
0 I
(138) w,=Vip+ D oVip,

was zu beweisen war. Der Beweis des zweiten Teiles des Fundamental-
theorems vollzieht sich in derselben Weise. Die in beiden Formen vor-
kommende Zahl s ist die Halfte des Ranges von V (e Wi

Aus dem Fundamentaltheorem ergibt sich unter Beriicksichtigung
von S. 120 die Antwort auf die Frage, wann v; X -bildend ist.

Dafiir, daB das kovariante Vektorfeld v, X,-bildend ist,
ist notwendlg und hinreichend, daB die Klasse von v;
gleich 24 oder 2¢g —1 ist.

Nebenbei erhalten wir den Satz:

LaBt sich ein kovarianter Bivektor, dessen alternierter
Differentialquotient verschwindet, in s einfache Bivek-
toren zerlegen, so laBt sich diese Zerlegung stets so aus-
fihren, daB jeder einzelne einfache Bivektor ein Gradient-
produkt, also X,_,-bildend ist.

1) Frobenius, 1877, 1, weitere Literatur bei v. Weber 1900, 1.
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§ 12. Bedingungen fiir ein X -bildendes p-Vektorfeld.
Ist das einfache kovariante p-Vektorfeld w; ; X,-bildend,

ip

g<n—p, und wird W), ..1,_, 10 irgendeiner Weise als Produ]\t von
# — p realen Vektoren geschrieben:

1 P
(139) Wiy .y = Wiy« Wiyl s
so ist jedes Feld w,, w=1, ..., P, Xbildend. Das Umgekehrte gilt

aber nur, wenn die X, fiir jede Wahl von # dieselben sind. Legt man
durch die oo"™? X, in irgendeiner Weise # — ¢ Systeme von oo X, _;.
so daB zu jeder X, in jedem System eine X, , gehort, die diese X,
vollstandig enthidlt, und sind g, x =1, ..., n —gq, Skalarfelder, deren
dquiskalare X, _, gerade diese X, _, sind, so sind die w, linear abhingig

von den # — ¢ Gradienten V,s:

u 1, M=l yy z
(140) W = «V;s.

Umgekehrt, gelten Gleichungen der Form (140), nicht aber derartige

Gleichungen mit weniger als # — ¢ Summanden, so sind die Felder z%',-.
und damit w; ; X, bildend (vgl. S.120). Aus (140) 1aBt sich nun ein
System von notwendigen Bedingungen herleiten. Ist

u u

(141) Li.0= (Vm‘ w,-,z) .. (V;.,_l 71!5;.,]),
so ist

1 1 p P 1 »
(142) Wiay v Way o Wy oo Wy Liy iy oo L, 5,3 =101)
fiur jede Wahl von ¢, ..., ¢,, 7, ...,7,, die den folgenden Bedin-
gungen geniigt:
(143) et et b ) =g
Denn die p Faktoren L/1 ., geben zusammen in jedem Term gerade
n—g+1—e—...—¢ Faktoren V,s und alternierende Multipli-

kation mit ¢ ...+ ¢, Faktoren zl;/,-, muB} also Null erzeugen. Ein
anderes System von notwendigen Bedingungen, das nur w; ; ent-
halt, ist:

(144) zy[“l-u“ﬂ (Vﬂlw}’l [ 24 --J*p[) s (Vﬂsw‘/s];‘an-sﬁl) = 0 1) ’ S=n— q - p + 1 ’
wo {iber &y, ..., &y, f1, 715 ---» s, s alterniert ist. Denn die V' enthal-
tenden Faktoren geben zusammen in jedem Term »n —q —p +1 Fak-
toren ¥, s und alternierende Multiplikation mit p Faktoren w, erzeugt
also Null. Es ist bisher nicht gelungen, ein System von notwendigen
und hinreichenden Bedingungen aufzustellen.

1) Anmerkungen zu GraBmann, 1862, 1, S.480.
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Aufgaben.
1. Dafiir, daB in einer 4, der zur Vektorpotenz
Vhgodp = U3y 0. 0y,
gehorige Vektor v; X,,_,-bildend ist, ist notwendig und hinreichend, daB
Uy U Vi Ot