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Einleitung. 
Der 1887 von Ricci!) geschaffene "absolute Differentialkalkul" 

bildet ein treffendes Beispiel einer mathematischen Disziplin, die lange 
Zeit vi:illig unbeachtet bleibt und dann, durch zuHillige Umstande in 
die breite Offentlichkeit gelangt, sich fort an einer allgemeinen Beliebt
heit erfreut. Zwar wurde der Riccikalkiil durch die zusammenfassende 
gemeinschaftliche franzi:isische Arbeit von Ricci und Levi-Civita 2) im 
Jahre 1901 etwas mehr bekannt, es war aber erst die neuere Relativitats
theorie, die das Interesse fur die allgemeine Riemannsche mehr
dimensionale Difierentialgeometrie und damit fUr den von Ricci ge
schaffenen Rechenapparat bei zahllosen Mathematikern und Physikern 
wach rief. Es zeigte sich da nicht nur, daB die Schi:ipfung des italieni
schen Meisters ein ausgezeichnetes Instrument fur die Behandlung der 
Riemannschen Geometrie darstellte, vielmehr wurde auch klar, daB 
der Kalkiil, mit einigen kleinen auBerlichen Abanderungen und Ergan
zungen, imstande war, die neueren, sich auf die allgemeine Theorie der 
Dbertragungen aufbauenden Differentialgeometrien vollstandig zu be
herrschen. 

Es ist nun merkwurdig, daB uber eine mathematische Disziplin, 
die so in allen Randen ist, bis jetzt kein Buch existiert, das eine mi:ig
lichst vollstandige und zusammenfassende Darstellung der Rauptsatze 
mit den wichtigsten Anwendungen bringt. Die meisten Autoren, die 
den Riccikalkiil verwenden, bringen selbst als Einleitung eine kurze, 
notwendig gedrangte und unvollstandige DbeTsicht. Zahllose wichtige 
Satze und Eigenschaften sowie Angaben uber den Zusammenhang mit 
anderen Disziplinen find en sich zerstreut in der Literatur und sind 
keineswegs Gemeingut aller Autoren, die den Kalkiil verwenden. Wo 
ein Autor abeT nicht die volle Dbersicht uber alle Mi:iglichkeiten seines 
Rechenapparates hat, wird der Nutzeffekt des Apparates bedeutend 
geringer. Unschi:ine und unni:itig lange Beweise von Teilsatzen treten 
ad hoc irgendwo in den Anwendungen auf und ki:innten oft durch ein
fache Anwendung eines Fundamentaltheorems ersetzt werden. Lucken 
in der allgemeinen Theorie werden uberbruckt durch verwickelte, nicht 
kovariante Zwischenrechnungen, die sich bei richtigem Gebrauch des 

1) 1887, 1, vgl. auch 1886, 1. 2) 1901, 1. 

s c b 0 ute n , Ricci· KalkUl. 1 
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Kalkiils ganz vermeiden lieBen. Die Zeichen (/}, die sich im Ricci
kalkiil bei Problemen allgemeiner Art stets durch Verwendung der ko
varianten Differentation vermeiden lassen, haufen sich, wo dem Autor die 
entsprechenden Satze dieser Differentiation nicht zu Gebote stehen, und 
es tritt iiberhaupt eine gewisse Ungelenkigkeit auf, die das Ganze start. 

Diese Mangel so11 das vorliegende Buch beseitigen. Es solI den Leser 
also maglichst vollstandig in die Handgriffe des Kalkiils einfiihren, was 
in den ersten drei Abschnitten geschieht, und ihn dann in den folgenden 
Abschnitten eine Ubersicht verschaffen iiber einige Anwendungsgebiete, 
einerseits zur Ubung, andererseits zur EinfUhrung in diese Gebiete selbst. 

Der erste Abschnitt enthalt eine Darstellung des algebraischen Teiles 
des Kalkiils. Es wird eine euklidischaffine Mannigfaltigkeit zugrunde 
gelegt, die durch Anwendung des Ubertragungsprinzips definiert ist. 
Die gerade fUr den Differentialgeometer so wichtige geometrische Deu
tung der einzelnen GraBen bei verschiedenen zugrunde gelegten Gruppen 
wird eingehend erartert. Einige Paragraphen sind den Beziehungen zwi
schen GraBen zweiten Grades und linearen Transformationen und zwi
schen aIternierenden GraBen und infinitesimalen Drehungen gewidmet. 
Auch die Satze iiber lineare Abhangigkeit und iiber die Dimensionenzahl 
von symmetrischen und alternierenden GraBen sind beriicksichtigt. Der 
Abschnitt schlieBt mit dem Ubergang von der affinen Mannigfaltigkeit 
zur Mannigfaltigkeit mit beliebiger Ubertragung. 

Der zweite Abschnitt bringt den analytischen Teil des Kalkiils. Es 
wird dabei erst die allgemeinste lineare Ubertragung behandelt und ge
zeigt, wie diese sich mit Hilfe von drei Feldern dritten Grades festlegen 
laBt. Erst dann werden aus dieser allgemeinsten Ubertragung die weniger 
allgemeinen Ubertragungen durch Spezialisierung gewonnen. Die Kriim
mungsgraBen und ihre Eigenschaften werden in derselben Weise behan
delt. Der Abschnitt schlieBt mit der Erweiterung der Gaupschen und 
Stokesschen Integralsatze, erst fUr die allgemeinste Ubertragung, dann 
fUr Spezialfa11e. 

Die fUr Theorie und Anwendungen wichtigsten Satze sind wohl die 
iiber die Integrabilitatsbedingungen von Systemen von Differential
gleichungen. Diesen Satzen ist der dritte Abschnitt gewidmet. Den 
AbschluB bildet das Pfaffsche Problem, das sich mit Hilfe des Ricci
kalkiils sehr schOn und iibersichtlich behandeln laBt. In diesem Ab
schnitt vollzieht sich schon der Ubergang zu den Anwendungen. 

Die drei folgenden Abschnitte enthalten Anwendungen auf ver
schiedene spezie11e Ubertragungen. Es muBte dabei eine Auswahl ge
troffen werden, und es sind gerade die Ubertragungen gewahlt, die 
augenblickNch im Mittel punkte des Interesses stehen, die Riemann sche 
Obertragung, die affine Ubertragung und die Weyl sche Ubertragung. 

Die Riemannsche Ubertragung bildet den Gegenstand des vierten 
Abschnittes, und dieser Abschnitt enthalt demnach einige der Haupt-
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satze der n-dimensionalen Differentialgeometrie mit quadratischem Fun
damentaltensor (Geometrie der Vn). Es sind namentlich die schon 
fruh von Ricci untersuchten n-fachen Orthogonalsysteme und die 
Kriimmungseigenschaften einer V m in V n beriicksichtigt. Bei der Aus
wahl der Gegenstande ist danach gestrebt, daB dieser Abschnitt und 
die "Grundziige der mehrdimensionalen Differentialgeometrie" von 
5truikl) einander moglichst erganzen. So ist z. B. die Theorie der 
Kriimmung einer Kurve der Vn , die in dem erwahnten Buche ausfiihr
lich zur Darstellung gelangte, hier nicht behandelt worden und auf 
den sechsten Abschnitt verschoben, wo die Behandlung direkt fUr den 
allgemeineren Fall der Weylschen Geometrie erfolgt. 

Der fUnite Abschnitt behandelt die (nicht euklidische) affine Geo
metrie (Geometrie der An). Ausgangspunkt bildet die Theorie der bahn
treuen Transformationen, die zum Begriffe der Projektivkriimmung 
fUhrt. Die in den letzten Jahren durch die Arbeiten von Blaschke, 
Pick, Radon u. a. in den Vordergrund getretene Affingeometrie ist 
ein Spezialfall der in diesem Abschnitte behandelten Geometrie einer 
An- 1 in An. Der Abschnitt schlieBt mit einigen Satzen iiber die 
Am in An. 

Der sechste Abschnitt behandelt die Weylsche Geometrie (Geo
metrie der Wn). Hauptgegenstand dieses Abschnittes bilden die 
Kriimmungseigenschaiten einer W m in W n . 

Uberall, wo GraBen hoheren Grades auftreten, ist die Frage nach 
der invarianten Zerlegung einer GroBe oder, was das selbe ist, die Frage 
nach den linearen Kovarianten mit weniger Bestimmungszahlen als die 
GroBe selbst, von groBer Wichtigkeit. Die korrespondierende Zerlegung 
der zur GroBe gehOrigen algebraischen Formen nennt man in der In
variantentheorie Reihenentwicklung. Der siebente Abschnitt bringt die 
v 0 II s tan dig e invariante Zerlegung einer kovarianten oder kontra
varianten GroBe beliebigen Grades bei der affinen Gruppe. Es wird 
damit gleichzeitig die Theorie der Reihenentwicklungen algebraischer 
Formen mit nur kontravarianten oder nur kovarianten Variablen zu 
einem gewissen AbschluB gebracht. Der Abschnitt schlieBt mit der 
weitergehenden Zerlegung bei der orthogonalen Gruppe. 

Die Abweichungen, die der Verfasser sich in diesem Buche wie in 
seinen sonstigen Arbeiten von der urspriinglichen Riccischen Schreib
weise erlaubt hat, beziehen sich auf sechs Punkte, die hier aufgezahlt 
und erlautert werden sollen: 

1. Bezeichn ung der gemischten GroBen. Eine gemischte 
GroBe wurde urspriinglich mit oberen und unteren Indizes iibereinander 
geschrieben, z. B. v,7,i;,. Dazu hat man das Prinzip des Herauf- und 
Herunterziehens mit Hilfe des Fundamentaltensors eingefiihrt, wodurch 

1) 1922, 5. 

1* 
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Zweideutigkeit entstand, da v:"OJ bedeuten konnte g(ol. V,~~, aber aucll 
gwxV~~. Bei Ricci selbst hat dies nie zu Fehlern AniaB gegeben, da 
er das Prinzip des Herauf- und Herunterziehens niemals verwendete. Es 
sind nun verschiedene Schreibweisen vorgeschlagen worden, diesen Ubel
stand zu beseitigen, z. B. V,~l~'~~ und V!",XA. 1m folgenden werden wir 
die Schreibweise V,;l;' xl. verwenden, die einfacher ist als VI~~,~t· und in 
Schritt weniger zu Verwechslungen AnlaB gibt als vl'v x) .• 

2. Bezeichnung der Alternation und der Mischung. Bei 
den Rechnungen kommt es iiberaus haufig vor, daB man von einer 
GroBe iiber eine bestimmte Anzahl von Indizes den alternierenden oder 
symmetrischen Teil zu nehmen hat. Bach l ) hatte vorgeschlagen, eine 
symmetrische oder alternierende GroBe darzustellen mit Hilfe von 
runden oder eckigen Klammern, die die Indizes einschlieBen, z. B. 
V(Aft} , W['II)' Diesen Vorschlag erweiternd, hat der Veriasser die Klam
mern zur Andeutung des symmctrischen bzw. alternierenden Teiles 
einer GroBe bzw. einer Gruppe von Indizes verwendet. Es bedeutet 
also z. B. V[AI') den alternierenden Teil von VA/" also t (Vi.,tt - Vlll.) und 
K[c.:/:i{ die GroBe, die aus KI:'I:;'l' durch Alternieren iiber W/-lA entsteht, 
also 

-~ (K~';li." + K/;;,,:,v + K;:c.:;,v - K,;,:,i,l' - K,~;.,:,v - Ki./;;,n . 

Mit Hilfe dieser Schreibweisen lassen sich viele Formeln bedeutend 
kiirzen. 

3. Einfiihrung idealer Faktoren. In der Invariantentheorie 
ist es gebrauchlich, mit Hilfe der Aronhold - Clebschschen Symbole 
allgemeine Formen als Produkte von idealen Linearformen zu schreiben. 
Dies laBt sich unmittelbar auf den Riccikalkiil iibertragen, indem man 
z. B. Vx 1,1' als Produkt der drei idealen Vektoren 1x , V;, , Vv schreibt: 1))1, V!l' 
Mit Hilfe dieser Schreibweise gelingt es, die kovariante Differentiation 
besonders einfach zu behandeln. 

4. S ym bol der kovarian ten Differen tia tio n. Die kovariante 
Differentiation wird bei Ricci angedeutet durch HinzufUgung eines 
Indexes rechts. Es ist also z. B. VI"I! die "Erweiterung'(2) von VI .• Ver
schiedene Autoren haben es als eine Schwierigkeit empfunden, daB man 
durch diese Schreibweise den Buchstaben vein fUr allemal fUr die 
Erweiterungen von VA festlegt, und man hat die Schwierigkeit zuerst 
umgangen, indem man sich einfach nicht an die Vorschrift hielt und 
z. B. unter K ro ,ll;'" etwas ganz anderes verst and als die vierte Ableitung 
einer in derselben Rechnung vorkommenden GroBe K. Andere Autoren 
haben den Index, der durch Differentiation entsteht, abgetrennt, und 
es entstanden so die Schreibweisen Vi.,/" VI.'!" vI'I!, ' VI. eu )' Nun tritt aber 
z. B. bei der Behandlung einer V m' die in einer Vn eingebettet ist, eine 

1) 1921, 6, S. 113. 
2) Bei Ricci "derivazione covariante". 
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Schwierigkeit hinzu. In der Vn ist eine Ubertragung definiert, und diese 
induziert eine andere Ubertragung in die V m' Zu jeder Ubertragung 
gehOrt eine kovariante Differentiation und man kann nicht fUr beide die
selbe Schreibweise verwenden. Dieselbe Schwierigkeit tritt in verstarktem 
MaBe auf, sob aId man mit allgemeineren Ubertragungen arbeitet, da 
dann schon in der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit verschiedene ko
variante Differentiationen nebeneinander auftreten konnen. Man kann 
sich da gelegentlich einmal helfen mit Schreibweisen wie die in der Li-

Vi. 
teratur vorkommenden -;; , Vi.:./l und Vl.(lI) , VA ((II))' aber, abgesehen von der 

Schwerfalligkeit solcher Bezeichnungen, ist damit das Problem nicht 
in einer fUr aIle FaIle brauchbaren Weise gelost. Die einzige Moglichkeit 
ist, den differenzierenden Index an ein besonderes Differentiations
symbol festzukoppeln. Die Wahl des Symbols ist gleichgultig, das 
Zeichen V hat aber wohl historisch die meiste Berechtigung. Ein solches 
Symbol muB man dann, urn sich dem allgemeinen Brauch in der Analysis 
anzupassen, an die linke Seite der zu differenzierenden GroBe stellen, 
und es ergibt sich also z. B. fur die kovariante Ableitung von Vi. die 
Bezeichnung VI' VI.. Gibt es nun mehrere kovariante Differentiationen, 
so hat man die Moglichkeit, diese durch Akzente oder Zahlenindizes, 

o 
die dem Zeichen V angehangt werden, zu unterscheiden, V, V', V", V, 
1 2 

V, V, ... , und die Schwierigkeit ist damit vollstandig und fUr aIle 
Falle beseitigt. Fur das kovariante Differential ist das von Hessen
berg vorgeschlagene Zeichen b verwendet, das ebenfalls mit Akzenten 
oder Indizes versehen werden kann. 

5. Orthogonale Bestimmungszahlen. Neben den kovarian
ten und kontravarianten Bestimmungszahlen werden wir bei der 
Riemann schen Geometrie auch 0 r tho go n ale Bestimmungszahlen 
verwenden, die sich nicht auf ein System von Urvariabeln, sondern auf 
ein Orthogonalnetz beziehen. 1m Gegensatz zu den zu den Urvariablen 
gehorigen Bestimmungszahlen, die stets mit griechischen Buchstaben 
bezeichnet werden, schreiben wir fUr die anderen Bestimmungszahlen, 
also z. B. fUr die orthogonalen, stets lateinische Buchstaben. Uber 
griechi sch e Indizes, die doppelt vorkommen, wird, wie jetzt allgemein 
gebrauchlich ist, stets summiert. Uber 1 ate i n i s c he Indizes wird nur 
summiert, wo dies durch ein Summenzeichen angegeben ist, da es gerade 
bei diesen Indizes sehr haufig vorkommt, daB man keine Summation 
wunscht. 

6. Andere Indizes. Die Formeln des RiccikalkUls werden oft 
recht uniibersichtlich, wenn man Indizes zu verwenden hat, die keinen 
kovarianten, kontravarianten oder orthogonalen Charakter haben, und 
wenn man dann diese Indizes an derselben Stelle schreibt, wo die ko
varianten und orthogonalen Indizes hingehoren, d. h. rechts unten. 
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Dieser Ubelstand wird vermieden, wenn man konsequent an der Regel 
festhalt, daB die Stellen rechts oben und unten nur fiir kovariante, 
kontravariante und or1:hogonale Indizes zu verwenden sind, und daB 
alle anderen Indizes an anderen Stellen, z. B. ii be r oder un t e r den 
Buchstaben, anzubringen sind. 

7. B e z e i c h nun g n i c h t - i n v a ria n t e r Par arne t e r. In der 
Rechnung treten oft Parameter mit Indizes auf, die nicht Bestimmungs
zahlen von GraBen sind. So1che Parameter bezeichnen wir stets mit 
griechischen Buchstaben, z. B. rr.". Zwischen den Indizes oben· 
und unten braucht hier keine Reihenfolge beachtet zu werden, da das 
Herau£- und Herunterziehen von Indizes bei so1chen Parametern iiber
haupt zu vermeiden ist. Wirkliche GraBen werden dagegen, so£ern sie 
keine Skalare sind, stets mit I ate i n i s c hen Buchstaben geschrieben, 
z. B. R:n.;:/, K.lIl . Nur fUr ZahlgraBen bleiben beide Alphabete 
erlaubt, z. B. 1, a, p, s. 

1m iibrigen ist ganz die Riccische Schfeibweise verwendet. Die 
Anderungen sind also in der Tat nur auBedich; sie entstanden aus der 
Praxis der Rechnung heraus in Wechselwirkung mit der Eroffnung 
neuer Forschungsgebiete und sie tasten das Wesen der Methode nir
gends an. 

Anfanger klagen 9ft iiber die "vielen Indizes", die die Formeln 
uniibersichtlich und schwer verstandlich machen sollen. Es gibt nun, 
solange es sich urn Probleme allgemeiner Art handelt, d. s. Probleme, 
die nicht der Ein£iihrung eines bestimmten KOOldinatensystems bediir
fen, einen Weg, diese Indizes zu vermeiden. Man braucht nur eine 
direkte Analysis zu verwenden, die 1nit den GraBen selbst und nicht mit 
ihren Bestimmungszahlen arbeitet, wie sie der Verfasser 1918 aus
gebildet und seitdem bedeutend vereinfacht und verbessert hat 1). Da 
jede Formel des Riccikalkiils 3ich in eine Formel der direkten Analysis 
umsetzen laBt, kann man in der Tat bei allen allgemeinen Problem en die 
Indizes los werden. Das ist einerseits nicht zu unterschatzen, anderer
seits aber auch nicht zu hoch anzuschlagen. Erstens muB bemerkt wer
den, daB die Formeln des Riccikalkiils ja eigentlich schon keine Koordi
natenformeln mehr sind, da sie alle kovariant und demnach von jeder 
speziellen Wahl des Koordinatensystems unabhangig sind. Damit hangt 
zusammen, daB jedes einzelne Symbol des Riccikalkiils bei Verwendung 
der Bachschen Klammern, der idealen Faktoren und des Differentia
tionssymbols unmittelbar mit einem Symbol der direkten Analysis korre
spondiert. Zweitens ist darauf hinzuweisen, daB der "Obergang zu den 
speziellen Problemen, die ein bestimmtes Koordinatensystem verlangen, 
yom Riccikalkiil aus fUr den weniger geiibten Leser leichter ist, da hier 

1) 1918. 1; 1921, 2. Man vergleiche Struik, 1922. 5. wo diese direkte Analysis 
auf die verschiedensten Gebiete der Riemannschen Differentialgeometrie an
gewandt ist. 
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von vornherein schon Koordinatenformeln vorliegen. Beide Methoden 
haben ihre Vorzuge und ihre Gefahren. Wer sich nUt' mit der direkten 
Analysis vertraut macht, ist der Gefahr ausgesetzt, sich in reinem For
malismus zu verlieren. Wer dagegen nur den Koordinatenkalkiil kennt, 
kann leicht, indem er nicht kovariante Rechnungen auch dort verwendet, 
wo sie nicht am Platze sind, seine Formeln dermaBen komplizieren, daB 
er das Ziel verfehlt. 

Irgendein Konkurrenzstreit zwischen beiden Rechnungsarten brauch t 
niemals zu bestehen. Es liegt im Wesen des menschlichen Geistes, 
daB es immer eine Denkrichtung geben wird, die dazu neigt, durch weit
gehendes Symbolisieren die Denk- und Schreibarbeit moglichst zu er
leichtern, und eine andere, die das leicht zum Formalismus fuhrende Sym
bolisieren moglichst zu vermeiden wunscht. Beide haben, solange sie MaB 
halten, ihre Existenzberechtigung. Der beste Rat, den man geben konnte, 
ware wohl der, beide Methoden nebeneinander zu studieren und dann 
nach eigenem Geschmack zu entscheiden, wo die eine, wo die andere zu 
verwenden istl). DaB es dem Verfasser, der selbst eine direkte Analysis 
auf den mathematischen Markt brachte, mit diesem Rate ernst ist, mag 
wohl daraus hervorgehen, daB er sich gerade in dem vorliegenden Buch 
bemuht, dem Leser den 'Veg zur "Konkurrenz" moglichst zu ebnen. 

'Vas die im Buche vorkommenden Literaturangaben betrifft, ist 
zu bemerken, daB diese sich nur beschranken auf da8, was fur den 
Leser besonders wissenswert ist. Es ware dies auch uberflussig, wo es 
zwei \Yerke gibt, die in dieser Beziehung nichts zu wunschen ubrig 
lassen, das oben genannte Struiksche Buch und den bald erscbeinenden 
Encyklopadieartikel von L. Berwald uber mehrdimensionale Differential
geometrie2). Vollstandigkeit ist nur angestrebt, was die Arbeiten von 
Ricci betrifft. 

1) Man vergleiche Schouten-Struik, 1922, 6. Diese Arbeit, die eine Einfiihrung 
in die neueren Methoden der Riemannsehen Difierentialgeometrie darstellt, ent
halt fast alle Formeln in doppelter Sehreibweise und fiihrt dem Leser also gleieh
zeitig beide Methoden vor. 

2) Differentialinvarianten in der Geometrie. Riemann sehe l\Iannigfaltig
keiten und ihre Verallgemeinerungen. Ene. d. m. \Y. III D 11. 
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Der algebraische Teil des Kalkiils. 
§ 1. Die allgemeine Mannigfaltigkeit Xn • 

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit Xn ist der Inbegriff 
der Werte, welche n Variablen, die U r v aria b 1 e n xl', Y = aI' ... , an 1) 
annehmen konnen. Ein bestimmtes Wertsystem heiBe Punkt. Wo nicht 
ausdrucklich das Gegenteil bemerkt ist, betrachten wir im folgenden nur 
reelle Werte der Urvariablen, und es enthiilt die Xn demnach ocr Punkte. 

Eine Gleichung in den Urvariablen bestimmt eine X n - l , die in def 
Xn enthalten ist. p solcher Gleichungen bestimmen im allgemeinen eine 
X n - p • Eine Xl heiBt K urve oder Linie, eine X2 Flache, eine X n - t 

H yperflache. Eine Xm kann auch durch ein System von n Gleichungen 
gegeben werden, das m voneinander unabhangige Parameter enthalt, 
die aIle moglichen Werte annehmen konnen. So bestimmt das System 

(1) xl' = xl' (iX) 

1m aIlgemeinen eme Kurve, das System 

(2) xl' = xl' (iX , (J) 

1m aIlgemeinen eine Flache. 
Die X n - 1 , fUr die eine der Urvariablen konstant sind, heiBen die 

Parameterhyperflachen dieser Variablen. Das System von oon~l_ 
Kurven, langs deren sich nur eine Urvariable andert, heiBt die Kon
gruenz der Parameterlinien dieser Variablen. Die n Systeme von 
Parameterhyperilachen der Urvariablen schneid en sich also in den 
n Kongruenzen der Parameterlinien. 

Fuhrt man durch die n Gleichungen 

n neue Variable ein, so ist die Transformation (3) in jedem Punkte, 

wo die Funktionaldeterminante ~/:V i nicht verschwindet, umkehrbar. 
ax I 

Fur alle diese Punkte lassen sich also die I xl' ebensogut als Urvariable 
verwenden wie die x". 'Wir verwenden nun im folgenden nur Trans-

1) Die griechischen Indizes durchlaufen die Werte aI, •.• , an (fur n = 3: 
a, b, c; fur n = 4: a, b, c, d usw.) zur Unterscheidung von den lateinischen Indizes, 
die, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes festgesetzt wird, die Werte 1, ... , n 
durchlaufen. 
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formationen, deren Funktionaldeterminante nur in den Punkten ver
einzelter X p , p < n verschwindet, und setzen uberdies, urn allen funk
tionentheoretischen Schwierigkeiten zu entgehen, fest, daB nur stetigeund 
hinreichend oft differenzierbare Funktionen zur Verwendung gelangen. 

§ 2. Der Begriff der 'Obertragung. 
Der Inbegriff der n Dlfferentiale dxV der Urvariablen heiBt Linien

element. Die dxv heiBen seine Bestimmungszahlen. In jedem 
Punkte der Xn gibt es also ex? Linienelemente. Aus den Linienelementen 
in einem Punkte P lassen sich andere lineare Gebilde zusammenstellen, 
z. B. ein FHichenelement, allgemeiner ein Xp-Element. Zwei zum nam
lichen Punkte gehorige Linienelemente lassen nur dann einen GroBen
vergleich zu, wenn ihre Bestimmungszahlen proportional sind. Man sagt 
dann, daB die Linienelemente dieselbe Ric h tun g haben. 1m ubri
gen hat die "Lange" eines Linienelementes noch gar keine Bedeutung. 

Zwei Linienelemente oder zwei aus Linienelementen zusammen
gesetzte Gebilde, die zu verschiedenen Punkten der Xn gehoren, lassen 
sich hier uberhaupt noch nicht vergleichen, weder der Lange, noch der 
Richtung nacho Urn einen solchen Vergleich zu ermoglichen, mu13 erst 
irgendein Ubertragungsprinzip eingefUhrt werden, d. h. eine Vor
schrift, der gemaB sich ein Linienelement oder ein aus Linienelementen 
zusammengesetztes Gebilde in P nach einem benachbarten Punkte 
ubertragen laBt. Eine solche Ubertragung bildet die wesentliche 
Grundbedingung einer jeden Differentialgeometrie und es gibt so viele 
Diiferentialgeometrien, als es verschiedene Arten der Ubertragung gibt. 

§ 3. Die euklidischaffine Mannigfaltigkeit En. 
Die denkbar einfachste Ubertragung wird erhalten, indem man 

festsetzt, daB ein Linienelement dxv in P nach einem beliebigen Punkte Q 
ubertragen wird, indem man in Q das Element mit den gleichen Bestim
mungszahlen bildet. Ferner solI irgendein anderes Gebilde, etwa ein 
Xp-Element in P nach Q ubertragen werden, indem man die Linien
elemente, welche das Gebilde zusammensetzen, nach Q ubertragt. Die 
beiden Gebilde heiBen im Sinne der definierten Ubertragung parallel. 

Fuhrt man nun vermittels (3) neue Urvariable 'x" ein, so trans
formieren sich die d XV linear homogen: 

(4 a) 

oder einfacher: 
(4 b) 

wenn wir festsetzen, daB uber griechische Indizes, die in einem Term 
gerade zweimal vorkommen, stets von a1 bis an summiert werden solI, 
auch wenn das Summenzeichen nicht ausdrucklich hinzugeschrieben 
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wird. Aus (4) geht hervor, daB die Transformation der Bestimmungs
zahlen eines Linieneletnentes in einem Punkte Peine ganz andere ist 

als die in einem anderen Punkte Q, da ja die Differentialquotienten ~'x.i. 
ex" 

im allgemeinen in diesen beiden Punkten nicht gleich sind. Daraus folgt 
aber, daB bei der in bezug auf die XV definierten parallel en Ubertragung 
zwar die dx", nicht aber die d'xv ungeandert bleiben. Wir haben 
also durch die oben in bezug auf die XV gewahlte Definition den Urvaria
bIen XV einen Vorzug verliehen anderen Systemen von Urvariablen gegen
tiber. Es gibt jedoch Systeme 'xv, die sich derselben einfachen Eigen
schaft erfreuen wie die xl'. Es sind dies alle diejenigen Systeme, die aus 
den xl' durch eine lineare Transformation erzeugt werden k6nnen: 

(5) 'xl' = P~ xi. + R" I. , 

Gleichungen, in denen die n 2 Koeffizienten P~ sowie die n Koeffi
zienten RV von den x" una b han gi g sind. Denn fUr dieTransformationen 

dieser Art und nur fUr diese ist (" xl' = P~ und also yom Ort in der X n 
2 Xl. • 

unabhangig. 
Man k6nnte nun in viel allgemeinerer Weise, als esobengeschehenist, 

irgendeine Ubertragung der Linienelemente festlegen, und sich die Frage 
vorlegen, ob es etwa Systetne von Urvariablen gibt, in bezug auf welche 
die einfache Regel der Erhaltung der Bestimmungszahlen gtiltig ist. 1m 
folgenden werden wir ein einfaches Kriterium zur Beantwortung dieser 
Frage finden. Vorgreifend bemerken wir schon jetzt, daB die Antwort 
im allgemeinen verneinend lautet. Liegt aber der spezielle Fall vor, daB 
die Antwort eine bejahende ist, so nennen wir die Xn eine euklidisch
affine MannigfaItigkeit, En, und die bevorzugten Systeme von Ur
variablen kartesische Systeme oder kartesische Koordinaten. 
In einer En hat es einen Sinn, von einer Richtung tiberhaupt zu reden 
ohne Bezugnahme auf irgendeinen Punkt. Denn es HiBt sich ja jede 
Richtung in einem Punkte in eindeutiger \Veise nach jedem anderen 
Punkte der En parallel tibertragen. Aus demselben Grunde lassen sich 
parallele Linienelemente in einer En der Lange nach vergleichen. 

Es werde jetzt in einer En eine Xm betrachtet, die in kartesischen 
Koordinaten durch n Ii neare Gleichungen mit m Parametern bestimmt 
ist. Durch Elimination der m Parameter entstehen n - m linear un
abhangige lineare Gleichungen, die ebenfalls die Xm bestimmen. Durch 
eine lineare Transformation gehen wir zu anderen kartesischen Koordi
naten 'xl' tiber, so daB 'xam +" "', 'xan auf der Xm Null sind. Dann ist 
durch die Ubertragung der En auch in der Xm eine Ubertragung fest
gelegt. Denn irgendein Linienelement der Xm ist dadurch ausgezeichnet, 
daB seine Bestimmungszahlen d'xam +" ••• , d'xan verschwinden. Bei 
paralleler Ubertragung von einem Punkte P nach einem Punkte Q der 
Xm bJeiben diese n - m Bestimmungszahlen Null, wahrend die anderen 
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m sich nicht andern. Das iibertragene Linienelement ist also wiederum 
Linienelement der Xm und die Urvariablen 'xa., ... , 'xam bilden dazu 
ein System, in bezug auf welches die Bestimmungszahlen bei Uber
tragung erhalten bleiben, d. h. also ein kartesisches System. Die X", 
ist also eine Em. Wir haben demnach den Satz erhalten: 

In einer En bestimmen n - m linear unabhangige lineare 
Gleich ungen in kartesischen Koordinaten eine Em. 

Eine El heiBe Gerade, eine E2 Ebene, eine En - 1 Hyperebene. 
Die Parameterhyperflachen eines kartesischen Koordinatensystems sind 
also Hyperebenen, die Parameterlinien sind Geraden. 

Die Grundzuge der Geometrie der En, der e uk 1 i dis c h a ff in e n 
Geometrie, waren damit aus dem Ubertragungsprinzip heraus ge
wonnen. Man erhalt nun ja bekanntlich diese Geometrie auch auf 
einem anderen Wege, indem man in der projektiven Geometrie eine 
bestimmte ebene (n - 1 )-dimensionale Mannigfaltigkeit als unendlich 
ferne Hyperebene wahlt. Wir k6nnten also hier die Hauptsatze der 
euklidischaffinen Geometrie als hinreichend bekannt voraussetzen. 
Einige wenige Satze, die im folgenden oft verwendet werden, sollen 
hier aber doch erwahnt werden. 

Eine Gerade durch den Punkt x" kann in kartesischen Koordinaten 
o 

gegeben werden durch die n linearep.. Gleichungen 

(6) x" = if + iX v" 

mit dem Parameter iX. Aus dieser Gleichung geht hervor, daB die Gerade 
entsteht, indem das Linienelement in f, dessen Bestimmungszahlen 
den v" proportional sind, immer in der eigenen Richtung parallel ver
schoben wird. 

Die n linear en Gleichungen 

(7) 

mit den zwei Parametern iX und {J bestimmen eine Ebene durch xv, vor-
o , 

ausgesetzt, daB die durch die r bzw. f bestimmten Richtungen nicht 
parallel, die pV also nicht den ~v proportional sind. Die Ebene enthalt 
die beiden Richtungen, ihre SteHung in der En heiBt 2-Richtung. 

In derselben Weise ist eine Em eindeutig bestimmt durch einen 
Punkt und m unabhangige Richtungen, das sind Richtungen, die nicht 
in einer Em -1 enthalten sind, Sind die Richtungen gegeben durch 
p", ... , ~", so ist die notwendige und hinreichende Bedingung der Un-

abhangigkeit, daB nicht aHe m-reihigen Determinanten der durch die 
m n Bestimmungszahlen vV , ••• , VV gebildeten Matrix verschwinden. 

1 m 

Die Stellung einer Em in der En heiBt m - Richtung. 
Eine Ep und eine Eq, P < q haben hOchstens eine p-Richtung gemein-

sam. In diesem Falle heiBen die Ep und die Eq zueinander : -parallel 
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oder vollstandig parallel. Enthalt dagegen Ep nur s unabhangige 

Richtungen der Eq, s < p, so heiBen Ep und Eq ~-paralleF).~ heiBt p p 
cler Grad des Parallelismus von Ep undEq. Zusammenenthalten 
dann Ep und Eq gerade p + q - s unabhangige Richtungen. Da es 
aber in der En nur n unabhangige Richtungen geben kann, ist 
p + q - s < n oder s.~ p + q - n. Eine Ep und eine Eq haben also, 
wenn p + q> n ist, wenigstens p + q - n Richtungen gemeinschaft
lich. Raben daher Ep und Eq einen gemeinsamen Punkt; so ist es nur 
fUr p + q s n maglich, daB dieser Punkt der einzige gemeinschaftliche 
ist. 1m allgemeinen ist das Schnittgebilde eine E8 , P:c> s:::; P + q - n, 
in welcher Formel Eo einen Punkt bezeichnet. 

Wir verwenden nun die En zur Definition der verschiedenen GraBen, 
die bei der Behandlung der Differentia1geometrie vorkommen und zei
gen dann spater, daB die erhaltenen Definitionen auch fUr einen Punkt 
der Xn verwendet werden kannen. 

§ 4. Kontravariante und kovariante Vektoren. 
Es sei XV ein kartesisches Koordinatensystem einer En- Beim Uber

gang zu einem anderen kartesischen System mit de m s e 1 ben U r
sprung transformieren sich die XV linear homogen: 

(8 a) 

Lautet die Umkehrung, die immer mog1ich ist, da PJ.! + 0: 

(8 b) X" = Q~ 'xl., 
so ist: 
(9) ,1' PVQItI)' 

X == II ). x ; Y Q" p/I i. 
X = i' ),x 

und daraus geht hervor: 

(10) , it _ i'Q' _ {1 fUr 2 = y (nicht summieren tiber 2), 
P" Q A - Pi, i' - 0 1 -I-

" /l. j V. 

Alle Transformationen der Form (8) bi1den zusammen die lineare 
homogene Gruppeoder (homogene) affine Gruppe 2). Wo wir im fo1-
genden von einer GraB e sprechen, wird darunter immer verstanden der 
Inbegriff einer Anzah1 von Zah1en, die sich bei den Transformationen eben 
dies e r Gr u p p e in bestimmter unten angegebener Weise transformieren. 

Der Inbegriff jedes Systems von Zahlen, von denen eine jede bei 
der Transformation (8) invariant ist, heiBt ZahlgraBe oder Ska1ar. 
Die Zah1en heiBen seine Bestimm ungszahlen. 3 und 4 + 2 i sind 
Beispie1e von Ska1aren mit einer bzw. zwei Bestimmungszahlen (vgl. S. 44). 

Der Inbegriff jedes Systems von n Zahlen vV , die sich bei der Trans
formation (8) transformieren wie die x", heiBt ein kontravarianter 
Vektor. Die Zahlen x" heiBen seine Bestimmungszahlen. Der 

1) Schoute, 1902, S, S. 34. 2) Auch "affine Gruppe mit festern Punkt" genannt. 
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Index wird immer 0 be n geschrieben. Das einfachste Beispiel eines 
kontravarianten Vektors ist der Punkt mit den Koordinaten x". Jeder 
kontravariante Vektor Hi.Bt sich also bei gegebenem U rsprung dar
stellen durch einen Punkt, dessen Koordinaten die Bestimmungszahlen 
·des Vektors sind. Diese geometrische Darstellung ist aber unzweck
maBig, da sie von der Wahl des Ursprungs abhangig ist. Sie laBt sich 
,durch eine von dieser Wahl unabhangige ersetzen, indem man irgend 
.zwei Punkte wahlt, deren Koordinatendifferenzen gerade die Bestim
mungszahlen des Vektors sind. Ein (nicht notwendig gerader) Pfeil 
gibt den Sinn yom negativ gezahlten bis zum positiv gezahlten Punkte 
an. Die beiden Punkte heiBen Anfangspunkt und Endpunkt des 
Vektors. Die Koordinaten der beiden Punkte sind ubrigens beliebig, so 
daB die ganze Figur keinen bestimmten Ort in der En hat, sondern 
sich beliebig parallel zu sich selbst verschieben laBt: 

Jeder kontravariante Vektor laBt sich geometrisch dar
stellen d urch zwei Punkte in der En, denen eine bestimmte 
Richtung, ein bestimmter durch einen (vorzugsweise, ab.er 
nicht notwendig, geraden) Pfeil angebbarer Sinn und eine 
bestimmte gegenseitige Lage zukommt, aber kein bestimm
ter Ort in der En. 

Unter gleichartigen GraBen verstehen wir GraBen mit Bestim
mungszahlen, die sich in derselben Weise transformieren. 

Unter Addi tio n zweier gleichartiger GraBen verstehen wir Addi
tion der korrespondierenden Bestimmungszahlen. Jede Addition erzeugt 
also, infolge der Linearitat der Transformation (8), wiederum eine gleich
artige GraBe. Die geometrische Bedeutung der Addition kontravarianter 
Vektoren ist bekannt (Parallelogrammkonstruktion). 

Die kontravarianten Vektoren mit den Bestimmungszahlen 1, 0, 
... , 0; 0, 1, 0, ... , 0; usw. heiBen die zum gewahlten Koordinaten
·system geharigen kontravarianten MaBvektoren und werden be
.zeichnet mit eY , It = aI' ... , an: 

/' 

(11) 
e" = {' 1 fli.r ')J = II [nicht summieren 1)] , 

/' 0" ')J =l= II . 

Die Bestimmungszahlen eines kontravarianten Vektors sind die Projek
tionen auf die Koordinatenachsen, gemessen durch die zugehOrigen MaB
vektoren. Fur jeden kontravarianten Vektor VV gilt also die Gleichung: 

(12) 

1) e" ist der Inbegriff der n Zahlen 1, 0, ... , 0, die sich bei A.nderung des ., 
Koordinatensystems nicht andern. eV ist also kein kontravarianter Vektor im 

"1 

.eigentlichen Sinne, da die Transformationsweise der Bestimmungszahlen eines 
kontravarianten Vektors gegeben ist durch (8). Man kann aber eY auffassen als einen ", 
Vektor, der fur jede Wahl des Koordinatensystems einen anderen Wert hat. 
Letztere Auffassung, die die ubliche ist, wollen wir bevorzugen. 
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welche die Zerlegung von v" in n Komponenten in den Richtungen 
der Koordinatenachsen angibt. 

Die Gleichung: 
(13) u"x' = 1 

bestimmt eine Hyperebene. Die Ul sind die Koordinaten dieser Hyper
ebene (Hyperebenenkoordinaten) und werden erhalten, indem man die 
Stucke, welche durch die Hyperebene von den Koordinatenachsen ab
geschnitten werden, jedesmal mit dem zugehOrigen kontravarianten 
MaBvektor miBt und dann die reziproken Werte bildet. Die Gleichung 
(13) geht bei der Transformation (8) uber in: 

(14) 

oder, infolge (8): 

( 15) 

und es ist demnach: 

(16a) 

'U/x" = 1 

I P' l 1 u,' i.X = 

Ui. = Pi: 'u" . 

In derselben Weise wird bewiesen: 

(16b) I Q" U i. = lU". 

Die Transformation (16) heiBt zu (8) kontragredient. In den 
Ul haben wir also ein System von Zahlen, die sich kontragredient zu 
den XV transformieren. Der Inbegriff jedes Systems von n Zahlen W;.., 

die sich bei den Transformationen (8) kontragredient zu den x" trans
formieren, heiBt kovarianter Vektor. Die Zahlen Wi. heiBen seine 
Bestimmungszahlen. Der Index wird immer unten geschrieben. 
Das einfachste Beispiel eines kovarianten Vektors ist die Hyperebene 
mit den Koordinaten Ui.. Jeder kovariante Vektor BiBt sich also, bei 
gegebenem Ursprung, darstellen durch eine Hyperebene, deren Ko
ordinaten die Bestimmungszahlen des Vektors sind. Diese weniger 
zweckmaBige Darstellung 1aBt sich wiederum durch eine von der Wahl 
des Ursprungs unabhangige ersetzen, indem man irgend zwei paralle1e 
Hyperebenen wahlt, deren Koordinatendifferenzen gerade die Bestim
mungszahlen des Vektors sind. Ein Pfeil gibt den Sinn von der negativ ge
zahlten bis zur positiv gezahlten H yperebene an. Der Pfeil wird am besten 
krummlinig gezeichnet, da sonst der falsche Eindruck erweckt wird, 
daB zu einem kovarianten Vektor auBer den beiden Hyperebenen noch 
irgendeine Richtung gehort. Die beidenHyperebenen heiBen Anfangs
hyperebene und Endhyperebene desVektors. Die Koordinatender 
beiden Hyperebenen sind ubrigens beliebig, so daB die ganze Figur keinen 
bestimmten Ort in der En hat, sondern sich beliebig parallel zu sich selbst 
verschieben laBt. Die Bestimmungszahlen sind die reziproken Werte 
der durch die beiden Hyperebenen aus den Achsen herausgeschnittenen 
Stucke, gemessen durch die zugehorigen kontravarianten MaBvektoren: 



§ 4. Kontravariante und kovariante Vektoren. 15 

]eder kovariante Vektor l1iBt sich geometrisch darstel
len durch zwei par allele Hyperebenen in der En, denen eine 
bestimmte (n - 1) - Richtung, ein bestimmter durch einen 
(vorzugsweise nicht geraden) Pfeil angebbarer Sinn und 
eine bestimmte gegenseitige Lage zukommt, aber kein be
stimmter Ort in der Enl ). 

Abb. 1 zeigt einen kovarianten Vektor fUr n = 3. Die geometrische 
Bedeutung der Addition zweier kovarianter Vektoren l1iBt sich aus Abb. 2 
ablesen, die einen Schnitt der 6En - l von v}., Wi. und v}. + Wi. darstellt mit 
einer E2 in allgemeiner Lage. Die (n - 1) - Richtung der Summe zweier 
kovarianter Vektoren enthalt also die (n - 2) -Richtung, die den beiden 
Summanden gemeinschaftlich ist. Man erkennt leicht aus dieser Kon
struktion oder auch aus der oben erwahnten geometrischen Bedeutung 

Abb.2. 

der Bestimmungszahlen des kovarianten Vektors, daB die beiden En - 1 

von mWi. eine m mal kleinere Entfernung voneinander haben als die von Wi.' 

Die kovarianten Vektoren mit den Bestimmungszahlen 1, 0, ... ,0; 
0, 1, 0, ... , 0; usw. heiBen die zum gew1ihlten Koordinatensystem ge
horigen kovarianten MaBvektoren und werden bezeichnet mit 
" 'e;., ,U = al , ... , an : 

~. _ J 1 fur I, = t-t (nicht summieren) , 
(17; I. - l ° l' 2) 

~ "Aft-t· 
Fur jede'n kovarianten Vektor Wi. gilt also die Gleichung: 

(is) 
welche die Zerlegung von Wi. in n Komponenten mit den (n - 1)
Richtungen der Koordinatenhyperebenen angibt. Die kovarianten 
:.vIaBvektoren bilden ein n-dimensionales Parallelepiped, dessen Kanten 
mit den kontravarianten MaBvektoren zusammenfallen. Abb. 3 zeigt 
den Sachverhalt fUr n = 3. (Auf die Drehpfeile und den Schraubsinn 
ist hier noch nicht zu achten.) 

1) Schouten, 1923, 4. S. 164. 

2) Die :, lassen sich wie die eP auffassen als eigentliche Vektoren, die fiir , ;. 

jede Wahl des Koordinatensystems einen anderen Wert haben (vgl. S. 13 und S. 57) 
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Aus einem kontravarianten Vektor VV und einem kovarianten Wi. 

laBt sich ein Skalar bilden, also eine Zahl, die bei den Transformationen 
(8) und (16) invariant ist. Infolge (8), (10) und (16) ist namlich: 

(19) 'Vi. 'w = pI. VV Q'u W = VV W 
i. v '- f' v 

und Vi. Wl ist also eine Invariante. U mgekehrt, sind die VV die Bestimmungs
zahlen eines kontravarianten Vektors, und ist vAw;. invariant Hir jede 
Wahl von vV , so folgt, daB die Wi. Bestimmungszahlen eines kovarianten 
Vektors sind. Das gleiche gilt bei Vertauschung von VV und w;. Die 
Invariante v'-w,- heiBt die (skalare) Uberschie bu ng von v" mit Wi.' Ihre 
geometrische Bedeutung ist einfach. MiBt man VV mit dem kontravarianten 
Vektor, der aus der Geraden von VV durch die beiden Hyperebenen von Wi. 

herausgeschnitten wird, als MaBeinheit, so ist das Resultat gerade ~/ Wi.' 

Abb·3. 

Man er halt das gleiche Resulta t, wenn man in dual en tgegengesetzter Weise 
w). miBt mit dem kovarianten Vektor, der parallel zu w). durch Anfangs
und Endpunkt von VV gelegt werden kann, als MaBeinheit. Die Gleichung: 

(20) 

bedeutet also, daB VV gerade zwischen die beiden En - 1 von Wi. paBt, 
die Gleichung: 
(21) vi. Wi. = 0, 

daB die Richtung von VV in der (n - 1)-Richtung von Wi. enthalten ist. 
Aus den Gleichungen (11) und (17) folgt: 

(22) 
fJ {1 fUr oX = (3 (nicht tiber oX summieren) , 

ell ell == I 

IX' O"oX-r(3, 

d. h. der MaBvektor eV paBt zwischen die En - 1 von ;;. und seine Rich-
IX 

tung ist in den (n -1)-Richtungen samtlicher n -1 anderen kovarianten 
MaBvektoren enthalten. Man betrachte hierzu Abb.3. 
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§ 5. Kontravariante und kovariante Bivektoren, 
Trivektoren usw. 

Zwei linear unabhangige kontravariante Vektoren vY und wY in 
bestimmter Reihenfolge bestimmen ein Parallelogramm mit einer be
stimmten 2-Richtung und einem bestimmten Drehsinn (Abb.4). Als 

Bestimmungszahlen dieser Figur kann man etwa die (~) Projektionen 

auf die Koordinatenebenen wahlen, gem essen mit Hilfe der von den 
eV gebildeten Parallelogramme. Man findet fur diese Bestimmungszahlen 

l'eicht die Werte I vI.. w-" \ =--= vI.. w" - VU wi. . 
Wir nennen nun den Inbegriff jedes Systems von (~) Zahlen 

ui .. /I = - uti;., die sich bei den Transformationen (8) transformieren wie 

die (~) Determinanten IVAw"l, die man aus zwei beliebigen kontra~ 
varianten Vektoren bilden kann, einen kontravarianten Bivektor. 
Das einfachste Beispiel eines kontravarianten Bivektors ist ein Teil einer 
E2 , dem eine bestimmte 2-Richtung, ein bestimmter Inhalt und ein be
stimmter durch einen Drehpfeil angebbarer Sinn zukommt, dessen Form 
und dessen Ort in der En aber iibrigens unbestimmt sind. Die Bestimmungs-

zahlen dieser GroBe sind etwa die (~) Projektionen auf die Koordinaten

ebenen, gem essen mit Hilfe der Parallelogramme der kontravarianten 
MaBvektoren. LaBt sich ein kontravarianter Bivektor in dieser Weise geo
metrisch darstellen, so heiBt er einfach. Dies ist eine geometrische De
finition, die korrespondierende algebraische wird spater angegeben (S. 26). 
Ein kontravarianter Bivektor ist im allgemeinen nicht einfach, laBt sich 
aber als Summe einer endlichen Anzahl von einfachen Bivektorenschreiben, 
wie unmittelbar aus folgender auf (17) beruhenden Zerlegung hervorgeht: 

(23) 

In derselben Weise bestimmen p linear unabhangige kontravariante 
Vektoren vY , ••• , v" in bestimmter Reihenfolge ein p-dimensionales 

1 p 

Parallelepiped mit einer bestimmten p-Richtung und einem bestimmten 
p-dimensionalen Schraubsinn. Als Bestimmungszahlen kann man etwa die 

(;) Projektionen auf die (;) Koordinaten-Ep wahlen, gemessen mit 

Hilfe der (;) p-dimensionalen Parallelepipede, die sich aus den kontra

varianten MaBvektoren bilden lassen. Man findet fUr diese Bestimmungs-
zahlen leicht die Werte : I vV' ... v"p 

I 1 1 

, . 
i· 
I 

V", VVp 
p .. , p I 

Wir nennen nun den Inbegriff jedes Systems vo~ (;) Zahlen u"''''''P, 

die sich bei den Transformationen (8) transformieren wie die (;) Deter-

Schouten,Ricci-Kalkii1. 2 
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minanten, die man aus p beliebigen kontravarianten Vektoren bilden 
kann, einen kontravarianten p-Vektor. Notwendige Bedingung ist 
natfirlich, daB Vertauschung von zwei der Indizes "'1' ... , vp Vorzeichen
wechsel herbeifiihrt. Wir bringen dies zum Ausdruck, indem wir sagen, 
daB uP, ... Pp in allen p Indizes alternierend ist. Das einfachste Bei
spiel eines kontravarianten p-Vektors ist ein Teil einer Ep , dem eine 
bestimmte p-Richtung, ein bestimmter Inhalt und ein bestimmter durch 
eine p-dimensionale Schraube mit PfeiP) angebbarer Sinn zukommt, 
dessen Form und dessen Ort in der En aber ubrigens unbestimmt sind. 

Die Bestimmungszahlen dieser GroBen sindetwadie (;) Projektionen auf 

die Koordinaten-Ep , gemessen mit Hilfe der p-dimensionalen Parallel
epipede der kontravarianten MaBvektoren. LaBt sich ein kontravarianter 
P -Vektorin dieser Weise geometrisch darstellen, so heiBt er e in f a c h. Ein 
kontravarianter (n - 1)-Vektor ist stets einfach. Die korrespondierende 
algebraische Definition folgt weiter unten (S.26). Ein kontravarianter 
p-Vektor ist im allgemeinen nicht einfach, laBt sich aber stets als Summe 
einer endlichen Anzahl einfacher p-Vektoren schreiben (vgl. S.17). 

Die Reihe der kontravarianten p-Vektoren schlieBt mit dem kontra
varianten n-Vektor, der stets einfach ist, nur eine einzige Bestimmungs
zahl hat und durch einen Teil der En mit bestimmtem Inhalt und einem 
bestimmten n-dimensionalen Schraubsinn dargestellt wird. Die eine 
Bestimmungszahl ist nicht invariant bei der Transformation (8) und 
ein kontravarianter n-Vektor ist also kein Skalar. 

Zwei einfache kontravariante p-Vektoren konnen bis jetzt dann und 
nur dann der GroBe nach verglichen werden, wenn sie dieselbe p-Rich
tung haben. Fur p = n ist der Vergleich also stets moglich. Abb. 3 
zeigt fur n = 3 die drei einfachen kontravarianten Bivektoren und den 
kontravarianten Trivektor, die aus den kontravarianten MaBvektoren 
gebildet werden konnen. 

Zwei linear unabhangige kovariante Vektoren Vl und W;. in be
stimmter Reihenfolge bestimmen einen "Balken" mit einer bestimmten 
(n - 2)-Richtung und einem bestimmten Drehsinn. Abb. 5 zeigt den 
Fall n = 3. Als Bestimmungszahlen dieser Abbildung kann man etwa die 
reziproken Werte der n Stucke wahlen, die aus den Koordinatenebenen 
herausgestochen werden, gemessen mit Hilfe der von den kontra
varian te n MaBvektoren gebildeten Parallelogramme. Man findet ffir 
diese Bestimmungszahlen leicht die Werte I VA W" I· 

1) Da die Aufeinanderfolge der Verschiebungen eV , ••• , eV denselben oder 
a1 ap 

den entgegengesetzten Schraubsinn bestimmt wie die Aufeinanderfolge - eV , 

- eV , je nachdem p (P + 1) gerade oder ungerade ist, kehrt sich ein p-dim:~-
a, . 2 

sionaler Schraubsinn dann und nur dann bei Umkehrung des Pfeiles um, wenn 

P (P +---.!l ungerade ist. Fur gerades rJP ~ 1 t kann der Pfeil also fortgelassen werden. 
2 2 
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Wir nennen nun den Inbegriff jedes Systems von (~) Zahlen 

U!./1 = - u,,!., die sich bei den Transformationen (8) transformieren wie 

di~ (~) Determinanten iv!. w.ui , die man aus zwei beliebigen kovarian

ten Vektoren bilden kann, einen kovarianten Bivektor. Das ein
fachste Beispiel eines kovarianten Bivektors ist ein Zylinder, dessen 
Begrenzung von (x;,! vollstandig parallelen En - 2 erzeugt wird, und dem 
ein bestimmter Querschnitt und ein bestimmter, durch einen Drehpfeil 
angebbarer Sinn zukommt, dessen Querschnittsform und dessen Ort in 
der En aber iibrigens unbestimmt sind. Die Bestimmungszahlen dieser 

GroBe sind etwa die reziproken Werte der (~) Stiicke, die durch den 

Zylinder aus den Koordinatenebenen herausgestochen werden, gemessen 
mit Hilfe der Parallelogramme der zugehOrigen 
kontravarianten MaBvektoren. LaBt sich 
ein kovarianter Bivektor in dieser Weise geo
metrisch darstellen, so heiBt er einfach. 

In derselben Weise bestimmen p linear un-
1 P 

abhangige kovariante Vektoren Vi,' ••• , VA in 
bestimmter Reihenfolge eine Figur mit emer 

Abb.5. 

bestimmten (n - P)-Richtung, einem bestimmten Querschnitt und einem 
bestimmten p-dimensionalen Schraubsinn. Als Bestimmungszahlen kann 

man etwa die reziproken Werte der (;) Stiicke wahlen, die aus den Ko

ordinaten-Ep herausgestochen werden, gem essen mit Hilfe der von den zu
gehOrigen kontravarianten MaBvektoren gebildeten p-dimensionalen 
Parallelepipede. Man findet fiir diese Bestimmungszahlen leicht die Werte 

[ 1 

Vi", .• VAl' 

I' p 

VA, ••• VAl' 

Wir nennen nun den Inbegriff jedes Systems von (;) Zahlen Ui., .. .i.P ' 

die in allen Indizes alternierend sind und sich bei den Transformationen 

(8) transformieren wie die (;) Determinanten, die man aus p beliebigen 

kovarianten Vektoren bilden kann, einen kovarianten p-Vektor. Das 
einfachste Beispiel eines kovarianten p-Vektors ist ein Zylinder, dessen 

2* 
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Erzeugende En - p sind, und dem ein bestimmter Querschnitt und ein 
bestimmter p-dimensionaler Schraubsinn zukommt, dessen Querschnitts
form und dessen Ort in der En aber unbestimmt sind. Die Bestimmungs
zahlen dieser GraBe sind die reziproken Werte der Stucke, die aus den 
Koordinaten-Ep herausgestochen werden, gemessen wie obenl). UiBt 
sich ein kovarianter p-Vektor in dieser Weise geometrisch darstellen, so 
heiBt er einfach. Das korrespondierende algebraische Kriterium folgt 
weiter unten (S.26). Ein kovarianter (n - 1)-Vektor ist stets einfach. Ein 
kovarianter p-Vektor ist im allgemeinen nicht einfach, HiBt sich aber stets 
als Summe einer endlichen Anzahl einfacher p-Vektoren schreiben. Es 
ist nun klar, daB jedem kontravarianten p-Vektor in einer bis auf einen 
Zahlenfaktor eindeutigen Weise ein kovarianter (n - p)-Vektor zugeordnet 
ist, namlich der (n - p)-Vektor, der dieselbe p-Richtung hat. Eben dieser 
Zahlenfaktor macht es aber unmaglich, beide GraBen zu identifizieren. 

Die Reihe der kovarianten p-Vektoren schlieBt mit dem kovarian
ten n-Vektor, der stets einfach ist, nur eine einzige Bestimmungszahl 
hat und durch einen Teil der En mit bestimmtem Inhalt und einem be
stimmten n-dimensionalen Schraubsinn dargestellt wird. Der kontra
variante und der kovariante n-Vektor werden also durch geometrische 
Figuren derselben Art dargestellt. Korrespondieren sie genau mit der
selben Figur, so sind ihre Bestimmungszahlen offenbar zueinander reziprok. 

Zwei einfache kovariante p-Vektoren kannen bis jetzt dann und 
nur dann der GraBe nach verglichen werden, wenn sie dieselbe (n - P)
Richtung haben, fur p = n also immer. 

Abb. 3 zeigt fUr n = 3 die drei einfachen kovarianten Bivektoren 
und den kovarianten Trivektor, die aus den kovarianten MaBvektoren 
gebildet werden kannen. 

Die Gesamtheit der Richtungen eines kontravarianten p-VektorsheiBt 
ein kontravariantes Gebiet pter Stufe, die Gesamtheit der (n -1)
Richtungen, die durch die (n - P)-Richtung eines kovarianten p-Vektors 
gelegt werden kannen, ein kovariantes Gebiet pter Stufe. In einem 
kontravarianten Gebiet pter Stufe gibt es p linear unabhangige kontra-

variante Vektoren, allgemeiner (~) linear unabhangige einfache kontra

variante q-Vektoren. Dasselbe gilt m. m. fur ein kovariantes Gebiet 
pter Stufe. Ein ko- bzw. kontravarianter (P - 1)-Vektor in einem 
ko- bzw. kontravarianten Gebiet pter Stufe ist offenbar stets einfach. 

§ 6. Geometrische Darstellung kontravarianter 
und kovarianter p-Vektoren bei Einschdinkung der Gruppe. 

Die bisher behandelten GraBen sind alle definiert in bezug auf die 
Transformationen der (homogenen) affinen Gruppe (8). Diese GraBen 
lassen sich nun auch in einfacherer Weise geometrisch darstellen, voraus-

1) Schouten-Struik, 1922, 6. 
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gesetzt, daB man sich auf weniger allgemeine Transformationen als (8) 
beschrankt, d. h. nicht alle kartesischen Koordinatensysteme mit dem
selben Ursprung zulaBt, sondern nur gewisse bevorzugte. Wir wahlen 
dazu zunachst die Transformationen, bei welchen die Determinante 
I Pi. I = + 1 ist, d. h. wir lassen nur solche kartesische Koordinaten
systeme zu, die auseinander vermittels einer Transformation (8) mit 
Determinante + 1 hervorgehen konnen. Diese Transformationen bilden 
zusammen die aq ui vol u mi nare Gruppe, eine Untergruppe der affinen. 
Sie sind inhaltstreu, lassen aber einen gegebenen n-dimensionalen 
Schraubsinn nich t invariant. Zur Auswahl der zulassigen Koordinaten
systeme verwenden wir diese Inhaltstreue. Irgendein n-dimensionales 
Volumen werde als Einheitsvolumen festgelegt. Es sind dann nur 
solche Koordinatensysteme zulassig, bei denen der Inhalt des Parallel
epipeds der kontravarianten lVIaBvektoren gerade die Volumeinheit ist. 

Es sei nun ein kovarianter Vektor gegeben. Dann ist es immer 
moglich, in den beiden En - 1 dieses Vektors zwei kongruente En_rTeile 
abzugrenzen, dermaBen, daB der Inhalt des von beiden gebildeten Zy
linders gerade die Volumeinheit ist. Jedem kovarianten Vektor kann 
also in eindeutiger \Veise ein TeiJ einer En - 1 zugeordnet werden, dem 
eine bestimmte (n - 1)-Richtung, ein bestimmter Inhalt und ein be
stimmter Sinn zukommt, dessen Form und dessen Ort in der En aber 
iibrigens unbestimmt sind. Der Sinn kann vermitteJs eines d urch die 
En - 1 hindurchstechenden (vorzugsweise nicht geradlinigen) Pfeiles 
angegeben werden. Jeder kovariante Vektor kann also bei der aquivolu
minaren Gruppe statt durch zwei parallele En - 1 auch durch diese ein
fachere Figur dargestellt werden. 

In derselben Weise laBt sich mit Hilfe der Volumeinheit jedem 
kovarianten (n - p)-Vektor in eindeutiger \Veise ein Teil einer Ep 
zuordnen, dem eine bestimmte p-Richtung, ein bestimmter Inhalt und 
ein bestimmter (n - p)-dimensionaler Schraubsinn zukommt, dessen 
Form und dessen Ort in der En aber iibrigens unbestimmt sind. Die 
(n - p)-dimensionale Schraube ist in irgendeiner die Ep nur in einem 
Punkte schneid end en En - p anzubringen. Dies gilt allgemein fUr 
p = 1, ... , n - 1, wenn man folgerichtig Pfeil und Drehsinn als 1- bzw. 
2-dimensionalen Schraubsinn auffaBt. Jeder kovariante (n - p)-Vektor 
JaBt sich also jetzt durch eine einfache p-dimensionale Figur darstellen. 
Der Unterschied zwischen dem kontravarianten p-Vektor und dem 
kovarianten (n - p)-Vektor besteht nur darin, daB bei der ersten GroBe 
der Schraubsinn p-dimensional ist und in der Ep liegt, wahrend bei der 
zweiten Figur der Schraubsinn (n - p)-dimensional ist und ganz 
a uBerhalb der Ep liegt. Man kann dies zum Ausdruck bringen, indem 
man die erste Figur p-Vektor erster Art, die zweite p-Vektor 
zweiter Art nennt. Diese Namen haben selbstverstandlich nur bei 
Zugrundelegung der aquivoluminaren Gruppe Bedeutung. 
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FUr n = 3 sind die Verhaltnisse sehr leicht zu iibersehen. Es gibt 
da zunachst den kontravarianten Vektor, darstellbar durch einen Pfeil, 
und den kovarianten Bivektor, darstellbar durch einen Teil ciner Ge
raden mit einem Drehsinn (Vektor erster und zweiter Art). Sodann 
gibt es den kontravarianten Bivektor, darstellbar durch einen Teil 
einer Ebene mit Drehsinn und den kovarianten Vektor, darstellbar 
durch einen Teil einer Ebene mit einem durch die Ebene hindurch
stechenden Pfeil (Bivektor erster und zweiter Art). Es sind dies die 
vier GroBen, die auch gemeint sind mit den Worten: 1. polarer Vek
tor, 2. axialer Vektor, 3. axialer Bivektor und 4. polarer 
Bivektor1) (Abb.6). 

Gehen wir nun zu einer noch weniger umfassenden Gruppe iiber, 
der (homogenen) speziell affinen, die nur die Transformationen (8) 
mit der Determinante + 1 enthalt, so vereinfacht sich die geometrische 

4. Abb.6. 3· 

Darstellung wiederum. Die Trans
formationen dieser Gruppe lassen 
nieht nur die Volumeinheit in
variant, sondern auch einen ge
gebenen n-dimensionalen Schraub
sinn. Wir legen nun einen solchen 
Schraubsinn als Normalschraub
sinn fest (z. B. fUr n = 3 eine 
Rechtsschraube) und lassen nur 
noch solche Koordinatensysteme 
zu, bei denen die Punktfolge 
0,0, ... 0;1,0,0, ... 0;0,1,0, ... 0 

usw. den Normalschraubsinn bestimmt. Jedem (n - p)-dimensionalen 
Schraubsinn in einer En _ p ist dann in jeder die En _ p nur in einem Punkte 
schneidenden Ep in eindeutiger Weise ein p-dimensionaler Schraubsinn 
zugeordnet (z. B. fur n = 3 jedem Pfeil in jeder den Pfeil schneidenden 
E2 ein Drehsinn). Damit ist aber jedem kovarianten (n - p)-Vektor in 
eindeutiger Weise ein kontravarianter p-Vektor zugeordnet, d. h. der 
kovariante (n - p)-Vektor kann jetzt durch dieselbe Figur dargestellt 
werden wie der kontravariante p-Vektor. Anders ausgedriickt, der 
Unterschied zwischen den p-Vektoren erster und zweiter Art ver
schwindet. Die zugehorigen algebraischen Formeln finden sich S. 32. 
Fur n = 3 verschwindet also der Unterschied zwischen Vektoren und 
Bivektoren (vgl. Abb. 6). 

Zu einer noch weniger umfassenden Gruppe, bei der sich auch der 
kontravariante p-Vektor und der kontravariante (n - p)-Vektor durch 
dieselbe Figur darstellen lassen, gelangen wir weiter unten. 

1) In der Literatur herrscht hier groBe Verwirrung, was nur daran liegt, 
daB die zugrunde gelegte Gruppe nicht beachtet ist. Raben doch diese Unter
scheidungen n ur bei der aquivoluminaren Gruppe Bedeutung. 
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§ 7. Allgemeine GroBen. 

Wir wenden uns nun zur Definition der allgemeinen GraBen, wobei 
als Spezial£aIl die bis jetzt betrachteten GraBen wiederum auftreten. Es 
wird die (homo gene ) affine Gruppe zugrunde gelegt. 

A. Kontravariante GraBen. Es seien v", ••• , v1' linear unab-
1 p 

hangige kontravariante Vektoren. Bei der Transformation (8) der affinen 
Gruppe transformieren sich die nP Produkte, die sich aus den Bestim
mungszahlen dieser Vektoren bilden lassen, in einer ganz bestimmten 
Weise und jedenfalls wiederum linear homogen. Wir nennen nun den 
Inbegriff von nP Zahlen V""""p eine kontravarianteGraBe odereinen 
ko n tra varian ten Affinor p ten Gr ad e s, wenn sich die Zahlen bei den 
Transformationen (8) transformieren wie die oben angegebenen Produkte. 
Es ist zu beachten, daB die Reihenfolge der 1ndizes wesentlich ist, da 
ja z. B. im allgemeinen VV, ... "p durchaus nicht gleich V1" "'''3''' 1'p zu sein 
braucht. AIle kontravarianten GraBen bekommen 0 b ere 1ndizes. 

Lassen sich die p-Vektoren v", ... , v1' zufallig so wahlen, daB fiir 
aIle vVerte der 1ndizes 1 p 

(24) V'J'l"'Vp == V'J'l ••• v)'p , 
1 P 

so heiBt V1',···,·p das allgemeine Produkt von v1' , ••• , v" in dieser 
1 p 

Reihenfolge. Die Reihenfolge der Faktoren ist wiederum wesentlich. 
1m allgemeinen gelingt es nicht, v", ... , v" in dieser Weise zu wablen, 

1 p 

v""""P laBt sich aber immer als Summe einer endlichen Anzahl von 
Produkten von p-Vektoren schreiben. Auch HiBt sich V1""'''p stets als 
ein allgemeines Produkt von p idealen Vektoren v", ... , v" schreiben, 

1 p 

indem man (24) als Defini tio nsgleich ung dieser Vektoren betrachtet. 
Entsprechendes geschieht ja bekanntlich auch in der Aronhold-Clebsch
schen 1nvariantensymbolik. Die Rechnung wird durch Einfiihrung 
dieser idealen Vektoren oft bedeutend erleichtert und vereinfacht. Der 
Kunstgriff beruht darauf, daB die Bestimmungszahlen der idealen Vek
toren, die nichts anderes sind als Aronhold-Clebschsche Symbole, sich in 
derselben Weise transformieren wie die realen Vektoren, und man also 
wahrend der Rechnung den Unterschied zwischen realen und idealen Vek
tor en gar nicht zu beachten braucht. Erst nach der Rechnung ist zur 
Erlangung der realen Bedeutung des Resultates auf (24) zuriickzugreifen. 

Bei der Verwendung von idealen Vektoren ist eines zu beachten. 
Kommt eine GraBe in irgendeinem Produkte mehr als einmal vor, 
z. B. u)"u in dem Produkte u,<I, 1£'{(1', so muB man bei Einfiihrung idealer 
Vektoren mit Hilfe der Gleichung 

(25) 

in irgendeiner Weise einen Unterschied machen zwischen den Vek
toren, die zu verschiedenen Faktoren geharen. Geschieht dies nicht, 



24 Der algebraische Teil des Kalkiils. 

so kommt man zu Fehlschlussen, wie folgendes Beispiel zeigt. Es 
lieBe sich doch schlieBen 

(26) 

ein offen bar bei einer allgemeinen GroBe ui .. u falsches Resultat. Es konnte 
doch z. B. fur irgendeine Wahl von 11:, A,,u und y u";' ± 0, uP" =F 0, U/,i. = ° 
sein. Fuhrt man fur die idealen Vektoren des zweiten Faktors eine be
sondere Bezeichnung em: 
(27) Ui .. 11 = Vi. w·" = 'VA 'W·If , 

so wird: 
(28) 

u YvA u,Ul' == vy.w)' 'Vl l 'Wl!, 

U.II!·Zf'" = v/'w!· 'vI< 'w". 

und jede Verwechslung ist ausgeschlossen. Tritt also eine GroBe i mal 
in einem Produkt auf, so sind gerade i gleichberechtigte Systeme 
idealer Vektoren einzufuhren, so daB jeder Faktor seine eigenen Vek
tor en bekommt, die nicht mit den Vektoren eines anderen Faktors ver
wechselt werden durfen. Derselbe Sachverhalt liegt ja bekanntlich in 
der Aronhold-Clebschschen Symbolik vor. 

Werden die idealen Vektoren von V"l"'''P in irgendeiner Reihen
folge miteinander multipliziert, so entsteht ein Isomer von V"l"'Vp, 

und zwar ein g erades oder ein ungerades Isomer, je nachdem die 
Permutation gerade oder ungerade ist. Es gibt also p! Isomere, v·, ,,,,',> 
selbst mitgezahlt. Zwei verschiedene Isomere derselben GroBe sind im 
allgemeinen ungleich. Sie haben zwar dieselben Bestimmungszahlen, 
aber die Reihenfolge der Indizes ist bei zwei gleichen Bestimmungs
zahlen eine andere. Tritt irgendwo Gleichheit auf oder Gleichheit bis 
auf das Vorzeichen, so ist das eine Eigenschaft der GroBe, die offenbar 
von der Wahl des Koordinatensystems unabhangig ist, die GroBe ist 
dann eben besonderer Art. 

Es sind da zwei FaIle als b,;sonders wichtig hervorzuheben. Erstens 
der Fall, wo alle Isomere gleich sind, wo die GroBe sich also nicht andert, 
wenn zwei beliebige ideale Vektoren vertauscht werden. Eine solche 
GroBe heiBt symmetrisch oder ein Tensor. Der zweite bemerkens
werte Fall tritt auf, wenn bei Vertauschung irgend zweier idealer Vek-

toren nur Vorzeichenwechsel auftritt. In diesem FaIle sind also P! der 

Isomere unter sich' gleich und den anderen'~! entgegengesetzt :reich. 

Eine solche GroBe heiBt alter niere nd. Bei einer alternierenden GroBe 
nennt man den Grad mit GrafJmann auch Stufe 1). Die Bestimmungs-

zahlen der GroBe sind die (;) Zahlen: 

Vl'l • •. vYp I 

1 1 1 

PI!: : 
I VJ'l ••• VVp i 
,P P 

1) Graf3mann, 1844, 1, S. 52. 
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Da aber die idealen Vektoren sich wie gewohnliche Vektoren trans
formieren, folgt, unter Berticksichtigung der Definition auf S. 18, daB 
eine alternierende GroBe p-ter Stufe ein p-Vektor ist. 

Sind p reale oder ideale kontravariante Vektoren ~v, .•• , ~v gegeben, so 

kann man samtliche p! Isomere des Produktes v"' . .. v"p bilden, diese zu-
1 p 

sammenzahlen und die Summe durch die Anzahl p! dividieren. Die so ent
stehende offenbar symmetrische GroBe heiBt das symmetrische Pro
dukt der Vektoren vI', ... , vI' und der symmetrische Teil des Pro-

1 p 

duktes vI', ... VVp. Wir schreiben fUr diese GroBe: v(J', ... v"p). Es ist also z. B.: 

(29a) 

(29b) 

1 p 1 p 

V(i'W,II) = !(vi·w.1l + Vi' Wi.) , 

R(w,ll)i.v = ! (R w,lli.v + R,llwi.,,) , 

{ R
• •• (a tJr))· __ .L (R' •• ". liyA + R' .: tJ ,1''';' + R'" l' IX Ii i. (29c) (I),"), V - 6 W,U). V OJ,UI. ~. (I),U), V. 

+ R''' IX y/Ji. + R ... ji IX 1'/. + R'''y 'pIX!.) 
(Jj ,U). V 0) ,It J. V .0) /l}. '[ • 

Das Wort "Teil" ist in der Tat zutreffend, da bei Abzug des symmetri
schen Teiles eine GroBe VV' ..• vYp - v(v, ... v"p) entsteht, deren sym-

1 p 1 11 

metrischer Teil ~ull ist. Der ProzeB, der v(v' ... vvp) aus v"' ..• v"p er-
t ]J 1 P 

zeugt, heiBt mischen tiber die Indizes I,!, ... , vp' 

Bildet man aus dem Produkte v"' ... vVp , p> 1, die Summe samt-
1 p 

licher geraden Isomere und zieht man die Summe samtlicher ungeraden 
Isomere ab, so entsteht eine alternierende GroBe. Diese GroBe, durch P! 
dividiert, heiBt das alternierende Prod ukt von v", ... , VV und der 

1 1-' 

alternierende Teil des Produktes VY' ... vVp und wird bezeichnet mit 
V[l'l ..• v1'pJ. E . t 1 B 1 P S IS a SO z. .: 
1 p 

(30a) 

(30 b ) 

(JOc) 

ur"v"witl = b I v" VA V,II , 

w"wi·w," ' 

{ 
R [~,;'2]v = l (R ,:Ji: i v + R,:, j.:: + R;:o;,;, J' , 

R ••• " R ••• v R ••• v) 
- ,UWA - ).,1((0 - WA,1l , 

{ 
R • .. v 1 (R ••• Y + R' •• Y + R ••• Y 

W,II[" Vpy]l' = 6 •. ~:'" vjiyy •• :u:'ji v),"Y •• ~~"y VextJv 

- R""Il" vypl' - R Oi / IP v lXYV - RW/I)' V(!IX") ' 

(30 d) (L;.[~ - L g!. [E) g/I]V = L!.[~ g,,,]v - L g;.[" g,ll] V 

= ! (L;.1i g,IIY - L;.,II g~v) - ! L (g;.:; gl'l' -- gi.!1 g:;l')' 

Das Wort "Teil" ist auch hier zutreffend, da der alternierende Teil 
von vl" ... vYp - v[l', ... vvp ] verschwindet. Der ProzeB, der v[Y, ... v"p] aus 

1 pIp 1 /1 

v"' ... v"p erzeugt, heiBt alternieren tiber die Indizes VI> ••• , Vp. 
1 p 

~lan kann auch mischen oder alternieren tiber einige der p Indizes und 
erhalt dann eine GroBe, die nur in die sen Indizes symmetrisch bzw. 
alternierend ist 
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Das alternierende Produkt v[2, ••• V~p] HiBt sieh, je naehdem man 
1 p 

die Indizes oder die idealen Faktoren perrnutiert, auf zwei versehiedene 
Weisen aussehreiben. Einerseits ist: 

1 
V[I" ••• vApJ = ~ Vi., v[A, ••• vl,pJ - ~ vA, v[l·, Vi., ••• vApJ 

(31) 1 p P 1 2 P P 1 2 a p 

1 + - VA, V[l·, Vi., Vi" ••• VApJ - USW., 
PI2 34 P 

andererseits ist: 

1 
v[l·, ••• v l.pJ = ~ vA, V[l·, ••• Vi,pJ - ~ Vi., V[A, Vi' 3 ••• Vi.pJ 
I p P12 l' P" 3 P 

+ ~ vA, V[I., VA3 Vi., ••• VAp] - USW. 
pa 1 24 P 

(32) 

Ftir jede GroBe gilt also: 
V[I., ... ApJ = ~ vl,dl., ... ApJ _ ~ VI.,[A,i'3 ".!.PJ + ~ VA3[A,I.,I., ... i·pl 

P p P usw. , 

und aueh: 
(34) v[A, ... Ap] = ~ vl.,[!" ... 'p] - ~ v[A 2 IA,li'3 ... Ap] + ~vrA,A3IA,IA, ... ApJ - usw., 

p p p 
wo die vertikalen Striche angeben, daB tiber den eingesehlossenen Index 
nicht alterniert wird. Die zweite Form wird u. a. auf S. 30 Verwendung 
finden. 

Mit Hilfe der alternierenden Multiplikation HiBt sich nun die De
finition des einfaehen p-Vektors folgendermaBen ausspreehen: 

Ein p-Vektor ist einfach, wenn er das alternierende 
Produkt von p realen Vektoren istl). 

Allgemeiner nennen wir einen p-Vektor q-dimensional, wenn 
er sich ganz in einer E q , aber nicht in einer Eq~l unterbringen HiBt, 
d. h. sich als Summe von Produkten von Vektoren schreiben HiBt, die 
aIle in einer E q, aber nicht in einer Eq~l liegen. In einer Ep+1 gibt es 
offenbar keine anderen als einfache p-Vektoren, da je zwei einfaehe 
p-Vektoren in einer Ep+l wenigstens p -1 Richtungen gemeinschaftlich 
haben und sieh also zu einem einzigen einfachen p-Vektor zusammen
stellen lassen. Ein p-Vektor ist also niemals (P + 1)-dimensiona12). 

N otwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB eine GroBe V"''''''p 

symmetrisch bzw. alternierend ist, ist, daB die GroBe ihrem symmetri
schen bzw. alternierenden Teil gleich ist, also: 
(35) vV,,,.,,p = v(·,· .. 1'p) bezw. v1"'''''p = V["1'''''pJ. 

Eine symmetrische GroBe HiBt sich also stets als Potenz emes 
einzigen idealen Vektors schreiben: 

(36) 
Die Bestimmungszahlen dieses Vektors sind Aronhold-Clebschsche 
Symbole. In derselben Weise HiBt sieh eine alternierende GroBe stets 
als Potenz eines einzigen Vektors schreiben: 

1) Graf3mann, 1862, 1, S. 56. 2) Grapmann, 1862, 1, S. 61. 
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Die Bestimmungszahlen des Vektors sind hier WeitzenbOck sche Kom
plexsymbole. 1m Gegensatz zu den Aronhold-Clebschschen Sym
bolen genligen die WeitzenbOckschen Komplexsymbole dem kom
mutativen Gesetz der Multiplikation nicht, bei Vertauschung irgend 
zweier zur namlichen GroBe vY, ... ,'p gehorigen Symbole tritt Vor
zeichenwechsel auf. Die Darstellung einer alternierenden GroJ3e als 
Potenz kommt in der Differentialgeometrie weniger vor, die der sym
metrischen GroBe dagegen sehr oft. 

B. Kovariante GroBen. Aus den kovarianten Vektoren lassen 
sich in derselben Weise kovariante Affinoren, Tensoren und p-Vektoren 
bilden, und alles was liber kontravariante GroJ3en gesagt ist, gilt m. m. 
auch fUr kovariante GroJ3en. Alle kovarianten GroBen bekommen 
untere Indizes. 

Sieht man von der GroBe ab und betrachtet man also nur die Ver
haltnisse der Bestimmungszahlen, so lassen sich die Bestimmungszahlen 
eines einfachen kontra- bzw. kovarianten p-Vektors auch auffassen als 
die homogenen Koordinaten einer Ep - l bzw. En - p - l in einer En - l , die 
Bestimmungszahlen eines allgemeinen kontra- bzw. kovarianten p-Vek
tors als homogene Koordinaten eines En - p - r bzw. Ep_l-Komplexes in 
der En - l • Ein kontravarianter Bivektor steht also in dieser Weise fUr 
n = 4 in Beziehung zu einem Linienkomplex in Ea. 1st der Bivektor 
einfach, so besteht der Linienkomplex aus allen Geraden, die eine be
stimmte Gerade schneid en 1). 

C. Gemischte GroBen. Eine gemischte GroBe oder ein ge
mischter Affinor pten Grades ist der Inbegriff von nP Zahlen, die 
sich bei den Transformationen (8) transformieren wie die nP Produkte 
der Bestimmungszahlen von p verschiedenen Vektoren, von denen 
q < p kontravariant, die anderen p - q kovariant sind. Die gemischte 
GroBe bekommt q obere und p - q untere Indizes, und laBt sich als 
Produkt von p idealen Vektoren schreiben, von denen q kontravariant 
und p - q kovariant sind, z. B.: 

(38) v· Al' = V"VAV.H V, .. 
" •. l' 2 3 

Auf die Reihenfolge der Indizes ist auch hier aufs strengste zu 
achten2). 

Der wichtigste gemischte Affinor ist der Einhe'itsaffinor (vgl. 

1) Vgl. z. B. Weitzenbock, 1923. 1, S.69 und 83. 
2) Es ware hier vollkommen geniigend, riur die Reihenfolge gleichartiger 

Indizes zum Ausdruck zu bringen, was zur einfacheren, oft verwendeten Schreib

weise v~l: fiihren wiirde. Spater, nach Einfiihrung einer MaBbestimmung, konnte 
dann aber die, nicht von Ricci herriihrende, jetzt aber allgemein iibliche Methode 
des Herauf- und Herunterziehens der Indizes (vgl. S. 39) nicht verwendet werden. 
ohne daB Zweideutigkeit entstande. 
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S. 29), dessen Bestimmungszahlen in bezug auf j edes Koordinatensystem 
gegeben sind durch die Gleichungen: 

(39) A" _ {1 fUr .Ie = y (nicht summieren uber j.), 
1.- 0 " .Ie =l= y1). 

Nur fur diesen Einheitsaffinor verwenden wir statt Aj." oder A:';, die 
einfachere Schreibweise A?). Fur jedes Koordinatensystem gilt auch, 
daB der Einheitsaffinor die Summe der Produkte gleichnamiger MaB-
vektoren ist: 
(40) 

IX 

A~ = eVe).. 
IX 

§ 8. Die Uberschiebungen. 

Eine GraBe, deren Bestimmungszahlen sich in einer von der Wahl 
des Koordinatensystems unabhangigen Weise rational und ganz in den 
Bestimmungszahlen einiger gegebener' GraBen ausdrucken laBt, heiBt 
eine ganze rationale Simultankomitante dieser GraBen. Wenn sie 
nur einzeln invariante Bestimmungszahlen hat, nennt man sie auch 
Sim ultaninvariante 3). Es kann gezeigt werden, daB jede Simultan
komitante von GraBen sich nur mit Hilfe der Addition, der allge
meinen Multiplikation und der S.16 definierten Dberschiebung 
aus den idealen Faktoren der GraBen bilden laBt. Dieser Satz, dem die 
idealen Faktoren ihre Bedeutung verdanken, entspricht dem bekannten 
erstenFundamentalsatz der Invariantensymbolik 4). Die Verwendung der 
Indizesklammern () und [] bringt nichts prinzipiell neues hinein, da 
diese ja nur anzeigen, daB man Isomere, d. h. allgemeine Produkte 
idealer Faktoren in bestimmter Weise zusammenzufassen hat. Man 
kannte auch ohne diese Zeichen auskommen. Ihre Verwendung ermag
licht aber eine sehr kurze und ubersichtliche Schreibweise. 

Es gibt nun weiter noch drei Verknupfungen, die so haufig auftreten, 
daB es nutzlich ist, fUr diese einen besonderen Namen einzufUhren. 
Erstens definieren wir die ite skalare (gegenla ufige) Dberschie
bung oder kurz ite Dberschiebung von VA, ... Ap und W"l'''''q durch 
die Gleichung: 

(41 ) U· .... 1't+l .. J'q== V Wl'l ... l'q 
Al ... 4p - t Al ... I.p _ i Pi ... 1'1 • 

Es werden also i 'skalare Dberschiebungen der i letzten idealen Vektoren 
des erst en Faktors mit den i ersten des zweiten Faktors gebildet, und 

1) Bei Einstein <5~. 

2) DaB hierdurch niemals Zweideutigkeit entstehen kann, wird auf S. 40 
gezeigt. 

3) Die anderen Komitanten lassen sich unterscheiden in Kovarianten, 
Kontravarianten und gemischte Komitanten. 

4) Z. B. Weitzenb6ck, 1923, 1, S.93. 
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diese i idealen Zahlen werden multipliziert mit den librigen idealen Fak
tor en in der bestehenden Reihenfolge. Es kann auch v kontravariant 
und w kovariant sein, oder es konnen in derselben Weise Uberschie
bungen gemischter GroBen gebildet werden, vorausgesetzt, daB die 
korrespondierenden Indizes die richtige SteHung haben. Auch kann 
man Uberschiebungen bilden nach anderen Indizes als gerade den i 
letzten und i ersten. Unter dies en wird die ite gleichUi ufige Uber
schiebung, definiert durch die Gleichung: 

(42) u: .... Vi+t ... 'I'q== v· .,. .. . .. ,. w'V 1 ... J'q 
l..i+l ... Ap 'V1 ... lIi Ai+l··· Ap 

am meisten verwendet. Kommen Uberschiebungen nach anderen Indizes 
zur Verwendung, so fligt man beim Sprechen die Indizes zu, nach denen 
die Uberschiebung stattfindet. Es heiBt also z. B.: 

v"x.l. w·/I.(I 
.. fI ".v 

die Uberschiebung von v und w nach den Indizes eX und p. Durch ein
malige Uberschiebung mit dem Einheitsaffinor A~ andert sich eine GroBe 
nicht. Es ist z. B.: 
(43) A" v" I .. v = v" i .. J' • 

,if •• a • • /l 

Dieser Eigenschaft entstammt der Name Einheitsaffinor. 
Eine Uberschiebung einer GroBe in sich heiBt Fa 1 tung. Z. B. ist 

v~f/ die Faltung von v~f/ nach eX y und plJ. Flir die (skalare) Uber
schiebung beweisen wir folgenden viel verwendeten Satz: 

Eine GroBe plen Grades ist Null, wenn sie in q:<. P ko
varianten bzw. kontravarianten Indizes symmetrisch ist 
und die Uberschiebung mit der qten Potenz jedes beliebigen 
kontravarianten bzw. kovarianten Vektors nach diesen 
Indizes verschwindet. 

Eine symmetrische GroBe qten Grades hat (n + ~ - 1) Bcstim

mungszahlen und ist im aHgemeincn nicht die qte Potenz eines realen 

Vektors. Es gibt aber jedenfaHs (n +: -1) Vektoren, deren qte Po

tenzen linear unabhangig sind. Man nehme z. B. die Vektoren e" + ... + ~", 
Al I. q 

21 , ••• , }'q = aI' ..• , an' 1st also die Uberschiebung nach bestimmten 
Indizes mit der qten Potenz jedes Vektors gleich Null, so ist auch die 
Uberschiebung mit jeder symmetrischen GroBe qlen Grades und in
folgedessen auch die mit jeder beliebigen GroBe qten Grades nach den
selben Indizes Null. Dann ist aber auch jede einzelne Bestimmungszahl 
Kull, da sie entsteht durch Uberschiebung mit den MaBvektoren. 

Zweitens definieren wir die ite vektorische Uberschiebung der 
alternierenden GroBe V"l"'Vp mit der allgemeinen GroBe W-"l ... ,"q 

durch die Gleichung: 
(44) U"1 ... "p,1I 1 ... ,IIq = v["''''''i' w.,Hl ... ,lIill1i+l ... ,lIq • 
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Es wird also zuniichst ein idealer (p + i)-Vektor gebildet aus dem ersten 
Faktor mit den i erst en idealen Vektoren des zweiten Faktors, und dieser 
(p + i)-Vektor wird mit den q - i iibrigen Vektoren des zweiten Fak
tors in der bestehenden Reihenfolge a11gemein multipliziert. Die Uber
schiebung liiBt sich auch bei kovarianten GroBen bilden, und es kann sogar 
w in den q - iletzten Indizes gemischt sein. Auch kann die Uberschiebung 
an der rechten Seite gebildet werden. Sowohl die skalare als die vek
torische Uberschiebung erfreuen sich der distributiven Eigenschaft in 
bezug auf die Addition und konnen also als Produkte aufgefaBt werden. 
Die Verkniipfung: 

(45) 
der alternierenden GroBe vv, ... [tq mit einer allgemeinen GroBe 
WA, ... i. r ", ... ", HiBt sich fiir q + r = n in einfacher Weise umformen. Da 
jede in n + 1 Indizes alternierende GroBe verschwindet, ist nach (34): 

(46) 

o == VVt ... [1Ip/II ..• ,Irq WA1'" )'r] Xl'" Xs == _ ~ _ V1'1 ... 1'p [U1.·.jllq WA1'" J.y] %1", Y.s 

n +1 
1· . 

- __ Vl'1 ... Vp-l[PlI1'plll2 ... /IQWA..l ... J.r]Xl ... XS + USW. 
n + 1 

1 + ---- (_ 1 )q+l v""" vI' -, [1/, ... ,lIqA, w! vp! i., ... Ar1 ", ... %s 
n + 1 

+ 1_ (_ 1 )q+2 v""" vI' _d/l, ... ,llqA, Wi.,! "1' ! A3 ••• Ar1 ", .•• '" + USW. 
n + 1 

= -q-uv, ... ", + 1 _ (_1)q+l Vv, ... Vp-,LII, ... Hq',fW !"p!i. 2 ... i. r]", ... ", 
n+1 n+1 \ 

- W',t"p'i. 3 ••• Ar1x , •.. xs + USW.} 

und es liiBt sich also uV""X, schreiben als Summe von Termen, die alle 
q + 1 ideale Faktoren von vy,···[tq im alternierenden Produkt enthalten. 
Dieser ProzeB liiBt sich fortsetzen, und es gilt demnach der Satz: 

Ein A usdruck mit einem alternierenden Prod ukt von 
n Faktoren, das einige von den idealen Faktoren einer al
ternierenden GroBe VA, ... i.p enthiilt, liiBt sich stets schreiben 
als Summe von GroBen, die alle ein alternierendes Prod ukt 
von n Faktoren en thalten, in welchem aUe idealen Faktoren 
von vi., ... Ap vorkommen 1). 

Die dritte Verkniipfung, die immer zwischen einigen GroBen des 
gleichen Grades auf tritt, so11 hier der Ubersichtlichkeit wegen durch ein 
Beispiel eingefiihrt werden. Es seien po'fir, qlX/Jy, rlXfir und slXfJr all
gemeine reale oder ideale GroBen dritten Grades. Man bilde die Ver
kniipfung: 

wo die eckigen Klammern bedeuten, daB sowohl liber ex f3 y c5 als liber 
XAj1Y, als iiber ~'YJeU) unabhangig voneinander zu alternieren ist. 

1) Weitzenbock, 1923, 1, S.79. 
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Diese Verkntipfung heiBt die dreifache vektorische Uberschie
bung oder d reif ache s vek tor is ch e s Pro d uk t der vier GroBen 
p"'.flr, qlXfir, rlXfir und SlXflr. Verwendet man ideale Vektoren, so HiBt sich 
die Uberschiebung schreiben: 

P[IX qfl rr Sb] prr. qi. r," s·] p[~ q'l rl! SW 1 • 
11112222 3 3;~3 

Folgendes einfachere Beispiel, die doppelte vektorische Uberschiebung 
von v"J, und w,U v, moge vollstandig ausgeschrieben werden: 

(47) v[><[!'wl<]v] = i (V";'W11V - v!t!.w"'· - V"vw>"I. + V!I1'Wr.I.). 

Die mehrfachen vektorischen Uberschiebungen lassen sich auch bei ko
varianten Vektoren bilden und besitzen ebenfalls die distributive Eigen
schaft. 

Es gibt auch Verkntipfungen, wo nicht tiber alle verfUgbaren In
dizes alterniert wird, z. B. 

gx, [I" [v, g ,x, I.,]v,] , 

wo nur tiber 2122 und 1'11'2 alterniert ist. Auch kann man gleichzeitig 
tiber andere Indizes mischen. Urn dies anzudeuten, verwenden wir die 
Schreibweise: 

g(r.d!.,Cu"V,! gr.,!."II, "2i g",)l,),u.] v, , 

wo tiber fl1 fl2 f/3 alterniert und tiber "1 "2 "3 sowie tiber 2122 A3 gemischt 
ist. Zum Vermeiden von MiBverstandnissen empfiehlt es sich, die 
Indizes, tiber die nicht alterniert oder gemischt werden solI, durch 
vertikale Striche abzugrenzen. Stehen die Indizes, tiber welche alter
niert oder gemischt werden soIl, nicht so regelmaBig, daB man diese 
Schreibweise verwenden kann, so kann man in ideale Faktoren zer
legen oder den Einheitsaffinor A~ verwenden. So sind z. B.: 

A [x,UV] A (I.,,,) IXJfll"2. [><"i' v] (!. w) i: 
exfir 0, v ,v v v v v V 

1 3 4 2 j 6 

zwei Schreibweisen fUr die GroBe, die aus v,,!.,IIVW~ entsteht durch 

alternieren tiber "flV und mischen tiber 2m. A~~; steht fur A~ A~ A;. 
J ede dieser Schreibweisen genugt fur alle Fane, 

Eine erste, an § 6 anschlieBende Anwendung der Uberschiebungen 
moge hier gleich folgen, Die Festlegung einer Volumeinheit und eines 
Normalschraubsinns geschieht algebraisch durch Wahl eines Einheits
n-Vektors E"'''' Vn. Es liegt dann auch der korrespondierende kovariante 
n-Vektor E;"oO.l.n fest, der mit p,oO.vn durch die Gleichung: 

(48) 
1 

E"''''''n E - -~ l'l···l'n- n! 

verbunden ist, und fUr alle zulassigen Koordinatensysteme (S. 22) gelten 
die Formeln: 

(49) 1 E",oO· "n = e['" .•. evn] 
at an 
at an 

E).,oO.l.n = eu,··· e!.n] . 
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Die Korrespondenz zwischen dem einfachen p-Vektor V·', .. ··'p und dem 
zugehOrigen kontravarianten (n - p)-Vektor wird durch E", ... vn und 

E}., ... l.n vermittjelt mit Hilfe d~, Gleichungen~ . 
W . - - :..- E V'·n-p+, ... An 

(50)' i., ... l.n-p - (n -p)! i., ... i·n 

n! 
vv, ...• 'p = (-1)p(n- p) p! EP, .... 'nwpp+' ... pn. 

§ 9. Geometrische Darstellung der Tensoren. 
Wie die alternierenden GraBen lassen sich auch die symmetrischen 

GraBen, die Tensoren, in einfacher Weise geometrisch darstellen. Wir 
fwren zunachst einen festen Ursprung ein, stellen also einen kontra
varianten Vektor dar durch einen Punkt, einen kovarianten durch eine 
Hyperebene. Sind dann x P Punktkoordinaten und Ul Hyperebenen
koordinaten, so ist dem kovarianten Tensor Vi., ... I.p in eindeutiger \Veise 
die Xn - 1 pter Ordnung mit der Gleichung: . 

(51) Vi., ... I.p Xi., . .. xi.p = 1 

zugeordnet und ebenso dem kontravarianten Tensor wP, .... 'p die X n - 1 

pter Klasse mit der Gleichung: 

(52) wv, .... 'p u"," . u" p = 1 . 

Die GraBe Vi., ... I.p xA' entspricht dem Polargebilde des Punktes XV in 
bezug auf Vl, ... ).p' ebenso Wv, ... Vp u'" dem Polargebilde der Hyperebene 
Ui. in bezug auf WV , ... "p • 

Man kann nun auch diese geometrische Darstellung vom Ursprung 
freimachen, indem man zur X n - 1 einen Punkt hinzufiigt. Bei einer 
X n - 1 gerader Ordnung oder Klasse ist dies sogar iiberfliissig, da der 
Punkt Mittelpunkt ist. Ein kovarianter bzw. kontravarianter Tensor 
pten Grades wird also dargestellt durch eine X n - 1 pter Ordnung bzw. 
Klasse, der ein Punkt adjungiert ist, welcher Punkt fiir gerades p mit 
dem Mittelpunkt zusammenfallt. Die Gesamtfigur, also die X n - 1 mit 
Punkt, hat keinen bestimmten Ort in der En, sondern kann sich parallel 
zu sich selbst frei bewegen. 

Da jede nicht ausgeartete X n - 1 zweiter Ordnung auch zweiter 
Klasse ist, ergibt sich schon geometrisch, daB jedem kontravarianten 
Tensor zweiten Grades mit nicht verschwindender Determinante der 
Bestimmungszahlen ein kovarianter Tensor zweiten Grades zugeordnet 
ist. Sind hl.p und lAp die beiden zur niimlichen Figur gehOrigen GraBen, 
und ist vP ein beliebiger kontravarianter Vektor, so stellt 

li../t Vi' 

die Polarhyperebene des Punktes VV dar (Ursprung fest gewahlt). Fer
ner ist: 

der Pol dieser Hyperebene (Abb.7 fUr n = 3). Es ist also: 
(53) h";·!;.!,v,It = v" 
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fur jede beliebige Wahl von v", und dies ist nur moglich, wenn h"I'l, ,, 
gleich dem Einheitsaffinor ist: '. 
(54) r l. hA,u = A~, = {1 fUr " ~ f! (nicht summieren uber x), 

O,,"'ff!. 

Wir werden diesem Resultat im nachsten Paragraphen in verall
gemeinerter und algebraischer Form wiederum begegnen. 

§ 10. GroBen zweiten Grades und line are Transformationen. 
Eine allgemeine kontravariante GroBe zweiten Grades 11,1' steht in 

eindeutiger Beziehung zu einer linearen Transformation, die kovariante 
Vektoren in kontravariante iiberfUhrt: 

(55) wI. = II.I' vI" 

1st die Determinante der Ii.!, nicht Null, 
so gibt es keinen Vektor VA' so daB 
lA," vI' Null ware, und es existiert die 
umgekehrte Transformation, die in ein
deutiger Beziehung steht zu einer ko
variant en GroBe zweiten Grades hi. I' : 

(56) 

Aus (55) und (56) folgt: 

(57) lAI'h = AI. 
flY p. 

Man erhalt die hl,I" indem man die zu 
den Elementen der Determinante der 
lAI' gehOrigen Minoren bildet und diese 
durch die Determinante dividiert. Das 
Gleicbe gilt umgekebrt; zwischen Ii. ,It 

und hAu besteht vollstandige Reziprozi- Abb. 7. 

tat. 1st II.I' symmetrisch, so ist auch hAl' 

symmetrisch und beide GroBen gehoren zur namlichen Xn -1 zweiter 
Ordnung und zweiter Klasse, wie es im vorigen Paragraphen dar
gestellt wurde. 

Eine gemischte GroBe zweiten Grades p~ A steht in eindeutiger Be
ziehung erstens zu einer linearen Transformation der kontravarianten 
Vektoren: 
(58) 'v' = P:' A vi. l ), 

zweitens zu einer linearen Transformation der kovarianten Vektoren: 

(59) wi. = P~ i. 'w, .. 

1) Es stellt sich also heraus, dal3 die Koeffizienten P~ und QJ. in den 

Gleichungen (8) und (16) Bestimmungszahlen von Affinoren sind. Wir miissen 

dementsprechend jetzt schreiben P: i. und Q:J .. 

S c h 0 ute n, Ricci·Kalkul. 3 
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Dem Einheitsaffinor Ai: entspricht die identische Transformation. 
SoIl ein bestimmter Vektor v' bei der Transformation (58) seine Rich
tung behalten, so mussen n Gleichungen bestehen von der Form: 

(60) p~." d' = lv' 
oder: 
(61) (p~l' - AA~)Vlt = O. 

Diese n linearen homogenen Gleichungen lassen aber nur dann eine La
sung zu, wenn die Determinante verschwindet: 

p't at - A P~' at 

(62) 
P~' a, P~' a, ~ 2 

1=0. 

Hat diese Gleichung nten Grades in A r Wurzeln, die ungleich Null 
sind, so heiBt r der Rang der GraBe P~ I.' Es verschwinden dann alle 
(p + 1)-reihigen, aber nicht alle p-reihigen Minoren der Determinante 
der P~ ).' Zu einer m-fachen Wurzel /, gehart eine Em' (m'~ m), deren 
Vektoren bei der Transformation alle die Richtung behalten und den
selben Faktor A bekommen. Die Em' heiBt ein Hauptgebiet, das 
zu 2 = 0 gehOrige Hauptgebiet das N ullge biet von P~!., 1st der 
Rang von P: I. n, so existiert die umgekehrte Transformation, die in 
eindeutiger Beziehung steht zu einer zweiten gemischten GraBe Q:).: 
(63) v" = Q~ /v)., 

(64) 'Wi. = Q~!, w,., 

Die Q~ I. sind wiederum die Minoren der P~ I., dividiert durch die De
terminante, und es besteht die Beziehung: 

(65) 

die sich aus (58) und (63) ableiten HiBt. Es kann der Fall eintreten, daB 
die Determinante der P: I. bei irgendeiner Wahl des Koordinatensystems 
symmetrisch ist in bezug auf die Hauptdiagonale, d. h. also, daB 
P: I. = P~, ist. Es ist aber ja zu beachten, daB diese Symmetrie bei einer 
gemischten GraBe im Gegensatz zu den rein kontravarianten und 
rein kovarianten GraBen keine vom Koordinatensystem unabhangige 
Bedeutung hat. Sie verschwindet im allgemeinen bei Einfuhrung an
derer Koordinaten. Nur ein Vielfaches des Einheitsaffinors A~ macht 
hier eine Ausnahme. 

Man kann sich nun die Frage vorlegen, wie sich eine allgemeine 
GroBe V"""p bei der Transformation (58) verhiiJt. Zur Beantwortung 
dieser Frage fuhren wir ideale Faktoren ein: 
(66) v""·'p=v" ... v'·p. 

1 P 
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J eder ideale F aktor von VVl '" vP, z. B. r, iransformiert sich folgendermaBen: 

(67) 'v" = P" VA 
1 • A 1 ' 

und die Transformation von V"l'" "p lautet also: 

(68) 

1nteressant ist besonders der Fall, wo V"l'''''P ein p-Vektor ist: 

(69) 

Es ist dann: 

(70) 'V""""p = P"l '" P"p VI" ... I.p = P["l ... p"p) vl" ... Ap • . ~.~ .~.~ 

Die Transformation wird also vermittelt durch eine in den oberen und 
in den unteren 1ndizes alternierende GroBe 2 pten Grades, die das 
doppelte vektorische Prod ukt von p Faktoren P~ A ist. Eine soIche 
GroBe, die zu den p-Vektoren in derselben Beziehung steht wie der ge
mischte Affinor zweiten Grades zu den Vektoren, wird auch p-Vektor
affinor genannt. Der in dieser Weise aus einem Affinor P~ A entstan
dene p-Vektoraffinor ist von einer besonderen Art, da bei der zugehOri
gen linearen Transformation aIle einfachen p-Vektoren wieder in 
einfache ubergehen, was ja bei einer allgemeinen linearen Transfor
mation von p-Vektoren nicht der Fall zu sein braucht. Seine Bestim
mungszahlen sind offenbar die p-reihigen Unterdeterminanten der Matrix 
von P~ A' 1st also r der Rang von P~ I., so ist p[:l[Al ' •• P:P)I.p) dann und 
nur dann gleich Null, wenn p > r. Umgekehrt, ist pI:, [I.,' •• p:p] I.p ] f 0 fUr 
p = r und = 0 fUr p = r + 1, so ist diese GroBe uberhaupt of 0 

fUr p s r und = 0 fUr p > r und der Rang von P~ A ist gleich r. 
Die Gleichung 

{ J=OfUrp=r 
(71a) p[r, prp] , 

• [A, • . • . I.p ] = 0 " p > r 
ist also die not wen dig e u n d hi n rei c hen deB e din gun g d a -
fur, daB der Rang von P~ A gleich r ist. 

Auch eine rein kontravariante GroBe zweiten Grades hat einen 
Rang. 1st r die Anzahl der linear unabhangigen Losungen der Gleichung 
(72) hA ,It V,lt = 0 , 

so heiBt r der Rang von hi.!,. 1st der Rang gleich r, so verschwinden 
aIle p-reihigen Unterdeterminanten von hA.« fur p> r, nicht aber fur 
p ~::: r. Da die Bestimmungszahlen des p-Vektoraffinors MA, [1', ••• hl•p] ,ltp] 

gerade diese p-reihigen Unterdeterminanten sind, so ist 

(71b) f J= 0 fUr p = r 
hP" [!(l ••. hAp] .up) , 

t=O" p>r 
die notwendige und hinreichende Bedingung dafur, daB 
der Rang von hA,,, gleich r ist. Das Gleiche gilt m. m. fur rein ko
variante GraBen. 

3* 
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Der GroBe P~ A sind in eindeutiger Weise ein Bivektoraffinor, ein 
Trivektoraffinor usw. bis zu einem r-Vektoraffinor zugeordnet. Um
gekehrt folgt aus dem Umstande, daB aIle zu dieser Reihe gehorigen 
Transformationen einfache alternierende GroBen in einfache liber
fUhren, daB jede der r - 1 ersten GroBen der Reihe die ganze Reihe 
eindeutig bestimmt. Nur der r-Vektoraffinor kann mit 00 vielen ge
mischten GroBen zweiten Grades korrespondieren. 

Das Gleiche gilt m. m. fur die zu einer rein kontravarianten oder 
rein kovarianten GroBe gehorigen GroBenreihe. 

LaBt sich aus zwei GroBen zweiten Grades durch Uberschiebung 
wiederum eine GroBe zweiten Grades bilden, z. B. hl. f ' kftP' P~ hAft, P~ kt,p, 
PI R~, und ist der Rang der einen GroBe r, der der anderen n, so ist 
der Rang der dritten GroBe wiederum r. Der sehr einfache Beweis 
dieses Satzes findet sich in jedem Lehrbuch der Algebra. 

§ 11. Die Einfiihrung einer MaBbestimmung in der En. 
Zwei kontravariante Vektoren oder auch zwei Linienelemente las

sen sich in der En nur dann der GroBe nach vergleichen, wenn sie die
selbe Richtung haben. Der GroBenvergleich zwischen Strecken ver
schiedener Richtung wird erst ermoglicht durch Einfuhrung einer MaB
bestimmung. In der Wahl dieser MaBbestimmung ist man zunachst 
ganz frei. Fur jede einzelne Richtung kann festgelegt werden, was man 
als Langeneinheit fiir diese Richtung ansehen will. Die Entfernung der 
Punkte :( und r ist dann eine Funktion der n Differenzen r -:(, 
F (f - r), die nur der selbstverstandlichen Bedingung 

(73) F{k(f-:()}=:k:F(f-:(), k>o, 
zu genligen hat, im ubrigen aber noch vollstandig frei wahlbar ist. Wird, 
ausgehend von einem bestimmten Punkte y der En die Langeneinheit 
in jede Richtung abgetragen, so bilden die Endpunkte ein System 
von oon-l Punkten, die Indikatrix der gewahlten MaBbestimmung, 
die durch die Gleichung: 
(74) F(x"-y)=1 
gegeben ist. Stellt man die Forderung auf, daB die Lange einer gerich
teten Strecke von dem Sinn der Strecke unabhangig sein solI, so gilt (73) 
auch fur k < ° und die Indikatrix wird symmetrisch in bezug auf den 
Punkt xv, anders gesagt, x" wird Mittelpunkt der Indikatrix. Wir set zen 

o 0 

ferner voraus, daBF eindeu tig, stetig und hinreichend oft differenzierbar ist. 
Die Indikatrix ist dann eine Hyperflache, die jeder gegebenen Richtung 
eine einzige (n - 1)-Richtung zuordnet, die (n -1)-Richtung der En-I, 
welche die Indikatrix, im Schnittpunkt mit der durch y in der gegebenen 
Richtung liegenden Geraden, tangiert. 1st die Indikatrix algebraisch, so 
ist sie notwendig von gerader Ordnung, da f Mittelpunkt sein muB. 
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In einer En kann ein Vektor VV in ganz beliebiger Weise auf die 
Richtung des Vektors WV projiziert werden. 1st aber eine symmetrische 
HyperfHi.che als Indikatrix gegeben, so ist eine bestimmte Weise des 
Projizierens bevorzugt, namlich die Projektion vermittels der En - 1 , 

deren (n - 1)-Richtung der Richtung von WV zugeordnet ist. 1st v die 
Lange von VV und v' die Lange der in dieser Weise erhaltenen Projek
tion, so kann man sogar schon den Winkel zwischen VV und WV defi
nieren mit Hilfe der Gleichung: 

v' 
(75) cos (VV, wv) = _1) . 

v 

Es ist aber zu beachten, daB der in dieser Weise definierte Winkel im 
a11gemeinen nicht unabhangig ist von der Reihenfolge von VV und WV: 

(76) 

Es gilt nun, unter den verschiedenen moglichen Formen der Indi
katrix die geeignetsten Formen aufzufinden. Dazu verhilft uns der 
Begriff der Drehung2). Die erste Forderung, die wir an eine Drehung 
um den Punkt r zu stellen haben, ist die, daB sie eine lineare homogene 
Transformation sein solI, die einen gegebenen n-dimensionalen Schraub
sinn nicht verandert. Als zweite Forderung kommt hinzu, daB die Indi
katrix allen Drehungen gegeniiber invariant sein soIl, als dritte, daB 
die Drehungen eine Gruppe bilden sollen. Diesen Forderungen gemaB 
enthalt die Gruppe der Drehungen aIle linear en homogenen Transfor
mationen, bei denen ein Schraubsinn und die Indikatrix invariant sind. 
Es seheiden also sofort samtliehe Formen des Indikatrix aus, die nieht 
bei irgendeiner Untergruppe der linearen homogenen Gruppe invariant 
sind. 1m iibrigen bleibt aber die Wahl dieser Untergruppe noeh frei. 
Man kann die Wahl einsehranken, indem man verlangt, daB die ge
wahlte Untergruppe auch umfassend genug sei, um ein gewisses MaB 
der freien Beweglichkeit zu gewahren. Man kann etwa die Forderung auf
stellen, daB es immer eine Drehung geben solI, die irgendeiner Geraden 
durch XV eine beliebige vorgegebene Richtung erteilt, irgendeiner Ebene 

o 
durch diese Gerade eine beliebige die gegebene Richtung enthaltende 
vorgegebene 2-Richtung usw. Dann laBt sich beweisen3), daB diese 
Forderung nur erfii11t werden kann, wenn die Indikatrix eine nicht 
degenerierte quadratische Hyperflache ist und die Entfernung zweier 
Punkte demzufolge die Quadratwurzel aus einer quadratischen Form. 

Von einem anderen Standpunkte ausgehend kann man fordern, 
daB der oben definierte Winkel zwischen zwei Richtungen von der 
Reihenfolge der Richtungen unabhangig ist. Auch diese Forderung 
fUhrt zu den namlichen Bedingungen fUr die Indikatrix 4). 

1) Finsler, 1918, 5, S.39. 2) Vgl. Weyl, 1921, 4, S. 125 u. f. 
3) Helmholtz, 1868, 1; Lie, 1890, 1. Vgl. Weyl, 1921, 12, S.26. 
4) Finsler, 1918, 5. S. 40. 
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1m nachsten Abschnitt soIl gezeigt werden, daB auch einige noch 
zwingendere Forderungen, die sich an den Begriff der Ubertragung 
kniipfen, zu den gleichen Bedingungen fiihren. 

§ 12. Die Fundamentaltensoren. 

1m AnschluB an die Resultate des vorigen Paragraphen wahlen wir 
die quadratische Indikatrix: 

(77) g, (Xl. - xl.) (Xl' - XI') = 1 
. Ii 0 0 ' 

in welcher Gleichung gA," eine symmetrische GroBe mit nicht verschwin
dender Determinante ist, die der kovariante FundamentaItensor 
genannt wird. Die zugehorige kontravariante GroBe, der ko n tra
varian te Fu ndamen taItensor sei g~(:, 

(78) tftgltJ.=A~. 

Die Lange oder der Betrag v eines kontravarianten Vektors VV ist dann 
gegeben durch die Gleichung: 

(79) 

und die Entfernung der Punkte XV und xv, die mit der Lange des Ver-
I 2 

bindungsvektors identisch ist, durch 

(80) 

Die auf S. 37 aufgestellte Definition des Winkels zwischen den 
Vektoren v" und wV fiihrt zur Gleichung: 

(81) 

Nach (81) sind VV und wV senkrecht zueinander, wenn: 

(82) 

Die MaBbestimmung, die durch FestIegung eines Fundamental
tensors in der En entstanden ist, heiBt die euklidische. Eine n-di
mensionale Mannigfaltigkeit mit euklidischer MaBbestimmung wird mit 
Rn bezeichnet. Da durch die euklidische MaBbestimmung der En in 
jeder Em in der En ebenfalls eine euklidische MaBbestimmung festgelegt 
wird, ist jede dieser Em also eine Rm. 

Wir betrachten jetzt einen kontravarianten Vektor vV und den in 
bezug auf gAl' konjugierten kovarianten Vektor WI. = g}.,it v'". ]eder Vek
tor uV , dessen Richtung in der (n - 1)-Richtung von Wi. enthaIten ist, 
geniigt der Gleichung: 
(83) u!.w). = 0 

oder: 
(84) 
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und VV ist also senkrecht zu den beiden Rn - 1 von WI., d. h. senkrecht zu 
allen Richtungen, die in der (n - 1)-Richtung dieser Rn - 1 enthalten 
sind. Da: 
(85) v), WI. = v2 , 

so ist die Entfernung der beiden Hyperebenen, gem essen in der Rich

tung senkrecht zu diesen Hyperebenen gleich ~. Jedem kontra-
v 

variant en Vektor VV ist also in eindeutiger Weise ein kovarianter Vektor 
zugeordnet, darstellbar durch zwei Rn - 1 senkrecht zu VV und in einer 

Entfernung ~ voneinander. Jede der beiden Figuren, der Pfeil und die 
v 

Doppelhyperebene kann, wenn der Fundamentaltensor g)'f< festliegt, als 
geometrische Darstellung sowohl von VV als von WI. = g)"u v." benutzt 
werden. Wir k6nnen also, solange der Fundamentaltensor fest gewahlt 
bleibt, die VV und W), auffassen als die kOll.travarianten bzw. kovarianten 
Bestimmungszahlen einer einzigen GroBe, die sich geometrisch nach 
Belieben entweder durch einen Pfeil oder durch eine Doppelhyperebene 
darstellen laSt. Diese Tatsache wird zum Ausdruck gebracht, indem, 
wo ein Fundamentaltensor fest gegeben ist, beide Bestimmungszahlen 
durch denselben Buchstaben dargestellt werden: 

(86) f VA = gAr' v" 
l vY = gY,U V.lt • 

Es ist dies die Methode des Herauf- und Herunterziehens 
der I ndizes. Es ist zu beachten, daB diese Methode nur so lange ver
wendet werden darf, als der Fundamentaltensor fest bleibt. Andert sich 
wahrend der Rechnung der Fundamentaltensor, wie z. B. bei den Unter
suchungen liber konforme Abbildung, so darf die Methode nicht ver
wendet werden. Bei Anderung des Fundamentaltensors geht ja die 
vorhandene Korrespondenz zwischen kontravarianten und kovarianten 
Vektoren verloren und es stellt sich eine neue Korrespondenz ein, die 
durch den neuen Fundamentaltensor bedingt ist. 

Auch der Unterschied zwischen kontravarianten, kovarianten und 
gemischten GroBen verschwindet bei fest gegebenem Fundamentaltensor, 
es bleibt nur der Unterschied zwischen kontravarianten, kovarianten 
und gemischten Bestimmungszahlen, die auseinander hervorgehen durch 
Dberschiebung mit ('f< und gl.,u' Z. B. ist: 

(87) P,,;,y = P~i.'" g",y = P~ IXfJ g",1. gfJy = p~/ g",,, gpy. 

Auf die Reihenfolge der Indizes ist dabei stets zu achten, hat doch 
z. B. p;Pr eine ganz andere Bedeutung als P~/. 

Nur bei einer GroBe, die rein kovariant geschrieben und folglich 
auch rein !contravariant geschrieben in allen Indizes symmetrisch ist, 
ist die Reihenfolge der Indizes auch der gemischten Bestimmungszahlen 
unwesentlich. Der Einheitsaffinor Ai. hat nun die besondere Eigenschaft, 
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daB bei jeder beliebigen Wahl des FundamentaItensors infolge der 
Gleichungen: 

(88) { A~i" = tv 
At g.up = gl.v 

die A~ jedesmal mit den gemischten Bestimmungszahlen g':2 des gewahl
ten FundamentaItensors identisch sind. Damit ist die auf S. 28 statt Ai " 
eingefUhrte einfachere Schreibweise A~ gerechtfertigt. 1m librigen wer
den wir die Schreibweise P~ nirgends verwenden, auch nicht, wenn bei 
dem gegebenen Fundamentaltensor gup P", symmetrisch ist, da diese 
Symmetrie bei EinfUhrung eines andere~ Fu~damentaltensors verschwin
det und dadurch Verwirrung entstehen konnte. 

1st der FundamentaItensor festgelegt, so lassen sich die MaB
vektoren in besonders einfacher Weise wahlen. Ais kontravariante 
MaBvektoren wahle man irgendein System von n gegenseitig senk
rechten kontravarianten Einheitsvektoren ~v, j = 1, ... , n. i und j 

J 

sollen im folgenden stets E i n h e its v e k tor e n andeuten. Eine ein
n(n-ll 

fache Dberlegung zeigt, daB dies auf ex> -----z- verschiedene Weisen 
j 

moglich ist. Die zugeMrigen kovarianten MaBvektoren i2 sind bei 
dieser Wahl den kontravarianten in bezug auf g,,, konjugiert und es 
ist also: 

i i 
(89) ~v = i2 gl.p = i v . 

1 

Wir brauchen also zwischen kontravarianten und kovarianten ortho
gonalen MaBvektoren gar nicht zu unterscheiden und konnen dem
gemaB den Index j immer unten schreiben. Wird irgendein Vektor vP 

nach den neuen Achsenrichtungen zerlegt: 

v" = 2: Vj ~V; VA = 2: Vj ~A , 
j J i 1 

(90) 

so schreiben wir auch hier den Index j immer un te n und nennen die 
Vj die orthogonalen Bestimm ungszahlen des Vektors. Bei 
Verwendung orthogonaler Bestimmungszahlen verschwindet also der 
Unterschied zwischen kovariant und kontravariant. Orthogonale Be
stimmungszahlen werden immer durch lateinische Indizes angegeben. 
Da es bei Verwendung orthogonaler Bestimmungszahlen sehr oft 
vorkommt, daB man liber mehrfach auftretende Indizes nich t zu sum
mieren wlinscht, setzen wir fest, daB liber lateinische Indizes 
nur dann summiert wird, wenn ausdriicklich das Summen-
zeichen vorgeschrieben ist. 

Da: 

(91) 
.,. { 1 fUr j = k 

z" t2 = . 
jk O,,}=pk, 
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so Hi.Bt sich der Fundamentaltensor folgendermaBen in die Einheitsvek
toren ausdrticken: 
(92) 

was sich auch so schreiben HiBt: 

_f1Hiri=f 
gij - \ . , . 

~O" ~T1. 
(93) 

Zum SchluB sei bemerkt, daB sich die eineindeutige Beziehung zwischen 
kovarianten und kontravarianten GraBen, und die dadurch erzielte 
Vereinfachung der Rechnung nur bei EinHihrung einer q uadratischen 
Indikatrix einstellt. Dies ist wiederum ein Vorzug der quadratischen 
MaBbestimmung allen anderen MaBbestimmungen gegentiber. 

§ 13. Geometrische Darstellung alternierender GraBen bei 
der orthogonalen und rotationalen Gruppe. Metrische 

Eigenschaften. 
Sob aId ein Fundamentaltensor fest eingeHihrt ist, sind unter den 

kartesischen Koordinatensystemen die orthogonalen Systeme mit 11, 

gleich lang en MaBvektoren ausgezeichnet. Unter den linearen homo
genen Transformationen sind die orthogonalen ausgezeichnet, das 
sind die Transformationen, die ein Koordinatensystem dieser Art in 
ein System derselben Art mit demselben Ursprung tib~rftihren. Die 
orthogonalen Transformationen lassen die Indikatrix 1) unverandert und 
sind inhaltstreu. Sie bilden eine Gruppe, die orthogonale Gruppe, 
die eine Untergruppe der aquivoluminaren ist. Eine orthogonale Trans
formation, die einen n-dimensionalen Schraubsinn invariant laBt, hat die 
Determinante + 1 und ist eine Drehung. Auch die Drehungen bilden 
eine Gruppe, die eine Untergruppe der (homogenen) speziell-affinen ist. 

Wie wir oben sahen, verschwindet bei EinHihrung eines Funda
mentaltensors, d. h. also bei Beschrankung auf die orthogonale Gruppe, 
der Unterschied zwischen kovarianten und kontravarianten GraBen. 
Der kovariante einfache (n - p)-Vektor, der sich also schon bei der 
aquivoluminaren Gruppe mit einem p-Vektor zweiter Art identifizieren 
lieB, laBt sich jetzt auch mit einem (n - p)-Vektor erster Art identifi
zieren. Bei der orthogonalen Gruppe kommt man also zur geometrischen 
Darstellung aus mit den einfachen p-Vektoren erster Art, p = 1 , ... , n, 
das sind also p-Vektoren, die den Schraubsinn in sich haben. 

Wird nun auch ein n-dimensionaler Schraubsinn festgelegt, d. h. 
beschrankt man sich nur auf die Gruppe der Drehungen, so verschwindet 
Hir gerades p (n - P), infolge dES Faktors (- 1)p(n- p) in (50) (also stets 
fur ungeradEs n) auch noch der Unterschied zwischen p-Vektoren und 

1) Das Wort Indikatrix hat hier einen anderen Sinn als in der Topologie. 
was dort Indikatrix heiBt. wird hier mit "Schraubsinn" bezeichnet. 



42 Der algebraische Teil des Kalkiils. 

(n - p)-Vektoren, und fUr ungerades n sind also zur geometrischen Dar
stellung nur noch die p-Vektoren erster Art ° < p < ! n erforderlich. 

Fiir n = 3 sind die Verhaltnisse wieder leicht zu iibersehen. Bei der 
aquivoluminaxen Gruppe hat man vier verschiedene GraBenarten, polare 
und axiale Vektoren sowie polare und axiale Bivektoren. Bei der speziell 
affinen Gruppe verschwindet der Unterschied zwischen polar und axial, bei 
der orthogonalen Gruppe der zwischen Vektoren und Bivektoren. Bei der 
Gruppe der Drehungen verschwinden schlieBlich aIle U nterschiede und der 
gewahnliche Pfeil geniigt zur Darstellung samtlicher GraBen (Abb. 6). 

1st der Schraubsinn 0,0, ... ,0; 1,0, ... ,0; 1,1,0, ... ,Ousw. als 
N ormalsinn festgelegt, so wird der E i n h e its - n -v e k tor bei ge
gebenem Fundamentaltensor: 
(94) Iv, ... Vn = i[v, . .. ivn1 . 

1 n 

1st der Fundamentaltensor gegeben, so ist es dasselbe, den Normalsinn 
festzulegen oder den Einheits-n-Vektor festzulegen. Das Festlegen des 
Einheits-n-Vektors ist gleichbedeutend mit dem Ubergang zur speziell
affinen Gruppe, das Festlegen von Fundamentaltensor und Einheits
n-Vektor ist gleichbedeutend mit dem Ubergang zur Gruppe der 
Drehungen. Die GraBe Iv, ... Vn muB also die eindeutige Beziehung 
zwischen p-Vektor und (n - p)-Vektor vermitteln. In der Tat gehen 
die Formeln (50) bei Verwendung orthogonaler Bestimmungszahlen 
iiber in: f n! 

wi, ... in _ p =. L . (n _ p)! Ii, ... in Vin_p+, ... in 

(95) 1 ~n-p+' ... ~n 

V· . = (-1)p(n- p) 2 1d Ii, ... inWip+, ... in' 
., .... p ip+, ... in P! 

Die FormellaBt deutlich erkennen, daB nur fUr gerades p (n - P) voll
standige Reziprozitat zwischen vi, ... ip und wi, ... in_p herrscht, und also 
nur in dies em Fall eine einzige eineindeutige Beziehung vorhanden ist. 

1st der Fundamentaltensor gegeben, so kann man in die Rp eines 
einfachen p-Vektors vv, ... Vp p gegenseitig senkrechte Einheitsvek
toren iV, ••• , iV legen. Man kann die Reihenfolge dieser Vektoren so 

1 p 
wahlen, daB: 
(96) VV, ... Vp = pV if', ... i"pl, 

1 p 

wo pv eine positive Zahl ist. pV heiBt der Inhalt oder der Betrag 
von v"'" Vp. pV ist der lnhalt der die GroBe vv, ... Vp darstellenden Figur, 
gemessen mit Hilfe eines p-dimensionalen Einheitswiirfels. Man iiber
zeugt sich leicht von der Richtigkeit der Gleichung 

p(p-l) 

(97) (pV)2=P! v"", vP v"""p=(-1) 2 P! v"",VPv'p ... v, , 

mit deren Hilfe sich pV aus vv, ... vp berechnen laBt. Ein p-Vektor yom 
Betrag 1 heiBt Einhei ts- p-Vektor. 

Der Grad des Parallelismus einer Ep und einer Eq in En wurde auf 
S.12 behandelt. Da bei Einfiihrung eines Fundamentaltensors Ep , 
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Eq und En in Rp, Rq und Rn iibergehen, gelten die dort erhaltenen Re
sultate auch fUr eine Rp und eine Rq in Rn. Es kommt jetzt aber eine 
metrische Eigenschaft, der Grad des gegenseitigen Senkrecht
stehens, hinzu. 

Sind alle Richtungen der Rp senkrecht zu allen Richtungen der 

Rq, P ~ q, so heiBen Rp und Rq t-senkrecht oder vollstandig 

senkrecht. Dieser Fall kann nur eintreten, wenn p + q;;:;; n. Ent
halt dagegen Rp nur t unabhangige Richtungen, die senkrecht zu allen 

Richtungen von Rq sind, so heiBen Rp und Rq ~--senkrechtl). Damit 

dieser Fall eintreten kann, ist notwendig, daB t + q ~ n. 

§ 14. Metrische Eigenschaften eines Tensors zweiten Grades. 
Eine symmetrische GroBe zweiten Grades hat nach EinfUhrung 

eines Fundamentaltensors kovariante, kontravariante, gemischte und 
orthogonale Bestimmungszahlen, h, , hi. I', h;P = hV " h... Sie steht hi' ,.. ,. t] 

in eindeutiger Beziehung zur linearen Vektortransformation, die sich 
durch jede der vier folgenden Gleichungen darstellen HiBt: 

198) 

r 'Vi. = h;'lt V·" 

'vP = hVlt V 

~ 
,If 

'vP = hp Vi . 
• 1. 

l'Vi = ~hifVf' 
Die dritte Form der Gleichung stimmt ganz iiberein mit (58) auf S. 33. 
Auch die vierte Form zeigt vollige Dbereinstimmung, wenn man bedenkt, 
daB bei Verwendung orthogonaler Bestimmungszahlen der Unterschied 
zwischen kovariant und kontravariant verschwindet. Es ist also un
mittelbar klar, was man unter H au ptge biet und N ullge biet eines 
Tensors zu verstehen hat. Es kommen aber einige bemerkenswerte 
Eigenschaften hinzu. Zunachst sei bemerkt, daB die Gleichung: 
(99) 2: (hif - A gii) vi = 0, 

i 
die an die Stelle von (61) tritt, hier, wo hAl' eine symmetrische GroBe 
ist, stets n reelle Wurzeln hat und daB zu jeder m-fachen Wurzel ein 
m-dimensionales Hauptgebiet gehOrt. Der wenig interessante Beweis, 
den man in· jedem Lehrbuch der Algebra findet, sei hier unterdriickt. 
Sodann wollen wir zeigen, daB zwei Losungen tf und ~i' die zu ver
schiedenen Wurzeln A] und A2 gehOren, gegenseitig senkrecht sind. In 
der Tat ist einerseits: 
(100) 

andererseits: 
(101) 

1) Schoute, 1902, 5, S. 49. 
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und dies ist infolge der Symmetrie von hij und der Ungleichheit von Al 
und A2 nur moglich, wenn 1: 0i 0i verschwindet. Alle Hauptgebiete sind 

i 

also gegenseitig und zum Nullgebiet vollstandig senkrecht. 1nnerhalb 
eines m-dimensionalen Hauptgebietes oder Nullgebietes konnen in be
liebiger Weise m gegenseitig senkrechte Richtungen als Hauptrich
tungen gewahlt werden. 

Wahlt man die Achsenrichtungen in Hauptrichtungen von hJ.,u, so 
bekommt h;."u die einfache Form: 

(102) 

Die h ii sind die Wurzeln A der Gleichung (62) fUr p~;. = h~)., die i;. Ein
heitsvektoren in den Hauptrichtungen. Die hjj heiBen die Ha u ptwerte 
des Tensors und sind vom Koordinatensystem, nicht aber von der 
Wahl des Fundamentaltensors unabhangig. Die mit der inver sen Trans
formation korrespondierende ebenfalls symmetrische GroBe l).,u be
kommt die Form: 
(103) 

Die zur Transformation (98) gehOrige Transformation der p-Vektoren 
wird vermittelt durch den p-Vektoraffinor: 

h[i, [1, •.• hjp]jp] , 

der infolge der Symmetrie von hij ebenfalls bei Vertauschung von aIle n 
vorderen mit allen hinteren 1ndizes ungeandert bleibt und deshalb 
p-Vektortensor genannt wird. Der GroBe hij sind in eindeutiger 
Weise ein Bivektortensor, ein Trivektortensor usw. bis zu einem r-Vektor
tensor zugeordnet, die nur dann Null werden, wenn hij verschwindet. 

Eine Richtung Wi' fur welche 

(104) 'L,hijWi Wj = 0 
if 

ist, heiBt eine N ullrich tu ng des Tensors hi). Die Nullrichtungen eines 
Tensors n ten Ranges bilden einen quadratischen (n - 1)-dimensionalen 
Kegelmantel. 1st der Rang < n, so ist der Kegel ausgeartet und ent
halt das Nullgebiet. 

Der Tensor 1 -h, gJ.,llg n Aft xv 

heiBt der Skalarteil von h"p. Der Name Teil ist zutreffend, da der 

Skalarteil von h"p - ~ hJ.p gAP g"p verschwindet. Der Skalarteil von gJ.f' 
n 

ist also g)'f' selbst. Wir knupfen hieran eine Erweiterung der Definition 
des Skalars auf S.12. Nach EinfUhrung des Fundamentaltensors solI 
jede GroBe ein Skalar heiBen, die sich mit Hilfe der behandelten Multi
plikationen und Oberschiebungen aus bei (8) invariant en Zahlen und 
den idealen Vektoren von beliebig vielen Faktoren g;.u und l,ll zusammen
stell en HiBt. Zur U nterscheidung behalten wir den X amen Z a h 1 g roB e 
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fill die S. 12 definierten GraBen bei. g!.p ist also ein Skalar zweiten 
Grades, g,,;.gpv und g["p.gp]v] sind Skalare vierten Grades. Die pte vek
torische Dberschiebung von p Faktoren g).,lt ist ein Skalar 2 pten Grades, 
der in einer bemerkenswerten Beziehung steht zum Einheits-n-Vek
tor Ji., ... An' Es gilt die Gleichung: 

2;' 1 10 ].. J .. =-_ .... 1 ( 5) t. ... tpk, ... k n - p It ... 1p k , ... k n - p (n)g[tdlt ... gtp11P])' 
k, ... kn - p n! p 

die sich leicht verifizieren HiBt. 

§ 15. Der Begriff der Komponente. Winkel einer Rp und einer 
Rq in Rn 2). 

1st eine Rp durch P in Rn gegeben, so kann man von den n gegen
seitig senkrechten Einheitsvektoren iv die p erst en in beliebiger Weise 

1 

in die Rp legen. Wird dann irgend eine GroBe als Summe von Produkten 
von Einheitsvektoren geschrieben, z. B.: 

1 ..... n 
(106) VWIt!.V = LV "kl i w ip i!. iv 

ijkl tJ i j k i ' 

so nennt man die Summe aller Glieder, die nur iv, ... , iv enthalten, die 
Rp-Komponente der gegebenen GroBe: 1 p 

1, .... P 

( 107) 'VWldv - ~-, V ;w;,,;!.;v 
-... uvwx··'··· 

uvwx u v w x 

Die Rp-Komponente des Fundamentaltensors, die gleichzeitig Funda
mentaltensor der Rp ist, ist also: 

1, .... p 
008) 'g!'ll = 2: ii-il'. 

u u u 

Mit Hilfe dieser Komponente kann man durch Uberschiebung die Kom
ponenten samtlicher anderer GraBen bilden. Es ist z. B.: 

(109) 
Die GroBe 

(110) 

'VW,ll)." = 'g""g,l 'g"gV vIXfir" IX /1 r b • 

ist der Einheitsaffinor der Rp. 
Da Gleichungen dieser Art sehr oft vorkommen, fiihren wir fur 

I IX' fi d' B . h 'IX{1· d h'b 1 gO} gil'" Ie ezelc nung gw 11::: em un sc reI en a so: 

(111) 

AuGer der Rp sei jetzt auch eine Rq gegeben, p ;S;; q. Ihr Funda
mentaltensor sei "g).w Die Rq-Komponente von i J• ist dann "g~ ii. und 

u u 
das Quadrat des Cosinus des Winkels zwischen ii. und Rq ist: 

u 
(112) cos2 r'u = i)., it' "g). I' . 

u u 

1) Lipka, 1922, 21, S. 243. 
2) Vgl. Schoute, 1902, 5, S. 77; Segre, 1921, 5, S. 800. 
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Bildet man dieses Quadrat fUr p beliebige gegenseitig senkrechte Rich
tungen in Rp, so entsteht bei Summierung: 

(113i 
1, .... p 1, ... ,p 
"" 2 ",' ., • " "" ~ cos CPu = ~ Z'1r" gl.,., = g"'" gl.l'· 
u u U II 

Diese Summe ist also unabhangig von der naheren Wahl der Richtungen 
il. und auch gleich der Summe der q Cosinusquadrate der Winkel zwi-
U 

schen q beliebigen, in Rq gegenseitig senkrecht gewahlten Richtungen 
mit Rp. Die Gleichung (112) laBt sich auch schreiben: 

(114) cos2 m = l il' 'glXfJ "g 
,u u u ;." IXfJ' 

In Rp liegt also ein Tensor: 

(115) 'h _'lXfJ" 
1.1' - g;"" glXfJ' 

die Rp-Komponente von "gl.,,, dessen Hauptrichtungen mit den extre
men Werten von cos2 cpu korrespondieren. Ebenso liegt in Rq ein Tensor: 

(116) 

Liegt v~ in einer Hauptrichtung von 'hl. lP so ist: 

(117) 
oder 
(118) 
woraus folgt: 
(119) 
oder 
(120) 

'g~ "glX v," = A. vP • 
IX I' ' 

"g~ 'gfJ "glX v.U = A. "gY vfJ fJ IX.U fI' 

"h~ ("g'" v'u) = A. "gY vii 
"'" P . 

Aus dieser Gleichung geht hervor, daB die Projektion von v·It auf Rq 
in eine Hauptrichtung von "h!." faUt und denselben Faktor bekommt 
wie vI'. Die Hauptrichtungen von 'h.,It und "h;." sind also Projektionen 
von einander und die zugeharigen Hauptwerte sind proportional. Die 
beiden Tensoren mussen demnach denselben Rang haben und dieser ist 
infolgedessen hOchstens gleich p. Dies geht auch daraus hervor, daB Rq 
jedenfalls q - p unabhangige Richtungen senkrecht zu Rp enthalt, 
und diese im Nullgebiet des Tensors "h." liegen mussen. Sind die beiden 
Tensoren vom Range r, so enthalt Rp gerade p - r unabhangige Rich· 
tungen senkrecht zu Rq und Rq gerade q - r unabhangige Richtungen 

senkrecht zu Rp' und Rp und Rq sind also p-r -senkrecht (S.43). 
p 

Umgekehrt, sind Rp und Rq p-r -senkrecht, so haben beide Tensoren 
p 

den Rang r. Sind Rp und Rq ~-parallel, so ist der Rang der Ten-
> p soren =s. 

Gibt man die Rp und die Rq in P durch die einfachen alternierenden 
GraBen vP1'''''P und w·, .. ·Pq, so lassen sich fUr den Grad des Parallelis-
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mus und den Grad des gegenseitigen Senkreehtstehens sehr einfaehe 
Formeln aufstellen. Sind Rp und Rq vollstandig senkreeht, so ist: 
(121) VA,,,.Ap_,ll WftV , ".Vq = O. 

Diese Bedingung ist aueh hinreiehend. Denn, enthielte V"l"'Vp eine 
Riehtung vV, die nieht senkreeht zu W",· .. Vq ware, so ware v,uw/<Y, ... vq =f o. 
Man k6nnte dann v", .. ·Vp in der Form v[v"""p-, v vp] sehreiben, und die 
linke Seite von (121) erhielte dann sieher ein Glied: 

1 
- vJ., .. ·J.p -, VIi W P ,LlVa· .. Yq' 

das nieht Null ware und dureh kein anderes Glied neutralisiert werden 
k6nnte. 

Wir beweisen nun den Satz: 

Furp~qist: f-l- f" P t ,0 urtt= -
(122) V!.,···J·P-u.U,,,./luW \ 

.Uu .... u,Vu+' ... Vqt=O" u=p-t+1 

die notwendige und hinreiehende Bedingung dafur, daB 

Rp und Rq ; -senkreeht sind. 

Die Dbersehiebung ist fUr u =, p - t das allgemeine Produkt eines 
t-Vektors in Rp mit einem (q - p + t)-Vektor in Rq, die vollstandig 
senkreeht sein mussen, da ja die naehst hOhere Dbersehiebung versehwin
det. Rp kann aber nieht mehr als t unabhangige Riehtungen senkreeht 
zu Rq enthalten, da sonst die Dbersehiebung aueh fUr u = p - t Null 

ware. Rp und Rq sind also ~-senkreeht. 1st' umgekehrt gegeben, daB. 

Rp und Rq L-senkreeht sind, so folgt, daB die Dbersebiebung fur p 
u > P - t versehwindet, nieht aber fUr u = p - t, da sonst Rp und Rq 

mehr als . t -senkreeht waren. p 
Die Gleiehungen (122) haben aueh eine vom Fundamentaltensor un

abhangige Bedeutung. WJ., ... I. q hat dann eine (n - q)-Riehtung, und aus. 
dem eben erhaltenen Resultat folgt, daB (122) aueh die notwendige und 
hiureiehende Bedingung dafur ist, daB die Ep von Vv, ... Vp und die En - q 

von WI. ,.!- -parallel sind fUr p < n - q und ~ --parallel fUr p > n - q. 
"""q p n - q 

Eine andere Form der Bedingungen fur den Parallelismus erhalt man 
folgendermaBen. Werden eine Ep und eine Eq, P -<; q, festgelegt dureh 
vJ., .. · I.p und w"'''' Vq und sind E und E vollstandig parallel so ist· , p q ,. 

(123) vl"".!.p-,[.uwv, ... Vq) = O. 

Diese Bedingung ist aueh hinreiehend. Denn, enthielte V"''''''p eine 
Riehtung v" auBerhalb Rq , so ware v[" WV"" "q] =f O. Man k6nnte dann 
v""" Vp in der Form v[v, ". Vp - 1 v"p] sehreiben und die linke Seite von (123) 
enthielte dann sieher ein Glied: 
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das nicht Null ware und durch kein anderes Glied neutralisiert werden 
k6nnte. 

Wir beweisen nun den Satz: 

Fur psq ist: 

(124) VA1 ... 1.p - u [1'1 ···I'u WV1'" Vq] { +OfUru=p-s 
=O"u=P-S+1 

die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB 

Rp und Rq ~-paralle1 sind. 

Die Uberschiebung ist fUr u = p - s das allgemeine Produkt eines 
s-Vektors in Rp mit einem W V1 ... Vq als Faktor enthaltenden (p + q - s)
Vektor, die vollstandig parallel sein mussen, da ja die nachsth6here Uber
schiebung verschwindet. Rp kann aber nicht mehr als s unabhangige 
Richtungen parallel zu Rq enthalten, da sonst die Uberschiebung auch 

fiir u = p - s Null ware. Rp und Rq sind also ~-parallel. 1st umge

kehrt gegeben, daB Rp und Rq ~-parallel sind, so folgt, daB die Uber

schiebung fiir u> p - s verschwindet, nicht aber fUr It = P - s, da 

sonst Rp und Rq mehr als ~-parallel waren. p 
Es ist zu beachten, daB die Formeln (124) fUr den Grad des Parallelis

mus keine metrischen Beziehungen darstellen. Sie sind yom Fundamental
tensor unabhangig und werden nur deshalb an dieser Stelle erwahnt, 
urn die bemerkenswerte Analogie, die zwischen den skalaren und den 
vektOlischen Dberschiebungen besteht, deutlich hervortreten zu lassen. 

§ 16. Infinitesimale Drehungen und Bivektoren. 
Eine lineare homogene Transformation heiBt infinitesimal, wenn 

sie der identischen Transformation unendlich benachbart ist. Sie hat 
also die Form: 
(125) 'xv = XV + f G: i. xi. • 

SoIl die Transformation eine Drehung sein, so muB sie g). It XV x,1l unver
andert lassen. Dazu ist notwendig und hinreichend, daB: 

(126) g (xi< xl. GV + XV Xi. Gil .) = ° 
11 ,it .). • A 

ist fur jede Wahl von x", d. h. es muB g,({).G;. vein Bivektor sein. Zu jeder 
infinitesimal en Drehung gehOrt also ein Bivektor: 

(127) fFJ.,Il=Eg),yG:·/,) 

der Bivektor der Drehung, und es ist: 

(128) 'xP=xv+fF:;.xi .. 

Wir wollen jetzt zeigen, daB es bei einer infinitesimalen Drehung 

fiir n gerade jedenfalls n und fiir n ungerade jedenfalls n -1 Ebenen 
.22 
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gibt, die eine Bewegung in sich selbst ausfiihren. Aus Fl., .. 13.Bt sich die 
offenbar symmetrische GroBe: 
(129) hi,,, = Fi''' F/h" 

ableiten. Es sei nun i v ein Einheitsvektor in einer Hauptrichtung dieses 
1 

Tensors und hll die zu i" gehorige Bestimmungszahl von hJy. Der 
1 ' 

Vektor FI,v i V ist senkrecht zu i V ,und da: 
1 1 

(130) h · l. F ;v F· I. h ." h F ;1. 
/h hi = /h I,v i = n ,tI.. 

ist, so liegt F!.v i" ebenfalls in einer Hauptrichtung von h, v' mit der-
1 . 

selben Bestimmungszahl hn . Legen wir i V in diese Richtung, so 
2 

ist also hn = h22 • Jeder Vektor in der 1, 2-Ebene wird durch Uber-
schiebung mit Fl." um 90° gedreht und bekommt einen Faktor hll • 

1st nun der Rang von h!." > 2, so kann man i" in eine Haupt-
3 

richtung von h!.p. senkrecht zu i" und iV, die keine Nullrichtung ist, 
1 2 

legen. Es gehort dann zu i V ebenso ein Vektor i" und es ist h3S = hu-
g 4 

Auch i" ist senkrecht zu iV und iV, da z. B.: 
4 1 2 

(131 ) 

Der Rang r von h!.,u istalso > 4. FahrtmanindieserWeisefort,soergibt 
sich, daB r jedenfalls gerade ist, und daB hl.,u und F!./h geschrieben 
werden konnen: 

1 1 2 2 '1'-1 '1'-1 'I' 'I' 

{ 
h!./h = hn (i!. i" + i!. i ,,) + ... + h"( i!. i" + il. i/h) 

(132) F!'I,=V12(i;..iu-i;..i/h)+ ... +Vr-1r( i I.i,,-i;.. i u) 
1 2' 2 1 ' '1'-1 r' r r-1' 

Vi, i+l = Y - h-':; fUr i ungerade . 

Der Rang von h;"/h ist also dem Range von F!.,u gleich. Sind die Koef
fizientenpaare alle ungleich, so gibt es nur eine Zerlegung von h;",n und 
F;"/h' werden einige Paare gleich, so wird die Zerlegung dort unbestimmt. 
Bei jeder bestimmten Wahl der Richtungen 1, ... , r fUhren aber die 
Ebenen 1 - 2, 3 -4, ... , (r - 1) - r eine Bewegung in sich aus, wahrend 
samtliche Richtungen, die zu diesen r Richtungen senkrecht sind, 
sich nicht andern. 

Der Rang eines Bivektors ist vom Fundamentaltensor unabhangig. 
Wahlt man also einen anderen Fundamentaltensor, so wird die Zer
legung von FA" in einfache Bivektoren eine andere, die Anzahl dieser 
Bivektoren ist aber stets dieselbe. Auch ist es nicht moglich, daB 
Fl. It sich durch irgendwelche andere Methoden zerlegen lieJ3e in weniger 

als ':. einfache Bivektoren. Man konnte dann immer einen Fundamental-
2 

tensor so wahlen, daB die Bivektoren in bezug auf diesen Tensor gegen-
S c h 0 ute n, Ricci-KalkUl. 4 
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seitig vollkommen senkrecht waren, bei einer senkrechten Zerlegung 

mussen aber, wie oben 
entstehen 1). 

Wir haben also die 

gezeigt wurde, immer ~ einfache Bivektoren 
2 

Satze erhalten: 
Der Rang r eines Bivektors (also auch der Rang jeder 

schiefsymmetrischen Determinante) ist stets gerade, und 

jeder Bivektor kann in r, nicht aber in weniger als 1'_ ein-
2 2 

fache Bivektoren zerlegt werden 2). 

Zu jeder infinitesimalenDrehung gehart ein bestimmter 

Bivektor sFAI" der sich in~- gegenseitig vollstandig senk

rechte einfache Bivektoren zerlegen laBt. Die Zerlegung ist 
nur dann eindeutig bestimmt, wenn die Hauptgebiete des 
Tensors FAI'F~v aIle zweidimensional sind. Jeder einzelne 

der ~ einfachen Bivektoren bewegt sich bei der infinitesi-
2 

malen Drehung in sich, die zu FAu senkrechten Richtungen 
bleiben in R uhe. 

Aus (132) ergibt sich ohne Rechnung eine neue Bedingung dafiir, 
daB der Rang eines Bivektors r ist: 

) F F {*Ofiir2 P=r, 
(133 [i.,I', ... ApIJp] =0 " 2p>r, 
in Worten: 

Ein Bivektor FAit hat dann und nur dann den Rang r, 
wenn das alternierende Prod ukt von p Faktoren FAit ver
schwindet fur 2P > r, aber nicht verschwindet fur 2P = r3). 

Es verdient Beachtung, daB der in (133) fUr 2 p = r auftretende 
r-Vektor einfach ist, was unmittelbar aus (132) folgt und im dritten 
Abschnitte Verwendung find en wird. Die Bestimmungszahlen des r-Vek
tors sind bis auf Zahlenfaktoren "Pfaftsche Aggregate rter Ordnung". 

§ 17. Lineare Abhangigkeit und Dimensionenzahl von 
Tensoren und p-Vektoren. 

u 
Es seien m GraBen pten Grades v;""')'p' u = 1, ... , m gegeben. 

Es ist zu untersuchen, unter welchen Bedingungen es unter dies en 
m GraBen gerade q linear unabhangige gibt, oder, anders gesagt, wann 
gerade m - q linear unabhangige Gleichungen von der Form: 

(134) 
,., u 
L" IX VA, ... Ap = 0, 
u ux 

x=1, ... , m-q 

1) Die Zerlegung eines Bivektors ohne Verwendung eines Fundamentaltensors 
findet sich z. B. bei Cartan, 1922,20, S.53. 

2) Literaturangaben bei Pascal, 1910, S. 64, 65, 129. 
3) Graf3mann, 1844, 1, S. 206; 1862,1, S. 56; fur p = 2; Rothe, 1912,1. S. 1039. 
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existieren. Existieren diese Gleichungen, so existieren auch die m - q 
Gleichungen: 
(135) "5'eXwA, ••• w)·p-,·~, l =0, x=1, ... , m-q "'u' ux 1 P -1 ., .... p 

fUr jede Wahl der Vektoren wV , ••• , wV , von denen eine jede die lineare 
1 p-1 

AbMngigkeit von m Vektoren zum Ausdruck bringt. Nun ist die not-
wendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz von Gleichungen 
der Form (135), daB der Rang r der Matrix dieser m Vektoren gleich q 
ist. Diese Bedingung ist aber n i c h t hinreichend fUr die Existenz der 
Gleichungen (134). In den Gleichungen, die infolge r = q existieren, sind 
namlich die Koeffizienten eX von der Wahl der Vektoren wV', ••• , WVP-l 

UX 1 p-1 

nicht unabhangig. Setzt man nun in (135) fUr wV , ••• , WV nach-
1 p-1 

einander auf aIle maglichen Weisen die MaBvektoren eV , ••• , eV ein, so 
al an 

entstehen zwar Gleichungen, die dieselbe Form haben wie die nP aus-
geschriebenen Gleichungen (134), die Indizes eX sind aber in jeder ein-

ux 
zelnen Gleichung andere, abhangig von den fiir A1> ••• , Ap -1 eingesetzten 
Werten. Nur von dem Werte von Ap sind die eX unabhangig. Sind nun 

ux 
die GraBen ~)'l'.!.P entweder alle symmetrisch oder alle alternic .. 
rend, so ist ersichtlich, daB jede Kombination der Indizes durch 
wiederholte Permutation und Abanderung des Indexes Ap aus jeder 
anderen Kombination entstehen kann, und in diesen beiden Fallen sind 
also die Koeffizienten eX der infolge der Bedingung r = q existierenden 

ux 
Gleichungen von der Wahl der Indizes unabhangig und ist dies:: Be-
dingung infolgedessen hinreichend fUr die Existenz von (134). Wir be
schranken uns weiter nur auf symmetrische oder alternierende GraBen, 
und gehen auf den verwickelteren allgemeinen Fall nicht naher ein. 

Damit haben wir den Satz erhalten: 
Von m symmetrischen bzw. alternierenden GraBen 

U 

VAl ... !.p, u=1, ... , m, sind dann und nur dann gerade q linear 
unabhangig, wenn der Rang der Matrix der m Vektoren: 

. ,U 
W'l ••• W 'P-l V;'l ... Ap 
1 p-1 

fiir irgendeine Wahl der Vektoren wV', ••• , W Vp -, gleich q, fiir 
1 p-1 

keine Wahl aber > q isP). 
Filr q = m = n lautet also die notwendige und hinreichende Be

dingung: 
1 n 

(136) V(A n ... (i.,. p _ d)'l. P ••• VAn,) ... !.n. p -1) An. p] 'f 0. 
Eine symmetrische oder alternierende GroBe vAl ... Ap ' die als Summe 

von Vielfachen der Produkte von q und nicht weniger als q linear unab
hangigen Vektoren geschrieben werden kann, heiBt q-d i men s ion a 1. 

1) Sinigallia. 1905, 3, S. 165. auch fur den Fall, daB die GriiBen nicht 
denselben Grad haben. 

4* 
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Eine p-dimensionale alternierende GroBe v)., ... Ap ist also dasselbe wie 
ein einfacher p- Vektor. 1st vA, ... Ap eine q-dimensionale GroBe, so besitzt 
die Gleichung: 
(137) v;., ... ;.p wi.p = 0 

n - q linear unabhiingige Losungen WV. Denn man kann die q Vektoren 

als die q ersten kovarianten MaBvektoren ~)., ... , ~A nehmen, und die 
kontravarianten MaBvektoren eV , ••• , eV bilden dann n - q Losungen. 

q+l n 

Hat umgekehrt die Gleichung (137) n - q linear unabhiingige Losungen, 
so kann man diese als die n - q letzten kontravarianten MaBvektoren 
wahlen und vA, .•• Ap laBt sich dann in den q ersten kovarianten MaB
vektoren allein ausdrlicken. Es gilt also der Satz: 

Daftir, daB eine symmetrische oder alternierende GroBe 
vA, ••• Ap q-dimensional ist, ist notwendig und hinreichend, 
daB die Gleichung (137) gerade n - q linear unabhangige Lo
sungen hat. 

Hat (137) n - q linear unabhiingige Losungen, so bestehen zwischen 
den n GroBen (p -1)-ten Grades: 

(138) vA, ... Ap_,aJp' ..• , Vi., •.• Ap_,an).p 

gerade n - q lineare Beziehungen und umgekehrt. Es muB also die 
Matrix der n2 Bestimmungszahlen der n Vektoren: 

(139) wA, wAp-,v . u a a 1 "'p-2 A, ••• Ap_2,U).p, = l' ... , n 

fUr irgendeine Wahl der Vektoren WV den Rang q, fUr keine Wahl aber 
einen Rang> q haben (S. 51). Daraus folgt der Satz: 

Dahir, daB eine symmetrische oder alternierende GroBe 
VA, ••• Ap q-dimensional ist, ist notwendig und hinreichend, daB 

{ i'O s=q 
(140) v(J'n ... (I·I,P_' IA"p-11 p."" ... VA,,) ... i.s,p_,) IAs,p-l! i.s,p] = 0 

s >q. 
Da die in (140) vorkommende GroBe spten Grades auch alternierend 

ist in den s Indizes AI, p -1" . As, P -1, so lautet eine andere Form der 
Bedingung: 

f of 0 
( 141) v (I," '" (AI, P - , [i." p - I [i·1. P ••• V A8J) ... i.8, P - ,) As, p - ,] As, p]\ = 0 

Auch jede der Gleichungen: 

(142) { of 0 
V)," ... A" p- ,[AI, P-,[}", p ••• VI}·" ... i.8 , P - ,: As, p-,] As, p] = 0 

{ of 0 
VAn ... AI, P - 2 i· 1, P -, [AI, P ••• V ,i." ... As, p -, i.s, P -1' i·s, p] = 0 

s=q 
s> q. 

s=q 
s> q, 

S=q 
S> q 

ste1lt eine notwendige und hinreichende Bedingung dar. Denn aus (142) 
bzw. (143) folgt (140) bzw. (141), und, ist umgekehrt VI., ... ).p q-dime?
sional, so verschwindet jede Verkniipfung, in welcher tiber mehr als 
q Indizes alterniert ist. Es gilt also der Satz: 
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Dafiir, daB eine symmetrische oder alternierende GraBe 
q-dimensional ist, ist notwendig und hinreichend, daB eine 
der Beziehungen (140), (141), (142) oder (143) gilt. 

Es ist zu beachten, daB der Fall q = p + 1 bei alternierenden GraBen 
niemals auftreten kann, da es keine (p + 1)-dimensionalen p-Vektoren 
gibt (vgl. S. 20,26). 

Fur q = p gilt auch der Satz: 
Eine alternierende GroBe VI., ... I.p ist dann und nur dann 

einfach, wenn Vp., .. .i.p V.II ,]ll, .... lIp verschwindet. 
Die Notwendigkeit der Bedingung ist selbstverstandlich, da ja 

vA, ... Ap in einem kovarianten Gebiet pter Stufe (S.20) liegt und in diesem 
Gebiet jede Alternation uber p + 1 Indizes verschwinden muB. Dm zu 
beweisen, daB sie auch hinreicht, fUhren wir n - p -1 beliebige Vektoren 
Wi., U = 1, ... , z; z = n - p -1 ein. Der Ausdruck: 
u 

(144) VAll'" [AlP V :1'21'''[ A2 p ... V ,Ap+I., ... [Ap+" p 1f,u, ... ~i(n-p-,] 

laBt sich dann nach dem auf S. 30 bewiesenen Satze schreiben als eine 
Summe von GroBen, die aBe ein alternierendes Produkt von n Faktoren 
enthalten, in welchem alle idealen Faktoren eines bestimmten Fak
tors VAl •• Ap vorkommen. Daneben mussen noch n - p andere Faktoren 
vorkommen, und da es nur n - p -1 Faktoren WI. gibt, muB wenigstens 

u 
e i n idealer Faktor eines anderen Faktors Vi., ... Ap auftreten. Dann folgt aber 
aus der Voraussetzung, daB aIle Terme verschwinden, d. h. daB (144) ver-

schwindet. Nun sind aber die ;:;A beliebig wahlbar und es verschwindet 
demnach der in (143) links auftretende Ausdruck fUr s = p + 1. Die 
Bedingung ist also auch hinreichend 1). 

Es laSt sich nicht in derselben Weise beweisen, daB das Verschwinden 
von v[.l, ... ;'p V!ll .. flq] ... flp eine hinreichendeBedingungfUrdie (p + q -1) -Di
mensionalitat von vAl ... I.p ware. Denn bei der obigen Umformung kon
nen dann zu VA" •• I. p ideale Faktoren treten, die zu verschiedenen 
Faktoren vA, ... Ap gehoren. Das Gegenbeispiel der immer verschwindenden 
GroBe v(A,A,!., v.Ut ,lt,.II,] lehrt, daB diese Bedingung auch in def Tat nicht 
hinreichend ist. Man gelangt aber in derselben Weise wie oben zu demSatz: 

Dafur, daB vA, ... Ap q-dimensional ist, ist notwendig und 
hinreichend, daB jeder Ausdruck, der ein Produkt enthalt, 

vonderForm V(Al ... I.)AP+l".s;f,J, fur s=q+1, aber nicht fur 

s = q verschwindet. In diesem Ausdruck sind 01.1" .,s;r ideale 
Faktoren, die zu einer beliebigen Anzahl von Faktoren 

V.ll'~P ~e_h~re n. 
1) Eine andere Form dieses Beweises findet sich bei Weitzenbock, 1923, 1. 

S. 84. Andere notwendige und hinreichende Bedingungen, die aber HilfsgroBen 
enthalten, finden sich in den Anmerkungen und Nachtragen zu Graf3mann, 1862, 1, 
S.409 u.511. Vgl. auch Weitzenbock, 1923,1, S.114 u.f. 



54 Der algebraische Teil des Kalkiils. 

Dieses Kriterium ist meist einfacher als eine def Gleichungen (140) 
bis (143). 

Damit die Dimensionenzahl einer symmetrischen GroBe < n 
ist, ist notwendig und hinreichend, daB die GroBe: 

verschwindet, wo uber alle n (p - 2) Indizes auBer Al P -1 .. .An P -1 und 
AlP .. .Anp gemischt ist. Die zu dieser GroBe gehOrige Form {n (p - 2) }-ten 
Grades ist die Hessesche Kovariante der zu VA, ... J.P gehorigen Form 1). 

Fur den Fall, daB die GroBe alternierend, q = n und n gerade 
ist, lassen sich die Bedingungen vereinfachen. Dazu verwenden wir die 
Formel: 

(145) V[A,[f'l'" Vi.nlftnl = (-1) ~ 2 -nn! (; !) -1 VU" I., ... Vi.n _I i.n1 V[,1l 1 .1l, ... V!ln_, !'nl, 

die gultig ist fur jede alternierende GroBe Vi.,Il und gerades n. 
Man beweist (145), indem man zeigt, daB die aI' •.. , an, aI' ... , 

an - Bestimmungszahl auf beiden Seiten der Gleichung dieselbe ist. 
Es ist zweckmaBig, dabei die MaBvektoren so zu wahlen, daB Vi'l" eine 
Summe von Produkten von MaBvektoren ist. Die Formel ist gleich
bedeutend mit dem bekannten Cayleyschen Satze, daB jede schief
symmetrische Determinante geraden Grades sich als Quadrat schreiben 
HiBt. (Die Bestimmungszahl von 

V[A, A, ... VAn _, !.nl 

ist bis auf einen Zahlenfaktor ein "Pfaffsches Aggregat der Ordnung n".) 
1st also n gerade und t = in, so ist das Produkt von: 

1 t t t 
VAn'" VA1,p_,'" Vi. t"" Vi.t,p_, VriX, Va,.·. V"n_, Vanl 

mit sich selbst bis auf einen nicht verschwindenden Zahlenfaktor gleich 
der in (142) links auftretenden GroBe. Es gilt also der Satz: 

Dafur, daB ein p-Vektor n-dimensional ist, n = 2 t, ist 
notwendig und hinreichend, daB 

(146) 
lIt t 11 t t 
V;'ll'" VA"p_"" VAt,'" VAt,p_, V[iX, V"", .. V"'n_, Vanl i o. 

Fur p = 2 ergibt sich aus (146) die einfache Bedingung: 

(147) v[iXla,,,,v"'n_liXnl+O, 

in Worten: 
Dafur, daB ein Bivektor VAl" n-dimensional ist, n = 2t, ist 

notwendig und hinreichend, daB das alternierende Prod ukt 
von t Faktoren VAl" nicht verschwindet. 

Da die Dimension eines Bivektors dem Range gleich ist, ist dieser 
Satz ein Spezialfall des Satzes (133) auf S. 50. 

1) Sinigallia, .1905, 3, S.171. 
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§ 18. Die GraBen der Xuo 
Samtliche im vorigen Paragraphen behandelten GroBen und ihre 

Verkniipfungen sind definiert in bezug auf die En, genauer gesagt in 
bezug auf die (homogene) affine Gruppe, die Gruppe also, durch die in 
einer En die kartesischen Koordinatensysteme mit gemeinschaftlichem 
Ursprung vertauscht werden. Dementsprechend hatten aile GroBen 
eine vom Ort in der En unabhangige Bedeutung und lieBen sich durch 
endliche Figuren in der En geometrisch darstellen. 

Es gilt jetzt, diese Definitionen so zu fassen, daB sie fiir eine allge
meine Xn Giiltigkeit behalten. Dazu geniigt die Bemerkung, daB beim 
Dbergang von den Urvariablen x" zu neuen Urvariablen 'x": 

(148) 'x"='x"(xt'·, ... , xt'n) 

die Differentiale der Urvariablen sich linear homogen transformieren: 
o 'x" 

(149) d'xv=-Tdxl, ox 
wobei die Funktionaldeterminante I ~ 'x; I nicht verschwinden darf, da 
die U mkehrung: I ex 

() x" 
(150) dx"=~ - d'x l. o 'xl 

moglich sein solI. Werden aIle moglichen Transformationen (148) mit 
nicht verschwindender Funktionaldeterminante betrachtet, so durch
lauft in jedem Punkte der Xn die Transformation der Differentiale die 
ganze Gruppe der affinen Transformationen mit nicht verschwindender 
Deterrninante. Die zu verschiedenen Punkten gehorigen Gruppen sind 
aber vollstandig unabhangig voneinander, da eine affine Transforma
tion in P zusammen mit jeder beliebigen affinen Transformation in 
einem endlich entfernten Punkte Q auftreten kann, wenn man die Trans
formation der Urvariablen nur entsprechend wahlt. Zu jedem Punkte 
der Xn gehort also eine affine Gruppe, und zwei dieser Gruppen in P 
und Q stehen lose nebeneinander ohne irgendeinen von den Urvariablen 
unabhangigen Zusammenhang. Das heiBt, das infinitesimale Gebiet 
urn P ist eine En fiir sich, die mit der En urn Q in keinerlei Beziehung 
steht. In jeder einzelnen dieser infinitesimalen En gelten nun alle Be
griffsbestimmungen und Resultate der vorigen Paragraphen, es braucht 
nur statt der Transformation (8) auf S. 12 die Transformation der Dif
ferentiale (149) eingesetzt werden. Ein kontravarianter Vektor in P 
ist also der Inbegriff von n Bestimmungszahlen v", die sich bei Anderung 
der Urvariablen in folgender Weise transformieren: 

(151) 'v" = P" vl .1. , v" = Q" 'v' .. , 
i IX" 

P", - - ~~
.A-i)X)· ' 

in welcher Gleichung mit den 0 'x; die Werte gemeint sind, die diese 
ox 

Differentialquotienten in P haben. Ein kontravariantes Vektorfeld 
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ist der Inbegriff von n Ortsfunktionen v", die sich bei Anderung der 
Urvariablen in der ganzen Xn nach (151) transformieren, wo jetzt die 
a 'x" 
--A. auch als Ortsfunktionen aufzufassen sind. 
ax 

Sind in einem Punkte n linear unabhangige kontravariante Vek
toren v", •.. , v" gegeben, so kann man aus den n Gleichungen: 

1 n 
(152) v"=vl.e" 

1 1). 

die n kontravarianten MaBvektoren e" berechnen. Nun lassen sich aber 
A. 

ohne weitere Annahmen in jedem Punkte einer Xn n linear unabhangige 
kontravariante Vektoren aufweisen, namlich n Linienelemente dx". 
Durch die Wahl der Urvariablen ist also in jedem Punkte, ohne daB 
irgendwelche weitere Annahmen erforderlich waren, das System der 
kontravarianten MaBvektoren festgelegt. 

Ein kovarianter Vektor in P ist der Inbegriff von n Bestimmungs
zahlen WA., die sich bei Anderung der Urvariablen in folgender Weise 
transformieren: 
(153) 7eJ). = P~/w", [vgl. (16) auf S. 14]. 

Sind in einem Punkte n linear unabhangige kovariante Vektoren 

~A.' ••• , ;A. gegeben, so kann man wie oben aus diesen die n kovarianten 
MaBvektoren berechnen. Es gelingt nun mit Hilfe von n gegebenen 
kontravarianten Vektorfeldern V", ..• , v" n Systeme von n Ortsfunk-

1 n 
tionen zu bilden, die sich kovariant transformieren. In der Tat, setzt man 

(154) 
v['" ... v"P-t v"P+, ... v"nl 

p _ 1 ( 1)P-l 1 p··l p+l n p - 1 w" -- - ----- ,- ,0 •. , n, 
p n v["' . ................... v""l 

1 

so ist ~A. vI. fiiI jede Wahl von p und q invariant bei Anderung der Ur
q 

variablen: 

(155) 
P I. {1 fUr p=q 
WI.V = , 

q 0" P=l=q 
p,q = 1, ... , n 

und die ~A. transformieren sich also in der Tat (S. 16) kovariant. Die 

geometrische Bedeutung der ~). ist klar: in jedem Punkte sind die ~A. 
die kovarianten Vektoren des Parallelepipeds der v". Wahlt man fur 

p 

die v" die zu irgendeinem System von Urvariablen gehorigen kontra-
" varianten MaBvektoren e", so erhalt man kovariante MaBvektoren eA.. 

A. 

Durch die Wahl der Urvariablen ist also in jedem Punkte auch das 
System der kovarianten MaBvektoren festgelegt, ohne daB irgend
welche weiteren Annahmen erforderlich waren. Mit den kovarianten 
und kontravarianten Vektoren sind in jedem Punkte der Xn auch ko
variante, kontravariante und gemischte GraBen hoheren Grades fest-
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gelegt. Zwei zu verschiedenen Punkten gehOrige GraBen lassen sich aber 
in keiner Weise vergleichen, so lange nicht ein, im nachsten Abschnitt 
naher zu erarterndes, Ubertragungsprinzip eingefUhrt ist. Die GraBen 
der Xn sind also in Gegensatz zu den GraBen der En ortgebunden. 

Man kann sich nun aber auf einen allgemeineren Standpunkt stellen 
und die kovarianten Vektoren nicht definieren durch (153), sondern 
durch die Gleichung: 
(156) I -1 QV pv I w;.=r .;.wv' w;.=r 'J. wv ' 
wo der hinzutretende Parameter r eine Funktion des Ortes ist. Erst 
in der X n , wo die GraBen ortgebunden sind, hat eine solche Definition 
eine nicht triviale Bedeutung. In dem speziellen Falle, daB r = 1 ist, 
geht (156) wieder in (153) iiber und fUr den Fall, daB die Urvariablen 
konstant gehalten werden, geht (156) iiber in die Transformation: 

(157) 
die wir die Anderung des kovarianten MaBes 1) nennen. Die 
durch (156) definierten GraBen sind natiirlich anderer Art als die GraBen 
die durch (153) definiert sind. Legt man (156) zugrunde, so sind z. B. 
die oben mit Hilfe von kontravarianten Vektoren gebildeten GraBen 
keine e i g e n tl i c hen kovarianten Vektoren, da ihre Bestimmungs
zahlen sich bei Anderung des kovarianten MaBes nich t andern. 
Uberall, wo wir im folgenden (156) zugrunde legen statt (153), sollen 
GraBen, deren Bestimmungszahlen sich bei Anderung des kovariantcn 
MaBes nach (157) transformieren, e i g e n t 1 i c he GraBen genannt werden. 

Die Uberschiebung von vV und WI. ist, so bald (156) zugrunde gelegt 
wird, keine e i g e n t 1 i c he Invariante mehr: 

(158) 

Die kovarianten MaBvektoren ~I. sind keine eigentlichen Vektoren, da 
ihre Bestimmungszahlen bei Anderung des kovarianten MaBes un
verandert bleiben und sich also nicht nach (156) transformieren. Wie 
auf S. 15 kann man diese GraBen aber auch als eigentliche Vektoren 
auffassen, die nicht fest sind, aber sich bei Anderung der Urvariablen 
und bei Anderung des kovarianten MaBes mit andern. Auch der Ein
heitsaffinor A~ ist keine eigentliche GraBe mehr, laBt sich aber in der
selben Weise als veranderliche eigentliche GraBe auffassen. 

1) Mit einer MaBbestimmung hat dies noch nichts zu tun. Der Ausdruck 
findet seinen Grund in der Tatsache, daB der Ubergang von (153) zu (156) 
gleichbedeutend ist mit der Verabredung, fortan aIle kovarianten Vektoren mit 
einem r mal graBeren MaBstab zu messen. \Vurde man in derselben Weise das 
kontravariante MaB andern, so wurden, auBer in dem trivialen Falle eines in der 
Xn konstanten Proportionalitatsfaktors, die d XV aufharen, exakte Differentiale 
zu sein. Obwohl in der Tat ein allgemeinerer Ansatz auf Grundlage nicht 
exakter d XV moglich und fur eine Vertiefung der Grundlagen der Differential
geometrie vielleicht vielversprechend ist, werden wir hier diese Moglichkeit auBer 
acht lassen. 
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§ 19. Die Einfiihrung einer MaBbestimmung in der Xn • 

Wird in einem Punkte der Xn eine Volumeneinheit festgelegt, so geht 
die affine Gruppe tiber in die aquivoluminare. Einfiihrung eines Normal
schraubsinns bedeutet eine weitergehende Beschrankung auf die speziell
affine Gruppe. Einfiihrung eines Fundamentaltensors bedeutet Ubergang 
von der .aquivoluminaren zur orthogonalen Gruppe, wobei die infinite
simale En in jedem Punkte in eine Rn tibergeht. Diese Einfiihrungen 
konnen in allen Punkten der Xn unabhangig voneinander gemacht werden. 

Die Einfiihrung eines Fundamentaltensors g;.It als eine stetige und 
hinreichend oft differenzierbare Funktion des Ortes, wodurch die Volumen
einheit mit festgelegt wird, ist besonders wichtig. Eine X n , in der diese 
Einfiihrung stattgefunden hat, heiBt eine Mannigfaltigkeit mit 
quadratischer MaBbestimmung oder Vn (auch Riemann-sche 
Man n igfal tig kei t, wohl zu unterscheiden von der Mannigfaltigkeit 
konstanter Krtimmung der sog. Riemannschen Geometrie). Die Lange 
des Linienelementes d.ct v ist in einer V n: 

(159) ds = "jig)." dx· dx l' • 

Linienelemente in verschiedenen Punkten lassen sich der Lange 
nach vergleichen, und es kann also auch die Lange eines Kurvenbogens 
als Integral von d s bestimmt werden. Es ist aber auch nach Einfiihrung 
des Fundamentaltensors ohne Zuhilfenahme eines Ubertragungsprinzips 
noch unmoglich, zwei GroBen in verschiedenen Punkten der Rich
tun g nach zu vergleichen. 

1st der Fundamentaltensor einer V,. festgelegt, so lassen sich in 
jedem Punkte kovariante und kontravariante GroBen identifizieren, und 
man kann die Indizes herauf- und herunterziehen, selbstverstandlich 
aber nur, sofern der Fundamentaltensor wahrend der Untersuchung 
fest bleibt (S. 39). 

Ferner kann man unter diesen Bedingungen in die Vn ein Ortho
gonalnetz legen, das aus n gegenseitig senkrechten Kongruenzen be
steht, die eine jede oon-l Kurven enthalt. Das Orthogonalnetz be
stimmt in jedem Punkte n gegenseitig senkrechte Richtungen. Werden 
in diese Richtungen Einheitsvektoren ~v, f = 1, ... , n gelegt, so kann 

J 

jeder Vektor und somit jede GroBe durch orthogonale Bestimmungs-
zahlen gegeben werden. Es ist aber zu beachten, daB die Kongruenzen 
:iv sich ganz anders verhalten als die Kongruenzen der Parameterlinien 
J 

eines Systems von Urvariablen. Zu p Kongruenzen, p = 2, ... , n - 1, 
von Parameterlinien gehort stets ein System von r.x;n-p VP ' die 
ganz aus diesen Parameterlinien aufgebaut sind, zu p Kongruenzen 
eines 0 r tho g 0 n a 1 net z e s gehort ein solches System im allgemeinen 
nicht, was damit zusammenhangt, daB es keineswegs stets moglich ist, 
die Urvariablen so zu wahlen, daB aUe Parameterlinien gegenseitig 
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senkrecht sind. Die orthogonalen Bestimmungszahlen haben mit der 
Wahl der Urvariablen nichts zu tun, sie andern sich also auch nicht 
beim Dbergang zu anderen Urvariablen. Beim Dbergang zu emem 
anderen Orthogonalnetz transformieren sie sich orthogonal. 

Aufgaben. 
1. Die nP Zahlen vJ·, .. ·l.p sind dann und nur dann Bestimmungs

zahlen einer GroBe p-ten Grades, wenn 
vl·, .. ·l.pw 

1., ... I. q 

fUr eine bestimmte Wahl von q und jede beliebige Wahl der GroBe 
WI., ... l. q eine GroBe (P - q)-ten Grades darstellt. 

2. 1st p./ v" = IX VI. fUr jede Wahl von v", so ist p~v = IX A~ und 
IX ist von der Wahl von VI. unabhangig. Was bedeutet dieser Satz 
geometrisch? 

3. 1st UI.I'- Vi. vI'- = 0 fUr jede Wahl von v V , die der Gleichung Vi. WI. = 0 
geniigt, so hat U(I.,II) die Form: 

u(i.,,) = W(I. PIt} • 

4. 1st ui;," vI. Vi' W" = 0 fUr jede Wahl von 
Vi. WI. = 0 geniigt, so ist U(i;,), von der Form: 

VV , die der Gleichung 

U(j./:{ = P(i. A;) . [Friedmann 1).] 

5. 1st P{" Wy = IX WI. fiir jede Wahl von WI., die der Gleichung 
Vi. WI. = 0 geniigt, so ist p~" von der Form: 

P';," = IX A~ + PI. v" 

und IX ist von der vVahl von WI. unabhangig. 

6. 1st u~;: alternierend in Ap, und hat Uj.;," v,U Wy die Richtung 
von WI. fUr jede Wahl von v" und WI., die der Gleichung Vi. WI. = 0 ge
niigt, so ist u;,;," von der Form: 

.. " P A" ul.
" 

= [i. !'l' 

7. Zu beweisen, daB die GroBe 

symmetrisch in Ap p,p ist, wenn hl.ft ein Tensor ist. 

8. Fur P> 1 gibt es im allgemeinen p; ~ 11 Richtungen des Vek

tors v", die der Gleichung 

v[!. W/l]I., ... l.p v),' ••• v l.p = 0 

geniigen. WI., ... I.p+, ist eine beliebige GroBe und es ist v;. = gl.,u ViI. 

(Hitchcock, 1916, 2, S. 374.) 
1) Aus einer Korrespondenz mit Herrn A. Friedmann in Petrograd. 
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• m 
9. Sind U~l' •.• , U~)., m:<:: n, und V~l beliebige GraBen zweiten 

Grades und ist u u 

W~l= U~J.V~<x, u=1, ... , m, 
so ist 

1 m 1 m 
W[V; WVmJ. = U[IXI uam] V[v, VVml 

• [!'I • . • • "ml • [i., . • . • !.m] • ["1 . • • • "m 

(Mehmke, 1923,14.) 
U t' 

10. Sind U~;, und V~A' U, V = 1, ... , m, m <: n, beliebige GraBen 
zweiten Grades und ist uv U t' 

W~A = U~l V~'" u,v=1, ... ,m, 
so ist 1 m 1 m 1(1 :212 ,m,m) 

U[x, U"ml V[v i vvml - W[v i wv, wvml 
• P'I ' • . • Aml • ["1 . . . • "ml - • [AI • A, • • • • !,ml 

(Mehmke, 1923,14). 

11. Gilt fUr zwei Systeme von m Vektoren, m:;:::: n ) 

die Gleichung: 

m 
VI., ... , v)., 

m 
W;., ... , Wi. 

11m m 
Vel, W,ul + .,. + V[l W,ul = 0, 

und sind die Vektoren v). linear unabhangig voneinander, so lassen sich 
die Vektoren w). linear in die Vi. ausdrucken, und die Transformations-
tabelle ist symmetrisch. (Cartan, 1919, 3, S. 151.) 

12. Gilt fUr p Tensoren 1 p 

hll<, .•. , hA,u 
die Gleichung u u 

1: h["[A h,ulvl = 0, 
u 

so gilt dieselbe Gleichung fUr p Tensoren, die durch orthogonale Trans-
formation aus den hA,u entstehen. (Cartan, 1919, 3, S. 152.) 

13. Man beweise die Identitaten: 
g[)'1 [v, ... gln] vnl g[J" [v, ... g!.nl vnl = 1 , 

n g)"v, ... g!.nvn g[A,[V" " glnlvnl = gA,V,' 

14. Zu beweisen, daB sich fUr n = 2 jeder Tensor als ein sym
metrisches Produkt zweier realer Vektoren schreiben laSt. 

15. Ein Tensor V)"",},P ist dann und nur dann eine Vektorpotenz, 
wenn 

16. 1st gA,u der Fundamentaltensor, g die Determinante der gAP und 
V·'·""n ein n-Vektor, so ist der mit gA,L< gemessene Inhalt von Vv, ... "» 
gleich 1 1 

n! ViI ... in=n!g2 VVI""'n=n!g-1 VAI ... !.n' 



Zweiter Abschnitt. 

Der analytische Tell des Kalkiils. 
§ 1. Die Ortsfunktionen. 

In einer Xn sei ein Skalarfeld p, d. h. ein Skalar p alsFunktion 
des Ortes, gegeben. Zwei Feldwerte p und p + dP in den Punkten x" 
und x" + dx" lassen sich dann unabhangig von der Wahl der Urvariablen 
vergleichen. Die Differenz d p ist wiederum ein Skalar und heiBt das 
zum Linienelement dx" gehOrige Differential von p. Die partiellen 

Differentialquotienten a PJ. transformieren sich beim Dbergang zu den ox 
Urvariablen 'x" folgendermaBen: 

(1 ) 

wahrend sie bei Anderung des kovarianten MaBes ungeandert bleiben. 
Nach I § 18 sind sie also Bestimmungszahlen eines (uneigentlichen oder 
mit der Wahl des kovarianten MaBes veranderlichen) kovarianten Vek-

tors. Der Vektor ~ heiBt der Gradientvektor des Feldes p. a x" 

Der Ort der Punkte, in denen p einen bestimmten vorgegebenen 
Wert hat, heiBt eine aq uis kalare H yperflache des Feldes' p. Fiir 
jedes Linienelement, das innerhalb einer solchen Hyperflache liegt, ist: 

(2) dx!' !P = 0, 
v x!' 

und (2) ist also die tot ale Differentialgleichung des Systems der aqui
skalaren Hyperflachen. Geometrisch bedeutet (2), daB die (n - 1)-

Richtung des kovarianten Vektors ~P, in jedem Punkte eine Hyper-
(j~ .. 

flache eines Systems von 001 Hyperflachen tangiert. Anders gesagt, die 

durch :! in allen Punkten bestimmten En _1-Elemente reihen sich so 

aneinander, daB sie 001 Xn - 1 bilden. Ein kovarianter Vektor mit 
dieser Eigenschaft heiBt Xn - 1- bildend. Ein Gradientfeld ist also 
stets Xn_J-bildend. 

Wir betrachten jetzt in der Xn ein kontravariantes Vektor
feld v", d. h. einen kontravarianten Vektor, dessen Bestimmungszahlen 
als Funktionen des Ortes gegeben sind. Zwei Feldwerte v" und v" + dv" 
in den Punkten x" und x" + dx" lassen sich jetzt nicht mehr unabhangig 
von der Wahl der Urvariablen vergleichen. Denn den Differentialen 
d v" kommt, im Gegensatz ·zu dp oben, keine von der Wahl der Ur-
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variablen unabbangige Bedeutung zu. Man konnte es ja z. B. durch 
geeignete Wahl der Urvariablen so einrichten, daB fur zwei bestimmte 
Punkte XV und XV + dxv die d VV alle verschwinden. In einer En ist dies 
anders. Dort sind kartesische Koordinatensysteme bevorzugt, und fUr 
ein solches Koordinatensystem sind die d vV gerade die Bestimmungs
zahlen des Vektors, der erhalten wird, indem man den Feldwert in XV 

parallel nach XV + dxv ubertragt und dort von dem Feldwerte in XV + dxv 

vektorisch subtrahiert. DaB es in einer Xn nicht gelingt, die Feldwerte 
in XV und XV + dxv in einer von der Wahl der Urvariablen unabhangigen 
Weise zu vergleichen, liegt eben daran, daB man nicht weiB, was es 
heiBen solI, den Feldwert in XV nach XV + dx' zu ubertragen 1). Ohne 
eine solche Dbertragung, die sich nur definitionsweise einfUhren laBt, 
gibt es also keine Moglichkeit, von der Wahl der Urvariablen unab
bangige Differentiale von anderen GraBen als ZahlgroBen zu bilden. Die 
Dbertragung ist also wesentliche Grundbedingung fUr jede Differen
tialgeometrie. Umgekehrt gehort zu jeder definitionsweise eingefUhrten 
Differentiation eine bestimmte Dbertragung, die man erbalt, indem man 
das Differential in der gewahlten Richtung gleich Null setzt. 

§ 2. Die linearen Ubertragungen 2). 

In der Wahl der Dbertragung ist man vollstandig frei. Man konnte 
fUr jede einzelne GroBe in jedem einzelnen Punkt und fUr jeden ein
zeIn en Wert von dx' eine ganz beliebige Dbertragung definieren, und 

1) Eine Verschiebung eines Vektors nach einem benachbarten Punkte einer 
Sn ist zuerst aufgetreten bei Brouwer, 1906. 2. S. 80. Spater haben Levi 
Civita, 1917, 1. und unabhangig von ihm der Verfasser 1918. 1. die pseudo
parallele oder geodatische Bewegung den differentialgeometrischen Betrachtungen 
zugrunde gelegt. Vgl. auch 1921. 2. 

2) Hessenberg gab 1916. 1. den ersten AnstoB zu einer Verallgemeinerung 
der Grundsatze der Differentialgeometrie. In den Arbeiten von Weyl, 1918. 2. 
Konig, 1919. 2. 1920. 1. Eddington 1921. 1. und dem Verfasser 1922, 2, Nach
trag 1922. 2. entwickeite sich dann die allgemeine Theorie der Iinearen Uber
tragungen. Physikalische Anwendungen gaben Weyl. Eddington und Einstein, 1923. 
5. 6. geometrische Eisenhart und Veblen, 1922. 7. 8. 9. 10. Die §§ 3-8 dieses 
Abschnittes enthalten das Hauptsachlichste der Arbeit 1922. 2 in etwas verall
gemeinerter Fassung. 

Bei Pascal traten schon 1902. 3 und 4. und 1903. 3. Verallgemeinerungen der 
ChristotJelschen Symbole auf. die aber nicht mit Ii ne are n Ubertragungen zu
sammenhangen. Nur die in 1903. 5 auftretenden Symbole. die sich in derselben 
Weise aus einem Affinor zweiten Grades ableiten wie die ChristotJelschen Sym
bole aus einem Tensor. stehen zu einer linearen Ubertragung in Beziehung. Bei 
der Behandlung der Differentiaigieichungen zweiter Ordnung treten bei Pascal 
1901. 2 Koeffizienten Xhki auf. die die Symmetrieeigenschaft der r~k einer af
finen Ubertragung besitzen. Die Ausdriicke [j h k i] bei Pascal auf S. 409. deren 
Verschwinden die unbeschrankte Integrabilitat bedingt. sind fiir n = m die Be
stimmungszahien der zu dieser tbertragung gehiirigen KriimmungsgriiBe. \\'eitere 
Literatur findet sich bei Weitzenbock. 1922, ii,S. 61. 
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damit ware dann fUr jede GroDe in jedem Punkte und ffu jeden Wert 
von dx V festgelegt, was man unter dem Differential der GroBe zu ver
stehen hat. Es ware also in der Tat eine Differentialgeometrie moglich 
geworden. Die bei einer solchen ganz willkfulichen Festsetzung erhal
tene Differentiation wiirde dann aber keinem der formalen Gesetze ge
niigen, denen die gewohnliche.Differentiation unterworfen ist. Es ware 
z. B. das Differential einer Summe keineswegs der Summe der Differen
tiale gleich, und auch die gewohnlichen Regeln fUr die Differentiation 
von Produkten behielten ihre Giiltigkeit nicht. 

U m da Ordnung zu schaffen und unter allen 0bertragungen nur 
die einfachsten Arten, mit denen sich leicht rechnen laBt, zu bevor
zugen, stellen wir einige Bedingungen auf, denen eine 0bertragung zu 
geniigen hat. if> ~owohl als lJI solI im folgenden eine beliebige kovariante, 
kontravariante oder gemi~chte GroBe beliebigen Grades darstellen. Da 
es sich bei if> und lJI urn ganz allgemeine GraBen handelt, werden die 
zugehorigen Indizes unterdriickF). b bedeute das zur 0bertragung 
gehorige Differential, d das von der Wahl der Urvariablen abhangige 

gewohnliche Differential: d if> = (1lj> dx'u. Wo von dem Differential c :J" 
einer GroBe ohne nahere Andeutung gesprochen wird, ist stets das 
kovariante Differential, d. h. das zur Ubertragung gehorige 
von der Wahl der Urvariablen unabhangige Differential gemeint. 

I. Eine (eigentliche!) GroBe und ihr Differential sind 
GraBen derselben Art. Das heiDt, die Anzahl und die Transforma
tionswei~e der Bestimmungszahlen sind dieselben. Die Differentialbil
dung einer eigentlichen GroBe ist also eine bei Anderung der Urvariablen 
und des kovarianten MaBes invariante Operation. 

II. DasDifferential ist eine lineareFunktion desLinien
elementes. Sind also if>u1dxa" ... , if>andxandie zu den Linienelemen
ten dxa., ..• , dxun gehorigen Differentiale, so ist das zu dx," gehorige 
Differential gegeben durch die Gleichung: 

(3) b if> = if>1' d.t;.'". 

Aus dieser Gleichung geht hervor (I S. 16), daB if>1' eine GroBe ist, die 
einen kovarianten Index mehr besitzt als if> und deren Grad also 
urn eins hoher ist als der Grad von if>. Wir bringen dies zum Ausdruck, 
indem wir fUr if>,,, schreiben VI' if> : 

(A) b if> = dxl' r'll if>. 

17" if> heiBt der zur 0bertragung gehorige (kovarian tel Differen tial
quo tie n t von if>. 1st if) eine eigentliche GroBe, so bekommen die Bestim
mungszahlen von 17/, if> bei Anderung des kovarianten MaBes einen 
Faktor T- 1 zu wenig, und 17" if> ist also keine eigentliche GroBe (S. 57). 

1) \Vir verwenden diese Schreibweise nur vorubergehend bei der Formulierung 
der Bedingungen. 
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III. Fur das Differential einer Summe gilt die gewohn
liche Regel: 

(B1) b (if) + lJI) = b if) + b lJI. 

Infolge (A) gilt dann auch die gewohnliche Regel fUr den Differential
quotienten: 

(B2) VI' (if) + lJI) = r ',Il if) + V" lJI. 

IV. Fur das Differential eines allgemeinen Produktes gilt 
die gewohnliche Regel: 

(C1) b (if) lJI) = lJI b if) + if) b lJI. 

Infolge (A) gilt dann auch die gewohnliche Regel fiir den Differential
quotienten: 

(C2) VI' if) lJI = (VI' if)) lJI + if) VI' lJI. 

Fur die differenzierende Wirkung von V setzen wir fest: 

Die differenzierende Wirkung von J7 erstreckt sich 
i n jed e m T e r m b i s z u r e r s t f 0 1 g end e n schliefJenden K lam mer, 
deren zugehorige offnende Klammer J7 vorangeht. 

V. Das Differential einer ZahlgroJ3e ist dem gewohn
lichen Differential gleich: 

~D1) bp = dp. 
Aus (A) folgt dann: 

(D2) 
op 

V" P =--. 
() xl' 

Eine Dbertragung, die diesen fUnf Bedingungen genugt, heiJ3e eine 
lineare Dbertragung. 

Jede GroJ3e Hi.Bt sich als Summe von Vielfachen von Produkten der 

2 n MaJ3vektoren e", ~). schreiben. Nach (B) und (C) ist also die Differen-
). 

tiation jeder GroJ3e bekannt, wenn die Differentiation der MaJ3vektoren 
festgelegt ist. Nach (A) ist aber das Differential eines bestimmten MaJ3-
vektors linear in den n MaJ3vektoren gleicher Art und nach (B) ist dieses 
Differential eine lineare Funktion des Linienelementes. Da die kontra
variant en MaJ3vektoren sich als veranderliche eigentliche Vektoren auf
fassen lassen, haben ihre Differentiale also jedenfalls die Form: 

(4a) 

wo die Ttl' beliebig wahlbare Parameter sind. Ebenso haben die Dif
ferentiale der kovarianten MaJ3vektoren die Form: 

(4b) 
Y "TIP ex: _fl 

15 e}. = - I lXI' e}, dx , 

wo die r;:; weitere beliebig wahlbare, von den r}~" vollkommen unab-
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hangige Parameter sind l ). Das Differential von v' bzw. W;, ist also, da 
sich diese GraBen in den MaBvektoren ausdrucken lassen: 

(5) 

und das Differential einer ZahlgroBe nach (D l ) dem gewohnlichen Dif
ferential gleich ist, infolge (el ), (D l ) und (4a): 

f b v" = 0 (Vi. ~~).= d VA e' + Vi. 0 eV 

I. I. /.. 

1 "I'" Au ~r~i,1( 
= d v + A ,I( ~~ v d x' = d v + l,u V d X' , 

b Wi. = 15 (wv el) = dWi. - IY; 'If" dx l '. 

(6a) 

(6b) 
U nter Berucksichtigung von (A) folgt aus (6) fUr die Differentialquo-
tienten: 
(J a) 

(Jb) 

- . 
V cv TV' 

I' v' =- - + A It VA , 
G xl' ' 

f ' OW), I"v 
. /' Wi. = -;-u - 1.,a W", 

ux' 

Da sich jede GroBe hoheren Grades als Produkt von idealen Fak
toren schreiben laBt, kann man mit Hilfe von (6) und (J) und unter 
Berucksichtigung der a11gemeinen Regel (C) fUr die Differentiation von 
Produkten das Differential und den Differentialquotienten jeder hOheren 
GroBe direkt anschreiben. Es ist z. B.: 

(8 a) 

(8b) 

woraus sich die bei diesen Differentiationen zu befolgende Regel leicht 
ablesen laBt. 

Eine Obertragung ist definiert, indem die rIp. und L/; fUr eine 
bestimmte Wahl der Urvariablen und des kovarianten MaBes als Funk
tionen des Ortes gegeben werden. Damit die Obertragung aber selbst 
von dieser Wahl unabhangig sein so11, mussen sich die 2 n3 Parameter 
bei Obergang zu anderen Urvariablen oder bei Anderung des kovarianten 
MaBes in bestimmter Weise transformieren. Eine einfache Rechnung 
lehrt, daB die Transformation bei Anderung der Urvariablen lautet: 

(9) 'I''' _ Qi. QII p" TV + tQ~", Qf< p" 
(I);n; - • (,1 •• f: • I' 1,1l (" xll, • n • J' • 

(10) 
-QV 

'T'" = Qi' Q,I( p", ['.''' + ~Q,I( P"., 
(I) n . (I) .;r; • J A /l i) XI1- • :n • J 

Aus diesen Glcichungen geht hervor, daB die rl'I' und ebenso die r;; 
keineswegs Bestimmungszahlen einer GroBe dritten Grades sind. Es 

1) In 1922 2 ist - r;1' statt 1':1' verwendet. 
, Aft A~ 

S c h 0 ute D , Ricci-Kalkiil. 5 
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miiBte dann ja der zweite Term reehts in beiden Gleiehungen J\ull 
sein. Dies ist aber nur der Fall in einer En bei Verwendung eines kar
tesisehen Koordinatensystems, da nur dann die Q:',,, Konstanten sind. 

Wird das kovariante l\laH geandert, so bekommen naeh (I, 157) 
die Bestimmungszahlen aller kovarianten Vektoren einen Faktor T 1. 

1st nun Wi. ein kovarianter Vektor, so muB nach (A) (jWi. ebenfalls 
ein kovarianter \r ektor sein und die Gleichungen: 

(11) 

miissen also zugleich bestehen. J\ach (6b) ist aber: 

(12) { 
(j '!i'i. = d 'Wi. - '1'/,'; "£',. d x," 

=dr 1 1," -I-r'-lidw· -'r·"'u',dx"). I. j \. I. ' I. ,(( J / 

so daB: 
(13) () WI. = d 'Ci. _. r/,'; 'ii'" d x'" = d'li'; -- '1'/':; w,' d x" - ,e'l. d log T , 

oder: 
( 14) '/~ II' I"" /' I . 

i .. " = i .. " --- Ai. ,II log T • 

§ 3. Das Feld C!·,·J!'. 
N ach der Regel fUr die Differentiation einer GroBe hoheren Grades 

ist: 
() r·" - (, J' +- ['" IX r'IX" I'" 1"" 15 "A I.--. ,;A I.- IX"A;- i."A~= i.,,- i.,,' 

ex' '. . 

Die Beslimmungszahlen A~ sind aIle gIeieh 1 oder 0, die Differentiale 
und Differ2ntialquotienten die s e r Be s tim m u n g s z a hIe n sind also 
alle l\ull. Dagegen ist, wie (15) zeigt, das Differential und d2r Diffe
rentialquotient der GroBe A~ im allgemeinen keineswegs Null. Uber
haupt muB man sieh hiiten, aus dem Versehwind2n d'r Differ:ntial~ 
und Differentialquotienten all~r Be s tim m u n g s z a hIe n einer GroBe 
auf das Verschwinden des D:fferential; und des Differentialquotienten 
dieser GroBe selbst zu sehlieBen. Es folgt ja z. B. auch aus (6), daB 
sehr wohl aIle d VV Null sein konnen, ohne daB (j VV verschwindet. Aus 

(15) folgt, daB die Differenzen korrespor:.dierender Parameter 17,11 und r/,:; 
skh bei Anderung dBr Urvariablen wie die Bestimmungszahlen einer 
GroBe dritten Grades transformieren, eine Tatsaehe, die sich iibrigens 
aueh bei Subtraktion der Gleiehungen (9) und (10) ergibt. Fiir diese 
Differenzen fUhren wir die Bezeichnung C;, i." ein: 

( r " C· .,' F V rl)' 16) I' A;. = ,III. = 1'1' + I . .'" 

Das Differential einer Uberschiebung vA WI. ist naoh (Dl): 

(17) (j (Vi. w!.) = d (Vi. WI.) = d vAwA + vi. d WI .. 

Nun ist aber: 
( 18) { 

s l. d I. .+ TV I. d" 
U V WI. = V Wi. I." V W,' x . 

i, i. fY t, 1/ 

V (j WI. = v d Wi. - FI.!1 V 7£'" d x 



§ 3, Das Feld C':", 
,Il i. 

woraus bei Addition unter Berucksichtigung von (16) und (17) folgt: 

( 19a) 

(19 b) 

.~(i. ) .~ i. + i.~ C"'" i. d II U V Wi. = u'i' Wi. V oU';.- IIi. l' W" .t' . 

/ ' i. "i. -t- i· L" C"" i. 
,If V 'lf1i. == W}, '/f 'V I 'U r!~ 'l('i. ~ ,u}. V 'l£'I" 

Fur die Differentiation einer einfachen Uberschiebung gil t also die 
gewohnliche Regel fur Differen tia tion von Prod ukten nicht, 
c1a ein C,:;." enthaltendes Zusatzglied auftritt. Man zeigt in derselben 
Weise, daB bei Differentiation einer i-fachen Uberschiebung i Zusatz
glicclcr auftrcten, z. B.: 

(20a) { 

(20b) { 

r" all .J' (r 7 cr.p).I' :Xl) r; .)' C··i'.::x P ." 
,flt' •• i.Ze'x.rJ== ,u'V •• ). Wa:.f1+V •• i. ,,,1£'iX_/1-- '.',cx V •• ;.'lC'r./~ 

C .. l' ,~/J ." 
- .'/ /) V •• i. W IX • i' . 

, . ",o</i" ,_ (f' a[i" + ",ali r' , , .. , C··j' ",a[i", , 
,II I W!X /' - /,V ) W!X /i L ,II U!X /' ,II !X La;, I' 

C .. )' a[i 
- ,Il/J 'V 'lila" • 

Die Gleichung (19) zeigt, daB die Gleichung Vi. Wi. = 0, d. h. also die 
Inzidf'nz von v" und WI. bei Ubertragung von v" und U'i. im aIlgemeinen 
nicht erhalten bleibt. SolI nun eineUbertragung in z ide n z i n v a ria n t 
sein, d. h. so, daB alle Inzidenzen invariant sind, so kann C,;;," nicht 
beliebig ge\vahlt werden, sondern es muB 

1) C··I' C A" (2 ,I')' = ,I' i, 

seill, "vo C" irgendeinen beliebigen Vektor darstcIlt. Wird CI' = 0, so 
sind nicht nur aIle Inzidenzen, sondern auch aIle Uberschiebungen in
variant. Eine solche Dbertragung heiBt uberschiebungsinvari
ant. \Vird das kovariante MaB geandert, so folgt aus (14) und (J6): 

(22) '(,: i." = (,:;," + A;' V,It log l , 

woraus hervorgeht, daB (,:i." keir:.e eigentliche GroBe ist, da die Be
stimmungszah1en sich zwar bei Anderung der Urvariablen, nicht aber 
bei Anderung des kovarianten MaBes richtig transformieren. Die G1ei
chung (22) geht fUr eine inzidenzinvariante Ubertragung uber in: 

(23) 'CI, = C,It + V,II 10gr. 

Die Dberschiebungsinvariarz ist also im Gegensatz zur Inzidenzinvarianz 
keine Eigenschaft, die der Dbertragung als solche zukommt, da sie nur 
bei bestimmter Wahl des kovarianten MaBes auftritt. Dafiir, daB eine 
solche \Vahl tr.og1ich ist, ist notwendig und hinreichend, daB die Dber
tragun/S inzidenzinvariant und C;. Gradientvektor ist. 

§ 4. Die Felder Si.l~v und S'i.;/ . 

Aus den Transformationsformeln (9) laBt sich ableiten, daB auch 
die Differenzen: 
(24) S · . v 1 (I'" TV ) 

At' = 2 i'I' - ,a). 

sich bei Anderung der Urvariab1en wie die Bestimmungszah1en einer 
GroBe dritten Grades transformieren. Dies ergibt sich auch aus fo1-
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gender Uberlegung, bei der gleichzeitig die Bedeutung von 5i/ klar 
wird. Es seien dlx" und d2 x" zwei verschiedene Linienelemente im 
betrachteten Funkte, Aus diesen laSt sich ein kontravarianter Vektor 
bilden: 

{ 
"~ " .~" "Tv. ,i, /I - d d " (2) DuX =u2 dl X -ul d2 x =d2,dl x + i.,,,dlx d2 x l2 X 

5 r v I,,, A II •• " 
-L)"lIdzx dlx =2d1 x d2 x 5;,.'1' 

Da diese Gleichung fUr jede Wahl von dlt" und d~" gilt, ist 5i./:." in der 
Tat eine GroBe dritten Grades l ). 5i.;," ist alternierend in den Indizes A-

und fl und hat also 112 (n2-1) Besti~mungszahlen. Bei Anderung der 

Wahl des kovarianten MaSes andern sich die Bestimmungszahlen 
von 5i.,;,v, die von den I~;; unabhangig sind, nicht, und 5i.,;/ ist also eine 
uneigentliche GroBe, da die Bestimmungszahlen einer eigentlichen GroBe 
dieser Art einen Faktor r- 2 bekommen willden. 

Die geometrische Bedeutung von (25) ist folgende. Verschiebt man 
dlxv im Sinne der definierten Ubertragung entlang d2 x v und ebenso 
d2 x v entlang dlx", so entsteht im allgemeinen kein geschlossenes Viereck. 
Der Vektor, der die Lucke ausfUllt, ist bis auf GroBen hOherer Ordnung 
gleich D 12 x". Nur wenn 5i.,;," = 0 ist, entsteht ein bis auf GroBen hOherer 
Ordnung geschlossenes Viereck. Die Ubertragung heiSt dann k 0 n t r a
va ria n t s y m met r i s c h. 

Aus (10) folgt ebenso, daB die Differenzen: 
(26) 5,,," - .1 (r '" - r ''') A,U - l!' 1'1' . f'A 
Bestimmungszahlen einer (uneigentlichen) GroBe dritten Grades sind 2). 
Die Transformation der 5';,;," bei Anderung des kovarianten MaSes 
ergibt sich aus (14): 

(27) '5'i,:" = 5'i.,:," - Ali, V,t] logr. 

Aus (24), (26) und (16) folgen die Beziehungen zwischen S;,;," und 5'i,;": 

(28) 51:/:," -- 5'i./ = C[~~t· 
Bildet man den alternierenden Teil des Differentialquotienten eines 

Vektors Vi., so entsteht ein Bivektor: 

(29) 7 1 (OVA o Vf') , •• " I [ v·] = - - -_. - - - - 5 J. V 
,n It 2 iJ x,l~ c XA ,n)' , 

den man die Rotation des Vektors vi. nennt. Die Rotation ist also 
nur von 5';;," abhangig, nicht von dem symmetrischen Teil von [j:~. 

o ~ 

I . G d' k II h . d OVA OVu d st VA em ra lentve tor, Vi, = I, p, so versc wm et ~ - ~ un 
(29) geht uber in : ( x' ( x 

00) V Lit VI.] P = - 5'i.~v V" p. 
Auch aus dieser Gleichung, die fUr jede Wahl von p gilt, folgt nebenbei, 
~aB 5';, ,~~ine(uneigent1iche) GroBe dritten Grades istl). 

1) Vgl. I, Aufg. 1. 2) In 1922, 2 ist - z;' ,I: ,. statt S'i. / verwendet. 
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Nur wenn 5';.;," Null ist, verschwindet die Rotation jedes Gradient
feldes. Der zweite Differentialquotient jedes Skalars ist dann eine sym
metrische GroBe und die Ubertragung heiBt kovariant symme
trisch. Bei einer kovariant symmetrischen Ubertragung geht (29) 
uber in: 

(3 1) V _ 1 (~. _ ev,,,) 
['" V!.]- 2 o xii ox!" 

ein Ausdruck, der die IY;' nicht mehr enthalt. Es gilt also der Satz: 
Die Rotation eines kovarianten Vektors hat fur aIle 

kovarian t symmetrischen Ubertragungen denselbe n Wert. 

Hat Si l:' di: Form: 

(32a) Si,;" = ! (51. A;, - 5,,, A;:) = 5u. A~l' 
so heiBt die Dbertragung kontravariant halbsymmetrisch. 
Das Viereck von d] x' und d2 x" ist bei einer solchen Ubertragung nur 
dann geschlossen, wenn die Richtungen von d1 x' und d2 x' beide in der 
(n -1)-Richtung von 5A enthalten sind. 

Hat 5';',:,' die Form: 

(32b) 5 ,,," - 1 (5' l' 5' A~) - S' A" ).,1( -"2 1 A,a ~ ,If I. - [A ,0.]' 

so heiBt die Dbertragung kovarian t halbsymmetrisch. 
Fur eine kovariant halbsymmetrische Ubertragung geht die Glei

chung (27) tiber in: 
(33) '5;=5;'+~·I.logT. 

Die kovariante Symmetrie ist also im Gegensatz zur kovarianten Halb
symmetrie keine Eigenschaft. die der Ubertragung als solche zukommt, 
da sie nur bei bestimmter Wahl des kovarianten MaBes auftritt. Daftir, 
daB eine solche Wahl moglich ist, ist notwendig und hinreichend, daB die 
Ubertragung kovariant halbsymmetrisch ist und 52 ein Gradientvektor. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafUr, daB ein ko
varianter Vektor Vl. Gradientvektor ist, lautet bekanntlich: 

(34, 
o " eVA [; VII 
"- - -' =0 

OX!I t xl. ' 

also nach (29) fUr eme allgemeine Ubertragung: 

(35 a) 

infolge (32) fUr eme kovariant halbsymmetrische Dbertragung: 

(35 b) 17[11 V,q = - 5[~ V,II] , 

und endlich fUr eine kovariant symmetrische Ubertragung: 

(35 c) 

Aus (35) folgt als notwendige und hinreichende Bedingung dafUr, daB 
durch Anderung des kovarianten MaBes bei einer inzidenzinvarianten 
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Ubertragung Uberschiebungsinvarianz herbeigefUhrt werden kann (vgl. 
S. 67): 

(36 a) 

(36b) 

(36 c). 

J7 Lu C}.] = - 5 'i:':, ,. C,. , 

J7Lu CI.] = - 5(i. err] > 

VLll CI.] = 0 

fUr den allgemeinen, 
metrischen Fall. 

kovariant halbsymmetrischen und kovariant sym-

§ S. Das Feld Q,;/l'. 

Die Felder C,~l v und S!./~ l' genugen nicht zur Festlegung del' Uber-
D V' n 2 (n-1) 

tragung. a C~;, n 3 BestImmungszahlen hat und 5;:/: v --2--' 

so fehlen noch ~ (n j-~ Gleichungen. Man konnte also versuchen, die 
2 

Dbertragung festzulegen durch den Differentialquotienten irgendeines 
Tensors zweiten Grades. Denn ein solcher Differentialquotient ist in 
zwei Indizes symmetrisch und hat demnach gerade die gewunschte An
zahl Bestimmungszahlen. Wir wahlen also irgendeinen Tensor g}'v. Der 
Rang solI n sein. Da der Rang n ist, ist die l\1oglichkeit nicht aus
geschlossen, diesen Tensor spater einmal als Fundamentaltensor zu ver
wenden, Zunachst ist diese eventuelle spat ere Verwendung fur unsere 
Betrachtungen ganz unwesentlich. Da del' Rang n ist, existiert (1. § 10) 
ein einziger kovarianter Tensor gi. v' so daB: 

gi.,1( gil" = Ai: . 

Fur den Differentialquotienten von l" schreiben wir Q,;/": 

(38) " i.,' = Q' i.v 
i' g I" 

Aus (37) und (38) folgt unter Berucksichtigung del' sich aus (19b) er
gebendenRegelfurdieDifferentiation einerDberschiebung (vgl. au:::h 20b): 

(39) (Vn g;.a) geX1' + g!.a Q;,C>I' + C;, / g;.1i g'" = Ci:.;," 

oder, wenn wir Q~i.v = "itg;." setzen: 

(40 a) I Q_cx1J •• " > Q,rri.,,=-g;.ag"li i' +2C,,(;. gr)", 

was fur eine inzidenzinvariante bzw. uberschiebungsinvariante Dber
tragung ubergeht in: 

(40b) 

(40 c) 

Q' Q.IXII t C' 
,n;',. = -- gi. ex g" Ii ,Il - 2 i' gi.,' , 

Q' Q.ali ,,,;.,, = - gi.1X g"li it . 

Bd Anderung del' \Yahl des kovarianten MaBes bleiben die Bestimmungs
zahlen i'v, g),v und Q;t!.v ungeandert. lv ist also eine eigentliche GroBe, 
dagegen sind gl." und Q,;, I." uneigentliche GroBen. 
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Statt gi.v kann man einen anderen Tensor nten Ranges i'" wahlen. 
Der Ubergang von g!.v und g;,.) ZU 'gl." und 'g;,." kann dann stets ge
geben werden durch Gleichungen von der Form: 

(41) 
f i" = p~ % g% I' ; 

i I % 

t gi." = P. i. gl<"; 

y. J' %, i. I' 

g = q.l. g , 
i. I 

g"" = q." gi.", 

worin P:'" und q~ i. gemischte GraBen zweiten Grades sind, die den 
Gleichungen P~I. q:'" = p:'" q~i. = A;: genligen, und deren Bestimmungs· 
zahlen sich bei Anderung der Wahl des kovarianten MaBes nicht 
and ern. Da nun: 

(42) V' i. I' _ r pi. %" = pi. Q'" I' + ,<V V pi. _ C . /, pi. " I' i' g - ,Il ." g ." I' g ,Il. I< i'lX. fJ g , 

so transformiert sich Q;/" bei dieser Anderung in folgender Weise: 

(43 a) 'Q' i.v _ pl. Q' "" + 1<" V pi. _ C ./' pi. IX" 
,Il - • ~ /l g ,If. ~ ,ff IX • /J g . 

Ebenso berechnet man: 

(43 b) 'Q' "Q' + r'" C· '{' " I,i.,,=q.i'I'"'' g"v I,q.i.- IllXq.l·gfJ'·· 

Ein besonderer Fall tritt ein, wenn: 

(44) PI'. - ~A':' 
.1. - (i I.' 

(41) geht dann liber in: 

(45 ) 
, . 1· 
g'- I' = -;; g'-" ; 

, 
gi.I' = a gi,,' 

und die Transformationsgleichungen lauten: 

(46 a) 

(46b) 

'Q.i.I' _ Q.i.v i.1' J7 1 a ,I' - It - g ,Il og a , 

~ 'Q:l i." = Q:,I.v + gi." V,ll log a . 
(j' , 

Sic sind im Gegensatz zu (43) unabhangig von C,:,j.". LiBt sich ein 
Tensor g;.v so wahlen, daB Q,:';." das Produkt eines kovarianten Vektors 
mit g;." ist: 
(47a) Q'. _ Q' g. 1) 

."/,,1' - /' AI' , 

so bleibt diese Eigenschaft bei den Transformationen (45) erhalten. Die 
Ubertragung heiBt in diesem FaIle konform oder kon tra varian t 
winkeltreu in bezug auf gl.". Geometrisch bedeutet dies folgendes. 
Werden gi." und gi-" als FundamentaItensoren gewahIt, so bleibt der 
Winkel zwischen zwei kontravarianten Vektoren bei Ubertragung in
variant. Wird also die Gesamtheit aIler kontravarianten Vektoren in 
einem Punkte P nach einem benachbarten Punkt Q libertragen, so er
leidet dieselbe, beurteilt mit Hilfe des Fundamentaltensors gl.v, in Q 
eine konforme Transformation, aIle Winkel sind dieselben geblieben, 
aIle Langen im gleichen Verhaltnis geandert. 

1) Diese Gleichung tritt znerst auf bei Weyl, 1918, 2. 
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1st Q:, =0, so heiBt die Dbertragung metrisch oder kontra
variant' maJ3treu in bezug auf gAP 1). Es bleiben dann nicht nur 
die Winkel, sondern auch die mit Hilfe von g).y gemessenen Langen 
erhalten. Daftir, daJ3 eine Dbertragung durch die Transformation (46) 
in eine in bezug auf g;.P metrische ubergefuhrt werden kann, ist not
wendig und hinreichend, daJ3 die Dbertragung konform und Q~ Gradient
vektor ist. Bei Anderung des kovarianten MaJ3es transformiert sich 
Q;J.y nach (40) und (22) in folgender Weise: 

(48) 'Q;dv = Q;,;.v + 2 g;.v 17ft logr . 

Eine konforme Ubertragung kann also unter UmsHinden auch durch 
Anderung des kovarianten MaJ3es in eine metrische Dbertragung uber
gefUhrt werden. 

LaJ3t sich ein Tensor lv so wahlen, daJ3 Q/" das Produkt eines 
kovarianten Vektors mit g;'y ist: 

(47b)' Q~J.v = Q" /,. , 

so bleibt diese Eigenschaft bei der Transformation (45) erhalten. Die 
Ubertragung heiJ3t dann kovarian t winkel treu in bezug auf gAy. 
Geometrisch bedeutet dies, daJ3 der Winkel zwischen zwei kovarianten 
Vektoren bei Ubertragung invariant bleibt. Infolge (40 b) ist eine in
zidenzinvariante Ubertragung kovariant winkeltreu, wenn sie kontra
variant winkeltreu ist, und umgekehrt. Ebenso folgt aus (40 c), daJ3 
eine uberschiebungsinvariante Ubertragung kovariant maJ3treu ist 
(Q;. = 0), wenn sie kontravariant maJ3treu ist, und umgekehrt. 

§ 6. Die allgemeine lineare Ubertragung ausgedriickt in 
C·· v S··v g"V und Q.I.V 

f< I., I. f' , f' • 

Es soH nun gezeigt werden, daJ3 eine Ubertragung in der Tat voll
standig bestimmt ist, wenn C1;;" und Si/ gegeben sind und uberdies 
bei irgendeiner Wahl von gAV die zugehorige GroJ3e Q/ v • Nach der 
Regel fUr die Differentiation einer GroBe hoheren Grades ist: 

(49) 

oder 
(50) 

Da aber: 
(51) 

. • TOgA" ') 
Q.A" _ V IoV __ V_+ a" r'" + .a I'" 

,ll - i' g - 'J f' g a ,ll g a ,Il , ex 
, afi ra rlX 0 g + Q' IX /1 g;.cx VI' + gvlX ;',/1 = - g;'a gv(3 OX" gJ.1X gvp I' 

[; ogva eg, 
0--- va - __ + VIX_~ 

- . I' g gi. IX - gAIX 0 It g .:l I' ' 
GX O~ ux 

so ist (50) gleichbedeutend mit: 

(52 a) 

1) Die Gleichung VI'S"" = 0 tritt zuerst auf bei Ricci, 1888,1. 
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It f. I. ,it 

Zu dieser Gleichung addiere man nun die beiden folgenden, die nur an
dere Schreibarten von (52a) sind: 

rlX r tx ogvl' Q ,1Xf! 
(52b) gvlX ,d+g,lllX vJ.=-z;7"+gvlXgl'fi i. , 

c 

(52 ) 1'1X ]'IX eg,u). Q'IXt! 
c - g" IX A v - gi. iX ,II v = - ~ - g" IX g). fI v • 

ox 

Es entsteht dann unter Berucksichtigung von (24): 

(53 a\ 

oder: 

(53 b) { 

Schreiben wir fUr den ersten Term rechts wie ublich das Christoffelsche 
Dreiindizessymbol {At'} und fUr den Rest r~1' - {':}, der eine GroBe 
dritten Grades bildet, Ti,:": 
(54) i.,1< ="2 gAIX ,II guiX A - g g""" gl.fI r 1.1' { 

T ',V l( Q'IXV+ Q'VIX 1'? Q'IXt!) +S',V 

- gV P (gAiX Sp,~iX + gl'lX SPi. IX), 

so ist unter Beriicksichtigung von (16): 

(55 a) 

(55 b) 

(55 c) 

1';:1' = {A;") + T£/: ", 

n;: = + { 1./,) + T'i/ ' 

T'i,,: v = T;: .. : v _ C;t!'v , 

rind die Ubertragung ist damit in C~(, Si/, l" und Q/" ausgedriickt. 
Aus (55a) und (55b) folgt bei Alternation uber ).. fh: 

(56a) 

(56b) 

5 .. ,· T" V 
A,1t = [AI']' 

5"'v T'" l' 
• Ap = [i.1I]' 

Die gewohnliche (Riemannsche) Differentialgeometrie ist charak
terisiert durch das Verschwinden von C,;(, Si~v und Q/,". Verwendet 

o 
man fUr diese Ubertragung die Zeichen t50 und V, so ist: 

(57 a) 

(57b) 
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und (7) geht tiber m: 

(58 a) 

(58 b) 

o 
V" v" = V" v" + Ti!: ,. Vi. , 

o 
ri r- 1" .... 
JI l' 'l£};. == ,If'lf.;'i. - A/I 'lC1y , 

() v" = 00 v" + Ti. t: ,. vA dx·" , 

OW;. = dWi. -- T'l!: ,. W,. d x·1( • 

Zusammenfassend kannen wir also den Satz aussprechen 1): 
In einer Xn HU3t sich eine lineare Cbertragung definie

ren, die invariant ist bei Anderung derUrvariablen und des 
kovarianten MaBes und auch unabhangig von der Wahl 
eines Fundamentaltensors, Die Ubertragung ist vollstan

dig bestimmt durch zwei Felder dritten Grades e,~t und 
S;~P, die sich bei Anderung des kovarianten MaBes fol
gendermaBen transformieren: 

'e .. P e ' , " + A v J7 1 
,I' i. = It J. i. it og 'l , 

'5;,;, P = Si. t: ,. 

und ein in bezug auf irgendein Tensorfeld n ten Ranges i v 

definiertes FeldQ/'v, das sich beiAnderung des kovarianten 
MaBes folgendermaBen transformiert: 

'Q' i.,· _ Q' i,v 
,u - It 

und dessen Transformation bei der Anderung des Feldes i": 
'aJ..J'_pi. Y.1' 
b - ."g , 

gegeben ist durch die Gleichung: 

'Q' J. P _ pi. Q'" ,. + "" J7 pi. _ C' ,fI p;' " ,. 
,n - • Yo ,tt g ,n. % ,na:. fI g . 

§ 7. Spezialisierung der allgemeinsten linearen Ubertragung. 

Verwendet man das Prinzip des Herauf- und Herunterziehens der 
Indizes in bezug auf den Tensor gJ.y, was erlaubt ist, da gi." der Voraus
setzung nach den Rang n hat, so lassen sich die GraBen Ti,;," und 1" J./:" , 
die mit tv die Ubertragung vollstandig charakterisieren, in einfacher 
Weise schreiben. Da Qi:i." in Av symmetrisch ist, gehen (54) und (SSe) 
dann tiber in: 

(59 a) 

(59b) 

1'.""- 1('Q':I'+Q.'.I'_Q'" )\ -S" - -5"· +5·"" 
A,l( -"2 ,u I. I.l( .1',11 .,n /. .I',ll I',ll' 

1".' ", - .l (Q' :" + Q."" Q"') - S" - - 5"· -1- 5:'" _ C' .. 1' 
1./1 - 2 ,UI. J'l' - .I.,{( .,H/. .1.,1l I A.I( ,n),' 

Diese Formeln lassen sich jetzt spezialisieren, indem die verschie
denen im Vorigen behandelten Bedingungen fUr die Felder e;t;.'" Si.,;" 
und Q/: i.v eingefiihrt werden. Wir steIlen die wichtigsten maglichen Faile 
hier untereinander: 

1) Schouten, 1922, 2, S. 71. 
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I 
II 

III 

c,~ i." allgemein: 

C,;,i." = C" Ai. : 
C"" 0 /i), = 

Ubertragung nicht inzidenzinvariant, 
inzidenzinvariant, 
iiberschiebungsinvariant; 

A 5'£/;" allgemein: nieht kovariant symmetriseh, 
B 5"," 5' A" k . h Ib . h i .. " = [i. ."l: ovanant a symmetnsc , 
(' 5'3.,;:' = 0 kovariant symmetriseh; 

IX Q'," i. v allgemein: nieht konform, 

f3 Q',lli." = Q',,, gh: konform, 
y Q'.,,;.v = 0 metrisch. 

Dureh Kombination entstehen 27 versehiedene Ubertragungen, 
Einige sollen besondere Kamen erhalten. Wir nennen I A IX die all
gemeine lineare Ubertragung, III C IX (mit Weyl) die affine, III C f3 
die Weyls c he und III C y, die Ubertragung der gewohnlichen Differen
tialgeometrie, die Riemannsehe Ubertragung. Aus (59) folgt, daB 
fiir die Ubertragung I C IX gilt: 

(60) 1,··" 1 (Q""+ Q"" Q" ) C·'· + C'· C·· ,. a i.,Il = 2 ,n;. i.,n - .1.," - (A. /1) • (i .. ll) - [i.,u] , 

(60b) T'l/;" = ! (Q/;;''' + Qi,;" - Q\//) - Cd:',II) + C'~(A.") - C(3.':I)": 

(61 a) 

(61 b) 

(62a) 

(62b) 

fUr II B IX : 

" (" ".,' "" } Ti./: =! 0.,:1. + Qi./; - Q . i.,,,) + 5;.A,,- 5 gi.,,, 51. = 

, .. " 1 ( .. " .. " ,,' ",. " - C· + 5! . T i.," = 2,Q."i. -+- Qi .. " - Q .i.,II) + 5;.A.,,- 5 gi.,,,- CpA,,) I. '., 

fur II B fJ: 
r _. J' 1 (J' JI I' ' ... J' ... 1' 

Ti .. " = 2 0." Ai. + QJ. All - Q gi.I") + 5i. All - 5 gi.", 
r ~/ • • J' 1 (I' 1"", J' I' J' • 

1 i.," = 2 \Q,,, Ai. + QI. A,,, - Q gl.,,,) + 5i. A" - 5 gi.,,, - C" Ai., 

fUr II C Ii : 

(63 a) TJ.':," = t (Q,1I Ai: + Qi. A;, - Q" gi.,,J - c. A;~ + C" gi.1l , 

(63 b) T':.;, " = t (Q" Ai: + Qi. A;',- Q" gi.,,J - (c. A;', - C" gi.,,, + C" A~); 

fUr III C IX (affine Ubertragung): 

(64) T.'·" - T'.'· " - .1 (Q':)' -+- Q." " _ Q". \) 1) 
1./1 - 1./, - 2 /' I. I I.," .1.11 

und filr III C f3 (Weylschc Cbertragung): 

(65 ) T ·"" - T l • • " -- 1. (Q A" I Q. A" _ Q" . ) 2) I.,', - 1.,11 -- 2 /t I. T /, ,If g"./l· 

In den Gleichungen (60), (63), (64) und (65) ist T'i:';" symmetriseh in 
1 und ,u. Fiir die Riemannsehe Ubertragung IIi C y verschwinden 
T;:,:," und T'i:,:, 1'. 

1) Eddingtull. 1921 1, S.109; 1923, 7, S.218; Schouten, 1922,2, S.73. 
") Wl'yl, 1918, 2, S. -100. 
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§ 8. Die geodatischen Linien. 
Wird ein Linienelement stets im Sinne der zugrunde gelegten Ober

tragung in seiner eigenen Richtung verschoben, so nennt man seine 
Bahn eine kontravariant geodatische Linie der Obertragung. 
Verschiebt man einen kovarianten (n - 1)-Vektor im Sinne der zu
grunde gelegten Obertragung in der eigenen Richtung, so entsteht eine 
kovariant geodatischeLinie. Die beidenArten vongeodatischen 
Linien sind im allgemeinen nicht identisch. Wir befassen uns im fol
genden nur mit der ersten Art und unterdrucken das Wort kontra
variant. 1st also VV ein Vektor, der die geodatische Linie in jedem 
Punkte tangiert, so hat dx" V" VV die Richtung von vV. 1st t ein Para
meter auf der Kurve, so gilt also fUr die geodatische Linie die Glei
chung: 
(66) 

wo £x irgendeine Funktion des Ortes ist. Umgekehrt, gilt fUr eine Kurve 
bei irgendeiner Wahl des Parameters t eine Gleichung der Form (66), 
so ist die Kurve eine geodatische Linie. (66) ist infolge von (7) gleich
bedeutend mit: 

(67) 

woraus hervorgeht, daB die Lage der geodatischen Linien emer 
Obertragung nur von dem symmetrischen Teil der rr." 
abhangt. 

Man kann nun die Frage stellen, ob sich eine Obertragung so 
andern laBt, daB die Lage der geodatischen Linien bei dieser Anderung 
invariant ist. 1st die Anderung der Obertragung gegeben durch die 
Gleichung: 

(68) TI,1l = rl',1l + A~/I; AlA/I] = 0, 

so folgt als notwendige und hinreichende Bedingung aus (67), daB die 
Gleichung: 
(69) A l' d /' d J. - R d l' 

J.,II X X - f' X, 

worin tJ irgendeine Ortsfunktion ist, fur jede Wahl von dx" gelten muB. 
Dies ist aber dann und nur dann der Fall, wenn Ar" die Form hat: 

~70) AJ:,1l = Ai: P,1l + A;, p;. 1), 

worin PI' ein beliebiger kovarianter Vektor ist. Die in dieser Weise er
haltene Transformation der Obertragung heiBt bah n t r e u. 

Man kann also z. B. aBe Obertragungen angeben, die dieselben geo
datischen Linien haben wie die zu gAv gehOrige Riemannsche Ober
tragung. Infolge (55 a) ist fUr diese Obertragungen: 

(71) 

1) Weyl, 1921, 3, S. 4; Eisenhart, 1922, 10, S.234. Vgl. I, Aufg.4. 
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Unter diesen sind die affinen Dbertragungen dadurch ausgezeichnet, 
daB infolge (64): 

(72) i(Q,:;'" + Qi,:v - Q: )",) = A~ P" + A,:; Pl, 
was sieh, da Cl = 0 ist, infolge (40) auch schreiben laBt: 

(73) i (Q;,;." + Ql,." - Q~J.,,,) = - glv P" - g,,,,, p.. 
Durch Addition von zwei Gleichungen der Form (73) ergibt sieh daraus: 

(74) Q':,l" = J7,. glv = - 2 Pt' glv - Pl gu,' - P" gill. 
Diese Gleichung entbalt also die notwendigen und hinreichenden Be
dingungen fiir den Differentialquotienten von gl", damit die geodati
tischen Linien mit den geodatischen Linien der zu 51" gehOrigen Riemann
schen Dbertragung zusammenfallen. Wir sprechen daher den Satz aus: 

Eine affine Dbertragung hat dann und nur dann die
selben geodatischen Linien wie eine Riemannsche Dber
tragung, wenn sich ein Tensor glv a uffinden laBt, dessen 
Differentialquotient den Bedingungen (74) geniigt. gl" ist 
clann derFundamentaltensor der Riemannschen Dbertragung. 

Es ist moglich, daB die gegebene Dbertragung selbst eine Riemann
sche ist. Es gibt dann zwei Riemannsche Geometrien mit denselben 
geodatischen Linien. Ein Beispiel fiir n = 2 entsteht, wenn man die 
natiirliehe MaBbestimmung einer Kugel in R3 aus dem Mittelpunkte 
auf eine Ebene projiziert. In der Ebene entstehen dadurch zwei Dber
tragungen: die euklidische derEbene und die von der Kugel herriihrende 
nichteuklidische. Die geodatischen Linien sind fUr beide die Geraden 
der Ebene. 

§ 9. Die geodatis<;hen Linien einer Vn als kiirzeste Linien. 
Es soIl jetzt bewiesen werden, daB die geodatischen Linien einer 

Riemannschen Dbertragung die Losungen des Variationsproblems: 

(75) alds=Ol) 
sind, wenn man setzt: 
(76) ds2 = gl,1t dxl dxl'. 

Es sei seine Kurve durch die Punkte x" und x" und v" ein Feld, 
1 2 

das in allen betrachteten Punkten regular ist und in x" und x" verschwin-
det. ~ sei eine unabhangige Variable. 1st dann: 1 2 

(77) dX" = v" d ~, 
und durchlauft XV die Kurve 5, so durchlauft XV + dxv eine benachbaite 
Kurve, die ebenfalls durch XV und XV geht. Wird nun vV in beliebiger 

1 2 

Weise geandert, aber immer so, daB die Feldwerte in XV und XV Null 
1 2 

1) Es ist hier d statt (j verwendet, um Verwechslung mit dem Zeichen des 
kovarianten Differentials auszuschlieBen. 
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bleiben, so entsteht eine andere benaehbarte Kurve, und es soIl die 
Bedingung aufgestellt werden daflir, daB das Integral von d s liber die 
Kurve s von x" bis x" einen extremen \Yert hat. Dabei soIl d s zunach:::t 

1 2 

gegeben sein dureh die allgemeine Gleiehung: 

(78} ds=/(x,dx), 

wo / eine analytisehe Funktion ist in den xl' und d x", positiv-homogen 
erst en Grades in den dx". 

Dureh Wahl irgendeines auf allen betrachteten Kurven regularen 
Skalarfeldes t, das in x" und xl' die Werte t1 und t2 haben solI, wird auf 

1 2 

allen Kurven zugleieh ein Parameter festgelegt. Die Variationsgleichung 
lautet dann, da xl' auf jeder Kurve eine Funktion von t ist, unter 
Beriicksichtigung der Homogenitat VO'1 l in den d x': 

- t" • 
dt /(x,x)dt=O; 

t; 
(79) 

• dx 
x = ~it ' 

Naeh dem Prinzip cler Variationsreehnung ist diese Gleichung aquivalent 
mit: 
(80) 

~un ist: 
(81 ) 

(, -
t d t d / (x, x) = O. 

t; 

- . (U dU)- d(DI-) d/(x, x) = .~ ~,- ~ ~~,.~ dx" + -~ -. ,dx" , 
( x' d t ( x' d t f' x' 

und bei der Integration versehwindet der Beitrag des letzten Terllles, 
da d1 x" und d2 x" stets Null sind. (80) geht also liber in: 

t, 

(82) ----- dx = 0, j. ( d f ddt) - " 
d x" dt 0 x" 

t, 

eine Gleiehung, die fUr jede Wahl von v" gelten soIl und also aquivalent 
ist mit: 
(83) 

(;1 d (;1 
-'--~--=O 
tx" dtox" , 

der bekannten Eulersehen Gleiehung. 
Wir setzen j etzt : 

(84) / (x, x) = igl.,l{ xl. x", 
nehmen an, daB g). It den Rang n hat, und sehlieBen aIle Kurvenelemente, 
auf denen die Differentialform Null wird, von der Betraehtung aus, 
Dann geht (83) liber in: 

1 a gAil ,. , 1 d , ,. 
---' x" X,II- -- T(g, x,n + g' x") 
2 (; x" 2 T d t ' ,It ,. l' 

(85) 
1 (a g), " 2 D Tg1'I') '). , .. = - --' - - ---- X X,Ll - g Xl' - 0 
2 a xl' T G xi" I V ,It - , 

1 
wo T abkiirzend gesetzt ist fUr (g).,tt.:i x,lIt 2'. Dies ist die Differential-
gleichung der Linien extremer Lange fUr einen beliebigen Parameter. 
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Fiihrt man iiir eine bestimmte Linie statt dt das mit gAv gemessene 
Bogenelement ds aus (76) ein, so wird T = 1 und (85) geht nach 
Heraufziehen eines Indexes tiber in: 

(86) 
d2 " d i, d II 

_x +{;'.lIl-x-~-,:,-=O 
d s2 l' d s d s . 

Ist aber ~o die Differentiation der zu gi,,' gehorigen Riemannschen 
Ubertragung, so ist (86) gleichbedeutend mit: 

(87) 
dx" 

~Ods=O, 

d. h. die Kurven extremer Lange sind die geodatischen Linien dieser 
Ubertragung. 

Fiihrt man fUr f (x, x) kompliziertere Funktionen als (84) ein, so 
gelingt es zwar, unter Umstanden, Differentialkovarianten zu bilden, 
die als eine Verallgemeinerung der kovarianten Differentialquotienten 
einer Riemannschen Dbertragung zu betrachten sindl). Diese stehen 
nicht in Beziehung zu einer linearen Dbertragung, wohl aber zu 
den Pascalschen Verallgemeinerungen der Christoffelschen Symbole. 
In dieser Weise kann man also nicht zu den hoheren linearen Uber
tragungen gelangen. 

§ 10. Geodatisch mitbewegtes Bezugssystem und geodatisches 
System von Urvariablen. 

Ist q> 2) eine GroBe im Punkte XV und wahlt man die Werte von q> auf 
o 

einer Kurve s durch XV so, daB ~ q> entlang s verschwindet, so ist damit 
o 

die zu den Gleichungen (6) gehorige Dbertragung der GroBe q> langs s 

gefunden. Insbesondere kann man ein System von MaBvektoren /, ~. 
i. I .. 

in dieser Weise langs s festlegen. GehOren dann die / und ~ in XV zum 
i, ). 0 

l' l' 

namlichen Parallelepiped (vgl. Abb. 3), und macht man ~ f} und ~ e. 
I. J. 

lar.gs der Kurve Null, so gehoren sie in jedem Punkte der Kurve zum 
namlichen Parallelepiped, sofern die Dbertragung iiberschiebungs
invariant ist. Diesen Fall wollen wir voraussetzen. Sodann gilt fUr 
die Differentiale irgendwelcher Felder v" und Wi, entlang s [vgl. (6)]: 

(88 a) 

(88b) 

~v" = ~ (Vi, f}V) = eV dv' = dv", 
J, i, 

~Wi, = ~ (wv~;) = ;;.dw" = dw;" 
und die Bestimmungszahlen der Differentiale sind also die Differentiale 
der Bestimmungszahlen in bezug auf das in der definierten Weise 

1) Pascal, 1903. 3; SirtifjaUia, 1903.4; 1905.3; Noether, 1918.6; WeitzenbOck. 
1923. 1, S. 359; FUbini. 1918. 4; 1920. 3. Vgl. auch S. 62. FuBnote 2. 

2) Die Indizes sind unterdruckt, wie auf S. 63. 
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Hi.ngs s mitbewegte Bezugssystem {. ~f Das System (. C), heiBt em 

geodatisch bewegtes Bezugssystem. Es gilt also der Satz: 
Sofern nur erste Differentiale in Betracht kommen, ist 

die zu irgendeiner iiberschiebungsinvarianten Dbertragung 
gehorige Differentia tio n eine gewoh nliche Differentia tio n 
in bezug auf ein im Sinne dieser Dbertragung geoda tisch 
mitbewegtes Bezugssystem1). 

Das Bezugssystem e", ~ langs s braucht nicht zu irgendeinem 
). " 

System von Urvariablen zu gehOren. Es gelingt im allgemeinen auch 
nicht, die Urvariablen so zu wahlen, daB in einem einzigen Punkt die 
rtf' und r:; verschwinden. Denn aus den Formeln (9) und (10) fiir die 
Transformation der rtf' und r:;, ist ersichtlich, daB sowohl 'rtf' - rtf" 
wie ' r:; - r:; in Aft symmetrisch ist. Sind also rtf' und rl; nicht 
beide symmetrisch in Aft, s6 gibt es jedenfalls keine Transformation der 
Urvariablen, die rtf' und r:.: in einem bestimmten Punkt der Xn zum 
Verschwinden bringt. SolI es also fiir jeden Punkt eine solche Trans
formation geben (die natiirlich fiir jeden Punkt eine andere ist), so miissen 
die Felder 5;,; P und 5';'; P iiberall Null sein. Es muB aber auch C;,j. P Null 
sein, da das Feld C;i" nicht durch Koordinatentransformation zum Ver
schwind en gebracht werden kann. Die Dbertragung muB also eine 
affine sein. o 

Eine Transformation, die die Feldwerte r;u 
Verschwinden bringt, lautet: 

o 
P P _, P ~ pP , '" "2) 

X - X - X - ~ L "" X X . o 
(89) 

In der Tat ist [vgl. (9a)]: 

im Punkte x" zum o 

(90) 
a QV a' 0 ) 0 --~"!.---{A"-F.v'i __ F.v 
a'x" - 6'x" \ co CO" - ro;n;' 

Ein solches System von Urvariablen heiBt geoda tisch in XV. In bezug o 
auf ein in xP geodatisches System sind die Bestimmungszahlen der Dif

o 
ferentiale einer GroBe in XV bei einer affinen Dbertragung einfach den 

o 
Differentialen der Bestimmungszahlen gleich: 

(91) 

Es gilt also der Satz: 
Bei einer affinen Dbertragung Hi.Bt sich fiir jeden Punkt 

eine Transfor!llation der Urvariablen angeben, so daB die 
1";:" in diesem Punkte aIle auf Null transformiert werden. 
Die zur Dbertragung gehorige Differentiation ist, sofern 

1) Schouten, 1918. 1, S.46. 2) Z. B. Weyl, 21. 4. S. 101. 
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nur erste Differentiale in Betracht kommen, in diesem 
Punkte eine gewohnliche Differentiation in bezug auf die 
in diesem Sinne transformierten Urvariablen. 

§ 11. Ein Satz von Weyl. 

Es sei eine beliebige iiberschiebungsinvariante Ubertragung durch 
Angabe der r{1-' gegeben. In einem Punkte x" wahlen wir einen belie

° bigen Tensor nten Ranges gAll' In jedem benachbarten Punkte x" + dx" , ° 
soH der Feldwert glop + d g}.1-' so bestimmt werden, daB die Ubertragung 
der Vektoren in x" von xl' nach xl' + dx" stets Resultante ist der folgen-

o u u 
den zwei Anderungen: 

1. Einer Verschiebung der Vektoren von x" nach xl' + d xl' im Sinne 
o ° 

der zu gA" gehorigen Riemannschen Ubertragung, 
2. Einer Drehung der gesamten Vektoren in f + dxv mit gAt' + dgAf, 

als Fundamentaltensor. 
Die beiden Anderungen zusammengenommen bilden das, was man 

eine in bezug auf gA,,, kongruente Verpflanzung nennen kann. 
1st v" ein Vektor in x", so gilt fUr die erste Anderung: 

° (92) dv" = - r:} Vi. dx', 

und fUr die zweite, unter VernachHissigung von unendlich kleinen GroBen 
hoherer Ordnung: 

d Y p,YU o fJd" (93) v = ,,' g,'fJV x, 

worin p;Y/t dx" der Bivektor der Drehung (S. 48) fUr die Verriickung dxY 

ist. Sollen diese beiden Anderungen nun zusammen fUr jeue Wahl von 
VV die gegebene Ubertragung liefern, so muB gelten: 

(94) rOy d-Jt- {AI-'} d,u p,V'" 0 d I-' 
}.,ll X - vOx - ,u g,,}. X , 

oder: 
(95) 01' {Au} ",,0 

FAt, = ; ° - p;, g"A' 
oder: 
(96) ° [0"" [i. u] P 

gv" At'= ; 0 - I-'vi.· 

Da aber P,uy}. in 'I' A alternierend ist, folgt: 

(97) 

Die ersten Differentialquotienten von gAY in xl' sind also sogar elll-
deutig bestimmt. 0 

(97) bringt zum Ausdruck, daB r,u g},v in f verschwindet (vgl. 8b). 

Die Feldwerte von gAit in der Umgebung von xl' werden also erhalten, 
, 0 

indem man gA II von xl' aus im Sinne der zugrunde gelegten Dbertragung 
° verschiebt. 

S c h 0 ute n , Ricci-Kalktil. 6 
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1st g},f' in jedem Punkte der Xn gegeben, so sind aIle Ubertragungen, 
die eine in bezug auf g}." kongruente Verpflanzung darstellen, gegeben 
dureh die Gleiehung: 

r v - {i.,If) F "I" (98) i.,11 - v f - I,,,,i, g , 
wo F,II "'}. eine beliebig wahlbare in 1X A alternierende GroBe darstellt. 
Unter diesen Ubertragungen gibt es nun aber nur eine einzige 

symmetrisehe. Denn, ist r;:" symmetriseh in A f1-' so ist aueh F!'lXi. in 
diesen Indizes symmetriseh. FlflX }. ist aber in IXA alternierend und muB 
also versehwinden. Die in dieser Weise ausgezeiehnete Verpflanzung 
heiBt eine Transla tion l ). 

Es gelten also die Satze: 
1. Z u j eder ii bersehie b u ngsin varia n ten tbertragung kann 

man einen in f beliebig gegebenen Wert von g},,11 in der Um-

gebung von x" in einer einzigen Weise derart fortsetzen, daB 
o 

die Ubertragung von x" naeh jedem Naehbarpunkte xV+dx" 
o 0 

eine in bezug auf g'.11 kongruente Verpflanzung ist. 
II. Zu jedem Felde g!.,11 gibt es eine einzige affine Uber

tragung, die eine in bezug aufg!.,1f kongruenteVerpflanzung 
darstellt. 

Der erste Satz wurde zuerst von Weyl bewiesen 2), der zweite Satz 
ist ein Spezial£all des allgemeinen Satzes auf S. 74. 

Man konnte nun versuehen, die "Kongruenz" nieht zu definieren 
in bezug auf die Gruppe aller linear en Transformationen, die einen qua
dratisehen Tcnsor invariant lassen, sondern in bezug auf irgendeine an
dere geeignet.gewahlte inhaltstreue U ntergruppe der linearen homogenen 
Gruppe, die dann die Gruppe der "Drehungen" genannt werden kann. 
V\'enn man aber fordert: 

1. daB bei gegebener Definition der "Drehungen" in XV die "Dre
o 

hungen" in der Umgebung von x" fUr jede Wahl einer iibersehiebungs
o 

invariantcn Ubertragung so gewahlt werden konnen, daB die Ubertragung 
eine "kongruente" Verpflanzung darstellt und 

2. daB bei gegebener Definition der "Drehungen" in jedem Punkte 
der Xn es nur eine symmetrisehe Ubertragung gibt, die eine in bezug auf 
diese Definition der Drehungen "kongruente" Verpflanzung darstellt, 
so hat Wey13) gezeigt, daB es nur eine inhaltstreue Unter
gruppe gibt, die dies en Forderungen geniigt, eben die 
Gruppe, die einen quadrtttisehen Tensor invariant laBt. 

Dureh diese Eigensehaft ist die quadratisehe MaBbestimmung 
allen anderen MaBbestimmungen gegeniiber in besonderer Weise aus
gezeiehnet. 

1) Wey/, 1922,1, S.117. 2) 1921,4, S. 131, 
3) 1922, 1. Einen anderen Beweis gab Cartan, 1923, 8. 
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§ 12. Die KriimmungsgroBen. 

Sind P und Q Punkte einer Kl,lrve s und ist v" ein Vektorfeld, so ist 
Q 

das uber s genommene Integral J <5 v" die Zunahme von v" in bezug auf 
p 

ein geodiitisch mitbewegtes Bezugssystem. 1st s geschlossen und Q = P 
und verschiebt man den Feldwert in P im Sinne der zugrunde gelegten 
Ubertragung in der Integrationsrichtung liings s bis nach P zuruck, 

p 

so ist - (<5 v" die Differenz zwischen Endwert und Anfangswert von 
p 

v" in P. Man darf nicht erwarten, daB das Integral fur jedes Vektorfeld 
und fiir jede geschlossene Kurve verschwindet. Es verschwindet dann 
und nur dann stets, wenn es fUr jedes Feld und fur die Begrenzung jedes 
Fliichenelementes verschwindet. Wir betrachten daher das Fliichen
element ro l ' d a mit der Begrenzung s, P und Q seien Punkte von s. 
Der Radiusvektor von Q in bezug auf P seCdJx", der Radiusvektor eines 
benachbarten Punktes Q' von s sei . 
d2 x" = d1 x" + dd1 x". RseieinPunkt 
von s, so daB P R Q Q' aufeinander 
folgen. Nimmt man nun das Integral 
von <5 v" uber s von P uber R nach Q 
und zuruck nach P entlang d] x", so 
ist der Zuwachs dieses Integrals beim 
Ubergang von Q nach Q' gleich dem 
Integral von P nach Q entlang d1 x", 
von Q nach Q' uber s und von Q' nach P 

Abb.8. 

zuruck entlang d2 x'·. Letzteres Integral ist aber, wenn wir d3 x" schreiben 
fUr d d1 XV bei Vernachlassigung von GroBen dritter Ordnung: 

(99) 
(<51 v" + ! <5i v") + (<53 v" + ! <5~ v" + <51 <53 V") - (b~ VV + ! b~ vv) 

= ! (<51 152 - <52 151) v" = !D21 v". 

eine Gleichung, die fur jede Wahl von v", d1 x"und d2 x" gilt, woraushervor
geht, daB der eingeklammerte Ausdruck rechts eine GroBe vierten Grades 
darstelltl). Schreiben wir fUr diese GroBe R;';,t: 

(101 ) 

so ist: 
(102) 

R" ,,, a r" C r" T" r>< F" r" 
(I)/(). = '1 l~ ;\.(1)- (I) )./l- xw }./,+ x/t i.r,) , 

[, x' ax 

p 
;:(;: "-lD "-1R"'" i'd '''d u> u uV -2 21V -2 (",IIi. V IX 2X. 
P 

J) Vgl. I, Aufg. 1, S. 59. 

6* 
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Nun ist aber R~'i;i" in w und fl alternierend, wahrend: 
(103) ! d1 xL" d2 xw ] = b two d (J , 

so daB die Zunahme von v" in bezug auf ein geodatisch mitbewegtes 
Bezugssystem gegeben ist durch die Gleichung: 

(104) D VV = roo d (J R:V1:;'" v)' • 

In derselben Weise findet man fur ein kovariantes Feld: 

(105) D w). = -/""') d (J R'(~.;( J." w", 
wo: 
( 6) R" " v - ~r:v _ ~r:" - T'" ["x [''V T.'" 10 W!l). ~ '1 (/ ).W "(I) 1./1 Yo(() ).,ll + %,H )'(1). 

ex' ex 

R,;,;,i.' und R'~,;,( heiBen die Krii m m ungsgroBe n der Ubertragung 1). 

Au~ (101) und' (106) geht hervor, daB die Bestimmungszahlen 
R,~;,l" und R',:,;,( invariant sind bei Anderung des kovarianten MaBes. 
R(~.;,;.v und R',~,;,i" sind also nur in den iiberschiebungsinvarianten Uber
tragungen eigentliche GroBen. 

Die Anderung, die eine GroBe hoheren Grades bei Umkreisung eines 
Flachenelementes erfahrt, laBt sich jetzt mit Hilfe einer einfachen Eigen-
5chaft des Operators b1 b2 - b2 b1 angeben. Sind namlich <P und lJI all
gemeine GroBen, so ist: 

f D21 rp IJI = (bJ <52 1» lJI + b2 1> b1 1> + <51 1> 62 lJI + 1> b1 b2 IJI 
(107) i - (<52 b1 1» lJI- <51 1> (j2 1> - <52 1> <51 lJI- 1> (j2 b1 lJI 

t = lJI D21 1> + 1> D21 1[1, 

und der Operator <51 (j2 - (j2 (j] genugt also, auf allgemeine Produkte 
angewandt, denselben einfachen Differentiationsregeln wie der einfache 
Operator b. Infolgedessen ist die gesuchte Zunahme fUr eine GroBe 
hoheren Grades z. B. v~/3y: 

(108) D ./3Y_j,UWa (_R,···b ./iy+R···/i .d y+ R ··.· y ./3~). v", - .(J lOfl'" VIJ W,UD v", O',UO v", 

Wenden wir die Regel fUr den Gebrauch von bI (j2 - b2 (jI an auf 
A ~) so ergibt sich: 

{D A" (R"''''A'' R"""A iX1 d ,(fd W 

( 109) 21 A:= (~ I: ~ v IX --, •• : (~ ,u '" /:,) 1,: 2 x 
- (Rw,(fl. - R "',llA ) d1x d2 x . 

50 daB die Beziehungen zwischen R(~,;,;,v und R';";,i.v lauten: 

(111) R'(~;,j,V = R;",~i." + 2 V[w C/;j,iv - 2 S'(~/;IX C~;V. 

1) In 1922, 2 sind die Bezeichnungen U;" /: l" und R;" i:;' v verwendet statt 
R' •• v d R" ., v 

(Up). un w/t).· 
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FUr eine iiberschiebungsinvariante Dbertragung verschwinden die bei
den letzten Terrne rechts und darnit verschwindet der Unterschied zwi
schen den beiden KriirnrnungsgraBen. Es geniigt dazu iibrigens schon, 
daB die Dbertragung kovariant syrnrnetrisch ist und V[w CI~];'" ver
schwindet. 

Auch bei der Bildung von Differentialquotienten zweiter Ordnung staBt 
rnanaufdieKriirnrnungsgraBen. DarnitBeriicksichtigungvon (19)und (25): 

(bl b2 - b2 bl ) v" = bl (d2 xW V OJ v") - b2 (dl x'" V", v"} 

so daB: 
(115) 2 r.' r7 R" "" +2S" '''P 

Y ['u r I'] Wi. = Wit}, W" C",I' Y X WI .. 

Aus (113) und (115) folgt, daB fUr jede kovariant syrnrnetrische 
Dbertragung : 
(116 a) 2 r' V l' - R' . : /' i, 1) 

[w f'] v -- "',III, v 

(116 b) 2 V[c" 17,11] W}. = R':",:,i" w". 
Da fUr beliebige Wahl der GraBen cP und 'l!: 
(117) 17[0, V,u] cP 'Jf = 'l'"V[w 17,11] cP + (V[w CP) V,It] 'l! + W[c', 'l!) V,If] cP 

+ cP 17[", VII] 'l! = 'l! V[w V,,,) cP + f[J r '[", V,It] 'l!, 
~o geniigt der Operator V[w Vet) , angewandt auf Produkte denselben ein
fachen Differentiationsregeln' wie der Operator V". Infolgedessen gilt 
fiir irgendeine beliebige GraBe hOheren Grades, ~. B. v~h: 

{ 
2 [" r' ·flr - R " .. .1 .f/;' R' . ,fl ,nr R" ,)' ,rJ') 

Y [OJ v I'l v", -- "'I'" v~ - "',ltd v" - W,lIn v" 
(118) +2S" ,d r" ,flr 

W," d v", . 
Urn R;';i" durch Til:" auszudriicken, setzen wir in (101) die Werte aus 
(55 a) ein. Dann ergibt sich nach einiger Urnrechnung: 

1 R": v = iJ { I. CO) _ (1 _ { A,,,,} _ f ''''') {I, '''} + {" I' 1 f i. OJ ) 
OJ ,(I I. ., I( l' "(}) Y l v X l' J t r. 

(119) ex' (X 

o 0 
r T"" + V Y"" + T"" T' ,v T"" T' ,v o - (t) ;.,f( ,u i.rr) ).(0 X,Il - j"p XW' 

wo V sich wieder auf die Riemannsche Dbertragung bezieht [vgl. (57)]. 

1) Fiir Riemannsche Dbertragungen ist dies die Identitiit von Ricci, 
1887, 1, S. 16. 
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Flir Ti,:: = 0 geht R~I:2" liber in K~l:;'" die KrlimmungsgroBe der 
Riemannschen Ubertragung, den Riemann-Christoffelschen Affinor: 

(120) 

so daB 

(121 ) 

Aus (121) und (111) ergibt sich der Wert von R',,;,:;.", 
o ' 

Statt Vw Ti;,v kann man in (119) und (121) auch f'w Ti./: v einfiihren. 
Flir R,,:,::''' entsteht dann die etwas kompliziertere Formel: 

fR "'v K"'v r' T""+17 T"" T""T""+T""T"" w,n} .. == wft}. ~ II (I} A,t..{ ,ll ),(1) - ).0) xu J",tt x(t) 

- T" 1' T' '''+ T:'" T' '''+ C':" T"" - C','% T' ," )"x ff,W Ax W!, wi. X," 1(1. %(,) 

l + C""T:"'-C""T:,1'2) 
W /l. A X ,II O} I. x • 

(122) 

Die GroBen: 

(1 23 ) 
r R R .. '" ,u), == v,u),; 

R ' R""" ~ ,lll === V,Il}.; l V R, .. i-
ff) ,ft == (0/' i. ; 

F,:(i. == R{u"]; 
VIR" "i, 

Will == OJ,Hi. 

sind Komitanten von R~i;;" bzw. R',,;~z", Die Bestimmungszah
len dieser GroBen bekommen bei Anderung des kovarianten MaBes 
einen Faktor 7:- 1, Fiir eine Riemannsche Ubertragung geht Rill, liber in: 

(124) 

wahrend F,u;. und VitA verschwinden. Durch Uberschiebung mit gi';' 
entsteht aus K,H i- der Skalar: 
(125 ) K = gi';, K,H; .. 

§ 13, Die KriimmungsgroBen der weniger allgemeinen Uber
tragungen, 

Flir eine affine iJbertragung (III C ex) gebt (122) liber in die ein
fachere Gleichung: 

(126) R '"'' R''''1' K"'I' 2f' T"" T""T""+T""T"" (I),ul == W,U). == (I}/'). - [0) /-t]i . . - ).(0) %,11 I.,n X(J)' 

Daneben gilt auch (121), so daB 
() 

(127) f '[OJ Tid';. 1'= V[w T,:];." - n,:, % T;i: v + T;:,;," T;,:," , 

eine Gleichung. die sich auch unmittelbar mit Hilfe von (56a) ableiten 
laBt. Substitution von (127) in (126) ergibt: 

o 
(128) R,~,~): + V[w T;,j)." = K ,;,,:,)." - V[IU T;'l!.v, 

1) Eddington, 1921. 1. S,110 2) Schouten, 1922. 2, S. 76. 
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Fur eine inzidenzinvariante, kovariant symmetrische und konforme 
'Hb .. " ,. ' .. " r ' Q (II C (:?) uertragung, C1'i.=CllA1., 5 1./,=0, rl'g;.l'=~ ,,,gi.,,, ) 
gehen (122) und (111) uber in 

(129a) f R:J,;,( = K~/:£" ~ /[w T,ll]) A;: ~ {(2 f '[(0) T[i. + Tr", T li. 

l - t T" TIX g[w [iJ gil] x]} g"" - C[co Q,"l Ai. ; T" = Q,II - 2 C" . 

(129b) R""" R' .. 1'+ 2 (V C )A" 1) WIlt), == W!ll. [(I).uJ A • 

Aus dieser Gleichung folgt fUr die Weylsche Dbertragung, CIl = 0, (III C ~) : 

J R' .. J' R I ••• J' K' .. l' (F Q ) A" (130) ('J,ui. == W,U). == W,It). - [m,ll] i. 

l - {(2 V[w Q[i. + Qr", Qu. ~ t Q" Qcx g[w [IJ gll] Xl} g"" 

und fUr eine inzidenzinvariante, kovariant symmetrische und metrische 
Dbertragung, QI' = 0, (II C i'): 

(131 a) r 
I 

R•·· 1' K···J'+2(V C )A" W ,ft ). == OJ ,fl i. [(J) /1] ). 

+ {(4 V[OJ Cp. - 4 C[wCli. + 2 C" C'" g[", [i) g,ltl ><l} g"" 

(131 b) R',,:,;,;," = R~/:i." + 2 (V[wC"l) AJ:. 
Aus (126) folgt durch Faltung nach wy fUr eine affine Dbertragung, 
(III C IX) : 
(132) RI,I. = R',f(i. = K,lli. - fa T,t:t + ",f( T;,~(X ~ T;'~" T;.,;/x + Ti.,;/' T;;IX . 

Fur F,u;. gilt also infolge (123): 

(133) F F' I;' T' ." , lti. = ,It i. = Lu i.]1X • 

Der Bivektor F" i. ist also fUr eine affine Dbertragung die Rotation des 
Vektors Tj.~ IX 2). 

§ 14. Die 4 Identitaten der KriimmungsgroBen. 

Aus (101) und (106) oder auch aus (113) und (115) folgt fUr die 
allgemeine lineare Dbertragung die erste Identitat der Krummungs
gri:iBen, die zum Ausdruck bringt, daB diese GraBen in den erst en zwei 
Indizes alternierend sind: 

(1 j4 a) 

(114b) 

R(';J,I:)i." = 0, 

R(,,:,~);," = 0. 

Aus der Betrachtung des Differentialquotienten zweiter Ordnung 
/' [(0) V" v),] folgt eine weitere Identitat. Infolge (29) ist: 

1 ((Ov1• 2v,f() "IX - . ,a 
r 'r V'l ~ - - ~ " ~ 1 ~ [ V'l - r V[ v ] 

(oj ,ft I. - 2 (~JI) C x/' ( xA I ,H (j) IX I. I. (I) /1 IX 

(135) (r 'IX 5"'"+ r'IX'5"'1') +(17 5""') ---t- \. ,tI (I) a i. i. (I) ,Ii 0;: V1' W ,I{ i. Vp 

, 5"'1' r' C' ./i 5 ,··IX T ,It). (,)VV- ('Jex. ,It). VIiI 

1) Schouten, 1922, 2. 2) Eddington, 1921, 1, S. 110; 1923. 7, S.216. 
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und also: 
L' J' (L' '["ex +2[""5"" I V 5"'" 

(136) (1" a L' 5" . '" f7 ) 5' .. a C· ." II' [w /' Vi.] = Y IX V[i.) W,II] [w." i.] ex V,. I 1", [<0 ." i.] 

- [i.w Y .11] Va - [Aid ',II] V",. -, LII;. cola Vp 

( I' ) I" a I" C\ C'! •• J' I" 5'·· v 5'· . ex C· -/) 
=- YaV[A 0)."1+ 2 [OJ."') i.]a V,, + v" [w ,,,J.] + L"i. 0']'" Vii. 

Aus (115) folgt aber: 

(137) 2 V[O) V,II V;,] = R[(~,;,;.t Vv + 2 (Va vp.) 5,(~/;]a, 

so daB, mit Berucksichtigung von (26): 

(138) R""" 45"''''5'''''+21' 5"'" 25,··aC··" [,,,."A] = [W,II' i,]a Y [0' ."i,] - [pi. w]a' 

Dies ist die zweite Identitat, die fur eine kovariant symmetrische 
Ubertragung ii.b·ergeht in: 

(139) , Ric;,!:!.]v = 0 ., 

Aus (137) und (139) folgt fUr eine kovariant symmetrische Uber
tragung die fiir jeden beliebigen kovarianten Vektor gUltige Identitat: 

(140) V[w Vf ! Vi.] = O. 

Die allgemeinere unter denselben Umstanden fur jeden kovarianten 
p-Vektor gultige Identitat: . 
(141) V[w V" v;., ... ;'p] = 0 

laBt sich aus (140) ableiten, indem man Vi., ... ;.p als eine Summe von 
Vektorprodukten schreibt. Es gilt also der Satz: 

Der alternierte Diff eren tialq uotien t eines alternierten 
Differentialquotienten eines p-Vektors verschwindet bei 
jeder kovariant symmetrischen Ubertragungl). 

Aus (123) und (139) folgt durch Faltung nach w y die nur fUr ko
variant symmetrische Ubertragungen gultige Gleichung: 

(142) Vl.,,=-2R[!,.u]' 
Infolge (40) gilt: 

(143) V[m FII ] RA,' = V[o, Q.:,]!.V' 
und demzufolge: 
(144) R ,···a + R""'" 2 r,' Q' 

W,"A g"". W,IIV g",;. = I' [w ,"] i.,' 

oder: 
(145) 1 R~"u{!.v)= V[wQ;]h·1 

Dies ist die dritte Identitat, die fUr die Weylsche Ubertragung 
iibergeht in: 
(146) Rd!, (AV) = R~,,// (i.v) = - V[",Q,//] g;." = - U [",Q,,,]) g;.,. 

und fUr die Riemannsche in: 
(147)1 r-K-w-/1 -(!.v-) =-0---'.\ 
Kw,t!.v ist also nicht nur alternierend in den zwei ersten, sondern auch 
in den zwei letzten Indizes. Aus diesen drei Identitaten (134), (139) 

1) Poincare, 1887, 3, S. 336 fiir Rn; Volterra, 1889, 3, S. 602 fur Rn; 
Brouwer, 1906, 1 fur Rn; Goursat, 1922, 3, S. 105; vgl. S. 99 und 116. 
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und (145) folgt die nur fUr die Riemannsche Ubertragung giiltige 
vierte IdentiLit: 
(148) 1 KW,UAV = K AvW ,1I ·1 

Infolge der dritten und vierten Identitat ist die zweite Identitat bei 
einer Riemannschen Dbertragung aquivalent mit: 

(149) /K[W"dr]=O·1 

Daraus folgt in einfacher Weise die Anzahl der Bestimmungszahlen 
von KW,UAv' Die erste und die dritte Identitat lehren, daB Kw ,lIi.v ein 
Bivektoraffinor ist. Aus der vierien folgt, daB K"'I<AV ein Bivektortensor 
, N h ' 11 'B' 1 (1Z (n - 1) ) n (n - 1) 1St. un at em a gememer lVektortensor:2 2' + 1 2--
Bestimmungszahlen. (149) sind aber (~) Bedingungsgleichungen, so daB 

die Anzahl .~ (~(n -!l + 1) n (n -1) _ ('n) = ..!...n2 (n2 -1) wird 
2 2 2 4, 12 . 

§ 15. Die inhaltstreuen 'Obertragungen. 
Die Anderung, die ein kontravarianter n-Vektor Uv, .. vn bei Um

kreisung von r,1I do erHi.hrt, ist infolge (108): 

f D V"····vn = til W do (2,' R,;,,;, J"u Uv •.. ,I'" -1 '),."+1 ""'n) 

l = /,1/ «, d uR ··· [v" V V I , .. "n -1] b ' n a OJ,ll b . 

(150) 

DafUr, daB diese Anderung fUr jede Wahl von fi"" und V"l .. In ver
schwindet, ist notwendig und hinreichend, daB: 
(151) Rd, ,;, ~ [1'" V'" .. , v" - 1] J = 0 , 
was gleichbedeutend ist mit: 

(152) '\ -R-:" 1-" i-i, =-V-'''-,''-=-o-----',I, 

Wir nennen die Dbertragung in diesem FaIle ko n tra varian t i nhalts
treu1). In derselben Weise zeigt man, daB: 

(153) 1 R' :",;,/ = V~"" = 0/ 
die notwendige und hinreichende Bedingung dafUr ist. daB eine Uber
tragung kovariant i nhaltstreu ist. 

Infolge (111) ist: . , 
(154) V~J.u = VW1' + 2 (r[I'JC,;]i ") A~ - 25 ':",;, ex C~(, , 
eine Gleichung, die fUr eine inzidenzinvariante Ubertragung infolge (21) 
und (I 39) iibergeht in: 
(155) V~J/l = VW,1l + 2 n V[wCu]- 2 n 5':",;, ex Cex 
und fUr eine inzidenzinvariante und symmetrische in: 
(156) V;'JII = VW11 + 2 n V[w C,,] . 

Die Bedingungen fUr kontravariante und kovariante Inhaltstreue 
sind also nicht gleich. Vergleicht man die Gleichungen (155) und (156) 
mit (36a) und (36c), so ergibt sich def Satz: 

1) Schouten, 1923, 4, S.171. 
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Eine inzidenzinvariante und kontra- bzw. kovariant 
inhaltstreue Dbertragung ist dann und n ur dan n a uch ko
bzw. kontra variant inhaltstreu, wenn sich sich das Feld Ci. 

durch Anrlerung des kovarianten MaBes forttransformieren 
HUH. 

"Yo im folgenden von einer inhaltstreuen Dbertragung ohne nahere 
Angabe die Rede ist, ist immer eine iiberschiebungsinvariante kontra
variant und kovariant inhaltstreue Dbertragung gemeint. 

Aus (152), (142) und (133) folgt der Satz: . 
D afiir, daB eine affine Dbertragung inhaltstreu ist, ist 

jede der drei folgenden Bedingungen notwendig und hin
reichend: 

1 R · .. ). V h . d t • ro,";' = OJ." verse WIn e . 
2. R;',~~" = R,n;' ist symmetrisch. 
3. Ti.~'" ist wirbelfrei. 

1st die Dbertragung in einer Xn iiberschiebungsinvariant und inhalts
treu, so kann man zwei n-Vektorfelder U""""" und U;., ... )." definieren, 
die den folgenden Bedingungen geniigen: 

(157) d U",···1'" = 0; d U;., ... I ... = o. 
(158) 

1 U, . U).,· .. )·,,=-
., ... An nl' 

Der Beweis dieses Satzes wird sich im nachsten Abschnitt bei der Be
handlung der Integrabilitatsbedingungen von Differentialgleichungen 
ergeben (III, § 6). Mit Hilfe dieser Felder kann in jedem Punkte eine 
Korrespondenz zwischen den einfachen kontravarianten p-Vektoren 
und den einfachen kovarianten (n - p)-Vektoren zustande gebracht 
werden, wie es auf S. 32 mit Hilfe der n-Vektoren E1',···1'" und E;., ... J." 

geschehen ist. Man kann hier nicht die zu den Urvariablen gehorigen 
GroBen E", ... 1'n und EA, .•• ;. .. verwenden (149), da die Forderung der Kon
stanz dieser GroBen die Wahl der Urvariablen einschranken wiirde 
und diese Wahl vollig frei bleiben muB. 1st also U1',···1'" und damit 
U;., ... A .. festgelegt, so kann man das Element einer X p ' P < n, je nach 
Belieben darstellen entweder durch I"''''''P dTp oder durch t., ... ;,,._pdTp , 
und das Element der Xn selbst kann entweder als n-Vektor U1""'''''dTn 
oder als Skalar d Tn aufgefaBt werden. 

§ 16. Die Bianchische Identit~t. 
Fiir jeden beliebigen Vektor Wi. gilt infolge (115) und (117): 

(159) 2 r[~ V rol V,lt Wi. = R'~;J.;' '" VIX Wi. + R'k;;' IX V!' W IX + 2 S',i; IX V", V,,, Wi •• 

Schreiben wir V,I Wi. als Produkt idealer Faktoren, P" qi., SO ist also: 

(160) - [~ (oJ Itl Wi. -. [;W,ltl '" Wi. l,u ~w]i. qo< { 'Jr' V v -R'···"'/? +p R'···IX 

+ 2 (V IX Pr,,) S'~(~t q;. + 2 S[~;','" p,,,] V'" q; .. 
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(163 a) r' R""v 2S"''''R'' .. V+ 4),d, C"" R"'''' [~ (J/,u]i. == - [W/f ~]IX;. .I. [2'wrt1)'1X ~s;.· 

Fur eine kovariant symmetrische Ubertragung geht diese Identi
tat uber m: 

6 b) DR""" A ydF C""R"'''' {1 3 Y [~ ,,,.,,]1. = [~W.I/] Y'" d,)., 

fur eine kovariant symmetrische und inzidenzinvariante in: 

(163 c) P R""" C R""v r [~ (I),u]i. == [2 w,u]i., 

fUr eine uberschiebungsinvariante in: 

{163 d) 17 R"'J' 25"" R' .. 1' 
r[~ ",.u]i. =- [w." 1;]",;., 

fUr eine affine Ubertragung in: 

(163e) ;::'1-J7-[~-R-;)-/:]-;.'·-=-o--'1 
und fUr eine Riemann sche Dbertragung in: 

(163 f) 5.; K,;J/:];." = 0 I I 
die Bianchische Identitat 1) . 

. Durch Faltung nach A und y ergibt sich aus (163a): 
(164) r- F' 25" ''''F' ['; "'.Il] = -- [WI' .;] IX , 

eine Gleichung, die fUr eine kovariant symmetrische Dbertragung uber
geht in: 
(165) 

1) Die Bianchische ldentitat wurde zum erstenmal veroffentlicht von 
Padova 1889, 4, der sie durch briefliche Mitteilung erhielt von Ricci. Spater 
wurde die Identitat unabhangig bewiesen von Bianchi 1902. 6. Ricci leitete 
auch 1903, 1. S. 411 fiir tl = 3 die fiir die allgemeine Relativitatstheorie so wich
tige Gleichung (169) ab. Bach bewies 1921, 6 die Giiltigkeit der Identitat fiir eine 
Weylsche Ubertragung, und der Verfasser berichtete auf dem KongreB in J ena 
1921 uber die Gultigkeit der ldentitat bei jeder symmetrischen Ubertragung (vgl. 
1923, 3). "Veblnl gab 1922, 9 einen Beweis fur die affine Ubertragung. Weitzen, 
bOck leitete 1923, 1, S. 357 die Form (163d) der Identitat ab. Eine zusammen
fassende historische Dbersicht findet sich bei Schouten-Struik, 1923, 9. 

2) Weyl, 1921, 3, S. 10. 
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Durch Faltung nach w und )I entsteht aus (163a): 

(166) 12 Vr~ R,~]l + v,. R~,;~( = - 2 5',;,~1X R~i. - 45 ":[1; IX R'~J;;'" 

+C ··tJR ' ·:: 1X 
prx .u::;A' 

eine Glei~hung, die ffu eine kovariant symmetrische Ubertragung iiber
geht in: 

(167) "f' R' r' R" .. " C·· tJ R''''~ - L" ~lA = ~.. flV. - tJlX ,"$i.· 

Ffu die Riemannsche Ubertragung folgt bei Uberschiebung von 
(167) mit gO: 
(168) 

oder in anderer Form: 

(169) I VltG . =0' ttl. , G,,,;.=KpJ.-iKgtti., I 
die bekannte Impuls-Energiegleichung der Gravitationstheorie. 

§ 17. Darstellung einer iiberschiebungsinvarianten Uber
tragung mit Hilfe von idealen Faktoren der GroBe A~:. 

Die auf die KriimmungsgroBen beziiglichen Berechnungen der 
vorigen Paragraphen waren ziemlich weitlaufig. Man kann nun eine 
groBe Vereinfachung erreichen, wenn der Einheitsaffinor Ai. in ideale 
Faktoren zerlegt wird: 

1 2 

(170) A~ = Ai. A" = AI.A" = Ai. A" = .. 
1 2 

Wir fiihren dieses aus fUr eine iiberschiebungsinvariante Uber
tragung, wo die erzielte Vereinfachung besonders groB ist. Infolge (D 2) 

und (16) ist: 

f'." v" = V,,, vi'Ai,A" = (Vlt v· Ai,) A" + vA AiJ',,, A" 

(171 a) 
= (~~vi.A')\ A" + vAA- f" A" ex,a A I. ,II 

cvv aA,. , + -' A"v" + v),A· r Ap, i Xli t Xli I. ,ff ~ 

und ebenso: 

(171 b) 
. CWo GAP • 

r "w), = ~ +;:: Ai.w" + wvA" Ji"AA' 
. c:clt ex'" . 

Nun haben zwar die n3 Produkte Ai.A" aIle reale Bedeutung, nicht aber 
aA cA" 

aIle 2 n3 Ausdriicke __ I. A", - Ai,. Von diesen haben nur die n* c xl' (Xl' 
Summen: 

(172) 
i:A 'A" . 
__ i. Av _(_ 4 --(-A~' 
::)U +~II~)'-"" I. 
G~ G~ c~ 
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die reale Bedeutung Null. Alle Ausdrucke, die reale Bedeutung haben, 
konnen gerade nur so viele ideale Ausdrucke enthalten, daB sie sich 
alle zu diesen realen Summen zusammenstellen lassen. Das Resultat 
kann also in keiner Weise beeinfluBt werden, wenn man den n3 ideal en 
Ausdrucken der einen Art irgendeinen realen Wert beilegt. Die er
wahnte Vereinfachung wird nun erreicht, indem man wahlt: 

(173 a) 

woraus folgt: 

(173 b) 

Denn (171) geht dann unter Berucksichtigung von (7) uber in: 

(174a) VI" vl' = A" V" v;' A;., 
und: 
(174b) 
wabrend: 
(175) 

Durch (174) wird die Differentiation eines Vektors auf die 
eines idealen Skalars zuruckgefuhrt. 

Die KrummungsgroBe berechnet sich nun folgendermaBen. Infolge 
(107) ist: 

(176) { (b1 152 - b: b1) vl' = (b1 b2 - 152 151) Vi. A;. Ay 
= Vi. A;. (b1 152 - 152 b1) Ay = - Vi. AY (b1 b2 - b2 b1) Ai., 

woraus unter Berucksichtigung der aus (114) fur C.~i.Y = 0 hervor
gehenden Identitat: 

(177) ((51 b2 - b2 b1) Wi. = 2d1 X,1l d2 x'" (VLIl Vwl Wi. + 5(~,~") V" Wi. 

und wegen (175) folgt: 

(178) (b1 b2 - 152 b1 ) vl' = 2 v;. (F[w Vfll A;.) A" d1 x,I< d2 x'" . 

Die KrummungsgroBe ist also infolge (102): 

(179) R,~,;,';." = 2 (F[O! Vlll Ai,) Ay . 

Aus (30) und (175) folgt weiter: 

(180) { 2 V[m rill v" = 2 V[.(O.~!': v;. ~~ ~ = ~.v:;'yA: V[w V~l.~y y 

+ 25",,1l Ji" v - RO}!tI, V + 250},(( V" V , 

und dies ist die Gleichung (113) fur den betrachteten Spezialfall. Die
selben Rechnungen lassen sich mit einem kovarianten Vektor durch
fiihren und fiihren dann ebenfalls zu (179) und zur Gleichung: 

(181) 

die ein Spezialfall von (115) ist. 
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Es ist leicht, von (179) zur Gleichung (101), die R(;,,;,i.'" durch Fl,u aus-
driickt, zu gelangen. In der Tat folgt aus (173), (174), (30) und (175): 

12 (/7[«) VillA;.) AI' = 2 \ r[w (Vlll A'" A",) Ai. ) A" 

I =2( /( Aa~") (~.4pAfJ) ILAP I ( x l' 1 (i xU) ~ . 3 

I =2(CA", A'" +A ~'1:)(tA~ AfJ + A ~";t)A -1" c x LIl 1 " (' xLII i'x"'] 2 • II t x"'] I.· 

(182)i - r" FIX - r" r(l + TV Ftl - IXl' A(') {i,a ).(1) {ill A(,) 

~ ~2 

I + C r v - A" ~-- AT" rx 6 Xll ). (,) ( xl)) C X,H }. - ex (I) i. ,u 

, '2 

+ 1'" r P -I'" I'll - C r': +A" (--1. 
8w l,ll flO) 1',1l eXW A,1l (XlttX{'1.o. I. 

Auch die Bianchische Identitat la.Bt sich in recht einfacher \Veise 
ableiten. Unter Beriicksichtigung von (179), (115), (117) und (175) ist: 

/7[~ K:,,;<jt' = 217[; (17(0 Vul AI.) A" = 2 A" (V[~ 17 W VII] A;J 

+ (17[; A') (R;"l~lia A" + 2 S';';,t /7" AI.) 
(183) = AI' R[i(~';l" /7" AI. - (V[!,A') Ri,';'] i.'" A", 

- 2 S[§';' '" (V,u] AI) V", Av + U[; A") R(;,,;,]i.'" A" 

- 2 S[~,,;," (f';] r", AI.) A" = - :2 S[~(:) IX R,:] ~;.I' . 

§ 18. Darstellung einer Riemannschen Ubertragung mit 
Hilfe der idealen Faktoren des Fundamentaltensorsl). 

Schreibt man fUr den Fundamentaltensor: 

(184) 
und ist: 
(185 ) 

so folgt: 

1 1 2 2 
gi. ,Il = al. all = al. all = ai. all = ... 

. 1 
a" = gV). ai., ... 
1 

(186) al. ai' = gl.IX g"P gIXP = gl.lI. 

Durch Heraufziehen des Index entstehen also aus den idealen Fak
toren von gAil die idealen Faktoren von gi.,Il. Da 

(187) 

so spielen hier a;, und aV in bezug auf AJ: dieselbe Rolle wie Ai. und AI' im 
vorigen Paragraphen. Sie diirfen aber durchaus ni.cht mit Ale und AI' ver, 
wechselt werden, da sie ganz anderen Bedingungen unterworfen werden. 

1) Fur die Beziehungen zur }IJ aschke schen Symbolik vgl. 1918, 1, S, St. 
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Mit Hilfe dieser idealen Faktoren laBt sich z. B. in der kiirzesten 
Weise zeigen, daB die einzige symmetrische Ubertragung, bei der die 
Ableitung von g). It verschwindet, die Riemannsche ist. SolI diese Ab
leitung verschwinden, so muB gelten: 

(188) P,ll g!.y = (V,u a(!.) a,,) = 0 , 

wobei zu beachten ist, daB den n3 Bestimmungszahlen von (V,lt a!.) av 

noch keine reale Bedeutung zukommt. Nur die n 2 (n + _1~ linearen Kom-
2 

binationen V,u a!. a" dieser Bestimmungszahlen haben die reale Bedeu
tung Null. Wir konnen also, ohne das reale Resultat der Rechnungen 

zu beeinflussen, den n3 Ausdriicken (V,lt a;.) a", n2 (n 2- 1) Bedingungen 

auferlegen, vorausgesetzt, daB diese so gewahlt werden, daB (188) 
giiltig bleibt. Wir wahlen die Bedingungen: 

(189) (Vr,ua!.])a,,=O. 

Dadurch wird (V" a!.) a" eine GroBe dritten Grades, die in 2 Indizes 
alternierend und in zwei anderen symmetrisch ist und infolgedessen 
verschwindet: 

(7a) und (7b) gehen nun tiber in: 

(190 a) 

c CW. 
(190b) VI{ W), = ai. V,< W y a" = a!. ~,' (w" a") = -.~ - ai.ll a"'w" , 

, (,x ex,lt' 

ca 
wo a!.lt abkiirzend gesetzt ist fUr~. Da die Ubertragung symmetrisch 
sein solI, falgt aus (190): cx' 

(191) ai.,lI a" = a/I I. aY • 

Durch Addition und Subtraktian [wie bei der Ableitung von (53)] von 
drei Gleichungen von der Form: 

(; gAm 
(192) -'-I{ = al.,lI a", + aM ,1I ai. 

ex' 
folgt dann: 
(193) y _ {A/I) ai./I a - v f • 

§ 19. Verallgemeinerungen der GauBschen und Stokesschen 
Integralsatze in einer Xn• 

In einer Xn sei eine Xm+l gegeben und darin eine geschlossene Xm• 
d. i. eine X m. die einen Teil der X m+1 von dem iibrigen Teil abgrenzt. 
Der so begrenzte Teil heiBe Tm+1, seine Begrenzung T",. Die Xm und 
die X"'+l sollen beide eine solche Form haben, daB in ihnen in eindeutiger 
Weise ein m- bzw. ein (m + 1)-dimensionaler Schraubsinn festgelegt wer
den kann1). Es gilt, Integrale tiber Tm umzusetzen in Integrale iiber Tm+1. 

1) Das Analogon einer einseitigen Flache ist also von der Betrachtung aus
geschlossen. 
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Die Urvariablen seien voriibergehend so gewahlt, daB die Parameter
linien von xa" •.• , xam+t in der Xm+1 liegen, .xam +2, ••• , x an auf der 
Xm+1 Null sind, und die Parameterlinien von xa, Tm immer nur in 
zwei Punkten schneiden. Wir nehmen zunachst an, daB die Xm eine 
solche Form hat, daB dies m6glich ist. Einem Element von Tm+1 ordnen 
wir den Schraubsinn der Folge dxa" ••• , dxam +, zu. 1st das Element 
ein Parallelepiped mit den Seiten dl x", ... , d,n+1 x", die in dieser Reihen
folge den Normalschraubsinn bestimmen, so ist der (m + 1)-Vektor 
des Elementes, den wir mit !', ... Ym+'dTm+1 bezeichnen: 
(194) /,"""m+'dTm+1 = d1x[" ... dm+IxYm+,l. 

Wahlt man die Begrenzungen des Elementes so, daB: 

(195) duxa,,= u,v=1, ... ,m+1, { 
d xau fur u = v 

0" u=:-v 
so kann man fUr (194) schreiben: 

1 (196) ta1 ... am+1 dT = - ~ dxa, dxam+1 
m+l (m+1)! .... 

\Vir wahlen jetzt eine Parameterlinie von xa1, die Tm in den Punkten 

PI und P 2 : I PI: xa1 = x a1 , x' = x Y 1 
(197) 1 0 v=a2 , ... ,am +l 

P2 : x a1 = x a1 , x' = x" 
2 0 

schneidet, xa, > xa,. Die Punkte von Tm+l, die folgenden Gleichungen 
.. 2 1 

Ja, < xa, :::; ~a1 genugen: 1 
(198) x Y <x';::;:x"+dx",I'=a2 , ... ,am+l 

o 0 

xi. = 0 ; 2 = am+2, ... , an 

bilden eine R6hre, die ganz in Tm+l liegt und aus Tm in PI und in P 2 

ein Element ausschneidet. Wird in Tm ein Schraubsinn festgelegt, der 
in P 2 mit dem Sinn der Folge dxa., ••• , dxam +, iibereinstimmt, so ist 
der Schraubsinn in PI dem Sinne dieser Folge entgegengesetzt, und das 
ausgeschnittene Xm-Element, das wir mit !'1,,,'m dTm bezeichnen, hat als 
a2 , ••• , am+1-Bestimmungszahl in P 2 : 

(199 a) 

in PI aber: 
(199b) 

In Tm+1 sei jetzt ein kovariantes m-Vektorfeld v;., ... i'm gegeben, 
das mit seinen ersten Ableitungen im betrachteten Gebiete stetig ist. 
Das Integral: 

(200) { 
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kann gebildet werden, indem zuerst iiber die R6hre integriert wird. 
Dabei entsteht: 

1 
1 (~ 1 ) --- v - v dxU2 dxam +! (m + 1)! a2··· am+1 a2···am+1 • . .. 

1 (') 2 1 2 ) = -- v ta2 ... am+1 + v ta2 ... am+1 dr . m + 1 a, ... am+1 u, ... am+1 m 

(201) 

Wird nun iiber Tm integriert, so entsteht: 

(202) -~---fv ,·a2 ••• am+ 1 dr m + 1 u, ... am+l I/! , 
so daB: _ Tnt 

(203) (m+1)!_C_' v ta, ... am+,dT =(v tu, ... um+ldT .. '"\ a a2 ···am+1 m+l a2,,·am+l m 
(' X ' • 

Tm+l Tm 

Dureh Addition von (m + 1) (m~-1) Gleiehungen von der Form (203) 
entsteht sehlieBlich: 

(204) fa' 
(m + 1) --v' 1 . tAI ... i.m+ldr =/V' . tAI .. .!.mdT 1) 

1'\ ) 1.2 ", -m + 1 rn + 1 1'1 ... I· m m 
OX'I "" 

Tm 

die Erweiterung fUr XI/! in Xn des Gau,8sehen und 5tokessehen Satzes 

fUr V2 und VI in R3 • Da die t m (m + 1) Zahlen (~ [)" Vi., .... }.m+l] infolge 

(31) Bestimmungszahlen eines kovarianten (m + 1)-Vektors sind, hat 
die Gleiehung die allgemein kovariante Form und gilt also aueh fUr 
jede beliebige andere Wahl der Urvariablen. Sie gilt iiberdies aueh, 
wenn Tm+! sieh zusammensetzen HiBt aus einer endliehen Anzahl von 
Teilen der X m +!, von denen jeder einzelne der auf S. 96 aufgestellten 
Bedingung in bezug auf die Parameterlinien geniigen kann, voraus
gesetzt, daB VAI ... Am mit seinen ersten Ableitungen im betraehteten Ge
biete stetig ist. Denn fUr jeden. einzelnen Teil gilt dann (204) und bei 
Summierung heben sieh die Integrale iiber die Zwisehenbegrenzungen auf. 

Es ist zu bemerken, daB bisher iiber die Art der Ubertragung niehts 
vorausgesetzt wurde. Ist nun die Ubertragung k 0 v a ria n t s y m -
metriseh, so geht (204) infolge von (31) iiber in: 

(205) 
, I 
'(m+1)[t,IlAI ... Am/1[ Vl ,dT =ftAI ... AmVA . dr 2). i 
I f1 ·1··· Am] m+l 1 ... Am m 

Tm 

Ist die Ubertragung nicht k 0 v a ria n t symmetrisch, so tritt infolge 
von (29) ein Glied mit 5'i ,:" hinzu, z. B. fUr m = 1: 

(206) 2 f f"'A /1[,11 VA] dT2 - f til}. 5';,( Vy dr2 = IVA dx'. 
~ ~ ~ 

Ist die Ubertragung ii b e rs chi e bungs in v ari an t, s ymmet ri sch 
und inhaltstreu, so laBt sich (205) umformen. Ist V}" ... An ein kon
stanter n -V ektor und ist: 
(207-) VA, ... Am = UA, ... }.nwAm+I ... An, 

1) Poincar~, 1887, 3; 1895, 3; Brouwer, 1906, 1, 2; 1919, 4; weitere Litera
tur bei Weitzenbock, 1923, 1, S. 398. 

2) Ricci, 1897,3 fii.r m = 1 in Va' Schouten, 1918, 1, S.60 in V4• 

S c h 011 ten, Ricci-Kalkiil. 7 
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so ergibt sich aus (205) nach einiger C mrechnung: 

(208) (m + 1) f l" [i., ... ) . ., V" wi.m+, ... i.n] d Tm+ l =.r f[i·, .. .!.m w i'm+, ... i.n] d T rn • 
Tm+l Tm 

1st (vgl. S. 32 und 90): 

j' . . ) ( ) n! ., f '· .... I·m+1 = (_1)(m+1 n rn-l , _____ UA, ... Anf' " 
(m + i)! '·m+, ... ,.~ 

. f}·, .. .!.m = (_1)m(n-rn) ~ U}·, .. ·i.n f- . 
nz! . Am + I" ~·n , 

(209) 

so ergibt sich ebenso aus (205): 

(210) 

und 
(211) 

ff[ ' . V· "I, .] dT -j'f[, . V· '] dT I-m+l .. ,"'·n-l I'n '-'''1 .•. I·m m+l -- "m+l .. ,I·n )'1' .Am Tn 
Tm+l Tm 

ff ' . V, wl.m+, ... i.n d T = j'f, . wAm+, ... i.n d T 
Am+l ... I·n- 1 An m+l l· m + 1 · .. I· n m' 

~+, ~ 

wor;n das Xrn+l-Element als kovarianter (n - m + 1)-Vektor und das 
Xm-Element als kovarianter (n - m)-Vektor erscheint. 

Es ist zu beachten, daB in (205) und (211) der Integrand ein Skalar 
ist und in (i08) und (210) ein n-Vektor. Bei einer euklidischaffinen Uber
tragung kann der Integrand auch eine andere GroBe sein, bei einer all
gemeinen Ubertragung ist dies selbstverstandlich nicht moglich, da allge
meine GroBen sich dann nicht mehr iiber eine Trn , m> 1, summieren lassen. 

1st p ein Skalarfeld und die Ubertragung euklidischaffin, so kann 
man p auffassen als aI' ••• , am-Bestimmungszahl eines Feldes VI., ... ).m' 

dessen andere Bestimmungszahlen alle Null sind in bezug auf ein k 0 n
s tan t e s System von MaBvektoren. Aus (205) ergibt sich dann: 
(212) (m + 1) f l" i., ... I.m V" P dTm+! = f F, .. ·im p dim· 

1st nun ifJ irgendeine beliebige GroBe, deren Indizes unterdriickt sind, 
bedeutet -0, daB man die oberen Indizes AI' ••• , Ap in irgendeiner be
stimmten Weise, die sich aus allgemein multiplizieren, alternieren, 
mischen und iiberschieben zusammensetzen laBt, mit den Indizes von 
ifJ verkniipfen soIl, so leitet man aus (212), indem man (212) auf aIle 
Bestimmungszahlen von ifJ in bezug auf ein konstantes System von 
MaBvektoren anwendet, folgende allgemeine Formel ab: 

(213) I (m + 1) flu}., .. .!.m Vu -oifJ d Tm+l = IF·, .. .!.m -0 ifJ d Tm • 

Tm 

Ebenso folgt: 

(214) f /;.m+, ... A .. _, VAn -0 ([J dTm+l = f /;'m+l ... I .• -0 cP d Tm , 
Tm 

wo -0 sich auf die Art der Verkniipfung der Indizes Am+1 , ••• , An mit 
den Indizes von ifJ bezieht. Fiir euklidischaffine Ubertragungen gelten die 
Formeln (213) und (214) allgemein. Fiir iiberschiebungsinvariante in
haltstreue symmetrische Ubertragungen gelten beide nur, sofern der 
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Integrand ein n-Vektor oder einSkalar ist, und sieumfassendann (205), 
(208), (210) und (211), fUr nicht inhaltstreue kovariant symmetrische 
Ubertragungen gilt nur (213), sofern der Integrand ein Skalar ist. 

Die fUr jeden p-Vektor in einer An gtiltige Identitat (141) HiBt 
sich auch leicht aus dem veraUgemeinerten Stokesschen Satz ableitenl). 
In der Tat lehrt (205), daB das Integral von V,1t vA, ... ).p tiber aUe 
Tp+l' die durch eine bestimmte Tp begrenzt werden, denselben Wert 
hat. ~un kann man die (P + 1)-dimensionale Begrenzung irgendeiner 
TpH immer zusammenstellen aus zwei Teilen 1~+l und T~+l mit einer 
gemeinschaftlichen Begrenzung Tp' Da aber ir:folge von (205): 

I (P + 2)/lw,,,;., ... Ap V[w V" v)" ... Ap] dTp+2 
Tp+2 

(215) -(1"+1' )/1.,,,·Ap+,V V· dT - " '" [I., 1., .. ).,,+,] p+l 

'p+l rp+ 1 

und die beiden Integrale reehts sich gegenseitig aufheben, da bei dieser 
Integration der Schraubsinn in der einen TpH umzukehren ist, ist das 
Integral von Vrw V,t v;', ... Ap] tiber jede geschlossene Tp+2 gleich Null, was 
nur moglich ist, wenn V[w V" V)., ... Ap ] tiberaU verschwindet. 

In ahnlicher Weise 1a13t sich die fUr je:1en p-Vektor in einer An 
mit inhaltstreuer Ubertragung gtiltige Identitat: 

(216) 

ans dem veraUgemeinerten Stokesschen Satz ableiten. 

§ 20. Die Ubertragungen von Wirtinger. 
Die Figur in einem Punkte der X n , die besteht aus einem kovarian

ten Vektor WA mit einem inzident en kontravarianten Vektor VV nennen 
wir2) einen Doppelvektor. Ein Doppelvektor ist also gegeben durch 
zwei ungleichartige Vektoren mit der Bedingung: 

(217) vi. Wi. = 0 . 

In jedem Punkte der Xn gibt es also 002 n -1 Doppelvektoren. Bei einer 
inzidenzinvarianten linearen Ubertragung gehen aUe Doppelvektoren 
wieder in Doppelvektoren tiber. \Venn man nun zwar Inzidenzinvarianz 
fordert, nicht aber, daB die Ubertragung des einen Elementes eines 
Doppelvektors in irgendeiner Weise abhangig ist von der Wahl des 
anderen Elementes, so gelangt man, Linearitat vorausgesetzt, zu unserer 

1) Volterra, 1889, 3, S. 604 fur Rn; Brouwer, 1906, 1, fur R.; vgl. S. 88 und 119. 
2) Wirtinger 1922, 4, S.441, nennt eine (n -1)-Richtung mit einer inzi

denten Richtung ein En_I-Element. Er arbeitet nicht mit Vektoren, sondern 
nur mit diesen Elementen, und seine Darstellungsweise ist dementsprechend etwas 
anders als cie hier benutzte. Das Zeichen d in (218) hat dieselbe Bedeutung 
wie i5~ bei Wirtinger. Fur die "Parallelverschiebung", die der Ubertragung von 
Wirtinger entspricht, ist i5v v = 0, (lW). = 0, und aus (219) folgt dann die Glei
chung (10) auf S. 441 bei Wirtinger. 

7* 
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Obertragung II A IX. Man kann aber auch ford ern , daB die Obertragung 
von VV von der Wabl von Wi, und die von Wi. von der Wahl von VV abhan
gig ist. LaBt man dabei die Forderung der Linearitat fallen und fordert 
man, daB die Differentiale linear in dx" sind und daB die Transformation 
der Doppelvektoren bei Obertragung eine Beriihrungstransforma
tio n ist, d. h. daB die Doppelvektoren, die eine Kegelhyperflache ein
hiillen, bei Obertragung diese Eigenschaft behalten, so gelangt man 
zu den Obertragungen von Wirtinger. Die allgemeinste Form des zu 
diesen Obertragungen geharigen Differentials ist dann: 

(218) 

J
t 

bV"~dV"+(-~-:~- -r,uvV)dXll, 

(J Wi_ = dw;. - (~ 'P~,- _ S W,) dX.'1 , 
( Vi. /,. 

worin ({J", r,t und Sit Funktionen des Ortes und von v,. und Wi. sind, 
f{' I' homogen erster Ordnung und r,t und S,lI homogen nullter Ord
nung in v· und W),' Die Differentiale sind also homogen erster 
Ordnung, aber nicht notwendig linear in v" bzw. Wi. und homogen 
nullter Ordnung in Wi, bzw, VV , Setzt man Linearitat der Differentiale 
in VV bzw. Wi, voraus, so muB ({J/, linear in v" und W), sein, ({J,lt = ({J~" vi,w,., 
und r,t und S" miissen von v" und Wi, unabhangig sein. In diesem spe
ziellen FaIle geht dann (218) iiber in: 

(219) 

Dies ist 

(220) 

(221) 

{ 
b VV = d v" + (({J)",1l - r,ll A~) vi, d X,ll , 

() Wi. = dw), - (({Jr." - s," An w,. d x" . 

aber die Obertragung II A IX mit: 

rl',,, = W1'/1 - r" A~ , 

Die Obertragung I A IX ist selbstverstandlich nicht in den Ober
tragungen von W irtinger enthalten, da sie nicht inzidenzinvariant ist 
und so mit Doppelvektoren nicht allgemein in Doppelvektoren iiberfUhrt. 
Die hier behandelten linearen Obertragungen griinden sich auf die Punkt
transformationen der X n • Eine entsprechende Theorie fUr die Beriih
rungstransformationen der X n , die sidler von groBem Interesse ware, 
fehIt bis jetzt. Die Untersuchungen von Wirtinger bilden einen ersten 
Ansatz in dieser Richtung, wenn auch bei ihm nur die Verkniipfung 
von GraBen in unendlich benachbarten Punkten durch Beriihrungs
transformationen zur Betrachtung gelangen, aber noch keine infinitesi
malen Beriihrungstransformationen der Xn selbst. Sie durften deshalb 
nicht unerwahnt bleiben, obwahl sie mit unserem Gegenstand nicht un
mittel bar zusammenhangen, 
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§ 21. Oer Reduktionssatz. 

Solange keine Differentiationen in Frage kommen, btirgt der auf 
S. 28 des vorigen Abschnittes erwahnte Fundamentalsatz dafUr, daB 
mit Hilfe der Addition, der allgemeinen Multiplikation und der Dbe:-
schiebung aIle Simultankomitanten aus den idealen Faktoren der gc
gebenen GraBen hergestellt werden konnen. 

Sobald aber Differentialquotienten gebildet werden, ist ein neuer 
Satz notig, der gestattet, das Problem der Differentialkomitanten auf 
ein Problem algebraischer Komi tanten zurtickzufUhren. 

Dieser Red u ktio nssa tz rtihrt fUr die Riemannsche Ubertragung 
yon Christoffell) her und lautet2): 

Die Differentialkomi tanten von g;_I' sind die algebra i
schen Komitanten von g;.l" K,:,,:,i.'· und den kovarianten 
Differe n tialq uotie n te n vo n K,:J,:, i.l'. 

Vollstandige Systeme sind aufgestellt worden von Ricci3 ) und 
WeitzenbOck 4). 

Bei einer uberschiebungsinvarianten Ubertragung lautet der Re
cluktionssatz 5) : 

Die Differentialkomi tanten einer tiberschiebungsinva
rianten Ubertragung sind die algebraischen Komi tanten 
der GraBen Si./ und R;J.;'i.~ und deren kovarian ten Differen
tialquotienten. 

Nimmt man einen Tensor g!.~ hinzu, so gilt der Satz6): 
Die Differentialkomitanten einer iiberschiebungsinva

rianten Dbertragung und eines Tensors g!.~ sind die alge
braischen Komi tanten der GraBen g;.I" Ti.,;,~ und R;JI:i.~ und 
dere n Diff ere n tialq uo tie n te n. 

Eine allgemeinere Form des Reduktionssatzes, die den Fall bertick
sichtigt, daB keine lineare Dbertragung vorliegt, sondern nur ein be
stimmter Differentialausdruck, hat E. Noether 7 ) gegeben. 

Aufgaben. 

1. l\Ian bestimme eine iiberschiebungsinvariante lineare Uber
tragung, wenn die Differentialquotienten \,on n linear unabhangigen 
bekannten Vektoren vV , U = 1 ..... n, gegeben sind. [WeitzenbOck 8) fiir 
D U 
Y fl. vV = 0.] 

v 

1) 1869, 2, vgl. auch Ricci und Levi Civita, 1901, 1. 
2) Eine ausfiihrliche Ubersicht der verschiedenen Reduktionssatze iindct 

sich bei Weitzenbock, 1923, 1. 
3) 1912, 1 und 3. 4) 1923, 1, S. 351-
5) Weitzenb8ck, 1923, 1, S. 354. 6) Weitzenbock, 1923, I, S.357: 
7) 1918. ?:.' Vgl. WeitzenbOck, 1923, 1. S·359. 8) 192.3. t. S. 32~. 
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2. Man bestimme eine uberschiebungsinvariante halbsymmetrische 
lineare Ubertragung, wenn gegeben sind: 

a) ein Tensor gAl' n ten Ranges und sein Differentialquotient 
V i.v Q')'v . 

11 g = I'- ,soWle 
b) ein Bivektor JAV nten Ranges und der gefaltete Differential

quotient V,urf'=Iv oder auch fur n=4 statt (b) 

b/) ein Bivektor fA. nten Ranges und der alternierte Differen
tialquotient V[I'- /i.l'J = I,aJ,v. 

3. Fur eine Ubertragung II C P gelten die Gleichungen: 

(VI'- v,,) g!.e<gfl' = V,,, v" g!.e< gflv - 2 C,,, v"g!.e<gP" 
(V,,, v,,) g!.e< gfif' = V,lt v"g!.e< gfil'- - 2 C,a v" g).e< gP,/( 

(VI'- v,,) g!.e<gP" = VI'- v"g!.e< gB" - CI'- v"g!.e<gfi" 
(VI'-v")g!.,,,g""= V,uv"g!.lXgu,,- C,uv"g!.lXgl'-Y. 
(V) 'X" (V )A Y V AV C A" I'- v" g). IX g = ,u v" !. = ,u v" !. - !' v" i .. 

4. Man beweise fUr eine Ubertragung II C ex : 

V'" A[~ R~;]i/ - 2 V[y R;;ji/ = 0, 

5. Bei Verwendung eines bestimmten Parameters t gelte fUr eine 
geodatische Linie die Gleichung: 

d dx" • dx" 
~tdt = A -;{t' 

Man bestimme einen Parameter t', so daB 
(j !lx" 

bt' d t' = 0 . 

6. Eine geodatische Linie einer Weylschen Dbertragung, die in 
irgendeinem Punkte in einer Kullrichtung des Tensors g)'11 liegt, liegt 
in jedem Punkte in einer Kullrichtung. [WeyF).l Vmgekehrt, gilt diese 
Eigenschaft fUr jede geodatische Linie, so folgt noch nich t, daB die 
Ubertragung winkeltreu ist. 

7. 1st hi"ll ein Tensor, so ist h"/J Krx,lli,/J ebenfalls ein Tensor. 

8. 1st VAf, ein Affinor, V die Determinante der Vi"n und vi"Il der 
Affinor mit der inversen ~\fatrix: 

i t· 
'."-= Vv .' (;v. ,HI.' 

I',tt 

so ist fUr jede lineare Ubertragung: 
P = 1 V V V v i, __ ~ 19 V ~ + ['" 

,'1. '2), ~ ,u. - (; xl" a,u 

und fiir jede iiberschiebungsinvariante Dbertragung: 

V[I'- Pi,] = R;l.~lJe< - 3 Veil Si,rx'/ + 6S[~/' S;]/,' - S;"~" P,. 

l) 1919,5, S. 114; 1921,4, S. 114; vgl. auch v. d, WOlfde, 1923,,1.5 hlt 1'". 
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9. Sind Pi. und p;. zwei Vekt oren , die sich in der in Aufgabe R 
beschriebenen Weise aus zwei beliebigen Affinoren Vi.,,, und Vi. I' ab
leiten, so ist bei jeder kovariant symmetrischen Ubertragung Pi, - P; 
ein Gradientvektor. 19 tv - 19l!V' ist stets ein Skalar. 

10. Die Gleichung: 

wo P u ein Vektor ist, der sich in der in Aufgabe 8 beschriebenen \\' eise 
aus ~inem Affinor ableitet, und wvi. ein Affinor nten Ranges, kann bei 
einer affinen Ubertragung nur erftillt sein, wenn die Ubertragung in
haltstreu oder n = 2 ist. 

11. Die notwendige und hinreichende Bedingung daftir, daB bei 
einer infinitesimalen Transformation einer An: 

dxY = v" dt 

jeder Inhalt einen von der Lage unabhangigen Faktor bekommt, lautet: 

<X = Konstante . 

SolI die Transformation inhaltstreu sein, so muB <X verschwinden. 
[Bianchi l ).] 

12. Fur eine affine Dbertragung ist die Bianchische Identitat zu 
beweisen, ausgehend von der Formel (101) fUr die durch (89) definierten 
geodatischen Urvariablen. [Berwald 2).] 

13. Erteilt man den Punkten einer An eine Verruckung v"dt, so 
entsteht eine neue affine Ubertragung. Die Anderung von rl.,It ist ein 
Affinor: 

A""dt dI" "'dtR""'+dt r: I I' ),," = i.,II=--v ",(I.,Il) Y(i.Y,Il)V. 

Die Anderung von R,;,;," I betragt: , . 

(j R,:,,;,i" = - 2 d t ~[", A il.ii:]". 

14. Es ist allgemein die Anderung von R;,,:, i." zu berechnen, wenn 
[ 'I' A' ·I'dt . t .1.,,, urn i.,1l zunlmm . 

1) 1893, 1, S.648; 1918, 8, S.249, 501. 
2) Aus einer Korrespondenr. mit Herm L. Berwald in Prag. 



D r i tt erA b s c h nit t. 

Die IntegrabiliHitsbedingungen der 
Differentialgleichungen. 

§ 1. Abhangigkeit von skalaren Ortsfunktionen. 

Es seien ~, ... , ~ p Skalarfelder in einer An, die aIle im betrachteten 
Gebiet regular sind. Hat eine Gleichung der Form: 

(1) cp (~, •.. , ~) = 0 
1 p 

fiir aIle Punkte der An Gultigkeit, so heiBen s, ... , s (hinsichtlieh der XV) 
abhangig, im anderen FaIle unabhangig. Aus (1) folgt dureh Dif
ferentiation: 
(2) 

c<p 1 ('q; P 
-1 17" s + ... + - Vll S = o. " ,P . 
(S ( s 

Daraus geht hervor, daB die Gradienten VII ~, ... , r,u ~ linear abhangig 
sind, wenn die Felder abhangig sind. Umgekehrt kann man bekannt
lich beweisen, daB aus der linearen Abbangigkeit der Gradienten die 
Abhiingigkeit der Felder folgt. Es gilt also der Satz: 

p regulare Skalarfelder sind dann und nur dann ab
hangig, wenn das alternierende Produkt der Gradienten 
versehwindet: 

(3) f ' 1 17 P 
[X, s . . . YAp] S = 0 . 

§ 2. Lineare partielle Differentialgleichungen. 

Dem kontravarianten Vektorfelde v" in einer An ist die }jneare 
ltomogene partie11e Differentialgleichung: 

(4\ i'" V"s = 0, 

bis auf einen skalaren Faktor, in eineindeutiger Weise zugeordnet. Be
traehten wir nur Gebiete, in c;enen das Feld VV regular ist und nur regu
lare Losungen, so lehrt das Existenztheorem, das wir als bekannt 
voraussetzen, folgendes: 

Jede Gleichung von der Form (4) hat n -1 unabh,angige 
1 n-1 

Losungen s, ... , s. 
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u 
Fur irgendeine reguUire Funktion s der s, u = 1, ... , n - 1 gilt: 

(5) ~es u 
V;. s =.:::.,. --::u r i. s 

u Cs 

und jede solche Funktion ist also wiederum eine Losung von (4). Ist 
umgekehrt seine Losung von (4), so muB V;.s eine Sum me von Viel-

u 
fachen der ri. s sein mit Koeffizienten, die Funktionen des Ortes sind, da 
es ja nicht mehr als n - 1 linear unabh1i.ngige kovariante Vektoren 
geben kann, deren (n - 1)-Richtungen a11e die Richtung von v" ent
halten. Infolgedessen verschwindet aber der n-Vektor: 

• 1 n-l 
f' [;., s V;., s .. . V;'n] S 

u 
uno s ist also eine Funktion der s. Irgendein System von n - 1 hin-

u u 
sichtlich der s unabh1i.ngigen Funktionen der s ist ebenfa11s unabh1i.ngig 

u 
hinsichtlich der x" und bildet also ein dem Systeme der s gleichwertiges 
System von Losungen. 

Die Losungen s heiBen auch In tegrale der Gleichung (4). Die 
n - 1 Systeme von 001 aquiskalaren Hyperflachen der Felder s sind 
Integralhyperflachen dieser Gleichung. Sie schneiden sich in oon-l 

Kurven, die mit den oon-l Kurven der Kongruenz v" zusammenfa11en 
und die Charakteristiken der Gleichung (4) genannt werden. Geo
metrisch bedeutet also (4), daB jede Charakteristik ganz in einer Integral
hyperflache enthalten ist, und eine Integralhyperflache demnach von 
oon-2 Charakteristiken gebildet wird, wahrend jede Charakteristik 
der Schnitt von n - 1 Integralhyperflachen ist. Der Dbergang von 
einem System von n - 1 Losungen zu einem anderen System vo11-
zieht sich geometrisch, indem die Charakteristiken in anderer Weise 
zu Hyperflachen zusammengefaBt werden, was in ganz beliebiger 
Weise geschehen kann. 

Aile n-Vektorfelder unterscheiden sich nur durch einen skalaren 
Faktor. 1st also U;., ... ;'n ein beliebiges n-Vektorfeld, so ordnet die Glei
chung: 
(6) WI., • . ;." = VA, U;., ... i.n 

dem Felde v" in einer bis auf einen skalaren Faktor eindeutigen Weise 
pin kovariantes (n --·1)-VektoTfelrl zu. Der (n - 1)-Vektor kann auch 
his auf einen skalaren Faktor gegeben werden clUTCh die Gleichung: 

(7) VIX 'iJJlXi., ... i.n = 0, 

die aus (6) durch Dberschieburg mit VA. entsteht. 
(7) sagt aus, daB die Richtung des Vektors v" mit der Richtung des 

(n - 1)-Vektors w;. ••.. ).,. zusammenfallt. Es besteht also eine eineindeutige 
Zuordnung zwischen (4) und der Gleichung: 

(8) 
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und bei beliebiger Zerlegung von 1£1).2".1. .. in reale Faktoren: 

(9) 
] n-l 

w;., ... i'l<_l = wp."., WAn _ 1J 

ebenso zwischen (4) und dem mit (8) aquivalenten Systeme totaler 
Differentialgleichungen; 

(10) 
u . 
w;,dx" = 0, u=1, ... ,n-1. 

Geometrisch bedeutet (8), daB das Linienelement dx· die Richtung 
des kovarianten (n -1)-Vektors Wi., ... },n_l' d. h. also die Richtung 
von VV haben solI. (10) ist also das System der Differentialgleichungen 
der Charakteristiken, die auch Integralkurven von (10) genannt 
werden, (4) ist die Differentialgleichung der Integralhyperflachen. 

§ 3. Systeme von linearen partiellen Differentialgleichungen. 

Jedem kontravarianten einfachen p-Vektorfelde v"""'p in einer 
An ist die Gleichung: 
(11) vV'·""pV •• s=O, 

bis auf einen skalaren Faktor, in eineindeutiger Weise zugeordnet. Wird 
der einfache p-Vektor (in beliebiger Weise) als Produkt realer Vek
toren geschrieben: 
( 12) V", ... v" = V[I', ... v""], 

1 p 

so ist (11) aquivalent mit dem System von p Gleichungen: 

(13) vvV,.s=O, u=1, ... ,p, 
u 

die linear unabhangig sind infolge del' linearen Unabhangigkeit der 
Vektoren VV. Jede Zerlegung von v",· .. "p in Faktoren gibt ein anderes 

'U 

System (13), abel' alle diese Systeme sind unter sieh und mit (11) aqui-
valent. Wir betraehten wiederum nur Gebiete, in denen das Feld v"'''''p 
regular ist und nur regulare Losungen. Die Gleiehung (11) und das 
System (13) haben dann sieher nicht mehr als n - p unabhangige Lo-

sungen. Denn, sind ~, x = p + 1, ... , n unabhangige Losungen und 
_ x 

ist seine weitere L6sung, so ist Vi.s cine Summe von Vielfachen der VAS 

mit Koeffizienten, die Funktionen des Ortes sind, da es ja nicht mehr 
als n - p linear unabhangige kovariante Vektoren geben kann, deren 
(n - 1)-Richtungen aIle die p-Richtung von VV'''''p enthalten. 

Infolgedessen verschwindet nun abel' del' (n - p + 1)-Vektor: 

1 I' p~l r n 
r [i. S r i.p + 1:; ••• An] S 

und S ist also nach (3) eine F unktion del' ~. 
]ede Losung von (13) ist auch eine Losung del' 1 p (P - 1) Glei

chungen: 
(14) Vi. Vi. v" V,. S - VV V,. Vi. [-'i. S = 0, 

'U V V U 
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die sieh, da die Rotation jedes Gradientfeldes bei einer symmetrisehen 
Ubertragung versehwindet, folgendermaBen umformen liiBt: 

(15) Vi. Vi. VI' V v S = Vi. VI' V[i. V v) s + (v· V v vi.) Vi. 5 = ( V· V. vi.) Vi. 5 = 0, 
[u vJ u " [u /.] [n vJ 

Hier ist s nur einmal differenziert und jede der {p (p - 1) Gleiehungen 
ist eine Differentialgleichung yon derselben Form wie (13). Sind also 
unter den .~ p (p - 1) Vektoren 

vl'V Vi. 
[u • vj 

gerade q vorhanden, die sowohl unter sieh als von den p Vektoren VI' 
u 

linear unabbangig sind, so hat (13) jedenfalls nieht mehr als n - p - q 
unabbangige Lasungen, da jede Lasung von (13) aueh Lasung von (15), 
also Lasung eines Systems von p + q linear unabhangigen Differential
gleiehungen ist. N otwendige Bedingung dafiir, daB (13) gerade n - p un
abhangige Lasungen hat, ist also, daB die tP (p - 1) Vektoren (15) 
aIle von den VV linear abbangig sind. Man nennt das System (13) dann 

u 
ein vollstandiges System1). Ein Theorem, das wir als bekannt 
voraussetzen, lehrt, daB diese Bedingung nieht nur notwendig, sondern 
auch hinreichend ist: 

Jedes vollstandigeSystem vonp Gleichungen hat gerade 
n - p unabhangige Lasungen. 

Urn die erhaltenen Bedingungen in eine Form zu bringen, die nur 
V"l ... "p und nieht mehr die zufalligen Faktoren VV enthalt, formen wir die 

u 
~ p (P - 1) Vektoren a us (15) folgendermaBen urn: 

(16) Vi. Vi. v" = r'i. vi·v" - VI' Vi. vi .. 
lu ,.] [u vl lv uj 

SoIl en diese Ausdriicke von den v" linear unabhangig sein, so ist not-
u 

wendig und hinreiehend, daB die Vektoren Vi. vi. V I' aIle linear von den 
[u v) 

v" a bhangen, und dies ist dann und nur clann der Fall, wenn: 

(17) lV. Vi. vel') v'., .. · "1') = 0 
I. [u vl ' 'U,v=1, "', P2). 

Nun ist aber (17) wieder aquivalent mit cler einen Gleiehung: 

( 18) 

und diese Gleichung stellt also die notwendige und hinreichende Bedin
gung in der gewiinsehten Forni dar. 

Die Lasungen s heiBen aueh Integrale des Systems (13). Die 
(n - p) Systeme von 001 aquiskalaren Hyperflaehen der Felder s sind 
In tegralh yperflaehe n dieses Systems. Sie sehneiden sich in oon-p ApI 

1) Vgl. z. B. v. Weber, 1900, 1, S. 73 u. i., der .\usdruck links in (15) 
korrespondiert mit dem "Klammerausdruck" (Xu Xv). 

2) Frobenius, 1877, 1; v. Weber, 1900, 1, S.99. 
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die in jedem Punkte durch V'I"'V" tangiert werden und Charak
teristiken des Systems (13) genannt werden. Die Charakteristiken 
entstehen also, indem die infinitesimalen Ep des Feldes VVI".Vp sich 
Xp-bildend aneinander reihen. Wir bringen dies zum Ausdruck, indem 
wir sagen, das Feld VI'I""'P sei Xp-bildend. Die Aussagen, (13) sei 
ein vollstandiges System und V"I'''Vp sei Xp-bildend, sind also gleich
bedeutend. Geometrisch bedeutet (13), daJ3 jede Charakteristik in einer 
Integralhyperflache enthalten ist, und eine Integralhyperflache demnach 
von oon-p-1Charakteristiken gebildet wird, wahrend jedeCharakteristik 
der Schnitt von n - p Integralhyperflachen ist. Der Ubergang von 
einem System von n - p Losungen zu einem anderen System vollzieht sich 
geometrisch, indem die Charakteristiken in anderer Art zu Hyperflachen 
zusammengefaJ3t werden, was in ganz beliebiger Weise geschehen kann. 

Die Gleichung: 
(19) Wi','+l ... i.,. = vi., .. .!." Ui., ... ;.,. 

ordnet dem Felde v'" ""1' in einer bis auf einen skalaren Faktor eindeutigen 
Weise das Feld eines einfachen kovarianten (n - p)-Vektors zu. Der 
Zahlenfaktor ist eine Funktion des Ortes. Der (n - p)-Vektor kann 
auch bis auf einen skalaren Faktor gegeben werden durch die Gleichung: 

(20) vlX"2·""pwIXA ... .J.n_p = 0. 

die aussagt, daJ3 die p-Richtung des Vektors v't ... "p mit der p-Richtung 
des Vektors WAtoo.An_p zusammenfallt. (20) entsteht aus (19) durch Uber
schiebung mit VIXI.oolXp-tAp+t. (Vgl. I, S. 53.) Es besteht also eine einein
deutige Zuordnung zwischen (11) und der Gleichung: 
(21) wA.oo.;.n_pdxi.I=O 

und bei beliebiger Zerlegung von WAtoo.An_p in reale Faktoren: 
1 n-p 

(22) Wi.loo.i.,._p = W[A,oo, Wi.n_p] ' 

auch zwischen (13) und dem System totaler Differentialgleichungen: 
x 

(23) Wi. d xl. = 0, X = 1, ... , n - p. 
Geometrisch bedeutet (21), daJ3 das Linienelement eine Richtung haben 
solI, die in der P-Richtung von wAloo.J.n_p enthalten ist. (23) sind also 
die Gleichungen der Charakteristiken, (13) die Gleichungen der Integral
hyperflachen. 1st das Feld VVloo,"P Xp-bilrlend, so ist das Feld w" 00. An_ p' 

das ja in jedem Punktp dieselbe p-Richtung hat, ebenfalls Xp-bildend. 
Vermittels (19) lassen sich nun andere Formen fill die notwendige 

und hinreichende Bedingung (18) eines Xp"bildenden p-Vektorfeldes 
bilden. Da eine Gleichung von der Form: . 
(24) u[x V"l°o,"P] = ° 
aussagt, daB die Richtung von u lX in der p'-Richtung von v' l ··'P ent
halten ist, und diese Gleichung also aqnivalent ist mit: 

(25) ,wxw";)"oo.An_p=':O' 
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so ist (18) erst ens aquivalent mit: 

(26a) rl(-V-~-IV-,-",-,,-~p-)-W-Y-2A-2.-.. -1.-_-p-=--0-1-)-.' 

Da v",···Vp w"2 12 ... !.n_p versehwindet, ist aber (26a) aquivalent mit: 

(26 b) 

Die Bedingungen (26a) und (26 b) blelben notwendig und hin
reiehend, wenn man tiber 1'11'222 .•• 2n - p alterniert. 

Infolge (19) existiert nun ein kontravariantes n-Vektorfeld P"""', 
so daB: 
(27) v""""p= V""""nW"p+l""'n' 
und (26a) ist also aquivalent mit: 

(28) (V., VV"""nWvp+"""n) w"2 1, ... ln_p = o. 
~ un ist VI' V",·· "n in den letzten n Indizes alternierend und hat also 
sieher die Form V,l! V",··"n. (26 a) ist also aueh aquivalent mit: 

(29) { 
V"''''''n(V W )w,· )'1 l'p+ 1 ... 1'n 1'21.~ ••• I'n-p 

+ V"1 V'" .. Yn W"P+l'''''n W",A2 ... 1n-p = 0 . 

Da der zweite Term aber identiseh versehwindet, ist also (18) sehlieB
lieh aueh aquivalent mit: 

(30) 

und es ist damit eine vierte Form der notwendigen und hinreichenden 
Bedingung abgeleitet. 

Wir spreehen also den Satz aus: 
Dafiir, daB das einfaehe p-Vektorfeld vy, .. ·Vp in einer An 

Xp-bildend ist, ist jede der vier Bedingungen (18), (26a) 
(26b) und (30) notwendig und hinreiehend. 

(18) und (26a) lassen sieh aueh folgendermaBen ausspreehen: 
Dafiir, daB das einfaehe p-Vektorfeld v·,,,,·p in einer An 

Xp-bildend ist, ist notwendig und hinreiehend, daB seine 
Divergenz V., vy, .. ·Vp iiberall in dem p-dimensionalen Gebiet 
von v·",,·p liegt. 

§ 4. Integrabilitatsbedingungen einer Gradientgleichung. 
Gilt in einer An die Gradientgleiehung: 

(31) V;.S=W1, 

worin Wi. eine im betraehteten Gebiet regulare Funktion der x" und 
von S ist, so lehrt Differentiation: 

(32) VL"W!.] = o. 
1) Schouten, 1918, 3; Schouten-Struik, 1919, 1, S. 203, eng!. S. 596; Struik, 

1922, 5, S. 53, 54. 
?) Diese Gleichung korrespondiert mit den Gleichungen (21) auf S. 100 von 

v. Weber, 1900, 1. 
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Wir wollen nun zeigen, daB (32) nicht nur eine notwendige, sondern 
auch eine hinreichende Bedingung darstellt daflir, daB (31) unbeschrankt 

o 
integrabel ist, d.h. daB es zu jedem vorgegebenen Wert s in x" eine Li:isung 

1I 

von (31) gibt, die in XV den Wert ~ annimmt. 
o 

Wird die Li:isung in impliziter Form geschrieben: 

(33) <p(x,s)=o, 

so ist (31) aquivalent mit dem System von n Gleichungen: 

(34) 
oep cep 
~-. + W; - = 0 

t x'· . t s 

in den n + 1 Variabeln XV und s. Diese Gleichungen haben dann und 
nur dann eine Li:isung, wenn sie ein vollstandiges System bilden, d. h. 
wenn die t n (n - 1) Gleichungen: 

{( (; 0) ( (' (, ) (C iJ ) ( c c' )} - W - --- w·- - - W - - W - =0 (35) 0 . II + f' ~ ,i. + I. 0 0 I. + J. 0 0 II + ,II d r 
ex' (8 (X (s ex e8 ex' s 

oder 
(36) 

p eep 
y rIlWi.J~ = 0 . es 

eine Folge von (34) sind. Dies ist aber dann und nur clann der Fall, 
wenn die Determinante: 

0 00 000 r;\/l l£'i.J . 

,1 0 00 000 'lela1 

(37) 0 1 000 .0 W a, 

0 ...... 1 wan 

fiir jede Wahl von,u und A verschwindet, d. h. wenn 17f,1I WI.J versehwindet. 

§ 5. Die Bedingungen fUr ein Gradientprodukt. 

1st das Feld des einfaehen (n - p)-Vektors w",oo"'n_l) Xp-bildencl, 
h . lb R' h' d . dIn - p at vv,oo."p dlese e p- Ie tung wle W", ... vn_.p un sm s, _., s n - p un~ 
abhangige Li:isungen von (11), so ist wV,oo"'n_IJ dem alternierenden Pro
dukte der Gradienten dieser Li:isungen bis auf einen skalaren Faktor 
gleich: 
(38) 

1 n- p 
W'" 00' Vn_p = (j 17[., s ... 17"n_p] S . 

Es fragt sich, wann die s so gewahlt werden ki:innen, daB (j gleich 1 
wird, wann also w"1 oo "'n_p ein Gradientprodukt ist. Wir wollen 
den Satz beweisen: 

Der einfaehe (n - P) -Vektor w"1 ... Vn_p ist dann und n ur 
dann ein Gradientprod ukt, wenn 17[" W", ... vn_ p1 verschwindetl). 

1) Meray, 1899, 2, fiir p =, n ~ 2. 
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Da die Rotation jedes Gradientfddes verschwindet, ist die Be
dingung notwendig. Dal3 sie auch hinreichend ist, zeigt folgende Uber
legung. 

Unter der angegebenen Bedingung gilt jedenfaUs (30), Wj'I .•. }"n p ist 
also Xp-bildend und hat demnach die Form: 

(39) 
1 n-p 

W;" •.. i.n _ p = asp"", SAn_v]' 

wo aUe SA Gradientvektoren sind. Demzufolge ist: 
1 n-p 

(40) W[lt a) SA, •• , s;.n_p] = VLII w;""';'n_p] = 0, 

da aUe Rotationen der S;. verschwinden. VA a ist also eine Summe von Viel
fachen der S;,: 

(41 ) 
1, .... n- p x x 

V;, a = L IX SI. 
x 

n-p 
und a infolgedessen (vgl. § 1) eine Funktion von L 

Wir such en jetzt in dem Ausdruck: 
.• ') S • 

(42) 
1 1 2, ... ,n-p yy 

S~ = as;. + 2£: f3 S;. 
y 

die f3 so zu bestimmen, dal3 die Rotation von ~J. verschwindet, h also 
ein Gradientvektor ist. Es mul3 also gelten: 

(43) VLII a ~;.] + ~ (VLrt fi) ~;.] = 0, 

oder infolge (41): 
(44) 

y 

1 "y y (Y) Y s[,,2: IX SI.] = ~ V[,/I f3 SA], 
Y Y 

wobei die Summierungen sich von 2 bis n - p erstrecken. 
Urn zu zeigen, daB die f3 sich wirklich immer dieser Gleichung gemal3 

wahlen lassen, nehmen wir ~, .. . ,nsp als n - p erste Urvariablen. Die 
iibrigen Urvariablen k6nnen beliebig, natiirlich unabhangig voneinander 

1 n-p 
und von den n - p ersten, gewahlt werden. Die Vektoren S;., ... , S;, 

werden dann die n - p ersten kovarianten Mal3vektoren: 
x x ax 

(45) s=xax ; sA=e;., x=1, ... ,n-p 
und (44) gebt iiber in: 

2, ... ,n-p va, ay 2, ... ,n-pay y 

(46) ~ IX eta ell = ~ ep. V 1'1 f3 , 
y y 

eine Gleichung, die aussagt, daB die a1 ay-Bestimmungszahl des Bivektors 

rechts gleich i ~, die ayaz-Bestimmungszahl, y + z, y, z = 2, ... , n - p, 
gleich Null ist. (46) ist also aquivalent mit: 

(47 a) e; = ~ . I iJ xa, 
Y' y, Z = 2, ... , n - p 

ap op 
(47 b) -:;-;;.; - -;;-a; = 0 . 

(; x ux 



112 Die Integrabilitiltsbedingungen der DifferentJalgleichungen. 

11 
Da es nur darauf ankommt, irgendwelche Werte fiir die (3 zu finden, 

11 
so kann man aIle Ab1eitungen der (3, die nicht in (47a) vorkommen, Null 

11 
setzen. Die (3 sind dann aIle auf jeder ParameterhyperfHiche von xa, 

y 

konstant. Gibt man auf einer bestimmten dieser HyperfHichen den (3 
11 

beliebige \V erte (3, so sind die Welte in den iibligen Punkten del An 
o 1 

durch (47a) bestimmt. Del Gradientvektor sJ. liiBt sich also stets kon-
struieren. Nun ist aber inf01ge (39) und (42): 

1 2 n-p 

(48) 1V!., ... ).n_p = S[i'1 S)'2'" s).n_p]' 

und da ~~ ein Gradientvektor ist, ist der Satz damit bewiesen. Es ver
dient Beachtung, daB es stets gelingt, wenn wA1 .. ,An~p in der Form (39) 
gegeben ist, irgendeinen beliebigen der n - p Faktoren s), multi
pliziert mit a durch einen Gradientvektor zu ersetzen, ohne daB die 
anderen Faktoren geiindert zu werden brauchen. \Vir sprechen also 
noch den Satz aus: 

1st ein kovarianter q-Vektor a1s Produkt eines Ska1ars 
mit q Gradientvektoren gegeben, und ist der alternierende 
Tei1 des ersten Differentia1quotienten Null, so 1iiBt sich der 
Ska1ar zusammen mit irgendeinem be1iebigen der q Fak
toren stets, ohne Anderung der anderen Faktoren, d urch 
einen Gradientvektor ersetzen. 

Aus dem Beweise geht noch hervor, daB es ebenfaIls stets gelingt. 

wA, ... ),n_p auf die Form (48) zu bringen, wenn in (39) statt aL irgend
ein beliebiger Vektor fA steht, der nicht einmal Xn_1-bildend zu sein 
braucht. Denn, ist W)" ... An_p Xp-bildend, so kann man durch diese Xl' 
erstens n-p-1 Systeme von Xn_1legen, die zu den Gradientvektoren 

~)" ... ,n-;: geh6ren, und dazu dann noch irgendein System, das aus 
den aquiskalaren Hyperflachen irgendeines Skalars besteht, dessen 

Gradient von ~A' ... ,nst linear unabhangig ist. Damit ist dann aber 
w)., ... An_p auf die Form (39) gebracht, und das weitere ergibt sich wie 
oben. Es gilt also der Satz: 

1st ein X n _ q - bildender kovarianter q-Vektor geschrie
ben als Prod ukt eines belie bigen Vektors f), mi t q-1 
Gradientvektoren, so laBt sich fl., ohne Anderung der 
an de re n F ak t or en, d urch ein en Gr a di en t ve k t or ers e t zen. 

Wir werden diesen Satz im § 11 bei der Behandlung des Plallschen 
Problems benutzen. 

Aus dem auf S. 110 ausgesprochenen Satz folgt, unter Beriick
sichtigung von (II, 141): 

1st ein alternierter Differe n tia1q uoti en t ei nes p-Ve ktors 
einlach, so ist er ein Gradientprodukt, 
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§ 6. Integrabilitatsbedingungen von Affinordifferential
gleichungen. Erster Typus. 

Es soli die Frage beantwortet werden, wann die Affinordifferential
gleichung in einer An: 
(49) 17 1', ••• 1'1' - .v, ... "p 

,IlV -W/f , 

worin w~ I', ... VI' eine Funktion der xl' und von vv, ... vp ist, un b es ch ran kt 
in t e gr abe list, d. h. wann es zu jedem vorgegebenen 'Vert vv, ... 1'1' in xl' 
eine Losung von (49) gibt, die in xl' diesen Wert annimmt. 0 0 

(49) ist gleichbedeutend mit: 0 

(50) 

oder auch mit: 

) 17 ( )'1'" 4p 'J'1 Yp ) • At ... .tp 1'1 l'p ;"1'" Ap f7 ')'1 ')'p 
(51 /t V ei., ... eAp = Wit el., ... e).p + v Y ,n ei., ... e;,p, 

also mit einem System von nP Gradientgleichungen. Die Integrabilitats
bedingungen dieser Gleichungen lauten aber nach (32): 

17 • A, ... Ap V, Vp 17 )., ... ;'1' 17 v, vI' 
(52) [(0) W,t] eA, ... ei.p + Y [(0) V 1'] el., ... el.p = ° , 
oder unter Beriicksichtigung von (II, 116b und 117): 

[

(Vf'" 7.£1/:/ ..... ).1') ;;., ... ~;p + w[,;/", .. ·i.p J7w] ~;., ••• ;;1' 
(53) + w[~,i., .. ·i.p V!'] ~;., •.. ~~p + Vl., ... i.p V[w 171'] ~;', .•• ;:p 

( • ;'l"';'P) 1'1 '1'p ).! ••• J.p 1, .. " P .... • 1'u VI (X Yp 
= J7[m W/t] e;., ... el.p+!V f: RW,H'" ei., ... e"u .. ·eAp=O, 

Gleichungen, die aquivalent sind mit der Gleichung: 

1, ... ,p 
(54) 2 P. ,.", ... 1',,_ ~ R""'u v, ... vu_,"'l'u+, .•. "p 

JI [O}'l£p] - - ~ (I),ua V , 
u 

die also die gesuchte Integrabilitatsbedingung darstellt. 
Dieselben Uberlegungen gelten, wenn die differenzierte GroBe ko

variant oder gemischt ist. Die Integrabilitatsbedingungen von: 

(55) 
lauten also: 

1, ... ,p 

(56) ? V W = ~ R'" '" v .... [(I) ,i]V1 ••• 1'p ~ OJ!lYu V1 ••• 1'U-IIXVU+1"'Vp· 

U 

Ais Beispiel fUr eine gemischte Gleichung wahlen wir: 

(57) 

Hier lauten die Integrabilitatsbedingungen: 

(58) 2 17 . .. V R'"'' ""'+R'"'' ""+R"' iX .. v [0) w!tj,,;. = - WI'''' V"A wp;' v"", W,U" V"'A • 

S c h 0 ute n, Ricci-Kalkill. 8 
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1st V'·'''·'·p alternierend, so HiBt sich (54) einfacher schreiben: 

(59) 2 V ,", .. , "p - - P R ' , ,[VI' ", ... "1' -,] '" 
[WW,II] - W!'IX V • 

Ebenso geht (54) fur den Fall, daB Vv, ... "p symmetrisch ist, uber in: 

(60) 2 17 e ."·""'·P--PR" ,(,'1' 1', ... 1'1'-,)", 
[(Own] - OJlltX V • 

Fur kovariante alternierende bzw. symmetrische GraBen geht (56) III 

derselben Weise uber in: 

(61) 
bzw. 

(62) 

Die geometrische Bedeutung der Integrabilitatsbedingungen ist 
folgende. 1st k eine geschlossene Kurve in dem betrachteten Gebiete 
der An, so kann man v1', .. ·1'p in einem bestimmten Punkte P von k einen 
\Vert v1', .. ·Vp geben, und die \Verte von v,·, .. ·,'p auf k in der einen und 

o 
in der anderen Richtung bestimmen mit Hilfe der Gleichungen: 

(63) 
1st nun w,;"''''''!' ganz allgemein gegeben, so werden die zwei in dieser 
\Veise fur 'einen anderen Punkt Q von k gefundenen \Yerte von V"''''''I' 
nicht gleich sein. (54) ist die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafur, daB die zwei Werte fUr jede Wahl der Kurve, der Punkte P und Q 
und des \\T ertes v1' , ... "I' einander gleich sind. 

o 
Ein wichtiger Spezialfall von (61) ergibt sich fUr p = }1. Der Dif-

ferentialquotient eines }1-Vektors U;., .. ,i,n ist in den letzten n Indizes 
alternierend und hat also die Form U" Ui., ... ;.n' 

Die Integrabilitatsbedingungen der Gleichung: 

(64) 

sind ein Spezialfall von (61) und lauten, da das alternierende Produkt 
von U;. mit sich selbst verschwindet: 

(65 ) 

Nun ist aber allgemein: 
(66) 

und es reduzieren sich also die Integrabilitatsbedingungen auf die ein
fache Form: 
(67) 17[,,) U,H] = t.nR':)i;~(X' 

Wie man also das Feld U;., ... i.n auch wahlen mag, die Rotation von Ui. 
hat stets denselben Wert, der durch Faltung von lnR';J,;,i." nach ),1' 

entsteht. 
Es knupft sich hier die Frage an, unter welch en Bedingungen es 

maglich ist, ein Feld U)., .. ,i,n so zu wahlen, daB es im Sinne der zugrunde 
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gelegten Ubertragung konstant ist. (67) lehrt, daB dies dann und nur 
dann moglich ist, wenn R(~/:~ ()( verschwindet, d. h. (II, § 15) wenn die 
Ubertragung inhaltstreu ist:' 

Konstante n-Vektorfelder gibt es in einer An nur bei 
ei n er i nh alt s t r eu e nUb ertr a gu n g [vgl. II, S. 90 1)]. 

Die Integrabilitatsbedingungen der Gleichung: 

(68) V{{ VV = 0 bzw. VI/Wi. = 0 
lauten: 
(69) R(;)/~;.'J v I. =0 bzw. R;J,:,;." Wv = 0 . 

Dafiir, daB es in einer An konstante Vektorfelder in jeder Richtung gibt, 
ist also notwendig und hinreichend, daB R(~/:;." verschwindet. Wahlt 
man n linear unabhangige kovariante konstante Vektoren als kovariante 
::\laBvektoren 2), so verschwinden aIle r~tI. und es entsteht ein kar
tesisches Koordinatensystem, d. h. die An ist ein En: 

Eine En ist eine An mit verschwindender Kriimmungs
groBe. 

Nur in einer En laBt sich der Ort jedes Punktes in bezug auf einen 
fest en Ursprung geben durch den Radiusvektor rV: 

(70) 

Anwendung von 

(71) 
in Worten: 

VII ergibt: 

r" = xi. eV = XV 
i. . 

r,ft yV == r,ll Xl' == A;( , 

In einer En ist A~ der erste Differentialquotient des 
R a diu s v e k tor s. 

In einer An gibt es im allgemeinen keinen Vektor, dessen erster 
Differentialquotient gleich Ai: ware. 

§ 7. IntegrabilWitsbedingungen. Zweiter Typus. 

Die Integrabilitatsbedingungen von 
(72) VLII Vi., ... I.p ] = Wld, .. :i-p' 

wo Vi., ... I.p ein p-Yektor ist, lauten in einer An: 

(73) [V:WpI., ... i.p ] = 0, I 
anders gesagt: 

D afiir, daB in einer An ein (p + 1)-Vektor ein alternierter 
Differentialquotient eines p-Vektors ist, ist es notwendig 

1) Schouten, 1923, 4, 5.171; Eisenhart, 1923, 17; Veblen, 1923, 16. Das 
Integral (UA, . .I.n jA, ... J.n don ist bci einer inhaltstreuen Ubertragung eine Inte
gralinvarfante. Hier kniipft die Theorie der Integralinvarianten an. 

2) Der kovariante MaBvektor ~i. ist der Gradient von XV. Dafiir, daB ein 
Vektor als MaBvektor verwendet werden kann, ist also in einer An notwendig 
und hinreichend, daB seine Rotation verschwindet. Diese Bedingung ist hier 
crfiillt. 

8* 
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und hinreichend, daB sein alternierterDifferentialquotient 
verschwindetl). 

Die Notwendigkeit folgt aus (II, 141). 
Wir beweisen zunachst, daB, wenn (72) eine nichtalternierende 

Lasung v;"""p besitzt, auch stets eine alternierende Lasung besteht. 
In der Tat, gilt fur v~., ... !.p die Gleichung (72) und ist Vi., ... I.p = v[!., ... 'p] , 

so ist: 
(74) V v~ . - V A (x, ••• (Xp v' - V A [~1 ... (Xv] v - V v Lu I., ... I.p] - [ft )., •.. i,p] (x, ••• (Xp - La )., ... i,p] (x, ••• (Xp - La A, .. Ap] 

und V;" ..• Ap ist also ebenfalls eine Lasung von (72). Wir durfen also 
voraussetzen, daB vA, ... },p alternierend ist und beweisen nun den Satz 
weiter fUr p = 2, Der Beweis fur allgemeines p verlauft in derselben 
Weise. Aus der Gleichung 

(75) VLu Vd] = w,n,,). 

folgt, daB V,1l v'" sich folgendermaBen schreiben laBt: 

(76) 

WO u,,,x), eine GraBe ist, deren alternierender Teil verschwindet. Um
gekehrt folgt (75) aus (76). Die Integrabilitatsbedingungen von (72) 
lauten: 
(77) 2 R,;),;,[2 1X VX]IX = 2 V[w W,u],d + VOl U.u"i. - VI' UOJ "; •• 

Infolge (76) ist aber 

(7S) UtI xi. = t V,It v,,}. - l Vx Vi./, - -~ Vi. V,u,,' 

Fuhrt man diesen Wert in (77) ein, so entsteht: 

(79) {O = 2 V[w w,uld -lRc:,,,:[i. 1X V,,] IX -} V OJ Vx V), ,It +} V/, V" Vi.w 

- lVw V,v,u" + tV/, V,v",,,. 

Wird in den vier letzten Termen die Reihenfolge der Differentiationen 
umgekehrt, so entstehen vier Terme mit R;J,;,i:: 

1
0 = 2 V[w W,u] "I. - -~ V" V OJ VI.,1l + tV" V" VAw -1 Vi. Vw v"x 

+ 1. V V 1 (R' , ,IX + R' , , '" + R' , ,IX ) (SO) 3 A f' Vwx - -3- w,,,i. v,,'" ,"),OJ v,,'" i,W,1l V"IX 

+ 1 (R' , ,IX + R' , ,IX + R' , ,IX ) 
3 W,"" VI. IX ,U"OJ VAIX "WI" VI. IX 

l(R··· tX +R··· cx )+l(R···O;: +R··· cx ) - 1f i.,"" VWIX I'xi, VWIX 3 1mx V,lle< ,,,,,i. V,lla • 

Addiert man zu dieser Gleichung die Identitat: 

(S1) 0 - 1 V V 1 V V 1 R" , IX + 1 R" . a - -3- x A VWll - if AX V1lW -"3 x}"u V(tJcx 3 x),O) V,lltX' 

so heben alle Terme mit R;,;,i. v sich infolge der zweiten Identitat (II, 13S) 
auf, und als notwendige ~nd hinreichende Bedingung bleibt: 

(S2) 

1) Poincare, 1887, 3, S.336 ffir Rn; Volterra, 1889, 3, S.602 ffir Rn; 
Brouwer, 1906, 1, S.22 ffir Rn; Goursat, 1922, 3, S. 105. 
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Aus dem bewiesenen Satze folgt unter Berucksichtigung von § 5 
der Satz: 

Ein Gradientprodukt (p + 1)ter Stufe ist stets alternier
ter Differentialquotient eines p-Vektors. 

Die schon im zweiten Abschnitt, S. 88, abgeleitete, fur jeden p-Vek
tor einer An gilltige IdentWit: 
(83) V["J V" Vic, ... <p] = 0 
ist auch eine Folge von (n) und (73). 

§ 8. Integrabilitatsbedingungen. Dritter Typus. 
In der Differentialgeometrie treten oft Differentialgleichungen auf 

von der Form: 
(84) Ven vA, .. J.b""'" = W"i., ... ; .•• " .... , , 

wo VI., ... i,.v""'r in den ersten q-Indizes alternierend ist. Zur Ableitung 
der Integrabilitatsbedingungen dieser Gleichung bemerken wir, daB (85) 
gleichbedeutend ist mit 
(85) (V Lu Vi.t ... I .• ] """''''') eiX, ••• ea, = w,n;., .. .i..IX, ... c<,e iX , ••• eiX, 

l't I'T 'VI v, 

oder auch mit I Veu vJ., ... X.]a, ... iX,e IX, •.• eX, 
1'1 1';! 

= (V e"" e"") v . + 10" eIX, e"" [,,, ... J., ... A.]iX, ... a, /,A, ... I..lXl ... IX, .. , • 
~ ~ ~ ~ 

(86) 

(86) ist aber ein System von nT Gleichungen der Form (72). Die Inte
grabilitatsbedingungen dieser Gleichungen lauten also: 

I V[w (17/" elX, ••• elX') v/., ... J •• ] a, ... '" + (17[(<) eiX , ••• elX') 10,1/ i., ... <.J "', ... " 
(87) 1'1 Vr J'l )'1" 

+ (J7[m 'le',HAl o •• i"q] CXl ••• 1XJ eCX1 ••• e(Xr == 0, 
oder: 'V1 1Ir 

I (Veu eIX, ••• ea ,) Wwi., ... ; .• ] ", ... "" + (17[0> eiXl ••• eIX') W"i., ... i.qj a, ... IX, 

(88) v, Y, \ ", ", 

+ (V [(0 V,il eiX , • •• eIX') V;., ... i .• ] IX, ... '" + (17[,,) W,,,)., ... i .• ] "" ... a,) e"" • •• e).' = 0 
~ ~ ~ G 

oder: 1. .... r 

1 
1 ""'. R' • . "u ea , ell e'" v -',f";;" V[A, ... ) •• OJ,il]11 ...... IX, ... X, 

(89) u ", vu Y, 

+ (V[w 10.")""').0] """",,) e"" ..• e"" = 0, 
'Vt 1'r 

WO Vi., .. i .•• ', ... ," in zwei ideale Faktoren zerlegt ist: 
(90) vA, ... / .• '" ... ·p, = V/., ... ).. V., .... ", 

Die Gleichungen (89) sind aber aquivalent mit der Gleichung 
1, ... ,r 

(91) - + 1: V[i",,,;,, R,~.,;] ~!X v,, ... "U-l (XV,,+, ... >, + 17[(0) 10,,,/., ... / .• ] ", ... "r = 0 , 
u 

die also die gesuchten Integrabilitatsbedingungen darstellt. Ohne Ver
wendung von idealen Faktoren lautet die Gleichung: 

I 1, .... r " 1 

(92) i V - .. - 1 ....., 4 "'1'" "'. R .. . ~-L __ : W/tl., ... Aq~.~~-=_y ~ "[1'1 ... 1.• WI"]>u Va~.~~:--~u_=h~u+, .. ~:~ 
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1st die differenzierte GroBe in den letzten r lndizes kontravariant oder 
gemischt, so gelten dieselben Dberlegungen. Die Integrabilitatsbedin
gungen der Gleichung 

(93) f' V"': 'V2 = w", ... : • ", eft )'1 ••• loqJ 1'1 I( 1.[ ... I. q 1'1 

lauten also z. B.: 

(94) V w'~"': ·'·'-lA'".'· .. C;q(R····sv· .. ···"'-R···P'v· .. ·· '(\'1 
[eu ,UI.too.l.gh'1 -""2 rl.l ... I.q w,n]Y} at ... aqt5 (I),IIJO <Xl.·.XqV} / 

§ 9. Integrabilitatsbedingungen. Vierter Typus. 

Eine Gleichung in der An von der Form 

(95) 

wo vA, .. .i.p ein p-Vektor ist, p > 2, laBt sich auf den zweiten Typus 
zuriickfiihren. Es sei U'" ... Pn irgendein kontravariantes n-Vektorfeld und 

(96) Vi., ... i,p= Ui.' ... ).n~(),p+l .. .i.n· 

(95) ist dann gleichbedeutend mit 

(97) 

oder auch mit (vgl. § 6): 

(98) 

Es sei nun Vi., ... ),n ein kovariantes n-Vektorfeld, so daB: 

(99) 
dann ist: 
( 100) 

und (99) ist gleichbedeutend mit: 

Ui. = - Vi .. 

Die Integrabilitatsbedingungen von (101) lauten aber infolge (73): 

(102) 0 = V [w uv, ... '" Vu ] + V [OJ V:'<Vl .. ' ",]!., ... I. p wA, ... i.p , 

oder, infolge (99), auch: 

1 
0 - V v"' _L i( V v· + V V .. U/"'" I.p 

- ~,n (f) VL'yI ••.• VrJ. ,'" [l'l ••• 1'r (0 ,IlJ [(I) /fl't .•. 1'r]/v2 ••• ).jI 

+ (V[m wi" ... !.p) V:"v, ... v,]i" ... i.p 

(103) -'f V V + (V Wi., .. .!.p) V ., 
- "[VI' .'Vr (I) /11 [0) ,ItVt •.. Vr]/.:!.",I'}J 

r + 1 1 ) + (- 1 )1(p - 1) ~ ~r Vi., ... i.p[v, ... v, (17'0 v:,,]) V"'" .p • 

Diese Gleichung ist aber gleichbedeutend mit der Gleichung: 

(104) 

oder, infolge (100) [vgl. (64) und (67)] auch mit: 

(105 ) 
1--'---.-,' ---------'-1 
! 2 f'· I., .. 1.1' - R': . IX v'·, .. · .p 

1.2 W -~ 11 1'2/X \ 
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die also die gesuchte Integrabilitatsbedingung darstellt. Fur eine An 
mit inhaltstreuer Ubertragung geht (105) infolge (II, 152) uber in: 
(106) Vi., wl., ... i.p = 0, 

und wir konnen also den Satz aussprechen: 
Das Verschwinden der Divergenz eines p-Vektors in 

einer An ist notwendig und hinreichend clafiir, daB der 
(p -1)-Vektor die Divergenz eines p-Vektors ist1). 

Del' Fall p = 1 : 
(107) V"v."=s 

bildet eine stets unbeschrankt integrable Gleichung. 
Die schon im zweiten Abschnitt (S. 99) bewiesene, fUr jeden 

p -Vektor in einer An mit inhaltstreuer Ubertragung gultige Identitiit: 
(108) Vi., V)., V)" •.. I.p = 0 

ist auch eine Folge von (95) und (106). 

§ 10. Integrabilitatsbedingungen. Fiinfter Typus. 
Der fiinfte Typus: 

(109) Vi' Vi'}" ... i.q ,., .• , ,., = Wi., ... I.q ", ••• "r , 

wo V,1l 1'2 .. , i. q ", •.• "r in den erst en q Indizes, q > 2, alternierend ist, laBt 
sich auf den ersten und vierten zuruckfUhren, in derselben Weise wie 
del' dritte Typus auf den ersten und zweiten zuruckgefUhrt wurde. 
Die Rechnung, die hier nicht ausgefUhrt wird, da sie genau in derselben 
Weise verlauft, fUhrt zu den Integrabilitatsbedingungen: 

(110a) 

weIche fur eine An mit inhaltstreuer Ubertragung ubergeht in: 
". 1, ... , r '" 

(110b) 217· W,·, .. ·"q"'"·''' = " R': . Vu 1.,/., ••• l.qV, •..• 'u .,<"·u+, .•• ", 
1'2 .:.",. ll/'2(X V 

Der Fall q = 1 : 
(111 ) 

U 

bildet wiederum eine stets unbeschrankt integrable Gleichung. Diese 
Eigenschaft bleibt sogar erhalten, wenn man forclert, daB Vi"·· .. · v, in 
1'1 .•. 1',. alternierend ist. 

§ 11. Das Pfaffsche Problem. 
Es wurde im clritten Paragraphen nur die Frage erortert, wann ein 

einfaches kontra variantes p-Vektorfeld bzw. ein einfaches kovariantes 
(n - p)-Vektorfeld Xp-bildencl ist. Die weitergehencle Frage, wann diese 

1) Volterra, 1889, 3, S. 604 fiir Rn; Brouwer, 1906, S.22 fur Rn' 
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Felder Xq-bildend sind, q < p, d. h. wann es ein System von oon-q Xq 
gibt, so daB jede infinitesimale Ep des Feldes eine dieser Xq tangiert, 
wahrend kein solches System von oon-q-l X q+1 existiert, ist bisher nur 
fur den einfachsten Fall p = n - 1 vollstandig beantwortet. Die hier
her gehOrigen Betrachtungen bilden den Gegenstand des sog. Flallschen 
Problems, zu dessen Behandlung wir jetzt schreiten. 

1st ein kovarianter Vektor Wi. Xq-bildend, so lassen sich die oon-q Xq 
in den verschiedensten \Veisen zu n - q Systemen von 001 X n - 1 ZU

sammenfassen, so daB zu jeder Xq in jedem System eine X n - 1 geh6rt, 
1 n-q 

welche die Xq vollstandig enthalt. Sind dann s, ... , s n - q Skalar-
felder, deren aquiskalare Hyperflachen gerade diese n - q Systeme von 
Xn -1 sind, so ist Wi. linear abhangig von den n - q Gradienten der s, 
und es existiert also eine Gleichung von der Form: 

(112) 
1, ... ,n-q u u 

w;',= ~ c:x V}. S • 
u 

Umgekehrt, laBt sich wi. auf die Form (112) bringen, nicht aber auf 
eine Form mit weniger Summanden, so ist Wi. sicher nicht Xq+rbildend 
und es enthalt die (n -1)-Richtung von Wi. in jedem Punkte die q-Rich-

u 
tung, in der sich die n - q (n - 1)-Richtungen der V), s schneiden. In-
folgedessen tangiert Wi, in jedem Punkte eine der X q , in denen sich die 

u 
n - q Systeme von aquiskalaren Hyperflachen der s schneid en , und 
Wi. ist also Xq-bildend. 

Der einfachste, schon im vorigen Paragraphen miterledigte Fall ist 
q = n - 1. Es ist dann: 
(113) W).=c:xV;.s, 

und die notwendige und hinreichende Bedingung ist ein Spezialfall von 
(30) und lautet: 
(114) w[,. Vf , w;'j = o. 

1st sogar VCa Wi.j = 0, so ist Wi. Gradientvektor und (113) 1aBt sich ver
einfachen zu: 
(115 ) 

Um auch fur den allgemeinsten Fall die Bedingungen aufzustellen, 
wenden wir uns zur Betrachtung des Bivektors V[I( W}.] , fur welchen wir 
die Bezeichnung W,a}. einfuhren: 

(116) W,u}. = Vl.u Wi,] . 

Der Rang dieses Bivektors sei r. 1m ersten Abschnitt (S. 50) wurde 
gezeigt, daB der Rang eines Bivektors stets gerade ist und daB: 

(117) { to fur 2p<r 
W[,u.,i.,·.· w.llp;.p] = 0 " 2P> r' 
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Der r-Vektor, der in (117) links auftritt fUr 2 P = r: 

(118) 

ist, wie im ersten Absehnitt ebenfalls gezeigt wurde (S. 50), einfaeh. 
Dieser Vektor ist aber aueh ein Gradientprod ukt. Denn infolge 
(115) und (73) ist: 
(119) V[,oWnA] =0 
und es ist also: 
120) V [w G)'1 ... i.,.l = V[w Wi.1}., ... w;.r_li'r] = o. 
Der r-Vektor GA1 "' AT ist also naeh (30) aueh Xn_r-bildend und korre
spondiert demnaeh mit einem vollstandigen System von n - r Dif
ferentialgleiehungen. 

Es konnen nun zwei Falle auftreten. Entweder liegt die (n - r)
Riehtung von G}" ... AT nieht in der (n-1)-Riehtung von Wi., oder 
diese (n - r)-Riehtung ist g a n z in der (n -1 )-Riehtung von Wi, ent
halten. Der erste Fall tritt dann und nur dann auf, wenn der (r + 1)
Vektor: 
(121) Hi" ... i.r+l = W[i'1 G;., ... Ar+.J 1) 

ungleieh Null ist, der zweite dann und nur dann, wenn dieser (r + 1)
Vektor Null ist. In diesem zweiten FaIle ist dann aber sieher der (r - 1)
Vektor: 
(122) 

ungleieh Null, denn bei Differentiation von FJ.1 ••• Ar_, und Alternation 
tiber alle r Indizes entsteht infolge (116) und (119) GJ•1 ••• J•r und diese 
GroBe ist naeh Voraussetzung nieht Null. 

1m ersten FaIle existiert also ein (r + 1) -Vektor Hiol "' i'Hl' der 
naeh (121) Produkt von r + 1 Vektoren und also einfaeh ist. Dieser 
(r + 1)-Vektor ist aber aueh ein Gradientprodukt, da bei Differentiation 
und Alternation tiber alle r + 2 Indizes infolge (116) (117) und (119) 
Null entsteht. H}""'}'T+l ist also Xn_r_1-bildend und korrespon
diert demnaeh mit einem vollstandigen System von n - r - 1 Dif
ferentialgleiehungen. Da sowohl GJ•, ••• A, als H}" ... AT+I Gradientprodukte 
sind, existiert naeh § 5 ein Gradientvektor SJ., der Wi. in (121) ersetzen 
kann, so daB: 
(123) H- . - s ,G, , "1""'+1 - ["1 ,., ... A r +1]. 

1m zweiten FaIle existiert ein (r -1) -Vektor FJ'I ... 1.r_l' Aueh dieser 
(r -1) -Vektor ist einfach, was aus folgender Uberlegung hervorgeht. 
Der Bivektor wUA ist r-dimensional, liegt also in einem (kovarianten) 
Gebiet r ter Stuf~, eben dem Gebiet des r-Vektors Gi., ... Ar • In demselben 

1) Bei Graf3mann, Bd.1, S.345. 1862 u. f., steht X fur Wi., X dx fur Wi. dx)', 

[ dd- X 1 fur V,n Wi., Klammern geben bei Graf3mann ein alternierendes Produkt an, so 

da; G;'I ... Jr dart die Form [ ( :x x)i 1 hat und H;" ... ior+l die Form [X (:x x)i]. 
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Gebiet liegt der Vektor WA, da ja nach Voraussetzung das Produkt 
W[A, GA .... Av+1] verschwindet. FA, ... A,_, ist also ein (r -1) -Vektor in 
einem Gebiete r ter Stufe und kann demnach (vgl. S. 20) nur einfach 
sein. F;" ... !.,_, ist aber kein Gradientprodukt, da ja sein alternierter 
Differentialquotient gleich GA, ... !.r ist. Dennoch ist Fl., ... J., _ 1 Xn - r+ C 
bildend. Denn nach (30) lautet die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafiir: 
(124) (17[" F.H,".I"_ J Fi.,Ji., ... A,_l = ° . 
Da aber nach (122): 

(125) Vr."Fi., ... i.r_.l = G" !., ... !.,_, , 
ist (124) aquivalent mit: 

(126) Gr.Il, .... Il,FA,lA, ... ;.,_, = 0. 

Diese Gleichung ist aber eine Identitat, da FA, ... A,_, ganz in dem 
(kovarianten) Gebiete r ter Stufe von GA .... A, liegt und in diesem Ge
biete alle alternierenden Produkte von mehr als r Faktoren identisch 
verschwinden. 

Da Fi., "')'T-! X n - r +1 -bildend ist, gibt es ein Skalarfeld 0, so daB 

-;FA, ... i.,_, Gradientprodukt ist. Infolgedessen ist nach (125): 

(127) G·· = (17[. a) ~ p. l' = (17[, log 0) F, '1 i.! ... I· r 1'1 a 11. 2 ", .,] Al '·2· .. Ar . 

Es existiert also ein Gradientvektor: 

(128) 
so daB: 
(129) 

z). = VA log 0, 

Wir fassen zusammen: 
1st r der Rang von V.It WA, so existiert ein r-Vektor: 

G;., ... A, = W[A,i •••• · W).,_,Ar] ' 

der ein Gradientprod ukt ist. Es sind j etzt zwei Falle zu 
unterscheiden: 

1. 1st w["GA, ... .l,] =l= 0, so existiert ein (r + 1)-Vektor: 

HA, ... l,+, = W[A, G) ..... ,l,+.J' 

der ebenfalls ein Gradientprodukt ist und als Produkt 
eines Gradientvektors mit G)., ... ;., geschrieben werden kann: 

Hi., ... .l,+' = Sp., G!., ... A,+l] • 

2. 1st w["GA, ... l,] =0, so existiert ein (r-1)-Vektor: 

FA, ... A,_, = W[l, W.l,i., •.• Wl, __ .A, __ .l, 

der einfach und Xn_r_1-bildend ist, aber kein Gradientpro
d ukt, und es existiert ein Gradientvektor Z)_, so daB: 

G)'I ... i., = Z[i_, F) ..... i.,] . 
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Je nachdem der erste Fall vorliegt oder der zweite, bestimmen WI. 

uncl G;, ... i. r in j edem Punkte ein kovariantes Gebiet (r + 1) ter oder r ter 

Stufe. Die Stufenzahl dieses Gebietes heiBt die Klasse des Vektors Wi. 

ocler auch des Flallschen A usdrucks WI. dx;·. 1st x die Klasse, so ist 
also: 
(130) x = { r + 1 fUr ungerades x, 

l' fUr gerades x . 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen sind also fUr eine un
geracle Klasse K: I { c!cOfUrZp=K-1 

WC1f 1 i. 1 ••• W/1pi. p] I -

I c= 0 fUr Zp = K + 1 
I 

':,0" Zp=K-1 
wc", W"li. , ·.· Wi'pl.p] {. ~o fiir-Zp ~ K +1. 

(131 ) 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

Die Ungleichheit (131 a) folgt algebraisch aus (131 c). Ebenso folgt 
(131d) algebraisch aus (131 b). Filr eine geracle Klasse K' lauten die 
Bedingungen: 

I '"r.",', ' , , w""", 1 1.'-: ~ ;~: ~;: ;: + 2 

{
! =0 " zp=K' 

wCw WI.l,i' l ••• w,1.p).p] -.-------------' , * 0 fUr 2p = K' - Z . 

( 132) 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

Die Ungleichheit (13Za) folgt analytisch aus (132C). Ebenso folgt 
(132d) analytisch aus (132b)1). 

Erstens beweisen wir nun den Satz: 
1st die Klasse x von W;. ungerade, so liiBt sich immer ein 

Skalarfeld s finden derart, daB die Klasse von Wi. - V;.s 
gleich x - 1 is P). 

Die Klasse von Wi. ist nach Annahme ungerade und es gelten also 
die Gleichungen (131), x = K. Ersetzt man in diesen Gleichungen WI. 

durch Ii'; - Vi. S, so bleibt w," I. unveriindert: 

(133) VCf' (WI.] - V;.] s) = VLu Wi.]. 

1) Graf3mann, 1862, 1, S. 368. Cartan hat 1899, 1 eine Behandlung des 
Pjaj/schen Problems und seiner Verallgemeinerungen gegeben mit Hilfe einer 
von ihm geschaffcnen Symbolik, die auf der systematischen Verwendung einer 
alternierellden lVIultiplikation beruht. Das Goursatsche Lehrbuch fiber das 
Pja/tsche Problem, 1922. 3 verwendet die Cartansche Symbolik und bringt 
viele seiner Resultate. Sowohl dieses Lchrbuch wie die vielcll schanen Cartan
schen Arbeiten beweisen. daB diese Symbolik in geschickten Handen ein sehr 
nfitzliches und elegantes Hilfsmittel ist. Denlloch muB sie dem Riccikalkiil 
hilltangestellt werden. da letzteres nicht nur die alternierenden GraBen mit 
derselben Kiirze und Eleganz zu behandeln gestattet. sondern auch dort ver
wendbar bleibt. wo andere GraBen auftreten und die Cartansche Symbolik 
versagt. 

2) Frobenius. 1879. 1. 
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Die linke Seite von (131 c) geht also liber in: 

(134) 

Nun sahen wir aber auf S.121, daB stets ein Gradientvektor S;. 

existiert, dessen alternierendes Produkt mit G}., ... i." gleich H;., ... ;." ist. 

Wahlt man nun fUr s ein zu diesem Gradientvektor gehOriges Skalar
feld, so geht (131C) uber in (132c) fur die Klasse K'=u -1. Die Glei
chungen (131 a) und (131 b) and ern sich bei der Substitution nicht und 
sind gleichlautend mit den Gleichungen (132b) und (132a) fUr K'= u-i
Da (132 d) eine Folge ist von (132 b), so gelten also fUr das Feld WI. - ViS 
die Gleichungen (132) fUr K'= u -1, was zu beweisen war. 

Zweitens beweisen wir den Satz: 
1st die Klasse u von WI. gerade, so laBt sich immer ein 

Skalarfeld eX finden, derart, daB die Klasse von : W;. gleich 
u-1 ist1). 

Die Klasse von Wi. ist nach Annahme gerade und es gelten also 
die Gleichungen (132) u = K'. Ersetzt man in diesen Gleichungen Wi. 

durch ~ WJ., so ist: 
IX 1 1 . (1 ) 

(135) V[.u-;xWi.j=-;xI7[.u Wi.]+ Vr./t-;- w}.]. 

Die linke Seite von (132a) geht also uber in: 

l (~)i-w. W· . +~(V ~)w. W·· W· . 
(136) IX _ (~I")'i'['~ ""-1""'] y. 2 (v[ic, iXi _

1
')·'F A3'.4"]' I.X_l '·%1 

- -;x I., ... I·x - -;;-_ 2 [A, eX I., ... i·x ] • . 

Nun existiert aber, wie auf S.122 bewiesen wurde, ein Gradientvektor 
z)., dessen alternierendes Produkt mit FI., ... i.r gleich Gi.] ... i., ist. Wahlt 

man also fUr eX i-I ein zu dem Gradientvektor ~..2 ZI. geh6riges Skalar-
x 

feld, so geht (132b) uber in (131 b) fUr die Klasse K = u -I. Die 
Gleichungen (1pc) und (132d) andern sich bei der Substitution nicht 
und sind gleichlautend mit (131d) und (131C) fUr K=u-1. Da 

(131a) eine Folge ist von (131c), so gelten also fUr das Felcl ~WI. die 
Gleichungen (131) fUr K = x -1, was zu beweisen war. il 

Aus den beiden bewiesenen Satzen laBt sich nun das Fun dam e n -
t altheor em des Pfaffschen Problems ableiten, das wir hier fUr das 
Feld wI. (nicht fur die lineare Differentialform Wic dx!') formulieren wollen. 

Ein Feld Wic laBt sich dann und nur dann auf die Form: 
o 1, ... ,su u 

Wi. = Vi.P + L a Vi.P 
u 

1) Frobenius, 1879, 1. 
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u 

bringen, wo die 0 aUe nicht konstante Ortsfunktionen 
sind, nicht aber auf eine derartige Form mit weniger Sum
manden, wenn die Klasse gleich 2 s + 1 ist, wenn also die 
Gleich ungen (131) gelten fur K = 2 s + 1. Ein Feld WI. liiBt 
sich dann und n ur dann auf die Form: 

1, .... 8 U U 

Wi. = 2: 0 V;.P 
u 

u 
bringen, wo die 0 aIle nicht konstante Ortsfunktionen 
sind, und nicht auf eine Form mit weniger Summanden 
oder mit einem konstanten Koeffizienten 0, wenn die 
Klasse gleich 2s ist, wenn also die Gleich ungen (132) gelten 
fur K'=2s1). 

Die Notwendigkeit der Bedingungen folgt durch einfache Substi
tution. DaB sie auch hinreichend sind, wird bewiesen durch vollstiindige 
Induktion. Wir nehmen an, der erste Teil des Satzes sei bewiesen fUr 
x = 2 s - 1. 1st dann 2 s + 1 die Klasse von WI., so gibt es nach dem 

o 
auf S. 123 bewiesenen Satz ein F eld Wi. - Vi. P von der Klasse 2 s 
und demzufolge nach dem auf S. 124 bewiesenen Satz ein Feld 

~- (Wi. - VI. p) von der Klasse 2 s -1. Nach Voraussetzung HiBt sich 
(j 

aber dieses letzte Feld schreiben: 

(137) 

so daB 

( 138) 

1 ( 0) 1 2, .... 8 u u 
1 Wi. - Vi. P = Vi. P + 2: ~ VI. P ; 
(j U (J 

o 1, ... , 8 U U 

WI. = V!. P + 2: a Vi. P , 
u 

was zu beweisen war. Der Beweis des zweiten Teiles des Fundamental
theorems vollzieht sich in derselben Weise. Die in beiden Formen vor
kommende Zahl s ist die Halfte des Ranges von Vrl' w!.]. 

Aus dem FundamentaItheorem ergibt sich unter Berucksichtigung 
von S. 120 die Antwort auf die Frage, wann v!. Xq-bildend ist. 

Dafur, daB das kovariante Vektorfeld VI. Xq-bildend ist, 
ist notwendig und hinreichend, daB die Klasse von Vi. 

gleich 2q oder 2q -1 ist. 
Nebenbei erhalten wir den Satz: 

LiiBt sich ein kovarianter Bivektor, dessen alternierter 
Differentialquotient verschwindet, in s einfache Bivek
toren zerlegen, so liiBt sich diese Zerlegung stets so a us
fUhren, daB jeder einzelne einfache Bivektor ein Gradient
prod ukt, also Xn _ 2 -bildend ist. 

1) Frobenius, 1877, 1, weitere Literatur bei v. Weber 1900, 1. 
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§ 12. Bedingungen fUr ein Xq-bildendes p -Vektorfeld. 

1st das ~infache kovariante p-Vektorfeld Wi., .. i.p Xq-bildend, 
q < n - p, und wird WA, ... i,n_p in irgendeiner Weise als Produkt von 
n - p realen Vektoren geschrieben: 

(139) 

so ist jedes Feld ~'i., u=1, ... , p, Xq-bildend. Das Umgekehrte gilt 
aber nur, wenn die Xq fUr jede Wahl von u dieselben sind. Legt man 
durch die oon- q Xq in irgendeiner Weise n - q Systeme von 001 X n - l , 

so daB zu jeder Xq in jedem System eine X n - 1 gehOrt, die diese Xq 

vollstandig enthalt, und sind ~, x = 1, ... , n - q, Skalarfelder, deren 
U 

aquiskalare X n - 1 gerade diese X n '- l sind, so sind die Wi. linear abhangig 

von den n - q Gradienten V A ~: 

(140) 
u 1, ''''~ - q u X _, x' 
w, = " eX //, S , ~ ~ ~ 

x 

Umgekehrt, gelten Gleichungen der Form (140), nicht aber derartige 

Gleichungen mit weniger als n - q Summanden, so sind die Felder '~i. 
und damit wA, .. i.p Xq-bildend (vgl. S. 120), Aus (140) laBt sich nUll ein 
System von notwendigen Bedingungen herleiten. 1st 

(141 ) 
so ist 
(142) 

U (U) ( U) L- = V, W· V. W· 1.1 ... ).r [11., 1'2'" I·r - 1 Ar], 

fUr jede Wahl von El , ... , Ep , f l , .. " fp, die den folgenden Bedin
gungen genligt: 

(143) E1 + ... + Ep + t (f1 + .. , + fp) = n - q + 1 . 
U 

Denn die p Faktoren Li., ... i.,u geben zusammen in jedem Term geracle 

n - q + 1 - E1 - ••• - Ep Faktoren VI. ~ und alternierende ::\iultipli

kation mit El + ... + lOp Faktoren ~j. muB also Null crzeugen. Ein 
ancleres System von notwendigen Bedingungen, das nur Wi.I ... i.p ent
halt, ist: 

(144) w[<x, ... <Xp (VI', wy,!i., ... J.pl)"· (Vfi8WISl~3''';P) = 0 1), S = n - q - p + 1 , 

wo liber eXl' ... , eXp ' /31' Yl' ... , /38' y. alterniert ist. Denn die Venthal
tenclen Faktoren geben zusammen in jeclem Term n - q - p + 1 Fak-

toren VA ~ uncl alternierencle Multiplikation mit p Faktoren ~i, erzeugt 
also Null. Es ist bisher nicht gelungen, ein System von notwencligen 
und hinreichenden Beclingungen aufzustellen. 

1) Anmerkungen zu Graf3mann, 1862, 1, S.480. 
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Au£gaben. 
1. Dafiir, daB in einer An der zur Vektorpotenz 

gehOrige Vektor V;, Xn_1-bildend ist, ist notwendig und hinreichend, daB 

v;" .. [Ap 17" vv,] ... vp = o. [Sinigallia1 ).] 

2 a) 3)"",;,P sei eine L6sung der Gleichung (72). Man schreibe die 
allgemeine Losung an. 

b) VA, ... Ap sei eine L6sung der Gleichung (95). Man schreibe die all
D 

gemeine Losung an. 

3. Jeder kovariante n-Vektor in einer An ist ein Gradientprodukt. 

4. Jeder kovariante (n - 1) -Vektor in einer An ist das Produkt 
eines Skalars mit einem Gradientprodukt. [Goursat2).] 

5. Gilt fur den P-Vektor V;" ... i.p in einer An die Gleichung: 

V;" .. .i.p_,an = 0 

und verschwindet 17[1' V)"";'P]' so sind die Bestimmungszahlen Vi. , .... p un-
abhangig von xan • [Cartan3).] 

6. 1st v;·y ein Affinor nten Ranges in einer An und V;.v der Affinor 
mit der inversen Matrix, so ist die Gleichung: 

V"I' 17,,, vrh = "fit, V,,, v'';, 
gleichbedeutend mit: 

[Frobenius 4 ).] 

7. 1st x die Klasse von Wi, und a ein beliebiger Skalar, so ist die 
Klasse von a Wi, x oder x + 1, wenn x ungerade ist und x oder x - 1 
im anderen Falle. 

1st Pi. ein beliebiger Gradientvektor, so ist die Klasse von 
W;. + Pi. x odei' x - 1, wenn x ungerade ist und x cder x + 1 im 
anderen Falle. [Frobenilfs5).] 

8. Man bestimme die Klasse der Differentialformen: 

a) x" XC d xb + xa xb d XC + (x" + XC x') d xd + XC xd d xe, 
b) xbdxa + xftdxb - xcxedxd - xCxddxe + xbdxf. [Cartan6 ).] 

1) 1903, 4, S.296. 
4) 1879, 1, S.18. 

2) 1922, 3, S. 117. 
5) 1879, 1, S.5. 

3) 1922, 20, S.72. 
6) 1899, 1, S.259 und 265. 



Vierter Abschnitt. 

Die affine Ubertragung. 
'Obersicht der wichtigsten Formeln der affinen 'Obertragung. 

Kovariante Differentiation: 

bp = dp; v p-ft 
in - ", u· 

ex' 

b v d" TV I. d " v = v + 1.,1t V x; V v avV TV I. 
"v = ax" + l'f'V, 

S TV U 
v WI. = dWI. - I'f' Wv dx' ; 

aw 
V I. T> 

"WI. = - - AI' W," ax" 
J'V r" 

}"p-,::::::: ,uA· 

V w. = _ _ 1._-" 1 (aw. aW) 
[" ).] 2 0 u. 0 i ' 

V i."_Q,I.,., f,g - I' , 

cxc' ox' 

TV -_{)·"}+T'·v 
1.,1t -" I." . 

T· - 11Q . + Q, - Q.. ) l·flV - 2. ftkJl 1"lltV j'I.,u· 

" 0,. • ,v J. 
V,1t V = VI'v + T)'ll V ; 

o 
V" Wi. = V,n Wi. - T;:I;v W,.; 

o aw. ,-' ). {J.,,} 
/ It Wi = - - v W" • 

j , ax!" 

Krumm ungsgroBe: 

2 F V v R'.· v i. r [OJ ,It] V = - wltJ. V , 

• C) 

R · .-.v c I'"~ (]'V ]'V r" + TV r" 
WIt). ::::::: ~ ).(1) - ~ J.!t - 'Y,(J} - J.,n X{t AW· 

rlx" ox 

R ·· ." K" .,' 2V T"l' T">< T' .v+ T"" T' ." 
Wll-). == OJIU), - [w p,]}" - A (I) "',I{ J.,u xco· 

K' .. ,. = ~ {i. OJ} _ ~ {!. i' 1 _ {" OJ} {i. f'} + {" f.l} {I. OJ} , 
W,lt). ox,n l' clXW l' f l' X l' X 

(II, D) 

(II, 6, 7) 

(II, 6, 7) 

(II, 24) 

(II, 29) 

(II, 30) 

(II, 38, 40) 

(II,55) 

(II, 64) 

(II, 57, 58) 

(II, 57, 58) 

(II, 116) 

(II, 116) 

(II, 101) 

(II, 126) 

(II, 120) 
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R"i. = R.~;,i.", (II,123) 

F"i. = R[ld] , (II, 123) 

V - R,,:i' __ ?F (II 12'1 142) "'i' - ",,",. - ~ "','" ,,I, 

R(,;,;Iji."=O, (II,134a) 

R[,:,,;,J.]"=O, (II,139) 

F[~ R,:",;]i." = 0 , (II, 163 d) 

2 r L" R,:]i. = f"R;,i:i. ", (II,167) 

§ 1. Bahntreue Transformation der Ubertragung. 

Eine bahntreue Transformation einer affinen Ubertragung ist nach 
(II, 70) gegeben durch die Gleichung 

(1) 'r;:,,, = rT" + Ai. P,,, + A;, Pi., 

WO P" einen beliebigen Vektor darstellt, Da 

"," ;: r" ;: r " r" r" r " r" (2) Rro,u). = --=,:-" i.OJ - ~--'-(~ ).,11 + %H )'(" - %(0 i .. ". 
ex' (X 

so ist 

I R' , :" _ R' ':" + { 4 ': ~~'" + A" i, Pi. 
(1)/' I. - (II." I. .i. I. i X,lf (I) C.! X,fI 

oder 

(4) I R';'i;;" = R,;,,;;," - 2 Pr",,,] Ai. + 2 A rr" P"li. , 
wo 
(5) PH;. = V" Pi - P" Pi. , 
Aus (4) folgt: 

(6) 'R"i. = 'R':':i:" = R,,;. + np,ni. - Pi.,,,, 
SOWle: 

(7) 'V,,,,, = 'R,;'i',/ = V",,, - 2 (n + 1) PI"',"]' 

Da fUr eine inhaltstreue Ubertragung R,;,;,;,'- verschwindet und R" i. 
symmetrisch ist, folgt der Satz:' , 

Bei einer bahntreuen Transformation einer inhalts
trcncn Dbertragung geht die Inhaltstreue dann und nur 
dann nicht verloren, wenn Pi. ein Gradientvektor ist, 

S c: h 0 11 tell, Ricci-Kalkiil. 9 



BO Die affine Dbertragung. 

Die Identitat von Bianchi lehrt fUr den Bi vektor R.: ,: /" : 
(8) V R" .i. 0 

[~ Olp]i. === . 

Dies ist aber nach S. 115 (III, n) die Integrabilitatsbedingung del' 
Gleichung: 
(9) R,;,,:,/' - 2 (n + 1) 17(0) pJ,; = 0, 

und wir haben also nach (7) den Satz erhalten: 

J ede affine Ubertragung laBt sich auf wenigstens eine 
Weise bahntreu in eine inhaltstreue Dbertragung trans
formieren 1). 

§ 2. Die Projektivkriimmung. 

Ui.J3t sich eine Ubertragung derart bahntren transformieren, daB 
'R(~!;f =0, so heiBt sie projektiveuklidisch. Die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen dafUr sind nach (4) ers te ns, daB cin Af
finor Pili. existiert, so daB: 

(10) R,~,:,t = 2 Pew,u] A;: - 2 Arm P IIP. 

und zweitens, daB ein Vektor Pi. existiert, der mit Pili. folgender
maBen verkniipft ist: 

(11) P,ui. = 171, Pi. - P" Pi .. 

Die erste Bedingung ist offenbar stets erfiillt fUr n = 2. 
Die Integrabilitatsbedingungen von (11) lauten: 

(12) { R("I:;" P" = 2 17[00 P,llA + 2 (/1[w PI']) Pi. + 2 Pl." 17m ] Pi. 
= 2 17[w P IIP. + 2 Pew,n] h + 2Pcll PWji., 

eine Gleichung, die unter Beriicksichtigung von (10) iibergeht in: 

(13 ) 
oder: 
(14) 

2 p[w,u] pJ. - 2 P[WP,lljA = 2 V[w Pu]i. + 2 PC,,),II] PJ:+ 2 Pc" P'"ji., 

17[", P1,]i. = 0 . 

Nun folgt aus der Bianchischen Identitat, angewandt auf (10): 

(15) 217[~Pw."jAI.-2A[,"17~Pali.=0, 

wol'aus bei Faltung nach AY hervorgeht: 

(16) 2n 17[; P W,II] - 2 17[~ p""'] = 2 (n + 1) V[~ P""aj = 0 

und bei F altung nach w l' : 

(17) { 2 17[~ Pi. II] =! n J;~ P llji. +} VL" P~Ji. + j FLII P"ji. 

-3 (n 2) V[~ Pllj/., 

eine Gleichung, die in Ubereinstimmung ist mit (14). 

1) Dem Wesen nach kommt dieser Satz vor bei Eisenhart, 1922, 10, S. 236; 

nur die geometrische Bedeutung des Verschwindens von R,;,,:,i.;' war ihm dort 
noch nicht bekannt. Vgl. S. 115, Fuf3notc 1. 
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Fur 11- 2 sind also die Integrabilitatsbedingungen von 
(11) eine Folge von (10). Gilt (10), so ist: 

(18) R"i. = ~ 11- Pili. + Pi.,11 
und: 
(19) ~ (n2 ~ 1) P,II!. = nR,1 !. + RJ.,II 

und man kann fur n + 2 der Bedingung also auch die Gestalt geben: 

(20) P · .. 1' R' .. Y 2 P A Y + 2 A Y P 0 
"',II!. = Wfd ~ [''',n] A 11.[0) ,It]!. = , 

WO Pili. jetzt eine GroBe darstellt, die durch (19) definiert ist. 
P~,;,~" ist invariant bei bahntreuen Transformationen der Uber

tragung und heiBt die ProjektivkriimmungsgroBe. Sie ver
schwindet identisch fUr n = 1 und n = 2. Denn fUr n = 2 ist (20) 
aquivalent mit den vier Gleichungen: 

R~i~a = (Pab ~ Pba) ~ Pba = Pab ~ 2 Pba , 

(21) 
R ··· b P aba = aa, 

R~bba = Pbb , 

R~bbb = (Pab ~ Pba) + Pab = 2 Pab ~ Pba , 

und diese Gleichungen lassen sich stets nach Paa, Pab , Pba und P bb 

auflosen. 
Zusammenfassend konnen wir also den Satz aussprechen1): 

Eine affine Ubertragung ist fur n = 1 stets proj ekti v
euklidisch, fur n> 2 dann und nur dann, wenn die Pro
jektivkrumm ungsgroBe verschwindet, und fur n = 2 dann 
und n ur dann, wenn fur die d urch (19) definierte GroBe P,ui. 
die Gleichung (14) gilt. 

Aus (21) folgt, daB bei einer projektiveuklidischen Ubertragung 
aIle Bestimmungszahlen von R~),;,;: mit vier ungleichen Indizes bei jeder 
Wahl der Urvariablen verschwinden. Umgekehrt kann man beweisen, 
daB dieses, Verschwinden auch eine hinreichende Bedingung darsteIlt 
dafiir, daB eine Ubertragung projektiveuklidisch sci. Da im projektiv
euklidischen Fane R(;,;,( vollstandig gegeben werden kann durch P,ui.} 
hat R,;,/:( in dies em FaIle nur n2 linear unabhangigc Bcstimmungs
zahlen, was sich auch in direkter Weise verifizieren laBt. 1st die Uber
tragung auBerdem inhaltstrcu, so wird pu!. symmctrisch und die Anzahl 
reduziert sich auf -} n (n + 1). ' 

Infolge (20) und (21) verschwindet die Faltung P,:/;;:. Da abel' 
aus denselben Gleichungen folgt, daB auchfur die Projektivkrummungs
groBe die zweite Identitat gilt: 

(22) 

1) Weyl, 1921, 3, S.9. 

9* 
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so verschwindet demzufolge auch die F altung P,;,;, /-, was sich auch 
clurch direkte Rechnung bestatigen laBt. Aus (20) folgt durch Differen
tiation und Alternation uber ~ W ,n unter Beriicksichtigung von (19) und 
(II, 165) nach U mrechnung : 
( ) 17· . p". ~" - 1_ A" '7 P'''~' 23 [~ ro,"] I. -;:--2 [,,,Y!a! !''']/. ' 

Eine Identitat vOn der Form der Bianchischen besteht also hir die 
ProjektivkrummungsgroBe nicht. 

§ 3, Euklidischaffine Obertragungen, 
Eine euklidischaffine Ubertragung ist nach S. 115 charakterisiert 

durch die Gleichung: 
(24) R,;,!:i.' = o. 

Versucht man eine beliebige affine tJbertragung so bahntreu zu 
transformieren, daB sich die Krummungsgro(3e nicht andert, so ergibt 
(4), daB dies nur dann moglich ist, wenn: 

(25) - p[,o,,,] A~ + Atn,P"]i. = O. 

Durch Faltung nach w y entsteht: 

(26) (n - 1) Peni.] = 0 

und aus (25) und (26) ergibt sich, daB P,,,; verschwinden muB. Die 
Transformation ist also nur moglich, wenn Pi. eine Losung der Differen
tialgleichung 
(27) VI' Pi. - P,ll Pi. = 0 

ist. Die Integra bilitatsbedingungendieser Gleichung lauten abernach (III) : 

(28) R;,/:;." p" = p[w p,,] Pi. - p['r) p,,,] Pi = 0 
und wir haben also den Satz erhalten: 

Unter den affinen Ubertragungen lassen nur die eukli
clischaffinen z u j ede min irgend ei ne 111 Pun kte vorgege be ne n 
Wert von PI. eine bahntreue Transformation zu, die die 
KrummungsgroJ3e nicht andert. 

Durch eine bahntreue Transformation mit einem Vektor Pi., der 
(27) geniigt, geht also eine euklidischaffine Ubertragung uber in eine 
andere, die ebenfalls euklidischaffin ist. Nun geht aber die eine eukli
dischaffine Geometrie in die andere tiber durch Auszeichnung einer 
anderen En .. 1 an Stelle der "unendlichfernen (( En -1' Es fragt sich, wie 
diese En . l durch das Vektorfeld PI. bestimmt wird. Da infolge (28) 
h" V" Pi.] verschwindet, ist das Feld Pi. Xn _ 1-bilclend (III, 30, 114). 1st 
dx!' ein Linienelement in der (n - 1 )-Richtung von Pi. , so verschwindet 
dx" P." und infolge (27) also auch dx," V!' Pi .. Die X n - 1 des Feldes PI. 
sind also eben. 1st dx" eine beliebige Verriickung, so lehrt (27): 

(29) dX,H r" Pi. = dx!' p" Pi. 
und die En- 1 des Feldes Pi. sind also auch parallel. In der En legen wir 
j etzt ein kartesisches Koordinatensystem uncI wahlen e" auBerhalb der 

a, 



§ 3. Euklidischaffine Obertragungen. 1:-l3 

EI!" J von Pi.. Die Entfernung der Endhyperebene des Feldwertes von 
Pi. in einem Punkte x" liegt dann, entlang ei. mit e" als MaBeinheit ge-

ill (1,1 

messen, in einer Entfernung 1 : PHi. = P -1 une1 (27) lehrt: 
a l a l 

(30) ~~;: = P~, ' 
oder, entlang e" : 
(31) a, - d P - 1 = d Xu, . 

u] 

Aus dieser Gleichung folgt erstens, daB die Endhyperebene des Feld
wertes von Pi. in x" + dx" mit der Endhyperebene des Feldwertes in 
xl' zusammenfallt, daB also uberhaupt die Endhyperebenen der Feld
werte von Pi. in allen Punkten der En zusammenfallen. Zweitens folgt, 
daB das Feld Pi, in dieser fur das Feld Pi. charakteristischen ELI ~ ull 
wird. Wir wollen diese E"-1 die N ull-En _ l des Feldes Pi. nennen und 
jetzt zeigen, daB sie die gesuchte ausgezeichnete En -1 der zu Pi. gehorigen 
Ubertragung ist. Es genugt zu zeigen, daB Geraden, die sich in einem 
Punkte der Nullhyperebene von Pi. schneiden, im Sinne der zu Pi. ge
horigen Ubertragung parallel sind. In einem Punkte x" wahlen \Vir 

o 
einen Vektor v", clessen Endpunkt in der Nullhyperebene liegt: v" P" =1 

o 0 

und bilden jetzt clas Feld: 
(32) v" = v" - (X" - XI') . 

o 0 

Alle Vektoren dieses Feldes haben ihren Endpunkt in demselben Punkte 
cler Nullhyperebene und es ist in jedem Punkte vi. PI. = 1. Nach (1) 
und (32) ist nun aber: 

(33) 
I 'P I' L I' I' i. I' i. 
I v." V = - Y i' X +. Ai. P.II V + A." Pi. V 

I = - A;;. + ,o" P." + A;', = v" p" , 
also: 
(34) 'd v" = v" P." !lx,", 

woraus folgt, daB in cler Tat aUe Vektoren v" im Sinne clef zu Pi. ge
horigen Ubertragung parallel sind. Es gilt also cler Satz: 

vVird in einer En durch eine bahntreue Transformation 
eine neue euklic1ischaffine Ubertragung eingefiihrt, und 
ist diese Ubertragung charakterisiert clurch das der Glei
chung (27) geniigendeFeldPi., so ist die nene unenc1lich ferne 
E"_1 die allen Feldwerten Pi. gemeinsame Endhyperebene. 

§ 4. GroBen der Xn - 1 in A/). 
In cler An liege eine X n- 1 . P sei ein Punkt der XI! -1' 1st v" ein 

kontravariantes Vektorfeld in P, so kann die Richtung von v" entwecler 
- --- --- -----

1) Der Inhalt der Paragraphen 4-11, der zum gri)Bten Teil in 1923 4 
veroffentlicht wurde, bildet die Verallgemeinerung der aus den .\rbeiten \'on 
Blaschke, Pick, Radon u. a. bekanntgewordenen .\ffingeometrie einer X 2 in E3 
und der Berwaldschen .\'ffingeometric einer X n- 1 in En fiir eine X"_l in .i". 
Man vergleiche auch die historischcu Notizen und Literatnrangaben in 'J 923, 4. 



134 Die affine Obertragung. 

in der tangentialen (n - 1)-Richtung liegen oder auBerhalb dieser Rich
tung. Nur im erst en FaIle ist v" auch eine GroBe der X n - l als Mannig
faltigkeit fiir sich betrachtet. Wir sagen dann, daB v" in der X n - l 

liegt. Liegt v" nicht in der X n - l , so hat es keinen Sinn, von einer 
"Xn_rKomponente" von v" zu reden. Will man solche Komponenten 
bilden, so ist es notwendig, jedem Punkte der X n - 1 eine bestimmte 
Richtung zuzuordnen, welche die X n- l nicht tangiert. Die Projektion 
von v" auf X n - 1 in der gewahlten Richtung ist dann die X n _1-Kom
ponente von v". Eine Richtung, die in solcher Weise einem Punkt 
einer X n - l zugeordnet wird, heiBt eine pseudonormale Richtung. 
Eine mit pseudonormalen Richtungen ausgestattete X n - 1 nennen wir 
mit WeyP) in An eingespannt. 

Bei kovarianten Vektorfeldern liegt die Sache ganz anders. Jedem 
Punkte der Xn -1 ist in einer bis auf einen skalaren Faktor eindeutigen 
Weise ein kovarianter Vektor t)., der Tangentialvektor, zugeordnet, 
dessen Anfangshyperebene die Xn -1 tangiert. J eder andere kovariante 
Vektor u). bestimmt durch Schnitt eindeutig, und ohne daB eine pseudo
normale Richtung notig ware, einen kovarianten Vektor der Xn -1' Dieser 
Vektor ist aber eine ganz andere GroBe als ein kovarianter Vektor der An, 
da er sich infinitesimal nicht durch eine Doppel-En _ 1 mit Sinn, sondern 
durch eine Doppel-En_2 mit Sinn darstellen laBt. Wahlt man die Ur
variablen voriibergehend einmal so, daB xan auf X n - 1 konstant ist, 
so kann die SchnittgroBe in cler X n - 1 gegeben werden durch die Be
stimmungszahlen: 
(35 ) 

, 
v;. = U;., 

Dieselbe GroBe kann aber auch in bezug auf ein beliebiges System von 
Urvariablen der An durch n Bestimmungszahlen gegeben werden, in
dem man bemerkt, daB aIle Vektoren u), + x tA aus X n- 1 dieselbe GroBe 
herausschneiden. Setzen wir also fiir beliebige Wahl der Urvariablen: 

(36) vi, = u). + X t), , A = aI' ... , an 

wo x alle moglichen Zahlenwerte durchlauft, so hat damit die Schnitt
groBe n Bestimmungszahlen erhalten. Die v;, transformieren sich genau 
wie die Bestimmungszahlen eines kovarianten Vektors der An. Beim 
Ubergang zu dem besonderen oben erwahnten System von Urvariablen 
treten die Werte (35) auf, wahrend v~n unbestimmt bleibt. Durch die 
Unbestimmtheit der v;, konnen verschiedene Ausclriicke ihren bestimm
ten Sinn verlieren. Dies bezieht sich aber nur auf Ausdriicke, die auch 
geometrisch wirklich keinen Sinn haben. 1st z. B. wl' ein kontravarianter 
Vektor der Xn -1' so ist t). wi. = 0, und der Ausdruck vi. wi. hat also 
einen bestimmten Sinn. 1st aber w" ein Vektor auBerhalb der X n - 1 , 

so wird der Ausdruck vi. wi. unbestimmt. Es ist aber auch geometrisch 
evident, daB dieser Ausdruck tatsachlich keinen Sinn hat. Erst wenn 

1) Weyl, 1922, 12, S.15S. 
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eine pseudonormale Richtung eingefUhrt wird, ist es meglich, jedem 
kovariant en Vektor vi. in eindeutiger Weise den kovarianten Vektor 
VA der An zuzuordnen, dessen (n - 1)-Richtung die (n - 2)-Richtung 
von vi. und die pseudonormale Richtung enthalt, und der durch Schnitt 
mit X n - 1 vi, erzeugt. Die Unbestimmtheit kann dann gehoben werden, 
indem man v~ = Vi, setzt, d. h. die beiden GreBen uberhaupt identifiziert. 
Vi. heiBt jetzt die X n - 1 - Komponente von U)" Ein kovariantes Feld, 
das ti, nicht enthalt, dessen (n - 1)-Richtung also uberall die pseudo
normale Richtung enthalt, heiBt in der X n - 1 liegend. 

Fur GreBen heheren Grades, die ja Summen von Produkten von 
Vektoren sind, gelten dieselben Uberlegungen. Rein kontravariante 
GreBen der X n - 1 lassen sich also ohne weiteres mit GreBen der An ver
gleichen und haben vollstandig bestimmte Bestimmungszahlen. Tritt 
aber ein kovarianter Index auf, so haftet den Bestimmungszahlen eine 
Unbestimmtheit an, die nur verschwindet, wenn die X n - 1 eingespannt 
wird und diese bestimmte Einspannung wahrend der U ntersuchung fest
gehalten wird. X n _ 1-Komponenten kennen bei allen GreBen nur dann 
auftreten. wenn eine pseudonormale Richtung gegeben ist. 

§ S. Die Einheitsaffinoren der An und der Xn - 1• 

Der Einheitsaffinor der Xn -1 als Mannigfaltigkeit fUr sich betrach
tet, sei Bi.. Wahlt man die Urvariablen vorubergehend so, daB xan 
auf Xn -1 konstant ist, so ist: 

(37) 

(38) 

1st Ui. em 

(39) 

B~·_{1 fUr A=')! I 
1.- 0 At')! _ 

,. ". A,?,-a1 , ... ,an - 1 

B:: = B~n = 0; Ban = unbestlmmt. 

kovarianter Vektor der An' so ist: 

Bi.u,.=v;' 

der durch Schnitt entstehende kovariante Vektor der X n - 1 • Die Un
bestimmtheit der Bestimmungszahlen von B~ verhindert also nicht, daB 
in (39) ein vollstandig bestimmtes Resultat entsteht. 1st aber v" ein 
kontravarianter Vektor auBerhalb der X n - 1 , so hat B;' vA keinen Sinn. 
Wird eine pseudonormale Richtung gewahlt, so wird dadurch die Un
bestimmtheit der Bestimmungszahlen der kovarianten GreBen der X n - 1 , 

also auch die der Bi., aufgehoben. In der Tat, wahlt man die Urvariablen 
wie oben, indem man dafiir sorgt, daB die Parameterlinien von xan in 
den Punkten der Xn -1 in der pseudonormalen Richtung liegen, so ist: 

(40) 

oder: 

(41) 
B': = A: ._ ~n y. 

I. I. }, e 
an 
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an 
Nun ist ei. bis auf einen Zahlenfaktor gleich ti. und e' ist ein Vektor in 
der pseudonormalen Richtung, ferner ist: an 

(42) 
an _ 
ei. e" = 1 . 

Wahlt man also bei irgendeiner Wahl cler GroBe yon ti. einen Vektor n' 

in cler pseuclonormalen Richtung so, daB: 

(43) 
so ist: 
(44) 

I tl. nl. = 1 , ' (e r s teN 0 r m i e run g s bed i n gun g) 

g' = A': - t· J{ 
I. I. I. 

und diese Gleichung ist von der Wahl der Urvariablen unabhangig. 
n" heiBt der Pseudonormalvektor. Der Pseudonormalvektor ist 
durch Angabe der pseuclonormalen Richtung bis auf einen Zahlenfaktor 
bestimmt. Erst wenn auch die Normierung von tl, festgelegt wircl, ist 
n'l vollstanclig bestimmt. 

Sobald eine pseudonormale Richtung eingefiihrt ist und infolge
<lessen die Bestimmungszahlen von Bi. alle bestimmt werden, hat 

B!.vi. bzw. Bi.w" die Bedeutung der Xn_1-Komponente von v" bzw. Wi.' 

Ebenso lassen sich dann die Xn_1-Komponenten einer GroBe hoheren 
Grades bilden, Z. B.: 

(45) /. ;.,If B(Xi./l') _/1;' 
V Yo •• J' == %f/YJ' V[\ •• () ~ 

BlXi.'tI) bk" d f" BIX Bi, B" B')' f"h t ' t wo "Iiyv a urzen ur " {i ;. ,. emge urIS, 

§ 6. Die. in der Xn - 1 induzierten Ubertragungen. 

1st p ein Feld in der Xn - 1 , so haftet der GroBe V"p eine gewisse 
l:nbestimmtheit an, da ja p auBerhalb der X n - 1 nicht existiert. Da
gegen hat der Ausdruck: 

(46) r;, P = B~ V" P 

eine bestimmte und von der Wahl der pseudonormalen Richtung un
abhangige Bedeutung, da es ja stets einen bestimmten Sinn hat, B,~ 

mit einem kovarianten Vektor zu uberschieben. Legt man die Ul:
variablen vorubergehend wie im § 4, so ist: 

(47) V' _ ap 
.riP - ~ 1/' 

(J %' 

1st v" ein in den Punkten der X n - 1 definiertes Feld, dessen Vek
toren nicht notwendig in der X n- 1 zu liegen brauchen, so hat in der
sclben Weise B~ V IX VV einen bestimmten von der Wahl der pseudo norma -
len Richtung unabhangigen Sinn. Von dieser GroBe die X n _ 1-Kom
ponente B,~p V" vP zu bilden, ist aber erst nach Annahme der pseudonor
malen Richtung moglich. 
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1st Wi. ein in den Punkten der X n _ 1 definiertes F eld von kovarianten 

Vektoren cler An, so haben B~ V IX Wi. und B,~ j: V IX WI! beicle einen von cler 
Wahl der pseudonormalen Richtung unabha.ngigen Sinn. 1st aber Wi. 

ein Feld von kovarianten Vektoren cler X II _ l , so hat B~ V"Wi., solange 
keine pseudonormale Richtung eingefUhrt ist, keinen Sinn und das 

gleiche gilt fUr B~f V'" wI!' Erst nachdem die pseudonormale Richtung 
gewahlt ist, haben B,~ V 0; Wi. und B~;i reX Wf! einen Sinn. Wir fassen zu
sammen: 

Vor Einflihrung einer pseuclonormalen Richtung haben 
nur die Ausdriicke: 

V;,p = B~V{Xp 
B~V",v" 

B~ V~ Wi. 

CK, rl 17 
B."i. V" "'Ii. 

\vo Wi. einen kovarianten Vektor cler An darstellt, einen Sinn. 
Nach Einfiihrung einer pseudonormalen Richtung ver

schwindet der Unterschied zwischen kovarianten Grol3en 
der An und der X n - 1 und es hat auch der Ausdruck: 

einen Sinn. 
B"'" V Ii 

." fJ '\ V 

1st also eine pseudonormale Richtung gegeben und liegen die F el
der VV und Wi. in der X n - 1 (S. 134,135), so haben die Ausclriicke: 

{
V,:, v" = B~f; V~. vii 

v, BIX jJ I~---~ ,II. Wi. = ."i. IX wfl 

(48) 

einen Sinn und stellen Felder dar, die ebenfalls in cler X n _ 1 liegen. Die 
affine Dbertragung in An induziert demnach eine Dbertragung in der 
X n -1' deren zugehoriger Differentialoperatorkern V;, ist. WiT wollen 
zeigen, daB die induzierte Dbertragung e be n falls a f fi n ist. Erstens ist : 

(49) VII. Bi. = V" A;: - V" tl. n" = - V" ti. n" 

und demzufolge: 

(5 ) v, B" B lXfi " 17 ? o .11 1.=- ,1I.1.yy"tjill =0. 

Zweitens ist: 

(51) V;", v;<] P = Vf", B~l V", p = B~ 17[,0 Fal P = B~,~, V[j3 V'l P = o. 
(50) und (51) sind aber die beiden Beclingungen fUr eine affine Dber
tragung (vgl. S. 75), und wir haben also den Satz erhalten: 

1st eine X n - 1 in einer An eingespannt, so wird in cler 
X n - 1 eine affineDbertragung induziert, die dadurch charak
terisiert ist, claB der Differentialquotient die X n - 1- Kom
ponente des Differentialquotienten in der An ist. 



U8 Die affine Dbertragung. 

Daneben wird aber in der X n- 1 noch etwas anderes induziert. Die 
aus B~ Vex tfl durch Oberschiebung mit Bf entstehende GroBe: 

(52) I hltl. = B;i Veo; tfl ! 

hat, als GroBe der X n _ 1 betrachtet, eine von der Wahl der pseudonor
malen Richtung unabhangige Bedeutung. In der An kann man nun 
ein Feld f;, angeben, das auBerhalb der X n _ 1 ganz beliebig, aber X n _ C 

bildend ist und sich auf der X n _ 1 mit t;. deckt. Fur dieses Feld ist nach 
(III, 114) j;\11 tl] ein einfacher Bivektor, der t;. als Faktor enthalt. Auf 
der Xn _ 1 verschwindet also B;f V[eo; tin. Da aber: 

(53) Beo;PV tf Beo;flV 
I")' [eo; fIl = ,IIi. [eo;t{J] l 

so ist: 
(54) h B eo;P V B"'flv' 

[p.'] = [,ul.] eo; tjl = ",!. [eo; t{J] = 0 

und h,u;. ist also ein Tensor. Andert man die Normierung von tl., 't!. = 0 t" 
so wird: 
(55) 'h,,,;. = 0 B~~ Veo;tp + B;ftpveo;o= oB;1 Veo;t{J = Oh,ui. 

und hIt;' ist also eine durch die Obertragung der An und die Lage der 
Xn - 1 'in An bis auf einen Zahlenfaktor vollstandig bestimmte GroBe. 
1st der Rang von hf'}. gleich n -1 und wahlt man hi";' als Fundamental
tensor, so ware damit, wenn h,,). vollstandig festlage, in der X n _ 1 eine 
Riemannsche MaBbestimmung gegeben. Nun ist aber htt!. nur bis auf 
einen Zahlenfaktor bestimmt und es werden also in der X n _ 1 unend
lich viele Riemannsche Obertragungen induziert, die alle auseinander 
entstehen konnen durch konforme Transformation: 

In einer X n - 1 in einer An, bei welcher h",l. im betrachteten 
Gebiet denRangn-1 hat, werden, unabhangig von derWahl 
der pseudonormalen Richtung, unendlich viele Riemann
sche Obertragungen induziert, deren Fundamentaltensoren 
sich nur urn einen skalaren Faktor unterscheiden. Wird 
die Normierung von t;. fest gewahlt, so wird eine bestimmte 
dieser Riemannschen Obertragungen a usgezeichnet. 

Wir wollen nun im folgenden voraussetzen, daB h"" den Rang n - 1 
hat, und schreiben dementsprechend: 

(56) g}.,n = hi.!, . 
Nur wo ausdrucklich betont werden solI, daB eine Gleichung gultig 

bleibt, wenn der Rang kleiner als n -1 ist, schreiben wir h}.,tt statt gA,,,' 
gi-I' sei, wie ublich, der in der X n - 1 zu g;.,u gehOrige kovariante Tensor. 

o 
1st V der zu g,,, gehorige Differentialoperatorkern, so bestehen 

fUr die Felder VV und WI. der X n - 1 die Gleichungen (II, 58): 

1 
(57) 

o 
F;, VI' = V!, v" + Ti. ,;, v Vi. 

o 
V;, Wi. = FI, Wi. - Tj,,;, v WI' . 
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Die GroBe T;.,;: liegt in der Xn - 1 und ist von der Wahl der pseudo
normalen Richtung und von der N ormierung von ti. abhangig (vgl. S. 146). 
Da T;(~" die Differenz der in A. und ,u symmetrischen Parameter del' 
beiden Ubertragungen ist, ist T£,:" in /, und ft symmetrisch. 1m zweiten 
Abschnitt (II, 64, 40 c) leiteten wir schon die Beziehungen zwischen 

Ti,;" und gA,1I ab: 
(58a) T ;''''g -1.(Q. +Q' -Q .) f"U aI' - 2 .II}. I' I.,IIP 1',If/., 

o 
(58b) Q fl' V + T" IX + T" C< ,1f}.V== - /,l(gl1'== ~ ~,(/g;.,P gCXl' i.,fI g), ex V,H • 

o 
l'm auch die Beziehungen zwischen V" und V" abzuleiten, bemerken wir 
zunachst, daB: 

(59 a) 

und ebenso: 
(59 b) B IX 17 _ 171 BC<" (17 Ii) 

i' r IX Wi. - Y ," Wi. - W" t';-: \1' '" n tl., 

wo v" uncl WI. in der X n - 1 liegen. lnfolge (57) ist also: 
o . 

(60 a) B~ V IX v" = VII v" + v'· (Ti,;," - hi.!, n") , 

(60 b) B,~ V c< Wi. = V,II Wi. - WI' (Ti i:" + B~;,(V" nt:) ti.). 
Es ist nun wichtig, zu bemerken, daB B~ V", VV im Gegensatz zu B~ V", Wi. 

eine von der Wahl der pseudonormaJe~ Richtung unabhangige' GroBe 
o 

ist (vgl. S. 137). Da das gleiche fUr Vi' v" gilt, ist auch die GroBe 

(61) Pi,;," = T;:,;," - hi.,11 n" 

\'on dieser Wa hI unabhangig. Man lasse sich nicht dadurch beirren, 
daB die Gleichung (61) ein Glied mit n" enthalt, es ist ja auch T;.,:," von 
cler Wahl der pseudonormalen Richtung abhangig. In der Tat laBt sich 
Pl.;," mit Hilfe der Gleichung (60a) aus der Ubertragung in der An 
und del' zu g;,,u gehorigen trbertragung in der Xn -1 ableiten, ohne daB 
eine pseudonormale Richtung notig ware. Die erst en beiden idealen 
Faktoren von Pi:,:" sind kovariante Vektoren del' Xn - 1 , del' dritte ist 
ein kontravarianter Vektor, der nicht in der X n - 1 liegt. Die letzt
genannte Eigenschaft folgt aus dem Umstande, daB der letzte Faktor 
yon T;;," ganz in der X n - 1 liegt und der letzte Faktor von Pi,;" also 
inf~lge (61) nur dann in der X n - 1 liegen kann, wenn gl'I' versch~indet, 
was derVoraussetzung, daB gAl' den Rang n -1 hat, widerspricht. Da 
sowohl T;.,;,," als gAil in Aft symmetrisch sind, gilt das gleiche fUr Pl.,;,". 

1st die Xn- 1 in cler An eingespannt und ist nV in bezug auf ti. nor
miert nach (43), so existiert neben hili. (52) noch eine gemischte GroBe 
zweiten Grades: 

(62) 
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die wie h" i. bei Anc1erung der N" ormierung von l;. den Zahlenfaktor (j 

bekommt. 
Unter Beriicksichtigung von (62) geht (60 b) iiber in: 

() 

(60 e) B~ f" Wi. = r ll Wi - W,. (Ti..;,'" + t;.t,;,'") . 

§ 7. Die Gleichungen von GauB und Codazzi. 
Es sei die pseudonormale Richtung festgelegt. Dureh Differentiation 

und A1ternation naeh OJ it entsteht dann aus (57): 

(63) R'" .1' }" •• 1' 2[/1 T' .1' T' .% 1" ." 
{/),H}. == "-W,If). _. fI [f>i ,n]}. - 2 t.[f/; ,ll];'; 

(II, 126), wodurch die Beziehungen zwischen den Kriimmungsgro13en 
der beiden induzierten Dbertragungen gegeben sind. Aus (59a) entsteht 
c1urch Differentiation: 

(6 ) B f:lx v /1 B8 /1 l' 17 ' /1' .,' B Ii " P V I) B" ('/1 )' l' 4 '" ,u l' Ii a ,I V = '", i' V - W." y Ii V x E t~ n . 
Da nun aber: 

B lilX /1 B') B flx ir ) ,) B fix (17 ' I) (65) "'.U p ,,= - w,n!f lito< n = - (w,n) ~ pta) n , 

so entsteht aus (64) bei Alternation nach OJ ,U: 

6 B PIXI'/1 '" " ,';,!:" I' '\B flcxI'(17 )!:' " (6) ''',IIY fji1a]V'= '[I"~.II]v -v rW,uji ~,t'l "lin', 

oder infolge (II, 116): 

(67) B PIXVI) R' .. y R" ""+ 2l "'h w,o ri. f/!X(~ == M,ai. [(0 flJi.· 

Dies ist die Verallgemeinerung der Gauf3schen Gleich ung 
fur X n - 1 in An' durch weIche die Beziehungen zwischen der Kriim
mungsgro13e R ~~i: i l' und der Xn_1-Komponente von R,:~:i.v gegeben sind. 

Die Integrabilitatsbedingungen von (52) und (62) lauten: 

(68) B!.;,~1 Rli~,;}' tl , = 2 V[", hn]i. + 2 Br.~ h wli. (r IX tl,) nl', 

(6 ) B ,la,' R" ,r ,) - /1' t,V B x t' "(/1 ')1 t 9 '''i'l' ,Ia') n --2 [ev n] -2 Ln ev] \, (Xn) ,). 

Dies si nd die verallge meinerte n Gleich u nge n vo n Codazzi. 
Sie stehen in einer merkwiirdigen Beziehung zur Bianchischen Identitat 
(II, 160d). Wendet man namlich c1iese Iclentitat an auf (67), so folgt: 

( B') Ilat, "R"'v B" flex h R" ." ,) /1' Z"'h 70) -, i'["'i' ~J PIX~' ty - :'[W,tt ~]J. flex,)' n = 2 [~'" ,u]!., 

Diese Gleiehung ist aber aueh eine Folge der beiden Gleichungen (68) 
uncl (69), was dureh Substitution der Werte von (68) und (69) in (70) 
leicht verifiziert wircl, Umgekehrt gelingt es aber nicht (68) und (69) 
aus (70) abzuleiten, Die Gleichungen von Codazzi lehren also mehr, 
als aus cler Bianchischen Iclentitat abgeleitet werden kann, Wohl la13t 
sich (69) aus (68) und (70) ablciten, wenn h,,;. den Rang n - 1 hat, 
und ebcnso (68) aus (69) uncI (70), wenn Z/· den Rang n -1 hatl). 

1) Berwald, in Blaschke, 1923, 10, S. 167-172 fUr X,,_t in E". 
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Der Beweis gestaltet sich fUr den ersten Fall folgendermaBen: 
Aus (68) und (70) folgt unter Beriicksichtigung von (52) und (62): 

- 3 i.r",!,~] lilX') t),- 3 r[",!,gi;ji. lilX') n 

(71) ==: (r'~·I·'J'_ v' Z:") . +(17' le1' __ 17' I"')' .' (,,"if 1~1'_ r'-~ Z··)') . { 
B,I 11011' "R" ,)' B" Ii IX R" ,)' ,) 

\ 0 0' W I: g!lI. J' ,., i' "!' '" g~/. + !'; ;!' g,,". 
I ," BlilX ,I R" ," 61 ,I' '" (f7'" + 3 [ro, E,"P' litx~' tJ, - [ro B!" g$]i. 1'" 01 tl'J n' , 

also, bei Uberschiebung mit g;.!I: 

(72) - 3 B;:[~,~~] R~;i/ nil = 2 (n - 3) Vii: 1,;,]" - 61[:'," B,~~] (r" tyJ n:' 

oder: 
(73) - B;~:' Rp;~;' n'l = 2 Vi,l,;,{ - 21[;" B~'l (F" tJ,) n:', 

und diese Gleichung ist in der Tat mit (69) aquivalent. 

§ 8, EinfUhrung der zweiten Normierungsbedingung 
fUr t}. und n", 

Urn die Rechnung durch Einschrankung der Wahl der pseudonor
malen Richtung zu vereinfachen, stellen wir neben (43) die zweite 
N ormierungsbedingung aut: 

(74a) I B~ (VOl nV) t" = 0 , 

die infolge (43) gleichbedeutend ist mit: 

(74b) I B,~(VOItl)ni·=o·1 
Geol11etrisch bedeutet (74a), daB die Richtung des Differentials 

von n" bei einer Verriickung dx·" in der X n - 1 in der (n - 1)-Richtung 
von t;. enthalten ist und (74b), daB die (n - 1)-Richtung des Differen
tials von t;. die Richtung von nVenthalP). 

GiH (74), so bekommen die Gleichungen (52) und (62) die einfachere 
Gestalt : 

(75) 

(76) 

hi';' = B~ VOl t;., 
Z'" BOI r,' l' 

,II = 1,I"",n. 

Die Integrabilitatsbedingungen (68) und (69) dieser Gleichungen gehen 
iiber in die einfacheren Integrabilitatsbedingungen: 

(77) 

(78) 

BIi ",,) R" '''t 17' h 
(O,H i. fJ IX ,.\' )' == 2 I [m ',"1 i. , 

BlilX ,. ROO 'J") 2 17' Z',· 
(i).IIl' Ii IX ,I n = - y [", ',ttl 

von (75) und (76). Zunachst ist nun zu untersuchen, ob es bei jeder 
Wahl der pseudonorl11alen Richtung l11og1ich ist, tJ. und n" so zu nor
mieren, daB (43) und (74) gelten. Dazu beweisen wir erst den Satz: 

1) Berwald, 1922, 14, S. 164 hir X"'_l in En. 
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1st die Rich tung von n" fest gewahlt und werden N or
mierungen, die sich nur um einen auf X n - 1 konstanten 
Zahlenfaktor unterscheiden, als gleich angesehen, so gibt 
es hi:ichstens eine ~ormierung von tJ. und n", so daB (43) und 
(74) beide gelten. 

In der Tat, gabeeszweiNormierungenti., n" undat;., a-lnv, soclaB: 

(79) { 
B~ (V c< t;.) nl. = 0 , 

B~ (V IX a t;.) a-I n l. == 0 , 

so wilrde unmittelbar folgen: 

(80) ';,a=O. 

1st es nun bei gegebener 'Wahl der pseudonormalen Richtung, wenn 
filr die Normierung ti., n" nur (43) gilt, stets mi:iglicb, ein a zu finden, 
so daB filr die Normierung ati., a-In" auch (74) gilt? Ausder Bec1ingungs
gleichung: 
(81) B~W"atl.lalnl·=O 
folgt: 
(8 ) L" 1 B" (f/ ') I. 2 y it og a + i' Y" vi. n = 0 , 

und B; (f" tJ ni. muB also ein Gradientvektor der X n - l sein. Dazu ist 
aber II, § 4 notwendig und hinreichend, daB: 

(83 ) , ., B" (I' ) i. 
I [(oJ ,"] I 'X fi, n = 0 

oder: 
(84) 
oder: 
(85 ) B,i"'R""'t i'+2Bli" (17 t)li i. 0 

(J},If {fa) .. "n [U),u] r IX i. J' fin = , 

eine Bedingungsgleichung, die sich infolge (67) auch folgendermaBen 
schrciben laJ3t: 

(86) 

oder: 
(8) B P"R···i. R'··.i.- HI]". (" f)(V t) :' ,) 7 "'i' Ii",}. - "'!' I. - 2 . [(","] Y" y fI ~ n n = O. 

Aus (87) folgt: 

1st die Gbertragung der An inhaltstreu, so ist die 1 n
haltstreue der bei einer bestimmten Wahl cler pseudo
normalen Richtung in der X n - l induzierten Ubertragung 
die notwendige und hinreichendeBedingung dafilr, daB die 
::\ormierung von tl. und n" so gewahlt werden kann, daB (43) 
nnd (74) beide gelten. 

Dieser Satz sagt n. a. ans, daB die in der X" -1 induzierte affine 
Dbertragung stets inhaltstreu ist, wenn die Dbertragung cler An inhalts
treu ist und die ~ ormierung von tl. uncl n" so gcwahlt ist, daB (43) und 
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(74) beide gelten. Diese Eigenschaft kann auch anders bewiesen werden. 
1st V,·,,,,"n ein in An konstanter n-Vektor, so ist t"l V"I","n ein (12 - 1)
Vektor der X"_l und infolge (74 b) ist: 

(88) V' t V"l'''''n = 0 ,n Vl • 

Die affine Ubertragung in der X n - 1 ist also inhaltstreu. 
Man kann nun auch umgekehrt von einer bestimmten N ormierung 

von ti. ausgehen und die Frage stellen, ob es bei dieser Normierung mehr 
als eine pseudonormale Richtung geben kann, so daB (43) und (74) 
beide gelten. Nehmen wir an, es seien 12V und N" zwei verschiedene mog
liche Pseudonormalvektoren. Fur den Vektor s" = 12" - NV wurde 
dann nach (43) und (74) gelten: 

(89) ti. Si. = 0 

(90) B~ (V" ti.l si. = 0 . 

N ach der ersten Gleichung liegt s)· in der X 11 -1' die zweite Gleichung 
ist also gleichbedeutend mit: 
(91) g/Ii. Si, = O. 

Dies ist aber nur moglich, wenn s" verschwindet, da gi,i, der Voraus
setzung nach den Rang 12 - 1 hat. Es gilt also der Satz: 

Hat der Tensor hit), den Rang n - 1 und existiert bei 
irgendeiner festen Wahl der N ormierung von ti. eine pseudo
normale Richtung, so daB (43) und (74) beide gelten, so ist 
diese R.ichtung bei dieser Wahl die einzig mogliche. 

1st 12" der zu ti. gehorige Pseudonormalvektor, so ist der zu a ii, ge
horige Pseudonormalvektor '12" unschwer zu bestimmen. 'n" laBt sich 
immer schreiben: 
(92) 'n" = IX n" + v", 

wo v" ein ganz in der X n - 1 liegender Vektor ist. N'ach (43) ist dann 

IX = ~ und nach (74 b) muB gelten: 
a 

(93) 

so daB: 

(94) f n" = ~ (nv - gV,1l V;, log a) . 
(j , 

Es fragt sich jetzt nur noch, ob es auch wirklich zu jeder Wahl der 
:Kormierung von t;, einen Pseudonormalvektor gibt, so daB (43) und (74) 
beide gelten. Der Affinor B~ '" t;, hat sicher einen Rang 2- 12 - 1, cIa 
hoi, den Rang 12 - 1 hat. Ferner ist: 

(95) B~::::~:(I ["tuJ ... ('~nltin]) = Bf~::::~~l(V[",t[i.,) ... (Vanlt;'n]) 

uml cliese GroBe verschwindet, da jedes alternierende Produkt von mehr 
als 12 Faktoren in der X n - t verschwinclet. Kach (I, 71 b) ist also der Rang 
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yon B;' , (X ti. gleich 11 - 1, und (74) gibt also stets eine einzige pseudo
normale Richtung. Es gilt also der Satz: 

Zu jedef Kormierung von ti. gehort in jedem Punkte, in 
clem h"i. den Rang n -1 hat, ein einziger P:-;endonormal
vektor, so daB (43) und (74) beide gelten. 

§ 9. Festlegung der pseudonormalen Richtung und des 
Pseudonormalvektors. 

In der Theorie einer Vn - 1 in V n ist der Einheitsnormalvektor in 
jedem Punkte durch die Lage der Vn ' 1 bestimmt. Man kann nun eine 
Vorschrift wiinschen, die in derselben Weise jeder fest gegebenen X n - 1 

in An in jedem Punkte einen bestimmten Pseudonormalvektor zuordnet. 
Das wesentliche einer solchen Vorschrift ist nach den Erorterungen des 
vorigen Paragraphen clarin zu erblicken, daB jcder X n - 1 eine durch die 
Lage cler X n- 1 und die Ubertragung der An eindeutig bestimmte Nor
mierung von ti. aufgedriickt wird. 

Betrachten wir nun den Fall, daB die Ubertragung der An inhalts
treu ist, so laBt sich eine solche Normierung in allen Punkten einer 
X"_1' wo h"i. den Rang n -1 hat, lcicht angeben. Wir bilclen den 
Ausdruck: 
(96) t[i., h,., gi.2,·, ... gi'n]"n]' 

Obwohl gi.lI' so lange die pseudonormale Richtung nicht festliegt, eine 
GroBe de~ X n _ 1 ist, die nicht mit einer bestimmten GroBe der An 
korrespondiert, unterscheiden sich alle mit g}.11 korrespondierenden 
(~roBen del' An nur durch Zusatzglieder von de; Form: 

Vi. t" + V,II ti. + P ti. til . 
Diese Glieder enthalten aber aUe t;. und beeinflussen also clen Ausclruck 
(96) nicht. (96) ist also ein von der Wahl clef pseudonormalen Richtung 
unabhangiger Doppel-n-Vektor cler A". (96) kann nicht Null sein, wenn 
g/I.). den Rang n - 1 hat (I, § 10). Bei Anderung der N ormierung bekom
men i). und g,lli. beide den Faktor 0, (96) bekommt also den Faktor 0"+2. 

1st also Ui.! ... )." ein in cler An konstanter n-Vektor, so bestimmt die 
Gleichung: 
(97) iri., t r", g;.,,', ... gi.njl'nl = r/ Ui., ... i. n UI', ... "n • 

\VO IJ irgendeinc gegebene Funktion des Ortes ist, in eindeutigef Weise 
eine Normierung von ti .. 

Es ist nun del' zu dieser ?\ormierung gehorige Wert von n" zu be
rechnen. Dazu schreiben wir die Bedingungen (74) in der Form: 

( 8) B" (' t t) i., ", 9 ./1 '" i., "j n n = 0 . 
Da aus (97) bei Oberschiebung mit gi., I' •••• gl.",." folgt1): 

(99) ti., f", = n2 ri Ui., ... i'/I e, ..... "n g)"'" ... gi./I "" 

1) Ygl. I, Aufg. 13. 
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und UI., ... An konstant ist, SO ist (98) aquivalent mit: 
(100) nl., nP ' U)., ... ).n Up, ... pn V~ e2 g).'v, ... gl.nvn = o. 
Nun ist n).'n'" U)., ... ).n U", ... "n bisaufeinenZahlenfaktor gleich g[Adl',.· . gAnl"nl 
(vgl. S. 45) so, daJ3 (98) gleichbedeutend ist mit: 

(101) g[Ad", ... g).nl vnl V;, e2 g).2 l' , ... gAn l'n = 0, 
oder auch mit: 

(102) (n - 1) e2 g[).,[v, ... g;.nlpnl W;, gA,l',) gl'3 V , ••• gl.n"n + V;, Ii = 6. 
Diese Gleichung ist aber aquivalent mit: 

(103) 2 II;, log e + gAl' 17;, gh = 01), 

oder in anderer Form: 
(104) 2 J7;,log e - gl." II,;, gAY = 0 . 

Infolge dieser Gleichung und (58) ist also: 

(105) {2 gAI' TA,1l1' = gAil (2Q"I.1' - Ql'I'I.) = 2g1.1' (Q.IIv1. - Q",I/).) + g)'i'Q",Ili. 

= 2gA,1l (Q,'''A - QPI' I.) - 2 J7~log e. 
Diese Gleichung geht aber unter Berlicksichtigung von (58 b) und (77) 
liber in: 
( 6) i.,lIT - AI'B{llXoR" .Yt 217 ' 1 10 2g A,llv--2g ."vI. {lao y- "oge, 
woraus folgt: 
(107) lIt Tl~" = lIt gYro R;';,l IX tIX -l" 17;, log e . 
Es ist zu beachten, daJ3 das Glied rechts eine von der Wahl der pseudo
normalen Richtung unabhangige Bedeutung hat. Nach (61) ist nun aber: 

(108) {" Pi,;," = l'l' g"W R;'I~lIX tIX - gVI' 17;, log 12 - (n - 1) nl', 
oder: 

.-----------~-----------------------------------, 

(109) P - - _1_ ).1' P' ,,,+_1_ AI' vw R"'IX t __ 1_ VI'V' 1 n - n _ 1 g I. ,II n __ 1 g g OJ ,II I. IX n _ 1 g I' og 12 . 

Durch diese Gleichung ist zu jeder Wahl der Normierung von t). der 
zugeh6rige Pseudonormalvektor gegeben, der den beiden Gleichungen 
(43) und (74) genligt. 

Besonders ausgezeichnet ist der F311 (! = Konstante. Da man einen 
konstanten Faktor in UA, ... ).n hineinnehmen kann, kann ohne Beschriin· 
kung der Allgemeinheit e = 1 gesetzt werden. (97) und (109) gehen dann 
liber in: 

(97a) 

(109 a) 

Wir haben also den Satz erhalten: 
In einer An mit inhaltstreuer Ubertragung, in der ein 

bestimmtes konstantesn-Vektorfeld festgelegt ist, ist jedem 
Punkte einer Xn-l' indem h.IlA den Rang n -1 hat, in ein-

1) Vgl. I, Aufg. 13. 
S c h 0 \I ten, Ricci·Kalkiil. 10 
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deutiger Weise ein Tangentialvektor t!., und ein Pseudo
normalvektor n" zugeordnet. Der Tangentialvektor HUH 
sich mit Hilfe von (97a) bestimmen, und der zugeharige 
Pseudo normalvektor ergibt sich dann a us (109a) 

Kebren wir jetzt zu dem allgemeinen Faile, indem (! beliebig ist, zu
riick. Da erhebt sich die Frage, wie n" durch eine Anderung von e 
beeinfluBt wird. Die Gleichung (109) beantwortet diese Frage nicht 
unmittelbar, da auch die in (109) vorkommenden GraBen ll' und Pi l;" 

von e abhangen. Der FallliiBt sich allerdings auf den Fall e = 1 zuriick
fiihren mit Hilfe der Gleichung (94). Es ist aber interessant, diese Glei
chung noch einmal in anderer Weise abzuleiten, weil dabei klar wird, 
welch en Beitrag die Anderungen von r:'} und P;:;, " jede fiir sich liefern. 
Werden die Werte, die sich filr allgemeines e ergeben, mit einem Akzent 
links versehen, so folgt aus (97): 

(110) 't[A' 't(", 'gl."" ... 'gAn) "nl = 92 t[i" t["1gl""2'" g!.njvn]· 
1st also: 
(111) 'tA=otA; 'gl.,f/=og!.,f/; 'g!.,II=a-1gi.!,. 
so folgt: 
(112) on+l = e2 • 

Nun folgt aus (111), daB: 
(1) '{A,u) _ {AI'} 1 IXV + 1 BV + 1 B" 13 v J - "-'Ig!.,,,slXg '2 S,1l 1. 2 Si. i" 

wo 
(114) 
so daB: 

_ " _ 2 7' 
Sf( - r f/ logo - . r-' ~I' loge, 

, ,. 11 T 1 

(115) 'Pi;," = Pj .. ;, v + 1 g!.,1l s" g"l' -1 S,f/ B~ - ,~ s). B;; 
und also nach 109: 

J 'n" = - - _1 _{'g!.,f/ P"" + 1~~ S 'g"" - S ',,"1'\ 
11 - 1 !.,II 2" "h f 

+ 1 ,i.,f/, v'" R' , .!X 't 12 + 1 '" f/ , l 11 -'1 g g "',III. " - 2,-0':""1) g , S,f/ 

= ~ (n" - gi." sA) , 

(116) 

ein Resultat, das mit (94) iibereinstimmt. 
Aus (115), (116) und (61) ergibt sich Hir die Transformation von 

TA,;," die Formel: i 'T; . .': v =' P;.;," + 'gA,l{ 'n" 

- P' . v + 1 (Xl' 1 B" 1 B" (117) - 1.,1l ygA"SlXg - '2 S,u A - 2, SI. I' 

+ g)'I' nV - g),,11 gvlX SIX 

_ T' . v _ ~ va _ 1 B" _ 1 B" 
- !.,11 2 gA,u g Sa '2 5 ,11 A ~ 5). I" 

Infolge der besonderen Wahl e = 1 entsteht eine einfache Be· 
ziehung zwischen g).11 und Q,Il)"" Kach (109a) und (61) ist niimlich: 

(118) v _ __ 1_ AI'T""+ ,,+ __ 1_ ).,U 1'(0 R' .. at 
n - n _ 1 g ).,11 n n -1 g g m,II). "', 
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so daB: 
(119) l" Ti.;" =if' lW R:",;,j.iX t iX . 

Aus dieser Gleichung und (58 a) folgt: 

(120) g)."Q).f''' = 2g).f'Q["f'];' + l" B;:' R,;,/;i." t~, 
oder, unter Berticksichtigung von (77): 
(121) gJ.,uQ)./tl.=O. 

§ 10. Spezialisierung fiir projektiveuklidische und euklidisch
affine Ubertragungen. 

Bei einer projektiveuklidischen Ubertragung verschwindet die 
GroBe B~~~R;p;"t" in jedem Punkt fUr jede Lage der X n- 1• 1nfolge
dessen geht die erste Codazzische Gleichung (77) tiber in: 

(122) 

d. h. es wird QWI'). nun auch in den erst en und so mit in allen 1ndizes 
symmetrisch. Dadurch wird auch T; .. lI" ein Tensor: 

(123) T;.,,,,, = }Q;.,I(" . 
Die Symmetrie von Q).f''' bringt mit sich, daB neben Gleichung (121) 
die mit ihr jetzt aquivalente Gleichung: 

(124) g,U"Q' - 0 ).,llV -

tritt. Diese Beziehung zwischen zwei Te nso re n g;.,lI und Q;./,,, bezeichnet 
man mit dem Namen Apolaritatl). Ftir n - 1 = 2 besagt sie, daB 
die Nullrichtungen des Tensors QJ./t1. aquianharmonisch liegen in bezug 
auf jede der beiden Nullrichtungen von g)./l' 

Die Brstimmungsgleichung fUr n" (109a) geht i.'1brr in: 

(125 ) \ 
"= __ 1 i.,1( p .. ,. I 

. n n __ 1 g i.,lI'. 

1st die An eine En, so verschwindet R:., ,;, i.", und es vereinfachen 
sich noch mehr Gleichungen. Die Gau,8sche Gleichung (67) geht tiber in: 

(126) R',:,:!." + 2t[:., P h"p. = 0 

und auch die Codazzischen Gleichungen (77) und (78) werden einfacher: 

(127) V(w h,lt]). = 0, 

(128) Viw t;] P = O. 

Durch Faltung nach w y entsteht aus (126): 

(129) R;,;. = -l~" h,lli. + t,;," h,.;" 
eine Gleichung, die, fUr den Fall, daB h" i. den Rang n -1 hat, tiber-
geht in: . 
(130) R;,;. = -l~ <X g,lIi. + l,u).' 

1) Vgl. z. B. Pascal, 1910, 3, S. 280. 

10* 
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Durch Faltung nach Y A ensteht aus (126): 
(131) t[w,u] = o. 
(130) und (131) besagen beide, daB t,u~ ein Tensor geworden ist 1). 

§ 11. Kriimmungstheorie, 
Es seien Tangentialvektor und Pseudonormalvektor vermittels 

(97a) und (109a) fest gewahlt. Die Nullrichtungen des Tensors g~,u 

sind die asymptotischen Richtungen der Xn - 1 , Fur einen Vek
tor VV in einer N ullrichtung gilt nach (75): 

(132) 
in Worten: 

Beim Fortschreiten in einer asymptotischen Richtung 
dreht sich die tangierende i nfini tesimale En - 1 urn diese 
Richtung. 

Die Hauptgebiete des Affinors l~ v sind die H au p t k rum m u n g s
gebiete, die Hauptrichtungen Hauptkrummungsrichtungen. 
Fur einen Vektor w,n in einem Hauptgebiete gilt nach (76): 

(133) "l'v ,U/7 v 1 v w" =W r"n=-w, 
C' , e 

wo !. ein Koeffizient ist, in Worten: 
e 
Der Zuwachs des Pseudonormalvektors beim Fortschrei-

ten in einer Hauptkrummungsrichtung liegt in dieser 
Richtung. 

Die Determinante der Gleichung (133) gibt, gleich Null gesetzt, eine 
Gleichung (n - 1)ten Grades in e. Die n - 1 Wurzeln, von denen einige 

Null sein ki:innen, sind die H a u p t kru m m u nge n ~, ... , ~ der 
e1 en 

X n - 1 • Zu jeder m-fachen Wurzel gehi:irt ein m'-dimensionales Haupt-
krummungsgebiet 1:;; m':;; m, zu den Wurzeln Null das Nullgebiet 
(1, S. 34). Jedes 1-dimensionale Hauptkrummungsgebiet bestimmt eine 
Kongruenz von Ha uptkrumm ungslinien. Die Summe der Haupt
krummungen ist die Invariante l/. 

1st VV eine Kurve auf der Xn - 1 , so ist: 
(134) n[x v~ ~ (nil vvl) = n[x v~ ~ n,u vv] + n[x v~ n,u ~ vvJ = 0 

1) Fiir An = En entsteht die von Berwald, 1922, 13, entwickelte n-dimen
sionale Affingeometrie, die fiir n = 3 mit der gewahnlichen Affingeometrie zu
sammenfallt. Fiir letztere vergleiche man die zusammenfassende Arbeit von 
Blaschke und Reidemeister, 1922, 15, wo auch die Titel samtlicher bisher 
erschienenen Arbeiten angegeben sind, sowie Blaschke, 1923, 10. g~,u korre
spondiert mit der ersten, T~,uv mit der zweiten Grundform in dies en Arbeiten. 

Die allgemeinere von Berwald, 1922, 14 entwickelte Affingeometrie entsteht 
fiir An = En' wenn die pseudonormale Richtung und die Normierung von f), 

und nV irgendwie so gewahlt werden, da/3 (43) und (74) gelten. Die Gra/3en 
I , v T" v d I' (X h . d d 'd t' h 't d G "/3 b J". h~,u' ,u' A,u un ,u (Xv SIn ann I en ISC rol en ro en J.!t' IX!.;. g • 

1X).,u", glXV und b,~v bei Berwald. 
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und zwei konsekutive durch n' und VV bestimmte Bivektoren haben also 
stets eine Richtung gemein (vgl. I, S. 26). Damit diese mit der Richtung 
von n" zusammenfallt, ist notwendig und hinreichend, daB 

(135 ) 

ist. v" J7 " nV muB also die Richtung von vV haben, d. h. es mu13 vV in einem 
Hauptkrummungsgebiet liegen. Es gilt also der Satz: 

Beim Fortschreiten langs einer Hauptkrummungs
linie dreht sich die 2 - Richtung von Tangente und Pseudo
normale urn die Pseudonormale. 

Aus (67) ergibt sich durch Faltung nach roy: 

(136) Bfi"voR"'Y B"oR B'X°R"'Yt fi R' +l'v 1 v,uy!. fiodi = ,td ,,0 - f'A flab yn =,IIA v gp,A - ftA' 

In dieser Gleichung sind, Inhaltstreue der Ubertragung in der An 
vorausgesetzt, alle GraBen rechts auBer lld symmetrisch. Daraus und 
aus dem Umstande, daB B;~ Rp~bY infolge der zweiten Identitat (II, 139) 
niemals fUr jede Wahl von B';. in /J,A symmetrisch sein kann, ohne zu 
verschwinden, geht hervor, daB lit). dann und nur dann fur jede Lage 
cler Xn- 1 ein Tensor ist, wenn die An eine En ist. In diesem speziellen 
Fall wird m' stets gleich m und aIle Hauptkrummungsgebiete werden 
gegenseitig senkrecht (I, S,43). 

Durch Uberschiebung mit gA,tt entsteht aus (136): 

(137) Ap, R ).," R' "y t fi - R'+ ( 2) l' g ,u). - g fif,l. Y n - n - , 

und durch Uberschiebung mit gAY: 

1 = l~ '" 

(138) B; R"Alv - B; lv Rp;IY ty nfi = R',:' + 1 B; _ 1,;', 

woraus unter Berucksichtigung von (137) folgt: 

(139) Ilf;' = R~;v - B; R"Alv + B;lv Rp;;'Y ty nil 

__ 1_(R'_ A,tlR + 1·P,R"'Yt fi)BVl) 
n _ 2 g Af' g /i,d y n I' . 

Die Beziehungen zwischen R '~f;lv und der zu gAP, gehOrigen Krummungs
groBe K~;,;: sind der Gleichung (II, 126) zu entnehmen: 

(140) R""v-K",v_2V' T' ~v_2T' '''T''v W,UA - rop,A [w f']I. ).[w p,l,,' 

Fur den Fall, daB die An eine En ist, und also QuAv infolge (122) 
symmetrisch wird, geht diese Gleichung nach einiger Umrechnung 
uber in: 
(141) R;"f,P,vj = KroftAv + 2 T[:O[j," T"]v]",, 

woraus bei Uberschiebung mit gWV entsteht: 

(142) R' "/i K' + T,/i1X T filt[),,,] g = p,A A I'lXfJ' 

1) In den mit (136-139) korrespondierenden Gleichungen (121-124) in 

1923. 4, S. 181 sind die Terme mit R~;l' t. nW versehentlich ausgelassen. 
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Bei Oberschiebung mit ii' entsteht aus dieser Gleichung: 

(143) R' = K' + pPr T"'Pr' 

oder, infolge (137), da R;',~i." = 0 ist: 

(144) K' = - (n - Z) l,:P - T"'flr T"'flr' 

Die Gleichung (139) geht in diesem einfachen Falle iiber in: 

(145) l' " = R"" - _1 - (K' + T"'Pr T ) B" . 
f' fI n _ 2 . "'fir fI 

1 l" . t d' 'ttl Aff' k .." . d di n ='-1; IS Ie "ml ere m rummung, (h··· en-I sm e 

"aff i n en H au p tkriimm u ngsr adien"I). 
Ein besonderer Fall tritt ein, wenn alle Hauptkriimmungen gleich 

sind. Ein solcher Punkt beiBt ein Affinnabel: 

(146) ." 1 P lIt = ----1-lBf,· , n-

Gilt (146) fUr aIle Punkte der Xn- 1 und ist die An eine En, so folgt auS 
(128) und (146): 
(147) V,.l=O. 
Die Hauptkriimmungen sind also auch konstant auf der Xn-I' Wird 
(146) in (67) eingefiihrt, und ist die An eine En, so entsteht: 

(148) R" "P 2 lB'" Wt')· = - n _ 1 [w gf,]l. 

Da in diesem Falle fur jede Verruckung dxp in der X n - I 

(149) dx" J7" nP = _1_l dx' 
e- n -1 ' 

so gehen aile Pseudonormalen durch einen Punkt. Der Radiusvektor, der 
sich von diesem Punkte bis zum betrachteten Punkte der Xn_1 erstreckt, 

ist gleich n ~ 1 n". Die geodatiscben Linien der induzierten 'Ober

tragung sind die Schnitte niit den E2 durch den erwahnten Punkt. 
1st auBerdem Ti.;" = 0, -so folgt: 

(150) R" "" K"'" 2 IB" W-,'A = W,lt), = - n _ f [wgt'])" 

Die beiden in der X n - I induzierten 'Obertragungen sind also in diesem 
besonderen Falle gleich und gehoren zu einer Riemannschen Geometrie 
konstanter Kriimmung. Aus (148) und (150) oder auch aus (137) folgt 
in diesem Fane: 
(15'1, R'=K=-(n-'Z)l. 

Der Fall li:' = 0, der hier unmittelbar anschheBt, tritt auf, wenn 
n" auf der Xn- I konstant gewahlt wird. 1m allgemeinen ist dies nur in 
einer En moglich. Ein konstanter' Pseudonormalvektor tritf z. B. oei 
einem Paraboloid in E3 auf. 

1) Berwald, 1922, 13, S. 105. K' und T"'flr T"'lh' sind fiir An = En identisch 
mit R bzw. - J bei Berwald. 
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Fur den Fall der X n- 1 in En ergeben sich noch verschiedene interes
sante Eigenschaften, wenn In}, einen Rang m < n - 1 hat. Die Kon
gruenzen iV, a, b, c, d = 1, ~ .. , m, iV, U, v, w = m + 1, ... , n -1, 

a U 

seien gegenseitig senkrecht, i V senkrecht zum Nul1gebiet, i v im Nullgebiet. 
Dann ist: IX U 

(152) I,; l' = 2:, 1 b ii' i ' 
, ab a a b 

und demnach infolge (128): 

f r;, l'v ",,(,,0, l)' ,V "l (rl . )'" o = ~ [OJ ,u] =.::.... r [OJ ab t f ,] t +.::.... ab r [,., t,lI] t 
. ab a b ab a b (153 ) 

~ ab [I' (u] t;, g' .lLII OJ] g , l +Vl i (17' .) !v+l V' ;.1' 
ab a b 

oder, in orthogonalen Bestimmungszahlen: 

(154) i 0 = ~ { i[y (V~]lab) iz + lab iz (/lEx iYl) ) 
ab a b b a - 1 -1 x,y,z- , ... ,11 , 

+ lab i[y r'~] i z + la[yQxlaz} 
a b 

Fur X=U, y=v, z=a, utv ergibt sich daraus: 

(155) laa VEU i v1 = 0 . 
a 

Die Komponente von V[I' ~},] im Nullgebiet von III I. verschwindet also, 

d, h. die it - m - 1 Kullrichtungen von lui, sind Xn_m_1-bildend 
(U,26b): ' 

Hat der Tensor l,u}' einen Rang ;.~n - 3, so bilden seine 
Nullrichtungen in der X n - 1 ein System von 00'" X n - m - 1 • 

Fur x = a, y = u, z = v, u t v ergibt sich: 

( 156) _ II 17,· _ 11 Q -
]!" aa r u tv 2 aa uav - 0 . 

a 

Die Komponente von V~ i}, im Nullgebiet von Z,d verschwindet also im 
, a ' 

allgemeinen nicht, d, h. die X n - m - 1 sind im allgemeinen nicht in X n - 1 

geodatisch. 
Enthalt· eine Xn -1 eine Kongruenz v' von geodatischen Linien der 

An' so ist gleichzeitig: 
(157) vf ' V,U v" = A v" 

(158) vi. V,1f gi.,1( = VI. V,I( VII t}, = - V,II tl. V" Vi. = O. 

Infolge dieser Gleichungen ist: 

(159) - v'" vfJ vYQ"'fJY = v"'vfJvY V~gflY = v'" V~ vfJ vY gfly = O. 

Fiir n = 3 gibt es, da g}'f' den Rang 2 hat, stets eine zweite asymptotische 
Richtung und einen Vektor w' in dieser Richtung, so daB: 

(160) g).f' = VI. w," + vI' WI.; Wi. W-" gl.,u = O. 

1st die Aa eine Ea, so hat T;.,1'" also wegen der Apolaritatsbeziehung 
(124) die Form: 
(161) T",jJy=pv",vpvy+qw",wpwy. 
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Aus (159) (160) und (123) folgt dann aber q = 0: 
(162) T rxpy = p vrxv{lVy, 

so daB die Dberschiebung von Trx{ly mit sieh selbst, die sog. Picksche 
Invariante l ), verschwindet: 
(163) T rxpy p{ly = O. 

Umgekehrt, gilt (163), so hat T rxpy infolge der Apolaritatsbeziehung 
die Form (162). Es gelten also (159) und (158), und da n = 3 ist, damit 
auch (157), so daB der bekannte Satz2) abgeleitet ist: 

Das Verschwinden der Pickschen Invariante einer X2 in 
Es ist notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB 
die X2 eine Regelflache ist. 

Aus (143) und (144) folgt, daB (151) auch fUr Regelflachen in Es 
gilt. Die Gleichungen (160) und (162) lehren, daB die Nullrichtung v" 
von g;,!, auch Nullrichtung von Trx{Jy ist. 

In einer projektiveuklidischen Es gilt fiir die orthogonal en Bestim
mungszahlen von T rx{ly infolge der Apolaritatsgleiehung (124): 

(164) T1l1 = - T 22l , - T211 = T222 

und infolgedessen hat die Picksche Invariante hier den Wert: 

(165) Trx{Jy p{ly = 4 (T:l1 + T~22) = Q~l1 + Q~22' 
Der Fall, daB die X n- l einSystem von con - mo· l in An geodatischen 

Xm ent halt , liegt nicht im Rahmen unserer Betrachtungen. Denn in 
dem Falle hat der Tensor h"J. nicht den Rang n - 1 und kann somit 
nieht mehr als Fundamentaltensor benutzt werden. Das glciche gilt 
z. B. auch fiir eine abwickelbare Flache in Es. 

§ 12. Anderung des Pseudonormalvektors bei bahntreuen 
Anderungen der Ubertragung der lin' 

Es solI jetzt untersucht werden, wie sieh die verschiedenen in den 
vorigen Paragraphen behandelten GroBen andern, wenn auf die Dber
tragung eine bahntreue Transformation ausgeiibt wird. Da die Dber
tragung jedenfalls inhaltstreu bleiben muB, brauchen nur solche Trans
formationen der Form (1) betrachtet zu werden, bei denen p;, ein Gradient
vektor ist. Die GroBe g;'I' andert sieh dabei infolge von (1), (52) und (56) 
nur urn einen skalaren Faktor, so daB die asymptotischen Richtungen 
invariant sind. Die Normierung von t;,' andert sieh, da der n-Vektor 
UJ., ... <" bei der transformierten Dbertragung nieht mehr konstant ist: 

l/V" U;., ... <" = V" U;',,,.) ... - (A;, p;" + A';., p,,) U,,;, .... J.n + usw. 
(166) = V.u U;" ... ;,,, + (-1)nnp[;" U;" ... ;'nl" - np.u U;, .... ;,,, 

= - (n + 1) p" U;. .... ;.,.. 
1) Pick, 1917, 2. S. 121; als Projektivinvariante tritt diese GrOBe schon auf 

bei Wilczynski, 1907, 1, S.260. 
2) Blaschke .• 1923, 10, S. 125. 
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Es sei nun e U I. •... I.n ein F eld, das sich im betrachteten Punkte der 
X n - 1 mit UI., ... J. n deckt, aber bei der transformierten Obertragung 
konstant ist. Das Feld (}, das im betrachteten Punkte den Wert 1 hat, 
ergibt sich dann aus der Gleichung: 

(167) 0 = 'VII e U!., ... J.n = ['V,II e - (! (n + 1) P,II] UJ., ... J.n 

woraus hervorgeht: 
(168) 'V" log (} = (n + 1) p~. 
wo: 
(169) p';, = BfPrx 
ein durch Schnitt von Pi-mit X n - 1 entstehender und also von der Wahl 
der pseudonormalen Richtung unabhangiger Vektor ist. 

Um das neue Feld 'Pi:;, Y zu bestimmen, betrachten wir die 
Anderung von B~ V <X v", wo v" ein in der Xn - 1 gelegenes Feld ist: 

(170) B~/VIX v" = B,~ V" v" + B~ (A: PI. + A'J.PIX) v!.. 

Aus dieser Gleichung, (61) und (113) folgt: 

(171 ) 
f B~1'p;;/ = Pi.;," + B~ P';, + Br P~ + t gAil slXglX V 

l - {S" Br - tSJ.B;" 

oder da infolge (114) und (168) s!. = 2 p~: 

(172) B<x(J'P"v P"" + P' glXV rtl 1X{i = Afl g!'fl <X • 

Diese Formel ist viel einfacher als (115), was daher riihrt, daB sich 
bei der hier betrachteten Anderung nicht nur die Normierung von tA, 

sondern auch die Obertragung der Xn andert und sich diese beiden 
Anderungen zum Teil aufheben. Durch Oberschiebung mit i fl ent
steht : 
(173) In" =..!.- (n" _ gl." PJ.) . 

o 

Durch diese Gleichung wird in einer En jeder Geraden in der Tangential
ebene eines Punktes eine durch den Punkt gehende Gerade auBerhalb der 
Tangentialebene zugeordnet. Man wahle nur die Endhyperebene von Pi
durch die Gerade und bestimme dann 'n" vermittels (169). Aus (172), 
(173) und (61) folgt fUr die Transformation von Ti.;" als GroBe der 
X n - 1 betrachtet: 

(174) 
f IT"" - BIX{lIP" V + I I V 

I.," - fl!' 1X{i gl.fl n 

1 P··V+ P' IXV+ v ,,<X p' T"" = 1" gl.r' IX g gl'I' n - g IX gAl" = A,,· 
Ti,;v ist also bei bahntreuen Transformationen invariant. 

Aus In" HiBt sich jetzt auch 'm berechnen: 

( 175) 1m = A;' - 'tl. 'n" = Bi. + t;. p~ gIX", 

Da nur ein t!. enthaltendes Zusatzglied auftritt, bleibt B'J., als GroBe der 
Xn -1 betrachtet, unverandert, ein selbstverstandliches Resultat. 
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§ 13. Anderung der Ubertragung in der Xn-l. 

Aus (1), (59a) und (175) folgt fUr ein ganz in Xn_1liegendes Feld v": 

l 'B,~ 'V x vY = (~~ ;- t" ffig'"lI)v {V" vV

y+, (Al P: ~ A: Pl) vl} 
(176) - Vf.v - v g;.,un + (BlP,u + B"p).)v 

+ t,. p'p g"P I J7" vY 

oder: 

(
/V' v rn v 'B"(/J7 P)t (v pi yv) !. " 1 ,u v = Y f' V - ,tt "v P n - y g - V g,u), n 

( 77) (Bv I BV ,) 1 , ,,(1IJ7 ,. + lP,,,+ f,Pl V +t,uPpg "v. 

Bei Dbersehiebung mit B~ fallen alle tf' enthaltenden Glieder fort und 
es entsteht fiir die GroBe B~'J7~vv, die sieh, als GroBe der X n - 1 be
traehtet, nieht von 'V,;, VV unterseheidet, die Gleichung: 

(178) B"'V' v - V' v + {Bvp' + B" pi . pi "v} i. f' "v - i' V 1 I' i' 1 - g,./, "g v, 

Da s). = 2 Pl, so folgt aus (111) und (113): 

, ~ 'V o. 'V {'V' v, , £x v} ,\ 
(179) fi,v = Vllv + BlPf,+B,uPl-gl,llP"g v 

und aueh aus diesen beiden Gleichungen folgt die schon oben erwiihnte 
Invarianz von TJ.f~" als GroBe der X n- 1 betraehtet. 

Die GroBe Z;v geht naeh (1), (62) und (173) uber in: 

Il.Y-'B"vlJ7 I P 
f' - ,.p "n 

1 Bit·. {Z' P p py All ~ .iP yb} = -;; ,ull " - y "g Pr + '" P~ n - .'1", Pr pJ g 

(180) - !..B~pygp(v"IOp~)tp 
(J 

1 BV Y" {J7 {J V po JlJ Btl 0 + -;; P tf' py g "n + "g P~ + p" I!, PJ + "PlJ n 

-B!Pol·p.}. 
't,: ,. ist, als GroBe der X n - 1 betraehtet, nicht versehieden von 
';~;"=B,~I/l/=B,~'l~v, und diese GroBe genugt der Gleichung: 

(18 ) "t·v 1 {l"'+BY "Bv "tl B"v(V tlyp P P ytl)} 1 f' =~ i' ,,,p,,n - ,,,P,,,Ppg - ,up "g y-" yg . 
Nun ist: 

B"v{V fly Yfl} f'fl "g py - P"Pyg 

= B,~p {p~ V~ gPr + ly J7~ P~ - P~ P~ gy fl) 
(182) 

- pi V' V" pi pi "V + B" v P V (p P y t ) - " f,g - f' "g f,g" (1- yn tl 

P' J7' V" P' pi "V + B" v(1 V P P Y B' = '" ,.g - f' ",g ,.g" tl- yn ~. 

so daB unter Berueksiehtigung von (5): 

(183) "t;.v = ~ {(l,:,v - P~Q,~."v) - B~ lP p"p + B; (2 p" n'" - p" Ppg"'P)}. 
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Aus dieser Gleichung HiBt sich ein bemerkenswerter Satz ableiten 
fiir den Fall, daB die An eine En und Pf')' = 0 ist, also fur den Fall 
einer bahntreuen Transformation, die die En wieder in eine En uber
fiihrt (§ 3). Bei Faltung nach fh'V entsteht dann, da der Skalarteil 
von P~ Q,:' IX Y infolge (124) Null ist: 

(184) "l~ IX = ~l~1X +!.- (n -1) (2P", nIX - PIXPpgIXP) 
(J (J 

und aus (183) und (184) folgt: 

(185 ) "Z'" - _1_ "!' IX BY = !.- (l' Y _ -~-Z' IX B' v)' -..!. P' Q' ",)' 
,ll n-1 IX f' (J f' n-1 IX ,U (J IX ,n • 

Der skalarfreie Teil von l:, Y transformiert sich also in besonders ein
facher Weise. 

Fur n = 3 ist es nun im allgemeinen stets moglich, pJ. so zu wahlen, 
daB in einem gegebenen Punkte der skalarfreie Teil von "l;, Y verschwindet, 
d. h. daB dieser Punkt Affinnabel wird. Fur den skalarfreien Teil 
schreiben wir einfachheitshalber k,l: v und wahlen in X 2 ein Orthogonal
netz in den Hauptrichtungen von kJ.n' Dann ist kll = - k22 ; 
k12 = k21 = 0 und aus (185) entstehen, ~enn das linke Glied Null ge
setzt wird, die Gleichungen: 

j a) P~ Qm + P~ Q12l = kll' 

b) P~ Q1l2 + P~Q122 = 0, 
(186) 

c) P~ Q211 + P; Q221 = 0 , 

d) P~ Q212 + P~ Q222 = k22 = - kn . 

Da Q'<AII symmetrisch ist (§ 10), sind b) und c) identisch. Infolge 
(118) ist: 
(187) Q111 = - Q212 , Q121 = - Q222 

und es sind also auch a) und d) identisch. Aus a) und b) folgt aber: 

P' Q1l1 k I . Q222 k 
1=-Q2 +Q2 11. P2=-Q--'-~Q-2- 11. 

111 222 111' 222 

(188) 

Die Gleichungen (186) besitzen also stets eine einzige Losung, sofern 
die Picksche Invariante Qin + Q~22 (165) nicht verschwindet, d. h. so
fern die Flache keine Regelflache ist. 

Es gilt also der Satz: 

1st fur einen Punkt einer X 2 inEa die Picksche Invariante 
nich t Null, so ist es stets moglich, die Ubertragung so ab
zua ndern, daB sie euklidischaffin bleibt undder _ he
treffende Punkt ein N abelpunkt wi rd. 

Es ist wichtig, zu bemerken, daB nur P';, und nicht PI. eindeutig be
stimmt ist. Von der neuen unendlich fernen Ebene liegt also nur der 
Schniit mit der Tangentialebene fest (vgl.§ 3). Unter den Geradenpaaren 
in der Tangentialebene und durch den betrachteten Punkt, die einander, 
wie auf S. 153 bemerkt wurde, zugeordnet sind, gibt es also fur n = 3 
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ein ausgezeichnetes Paar, das mit der X2 projektivinvariant verkniipft 
ist. Wilczynski nennt die Gerade in der Tangentialebene die erste 
Leitgerade, die Gerade durch den Punkt die zweite Leitgerade 1). 

WeitzenbOck nennt diese zweite Gerade die Projektivnormale 2). 

Die ersten Geraden der ausgezeichneten Paare bilden eine Strahlen
kongruenz und ebenso die zweiten Geraden. Ein besonderer Fall tritt 
ein, wenn die ersten Geraden aIle in einer Ebene liegen. Nur in diesem 
Falle gelingt es, samtliche Punkte der X 2 zugleich in Nabelpunkte um
zusetzen3). Man braucht dazu eben nur die erwahnte Ebene als un
endlich ferne Ebene zu wahlen. Die zweiten Leitgeraden, die ja Affin
normalen der Flache sind fUr diese besondere Wahl der unendlich fernen 
Ebene, gehen dann (vgl. S. 150) aIle durch einen Punkt. 

§ 14. GroBen der Xm in Jln4). 

Liegt eine Xm in der An, so kann man bei einem kontravarianten Vek
tor vY in einem Punkte P der Xm zwei FaIle unterscheiden. Entweder ist 
die Richtung von vY in der tangentialen m-Richtung enthalten, oder sie 
liegt auBerhalb dieser m-Richtung. Nur im ersten Fane ist vY eine GroBe 
der Xm als Mannigfaltigkeit fUr sich betrachtet. Wir sagen dann, daB v" 
in der Xm liegt. Liegt v" nicht in der X m, so hat es nur dann einen Sinn, 
von einer Xm-Komponente von v" zu reden, wenn die Xm in An einge
spa nn tfi) wird, d.h. wennjedemPunkteder Xmeine bestimmteauBerhalb 
cler Xmliegende (n - m)-Richtung als pseudo normal zugeordnet wird. 

Unter den kovarianten GroBen ist eine ausgezeichnet. Jedem Punkte 
der Xrn ist namlich der Tangen tial- p-Ve ktor tA, ... !.p' p = n - m, in 
einer bis auf einen skalaren Faktor eindeutigen Weise zugeordnet. Jeder 
kovariante Vektor UA, dessen (n - 1)-Richtung die m-Richtung von tl., ... Ap 

nicht enthiilt, bestimmt durch Schnitt eindeutig und ohne daB eine 
pseudonormale p-Richtung notig ware, einen kovarianten Vektor der X m. 

Ein kovarianter Vektor der Xm laBt sich durch eine Doppel-E"'_l mit 
Sinn darstellen. Wahlt man die Urvariablen voriibergehend einmal so, 
daB xam+" ... , x an auf der Xm konstant sind, so kann die aus U;. durch 
Schnitt entstehende GroBe v~ in der Xm gegeben werden durch die m 
Bestimmungszahlen: 
(189) V~=UA' A=a1,· .. ,a",. 
Wird tA, ••• I.p in beliebiger Weise in P Faktoren zerlegt: 

1 p 

(190) tl., ... i.p = t[A, ••• tAp] , 

1) "Directrices of the first and second kind", 1907, 1; 1908, 2. S.95; 
Wilczynski. 1915. 1. S. H2. 

2) WeitzenbOck. 1918. 7, S. 21. Bei anderen Autoren hat dieser Ausdruck 
eine andere Bedeutung. 

3) Es entsteht dabei also eine Affinsphare. Vgl. Berwald, 1920.2, S. 64, FuBn. 7. 
4) Der Inhalt der Paragraphen 14-18 wurde zum gr6Bten Teil in 1923, 4 ver-

6ffentlicht. 
5) Weyl, 1922, 12, S. 155. 
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so kann dieselbe GroBe v~ auch in bezug auf ein beliebiges System von 
Urvariablen der An gegeben werden, indem man bemerkt, daB alle Vek-

1 p 

toren UJ. + "tJ. + ... + x; tA aus Xm dieselbe GroBe herausschneiden, 
1 p 

und dementsprechend setzt: 
1 P 

(191 ) v;. = UA + " tA + ... + x; tA , 
1 P 

beliebigen Zahlenwerte durchlaufen. Damit hat die wo x;, ••• , " aIle 
1 p 

GroBe n .Bestimmungszahlen erhalten, denen eine p-fache Unbe-
stimmtheit anhaftet. Diese Unbestimmtheit hat aber auf die Rech
nung keinen storenden EinfluB, da nur solche Ausdrucke unbestimmt 
werden, die auch geometrisch wirklich keinen Sinn haben, aIle anderen 
aber bestimmt bleiben. Da dieses schon auf S. 134 fUr m = n - 1 er
Hiutert wurde, ist es unnotig, hier Beispiele anzufUhren. 1st einerseits 
vi. durch UA stets eindeutig bestimmt, so bestimmt umgekehrt v~ erst 
dann in eindeutiger Weise einen kovarianten Vektor der An, wenn die 
Xm eingespannt wird. 1st dann VA der durch v~ und die pseudonormale 
p-Richtung bestimmte Vektor, so kann man VA und v~ identifizieren 
und VA als die Xm-Komponente von U A auffassen. Bei einer einge
spannten Xm heiBt ein kovarianter Vektor, der mit seiner Xm-Kom
ponente identisch ist, in der Xm liegend. 

Fur GroBen hOheren Grades gelten dieselben Oberlegungen. Rein 
kontravariante GroBen haben stets bestimmte Bestimmungszahlen, ge
mischte und kovariante GroBen aber nur dann, wenn eine bestimmte 
Einspannung angenommen und wahrend der Untersuchung festgehalten 
wird. Xm - Komponenten konnen bei allen GroBen nur bei einer 
eingespannten Xm auftreten. Der Einheitsaffinor der Xm ist fUr die 
schon oben verwendete besondere Wahl der Urvariablen gegeben durch 
die Gleichungen: 

o " A =1= J! 
(192) [ 

B~ = { 1 fUr A = V) A, v = at> ... , am 

B~ = 0 f1 = am+l, ... , an 

B~ = unbestimmt x; = at> ... , an. 

1st UA ein kovarianter Vektor der An' so ist B~ Uv der durch Schnitt ent
steher:de kovariante Vektor der X m • 1st aber VV ein kontravarianter Vek
tor, der nicht in der Xm liegt, so hat B~ vJ. keinen Sinn. Die Xm werde jetzt 
eingespannt, indem man einen einfachen p-Vektor nV'''' Vp wahlt, der mit 
der tangierenden P-Richtung keine Richtung gemeinsam hat. Normiert 
man tA, ... i.p und nV""Vp in irgendeiner Weise so, daB: 

(193) P! tA, ... I.p ni., ... Ap = 1, I (Erste N ormierungsbedingung) 
so wird: 

(194) B~ = Ai. - P p! t). "', ... IXp nVIX, ... IXP. 
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n"l···"P heiBt dann der Pseudo normal- p-Vektor. Geometrisch be
deutet (193), daB tAl ... ;.p aus der Ep von n""""p gerade n"''''''p heraus
schneidet. Der Pseudonormal-p-Vektor ist durch Angabe der pseudo
normalen p-Richtung bis auf einen skalaren Faktor bestimmt. Erst wenn 
auch die Normierung von tAl ... !.p festgelegt wird, ist n"''''''P vollstandig 
bestimmt. Nach Einfiihrung der pseudonormalen P-Richtung hat B'; VI. 

bzw. B;: w" die Bedeutung der Xm-Komponente von v" bzw. W;., und 
es HiBt sich dann auch von jeder GroBe hOheren Grades eine Xm-Korn
ponente bilden. 

§ 15. Die in der Xm induzierte affine Ubertragung. 

Wie fiir m = n - 1 (S. 137) haben vor Einfiihrung einer pseudonor
malen p-Richtung nur die Ausdriicke V;/ p = B~ V IX p, B,~ r'IX v", B~ V IX Wi. 

und B~1. V IX wp, wo WI. einen kovarianten Vektor der An darstellt, einen 
Sinn. Erst nach Einspannung der Xm bekommt auch B;'p V IX vi3 einen 
Sinn und es verschwindet der Unterschied zwischen kovarianten GroBen 
der An und Xm . 1st also die Xm eingespannt und liegen die v" und WI. 

in der X m , so haben die Ausdriicke: 

{

FIV BIX"V P 
r I' V = I'P IX v 

(195) 
, V;, WI. = B~f V", wp 

('inen Sinn und stellen Felder dar, die ebenfalls in der X", liegen. Wie 
auf S. 137 wird gezeigt, daB die in dieser Weise in der Xm induzierte 
Ubertragung a ff i n ist: 

1st eine Xm in einer An eingespannt, so wird in der X", 
cine affine Ubertragung ind uziert, die dad urch charak
terisiert ist, daB der Differentialquotient die X",- Kompo
nente des Differentialquotienten in der An ist. 

Liegen v" und Wi. in der X m , so ist: 

{ B,~ V" v" = V;/. V" + B,~ (V" vfl) (A;; - B"p) 
(196a) V''' II '" f7 " = I'V + V BII V" B(i' 
(196b) 

Schreiben wir: 
(197) 

B'" ". L'I B'" 17 Bli 
,II IX Wi. = r /' Wi. + WI! ,II r IX ),' 

{BiXPV B" H"" !tA. IX fJ === p;', 

B"''' V BP L'" l,fI IX J. = ,fl.!., 

so geht (193) iiber in: 

( 198) 
f BiXr? " r?1" i· H··,· 

,n r iX V = r I' V + V fli., 

1 B,~ Vex Wi. = v;, Wi. + w" L;, ':; .. 
Wird t)., ... ;.p in p reale Faktoren zerlegt: 

( 199) P 

t)., ... i.p = tp"", t).p] , 
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so kann man n", ... Vp so in p reale Faktoren zerlegen: 

(200) n~l .•. Vp = n[v1 n vp1 
1 ... p , 

daB die Richtung von n" der Schnitt ist der p-Richtung von nl'l •.• l'p mit 
u 

der (n - p + 1)-Richtung, die den p - 1 Faktoren von t)., .. .!." auBer 
u 
fA gemeinschaftlich ist. Es ist dann: 

(201 ) U -f " 
u 

Wiihlt man 
so, daB: 

dazu die Normierung cler p - 1 erst en Faktoren t)., n" 
11 

(202) 
u !. 
t;. n = 1, 

11 
1t=1 .... ,p-1 

so ist infolge (193) auch: 

(203) 
p . 
t;. nA = 1. 

p 

so daB nun die Normierungsbedingung (193) iiquivalent ist mit: 

u . {1 fur U = v 1 
t;. n" = . J u, v = 1, ... , p . 

I' 0" U'FV 

(204) 

Geometrisch bedeutet (204), daB n" gerade zwischen die beiden 
U u 

En - 1 von tA paBt und daB seine Richtung in den En - 1 der p - 1 anderen 
Faktoren von t;., ... ;.p enthalten ist. Fur B~ gilt nun infolge von (194) 
die Formel: 
(205 ) 

und es ist also: 

v v ~u l' B;. = Ai. - ..:.., t). n 
U u 

(206) 
JH "1'- BafJ .... -.r/- U "_ BafJ)-'(V ut ) l' 

it). - - ,II i.,2.. r a til ~ - - ,', I...... a (3 ~ , 
U u 

1 . l' a v ,-, J7 U., (xv .... ' J7 P 11 
L".J.= -B"fl":'" ",t).ni'= -B,,(I":"'( an )t; .. 

u U u u 

Infolge von (194) und (197) ist auch: 

lH';'>=-PP!Ba1(J7 tl )n"!x""IX" (207) I' ,lI a la, ... ()(p , 

L,;, :;.= - P P! B~p (Va n(3IX, .. ·IXp) t;.a, ... IXp· 
U 

Aus (206) folgt, daB H,:;" in fJ., }, symmetrisch ist, da die t;. aBe die tan-
gierende m-Richtung von X In enthalten (vgl. S. 138): 

(208) 

Aus demselben Grunde ist: 

(209) 

FUr m = n - 1 gehen H;,t' und L;'~A offenbar uber in - hi';, nl' und 
-I,~VtJ.' H,:,;: heiBt derersteKrummungsaffinor, L;,':;. der zweite 
Krummungsaffinor der Xm in bezug auf die An. 
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§ 16. Die Gleichungen von GauS und Codazzi fiir Xm in An1). 

oder: 
(212) 

Dies ist die Verallgemeinerung der Gau,8schen Gleich ung fur 
Xm in An. 

Setzt man: 

(213) 

so sind die Integrabilitatsbedingungen der erst en Gleichung: 

(214) 

U "u 
~BPIXJR···rt BrlX"-'h PVt = lr 0''';. PIXJ y - [",,,l~ y;.n IX {J 

" " oder: 

(215) 

wo: 
(216) 

Uti IX U P IX fJ U 
V;. = B;. (V IX tp) n = - BJ. (V IX n ) tp, 

II " 

u't v. 

Die Integrabilitatsbedingungen der zweiten Gleichung lauten: 

1) Weyl gibt 1922. 12 eine andere Behandlung der Kriimmungstheorie einer 
Xm in An. bei der vorausgesetzt ist, daB die Xm eingespannt ist. 
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oder: 
(219) 

--- .. ~~---------.~.--~--- .. ----

die durch Differentiation von (216) unter Berucksichtigung von (204) 
erhalten werden kann. 

§ 17. EinfUhrung der zweiten Normierungsbedingung fUr 
t und n"t"·'·P. J. t ." J.p 

Als zweite N ormierungsbedingung fllhren wir em: 

(220 a) 

was infolge (193) gleichbedeutend ist mit: 

(220b) 

Werden tA, .. .!.p und nY"""!! in der im § 15 beschriebenen Weise in Fak
toren zerlegt, so ist (220) gleichbedeutend mit: 

(221) ,,!t ! B~1:(l7a~i) ni.= 0, 

B~ ~(V" ~i) ~!. = O. 

Die geometrische Bedeutung von (193) und (220 a) ist folgende. 
nV''')'p solI fiir jede in Xm gelegene Verruckung dxv sowohl durch t)." .. ;./, 
als durch tA, .. J p + d tA, ... Ap aus der Ep vou n'" ... "p herausgeschnitten 
werden. (220b) bedeutet, daB das Differential von nV""VP fUr jede in 
Xm gelegene Verruckung mit cler (n - P)-Richtung von tA, ... J.v in einer Eq 
liegt, q < n. Wie fUr m = n - 1 gilt der Satz: 

1st die Rich tung von nV''''Vp fest gewahlt, und werden 
N ormierungen, die sich n ur um einen auf der Xm konstanten 
skalaren Faktor unterscheiden, als gleich angesehen, so gibt 
es hochstens eine Normierung von t;., ... ).p und nV''''vp, so daB 
(193) und (220) beide gelten. Der Beweis verlauft wie auf S. 142. 
Ahnlich wie im § 8 sei jetzt die Frage gestellt, ob es bei gegebener Wahl 
der pseudonormalen Richtung, wenn fiir t)., ... ;.p' n"''''VP nur (193) gilt, 
stets moglich ist, ein a zu finden, so daB fiir at)., .. .!.v' a-In"''''vp auch 

.1- " 
(220) gilt. Als Faktoren von atA, ... ).p und a-Inv,,,,vp wahlen wir ap ti. 

1 

und a p nV. Aus der Bedingungsgleichung: 

(222) 
folgt: 

(223) 

" 

17,;. log a + B~ 1: (17" 7J ~A = 0 . 
" S c h 0 ute n, Ricci·Kelklil. 11 
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Dazu ist aber notwendig und hinreichend, daB: 

(224) 

oder: 
(225) 

Infolge 

(226) 

oder: 

(227) 

{'" '~r/ (. U) A_ B,,,." .::... Y [fl V "l tl. n - 0, 
U U 

I'" .•. )' ~u i. p" :-,('. U)' 7 i. 
B",,, R li ,,;. ) t"n + 2B[Wlll2 r "tl. r fin = 0 . -u' 'u ' u u 

(211) laBt sich diese Gleichung aber schreiben: 

( tia ... i. , ... i. pa(j,~( U)I' J' 
Bo"" R{iCd - R "',,,i. - 2B[w,lfll''::'" fl C( ttl, I fi~ 

{ B lilY. A: ':-'(17 U) r" )' l + 2 [w,"l )' ~ I C( tb . {I ~ = 0, 

r B!.;,~ Rlj~j.A - R',:,!:/" = - 2 B[t,,~l ~ (V IX ~J) (r p ~)') ~t)' ~J 
) fla ,_uv vu 

l =+2B[w!tl'::"'V" vII. 
, uv 

Da aber der nach Bd~~l stehende Ausdruck in IX und fJ symmetrisch ist, 
lautet die Integrabilitatsbedingung: 

(228) B lla R" .i. R'" .i. 0 
W,lf ;1:'%:). - (I),It). == , 

und darilus folgt der Satz: 
1st die Ubertragung der An inhaltstreu, so ist die In

haltstreue der bei einer bestimmten Wahl der pseudo
normalen p- Richtung in der Xm ind uzierten Ubertragung 
die notwendige und hinreichende BedinE, ung dafiir, daB 
bei dieser Wahl die Normierung von tA, ... J.p und nY"""" so 
gewahlt werden kann, daB (193) und (220) beide gelten. 

Infolge dieses Satzes ist die in der Xm induzierte affine Uber
tragung stets inhaltstreu, wenn die Ubertragung der An inhaltstreu ist 
unddie Normierung von tA, ... l.p und nV''''Vp so gewahlt ist, daB (193) und 
(220) beide gelten. Fur m = n - 1 wurde fUr diese Eigenschaft auf 
S. 143 noch ein anderer Beweis gegeben. Auch dieser andere Beweis 
lieBe sich unmittelbar veralIgemeinern. 

§ 18. F estlegung des Pseudonormal- p -Vektors. 

Nun solI untersucht werden, inwiefern es bei einer bestimmten Nor
mierung von tA, ... l.p verschiedene Werte von nV''''Vp geben kann, so 
daB (193) und (220) beide gelten. Nehmen wir an, es seien bei einer be
stimmten N ormierung von tA, ... i,p zwei verschiedene p-Vektoren nV'''' Vp 

u 
und NV''''Yp moglich. Die p (n -1)-Richtungen der t;. seien in jedem 
Punkte fest angenommen. Die Richtungen von nY und NV bestimmen 

. U U 

wir in jedem Punkte als Schnitt von. nV"'Vp bzw. NV''''Yp mit der 
U 

(n-p+1)-Richtung, die den p-1-Faktoren von ti., ... i. p auBer t) 



§ 18. Festlegung des Pseudonormal-p-Vektors. 163 
U 

gemeinschaftlich sind. In P sei die Normierung der einzelnen Faktoren tA 
fest gewahlt, und die Langen von n Y und NV dazu so bestimmt wie 

u u 
(204), d. h. so, daB: 

u {1 fUr u = v , b) fU" N'\ __ {1 fUr u = v } u, v = (229) a) f;, nl, = , ' 
v 0" u Of v ; 'v 0" u t v 1, 2, ... , p . 

In jedem benachbarten Punkte wahlen wir die Langen der p -1 ersten 
Vektoren nY + CJnv und NV + (5N" so, daB sie, im Sinne der zugrunde 

u U U U 

gelegten Ubertragung nach P verschoben, gerade zwischen die beiden 
U 

En - 1 von fi, passen. Das heiBt analytisch: 

(2'W) ( 
. U 

B~ V <X ~A) fl, = 0 ; 
u 

B~ (VIX~l) ti, = 0; u=1, ... ,p-1 

Infolge (221 b) ist dann auch: 

(231 ) ( 
• U 

:X 7 L 
BII f/ <X N ) ti, = 0 ; 

, u 
u=1, ... ,p 

u 
Die Normierung der einzelnen Faktoren von tA in der Umgebung von P 
wahlen wir einmal so, daB in jedem Punkte nY zwischen die beiden En - 1 

U U 

von tA paBt, so daB also (229a) gilt, ein anderes Mal so, daB (229b) 
gilt. In der Umgebung von P bestehen also zwei Systeme von Feldern, 

U u 
die wir zur Unterscheidung f), und T;, nennen, und die zu nV und NY 

.' u u gehoren. 1st: 

(232) 
U u 

T}, = IX t;" 
u 

so ist IX = 1 in P. In der Umgebung von P ist also: 
u 

u=1, ... ,p 

(233 ) 
U .l {1 fUr tt = V , 
t;. n = -L-

v O"u,v; 
IX t; N}, = u {1 fUr u = v 
u'v O"u+v 

und aus (231) und (233) folgt: 

(234) 
, U) B~ (V IX fA n)' = 0 ; ( u) . IX 7 A ?, -1 _ 

BII r ex tl, N - r Ii IX - 0 . 
, U ' U u 

Fur die Felder sY = nY - NY gilt nun infolge (229) und (234): 
U u u 

(235) t· S)"=O 
A, ".}'p u ' 

u 
(236) h,,;.Si·=-V;,IX- 1 . 

'u ' It 

(235) bringt zum Ausdruck, daB die Vektoren s' in der X,;, liegen. 
U 

Gibt es also einen Pseudonormal- p -V ektor n"I''''P, der den Glei-
U 

chungen (193) und (220) genugt, und haben die Tensoren hit}, alle den 
Rang m, so laSt sich mit Hilfe jedes beliebigen Systems von p Gradient
vektoren der Xm eine andere Lasung bilden. Man kannte durch Ein
fUhrung einer weiteren Bedingung eine einzige Lasung auszeichnen. Es 

11* 
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u u 
werde z. B. verlangt, daB die beiden Systeme von Feldern tl. und T i. 

sich decken, daB also IX = 1, u = 1, ... , p. (236) geht dann iiber in: 
u . 

u 
(237) hul.SI• = o. 

. u 
u 

Sind nun die (n -1) -Richtungen der Faktoren tl. so gewahlt, daB alle 
u 

Tensoren hilI. den Rang m haben, so folgt aus (237), daB die Vektoren s'· 
. u 

verschwinden. Besser ist aber folgende Methode, die ausgehend von einer 
bestimmten Wahl der (n-1)-Richtungen und der Normierungen 

u 
der tl. in allen Punkten der Xm> in eindeutiger Weise zu einem zu 
dieser Wahl gehi:irigen System von Pseudonormalvektoren n' fiihrt. Es 
sol1en die n' den p (p + 1)- Gleichungen: U 

(238) U • B.~ (V IX ~J nl. = 0, 
U 

(239) 
v 1 {O fiir u of v 
tl.n' = 

U 1" u=v 
genugen. Die erste Gleichung ist fUr n' gleichbedeutend mit der For-

U 

derung, daB n' in einer gemeinschaftlichen Richtung der m (n -1)-
U U 

Richtungen von m Differentialen 0 tx liegen solI, die zu m unabhangigen 
U 

Richtungen der Xm gehi:iren. 1st nun der Rang von h.HI, gleich m, so 
U 

sind die m Differentiale Ofl. linear unabhangig und die erste Gleichung 
bestimmt also eine Ep ' die n' enthalten solI. Die p -1 folgenden Glei-

U 

chungen fUr n' bestimmen eine E n - p +1 und es gibt also sicher wenigstens 
u 

eine Richtung, die den p ersten Gleichungen fUr n'" geniigt. Diese 
U U 

Richtung kann nicht in der (n -1)-Richtung von tl. liegen, da sie dann 
U 

in der Xm liegen ""iirde und hal. infolgedessen nicht den Rang m hatte. 
Die (p + 1 )-te Gleichung fUr n v ' kann also immer durch geeignete Wahl 

u 
der Lange von nV erfiillt werden. Gabe es nun eine zweite Li:isung 

U 

NY, so wiirde SV = nY - N" infolge der p Gleichungen (239) in der Xm 
u u u u u 

liegen, der Rang von hlil. ware dann aber infolge (238) < m. Es gilt 
also der Satz: ' 

1st die Normierung von tl., ... I.p auf der Xm gegeben, so ist 
dadurch im allgemeinen der Pseudonormalvektor nY''''''P 
nicht eindeutig bestimmt. 1st aber auBerdem dieZerlegung 

1 p 
von tl., ... I.p in p Faktoren tl., ••• , tl, auf der Xm gegeben, und 

u 
ist der Rang der Tensoren hid gleich m, so existiert ein 
und nur ein System von Pseudonormalvektoren nY, n" 1 P , 

so daB die Gleichungen (238) und (239) beide gelten. 
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Diese Methode ist nicht die einzige. Werden scharfere Bedingungen 
gestellt, so braucht man weniger festzulegen. Bei einer Kurve der E3 

1 
geniigt es z. B., t}.,)., und die 2-Richtung von fA langs der Kurve fest-
zulegen. Durch die Gleichungen: 

(240) t).n).= , 
v 0" u'!-v, 

u . {1 fUr u,=v ) 

u, v = 1,2 

(241 ) B~ (V" ~J ~A = 0 

ist dann n"l]" eindeutig bestimmt. Man sieht dies sofort ein, wenn man 
sich die geometrische Bedeutung der Bedingungen vergegenwartigt. 

Aufgaben. 
1. In einer Xn ist, auBer den xv, ein System von Hilfsvariablen 

xi, j = 1, ... , n angenommen. Die Transformationsformeln von VV und 
. WI. zu schreiben mit Hilfe des Einheitsaffinors. 

2. In einer Xm in An sind die Hilfsvariablen xu, u = 1, ... , m an
genommen. P ist ein Punkt der X m, VV ein in der Xm liegender kontra
varianter Vektor in P und Wi. ein kovarianter Vektor der An in P. 
Man bestimme: 

a) Die ~, ~ und X-Bestimmungszahlen des Einheitsaffinors der X m• 

b) Die u-Bestimmungszahlen des Schnittgebildes von Wi. mit X m. 

c) Die u-Bestimmungszahlen von VV. 

d) Das System der MaBvektoren der An und der X m. 
3. In einer X n - 1 in einer An mit inhaltstreuer Ubertragung sind 

die Hilfsvariablen ~, u = 1, ... , n - 1 angenommen. ~I. sei ein die 
Xn -I tangierender kovarianter Vektor, so daB 

1 n 
E)."";,,, = e[A" ,' e; .• ] 

ein auf Xn -1 konstanter n-Vektor ist. Man zeige, daB fUr den in be
zug auf EA, .. i.. normierten Tangentialvektor ti. die Formeln gelten: 

wo 

n 
tl. = oe}., 

o-n-1 =_h[AI[y~ __ h~n_lL"n_ ,] _ h[U1 lv1 ____.· h~"-='l!n .. ,] 
1 1 n 1 n-l 1 1 n-·l n-l 

ep .. e[,.,'" e;.n_d e"n_,] e[u, elv, ... eUn _,] eVn _,] 

= {(n -1)l}2hb[1" .h~-l]n-11' 

h I Bexfl ~~ n 
'I' I. = ,,, I. ex eli, 

und spezialisiere diese Formel fUr n = 3. 
4. Ist die An aus Aufg. 3 eine En' und bilden die x" -em karte-

sisches Koordinatensystem, so daB EA1 ... ).n = ~[)., ... ~~nl so istzu zeigen, 
daB fUr die u v-Bestimmungszahlen von h~I' aus Aufg. 3 die Formel gilt: 

('2 x[Ul (" XUn -1 C X Un] , 

n l -- ... ----- --=-h . c Xl ( xn - 1 C XU (j XV U v . 
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5. 1st XV ein Punkt einer X n -- 1 in En' wo hlli• den Rang It - 1 hat o . 
und XV ein beliebiger Punkt der En' so heiBt 

p = (XV - f) ty -

die Affinentfernung von XV und XV in bezug auf die gegebene X n - 1 • 
o 

Sind xu, u = 1, ... , n - 1 Hilfsvariablen wie in Aufg. 3, und a der in 
Aufg. 3 berechnete Koeffizient, so ist zu beweisen, daB 

Wie ist XV zu wahlen, damit die Affinentfernung 1, 0 oder 00 wird? 
Wie ist xy zu wahlen, damit die Affinentfernung einen extremen Wert 
hat, wenn XV auf X n - 1 verandert wird bei festgehaltenem XVI). 

o 
6. Eine X n- 1 liegt in einer En. Aus dieser X n- 1 wird durch eine 

Em eine X rn - l ausgeschnitten. Es sind die Beziehungen zwischen dem 
Tangentialvektor tl• der X n- 1 in En und dem Tangentialvektor t5. der 
X m- 1 in Em zu untersuchen. 

7. Man beweise die Erweiterung eines Satzes von Transon 2): 

Legt man durch eine En- 2 , die eine X n- 1 in En in P beriihrt und 
nicht in einer Null- (n - 2) - Richtung von g!.1' liegt, alle mcglichen 
En -- l , so bilden die Pseudonormalen, die die Schnitt-Xn_2' eine jede 
in ihrer eigenen En- l besitzen, eine E2 , die die zur En- 2 in bezug auf 
gl.y konjugierte Richtung enthalt. 

8. Man beweise die Erweiterung eines Satzes von Berwald 3) : 
Legt man durch die zu einem Punkte P einer X n - 1 in En gehorigc 

pseudonormale Richtung eine E 2 , so filit die pseudonormale Richtung 
der Schnittkurve in P in bezug auf die E2 dann und nur dann mit der 
pseudonormalen Richtung der Xn - 1 zusammen, wenn die E2 eine Null
richtung des Tensors T!.,,,y enthalt, die nicht auch Nullrichtung von 
g!.,1t ist. 

9. Wird eine affine Obertragung mit der KriimmungsgroBe R,~~l V 

bahntreu transformiert mit Hilfe der Vektoren P!., 2P!. und 3 PA und 
1 2 3 

entstehen dabei die KriimmungsgroBen R;,,~i.y, R,~,~i.v, R;"/:i. v, so ist: 
123 

R · "y - 3 R" ,v+ 3 R'''v - R'''V -- 0 4) WIU), w,u), wlnA (I),u), - • 

1) Vgl. Blaschke, 1923. 10. S. 110. 111. 173 fiir X 2 in E 3 • 

2) 1841. 1 fiir X 2 in E 3 . 3) 1920, 2. S.68. 4) Vgl. eine ahnliche Auf-
gabe von Berm Berwald fiir koniorrne Transforrnationen einer V2 in Arch. der 
Mathern. und Phys. Bd.27. S.81. 1918. Losung in ]ahresber. d. D. M. V. 
Bd. 22, S. 48. 1923. 



Fiinfter Abschnitt. 

Die Riemannsche Ubertragung. 
Obersicht der wichtigsten Formeln der Riemannschen 

Obertragung. 

Kovariante Differen tia tion: 

(jp=dp; 

<5 v" = d v" + {J./, l vi. d x,I( ; 

f' = ap ,uP ..7l H' 
UX' 

{ ' 1 {(g, cg ('g,} 
;.,,;u J == l g'l,X J Ai; + -;: l'Aa - ---:::- I~I • 

ex' ex ex 

V["W,lJ = 1, (OW). ,_ 01fj,,,). 
, 2 0 xit a;/ 

V[w Vlt ] P = o. 
Ten S 0 r gJ.,,: 

V,l< g).Y = V,I( g;", = 0 . 

Geodatische Linie: 

jd 2 X1' , dxl'dx/t 

d~ + {A;/t} a:;-ds' = o. 

i,a VI' i" = 0 . 

Krumm ungsgroJ3e: 
217 V l' K"'v I. 

[w ,ttl v = - Wltl. V • 

2V[w 17f t] w). = + Kc:"t:i." WI" 

K' , .,' = _.0_ {). w} _ ,rJ { ). ft} _ {" w} {,\ It} + {" It} {;' W } 
(I) ,ll). ~ Il Y '" uJ V Y X V x' 

ex ex 
K K "'1' 

,n;' = v It!. . 

K(:U;t)'/ = o. 
K[;";.i/ = O. 

KW,U(Av) = 0, 

Kw,u;'y = K;'"w,tt. 

(II, D) 

(II,57a) 

(II,57b) 

(II, 29) 

(II, )0) 

(II, 86) 

(II, 87) 

(II, 116) 

(II, 116) 

(II, 120) 

(II, 124) 

(II, 134) 

(II, 139) 
(II, 147) 
(II, 148) 
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, l~ Kw,,);.J' = O. 

2 V[.11 K~]!. = V" K,;~i.". 
r.If GilA = 0; G/I}. = K./Ii. -!K g.,,; .. 

(II, 163 f) 

(II, 167) 

(II, 169) 

§ 1. Konforme Transformation der Ubertragung. 

Eine Riemannsche Ubertragung ist gegeben durch die Gleichungen 

(II, 57): 1'. cv1' {!.} a) J1 VV = ~ + ~ Vi. 
tt G x/t 1 

(1) . C Wi. {i.,,} 
b) ~IlVA=~- ~ W, .• 

, (; x/t 

Bei der konformen Transformation: 

2) 'gi.i l = 0-1 gi.,11 

geht { };;,,} ii ber in: 

(3) '{i .. Il}={i·!'}+~(AJ:s +AI' S -g""g s)1) }' v ... I. /f ,it). ).,If IX ) 

wo: 
(4) S,/1 = ViI loga . 

Demzufolge geht (1) ii ber in: 

(5 ) { 
) '[7 v_f' v 1 i. "'1'+1 v +1 "Al' 

a ,r I'V = /' V - '2' V g~,,, S'" ~ a '2 V: ft "2' SIX V ./1 

b) V"WA- ~,IlW).-W(ftSI.)+'2'S wag).,,,). 

A us (II, 120) und (3) folgt: 

(6) 
wo: 
(7) 
was sich auch durch Differentiation von (5 a) oder (5 b) ableiten HiBt. 
Aus (6) folgt durch Faltung nach w y: 
(8) 'K,,;. = K,ui. + t [(n - 2) S,lli. - s"fI g" Ii g,a!'] . 

Es drangt sich die Frage auf, ob eine konforme Transformation so 

1) Fubini, 1909, 2, S. 144; Schouten, 1918, 1, S.90; Weyl, 1918, 2. 
2) Schouten, 1921, 2, S. 78. 
3) Bei Struik, 1922, 5, S. 151 hat sich bei dem Ubergang von der direkten 

Formel (140). die identisch ist mit der Formel (130) aus 1921, 2, S.79, zur 
Kcordinatenformel (140a) ein Fehler eingeschlichen, so daB diese Gleichung 
aquivalent geworden ist mit 

'[(W,Il! .• = [(w.ai., - g[w[!. S!')V) , 

wo offen bar links ein Faktor 0- 1 fehlt. Dieser Fehler, den Finzi, 1923, 11 be, 
merkt hat, ist ubergegangen in den SchluB un serer Arbeit 1921, 7. Der 
SchluBsatz: Wenn zwei Vn mit G,Il!. = 0 sich konform aufeinander abbilden 
lassen. so sind die KrummungsgriiBen einander gleich, bleibt aber richtig, was 
Finzi nicht bemerkt hat. Denn als KrummungsgroJ3e darf man hier, wo der 

Funda mmtaltensor nicht festliegt, nur die gemischte GroBe [(;,;, i." verwenden 
und nicht die kovariante GroBe [(w,lli.,.. ' 
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beschaffen sein kann, daB sie gleichzeitig bahntreu ist. Nach (3) und 
(II, 70) miiBte dann gelten: 
( ) 1A" lA" 1." - A" A" 9 ! J.sp +"2 ,,5;. - '2,5 g;',l - ;,P,t + f'P;.· 

Diese Gleichung fiihrt aber zu einem Widerspruch. Denn einerseits lehrt 
Faltung nach v A: 
(10) lns,t=(n+1)PI" 
andererseits folgt bei Uberschiebung mit gJ. ," : 

(11) -{,(n-2)slt=2P,,, 
also wegen 51' '-f 0: 
(12) 2 n = (n + 1) (n - 2) , 
eine Gleichung, der keine ganzzahligen Werte von n genugen k6nnen. 
Es folgt also der Satz: 

Eine Riemannsche Ubertragung ist vollstandig bestimm t, 
wenn die Lage der geodatischen Linien und der Fundamen
taltensor bis auf einen skal aren Faktor gegeben sind 1). 

§ 2. Die Konformkriimmung. 
LaBt sich cine Riemannsche Ubertragung konform transformieren, 

so daB 'K(~;;," = 0, so heiBt sic konformeuklidisch. Die Vn wird in 
diesem Fane mit en bezeichnet. Die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafiir sind nach (6) erstens, daB ein Tensor Lf'). exi
stiert, so daB: 

4 
(13) Kwf';'" = n _ 2 g[w[l. Lf']v], 

und zweitens, daB ein Vektor 51. existiert, der mit LI'I. folgendermaBen 
verknupft ist: 
(14) n ~ 2 Lit;' = 2 r lt 51, - Sit 5;. +,~ SIX SIX gill.· 

Die erste Bedingung ist stets erfiillt fur n::::; 3. Die Integrabilitats-
bedingungen von (14) lauten: . 

4 
(15) K,;,;;," SV = n ~:2 V[w L,t]). + V[w s,u] s;. - i g).[f' 17 w] SIX SIX , 

eine Gleichung, die unter Berucksichtigung von (13) und (14) ubergeht in: 

(16) V[w Lf']). = 0 . 

Nun folgt aus der Bianchischen Identitat, angewandt auf (13): 

(17) 0 = g).[m r'$ L,d v - g).[,u V~ Lw]v - gv[w V~ Lit]). + gvLu V~ Lw]I., 

oder: 
(18) gA[W V; L,t]" - gv[w J7~ Lf'])' = o. 
Uberschiebung mit t w ergibt: 

(19) {n V[~ L,t]v + J7[lt L~]" + J7[p L;]" - J7~:wL~v + gv~ V[f'LwlJ.gJ.w 

+gv,IlJ7[roL~j).g -0. 

oder: 
(20) (n - 3) V[~ L ,tjv + V'" gl.w (L).[~ - g).[~ L) gf'l" = 0; 

1) Weyl, 1921, 3, S. 4. 
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Nun folgt aber aus (13) und (II, 169) bei Uberschiebung mit gW": 

J - L,u;' + Lg,tA = G,II.J. 
1 l- G,a). + n -=- 1- G gul = L,,)., 

(21) 

so daB (20) infolge (II, 169) gleichbedeutend ist mit: 

(22) (n - 3) 17(0) L,lll;' = o. 
Fur n '+- 3 sind also die Integrabilitatsbedingungen von (14) 
eine Folge von (13)1). 

(23) 

Die Gleichung (21) laBt sich auch in anderer Form schreiben: 

I L,t}. = - K,llJ. + 2 (~~_- 1) K gil;. 

1 Kit). = - Llli. - n--_-iLg,"i .. 

Fur n =\- 3 kann man also der Bedingung auch die Gestalt geben: 

(24) 

wo L,ll). jetzt eine GroBe darstellt, die durch (23) definiert ist. CWI• l " 

ist invariant bei konformen Transformationen der Ubertragung und 
heiBt die Konformkrumm ungsgroBe 2). Sie verschwindet identisch 
fUr n = 2 und n = 3. Zusammenfassend konnen wir also den Satz 
aussprechen 3) : 

Eine Riemannsche Ubertragung ist fur n:-; 2 stets kon
formeuklidisch, fUr n> 3 dann und n ur dann, wenn die 
KonformkrummungsgroBe verschwindet und furn = 3 dann 
und nur dann, wenn fur die durch (23) definierte GroBe 
L,d. die Gleichung (16) gilt. 

Aus (13) folgt, daB bei einer 'konformeuklidischen Riemannschen 
Ubertragung alle orthogonalen Bestimmungszahlen K ijk1 mit vier 
ungleichen Indizes bei jeder Wahl des zugrunde gelegten Orthogonal
netzes verschwinden 4). U mgekehrt kann man beweisen, daB dieses Ver
schwind en auch eine hinreichende Bedingung darstellt dafm, daB eine 
Riemannsche Ubertragung konformeuklidisch sei 5). Da im konform
euklidischen Falle Kwlt;.'V vollstandig gegeben werden kann durch den 

1) Schouten, 1921, 2, S.82. 2) Weyl, 1918, 2, S.404; 1921, 2, S.6. 
3) Cotton, 1899, 3, S.412 fiir n=3; Finzi, 1902, 7 fiir n~'3; Schouten, 1921, 

2, S. 83 fiir n =F 3; vg!. auch Cartan, 1922, 17 fiir n = 4; Lagrange. 1923. 12. S. 43 fiir 
n =P 3· DaD die KonformkriimmungsgroDe fiir n 4- 3 verschwindet bei konform
euklidischen 'Obertragungen, wurde schon 1918, 2, S. 404, von Weyl bewiesen. 
Finzi bewies 1921,3, daB die Bedingungen (13) und (16) zusammen ein hinreichen
des System bilden. er gelangte aber noch nicht zu dem Satze. daD fiir n =F 3 (16) 
eine Folge von (13) ist. Vgl. auch Fznzi, 1922, 16. 

4) Schouten und Struik, 1919. 1. S.462 eng!. 694. 
5) Schouten, 1921, 2, S.83. 
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Tensor LI').' hat Kwl').P in diesem FaIle nur in (n + 1) linear unab
h1i.ngige Bestimmungszahlen, was sich auch in direkter Weise verifi
zieren laBt 1). 

Ein besonderer Fall tritt ein, wenn Lit l. ein Skalar wird: 
1 

(25) L,.).=-Lgl'J.. n 

Die KrlimmungsgroBe bekommt dann die Form: 
2 

(26) Kw,.).v = -;;-(n-1) K g[w[). gl'lv] . 

Flir n = 2 hat Kwl').P selbstverstandlich immer diese Form. Flir n> 2 
lehrt Anwendung der Bianchischen IdentiHit auf (26), daB K in der Vn 
konstant ist 2). Eine V n, n > 2, fiir welche Gleichung (26) gilt, heiBt 
eine Mannigfaltigkeit konstanter Kriimmung und wird mit Sn 
bezeichnet. Aus (26) folgt, daB bei einer Riemannschen Dbertragung 
konstanter Kriimmung aIle orthogo nalen Bestimmungszahlen mit drei 
ungleichen Indizes bei jeder Wahl des zugrunde gelegten Orthogonal
netzes verschwinden. Umgekehrt kann man beweisen, daB dieses Ver
schwind en auch eine hinreichende Bedingung darstellt dafiir, daB eine 
Riemannsche Dbertragung konstante Kriimmung besitzt. Die Dber-

, tragung einer Sn ist konformeuklidisch und infolge IV, § 2 auch pro
jektiveuklidisch. Ausgehend von (IV, 19) und (IV,21) beweist man 
leicht, daB jede projektiveuklidische Riemannsche Dbertragung eine 
Ubertragung konstanter Kriimmung ist. 

Infolge (23) und (24) verschwindet die Faltung C;,:i". Eine Iden
tWit von der Form der Bianchischen besteht fiir die Konformkriim
mungsgroBe nicht. 

§ 3. Euklidischmetrische Ubertragungen. 
Eine Dbertragung heiBt euklidischmetrisch, wenn sie eine 

Riemannsche ist und KWI'A1> verschwindet. Die Integrabilitatsbedin
gungen der Differentialgleichungen: 

(27) Vl'vP = 0; VI' WJ. = 0 

sind dann erfiillt und es lassen sich also die MaBvektoren f und ~), 
so wahlen, daB VI' e). und VI' fund damit auch die r~" iiberall ver
schwinden 3). 

Versucht man, eine beliebige Riemannsche Dbertragung so konform 
zu transformieren, daB sich die KrlimmungsgroBe nicht andert, so er
gibt (6), daB dies nur dann moglich ist, wenn: 

(28) g[w [J. sl'l <xl = 0 . 

1) Schouten, 1921, 2. S.84. 2) Schut', 1886. 3. S. 563. 
3) Riemann, 1861. 1. S,402; Lipschitz, 1869. 1. S.94; 187'4. 1, S. 109; 

Ricci. 84. 1. S, 142. 
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Uberschiebung mit l'u lehrt: 

(29) - (n - 2) SOlV = S gw,' , 

wo 
(30) 

Aus (29) folgt durch Uberschiebung mit gWv: 

(31) -2(n-1)s=0. 

Erste Bedingung ist also, daD der Skalarteil von S,,}, verschwindet, d. h. 
es muD 
(32) 4Vl's,lI+(n-2) siXsiX=0 

sein. Fur n = 2 ist dies die einzige Bedingung. Fur n;- 2 folgt aus 
(29), daD nicht nur s, sondern auch SOJV verschwinden muD, d. h. es muB 

(33) 2 V" s}. - Su s}. + ! SiX SiX g,,;, = 0 

sein. Die Integrabilitatsbedingungen dieser Gleichung lauten: 

lK;.;,j.'· SV= V[wSI'] SA - !gA(,lI V o)] SiX SIX 

= Sfp. VOl] s}. - g}.Lu glXf! (VO)] sa) Sf! 

(34) = - t SIX SiX S[I' gwjJ. - ! g;.[1' Sw] SiX SiX 

+ t g}.(,lI giXfI gw]1X Sf! Sy sY 

= (- t + ! - i) SiX SiX Sr.u goo]}. = 0, 

und wir haben also den Satz erhalten: 

U nter den Riemannschen Ubertragungen lassen n ur die 
euklidischmetrischen zu jedem in irgendeinem Punkt vor
gegebenen Wert von S}. eine konforme Transformation zu, 
die die KrummungsgroJ3e nicht andert. 

In einer Rn , n> 2, muD (33) gelten und das Feld S;. ist also durch 
o 

Angabe des Wertes SA in irgtndeinem nicht singularen Punkt XV voll-
standig bestimmt. Uberschiebung mit SI' Iehrt: 0 

(35) 

Aus dieser Gleichung folgt erstens, daB die Kongruenz SV aus Geraden 
besteht, zweitens, daB der Betrag S des Vektors SV lan;s einer Geraden 
dieser Kongruenz der Gleichung: 

(36) ds _ 1 2 
dT- JS 

genugt, wenn die Entfernung l in dem durch S· bestimmten Sinne positiv 
gerechnet wird. Integration dieser Gleichung ergibt: 

(37) 
1 1 ( 0) 1 
-=-- l-l +-. 
s 4 ~ 

Es ist also entweder S uberall Null oder es existiert ein allen Geraden 

der Kongruenz SV gemeinschaftlicher Punkt, wo ~ Kull wird. 1m ersten 
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Falle ist die Transformation eine Ahnlichkeitstransformation oder eine 
Verschiebung. 1m zweiten Falle lege man den Ursprung in den aus
gezeichneten Punkt. 1st clann rV der Racliusvektor, und r sein Betrag, 
so wird: 

(38) 
J S = ~~ , 

l s" = ~4~1(logr= ~4r-2rll 
a =r- 4 +C. 

Die Transformation stellt alw eme Inversion dar. Daraus folgt der 
erweiterte Satz von Liouville: 

Die einzigen konformen Transformationen, die eine 
RII in eine Rn uberfiihren, sind die Ahnlichkeitstrans
formationen und die Inversionen, sowie die Transforma
tionen, die sich aus diesen zusammensetzen lassen I ). 

Sieht man von cern FaIle S = 0 ab, so gehen die Endhyperehencn 
aUer Vektoren des Feldes ,~ S). durch einen Punkt, eben den ausgezeich
neten Punkt, der bei der Inversion in den neuen unendlich fernen Punkt 
(der konformen Geometrie) iibergeht: 

\Vird in einer Rn durch eine konforme Transformation 
eine neue euklidischmetrische Ubertragung eingefiihrt, 
und ist diese Ubertragung charakterisiert d urch das der 
Gleichung (33) genugende Feld SA'S =f. 0, so entsteht der neue 
unendlich ferne Punkt aus dem allen Endhyperebenen der 
Feldwerte ~1 S). gemeinsamen Punkte. 

§ 4. Die GroBen einer Vn-I in Vn . 

1st eine X II - I in eine V n eingebettet, so ist durch die MaBbestim
mung der Vn auch in der X n- 1 eine quadratische MaBbestimmung fest
gelegt. Die XII - 1 ist also eine Vn-I' Auch ist in jedem Punkte der 
Vn - 1 eine (n ~ 1) -Richtung ausgezeichLet, die tangierende (n ~ 1)
Richtung, sowie eine Richtung, die zur Vn - 1 normale Richtung. 1st 
i" der Normalvektor, d. i. der Einheitsvcktor in der Richtung der 
n 

Normalen, so ist i;. = g;.,. iv der tangierende kovariante Vektor. [Es tritt 
n 11 

iVan die Stelle von nV des vierten Abschnittes (S. 136) und i;. an die 
n 11 

Stelle von td Wie im § 19 des zweiten Abschnittes erkHirt wurde, 
fassen wir. i v und i;. als kontra- bzw. kovariante Bestimmungszahlen 

11 n 

einer einzigen GroBe auf, die sich geometrisch auf zwei verschiedene 
Wei sen darstellen HiBt. Die kontravariante Darstellung wird meist 

1) Die Erweiterung fur n> 3 findet sich bei Lie. 1871, 1 und bei Beez, 
1875, 1; vgl. z. B. auch Ki1hne, 1892, 2. 
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bevorzugt und i V bzw. i). werden dabei also als Bestimmungszahlen ver-
n n 

schiedener Art des Normalvektors aufgefaBt. 
Da ein Fundamental tensor eingeflihrt ist, ist der U nterschied zwischen 

kovarianten, kontravarianten und gemischten GraBen verschwunden, 
es existieren nut kovariante, kontravariante und gemischte Bestim
mungszahlen und daneben, sob aId ein Orthogonalnetz festgelegt ist, 
auch orthogonale Bestimmungszahlen. Dementsprechend besteht zwi
schen den GraBen der Vn- 1 und der Vn kein prinzipieller Unterschied. 
Wird in der Vn ein Orthogonalnetz iV, ... , iv so gelegt, daB die Kon-

I n 
gruenz iv senkrecht zur Vn - 1 ist, so unterscheiden sich die GraBen, die 

n 
ganz in der V n - 1 1iegen, dadurch, daB aIle orthogonalen Bestimmungs-
zahlen, die einen Index n haben, verschwinden. 

Die Fundamentaltensoren der Vn und der Vn- 1 sind in bezug auf 
dieses Orthogonalnetz gegeben durch die Gleichungen: 

(39) 

oder auch: 

(40) 

1, ... ,n 
g)'" = l: ~). ~,. ; 

i 1 J 

{ 1fliri=j 
gii = 0 flir i =f j; 

1, .... n-I 
g' ).,. = l: iJ. i" , 

a a a 

I {1flira=b 
gab = 0 flir a t b' 

Die Indizes i, j, k, l sollen stets aIle Werte von 1 bis n durchlaufen, die 
Indizes a, b, C, d die Werte von 1 bis n - 1. Die Einheitsaffinoren A~ 
und B~ entstehen aus lv und g')." durch Herunterziehen eines Index: 

(41 ) Bl1 10(1', 10(1' 

). = g).IXg = g).IXg .. 

Die Vn-1-Komponenten von GraBen der Vn werden erhalten durch 
Uberschiebung mit so vielen Faktoren B~ als die Anzahl der Indizes 
betragt. 

§ S. Die in der Vn _\ induzierte Ubertragung. 
Durch: 

(42) 
und: 
(43) { ) v, v B IX V V fJ a (,v = .HfJ IX'/; , 

b) V;,w).=B~ZVIXwp, 
Gleichungen, die flir die ganz in der Vn - 1 liegenden Felder VV und w). 
gelten, ist in der V n -1 eine Ubertragung festgelegt. DaB die Uber
tragung affin ist, folgt (wie auf S. 137) daraus, daB V~, B~ sowie Vew V;,] p 
flir jedes Feld p verschwindet. Da aber: 

VI' BlXflyV I BIXIiYI7" 
It g). v = I').y ex gfly = - It).v ~ IX 1p 1y = 0, , Inn 

(44) 

so ist die Ubertragung eine Riemannsche mit g~!1 als Fundamentaltensor: 
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1st eine Xn - 1 in eine Vn eingebettet, so wird in der X n- 1 

eine Riemannsche Dbertragung ind uziert, die dad urch charak
terisiert ist, daB der Differentialquotient die X n - 1- Kompo
nente des Differentialquotienten in der Vn ist. Der Funda
mentaltensor der induzierten Dbertragung ist die Xn - j -

Komponente des Fundamentaltensors der Vn • 

§ 6. Der zweite Fundamentaltensor einer Vn -1 in V,;. 
Da i" ein Einheitsvektor ist, so folgt: 

n 

(45) E" (P .) .i. " V,,~!. ~ = 0, , n n 

und: 

(46) h.({J.=B~F" ii., 
n 

ist also eine in der V n - 1 liegende GroBe und ein Tensor, da iv V n - I-
n 

normal ist (vgl. S.138). Die Gleichungen (IV, 74), die in einer An als 
besondere Bedingungen fUr den Pseudonormalvektor und den Tangen
tialvektor eingefUhrt werden muBten, sind demnach in einer Vn von 
selbst erfiillt, sofern als Normalvektor ein Einheitsvektor gewahlt wird. 
Da hier nV und t;. iibergehen in iv und i!., die als Bestimmungszahlen einer 

n n 
einzigen GroBe aufzufassen sind, fallen (IV, 74a) und (IV, 74b) in (45) 
zusammen. Aus demselben Grunde wird l;, v = h;, v und es existiert also 
hier keine zweite GroBe, sondern nur der Tensor' h,d, der hier zwei te r 
FundamentaItensor der Vn - 1 heiBt. g;d heiJ3t dann der erste 
Fundamen tal tensor. 

Die Theorie der Vn- 1 in Vn baut sich in ganz anderer Weise auf als 
die im vorigen Abschnitt erorterte Theorie der X n- 1 in An. Wo dort 
h"A als Fundamentaltensor eingefiihrt wurde und die beiden GraBen 
hilA und l;," zugrunde gelegt wurden, ist hier von vornherein ein Funda
mentaltensor gi." vorhanden und es sind hier die beiden Tensoren 
g~" und h!.p, di~ den Ausgangspunkt bilden. 

Urn eine einfache Beziehung zwischen g~1' und hi.,il abzuleiten, wah
len wir die Urvariablen einmal voriibergehend so, daB xan auf der 
Vn - 1 konstant ist, die Parameterlinien von xan geodatische Linien senk
recht zur V n -1 sind, und xan die von der V n -1 aus langs dieser Linien 
gemessene Entfernung s darstellt. Wir betrachten die 001 V n -1' die 
aquiskalare H yperflachen von xan sind. Fiir den kovarianten MaBvektor 
gilt dann die Gleichung: 

an _ rl . an _ d Xan. _. 
e"-v,,.:\; --d~~I'-~P' 
,r 5 n n 

(47) 
an 

Da e,u also ein Einheitsvektor ist, gilt das gleiche fiir den kontravarianten 
MaBvektor eV : 

(48) 
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Bei dieser Wahl der Urvariablen ist also: 

(49) 

es werden 
Beziehung 

aIle Bestimmungszahlen g).an' l ! an gleich Null und die 
zwischen g;,,, und gAil wird gegeben durch die Gleichungen: 

(50) 
g~il = g).,,, I 
~1 an =- g). an = 0 }" ,U = a1 • •.• , an - 1 . 

ganan - 0 

Nun gilt fUr den zweiten Fundamentaltensor der V" 1 senkrecht zu i": 
n 

"V' IX I" n IX Ii. IX} n h,,;. = Ell IX t), = Ell r IX ei. = .- Ell ,. e" , , n I , 

(51 ) 
__ ~ EIX )'p (i gij! i gap _ e' g)-2) ~ 
- 2 il g - IX + ..;. "Ii " (.x ex vX 

=_~E~(i~i,an + iglX~n_ og)lX) =~ iJgh, 
2 ' e XIX iJ Xl. a x an / 2 iJ x an 

ex, fJ = 

In derselben Weise beweist man: 

(52) hll). = 

§ 7. Kanonische Kongruenzen und Hauptkriimmungslinien 2). 

Der zweite Fundamentaltensor einer Vn - 1 ist ein Spezialfall einer 
allgemeineren bei jeder Kongruenz auftretenden GroBe. 1st eine Kon
gruenz gegeben durch das Einheitsvektorfeld iV, so ist: 

n 

(VlI ~,) ~v = ! r',11 (~V ~v) = o. (53) 
Ferner ist: 
(54) U V = ill V" i" 

ein Vektor, der senkrecht zur Kongruenz in der infinitesimalen oskulie
renden R 2 liegt, und dessen Betrag u die geodatische Richtungsanderung 
der Tangente pro Langeneinheit langs einer Kurve der Kongruenz 
angibt. ttV heiBt der Kriimmungsvektor 3) der Kongruenz, u die 
erste Kriimmung und u· 1 der Radi us der ersten Kriimmung, 
i V und U V bestimmen zusammen die oskulierende R2 der Kurven. In
folge von (53) und (54) laBt sich nun Vll i V zerlegen in einen Teil HI; )', der 

, 1'1 ' 

in der zu i" senkrechten infinitesimalen Rn -1 liegt und einen ill als Faktor 
n n 

enthaltenden Teil: 
(55 a) VII i V = HI;v + ill u'· 

, n ' n 

oder, kovarian t geschrieben: 
(55 b) Vll i). = HllA + in U;.. 

, n ' n' 

1) Die Gleichung (51) findet sich z. B. bei Bianchi, 1899, 4, S. 601. hl')' 
korrespondiert mit - QI'). bei Bianchi. Vgl. IV, Aufg. 4. 

2) Ricci, 1895, 1; Schouten-Struik, 1919, 1-
3) "Curvatura geodetica" bei Ricci, 1895, 1, S.298. 
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1m allgemeinen ist HIl ). die Summe einer symmetrischen GroBe hll ). und 
einer alternierenden GroBe kll ).: 

(56) 
so daB: 
(57) 

H Il ). = ha). + kl,l" 

v u i;. = hilA + k" I. + ia U;. • , n r n' 

Der alternierende Teil verschwindet nach (III, 114) dann und nur dann, 
wenn i V Vn _ 1-normal ist, und hfJ.A wird dann der zweite Fundamental

n 
tensor der zu i v normalen V n -1 • 

n 
Die Gleichungen: 

(58) 

liefern die Hauptrichtungen des Tensors h,.;.;. Wie in I, § 14 erortert 
wurde, gehOrt zu jeder m-fachen Wurzel 4. ein Hauptgebiet und inner
halb dieses Gebietes lassen sich m beliebige gegenseitig senkrechte Rich
tungen als Hauptrichtungen wahlen. Die n - 1 Kongruenzen in diesen 
Hauptrichtungen, die wir mit iv, a = 1, ... , n - 1 bezeichnen, heiBen 

a 

nach Ricci l ) die zu iv gehorigen orthogonalen kanonischen Kon-
gruenzen. Wir wollen kurz von kanonischen Kongruenzen 
sprechen. Sie sind nur dann eindeutig bestimmt, wenn hll ). n - 1 ein
deutig bestimmte Hauptrichtungen hat. Infolge (57) und (58) ist die 
Gleichung: 
(59) 

fUr die kanonischen Kongruenzen charakteristisch. 
Fur die kanonischen Kongruenzen gilt der Satz: 
Jede Vn_cnormale kanonische Kongruenz ist zusam

men mit i v V2-bildend. 
n 

In der Tat, ist iVeine Vn_1-normale kanonische Kongruenz, so ist: 
a 

n a ann a aan a n 

(60) = - 2 ill V {tJ. i l.) + i). U
" 

ii' = - 2 ill ha). + i). Ull ill I
~~~-~~~=~~~+~~~-~~~ 

a n aa n a' a an 

= (- 2haa + U" i") i). 
a n a 

wo U V den Krummungsvektor der Kongruenz iv darstellt, und die Kon-
a a 

gruenzen i v und i v sind also V2 - bildend (vgl. III, § 3). Anders ge-
n a 

sagt, die Gleichungen: 

( 61 ) ii' V Il S = 0 , ii' V Il S = 0 
n a 

bilden ein vollstandiges System und besitzen somit gerade n - 2 un
abhangige Losungen (III, § 3). 

1) 1895, 1. 

S c h 0 ute n. Ricci-Kalkiil. 12 
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(59) HiBt sich in einfacher Weise geometrisch deuten. Bei einer 
Verruckung il-' d t erfahrt iv eine Drehung in bezug auf ein geodatisch 

b n b 

mitbewegtes Bezugssystem. 1st h,it d t der Bivektor dieser Drehung 
(vgl. II, § 16), so ist: 

b b 

(62) 
und es ist also: 
(63) 

i,it r u il. d t = til-' iu d t = /An d t . 
b 'n ~ 

b 

il·il-' Vu il. = tan. 
a b 'n 

(59) bringt daher zum Ausdruck, daB die an-Komponente des Bivektors 
b a 

tl.,,, der nb-Komponente des Bivektors hI-' gleich ist 1). 
1m speziellen FaIle, daB !v Vn _ 1-normal ist, verschwindet ~u). und 

(59) geht uber in: 
(64) ii. i,u VI-' il. = il-' i!. Vu ii, = 0, a of b. 

ab n ab 'n 

Geometrisch bedeutet dies, daB die geodatische Drehung des Vektors 
iV bei einer Verruckung in der Hauptrichtung iv in der na-Ebene statt-
n a 
findet. Fur eine Vn - 1 in Sn besagt dies, daB die Normalen langs einer 
kanonischen Kongruenz eine abwickelbare V2 bilden 2). Die kanonischen 
Kongruenzen gehen dabei uber in die Ha uptkrumm ungslinien 
der Vn - 1 , die sich gerade durch diese geometrische Eigenschaft 
charakterisieren lassen. 

§ 8. Kriimmungseigenschaften einer Vn - 1 in Vn • 

1st iV eine Kurve der V n -1' so ist: 

(65) 

oder: 
(66a) 

il-' V,u iv = B: i,u V" i" + iv i" il-' V u i" 
C' n n ' 

= il-' V~ iv - iv i" i.u V i" 
n I-' n 

= il-' V;, iY - iaifi h"fiiY, 
n 

UV = u'V - i" ifi h"fi i v , 
n 

wo u'V den Krummungsvektor der Kurve i V in der Vn - 1 darstellt. Man 
nennt U V den absoluten Kriimmungsvektor. ~t'V den relativen 
Krummungsvektor in bezug auf Vn - 1 und: 

(66b) u" V = - i" ilf h"fi iv 
n 

1) Ricci, 1895, 1, S,303, gibt eine andere geometrische Deutung, die den 
Begriff der geodatischen Bewegung nicht verwendet. Es ist dann natig, die V" 

in eine R"+k einzubetten. Ricn' nennt die tn2 (n - 1) ZU dem Orthogonalnetz iV, 
j 

j = 1, ... , n geharigen GraBen l'il-'V/.i!o die Rotationskoeffizienten des 
j k l 

Netzes und schreibt fUr diese GraBen Yljk' Sie spielen in vielen seiner Unter
suchungen eine groBe Rolle. 

2) Vgl. Schouten-Struik, 1921, 9 und 10; Struik, 1922, 5· 
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den Vektor der erzwungenen Krummung (vgl. S.182) von i" in 
bezugaufVn_1o Die Lange von u", u=y(urxuPgrxp) heiBt die absolute 
erste Krummung. Es gilt also der Satz: 

Der absolute Krummungsvektor ist die Summe des rela
tiven Krumm ungsvektors in der Vn - 1 und des Vektors der 
erzwungenen Krummung senkrecht zur Vn_1o 

Aus (66a) folgen die Satze: 

Der absolute Krummungsvektor einer Kurve ist dann 
und nur dann senkrecht zur Vn - 1 , wenn die Kurve in der 
Vn - 1 geoda tisch ist. 

Der absolute Krummungsvektor einerKurve liegt dann 
und nur dann in der Vn-l' wenn die Kurve uberall in einer 
N ullrichtung von hAft liegt. 

Eine Nullrichtung von hAf' heiBt Haupttangentenrichtung 
(erster Ordn ung), eine Kurve, die uberall in einer solchen Nullrich
tung liegt, eine Haupttangentenkurve (erster Ordnung)l). 

Wahlt man die Kongruenzen i" in Hauptkriimmungsrichtungen, 
so ist infolge von (64): a 

1, ... ,n 
(67) hAlt = ~ hi;!A (u , 

j 1 1 

und ffir eine solche Richtung ist nach (66 b): 

(68) 't(' = - iA if' hJ..,u = - hif . 
1 1 1 

Es gilt also der Satz: 
Die orthogonalen Bestimmungszahlen von hJ..f' in bezug 

auf ein nach den Hauptkriimmungsrichtungen orientiertes 
Orthogonalnetz sind den erzwungenen Kriimmungen der 
Ha uptkriimm ungslinien en tgegengesetzt gleich. 

Werden alle Hauptrichtungen von hJ..f' unbestimmt, d. h. ist 

(69) 

so heiBt der betreffende Punkt ein Umbilikalpunkt oder Nabel
punkt. Dafiir, daB es eine Vn - 1 gibt, deren samtliche Punkte Nabel
punkte sind, ist notwendig und hinreichend, daB es eine Kongruenz i" 
gibt, die der Gleichung n 

(70) Vu i;.. = _1 -1 h glf' + if' UJ.. 
'n n- nn 

auf einer zu i" normalen Vn - 1 geniigt. Wir vereinfachen diese Gleichung, 
n 

indem wir die Kongruenz geodatisch wahlen, zu: 

(71) Vf'iJ.. = -1-h(gJ..u - i;.. i,,). 
n n-1 ' n n 

1) Vgl. FuBnote 2) S. 182. 

12* 
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Die Integrabilitatsbedingungen dieser Gleichung lauten (vgl. III, § 6): 

1 BW''';'K' "v. _Bwrdf 2 V h 2h V .. 
(72) IXPr Wld!v - :pr ~ n. _ 1. gJ.[f' w] - n _ 2 [OJ !f'] !). 

- - - ZJ. Z[u V OJ] h}, 
n- 1 n n' 

oder, in orthogonalen Bestimmungszahlen: 

(73) K abcn = O. 

Soll es also in der Vn nicht nur eine Vn- 1 mit lauter Nabelpunkten 
geben, sondern Vn - 1 dieser Art durch jeden Punkt in jeder (n -1)
Richtung, so ist notwendig und hinreichend, daB die orthogonalen Be
stimmungszahlen mit mehr als drei ungleichen Indizes in bezug auf 
jedes Orthogonalnetz verschwinden. Es ergibt sich also der Satz (vgl. 
S. 170): 

In einer V3 geht durch jeden Punkt in jeder beliebigen 
Lage eine V 2 mit lauter Nabelpunkten. In einer Vn , n>3, 
!aBt sich dann und nur dann durch jeden Punkt in jeder 
beliebigen Lage eine Vn - 1 mit lauter Nabelpunkten legen, 
wenn die Vn eine en ist 1). 

Wir betrachten jetzt den Fall, daB die Vn - 1 lauter Nabelpunkte 
besitzt und auBerdem h auf der Vn - 1 konstant ist. Aus (72) folgt bei 
Uberschiebung mit i W g!tA: 

(74) a Kan = O. 

Die Hauptrichtungen des TensorsK),f' nennt man Ha up trich tungen 
der Vn• (74) bringt also zum Ausdruck: 

Liegt in einer Vn eine Vn- 1 mit la uter N abelpunkten und 
konstantem h, so ist die Richtung senkrecht zur Vn - 1 eine 
Hauptrichtung der V n 2). 

Notwendig ist also, daB eine der Hauptrichtungen Vn_1-normal 
ist, diese Bedingung ist aber nicht hinreichend. Soll es in der Vn durch 
jeden Punkt in jeder beliebigen Lage Vn - 1 mit lauter Nabelpunkten 
und konstantem h geben, so muB jede Richtung Hauptrichtung sein. 
Der Tensor KJ.f' muB also ein Skalar sein. Da aber die Vn fUr n> 3 
dann, dem vorigen Satze entsprechend konformeuklidisch ist, Kwft).v 

also die Form _4- g [w[).L!,]v] hat, (vgl. S.170) muB nach (23) auch Lf'). 
n -2 

ein Skalar sein, d. h. es muB KWf'h fUr n > 3 die Form (26) haben. 
Fiihrt man umgekehrt diesen Wert in (72) ein, so folgt bei Uberschie
bung mit i lX gfJr die Konstanz von h. Es gilt also der Satz: 

a 

In einer Vn , n>3, liiBt sich dann und nur dann durch 
jeden Punkt in jeder beliebigen Lage eine Vn - 1 mit lauter 

1) Schouten, 1921, 2, S. 86. 
2) Ricci, 1903, 1, S. 415 fiir h = 0; Rimini, 1904, 3, S. 35 fiir h beliebig, 

n = 3; Struik, 1922, 5, S. 143 fur h und n beliebig. 
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Nabelpunkten und konstantem h legen, wenn die Vn eine 
Sn istl). 

Fur h = 0 verschwindet h;..u und damit der erzwungene Krum
mungsvektor aller Kurven der V n -1 . J ede geodatische Linie der V n-1 

ist dann auch geodatisch in der Vn und die Vn- 1 heiDt geodatisch. 
Umgekehrt folgt aus dem Verschwinden dieser Krummungsvektoren das 
Verschwinden von h;./<" h;.1-' = 0 charakterisiert also die geodatischen 
Vn - 1 • Nach den obigen Erorterungen sind geodatische Vn - 1 durch 
jeden Punkt in jeder beliebigen Lage nur in einer Sn moglich, wahrend 
eine einzelne geodatische Vn - 1 in jedem Punkte senkrecht ist zu einer 
Hauptrichtung der V n' 

§ 9. Der Kriimmungsaffinor einer Vm in Vn 2). 

Eine Xm sei in eine Vn eingebettet. In der Xm legen wir die zuein
ander senkrechten Kongruenzen iV, a = 1, ... , m, senkrecht zur X", 

a 

die ebenfalls gegenseitig senkrechten Kongruenzen iV, e = m + 1, ... , n. 
Der N ormal- p -Vektor, p = n - m, ist dann: e 

(75) i"j ... l'p = i[v, ... ivp] 
m+1 n 

und derselbe p-Vektor ist, kovariant gedeutet, der tangierende kovari
ante p-Vektor. (Es tritt also iV""vp an die Stelle von nV""J'p und i;" .. i.p 

an die Stelle von ti., ... ).p des vierten Abschnittes § 14.) 
Der Fundamentaltensor der X", ist: 

(76a) I "".. g;.u =..:;., 2). t" 
. a a a' 

und es gilt also: 
I _ {1 fUr a = b , I a, b = 1, ... , m, 

gab -
(76 b) 0 " arb, e = m + 1, ... , n, 

gj e = 0 . i = 1, ... , n. 
Ferner ist: 
(77) 

Die Xm-Komponenten von GroDen der Vn werden erhalten durch 
Uberschiebung mit so vielen Faktoren B';. wie die Anzahl der Indizes 
betragt. Die ganz in der Xm liegenden GroDen sind dadurch ausge
zeichnet, daD die orthogonalen Bestimmungszahlen verschwinden, sofern 
sie einen Index m + 1 , ' ... , n tragen. Die Beziehungen zwischen B;', 
iV und iV""'·p sind gegeben durch die Gleichungen (vgl. IV, 194.): 
e 

(78) A;: - B~ = Li;. i' = PP! i!. 1X2"' lXp iVIX2"'IXP. 
e e e 

1) Schouten, 1921, 2, S.87. 
2) Vgl. Schouten und Struik, 1921, 9 und 10; Struik, 1922, 5. 
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In der Xm wird durch die Gleichungen (42) und (43) eine Ober
tragung festgelegt. Wie auf S. 174 wird bewiesen, daB diese Obertra
gung eine Riemannsche mit g~" als Fundamentaltensor ist. Die Xm 
ist also eine V m mit g~'f als Fundamentaltensor. 

1st eine Xm in eine Vn eingebettet, so wird in der Xm 
eine Riemannsche Obertragung ind uziert, die dad urch cha
rakterisiert ist, daB der Differentialquotient die X m- Kom
ponente des Differentialquotienten in der Vn ist. Der Fun
damentaltensor der induzierten Obertragung ist die X m-

Komponente des Fundamentaltensors der Vn . 

Es sei jetzt i 1' eine Kurve der V m. Dann ist: 

{
Up = i'u VI' t = B~ i,H Jll , ilX + (A~ - B:) i,H V" ilX 

_ '," 17/ .1' _ ',Il ." 17 (A" _ B1') _ IV + '1' .A V B'.' 
-1 ',,1 11 .u" ex -U 11 ,u ),' 

(79) 

Schreiben wir also: 
(80) B lXfJ V BV B" v 

ItA IX fJ = ,Hi" 

so ist die Beziehung zwischen den Krummungsvektoren der Kurve i" 
gegeben durch die Gleichung: 

(81) v IV+ '," ,AR"v 
U = U 1 1 I';" 

U V ist der absolute Krummungsvektor, u'" der rela tive Kru m m ungs
vektor in bezug auf Vml) und: 

(82) "V '11 ,J. B" v 
1t = 1 1 ,UA 

der Vektor der erzwungenen Krummung in bezug auf Vm • 

Fur die V m in V n gilt also der Satz (vgl. S. 179): 

Der absolute Krumm ungsvektor ist die Summe des rela
tiven Krummungsvektors in der Vm und des Vektors der 
erzwungenen Krumm ung senkrecht zur V m' 

Aus (81) folgen die Satze (vgl. S. 179) : 

Der absolute Krummungsvektor einer Kurve ist dann 
und ntH dann senkrecht zur Vm, wenn die Kurve in der Vm 
geoda tisch ist. 

Der absolute Krummungsvektor einer Kurve liegt clann 
und n ur clann in der Vm , wenn iiI i A R,:~1' uberall verschwindet. 

Eine Richtung iV, fUr welche ii' ii. R;i. v verschwindet, heiBt Ha u pt
tangen tenrich tung (erster Ordn ung), eine Kurve, die uberall eine 
solche Richtung hat, eine Ha u ptta ngen tenkurve (erster Ord
n ung) 2). 

1) "Curvatura normale relativa a V~ bei Ricci, 1902, 2, S.360. 
2) Fiir Haupttangentenrichtungen hoherer Ordnung vgl. Struik, 1923, 5, S. 80. 
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Die GroJ3e H;~v heiJ3t der Kriimmungsaffinor der Vm in Vnl). 
Aus (80) folgt: 

1 
H ··v BIXf!V B V "BIXf!V" V ",BIXf!(V') '1' 

fd = rtl. ex f! = - ~ UA IX If! 1 = - ~ It!. IX If! 1 
e e' ee e' e e 

= - ~hll)'£v, 
e e 

(83 a) 

(83 b) 
e _ cxf! . 
h,It), - B,nA V'" If!' 

e 

Da if! senkrecht zur V mist, HiJ3t sich if! schreiben als eine Summe von 
e e 

Vielfachen von n - m Gradientvektoren, die die m-Richtung von VII'! 
gemeinschaftlich haben, so daB der alternierende Teil von B"'~ V il1 ver-

ItA IX e 

schwindet. H,~'/ ist also syrnrnehisch in fl und A. Vergleicht man 
Hf:~ v mit der im vierten Abschnitt (IV, 197) neben H,; ~ v auftretenden 
GroBe L":':;,, die hier iibergeht in: 

(84) 
so folgt: 

(85) 

L' V ~' B"'" V ·fi· " .), = - ~ ,ufi '" 1 Ii., , e e e 

L' Y H' V 
I" .). = ,u.J. . 

1m Gegensatz zur An tritt also in einer V n nur ein einziger Kriirnrnungs
affinor auf, was eine unmittelbare Folge der Identifizierung der GroJ3en 
t)"oO')'p und nV'OO'VP des vierten Abschnittes ist. 

Verschwindet H~;:, so sind nach (81) aUe in der V m geodatischen 
Linien auch in der Vn geodatisch, und Vm ist also geodatisch in Vn. 
1st urngekehrt V m geodatisch in Vn , so verschwindet Vi' vi'H,:;,> fUr jede 
Wahl des Vektors v". Da aber H/:t in flA. syrnmetrisch ist, folgt 
daraus: 

Eine V", in Vn ist dann und nur dann geodatisch, wenn 
der Kriimmungsaffinor der V", in jedem Punkte ver
schwindet 2). 

§ 10. Kriimmungsgebiet und Kriimmungsgebilde einer 
Vm in Vn3). 

In der V m legen wir durch einen Punkt Peine in V m geodatische 
Linie iv. In bezug auf das Orthogonalnetz i V sei iv gegeben durch die 
Gleichung: a 

(86) i Y = 2: i v cos IX . 
a a a 

1) H,;;,> korrespondiert mit Qr/j bei Vap, 1880, 1, S. 135, mit b",/rs und 

W",hk bei Ricci. 1903, 1, S.414, und mit kr;~ bei Kiihne, 1904, 2, S.255. 
2) Ricci, 1903, 1, S.414, Vm in V"' 
3) Schouten-Stru1:k, 1921, 9; Struik, 1922, 5, S. 103 u. £.; es finden sich dort 

a uch viele Literaturangaben. 
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Dann ist: 
(87) v ,fl' .J. '1' H" v "" ·i. ',ll H' . " u = U = $ $ AI' =.::... cos (X cos (X $ $ J.,n· 

ab a b a b 

Die t m (m + 1) Vektoren i A i" Hi.; v bestimmen eine Rm, und es ist 
a b 

sowohl m' < t m (m + 1) als m'::::: n - m. Diese Rm, bestimmt mit 
der Vm zusammen eine Rm+m, , das Kri'immungsgebiet der Vm 
in P. 

In diesem Krummungsgebiet spielt sich alles ab, was sich auf Krum
mungen erster Ordnung der Vm in P bezieht. 

Neh'men wir zunachst an, es sei m' = t m (m + 1). Dann liegt 
der Endpunkt von u"" in einer Rm'-l durch den Endpunkt des Radius
vektors: 
(88) D" - 1 ,i.,11 H' . v -;ng A ,II • 

Der Endpunkt beschreibt eine Vm - b das Kriimmungsgebilde, wel
ches durch die m' Gleichungen: 

(89) u~ = ~ cos (X cosf3 Habv 
ab a b 

mit den m Parametern cos (X und der Beziehung: 
a 

(90) ~ cos2 (X = 1 
a a 

in bezug auf ein in der R~ gelegenes Koordinatensystem r, u = 1, .. " m', 
u 

festgelegt ist. Der Punkt mit dem Radiusvektor D" ist der Schwerpunkt 
des Kriimmungsgebildes. Eine beliebige Rm, -m+l in der Rm, senkrecht 
zur V mist gegeben durch m - 1 lineare Gleichungen zwischen den u~ . 
Fiigt man diese Gleichungen zu (89), so ergeben sich m Gleichungen 
zweiten Grades fUr die cos (X der Schnittpunkte. Da zu jeder positiven 

a 
Wurzel eine gleich groBe negative gehOrt, und diese beiden Wurzeln 
zum namlichen Punkte der V m -1 gehoren, so ergeben sich 2m -1 Schnitt
punkte und das Krummungsgebilde ist also vom Grade 2m-l. 

Wir haben damit den Satz erhalten: 

Hat die Dimensionenzahl m + m' des Kriimmungsgebie-
. tes den Wert m + -~- m (m + 1), so bildet u"v einen m-dimen

sionalen Kegelmantel in der Rm" die im Kriimm ungsgebiet 
senkrecht zur Vm ist, und sein Endpunkt beschreibt eine 
Vm - l 2(m-lLten Grades, die in einer Rm'-l in der R m, liegt und 
deren Schwerpunkt den Radiusvektor DV hat. 

Zwischen den oom-l Richtungen in der Vm in P und den oom-l 
Punkten des Kriimmungsgebildes besteht eine 1 -1 -Zuordnung. Die 
Richtungen der V m, die den extremen Langen von u" entsprechen, sind 
die Hauptkrummungsrichtungen der Vm • 1m allgemeinen geht 
das Krummungsgebilde nicht durch P und gibt es also keine Haupt
tangentenrichtungen erster Ordnung. 
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Istm' <im(m + 1), was stets derFallist, wenn 1 m (m + 1) > n - m 
ist, aber m' > m, so bleibt der fiir m' = -~- m (m + 1) abgeleitete Satz 
giiltig, mit der einzigen Ausnahme, daB die V m-1 im allgemeinen nieht 
mehr in einer Rm, -1 in Rm, liegt, und es besteht im allgemeinen aueh 
noeh eine 1 -1 -Zuordnung zwischen den Riehtungen der V m und den 
Punkten des Krummungsgebildes; dieses Gebilde enthalt jetzt aber 
Punkte, die mehreren Richtungen der V m zugleich entspreehen. Es gibt 
im allgemeinen noeh keine Haupttangentenrichtungen erster Ordnung. 

Wird m' = m - 1, so degeneriert das Kriimmungsgebilde in die 
Rm" die im Krummungsgebiet senkreeht zu V mist. ]edem Punkte 
dieser Rm, entspreehen 2m- 1 Riehtungen der V m. Es gibt also aueh 
2m - 1 Haupttangentenriehtungen erster Ordnung. 

Wird m' < m - 1, so degeneriert das Krummungsgebilde in die 
Rm" die im Krummungsgebiet senkreeht zu V mist. ]edem Punkte 
dieser Rm, entspreehen nun aber oem -1- m' Riehtungen der V m und es 
gibt oem - l - m' Haupttangentenrichtungen erster Ordnung. 

Fur m' = 2 heiBt der betreffende Punkt planar, fiir m' = 1 axial. 
Es sind in der Literatur noeh versehiedene andere Gebilde zur 

Charakterisierung der Krummung verwendet worden. Statt des Kriim
mungsgebildes G kann man den Ort der Krummungsmittelpunkte G' 
nehmen, der aus G dureh Inversion in bezug auf P erhalten wird. Fiir 
m = 2, V fI = R4 nennt Kommerell 1) die Kurve K in der R2..l V 2, deren 
FuBpunktkurve G' ist, die "Charaktenstik". Dureh Inversion von K 
in bezug auf P entsteht eine vierte Kurve K', die wieder FuBpunktkurve 
von Gist. Kuhne 2) nimmt fur V min R .. den Ort der Sehnittgebilde der 
R .. _m..l V m in P mit den benaehbarten R .. -m und nennt diesen Ort 
die "Krummungsspur". Eine beliebige Normale auf V m sehneidet die 
Krummungsspur in m Punkten, die den m extremen Werten der Pro
jektion von u" auf diese Normale entspreehen. Fiir V 2 in R4 ist die 
Krummungsspur identiseh mit der Kurve K3). 

Als Beispiel behandeln wir den Fall einer V 3 in V fI 4). Es ist dann, wenn 
wir die Kurven geodatiseh in V3 wahlen und somit u" sehreiben, statt uti,,: 

U V = Hii" eos2 x + eyel. + 2 H 23 " eosx eosx + eyel. 
1 2 3 

(91) 
= u" eos2 Xl + eycl. + 2 u" cos IX cos X + eyel. 

11 23 2 3 

= t (~; + r; + ~;) + ~ (~; - ~;) (3 eos2~ -1) 

+ 1 (u" - u") (1 - 3 eos2 x) + (2 u" eosx cos IX + eycl.). 
22 33 3 23 2 2' 

Die 6 Vektoren u" = H~i/, a, b = 1,2,3 sind im allgemeinen linear 
unabhangig. ab 

1) Kommerell, 1897, 4, S. 22; 1905, 4. S. 554. 2) Kuhne, 1904, 2. 
3) Bei Struik, 1922, 5. S. 105 sind die vier Kurven G, K, G' und K' fiir 

V2 in V, abgebildet. 
4) Schouten-Struik, 1921. 9; Struik, 1922, 5, S. 119. 
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Das Kriimmungsgebilde ist dann eine V 2 vierten Grades in einer 
R5 durch den Punkt mit dem Radiusvektor: 

(92) 

die durch die fUnf Vektoren uY - uY uY - uY uP uP und uY bestimmt 
11 22' 22 33' 23' 31 12 

wird. 
Setzt man: 

(93) 
so ist: 

(94) 

:rr 
IX=-
3 2 ' 

:rr 
IX=--IX 
2 2 1 ' 

f uY = u" COS2 1X + uY sin2 1X + 2 UV sin IX cos IX 
11 1 22 1 12 1 1 

l = ~- (uY + uv) + t (uv - Uv) cos2 IX + UV sin2 IX 
11 22 11 22 1 12 1 

und der Endpunkt von U V beschreibt also eine Ellipse mit dem Mittel
punkt t (uY + UV) und den halben konjugierten Durchmessern 

11 22 

t (uY - U V ) und uY • Da die Lage von iV, i V und i v ganz beliebig ist, 
11 22 12 1 2 3 

liegen also auf der V2 vierten Grades 002 Ellipsen. Die V3 ist also eine 
Veronesesche FHiche. Jeder 2-Richtung in der V3 entspricht eine solche 
Ellipse, und zwei gegenseitig senkrechten Richtungen der V2 entspre
ehen zwei sich diametral gegeniiberliegende Punkte einer solchen Ellipse. 

Bestehen zwischen den fUnf Vektoren uP - UV usw. zwei lineare 
22 33 

Beziehungen, so reduziert sich die R5 des Kriimmungsgebildes zu einer 
R3 , und das Kriimmungsgebilde zu einer Steinerschen FHiche, da diese 
Flache bekanntlich die einzige irreduzibele Flache vierter Ordnung in 
Ra ist, die 002 Ellipsen enthalt. Fiir n = 6 ist dies immer der Fall, 
die Ra geht dann iiberdies durch P. Der Punkt mit dem Radiusvektor 
DV ist der Schwerpunkt der Flache. 

Legen wir fUr n = 6 in die Ra ein rechtwinkliges Koordinaten
system iV, iV, iV mit den Koordinaten Xl' X 5 , xs, dessen Ursprung den 

4 5 6 

Radiusvektor DV hat, so ist das Kriirnmungsgebilde in bezug auf dieses 
Koordinatensystem nach (91) gegeben durch die Gleichungen: 

(95) 

wo: 

(96) 

oder, 

(97) 

1 
X4 = P1l4 cos2 IX + cycl. + 2 P234 cos IX cos IX + eye!. 

1 2 3 

X5 = P115 cos2 IX + eye!. + 2 P235 cos IX eos IX + eye!. 
1 2 3 

X6 = P11G eos2 IX + eye!. + 2 P236 eos IX eos IX + eyel. 
1 2 3 

(P =~(2U -u -u) 114 3 114 224 334 

P234 = u4 
23 

anders geschrieben: 

1 
X4 = P1l4 Y! + eyel. + 2 P234 Y2 Y3 + eyel. 
X5 = P115 Y i + eyel. + 2 P235 Y2 Y3 + eyel. 
X6 = P116 Yi + eycl. + 2 P236 Y2 Y3 + eycl. 
1 = Yi + y~ + y~ . 
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Die vier quadratischen Formen bilden, abgesehen von konstanten 
Faktoren, ein dreifach unendliches lineares System. In einem all
gemeinen System dieser Art existieren gerade drei Formen. we1che die 
zweifaktorigen Produkte dreier Linearformen sind 1). Diese drei Formen 
Z2 Z3' Z3 ZI' ZI Z2 lassen sich linear in X,I' X5 und %6 ausdrucken: 

(98) Z3 ZI = 224 X4 + 2 25 X5 + 2 26 X6 + 227 ( 

Z2 Z3 = 214 X 4 + 215 X5 + }'16 X6 + )'17 

Z1 Z2 = 2 34 X 1 + 235 X 5 + 236 X 6 + 237 

und im allgemeinen ist also: 

1 X4 = /141 Z2 Z3 + /142 Z3 ZI + /143 ZI Z2 + /144 , 

(99) X5 = /151 Z2 Z3 + /152 Z3 ZI + /153 ZI Z2 + /154 , 

X6 = /161 Z2 Z3 + /162 Z3 ZI + /163 ZI Z2 + /161 • 

Setzen wir nun: 

( 100) 

so ist nach (91): 

/141 i" + /151 iv + /1 61 iv = VV , 
4 5 " 6 1 

/142 i v + /152 i v + /162 i v = VV , 
4 5 6 2 

/143 i v + 1153 iv + /163 iv = VV , 
4 5 6 3 

/144 iv + /154 iv + /164 i v = Ev, 
456 

(101) U V - Dv = Ev + Z? Z VV + Z Z VV + Z Z v" . • 3 1 31 2 12 3 

Einem bestimmten Wertsatz ZI' Z2' Z3 entspricht in projektiver 
Weise eine bestimmte Richtung i V in der V3 • Man kann also drei Vek
toren eV , eV und eV in der V3 wahlen, so daB im allgemeinen stets: 

1 2 ;1 

(102) 
1 

1st nun eA, 

(103) 

i V = Z eV + Z eV + Z eV • 11 22 3 3 
2 3 
ei,. e, das zu eV , eV , eV reziproke System: 

. 1 2 3 

u {1fiiru=v,} e;.ev = 
v 0" u=l=v, 

u, v = 1,2,3 

so ist: 
(104) . (2 3 3 1 1 2 ) UV = Dv + Ev + il.. ill e.l e v· + e, e v" + e· e VV 

III ··"'2 1..1'3 

und Hi,:v hat also die Form: 
. 23 31 12 

(105) H "v g' (DV + EV) + v + ,. + , . .l,It = Al' e(.l e,,) r e(i. e,fI) ~ e(i. e,n) ~ . 

Hat i v die Richtung von eV, eY , oder eV so wird uP = DV + P. Der Punkt 
123 

DV + E" ist also der dreifache Punkt der Steinerschen Flache. Fur 
i V = 2 eV + /1 eV wird UV = DV + EV + 2 IJ. VV. Umgekehrt entsprechen 

2 3 " 1 

dem Werte U V = DV + E" + v VV zwei Werte von iV, die sich aus den 
Gleichungen: { 1 2/1 = 1', 

(106) 
22 elX elX + 22/1 elX elX + /12 elX eiX = 1 

22 23 33 
~~ ~~~----

1) Ene. d. Math. Wiss. III, C. 1, S. 147. 
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bestimmen lassen. Die Gerade u" = DV + EV + y v" ist also eine Doppel-
1 

gerade der Flache. Aus (88) und (105) folgt: 

(107) 

so daB: 
(108) 

Dv = D" + E" + 1 glA!' e, e vV + eJ. e v" + e· e vv ( 2 3 :l 1 1 2 ) 
3 , ' II, 1 I' 2 A ,u 3 ' 

Daraus geht hervor, daB EV dann und nur dann verschwindet, wenn 

~!, ~! und ~J. und also auch eV, eV und eV gegenseitig senkrecht sind. Dann 
. . 1 2 3 

und nur dann fallt der Schwerpunkt der Steinerschen Flache in den 
dreifachen Punkt. 

1m allgemeinen enthalt die Va dann noch keine Haupttangenten
richtungen. Eine Haupttangentenrichtung tritt erst auf, wenn die 
Steinersche Flache durch den betrachteten Punkt der Va geht. Zwei 
Haupttangentenrichtungen sind vorhanden, wenn dieser Punkt in einer 
Doppelgeraden liegt, drei, wenn der Punkt mit dem dreifachen Punkt 
der Flache zusammenfallt, also wenn DV + E" = O. Zu den durch 
zwei. Haupttangentenrichtungen bestimmten 001 Richtungen geh6ren 
dann Vektoren erzwungener Krummung, die alle die Richtungen einer 
Doppelgeraden haben. 

§ 11. Minimalmannigfaltigkeiten. 

Der Vektor: 
(109) DV _ 1 fi.!1 H.'v 

- m g i.!1 

ist der vektorische Mittelwert der m Vektoren der erzwungenen Krum
mung, die zu m beliebigen gegenseitig senkrechten Richtungen der V m 

gehoren. DV heiBt dementsprechend der mittlere Kru mm ungs
vektor der V m' 

Fur Vn- 1 in Vn ist nach (83): 

(110) 

und die Lange von DV ist also das arithmetische Mittel der Hauptkriim
mungen. 

Fiir VI in Vn ist DV identisch mit dem Kriimmungsvektor. 
Wir nennen eine Vm eine Minimalmannigfaltigkeit, wenn die 

Variation des Inhalts jedes durch eine geschlossene V m -1 begrenzten 
Teiles bei Festhaltung der Begrenzung verschwindet. Es gilt dann der 
Satz: 

Eine V m in Vn ist dann und n ur da nn eine Minimal
mannigfaltigkeit, wenn der mittlere Kriimmungsvektor DV 
in jedem ihrer Punkte verschwindetl). 

1) Lipschitz, 1874. 2; weitere Literaturangaben bei Struik, 1922, 5, s. 98. 
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Zum Beweise 1) grenzen wir einen Teil der V m ab durch eine ge
schlossene V m-l und erteilen allen Punkten des abgegrenzten Gebietes 
eine Verrtickung dxY 2), die auf der Begrenzung Null wird. 

Die MaBbestimmung der V m erleidet dabei die Anderung: 

I dds2 = d (dxA d~' g!..,u) = ~ dx!. dxp gAl-' + dxJ..! dxl-' g!.,11 

+ dx!. dx" b gJ.I' = 2b dx)' dx,u gA,' = 2b dxl dxp g!.11 
( 111) 

= 2 b dxJ· dx,t gl" = 2d xP dx" W '" dx!.) girt 

= 2dxlt dx!. W(!. g;t)" dx" - dx" V(!.g~),,). 

Dieselbe Anderung der MaBbestimmung der V m erMlt man also [vgl. (80) J, 
wenn man die V m in Ruhe HiBt und g~,u andert urn: 

(112) d g;.p = 2 Ve!. g,~) '" dX'" - 2 HAp IX dXIX. 
Statt der gegebenen Variation kann man also die Variation (112) der 
MaBbestimmung in die Rechnung einfiihren. Wahlt man vorubergehend 
die Urvariablen so, daB xam +" ••• , xan auf V m konstant sind, so ist 
das Volumelement der V m: 
(113) dTm = dxa, ... dxam R, 
wo g' die Determinante der ~,u ist. Nun lehrt ein bekannter Deter
minantensatz: 
(114) 

und infolgedessen ist: 
(115) d g' = g gAP d g~p = - g g';.p d g A,U • 

Da sich aber die Urvariablen bei Variation der MaBbestimmung nicht 
andern, folgt aus (113) und (115): 

I d dTm = - ig'-! dxa, ... dxam j g'!.p dgi f , 

(116) -
= - idxa, .•. dxam g'll-' dg';.,u R, 

oder, bei Einfiihrung des Wertes von d g)'f' aus (112): 

(117) {d dTm = - g!.P W;. g;,1X dx'" - H!.p", dx"') dTm 

= (- Vj. B: dx'" + g!.1-' HJ.plX dX"') drm. 
Bei der Integration tiber Tm laBt sich der erste Term rechts mit Hilfe 
von (II, 211) in ein Integral von B: ({XIX tiber die begrenzende V m-l 
tiberfiihren und dieses Integral ist Null, da axY auf der Begrenzung 
verschwindet. Es ist also: 

1 
dT = f ddT = f g !.,' Hi.I-'''' dx'" drm 

(118) " 
= fD/X dx lX dTm· 

r 

1) Schouten, 1918, 1, S. 60. 
2) Es ist hier i verwendet statt (j, urn Verwechslungen mit dem Zeichen des 

kovarianten Differentials zu vermeiden. Das zu d gehiirige kovariante Differential 
wird mit -(j- bezeichnet. 
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DafUr, daB dieses Integral fUr jede beliebige Wahl der Begrenzung 
und der Verruckung axv verschwindet, ist notwendig und hinreichend, 
daB D;, Null ist. Der auf S.188 ausgesprochene Satz ist damit bewiesen. 

§ 12. Orthogonale Systeme von Vn - 1 durch eine gegebene 
Kongruenz. 

Ricci1) hat sich die Frage vorgelegt, wann es moglich ist, durch 
eine Kongruenz i v n -1 gegenseitig orthogonale Systeme von Vn - 1 ZU 

n a 
legen. Die V n -1 seien die aquiskalaren V n -1 der Felder p, a = 1, ... , 

a 
n - 1. Fur die Gradienten der P schreiben wir kurz: 

(119) 
a a 

Vllp = P,ll' 
a 

i v ist mit jeder der Kongruenzen P.1l V2 - bildend. Die V2 sind eben 
n 

die Schnittgebilde der zu den anderen n - 2 Kongruenzen orthogonal en 
Vn - 1 • Nach (III, § 3) muB also gelten: 

(120) 
a a a n 

i,n Va Pi. - p.ll 1711 i = iX Pi. + iX i;, , 
n 'n a n 

a 
WO iX und iX beliebige Werte haben konnen. Da aber ii. 1.. p, , SO ist: 
ann . 

(121 ) 

so daB (120) gleichwertig ist mit: 

(122) 
a a 

- 2 p,ll 17(f' i!.) = iX Pi. + iX i;, . 
nan n 

a 
Diese Bedingung ist dann und nur dann erfullt, wenn P;, in einer 

a 
Hauptrichtung des Tensors h"d liegt (S. 57), d. h. wenn Pi. eine der 
zu i V gehorigen kanonischen Kongruenzen ist. Nun sind aber die kano-

n 
nischen Kongruenzen im allgemeinen nicht Vn _ 1-normal, und es mussen 
also die notwendigen und hinreichenden Bedingungen aufgestellt wer
den dafur, daB unter den moglichen kanonischen Kongruenzen n - 1 
gegenseitig senkrecht gewahlt werden konnen, die Vn _ 1-normal sind. 

Urn eine erste Bedingung zu berechnen, legen wir das Orthogonal
netz i v in die Richtungen der kanonischen Kongruenzen (S.177) und 

a 
nehmen zunachst an, daB diese Kongruenzen eindeutig bestimmt sind. 
Wir gehen dann aus von der aus (57) und (59) folgenden Gleichung: 

(123) i;'i.uh;.,,=O, atb 
a b 

1) 1895, 1, S. 301 u. f.; vgl. auch 86, 2 und 87.2. Man vergleiche zu diesem 
und dem folgenden Paragraphen Schouten-Struik, 1919. 1, wo auch die veT
schiedenen in der Literatur vorkommenden Formen der Bedingungen eingehend 
era rtert sind. 
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die hier jedenfalls gilt, da sie allgemein gilt ftir den Fall, daB iv und i V 

a b 

zu verschiedenen Hauptgebieten von hI'). gehOren. Anwendung der 
Operation i'" V co auf diese Gleichung liefert: 

n 

(124) i'" (J7 '" i).) ifL hf,l. + i). i'" (J7 '" i") hf'A + iJ. i,U i w V w hfL!. = 0 . a =t- b 
n ab an b abn 

Nun enthalt iJ. hI'). nur if" da die Kongruenzen iv kanonisch sind. Ferner 
a a a 

soIl i V Vn_rnormal sein, d. h. es solI u. a. gelten: 
a 

(125) ii·i,u V" iJ. = ifL i). Vf, il. . a of b 
nb a nb a 

Demzufolge geht (124) tiber in: 

( 6) ·w HJ. ." h ·W HI. '1' h .J. '1' ·w V h 12 - 2 .w ~ I,). - ~ • w ~ uJ. + ~ ~ ~ OJ ul. = O. 
a b b a' abn ' 

a=Fb 

Nun ist aber: 
( ) ,W ·U h). h b 127 ! f .w,III.=O, at 

da der Tensor h~ w hI'). dieselben Hauptrichtungen hat wie hwll' Infolge
dessen ist (126) gleichbedeutend mit den -} (n -1) (n - 2) Gleichungen: 

(128) 2' ~ 2 W I'). - 2 . (I' J.) ex = 0 , ." .1. ( ·W V h kex h ) 
a b n 

Diese Gleichungen bringen zum Ausdruck, daB die Hauptgebiete des 

Tensors iW V w hi'!' - 2 k~ (I' h).) ex die Hauptgebiete von hI'). enthalten. 
Eine zweite Bedingung wird erhalten, indem i W Vw , a, b, c =t-, auf 

(123) angewandt wird. Dann ergibt sich: C 

(129) iW(Vw iJ.)il' hu). + i l. iW(V w if') h"l. + i).ifl i w Vw h,ul = 0, 
c ab ac babe 

oder: 
(130) 

SoIlen nun iV, i v und ~V aIle Vn _ 1-normal sein, so ist: 
abc 

I ~~~~=~~~~=-~~~~=-~~~~ cb a be a ba c ab c 
(131) = iw i). V w iJ. = i w i1 V OJ i1 = - iOJ i 1 V,o i;. , 

ac b ca b cb a 

so daB: 
(132) iw i!' V wi). = 0, 

c b a 

a, b, c-r 

a, b, c ± 

a, b, c t 

und aus (130) folgen also die t (n -1) (n - 2) (n - 3) Gleichungen: 

(133 a) -I p. i,U i w Vw ha). = o. I 
abc ' 

a, b, c ~, 2) 
---- --- ----

1) Schouten-Struik, 1919, 1, S.210; engl. S. 603. Ricci gibt 1895, 1. 
S. 309. eine andere Form. ausgehend von der Gleichung 

i). if' 17" i). = 0, a of b, 
a b ,- n 

statt von (123). 
2) Schouten-Struik, 1919, 1. S. 210; engl. S.603. Ricci gelangt 1895. 1. 

S. 309. ausgehend von der in FuBnote 1) erwahnten Gleichung zu einer anderen. 
etwas weniger einfachen Form dieser Bedingung. 
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Wenn hf ,;. keine unbestimmten Hauptrichtungen hat, sind die Be
dingungen (128 a) und (133 a) notwendig und hinreichend dafiir, daB 
die kanonischen Kongruenzen Vn_1-normal sind. Denn aus (133 a) und 
(130) folgt (132), wahrend aus der mit (126) aquivalenten Gleichung 
(128 a) und (124), (125) folgt. (125) und (132) bilden aber fiir diesen Fall 
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, daB die kano
nischen Kongruenzen V n -1 - normal sind. 

Sind aber Hauptgebiete mit mehr als einer Dimension vorhanden, 
so brauchen nicht alle moglichen kanonischen Kongruenzen Vn - 1-

normal zu sein und infolgedessen gelten (125) und (132) nur fUr 
den Fall, daB iv und iv bzw. iV, iv und iv zu verschiedenen Haupt-

a b abc 

gebieten gehoren. Daraus geht hervor, daB dann (128 a) und (133 a) 
auch nur unter diesen Bedingungen gelten: 

(128b) I (C((VwhflA-2k:cuhA)iX) =0, 
.~----~------

(133 b) I iA i,I( iw V OJ h A = ° , 
abc f' 

a, b, c of, 

Aus den so beschrankten Bedingungen ( 128 b) und (13 3 b) lassen sich 
dann nicht mehr alle Gleichungen (125) und (132) ableiten, es fehlen 
eben die Gleichungen (125), wo iv und iv zu demselben Hauptgebiet 

a b 

von hAl' geh6ren, sowie die Gleichungen (132), wo iV, i" und iv nicht 
abe 

alle zu verschiedenen Hauptgebieten geh6ren. Nun gelten aber fiir 
haa = hbb neben (130) die Gleichungen: 

1 
(hec - haa) iw (V w iJ.) iJ. + ~b''\ ill iw V W hll !. = 0 

abc cab 
(134) (h h) 'W(r7 .) 'J. 'J.'f' 'w r7 h _ a, ,c i' aa - co ~ y 00 ~). ~ + ~ ~ ~ roo "J. - 0, 

b c a ca b ' 

die man durch zyklische Permutation aus (130) ableitet. 
1st i V Vn_rnormal, so ergibt Subtraktion unter Beriicksichtigung 

c 
der Svmmetri e von Va ib in a b: 

(135 ) 

• c 

I 'A '00 • I r7 h _ i 
~ ~ ~I r [00 fll A - 0 I 

i cab ~ 
a, b, c ~ , 

Haben die Hauptgebiete kl' ... , ks Dimensionen, so betragt die 
Anzahl dieser Gleichungen -§-~ k" kv (ku + kv - 2). 

Diese dritte Bedingung erganzt nun ( 128 b) und (133 b) zu einem 
auch hinreichenden System von Bedingungen. Aus (135) und (134) 
folgt namlich fiir den Fall, daB i v zu einem anderen Hauptgebiet geh6rt 
wie iv und iY: c 

a b 

(136) a, b, c 1-, 

1) Schouten-Struik, 1919, 1, S. 211; eng!. S. 604, Ricci gelangt 1895, 
1, S.342, ausgehend von der in der FuBnote 1) auf S, 191 erwahnten Gleichung 
zu einer anderen etwas weniger einfachen Form dieser Bedingung. 
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und dies bedeutet, wenn i v zu einem Hauptgebiet von k Dimensionen 
c 

gehort, zusammen mit den aus (128 b) und (133 b) folgenden Glei-
chungen der Form (125) und (132), daB aIle zu diesem Hauptgebiet 
gehorigen Kongruenzen senkrecht sind zu den Vn - k , die durch i v und 

n 
die zu den anderen Hauptgebieten gehOrigen Kongruenzen gebildet 
werden. Denn, nennen wir die Kongruenzen in dem betrachteten 
Hauptgebiet iV, x = 1 , ... , k, und die Kongruenzen der iibrigen Haupt-

x 

gebiete iV, U, v = k + 1, ... , n - 1, so ist infolge der Gleichungen 
It 

von der Form (125): 
(137) i[l· ill] V u ii. = 0 

n u 'x 

und aus (136) und den Gleichungen von der Form (132) folgt: 

(138) ill ill] Vll ii. = 0 . 
v u x 

Die i v sind also zusammen mit i v Vn_k-bildend (vgl. III, § 3). Infolge 
u n 

(137) und (138) gibt es k Losungen der Gleichung ~uV,us=O, deren 

Gradientvektoren in dem betrachteten Hauptgebiet liegen. Da dies 
fUr jedes Hauptgebiet gilt, gibt es ebenso viele Gruppen von Losungen, 
als es Hauptgebiete gibt, und in jeder Gruppe befinden sich so viele 
unabhangige Losungen, als das Hauptgebiet Dimensionen zahlt. Es 
muB jetzt nur noch dargetan werden, daB sich die Kongruenzen i V in 

x 

dem betrachteten Hauptgebiet so wahlen lassen, daB sie Vn_1-normal 
und gegenseitig senkrecht sind 1). 

Durch die Vn - k der i" und i v legen wir ein beliebiges System von 
It n 

=1 Vn - 1 und nennen von jetzt an die Kongruenz normal zu diesen 
Vn - 1 , die offenbar in dem betrachteten Hauptgebiet liegt, iV. Die 

1 

Kongruenzen iV, y = 2, ... , k seien in beliebiger Weise senkrecht zu
y 

einander und zu i v im betrachteten Hauptgebiet gewahlt. Da i V eine 
1 1 

kanonische Kongruenz ist, sind iv und iV V2-bildend (S. 177), d. h. 
die Gleichungen n 1 

(139) i.Il V"s=O, il'V"s=O 
n . 1 . 

haben n - 2 unabhangige Losungen. Nun wurde aber oben bewiesen, 
daB es zu jedem Hauptgebiet von k Dimensionen eine Gruppe von 
k unabhangigen Losungen der ersten Gleichung gibt, deren Gradienten 
in diesem Hauptgebiet liegen. Die Losungen der ersten Gleichung (13.9), 
die zu den anderen Hauptgebieten gehoren, sind also auch Losungen 
der zweiten Gleichung (139). Es gibt daher noch k - 1 weitere Losungen 
von (139), deren Gradientvektoren in dem betrachteten Hauptgebiete 

1) Der Beweis ist von Ricci, 1895, 1, S. 310, nur die Einkleidung ist eine 
etwas andere. 

S c h 0 ute n, Ricci-Kalklil. 13 
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senkrecht zu i" liegen, und die demnach auch Losungen der n - k-1 
Gleichungen: 1 

(140) ill J7 f< S = 0 
It 

sind. Daraus gebt aber hervor, daB das System der n - k + 1 Glei
chungen (139) und (140) k -1 Losungen besitzt, d. h. daB die i" zusam-

u 
men mit fund f Vn_k+1-bildend sind. Durch diese Vn - k +1 legen wir 

ein beliebiges System von 001 Vn - 1 , und nennen von jetzt an die 
Kongruenz normal zu diesen Vn - 1 , die offenbar senkrecht zu rim be-

trachteten Hauptgebiet liegt, iV. Die Kongruenzen iV, Z = 3, "', k, 
2 z 

seien in beliebiger Weise senkrecht zueinander und zu i" und i" im 
betrachteten Hauptgebiet gewahlt. Die Gleichungen: 1 2 

(141) i,ll J7 f< S = 0, if< J7 uS = 0 
n 2 ' 

haben n - 2 unabhangige Losungen, darunter die n - k - 1 Losungen 
der erst en Gleichung, die zu den anderen Hauptgebieten gehoren, und 
da f Vn_1-normal ist, eine Losung, deren Gradientvektor die Richtung 

von i V hat. Es gibt also noch k - 2 weitere Losungen von (141), deren 
1 

Gradientvektoren alle in dem betrachteten Hauptgebiete senkrecht z u 
iv und i V liegen und die demnach auch Losungen des Systems der 
1 2 
n - k + 2 Gleichungen (139), (140) und (141) sind. Die i v sind also 

n 
zusammen mit iV, iV und i V Vn -k+2 - bildend. Indem man so fortfahrt, 

n 1 2 

lassen sich die Kongruenzen in dem betrachteten Hauptgebiete und 
somit in allen Hauptgebieten Vn _ 1-normal wahlen, vorausgesetzt, daB 
die Gleichungen (128 b), (133 b) und (135) gelten. 

Es gilt also der Satz: 
Zu einer Kongruenz i" gibt es dann und nur dann 

n 
n-1 gegenseitig und zu i v orthogonale Vn_1 -normale Kon-

n 
gruenzen, wenn fur die zu i" gehorigen gegenseitig senk-

n 
rechten kanonischen Kongruenzen i", a, b, c=1, "', n-1 

a 
(die i nnerhal b der Ha uptge biete belie big gewahlt sind) fol-
gende Gleich ungen gelten: 

(128b) ili,U(iwJ7whll}.-2k~(uh}.)IX')=0, ai=b, haai=hblJ. 
a b n' , 

(133b) i}.2b·lliwJ7whf/;'=0, a,b,ci=, haa,hbb,hcci= 
a c 

(135) 

§ 13. n-fache Orthogonalsysteme. 
Fur den Fall, daB i V Vn_1-normal ist, wird kf<}. =0 (57; III, 114} 

n 
und die Gleichungen (128b), (133b) und(135) sind die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen dafur, daB die zu i v normalen Vn - 1 zu. 

n 
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einem n-fachen Orthogonalsystem gehoren. Die Kongruenzen i V wer
a 

den Kongruenzen von Hauptkriimmungslinien (vgl. S. 178) und es gilt 
also der verallgemeinerte Dupinsche Satz: 

Die Vn - 1 eines n-fachen Orthogonalsystems schneiden 
sich in Ha uptkriimm ungslinien. 

Man kann den Bedingungen (128b), (133 b) und (135) eine ein
fache geometrische Deutung geben. Die Gleichung (128 b), wo jetzt 
der kAI, enthaltendeTerm verschwindet, und (133 b) sagen aus, daB die 
Hauptgebiete der betreffenden Komponenten der Tensoren i m V w hftA 

n 
und iW VWhftA die Hauptgebiete von hf'A enthalten1). Urn auch die 

c 
Gleichung (135) geometrisch zu deuten, sei bemerkt, daB: 

(142) V[m hUlA = V[m V u1 h - V[m i,uj UA , 
und demnach: ' , n n n 

12 iA ift iw V[w huj A = i)' ift i co Kw 'AY iv - iA if' i w h[GJI'] u). 
(143) c b a . C b a f ncb a ' . n 

= iA if' i w i v Kw /'Av = K abcn = O. 
c ban 

Nun ist: 
(144) ift i w Km ft!.v i v d a 

ban 

die Anderung, die der Vektor i Y erfahrt, wenn er urn den Rand des 
n 

Flachenelementes i[ft i wj d a geodatisch herumgefiihrt wird. (135) besagt 
b a 

also, daB diese Anderung in dem zu i Y und i V gehorigen Hauptgebiete 
des Tensors hUA liegt2). a b 

Zusamme'nfassend HiBt sich also der Satz aussprechen: 
Ein System von 001 Vn- 1 in einer Vn gehort dann und 

nur dann zu einem n-fachen Orthogonalsystem, wenn bei 
einer Verriickung senkrecht zu irgend m der Hauptgebiete 
des zweiten Fundamentaltensors hAft die Komponente des 
Differentials von hAft in dem Gebiet, das durch diese m 
Hauptgebiete bestimmt ist, Hauptgebiete hat, die die er
wahnten m Ha uptgebiete en thaI ten, und iiberdies, bei geo
datischer Herumfiihrung des Vektors i Y langs des Randes 

n 
eines in einem Hauptgebiete liegenden Flachenelementes, 
der Zuwachs von i V in diesem Hauptgebiet liegt. 

n 
Da die Vn _ 1 -Komponente von i W V w hUA Hauptgebiete hat, die 

n ' 
die Hauptgebiete von hftA enthalten, folgt: 

DerOrt derUmbilikalpunkte einesSystems von 001 Vn-l' 
die zu einem n-fachen Orthogonalsystem gehoren, setzt 
sich zusammen a us K urven der zu den Vn - 1 normalen Kon
gruenz 3). 

1) Levy, 1870, 1, fiir V2 in R 3 • 

2) Schouten-Struik, 1919,1,8.461; eng!. 8.693. 3) Levy, 1870,1, fiir V2inRs' 

13* 
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Aus (143) folgt, daB in einer Vn , in der jedes System von n senk
rechten Richtungen in jedem beliebigen Punkte zu einem n-fachen 
Orthogonalsystem gehort, aIle orthogonalen Bestimmungszahlen von 
K", ,d" mit mehr als drei ungleichen Indizes verschwinden mussen. 
Di~ V n muB also konformeuklidisch sein: 

Eine Vn , die n-fache Orthogonalsysteme in jeder Rich
tung und Lage zuHiBt, ist eine en l ). 

§ 14. Bedingungen fUr einen Tensor mit Vn_rnormalen 
Hauptrichtungen. 

Sind die n Hauptrichtungen i" eines Tensors TAlt aIle Vn_1-normal, 
1 

so bilden sie ein n-faches Orthogonalsystem und umgekehrt. Wir nehmen 
zunachst an, daB TAu nur eindeutig bestimmte Hauptrichtungen hat. 
N otwendige und hinreichende Bedingungen sind also: 

(145) f t Vlt fA = 0, j, k, I = 1, ... , n; j, k, I =t- • 

Diese Bedingungen lassen sich in eine andere TAlt enthaltende Gestalt 
bringen. Differentiation von: 
(146) i)'i,ltTJ,,=O j,k4-0. i k ',. , 

ergibt: 
(147) 

oder: 
(148) (Tkl.; - TJ.J.) i'" iA V OJ ii. + iJ.ifl i'" VOl T}.ll = O. 

lk j jkl . 

Aus (145) und (148) folgt: 

(149 a) j, k.l .; .1 

{ j, k, l = 1, ... , n 
j 04 k. 

Umgekehrt folgt (145) aus (148) und (149a). Hat also TJ.fl nur 
eindeu tig bestimm te Hau ptrich tungen, so ist (149) notwendig 
und hinreichend dafiir, daB diese Rich tungen Vn_cnormal 
sind. Hat TAft auch unbestimmte Hauptrichtungen, so brauchen nicht 
aIle moglichen Hauptrichtungen Vn_1-normal zu sein und infolgedessen 
gilt (145) nur fUr den Fall, daB f. fund f zu verschiedenen Haupt-

gebieten gehoren. Daraus geht hervor, daB dann (149a) auch nur unter 
diesen Bedingungen gilt: 

(149b) iJ. i,1t i OJ V OJ T" i, = 0, 
j k I ' 

j, k, I of, 

Aus den so beschrankten Bedingungen (149 b) lassen sich diejenigen 
der Gleichungen (145), in denen r fund f nicht aIle zu verschiedenen 

1) Schouten-Struik, 1919, 1, S.462; eng!. S.693; Schouten, 1921, 2, S.84. 
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Hauptgebieten gebOren, nicht mehr ableiten, 1st aber Tjj = Tkk , so 
existieren ne ben (148) die Gleichungen: 

f (T - Y. -) iw iJ. V i· + il'i,u i'" V T = 0 II JJ j I OJ k " k I j W A," , 

t (TJ'J' - Tu) ioo iI, V 00 i;. + iA i,It i o, V,o TI,,, = 0, 
, kj 1 ljk ' 

( 150) 

aus denen durch Subtraktion entsteht: 

(151 ) (T - Too) (io> ii. - iw i)') V iA + i l. i ro i.u V[w Till). = 0, 
II JJ \j k k j wI I j k ' 

Aus dieser Gleichung folgt unter Berucksichtigung der Syrnmetrie von 
Vjik in ik: I ,-____________________________________ -, 

( 152) 'A 'w 'Ii r; T - 0 r ; k ~ [ro I'l!, - , j, k, l 01 , 

Umgekehrt folgt aus (152) und (151): 

(153 ) (iW ii, - iw i}') Vw i;. = 0, 
i k k i I 

und wie auf S, 193 wird dann bewiesen, daB sich die Kongruenzen in 
den Hauptgebieten von TA,u so wahlen lassen. daB sie alle Vn_cnormal 
und gegenseitig senkrecht sind, Es gilt also der Satz: 

Die Hauptrichtungen eines Tensors TAi' k6nnen dann 
und nur dann so gewahlt werden, daB sie aIle Vn_1-normal 
sind, wenn fur die gegenseitig senkrechten Kongruenzen 
i", 1'=1, ... , n, die aIle in einer Hauptrichtung von T!.({, 
J ' 

liegen und innerhalb eines Hauptgebietes beliebig gewahlt 
sind, folgende Gleichungen gelten: 

i, k, l d, Tjj , Tkk , Tu-t , 
(149 b) i, k, l -± , T jj = Tkk -; Til' 

§ 15. Die Beziehungen der KriimmungsgroBen der Vm und 
der Vn • 

(154) 

ein in der V m liegendes Feld, so ist: 

f B;' Va V" = V~ v" + B,~ (Va vfI) (Ap - B"p) 
v,,, flB a V B" 

"l = !'V +V f' a fI 
v, "+ "'H"" = f'V V"','" 

Differentiation liefert: 
B fJa " V V y + BfJve V Ba V Y 

OJ!' r [fJ al v w r!' [fJ '1 a V = 

v, V' " B fJ", V B'" (J V BY = [w .ul V + w Y!' [fJ e] V '" ,\ 

p, V'" (J B fJ '" "V V Bl' = r [00 ,ul V + V [ro!'lr fJ a (J 

(155) v, V,'' ,) B fJ '" v ..... V V ' '., 
= [00 ill V - V [wI,ly":,, fJ '" 1,) l' 

e e e 

= Viw V~] V" - VO B[! I~]; l: (V", io) i' (V j:ll) i, 
, e e e e e 

v, V')' ,jB j:I", 'H"'"H' Y = [00 ,IllV -V [ro,"]Y rxfl j:I." 
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so daB: 
(156) B {JlXvK"'Y)' K'''·''). 2 ).H· .IXH·" - WI'Y (JIX;' v = - WI'). V - v ;,[" W].IX 
oder: 

(157) I BPlXvdK,,·r K"""+2H' .IXH·" WilY). (JlXb = WI';' '-[,. W].IX· 

Dies ist die Verallgemeinerung der Gauftschen Gleichung fiir V min Vn , 

durch welche die Beziehungen zwischen K~o,.;,,, und der Vn_CKompo
nente von K w ,.;,,, gegeben sind [vgl. IV, 212 1)]. Durch Anwendung 
von (83) erhalt man eine andere Form der Gleichung: 

8 8 

K:O,.J.v = B!;~f K{JlXdy + 2 L h[w[). h,,] v] (158) 
e 

K'ru,.;.,. ist die KriimmungsgroBe der V m' als Mannigfaltigkeit fUr sich 
betrachtet, oder die absol ute KriimmungsgroBe der V m' B!~~f K plXd1, 
ist die KriimmungsgroBe einer die V m im betrachteten Punkte tan
gierenden, in Vn geodatischen V m' Diese GroBe kann daher die er
zwungene KriimmungsgroBe der Vm genannt werden. Der zweite 
Term rechts ist die KriimmungsgroBe, die die V m haben wiirde, wenn 
die Vn eine Rn ware, oder die relative KriimmungsgroBe der Vm. 
(158) laBt sich also folgendermaBen aussprechen: 

Die absolute KriimmungsgroBe einer Vm in Vn ist die 
Summe der relativen und der erzwungenen Kriimmungs
groBe. 

Fiir eine in V n geodatische V m verschwindet H 1 ~" und es gilt also 
der Satz: 

Die KriimmungsgroBe einer in Vn geodatischen Vm ist 
die Vm -Komponente der KriimmungsgroBe der Vn. 

e e 
Die GroBe Lh[w[;.hf'l"l kann aber auch verschwinden, ohne daB 
e e . 

die h,.;. Null sind. Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn in einem axialen 
Punkt der Rang des zur ausgezeichneten Richtung gehorigen Tensors 
h,lt). eins ist2). In einer Sn hat KWf';'" die Form (26), und es ist also: 

e e 
(159) K;ol').v = - n(n ~1) K g[,o[). g;,]v] + 2 Lh[w[). hi'] v] , 

e 

was fiir m = n - 1 iibergeht in: . 

(160) K:O,.).v = - n (n ~ 1) K g[w[). g~]v] + 2h[(Q[). h,u1"]' 

1m ersten Abschnitte (I, §10) wurde gezeigt, daB h,.;. durch h[oo[;' h,.]v] 
nur dann eindeutig bestimmt ist, wenn h,.;. einen Rang> 2 hat. Ande
rung von h,.). bedeutet aber Biegung der Vn - 1 • Es gilt also der Satz: 

1) Lipschitz, 1870. 2, S.292; Ricci. 1902, 2, S.359. 
2) Andere Falle behandelt Cartan, 1919, 3; 1920,4. 
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Eine Vn- 1 in Sn kann dann und nur dann verbogen werden, 
wenn der zwei te Fundamen taltensor einen Rang S 2 ha tl}. 

§ 16. Absolute, relative und erzwungene Kriimmung einer 
Vm in Vn. 

Dberschiebung von (158) mit - ---~-- g'WP g/IlA erzeugt, wenn 
1 m (m - 1) 

wir K~ schreiben fiir - ( K': 
m m-1) 

1 2 e e 
{161} Kb = - m (m _ 1) g'wP g'ld Kw!').v -- m (m ~ f: g'wP g"t!. h[w[!. h,u]p] 

K~ ist die absolute Kriimmung der Vm , 

(162) K - 1 g'WPg'"A K Z--m(m-=-i) 'w,lli.v 

die erzwungene Kriimmung, und 
_ 2 ~ ' w ,), 'UA e e 

(163) Kr - - m (m =1) f'g g' h[w[), h,ulvl 

die relative Kriimmung der Vm • 

(161) besagt also: 
Die absol ute Kriimm ung einer V min Vn ist die Summeder 

relativen Kriimmung und der erzwungenen Kriimmung2). 
1st die Vn eine Sn' so ist die erzwungene Kriimmung K z in allen 

Punkten der V m gleich und von der Lage und der MaBbestimmung in 
der V m unabhangig. K z und K~ sind also Biegungsinvarianten und dar
aus geht hervor, daB auch Kr eine Biegungsinvariante ist. 

Die relative Kriimmung HiBt sich in einer Vn folgendermaBen um
formen: 

Kr = - _(_1 ___ ) ~1:iwiVil( iA {(r",iJ Vlt t - (V wi.) V,II t} 
m m 1 e ab a a b b 

(164) 1 ""a~b{"J (17 ~) .. (17 ~) = - ----~ ~ ZO) z' r Z!. ZV zit r Z -
m (m - 1) e ab a b OJ a b ,Il P 

- iw iv (Vw t) i,n ii, (V ll t)}. 
a a b b ' 

Wiihlt man nun fiir jeden Wert von e die i v verschieden, und jedesmal 
a 

in den Hauptkriimmungsrichtungen in bezug auf die Normale iv, d. h. 
e e 

in den Hauptrichtungen des Tensors h,It)., so wird: 

(165) ~(VfV(v!i.=O, a ± b 

(166) 
e 

i w ii. V'" ii. = haa 
a a e 

1) Killing, 1885, 1, S. 238; F. Schur, 1886, 2, V3 in R4; Bompiani, 1914, 
2, Vn - 1 in Rn; weitere Literaturangaben bei Struik, 1922, 5, 144. 

2) Ricci, 1902, 2, S. 361; die Namen absolute und relative Kriimmung hat 
Ricci eingefiihrt. 
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und (164) 

(167) 

Die Riemannsche Dbertragung. 

Die relative Kriimmung ist also dieSumme der algebrai
schen Mittelwerte der zweifaktorigen Produkte ungleich
namiger Hauptkriimmungen in bezug auf n-m beliebige 
zueinander senkrech te N ormalen der V m 1). 

Fiir eine V min Sn ist also diese Summe eine Biegungsinvariante 2) 
und fiir eine V m in Rn ist sie der absoluten Kriimmung gleich. 

§ 17. Bedingungen fiir eine Vm in Vn. 
Fiir eine Vm in Vn gilt (158), und die erste Bedingung ist also, 

daB sich - B! ~ ~ fKp IX" r + K~ f 1 ). ~ als Summe von n - m Bivektortensoren 
von der einfachen auf S. 35 beschriebenen Art schreiben laBt. Die 
Integrabilitatsbedingungen von (83 b) lauten: 

(168a) 

oder 

(168b) 

wo: 
( 6 ) ef BIX (V .).p B'" (V .).p 1 9 VA = ). IX!P ~ = - ). "'}P!' 

• ef Ie 
DIe 1 (n - m) (n - m -1) Vektoren vA = - V)., e ~ I, liegen in der 
V m und geniigen den Gleichungen: 

1 v, ef v' B'" (17 .).r B p IX V (17 .).r 
[w Vl] = [w 1] IX!r} = tWA] fI IX!r} 

= iB!lKP",rd i" i r + B[!f] (V", ir) Vp f 
e f e I 

(170a) 

oder 

(170b) 

1) Ricci, 1902, 2, S. 361, V", in V"' 
2) Lipschitz, 1870, 2, fiir V .. in RIO; Killing, 1885, 1, S.246f. fiir V", in 

SIt' Fiir die anderen komplizierteren Biegungsinvarianten s. Schouten-Struik, 
1921, 10, S. 10 u. f. Ein Re£erat iiber diese Arbeit findet sich bei Struik, 1922, 5, 
S. 128 u. f. 
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die durch Differentiation aus (169) gewonnen werden. Fur eine V m 

in Sn gilt also der Satz 1): 

Eine Vm kann dann und nur dann in einer Sn unter
gebracht werden, wenn 

1. tK;",a} ,1' + n(n1_1) Kg[w[!.gj.]y] sich als Summe von n-m 
e e • 

GraBen der Form h[w[!.h,u]y] schreiben HiBt, wo die h,d n - m 
Tensoren in der Vm sind und 

2. es uberdies in der Vm !(n-m)(n-m-1) Vektoren 
.f fe t'b d' . d T vi. = - VA' e =f ,gI t, Ie zusammen nlIt en n - m ensoren 
• 
h,uJ. den Gleichungen (168b) und (170b) genugen. 

FUr m=n-1 verschwindet (170b) und (168b) lautet jetzt: 

(171) V' h - 1.B{3lXo K .y 
[00 ,a]!. - 2 wit!. {3lXoy!, 

Dies ist die Verallgemeinerung der Codazzischen Gleichung fUr Vn - I in 
V n' Es gilt also der Satz: 

Eine Vn - I kann dann und nur dann in einer Sn unter-

gebracht werden, wenn !K;",uh+ n(n1_1)Kg[w[!.g',u]y] sich in der 

Form h[m[!. h,u]p] schreiben HiBt, wo hit!. ein Tensor der Vn - 1 ist, 
der der Gleichung (171) genugt. 

§ 18. Anderung des Kriimmungsaffinors H,;iv bei konformen 
Transformationen der Vn• 

1st eine Kongruenz gegeben durch den Einheitsvektor i' und wird 
die V n der konformen Transformation (2) unterworfen, so ist der neue 
Einheitsvektor: . -}... 
(172) '11' = a ~ 1'. 

Infolge (4) und (5) gilt also: 

(173) 

und: 
(174) 

l'v "1'_ V '.y I"!. IXP+ 1.'" . + 1. "IXA V 
,u 1 - ,u ~ -"2 1 g).,uSlXg "2~ S,u "2 SIX ~ ,u 

_ -!(V·' l' v 1 'IXAY)' v_ 2,· - a II ~ - '2'~,u S + '2 SIX ~ It' S - g S;. 

wo s' die Komponente von S· -.l i V ist: 

(175) 

Es gilt also der Satz: 

Bei einer konformen Transformation 'gAit = agi.,u entsteht 
der neueKrummungsvektor 'uP einerKongruenz, indem der 

1) Ricci, 1884, 1, fiir V"_ l in R .. ; 1888, 1, fiir V m in R,.; Kuhne, 1903, 1, 
fiir V", in V". (158) und (168b) treten fiir V .. in V .. schon auf bei VoP, 1880, 1, 
S. 139, Weitere Literaturangaben bei Struik, 1922, 5, S. 136. 
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Endpunkt von UV urn - !Sv verschoben wird und der so 
entstandene Vektor durch a dividiert wird 1). 

1st eine V m in der Vn gegeben, so ist infolge (83 a) und (173): 

'H':"--~B"'" ('V"P)"" ."1. - .::... I" gp;. '" 2 2 
e e e 

(176) 
= - ~ B~ 'gp;, (V /i P - ! 'i", l + !S/iY A~) 'i v 

e' e e e e 

H •· v .1. ~'Y .v' = u). - ~.::... 2 Sy 2 gu!. 
lee e . 

_H':" 1. '. v - pl. - 2 g,ll}, Z , 

Wo ZV die Komponente von SV senkrecht zur V m darstellt. Der Vektor 
der erzwungenen Kriimmung u"V einer Kurve iV der V m transformiert 
sich also folgendermaBen: 

(177) I Ill' _ I.). 1',11 'H.'v _ 1 (/fV 1 v) 
U - 2 t ,Id - -;;- U - ~ z , 

und fUr die Transformation des Kriimmungsgebildes gilt daher der Satz: 
Bei einer konformen Transformation 'g;.1" = ag;.1" einer 

Vm in Vn entsteht das neue Kriimmungsgebilde, indem das 
Kriimmungsgebilde urn - !ZV verschoben wird und die 
Radien vektoren der so entstandenen Figur d urch a divi
diert werden 2). 

Aus diesem Satze {olgt, daB die Dimensionenzahl m' des Kriim
mungsgebietes bei einer konformen Transformation der Vn iibergeht 
in m' - 1, m' oder m' + 1. Ein axialer Punkt geht z. B. im Allgemeinen 
iiber in einen planaren Punkt, ist aber der Ort der Endpunkte der 
Kriimmungsvektoren ein Punkt, so entsteht bei einer konformen Trans
formation wieder ein axialer Punkt oder ein Punkt, in dem m' = 0 
ist, d. h. wo Hi.;" verschwindet. 

Andere F olgerungen 2) sind: . 
1st eine Vm in Vn gegeben, so HiBt sich stets eine kon

forme Transformation der Vn angeben, bei der die Vm iiber
geht in eine Minimal-Vm • 

1st eine Vm in Vn gegeben und in dieser Vm eine Kon
gruenz, so HiBt sich stets eine konforme Transformation 
der Vn angeben, bei der diese Kongruenz iibergeht in ein 
System von Haupttangentenkurven. 

§ 19. Anderung der KriimmungsgroBe K~;~'V bei bahntreuen 
Transformationen der Ubertragung. 

In einer Vn gehen wir zu einem neuen Fundamentaltensor iiber. 
Dann ist: 
(178) 

f'Vl"vV=Vl"vV+A,:,i"v)' 

t 'V,u W;. = 17,< W;. - A;( Wv 

1) Schouten-Struik, 1921, 9. 2) Schouten-Struik, 1923, 13. 
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und die Bestimmungszahlen des in f-lA. symmetrischen Affinors 
sind die Differenzen von T:} und {':}. 

(179) A~r = 'f:} - {';"} . 
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A •. Y 

f" 

Die neue KrtimmungsgroBe HiBt sich unmittelbar der Gleichung (II, 121) 
entnehmen: 

(180) 'K"' V K"'" 2V A·· v+2A··"A··" OJ!'). = OJ!'). - [OJ !']). ).[u, 1']'" 

Die Transformation der trbertragung ist dann und nur dann babn
treu (vgl. II, § 8, IV, § 1), wenn 

(181) A;(=A~PA+A~p!" 

wo P). irgendein Gradientvektor ist, da die Inhaltstreue der trbertragung 
gewahrt bleibt (IV, § 1). (180) geht dann tiber in die einfache Gleichung: 

(182) 
f 'K;,;,'" = K~,l; l v + 2 A [OJ V,,] P). - 2 A [OJ PI'] p}. 
t = K~,:;: + 2 A[,u P,u]!. , 

wo: 
(183) 

(182) lieBe sich auch unmittelbar der Gleichung (IV,4) ent.nehmen, da 
bier p[OJ,u] verschwindet. Aus (182) folgt bei Faltung nach rov: 

(184) 'K,nA = Kid + (n -1) p,,,},, 
trberschiebung von (182) mit ' g;}' = ' gy a g'''' lehrt 1) : 

(185) O='g[;'/PI'])" 

Aus dieser Gleichung HiBt sich ableiten, daB es n Richtungen gibt, die 
sowohl fUr 'gA,,, als fUr hI' Hauptrichtungen sind. In der Tat, sind 
iV, i = 1, ... , n, Einheitsvektoren in n Hauptrichtungen von 'gAil' so ist: , ' 

I .), ,-" •• J. 
(186) gOJ =..:... gjj!m ~ , 

1 " 
( 187) P,u). = 2 Pjk i,u kii. , 

ik , 
und (185) ist aquivalent mit: 
(188) 2'gl[JPk]l=0, 
oder: 
(189) 

I 

Gehoren nun fund f zu verschiedenen Hauptgebieten von 'gi.!' , so 

ist ' gjj -' gkk of 0 und es verschwinden also aUe orthogonalen Bestim
mungszahlen von PAl' mit zwei zu verschiedenen Hauptgebieten von 
'gAl' gehorigen Indizes. Da das gleiche auch umgekehrt gilt, haben die 
Tensoren wenigstens ein System von Hauptrichtungen gemeinschaftlich. 

1) Das Herauf- und Herunterziehen von Indizes bezieht sich auf den Fun

damentaltensor g",. Man bemerke, daB' K,,:,;; a, gav i~ ),v alternierend ist, dagegen 
'Kml"V nicht. 
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Es ist noch die Frage unerortert geblieben, ob es iiberhaupt mog
lich ist, 'g!.i< so zu wahlen, daB A~t die Form (181) bekommt. Nun 
ist in dies em Faile infolge (178): 

(190) {V/,'gap='Vi<'glXp+A~~l"gvp+A,;r'gvlX 
= 0 + 2 p/glXP + PIX 'gPi< + Pf/ga,« . 

Gilt aber umgekehrt (190), so ist: 

(191) A "v, +A"v, 2P' +p' +p' 
,itO< gvp i<P gvlX = I' glXP IX gPi< P glX!' , 

woraus durch zyklische Permutation und Addition wie in (II, § 6) folgt: 

(192) A,:;."'gvp = Pi<'g!.p + P/gP/l' 

Durch Oberschiebung mit dem zu 'g!.i< gehorigen kontravarianten Tensor 
'gPYl) folgt aber (181). Die Transformation der Obertragung ist also 
dann und nur dann eine bahntreue, wenn fUr den neuen Fundamental
tensor die Gleichung (190) gilt, wo P!. irgendein Gradientvektor ist. 
Wendet man auf (190) die Gleichungen (149b) und (152) an, so folgt, 
daB 'g). ,a n Vn_cnormale Hauptrichtungen besitzt. 

Es gilt nun, die Integrabilitatsbedingungen der Gleichung (190) 
aufzustellen. (N ach (III, § 6) lauten diese Bedingungen: 

(193) {K;",~~ V'gvp + K;,,~r :gvlX = 4 (V[", P(IX) 'gulP) - 4 p[w P(IX 'g,ulP) 

= 4 PrW(1X gi<lP)' 

Diese Gleichung laBt sich auch aus (182) ableiten, da K;, ~ (~ v, gP) v infolge 
der dritten auch fiir 'K;",:,i IX I glXv giiltigen Identitat (II, 147) verschwindet. 

Fiir den Fall, daB die Vn eine Sn ist (S. 171): 

(194) K = ___ 1 __ K 
o n (n - 1) 

ergibt sich aus (193): 
(195) (Kog[w(a - 2p[w(IX)'gi<lP) = 0 

und darausgeht hervor, daB Ko g). ,u - 2hi< sich nurum einen skalaren Fak
tor von' g!.!t unterscheiden kann. (182) geht also fUr dies en Fall iiber in: 

(1 6) 'K' , ,v 2 K A v 2 P A v , A v 9 w,ui. = og!.[w 1'1 - !.[w 1'1 = 1X g!.[w 1'1 

wo 1X ein Koeffizient ist. 'K;";j: hat also dieselbe Form wie K;,,;,;:, 
Dies ist der Satz von Beltrami: 

Eine Sn geht durch bahntreue Transformation iiber in 
eine S1I oder eine Rn , 

Durch Oberschiebung von (193) mit gi< IX entsteht: 

(197) { 
K;"v 'gyP - K~;"r 'gvlX = P;" lX'grxp - glX P,tlX 'gwp 

+ Pwp'gI'lXgI'IX - pplX/gaw. 
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Nun ist K~:oi/ 'gva infolge der fUr K:o~;.v gultigen Identitaten (II, §14) 
ein Tensor (II, Aufg. 7), und das Gleiche gilt infolge von (185) von 
der rechten Seite von (197). Aus (197) folgt demnach: 

(198). K[~"'gPlv=O. 
Es gibt also n Richtungen, die sowohl fur 'gAft als fur KAft Haupt

richtungen sind, und in einer Vn mit eindeutig bestimmten Haupt
richtungen kann demnach der Gleichung (190) nur genugt werden durch 
Tensoren 'gAft' die eben diese Richtungen als Hauptrichtungen haben. 
Es ist die Frage, ob es gemeinschaftlichen Hauptrichtungen von 'gAit 
und PA,U gibt, die sich mit gemeinschaftlichen Hauptrichtungen von 
'g).,n und KAft decken. Dies ist zunachst nur sicher fur den Fall, 
daB ' gJ.v nur eindeutig bestimmte Hauptrichtungen hat. 

Zur Beantwortung dieser Frage legen wir die Kongruenzen iV in , 
irgendwelche gemeinschaftlichen Hauptrichtungen von 'gAit und PA.It' 
( 193) geht dann u ber in: 

(199) ('gll-'gkk) Kijkl = Pik 'gjl + Pil'gjk - Pjk 'gil- Pjl'gik' 
Fur i = i und ebenso fUr k = l verschwinden beide Glieder identisch. 
Sind wenigstens drei der Indizes i, i, k, l ungleich, und gehOren k und 
l nicht zum namlichen Hauptgebiet, so folgtl): 

(200) Kijkl = O. 

1st aber i = k, i = l, i t i, so ergibt sich: 

(201) ('gjj -'gii) Kijij = Pii 'gjj - pj} 'gii' 
Jedes Hauptgebiet von 'gAlt liegt also in einem Hauptgebiet von PAft' 
da nach (201) aIle zu diesem Hauptgebiete gehorigen orthogonalen 
Bestimmungszahlen von PAft untereinander gleich sind. Das Umgekehrte 
gilt nicht, da aus Pii = pjj auch folgen kann, daB Kijii verschwindet. 
(1st K:o ~~" = 0, so unterscheiden sich PAft und gAft nach (201) nur urn 
einen Zahlenfaktor.) Dberschiebung von KWftAP mit 'gw" lehrt, unter 
Berucksichtigung von (200): 

{ Krojk" 'gwv =L,Kljkl'gll } 
I . , k ' ... ' , , 1 =r ,g)J 7 gkk 

= Kjjkj gjj - K kjkk gkk = 0, 
(202) 

und die gewahlten Hauptrichtungen sind also auch Hauptrichtungen 
der Dberschiebung KWftA,,'go"'. Die Gleichung (197) geht uber in: 

(203) {Kji 'gii - t: Kljil'gll = Pji :gii - gap Pap 'gji + glXP'glXp Pji 
- Pil gjj. 

FUr i =f i lehrt diese Gleichung unter Berucksichtigung von (202): 

(204) Kji'gii=~Kljil'gll=O, ict j, 'gii~ 'gjj 
und fur i = i: I 

(205) Kii 'gii - 2: Kliil' gil = - gap Pap' gii + gal' 'gc<i' Pii' 
I 

1) Fubini, 1905, 2, S.316. 
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Aus (204) folgt, da 'gA"" den Rang n hat und also keine der Bestim
mungszahlen 'gii verschwinden kann, daB Hauptrichtungen, die 'gAte 
und PAl' gemeinschaftlich sind, auch Hauptrichtungen von KA"" und 
infolge (184) also auch Hauptrichtungen von 'KAI' sind. Die Tensoren 
'gAl" PA"", K;."" und 'KAt' haben also wenigstens ein System 
von n Hauptrichtungen gemeinschaftlich. 

Eine Beziehung zwischen P;'"" und den Determinanten 'g und g 
der Tensoren 'gA"" und gAl' wird erhalten durch Dberschiebung der Be
dingungsgieichung (190) mit 'glXfI: 

(206) (/1"" 'glXfI) 'g1X{I = 2 (n + 1) PI" 
indem man dabei beriicksichtigt, daB: 

(207) dlog L = 'glXfI d 'glXfI- glXfI d glXfI = 'g1X{i b 'glX{i' 
g 

Denn aus (206) und (207) folgt: 

(208) 

Mit Hilfe dieser Gleichung kann man PA aus (190) eliminieren und so 
in einfacher Weise priifen, ob fiir einen gegebenen Tensor 'gAu die Glei-
chung (190) erfiillt ist. ' 

Betrachtet man nur Losungen mit eindeutig bestimmten Haupt
richtungen, so lassen sich die Gleichungen (190) auf eine einfache Form 
bringen. Wird das Orthogonalnetz in die Hauptrichtungen von 'gAt' ge
legt, so geht (190) iiber in: 

(209) Vil:'gjj~dl = 'gkZ Vilogp + ! 'gli Vklogp + i'gki VzIogp, 
j }} 

oder: 

wo: 
(211) 

gesetzt ist, was immer erlaubt ist, da PA ein Gradientvektor ist. 
Gleichung zerfallt in vier Gleichungen: 

fiir i, k, l =!= 

(212) 
fiir i = kf 1: 

(213) ('gll-'gii) Vifi= - i'g\iVzlogP, 

fiir i =!= k = 1: 
(214) 

fiir i = k = l: 
(215) 

.0, 'VI ~"" - gkk = - gkk i ogP, 
t 0 xl' 

. 0, 'V 1 ~I'- g .. = -2 g ... ogp. , ox,u H H , 

Diese 
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Aus der erst en Gleichung folgt, daB die Kongruenzen iV Vn_rnormal 
1 

sind [vgl. (131) und (III, 114)]. Wl.i.hlt man Hilfsvariablen xi, i = 1, ... , n 
so, daB'ihre l.i.quiskalaren Vn - 1 ZU den iV normal sind, und ist: 

1 

(216) 

so ist: 

(217) 

und: 

(218) 

i 
d S2 = 1: H2 d Xi d Xi , 

i 

. i i 
~;.=He;. 
i 

Viti = (VI' f;.)tf = -t(VI' t;.W = -t (VI' II;J r 
i (.) i ( .) 

= - H t VI'; r = - H r VI';;' t 
iii ' i 

- -H 'I' V H-l- H-l ologH - l I' - iJ Xl • 

Die Gleichungen (213), (214) und (215) gehen dann tiber in: 

(219) 

(220) 

(221 ) 

i 

(
I i) iJ log HOi 

2 e - e ifT = a Xl e 
o k 

iJxiPe=O, 
o i i op 

() Xi P e + Q liXl = 0 , 

WO (li flir 'gii aus (213) gesetzt ist, da 'gii jetzt, wo die Hilfsvariablen xi 
. i 

angenommen sind, eine andere Bedeutung bekommen hat, 'gii = e H2. 
Stellt man die Integrabilitlitsbedingungen von (219) auf, so entstehen 
die Lameschen Gleichungen I): 

o2H I oHoR m oR- oR-
(222) oxmo7 = H-I oxl ax;;; + H-I iJxm ox" 
die bekanntlich identisch sind mit der Gleichung: 

(223) K im1i = 0, i,m, l o.!= 

die ein Spezialfall von (200) ist. Ftir die Integration von (219-221) 
sei verwiesen auf eine Arbeit von Levi-Civita 2), wo diese Gleichungen 
in Beziehung gesetzt sind zur Transformation der dynamischen Glei
chungen. 

Setzt man: 
( ) '1 2 , 1 'g 224 q;.", = 2 g;.1' ogp = n + 1 g;.1' og g , 
so folgt aus (190): 
(225) V(w q;.l') = O. 

1) Vgl. z. B. Bianchi-Lukat, 1899, 4, S. 485. 
2) 1896, 1. Vgl. auch Fubini, 1905, 2 und Wright, 1908, 1, S.80 u. f. 
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Existiert also ein Tensor g;.,.., so existiert ein Tensor, dessen gemischter 
erster Differentialquotient verschwindet. Das Umgekehrte gilt nicht. 
1st iV irgendeine geodatische Kongruenz, so ist stets: 

(226) 

d. h. die Komponente des Tensors qJ.,.. in irgendeiner geodatischen Linie 
ist langs dieser Linie konstant. Die Differentialgleichung der geo
datischen Linien: 
(227) 

hat also, im Faile ein Feld qJ.,.. existiert, ein quadra tisches erstes 
Integral: 
(228 a) 

In derselben Weise beweist man, daB die Differentialgleichung der 
geodatischen Linien ein erstes Integral plen Grades: 

(228b) 
dx'" dxJ. p 

q' ,-- ... -- = Konstante 
"l ••• Ap ds ds 

besitzt, wenn der gemischte erste Differentialquotient von qJ. •... J. p ver
schwindet. 

§ 20. Infinitesimale bahntreue Transformationen. 

Erleidet der Fundamentaltensor eine infinitesimale Transformation: 

(229) 
so ist: 
(230) 

Aus der aus (190) folgenden Gleichung: 

(231) O='V,..'g",p= VI,'g",{J-A~~V'gvfJ-A~i/'g",. 
ergibt sich: 
(232) dtV,..h"'fJ=A;~·g.fJ+A;i/gv"" 
oder: 
(233) idt (V,U hJ.", + V;.h",,.. - V'" h,..J.) g"'V = AI;~·' 

eine Gleichung, die man weniger einfach auch durch Berechnung der 
Transformation der Christoffelschen Symbole erhalten kann. Die Glei
chung (180) geht tiber in die einfachere Form: 

(234) 
oder: 

'K' .. V K''' v 2V A"· co,..;' = co,..J. - [co I'];" 

(235) {' K~;;," = K~;i" - idt {2 V[co V,..] hJ.", + V co VJ. h"'I' - V,.. VJ. h",co 
- Vco V",h"J. + V,.. V",hco;'} g"'v. 

Erleiden die Punkte der Vn eine Verrtickung vVdt, so wird da
durch die MaBbestimmung geandert. Dieselbe Anderung entsteht, 
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wenn man die Punkte in Ruhe laBt, gA", aber so infinitesimal trans
formiert, daB: 
(236) hA'" dt = 2 Veu vA) dt 
oder: 
(237) h",A = 2 Veu vA) • 

Man beweist diese Eigenschaft wie im § 11, oder auch, indem man in 
(112) die Verriickung in die V m legt und das Resultat fUr Vn statt fiir 
V m formuliert. 

Es ist daher: 

(238) { A~t= ldt(V", VA V'" + V",VaVi, + VA V",V", + V),V,uVa 
- Va V", VA - V a Vi. V"') gay. 

1st also die urspriinglich vorhandene MaBbestimmung euklidisch, so ist: 

(239) A;,i" = dt V(", V,l) vY = dt VII VA VV, 

und (234) geht iiber in: 

(240) 'K;';(=-2V[roV",lV,lVv=0. 

Bei einer Verriickung vY d t in einer Rn entsteht demnach eine MaBbestim
mung mit einer KriimmungsgroBe, die unendlich klein von einer hOheren 
Ordnung als d t ist. 

Eine erste Frage ware nun, wann die durch (229) und (237) gegebene 
Transformation bahntreu ist. Dazu ist nach § 19 notwendig und hin
reich end , daB: 
(241) V",h",p = 2 Pi' gfXP + P",gpi' + Ppg",,,, , 

wo PA ein Gradientvektor ist. 

Da g' hier iibergeht in 1 + h; ad t, ist nach (208): 
g 

( ) 1 V • '" 1 "'fi V V 
242 P,u=2(n+1) ",h", =n+1 g '" aVfi· 

Die Integra bilita tsbedingungen von (241) entstehen aus (193) und lauten: 

(243) K;'~~Y hVfi + K;,;f hy<x = 4p[w(<xg",lP)' 

Hier ist Pi'i.=V",PA, und wie auf S.205 wird bewiesen, daB PI'A und 
h",A ein System von Hauptrichtungen gemeinschaftlich haben. Aus 
der Gleichung (243) geht, wie auf S.204, hervor,' daB fiir den Fall, 
daB die Vn eine Sn ist, h", sich nur urn einen (im allgemeinen nicht 
konstanten) Faktor von gAl' unterscheidet, und daraus folgt wieder 
der Satz von Beltrami (S.204) fiir infinitesimale Transformationen. 
Durch Dberschiebung von (243) mit gi'<X entsteht: 

(244) K;'Y hvp - K~:,f hv<x = - g"'<X Pfl<X gwp + npwfi. 

Wie auf S. 205 folgt aus dieser Gleichung, daB hAl' und K AI, ein System 
von Hauptrichtungen gemeinschaftlich haben. Wird ein Orthogonal-

s c h 0 ute n, Ricci-Kalkiil. 14 
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netz in n gemeinschaftliche Hauptrichtungen von hA/< und PA/<gdegt, 
so geht (243) iiber in: 

(245) (hll - hkk) K ijlel = Pikgjl + Pilgjk - PJkgi/- Pjlgik' 

Daraus folgt wieder erstens, daB in bezug auf dieses Orthogonalnetz 
aile Bestimmungszahlen K ijkl mit mehr als zwei ungleichen 1ndizes 
verschwinden, wenn h und l nicht zum namlichen Hauptgebiet gehOren. 
und zweitens: 
(246) (hjj - hii) Kij ij = Pii - PJj • 

Aus dieser Gleichung geht hervor, daB die Hauptgebiete von Pl./< die 
Hauptgebiete von hJ./< enthalten. 

Die Gleichung (241) HiBt sich in einer Rn sehr einfach integrieren. 
Da sich P/<J. hier nur urn einen Zahlenfaktor von gJ./< unterscheidet, ist: 

(247) V/< PJ. = C g)./< . 
Die 1ntegrabilitatsbedingungen dieser Gleichung lauten: 

(248) 0 = W[w C) g/<ll., 

und C ist also eine Konstante. 1st das Koordinatensystem kartesisch, 
so ist der Radiusvektor rP = XV und V/< x P = A,:, so daB: 

o 
(249) PA = CrA + p;.., 

o 
wo Pl. einen konstanten Vektor darstellt. (241) geht jetzt iiber in: 

(250) 0 0 0 { 
V/<hlXp = C (2r/<glXp + rlX g/<p + rpglX/<) 

+ 2 P/< glXP + PIX g/<p + pp glX/<' 

Die 1ntegrabilitatsbedingungen dieser Gleichung: 

(251) 0 = V[w V /<1 hlXP = 2C g(w(1X g/<lPJ , 

sind identisch erfiillt. (250) laBt sich unmittelbar integrieren: 
o 0 0 0 

(252) hlXp = C (r2 glXP + rlX rp) + 2 py rY glXP + PIX rp + pprlX + hlXp , 
o 

WO hlXp ein konstanter Tensor und r2 =,,;. r;.. ist. Fiir V/< V;.. gilt also: 
o 0 0 0 

(253) 2V/<vJ. = C (r2gJ.lt + rJ.r/<) + 2PIXrIX gA/< + p;, r" + p/< fJ. + hA/< + f/<A' 

WO h/< ein Bivektor ist. Die 1ntegrabilitatsbedingungen dieser Glei
chung lauten: 
(254) 

. 0 
o = C r[" gwj). + p[w g"p, + 2 V[w /.up .. 

Da also V[wf/<).l verschwindet, ist: 

1 
V[W/.Uj). = - V[/<fAlw - V[;..fwlll 

(255) : - ! V/< /;.W + ! V).!/<w.l - t VJ. fw,u + ! V OJ /;.,, 

- V;.twv - ! V;.. f"OJ - 2 V).t"w, 

und (254) ist demnach aquivalent mit: 
o 

(256) VJ.fw/< = Cr[wg/<]J. + p[wg!t]).. 
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Schreibt man von dieser Gleichung die Integrabilitatsbedingungen an: 

(257) 0 = C g[';[q> gi-]it] , 

so folgt, daB C verschwinden muB. (256) laBt sich dann integrieren: 
o 0 

(258) lrop ;= p[w rp] + /ro,,, , 
o 

wo lrop ein konstanter Bivektor ist, und (253) gebt tiber in: 
o 0 0 0 

(259) VI' V;. = p",r"'g;.p + ppr). + !hp;. + 11';" 

Integration dieser Gleichung liefert schlieBlich: 

(260) 
000 

VA = 2 p", r'" r;. + l;.", rlX + V)., 

o 0 
wo l;.1X ein konstanter Affinor und v;. ein konstanter Vektor ist. 

Die beiden letzten Terme zusammen stellen eine starre Bewegung 
o 

dar mit lv.lX] als Bivektor der Drehung. Der erste Term ist ein Feld, 
dessen Kongruenz aus den Geraden durch 0 gebildet wird. Legt man 

o 
fUr n = 3 den Vektor p). in die X-Achse, so erleidet der Punkt x, y, z 

o 0 
bei der Verrtickung 2plXr"'r;.dt die Koordinatenanderungen 2px2 dt, 

o 0 
2pxydt, 2pxzdt. AlleGeraden durch dieX-Achse, die der YZ-Ebene 
parallel sind, werden also parallel zu sich selbst in der X-Richtung 

o 
verschoben urn p x 2 d t, wahrend alle Geraden parallel zur X-Achse 
sich urn den Schnittpunkt mit der YZ-Ebene drehen urn einen Winkel 

o --~ 
2 P yy2 + Z2 d t in der Ebene, die die X-Achse enthalt. 

§ 21. Infinitesimale konforme Transformationen. 

Eine zweite Frage ist, wann die durch (229) und (237) bestimmte 
infinitesimale Transformation konform ist. Dazu ist notwendig und 
hinreichend, daB: 
(261) h;.,u = mg;.p, 

wo m ein im allgemeinen nicht konstanter Faktor ist. Es solI also gelten: 

(262) Vpv;.=imgp;.+lp;., 

wo fp;. eine in ,.d alternierende GroBe darstellt. 
Die Integrabilitatsbedingungen dieser Gleichung lauten: 

(263) iK~~i.vvv=im[rogp]A+V[ro!pl;" mp=Vpm. 

Wendet man auf diese Gleichung die zweite Identitat (II, 139) an, so folgt: 

(264) V[w !p;'] = 0, 

so daB sich (263) infolge von (255) und der vierten Identitat (II, 148) 
auch schreiben laBt: 
(265) 

14* 
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Die Integrabilitatsbedingungen dieser Gleichung lauten: 

(266) 

wo: 
(267) 

Aus der Bianchischen Identitat folgt aber: 

(26S) V[~K).lVltW = - i VVK~A,UO" 
so daB (266) aquivalent ist mit: 

(269) {Vix ViXKwf,h = l:ViX KiXp!.v + 1,;iX KWiX.Av + Ii.'" KWlliXV + l;iX KWftAlX 

- 2 m[v[w gAl pI + m Kw IlA V . 

Durch Dberschiebung mit gWV entsteht: 

(270) {Vix VIXKf'A = l;iX K iXi. + NIX K'llX - !giX{lmiX{lg!.u 
- !(n - 2) mA,u + mK ui.' 

1st m = 0, so andert sich die MaBbestimmung nicht. Die Vn laBt 
dann eine starre Bewegung zu und (262) geht uber in die Killingsche 
Gleichung: 
(271) V.lt VA = lu!.1). 

Die Differentialgleichungen der geodatischen Linien besitzen in diesem 
Falle ein lineares erstes Integra12) (vgl.S.20S). Dielntegrabilitats
bedingungen der Gleichung (271) entstehen aus (266), indem die Glieder 
mit m und m). u verschwinden. FUr m = 0 lassen sich (269) und (270) 
in einfacher Weise geometrisch deuten. Bewegt sich ein Affinor ohne 
Gro.Benanderung, so ist seine Bewegung eine Drehung in bezug auf ein 
geodatisch mitbewegtes Bezugssystem. 1st der Bivektor der Drehung 
F!.pdt, so gilt also, wenn die bewegte GroBe ein Vektor VV ist (I, 12S): 

(272) 

und fur eine GroBe pten Grades gilt demnach: 
1, ... , P 

(273) bVA ) = ~ P·ix .. dt 
l····p ~ Au V),1"';'U-ltXJtU+ 1 ... Ap 

u 

(269) und (270) bringen also fUr m = 0 zum Ausdruck, daB sich Kwp!.v 
und KftA bei der Verruckung VV d t in bezug auf ein geodatisch mitbeweg
tes Bezugssystem drehen, eine Tatsache, die bei einer starr en Bewegung 
ja geometrisch selbstverstandlich ist. Der Bivektor der Drehung ist 
lAp d t3). 

1) Killing, 1892, 4, S.167, weitere Literatur bei Struik, 1922, 5, S. 155. 
2) Vgl. z. B. Whight 1908, 1 und Radon, 1922, 19. 
3) Struik, 1922, 5, S. 160. In den Gleichungen (192a) und (194a) dort, 

die korrespondieren mit unseren Gleichungen (269) und (270), stehen fiir m = 0 
einige Indizes falsch. Die Vektorgleichungen (192) und (194) sind aber richtig. 
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1st K;';i" = 0, so geM (269) tiber in: 

(274) m[Hw g;']ft] = 0, 

was besagt, daB m;'f' verschwindet, mA also ein konstanter Vektor ist, 
o 

m;. = m;,. Die Gleichung (265) geM dann tiber in: 
o 

(275) V).tuw = -m[wgf,j).· 

Diese Gleichung laBt sich sehr einfach integrieren. 1st das Koordinaten
system kartesisch, so ist r" = x" der Radiusvektor und 

(276) 
o 0 

Iftw = ml" rw] + Iftw, 
o 

wo If'w ein konstanter Bivektor ist. Es ist also: 

(277) 
und 

0 0 0 
(278) V;, = 1mr). - -l-ram;. + fIX). rlX + v;" 

o 
wo v). ein konstanter Vektor ist. 

Die beiden letzten Terme zusammen stellen eine starre Bewegung 
o 

dar mit /;.f' als Bivektor der Drehung. Die beiden ersten Terme stellen 
ein Feld dar, dessen Kongruenz durch aIle Kreise gebildet wird, die in 

Odie Richtung von /k). tangieren. 

Aufgaben. 

1. 1st ~v, i = 1, ... ,n ein n-faches Orthogonalsystem m der V n 

und ist 1 
V" = IX i" + IX i" 11 22 

eine Vn_1-normale Kongruenz, so ist auch 

V'" = - IX i" + 1X2 i" 
11 2 

Vn- 1-normal. 1X1 und 1X2 brauchen nicht konstant zu sein1). 

2. 1st ein System von 001 Va in einer Va gegeben, und gibt es 
zwei Va-normale Kongruenzen v" und v''', deren Kurven ganz in den 
V 2 liegen, und deren Bissektrixkurven Hauptkrtimmungslinien der ge
gebenen Va sind, so gehOren diese V2 einem dreifachen Orthogonal
system an a). 

3. Jede zu i" kanonische Kongruenz in Va, die mit i" Va-bildend 
ist, ist auch V2-normal. 

1) Demoulin. 1913. 2 ffir Ra. 
2) Demoulin. 1913.2 ffir Ra. vgl. auch Keraval. 1913.1 und 1914. 1. wo die 

in Aufg. 1 und 2 angegebenen Satze abgeleitet sind ffir den Fall. daB v" und v'v 
in den Haupttangentenrichtungen einer V2 in Ra liegen. 
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4. Der Kriimmungsvektor der Kongruenz eines Feldes VA in einer 
Vn , das der Killingschen Gleichung V(u VA) = 0 geniigt, ist ein Gradient-
vektor. [Ricci 1).] 

5. Jede Kongruenz, senkreeht zu einem Felde VA. der Vn, das der 
Killingsehen Gleiehung geniigt, besitzt einen Kriimmungsvektor senk-
reeht zu VA' [Ricci 2).] 

6. Die Kongruenz eines Feldes VA der Vn das: 

a) der K illingschen Gleiehung geniigt, 
b) Vn_1-normal ist, und 
c) einen konstanten Betrag hat, 

ist geodiHisch und senkrecht zu einem System von geodatischen Vn - 1• 

[Struik 3).] 

7. 1st VV d t eine konforme Transformation einer Vn, die ein System 
von 001 reellen Vn - 1 invariant laBt, so gibt es eine konforme Trans
formation der Vn , bei der vVdt iibergeht in eine starre Bewegung. 

[Fubini 4).] 

8. Zwei infinitesimale konforme Transformationen einer Vn . mit 
denselben Trajektorien unterscheiden sich fUr n> 2 nur durch einen 
konstanten Zahlenfaktor. [Fubini 5).] 

9. Die aquiskalaren Hyperfiachen des Betrages V eines Gradient
feldes VA in der Vn sehneiden die Hyperfiachen senkrecht zu VA in 
einem System von Vn - 2, die senkrecht zum oskulierenden Bivektor 
der Rongruenz des Feldes VA sind. [Fouche'6).] 

10. Verschwindet fUr eine geodatische Kongruenz in einer Rs die 
Divergenz des Einheitsvektors, so besteht die Kongruenz aus den 
Parallelen zu den Tangenten einer Raumkurve in den oskulierenden 
Ebenen. [Cisotti 7).] 

11. Eine V m in einer Vn ist dann und nur dann geodatisch, wenn 
die geodatische Bewegung jedes Vektors der V m langs jedes Linien
elementes der V min bezug auf die V m identisch ist mit der geodatischen 
Bewegung derselben GroBe langs desselben Elementes in bezug auf 
die Vn• [VitaliS).] 

12. Eine Kongruenz iA in einer Vn ist dann und nur dann geo
datisch und Vn_cnormal, wenn die Rotation von i;. verschwindet. 

[Schouten-Struik 9) .] 

13. Jede Vn_rnormale Kongruenz der Vn ist konformgeodatiseh. 
[SchOuten-Struik 9) .] 

1) 1898, 1, 2; 
2) 1898. 1. 2. 
4) 1903, 2. 
7) 1910. 4. 

1901. 1. S. 608 (Berichtigung). 
3) 1922.5. S.157. 

5) 1903.2, S.268. 
8) 1922. 22. 

6) 1914, 3. S. 1 fiir Rs' 

9) 1921. 9. man vergleiche die Berichtigung 1922, 23. 
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14. 1st i1 eine beliebige geodatische Kongruenz der V". und ist 
das Linienintegral f i dx," ,It 

nber jede geschlossene Kurve, die ganz in einer bestimmten Vn - 1 mit 
nicht singularer Lage liegt, Null, so ist die Kongruenz Vn_1-normal. 

[Schouten-Struik 1).] 

15. Stachelschweinsatz. Wenn man die von den Punkten einer 
Vn- 1 in einer Vn ausgehenden Kurven einer geodatischen und Vn_rnor
malen Kongruenz i1 durch eine zu den Kurven normale Vn - 1 abschneidet, 
so ist bei jeder Verbiegung der erst en Vn-l> bei der die geodatischen 
Kurven mit dieser Vn - 1 fest verbunden bleiben, der Ort der Endpunkte 
der Kurven stets eine zu den Kurven normale Vn - 1• Die feste Verbin
dung soll darin bestehen, daB in jedem Schnittpunkt GroBe und Rich
tung in der Vn - 1 der Vn_rKomponente von i" ungeandert bleiben. 

[Schouten-Struik 2).] 

16. Ausgehend von den in einer V4 giiltigen Gleichungen 
I. S1 = - V" F" 1 , 

II. ° = VCuFh]' 
III. PA = - S" FilA' 

zeige man, daB Gleichungen existieren von der Form: 

a) FltA =-2V["Q1]> 

b) 

c) 

d) 

VII Si f = 0, 

Pi. = - J7" SI'A' 
S,,1 =-F;,"'F",J.-tgfli.F",pF"'P. 

In der Elektrodynamik ist: 
sl. der Vektor der Stromdichte, 
FA" der Bivektor des elektromagnetischen Feldes, 
h der Kraftvektor, 
QJ. der Potentialvektor (Vektorpotential), 
S,u). der elektromagnetische Tensor. 

I. und II. sind die Maxwellschen Gleichungen, b) ist die elektrische 
Kontinuitatsgleichung. 

1) 1921, 9. 
2) 1921,9, fiir V 2 in Ra riihrt der Satz von Beltrami her, 1902,8, S.121-122. 



Sechster Abschnitt. 

Die Weylsche Ubertragung. 
Obersicht der wichtigsten Formeln der Weylschen 

Obertragung. 

Kovarian te Differen tia tion: 
op 

IJp=dp; V"p=-,. 
ox'" 

Vrw V,u] P = o. 

o V 

V y ov T V '\ 
I'V = -- - + A", V • ax'" 

Tensor gh: 

V"gAV = Q,ugAV ; V"g!.v=Q,~g).v= -Q"gAV' 

T v {)."}+T··v A,n = y A,u • 

.., ')' 0 11 •• y). 
f/,ll V = V,ll V + T).,,, V ; 

o 
fI w· - V w, T: .vw . /t i. - p, ,. - J../l v, 

KrummungsgroBe: 

2f1 V v R"' v !, 
[w ,If] V = - w,"). V , 

(II, D) 

(II, 6,7) 

(II, 24) 

(II, 29) 

(II, 30) 

(II, 47, 40) 

(II,55) 

(II, 65) 

(II, 57, 58) 

(II, 57, 58) 

(1I,116a) 

(II, 116b) 
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. . . v a rv 0 rv rv r" + r" r" R"'f' 1 = ox,. 101 - OX,;, A" - "w 1," ",tI 1",· (II, 101) 

R R···" ,,}.. = ",,1, 

F"l = R[.ulj. 

VWf' = R;";i l = -2F01f, = -nV[wQ!lj. 

R(;",~);,"=o. 

R · .. " 0 [WI'}..] = . 

J7 R ··· v 0 [~ 00,,]1 = . 

2 J7 v' R~j}.. = Vv R,;,H" . 

§ 1. Einleitende Satze. 

(II, 130) 

(II, 120) 

(II, 123) 

(II, 123) 

(11,123,142,65,133) 

(II,1)4a) 

(II, 139) 

(II, 163 d) 

(II, 167) 

Eine Weylsche Obertragung wurde auf S. 75 definiert als eine 
affine Obertragung, bei welcher ein Tensor nt~n Ranges (.,It existiert, 
so daB: 
(1 a) J7 glv _ Q glv 

I' -" . 

Aus (1a) folgt dann (vgl. II, 40c) fiir den zu i" gebOrigen kovarianten 
Tensor gl" die mit (1a) aquivalente Gleichung: 

(1b) V"glv=-Q"glv. 

Der Tensor gl" ist nun nicht der einzige Tensor, der diese Eigenschaft 
besitzt. In der Tat, ist: 
(2) 'gl,,, = a gl" , 
so ist: 
()) J7,,'glv = - (aQ" - V" a) gl,. = - (Q,lt - J7"loga) 'gAP' 

Setzt man also 
(4) 
so ist: 
(5) 
Der Tensor g}.." kann also mit einem beliebigen skalaren Faktor multipli
ziert werden, ohne die durch die Gleichungen (1) ausgedriickte Eigenschaft 
zu verlieren, und unter allen Tensoren, die so entstehen k6nnen und die 
aile einen zugehOrigen Vektor Qt. besitzen, ist kein einziger bevorzugt. 
Die Wahl eines dieser Tensoren nennen wir die nahere Wahl von gl", 
Eine eigentliche MaBbestimmung gibt es also in der Weylschen Geo
metrie nicht. Der Kegel der Nullinien, der fiir aile Tensoren g}.." der
selbe ist, liegt aber fest, und es steht also in jedem Punkte fest, 
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was man unter gegenseitig senkrechten Richtungen zu verstehen hat. 
Es sind dies Richtungen, deren zugehOrige kontravariante Vektoren 
vY , wY der Gleichung: 

(6) 

fUr irgendeine Wahl und also fUr jede Wahl von g;." genugen. Kovari
ante und kontravariante Vektoren durfen in einer Wn (Xn mit Weyl
scher Dbertragung) nicht identifiziert werden. Zwar laBt sich bei einer 
bestimmten Wahl von g;.,u jedem kontravarianten Vektor vY der ko
variante Vektor g;.y vY zuordnen und kann man bei einem kovarianten 
Vektor nicht nur von einer (n - 1)-Richtung, sondern auch von einer 
Richtung reden. Die Zuordnung ist aber nur fUr diese besondere Wahl 
gilltig, so daB der Unterschied zwischen kovarianten und kontravarian
ten Vektoren aufrecht zu erhalten ist. Dementsprechend sind das 
Herauf- und Herunterziehen von Indizes und die orthogonalen Indizes 
nur zu verwenden, wenn einmal vorubergehend ein be s tim m t e r 
Fundamentaltensor bevorzugt wird, da ja im allgemeinen ein fester 
Fundamentaltensor fehIt. 

Aus (2) folgt, daB es unter den verschiedenen moglichen Tensoren 
g;." dann und nur dann einen Tensor mit verschwindendem Differential
quotient en gibt, wenn Q;. ein Gradientvektor ist. Dieser Fall, in dem die 
Weylsche Dbertragung zu einer Riemannschen Dbertragung degeneriert, 
sei in diesem Abschnitt von vornherein ausgeschaltet. 

Auf S. 75 wurde die Formel (II, 65) abgeleitet: 

die hier geschrieben wird, ohne den Index von Q", heraufzuziehen, und 
aus dieser Gleichung folgt: 

(8) rI,u = f~u} + i (Q" A~ + Q;. A,;, - Q", gCXY g). I.) . 

NatUrlich ist r~" von der naheren Wahl von g)", unabhangig, bei Ande
rung dieser Wahl andern sich sowohl {At'} als Til; Y und diese beiden 
Anderungen heben sich gegenseitig auf, was sich auch durch Nach
rechnen verifizieren laBt. 

Die KrummungsgroBe einer Weylschen Dbertragung wurde auf 
S.87 (II, 130) berechnet: 

(9) R;,;t = K;',~( - A~ V[wQltl - Q[w[J. gu]cx] g"'Y, 

worin Q"A steht fUr: 

(10) QI')' = 2 17f , QA + Q,u QA - i Qcx Qf3 g"'f3 g,,). . 

R:;,,~( ist wie r~" von der naheren Wahl von gA,' unabhangig. In der 
Tat geht K(~/;( bei der konformen Transformation (2) iiber in (vgl. V, 6): 

(11 ) 



wo: 
(12) 

( 13) 
Da aber naeh (4): 
(14) 

§ 1. Einleitende Satze. 

S,"!. = 2 V,,, s). - S," Sl. + is", Sp glXP g,,,)., 

Sfl = Vfl log a . 

'Q!. = QI. - Sl. , 
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und V[fl s).l versehwindet, heben sieh infolge (10) aile Anderungen in 
der reehten Seite der Gleichung (9) gegenseitig auf. 

Dureh Faltung naeh wv entsteht aus (9): 

r 
R,ll). = Kfll. + V[flQ!.l + t(n- 2) Qfl l. + tQ",pglXP glli. 

= K,,,). + V[fl Q!.l + i (n - 2) V fl Q!. + t (n - 2) Q,u QI. 
- k (n - 2) QIX Qp glXP gil!. + i (J7 oX Qp) g"P gal. 

(15) I +i-Q"Qpg"Pgfl).- ; Q"Qpg"Pgfl i. 

= Kfd + V[fl Q).l + ! (n - 2) V,,, Q 2 + i (J7" Qp) g",q g"I. 
+ t(n - 2) QflQ). - t (n - 2) Q"Qpg"fi gfll .• 

FUr den alternierenden Teil Ffl!. von R,,,;' gilt also: 

(16) FI'). = inV['"QI.] 

und fUr R;"~i.2 infolge (II, 142): 

(17) R··•2 - V Q Wfl2 - - n [w fll' 

Aus (17) folgt: 

Eine inhaltstreue Weylsehe Ubertragung ist eine Riemann
sehe Ubertragung. 

Es sei die Frage erortert, ob es neben den versehiedenen mogliehen 
Tensoren g).fl noeh einen anderen Tensor hAfl geben kann, der einen 
Differentialquotienten von der Form - qw h21, hat. Die Integrabilitats
bedingungen von: 
(18) V fl h"p = - q!, h"p 
lauten: 
(19) R;",~(~Y hfi)y = - V[w qfll h"fi' 

oder, indem wir gAfl vorubergehend festlegen, in orthogonalen Be
stimmungszahlen: 

(20) 

(20) ist gleiehbedeutend mit: 

(21) iRij[kl] (hll - hick) - !V[iQi] gkl (hll + hick) = - r[iqj] hk/. 

Fur k = l folgt aus dieser Gleichung: 

(22) V[iQj] = V[iqj], 
oder: 
(23) q!. = Q2 + ZI. , 
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wo z). ein Gradientvektor ist. Wir berechnen nun den Differentialquo
tienten des Ausdrucks IX h,,;. gl.", WO IX ein naher zu bestimmender F ak
tor ist. 

(24) { Vlt IX h,,;. g!.P =: {V fllX} h,,;. g!.P - ~;.~ h,,). gA" + IX Qfl h,,). gi," 

- {VfllX - IXZfl } h"Ag . 

Wird nun IX so gewahlt, daB zft = V fllog IX, so verschwindet der Differen
tialquotient und dies ist im allgemeinen nur moglich (vgl. III, S. 115), 
wenn 
(25) h )·" A" 

IX "J.g =c '" 

wo c eine Konstante darstellt. hAft hat also im allgemeinen die Form a gi.,n' 

Mithin gilt der Satz: 

1st eine Weylsche 'Obertragung gegeben, so gibt es i m 
allgemeinen auBer den Fundamentaltensoren ag;'fl keine 
anderen Tensoren zweiten Grades, die einen Differential
quotienten von derselben Form besitzen. 

§ 2. Bahntreue Transformationen, 

Wird auf eine Weylsche 'Obertragung eine bahntreue Transforma
tion ausgetibt, so andert sich rI,,, folgendermaBen (II, 70): 

(26) 'F" r" A" Al' Aft = },ft + PA I' + PI' A, 

wo PA. kein Gradientvektor zu sein braucht, und Vfl glXfi geht tiber in: 

(27) 'V ft glXfi = - Qft g"'fi - 2 P,,, glXfi - PIX gu fi - Pfi gft IX . 

Es kann nun zunachst gefragt werden, welche Folgerungen sich 
ziehen lassen, wenn die neue 'Obertragung wiederum eine Weylsche 
'Obertragung ist. Dann muB ein Tensor 'gAu existieren, so daB 'V", 'g,J!. 
die Form hat: ' , 
(28) 'V ' 'Q ' co gftA = - w gu) .• 

Es muB also gelten (vgl. V, 190): 

(29) V fl 'glXfi = -'Qft 'g"'fi + 2 Pfl 'glXfi + PIX 'gufi + Pfi 'gl' IX ' 

Die KrtimmungsgroBe geht tiber in (IV, 4): 

(30) 'R"'" R"'''+2A'' P 2A"V P P V P P P lOflA = lOftA [co ftl).- ). [w ,ul; 1';'= ,u A- fl i., 

woraus bei Faltung nach y 1 folgt: 

(31) -nV[w 'Qfll = - nV[wQftl + 2p[llwl- 2nV[wp,(l' 
oder: 

(32) 

Da jede Losung 'gAft eine ganze Reihe von Losungen mit sich bringt, 
die sich von 'g}"u nur urn einen Faktor unterscheiden, und die zu diesen 
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Losungen gehOrigen 'Ql sich auseinander ableiten durch Addition eines 
Gradientfeldes, kann man, unbeschadet der Allgemeinheit, setzen: 

'Q Q n+1 (33) l= l+2--Pl, n 

und damit eine dieser L6sungen bevorzugen. Die Integrabilitatsbedin
gungen von (29) lauten (vgl. V, 193): 

Wfle< gyP Wfl{J gIXv = r [co (IX gfll{J) - [co (IX gfll{J) jR"' V ' +R"'v, 417 p' 4P P , 

(34) + 4 V[WPfll'glX{J - 2 V[W'Qfll'glX{J 

= 4p[w(IX 'gfll{J) + 4P[Wfll'ge<{J - 2V[co'Q,u] 'gIX{J, 

oder, wenn wir gA,t voriibergehend festlegen, in orthogonalen Bestim
mungszahlen in bezug auf ein Orthogonalnetz in den Hauptrichtungen 
von 'gAfl: 

(35) { Rijkl'gll + Rijlk 'gkk = Pik 'gJI- Pjk 'gil + Pil'gjk - PJl'gik 
+ 4P[iJ]'gkl- 2V[;'Qj]'gkl, 

was gleichbedeutend ist mit (vgl. V, 199): 

(36) {RiJ[klj ('gll- 'gkk) - V[;'QJ]gkl('gli + 'gkk) 
= Pik 'gjl- Pjk 'gil + PH 'gjk - hz'gik+ 4P[iJ]'gkl- 2 V[/QjJ'gkl' 

Diese Gleichung zerfiillt in zwei Gleichungen: 

(37a) Rij[klj ('gll- 'gkk) = Pik 'gjl - hk 'gil + Pil 'gjk - Pil 'gik 

fUr k + l, i = k, j = lund: 

(37b) - V[i 'Qj] gkl ('gil + 'gkk) = 4 P[ii]' gkl - 2 V[;'Qj] 'gkl' 

fUr k = 1. 
Aus (37b) folgt: 

(38) V[iPj] = O. 

PAfl ist also ein Tensor und PI. demzufolge ein Gradientvektor. 
Aus (37a) folgt (vgl. V, 201): 

(39) 

Jedes Hauptgebiet von 'gA,t ist also in einem Hauptgebiet von h.,t 
enthalten. Legt man das Orthogonalnetz in gemeinschaftliche Haupt
richtungen von 'gAfl und PA,,, so folgt aus (37a), daB 

(40) Rij[klj = 0 

ist, wenn wenigstens drei der Indizes i, j, k und 1 ungleich sind und 
'gil - 'gkk nicht verschwindet. Da aber: 

(41) 

so verschwindet Rijkl fUr den Fall, daB i, 1', k und 1 aIle ungleich sind 
und 'gil - 'gkk nicht verschwindet. 
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Faltung der Gleichung (30) nach 00" lehrt (vgl. IV, 6): 

(42) 'R,u). = R",J. + (n - 1) p",J., 
oder: 
(43) a) 'R[",J.] = R[",J.]; b) 'R(",}.) = R(",J.) + (n - 1) p(",J.). 

(43 a) sagt infolge (is) dasselbe aus wie (32). "Oberschiebt man (9) mit 
("', so entsteht: ' 

{ R;,,;t gJ., .. = K ro ", g"'V - V[ro Q",] g"'V + t (n - 2) Qro", g"'v 
(44) + -l-Q",p g"'P A~, 

oder, unter Beriicksichtigung von (15): 

(45) 

Durch 'Oberschiebung von (34) mit g"'''' entsteht also (vgl. V, 197): 

(46) ro",g gyP ro",P g",vg = ro g",p - g "'''' grop { R ",,,' +R···v , "'''' p."" "''''p' 
+ Prop 'g",,,,g"'''' - pit 'g",ro, 

oder, in orthogonalen Bestimmungszahlen in bezug auf ein Orthogonal
netz in gemeinschaftlichen Hauptrichtungen von 'gJ.", und PJ.", (vgl. 
V,203): 

(47) Rj/gii -~ Rzja'gll = Pj/gii - g"'PP",P'gji + g"'P'g",pPji - Pij 'gjj. 
l 

Fiir i 4- i lehrt diese Gleichung: 

(48) Rjf, 'gii = ~ Rljil 'gil = ~ RZj(il) 'gil + ~ RZj[ilj 'gil' 
1 l 1 

und fiir i = i: 
(49) Rii 'gi. - ~ Rzm 'gil = - g"'P p",p 'g .. + g"'P 'g",p Pii. 

Z 

Hat nun 'gil nur eindeutig bestimmte Hauptrichtungen, so hat R1j[ilj, 
wie auf S. 221 gezeigt wurde, keine Bestimmungszahlen mit drei un
gleichen Indizes, und es ist demnach fiir i of i: 
(50) 
Demzufolge ist: 
(51) R(ij) = 0 

fiir i of i, d. h. die Hauptrichtungen, die 'gJ.", und PJ.", gemeinschaftlich 
sind, sind auch Hauptrichtungen von R(J.",) und infolge (43 b) also auch 
von'R(J.!.). Betrachtet man also nur Losungen mit eindeutig bestimm
ten Hauptrichtungen und eine W .. , wo R(J.",) nur eindeutig bestimmte 
Hauptrichtungen hat, so kann der Gleichung (29) nur geniigt werden 
durch Tensoren, die eben diese Richtungen als Hauptrichtungen haben. 

1m allgemeinen geht eine Weylsche 'Obertragung durch bahntreue 
Transformation in eine 'Obertragung anderer Art iiber. Infolge (8) und 
(26) gilt fiir eine solche 'Obertragung: 

(52) TI", = {J.t} + ! (Q", Ar + QJ. A; - Q", glXV gJ.",) + (P", A;: + PJ. A;) . 
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Umgekehrt haben aile 'Obertragungen, die sich auf diese Form bringen 
lassen, dieselben geodatischen Linien wie eine Weylsche 'Obertragung. 
Die von Einstein in seinem letzten Ausbau der Relativitatstheorie 1) 

verwendete 'Obertragung: 

(53 a) r~.u = f':} + t (il' A;: + iA A~ - 3 t gAl') 

hat z. B. dieselben geodatischen Linien wie die Weylsche 'Obertragung: 

(53 b) r v {Alt}'.l (. AV . AV .1' ) 
AI' = v + 2 ~I' A + ~A I' - ~ gAl' 

und geht in diese 'Obertragung liber durch eine bahntreue Transforma
tion mit PA = t iA• Die yom Verfasser 2) verwendete nicht symmetri
sche 'Obertragung 

(53 c) rII' = {A:} + t (il' A~ + iA A~ - 3 t gAl') - Ar Sit 

hat ebenfalls dieselben geodatischen Linien wie (53 b). Sie laBt sich aber 
nicht durch eine bahntreue Transformation in (53 b) liberfiihren, da 
eine nichtsymmetrische Ubertragung bei bahntreuen Transformationen 
nichtsymmetrisch bleibt. 

§ 3. Die GroBen einer Xn - 1 in Wn• 

1st eine Xn- 1 in eine Wn eingebettet, so ist durch die 'Obertragung 
der Wn in jedem Punkte der X n- 1 eine zur X n- 1 senkrechte Richtung 
festgelegt. Die X n- 1 in der Wn befindet sich also in demselben Zustand 
wie die X n- 1 in einer An nach Einfiihrung einer pseudonormalen Rich
tung, d. h. ein prinzipieller Unterschied zwischen kovarianten GroBen 
der X n- 1 und der Wn existiert nicht, und von jeder in einem Punkte 
der X n- 1 definierten GroBe der Wn HiBt sich eine Xn _ 1-Komponente 
bilden. Die X n - 1 befindet sich nicht in dem Zustand einer Xn - 1 in Vn , 

da zwar die normale Richtung und die tangentiale (n - 1)-Richtung in 
jedem Punkte festliegt, nicht aber der kontravariante Normalvektor 
und der kovariante Tangentialvektor, der hier auch Normalvektor ge
nannt werden kann, da ein kovarianter Vektor in einer Wn - 1 auch 
eine Richtung besitzt (vgl. S. 218). Flir diese Vektoren fiihren wir 

n n 
die Zeichen nV und t). ein und normieren tA in bezug auf nV, so daB die 
Gleichung: n ___ , n 

(54) , nA t). = 1 i 
'n 

n 
gilt. 'Obrigens kann aber liber die GroBe von nV und t). nichts voraus-

n 

gesetzt werden, da ja die MaBbestimmung und somit der Begriff des 
n 

Einheitsvektors fehlt. Auch konnen die nV und tA nicht mehr als Be-
n 

stimmungszahlen der namlichen GroBe aufgefaBt werden. Fest steht 

1) Einstein, 1923, 5, 6, 18. 2) 1923, 19. 
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n 
nur, daB i" tl die Richtung von n" und gl" n" die Richtung von t;. 
~: ~ n 

1 ~n[f' gAl" t" = 0 
(55) 

t[" gll" n" = O. 
n 

Fur den Einheitsaffinor Br der Xn - 1 gilt die Gleichung: 

(56) 
n 

Br=A~-t;.n", 
n 

so daB: I n"Br=O; 

~IX~"B~= 0; 
(57) 

Die X,.-rKomponenten von GroBen der Wn werden wie immer er
halten durch Dberschiebung mit so vielen Faktoren BA wie die Anzahl 
der Indizes betragt. 

Die Komponenten von gl", i" und Q;.: 

J g~" = B~~ glXP 

1 g' Af' = B~~ glXP 

Qi = Bi QIX I) 

(58) 

bestimmen in der X"-l eine Weylsche "Obertragung. Denn beim Dber
gang nach (2) folgt aus (58): 
(59) 'g~" = ogl,,; 'g'l" = O-lg'l,,; 'Qi = Q! - Br V"logo=QI- V;. logo, 
und es transformieren sich diese GroBen also so, wie es ffir die Festlegung 
einer Weylschen Dbertragung erforderlich ist. Die X n - l ist demnach 
eine Wn - 1 • 

§ 4. Die in der Wn - 1 induzierte Ubertragung. 
Noch in anderer Weise wird eine Dbertragung in der W"-l indu

ziert, indem man neben: 
(60) 
festsetzt: 
(61) { v," B'IX" V P "v = "p IX V 

V~ W;. = B';q VlXwp 
ffir in der Wn - 1 liegende Felder v" und W;.. Wie im vierten Abschnitt 
wird bewiesen, daB diese Dbertragung affin ist. Aus den Definitionen 
(61) folgt weiter: I V~gl" = B;q~ VIXB$;gbE = B;1~ VIX(A~ - tpnd) (A; - tynE)gdE 

p n n 
= -B:A~QlXgpy 

(62) IX {Jy (d nEE n d n d n E) 
-B"A,. A{JVlXtyn + AyVlXt{Jn -VlXt{Jn tyn gdE n n n n 

B IX{JYQ Q* I = - ";.,, IXgpy = - "g;.,.. 
1) Es ist hier Ql verwendet statt Q;' um Verwirrung zu vermeiden, da QJ. 

schon im zweiten Abschnitt fiir - Q;. verwendet wurde. 
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Die durch (60), (61) definierte Ubertragung ist also eine Weylsche und 
mit der Dbertragung des vorigen Paragraphen identisch: 

1st eine Xn - 1 in eine Wn eingebettet, so wird in der 
X n - 1 eine Weylsche Dbertragung ind uziert, die dad urch 
charakterisiert ist, daB der Differentialquotient die X n - 1-

Romponente des Differentialquotienten in der Wn ist. Der 
Fundamentaltensor und der Fundamentalvektor der X n - l 

sind die X n - l - Rom ponen ten der FundamentalgroBen der Wn . 

§ S. Die Kriimmungen einer Xl in Wn 
Eine Rurve in der Wn legt in jedem Punkte eine Tangentialrichtung 

und eine Normal-(n - 1)-Richtung fest. In der Tangentialrichtung 
1 

legen wir den Tangentialvektor fund den kovarianten Vektor n; .. 

Diese Vektoren seien in bezug aufeinander so normiert, daB sie der 
Gleichung: 

(63) 

genugen. Wird dann die Normierung von tV der Rurve entlang so ge-
wahIt, daB b tV senkrecht zu tV ist: 1 

1 1 

(64) bt!.g· t,,,=o 
1 I·tt 1 ' 

so ist diese Gleichung infolge (55) aquivalent mit: 

(65 a 
1 

b t!. n;. = 0, 
1 

und aus (63) geht hervor, daB ebenso: 

(65 b) 

1 1 
ist. Diese Gleichung besagt, daB das Differential von n;. senkrecht zu n;. 

1 
ist. Werden t und n!. den Gleichungen (63) und (65) gemaB gewahIt, 

1 

so ist diese Wahl bis auf einen k 0 n s tan ten Zahlenfaktor eindeutig be-
stimmt und unabhangig von der naheren Wahl von gAl" Mit 

. 1 

den in dieser Weise normierten Vektoren tV und n, bilden wir den Vektor: 
1 . 

(66) 
1 

U!. = tl ' 171< n!. • 
1 

1 
Dieser Vektor andert sich nicht, wenn tV und n). sich beide um einen kon-

1 

stanten Faktor so andern, daB (63) guItig bleibt, und seine Richtung 
ist infolge (65 b) senkrecht zur tangentialen Richtung. u). heiBt der 
Vektor der ersten Krummung der Kurve. FUr Q).=O geht u). 

uber in den im § 7 des vorigen Abschnittes behandelten Krummungs-
s c h 0 ute n, Ricci-KalkiiL 15 
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vektor der Riemannsehen Geometrie. Da der Betrag des Vektors Ul, 

keine von der naheren Wahl des Tensors gAl' unabhangige Bedeutung 
hat, gibt es nur einen kovarian ten Vektor der erst en Kriimmungund 
keinen kontr<;tvarianten undaueh keine skalare ersteKriim
m u n g wie in einer V n 1). Die weitere Reehnung kann erleichtert werden, 
indem man gA,tt und QA so wahlt, daB gA,u langs der Kurve konstant 
ist. Dies wird erreieht, indem man die Transformation (3) so einriehtet, 
daB die (n -1) -Richtung des neuen Vektors QA die Tangentialriehtung 
enthalt. Denn es ist dann: 

(67) 

Dureh diese Forderung ist g).,tt langs der Kurve bis auf einen kon
stanten Zahlenfaktor bestimmt. Dieser Zahlenfaktor wird unbestimmt 
gelassen und somit niehts hinzugefiigt, was nicht von der Lage der 
Kurve in der Wn abhangt. Die oben verwendete Normierung von t" 

I 1 
und nA entsteht nun, wenn gA,u einmal in dieser Weise festgelegt ist, 
aueh, indem man festsetzt: 

(68) 

(69) 

denn aus dies en Gleiehungen folgt sowohl (63) als (65) und es gilt aueh: 
1 1 

(70) n;. nit gAo" = 1 . 
1 

Ein Vektor v" bzw. WI., der wie tV bzw. nl. in bezug auf diese besondere 
1 

Wahl von gA,1l Einheitsvektor ist, und also der Gleiehung: 

(71) vAv,u gl.,u = 1 bzw. WI. Wit gAol/ = 1 

geniigt, heiBe normiert. Die GroBe eines normierten Vektors andert 
sieh, wenn zum Tensor gA,u ein konstanter Zahlenfaktor hinzugefugt 
wird. Ein Vektor, dessen Riehtung langs der Kurve gegeben ist, ist 
dureh die Normierungsbedingung bis auf einen konstanten Faktor fest
gelegt. Fur normierte Vektoren verwenden wir die Buehstaben i oder j 

1 

und sehreiben dementspreehend jetzt i" statt tV und j;, statt nA• 
211 1 

Es sei nun jA ein normierter Vektor, der die Riehtung von U;, hat: 

(72) 
1 

wo rein Koeffizient ist. 

1 ~ 
UA=--;JI., 

1 

1) juvet, 1921, 13, gibt eine Behandlung. bei der gA," und Qt' festgehalten 
werden und gelangt dementsprechend zu n - 1 skalaren Kriimmungen. Er treibt 
also keine Weylsche Geometrie. sondern eine Geometrie. die durch Auszeichnung 
eines bestimmten Fundamentaltensors aus einer Weylschen hervorgegangen ist. 
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2 
Aus der Normierungsbedingung (71) folgt fUr w). = f;.: 

2 2 

(73) bj;.g).'''ill=O. 

227 

Bei Anderung von g)'1< urn einen konstanten Zahlenfaktor and ern sich 
1 2 
j)" j2 und r l proportional zueinander. Der Bivektor: 

1 2 
(74) jlXP = j[", j Pl 

heiBt der oskulierende Bivektor der Kurve. Durch Differentiation 
und Uberschiebung mit i,u entsteht 

1 

12 (1)2 (2)1 (2)1 
(75) ulXP = {I< V,,, j[1X jPl = fU VI< j[", jpl + f' V I< j[(3 jlX] = {" V" j[(3 j IX], 

ein einfacher Bivektor, dessen 2-Richtung die Richtung von i" enthalt 
2 1 

und infolge von (73) senkrecht zu jA ist. Bei Anderung von gA u urn einen 
1 ' 

konstanten Zahlenfaktor andert sich u",(3 proportional zu iJ.. u"'P heiBt 
der Bivektor der zweiten Kriimmung. 

3 

Es sei nun h ein normierter Vektor, dessen Richtung in der 2-Rich-
1 2 

tung von ulX (3 liegt und senkrecht ist zu jA und j),. Dann laBt sich ulXP 
1 3 

durch f;. und j A ausdriicken: 1 ~ ~ 
(76) ulX (3 = -; J[IX J (31 ' 

2 

woraus hervorgeht, daB r, sich, bei Anderung von gA,u urn 
- 1 

einen konstanten Zahlenfaktor, proportional zu j). verandert und dem-
nach rr- 1 eine von der Normierung unabhangige Invariante ist, die nur 12 
von der Lage der Kurve in der Wn abhangt. In einer Vn gehen..!.- und ..!.-

Yl Y2 

iiber in die erste und zweite Kriimmung der Kurve. In einer Wn 
existieren diese Kriimmungen nicht, nur ihr Verhaltnis hat invariante 

3 
Bedeutung. Aus der auch fUr j;. giiltigen K ormierungsbedingung (71) folgt 

3 
fUr w},=j;.: 
(77) 
Der Trivektor: 
(78) 

3 !l 

b j), g)"ll jf!' = 0 . 

1 2 3 

jlX(3y = j[1X j(3 jy] 

heiBt der oskulierende Trivektor der Kurve. Durch Differentiation 
und Uberschiebung mit il< entsteht: 

1 

(79) 
123 (3)12 

UIX (3, = f' V"j[",j(3jY1 = t'" V,,,j[y j",j/1] 
1 

ein einfacher Trivektor, dessen 3-Richtung die Richtungen von j). und 
2 3 
j), enthalt und der infolge von (77) senkrecht ist zu j A' Bei Anderung der N or-

15* 
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1 2 
mierung andert sich u",(Jy proportional zu fA fi" ulXjly heiBt der Tri-
vektor der dritten Kriimmung. 

4 1 2 3 
1st nun fA ein normierter Vektor senkrecht zu f)., j;, und fA in der 

1 2 4 
3-Richtung von U",(Jy, so laBt sich UIX(Jy durch j;" f;. und f;. ausdriicken: 

1 2 3 

(SO) UlXliy = +f[",fpfy], 
3 

woraus folgt, daB sich auch r bei Anderung der Normierung pro-
1 3 

portional zu fA andert und mithin auch r r- 1 und r r- 1 Invarianten 
13 23 

der Kurve sind. 
In dieser Weise kann man fortfahren. Zur Aufstellung der allge

meinen Formel ist es aber niitzlich, erst die Frenetschen Formeln fUr 
die niederen Falle abzuleiten. 

Aus (75) und (76) folgt: 
~ 1 3 

(S1) i,1I VI! i;. = ~ f;. -+ ~ h . 
l' 1 3 

Aus dieser Gleichung folgt: 
1 2 1 2 

(S2) if' VI.i[x fA] = ~ f[x fA] , 

oc1er unter Beriicksichtigung von (75) und (76): 

(S3) 

Dberschiebung von (S1) mit iA lehrt: 
1 

(84) 

oc1er infolge (66), (67), (6S) und (72): 

1 
2 1 2 1 2 

~ = -e'(17!,~V)' = -{"(17f' j",)g'X)' jA - tQf'jlXgO<i.j;, 
(S5) 2 

= -u",g"'Aj;'=i- 1 , 

so daB (S1) iibergeht in: 
231 

iS6) if' 17 ,j;. = r- 1 jA - r- 1 j),. 
\ 1 f 2 1 

Es ist bemerkenswert, daB jeder Term dieser Gleichung eine von der 
besonderen Wahl von gAf' unabhangige Bedeutung hat. 

Es sei nun in der angegebenen Weise der oskulierende p-Vek-
tor gebildet: 1 p 

(87) h, ... ),p = j[A, .. JJ.p] , P ~ n 

und fUr U < P sei bewiesen: 
u u+1 u-1 

(SS) i,a 17" fA = r - 1 fA - r - 1 j;. ; 
l' u u-1 

~-1=O, u=1, ... ,p. 
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Aus (87) wird dann durch Differentiation und Uberschiebung mit i'<' 
1 

der p-Vektor der pten Krummung: 

o V 0 0 (V ~ ) ~ p ~ 1 
(89) U;',oooAp=t f,lA,ooo)'p=ll' 'ul[),pl),.oo.J;'P-lJ 

p p 

gebildeto Fur p = n ist u, , = o. Da i,It V" j;. senkrecht zu 10

, ist, A.oooAp 1 ' ' 
p 

so ist u;'.ooo;'p senkrecht zu h. 1st also u;'.ooo;'p nicht Null, so existiert 
p+l 1 p 

ein normierter Vektor j;. senkrecht zu j)., •• 0, jA' so daB: 

(90) 

wo r- 1 ein Koeffizient isto Aus (89) und (90) folgt: 
p 

pIp-I p+l 

(91) i,n V" h = IX j;. + 000 + IX h + IX jA 0 

l ' 1 p-l p+l 

v 
Diese Gleichung liefert bei Uberschiebung mit gA x jx, V = 1, ... , p - 2, 
infolge von (88): 

(92) ~ = t (V,1t n g)'X lex = - f' (v" fx) g)' ex f;. = 0 

o p-l 
und bei Uberschiebung mit gA Co: ja , ebenfalls infolge von (88): 

(93) ( P-l) P 
IX = - if-' V,n jag;' a jA = r - 1 • 

p-l 1 p-l 

1 p-I 

Bei Multiplikation von (91) mit ju, 0 0 0 f;.p-.J und Alternation entsteht: 

(94) 

und also, unter Berucksichtigung von (89) und (90): 

(95) IX = r- 1 • 
p+l p 

Damit ist die Gleichung: 

II if-' Vlt f;. == r- 1 u;~ ~r-~ 1 UJ~. ~ I 
1 U u-1 

.~---' 

(96) U= 1, ooo,n 

allgemein bewiesen. Setzt man: 

(97) 

(98) 

(99) 

u u 
r- 1 j;. = k;., 
u 

u u 
if' V/t J0;. = U 
l' , 

(!=r:r, 
u u u+l 

so geht diese Gleichung uber in: 

(100) I u u+l u-l 
I U;. = e- 1 k;. - k;.. 

u 

r- 1 =r- 1 =0 
U n 
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Es sind dies die Frenetschen Formeln einer K urve in einer Wn 
in einer Form, die die Beziehungen zwischen den invariant mit der Kurve 

u u 
verknupften Vektoren u;. und kJ. und Skalaren {! zum Ausdruck bringt. 

u 

§ 6. Kriimmungseigenschaften einer Wn - 1 in Wn • 

n 
Da die (n-1)-Richtung von t;. (S. 223) die Wn '- l tangiert, ist: 

(101 ) 
n 

h,l/i. = B,~1 V IX tfl 

symmetrisch in A und fl. Dieser Tensor ist nur bis auf einen Zahlen
faktor bestimmt. Dagegen ist: 

(102) 

" von der Kormierung von t;. und nV unabhangig, vorausgesetzt, daB (54) 
" gilt. Bilden wir nun die GroBe: 

(103) I ·V BIX V r7 fI 
I/. = 1//1 r "n . , , n 

" Da nV dieselbe Richtung hat wie t;., ist jedenfalls: 
" 

(104) 
n 

n 1' = 0(. gd ti. , 
n 

WO IX ein Koeffizient ist, und demnach: 

(105) 

t,: v unterscheidet sich also von der durch Heraufziehen des Index }, 
aus h,uA erzeugbaren GroBe nur urn einen skalaren Faktor. t/ ist wie hid 

nur bis auf einen skalaren Faktor bestimmt. Dagegen ist: 

( 6) L . v t· v tn h Jl v nt H' .IX Jl v 10 ,1l.J. = - /' J. = -IX ,1I/31S i. = ,1If1 IS glXi. 

n 
von der Kormierung von tA und nV unabhangig. Da gleichzeitiges Herauf-

n 
und Herunterziehen zweier Indizes unabhangig von der naheren \Vahl 
von gA,1/. vor sich geht, ist: 

(107) L.';~A = H,;~J. (vgl. V, 85). 

H;,t heiBt der Krumm ungsaffinor der Wn - 1 • 

Sind i V und fJ. die beiden Tangentialvektoren eIller Kurve 
der W n -1' und sind diese GroBen langs der Kurve normiert wie 

tV und h; in (63) und (69), so gilt fUr den absoluten Krummungs-
1 . 
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vektor der Kurve, d, i, der Kriimmungsvektor in bezug auf die Wn , 

nach (61) und (66): 
n 

UA = i,lt V J') = ii' V' 1'A + tAn" ii' r l' " ,It • ,It. n ,ll (¥ 

n 

(108) = u), - t;. j" ill V,II net 
n 

, ,," ./1 n = U). - JP llX tA 

= U~+ U;,', 
wo: 

(109) 

Ul ist der relative Kriimmungsvektor und uf. der erzwungene 
Kriimmungsvektor in bezug auf W n • (Vgl. V, § 8 und 9.) 

Die drei auf S. 179 fUr eine Kurve einer Vn- 1 in Vn abgeleiteten 
Siitze behalten also ihre Giiltigkeit fUr eine Wn - 1 in Wn • Auch die 
dort angegebene Definition der Haupttangentenrichtungen (erster Ord
nung) bleibt dieselbe, da ja die Nullrichtungen von hAil von der naheren 

n 
Wahl von gAil und von der Normierung von tA unabbangig sind. 

Legt man n - 1 normierte Kongruenzen i V in Hauptrichtungen 
von h).ll: n a 

(110)' i)'i,llh; =ii'i,ItV t)=O a,b=1,.,.,n-1, a b >,11 a b ,Ii. , 
a+ b, 

so ist infolge von (109): 

( 111) 
a a 

H -1' _~. '1' If 1t'J.-,.;,.1ItZ U;,' 
, a' a 

Die Hauptrichtungen von h}'I' sind die Ha uptkriimm ungsrichtun-
a 

gen und die zugehorigen Vektoren u'f. die Hauptkriimmungsvek-
toren. Skalare Hauptkriimmungen gibt es bei einer Wn- 1 in Wn nicht. 
Infolge (110) bleibt die auf S,178 fUr Vn- 1 in Vn erwahnte charakteristi
sche geometrische Eigenschaft der Hauptkriimmungslinien giiltig, 

§ 7. Die Gleichungen von GauB und Codazzi. 

Wie im § 7 des vierten Abschnittes entsteht aus (61) die Gauf3sche 
Gleichung (vgl. IV, 67, 212 und V, 157, 158): 

j B/1IXvo R"" R" ""+2B{J" (V tn )17 ,-
(112) ,o,tty), flab: I~I:A.v [:J:'~: vA ~ Ii: 

- RWld + 2H;,[,,, H(O].)" 

Eine viel einfachere Beziehung besteht zwischen R,~,:i. A und R',:";,/, , 
Neben (17) gilt die Gleichung: 

(113) R'· •• A - ( 1) ri' Q* "'ltA - - n - I [(oJ ,Il)' 
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und aus (112) und (9) folgt: 
, ••. }. IXP • •• '\ PIX ••• rn <I IXP • •• '! PIX 

(114) R Ol •u'! =BWflRlXfI}. -B",,,RplX'\ tyn =Bw,,,RlXfI }. +B[w,u]VflQIX' 
n 

Aus dieser Gleichung geM hervor, daB R'(~;,j,)' dann und nur dann fUr 
jede Lage der W n- 1 die Wn_1-Komponente 'von R;";~'! ist, wenn V[flQ,\] 
verschwindet, d. h. wenn die Dbertragung eine Riemannsche ist. 

Die Gleichungen von Codazzi sind die lntegrabilitatsbedingungen 
von (101) und (103) und lauten hier (vgl. IV, 68, 69 und V, 168): 

(115) 

(116) 

n 
§ 8. Unmoglichkeit einer weiteren Normierung von 6. undnv • 

n 
n 

Es liegt nahe, zu versuchen, t;. und nV durch die Bedingungen: . n 

(117) 

die aquivalent sind mit: 

(118) 

naher festzulegen, wie das ja in der An sowie in der Vn moglich ist. 
Es laBt sich aber zeigen, daB diese Bedingung in einer Wn niemals fiir 
jede Lage der Wn - 1 erfiillt werden kann. Man nehme erst irgendeine 

n 
Normierung von nV und t). an, die nur der Gleichung (54), aber noch nicht 

n 
f1, 

(117) geniigt und suche jetzt einen Faktor a so zu bestimmen, daB at;., 
a-I nV auch (117) geniigen. Die lntegrabilitatsbedingung lehrt, wie 

n 
jm § 8 des vierten Absclmittes (IV, 87), daB dies nur moglich ist, wenn 
R';"I:;.J. die Wn_1-Komponente ist von R(~;(~}.: 

(119) R" •. /. - BfllX R···J. 
('),UA - w,n (J(X2· 

1m vorigen Paragraphen wurde aber gerade gezeigt, daB dies in 
einer nicht zu einer V" degenerierten Wn niemals fiir jede Lage der W"-1 

" moglich sein kann, und eine weitere Normierung von t;. und nV in diesem 
Sinne ist also hier ausgeschlossen. n 

§ 9. Der Kriimmungsaffinor einer Xm in Wn. 

1st eine Xm in eine W" eingebettet, so ist durch die Dbertragung 
in jedem Punkte der X", eine zur Xm senkrechte P-Richtung, P = n - m, 
gegeben. In diese p-Richtung kann man p beliebige gegenseitig senk-
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rechte Vektoren nv, U = m + 1, ... , n legen und P kovariante Vektoren 
u 

mit denselben P Richtungen so normieren, daB: 

(120) tJ. n}' = 
u {1fiiru=v 
'v 0" u~'v. 

u,v=m+1, ... ,n 

Der Normal-p-Vektor ist dann: 
(121) nV,,,,Vp = n[v' ... n'·pl 

m+l n 
und der Tangential-p-Vektor: 

m+l n 
(122) tA, ... Ap = t[A, •.• tAp]' 

und es gilt: 
(123) P!tA, ... }.pnJ., .. ·}·p=1. 

Die Beziehungen der Einheitsaffinoren der W n und der Xm sind gegeben 
durch die Gleichung: 

u 
(124) A~_Bv_~.v. _PP' va, ... aP t I. }, - ~ ~ JJ. - • n J.a, ... ap· 

u u 

Man vergleiche zu diesen Gleichungen IV, § 14. Durch die Gleichungen 
(60) und (61) wird in der Xm eine Dbertragung festgelegt, und wie auf 
S. 224 wird bewiesen, daB diese Dbertragung eine Weylsche ist, die 
die Xm-Komponenten von gJ.,u und QJ. als FundamentalgroBen hat. 

1st eine Xm in eine Wn eingebettet, so wird in der Xm 
eine Weylsche Dbertragung ind uziert, die dad urch charak
terisiert ist, daB der Differentialquotient die Xm-Kompo
nente des Differentialquotienten in der Wn ist. Die Funda
mentalgroBen der ind uzierten tJbertragung sind die X m-

Komponenten der FundamentalgroBen der Wn • 

Sind i V und jJ. die beiden Tangentialvektoren einer Kurve der 
1 

Wn , normiert wie tV und nJ. in (63) und (69), so gilt fiir den absoluten 
1 

Kriimmungsvektor der Kurve (vgl. 108): 
u 

UJ. = i,u V,t< jJ. = u~ + 2: tJ. nIX ii' V,t< jlX 
U U 

(125 ) 
I ..,,", u. fI U 

= U}, - JP 2 l cx tJ. 
U 

I + . ·IX H' fI =U}, Jp~ ",.J. 

= u~ + uy, 
wo: 
(126) uy = jpiCX H;~J. 
den erzwungenen Kriimmungsvektor in bezug auf Wm dar 
stellt und u 
(127) H,~:J. = - ~ B;; (V '" ~fi) tJ. 

den Kriimmungsaffinor der Wm (vgl. V, § 9). 
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Die drei auf S. 182 fur eine Kurve einer V min Vn abgeleiteten Satze 
behalten also ihre Giiltigkeit fiir eine W m in Wn • Auch die dort an
gegebene Definition der Haupttangentenrichtungen (erster Ordnung) 
bleibt dieselbe. Neben H,::;. existiert die GroBe: 

•• v ... ",{J ( U) ,. ... 11 ,. 
(128) H,,;. = -2:,Bft;' V",tp n = -2:,h.,,;.n, 

U U U U 

die sich aber durch gleichzeitiges Herauf- und Herunterziehen zweier 
Indizes aus H;:;. ableitet. H,:r ist in pI symmetrisch, da die (n -1)-

It 

Richtung jedes einzelnen Vektors t;. die W m tangiert und infolgedessen 
U 

aIle GroBen hft;' Tensoren sind. 
Wie auf S. 183 wird der Satz bewiesen: 

Eine W min einer Wn ist dann und n ur dann geodatisch, 
wenn der Kriimmungsaffinor der Wm in jedem Punkte ver
schwindet. 

§ 10. Das Kriimmungsgebilde einer W m in Wn . 

Der Kriiminungsvektor einer Kurve ist in einer W n ein kovarianter 
Vektor, und diese Eigenschaft ist wesentlich, da der Vektor sich nicht 
unabhangig von der naheren Wahl der g;'ft in einen kontravarianten 
Vektor umsetzen laBt. Sind i", a = 1, ... , m m gegenseitig senkrechte 

a a 
Kongruenzen der W m und f;. die zugehOrigen kovarianten Vektoren, so 
hangt der erzwungene Kriimmungsvektor einer Kongruenz i" der W m 

nur von der Richtung von i" abo 1m betrachteten Punkte P nehme 
man g;',l' i" und iV so an, daB die iV und iV Einheitsvektoren sind. 
Dann ist a a 

(1 29) 

und nach (126) 

(130) 

i" =1; i" cos IX 
a a a 

" .", ~ • P 
11), = 1; cos 1X COS 1X ~ lfJ Hot .),. 

ab a b a 

Die Richtungen der im (m + 1) rechts in (130) vorkommenden Vek
toren bestimmen eine Rm., m'~im(m+1), das Kriirnmungs
g e b i e t der W m in P. DurchHiuft i V alle Richtungen der W m' so wird 
in diesem Gebiet durch die Endhyperebene der Vektoren U;. eine Figur 
eingehiillt, die das Kriimmungsgebilde der Wm in P ist. Dieses 
Kriimmungsgebilde ist von der naheren Wahl von g;.l' unabhangig. Fiir 
m' = im (m + 1) ist das Kriimmungsgebilde ein Gebilde 2m - 1 _ ter 
Klasse. Man kann es sich nun bequem machen, indem man den Tensor 
g;'ft einmal festlegt und statt U), den Vektor U.1. tv verwendet. Dann 
gelten wortlich aile Betrachtungen des § 10 des fiinften Abschnittes. 
Es ist aber zu beacbten, daB die so erhaltenen Figuren nicht invariant 
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mit der Wrn verknupft sind, da sie auch noch von der niiheren Wahl 
von g),!, abhiingen, und daB das wirkliche Krummungsgebilde erst ent
steht, wenn man jeden Punkt durch Polarisation an der Einheitskugel 
in eine En - 1 umsetzt und die EinhUllende der Schnitte dieser En - 1 mit 
dem Krummungsgebiet bildet. 

Fur eine W 2 in W 4 tritt z. B. gerade die Hyperbel, die Kommerell 
fUr V 2 in R4 als "Charakteristik" bezeichnet hat, als Krummungsgebilde 
aufl). 

Der mittlere Kru mm ungsvektor einer Wm in Wn ist der Vektor 

(131 ) 

Durch das Verschwinden des Vektors D;. ist eine besondere Klasse von 
Win charakterisiert. Diese Win ki:innen aber keine Minimaleigenschaften 
im gewi:ihnlichen Sinne besitzen, da die Wn ja keine MaBbestimmung 
besitzt. 

§ 11. Anderung des Kriimmungsaffinors bei konformen 
Transformationen der Obertragung. 

Unter einer konformen Transformation einer Weylschen 
Dbertragung verstehen wir eine Anderung von Q;., bei der sich g;", nicht 
iindert. Eine Anderung von Q;. mit gleichzeitiger konformer Anderung 
von g;", liiBt sich immer auf eine soIche konforme Transformation zu
ruckfUhren, da sich ja jede konforme Anderung von gA." durch eine 
entsprechende Anderung von Q;. ersetzen liiBt. 1st: 

(132) 'Q;. = Q;. + S;., 

wo S), kein Gradientvektor zu sein braucht, so iindert sich die Normie
rung von i V und j;.liings einer Kurve, wenn die Bedingungen (63) und (65) 

fUr i V = r, h = ~i. erhalten bleiben sollen. 1st dann fUr die neue 

Dbertragung: 
(133) 'iv=xi", 'j).=x-1j)" 
so berechnet man leicht: 

(134) 

wenn S~ die Komponente von S). in der Richtung der Kurve ist. Dem
zufolge ist: 

f ' ,. 'I' ,. ,. r' ,. 1" (S A" SA" S ) ,. 
tii. = t i' Ii' !i. ~ :.n ,n J). - "2 t i' ). i' + i' ). - g!.,(( V J,. 

(135)1 =Ui.+!t~S((Ji,-!S). 
= u). - !S)., 

wo S;. die Komponente von S). senkrecht zur Kurve darstellt. Es gilt 
also der Satz (vgl. S. 201): 

1) J{ommerell, 1897,4, S. 22; 1905,4, S. 555. Eine Abbildung findet sich bei 
Struik, 1923, S.105. 
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Bei einer konformen Transformation einer Weylschen 
Ubertragung 'Q;. = Q). + 5). entsteht der neue Kriimmungs
vektor 'u;. einer Kongruenz, indem man von u). die Kompo
nente von t 5)., deren Richtung senkrecht zur tangentialen 
Richtung ist, subtrahiert. 

1st eine W min der Wn gegeben, so gilt fUr jede Kurve einer Kongruenz 
iVj). der Wm 
(136) 'zti=U2- tSL 
wo 5;. die W m-Komponente von 5). darstellt. Nun ist aber 

(137) z).= 5).- 5;, 

die Komponente von 5). senkrecht zur Wm , so daB: 
(138) I 1/ I I I lIZ' . H' fJ 1 Z tti. = it;. - tt;. = tt). - ~t). - "2 ~i, = t'" lfJ <x.;, -"2 )., 

und: 

(139) 'H' V -H' " 1B v Z ,H • J. - /1 I}' - '2 ,u i ... 

Es gilt also der Satz (vgl. S. 202) : 
Bei einer konformen Transformation einer Weylschen 

Ubertragung, 'Q;. = Q). + 5)., entstehen die neuen einhiillen
den kovarianten Kriimmungsvektoren des Kriimmungs
gebildes, indem von jedem Kriimmungsvektor die Kompo
nente von is;. subtrahiert wird, die senkrecht zur Wm ist. 

\Vie man sieht, ist die Formulierung der beiden letzten Satze ein
facher als im vorigen Abschnitt, die geometrische Interpretation aber 
komplizierter. Man kann sich wieder helfen, indem man einen Augen
blick gA,,, festhalt und mit den invertierten Gebilden arbeitet. Dann 
kommt, wie im vorigen Abschnitt, eine Verschiebung und eine Ahnlich 
keitstransformation heraus. Die Figuren miissen dann aber wieder 
riicktransformiert werden, um eine von der naheren Wahl von g).l( un-
abhangige Bedeutung zu bekommen. ' 

Aufgaben. 
1. 1st fUr n > 2 bei einer Weyl schen Dbertragung 

so verschwindet R,~,;, l v • 

2. Man beweise die in einer Wn giiltige Identitat: 

R' .. l' ,ric _ 11 - 2 R "1' + 2 R ",v 
w,rd g - -2 w",g -;; IXwg . 

[Bach 1) fUr n = 4.] 

3. Man beweise die in einer Wn giiltige Identitiit: 
). l( r7 (n - 1 1 1 ) _ g' Y," n--R,u;.+nR).w-"2Rg).w -0. 

[Bach 2) fUr n = 4.1 
1) 1921, 6, S. 118. 2) 1921, 6, S. 119. 



Siebenter Abschni tt. 

Die invariant en Zerlegungen einer GroBe 
hoheren Grades. 
§ 1. Problemstellung. 

Eine kovariante GroBe zweiten Grades VAil hat n2 Bestimmungs
zahlen. Sie HiBt sich unmittelbar zerlegen in einen symmetrischen und 
einen alternierenden Bestandteil: 

(1 ) 

und diese Bestandteile haben t n (n + 1) und t n (n - 1) Bestim
mungszahlen. Es ist bekannt, daB eine weitere bei der affinen Gruppe 
invariante Zerlegung der Bestandteile in GroBen mit weniger Bestim
mungszahlen nicht moglich ist. Wird jetzt aber ein Func!.amentaltensor 
eingefiihrt, d. h. geht man zur orthogonalen Gruppe tiber, so gelingt 
es, vU"d zu zerlegen in zwei GroBen: 

(2) 

Die erste GroBe ist ein Skalar und hat eine Bestimmungszahl. Die 
zweite GroBe hat t n (n + 1) - 1 Bestimmungszahlen. Wiederum ist 
es bekannt, daB eine weitere bei der orthogonalen Gruppe invariante 
Zerlegung der Bestandteile nicht moglich ist. Die Zerlegung einer ge
mischten GroBe zweiten Grades HiBt sich in derselben Weise leicht an
geben. Bei der affinen Gruppe laBt sich ein Skalarteil und ein skalar
freier Teil bilden: 

.1' 1 '''Av+ (.v 1 .itAv) 
VA = ;;: Va ). V). -;;: ~'IX I. 

und bei der orthogonalen ist es moglich, den skalarfreien Teil weiter zu 
zerspalten: 

.v 1 '''Av ~IV I ( Ill' 1 .aAv) (4) VA = -;:; Va A + V[.!,ItJ b T V(A,u) g - -;:; V IX ).' 

Versucht man nun, eine GroBe hoheren Grades in derselben Weise 
in ihre Bestandteile aufzulosen, so zeigt sieh, daB diese Aufgabe schon 
bei einer kovarianten GroBe dritten Grades v,,).ft ziemlich kompliziert 
und untibersichtlich wird. Zwar sind die Teile v[").ftl und v(").ld mit 

G) und (nt2) Bestimmungszahlen leicht abzuspalten und es ist auch 
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bekannt, daB diese Teile bei der affinen Gruppe nicht weiter zerlegbar 
sind. Der Rest: 

ist nun weiter zu zerlegen in zwei GraBen: 

-5 V["Al.ll + -ft VCllA] " 

~ V(d),1l - t V,dA") 

mit je -~- n (n 2 - 1) Bestimmungszahlen und die invariante Zerlegung 
ist damit bei der affinen Gruppe zu Ende. Dies ist aber keineswegs 
unmittelbar einzusehen und ahnliches gilt z. B. fur die weitere Auf-
16sung des Teiles V(XA,Il) bei der orthogonal en Gruppe. Es muB also eine 
besondere Methode ausgebildet werden, die das Problem auch in den 
verwickelten hoheren Fallen zuganglich macht. 

Zunachst ist das Problem genau zu formulieren. Unter einer 
linearen Ko mi ta n te einer GroBe verstehen wir bei der affinen Gruppe 
eine Komitante der GroBe, bei der orthogonalen Gruppe eine Simultan
komitante der GroBe und des Fundamentaltensors, deren Bestimmungs
zahlen hom 0 g en eli n ear e F unktionen der Bestimmungszahlen der 
GroBe sind. Eine GroBe heiBt bei der zugrunde gelegten Gruppe unzer
leg bar , wenn sie keine lineare Komitante besitzt, die weniger Be
stimmungszahlen hat als die GroBe selbst. 

Die Aufgabe ist dann folgende: 
Eine ge-gebene kovariante oder kontravariante GroBe 

zu schreiben als eine Summe von unzerlegbaren GraBen. 
Es wird sich herausstellen, daB die Aufgabe in dieser Form oft 

mehrere Losungen zulaBt. Dabei werden wir aber auch eine Zusatz
bedingung finden, deren Einfuhrung die Losung zu einer eindeutig bc
stimmten macht. Zuerst soIl die Zerlegung einer kovarianten oder 
kontravarianten GroBe bei der affinen Gruppe behandelt werden und 
dann die Zerlegung bei der orthogonal en Gruppe. 

§ 2. Alternationen und Mischungen. 
Eine Begriffsbildung des erst en Abschnittes erweiternd nennen wir 

die GroBe, die aus einer beliebigen GroBe plen Grades vI_1 •• _}.p entsteht, 
indem t beliebige Gruppen von Sl"'" St Indizes, Sl + ... + St = p, 
alterniert bzw. gemischt werden, eine einfache Alternation bzw. 
Mischung. Auch die Operation selbst solI mit diesem Namen 
bezeichnet werden. Die entstandene GroBe wird folgendermaBen ge
schrieben: 
(5 ) "1 ... 8, A IX V 1'1'" I.p bzw. 81"" 8, ;\of" v A, ... I.p 1). 

1) Fiir die Operationen sind vertikale Buchstaben gewahlt, urn Verwechslung 
mit den kursiven Buchstaben der GraBen des Riccikalkiils auszuschlieBen. Die 
Summierungsregeln des Riccikalkiils gel ten nicht fiir die Indizes der Operatoren. 
Es ist also nur dann iiber gleiche Indizes zu summieren, wenn dies ausdriick
lich angegeben ist. 
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Der Index links heiBt die Permutationszahl und gibt die 
Dimensionen der Permutationsgebiete an, S1>SZ~ ••• ::?:St, 

S1 + ... + St = p, der Index rechts oben kann verwendet werden, 
urn die verschiedenen moglichen einfachen Alternationen bzw. Mi
schungen mit derselben Permutationszahl voneinander zu unterschei
den. Mit oA = oM = I wird die identische Operation bezeichnet. 

Sind Si und Zi von links gerechnet die ersten beiden korrespondieren
den Zahlen aus S1' ••• , St und Z1"'" Zd' die nicht gleich sind, so heiBt 
s1, ... ,sthoher bzw. niedriger als Zl, ... ,Zd, wenn si>zi bzw. 
si < zi' Die Alternationen bzw. Mischungen werden nach der Hohe 
der Permutationszahlen geordnet und erhalten durch diese Ordnung 
einen Index rech ts unten, der fUr die identische Operation 1 ist. Dieser 
Index heiBt die zur Permutationszahl gehorige Ordnungszahl. Die 
Anzahl k der moglichen verschiedenen Permutationszahlen ist der Anzahl 
der Losungssysteme der Gleichung: 

(6) 

die nur aus ganzzahligen positiven Wurzeln oder Wurzeln Null bestehen, 
gleich. Es ist also z. B. k = 11 fur p = 6 und die Reihe der verschie
denen Arten von Alternationen bzw. Mischungen ist fur diesen Fall: 

OAl' 2A2' 2,2Aa, a'2A4' aA5' a,zA6 , a,aA" 4AB' 4,2A9' 5AW' 6Au. 

OM1' 2M2' 2,2Ma, a'2M4' 2M5' a.2Ms, 3,3M" 4MB' 4,2M9' 5M10' 6MUI 

wo fur 2, 2, 2 einfachheitshalber 3 . 2 geschrieben ist und in der Permu
tationszahl aIle Zahlen 1 fortgelassen sind. In allen Fallen, wo es nicht 
aus irgendeinem Grunde geboten ist, die Permutationszahl ausdrucklich 
mitanzugeben, verwenden wir nur den Index rechts unten, der 
die Ordnungszahl angibt. Die Formeln werden dadurch viel einfacher. 

Die Summe aller einfachen Alternationen Ai bzw. Mischungen Mi 
mit derselben Permutationszahl, dividiert durch ihre Anzahl 

(7) .=(P)(P-Sl). (P-Sl ... -St_t) 
iX, S S •• S 

1 2, t 
(fUr S1"'" Sf:) 

heiBt die allgemeine Alternation bzw. Mischung mit dieser Per
mutationszahl. Die allgemeinen Alternationen bzw. Mischungen wer
den mit Ai bzw. Mi bezeichnet, wo der Index rechts die Ordnungszahl 
angibt. Wenn notig, wird links die Permutationszahl mit angegeben. 
Fur p = 6 sind also diese Operationen A;, Mi , i = 1 , ... , 11. 

§ 3. Konjugierte Operationen. 

Werden zwei Operation en B, ••• StAi und z, ... zdMi nacheinander ange
wandt, so entsteht dann und nur dann identisch Null, wenn ein Per
mutationsgebiet des ersten Operators mit einem Permutationsgebiet des 
zweiten Operators mehr als einen Index gemeinschaftlich hat. Die 
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hOchste Permutationszahl si, ... , s~" die in dieser Weise mit S1,"" St 

nicht stets identischNull erzeugt, heiBt diezu S1' ••• , St konjugierte. 
Die Permutationszahlen von Ai und Mj sind also dann und nur dann 
konjugiert, wenn eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist: 

(8 a) Ai Ml {nicht stets = 0 flir II ~ J: 
=0 " >1 

(8 b) A M { nicht stets = 0 flir I <i 
Z j I . =0" >~. 

Die Beziehung des Konjugiertseins' ist eine reziproke, da: 

() {S1"'" St' = St ·t, (St-l - St)' (t - 1), ... , (S2 - S3)' 2, (SI - s2)·1 
9 SI"'" St = St" t', (S£'-1 - St')' (t' - 1), ... , (S2 - sa) 2, (S1- S2)·1. 

Eine allgemeine Alternation und eine allgemeine Mischung heiBen 
konjugiert, wenn ihre Permutationszahlen konjugiert sind. Sind A, 
und Mj konjugiert, so wird jede einfache Alternation Ai durch jede 
einfache Mischung Ml , I> i annulliert und somit auch p;, durch Mz• 
Das Gleiche gilt bei Vertauschung von A und M. Fiir P = 6 sind die zu 

Al A2 As A4 A5 As A7 As A9 AI0 An' 
konjugierten Mischungen: 

Mn MI0 M9 M7 Ms M6 M4 M5 Ma Mz Ml • 

Fiir P> 5 ist die Reihenfolge der Ordnungszahlen dieser Operatoren 
von links nach reehts nich t die natiirliche. Auch die zu konjugierten 
Permutationszahlen gehorigen Ordnungszahlen nennen wir konjugiert. 
Konjugiert sind also y, 1:, :. :. !,~. Bei den einfachen Alter
nationen und Mischungen machen wir erst einen Unterschied zwischen 
den geordneten und den nicht geordneten. Werden die Permu
tationsgebiete numeriert, so daB jedes gr6Bere Gebiet eine niedrigere 
Nummer hat als jedes kleinere Gebiet, so nennen wir eine einfaehe 
Alternation oder Mischung g e 0 r d net, wenn die qten Stellen der Gebiete 
fiir jeden Wert von q in der durch diese Numerierung angegebenen 
Reihenfolge stehen. Beispiele von geordneten Operatoren sind fiir P = 6: 

3,2A 0 0 0 X X • 
1 1 1 2 2 3 

3,2A 0 X 0 0 • X 
1 2 1 1 3 2 

2,2A 0 X 0 X • .. 
1 2 1 2 3 4 

Beispiele von nicht geordneten Operatoren dagegen: 

3,2A 0 X X 0 0 0 
1 2 2 1 1 3 

s,2A 0 • X X 0 0 
1 3 2 2 1 1 

2,2A X 0 0 X • .. 
2 1 1 2 3 4 
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Die 0 geben das erste, die X das zweite Permutationsgebiet an, die 
Zahlen die Numerierung. 1m ersten Gegenbeispiel stehen zwar diedrei 
ersten Stellen der drei Permutationsgebiete in der nattirlichen Reihen
folge, nicht aber die zwei zweiten Stellen, im zweiten Gegenbeispiel ist 
in beiden Fallen die Reihenfolge nicht die natiirliche. Zu jeder geord
neten einfachen Alternation St ... 8eA gehort eine bestimmte geordnete 
eirifache Mischung, die erhalten wird, indem man als erstes Permu
tationsgebiet die t ersten Stellen der Permutationsgebiete von St ... seA 
wahIt, als zweites Permutationsgebiet die zweiten Stellen dieser Gebiete 
usw. Diese beiden e i n f a c hen Operationen haben nach der Definition 
auf S. 241 konjugierte Permutationszahlen und heiBen konj ugiert. 
Als Beispiele geben wir die Permutationsgebiete der zu den oben an
gegebenen geordneten Operatoren gehorigen konjugierten Operatoren an: 

3,2M 0 X • 0 X 0 

3,2M 0 0 X • 0 X 

4,2M 0 0 X X 0 O. 

DaB zwei konjugierte geordnete einfache Operatoren einander nicht 
annullieren, geht daraus hervor, daB ein Permutationsgebiet des einen 
Operators infolge des Bildungsgesetzes niemals mehr als eine Stelle 
mit einem Permutationsgebiet des anderen Operators gemeinschaftlich 
haben kann. Zu einer geordneten einfachen Alternation gibt es nattir
lich auBer der konjugierten Operation zahlreiche einfache Mischungen 
mit konjugierter Permutationszahl, die ebenfalls nicht annullieren. Es 
ist nun aber fUr das folgende sehr wichtig, daB es unter diesen anderen 
Operatoren auch geordnete Mischungen geben kann. Z. B. ist zur 
geordneten Alternation: 

3,2A 0 X • 0 0 X 

die geordnete Mischung: 

3,2M 0 0 0 X • X 

konjugiert, die Alternation wird aber auch durch die beiden geordneten 
Mischungen mit konjugierter Permutationszahl: 

nicht annulliert. 

3,2M 0 X 

3,2M 0 X 

o 

o 
• 
X 

X o 

• o 

Tritt dieser Fall auf, gibt es also zu einer einfachen geordneten 
Operation auBer der konjugierten noch andere geordnete Operationen 
mit derselben Permutationszahl, die nicht annullieren, so nennen wir 
dies im Folgenden das Auftreten von abnormalen Nichtannullie
rungen. Abnormale Nichtannullierungen treten niemals auf, wenn die 
Permutationszahl nur ein einziges Permutationsgebiet mit mehr als 
einer Stelle enthalt. 

s c h 0 ute n, Ricci-Kalkiil. 16 
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Ein Diagramm, das spater noch weitere Verwendung finden wird, 
moge den 5achverhalt noch verdeutlichen. Die Permutationsgebiete 
einer Alternation, z. B. 7,4,aAl fUr p = 16 werden in wagerechten Zeilen 
ubereinander der GroBe nach geordnet. Die Zahlen von 1, ... , 16 geben 
den Ort jeder Stelle an: 

1 2 3 7 14 15 16 
0 .0 0 0 0 0 0 
4 6 8 13 
0 0 0 0 
5 9 12 
0 0 0 
10 
0 
11 
o· 

Die Alternation ist dann und nur dann geordnet, wenn, Wle m dem 
angegebenen Beispiel, die Zahlen in jeder Zeile von links nach rechts 
und in jeder Spalte von oben nach unten in der naturlichen Reihenfolge 
stehen. Die konjugierte geordnete Mischung, die wir mit 4,a,a,2M1 be
zeichnen, entsteht aus derselben Tabelle, indem man die Spalten als 
Permutationsgebiete wahlt, also 1, 4,5,10,11; 2, 6, 9 usw. Die Frage 
nach einer geordneten Operation 7,4.aA2, die 5.3.3.2~P nicht annulliert, 
ist die nach einer anderen Verteilung der Zahlen 1, ... , p uber 
die Tabelle, so daB erstens die Reihenfolge in jeder Zeile und jeder 
Spalte die naturliche ist und zweitens niemals zwei Zahlen in einer 
Zeile vorkommen, die bei der ersten Verteilung in einer Spalte auf
treten. Eine so1che andere Verteilung ist z. B.: 

1 a 6 7 H 15 16 
0 0 0 0 0 0 0 
2 4 8 13 
0 0 0 0 
5 9 12 
0 0 0 
10 
0 
11 
0 

Fur eine abnormale Nichtannullierung 7,4,aAl 4,3,3,2M2 hatte man 
eine Verteilung zu suchen, so daB die Reihenfolge in jeder Zeile und 
jeder Spalte die naturliche ist und niemals zwei Zahlen in einer Spalte 
vorkommen, die bei der ersten Verteilung in einer Zeile auftreten. 

§ 4. Einige Siitze aus der Theorie der assoziativen Zahlen
systeme1). 

1st n die Anzahl der linear unabhangigen Zahlen eines Zahlen
systems und wahlt man irgendwelche n linear unabhangige Zahlen 

1) .Man vergleiche z. B. die Arbeit des Verfassers 1914. 4. 
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el , ... , en' so ist das System gegeben durch die, die Multiplikation 
definierenden, Gleichungen: 

l, ... >,n 

(10) eiej= 2: Yijkek' 
k 

Dafiir, daB das Zahlensystem assoziativ ist, ist notwendig und hin
reichend, daB: 
(11) (eiej) ek = ei (ejek)' i, j, k = 1, ... , n 

Durch diese Forderung werden den Koeffizienten '/ijk gewisse Bedin
gungen auferlegt, die sich in Gleichungen ausdriicken lassen, uns aber 
hier nicht weiter interessieren. 

Die einfachsten assoziativen Systeme sind die urspriinglichen 
S ys te me. Ein urspriingliches System besitzt m2 Einheiten, die wir ein
fachheitshalber schreibcn eij, i, j = 1, ... , m, und es gelten die ~1ulti
plikationsregeln: 
(12) _{eilfiirj=k 

eij en - . , k o " 71' . 

Eine Zahl heiBt idempotent, wenn sie ihr eigenes Quadrat ist, nil
potent, wenn ihr Quadrat Null ist. Die idempotentenZahlen eii nennt 
man Ha u pteinhei ten, die nilpotenten Zahlen eij N e beneinhei ten 
des Systems. Die Haupteinheiten annullieren sich bei Multiplikation 
gegenseitig und bilden also fUr sich ein assoziatives und ko'm m u
ta tives Zahlensystem mit m Einheiten. Ihre Summe: 

( 13 ) :\1 = .2' eii 
i 

ist eine Zahl, die, mit jeder Zahl des Systems multipliziert, diese Zahl 
unverandert laBt. M heiBt der Mod ul des Systems. Die wichtigste 
Eigenschaft der urspriinglichen Systeme besteht nun darin, daB die 
m Haupteinheiten keineswegs eindeutig bestimmt sind, sondern sich 
auf unendlich viele Weisen wahlen lassen, und daB sich zu jeder be
stimmten Wahl, z. B. eii' i = 1, ... , m, m2 - m Nebeneinheiten ei f auf
finden lassen, so daB: 
(14) ' .. I _ {eil fUr j = k 

e~lekl- . k o " 77 . 

Die Multiplikationsregeln haben also in bezug auf alle moglichen 
Systeme von Haupteinheiten dieselbe Gestalt (Prinzip der Selbstiso
morphie). Der Modul des Systems ist die Summe der Haupteinheiten 
jedes beliebigen Systems. 

Ein Zahlensystem kann aus s verschiedenen urspriinglichen Sy
stemen zusammengesetzt sein. Damit ist gemeint, daB das System 
mi + ... -t m; Einheiten enthalt, die sich so wahlen lassen, daB die 
ersten mi fUr sich ein urspriingliches System hilden, ebenso die folgen
den m~ usw., und daB Zahlen, die zu verschiedenen urspriinglichen Sy
stemen gehoren, sich gegenseitig annullieren. 

16* 
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Die Einheiten eines solchen Systems lassen sich also folgendermaBen 
anordnen: I I 

en· .. elm, 

2 2 
ell·" elm, 

2 2 
em.l ... em•m,. 

B B 

ell'" elm. 

und die Multiplikationsregeln lauten: 

I 0 fur u of v 
U II • t 
eij elm = 0" u = v, 1 of 

U • 

eim" U = V l 1 = t. 
(15) 

Sind die Moduli der Untersysteme MI , •.. , Ms, so folgt aus diesen 
Regeln: 

(16) 

Die k Moduli bilden also fiir sich ein assoziatives und kommutatives 
System mitdemModulM. Diese kModuli sind eindeutig bestimmte 
Zahlen des Systems. 

§ 5. Die Zahlensysteme der Permutationen und der 
Klassenoperatoren. 

Die p! Permutationen der p Indizes von v'-, ... lp bilden ein assozia
tives Zahlensystem. Denn, sind P J, P 2 und P a drei Permutationen, so 
bedeutet sowohl: 

PI (P2 Pa) v'-, ... '-p 
als auch: 

(PI P2) Pa v'-, ... '-p' 

daB auf vl,. ... lp nacheinander Pa, P2 und PI angewandt werden. Das 
System hat einen Modul, die identische Operation I. Frobenius hat 
dieses Zahlensystem untersucht und gezeigt, daB das System aus k 
ursprunglichen Systemen zusammengesetzt ist. 

Nach den Erorterungen des vorigen Paragraphen bilden die Moduli 
dieser k Systeme, die wir mit iI, i = 1, ... , k, bezeichnen wollen, fiir 
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sich ein assoziatives und kommutatives Zahlensystem mit k Ein-
heiten und I als Modul: I foo . k 

}
j ur 1 = 

( 17) j1 k1 = 0 . ,:- k 
" 1 r . 

Gelingt es, diese k Moduli durch die Operatoren A und M auszu
driicken, so ist damit eine erste invariante Zerlegung von VA, ... Ap ge
funden. Da gilt nun der folgende einfache Satz: 

Die allgemeinen Alternationen und Mischungen Ai, Mi, 
i = 1, .. 0, k, gehi:iren dem kommutativen Zahlensystem der 
i1 an und es ist: 
(18) i1 = l5;jAi Mj = 157j Mj Ai , 

wo Mj der zu Ai konjugierte Operator ist und die l5ij k 
Koeffizienten sind, die der Gleichung l5ij = I5ji geniigen. 

Zum Beweise bemerken wir zunachst, daB die Stellen, die bei einer 
Permutation den Ort wechseln, in einer und nur in einer Weise in Grup
pen von S1' S2' o •• , St Stellen verteilt werden ki:innen, so daB die Ver
tauschung in jeder einzelnen Gruppe eine zyklische isF). S1' ••• , St heiBt 
die Permutationszahl der Permutation und die Permutationen mit 
derselben Permutationszahl bilden eine Klasse. Eine Klasse heiBt 
gerade oder ungerade, je nachdem sie nur gerade oder nur ungerade 
Permutationen enthalt. Die Sum me aller Permutationen einer Klasse 
dividiert durch pI, heiBt der Klassenoperator dieser Klasse und 
wird geschrieben Ki , wo i die zur Permutationszahl gehorige Ordnungs
zahl ist, definiert wie auf S. 240. Die Klassenoperatoren sind Zahlen des 
Zahlensystems der Permutationen. Wir verwenden nun den von 
Frobenius bewiesenen Satz, daB die k Klassenoperatoren fUr sich ein 
assoziatives und ko m m uta t i yes Zahlensystem mit k idempotent en 
Einheiten bilden, das mit dem Zahlensystem der j1 identisch ist. Schreibt 
man nun eine allgemeine Alternation S1 •.. St A VA, ... Ap vollstandig aus, so 
treten dabei nur Permutationen von V A, ... ).p auf, deren Permutations
zahl S1' ••• , St oder niedriger als S1' ..• , St ist. Die Koeffizienten aller 
Permutationen derselben Klasse sind dabei gleich. Die allgemeine 
Alternation ist also eine Summe von Vielfachen aller Klassenoperatoren, 
die dieselbe oder eine niedrigere Permutationszahl besitzen. FUr die all
gemeine Mischung S1"'" StM v)" •.• Ap gilt das Gleiche und die Koeffizienten 
der Permutationen in beiden Gri:iBen sind fUr die geraden Klassen die
selben, wahrend sie sich fUr die ungeraden Klassen nur durch das Vor
zeichen unterscheiden. Es gelten also die Gleichungen: 

1 
Mi ~'.f ~il Kl 

(19) Ai =1ijIUiI K I, 
I 

1) Vgl. z. B. Pascal, 1910, 3, S. 206. 
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wo die Xil von i und I abhangige Koeffizienten sind und (jl gleich + 1 
oder - 1 ist, je nachdem die Klasse von Kl gerade oder ungerade ist. Die 
Operatoren Ai und Mi gehoren also dem Zahlensystem der Ki an. Daraus 
folgt die Kommutativitat dieser Operatoren. Sind nun Mz" ... , Mlk in 
dieser Reihenfolge konjugiert zu AI> "', Ak, so werden A2 , ... , Ak 
annulliert durch Mz" diese Operatoren enthalten also jedenfalls Yl > 1 
der Haupteinheiten iI des Zahlensystems der Ki nicht. Ebenso werden 
A.a, ... , Ak annulliert durch Mil und M12 , und diese Operatoren ent
halten also jedenfalls Y2 ~ 1 weitere Haupteinheiten nicht usw. Ak ent-

1, .... k-l 

halt demnach hOchstens k - 2: Yl' Yl > 1 Haupteinheiten nicht. Da Ak 
I . 

aber doch jedenfalls eine Haupteinheit enthalten muB, um nicht zu ver
schwinden, ist Yl = 1, I = 1 , ... , k und es gilt die Gleichung: 

(20) 

wo die (ji I naher zu bestimmende Koeffizienten sind. 
Die Haupteinheiten erscheinen hier in einer Reihenfolge, die durch 

einen unteren Index links angegeben ist und ihre Beziehungen zu den 
Operatoren Ai zum Ausdruck bringt. Da man dieselben Uberlegungen 
fUr die Mischungen anstellen kann, so gilt auch die Gleichung: 

(21) 

Die Koeffizienten der beiden Entwicklungen sind gleich, die durch den 
Index links oben bestimmte Reihenfolge der Haupteinheiten ist aber 
eine andere, was daher ruhrt, daB die Zahlen lko ... , II im allgemeinen 
nicht in der naturlichen Reihenfolge stehen. FUr p = 6 geben wir hier, 
beide Indizes zugleich verwendend (also: ~I = iI = iI), die Beziehungen 
der beiden Reihenfolgen an: 

11 101 9 7 8 61 4 5 31 21 II 
II, 2 , 31, 41, 51, 6 , 71, 81, 9 , 10 , 11 . 

Aus (20) und (21) folgt: 
i2 - - 2 - -

(22) iI = (jii Ai ;\li = (jji Mi Ai 

und damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. Es gilt jetzt noch die 
Koeffizienten (jij zu bestimmen. Frobenius 1) hat die k Moduli iI als 
Summen von Vielfachen der Klassenoperatoren berechnet, d. h. er hat 
fUr verschiedene Werte von k die Koeffizienten der Gleichungen: 

(23) 

bestimmt. In seinen Berechnungen treten nicht direkt diese Koeffi
zienten auf, sondern k 2 Zahlen xin) , die Frobenius die Gruppen-

1) 1896,2; 1898,4; 1899, 5; 1900,3· 
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charaktere der symmetrischen Gruppe genannt hat, und die 
mit den flij folgendermaBen zusammenhangen: 

(m) (m) 
(24) flml = Xo XI-1' 

Es sind nun insbesondere die Koeffizienten flml: 

(25) flml = (X6m»)2, 

also die Zahlen der ersten Zeile in der Tabelle der Gruppencharaktere, 
die uns hier interessieren. Fur diese Zahlen gilt der von Frobenius be
wiesene Satz: 

DieAnzahl der linear una bhangige nZahlen des urs prung
lichen Systems mit dem Modul iI ist gleich flil' 

Nun ist K1 die identische Operation, dividiert durch P!. Der 
Ausdruck Ai Mj in (22) enthalt also, in Klassenoperatoren entwickelt, 
Kl mit dem Koeffizienten 1, und aus einem Vergleieh von (22) und (23) 
folgt demnaeh: 

6 ~ ~ (2 ) vii = vii = ,ui! . 

Damit ist aueh der zweite Teil des Satzes bewiesen. Den Frobeniusschen 
Tabellen entnehmen wir einige Werte von xg) = (ji/): 

P = 3 (j13 = (j31 = 1, (522 = 2, 

P = 4 (j15 = (j51 = 1, (j24 = 042 = 3, 
P = 5 (j17 = (j71 = 1, ()26 = ()62 = 4, 

P = 6 { (jl,l1 = (jU,l = 1, (j2,10 = (j1O,2 = 5, 
(j5S = (jS5 = 10, (j66 = 16. 

033 = 2; 

035 = (j53 = 5, (j44 = 6, 
(j39=t'l93=9,047=(j74=5, 

Dureh dies en merkwurdigen Zusammenhang mit der Theorie der 
Gruppeneharaktere HiBt sieh nun in sehr einfaeher Weise eine erste 
Zerlegung von vA, ... J.p erzielen. Denn es ist naeh (22): 

fv =Iv ="'.Jv ="'o~·A·M·v " J., ••• J.p A, ... i.p ":;'" J., •.• Ap .:.,.. 'J ,. J i., ... Ap 

(27) I I 1 = f.' (j;jMjAivA, ... J.P 

und in dieser Entwicklung ist die bei der gebrauehlichen invariant en
theoretischen Reihenentwieklung oft reeht komplizierte Berechnung der 
Koeffizienten die denkbar einfaehste geworden, vorausgesetzt, daB man 
uber die Zahlen aus der ersten Zeile der Tabellen der Gruppeneharaktere 
der symmetrisehen Gruppe verfiigen kann. Als Beispiel mit Koeffizienten 
sci die Zerlegung von vi".,,}'6 angefuhrt: 

f vA, ... h = (All~'[~+ 25 1\10 ~I2~ 81 A9 ~3 j- 100 ~f5 + 25 A7 1\14 

(28) l + 25~A~M6 + _~0~5:vIS + 25 A4 :vr7 + 81 A3:vr9 

+ 25 A2 M10 + Al ~fl1) VA, ... A6· 

Jede der k GroBen, die bei der Zerlegung entstehen, hat die Eigensehaft. 
daB sie zu einem bestimmten Paar konjugierter Permutationszahlen, 

1) Es ist zu beachten, daB die Reihenfolge der X(~) in diesen Tabellen nicht 
mit der hier verwendeten ubereinstimmt. 
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also auch zu einem bestimmten Paar konjugierter Ordnungszahlen { 
gehort und durch jede Alternation AI, l> i, sowie durch jede Mischung 
Mq , q > i, annulliert wird. N ennen wir eine GroBe dieser Art eine 
Elementarsumme, so gilt also der Satz, daB sich jede GroBe in k 
Elementarsummen zerlegen !aBt. Diese Zerlegung ist eine eindeutige, 
da das Zahlensystem der Klassenoperatoren ja nur ein einziges System 
von Haupteinheiten besitzt. Eine Elementarsumme mit den konju
gierten Ordnungszahlen {HiBt sich als Summe von Alternationen mit 
der Ordnungszahl i und auch als Sum me von Mischungen mit der 
Ordnungszahl i schreiben. Umgekehrt ist jede GroBe, die diese beiden 
Schreibarten zulaBt, eine Elementarsumme mit den konjugierten Ord
nungszahlen {. Zusammenfassend sprechen wir den Satz aus: 

Jede kovariante GroBe pten Grades laBt sich in einer und 
nur einer Weise zerlegen in k Elementarsummen. Eine Ele
mentarsumme ist dadurch charakterisiert, daB ihr ein be
stimmtes Paar Ordn ungszahlen { zugeordnet ist und sie an
nulliert wird durch jeden Operator AI, l>i, und durch je
den Operator Mq , q> ill. 

Die hier dargestellte Zerlegung in Elementarsummen wurde vom 
Verfasser 1917 auf dem "Natuur- en Geneeskundig Congres" im Haag 
vorgetragenl), und sod ann 19192), zusammen mit der in den folgenden 
Paragraph en zu erorternden weiteren Zerlegung in ElementargroBen 
und den Beziehungen zu den Reihenentwicklungen der Invarianten
theorie ausfiihrlicher veroffentlicht. Erst vor kurzem wurde dem Ver
fasser bekannt, daB A. Young die erste Zerlegung schon 1901, 19023 ) 

angegeben hat. Eine kurze Zusammenfassung der Y oungschen Resul
tate findef sich im letzten Abschnitt "General theorems on quantics" 
der Invariantentheorie von Grace und Young4). Young hat ganz unab
hangig von Frobenius gearbeitet und konnte also seine Koeffizienten 
nicht der Theorie der Gruppencharaktere entnehmen. Es ist ihm aber 
doch gelungen, einen Ausdruck fiir diese Koeffizienten zu finden. Seine 
Formel fiir den zur Permutationszahl Sl' ... , St gehorigen Koeffizienten 
lautet: 1, ... ,t 2 

Q j II (S" - Sp - IX + fJ) I 
(29) IJ'ij = (P !)2 ", p - - ,IX of fJ • 

1. ... , t 
II{(s,,+t-IX)!} 
" 

Es ist sehr interessant, daB Young damit, ohne sich dessen bewuBt zu 
sein, eine explizite Formel fiir die Zahlen der ersten Zeile aus der 
Tabelle der Frobeniusschen Gruppencharaktere aufgestellt hat. 

Es geschieht oft, daB von den k Elementarsummen einige Null 
werden. Dies ist immer der Fall, wenn p > n, denn es verschwinden 

1) 1917, 3. 2) 1919, 6, 7. 3) 1901, 3; 1902, 9. 4) 1903, 8. 
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dann alle Operatoren A, die ein Permutationsgebiet mit mehr als n Stel
len enthalten. Fur n = 4 verschwinden so bei der Zerlegung von V"', ... ).6 

die Operatoren AlO und An und damit IiI und I~I. Fur n = 3 verschwin
den auch ~I und ~I und fUr n -= 2 auch iI, ~I, ~I und II. Auch kann 
man aus der Art der zu zerlegenden GroBe oft auf das Verschwinden 
bestimmter Operatoren ~I schlieBen. SoIl z. B. die GroBe: 

(30) 

die in IX fJ Y und in "A. alternierend ist, zerlegt werden, so kann man be
merken, daB es eine Alternation 3,2A~ gibt, durch die VlXfJY""'~ ent
stehen kann: 

3 2A61X V " = v . 
J .x ••• ~ iX ••• ~ • 

Nun ist aber jeder Operator A6 konjugiert zu einem Operator M6 und 
A6 wird also annulliert durch die Operatoren M7 , ••• , Mn. Bei der 
Zerlegung verschwinden somit die fUnf durch rI, ~I, ~I, I~I und IiI 
entstehenden Element arsummen , so daB die Zerlegung fUr vx ... ~ fur 
n > 6 lautet: 

(32) VIX ••• ~ = (I~I + 161 + ~I + ~I + jI + ~I) VIX ••• ~, 
fUr n = 4: 

(33) VIX ••• ~ = (~I + ~I + jI + ~I) ViX .•• ~ 
und fur n = 3 : 
(34) VIX ••• g = (iI + ~I) VIX •.• ~ • 

§ 6. Die Zerlegung einer Elementarsumme in geordnete 
ElementargroBen. 

1m vierten Paragraphen sahen wir, daB jedes ursprungliche System 
mit (j;j Zahlen und dem Modul ~I (jij Haupteinheiten besitzt, deren Summe 
{I ist, daB es aber auf unendlich viele Weisen moglich ist, diese (jij Haupt
einheiten zu wahlen. Da nun mit jedem System von Haupteinheiten 
eine weitere Zerlegung der durch ~I entstandenen Elementarsumme 
korrespondiert, gibt es uhendlich viele Zerlegungen, und die im ersten 
Paragraphen gestellte Aufgabe hat also, wenn keine weiteren Bedin
gungen eingefuhrt werden, keine eindeutig bestimmte Losung. 

Dnter einer ElementargroBe erster Art mit der Permutations
zahl SI' ••• , St soIl eine GroBe verstanden werden, die durch eine Alter
nation s, ... StA entstehen kann, und die durch aIle Alternationen mit 
hoherer Permutationszahl annulliert wird. Fur eine ElementargroBe 
zweiter Art gilt dieselbe Definition in bezug auf Mischungen. Jede 
ElementargroBe ist also eine Elementarsumme (§ 5) und umgekehrt ist 
jede Elementarsumme eine Summe von ElementargroBen erster Art und 
auch eine Summe von ElementargroBen zweiter Art. 1st die Alternation 
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oder Mischung, durch welche die ElementargroBe entstanden ist, geord
net, so soIl die GroBe eine geordnete ElementargroBe erster bzw. 
zweiter Art heiBen. Es soIl nun bewiesen werden, daB die Zerlegung einer 
Elementarsumme in geordnete ElementargroBen erster oder zweiter 
Art eine eindeutig bestimmte Aufgabe ist. Der Beweis sei gefUhrt 
fUr geordnete ElementargroBen erster Art, fUr die GroBen zweiter 
Art gelten dann dieselben Uberlegungen. 

Wir beweisen zunachst den Satz: 
Jede ElementargroBe ist eine Summe von Vielfachen 

geordneter ElementargroBen, die aIle Isomere der ge
gebenen GroBe sind. 

Die idealen Faktoren in den Permutationsgebieten seien: 

S1 Faktoren u;" 

" 
" 

usw. 

Diese p Faktoren stehen in einer ganz beliebigen Reihenfolge. Wir 
betrachten zunachst die Gruppe der ersten Faktoren samtlicher Permu
tationsgebiete. 1st der erste Faktor dieser Gruppe ein UA, so ist das 
Permutationsgebiet der UA jedenfalls schon, was dies en erst en Faktor 
betrifft, geordnet in bezug auf die anderen Permutationsgebiete, und 
wir konnen direkt zur Gruppe der zweiten Faktoren ubergehen. 1st 
aber der erste Faktor kein UA, sondern etwa ein WI,' so erzeugt Alter
nation uber diesen Faktor WI, und die S1 Faktoren U;. nach Voraussetzung 
Null und diese Faktoren lassen sich also ersetzen durch (vgl. I, 33): 

W;.o U A, •.• u}." = W,lo up., ••• U,l81] = WI" u[Ao u}., ••• u}.,,] 

(35) 
- W,l, upo uJ., u}, • ••• u'!,,] + ... + (- 1 )8, -1 W)." Ul}.o ..• U)'8,_1] 

= U),o W,l, U)', " • U)'" - U}'o U)', W;., U;'3 ••• U}." 

+ ... + (- 1)8,-1 U}'o U}", •• U}'.,_l w)'". 

Die gegebene GroBe laBt sich also schreiben als eine Summe von S1 Gro
Ben, die alle mit einem Faktor u). anfangen und alle in den Permutations
gebieten dieselben Faktoren enthalten wie die gegebene GroBe und 
demnach Isomere der gegebenen GroBe mit eventuellen Zahlenfaktoren 
sind. Wir wahlen irgendeine dieser GroBen aus und fassen die Gruppe 
der zweiten Faktoren aller Permutationsgebiete ins Auge. 1st der erste 
Faktor dieser Gruppe ein ~t)., so gehen wir direkt zur dritten Gruppe 
uber, ist der erste Faktor aber z. B. ein w)., so erzeugt Alternation uber 
die beiden erst en Faktoren WI. und die S1 - 1 letzten Faktoren u). nach 
Voraussetzung Null, und die ausgewahlte GroBe laBt sich also schreiben 
als eine Summe von GroBen, die alle als erst en Faktor der ersten Gruppe 
und ebenso als ersten Faktor der zweiten Gruppe ein UJ. aufweisen und 
dazu in den Permutationsgebieten dieselben Faktoren enthalten wie die 
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ausgewahlte GroBe und demnach Isomere der gegebenen GroBe mit 
eventuellen Zahlenfaktoren sind. In derselben Weise fortfahrend, er
halt man schlieBlich eine Summe von Vielfachen von Isomeren der ge
gebenen GroBe, die alle die Eigenschaft haben, daB die Gruppen der ersten, 
zweiten usw. Faktoren der Permutationsgebiete alle als ersten Faktor 
ein u). aufweisen. Es sei eins dieser Isomere betrachtet und von diesem 
Isomer die Gruppe der ersten Faktoren der Permutationsgebiete. Der 
erste Faktor dieser Gruppe ist ein u).. 1st der zweite Faktor ein v)., 
so gehen wir direkt zur zweiten Gruppe tiber. 1st aber der zweite Faktor 
etwa ein w)., so erzeugt Alternation tiber die SI Faktoren u}. und gleich
zeitige Alternation tiber diesen Faktor w}. und die S2 Faktoren v}. nach 
Voraussetzung Null. Das ausgewahlte Isomer laBt sich also schreiben als 
eine Summe von Vielfachen von Isomeren, die in allen Gruppen ein u}. 

als ersten Faktor und dazu in der ersten Gruppe ein v). als zweiten Faktor 
aufweisen. In dieser \Veise fortfahrend kann man die gegebene Elemen
targroBe schlieBlich als eine Summe von Vielfachen geordneter Elementar
groBen schreiben, die alle Isomere der gegebenen GroBe sind. Da jede 
Elementarsumme eine Summe von ElementargroBen erster (zweiter) 
Art ist, folgt aus dem bewiesenen Satz: 

Jede Elementarsumme ist eine Summe von geordneten 
ElementargroBen erster Art und a uch eine Summe von 
geordneten Elemen targroBen zwei ter Art. 

Ftir die Operatoren A~ M1 beweisen wir jetzt den Satz: 
Sind i und j konjugierte Ordnungszahlen, so ist jeder 

Operator A~M1 entweder identisch Null oder bis auf einen 
Zah1enfaktor idempotent. 

Es sei: 
(36) A"'- AO:· t - Sl.·.St t, 

"Ii1 , ,1\li1 . .. \' j = 81 ", 8t~ .. iJ j • 

Auf eine be1iebige GroBe vX, ..• ).p werde M1 angewandt. 1\11 VA, ••• Ap 1aBt sich 

dann schreiben a1s ein Produkt von s~ gleichen idea1en Faktoren 0}., s~ 
gleichen Faktoren 0). usw. Diese Faktoren ordnen wir in einer Tabelle 
so an, daB die Zeilen die Permutationsgebiete von M1, die Spalten 
die Permutationsgebiete von A~ bilden. Dies ist dann und nur dann 
moglich, wenn A~ M1 nicht identisch verschwindet, d. h. wenn kein 
Permutationsgebiet von A~ mehr als eine Stelle mit irgendeinem 
Permutationsgebiet von M1 gemeinschaftlich hat. Die Indizes A lassen 
wir einfachheitshalber fort: 

1 1 
V ••••••• v (S1 Faktoren) 
2 2 
V ••..•• v (s~ 

t' t' 
v ... v (St' " 

) . 
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Man lasse jetzt Af auf M1vA! ••• Ap wirken. Jede Spalte mit l Faktoren 
wird dabei ersetzt durch die l! Terme des alternierenden Produktes der 
Faktoren. Es entstehen also S1! S2! •.• St! GroBen und zu jeder GroBe 
gehort eine Tabelle. Zusammen enthalten diese Tabellen alle Ver-

teilungen der Buchstaben 0, ... , t, bei denen in keiner S palte zwei 
gleiche Buchstaben steben, n ur diese, und alle mit dem Koeffizienten 
± (sJ! ... stl) -1. Wird jetzt M1 angewandt auf Af M1 VA! .•• Ap' so be
deutet dies, daB jede Z e i 1 emit l Faktoren ersetzt wird durch die l! Terme 
des symmetrischen Produktes des Faktoren. Es entstehen also jetzt 
s~! •.• s~,! S1! ••• St! GroBen und ebensoviele Tabellen. Wird schlieB
lich Af angewandt auf M1 Af M1 VA, ••• Ap ' so annulliert dieser Operator 
alle GroBen, deren Tabelle in einer Spalte zwei gleiche Buchstaben ent
halt und n ur diese GroBen. Es bleiben also nur die GroBen iibrig, die 
vorhanden waren nach einmaliger Anwendung von Af M1 auf V;" ••• Ap' 

und zwar samtliche und alle mit dem namlichen Vorzeichen wie dort 
und mit einem fiir alle gleichen Koeffizienten. Damit ist bewiesen, daB: 

(37) 

WO Cij ein naher zu bestimmender Koeffizient ist, der nicht verschwindet, 
wenn Af M1 nicht identisch Null ist, und der dann nur von i abhangt. 

Offenbar andert sich das Resultat nicht, wenn man M1 bei der 
zweiten Anwendung ersetzt durch einen anderen Operator mit der
selben Ordnungszahl MJ, vorausgesetzt, daB M~ Af nicht identisch Null 
ist. Dies laBt sich auch in anderer \Veise beweisen. Annullieren nam
lich M1 und MJ beide Af nicht, so gibt es eine Permutation P fly' die MIJ 
in My umsetzt und N", eventuell bis auf das Vorzeichen, invariant laBt: 

(38) PYflM1PfJy=~fL PfJy MJPyfJ =M1; Prfl=Pj/ 

(39) PyflAf = Afpyfl = PfJyAf = AfPyfl = ±Af· 

Es ist also: 

(40) Af M1 Af = Af Pfly Mr Prfl Af = Af :\1} Af· 

Ebenso beweist man: 

(41) 

wenn Af und At beide M1 nicht annullieren. 
Nach diesen Vorbereitungen ist es moglich, ein System von Haupt

einheiten zu finden, das die gewiinschte Zerlegung in geordnete Elemen
targroBen herbeifiihrt. Dies gelingt am einfachsten fiir den Fall, wo keine 
abnormal en Nichtannullierungen auftreten. Sind namlich Af, ex. = 1, 
... , nij g e 0 r d net e Alternationen und Mf die konjugierten g eo r d
net e n Mischungen, so sind die Operatoren: 

42) ex. = 1, ... , nij, 
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idempotent, wahrend sie sich gegenseitig annullieren, da abnormale 
Nichtannullierungen nicht auftreten. Diese Operatoren sind Haupt
einheiten, und es ist nur noch zu beweisen, daB sie ein System von 
Haupteinheiten bilden, d. h. daB:· 

(43) 2'~I'" = ~I. 
'" 

Nun HiBt sich jede Elementarsumme mit den Ordnungszahlen !, wie 
oben bewiesen wurde, als Summe geordneter Alternationen und al1ch 
als Summe geordneter Mischungen schreiben, und es ist also: 

(44) 

wo die Summierung iiber alle geordneten Ai zu erfolgen hat. Infolge (42) 
ist also: 

{
iT ",' iI'" A'" M'" '" '" iI'" '" A'" M'" '" i UA,,,.Ap = ~ iii WA, ... Ap = ~ i ~ i i W",.".lp 

'" '" '" ",' iI'" ir 
=!= ~ i i UA,,,.Ap 

(45) 

fiir jede beliebige Wahl von U", ... Ap und demnach: 

(46) !I = 2' ~IC< ~I , 
'" 

was gleichbedeutend ist mit (43). 
Fiir den Fall, daB abnormale Nichtannullierungen auftreten, be

weisen wir zunachst den Satz: 
Sind die Produkte geordneter Operatoren mit konju

giertenPermutationszahlenM} At M; A~, M: At ... , MrlMtalle 
ungleich Null, so ist Mj Ai = 0, mit anderen Worten, die abnor
malen Nichtannullierungen k6nnen niemals eine geschlos
sene Kette bilden. 

Zum Beweise schreiben wir die idealen Faktoren in eine Tabelle, 
so daB die Permutationsgebiete von A} die Zeilen, die Permutations
gebiete von M} die Spalten bilden, wie dies z. B. fiir M3A}, 5,3,3,2M} iiir 
p = 16 auf S.243 geschehen ist. Die Zahlen, die die Ordnung der 
Faktoren angeben, stehen jetzt in jeder Zeile und in jeder Spalte in 
der natiirlichen Reihenfolge. Ebenso schreiben wir die Tabelle fiir 
A; M; an. Es ist jetzt Mt A; dann und nur dann nicht Null, wenn in 
der TabeIle von A; und M; nie zwei Zahlen in einer Zeile vorkommen, 
die in der Tabelle von At und Mi in derselben Spalte stehen. Eine 
mogliche Anordnung iiir M,3M, 5,3,3,2M} fiir p = 16 ware also z. B. 
die zweite Tabelle auf S. 243. Betrachtet man nun die Inversionen der 
Zeilen untereinander, d. h. die Anzahl der FaIle, wo eine Zahl in einer 
Zeile kleiner ist als eine Zahl in einer der vorhergehenden Zeilen, so ist 
offenbar diese Zahl fiir die zweite Tabelle groBer als fiir die erste. 
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Denn es ist ja die zweite aus der erst en erzeugt, indem eine oder 
mehrere Zahlengruppen, die urspriinglich die natiirliche Reihenfolge 
hatten, permutiert sind. Ebenso wiirde eine moglicherweise vorhandene 
dritte Tabelle mehr Zeileninversionen enthalten als die zweite usw., 
d. h. es ist unmoglich, daB man auf diesem Wege zur erst en Tabelle 
zuriickgelangt, und der ProzeB muB also irgendwo abbrechen. Die Kette 
kann sich verzweigen, aber kein Zweig kann sich schlieBen. 

Wir sind jetzt imstande, das System der Haupteinheiten zu berech
nen. Es sei z. B. durch die Ungleichungen: 

(47) 1\1; M + 0, M1 M of 0, ~fr At 4 0 

eine vollstandige offene Kette ohne Verzweigungen bestimmt. Zur 
Abkiirzung schreiben wir L", = eij Af M;, iX = 1, ... , 'fjij. Die Opera
toren L", sind dann idempotent. Ferner sind: 

[ 

~I'" = L", - L", Lp + L", Lp Ly - L", Lp Ly LJ , 

'p 
(48) ~I = Lp - Lp Ly + Lp Ly LJ , 

!rr = Ly - Ly L J , 

i J 
i I = LJ • 

idempotent, wahrend die gegenseitigen Produkte von {I"', W, {IY und W 
und alle Produkte mit irgendeinem anderen Operator L", " t iX, fJ, y, b, 
verschwinden. Hat die Kette eine Verzweigung, z. B.: 

(49) M1Ai+o, MiAii-O, 

so bekommt ~IP weitere Zusatzglieder: 
j p-(50) iI - Lp - Lp Ly + Lp Ly LJ - Lp L, + Lp L, L1] . 

In dieser Weise lassen sich so viele idempotente sich gegenseitig annul
lierende Operatoren bilden, wie es geordnete Operatoren Ai oder Mj gibt. 

(51 ) 

(52) 

(53) 

Aus dem Bildungsgesetz der ~I'" und (41) geM hervor: 

'" '" j p { Ip fUr iX = fJ 
eij Ai Mj iI 0" iX =f fJ 

~I'" A'"f M'" {Af M; fUr iX = fJ 
~ ~ 1 0 iX=icfJ " , 

{ 
eij Af 1\1; Af fUr iX = fJ 

o "iXifJ 

iX, fJ = 1, ... , 1]ij· 

Es ist jetzt noch zu beweisen, daB die ~I"', (X, = 1, ... , 'fjij ein System 
von Haupteinheiten bilden. Jede Elementarsumme laBt sich zerlegen in 
geordnete Alternationen und jeder bei dieser Zerlegung entstehende 
Teil wieder in geordnete Mischungen: 

(54) 
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wo die Summierung tiber aIle geordneten Ai und Mj zu erfolgen hat. Da 
abnormale Nichtannullierungen auftreten, HiJ3t sich (54) nicht auf die 
einfache Form (44) bringen. Nun ist aber nach (37), (52) und (53): 

(55) 
so daB: 
(56) 

und infolgedessen: 

(57) ~~I'" ~I u, . = ~I u, , 
~ ~ ~ A1 ••• Ap t /'1 ... I,p • 

Aus (41), (53), (55) und (56) folgt ferner: 

(58) ~I"'~Iu . -~I"'A':'VM~~ . -YA':'M~c;j} -A().~· , t )" ... Ap - t , ..::... J )" ••• Ap -....... t J Al ••. ),/, - t 1., ••• ),p 

~ ~ 

und datnit ist bewiesen, daB es nur eine einzige Zerlegung einer Elemen
tarsumme in ElementargroBen erster Art gibt. Da fUr Elementargr6Ben 
zweiter Art dasselbe gilt, ergibt sich der Hauptsatz: 

Jede Elcmentarsumme und somit jede GroBe kann in 
einer und nur einer Weise zerlegt werden in geordnete Ele
mentargroBen erster (zweiter) Art. 

Nebenbei hat sich der Satz ergeben: 

Die Anzahl der zu irgendeinem Paar konjugierter Ord
n ungszahlen ~ gehorigen AIternationen oder Misch ungen ist 
gleich der Anzahl bij der Ha upteinheiten des zu diesen Ord
n ungszahlen gehorigen urspriinglichen Systems. 

Die Zahlen aus der ersten Zeile der Tabellen der Frobeniusschen 
Gruppencharaktere haben also noch eine Bedeutung, die in der Theorie 
der endlichen Gruppen nicht zum Ausdruck gekommen ist. Jede dieser 
Zahlen gibt namlich die Anzahl der zu den betreffenden Ordnung~
zahlen gehorigen moglichen geordneten AIternationen und Mischun
gen an. 

Die Koeffizienten fij lassen sich folgendermaBen bestimmen. 1st 
IXi die Anzahl der einfachen Operatoren Ai oder Mi und fJi die Anzahl 
der einfachen Alternationen, die einen bestimmten OperatorMj nicht 
annullieren, also z. B. fUr p = 6: 

(59) P3 = 12, 

so ist allgemein: 
(60) 

wenn i und i konjugierte Ordnungszahlen sind. Nun enthaIt Ai Mj 

gerade IXi fJj = IXj fJi Operatoren Ar M1, die nicht identisch verschwinden, 
-- - 1 

und diese Operatoren kommen in Ai 1\1j alle mit dem Faktor -- vor. 
0(; O(j 

Diese IXi fJj Operatoren lassen sich aber auf die bij Produkte von geord-



256 Die invarianten Zerlegungen einer GroBe hoheren Grades. 

neten Operatoren At Mj zurtickfiihren, und diese bekommen dabei den 
Koeffizienten: 
(61) 

Es ist also: 

(62) 

so daB: 
(63) 

FUr P = 6 sind die Werte von fij: 

(64) I f 1,11 = f u ,1 = 1, f 2,10 = f 1O,2 = ; , f~,9 = f 9,3 = :5:' 

f4,7 = f 7,4 = 2, f 5,8 = f 8,5 = 2, f 6,6 = 5' 
Die gefundene Zerlegung in geordnete ElementargroBen erster oder 

zweiter Art ist nun wirklich eine Zerlegung in unzerlegbare GroBen, 
wie sie im ersten Paragraphen verlangt wurde. Urn dies darzutun, muB 
noch bewiesen werden, daB eine geordnete ElementargroBe keine lineare 
Komitante besitzen kann, die weniger Bestimmungszahlen hat als die 
GroBe selbst. Nun bestehen zwischen den Bestimmungszahlen einer 
geordneten ElementargroBe erster Art v A, ... Ap die Gleichungen: 

(65) 

Infolgedessen hat VA, ... Ap eine Anzahl q < nP linear unabhangige Bestim
mungszahlen. SoUte nun VA, ... Ap eine lineare Komitante WA, ... Ap mit 
weniger als q linear unabhangigen Bestimmungszahlen besitzen, so 
mtiBte ein Operator H existieren, eine Summe von Vielfachen von 
Permutationen, so daB: 

(66) wA, ... Ap = H {I'" VAr ... Ap 

ware. Nun folgt aus (65), daB H nur Zahlen des zu {I gehorigen Zah
lensystems erhalten kann. Schreiben wir fUr die Zahlen dieses Systems 
iiXfI' und richten wir es so ein, daB: 

6 iIfI' fJ -" (7) i =lflfl, =1, ... ,Uij, 

und daB die M ultiplikationsregeln lauten: 

(68) . . { ifl e fUr y = b 
lfly l~ e 0 --l- J1 

" Y I U, 

so kann H nur die Zahlen ifl "" fJ = 1, ... , bij , enthalten: 

(69) H=L'Hflifl", 
fJ 

und (66) geht tiber in: 

(70) wA, ... Ap = L'Hfi ifl'" i",,,, wJ., ... J.p = L' Hp ifl'" wAr ... A,p· 
fJ fI 
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Wird aber auf diese Gleichung der Operator: 

(71) H' = 2'Hp iap 
angewandt, so folgt: 

jJ 

(72) H' W,l"",lP = (t Hp) ia a V,1, .. .J.p = (-t Hp) V;""';'P' 

und aus dieser Gleichung folgt, daB das Verschwinden von WA, ... ,l" 

stets das Verschwinden von vJ., ... ,lp zur Folge hat. Dies ware aber nicht 
moglich, wenn W;""J.P weniger als q linear unabhangige Bestimmungs
zahlen hatte, es ist sogar nur moglich, wenn W,!,,,,,lP ein Isomer von 
v;., ... ,!p ist. Dieselben Oberlegungen gelten fUr geordnete Elementar
graBen zweiter Art, und auch fUr nicht geordnete ElementargroBen, da 
ja jede solche GroBe ein Isomer einer geordneten ElementargroBe ist. 
Somit gilt der Satz: 

Eine ElementargroBe (erster oder zweiter Art) ist unzer
legbar und besitzt a uBer ihren Isomeren keine linearen 
Komitanten. 

Die Zerlegung einer kovarianten GroBe in GraBen, die bei der 
affinen Gruppe unzerlegbar sind, ist damit vollstandig zu Ende ge
fUhrt. Fur kontravariante GraBen gelten natfulich ganz dieselben 
Oberlegungen, so daB auch dieser Fall miterledigt ist. 

§ 7. Berechnung der Bestimmungszahlen der 
ElementargroBen. 

Die Berechnung der Bestimmungszahlen der ElementargroBen 5011 

an einigen Beispielen vorgefUhrf werden. Fur p = 41autet die Zerlegung 
ciner GroBe in Elementarsummen: 

(73) {v",!,uv = )~5 ~fl + J~4 1\12 + 4!a lYr3 + 9A_2 ~4 + ~1 M5) Vduv 

= \,4A + 9 aA 2M + 4 2,2A 2,2M + 9 2A aM + 4M) V",!,UV· 

Nun hat: 
(74) . 4A Vd,llV = V["A,uVJ 

(~) Bestimmungszahlen. Der zweite Term besteht aus drei GraBen, die 

in drei Indizes aIternierend sind und also n (;) Bestimmungszahlen ha

ben wurden, wenn sie nicht der Bedingung unterworfen waren, daB sie 

durch .1A annulliert werden. Diese Bedingung gibt (~) Gleichungen und 

es bleiben also n (~) - (~) Bestimmungszahlen. Der dritte Term besteht 

aus zwei GraBen, die durch einen Operator 2,2A entstanden sind und 

also ohne weitere Bedingungen (~t Bestimmungszahlen haben wfuden. 

Die erste Bedingung ist, daB aIle Operatoren 3A 2M Null erzeugen. Zu 
einem geordneten Operator 2,2A gibt es aber nur zwei geordnete Opera
toren 2M, die nicht identisch Null erzeugen, und diese sind in bezug auf 

2,2A nicht wesentlich verschieden. Es sind also nur n (;) - (~) Be-
s c h 0 ute n , Ricci-Kalktil. 17 
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stimmungszahlen abzuziehen. Die zweite Bedingung ist, daB .iA annulliert, 

und das erfordert einen Abzug von (~) Bestimmungszahlen. Der dritte 

Term besteht also aus zwei GroBen mit je: 

(75) (;)2 - n (;) + (:) - (:) = (;t - n (~) 
Bestimmungszahlen. ]ede der drei GroBen des vierten Termes wurde, 

wenn man die Bedingungen nicht mitrechnet, n2 (;) Bestimmungszahlen 

haben. Zu einem bestimmten geordneten Operator 2A gibt es nun nur 
einen geordneten Operator 2,2M und zwei geordnete Operatoren 2M, 
die nicht identisch annullieren. 1m ganzen sind also: 

(76) (~t - n (;) + 2n (;) - 2 (:) + (:) = (~)2 + n (;) - (:) 

Bestimmungszahlen abzuziehen, so daB n2 (;) - (;r - n (;) + (:) Be

stimmungszahlen bleiben. Der letzte Term schlieBlich ist symmetrisch 

und hat also (n t 3) Bestimmungszahlen. FUr n = 4 sind z. B. die 
Anzahlen: 
(77) 1 +3X15 +2X20+3X45 +35 =256=44. 

Fur n = 3 verschwindet 4A und man erha1t: 
(78) 3X3+2X6+3X15+15=81=34 . 

Der mittlere Term hat fUr die Differentialgeometrie ein besonderes In
teresse. Er besitzt gerade die algebraischen Eigenschaften der Riemann
Christoffelschen KrummungsgroBe, die in den vier Identitaten (II, § 14) 
zum Ausdruck kommen. Die KrummungsgroBe ist also eine geordnete 
ElementargroBe und sie ist demnach unzerlegbar bei der affinen Gruppe. 

Fur p = 6 wurde die Zerlegung in Elementarsummen schon auf 
S. 248 angegeben. Fur n?'; 6 gibt die weitere Zerlegung 1 + 5 + 9 
+ 10 + 5 + 16 + 10 + 5 + 9 + 5 + 1 = 76 geordnete ElementargroBen. 
Fur n = 4 verschwinden die Operatoren IiI und I~I und fUr die ubrig 
bleibenden Terme berechnet man die Anzahl .der Bestimmungszahlen 
nach der oben angegebenen Methode zu: 

(79) {9 X 6 + 10 X 10 + 5 X 10 + 16 X 64 + 10 X 70 + 5 X 50 
+ 9 X 126 + 5 X 140 + 84 = 4096 = 46 • 

Fur n = 3 

(80) 

verschwinden auch ~I und ~I und man erha1t: 

{ 5 X1 + 16x8 + 10X10 + 5 X10 + 9X27 
+ 5 X 35 + 28 = 729 = 36 • 

§ 8. DieZerlegung einer bestimmten GroBe sechsten Grades!). 
Als Beispiel wollen wir die GroBe: 

(81) vex(JyxJ.;; = v[ex(JyJ[xAji; = A~ Vrx(JyxJ.i; 

1) Die Zerlegung dieser GroBe, die zu einer in Punkt, Linien und Ebenen
koordinaten linearen quaternaren Form in Beziehung gesetzt werden kann, wurde 
1923, 20 angegeben. 
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mit 96 Bestirnmungszahlen, die fUr n = 4 schon im fUnften Paragraphen 
in ElementargroDen zerlegt ist, weiter zerlegen in geordnete Elementar-
groDen. Zur Zerlegung des erst en Termes der Entwicklung (33) auf S. 250. 

a - 2,2- - 2 2- 1 
(82) or V"' ... ~ = 81 4,2A :\1 V"' ... ~ = 81 4,2A ' M A6 v"'.:.~ 
verwenden wir die Tabelle der 9 geordneten 4,2A und 2,2:\1: 

4,2A 2,21\1: 
1 0 0 0 0 X X c-O v 

h • 0 0 

2 0 0 0 X 0 X -0 X • 0 • X 

3 0 0 X 0 0 X 0 X 0 • X 

4 0 X 0 0 0 X 0 0 X • • X 

5 0 0 0 X X 0 0 X • 0 X • 

6 0 0 X 0 X 0 0 X 0 • X 

7 0 0 X X 0 0 0 X 0 X • • 
8 0 X 0 0 X Q---! 0 0 X • X • 

90XOXOO- OOXX •• 
Die abnormalen Nichtannullierungen sind durch Verbindungsstriche 

angegeben. Es ist f9a = 152 (S. 256). Da von den geordneten Operatoren 

M3 nur M~, M~ und M~ den Operator A~ nicht annullieren und bei 
A~, A~ und A~ keine abnormalen Nichtannullierungen auftreten, lautet 
die Zerlegung: 

3 12 ( 1 1 2 2 5 5) (83) oIv", ... !; ="5 A9 M3 + A9 M3 + AoMa v", ... ~. 

Setzt man die Stellen der 7 verschiedenen in Betracht kommenden 
Operatoren untereinander wie in untenstehender Tabelle geschehen ist: 

A~ 0 0 0 0 X X 

A~ 0 0 0 X 0 X 

A~ 0 0 0 X X 0 

l\1~ 0 X • • 0 X 

2 0 X 0 X 1\1:a • 
5 0 X 0 X M3 • • 

A~ 0 0 0 X X • 
so ist ersichtlich, daB bei der Permutation P45 , die die vierte mit der 
fUnften Stelle vertauscht und bei der VIX ... ~ nur das Vorzeichen wech
selt, A~ ubergeht in A~ und gleichzeitig M~ in M~. Wir wollen dieses 

17* 
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Verhalten von Al Ml 
9 s und A~ M~ kurz andeuten mit den Worten: 

A~ M~ und A~ M~ haben denselben Typus in bezug auf A~. Es ist 
also: A2 2 1 1 

(84) { 9 Ms v", ... 1; = P 45 Ag P 45 P 45 :\1s P 45 v"' ... i' 
1 1 

und: 
= -P45 Ag M3 v", ... i' 

(85) s 12 ( 1 1 1 1 5 5) gIv", ... !; =""5 AgMs - P45 A9 Ms + AgMs V(X ... ~. 

Die zwei ersten Terme sind demnaeh Isomere und ~I v", ... ~ hat dem-
zufolge nur 2 X 6 = 12 Bestimmungszahlen (vgl. S.258). 

Zur Zerlegungvon ~I v", ... !; verwenden wir die Tabelle der 10 geord-
neten 4A und 3M: 

4A 3M 
1 0 0 0 0 • • 0 • 0 0 

2 0 0 0 • 0 • 0 • 0 • 0 

3 0 0 • 0 0 • 0 • 0 • • 0 

4 0 • 0 0 0 • 0 0 • • • 0 

5 0 0 0 • • 0 0 • • 0 0 • 

6 0 0 0 0 0 • 0 • 0 • 
7 0 0 • • 0 0 0 • 0 0 • • 

8 0 • 0 0 • 0 0 0 • • 0 • 

9 0 • 0 0 0 0 0 0 • • 

10 0 • 0 0 0 0 0 0 • • • 
Abnormale Nichtannullierungen treten nieht auf (vgl. S.242). Nur 
M~ und M~ annullieren A~ nicht und A~ M~ und A~ M; haben in bezug 
auf A~ denselben Typus. Da fS5 = 2 (S. 256), lautet die Entwieklung: 

(86) ~Iv(X ... ~=2(A~M~-P45A~MDv(X ... i" 

~I v(x ... ~ hat also 10 Bestimmungszahlen (~gl. S.258). 
Zur Zerlegung von iI v(x ... ~ verwenden wir die Tabelle der 5 ge

ordneten a,3A und 3,2M: 
1 0 0 0 X X X 0 X + 0 X + 

200 X 0 X X o X 0 + X + 

sOXOOXX o 0 X + X + 

400XXOX o X 0 X + + 

5 0 X 0 X 0 o 0 X X + + 
Die eine anormale Nichtannullierung ist angegeben. 
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Es ist E74 = 2 (S. 256). A~ wird nur durch M~ nicht annulliert, und 
bei A~ treten keine abnormalen Annullierungen auf. rnfolgedessen ist: 

4r Al 1 (87) 7 v", ... ~ = 2 7.M4 v", ... ~ 
und ir v", ... ~ hat 10 Bestimmungszahlen (vgl. S. 258): 

Zur Zerlegung von gr v", .. ~ verwenden wir die Tabelle der 16 ge
ordneten 3,2A und 3}\I: 
IOOOXX. 

2 0 0 X 0 X • 

3 0 0 X X 0 • 

4 0 o o X • X 

5 0 o X x • o 

6 0 o X o • X 

7 0 0 X • o X 

8 0 0 X • X o 

9 0 X o o X • 

10 0 X o o • X 

·11 0 X 0 • o 

12 0 X o X o 

13 0 X • o o 
14 0 X o X • 

15 0 X o • X 

-0 X • o 

x 0 • 

X 0 X 

X D o 

x o X 

X o • 

o X 0 0 

o 

o 

o 

X 

o 

o 

o o 

X • 

X • 

o 0 X 0 

o 0 X X 

000 X 

o 0 X X 

o 0 X o 

x o 

X 0 

o 

o X 

o • 

o X 

X 

X • 

X o 

o X 

X 

• o 

• X 

o • 

X • 

16 0 X • 0 X 0 0 0 X X • 
Die abnormalen Nichtannullierungen sind angegeben. Es ist c6,6 = \6 
(S. 256). A~ wird nur durch M~ nicht annulliert. Demzufolge ist: 

(88) ~r v", ... ~ = 156 A~ M~ v", ... ~ 
und gr v", ... ~ hat 64 Bestimmungszahlen (vgl. S. 258). Die gesuchte 
Zerlegung von v", ... 1; ist also gegeben durch die Gleichung: 

f 12 (1 1 Al 1 5 5) 
v"' ... ~= \ 5 A9 M3 - P4,5 9 M3+ A9 M3 

(89) +2(A~M~-P45A~M~)+2A~M! 
~A1Ml t . + 5 6 6/ V", ... ", 

und sie enthalt 5 verschiedene GraBen mit 2 X 6 + 10 + 10 + 64 = 96 
Bestimmungszahlen. 
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§ 9. Die Zerlegung einer symmetrischen GroBe bei der 
orthogonalen Gruppe. 

Eine symmetrische GroBe vA,,,, J.p HiBt sich bei del' affinen Gruppe 
nicht weiter zerlegen. Bei del' orthogonalen Gruppe besitzt sie abel' 
die linearen Komitanten: 

(90) gAlA'V}>l"'J.p , gAl A, gA,A'V2" ... Ap , 

die im allgemeinen (n t ~;- 3), (n t ~ 45) usw. Bestimmungszahlen 
haben. . 

Zur Zerlegung von VA, ... J.p in unzerlegbare GroBen bilden wir zu
nachst einige Operatoren. Es sei: 

50 VA, ... Ap = I VA, ... }>p = VAl ... Ap ' 

(91) 51 vAl ... }>p=: (~)g"'fiV"'fi(A3 ... APgAIA,), 

52 VA, ... Ap = :2 ;, (~) (P ; 2) g"'fi gr ~ V"'fir~ (A .... Ap gA,A, gA,A,) usw. 

5i vAl .. »p ist also eine 5umme von (i!)-1(~) ... (P-;i+2) Termen. 

LaBt man erst Si wirken und dann SI' so enthalt das Resultat: 

i\ (n + 2 P) i ~ 2 i (i-±ll (~)( P ;- 2) ... (P - ; i + 2) 

Terme von Si und fiir 2 (i + 1) :;.: p: 

Terme von Si+1' 

Demnach ist: 

i\ (~) ... (P i 2 i) 

J (n + 2P) i - 2i (i + 1) . 

(92) 1 :: ~ = In +2~): ~2«: + '2 ~;+ 1<+ 1) s,." P _: (~::~:p 
Aus diesen Gleichungen folgt erstens, daB aIle Operatoren Si sich linear 
in den Potenzen von S1 ausdriicken lassen, und die Operat.oren Si in
folgedessen dem kommutativen Gesetze unterworfen sind: 

(93) Si Sj = Sj Si . 

Zweitens folgt, daB fiir i:;::: j Si Sf nur Sf bis Si+j enthalt. Insbesondere 
interessieren uns die Produkte von Si mit sich selbst. Aus (92) leitet 
man leicht ab, daB in del' aIlgemeinen Formel: 

(94) 

fiir Ai gilt: 
(95) 

i (n + 2P) - 2i (i + 1) 
2; n 

Es sei nun p - 1 < 2l < p, also Sz del' hOchste vorkommende 
Operator. Das Zahlensystem del' Si enthalt dann l + 1 linear unab-
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hangige Zahlen, und es besitzt I + 1 idempotente Haupteinheiten, die 
sich folgendermaBen bestimmen lassen. Infolge von (94) ist: 

(~ 1=~~ 

idempotent. Da I - lz durch lz annulIiert wird, ist: 

(97) AZ-1 S/-1 (I - 11) AI-1 S/-1 (I - 11) = AI-1 SI-1 (I - 11), 
so daB: 
(98) 11-1 = "'Z-1 S/-1 (I - lz) 
idempotent ist, wahrend 11 und 11-1 sich gegenseitig annullieren. In 
derselben Weise ist: 

(99) 11-2 = AI-2 S/-2 (I - 11-1) (I - 11) 

idempotent und annulliert JI und 11-1' In dieser Weise fortfahrend 
erhalt man I + 1 idempotente Operatoren lz, ... ,10' die sich aIle 
gegenseitig annullieren und somit ein System von Haupteinheiten bilden. 
Die Si lassen sich linear in den Haupteinheiten ausdrucken und es ent
halt Si nur die li' f~ i. Bei Anwendung von Si auf 1m' m = 0, ... , I, 
entsteht also Null oder 1m mit einem Faktor. Dieses System liefert 
eine invariante Zerlegung von Vi., ... !.p: 

(100) v)., .. ,l.p=(JI+ ... +Jo)V,l, ... Ap' 

Wir wollen nun 'zeigen, daB irgendein Glied der Reihe 1m VA, ... ).p 

keine linearen Komitanten mit weniger Bestimmungszahlen besitzt. 
Da die GroBe symmetrisch ist, besitzt sie keine affinen Komitanten. 
Es genugt also, zu zeigen, daB Uberschiebung mit einem oder mit 
mehreren Faktoren gAl' nicht Zu einer GroBe mit weniger Bestimmungs
zahlen fUhren kann. Da die GroBe symmetrisch ist, kann man ebensogut 
zeigen, daB durch Anwendung von keinem der Operatoren Si eine GroBe 
mit weniger Bestimmungszahlen entstehen kann. Wir sahen aber schon 
oben, daB Anwendung von Si auf 1m Null oder 1m mit einem Faktor 
erzeugt, und damit ist also bewiesen, daB die GraBen 1m VA, ... ;'p bei der 
orthogonalen Gruppe unzerlegbar sind. Da auch irgendeine gegebene 
unzerlegbare GroBe sich mit Hilfe der gefundenen Hauptreihe nicht 
weiter auflosen laBt, ist die Eindeutigkeit der angegebenen Zerlegung 
bewiesen. Zusammenfassend sprechen wir den Satz aus: 

1 ede symmetrische GroBe pten Grades laBt sich in einer 
u nd n ur ei ner Weise zerlegen in hochst ens l + 1, p - 1 ~ 2l <:;; p, 
bei der orthogonalen Gruppe unzerlegbare GraBen. 

Die Anzahl der Bestimmungszahlen der unzerlegbaren Bestandteile 

ergeben sich aus dem Umstande, daB SiVA, ... AP (n + ~ =;~ -1) Be

stimmungszahlen hat und Si nur die li' i > i enthalt. Die Anzahl der 
Bestimmungszahlen von 1i v A, .. ,}.. ist also: 

(n + P - 2~ - 1) _ (n + P -,-?i - 3) 
P-2z p-2z-2' 
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FUr n = 3 sind die Anzahlen z. B. fUr ungerades p: 3, 7, 11, 15, 19, 
23, '" und fUr gerades p: 1, 5, 9, 13, ... Fur n = 4 sind die Anzahlen 
fUr ungerades p: 4, 16, 36, 64, .,. und fur gerades p: 1, 9,25,49,81. 
Sie bilden stets eine arithmetische Reihe (n - 1)ter Ordnung. 

Zur GroBe Ji vA, ... }'p gehort eine symmetrische GroBe (P - 2 i)-ten 
Grades vA'i+""J.p' die dieselbe Anzahl Bestimmungszahlen hat wie vA, •.. ).p' 

so daB: 
(101) vA, ... ).p = gU"A,· •• V).,i+, ... Ap)' 

Beide GroBen sind bei der orthogonalen Gruppe lineare Komitanten 
voneinander. 

§ 10. Die Zerlegung einer allgemeinen GroBe bei der ortho
gonalen Gruppe. 

Eine GroBe sei zerlegt in geordnete ElementargroBen. Jede dieser 
ElementargroBen hat die Form: 

(102) U - C". A"!·· M"!u - c .. A"!M"!~I"'u A, ... Ap - ~J 8, ... 8, ~ 8, ... 8t' 1 A, ... Ap - ~J ~ 1 ~ )" ... )'p 

und es gilt, eine GroBe dieser Form bei der orthogonalen Gruppe weiter 
zu zerlegen. Dazu betrachten wir die tl Permutationsgebiete von Mj 
ein jedes fUr sich und zerlegen die ideale symmetrische GroBe jedes 
Gebietes nach der im vorigen Paragraphen angegebenen Methode in 
lu + 1 unzerlegbare GroBen, s~ - 1 s 21u < s~, u = 1, ... , tl. Sind die 
zugehOrigen Operatoren J~u' f3u = 0 ... lu, so ist: 

(103) 

und 
(104) 

1, .. "t' 1, ... ,lu 

Mj = 2: 2: J:LMj 
u f3u 

Die gegebene ElementargroBe ist damit in t' + 2:1u GroBen aufgelost 
U 

und es braucht jetzt nur noch untersucht zu werden, ob diese GroBen 
bei der orthogonalen Gruppe unzerlegbar sind. 

Dazu uberschieben wir die zu bestimmten Werten von flu, u = 1, ... , tl, 
gehOrige GroBe: 
(105) v -~A"!Ju M"'~I"'u· J., ... J.p -..:.. ~ flu 1 ~ )., ... ?p 

u 

irgendwo mit g)'p. GehOren die beiden Stellen, wo die Uberschiebung 
stattfindet, demselben Permutationsgebiet von Af an, so entsteht 
identisch Null. Wir brauchen also nur den Fall zu betrachten, wo die 
beiden Stellen zu verschiedenen Permutationsgebieten von Af gehOren. 
Schreibt man dann den Opera tor Af aus, so entstehen Sl! •.• St! GroBen, 
und jede dieser GroBen ist ein Isomer von: 

(106) - "J u ]\i'" iI''' wA, ... Ap -..:.. f3u i i uA, ... Jp ' 
U 
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das irgendwo mit g) .. a iiberschoben ist. Wir betrachten eine dieser Dber
schiebungen. Findet die Dberschiebung statt an zwei Stenen, die zu 
demselben Permutationsgebiet von Mj gehoren, so entsteht nach den Er
orterungen des vorigen Paragraphen eine lineare Komitante, die nicht 
weniger Bestimmungszahlen haben kann als die GroBe selbst. Liegen die 
beiden Stenen dagegen in zwei Permutationsgebieten mit s~ und s~ 
Stenen, v > W, so wenden wir eine einfache Mischung an, die als Per
mutationsgebiet ane Permutationsgebiete von Mj enthalt, die mehr 
als s~ Stenen enthalten und dazu ein Permutationsgebiet von s~ + 1 
Stenen, das besteht aus dem von der Dberschiebung getroffenen Gebiet 
von s~ Stellen zusammen mit der zweiten Stelle der Dberschiebung. 
Diese Mischung erzeugt Null, da Wl1 ... Ap durch jede Mischung mit 
hoherer Permutationszahl als Mj annulliert wird, und die Gleichung, 
die dies zum Ausdruck bringt, gibt die Dberschiebung als eine Summe 
von s~ GroBen, die alle mit gAf' iiberschoben sind an zwei Stenen, die 
ganz in dem Permutationsgebiet mit s~ Stellen liegen. Denn, ist z. B 
fUrv=3: 
(107) q(" P;. PI' pv) = 0, 

so Hi.Bt sich diese Gleichung schreiben: 

(108) q"P;,Pf'PV = - P" q;,Pf'pv - P"P;.qf'Pv - p"p),Pf,qv 
und es ist also: 

(109) gx). q" P;. P" pv = - ig";' p" P;. q" pv - itd P" PJ. p" qv' 
Damit ist aber die Dberschiebung in jedem Falle, wo nicht identisch 
Null entsteht, zuriickgefiihrt auf Dberschiebungen, die keine linearen 
Komitanten mit weniger Bestimmungszahlen erzeugen konnen. 

Es ist also bewiesen, daB in dieser Weise keine linearen Komitanten 
mit weniger Bestimmungszahlen entstehen konnen. Es gibt aber noch 
eine andere Entstehungsweise. Die GroBe W}.l"';'P enth1ilt in jedem der 
t' Permutationsgebiete mit si Stellen ein symmetrisches Produkt von 
Xi Faktoren g;'I" 0;;;;;2Xi<si, mit einer idealen symmetrischen GroBe 
(si - 2xi)-ten Grades. Man kann die GroBe w;', ... J.p also aus einem realen 
Produkt von t' idealen GroBen (si - 2 xi)-ten Grades, i = 1 , ... , t', ent
stehen lassen, wenn man ~ Xi Faktoren g;',a hinzufiigt und iiber bestimmte 
Stellengruppen mischt. Das Produkt der t' GroBen ist eine reale lineare 
Komitante von W;'l'''J.P ' dieg).f' nicht mehr enth1ilt. Diese Komitante 
ist nun im allgemeinen keineswegs unzerlegbar bei der affinen Gruppe. 
Sie l1iBt sich in der in den §§ 5 und 6 angegebenen Weise in geordnete 
ElementargroBen zerlegen und mit dieser Zerlegung korrespondiert eine 
Zerlegung von wJ.1 ... J.P und somit auch von vJ.1 ... J.p in lineare Komi
tanten mit weniger Bestimmungszahlen. Es ist nun sehr bemerkens
wert, daB aus den so erhaltenen Teilen bei Dberschiebung mit gAt< keine 
linearen Komitanten mit weniger Bestimmungszahlen mehr gebildet 
werden konnen. Dies wurde oben bewiesen, fUr die GroBe wJ., ... ;.p selbst, 
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es muB also auch fUr jeden bei der letzten Zerlegung enstehenden Teil 
von WA .... Ap gelten, da diese Teile ja aIle nur Summen von Vielfachen von 
Isomeren von Wl, ... AP sind. Ware dies nicht der Fall, so muBte man 
mit der Zerlegung mit Hilfe der Operatoren J und der Zerlegung in geord
nete ElementargroBen abwechselnd ad infinitum fortfahren. Jetzt ist 
aber die Zerlegung in unzerlegbare GroBen nach Ausfiihrung von zwei 
Schritten erreicht. Es besteht also der Satz: 

Jede geordnete ElementargroBe cijAfMjUAI ... Ap HiBt sich 
zerlegen in bei der orthogonalen Gruppe unzerlegbare Gro
Ben. Diese Zerlegung wird a usgefuhrt, indem man die GroBe 
schreibt cijAfMj~I"'uA •... AP' die Zerlegungsmethode fur eine 
symmetrische GroBe anwendet auf jedes einzelne Permuta
tionsgebiet von Mj und jeden so erhaltenen Teil wiederum 
zerspaltet, indem man die gAl' nicht enthaltenden Komi
tanten mit derselben Anzahl Bestimmungszahlen in geor
nete ElementargroBen zerlegt. 

Es ist zu beachten, daB schlieBlich nicht aIle erhaltenen Teile un
abhangig zu sein brauchen. Wie bei der Zerlegung in geordnete Ele
mentargroBen treten oft nebeneinander Teile auf, deren Bestimmungs
zahlen proportional sind. 

§ 11. Beispiel der Zerlegung bei der orthogonalen Gruppe. 

Ais Beispiel solI eine allgemeine GroBe vierten Grades V"AltV fur 
n = 3 zerlegt werden. Die Zerlegung der affinen Gruppe liefert drei 
GraBen: 
(110) B A'" M'" "2"3422 V"A,UV' 

mit 3 Bestimmungszahlen, zwei GraBen: 

(111 ) 

mit 6 Bestimmungszahlen, drei GroBen: 

(112) 

mit 15 Bestimmungszahlen und eine GroBe: 

(113 ) 

mit 15 Bestimmungszahlen. 
J ede GroBe (11 0) ist ein Vektor. Bei der weiteren Zerlegung dieser 

GroBe entstehen zwei Vektoren, deren Bestimmungszahlen aber propor
tional sind. Bei der weiteren Zerlegung jeder GroBe (111) entsteht ein 
Skalar und eine GroBe mit 5 Bestimmungszahien. Die zweite GroBe ist 
eine Ko~itante eines Tensors zweiten Grades, dessen Skalarteil ver
schwindet. J ede GroBe (112) liefert erst zwei GroBen mit 8 und 7 Be
stimmungszahlen. Bei der Zerlegung der gAl' nicht enthaltenden Komi-
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tante der ersten GroBe in ElementargroBen lost sich dann diese GroBe in 
zwei Teile mit 3 und 5 Bestimmungszahlen auf. Die symmetrische GroBe 
(113) liefert schlieBlich drei GraBen mit 1, 5 und 9 Bestimmungszahlen. 
1m ganzen ergeben sich 19 bei der orthogonalen Gruppe unzerleg
bare GraBen mit 3 Xi + 6 X 3 + 6 X 5 + 3 X 7 + 1 X 9 = 81 = 34 

Bestimmungszahlen. 

§ 12. Die Beziehungen der Zerlegung bei der affinen Gruppe 
zu den Reihenentwicklungen der Invariantentheorie 1). 

Wird eine GroBe V;'l"';'1Xl'l ... ,Llp •• " die in AI'" AIX , Ill'" IIp, usw. 
symmetrisch ist, uberschoben mit denkontravarianten Variablenreihen 
xv, yV usw., so entsteht eine algebraische Form: 

(114) F - ;'. ;'IX p. l'P 
- V;'l ... Arxll •.•• "p ... •.• x ... x ... y ... y ... 

Wird nun die GroBe VI.I ... ,Ll •••. in geordnete ElementargroBen erster oder 
zweiter Art zerlegt, so entsteht bei Dberschiebung mit den Variablen
reihen eine Entwicklung vonF nach geordnete n Elementarformen 
erster oder zweiter Art. Eine Elementarform ist dadurch charakterisiert, 
daB sie keine linear kovarianten Formen besitzt, die sich durch weniger 
Bestimmungszahlen geben lassen als die Form selbst. 1st eine Form 
nach geordneten Elementarformen entwickelt, so laBt sich die Ent
wicklung nicht weiter fortsetzen. Die Entwicklung nach Elementar
formen muB also samtliche Reihenentwicklungen von Formen mit 
kontra- bzw. kovarianten Variablenreihen, die in der Invariantentheorie 
aufgetreten sind, umfassen. Fur n = 2 ist die Entwicklung nach Ele
mentarsummen identisch mit der Gordanschen Reihenentwicklung und 
fiir allgemeines n mit der Reihenentwicklung von Young2) (vgl. S. 249). 
Die Entwicklung nach geordneten Elementarformen erster Art ist iden
tisch mit der Reihenentwicklung von Godt 3). Die weitergehende Ent
wicklung nach geordneten Elementarformen wurde vom Verfasser 1919 4) 

angegeben. Fur allgemeine Werte von n kann man in der Entwicklung 
nach Elementarsummen aIle Glieder zusammengreifen, die im Operator A 
eine gleiche Anzahl n-stelliger Permutationsgebiete aufweisen. Dann 
entsteht die Reihenentwicklung, die, fUr den Fall, daB die Anzahl der 
Variablenreihen gleich n ist, von Capelli 5) angegeben ist und fur den 
allgemeinen Fall von Deruyts 6) und Petr 7). 

Aufgaben. 
1. Man bestimme mit Hilfe der Youngschen Formel die Werte 

von (jij fur die Permutationszahlen von der Form IX' 2. 

1) Man vergleiche fur einE" ausfuhrlichere Darstellung 1919, 7. 
2} 1901, 3; 1902, 9. 3) 1908, 3. 4) 1919, 7. 5) 1882, 1; 1890, 2. 
6) 1892, 3; 1893, 2. 7) 1907,2. 
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2. Mit Hilfe der in der vorigen Aufgabe berechneten Koeffizienten 
entwickle man die n-are Form 

V XA1 xAq y/Il y,Ur. 21 .0' }·ql'l'" /'r . . . . . . , p=q+r 
in eine Reihe. 

3. Man bestimme die Werte von tJij fur p = 5 (S. 248) durch Ab
zahlen der geordneten Alternationen oder Mischungen. 

4. Es sind die Werte von Cij fUr p = 4 und p = 5 zu berechnen. 

5. Man zerlege VlXlly~c bei der affinen Gruppe und bestimme die 
Anzahl der Bestimmungszahlen fUr n = 5, 4, 3, 2. 

6. Man zerlege VIX(Jyb bei der orthogonalen Gruppe fUr n = 4 und 
bestimme die Anzahl der Bestimmungszahlen. WeIche Teile kommen 
in der GroBe R;,,/;; IX glXv der Weylschen Obertragung vor? 



Losungen. 
I, 1. Wir setzen 

Bei der Transformation (8) geht diese Gleichung uber in 

wo wir zur Abkurzung die Buchstaben P und Q nur einmal geschrieben 
haben. Diese Gleichung ist gleichbedeutend mit 

so daB 

ist fur jede Wahl der GroBe WI., ... ),q' Wir wahlen jetzt 
1't Vq 

WA" .. I. q = el., ... elq • 

Die Gleichung (iX) geht dann uber in 

gUltig fur jede Wahl von ')11"'" ')Iq, und es ist also 

Die vA, .. J p sind also Bestimmungszahlen einer kontravarianten GroBe 
pten Grades. 

" I, 2. Wahlt man fur VI, nacheinander die n MaBvektoren el" so 
ergibt sich: 

p:" = {iX, 2 ~ ')I (nicht summieren) 
A 0,). 'T- ')I. 

Geometrisch bedeutet dies, daB eine lineare homogene Transformation, 
die jede beliebige Richtung invariant 1aBt, eine .Ahnlichkeitstrans
formation ist. 

a 
I, 3. Man wahle el = Wi, und fur v" nacheinander die MaBvektoren 

e", ... , e". Sodann ergiot sich: 
a2 an 

Ui,!, = 0, 2, f1 = a2 , .... an, 

so daB UI"u die Form hat: 
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Daraus geht hervor, daB u(J"Il) sich schreiben laJ3t: 

u Ap = w(J, (q,u) + rid) =W(J. p,u) • 

I, 41). Nach Aufgabe 3 ist u(;..;)" w" von der Form 

fur jede beliebige Wahl von WJ.. Eine Gleichung von dieser Form kann 
aber nur bestehen, wenn Pl von der Wahl von w). unabhangig ist. 

Wahlt man nun fUr w). nacheinander die n MaBvektoren ;;., so ergibt 
sich: 

: . ,,_ ! h, v = fl t A (nicht summieren) 
U(A ,Il) - 1. P V = A ± I/. 

2fi' II'V 
1 

h, V=fl=Aj 

0, v t A, v .~ ,u 
und es ist also: 

.. " P A" u().,u) = (). /I)' 

I, 5. Man wahle e" = v" und fUr w). nacheinander die MaBvektoren 
U2 an at.. 
e)., ..• , e).. Sodann erglbt slch: 

P'" = {iX, v = A (nicht summieren)} v = a2 , ••• , an 
). , , . 

0, v '7' " A = aI' ... , an' 

Pi" laBt sich also schreiben: 

oder 

I, 6. Nach Aufgabe 5 hat 26";.;" v." die Form: 

WO iX ein Koeffizient ist, der von der Wahl von vI'- abhangt. Eine 
Gleichung dieser Form kann aber nur bestehen, wenn q). von dieser 
Wahl unabhangig ist. Fur v" wahlen wir nun nacheinander e", ... , eV 

a an' 
Dann ergibt sich: 1 

26";.;," eU = (\ A~ + q). e" 
'x y. X 

oder 

so daB: 
.. " A" + A" 26).,,, = r,Il !. q!, ,U' 

Da aber 26)./: v alternierend ist in A fl, ist r;. = - q). und ui/:" hat also 
die Form: 

1) Vgl. Druckfehlerberichtigungen. 
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I, 7. Es ist: 
h, h, vA, ... Apv·u"",up = h ' .. h ' vf', .. ·f'p-,ApvA, ... Ap-,f'P 

Alftl • •• f"p -ltlp -1 PI/"} • ltp -lAp-l 

= h, h, VA, ... Ap_,f'PV,Il, ... ,llp_,;'p 
Al,Ul'" Ap-l/lP-l . 

I, 8. In orthogonalen Bestimmungszahlen ist die Gleichung aqui
valent mit dem Systeme von n Gleichungen pten Grades: 

"" W· . ~ Itl.··tp 

Mit jeder Losung dieses Systems auBer 0 korrespondiert eine mog
liche Rich tung von VA' Das System ha tim Allgemeinen pn Losungen. Eine 
dieser Losungen ist VA = O. 1st aber V;. eine Losung, so ist VA' multi-

pliziert mit jedem der p - 2 Werte von P-11 auBer 1 ebenfalls eine 

LOsung. Es bleiben also pn - 1 Richtungen von vV. 
p-1 

I, 9. Es ist: 

1 [v, m vml 1 '" m 
W [' W· 1 - U [' .,. U"'.m'.ml • f.,'" • Am- .A, f. 

V [v, vvml 
• IXI • " • iXm 

1 m 
U'" U"m = . [A, ". • Aml V [v, vvm] 

• [", • •• • "m] 

1 ["" m "ml [v, vm] 
= U . [A, • , • U. ;.m] V . ["" ... V. "ml' 

I, 10, Es ist: 
1 ['" m am] 1 [v, m Vm] 

U • [A, ' .• U. Aml V . ['" ' , . V. aml 

1 "" m am 1 [v, m vml 
= U. [I., .,' U, Aml V. [a, ", V. am] 

1 '" m "'m (\Vl m) vm] 
= U. [A, .,. U. ;.ml V . '" ." V. am 

1(1 1212 Imlm) 
- W[v, Wv. W>ml 
- • [AI • A. • • • • Aml' 

1,11. Multipliziert man die Gleichung alternierend mit 0[1." ... , ':J;'ml' 
so entsteht: 

1 12m 
W[f' VA VA • ••• vAml = 0 

d 1. I I' bh'" 1 m un WA 1st a so mear a angtg von vA' ••• , v;.' 

2 m 
WI., ' . " WA' 1st die Transformationstabelle: 

u v 
Wi. =2; 0(, VA, 

v uv 

so folgt aus der gegebenen Gleichung: 

und es ist also 0(, = 0(, , 
uv vu 

,..., u v 
.::... 0(, V[A v.ul = 0 
uv uv 

Das Gleiche gilt fur 
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I, 12. Man wahle p gegenseitig senkrechte Einheitsvektoren 
u 
i;" U = 1, ... , p, und bilde die GroBe 

u u 
H,,).,u = Li" h;,,/{, 

u 
u .. u 
h;,,1l entsteht dann durch Uberschiebung von H,,;,,/{ mit i": 

u u 
hi,,/{ = i" H";,,u. 

Uberschiebt man H";,,n mit p anderen gegenseitig senkrechten ~in-
u 

heitsvektoren, die lineare Funktionen der i). sind, so entstehen p andere 
Tensoren, die auch durch orthogonale Transformation aus den h;'I' er
halten werden ki.innen. Die linke Seite der gegebenen Gleichung laBt 
sich nun schreiben 

u u 
"" 'a '11 H H ~t t "'[,,[;. lfil.uj"j' 
u 

" Diese GroBe ist aber von der naheren Wahl der p Vektoren ii, 
u u 

unabhangig, da die Summe L i'" il> von dieser Wahl unabhangig ist. Sie 
u 

ist also invariant bei orthogonalen Transformationen der hi,,1f • 

I, 14. Es sei der Tensor: 
a a (a b b a) b b 

h).,ll = haa e;. e,u + hab e;, e,u + e;, e,1l + hbb e;, e,1f • 

Sind haa und hbb beide Null, so Iiefert diese Gleichung direkt das ge
wunschte Resultat. Wir nehmen also an, daB etwa hbb ",. 0 ist. SoIl 
nun h;',1f = v(!, w,«) sein, so folgt: 

und es ist also: 

VaWa = haa 

Va Wb + Wa Vb = 2 hab 

VbWb = hbb 

VoX = eX hb-b! (hab + r'h~'b-=-ha:li~b) 
1 

Vb = eX htb 

Wa = eX -1 hbb! (hab - rh~b =- ha:l~b~) 
-1 h} 

Wb =c eX bb 

WO eX ein beliebiger Zahlenfaktor ist. lst h;,,« = g)'I" SO liegen V), und WI. 

in den absoluten Richtungen. Fur n> 2 laBt sich ein Tensor zweiten 
Grades dann und nur dann als symmetrisches Produkt zweier realer 
Vektoren schreiben, wenn sein Rang 2 ist. 

I, 15. Die Bedingung ergibt sich aus (I, 42) fUr q = 1-

II, 1. lst 

so ist " v cv 
r A vi. = v·v - -~" 

/l U uti ex,l{ 
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Sind nun ;i;}" u = 1, ... , n, n Vektoren, so daB 

so ist: 

II,2. 

rl.l' = Al.f' + SAA,:' - s" g)'fl.' 

so ist AlAI'] = 0 und AI.I' HiJ3t sich mit Hilfe von (II, 61) durch Q/" und 
g}, u ausdrucken. 

, Nun ist im FaIle (b): 

r = ar'" - A'~ Iv - (n - 2) SAlv 
ax" AI' 

und im Falle (h'): 

1(a a a) 1,,,;.v=3 axl'/Av+ ax).lvf'+ axvll'). +2S[Alvf'] 

und in beiden Fallen HiJ3t sich SA aus der erhaltenen Gleichung be
rechnen, da pv bzw. IAv den Rang n hat. 

II, 4. Vgl. Druckfehlerberichtigung. 

II,5. t'=jefJ.dt+Cldt+C2' 

C1 und C2 sind Integrationskonstanten. Hat der Parameter t selbst 
die gewtinschte Eigenschaft, so hat jeder Parameter, der die Form 
C1 t + C2 hat, dieselbe Eigenschaft. 

II, 6. 1st VV ein Vektor in der Richtung der Kurve, so gilt 

IX) v,a J7 I' VV = A v" . 

1m Punkte P soil nun gelten 

Nun ist aber 

v,a J7 I' VV vA gAv = 2 A VV vA gAY + VI'Q~ gAv VA VV 

und es verschwindet in P also die erste Ableitung von VV VA g;,v in der 
Richtung von vV. Da man in derselben Weise das Gleiche fur die 
h6heren Ableitungen beweisen kann, verschwindet, bei den bekannten 
Voraussetzungen tiber Stetigkeit, v" VA g;", langs der Kurve. 

Umgekehrt, gilt fur eine Kurve in jedem Punkte (IX) und 

fJ) v" vi. g!.v = 0, 
so ist 

s c h 0 ute n, Ricci-Kalkiil. 18 
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SolI diese Gleichung fUr jede Kurve gelten, die den Gleichungen (~) 
und (p) gentigt, so muB VV vJ. gAY fUr jede Wahl von VV in v,U VV vA Q~,),,, 
als Faktor enthalten sein und Q(l"vJ.) hat also die Form 

Q(l"vA) = Pil" gY!.) • 

Daraus folgt aber noch nicht, daB Q~Av von der Form Q~, g},v ist. 

II, 7. Es ist 

hIXP K IXldp = hIXP KJ.pIX,,, = hIXP KpAI" IX = hf1IX KpAI" IX = hIXP Ka!.I'fi' 

II, 10. Differentiation und Alternation tiber W f1lehrt 

V[w Vlt ] wVA = V[w P!'] wvJ. 

oder (Aufg.8): lR"'v IX!. lR ... A va_R' •• IX v). 
-"2 w,ua W -"2 w,,,a W - IX [W!'] W • 

Dberschiebung mit dem Affinor mit inverser Matrix WAY lehrt: 

R ··· IX R' .. IX - W,UIX = n <X ["J,U] 

oder 

Nach (II, 142) ist also entweder n=2 oder Vw!,=O. 

II, 11. Es sei v}', ... !.n ein in der An konstantes n-Vektorfeld. 
Dann ist: 

d(vJ., ... !.ndlX),' ... dnx),n) 

= V}', ... !.n (J dl x),t ••• dnx)·n + d1 X)" J d2 xi., • •• dnxi'n + ... ) 
= V}" ... ),n (b1 dx),' . .. dnxAn + b1 X)" d2 dx)" . •. dnx}'n + ... ) 
= VA, ... Andt (d1 xl" (Vlt v}") ... dnxAn + dl XA, d2 X,U (VI" v),,) ... dnx),n + ... ) 
= (VI"!., ... }'nVJ., vI" + v}'"u,A .... ;,nV;"v,u + .. . )dtd1x),' ... dnx),n 

= ndt(vl"[A .... AnV).']v,U)d1x}" ... dnX)'n. 

Es solI also 

sein und ~ solI konstant sein. Dies ist nur moglich fUr 

V},vv = lXA;:. 

und 

II,12. Fiir diese Wahl der Urvariablen ist im betrachteten Punktx": 
o 

R' .. 0' _ _ 0_ rv _ _ 0_ rv 
Wit), - OX,U AW OX'" A," 

und es ergibt sich daraus unmittelbar sowohl 

als 
r["R':';]~V = O. 

II,14. 'R"' v R"'v 2dtV A" Y 
OJ,")' = w,U). - [w i),l,u]. 
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III, 1. Die Bedingungsgleichung laBt sich umformen in: 

VA, ••• V[Ap (V" v p,]) v P , ••• v Pp = 0 

und diese Gleichung ist gleichbedeutend mit: 

V[A V,,, vp] = O. 

III, 2. a) Es sei VA1 ,,,),p die allgemeine Li:isung. Dann ist: 
o 

17[1' (V)., ... ),p] - vA, ... ),p]) = o. 
Nach (III, § 7) ist also 

o 
v".,,)'p = VA, ... Ap + V[A, uA, .. .J.p] ' 

WO U)., ... Ap ein beliebiger (p -1)-Vektor ist. 

275 

b) ManfindetinahnlicherWeiseunter Beriicksichtigungvon (III, §9): 

wo uPp, .. ·Pp ein beliebiger (p + 1)-Vektor ist. 

III, 3. Es ist der auf S. 110 ausgesprochene Satz anzuwenden. 

III, 4. Jedes kovariante (n - 1)-Vektorfeld bestimmt eine Kon
gruenz. Durch diese Kongruenz kann man immer n - 1 Systeme von 
001 Vn - 1 legen, die aquiskalare Hyperflachen von n - 1 unabhangigen 

Skalarfeldern (III,§1)~, .. . ,nsl sind. DieGradienten~A' ... ,n;/ dieser 
Felder sind dann linear unabhangig und der (n -1) -Vektor hat also 
dieselbe Richtung wie das alternierende Produkt dieser Gradienten. Aus 
der bewiesenen Eigenschaft folgt, daB sich der alternierte Differential
quodient V[A, VA, ... An ] eines kovarianten (n - 1) -Vektors v)" ... ).n stets 
schreiben laBt S[A, VA, ... An ] , WO s;, einen Gradientvektor darstellt. 

III, 5. Aus den beiden Voraussetzungen folgt: 
OV OV OV OV , 
~ = anA, ... Ap _ _ A,a ... )., ... AP ••• _(_1)p~p-,an = O. 

oxan o~, oxA, OXAp 

III, 6. Man differenziere die Gleichung: 

vPIX V,x). = A~. 
Dann foJgt: 

so daB: 

V,,;. Vf' vPC< + vYC< V,,, V <X;. = 0, 

V <XJ. V"I' V" vY<X + vP<X vi<,Il V f' V IX ;' = o. 
Die gegebene Gleichung ist also gleichbedeutend mit: 

VIX I. v Y," V f' V"IX + v PIX V"," V" VIX ;. = 0 
oder: vIp IIXI v"]f' V f' V IX), = o. 
Da vl.p den Rang n hat, ist diese Gleichung aber gleichbedeutend mit: 

Vlf' V IXP. = o. 
III,7. 1st x=K' (III, 132), so andern sich die Gleichungen 

(132 a, c, d) beim Dbergang von WI. zu 'wA = ow;, nicht. Die Gleichung 

18* 
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(132 b) bleibt entweder ungeandert, oder sie geht iiber in (131 b) fiir 
die Klasse K =" - 1 (vgl. S.124). Die Klasse bleibt also" oder sie 
geht iiber in " - 1. In derselben Weise verfahrt man in den anderen 
Fallen. 

III, 8: a) " = 4, 

b) " = 5 . 
IV, 1. Es ist 

und infolgedessen 
A ~ _ £ a xi _ ~ xi . 

A - A a XV - a xi, ' 

so daB 

IV, 2. a) Es ist 

EX kann nicht gleich ~x; gesetzt werden, da die XV nicht aIs Funk
ax 

tionen der XV gegeben sind. Legen wir ein System von HiIfsvariablen 
xi so, daB xim+l, ... , xin auf der Xm konstant sind, so ist 

Bv axV " . 
i= axi' 1=11, .. ·,1m, 

B'j = unbestimmt, i = im+l' ... , in· 
Kehren wir jetzt zu den Urvariablen xY zuriick, so ist: 

BX=BjAL 
Den Bestimmungszahlen haftet eine (n - m)-fache Unbestimmtheit an, 
was zu erwarten war, da Bi, eine GroBe der Xm ist. 

b) w~ = B~ W y , die w~ sind vollstandig bestimmt, 

c) VU = B~ VA, die VU sind vollstandig bestimmt, 

der Ausdruck hatte aber keinen Sinn, wenn vY nicht in der Xm liegen 
wiirde. 

d) 
• V {1, A = Y 

eA = 
0, A~' y 

V, {1, U = v 
eu = 

0, u,~ v 

{1, A = Y 
eV = 
i, 0, A cf Y 

efv ={1' U=V 
U O,u=l=v 

efY=B~e'v. 
It It 

Den Bestimmungszahlen ~2 haftet eine (n - m)-fache Unbestimmt
heit an. 
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IV, 3. Nach der Normierungsformel (IV, 97 a, S.145) ist 
n n 

an+1 e[!'l e[Yl h~2Y2" . h~n1"n1 = EA .... An Ev .... vn · 

Da aber h/;.,., JA, .. • ,ne; alle GroJ3en der Xn - 1 sind, folgt aus dieser 
Gleichung die zu beweisende Formel. 

Fur n = 3 geht die Formel uber in 

a- 4 = 4 hil [1 hb 21 = 2 (hh h22 - hi2 hin) . 
IV, 4. Es ist 

_ , v. Vn _. ~ Vn 
- n. Ey •••• yn B I ... Bn - 1 oxuBv 

1 n 0 Y 1 - n' e e e[Y' eYn-1-B n 
- • ".'" Vn 1 ... n _ 1 0 XU v 

n 0 J. A 0 n 
e). oxu Bv = -Bv 8xu e). 

n 
__ BAOX'" ~ 
- v 

oxu ox'" 
A "'V n =-BvBu ",e). 

= -h~v' 

Fur n = 3 korrespondieren also h~l' h~2 und h~2 mit - L, - M 
und -N bei anderen Autoren 1) , wahrend h,UA = ah~A' 

IV,S. Es ist (vgl. Aufg. 2) : 
o x[al 0 xan -. 

an! -- ... -- ~~ (xan1 - xan1) 
ox1 oxn - 1 0 

ox[Y1 oxYn -. 
= an! E - - ... -- (xvn1- xvn1) Y .... Vn ox1 oxn-1 0 

= an' E e['" eYn -. (xvn1 - xYn1) 
• Y .... Vn 1 .. 'n-l 0 

n 
= a e).(xA - t) = tA(x)' - ~).). 

Die Affinentfernung wird 1, wenn der Punkt in der Endhyperebene 
von t). liegt, 0 wenn der Punkt in der Tangentenhyperebene der X n - 1 

liegt, und 00 fUr einen Punkt im Unendlichen. 
1st xY konstant und xY veranderlich, so ist 

o 
d P = - ty d xl' - (XV - XV) d x,u V,. t" 

o 0 0 

= -(XV - f)d ~f' V,.ty 

1) Vgl. z. B. Blaschke, 1923. 10, S. 103. Vgl. auch die FuBnote 1) auf 
S. 175 des fiinften Abschnittes. 
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und dieser Ausdruck wird nur dann Null, wenn XV - XV die Richtung 
von nO' hat, d. h. wenn XV in der Affinnormalen liegt. 0 

IV, 6. Neben den XV nehmen wir in der En n Hilfsvariable 
xu, u=1, ... ,n an, so daB xm, ... ,xn- l auf der Em konstant sind 
und die ParameterhyperfHichen dieser Variablen n - m Systeme von 
001 Hyperebenen bilden, wahrend xn auf der X n - 1 konstant ist, und 
die anderen m -1 Variablen so gewahlt sind, daB 

1 n 
E;" ... ;'n = erA, ... e;.nl 

auf der Xn - 1 konstant ist. Es ist nun t" = o~" und 0 ist zu bestimmen 
wie in Aufgabe 3. Ist E'l der Einheitsaffinor der Em, so ist E'A" auf 

der Em konstant und ~;, = E;: ~v ist ein kovarianter Vektor der Em, 
der die X m - 1 tangiert. Jedenfalls gilt also fiir den Tangentialvektor 
t;, der X m- 1 in der Em: n I 

t' = 0' E',v e = ~E',vt ;. r.va"v 

1 \ 

und es gilt :!.- zu bestimmen. 1st E~ der Einheitsaffinor der Xn -1, C;: 
a 

der Einheitsaffinor der X m - 1 , und setzen wir 

"'fiv n 
PItA = E p" '" efi; 

SO ist infolge der Konstanz von E;.v 

I C"'fi V E'r n C"'fi r7 n C"'fi 
P.u"= ,It" '" fle y = ,It"Y",efi= p}.P"'fi; 

P~t;. entsteht also durch Schnitt von P.u}. mit der X m - 1 • Die Nor
mierungsgleichungen fiir t}. und fiir t;, lauten (vgl. Aufg. 3) : 

o-n-l ={(n _1)!}2 P[1[1 .•• Pn-l1n-11, 

o'-m-l = {(m _1)!}2 Pil[I ••• P'm-l1m-l1 = {(m - 1)!}2 P[I[l ..• Pm-l]m-l]. 

Fiihren wir jetzt fiir die richtig normierten Werte der Tensoren PIli. 

und P~u, wie iiblich, die Bezeichnungen g}.,n und g;,p ein: 

so entsteht: 
-2_{( 1)1}2 o - n- . g[I[I ••• gn-l]n-l), 

om-l o'-m-l = {(m -1)!}2 g[l[I ... gm-ljm-lj, 

woraus folgt: 

(~rm-l = {J~~ ~~: r ~[1[1_· _·~m-l1m-_ll 

g[l [1· •. gn -1] n --11 

1 = _(~ __ ) g[m[m •.. gn-1]n-lj, 
n-1 
m-1 



Liisungen. 279 

Fur den Pseudonormalvektor der Xm - 1 in der Em setzen wir an 

ex n'" = n" + y" , 

wo n" den Pseudonormalvektor der X n - 1 und y" einen Vektor in der 
X n- 1 darstellt. Fur jede Verruckung in der Xm muB dann gelten: 

(n2 + y2) <5 (~t2) = 0, 

so daB 

oder 0;, Of IX A 
C,u f7 '" log -;;- + c." glXA y = 0. 

Daraus folgt: 
C'" ;. = ~_1_ (0') m+l __ 1_ C'" (V' Am!lm J.n-,,({n~t) 

,ug",;.y m+1 (J (n-1) i' ",g ... g 
m-1 

m n-l m n~l 

• e[2m . .. eA"_I] eij1m' .. efln - 1]· 

Fur m = n - 1 geht diese Gleichung uber in 

CIX (VI ;,") ne~ 1 nl'-1 
CIX a 2 _ ~ ,U IX g ,. " 

'<'b",2Y - n pn-1n-1 
g'" e e '" p 

1X) 

IV, 7. Gibt man der Em aus Aufg. 6 fUr m = n - 1 zwei ver
schiedene Stellungen, die sich schneiden in einer En_ 2, die die X n- 1 

in P tangiert, so ist in P die SchnittgroBe von ne} mit der Xn-1 und 
damit die rechte Seite der Gleichung (ex) fUr beide Fhlle dieselbe. Sind 

also y" und y" die Werte von y" in P in diesen beiden Fallen, so ist 

'" (1;. 22) C" gd Y - Y = 0, 

d. h. die Pseudonormalen n'" liegen alle in einer E2 , die die zur En - 2 

in bezug auf gh konjugierte Richtung enthalt. 

IV, 8. Fur m = 2 geht die Gleichung fUr y" aus Aufg. 6 uber in 
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ist, ohne daB gcxfl eCX efl 
1 1 

verschwindet, d. h. also, wenn e" in einer Null-
1 

richtung des Tensors TAf,y liegt, die nicht gleichzeitig Nullrichtung 
von gAf' ist. 

V, 1. Man bilde die Kongruenzen 

w" = w'" = iV, 
n-l n-l n 

die senkrecht zu v" bzw. Vi" sind. Da v" Vn_1-normal ist, gilt nach 
(III, 26b): 

wLu wJ.] VI' (eX1 i J. + eX 2 i;.) = 0; 
U 'j) 1 2 

u,v=1, ... ,n-1; u=!=v, 

und es ist zu beweisen, daB 

w' [I' w').] VI' (- eX l iJ. + eX2 iJ.) = o. 
U v 1 2 

Fur u, v =f 1 ist also zu beweisen, daB 

i Lu iJ.]V"eX1 iJ.=O; x,Y=3,···,n; X=fY· z y c· 1 

Diese Gleichung ist aber erfUllt, weil die {Y ein n-faches Orthogonal-
1 

system bilden. Fur u = 1, v =!= 1 ist zu beweisen, daB 

- eX2 i[1' iJ.] V u eX2 iJ. + eXl il.u iJ.] VI' eXl ,'J. = 0; x = 3, ... , n, 
1z' 2 2z 1 

und auch diese Gleichung ist aus demselben Grunde erfUllt. 
V, 2. Die Kongruenzen der Hauptkrummungslinien seien i" und i" , 

d . 1 2 
un es sel V·" + ·v 

V = eX l i eX2 ~ , 

v'y = - eX i v + eX iv. 11 22 

Da VV und v'v beide V2 - normal sind, gelten nach (III, 26 b) die 
beiden Gleichungen 

(+ eX2 i[1' i A] + eXl i[1' iJ.]) VI' (+ eXl i;. + eX2 i;,) = o. 
13 23 - 1 2 

Aus diesen Gleichungen folgt: 
- C\~ i[1' iJ.] Vf , iJ. + eXi i[1' i A] VI' i;. = 0 

1 3 2 2 3 1 

(C\i + eX§) il' iA VI< i;. + (eX~ - eXi) if' iJ. VI' i;. = O. 
3 1 2 1 2 3 

oder 

Nun ist aber il' i;' VI' i;. Null und es verschwindet also auch 
·u .J. V . 1 2 3 
~. i I' ~;, • 

V, 3. Es sei i" die kanonische Kongruenz, die mit i" V 2 - bildend 
1 

ist. Dann ist nach III, § 3 
eX) if' V" i;, - il' V u i;. = eX iJ. + fJ i;.. 

c· 1 l' 1 
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1st nun i Y eine kanonische Kongruenz senkrecht zu i Y und i Y , so 
2 1 

ergibt Uberschiebung mit i). unter Berucksichtigung von (V, 59): 
2 

~~~~=~~~~=-~~~~=~~~~ 
2 1 21 12 2 1 

und i). ist also V2- normal. 
1 

V, 4. Es sei v). = vi).. Infolge der Killingschen Gleichung ist dann 

(f7,u v) i). + V V,u i;. = - (f7 A v)i,u - v V). i,u. 

Dberschiebung mit i,u ergibt: 

iA~VUV+vu).= - V,\V 
oder u). = - i). i,u V,ulogv - V). Iogv. 

Bei nochmaliger Dberschiebung mit i). entsteht: 

o = - 2 i,u V,u log v 
und es ist also 

u).= - V).logv. 
u 

Nebenbei ergibt sich, daB v, also auch v~ liings den Kurven der 
Kongruenz des Feldes V;. konstant ist. ;. v 

Ricci hat gezeigU), daB ein Feld v;. dann und nur dann cler 
Killingschen Gleichung genugt, wenn: 

1. Jedes System von n...,..1 zu v). senkrechten Kongruenzen ein 
kanonisches System bildet, ferner 

2. jede Kongruenz senkrecht zu v). einen Krummungsvektor be
sitzt, der ebenfalls senkrecht zu vA ist, und schlieBlich 

3· die Kongruenz der Krummungsvektoren U;. von v;. Vn_1-normal 
U 

ist und ~ liings den Kurven der Kongruenz von v;. konstant ist. 
r ;.v 

V, 5. Es sei i;. die Kongruenz senkrecht zu v,\ und v;. = vi).. Differen
tiation der Gleichung 

1'). vJ• = 0 
liefert: ).V· ·).V v 1'1).+1 I'v;.=O. 

Unter Berucksichtigung der Killingschen Gleichung folgt also: 

v). f,u V I' f;. = - fl' f;' V I' v;. = 0 . 

V, 6. 1st v). = vi)., so ist 

Vl'v,\ = V VI' i). = - V V). ill' 

Da ~ Vn_1-normal ist, verschwindet i(y V,u ill und V[l'i).l hat also die 
Form PC!' i;'l, P)..l. i).. 

1) 1898, 1, 2; 1901, 1, S. 174, 608; 1902, 1. In 1901, 1 S. 174 und in 
1902, 1 wird gefordert, daB v;. Vn _ 1-normal ist statt u).. Ricci verbesserte dies 
1901, 1 S. 608. In dem Neudruck von Juvet, 1923 ist diese Verbesseruug vou 
1901, 1 nicht beriicksichtigt worden. 
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Es ist also 
UJ. = il-' V,u iJ. = il-' V[f' iJ.] = - !PJ.. 

Da aber andererseits 
UJ. = i,u Vf, i;. = - i,a VI. il-' = 0, 

verschwindet PI. und damit Vf,vJ.' 

V, 7. Es seien die Vn - 1 aquiskalare Hyperflachen des Feldes p. 
Man braucht jetzt nur eine konforme Transformation der Vn zu be
stimmen, durch welche die Vn- 1 aquidistant werden, d. h. p;'P;., 
P;. = V;. p, in eine Konstante ubergefuhrt wird. 1st die Transformation 

'gJ.I' = a g}.,u , 
so ist 

Wahl t man also 

so wird 'p;.'p;' = 1. 

V, 8. Sind VV dt und pvv dt die beiden Transformationen, so ist 
nach (V, 262): 

und es ist also: 
Vl-'pvJ. = !pmgJ.,u + Plf,). + (VI-'P) v;.. 

Dieser Differentialquotient solI nun aber dieselbe Form haben wie 
V I-' V;. und es muB also v(;. VI-') P ein Vielfaches von gI.l-' sein. Dies ist 
aber fUr VI-' P ic 0 nur fur n = 2 moglich (vgl. I, Aufg. 14); VI. und 
VAp liegen dann in den beiden absoluten Richtungen. 

V, 9. 1st t senkrecht zu VI. und senkrecht zu VI-' v, so ist 

jJ.vl-' VI-'v;, = vJ.jl-' Vl-'vA = vAjl-' (VI-' v) iJ. + vJ.jl-'v VI-' iJ. = 0; 

jv ist also senkrecht zu vI-' 17ft VI.. Da 

Vi' V I-' VA = V,U (/7,u v) i}, + v2 i,u VI-' iI., 

ist jv auch senkrecht zum Kriimmungsvektor UJ. = il-' VI-' iJ.' Samtliche 
Richtungen, die zu v;. und zu V I-' V senkrecht sind, sind also auch senk
recht zu U;,' 

V, 10. Wir beweisen zunachst den Hilfssatz: 
Verschwindet fUr einenAffinor PJ.,u in R2 sowohl P,~'u als P,u;' pI., 

so ist der Rang von p;'1-' gleich 1. 
In orthogonalen Bestimmungszahlen lauten die Voraussetzungen: 

Pll + P22 = 0) 

Pll Pll + 2 P12 P21 + P22 P22 = 0, 

und aus diesen Gleichungen folgt: 

Pll P22 - P12 P21 - P21 P12 + P22 Pll = 4 P[l [1 P2]2] = 0 

oder (Vgl. I, 71 b.) 
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Nach den Voraussetzungen gilt nun fiir den Einheitsvektor i).: 

IX) i,u Vfti).= 0, 

fl) V,t i,u = 0 . 
Setzen wir also y) V"i;.= P,,)., 

so liegt p,,;. ganz in der R2 -.l i v und aus (fJ) folgt 

b) P/=O. 

Die IntegrabiliHi.tsbedingungen von (y) lauten (III, 56): 

V[O} P,t]). = 0 
und es ist also: 

i'" V", p,,;. = i'" V" P",). = - (Vft i"') p",), = - P;,'" P",).. 

Bei "Oberschiebung mit g)." folgt aus dieser Gleichung unter Beriick
sichtigung von (b): 

P)'f' P.")' = 0, 

so daB der Rang von p;." gleich 1 ist. P;',u hat also die Form: 

V;. -.l w;., V;. -.l i;., w;. -.l i;., 
so daB 

w" V" i;. = O. 

Die Kongruenz besteht also aus 001 Systemen von 001 Geraden. Jedes 
System besteht aus parallelen Geraden in einer Ebene. Die Kongruenz 
des Feldes v" ist zu diesen Ebenen senkrecht. Der Schnitt zweier be
nachbarten Ebenen ist senkrecht zu V;. und zu v,U V" V;.. Da 

iAVf' V" V;. = -vAv,u V" i;. = 0, 

ist dieser Schnitt zu i v parallel und die Geraden der Kongruenz i sind 
also parallel zu den Tangenten der Raumkurve, deren oskulierende 
Ebenen die Ebenen senkrecht zu v" sind. 

V, 11. Wie bei der Ableitung von (V, 81) folgt fiir einen Vektor 
v" der V m und die Kurve i" der V m: 

) '''V " '"PI"+'" ;'H"" IX $ "v = $ Y" V $ V ,,;.. 

Sind nun die geodatischen Bewegungen identisch, so muB i"v). H;r 
fiir jede Wahl von i" und v" verschwinden, d. h. es muB H;l" ver
schwinden. Umgekehrt folgt aus (IX), daB die geodatischen Bewegungen 
identisch sind, wenn H;r verschwindet. 

V, 12. 1st V[" i;.] = 0, so ist i;. ein Gradientvektor und also Vn - 1-

normal, und es ist 
U;. = i" Vf , i;. = if' V;. i" = O. 

Umgekehrt, ist die Kongruenz Vn_1-normal und geodatisch, so ver
schwinden U), und kfd in (V, 57) und es ist also 

VLu in = h["A] = o. 
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v, 13. Die Kongruenz i;. ist konformgeodatisch, wenn es ein Ska
larfeld (J gibt, so daB bei der zu a g,,). gehOrigen Dbertragung i;. geo
datisch ist. Bei dieser Dbertragung ist aber at i;. Einheitsvektor. Not
wendige' und hinreichende Bedingung ist also: 

17[" ari).] = o. 
Diese Gleichung ist aber nach (II, 31) gleichbedeutend mit 

V["aii;.]=O, . 
d. h. (J muB so gewahlt werden, daB at i;. Gradientvektor ist. Nun ist 
aber i;. Vn-1-normal, und eine solche Wahl ist also stets moglich. 

V, 14. Das Linienintegral tiber eine beliebige Kurve k der Vn laBt 
sich umsetzen in ein Linienintegral tiber eine Kurve k' der Vn - 1 , die 
ausgeschnitten wird durch die geodatischen Linien der Kongruenz, 
die k schneiden. Das Linienintegral verschwindet also tiber jede ge
schlossene Kurve der V m, folglich verschwindet die Rotation des Feldes 
i;. und die Kongruenz ist also (vgl. Aufg.12) Vn_1-normal1). 

V, 15. Man zeigt zunachst, ausgehend von dem in Aufgabe 14 formu
lierten Satz, daB die bei der Verbiegung aus i;' entstehende Kongruenz 
i;' Vn_1-normal ist. Eine aus Kurven der Kongruenz bestehende 
V2 schneide aus der ersten Vn - 1 eine Kurve k' aus, aus der zweiten 
eine Kurve k. Ausgehend von der Eigenschaft, daB das Linienintegral 
von i~ dx" tiber jede geschlossene Kurve der Vn verschwindet, wird 
dann bewiesen, daB jedes Linienelement von k zu iJ. senkrecht istl). 

V, 16. (a) ist eine Folge von (II) (III, § 7), ebenso folgt (b) aus 
(I) (III, § 9). Aus (I) und (III) ergibt sich: 

P;.= WcoFCO,,)F"i. = Vco Fco"F";.-Fw,, Vw F,,;. , 
= V w Fw" Ffd - Fw" V[wF,,]).. 

Nun ist infolge II (V, 255): 

so daB 

VI,1. 

V[coF"l).= !V;.F"w, 

P;. = V"Ff'''' Fc<;, - ! W;.F,tw) FWf' 
= V"F"c< Fc<;, - tV;.F"wFw" 
= V" (F;C< Fc<;, + tg,,;.Fc<jJFc<jJ). 

Nach (II, 130) folgt aus der Voraussetzung: 

R;,,;J: = -A;: V[wQI'] 
und infolge der zweiten Identitat (II, 139) ist also 

Al;. V wQ,,] = O. 

Durch Faltung nach Q) y folgt aber aus dieser Gleichung: 

so daB 
V;.Q" + n V"Q). + V;.Q" = 0, 

(n - 2) V[" Q;.] = O. 

1) Vgl. Schouten-Struik, 1921, 9. 
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Nur fUr n = 2 ist also eine Weylsche Dbertragung moglich, bei welcher 
beim HerumfUhren eines Vektors langs jeder beliebigen geschlossenen 
Kurve Anfangswert und Endwert stets dieselbe Richtung haben. 

VI, 2. Nach (II, 130) und (II, 146) ist: 

VI, 3. Dberschiebung der aus (II, 167) folgenden Gleichung 

v 00 R,d - V,lt Roo). = V. R;";lY 

mit g,a}. lehrt unter Berucksichtigung von Au£gabe 2: 

V 00 R - Qw g,a). Rf'}. - gAf' V f' Roo}. 

= V. (n: 2 RwcxgCXY + ~ Rcxwgr.y) 

oder: 
_ Q (n - 2 R gr.Y + 2 R gr..) 

Y -n- wCX n xw 

g)'f' Vf'R gAw = V wR - RgAwQ,agA,u = V 00 R - Qw R 
und also 

n 2 2 . 
gAf' V f' R gAw - gAf' V f' RWA = -=- gAl' V f' Roo A + - gAf' V" RAW n n c' 

oder 
A V (n - 1 R 1 R 1 ) _ -2gf' f' -n- WA+-;- ).w-'2R g).w -0. 

b .. = jla) (2aat 
~J (P -: + 1) . 

VII, 1. 

VII, 2. Die Entwicklung der in ,11 •• • lq und 1'-1 ... I'-r symmetrischen 
GroBe vA, ... f'r lautet: 

0, ... , p' 1, ... bij 
- V ~ MA M VAl ... ,llr -..::... ...::... Cii P-CX t lX l cx·2 VAl ... /lr 

IX A 

, _ f i P fUr p gerade, 
p -l i (P - 1) fur p ungerade, 
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da alle Alternationen, die nicht von der Form a.2A sind, vA, ... ,"r annul
lieren. Zur Berechnung von Cij bemerken wir, daB 

cX.=(P)(2cX)! 1.. cXj=(~) 
, 2 a 2a a! ' ~ 

fli=cX!(P:a); flj=2 1X • 

Infolge (VII, 63) ist also 

2a (1a) (2(\a) 
Cij = (~) (P _ : + 1) 

2a (P : a) 
(P-:+1) 

Von den geordneten Operatoren a.2A gibt es gerade (~), die v;., ... ,lI r 

nicht annullieren, und diese erzeugen alle irgend ein Isomer von 

V[A, ... [Aa I Aa+ l ... Aq 1I',]".l'a] ... 11,. 

Diese GroBe ist zu mischen tiber AI' .. Aq fta+l ••. ftr und tiber ftl ... f1a 

und sodann mit X)·' ••• xAq yl'l ••• yl'r zu tiberschieben. Statt dessen 
konnen wir ebensogut nicht mischen und tiberschieben mit der GroBe 

X(A1 ••• i q yl'a+l ••• y!'r) yl'l ••• youa • 

Von dieser GroBe erzeugen nur die Terme nicht Null, die beim Aus
schreiben kein y mit einem Index von AI' ... , Aa enthalten. Diese 
Terme zusammengenommen ergeben 

(p - 2a) 
_~_XAI xAa X(Aa+l xAqyl'a+l yl'r) yEt' y,Ua 

(p - a) ... ... ... . .. 
r-a . 

(~) XA• XAa X(Aa + 1 X),q yl'a+ 1 yl'r) y,U1 yl'a (P ~ a) ... ... ... .... 

Der eine Operator a.2A gibt also im Endresultat den Beitrag 

A, Aa 1'1 I'a (Aa+l Aq "a+l 1',) 
• VA,,,, Aql'l'" f.t, X ••• x y ••• y x ••• x yo ••• y • 

Da alle Operatoren denselben Beitrag liefern, resultiert, wenn wir ein
fachheitshalber schreiben 
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Wenn man bemerkt, daB fUr n = 2 

a[,1. b"l XlA yl'l = i(aa bb - ab ba) (xa yb - xb ya) , 

und fur die eingeklammerten Determinanten, wie in der Invarianten
theorie gebriiuchlich (ab) und (xy) schreibt, so entsteht die bekannte 
Clebsch-Gordansche Entwicklung einer biniiren Form: 

o, ... ,p' (~) (~) 
v' x}" .,. xAq yl" ..• y/" = ..... ' ----- (a b) a: (xy)a:. 

A, ... ,ll, ~ (P _ : + 1) 
b b '\",+1 '\q "a:+1 ,fI, 

. a(}'a:+1 •.. a;.q ,l'a:+1'" ,liT) x ... x y .•. y . 

VII,4 

P=4: lXl = 1 fJl = 1 t:15 = 1 

lX2 = 4 fJ2 = 2 1'24 = t 
lX3 = 3 fJa = 2 1'33 =-§ 
lX4 = 6 fJ4 = 3 1'42 = l 
lX5 = 1 fJ5 = 1 1'51 = 1 

p= 5: lXl = 1 fJ1 = 1 1'17 = 1 

lX2 = 5 fJ2 = 2 8 t:26 = 'f) 

lXa = 10 fJ3 = 4 1'35 = 2 

lX4 = 10 fJ4 = 3 1'44 = % 
lX5 = 15 fJs = 6 1'53 = 2 

lX6 = 10 fJ6 = 4 1'62 = f 
lX7 = 1 fJ7 = 1 1'71 = 1 . 

VII,5 

1, ... , 5 A. A 1, ... ,6 

+ 'Y 23,2A52,2M3 + 2: t3A~ 3M~ 
T f' 

+1,.t522,2A~ 3, 2M~ +,,t4f 2A~ 4M~ + 5M7}Va:fJYJE. 
v w 

Fur n > 5 gibt es 26 Teile, fur n = 4 verschwindet der erste Teil, 
fUr n = 3 verschwinden die 5 ersten Teile und fur n = 2 die 16 ersten. 
Die Anzahlen der Bestimmungszahlen sind fur: 

n = 5: 1 + 4 X 24 + 5 X 75 + 6 X 126 + 5 X 175 + 4 X 224 + 126 
= 3125 = 56, 

n = 4: 4 X 4 + 5 X 20 + 6 X 36 + 5 X 60 + 4 X 84 + 56 = 1024 = 45 , 

n = 3 : 5 X 3 + 6 X 6 + 5 XiS + 4 X 24 + 21 = 243 = 35 , 

n = 2: 5 X 2 + 4 X 4 + 6 = 32 = 25 • , 
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VII,6. 
Die Zerlegung bei der affinen Gruppe lautet (VII § 6 und 7) 

{
I, ... , 3 1, ... , 2 A A 

V!X{3yb = 4A5 + 2: tsA~ 2M~ + 2: ~ 2,2A3 2,2M3 
" ,\ 

1, ... ,3 } 

+ ~ hA~ 3M~ + 4M5 V!X{3yb. 

Bei der orthogonalen Gruppe HiBt sich der erste Teil nicht weiter zer
legen. J ede GroBe 

3 AX M" "2 3 42 2 V!X{3yb 

zerfiillt in zwei Teile mit 6 und 9 Bestimmungszahlen. Die erste dieser 
GroBen ist ein Bivektor. J ede GroBe 

§ 2, 2A~ 2,2M~ V!X{3yb 

zerfiillt in drei Teile mit 1, 9 und 10 Bestimmungszahlen. Der erste 
Teil ist ein Skalar, der zweite eine Komitante eines Tensors zweiten 
Grades, dessen Skalarteil verschwindet. J ede GroBe 

~ 2At 3M~ V!X{3,b 

zerfiillt zunachst in zwei Teile mit 15 und 30 Bestimmungszahlen. Der 
erste Teil zerfiillt wieder in zwei Teile mit 6 und 9 Bestimmungszahlen, 
Komitanten eines Bivektors bzw. eines skalarfreien Tensors zweiten 
Grades. 

Die GroBe 

zerfallt in drei Teile mit 1, 9 und 25 Bestimmungszahlen. Der erste 
Teil ist ein Skalar, der zweite eine Komitante eines skalarfreien 
Tensors zweiten Grades. 

1m ganzen ergeben sich 25 bei der orthogonalen Gruppe unzer
legbare GroBen mit 1 + 3 (6 + 9) + 2 (f + 9 + 10) + 3 (6 + 9 + 30) 
+ (1 + 9 + 25) = 256 = 44 Bestimmungszahlen. 

Die KriimmungsgroBe der Weylschen Dbertragung ist (VI, 9): 

R • •• v K' •• V V Q AV Q !Xv 
Wid = wid - [w ,u] A- [w['\g,u]!X]g • 

Kro,uAV ist eine geordnete ElementargroBe, die zum Operator} 2,2A3 
2,2M3 gehOrt, bei dem in 2,2M liber w A. und fl v gemischt wird. Wendet 
man diesen Operator auf - Q[W[Ag,U]V] an, so entsteht 

Anwendung auf - V[w Q,t] g).v ergibt Null. 
Eine erste Zerlegung von Rro,u;'v ist also (vgl. VI, 16) 

£x) Rw,uJ.v = {Kro,u;.v - Q[ro[).g,u]v]} - : {2F ro,u g),y + 4 F[ro [J. g,n] V]} 
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Anwendung des Operators t aA4 2M2' bei dem in 2M tiber ill}. gemischt 
wird, auf den zweiten Teil rechts in (1X) ergibt: 

9 
- 2n F[w,u gyP, 

Anwendung des Operators -~- aA4 2M2, bei dem in 2M tiber ill ')I gemischt 
wird, ergibt: 

Anwendung des Operators t 2A2 aM~, bei dem III aM tiber ill}. v 
gemischt wird, ergibt: 

1 
- -;; (Fw,u gh + FJ.[I' gw]v + Fv[1' gw]J.) 

Anwendung der beiden anderen Operatoren 2A2 aM4 ergibt Null. Da 
auch Anwendung der Operatoren 4A und 4M Null erzeugt, lautet die 
Zerlegung von RW1dv bei der affinen Gruppe: 

RW,UAv = - 29n F[w,ugv]J. + 23n F[wl' gJ.lv + {Kw,ldv - Q[wLu gA]V]} 

1 
- -;; {F W," g;.v + 2F(J.[1' gv)wl}' 

Der erste, zweite und vierte Teil zerfallen bei der orthogonalen 
Gruppe nicht weiter, sie haben alle 6 Bestimmungszahlen und sind 
Komitanten desselben Bivektors FJ.". Der zweite Teil zerfiillt wie 
oben in drei Teile mit 1 , 9 und 10 B~stimmungszahlen. Dieser zweite 
Teil ist bei Bach l) aufgetreten, bei dem auch die Formel (1X) vorkommt. 

1) 1921, 6, S. 118, Bach verwendet fUr diesen Teil den Buchstaben S. 

S c h 0 ute n , Ricci-Kalkiil. 19 
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alternierende GroBe siehe GroBe. 
- Multiplikation 25, Produkt 25. 
- Teil 25. 
alternierter Differentialquotient 112, 

115, 117, 121-124. 
Analysis, direkte 6, 7. 
Anderung des kovarianten MaBes 57, 90. 
Anfangshyperebene eines kovarianten 

Vektors 14. 
Anfangspunkt eines kontravarianten 

Vektors 13. 
Apolaritat, apolar 147. 
Apolaritatsbeziehung 147, 151,152. 
aquianharmonisch 147. 
aquiskalare Hyperflachen 61, 214. 
aquivoluminare Gruppe 21, 22, 42, 58. 
Aronhold 4, 23, 24, 26, 27. 
assoziatives Zahlensystem 242-246. 

, asymptotische Richtungen einer Xn _ j 
in An 148. 

axialer Bivektor 22, 42. 
- Punkt einer V m in V n 185, 202. 
- Vektor 22, 42. 

Bj, 135, 157, 174, 181. 
Bach 4, 6, 91. 237· 
bahntreue Transformationen 76, 129, 

130,132,133,153,155,168,208-211, 
220-223· 

Balken 18. 
Beez 173. 
Beltrami 204, 209, 215. 
Beriihrungstransformation 100. 
Berwald 7, 103, 133, 140, 141, 148, 150, 

156, 166. 
Bestimmungszahlen 9, 66. 
- eines kontravarianten Vektors 12. 
- eines kovarianten Vektors 14, 15. 
- eines Skalars 12. 
- orthogonale 5, 40. 

Anzahl der, einer symmetrisch~n 
GroBe 29. 

1) Fette Zahlen deuten Definitionen oder wichtige Theoreme an. 
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Betrag (Lange) eines kontravarianten 
Vektors 3S. 

- (Inhalt) eines p-Vektors 42. 
Bewegung, starre 211, 212, 213. 
Bezugssystem, geodatisch bewegtes SO. 
Bianchi 91, 103, 176, 207· 
-sche Identitat 91, 94, 103, 129, 130, 

132, 140, 168, 169, 171, 217. 
Xn_I-bildend 61; Xp-bildend lOS. 
Bivektor, axialet 22, 42. 
- der Drehung 4S, 81, 178, 211, 212. 
- des elektromagnetischen Feldes 215. 
- der zweiten Kriimmung einer WI in 

Wn 227· 
- kontravarianter 17, 22, 42, 50, 54; 

. einfacher 17, 50. 
- kovarianter 19, 22, 42, 50, 54, 125; 

einfacher 19, 50, 125. 
- oskulierender, einer WI in W .. 227. 
- polarer 22, 42. 
Bivektortensor 44, 200. 
Blaschke 3, 133, 148,152,161,166,277-
Bompiani 199. 
Brouwer 62, 88, 99, 116, 119. 

en 109. 

C~r 66. 

C~~lv 170. 

Capelli 267. 
Cartan 50, 60, 82, 123, 127, 170, 198. 
Cayley 54. 
Charakteristik einer V2 in V, 185. 
- einer Wa in W4 235· 
Charakteristiken einer !inearen homo-

genen partiellen Differentialglei
chung erster Ordnung 105. 

- eines Systems von linearen homo
genen partiellen Differentialglei .. 
chungen erster Ordnung lOS. 

Christoffel 101-

-scher (Riemann) Affinor K~~lv S6, 
258. 

-sche Symbole 2, 73, 167, 218; 
- - Verallgemeinerungen 62, 79. 
Cisotti 214. 
Clebsch 4, 23, 24, 26, 27. 
Codazzische Gleichung (verallgemei

nerte) fiir X n _ I in An 143, 147; fiir 
Xm in An 160, 161; fur V min Vn 200, 
201; fur W n_1 in Wn 232. 

Cotton 170. 
curvatura geodetica 176. 
- normale 182. 

DV 184, 188. 
Dv 235. 
Demoulin 213. 
Deruyts 267. 
Determinante, schiefsymmetrische 54; 
- Rang einer schiefsymmetrischen 50. 
Differential 61, 63, 64. 
- -Gleichung, partielle 104, 105, 106; 

System von partiellen 106, 107, 108. 
~ -Kalkiil, absoluter 1, 2, 4, 6. 
- -Komitanten 101. 
- kovariantes 63, 64. 
- -Quotient, kovarianter 63, 64; alter-

nierender 112, 115, 116, 117. 
Differentiation, kovariante 2, 4, 5, 63. 
differenzierende \Virkung von V, Regel 

fiir die, 64. 
q-dimensionale (alternierende oder sym

metrische) GroJ3e 26, 51, 52, 53, 54. 
- p-Vektor 26. 
directrices of the first and second kind 

156. 
direkte Analysis 6, 7. 
Divergenz 109, 119, 214. 
Doppelgerade der Steinerschen Flache 

188. 
doppeltes vektorisches Produkt, dop-

pelte vektorische Uberschiebung 3 I. 
Doppelvektor 99. 
Doppel-n-Vektor 144. 
Drehung 37, 41, 48, 81, 82. 
- Bivektor der 4S, 81-
- Gruppe der 41, 42. 
- infinitesimale 50. 
dreifacher Punkt der Steinerschen 

Flache 187, 188. 
dritte Krummung (Trivektor der) einer 

WI in W" 228. 
Dupinscher Satz, verallgemeinerter 195. 
dynamische Gleichungen 207. 

En 10, 115. 
Ebene E2 II. 
Eddington 62, 75. 
eigentliche GroJ3e 57, 63, 67, 68, 70. 
einfache Alternation 238 flg.; geordnete 

240ff.; konjugierte 240flg. 
- kontravarianter Bivektor 17, 50. 
- kontravarianter p-Vektor IS, 26,35, 

36,41,42,50,53,90,106.109 110,119· 
- kovarianter Bivektor 19, 50, 125. 
- kovarianter p-Vektor 20, 26, 35, 36, 

41, 42, 50, 53, 90, 119. 
- JIischung, geordnete 241 if. 
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eingespannt la.., 156. 
Einheits-Affinor 27, 29, 39, 135, 174, 

224. 
- -Normalvektor 144. 
- -Vektor 40. 
- -p-Vektor 42. 
- -n-Vektor 42. 
_. -Volumen 21. 
Einstein 28, 62, 213. 
Eisenhart 62, 76, 115, 130. 
elektrische Kontinuitatsgleichung 215. 
Elektrodynamik 215. 
elektromagnetischer Tensor 215. 
Elementar-Form 267; geordnete, erster 

und zweiter Art 267 
- -GroBe 249 fig. ; geordnete. erster und 

zweiter Art 250ff. 
- -Summe 248 fig. 
Endhyperebene eines kovarianten Vek

tors 14. 
Endpunkt eines kontravarianten Vek

tors 13. 
erster Art, Elementarform - 267; Ele

mentargroBe - 249 if. 
- Fundamentaltensor einer Vn _ 1 in V" 

174. 
- Integral der Gleichungen der geo

datischen Linien einer V" 208. 212. 
- Kriimmung (Kriimmungsvektor) 

einer VI in V .. 176; einer WI in 
W .. 225. 

- - Radius der, einer VI in V" 176; 
- - absolute, siehe absolute erste 

Kriimmung. 
-- Kriimmungsaffinoreiner Xmin bezug 

auf A" 159ff. 
- Leitgerade 156. 
- Normierungsbedingung 136, 157. 
erzwungene, Kriimmung (Vektor der) 

einer VI in V"_l in V" 179; einer 
VI in V m in V,. 182; einer WI in 
W,,_l in W" 231; einer WI in W m in 
W .. 234. 
Kriimmung einer Vm in V" 199. 
KriimmungsgroBe einer V m in V" 
198. 

Erweiterung 4. 
euklidischaffine Mannigfaltigkeit En' 

siehe Ubertragung, euklidischaffine. 
euklidische MaBbestimmung, R", 38. 
euklidischmetrische MannigfaltigkeitR", 

siehe Ubertragung, euklidischmetri-
sche. 

Eulersche Gleichung 78. 

F,,). 86. 
F~;. 86. 
Faktoren, ideale 4,6, 23,25,26,92-95. 
Faltung 29. 
fest gegebener Fundamentaltensor 39, 

41. 
Festlegung des Pseudonormal-Vektors 

144ff.; des Pseudonormal-p-Vektors 
162 if. 

Finsler 37. 
Finzi 168, 170. 
Flache, X 2 8; abwickelbare, in E3 152; 

Steinersche-186, 187, 188; Veronese
sche 186. 

Form, algebraische 267. 
- quatemare 258; n-are 267. 
Formalismus 7. 
Formeln, wichtigste der An 128-129 

der V" 167-168, der W:. 216-217. 
Fousche 214. 
Frenetsche Formeln einer Wl in W" 

230. 
Friedmann 59. 
Frobenius 123, 124, 125, 127, 246, 247, 

248, 255. 
Fubini 79, 168. 205, 207, 214. 
Fundamental-Satz, erster 28. 
- -Tensor, fest gegebener 39, 41; kon

travarianter 38, 49, 58, 77; kovari
anter 38, 49, 50, 77; erster, zweiter 
- einer V"_ l in V~ 175. 

U;." 38, 138. 
G;." 92. 

r~" 64ff. 

r~; 64 fi. 
'"Ii I k (Ricci) 178. 
Gauss 2. 
-sche Gleichung, verallgemeinerte, fiir 

Xm in A" 140, 147, 160; fiir V m in 
V" 198; fiir W,,_l in W" 231-232. 

-schen Integralsatzes, Erweiterung des 

97· 
Gebiet pter Stufe, kontravariantes 20; 

kovariantes 20. 
gegenlaufige, skalare Uberschiebung 28. 
gemiscbter Affinor, siebe GroBe. 
gemischte GroBe, siebe GroBe. 
- Komitante 28. 
geodatiscb bewegtes Bezugssystem 80. 
- Linie, kontravariant 76, 77, 201, 

150,169; kovariant 76. 
- Kongruenz 214, 215. 
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geodatisches System von Urvariablen 
in XV SO. 103. 

- Vn~l in Vn lSI. 214. 
- V m in Vn IS3. 214. 
geodetica. curvatura 176. 
Geometrie. siehe Ubertragung. 
geometrische Bedeutung der Integrabi-

litatsbedingungen 114. 
geordnete einfache Alternation 240ff. 
- einfache Mischung 240flg. 
- Elementarform 267. 
- ElementargroBe 250ff. 
Gerade E1 II. 
gerades Isomer 24. 
gerade Klasse einer Permutation 245. 
geschlossene Kette von abnormalen 

Nichtannullierungen 253. 
- Kurve 83. 
gleichartig/i GroBe 13. 
gleichberechtigte Systeme idealer Vek-

toren 24. 
gleichlaufige (skalare) Uberschiebung 

29. 
Godt 267. 
Gordansche Reihenentwicklung 267. 
Goursat 116. 123, 127. 
Grace 248. 
Grad einer GroBe 23, 27. 
- des Parallelismus 12, 42, 46, 48. 
- des gegenseitigen Senkrechtstehens 

43, 47. 
Gradient-Produkt 110, 112, 117, 121. 

122, 125, 127. 
- -Vektor (Gradient) 61,104, 112,214. 
Grassmann 24, 26, 50 53, 121, 123, 126. 
Gravitationstheorie 92. 
griechische Indlzes 5, 8, 9. 
GroBe (Affinor) 12. 
- allgemeine 29, 30. 
- alternierende (siehe auch p-Vektor) 

4, 24, 25, 26, 29, 30, 51, 52, 53. 
- eigentliche 57, 63, 67. 68, 70. 
- gemischte 3, 27, 34, 39. 56, 66; -

zweiten Grades 33. 
- gleichartige 13. 
- kontravariante 23, 39, 56, 58, 63, 

66, zweiten Grades 33, 1.27. 
- kovariante 23, 39, 56, 58, 63, 66. 
- symmetrische 4, 24, 26, 32, 39, 51, 

52, 53, 54, 262ff.; Anzahl der Be
stimmungszahlen 29 ; zweiten Grades 
43, 44. 

- uneigentliche 57, 63, 67, 68, 70. 
- unzerlegbare 23S, 258, 263. 

Gruppe, affine (homogene affine) 12, 
20, 22, mit festem Punkt 12. 

- aquivoluminare 21, 22, 42, 58. 
- der Drehungen 41, 42, 82. 
- line are homogene, = affine 12, 20, 

22, 237 ff. 
- orthogonale 41, 58, 237, 262 ff. 
- speziell affine 22, 42, 58. 
- symmetrische 247. 
Gruppencharaktere 246, 247, 248, 255. 

hfd 138, 175. 
u 

hpJ, 160. 

Hi;v 158. 
halbsymmetrische Ubertragung, siehe 

Ubertragung. 
Haupt-Einheiten 243, 246, 252. 

- -Gebiet einer GroBe P~ J, 34; eines 
Tensors zweiten Grades 43, 44. 

- -Krummungsgebiete, -Krummungs
linien, -Krummungsradien, -Krum
mungsrichtungen, -Krummungsvek
toren einer X n _ 1 in A" 14S, 149, 
150; einer Vn _ 1 in V" 17S, 179, 
195,213; einer Vm in Vn IS4; einer 
W n_1 in Wn 231. 

- -Richtungen eines Tensors zweiten 
Grades 44, 196, 197; einer V" ISO. 

- -Tangentenkurven (erster Ordnung), 
-Tangentenrichtung (erster Ordnung) 
einer Vn _ 1 in Vn 179, 213; einer 
Vm in Vn IS2, 184, 185, 188, 202; 
hoherer Ordnung 182. 

- -vVerte eines Tensors zweiten Grades 
44. 

Herauf- und Herunterziehen der Indizes 
3, 4, 39, 58, 74. 

Helmholtz 37. 
Hessesche Kovariante 54. 
Hessenberg 5, 62. 
Hitchcock 59. 
homogen affine Gruppe 12, 20, 22. 

i Hyperebene E"_1 II. 
- -Koordinaten 14. 
Hyperflache X n _ 1 S; aquiskalare 61, 

214; pter Ordnung 32; pter Klasse 
32. 

i V 40. 
I 244. 

~I 246. 
ideale Faktoren, ideale Vektoren 4, 6, 

23, 25, 26, 92-95. 
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idempotent U3. 
identische Operation U4. 
- 'Transformation 34, 48. 
Identitat, Bianchische 91, 94, 103, 129, 

130, 132, 140, 168, 169, 171, 217· 
- von Ricci 85, 140. 
Impuls-Energiegleichung 92. 
Index 5, 6, 63. 
Indizes, griechische 5, 8, 9. 
- lateinische 5, 8. 
Indikatrix 36, 41. 
induzierte trbertragung in X"_l in An 

137; in Xm in An 158; in X n _ 1 in 
Vn 174; in Xm in Vn 182; in X n _ 1 

in Wn 2U; in Xm in Wn 233. 
infinitesimale Drehung 50. 
- bahntreue Transformation 208-211. 
- lineare homogene Transformation 48, 

103. 
- konforme Transformation 211-213. 
- Transformation 48, 103. 
Inhalt (Betrag) eines p-Vektors 42. 
inhaltstreue lineare Transformation 21. 
- trbertragung, siehe trbertragung. 
- Untergruppe der linearen homo-

genen Gruppe 82. 
integrabel, unbeschrankt 113, 119. 
Integrabilitatsbedingungen 113, 119, 

131; geometrische Bedeutung der 
114. 

Integral, erstes, der Gleichung der 
geodatischen Linien einer Vn 208, 

212. 
- einer linearen homogenen partiellen 

Differentialgleichung erster Ordnung i 

104, 106; deren Integralhyperfiachen 
105. 

- eines Systems von p linearen homo
genen partiellen Differentialgleichun
gen erster Ordnung 107, 108; deren 
Integralhyperfiachen 107. 

- -Kurven eines Systems totaler Dif-
ferentialgleichungen 106. 

Integralhyperflache 105, 106, 107, 108. 
Integralinvariante 115. 
invariante Zerlegung einer GroBe hohe

ren Grades Abschn. VII. 
Invariantensymbolik (Clebsch-A ronhold

sche) 4, 23, 24, 26, 27· 
Inversion 173, 185. 
Inzidenzinvarianz, inzidenzinvariante 

trbertragung, siehe trbertragung. 
Isomer U, 257; gerades 24; ungerades 

U. 
S c h 0 ute n, Ricci-Kalklil. 

jV 40. 
J1 264. 
Juvet 226. 

K 86. 
kl'J. 177. 
Kfd 86. 

K~;lv 86. 

kanonische Kongruenzen 177, 178, 
190-194, 213. 

kartesische Koordinaten 10, 11. 
Keraval 213. 
Kette, geschiossene, von abnormalen 

Nichtannullierungen 253. 
Killing 199, 200, 212, 214_ 
Klasse, Hyperflache pter 32. 

eines kovarianten Vektorfeldes, eines 
Plal/schen Ausdrucks 123, 124, 125, 
127_ 

- von Permutationen 245; gerade 245; 
ungerade 245. 

Klassenoperator 245. 
Komitante 28, 101, 238; gemischte 28; 

lineare 238,257,262,264; Differen
tial- 101 

Kommerell 185, 235. 
kommutatives Zahlensystem 245 ff. 
Komplex 27-
Komplexsymbole 27. 
Komponente einer GroBe 45. 
- eines kontravarianten Vektors 14. 
- eines kovarianten Vektors 15. 
- X n _ 1 , eines kontravarianten Vektors 

134, 135_ 
- X m-, 157. 
konform, Abbildung 39. 
- euklidisch 169, 170, 196-
- geodatisch 214_ 
- Transformation 71, 168, 169; infini-

tesimale 211, 212, 213, 214. 
- trbertragung siehe trbertragung. 
KonformkriimmungsgroBe 170, 171-
kongruente Verpflanzung in bezug auf 

g;.v 81, 82. 
Kongruenzen, (orthogonale) kanonische 

177, 178, 190-194, 213· 
- der Parameterlinien 8. 
konjugierte allgemeine Alternation (Mi

schung) UO. 
- einfache Alternation (Mischung) 

241-
- Ordnungszahlen 240. 
- Permutationszahlen UO. 
Konig, R. 62. 

20 
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konstanter Kriimmung, Mannig£altig-
keit 58. 

Kontinuitatsgleichung, elektrische 215. 
kontragredient 14. 
Kontravariante 28. 
kontravariant, Bivektor, siehe Bivektor. 
- Fundamentaltensor, siehe Funda-

mentaltensor. 
- Gebiet pter Stufe 20. 
- geodatische Linie, siehe geodatische 

Linie. 
- GroBe, siehe GroBe. 
- halbsymmetrische Ubertragung, 

siehe Ubertragung. 
- inhaltstreue Ubertragung, siehe 

Ubertragung. 
- maBtreue (metrische) Ubertragung, 

siehe Ubertragung. 
MaBvektor 13, 16, 18, 19, 56, 64. 
symmetrische Ubertragung, siehe 
Ubertragung. 
Tangentialvektor einer WI in Wn 

225· 
- Vektor, siehe Vektor. 
- p-Vektor, siehe p-Vektor. 
- n-Vektor, siehe n-Vektor. 
- winkeltreue Ubertragung, siehe 

Ubertragung. 
Koordinaten, kartesische 10, 11. 
Kovariante, Hessesche 54. 
kovariant, Bivektor, siehe Bivektor. 
- Differential 63. 

Differentialquotient 63, 64. 
- Differentiation 2, 4, 5, 63. 
- Fundamentaltensor, siehe Funda-

mentaltensor. 
- Gebiet pter Stufe 20. 
- -geodatische Linie 76. 
- GroBe, siehe GroBe. 

-halbsymmetrische Dbertragung, 
siehe Ubertragung. 

- -inhaltstreue Ubertragung, siehe 
Ubertragung. 

- -maBtreue Ubertragung, siehe Uber
tragung. 

- MaBvektor IS, 16, 56, 57, 64, 115· 
- -symmetrische Ubertragung, siehe 

Ubertragung. 
- Tangentialvektor einer WI in W n225. 
- Vektor, siehe Vektor. 
- p-Vektor, siehe p-Vektor. 
- n-Vektor, siehe n-Vektor. 

Vektor der ersten Kriimmung einer 
Wl in Wn 226. 

kovariant - winkeltreue Ubertragung, 
siehe Ubertragung. 

Kraftvektor 215. 
Kriimmung, absolute (absoluter Kriim

mungsvektor), siehe absolute Kriim
mung. 

- Bivektor der zweiten, einer WI in 
Wn 227. 
erzwungene (Vektor der erzwunge
nen Kriimmung), siehe erzwungene 
Kriimmung. 

- konstante, Mannigfaltigkeit 58. 
- pten, p-Vektor der, einer WI in 

Wn 229. 
- relative (relativer Kriimmungsvek

tor), siehe relativer Kriimmungs
vektor. 
Trivektor der dritten, einer Wl in 
Wn 228. 

- erste, einer VI in Vn 176; Radius 
der ersten, einer Vl in Vn 176. 

Kriimmungs-Affinor einer V min Vn 183, 
201; einer W n _ l in Wn 230; einer 
W m in Wn 233; erster, einer Xm 
in bezug auf An IS9ff.; zweiter, 
einer Xm in bezug auf An IS9if. 

- -Gebiet einer Vm in Vn 184ff., 202; 
einer Wm in Wn 234. 

- -Gebilde einer V min Vn 184 if., 202; 
ciner W m in Wn 234, 236. 
-GroBe einer Xn 84, 103; absolute, 
einer V m in V n 198; erzwungene, 
einer V m in V n 198; relative, einer 
Vm in Vn 198. 
-Spur 185. 
-Vektor einer Vl in Vn 176; einer 
W l in Wn 226; absoluter, erzwunge
ner, mittlerer, relativer, siehe unter 
den betreffenden Adjektiven. 

Kuhne 173, 183, 185, 201. 
Kurve, Xl 8. 

l.~" 139. 

it:" 160. 

L;~), 168. 
Lagrange, R. 170. 
Lamesche Gleichungen 207. 
Lange des Linienelementes in Vn 58. 
- (Betrag) eines kontravarianten Vek-

tors 38. 
lateinische Indizes 5, 8, 40. 
Leitgerade, erste IS6; zweite IS6. 
Levi Civita 1, 62, 207. 
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Uvy, M. 195. 
Lie 37, in 
liegend, in der X,,_1 134; in der Xm 

156. 
Iineare homogene Gruppe 12, 20. 
-- homogene Transformation 12, 33, 

48. 
-- erstes Integral 212. 
-- Komitante 'einer GroBe 238, 257, 

262, 264. 
-- "Obertragung 62, 64, 74, 79· 
-- Vektortransformation 43. 
Linie, Xl 8; geodatische 76, 77, 102, 

150, 169. 
Linien-Element 9, 56, 63. 
-- -Komplex 27. 
Liouville, erweiterter Satz von 173. 
Lipka 45. 
Lipschitz 171, 188, 198. 199. 
Losungen der Aufgaben 269. 
Lukat 207. 

M 238. 
M 239. 
Mannigfaltigkeit, euklidischaffine, En 

9, 10. 
- konformeuklidische, e" 169,170,196. 
- konstanter Kriimmung 58. 
- n-dimensionale, X" 8. 
- mit quadratischer MaBbestimmung, 

V" 58 (siehe weiter "Obertragung). 
MaBbestimmung 36, 57. 
- euklidische 38. 
- quadratische 58, 82. 
- Riemannsche 138. 
maBtreue "Obertragung, siehe "Obertra

gung. 
MaBvektor, kontravarianter 13, 16, 18, 

19, 56, 64. 
- kovarianter 15, 16, 56, 57,64, 115. 
- orthogonaler 40. 
Maxwellsche Gleichungen 215. 
Mehmke 60. 
M~ray 110. 
metrische "Obertragung, siehe "Obertra

gung. 
Minimalmannigfaltigkeitin V n 188 -190, 

202. 
Mischung (mischen) 4, 25; allgemeine 

239; einfache 238; geordnete 240; 
konjugierte 240; konjugierte ge
ordnete einfache 141; nichtgeord
nete 240. 

mittlere Affinkriimmung 150. 

mittlerer Kriimmungsvektor einer V m 

in V" 188, 189, 190; einer Wm in 
Wn 235. 

Modul 243, 247. 
Multiplikation, siehe Produkt. 

n" 136. 
n"'''''''' 157. 
V" (Nabla) 5, 63, 64. 
V[ooV,,] 85. 
N abelpunkt (Umbilikalpunkt )einer V n-l 

in V" 179, 180. 
Nabla, V" 5, 63, 64. 
nahere Wahl von gAl' in W" 217· 
Nebeneinheiten 143. 
nichtgeordnete einfache Alternation 

(Mischung) 240. 
Nichtannullierung, abnormale 241, 242, 

252, 253· 
nilpotent 244. 
Noether, E. 79, 101-
normale, curvature 182. 
normale Richtung, zur V"_l in V" 173, 

zur X .. _1 in W" 223. 
Normalvektor einer Vn _ 1 in V" 173. 
Normierung 142, 143, 144; Unmoglich

keit einer weiteren, von t;. und n" 
in W" 232, 233. 

Normierungsbedingung, erste 136, 157; 
zweite 141, 160. 

normierter Vektor in W" 226. 

Null-Gebiet einer GroBe p~J. 34; eines 
Tensors zweiten Grades 43, 44. 

- -Hyperebene, -E"_1 133. 
- -Linien 217. 
- -Richtung eines Tensors zweiten 

Grades 44. 102. 

Operation 238; identische 244. 
Ordnung, Hyperflache pter 32. 
Ordnungszahl 239; konjugierte 240. 
ortgebunden 57. 
Orthogonal-Netz 58. 178, 180. 
- -System, n-faches, in V" 194-196, 

213· 
orthogonale Bestimmungszahlen 5, 40. 
- Gruppe 41, 58, 262ff. 
- kanonische Kongruenzen 177, 178, 

190-194. 
- MaBvektoren 40. 
- Systeme von V .. _1 durch eine Kon-

gruenz 190--194. 

20* 
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orthogonale Transformation 41. 
oskulierender Bivektor, Trivektor, 

p-Vektor einer WI in W" 227, 228. 
oskulierende R2 einer VI in Vn 176,214. 

Pi~V 139. 

P;'~l" 131. 
Padova 91-
parallel 9, 10. 

s - -r 12, 46, 47, 48. 

- to, vollstandig II, 12. 
P 

Parallelismus, Grad des 12, 42, 46, 48. 
Parallelogrammkonstruktion 13. 
Parameter-Hyperflache 8. 
- -Linien 8, 58; Bezeichnung nicht

invarianter 6. 
partielle Differentialgleichung 104, 105, 

106. 
Pascal 50, 62, 79, 147, 245. 
Permutationen, Klasse von 245. 
- Zahlensystem der 244. 
Permutations-Gebiet 239. 
- -Zahl SI' .•• , S, 239; konjugierte 240. 
Petr 267. 
Pfaffsches Aggregat 50, 59. 
- Problem 2, 112, 119-126. 
Pick 3, 113. 
-sche Invariante 152, 155. 
planarer Punkt einer V m in V n 185, 

202. 
Poincare 116. 
polarer Bivektor 22, 42. 
- Vektor 22, 42. 
Polargebilde 32. 
Potentialvektor 215, 
Problem, Pfaffsches 2, 112, 119-126. 
Produkt (Multiplikation), allgemeines 

23, 28, 64. 
- alternierendes 25. 
- symmetrisches 25. 
- mehrfach vektorisches 3 I ' 
ProjektivkriimmungsgroBe 131, 132. 
- normale 156. 
projektive Geometrie 11, siehe weiter 

Ubertragung. 
projektiveuklidische Ubertragung siehe 

Ubertragung. 
projektivinvariant verkniipft 158. 
Pseudonormal-Vektor 136ff.; Fest

legung des 144. 
- -p-Vektor 158; Festlegung des 162ff. 

pseudonormale Richtung I 34ff., 156ff. 
Punkt 8. 

'l,t 72. 
Q~ 71, 224. 
Q,,;AV 70. 

, quadratische Indikatrix 41. 
- erstes Integral 208., 

~ - MaBbestimmung 58, 82. 
quaternare Form 258. 

TV 115. 
R" 38, 172. 
Rfd 86. 
R~A 86. 
R • •• 1' 84 

W"A . 

R,···v 84 
OJ,,). . 

Radius der ersten Kriimmung einer VI 
in V" 176. 

- -Vektor rV 115. 
Radon 3, 133, 212. 
Rang eines Bivektors 49, 50, 120, 122. 
- einer GroBe hA", hA,u 35, 49. 

- ein~r GroBe p~). 34. 
- einer schiefsymmetrischen Deter-

minante 50. 
Reduktionssatz 101. 
Regelflache 152. 
Reidemeister 148. 
Reihenentwicklung 3, Abschn. VII. 
relative Kriimmung (Kriimmungsvek-

tor) einer VI in Vn _ 1 in V" 178, 
179; einer VI in Vmin V,,182; einer 
WI in W .. _I in W" 231; einer WI in 
Wm in W" 233. 
Kriimmung einer Vmin V" 199,200. 

- KriimmungsgroBe einerV min Vn 198. 
Relativitatstheorie 1. 
Ricci 1,3,4,6,7,72,85,91,101,171, 

176, 177, 178, 180, 182, 183, 191, 
192, 198, 199, 200, 201, 214. 

Ricci-Kalkul (absoluter Differential-
kalkul) u. a. 1, 2, 4, 6. 

Richtung 9. 
- pseudonormale 134ff. 
-, 2-, m-Richtung II. 
- asymptotische 148. 
Riemann 1, 4, 58, 73, 171. 

- -Christoffel scher Affinor K;'f;;." 86, 
258. 

-sche Differentialgeometrie 73. 
-sche Geometrie 58. 
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Riemann sche Mannigfaltigkeit. siehe 
Ubertragung. 

-sche Ubertragung. siehe Ubertragung. 
Rimini 180. 
Rotation 68. 111. 214. 
Rotationskoeffizienten J'jlk 178. 
Rothe, H. 50. 

81' ... , s, 238. 
Si 262. 
Sn 171. 
SA 69. 

S;. 69. 
S .. V 67 S' .. v 68 

Af' ' l.u • 
Satz, verallgemeinerter, von Gauss 

(Integralsatz) 97, (Kriimmungssatz) 
140, 147, 160, 198, 231. 

- von Stokes 97, 99. 
- von Liouville 173. 
schiefsymmetrische Determinante 54; 

Rang einer 50. 
Schoute 12, 43. 
Schouten 7, 15, 62, 74, 75, 80, 89, 91, 

109, 115, 133, 168, 170, 176, 178, 
180, 181. 183, 185, 189, 190, 191, 
192, 195, 196, 200, 202, 214, 215, 
223, 242, 248, 267. 

Schraubsinn 41, p-dimensionaler 18. 
Schur, F. 171. 
Segre 45· s 
senkrecht, p - 43, 46. 

- p_, vollstandig 43. 
p 

Senkrechtstehens, Grad des gegensei-
tigen 43, 47. 

Simultan-Invariante 28. 
- -Komitante 28. 
Sinigallia 51, 79, 127· 
Skalar 12, 44; siehe aucli ZahlgroBe. 
- -Feld 60, 123, 124; abhangige 104; 

unabhangige 104. 
- -Teil eines Tensors zweiten Grades 

44. 
skalare (gegenlaufige) Uberschiebung 28. 

. - (gleichHi.ufige) Uberschiebung 29. 
speziellaffine Gruppe 22, 42, 58. 
Stachelschweinsa tz 215. 
starre Bewegung 211, 212, 213. 
Steinersche Flache 186, 187, 188; 

Doppelgerade der 188; dreifacher 
Punkt der 187, 188. 

Stokes scher Integralsatz, verallgemei
nerter 1, 97, 99. 

Stromdichte. Vektor der 215. 
struik 3, 6, 7, 91, 109, 168, 170, 176, 

178, 180, 181, 182, 183, 185, 188. 
190, 191, 192, 195, 196, 199, 200, 
201, 202, 212, 214, 215, 235. 

Stufe 204. 
.- kontravariantes, kovariantes Gebiet 

pter 20. 
Symbole, A ronhold-Clebsch sche, siehe 

Invariantensymbolik. 
- Christoffelsche 2, 73, 167,218; ver-

allgemeinerte 62, 79. 
symbolisieren 7. 
symmetrisch, GroBe, siehe GroBe. 
- Gruppe 248. 
- Multiplikation 25. 
- Produkt 25. 
- Teil 25. 
- Ubertragung, siehe Ubertragung. 
System von p Iinearen homogenen par

tiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung 106, 107, 108. 

- urspriingliches 243, 244. 
- vollstandiges 107, 121. 

tl 134. 

tA1 ... An 156. 
T;;v 73. 
Tangential-Vektor 134ff., 165; kontra

varianter, kovarianter, einer WI in 
Wn 225· 

- -p-Vektor 156ff. 
tangierende (n -1 )-Richtung einer X n _ 1 

in An 134, einer Vn_1 in Vn 173, 
einer X n_ 1 in Wn 223· 

Teil, alternierender 25. 
- symmetrischer 25. 
Tensor 204, siehe GroBe, symmetrische. 
- elektromagnetischer 21 5. 
- mit Vn_1-normalen Hauptrichtun-

gen 196, 197. 
Transformation, bahntreue 76, 129, 

130, 132, 133, 153, 155, 169, 
202-208, 220-223; infinitesimale 
208-211. 

- der dynamischen Gleichungen 207. 
- identische 34, 48. 
- infinitesimale 48. 103. 
- infinitesimale lineare homogene 48, 

103. 
- konforme 71, 168, 169.201.202,214, 

235-236; infinitesimale 211-213. 
- Iineare homogene 12, 33, 48. 
Translation 82. 
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Transon 166. 
Trivektor der dritten Kriimmung einer 

Wi in Wn 228. 
- oskulierender, einer Wi in Wn 227· 
Trivektortensor 44. 

u} 176. 
Uberschiebung 16, 28. 
- doppelte, dreifache vektorische 3t. 
- gleichlaufige (skalare) 28. 
- mehrfache vektorische 31. 
- (gegenlaufige) skalare 28. 
.....: vektorische 29. 
- siehe auch Produkt. 
Uberschiebungsinvarianz, siehe Uber-

tragung, iiberschiebungsinvariante. 
Ubertragung 5, 9, 10, 62, 63, 65. 
- affine, An 2, 3, 75, 77. 80, 82, 87, 90, 

91, 99, 103, IV. Abschn., wichtigste 
Formeln 128-129. 

- euklidischaffine, En It, 98. 
- euklidischmetrische, Rn 171, 172,173. 
- halbsymmetrische (kontravariant, 

kovariant) 69, 70, 75, 101. 
- inhaltstreue (kontravariant, ko

variant) 89,90,97,98, 103, 115,119. 
129, 130, 142, 143, 145, 149, 162, 165. 

- inzidenzinvariante 67, 72, 75, 87, 90, 
91, 99· 

- konforme 71, 72, 75, 87. 
. _- lineare 62, 64, 74, 79; allgemeine 

75. 
- maBtreue(kontravariant [metrische], 

kovariant) 72, 75, 87. 
- metrische (kontravariant maBtreue) 

72, 75, 87. 
- projektiveuklidische 130, 131, 147, 

152, 171. 
Riemannsche, Vn 2, 3, 5, 6,7,75,76, 
77, 79, 81, 85, 86, 89, 91, 92, 95, 
101, 138, 167ff., V. Abschn., 218, 
219, wichtigste Formeln 167-168. 

- symmetrische (kontravariant, ko
variant) 68, 69, 70, 72, 75, 79, 80, 
81, 82, 85, 88, 91, 92, 95, 97, 98, 103· 

- iiberschiebungsinvariante 67, 70, 72, 
75, 79, 80, 81, 82, 84, 91, 92, 101, 
102. 
Weylsche, Wn 2, 3, 8, 75, 87, 91, 
102, VI. Abschn. 268; wichtigste 
Formeln 216-217. 

- winkeltreue (kontravariant, kovari
ant) 71, 72. 

- von Wirtinger 99, 100. 

Ubertragungsprinzip 57, 58. 
Umbilikalpunkt (Nabelpunkt) einer 

Vn_i in Vn 179, 180. 
unabhangige Skalarfelder 105. 
unbeschrankt integrabel 113, 119. 
uneigentliche GroBe 57, 63, 67, 68, 70. 
ungerades Isomer 24. 
ungerade Klasse von Permutationen 245. 
Unmoglichkeit einer zweiten Normie-

rung von tJ. und nY in Wn 232, 233· 
unzerlegbare GroBe 238, 257, 263. 
urspriingliches Zahlensystem 243 . 
Urvariablen 8, 55, 58. 

Vn 3· 
V'OI' 86. 
V;"I' 86. 
Veblen 62, 91, 115. 
Vektor, axialer 22, 42. 
- erster Art 22. 
- der erzwungenen Kriimmung, siehe 

erzwungene Kriimmung. 
- idealer 4, 6, 23, 25, 26. 
- kontravarianter 12, 17, 22, 42, 55. 
- kovarianter 14,15,18,21,22,42,56; 

der ersten Kriimmung einer Wi in 
Wn 226. 

- normierter, in Wn 226. 
- polarer 22, 42. 
- der Stromdichte 215 . 
- zweiter Art 22. 
- -Feld, kontravariantes 61, 83, 133, 

134; kovariantes 84, 120, 125,134. 
135; Klasse eines kovarianten 123, 
124, 125, 127. 

- -Transformation, lineare 43. 
Vektorpotential 215. 
p-Vektor (siehe auch alternierende 

GroBe), q-dimensionaler 26, 51, 52, 
53, 54. 

- erster Art 21, 22, 41, 
- kontravarianter 18, 25, 41, 42; ein-

facher 18. 26, 35, 36, 41, 42, 50, 
53, 90, 106, 109, 110, 119. 

- kovarianter 19,21,25,41,42, 112, 
126, 127; einfacher 20, 26, 41, 42, 
50, 53,90, 119. 
der pten Kriimmung einer W1 in 
Wn 229· 

- oskulierender, einer Wi in Wn 228. 
- zweiter Art 21, 22, 41, 
- -Affinor 25, 44. 
- -Feld 126, 127. 
--; -Tensor 44. 
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ll-Vektor, kontravarianter 18. 
- kovarianter 20, 127. 
ll-Vektorfeld, kontravariantes 115. 
- kovariantes 115. 
vektorische Uberschiebung, doppelte, 

dreifache, mehrfache 31, 35. 
Veronesesche FHi.che 186. 
Verpflanzung, kongruente. in bezug auf 

gAP 81, 82. 
Vertauschung, zyklische 245. 
Vitali 214. 
vollstandig parallel 12, 47, 48. 
- senkrecht 43, 47. 
vollstandiges System 107, 121. 
Volterra 116, 119. 
Voss 183, 201. 

W" 218. 
Wahl, nahere, von g),,11 in W" 225· 
v. Weber 109. 
Weitzellbock 27, 28, 30, 53, 62, 79, 91, 

101, 156. 
Weyl 2, 3, 37, 62, 71, 75, 76, 80, 82, 

102, 131, 134, 156, 160, 168, 169, 
170, VI. Abschn. 

-sche Ubertragung siehe Ubertragung. 
wichtigste Formeln 128 (An), 167 (V,,), 

216 (W,,). 
Wilczynski 152, 156. 
Winkel 37, 38. 
winkeltreue Ubertragung, siehe Uber

tragung. 

Wirtillger 99, 100. 
- Ubertragung von 99, 100. 
Wright 207. 
Woude, van dey 102. 

~Yn 8. 
- GraBen der 55. 

roung, A. 248, 267. 

Zahlensystem 242 ff.; assoziatives 
242-244, kommutatives 244 ff., der 
Permutationen 244, urspriingliches 
243, aus urspriinglichen Systemen 
zusammengesetztes 243. 

ZahlgraBe (siehe auch Skalar) 12,44, 64. 
Zerlegung, invariante, einer GraBe hahe

ren Grades, VII. Abschn. 
zusammengesetztes Zahlensystem, aus 

urspriinglichen Systemen 243. 
zyklische Vertauschung 245. 
zweiter Art, Elementarform 267; Ele

mentargraBe 249 ff. ; Vektor 22; 
p-Vektor 21, 22, 41. 
Fundamentaltensor einer V n -1 in V" 
175. 
Kriimmung, Bivektor der, einer 
W1 in W" 227. 
Kriimmungsaffinor der X m in bezug 
auf die An 159. 

- Leitgerade 156. 
- ~ormierungsbedingung 141, 160. 



Druckfehlerberichtigungen. 

Seite 2, Zeile 2 von unten. In der Auf
zahlung ist der vierte mit dem fiinf
ten Abschnitt verwechselt. 

Seite 3, Zeile 6 von unten steht sechs, 
zu lesen sieben. 

Seite 32. In (53) und den letzten 8 Zeilen 
ist iiberall 1 mit h und v mit W zu 
vertauschen. 

Seite 33, Zeile 1 von oben steht h")'l, , 
/. U 

zu lesen l"). hl.,IL' In (56) ist statt vV 
zu lesen wv. 

Seite 51, Zeile 11 von unten steht ~)'1'" )'P, 

U 

. zu lesen V)'I'" I.p • 

Seite 59, Aufgabe 4 steht von vV , zu lesen 
von v v und WI, • 

Seite 60, Aufgabe 9 steht V"mJ , zu 
• IXm 

lesen vvml . 
• IXml 

Seite 66 (16) rech ts steht + , zu lesen - . 
Seite 71, Zeile 8 von unten. Hinter dies 

einzufiigen: fiir inzidenzinvariante 
Ubertragungen. 

Seite 72, Zeile 2 von oben. Hinter 
dann einzufiigen: bei einer inzidenz
invarianten Ubertragung. 

Seite 84 (109) erste Zeile, das einge
klammerte zu lesen: 

R' •• " A:' - R" •• IX A v • 
OJ/la ~ WIll a 

Seite 85 (114) steht )} VIX WI.' zu lesen 

) VIXW;,}. 

Seite91 (162), (163a) (163b) steht drei
mal R statt R'. 

Seite 93 (177) steht ) V" wi.' zu lesen 

V"w;.). 
Seite 101letzteZeilesteht vV , zu lesen v". 

v u 
Seite 102, Aufg.4. Statt R/: ;1/ zwei

mal zu lesen R/~;l;/' 

Seite 129 (3) in der ersten Zeile hinzu
zufiigen: 

ip cpo 
- A:{ __ I' _ A V __ " , 

C x(O jU r;xOJ 

in der vierten Zeile steht rLo' zu 

lesen r:w' 
Seite 130 (9) steht p;.' zu lesen p,L ' 
Seite 140, Zeile 1 von oben die Worte 

"wie hl';," zu streichen, und statt (J 

zu lesen (J - 1 • 

Seite 152, Zeile 15 von oben steht E 3 , 

zu lesen Xa. 

Seite 165 letzte Zeile steht i5 x an , zu 
lesen (;2 x an . 

Seite 240, Zeile 3 von unten steht C;, 
zu lesen 3 . 
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