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VORREDE

Die durch die erneute Auflage meines Buches iiber
die mechanische Wirmetheorie veranlasste Ueberarbei-
tung meiner fritheren electrischen Untersuchungen hat
mich zu neuen Untersuchungen gefiihrt, welche eine
wesentliche Vervollstindigung der fritheren bilden, und
daher neben diesen mit aufgenommen werden mussten.
Besonders ist in dieser Beziehung die Behandlung der
electrodynamischen Erscheinungen zu erwihnen, welche
in der ersten Auflage fehlte, in der gegenwirtigen aber
einen betrichtlichen Raum einnimmt. Dadurch ist der
auf die Electricitdt beziigliche Theil des Werkes so
angewachsen, dass es zweckmissig erschien, aus ihm
einen besonderen Band zu bilden, und die noch {ibri-
gen Theile der mechanischen Wirmetheorie fiir einen
dritten Band vorzubehalten.

Zugleich sind die so vervollsténdigten Entwicke-
lungen nicht mehr bloss als eine Anwendung der mecha-
nischen Wirmetheorie auf die electrischen Erscheinun-



VI Vorrede.

gen, sondern als eine zum Theil von der Wirmelehre
unabhéingige mechanische Behandlung der Electricitat
zu betrachten. Aus diesem Grunde habe ich geglaubt,
dem Titel, welcher sie als zweiten Band der mechani-
schen Wirmetheorie bezeichnet, noch einen anderen
Titel hinzufiigen zu diirfen, welcher sie als mechanische
Behandlung der Electricitit bezeichhet, um dadurch
anzudeuten, dass dieser Band auch als ein von den an-
deren Binden der mechanischen Wirmetheorie unab-
hingiges, fiir sich bestehendes Werk gelten kann.

Bonn, im November 1878.

R. Clausius.
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Seite 61, Zeile 8 von unten ist statt (43) zu lesen: (44).

Bemerkung iiber die Bezeichnungsweise.

Es ist in diesem Bande fiir die partiellen Differentialcoéfficienten die
von Jacobi eingefiihrte Bezeichnungsweise, in welcher die aufrechten d
durch runde 9 ersetzt sind, in Anwendung gebracht, weil dadurch an eini-
gen Stellen die Auseinandersetzung an Klarheit gewann. Die dadurch ent-
standene kleine Abweichung von der Bezeichnungsweise des ersten Bandes
werden die Leser wohl kaum bemerken, da jeder Mathematiker daran ge-
wohnt ist, beim Lesen verschiedener Abhandlungen bald die eine, bald
die andere Bezeichnungsweise angewandt zu sehen.




ABSCHNITT L

Einleitung in die mathematische Behandlung der
Electricitét.

§ 1. Die Potentialfunction.

In den mathematischen Betrachtungen iiber Electricitit han-
delt es sich zunichst darum, zu bestimmen, in welcher Weise
irgend eine Electricitdtsmenge, welche man einem leitenden Kor-
per mittheilt, sich in oder auf demselben anordnet, sei es, dass der
Korper von allen anderen leitenden Korpern weit entfernt ist, so
dass keine fremden electrischen Krifte auf ihn einwirken konnen,
sei es, dass er sich in der Néhe anderer leitender Korper befindet,
die entweder ebenfalls isolirt und mit gegebenen Electricitits-
mengen versehen sein oder mit der Erde in Verbindung stehen
konnen. Diese Bestimmung, sowie die sonstigen auf das Verhalten
der Electricitdt beziiglichen Rechnungen werden sehr erleichtert
durch die Einfiihrung einer gewissen Function, welche, nachdem
sie schon frither von verschiedenen Mathematikern, wie Laplace
und Poisson, angewandt war, i. J. 1828 von George Green un-
ter dem Namen Potentialfunction speciell behandelt ), und etwas
spiter auch von Gauss zum Gegenstande sehr werthvoller mathe-
matischer Entwickelungen gemacht ist 2).

1) An Essay on the Application of mathematical Analysis to the theo-
ries of Electricity and Magnetism; by George Green. Nottingham 1828.
Wieder abgedruckt in Crelle’s Journ. Bd. 44 und 47.

2) Allgemeine Lehrsitze in Beziehung auf die im verkehrten Verhéltnisse
des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abstossungskrifte.
Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen Vereins im Jahre 1839.

Clausius, mech., Wirmetheorie. II. 1



2 Abschnitt 1.

Ich habe iiber diese Function, welche in der mathematischen
Physik von ausserordentlicher Wichtigkeit ist, eine Schrift ver-
offentlicht, welche eben jetzt in dritter, an verschiedenen Stellen
vermehrter Auflage erschienen ist 1). In dieser Schrift habe ich
die Haupteigenschaften der Function und einer aus ihr durch In-
tegration abgeleiteten Grosse, nédmlich des Potentials, niher be-
sprochen. Ich kann mich daher hier darauf beschrinken, einige
Sétze, welche zum Verstindnisse dieser Einleitung und der folgen-
den Entwickelungen nothig sind, kurz zu erwihnen, indem ich in
Bezug auf die Beweise der Sétze und ihre weiteren Ausfiihrungen
auf jene Schrift verweisen kann.

Der Einfachheit wegen werde ich die Betrachtungen hier im-
mer speciell auf Electricitit beziehen, obwohl, wie man leicht
sehen wird, das Gesagte sich mit geringen Modificationen auch auf
andere Agentien, die nach dem umgekehrten Quadrate der Ent-
fernung anziehend oder abstossend wirken, iibertragen lisst.

8. 2. Annahme zweier Electricititen und Ausdruck
ihrer Krifte.

Die mathematischen Untersuchungen iiber Electrostatik pfle-
gen von der Hypothese auszugehen, dass es zwei verschiedene
Electricititen gebe, deren Kriifte darin bestehen, dass zwei Mengen
von gleicher Electricitit sich abstossen und zwei Mengen von
entgegengesetzten Electricititen sich anziehen, Damit ist aber
nicht gesagt, dass die Resultate dieser Untersuchungen in solcher
Weise an die Hypothese gekniipft seien, dass sie mit derselben
stehen und fallen; vielmehr lidsst sich mit Bestimmtheit sagen, dass
dieselben Resultate ithrem wesentlichen Inhalte nach auch dann gil-
tig bleiben miissen, wenn jene Hypothese durch irgend eine an-
dere ersetzt wird, welche ebenfalls geeignet ist, die experimentell
bekannten electrischen Krifte zu erkliren. Gerade aus diesem
Grunde haben die mathematischen Physiker kein Bedenken getra-
gen, sich dieser Hypothese zu bedienen, und die Untersuchung, ob
die Hypothese wirklich im wortlichen Sinne als richtig zu betrach-
ten ist, der Zukunft zu iiberlassen.

1) Die Potentialfunction und das Potential, ein Beitrag zur mathemati-
schen Physik. Leipzig bei J. A. Barth.



Mathematische Einleitung. 3

Es mogen nun zwei Electricititsmengen gegeben sein, die
durch ¢ und ¢’ bezeichnet werden sollen, in der Weise, dass diese
Grossen als mathematisch positiv oder negativ betrachtet werden,
je nachdem die Electricititsmengen der einen oder anderen Art
angehéren. Denken wir uns diese beiden Electricititsmengen in
zwei Puncten concentrirt, so muss die Kraft, welche sie auf einan-
der ausiiben, erstens proportional jeder der beiden Mengen, also
proportional dem aus den beiden Mengen gebildeten Producte sein,
und zweitens ist sie, wie experimentell hinldnglich festgestellt ist,
als umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung anzu-
nehmen. Wir konnen also, wenn r die Entfernung der beiden
Puncte von einander bedeutet, die Kraft durch folgenden Aus-
druck darstellen:

s 1L,
worin ¢ einen constanten Factor bedeutet, welcher von dem Maasse
abhingt, nach dem man die Electricititsmengen messen will.

Wir wollen fiir unsere Betrachtungen folgendes Maass anneh-
men. Als Einheit der Electricitéit soll diejenige Menge gelten,
welche auf eine gleich grosse Menge in der Einheit der Entfernung
die Einheit der Kraft ausiibt. In diesem Falle wird der constante
Factor seinem absoluten Werthe nach gleich Eins. Es bleibt aber
noch zu entscheiden, ob wir ihn gleich + 1 oder gleich — 1
setzen wollen. Dazu muss der Unterschied zwischen anziehender
und abstossender Kraft in Betracht gezogen werden, indem, wenn
die eine dieser Krifte als positiv betrachtet wird, die andere als
negativ in Rechnung zu bringen ist. Wir wollen uns in dieser
Beziehung dahin entscheiden, eine Abstossung als positiv und eine
Anziehung als negativ zu rechnen, weil die Abstossung auf Ver-
grosserung und die Anziehung auf Verkleinerung von r hinwirkt.
Dann miissen wir bei der Betrachtung von Electricitit, weil gleich-
artige Electricititsmengen sich abstossen, den constanten Factor
positiv machen, und haben ihn also nach der obigen I'eststellung
seines absoluten Werthes gleich + 1 zu setzen. Der Ausdruck
der Kraft, welchen die Mengen ¢ und ¢ auf einander ausiiben,
wird somit:

ql
re

<

1*



4 Abschnitt 1.

§. 8. Ausdruck der Potentialfunction.

Nun moge weiter angenommen werden, dass nicht bloss Eine
in einem Puncte concentrirte Electricititsmenge ¢’ auf die Menge
q wirke, sondern dass beliebig viele in verschiedenen Puncten con-
centrirte Electricititsmengen ¢, ¢,', ¢, etc. gegeben seien, welche
gemeinsam auf ¢ wirken, oder auch, dass die die Wirkung aus-
iibende Electricitiit, anstatt in einzelnen Puncten concentrirt zu
sein, iiber eine Linie, eine Fliche oder einen kerperlichen Raum
stetig verbreitet sei. Um in diesem Falle die betreffende Kraft
nach Stirke und Richtung in moglichst einfacher Weise bestim-
men zu konnen, bilden wir zunichst eine Grosse, welche folgender-
maassen definirt werden moge.

Der Punct, wo sich die Electricititsmenge ¢ befindet, welche
die Wirkung erleidet, sei mit p bezeichnet, und die Absténde die-
ses Punctes von den Puncten, wo die Electricitdtsmengen ¢', ¢,
g2’ etc. concentrirt sind, mogen r, r, 5 etc. heissen. Dann wird
die in Rede stehende Grosse, welche mit ¥ bezeichnet zu werden
pflegt, durch folgende Gleichung bestimmt:

9 0 @
(1) V_r—}—h—{—r?—{—etc.
oder, wenn man die Summe durch ein Summenzeichen andeutet:
57,
@ r=31

Wenn die die Wirkung ausiibende Electricitdt nicht in einzelnen
Puncten concentrirt, sondern iiber eine Linie, eine Fliche oder
‘einen korperhchen Raum stetig verbreitet ist, so denke man sich
dieselbe. in Elemente dq' zerlegt, bezeichne mit r den Abstand
eines Elementes vom Puncte p und bilde dann statt der in der
vorigen Gleichung angedeuteten Summe das entsprechende Inte-
gral, ndmlich:

® V=f%.

Dieser letztere Ausdruck von V ist der allgemeinere, und schliesst
auch den vorigen in sich ein, denn man kann offenbar auch in dem
Falle, wo endliche Electricitdtsmengen in einzelnen Puncten con-
centrirt sind, eine Integration ausfithren.
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Es versteht sich iibrigens dem Obigen nach von selbst, dass
man nicht nur fiir Electricitit, sondern auch fiir jedes andere
nach dem umgekehrten Quadrate der Entfernung anziehend oder
abstossend wirkende Agens einen Ausdruck dieser Art bilden kann,
wobei man den in der allgemeinen Kraftformel vorkommenden
Coéfficienten &, dessen Werth von der fiir das Agens gewihlten
Maasseinheit abhéingt, und den wir bei der Electricitit durch 1
ersetzt haben, der Allgemeinheit wegen vorldufig beibehalten kann.

Die so bestimmte Grosse V ist es, welche Green die Poten-
tialfunction genannt hat. Gauss hat spiter dieselbe Grisse ein-
fach Potential genannt; indessen ist diese Benennung mit einem
Uebelstande behaftet. Es giebt ndmlich noch eine andere sehr
wichtige Grosse, von der weiter unten die Rede sein wird, welche
man das Potential einer Menge auf eine andere oder, nach Umstén-
den, das Potential einer Menge auf sich selbst nennt. Man wiirde
also bei der Annahme der Gauss’schen Benennungsweise fiir zwei
Begriffe, die zwar verwandt, aber nicht gleich sind, dasselbe Wort
Potential gebrauchen. Aus diesem Grunde habe ich in meinen auf
Electricitidt beziiglichen Abhandlungen und in der oben citirten
Schrift fir die durch die Gleichung (8) definirte Grosse wieder
den von Green vorgeschlagenen Namen Potentialfunction gewahlt,
und den Namen Potential nur fiir jene andere, aus der Potential-
function durch Integration abgeleitete Grosse angewandt.

§. 4. Bestimmung der Kraftcomponenten mit Hiilfe
der Potentialfunction,

Mit Hiilfe der im vorigen Paragraphen besprochenen Function
bestimmt sich nun die in irgend einem Puncte p wirkende Kraft
folgendermaassen.

Wir wollen zunichst annehmen, die im Puncte p gedachte
Electricititsmenge, welche die Wirkung erleidet, und welche oben
mit ¢ bezeichnet wurde, sei eine positive Electricititseinheit. Die
auf diese Electricititseinheit ausgeiibte Kraft denken wir uns in
drei in die Richtungen dreier rechtwinkliger Coordinaten fallende
Componenten zerlegt, welche mit X, Y, Z bezeichnet werden mé-
gen. Wenn wir dann V7 (die Potentialfunction der die Wirkung
ausiibenden Electricitit an dem betreffenden Puncte) als Function
der Coordinaten z, y, # des Punctes betrachten, so haben wir:
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oV , oV, , oV
4) X:—5?5 I‘“_?y—’ Z'—_W'

Eben so einfach, wie die Kraftcomponenten nach den drei
Coordinatenrichtungen, ldsst sich auch die Kraftcomponente nach
irgend einer beliebigen anderen Richtung ausdriicken. Denken
wir uns durch den Punkt p eine beliebige Linie gezogen, und be-
zeichnen den auf dieser Linie gemessenen Abstand des Punctes
p von irgend einem anderen als Anfangspunct gewihlten Puncte
der Linie mit s, und dem entsprechend die unendlich kleine Zu-
nahme, welche V erleidet, wenn der betrachtete Punct p sich auf
dieser Linie um das Wegelement ds forthewegt, mit g{ds, S0
wird die in die Richtung dieser Linie fallende Kraftcomponente,
welche S heissen mége, bestimmt durch die Gleichung:

oV
(5) S=—

Sollte sich im Puncte p nicht gerade eine Electricititseinheit,
sondern eine beliebige andere. Electricititsmenge befinden, welche
die Wirkung erleidet, und welche, wie friiher, mit ¢ bezeichnet
werden moge, in der Weise, dass ¢ sowohl eine positive als auch
eine negative Grosse darstellen kann, so lauten die Ausdriicke der
Kraftcomponenten, welche diese Electricititsmenge nach den Coor-
dinatenrichtungen z, ¥, # und nach der beliebigen Richtung s er-
leidet:

LA AU ) GNP Vg
oz’ oy’ 0z 0s

Wenn man in der eben angegebenen Weise die in die drei
Coordinatenrichtungen fallenden Kraftcomponenten ausgedriickt
hat, so kann man daraus natiirlich auch die ganze Kraft nach
Grosse ind Richtung leicht bestimmen.

§. 5. Das Potentialniveau.

Bildet man eine Gleichung von der Form
V = A,
worin A eine Constante bedeutet, so ist dieses die Gleichung einer
Fliche, welche die Eigenschaft hat, dass fiir jeden in ihr liegen-
den Punct die Kraft, welche eine dort gedachte Electricitiits-
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menge erleiden wiirde, auf der Flidche senkrecht ist. Die Fliche
hat also in Bezug auf die hier betrachtete electrische Kraft die-
selbe Bedeutung, wie die Oberfliche einer ruhenden Fliissigkeit in
Bezug auf die Schwerkraft, und man nennt daher eine solche
Fliche eine Niveaufliche.

Nimmt man fiir die Potentialfunction einen anderen constan-

ten Werth an, indem man z. B. setazt:

. V = B,
so wird dadurch eine andere Niveaufliche bestimmt, und auf diese
Weise kann man unendlich viele Niveauflichen erhalten. Wir
wollen demgeméss den Werth, welchen die Potentialfunction in
irgend einem Puncte des Raumes hat, und durch welchen die
durch diesen Punct gehende Niveaufliche bestimmt wird, kurz das
Potentialniveau dieses Punctes nennen.

Bei der Electricitdt (und ebenso bei jedem anderen Agens,
welches theils anziehende, theils abstossende Kriifte ausiibt) konnen
die Potentialniveaux sowohl positiv als auch negativ sein, und die
Riume, in denen das Eine und das Andere stattfindet, werden
durch eine Niveaufliche mit dem Potentialniveau Null von ein-
ander getrennt.

Denken wir uns nun in irgend einem Puncte des Raumes
eine positive Electricitidtseinheit concentrirt, und betrachten die
Kraft, welche auf diese wirkt, in der Weise, dass wir fiir jede von
dem Puncte ausgehende Richtung die in dieselbe fallende Kraft-
componente bestimmen, so ldsst sich allgemein Folgendes sagen.
Nach den Richtungen, nach welchen das Potentialniveau abnimmt,
ist die Kraftcomponente positiv, und nach den Richtungen, nach
welchen das Potentialniveau zunimmt, ist die Kraftcomponente
negativ, und dem absoluten Werthe nach ist die Kraftcomponente
um so grosser, je schneller in der betrachteten Richtung das Po-
tentialniveau sich #ndert, da dem Obigen nach die Kraftcompo-
nente durch den betreffenden negativ genommenen Differential-
coéfficienten des Potentialniveaus dargestellt wird.

§. 6. Differentialausdruck zweiter Ordnung, welcher die
Vertheilung des wirksamen Agens im Raume bestimmt.

Ausser der Kigenschaft, die Kraftcomponenten auf eine so
einfache Art darzustellen, hat die Potentialfunction noch eine an-
dere sehr wichtige Eigenschaft, welche hier zunidchst fiir ein be-
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liebiges nach dem umgekehrten Quadrate der Entfernung anzie-
hend oder abstossend wirkendes Agens ausgesprochen, und dann
sofort speciell auf Electricitit angewandt werden soll.

Wenn der Punct p in einem Raume gelegen ist, in welchem
sich von dem Agens, dessen Potentialfunction durch V dargestellt
wird, nichts befindet, so gilt die Gleichung:

oV . oV | oV

(6) Fyian 5 + 5z =0
Wenn dagegen der Punct p sich in einem Raume befindet, wel-
cher von dem wirksamen Agens oder von einem Theile desselben
stetig erfillt ist, so nimmt die Gleichung eine andere Gestalt an.
Wir wollen die Dichtigkeit des Agens an der betreffenden Stelle
des Raumes mit % bezeichnen (so dass die in einem Raumelemente
dz befindliche Menge des Agens durch % dv dargestellt wird), dann
gilt die Gleichung:

oV |, eV |, oV
(7) 5—56—5+W+922:_4n8k

Diese letztere Gleichung ist die allgemeinere und umfasst
die vorige, denn, wenn der Punct p sich ausserhalb des von dem
wirksamen Agens erfillllen Raumes befindet, so ist dort & = 0,
und dadurch geht die Gleichung (7) in (6) iiber. Aus der Glei-
chung (7) ergiebt sich, dass man vermdge der Potentialfunction
nicht nur die Krifte, welche das wirksame Agens ausiibt, sondern
auch die Vertheilung des Agens selbst bestimmen kann.

Da der vorstehende Differentialausdruck sehr h#ufig vor-
kommt, so hat man fiir ihn das einfache Zeichen 4 V eingefiihrt.
Danach lauten die beiden vorigen Gleichungen:

(6a) 4V =0
(7a) AV = — 4nek.

Setzt man fiir den Coéfficienten ¢ den Werth 1, welchen wir
bei der Electricitit, geméss' der fiir dieselbe gewihlten Maass-
einheit, in Anwendung gebracht haben, so geht die Gleichung (7a)
fiber in
8) AV = — 4axk.

§. 7. Gleichgewichtszustand der Electricitit.

Es mbge nun, wie es im Anfange dieser Einleitung gesagt
wurde, angenommen werden, es sei irgend ein aus einem leiten-
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den Stoffe bestehender, aber von Nichtleitern umgebener Kérper
gegeben, und demselben sei eine beliebige Electricititsmenge mit-
getheilt, die sich entweder fiir sich allein, oder unter dem Ein-
flusse fremder, auf anderen Korpern befindlicher Electricitiits-
mengen in das Gleichgewicht zu setzen habe. Es fragt sich dann,
wie man die fiir dieses Gleichgewicht zu erfiillende Bedingung am
einfachsten mathematisch ausdriicken kann, und wo sich dabei die
getrennt vorhandene Electricitit befinden muss. Dabei mag be-
merkt werden, dass man voraussetzt, im unelectrischen Zustande
enthalte ein Korper in jedem seiner Elemente gleiche Mengen
positiver und negativer Electricitidt, wihrend im electrischen Zu-
stande in oder an dem Korper Stellen vorkommen, wo ein Ueber-
schuss an positiver oder negativer Electricitit vorhanden sei. Einen
solchen irgendwo vorhandenen Ueberschuss an positiver oder nega-
tiver Electricitit wollen wir, wie es vorher geschehen ist, getrennte
Electricitit nennen.

In einem leitenden Korper kann Bewegung der Electricitdt
stattfinden; in dieser Beziehung sind aber verschiedene Annah-
men moglich. Man kann sich entweder denken, dass beide Electri-
cititen beweglich seien, oder dass nur Eine, welche dann als die
positive gelten soll, beweglich und die andere fest an die ponde-
rablen Atome gebunden sei. Fiir die Electrostatik macht es kei-
nen wesentlichen Unterschied, welche dieser beiden Annahmen
man macht, fiir die Electrodynamik aber entsteht daraus eine Ver-
schiedenheit von Belang, und dort werden wir daher speciell dar-
iiber zu sprechen haben.

Wenn nun in dem leitenden Kérper Gleichgewicht sein soll,
so miissen im Innern desselben an jeder Stelle die von den ver-
schiedenen Theilen der vorhandenen Electricitit ausgeiibten Krifte
sich gegenseitig aufheben, so dass ihre Resultante Null ist, denn
wenn an irgend einer Stelle eine Resultante von angebbarem
Werthe bestinde, so wiirde sich die hier vorhandene positive
Electricitit in der Richtung der Resultante und die negative
Electricitdt, falls auch sie beweglich ist, in der entgegengesetzten
Richtung bewegen, was der gemachten Voraussetzung, dass Gleich-
gewicht stattfinden soll, widerspriche.  In der Bedingung, dass die
Resultante Null sein muss, ist zugleich mit einbegriffen, dass, wenn
man sich die Resultante in drei nach den Coordinatenrichtungen
gehende Componenten zerlegt denkt, auch diese Componenten
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einzeln Null sein miissen. Es miissen also iiberall im Innern des
leitenden Korpers folgende drei Gleichungen gelten:

oV oV oV

7 I R PR

und hieraus ergiebt sich als Gleichgewichtsbedingung, dass die
Potentialfunction V innerhalb des leitenden Korpers einen constan-

ten Werth haben muss.

~ Dem eben Gesagten nach lassen sich auch die folgenden drei

-Gleichungen bilden:

Br_ . wV_, eV _

oxz 7’ oy: 0oz 7
und wenn man diese auf die Gleichung (8) anwendet, so findet
man, dass im Innern des leitenden Korpers iiberall

k=0

sein muss. Man gelangt also auf diese Weise zu dem wichtigen
Schlusse, dass im Gleichgewichtszustande sich in dem Korper, so-
weit er leitend ist, nirgends getrennte Electricitit befinden kann,
sondern dass nur an der Oberfliche, wo der leitende Kérper von
Nichtleitern begrenzt ist, getrennte Electricitit angehiuft sein
kann.

Man muss sich also an der Oberfliche eine sehr diinne Schicht
mit der getrennten Electricitit erfiillt denken. Eine genaue Be-
stimmung der Dicke dieser Schicht wiirde sich ohne néheres Ein-
gehen auf das Wesen der Electricitit und auf die Natur der lei-
tenden nnd nichtleitenden Medien, an deren Trennungsfliiche die
Electricitiat angehiuft ist, nicht wohl ausfithren lassen. Man pflegt
sich daher mit dem Resultate, dass die Dicke sehr gering sein
muss, zu begniigen, und bei den meisten Betrachtungen sieht man
von der Dicke der Schicht ganz ab, und betrachtet einfach die
Electricitit als auf einer Fliche befindlich.

§ 8. Differentialausdruck, welcher die Vertheilung des
wirksamen Agens auf einer Fliche bestimmt.

Da man es in der Electricititslehre, wie eben erwidhnt wurde,
mit einem Falle zu thun hat, wo man, wenigstens bei mathemati-
schen Untersuchungen, anzunehmen pflegt, dass das wirksame
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Agens (ndmlich die getrennte Electricitit) nicht einen korper-
lichen Raum ausfiillt, sondern sich auf einer Fliche befindet, so
muss hier noch ein auf diesen Fall beziiglicher wichtiger Satz an-
gefithrt werden.

Durch einen Punct einer solchen Fliche, welche das Agens
enthiilt, sei eine senkrecht gegen die Flache gerichtete Gerade ge-
zogen, und auf dieser Geraden denke man sich den Punkt p, auf
welchen die Potentialfunction sich bezieht, beweglich. Der Ab-
stand des Punctes p von der Flidche, welcher an der einen Seite
der Fliche als positiv und an der anderen Seite als negativ zu be-
trachten ist, sei mit #» bezeichnet. Wenn wir nun den auf diese
Gerade beziiglichen Differentialcoéfficienten —g—g bilden, dessen ne-
gativer Werth die in die Normalrichtung fallende Componente
der Kraft darstellt, so hat derselbe an den beiden Seiten der
Flidche verschiedene Werthe, indem er beim Hindurchgehen des
Punctes durch die Fliche eine sprungweise Aenderung seines
Werthes erleidet, deren Grosse von der an der betreffenden Stelle
der Oberfliche stattfindenden Dichtigkeit abhéngt. Sei die Flidchen-
dichtigkeit an dieser Stelle mit & bezeichnet (so dass ein dort be-
findliches Flidchenelement d @ die Menge hdw des Agens enthilt),
und seien ferner die beiden Werthe, welche der Differentialcoéfti-

cient T annimmt, wenn der Punct p an der positiven und an
der negativen Seite bis dicht an die Fliche heranriickt, mit

(ﬂf> und (?—I/) bezeichnet, so gilt die Gleichung:
on/ ., on/ _,

o %
)] (—— — <——> = —4meh.
( on/ ., on/ _,

Wendet man diese Gleichung speciell auf Electricitit an, so
ist wieder, wie bisher, ¢ = 1 zu setzen, und es kommt:

(10) <%> o — <0n> = — 4mh

Wenn die betrachtete Fliche die Grenzfliche eines leitenden Kor-
pers bildet, so weiss man, dass im Inneren eines leitenden Kor-
pers bis dicht an die Oberfliche die Potentialfunction ¥ constant
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ist. Demnach hat man, wenn die Normale nach Aussen positiv
und nach Innen negativ gerechnet wird,

oV
(aﬁ_o—‘)’

und die vorige Gleichung geht daher iiber in:

11) <g)+0:_ d4xh.

Hierdurch ist die Beziehung zwischen der dicht an der Oberfléiche
eines leitenden Korpers wirkenden Normalkraft und der daselbst
stattfindenden electrischen Dichtigkeit gegeben.

§ 9. Anordnung der Electricitdt auf einer Kugel
und auf einem Ellipsoid.

Wir wollen nun fiir einzelne Fille betrachten, in welcher
Weise die Electricitét sich auf der Oberfldche eines leitenden Kor-
pers anordnet.

Die Bedingung, aus welcher diese Anordnung zu bestimmen
ist, ist immer die, dass die Potentialfunction der gesammten Elec-
tricitit in jedem leitenden Korper constant sein muss, woraus
dann folgt, dass die Resultante der electrischen Krifte Null ist.

Als einfachsten Fall wollen wir annehmen, es sei ein leiten-
der Korper von der Gestalt einer Kugel gegeben, diesem sei eine
gewisse Electricititsmenge ¢, die positiv oder negativ sein kann,
mitgetheilt, und ausser dieser Electricititsmenge seien in der
Néhe keine getrennten Electricititen vorhanden, welche auf die-
selbe einwirken konnten.

In diesem Falle kann man sofort daraus, dass die Kugel nach
allen Seiten symmetrisch ist, schliessen, dass die Electricitit sich
gleichformig iber die Oberfliche verbreiten muss. Da nun die
Grosse der Oberfliche, wenn ¢ den Radius der Kugel bedeutet,
durch 4mwa? dargestellt wird, so erhalten wir fiir die mit 2 be-
zeichnete Flichendichtigkeit der Electricitit die Gleichung:

__@
(12) h= dma®’

Ein zweiter etwas allgemeinerer Fall, welcher den vorigen
als speciellen Fall in sich schliesst, und welcher ebenfalls zu einem
sehr einfachen Resultate fithrt, ist der, wenn der leitende Korper
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die Gestalt eines Ellipsoids hat. Fiir diesen Fall hat Poisson
zur Bestimmung der electrischen Dichtigkeit an den verschiede-
nen Puncten der Oberfliche folgende Regel gegeben, deren Rich-
tigkeit sich leicht nachweisen lisst.

Man denke sich um das gegebene Ellipsoid ein zweites dhn-
liches und concentrisches Ellipsoid mit gleichgerichteten Axen be-
schrieben, welches seiner Grosse nach nur sehr wenig von dem
gegebenen verschieden sei, so dass zwischen beiden Ellipsoidfiichen
eine sehr diinne Schicht eingeschlossen sei, und diese Schicht
denke man sich gleichformig mit Electricitit ausgefiillt. Die un-
ter diesen Umsténden iiber irgend einem Oberfliichenelemente be-
findliche Electricitdtsmenge ist gleich derjenigen, welche im Gleich-
gewichtszustande auf dem Oberflichenelemente vorhanden sein
muss.

Aus dieser Regel ldsst sich der mathematische Ausdruck der
Flachendichtigkeit an verschiedenen Stellen leicht ableiten. Be-
trachten wir irgend ein Element dw der Oberfliche des gegebe-
nen Ellipsoids, und nennen die Dicke der Schicht an dieser Stelle
7, 80 ist ydw der unendlich keine Theil der Schicht, welcher sich
iiber diesem Oberflichenelemente befindet. Ferner wollen wir die
Raumdichtigkeit, welche man erhilt, wenn man sich die Schicht
gleichformig von der gegebenen Electricititsmenge erfiillt denkt,
mit k bezeichnen. Dann befindet sich iiber dem Flichenelemente
do die Electricititsmenge kydo. Nun wird aber andererseits,
wenn wir mit % die Flichendichtigkeit der Electricitdt an der be-
treffenden Stelle bezeichnen, die auf dem Flichenelemente d o be-
findliche Electricititsmenge durch 4 d & dargestellt. Aus der Ver-
gleichung dieser beiden Ausdriicke folgt, dass man zu setzen hat:

h=TFy.

Seien nun a, b, ¢ die Halbaxen des gegebenen Ellipsoids, und
a(l-4+8),bQ0 -+ 9),c(@ -+ ), worin d eine sehr kleine Grosse
ist, die Halbaxen des construirt gedachten concentrischen Ellip-
soids, Wenn man dann nach dem betrachteten Puncte der Ober-
fliche vom Mittelpuncte aus einen Leitstrahl zieht, dessen Linge
w heissen moge, und diesen Leitstrahl bis zur concentrischen
Ellipsoidfiiche fortgesetzt denkt, so wird seine Liénge bis zum
Durchschnitte mit dieser zweiten Fliche durch « (1 4 9) dar-
gestellt. Das zwischen beiden Fldchen liegende Stiick des Leit-
strahles hat also die Lénge 0 .w. Multiplicirt man diese Grosse
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mit dem Cosinus des Winkels, welchen der Leitstrahl mit der an
der betreffenden Stelle auf der Oberfliche errichteten Normale
bildet, so erhilt man die dort stattfindende Dicke der Schicht.
Es kommt also, wenn man diesen Winkel mit ¢ bezeichnet:

y =0.ucosq.
Dieses in die vorige Gleichung eingesetzt, giebt:
(18) h="Fd . ucosp.

Hier kann man zuniichst das Product %0 bestimmen. Das
Volumen des gegebenen Ellipsoids ist 4w abe¢. Entsprechend ist
das Volumen des construirt gedachten concentrischen Ellipsoids
tmabc (1 + 0)3, wofiir man, da & als sehr klein vorausgesetzt
ist, schreiben kann: 4w abe (1 4 39). Zieht man nun das erste
Volumen vom zweiten ab, so erhilt man das Volumen der zwi-
schen beiden Flichen befindlichen Schicht, namlich:

4xabe . 0.
Da nun die Raumdichtigkeit innerhalb dieser Schicht mit & be-
zeichnet ist, so kann man, wenn die gegebene, unserem Ellipsoid
mitgetheilte Electricititsmenge ¢ heisst, schreiben:

Q@ =4mabe .9 .k,
und daraus folgt:

__ 9 .
ko= dmabe
Dieses in den in (13) gegebenen Ausdruck von / eingesetzt, giebt:
__ @
(14) h_4nabcucosq>.

Es bleibt nun nur noch das Product u cos ¢ auszudriicken.
Seien z, ¥, #z die Coordinaten des betrachteten Oberflichenpunctes,
wo man die Dichtigkeit bestimmen will, so werden die Cosinus
der Winkel, welche der Leitstrahl mit den Coordinatenaxen bil-
det, ausgedriickt durch

Ferner werden die Cosinus der Winkel, welche die Normale mit
den Coordinatenaxen bildet, ausgedriickt durch:
z i z
b c?

«?
VEE S Ve I V-
at ' bt ot at ' bt ¢ at ' bt ¢t




Mathematische Einleitung. 15

Hieraus folgt, dass man fiir den Cosinus des Winkels ¢, den der
Leitstrahl mit der Normale bildet, folgenden Ausdruck erhilt:

xZ 1 2 .32
AT E T
1 /22 y? 22 '
JVE
.Der Zihler dieses Bruches hat einen sehr einfachen Werth. Es

gilt ndmlich fiir einen Punct der Oberfliche eines Ellipsoids mit
den Halbaxen «, b, ¢ bekanntlich die Gleichung:

cosp =

x2 2 22
(15) F+Ht+5=1

Setzen wir diesen Werth ein und multipliciren ausserdem die
Gleichung mit «, so kommt:

1

UCcosp — .
2 Y2 22
w TRt E
Durch Anwendung dieses Werthes auf die Gleichung (14) erhal-
ten wir den gesuchten mathematischen Ausdruck der Fldchen-
dichtigkeit A, ndmlich:

_ ¢ 1
(16) h= dmabe \ /2 2

Pz
R

Aus diesem Ausdrucke kann man noch mit Hiilfe der Glei-
chung (15) eine der Coordinaten eliminiren. Man kann z. B. nach
(15) setzen:

wodurch die vorige Gleichung iibergeht in:

__¥ ! :
T 4dmab 2 — q? 2 — b2
\/1 + e e ve 4

at

an I
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§ 10. Anordnung der Electricitdt auf einer ellipti-
schen Platte.

Aus dem vorigen Resultate lisst sich als specieller Fall noch
ein Resultat ableiten, welches von besonderem Interesse ist.

Man betrachtet oft den Fall, wo der leitende Kérper, dem
man Electricitit mittheilt, die Form einer diinnen Platte hat, wo-.
bei man als Grenzfall auch die Platte als unendlich diinn anneh-
men kann. Es fragt sich dann, wie sich auf einer solchen Platte
die Electricitit vertheilt. Fiir Platten von elliptischer Gestalt
kann man nun die Vertheilung der Electricitit dem Vorigen nach
ohne Weiteres hinschreiben, wenn man eine elliptische Platte als
ein sehr flaches Ellipsoid ansieht.

Sei die Halbaxe ¢ als diejenige angenommen, welche sehr
klein geworden ist, so wollen wir die Gleichung (17) in folgender
Form schreiben:

1
(18) k_4nab ) y? '
I-G-hte(GEtE

Hierin ist von den beiden unter dem Wurzelzeichen stehenden
Grossen

2 x2 y?
1—7“'———1111(102(?4—?
im Allgemeinen die letztere gegen die erstere als sehr klein anzu-
sehen, und nur in der Ndhe des Randes, wo die erstere sich dem
Werthe Null ndhert, gewinnt dadurch die letztere an Bedeutung.

Nimmt man die Platte als unendlich diinn an, so dass die
mit dem Factor ¢? behaftete Grosse als ganz verschwindend zu be-
trachten sei, so hat man zu setzen:

__@ 1
T 4dwmabd -\/l e
a? b?

Ist die Platte kreisformig, so muss man b = a setzén. Zu-
gleich kann man dann, wenn » den Abstand des betrachteten
Punctes vom Mittelpuncte bedeutet, schreiben: 22 -} 2 = »2, wo-
durch die Gleichungen (18) und (19) iibergehen in:

(19)




Mathematische Einleitung. 17

Q 1
(20) h:4ata2'\/ 2 202
+0'}'

= L

(21) T Amga? ’ r2 )
| Vi-=

Diese letzteren Gleichungen lassen die Zunahme der Dichtig-
keit der Electricitdt von der Mitte nach dem Rande zu besonders
deutlich erkennen. Man sieht dass sie zuerst langsam und dann
immer schneller wichst, je niher man dem Rande kommt. Bei
einer unendlich diinnen Platte wiirde am Rande selbst, also fiir
r = a, die Dichtigkeit unendlich gross sein. Daraus folgt aber
nicht, dass die auf der Platte befindliche Electricitiit in so iiber-
wiegender Menge am Rande angehiuft sein wiirde, dass man da-
gegen die auf den mittleren Partien der Platte befindliche Menge
vernachlissigen diirfte.

Um hieriiber ein bestimmtes Urtheil zu gewinnen, wollen wir
uns die ganze Kreisfliiche durch einen mit dem Radius 5, der klei-
ner als @ ist, geschlagenen concentrischen Kreis in zwei Theile
getheilt denken, in die innere Kreisfliche mit dem Radius 4 und
in die zwischen ihrer Peripherie und dem Rande der Platte gele-
gene ringformige Fldche, und wollen die auf beiden Theilen be-
findlichen Electricititsmengen bestimmen. Dieselben mogen durch
R und § bezeichnet werden, wobei die beiden einander unendlich
nahe gegeniiberliegenden parallelen Grenzflichen der Platte ge-
meinsam betrachtet, und die auf ihnen befindlichen Electricitéts-
mengen zusammengefasst sein sollen. Dann haben wir zu setzen:

Qxazf/ Vd’d‘}” —Q I—L 22)

1 -
(22)

0 b

Setzen wir z. B. b = £ q, so ist:
=2 Qund S=2% ¢,

und setzen wir b = 12 a, so ist:

R=L£ Qund S=35 Q.

Clausius, mech, Warmetheorie. IL 9
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Es sind auch experimentelle Untersuchungen iiber die Zu-
nahme der Dichtigkeit auf einer mit Electricitdt geladenen me-
tallenen Kreisplatte von Coulomb angestellt, deren Resultate
Biot in seinem Traité de Physique, T. I, p. 277 (deutsche Bear-
beitung von Fechner, Bd. II, 8. 191), mittheilt. Diese mogen
hier ebenfalls Platz finden und mit den Werthen, welche sich fiir
den Fall, dass die Platte unendlich diinn gewesen wére, aus der
obigen Formel ergeben wiirden, verglichen werden. Dabei ist zu
bemerken, dass bei einer unendlich diinnen Platte eine schnellere
Zunahme der Dichtigkeit von der Mitte nach dem Rande hin statt-
finden miisste, als bei einer Platte von endlicher Dicke, dass die-
ser Unterschied besonders in der Nidhe des Randes betrichtlich
wird, und dass am Rande selbst keine Vergleichung mehr mog-
lich ist, indem die unendlich diinne Platte dort eine unendlich
grosse Dichtigkeit haben wiirde, wihrend bei einer Platte von
endlicher Dicke ein bestimmter endlicher Werth entstehen muss,
der bei solcher Dicke, wie sie eine gewdhnliche Condensatorplatte
hat, und wie sie wahrscheinlich (obwohl keine Angabe dariiber
vorliegt) auch die Coulomb’sche Platte gehabt hat, nicht einmal
sehr gross sein kann. Unter Beriicksichtigung dieser Umstéinde
wird man die Uebereinstimmung zwischen den beobachteten und
den berechneten Werthen geniigend finden. Der Radius der Platte
war 5",

Abstand
Beobachtete Berechnete
vom Rande der e 1 ey s
Dichtigkeit Dichtigkeit
Platte
5 1 1
47 1001 1-020
3" 1:005 1090
2/ 117 1250
1" 152 1667
0353 207 2:294
0 290 ®

§ 11. Der Green’sche Satz

Bevor wir nun dazu ibergehen, das Verhalten electrischer
Korper unter dem Einflusse anderer in der Nihe befindlicher und
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somit influenzirend wirkender Korper zu betrachten, wird es zweck-
missig sein, einige allgemeine Sitze iiber die Potentialfunction
vorauszuschicken, von denen diejenigen, welche in meinem Buche
iiber die Potentialfunction behandelt sind, hier nur kurz angefiihrt
zu werden brauchen.

Zuniichst ist ein von Green aufgestellter geometrischer Satz,
welcher in der Potentialtheorie vielfiltige. Anwendung findet, zu
erwiahnen,

Es seien U und 7 zwei Functionen der Raumcoordinaten,
von denen wir vorliufig voraussetzen wollen, dass innerhalb eines
zur Betrachtung gegebenen Raumes die Functionen selbst und
ihre ersten und zweiten Ableitungen nirgends unendlich gross
werden. Ferner werde zur Abkiirzung ein Summenzeichen einge-
fiihrt; welches auch im Folgenden vielfach Anwendung finden
wird. Wenn n#mlich eine Summe von drei Gliedern vorkommt,
welche sich auf die drei Coordinatenrichtungen beziehen, im Uebri-
gen aber ganz gleich sind, so soll nur das auf die z-Richtung be-
ziigliche Glied wirklich hingeschrieben und davor das Summen-
zeichen gesetzt werden, wie aus Folgendem zu ersehen ist:

oU oV BUi)V+ 8U8V_’__a_lza_V.
x 0z ox ox 0y 0y 0z 0z

Dann gelten nach Green folgende Gleichungen:

o) [ 4= [0 40— [vVavie
(24) /zww fV—dm—fVAUdr

(25) /D Z de —l—fldedt:fVa—n—dm + /VAUdr.

Hierin soll dz ein Raumelement sein, und die Integrale nach z
sollen sich iiber den ganzen gegebenen Raum erstrecken. Ferner
soll deo ein Element der Oberfliche des Raumes sein und in den
Differentialcoéfficienten g—g und —gg soll % die auf der Oberfliche
errichtete, nach Innen zu als positiv gerechnete Normale bedeu-
ten. Die Integrale nach  sollen sich iiber die ganze Oberfliche
des gegebenen Raumes erstrecken.

Diese drei Gleichungen bilden den Ausdruck des Green’schen
Satzes.

Q*
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Die Gleichungen konnen noch nach einer gewissen Richtung
hin erweitert werden. Wir wollen néimlich die Bedingung, dass
die Functionen U und ¥ und ibre ersten und zweiten Ableitun-
gen in dem ganzen Raume nirgends unendlich gross werden, fal-
len lassen, und statt dessen annehmen, dass die Functionen Glie-
der enthalten konnen, welche die Form der Potentialfunction eines
in dem Raume befindlichen Agens haben, welches nicht stetig durch
den Raum verbreitet zu sein braucht, sondern auch auf Flichen,
auf Linien oder in Puncten angehduft sein kann. Es seien also
fir U und V folgende Formen angenommen:

e [
et [

Hierin sollen # und » Functionen bedeuten, welche die obige Be-
dingung erfiillen, dass sie und ihre ersten und zweiten Differential-
coéfficienten in dem ganzen Raume endlich bleiben. Unter d g und
dgq sollen die Elemente von Agentien verstanden sein, welche man
sich in dem Raume befindlich und beliebig darin angeordnet den-
ken kann, und fiir welche die Maasseinheiten so gewihlt werden
sollen, wie es bei der Electricitiit geschehen ist, so dass ¢ == 1 zu
setzen ist. Endlich soll » den Abstand eines solchen Elementes
von dem Puncte (z, y, #) darstellen. Wenn nun z. B. in einem
Puncte p’ eine endliche Menge q oder ¢ eines Agens befindlich ist,
so lautet der betreffende Theil des einen oder anderen Integrals

q
r

(26)

oder %, und diese Briiche und ihre Differentialcoéfficienten wer-

den bei unendlicher Anndherung an den Punct »’ unendlich gross.
Dasselbe findet statt, wenn sich eine endliche Menge des Agens
auf einer Linie befindet, wihrend in dem Falle, wo sich eine end-
liche Menge des Agens auf einer Fliche befindet, zwar nicht fiir
das Integral selbst und seine Differentialcoéfficienten erster Ord-
nung, wohl aber fiir seine Differentialcoéfficienten zweiter Ord-
nung unendliche Werthe entstehen. Nur wenn das Agens mit end-
licher Raumdichtigkeit durch den Raum verbreitet ist, bleibt das
Integral mit seinen Differentialcoéfficienten erster und zweiter Ord-
nung iiberall endlich, und in diesem Falle ist es daher gleichgiil~
tig, ob man das Integral in % resp. in v mit embegrelfen oder be-
sonders hinschreiben will,
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Fiir diese unter (26) gegebenen allgemeineren Formen der
Functionen U und V lauten die den Green’schen Satz aus-
driickenden Gleichungen folgendermaassen:

@7 fzg_U%gd _—fU-g—-de —fUAvdz—Hn Udg
(28) JfESQQQZd JfV' dm-—JrVdudv+4nerdq

(29) /U do +fUdvdr~4:szdq
=/Vﬁdw —}—deudr-—Mz/qu.

§ 12. Bestimmung des von einer Flidche einge-
schlossenen Agens.

Um eine erste sehr einfache Anwendung des Green’schen
Satzes zu machen, wollen wir fiir U den constanten Werth 1 an-
nehmen. Daraus ergiebt sich fiir die Differentialcoéfficienten von
U und somit fiir die ganze linke Seite der Gleichung (27) der
Werth 0 und die Gleichung geht iiber in:

—ggdw—}»fdvdt—-4nqu::0.

Ferner wollen wir unter 7 die Potentialfunction eines Agens ver-
stehen, welches sich theils innerhalb, theils ausserhalb der ge-
schlossenen Fliche befinden und beliebig vertheilt sein kann, In-
dem wir dann fiir 7 die unter (26) gegebene allgemeine Form

et [

anwenden, wollen wir uns die Potentialfunction des dusseren Agens
durch v und die des inneren Agens durch glr_q dargestellt denken.

Dann ist fiir den ganzen von der Flache eingeschlossenen Raum
Av=0, und die obige Gleichung vereinfacht sich somit in:

————d(‘o—-fhzqu__o
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Das zweite hierin vorkommende Integral ist nichts weiter, als die
ganze Menge des von der Fliche eingeschlossenen Agens, und wir
erhalten somit, indem wir diese Menge mit @ bezeichnen:

oV
(30) f o do = 47Q
oder:
1 prov

Sollte die Flidche selbst mit einer endlichen Menge Agens be-
legt sein, so wiirde %g an der Innen- und Aussenseite der Fliche
verschiedene Werthe haben, und je nachdem man den inneren
oder #usseren Werth in dem Integrale anwendete, wiirde man die
Menge des Agens ohue oder mit Zurechnung der auf der Fliche
befindlichen Menge erhalten.

§. 13. Das Green-Dirichlet’sche Princip und die
Green’sche Function.

Die weiteren Anwendungen des Green’schen Satzes werden
besonders fruchtbar, wenn man ihn mit einem gewissen anderen
Satze in Verbindung bringt. Dieser ist in der fiir den betreffen-
den Zweck geeigneten Form ebenfalls zuerst von Green ausge-
sprochen, aber nicht streng mathematisch bewiesen, sondern nur
auf Griinde, welche man vom physicalischen Gesichtspuncte aus
als sicher zu betrachten pflegt, zuriickgefiihrt. Dirichlet hat
ihm spiter eine allgemeinere Form gegeben, und ihn streng mathe-
matisch bewiesen. In dieser Form, in welcher man ihn das Di-
richlet’sche Princip zu nennen pflegt, lautet er: Es giebt
fiir einen beliebigen begrenzten Raum immer eine und
nur Eine Function # von #, y, 2, die selbst und deren Dif-
ferentialcoéfficienten erster Ordnung stetig sind, die
innerhalb jenes ganzen Raumes die Gleichung Ju =0
erfiillt, und die endlich in jedem Puncte der Ober-
flache einen vorgeschriebenen Werth hat.

Den Beweis dieses Satzes will ich hier nicht aufnehmen, son-
dern verweise in dieser Beziehung auf mein oben citirtes Buch
iiber die Potentialfunction. Hier wird es geniigen, die von Green
fiir den beschréinkteren Satz angefiihrten Griinde mitzutheilen.
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Green stellt nicht die allgemeine Bedingung, dass die Func-
tion w an der Oberfliche einen fiir jeden Punct beliebig vorge-
schriebenen Werth habe, sondern giebt den Werth, den sie haben
soll, bestimmt an. Sei ndmlich innerhalb des gegebenen Raumes
irgend ein Punct p’ ausgew#hlt, und der Abstand des betrachteten
Punctes der Oberfliche von diesem Puncte mit » bezeichnet, so soll

w an dem Oberflichen-Puncte den Werth —% haben, so dass die
Summe u % gleich Null ist.

Den Beweis von der eindeutigen Existenz dieser Function u
fiihrt Green so. Man betrachte die Oberfliche des gegebenen
Raumes als. eine fiir Electricitdt leitende Fliche, welche durch
einen unendlich diinnen Draht mit der Erde in Verbindung stehe.
Ferner denke man sich im Puncte p’ eine Einheit positiver Elec-
tricitdt concentrirt. Diese wird durch Influenz bewirken, dass po-
sitive Electricitit von der Fliche in die Erde abstromt und die
Flédche eine so angeordnete negativ electrische Ladung erhilt, dass
die gesammte Potentialfunction auf allen Theilen der Fliche den
in der Erde stattfindenden Werth Null hat. Die gesammte Poten-
tialfunction besteht aber erstens aus der Potentialfunction der in

p' concentrirten Electricitdtseinheit, nimlich o und zweitens aus

der Potentialfunction der auf der Fliche durch Influenz angesam-
melten Electricitit. Nennen wir also die letztere Potentialfunction
u, so ist auf allen Theilen der Fliche die Gleichung
w -+ —:7 =0

erfiillt, und ebenso geniigt diese mit u bezeichnete Potentialfunc-
tion in dem ganzen gegebenen Raume der in Bezug auf die Stetig-
keit gestellten Bedingung und der Gleichung 4w =— 0. Nimmt
man es nun als selbstverstdndlich an, dass es, wenn in irgend
einem Puncte p’ eine Electricititseinheit concentrirt ist, immer
eine und nur Eine Vertheilung von Electricitit auf der Fliche
giebt, welche der fiir das Gleichgewicht nothigen Bedingung, dass
die gesammte Potentialfunction auf der Fliche iiberall gleich Null
ist, entspricht, so ist damit die eindeutige Existenz der Function
u bewiesen, und ihr zugleich dadurch, dass sie die Potential-
function der unter den genannten Umstinden auf der Fliche an-
gesammelten Electricitiat sein soll, eine bestimmte physicalische
Bedeutung gegeben.
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Auch fiir einen nicht in dem von der Fliche eingeschlossenen
Raume, sondern in dem die Fliche umgebenden Raume gelegenen
Punct p' stellt Green die entsprechenden Betrachtungen an, dass
er sich in p’ eine positive Electricititseinheit concentrirt denkt,
welche die als leitend und mit der Erde verbunden angenommene
Fliche negativ electrisch macht, und dass er dann die Potential-
function der auf der Flache befindlichen negativen Electricitdt als
die Function » ansieht, Diese Function erfiillt dann wieder die

Bedingung, dass sie an allen Puncten der Fliche gleich — —;_- ist,
und hat ausserdem die Eigenschaft, dass in unendlicher Entfer-

nung R vom Anfangspuncte der Coordinaten « und %}% unendlich

kleine Grossen von den Ordnungen —;5 und werden, was fiir

B R?
solche Betrachtungen, bei denen man, um einen allseitig begrenz-
ten Raum zu haben, zu der gegebenen Fliche noch eine unend-
lich grosse Kugelfiiche als zweite Grenzfliche hinzunimmt, wesent-
lich ist.

Die in dieser Weise fiir den inneren oder #usseren Raum be-
stimmte Function » pflegt man die Green’sche Function'zu
nennen,

§. 14. Bestimmung der Potentialfunction eines durch
eine Fliche abgegrenzten Agens aus den in der
Fliche stattfindenden Werthen.

Wir wollen nun annehmen, es sei eine geschlossene Fldche
gegeben, welche einen ein Agens enthaltenden Raum von einem
leeren Raume abgrenze, indem entweder der dussere Raum das
Agens enthalte und der innere leer sei, oder umgekehrt der innere
Raum das Agens enthalte und der dussere leer sei. Auf der Fliche
selbst kann sich in beiden Fillen ebenfalls eine endliche Menge
des Agens befinden. Es handelt sich nun darum, zu untersuchen,
ob die Potentialfunction, wenn sie an der Grenzfliche bekannt ist,
gich auch in dem ganzen leeren Raume bestimmen lisst.

Zunichst moge der innere Raum als der leere betrachtet wer-
den. Indem wir auf diesen die Green’sche Gleichung (29) an-
“wenden, wollen wir unter ¥ die zu bestimmende Potentialfunction
verstehen. Da diese Function und ihre ersten und zweiten Ablei-
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tungen in dem von Agens freien inneren Raume iiberall endlich
bleiben miissen, so kann man in dem unter (26) gegebenen allge-

meinen Ausdrucke von ¥V, ndmlich » f d7q7 das Integral mit

dq fortlassen und » mit ¥ als gleichbedeutend betrachten. Was
ferner die Function U anbetrifft, so wollen wir, nachdem wir irgend
einen in dem Raume gelegenen Punct p’ mit den Coordinaten
Z, o, 2 ausgewihlt haben, unter » den Abstand des Punctes
(2, ¥, 2) von diesem Puncte und unter 4 die Green’sche Func-
tion verstehen, und dann setzen:

1
U — A + 7 .
Aus der Vergleichung dieses Ausdruckes mit dem unter (26) gege-
benen allgemeinen Ausdrucke u -+ / %—q ergiebt sich, dass in dem

letzteren dq als das Element einer im Puncte p’ concentrirten
Einheit des Agens anzusehen ist, woraus folgt, dass das in der

Green’schen Gleichung vorkommende Integral / Vdq in diesem
Falle nichts anderes ist, als der im Puncte p’ stattfindende Werth
von ¥, welchen wir mit ¥’ bezeichnen wollen. Die Green’sche
Gleichung (29) nimmt also folgende Form an:

f(u+~})_dm+f<u+_>4m
:fv-a—j;L—)d —}—/Vdudz 4xV.

Da nun das Agens, von welchem V die Potentialfunction ist,
sich nur im Husseren Raume oder auf der Oberfliche, und das
Agens, von welchem u die Potentialfunction ist, sich nur auf der
Oberfliche befindet, so ist fiir den ganzen inneren Raum

AV = 0 und du = 0.

Ferner muss an der Oberfliche die fiir die Green’sche Function
geltende Bedingungsgleichung

u+%:0

erfiillt sein. Die obige Gleichung vereinfacht sich also in
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0 u—’——j;)
V ————~do — 4z V" =0,
on

woraus sich ergiebt:

1 }
(31) V! = 1 V?u_+_7) do
4n on )

Bedenkt man nun, dass % eine, wenn auch nicht bekannte, so
doch vollkommen bestimmte Function ist, so folgt aus dieser Glei~
chung, dass, wenn die Potentialfunction ¥ an der Oberfliche be-
kannt ist, dadurch auch ihr Werth an jedem beliebigen Puncte p’
im Innern des von der Flache eingeschlossenen Raumes bestimmt
ist, ohne dass dazu die Art der Vertheilung des Agens gegeben zu
sein braucht, Zur wirklichen Berechnung von 7’ bedarf es erst
noch der Ableitung der dem speciellen Falle entsprechenden Form
von u.

Es mége nun zweitens der dussere Raum als der leere be-
trachtet werden, in welchem die Potentialfunction des von der
Flache eingeschlossenen Agens bestimmt werden soll. Damit die-
ser Raum allseitig begrenzt sei, denken wir uns um den Anfangs-
punct der Coordinaten mit einem unendlich grossen Radius R eine
Kugelfiiche geschlagen, so dass der zu betrachtende Raum zwi-
schen der gegebenen geschlossenen Fliche und der unendlich
grossen Kugelfiiche liegt.

In diesem Raume wihlen wir wieder irgend einen Punct p’
aus, und konnen dann, ganz wie vorher die Gleichung (31) ablei-
ten, worin aber fiir diesen Fall das Flichenintegral, wenigstens
vorldufig, nicht bloss auf die gegebene Fliche, sondern auch auf
die unendlich grosse Kugelfliche zu beziehen ist.

Was zunéichst den auf die gegebene Fliche beziiglichen Theil
des Integrals betrifft, so sind dariiber noch einige Bemerkungen
zu machen. In dem unter dem Integralzeichen stehenden Diffe-

rentialcoéfficienten
1
on
muss, den fritheren Festsetzungen gemiss, die Normale nach der

Seite des betrachteten Raumes zu als positiv gerechnet werden.
Wihrend sie also im vorigen Falle nach Innen als positiv gerech-
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net werden musste, muss sie im jetzigen Falle nach Aussen als
positiv gerechnet werden. Da ferner dieser Differentialcoéfficient
an beiden Seiten der Fliche verschiedene Werthe hat, so muss
darauf geachtet werden, dass immer der Werth anzuwenden ist,
welcher an der Seite des betrachteten Raumes gilt. Wihrend also
im vorigen Falle der an der Innenseite geltende Werth angewandt
werden musste, muss im jetzigen Falle der an der Aussenseite gel-
tende Werth angewandt werden.

Was ferner den auf die unendlich grosse Kugelfliche beziig-
lichen Theil des Integrals betrifft, so ldsst sich dieser sehr ein-
fach abmachen. Gegen den unendlich grossen Radius der Kugel-
fliche sind alle endlichen Entfernungen zu vernachlissigen, und

man kann daher an der Kugelfléiche fiir % und ¥V die Werthe in

Anwendung bringen, welche man erhalten wiirde, wenn der Punct
p' und das ganze von der gegebenen Fliche eingeschlossene Agens,
dessen Menge wir mit ¢ bezeichnen wollen, sich im Mittelpuncte
der Kugelfliche befinde, ndmlich:
_:'- = % und ¥V = —%,

und fiir die Differentialcoéfficienten nach » kann man, da die nach
Innen gehende Normale die entgegengesetzte Richtung des Ra-
dius hat, setzen:

ou ou un d r 1

on~_ ~ OR R
Endlich kann man das Flachenelement do der Kugelfliche durch
das Product R?d¢ ersetzen, worin de das FElement des korper-
lichen Winkels bedeutet. Dadurch erhdlt man fiir den auf die

Kugelfliche beziiglichen Theil des Integrals die Gleichung:

f (u+ )dw~f—<_—— Rdo
=@ (—Rm—}—ﬂ)dﬁ.

Da nun nach dem, was in §. 13 iiber u gesagt wurde, a‘R eine un-

endﬁch kleine Grisse von der Ordnung % ist, so ist das Product
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R % noch eine unendlich kleine Grosse von der Ordnung —ll—{—, und

der ganze auf die Kugelfliche beziigliche Theil des Integrals ist
somit. unendlich klein und kann vernachlissigt werden. Man
braucht also in der Gleichung (31), mag man sie auf den inneren
oder dusseren Raum anwenden, das Integral nur uber die gege-
bene Fliche auszudehnen.

Unter Zusammenfassung der vorstehenden Ergebnisse konnen
wir folgenden, fiir beide Fille geltenden Satz aussprechen: Durch
die Werthe, welche die Potentialfunction in der ge-
gebenen Fliche hat, sind-auch die Werthe, welche
siein dem ganzen resp. inneren oder dusseren leeren
Raume hat, vollstindig bestimmt.

Befindet sich das Agens nur auf der Fliche selbst, so gilt der
Satz fir den inneren und #usseren Raum gleichzeitig, und man
kann ihn”dann so aussprechen: Wenn fiir ein iber eine ge-
schlossene Flidche verbreitetes Agens die Potential-
function in der Flidche selbst gegeben ist, so ist sie
dadurch auch in dem ganzen inneren und dusseren
Raume bestimmt.

Endlich mége noch bemerkt werden, dass die Sitze, welche
hier fiir eine einzelne geschlossene Fliche ausgesprochen sind, sich
in leicht ersichtlicher Weise auch auf mehrere geschlossene Fli-
chen ausdehnen lassen.

§ 15. Flichenbelegung, welche einer in der Fliche
gegebenen Potentialfunction entspricht.

Aus dem im vorigen Paragraphen abgeleiteten Satze ergiebt
sich sofort auch der folgende Satz: Fiir eine geschlossene
Fliche giebt es stets eine und auch nur Eine Verthei-
lung von Agens auf der Fldche selbst, deren Poten-
tialfunction in jedem Puncte der Fliache einen vor-
geschriebenen Werth hat,

Wenn nédmlich fiir eine Flichenbelegung der Werth der Po-
tentialfunction in allen Puncten der Fliche gegeben ist, so ist
damit nach dem vorigen Paragraphen auch die Potentialfunction
im ganzen inneren und #usseren Raume bestimmt, und mit der
Potentialfunction sind es auch ibre Differentialcoétficienten. Den-
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ken wir uns nun an irgend einem Puncte der Oberfliiche eine Nor-
male errichtet, welche nach der einen Seite als positiv und nach
der anderen als negativ gerechnet wird, so gilt gemiss (9) in §. 8,
wenn darin & — 1 gesetzt wird, folgende Gleichung:

h—_L[ﬂf _‘_?Z
o 47 8n>+o i)n)_o]’

worin A die auf den betreffenden Punct beziigliche Flichendichtig-
keit derjenigen Flichenbelegung bedeutet, von welcher 7 die Po-
tentialfunction ist. Folglich ist die Fldchendichtigkeit fiir jeden
Punct der Fliche vollkommen bestimmt, und damit ist der obige
Satz bewiesen.

Hieraus lisst sich sofort noch ein weiterer Schluss ziehen.
Wenn eine geschlossene Fliche einen mit Agens erfiillten Raum
von einem leeren abgrenzt, indem entweder der dussere Raum das
Agens enthilf und der innere leer ist, oder der innere das Agens
enthilt und der dussere leer ist, so ist, wie wir im vorigen Para-
graphen gesehen haben, durch die Werthe, welche die Potential-
function des Agens an der Grenzfliche hat, auch die Potential-
function in dem ganzen leeren Raume bestimmt. Da nun stets eine
und nur Eine Flichenbelegung moglich ist, deren Potentialfunction
an der Fliche selbst irgend welche vorgeschriebene Werthe hat,
so muss auch eine und nur Eine Flichenbelegung moglich sein,
deren Potentialfunction an der Flidche die der Potentialfunction
des gegebenen Agens zukommenden Werthe hat, und somit auch
in dem ganzen leeren Raume mit der Potentialfunction des gege-
benen Agens iibereinstimmt.

Demnach lisst sich folgender, oft zur Vereinfachung anwend-
barer Satz aussprechen: Wenn in einem Raume, welcher
durch eine geschlossene Fldche von dem iibrigen
Raume abgegrenzt ist, sich ein Agens in beliebiger
Vertheilung befindet, welches zum Theil auch auf
der Fliche selbst gelagert sein kann, so giebt es stets
eine und nur Eine Flidchefibelegung, welche in dem
ganzen iibrigen Raume dieselbe Potentialfunction
hat, wie das gegebene Agens.
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§ 16. Bestimmung der Potentialfunction und der
Fldchendichtigkeit bei electrischen leitenden Korpern
aus der Green’schen Function.

An die vorigen Schliisse mogen noch einige weitere ange-
kniipft werden, welche sich speciell auf Electricitit beziehen.

Es sei ein fiir Electricitit leitender Korper A gegeben, wel-
cher mit Electricitit geladen sei, und es soll die Potentialfunction
im dusseren Raume bestimmt werden. Dazu haben wir allgemein
die Gleichung (31), ndmlich:

. a<u+-:->

Nun ist aber im Innern und somit auch an der ganzen Oberflliche
eines leitenden Korpers die Potentialfunction constant und kann
daher aus dem Integralzeichen herausgenommen werden. Wir er-
halten also, indem wir den constanten Werth, welchen wir das
Potentialniveau des Korpers 4 nennen wollen, mit ¥, be-
zeichnen :

1
o (w4 —
’ Va < T)
(32) V= Hf"‘“a"n“— da.

Hieraus ergiebt sich, dass fiir jedes Potentialniveau des Korpers
die Potentialfunction in dem ganzen Husseren Raume aus der
Function # bestimmt werden kann.

Wenn die Potentialfunetion in dem ganzen #usseren Raume
bestimmt ist, so ist es auch der in der Nihe der Fliche geltende
Werth von —g—g, und mit Hiilfe dieses wiederum kann man, nach
Gleichung (11), die Flichendichtigkeit  ausdriicken, so dass also
auch die Art, wie die dem Korper mitgetheilte Electricitiit sich
iiber seine Oberfliche verbreitet, aus der Function # bestimmt
werden kann.

Sind statt Fines Korpers 4 deren mehrere 4, B, C etc. ge-
geben, so erhélt man ganz entsprechend :
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o [ [,

8 <u + —>
+ 41; .—_J'}'T—L d @, + etc.,
worin da,, dw,, de, etc. Oberflichenelemente der Korper 4, B,
C etc. bedeuten und die einzelnen Integrale sich auf die Oberflichen
der einzelnen Korper beziehen, Die Function # ist in diesem Falle
natiirlich so zu bestimmen, dass alle gegebenen Korper gleichzeitig
beriicksichtigt werden. Man denke sich némlich alle diese Korper
durch unendlich diinne Drihte mit der Erde verbunden, und
nehme im Puncte p’ eine positive Electricititseinheit an, welche
auf allen Korpern durch Influenz eine Ladung mit negativer Elec-
tricitdt verursacht, dann ist die Potentialfunction dieser gesamm-
ten negativen Electricitdt die Function w.

§.17. Wirkung einer leitenden Schaale und eines
leitenden Schirmes.

Es sei ein von einer inneren und einer dusseren Oberfliche
begranzter schaalenférmiger Korper aus einem die Electricitit lei-
tenden Stoffe gegeben. Dann konnen wir drei Rdume unterschei-
den, den inneren Hohlraum, den dusseren umgebenden Raum und
den von dem Korper selbst erfiillten Raum.

Der innere Hohlraum mége nun irgend welche mit Electrici-
tiat geladene Korper einschliessen, und es soll untersucht werden,
welchen electrischen Zustand diese in der Schaale hervorrufen,
und wie sie nach Aussen wirken.

Wir betrachten zunichst die innere Oberfliche der Schaale.
Unendlich nahe an derselben, aber noch in dem Hohlraume, den-

ken wir uns den Differentialcoéfficienten %, gebildet, wobei die

Normale nach dem Hohlraume zu als ‘positiv gerechnet werden
moge. In Bezug auf diesen Differentialcoéfficienten gilt folgende,
in §. 12 unter (30) gegebene Gleichung:

8 4 d 0 = 47,

worin das Integral sich auf die den Hohlraum begrenzende Fliche,
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also auf die innere Oberfliche unserer Schaale bezieht, und @ die
gesammte von der Fliche eingeschlossene Electricitéitsmenge, also
die Electricititsmenge, mit welcher die in dem Hohlraume befind-
lichen electrischen Korper geladen sind, bedeutet. Ferner ist der

hier betrachtete Differentialcoéfficient g%f derselbe, welcher in §.8

mit (9—:; bezeichnet ist, und fiir welchen die dort unter (11)
+o

gegebene Gleichung
_a_I,) — — 47xh
on +0

gilt, worin A die Flidchendichtigkeit der Electricitit bedeutet. Durch
Einsetzung des hier rechts stehenden Werthes in die vorige Glei-
chung erhilt man:

(34) fhdm =— @

d. h. auf der inneren Oberfliche der Schaale befindet
sich eine Electricititsmenge, welche der auf den
eingeschlossenen electrischen Korpern beflndhchen
gleich und entgegengesetzt ist.

Bei diesem Resultate ist es ganz gleichgiiltig, ob die Schaale
mit der Erde in Verbindung steht und dadurch auf dem Potential-
niveau Null erhalten ist, oder ob sie isolirt und auf irgend ein an-
deres Potentialniveau gebracht ist. Dieses hat nur Einfluss auf
die Electricititsmenge, welche sich auf der Husseren Oberfliche
lagert.

Wir wollen nun die Potentialfunction in dem die Schaale
umgebenden dusseren Raume betrachten. Fiir irgend einen Punct
p' dieses Raumes gilt, wenn wir das Potentialniveau der Schaale
mit ¥, bezeichnen, die im vorigen Paragraphen unter (32) gege-

bene Gleichung:
0 (u + —1—>
N " e
on

Hieraus ergiebt sich, dass die #ussere Potentialfunction vollkom-
men bestimmt ist, sobald das Potentialniveau der Schaale gegeben
ist, ohne dass iiber die Art, wie die in dem Hohlraume befind-
lichen Korper gestaltet, angeordnet und mit Electricitéit geladen
sind, etwas bekannt zu sein braucht,

v
5= 8
V—_47z
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Wenn die Schaale mit der Erde in leitender Verbindung steht,
so ist ¥, = 0, und dann ist auch fiir jeden Punct p’ des dusseren
Raumes 7’ = 0. Daraus ergiebt sich, dass die in dem Hohlraum
befindlichen electrischen Korper nach Aussen hin gar keine Wir-
kung ausiiben. Thre Wirkung ist durch die entgegengesetzte Elec-
tricitdt, welche durch Influenz an der inneren Oberfliche der
Schaale angesammelt ist, vollstindig aufgehoben.

Wir wollen uns nun, statt der die electrischen Koérper ganz
umgebenden Schaale, eine verhiltnissméssig grosse aus einem lei-
tenden Stoffe bestehende Platte denken, welche vor die electri-
schen Korper gestellt sei, und jenseit deren die Potentialfunction
bestimmt werden solle. Ohne auf eine specielle Betrachtung die-
ses Falles einzugehen, kann man soviel ohne Weiteres iibersehen,
dass die Platte, wenn sie hinldnglich gross ist, eine dhnliche, wenn
auch nicht so vollstindige Wirkung ausiiben muss, wie die Schaale
und dass also die Potentialfunction jenseit der Platte fast nur von
dem Potentialniveau der Platte abhingen kann, Steht die Platte
mit der Erde in leitender Verbindung, so muss die Potentialfunc-
tion jenseit der Platte sehr nahe den constanten Werth Null ha-
ben, indem die auf der Platte durch Influenz angesammelte ent-
gegengesetzte Electricitdt die Wirkung der electrischen Korper
fast vollstéindig compensirt. Eine insdieser Weise wirkende Platte
pflegt man einen electrischen Schirm zu nennen.

§. 18. Ein allgemeiner Satz in Bezug auf Influenz-
wirkungen.

Zum Schluss dieser allgemeinen Betrachtungen mdge noch
ein vor Kurzem von mir in Wiedemann’s Annalen?) mitgetheilter
Satz angefiihrt werden, welcher sich auf die gegenseitige Influenz
beliebig vieler leitender Korper bezieht, und mehrere, von ver-
schiedenen Autoren aufgestellte Reciprocititssitze als specielle
Fille in sich enthalt. \

Es sei irgend eine Anzahl leitender Korper Oy, G,
O, etc. gegeben, welche influenzirend auf einander
wirken. Diese sollen in zwei verschiedenen Weisen
geladen werden. Bei der ersten Ladung seien die auf
den einzelnen Korpern befindlichen Electricitéts-

mengen: Qi Q2 @5 ete
1) Bd. 1, S. 493.

Clausius, mech, Wirmetheorie. IL 3
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und die dadurch entstehenden Potentialniveaux der
Korper:

Vi, ¥y, V5 ete,
und bei der zweiten Ladung seien die Electricitats-
mengen und Potentialniveaux:

Q;, 94, 95 ete.

By, By, B ete.
Dann gilt folgende Gleichung:

(88) V121 + Vo Qs+ Vs +ete. =B, @1+ B; @+ B @5+ ete.
oder kiirzer geschrieben:
(35a) VO =238¢Q.

Zum Beweise dieser Gleichung denken wir uns um einen in
der Nihe der Korper gelegenen Punct eine unendlich grosse Kugel-
fliiche geschlagen, und wenden auf den zwischen den Korpern und
der Kugelflache liegenden unendlichen Raum die dritte Green’sche
Gleichung an, indem wir unter den beiden darin vorkommenden
Tunctionen, welche wir mit ¥ und 8B bezeichnen wollen, die der
ersten und zweiten Ladung entsprechende Potentialfunction ver-
stehen. Da diese beiden Potentialfunctionen mit ihren ersten und
zweiten Ableitungen in dem betrachteten Raume iiberall endlich
bleiben, so konnen wir die Green’sche Gleichung in der unter
(25) gegebenen Form schreiben, némlich:

/V—dw+/Vd%dr—f% do +fﬂmmr

Da ferner in dem betrachteten Raume keine Electricitit vorhan-
den sein soll, so gelten in demselben iiberall die Gleichungen:

AV =0 und 48 = 0,

wodurch die vorige Gleichung sich reducirt auf:

2% oV
(36) fV—d /%de.

In dieser Gleichung haben sich die Integrale iiber die Ober-
flichen aller gegebenen Korper und iiber die unendlich grosse
Kugelfléiche zu erstrecken. Die auf die letztere Fliche beziiglichen
Theile der Integrale sind aber aus den Griinden, welche fiir einen
dhnlichen Fall schon in §. 14 besprochen wurden, unendlich klein
und konnen daher vernachlissigt werden, so dass die Integratio-
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nen nur auf die Oberflichen  der gegebenen Korper ausgedehnt zu
werden brauchen.

Auf der Oberfliche jedes Korpers ist die Potentialfunction
constant, und kann daher fir den Theil des Integrals, welcher sich
auf ihn bezieht, aus dem Integralzeichen genommen werden. Dem-
nach kénnen wir die vorige Gleichung so schreiben:

0% 0% v R
V[ Do 4 ¥ [ Do, + ¥, [P e, 4 et

oV ov oV
:%I/del+%2 %dm2+%3/WdM3—,—etC.,

worin dw;, de,, dow,; etc. Oberflichenelemente der Korper C,
C,, O, ete. sein und die verschiedenen Integrale sich auf die Ober-
fiichen der einzelnen Korper beziehen sollen.

Nun ist, wie im vorigen Paragraphen; an allen Oberflichen,
gemiss der Gleichung (11), zu setzen:

oV 0B

i 4nhundﬁz
worin % und § die Flichendichtigkeiten bei den beiden Ladungen
bedeuten sollen. Es kommt also:

VoS hdo, + Vi S hde, + V3 [Hhda, + ete.
— %, [hdeo, + B S hdeoy + By [ hdo, 4 ete.

Die hierin noch vorkommenden Integrale sind aber nichts weiter,
als die auf den einzelnen Korpern befindlichen Electricitdtsmen-
gen, und wir erhalten somit die zu beweisende Gleichung

Vi Vo 4 Vo034 ete. = B, @+ B, @, B; @5+ ete.

Diese Gleichung lisst sich unter gewissen, oft stattfindenden
Umstinden noch sehr vereinfachen. Betrachten wir die Glieder,
welche sich auf irgend einen der gegebenen Korper, der C; heisse,
beziehen, nimlich die beiden Producte

V9, und B; @;,

so werden diese in zwei Fillen Null, so dass sie aus der Gleichung
fortgelassen werden konnen. Wenn der Korper mit der Erde in
leitender Verbindung steht, so bleibt sein Potentialniveau bei jeder
Ladung des Systemes Null, und wir haben also fiir diesen Fall zu
setzen:

— 4=},

Vi= B; = 0,
wodurch die obigen Producte verschwinden. Wenn ferner der Kor-
8*
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per isolirt und urspriinglich unelectrisch ist, und bei der Ladung
keine Electricitdt von Aussen erhilt, sondern nur durch Influenz
eine ungleiche Vertheilung seiner eigenen Electricitit erleidet, so
wird seine Oberfliche theils positiv, theils negativ electrisch, in
der Weise, dass die ganze auf der Oberfliche befindliche Electri-
cititsmenge Null bleibt. Wir haben dann also zu setzen:

Qi:Dz‘:Ov

wodurch wiederum die obigen Producte verschwinden. Demge-
miss kann folgende Regel aufgestellt werden. Solche Korper, die
bei beiden Ladungen mit der Erde in leitender Verbindung ste-
hen, oder die isolirt und urspriinglich unelectrisch sind, und bei
den Ladungen keine Electricitit empfangen, konnen bei der Auf-
stellung der Gleichung.(35) ganz unberiicksichtigt bleiben.

Es moge nun als specieller FFall angenommen werden, dass
bei allen gegebenen Korpern, mit Ausnahme von C; und C;, einer
der beiden genannten Umstinde stattfinde. Dann reducirt sich
die Gleichung auf:

(37) Vlgl + Vz‘D2 == %1 Ql + 232 Q2-

Wenn wir diese Gleichung noch weiter dadurch vereinfachen, dass
wir auch iiber das Verhalten der Kérper C; und C, noch beson-
dere Annahmen machen, so gelangen wir zu den oben erwihnten
Reciprocitétssitzen.

Zunichst wollen wir uns denken, bei der ersten Ladung werde
C; bis zum Potentialniveau K geladen, wihrend C, mit der Erde
in leitender Verbindung stehe und durch Influenz aus der Erde
die Electricititsmenge @), erhalte; bei der zweiten Ladung werde
C, bis zum Potentialniveau K geladen, wihrend C; mit der Erde
in leitender Verbindung stehe, und durch Influenz die Electricitits-
menge £, erhalte. Dann haben wir zu setzen:

Vp=3,=0; V=25, =K,

wodurch (37) iibergeht in:
KO, = K@,

oder:
(38) Q= @
Also die Electricitdtsmenge, welche bei der Ladung von C; bis zu
einem gewissen Potentialniveau durch Influenz auf C, angesam-
melt wird, und diejenige, welche bei der Ladung von G, bis zu
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demselben Potentialniveau durch Influenz auf C; angesammelt wird,
sind unter einander gleich,

Ferner wollen wir beide Korper als isolirt und urspriing-
lich unelectrisch voraussetzen, und annehmen, bei der ersten La-
dung erhalte nur der Kérper C, die Electricititsmenge FE, durch
deren Influenz in O, das Potentialniveau ¥, entstehe, und bei der
zweiten Ladung erhalte nur der Korper C, die Electricitéitsmenge
E, durch deren Influenz in O, das Potentialniveau B; entstehe.
In diesem Falle haben wir zu setzen:

=2 =0 @ =2, =1,
wodurch (37) iibergeht in:

V,E=%3,E

oder:
(39) V; =19,
Also das Potentialniveau, welches bei der Ladung von C; mit einer
gewissen Electricitdtsmenge durch Influenz in C, entsteht, und
dasjenige, welches bei der Ladung von C, mit derselben Electri-
cititsmenge durch Influenz in C, entsteht, sind unter einander
gleich.

Denken wir uns noch specieller die beiden Korper auf Puncte
reducirt, setzen ferner £ — 1 und nehmen endlich von den iibrigen
ausser C; und C, noch vorhandenen leitenden Korpern an, dass sie
mit der Erde in leitender Verbindung stehen, so erhalten wir als
speciellen Fall der vorigen Gleichung die entsprechende Gleichung
fir die Green’sche Function. DBezeichnen wir nimlich die
Green’sche Function fiir die beiden Fille, wo sich die Electri-
citatseinheit im ersten oder zweiten Puncte befindet, mit « und u,
und ferner den Abstand irgend eines Punctes z, y, # vom ersten
und zweiten Puncte mit » und t, so haben wir zu setzen:

1 1
V=u + ;—, B=u + ?
und dadurch geht die vorige Gleichung iiber in
1 1
Ug + ’1'_2 = ’{— "r—l' .

Nun sind aber 7, und t; unter einander gleich, indem », den Ab-
stand des zweiten Punctes vom ersten. und 1; den Abstand des er-
sten Punctes vom zweiten bedeutet, und somit reducirt sich die

Gleichung auf
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(40) Uy = Uy,

d. h. wenn man von zwei gegebenen Puncten das eine Mal im ersten
die Electricititseinheit annimmt und im zweiten die Green’sche
Function betrachtet, und das andere Mal im zweiten die Electri-
cititseinheit annimmt und im ersten die Green’sche Function
betrachtet, so erhilt man gleiche Werthe.

Ausser den hier beispielsweise aus der Gleichung (35) gezo-
genen Schliissen, welche zwei sehr einfache specielle Fille betref-
fen, lassen sich natiirlich noch viele andere #hnliche Schliisse aus
derselben ziehen.
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Gleichungen fiir Leidener Flaschen.

§. 1. Betrachtung zweier einander sehr nahe gegeniiber-
liegender Oberflachenpuncte von leitenden Kérpern.

Nach den vorstehenden allgemeinen Betrachtungen wenden
wir uns nun zur speciellen Betrachtung einer fiir die Electricitéts-
lehre sehr wichtigen Gruppe von Apparaten, némlich des Conden-
sators, der ' Franklin’schen Tafel und der Leidener Flasche.
Dabei wollen wir die bei diesen Apparaten vorkommende isoli-
rende Zwischenschicht vorliufig einfach als einen vollkommenen
Isolator ansehen, welcher bei der Ladung des Apparates keine
innere Verinderung erleidet, indem wir uns die Betrachtung der
im Inneren von Isolatoren vorkommenden electrischen Veréinde-
rungen und ihres nach Aussen hin ausgeiibten Einflusses fiir den
nichsten Abschnitt vorbehalten.

Zunichst mogen statt eines der genannten Apparate nur
irgend zwei leitende Korper C; und C, gegeben sein, deren Ober-
flichen sich an einer Stelle sehr nahe gegeniiberliegen. Die Ober-
flichen sollen an dieser Stelle einander parallel sein, so dass die
auf der einen errichtete Normale auch auf der anderen normal ist.
Die Linge des zwischen den beiden Oberflichen liegenden Stiickes
der gemeinsamen Normale, also den Abstand der Fléchen, wollen'
wir mit ¢ bezeichnen und als sehr klein voraussetzen.

Es mége nun die Potentialfunction im Korper C; den Werth
V, und im Koérper O, den Werth V, haben, wihrend sie zwischen
beiden Kérpern veriinderlich ist, und hier einfach mit ¥ bezeich-
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net werde. Um sie hier fiir einen beliebigen Punct auszudriicken,
wihlen wir den an der Oberfliche des Korpers C, gegebenen Punct
zum Anfangspuncte eines rechtwinkligen Coordinatensystemes, des-
sen z-Axe die in dem Puncte errichtete Normale (und zwar nach
Aussen hin als positiv gerechnet), und dessen - und y-Axe irgend
zwei in der Tangentialebene gelegene auf einander senkrechte
Gerade seien. Da der zum Anfangspuncte gewdhlte Punct noch
zum Korper O, gehort, so hat die Potentialfunction in ihm den
Werth 7,. Gehen wir aber von ihm aus in der Richtung der
z-Axe vorwirts, so Andert sich die Potentialfunction, und nach
dem Tailor’schen Lehrsatze konnen wir fiir einen um die Strecke
2 vom Korper C, entfernten Punct schreiben:

oV AL L) AN L
=Tt () () o+ (5 s e

worin der an die Differentialcoéfficienten gesetzte Index 1 andeu-
ten soll, dass es sich um die dicht am Kérper C; geltenden Werthe
der Differentialcoéfficienten handelt. Wenden wir diese Gleichung
auf den Punct an, wo die #-Axe den anderen Korper C, trifft, so
ist in diesem Puncte # = ¢, und die Potentialfunction hat hier
den Werth V,, woraus folgt, dass zu setzen ist:

oV 027\ «¢? 3V - 3
W =T+ (G + Gt + (G s+t
Die ersten beiden hierin an der rechten Seite stehenden Diffe-
rentialcoéfficienten kann man auf Einen reduciren, wenn man die
fiir den ganzen zwischen den beiden Korpern liegenden- Raum gel-
tende Gleichung

oV |, oV |, o2V
2) 227 Tagr T =0
in Anwendung bringt.

Man denke sich, dass man von dem in der Oberfliche des
Korpers C; liegenden Anfangspuncte der Coordinaten aus in der
xzz-Ebene nach einem anderen ausserhalb des Korpers oder in
dessen Oberfliiche gelegenen unendlich nahen Puncte fortschreite,
dessen Coordinaten dz und dz sein mogen. Die dadurch entste-
hende kleine Aenderung der Potentialfunction ¥ wird durch fol-
gende Gleichung bestimmt:

oV oV 02V da? oV 02V dz?

-+ ete.,
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worin der Index 1 an den Differentialcoéfficienten der Bequem-
lichkeit wegen fortgelassen ist. Nimmt man nun bestimmter an,
dieser andere Punct sei, wie der Anfangspunct der Coordinaten,
in der Oberfliche des Korpers () gelegen, so hat die Potential-
function hier ebenfalls den Werth 7; und das an der linken Seite
stehende Differential d ¥ ist somit gleich Null zu setzen. Zugleich
ldsst sich fiir diesen Fall aus der Gestalt der Curve, in welcher die
zz-Ebene die Oberfliche des Korpers schneidet, die Beziehung
zwischen den Differentialen dz und dz ableiten. Da die z-Axe
die in dem betreffenden Puncte an die Curve gelegte Tangente ist,
so erhalten wir, wenn wir den Kriimmungsradius der Curve in die-
sem Puncte mit R, bezeichnen, die Gleichung:

dz—-$——dx -+ ete.,

worin das obere oder untere Zelchen zu wihlen ist, jenachdem
die Curve, von der Seite der positiven z, d. h. von der Aussenseite
des Korpers betrachtet, convex oder concav ist. Setzen wir diesen
Werth von dz in die vorige Gleichung ein, und setzen zugleich die
linke Seite gleich Null, so kommt:

oV oV __ 1aV
8xd t 3 <8x2 R EY}

Da diese Gleichung fiir beliebige Werthe von dz richtig sein muss,
so folgt, dass die Coéfficienten der verschiedenen Potenzen von dz
einzeln gleich Null sein miissen, woraus sich ergiebt:
oV 0: 2V _ 1 oV
[ TR A T
Die zweite dieser Gleichungen wollen wir in folgender Form
schreiben:

dz? - etc.

= 0.

o2V 1 oV
®) T P
Ebenso erhélt man fiir die y2-Ebene, wenn die Curve, in wel-

cher diese Ebene die Oberfliche schneidet, den Kriimmungsradius
R, hat:

0V 1 oV
@ T AT
. oV oV .
Diese Werthe von 527 und o in die Gleichung (2) einge-

setzt, giebt:
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1 1 oV
(i“EiRT> 52 +az2 =0
oder:
oV __ 1 i)V
Indem man diesen Werth von ﬂ , welcher sich auf den an der

022
Oberfliche des Korpers C; liegenden Anfangspunct der Coordina-

2
ten bezieht, in die Gleichung (1) fiir <8__12f> einsetzt, erhélt man:

© 7i=7t (5) e[ 5 (F o 7 )|+ (), 7
-+ ete. -

Hierin kann nun noch fiir <2—Z> ein anderer Ausdruck ge-
1

setzt werden. Nach Gleichung (11) des vorigen Abschnittes ist
némlich, wenn A, die Flidchendichtigkeit der Electricitit an dem
betreffenden Puncte der Oberfliche des Korpers C, bedeutet, zu

setzen:
oV
<-5—Z_>1 == — 47!]&1,

wodurch die Gleichung iibergeht in:
c/— 1 __ 1 k) AN
V2—Vl_4nhlc [1+§<+—R;+—ft—ll—>]+ 833> l 93+etc

In dieser Gleichung wollen wir nun die Glieder von dritter und
héherer Ordnung in- Bezug auf ¢ vernachlissigen, und die Glei-
chung in folgender Form schreiben:

M h=Vi=dabe[14+ 5 (F g T )]

Nachdem wir dieses Resultat fiir den Korper €, gewonnen
haben, wollen wir uns denken, es werde ganz dieselbe Entwicke-
lung noch einmal gemacht, nur mit dem Unterschiede, dass wir
von der Oberfliche des Korpers C, ausgehen, und in der Normale
bis zur Oberfliche des Korpers €, fortschreiten. Die dadurch ent-
stehende Gleichung konnen wir sofort aus der vorigen ableiten,
wenn wir die- Differenz V; — V, mit ¥, — V; vertauschen, fer-
ner fiir , das Zeichen h, einfiihren, welches die electrische Dich-
tigkeit an dem betreffenden Puncte der Oberfliche des Korpers
C; bedeuten soll, und ebenso fiir B, und R', die Zeichen R, und
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'y setzen, welche die Kriimmungsradien der zweiten Fliache dar-
stellen sollen. Es kommt also:

®) VQ—VI:4nh2c[l—_}—§$%$RL,2>].

Die Gleichungen (7) und (8) konnen unter entsprechender
Vernachldssigung der Glieder héherer Ordnungen auch in folgende
Form gebracht werden:

_h-=" ¢ 1 1
o h=m )]
V, — " ¢ 1 1
M= —s [l - §(iEiR_’2)]'
Hieraus ergiebt sich fiir die electrische Dichtigkeit an jedem der
beiden einander gegeniiberliegenden Puncte das eigenthiimliche
Resultat, dass sie, soweit sie durch das erste und bedeutendste
Glied der Formel ausgedriickt wird, nur von der zwischen beiden
Kérpern stattfindenden Potentialniveaudifferenz und von ihrem Ab-
stande abhingt, und fiir beide Kérper gleich und entgegengesetzt
ist. Das zweite Glied ist fiir beide Korper verschieden, hdangt aber
bei gegebener Potentialniveaudifferenz fiir jeden Korper nur von
seinen eigenen Kriimmungsradien ab. Sollten die Oberflichen an
den betreffenden Stellen so gestaltet sein, dass man hétte:

1 1 1 1

mTETR TR
so wiirden auch die zweiten Glieder beider Formeln gleich und
entgegengesetzt sein, und der Unterschied zwischen h, und — &,

konnte dann nur noch durch Glieder von hoheren Ordnungen aus-
gedriickt sein.

§. 2. Anwendung der Gleichungen auf den Condensator,
die Franklin’sche Tafel und die Leidener Flasche.

Die vorstehenden Gleichungen kionnen wir nun sofort auf die
beiden Platten eines Condensators und die beiden Belegungen
einer Franklin’schen Tafel anwenden, und da bei diesen die ein-
ander gegeniiberliegenden Flichen der beiden Platten oder Bele-
gungen in ihrer ganzen Ausdehnung parallel sind, so gelten die
Gleichungen nicht bloss fiir ein bestimmtes Paar von gegeniiber-
liegenden Puncten, sondern fiir die ganzen Flichen. Nur die Stel-
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len, welche so nahe am Rande liegen, dass die Entfernung vom
Rande eine Grosse von derselben Ordnung wie ¢ ist, sind auszu-
nehmen, weil hier die hoheren Differentialcoéfficienten so gross
werden, dass die in den Gleichungen fortgelassenen Glieder nicht
mehr vernachliissigt werden diirfen,

Was ferner die Leidener Flaschen anbetrifft, so pflegen bei
diesen die einander gegeniiberliegenden Flichen der beiden Be-
legungen, d. h. die Grenzfliichen des Glases, zwar angenihert aber
nicht genau parallel zu sein, und dadurch tritt eine Abweichung
ein, Wenn man némlich in einem Puncte der einen Flidche eine
Normale errichtet und von demselben Puncte aus auch auf die
andere Fliche eine Normale fillt, so fallen diese beiden Normalen
nicht genau zusammen, und die auf ihnen gemessenen Abstéinde
der beiden Flidchen sind daher nicht genau gleich. Der zwischen
ihnen stattfindende Lingenunterschied kann indessen bei kleinen
Abweichungen vom Parallelismus nur sehr unbedeutend sein.
Setzen wir voraus, die Abweichung vom Parallelismus, also der
Winkel zwischen den beiden Normalen, sei nur eine Grisse von
derselben Ordnung wie ¢ (wobei wir uns ¢ nach einer den Dimen-
sionen der Belegungen entsprechenden Liingeneinheit gemessen
denken), so ldsst sich leicht ersehen, dass der Unterschied zwi-
schen den auf den beiden Normalen gemessenen Abstiinden so ge-
ring sein muss, dass man, nachdem der eine mit ¢ bezeichnet ist,
den anderen durch einen Ausdruck von der Form ¢ -+ mc? dar-
stellen kann. Der Unterschied ist also eine Grosse von dritter
Ordnung in Bezug auf ¢, und kann somit in unseren Gleichungen,
die nur bis zur zweiten Ordnung richtig sein sollen, vernachlissigt
werden. Demnach konnen wir unter der gemachten Voraussetzung
die Gleichungen des vorigen Paragraphen auch auf Leidener Fla-
schen anwenden,

Betrachten wir nun die Gleichungen (9), so treten in densel-
ben fiir die in Rede stehenden Apparate noch gewisse Verein-
fachungen in Bezug auf das Glied ein, welches die Kriimmungs-
radien enthélt. Bei dem Condensator und der Franklin’schen
Tafel sind die Flidchen eben, also die Kriimmungsradien unendlich
gross, und dadurch wird das Glied Null. Bei der Leidener Flasche
haben die Kriimmungsradien zwar endliche Werthe, aber es fin-
det zwischen ihnen eine gewisse Beziehung statt, weil die Flichen
parallel oder wenigstens nahe parallel sind. Bei parallelen Fli-
chen sind die Léngen der zusammengehorigen Kriimmungsradien
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nur um den Abstand ¢ von einander verschieden, und wenn die
Fléchen zwar nicht ganz parallel sind, aber nur um eine Grosse
von der Ordnung ¢ vom Parallelismus abweichen, so kdnnen auch
in diesem Falle die Langen der Kriimmungsradien nur um eine
Grosse von der Ordnung ¢ von einander verschieden sein. Da nun
das Glied, welches die Kritmmungsradien enthélt, das hochste in
den Gleichungen noch beriicksichtigte ist, so kann in -ihm ein
Unterschied, welcher im Verhaltnisse zu seiner Grosse wieder nur
von der Ordnung ¢ ist, vernachldssigt werden. Dem Vorzeichen
nach aber sind die Kriimmungsradien beider Flidchen entgegen-
gesetzt, denn die Curven, in welchen eine Normalebene die beiden
Flachen schneidet, verhalten sich insofern entgegengesetzt, als die
eine nach Aussen convex und die andere concav ist. Wir konnen
also, wenn wir die Kriimmungsradien der ersten Flache, unter
Fortlassung des Index, mit B und R' bezeichnen, die der zweiten
durch — R und — R’ darstellen. Die Gleichungen (9) gehen da-
her iiber in:

(10) | £ v 1 1
=2 " ‘xa1—
hy = dme [1+2< R+R’>]’
und hieraus ergiebt sich weiter:
. — 1 __1
(11) By = — Iy [l+c<+—E+F>].

Eine noch grossere Uebereinstimmung, als zwischen den
Grossen h, und — A, findet zwischen zwei anderen damit zu-
sammenh#ngenden Grossen statt. Wir wollen auf der ersten Fliche
ein Element d @, betrachten. Am Umfange desselben wollen wir
uns unendlich viele Normalen auf der Fliche errichtet denken, die
auf der zweiten Fliche ein Element abgrenzen, welches wir als das
entsprechende ansehen und mit dw, bezeichnen wollen. Die auf
diesen beiden Elementen befindlichen Electricititsmengen sind
hydw, und hy, do,. Nun ergiebt sich aber aus einfachen geometri-
schen Betrachtungen, dass die beiden Flichenelemente, unter Ver-
nachliissigung von Gliedern hoherer Ordnungen, in folgender Be-
ziehung zu einander stehen:

(12) do, = do, [1 —i—c(t—;—é i%)]
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Wenn man nun die Gleichungen (11) und (12) mit einander mul-
tiplicirt, so verschwindet das mit dem Factor.c behaftete Glied, und
wenn man das mit dem Factor ¢2 behaftete Glied fortldsst, so
kommt:

(13) hydow, = — hydo,

d. h. die Electricititsmengen, welche sich auf zwei entsprechenden
Flachenelementen befinden, sind, abgesehen vom Vorzeichen, ein-
ander so nahe gleich, dass die Abweichung im Verh#ltnisse zum
ganzen Werthe nur eine Grosse von der Ordnung ¢? ist.

Dasselbe, was hier von zwei entsprechenden Fldchenelementen
gesagt ist, muss natiirlich auch von endlichen Flidchenstiicken gel-
ten, welche so begrenzt sind, dass die an der einen Grenzlinie auf
der Flache errichteten Normalen sdmmtlich die andere Grenzlinie
treffen. Auch auf diesen endlichen Flichenstiicken miissen die
Electricitdtsmengen einander so nahe gleich sein, dass die Abwei-
chung im Verhéltnisse zur ganzen Menge nur von zweiter Ord-
nung in Bezug auf ¢ ist.

§ 8. Vervollstindigungen, welche in den vorigen Glei-
chungen noch néthig sind.

Die im vorigen Paragraphen mitgetheilten Gleichungen hat
Green fiir den Condensator, die Franklin’sche Tafel und die
Leidener Flasche abgeleitet, und sie bilden die Grundlage der auf
diese Apparate beziiglichen Theorie. Bei niherer Betrachtung
findet man aber, dass sie noch nicht alles enthalten, was bei die-
sen Apparaten zu beriicksichtigen ist.

Wir wollen im Folgenden der Kiirze wegen immer von der
Leidener Flasche sprechen, weil das, was von dieser gilt, auch auf
die Franklin’sche Tafel und den Condensator Anwendung findet,
und sogar, wenn man bei den letzteren die beiden Metallplatten
als eben, parallel, gleich und einander genau senkrecht gegeniiber-
stehend voraussetzt, noch einfacher wird.

Es handelt sich bei der mathematischen Betrachtung dieser
Apparate vorzugsweise darum, wenn die Potentialniveaux der bei-
den Belegungen (d. h. die auf den Belegungen stattfindenden Werthe
der Potentialfunction) gegeben sind, dann die auf ihnen befind-
lichen Electricititsmengen zu bestimmen, oder, allgemeiner ausge-
driickt, die Gleichungen, welche zwischen den beiden Potential-
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niveaux und den beiden Electricitéitsmengen stattfinden, aufzu-
stellen.

Die Green’schen Gleichungen (10) geben uns die electri-
schen Dichtigkeiten A, und %, auf den beiden einander zugewand-
ten Flichen der Belegungen, und wenn man unter Anwendung
dieser Werthe die Producte % dw, und h,dw, bildet, worin dw,
und do, Elemente der beiden Flichen bedeuten, und dann die
Differentialausdriicke iiber endliche Flichenstiicke integrirt, so er-
hilt man die auf diesen Flichenstiicken befindlichen Electricitéits-
mengen. Nun ist aber zu bemerken, dass die Gleichungen (10)
doch nicht ganz allgemein giiltig sind. Zuniichst ist aus der Art
der Ableitung dieser Gleichungen klar, dass sie, weil in ihnen Glie-
der hoherer Ordnungen in Bezug auf ¢ vernachlissigt wurden, nur
dann anwendbar sind, wenn der Abstand der Flichen an der be-
trachteten Stelle gegen die Dimensionen der Belegungen klein ist.
Im vorliegenden Falle kommt aber noch ein anderer Umstand in
Betracht. Die Belegungen einer Leidener Flasche sind diinne
Metallblitter, die von scharfen Réndern begrenzt sind. An einem
solchen Rande tritt nun in Bezug auf die Electricitit ein eigen-
thiimliches Verhalten ein, indem sich bei gleichem Werthe der
Potentialfunction am Rande die Electricitit viel stirker anhauft, als
an den vom Rande entfernten Flichentheilen. Man darf daher die
Gleichungen nur auf diejenigen Partien der einander zugewandten
Flidchen der Belegungen anwenden, welche von den Réndern der
Belegungen so weit entfernt sind, dass man die Entfernung vom
Rande gegen den Abstand der Belegungen von einander, oder, wie
wir bei Leidener Flaschen etwas kiirzer sagen konnen, gegen die
Glasdicke als gross betrachten kann, Auf diesen Partien ist, sofern
die Glasdicke als constant vorausgesetzt wird, auch die electrische
Dichtigkeit als sehr nahe constant zu betrachten. In der Nihe
der Rinder aber hat die electrische Dichtigkeit andere, und zwar
grossere Werthe.

Man sieht hieraus, dass die Integrale, welche man erhlt,
wenn man fiir 4; und h, einfach die Werthe (10) anwendet, und
damit die Integrationen iiber die ganzen Flichen der Belegungen
ausfiihrt, mit einer Ungenauigkeit behaftet sein miissen, deren
Grosse von der Grosse, Gestalt und Lage der Rénder abhingt.
Ausserdem ist noch zu bemerken, dass man bei den Integrationen
iiber die Flichen der Belegungen stillschweigend vorauszusetzen
pflegt, dass beide Belegungen genau gleich weit reichen, so dass
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ihre Rénder sich senkrecht gegeniiberstehen. In der Wirklichkeit
aber ist dieses nicht immer genau erfiillt, und es kann auch die-
ser Umstand einen, wenn auch in der Regel nur geringen Einfluss
auf das Resultat haben

Eine andere wesentliche Vernachlissigung besteht darm, dass
Green nur diejenigen Electricititsmengen betrachtet, welche sich
auf den einander zugewandten Flachen der beiden Belegungen be-
finden, auf die Electricititsmengen dagegen, welche sich auf den
von einander abgewandten Flichen befinden, keine Riicksicht
nimmt. Diese letzteren Electricititsmengen sind zwar bei der ge-
wohnlichen Art der Ladung viel kleiner, als die ersteren, indessen
sind sie doch bei manchen Betrachtungen von Bedeutung, weil
vorzugsweise sie es sind, welche die Verschiedenheit der auf den
beiden Belegungen befindlichen Electricititsmengen verursachen.

Man muss demnach zu den aus den G reen’schen Gleichungen
sich ergebenden Grossen noch ergéinzende, auf die erwéhnten Um-
stinde beziigliche Grossen hinzufiigen, wenn man die auf den Be-
legungen befindlichen Electricititsmengen genau darstellen will.

§ 4. Behandlung einfacher specieller Falle.

Um die Anschauung zu erleichtern, wollen wir, bevor wir zur
Aufstellung allgemeiner Gleichungen fiir beliebig gestaltete Lei-
dener Flaschen schreiten, einige specielle Formen, welche sich be-
sonders leicht behandeln lassen, zur Betrachtung auswihlen.

Als erste Form wihlen wir eine solche, die zwar in der Wirk-
lichkeit nicht vorkommen kann, die aber doch, wenn man sie sich
als existirend denkt, im Wesentlichen unter denselben Gesetzen
stehen muss, wie die gewohnlichen Flaschen, und zu sehr ein-
fachen Resultaten fiihrt. Als Glasgefiss soll némlich eine gane
geschlossene Hohlkugel von iiberall gleicher Glasdicke dienen
und diese soll auf ihrer ganzen inneren und #usseren Fliche mit
Stanniol belegt sein. Auf der inneren Belegung befinde sich die
auf irgend eine Weise dorthin gelangte Electricitéitsmenge M und
auf der Ausseren Belegung die Electricititsmenge N. Es fragt
sich, welche Werthe dann die Potentialfunction auf den beiden
Belegungen hat.

Jede der beiden Belegungen hat zwei kugelformige Grenz-
flichen, welche wir die innere und #ussere Grenzfliche nennen
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wollen, und da im Inneren eines leitenden Korpers keine getrennte
Electricitdt vorhanden sein kann, so konnen die Electricitidtsmen-
gen M und N nur auf diesen Grenzflichen gelagert sein. Wir
wollen die einzelnen auf den vier Flichen befindlichen Electricitats-
mengen, von der innersten an, der Reihe nach mit M, M,, N;
und N, bezeichnen, so dass zu setzen ist:

Von diesen vier Electricititsmengen ist sofort ersichtlich, dass sie,
sofern nicht noch fremde electrische Krifte mitwirken, gleich-
missig iiber die betreffenden Flichen verbreitet sein miissen, und
man kann also fiir jede derselben die Gleichungen anwenden,
welche fiir eine gleichmissig iiber eine Kugelfliche verbreitete
Electricititsmenge gelten, und welche hier nur kurz angefiihrt
werden sollen 1),

In dem von einer gleichmiissig mit Electricitit belegten Kugel-
fliche eingeschlossenen Hohlraume ist die Potentialfunction con-
stant und es gilt, wenn der Radius der Kugelfliche mit r, die
Fliichendichtigkeit der Electricitit mit % und die innere Potential-
function mit ¥; bezeichnet wird, die Gleichung:

(15) Vi=4xhr.

Da nun der Flicheninhalt der Kugelfliche durch 4z #2? dargestellt
wird, so driickt das Product 4m72h die ganze auf der Kugelfiiche
befindliche Electricititsmenge aus, und wir konnen daher, wenn
wir diese Electricititsmenge mit @ bezeichnen, schreiben:

(15 ) y, = 2.

r
Ausserhalb der Kugelfliche ist die Potentialfunction, welche hier
mit ¥, bezeichnet werden mége, verinderlich, und zwar ist, wenn
1 den Abstand des betrachteten Punctes vom Mittelpuncte bedeu-
tet, zu setzen:

Q

> —_ 72___.__
(16) Ife-—‘lﬂh'—l———— 1

Diese Gleichungen wenden wir nun auf die oben genannten
vier Kugelflichen an, Um ihre Radien ausdriicken zu kénnen, be-
zeichnen wir den Radius der inneren Grenzfliche der Glaskugel
mit @, die Dicke des Glases mit ¢ und die Dicken der beiden Be-

*1) Siehe mein Buch iiber die Potentialfunction S. 26.
Clausius, mech, Warmetheorie, IL 4
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legungen mit § und y, dann sind die Radien der einzelnen Fli-
chen von der innersten an: « — 8, a, ¢ + c und a + ¢ 4+ 7.

Betrachten wir nun irgend einen Punct innerhalb der inneren
Belegung, dessen Abstand vom Mittelpuncte ! heissen moge, so
liegt dieser Punct in Bezug auf die innere Grenzfliche der inne-
ren Belegung im #usseren Raume und in Bezug auf die drei ande-
ren Kugelflichen im inneren Raume. Wir haben daher fiir die
Electricitatsmenge M, die Gleichung (16) und fiir die Electricitéts-
mengen M,, N; und N, die Gleichung (15a), unter Einsetzung
der betreffenden Radien fiir , anzuwenden. Bezeichnen wir also
die ganze Potentialfunction in der inneren Belegung mit F', so
kommt:

N,

(17) + +a+c a+c+y'
Betrachten wir ferner einen Punct innerhalb der dusseren Bele-
gung, dessen Abstand vom Mittelpuncte wieder I heissen moge, so
liegt dieser Punct in Bezug auf die dussere Grenzfliche der #usse-
ren Belegung im inneren Raume und in Bezug auf die drei ande-
ren Kugelflichen im #Husseren Raume. Wir haben daher fiir die
Electricititsmenge N, die Gleichung (15a) und fiir die drei Men-
gen M,, M, und N; die Gleichung (16) anzuwenden, wodurch wir,
wenn wir die Potentialfunction in der #usseren Belegung mit G
bezeichnen, erhalten:

_ M
(18) ¢=7424 5 P+

Innerhalb jeder Belegung muss die Potentialfunction constant,
also von [ unabhéingig sein. Das ist fiir 7 nur dadurch moglich,
dass

M,

woraus, gemiss (14), weiter folgt:
(20) M, = M.

Soll ferner G+ von I unabhiingig sein, so muss sein:
M, + M, + N, = o,
woraus, unter Bériicksichtigung der beiden vorigen Gleichungen,
folgt:
@1) N, =— N,
und mit Hiilfe dieser Gleichung erhilt man aus (14):
(22) Ny = M -+ N.



Gleichungen fiir Leidener Flaschen. 51

Durch Einsetzung dieser vier Werthe in die Gleichungen (17)
und (18) gehen diese iiber in:

M-+ N
ceto T irery
(23) “ M4 N
Tatcty
Lost man diese Gleichungen nach M und N auf, so erhilt man:
M‘“W+”w @)
(24)

N=2Ct) g _F) 4 @tetpe

Bezeichnet man den Flidcheninhalt der inneren Grenzfliche der
Glaskugel mit s, so ist s = 4xa?, und man kann daher die vori-
gen Gleichungen so schreiben:

M= (1+ L)@ -6

N=io (14 5) (@ =B+ @tec+ne.

Steht die #ussere Belegung mit der Erde in leitender Verbin-
dung, so ist zu setzen: G — 0. Dadurch wird N = — M und
zwischen M und F erhilt man die einfache Gleichung:

(26) M= (14 1) F

Ein anderer specieller Fall, welcher verhiltnissmissig leicht
zu behandeln ist, ist der einer Franklin’schen Tafel mit kreis-
formigen Belegungen. Diesen habe ich in einer im Jahre 1852 ver-
offentlichten Abhandlung !) einer ndheren Betrachtung unterwor-
fen, von deren Resultaten hier einige mitgetheilt werden mogen.
Wenn a den Radius der kreisformigen Belegungen und ¢ ihren gegen-
seitigen Abstand bedeutet, so lauten die betreffenden Gleichungen:

a? c 1768 a 7 .
M—N:%O+ﬁw )a @)

(25)

(27 “
M+ N= 2 (F+ &

1) Pogg. Ann. Bd. 86, S. 161.
2) In neuester Zeit ist eine schone Abhandlung ,zur Theorie des Con-
densators® von Kirchhoff erschienen (Monatsberichte der Berliner Aca-

4%
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Indem wir diese Gleichungen zu einander addiren und von ein-
ander subtrahiren, und zugleich fiir den Flacheninhalt einer der
Belegungen, also fiir die Grosse wa?, das Zeichen s einfithren, er-
halten wir:

M—Mc[ + L <l ”68“ 2)](F——G)—!—%F

471(,'[ + an(l TR >](G_F)+%G'

Ebenso kann man auch F und G durch M und N oder iiberhaupt
irgend zwei der vier Grossen M, N, F, G durch die beiden ande-
ren ausdriicken.

Fiir den Fall, dass eine der Belegungen, welche wir als die
zweite annehmen wollen, mit der Erde in leitender Verbindung
steht, und demgemiss G den Werth Null hat, braucht man von
den drei iibrigen Grossen M, N und F nur Eine zu kennen, um
die beiden anderen zu bestimmen. So erhilt man z. B.:

M=t |14 2 (o TR0 - 2)| P
S PO WL TR

(28)
N —

(29)

§ 5. Allgemeine Gleichungen fiir zwei beliebige
Korper.

Um die betreffenden Ausdriicke fiir die beiden Belegungen
einer beliebig gestalteten Leidener Flasche bilden zu kénnen, wol-
len wir zunichst die Sache noch allgemeiner betrachten, und statt
der Belegungen irgend zwei leitende Korper 4 und B als gegeben

demie, Mérz 1877), in welcher fiir denselben Fall folgende Gleichung ge-
geben ist:
167ta

M—N:-a—(l—l-—c— F — 6)

worin e die Basis der natiirlichen Loganthmen bedeuntet. Diese Gleichung

stimmt, wie man sieht, der Form nach mit der meinigen iiberein, und auch
6

der constante Factor lTn ist von der Zahl 17'68, welche ich durch eine

Reihenentwickelung als Niherungswerth berechnet habe, nur wenig ver-
schieden.
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annehmen, in deren Nihe sich noch beliebige andere leitende Kor-
per befinden diirfen, von denen wir aber voraussetzen wollen, dass
sie entweder mit der Erde in leitender Verbindung stehen, oder,
falls sie isolirt sind, keine Electricitit mitgetheilt erhalten. Fiir
diese Korper 4 und B wollen wir gewisse allgemeine Gleichungen
ableiten, welche sich auf ihre gegenseitige Influenz beziehen, und
welche wir dann auf die beiden Belegungen der Leidener Flasche
anwenden konnen.

Zunichst moge der Korper 4 mit der Erde in leitende Ver-
bindung gesetzt und B isolirt werden, und unter diesen Umstéin-
den lade man B bis zum Potentialniveau — K mit Electricitit.
Auf dem Korper A4, dessen Potentialniveau wegen seiner Verbin-
dung mit der Erde Null bleiben muss, wird dann durch Influenz
eine gewisse Electricititsmenge angesammelt, welche jedenfalls der
Grosse K proportional ist, und welche wir daher jetzt mit ¢ i be-
zeichnen wollen. Die gleichzeitig auf B befindliche Electricitéits-
menge, welche auch der Grisse K proportional und von entgegen-
gesetztem Vorzeichen sein muss, wollen wir durch — & K darstel-
len. Die in diesen beiden Ausdriicken vorkommenden Factoren a
und b sind zwei positive Constante, welche von der Grosse und
Gestalt der Korper A und B und von ihrer Lage zu einander und
zu den iibrigen im Bereiche der Influenz befindlichen leitenden
Korpern abhingen.

Nachdem diese Ladung geschehen ist, denke man sich die
leitende Verbindung zwischen dem Korper 4 und der Erde unter-
brochen, so dass nun beide Korper 4 und B isolirt sind. Unter
diesen Umstéinden theile man beiden Kdrpern soviel gleichartige
Electricitdt mit, dass sich auf beiden das Potentialniveau um den
Betrag K’ dndere. Die dazu nothigen Electricititsmengen sind
dieselben, wie die, welche man anwenden miisste, wenn die beiden
isolirten Korper anfangs unelectrisch wéren, und man sie dann
auf das gleiche Potentialniveau K’ bringen wollte. Da diese Elec-
tricititsmengen dem Potentialniveau K’ proportional sein miissen,
so wollen wir sie mit « K’ und g K' bezeichnen, worin « und g
wieder zwei positive von der Grosse, Gestalt und Lage der Korper
abhingige Constante sind.

Die durch diese beiden auf einander folgenden Operationen
entstandenen Zustinde der beiden Korper lassen sich folgender-
maassen ausdriicken: “
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Potentialniveau: K'
Electricititsmenge: a K + « K’
Potentialniveau: — K - K’
Electricitiatsmenge: — b K -+ g K'
Nehmen wir nun als speciellen Fall an, es sei:

— K4+ K =0

Korper 4 {

Kérper B {

und somit:
K' = K,

so sind die Zustéinde, welche die Korper nach den beiden Opera-
tionen haben, dieselben, wie die, welche sie angenommen haben
wiirden, wenn einfach der Kérper B mit der Erde in leitende Ver-
bindung gesetzt und dadurch auf dem Potentialniveau Null erhal-
ten wire, wihrend man den Korper A isolirt und bis zum Poten-
tialniveau K mit Electricitit geladen hiitte. Die unter diesen Um-
stinden auf B durch Influenz angesammelte Electricititsmenge
muss nach Gleichung (38) des vorigen Abschnittes, welche sich
auf zwei Ladungen bis zum Potentialniveau K bezieht, der mit a K
bezeichneten Electricititsmenge, welche der Korper A aufnimmt,
wenn er mit der Erde verbunden ist, wihrend B bis zum Poten-
tialniveau — K geladen wird, gleich und entgegengesetzt sein.
Wir konnen also, wenn wir in dem Ausdrucke der auf B befind-
lichen Electricititsmenge die Grosse K' durch K ersetzen, fol-
gende Gleichung bilden:

_bK-+ BK = — ak,

b=oua + ﬁ
Hierdurch ist eine der vier oben eingefiithrten Constanten be-
stimmt, und wir konnen nun wieder zu dem allgemeineren Falle,
wo K' nicht gleich K zu sein braucht, zuriickkehren, und in den
Ausdriicken, welche die Zustéinde der beiden Korper darstellen, fiir
b den gefundenen Werth einsetzen. Dadurch erhalten wir:

woraus folgt:

Potentialniveau: K’

Electricititsmenge: a K 4 o K’

Potentialnivean: — K 4 K’

Electricitidtsmenge: — a K -+ 8 (— K+ K').
Das in diesen Ausdriicken enthaltene Ergebniss der vorste-

henden Betrachtung wollen wir nun noch in etwas bequemere

Form bringen, Anstatt die auf die beiden einzelnen Operationen

Koérper 4 {

Korper B {
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beziiglichen Potentialniveaux in den Formeln zu behalten, wollen
wir die schliesslich stattfindenden Potentialniveaux der beiden Kor-
per durch einfache Buchstaben darstellen. Das schliessliche Po-
tentialniveau des Korpers 4 moge mit F, und dasjenige des Kor-
pers B mit G bezeichnet werden. Dann haben wir zu setzen:

K —=F
— K LK =G
und somit:
K =F — G.

Ferner wollen wir die schliesslich auf den beiden Korpern befind-
lichen Electricitdtsmengen mit M und N bezeichnen. Dann kon-
nen wir dem Vorigen nach folgende zwei Gleichungen bilden, welche
fiir jede zwei unter gegenseitiger Influenz stehende leitende Kor-
per gelten, wenn alle anderen im Bereiche der Influenz befind-
lichen leitenden Korper mit der Erde in leitender Verbindung ste-
hen, oder, falls sie isolirt sind, keine Electricitdt mitgetheilt er-
halten:
(30) {M_a(F G)+ aF

N =a(G—F)+BG

§ 6. Bestimmung des Coéfficienten g fiir Leidener
Flaschen.

Wenn wir diese Gleichungen auf die beiden Belegungen einer
Leidener Flasche anwenden, so kénnen wir die Grossen @, o und
B niher bestimmen. Wir wollen dabei die innere Belegung der
Flasche als den Korper 4 und die Hussere Belegung als den Kor-
per B betrachten,

Zuniichst mége angenommen werden, dass die dussere Bele-
gung bis zum Potentialniveau G geladen sei, wihrend die innere
Belegung mit der Erde in Verbindung stehe. Die unter diesen
Umnstiinden auf der inneren Belegung befindliche Electricititsmenge
kann man durch die erste der Gleichungen (30) ausdriicken, wenn
man darin F — 0 setst, also:

31 M= — agG.
Ausserdem kann man in diesem Falle die Electricititsmenge M

auch durch directe Betrachtungen bis auf einen gewissen Grad
von Genauigkeit bestimmen.
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Da sich nimlich auf der inneren Belegung, welche mit der
Erde leitend verbunden ist, nur so viel Electricitiat befindet, wie
durch die Anziehung derjenigen Electricitit, mit welcher die
dussere Belegung geladen ist, festgehalten wird, so kann man
schliessen, dass die auf der inneren Belegung befindliche Electri-
citit ganz auf der der dusseren Belegung zugewandten Fliche der
inneren Belegung gelagert ist. Zur Bestimmung der Dichtigkeit
der Electricitit auf dieser Fliche kann man die erste der Glei-
chungen (10) anwenden, wenn man darin ¥, = G und V; =0
setzt. Diese Gleichung lautet dann:

G ¢ 1 1
==t (Ertw))

Es sei nun do ein Element der nach Aussen gewandten Fliche
der inneren Belegung oder, wie man kiirzer zu sagen pflegt, ein
Fléchenelement der inneren Belegung, indem man die nach Aussen
gewandte Fliache und die nach Innen gewandte Fliche einer
und derselben Belegung als gleich gross betrachtet. Mit diesem
Flachenelemente multiplicire man die vorige Gleichung an beiden
Seiten und integrire die dadurch entstehenden Differentialaus-
driicke iiber die ganze Fliche der inneren Belegung, wodurch fol-
gende Gleichung entsteht:

@ fuanm— S/ 44/ (x5 5) o]

Von den an der rechten Seite dieser Gleichung in der ecki-
gen Klammer stehenden Integralen kann man das erste fiir den
Fall, dass die Glasdicke ¢ constant ist, sofort ausfithren. Sei nim-
lich mit s die Flidche der inneren Belegung bezeichnet, so ist:

Sollte die Glasdicke ¢ nicht constant sein, so wollen wir einen
mittleren Werth ¢, einfiihren, welcher durch folgende Gleichung
bestimmt sein soll:

Durch Einsetzung dieses Bruches fiir das betreffende Integral geht
die Gleichung (32) iiber in:

G s 1 1 1
Jmto=—Z [t [(t 5t ) 0]
oder anders geschrieben:
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(35) fhldwz— Gﬁc—m[LqL%/‘(i%i%) dco].

Dieses so ausgedriickte Integral f hide ist nun zwar nicht

vollkommen identisch mit der ganzen unter den genannten Um-
stinden auf der inneren Belegung befindlichen Electricititsmenge
M, sondern weicht ein Wenig von derselben ab, weil in der Nihe
des Randes die electrische Dichtigkeit grosser ist, als der obige
Ausdruck von %, angiebt. Die Abweichung kann aber nach dem,
was in § 3 gesagt ist, nur eine solche Grosse sein, die, wenn man
sie als Bruchtheil des ganzen Integralwerthes ausdriickt, mit ab-
nehmender Glasdicke in der Weise abnimmt, dass sie mit unend-
lich klein werdender Glasdicke (vorausgesetzt dass das Glas ohne
Beeintrichtigung seines Isolationsvermdgens unendlich diinn ge-
macht werden konnte) ebenfalls unendlich klein wird. Da nun
in der eckigen Klammer der vorigen Gleichung sich schon ein Glied
befindet, welches mit dem Factor ¢, behaftet ist, und daher die
Eigenschaft hat, mit der Glasdicke zugleich abzunehmen und un-
endlich klein zu werden, so konnen wir die vorgenannte Abwei-
chung mit diesem Gliede zusammenfassen, und wir wollen die da-
durch entstehende Grosse, welche innerhalb der Klammer zu 1
addirt werden muss, mit 8 bezeichnen. Dann kénnen wir schreiben:
s

(36) M=— G (14 9)

Da nun nach Gleichung (31) fiir M der Ausdruck — a G ge-
setzt werden kann, so geht die vorige Gleichung fiber in:
]

dme, (1 +0)

und wenn wir hieraus noch die Grésse — @ fortheben, so erhal-
ten wir die Gleichung:

37 a =

—aG@=—G

]
dncy, 1+ 9).

Hierdurch ist der Coéfficient a soweit bestimmt, dass nur noch die
im Verhiltnisse zu 1 kleine Grosse 8 unbestimmt gelassen ist.
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§. 7. Bedeutung der Coéfficienten &« und f fiir
Leidener Flaschen.

Wir wenden uns nun zu den beiden Coéfficienten o und f, um
zu sehen, in wie weit sich diese bestimmen lassen.

Gemiss dem, was oben iiber diese beiden Coéfficienten gesagt
ist, konnen wir sie fiir eine Leidener Flasche folgendermaassen
definiren: Wenn beide Belegungen der Flasche so geladen werden
sollen, dass die Potentialfunction auf ihnen den gemeinsamen Werth
1 hat, so sind die dazu nithigen Electricititsmengen o und f.

Denken wir uns, nachdem diese Ladung beider Belegungen
zu einem gemeinsamen Potentialniveau stattgefunden hat, zwischen
beiden Belegungen eine leitende Verbindung hergestellt, z. B. mit-
telst eines durch die isolirende Schicht hindurchgehenden sehr
diinnen Drahtes, so wird dadurch in der Vertheilung der Electri-
citdt und im Potentialniveau keine Aenderung veranlasst werden.
Denken wir uns ferner, dass die Metallplatten, welche die Bele-
gungen bilden, einander mehr und mehr gendhert werden, so dass
sie endlich zur Berithrung kommen, und zusammen als eine ein-
fache Metallplatte von der Form einer der Belegungen zu betrach-
ten sind, so wird auch dadurch das gemeinsame Potentialniveau

sich nur um eine Grosse &ndern konnen, welche im Verhiltnisse

zum urspriinglichen Werthe 1 von der Ordnung Vc_ ist, d. h. von
s

der Ordnung des Verhéltnisses, in welchem der Abstand der Plat-
ten von einander zu ihren Dimensionen steht. Sollte das Poten-
tialniveau bei der Anniherung bis zur Berithrung ungefindert
gleich 1 erhalten werden, so wiirde dazu eine kleine Aenderung
der gesammten Electricititsmenge o - 8 erforderlich sein, welche
Aenderung aber im Verhiltnisse zum urspriinglichen Werthe eben-

falls nur von der Ordnung ch sein wiirde, Da nun aber die
s

Grosse e -+ B selbst schon gegen die Grosse ¢ klein ist, indem
ihr Ausdruck nicht, wie derjenige von @, den Abstand ¢ im Nen-

ner hat, so wollen wir eine Aenderung, die im Verhéltnisse zum

ganzen Werthe von « 4 $ von der Ordnung Vc_ ist, vernach-
]

lassigen, und uns mit dem folgenden‘ angendherten Satze begniigen:
Denkt man sich, dass nur Fine der beiden Belegungen vorhanden
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wdire, so ust « -1 B angendhert gleich der Electricititsmenge, welche
man dieser einen Belegung mittheilen miisste, wm sie bis zum Po-
tentialnivean 1 zu laden.

Hierdurch ist die Summe der beiden Coéfficienten & und g,
wenn auch nicht wirklich bestimmt, so doch auf einen einfache-
ren Fall zuriickgefiihrt, aus dem man selbst dann, wenn man die
weitere Rechnung nicht ausfiihrt, schon eine Vorstellung von der
Art der Grosse, um die es sich handelt, gewinnen kann.

Was nun noch das Verhiltniss der beiden einzelnen Co&ffi-
cienten o und $ zu einander anbetrifft, so hingt dieses vorzugs-
weise davon ab, wie die Belegungen gekriimmt sind. Sind beide
Belegungen eben, wie bei einer Franklin’schen Tafel, und. neh-
men wir dazu noch an, dass sie vollkommen gleich gross sind, und
dass die beiden Rénder sich iiberall senkrecht gegeniiberstehen,
so sind die beiden Coéfficienten ¢ und B unter einander gleich,
Fiir den noch specielleren Fall, dass die Belegungen kreisformig
sind, haben o und 3, wie man aus (28) ersieht, den gemeinsamen

Werth %, worin ¢ den Radius des Kreises bedeutet. Sind die Be-

legungen so gekriimmt, dass die eine die andere ganz umschliesst,
so ist der auf die innere Belegung beziigliche Coéfficient « gleich
Null, und der auf die #ussere Belegung beziigliche Coéfficient f
hat den ganzen Werth, welcher vorher fiir die Summe beider be-
stimmt wurde. Fiir die in §. 4 behandelte Kugelflasche hat 8, wie
man aus den Gleichungen (25) ersieht, den Werth a + ¢ -+ 9,
worin o den Radius der inneren Grenzfliche der Glaskugel, ¢ die
Dicke des Glases und y die Dicke der Husseren Belegung bedeu-
tet. Wenn endlich, wie es bei gewShnlichen Leidener Flaschen der
Fall ist, eine Belegung die andere zwar theilweise, aber nicht voll-
stindig umschliesst, so ist aus der Vergleichung mit den beiden
vorigen Fillen leicht ersichtlich, dass der auf die innere Belegung
beziigliche Coéfficient ¢ kleiner sein muss, als der auf die dussere
Belegung beziigliche Coéfficient f. :

§. 8. Bequeme Form der Gleichungen.
Wir kehren nun zu den Gleichungen (30) zuriick. Fiir den

Coéfficienten a setzen wir den in (37) gegebenen Ausdruck, worin
wir aber statt ¢, einfach ¢ schreiben wollen, indem wir im Fol-
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genden unter ¢ die durch Gleichung (34) bestimmte mittlere Glas-
dicke verstehen. Die beiden anderen Coéfficienten &« und $ behal-
ten wir unversindert bei. Dann lauten die fiir eine geladene Lei-
dener Flasche geltenden Gleichungen:

S \
=14+ F— @O +aF
(39) .
N=p(1+0)(G—F)+p6

Zur Abkiirzung wollen wir noch setzen:

dme

woraus sich ergiebt, dass die neu eingefithrte Grosse x vorzugs-
weise von der Glasdicke abhéngt, und angenihert gleich 4x¢ ist.
Dadurch nehmen die Gleichungen folgende etwas einfachere Ge-
stalt an:

M=2F— 6 +oF
(40)

N=2(@—F+s6

Rilw Rlw

Bei der Anwendung der Leidener Flaschen ist der gewShn-
lichste Fall der, wo die 4ussere Belegung mit der Erde in leiten-
der Verbindung steht. In diesem Falle ist G = 0 zu setzen, und
die Gleichungen gehen dadurch iiber in:

M=(3+QF

(41)
N=-3F
o

Da es in dem zuletzt genannten Falle bequem ist, wenn man
die auf der inneren Belegung befindliche Electricititsmenge M
mit dem auf derselben Belegung stattfindenden Werthe F' der
Potentialfunction in moglichst einfacher Weise vergleichen kann,
50 wollen wir neben dem griechischen Buchstaben x noch den la-
teinischen Buchstaben % einfilhren, dessen Bedeutung durch fol-
gende Gleichung bestimmt wird:
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s s
(42) 2=2ta
woraus folgt:
(48) b= - " = dmc

Dadurch gehen die allgemeinen Gleichungen (40) iiber in:

M:%(F— &)+ al
(44) .
N=@-ya—m+ﬁ&

und die speciellen Gleichungen (41), welche sich auf den Fall be-
ziehen, wo die #ussere Belegung mit der Erde in leitender Ver-
bindung steht, gehen iiber in:

3
%

S
N_—(%—— )F

Mit Hiilfe der unter (40) und in veréinderter Form unter (43)
angefithrten Gleichungen kann man, wenn von den vier Grissen
M, N, F' und G irgend zwei gegeben sind, die beiden anderen
bestimmen. Ebenso kann man in dem speciellen Falle, wo die
dussere Belegung mit der Erde in leitender Verbindung steht, mit
Hiilfe der unter (41) und in verinderter Form unter (45) ange-
fiihrten Gleichungen aus jeder der drei Grossen M, N und F' die
beiden anderen berechnen,

M=—F

(45)




ABSCHNITT IIL

Behandlung dielectrischer Medien.

§. 1. Verhalten der isolirenden Zwischenschicht.

Im vorigen Abschnitte ist die Zwischenschicht, welche die bei-
den Platten eines Condensators oder die beiden Belegungen einer
Franklin’schen Tafel oder Leidener Flasche von einander
trennt, einfach als vollkommener Isolator betrachtet, dessen elec-
trischer Zustand sich durch die Einwirkung der auf den Platten
oder Belegungen befindlichen Electricitdt nicht &ndert, und der
daher auch keine electrische Gegenwirkung ausiiben kann. So ein-
fach ist die Sache aber in der Wirklichkeit nicht. Schon Faraday
und nach ihm Wern. Siemens haben beobachtet, dass das elec-
trische Verhalten eines Condensators bei gleichem Abstande der
Platten noch wesentlich von der Natur des zwischen den Platten
befindlichen Isolators abhingt. Faraday hat sich daraus sogar
die Ansicht gebildet, dass die mit Electricitit geladenen Platten
iiberhaupt nicht direct aus der Entfernung auf einander wirken,
sondern dass die Wirkung nur durch Vermittelung des dazwischen
befindlichen Stoffes stattfinden konne, und er hat einen solchen
Stoff, welcher, ohne die Electricitit zu leiten, die von der Electri-
citit in die Entfernung ausgeiibte Wirkung vermittelt, ein Dielec-
tricum genannt. Diesen Namen kann man auch dann beibehal-
ten, wenn man sich der Faraday’schen Ansicht nicht ganz an-
schliesst, sondern annimmt, dass zwar eine directe Wirkung der
Electricitit in die Entfernung stattfinde, dass diese Wirkung aber
durch den dazwischen befindlichen Stoff modificirt werde.

In neuerer Zeit haben Boltzmann?), Wiillner?) u. A. die
Kenntniss des Verhaltens der isolirenden Stoffe zur Electricitét

1) Sitzungsberichte der Wiener Academie 1873 und 1874.
2) Wiedemann’s Ann, Bd. 1, S. 247 (1877).
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durch ausgezeichnete experimentelle Untersuchungen gefordert,
und es kann nach den Resultaten dieser Untersuchungen kein
Zweifel dariiber bestehen, dass die Wirkung der Electricitit
durch verschiedene isolirende Stoffe hindurch mit sehr verschiede-
ner Stirke stattfindet. ‘

Mit der Zustandsinderung, welche das bei einer Leidener
Flasche als isolirende Zwischenschicht angewandte Glas unter dem
Einflusse der auf den Belegungen befindlichen Electricititen erlei-
det, und wodurch es umgekehrt auch wieder auf diese Electricité-
ten wirkt, hingt auch der Riickstand zusammen, welchen man nach
der Entladung einer Leidener Flasche beobachtet, und diese Riick-
standbildung, iiber welche besonders von R, Kohlrausch werth-
volle messende Untersuchungen angestellt sind 1), hat schon mehr-
fach zur Besprechung des Verhaltens der isolirenden Stoffe Ver-
anlassung gegeben.

Alle Untersuchungen iiber dieses Verhalten werden erheblich
dadurch erschwert, dass das Glas und. die sonst zur Isolation an-
gewandten Stoffe keine vollkommenen Isolatoren sind. Manche
Glassorten leiten so stark, dass sie dadurch zur Verwendung fiir
Leidener Flaschen ganz unbrauchbar werden, indem die Electri-
citdt von den Belegungen so schnell in das Glas eindringt und
sich dort ausgleicht, dass die Ladung sich in kurzer Zeit fast
vollstindig verliert. Andere Glassorten leiten zwar viel weniger,
aber ganz frei von Leitung sind auch sie nicht. Diese, wenn auch
schwache Leitung und das dadurch ermdglichte Eindringen von
Electricitit in den betreffenden Stoff hat Wirkungen zur Folge,
welche mit jenen anderen, dem Stoffe als Dielectricum eigenthiim-
lichen Wirkungen gleichzeitig stattfinden, und natiirlich die davon
abhéingigen Erscheinungen complicirter machen, so dass es sehr
schwer ist, zu unterscheiden, in wie weit die Erscheinungen von
der einen oder von der anderen Wirkung verursacht werden.

In der That sind dadurch auch sehr verschiedene Urtheile
iiber die betreffenden Erscheinungen veranlasst. Die Riickstand-
bildung haben manche Autoren ganz aus dem Eindringen der
Electricitit in das Glas erkliren wollen; besonders von Bezold,
welcher werthvolle Untersuchungen iiber die Abnahme der dispo-
niblen Ladung bei Leidener Flaschen und Franklin’schen Ta-

1) Pogg. Ann., Bd. 91.
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feln angestellt hatt). Ich glaube aber nicht, dass es moglich ist,
aus diesem Umstande die Riickstandbildung geniigend zu erkli-
ren, wenn man nicht etwa, wie es Riemann gethan hat?), eine
besondere zwischen dem Glase und der Electricitit stattfindende
Kraft zu Hiilfe nehmen will. Riemann macht in dieser Bezie-
hung die Annahme, dass die ponderablen Koérper ,nicht dem
electrisch Werden oder der Annahme von Spannungselectricitit,
sondern dem electrisch Sein oder dem Enthalten von Spannungs-
electricitit widerstreben. FEine solche Annahme scheint mir aber
zu fremdartig, um mich ihr anschliessen zu kénnen.

Wir wollen daher im Folgenden das unvollkommene Isola-
tionsvermogen als einen Nebenumstand betrachten, welcher gleich-
zeitig mit den eigentlichen dielectrischen Wirkungen stattfinden
kann, um dessen Bestimmung es sich aber gegenwértig nicht han-
delt. Wir wollen also von den auf diesem Umstande beruhen-
den Verlusten von Electricitit ganz absehen, und nur die dielec-
trischen Wirkungen der Isolatoren ins Auge fassen.

§ 2. Mogliche Annahmen iiber die innere Polarisa-
tion der Isolatoren.

Um die dielectrischen Wirkungen der Isolatoren und speciell
der zwischen den beiden Belegungen befindlichen Zwischenschicht
zu erkliren, scheint es nithig, anzunehmen, dass durch die Krifte,
welche die auf den Belegungen befindlichen Electricititen auf das
Innere der Zwischenschicht ausiiben, in dieser ein polarer Zustand
hervorgerufen wird, der dann wieder auf die Belegungen zuriick-
wirken kann, Die Entstehung dieser Polaritéit kann man sich aber
noch in verschiedenen Weisen vorstellen.

Erstens kann man sich denken, dass das Glas, wihrend es im
Ganzen ein Nichtleiter sei, doch kleine Kérperchen enthalte, welche
etwas leitend seien. In diesen Korperchen trete durch Influenz
eine Scheidung der Electricititen ein, wodurch die Korperchen
nach der Seite der positiv geladenen Belegung negativ electrisch,
und nach der Seite der negativ geladenen Belegung positiv elec-
trisch werden. Bei der Bestimmung des electrischen Zustandes,

1) Pogg. Aun., Bd. 114, 125 und 137.
%) Amtlicher Bericht iiber die 31. deutsche Naturforscherversammlung
im Jahre 1854 und nachgelassene Werke, S. 48 und 345.
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welchen ein solches leitendes Korpertheilchen annehmen wiirde,
muss man natiirlich nicht bloss die unmittelbare Wirkung der auf
den Belegungen befindlichen Electricitit in Betracht ziehen, son-
dern auch die Wirkung, welche die iibrigen, gleichfalls electrisch
polar gewordenen Korpertheilchen auf das betrachtete Korper-
theilchen ausiiben.

Zweitens kann man sich vorstellen, die betreffenden Korper-
theilchen seien schon im natiirlichen Zustande des Glases, bevor
es noch von Aussen her eine electrische Einwirkung erleidet, elec-
trisch polar, aber die Lagerung der Theilchen sei ganz unregel-
miissig, so dass die positiven und negativen Pole in gleicher Weise
nach allen Seiten gerichtet seien, und daher eine gemeinsame Wir-
kung der Theilchen in einem bestimmten Sinne unmoglich sei.
Wenn aber das Glas irgend einer electrischen Kraft unterworfen
werde, so werden dadurch die Theilchen einigermaassen gerichtet,
so dass die positiven Pole vorwiegend nach der einen und die
negativen Pole nach der anderen Seite gekehrt seien, wodurch na-
tiirlich eine gemeinsame Wirkung ermoglicht wird. Diese gleich-
missige Richtung der Theilchen trete um so vollstindiger und all-
gemeiner ein, je stirker die einwirkende electrische Kraft sei.

Ueber die Kriifte, welche bei dem zuletzt erwihnten Vor-
gange, namlich bei der Richtung der vorher unregelmissig gela-
gerten electrisch polaren Theilchen ins Spiel kommen, kann man
wiederum zwei verschiedene Annahmen machen. Man kann anneh-
men, dass die Theilchen durch die Coh#sion in solcher Weise in
ibrer urspriinglichen Lage festgehalten werden, dass durch eine
Drehung eines Theilchens eine elastische Gegenkraft entstehe,
welche das Theilchen wieder in seine urspriingliche Lage zuriick-
zubringen suche, und dass diese Gegenkraft, wie andere elastische
Krifte, mit der Grosse der Drehung wachse. Oder man kann an-
nehmen, der Widerstand, den die Cohésion der Drehung der Theil-
chen entgegensetzt, sei nur ein passiver Widerstand von der Art
einer starken Reibung, so dass daraus keine Kraft hervorgehe,
welche die Theilchen wieder in ihre friihere Lage zuriickzubringen
suche, In diesem Falle wiirde die einzige Kraft, welche dieses zu
bewirken suchte, aus der gegenseitigen electrischen Einwirkung
der gerichteten electrisch polaren Theilchen entstehen.

Ausser diesen Annahmen ist noch eine andere moglich, welche
Maxwell gemacht und zu sehr interessanten Schliissen angewandt
hat, und von welcher weiter unten noch die Rede sein soll.

Clausius, mech. Wirmetheorie. II 5
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§. 3. Auswahl einer Hypothese zur mathematischen
Behandlung.

Zu einer ganz sicheren Theorie dessen, was im Inneren der
Zwischenschicht unter dem FKinflusse der von Aussen wirkenden
electrischen Kriifte vor sich geht, scheinen mir die bisher vorhan-
denen Beobachtungsdata noch nicht den nothigen Grad von Voll-
stindigkeit und Zuverldssigkeit zu besitzen. Indessen habe ich es
bei der Bearbeitung der ersten Auflage dieses Buches fiir niitzlich
gehalten, unter Voraussetzung einer gewissen Hypothese eine
Rechnung anzustellen, um iiber die &usseren Wirkungen einer sol-
chen Polaritét eine Vorstellung zu gewinnen. Dazu habe ich die Hy-
pothese gew#hlt, dass sich im Inneren der Zwischenschicht Korper-
chen befinden, welche etwas leitend sind, welche aber von einan-
der durch nichtleitende Zwischenrdume getrennt werden, so dass
die Electricitit sich nur innerhalb der einzelnen Korperchen be-
wegen, nicht aber vom einen zum anderen iibergehen kann.

Wenn man bei der anderen oben erwiahnten Hypothese, dass die
Korpertheilchen schon im Voraus electrisch polar sind, und durch
die auf sie wirkende Kraft nur gerichtet werden, die Nebenannahme
macht, dass bei der Ablenkung der Theilchen aus ihren urspriing-
lichen unregelmissigen Lagen eine elastische Gegenkraft entstehe,
welche der Ablenkung proportional sei, und ferner annimmt, dass
selbst bei den stirksten vorkommenden Kriften die entstehenden
Ablenkungen im Verhéltniss zu denen, welche stattfinden miissten,
wenn die Theilchen ganz gleichmissig gerichtet werden sollten,
immer nur sehr klein bleiben, so kann man die Ergebnisse der
ersten Hypothese auch fiir die zweite Hypothese als giiltig ansehen,
Wenn man dagegen bei dieser zweiten Hypothese annehmen wollte,
dass der Widerstand, welchen die Cohésion der Drehung der Theil-
chen darbietet, nur von der Art einer starken Reibung sei, so dass
aus ihm keine. zuriickdrehende Kraft erwachsen konne, und dass
demnach die einzige Kraft, welche die Theilchen wieder in die un-
regelméssigen Lagen zu bringen suche, diejenige sei, welche durch
die gegenseitige electrische Einwirkung der electrisch polaren
Theilchen bedingt ist, so miisste man die mathematische Behand-
lung in etwas anderer Weise ausfiihren.

Die vorher genannte, von mir zur mathematischen Behand-
lung ausgewihlte Hypothese ist dieselbe, wie die, welche Poisson
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und Green fiir die mathematische Behandlung des Magnetismus
ausgewahlt haben, und wir konnen daher, wenn wir alles, was
dort von nord- und siidmagnetischem Fluidum gesagt ist, auf
positive und negative Electricitdt anwenden, die von jenen Mathe-
matikern schon entwickelten Fundamentalgleichungen auch fiir
unsere Bestimmungen benutzen. Aus diesem Grunde wird es
zweckmissig sein, das Wesentlichste jener Entwickelungen hier
erst kurz mitzutheilen.

§ 4. Ableitung der Poisson’schen Fundamental-
gleichungen,

Wenn die im Inneren des Dielectricums als vorhanden ange-
nommenen und als sehr klein vorausgesetzten leitenden Korper-
chen durch Influenz electrisch geworden und somit an ihrer Ober-
fliche mit einer theils positiven, theils negativen electrischen
Schicht bedeckt sind, so kann man die dussere Potentialfunction
eines solchen Korperchens folgendermaassen bestimmen.

Im Inneren des Korperchens sei ein Punct p mit den Coordi-
naten z, y, ¢ angenommen, z B. der Schwerpunct des von dem-
Kérperchen eingenommenen Raumes, und die Coordinaten eines
Oberflichenpunctes seien dann mit 2 -+ £ y + %, # -+ ¢ bezeich-
net. Betrachten wir dann einen ausserhalb des Korperchens lie-
genden Punct p’ mit den Coordinaten #/, ¥/, 2’ und bezeichnen sei-
nen Abstand vom Puncte p mit » und seinen Abstand von jenem
Oberflichenpuncte mit r,, so konnen wir unter Vernachlédssigung
der Glieder hoherer Ordnungen setzen:

Sei nun bei jenem Oberflichenpuncte ein Flichenelement do ge-
nommen und die darauf befindliche Electricititsmenge mit Ad e
bezeichnet, und sei fiir die Potentialfunction des Korperchens der
Buchstabe % gewiihlt und ihr Werth im Puncte p' mit «’ bezeich-
net, so ist zu setzen:

_ [hdw
= | =
worin die Integration iiber die ganze Oberfliche des kleinen Kor-

5*

!

bl
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. . S | .
perchens auszufithren ist. Substituiren wir hierin fiir - den obi-
1

gen Ausdruck, so kommt:

1 1
1 ° 5 ° 5
o1
r
+ —a—z—fghdm.

Das erste hierin an der rechten Seite stehende Integral ist Null,
weil die durch Influenz iiber die Oberfliche des Korperchens ver-
theilte Electricitit in der Weise aus positiven und negativen Men-
gen bestehen muss, dass die Summe den Werth Null hat. Fiir die
drei anderen Integrale, welche die electrischen Momente des
Korperchens darstellen, mogen besondere Zeichen eingefiihrt wer-
den, namlich:

1 o= fghdco; b=fnhdm; c:f@hdw,

dann geht die vorige Gleichung iiber in:

RS S
,‘_— — —
@) W=ratgribtgre

Denken wir uns nun an der Stelle, wo das betrachtete Kor-
perchen sich befindet, ein Raumelement dz des Dielectricums ge-
nommen, so konnen wir dessen Potentialfunction folgendermaassen
ausdriicken. Die Anzahl der in dv enthaltenen leitenden Korper-
chen werde durch Ndv dargestellt. Wenn diese Korperchen in
Bezug auf Grosse, Gestalt und Orientirung ihrer Hauptdimensio-
nen unter einander verschieden sind, und daher die Gréssen a, b
und ¢ bei ihnen ungleiche Werthe haben, so sollen unter ay, by
und ¢, die Mittelwerthe verstanden werden. Dann ist die Poten-
tialfunction des Raumelementes:

(7, 2%, % )
%—al—l—wbl-f—a—zcl Ndz
und wenn man zur Vereinfachung setzt :

3 o= Na;; = Nb; y = N¢
80 kommt:
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(3., 5,00
Gz Tyt e/ 4

Diesen Ausdruck hat man iiber den vom Dielectricum eingenom-
menen Raum zu integriren, um die Potentialfunction des ganzen,
im polaren Zustande befindlichen Dielectricums zu erhalten. Zur
Bezeichnung dieser Potentialfunction mége der Buchstabe U ge-
wihlt und ihr Werth beim Puncte p’ mit den Coordinaten 2/, ¢/, #/
mit U’ bezeichnet werden dann lautet die betreffende Gleichung:

)
4) K + Ty ﬂ + — = dr.

Es kommt nun weiter darauf an, die Grossen o, 8, y zu be-
stimmen, wozu wir zunéichst die Grossen a, b, ¢, welche die electri-
schen Momente eines einzelnen Korperchens darstellen, betrachten
miissen. Da diese Momente von der Kraft, unter der das Korper-
chen steht, hervorgerufen werden, so miissen sie zu den Compo-
nenten dieser Kraft, welche wir mit X, Y, Z bezeichnen wollen,
in bestimmter Beziehung stehen. Da diese Beziehung von der
Grosse, Gestalt und Orientirung des Korperchens abhingt, so
braucht sie nicht ganz einfach zu sein, indessen ist so viel leicht
zu erkennen, dass, wenn die Kraftcomponenten alle drei in glei-
chem Verhiltnisse wachsen wiirden, dann auch die Grossen a, b, ¢
in demselben Verhiltnisse wachsen miissten, woraus folgt, dass
jede dieser drei Grossen eine homogene Function ersten Grades
von X, Y, Z sein muss, und dass somit fiir die erste derselben
folgende Gleichung gebildet werden kann:

a=eX+fY 4 g7,
worin die Coéfficienten e, f, g von der Kraft unabhingig sind.
Hieraus kann man, gemiss den Gleichungen (3), sofort auch fol-
gende Gleichung bilden:
o= -N (el-X +fl Y+ ng)a

worin e, fi, g, die auf die verschiedenen nahe bei einander liegen-
den Korperchen beziiglichen Mittelwerthe von e, f, g bedeuten.

Nun muss man aber fiir einen isotropen Stoff annehmen, dass
die Korperchen, wenn sie nicht selbst schon eine nach allen Rich-
tungen gleiche Form, also die Kugelform, haben, so verschieden
orientirt sind, dass fir jedes Korperchen jede Richtung gleich
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wahrscheinlich ist. Daraus folgt, dass die auf die z-Richtung be-
ziiglichen Momente, welche eine nach der y-Richtung wirkende
Kraft in den verschiedenen Kérpern hervorrufen kann, den Mittel-
werth Null haben muss, da positive und negative Momente gleich
wahrscheinlich sind, und es ist daher zu setzen: f; = 0. Dasselbe
gilt von einer nach der z-Richtung wirkenden Kraft, woraus folgt
¢1 = 0. Es bleibt also in der vorigen Gleichung in der Klam-
mer nur das erste Glied iibrig, und wenn wir noch fiir das
Product Ne; das einfachere Zeichen % einfithren, so lautet die
Gleichung:
(5) o=nX
In ganz entsprechender Weise ist fiir einen isotropen Stofl auch
zu setzen:
(52) B=nY; y=nZ

Was nun die Kraft anbetrifft, durch welche die Korperchen
electrisch polar gemacht werden, und deren Componenten wir mit
X, Y, Z bezeichnet haben, so wird diese zum Theil von solcher
Electricitéit, die nicht zum Dielectricum gehort, und sich irgendwo
befinden kann, zum Theil vom Dielectricum selbst ausgeiibt.

Die Componenten des ersten Theiles der Kraft lassen sich,

wenn V die Potentialfunction der nicht zum Dielectricum gehéren-
den Electricitdt bedeutet, einfach durch

oV oV oV
T oz’ T oy’ T @8s
darstellen.

Um ferner die Componenten des zweiten Theiles der Kraft,
also die Componenten der von dem umgebenden Dielectricum selbst
auf das Korperchen ausgeiibten Kraft auszudriicken, miissen wir
unser Augenmerk wieder auf die oben betrachtete Potentialfunc-
tion des Dielectricums richten. Da es sich hierbei um denjenigen
Werth handelt, welchen die Potentialfunction im Puncte (z, 4, 2)
hat, so wollen wir in der Gleichung (4), welche die Potentialfunc-
tion des Dielectricums im Puncte (#, ¢, /) bestimmt, die accen-
tuirten und unaccentuirten Coordinaten unter einander vertau-
schen, indem wir dem Raumelemente dz die Coordinaten #, ¢, 2/
zuschreiben und die Coordinaten des. Punctes, fiir welchen die
Potentialfunction bestimmt wird, mit #, y, # bezeichnen. Dem ent-
sprechend miissen wir dann auch fiir die Potentialfunction das
Zeichen U statt U” und fiir die an der rechten Seite stehenden
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Coéfficienten, welche zum Raumelemente dv gehoren, die Zeichen
of, B’y ¢ statt «, B, y anwenden. Die Gleichung lautet dann:

<al ol 5l
= _r g Ty
(6) U—“f ax/ a’+ aylﬂ + azr 7>dr

Ueber die Art, wie aus dieser Potentialfunction die betreffen-
den Kraftcomponenten abzuleiten sind, ist aber noch eine beson-
dere Bemerkung zu machen. Man darf dieselben nicht einfach
durch

oU oU oU

%%’ ay' — de
darstellen. Wenn niimlich von der Kraft die Rede ist, welche ein
leitendes Korperchen erleidet, und durch welche eine ungleiche
Vertheilung seiner Electricitit verursacht wird, so ist darin die
von der Electricitit des Korperchens selbst ausgeiibte Kraft nicht
mit einbegriffen., Man muss daher auch von der Potentialfunction
des Dielectricums den Theil, welcher von der Electricitit des be-
trachteten Korperchens herriihrt, in Abzug bringen. Da der obige
Ausdruck von U ein Integral nach dem Raume ist, so konnen wir
folgende Betrachtung anstellen. Der Raum, welchen das Dielec-
tricum einnimmt, wird von den leitenden Korperchen, unserer Vor-
aussetzung nach, nur theilweise ausgefiillt, und der iibrige Theil
besteht- aus nichtleitenden Zwischenrdumen. Aber man kann sich
den ganzen Raum in kleine Réume zerlegt denken, deren jeder
ein leitendes Korperchen enthélt und als derjenige Theil des gan-
zen Raumes gelten kann, welcher diesem Korperchen entspricht.
Stellt man sich nun vor, das Korperchen, fiir welches die Kraft
bestimmt werden soll, sei fortgenommen, so bildet der ihm ent-
sprechende kleine Raum einen Hohlraum in dem Dielectricum und
die in diesem Hohlraume herrschende Kraft ist die zu bestim-
mende Kraft. Um die Componenten dieser Kraft auszudriicken
miissen wir fir die Potentialfunction, statt des in (6) gegebenen
Integrals, ein Integral anwenden, welches den kleinen Hohlraum
nicht mit umfasst.

Was die Gestalt des Hohlraumes anbetrifft, so kann man sich
denken, dass in den den verschiedenen leitenden Korperchen ent-
sprechenden Raumen zufillige Verschiedenheiten, sei es in Bezug
auf die Gestalt selbst, sei es in Bezug auf die Orientirung ihrer
Hauptdimensionen vorkommen. Verschiedenheiten dieser Art wiir-
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den fiir unseren Hohlraum auch Unterschiede der Kraft zur Folge
haben., Von solchen zufilligen Unterschieden miissen wir aber bei
unserer Bestimmung, welche sich auf die durchschnittlich
wirkende Kraft bezieht, absehen, was am einfachsten dadurch ge-
schehen kann, dass wir den Hohlraum als kugelformig annehmen.

Wir denken uns also in dem Dielectricum einen kleinen kugel-
formigen Raum abgegrenzt, und bilden die Potentialfunction des
ausserhalb dieses Raumes befindlichen Dielectricums fiir irgend
einen innerhalb des Raumes liegenden Punct (z, %, 2). Indem wir,
wie bisher, die Potentialfunction des ganzen Dielectricums U nen-
nen, wollen wir die Potentialfunction des ausserhalb der kleinen
Kugel befindlichen Dielectricums mit U; bezeichnen. Dann wer-
den die Componenten der in Rede stehenden Kraft dargestellt
durch:

oU, oU, oU,

T oz T oy’ T s
Um nun die Beziehung zwischen U; und U angeben zu konnen,
wollen wir noch fiir die Potentialfunction des in der kleinen Kugel
befindlichen Dielectricums, zu deren Bestimmung wir das in (6)
angedeutete Integral iiber den kleinen kugelférmigen Raum aus-
zufithren haben, das Zeichen U, anwenden. Dann kénnen wir
setzen:
™M U,=0U-— U,
und es kommt nun nur noch darauf an, die zur Bestimmung von
U, noéthige Rechnung wirklich auszufiihren.

Wenn das in (6) angedeutete Integral sich nur auf den als
sehr klein vorausgesetzten kugelformigen Raum erstrecken soll, so
konnen wir dabei die Grissen o', B/, y' als constant betrachten
und ihnen die bei dem ebenfalls innerhalb der Kugel gelegenen
Punct (z, y, #) stattfindenden Werthe zuschreiben, welche wir mit
o, B, y bezeichnen. In Folge dessen konnen wir diese Grossen aus
dem Integralzeichen herausnehmen und die Gleichung so schreiben:

1
D=
(8) m_“fa;df+ﬁfa,df+7f§§'df-

Nun ist aber, geméss der Gleichung

r=Ve—aP+0—y»+@E—2)

zu setzen ;
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S

oL
T
oz’
und wenn dieser Werth in das erste Integral eingefiihrt ist, so
kann man die Differentiation nach z (welche Grosse von der Lage

des Elementes dz unabhiingig ist), auch ausserhalb des Integral-
zeichens andeuten, und somit setzen:

1
f_’zd,__ 0 [dr
oa Y r

Entsprechende Gleichungen gelten fiir die beiden anderen Coordi-
natenrichtungen, und dadurch geht die Gleichung (8) iiber in:

0 d‘b’ dr o [dr
@ h=—ez —# dy/ 55/7'

Das hierin noch vorkommende Integral ldsst sich leicht aus-
fiihren und kann sogar als bekannt vorausgesetzt werden, indem
es nichts weiter ist, als die Potentialfunction einer homogenen Ku-
gel mit der Dichtigkeit 1 fiir einen innerhalb der Kugel gelegenen
Punct. Bezeichnen wir die Coordinaten des Mittelpunctes der Ku-
gel mit [, , 3 und ihren Radius mit t, so erhalten wir 1):

/%'-’_—_—2::{t’—:}[(x——x)’—!—(y—ﬂ)’—}—(z—%)’]}-

Hieraus folgt weiter :

=
=

d‘b’ 8 d1:
% ( z—1) 5= —( —b);
8 dt
%% 7=—T(ﬁ"3?’

und die Gleichung (9) geht daher iiber in:
: 4
1) T=ZF[u@—0~+p8G—1+7rE—l

und durch Einsetzung dieses Werthes in (7) erhilt man:

) T=U—"2la@—1)+ G-+ 7=}

Da in diesem Ausdrucke der Radius t nicht vorkommt, so folgt

1) Siehe mein Buch iiber die Potentialfunction §. 12, Gleichung (34),
worin A durch r ersetzt und @ = 0 gesetzt werden muss.
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daraus, dass es zur Bestimmung von U, nicht néthig ist, die Grosse
des Raumes, welcher einem einzelnen leitenden Korperchen ent-
spricht, zu kennen.

Durch Differentiation der vorigen Gleichung erhalten wir:

oU; _ oU 4=

z  ox 3 %
(12) ‘W-—a'?—/“—?ﬁ

oy _oU 4=
P2 0z 37
Kehren wir nun zu den Gleichungen zuriick, welche die Com-
ponenten der ganzen auf das leitende Kérperchen wirkenden Kraft
bestimmen, néimlich:
oV ol ., oV 0oU, g oV ol
oz oz’ oy 0y’ 0z 02’
und setzen wir hierin fiir den letzten Differentialcoéfficienten jedes
Ausdruckes den in (12) gegebenen Werth, so kommt:

e aw+wn+3

13) Y= 2L o
g u%+m+3

Diese Ausdriicke der Kraftcomponenten haben wir auf die
Gleichungen (5) und (52) anzuwenden. Die Gleichung (5) geht
dadurch iiber in:

woraus folgt:

(14 o= —— 6(Va—;t 2.
1] — ==

3

Hierin wollen wir noch ein vereinfachendes Zeichen einfiihren,
indem wir setzen:

(15) E=—1__.
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Bilden wir dann zugleich auch die entsprechenden Gleichungen
fiir die beiden anderen Coordinatenrichtungen, so erhalten wir:

“=_Ea_(_-y_'——l7_).
(16) lp=— g2+ 0
—_ g+ 0

L?-— oz

Nachdem wir so die Grossen o, f, y bestimmt haben, kénnen
wir ihre Werthe in die Gleichung (4) einsetzen und erhalten da-
durch:

!
’ 3(V+ U) 274+ 1) °7
an v'= f ( + oy oy

1
L),

0z 0z

Wenden wir hierin zur Abkiirzung das in Abschnitt L, §. 11 ein-
gefiihrte Summenzeichen an, so konnen wir schreiben:

1
(73) U = v E i JUEXON
T ox ax
Dieses ist die zur Bestimmung der Potentlalfunctlon U des Dielec-
tricums dienende Gleichung, wie sie aus den Poisson’schen und
den damit iibereinstimmenden Green’schen Untersuchungen iiber
Magnetismus hervorgeht.

Was die hierin vorkommende Grosse E anbetrifft, so kann ihr
Werth, je nach der Natur des Dielectricums, zwischen 0 und o
variiren. Der Werth 0 gilt fiir Stoffe, die durch und durch nicht-
leitend sind, und daher durch Influenz keine electrische Polaritit
annehmen konnen, und der Werth oo fiir solche, die durch und
durch leitend sind. Bei solchen Stoffen, die, wie wir fiir ein Dielec-
tricum angenommen haben, zum Theil aus leitenden Korperchen,
zum Theil aus nichtleitenden Zwischenrdumen bestehen, lisst sich,
wenigstens fiir den Fall, wo die Korperchen als kugelfsrmig vor-
ausgesetzt werden, eine bestimmte Beziehung zwischen den mit 5
und E bezeichneten Grossen und dem von den leitenden Korper-
chen erfiillten Raume ableiten, Wird némlich dieser Raum als
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Bruchtheil des ganzen von dem Dielectricum eingenommenen
Raumes mit g bezeichnet, so gilt fiir  die Gleichung:

3
(18) n= 59
und daraus ergiebt sich nach (15) fiir £ die Gleichung:
o 3g
o Fmi-g

8§ 5. Verdnderte Formen der gewonnenen
Gleichung.

Man kann die im vorigen Paragraphen gewonnene Gleichung
(17) in verschiedenen Weisen umformen.
Betrachtet man von den in der Klammer stehenden Gliedern
zunichst nur das erste, so kann man setzen:
1
6(V—|—U) T Eo(V+4U) 10 6(V—[—U)
o) 2L T 0 ( > - ( .

ox rox T oz

Dieser Ausdruck muss mit dz multiplicirt und iiber den ganzen
vom Dielectricum eingenommenen Raum integrirt werden. Ersetzt
man dabei dz durch dx dy dz, so ldsst sich beim ersten an der
rechten Seite stehenden Gliede die Integration nach z ausfiihren,
némlich:

) fffax(E a(V+ DN 4 ayas ff[(Ea(V+ U))

_(Ea_(l’_:t_[_fl ]dydz,

r ox 1

worin die Indices 1 und 2 andeuten sollen, dass von dem in der
Klammer stehenden Ausdrucke die Werthe zu nehmen sind, welche
an den Stellen stattfinden, wo eine der z-Axe parallele Gerade,
deren andere Coordinaten y und z sind, die Oberfliche des Dielec-
tricums schneidet. Sollte diese Gerade die Oberfliche mehr als
zweimal schneiden, was dann jedenfalls eine gerade Anzahl von
Malen stattfinden miisste, so wiren an der rechten Seite dem ent-
sprechend mehr Glieder zu setzen.

Es mége nun an der durch den Index 1 angedeuteten Stelle
das Flichenelement, welches ein lings jener Geraden gedachtes
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unendlich schmales Prisma mit dem Querschnitte dy dz aus der
Oberfliche des Dielectricums ausschneidet, mit dw, bezeichnet
werden, dann hat man:

dy dz = cos A day,

worin 4 den Winkel der auf dw, nach Innen zu errichteten Nor-
male mit der z-Axe bedeutet. Nun kann man aber, wenn man
die Normale mit #, bezeichnet, schreiben:

ox
cos A = o

wodurch die vorige Gleichung iibergeht in:
ox
dy dz = T doy.

Fir die durch den Index 2 angedeutete Stelle, an welcher die
positive z-Richtung von der Fliche aus nicht nach Innen, son-
dern nach Aussen geht, lautet die entsprechende Gleichung:

0
dydz — — ﬁ dw,.

Durch Einsetzung dieser Werthe geht die Gleichung (21) iiber in:
fffax (E a(V+ U)),g'xdydz:_ Eo(V+0) oz,

r ox on
worin an der rechten Seite die Integration iiber die ganze Ober-
fliche des Dielectricums auszufiihren ist.

Kehren wir nun zur Gleichung (20) zuriick, welche mit dv
zu multipliciren und dann zu integriren ist, so erhalten wir daraus
durch Einsetzung des vorstehenden Werthes die folgende Glei-
chung:

1
f 2+ 0)° iee _ [E2F+ Doz,

oz bx r ox on
1 0 6(V+ U)) e
r ox

Eben solche Gleichungen gelten fiir die y- und z-Richtung.
Wenn man von diesen drei Gleichungen die Summe bildet, und in
der dadurch entstehenden Gleichung die Vorzeichen umkehrt, so
ist die linke Seite gemiss (17) gleich U’. An der rechten Seite
konnen wir unter dem ersten Integralzeichen setzen:
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°o(V+40) oz 4 °o(V4+0) @y Y o(V+ D)oz _o(V+0)

oz on oy 0z on on
und unter dem zweiten Integralzelchen konnen wir die betref-
fende Summe durch Anwendung des Summenzeichens andeuten,
und erhalten dadurch:

@2) U /Ea(v+ D) jo _|—f% 2%<E’()—%—U)—>dr.

Aus dieser Gleichung ergiebt sich, dass man die Potential-
function des Dielectricums betrachten kann als die Potential-
function einer Electricititsmenge, die sich theils auf der Ober-
fliche des Dielectricums befindet, theils durch den von dem Dielec-
tricum erfiillten Raum stetig verbreitet ist, und welche dort die
Oberflachendichtigkeit

bl

220+ 0)
on
hier die Raumdichtigkeit
oz ox
hat.

Da sich nun andererseits fiir die in jener Weise angeordnete
Electricitiit, von welcher U als die Potentialfunction zu betrachten

ist, die Oberflichendichtigkeit durch

=[G~ )]
e an>+0 on/
und die Raumdichtigkeit durch

1
—-L—th

darstellen lisst, so erhdlt man die Gleichungen:
(23) ( ( ) = —4xnE M
+0 —0
. (7 oV+ U
@  av=— a3 2 (20D

Wenn das Dielectricum homogen und somit E constant ist, so
vereinfacht sich die letzte Gleichung in:

) AU=— 42E S OV+O _ _ ynga v+ v,

ox?

welcher Gleichung man auch folgende Form geben kann:
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. 4nE
(25a) AU = — T inE 4V.

Wenn ferner noch vorausgesetzt wird, dass die nicht zum
Dielectricum gehirende Electricitit, von welcher ¥ die Potential-
function ist, sich ganz ausserhalb des Dielectricums befinde, so ist
im Dielectricum iiberall 4 ¥ = 0 und somit auch 4 U = 0. Un-
ter diesen Voraussetzungen nimmt die Gleichung (22) folgende
einfache Form an:

(26) fl 3(V+ W+ 00

Eine andere Umformung der Glelchung' (17) kann dadurch
bewirkt werden, dass man setzt:

2 1 2 1
goV+0) U) [ “] ) ( 7)
~ %0 ar —aLEVT D3 T+ ga\E5z /.
Wenn man m1t dieser Gleichung ebenso verfihrt, wie oben mit
der Gleichung (20), so erhélt man:

U fE(V+U)5—dm+f(V+U)Z

oder anders geschrieben:

1
0=
@7) U'=fE(V+midp+fE(V+U)A%dz
v oew D

Hierin ldsst sich das Integral
[Ev+v)ata

sofort niher bestimmen., Wenn der Punct («/, 9/, #/), von welchem

aus der Abstand » gemessen wird, und fiir welchen der Werth
von U mit U bezeichnet ist, sich ausserhalb des Dielectricums be-

findet, so ist 4 -}; = 0, und dadurch wird auch das Integral Null.

Wenn dagegen jener Punct sich innerhalb des Dielectricums be-
findet, so ist

'/'E(V—{— ) 4 % it = — 4xE' (V' + U
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worin E' (V' 4 U') den Werth von E(V -+ U) am Puncte (2,9, 2')
bedeuten soll ). Demnach lautet die Gleichung (27) fiir einen
ausserhalb des Dielectricums liegenden Punct:

1
0 —
(28) g =fE(V+ D) J- de
v o > e

und fiir einen innerhalb des Dielectricums liegenden Punct:

0 —
(288) U = — dxE' (V' 4 U") +fE(V+U)—1dw

T

Wenn das Dielectricum homogen und somit E constant ist, so
erhilt man fiir einen ausserhalb desselben liegenden Punct:

1
0=
(29) U’:Ef(V—{- U)_a_n’idw

und fiir einen innerhalb desselben liegenden Punct:

1
0~
(293) U=—4nE(V + U'>+Ef<"+ 0) o 4o

§.6. Anwendung der gewonnenen Gleichungen auf Frank-
lin’sche Tafeln und Leidener Flaschen.

Die Gleichung (29) habe ich in meinem 1867 vertffentlichten
Artikel 2) angewandt, um die Beziehung zwischen den auf den Be-
legungen einer Franklin’schen Tafel oder Leidener Flasche
befindlichen Electricititsmengen und der dadurch entstehenden

1) Siehe mein Buch: ,Die Potentialfunction und das Potential §. 41,
Gleichung (149).
%) Meine Abhandlungensammlung Bd. II, Zusatz zu Abhandlung X.
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Potentialniveaudifferenz zu bestimmen, und ich will diese Rech-
nungen hier ebenfalls mittheilen.

Der Einfachheit wegen mége zunichst eine Franklin’sche
Tafel mit kreisformigen Belegungen angenommen werden.
Die planparallele Glasplatte, welche die beiden Belegungen von
einander trennt, ist der zu betrachtende Korper; wir brauchen
aber nicht die ganze Glasplatte zu betrachten, sondern kénnen
die Betrachtung auf das kreisformige Stiick derselbén, welches ge-
rade zwischen den Belegungen liegt, beschrinken, indem der iiber
die Belegungen hinausragende Theil, welcher den freien Rand bil-
det, durch die Ladung der Belegungen jedenfalls nur eine sehr
geringe Aenderung seines inneren Zustandes erleiden, und daher
auch nur sehr wenig dazu beitragen kann, den Werth der Poten-
tialfunction U zu dndern. Der Korper, iiber dessen Oberfléiche
die Integration ausgefiihrt werden muss, ist also ein sehr flacher
Cylinder mit kreisformigen Grundflichen.

Den Punct p’, fiir welchen der mit U’ bezeichnete Werth von
U zunidchst bestimmt werden soll, wollen wir folgendermaassen
wahlen. Auf der einen Kreisfliche, auf welcher die Belegung A4
sich befindet, denken wir uns im Mittelpuncte eine nach Aussen
gehende Normale errichtet. In dieser Normale soll p’ liegen, und
zwar so nahe an der Kreisfliche, dass der Abstand von derselben
gegen die Dimensionen der Platte als versehwindend klein anzu-
sehen ist. Wir wollen den so bestimmten Punct p’ kurz die Mitte
der Belegung A nennen.

Um nun die in der Gleichung (29) vorgeschriebene, auf die
Oberfliche des flachen Glascylinders beziigliche Integration aus-
zufithren, kénnen wir die Oberfliche in drei Theile theilen, 1) die
Kreisfliiche, welche mit der Belegung A bedeckt ist, 2) die gegen-
iiberliegende Kreisfliche, welche mit der Belegung B bedeckt ist,
8) die Cylinderfléiche, welche die Umfinge der beiden Kreisflichen
verbindet.

Fiir die beiden Kreisflichen ist die Integration sehr leicht
ausfilhrbar, weil auf jeder der Belegungen die durch die Summe
V + U dargestellte gesammte Potentialfunction einen constanten
Werth haben muss. »

Um fiir die erste, mit der Belegung A bedeckte Kreisfléiche
die Rechnung anzustellen, wollen wir uns vorldufig den Punct p'
nicht in unmittelbarer Nihe der Fliche denken, sondern wollen
annehmen, er liege in der im Mittelpuncte nach Aussen hin errich-

Clausius, mech. Wirmetheorie. II 6
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teten Normale um eine beliebige Strecke I von der Fliche ent-
fernt. Nun denken wir uns an irgend einem anderen Puncte der
Kreisfliche, welcher um die Strecke ¢ vom Mittelpuncte entfernt
ist, auf der Fliche eine in das Glas hineingehende Normale von
der Linge n errichtet. Wenn dann r die Entfernung des End-
punctes dieser Normale vom Puncte p' bedeutet, so hat man:

r=1 02 + (I + m)2
Hieraus ergiebt sich:

1
a(?)__ l+n
on — @ FaF AT

Setzt man hierin, wie es sein muss, wenn der Differentialcoétficient
sich auf die Oberfliche des Glases beziehen soll, =0, so kommt:

1
°() _ !
T T T @R
Bezeichnen wir nun noch den constanten Werth, welchen die
Summe ¥ - U auf dieser Kreisfliche hat, mit K, und nennen
den Radius des Kreises o, so ist der auf diese Kreisfliche beziig-
liche Theil des Integrales, welcher von dem ganzen Integrale da-
durch unterschieden werden soll, dass das unter dem Integral-
zeichen stehende Flidchenelement d mit dem Index 1 versehen

wird:
S 2azK<1 S

a

lode
dow, = — 2z K (02 + )%

0

1
Sl
a2l—}- 12).

Nehmen wir nun endlich dem Obigen entsprechend an, der Punct
p', welchen wir uns vorliufig in einer beliebigen Entfernung I von
der Fliche gelegen dachten, liege so nahe an der Fliche, dass I
gegen die Dimensionen der Platte als verschwindend klein anzu-
sehen sei, so geht die vorige Gleichung iiber in:

°(3)
(30) (V+ U) L doy = — 22K




Behandlung dielectrischer Medien. 83

Wir wollen nun in entsprechender Weise den Theil des Inte-
grales, welcher sich auf die gegeniiberliegende mit der Belegung
B hedeckte Kreisfifiche bezieht, bilden, wobei wir den Punct p’ von
vornherein als dicht an der ersten Kreisfliche liegend annehmen
wollen. Denken wir uns in einem Puncte der zweiten Kreisfliiche,
welcher von ihrem Mittelpuncte um die Strecke ¢ entfernt ist, auf
der Flache eine Normale von der Lénge » in das Glas hinein er-
richtet, so erhalten wir, wenn » die Entfernung des Endpunctes
der Normale vom Puncte p’ bedeutet, und der Abstand der beiden
Kreisfliichen von einander mit ¢ bezeichnet wird, die Gleichung:

r=VEF G

() e
on [ F (e — Wi

oder, wenn wir in diesem Ausdrucke, um ihn auf die Kreisfliche
selbst zu beziehen, n = 0 setzen:

;)
r) ¢
v @ T A%

Der constante Werth, welchen die Summe V -+ U auf dieser
Kreisfliche hat, sei mit K; bezeichnet, dann erhilt man fiir den
zweiten Theil des Integrales, welcher dadurch von dem ganzen
Integrale unterschieden werden soll, dass d @ mit dem Index 2 ver-
sehen wird, den Ausdruck:

woraus folgt:

a

1 .
r codyg
f“”f’]) . 1O —“'2“K1f@— e

0

=2z K, (l — _c_>

Va2 + ¢

Denkt man sich diesen Ausdruck nach Potenzen von % entwickelt

und vernachlissigt die Glieder von hoherer als erster Ordnung, so
kommt:

1
(31) f(V—}— U) ?—§77>-dw2 — 22K, (1 - E“) |

o*
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Nun muss endlich noch die Cylinderfiiche, welche die Kreis-
umfinge verbindet, betrachtet werden. An irgend einer Stelle
dieser Cylinderfliche, welche vom Umfange des ersten Kreises um
die Strecke z entfernt ist, denke man sich eine nach innen ge-
hende Normale von der Lénge # errichtet, dann ist die Entfernung
r des Endpunctes dieser Normale von unserem Puncte p’ bestimmt
durch die Gleichung:

r=1V(a—np+ &

)
on  [(@—ny - #T%

oder, wenn wir hierin wieder n = 0 setzen:

~ (1
&) _
on (a2 F 2B
Der Werth der Summe ¥V —+ U ist auf der Cylinderfliche

nicht iiberall gleich, sondern &ndert sich in der vom einen Kreis-
umfange zum anderen gehenden Richtung. Wenn der Abstand ¢
der beiden Kreise gegen ihren Radius o klein ist, so kann man
mit grosser Annidherung annehmen, dass der Werth der Summe
V -+ U sich, wenn man in einer die beiden Kreisumfinge verbin-
denden Seite des Cylinders fortschreitet, gleichmissig #indert, und
man kann daher fiir einen Punct, welcher von dem ersten Kreis-
umfange um die Strecke z entfernt ist, setzen:

v v=x+ 5K,

Demnach erhdlt man fir den auf die Cylinderfliche beziiglichen
Theil des Integrales, in welchem dw mit dem Index 3 versehen
werden soll:

und daraus folgt:

[

1
ol—
f(V+ 0 gz)d“3:2”“f(K+ Gy

0 Vm—a]‘
c

2w a

~Vaislfut®&-D

. . . c
Denkt man sich diesen Ausdruck wieder nach Potenzen von -*- ent-
a
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wickelt, und vernachlissigt die Glieder von hoherer als erster Ord-
nung, so kommt:

°(3) c
(32) (V4 0) -2 doy = = (K + K) <.

Vereinigen wir nun die drei unter (30), (31) und (32) gegebe-
nen Theile des Integrales, so erhalten wir:

1
(2
f(V+U) §;>dm=—275K—}—2nK1<1—-2 +7Z(K+Kl)s77

oder anders geordnet:

1
(83) f(V—l» U)agz>dm.—_2ﬂ(Kl—K)<l—%§>.

Diesen Werth des Integrales haben wir auf die Gleichung (29)
anzuwenden, wodurch entsteht: ’

(34) U' = 22E (K, — K) (1»_.;%).

Hierin wollen wir noch die Bezeichnung ein Wenig #ndern. Da
wir von jetzt an die Potentialfunctionen 7 und U nur in den Mit-
ten der beiden Belegungen zu betrachten haben, so wollen wir die
Werthe, welche die Potentialfunctionen in der Mitte der Belegung
A haben, einfach mit ¥ und U, und die Werthe, welche sie in der
Mitte der Belegung B haben, mit ¥; und U; bezeichnen, Dann
ist zu setzen:

K=V +4+U

K, =W+ U,
und zugleich ist, da der Punct p' sich in der Mitte der Belegung
A befinden soll, zu setzen:

U="U.

Dadurch geht die Gleichung (34) iiber in:

A L C
35) U=2aE(W,+ U —V— U)<]_§E>'

Um die entsprechende Gleichung fiir den Fall, wo der Punct
p' sich in der Mitte der Belegung B befindet, zu bilden, braucht
man in der vorigen Gleichung nur die Buchstaben mit und ohne
Index zu vertauschen, also:
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@) Ui=2mE(V+U—V—U)(1—}1)

Subtrahirt man diese beiden Gleichungen von einander, so
kommt:

U—U, = — 4xE(V4+ U — Vl—Ul)<1~%%>,

und hieraus ergiebt sich die gesuchte zur Bestimmung der Poten-
tialniveaudifferenz U — U, dienende Gleichung, welche, unter Ver-
nachlissigung der hoheren Glieder, in folgender Form geschrie-
ben werden kann:
4n B .

67 U — Ul:_1—|—4nE(l 2(1—|—47zE) a)” ).
Von dieser Gleichung wollen wir im Folgenden Gebrauch machen.’

Zu dem Zwecke ist noch eine Bemerkung nothig. Die in die-
ser Gleichung vorkommende Differenz 7" — ¥; hat bei einer ge-
ladenen Franklin’schen Tafel nicht ganz genau denselben Werth,
welchen man in dem Falle erhalten wiirde, wenn die beiden Bele-
gungen mit eben so grossen Electricititsmengen geladen wiren,
aber das Glas keinen polaren Zustand angenommen hétte. Durch
diesen Zustand des Glases wird némlich bewirkt, dass die Electri-
citit auf den Belegungen eine etwas andere Anordnung annimmt,
als die, welche sie ohne denselben annehmen wiirde. Der Unter-
schied in der Anordnung der Electricitit kann aber nur ein sehr
geringer sein, A

Die Electricitit auf den Belegungen wiirde sich ndmlich schon
in dem Falle, wenn das Glas nur einfach als Isolator wirkte, so
nahe gleichmissig iiber die ganzen Flichen verbreiten, dass, mit
Ausnahme der Stellen in unmittelbarer Néhe des Randes, die an
irgend einer Stelle stattfindende Dichtigkeit von der mittleren
Dichtigkeit nur um eine Grosse abweichen wiirde, die im Verhilt-

. e C .
niss zur ganzen Dichtigkeit von der Ordnung — wire. Da nun
a

der im Glase eintretende polare Zustand nur bewirken kann, dass
die Electricitit auf den Belegungen sich noch gleichmissiger ver-
breitet, als es ohne diesen Zustand geschehen wiirde, so konnen
die dadurch eintretenden Aenderungen in der Dichtigkeit jeden-

falls auch nur Grgssen von der Ordnung 5 sein. Die durch diese

kleinen Aenderungen der Electricititsvertheilung bewirkte Aende-
rung der Potentialniveaudifferenz ¥ — V; kann natiirlich auch
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nur eine Grosse sein, welche im Verhéltniss zu ihrem ganzen Werthe
von derselben Ordnung, also von der Ordnung % ist.

In den vorstehenden Rechnungen haben wir bei den Reihen-
entwickelungen nach % die Glieder erster Ordnung noch beriick-

sichtigt, dagegen die Glieder von hoheren Ordnungen vernach-
lassigt. Wenn wir uns aber mit einem geringeren Grade von Ge-
nauigkeit begniigen, und auch die Glieder erster Ordnung ver-
nachlissigen wollen, so konnen wir den in der so vereinfachten
Gleichung vorkommenden Werth von ¥ — ¥, ohne Weiteres als
gleichbedeutend betrachten mit demjenigen Werthe, welchen man
bei denselben Electricitdtsmengen ohne den polaren Zustand des
Glases erhalten wiirde.

Von der so vereinfachten Gleichung lisst sich ferner sagen,
dass sie nicht bloss fiir Franklin’sche Tafeln mit kreisformigen
Belegungen, sondern auch fir Franklin’sche Tafeln mit anders
gestalteten Belegungen und auch fiir Leidener Flaschen gilt. Es
zeigt sich niimlich in den vorstehenden Rechnungen, dass die auf
den Umfang beziiglichen Glieder, welche allein von der angenom-

menen Kreisgestalt abhéingen, von der Ordnung % sind, und all-

gemein kann man sagen, dass die von der Gestalt der Belegungen
¢
Vs
cheninhalt der Belegungen ist. Was ferner die von der Kriim-
mung der Flichen abhiingigen Glieder anbetrifft, so konnen diese,
wenn die Kriimmungen nicht so stark sind, dass die Kriimmungs-
¢
Vs
Es ergiebt sich hieraus, dass man durch Vernachlissigung der

Glieder von der Ordnung ¢ eine Gleichung erhélt, welche von
s

abhiingigen Glieder von der Ordnung sind, wenn s der Fli-

sein.

radien gegen V; klein sind, auch nur von der Ordnung

der Gestalt und Kriimmung der Belegungen unabhiingig ist.
In der so vereinfachten Form lautet die Gleichung (37):
4nE

An diese Gleichung konnen wir sofort auch diejenige an-
schliessen, welche die ganze wirklich stattfindende Potentialniveau-
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differenz der beiden Belegungen ausdriickt. Die gesammte Poten-
tialfunction aller getrennten Electricititsmengen (sowohl der auf
den Belegungen, als auch der auf den polaren Glastheilchen be-
findlichen) ist innerhalb der einen Belegung V - U und inner-
halb der anderen Belegung V; -+ U; und die zwischen den Bele-
gungen im Ganzen stattfindende Potentialniveaudifferenz ist somit
V -+ U— V; — U,. Diese Grosse erhalten wir, wenn wir an
beiden Seiten der vorigen Gleichung V' — V; hinzuaddiren. Da-
durch kommt:

1
(39) V+U—Vl—-U1=m(V—Vxl

Diese Gleichung sagt aus, dass die Potentialniveaudifferenz, welche
bei der Ladung einer Franklin’schen Tafel oder Leidener Flasche
mit gewissen Electricitdtsmengen wirklich eintritt, im Verhiltnisse
1
VO T T IxE
welche bei Anwendung derselben Electricititsmengen eintreten
wiirde, wenn das Glas keinen polaren Zustand annihme, sondern
einfach als Isolator wirkte.

Die beiden vorigen Gleichungen kann man noch in der Weise
abéndern, dass man an der rechten Seite statt der Grosse V— 7
eine der betreffenden Electricitdtsmengen einfithrt. Die auf den
beiden Belegungen befindlichen Electricititsmengen kénnen bei
dem jetzt von uns als geniigend betrachteten Grade von Genauig-
keit als den absoluten Werthen nach unter einander gleich ange-
sehen und daher durch ¢ und — @ bezeichnet werden. Zur Be-
stimmung der Grosse @ dient folgende Gleichung, welche der er-
sten der unter (38) im vorigen Abschnitt stehenden Gleichungen
entspricht, wenn man darin & gegen 1 vernachliissigt und das
Glied, welches nicht ¢ im Nenner hat, fortlasst:

(40) Q= V— 7.

: 1 kleiner ist, als diejenige Potentialniveaudifferenz,

s
4me

Mit Hiilfe dieser Gleichung lassen sich die beiden vorigen um-
formen in:
(41) U— UI:———MM 4nE

s 'l—f—4nEQ

dme 1
42 + U — — - -
(42) 4 v " U= s 1—}—4:;EQ'
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§ 7. Vollstdndige Gleichungen fiir die beiden Belegun-
gen einer Leidener Flasche.

Nachdem im vorigen Paragraphen die Beziehung zwischen
der Potentialniveaudifferenz ¥V 4+ U — V; — U, und den auf den
Belegungen befindlichen Electricititsmengen so weit bestimmt ist,
dass die zwischen den absoluten Werthen dieser beiden Electrici-
tatsmengen bestehende kleine Differenz vernachldssigt ist, konnen
wir auch die- vollstindigen Ausdriicke der Electricitdtsmengen bil-
den, worin dann freilich einige Constante unbestimmt bleiben, ganz
den Ausdriicken entsprechend, welche am Schlusse des vorigen Ab-
schnittes fiir den Fall aufgestellt wurden, wo die die Belegungen
trennende Zwischenschicht nur als einfacher Isolator angenom-
men ist.

Bezeichnen wir wieder, wie es dort geschah, die Werthe der
gesammten Potentialfunction auf der inneren und #Zusseren Bele-
gung mit ' und @, indem wir setzen:

(43) V4+ U=Fud 7, + U, = G,
und bezeichnen wir ferner die auf den beiden Belegungen befind-
lichen Electricitdtsmengen mit M und N, so miissen zwischen den
Grossen F, G, M und N jedenfalls die im vorigen Abschnitte un-
ter (30) angefiihrten Gleichungen

M=a(F — G) +oaF
{ N=a(G—-—F)+8G
bestehen, Diese Gleichungen gelten ndmlich fiir jede zwei lei-
tende Korper, in deren Nahe sich noch beliebige andere leitende
Korper befinden diirfen, welche entweder mit der Erde in leiten-
der Verbindung stehen, oder, falls sie isolirt sind, keine Electrici-
tit mitgetheilt erhalten. Die letztere Bedingung, keine Electrici-
tit mitgetheilt zu erhalten, ist nun fiir die im Inneren des Glases
befindlichen leitenden Korpertheilchen erfiillt, und das Vorhanden-
sein dieser Korpertheilchen kann daher die Giiltigkeit der Glei-
chungen nicht aufheben.

Was nun die in den Gleichungen vorkommenden Constanten
anbetrifft, so wurde die Grosse a fiir eine Leidener Flasche, zwi-
schen deren Belegungen sich nur ein einfacher Isolator befindet,
im vorigen Abschnitte durch folgenden Ausdruck dargestellt:

(44)
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a:ﬁ%a+w;

worin 0 eine Grosse ist, deren Werth nicht fiir alle Flaschen
gleich, aber jedenfalls immer gegen die Einheit klein ist. Diesen
Ausdruck miissen wir nun fiir den Fall, wo sich zwischen den Be-
legungen ein Dielectricum befindet, etwas ab#dndern, und zwar
miissen wir, wie sich ohne Weiteres aus der im vorigen Paragra-

phen gegebenen Gleichung (42) ersehen lisst, die Grosse 4—;—0

durch 1785_0 (1 + 4= E) ersetzen, wihrend man 0 einfach als eine

unbestimmte, aber gegen die Einheit kleine Grosse beibehalten
kann. Der Ausdruck von @ nimmt also die nachstehende Form an:

(45) a:ﬁ%@+4ﬂ®ﬂ+&

Demnach erhalten wir fiir eine Leidener Flasche statt der im vori-
gen Abschnitte unter (38) gegebenen Gleichungen die folgenden:

: M&:Z%za—+4nE)@—k®(F——Gy+uF
(46
N=y i+ 4nB) (1 +0)(G—F+pG

Ueber die Bedeutung der Constanten o und f gilt hier das-
selbe, was in § 7 des vorigen Abschnittes gesagt ist. Sie stellen
namlich die Electricitdtsmengen dar, welche man den beiden Be-
legungen der Flasche mittheilen miisste, wenn man sie beide
bis zu dem gemeinsamen Potentialniveau 1 laden
wollte.

Um die vorstehenden Gleichungen fiir die Anwendung beque-
mer zu machen, wollen wir wieder, wie in §. 8 des vorigen Ab-
schnittes, ein vereinfachtes Zeichen einfithren. Wir wollen ném-

lich setzen:
4me

0 =AU FEB AT
dann lauten die Gleichungen ebenso, wie die dort unter (40) an-
gefithrten, ndmlich:

M=2(F—6)+aF

9) s
N=2(G¢—F)+BG
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Ferner wollen wir auch hier fiir die Behandlung des speciel-
len, aber besonders oft vorkommenden Falles, wo die dussere Be-
legung mit der Erde in leitender Verbindung steht, und somit
G =0 ist, neben dem griechischen Buchstaben % noch den lateini-
schen Buchstaben % einfiihren, dessen Bedeutung durch die Glei-
chung
s ]
bestimmt wird, woraus sich ergiebt:

% 4me

1+a— (14 4mE) (1 4 8) | o

Dadurch nehmen die Gleichungen (48) wieder die im vorigen Ab-
schnitte und (44) gegebene Form an, néimlich:

M= (F—@+a@

(50) k= 41[6

51)
N=(3—0)(@-D+80

und gehen fiir den vorher erwéihnten Fall, wo G =0 ist, iiber in:

s .
M———k—F

k

Man sieht also, dass die Gleichungen, welche die Beziehun-
gen zwischen den Grossen I, G, M und N ausdriicken, fiir eine
Leidener Flasche, bei der sich ein Dielectricum zwischen den Be-
legungen befindet, dieselben Formen haben, wie fiir eine solche
Leidener Flasche, bei der sich ein einfacher Isolator zwischen den
Belegungen befindet, und dass der Unterschied nur in den ver-
schiedenen Werthen der in den Gleichungen vorkommenden Con-
stanten liegt.

(52)

8. 8. Behandlﬁng der Dielectrica von Helmholtz und
Maxwell.

Obwohl fiir unsere im folgenden Abschnitte zu gebenden An-
wendungen die vorstehenden Entwickelungen schon ausreichend
sind, so wird es doch nicht ohne Interesse sein, wenn ich im An-
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schlusse an dieselben auch die von Helmholtz und Maxwell ge-
gebenen Erweiterungen der auf Dielectrica beziiglichen Gleichun-
gen mittheile.

Helmholtz in seiner bekannten schonen Abhandlung iiber
die Bewegung der Electricitit in ruhenden Leitern 1) hat auf die
Dielectrica ebenfalls die Behandlungsweise angewandt, durch
welche Poisson das Verhalten magnetischer Korper unter dem
Einflusse magnetischer Krifte abzuleiten gesucht hat.

Maxwell hat eine ganz neue, nicht bloss auf das Verhalten
dielectrischer Kérper, sondern auf das ganze Wesen der Electri-
citit beziigliche Ansicht aufgestellt, deren Hauptpuncte er schon
in einer 1865 erschienenen Abhandlung ?) mitgetheilt und deren
vollstindige Entwickelung er dann in seinem 1873 erschienenen
wichtigen Werke , 4 Treatise of Electricity and Magnetism® gege-
ben hat.

Maxwell betrachtet die Electricitit als ein incompressibles
Fluidum, welches allen Raum erfiillt. Denkt man sich nun einen
Ko6rper mit einer ihm noch besonders mitgetheilten Electricitéts-
menge geladen, so wird dadurch die Electricitdt des umgebenden
Mediums nach Aussen geschoben, so dass in jedem Raumtheile
doch nur eben so viel Electricitdt vorhanden ist, wie vorher, als
der Korper noch unelectrisch war. Aber durch die Verschiebung
der Electricitit des Mediums ist eine elastische Gegenkraft ent-
standen, welche die verschobenen Electricitdtstheilchen wieder in
ihre urspriinglichen Lagen zuriickzubringen sucht. Aus dieser
electrischen Elasticitdt des Mediums erklirt Maxwell die Krifte,
welche electrische Korper auf einander ausiiben. Die verschiede-
nen dielectrischen Medien unterscheiden sich nun nach Maxwell
dadurch von einander, dass ihre electrischen Elasticitats-
coéfficienten verschieden sind.

Trotz dieser Verschiedenheit der Grundvorstellung sind doch
die Gleichungen, zu welchen Maxwell gelangt, ganz iiberein-
stimmend mit den sonst gebrduchlichen, und dieses gilt auch spe-
ciell von den auf Dielectrica beziiglichen Gleichungen; nur muss
man den in den Gleichungen vorkommenden Grossen die der
Maxwell’schen Vorstellung entsprechenden Bedeutungen bei-
legen.

1) Borchardt’s Journal. Bd. 72, 1870.
2) Philosophical Transactions for 1865 p. 459.
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Eine Hauptgrosse, welche er nach Faraday the Specific In-
ductive Capacity of the dielectric mediwm nennt und mit K bezeich-
net, definirt er als das Verhéltniss der Capacitit eines Ansamm-
lers, welcher als isolirende Zwischenschicht das betreffende Dielec-
tricum hat, zu der Capacitit eines Ansammlers von derselben
Form und Grosse, welcher aber als isolirende Zwischenschicht Luft
hat. Hierbei nimmt Maxwell an, dass die Dichtigkeit der Luft
auf die Capacitit des Ansammlers keinen merklichen Einfluss
habe. Will man diese Annahme, welche nur angenihert richtig
ist, nicht machen, sondern die kleinen Unterschiede, welche durch
verschiedene Dichtigkeiten der Luft veranlasst werden konnen,
auch noch beriicksichtigen, so thut man besser, sich in dem zur
Vergleichung gewihlten Ansammler den Zwischenraum nicht mit
Luft gefiillt, sondern von aller ponderablen Masse frei und somit
nur mit Aether gefiillt zu denken. Diese Grosse K steht zu .sei-
nem electrischen Elasticitétscoéfficienten, welcher mit p bezeich-
net werden moge, in folgender Beziehung:

b

Um die Beziehung dieser Grosse K zu der im vorigen Para-
graphen angewandten Grosse E abzuleiten, brauchen wir nur die
Resultate der dort angestellten Rechnungen mit der von Maxwell
gegebenen Definition zu vergleichen. Fiir eine Franklin’sche
Tafel oder Leidener Flasche haben wir gemiss (40) und (42) zu
setzen:

S
Q=10 (V=T

Q=0+ 428 o (V+ U=V, — 1),

Hierin stellt ¥ — V; die Potentialniveaudifferenz dar, welche zwi-
schen den mit den Electricititsmengen @ und — @ geladenen Be-
legungen stattfinden wiirde, wenn die Zwischenschicht keinen pon-
derablen Stoff enthielte, und V' 4 U — V; — U, die Potential-
niveaudifferenz, welche unter Mitwirkung des in der Zwischen-
schicht enthaltenen ponderablen Stoffes entsteht. Die vor den
Klammern stehenden Factoren bedeuten also die den beiden Fél-
len entsprechenden Capacititen des Ansammlers, und indem wir
das Verhiltniss dieser Factoren gleich K setzen, erhalten wir:

(53) K=1+4 4zE
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Setzen wir hierin noch fiir E den unter gewissen Voraussetzungen
abzuleitenden, in §. 4 unter (19) gegebenen Ausdruck, so kommt:

_ 1429
(54) K= T—4

Man kann bei der Aufstellung der auf dielectrische Medien
beziiglichen Gleichungen auch den von ponderabler Masse freien
und nur Aether enthaltenden Raum als ein Dielectricum behan-
deln, fiir welchen die Maxwell’sche specifische inductive Capa-
citit K den speciellen Werth 1 hat, und die Grossen E und g den
speciellen Werth 0 haben.

Fiir den Fall, wo mehrere aneinander grenzende Dielectrica
verschiedener Art gegeben sind, lassen sich die Gleichungen eben-
falls aus den vorigen ableiten, und es mogen die Formen, welche
Helmholtz und Maxwell den Gleichungen fiir diesen allgemei-
neren Fall gegeben haben, hier auch noch mitgetheilt werden.

Es seien zunichst zwei an einander grenzende dielectrische
Media gegeben, fiir welche £ die Werthe E; und E, habe, und
welche beide unter dem Einflusse von gegebenen Electricititen
und zugleich unter ihrem gegenseitigen Einflusse electrisch polar
geworden sind, und es handle sich darum, unter diesen Umstéin-
den die Potentialfunctionen U, und U, der beiden Media zu be-
stimmen. Dazu konnen wir die Gleichung (22) anwenden, miissen
aber dabei den Umstand beriicksichtigen, dass auf jedes der Me-
dien ausser den gegebenen Electricititen, deren Potentialfunction
V ist, auch noch das andere Medium einwirkt. Wir haben also
bei Behandlung des ersten Mediums ¥ -~ U, und bei Behandlung
des zweiten Mediums ¥ - U, an die Stelle von ¥ zu setzen. Dem-
nach erhalten wir die beiden Gleichungen :

ry= [0 mdmﬁﬁz%@lﬂ%%ﬂ)dﬁ

om
1 — [(E0(V+ U+ Uy 10 ([, 0(V+U 4 T)
U2~—,,/77' an2 2 dm2+f;za_x(E2T>dt2’

worin sich die Integrale nach @, und z; auf die Oberfliche und
das Volumen des ersten Mediums und die Integrale nach @, und
7y auf die Oberfliche und das Volumen des zweiten Mediums be-
ziehen. Wenn wir diese Gleichungen addiren, und dabei die Po-
tentialfunction beider Medien zusammen, also die Summe U, + U,
mit U bezeichnen, erhalten wir:
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(B o(V+ 0) /Ez o(V+ 0)

0Ny

1 0 o(V+U) fl 0 o(V40)

+ /3 S5 it 72%(&__—% )‘“2
In Bezug auf die Volumenintegrale folgt aus dieser Gleichung

nichts Anderes, als was sich schon aus der in §. 5 gegebenen, auf

ein einzelnes Medium beziiglichen Gleichung (22) ergiebt. Man

kann némlich die beiden Integrale, welche dv; und dz, enthalten,

und welche sich auf die von den beiden Medien erfiillten Raume
erstrecken sollen, in das Eine Integral

1 0 o(V-+ U)
f 72 oz <E ox ) dr

zusammenfassen, welches sich auf den ganzen von beiden Medien
zusammen erfiillten Raum erstrecken soll, und worin E fiir beide
Medien gilt, indem es in dem einen gleich E, und in dem anderen
gleich E, ist. Aus dieser Form des Integrals folgt dann, dass die
in §. 5 unter (24) gegebene Gleichung sich auch auf zwei Medien,
und, wie gleich hinzugefiigt werden kann, auf beliebig viele Me-
dien beziehen lisst. In dieser verallgemeinerten Bedeutung moge
die Gleichung hier noch einmal angefiihrt werden:

(56) AU:—MZ-%(E?)(V"' U)>

In Bezug auf die in (55) vorkommenden Oberflichenintegrale
tritt fiir die Trennungsfliche der beiden Medien ein bisher noch
nicht besprochenes Verhalten ein. Da diese Fliche nédmlich Ober-
fliche beider Medien ist, so beziehen sich auf sie beide Oberfléichen-
integrale. Wollen wir also fiir diese Fldche die Gleichung bilden,
welche der in §. 5 gegebenen Gleichung (23) entspricht, so haben
wir dabei an der rechten Seite zwei Glieder zu setzen, ndmlich:

o) _(00) g 2D 2TED)
on/+o onj—_, T om N 6n2

Hierin kann man die Form der linken Seite noch etwas mehr der-
jenigen der rechten Seite anpassen. Die Zeichen #;, und n, bedeu-
ten nidmlich die auf einem und demselben Flichenelemente nach
beiden Medien hin errichteten Normalen. Betrachten wir nun die
nach dem ersten Medium hin gehende Normalrichtung als die po-

sitive, so konnen wir schreiben:
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<6U>+0_ oU. <5U o U

Tn)eo™ o T

W ...0—— 9%2
wodurch die vorige Gleichung iibergeht in:

o (V+U) o(V+0)
(7) 8n1+8n2 (El o + B, oy )

Diese Gleichung ist zunichst nur fiir die Trennungsfliche
zweier Dielectrica abgeleitet. Man kann ihr aber auch eine allge-
meinere Bedeutung geben. Man kann ndmlich, wie schon oben
gesagt, auch den von ponderabler Masse freien und nur Aether
enthaltenden Raum als ein Dielectricum behandeln, in welchem
E den Werth Null hat. Ferner kann man einen die Electricitit
leitenden Korper als ein Dielectricum behandeln, in welchem E
unendlich gross ist. Auf diese Weise kann man die vorige Glei-
chung auf alle vorkommenden Grenzflichen anwenden.

Die Gleichungen (56) und (57) driicken Beziehungen der
Grosse U zu der Summe ¥ -+ U aus. Man kann aus ihnen aber
auch leicht Gleichungen gewinnen, welche Beziehungen der Grisse
V zu der Summe V -+ U ausdriicken.

In der Gleichung (56) moge zu dem Zwecke an der linken
Seite 4 V addirt und subtrahirt werden, wodurch entsteht:

— 0 (go(VF410)
— AV + AT+ V) =— 423~ <ET ,
welche Gleichung sich folgendermaassen umformen lisst:

AV = 4(V + U)—§—4azzax( a(V+ oV 4+ 0)
_E[aa(V—}— U)_‘_4 0 (Ea(V—{— U)>]

ox?

wofiir man einfacher schreiben kann:
_ X0 o+ 0
(58) 4V =3 57 [(1 + 47 E) T]

Fithren wir hierin noch fiir 1 + 4# E das Maxwell’sche Zei-
chen K ein, so kommt:

(582) AV:Z%(K@Q%E) .
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In der Gleichung (57) addiren und subtrahiren wir an der

linken Seite Z—V —+ ’%:; und verfahren dann dhnlich, wie vorher,
m 2

wodurch wir erhalten:
oV o(V+ U

(V4 0)
(59) bn + 01,y = K ony + K, on,

In diese Gleichungen konnen wir noch die Grossen einfithren,
welche ausdriicken, welche Dichtigkeit diejenige Electricitédt, von
welcher V' die Potentialfunction ist, an den betreffenden Stellen
hat. Bezeichnen wir, wie frither die Raumdichtigkeit mit & und
die Fliachendichtigkeit auf der betrachteten Grenzfliche mit A, so
ist zu setzen:

AV = — 4=k
oV . oV _ oy (ﬂ) — — 4xh
anl 8%2 T \0n +0 on _0—— ’

und dadurch gehen die vorigen Gleichungen iiber in:

(60) 260&( a(V+ U))+4atk—0
(61) a(V+ U 4 g M—}—Mﬂh——o

Dieses sind die von Helmholtz und Maxwell aufgestellten
Gleichungen. Maxwell schreibt darin statt ¥ 4 U einfach V,
indem er die ganze Function, deren negative Ditferentialcoéfficien-
ten die Componenten der in dem Dielectricum wirkenden electri-
schen Glesammtkraft darstellen, mit 7 bezeichnet.

Clausius, mech, Wirmetheorie. II. 7



ABSCHNITT IV.

Das mechanische Aequivalent einer electrischen
Entladung.

§ 1. Gesammtwirkung einer Entladung.

Nachdem in den vorigen Abschnitten von den unter verschie-
denen Umstédnden stattfindenden electrischen Ladungen und von
dem darauf beziiglichen Verhalten der Potentialfunction die Rede
gewesen ist, miissen wir nun die Entladung und die durch sie
entstehenden Wirkungen betrachten, wobei wir unter electri-
scher Entladung jede Aenderung in der Anordnung der Elec-
tricitét verstehen, durch welche der electrische Zustand der ver-
schiedenen Theile eines Systemes von leitenden Korpern, zu denen
auch die Erde gehoren kann, sich ganz oder theilweise ausgleicht.

Wéhrend der in der Anordnung der Electricitit stattfinden-
den Aenderung und der damit verbundenen Bewegung der Elec-
tricitdtstheilchen wird von den electrischen Kriften Arbeit gelei-
stet. Diese von Kriften, welche dem Quadrate der Entfernung
umgekehrt proportional sind, geleistete Arbeit lisst sich auf sehr
einfache Art bestimmen?). Sie ist von der Art, wie die Bewegun-
gen der Electricititstheilchen stattfinden, ganz unabhingig und
héingt nur von den Anfangs- und Endlagen derselben ab, und zwar
wird sie dargestellt durch die bei der Entladung eingetretene Ab-

1) Siehe dariiber mein Buch ,Die Potentialfunction und das Potential,
dritte Auflage, §. 65.
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nahme des Potentials der gesammten Electricitdt auf
sich selbst. '

Durch diese von den electrischen Kriften gethane Arbeit kon-
nen nun zundchst gewisse Wirkungen hervorgebracht werden, bei
welchen andere Krifte zu iiberwinden sind, und von denen einige
der gewGhnlichsten folgende sind. Es springen an einer oder meh-
reren Stellen electrische Funken iiber, wobei eine Luftschicht oder
ein anderer nichtleitender Koérper von der Electricitit durchbro-
chen wird, — Wenn der electrische Strom an einer Stelle durch
einen sehr diinnen Draht geht, so erleidet dieser mechanische Ver-
dnderungen, welche von kleinen, kaum merkbaren Einknickungen
bis zum vollstindigen Zerstduben variiren konnen. — Wenn der
Strom durch electrolytische Korper geht, so treten chemische Zer-
setzungen ein, — In Korpern, welche sich in der Nidhe der durch-
stromten Leiter befinden, konnen Inductionsstrome oder magne-
tische Wirkungen hervorgerufen werden — etc.

Zu diesen verschiedenen Wirkungen wird ein Theil der gan-
zen von den electrischen Kriften geleisteten Arbeit verbraucht.
Der iibrige Theil der Arbeit verwandelt sich in den Leitern in
Wiirme.

Wenn wir die Wiarme nach mechanischem Maasse, d. h. nach
der ihr entsprechenden mechanischen Arbeit messen, und auch die
anderen vorher genannten Wirkungen durch die zu ihnen ver-
brauchten Arbeitsgrossen ausdriicken, so kdnnen wir sie séimmt-
lich in eine algebraische Summe vereinigen und diese kurz die
Summe aller durch die electrische Entladung hervorgebrachten
Wirkungen nennen. In Bezug auf diese gilt dann dem Obigen
nach folgender einfacher Satz, welchen wir als Hauptsatz den
nachstehenden Betrachtungen zu Grunde legen:

Die Summe aller durch eine electrische Entladung
hervorgebrachten Wirkungen ist gleich der da-
bei eingetretenen Abnahme des Potentials der ge-
sammten Electricitdt auf sich selbst.

§ 2. Potential einer geladenen Leidener Flasche
oder Batterie.

Indem wir nun als Beispiel eines Korpersystemes, welches mit
Electricitiit geladen und wieder entladen werden kann, die Leide-
ner Flasche wihlen, handelt es sich darum, bei einer geladenen

7*



100 Abschnitt IV.

Leidener Flasche das Potential der gesammten Electricitit auf
sich selbst zu bestimmen, wobei unter der gesammten Electricitit
nicht bloss die auf den beiden Belegungen befindlichen Electrici-
titsmengen zu verstehen sind, sondern auch die simmtlichen klei-
nen Electricititsmengen, welche sich im Inneren des Glases auf
den electrisch polaren Partikelchen befinden.

Seien dq und dq' irgend zwei Electricititselemente und » ihr
gegenseitiger Abstand, so wird das Potential der gesammten Elec-
tricitdt auf sich selbst, welches wir mit W bezeichnen wollen,
durch folgende Gleichung bestimmt:

0 W= [[ILL,

worin die beiden angedeuteten Integrationen iiber alle gegebenen,
theils positiven, theils negativen Electricititsmengen auszufiihren
sind. Da nun'andererseits, wenn die Potentialfunction aller gege-
benen Electricititsmengen an dem Puncte (z, 4, 2), wo das Ele-
ment d g sich befindet, mit 7 bezeichnet wird, die Gleichung

- S

gilt, so kénnen wir die vorige Gleichung auch so schreiben:

@) W=§fmq.

In unserem gegenwirtigen Falle ist es aber zweckmaissig, die-
ser letzteren Gleichung noch eine etwas andere Form zu geben,
nidmlich die Potentialfunction der Electricititsmengen, welche sich
auf den Belegungen der Flasche befinden von der Potentialfunction
derjenigen Electricitdtsmengen, welche sich im Inneren des Gla-
ses auf den polaren Partikelchen befinden, zu trennen, und beide
durch besondere Zeichen darzustellen. Die erstere moge mit V'
und die letztere mit U bezeichnet werden, so dass die Potential-
function aller in Betracht kommenden Electricititen durch die
Summe ¥V + U dargestellt wird. Dann nimmt die vorige Glei-
chung folgende Gestalt an:

@ w=1 [(V+ 0)dq,

worin die Integration iiber alle auf den Belegungen und auf den
polaren Glaspartikelchen befindlichen Electricititsmengen auszu-
fiilhren ist.
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Was zunéchst die auf den polaren Glaspartikelchen befind-
lichen Electricitdtsmengen -anbetrifft, so ldsst sich fiir diese die
Integration sehr kurz abmachen. Wenn ein leitendes Glastheil-
chen durch Influenz bis zum Gleichgewichtszustande electrisch po-
lar geworden ist, so ist das Potentialniveau in ihm constant. Da
ferner die auf ihm befindlichen getrennten Electricititen aus. glei-
chen Mengen positiver und negativer Electricitit bestehen, so ist
der Theil des Integrales, welcher sich auf diese beiden Electricitéits-
mengen bezieht, Null. Dasselbe gilt von allen leitenden Glastheil-
chen in gleicher Weise, und man kann daher den ganzen Theil
des Integrales, welcher sich auf die auf den leitenden Glastheil-
chen befindlichen getrennten Electricititen bezieht, ohne Weiteres
gleich Null setzen.

Was ferner die auf den Belegungen befindlichen Electricitéts-
mengen anbetrifft, so findet auch bei ihnen eine Vereinfachung
statt, indem auf jeder Belegung das Potentialniveau constant ist.
Wir wollen, wie in § 7 des vorigen Abschnittes, den Werth des
Potentialniveaus auf der inneren Belegung mit F' und auf der
dusseren Belegung mit G bezeichnen. Nennen wir dann noch, wie
dort, die auf der inneren Belegung befindliche Electricitdtsmenge
M und die auf der fusseren Belegung befindliche N, so geht die
Gleichung (4) iiber in:

(5) W=1FM+1GN.

Substituirt man hierin fir M und N die in den Gleichungen
(48) oder (51) des vorigen Abschnittes gegebenen Werthe, so er-
hélt man W durch F und @ ausgedriickt. Ebenso kann man W
durch M und N oder durch irgend zwei der vier Grossen F, @,
M und N ausdriicken.

Setzt man voraus, dass die #ussere Belegung der Flasche mit
der Erde in leitender Verbindung stehe, so hat man G = 0 zu
setzen. Dadurch vereinfacht sich (5) in:

(6) W=1FM.

Hieraus kann man, mit Hiilfe der im vorigen Abschnitte unter (52)
gegebenen Gleichung

S
) M=3F

entweder M oder F eliminiren und erhilt dadurch:
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—_— 1 2

® W=gz°F
k 2

® V=55

Wenn statt einer einzelnen Flasche eine Batterie von » glei-
chen Flaschen gegeben ist, so kann man die auf diese beziiglichen
Gleichungen leicht aus den vorigen ableiten. Wenn man, nach-
dem die nFlaschen einzeln gleich stark geladen sind, alle inneren
und alle #usseren Belegungen unter sich verbindet, so wird da-
durch (sofern man von dem kleinen Einflusse der auf den Verbin-
dungsstiicken befindlichen Electricitéit absieht) keine Aenderung
in den Werthen der Potentialfunction auf den Belegungen eintre-
ten. Die Electricititsmengen dagegen, welche sich auf der inne-
ren und Husseren Belegung der ganzen Batterie befinden, sind na-
tiirlich »mal so gross, als die auf den Belegungen einer einzelnen
Flasche befindlichen. Dieses letztere kann man in der unter (7)
gegebenen Gleichung, welche sich auf den Fall bezieht, wo die
dussere Belegung mit der Erde in leitender Verbindung steht, ein-
fach dadurch ausdriicken, dass man die mit s bezeichnete Fliche
der inneren Belegung Einer Flasche durch die Gesammtfliche der
inneren Belegung der ganzen Batterie, welche S heissen moge, er-
setzt und somit schreibt:

(10) u=5r

Wenn man mit Hiilfe dieser Gleichung aus der Gleichung (6)

M oder F eliminirt, so erhdlt man:

(11) W= 8

m|®4 l"’

M

8. 8. Abnahme des Potentials bei der Entladung
und Riickstand.

Betrachten wir hiernach das Potential einer geladenen Leide-
ner Fla,§che oder Batterie als bekannt, so ldsst sich daraus auch
leicht die bei der Entladung stattfindende Abnahme des Potentials
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bestimmen. Wird die Batterie vollstindig entladen, so dass der
Endwerth des Potentials gleich Null ist, so ist die Abnahme des
Potentials einfach gleich W. Findet aber nur eine theilweise Ent-
ladung statt, so dass nach der Entladung noch ein Potential W’
besteht, so hat man die Differenz W — W7’ zu bilden.

Bewirkt man bei einer Batterie, deren Hussere Belegung mit
der Erde in leitender Verbindung steht, die Entladung dadurch,
dass man die #ussere Belegung mit der inneren in leitende Ver-
bindung setzt und diese Verbindung lingere Zeit bestehen lasst,
so findet eine vollstindige Entladung statt. Wenn man dagegen
die Verbindung nur momentan herstellt und dann sofort wieder
aufhebt, so findet bekanntlich die Entladung nicht ganz vollstin-
dig statt, sondern es bleibt noch ein Riickstand, welcher nach
einiger Zeit eine zweite schwéchere Entladung ermoglicht, bei der
wiederum ein Riickstand von geringerer Grosse bleibt, der dann
eine dritte Entladung geben kann, u. s. f.

Die Entstehung des Riickstandes ist wohl unzweifelhaft dar-
aus zu erkldren, dass das Glas seinen electrisch polaren Zustand,
welchen es unter dem Einflusse der auf den Belegungen befind-
lichen Electricititsmengen angenommen hat, im Momente der Ent-
ladung nicht gleich vollstdndig verliert, sondern dass ein Theil die-
ser inneren Polaritit zundchst noch fortbesteht, und dass dadurch
ein Theil der Electricitdt auf den Belegungen zuriickgehalten wird.
Diese unmittelbar nach der Entladung noch vorhandene innere
Polaritit verliert sich dann in einiger Zeit soweit, dass nur noch
eine Polaritit von solcher Stirke iibrig bleibt, wie sie den jetzt
noch auf den Belegungen, befindlichen Electricititsmengen ent-
spricht, und von diesen aufrecht erhalten werden kann. Diese ge-
ringere Polaritdt ist natiirlich, wenn zwischen den Belegungen
wieder eine leitende Verbindung hergestellt wird, nicht ausreichend,
die auf den Belegungen befindlichen Electricititen festzuhalten,
und es tritt daher von Neuem eine Entladung ein, bei der dann
abermals ein Theil der zuletzt vorhandenen Polaritit bestehen
bleibt und daher ein gewisser viel kleinerer Rest von Electricitét
auf den Belegungen festgehalten wird, u. s. f.

Woher es kommt, dass die innere Polaritit zum Theil wih-
rend der Entladung selbst, also gleichzeitig mit der Kraft,
welche sie erzeugt hat, in fast unmessbar kurzer Zeit verschwin-
det, zum Theil dagegen sich erst nachtriiglich allmilig verliert,
ist noch nicht festgestellt. Boltzmann hat die nachtréiglich ein-
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tretende Veridnderung des inneren electrischen Zustandes mit der
elastischen Nachwirkung verglichen 1), welche Vergleichung
viel fiir sich hat, wenn auch der eigentliche Grund der Erschei-
nung dabei noch in verschiedenen Weisen gedeutet werden kann.

Um iiber den Zustand der Batterie unmittelbar nach der Ent-
ladung und die darauf beziiglichen Grossen ein bestimmteres Ur-
theil zu gewinnen, wird es zweckmdssig sein, noch einige beson-
dere Betrachtungen anzustellen.

§ 4. Untersuchung des Falles, wo die Potential-
niveaux der beiden Belegungen gleich sind,
wiahrend noch eine innere Polaritit besteht,

Wenn die Belegungen einer Batterie fiir eine sehr kurze Zeit
unter einander leitend verbunden werden, so stromt so viel Elec-
‘tricitit von der einen zur anderen, dass sie' beide gleiches Poten-
tialniveau haben, welches wir unter Vernachlissigung einer klei-
nen, moglicher Weise bestehenden Abweichung einfach gleich Null
setzen konnen. Es fragt sich nun, wie viel Electricitit bei dieser
Ausgleichung der Potentialniveaux noch auf den Belegungen blei-
ben muss, wenn die innere Polaritit des Glases zum Theil noch
fortbesteht. v

Bezeichnen wir die Potentialniveaux, welche die Belegungen nur
wegen der noch bestehenden inneren Polaritit des Glases haben
wiirden, mit « und #,, so miissen die Electricitdtsmengen so gross
sein, dass sie fiir sich allein die Belegungen zu den Potentialniveaux
— % und — %, bringen wiirden. Zur Bestimmung der dazu n6thi-
gen Electricititsmengen konnen wir die Gleichungen (38) des Ab-
schnittes II. anwenden, in welchen wir dann F und G durch — «
und — u; und ausserdem, wenn wir nicht bloss Eine Flasche, son-
dern eine Batterie von beliebig vielen Flaschen betrachten, s durch
S zu ersetzen haben. Vernachlissigen wir auch hier verhiltniss-
missig kleine Abweichungen und lassen daher die Grosse 6 und
die mit den Coéfficienten « und B behafteten Glieder fort, so er-
halten wir fiir beide Belegungen gleiche und entgegengesetzte
Electricitédtsmengen, welche mit m und — m bezeichnet werden
konnen, wobei m durch folgende Gleichung bestimmt wird:

1) Bitzungsberichte der Wiener Academie, Bd. 68, Juli 1873.
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(13) m= oy — .

Um nun ferner zur Bestimmung des auf diesen Zustand der
Batterie beziiglichen Potentials unsere fritheren auf den Gleich-
gewichtszustand beziiglichen Gleichungen anwenden zu konnen,
wollen wir neben der Grisse m noch die Grosse w einfilhren mit
der Bedeutung, dass g und — p diejenigen Electricititsmengen
sind, welche sich auf den beiden Belegungen befinden miissten,
um die vorher besprochene innere Polaritdt, welche unmittelbar
nach der Entladung noch vorhanden ist, hervorzurufen und auf-
recht zu erhalten. Diese Grosse u steht dann zu der Differenz
# — #; in derselben Beziehung, welche in der Gleichung (41) des
vorigen Abschnittes zwischen @ und U — U, ausgedriickt ist, und
wir kénnen daher schreiben:

S 1-4+4nE

(14) Y =Tnc ~4zE (= w).

Wenn auf den beiden Belegungen der Batterie nach der Ent-
ladung, statt der Electricititsmengen m und — m, die Electrici-
titsmengen w und — p befindlich wéren, so hitten wir einen
Gleichgewichtszustand von derselben Art, wie der, auf welchen die
Gleichungen (46) des vorigen Abschnittes sich beziehen. Nennen
wir die ganzen Potentialniveaux, welche unter diesen Umstéinden
auf den Belegungen stattfinden wiirden, # und ¢, so erhalten wir
gemiiss jenen Gleichungen, unter Vernachlissigung der Grosse 6
und der mit den Coéfficien @ und B behafteten Glieder:

(15) b= (L4 E) (f — ),

und wenn wir hierin fiir w den in (14) gegebenen Ausdruck setzen,
so ergiebt sich: '

Uy — U
(16) Fog="1"F

Das Potential der gesammten Electricitit auf sich selbst, welches
unter diesen Umstéinden bestehen wiirde, und welches mit & be-
zeichnet werden moge, ergiebt sich aus der Gleichung (5), wenn
man darin F und G durch f und g und 3 und N durch g und
— w ersetzt, ndmlich:

an L=zu(f—9
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Setzt man hierin fiir w und f — ¢ die in (14) und (16) gegebenen
Ausdriicke, so kommt:

(18) sz_—(1+4 B) (= “)

Um von diesem Potential zu dem von uns gesuchten zu ge-
langen, wollen wir uns die Grosse w in die Theile g — m und m
getheilt denken, und dann die simmtlichen vorher betrachteten
Electricititen, deren Potential & ist, in zwei Systeme zerlegen.
Das erste System §; soll nur aus den beiden Electricititsmengen
p — m und — (@ — m) bestehen. Das zweite System S’ dagegen
soll die Mengen m und — s und ausserdem alle auf den polaren
Glastheilchen befindlichen Electricitédtsmengen (also gerade digjeni-
gen Electricitdtsmengen, welche unmittelbar nach der Entladung
vorhanden sind), umfassen. Dann zerfillt das Potential Q in fol-
gende drei Bestandtheile:

1. das Potential des Systemes S, auf sich selbst, welches W;

heissen moége;

2. das Potential des Systemes S' auf sich selbst, welches W’

heissen moge;

3. das Potential des Systemes §, auf das System S’, welches

W', heissen moge.
Hiernach kann man setzen:
Q=W+ W+ W,

Das letzte an der rechten Seite stehende Potential W', lisst
sich sofort seinem Werthe nach angeben. Wir erhalten es nim-
lich, wenn wir jedes zu dem einen Systeme gehorige Electricitits-
element mit der auf den betreffenden Punct beziiglichen Potential-
function des anderen Systemes multipliciren, und dann die Inte-
gration ausfilhren. Nun befinden sich alle zum ersten Systeme
gehorenden Electricititselemente auf den Belegungen, und die
Potentialfunction des zweiten Systemes ist auf den Belegungen
gerade Null, folglich muss auch die Integration den Werth Null
geben, und wir erhalten:

Wll = 0.
Hierdurch geht die vorige Gleichung iiber in:
L= W+ W,

welche Gleichung wir in folgender Form schreiben wollen:

(19) W=a— W.
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Von den beiden hierin an der rechten Seite stehenden Grossen
ist die erste & durch- die Gleichung (18) bestimmt. Um die an-
dere Grosse W, zu bestimmen, ist zu bemerken, dass die Electri-
cititsmengen u — m und — (u — m), wenn sie fiir sich allein vor-
handen wéren, auf den Belegungen die Potentialniveaux f und g
hervorbringen wiirden, da alle iibrigen Electricitdtsmengen auf den
Belegungen die Potentialniveaux Null geben. Daraus folgt:

Wi=3 @ —m)( —9)
Hierin kann man nach (13) und (14) setzen:

S U — U

b= M= dnE

und fiir f — ¢ kann man den in (16) gegebenen Werth anwenden,
wodurch man erhélt:

S Ju; — w\?

(20) Wi=gz\imE )
Durch Anwendung dieser Werthe geht (19) iiber in:
(21) W = S . (ul _ '”’)2

T 8mc¢ 4nE
wofiir man auch geméss (13) schreiben kann:

=0 M
(22) W=3% 5
Durch diese Gleichungen ist das gesuchte, unmittelbar nach der
Entladung stattfindende Potential der gesammten Electricitit auf
sich selbst bestimmt.

Wenn nach der Entladung eine gewisse Zeit verflossen ist,
und die innere Polaritdt bis zu dem Reste abgenommen hat, wel-
cher durch die auf den Belegungen befindlichen Electricititsmen-
gen m und — m aufrecht erhalten werden kann, so ist wieder ein
Gleichgewichtszustand von der Art, wie der, auf welchen die Glei-
chungen von (5) bis (12) sich beziehen, erreicht. Das diesem Zu-
stande entsprechende Potential der gesammten Electricitit auf
sich selbst, welches W" heissen moge, erhidlt man, wenn man in
der Gleichung (12) einfach m an die Stelle von M setzt, wobei
man wieder fiir den Grad von Genauigkeit, welcher beim Riick-

stande ausreichend ist, % durch ersetzen kann:

dme
1+ 4=nE
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2me m?
n o . .
(28) W= 1+4mE S
Substituirt man hierin fiir m seinen Werth aus (13), so kommt:
S(u; — u)?
[ — .
(24) , w T 8mc(l -+ 4xmE)

8. 5. Arbeit der electrischen Kriafte wahrend der Ent-
ladung und nach derselben,

Nachdem in den vorigen Paragraphen das Potential der ge-
sammten FElectricitidt auf sich selbst fiir die verschiedenen in Be-
tracht kommenden Zustdnde bestimmt ist, 1isst sich auch die Ar-
beit, welche die electrischen Kriifte wihrend der Entladung und
nach derselben leisten, leicht ausdriicken.

Wir wollen uns die Entladung zuerst dadurch bewirkt den-
ken, dass ein von der dusseren Belegung ausgehender Leiter mit
seinem anderen Ende einer mit der inneren Belegung in leitender
Verbindung stehenden Stelle genihert und fiir eine ganz kurze
Zeit damit in Beriihrung gebracht wird. Dann haben wir vor der
Entladung den Zustand, bei welchem das Potential gleich W ist,
und unmittelbar nach der Entladung den Zustand, bei welchem
das Potential gleich W'ist. Wihrend der Entladung wird also
die Arbeit

w—-w
geleistet.

Wenn nach der Entladung einige Zeit verstrichen ist, so ist
der Zustand eingetreten, bei welchem das Potentidl gleich W ist,
und es wird also nach der Entladung bis zum Eintreten dieses Zu-
standes noch die Arbeit

W' — W"
von den electrischen Kriiften geleistet.

Liisst man jetzt abermals eine Entladung eintreten, so erhilt
man dieselben beiden Vorginge im verkleinerten Maassstabe u. s, f.

Um die Arbeitsgrossen in ihrer Beziehung zum ganzen ur-
spriinglich bestehenden Potential W niher angeben zu konnen,
muss man wissen, wie sich W’ und W' zu W verhalten, und dazu
wiederum muss bekannt sein, wie sich die Differenz w, — u zur
Differenz F' — G verhélt. Ein Grenzwerth fiir u;, — %, welcher
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sicherlich nicht iiberschritten werden kann, ergiebt sich sofort
daraus, dass die Polaritit des Glases nach der Entladung nicht
grosser sein kann, als sie wihrend der Ladung war. Bezeichnen
wir daher, wie im vorigen Abschnitte, die Potentialniveaux, welche
die wihrend der Ladung bestehende Polaritéit des Glases fiir sich
allein auf den Belegungen hervorbringen wiirde, mit U und U,
so kann u, — w keinesfalls grosser als U; — U sein. Wieviel klei-
ner es ist, lisst sich nicht genau angeben. Soviel aber kann als
unzweifelhaft angenommen werden, dass bei einer bestimmten
Flasche oder Batterie mit wachsendem U, — U auch w;, — u
wichst, und da es bei den auf den Riickstand beziiglichen Grossen,
welche iiberhaupt nicht bedeutend sind, auf dusserste Genauigkeit
nicht ankommt, so wird es erlaubt sein, die Differenzen u, —
und U; — U als einander proportional zu betrachten, und dem-
geméss zu setzen:

(25) w —u=p(U, — V),

worin p einen von der Natur der die Batterie bildenden Flaschen
abhéngigen Coéfficienten bedeutet, dessen Werth zwischen 0 und
1 liegen muss. Was nun die Differenz. U; — U anbetrifft, so lisst
sich aus der Gleichung (39) des vorigen Abschnittes zunichst die
folgende ableiten:

U, — U=4xE(V 4+ U— V; — Ty,

und wenn man hierin fir ¥+ U und V; 4+ U, die spiter ein-
‘gefithrten Zeichen F und G setzt, so kommt:

(26) U,— U=4=xE(F — @),
wodurch die Gleichung (25) iibergeht in:
(27 w —u=p.4nEF — G).

Aus dieger Gleichung kann man mit Hiilfe der im vorigen Ab-
schnitt unter (46) und in diesem Abschnitt unter (13) gegebenen
Gleichungen auch noch die folgende ableiten:

: 4nE
(28) m=p———1+4”EM
Kehren wir nun zu den fiir die Potentiale W’ und W" auf-
gestellten Gleichungen (22) und (28) zuriick und setzen darin fiir
m den vorstehenden Ausdruck, so kommt:

4w E M*

L. ? o .

(29) W =2xncp AT tzBF B
2

(30) Wi— gmopr —ATE M

(1+4xEPF §
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Das in diesen beiden Gleichungen vorkommende Product 2z ¢ kon-
nen wir noch durch g ersetzen, da wir auch bisher bei der Be-
handlung der auf den Riickstand beziiglichen Grossen, welche an
sich nur klein sind, den zwischen & und 4x¢ bestehenden Unter-
schied vernachléssigt haben.

Diese Ausdriicke von W' und W” kénnen nun bei der Be-
stimmung der Arbeit angewandt werden, wobei W mittelst der in
§. 2 entwickelten Gleichungen zu bestimmen ist. Zur speciellen
Ausfithrung der Rechnung wollen wir den Fall wéhlen, wo die
dussere Belegung der Batterie mit der Erde in leitender Verbin-
dung steht, und wo fiir W die Gleichung (12) gilt. Dann erhal-
ten wir:

W=k 4n E M

(L) - <1 (1 + 4xE)?) S
” k e AnE n

G W =W =y ey §

Im Vorstehenden war vora,usgesetzt dass die Entladung in
der Weise stattfinde, dass die Enden des Schliessungsbogens nur
fiir eine sehr kurze Zeit mit einander in Beriihrung gebracht wer-
den. Wird dagegen die mit der Erde leitend verbundene Zussere
Belegung dauernd mit der inneren in leitende Verbindung gesetzt, -
so tritt eine vollstindige Entladung ein. Indessen findet auch in
diesem Falle der Umstand statt, dass nicht die ganze Entladung
gleich im Momente der Verbindung vollendet ist, sondern dass ein
Theil derselben erst nachtréglich im Verlaufe einiger Zeit vor sich
geht. Man kann daher auch in der Arbeit, welche im Ganzen
durch W dargestellt wird, zwei Theile unterscheiden, den Theil
W — W', welcher sofort beim Eintritt der Verbindung geleistet
wird, und den Theil W’, welcher wihrend des Bestehens der Ver-
bindung erst allmilig folgt.

§ 6. Wirkungen der Entladung,.

Wenn wir nun die von der Entladung hervorgebrachten Wir-
kungen betrachten, so konnen diese, wie schon oben in §. 1 er-
wihnt, von sehr verschiedener Art sein. Zu den dort angefiihrten
Wirkungen ist, streng genommen, noch eine schon vor der eigent-
lichen Entladung stattfindende hinzuzufiigen. Wihrend nimlich
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das Ende des von der dusseren Belegung ausgehenden Schliessungs-
bogens sich der mit der inneren Belegung leitend verbundenen
Stelle-ndhert, findet schon eine kleine Mitwirkung der Electricitéit
statt, indem die Enden des Schliessungsbogens vermdge der auf
ihnen befindlichen Electricitit einander anziehen, und dadurch die
Annéherung erleichtern. Diese Wirkung ist aber in unserem Falle,
wo der grosste Theil der Electricitét auf den Belegungen gebunden
ist, und daher zu jener Anziehung nicht beitragen kann, jedenfalls
so gering, dass wir sie ohne Bedenken vernachlidssigen konnen.

Ferner wollen wir zur Vereinfachung die Erregung von In-
ductionsstromen oder- Magnetismus ausserhalb des betrachteten
Korpersystemes und alle bleibenden Veriinderungen mechani-
scher, chemischer oder magnetischer Natur innerhalb desselben
fiir jetzt von der Untersuchung ausschliessen und annehmen, dass
die Arbeit, welche an den Stellen verwandt wird, wo der
Schliessungsbogen unterbrochen ist, und wo ein Funke
iiberspringen muss, und die in dem ganzen Systeme
erzeugte Warme die einzigen vorkommenden Wirkungen seien.
Dann muss dem Hauptsatze nach die Summe dieser beiden
gleich der Abnahme des Potentials sein.

Dieses theoretische Ergebniss mdge nun mit der Erfahrung
verglichen werden. Dazu bietet besonders die von Riess mit der
grossten Sorgfalt, Umsicht und Consequenz durchgefiihrte Reihe
von Untersuchungen ein ebenso reichhaltiges, als zuverlissiges
Material dar, und die Vergleichung desselben mit der Theorie wird
noch dadurch sehr erleichtert, dass Riess selbst aus den von ihm
beobachteten Thatsachen ganz bestimmt formulirte Gesetze abge-
leitet hat.

Wird zundchst angenommen, dass bei einer Reihe von Ver-
suchen die Stirke der Entladung, d. h. die Abnahme des
Potentials, dieselbe bleibe, aber der Schliessungsbogen
geindert werde, so muss dabei die Summe der beiden
Wirkungen constant sein,

Was die Warmeerzeugung anbetrifft, so besitzen wir iiber
deren Abhingigkeit vom Schliessungsbogen folgende zwei wich-
tige Satze von Riess 1)

1. Die durch eine und dieselbe Entladung in zwei
verschiedenen im Schliessungsbogen befindlichen conti-

1) Pogg. Ann. Bd. 43 und 45.
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nuirlichen Drahtstiicken erzeugten Warmemengen ver-
halten sich wie ihre reducirten Léingen, wenn man unter

reducirte Linge die Grésseg—? z versteht, worin A die wirk-

liche Linge, ¢ der Radius und x eine vom Stoffe des Drahtes
abhingige Grosse ist, welche Riess die Verzogerungskraft nennt,
und welche der Leitungsfihigkeit umgekehrt proportional ist.

2. Wenn man unter sonst unverinderten Umstinden
den Schliessungsbogen dadurch verlingert, dass man
einen Draht von der reducirten Linge ! einschaltet,
so wird dadurch die Erwérmung eines anderen im
Schliessungsbogen befindlichen Drahtes vermindert,
und zwar nahe im Verhéltnisse von 1 4 67:1, worin b
eine durch den Versuch zu bestimmende Constante ist.

Beide Sitze lassen sich in folgende Gleichung zusammen-

fassen 1):
ll

worin I' die reducirte Linge des betrachteten Drahtstiickes und
C die darin erzeugte Warmemenge ist, wahrend & und ! die vor-
her erwihnte Bedeutung haben, und A eine von der Stirke der
Entladung abhingige Grosse darstellt, welche fiir unseren gegen-
wirtigen Fall, wo wir es nur mit gleichen Entladungen zu thun
haben, constant ist.

Diese Gleichung enthélt eine Bestitigung des vorher gezoge-
nen Schlusses. Der eingeschaltete Draht ! wird natiirlich durch
die Entladung ebenfalls erwirmt und zwar wird nach der vorigen

Gleichung die Warmemenge T—_;_—b—l A in ihm erzeugt. Dafiir

muss, wenn die Gesammtsumme der Wirkungen constant bleiben
soll, eine Verminderung der iibrigen Wirkungen eintreten, und
diese wird in der That durch den zweiten Riess’schen Satz und
durch die Gleichung nachgewiesen. Mit dieser allgemeinen Ueber-
einstimmung miissen wir uns fiir jetzt begniigen. Eine genaue
quantitative Untersuchung, ob die Abnahme aller iibrigen Wirkun-

gen zusammen wirklich gerade gleich jener durch T—_fl-ﬂ A aus-

1) Pogg. Ann. Bd. 45, S. 23.



Mech. Aequivalent einer Entladung. 113

gedriickten Wirmemenge ist, scheint mir bis jetzt ohne neue Beob-
achtungsdata nicht ausfithrbar zu sein.

Vorsselman de Heer hat freilich aus jener Gleichung (33)
einen allgemeinen Satz abgeleitet, den man vielleicht auf den er-
sten Blick fiir eine vollstindige Bestfitigung unseres Schlusses hal-
ten konnte. Es soll nimlich die Gesammtwirme,welche durch
eine electrische Entladung in dem ganzen Schliessungs-
bogen erregt wird, von der Natur des Schliessungs-
bogens unabhéingig sein1). Dieser Satz wird auch von Helm-
holtz in der That als mit der Theorie iibereinstimmend ange-
fiihrt 2); indessen scheint er mir dazu doch nicht geeignet zu sein,
indem er mehrere Ungenauigkeiten enthilt.

Erstens beschrinkt Vorsselman de Heer die Betrachtung
ausdriicklich auf ,den die beiden Belege der Batterie verbinden-
den Bogen“3), Die Wirmeerzeugung erstreckt sich aber auch auf
die iibrigen Korper des Systemes, und zwar wird ein Theil inner-
halb der Batterie selbst erzeugt, und ein anderer, fiir den Fall,
dass die Batterie und der Schliessungsbogen nicht isolirt, sondern
mit der Erde verbunden sind, innerhalb des Ableitungszweiges
und der Erde. Der letztere Theil wird im Allgemeinen unbedeu-
tend sein, da nur der Ueberschuss der einen oder anderen Electri-
citdt nach der Erde stromt, und dieser gegen die ganze Electri-
cititsmenge gering ist, und dasselbe lisst sich unter der Bedin-
gung, dass der Schliessungsbogen eine betrichtliche reducirte
Linge hat, vielleicht auch von dem ersten Theile annehmen. Bei
sehr kurzem Schliessungshogen dagegen wiirde eine solche An-
nahme unzuldssig sein, und jedenfalls miissen wir diesen Theil bis
jetzt als unbekannt bezeichnen.

Ferner hat er die Stellen, wo der Schliessungsbogen unter-
brochen ist und wo ein Funke iiberspringt, nicht beriicksichtigt.
An diesen Stellen findet eine &Husserliche mechanische Wirkung
statt, welche man erst als verbrauchte Arbeit von der Gesammt-
wirkung abziehen muss, um den Theil zu erhalten, welcher wirk-
lich innerhalb des betrachteten Korpersystems in Wirme verwan-
delt wird.

Was die Grosse dieses Arbeitsverbrauches und seinen Ein-
fluss auf die Wiarmeentwickelung anbetrifft, so kann ich in dieser

1) Pogg. Ann. Bd. 48, S. 298. — 2) Ueber die Erhaltung der Kraft,
S. 44. — 3) Pogg. Ann. Bd. 48, S. 297.
Clausius, mech., Wirmetheorie. II, 8
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Beziehung zuniichst wieder eine Bestitigung der Theorie durch
das Experiment anfithren. Es ist ndmlich im Voraus klar, dass
der Arbeitsverbrauch von dem Widerstande, welchen die nicht-
leitende Schicht der Durchbrechung entgegensetzt, abhingt, und
dass er daher bedeutender sein wird, wenn die Enden des
Schliessungsbogens durch einen nichtleitenden festen Korper
getrennt sind, als wenn sich bloss Luft zwischen ihnen befindet.
Daraus folgt, dass im ersteren Falle ein an einer anderen Stelle
des Schliessungsbogens befindliches electrisches Luftthermometer
weniger erwiarmt werden muss, als im letzteren, und so hat es sich
auch bei einer von Riess ausgefiihrten Versuchsreihe?) in der
That ergeben.

An der Unterbrechungsstelle standen sich entweder zwei
kleine Scheiben, oder zwei Kugeln, oder zwei Spitzen gegeniiber,
jedesmal in einer Entfernung von 0,2 Linien. Zwischen diesen
waren nach einander die in der ersten Columne der nachstehenden
Tabelle genannten Korper eingeschaltet, und dabei wurden unter
sonst gleichen Umstinden in dem Luftthermometer die in den fol-
genden Columnen angefiilhrten Erwirmungen beobachtet. Wo
Riess mehrere Zahlen giebt, habe ich die Mittelzahl genommen.

Erwirmungen im Luftthermometer,
je nachdem der Funke

Eingeschaltete Korper. zwischen den |zwischen den | zwischen den
Scheiben Kugeln Spitzen
ibersprang.
Lauftschicht . . . . . e e 159 154 151
ein Kartenblatt . . . . . . . .. 117 120 116

zwei Kartenblatter mit zwischen-

gelegtem Stanniol, . . . . .. 97 93 —
zwel Kartenbliatter . . . . . . . 80 88 104
Glimmerblatt . . . . . . . e 68 47 4-8

1) Pogg. Ann. Bd. 43, S. 82.
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In dieser Tabelle tritt der Einfluss der Festigkeit des einge-
schalteten Korpers, welcher vom Funken durchbrochen werden
muss, sehr deutlich hervor. Nur der Fall, wo zwei Kartenblitter
mit zwischengelegtem Stanniol angewandt wurden, konnte auf den
ersten Blick eine Ausnahme zu bilden scheinen, indem diese drei
Korper eine geringere Wirkung ausiibten als die beiden Karten-
blitter allein. Hiernach muss man annehmen, dass durch das
Stanniolblatt, obwohl es mit durchbrochen wurde, doch der Ar-
beitsverbrauch nicht vermehrt, sondern vermindert wurde, was
einen Widersinn zu enthalten scheint. Ich glaube indessen, dass
man diese Annahme nicht als widersinnig zu betrachten braucht,
denn es kommt bei dem Arbeitsverbrauch nicht bloss darauf an,
welche Korper durchbrochen werden, sondern auch, wie sie
durchbrochen werden, und die Art der Durchbrechung wird durch
den zwischen den Kartenblédttern eingeschalteten leitenden Korper
jedenfalls gedindert. Aus der grossen Verschiedenheit der iibrigen
in der Tabelle befindlichen Zahlen ersieht man, wie bedeutend die
durch den Funken verbrauchte Arbeit unter erschwerenden Um-
stinden werden kann. Kin genaues Maass dieser Arbeit michte
sich jedoch hieraus noch nicht ableiten lassen, und ein solches
besitzen wir meiner Ansicht nach bis jetzt iiberhaupt noch nicht,
selbst fiir den einfachsten und wichtigsten Fall, wo der Funke
nur durch Luft iiberspringt.

Bei oberflichlicher Betrachtung konnte man vielleicht glauben,
diese Arbeit miisse bei gleicher Dichtigkeit der Luft ein-
fach der Dicke der durchbrochenen Luftschicht propor-
tional sein. Wenn man jedoch bei unveriinderter Abstande der
Korper, zwischen denen der Funke iiberspringen muss, die Ladung
der Batterie oder die Beschaffenheit des Schliessungsbogens #ndert,
so treten in der Natur der Funken so grosse, schon #usserlich an
der verschiedenen Stérke des Lichtes und Knalles erkennbare Unter-
schiede ein, dass man diese Funken in Bezug auf die von ihnen
verbrauchte Arbeit unmoglich als gleich betrachten kann.

Ferner konnte man vielleicht aus einigen von Riess mitge-
theilten Beobachtungen !) den Schluss ziehen wollen, die von
einem durch die Luft iiberspringenden Funken ver-
brauchte Arbeit sei iiberhaupt so gering, dass man sie
vernachlissigen konne, Riess hat nimlich mit den vorher

1) Pogg. Ann. Bd. 43, 8. 78,
. g%
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erwihnten kleinen Scheiben und Kugeln die Versuche auch so an-
gestellt, dass er sie zuerst in Berithrung und dann in verschiedene
Entfernungen brachte, so dass die Electricitdt im ersteren Falle
ohne und in den letzteren Fiflen mit Funken iiberging, und fiir
jeden dieser Fille hat er die in dem Schliessungsbogen unter sonst
gleichen Umstinden erregte Wirme beobachtet. Dabei zeigte sich
diese Wiarme bei der Entfernung im Allgemeinen nur wenig ge-
ringer, als bei der Beriithrung, und in einzelnen Féllen sogar etwas
grosser. Ich glaube indessen, dass diese Beobachtungen zu dem
obigen Schlusse noch nicht berechtigen.

Wir miissen nidmlich ausser demjenigen Funken, welcher
durch die Entfernung der Scheiben oder Kugeln willkiirlich her-
vorgerufen wurde, auch jene anderen betrachten, welche an sich
schon mit dem Entladungsverfahren verbunden waren. Riess be-
wirkte die Entladungen, um sie so regelmissig wie moglich zu
machen, durch einen eigens dazu construirten Apparat!), welcher
so eingerichtet war, dass jedesmal zwei Funken iibersprangen.
Nun ergiebt sich aus anderen Versuchen von Riess?), dass durch
eine im Schliessungsbogen angebrachte Unterbrechung die Schlag-
weite an einer anderen Stelle vermindert wird, und folglich miis-
sen auch im vorliegenden Falle zugleich mit der Hervorbringung
des eirien neuen Funkens zwischen den Scheiben oder Kugeln die
beiden anderen Funken im Entladungsapparate verkiirzt sein,
woraus man auf eine theilweise Compensation des Arbeitsverbrau-
ches schliessen kann. In manchen Fillen waren die beiden letzte-
ren Funken sogar ganz verschwunden, indem ,die Entladung erst
bei der Beriihrung der Kugeln des Entladungsapparates eintrat® s),
Es war also Ein Funke neu hinzugekommen, und dafiir waren
zwei frithier vorhandene Funken fortgefallen, was eine Verminde-
rung des Arbeitsverbrauches, und dem entsprechend eine Vermeh-
rung der Wirmeerzeugung erwarten lisst; und in der That waren
‘es gerade diese Fille, in denen Riess eine erhohte Wirme
im Schliessungsbogen beobachtete. Man sieht also, dass es zur
Erkldrung dieser Erscheinungen nicht nothwendig ist, die An-
nahme zu machen, dass die Grosse des Arbeitsverbrauches bei
einem Funken sehr klein sei, und iiberhaupt scheinen mir die Ver-
suche noch keinen sicheren Schluss iiber diese Grosse zu gestatten.

1) Pogg. Ann. Bd. 40, S. 339. — 2) Pogg. Ann. Bd. 53, S. 11.
8) Pogg. Ann. Bd. 43, 8. 79.
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Wenn es somit wegen der in der Gesammtwirkung vorkommen-
den unbekannten Grossen unmdglich ist, eine quantitativ ge-
naue Uebereinstimmung der Gleichung (33) mit dem Hauptsatze
nachzuweisen, so konnte man vielleicht umgekehrt versuchen,
durch die Annahme beider, und ihre Verbindung mit einander,
jene unbekannten Grossen, oder wenigstens die Summe derselben
zu bestimmen, und dazu scheint die Form der von Riess aufge-
stellten Gleichung (33) allerdings einzuladen. Dabei muss man
aber bedenken, dass man dieser Gleichung selbst, als einer empiri-
schen Gleichung, keine absolute Genauigkeit zuschreiben darf, wie
es auch die von Riess angefithrten Zahlen zeigen. Er hat nim-
lich in zwei Versuchsreihen in den Schliessungsbogen Dréihte von
verschiedener Linge und Dicke eingeschaltet, wodurch sich in dem
Ausdrucke auf der, rechten Seite der Gleichung (33) nur die im
Nenner befindliche Grosse ! #inderte, und hat dann jedesmal aus
der beobachteten Erwirmung die Constante  bestimmt, Die so ge-
fundenen Werthe weichen in der ersten Reihe zwischen 0,01358 und
0,01101 und in der zweiten zwischen 0,00000926 und 0,00000840 1)
von einander ab, und wenn diese Differenzen bei der grossen Ver-
schiedenheit der eingeschalteten Drihte und bei der Schwierigkeit
der Versuche auch nicht als bedeutend gelten konnen, so schei-
nen sie doch deshalb einige Beachtung zu verdienen, weil sich in
ihnen eine gewisse Regelmissigkeit zeigt. In beiden Reihen wer--
den nimlich mit wachsender reducirter Lénge ! des Drahtes die
entsprechenden Werthe von b im Allgemeinen kleiner.

§ 7. Vergleichung unter Annahme verschiedener
Ladungen.

Wir wenden uns nun zu dem zweiten Vergleichspuncte zwi-
schen der Theorie und der Erfahrung, n#mlich zu dem Falle,
wo der Schliessungsbogen derselbe bleibt, aber die
Grosse der Batterie und der darauf angehiduften Elec-
tricititsmenge gedndert wird.

Auch hier tritt uns der eben besprochene Uebelstand wieder
entgegen. Da wir nimlich einen Theil der Entladungswirkungen

1) Pogg. Ann. Bd. 43, S. 68 und 73. Der grosse Unterschied zwischen
den Zahlen der ersten und zweiten Reihe beruht auf einer verschiedenen
‘Wahl der Einheiten.
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nicht kennen, so konnen wir auch nicht angeben, wie derselbe sich
mit der Grosse der Batterie und der Electricititsmenge dndert, und
konnen daher aus der an Einer Stelle des Schliessungsbogens beob-
achteten Wirkung noch nicht mit Sicherheit auf die Gesammt-
wirkung schliessen. Nur in Bezug auf die in den continuirlichen
Theilen des Schliessungsbogens erzeugte Wirme konnen wir als
sicher voraussetzen, dass jede in Einem Theile beobachtete Ver-
dnderung auch in den iibrigen Theilen proportional stattfindet.

Wenn nun aber der Schliessungsbogen eine grosse reducirte
Lénge hat, so darf man wohl annehmen, dass der grosste Theil
der Gesammtwirkung zu seiner Erwirmung verwendet wird, und
in diesem Falle werden also, wenn die iibrigen Wirkungen auch
von jener Proportionalitit abweichen sollten, die dadurch ent-
stehenden Differenzen verhiltnissmissig gering sein, so dass man
ohne bedeutende Ungenauigkeit die an irgend einer Stelle beob-
achteten Erwirmungen den entsprechenden Gesammtwirkungen
proportional setzen kann.

Nun lésst sich aber die Gesammtwirkung einer vollstindigen
Entladung nach Gleichung (12) durch den Ausdruck

2
5 Const.
darstellen, und dieses ist gerade der Ausdruck, welchen Riess
fir die Erwdrmung im Schliessungsbogen experimentell gefunden
hat, indem die Gleichung (83) vollstindig lautet?):
ol M?

worin ¢ eine Constante ist 2).

§. 8. Unvollstdndige Entladung.

Die bisher betrachteten Fille bezogen sich auf die vollstén-
dige Entladung. Wir wollen nun den Fall der unvollstindigen
Entladung bétrachten.

1) Pogg. Ann. Bd. 45, S. 23.

2) Diese Uebereinstimmung zwischen Theorie und Erfahrung wird auch
schon von Helmholtz angefithrt (seine Schrift S. 48), doch ist mir die
Entwicklung seiner Formel nicht ganz verstindlich, indem er darin eine
Grésse einfiihrt, welche er Ableitungsgrésse nennt, und von welcher er
sagt, dass sie der Fliche der Batteriebelegung proportional sei, ohne jedoch
ibre Bedeutung oder den Grund dieser Proportionalitit niher anzugeben.
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Auch in dieser Beziehung besitzen wir messende Versuche
von Riess?), welcher eine geladene Batterie dadurch theilweise
entlud, dass er ihre beiden Belegungen mit den entsprechenden
Belegungen einer anderen ungeladenen Batterie in Verbindung
setzte, so dass die vorher auf der einen Batterie angehiuften Elec-
tricititen sich nun iiber beide verbreiteten. Er dnderte die Ver-
suche dadurch ab, dass er beide Batterien von verschiedener
Flaschenzahl nahm, und beobachtete jedesmal die Erwirmung in
einem oder in beiden Verbindungsbogen. Die Flaschen jeder
Batterie waren natiirlich unter sich gleich, aber leider waren nicht
auch die Flaschen der einen gleich denen der anderen. Als Re-
sultat giebt er an, dass die nachfolgende ,Formel sich allen beob-
achteten Erwirmungen an einer constanten Stelle sowohl des in-
neren als des dusseren Schliessungsbogens vollkommen angeschlos-
sen“ ?) habe:

2
(34) 0=_—2

b
ﬁ',—}—s—)ns

0 s
wobel ich nur zur leichteren Vergleichung mit meinen sonstigen
Formeln die Buchstaben etwas anders gewihlt habe, als Riess,
Es bedeutet ndmlich C' die beobachtete Wirme, M die angewandte
Electricitdtsmenge, s den Flichenraum der inneren Belegung einer
Flasche der ersten Batterie und » die Anzahl dieser Flaschen,
s’ und #' dieselben Grossen fiir die anders Batterie, und endlich
o eine Constante, welche fiir den inneren Schliessungsbogen etwas
grosser genommen werden musste, als fiir den #usseren, was sich
daraus erkldren ldsst, dass sich auf der inneren Belegung etwas
mehr Electricitit befand, als auf der dusseren.

Wir wollen nun diese Erwérmung mit der Zunahme des Po-
tentials vergleichen.

Aus der Gleichung (12) ergiebt sich fiir das Potential der
ersten Batterie vor der Entladung, wenn man die Electricitéts-
menge mit M bezeichnet, und fiir den ganzen Flidchenraum S sei-
nen Werth ns setzt, der Ausdruck:

M
(35) =5

Um nun zu bestimmen, wie sich die ganze Electricitdtsmenge M

1) Pogg. Ann. Bd. 80, S. 214. — 2) A. a. 0. 8. 217.



120 Abschnitt IV.

bei der Entladung iiber beide Batterien vertheilt, kennt man die
Bedingung, dass auf den verbundenen Belegungen die Potential-
functionen gleich sein miissen. Seien nach der Entladung F; und
F,' die Potentialfunctionen auf den inneren Belegungen, und M,
und M, die gesuchten, auf ihnen befindlichen Electricititsmengen,
so hat man nach (10):

K=
ns

worin %' dieselbe Grosse fiir die Flaschen der zweiten Batterie ist,
wie k fiir die der ersten. Setzt man diese beiden Ausdriicke ein-
ander gleich, und bedenkt, dass:

My + M =M
sein muss, so erhilt man:

ns

_k
ns , n's
T
K
ns ,,n's
T

M, =
(36) 4

M=

Hieraus ergiebt sich weiter, wenn W, das Gesammtpotential bei-
der Batterien nach der Entladung ist:

1 2
61 Wi=10LF A+ M F) = 22
ns + ns
k E
und somit erhilt man als Abnahme des Potentials:
1B & e
(38) W— W, = 2k s’ ]
(ﬁ + k _3_) ns
w K s
. . 1k §., . .. )
Die Grosse TW 5 ist fiir die ganze Versuchsreihe constant, und

man kann also schreiben:
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(39) W_vvl: oy T 5 :
(Tfﬁ'z)’”

Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem von Riess fiir die
Erwidrmung gegebenen (34), so zeigt sich, dass man, um beide ein-
ander proportional zu machen, nur anzunehmen braucht, dass in
den Flaschen beider Batterien, obwohl sie nicht gleich waren,
doch die Grossen k& und %' nahe denselben Werth hatten, und
diese Annahme wird noch insbesondere dadurch gerechtfertigt,
dass Riess weiterhin1) anfiihrt, er habe durch directe Messungen
gefunden, dass bei der Verbindung die Electricitit sich iiber
beide Batterien nach dem Verhiltnisse der Oberflichen vertheilte,
was nach den Gleichungen (36) nur dann der Fall sein konnte,
wenn k = %' war?),

Riess idnderte die Versuche auch dadurch ab, dass er den
Schliessungsbogen verlingerte, und beobachtete die dabei statt-
findende Abnahme der Wirme an einer bestimmten Stelle. Die
Resultate dieser Beobachtungen stimmen im Allgemeinen mit den
schon oben besprochenen tiberein, und wir wollen sie daher hier
iibergehen und ebenso einige andere in demselben Aufsatze noch
angefithrte Versuche.

1) A a. 0. 8. 220.

2) Da die Grossen k& und &' dem Obigen nach von den Glasdicken
beider Batterien abhingen, so schien es mir von Interesse zu sein, diese
Dicken kennen zu lernen, und ich habe daher, wihrend der Aufsatz, in
welchem ich diese Entwickelungen gemacht hatte, schon in Pogg. Ann.
gedruckt wurde, noch Hrn. Riess ersucht, eine Messung derselben anzu-
stellen, worauf er so gut gewesen ist, mir folgende Mittheilung zu
machen. In den kleinen Flaschen (denen der zweiten Batterie) variirt die
Glasdicke bedeutend und ist im Mittel 11/, pariser Linien. Die grossen
Flaschen (die der ersten Batterie) hat er nicht selbst messen konnen, da
sie oben geschlossen sind, und er hat dafiir zwei iberzihlige Flaschen
derselben Art, die zur Vorsicht mit den im Gebrauch befindlichen zu
gleicher Zeit angefertigt worden sind, gemessen; das Glas ist in diesen
nahe gleich und 1Y; Linien dick. Da eine absolute Gleichheit der Glas-
dicken unter den von Hrn. Riess angefithrten Umstanden nicht zu erwarten
war, und auch durch die angénommene Gleichheit der Grossen %k und %’
nicht nothwendig bedingt ist, indem die letzteren ausser von der Glas-
dicke auch von der Natur des Glases und in einem gewissen, obwohl nur
untergeordneten Grade von der Gestalt und Grosse der Flaschen abhéngen,
so glaube ich, dass man die Uebereinstimmung der Zahlen 11/, und 1Y/
als geniigend betrachten kann.
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§. 9. Gleichungen fiir die Cascadenbatterie.

Es moge nun noch die Franklin’sche sogenannte Cascaden-
batterie oder Flaschensiule betrachtet werden. Sie besteht
bekanntlich aus einer Anzahl einzelner Flaschen oder ganzer Bat-
terien, welche isolirt und dann so unter einander verbunden sind,
dass die dussere Belegung der ersten mit der inneren der zweiten,
die dussere der zweiten mit der inneren der dritten u. s. f. in lei-
tendem Zusammenhange stehen. Nur die innere Belegung der er-
sten und die dussere der letzten Batterie sind frei, und diese wer-
den bei der Ladung wie die innere und Hussere Belegung einer
einzelnen Batterie behandelt.

Nachdem diese Ladung stattgefunden hat mogen die Electri-
cititsmengen, welche sich auf den beiden Belegungen der einzel-
nen Batterien befinden, und die entsprechenden Potentialniveaux
der Reihe nach mit
{ M) Nl; ]”21 Nz; -Zu;h N3 etc.

F, Gy; F, Gy; Fy, Gy ete.
bezeichnet werden. Da nun, wenn der inneren Belegung der er-
sten Batterie von einem Conductor positive Electricitit zugefiihrt
wird, die dussere Belegung dieser Batterie ihre negative Electri-
citdit nur von der inneren der zweiten erhalten kann, und diese
dadurch positiv geladen wird, so hat man:
N, = — My;

und da ferner zwei Korper, welche leitend mit einander verbunden
sind, gleiche Potentialniveaux haben miissen, so hat man fiir die-
selben beiden Belegungen:

(40)

Gl - 1’_‘23
und zwei eben solche Gleichungen gelten fiir jedes andere Paar
verbundener Belegungen, so dass folgende Reihe von Gleichungen
gegeben ist:
(41) {_M::—M; Ng:—l‘_[?.; N3:——Jl[46tc.
G1:F2; ngﬂ; G3:F4 ete.
Ausserdem stehen fiir jede Batterie die Grossen M, N, F und

G in solcher Beziehung zu einander, dass durch je zwei derselben
die beiden anderen bestimmt sind. Man kann nimlich gemiiss
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den Gleichungen (51) des vorigen Abschnittes fiir eine aus » glei-
chen Flaschen bestehende Batterie setzen:

M:_—n%(F— @)+ no@
(42) ’
N:n(%—oc)(G—-]?‘)—|—1z[)‘G.

Mittelst der Gleichungssysteme (41) und (42) kann man, so-
bald zwei der Grossen (40) gegeben sind, die iibrigen bestimmen,
und daraus dann weiter auch das Potential der gesammten Elec-
tricitdt auf sich selbst berechnen.

Zur Vergleichung der Theorie mit der Erfahrung besitzen
wir messende Versuche von Dove?) und Riess?). Die von ihnen
angestellten Versuche bestehen bei beiden aus zwei verschiedenen
Reihen. Bei der ersten war die Flaschenzahl in allen verbunde-
nen Batterien gleich, aber die Anzahl der angewandten Batterien
wurde gedindert; bei der zweiten dagegen blieb die Anzahl der
angewandten Batterien dieselbe, niimlich immer nur zwei, aber
in jeder dieser Batterien wurde die Flaschenzahl geiindert.

§ 10. Cascadenbatterie aus zwei ungleichen
Elementen.

Wir wollen zuniichst die zweite der genannten Versuchsreihen
betrachten und mit der Theorie vergleichen.

Die Anordnung der Versuche war so getroffen, dass beide als
Elemente der Cascadenbatterie dienende Batterien isolirt, und die
innere Belegung der ersten mit dem Conductor der Electrisir-
maschine, die dussere der zweiten mit einer Liane’schen Maass-
flasche verbunden waren. Demnach war durch die Anzahl der
Funken der Maassflasche die Electricitdtsmenge der zweiten Husse-
ren Belegung gegeben, und zugleich kann man das Potentialnivean
dieser Belegung nach dem Ueberspringen jedes Funkens der Maass-
flasche gleich Null setzen, wobei nur die Potentialfunction des jedes-
mal in der Maassflasche bleibenden Riickstandes vernachléssigt ist.

Es sind also, wie oben gefordert wurde, zwei von den Grissen
(40) bekannt, und um aus diesen die iibrigen abzuleiten, kann

1) Pogg. Ann. Bd. 72, S. 406. — 2) Pogg. Ann. Bd. 80, S. 349.
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man von der zweiten dusseren Belegung nach einander zur zwei-
ten inneren, zur ersten dusseren und endlich zur ersten inneren
fortschreiten. Man erhiilt auf diese Weise, wenn man die durch
die Maassflasche gemessene Electricititsmenge mit — ¢ und die
Flaschenzahlen der beiden Batterien mit », und », bezeichnet, und
alle Flaschen als gleich voraussetzt, unter Vernachlidssigung von
Gliedern hoherer Ordnungen in Bezug auf &, folgende Reihe von
Gleichungen:

G, =0

N,=—¢

M=O+a%@

G, = (l+a— —Q

N=—(1+at)e

E=%L+ et et R Y ()R

M= {14 [2a+ @+ B 2] % @

Bildet man nun zur Bestimmung des Potentials der ganzen
zusammengesetzten Batterie die Gleichung:
W=3@FEM + GN, + FM, + G, Ny),
und setzt darin die vorstehenden Ausdriicke ein, so erhilt man:

(14t ALTEEEN P
48) W=1+- =20+ C+B |5+ n) 75 @
Will man sich mit einem geringeren Grade von Genauigkeit be-
gniigen, und eine Grosse, welche im Verhéltnisse zum Ganzen von
der Ordnung F ist, vernachliissigen, so kann man schreiben:
re (L L L) E
(432) W= (”l +a) 55 @

Da nach der Entladung das Potential Null ist, so ist W die
bei der Entladung stattfindende Abnahme des Potentials, und
wenn wir wieder, wie frither, annehmen, dass unter sonst glei-
chen Umstinden die Erwirmung an einer einzelnen Stelle des
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Schliessungsbogens der Gesammtwirkung proportional sei, so kon-
nen wir schreiben:
(1, 1\ @

) O=4(+3) 55
worin C die erzeugte Warme und A eine Constante ist.

Vergleichen wir diese Formel mit den Beobachtungsresulta-
ten, so finden wir zuniichst die Proportionalitit der erzeugten
Wirme mit dem Quadrate der angewandten Electricititsmenge
auch hier, wie in allen anderen Fillen, bestitigt. Was aber die
Abhéngigkeit der Wirme von den Flaschenzahlen %, und n, be-
trifft, so giebt Dove dafiir eine andere Formel. Bezeichnen wir
némlich die ganzen Flichenriume der Belegungen der beiden Bat-
terien, also n, s und nys, mit S; und Sz, so geht (44) iiber in:

(45) C=4. (Sl 82 Q

und statt dessen giebt Dove die Formel.

4 c=4a.L
6 =4 =t
o V5 5
Die von ihm mitgetheilten Versuchsresultate schliessen sich auch
sehr gut seiner Formel an, dagegen stimmen die spiteren Ver-
suche von Riess besser mit der meinigen, wie die nachstehenden
Tabellen zeigen.

Es wurde néimlich von beiden Beobachtern 2) ein Mal n, con-
stant gelassen und #»; so gedndert, dass nach einander

Ny == Ny, =— 2”2, == 3”2 und = 4”2

war; ein anderes Mal wurde #; constant gelassen und n, so geén-
dert, dass nach einander

Ng =Ny, =2n,,= 3n und = 4n,
war. Um die Resultate besser vergleichen zu kénnen, habe ich in
beiden Fillen die Erwirmung, welche bei dem ersten Versuche,
Wo0 n, = #n, war, beobachtet wurde, als Kinheit genommen, und
darauf die iibrigen Erwdirmungen reducirt. Bei Riess, welcher

jedesmal zwei Beobachtungswerthe anfithrt, habe ich die Mittel-
zahlen genommen,

1) Pogg. Ann. Bd. 72, S. 419.
2) Pogg. Ann. Bd. 72, S. 417 und Bd. 80, S. 856,
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(I) my; verdnderlich, n, constant.

Erwarmungen
berechnet beobachtet
"y
‘ nach Dove’s nach von von
Formel. Formel (45). Dove. Riess.
Ny 1 1 1 1
2 ny 071 075 072 076
3ng 058 067 059 069
4n, 050 063 051 066
(II) my verdnderlich, n; constant.
N Erwirmungen
- berechnet beobachtet
nach Dove’s nach von  von
Formel. Formel (45). Dove. Riess.
n 1 1 1 1
2n, 071 075 071 078
3ny 058 067 060 072
4n, 050 063 050 068

Man sieht, dass in der ersten Tabelle zwischen den Zahlen
der dritten und fiinften Columne eine geniigende Uebereinstim-
mung stattfindet. In der zweiten Tabelle sind die Differenzen
allerdings etwas bedeutender, wenn man aber bedenkt, wie schwie-
rig es sein wiirde, die in der theoretischen Formel vorausgesetzten
Bedingungen, besonders die der vollkommenen Isolation, genau zu
erfiillen, und dass auch selbst fiir diesen Fall die Formel nur als
eine angendhert richtige aufgestellt ist, so wird man auch diese
Differenzen nicht fiir die Theorie bedenklich finden, und dabei
muss noch bemerkt werden, dass alle Zahlen der fiinften. Co-
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lumne grosser sind, als die Ergebnisse meiner Formel, wéhrend
sie, um sich der Dove’schen Formel zu ndhern, kleiner sein
miissten.

§ 11. Cascadenbatterie aus mehreren gleichen
Elementen.

Wir wenden uns nun zu der anderen oben erwihnten Reihe
von Versuchen, bei welcher die zur Cascadenbatterie verbundenen
Elemente (einzelne Flaschen oder aus einigen Flaschen bestehende
Batterien), unter einander gleich waren, ihre Anzahl aber ver-
schieden genommen wurde. Dove und Riess wandten drei oder
vier gleiche Flaschen oder Batterien als Elemente an, welche bei
der Ladung immer alle zu einer Cascadenbatterie vereinigt waren,
wihrend die Entladung entweder an der ersten allein, oder an den
beiden ersten zusammen, oder an den drei ersten zusammen etc.
vorgenommen wurde. Bei jeder Entladung wurde die Erwirmung
im Schliessungsbogen beobachtet,

Um fiir eine aug beliebig vielen gleichen Elementen bestehende
Cascadenbatterie die Potentialniveaux aller einzelnen Belegungen
und die auf ihnen befindlichen Electricititsmengen zu bestimmen,
wenn zwei dieser Grossen gegeben sind, konnen wir wieder die
Gleichungssysteme (41) und (42) anwenden. Wir wollen uns aber
jetzt bei dieser Bestimmung mit dem geringeren Grade von Ge-
nauigkeit begniigen, welchen man erhélt, wenn man bei jeder der
Grossen nur das erste Glied beriicksichtigt. Dann sind die Elec-
tricititsmengen auf allen Belegungen den absoluten Werthen nach
als gleich zu betrachten, und sie lassen sich daher, wenn wir die
auf der letzten #usseren Belegung befindliche Electricititsmenge
wieder mit — ¢ bezeichnen, von dieser anfangend der Reihe nach
durch — @, + @, — @, + @ etc. darstellen. Fiir die Potential-
niveaux erhalten wir, wenn das Potentialniveau der letzten dusse-
ren Belegung gleich Null ist, von diesem anfangend der Reihe
nach folgende Werthe:

Q@ 19 912 919 3519
0, & 1 LS, 270S, 2kS, 3lcS ete.
Was nun das Potential der gesammten Electricitidt auf sich
selbst fiir eine Cascadenbatterie von irgend einer Anzahl von Ele-
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menten anbetrifft, so ist zu bemerken, dass bei dem Grade von
Genauigkeit, mit welchem wir uns begniigt haben, die Potentiale
der einzelnen als Elemente angewandten Flaschen oder Batterien

2
alle unter einander gleich sind, indem jedes durch % . %— dar-

gestellt wird. Wendet man also bloss Ein Element, oder eine
Verbindung von zwei, drei etc. Elementen an, so erhilt man als
Potentiale die Werthe:

@ o b ¢ g b Q
T8 23wty
Diese im Verhiltnisse der ganzen Zahlen 1, 2, 3 etc. fort-
schreitenden Werthe sind es, welche bei den von Dove und Riess
nach einander vorgenommenen Entladungen die von den electri-
schen Kriiften geleisteten Arbeitsgrossen darstellen, und mit ihnen
miissen daher die beobachteten Erwdarmungen verglichen werden.
Dabei darf man aber in dieser Versuchsreihe nicht eine so
nahe Uebereinstimmung erwarten, wie in der vorher besprochenen,
indem bei diesen Versuchen einige Uebelstéinde hervortreten, welche
zwar auch bei den anderen nicht ganz fehlten, aber doch dort
nicht so einflussreich sein konnten, als hier. Darunter ist beson-
ders der hervorzuheben, dass durch jede bei der Entladung neu
hinzugenommene Batterie auch der Schliessungsbogen verlingert
wird. In der vorher betrachteten Versuchsreihe wurden niimlich
bei der Vermehrung der Flaschen einer Batterie die neuen Fla-
schen neben den schon vorhandenen eingeschaltet, und wenn da-
her auch durch sie und ihre Verbindungsdrihte das unter der Ein-
wirkung der electrischen Entladung stehende Korpersystem ver-
grossert wurde, so war diese Vergrosserung doch nicht als eine fiir
sich bestehende Verldngerung des Schliessungshogens zu rech-
nen, und ich habe deshalb diesen Umstand vorher unberiicksichtigt
gelassen, ebenso wie den #hnlichen frither bei der Vermehrung der
Flaschen einer einzelnen Batterie. Bei der jetzt betrachteten Ver-
suchsreihe dagegen ist jede neu hinzugenommene Batterie hinter
den anderen eingeschaltet, so dass der zu ihr fithrende Zwischen-
draht und ihre beiden Belegungen selbstiindige Theile des
Schliessungsbogens bilden.
Hieraus folgt, dass die Annahme, welche wir friither bei gleich-
bleibendem Schliessungsbogen gemacht haben, dass die Warme-
erregung an einer einzelnen Stelle der Gesammtwirkung propor-

etc.
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tional sei, auf den Fall, wo die letztere durch Vermehrung der
Elemente einer Cascadenbatterie vergrossert wird, nicht als gleich
nahe richtig angewandt werden darf, sondern dass in diesem Falle
das Verhiltniss der beobachteten Wirmeerregungen ein etwas ge-
ringeres sein muss. Da sich nun aus den obigen Gleichungen die
Gesammtwirkung oder die Abnahme des Potentials der Anzahl der
zusammen entladenen Elemente proportional ergiebt, so muss man
von einem in dem Schliessungsbogen befindlichen -electrischen
Thermometer bei stufenweiser Vermehrung der Elemente Anzei-
gen erwarten, die etwas hinter den auf einander folgenden ganzen
Zahlen zuriickbleiben.

In den von Dove!) mitgetheilten Versuchen tritt dieser Un-
terschied zwar nicht hervor, indem er bei vier Batterien fiir die
Erwidrmungen gerade die Zahlen 1, 2, 3 und 4 anfiithrt. Die Ver-
suche von Riess?) dagegen zeigen sogar eine ziemlich bedeu-
tende Abweichung, indem bei vier Flaschen die Zahlen, statt von
1 bis 4, immer nur von 1 bis etwa 3, und bei drei Batterien, statt
von 1 bis 3, nur von 1 bis 2,5 wachsen. Ein bestimmtes Gesetz
lasst sich iiber diese Zahlenreihe natiirlich nicht aufstellen, indem
dieselbe sehr von der Beschaffenheit der angewandten Batterien
und der Zwischenverbindungen abhéingen muss.

Die Richtigkeit der im Vorigen gemachten Annahme, dass
jede Verbindung je zweier Elemente als ein selbstindiger Theil
des Schliessungshogens zu betrachten sei, ergiebt sich iibrigens
noch insbesondere daraus, dass nach den Beobachtungen beider
Physiker die Erwirmung in diesen Zwischendrihten nahe ebenso
stattfindet, wie im Hauptschliessungsbogen, und dass durch die
Einschaltung eines schlechten Leiters in eine der Zwischenverbin-
dungen die Erwirmung irgend einer Stelle des Hauptbogens nahe
ebenso vermindert wird, als wenn jener Leiter in den Hauptbogen
selbst eingeschaltet wire.

Diesen letzteren Umstand muss man wohl beriicksichtigen,
wenn man sich von der bei der Vermehrung der Elemente einer
Cascadenbatterie stattfindenden Zunahme der im Ganzen erzeug-
ten Wiarme Rechenschaft geben will. Hat man z. B. eine Cascaden-
batterie von vier Elementen, so kommen in dieser vier getrennte
Theile des Schliessungsbogens vor, der Hauptbogen, welcher die
erste innere Belegung mit der letzten dusseren verbindet, und die

1) Pogg. Ann. Bd. 72, 8. 408. — 2) Pogg. Ann. Bd. 80, S. 851.

Clausius, mech. Wirmetheorie. IT, 9
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drei Zwischenstiicke, welche je eine #ussere Belegung mit der
niichsten inneren Belegung verbinden. Da man nun in jedem die-
ser vier Verbindungsbogen ein electrisches Luftthermometer ein-
schalten kann, und darin jedesmal eine Warmemenge erhélt, die
sich der vierfachen von derjenigen, welche ein einzelnes Klement
hervorbringen wiirde, wenigstens nihert, so konnte man vielleicht,
wie es in der That geschehen ist, den Schluss ziehen, dass man
bei gleichzeitiger Einschaltung von electrischen Luftthermometern
in allen vier Verbindungsbogen angenihert die sechszehnfache
Wirmemenge erhalten wiirde. Dabei ist aber zu bedenken, dass
wenn nur Ein Luftthermometer, dessen Draht eine bedeutende
reducirte Lénge hat, eingeschaltet ist, fast die ganze Wirkung der
Entladung sich in ihm concentrirt; wenn aber vier Luftthermome-
ter eingeschaltet sind, die Wirkung sich iiber alle vier verbreiten
und daher in jedem einzelnen entsprechend geringer werden muss.
Die gesammte Wirmeerzeugung kann nicht grosser sein, als die
bei der Entladung eingetretene Abnahme des Potentials, und diese
ist dem Obigen nach bei einer Batterie von vier Elementen nicht
sechzehnmal, sondern viermal so gross als bei einem einzelnen Ele-
mente,

Fassen wir nun das Ergebniss aller bisher untersuchten Fille
zusammen, so sind die meisten derselben allerdings zu complicirt,
um eine ganz strenge Vergleichung mit der Theorie zuzulassen;
so weit aber die Vergleichung moglich war, ist sie immer zu Gun-
sten des Hauptsatzes ausgefallen, und mir ist auch sonst keine
experimentell feststehende Thatsache bekannt, welche gegen die-
sen Satz spriiche. Ich glaube daher, dass man denselben, sofern
er dessen neben seiner theoretischen Begriindung iiberhaupt noch
bedarf, auch durch die Erfahrung als bestétigt ansehen kann.




ABSCHNITT V.

Arbeit, und Warmeerzeugung bei einem stationiren
electrischen Strome.

§ 1. Eigenthiimlichkeit des zu betrachtenden
Falles.

Im, vorigen Abschnitte wurden die Wirkungen der Electri-
cititsbewegung in einem Falle betrachtet, welcher in einer gewis-
sen Beziehung besonders einfach ist. Es wurde nimlich voraus-
gesetzt, dass sowohl der Anfangs- als auch der Endzustand
der Electricitdt ein Ruhezustand sei. Fiir diesen Fall brauchte
man den Verlauf der Bewegung, durch welche die Electricitit aus
dem einen Zustande in den anderen iibergeht, gar nicht zu be-
trachten, sondern es geniigte, das Potential der gesammten Elec-
tricitit auf sich selbst fiir jeden der beiden Ruhezustinde zu ken-
nen, indem die widhrend des Ueberganges von den electrischen
Kriften geleistete Arbeit einfach durch die Differenz dieser beiden
Potentiale dargestellt wird. Jetzt wollen wir dagegen die Elec-
tricitit in der Bewegung selbst betrachten, wollen dabei aber an-
dere vereinfachende Annahmen machen. Wir wollen die Bewe-
gung als eine stationéire voraussetzen, worunter wir eine solche
verstehen, bei der der Bewegungszustand des betrachteten Sy-
stemes im Verlaufe der Zeit immer derselbe bleibt, oder wenig-
stens nur solche Aenderungen erleidet, deren Zeitdauer gegen die
bei der Beobachtung in Betracht kommenden Zeiten so klein ist,
dass man es bei der Beobachtung nur mit einem mittleren Bewe-
gungszustande zu thun hat, welcher unveriinderlich ist. Eine

9*
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solche stationire Bewegung findet bei einem galvanischen und
thermoelectrischen Strome statt, und mit Stromen dieser Art wol-
len wir uns jetzt beschiftigen. Dabei wollen wir noch eine Be-
schrinkung einfihren. Wir wollen n#mlich nicht gleich den gan-
zen Stromkreis mit Einschluss der Stellen, wo die electromotori-
schen Krifte wirken, und mit den diese Krafte erzeugenden Vor-
gingen betrachten, sondern wollen die Betrachtung auf ein sol-
ches Leiterstiick beschrinken, in welchem keine electromotorische
Kraft ihren Sitz hat, und welches durch den Strom keinerlei che-
mische oder mechanische Verinderungen erleidet. Auch wollen
wir voraussetzen, dass keinerlei inducirende Wirkungen zwischen
dem betrachteten Leiter und anderen Leitern oder Magneten
stattfinden.

In diesem Falle ist die einzige Wirkung, welche der electrische
Strom hervorbringt, eine Erwirmung des Leiters. Die Gesetze die-
ser Wirmeerzeugung sind fiir den einfachsten Fall, wo der Leiter
ein Draht ist, empirisch von Joule?), Lenz?) und Becquerel?)
ermittelt, welche gefunden haben, dass die wihrend der Zeiteinheit
in einem Drahte erzeugte Wirme proportional seinem Leitungs-
widerstande und dem Quadrate der Stromintensitiit ist. Es han-
delt sich nun darum, die in dem Leiter von den electrischen Krif-
ten gethane Arbeit und die in Folge dessen erzeugte Wirme vom
allgemeinen theoretischen Gesichtspuncte aus zu betrachten und
mit den im vorigen Abschnitte betrachteten Wirkungen in Zu-
sammenhang zu bringen,

§. 2. Das Ohm’sche Gesetz und die Kirchhoff’sche
Deutung desselben.

Das Ohm’sche Gesetz, soweit es sich auf die Vorgiinge inner-
halb eines homogenen Leiters bezieht, lisst sich ganz allgemein
in folgender Weise aussprechen. Sei do irgend ein Flichen-
element innerhalb des Leiters, N die Normale darauf und id e
die Electricititsmenge, welche wihrend der Zeiteinheit hindurch-
stromt, worin ¢ positiv oder negativ #u nehmen ist, je nachdem

!) Phil. Mag. 8. 8, V. 19, p. 264 und Ser. 4, V. 3, p. 486.
%) Pogg. Ann. Bd. 61, S. 44. v
5) Ann.l de chim. et de phys. S. 3, T. 9, p. 21.
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die Electricitit von der in Bezug auf N negativen Seite nach der
positiven oder umgekehrt strémt, so gilt die Gleichung:

. oV
(1) 1t =—k N’
worin % das Leitungsvermogen des Korpers bedeutet, und ¥ eine
Function ist, welche, sobald der stationire Zustand des Stromes
eingetreten ist, nur von den Raumcoordinaten abhingt.

Es muss nidmlich in jedem Puncte des durchstromten Leiters
eine Kraft wirken, welche die Electricitit trotz des Widerstandes,
den sie fortwahrend zu iiberwinden hat, doch in Bewegung erhalt,

und der negative Differential-Coéfficient — ;%IT/; stellt offenbar die

in die Richtung der Normale N fallende Componente dieser Kraft
dar., Im Uebrigen aber war die physikalische Bedeutung der
Function V frither zweifelhaft. Ohm nennt ndmlich die durch
diese Function dargestellte Grisse die electroskopische Kraft,
und definirt sie als die Dichtigkeit der Electricitit an dem be-
treffenden Puncte des Leiters 7). Gegen diese Ansicht hat aber
Kirchhoff?) mit Recht eingewandt, dass sie mit einem bekannten
electrostatischen Satze geradezu im Widerspruche stehe. Nach ihr
miisste ndmlich die Electricitdt in einem Leiter in Ruhe bleiben,
wenn sie durch den ganzen Rauminhalt desselben mit gleicher
Dichtigkeit verbreitet wire, wihrend es doch hinlinglich bekannt
ist, dass die getrennte (d. h. nicht mit einer gleichen Menge
entgegengesetzter Electricitiit verbundene) Electricitit eines Kor-
pers, von welcher allein hier die Rede sein kann, da nur sie eine
Kraft ausiibt, im Zustande der Ruhe nur iiber die Oberfliche
des Korpers verbreitet ist.

Dieser Einwand konnte vielleicht Misstrauen gegen die
theoretische Zulissigkeit des Ohm’schen Gesetzes iiberhaupt ein-
fléssen, doch hat Kirchhoff selbst sogleich gezeigt, dass das Ge-
setz auch mit den Grundsitzen der Electrostatik sehr wohl in
Einklang zu bringen ist, und welche Bedeutung man zu dem
Zwecke der Function V beilegen muss.

1) Die galvanische Kette, mathematisch bearbeitet von Dr. G. S. Ohm,
S. 95 und an anderen Stellen.
2) Pogg. Ann. Bd. 78, S. 506.
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oV
oN
fallende Componente der in dem betrachteten Puncte auf eine dort
gedachte Electricititseinheit wirkende Kraft dar, und ebenso wer-
den natiirlich auch die in die Richtungen der drei Coordinaten-
oV ——QI—fund——ﬂ? dar-
oz’ oy 02
gestellt. Das deutet darauf hin, dass die Kraft von Anziehungen
und Abstossungen herriithrt, welche von festen Puncten ausgehen,
und von denen jede ihrer Stirke nach nur von der Entfernung
und nicht von der sonstigen Lage des wirksamen Punctes abhiingt,
wobei freilich das Gesetz dieser Abhingigkeit noch willkiirlich
bleibt. Aber auch dieses letztere lisst sich aus anderen Griinden
schliessen, indem solche Anziehungen und Abstossungen in unse-
rem Falle offenbar nur von der Electricitit selbst ausgeiibt wer-
den konnen, und fiir deren Anziehungen und Abstossungen das
Gesetz des umgekehrten Quadrates der Entfernung gilt.
Daraus folgt, dass die Function 7 einfach als die Potential-
function der gesammten getrennten Electricitdt zu be-
trachten ist 1).

Hierdurch ist der oben erwihnte Widerspruch gehoben, denn
bei dieser Bedeutung der Function V ist die Gleichung ¥ = const.,
welche in Folge von (1) ausdriickt, dass kein Strom stattfinde,
dieselbe, welche auch aus der Electrostatik als Bedingungsgleichung |
fiir den Gleichgewichtszustand bekannt ist,

Wie schon gesagt, stellt — die in die Riehtung von N

axen fallenden Componenten durch —

§. 3. Anordnung der getrennten Electricitdt und electri-
scher Zustand im Inneren des Leiters.

Aus der vorstehend angegebenen Bedeutung von ¥ lisst sich,
wie Kirchhoff gezeigt hat, leicht bestimmen, wo sich wihrend
eines stationdren Stromes die getrennte Electricitiit befindet. Soll
nimlich der Strom stationdr sein, so muss die in jedem Raum-
elemente enthaltene Eléctricitéitsmenge constant, und also die wih-

1) Ich habe daher fiir diese Function, welche Ohm und Kirchhoff
mit % bezeichnen, von vornherein den Buchstaben V gewihlt, weil ich

diesen in meinen sonstigen Untersuchungen fiir die Potentialfunction ge-
braucht habe.
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rend irgend einer Zeit einstromende Electricitdtsmenge gleich der
ausstromenden sein. Betrachten wir nun ein beim Puncte (z, ¥, 2)
liegendes Element dxdydz, so ist nach Gleichung (1) die wih-
rend der Zeiteinheit durch die erste der beiden Flichen dydz in
das Element einstromende Menge

oV
= — hdyds .,

und die durch die gegeniiberliegende Fliche ausstromende Menge
oV |, or
= — kdydz (W - 52 dx),
also der Ueberschuss der ersteren iiber die letztere

o2V
=kdxdydz ol

Ebenso erhilt man fiir das Flachenpaar dx dz den Ueberschuss:

kdxdydz?;—v

y*’
und fiir das Flachenpaar dz dy:
oV
kdxdydz 7
Die Summe dieser drei Ausdriicke giebt den Ueberschuss der gan-
zen in das Element einstromenden Electricititsmenge iiber die
ausstromende, und da dieser Ueberschuss Null sein muss, so er-
hilt man:
oV, oV, oV
(2) 5= EITE + 57 =0
Aus dieser Gleichung folgt nun aber nach einem bekannten Satze
iiber die Potentialfunction, dass der Punct (z, y, 2) sich ausser-
halb derjenigen Electricititsmengen, von welchen ¥V die Potential-
function ist, befinden muss, und da dasselbe von allen Puncten des
Leiters gilt, so folgt weiter, dass die getrennte Electricitit sich
itberhaupt nicht innerhalb des Leiters befinden kann, und sie kann
daher wihrend eines stationiren Stromes, ebenso wie im Gleich-
gewichtszustande, nur an der Oberfléiche angehduft sein.

Den Umstand, dass die im Inneren des Leiters stromende
Electricitit keine Anziehung oder Abstossung ausiibt, muss man
je nach der Hypothese, dass es zwei Electricititen oder nur eine
Electricitit gebe, verschieden deuten. Bei der ersten Hypothese
muss man annehmen, dass sich in jedem Raumelemente innerhalb
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des Leiters stets gleich viel von beiden Electricitdten befinde. Bei
der anderen Hypothese, bei welcher vorausgesetzt wird, dass ein
Raumelement eines Korpers, wenn es eine gewisse normale Quan-
titdt von Electricitit enthalte, auf ein fremdes Electricitéitstheil-
chen keine Wirkung ausiibe, indem die Abstossung der Electrici-
tat durch irgend eine andere Kraft compensirt werde, und dass
erst dann eine wirksame Abstossung oder Anziehung eintrete,
wenn das Raumelement zu viel oder zu wenig Electricitit enthalte,
muss man annehmen, dass sich wihrend eines stationfren Stromes
in jedem Raumelemente innerhalb des Leiters fortwihrend die
normale Electricititsmenge befinde.

Bei der ersten Hypothese, dass es zwei Electricititen gebe,
kann man aber in Bezug auf ihr Verhalten noch verschiedene An-
nahmen machen. Wenn man beide Electricititen als gleich be-
weglich betrachtet, so muss man schliessen, dass sie sich beide
mit gleichen Geschwindigkeiten nach entgegengesetzten Seiten be-
wegen. Man kann aber auch, wie es von C. Neumann geschehen
ist, die Annahme machen, dass nur Eine der beiden Electricititen,
etwa die positive, in der Weise beweglich sei, dass sie im festen
Leiter stromen konne, und dass die negative Electricitit fest an
die ponderablen Atome gebunden sei. Diese Annahme stimmt in
Bezug darauf, dass der galvanische Strom nur aus einer einfachen
Bewegung, néimlich der Bewegung der positiven Electricitit be-
steht, mit jener anderen Hypothese, dass es nur Eine Electricitit
gebe, iiberein; sie ist aber im Uebrigen fiir die mathematische Be-
handlung bequemer, indem die von der ruhenden festen Electrici-
tat ausgeiibten Krifte sich in bestimmter und einfacher Weise
ausdriicken lassen.

Wir wollen im Folgenden immer nur Eine Electricitit als
stromend annehmen. Die Giiltigkeit der in diesem Abschnitte vor-
kommenden Schliisse ist aber von dieser Annahme ganz unab-
héingig. Um alle hier vorkommenden Betrachtungen der anderen
Annahme, dass beide Electricititen gleich beweglich seien, anzu-
passen, braucht man immer nur statt Eines Stromes, welcher wih-
rend der Zeiteinheit durch eine gegebene Fliche die Electricitiits-
menge ¢ nach Einer Richtung fiihrt, zwei Strome, welche die
Electricititsmengen 2 @ und — 1 @ nach entgegengesetzten Rich-
tungen fiihren, zu substituiren, und dann dieselben Schliisse, welche
sich hier auf den einen Strom beziehen, auf beide Strome einzeln
anzuwenden,
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Ferner muss noch ein anderer Umstand hier zur Sprache ge-
bracht werden. Es sind im Vorigen bei Besprechung der Kraft,
welche die bewegte Electricitit erleidet, nur die gewdhnlich be-
trachteten Kréfte beriicksichtigt, welche die Electricititstheilchen
unabhéngig von ihrer Bewegung auf einander ausiiben. Nun iiben
aber bewegte Electricititstheilchen auch solche Krifte auf einan-
der aus, die nur durch ihre Bewegung entstehen, und welche wir
kurz electrodynamische Krifte nennen wollen. Es fragt sich
nun, ob ein in dem Leiter sich bewegendes Electricitidtstheilchen
von allen iibrigen bewegten Electricitétstheilchen, welche den gan-
zen geschlossenen Strom bilden, eine electrodynamische Kraft er-
leidet, welche durch ihr Hinzukommen zu der bisher besproche-
nen Kraft die oben erwidhnten Gesetze modificirt.

In dieser Beziehung will ich zun#chst als Resultat einer in
einem spateren Abschnitte folgenden Untersuchung vorldufig an-
filhren, dass die electrodynamische Kraft, welche ein bewegtes
Electricititstheilchen von einem ruhenden und constanten ge-
schlossenen Strome erleidet, nur eine auf der Bewegungsrichtung
senkrechte Richtung haben kann, und dass sie also bei der Bewe-
gung keine Arbeit leisten kann. Demnach kénnen wir bei der hier
beabsichtigten Bestimmung der Arbeit und der damit zusammen-
hingenden Wirmeerzeugung von der electrodynamischen Kraft
ganz absehen,

Bei der Frage aber, wo sich die getrennte Electricitit befin-
det, und wie sie angeordnet ist, kommt allerdings die electrodyna-
mische Kraft mit in Betracht. Man kann sich niimlich, wenn eine
solche Kraft besteht, vorstellen, dass ausser derjenigen getrennten
Electricitidt, von welcher ¥ die Potentialfunction ist, noch andere
getrennte Electricitidt vorhanden sei, deren Kraft der electrodyna-
mischen Kraft das Gleichgewicht halte. Die nihere Erorterung
dieses Gegenstandes wiirde hier, wo von der electrodynamischen
Kraft noch nicht die Rede gewesen ist, nicht am Orte sein, und
ich will mich daher hier darauf beschriinken, durch eine gewisse
Unterscheidung in der Benennungsweise anzudeuten, dass dieser
Erorterung durch das hier Gesagte nicht vorgegriffen werden soll.
Ich will ndmlich ¥ nicht einfach die Potentialfunction der ge-
trennten Electricitit, sondern die Potentialfunction der treiben-
den getrennten Electricitdt nennen, wodurch ausgedriickt
werden soll, dass ausser dieser getrennten Electricitit noch an-
dere vorhanden sein kann, welche nicht treibend wirkt, indem die
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in die Richtung der Bahn fallende Componente der von ihr aus-
geiibten Kraft Null ist.

§ 4. Bestimmung der im Leiter gethanen Arbeit.

Wir gehen jetzt zur Bestimmung der Arbeit iiber, welche die
innerhalb des Leiters wirksame Kraft bei der Bewegung der Elec-
tricitdt thut.

Es sei dazu irgend ein Electricititselement d¢q, wihrend es
sich auf dem Wege s fortbewegt, betrachtet. Die in die Richtung
der Bahn fallende Componente der auf eine Electricitdtseinheit

wirkenden Kraft wird fiir jeden Punct der Bahn durch — %—Z, und

daher die Componente der auf das Element dg wirkenden Kraft
durch — dq-%—? dargestellt. Dabei ist zu bemerken, dass das

Electricititselement sich nach der Richtung bewegt, nach welcher
die Kraft wirkt, und dass daher die in die Richtung der Bahn fal-
lende Componente der Kraft zugleich die ganze Kraft ist. Denken
wir uns nun die Bahn des Electricititselementes dq gegeben, so
konnen wir V einfach als Function der Bahnlidnge s betrachten,

und konnen daher statt %—157 auch %—Z schreiben, und demgeméss

die obige Kraft durch — dq-z—z darstellen, Die bei der Bewe-

gung um das Bahnelement ds von der Kraft gethane Arbeit ist

daher

:—dq-%ds,

und somit die auf der Strecke von s, bis s; gethane Arbeit

fav
=—dq [ Las= v — v ag

worin ¥, und ¥; die zu s, und s; gehdrigen Werthe von ¥ be-
zeichnen.

Man sieht hieraus zunfichst, dass diese Arbeit durch die am
Anfangs- und Endpuncte der Bahnstrecke stattfindenden Werthe
der Potentialfunction vollstindig bestimmt ist, ohne dass man den
Weg zwischen diesen beiden Puncten zu kennen braucht. Ferner ist
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das Product V.d¢q das Potential der treibenden getrennten Elec-
tricitéit auf das Element dg, so dass der vorige Ausdruck die auf
dem Wege von s, bis s, eingetretene Abnahme dieses Potentials
darstellt, und da derselbe Ausdruck ebenso fiir jedes andere Electri-
cititselement gilt, und sich daher auch auf eine endliche Electri-
cititsmenge ausdehnen lésst, so erhilt man folgenden Satz:

Die bei einer bestimmten Bewegung einér Electri-
citdtsmenge von der im Leiter wirksamen Kraft
gethane Arbeit ist gleich der bei der Bewegung
eingetretenen Abnahme des Potentials dieser Elec-
tricitdtsmenge und der treibenden getrenntenElec-
tricitdt auf einander.

Wir haben uns bei dieser Entwickelung die Bewegung der
Electricitdt so vorgestellt, als ob eine bestimmte Electricitits-
menge den ganzen betrachteten Weg durchlaufe; es kann aber
sein, dass die Bewegung der Electricitéit einen ganz anderen Cha-
rakter hat. Setzt man z. B. voraus, dass jedes Massenmoleciil mit
einer gewissen Menge von Electricitdt versehen sei, und denkt sich
eine Anzahl solcher Moleciile 1, 2, 3, 4 etc. in einer Reihe hinter
einander liegend, so kann die Electricititshewegung in der Weise
stattfinden, dass eine kleine Quantitit von 1 nach 2 geht, eine
eben so grosse, aber andere Quantitit von 2 nach 3, wieder eine
eben so grosse aber andere von 3 nach 4 u. s. f Fiir die Giiltig-
keit des vorigen Satzes ist es aber ganz gleichgiiltig, welche die-
ser beiden Arten von Bewegung man annimmt, denn der Satz for-
dert nur, dass alle Theile des ganzen Weges von einer gleich
grossen, aber nicht, dass sie von derselben Electricititsmenge
durchlaufen werden.

Nach diesem Satze ist es nun auch leicht, die Arbeit zu be-
stimmen, welche in einem beliebigen Stiicke eines von einem sta-
tiondren Strome durchflossenen Leiters wihrend der Zeiteinheit
gethan wird.

Sei némlich eine geschlossene Fliche gegeben, welche einen
Theil des von dem Leiter erfiillten Raumes abgrenzt, so braucht
man nur fiir jedes wihrend der Zeiteinheit durch diesen abge-
grenzten Raum hindurchstromende Electricitdtstheilchen die Ab-
nahme des Potentials zu bestimmen, oder, was dasselbe ist, es mit
den am Eintritts- und Austrittspuncte stattfindenden Werthen der
Potentialfunction zu multipliciren, und beide Producte von ein-
ander abzuziehen. Die Summe aller dieser Differenzen, welche die
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gesuchte Arbeitsgrosse giebt, ldsst sich bequem auf folgende Weise
darstellen. Sei d @ ein Element der Oberfliche des abgegrenzten
Raumes, und ¢d o die wahrend der Zeiteinheit durch dasselbe hin-
durchstromende Electricititsmenge, welche positiv oder negativ
genommen wird, je nachdem sie in den Raum hinein- oder aus
ihm herausstromt, und bezeichne W die innerhalb des Raumes ge-
thane Arbeit, so ist:

¢8) W:/Vidw,

worin das Integral iiber die ganze Oberfliche genommen werden
muss. Setzt man hierin nach (1):

oV

57\71

wobei die Normale N nach Innen als positiv zu rechnen ist, so
kann man diese Gleichung auch so schreiben:

(Ia) —1 [V o

§ 5. Bestimmung der im Leiter erzeugten Wirme.

= —Fk

An diese Gleichungen schliessen sich unmittelbar diejenigen
an, welche die innerhalb des abgegrenzten Raumes erzeugte
Wirme bestimmen.

Es muss néimlich die in demselben gethane Arbeit von einer
ebenso grossen Zunahme an lebendiger Kraft begleitet sein. Die
gethane Arbeit wird fiir unseren Fall durch die Gleichung (I.)
oder (Ia.) vollstindig dargestellt, da wir alle sonstigen Wirkun-
gen, bei welchen eine Arbeit vorkommt, wie z. B. die Electrolyse,
ausgeschlossen haben. Bei der lebendigen Kraft miissen wir, streng
genommen, nicht nur die ponderable Masse des Leiters, sondern
auch die Electricitit beriicksichtigen. Die Electricititstheilchen
kénnen ndmlich auf ihrem Wege durch den Raum beschleunigt
oder verzogert werden, da mit der Bedingung des stationiiren Zu-
standes zwar ausgesprochen ist, dass die Geschwindigkeit an jeder
Stelle des Leiters unveréinderlich, aber nicht, dass sie an den ver-
schiedenen Stellen gleich sei. Geht z. B. der Strom durch einen
Leiter mit sehr verschiedenen Querschnitten, so kann sich die
Electricitit an den engeren Stellen schneller bewegen als an den
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weiteren, dhnlich wie das Wasser eines Flusses an Stellen, wo das
Flussbett beengt ist, schneller fliesst als an anderen.

Es wiirde sich also darum handeln, zu entscheiden; ob man
der Electricitit Beharrungsvermogen und daher der bewegten
Electricitdt lebendige Kraft zuzuschreiben und wie man diese zu
bestimmen hat. In dieser Beziehung ist nun zu bemerken, dass
schon bei der Aufstellung des Ohm’schen Gesetzes stillschwei-
gend eine Annahme hieritber gemacht ist. Wenn niémlich die un-
ter (1) gegebene Gleichung

oV

i=—toy

richtig ist, so hingt die an einem bestimmten Puncte stattfindende
Geschwindigkeit der Electricitit nach Grosse und Richtung nur
von der an diesem Puncte wirksamen Kraft ab, und es muss da-
her das Beharrungsvermogen der Electricitit entweder Null, oder
doch so klein sein, dass die Kraft, welche nothig ist, um solche
Geschwindigkeitsinderungen, wie sie im Leiter vorkommen, zu be-
wirken, gegen die Kraft, welche zur Ueberwindung des Leitungs-
widerstandes nothig ist, vernachlissigt werden kann. Demnach
konnen wir auch bei der hier beabsichtigten Bestimmung von einer
Beriicksichtigung der lebendigen Kraft der Electricitiit absehen.

Wir haben also nur die lebendige Kraft der ponderablen
Masse des Leiters zu betrachten, und da der Voraussetzung nach
keine #usserlich wahrnehmbare Bewegung derselben hervorge-
bracht ist, so bleibt nur die Vermehrung oder Verminderung der
Wirmemenge iibrig. Man kann dieses kurz so aussprechen: die
ganze Arbeit ist zur Ueberwindung des Leitungswiderstandes ver-
wandt, und diese wiederum hat in dhnlicher Weise, wie die Ueber-
windung einer Reibung, die Entstehung einer der Arbeit #quiva-
lenten Wéarmemenge zur Folge.

Denken wir uns nun die Wiarme nach mechanischem Maasse
gemessen, so ist die erzeugte Wirmemenge einfach gleich der von
den electrischen Kriiften gethanen Arbeit, und die fiir W gegebe-
nen Formeln gelten also auch fiir die erzeugte Warmemenge. Den-
ken wir uns dagegen die Wirme nach gewGhnlichem Maasse ge-
messen und nennen die der Wirmeeinheit entsprechende Arbeit
oder das mechanische Aequivalent der Wirme E, so haben wir,
wenn wir die wihrend der Zeiteinheit in dem abgegrenzten Raume
erzeugte Warmemenge mit H bezeichnen, zu setzen:
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1
und somit nach (L) und (Ia.):
(IL) H= éf Vido
k oV
(IIa.) H:_EfVW do.

§ 6. Behandlung specieller Fille.

Die in den Gleichungen (I.), (Ia.), (IL.) und (IIa.) enthaltenen
Integrale lassen in den in der Praxis vorkommenden Fillen ge-
wohnlich grosse Vereinfachungen zu.

Ist die Flidche, welche den betrachteten Raum abgrenzt, zum
Theil zugleich die Oberfliche des Leiters, und vernachléssigen
wir die geringe Electricititsmenge, welche der Leiter wihrend
des Stromes an die umgebende Luft abgiebt, gegen die ganze ihn
durchstromende Electricititsmenge, so brauchen wir diesen Theil
der Fldche bei der Integration gar nicht zu beriicksichtigen. Bil-
det z. B., wie es gewohnlich der Fall ist, der Leiter einen lang-
gestreckten Korper, welcher seiner Linge nach von der Electricitéit
durchstromt wird, und betrachten wir von ihm ein zwischen zwei
Querschnitten liegendes Stiick, so brauchen wir die Integration
nur fiir die Flidchen dieser beiden Querschnitte auszufiihren.

Hat ferner der Leiter an der Stelle, wo sich der eine Quer-
schnitt befindet, eine angendhert prismatische oder cylindrische
Gestalt, so dass man annehmen kann, dass die Electricititstheil-
chen sich hier alle unter einander und mit der Axe parallel be-
wegen, so muss auch die treibende Kraft hier diese Richtung ha-
ben. Legt man daher ein rechtwinkliges Coordinatensystem so,
dass die Coordinatenaxe der z mit der Axe des Leiters parallel

ist, so stellt — g;: die ganze treibende Kraft dar, und % und

%g sind Null. Daraus folgt, dass wenn der Querschnitt gegen die
Axe senkrecht genommen ist, innerhalb desselben ¥ constant sein

muss, und man kann also schreiben:
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fVidm: Vfidm.

Hierin stellt das Integral f td®, positiv oder negativ genommen,

je nachdem dieser Querschnitt in Bezug auf die Richtung des
Stromes der erste oder zweite ist, die ganze wihrend der Zeit-
einheit durch den Querschnitt stromende Electricititsmenge dar,
welche man gewdhnlich die Intensitit des Stromes nennt, und
welche wir daher mit J bezeichnen wollen, wodurch der vorige
Ausdruck in
+V.J

iibergeht. Nehmen wir nun an, dass bei dem anderen Querschnitte
dieselben Bedingungen erfiillt seien, und bezeichnen die im ersten
und zweiten Querschnitte geltenden Werthe von ¥ resp. mit
und V7, so ist die innerhalb des ganzen Stiickes gethane Arbeit:

3) W=, — WN).d,

und die erzeugte Wérme:

@ H=%(Vo—— V). J.
Nun ist aber nach dem Ohm’schen Gesetze:

®) g=t =N

worin ! den Leitungswiderstand des zwischen den beiden Quer-
schnitten liegenden Stiickes bedeutet, und dadurch gehen die bei-
den vorigen Gleichungen iiber in:

(6) W=1.J?
1
(7) H:‘El.Jg.

Die letztere dieser Gleichungen enthilt die beiden Eingangs er-
wihnten von Joule gefundenen, und von Lenz und Becquerel
bestiatigten Gesetze.

Nachdem ich diese Gleichung (7), in welcher E das mecha-
nische Aequivalent der Wirme bedeutet, in einer in Poggendorff’s
Annalen?) verdffentlichten Abhandlung so, wie es vorstehend mit-
getheilt ist, nur aus dem Ohm’schen Gesetze abgeleitet hatte?),

1) Bd. 87, S. 164.
2) In einer von W. Thomson ausgefithrten Untersuchung dieses Gegen-
standes (Phil. Mag. Ser. 4, Vol. 2, p. 551) waren ausser dem Ohm’schen
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hat von Quintus-Icilius dieselbe zu einer numerischen Bestim-
mung von E angewandtl). Durch eine Reihe sorgfiltiger Messun-
gen ist er zu dem Werthe 399-7 oder rund 400 Kilogrammeter ge-
langt, welcher in Anbetracht der grossen Schwierigkeit der dabei
auszufiithrenden Beobachtungen hinlinglich genau mit dem von
Joule durch Reibung des Wassers bestimmten Werthe 424 iiber-
einstimmt.

§. 7. Verhalten galvanisch erwidrmter Drihte in ver-
schiedenen Ga$en.

Grove hat im Jahre 1845 2) die Beobachtung gemacht, dass,
wenn man einen Draht durch einen galvanischen Strom zur Weiss-
gluth gebracht hat und darauf ein Gefiss mit Wasserstofl dariiber
stiilpt, dann sein Licht so plotzlich erlischt, wie es mit der Flamme
einer Kerze geschehen sein wiirde. In einer spiteren Arbeit3) ist
er auf diesen Gegenstand noch specieller eingegangen, wobei be-
sonders der folgende Versuch von Wichtigkeit ist. Er schaltete in
den Schliessungsbogen einer . Volta’schen Batterie zwei ganz
gleiche Stiicke Platindraht ein, welche schraubenformig gewunden
in zwei kleine Glasrohren eingeschlossen waren, deren eine Sauer-
stoff, die andere Wasserstoff enthielt, und legte die so vorgerichte-
ten Rohren in zwei gleiche, mit gleichen Quantititen Wasser ver-
sehene Gefiisse, welche als Calorimeter dienten. Wurde nun die
Verbindung mit der Batterie hergestellt, so dass beide Drihte von
demselben Strome durchflossen wurden, so gerieth der in Sauer-
stoff befindliche Draht in Weissgluth, wihrend der in Wasserstoff
befindliche nicht sichtbar glithte. Zugleich stieg durch die von
den Drihten abgegebene Wirme die Temperatur in den Calori-
metern in verschiedenem Grade, ndmlich in dem die Wasserstoft-
rohre umgebenden von 60°F. bis 70° und in dem die Sauerstoff-
rohre umgebenden von 60° bis 810.

In #hnlicher Weise verglich Grove auch andere Gase mit
dem Wasserstoff und fand dabei unter anderen folgende Zahlen,

(esetze auch noch die Gesetze der electromagnetischen Induction in An-
wendung gebracht.
1) Pogg. Ann. Bd. 101, S. 69. — 2) Phil. Mag. Sér. 3, Vol. 27, p. 445.
8) Phil. Mag. Ser. 8, Vol. 35, p. 114 und Pogg. Ann. Bd. 78, S. 366.
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welche ich zur leichteren Uebersicht dadurch reducirt habe, dass
ich immer die in demselben Versuche beim Wasserstoff beobach-
tete Warmemenge als Einheit genommen habe.

Gase, in denen der Stick- Sauer- | Kohlen- | Oelbilden-| Wasser-
Draht sich befand. stoff. stoff. sgure. des Gas. stoff.

Abgegebene Wirme-
menge .. . . . . 2:26 2:10 1-90 157 1

Bei der Uebersetzung eines Aufsatzes, welcher die erste oben
erwihnte Beobachtung enthilt, hat Poggendorff in einer An-
merkung die Ansicht ausgesprochen ), dass das Erkalten eines gal-
vanisch glithenden Drahtes in verschiedenen Gasen wohl mutatis
mutandis nach denselben Gesetzen geschehe, welche Dulong und
Petit fiir das Erkalten eines auf gewohnliche Weise erhitzten Kor-
pers aufgestellt haben, und nach welchen ebenfalls das Wasser-
stoffgas das stirkste Abkiihlungsvermdgen besitzt. Als aber der
spitere Versuch mit den beiden Calorimetern von Grove ver-
offentlicht war, trat J. Miiller gegen die Poggendorff’sche An-
sicht auf, indem er sagte?): ,Dieser Versuch beweist entschieden,
dass das schwiichere Glithen des Drahtes in Wasserstoff bei voll-
kommen gleicher Stromstérke nicht etwa darin zu suchen ist, dass
das Wasserstoffgas dem Drahte seine Wirme schneller entzieht,
sonst miisste ja gerade das Wasser sich schneller erwirmen, wel-
ches die Wasserstoffrohre umgiebt. Alles deutet darauf hin, dass
in dem Drahte, wenn er vom Wasserstoff umgeben ist, wirklich
eine geringere Wirmeproduction stattfindet. Nach einigen wei-
teren Betrachtungen schloss er seine Auseinandersetzung mit dem
Ausspruche: ,Nach meinem Dafiirhalten steht die Erscheinung
noch ganz isolirt und vollig unerklirt da.

Diese Bemerkungen von Miiller gaben mir Veranlassung zu
einer erweiterten Betrachtung des Gegenstandes3), wobei ich neben
dem von Poggendorff erwihnten Unterschiede des Abkiihlungs-
vermégens verschiedener Gase, noch die Abhéngigkeit des Lei-

1) Pogg. Ann. Bd. 71, S. 197.

2) Bericht iiber die neuesten Fortschritte der Physik. Braunschweig
1849, S. 397.

8) Pogg. Ann. Bd. 87, S. 501.

Clausius, mech. Wiarmetheorie. IT, 10
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tungswiderstandes von der Temperatur und die Abhingigkeit der
Wirmeerzeugung vom Leitungswiderstande beriicksichtigte.

Die von mir gegebene Erklirung ldsst sich kurz so ausspre-
chen. Wenn zwei Gase, als welche wir beispielsweise atmosphi-
rische Luft und Wasserstoff annehmen wollen, in der Weise ver-
schieden wirken, dass der Wasserstoff einem heissen Korper seine
Wirme schneller entzieht, als die Luft, so wiirde der Platindraht,
selbst bei gleicher Wirmeerzeugung im Wasserstoff weniger warm
werden, als in der Luft. Nun ist aber der Leitungswiderstand im
-kilteren Drahte geringer, als im wérmeren, und daher wird bei
gleicher Stromstidrke im kalteren Drahte weniger Warme erzeugt.
Daraus ergiebt sich fiir den im Wasserstoff befindlichen Draht eine
noch niedrigere Temperatur, als die, welche man bei gleicher
Wirmeerzeugung erhalten wiirde. Auf diese Weise ist also gleich-
zeitig einerseits die viel niedrigere Temperatur und andererseits
die geringere Wirmeerzeugung und Warmeabgabe an das Calori-
meter erklirt.

Um auch eine ungefihre numerische Vergleichung machen
zu konnen, hat man die Rechnungen in folgender Weise anzu-
stellen.

Die Warmemenge H, welche durch einen galvanischen Strom
wihrend der Zeiteinheit in dem Drahte erzeugt wird, lisst sich

durch die unter (7) gegebene Gleichung
Ly
H= 71

darstellen. Der hierin vorkommende Leitungswiderstand 7 be-
stimmt sich als Function der Temperatur durch die Gleichung
=1 Q1+ ki),

worin [, den Leitungswiderstand beim Gefrierpuncte und ¢ die
vom Gefrierpuncte an gerechnete Temperatur in C.-Graden dar-
stellt, wihrend % eine Constante bedeutet, welche wir fiir Platin
nach Arndtsen gleich 000327 setzen konnen 1), Demnaoh geht
die fiir H geltende (ﬂelchung iiber in

(8) H= E lhd? (1 -+ k).

) In meinem oben citirten Aufsatze von 1852 habe ich fir % den
Werth 00028 angewandt, welcher damals nach den Versuchen von Lenz
der wahrscheinlichste war; jetat aber glaube ich den spiter von Arndt-
sen gefundenen Werth vozzlehen zu miissen.
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Was nun die Wiarmemenge H' anbetrifft, welche der Draht
theils durch Strahlung, theils durch Beriihrung mit dem umge-
benden Gase wihrend der Zeiteinheit verliert und an das Calori-
meter abgiebt, so haben wir bei deren Bestimmung die von Du-
long und Petit gegebene Gleichung in Anwendung zu bringen.
Diese Gleichung balte ich zwar, wenn man sie als eine fiir alle
Temperaturen giiltige betrachten wollte, fiir durchaus fehlerhaft;
aber in dem Temperaturintervall, innerhalb dessen die Versuche
von Dulong und Petit angestellt sind, ndmlich von 0° bis 300°,
wird man sie wohl als angenihert richtig ansehen diirfen. Die
Gleichung ist fiir einen an der Oberfliche aus Silber bestehenden
Korper aufgestellt, wir wollen aber annehmen, dass sie sich auch
auf Platin anwenden lasse. Machen wir ferner noch der Einfach-
heit wegen die Voraussetzung, dass die Temperatur des Calori-
meters constant gleich 00 gewesen sei (wie es der Fall gewesen
sein wiirde, wenn Grove statt der Wassercalorimeter Eiscalorime-
ter angewandt hitte), so konnen wir die Dulong-Petit’sche
Gleichung in folgender Form schreiben:
© H' =B (@ — 1+ pt),
worin B eine von der Form und Grosse des angewandten Korpers
(also in unserem Falle des Platindrahtes) abhéingige Constante ist.
Innerhalb der Klammer bezieht sich die Differenz at — 1 auf den
Wirmeverlust durch Strahlung, und die darin vorkommende Grésse
a hat den Werth 1-0077. Das Glied p¢> bezieht sich auf die
Wirmeabgabe an das umgebende Gas. Darin hat b ein- fiir alle-
mal den Werth 1-233, wihrend p von der Natur des umgebenden
Gases abhingt, und fiir die von Dulong und Petit untersuchten
Gase unter dem Drucke von einer Atmosphire folgende Werthe hat:

In Kohlen- In atm. In 6lbild. | In Wasser-
siaure. Luft. Gase. stoff.

P 00220 00227 00305 010784

Wenn nun in Bezug auf die Temperatur des Drahtes ein sta-
tionérer Zustand eingetreten ist, wie es bei den Grove’schen Ver-
suchen der Fall war, so muss die Gleichung

H—H =0
gelten, und diese nimmt durch Einsetzung der fir H und H' in
10%*
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(8) und (9) gegebenen Ausdriicke, wenn man dabei zugleich fiir

2
den Bruch I]";L zur Abkiirzung das Zeichen C einfiihrt, folgende
Form an:
(10) O+ kt) —at + 1 — ptt = 0.

Aus dieser Gleichung lassen sich die Temperaturen, welche
der Draht bei einer bestimmten Stromstéirke in den verschiede-
nen Gasen annimmt, berechnen, wenn man -bei unverindertem
Werthe der Grosse C fiir p die verschiedenen in der Tabelle an-
gefithrten Werthe anwendet. Die von der Stromstirke abhingige
Grosse C muss dabei aber einen solchen Werth haben, dass keine
der Temperaturen hoher wird, als 3000, weil sonst die Gleichung
(9) und demnach auch die Gleichung (10) ihre Anwendbarkeit ver-
lieren wiirde.

Ich habe eine solche Rechnung fiir atmosphirische Luft und
Wasserstoff ausgefithrt, indem ich angenommen habe, die Strom-
stirke sei so gewéhlt, dass der Draht in atmosphirischer Luft
gerade die Temperatur

£, = 3000

annehme, und dann die Temperatur ¢,, welche er bei derselben
Stromstérke in Wasserstoff annehmen muss, berechnet habe. Um
zundchst den der gewihlten Stromstérke entsprechenden Werth
von C zu bestimmen, hat man in (10) fiir £ den Werth 300 und
fiir p den in atmosphirischer Luft geltenden Werth 0:0227 zu setzen.
Die so entstehende Gleichung giebt fiir C' den Werth 17-52. Fiihrt
man nun diesen Werth von C in die Gleichung (10) ein, und wen-
det jetzt fiir p den in Wasserstoff geltenden Werth 0:0784 an, so
kann man aus der Gleichung die Temperatur ¢,, welche der Draht
bei derselben Stromstéiirke in Wasserstoff annimnit, berechnen, und
erhilt:
ty = 970

Man sieht also, dass der Draht in Wasserstoff in der That eine
viel niedrigere Temperatur annehmen muss, als in atmosphiri-
scher Luft.

Nachdem die Temperaturen # und £, bestimmt sind, kann
man auch das Verhiltniss der Wirmemengen H, und H,, welche
in dem Drahte wihrend der Zeiteinheit erzeugt und an das Calori-
meter abgegeben werden, leicht berechnen. Man braucht dazu
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nur in der Gleichung (8) fiir ¢# nach einander 300 und 97 zu
setzen, wodurch man erhalt:

Hy : Hy = 1-981 : 1317 = 1'5 : 1.

Also auch in dieser Beziehung stimmt das Resultat der Rechnung
mit der Grove’schen Beobachtung iiberein, indem die durch den
Strom erzeugte und an das Calorimeter abgegebene Wirmemenge
fiir den in Wasserstoff befindlichen Draht geringer gefunden wird,
als fiir den in atmosphérischer Luft befindlichen.

- Eine genaue Vergleichung der Zahlen ist allerdings nicht
moglich, weil wir unsere Rechnung wegen der beschrénkten Giil-
tigkeit der empirischen Formeln auf viel engere Temperatur-
grenzen beschréinken mussten, als in Grove’s Versuchen vorge-
kommen sind, wo der in Luft befindliche Draht weissgliihend ge-
worden ist, Da indessen fiir die engeren Temperaturgrenzen die
Erklirung so unzweifelhaft der Erfahrung entspricht, so wird man
keinen Anstand nehmen, sie auch fiir weitere Temperaturgrenzen
als richtigc anzuerkennen. Wenn man dieses thut, so kann man
nun umgekehrt die Grove’schen Beobachtungen dazu anwenden,
zu prifen, ob die von Dulong und Petit aufgestellte Formel
auch fiir solche Temperaturen, die bis zur Weissgliihhitze gehen,
noch als zuldssig anzusehen ist. Auf diese Betrachtungen will ich
hier nicht eingehen, sondern verweise in dieser Beziehung auf mei-
nen oben citirten Aufsatz.

Schliesslich will ich noch bemerken, dass jedes andere Mittel,
durch welches die Warmeabgabe des Drahtes gedndert wird, im
Wesentlichen dieselben Erscheinungen zur Folge haben muss, wie
die Anwendung verschiedener Gase. Ein sehr einfaches Mittel der
Art besteht darin, die Grosse der Oberfliche des Drahtes zu #n-
dern. Nimmt man z. B. zwei Drihte von gleichem Stoffe, gleicher
Lénge und gleichem Querschnitte, welche sich nur dadurch von
einander unterscheiden, dass der eine cylindrisch und der andere
plattgewalzt ist, so besitzt der letztere eine grossere Oberfléiche
und demgemiss eine schnellere Wérmeabgabe, als der erstere.
Zwel solche Drahte werden sich in einem und demselben Gase
ganz dhnlich verhalten, wie zwei gleiche Dréhte in verschiedenen
Gasen, indem der platte Draht weniger erhitzt und in ihm weni-
ger Wirme erzeugt wird.
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§ 8. Zunahme des Leitungswiderstandes einfacher
fester Metalle mit der Temperatur.

Der electrische Leitungswiderstand der Metalle dndert sich
bekanntlich mit der Temperatur. Bei Legirungen aus zwei oder
mehreren Metallen ist diese Aenderung sehr verschieden; bei den
einfachen festen Metallen dagegen ist die verhiltnissmissige Zu-
nahme des Leitungswiderstandes mit der Temperatur angenshert
gleich. Diese letztere Uebereinstimmung tritt besonders deutlich
in der im Jahre 1858 veriffentlichten werthvollen Untersuchung
von Arndtsenl) hervor, welcher am Schlusse seines Aufsatzes
darauf hinweist, ohne jedoch die Grosse dieser auf das electrische
Verhalten der Metalle ausgeiibten Warmewirkung mit der anderer
Wiérmewirkungen in Beziehung zu bringen.

Als ich jenen Hinweis las, stieg mir der Gedanke auf, dass,
wenn. die verhiltnissmissige Zunahme des Leitungswiderstandes
von der Natur des Stoffes unabhéingig und nur von der Tempe-
raturzunahme abhingig sei, sie nothwendig zur absoluten Tem-
peratur in einer einfachen Beziehung stehen miisse. Dieses fand
ich dann bei einer Vergleichung der Zahlen in der That bestitigt.
Die absolute Temperatur wichst bekanntlich, wenn man die vom
Gefrierpuncte an in C.-Graden gezéhlte Temperatur mit ¢ be-
zeichnet, im Verhéltnisse der Summe 1 -+ 0003665 .¢{. Ganz #hn-
lich verhélt sich auch die Zunahme des Leitungswiderstandes der
einfachen festen Metalle mit der Temperatur. Bei fiinf Metallen
(Platin, Aluminium, Silber, Kupfer und Blei) konnte Arndtsen
die Zunahme des Leitungswiderstandes durch eine in Bezug auf
die Temperatur lineare Formel darstellen, und nur beim Eisen
musste er ein quadratisches Glied hinzufiigen, welches aber inner-
halb der bei seinen Versuchen eingehaltenen Temperaturgrenzen
im Verhéltniss zum linearen Gliede unbedeutend ist. Die Cosffi-
cienten von ¢ liegen bei allen sechs Metallen (wenn wir bei jedem
den bei 00 stattfindenden Leitungswiderstand zur Einheit nehmen)
zwischen 000327 und 000413 und ihr Mittelwerth ist 0:00366.
Auch die schon ein Jahr frither von Matthiessen mit Kalium
und Natrium angestellten Versuche ?) hatten Zunahmen des Lei-

1) Pogg. Ann. Bd. 104, S. 1. — 2) Pogg. Ann. Bd. 100, S. 178.
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tungswiderstandes gegeben, welche zwischen denselben Grenzen
liegen.

Dieses veranlasste mich in einer in Pogg. Ann. verdffentlich-
ten kurzen Notiz1) darauf aufmerksam zu machen, dass die Ab-
hingigkeit des Leitungswiderstandes der festen einfachen Metalle
von der Temperatur sich mit einer gewissen Anndherung durch
den einfachen Satz ausdriicken lasse, dass der Leitungswider-
stand der absoluten Temperatur proportional sei. Wenn
dieser Satz auch nur angenihert richtig ist (wie es ja auch die
meisten anderen physicalischen Sitze nur sind), so schien er mir
doch geeignet zu sein, als Ankniipfungspunct fiir weitere Betrach-
tungen iiber den electrischen Leitungswiderstand zu - dienen und
insofern einiges Interesse darzubieten.

8. 9. Beziehung zwischen der chemischen Action, welche
in einer Volta’schen Siule stattfindet, und den durch
den Strom hervorgebrachten Wirkungen.

Es ist in den in diesem Abschnitte vorgekommenen Betrach-
tungen iiber die wihrend eines stationiiren- Stromes geleistete Ar-
beit und erzeugte Wirme nur von homogenen Leitern die Rede
gewesen und dabei angenommen, dass der in ihnen stattfindende
Strom keine Wirkung nach Aussen hin ausiibe und von Aussen
her erleide. Es wird aber vielleicht nicht unzweckméssig sein, zum
Schlusse noch einen Blick auf die galvanische Kette im Ganzen zu
werfen, um zu sehen, wie die chemischen Krifte, welche den Strom
hervorrufen, bei der Betrachtung der Aequivalenz von Wirme
und Arbeit in Rechnung zu bringen sind, und wie es sich verhilt,
wenn der Strom ausserhalb des Leiters eine Arbeit leistet und
dabei die entsprechende Riickwirkung erfihrt.

Wenn ein electrischer Strom durch eine Volta’sche Siule
hervorgebracht wird, so findet in dieser eine chemische Action
statt, welche nicht unmittelbar die Wirme entwickelt, die sie ent-
wickeln konnte, wenn sie unter anderen Umstdnden stattfinde.
Diejenige bei dieser Action von den molecularen Kriften gethane
Arbeit, welche, anstatt unmittelbar Wirme zu erzeugen, den elec-
trischen Strom hervorruft, moge kurz die verbrauchte Arbeit

1) Bd. 104, S. 650.
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genannt werden. Der Strom seinerseits, indem er den Leitungs-
widerstand iiberwindet, erzeugt in den Leitern Wérme. Sofern
der Strom keine Husseren Wirkungen hervorbringt, ist diese er-
zeugte Wirme der verbrauchten Arbeit dquivalent.

Wenn dagegen der Strom eine #ussere Wirkung hervorzubrin-
gen, z. B. eine electromagnetische Maschine zu treiben hat, so
nimmt die Stdrke des Stromes ab, und damit wird zugleich einer-
seits die chemische Action und der mit ihr verbundene Arbeits-
verbrauch, und andererseits die bei der Ueberwindung des Lei-
tungswiderstandes stattfindende Wirmeerzeugung geringer. Es
fragt sich nun, in welcher Beziehung jetzt diese beiden Grossen
zu einander stehen, ob wiederum die erzeugte Wirme der ver-
brauchten Arbeit dquivalent ist, oder ob sich unter Anwendung
der in der Electricititslehre geltenden Gesetze ein Ueberschuss an
verbrauchter Arbeit in der Sdule nachweisen ldsst, welcher als
Aequivalent der #usserlich hervorgebrachten Wirkungen zu be-
trachten ist.

Diese Frage ldsst sich sehr kurz so beantworten. Wenn die
Intensitit des Stromes, wihrend er #usserlich eine Arbeit thut,
abnimmt, so nimmt dabei die chemische Action im einfachen Ver-
hiltnisse und die erzeugte Wirme im quadratischen Verhiltnisse
ab. Folglich muss die erzeugte Wiarme kleiner als die verbrauchte
Arbeit werden. Es bleibt somit von der in der Sdule verbrauch-
ten Arbeit ein Ueberschuss, welcher das Aequivalent der dusser-
lich gethanen Arbeit ist.

Die Sache wird noch klarer durch einige einfache Formeln,

Sei @ die Menge des Zinks, welche in einem galvanischen Ele-
mente durch einen Strom von der Einheit der Intensitdt wihrend
der Einheit der Zeit aufgelost wird. Wenn dann Z die Menge des
Zinks bezeichnet, welche in einer S#ule von » Elementen durch
einen Strom von der Intensitdt I wihrend der Zeiteinheit aufge-
16st wird, so haben wir die Gleichung:

(11) Z=uqanl

Die iibrigen chemischen Actionen, welche die Auflssung des
Zinks begleiten, sind in den verschiedenen galvanischen Elemen-
ten verschieden, und ebenso verhilt es sich folglich auch mit der
in den Elementen verbrauchten Arbeit. Sei e die verbrauchte Ar-
beit fiir die Gewichtseinheit Zink, eine Arbeitsgrosse, welche je
nach den Elementen ungleich und z. B. in einem Grove’schen
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Elemente grosser als in einem Daniell’schen Elemente ist. Sei
ferner W die Arbeit, welche in der ganzen Siule wihrend der
Zeiteinheit verbraucht wird, wenn der Strom die Intensitdt I hat.
Dann hat man die Gleichung:

(12) W=eZ=aenl
Die Warmemenge H, welche durch denselben Strom bei Ueber-

windung des Leitungswiderstandes erzeugt wird, wird dem Obigen
nach bestimmt durch die Gleichung:

(13) H= % 112,

worin ! den ganzen Leitungswiderstand der Schliessung und E
das mechanische Aequivalent der Wirme bedeutet, vorausgesetzt
dass die Stromintensitit und der Leitungswiderstand nach mecha-
nischen Maassen gemessen wird.

Wenn eine Schliessung, welche eine galvanische Siule enthilt,
sich unter solchen Umstinden befindet, wo sie keine dusserliche
Wirkung ausiibt oder erleidet, so nimmt der Strom von selbst die-
jenige Intensitit an, welche nothwendig ist, damit die erzeugte
Wirme der verbrauchten Arbeit dquivalent werde. Wenn also W,
und H; die speciellen Werthe von W und H sind, welche diesem
Falle entsprechen, so hat man:

1
(14) HI :E_ Wu

welche Gleichung dazu dient, die Intensitit I, des Stromes, wel-
cher unter diesen Umsténden entsteht, zu bestimmen. Unter An-
wendung der Gleichungen (12) und (13) geht diese Gleichung
namlich iiber in:

(15) LI =L aenl,
woraus folgt:
(16) L=22

Die in dieser Gleichung vorkommende Grosse wen ist diejenige,
welche man gewohnlich die electromotorische Kraft der Siule
nennt. »

Wir wollen nun annehmen, der Strom vollbringe Husserlich
eine Arbeit, und dadurch sei seine Intensitit um die Grosse ¢ ver-
mindert. Der Einfachheit wegen wollen wir noch annehmen, dass
diese Verminderung constant sei, denn wenn sie verinderlich wire,
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so miissten wir statt einer Zeiteinheit nur ein Element der Zeit
betrachten. Die gegenwirtige Intensitit des Stromes ist also:
I—=1 —.
Indem man diesen Werth in die Gleichungen (12) und (13)

einfithrt, erhélt man:
a7 W=aen(I, — 9)

18) H=21(5 — iy

1 . . 4
=5 [Lh(L — ) — li(h —9)]

Substituirt man in der letzten Gleichung fiir I, einmal seinen
Werth aus (16), so kann man schreiben:
H= % [aen(l, — i) — Ui (L, — )]
und folglich auch, gemiss der Gleichung (17):
(19) H= 2 [W—1i(f — i)l

Aus dieser Gleichung ersieht man, dass die erzeugte Wirme
zu klein ist, um der verbrauchten Arbeit dquivalent zu sein. Der
Rest dieser letzteren, nimlich die Grosse

li(h — 4)
stellt denjenigen Verbrauch dar, welcher der dusserlich
gewonnenen Arbeit entspricht.

Ebenso findet man, dass in dem Falle, wo durch einen dusse-
ren Einfluss die Intensitét des Stromes vermehrt wird, die erzeugte
Wirme die in der Siule verbrauchte Arbeit iibertrifft. Man braucht
fiir diesen Fall nur die Grosse ¢ mit dem Pluszeichen einzufiihren,
wodurch man an der Stelle von (19) erhilt:

1 . ,
(20) H= 2 [W+1i(5 + i)

Wenn die Schliessung, in welcher der Strom ¢ inducirt wird,
keine eigene Stromquelle enthilt, so muss man W =0 und I, = 0
setzen, wodurch die Gleichungen (19) und (20) iibergehen in:

. 1
— ’ 2
H= 5 142,
welches fiir einen inducirten Strom dieselbe Gleichung ist, wie (13)
fiir einen beliebigen Strom.
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Electricitidtsleitung in Electrolyten.

§. 1. Arbeitleistung und Wirmeerzeugung in einem
electrolytischen Leiter.

Im vorigen Abschnitte haben wir die Wirkungen eines gal-
vanischen Stromes innerhalb eines Leiters erster Classe (d. h. eines
solchen, welcher ohne Electrolyse leitet) betrachtet, ohne dabei
auf die Art der Entstehung des Stromes Riicksicht zu nehmen.
Es hat sich dort ergeben, dass die Gesetze, nach welchen die
Wirmeerzeugung in diesen Leitern stattfindet, eine unmittelbare
Folge des Ohm’schen Gesetzes und des Satzes von der Aequiva-
lenz von Wirme und Arbeit sind. In &hnlicher Weise kann man
auch bei einem Leiter zweiter Classe, welcher durch Electrolyse
leitet, wenn man ihn ganz fiir sich, ohne Riicksicht auf die iibri-
gen Theile der Kette betrachtet, einige theils streng begriindete,
theils wenigstens wahrscheinliche Folgerungen ziehen, welche mir
von Interesse zu sein scheinen, und welche ich hier so, wie ich sie
in einer in Pogg. Ann.?) verdffentlichten Abhandlung entwickelt
habe, mittheilen will.

Was zunéchst die Gesetze der Arbeitleistung anbetrifft, so
lassen sich, wenn man das Ohm’sche Gesetz auch bei den Leitern
zweiter Classe als richtig anerkennt, die im vorigen Abschnitte
gezogenen Schliisse in unveréinderter Weise auch auf diesen Fall

1) Bd. 101, S. 338.
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ausdehnen. Um den Strom trotz des Leitungswiderstandes auf-
recht zu erhalten, muss an jeder Stelle des Leiters eine Kraft thi-
tig sein, welche positiv electrische Theilchen nach einer und ne-
gativ electrische Theilchen nach der entgegengesetzten Richtung
zu treiben sucht. Diese Kraft wird ausgeiibt von getrennter Elec-
tricitdt, welche sich, wie Kirchhoff bewiesen hat, nur an der
Oberfliache des Leiters oder an der Grenzfliche zweier verschiede-
ner Leiter befinden kann, wihrend man von dem Inneren eines
homogenen Leiters annehmen muss, dass dort positiv und negativ
electrische Theilchen so gleichmiissig gemischt sind, dass man
jeden messbaren Raum als unelectrisch betrachten darf. Die von
jener treibenden Kraft geleistete Arbeit ldsst sich durch dieselben
Formeln ausdriicken, welche im vorigen Abschnitte entwickelt sind.

Wenn man nun die durch den Strom erzeugte Wirme be-
stimmen will, so konnte es auf den ersten Blick vielleicht schei-
nen, als ob in dieser Beziehung zwischen den Leitern erster und
zweiter Classe eine Verschiedenheit obwalten miisse. In den Lei-
tern erster Classe bleiben die Massenmoleciile unverdndert in
ihrer Lage, und nur die Electricitit bewegt sich; bei den Leitern
zweiter Classe dagegen werden die Bestandtheile der Massen-
moleciile mit in die Bewegung gezogen, und es finden Zerlegun-
gen und Wiederzusammensetzungen statt, bei denen ohne Zweifel
die Molecularkrifte, mit welchen die Bestandtheile auf einander
wirken, eine bedeutende Thitigkeit entwickeln. Bei néherer Be-
trachtung iiberzeugt man sich jedoch leicht, dass bei der Bestim-
mung der erzeugten Wirme die von den Molecularkriften getha-
nen Arbeitsgrossen, so bedeutend sie auch im Einzelnen sein mé-
gen, doch nicht beriicksichtigt zu werden brauchen, weil sie sich
gegenseitig vollstdndig aufheben.

Wenn man, wahrend der Leiter von einem stationiren Strome
durchflossen wird, ein zur Betrachtung ausgewihltes, von einer ge-
schlossenen Flidche umgrenztes Stiick desselben zu Anfang und
zu Ende einer Zeiteinheit untersucht, so findet man, dass sein Zu-
stand wihrend dieser Zeit keine wesentliche Veriinderung erlitten
hat. Es haben sich zwar die electro-positiven Bestandtheile vie-
ler Moleciile von electro-negativen, mit welchen sie bisher verbun-
den waren, getrennt, aber dafiir haben sie sich mit anderen ganz
gleichen wieder verbunden, und die Arbeit, welche die Molecular-
krifte bei einer solchen Verbindung thun, ist unzweifelhaft eben
so gross, wie die, welche sie bei der Trennung erleiden (oder
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negativ thun). Ebenso sind fiir alle Massentheile, welche an der
einen Seite aus dem Raume ausgetreten sind, eben so viele solche
an der anderen Seite eingetreten, so dass die ganze in dem Raume
befindliche Masse zu Ende der Zeit dieselbe Dichtigkeit, dieselbe
Zusammensetzung und dieselbe Anordnung der Moleciile hat, wie
zu Anfang. Man kann daher, ohne die Arbeitsgrossen, welche bei
den einzelnen Vorgéingen von den Molecularkriften gethan sind,
zu kennen, mit Sicherheit den Schluss ziehen, dass die algebraische
Summe dieser Arbeitsgrossen Null ist. Es bleibt also nur die Ar-
beit iibrig, welche die treibende electrische Kraft bei der Ueber-
windung des Leitungswiderstandes gethan hat, und welche sich,
da sie keine bleibende Veridnderung in dem Leiter hervorgebracht
hat, in lebendige Kraft, und da keine andere lebendige Kraft vor-
kommt, in Wirme verwandelt haben muss.

§. 2. Electrisches Verhalten der Theilmoleciile.

Wir wollen nun auf die Art, wie man sich die Electricitits-
leitung innerhalb eines Electrolyten vorstellen muss, etwas spe-
cieller eingehen.

Die Moleciile des Electrolyten werden durch den Strom in
zwei Bestandtheile zerlegt, welche entweder einfache Atome odeér
selbst auch schon aus mehreren Atomen zusammengesetzte Mole-
ciile sein konnen, wie z. B. im Kupfervitriol der eine Bestandtheil
Cu einfach und der andere SO, zusammengesetzt ist. Ich werde
diese Bestandtheile, mogen sie nun aus einem oder aus mehreren
Atomen bestehen, die Theilmoleciile nennen, und ein ganzes
Moleciil des Electrolyten, wo es zur Unterscheidung nothig ist, ein
Gesammtmoleciil.

Aus der Art, wie die Zersetzung ‘des Electrolyten mit der
Electricitétsleitung zusammenh#ngt, muss man schliessen, dass die
beiden Theilmoleciile in ihrer Verbindung zu einem Gesammt-
moleciil entgegengesetzte electrische Zustinde haben, welche auch
nach ihrer Trennung fortbestehen. Unter der Voraussetzung, dass
es zwei Klectricititen gebe, muss man also annehmen, dass das
eine Theilmoleciil einen Ueberschuss an positiver, das andere einen
eben so grossen Ueberschuss an negativer Electricitit habe; unter
der Voraussetzung von nur Einer Electricitit dagegen muss man
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annehmen, dass das eine Theilmoleciil mehr und das andere weni-
ger Electricitit besitze, als zum neutralen Zustande ndthig ist.
Dass zwei Moleciile von verschiedener Natur bei ihrer Be-
rithrung solche entgegengesetzten electrischen Zustéinde annehmen
konnen, ist sehr wohl denkbar. Eben so liegt keine Schwierig-
keit darin, sich diese Zustiinde auch nach der Trennung als fort-
bestehend zu denken, so lange man nur annimmt, dass nirgends
innerhalb des Leiters eine grossere Anzahl positiver Theilmoleciile
allein oder negativer Theilmoleciile allein angehduft sei, sondern
dass beide Arten von Theilmoleciilen iiberall so gleichméssig ver-
breitet seien, dass sich in jedem messbaren Raume gleich viel
Moleciile beider Arten befinden. In diesem Falle kann n&mlich
aus den Kriften, welche die an einem Theilmoleciil haftende Elec-
tricitdtsmenge von den Electricitdtsmengen der umgebenden Theil-
moleciile erleidet, wegen der entgegengesetzten Wirkungen der
positiven und negativen Theilmoleciile, keine starke Resultante
entstehen, welche jene erstere Electricitdtsmenge nach einer be-
stimmten Richtung zu treiben und dadurch von seinem Moleciil,
wenn dieses an der Bewegung verhindert wire, zu trennen suchte.
Wire dagegen in einem Raume eine grosse Anzahl von Mo-
leciilen befindlich, welche alle mit gleicher Electricitat geladen
wiren, so wiirde die Electricitidtsmenge irgend eines zur Betrach-
tung ausgewihlten Moleciils von den Electricititsmengen aller
anderen abgestossen werden, und diese Kriifte wiirden, wenn sich
das betrachtete Moleciil nicht gerade in der Mitte der Masse be-
finde, durch ihre Vereinigung eine betréichtliche in der Richtung
von innen nach aussen wirkende Kraft bilden konnen. Da auch
die an den anderen Moleciilen haftenden Electricititsmengen ganz
dhnlichen Wirkungen unterworfen wéren, indem jede durch die
Gesammtwirkung aller iibrigen nach aussen gedringt wiirde, so
wiirde in dem electrischen Zustande der ganzen Masse eine Span-
nung obwalten, welche sich nur dann unverindert erhalten konnte,
wenn die Masse absolut nichtleitend wire. Im anderen Falle
wiirde die freie Electricitit aller Moleciile, je nach der Giite der
Leitung mehr oder weniger schnell nach aussen stromen, zunichst
an die Oberfliche der Masse, und von da, wenn die Masse nicht
vollkommen isolirt wire, in die weiteren Umgebungen.



Electricitétsleitung in Electrolyten. 159

§ 3. Bedingung, welche als erfiillt voraus-
zusetzen ist.

Betrachten wir ferner den Vorgang der Zersetzung selbst,
wie er in der Fliissigkeit, welche als Electrolyt dient, oder den
Electrolyten aufgeldst enthilt, stattfindet, so darf zunéchst so viel
als feststehend betrachtet werden, dass nicht die an der einen
Electrode frei werdenden Theilmoleciile sich durch die Fliissig-
keit bis zur anderen Electrode fortbewegen, sondern dass in der
-ganzen zwischen den beiden Electroden befindlichen Fliissigkeits-
masse iberall Zersetzungen und neue Verbindungen geschehen,
so dass die positiven Theilmoleciile, welche wihrend der Zeit-
einheit an der Kathode ankommen, zwar der Anzahl nach mit
denen iibereinstimmen, welche von der Anode ausgehen, aber nicht
dieselben sind, und ebenso in Bezug auf die negativen Theil-
moleciile, welche an der Anode ankommen.

Die Art, wie die in den verschiedenen Fliissigkeitsschichten
stattfindenden Zersetzungen unter einander zusammenhéngen, be-
darf aber noch einer niheren Feststellung, und namentlich muss
eine Ansicht, welche ziemlich nahe zu liegen scheint, welche aber
entschieden unrichtig ist, von vornherein ausgeschlossen werden.

Man konnte sich ndmlich-moglicherweise vorstellen, dass die
Zersetzung von der einen Electrode, z. B. von der Anode, aus-
ginge, dass die negativen Theilmoleciile der zersetzten Gesammt-
moleciile hier festgehalten wiirden, die positiven dagegen zur
niichsten Fliissigkeitsschicht gingen und dort eine neue Zersetzung
bewirkten, indem sie sich mit den negativen Theilmoleciilen die-
ser Schicht verbdnden, und die positiven frei machten, dass diese
letzteren dann weiter zur folgenden Schicht gingen, und hier aber-
mals dieselbe Wirkung ausiibten u. s. £ Hiernach wiirde die Zer-
setzung einer Schicht die Ursache fiir die Zersetzung der folgen-
den Schicht sein, und die Wirkung der in dem Leiter vorhande-
nen treibenden Kraft wiirde sich darauf beschridnken, erstens die
frei gewordenen positiven Theilmoleciile der vorigen Schicht nach
der folgenden zu bewegen, und zweitens dadurch, dass sie die
positiven Theilmoleciile dieser Schicht ebenfalls vorwarts dringt,
die Zersetzung zu erleichtern.

 Die Unrichtigkeit dieser Vorstellungsweise ergiebt sich aber
sogleich daraus, dass nach ihr innerhalb der Fliissigkeit wihrend
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des Stromes stets ein Ueberschuss von positiven Theilmoleciilen,
und somit auch von positiver Electricitit vorhanden sein miisste,
was, wie schon erwidhnt, nach den Gesetzen iiber die Vertheilung
der getrennten Electricitiit fiir einen stationéren Strom eben so
unzuliissig ist, wie fiir den Gleichgewichtszustand. In derselben
Weise wiirde man, wenn man die vorher beschriebene Art der
Fortpflanzung der Zersetzungen'in umgekehrter Richtung von der
Kathode zur Anode annehmen wollte, einen Ueberschuss von nega-
tiven Theilmoleciilen innerhalb der Fliissigkeit erhalten, welcher
natiirlich gleichfalls unstatthaft ist.

Als Grundbedingung fiir alle weiteren Betrachtungen miissen
wir an dem Satze festhalten, dass sich innerhalb jedes mess-
baren Raumes der Fliissigkeit gleich viel positive und
negative Theilmoleciile befinden, mogen diese nun alle je
zwei zu Gesammtmoleciilen verbunden sein, oder mogen einige im
unverbundenen Zustande zwischen den Gesammtmoleciilen zer-
streut sein. ‘

Hieraus folgt, dass in einer electrolytischen Fliissigkeit, welche
sich in ihrem natiirlichen Zustande befindet, indem keine Art von
Theilmoleciilen in ihr iiberwiegt, unter dem blossen Einflusse der-
jenigen Kraft, welche dazu dient, den Leitungswiderstand zu iiber-
winden, solche abwechselnde Zersetzungen und Wiederverbindun-
gen der Moleciile, wie sie zur Electricititsleitung nothig sind, statt-
finden konnen 1).

Die Erklirung dieser Thatsache bietet eine eigenthiimliche
Schwierigkeit dar, welche, wie es mir scheint, nur dadurch geho-
ben werden kann, dass man ein durchaus anderes Verhalten der
Fliissigkeiten annimmt, als es bisher gebrduchlich war. Ich will
versuchen, dieses in den nichsten Paragraphen auseinander zu
setzen.,

1) Um einen Fall zu haben, wo gar keine Electroden vorkommen, kann
man folgende Annahme machen. Es sei aus einem electrolytischen Leiter
ein in sich geschlossener Ring gebildet. In der Nihe dieses leitenden
Ringes werde ein kreisférmiger electrischer Strom oder ein Magnet
bewegt, z. B. angenihert oder entfernt. Dadurch wird in dem Ringe ein
Inductionsstrom erzeugt, und man hat somit in dem Electrolyten einen.
electrischen Strom, welcher nicht von einer Electrode zu einer anderen,
sondern im Kreise durch einen iiberall gleichartigen Ring geht und durch
eine electromotorische Kraft hervorgerufen ist, die nicht bloss an einzelnen
Stellen des Ringes, sondern in allen seinen Theilen wirkt.
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§ 4. Schwierigkeit der Erkldrung.

Es sei eine Fliissigkeit gegeben, welche entweder ganz oder
zum Theil aus electrolytischen Moleciilen besteht, und wir wollen
zunéchst einmal annehmen, diese Moleciile hitten sich im natiii-
lichen Zustande der Fliissigkeit in irgend einer bestimmten Anord-
nung gelagert, in welcher sie, so lange keine fremde Kraft auf sie
einwirkt, verharrten, indem die einzelnen Moleciile zwar vielleicht
um ihre Gleichgewichtslagen oscilliren, aber nicht ganz aus den-
selben heraustreten konnten; ferner sei, wie man es bei jeder der-
artigen Anordnung voraussetzen muss, die Anziehung zwischen
zwei Theilmoleciilen, welche zu einem Gesammtmoleciil verbunden
sind, und daher einander sehr nahe sind, grosser, als die Anzie-
hung zwischen dem positiven Theilmoleciil eines Gesammtmoleciils
und dem negativen eines anderen. Wenn nun innerhalb dieser
Masse eine electrische Kraft wirkt, welche die positiv electrischen
Theilmoleciile nach einer und die .negativ electrischen nach der
entgegengesetzten Richtung zu treiben sucht, so fragt es sich, wel-
chen Einfluss diese auf das Verhalten der Moleciile ausiitben muss.

Die erste Wirkung wiirde offenbar, sofern die Moleciile als
drehbar vorausgesetzt werden, darin bestehen, alle Moleciile in
gleicher Weise zu richten, indem die beiden entgegengesetzt elec-
trischen Bestandtheile jedes Gesammtmoleciils sich nach den Sei-
ten drehen wiirden, wohin sie durch die wirksame Kraft getrieben
werden. _

Ferner wiirde die Kraft die zu einem Gesammtmoleciil ver-
einigten Theilmoleciile zu trennen und nach entgegengesetzten
Richtungen zu bewegen suchen, und wenn diese Bewegung ein-
trite, so wiirde dadurch das positive Theilmoleciil des einen Ge-
sammtmoleciils mit dem negativen des folgenden zusammenkom-
men und sich mit ihm verbinden. Nun muss aber, um die einmal
verbundenen Theilmoleciile zu trennen, die Anziehung, welche sie
auf einander ausiiben, iiberwunden werden, wozu eine Kraft von
bestimmter "Stirke nothig ist, und dadurch wird man zu dem
Schlusse gefiihrt, dass, so lange die in dem Leiter wirksame,
Kraft diese Stidrke nicht besitzt, gar keine Zersetzung
der Moleciile stattfinden konne, dass dagegen, wenn die

Kraft bis zu dieser Stirke angewachsen ist, sehr viele
Clausius, mech, Wirmetheorie. IL 11
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Moleciile mit einem Male zersetzt werden miissen, indem
sie alle unter dem Einflusse derselben Kraft stehen und
fast gleiche Lage zu einander haben. In Bezug auf den
electrischen Strom kann man diesen Schluss, wenn man voraus-
setzt, dass der Leiter nur durch Electrolyse leiten konne, so aus-
driicken: So lange die im Leiter wirksame treibende
Kraft unter einer gewissen Grenze ist, bewirkt sie gar
keinen Strom, wenn sie aber diese Grenze erreicht hat,
so entsteht plotzlich ein sehr starker Strom.

Dieser Schluss widerspricht aber der Erfahrung vollkommen,
Schon die geringste Kraft 1) bewirkt einen durch abwechselnde
Zersetzungen und Wiederverbindungen geleiteten Strom, und die
Intensitit dieses Stromes wichst nach dem Ohm’schen Gesetze
der Kraft proportional.

Demnach muss die obige Annahme, dass die Theilmoleciile
eines Electrolyten in fester Weise zu Gesammtmoleciilen verbun-
den sind, und diese eine bestimmte regelméssige Anordnung ha-
ben, unrichtig sein. Man kann dieses Resultat noch allgemeiner
folgendermaassen aussprechen. Jede Annahme, welche darauf
hinauskommt, dass der natiirliche Zustand einer electrolytischen
Fliissigkeit ein Gleichgewichtszustand ist, in welchem jedes posi-
tive Theilmoleciil mit einem negativen fest verbunden ist, und
dass ferner, um die Fliissigkeit aus diesem Gleichgewichtszustande
in einen anderen, welcher sich vom vorigen nur dadurch unter-
scheidet, dass eine Anzahl positiver Theilmoleciile mit anderen
negativen, als vorher, verbunden ist, iiberzufiihren, eine Kraft von
bestimmter Stirke auf diejenigen Moleciile, welche diese Veréinde-
rung erleiden sollen, wirken muss, — jede solche Annahme steht
im Widerspruche mit dem Ohm’schen Gesetze.

Ich glaube daher, dass die folgende Annahme, bei welcher
dieser Widerspruch gehoben ist, und welche, wie es mir scheint,

1) Ich muss hierbei noch einmal ausdriicklich hervorheben, dass hier,
wie in diesem ganzen Abschnitte, nicht von den Kriften die Rede ist,
welche an den Electroden wirken, wo die Zersetzungsproducte ausgeschie-
den werden und die Polarisation iberwunden werden muss, sondern ledig-
lich von der Kraft, welche innerhalb des Electrolyten selbst wirkt, wo je-
des Theilmoleciil, welches von dem bisher mit ihm verbundenen Theil-
moleciil getrennt wird, sich sogleich wieder mit einem anderen Theilmoleciil
derselben Art verbindet, so dass die Masse im Wesentlichen ungeindert
bleibt, und nur der Leitungswiderstand zu iiberwinden ist.
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auch mit den sonst bekannten Thatsachen vereinbar ist, einige
Beachtung verdient.

§ 5. Verinderte Annahme iiber das moleculare Ver-
halten electrolytischer Fliissigkeiten.

In meiner Abhandlung ,iiber die Art der Bewegung, welche
wir Wirme nennen* 1), habe ich die Ansicht ausgesprochen, dass
in Flissigkeiten die Moleciile nicht bestimmte Gleichgewichtslagen
haben, um welche sie nur oscilliren, sondern dass ihre Bewegun-
gen so lebhaft sind, dass sie dadurch in ganz veréinderte und im-
mer neue Lagen zu einander kommen, und sich unregelméissig
durch einander bewegen.

Unter Zugrundelegung dieser Ansicht wollen wir uns in der
electrolytischen Fliissigkeit zunéchst einmal ein einzelnes Theil-
molecill, z. B. ein electro-positives, befindlich denken, von welchem
wir voraussetzen wollen, dass sein electrischer Zustand noch ganz
derselbe sei, wie in dem Momente, wo es aus einem Gesammt-
moleciil ausgeschieden wurde. Ich glaube nun, dass, indem dieses
Theilmoleciil sich zwischen den Gesammtmoleciilen umherbewegt,
unter den vielen Lagen, die es annehmen kann, auch zuweilen
solche vorkommen, in welchen es das negative Theilmoleciil irgend
eines Gesammtmoleciils mit stérkerer Kraft anzieht, als die, mit
welcher die beiden zu dem Gesammtmoleciil gehdrigen Theilmole-
cille, deren Lage zu einander auch nicht ganz unverénderlich ist,
sich in diesem Augenblicke gegenseitig anziehen. Sobald es in
eine solche Lage getreten ist, verbindet es sich mit diesem nega-
tiven Theilmoleciil, und das bisher mit demselben verbundene posi-
tive Theilmoleciil wird dadurch frei. Dieses bewegt sich nun eben-
falls allein umher und zerlegt nach einiger Zeit ein anderes Ge-
sammtmoleciil auf dieselbe Art u. s, f, und alle diese Bewegungen
und Zersetzungen geschehen eben so unregelmissig, wie die Wéarme-
bewegungen, durch welche sie veranlasst werden.

Betrachten wir ferner das Verhalten der Gesammtmoleciile
unter einander, so glaube ich, dass es auch hier zuweilen geschieht,
dass das positive Theilmoleciil eines Gesammtmoleciils zu dem
negativen eines anderen in eine giinstigere Lage kommt, als jedes

1) Pogg. Ann. Bd. 100, S. 353.
11%*
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dieser beiden Theilmoleciile im Augenblicke gerade zu dem ande-
ren Theilmoleciil seines eigenen Gesammtmoleciils hat. Dann
werden sich jene beiden bisher fremden Theilmoleciile zu einem
Gesammtmoleciil verbinden, und die beiden dadurch frei werden-
den Theilmoleciile (das negative des ersten und das positive des
zweiten Gesammtmoleciils) werden sich entweder ebenfalls unter
einander verbinden, oder wenn die Wirmebewegung sie daran
verhindern sollte, so werden sie sich unter die iibrigen Gesammt-
moleciile mischen, und dort dhnliche Zersetzungen hervorbringen,
wie sie vorher von einem einzelnen Theilmoleciil beschrieben
wurden.

Wie hiufig in einer Fliissigkeit solche gegenseitige Zerlegun-
gen vorkommen, wird erstens von der Natur der Fliissigkeit ab-
héngen, ob die Theile der einzelnen Gesammtmoleciile mehr oder
weniger innig zusammenhéngen, und zweitens von der Lebhaftig-
keit der Molecularbewegung, d. h. von der Temperatur.

§. 6. Neue Erkldrung der electrolytischen Leitung.

Wenn nun in einer Fliissigkeit, deren Moleciile sich schon
von selbst in einer solchen Bewegung befinden, wobei sie ihre
Theilmoleciile in unregelméssiger Weise austauschen, eine elec-
trische Kraft wirkt, welche alle positiven Theilmoleciile nach einer
und alle negativen nach der entgegengesetzten Richtung zu trei-
ben sucht, so ldsst sich leicht einsehen, welcher Unterschied da-
durch in der Art der Molecularbewegung eintreten muss.

Ein freies Theilmoleciil wird dann nicht mehr ganz den un-
regelmiissig wechselnden Richtungen, nach welchen es durch die
Wirmebewegungen getrieben wird, folgen, sondern es wird die
Richtung seiner Bewegung im Sinne der wirksamen Kraft findern,
so dass unter den Richtungen der freien positiven Theilmoleciile,
obwohl sie noch sehr unregelmissig sind, doch eine gewisse Rich-
tung vorherrscht, und ebenso die negativen Theilmoleciile sich
vorherrschend nach der entgegengesetzten Richtung bewegen.
Ausserdem werden bei der Einwirkung eines Theilmoleciils auf ein
Gesammtmoleciil und bei der Einwirkung zweier Gesammtmoleciile
auf einander solche Zerlegungen, bei welchen die Theilmoleciile in
ihren Bewegungen zugleich der electrischen Kraft folgen konnen,
erleichtert werden und daher hiufiger stattfinden, als ohne die
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Kraft, indem auch in Féllen, wo die Lage der Moleciile noch nicht
giinstig genug ist, dass die Zerlegung von selbst eintreten konnte,
die Mitwirkung der electrischen Kraft ihr Fintreten veranlassen
kann. Umgekehrt solche Zerlegungen, bei denen die Theilmole-
ciile sich der electrischen Kraft entgegen bewegen miissten, wer-
den durch diese Kraft erschwert und dadurch seltener gemacht
werden.

Betrachtet man im Inneren dieser Fliissigkeit, wihrend die
electrische Kraft wirkt, ein kleines auf der Richtung der Kraft
senkrechtes Flichenstiick, so gehen durch dieses wiahrend
der Zeiteinheit mehr positive Theilmoleciile in posi-
tiver als in negativer Richtung hindurch, und mehr
negative Theilmoleciile in negativer als in positiver
Richtung. Da nun fiir jede Art von Theilmoleciilen zwei in ent-
gegengesetzter Richtung stattfindende Durchginge sich gegensei-
tig in ihrer Wirkung aufheben, und nur der fiir die eine Rich-
tung bleibende Ueberschuss von Durchgingen in Betracht kommt,
so kann man das Vorige auch einfacher so ausdriicken: es geht
eine gewisse Anzahl positiver Theilmoleciile in posi-
tiver und eine Anzahl negativer Theilmoleciile in
negativer Richtung durch dasFlachenstiick. Die Grosse
dieser beiden Zahlen braucht nicht gleich zu sein, weil sie ausser
von der treibenden Kraft, welche fiir beide Arten von Theilmole-
ciilen gleich ist, auch noch von dem Grade der Beweglichkeit ab-
héngt, welcher bei verschiedenartigen Theilmoleciilen aus mehre-
ren Griinden verschieden sein kann.

Diese entgegengesetzte Bewegung der beiden Arten von Theil-
moleciilen bildet den galvanischen Strom innerhalb der Fliissig-
keit. Um die Stirke des Stromes zu bestimmen, ist es nicht nothig,
die Anzahl der in positiver Richtung durch das Fldchenstiick ge-
henden positiven Theilmoleciile und die Anzahl der in negativer
Richtung hindurchgehenden negativen Theilmoleciile einzeln zu
kennen, sondern es geniigt, wenn man die Summe beider Zahlen
kennt. Mag man nimlich von der Vorstellung ausgehen, dass es
zwei Electricitéiten gebe, und dass ein negativ electrisches Theil-
moleciil mit einer gewissen Quantitit freier negativer Electricitit
begabt sei, oder von der Vorstellung, dass es nur eine Electricitét
gebe, und dass ein negativ electrisches Theilmoleciil weniger Elec-
tricitdt besitze, als fiir den neutralen Zustand nothig ist, in bei-
den Fillen muss man annehmen, dass es zur Vermehrung eines
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galvanischen Stromes gleich viel beitrigt, ob ein positiv-electri-
sches Theilmoleciil sich nach der Richtung des Stromes, oder ob
ein eben so stark negativ-electrisches Theilmoleciil sich nach der
entgegengesetzten Richtung bewegt. Wenn wir also fiir den Fall,
dass die Molecularbewegung der Art wire, dass nur fiir die posi-
tiven Theilmoleciile ein Ueberschuss der Bewegung nach einer
Richtung stattfinde, und dass wihrend der Zeiteinheit n positive
Theilmoleciile in positiver Richtung durch das Fléchenstiick gin-
gen, die dadurch bedingte Stromstérke mit C.n bezeichnen, so
miissen wir dem entsprechend bei einer Bewegung, bei welcher
gleichzeitig n positive Theilmoleciile in der positiven und %' nega-
tive Theilmoleciile in der negativen Richtung hindurchgehen, die
Stromstirke mit C (n - »') bezeichnen.

§ 7. Uebereinstimmung der neuen Erkldrung mit der
Erfahrung und Unterschied zwischen ihr und der
Grotthuss’schen Erklarung.

Bei dieser Auffassung des Zustandes der Fliissigkeiten fallt
die oben erwihnte Schwierigkeit fort. Man sieht leicht, dass der
Einfluss, welchen die electrische Kraft auf die schon von selbst
stattfindenden, aber noch unregelmissigen Zersetzungen und Be-
wegungen der Moleciile iibt, nicht erst beginnt, wenn die Kraft
eine gewisse Stirke erreicht hat, sondern dass schon die geringste
Kraft in der vorher angegebenen Weise dndernd auf dieselben
einwirken, und dass die Grosse dieser Wirkung mit der Stérke
der Kraft wachsen muss. Der ganze Vorgang stimmt also mit dem
Ohm’schen Gesetze sehr gut iiberein.

Weshalb das electrische Leitungsvermogen, welches von der
Leichtigkeit, mit welcher ,die Zerlegungen der Moleciile und die
Bewegungen der Theilmoleciile innerhalb der Fliissigkeit gesche-
hen, abhéngt, bei verschiedenen Fliissigkeiten so verschieden ist,
weshalb z. B. bei den Moleciilen des Schwefelsiurehydrats die
Zerlegungen so sehr viel leichter stattfinden, als bei den Wasser-
moleciilen, und woher der bedeutende Einfluss kommt, welchen die
Verdiinnung der Schwefelsdure auf die Giite der Leitung ausiibt,
ist freilich bisher nicht hinlénglich erklirt, indessen sehe ich darin
auch nichts, was als Widerspruch gegen die vorstehende Theorie
geltend gemacht werden konnte.
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Der Umstand dagegen, dass bei Leitern zweiter Classe das
Leitungsvermogen mit wachsender Temperatur zunimmt, erkldrt
sich aus dieser Theorie in sehr ungezwungener Weise, indem die
grossere Lebhaftigkeit der inneren Bewegung offenbar dazu bei-
tragen muss, die gegenseitigen Zerlegungen der Moleciile zu er-
leichtern.

Vergleichen wir die #ltere Grotthuss’sche Theorie mit der
hier entwickelten, so liegt der Unterschied hauptséchlich darin,
dass in jener angenommen wird, die Bewegung werde erst durch
die electrische Kraft hervorgerufen, und finde nur nach zwei be-
stimmten Richtungen statt, indem die Zersetzungen regelméssig
von Moleciil zu Moleciil fortschreiten, wihrend nach dieser die
schon vorhandenen Bewegungen nur gedndert werden, und auch
das nicht so, dass sie vollkommen regelmissig werden, sondern
nur so, dass in der noch immer grossen Marnichfaltigkeit von Be-
wegungen die beiden bestimmten Richtungen vorherrschen.

§ 8. Eine frithere dhnliche Ansicht iiber moleculare
- Vorgiinge.

Nachdem ich im Jahre 1857 die vorstehende Ansicht iiber das
Verhalten electrolytischer Fliissigkeiten niedergeschrieben hatte,
erfuhr ich in der Unterhaltung it einem Chemiker, dass eine dhn-
liche Ansicht iiber das Verhalten zusammengesetzter fliissiger und
luftformiger Korper schon von Williamson in einer Abhandlung
iiber die Theorie der Aetherbildung?!) ausgesprochen ist. Es
heisst in dieser Abhandlung unter anderen?): ,Wir werden auf
diese Weise zu der Annahme gefiihrt, dass in einem Aggregat von
Moleciilen jeder Verbindung ein fortwidhrender Austausch zwi-
schen den in ihr enthaltenen Elementen vor sich geht. Angenom-
men z B., ein Gefiss mit Salzsiure wiirde durch eine grosse Zahl
von Molecillen von der Zusammensetzung ClH ausgefiillt, so
wiirde uns die Betrachtung, zu der wir gelangt sind, zu der An-
nahme fiihren, dass jedes Atom Wasserstoff nicht in ruhiger Ge-
geneinanderlagerung neben dem Atom Chlor bleibe, mit dem es

1) Annalen der Chemie und Pharmacie Bd. 77, S. 87. Gelesen vor der

British Association zu Edinburg,
2) A. a. 0. 8. 46,
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zuerst verbunden war, sondern dass ein fortwihrender Wechsel
des Platzes mit anderen Wasserstoffatomen stattfindet.“

Hiernach scheint Williamson sogar eine bei weitem grossere
Wandelbarkeit in der Gruppirung der Theilmoleciile anzunehmen,
als zur Erkldrung der Electricititsleitung nothig ist. Er spricht
von einem fortwidhrenden Wechsel eines Wasserstoffatoms mit an-
deren Wasserstoffatomen, wihrend es zur Erklarung der Electri-
cititsleitung geniigt, wenn bei den Zusammenstossen der Gesammt-
moleciile hin und wieder und vielleicht verhiltnissmissig selten
ein Austausch der Theilmoleciile stattfindet.

Williamson fiihrt zur Bestdtigung seiner Ansicht das Ver-
halten an, welches stattfindet, wenn in einer Fliissigkeit zwei Ver-
bindungen mit verschiedenen electro-positiven und verschiedenen
electro-negativen Bestandtheilen geldst sind, dass dann die beiden
urspriinglichen Verbindungen nicht einfach bestehen bleiben, oder
eine andere Anordnung der Art entsteht, bei welcher ein electro-
positiver Bestandtheil ausschliesslich mit Einem der beiden electro-
negativen Bestandtheile verbunden ist, und umgekehrt, sondern
dass alle vier moglichen Combinationen sich in einem gewissen
Verhiltnisse bilden, woher es kommt, dass; wenn irgend eine der
vier Verbindungen unléslich ist, diese sich ausscheidet. Awuch ich
glaube, dass dieses Verhalten sich sehr natiirlich daraus erklirt,
dass die Verbindungen je zweier Theilmoleciile nicht fest, sondern
wandelbar sind, und dass ein positives Theilmoleciil nicht bloss
ein positives Theilmoleciil derselben Art, sondern auch ein solches
von anderer Art verdringen kann, und ich habe dieses Verhalten
bei der Aufstellung der oben entwickelten Theorie gleich mit im
Auge gehabt. Indessen halte ich es auch hierbei nicht fiir néthig,
dass alle Moleciile in fortwéhrendem Wechsel begriffen sind, son-
dern es scheint mir zu geniigen, wenn sie sich hin und wieder ge-
genseitig austauschen, denn wenn die Anzahl der Austausche auch
im Verhiltniss zur Anzahl der Stésse gering ist, so kann sie doch
an sich betrachtet noch sehr gross sein, und daher in kurzer Zeit
eine bedeutende Aenderung in der urspriinglichen Verbindungsart
hervorbringen,

Da ich zu dem Schlusse iiber die im Inneren einer Fliissig-
keit stattfindenden Austausche der Theilmoleciile ganz unabhin-
gig und auf einem durchaus anderen Wege wie Williamson ge-
langt bin, so habe ich, auch nachdem ich die Abhandlung dessel-
ben kennen gelernt habe, doch noch geglaubt, meine Betrachtun-
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gen unverdndert mittheilen zu diirfen, indem es dadurch am besten
ersichtlich sein wird, in wie fern diese beiden Betrachtungsweisen
einander gegenseitig zur Bestdtigung dienen.

§ 9. Metallische Leitung in Electrolyten.

Es ist in neuerer Zeit mehrfach die Frage erortert, ob in
Leitern zweiter Classe neben der Leitung durch Electrolyse auch
noch eine Electricitétsleitung der Art, wie in Leitern erster Classe
stattfinde.

Vom theoretischen Gesichtspuncte aus scheint mir der An-
nahme, dass beide Arten von Leitung in demselben Korper gleich-
zeitig stattfinden konnen, nichts entgegen zu stehen. Die Bestim-
mung aber, wie sich in einzelnen Fillen die beiden verschiedenen
Leitungen ihrer Grésse nach zu einander verhalten, wird bei dem
Mangel an genau festgestellten Thatsachen, welche als Grundlage
fiir theoretische Schliisse dienen konnten, fiir jetzt wohl ganz der
experimentellen Untersuchung iiberlassen bleiben miissen.

Fiir diejenigen Korper, welche bis jetzt in dieser Beziehung
untersucht sind, und welche ihrer vielfachen Anwendung wegen
die wichtigsten sind, hat sich gezeigt, dass die Leitung ohne Elec-
trolyse, wenn sie iiberhaupt existirt, jedenfalls sehr gering ist,
und es wird daher nicht nothig sein, auf diese Art von Leitung,
welche iibrigens theoretisch nichts wesentlich Neues darbieten
wiirde, hier niher einzugehen.




ABSCHNITT VIL

Die thermoelectrischen Strome.

§. 1. Electrischer Zustand an der Berithrungsfliche
zweier Stoffe,

Wiéhrend die beiden vorigen Abschnitte nur die in einem
homogenen Leiter wihrend eines stationéiren electrischen Stromes
stattfindenden Vorgiinge behandelten, soll nun eine Verbindung
mehrerer ohne Electrolyse leitender Stoffe betrachtet werden,
welche, wenn sie eine in sich geschlossene Leitung bilden und die
Verbindungsstellen der Stoffe auf verschiedenen. Temperaturen
erhalten werden, einen thermoelectrischen Strom geben.

Man nimmt gewGhnlich als Sitz der electromotorischen Krifte,
welche dep thermoelectrischen Strom hervorbringen, die eben er-
wihnten Verbindungsstellen yerschiedener Stoffe an, wihrend man
innerhalb eines einzelnen Stoffes, auch wenn seine Theile verschie-
dene Temperaturen haben, keine electromotorischen Krifte vor-
aussetzt, Wir wollen diese Annahme, welche die einfachste ist,
zunichst auch machen, und untersuchen zu welchen Folgerungen
sie fiihrt. Die Vergleichung dieser Folgerungen mit der Erfah-
rung wird dann von selbst herausstellen, ob jene einfache An-
nahme zur Erkldrung aller beobachteten Thatsachen geniigt, oder
ob und in welcher Weise sie noch modificirt werden muss.

Fiir die Beriihrungsfliche zweier Stoffe machen wir die An-
nahme, dass dort eine Spannungsdifferenz zwischen den Stoffen
eintrete, indem die Electricitét sich ungleich unter ihnen theile.
Hiernach muss man fiir den Zustand des Gleichgewichtes anneh-
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men, dass die Potentialfunction zwar innerhalb eines jeden einzel-
nen Stoffes constant sei, aber in zwei sich beriihrenden Stoffen
verschiedene Werthe habe 1), und fiir den wihrend eines continuir-
lichen Stromes stattfindenden Zustand, dass die Potentialfunction
sich innerhalb jedes einzelnen Stoffes nur allmélig, an der Beriih-
rungsfliche zweier Stoffe aber plotzlich dndere. Wir konnen somit,
wenn wir die Potentialfunction innerhalb zweier Leiter, welche a
und & heissen mogen, zur Unterscheidung mit 7, und V, bezeich-
nen, fiir je zwei Puncte, welche sich zu beiden Seiten der Beriih-
rungsfliche sehr nahe gegeniiberliegen, die Gleichung

(1) Vb - Va == Eab-;

bilden, worin E,, eine von der Beschaffenheit der sich beriihren-
den Stoffe abhiingige Grosse ist, welche wir die Potentialniveau-
differenz der beiden Stoffe nennen wollen.

Man darf diese plotzliche Aenderung der Potentialfunction
natiirlich nicht im streng mathematischen Sinne als einen Sprung
betrachten, welcher in einer mathematischen Flidche stattfindet,
sondern nur als eine sehr schnelle Aenderung in der N#he dieser
Flache. Zur Erklirung derselben muss man, wie schon mehrfach,
und besonders bestimmt von Helmholtz ?) ausgesprochen ist, zwei
zu beiden Seiten der Beriihrungsfliche sich gegeniiberliegende
entgegengesetzt electrische Schichten annehmen, also eine dhn-
liche Anordnung, wie bei einer geladenen Leidener Flasche oder
Franklin’schen Tafel. Wir wollen den die beiden electrischen
Schichten und ihren Zwischenraum umfassenden Raum, welcher
im Ganzen nur eine sehr diinne Schicht bildet, die Uebergangs-
schicht der beiden Stoffe nennen,

§ 2. Grund der Potentialniveaudifferenz.

Es entsteht nun aber die Frage, was es fiir eine Kraft ist,
welche diese beiden Schichten, die doch durch keinen nichtleiten-

1) In electrostatischen Untersuchungen legt man gewohnlich den Satz
zu Grunde, dass in einem ganzen Systeme unter sich verbundener Leiter
im Zustande des Gleichgewichtes die Potentialfunction iiberall denselben
Werth habe; dadurch sollen aber die durch Verschiedenheit der Stoffe be-
dingten Unterschiede mnicht bestritten werden, sondern sie sind nur ihrer
Kleinheit wegen vernachlissigt, da man es in der Electrostatik gewdhnlich
mit viel grosseren Unterschieden zu thun hat.

2) Pogg. Aunn. Bd. 89.
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den Korper von einander getrennt sind, hindert, sich in ihrem
electrischen Zustande auszugleichen, und welche sogar, wenn die
Electricitit einen anderen Weg zur Ausgleichung hat, in demsel-
ben Maasse, wie dadurch die Differenz an der Beriithrungsfliche
geringer werden wiirde, immer neue Electricitdt von der negati-
ven nach der positiven Seite hiniibertreibt, und so einen fortwah-
renden electrischen Strom moglich macht,

Helmholtz spricht sich dariiber in seiner Schrift ,iiber die
Erhaltung der Kraft“ S. 47 folgendermaassen aus: ,Es lassen
sich ndmlich offenbar alle Erscheinungen in Leitern erster Classe
(d. h. solchen, in denen die Leitung der Electricitit ohne Electro-
lyse stattfindet) herleiten aus der Annahme, dass die verschiede-
nen chemischen Stoffe verschiedene Anziehungskrifte haben gegen
die beiden Electricititen und dass diese Anziehungskrifte nur in
unmessbar kleinen Entfernungen wirken, wihrend die Electricitii-
ten auf einander es auch in grosseren thun. Die Contactkraft
wiirde danach in der Differenz der Anziehungskrifte bestehen,
welche die der Beriihrungsstelle zunichst liegenden Metalltheil-
chen auf die Electricititen dieser Stelle ausiiben, und das electri-
sche Gleichgewicht eintreten, wenn ein electrisches Theilchen, wel-
ches von dem einen zum anderen iibergeht, nichts mehr an leben-
diger Kraft verliert oder gewinnt.

Mit dieser Erklirung stimmen meines Wissens auch die An-
sichten der meisten anderen Physiker iiberein, wenn die dariiber
vorhandenen Ausspriiche auch minder klar und bestimmt sind; des-
sen ungeachtet glaube ich ibr wenigstens theilweise widersprechen
zu missen. Ob iiberhaupt eine Potentialniveaudifferenz in der
hier angegebenen Weise bloss durch die verschiedenen Anziehungs-
krifte verschiedener chemischer Stoffe gegen die Electricitiit her-
vorgebracht wird, mag vorliufig dahingestellt bleiben, dass sich
aber hieraus, wie behauptet wird, alle Erscheinungen in Leitern
erster Classe herleiten lassen, muss ich bestreiten. Zur Erklirung
der thermoelectrischen Stréme, und der von Peltier entdeckten,
durch einen electrischen Strom verursachten Wirme- und Kilte-
erregung an der Beriihrungsstelle zweier Stoffe reicht diese An-
nahme nicht hin, sondern dazu ist eine andere Annahme nothwen-
dig, nmlich die, dass die Warme selbst bei der Bildung und
Erhaltung der Potentialniveaudifferenz an der Beriih-
rungsstelle wirksam ist, indem die Molecularbewegung,
welche wir Wirme nennen, dieElectricitéit von dem einen
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Stoffe zum anderen zu treiben strebt, und nur durch die
entgegenwirkende Kraft der beiden dadurch gebildeten
electrischen Schichten, wenn diese eine gewisse Dich-
tigkeit erreicht haben, daran verhindert werden kann.

Um dieses zuerst aus den thermoelectrischen Strémen nach-
zuweisen, denken wir uns irgend eine aus zwei Stoffen, als welche
wir der Regel nach Metalle annehmen konnen, gebildete Kette ge-
geben. Wenn sich die ganze Kette in gleicher Temperatur befindet,
so sind natiirlich die Potentialniveaudifferenzen an den beiden
Beriihrungsstellen gleich gross, und die Potentialfunction kann
daher in jedem Metalle fiir sich einen constanten Werth haben,
wie es dem Gleichgewichtszustande entspricht. Werden nun aber
die beiden Beriihrungsstellen in verschiedene Temperaturen ge-
bracht, so entsteht ein Strom, und daraus muss man schliessen,
dass in Bezug auf die Vertheilung der Electricitit eigenthiimliche
Bedingungen eingetreten sind, die sich durch keinen Gleichge-
wichtszustand erfiillen lassen. '

Solche Bedingungen lassen sich aus der Annahme, dass die Po-
tentialniveaudifferenzen nur durch die verschiedenen Anziehungs-
krifte chemisch verschiedener Stoffe gegen die Electricitit her-
vorgebracht werden, nicht herleiten. Zuniichst ist es iiberhaupt
sehr unwahrscheinlich, dass solche Anziehungskrifte sich mit der
Temperatur dndern sollten, und wenn dieses nicht der Fall wire,
so wiirde die Wirmevertheilung auf die Electricititsvertheilung
gar keinen Einfluss haben. Aber wenn man auch diesen Einwand
fallen ldsst, und die Abh#ngigkeit der Anziehungskrifte von der
Temperatur als moglich zugiebt, so ist damit doch zur Erkldrung
einer fortwihrenden Bewegung der Electricitit noch gar nichts
gewonnen, denn alsdann wiirde einfach jeder Theil der Kette so
viel Electricitdt zu sich heranziehen, wie seiner augenblicklichen
Anziehungskraft entspriche, und wiirde diese, so lange die Tem-
peraturverhiltnisse der Kette dieselben blieben, festhalten. -Man
kann denselben Schluss auch in folgender Weise aussprechen.
Wenn ein Stoff bei verschiedenen Temperaturen verschiedene An-
ziehungskrifte gegen die Electricitit besisse, so wiirden sich ver-
schieden warme Theile desselben Stoffes in dieser Beziehung eben
so zu einander verhalten, wie verschiedene Stoffe bei gleicher Tem-
peratur, so dass auch zwischen ihnen Potentialniveaudifferenzen
entstehen miissten, und zwar in der Weise, dass eine Temperatur-
verschiedenheit in den Theilen einer thermoelectrischen Kette ge-
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rade so wirken wiirde, wie eine vermehrte Stoffverschieden-
heit bei gleicher Temperatur, welche wohl einen verinder-
ten electrischen Gleichgewichtszustand, aber nie einen dauernden
electrischen Strom zur Folge haben kann.

Anders verhilt es sich, wenn man annimmt, dass die Wirme
selbst bei der Bildung der Potentialniveaudifferenzen an den Be-
rithrungsstellen wirksam sei. Diese Annahme macht es nicht nur
moglich, sondern sogar sehr wahrscheinlich, dass die Grosse der
Differenzen von den dort stattfindenden Temperaturen abhinge,
und giebt dabei doch durchaus keine Veranlassung zu dem
Schlusse, dass auch zwischen den verschieden warmen Theilen
eines und desselben Stoffes entsprechende Potentialniveaudifferen-
zen entstehen miissen. Man erhilt also bei dieser Annahme in der
That den eigenthiimlichen Fall, dass einerseits die Verschiedenheit
der Potentialniveaudifferenzen an den beiden Beriihrungsstellen
es nothwendig macht, dass die Potentialfunction in den verschie-
denen Theilen der einzelnen Stoffe verschiedene Werthe be-
sitzt, und dass sich andererseits innerhalb jedes einzelnen Stoffes
der electrische Zustand so auszugleichen sucht, dass die Poten-
tialfunction in allen seinen Theilen denselben Werth hat. Diese
beiden Bedingungen lassen sich durch einen Gleichgewichtszustand
nicht gleichzeitig erfiillen, sondern erfordern einen continuirlichen
Strom, ganz so, wie es der wirklichen Beobachtung entspricht,

Wir wenden uns nun zu der zweiten der oben erwihnten Er-
scheinungen, zu der von Peltier entdeckten, an der Beriihrungs-
fliche zweier Stoffe durch einen electrischen Strom verursachten
Wirme- oder Kilteerregung. Von dieser Wirkung gilt natiirlich
dasselbe, was oben von der Veriinderung der Potentialfunction ge-
sagt ist, dass sie nicht auf eine mathematische Fliche beschrinkt
sein kann, sondern iiber den korperlichen Raum derjenigen Schicht
vertheilt sein muss, welche wir oben mit dem Namen Ueber-
gangsschicht bezeichnet haben. Zur Erklirung der in dieser
Schicht stattfindenden Erzeugung oder Vernichtung von Wirme
ist -es erforderlich, eine entprechende, von irgend einer
Kraft gethane positive oder negative Arbeit nachzu-
weisen,

Um zu sehen, wie die beiden einander gegeniiberstehenden
Annahmen sich in Bezug auf dieses Erforderniss verhalten, wollen
wir zunéichst wieder von der von Helmholtz ausgesprochenen
Annahme ausgehen. Nach dieser wirken auf ein in diesem Raume
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befindliches Flectricititstheilchen zwei verschiedene Krifte, er-
stens eine rein electrische Kraft, indem das Theilchen zwischen
den beiden electrischen Schichten von der einen angezogen und
von der anderen abgestossen wird, und zweitens eine Molecular-
kraft, indem das Theilchen von den auf beiden Seiten befind-
lichen verschiedenartigen Moleciilen verschieden stark angezogen
wird. Wenn sich der Gleichgewichtszustand hergestellt hat, so
wirken sich diese beiden Kriifte mit gleicher Stirke entgegen, so
dass beim Uebergange des Theilchens eine eben so grosse Arbeit
von der einen erlitten, wie von der anderen gethan werden wiirde,
und daher, wie es auch Helmholtz ausspricht, weder ein Ge-
winn noch ein Verlust an lebendiger Kraft eintreten kénnte. Wah-
rend eines Stromes dagegen ist die electrische Kraft ein wenig
grosser oder kleiner, als die Molecularkraft, so dass das Electri-
cititstheilchen jener oder dieser folgen muss. Man kann dieses
Verhéltniss am einfachsten dadurch darstellen, dass man die wéh-
rend des Gleichgewichts wirksamen einander gleichen Krifte auch
jetzt ganz unverdndert beibehilt, ausserdem aber noch eine kleine
electrische Kraft als dritte hinzufiigt, welche nach der einen oder
anderen Seite gerichtet ist, und gerade nur dazu hinreicht, den
Leitungswiderstand innerhalb der Uebergangsschicht zu iiberwin-
den, und so die Electricitét in Bewegung zu erhalten. Diese Kraft
ist ganz dieselbe, welche bei gleicher Stromstirke auch in jeder
mit einem gleichen Leitungswiderstande versehenen Schicht eines
homogenen Leiters vorhanden sein muss, und somit konnen auch
die von ihr gethane Arbeit und erzeugte Wirme keine anderen
sein, als die, welche in einer solchen homogenen Schicht vorkom-
men, und welche bei der Kleinheit des Leitungswiderstandes einer
so diinnen Schicht hier vernachléissigt werden konnen. Die an der
Beriihrungsstelle stattfindende eigenthiimliche Erscheinung,
welche von Peltier beobachtet ist, bleibt bei dieser Annahme also
unerklirt.

Wir wollen nun in gleicher Weise von der anderen Annahme
ausgehen, nach der es die Wirme ist, welche innerhalb der Ueber-
gangsschicht die Electricitiit von der einen nach der anderen Seite
zu treiben strebt, und dadurch der electrischen Kraft entgegen-
wirkt. Wiahrend des Gleichgewichtszustandes wird dieses Streben
von der electrischen Kraft gerade compensirt; wihrend eines
Stromes dagegen ist die letztere, wie vorher erwéhnt, etwas ver-
grossert oder verkleinert und dadurch wird der Uebergang der
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Electricitit in der einen oder anderen Richtung veranlasst. Dabei
thut oder erleidet die electrische Kraft eine gewisse Arbeit, und
diese kann nicht durch eine entgegengesetzte Arbeit einer ande-
ren Kraft aufgehoben werden, da unserer Annahme nach keine
zweite Kraft vorhanden ist, sondern die Wirkungen, welche Helm -
holtz einer solchen zuschreiben zu miissen glaubte, durch die
Wirme, also durch eine Bewegung, hervorgebracht werden.
Demnach muss jene ganze Arbeit eine #quivalente Vermehrung
oder Verminderung der lebendigen Kraft zur Folge haben, und
daraus erhalten wir, da lebendige Kraft hier nur in der Form von
Wirme vorkommt, die von Peltier beobachtete Wiarme- oder
Kilteerregung. _ :

Ich glaube den ganzen Zustand in der Uebergangsschicht am
besten mit dem vergleichen zu konnen, wenn ein in einer aus-
dehnsamen Hiille befindliches Quantum Gas durch einen dusseren
Druck zusammengehalten wird, wihrend die Wirmebewegung sei-
ner Moleciile es auszudehnen sucht. Wird die dussere Kraft, welche
vorher dem Ausdehnungsbestreben der Wirme gerade das Gleich-
gewicht hielt, ein Wenig vergrossert oder verkleinert, so driickt
sie das Gas weiter zusammen oder lisst es sich weiter ausdehnen;
dabei thut oder erleidet sie eine gewisse Arbeit, und zugleich
wird in dem Gase eine dquivalente Menge Wirme erzeugt oder
vernichtet.

Will man in Bezug auf die Arbeit diejenige Ausdrucksweise
anwenden, welche in der mechanischen Wirmetheorie gebriuch-
lich ist, dass man die durch die Wirme bewirkte Ueberwindung
einer Kraft als gewonnene Arbeit und die von der Kraft selbst
gethane Arbeit als verbrauchte Arbeit bezeichnet, so kann man
sagen: wenn die Electricitit sich unter dem Einflusse der Wirme
in dem der electrischen Kraft entgegengesetzten Sinne bewegt, so
wird Arbeit gewonnen und dafiir eine entsprechende Menge Wirme
verbraucht. Findet dagegen die Bewegung der Electricitit im
Sinne der electrischen Kraft statt, so wird Arbeit verbraucht und
dafiir Wirme gewonnen, gerade so wie bei der Ausdehnung eines
Gases und der dabei stattfindenden Ueberwindung des Gegen-
druckes Arbeit gewonnen und Wirme verbraucht, und bei der Zu-
sammendriickung des Gases Arbeit verbraucht und Wirme ge-
wonnen wird,
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§. 8. Unterscheidung der hier angenommenen Potential-
niveaudifferenz von einer anderen,

Es hat sich also ergeben, dass wenn man an der Beriithrungs-
stelle zweier Stoffe eine durch die Wiarme verursachte Potential-
niveaudifferenz annimmt, dann die durch den Strom je nach sei-
ner Richtung erregte Wirme oder Kilte eine nothwendige Folge
davon ist. Demgemiss konnen wir nun auch umgekehrt die letz-
tere Erscheinung als einen Beweis fiir das Vorhandensein, und zu-
gleich als ein Maass jener Potentialniveaudifferenz betrachten.
Hiermit scheint aber eine andere Thatsache im Widerspruche zu
stehen. Da némlich die Warme- oder Kélteerregung am stirksten
beim Wismuth und Antimon stattfindet, so muss man schliessen,
dass zwischen diesen beiden Metallen auch die Potentialniveau-
differenz am grossten ist; electroskopische Versuche dagegen zei-
gen zwischen anderen Metallen, wie z. B. Kupfer und Zink, viel
grossere Differenzen, als zwischen Wismuth und Antimon. Dieser
Widerspruch ldsst sich auf zwei verschiedene Weisen erkliren.

Erstens kann man annehmen, dass ausser der durch die Wirme
verursachten Potentialniveaudifferenz gleichzeitig noch eine an-
dere bestehe, welche in der von Helmholtz angegebenen Weise
nur durch die verschiedenen Molecularanziehungen hervorgebracht
werde, und dass diese, wenn sie auch auf die thermoelectrischen
Erscheinungen keinen Kinfluss iibe, doch bei den electroskopi-
schen Erscheinungen zur vollen Geltung komme, und sich dabei
sogar meistens als die grossere von beiden erweise. Zweitens kann
man annchmen, dass die bei electroskopischen Versuchen beob-
achtete Differenz nicht durch die unmittelbare Berithrung der bei-
den untersuchten Stoffe, z. B. des Kupfers und Zinks, entstehe,
und iiberhaupt gar nicht zur Zahl derjenigen Erscheinungen ge-
hore, welche bei der Berithrung von nur Leitern erster Classe
eintreten, sondern zur Zahl derer, welche durch die Mitwirkung
von Leitern zweiter Classe (d. h. von solchen, die die Electricitit
durch Electrolyse leiten) veranlasst werden., Man kann in dieser
Beziehung anfiihren, dass bei einem electroskopischen Versuche,
selbst wenn die untersuchten Metalle mit Keinem fremden Kérper,
wie z. B. mit der Hand, sondern nur unter sich in Beriihrung ge-
bracht werden, dadurch doch die Mitwirkung fremder Stoffe nicht

Clausius, mech. Warmetheorie. II, 12
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ganz ausgeschlossen werden konne, denn die Metalle selbst seien
an ihrer Oberfliche von einer Schicht comprimirter Gase und viel-
leicht auch condensirter Ddmpfe bedeckt, welche bei nicht zusam-
mengelotheten, sondern nur zusammengedriickten Metallstiicken
den wirklich metallischen Contact verhindere, und durch ihr Da-
zwischentreten die electroskopischen Erscheinungen wesentlich
modificire. ' v

Welche von diesen beiden Erklarungsarten vorzuziehen ist,
soll hier nicht erortert werden, da es fiir die Untersuchung der
thermoelectrischen Strome und ihrer Wirkungen gleichgiiltig ist.
Fiir diese geniigt es, wenn die durch die Wiarme verursachte
Potentialniveaudifferenz dem obigen Schlusse gemiss als existirend
anerkannt wird, denn nur mit ihr haben wir es hier zu thun, und
wenn daher im Folgenden kurz von der Potentialniveaudifferenz
die Rede ist, so soll damit immer nur diese eine gemeint sein,
ganz abgesehen davon, ob daneben noch eine andere besteht,
oder nicht.

§ 4. Stromstérke in einer aus zwei Stoffen bestehen-
den Thermokette.

Wir wollen nun die Thermokette im Ganzen betrachten, und
dazu zun#chst eine solche wihlen, die nur aus zwei leitenden
Stoffen besteht. Dabei wollen wir die Voraussetzung machen, dass
die Thermokette keinerlei inducirende Wirkungen nach Aussen
hin ausiibe oder von Aussen her erleide, sondern einfach sich selbst
iiberlassen sei.

Die beiden der Einfachheit wegen als linear vorausgesetzten
Leiter mogen @ und & und ihre Verbindungsstellen p' und p”
heissen, und die dort herrschenden absoluten Temperaturen mit
T" und 7" bezeichnet werden. Fiir den Strom und ebenso fiir
die electromotorische Kraft nehmen wir eine bestimmte Richtung
als die positive an, und zwar wollen wir dazu die Richtung
p ap”bp’ wihlen. Die Potentialfunction im Leiter o bezeichnen
wir mit ¥, und ihre Grenzwerthe an den Puncten p’ und p” mit
Vs und V%, und ebenso bezeichnen wir im Leiter b die Potential-
function allgemein mit ¥, und ihre Grenzwerthe mit Viund VY.
Die an den Verbindungsstellen stattfindenden Potentialniveau-
differenzen, beide im Sinne des positiven Stromes genommen, mé-
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gen fiir p"” mit E}, und fiir p’ mit E}, bezeichnet werden; dann
haben wir zu setzen:
& Ely=Vy — Vi
Ey,=V, — Vi

Um nun die durch diese Potentialniveaudifferenzen ver-
ursachte Stromstéirke zu bestimmen, bilden wir zuniichst, indem
wir die Leitungswiderstinde in den beiden Leitern a¢ und & mit
l, und 1, bezeichnen, folgende zwei Gleichungen:

[ 74
Stromstirke in ¢ — Z“_li
"o T
Stromstirke in b =— __.___Vb . Vs .
b

Beide Stromstéirken miissen unter einander gleich sein, und
wir wollen ihren gemeinsamen Werth, welchen wir einfach die
Stromstirke der Thermokette nennen, mit J bezeichnen. Indem
wir nun die vorigen Briiche beide gleich J setzen und die so ent-
stehenden Gleichungen mit 7, und I, multipliciren, erhalten wir:

Jlog= Vi — VU

Jly = Vi — Vi.
Durch Addition dieser beiden Gleichungen kommt:

Jl+b)y=Ve— V. + V) — Vi

Fithren wir hierin gemdss (2) die Zeichen E!, und E}, ein, und
bezeichnen zugleich die Summe [, 4 [,, welche den ganzen Lei-
tungswiderstand der Kette bedeutet, mit L, so kommt:

JL = El, + Ej,
oder auch:

n !

) J = it Bia,

Aus dieser Gleichung folgt nach dem Ohm’schen Gesetze,
dass die im Zihler des Bruches stehende Summe der beiden Po-
tentialniveaudifferenzen die ganze electromotorische Kraft der
Thermokette ist. Bezeichnen wir diese mit F, so haben wir zu
setzen:

4) F = EY, + E}..

12*
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§ 5. Arbeitsleistung und Wirmeerzeugung in der
Thermokette.

Da jedes Theilchen der in der Kette stromenden Electricitiit
nach einander an Stellen von verschiedenem Potentialniveau kommt,
so wird dabei von den electrischen Kriiften Arbeit geleistet, welche
an einigen Stellen positiv, an anderen negativ ist.

Betrachten wir zuerst eine Uebergangsschicht, z. B. die bei
p", so gelangt jedes Electricititstheilchen dq, indem es sich durch
die Schicht bewegt, vom Potentialniveau V), zum Potentialniveau
VY. Die dabei von der electrischen Kraft gethane Arbeit, welche
durch die Abnahme des Potentials der getrennt vorhandenen
Electricitiit auf das Theilchen dq dargestellt wird, ist gleich
(Ve — Vi)dq oder — E!, dq. Wenn wir dieses auf alle wih-
rend der Zeiteinheit durch die Schicht stromende FElectricitiit,
deren Menge gleich J ist, anwenden, so erhalten wir fiir die Ar-
beit, welche wihrend der Zeiteinheit in dieser Uebergangsschicht
von der electrischen Kraft ‘gethan wird, den Ausdruck — EY, J.
Ebenso erhalten wir fiir die in der Uebergangsschicht bei p’ ge-
thane Arbeit den Ausdruck — E},J. Setzen wir in diese Aus-
driicke fiir J seinen Werth aus (3) ein, so erhalten wir:

" !
Arbeit in der Uebergangsschicht bei p"” = — EY, —E“#ﬂ
©) By + B
Arbeit in der Uebergangsschicht bei p’ = — E}, Jb—i—ﬂ‘

Diese Arbeitsgrossen sind negativ oder positiv, je nachdem die die
Schicht durchstrémende Electricitit von niedrigerem zu hoherem
oder von hoherem zu niedrigerem Potentialniveau gelangt.

Fasst man beide Ausdriicke zusammen, so erhiilt man:

il ni
(6) Arbeit-in beiden Uebergangsschichten — —‘g‘ﬂ%ﬁb“_y.

Dieser Ausdruck ist jedenfalls negativ und der Durchgang der
Electricitit durch beide Uebergangsschichten zusammen findet also
gegen die electrischen Krifte statt, was daraus zu erkliren ist,
dass die electrischen Krifte durch die Wirkung der Wirme iiber-
wunden werden.
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Betrachten wir nun weiter die homogenen Leiter @ und b, so
wird in diesen von den electrischen Kriiften beim Stromen der
Electricitit diejenige Arbeit geleistet, welche zur Ueberwindung
des Leitungswiderstandes nothig ist. Diese Arbeit ist, gemiss der
in Abschnitt V. unter (6) gegebenen Gleichung, im Leiter a gleich
I,J* und im Leiter b gleich {,J°. Fiir beide Leiter zusammen er-
halten wir also, wenn wir wieder die Summe 7, + I, mit L be-
zeichnen, den Ausdruck LJ? und wenn wir hierin fiir J seinen
Werth aus (3) setzen, so kommt:

n ! \e
(M Arbeit in den Leitern = ﬂji.ﬁﬁ

Da dieser Ausdruck dem in (6) gegebenen Ausdrucke der in
den beiden Uebergangsschichten zusammen gethanen Arbeit gleich
und entgegengesetzt ist, so folgt daraus, dass die Summe aller in
der Thermokette von den electrischen Kréften gethanen Arbeits-
grossen gleich Null ist. Dieses ist auch von vornherein selbstver-
stindlich. Wenn némlich die electrischen Krifte wihrend einer
gegebenen Zeit innerhalb der Thermokette im Ganzen eine Arbeit
thun oder erleiden sollten, so konnte dieses nur durch eine ver-
inderte Anordnung der Electricitit geschehen, und jede solche
Aenderung ist durch die Annahme, dass der Strom stationir sei,
ausgeschlossen,

Mit der vorher besprochenen in den verschiedenen Theilen
der Kette von den electrischen Kriften gethanen, theils positiven,
theils negativen Arbeit hiingt nun auch Frzeugung und Verbrauch
von Wirme zusammen. In den Uebergangsschichten wird, je nach-
dem die Bewegung der Electricitdt im Sinne der electrischen Kraft
oder ihr entgegen geschieht, Wirme erzeugt oder verbraucht. In
beiden Uebergangsschichten zusammen findet Verbrauch von
Wirme statt, weil dem Obigen nach die Summe der in ihnen ge-
thanen Arbeitsgrossen negativ ist. In den homogenen Leitern, wo
die electrischen Kriifte den Leitungswiderstand zu iiberwinden ha-
ben, findet Erzeugung von Wirme statt. Was die Mengen der er-
zeugten und verbrauchten Warme anbetrifft, so sind sie unter der
von uns gemachten Voraussetzung, dass die Thermokette, ohne
Wirkungen nach Aussen hin auszuiiben oder von Aussen her zu
erleiden, nur sich selbst iiberlassen ist, und dass in ihr neben den
Wirmeverdnderungen keine weiteren Verinderungen mechanischer
oder chemischer Natur vorkommen, den oben bestimmten Arbeits-
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grossen dquivalent. Wenn wir uns die Wérme nach mechani-
schem Maasse gemessen denken, so werden die Wirmemengen
einfach durch dieselben Ausdriicke dargestellt, wie die betreffen-
den Arbeitsgrossen, und es wird daher nicht néthig sein, ldnger
dabei zu verweilen. Es moge nur noch angefiihrt werden, dass die
algebraische Summe aller in der Thermokette erzeugten Wirme-
mengen (wobei verbrauchte Warmemengen negativ gerechnet wer-
den), ebenso wie die Summe aller von den electrischen Kriften
gethanen Arbeitsgrossen, gleich Null ist.

Wir konnen diejenigen Theile der Thermokette, in welchen
die Wirme selbst thitig ist, indem sie entweder die Electricitit
nach einer bestimmten Richtung treibt, oder der vorhandenen Be-
wegung widerstrebt, also in unserem bisher betrachteten einfachen
Falle die beiden Uebergangsschichten bei p' und p”, mit jeder voll-
kommenen durch Wéarme getriebenen Maschine vergleichen. Wie
durch die Maschine z. B. ein Gewicht gehoben, also der Schwer-
kraft entgegen bewegt werden kann, wobei die Schwerkraft eine
Arbeit erleidet, so wird hier die Electricitit zu einer Bewegung
gezwungen, welche der electrischen Kraft entgegengerichtet ist,
und bei der diese daher eine Arbeit erleidet. Wie man ferner
dort das gehobene Gewicht nachher wieder sinken und somit der
Schwerkraft folgen lassen kann, wobei diese eine Arbeit thut, die
der vorher erlittenen genau gleich ist, und welche man zur Her-
vorbringung verschiedener Wirkungen benutzen kann, so stromt
auch hier die Electricitit wieder zuriick, indem sie innerhalb der
homogenen Leiter der electrischen Kraft folgt, und die von dieser
dabei gethane Arbeit kann ebenfalls zu verschiedenen Wirkungen
benutzt werden, da man ja aus den electrischen Stromen eine
mechanische Triebkraft gewinnen kann. Wenn wir, um die Ueber-
einstimmung noch vollstindiger zu machen, auch die beschrin-
kende Voraussetzung, welche wir iiber die Wirkungen des Stromes
im Vorigen gemacht haben, in entsprechender Weise bei der Ma-
schine machen wollen, so miissen wir annehmen, dass die ganze
Arbeit der Maschine nur zur Ueberwindung von Reibung benutzt
werde. In diesem Falle wird durch die Reibung gerade so viel
Wirme erzeugt, wie in der Maschine selbst verbraucht wird, und
betrachten wir daher, um ein mit der ganzen Thermokette ver-
gleichbares System zu erhalten, die sich reibenden Korper als mit
der Maschine zusammengehérig, so findet in diesem Systeme eben-
falls weder ein Gewinn noch ein Verlust an Wirme statt.
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§ 6. Vorhandensein eines durch die Thermokette
vermittelten Wéirmeiiberganges.

Indem wir vorher die Theile der Thermokette, in welchen die
Wirme selbst thétig ist, also die beiden Uebergangsschichten, mit
einer thermodynamischen Maschine verglichen, richteten wir unser
Augenmerk nur auf den Verbrauch oder die Erzeugung von Wérme.
Nun findet aber in einer thermodynamischen Maschine, ausser der
Verinderung der Quantitit der im Ganzen vorhandenen Wirme,
auch ein Uebergang von Wérme von einem warmen zu
einem kalten Korper statt, welcher durch den zweiten Haupt-
satz der mechanischen Wiarmetheorie niher bestimmt wird, und
wir miissen daher die Thermokette auch von diesem Gesichts-
puncte aus betrachten. )

Zunichst wollen wir uns die allgemeinere Frage stellen, ob
sich in der Thermokette iiberhaupt ein Wirmeiibergang von einem
warmen zu einem kalten Korper nachweisen ldsst. Wir betrach-
ten dabei wieder, wie bisher, die aus nur zwei homogenen Stoffen
bestehende Kette, bei welcher die Wiarme nur in den beiden Ueber-
gangsschichten thitig ist. Oben wurde gezeigt, dass der Aus-
druck fiir die in beiden Schichten zusammen erzeugte Warme nega-
tiv ist; daraus darf man aber nicht denselben Schluss fiir jede
Schicht einzeln ziehen, sondern man kann vielmehr, wenigstens
fiir geringe Temperaturintervalle, im Voraus als Regel annehmen,
dass die beiden einzelnen Ausdriicke von entgegengesetzten Vor-
zeichen sind. Bei gleichen Temperaturen sind ndmlich die Poten-
tialniveaudifferenzen an beiden Beriihrungsstellen gleich und ent-
gegengesetzt; wenn sich nun die Temperatur der einen Stelle dn-
dert, so dndert sich auch ihre Potentialniveaudifferenz, da diese
Aenderung aber stetig vor sich geht, so kann sie wenigstens nicht
gleich anfinglich eine Umkehrung des Vorzeichens bewirken, und
so lange dieses nicht geschieht, behalten die Potentialniveaudiffe-
renzen, und mit ihnen natiirlich auch die entsprechenden Arbeits-
grossen und Wirmemengen entgegengesetzte Vorzeichen. Dieses
Verhalten wollen wir daher auch in der von uns betrachteten
Thermokette voraussetzen, indem wir die bei grossen Temperatur-
unterschieden zuweilen vorkommenden Abweichungen, von denen
spiter die Rede sein wird, fiir jetzt unberiicksichtigt lassen. Da
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der Zustand der ganzen Kette der Annahme nach stationér sein
soll, und somit die an den beiden Beriihrungsstellen stattfindenden
Temperaturen 7" und 7" constant sein miissen, so denken wir uns
dieses dadurch bewirkt, dass die beiden Beriihrungsstellen mit zwei
Korpern in Verbindung gesetzt sind, welche bleibend auf den Tem-
peraturen 7" und 7" erhalten werden, und von denen der eine
seiner Beriihrungsstelle die verbrauchte Warme wieder ersetzt, der
andere. der seinigen die erzeugte Wirme entzieht. Dadurch er-
fahrt der eine Korper einen Verlust, der andere einen Gewinn an
Wirme, und wir erhalten somit wirklich einen durch die Thermo-
kette vermittelten Uebergang von Wirme von einem Korper zu
einem anderen.

Es fragt sich nun noch, ob dieser Uebergang auch der Be-
dingung geniige, dass er vom warmen zum kalten Korper, und
nicht etwa in umgekehrter Richtung geschieht. Betrachten wir
in dieser Beziehung die beiden Stoffe, deren thermoelectrische
Wirkungen am meisten experimentell untersucht sind, und bei
denen die Entscheidung daher am sichersten ist, nimlich Wismuth
und Antimon, so ergiebt sich in der That das erstere, denn bei
einer aus diesen Stoffen zusammengesetzten Kette geht der Strom
an der warmen Beriihrungsstelle vom Wismuth zum Antimon, und
an der kalten vom Antimon zum Wismuth, und andererseits weiss
man, dass ein durch die Beriihrungsstellen gehender Strom bei der
ersteren Richtung Abkiithlung hervorbringt, also Wirme verbraucht,
und bei der letzteren Wirme erzeugt. Demnach erfihrt, wie es
sein muss, der wirmere Korper den Verlust und der kiltere den
Gewinn an Wirme, und in dhnlicher Weise stellt sich die Ueber-
einstimmung auch bei den anderen bis jetzt untersuchten Stoffen
heraus. Man sieht leicht, wie durch dieses Resultat die oben
durchgefithrte Analogie zwischen der Thermokette und einer durch
die Wirme getriebenen Maschine noch vervollstindigt wird, denn
offenbar entspricht die warm gehaltene Beriihrungsstelle dem
geheizten Theile der Maschine, und die kalt gehaltene dem
Condensator der Dampfmaschine oder dem Theile, wo die kalte
Luft comprimirt wird, in der durch warme Luft getriebenen Ma-
schine.
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§. 7. Anwendung des zweiten Hauptsatzes der
mechanischen Wiarmetheorie.

Nachdem so das Vorhandensein des Warmeiiberganges nach-
gewiesen ist, wollen wir den zweiten Hauptsatz der mechanischen
Wirmetheorie auf ihn anwenden. Eine sehr einfache Form dieses
Satzes erhédlt man, wenn man die Temperaturen der beiden Kor-
per, welche die Wirmezu- und -abfuhr bewirken, als unendlich
wenig von einander verschieden annimmt. Wir wollen die bei p'/
stattfindende, bisher mit 7" bezeichnete Temperatur, welche wir
als die hohere voraussetzen, jetzt einfach mit 7' bezeichnen, und
die bei p’ stattfindende, bisher mit 7” bezeichnete Temperatur
gleich T' — d T setzen. Dann gilt fiir den vollstiindigen Process,
bei welchem eine gewisse Wiarmemenge in Arbeit verwandelt oder,
wie man auch sagen kann, zu Arbeit verbraucht wird, und eine
andere Wirmemenge von dem wirmeren zu dem kilteren Korper

iibergeht, die Gleichung:

die verbrauchte Wirme  dT
die iibergegangene Wiarme ~ 7T

(8)

- Um nun die an der linken Seite dieser Gleichung im Zahler
und Nenner stehenden Warmemengen zu bestimmen, miissen wir
die auf die beiden Uebergangsschichten beziiglichen Gleichungen
(5) anwenden, welche zunidchst fiir die dort gethanen Arbeits-.
grossen aufgestellt sind, aber auch fiir die dort erzeugten Wirme-
mengen gelten, und in welche wir nur fiir die die Potentialniveau-
differenzen darstellenden Zeichen die auf unseren Fall beziiglichen
Werthe einzusetzen haben. Die bei p” stattfindende Potential-
niveaudifferenz wollen wir jetzt einfach mit £ bezeichnen, so dass
zu setzen ist:

Mo
E", =

a

Was die bei p' stattfindende Potentialniveaudifferenz Ej, anbe-
trifft, so ist erstens zu bemerken, dass sie wegen der umgekehrten
Reihenfolge der Stoffe « und & das entgegengesetzte Vorzeichen
hat, und zweitens ist ihr absoluter Werth um so viel vom vorigen
verschieden anzunehmen, wie es der um d 7' niedrigeren Tempera-
tur entspricht. Es ist also zu setzen:
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dE
[ — _— .
El, — (E e dT)
Aus der Vereinigung beider Gleichungen folgt:

dE
gb —f—Eia:d—TdT-

Setzen wir diese Werthe in die Gleichungen (5) ein, so kommt:

. E dE
" . ___EJdE
o Bei p” erzeugte Wirme — T a7
. E dE 1 /dE\?
' . = = 2
Bei p' erzeugte Wirme — T a7 art T (d—T> ar1?,
und hieraus folgt weiter:
(10) Bei p' und p" erzeugte Wirme — — 1 (d—E fare
P =—z\ar)

Da der letzte Ausdruck negativ ist, so ergiebt sich daraus,
wie schon oben besprochen wurde, fiir beide Uebergangsschichten
zusammen ein Wirmeverbrauch, und der absolute Werth des
Ausdruckes stellt die Menge der verbrauchten Wirme dar, also
die Grosse, welche in dem in der Gleichung (8) vorkommenden
Bruche den Zihler bildet.

Was ferner die im Nenner stehende iibergegangene Wirme-
menge anbetrifft, so ist als solche die bei p’ erzeugte Wirme-
menge anzusehen, welche durch die zweite der Gleichungen (9)
bestimmt wird, wobei noch zu bemerken ist, dass wir in dem be-
treffenden Ausdrucke das in Bezug auf d7 quadratische Glied
gegen das lineare vernachlissigen konnen. Die Gleichung (8) geht
also iiber in:

1 (dEN? .,
7 (77) 7 _ar
E dE T
zat Tt
welche Gleichung sich vereinfacht in:
dE 4T
(1) E T

und aus welcher sich durch Integration ergiebt:

(12) E =T,

worin ¢ eine von der Natur der sich berithrenden Stoffe abhéin-
gige Constante bedeutet.
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Wir sind somit in Bezug auf die Art, wie die zwischen zwei
verschiedenen Stoffen stattfindende Potentialniveaudifferenz sich
mit der Temperatur #ndert, zu dem einfachen Gesetze gelangt,
dass die Potentialniveaudifferenz der absoluten Tem-
peratur proportional ist. Dabei ist aber wohl zu beachten,
dass die das Gesetz ausdriickende Gleichung (12) in der einfachen
Form, dass ¢ constant ist, nur so weit als giiltig angesehen wer-
den darf, wie die unserer bisherigen Entwickelung zu Grunde lie-
gende Voraussetzung, dass innerhalb der einzelnen Stoffe keine
electromotorischen Krifte auftreten, erfiillt ist.

Wenden wir jenen fir £ gewonnenen Ausdruck auf eine
Thermokette an, deren Verbindungsstellen p’ und p” beliebige
Temperaturen 7' und 7" haben, so haben wir zu setzen:

" u
ab — €ab T
’ . !
ba————'ebuT'——EabT-

Dadurch geht die fiir die ganze electromotorische Kraft der Thermo-
kette geltende Gleichung (4) iiber in:

(13) F=c¢u (T'—-1T).

Wir wollen uns nun statt der aus zwei Stoffen bestehenden
Thermokette eine solche gegeben denken, welche aus einer beliebi-
gen Anzahl »n von leitenden Stoffen besteht, die a, b, ... h heissen
mogen. Die Verbindungsstellen wollen wir, vom Anfangspuncte
des Leiters ¢ beginnend, mit p/, p", p" ..... p® bezeichnen, so
dass p” die Verbindungsstelle zwischen a und b, p" die Verbin-
dungsstelle zwischen b und ¢ und zuletzt p' die Verbindungsstelle
zwischen A und ¢ ist. Die an diesen Verbindungsstellen stattfin-
denden Potentialniveaudifferenzen mogen EJ,, Eft ... .. E’, , heissen,
Dann haben wir zur Bestimmung der electromotorischen Kraft der
Thermokette, entsprechend der Gleichung (4), zu setzen:

(14) F=E}),+ Efl +-.-+ Ej,.

Bezeichnen wir ferner die in den Ausdriicken der Potentialniveau-
differenzen vorkommenden constanten Factoren der Reihe nach
mit &.5, Epc ... E1o und nennen die Temperaturen der Verbin-
dungsstellen, von derjenigen, welche den Anfangspunct des Leiters
a-bildet, beginnend, 7", 7", T'" ..... T, so geht die vorige Glei-
chung iber in:"

(15) F=c, T" 46, T" ++onne + ena T
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§ 8. Uebereinstimmungspuncte des obigen Resultates
mit der Erfahrung.

Vergleicht man das in der Gleichung (12) ausgedriickte Re-
sultat der obigen Entwickelungen mit der Erfahrung, so findet
man in mehrfacher Beziehung eine unzweifelhafte Ueberein-
stimmung,

Der erste zu besprechende Punct bezieht sich nur darauf, dass
der in (12) gegebene Ausdruck einem allgemeinen Krfordernisse
entspricht. Wenn in einer aus beliebig vielen Stoffen a, b, ¢ .... %
bestehenden Thermokette alle Verbindungsstellen eine und die-
selbe Temperatur 7 haben, so entsteht kein Strom und die elec-
tromotorische Kraft der Kette muss somit Null sein. Man hat
also fiir diesen Fall, gemiss (14), zu setzen:

Eab + ‘Ebc + —'— Eha == 01
und dieser Gleichung miissen die Potentialniveaudifferenzen fiir
jeden beliebigen Werth der gemeinsamen Temperatur 7' ge-
niigen. Setzt man nun fiir die Potentialniveaudifferenzen ihre Aus-
driicke nach (12), indem man bei allen dieselbe Temperatur 7' in
Anwendung bringt, so geht die vorige Gleichung iiber in:

(Eab —l' €pec + —f' 5ha) T =0,

und aus der Form dieser Gleichung ersieht man sofort, dass, wenn
die Constanten solche Werthe haben, dass die Gleichung fiir Eine
Temperatur erfiillt ist, sie auch fiir alle Temperaturen erfiillt ist.

Wir wollen nun einige specielle Folgerungen, welche sich aus
(12) ergeben, mit der Erfahrung. vergleichen,

1. Nach (12) nehmen die Potentialniveaudifferenzen
bei wachsender Temperatur zu und nicht ab. Um die
Richtigkeit dieses Schlusses zu priifen, miissen wir uns erinnern,
dass der Strom immer die Richtung wihlt, in welcher die Summe
der Potentialniveaudifferenzen positiv ist, also fiir den Fall, wo nur
zwel Differenzen vorkommen, die Richtung, in welcher die grossere
von ihnen positiv ist. Es braucht also zum Beweise, dass die Po-
tentialniveaudifferenz an der wirmeren Berithrungsstelle die
grossere ist, nur gezeigt zu werden, dass sie in Bezug auf die
Stromrichtung die positive ist, und dieses ist schon oben ge-
schehen, indem aus der Erfahrung nachgewiesen ist, dass an der
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wirmeren Beriihrungsstelle ein Verbrauch von Wirme statt-
findet, was einer negativen Arbeit und somit einer im Sinne des
Stromes stattfindenden Zunahme des Potentialniveaus entspricht.

2. Nach (12) sind die Aenderungen jeder Potential-
niveaudifferenz den entsprechenden Temperaturénde-
rungen proportional. Hiernach muss, wie aus (13) zu ersehen ist,
bei jeder aus zwei homogenen Stoffen zusammengesetzten Thermo-
kette die electromotorische Kraft 1) dem an beiden Beriihrungs-
stellen angewandten Temperaturunterschiede proportional sein,
und dieses kann in der That fiir nicht zu grosse Temperaturunter-
schiede im Allgemeinen als Regel bezeichnet werden.

3. Nach (12) miissen diejenigen Potentialniveaudiffe-
renzen, deren Zunahme mit der Temperatur am gross-
ten ist, auch ihren ganzen Werthen nach die grossten
sein. Betrachten wir nimlich irgend zwei Combinationen von je
zwei Stoffen, etwa «, b und ¢, d, so haben wir zu setzen:

Euy = ¢4 Tund E .y = 6,4 T}

woraus folgt:
dEcd
aT = &¢q

und aus diesen Gleichungen ergiebt sich die Proportion:

dEab . dEcd

*‘dT . W = Eab:Ecd'

Auch dieser Schluss bestétigt sich, indem diejenigen Stoffcombi-
nationen, welche bei einem bestimmten Temperaturunterschiede
die stirksten Strome geben, wie z. B. die von Wismuth und Anti-
mon, sich auch dadurch auszeichnen, dass ein durch ihre Beriih-
rungsstelle gehender Strom dort am meisten Wirme erzeugt oder
vernichtet, wobei die erstere Eigenschaft auf einen grossen Werth
des Differentialcoéfficienten %% , und die letztere auf einen grossen
Werth der Function E selbst schliessen ldsst.

1) Man darf hier statt der electromotorischen Kraft nicht ohne Weite-
res die Stromstirke setzen, weil die letztere-auch vom Leitungswiderstande
abhéngt, welcher sich mit der Temperatur dndert.
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§ 9. Abweichungen des obigen Resultates von der
Erfahrung und ihre Erkldrung.

Die vorstehend erwihnten Bestiitigungen lassen wohl keinen
Zweifel daran bestehen, dass der in der Gleichung (12) gegebene
Ausdruck nicht bloss, wie eine empirische Formel innerhalb ge-
wisser Grenzen eine Husserliche, vielleicht zufillige Aehnlichkeit
mit dem Verhalten der Potentialniveaudifferenzen zeigt, sondern
dass er in der Natur der Sache selbst begriindet ist. Dessen un-
geachtet stellt er allein die Erscheinungen noch nicht genau dar,
vielmehr findet man bei nidherer Untersuchung derselben, beson-
ders in den Fillen, wo hohe Temperaturen vorkommen, erhebliche
Abweichungen, welche zeigen, dass bei der Hervorbringung dieser
Erscheinungen noch Nebenumstinde mitwirken miissen, die bei
der Ableitung des Ausdruckes nicht beriicksichtigt sind. Am deut-
lichsten tritt dieses bei einer aus Eisen und Kupfer bestehenden
Thermokette hervor, welche bekanntlich bei allmilig fortschreiten-
der Erwidrmung der einen Berithrungsstelle statt bestdndiger Zu-
nahme des Stromes von einer gewissen Temperatur an eine Ab-
nahme, und bei der Glithhitze sogar eine Umkehrung des Stro-
mes zeigt,

Diese Abweichungen lassen darauf schliessen, dass die unse-
rer obigen Entwickelung zu Grunde gelegte Voraussetzung, dass
die in einer Thermokette vorkommenden electromotorischen Krifte
nur an den Verbindungsstellen verschiedener Stoffe ihren Sitz ha-
ben, wihrend im Inneren eines einzelnen Stoffes, auch wenn seine
Theile verschiedene Temperaturen haben, keine electromotori-
schen Krifte vorkommen, ungenau sein muss. Wollte man z B.
bei der Eisen-Kupferkette die Entstehung des Stromes nur aus den
beiden an den Beriihrungsstellen stattfindenden Potentialniveau-
differenzen erkliren, so miisste man schliessen, dass bei der Tem- .
peratur, bei welcher die Umkehrung des Stromes eintritt, die Po-
tentialniveaudifferenz an der warmen Beriihrungsstelle gerade wie-
der gleich der an der kalten geworden wire, und sich so auf dem
Durchgangspuncte aus einem grosseren in einen kleineren, oder
aus einem kleineren in einen grosseren Werth befinde. Bei die-
ser Aenderung ihres Werthes wiirde natiirlich ihr Vorzeichen zu-
nichst ungeindert bleiben, und es miissten sich daher bei der
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Umkehrung des Stromes auch seine thermischen Wirkungen an
den beiden Berithrungsstellen in die entgegengesetzten verwan-
deln, so dass, wenn vorher Wirme von einem warmen zu einem
kalten Korper iiberging, nun der umgekehrte Uebergang eintrite,
was dem zweiten Hauptsatze der mechanischen Wirmetheorie
direct widerspricht. Man ist also zu der Annahme genéthigt, dass
auch im Inneren der beiden verbundenen Metalle, oder eines der-
selben, Potentialniveaudifferenzen entstanden seien, welche als elec-
tromotorische Krifte zur Hervorbringung des Stromes mitwirken,
und hat zugleich durch die Bedingung, dass der zweite Hauptsatz
der mechanischen Wirmetheorie immer erfiillt bleiben muss, ein
Mittel iiber das Verhéltniss, in welchem diese verschiedenen Diffe-
renzen zu einander stehen miissen, wenigstens Einiges zu schliessen.

Damit ist aber nicht gesagt, dass jede Temperaturver-
schiedenheit schon als solche nothwendig von einer Po-
tentialniveaudifferenz begleitet sein miisse, sondern ich
glaube, dass es zur Erklirung jener Abweichungen, so weit sie bis
jetzt beobachtet sind, hinreicht, wenn man die im Inneren eines
Metalles entstehende Potentialniveaudifferenz nur als eine secun-
dire Wirkung der Temperaturverschiedenheit betrachtet, welche
dann eintritt, wenn durch die Temperaturinderung des
einen Theiles eine Aenderung seines Molecularzustan-
des veranlasst ist, so dass der verinderte und der unveréinderte
Theil desselben Metalles sich wie verschiedene Metalle zu einander
verhalten. Dasselbe gilt natiirlich auch, wenn beide Theile ihren
Molecularzustand geéindert haben, aber die Aenderungen nicht
gleich sind.

Dass dergleichen Aenderungen in bedeutendem Maasse statt-
finden, ldsst sich in manchen Fillen mit ziemlicher Sicherheit
nachweisen, und es moge als ein Beispiel der Art hier der Stahl
betrachtet werden, bei welchem die Wirkungen der Warme beson-
ders auffillig sind. Harter und weicher Stahl stehen sich in den be-
deutendsten Eigenschaften, wie Hirte, Elasticitdt und Sprodigkeit,
so fern, wie zwei ganz verschiedene Metalle, und es ist bekannt,
dass bei ihrer Berithrung auch eine electrische Potentialniveau-
differenz entsteht, indem sich aus ihnen eine wirksame Thermo-
kette, und durch mehrfache Wiederholung eine ziemlich kriftige
Thermos#ule bilden ldsst. Da der ganze zwischen hartem und wei-
chem Stahl bestehende Unterschied seine Ursache nur in der
grosseren oder geringeren Geschwindigkeit der Abkiihlung hat,
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$0 muss man annehmen, dass die bei hoherer Temperatur stattfin-
dende Art der Verbindung des Eisens mit der Kohle, und der
damit zusammenhingende Molecularzustand der ganzen Masse sich
bei der Abkiihlung zu dndern sucht, dass diese Aenderung aber
einiger Zeit bedarf, und daher durch die Schnelligkeit der Abkiih-
lung ganz oder theilweise verhindert werden kann, wihrend sie
bei langsamer Abkiihlung wirklich eintritt. In Uebereinstimmung
hiermit kann man aus der Verschiedenheit, welche man zwischen
langsam und schnell gekiihltem Stahle beobachtet, auf eine entspre-
chende Verschiedenheit zwischen langsam gekiihltem und heissem
Stahle schliessen, und denselben Schluss hat auch Seebeck aus
seinen thermoelectrischen Versuchen gezogen ?).

Fiir das hdufige Vorkommen und den electrischen Einfluss
solcher Verschiedenheiten des Molecularzustandes sprechen ferner
alle thermoelectrischen Strome, welche man bei Anwendung eines
einzigen Metalles erhiilt, wenn man einzelne Stellen desselben er-
wirmt. Besonders stark sind diese bei solchen Metallen, die ein
deutlich ausgepriigtes krystallinisches Gefiige zeigen. So beobach-
tete Seebeck?) z. B. bei einem im Ganzen gegossenen Ringe aus
Antimon, dass er sich gerade so verhielt, als ob er aus zwei ver-
schiedenen Metallen bestiinde, deren Grenzen sich genau feststel-
len liessen. Als spiter der Ring zerbrochen wurde, fand sich, dass
der eine Theil sternformig krystallisirt war, wihrend der andere
ein feinkorniges Gefiige besass, und eine weitere Untersuchung
des Gegenstandes ergab als Ursache dieses Unterschiedes die ver-
schiedene Erkaltungsgeschwindigkeit der beiden Theile. Fiir dehn-
bare Metalle ist in neuerer Zeit Magnus durch sorgfiltige expe-
rimentelle Untersuchungen 3) ebenfalls zu dem Resultate gelangt,
dass die -in einem einzigen Metalle entstehenden Strome ihren
Grund in dem verschiedenen Zustande seiner Theile, besonders
in der verschiedenen Hirte haben. Da demnach durch verschie-
dene Behandlung in den Theilen eines Metalles bleibend ein sol-
cher Unterschied des Zustandes entstehen kann, dass sie sich in
Bezug auf die Bildung von thermoelectrischen Stromen wie ver-

1) Ueber die magnetische Polarisation der Metalle und Erze durch
Temperatur - Differenz, von Dr. T. J. Seebeck, Denkschr. der Berliner
Akad. fir 1822 u. 1823, und Pogg. Ann. Bd. 6, §. 47.

2) A. a. 0. §. 46. '

%) Denkschriften der Berliner Akad. fir 1851, und Pogg. Ann. Bd. 83,
S. 469.
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schiedene Metalle verhalten, so ist es wohl keine unwahrschein-
liche Annahme, dass auch durch Temperaturverschiedenheit vor-
iibergehend ein solcher Unterschied hervorgerufen werden konne.

Wenn nun in einer Thermokette dieser Fall eintritt, dass ein
Theil des einen Metalles seinen Molecularzustand indert, so ent-
steht dabei erstens, wie erwihnt, zwischen diesem verinderten und
dem unverdnderten Theile desselben Metalles eine vorher nicht
vorhandene Potentialniveaudifferenz, und zweitens erleidet an der
Stelle, wo der verinderte Theil ein anderes Metall beriihrt, die
dort schon vorhandene Potentialniveaudifferenz eine Aenderung,
welche in der Gleichung (12) nicht mit ausgedriickt ist, und daher
noch besonders in Rechnung gebracht werden muss, und beide
Umsténde vereinigen sich in ihrer Wirkung auf den Strom. Um
in solchen Fillen mit dem zweiten Hauptsatze der mechanischen
Wirmetheorie im Einklange zu bleiben, braucht man sich nur die
durch die Wirme in der Thermokette hervorgebrachten electri-
schen Wirkungen in zwei Theile zerlegt zu denken, néimlich in die
unmittelbaren und die durch Aenderungen des Molecularzustan-
des vermittelten, und dann die letzteren so zu behandeln, als ob
sie durch wirkliche Stoffverinderungen veranlasst wiren, fiir die
ersteren dagegen die Gleichung (12) ungeéindert beizubehalten und
diese nach jeder Aenderung des Molecularzustandes auf die veréin-
derte Kette gerade so anzuwenden, wie vorher auf die unverin-
derte. Ob die Aenderung des Molecularzustandes bei einer be-
stimmten Temperatur sprungweise eintritt, oder ob ein allmiliger
Uebergang aus dem einen Zustande in den anderen stattfindet,
macht hierbei keinen wesentlichen Unterschied, denn im letzteren
Falle kann man statt Einer endlichen Differenz eine unendliche
Reihe von unendlich kleinen Differenzen annehmen.

§ 10. Erweiterung der Theorie.

Nachdem ich die vorstehend mitgetheilte Theorie der thermo-
electrischen Strome in einer zuerst im Jahre 1853 erschienenen
und spiter wieder abgedruckten Abhandlung auseinandergesetzt
hatte, und am Schlusse derselben von den noch vorkommenden
Abweichungen der Resultate von der Erfahrung die im vorigen
Paragraphen enthaltene Erklérung gegeben und zugleich angedeu-
tet hatte, wie die Entwickelungen zu erweitern sein wiirden, um

Clausius, mech, Wirmetheorie. IL 13
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die vollstindige Uebereinstimmung mit der Erfahrung herzustel-
len, hat Hr. Budde in einer im Jahre 1874 verdffentlichten scho-
nen Abhandlung1) den Gegenstand wieder aufgenommen und jene
Erweiterung der Entwickelungen ausgefiihrt. Von dieser Behand-
lung will ich das Wesentlichste in etwas verdnderter Form hier
hinzufiigen, indem ich in Bezug auf die mehr ins Einzelne gehende
Durchfiithrung auf die Abhandlung selbst verweise.

Die im vorigen Paragraphen besprochenen Verschiedenheiten
des Molecularzustandes oder der Structur, welche in einem che-
misch gleichartigen Stoffe vorkommen und dann bewirken konnen,
dass zwei Theile dieses Stoffes sich in thermoelectrischer Beziehung
wie zwei verschiedene Stoffe zu einander verhalten, konnen in dop-
pelter Weise von der Temperatur abhéingen.

Es giebt Fille, wo durch eine Aenderung der Temperatur
auch eine Aenderung der Structur des Stoffes hervorgerufen wird,
wo aber die Temperatur und die Structur doch nicht in so be-
stimmtem Zusammenhange unter einander stehen, dass der Stoff
bei der Riickkehr zur urspriinglichen Temperatur auch nothwen-
dig seine urspriingliche Structur wieder annehmen miisste. So ist
es z. B. bekannt, dass Korper, welche in verschiedener Weise kry-
stallisiren konnen, zuweilen bei der Temperaturerh6hung eine
Aenderung des crystallinischen Gefiiges erleiden, ohne dass bei
nachheriger Abkiihlung das erste crystallinische Gefiige sich wie-
der herstellt. Ebenso weiss man, dass Stahl, wenn er erwirmt und
nachher wieder zur urspriinglichen Temperatur abgekiihlt wird,
dadurch eine bedeutende Aenderung der Hirte erleiden kann. Bei
Stoffen dieser Art wiirde es schwer sein, ihr Verhalten in der
Thermokette durch allgemeingiiltige Gleichungen darzustellen, und
es moge hier nur gesagt werden, dass man fiir jeden Theil eines
solchen Stoffes die seiner augenblicklich stattfindenden Structur
entsprechenden thermoelectrischen Eigenschaften in Rechnung zu
bringen hat. .

Es kommen aber auch Stoffe vor, besonders Metalle, welche
mit der Temperatur ihre Structur in der Weise #ndern, dass bei
derselben Temperatur auch immer wieder, wenigstens angenshert,
dieselbe Structur eintritt. Nimmt man dieses Wiedereintreten der-
selben Structur als wirklich genau an, so kann man bei einem sol-
chen Stoffe die von der Structur abhingigen Grossen als Functio-

1) Pogg. Ann. Bd. 153, S. 343.
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nen der Temperatur betrachten, was bei der Behandlung seines
thermoelectrischen Verhaltens von Wichtigkeit ist. Auf Stoffe die-
ser Art beziehen sich die von Budde ausgefiihrten Entwickelungen.

§ 11. Verallgemeinerter Ausdruck der electro-
motorischen Kraft.

In §. 7 wurde die an der Beriihrungsstelle zweier Stoffe statt-
findende Potentialniveaudifferenz E durch die unter (12) gegebene
Gleichung

E=2¢T

bestimmt, worin ¢ als eine von der Natur der sich beriihrenden
Stoffe abhiingige Constante angesehen wurde. Wenn nun die Stoffe
mit der Temperatur ihre Structur &ndern, so braucht die Grosse &
nicht constant zu sein, sondern ist als Function der Temperatur
zu betrachten. Wenn ferner verschiedene Theile eines und dessel-
ben Stoffes verschieden warm sind, und dadurch in ihrer Structur
Verschiedenheiten eingetreten sind, so konnen auch zwischen ihnen
Potentialniveaudifferenzen obwalten.

Um die Potentialniveaudifferenz zwischen irgend zwei Stoffen
oder irgend zwei Theilen eines Stoffes in einer fiir das Folgende
bequemen Form darstellen zu koénnen, wollen wir zuniichst alle
Stoffe mit einem Stoffe vergleichen, von dem wir annehmen, dass
er eine durchweg gleichmissige und auch bei Temperaturinde-
rungen unverdnderliche Structur habe, so dass zwischen verschie-
den warmen Theilen dieses Stoffes keine electrischen Potential-
niveaudifferenzen bestehen. Ob ein so unverinderlicher Stoff wirk-
lich existirt, ist fiir die Giiltigkeit des Folgenden ohne Bedeutung,
da er nur dazu dienen soll, fiir die Bestimmung aller Potential-
niveaux einen gemeinsamen Ausgangspunct zu gewinnen, dessen
Lage die auf Thermoketten beziiglichen Gleichungen, in welchen es
sich nur um die Differenzen der vorkommenden Potentialniveaux
handelt, nicht beeinflusst. Wir wollen diesen hypothetischen Ver-
gleichsstoff mit » bezeichnen. Betrachten wir nun irgend einen
anderen Stoff @, so denken wir uns diesen mit » in Berithrung ge-
bracht und bilden fiir die an der Beriihrungsstelle bei der Tem-
peratur 7' entstehende Potentialniveaudifferenz E,, gemiss (12)
die Gleichung:

(16) E,.,— &, 1.
13*
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Ganz entsprechend haben wir dann auch fiir einen anderen Stoff
b die Gleichung:

(16a) E.,.— ¢, T
zu bilden, und aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sich weiter:
(17) Epw=2~E,, — E,, = T (¢4 — &)
Da man nun andererseits geméss (12) setzen kann:
Eup = ¢ea T,
so folgt:
(18) €ab = &pp — &pqy

wodurch die Temperaturfunction &,,, welche von der Natur der
beiden Stoffe ¢ und & abhingt, auf zwei Temperaturfunctionen,
von denen jede nur von der Natur eines dieser beiden Stoffe ab-
hingt, zuriickgefiihrt ist. Um auch noch fiir die Bezeichnung die
Vereinfachung zu gewinnen, dass wir den auf den Vergleichsstoff
beziiglichen Buchstaben # nicht immer mitzuschreiben brauchen,
wollen wir unter Einfithrung des neuen Buchstabens 5 setzen:

(19) &ra = 1o und &, = 75,
so dass wir die vorige Gleichung schreiben konnen :

(20) Eap = Np — MNg.
Hierdurch geht dann auch (17) iiber in:
(21) oy = T (1 — na).

Wir wollen nun eine aus zwei linearen Leitern « und be-
stehende Thermokette betrachten, deren Verbindungsstellen die
Temperaturen 7" und 7" haben.

Es moge zuhiichst fiir den Leiter ¢, dessen Temperatur sich
vom Anfangspuncte bis zum Endpuncte von 7" bis 7"’ #ndert, be-
stimmt werden, wie sich die bei geoffneter Kette an seinen ver-
schiedenen Puncten stattfindenden Potentialniveaux unter einander
verhalten. Wenn an zwei unendlich wenig von einander entfern-
ten Puncten des Leiters die Temperaturen T und 7 -+ d T statt-
finden, so unterscheiden sich die beiden betreffenden Werthe von

dn, . . -
g UM dnT d T von einander, und die entsprechende Differenz der

an den beiden Puncten stattfindenden Potentialniveaux ist:

av, _ mdne ,,
(22) ﬁdT_TdeT.
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Daraus folgt, wenn wir den Anfangs- und Endwerth von 7, mit
V) und V}' bezeichnen:

i

(23) VI — V)= f Td’“dT

Wenn die Kette geschlossen ist, und daher ein continuirlicher
electrischer Strom durch den Leiter @ geht, so finden natiirlich
andere Potentialniveaux auf ihm statt, als bei geéffneter Kette.
Fiir die Bestimmung der electromotorischen Krifte sind aber die
bei geoffneter Kette stattfindenden Potentialniveaudifferenzen
maassgebend. Zwischen zwei Stellen, deren Temperaturen 7' und
T + 4T sind, wirkt eine electromotorische Kraft, welche durch
av.
arT dT
fiir die Summe aller innerhalb des Leiters « wirkenden electro-
motorischen Krifte der in (23) gegebene Ausdruck:

T"
f Td”“ AT

Aus der Form dieses Ausdruckes sieht man sofort, dass sein Werth
nur von der Anfangs- und Endtemperatur des Leiters und nicht
von der Art, wie die Zwischentemperaturen iiber ihn vertheilt sind,
abhéngt.

In entsprechender Weise wird fiir den Leiter &, der an sei-
nem Anfangspuncte die Temperatur 7" und am Endpuncte die
Temperatur 7" hat, die Summe der in ihm wirkenden electromo-
torischen Krifte durch den Ausdruck

f 74
dargestellt.

Betrachten wir nun die ganze Thermokette, so wirken in die-
ser, ausser den eben bestimmten, noch die an den Verbindungs-
stellen p’ und p” stattfindenden electromotorischen Kriifte. Be-
zeichnen wir die Werthe, welche die Grissen 7, und nb bei den
Temperaturen 7' und 7" haben, mit n’, 7/, und %%, 57, so sind
die an den Verbindungsstellen wirkenden electromotorischen Krifte

T" (i — n'a) wnd T" (s — 7).
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Aus der Zusammenfassung der vier vorstehenden Ausdriicke
erhalten wir fiir die ganze electromotorische Kraft I der Kette
die Gleichung:

7 n

(24) F:fT'z’;;‘ AT+ 1" () — ”)—l—fﬁl’dde
T'
+T (s — M%)

Hierin kann man unter Ausfithrung der theilweisen Integration
setzen:

T”

de’“dT_T”n — fm,dT

de””dT T oy — T 4! fde

1"

Dann heben sich die meisten Glieder auf und es bleibt:

1"
(25) :——fnadT /m, QT

oder anders geschrieben:
T” T n

(25a) F—_—/(nb — Ng) dT:faab al.
TI TI

Macht man in dieser Gleichung die specielle Annahme, dass

€45 constant sei, so geht sie in die unter (13) gegebene Gleichung

F=¢,(T'—1T)
iiber. Betrachtet man dagegen &,, als eine noch zu bestimmende
Temperaturfunction, so kann man durch geeignete Wahl der Form
dieser Function die von dem gewohnlichen Verhalten abweichen-
den Beobachtungen, welche man bei manchen Ketten in Bezug auf
die Abhingigkeit der electromotorischen Kraft von den Tempera-
turen der Lothstellen gemacht hat, aus dieser Gleichung sehr gut
erkliren.

Die Gleichungen (24) und (25) lassen sich leicht auch in der
Weise erweitern, dass sie fiir eine aus beliebig vielen Stoffen be-
stehende Thermokette gelten. Seien n Leiter a, b, ¢ .... h als Be-
standtheile der Thermokette gegeben, und seien die Temperaturen



Die thermoelectrischen Strome. 199

ihrer Verbindungsstellen vom Anfangspuncte des Leiters ¢ an der
Reihe nach mit 7%, 7", 7" .... T® bezeichnet, so lauten die er-
weiterten Gleichungen :

7 1 d Uy

(26) F = de"“dT+ ' oy — )+de””dT

_I_Tlﬂ(nm NI)+ +/Td"th+T (ﬂa"")h)

7(n)
" "

Tl
(27) F‘_-—-f ')]adT fﬂde—" ——fn;,dT.

7 1 P}

§. 12. Wirmeverbrauch und Wérmeerzeugung in der
Thermokette.

Nachdem die in der Thermokette vorkommenden electromo-
torischen Kriifte ausgedriickt sind, kann auch das in ihren ver-
schiedenen Theilen stattfindende Verschwinden oder Entstehen
von Wirme leicht bestimmt werden.

Es sind dabei, wie schon frither in §. 5 auseinandergesetzt
ist, zwei Vorginge in Betracht zu ziehen. Derjenige, bei welchem
die Warme selbst thitig ist, indem sie electromotorische Krifte
hervorbringt, die an manchen Stellen im Sinne des Stromes, an an-
deren Stellen im entgegengesetzten Sinne stattfinden, wodurch
dann Verbrauch oder Erzeugung von Wirme bedingt ist, und der-
jenige, welcher nur in der Ueberwindung des Leitungswiderstan-
des besteht, wobei ebenso, wie bei der Ueberwindung einer Rei-
bung, Wirme erzeugt wird. In dem friiher betrachteten einfachen
Falle, wo die electromotorischen Kriifte nur an den Beriihrungs-
flichen verschiedener Stoffe ihren Sitz haben, waren beide Vor-
ginge raumlich getrennt. Wenn aber auch innerhalb der einzel-
nen Stoffe electromotorische Kriifte vorkommen, so finden hier
beide Vorgiinge in demselben Raume neben einander statt. Dessen-
ungeachtet kann man sie fir die Betrachtung von einander
trennen.

Sie unterscheiden sich nfimlich wesentlich dadurch, dass der
eine durch Umkehrung des Stromes ebenfalls eine Umkehrung er-
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leidet, indem Wéarmeverbrauch und Warmeerzeugung sich gegen-
seitig vertauschen, wihrend der andere bei Umkehrung des Stro-
mes ungedndert bleibt, indem bei ihm immer nur Wirmeerzeugung
stattfindet. Dadurch wird es moglich, in jedem Stiicke einer Thermo-
kette die durch die beiden Vorginge erzeugten Wirmemengen
(wobei verbrauchte Wirmemengen als erzeugte negative Wirme-
mengen gerechnet werden) durch Beobachtung einzeln zu bestim-
men. Nachdem man fiir den durch die thermoelectromotorischen
Krifte hervorgebrachten Strom die ganze in dem betrachteten
Stiicke erzeugte Wirme beobachtet hat, lasse man die Kette von
einem durch fremde electromotorische Krifte hervorgebrachten
eben so starken entgegengesetzten Strom durchfliessen und beob-
achte dabei wieder die ganze in dem Stiicke erzeugte Wirme-
menge, Wenn man dann die beiden Wirmemengen addirt und
von der Summe die Hilfte nimmt, so stellt diese die durch den
thermoelectrischen Strom bei der Ueberwindung des Leitungs-
widerstandes erzeugte Warmemenge dar. Wenn man dagegen die
durch den zweiten Strom in dem Stiicke erzeugte Wirme von der
durch den ersten Strom erzeugten abzieht, und von der Differenz
die Hilfte nimmt, so stellt diese diejenige durch den thermoelectri-
schen Strom erzeugte Wirmemenge dar, welche der selbstthitigen
Wirkung der Wirme entspricht.

Auch mathematisch lassen sich beide Wirmemengen fiir lineare
Leiter leicht ausdriicken. Diejenige in irgend einem Stiicke eines
Leiters erzeugte Wirmemenge, welche der selbstthitigen Wirkung
der Wirme entspricht, also mit der Hervorbringung von electro-
motorischen Kriiften zusammenhiingt, wird dargestellt durch das
negative Product aus der in dem Leiterstiicke wirkenden electro-
motorischen Kraft und der Stromstirke. Die bei der Ueberwin-
dung des Leitungswiderstandes erzeugte Wirmemenge dagegen
wird dargestellt durch das Product aus dem Leitungswiderstande
des betrachteten Stiickes und dem Quadrate der Stromstirke.

Betrachten wir nun zuniichst die Thermokette im Ganzen und
nennen ihre gesammte electromotorische Kraft F, ihren gesamm-
ten Leitungswiderstand L und die in ihr stattfindende Stromstirke
J, so ist die ganze durch den ersten Vorgang in der Kette er-
zeugte Wirmemenge:

— FJ
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und die durch den zweiten Vorgang in ihr erzeugte Wirme-
menge:
LJ
Setzen wir hierin:
F
J = I

so gehen die beiden Ausdriicke iiber in:

F2 dF2
_T un T

Sie sind also den Vorzeichen nach entgegengesetzt (indem bei dem
einen Vorgange Wérme verbraucht und bei dem anderen Vor-
gange Wirme erzeugt wird), und den absoluten Werthen nach
gleich, so dass ihre algebraische Summe Null ist, wie es nach dem
ersten Hauptsatze der mechanischen Wirmetheorie sein muss.

Um nun weiter zu sehen, ob auch der zweite Hauptsatz der
mechanischen Warmetheorie erfiillt ist, haben wir unser Augen-
merk nur auf die Wadrmemengen zu richten, welche durch den
ersten Vorgang, bei welchem die Wirme selbst thitig ist, erzeugt
werden. Dividiren wir die in den verschiedenen Theilen der Thermo-
kette durch diesen Vorgang erzeugten Wirmemengen durch die
absoluten Temperaturen der betreffenden Theile und bilden aus
den so entstehenden Quotienten die Summe, so muss diese nach
dem zweiten Hauptsatze der mechanischen Wirmetheorie gleich
Null sein.

Wir wihlen zunichst den Leiter ¢ zur Betrachtung und neh-
men von demselben ein unendlich kleines Stiick, dessen Anfangs-
punct die Temperatur 7' und dessen Endpunct die Temperatur
T + dThat. Die innerhalb dieses Stiickes wirkende electromo-

torische Kraft ist T' A d T, und daher die in ihm wahrend der

arT
Zeiteinheit erzeugte Wirmemenge — J T (lef dT. Dieses mit T
dividirt giebt: — J ?71‘,’ dT. Denken wir uns solche Ausdriicke

fir alle Elemente des Leiters a, welcher an seinem Anfangspuncte
die Temperatur 7" und an seinem Endpuncte die Temperatur 7"
hat, gebildet und nehmen die Summe aller dieser Ausdriicke, welche
in diesem Falle ein Integral wird, so erhalten wir:
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P

d’?a — N
—Jde—TdT——J(na ).

Ebenso erhalten wir fiir die folgenden Leiter b, ¢ .... A der Reihe
nach die Ausdriicke:

T —nf) ... J (5 — ).

Wir haben nun weiter die Verbindungsstellen der verschiede-
nen Leiter zu betrachten. Die an der Verbindungsstelle der Lei-
ter ¢ und b stattfindende electromotorische Kraft ist 7" (n§ — '
und daher die dort erzeugte Wirmemenge J 1" (s — n'%), woraus

wir durch Division mit 7" erhalten:
J (s — 1%).
Ebenso erhalten wir fiir die anderen Verbindungsstellen der Reihe
nach die Ausdriicke:
JOY — ) J (s — o).

Bilden wir nun aus sdmmtlichen fiir die # Leiter und die
nVerbindungsstellen geltenden Ausdriicken die Summe, so heben
sich darin alle Glieder auf und es entsteht der Werth Null. Somit
ist auch der zweite Hauptsatz der mechanischen Warmetheorie er-
fiillt, und es wird sich daher vom Standpuncte dieser Theorie aus
nichts gegen die aufgestellten Gleichungen einwenden lassen.

Budde hat sie auch noch einer experimentellen Priifung unter-
worfen, indem er dazu einen speciellen Fall ausgewihlt hat, wel-
cher sich auf die Eisenkupferkette bezieht. Wie schon erwihnt,
nimmt bei dieser, wenn man die Temperatur der warmen Loth-
stelle fortwihrend steigert, die electromotorische Kraft nicht fort-
wihrend zu, sondern erreicht ein Maximum und nimmt von da an
wieder ab. Betrachtet man nun speciell die Temperatur, bei wel-
cher die electromotorische Kraft ihr Maximum hat, so findet bei
dieser eine characteristische Eigenthiimlichkeit statt. Differentiirt
man néimlich die Gleichung (25a) nach 7", so kommt:

adF

ar =
worin &}, den der Temperatur 7" entsprechenden Werth von &,;
bedeuten soll. Hieraus folgt nach der Gleichung E,; = &, T,
wenn man den der Temperatur 7" entsprechenden Werth von E,;

mit E!, bezeichnet:
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E'«;b =T " %'

Fiir den Werth der Temperatur 7", fiir welchen F ein Maximum
ist, muss nun der Differentialcoéfficient d—d% gleich Null sein, und
daraus ergiebt sich auch fir die Potentialniveaudifferenz EY, der
Werth Null. Wenn hiernach an der Léthstelle von Fisen und
Kupfer bei dieser Temperatur keine Potentialniveaudifferenz vor-
handen ist, so kann auch die Peltier’sche Erscheinung (der Ver-
brauch oder die Erzeugung von Wirme beim Durchgange eines
Stromes) bei dieser Temperatur dort nicht stattfinden. Dieses Re-
sultat der Theorie hat Budde experimentell gepriift und, soweit
die Versuchsschwierigkeiten eine Entscheidung zuliessen, bestdtigt
gefunden.

Schliesslich moge noch bemerkt werden, dass iiber den eigent-
lichen Grund der Entstehung der electromotorischen Kraft einer
Thermokette von W. Thomson und F. Kohlrausch Ansichten
aufgestellt sind, welche von meiner Erklirung abweichen. Diese
Ansichten werden im letzten Abschnitte dieses Bandes niher be-
sprochen werden.




ABSCHNITT VIIL

Ponderomotorische und electromotorische Krifte
zZwischen linearen Stromen und Leitern.

§ 1. Die Ampere’schen Grundformeln.

Ampeére hat bekanntlich die Entwickelung seiner Theorie
der ponderomotorischen Krifte damit begonnen, eine Formel fiir
die gegenseitige Einwirkung zweier Stromelemente abzuleiten. Da-
bei ist er von gewissen experimentell festgestellten Thatsachen
ausgegangen, hat aber noch die Annahme hinzugefiigt, dass die
von zwei Stromelementen auf einander ausgeiibten Krifte nur in
einer gegenseitigen Anziehung oder Abstossung beste-
hen kénnen,

Der auf diese Weise abgeleiteten Formel hat er verschiedene
Gestalten gegeben, von denen, je nach den Rechnungen, welche
man mit ihr ausfilhren will, bald die eine, bald die andere beque-
mer ist. Eine der einfachsten ist folgende. Seien ds und ds' die
beiden Stromelemente, 4 und ¢’ die Stromintensititen, » der Ab--
stand der Elemente von einander und (ss') der Winkel zwischen
ihren Richtungen, dann ist die Kraft, welche die Elemente auf
einander ausiiben, nach Ampére, eine Anzichung von der Stirke:

Ly ) | cos(ss r
kid' dsds —I—rasas, )

r2

worin % eine positive Constante bedeutet. Ein negativer Werth
dieser Formel stellt natiirlich eine Abstossung dar, indem diese
als negative Anziehung aufgefasst werden kann.
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Will man hieraus die Kraft ableiten, welche das Stromelement
ds von einem endlichen Strome s’ erleidet, so muss man die in be-
stimmte Richtungen fallenden Componenten der Kraft betrachten,
und fiir diese kann man dann die Integration ausfiihren. Es moge
dazu ein rechtwinkliges Coordinatensystem eingefiihrt werden, in
welchem die beiden Stromelemente die Coordinaten z, y, z und
#', ¢, ¢ haben. Die in die Richtungen dieser Coordinaten fallen-
den Componenten der Kraft, welche das Element ds von dem Ele-
mente ds' erleidet, seien mit £dsds’, ndsds', Edsds’ bezeichnet;
dann ergiebt sich aus der obigen Anziehungsformel die Gleichung:

—

: z' o '}‘ ]
N A . ' /
E=1Fii | —— s (ssy + (@ — x) 5557

oder anders geschrieben :

o1 el
— o~ —7‘_ ! U ____L]
@ E=1kis Frik (ss) + (= z) 55550

und ebenso fiir die beiden anderen Coordinatenrichtungen:

[a; ae;]
1) n =ki¢ WCOS (ss) + (v _?/)W

— sl —_— / ! — .
§=Fkii 55 008 (s8) + (¢ z) 5507

Bezeichnen wir nun die drei Componenten der Kraft, welche
das Stromelement ds von einem endlichen Strome s’ erleidet, mit

Hds, Hds, Zds, so gilt fiir & die Gleichung:

= fgds'.

Fiir die hierin angedeutete Integration ist es zweckmiissig, den un-
ter (1) gegebenen Ausdruck von £ in folgenden gleichbedeutenden
umzuformen:

[8 :' o 1‘ oz 0 [ 0 71']
— Tegq! ! _ - U —_
(2) &§ =kis 57 % (ss) 55 59 -+ 59 (x' — x) el |
Hierin ldsst sich das letzte Glied sofort nach s’ integriren und

giebt einfach die Differenz der Werthe, welche der in der eckigen
Klammer stehende Ausdruck fiir die beiden Grenzwerthe von ¢,
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die ¢, und §'; heissen mogen, annimmt, und welche wir dadurch
bezeichnen wollen, dass wir 0 und 1 als Indices neben den Aus-
druck setzen. Wir erhalten so die Gleichung:

ORI r , 7dx'] ,
(3) B = kii Ifﬁcos(ss)—?s—w ds

6% 8%
+ (x'—x)ﬂl- (x’—x)—a—é— )

Nehmen wir nun an, der Strom s’ sei ein geschlossener,
so beziehen sich die Grenzwerthe s, und s'; der Stromcurve auf
einen und denselben Punct des Raumes, und die beiden Werthe,
deren Differenz in der vorigen Gleichung vorkommt, sind somit
unter einander gleich und heben sich gegenseitig auf. Es bleibt
also nur das Glied iibrig, welches das noch unausgefiihrte Integral
enthdlt. Dasselbe, was hier iiber die Grosse 5 gesagt ist, gilt na-
tiirlich auch von den Grissen H und Z, und man erhilt daber zur
Bestimmung der drei Componenten der von einem geschlossenen
Strome auf ein Stromelement ausgeiibten Kraft die Gleichungen:

' (o1 oL ]
g = kii’f_a—; cos (ss') — —6§ g_ﬂsf’__ ds'
— 1 1 —
0o— 0—
(4) A T _r n___7” 8_?/_'_ /
H="Fqi K cos (ss') 55 55 ds

0 :' g :' 83'—
—_— -" — ' —_— —_— ———— ,
Z = ki1 | 55 8 (ss") 55 55 ds'.

Was nun den Grad der Zuverléssigkeit der vorstehenden For-
meln anbetrifft, so muss man sagen, dass die Formeln, welche sich
auf die von einem Stromelemente auf ein anderes ausgeiibte Kraft
beziehen, mit einer erheblichen Unsicherheit behaftet sind. Die
bei ihrer Ableitung gemachte Voraussetzung, dass die Kraft nur
eine Anziehung oder Abstossung sein kionne, also in die Richtung
der Verbindungslinie der beiden Elemente fallen miisse, ist, wie
H.Grassmann schon im Jahre 1845 in einer schénen Abhandlung 1)

1) Pogg. Ann. Bd. 64, S. 1.
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hervorgehoben hat, durch nichts gerechtfertigt. Bei zweiPuncten
kann man fiir diejenigen Krifte, welche sie unabhiingig von ihren
etwaigen Bewegungen auf einander ausiiben, allerdings im Voraus
annehmen, dass sie nur die Richtung der Verbindungslinie haben
konnen, da es fiir zwei Puncte, wenn man von ihren Bewegungen
absieht, keine andere ausgezeichnete Richtung giebt. Bei zwei
Stromelementen dagegen sind die Richtungen der Stromelemente
ebenfalls ausgezeichnete Richtungen, und es ist gar nicht abzu-
sehen, weshalb die Kraftrichtungen von den Richtungen der Strom-
elemente unabhéingig sein miissen.

Demgemiss darf man die Richtigkeit der Gleichungen (1) und
(1a), welche die von einem einzelnen Stromelemente auf ein ande-
res Stromelement ausgeiibte Kraft bestimmen, nicht als bewiesen
betrachten. Dasselbe gilt von der Gleichung (3), welche sich auf
die von einem ungeschlossenen Strome auf ein Stromelement aus-
geiibte Kraft bezieht. Die Gleichungen (4) dagegen, welche die
von einem geschlossenen Strome auf ein Stromelement aus-
geiibte Kraft bestimmen, sind der experimentellen Priifung zuging-
lich und kionnen als durch die Erfahrung hinlénglich bestitigt an-
gesehen werden, um sie als sicher anzunehmen, Diese wollen wir
daher den nichstfolgenden Entwickelungen zu Grunde legen.

§ 2. Umformung der vorstehenden Gleichungen.

Man kann den Gleichungen (4) noch andere, fiir die weiteren

1
0=
Anwendungen bequeme Formen geben. Fiir cos (ss’) und ’(‘)_: gel-

ten folgende Ausdriicke:

y—Qu0d | 0ydy | 0202

©0s () =75359 T Bsas T 5509
8— 61 81 61

r rox+ Ey_}__r_?i.

?s  dz 9s 2y 0 0z 0s

Setzt man diese Ausdriicke in die Gleichungen (4) ein, so heben
sich in jeder derselben unter dem Integralzeichen zwei Glieder
auf, und die anderen Glieder lassen sich folgendermaassen zu-
sammenfassen:



®)

1 1
o [(Proe_Pror),
0sJ \ozos oxos
1 1
jﬁ("’i%fﬁéﬂ) .
0s oxos oy os
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— 1 1
5 —lid oy <bia_?/’_a_;a_xl>dsf
SR 5sd \owds oy o5
al 1
| 0z ( rod ?ay'>
— L 2\ 22T 7T /
H=k1i L 0sJ \oyos' 0205 ds
- 1 1
0— 0—
.. bxf(frbx' rbz'>
— (4 Bt B U /
Z=kii | 05 9z 08 0oz o0§ ds

1 1 -1
_ov[(Pras_Crew),
0sJ \oyos' ©0z0¢ .

Von den sechs hierin vorkommenden Integralen sind dreimal
je zwel unter sich gleich, so dass nur drei verschiedene Integrale
iibrig bleiben. Zur Abkiirzung wollen wir nach Ampére fiir diese
Integrale, nachdem sie mit %4’ multiplicirt sind, vereinfachte Zei-
chen einfithren, indem wir setzen:

(6)

Da nun, gemiss der Gleichung

r=V@ -+ —vF+eE— 2

zu setzen ist:

oL
oz rs

1
r__ x—a, 8;
0y

1
" a; z2—2
] 8_2'—__ 9

r3

so kann man die vorigen Gleichungen auch so schreiben:

(6a)

y—y o\
r3 0§ ds
z — 2 o
08 ds
z — z' oy
_7:3_ -a—s—, ds'.
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Durch Einfilhrung dieser Zeichen nehmen die Gleichungen (5)
folgende einfache Formen an:

g=i(cL—B)

I

0s os
. 0z ox
Q) H_z<A5;—O%—>

Z

I

A O0x oy
i(B5—-43Y)-

§ 8. Zuriickfiithrung der drei Grossen 4, B und C auf
Eine Grasse.

Die drei Grossen 4, B und C lassen sich unter der von uns
gemachten Voraussetzung, dass der Strom s’ geschlossen sei, auf
eine einzige Grosse zuriickfithren, von welcher sie die negativ ge-
nommenen partiellen Differentialcoéfficienten nach z, ¥ und 2 sind.
Zu dieser Grosse gelangt man am leichtesten durch Anwendung
einer aus der analytischen Geometrie bekannten Transformations-
gleichung, die ich hier nicht beweisen, sondern nur anfiithren will,

Es sei irgend eine von einer geschlossenen Curve umgrenzte
Fliache gegeben. Das Element der Curve mége ds und das Ele-
ment der Fliche dw heissen. Von der auf dem Flidchenelemente
d o errichteten Normale, welche nach der einen Seite als positiv
und nach der anderen als negativ zu rechnen ist, soll ein Element
mit dn bezeichnet werden. Die Seite der Normale, nach welcher
wir du als positiv rechnen, soll mit der auf die geschlossene Curve
beziiglichen Umlaufsrichtung, nach welcher wir ds als positiv rech-
nen, so zusammenhingen, dass ein in der Curve im positiven Sinne
stattfindender Umlauf, von der positiven Seite der Normale aus
betrachtet, als positive Drehung erscheint, d. h. so, wie in der
xzy-Ebene, wenn man sie von der positiven z-Seite aus betrach-
tet, eine von der positiven x-Axe nach der positiven y-Axe hin
gehende Drehung erscheint. Zur vollstéindigeren Fixirung der
Ideen moge auch noch iiber den positiven Sinn der Coordinaten-
axen eine Annahme gemacht werden, und zwar wollen wir die
Wahl so treffen, dass die erwihnte in der zy-Ebene von der posi-
tiven z-Axe nach der positiven y-Axe hin gehende Drehung von
der positiven z-Seite aus als Linksdrehung erscheint, die der

Clausius, mech. Warmetheorie. IL 14
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Drehung des Zeigers der Uhr entgegengesetzt ist. Ks mdgen nun
weiter L, M und N drei Functionen von z, y, # darstellen, dann
gilt folgende Gleichung:

ox oy 0z
®) /(LEE+M6_3+N§§

T -5+ (- R (- e

worin das erste Integral iiber die ganze geschlossene Curve und
das zweite Integral iiber die von der Curve begrenzte Fliche aus-
zudehnen ist.

Diese Gleichung wollen wir nun zur Transformation der un-
ter (6a) vorkommenden Integrale anwenden, indem wir uns durch
die Stromcurve s’ irgend eine Fliche gelegt denken. Da die auf
den Strom s' beziiglichen Grossen in (6a) durch accentuirte Buch-
staben bezeichnet sind, und es zweckmiissig ist, dasselbe auch mit
den Grodssen zu thun, welche sich auf die durch s’ gelegte Fliche
beziehen, so wollen wir uns alle in der Gleichung (8) vorkommen-
den Buchstaben accentuirt denken. Um die so abgeiinderte Glei-
chung zunichst auf die erste der Gleichungen (6a) anzuwenden,
setzen wir:

L':O;M':Z_Z';N'z—y_y

y3 7'3 d

wodurch (8) iibergeht in:

e —doy y—y od ,

©) f( S L ) as
[T (50 S5+ 25
bz 3 8%'+8x< 73 >’(W

0 [z2— 2\ 02 ,
+97(T )a—n'}d“"

Die rechite Seite dieser Gleichung lautet nach Ausfiihrung der an-
gedeuteten Differentiationen:

f[<3 (@ —a) gz + 3 (z—2) (y—9) 8y

5. s on'
(—2)(—2) o ,
+3 7 5] 49"

wofiir man auch schreiben kann:
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1 1 1
2 2 2
f(ar8x+arby+araz>d,
oxox' on' ' 0xoy on' ' ox 07 on

oder endlich:
1
0—
— _?_f__’l‘_ do'
oxd ow )

Entsprechende Ausdriicke erhdlt man, wenn man die Glei-
chung (8) auf die beiden letzten der Gleichungen (6a) anwendet.
Setzt man diese Ausdriicke fiir die in (6a) enthaltenen Integrale
ein, so kommt:

1
(10) =—kz——f r

Hiernach ist k4’ 8_4:’ do' die am Anfange dieses Paragraphen

erwihnte Grosse, deren negativ genommene partielle Differential-
coéfficienten die Grossen 4, B und C darstellen.

§ 4. Die magnetische Kraft und die magnetische Poten-
tialfunction eines geschlossenen Stromes.

Nachdem wir bisher nur die mathematischen Ausdriicke fiir
die Grossen A, B und C abgeleitet haben, wollen wir nun eine
gewisse Vorstellung damit verbinden, welche fiir physicalische Be-
trachtungen sehr bequem ist.

Wir wollen uns denken, 4, B und C seien die Componenten
einer von dem geschlossenen Strome s’ am Puncte (z, y, #) aus-
geiibten Kraft, und da zu einer Kraft auch etwas gehort, worauf
sie ausgeiibt wird, wollen wir uns vorstellen, die Kraft werde auf
eine im Puncte (2, y, #) befindliche Einheit eines Agens ausgeiibt,

14*
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welchey wir Magnetismus nennen wollen, wobei wir aber unter die-
sem Namen vorldufig nur etwas zur Bequemlichkeit unserer Be-
trachtungen angenommenes verstehen, was gar keine reelle Exi-
stenz zu haben braucht. Nach Einfiihrung dieses Agens konnen
wir die Kraft, von der 4, B und C die Componenten sind, die
magnetische Kraft des geschlossenen Stromes s’ nennen.

Ferner giebt der Umstand, dass in dem in den Gleichungen
(10) vorkommenden Ausdrucke, dessen negative Differentialcoéffi-
cienten die Kraftcomponenten 4, B und C darstellen, die zu inte-
grirende Grosse der nach »' genommene Differentialcoéfficient von

—:7 ist, Veranlassung, auch den die Kraft ausiibenden geschlossenen

Strom durch ein eigenthiimliches, nur fiir die mathematische Be-
trachtung bestimmtes Gebilde zu ersetzen,

Wir wollen uns denken, von dem Agens, welches wir Magne-
tismus genannt haben, gebe es ebenso, wie von der Electricitit,
zwei verschiedene Arten, welche sich so verhalten, dass zwei Men-
gen einer und derselben Art sich abstossen, und zwei Mengen der
beiden verschiedenen Arten sich anziehen. Diese beiden Arten
von Magnetismus kénnen, in Uebereinstimmung mit der bei der
Electricitit angewandten Benennungsweise, positiver und negati-
ver Magnetismus, oder auch, gem#ss dem aus anderen Griinden
entstandenen Sprachgebrauche, Nord- uud Siid-Magnetismus ge-
nannt werden. Von der Kraft, mit welcher zwei Mengen sich ab-
stossen oder anziehen, nehmen wir an, dass sie dem Quadrate der
Entfernung umgekehrt proportional sei, und was die Grosse der
Kraft anbetrifft, so wollen wir annehmen, die Kraft, mit welcher
zwei Einheiten von positivem Magnetismus sich in der Einheit der
Entfernung abstossen, sei gleich £.

Nun kehren wir zu der im vorigen Paragraphen betrachteten,
durch die geschlossene Stromcurve gelegten Fliche zuriick, und
denken uns, neben derselben, an der Seite, nach welcher die Nor-
male als positiv gerechnet wird, noch eine zweite parallele Fliche
gelegt, welche nur um den unendlich kleinen Abstand & von ihr
entfernt sei. Die erste Fliche denken wir uns mit negativem und
die zweite mit positivem Magnetismus belegt, und zwar in folgen-
der Weise. Auf der ersten sei die Flichendichtigkeit des Magne-

!
tismus constant gleich — T 50 dass sich auf einem Flichen-
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!
elemente d @’ die Menge — % do' befinde. Betrachten wir nun

das diesem Elemente senkrecht gegeniiberliegende Element der
zweiten Fliche, so soll sich auf diesem eine ebenso grosse Menge
von positivem Magnetismus befinden, und dasselbe soll fiir jede
zwei andere sich senkrecht gegeniiberliegende Flichenelemente
der TFall sein, so dass die zweite Flidche eben so viel positiven
Magnetismus enthilt, wie die erste negativen Magnetismus.

Wir wollen nun zunichst nur die beiden unendlich kleinen
Magnetibmusmengen betrachten, welche sich auf dem Flichen-
elemente d@' und dem ihm senkrecht gegenuberhegenden Ele-

mente der anderen Fliche befinden, also die Mengen — — dm

und 4 ; dco’. Von diesen beiden Mengen wollen wir die Poten-

tialfunction im Puncte (2, %, #) bilden. Der Abstand des Elemen-
tes do' vom Puncte (z, y, z) werde, gemiiss unserer fritheren Be-
zeichnungsweise, durch » dargestellt, und der Abstand des gegen-
iiberliegenden Elementes von demselben Puncte heisse ;. Dann
ist die Potentialfunction der beiden Magnetismusmengen:

oder:

Nun kann man aber, da das zweite Element vom ersten in der
»'-Richtung um & entfernt ist, setzen:

1 8_
af—l:—.+ 8%’ &

wodurch der vorige Ausdruck iibergeht in:
05
ki T do'.
Wenn man diesen Ausdruck iber die ganze erste Fliche in-
tegrirt, also den Ausdruck

05
k?;' W d o'
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bildet, so stellt dieser die Potentialfunction der ganzen auf den
beiden Flichen befindlichen Magnetismusmengen im Puncte (z,y, 2)
dar. Hieraus folgt weiter, dass die Componenten der Kraft, welche
diese beiden Magnetismusmengen auf eine im Puncte (z, y, 2) ge-
dachte Magnetismuseinheit ausiiben, durch

bl al
_ki’% ﬁdw’; —ki’%f—aﬁ do';

. [t
—_ k’& 8—5 W dw
dargestellt werden.

Dieses sind dieselben Ausdriicke, welche in (10) fiir die Com-
ponenten 4, B, C derjenigen Kraft gegeben wurden, welche der
geschlossene Strom s' auf jene Magnetismuseinheit ausiibt. Dem-
nach konnen die beiden magnetischen Flichen und der Strom sich
in Bezug auf die von ihnen ausgeiibte magnetische Kraft gegen-
seitig ersetzen, und die vorher fiir die beiden magnetischen Fli-
chen bestimmte Potentialfunction kann daher auch auf den Strom
bezogen werden, und wir wollen sie die magnetische Poten-
tialfunction des geschlossenen Stromes nennen.

Da diese Potentialfunction vielfach angewandt werden kann,
so ist es zweckmissig, ein einfaches Zeichen dafiir einzufithren,
und wir wollen setzen:

0%
(11) P=1i) 5 do
Dann kénnen wir die Gleichungen (10) kiirzer so schreiben:

or oP oP
12 I e —— = e e (= — —
(12) 4 oz’ B oy’ ¢ PE
Setzt man diese Werthe von 4, B und C in die Gleichungen
(7) ein, so kommt:

=T "\oy os ~ 0z 0s
. (0P oz oP 0z
13 H= (22 9% _0oL 0z
(13) “(az os  ow as>
Z @__13@3/__81’690
— "\oz os ’Tyﬁ?)'
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Es ist somit die Bestimmung der von einem geschlossenen Strome
auf ein Stromelement ausgeiibten Kraft auf die magnetische Poten-
tialfunction des Stromes zuriickgefiihrt.

§ 5. Einfiihrung magnetischer Fldchen fiir den die
Wirkung erleidenden Strom.

Es moge nun angenommen werden, dass auch der die Wir-
kung erleidende Strom s geschlossen sei, und dass es sich darum
handele, zu bestimmen, welche Gesammtwirkung die auf alle seine
Elemente wirkenden ponderomotorischen Kriifte auf den ganzen
Strom ausiiben, wenn der Leiter als starr vorausgesetzt wird.

Diese Gesammtwirkung kann in zwei auf den ganzen Strom
beziigliche Wirkungen zerlegt werden, deren eine irgend einen mit
dem Leiter fest verbundenen Punct, als welchen wir den Anfangs-
punct der Coordinaten wihlen konnen, zu verschieben sucht, wih-
rend die andere eine Drehung um diesen Punct hervorzubringen
sucht, und es kommt daher darauf an, die drei in die Coordinaten-
richtungen fallenden Componenten der Verschiebungskraft und
die Drehungsmomente um die drei Coordinatenaxen zu bestimmen.

Die in die z-Richtung fallende Componente der Verschie-

bungskraft ist / Hds, und gemiss (13) haben wir:

p 9P 9z 0P oy

Um das in dieser Gleichung an der rechten Seite stehende Linien-
integral in ein Flichenintegral verwandeln zu konnen, denken wir
es uns zunéchst in der Form

L—+May+N ds
J( )

geschrieben, indem wir den hierin vorkommenden Buchstaben L,
M und N folgende Bedeutungen beilegen:
oP oP

L=0; M= — 5 N_-ay

und auf dieses Integral wenden wir die unter (8) gegebene Trans-
formationsgleichung an. Dadurch erhalten wir:

. 0?P ax 02P oy 2P 0z
/ ds = /[(892 + ?22)on ~ oxoy om  0x 0z %] do,

und dieser Gleichung konnen wir folgende Form geben:
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- 02P |, 2P , 0P
(15) f ds = /[(8952 + oy oy? + 822) on
02Pox 0zP oy 02P 0z
o <W'a_n‘ + szoyan T bxbz’an)] d
Die hierin vorkommende Grosse P ist die im vorigen Paragraphen
besprochene Potentialfunction der Magnetismusmengen, welche
sich auf der vom Strome s’ begrenzten und der ihr unendlich
nahen parallelen Fliche befinden. Denken wir uns nun die vom
Strome s begrenzte Fliche, deren Element d in der vorigen Glei-
chung vorkommt, so gelegt, dass sie jene erstgenannten beiden
Flichen nicht schneidet, was immer moglich ist, wenn die Strom-
curven s und s’ nicht in einander verschlungen sind, so gilt fiir alle
in dem Integrale vorkommenden Fliachenelemente d w die Gleichung:
o*pP | 0P
8:&2 + 0y? aaer 08
Ferner kann man schreiben:
02P ox oy 0*P 9z 0o (0P
8@28n+bx8.j +6w638—n—% —->
Demnach geht die Gleichung (15) iiber in:

o . [0 (0P
(16) fHdS——Zf%<%

Entsprechende Gleichungen gelten natiirlich auch fiir die beiden
anderen Coordinatenrichtungen.

Was nun ferner die Drehungsmomente anbetrifft, so wird das-
jenige um die - Axe durch f (yZ — zH)ds dargestellt, und nach
(13) gilt die Gleichung:

9P 9z 0P 02
—.z(-———————>]ds.

Um hierin wieder das an der rechten Seite stehende Linienintegral
in ein Flichenintegral verwandeln zu konnen, schreiben wir auch
dieses Integral in der Form:

/(L —|—May+N ds,

indem wir jetzt den Buchstaben L, M und N folgende Bedeutun-
gen beilegen :
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L=—<y%§+z%§>; sz%%; N:Z%—g-
Wenn wir dann die Transformationsgleichung (8) anwenden, und
die dadurch entstehende Gleichung in #hnlicher Weise, wie die
obige, umgestalten, so erhalten wir:

. [0 (7 op
(18) L/(yZ_ZH)dSZZfa—E zgy——ygz do.
Entsprechende Gleichungen gelten auch fiir die Drehungsmomente
um die beiden anderen Coordinatenaxen.

Dieselben Ausdriicke, welche in den Gleichungen (16) und
(18) fiir die x-Componente der Verschiebungskraft und fiir das
Drehungsmoment um die z-Axe gegeben sind, erhdlt man, wenn
man, ganz so, wie es im vorigen Paragraphen fiir den Strom s’ ge-
schehen ist, nun auch fiir den Strom s zwei magnetische Flichen
einfiihrt.

Man denke sich dazu neben der durch den Strom s gelegten
Flache, deren Element d @ ist, noch eine zweite, nur um den un-
endlich kleinen Abstand & von ihr entfernte parallele Fliche, und
nehme an, dass die erste mit negativem und die zweite mit positi-
vem Magnetismus bedeckt sei. Auf einem Elemente do der er-

sten Fliche soll sich die Magnetismusmenge — % do und auf dem

ithm gégeniiberliegenden Elemente der zweiten Fliche eine dem
absoluten Werthe nach eben so grosse positive Magnetismusmenge

befinden. Die auf dw befindliche Menge — % dw erleidet eine
Kraft, deren in die z-Richtung fallende Componente den Ausdruck
i 0P

T oz 00

hat, und deren Drehungsmoment um die z-Axe durch den Aus-

druck
Ly,
s \Y 52 ? 6y)
dargestellt wird. Die auf dem gegeniiberliegenden Flichenelemente

. . 3 .
befindliche Magnetismusmenge " do, welche von der ersteren in

der n-Richtung um & entfernt ist, erleidet eine Kraft, fiir deren
in die z-Richtung fallende Componente und auf die z-Axe be-
ziigliches Drehungsmoment folgende Ausdriicke gelten:
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¢ [O0P o /oP
—z[mﬁra—n 8x>]dm’

if, P _ P _ o (2P 0P
—"[yaz‘"‘gay'l" (yaz ‘B ]dw

Fiir beide Flichenelemente zusammen wird also die z-Compo-

nente der Kraft durch
i o [oP
gF < > do

und das Drehungsmoment um die z-Axe durch

.0 ?)P 8P> de
Yo "oy YT

dargestellt. Durch Integration dieser beiden Ausdriicke erhalt
man genau die oben unter (16) und (18) gegebenen Ausdriicke,
und es folgt daraus, dass man den geschlossenen Strom s in Be-
zug auf die ponderomotorische Kraft, welche er erleidet, ganz so,
wie den Strom s’ in Bezug auf die Kraft, welche er ausiibt, durch
ein magnetisches Flichenpaar ersetzen kann.

§ 6. Das magnetische Potential zweier geschlossener
Strome auf einander.

Die Gesammtwirkung, welche das den Strom s reprisentirende
magnetische Flichenpaar von dem den Strom s' reprisentirenden
magnetischen Flichenpaare erleidet, lisst sich am bequemsten da-
durch bestimmen, dass man zuerst das Potential des einen magne-
tischen Flichenpaares auf das andere bildet, und dann die Aende-
rung untersucht, welche dieses Potential erleidet, wenn das den
Strom s reprisentirende Flichenpaar irgend eine unendlich kleine
Bewegung macht,

Dieses Potential ldsst sich sehr leicht aus der schon bestimm-
ten Potentialfunction P des den Strom s’ représentirenden Fli-
chenpaares ableiten. Das Potential dieses Flichenpaares auf
die zu dem anderen Flichenpaare gehorige negativ magnetische

Fliche ist: .
—-—fP-Z— da
&

und das Potential auf die positiv magnetische Fliche:
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(- 0P \ 4
Daraus ergiebt sich fiir das Potential auf beide Flichen zusam-
men, welches ¢ heissen moge, die Gleichung:

(19) Q== %dm

Setzen wir hierin fiir P seinen unter (11) gegebenen Werth ein,

so kommt:
s L
0=rii' | do 2| "~ de’
ond ow

oder anders geschrieben:

(20) Q= kid ff,(ma —— dodo'.

Diese Grosse, welche ihrer Entwickelung nach zuniichst das
Potential der beiden magnetischen Flichenpaare auf einander be-
deutet, kann, da die Flichenpaare durch ihre gegenseitigen Wirkun-
gen die gegenseitigen Wirkungen der beiden geschlossenen Strome
vertreten konnen, auch das magnetische Potential der bei-
den geschlossenen Strome auf einander genannt werden.

Man kann diesem Potential auch noch andere Formen geben,
in welchen die beiden Integrationen sich direct auf die beiden
Stromcurven beziehen.

Wir gehen dazu von folgendem Ausdrucke aus:

1 oz 0z | oyoy | 0204
ff7 (83 as’+ 0s 0¢' + ds as>d ss
und wenden auf ihn zweimal die Transformationsgleichung (8) an,

um die beiden Linienintegrale in Flichenintegrale zu verwandeln.
Zuerst schreiben wir ihn in der Form:

, /1o oz | 10y oy 1aza_z>
Jas [t a o

und erhalten daraus gemiss (8):

! oL ol
f f[(_r.%__f@_y>@x+<_”_x’__@’>a_y
oy 08 ©0z0s/0on 0z 0s' ©0x 05/ on
1 1
0= 0=
r oy r@x’)@f}
+<ax%"ay 55/ and
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Diesem Ausdrucke geben wir nun folgende Form:

ol ol
[ CACASC
oz0on Oyon/os oxon 0zon/ 0§

1 1
+<?£8_x__ a_r_ay>az]ds
oy on Oz on/ 0§
und wenden hierauf abermals die Transformationsgleichung (8) an,
wodurch wir erhalten

1 1 1
72 2 2
f f[( r ox oray ar@z+arax>6x
aﬂjy on  o0xoyon oxodon ' 0207 on/on'

1 1 1
2 2 2
+< ray araz ar6x+ar6y>by'
0202 0n 0yo0z om oyox on ' 0x0x on/ on

( 2 1 2 1 1 1
r 0z r ox r oy r@z)] ]
+ oxox' on o0zoxon 020y 6n+6J6J on/ on' do
Dieser Ausdruck liasst sich nun sehr vereinfachen.

Wir wollen zuniachst unsere Aufmerksamkeit nur auf den

/
Factor von g—:,— richten, welchen wir, nachdem wir noch das Glied
1

82 il
5707 gx einmal mit positivem und einmal mit negativem Vor-
zeichen hlnzugeﬁigt haben, so schreiben konnen:

82 —_ 82 .!_ 2 1

T -
89369“’ oy ay’ 0% bz on

1 1 1

2 2 —

<a2r6x+ar81+ar’(}z>
ox 0z’ on axay on 0207 on
Nun ist zu bemerken, dass in der Grosse ; die Coordinaten z, y, 2,

#, 4y, ¢ nur in der Verbindung # — «', y — ¢ und 2 — 2 vor-
kommen, und dass man daher jeden Differentialcoéfficienten nach
einer der accentuirten Grossen durch den Differentialcoéfficienten
nach der entsprechenden unaccentuirten Grosse, und umgekehrt,
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ersetzen kann, wenn man zugleich das Vorzeichen umkehrt, dass
man also z. B. schreiben kann:

02 1 0? 1 o2 1 02 1
—_r __ _r und LA r .
ozox ox? ozoy ~ 02’0y

Demnach kann man dem vorigen Ausdrucke folgende Form geben:

82 62£ 21 2 1 82 l 62 1
+ + ox r o0z 4T r 0y 4T r 02
ox? ' oy? 8z2 on~ \ox'oxom ' ox'oyon ' 0x'0zon
Von den beiden Gliedern dieses Ausdruckes ist das erste Null und
das zweite ldsst sich so schreiben:
0= 1 0— 1 0 — !
_ 0 r ox + T r oy 4T r 0z
o2 \ox on oy on 0z on

und dann zusammenziehen in

1
_ o (?:)
o' \on
oy'

!
Ebenso lassen sich die Factoren von —=; und 62',
on on

in die entspre-

chenden einfachen Formen

1 1
o (i:) i — 2 (f’.:)
T oy \onm 07 \on

bringen, und das ganze obige Doppelintegral nimmt daher fol-
gende Gestalt an:

3 1
0 oy
_fd“’f[ax (8n> +8y ( >8n
oL
0 r )od ,
"“5;(%) %] da

welche sich noch weiter vereinfacht in

j‘ j"aa 1
— — T de
de onon' do

oder anders geschrieben:
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[
r ’
—_ dedm.

Demnach erhalten wir als Resultat-der vorgenommenen Trans-
formationen die Gleichung:

1

: 02 —
‘1 fox 0x' | oyoy |, 0204 , ff r ,
//7(%'5?%?“%*%5?)“3 ==J J maw ot

Wenn wir diese Gleichung auf (20) anwenden, so kommt:
.. 1 /ox o' | 0y oy’ |, 0z 02 ,
—_ 4 (2= ZJ I i
@) @=—ku ffr <as os’ + 0s 0s' + 0s 83’) dsds’
Nun ist aber ferner, wenn man den Winkel zwischen den Strom-
elementen ds und ds’ mit (ss') bezeichnet, zu setzen:
n__Ox0x | oyoy |, 0204
s (58) =55 35 T 55 o5 T 05 o5
und aus der Gleichung
r=@—ap 4@ —yy+e—
ergiebt sich:
02 (r?) ox oz’ oy oy’ 0z 04
ey == 255 o0 o5 oyt 5 6)
und man kann daher die Gleichung (21) auch in folgende Formen
bringen:

(212) Q=— k“//“’srﬂ dsds'

g 1 92 (r2)
— 1 ' el '
(21b) =3 ki f/r FIY-Ta dsds'.
Setzt man in der letzten Gleichung:
102(r%) __ 2 0r or o2y

T o508 1 osa8 T a8
und bedenkt, dass das Integral des letzten Gliedes fiir geschlos-
sene Strome Null wird, so erhilt man:

.., 1 or or ,
(22) Q—kii/ ?%é?dsds.

Bezeichnet man ferner die Winkel zwischen der in dem Sinne von
ds' nach ds hin positiv gerechneten Richtung von # und den Rich-
tungen von ds und ds’ mit (rs) und (rs’), so ist

or

cos (rs) — or und ¢os (rs') = — 55

0s
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und demgem#ss kann man der Gleichung (22) noch folgende
Form geben:

©@2) Q= — kid / ’ f cos (”)f"s ) gsas.

Die unter (21), (21a), (21b), (22) und (22a) gegebenen Aus-
driicke sind es, welche F. Neumann fiir das magnetische Potential
zweier geschlossener Strome auf einander aufgestellt hat.

Da es fiir das Folgende zweckmissig ist, in dem Ausdrucke
des Potentials den Factor, welcher von den Stromintensititen un-
abhiingig ist, und ausser von der Grosse & nur noch von der Con-
figuration der beiden Leiter abhingt, kurz bezeichnen zu konnen,
wollen wir dafiir das Zeichen w einfithren, indem wir setzen:

25) w = kffﬁ‘iff_) dsds.

Dann kénnen wir die zur Bestimmung des magnetischen Poten-
tials dienende Gleichung sehr einfach so schreiben:

(24) Q= — ii'w.

Denkt man sich nun, dass der Strom s unter dem Einflusse
der ponderomotorischen Kriifte, welche seine Elemente von dem
Strome s’ erleiden, irgend eine Bewegung mache, so wird dabei
von den ponderomotorischen Kriften eine Arbeit gethan, welche
sich durch die Abnahme des magnetischen Potentials darstellen
ldsst. Dasselbe gilt auch fiir den umgekehrten Fall, wo der Strom
§' sich unter dem Einflusse der von dem Strome s auf seine Ele-
mente ausgeiibten ponderomotorischen Kriifte bewegt, und ebenso
fiir den allgemeineren Fall, wo beide Strome sich unter dem Ein-
flusse der gegenseitig auf einander ausgeiibten ponderomotorischen
Krifte bewegen. Hierbei ist unter Abnahme des Potentials aber
nur diejenige Abnahme verstander, welche durch die Lageninde-
rungen der Leiter verursacht wird, und nicht diejenige, welche
moglicherweise gleichzeitig durch Aenderung der Stromintensitii-
ten stattfinden kann. Bezeichnen wir also die von den pondero-
motorischen Kriften gethane Arbeit mit 4, und den wihrend eines
Zeitelementes d¢ stattfindenden Zuwachs dieser Arbeit mit d 4,, so
diirfen wir nicht allgemein setzen:

d4, = — d @,
sondern haben folgende Gleichung zu bilden:
(25) dd, = ii' dw.
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§ 7. Die Induction und das electrodynamische Potential
zweier geschlossener Strome auf einander,

Die Induction ist bekanntlich von F. Neumann sehr vollstéin-
dig behandelt I); wir wollen uns hier aber auf die Besprechung
des Falles beschrinken, wo beide Leiter geschlossen sind, weil das
fir diesen Fall von Neumann aufgestellte Gesetz als unzweifel-
haft richtig betrachtet werden kann.

Wir denken uns also zwei geschlossene Leiter s und s’ gege-
ben, und nehmen an, dass in s’ ein Strom von der Stirke ¢/ statt-
finde. Wenn nun die beiden Leiter, welche wir der Einfachheit
wegen als starr voraussetzen wollen, sich irgendwie bewegen und
zugleich die Stromstéirke ¢’ sich #ndert, so fragt es sich, welche
electromotorische Kraft dabei in s inducirt wird. Dariiber gilt
nach Neumann folgendes Gesetz: Die im Leiter s inducirte
electromotorische Kraft ist gleich dem nach der Zeit ge-
nommenen Differentialcoéfficienten des magnetischen
Potentials des im Leiter s’ stattfindenden Stromes 4" auf
einen im Leiter s gedachten Strom von einer gewissen
constanten Stdarke, welche vorlidufig ¢ heissen mége.

Die hierin vorkommende, vorldufig unbestimmt gelassene Con-
stante ¢ wird die Inductionsconstante genannt.

Das magnetische Potential der Strome 4’ und ¢ auf einander
wird nach Gleichung (24) durch — ¢4’ w dargestellt. Demnach
lasst sich, wenn die in s inducirte electromotorische Kraft mit £
bezeichnet wird, folgende Gleichung bilden:

d (' w)
at

Findet in dem Leiter s, fiir welchen vorher nur ein gedachter
Strom von gegebener Stiirke ¢ in Betracht kam, auch ein wirk-
licher Strom von irgend einer Stirke ¢ statt, die mit der Zeit ver-
dnderlich sein kann, so wird auch in dem Leiter s’ eine electro-
motorische Kraft inducirt, welche mit E’ bezeichnet werden moge,
und fiir welche folgende, der vorigen entsprechende Gleichung gilt:
d (sw)

at

(26) E——¢

@) B =_—c¢

1) Abhandlungen der Berliner Academie 1845 und 1847.
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Nachdem die inducirte electromotorische Kraft bestimmt ist,
kann auch die von dieser Kraft wihrend des Zeitelementes d¢ ge-
thane Arbeit leicht ausgedriickt werden. Man braucht dazu nur
die inducirte electromotorische Kraft mit der Intensitit des in dem
betreffenden Leiter stattfindenden Stromes und mit dem Zeit-
elemente zu multipliciren, also fiir den Leiter s das Product E¢dt
und fiir den Leiter s’ das Product E’¢'dt zu bilden, in welche
Producte man dann fiir £ und E' ihre Werthe einsetzen kann.
Man erhalt daher, wenn man die in beiden Leitern zusammen von
den electromotorischen Kriften wihrend der Zeit d¢ gethane Ar-
beit mit d 4, bezeichnet, die Gleichung:

. d (¢’ w) ., d(iw)
dd, = ic T dt — i'e a7 dt

oder einfacher geschrieben:
(28) dd4, = — c [id (i’ w) + ' d (iw)).
Dem hier in der eckigen Klammer stehenden Ausdrucke kann

man auch eine solche Form geben, dass eines seiner Glieder ein
vollstindiges Differential ist, ndmlich:
(29) dd4, = — c [d (@i w) + i dw).

Diese von den electromotorischen Kriften gethane Arbeit
moge nun noch mit der oben in (25) bestimmten, von den ponde-
romotorischen Kréften gethanen Arbeit in eine Summe vereinigt
werden. Wir wollen dabei fiir die Gesammtarbeit das einfache
Zeichen A einfiihren, so dass wir setzen konnen:

dA, + d4, = d A,
dann kommt:
dA =i dw — c[d (@' w) + ¢ dw],
oder anders geordnet:
(30) dAd = — cd(ii'w) + 1 — ¢) 97’ dw.

Nehmen wir nun an, dass fiir electrische Strome und die von
ihnen gethane Arbeit das Princip von der Erhaltung der Energie
gelte, so muss sich die von den ponderomotorischen und electro-
motorischen Kriften zusammen wihrend des Zeitelementes ge-
thane Arbeit durch das Differential irgend einer Grosse darstellen
lassen, welche nur von dem augenblicklichen Zustande der Strome,
also von ihren Lagen und Intensititen abhingt. Wir wollen, in
Uebereinstimmung mit dem in der Electrostatik und beim Magne-
tismus angewandten Verfahren, diejenige Grosse, deren negatives

Clausius, mech. Wirmetheorie. IIL 15
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Differential die Arbeit darstellt, zur besonderen Benennung und
Bezeichnung auswahlen., Diese Grosse moge das electrodyna-
mische Potential der beiden Strome auf einander genannt und
durch das Zeichen W dargestellt werden, so dass zu setzen ist:
(81) d4d = —dW.

Halten wir diese Gleichung mit der Gleichung (30) zusammen, so
sehen wir, dass an der rechten Seite der letzteren das zweite Glied,
némlich (1 — ¢) ¢4’ dw, welches kein vollstindiges Differential ist,
verschwinden muss, woraus folgt, dass die Inductionsconstante ¢
in unseren Gleichungen, in welchen, zur Messung der Strominten-
sititen das mechanische Maass angewandt ist, den Werth 1 ha-
ben muss. Das dann an der rechten Seite von (30) allein iibrig
bleibende erste Glied muss mit — d W iibereinstimmen, und wir
erhalten daher zur Bestimmung des electrodynamischen Potentials
der beiden Strome auf einander die Gleichung :

(32) W =4 w.

Das electrodynamische Potential der beiden Strome auf einander
ist also dem oben mit @ bezeichneten und durch die Gleichung (24)
bestimmten magnetischen Potential der beiden Strome auf ein-
ander dem absoluten Werthe nach gleich, aber dem Vorzeichen
nach entgegengesetut.




ABSCHNITT IX.

Ableitung eines neuen electrodynamischen
Grundgesetzes.

§ 1. Verallgemeinerung des electrischen Kraftgesetzes
und Ansichten iiber die stromende Electricitét.

Die im vorigen Abschnitte besprochenen ponderomotorischen
und electromotorischen Krifte sind von der Bewegung der Elec-
tricitat abhéingig, und man muss daher schliessen, dass bewegte
Electricitatstheilchen anders auf einander wirken, als ruhende. Es
entsteht nun die Frage, ob sich fiir die Kréfte, welche zwei be-
wegte Electricititstheilchen auf einander ausiiben, ein allgemeines
Gesetz aufstellen lasst, welches alle electrostatischen und electro-
dynamischen Wirkungen erkldrt, und keiner bekannten Erschei-
nung widerspricht.

Der erste, welcher die electrischen Wirkungen von diesem all-
gemeinen Gesichtspuncte aus betrachtet hat, ist W. Weber ge-
wesen, welcher bekanntlich fiir die Kréfte, welche zwei bewegte
Electricitdtstheilchen auf einander ausiiben, ein Grundgesetz auf-
gestellt hat, welches zur Erkldrung aller electrischen Wirkungen
ausreichen soll. Seien niAmlich ¢ und ¢ die beiden in Puncten
concentrirt gedachten Electricitdtstheilchen, und » ihr gegenseiti-
ger Abstand zur Zeit ¢, so bestehen die von den Theilchen auf ein-
ander ausgeiibte Krifte nach Weber in einer gegenseitigen Ab-
stossung von der Stirke

15%*



298 Abschnitt IX.

ee 1 /dr\? 2 d?r
- @) e w)

worin ¢ eine Constante bedeutet.

Bei der Ableitung dieser Formel ist Weber von der Vor-
stellung ausgegangen, dass bei einem galvanischen Strome in je-
dem Leiterelemente gleiche Mengen positiver und negativer Elec-
tricitit sich mit gleichen Geschwindigkeiten nach entgegengesetz-
ten Seiten bewegen. Diese Vorstellung ist eine so complicirte,
dass schon viele Physiker daran Anstoss genommen haben. So
lange nicht zwingende Griinde fiir die Annahme einer solchen
Doppelbewegung vorliegen, darf man die einfachere Vorstellung,
dass ein Strom aus der Bewegung nur Eines Fluidums bestehe,
nicht aufgeben, sondern muss versuchen, aus ihr die Wirkungen
des galvanischen Stromes zu erkliren.

Der letztgenannten, schon lange und oft zum Ausdruck ge-
langten Vorstellung hat neuerdings besonders Carl Neumann
eine bestimmtere Form gegeben?), indem er dabei sagt, dass
seine Ueberlegungen vollstindig mit denen iibereinstimmen, welche
Riemann schon im Jahre 1854 in der einunddreissigsten Natur-
forscherversammlung ausgesprochen habe. Neumann nimmt
nimlich an, ein metallischer Leiter enthalte zwar in jedem Raum-
theilchen positive und negative Electricitit, aber nur die er-
stere sei in der Weise beweglich, dass sie im Leiter stromen
konne, wihrend die letztere unléslich mit den ponderablen Ato-
men verbunden sei.

Ueber den Punct, ob es iiberhaupt nothig ist, neben der be-
weglichen positiven Electricitit noch eine an den ponderablen Ato-
men haftende negative Electricitit anzunehmen, oder ob sich die
dieser Electricitit zugeschriebenen Krifte auch auf andere Weise
erkliren lassen, konnen vielleicht noch verschiedene Ansichten gel-
tend gemacht werden. Indessen bei der mathematischen Behand-
lung der Sache kann man, da die Krifte so stattfinden, wie sie
von solcher den Atomen anhaftenden negativen Electricitit aus-
geiibt werden wiirden, jedenfalls die letztere als vorhanden vor-
aussetzen, ohne dadurch schon eine feste Entscheidung iiber ihre
wirkliche Existenz zu treffen. In diesem Sinne werde ich jene Vor-

1) Berichte der k. stichsischen Gesellschaft der Wiss. Math.-phys. Classe,
1871, S. 394 und 417.



Neues electrodynamisches Grundgesetz. 229

stellungsweise so, wie sie von Neumann formulirt ist, den nach-
stehenden Betrachtungen zu Grunde legen.

§. 2. Unvereinbarkeit des Weber’schen Grundgesetzes
mit der Vorstellung von nur Einer im festen Leiter
beweglichen Electricitat.

Es moge nun zunichst die Frage gestellt werden, ob das
Weber’sche Grundgesetz mit jener Ansicht, dass nur Eine Elec-
tricitdt im festen Leiter stromen konne, vereinbar ist. Dazu wol-
len wir als Kriterium den Erfahrungssatz wihlen, dass ein in
einem ruhenden Leiter stattfindender geschlossener und
constanter galvanischer Strom auf ruhende Electricitit
keine bewegende Kraft ausiibt, und wollen untersuchen, ob
das Weber’sche Grundgesetz auch dann noch zu diesem Satze
fiihrt, wenn man nur Eine der beiden Electricititen als bewgglich
betrachtet.

Im Puncte x, 9, # denken wir uns irgend eine Electricitits-
menge, z B. eine Einheit positiver Electricitdt, und im Puncte
2, y, 2 ein Element ds' eines galvanischen Stromes befindlich.
Die im letzteren sich bewegende positive Electricitit heisse A'ds'.
Diese iibt nach Weber auf die ruhende Electricititseinheit eine
Abstossung aus, welche durch

Wds 1 /dr\? | 2 d%r

s @) A
dargestellt wird, wobei natiirlich ein negativer Werth des Aus-
druckes Anziehung bedeutet. Hierin konnen wir im vorliegenden

Falle, wo die Grisse r sich nur durch die Bewegung der im Leiter-
elemente ds' befindlichen Electricitit dndert, setzen:

ar _or d
dt — os dt’
Ly _ o (1)) o b
di? — 0s? <dt os dt®’

und in dieser letzteren Formel haben wir, wenn wir den Leiter
des Stromes als durchweg gleich voraussetzen, so dass #' in allen
seinen Theilen einen und denselben Werth hat, fiir einen constan-
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2 of

arr =
die Abstossung iiber in:

Kds | 1 or\? ‘ds'\?)

s a = G i (3
Nimmt man nun zunéichst mit Weber an, dass in dem Leiter-
elemente ds' auch eine eben so grosse Menge negativer Electri-
citit sich mit gleicher Geschwindigkeit nach entgegengesetzter
Richtung bewege, so muss man, um die Abstossung, welche diese

auf die ruhende Electricititseinheit ausiiben wiirde, zu erhalten,

dem vorigen Ausdrucke im Ganzen das negative Vorzeichen geben,
/

und ausserdem das Vorzeichen des Differentialcoéfficienten %% um-

kehren. Da aber dieser Differentialcoéfficient nur quadratisch vor-
kommt, so bringt die Umkehrung seines Vorzeichens keine Aende-
rung in dem Ausdrucke hervor. Die von der negativen Electricitiit
ausgeiibte Kraft wiirde also der von der positiven ausgeiibten
gleich und entgegengesetzt sein, so dass beide sich aufheben, und
das Stromelement gar keine Kraft auf die ruhende Electricitits-
einheit ausiiben wiirde. Es ergiebt sich also, dass das Weber’sche
Grundgesetz, wenn es mit der Weber’schen Vorstellung von der
doppelten Electricitdtsbewegung in Verbindung gebracht wird, mit
dem obigen Erfahrungssatze iibereinstimmt, indem nicht nur fiir
einen geschlossenen Strom, sondern auch fiir jedes einzelne Ele-
ment desselben die Kraft Null wird.

ten Strom

0 zu setzen. Dadurch geht der Ausdruck fiir

Nun wollen wir aber die andere Annahme machen, dass die
in dem Leiterelemente befindliche negative Electricitit nicht
strome, sondern fest mit den ponderablen Atomen verbunden sei.
Dann wird die Kraft, welche diese auf die ruhende Electricitiits-
einheit ausiibt, durch die aus der Electrostatik bekannte einfache

! /
Formel — this_ dargestellt. Demnach heben sich in diesem Falle

die beiden Krifte nicht vollstindig auf, sondern es bleibt eine
durch die Formel

Wds ds'
an |~ (%) +2r 5| (5

dargestellte Abstossung iibrig.
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Die in die z-Richtung fallende Componente dieser Kraft er-
!

hiilt man durch Multiplication mit ©— % und es ergiebt sich da-

her, wenn man diese Componente mit —— dx

a5 ds' bezeichnet, folgende

Glelchung :

'y — o 0r\?2 o%r ,

Diese Glelchung muss nach ¢ iber den ganzen geschlossenen
Strom integrirt werden, um die Grésse X, ndmlich die in die z-Rich-
tung fallende Componente der Kraft, welche der ganze Strom auf
die ruhende Electricititseinheit ausiibt, zu erhalten.

Dazu wollen wir mit dem auf der rechten Seite stehenden
Ausdrucke noch einige Umformungen vornehmen. Man kann
setzen:

2 2
Dadurch geht die Gleichung (1) iiber in:
' N 2
Hierin kann man weiter setzen:
ovVro*Vr _ 0 (0Vr ’()Vr) _oVr *Vr
oz 0s'* ~ os \ ox 0§ 0s' 0s'ox

=5 (% %)~ 1% ()]

Wbdurch (2) iibergeht in:

o =" (@) v (5 %) — (&) ]) o

Wenn man diese Gleichung iiber einen geschlossenen Strom
integrirt, so giebt das erste innerhalb der Klammer befindliche
Glied, welches ein Differentialcoéfficient nach s’ ist, den Werth
Null. Das zweite Glied, welches ein Differentialcoéfficient nach x
ist, kann, da die Veriinderliche z von der Veridnderlichen s’ unab-
hiingig ist, unter dem Differentiationszeichen integrirt werden,
und es kommt:

o x=— (@ 5 G
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Ganz entsprechende Ausdriicke ergeben sich auch fiir die in die
y- und 2z-Richtung fallenden Componenten der Kraft.

Man sieht sofort, dass das hierin vorkommende Integral nicht
Null ist, und dass auch seine Differentialcoétficienten nach z, y
und z im Allgemeinen nicht Null sein werden. Demnach miisste
ein in einem ruhenden Leiter stattfindender geschlossener und
constanter Strom auf ruhende Electricitiat eine Kraft ausiiben, und
zwar eine Kraft, welche ein Ergal hitte, da ihre in die Coordi-
natenrichtungen fallenden Componenten, der obigen Gleichung
nach, durch die negativen Differentialcoéfficienten einer von den
Coordinaten der betreffenden ruhenden Electricititseinheit abhéin-
genden Grosse dargestellt wiirden. - Der galvanische Strom miisste
also, dhnlich wie ein mit einem Ueberschuss von positiver oder
negativer Electricitit geladener Korper, in jedem in seiner Nihe
befindlichen leitenden Korper eine verinderte Vertheilung der
Electricitdt hervorrufen ). Auch fiir einen Magneten wiirde man,
wenn man den Magnetismus durch moleculare electrische Strome
erkliart, dhnliche Wirkungen auf die ihn umgebenden leitenden
Korper erhalten.

Solche Wirkungen sind aber, trotz der vielen Gelegenheit, die
man dazu gehabt haben wiirde, nie beobachtet worden, und man
wird daher den obigen Satz, welcher ausdriickt, dass sie nicht statt-
finden, gewiss allgemein als feststehenden Erfahrungssatz anerken-
nen, woraus dann, da das in der Gleichung (4) ausgedriickte Re-
sultat diesem Satze widerspricht, der Schluss folgt, dass das We-
ber’sche Grundgesetz mit der Ansicht, dass bei einem in
einem festen Leiter stattfindenden galvanischen Strome
nur die positive Electricitdt sich bewegt,unvereinbar ist.

§.3. Betrachtung eines von Riemann aufgestellten Kraft-
gesetzes unter dem obigen Gesichspuncte.

In neuester Zeit, nachdem ich meine erste Mittheilung iiber
das von mir aufgestellte Grundgesetz schon verdffentlicht hatte,

1) Derselbe Schluss ist auch schon i. J. 1873 von Riecke gezogen
(Gott. Nachr. 5. Juli 1873), was mir, als ich dieses schrieb, unbekannt
war, worauf ich aber, noch wahrend es in Borchardt’s Journal gedruckt
wurde, durch den damals eben erschienenen neuesten Aufsatz von Riecke
(Gott. Nachr. 28. Juni 1876), in welchem jener #ltere citirt war, aufmerk-
sam gemacht wurde,
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ist ein Werk erschienen ?), in welchem ein anderes, von Riemann
in seinen Vorlesungen mitgetheiltes electrodynamisches Kraftgesetz
angefiithrt wird, und es wird daher zweckmissig sein, im An-
schlusse an das Vorige auch dieses Gesetz unter demselben Ge-
sichtspuncte zu betrachten, d. h. zu untersuchen, ob es mit der
Ansicht von nur Einer im festen Leiter beweglichen Electricitit
vereinbar ist.

Seien, wie oben, ¢ und ¢ zwei in Puncten concentrirt gedachte
Electricitdtstheilchen, z, y, # und /, 3, ¢ ihre rechtwinkligen
Coordinaten zur Zeit ¢, so gilt fiir die in die z-Richtung fallende
Componente der Kraft, welche e von ¢’ erleidet, nach Riemann
(8. 327) folgende Gleichung:

d{2 (dx dx’)]
__ed or ee " \r W_Ti?]
O X=rmt

e 1or (/dxe dx\ dz  dZ\?
+ e (@ +< > +(@—%) )

und entsprechende Gleichungen sind fiir die beiden anderen Coor-
dinatenrichtungen zu bilden.

Diese Gleichung wollen wir nun wieder dazu anwenden, die
Kraft zu bestimmen, welche ein geschlossener galvanischer Strom
auf eine ruhende Electricititseinheit ausiibt. Wir setzen daher:

r __dy dz

—dt
Ferner ersetzen wir, um zunachst die Kraft zu bestimmen, welche
von der im Leiterelemente ds' sich bewegenden positiven Electri-
citit ausgeiibt wird, ¢’ durch das Product A'ds’. Dann geht der
vorige Ausdruck iiber in:

a(2 42
1 or 1 <r dt)

+ 3 (@) + () + (@)1

Hierin kann das letzte Glied dadurch vereinfacht werden, dass die

e—lundd = 0.

'\ 2
in der eckigen Klammer stehende Summe durch <le—‘z> ersetzt

1) Schwere, Electricitdit und Magnetismus. Nach den Vorlesungen von
Bernhard Riemann bearbeitet von Karl Hattendorff, Hannover 1876.
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wird, und das zweite Glied moge so umgedndert werden, dass z’

und 7 als Functionen von s’ und die Grosse s' als Function von ¢
2 o

behandelt und dabei, weil der Strom constant ist, %t% = (0 gesetzt

wird. Dann kommt:

[ 8(2 dx') i

lor 1 \rds/zds\ 6 110r /ds 2]
/ ’ Jni R S e - -z oY .
W ds r2 0x  ¢? 0s' (dt) + c? r?ox dt)

Gehen wir nun zunichst wieder von der Voraussetzung aus,
dass in dem Leiterelemente ds' eine gleich grosse Menge negati-
ver Electricitit mit gleicher Geschwindigkeit nach entgegengesetz-
ter Richtung stréme, so haben wir, um die 2-Componente der von
dieser Electricititsmenge auf die ruhende Electricititseinheit aus-
geiibten Kraft darzustellen, denselben Ausdruck, wie vorher, nur
mit entgegengesetztem Vorzeichen zu bilden. Beide Krifte heben
sich somit auf, und es ist daher unter der Voraussetzung zweier in
gleicher Weise im Leiter beweglicher Electricitidten auch das Rie-
m ann’sche Kraftgesetz mit unserem Erfahrungssatze im Einklange.

Machen wir dagegen die Voraussetzung, dass die im Leiter-
elemente ds' befindliche negative Electricitdt in Ruhe sei, so ha-
ben wir die z-Componente der von ihr auf die ruhende Electrici-
tatseinheit ausgeiibten Kraft durch

1 or

KWds iy
darzustellen, und wir erhalten daher, wenn wir die z-Componente
der Kraft, mit welcher das Stromelement ds’ auf die ruhende Elec-

tricitdtseinheit wirkt, wieder mit Z—f, ds' bezeichnen, die Gleichung:

— ’ — — — —
(6) ds' as' = ¢ \dt 0s' 72 0x

Denken wir uns diese Gleichung iiber einen geschlossenen Strom

integrirt, so giebt das erste Glied Null, und es kommt:
4 ds’)2 1 or

(%)
ax » (ds’)2[ r ds' 1 ar] ,
= — ds'.

X=5\w) ) rmas ¥

oder anders geschrieben:
k() o [
@ \dt) ozJ 7r

©) X = —



Neues electrodynamisches Grundgesetz. 235

Entsprechende Gleichungen erhilt man natiirlich auch fiir die in
die beiden anderen Coordinatenrichtungen fallenden Kraftcompo-
nenten. :

Das hierin vorkommende Integral ist nicht Null und auch
seine Differentialcoéfficienten sind es im Allgemeinen nicht. Wir
erhalten also auch aus dem Riemann’schen Gesetze dasselbe Re-
sultat, wie aus dem Weber’schen, dass ein geschlossener galvani-
scher Strom, und ebenso auch ein Magnet, auf jeden in seiner
Néhe befindlichen leitenden Kérper eine der electrostatischen In-
fluenz dhnliche Wirkung ausiiben miisste. Da dieses unserem Er-
fahrungssatze widerspricht, so konnen wir auch von dem Rie-
mann’schen Gesetze sagen, dass es mit der Vorstellung von
nur Einer im festen Leiter beweglichen Electricitit
nicht vereinbar ist.

§. 4. Zuldssigkeit gewisser Vorbedingungen bei der
Bestimmung der Krifte.

Wenn wir nun versuchen wollen, ein anderes Grundgesetz auf-
zufinden, welches von dem vorstehend erwihnten Widerspruche
mit der Erfahrung frei ist, so miissen wir uns zunichst dariiber
klar werden, ob und in wie weit es zulissig ist, in Bezug auf die
Richtung und Grosse der Krifte gewisse Vorbedingungen zu stellen.

Weber hat es als selbstverstindlich betrachtet, dass die
Kriifte, welche zwei in Puncten concentrirt gedachte Electricitiits-
theilchen auf einander ausiiben, nur in gegenseitigen Anziehungen
oder Abstossungen bestehen kionnen, dass sie also gleich und ent-
gegengesetzt sein und ihrer Richtung nach in die Verbindungs-
linie der beiden Puncte fallen miissen. In dieser Bezichung muss
ich aber auf das zuriickkommen, was schon in § 1 des vorigen
Abschnittes iiber die von zwei Stromelementen auf einander aus-
geiibten Krifte gesagt wurde.

Wenn Newton die Kriifte, welche zwei materielle Puncte un-
abhiéingig von ihrer etwaigen Bewegung auf einander ausiiben,
ohne weiteres als eine gegenseitige Anziehung betrachtet, und wenn
man ebenso von den Kriiften, welche zwei ruhende Electricitits-
theilchen auf einander ausiiben, ohne weiteres annimmt, dass sie
nur in gegenseitiger Anziehung oder Abstossung bestehen kénnen,
so ist das vollkommen berechtigt, denn zwei ruhenden Puncten
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kann man gar keine Kraft zuschreiben, welche von der Verbin-
dungslinie seitlich abwiche, da kein Umstand vorhanden ist, durch
welchen Eine seitliche Richtung vor den iibrigen ausgezeichnet
wire. Bei derjenigen Kraft dagegen, welche zwei Electricitéits-
theilchen wegen ihrer Bewegungen auf einander ausiiben, verhilt
es sich ganz anders. In diesem Falle giebt es in der That ausser
der Verbindungslinie der Theilchen noch andere ausgezeichnete
Richtungen, nédmlich die beiden Bewegungsrichtungen der Theil-
chen, und es ist sehr wohl denkbar, dass diese einen Einfluss auf
die Kraftrichtungen haben. Hitte Newton ein Gesetz fiir solche
Krifte, die durch die Bewegungen der Puncte verursacht werden,
aufzustellen gehabt, so wiirde er bei der Vorsicht, mit welcher er
ungerechtfertigte Hypothesen vermied, wohl nicht im Voraus an-
genommen haben, dass diese Krifte eine bestimmte von den Be-
wegungsrichtungen der Puncte unabhingige Richtung haben
miissten.

Ich kann daher die in dieser Beziehung stattfindende KEin-
fachheit des Weber’schen Kraftgesetzes nicht als einen Vorzug
desselben anerkennen, da es eine Einfachheit ist, die nicht der Na-
tur der Sache entspricht, sondern durch eine der Sache fremde
Voraussetzung willkiirlich hineingebracht ist.

Riemann hat sich auch in der That bei der Aufstellung sei-
nes Kraftgesetzes an die Bedingung, dass die Kraftrichtungen in
die Verbindungslinie der beiden Puncte fallen miissen, nicht ge-
bunden. Dagegen hat er an der anderen Bedingung, dass die bei-
den von den Puncten auf einander ausgeiibten Krifte gleich und
entgegengesetzt sein miissen, noch festgehalten. Dadurch hat er
erreicht, dass die beiden Krifte, wenn man sie sich an einen ge-
meinsamen Angriffspunct verlegt denkt, als Resultante Null ge-
ben, was mit dem Verhalten der sonst gewohnlich betrachteten
Kriifte, die von der Bewegung unabhingig sind, iibereinstimmt.
Ich glaube aber, dass damit nicht viel gewonnen ist, denn, wenn
die beiden Krifte auch nicht eine nach einer bestimmten Rich-
tung gehende Resultante geben, so geben sie doch ein Drehungs-
moment, worin eine wesentliche Abweichung von dem Verhalten
der von der Bewegung unabhingigen Krifte liegt. Wenn nun
aber einmal in Einer Beziehung eine solche wesentliche Abwei-
chung als moglich zugegeben ist, so liegt meiner Ansicht nach auch
kein Grund mehr vor, in einer anderen Beziehung die entspre-
chende Abweichung fiir unméglich zu erklédren.
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Wir wollen daher im Folgenden iiber die Richtung und Grosse
der Kriifte, welche zwei bewegte Electricititstheilchen auf einander
ausiiben, im Voraus gar keine Annahme machen, sondern nur ver-
suchen, durch eine auf der Grundlage von Erfahrungssitzen aus-
zufithrende Entwickelung zur Bestimmung der Krifte zu gelangen.

§ 5. Ausdriicke der Kraftcomponenten fiir ein specielles
Coordinatensystem.

Gemiss der Annahme, dass die Kraft von der gegenseitigen
Lage der Theilchen und von ihren durch die Geschwindigkeits-
componenten und Beschleunigungscomponenten bestimmten Be-
wegungszustdnden abhinge, bilden wir fiir jede der drei in-die
Coordinatenrichtungen fallenden Componenten der Kraft einen
allgemeinen Ausdruck, welcher von den relativen Coordinaten des
einen Theilchens zum anderen, und von den nach der Zeit genom-
menen Differentialcoéfficienten erster und zweiter Ordnung der
Coordinaten beider Theilchen abhidngt. In diesen Ausdruck neh-
men wir vorlaufig alle moglichen Glieder bis zur zweiten Ordnung
auf, wobei unter Gliedern zweiter Ordnung alle Glieder von sol-
chen Formen verstanden werden, wie sie durch zweimalige Diffe-
rentiation nach ¢ entstehen konnen, die also entweder einen Diffe-
rentialcoéfficienten zweiter Ordnung oder zwei Differentialcoéffi-
cienten erster Ordnung als Factoren haben. _

Es mége nun zunéchst ein rechtwinkliges Coordinatensystem
von specieller Lage eingefilhrt werden. Die eine Coordinatenaxe
soll néimlich durch die beiden Puncte gehen, in welchen die bei-
den Electricitétstheilchen sich zur Zeit ¢ gerade befinden, und zwar
moge die Richtung von ¢ nach e als die positive angenommen
werden. Die auf dieser Axe gemessenen Coordinaten der beiden
Theilchen mogen ! und I’ sein. Die beiden anderen Coordinaten-
axen konnen irgend welche auf der ersten und unter einander -
senkrechte Richtungen haben. Wenn dann die auf diesen Axen
gemessenen Coordinaten der beiden Theilchen allgemein mit m, »
und ', ' bezeichnet werden, so ist zur Zeit ¢ zu setzen:

m:n:m’:n’:o,

Demnach sind auch die auf diese beiden Richtungen beziiglichen
relativen Coordinaten m — m' und % — ' zur Zeit ¢ gleich Null,
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und nur die auf die erste Richtung beziigliche relative Coordinate
1—1' hat einen angebbaren Werth, welcher gleich der Entfernung
der beiden Theilchen von einander ist und daher, der obigen Be-
zeichnungsweise entsprechend, durch r dargestellt werden kann.
Daraus folgt, dass bei Anwendung dieses Coordinatensystems die
Functionen der relativen Coordinaten, welche in den Ausdriicken
der Kraftcomponenten vorkommen, nur Functionen von r sein kin-
nen. Auch in anderer Beziehung bietet dieses Coordinatensystem
noch Gelegenheit zu Vereinfachungen dar, indem aus dem Verhal-
ten der in den Gliedern vorkommenden Differentialcoéfficienten
unmittelbar ersichtlich ist, dass gewisse Glieder auf die betreffende
Kraftcomponente keinen Einfluss haben konnen, und gewisse Paare
von Gliedern einen gleichen Einfluss haben miissen.

Als erste zu untersuchende Kraftcomponente wihlen wir die
in die I-Richtung fallende aus. Indem wir diese mit Lee' bezeich-
nen, bilden wir den die Grosse L bestimmenden Ausdruck.

Dieser Ausdruck muss zunichst ein Glied enthalten, welches
von den Bewegungen der Theilchen unabhingig ist, und die elec-
trostatische Kraft darstellt. Dieses Glied ist vollkommen bekannt

und lautet ~1— .
7'2

Von den anderen Gliedern betrachten wir zuerst diejenigen,
welche nur Differentialcoéfficienten der Coordinaten des Theil-
chens e enthalten.

Die Glieder, welche nur Einen Differentialcoéfficienten erster
Ordnung enthalten, lauten allgemein:

dl ] dm

dn
aw a4

A A VL

worin 4, A" und A" Functionen von r bedeuten; aber in Bezug
auf die beiden letzten ldsst sich sofort ein Schluss der oben ange-
deuteten Art ziehen. Das Glied A4’ % dndert nimlich mit le_?
sein Vorzeichen. Nun verhilt sich abér fiir einen in der [-Axe
liegenden Punct die negative Seite der m-Richtung ebenso zur
I-Richtung, wie die positive Seite, und es ist daher in unserem
Falle, wo beide Puncte in der 7-Axe liegen, kein Grund abzu-
sehen, weshalb eine Bewegung nach der einen Seite eine andere
Kraft in der 7-Richtung zur Folge haben sollte, als eine Bewegung
nach der anderen Seite. Demnach muss dieses Glied aus dem Aus-
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drucke verschwinden, d. h. es muss A = 0 sein. Ebenso kann
man auch schliessen, dass 4" = 0 sein muss. Es bleibt also von
den obigen drei Gliedern nur A4 3—1 iibrig.
Dasselbe gilt von den drei Gliedern
a2l , d2m n d®n
dogp A4 g

von denen die beiden letzten ebenfalls verschwinden miissen, so
dass nur das erste iibrig bleibt.

Was endlich die Glieder anbetrifft, welche zwei gleiche oder
verschiedene Differentialcoéfficienten erster Ordnung als Factoren
haben, in welchen also eines der folgenden Quadrate und Producte
vorkommt:

(dl 2 (dm 2 <dn 2 dldm dldn dmdn
dt )’ dt>’

so ldsst sich auf die Glieder mit den zuletzt erwdhnten Producten
dasselbe anwenden, was vorher gesagt wurde. Diese Producte
dndern namlich ihr Vorzeichen mit %’—f— und %, wahrend doch
sowohl bei der m-Richtung als auch bei der n-Richtung die nega-
tive Seite sich zu den beiden anderen Axen gerade so verhilt, wie
die positive Seite. Glieder mit diesen Producten konnen also in
dem Ausdrucke nicht vorkommen. Da ferner die m- und »n-Rich-
tung sich zur I-Axe geometrisch gleich verhalten, so miissen die
2 2
Quadrate (%—?) und (%—?) gleiche Coéfficienten haben. Die be-

treffenden Glieder bilden also eine Summe von der Form:

NI dm\? dn\?
4, () + (&) + @)
Dieser Summe wollen wir folgende etwas abgelinderte Gestalt
geben:

dl\? diN\? dm\? dn\?
4 () + 4 G) + @) + @) ]
worin 4, an die Stelle der Differenz 4, — A; gesetzt ist. Nun
ist aber, wenn v die Geschwindigkeit des Theilchens e bedeutet:

(Y )+ B =

dt)’ \dt dt)’ dtat’ dt dt’ dt dt’
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und die vorige Summe lésst sich daher einfacher so schreiben:

dly?
A, <E¥) + 4,0,

Fassen wir nun alle Glieder, welche nur Differentialcoéfficien-
ten der Coordinaten des Theilchens e enthalten, zusammen und
bezeichnen die Summe dieser Glieder mit ,, so kommt:

dl a2l i\
®) LI:A%+A1W+A2<d—t> + Ayon.

Ganz entsprechend konnen wir, wenn wir die Summe der Glie-
der, welche nur Differentialcoéfficienten der Coordinaten des Theil-
chens ¢ enthalten, mit L, bezeichnen, schreiben:

' 97/ I 9
O L=4% a4l %ZZ) 4+ Ao,

Nun bleiben noch die Glieder zu betrachten, welche ein Pro-
duct aus Differentialcoéfficienten der Coordinaten beider Theilchen,
also eines der folgenden Producte enthalten:

dl dl' dmdw' dn do

dt dt’ dt d¢’ dt dt’
dldm’ dl' dm dldn' dl' dn dmdn' dw' dn
dt dt’> dt dt’ dt dt¢’ dt dt’ dt dt’ dt dt
Bei den sechs letzten Producten kann man wieder aus dem
dm dm' dn dn'
dt’ dt’ dt’ dt
ganz in der obigen Weise schliessen, dass Glieder mit diesen Pro-
ducten in dem Ausdrucke der Kraftcomponente nicht vorkommen
konnen. Auf das zweite und dritte Product aber ist dieser Schluss
nicht anwendbar, obwohl die Aenderung des Vorzeichens auch bei

Umstande, dass sie mit ihr Vorzeichen #ndern,

ihnen vorkommt. Wenn nidmlich der Differentialcoéfficient %—? sein

Vorzeichen #ndert, also das Theilchen e seine in der m- Richtung
stattfindende Bewegung umkehrt, so verhilt sich die jetzige Bewe-
gung zwar zur [-Richtung ebenso, wie die frithere, aber zu der
, A
durch ‘%”t— ausgedriickten nach der m-Richtung gehenden Bewe-
gung des Theilchens ¢’ verhilt sie sich anders. Wenn sie friiher
mit ihr nach gleicher Seite ging, so geht sie jetzt nach entgegen-
gesetzter Seite, und umgekehrt. Die Coéfficienten dieser beiden
Producte brauchen also nicht Null zu werden, aber sie miissen
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unter einander gleich sein, weil die m- und n-Richtung sich zur
I-Axe geometrisch gleich verhalten.

Es ergiebt sich also, indem wir die Summe der Glieder, welche
Differentialcoéfficienten der Coordinaten beider Theilchen enthal-
ten, mit L, bezeichnen, folgende Gleichung:

, dlal’ dm dw' | dn dn'
L= 43 3 + 4 (G T + 7 a)
Diese Gleichung wollen wir in dhnlicher Weise, wie es weiter oben
mit einem anderen Ausdrucke geschehen ist, umgestalten. Wir
schreiben zunichst:
di dar at al' | dmdw' | dn dn
L=dg@+a(Gataataad)
worin A; an die Stelle der Differenz A§ — A, gesetzt ist. Nun ist
aber, wenn ¢ den Winkel zwischen den Bewegungsrichtungen der
beiden Theilchen ¢ und e’ bedeutet:
at di’ | dm dw' | dn dn'
atar Taar @@
und die vorige Gleichung lisst sich daher so schreiben:
!
(10) L, = A, % % + Ay v’ cos e

Nachdem wir vorstehend die einzelnen Gruppen der in I ent-
haltenen Glieder ndher bestimmt haben, erhalten wir aus ihnen
die ganze Grosse L durch Bildung folgender Gleichung:

() L=t L+ Lt L

In ganz entsprechender Weise konnen wir nun auch die in
die m- und n-Richtung fallenden Kraftcomponenten, welche mit
Mee' und Nee' bezeichnet werden mogen, behandeln; es wird
aber nicht nothig sein, auch diese Behandlung lier vollstindig
durchzufiihren, sondern es wird geniigen, die zur Bestimmung von
M und N dienenden Systeme von Gleichungen einfach hinzuschrei-
ben. Es sind die folgenden:

= vv' cos &

dm a*m - dl dm
M, =B g+ B g + B g
am/ aim’ dl' dw'
(12) My = By + B g + B g
dl dw' dl’ dm
M= Be Ty a5 + P gg ap

M = M, + M, + M,

Clausius, mech, Wirmetheorie. II, 16
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dn a’n al dn
M=BG+Bige+Bhaap

dn' azn' ar’ an
Ny = By g + B g + B gy G

(13)
dl dn' al' dn
Ny = B g o + B g5 ap

N:_N1~[—N2—|—N3.

§ 6. Ausdriicke der Kraftcomponenten fiir ein
beliebiges Coordinatensystem.

Nachdem fiir ein specielles Coordinatensystem die drei Kraft-
componenten ausgedriickt sind, konnen wir daraus auch leicht die
Kraftcomponenten fiir ein beliebiges Coordinatensystem ableiten.

Es sei irgend ein rechtwinkliges Coordinatensystem eingefiihrt,
in welchem die beiden Electricitdtstheilchen die Coordinaten z, ¥, 2
und #/, ¢/, 2/ haben. Die in diese Coordinatenrichtungen fallenden
Componenten der Kraft, welche e von ¢ erleidet, mdgen durch
Xee, Yed und Zee' dargestellt werden, dann handelt es sich
darum, die Grossen X, Y und Z auszudriicken.

Um X auszudriicken, bezeichnen wir die Winkel, welche die
z-Richtung mit den frither angenommenen Coordinatenrichtungen,
nimlich der I-, m~ und n-Richtung bildet, mit (Iz), (mx) und (nz).
Dann ist zu setzen:

(14) X = L cos (Iz) + M cos (mz) + N cos (nz).

Man kann aber auch die einzelnen Bestandtheile von X durch die
entsprechenden Bestandtheile von L, M und N ausdriicken. Be-
zeichnet man die Summe derjenigen in X vorkommenden Glieder,
welche nur Differentialcoétficienten der Coordinaten von e enthal-
ten, mit X, die Summe der Glieder, welche nur Differentialcosffi-
cienten der Coordinaten von ¢ enthalten, mit X,, und die Summe
der Glieder, welche Producte aus Differentialcoéfficienten der Coor-
dinaten beider Theilchen enthalten, mit Xj, so gilt fir X; die
Gleichung :

(15) Xy = L, cos (Iz) + M, cos (mz) + Ny cos (nz),
und eben solche Gleichungen gelten fiir X, und X;.
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Setzt man nun in die vorige Gleichung fiir L,, M, und N,
die unter (8), (12) und (13) gegebenen Werthe ein, und beriick-
sichtigt bei der Addition der drei Glieder die Gleichungen:

% cos (lx) + % cos (mz) -+ ‘Zl—? cos (nx) = %,
(16) ;

azl d*m d*n A2z

7P 008 (Iz) + Py (mz) 4 Pkl (nz) = L
50 kommt:

dx d®z dl dz dl
. X=BE 4Bt B G H|d-BY
(" azl A
Uy — B G+ (s — B (57) + Ay os 12
Hierin substituiren wir fiir cos (lz) seinen Werth r—e , und

zwar multipliciren wir mit - die einzelnen innerhalb der eckigen

Klammer stehenden Glieder, wihrend wir # — 2’ als gemeinsamen
Factor ausserhalb der Klammer stehen lassen.

Ferner wollen wir fiir die Differentialcoéfficienten von 7 die-
jenigen von r einfithren. Es ist schon oben gesagt, dass der Ab-
stand » der Theilchen ¢ und ¢ von einander zur Zeit ¢ einfach
durch die Differenz I — 1’ dargestellt wird, weil zu dieser Zeit die
Coordinaten m, n, m' und »' gleich Null sind. Will man aber die
Grosse r differentiiren, so muss man dazu den allgemeinen Aus-
druck

r=V a1+ m—mn) 4 (n—n)
anwenden, und erst nach vollzogener Differentiation darf man
m—m' = n—n' = 0 setzen. Fiir die Differentiation ist noch
zu bemerken, dass sich die Coordinaten I, m, » nur durch die Be-
wegung des Theilchens e und die Coordinaten I', ', ' nur durch
die Bewegung des Theilchens ¢’ dndern, wihrend # sich durch die
Bewegung beider Theilchen #ndert. Die den beiden einzelnen Be-
wegungen entsprechenden Aenderungen von 7 kann man dadurch
von einander unterscheiden, dass man » als Function der von den
beiden Theilchen beschriebenen Bahnlingen s und s/, und diese
Bahnldngen ihrerseits als Functionen von ¢ betrachtet. Dann kann
man die Differentiationen, welche sich nur auf die Bewegung des
Theilchens e beziehen, so ausfithren:

16*
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ords 1

o0 ot e o]
(&) +(@)+ @) ]
a0 T o) S5

In diesen Gleichungen kann nun

+

1
r
1

m—m =n—n'=0und | — ' =7

gesetzt werden, und zugleich kann man setzen:

AN dm\? dn\? ds\?

(@) + (@) + (@) = @)
Aus den dadurch entstehenden Gleichungen ergeben sich fiir die
Differentialcoéfficienten von 7 folgende Ausdriicke:

dl or ds
al or 1 /or\? 17 /ds\? , or d%s
(19) W‘[ﬁ*ﬁfﬁ>*iK% + 55

Diese Ausdriicke haben wir in (17) einzusetzen, wobei wir der
2
Gleichformigkeit wegen auch »? durch (%;) ersetzen wollen. Fiir

die dann in der eckigen Klammer stehenden Functionen von 7, mit
welchen die Differentialcoéfficienten multiplicirt sind, wollen wir
zur Abkiirzung die einfachen Zeichen C, C,, (; und C; einfiihren.
Dann lautet die Gleichung:

dx d*x or dz ds
N=Bgn+Bg+Bgaa

ords or , [0r\? ds\?
@) +legg+|amt+o) +a]E
or d*s ,
“l_ 01 ES' W} (a}-—-x).

Ganz ebenso erhilt man:
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5 ax a*z or dz’' ds
Xy =By 7o+ Bs gim + Bs 55 7 a7
or ds' or or\? ds'\?
21 — A — 22
ey el el e (G + e
or d?¢
+ G Yl W} (x — )
Was nun noch die dritte zu bestimmende Grosse X3 anbe-
trifft, so hat man, um sie auszudriicken, in die Gleichung
X; = Ly cos (lx) + My cos (mz) + N, cos (nx)
fir L;, M; und N, die unter (10), (12) und (13) gegebenen Werthe
einzusetzen. Wenn man dann bei der Addition der drei Glieder
wieder die erste der Gleichungen (16) beriicksichtigt, so kommt:
__p dlda dl' dx
LZ=Bgathawm

!
+ [(A8 — B, — B, g’-z- % + 4,00 cos s] cos (12),

welche Gleichung sich dem Obigen entsprechend auch so schrei-
ben ldsst:

or dz' ds or dz ds'
2 S=bniwa T Pwaa
or or . dsds'
+<085§§§+ Cy cose) (x-—-x);l—ta—-
Nachdem die drei Grossen X;, X, und X; ausgedriickt sind,
kann man die ganze Grosse X aus der Gleichung

/
(23) X:%§£+X1+X2+X3
erhalten.

Ebenso kann man natiirlich auch die Grossen ¥ und Z dar-
stellen, wozu man in den vorstehenden (leichungen nur die spe-
ciell auf die z-Axe beziiglichen Grossen durch die entsprechenden,
auf die y-Axe oder auf die z-Axe beziiglichen Grossen zu ersetzen
hat, wihrend man alles auf 7 beziigliche unverindert beibehilt.

Es kommt nun darauf an, die in den Gleichungen (20), (21)
und (22) vorkommenden, bisher unbestimmt gelassenen Functio-
nen von 7 zu bestimmen.
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§ 7. Bestimmung der in X; vorkommenden
Functionen.

Um zun#chst die in X, vorkommenden Functionen theilweise
zu bestimmen, moge von dem Satze Gebrauch gemacht werden,
welcher schon in den Paragraphen 2 und 3 angewandt wurde, ndm-
lich dass ein'in einem ruhenden Leiter stattfindender
geschlossener und constanter galvanischerStrom auf
ruhende Electricitit keine bewegende Kraft ausiibt.

Zur Vermeidung von Missverstindnissen wird es zweckméssig
sein, diesem Satze noch einige Erlduterungen beizufiigen.

Wenn irgendwo Electricitit von Einer Art, also z. B. positive
Electricitit angehduft ist, so iibt diese auf jeden in ihrer N&he
befindlichen leitenden Korper eine electrostatische Influenzwirkung
aus und erleidet demgemiss auch die Gegenwirkung der durch
Influenz auf dem Leiter angehduften Electricitiit. Diese Art von
Wechselwirkung findet natiirlich auch zwischen dem Leiter des
galvanischen Stromes und jener als vorhanden angenommenen
ruhenden Electricititsmenge statt. Sie ist aber von dem in dem
Leiter stattfindenden Strome ganz unabh#ngig und braucht daher
hier nicht in Betracht gezogen zu werden.

Ferner befindet sich auf der Oberfliche eines Leiters, wih-
rend er von einem Strome durchflossen wird, eine gewisse Menge
getrennter Electricitit, von welcher die auf die stromende Electri-
citit wirkende, zur Ueberwindung des Leitungswiderstandes nothige
treibende Kraft herrithrt. Diese Electricitit kann ebenfalls auf die
als vorhanden angenommene ruhende Electricititsmenge eine Kraft
ausiiben; aber auch von dieser Kraft konnen wir hier absehen, da
sie mit der von uns zu betrachtenden Kraft, welche die stromende
Electricitdt wegen ihrer Bewegung ausiibt, in keinem Zusammen-
hange steht, und nicht nur fiir die theoretische Betrachtung, son-
dern auch fiir die Beobachtung davon getrennt werden kann, Man
kann némlich dem Leiter des galvanischen Stromes eine solche
Form geben, dass die Theile, welche am meisten positiv electrisch
sind, denen, welche am meisten negativ electrisch sind, sehr nahe
liegen, z. B. die Form einer Spirale, welche aus zwei Lagen von
Windungen besteht, die so gewickelt sind, dass die Windungen
der zweiten Lage nach derselben Seite zuriickgehen, von welcher
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die der ersten ausgingen. Dann hebt sich die von jener getrenn-
ten Electricitit ausgeiibte Kraft zum grossten Theile auf, wihrend
die von der stromenden Electricitit ausgeiibte Kraft bestehen
bleibt. Ferner ist zu bemerken, dass bei einem Magneten, dessen
Molecularstrome, in Bezug auf die von ihnen ausgeiibte Kraft, der-
selben Betrachtung, wie geschlossene galvanische Strome, unter-
worfen werden konnen, jene getrennte Klectricitit, welche beim
galvanischen Strome auf die stromende Electricitit treibend wirkt,
iiberhaupt nicht vorhanden ist.

Demnach kionnen wir von jenen Nebenwirkungen ganz absehen,
und uns auf die vom Strome selbst ausgeiibten Wirkungen be-
schranken.

Wir denken uns also, wie in §. 2, im Puncte z, y, # eine
ruhende positive Electricititseinheit, und im Puncte ', ¢/, ' ein
Stromelement ds' befindlich, welches letztere aus der sich bewe-
genden positiven Electricititsmenge A'ds’ und aus der ruhenden
negativen Electricititsmenge — A’ ds’ besteht. Diese beiden Elec-
tricitiitsmengen iiben auf die ruhende Electricititseinheit Krifte
aus, deren in die z-Richtung fallende Componenten sind:

! /
s <”—x 4 X2> wd —wds 22T

73

Die Summe dieser beiden ist die z-Componente der von dem Strom-
elemente auf die Electricititseinheit - ausgeiibten Kraft, welche
Componente, wie frither, mit g%é; ds' bezeichnet werden moge. Wir
erhalten also die Gleichung:
Xa¢ =nas X,

Hierin haben wir fiir X, den unter (21) gegebenen Ausdruck zu
setzen. Dabei wollen wir statt

' und s

dt dt?

die gleichbedeutenden Formeln
1195’ ds' und azz ds’>2 dz' d’s'
ds' dt ds'? (
anwenden und wegen der Voraussetzung, dass der Strom constant
2 o
sei, ?lt% — 0 setzen. Dann lautet die Gleichung:

at) Tay ar
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@ds_h'd {[33%4_04 ')a]ds
24) B GE+ B
+(6 2ht o (as) +a)e—)(% )}

Dieser Ausdruck muss, jenem Satze nach, bei der Integration
iiber einen beliebigen geschlossenen Strom Null geben. Wenn
aber das Integral des ganzen Ausdruckes, unabhiéngig von der
Stromintensitit, Null sein soll, so miissen die Integrale der beiden

ds

dt
den beiden eckigen Klammern stehenden Ausdriicke miissen dem-
nach vollstindige Differentialcoéfficienten nach s’ sein, ohne dass
dazu zwischen » und z’ irgend eine specielle Relation angenom-
men zu werden braucht.

Wenn der erste Ausdruck ein Differentialcoéfficient nach s’
sein soll, so kann er, wie man sofort aus seiner Form ersieht, nur
gleich

und ( 7 t) multiplicirten Glieder einzeln Null sein. Die in

0 '

2B, ¢ — )
sein, und dazu ist erforderlich, dass die Gleichung
(25) 0, = — 4B,

dr
erfiillt ist.

Ebenso ist beim zweiten Ausdrucke, wenn man die Glieder,
welche Differentialcoéfficienten zweiter Ordnung enthalten, ins
Auge fasst, sofort ersichtlich, dass er nur mit folgendem Differen-
tialcoéfficienten iibereinstimmen kann:

0 dz N OF
9 | B + O o= ]

wozu erforderlich ist, dass die Gleichungen

__dB,
B =4 _q,
(26) __aG;
06 _— dr ]
07 = 0 !

erfiillt sind.
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Auf diese Weise sind die in der Gleichung (21) vorkommen-
den sieben unbestimmten Functionen auf drei zuriickgefiihrt, und
jene Gleichung ldsst sich nun so schreiben:

0[B; (x —a)] ds
S T T
0 dx' o1 /ds'\?
@7 tw B tae—2 ) (m)
dx' . or] d*s’
+[B4a?+ Oﬁ(x“x)a—s"]W'

§. 8. Bestimmung der in X; vorkommenden
Functionen.

Bei der Behandlung der Grosse X; konnen wir einen dem
vorigen dhnlichen Erfahrungssatz anwenden, néimlich den folgen-
den: eine ruhende Electricitiitsmenge ibt auf einen
in einem ruhenden Leiter stattfindenden geschlosse-
nen und constanten galvanischen Strom keine Kraft
aus.

Fiir diesen Satz gelten dieselben Erlduterungen, welche dem
im vorigen Paragraphen angewandten hinzugefiigt sind.

Um diesen Satz anzuwenden, denken wir uns im Puncte z/,
y', ¢ eine ruhende Electricititseinheit und im Puncte z, y, 2 ein
Stromelement ds, welches die bewegte Electricititsmenge hds
und die ruhende Electricititsmenge — hds enthélt. Die z-Com-
ponenten der Krifte, welche diese beiden von der ruhenden Elec-
tricitdtseinheit erleiden, sind:

/

.

73 rd

hds("’”““ +X1) und — hds =2

Demnach wird die z-Componente der Kraft, welche das Strom-
element von der Electricititseinheit erleidet, durch das Product
hds X, dargestellt, worin fiir X, der unter (20) gegebene Aus-

d’zx ..

druck zu setzen ist. Wenn wir dabei wieder fiir id—": und pr die

d

dods g s sy do O
ds di ds? dt> ds dt?

Formeln
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2

anwenden, und zugleich, weil der Strom constant sein soll, e 5 —0

setzen, so lautet der Ausdruck:

k%{Pﬁ—4~C(*wﬁa]$

ordx or 2

+[Bl d82+B2%%+< 32+C <as> +0‘%>(x xl)](dt) }

Hieraus kénnen wir nun zunichst ganz entsprechende Schliisse
ziehen, wie im vorigen Paragraphen. Wenn nimlich die Electri-
c1tatse1nhe1t auf den ganzen Strom keine nach der z-Richtung ge-
hende Kraft ausiiben soll, so muss das auf den ganzen Strom aus-
gedehnte Integral des Ausdruckes Null sein, und daraus erhilt
man, entsprechend den Gleichungen (25) und (26), die Gleichungen:

¢ _iB
©9) dr
B dBl + 017 02 dfla 03 = 0.

Ausserdem konnen aber im vorliegenden Falle noch weitere
Schliisse gezogen werden.. Der Satz sagt nimlich nicht nur aus,
dass die Electricititseinheit den Strom nach keiner Richtung zu
bewegen sucht, sondern auch, dass sie ihn um keine Axe zu drehen
sucht, und daraus ergeben sich ebenfalls gewisse Gleichungen.

Da die Wahl der Axe beliebig ist, so wollen wir die durch
den Punct &', v/, # gehende, der z-Axe parallele Gerade als Axe
wihlen, und fiir sie das Drehungsmoment bestimmen. Der obige
Ausdruck fiir die z-Componente der Kraft, welche das Strom-
element ds von ‘der ruhenden Electricititseinheit erleidet, lasst
sich in Folge der Gleichungen (28) in nachstehende Form bringen:

nis 2L,
worin P eine durch folgende Glelchung bestimmte Grosse ist:
NCE dx _ N 077 [ds\?
@) P=Ba—2) 3 +|B g+ ae—a 5| (5)
Ebenso gilt fiir die y-Componente jener Kraft der Ausdruck:
hds —Q

worin @ durch folgende Gleichung bestimmt wird:
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— n s dy n 07 [ds\2
@) Q=Bu—v) 5 +|B I+ ao—v 4| (5)

Hieraus ergiebt sich fiir das Drehungsmoment dieser Kraft der
Ausdruck:

h [(x — ) %—SQ —y—1) %g] ds.

Wenn nun die ruhende Electricititseinheit einen geschlosse-
nen Strom nicht zu drehen sucht, so muss das Integral dieses Aus-
druckes fiir jeden geschlossenen Strom Null sein. Der Ausdruck
lasst sich auch so schreiben:

o , , dx dy
b [(@—') Q—(y—y) P] ds—h(Q.%—Pd—s ds,
und da hierin das erste Glied ein Differential ist, welches jeden-
falls bei der Integration Null giebt, so muss auch das zweite Glied
Null geben. Dieses nimmt aber, wenn fiir P und @ die in (29)
und (30) gegebenen Werthe gesetzt werden, folgende Form an:

N V9] [ ds 4 ¢ 07 (4sY
oo oot [ e 0]

und man sieht sofort, dass dieser Ausdruck kein vollstindiges Diffe-
rential ist, und nur dann fiir jedén geschlossenen Strom das Inte-
gral Null geben kann, wenn er selbst durch den in der zweiten
eckigen Klammer stehenden Factor Null wird. Damit aber dieser
Factor, unabhingig von der Stromstirke, Null werde, muss sein:
(31) B =0 und 01 = 0.

Verbindet man diese neuen Gleichungen mit den unter (28) gege-
benen, so gehen die letzteren iiber in:

dB,,
dr’

Dadurch sind die sieben in dem Ausdrucke von X; vorkom-
menden unbestimmten Functionen auf Eine reducirt, und die Glei-
chung (20) geht iiber in:

0 dx\ [ds\? dz d?s

(32) C=0; B,= C,=0; C5=0.
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§ 9. Bestimmung der in X; vorkommenden
Functionen.

Um nun die in X; vorkommenden Functionen zu bestimmen,
wollen wir die gegenseitige Einwirkung zweier in ruhenden Leitern
stattfindenden Strome betrachten.

In den Puncten z, y, z und ', ¢/, ' seien zwei Stromelemente
ds und ds', welche die bewegten Electricitdtsmengen hds und
B ds' und die ruhenden- Electricititsmengen — & ds und — A’ ds’
enthalten. Um nun die Kraft zu bestimmen, welche das Strom-
element ds von dem Stromelemente ds' erleidet, miissen wir die
vier Krifte betrachten, welche die Menge hds von den beiden
Mengen »'ds’' und — &' ds’ und die Menge — hds von den beiden
Mengen %' ds' und — h'ds’ erleidet. Die in die z-Richtung fallen-
den Componenten dieser vier Krifte sind:

2 —

Wi dsas (2
r

L X+ X%+ X),
/
—wasas (P55 + X0),

— Rk dsds <"‘—:—3ﬁ + X2>,

z—a'
7'3

kb dsds

Durch Addition derselhen erhalten wir fiir die z-Componente der
Kraft, welche das Stromelement ds von dem Stromelemente ds’
erleidet, einfach das Product

hb'ds ds" X3,

worin wir fir X, den in (22) gegebenen Ausdruck anzuwenden
haben.

Dem letzteren wollen wir aber erst noch eine fiir die Integra-
tion geeignetere Gestalt geben. Die darin vorkommende Grosse
cos ¢ konnen wir durch einen Differentialcoéfficienten ersetzen.

Aus der Gleichung
r=(— e+ (g — 9+ (= 2P

erhialt man nimlich durch zweimalige Differentiation:
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(34) 0sos ds ds' + ds ds + 7 ds ds'

und da der rechts in Klammern stehende Ausdruck nichts anderes
ist, als cos &, so kommt:

02(r?)) (dx dz' | dydy | dz dz)

’ 1oy
(35) cse=—z 3559
Wenn wir diesen Ausdruck fiir cos ¢ einsetzen und zugleich statt
dzx dx ds
T un d = t' , wie in den vorigen Paragraphen, die Producte T dt
und Zx T anwenden, so lautet die Gleichung (22):

ds ds or da’ or dx
(36) =T ar [B“ asds T D5y @s

oror 1,000\
+ (CS 0so0s 2 G 8383’) @~ ]

Hieraus soll nun noch das Product C; % % fortgeschafft werden.

Dazu moge eine Function E von # eingefiihrt werden, welche
zu C; in folgender Beziehung steht:

E :frdr/% dr,
woraus folgt:

1dE Gy d (1dE\ _
T dr / dr und Tar\r dr)ﬂ Ch-

Differentiiren wir diese Function E nach s und s, so konnen wir
den Differentialcoéfficienten folgende Formen geben
0E _dEor _ 1 dE 2(r)
os  dr s or Ef 0s
O*E 1 dE9*(r)
0sos'  2r dr 9s0s

E
— 97 dr 9so0s t G

_ 1 dE®(@) Q
s’
und wir erhalten daher:
oror _ 1dE®() | 9E
S9s 08 2r dr 0sos' ' 0sos

Setzt man diesen Werth von C; ar % in die Gleichung (36) ein,

und wendet dabei fiir
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1 1 dE
) <09 + 5 zn)
das vereinfachte Zeichen E; an, so kommt:
ds ds' or dz’ or dx
60 X=g3 7 | B ay B sea

02(r?) 02E
+ <E 2508 asas> @ _"”)]
Ferner kann gesetzt werden:

02E _ 0[E@—2)] | 0Eda’ OEdx
3568 C T =" %559 T asdy o5 ds’
und wenn man dabei noch zur Vereinfachung die Zeichen E, und
E; mit den Bedeutungen

dE dE
EQ:BG_FW und E3:B7"—Td;
einfiihrt, so geht die Gleichung (37) iiber in:
__dsds | 0? (r) orda or dx
(38) X3—-'0‘l‘imlE1($— ) ; -+ 263d’+ 355 ds
02 [E(x — )]
+ 0sos’ }

Den so umgestalteten Ausdruck von X, multipliciren wir mit
Wi ds ds', um die z-Componente der Kraft zu erhalten, welche
das Stromelement ds von dem Stromelemente ds’ erleidet.

Fiihrt man dann, um die 2-Componente der Kraft, welche das
Stromelement ds von dem ganzen als geschlossen vorausgesetzten
Strome ¢’ erleidet, zu erhalten, die Integration nach s’ aus, so tre-
ten dabei einige Vereinfachungen ein. Das letzte Glied des vori-
gen Ausdruckes ist ndmlich ein Differentialcoéfficient nach ¢, und

im vorletzten Gliede ist der Factor Z—ﬁ von s’ unabhéngig, so dass
er bei der Integration als constant behandelt werden kann, und
der andere Factor E, ggf ist wiederum ein Differentialcoéfficient

nach s'. Beide Glieder geben also bei der Integration iiber einen
geschlossenen Strom den Werth Null, und es bleibt:

(89) Ak ds f X, ds'

5 dsds f[ ,a(r) or d« .,
= bl g7 g 9 | |Br(@ — ) o + 2bsds]ds
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Wenn man diesen Ausdruck auch noch nach s integrirt, so
erhiilt man die Kraft, mit welcher der Strom s’ den ganzen Strom
8 nach der z-Richtung zu verschieben sucht. Diese Integration
bringt fiir den Fall, dass auch der Strom s geschlossen ist, wiederum

ein Glied zum Verschwinden. In dem Gliede E, ? % ist ndm-

/

lich der Factor % von s unabhiingig und der andere Factor

E, % ist ein Differentialcoéfficient nach s und giebt somit bei der

Integration Null. Es kommt also:

(40) hh'f X, dsds _kh'gj‘;jf Be—2) 0 (g),d ds',

Dieses Resultat konnen wir mit einem vollkommen feststehen-
den Ergebnisse der Ampére’schen Theorie vergleichen, indem
diese Theorie, soweit sie sich auf die von geschlossenen Stromen
auf einander ausgeiibten Krifte bezieht, als durchaus zuverlissig
anzusehen ist. Nun wird nach dieser Theorie die Kraft, mit wel-
cher ein geschlossener Strom s’ einen anderen geschlossenen Strom
s nach der z-Richtung zu bewegen sucht, durch den Ausdruck

—lm"f/““g

2 .
cose dsds'

dargestellt, worin ¢ und 4’ die beiden Stromintensititén sind, und
k eine Constante bedeutet. Diesen Ausdruck kann man, wenn man

7 und ¢’ durch h d und h’ und cos &, gemiss Gleichung (35),

1 92(r )
durc ~ 3 3359 ersetzt, in folgende Gestalt bringen :
ds ds 0? (r) ,
/ —
W dtf 2'1"3( ?) gsos 4545

und wenn man ihn dann mit dem in (40) gegebenen Ausdrucke
vergleicht, so sieht man, dass zu setzen ist:
k
5"

Um auch noch die andere in (39) vorkommende, mit E, be-
zeichnete Function zu bestimmen, wenden wir den ebenfalls that-
sichlich feststehenden Satz an, dass ein in einem ruhenden

(41) E, =
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Leiter stattfindender geschlossener und constanter gal-
vanischer Strom einen anderen in einem ruhenden Lei-
ter stattfindenden geschlossenen galvanischen Strom in
seiner Intensitidt nicht zu &ndern sucht.

Der in (39) gegebene Ausdruck, welcher nach Einsetzung des
eben gefundenen Werthes von E; lautet:

,ds ds’ kE(x—2) 02(r?) or d_x’] )
b dt dt ds/[ 23 0s0s B, os ds ds,

bedeutet seiner Entwickelung nach die z-Componente derjenigen
Kraft, welche der geschlossene Strom s’ auf das Stromelement ds,
also auf die beiden in dem Leiterelemente ds befindlichen Electri-
cititsmengen hds und — hds ausiibt. Nun ist aber die negative
Electricititsmenge — Ak ds in Ruhe, und auf ruhende Electricitit
kann nach dem in §. 6 angewandten Satze der geschlossene gal-
vanische Strom keine Kraft ausiiben. Demnach lésst sich der
obige Ausdruck auch in dem Sinne auffassen, dass er die z-Com-
ponente derjenigen Kraft bedeutet, welche der geschlossene
Strom s’ auf die in dem Leiterelemente ds befindliche
positive Electricititsmenge hds ausiibt.

Um auch die in die Richtung des Elementes ds fallende und
somit auf Stromverstirkung hinwirkende Componente dieser Kraft
bequem darstellen zu konnen, wollen wir dem Ausdrucke noch
eine etwas verinderte Gestalt geben. Aus der Gleichung

r=(@— 2+ =yt (=2
folgt nédmlich:

?%52—22 = 2(x — 2'),

o2y __ 9 dz’

oxos ds'

(42)

/
Wenn man mittelst dieser Gleichungen x — 2’ und % aus jenem

Ausdrucke eliminirt, und zugleich % in der Form %%? schreibt,

so geht er iber in:
b G288 g, [[ROOD B0 B 2020 4y

dt dt r® ox 0s0s' r 0s 0x0s

Will man nun statt der in die willkiirlich gewihlte z-Rich-
tung fallenden Componente der Kraft die in die Richtung des Ele-
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mentes ds fallende Componente haben, so braucht man nur die
Differentialcoéfficienten nach z durch entsprechende Differential-
coéfficienten nach s zu ersetzen, wodurch man erhilt:

Lo, ds ds Eout) oy B o(r) o2y
hhdtmd/[————————-——— ]ds

0s 0s0s r 0s 0sos
oder anders geschrieben:

ds ds 0 (r?)
LR ___2 o
shhdtdtdf< [83]

Dieser Ausdruck stellt die in einem einzelnen Elemente ds
im Sinne der Stromverstirkung wirkende Kraft dar. Soll nun die
Intensitit des Stromes ungeiéndert bleiben, so muss das iiber den
ganzen geschlossenen Strom s ausgedehnte Integral dieses Aus-
druckes Null sein. Das in dem Ausdrucke schon vorkommende
iiber den Strom s' zu nehmende Integral

JG =Pl e

mit welchem das Element ds nrultiplicirt ist, muss also entweder
die Form eines Differentialcoéfficienten nach s haben, oder Null
sein. Da nun das erstere durch keine Form der Function E, zu
bewirken ist, so muss man E, so bestimmen, dass das Integral Null
wird, was erfordert, dass man setzt:

b B _

y3 r

bl

worin ¢ irgend eine Constante bedeutet, indem nur dadurch der
unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck ein Differential und
somit das Integral selbst fiir jeden geschlossenen Strom Null wer-
den kann.

Aus dieser Gleichung folgt:

E2=ﬁ—cr.

Da nun aber das hierin vorkommende Glied — ¢ in dem Aus-
drucke von X, ein Glied geben wiirde, welches mit wachsendem
Abstande r grosser wiirde, und ein solches Glied in dem Ausdrucke
der Kraftcomponente nicht vorkommen kann, so muss die Con-
stante ¢ gleich Null gesetzt werden, und man erhélt somit zur Be-
stimmung von E, die Gleichung:

(43) Ey = —

Clausius, mech, Wirmetheorie. IIL 17
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Es sind also von den vier in dem unter (38) gegebenen Aus-
drucke von X, vorkommenden unbestimmten Functionen von 7
zwei bestimmt, und durch Einsetzung ihrer Werthe geht die Glei-
chung (38) iiber in:

k(x —a)ox(r?) , &k orda or dx

(49 X3:{ 2r3 0sod ﬁa_szl?_FEgﬁ%
0 E(x — 2)]) ds ds’

+ —%sav } dt dt’

§ 10. Anwendung der Inductionsgesetze.

Wihrend wir bisher nur constante Stréme in ruhenden Lei-
tern betrachtet haben, wollen wir jetzt von der Beschrinkung,
dass die Strome constant seien, absehen und ferner noch die An-
nahme machen, dass der Leiter s sich bewege. Der Einfachheit
wegen wollen wir aber voraussetzen, dieser Leiter &indere seine
Grestalt nicht, und bewege sich nur mit sich selbst parallel, so dass
alle seine Elemente wihrend des Zeitelementes d¢ ein gleich grosses
Wegelement d6 nach gleicher Richtung zuriicklegen.

Dann hat jedes in dem Leiter s befindliche positive Electri-
cititstheilchen gleichzeitig zwei Bewegungen, die, mit welcher es

sich im Leiter bewegt, und deren Geschwindigkeit %z ist, und die,

mit welcher der Leiter sich bewegt, und deren Geschwindigkeit
do
dat
cititstheilchens beziiglichen Differentialcoéfficienten nach ¢ jetzt
anders ausgedriickt werden als frither. Statt eines Ausdruckes
von der Form

ist. Demnach miissen die auf die Bewegung dieses Electri-

00 ds
os dt’
worin U irgend eine von der Lage des Electricititstheilchens ab-
hingige Grosse bedeutet, muss jetzt gesetzt werden:
0Uds | 2V do
0s dt c6 dt’
und statt eines Ausdruckes von der Form

0 o U\ /ds\2 oU d?%s
5;(’7"5;) (m) + V55w
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worin ¥ noch irgend eine zweite von der Lage des Electricitiits-
theilchens abhiingige Grosse bedeutet, muss jetzt gesetzt werden:

0 o U\ /ds\? 0 8U ds deé

a:("%)(aﬁ)ﬂa?( as)+as( o) i T
oU 8Ud2 o Ud?a

+ ’()6( ><dt> + Ds dt2+786 de

Wollen wir nun die z-Componente der Kraft bestimmen,
welche die in ds befindliche positive Electricititsmenge hds von
der in ds' befindlichen positiven Electricitéitsmenge &' ds' erleidet,
so haben wir fiir dieselbe, wie friiher, den allgemeinen Ausdruck

1 dsds' ( Y LX 4+ X+ X3>

zu bilden, darin aber jetzt fiir X;, X, und X, diejenigen Aus-
driicke zu setzen, welche aus (33), (27) und (44) durch die vor-
stehend angedeuteten Aenderungen hervorgehen, nimlich:

X=z\B 83)(
(1) [a (B 50) + 55 (B 50)] & o

0 oz\ /do6 ez d?s oz d%c
+a7<Bla?> Et‘) + 85w T Bigs ar

_ o[By(x — )] ds'
Xy =— 0s' dt
0 dz'
(46) +a—S,[B40—l?+05<x %](
d / d2 /

k(@ — ') 02(r?) kE or dx or oz

X = { 273 0sos +r9 os ds’ + B 0s' 0s

1 LB — ) ds i

0s0s' dt di

(47) k(x — 2') 02 (r?) k or da or oz

+ { 57 o6y T ride ds T gy 06
2[E( — o)) do ds'
+ 060s } dt dt
Wollen wir ferner die x-Componente der Kraft bestimmen,
welche die in ds befindliche positive Electricititsmenge % ds von
17*
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der in ds' befindlichen negativen Electricititsmenge — 'ds’ er-
leidet, so brauchen wir in den vorigen Ausdriicken nur A’ ds’ durch
— W' ds' zu ersetzen und ferner, weil die in ds’ befindliche nega-
tive Electricitit in Ruhe ist, Z T = = 0 zu setzen. Dadurch wird
X, = 0 und X; = 0, wihrend X; unge#ndert bleibt. Demnach
reducirt sich der Ausdruck dieser Kraftcomponente auf

— Wl dsds (“ T 4 X1>.

Daraus ergiebt sich fiir die z-Componente der Kraft, welche
die in ds befindliche positive Electricititsmenge hds von dem
Stromelemente ds', also, von den beiden Electricitdtsmengen 'ds'
und — &' ds' zusammen, erleidet, der Ausdruck:

hi dsds' (X, + X,).

Integrirt man diesen Ausdruck nach ¢, so erhilt man die
2-Componente der Kraft, welche die in ds befindliche positive Elec-
tricititsmenge A ds von dem ganzen Strome s’ erleidet, und es gilt
also, wenn man diese Kraftcomponente mit X% ds bezeichnet, die
Gleichung '

(48) X = k’/(Xz -+ X;) ds,

worin man fiir X, und X; die unter (46) und (47) gegebenen Aus-
driicke zu setzen hat. Bei der Ausfilhrung der Integration geben
alle in jenen Ausdriicken vorkommenden Glieder, welche die Form
von Differentialcoéfficienten nach s’ haben, Null, und konnen daher
fortgelassen werden, so dass man erhilt:

x-—h’%izf[li;g-g-’—o;, (x—x')éf;]ds'

dsds' ([z—2a' 02(r?) |, 1 orda
!’ !
(49) + BN 3 dt dt, [ 278 0508 +5 r? 0s ds] d
de ds' [Tz — 2’ 02(r?) 1 or da
!’ /
+ bk dt dt, [ 273 060§ 72 06 ds] ds

Diese Gleichung kann man noch mittelst der schon im vorigen
Paragraphen angewandten Gleichungen:
dz' , 02(r?)

x—a =7 or und =
T ox ds 2 oxzos

umformen in:
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( azs' 0% (r?) r 0(r?)
—aipy S []_
X=73h dt2/[ B 5oy 0z 0s +05 oz bs] d

1 1

ol 9
ds ds r 02(r?) r 02(r?)
1 ’ — —_ /
(50) kW 7 dtf[ 5z 3508 T Bs 2w09 | %

0= ! 0= 1
de ds r 92(r) r 02(r?)
1 ’

+ 3kl a7 dtf[ %7 5608 T e wos |©°

Um aus diesem auf die z-Richtung beziiglichen Ausdrucke
den entsprechenden auf die Richtung des Elementes d's beziiglichen
Ausdruck abzuleiten, brauchen wir wieder nur die Differential-
coéfficienten nach # durch solche nach s zu ersetzen. Dann heben
die unter dem zweiten Integralzeichen stehenden beiden Glieder
sich gegenseitig auf, und wir erhalten, wenn wir die in die Rich-
tung des Elementes ds fallende Componente der Kraft, welche die

Electricitidtsmenge hds von dem Strome s’ erleidet, mit Sk ds be-
zeichnen, die Gleichung:

0%(r?) or o(r?)
173 .
=ik dt%f[ B goor T O 55 a9 ]ds
(51) 51 o1
dao ds r 02(r?) r 02(r?)
1 / —
+ ikl g dtf[ 35 9605 T 36 2505 | %"
Das Product S ds ist dasjenige, was man die in dem Leiter-
elemente ds inducirte electromotorische Kraft nennt,

und demnach stellt das Integral f &ds die in dem ganzen Leiter

s inducirte electromotorische Kraft dar.
Die Integration nach s bringt wieder ein Glied zum Ver-
schwinden. Betrachten wir niamlich das Doppelintegral

r 62(1*2) )
ffbs 060s dsds,

so ist zu bemerken, dass die Grosse

02(r?)) ox dz' oy dy' | 02 dz)

060s <86 ds + 06 ds r 06 ds')’
welche wir auch durch — 2¢os (6s') bezeichnen kinnen, wenn
(6s') den Winkel zwischen dem von ds zuriickgelegten Bahn-
elemente dé¢ und dem Stromelemente ds’ bedeutet, von s unab-
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hingig ist, weil der ganze Leiter s sich mit sich selbst parallel be-
wegt, und somit alle seine Elemente eine und dieselbe Bahnrich-
tung haben. Man kann also das obige Integral so schreiben:

81

, 02(r?) r
fds 0605 ﬁds

Hierin l4sst sich die Integration nach s sofort ausfiihren, und giebt
fiir einen geschlossenen Strom Null.
Betrachten wir ferner das andere Doppelintegral

ff r82 r2) ,
00 Bsos as’

80 kénnen wir hierin, da der Differentialcoéfficient

02 (r?)
0s0os”
nach (35) gleich — 2 cos ¢ ist, sich bei der Bewegung des Leiters
s nicht dndert, und somit von ¢ unabhingig ist, setzen:

welcher

sl 1
r 0%(r?) [1 82(72)]
06 0s0s 06 Lr 9so0s |

und da ferner die Grosse ¢, nach welcher hier differentiirt werden
soll, von den Grossen s und s, nach welchen der ganze Ausdruck
integrirt werden soll, unabhéngig ist, so konnen wir die Differen-
tiation nach 6 auch ausserhalb der Integralzeichen andeuten, und
demnach statt des obigen Doppelintegrals schreiben:

0 f 1 02(r?)
EL r 505 4845
Wir erhalten daher zur Bestimmung der im Leiter s inducir-
ten electromotorischen Kraft die Gleichung:

f@ ds
dzs 02 (r?) or 0 (r?)

1 '
(52) —2hdt‘f/[ Bigsor + G5 as]dd

ds' de 8//'1 02(r?)

U
T g T 56 J 7 ases 109
Auf diese Gleichung wollen wir nun den Satz anwenden,

dass, wenn entweder der Leiter s in einer bestimmten
Lage in der Nihe des Leiters s’ verharrt, aber im letzte-
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ren die Stromstdrke von Null bis zu einém gegebenen
Werthe wiachst, oder die Stromstidrke in s unveridnder-
lich diesen Werth hat, aber s sich aus unendlicher Ent-
fernung bis zu jener Lage heranbewegt, in beiden Fillen
eine gleich grosse Inductionswirkung in s stattfindet.
Um die wihrend irgend einer Zeit stattfindende Inductions-
wirkung zu bestimmen, haben wir den Ausdruck, welcher die in-
ducirte electromotorische Kraft darstellt, mit d¢ zu multipliciren
und dann iiber die betreffende Zeit zu integriren, Im ersten der
beiden vorher genannten Fille ist nun %:— = 0, so dass das zweite
Glied des in (52) gegebenen Ausdruckes verschwindet, und im er-
sten Gliede ist das Doppelintegral von der Zeit unabhingig und
nur der als Factor vor demselben stehende Differentialcoéfficient
2 / l
Lfi - ist nach ¢ zu integriren und giebt fl . Die in diesem Falle
stattfindende Inductionswirkung ist daher:

3 ,@_’f/'[__ 02(r?) E)r o(r)]
VT O TrraRCE rivral KA
2
Im zweiten Falle ist %t—z = 0, so dass das erste Glied des Aus-

druckes verschwindet, und das zweite Glied ldsst sich sofort nach
¢ integriren, und giebt:

ds 1 0%(r?)
1 !
kh / 5507 dsds'.

Diese beiden Grossen miissen, jenem Satze nach, unter ein-
ander gleich sein, ihre Differenz muss also den Werth Null haben,
und man erhélt daher die Gleichung:

(53) //[(g + B )223(2? — G gz i)a(ﬂ)] dsds =0,

Das zweite in der eckigen Klammer stehende Glied konnen
wir noch so uméndern:
or o (1”2) 0(r?) / ] 02 (r?)
Gs 9s o5 [ G d 0s0s’ Gs dr,
und da von den beiden hier auf der rechten Seite stehenden Glie-
dern das erste bei der Integration iiber einen geschlossenen Strom
s Null wird, so geht die vorige Gleichung iiber in:
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(54) ff[§+34+f05d]g(a’"?d ds = 0.

Wenn diese Gleichung fiir jede zwei geschlossene Strome er-
fiillt sein soll, so muss der vor dem Differentialcoéfficienten zwei-
ter Ordnung als Factor stehende Ausdruck constant sein, und wir
konnen also, wenn a eine Constante bedeutet, setzen:

(55) §+B4+f05dr=a.

Fassen wir nun das Integral mit der Constanten @ in ein Zeichen
zusammen, indem wir setzen:

G=f05dr—a,
et

dr

Hierdurch sind wieder zwei der unbestimmten Functionen,
welche in dem Ausdrucke von X; noch vorkommen, auf Eine zu-
riickgefiihrt, und die unter (27) gegebene zur Bestimmung von X,
dienende Gleichung geht jetzt iiber in:

2By (v — /)] ds
0s'

0 k dz' | d@G N 017 /ds"\?
TG+ T e—a5]@)
k dr & dG n Or] d?s'
+-GHo)m+ T 05w
oder anders geschrieben: '
o[B, (¢ — a)] ds

so erhalten wir:

(56)
Gy =

ng'—

Xy=— 05 dt
(57) + % {_1::3_:’ 6[G(x—x)]}< t)
| hpiEeeae
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§ 11. Zusammenfassung der bisher gewonnenen
Resultate,

Nachdem durch die in den Paragraphen 7. bis 10. angestellten
Betrachtungen die Ausdriicke von X;, X, und X; die unter (33),
(57) und (44) gegebenen vereinfachten Formen gewonnen haben,
wollen wir sie in die Gleichung (23), ndmlich

Xx=""2 x4+ X+X

einsetzen, Dadurch erhalten wir zur Bestimmung der 2-Compo-
nente der Kraft, die ein Electricitdtstheilchen, welches wihrend
der Zeit dt den Weg ds zuriicklegt, von einem anderen, welches
wihrend derselben Zeit den Weg ds' zuriicklegt, erleidet, die
Gleichung:

—a | 0 dx\ /ds\? dz d?s ©o[B;(x—2x)] ds
xS () G n - R
0s

73 ds dt? os dat
0 kda | 0[G(x — 2] (gl_s_’)?
—I_ﬁ{_ rds’+ 0s' } dt
4 { k da | 9[G(x — x’)]} d?s'
r ds 0s dat?

kE(x — 2)o2(r?) | k or da
+{ 293 0s0s’ +r2 0s ds'
or do | 0?[E(x — x’)]} ds ds

+Eggast 0505 dt dt
Hierin lassen sich einige Vereinfachungen machen. Bedenkt
man, dass 2’ nur von s, dagegen r von s und s’ abhingt, so sieht
man, dass man schreiben kann:

0 <k dx)( E da' d*s' k or d' ds ds'

r ds' T ds daet r‘*’@sdsdtdt
_ (1 dx'
o dt r dt

wodurch sich drei der oben vorkommenden Glieder in eines zu-
sammenziehen. Ferner kann man aus denselben Griinden schreiben:

dx\ /ds\? dz d?s
B, %) (@) + B

_a (B dx dB, or dx ds ds'
—d

Lt dr 0s ds dt dt
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Setzt man sodann zur Abkiirzung:
. or aB, or oF

55 T dr 59 — a9
und fiihrt noch fiir B, und — B; die einfacheren Zeichen H und
J ein, so nimmt die zur Bestimmung von X dienende Gleichung
folgende Form an: .
_x—a | o[J(x—2a)]ds | 0[G(x—2a")] (ds'\?
X = 73 + os' dt + 0s'? <Et—>
0[G (z—2')] d¥s’ dx d (1 da
o+ et w () a G E
k(x—2a)0t(r?) , 0Fdz |, 0*[E(x—2')]\dsds
+{ 273 6363+63 ds + 0s0s' }dt at

Bei der Ableitung dieser Gleichung sind neben der Annahme,
dass nur Eine Electricitit im festen Leiter stromen konne, nur
solche Sitze zur Anwendung gebracht, welche sich auf die gegen-
seitige Einwirkung geschlossener Strome beziehen, und da diese
Sitze als vollkommen sicher zu betrachten sind, so darf behauptet
werden, dass der in dieser Gleichung gegebene Ausdruck von X
unter der Voraussetzung von nur Einer im festen Leiter beweg-
lichen Electricitit der einzig mogliche ist.

Dabei ist noch zu bemerken, dass die Zulissigkeit dieses Aus-
druckes nicht auf den Fall, wo nur Kine Electricitit als stromend
vorausgesetzt wird, beschrinkt ist, sondern dass er auch dann zu-
lassig bleibt, wenn man annimmt, der galvanische Strom bestehe
aus zwei nach entgegengesetzten Richtungen gehenden Stromen
von positiver und negativer Electricitit, wobei es gleichgiiltig ist,
ob man diese beiden Strome ihrer Stéirke nach als gleich oder ver-
schieden annimmt,

Wenn man zu den im Obigen angewandten Sitzen noch die
Bedingung hinzufiigen wollte, dass die Abhiingigkeit der Kraft von
der Entfernung nach einem einheitlichen Gesetze stattfinden miisse,
so wiirde man aus der blossen Vergleichung der Glieder, welche
noch unbestimmte Functionen von r enthalten, mit denen, in wel-
chen die Functionen schon bestimmt sind, noch weitere Schliisse
iiber die Form der Functionen ziehen konnen, und zwar wiirde
man durch diese Betrachtungen zu dem Ergebnisse gelangen, dass

die Functionen F, F, G und H séimmtlich die Form —37 . const. ha-

ben miissten, so dass also statt jener unbestimmten Functionen
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nur noch unbestimmte Constante in dem Ausdrucke von X blei-
ben wiirden. Indessen wollen wir uns Schliisse dieser Art fiir jetzt
nicht erlauben, sondern statt dessen noch einen allgemeinen Satz
in Anwendung bringen,

§ 12. Anwendung des Princips von der Erhaltung
der Energie.

Wir wollen nun die Annahme machen, dass die Kriifte, welche
zweil bewegte Electricitétstheilchen auf einander ausiiben, fiir sich
allein dem Princip von der Erhaltung der Energie geniigen, wozu
erforderlich ist, dass die Arbeit, welche diese Krifte bei der DBe-
wegung der Theilchen wihrend des Zeitelementes d¢ thun, durch
das Differential einer von den augenblicklichen Lagen und Bewe-
gungszustinden der Theilchen abhingigen Grosse dargestellt wird.

Um die Arbeit bestimmen zu konnen, denken wir uns neben
dem unter (58) gegebenen Ausdrucke von X die entsprechenden
Ausdriicke von Y und Z gebildet, und ebenso denken wir uns die
Grossen X', Y’ und Z', welche sich auf die Kraft beziehen, die
das Theilchen ¢’ von dem Theilchen e erleidet, in entsprechender
Weise ausgedriickt, wozu nur die accentuirten und unaccentuirten
Buchstaben gegen einander vertauscht zu werden brauchen. Un-
ter Anwendung dieser Ausdriicke bilden wir die Grosse

ydx Idu , g
ee(th+Y —|—Z(lt—{—th—{—Y —{—Zdt>dt

Diese Grosse muss, wenn das Princip von der Erhaltung der
Energie erfiillt sein soll, das vollstindige Differential, oder, anders
gesagt, die in der Klammer stehende Summe von sechs Producten
muss der nach ¢ genommene Differentialcodfficient eines aus den
Coordinaten und Geschwindigkeitscomponenten der beiden Theil-
chen gebildeten Ausdruckes sein.

Da der unter (58) gegebene Ausdruck von X etwas lang ist,
so wollen wir seine Glieder einzeln oder in kleinen Gruppen nach
einander betrachten, um zu sehen, wie bei ihnen die Summe der
sechs Producte sich gestaltet.

Das erste Glied ist

z — 2

7
oder — —
ox’
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und die Summe der sechs Producte lautet daher:

(61 2)1 1 1 1 81
r dx rdy r dz r da/ r dy ?dz)
ss @t Voyat Tasat Taddt Tayai Togar
und lésst sich zusammenziehen in:
al
r

dt
Das zweite Glied ist:
o[J(x — a)] ds"
os dt

Um dieses mit dem Differentialcoéfficienten dz zu multipliciren,

dt

zerlegen wir den letzteren in das Produth g ; und multiplici-

‘ren mit dem Factor g—f , welcher von s’ unabhéingig ist, unter dem

Differentiationszeichen, also:
do
— ! —
0 [J(x ) ds] ds ds
0s' dt dt’
Bildet man hierzu die entsprechenden Producte fiir die y- und

2-Axe und addirt zunichst nur diese drei Producte, indem man
dabei die Gleichung

')d +(y—y0ds+(2—2')ds

beriicksmhtlgt, so erhilt man:

o (7 3 ) ds ds'
Ty atdt

Ebenso geben die drei anderen Producte:

8(‘” ) ds ds

T os  dt dt

Diese beiden Ausdriicke sind unter einander gleich, indem sich,
wenn man das Zeichen K mit der Bedeutung

(59) K:/Jr dr

ar
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einfithrt, der als erster Factor stehende Differentialcoéfficient in

beiden durch —— oK darstellen lidsst, und die Summe der sechs

a '\ I
Producte nimmt daher folgende Form an:
OK ds ds
0s0s dt dt

Das dritte und vierte Glied von (58), ndmlich
0} [G(x — a)] (ds'\? | O[G(x — o)] d*s
0s'? dt) os atg*’

kann man ganz dhnlich behandeln. Durch Addition der drei er-
sten Producte erhilt man:

or
[G’ ] ds (ds’ = 0 [Gr é”s'] ds d2s'
0s'*  dt \dt o’ dt dt®’
wofiir man, wenn man das Zeichen R mit der Bedeutung
(60) R :/Gr dr

einfiihrt, schreiben kann:
R @<ds' 2 0R dsdy
0s0s'? dt \dt 0sos dt di?’
und ebenso geben die drei anderen Producte:
Ok d_§>2 ds' | 'R ds' s
0s20s’ \dt/ dt 0s0s' dt dt?
Die Summe aller sechs Producte ist also:
(BB, 0 | DR daydede | 0 (D 02
0s0s'? dt 05208 dt/ dt dt 0sos’ \dt dt? dt di2)’
was sich zunéchst zusammenziehen lisst in:
4 (ERydsds | 0R s
dt \0sos'/ dt dt 0s0s dt \dt di
und dann weiter in:
4 (@R dsds\
dt \0sos' dt dt)

Das fiinfte Glied
d dz
@t (H az)
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giebt, wenn man zuerst die angedeutete Differentiation ausfiihrt,

und dann mit dﬁt— multiplicirt:

dH dx dz d*z
<dt> + 23 T

was sich auch in folgender Form schreiben lisst:

sl (@) -+ S G

In gleicher Weise erhiilt man als anderes, auch auf die z-Axe be-
ziigliches, aber das accentuirte x enthaltendes Product:

d dax' dH sda
1 -
v | (@) ]+ (%)
Bildet man nun die entsprechenden Producte fiir die y- und #z-Axe,
so kann man die Summe aller sechs Producte zusammenziehen in:

d | ds\? ds'\? dH [/ds\? ds'\?
1 L @) e o).
s (@) + @)+ G+ (@)
Das sechste Glied
k d /1 dz'
—tdt (r dt
giebt durch Ausfiihrung der angedeuteten Differentiation und

durch Multiplication mit %%

dat’
21
_rdead _1dead
dt dt dt r dt dt?

In gleicher Weise erhilt man wieder als anderes auch auf die
z-Axe beziigliches Product, in welchem aber das accentuirte und
das unaccentuirte z gegen einander vertauscht sind:
1
U7 de do!

1
—tmamaw 7

Die Summe dieser beiden Producte kann man in folgender Form
schreiben :

dof d*z
it an

!
i(l@@' _p_rdzda
dt \r dt dt dt dt dt
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Bildet man nun die entsprechenden Producte fiir die y- und z-Axe
und beriicksichtigt dabei die Gleichung

dxdx+dyol_g/+dzdz 1 0¥(r) ds ds

dt dt ' dt dt ' dt dt 2 0sos' dt dt’
so erhilt man als Summe aller sechs Producte:

PR
4 (Loedddy k0T o dsas
2 dt \r 0sos dt dt 2 dt osos dt dt
Das siebente Glied
k(x — 2') 02 (ﬂ)
23 osos'

oder, anders geschrieben,

ds ds
i at’

oL
k™ or ot(r))dsds
T 20w 0sos dt dt
giebt als Summe der sechs Producte:
d 1
E - r 020 ds ds'
"~ 2 7dt osos dt dt
Dieser Ausdrick hebt sich gegen einen Theil des beim sechsten
Gliede erhaltenen Ausdruckes auf, so dass man fiir das sechste
und siebente Glied zusammen als Summe der sechs Producte ein-
fach erhilt:
k d /1 02(r?) ds ds'
2 dt <r 9s0s dt d_t) '
Das achte Glied
oF dx ds ds'
os' ds dt dt
giebt als Summe der sechs Producte, wie man leicht sieht:
OF rds\*ds' | 0F ds /ds'\?
08’ &ﬁ) dt U os dt \dt.
Das neunte und letzte Glied
0?[E(x — 2/)] ds ds’
~ 9sos dt dt
schreiben wir zunfichst in der Form:

9 [0E . ds ds
a_s'[a( >+Eds]d—a‘
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welche wir auch noch so umindern konnen:

o [ dEoror | pdaldsds
,[r dr 0s 0x '07:9-] dt dt
Zugleich setzen wir fiir cjl— das Product %—s— g; und multipliciren

mit Z—é— unter dem Differentiationszeichen. Wenn wir dann die ent-

sprechenden Producte fiir die - und 2-Axe bilden, und die Summe
dieser drei Producte nehmen, so erhalten wir:

0 dE /or\? ds\? ds'
w["m(&) + ] ) ar
und somit als Summe aller sechs Producte:
o0 [ dE /0r\? ds\2ds 0 dE /or\2 ds /ds'\?
o7 |7 % (5) + E](m) T+l dr<@>+E]d—t(m>'
Vereinigen wir nun alle bei den einzelnen Gliedern von (58)

als Summe der sechs Producte gewonnenen Ausdriicke, so erhalten
wir folgende Gesammtsumme:

1
d + 02K dsds (82R ds ds'
T dt o0so0s dt dt + 7 dt \0sos dt dt

b G + G F L)+ G

k d /19202 dsds _*_@‘ ds 2ds+8Fds ds'
2 dt \r 0s0s' dt dt) dt> dt 0s dt dt)

o[ dE /or\? ds\2ds' dE ds sds'\?
+5§'["7.z7(a—s>+E]<dt> dt+as[ ar )+E]d_~t )
welche Gesammtsumme wir auch, unter Zusammenfassung der

Glieder, welche Differentialcoéfficienten nach¢ sind, und etwas ver-
dnderter Anordnung der iibrigen Glieder, so schreiben konnen:

d ko2(rt) , 02R\dsds' ds ds'\?
«Tli{ F+<2rasas +asas>d_tﬁf+ H[(dt) +<7z_t> ]}
02K dsds ds\3 |, 0H /ds'\3
+2 0sos dt dt+283< (%

dat 2 9¢
0 1 ds\2 ds'
+'a‘?["_ &) FEFFEE|(G)
ds'

+o P T &)+t (%)
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Dieser ganze Ausdruck muss, wenn das Princip von der Er-
haltung der Energie fiir die Krifte, welche die beiden Electricitéts-
theilchen auf einander ausiiben, erfiillt sein soll, ein Differential-
coéfficient nach ¢ sein. Da nun der erste Theil des Ausdruckes
schon dusserlich als Differentialcoéffient nach ¢ bezeichnet ist, so
haben wir unser Augenmerk nur auf den iibrigen, aus finf Glie-
dern bestehenden Theil zu richten. Diese Glieder sind alle in Be-

/
zug auf die Differentialcoéfficienten erster Ordnung gi; und %%
von hoherem als erstem Grade, wihrend die Differentialcoéfficien-

2 2 of
ten zweiter Ordnung (%; und 7 tj in ihnen nicht als Factoren vor-
kommen. Daraus folgt, dass weder ein einzelnes der Glieder noch
irgend eine Gruppe derselben ein Differentialcoéfficient nach ¢ sein

kann. Demnach muss die Summe dieser fiinf Glieder Null sein,
/

und das wiederum kann fiir beliebige Werthe von Z ; nd %S? nur

dann der Fall sein, wenn alle fiinf Glieder einzeln Null sind. Wir
erhalten also folgende fiinf Bedingungsgleichungen:

2K
0sos
oH
0s
oH

(61) 7 =0
S ]
%[rm<a—§)+E+F+§H]:O.

Die erste dieser Gleichungen, welche sich auch so schreiben
lasst:

=0,

dK 0?r ad’K or or

dr 9508 dr? 9s o8
kann fiir beliebige Bahnen der Electricitéitstheilchen nur dann er-
fiillt sein, wenn

dK

ar =0
woraus nach (59) weiter folgt:
(62) J = 0.

Clausius, mech. Wirmetheorie. IL 18
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Die beiden folgenden der Gleichungen (61), nimlich

oH oH
5 =0 und i =0,
geben zunéchst:
H = const.

d*z
dat?
-enthilt, welches, wenn H einen angebbaren constanten Werth hétte,
einen von der gegenseitigen Entfernung der Electricitdtstheilchen
unabhéingigen Bestandtheil der Kraft darstellen wiirde, und ein
solcher nicht vorkommen kann, so muss sein:
(63) H=0.

Die beiden letzten der Gleichungen (61) lauten, wenn man

= 0 setzt und die angedeuteten Differentiationen ausfuhrt

Da aber der in (58) gegebene Ausdruck von X das Glied H —

( dE> <8r 2 81‘ dE or 0fr aFE + F) or

37556383’+ dr 5?:0’
( dE> or [or dE or 0 d(E -+ F)or _
" dr 0s ) + 2 "'dr 35 3505 + dr os 0,

welche Glelchungen nur dann fiir beliebige Bahnen der Electricitits-
theilchen erfiillt sein konnen, wenn man hat:

dE ar
(64) dr_o und ar

wodurch F und F geniigend bestimmt sind, da nur die Differential-
coéfficienten dieser Grossen in (58) vorkommen.

Nach diesen Bestimmungen nimmt der Ausdruck der von den
gegenseitigen Kriften der beiden Electricititstheilchen wihrend
des Zeitelementes dt geleisteten Arbeit folgende einfache Gestalt an:

k o2(r?) 2R\ ds ds'
ee—[ h+<2rasas )—_]dt’

=0,

8s 0s'/ dt dit
und die Gleichung (58) geht iiber in:

2(@9&—.@’) ) de—x)
_x—4a dr r ds"\? d2
(65) X=—7F+ 057 (Zl? T

d 1 dx) + k(x —2') 02(r?) ds ds’'
dt 7 dt 273 0sos’ dt dt’
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welche Gleichung sich noch einfacher so schreiben lésst:

B k 02(r?) ds ds d /1 do
(66) X=- 8x< + 3 5509 at at) d_t‘(7 W)

02R oR d’s
+ 2l (a1) + 55 @)

§ 13. Das electrodynamische Potential

Nach dem vorher angefiihrten Ergebnisse unserer Betrach-
tungen wird die Arbeit, welche die von zwei bewegten Electricitits-
theilchen auf einander ausgeiibten Krifte wihrend des Zeit-
elementes dt leisten, dargestellt durch das Differential des folgen-
den Ausdruckes:

1 0%(r?) 2R\ ds ds'
— ¢ [~ (555552 T o55%) 1 91
Nun wird bekanntlich bei der Betrachtung der electrostatischen
Krifte diejenige Grosse, deren negatives Differential die Arbeit
darstellt, das Potential der beiden Electricititstheilchen auf
einander genannt, und dem entsprechend kann man auch den vor-
stehenden, nur durch Fortlassung des #Husseren Minuszeichens
abgeénderten Ausdruck als Potential im erweiterten Sinne be-
zeichnen. Dabei kann man auch die beiden Theile, welche sich
auf die electrostatischen und auf die von der Bewegung abhéingigen
oder electrodynamischen Kréfte beziehen, einzeln betrachten und
danach das electrostatische und das electrodynamische
Potential von einander unterscheiden. Bezeichnen wir das erstere

mit U und das letztere mit V, so ist dem Vorigen nach zu setzen:
!

ee
(67) U= rE

(68) V=—c¢¢ (ﬁ o2(r?) R \ ds ds'

or 0sos | 9sos/ dt dt

Der hier gegebene Ausdruck des electrodynamischen Potentials
ist bei der Annahme von nur Einer im festen Leiter beweglichen
Electricitit der einzig mégliche.

Die in ihm noch vorkommende, mit R bezeichnete unbe-
stimmte Function von » ldsst sich aus den Wirkungen geschlossener

18%*
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Strome iiberhaupt nicht bestimmen, und man ist daher, wenn man
auch sie noch bestimmen will, fiir jetzt auf Wahrscheinlichkeits-
griinde angewiesen.

Macht man die schon am Ende des §. 10 erwiahnte Annahme,
dass die Abhingigkeit der Kraft von der Entfernung nach einem
einheitlichen Gesetze stattfinden miisse, so gelangt man zu dem
Schlusse, dass

(69) B =k

zu setzen ist, worin %, eine Constante bedeutet. Dadurch geht
(68) iiber in:

kE o2(r?) orr \ ds ds'
J— / . e Y.
{70) Vi=—ee <2r asoy T I asas'> at di

Sucht man ferner noch durch Bestimmung der Constanten %,
diesen Ausdruck moglichst einfach zu machen, so findet man
zunédchst, dass zwei Werthe sich in dieser Beziehung besonders
auszeichnen, nimlich %, = 0 und %, = — %, welche geben:

. _ee’ 02(r?) ds ds
(1) V=—tg tso5 @ ar’

. ee or or ds ds'
(72) =k Ssey dt dt
Diese beiden Formeln sind dusserlich nahe gleich einfach; benutzt
man sie aber zu Rechnungen, indem man aus ihnen die Kraft-
componenten zu bestimmen sucht, so findet man, dass fiir diese
aus der ersteren Formel viel einfachere Ausdriicke entstehen, als
aus der letzteren, und man wird also, wenn man dasjenige Kraft-
gesetz erhalten will, welches, wihrend es allen bis jetzt bekannten
Erscheinungen entspricht, zugleich méoglichst einfach ist, %, = 0
oder, was auf dasselbe hinauskommt, B = 0 zu setzen haben.

Da der Ausdruck des electrodynamischen Potentials kiirzer
und iibersichtlicher ist, als diejenigen der Kraftcomponenten, so
ist er ganz besonders dazu geeignet, die verschiedenen bis jetzt
aufgestellten electrodynamischen Grundgesetze (mit Ausnahme des
Gauss’schen, welches dem Princip von der Erhaltung der Energie
nicht geniigt) unter einander zu vergleichen, und es moge hier
eine Zusammenstellung der Art Platz finden. Die zur Bestimmung
des electrodynamischen Potentials dienende Gleichung ist
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1) nach Weber 1):
1 ee (d'r 2

2) nach Riemann 2):

__ ledrrdx  da'\? dy  dy'\? dz  d&'\?
v=—a5 @@+ @ -F) G -F)]

3) nach den von mir ausgefiihrten Entwickelungen
a) in allgemeinster Form:
Ve o (L2, Ry dis
9r 0so0s ' 9sos') dt dt’
b) in vereinfachter Form:
o ¢ E 02(r) .0 \ ds ds'
Vi=—ec <2r 0sos ky 0s 83’) dt dt’
¢) in einfachster und daher wahrscheinlichster Form:
ee' 02(r?) ds ds'
2r 9s0s’ dt dt
Dem letzten Ausdrucke kann man auch folgende Gestalt geben:
de dd' | dydy | dzdd
(73) V=17 at @t Taar Ta @
oder, wenn man mit v und v’ die Geschwindigkeiten der beiden
Electricititstheilchen und mit ¢ den Winkel zwischen ihren Bewe-
gungsrichtungen bezeichnet:

V=—1TF+

/

(74) V==Fk 4_9;_ v’ cos &

§. 14. Ableitung der Kraftcomponenten aus dem
Potential

Um nun aus dem electrostatischen und electrodynamischen
Potential wiederum die Kraftcomponenten abzuleiten, hat man
Gleichungen anzuwenden, in denen das electrodynamische Potential
in derselben Weise vorkommt, wie in den auf allgemeine Coordi-
naten beziiglichen mechanischen Grundgleichungen von Lagrange

1) Pogg. Ann. Jubelband S. 212,
2) Schwere, Electricitit und Magnetismus, nach den Vorlesungen von
Bernh. Riemann bearbeitet von Hattendoriff, Hannover 1876, S. 326.
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die lebendige Kraft. Fiir die in die z-Richtung fallende Compo-

nente der Kraft, welche das Theilchen e erleidet, lautet die
Gleichung:

L o(V—U) d ,ov
dt

Hierin hat man fir U und V die unter (67) und (68) gege-

benen Ausdriicke einzusetzen. Aus dem ersteren erhdlt man
einfach:

a1
oU _ "7
(76) =%

Den letzteren, welcher bei der Differentiation als Function der
sechs Coordinaten und der sechs Geschwindigkeitscomponenten zu
behandeln ist, wollen wir so umformen, dass die Geschwindigkeits-
componenten explicite in ihm vorkommen. Der Bequemlichkeit
wegen wollen wir dabei ¥ in zwei Theile zerlegen, indem wir
setzen:

(17) V="Vi+ 7
worin V; und 7, folgende Bedeutungen haben:

v, = kee' 02(r?) ds ds'

2r 0s0s dt dt

__ked (dxda | dydy | dzde
=2 (5 G REYET)
. ,, OB dsds

Vo= —c¢d 559 @t @

0R dx@_c_f+ 2R d_xd_y'+ R dz d
oxox' dt dt ' oxoy dt dt ' oxz0s dt dt

0?R dydz' 0?R dydy | 0*R dydd
+ oyox dt %+8y8y’ dt dt +8ybz’ at at |

0?R dzd2 | R dzdy 2R dzds
+ 8z8x’d_t37+8.zay' Tt T 5507 At @t

Dann erhalten wir fiir den ersten Theil:

~
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1
oV 87 dx dz' dy dy | dz dg"
72 =t (G @ vatartaiar)
1
8§ __k, ree)dsds
2 ox 0s0s dt dt’
0V, _ ked v
dx— r dt’
a‘% d V. d /
oV 1 dx
(79) 77 <@> = feed 7 (7 W);
dt
und fiir den zweiten Theil erhalten wir:
A .0 (R dsds
oz %% 9z \Gsos dt dt)’
o7, ,( 02R da' 2R dy 2R ds
Az so00 @ T daoy @t T 3207 0F
(80) at
9 /foRdx , oRdy , oR d¢
=—o¢ 5 (Gp @ T oy aF T o7 @
— o O (OB S
- oz \os' dt)’
d sV, , d[o (oRds
az(a—@)— — ¢ 3i 5z (o @)
dt
was sich auch so schreiben lisst:
4T\ Ly 0[Ok )
dt< dx> — ox |Ldt \os" dt
dt.
oder endlich:
da ,oV; 0 2R dsds , 2R /ds'\?
51 ;ﬁ( di>="ee'sz[éza—y%a?+m )
7
a oR d?s
+ %5 @)

Setzt man nun die unter (76), (78), (79), (80) und (81) gege-
benen Ausdriicke in die Gleichung (75) ein, nachdem man in der
letzteren V durch V; 4 V, ersetzt hat, so erhilt man:
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1

a__
_ r k 02(12) ds ds' . d (1 do
X=—7 [l+ 5 7505 af dt]_7”dt<7 ?i?)

o [02R o d*s
+ %2 ox [63’2 (dt) + 08 ?ﬁz—]’

welches die oben unter (66) gegebene Gleichung ist.

Die Rechnung vereinfacht sich offenbar sehr, wenn man fiir
R den Werth Null annimmt, welcher in §, 18 als der wahrschein-
lichste bezeichnet wurde. Dann erhélt man:

( al
X—-—-—(l Iﬁ'O? rZ)d_sgl_i 2 (lclx
0 2 0s0s' dt dt) dt \r dt
oL
®2)y __r deda | dydy dzdz’)] (1 dx'
- ax[l k(dtdt+dt%+£ﬁ% ha\s 7%
a;l'_ d /1 ds
_—:-—a—i(l—kvv cose)—k%(;;%>-

In dieser Form habe ich die Gleichung, welche zur Bestimmung
der in eine Coordinatenrichtung fallenden Kraftcomponente dient,
und sich natiirlich fiir die beiden anderen Coordinatenrichtungen
auf entsprechende Art bilden lisst, zuerst in einer Mittheilung
vom Februar 1876 aufgestellt.

§ 15. Kraftgesetz fiir Stromelemente.

Will man die z-Componente der Kraft bestimmen, welche ein
Stromelement ¢s von einem Stromelemente ds' erleidet, so hat
man die unter (66) gegebene Gleichung auf folgende vier Combi-
nationen von je zwei Electricititsmengen anzuwenden: hds und
BWds,hdsund — k' ds’, — hds und ' ds’s — hds und — I’ ds,
indem man dabei Ads und A'ds' als bewegt, dagegen — hds und
— I ds' als ruhend betrachtet. Von den dadurch erhaltenen vier
Ausdriicken hat man die algebraische Summe zu nehmen. Man
gelangt dadurch fiir die gesuchte Kraftcomponente zu dem

Ausdrucke:
1 1

, ' —l—z82(,,-2)_i(1£>d8db
hh dsdsk( o7 9508 0s ds'/ dt dt
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oder anders geschrieben:

<a 1 oL
'dsds b\ =" cose — —" d_x> ds a3
hh dsds' k 57 8¢ 55 a5/ di di
Bezeichnet man die Stromintensitit, d. h. die wihrend der
Zeiteinheit durch einen Querschnitt fliessende Electricitdtsmenge,
fiir die beiden Strome mit ¢ und ¢/, indem man sich dabei die
Electricitidtsmenge nach demselben mechanischen Maasse gemessen
denkt, welches in allen obigen Gleichungen angewandt ist, so kann
/
man ¢ und ¢’ an die Stelle der Producte % g—i und A/ %‘% setzen,
und erhilt dann fiir die z-Componente der Kraft, welche das
Stromelement ds von dem Stromelemente ds' erleidet, den

Ausdruck:
. , <8 % 0 % dx’>
kii' dsds 57 OS¢~ B )

In diesem Ausdrucke kommt die unbestimmte Function R
nicht vor, sondern sie hat sich bei der Bildung der oben erwéhnten
Summe ‘fortgehoben. Wir haben also fiir die in eine gegebene
Richtung fallende Componente der Kraft, welche ein Stromelement
von einem andern erleidet, einen vollkommen bestimmten Ausdruck
gewonnen, von dem wir sagen diirfen, dass er der einzige ist,
welcher sich mit den beiden Annahmen, dass nur Eine Electricitit
im festen Leiter beweglich sei, und dass die gegenseitigen Ein-
wirkungen zweier Electricititstheilchen fiir sich allein dem Princip
von der Erhaltung der Energie geniigen, vereinigen lésst.

Einen hiermit vollstindig iibereinstimmenden Ausdruck fiir
die von einem Stromelemente auf ein anderes ausgeiibte Kraft
hat H. Grassmann schon im Jahre 1845 (Poggendorff’s Annalen
Bd. 64, 8. 1) aus sehr sinnreichen Betrachtungen ganz anderer
Art abgeleitet, worin eine erfreuliche Bestitigung unserer oben
ausgefiithrten Entwickelungen liegt.




ABSCHNITT X.

Anwendung des neuen electrodynamischen Grundge-
setzes auf die zwischen linearen Stromen und Lei-
tern stattfindende ponderoémotorischen und electro-
motorischen Krifte.

§ 1. Unterscheidende Eigenthiimlichkeiten des
neuen Grundgesetzes.

Im vorigen Abschnitte ist fiir die gegenseitige Einwirkung
zweier bewegter Electricititstheilchen ein neues Grundgesetz abge-
leitet, welches sich von den frither aufgestellten sehr wesentlich
unterscheidet. Dieser Unterschied ist in § 13 des vorigen Ab-
schnittes schon einmal dadurch ersichtlich gemacht, dass die den
verschiedenen Gesetzen entsprechenden Formeln des electrodyna-
mischen Potentials zusammengestellt sind; es wird aber nicht
unzweckmissig sein, diese Vergleichung hier noch einmal unter
einem besonderen Gesichtspuncte vorzunehmen,

Wenn zwei Puncte sich bewegen, so kann man bekanntlich
ausser den absoluten Bewegungen der beiden einzelnen Puncte
auch die relative Bewegung beider Puncte zusammen betrachten.
Unter der Bezeichnung relativer Bewegung werden aber noch
zwei wesentlich von einander verschiedene Begriffe verstanden.
Seien z, y, 2 und ', ¢/, 2’ die rechtwinkligen Coordinaten der

dr dy dz dz' dy . de die

belden Puncte, so dass -—d-T, ‘%1 EZ— und -d—t, W, a?
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Geschwindigkeits-Componenten der beiden absoluten Bewegungen
darstellen, dann sind

dx da dy dy dz dd

T @ @ ar at @
die Geschwindigkeits-Componenten der relativen Bewegung im
gewohnlichen Sinne des Wortes, Ausserdem wird aber von manchen
Autoren, insbesondere von W. Weber, die relative Bewegung
auch so aufgefasst, dass darunter nur die Zu- oder Abnahme der
gegenseitigen Entfernung der beiden Puncte verstanden, und dass
daher, wenn # ihre Entfernung zur Zeit ¢ bedeutet, die relative

Geschwindigkeit durch Z,—; dargestellt wird. Um diese letztere

relative Geschwindigkeit durch die Componenten der absoluten
Geschwindigkeiten auszudriicken, hat man die Gleichung

r=VG@—arF @G —97F G— 2
nach ¢ zu differentiiren, wodurch man erhlt:
dr 1 dz _ dx _on (Y
) [(x (dt dt) + @ y)<
ds  d&
, — .
& —7) <dt at ]
Die drei von Weber, Riemann und mir fiir das electrody-
namische Potential zweier bewegter Electricititstheilchen auf
einander aufgestellten Formeln unterscheiden sich nun wesentlich
dadurch von einander, dass die eine oder die andere Art von
relativer Geschwindigkeit oder die absoluten Geschwindigkeiten
in ibnen vorkommen,

In der Weber’schen Formel kommt die relative Geschwindig-
keit der letzten Art vor, indem die Formel lautet:

- po Lo (i)

¢z r \dt

Setzt man hierin fiir % den obigen Ausdruck ein, so geht

die Formel iiber in:

o 7= = B e (- ) o (-2

(A5 T
+ =) (g — ozi]‘



284 Abschnitt X.

In der Riemann’schen Formel kommt die relative Ge-
schwindigkeit der ersten Art vor, indem sie lautet:

1ed [fdx dx'\? dy  dy'\?

@) 4 _6_2-—7‘—[%_%> <W—W
de  dZ'\?
+ dt — dt ]

In meiner Formel endlich kommen die Componenten der abso-
luten Geschwindigkeiten vor, indem sie lautet:
, dz dd | dy dy | dzdd
) V=t r \dt dt+dt dt+dt dt)
Eine Vergleichung der drei Formeln (2a), (3) und (4) lisst
sofort erkennen, dass fiir die absoluten Geschwindigkeiten die
letzte Formel bedeutend einfacher ist, als die beiden ersten, indem

. . . dzx dy dz . "
sie sowohl in Bezug auf 70 dr und T als auch in Bezug
dx’ dy'

T dr und d—t homogen vom ersten Grade ist, wihrend
die beiden ersten Formeln die einzelnen Geschwindigkeits-Compo-
nenten auch quadratisch enthalten. Dieser Umstand trigt sehr
wesentlich zur Vereinfachung aller mit dem Potential anzustellenden
Rechnungen bei, und mit ihm hingt auch der Vorzug zusammen,
auf welchen ich das Hauptgewicht legen muss, namlich dass das
durch meine Formel ausgedriickte Kraftgesetz allgemeiner zuliissig
ist, als die beiden anderen.

Die von Weber und Riemann aufgestellten Kraftgesetze
stehen, wie zu Anfang des vorigen Abschnittes nachgewiesen ist,
nur dann mit der Erfahrung im Einklange, wenn man die specielle
Voraussetzung macht, dass ein galvanischer Strom aus zwei
gleichen und entgegengesetzten Stromen von positiver und nega-
tiver Electricitit bestehe. Anders das von mir aufgestellte Gesetz.
Bei der im vorigen Abschnitte ausgefiihrten Ableitung desselben
habe ich zwar der Einfachheit wegen auch eine specielle Voraus-
setzung iiber die Art der Electricititsbewegung in festen Leitern
gemacht, ndmlich die, dass nur die positive Electricitit strome,
wihrend die negative Electricitét fest an den ponderablen Atomen
hafte. Es wurde aber schon dort in § 11 darauf hingewiesen,
dass die Zulissigkeit des gewonnenen Ausdruckes nicht auf den
Fall, wo nur Eine Electricitit als stromend vorausgesetzt wird,
beschrinkt ist, sondern dass er auch dann zulissig bleibt, wenn

auf —-
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man annimmt, der galvanische Strom bestehe aus zwei nach ent-
gegengesetzten Richtungen gehenden Stromen von positiver und
negativer Electricitit, wobei es gleichgiiltig ist, ob man diese
beiden Strome ihrer Stéirke nach als gleich oder als verschieden
annimmt. In der That kann man sich auch leicht davon iiber-
zeugen, dass alle Erfahrungssiitze, welche im vorigen Abschnitte
der Entwickelung zu Grunde gelegt wurden, auch dann erfiillt
bleiben, wenn man den gewonnenen Kraftausdruck auf eine
Combination von zwei entgegengesetzten Stromen von positiver
und negativer Electricitiit, deren Intensititen beliebig sind, an-
wendet.

Diese grossere Allgemeinheit der Zuldssigkeit meiner Formel
ist sehr wichtig. Wenn man sich nimlich auch, wie ich es thue,
der von C. Neumann gemachten Voraussetzung anschliesst, dass
die negative Electricitdt fest an den ponderablen Atomen hafte, so
ist damit doch nur fiir diejenigen Leiter, welche die Electricitiit
ohne Mitbewegung der Atome leiten, das Stromen der negativen
Electricitit ausgeschlossen. Bei den electrolytischen Leitern
dagegen, bei denen die Electricititsleitung durch Bewegung der
positiv. und negativ electrischen Moleciiltheile vermittelt wird,
muss man fiir die entgegengesetzt electrischen Moleciiltheile auch
entgegengesetzt gerichtete Bewegungen annehmen, die aber wegen
der verschiedenen Beweglichkeit der verschiedenen Moleciiltheile
nicht mit gleicher Geschwindigkeit stattzufinden brauchen. Daraus
folgt, dass ein Kraftgesetz, dessen Zulissigkeit an eine ganz be-
stimmte Voraussetzung iiber die Bewegung der negativen Electri-
citit gekniipft ist (sei es die, dass die negative Electricitit sich
eben so schnell bewege, wie die positive, oder die, dass sie sich
gar nicht bewege), nicht auf alle galvanischen Strome in metalli-
schen und electrolytischen Leitern angewandt werden darf, sondern
dass dieses nur mit einem Kraftgesetze geschehen darf, dessen
Zuléssigkeit davon, ob und wie schnell die negative Electricitit
sich bewegt, unabhingig ist.

Wir wollen daher in den folgenden allgemeinen Entwicke-
lungen nicht nur fiir die positive, sondern auch fiir die negative
Electricitét eine Strémungsbewegung in Rechnung bringen, wollen
aber das Verhiltniss der Geschwindigkeiten der beiden Electrici-
titen unbestimmt lassen, indem wir zwei verschiedene Zeichen
fiir die beiden Geschwindigkeiten einfiihren, denen wir nachtriglich
beliebige Werthe geben kénnen. Dann kénnen wir fir jeden
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electrolytischen Leiter das Verhiltniss der beiden Geschwindig-
keiten so annehmen, wie es der Natur des Leiters entspricht, und
fiir metallische Leiter konnen wir, gemiss der Neumann’schen
Vorstellung, die Geschwindigkeit der negativen Electricitdt gleich
Null setzen. Ja man konnte auch, wenn man sich der Weber’schen
Vorstellung anschliessen wollte, fiir die metallischen Leiter die
Geschwindigkeit der negativen Electricitit gleich der der positiven
setzen. Die auf diese Weise abgeleiteten Gleichungen haben also
den Vorzug, dass sie den verschiedenen Arten von Leitern und
den verschiedenen Vorstellungsweisen iiber die Electricitits-
bewegung gleich gut angepasst werden konnen.

§ 2. Anwendung des neuen Grundgesetzes auf die in
bewegten linearen Leitern stromenden
Electricitdten.

Es m6ge nun das neue Grundgesetz dazu angewandt werden,
die zwischen zwei linearen Strémen stattfindenden ponderomotori-
schen Krifte und die von einem linearen Strome auf einen linearen
Leiter ausgeiibten Inductionswirkungen zu bestimmen.

Nach diesem Gesetze gilt, wenn Xee' die x-Componente der
Kraft darstellt, welche ein zur Zeit ¢ im Puncte z, y, # befindliches
bewegtes Electricititstheilchen e von einem anderen um die
Strecke 7 von ihm entfernten, im Puncte 2/, ¢, 2/ befindlichen
bewegten Electricititstheilchen ¢’ erleidet, folgende Gleichung:

1
o=
. @c_dx’ @d_y' dz dz'
©) X= ax[l_k(dtdt+dtdt+&?a7]
T Vdt \r dt

Um diese Gleichung und ebenso auch die weiter unten
folgenden, aus ihr abgeleiteten Gleichungen bequemer schreiben
zu kOnnen, wollen wir ein Summenzeichen von eigenthiimlicher
Bedeutung einfithren. Wenn nimlich eine Summe aus drei
Gliedern besteht, welche sich auf die drei Coordinatenrichtungen
beziehen, im Uebrigen aber unter einander gleich sind, so wollen
wir nur das auf die 2-Richtung beziigliche Glied wirklich hin-
schreiben und das Vorhandensein der beiden anderen durch das
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Summenzeichen andeuten, wie aus nachstehender Gleichung zu
ersehen ist:

de dd _dxdd | dydy | dzde
G A —a dt Tarat Tarar

Dadurch geht die vorlge Gleichung iiber in:

dx da' d /1 do
(52) X‘_—<l SF t(?&?)'

Diese Gleichung wollen wir nun auf die in zwei linearen
Leitern stromenden Electricititen anwenden. Es mogen also zwei
von galvanischen Stromen durchflossene Leiter s und s' gegeben
sein, welche sich bewegen kinnen und deren Stromintensititen
veréinderlich sein konnen. In einem Leiterelemente ds denken
wir uns gleiche Mengen von positiver und negativer Electricitiit
enthalten, welche wir mit Ads und — hds bezeichnen wollen.
Die positive Electricitit habe die Stromungsgeschwindigkeit ¢ nach
der Seite, nach welcher wir die Bogenlinge s als wachsend be-
trachten, und die negative Electricitit habe eine nach der ent-
gegengesetzten Seite gehende Stromungsgeschwindigkeit, welche
wir mit — ¢, bezeichnen wollen. Ebenso bezeichnen wir die in
einem Leiterelemente ds’ enthaltenen Electricititsmengen mit
W ds' und — A'ds’ und ihre Stromungsgeschwindigkeiten mit ¢’ und
—q'.

Richten wir nun zunéchst unsere Aufmerksamkeit auf irgend
zwei in den beiden Leitern sich bewegende Electricititstheilchen,
welche sich zur Zeit ¢ in den Puncten z, y, z und 2/, 9/, 2’ und im
gegenseitigen Abstande » befinden, so hat jedes dieser Electricitéts-
theilchen ausser seiner Bewegung im Leiter, welche wir kurz die
Stromungsbewegung nennen und deren Geschwindigkeit wir,
wie oben bei der positiven Electricitiit, beim einen mit ¢ und beim
anderen mit ¢’ bezeichnen wollen, noch dadurch eine weitere
Bewegung, dass der Leiter selbst sich bewegt. Um die Antheile,
welche die beiden Bewegungen an der Verinderung der Coordinaten
und des Abstandes haben, von einander unterscheiden zu konnen,
wollen wir folgende Bezeichnungsweise einfiihren,

Die Coordinaten eines in einem der Leiter festen Punctes
betrachten wir einfach als Functionen der Zeit ¢, die Coordinaten
des im Leiter s stromenden Electricititstheilchens dagegen denken
wir uns als Functionen von # und s dargestellt, und betrachten
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dabei s selbst wieder als Function von £ Demnach ist fiir die
Coordinate z des Electricititstheilchens der vollstindige Differen-
tialcoéfficient nach ¢ so zu schreiben:

dr __ ox ox ds

at — ot T 55 os dt’

oder, wenn wir fiir den die Stromungsgeschwindigkeit darstellen-
den Differentialcoéfficienten g-;: das oben eingefiihrte Zeichen ¢ an-

wenden:
dx oz ox
(6) 7= T 5
Ebenso gilt fiir das im Leiter s’ mit der Geschwindigkeit ¢’ strémende
Theilchen die Gleichung:

- do __ ox' ,

™ at—a ¢ a?

Entsprechende Gleichungen sind natiirlich auch fiir die beiden
anderen Coordinatenrichtungen zu bilden.

Der Abstand # der beiden Electricitéitstheilchen von einander
héingt wegen der Bewegung der beiden Leiter unmittelbar von ¢,
und wegen der Bewegung der Electricititstheilchen in den Leitern
von s und s’ und dadurch mittelbar von ¢ ab. Der vollstindige

Differentialcoéfficient von i— nach ¢ lautet daher:
d% a L3 l a 1
®) =t ea e

Wegen der in der Glelchung (ba) vorkommenden zweiten
Differentiation nach ¢ miissen wir unser Augenmerk auch noch
auf das Verhalten der Geschwindigkeiten ¢ und ¢’ richten. Bei
einem galvanischen Strome kann die Geschwindigkeit der stro-
menden Electricititen sich an jeder Stelle des Leiters mit der
Zeit dndern, weil die Intensitit des Stromes verinderlich sein
kann, und ausserdem konnen, falls der Leiter in Bezug auf Quer-
schnitt und Stoff nicht iiberall gleich ist, die Geschwindigkeiten
an verschiedenen Stellen des Leiters verschieden sein. Wenn wir
nun dem entsprechend bei unserem zur Betrachtung ausgewihlten,
im Leiter s sich bewegenden Electricititstheilchen die Stromungs-
geschwindigkeit ¢ als Function von ¢ und s behandeln, so haben
wir zu setzen:
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de 60
©) i — + 83
und ebenso fiir das im Lelter s’ sich bewegende Electricitits-
theilchen:.
d¢ __oc ¢

, —
(10) dt — ¢t te as

Nach diesen Vorbemerkungen iiber die Behandlung der in
Betracht kommenden Gréssen wollen wir die Kraft bestimmen,
welche ein Stromelement ds’ auf eine in einem Puncte
concentrirt gedachte Electricitdtseinheit ausiiben
wiirde, wenn diese mit der Geschwindigkeit ¢ im Leiter
s stromte.

Zunichst moge die Kraft bestimmt werden, welche die in dem
Elemente enthaltene positive Electricititsmenge A'ds’, die mit
der Geschwindigkeit ¢’ stromt, auf jene Electricitétseinheit ausiiben
wiirde. Die z-Componente dieser Kraft wird durch .das Product
Wds' X dargestellt, in welchem fiir X der unter (5a) gegebene
Ausdruck zu setzen ist, wodurch kommt:

a__
—was T (1 _ dz da’N 4,04 @ (1 da’\
W ds 891:(1 kzdt dai ki ds' o rdt)

Hierin miissen wir das letzte Glied etwas niher betrachten.

Die Grosse 1 %t_’ welche durch Einsetzung des in (7) gegebenen

Ausdruckes von %t— die Form:
1 jox' , 0
(G t+es)
erhilt, ist als Function von £, s und s’ anzusehen, und demgemiiss

ist die angedeutete vollstindige Differentiation nach ¢ so auszu-
fiithren :

d (1 day\ _ <ldx+ (1dx>+,a 1 do
dt (r dt) — ot \r dt) os \r dt o8 \r dt
Diese Gleichung moge mit 4’ multiplicirt und dann das letzte
Glied in folgender Weise umgeformt werden:
’ ! J/ ! !
h’c’—(l dz/ =2 (hc’dx 1 da oW <)

r dt r dt)  r dt 05

Zugleich moge bei der im vorletzten Gliede angedeuteten Differen-
Clausius, mech, Warmetheorie. II. 19
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tiation beriicksichtigt werden, dass nur r von s abhdngig ist.

Dann kommt:
1

o=
, 1 d« W o (1 da e da
an- "z <r 7)) = v (5 R
W da 1 da'o(hc)
+a9 (5 @) ~ ¥ @ “os
o(W¢)
a ]
durch einen anderen ersetzen. Das Leiterelement ds' ist von
zwei ‘Querschnitten des Leiters begrenzt, welche sich an den durch
die Bogenlingen s’ und s’ -+ ds' bestimmten Stellen befinden.
Durch den ersten Querschnitt stromt wahrend der Zeit dt¢ die
Menge F ¢'dt von positiver Electricitit in das Element hinein.
Durch den zweiten Querschnitt stromt die Menge

[N
(h' ¢ + a(ahs,“) ds'> di

aus dem Elemente heraus. Die wihrend der Zeit di stattfindende
Zunahme der in dem Elemente enthaltenen positiven Electricitéits-
menge ist also:

Der hierin vorkommende Differentialcoéfficient lasst sich

@ (h' I)

ds dt.
Eben diese Zunahme wird aber andererseits durch:
o as ai

dargestellt, und man erhélt somit die Gleichung:

o'c on
(12) o) I,
und dadurch geht die Gleichung (11) iiber in:
sl 1
d /1 dad 0 (1 da r da’ 0 (W dd
[ B i R A ) ! -
(@) =" (7 %) T e o G oy %
1 da' ok
tTraar

Hierin lésst sich an der rechten Seite das erste und letzte Glied
in eines zusammenziehen, so dass die Gleichung lautet:



Anwendung des neuen Grundgesetvzes. 291

1 dz' W da r d:c ’() B da
4 — — — — .
(13) W 75 <¢ 7)== (v ar) T g T an (G
Durch Einsetzung dieses Werthes in das 1etzte Glied des
obigen Ausdruckes der Kraftcomponente geht derselbe iiber in:

1
0 —
T dx dx’) (h’ dx'
Was ax< S ds' | 5% rdt)
sl
oo de D (@'_e' @\ |
+We 0s dt +6s’ r dt)
Hierin miissen wir nun endlich noch fiir d_x und — 1hre unter

dt dt
(6) und (7) gegebenen Werthe einsetzen, wodurch wir folgenden
Ausdruck fiir die z-Componente der von der positiven Electricitiits-
menge k' ds' ausgeiibten Kraft erhalten:

~ 1

_h'dso—[ kz< > at"*_'?.s—')]

h’bx W oa' , g ox
— kdd [at r ot T 6s>+ ?s (h at“l'h )

0 (W ox | KWc?ox
Tw\Fat 55)]

Will man ferner die z-Componente derjenigen Kraft aus-
driicken, welche die in dem Elemente ds’' enthaltene negative
Electricititsmenge — #'ds’ auf die im Leiter s gedachte Electri-
cititseinheit ausiiben wiirde, so hat man dazu im vorigen Aus-

drucke nur »' und ¢ durch — %’ und — ¢} zu ersetzen, wodurch

man erhalt:

81

, o oz
W ds —[1—k2 )(w _cfla_s>]
| © Wox T ' 0%
_kds[é_f( r8t+ r 6s)+ 63( b 8t+h 83)
o /W oz W2 ox
+’()s<'r ot r iﬁ)]

19%*
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Durch Addition dieser beiden Ausdriicke erhalten wir die
z-Componente der zu bestimmenden Kraft, welche das Strom-
element ds' auf die im Leiter s gedachte, mit der Geschwindigkeit
¢ stromende Electricititseinheit ausiiben wiirde. Bei der Aus-
filhrung der Addition moge beriicksichtigt werden, dass die Summe
W —+ W die Stromintensitidt in ¢’ bedeutet, welche wir mit ¢’
bezeichnen und in allen Theilen des Leiters als gleich annehmen
wollen. Wenn wir dann noch unter Einfihrung eines neuen
Zeichens dieselbe 2-Componente durch yds’ darstellen, so erhalten
wir die Gleichung:

[ 8717 ox ox\ 0z 0 /iod a;l'—bx'
— N4 .
19 s=k|i'5 255 @‘57(?@?)"”'@—35;'
, 0 /102 | ¢—ci0d
B TACE R T ]

Entsprechend lauten natiirlich auch die zur Bestimmung der y-
und 2z-Componente derselben Kraft dienenden Gleichungen.

§. 8. Ponderomotorische Kraft zwischen zwei
Stromelementen.

Aus der im vorigen Paragraphen bestimmten Kraft, welche
die im Leiter s gedachte Electricititseinheit von dem Strom-
elemente ds' erleiden wiirde, konnen wir nun leicht auch die
Krifte ableiten, welche die in einem Leiterelemente ds wirklich
enthaltenen beiden Electricititsmengen hds und — hds von dem
Stromelemente ds' erleiden.

Um die 2-Componente der Kraft zu erhalten, welche die
positive Electricititsmenge hds, deren Geschwindigkeit ¢ ist,
erleidet, brauchen wir nur den obigen Ausdruck von ¢ mit hdsds’
zu multipliciren, und diese Componente wird somit dargestellt

durch:
1

0— ' . ’
khd d'[v_” oz , 0x\ 0z 0 (V0
sas e ox E bt+cas os’' ot \r 0§

r ox 0 /1 02 , ¢ — ¢\ o2

1
—_—ct — = — .
Y s o9 T (r ot + r 83’)]
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Um ferner die 2-Componente der Kraft zu erhalten, welche die
negative Electricitdtsmenge — hds erleidet, brauchen wir in dem
vorigen Ausdrucke nur %2 und ¢ durch — % und — ¢; zu ersetzen,
wodurch wir erhalten:

1
a_
ox ox\ o7 o /¢ ox
—""dsds[ w2 (G5 sy — o (- 27)
81
rox ., © (1 ox c’—c’lax’]
tal oo Ve \v o T OT)

Die Summe dieser beiden Ausdriicke bedeutet die 2-Compo-
nente der ponderomotorischen Kraft, welche das Strom-
element ds von dem Stromelement ds' erleidet. In dieser
Summe heben sich alle Glieder, welche nicht ¢ oder ¢; als Factor
haben, .gegenseitig auf, und es bleibt-

khdsds (¢ 4 ¢,)7 ax — e — — —

0s 0s' os o¢
Hierin kann man noch das Product % (¢ -+ ¢,), welches die Strom-
intensitdt in s bedeutet, durch das Zeichen ¢ ersetzen. Indem
wir den Ausdruck dann, unserer frilheren Bezeichnung gemiss,
gleich £dsds’ setzen, erhalten wir die zur Bestimmung von £
dienende Gleichung, zu welcher wir auch die entsprechenden zur
Bestimmung von % und ¢ dienenden bilden wollen, némlich:

( 1 1
e pii (2 serer "7 o)
" \oz 0s o¢ os 0§

1 1
15) . (%7 —ozor °7F oy’
N =kei' \ — — — — — =
oy 0s 0§ 0s o¢

1 1
g_WCZ @%_Ey)
- 02 0s 0s 0s 0§

Diese Gleichungen kann man noch dadurch umgestalten dass
man fiir die in ihnen vorkommende Summe andere gleichbedeu-
tende Ausdriicke substituirt. Aus der Gleichung:

M= =)+ — )+ e — )
ergiebt sich:
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02(ry) <8x o' | oyoy | 9z0# ox o2’
0sos 0s o + s 0s 08 + 35 0s Bs) —2 2 0s 0§

Bezeichnet man ferner, wie oben, den Winkel zwischen den Rich-
tungen der beiden Stromelemente ds und ds' mit (ss), so ist:

0z 00

0s 0§

Infolge dieser beiden Gleichungen kann man der ersten der Glei-
chungen (15) folgende Formen geben:

< oL o
(1 fT ey PFor)
(16) E=—hi'\g 5, 5589 T Ts o5

cos (s§') =

1
r 0 r ox
amn £ = Fkid 5z % (ss) — 55 35/

und in gleicher Weise lassen sich natiirlich auch die beiden letzten
der Gleichungen (15) umgestalten.

In Bezug auf diese hier gewonnenen, und auch schon im
letzten Paragraphen des vorigen Abschnittes aus einer weniger
allgemeinen Betrachtung abgeleiteten Ausdriicke fiir die Compo-
nenten der ponderomotorischen Kraft, welche das Stromelement
ds von dem Stromelemente ds’ erleidet, ist zuniichst zu bemerken,
dass sie davon, ob der galvanische Strom aus der Bewegung nur
Einer Electricitit oder aus der Bewegung beider Electricititen
besteht, ferner davon, ob die Stromelemente in Ruhe oder in
Bewegung sind, und ob die Stromintensitidten in ihnen constant
oder verinderlich sind, nicht beeinflusst werden.

Ihrer Richtung nach unterscheidet sich die durch diese
Ausdriicke bestimmte Kraft von derjenigen, welche Ampére ange-
nommen hat, wesentlich dadurch, dass sie nicht in die Verbindungs-
linie der beiden Stromelemente fallt,

Die durch den Mittelpunct von ds gehende Gerade, in welcher
die Kraft wirkt, ldsst sich leicht geometrisch bestimmen. Nach
der Form der obigen Ausdriicke, welche aus je zwei Gliedern
bestehen, zerfillt die Kraft in zwei Componenten, von denen die
erste eine Anziehung von der Stérke:

kii' dsds' EQ§(S—S')
2
ist, und die zweite die Richtung des Elementes ds’ und die Stérke:
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1
2 r 1 or
k“l d ! s ! ’
— kii' dsds Fry oder kii' dsds 7 s

hat. Daraus folgt, dass jene Gerade, in welcher die Kraft wirkt,
in der durch » und ds' gelegten Ebene liegen muss. In dieser
Ebene bestimmt sich ihre Richtung weiter dadurch, dass sie auf
dem Elemente ds senkrecht sein muss. Die in die Richtung des
Elementes ds fallende Componente der Kraft wird némlich dar-
gestellt durch:

v (. 0% 0 0z
dsds (gé—g+n5g+g"a—s>a

und wenn man hierin fiir £, %, ¢ die unter (15) gegebenen Aus-
driicke einsetzt, und dabei die Gleichung:

oL ol 5l

r ox r 0y r 02

ox 08 oy 0s + 0z os 08
beriicksichtigt, so hebt sich Alles auf und der Ausdruck wird
Null, woraus folgt, dass die Kraft nur auf dem Elemente senkrecht
sein kann, :

Ein anderer wesentlicher Punct, in welchem die aus dem neuen
Grundgesetze abgeleitete Kraft von der Ampeére’schen abweicht,
ist folgender. Wenn die beiden Stromelemente so gerichtet sind,
dass sie mit ihrer Verbindungslinie zusammenfallen, so wiirden sie
nach der Ampeére’schen Formel eine Abstossung oder Anziehung
auf einander ausiiben, je nachdem die Strome im gleichen oder ent-
gegengesetzten Sinne stattfinden. Nach den obigen Formeln dage-
gen ist fiir diesen Fall die Kraft gleich Null. Ich glaube nicht, dass
irgend eine erfahrungsmissig feststehende Thatsache dem letzteren
Resultate widerspricht. Man betrachtet zwar gewdhnlich die Bewe-
gung, welche ein auf zwei mit Quecksilber gefiillte parallele Rinnen’
gesetzter metallischer Schwimmer beim Durchgange eines galvani-
schen Stromes annimmt, als einen Beweis fiir die Richtigkeit des
aus der Ampére’schen Formel abgeleiteten Ergebnisses; ein
solcher Schluss scheint mir aber nicht gerechtfertigt zu sein, da
diese Bewegung sich auch auf andere Weise erkldren lisst, nim-
lich aus der Wirkung, welche die Electricitit beim Uebergange
aus dem Quecksilber in den festen Leiter und aus dem festen
Leiter wieder in das Quecksilber auf die ponderablen Atome
ausiibt, und welche auch in zusammenhingenden Leitern bei der
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Ueberwindung des Leitungswiderstandes stattfindet, aber hier
keine sichtbare Bewegung, sondern nur Wéarme hervorbringen
kann.

Zur weiteren Vergleichung unserer oben bestimmten Kraft
mit der von Ampére angenommenen kann besonders die in Ab-
schnitt VIII. unter (2) gegebene, aus der Ampeére’schen Formel
abgeleitete Gleichung dienen, némlich :

a— alax [ a%]}
E=Fkid ———cos(ss)—-—a:g—as,—kas —x)% .

Diese Gleichung unterscheidet sich von der unter (17) gegebenen
nur durch das letzte Glied. Da dieses Glied ein Differentialcodffi-
cient nach s’ ist, so giebt es bei der Integration iiber einen ge-
schlossenen Strom s’ oder auch iiber ein beliebiges System von
geschlossenen Stromen den Werth Null. Daraus folgt, dass in
allen Fillen, wo es sich um die von geschlossenen Stromen (zu
denen auch Magnete zu rechnen sind), ausgeiibten ponderomoto-
rischen Krifte handelt, die aus der Ampeére’schen Formel abge-
leiteten Resultate mit den aus dem neuen Grundgesetze sich erge-
benden iibereinstimmen.

§. 4. Bestimmung der inducirten electromotorischen
Kraft.

Wir kehren nun zuriick zu der Gleichung (14), ndmlich:
[ ok o1
r o o2\ 0’ @ (i oz ., ron
=k (5 e5) 50— % (r o)~ 65

., 0 [lox |, ¢ — ¢ oo |
/ |
Ty <r ot r 8s'>- )

Die durch diese Gleichung bestimmte Grosse ¢ ist dadurch definirt,
dass das Product yds’ die z-Componente der Kraft darstellt, welche
eine im Leiter s gedachte, mit der Geschwindigkeit ¢ strémende
Electricititseinheit von dem Stromelemente ds' erleiden wiirde.
Bezeichnet man die y- und z-Componente derselben Kraft mit
yds’ und 3ds’, so sind die Grossen f und j natiirlich durch ganz
entsprechende Gleichungen zu bestimmen. Bezeichnet man ferner
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die in der Richtung des Leiters s fallende Componente derselben
Kraft mit 5ds’, so gilt fiir 8 die Gleichung:

ox 0 0z
§=2%+t)a_?s/+%g‘

Diese Grosse, welche dem Folgenden nach von ¢ unabhéngig
ist, steht nun mit einer anderen, um deren Bestimmung es sich
im Folgenden handelt, in unmittelbarer Beziehung. Das Product
gdsds’ stellt ndmlich dasjenige dar, was man die von dem
Stromelemente ds' in dem Leiterelemente ds inducirte
electromotorische Kraft nennt. Bezeichnet man also die von
einem endlichen Strome s' in einem endlichen Leiter s inducirte
electromotorische Kraft mit ¥, und demgemiss die von dem
Stromelemente ds' in dem Leiterelemente ds inducirte electromo-

torische Kraft mit 8682—83’ dsds', so hat man zu setzen:
__ OE
T dsos
Dadurch geht die vorige Gleichung iiber in:
0?E _  ox oy 02

(18) B507 —Las T 05, T35

Wenn man hierin fiir ¢ den oben angefiihrten Ausdruck und
fir § und 4 die entsprechenden Ausdriicke einsetzt, so heben sich
die mit dem Factor ¢ behafteten Glieder gegenseitig auf, und die
iibrigen geben:

8

1
01E _k[i,ai ey sowd (o)
0sos 0s ot o5 0s 0t \r 0§

—r L (s dodsmm)
0s' \r 0s ot r 0s 0¢
Hierin kann man setzen:

1
.,a_i omox' _ ., 0 (1 oz o'\ 1 v 0% o
" 95 <0t 05

7 0s
und dann weiter:

I Pt D ity o (15 dee)
T r otos os' osot\r od)  ot\r 0s 05’ )?

r ot os) 71 otos o8
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wodurch die obige Gleichung iibergeht in:

0K 0 oz 07’ 5 1 ax@_')
(lg)aas k[ a::( 6383)+ (F ot 05

., © oz 02 |, ¢ — ¢ ox oz
—zb_s’(; 5—sa_t+ r Zosas)}
Dieser Gleichung kann man noch etwas andere Formen geben.
Wenn d6 und d¢' die unendlich kleinen Bahnen sind, welche die
Leiterelemente ds und ds' wihrend der Zeit d¢ zuriicklegen, so
kann man setzen:
0x 0oz dd d 02 02 dd
5 — o6t "0 3 o9 i’
oder unter Einfithrung der Zeichen:

T
=T V=g

noch kiirzer:

ox ox and 8_x — , o2

3t — 756 W 5 =75
Dadurch geht (19) iiber in:

02E 0o /7 ox oz’ 5 y oz 02’

20) 5559 = [‘55(7265@3>+ os \r 'a‘a'a?)

, 0 (Y ox oz’ ¢ — cl oz 0x'
-Zﬁ<728386’+ r Ebs@s)]
Bezeichnet man nun wieder, wie frither, den Winkel zwischen den
Richtungen der beiden Leiterelemente ds und ds’ mit (ss’), und
ferner den Winkel zwischen den Richtungen des Leiterelementes
ds und des Bahnelementes d¢’' mit (s¢’), sowie den zwischen den
Richtungen von d¢ und ds’ mit (6s’), so kann man die obigen

Summen durch die Cosinus dieser Winkel ersetzen, und erhalt:

(21) ba ;’; — k[ a <z €08 (ss’)) 4 2 <y €08 (63’))

r r
g0 0 (y cos (s6") + (c — ¢}) cos (ss’))]
os' r r

Aus dieser unter (19), (20) und (21) in verschiedenen Formen
gegebenen Differentialgleichung kann man durch Integration die
inducirte electromotorische Kraft fiir jedes Stiick des inducirenden
Stromes und jedes Stiick des inducirten Leiters berechnen.

Ist der inducirende Strom s’ geschlossen, so giebt das letzte
Glied bei der Integration nach s’ den Werth Null, und man erhélt:
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22) ?—E:——k [ cos(ss)d e b/ycos(ds’)d,
0s ot
Diese Gleichung stimmt mit den von Fr. Neumann aufgestellten
Inductionsgesetzen iiberein.
Ist der inducirte Leiter s geschlossen, so giebt bei der Inte-
gration nach s das zweite Glied den Werth Null, und es kommt:

0E 0 i cos (ss)

., 0 Y cos (s6') |, (¢ — cb) cos (ss')
—hir g [ (BB . )d

Sind endlich s und s beide geschlossen, so fallen bei der
doppelten Integration nach s und s’ die beiden letzten Glieder
fort, und man erhdlt daher fiir die von einem geschlossenen
Strome s’ in einem geschlossenen Leiter s inducirte electromotori-
sche Kraft die einfache Gleichung:

. 0 3’ cos (s8) ,
(24) E= kat/f_—_r dsds,

worin man zur Andeutung der Differentiation nach ¢ statt des
runden 9 auch das aufrechte d anwenden kann, da der zu differen-
tiirende Ausdruck nur noch von ¢ abhiingt.

Ganz in derselben Weise, wie wir vorher die vom Strome s’
im Leiter s inducirte electromotorische Kraft bestimmt haben,
koénnen wir natiirlich auch die vom Strome s im Leiter s' inducirte
electromotorisch