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Lieber Freund und Lehrer! 

Wir verehren in Ihnen den Senior der altberühmten 
Berliner Mathematikerschule, der die meisten von uns 
ihre Ausbildung verdanken. Wir hoffen, Ihnen eine 
Freude zu machen, indem wir Ihnen aus Anlass Ihres 
fünfzigjährigen Doktmjubiläurns eine Sammlung von Ab
handlungen überreichen, von denen viele an Ihre Arbeiten 
anknüpfen, alle aber bestrebt sind, Ihrern Vorbilde fol
gend, die Methoden exakter mathematischer Forschung 
auf verschiedenartige Probleme der Analysis, Arithmetik 
und Geometrie anzuwenden. 



Alle Rechte, insbesondere 

das der Übersetzung in fremde Sprachen, vorbehalten. 
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Über Variationsprobleme mit Ungleichungen 
als N ebenbedingungen. 

Von 

Oskar Bolza in Freiburg i. B. 

Variationsprobleme mit endlichen Ungleichungen als Neben
bedingungen (geometrisch gesprochen, mit Gebietseinschränkungen), 
sind zuerst von Weierstraß 1) behandelt worden. Wenn bei der 
Aufgabe 

J = fF(x, y, x', y') dt = Minimum 

die zulässigen Kurven auf einen Bereich 9l der x, y-Ebene beschränkt 
werden, und wenn die Kurve ~0 , welche das Integral J zu einem 
Minimum macht, ein Segment P 3 P4 mit der Begrenzung l.t des Be
reiches m gemein hat, so muß, wie w eierstraß zeigt, entlang diesem 
Bogen die Ungleichung: i' < 0, res p. > 0, erfüllt sein, jenachdem der 
Bereich 9l zur Linken oder zur Rechten des von P 3 nach P4 durch
laufenen Bogens Iot liegt. 

Dabei ist i' llie linke Seite der Weierstraß' sehen Form der Euler'
sehen Differentialgleichung berechnet für die Kurve Iot. 

Die analoge Aufgabe fii.r das räumliche Variationsproblem be
handelt Hadamard 2). 

Ein Beispiel eines Variationsproblems mit einer Differential
ungleichung als Nebenbedingung (geometrisch gesprochen, mit einer 
Gefällbeschränkung) hat zuerst Zer m e 1 o 3) gegeben. Eine weitere 

1) V gl. K n es er, Lehrbuch der Variationsrechnung, § 44, und BoI z a, Lee
tures on the Calculus of Variations, § 29 a und Vorlesungen über Variationsrechnung 
§ 52a. 

2) Ha da m a r d, Le~ons · sur Je calcul des variations, no. 162-164. 
3) Jahresberichte der Deutschen Mathematikervereinigung, Bd. 11 (1902), S. 1 t6 

Festschrift Schwarz. 1 
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hierhergehörige Aufgabe ist das Newton'sche Problem des Rotations
körpers kleinsten Widerstandes 1); ferner eine von Haar und 
v. Karman untersuchte Aufgabe über Spannungszustände in plas
tischen und sandartigen Medien ~). 

Systematisch sind Variationsprobleme mit Differentialungleichungen 
jedoch erst von Hadamard 3) in Angriff genommen worden. Er 
betrachtet die folgende, dem Mayer'schen Problem entsprechende 
Aufgabe: 

Unter allen Kurvenbogen 

Y; = Y;(t) 1 t0 < t <:: t,, ~ = 1, 2, ... 1 n, 

welche den Anfangsbedingungen 

Y,(to) = Y~o' Yl(to) Y~ol ... , Y,.(to) = Y:o, 
Y2(t,) = Y~" ... , y,.(t,) = Y:1 

und den m Differentialungleichungen 

( I I 1)-o rpa YnY21 ... , y,., Yn Y2• ... , Yn > 1 a = 1, 2, ... , m 

genügen, denjenigen zu bestimmen, fiir welchen der Endwert y1 (t,) 
ein Minimum wird. Ha da m a r d findet folgendes Resultat: Ist 

~o: Y; = Y~(t), i = 1, 2, ... , n 

eine Lösung der Aufgabe, welche selbst den Differentialgleichungen 

rpa(Y" y" · · ·, y,., y~, y~, · · ·, Y~) = 0 

genügt (dies entspricht bei dem Weierstraß'schen Problem der An
nahme, daß die Kurve ~o mit der Begrenzung des Bereiches ~ zu
sammenfällt), dann muß die Kurve ~o den Differentialgleichungen 

a~ a a~ 
-a y-;- dt a YI = 0' i = 1, 2, ... 'n 

genügen, wo 

a 

mit geeigneten Multiplikatoren la (t), und (dies ist das Analogon der 
Weierstraß'schen Schrankenbedingung i';;;;::::.O) es müssen die sämtlichen 
Funktionen la (t) im ganzen Intervall (t0 t1) dasselbe Zeichen haben 

Wle -~-S!_ lt1 

ay~ 1 • 

1) Siehe meine Vorlesungen etc. § 54. 
2) Göttinger Nachrichten 1909, S. 204. 
::!) Let;ons etc., no. 213 bis. 
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Im folgenden soll nun die analoge Aufgabe fiir das in gewissem 

Sinn allgemeinste Variationsproblem mit einer unabhängigen Variabeln 

gelöst werden, bei welchem als Nebenbedingungen außer endlichen 

Gleichungen, Differentialgleichungen und Gleichungen 

z w i s c h e n d e n E n d k o o r d in a t e n a u c h end 1 i c h e U n g 1 e i

chungen, Differentialungleichungen und Ungleichungen 

z w i s c h e n d e n E n d k o o r d in a t e n auftreten. 

§ 1. Formulierung der Aufgabe. 

Wir formulieren im einzelnen unsere Aufgabe folgendermaßen: 

Die Menge der zulässigen Kurvenbogen soll aus der Gesamtheit 

aller Kurven in Parameterdarstellung 

y1 = y,(t), f0 < t < t1 , i = 1, 2, ... , n 

bestehen, welche p' Differentialgleichungen 

(1') f/Ja' (y~~ Y" ... , Y .. , y~, Y~, ... , y~) = 0, a' = 1, 2, ... ,p', 

p" Differentialungleichungen 

(1") ( I I 1)-o 'Pa" yl,y21'''lYn,YllY21'''lYn > I 

a" = p' + l, p' + 2, ... , p' + p" = p, 

q' endlieben Gleichungen 

(2') '1/Jrr (yl, Y2, · • ·• Y .. ) - o, ß' = 1, 2, ... , q1, 

q" endlichen Ungleichungen 

(2") ßll 1 + 1 1 + 2 I + II = q , q ' ..• ' q q = q, 

genügen, während die Koordinaten (Y1o, Y20 , ..• , Yno; Y11 , Y21 , ••• , Ym) der 
beiden Endpunkte der zulässigen Kurvenbogen 1·' Gleichungen 

(3') Xi (YJo, Y2o, .. ·, Yno; Yu, Y21, · · ·, Ym) = 0; r' = 1, 2, ... 'r', 

und r" U J?gleicbungen 

(3") 

genügen .. 

Xr' (Y,o' Y2o' "·' Yno i Yu ' Y21' .. ·' y .. ,) > 0, 
r" = r' + 1, r' + 2, ... 'r' + r" = r, 

In Beziehung auf diese Gesamtheit von zulässigen Kurven, die 

wir in der Folge mit IDl bezeichnen werden, soll dann der Ausdruck 

Jtl 
U = f (y,, Y2, · · ·, Yn, v:, Y~, · • ·, Y!) dt 

to 

+ G (Yto, Y.o, · • ·, Ynoi Yu, Y2,, · · ·, Ym) 
1* 
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zu einem Minimum gemacht werden: 

(4) U = Minimum in m. 
Es wird angenommen, ein zulässiger Kurvenbogen 

~0 : Yi = y~ (t), t0 < t < t1 , i = 1, 2, ... , n, 

sei gefunden, welcher ein Minimum fiir den Ausdruck U liefert, und 
welcher die Bedingungen (1"), (2"), (3") mit dem GI eich h e i t s
z eichen befriedigt. Für diese Kurve sollen dann die aus der Be
trachtung der ersten Variation des Ausdrucks V folgenden Bedin
gungen (die "Bedingungen erster Ordnung" nach Ha da m a r d) auf
gestellt werden. 

Von der Kurve ~o wird dabei vorausgesetzt, daß die Determinante 

acpa acp,, ocp,, 
ay: ' ay~ ' ... ' ay:n 

=F 0 entlang ~o, (5) 
a~ß a~ß a~ß 
ay. ' oy~ ' ... , aym 

a = 1, 2, ... ,p; ß = 1, 2, ... , q; m = p + q. 

Die Endwerte t 0 , t1 des Parameters t dürfen ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit als fest für alle zulässigen Kurven vorausgesetzt 
werden. Die Koordinaten der Endpunkte des Bogens ~o werden mit 
Y~o, Y~o, ... , Y~o , resp. y~ 1 , Y~1 , ••• , y~. bezeichnet, · und es wird, ange
nommen, daß die Anfangsbedingungen (3'), (3") in der Umgebung der 
Stelle 

Ao = (Y~o, Y~o, · .. , Y~o; Y~., Y~., · .. , Y~.) 
nicht nur untereinander verträglich und unabhängig sind, sondern 
daß dies auch noch fiir das erweiterte System von Anfangsbedingungen 
gilt, das man erhält, wenn man zu (3') und (3") die aus (2') und (2") 

für t = t0 und t = t1 folgenden Anfangsbedingungen 

(6') ~(i' (Yto' Y2o' • • •' Yno) = 0, ~fl' (Yu' Y21' · · •' Ynt) = 0, 

(6") c )-o ~fl" Yto' Y2o 1 • • •' Yno > ' 
hinzufügt 1). 

Hierzu wären nun noch die üblichen Stetigkeitsvoraussetzungen 
über die Funktionen {, cp, 1]J; G, x; Y; (t) hinzuzufügen; dieselben mögen 
ebenso gewählt werden wie in meiner in der folgenden Fußnote 
zitierten Annalenarbeit. 

1) Eine weitere Vorausset~ung über die Kurve ~0 wird am Ende von § 2 himm
gefiigt werden. 



Uber Variationsprobleme mit Ungleichungen als Nebenbedingungen. 5 

Das V erfahren, das wir zur Lösung der hiermit formulierten 
Aufgabe anwenden werden, ist eine Kombination und zugleich Ver
allgemeinerung einerseits der Methode, welche Ha da m a r d bei der 
im Eingang erwähnten 1\'Iodifikation des Mayer'schen Problems benutzt, 
andererseits der Methode, deren ich mich in einer kii.rzlich in den 
Mathematischen Annalen 1) erschienen Arbeit zur Aufstellung der 
Differentialgleichungen und Grenzgleichungen für dasjenige Variations
problem bedient habe, welches aus dem gegenwärtigen hervorgeht, 
wenn man in den Bedingungen (1"), (2''), (3") die Ungleichungszeichen 
unterdrückt. 

§ 2. Die Differentialgleichungen und Grenzgleichungen 
des Problems. 

Die gesuchten Bedingungen erster Ordnung für die Kurve ~o 
werden sich in Differentialgleichungen, Grenzgleichungen und Schran
kenbedingungen gliedern. Wir wenden uns zunächst zur Aufstellung 
der beiden ersteren. 

Von der Kurve ~o war vorausgesetzt, daß sie zur Kurvenmenge 
9R gehört und überdies den Bedingungen (1"), (2"), (3") mit dem Gleich
heitszeichen genügt; wir wollen die Gesamtheit derjenigen Kurven 
von 9R, für welche die Bedingungen (1"), (2"), (3") mit dem Gleich
heitszeichen erfüllt sind, mit IDl0 bezeichnen. 

Nach Voraussetzung macht die Kurve ~o den Ausdruck U zu 
einem Minimum in Beziehung auf die Menge IDl; da sie zu IDl0 gehört 
und IDl0 als Teilmenge in IDl enthalten ist, so muß daher ~o a fortiori 
den Ausdruck U auch in Beziehung auf die Menge IDl0 zu einem 
Minimum machen. Das Problem 

(7) U = l\iinimum in IDl0 

ist aber identisch (auch in der Bezeichnung) mit der Aufgabe, für 
welche ich in der oben erwähnten Arbeit die Differentialgleichungen 
und Grenzgleichungen abgeleitet habe. Wir können also die dort 
erhaltenen Resultate auf die Kurve ~o anwenden. Dazu müssen wir, 
wie am angegebenen Ort hervorgehoben wurde, zunächst die Anfangs
bedingungen "reduzieren" 2). 

1) Über den "Anormalen Fall" beim Lagrange'schen und :Mayer'schen Problem 
mit gemischten Bedingungen und variabeln Endpunkten, Mathematische Annalen, Bel. 74 
(1913) S. 430. Ich werde diese Arbeit in der Folge mit A. zitieren. 

2) V gl. für das folgende A. § I. 
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Die Anfangsbedingungen für das Problem (7) sind die r = r' + r" 

Gleichungen 

(3') 

(3"') 

Xy' (y,o, ·· ., Yu, • • .) = 0, 

Xy" (Y,o• · · ·, Yu, · · .) = 0, 

r' = 1, 2, ... , r', 

r" = r' +1, r'+2, ... ' t•'+r'', 

zu denen stets noch die Gleichungen 

(6') 1/Jp• (y,o, · · ·, Yno) = 0, 1/Jp• (Yu, • · ·, 11.,) = 0, 
ß' = 1, 2, .. ;, q', 

(6"') 1/Jp" (ylO 1 • • • 1 Yno) = 0, 1/Jptt (Yu' · • • 1 Yn1) = 0, 
ß" = q' +1, q'+2, ... , q'+q" 

hinzutreten. 
Die Gleichungen (6'), (6"') sind wegen der Voraussetzung (5) von 

einander unabhängig. Dagegen wäre es möglich, daß in dem erwei
terten System von Anfangsbedingungen (3'), (3"'), (6'), (6"') einige der 
Gleichungen (3'). (3"') eine Folge der übrigen Gleichungen des Systems 
wären, und zwar mögen die Gleichungen 

(8') Xy; (Y,0 , • • ·, Yu, ... ) = 0, r~ = r; + 1, r; + 2, ... , r; + r; = r', 

(8"') Xy~ (Y,o' · • •' Yu • • • .) = 0, 
r~ = t·'+t"';+l, r'+r';+2, ... , r'+t1;+r;; r';+r'~ = t·" 

eine Folge der übrigen Gleichungen (3'), (3"'), d. h. der Gleichungen 

(9') Xy{{Y.o, ... ,yu, ... )=O, r~=1,2, ... ,r~, 
(9"') Xy'~ (Y.o, ... ,y11 , ... ) = 0, y'~ = r'+1,t·'+2, ... ,r'+r'; 
und der Gleichungen (6'), (6"') sein, während die Gleichungen (9'), 
(9"'), (6'), (6"') untereinander unabhängig sind. Dies bedeutet, wenn 
wir im Sinn von A. § 1 den Fall singulärer Endpunkte ausschließen 
und zur Abkürzung 

'1/Jp (Yto' • • • 1 Yno) = '1/J~' 1/Jp {Yu 1 '• '1 Ynt) = 1/Jß 

setzen: Die Matrix 

01/J~ 01/J~ 
oy,o ' ... ' ay.o . 0 ' ... , 0 

0 0 O'I/J~ 
, ' ayll ' 

(10) 
0Xyf oxy; 

01/J~ 
, ay., 

oxy: 
' O!Jno ' ay" ' · -au:-

axyr oxyr 0Xyr axr~ 
0Y10 1 • • • 1 0!/nl ' 0Yno ' ayll , 

ß=1,2, ... ,q; r~= 1,2, ... ,r~; r·:=r'+l,r'+2, ... ,r'+r: 
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ist an der Stelle A0 vorn Rang 2q + r; + r·;, worin inbegriffen ist, daß 

(11) 2q + r: +r'; <:::: 2n, 

und die Funktionen Xy~, Xy~ lassen sich durch die Funktionen 1/J~, ljJ1}, 

Xy(, Xy·; ausdrücken; wir schreiben in leicht verständlicher Abki.irzung 

(12) l Xy~ = 'iYy~(l/Jß,, 1/Jp'• 1/Jßn, 1/Jß", Xy;, Xy·;), 

Xy; = 'iYy·; (1/Jß,, 1/Jp'' 1/Jß", 1/Jß", Xyl' Xy), 

wobei die Funktionen 'J verschwinden, wenn ihre sämtlichen Argu
mente verschwinden, was wir wieder abgekürzt schreiben 

(13) 
'iYy~ (0, o, 0, o, o, 0) = 0, 

'iYy~ (0, 0, 0, 0, 0, 0) = 0. 

Die Gleichungen (13) folgen daraus, daß an der Stelle A 0 die Glei
chungen (3'), (3"'), (6'), (6'") erfüllt sind, da ja nach Voraussetzung die 
Kurve &0 zur Menge m. gehört. 

Bei der Aufstellung der Differentialgleichungen und Grenzglei
chungen hat man nun die abhängigen Anfangsbedingungen (8'), (8"') 

wegzulassen, und darin besteht eben die oben erwähnte "Reduktion 
der Anfangsbedingungen". 

Nach diesen Vorbereitungen können wir nunmehr die Resultate 
von A. § 2 anwenden und erhalten demnach den 

Satz I: Wenn die Kurve &0 in Beziehung aufdieKurven
menge mein Minimum fiir den Ausdruck U liefert, so gibt 
es p+q von t abhängige Multiplikatoren l"(t), !Lß(t) und 
2q+1·:+<+1 konstante Multiplikatoren 10 , lß, l;~' lq+r,, der
art daß fi:ir die Kurve &0 die n Differentialgleichungen 

(14) 
aa d aa ---- --- ----- - 0 oy; dt oy: -

und die 2n Grenzgleichungen 

(15) H~ = 0 
' 

er f ii ll t s in d, u n d d aß ü b erd i es d i e q + r~ + r~ + 1 M u I t i p I i
katoren 10 , l,.n lq+y1 nicht alle gleichzeitig gleich Null 
sind. Da b e i ist 
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H? 
' 

(16) 
H;'-

l 
und die Indizes i, a, ß, y1 durchlaufen beziehungsweise 
die Werte: 

z = 1, 2, ... , n; a = 1, 2, ... , p; ß = 1, 2, ... , q; 
y 1 = 1, 2, ... , r;; r' + 1, 1·' + 2, ... , r' + r;. 

Den in § 1 über die Kurve ~o gemachten Voraussetzungen fügen 
wir nunmehr noch die weitere hinzu, daß di~ Kurve ~o in Be
ziehung auf die Menge 9Jl0 sieh normal verhalten so 11 im 
Sinn von A. § 3. Das hat zur Folge, daß in den Gleichungen (16) 

(17) 
zu setzen ist. 

§ 3. Vorläufige Form der Schrankenbedingungen. 
Wir wenden uns nunmehr zur Aufstellung der Schrankenbedin

gungen. Es sei 1) 

(18) 

eme den üblichen Stetigkeitsbedingungen genügende, den Bogen ~o 
für Ii = 0 enthaltende Schar von Kurvenbogen, welche für alle hin
reichend kleinen nicht negativen Werte von Ii zur Menge 9Jl gehörten. 

Alsdann wende man auf die Gleichungen und Ungleichungen, 
welche diese Annahme analytisch ausdrücken, den V ariationsprozeß 
an, schreibe zur Abkürzung allgemein 

oF(t, Ii) = (aFa~' 1) 
c=O 

und setze in leicht verständlicher Abkürzung 

1) Jeder der Indizes i; u, u', u"; ß, ß', ß"; y', y", y1, y{, y~, ri, r~ soll im fol
genden sowohl als Gleichungsindex wie als Summationsindex stets dieselbe feste 
Zahlenreibe durchlaufen wie in den vorangebenden Paragraphen. 
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l !J1a"(~(t, E), ~'(t, E)) = Ua"(t, E), 

tJ!P'' (~(t, E)) = V~" (t, E), 

Xrr (~ (t0 , E), ~ (t., e)) = wr~ (E) 

und weiter 

(20) 1}~1 = "1• (t), ~ua" = ba" (t), ~v ~" = (j~" (t), ~wr~ = Qy;· 

Dann erhält man für die Variationen 17il. ba"• 0~", Qy; das folgende 
System von Gleichungen und Ungleichungen 

l ~IPa•(~(t, E), ~'(t, E)) = 0, ~IPa."(~(t, E), ~'(t, E)) = ba."(t), 

(21) ~tPfjt{~(t, e)) = 0, ~tPpt'(~(t, E)) = (j~"(t), 

~Xr; (~ (t0, e), ~ (t., e )) = 0, ~Xrr (~ (t0 , E ), ~ (t11 E )) = Qyi'' 

(22) ba." (t) > 0, Op" (t) > 0, Qy; > 0 

und überdies, da die Kurve (i0 nach Voraussetzung ein Minimum für 
den Ausdruck U liefert, 

(23) ~U(~(t, e)) > 0, 

sämtlich gültig für t0 < t < t,. 
Aus (21) und (23) zusammen mit den aus (212) für die speziellen 

Werte t = t 0 und t = t, folgenden Gleichungen leitet man unmittel
bar die Ungleichung ab 

(24) 

1 
l 

wobei die Multiplikatoren A." (t), P..ß (t), z;, l~, lq + r. dieselben sind, für 
welche die Gleichungen (14) und (15) gelten, und zwar mit dem Wert 
lo = 1. 

Setzt man jetzt auf der linken Seite Yon (24) für die Variationen 
~U, o<p"' ~tJ! 1 , ~x.. ihre nach den Regeln des Variationskalküls ge-

1 II 

bildeten Ausdrücke in 'IJ;(t), 1J:(t), 'I'J;(t0), 'IJ;(tJ ein, faßt die verschiedenen 
bestimmten Integrale in ein einziges Integral zusammen und wendet 
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auf dasselbe die Lagrange'sche partielle Integration an, so ergibt sich, 
daß die linkEJ Seite von (24) in Folge der Gleichungen (14) und (15) 
verschwindet. Wir erhalten also den 

Satz II: Wenn die Kurve ~. ein Minimum (Maximum) 
für den Ausdruck U liefert, so muß für jedes System von 
Funktionen ~a"(t), Op·•(t) und Konstanten Q'Y~' welches durch 
VermitteJung der Gleichungen (19) und (20) aus einer Schar 
zulässiger Variationen (18) der Kurve~. abgeleitet ist, 
die Ungleichung bestehen 

(25) 

Darin durchlaufen die Indizes a", ß", r~ die Werte: 

a" = p'+1, p'+2, ... , p'+p"; ß" = q'+1, q'+2, ... , q'+q"; 

r7 = r'+1, r·'+2, ... , r'+r7. 

§ 4. Notwendige und hinreichende Bedingungen 
für die Funktionen ua"(t, s), vß''(t, s), wr~(s). 

Ehe wir aus dieser Ungleichung weitere SchHisse ziehen können, 
müssen wir uns darüber Klarheit verschaffen, wie weit die Funktionen 
und Konstanten ~a" (t), Oß" (t), f!rr willkürlieb gewählt werden können. 

Da nach Voraussetzung 

~i (t, o) = ?;; (t) 
und da die Kurve ~. zur Menge Wl0 gehört, so folgt, daß die durch 
die Gleichungen (19) definierten :Funktionen 

(26) 

für c = 0 identisch verschwinden: 

(27) t''a" (t, 0) = 0, vß" (t, 0) = 0, w'Y~ (0) = 0. 

Überdies folgt aus (1"), (2''), (3"), daß fiir alle hinreichend kleinen 
positiven Werte von c 

(28) ua" (t, c) '::;> 0, vß" (t, c) > 0, u·r~ (c) > 0. 

Es fragt sich nun zunächst, ob die Funktionen (26) außer den 
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Bedingungen (27) und (28) noch weiteren Bedingungen unterworfen 
sind. Um dies zu ermitteln, setzen wir wie in A. § 2 

_ a _ awif , 
cpp+fl - di'l/1,1 = ~ ay. Y; 

' . 
und schreiben, um die Abhängigkeit der Variationen 6cp", 61/J,,, 6x 
von den Funktionen 'r/; in der Bezeichnung zum Ausdruck zu bringen 

"= 1, 2, ... , 'ln = p+q. 

Dann beweist man durch eine leichte Modifikation des in A. § 2 
angewandten Verfahrens den folgenden Hilfssatz : 

Es seien 
Ua" (t, E), Vp" (t, E), Wi'~ (E) 

beliebige p" + q" + r~ Funktionen, welche den Bedingungen (27) ge
nügen, und es sei wie bisher 

ta" = 6tta"' 6p" = 8vW'• Qy~ = 6wr~· 

Ferner seien: 

"J~, "J~, •.• , "J~, 

q + 1'1 Systeme von Funktionen von t, welche den Differentialglei
chungen 

fl>,.(1t) = 0, "= 1, 2, ... , m = p+q 

genügen, und 11,, "J2 , ••• , fln ein weiteres Funktionensystem, welches 
den m = p + q Differentialgleichungen genügt 

(29) 

«Pa' (n) = 0, «Pa" ("') = t""' 
4>P+W("') = O, 4>P+P"("') = 6~"· 

Alsdann gibt es eine q + r 1 + 1-parametrige Kurvenschar 

welche den Differentialgleichungen 

fPa.' (Y, Y') = 0, cpa." (Y, Y') = Ua"• 

fPp+P'(Y, Y') = 0, cpP+P"(Y, Y') = V~u 
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und außerdem den Anfangsbedingungen genügt: 

(30) 

(31) 

Y;(t, 0, 0, ... , 0) = y~ (t), 

(a:r;) (aY;) " 
~ 0= 110 ~ 0= 1);, 

wobei der Index 0 die Substitution E = 0, E1 = 0, ... , Eq + ,.1 = 0 
andeuten soll. 

Nunmehr bestimmen wir die Größen E17 E., ••• , Eq + 1•1 als Funk
tionen von E durch die q + r 1 Gleichungen 

(32) l 1/Jpt(Y(to)) = o, 1/Jpu(Y(to)) = vw,(to, E), 

Xy;(Y(tu), Y(t,)) = 0, Xy~(Y(t0), Y(t.)) = u·y~(c) 

und die Anfangsbedingung, daß sämtliche E1 , E2 , ••• , Eq + ,.1 fiir E = 0 
verschwinden. 

Dies ist stets und nur auf eine Weise möglich. Denn wegen 
(30) und (27) werden die Gleichungen (32) durch das Wertsystem 

E = 0, E1 = 0, ... 1 Eq + r 1 = 0 

befriedigt, da ja die Kurve &0 zu Wl0 gehört. Und aus (31) folgt, 
daß der Wert der Funktionaldeterminante der linken Seiten der 
Gleichungen (32) in Beziehung auf E11 E2 , ••• , Eq + 1•1 für 

E = 0, E1 = 0, . , . 1 Eq + 7•1 = 0 

identisch ist mit der Determinante 

lqt.(1)0 )lto, ... , 11~(1t)(0 , x.(1i"), ... , x1 •• (1)")! 6= 1,2, ... ,q+rl, 

und die Funktionensysteme r;~, 11g, ... , 11~ können stets so gewählt 
werden, daß diese Determinante von Null verschieden ist, da wir 
vorausgesetzt haben, daß die Kurve &0 sich in Beziehung auf die 
Menge rol0 normal verhält 1). 

Denkt man sich die so gefundenen Werte von E1 , E2 ~ ••• , Eq+ 1•1 

als Funktionen von E in (29) eingesetzt, so erhält man eine einpara
metrige Schar von Kurven 

(33) Y; = l);(t, E), 

welche nunmehr den folgenden Bedingungen für alle hinreichend 
kleinen Werte von I EI genügt: 

1) Nach A. § 3. 
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l IPa•(~(t, E), ~'(t, E)) = 0, IPa"(~(t, E), ~'(t, E)) = Ua"(t, E), 

(34) 1/Jp•(~(t, E)) = 0, 1/Jp"(~(t, l:)) = Vp"(t, E), 

Xy/(~(t0, E), ~(t1 , E)) = 0, Xyr(~(t0 , E), ~(t1 , E)) = w,.~(c). 

Wenn man daher jetzt den Funktionen 

tta" (t, c), vp" (t, c), w,.r (c) 

noch die weitere Bedingung auferlegt, für alle hinreichend kleinen 
positiven Werte von E den Ungleichungen (28) zu genUgen, so erfüllt 
die Kurvenschar (33) alle Bedingungen für eine Schar zulässiger Va
riationen der Kurve ~o mit einziger Ausnahme der Gleichungen und 
Ungleichungen 

Xy~(~(t0 ,E), ~(t.,c)) = 0, Xy;(~(t0 ,E), ~(t11 E))>0. 

Auf Grund der Gleichungen (12) und (34) lassen sich dieselben 
aber schreiben 

(35) I !J,.~ (0, 0, vp" (t0 , c), vp" (tuE), 0, w,.r (E)) = 0, 

iY,.; (0, 0, vP'' (t0 , c), vp" (tuE), 0, wyr (c)) .> 0. 

Somit haben wir das Resultat bewiesen: 
Zu jedem System von Funktionen 

(26) ua" (t, c), vP'' (t, E), w,.r (c), 

welche den Bedingungen (27), (28), (35) genügen, gibt es eine Schar 
zulässiger Variationen (33) der Kurve ~o , welche mit den Funktionen 
(26) durch die Gleichungen (19) verbunden ist. 

Jedes den Bedingungen (27), (28) , (B5) genügende System von 
Funktionen (26) wollen wir ein "zulässiges" System solcher Funk
tionen nennen. Dann können wir sagen: Für die Variationen ba"• 
fip", Qyr jedes zulässigen Funktionensystems (26) muß die Ungleichung 

(25) bestehen. 

§ 5. Endgültige Form der Schrankenbedingungen. 

Aus den vorausgegangenen Betrachtungen ergeben sich nun die 
gesuchten Schrankenbedingungen i dieselben gliedern sich wieder in 
zwei Gruppen: Die erste Gruppe bezieht sich auf die variablen Multi
plikatoren la" (t), l"p"(t), die zweite auf die konstanten Multiplikatoren 

lp"• lp", lq+rr· 
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a) Erste Gruppe von Schrankenbedingungen: 
,Jedes System von Funktionen (26), welches den Bedingungen 

(27), (28) und außerdem den Gleichungen 

vp" (t0 , E) = 0, Vp" (tue) = 0, w'l'~ (e) = 0 

identisch in e genügt, ist ein "zulässiges" System von Funktionen 
(26), weil für ein solches spezielles System wegen (13) die Be
dingungen (35) stets erfüllt sind. Für die Variationen eines solchen 
speziellen Systems ist dann 

Opu (t0) = 0, 6pu (t,) = 0, ();1 = 0, 

und daher nimmt die Ungleichung (25) die einfachere Form an: 

Hieraus folgt aber nach einem dem Du Bois -Reymond' sehen Be.;. 
weis des Fundamentallemmas der Variationsrechnung nachgebildeten 
Verfahren leicht der 

Satz 111: Wenn die Kurve ~o den Ausdruck U zu einem 
Minimum (Maximum) in Beziehung auf die Menge Wl macht, 
so sind die Multiplikatoren la"(t), ILp"(t) im ganzen Inter
vall (t0 t,) nicht-positiv (nicht-negativ): 

(36) la" (t) < 0 (> 0). ILp" (t) <: 0 (> 0), 

rl' = p'+l, p'+2, ... , p'+p"; ß" = q'+l, q'+2, ... , q'+q". 

b) Zweite Gruppe von Schrankenbedingungen: 
Neben diese Bedingungen für die Multiplikatoren la", ILp", welche 

der Hadamard'schen Bedingung bei der im Eingang erwähnten Modi
fikation des Mayer'schen Problems entsprechen, tritt nun noch eine 
zweite Gruppe von Schrankenbedingungen für die konstanten Multi
plikatoren lß", lp", lq + 'l'~, welche in dem folgenden Satz enthalten ist: 

Satz IV: Es bezeichne \13 die Gesamtheit der Systeme 
von 2q .. + r'; Funktionen von e 

vß" (e), vß" (e), to,.·: (e), 

welche sämtlich für e = 0 verschwinden, in der Umge
bung von E = 0 stetig differentiierbar sind und für alle 
hinreichend kleinen positiven Werte von E den Glei
chungen und Ungleichungen genügen 



(37) 

(38) 
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v~" (e) :> 0, "'~" (c) > 0, w,.~ (c) 50, 

1 ijr4 (0, 0, "'P" (c), v~" (c), 0, wr~ (e)) = 0, 

l ijr~(O, 0, vß"(c), vß"(c), 0, Wr·:(s)):>O. 

Ferner bezeichne d'l.ß die Gesamtheit der aus den Funk
tionensystemen von ~ durch Variation abgeleiteten 
Größensysteme 

6p" = d'vp"• 0~" = d'vp"' Pr~ = d'w,.~. 

Dann muß, wenn 'i0 den Ausdruck U zu einem Minimum 
(Maximum) machen soll, des weiteren die Ungleichung 

(39) (> 0) 

für alle Größensysteme von o~ erfüllt sein. 
Beweis: Man wähle, unter h eine kleine positive Größe ver

standen, 

in (10 , t0 +lt) 

in (t0 +k, t1 -h) 

in (t1 - h, t1). 

Dann bilden diese Funktionen zusammen mit den im Satz vorkom
menden Funktionen wr;' (E) auf Grund von (37) und (38) ein "zulässiges" 
System von Funktionen (26). Daher muß für die daraus abgeleiteten 
Variationen: 

eu' = 0, 6p"' Pr~ 

die Ungleichung (25) bestehen, aus welcher bei hinreichend kleiner 
Wahl von h die Ungleichung (39) folgt. -

Durch Variation ergeben sich aus den Relationen (37), (38) für 
die Größen 6(r, Oß .. , ~?r·: die folgenden Gleichungen und Ungleichungen 

(41) 
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wobei der Index 0 andeuten soll, daß in den Ableitungen von iY alle 
Argumente gleich Null zu setzen sind. 

Diese Bedingungen charakterisieren jedoch die Größensysteme 
Gp", Gp", Prr der Menge d'$ nicht vollständig, und man darf daher 
nicht den nach sonstigen Vorkommnissen in der Variationsrechnung 
naheliegenden Schluß ziehen, daß die Ungleichung (39) für alle den 

Bedingungen (40) und (41) genügenden Wertsysteme 6p", 6[i", P"·; gelten 
muß, wie das folgende Beispiel zeigt : Es sei 

q" = 2, r" = 0, 1·~ = 2, 

und die Bedingungen (38) mögen lauten 

v~(E)-v~(E)-v:(E) = 0, 

-v~(E)-(I;~(EW+v~(E)-v:(E) = 0. 

Hieraus, zusammen mit den Ungleichungen (37), folgt, daß sämtlich;~ 
Funktionen v(E) identisch in E verschwinden müssen und daher be
steht die Menge d'~ hier aus dem einzigen Wertsystem : 

6~ = o, 6: = o, 6~ = o, O! = o. 
Dagegen ist die Gesamtheit der den Bedingungen (40), (41) ge

niigenden Wertsysteme durch die Bedingungen : 

!J~ = 6~ > o, 6: = o, 6! = o 
charakterisiert. 

In dem speziellen Fall, wo 

kommen die Bedingungen (38) in Wegfall. In diesem Fall ist die 
Menge d'~ durch die Ungleichungen (40) allein vollständig charakte
risiert. DahE>r nimmt in diesem Fall der Satz IV die folgende ein
fache Form an : 

Zusatz I: In dem besonderen Fall, wo die Gleichungen 
(3'), (3"'), (6'), (6"') von einander unabhängig sind (d.h. r~ = 0, 
r; = 0) nimmt die Schrankenbedingung (39) die einfache 
Form an: 

(42) 

Noch in einem zweiten speziellen Fall vereinfacht sich der Satz 
IV wesentlich. Aus der am Ende von § 1 gemachten Annahme, daß 
die Gleichungen und Ungleichungen (3'), (3"), (6'), (6") in der Umge-
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bung der Stelle A 0 verträglich und von einander unabhängig sind, 
folgt a fortiori, daß dies auch für die Gleichungen (3') und (6') gilt, 
daß also , wenn wir wieder im Sinn von A. § l den .Fall singulärer 
Endpunkte ausschließen, die Matrix 

01/Jp• 01/J~· 
ay,o ' ... , ay .. o ' 0 ' 0 

0 ' ... , 0 ' 

0xr' 0Xr' 
ay,o ' .. ·, ay,.o' 

ß' = 1, 2, ... , q'; 

01/Jp• 
ayll ' 

ax,l' 
ayll ' 

r' = 1, 2, ... , , .• 

an der Stelle A 0 vom Rang 2 q' + r' ist, worin enthalten ist daß 

2q' + ,-' < 2n. 

Driickt man nun mittels (12) die Funktionen X;r~ durch die Funk
tionen 

1/Jß•, 1/lß•, 1/Jp"' 1/Jß", Xy;, Xrr 

aus, so folgt hieraus nach einfachen Determinantensätzen, daß die 
Matrix aus r~ Zeilen und 2 q" + r~ Kolonnen, welche aus den N oll

werten der Ableitungen der r~ Funktionen ~'Y~ nach den 2 q" + 1''; Ar
gumenten 

1/lßn' 1/Jß"' Xy~ 

gebildet ist, vom Rang r~ sein muß, was die Ungleichung 

in sich begreift. 
In dem speziellen Fall, wo 1·~ seinen größten Wert erreicht : 

1·~ = 2 r[ + <, 
folgt hieraus, daß das System (37), (38) nur das einzige Lösungs
system 

?lpu(E) = 0, Vp"(E) = 0, ll'y~(E) = 0 

besitzt, und daß somit die Menge dl.ß aus dem einzigen Wertsystem 

()tf' = 0, ()i~" = 0, !>y;' = 0 

besteht, daß also die Bedingung (3!)) stets erfti.llt ist. Wir haben Rn

mit den 
Festschrift Schwarz. 2 
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Zusatz li: Es ist stets 

und wenn t·~ seinen größten Wert besitzt: 

so kommt zu den Schrankenbedingungen (36) keine wei
tere Schrankenbedingung fiir die konstanten Multipli
katoren 

hinzu.-
Daß mit den Bedingungen (14), (15), (36), (39) die Bedingungen 

"erster Ordnung" erschöpft sind, ergibt sich aus der folgenden Um
kehrung zu den bisherigen Resultaten. 

Satz V: Es sei li0 eine zur K ur v e n m enge 9R0 gehörige 
Kurve, welche die Voraussetzung (5) erfüllt. Wenn dann 
für l.i0 die Differentialgleichungen (14) un·d die Grenz
gleichungen (15) mit l0 = 1 erfiillt sind, und wenn iiber
dies die Schrankenbedingungen (36) und (39) erfiillt sind, 
s 0 ist 

oU>O 

für jede Schar (18) von in 9R zulässigen Variationen der 
Kurve li0• 

Denn nach den Betrachtungen von § 3 ist o U gleich der linken 
Seite L der Ungleichung (24) minus der rechten Seite R. Aber L = 0 
wegen (14) und (15) und - R;.: 0 wegen (36) und (39); also ist o U > 0. 



Elementarer Beweis für den Fundamental
satz der konformen Abbildungen. 

Von 

C. Caratheodory m Göttingen. 

Einleitung. 
1. Für den von Riemann ausgesprochenen Satz, daß jedes einfach 

zusammenhängende Gebiet der Ebene konform auf das Innere eines 
Kreises abgebildet werden kann, hat bekanntlich H. A. Schwarz den 
ersten strengen Beweis geführt. 

Die klassische M.ethode von Schwarz, die die Möglichkeit der 
konformen Abbildung für Gebiete liefert, deren Begrenzung stii.ck
weise analytisch ist, und die sich auf Eigenschaften des Poissonschen 
Integrals, auf das Spiegelungsprinzip und auf das alternierende V er
fahren stiitzt, ist aber nicht der einzige Weg, den Schwarz fii.r die 
Behandlung unseres Problems vorgezeichnet hat. 

In seiner Abhandlung "Zur Theorie der Abbildung" 1) hat er 
n~imlich eine Methode entwickelt, die auf ganz anderen Prinzipien 
beruht, und die für die hier folgende Arbeit vorbildlich sein wird. 
Man kann den Gedankengang dieser Arbeit folgendermaßen kurz an
geben: Der Autor beschränkt sich auf ein konvexes, ganz im Endlichen 
liegendes Gebiet,. approximiert dieses von innen und außen her durch 
eine Folge von Polygonen, deren konforme Abbildungen auf den Ein
heitskreis durch bekannte Funktionen bewirkt werden, und zeigt mit 
Hülfe eines Satzes, dessen Wichtigkeit für die Funktionentheorie 

1) Progr. d. cidgenüss. Polytechnischen Schule in Zürich HlGD-70, Gcs. Abh. 
II p. 108. 

2* 
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immer mehr hervortritt 1), daß diese Folge von Funktionen fi.i.r innere 
Punkte des Einheitskreises konvergiert und zu einer analytischen 
Funktion führt, welche die gewiinschte Abbildung liefert. 

Bei dieser zweiten Methode von H. A. Schwarz ist zum ersten 
Mal das Problem der konformen Abbildung der inneren Punkte 
eines Bereiches auf die inneren Punkte eines Kreises· scharf ge
trennt vom Probleme des Anschlusses dieser Abbildung an den Rand, 
eine Trennung, die unumgänglich ist, wenn man die allgemeinsten 
schlichten Gebiete der Ebene behandeln will. 

2. Im ersten Kapitel der folgenden Arbeit wird es sich darum 
handeln, erstens einen Konvergenzbeweis zu geben, der sich auf ganz 
elementare Rechnungen stützt, zweitens die Approximation durch 
Polygone, durch eine andere zu ersetzen, die die Schwierigkeit der 
Konstantenbestimmung bei der Abbildung von Polygonen vermeidet, 
und deren Gültigkeit sich auf die Abbildung der allgemeinsten 
schlichten Gebiete erstreckt. 

In der oben genannten Arbeit 2) hatte ich gezeigt, wie man jedes 
schlichte einfach zusammenhängende Gebiet, das sich von außen ap
proximieren läßt, also ins besondere das Innere einer J ordanschen 
Kurve, als den Kern einer Folge von speziellen Riemannschen 
Flächen mit lauter Verzweigungspunkten zweiter Ordnung darstellen 
kann, deren Abbildungsfunktionen durch sukz.essive Auflösung von 
Gleichungen erster und zweiter Ordnung gewonnen werden. Um dann 
zu der Abbildung der allgemeinsten einfach zusammenhängenden 
schlichten Gebiete zu gelangen war ein zweites Grenzverfahren not
wendig. Herr Koebe hat später gefunden 3), daß man lediglich durch 
Veränderung der Wahl der Verzweigungspunkte der Riemannschen 
Fläche, die ich benutzt hatte, das Approximationsverfahren auf be
liebige Gebiete erstrecken kann; zugleich konnte Herr Koebe, dem 
wir uns im § lü anschließen werden, die Riemannsche Approximations
fläche sozusagen automatisch entstehen lassen und gleichmäßige Kon
vergenz für alle Gebiete erzwingen, die im Inneren des Einheitskreises 
liegen und eine feste Scheibe enthalten. Diesen großen Vorteilen 
gegenüber ist der Umstand, daß man, wenn man wie Koebe vorgeht, 
bei jedem Schritt außer der Lösung einer quadratischen Gleichung 

1) In einer friiheren Arbeit [Math. Ann. 13d. 72, p. 107] hahe ich vorgeschlagen, 
diesen ~atz das Schwarz s c h e Lemma zu neunen. 

2) 1. c. p. 13D. 
3) Giitt. Nachr. Math.-phys. Klasse, l!ll2, p. 844. 
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auch einen Punkt des Randes bestimmen muß, dessen Abstand vom 
Anfangspunkt der Koordinaten ein l\Iinimum ist, wenigstens fih· den 
Existenzbeweis vollständig unerheblich. 

3. Im zweiten Kapitel werden wir uns damit beschäftigen, das 
Spiegelungsprinzip von Schwarz fiir Kreise und für analytische Kurven 
auf einfachem Wege abzuleiten und die Abbildung des Randes fii.r 
stuckweise analytische Kurven zu untersuchen. Dies geschieht mit 
Hülfe einer geometrischen Überlegung, die uns erlauben wird eine 
große Anzahl von Fällen, fiir welche man bisher gezwungen war das 
Schwarzsehe alternierende Verfahren anzuwenden, durch eine einfache 
Anwendung des Spiegelungsprinzips zu ersetzen. 

l\'Iit denselben Hiilfsmitteln kann man ebenfalls beliebige einfach
zusammenhängende, ganz im Endlichen liegende endlichblüttrige Rie
mannsche Flächenstucke oder Stiicke einer analytischen krummen 
Fläche auf einen Kreis abbilden. 

Kapitell. 

Existenzbeweis für die konforme Abbildung des Inneren 
eines einfach zusammenhängenden Gebietes. 

4. Die meisten der folgenden Überlegungen stützen sich auf 
das bekannte Lemma von H. A. Schwarz: Ist fiir .z: < R die 
analytische Funktion tt = f(.z") regulär und außerdem 
f(.e')[ < B, ist ferner f(O) = 0, so gilt im ganzen Kreise die 
Ungleichheit 

oder aber es ist 

lf( )' :z' 
! z : < 'll" 

i-11 

f(z) = -~lT z, 

w o ~J- e m e r e e 11 e Z a h 1 b e d e u t e t. 
5. Das Schwarzsehe Lemma läßt sich durch elementare Trans

formationen der u- oder der z- Ebene auf ver-schiedene Weisen ver
allgemeinern; wir werden u. A. von folgendem Satz Gebrauch machen 1): 

Es sei die Funktion '1/J (t) analytisch und regulär fiir 1 t i < 1 und 
'1/J (0) = 0; ferner sei im Einheitskreise 

!lRt/J:<e-, 
1) I>ie Formulierung dieses Slitzes sowie die· 'J'atsache, daß man hier, ohne sieh 

um das geometrisehe Bild zu kümmern, durch einfache Abschätzung die Bedingung (-1) 
erhält, verdanke ich einer brieflichen ~Iitteilung von Herrn Plemelj. 
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dann ist im Kreise I tl < 't' < 1 

(1) 1~ l<~z 1 +'t' ' .. st/J = n 1 - 't' • 

Man setze 
in 
-~i"i '1/J (t) 

x (t) = e ; 

dann ist x (0) = 1 und für I t I < 1 

mx(t) > o. 
Zweitens setze man 

(2) i-zOO 1-EOO 
Ht) = T+ X (t) , also z (t) = 1 + E (t)' 

Vermöge der Gleichung (2) wird die Halbebene ffiz > 0 auf den Kreis 
i E I < 1 abgebildet; dabei entspricht dem Punkte x (0) = 1 der Punkt 
E (0) = 0. Die Funktion E (t) genügt also den Bedingungen des Schwarz
sehen Lemmas, und man hat für 

(3) 

Hieraus folgt aber, wenn man die zweite Gleichung (2) beriicksichtigt 

(4) 

und schließlich die zu beweisende Bedingung 1). 

6. Mit denselben Hülfsmitteln kann man den Differenzenquotienten 
einer im Einheitskreise regulären und beschränkten aber sonst be
liebigen analytischen Funktion abschätzen: 

Es sei also für I z I < T die Funktion f(z) regulär und j f(z) l < M; 
mit z0 bezeichne man einen festen, mit z einen beliebigen von z0 ver
schiedenen Punkt des Einheitskreises. 

Bestimmt man eine Funktion rp (u) durch die Gleichungen 

u _ .!J~~ 2 oL ·u) _ _ M (f(z)- f(z0)) 

- ZZ0 -r"' Pl - f(z)f(z0)-M"' 

in welchen i 0 und f(z0) die zu z0 und f'(z0 ) konjugiert komplexen Zahlen 
bedeuten, so folgt, daß rp ( u) den Bedingungen des Schwarzsehen Lem
mas genügt, und daß folglich fiir I tt I < 1 

I rp (u) I < I u I 

1) Siehe die Fußnote auf der vorhergehenden Seite. 
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ist; folglich ist für I s ! < ,. 
M !f(s)- f(z0 ) I < 1·lz- zu! 

lf(s)f(z0)- .M2j = jzzo- ,.tl' 

Hieraus folgt aber, daß 

(5) I f(z)-f(z0 ) I< rl((z){(z0)-
2
1lf2 J 

I z-z0 - Mlzz·0 -r I 
oder, wenn man die Ungleichheit 

I f(z) fCzo) -Jtflj < 2 M 1 

benutzt, 

(6) l .f(s) ~f__(z0) II < __;_M 1~ I' 
z-z jt·"-zz 0 0 

Sind insbesondere I z I<~< 1' und r Zo I< 'l'o < r, so erhält man 

(7) I f(z')-((z 11) I 2Mr 
z-z < r"-'l'r: ' 0 0 

d. h. eine obere Schranke für den Di:fferenzenquotienten. Aus (5) folgt 
ferner, wenn man z gegen z0 konvergieren läßt und bemerkt, daß 

Jf(zo) fCzo)- M2J <Mt 
ist, 

(8) 

7. Abschätzungssatz. Wir gehen jetzt daran, einen Satz zu 
beweisen, der nur unwesentlich allgemeiner ist als der Satz IV meiner 
oben zitierten Arbeit. 

Es seien G,. und G. zwei einfach zusammenhängende Gebiete, die 
ganz im Innern der Kreise [uJ < 1 resp. Jzl < 1 liegen, dagegen die 
Kreise Iu I< k < 1 und LzJ < h in ihrem Inneren enthalten. 

Die Funktion tt (.e'), die nur für das Innere von G. definiert zu 
sein braucht, bilde das Innere von G, auf das Innere von Gu ab, so 
daß die Punkte z = 0 und t~ = 0 und in diesen Punkten parallele 
Richtungen einander entsprechen. Es wird dann behauptet, daß, 
wenn man mit ~ eine beliebige feste positive Zahl, die kleiner als 
Eins ist, bezeichnet, eine positive stetige Funktion m (k, ~) gefunden 
werden kann, die folgende beiden Eigenschaften besitzt: 

a) Es ist fiir Jzl < lu: 

[t~ (z)- zl < m (h, ~). 



24 

b) Es ist 

<..:. C arat h cod o ry: 

Lim m (lt, -r) = 0. 
h=l 

D. h., wenn man sich etwas ungenau ausdriicken darf: die Abbildungs
funktion weieht um beliebig wenig von der Identität tt = z ab, wenn 
der Radius der Scheibe lt nahe an Eins ist. 

Zunächst bemerken wir, daß fiir alle Punkte der Scheibe lzl < h 
wegen des Schwarzsehen Lemmas 

ist; diese Ungleichheit ist aber fiir die übrigen Punkte des Gebietes 
G, ebenfalls erfiillt, da in diesen luJ < 1 und Jzl > h ist. Indem man 
die Gebiete G,. und G. vertauscht, findet man ebenso, daß, fii.r alle 
Werte von u innerhalb G,. - oder wegen der Eineindeutigkeit der 
Abbildung fii.r alle Werte von z in G. 

I ß,'l 1 - <--
'U = h 

ist. 
Wir haben also ganz allgemein in unserem Gebiete G 

(10) lt < 1 ; 1 < ~ . 
Nun ist fiir [z[ < h-r 

(11) 

wir setzen ferner um I ; - 11 bequem abzuschätzen 

n P(t) 
z = ht, z = F(t), -F(O) = cp (t). 

Wegen (10) ist 
1 1 1-h (12) h<JF(O)J<7i-, h2 <jcp(t)J</1, JF(0)-1J<-h-' 

letzteres weil F(O) = -n'(O) nach Voraussetzung reell und positiv ist. 
Es kommt 

I: -11 = JF(t)-lJ<JP(t)-F(O)I+IF'(0)-11 

und schließlich 

(13) I 'lt I 1 1-h ---1 < Jrp(t)-11-+--. z - h k 
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Ist a eine beliebige komplexe Zahl, die durch 
den Punkt P dargestellt wird, so ist die Größe Ia- 11, 
d. h. die Strecke E P nicht größer als der Weg E 111 P, 
was man schreiben kann 

(14) ln-11<11al-ll+lull~lal. 

Nun genügt, da tp (0) = 1 ist, derjenige Zweig 
1/J (t) = t tp (t), der für t = 0 verschwindet nach (12) 

[\R 1/J (t) I < - 2l 1t; 

es ist also nach § 5 fiir [tl < "t 

[~l !p (t)l < 

und ferner wegen (22) 

4lhz1+"t 
TC 1- "t 

1 
IIP (t)l < /:!' 

1- h2 

1 ftp (t)l-11 < -h2-. 

Setzt man also in (14) a = tp (t), so kommt 

I . ( ) - 11 < 1 - h2 
- 4l h l 1 + "t 

IP t = J2 I" 1 ' t TC~ -"t 

woraus mit Benutzung von (13) und (11) folgt: 

(14) In - z I < m (Ii, "t ), 

wo 

(15) 

oL1i 
E M 

Fig. 1. 

der Funktion 
der Bedingung 

ist, und es ist nicht nur, wie wir beweisen wollten, Lim m (h, r) 0 
h=l 

für jedes feste "t < 1, sondern auch z. B. Lim m (h, h) = 0. 
h=l 

8. K o n ver g e n z s atz. Es sei eine Folge von Funktionen 

gegeben, welche die konforme Abbildung eines festen einfach zusammen
hängenden Gebietes G auf eine Folge von Gebieten G-0 , G,, ... liefern; 
dabei soll für jedes n > 0 das Gebiet G" im Einheitskreise 1"~1 < 1 
enthalten sein und außerdem einen Kreis I .z I < h,. in seinem Inneren 
enthalten. Es wird ferner vorausgesetzt, daß F,. (0) = 0 und F~ (0) 
reell und positiv ist und daß Lim h,. = 1 ist. 

n== 
Es soll bewiesen werden, daß unter diesen Umständen die Grenz-

funktion Lim Fn(z) = F(z) existiert, und daß die Konvet·genz in 
n== 
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jedem Kreise lzl < -B' < 1 gleichmäßig ist, woraus dann ohne weiteres 
folgt, daß F(z) im Kreise lzl < 1 analytisch und regulär ist. 

Es ist keine Beschränkung der Allgemeinheit, wenn wir von den 
Größen h,. voraussetzen, daß stets 

h,.+l > h,. 

ist: im entgegengesetzten Falle nehme man nämlich statt der Folge 
h,. die monotone Folge k0 , k1 , ••• , die entsteht, wenn man k,. gleich 
der unteren Grenze von h,., h,.H , . . . setzt. 

Es sei w(u), die im Gebiete G reguläre, zu u = F 0 (z) inverse 
Funktion; führt man die Bezeichnung 

{,. (z) = 41 (F,. (z)) 

ein, so bedeutet {,.(z) eine Funktion, welche das Gebiet G,. auf G0 kon
form abbildet; der absolute Betrag von {,, (z) ist demnach kleiner als 
Eins, wenn z innerhalb des Gebietes G .. variiert. 

Es ist dann 
F,.(z) = F 0 ({,,(z)), 

und es geni:igt, wie wir sehen werden, unseren Konvergenzsatz für 
die Folge der Funktionen {;, (z) zu beweisen. 

Wir bezeichnen mit <p,.(u) die zu {.,(z) inverse Funktion und setzen 

(16) 

so daß 

(17) 

ist. 
Nun sei 11 eine beliebige positive Zahl unterhalb Eins; wir können 

nach Voraussetzung eine Zahl N' finden, so daß für n > N der Radius 
h,. > \[ii ist. Die Funktion gv(z) liefert die konforme Abbildung des Ge
bietes G,.tp auf das Gebiet G,., die beide im Innern des Einheitskreises 
liegen,. und eine zum Einheitskreise konzentrische Kreisscheibe vom 
Radius h,. in ihrem Inneren enthalten. Nach unserem Abschätzungs
satze ist also fiir 1-z-1 < 11 

(18) l!Jl'(z)- zl < m (11,., ,:~) < m (h.,., \)6). 

Da Lim m(h,., \)6) = 0 ist, kann man N> N' derart wählen, daß 
n== 

für n>N 

(19) m (h,., V6) < \)6- 11 
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ist, und die Formel (7) in der man r = h,. und M = 1 gesetzt hat, 
liefert mit Beriicksichtigung von (17), (18) und (19) fiir Jz] < o 

'f. ("·) f'()]-]f,( ("·)) f.(")]< 2h,.m(h,.,y-6) 
n+p 4 - U Z' - II _(jp;:, - n Z' = 2 ( ( .r-)) • 

h"-o o+m h",yl1 

Die gleichmäßige Konvergenz der Folge von Funktionen t;,(z) 
innerhalb des Kreises Jzl < 6 folgt unmittelbar aus der letzten Formel, 
deren rechte Seite, die von p unabhängig ist, bei wachsendem n be
liebig klein wird. 

Hieraus folgt aber die Existenz der analytischen Funktion 

(20) f(z) = Lim {,, (z). 
n== 

Ferner ist für alle Werte von z, fiir welche f(z) einen inneren Punkt 
des Gebietes G0 darstellt 

21) F(z) = F 0 (f(z)) = Lim F"(z). 
n== 

9. Abbildungssatz. Wir wollen jetzt zeigen, daß die im 
Einheitskreise reguläre Funktion f(z) die konforme Abbildung des 
Inneren des Einheitskreises auf das Gebiet G0 liefert, und daß folg
lich F(z) für Jz] < 1 regulär ist, und die Abbildungsfunktion von 
Jz] < 1 auf G ist. 

Die gleichmäßige Konvergenz der Funktionen t;, (z) gegen f (.z) 
innerhalb eines jeden Kreises Jz] < -3' < 1 impliziert bekanntlich die 
gleichmäßige Konvergenz von f~ (z) gegen f" (z); insbesondere ist also 

f" (0) = Lim t;: (0). 
n== 

Nun ist aber nach (10) 
Jt;:co)] > ho, 

also ist auch Jf'(O)J > h0 , d. h. die Grenzfunktion f(.?) ist keine Kon
stante, und die Nullstellen von (f'(z)- f(z0 )), wo Z 0 irgend einen Punkt 
im Inneren des Einheitskreises bedeutet, liegen isoliert. Ist also o 
irgend eine positive Zahl, die der Bedingung [z0 ] < o < 1 genügt, so 
kann man zwischen o und Eins eine Zahl -r: finden, so daß auf dem 
Kreise Jzl = -r: die Funktion Jt"(z)- f'(z 0)] keine Nullstellen und folg
lich ein von Null verschiedenes 1\'linimum ~ besitzt. Die Anzahl A 
der Nullstellen von (f(z)- {(z0 )) innerhalb des Kreises Jzl < -r: wird 
aber durch das iiber diesen Kreis x erstreckte Integral 

A = ---~J f'(z)_c_~-- > 1 
2ni 11 {(z)-f(z0)= 
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geliefert; nun ist, da für hinreichend große n auf dem Kreise x die 
Größe 

ist, 

(22) _1_1 f"(.e)dz . _ L' _!____l t,:(z)d2· 
2n-i x f"(zl-f(z0) - n 1~ 2ni x f,,(z)-f(z0 ) 

eine Größe, die offenbar < 1 ist, da die Funktionen f~. (z) Abbildungs
funktionen von schlichten Gebieten auf einander bedeuten. Also ist 
A = 1, woraus man schließt, das f(z) das Innere des Einheitskreises 
auf ein schlichtes Gebiet G~ abbildet; jeder innere Punkt 'U0 von G~ 
ist aber auch innerer Punkt von G0 , weil man 1111 = f'(z0 ) schreiben 
kann und weil die rechte Seite von (22) für hinreichend große n gleich 
Eins wird. 

Es gibt also innerhalb des Gebietes G,, einen (und nur einen) 
Punkt b',. von der Eigenschaft, daß t;,(b',.) = f(z0 ) ist; fiir hinreichend 
große n gilt aber die Formel 

1 l zf~(z)dz 
bu = 2ni 11 {;.(z)- f'(z0)' 

woraus folgt, daß Lim b,, = z0 ist; die Punkte b',, b'2 , ••• liegen also 
n=oo 

alle innerhalb eines festen Kreises, dessen Radius kleiner als Eins ist 1). 

Nun sei U.0 ein Punkt von G0 , für welchen die Punkte b',. = IJ1,. (u0 ) 

alle im Inneren eines Kreises lzl < .ft < 1 liegen. Man bezeichne mit 
2 6 die Entfernung zwischen u0 und dem Rande von G0 ; die Funk
tionen 1}1,. ( u0 + t_:) sind regulär und dem absoluten Betrage nach kleiner 
als Eins, solange I vl < 2 0' ist, und für v = 0 ist ihr absoluter Betrag 
kleiner als {}, Nach dem verallgemeinerten Schwarzsehen Lemma ist 
also fii.r lvl < o 

(23) 

Hieraus folgt zweierlei: 
a) jeder Punkt u des Kreises in- 11 0 1 < ä geniigt we:>entlich den

selben Voraussetzungen wie 11 0 , d. b. es ist für solche Punkte i'P" (u)l < -8',; 

I) Es ist sog;tr leicht zu zeigen, daß immer \~11 I< z0 ist; denn es ist~ .. = rp,. (f'(z0)) 

und die Funktion ~ = rp.-(f(z)) genügt den Bedingungen des Schwarzsehen J,emmas. 
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b) der Punkt u0 liegt im Inneren von G~; bezeichnet man in der 
Tat mit x den Kreis lzl = -lt17 so gilt die Formel 

_1 __ f. ('(z)dz = Lim _1_. f. t:,(z)dz = 1. 
~:z;z y,f(z)-u0 n= 00 2:;r;z y,.fn(z)-u0 • 

weil auf dem Kreise" die Größe lf., (z)- u0 l > o ist. Die Begrenzung 
von G~ kann daher keinen einzigen Punkt im Inneren von G0 besitzen, 
was aber nur dann möglich ist, wenn G 0 mit G~ zusammenfällt. 

10. Existenz s atz. Es handelt sich jetzt darum für jedes be· 
liebige Gebiet G eine Folge von Gebieten Go, G, . . . anzugeben, 
welche die im § 8 verlangten Eigenschaften besitzt. 

Von G setzen wir voraus 1 daß es einfach zusammenhängend ist 
und mindestens zwei von einander verschiedene Punkte A und J] der 
Ebene auf seiner Begrenzung besitzt. Es sei C ein in}ferer Punkt des 
Gebietes; dann gibt es einen Kreisbogen (oder eine geradlinige Strecke 
die ev. den unendlich fernen Punkt in ihrem Innereil enthalten kann 1)), 
der A mit B verbindet und G in seinem Inneren enthält. Es seien A' 
und B' die ersten Punkte der Begrenzung von G, denen man begegnet, 
wenn man auf dieser Linie von C ausgeheud nach A resp. nach B 
wandert; A' und B' können ev. mit A und B zusammenfallen. Durch 
eine Möbiussche Kreisverwandtschaft, bilden wir die u- Ebene, auf 
welcher G ausgebreitet ist auf eine v-Ebene ab, und zwar so, daß 
den Punlden A', C, B' die Punkte 0, 1, oo der v-Ebene entsprechen; 
das Gebiet G geht hierdurch in ein ebenfalls einfach zusammenhän
gendes Gebiet G' über, das die Punkte 0 und oo auf seiner Begren
zung und die positive reelle Achse in seinem Inneren enthält. Durch 
den Zweig der Funktion w = 1:t, der für reelle Werte von v reell 
ist, geht das Gebiet G' in ein Gebiet G" ii.ber, das die positiYe reelle 
Achse ebenfalls in seinem Innern enthält und von dem wir zeigen 
wollen, daß es ganz auf der einen Seite der Achse des Imaginären liegt; 
hieraus folgt dann, daß G' und G" eineindeutig auf einander abgebildet 
sind. Angenommen nämlich es enthalte G" in seinem Inneren einen 
Punkt P, dessen reeller Teil < 0 ist, so verbinde man P innerhalb G" 
mit dem Punkte m = 1 durch eine Kurve und betrachte denjenigen 
Teil 'Yw dieser Kurve, der zwischen w = 1 und dem ersten Schnitt
punkte von '}',., mit der imaginären Achse liegt. Der Kurve ""' ent
spricht in der v-Ebene eine Kurve 'Yv• die man durch Hinzunahme eines 

1) Letzteres, wenn der unendlich feme Punkt der Ebene ein innerer Punkt vou 
G ist. 
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Stückes der reellen v- Achse zu einer geschlossenen Kurve ergänzen 
kann. Diese geschlossene Kurve würde den Punkt v = 0 umkreisen 
und ganz in G' liegen, was unmöglich ist, weil G' einfach zusammen 
hängend sein soll. Fiihrt man also eine l\'löbiussche Transformation aus, 
welche die Punkte 0, 1, tx:J der ro -Ebene in die Punkte - 1, 0, + 1 
einer z-Ebene überführt, so geht G" in ein Gebiet G0 über, das ganz 
im Inneren des Einheitskreises liegt. 

Um die Folge der übrigen Gebiete Gll G2 , ••• zu erhalten genügt 
es eine Methode anzugeben, um mit Hiilfe von bekannten Funktionen 
von G,. zu G"+, zu gelangen. Wir denken uns Gn in der u-Ebene 
ausgebreitet, und bezeichnen wie im § 3 mit hn den Abstand des An
fangsrmnkts der Koordinaten von der Begrenzung von G n' 

Wir betrachten wie im § 31 meiner oben zitierten Arbeit eine 

zweiblättrige Riemannsche Fläche, die im Punkte p = r2 ei~ einen 
Windungspunkt besitzt und deren Rand aus dem doppelt zu durch
laufendem Kreise In I = 1 besteht. Die Abbildungsfunktion t/J (z) 
dieser _Fläche auf den Kreis I z I < 1, für welche t/J (0) = 0 und 1/J' (0) 
reell und positiv ist, lautet: 

(24) 
1/J (z) 

i~ z-qe 
- z i.ft 

qz-e 

21' 
q= 1 + 1"2. 

Um die in der Einleitung erwähnte Koebesche Methode anzu
wenden, lege man den Punkt p in einen Punkt der Begrenzung von 
G,., der den Abstand h" vom Anfangspunkt der Koordinaten besitzt, 
und bezeichne mit U"+, das durch (24) gelieferte Bild von G,. in der 
z-Ebene. Wir wollen die Zahl h,.+, abschätzen 1): dazu bemerken wir, 
daß, wenn -~ einen Kreis 1 z 1 = r beschreibt, das l\Iaximum von t/J (z) 

!!I eich r ('r + q) · t ( I -: 4) Ist also ~ 1 + q r 1s vg . \i . 

oder 
T2 + q (1 - r 2 ) T - r 2 < 0, 

so wird das Bild u des Punktes .z· im Inneren des Kreises I u I < hn 

1) Bei dieser Abschätzung benutze ich im Wesentlichen eine Mitteilung des 
Herrn Plemclj. 
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liegen (weil 1'2 = h .. genommen worden ist); das Bild des Kreises 
1.z-] < -r liegt dann im Inneren von G .. und dieser Kreis im Inneren 
von G .. w Die Zahl h,.+t ist also nicht kleiner als die positive Wurzel 
der Gleichung 

-r 2 + q(1- r 2) -r- r2 = 0 

d. h. (wenn man ftir q seinen Wert einsetzt) 

(1 + 1'2) hn+t > r j y2 (1 + 1'4)- (1- r 2) l. 
Hieraus folgt aber 

(1 + r~) (hn+l- h,.) > r I y2(r+ r4)- (1- r')- r (1 + ?'2) l 
> r (1 - rY (1 - ?" 4) 

- V2(1 + r•) + (1- r 2) + 1·(l + r~) 
Der Nenner des Ausdruckes rechts wächst aber monoton, wenn r von 
Null bis Eins variiert, und sein Maximum in diesem Intervall ist also 
gleich 4; setzt man ferner r 2 = h,., so erhält man 

(25) 

Aus dieser Formel folgt aber sofort, daß Lim h,. = 1. ist; geht man 
n=oo 

nämlich von einem beliebigen h0 aus, so wird jede Zahl, die kleiner 
als Eins ist, nach einer endlichen Anzahl von Operationen über
schritten. l\'lan sieht endlich, wie Herr Koebe ebenfalls bemerkt hat, 
daß die Konvergenz der h" gegen Eins und folglich die der Abbil
dungsfunktionen gegen ihre Grenze gleichmäßig ist fiir alle Folgen 
von Gebieten, fiir welche h0 eine beliebige feste positive Zahl iiber
steigt. 

Fiir numerische Approximation der Abbildungsfunktionen kon
vergiert das V erfahren, wenigstens im Allgemeinen, viel zu langsam. 
Die rechte Seite von (25) beträgt bestenfalls einige Hundertstel und 
wird sogar zehn mal so klein, sobald h .. > 0,8 wird. 

Die Möglichheit der konformen Abbildung eines beliebigen Ge
bietes G ist hiermit bewiesen; daß die Abbildungsfunktion f(z) ein
deutig bestimmt ist, wenn man verlangt, daß f(O) = 0 und f' (0) > 0 
ist, folgt ohne weiteres aus dem Abschätzungssatze des § 7, ist aber 
einfacher direkt aus dem Schwarzsehen Lemma zu entnehmen. 
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Kapitel II. 

Das Spiegelungsprinzip und die Abbildung des Randes. 

1 t. Wenn man den Existenzsatz fii.r die Abbildung des Inneren 
von schlichten Gebieten voraussetzen darf, wie es hier der Fall ist, 
so ist das Schwarzsehe Spiegelungsprinzip fi.i.r geradlinige oder kreis
förmige 'l'eile des Randes fast selbstverständlich. 

Es sei in der ·Tat S, ein ein
fach zusammenhängendes Gebiet 
der r-Ebene, das ein Sti.i.ck A, B, 
der reellen v-Achse und den An
fangspunkt 0, der Koordinaten 

Fig. 2. in seinem Inneren enthält, und 
überdies in bezug auf diese Axe symmetrisch ist. Bildet man S, auf 
den Einheitskreis S2 einer t-Ebene derart ab, daß die Abbildungsfunktion 
1/J (t) den Bedingungen 1/J (0) = 0 und 1/J' (0) > 0 genügt, so muß, wegen 
der Eindeutigkeit der Abbildung und weil Spiegelungen der Figuren 
an A , B, und A2 B. die Gebiete SI und s2 in sich transformieren, 

(2ß) 1jJ (i) = 1/J (t) 

sein, wo i die zu t und ijJ die zu 'lj1 konjugiert komplexe Zahl be
deutet. 

Aus (26) folgt aber, daß die Potenzreihe 1fJ(t) re e lle Koeffi
zienten besitzt, sodaß die Strecken A, B 1 und A ?. B 2 und folglich die 
Gebiete H1 und H" w der Abbildung einander entsprechen. 

Von einem beliebigen schlichten einfach 
zusammenhängendem Gebiete (; wollen wir 
sagen , daß sein Rand einen freien Kreis
Logen A 0 JJ enthält, wenn A 0 B auf der Be
grenzung des Gebietes G und eine Kreis
sichel A 0 B M A im Inneren von G liegt. 

Wir können, indem wir genau so vor
gehen wie bei der Abbildung von G auf G0 

1-'i~. ;;, in § lO, eine Funktion u = q; ( v) finden , die 
(; auf ein Gebiet H, abbildet , das ganz auf 

der einen Seite der reellen 1.·- Axc liegt und die Punkte A 0 B in 
A 1 0 1 B, iiberfiihrt. Durch ähnliche elementare Transformationen kann 
man eine Funktion t = x (.c-) finilcn, clie den Halbkreis ll2 cler t-Ebenc 
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auf den Einheitskreis der z-Ebene abbildet. Indem man unsere Ab

bildung von H 1 auf H2 einschaltet erhält man eine Funktion 

f(z) = rp(1JI(x(<))), 

welche das Gebiet G auf das Innere des Kreises I t-' I< 1 abbildet; hierbei 

entsprucht dem Kreise A 0 B ein Kreisbogen von !z! = 1 auf welchem 

die Funktion f(z) regulär ist und eine von Null verschiedene Ab

leitung besitzt. Setzt man endlich die Funktion f(z) längs dieses 

Kreises analytisch fort, so bildet diese analytische Fortsetzung das 

Gebiet G', das aus G durch Spiegelung an A 0 B hervorgeht, auf 

das Äußere des Kreises lzl = 1 ab; dabei entsprechen zwei an A 0 B 

gespiegelten Punkten zwei Punkte, die an [.e I = 1 gespiegelt sind. 

Die Tatsache, daß das Gebiet G' den unendlich fernen Punkt der u

Ebene in seinem Inneren enthalten kann, bereitet natürlich keine 

Schwierigkeiten - die Funktion /'(,') besitzt in diesem Falle einen 

einfachen Pol. 
12. Es sei r ein reguläres analytisches Kurvenstück ohne Doppel

punkte, das im Intervalle A 0 B durch die Gleichungen 

(27) X = rp (t), y = 1f' (t) - 1 < f < 1 

dargestellt wird; hierbei bedeuten rp (t) und 1f' (t) reguläre analytische 

Funktionen und es ist im ganzen Intervall -1 < t < 1 

(28) rp 12 (t) + 1/J12 (t) f 0. 

Fig. 4. Fig. il. 

Die analytische Funktion u = rp + i l{J ist im Intervalle A 1 B, der 

reellen t-Axe regulär und ihre Ableitung ist in diesem Intervalle 

wegen (28) von Null verschieden. Man kann ein einfach zusammen

hängendes Gebiet 111 finden, daß die Strecke A 1 B 1 in seinem Inneren 

enthält und das durch die :Funktion 1t = rp + i 1jJ auf ein schlichtes 

Gebiet Hu der u-Ebene konform abgebildet wird. Zwei an der reellen 

t-Achse gespiegelte Punkte P 1 und Q, von 111 gehen durch diese Ab

bildung in zwei Punkte P und Q der u- Ebene iiber, von denen man 

sagt, daß sie an r gespiegelt sind; man beweist bekanntlich leicht, 

fes:schrift Schwarl, 3 
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daß diese Eigenschaft von der Wahl der Parameterdarstellung der 
Kurve y unabhängig ist. 

Ist nun G" ein beliebiges einfach zusammenhitngendes Gebiet der 
u - Ebene , das ganz im Innern von H" liegt und das Kurvenstilck 
AC B als freien Rand besitzt, so wird durch unsere Abbildungsfunk
tion ( IP + i l/J) dieses Gebiet auf ein Gebiet Gt abgebildet, das in Ht 
liegt und die Strecke A, B, als freien Rand besitzt. 

Bildet man nun Gt auf das Innere des Einheitskreises Jzl = 1 
der z-Ebene ab, wodurch auch gleichzeitig fii.r Gu dasselbe geleistet 
wird, so folgt aus § 11, daß der Strecke A, C, B, und folglich auch 
dem Kurvenbogen ACB ein Kreisbogen A.C.B. von Jz J = l mit von 
einander verschiedenen Endpunkten entspricht, daß die Abbildungs
funktion u(z) in jedem Punkte dieses Kreisbogens, der nicht mit einem 
seiner Endpunkte zusammenfällt, regulär ist und daß, wenn man die 
Abbildungsfunktion u (z) iiber diesen Kreisbogen hinaus analytisch 
fortsetzt, Punkte, die am Kreise J.zJ = 1 gespiegelt sind, in solche 
übergeben, die im obigen Sinne an y gespiegelt sind. 

13. Die Übertragung dieser Resultate auf Gebiete, die AC B als 
freien Bogen auf ihrer Begrenzung ent.balten, aber nicht in H,, ent
halten sind, erfordert einen kleinen Kunstgriff , der auch fiir andere 
Probleme niitzlich ist. 

F ig. 6. Fig. 7. 

Wir wählen die Punkte A und B auf der analytischen Kurve y 
so nahe an C, daß es möglich ist diese Punkte mit zwei Kreisbögen 
AM B und AN B zu verbinden, die im Inneren von H" liegen und 
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außer in ihren Endpunkten die Kurve r nirgends treffen. Es ist 

keine Beschränkung der Allgemeinheit vorauszusetzen, daß der Winkel 

a, den die beiden Kreisbögen miteinander bilden, von der Form ;~
ist, wo n eine ganze Zahl bedeutet. Nun wähle man einen Punkt 0 

im Inneren des Gebietes AN B C und bilde das Gebiet A 11-1 B C auf 

das Innere eines Kreises 1-I,_ derart ab, daß das Bild von 0 in den 

Mittelpunkt 0 1 dieses Kreises fällt; das Kurvenstiick A1 C1 B 1 geht 

nach § 12 in einen Kreisbogen A 1 0 1 B 1 mit von einander verschiedenen 
Endpunkten ii.ber. Das Bild der Sichel AM B N ist dann ein Gebiet 

A1 JJ1Jl1 N 17 das den Punkt 0 1 nicht enthält; spiegelt man dieses letzte 

Gebiet an dem Kreisbogen A 1 JYI1 B,, so erhält man ein ganz im End

lichen liegendes Gebiet A 1 K1 B 1 0 1 , das durch unsere Abbildungs

funktion, nach den Resultaten des § 11, auf ein Gebiet A K B C ab

gebildet wird. Dieses letzte Gebiet wird einerseits durch den Kurven

bogen A C B andererseits durch einen Kreisbogen A ]( B begrenzt, der 

mit AN B den Winkel 2 a = -J~i macht. 

Bildet man nun A,KJJ1 C1 auf das Innere eines Kreises H 2 , der

art ab, daß 0 1 in den Mittelpunkt dieses neuen Kreises iibergeht, so 

geht das Bild A1 0 1 B 1 des KurvenstUckes A C B nach § 11 wiederum 

in einen Kreisbogen A 2 0 2 B 2 mit von einander verschiedenen End

punkten iiber, und die am Ende des § 12 ausgesprochenen Resultate 

sind auf die Abbildungsfunktion des Gebietes AC B J( ii.bertragen. 

Wiederholt man die geschilderte Operation n-mal hintereinander 
' so erhält man die Abbildung eines Gebietes r, das aus dem ursprüng-

lichen Gebiete A C B M besteht, an das man das Äußere der Sichel 

AM B N angehängt hat; für die Abbildungsfunktion F(z) von r auf 

lzl < 1 gelten also wiederum die Resultate von § 12. 

Endlich sei G ein schlichtes Gebiet, dessen Begrenzung den 

freien Bogen AC B enthält und das in der Umgebung von () auf der

selben Seite von A C B liegt, wie das Gebiet A 111 B C; G befindet 

sich dann im Inneren von r und wird durch F (z) in ein Gebiet (} 1 

ii.bergeführt, das ganz im Inneren von lzl < 1 liegt. Das Bild von 

A C B ist hierbei wiederum ein freier Kreisbogen und, da man die 

Abbildung von (} auf das Innere eines Kreises realisieren kann in

dem man G1 auf den Kreis abbildet, sieht man nach § 11 daß die 

Abbildungsfunktion auf dem Teile des Randes des Kreises, der der 

Kurve A C B entspricht, regulär ist, und daß die Sätze über Spiege-
3* 
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lung mindestens für die Punkte des Gebietes G bestehen, die im In
neren unseres Gebietes AC B M liegen. 

Hiermit ist bewiesen, daß bei der konformen Abbil
dung eines Gebietes G auf einen Kreis, jedes freie ana
lytische Kurvenstück des Randes auf einen Kreisbogen 
abgebildet wird, in welchem die Abbildungsfunktion 
r e g u l ä r i s t. 

14. Die Methode des vorigen Paragraphen kann das alternierende 
V erfahren von Schwarz in den meisten Fällen, in denen es sich um 
einfach zusammenhängende Gebilde handelt, ersetzen. 

z-Ebene 

R s' 

Fig. 

Es seien z. B. X 1 und x2 zwei Kreise , die jeder in zwei einfach 
zusammenhängende Gebiete A, B resp. B', C' zerlegt sind. Man kennt 
eine Funktion tt = rp(v), welche die Gebiete B und B' auf einander 
derart abbildet, daß die Punkte P und P', Q und Q' des Randes einander 
"entsprechen". Es sollen zwei Funktionen tt = f~(z) und v = {2 (z) ge
funden werden, die den Kreis X 1 auf ein Gebiet (A" + B") und den 
Kreis x2 auf ein Gebiet (B" + C") derart konform abbilden, daß zwei, 
vermöge der Funktion ?t = rp ( v) , entsprechende Punkte von B und 
B' in den s e 1 b e n Punkt von B" übergehen und daß das Gebiet 
(A" + B" + C"), einen Kreis x3 ausfüllt. 

Die Punktmengen, die A von B und B' von C' trennen, brauchen 
nicht analytische Kurven zu sein, wir wollen uns aber hier auf den 
Fall beschränken, wo man die Punkte P' und Q' durch einen Kreis
bogen r' verbinden kann, der ganz im Inneren von B' verläuft, und 
von dem wir dann auch immer fordern können, daß er den Winkel 

-;;,- mit dem Bogen P' S' Q' macht. Es sei r das Bild von r' in B; 

nach Voraussetzung verbindet r die Punkte P und Q. Wir bilden 
das zwischen r und dem Kreisbogen P 1l Q liegende Gebiet auf einen 
Kreis ab, spiegeln das Bild des schraffierten Stückes von X1 an diesem 
Kreis, bilden das durch die Spiegelung erweiterte Gebiet wiederum 
auf einen Kreis ah und wiederholen rlieses V erfahren genan wie im 
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vorigen Paragraphen. Nach n-maliger Wiederholung dieser Operatio
nen erhalten wir eine Figur, welche die konforme Abbildung des 
vollen Kreises r.2 entl1~ilt, und welche die gestellte Frage Hist. 

Mit Hilfe des zuletzt skizzierten Beweisverfahrens kann man die 
Existenz der Abbildung einer beliebigen einfach zusammenhängenden 
endliebblättrigen und ganz im Endlichen liegenden Riemannschen Fläche 
beweisen, da man eine derartige Fläche durch successives Anhängen 
von endlich vielen schlichten Gebieten oder mehrblättrigen Kreisen, die 
einen Verzweigungspunkt endlicher Ordnung besitzen, aufbauen kann. 

Unser V erfahren liefert ebenfalls die Mittel um ein beliebiges ein
fach zusammenhängendes Stück einer krummen Fläche, die analytisch 
ist, auf einen Kreis abzubilden. Denn man kann jedes solche Flächen
stück in eine endliche Anzahl von Teilen zerlegen, die sich dach
ziegelartig überdecken und von denen man jedes flir sich auf emen 
Kreis abbilden kann. 

Man muß natUrlieh bei allen diesen Problemen, die success1ven 
Erweiterungen des abgebildeten Gebildes derart vornehmen, daß man 
stets einfach zusammenhängende Flächen vor sich hat. 

15. Zum Schluß müssen wir, um das in der Einleitung erwähnte 
klassische Problem von Schwarz zu erledigen, auch die Ecken auf 
der Begrenzungskurve des Gebietes untersuchen. 

c 

td A B 

A' 
1 

Fig. D. 

Wir wollen annehmen, daß die Begrenzung des Gebietes G zwei 
analytische Kurven bögen CA und AB enthält, die überall, außer 
vielleicht im Punkte A selbst, regulär sind und in A 'l'angenten be
sitzen. Bei der konformen Abbildung von G auf einen Kreis gehen 
nach dem Vorhergehenden die Kurven CA und AB in zwei getrennte 
Kreisbögen 0 1 A~ und A~ B 1 über. Es muß zunächst gezeigt werden, 
daß A; und .A~ zusammenfallen. Im entgegengesetzten Falle ver
binden wir .A~ mit A~ durch einen Kreisbogen A; M 1 A~, der einen 
Winkel o: mit dem Einheitskreise macht. 

Im Gebiete G entspricht vermöge der Abbildung diesem Kreis-
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bogen eine Kurve, die gleichmäßig gegen A konvergiert, wenn a 

gegen Null strebt; denn der größte Abstand dieser Kurve von A 
wird kleiner als p werden, sobald der Kreisbogen A~ M 1 A; das Bild 
"• eines Kreisbogens " vom Radius p und Mittelpunkt A nicht trifft. 
Letzteres ist aber fii.r hinreichend kleine IX der Fall. 

Legt man nun den Anfangspunkt der u -Ebene in A und stellt 
man die Abbildungsfunktion tt = f(z) durch ein Cauchysches Integral 
dar, das iiber die Kurve A; 111, A; Q, N, P, erstreckt ist, so wird der über 
A; M, A; erstreckte Bestandteil dieses Integrals bei festem z = z0 und 
veränderlichem IX einerseits von a unabhängig sein, andererseits aber 
dem absoluten Betrage nach kleiner als eine Funktion von a, die zu
gleich mit a gegen Null konvergiert. Dieser Bestandteil des Inte
grals verschwindet also und f(z) ist regulär auf dem Bogen A: A, A;; 
f(z) mii.ßte ferner auf diesem Bogen verschwinden und folglich eine 
Konstante sein, was unmöglich ist. Dem Eckpunkte A ent
spricht also ein einziger Punkt A, des Einheitskreis es. 

16. Wir wollen sagen, daß bei der Abbildung des Gebietes G 
auf einen Kreis die Ecke A quasikonform abgebildet ist, wenn 
jede Kurve die im Inneren von G verläuft, in A mündet und dort 
einP- Tangente besitzt in eine Kurve übergeht, die in A, eine Tan
gente hat und wenn das Verhältnis des Winkels von zwei derartigen 
Kurven in A und des Winkels ihrer Bilder in A, ein konstantes ist. 
Wird bei der Abbildung von G auf einen Kreis die Ecke A quasi
form abgebildet, so hat jedes Gebiet H, dessen Begrenzung die freie 
Kurve CA B enthält, und das auf derselben Seite dieser Kurve liegt 
wie G, dieselbe Eigenschaft. Dieses ist nämlich selbstverständlich, 
wenn H ein Teil von G ist, da in diesem Falle bei der Abbildung 
von G auf einen Kreis das Gebiet H in ein Gebiet H,. i:ibergeht, das 
in der Umgebung des Punktes A, einen freien Kreisbogen besitzt; 
um den Satz allgemein zu beweisen, muß man dann ähnlich, wie im 
§ 13 vorgehen. 

Hieraus folgt dann, daß die Abbildung der Ecke A quasikonform 
ist, wenn CA und AB Kreisbogen oder gerade Strecken sind. Um zu 
zeigen, daß dies auch unter den allgemeinen Voraussetzungen des § 14 
der Fall ist, benutzen wir folgenden Hiilfssatz, der mit dem Schwarz
sehen Lemma eine große Ähnlichkeit hat. 

17. Es sei f'(z) eine im Einheitskreise izl < 1 reguläre 
Funktion, die dort der Bedingung lf(z)l < 1 geniigt, und 
die für r e e ll e W er t e von z r e e 11 ist. 
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Es sei AMBN ein in bezugauf 
die reelle Achse symmetrisches 
Kreisbogenzweieck, dessen Ecken in 
- 1 und + 1 1 i e g e n. J e dein W er t e 
von z im Inneren dieses Gebietes 
entspricht dann ein Wert von f(z), 
der auch in AMBN liegt, wenn man 
die beiden Ebenen z und n so auf-

A 
-1 

8 
+1 

Fig. 10. 

einander legt, daß die gleichnamigen Axen zusammen
fallen. 

Es genügt, um den Satz zu beweisen, von folgenden Bemerkungen 
auszugehen: 

1) Bei jeder linear gebrochenen Substitution mit r e e 11 e n Koeffi
zienten, die das Innere des Einheitskreises in sich transformiert, wird 
das Innere des Kreisbogenzweiecks A JJIB N ebenfalls in sich überge
führt. 

2) lYian kann durch solche Substitutionen einen beliebigen Punkt 
des Einheitskreises in einen Punkt der imaginären Achse überführen. 

Es sei nun Z 0 ein beliebiger Punkt des Inneren von AM B N; 
durch die Substitution mit reellen Koeffizienten 

at+h z-- -·-··· 
- a't+h'' 

die den Einheitskreis in sich transformiert, gehe z·0 in emen Punkt 
f 0 der Strecke .1'Jil N über, und zugleich f(z) in eine Funktion cp (t). 
Nach Voraussetzung ist q> (0) eine r e e 11 e Zahl; man kann also eine 
linear gebrochene Substitution mit reellen Koeffizienten finden, die 
den Einheitskreis in sich transformiert und bei welcher q>(t) in eine 
Funktion 1/J (t) übergeht, die für t = 0 verschwindet. Nach dem 
Schwarzsehen Lemma muß der Punkt 1/J (t0) im Inneren des Kreises 
liegen, der 211 N zum Durchmesser hat. Dieser letzte Kreis liegt aber 
ganz im Gebiete AM B N, also gilt dasselbe fiir den Punkt 

was zu beweisen war. 
18. Wir leiten jetzt folgenden Satz aL: Es seien G und H zwet 

GeLiete, von denen das zweite ganz im Inneren des ersten liegt, und 
die beide von dem freien analytischen Kurvenstück AC B begrenzt 
werden. Wir bilden jedes dieser Gebiete auf eine Kreisfläche " ab, 
derart, daß die Punkte A und B denselben Punkten A1 und B 1 der 
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Peripherie von " entsprechen und betrachten die Bilder 'Ya und '}'11 

eines Kreisbogens r, der in " liegt und A 1 mit B 1 verbindet. Es 
wird behauptet, daß 'J'11 ganz im Inneren des Gebietes liegt, das von 
r a und AC B begrenzt wird. 

A 

8 

Fig. 11. 

Man bilde G auf einen Halbkreis derart ab, daß die Kurve A C B 
dem Durchmesser dieses Halbkreises entspricht; dann geht H in ein 
Gebiet IJ' über, das in dem Halbkreis enthalten ist, während die 
Kurve 'Ya in einen Kreisbogen r~ übergeht, der die Endpunkte des 
Durchmessers des Halbkreises enthält (in der 'l'at wUrde bei der kon

formen Abbildung von " auf den Halbkreis der Kurve r ein solcher 
Kreisbogen entsprechen). 

Das Bild von r 0 sei mit r~ bezeichnet, und es ist zu zeigen, daß 
'}'~1 zwischen r~ und dem Durchmesser des Halbkreises liegt. Nun be
merke man, daß 'Y~ in r~ transformiert wird, wenn man das Gebiet 
H' derart auf den Halbkreis abbildet, daß der Durchmesser A' B' in 
sich transformiert wird. Nach § 11 ist die Abbildungsfunktion reell 
für reelle Werte des Arguments und dem absoluten Betrage nach 
kleiner als Eins fUr I z I < 1, und unsere Behauptung ist einfach eme 
direkte Anwendung des Satzes des § 17. 

19. Es sei G ein Gebiet, dessen Rand eine Ecke A enthält; von 
den zwei Stücken BA und AC des Randes, die in A zusammen
treffen, sei .A. G geradlinig. Wir wollen zeigen, daß bei der Abbil
dung von G auf einen Kreis die Ecke A quasikonform abgebildet wird. 

Fig. 12. 

Mit a bezeichnen w1r den Winkel, den die beiden Seiten BA 
und AC der Ecke A miteinander machen. Wir konstruieren ein Ge-
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biet G', das G in seinem Inneren enthält und das auf seiner Begren
zung außer der Strecke A C eine Strecke A B' enthält, die mit AC 
den Winkel (a + s) macht und ein zweites Gebiet G", das in G ent
halten ist, und in A den Winkel ( a - E) aufweist. Wir bilden G, G' 
und G" auf einen Kreis ab, so daß die Punktepaare A, 0 und A 0 0 1 

einander entsprechen. Man betrachte in diesem Kreise einen Kreis
bogen r., der. A 1 mit 0 1 verbindet und mit dem Bogen A 1 0 1 den 

Winkel n ß' macht, und die Bilder y, r' und r" dieses Kreisbogens in 
G, G' und G". Nach § 18 liegt r zwischen r' und r"; nun sind die 
Abbildungen der beiden Gebiete G' und G" quasikonform in A und 
die Kurven r' und y" besitzen in A zwei Tangenten, die mit A 0 

den Winkel ß' ( a + s) resp. ß' ( a - s) machen. Da r zwischen r' und r" 
bei jeder beliebigen Wahl von s eingeschlossen ist, sieht man, indem 
man s gegen Null konvergieren läßt, daß r im Punkte A eine 'l'an
gente besitzt, die mit A 0 den Winkel ß'a macht. Hieraus folgt 
dann leicht, daß die Abbildung des Gebietes G auf den Kreis im 
Punkte A quasikonform ist. 

20. Endlich sei G ein Gebiet, dessen Rand eine beliebige Ecke 
A aufweist. Wir betrachten ein Gebiet G', das G in seinem Inneren 
enthält und in A eine Ecke besitzt, dessen eine Seite 
mit BA zusammenfällt und dessen andere Seite A D 

geradlinig ist. Bei der konformen Abbildung von G' 
auf einen Kreis wird das Gebiet G in ein Gebiet G1 

iibergefiihrt und die Abbildung ist quasikonform in A 

(§ 19). 

A(j;) 
0 

Fig. 13. 

Nun geht aber bei dieser Abbildung die Ecke BA 0 in eine Ecke 
B 1 A1 0 1 iiber, die eine kreisförmige Seite B 1 A 1 besitzt, so daß die 
Abbildung des Gebietes G1 auf einen Kreis nach § 19 ebenfalls quasi
konform in A1 ist. 

Also wird auch die Ecke A bei der Abbildung von G auf einen 
Kreis quasikonform abgebildet. Schließlich möchte ich bemerken, daß 
wir von der Voraussetzung, daß die Seiten BA und A C der Ecke 
analytisch sind, keinen Gebrauch gemacht haben, außer um zu zeigen, 
daß in der Umgebung von A die Abbildung des Randes von (} auf die 
Peripherie de~ Kreises eineindeutig und stetig ist (§ 15). J edesma1, wo 
dies der Fall ist (also z. B. wenn der Rand von G in der Umgebung 
von A eine Jordansehe Kurve ist) geniigt die Existenz von 'l'an
genten in A um die Quasikonformität der Abbildung in A zu sichern. 



Über die Konvergenz der Potenzreihe an der 
Konvergenzgrenze in Fällen der konformen 

Abbildung auf die schlichte Ebene. 
Yon 

Leopold Fejer m Budapest. 

1. Die Potenzreihe 

(1) W = f(z) = c0 +c1 z+···+c,.zn+ ... 

habe den Einheitskreis der 2-Ebene zum Konvergenzkreis. 
In bezug auf die K o n ver g e n z einer solchen Potenzreihe auf 

ihrem K on ver ge n z kreise gibt es eine große Anzahl wichtiger 
Ergebnisse, verschiedenster Natur. 

In dieser Arbeit beschäftige ich mich mit dem Fall, wo die 
Potenzreihe (1) auf die n·-Ebene ein s c h lieht es Bi 1 d des Innern 
des Einheitskreises der .:-Ebene entwirft. 

Es wird sich zeigen, daß eine solche Potenzreihe auf ihrem Kon
vergenzkreise unter sehr allgemeinen, und überraschend einfachen 
Bedingungen konvergiert. 

Ich möchte in dieser einleitenden Nummer ein Resultat dieser 
Arbeit ausführlicher angeben und erläutern, das sich auf einen etwas 
spezieHern Fall bezieht. 

Es sei 

(2) w = f(z) = G0 + 1'1 z + · · · + c,. :-:" + · · · 
eme Potenzreihe, welche fiir· I z I < 1 konvergiert. Ich setze voraus, 
daß 1) !f(z)l < const. wenn [zJ < 1, 2) daß die Summe f(z) der Po
tenzreihe (2) für lzJ < l im abgeschlossenen Kreisbereiche [z J < 1 
stetig ist. 
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Ist die Potenzreihe 

C0 + C1 Z -l-- • • • -l-- C,. ·"·" -l-- • • • 

einer solchen Funktion f(z:) auf dem Einheitskreise konvergent? Diese 
Frage hatte Herr P ringsheim in seiner Abhandlung ,, Über das 
Verhalten von Potenzreihen auf dem Konvergenzkreise" (Sitzungs
berichte der math.-phys. Klasse der K. B. Akademie der Wissen
schaften, HIOO, Heft 1) aufgeworfen. Ich habe sie in meiner Arbeit 
"Über gewisse Potenzreihen an der Konvergenzgrenze" (dieselben 
Berichte, 1910) im negativen Sinne beantwortet, indem ich in § 4 
dieser Arbeit ein Beispiel einer Potenzreihe 

C0 + c1 z + · · · + c,. z" + ... 
mitgeteilt habe, die den obigen Bedingungen 1), 2) genügt, und welche 
dennoch an den Stellen des Einheitskreises 

z = e 

111. 
- -~% 
n 

m = 0, ± 1, ± 2, ... , 

n= ±1, ±2, ... , 
(die den Einheitskreis überall dicht bedecken) divergiert. 

Nun will ich aber der unter (i) fi.i.r lz] < 1 definierten Funktion 
w = f(z) außer den Bedingungen 1) und 2) noch eine dritte Bedin
gung auferlegen: 3) sie entwerfe auf die 1c-Ebene ein schlichtes 
Bild des Innern des Einheitskreises der z-Ebene. D. h. es sei stets 
f(z 1) =f= f(z2), wenn z,, .C2 zwei beliebige, voneinander verschiedene 
komplexe Zahlen bedeuten, die absolut kleiner als 1 sind. Dann 
k o n vergiert die Potenzreihe (2) (die also jetzt den Bedingungen 
1), 2) und 3) genügt) an jeder Stelle des Einheitskreises 
!zl = 1, u. z. gleichmäßig am ganzen Einheitskreise 1) 

lzl = 1. 
2. Ich werde im Folgenden einen allgemeinen Reihensatz ge

brauchen, den ich zuerst formulieren und beweisen möchte. 

(3) 

Theorem I. Es sei 
00 

~ u. = 110 + 11 1 + ... + n,. + ... 
v=O 

1) Meine :Xote: "La convergence sur son cercle de convergence cl'une S(irie de 
puissance effectuant une representation conformc du cercle sur Je plan simple" 
(Comptes-Rendus, t. 156, p. 4G, seance du 6 janvier 1!JI3) enthält einen Auszug aus 
der vorliegenden Arbeit. 
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eine unendliche Reihe mit reellen oder komplexen 
Glieder, die durch die lVIethode der arithmetischen 
lVIittel summierbar ist; ist dann noch die Reihe 

00 

(4) ~ v[u.J2 = [u1 J2 +2Ju2 J2 +· .. +n[u,J+· .. 
v=l 

k o n v e r g e n t, s o i s t d i e R e i h e (3) k o n v e r g e n t. 
Ich bemerke gleich, daß nicht etwa schon aus der Konvergenz 

der Reihe (4) die Konvergenz der Reihe (3) folgt. Denn ist 

1 
u - (v = 2, 3, · · · oo), • - v logv' 

so ist die Reihe ( -±) 
00 00 1 
~ v Ju,J2 = ~ 

V = 2 v = 2 V (log V)" 

konvergent, während die Reihe 
00 00 1 
~ u = ~ 

V= 2 v V = 2 V log V 

(eigentlich) divergent ist. 
Es muß also zur Bedingung (4) noch eine weitere Bedingung 

hinzugezogen werden, damit man auf die Konvergenz der Reihe (3) 
schließen kann. [Im Theoreme I ist diese weitere Bedingung: die 
Summabilität der Reihe (3)]. 

(5) 

n 
B e weis des 'l' h e o r e m s I. Es sei ~ u. = s". Dann ist 

v=O 

s = so+s.+···+s"- (n+l)uo+nu,+···+un 
n n+l - n+l -------

n, + 2u2 +···+nun 
n+l 

Nach Voraussetzung existiert lim S". Kann ich also beweisen, daß 
n=oo 
n 
~ vtt. 

lim 
n=oo 

V=Ü 

n+1 
-0, 

oder sogar daß 
n 
~ v[u,,j 

(H) lim v=O = 0 
n+1 

ist, so folgt aus der Identität (5) die Existenz von lim s,.. 
n=oo 
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Es sei E eine beliebige (aber feste) positive Größe. Dann exi
stiert, nach der Voraussetzung ilber die Reihe (4), eine positive ganze 
Zahl p, so daß 

n 
(7) ~ v]u,OJ 2 <c\ 

v=p+l 

wenn n eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet, die größer als 
p ist. 

Nun ist aber infolge der Ungleichung 1) des Herrn Ho A. Schwarz, 
und mit RUcksicht auf (7): 

(8) 

E \)n' = nE. 

W citer ist, filr n > p, 

n p n 

n+l 

~ v Jn,o] ~ v ]uvJ 
_v __ l ___ + v=p + 1 

n+l n+l 

~ v]n,] 
v=l 

also ist, mit Riicksicht auf (R), fiir n > Jl, 

n 11 
~ v]uvJ ~ vJu,o] 

v=l v=l 
-,-~-+---:-1- < --n-+,...--:;-1- + E. 

Da nun fiir geniigend großes n 

p 
~ ?Jju,ol 

v= 1 ------;-- < c' 
n+l 

l) Urspriinglich habe ich hier folgende, durch elementare Extremumsbetrachtung 
gewonnene Bemerkung benützt: es ist 

"1 61 + «2 6. + .. 0 + a", 6m < n/ a, + «2 + .. 0 + «m, 
wenn 

hier ist""> 0, 6" > 0, (k = 1, 2, 0 0 0, m), < > Oo Da aber diese l:ngleichung eine un
mittelbare Folge der Schwarz sehen t:ngleichung ist, worauf mich Herr Go Pi\ l y a 
aufmer((sam machte, so habe ich im Texte lieh er direkt die Schwarz sehe Ungleichung 
angewendet. 
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also ist 
n 
~ vju"l 

v=l --------- < 2E 
n+l ' 

wenn nur n gehörig groß ist. D. h. es ist 

n 
~ vlu,.l 

lim v=l 
n=oo-n+l-- = 0, 

woraus, w1e ich schon bemerkt habe, daß Theorem I unmittelbar 

folgt. 
3. Es seien die Glieder der Reihe (3) Funktionen eines reellen 

Parameters 0. Ist dann die Reihe (3) im Intervalle a < 6 :::::; b g 1 eich

mäßig summahel, und ist die Reihe (4) im selben Intervalle gleich

mäßig konvergent, so ist auch die Reibe (3) für a :S: (J < b gleich

mäßig konvergent. Aus dem eben geführten Beweise des Theo

rems I erhellt dies ohne weiteres. 
4. Das Theorem I enthält ein K o n v er g e n z k rite r i um für 

summ ab 1 e Reihen. 
Herr G. H. Hardy hat vor drei Jahren ein sehr einfaches und 

anwendungsreiches Konvergenzkriterium fiir summable Reihen ver

iiff'entlicht, das ich hier erwähnen miichte. Der Ha r dy sehe Satz 
00 

lautet folgenderweise: ist die Reihe ~ u" summabel, und ist vlu,.l 
v=O 

00 

fii.r jedes 11 kleiner als eine Konstante, so ist die Reihe ~ u,. kon
v=O 

vergent. 
Herr Landau hat diesen Satz folgenderweise verallgemeinert: 

00 

ist die Reihe ~ n,. (mit reellen Gliedern) summabel, und ist v n" für 
v=O 

00 

jedes v größer als eine negative Konsta:nte, so ist die Reihe ~ u,, 
v=O 

konvergent. 
Ich möchte hier bemerken, daß die Ha r d y sehe Voraussetzung 

(11 I u" I < const., v = 1, 2, · · · oo) und meine Voraussetzung 

( ± kju,J < const., v = 1, 2, · · · oo) 
k=l 

nicht etwa identisch sind. Es sei z. B. n,. = 1• fUr 11 - n4 

n ' 
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(n = 1, 2, ·· · oo), und u-~ = 0 für die übrigen Werte des Index. Dann 
ist meine Voraussetzung erfilllt, denn die Reihe 

00 00 (1)2 00 1 
~ v I u,! 1 = ~ n~ · 3 = ~ -2 

v=l n=l n n=l n 

ist konvergent. Die Ha r d y sehe Voraussetzung ist hingegen nicht 

erfi:illt, weil v [n,.l für v = n' gleich n4 • 1~3 = n ist, also nicht be

schränkt ist fiir v = 1, 2, · · · oo. 
Umgekehrt: fiir die Reihe 

1 1 + 1 
3 \jlog 3 4 \jlog 4 2 Vlog2 

ist die Ha r d y sehe Bedingung erfi:illt, während meine Bedingung 
nicht erfi:illt ist. 

il. [eh betrachte mm eine beliebige Potenzreihe 

00 

(9) f(z) = w = u+i11 = ~ c,.z• 
v=O 

mit beliebigen reellen oder komplexen Koeffizienten der komplexen 
Variabel z = x + iy, die den Kreis lzl < 1 der z-Ebene zum Kon
vergenzkreise hat. Es sei 1' eine nichtnegative Zahl < 1. Dann ist 
hekanntlich : 

f f!f'(z") ,2 dx cly = f f [ ( :;, r + ( ~; YJ dx cly = 
(Or) (C,.) 

(10) 
= J J[(~;r + (!;Y]axay = :r "'~ tlc,.l'r21·, 

(C,.) 

(0 :<. 1' < 1). 

Hier bezeichnet ( 0,.) die Fläche desjenigen Kreises der z·-Ebene, 
der um den Nullpunkt mit dem Radius r geschlagen ist. Die Inte
gration ist auf die Kreisfläche ( 0,.) auszudehnen 1). 

6. Ich betrachte jetzt den Fall, wo die Potenzreihe (9) das 
Innere des Einheitskreises s chIich t auf ein Gebiet der w-Ebene 
abbildet, d. h. wo stets f(z 1) =I= f(z2), wenn .r/1 t S1 , und [z1 l < 1, [z2 j < 1. 
Dann wird durch w = f(s) die Kreislinie mit dem Radius r, (t· < 1), 

1) Ich verweise auf die Arbeit des Herrn Hadamard im ßull. Soc. :Math. dc 
l!'rance, tome 3-i, 1906, wo aus der Formel (10) wichtige Hesultate abgeleitet werden. 
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auf eine geschlossene, reguläre, analytische, doppelpunktslose Kurve 
der u;.Ebene abgebildet. Es bezeichne T(r) den F 1 ä c h e n in h a 1 t 
des Bereiches in der n·-Ebene, den diese Bildkurve umgrenzt. Dann 
ist, mit Ri.icksicht auf die Relation (10), in diesem Falle der schlichten 
Abbildung, 

00 

(11) T(r) = n l; v 1 c .. ]2 1"2 '"1 

v= 1 

(0 < r< 1). 

[Diese merkwiirdige Formel fiir den Flächeninhalt des Bildes der 
Kreisfläche ( C,.) läßt eine, vielleicht nicht uninteressante, geometrische 
Interpretation zu. 

(12) 

00 

Betrachten wir ein G 1 i e d der Potenzreihe l; c" z": 
11=0 

1' 

c"z, (v = 1, 2, ... , oo). 

Dieses Glied bildet die Kreisfläche ( C,.) auf diejenige, v • f a c h zu 
zäh 1 ende Kreisfläche der w·Ebene ab, deren Mittelpunkt der Null
punkt ist, und deren Radius gleich I c,.l r" ist. Also ist der Flächen
inhalt des Bildes, welches der Kreisfläche (C,.) durch dem Gliede (12) 
in der w-Ebene entspricht: 

T"(1·) = v .n I c.f 1'2", (v = l, 2, ... , oo). 

Die Formel (11) besagt nun, daß 

(1.3) 

d. h. der F 1 ä c h e n in h a 1 t des Bildes in der U.J- Ebene der Kreis
fläche (0,.), welches dieser durch die g a 11 z e u 11 end 1 ich c Potenz
reihe 

C0 + f\ ,<,; + · • · + c,. z'' + · • · 
entspricht, ist gleich der S um m c d c r F 1 ä c h e 11 i n h alte der 
Bilder in der w- Ebene, die der Kreisfläche ( C,.) durch die einzelnen 
G 1 i e der der Potenzreihe entsprechen.] 

7. Es sei 

(14) 

eine beliebige Potcnzreihe: welche fiir 1 z J < 1 konvergiert. Es sei 
weiter 

lim i (r) = endlich, 
1'= 1 
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wo 

i(r) = J jlf'(z)J2 dxay = J J[(~;Y+ (~;Y] axay 
(C,.) (C,.) 

= J J[(;.~y + (~~)'] clxdy, (0 < r < 1). 
(C,.) 

00 

Dann ist, mit Rücksicht auf die Relation (10), ~ v 1 c,.l~ kon-
v= 1 

vergent. Daraus folgt aber, mit Rücksicht auf neuere Unter-
suchungen über Fourierreihen, daß die Potenzreihe 

(14) C0 + C1 z + · · · + c., z" + · · · 
für lzl = 1 überall summabei ist, mit eventueller Ausnahme einer 
Punktmenge auf dem Einheitskreise vom Maße Null. Wende ich 
also das Theorem I an, so kann ich schließen, daß die Reihe (14) fiir 
JzJ = 1 "fast i.iberall" kon vergiertl). 

Ich habe also das folgende Theorem erhalten: 

Theorem li. Ist die Potenzreihe 

(14) f(z) = c0 + c1 z+ .. ·+cnz"+ .. ·, 

(z = x+iy, f(z) = n+iv), 

für Jzl< 1 konvergent, und ist 

(15) J jlf'(z)j 2 dxdy = J J[(~;Y+(~;y]axdy 
( c,.) c a,.) 

= J J [ ( ~iJ + ( ~i YJ dx dy, (( 0,.) = Kreisfläche lzl :s; r), 
(0,.) 

für 0 < r< 1 beschränkt, so ist die Potenzreihe am Ein
heitskreise I z I = 1 " fast i.i b er a 11 " k o n ver g e n t, ( d. h. i.i b er
all, mit eventueller Ausnahme einer Punktmenge auf 
dem Einheitskreise vom Maße Null). 

8. Es sei nun 

(16) 

eine Potenzreihe, welche für Jzl < 1 konvergiert, und welche das In-

1) Auch mit Hilfe von neueren Resultaten über trigonometrische Reihen, 
~ ~ 

läßt sich aus der Konvergenz von ~ v I Cv 12 der Satz ableiten, daß ~ c,. z•· für 
•=I •=0 I z I = 1 fast überall konvergiert. 

Festschrift Schwarz. 4 
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nere des Einheitskreises s c h 1 ich t auf die Ebene der Funktion abbildet. 
Dann ist, mit Riicksicht auf Nr. 6, (Relation (11)), die Bedingung (15) 
sicher erfiillt) wenn der innere Flächeninhalt des Bildes, das der Fläche 
des Einheitskreises [z! < 1 in der Ebene der Funktion entspricht, end
lich ist. Ich kann also das folgende Theorem formulieren : 

Theorem 111. Die Potenzreihe 

(17) 

sei fti.r [zJ < 1 konvergent und entwerfe em schlichtes 
Bild des Innern des Einheitskreises JzJ < 1 auf die Funk
tion s e b e n e. Ist d an n der inner e F 1 ä c h e n in halt d i es e s 
Rildes in der Funktionsebene endlich) so ist die Potenz
reihe am Einheitskreise Jz! = 1 "fast ii bera 11" k on ver
gent. 

9. Die Bedingung des Theorems III ist sicher erfüllt, wenn die 
Potenzreihe (17), welche eine schlichte Abbildung statuiert, be
schränkt ist, (d.h. wenn [c0 +c.z+ .. ·!<const. fiir [z[<1). Theo
rem III enthält also das Folgende. 

Theorem IV. Liefert die fiir !z! < 1 konvergente Po
tenzreihe 

(18) w = C0 + C1 z + · · · + c,. z" + · · · 

die konformeAbbildungdes Innern des Einheitskreises 
der z- Ebene (!z! < 1) auf einen solchen schlichten Bereich 
der w-Ebene, der da ganz im Endlichen liegt, so ist die 
konforme Abbildung vermittelnde Potenzreihe (18) am 
Einheitskreis e I z I = 1 " f a s t ii b e r a 11 " k o n v e r g e n t. 

10. Eine besondere Behandlung erfordert und verdient der Fall, 
wo die Summe der Potenzreihe (18) fiir Jzl < 1 im abgeschlossenen 
Kreisbereiche lzl>-1 stetig ist. Dann ist die Potenzreihe auf dem 
Einheitskreise zunächst nicht nur "fast iiberall", sondern iiberall sum
mabel, u. zw. gleichmäßig summabei auf dem ganzen Einheits
kreise. Dies ist eine Folge meines Satzes iiber die arithmetischen 
Mittel der Fourierreihe einer iiberall stetigen und nach 2 ~ perio
dischen Funktion. Nun ist aber weiter fiir I z I = 1 die Reihe 
00 00 

~ 1'lcvz''l2 gleich ~ v!cvl2 ; sie ist also gewiß gleichmäßig kon-
v=l v=l 

ver g e n t am Einheitskreise. Also ist, mit Riicksicht auf N r. 3, die 
Potenzreihe am Einheitskreise gleichmäßig konvergent. Ich 
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kann also das folgende (schon in Nr. 1 erwähnte und erläuterte) 
Theorem formulieren: 

TheoremV. Ist dieSummederfiir ]z]<l konvergenten 
Potenzreihe 

(19) 

für ]zl ~ 1 stetig, und entwirft sie auf die Ebene der 
Funktion ein schlichtes Bild des Innern des Einheits
kreises ]zJ<l, so ist die Potenzreihe(19) am ganzen Ein
heitskreise ]z] = 1 gleichmäßig konvergent. 

11. Nach einem sehr allgemeinen Satze des Herrn 0 s g o o d, 
für den neuerdiJ?.gs die Herren C a r a t h e o d o r y und K o e b e neue 
Beweise gegeben haben, läßt sich das allgemeinste einfach zusammen
hängende Gebiet G, welches in der w-Ebene schlicht ausgebreitet ist, 
auf das Innere K des Einheitskreises [.<] < 1 der z-Ebene konform 
abbilden. 

Die: Frage der Zuordnung der Punkte des Kreises [ z] = 1 zu 
den Randpunkten des Gebietes in der w-Ebene, welche eine solche 
konforme Abbildung impliziert, wurde in neuerer Zeit in hohem Grade 
geklärt durch die Arbeiten der Herren C a rat h e o d o r y, K o eh e, 
0 s g o o d, S t u d y und E. H. T a y 1 o r. 

Die Theoreme III, IV und V beziehen sich nun auf die Potenz -
reihe einer Funktion w(z): 

w(z) = co+clz+ .. ·+c,.z"+ .. ·, 

welche eine konforme Abbildung von K auf G realisiert; sie besagen 
insbesondere, daß dieser analytische Ausdruck von w (z), d. h. die 
Potenzreihe, für die Randpunkte des Einheitskreises in der z-Ebene 
unter weiten Bedingungen bemerkenswerte K o n ver genzeigen
schaften hat. 

12. Ich möchte hier etwas ausführlicher nur denjenigen, noch 
immer äußerst allgemeinen und wichtigen Fall besprechen, in welchem 
(} das Innere einer beliebigen Jordans c h e n Kurve 0 bedeutet. 

Hierher gehören auch jene klassischen Fälle, für welche Herr 
H. A. S c h war z die Möglichkeit einer konformen Abbildung streng 
bewiesen hat. 

Mit Rücksicht auf die oben berii.hrten Untersuchungen über die 
Ränderzuordnung kann ich das folgende Theorem aussprechen: 

Theorem VI. Wird durch die für ]z! < 1 konvergenten 
4* 
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Potenzreihe 

(20) 

das Innere des Einheitskreises jz·j<l auf das Innere 
einer Jordansehen Kurve 0 konform abgebildet, so 
ist die konforme Abbildung vermittelnde Potenz
reihe (20) auf dem ganzen Rande jzl = 1 des Einheits
k r e i s e s g l e i c h m ä ß i g k o n v e r g e n t. 

E . iO d s sei z = e , un 

( iO) iO niO (21) w e = C0 + c, e + .. · + c,. e + .. · = u (~J) + i v (0). 

Wenn dann 11 das Intervall 0 ~ f1 < 2 n einmal durchläuft, so durch

läuft der Punkt der w-Ebene mit den Koordinaten 

u (0), v(O) 

einmal die Jordansehe Kurve C - infolge der Sätze Uber die Ränder
zuordnung. Nun sind aber tt (0) und v (0) fiir 0 < 0 ~ 2 n gleichmäßig 
konvergente (und konjugierte) Fourierreihen. Ich habe also das fol
gende Theorem erhalten, das sich auf eine beliebige J ordansche Kurve 
bezieht 1): 

Theorem VIa. B e i p a s s ende r ein- eindeutiger Z u o r d
nung der Punkte (;, '1'/) einer beliebigen J ordanschen 
Kurve in der w-Ebene zu den Punkten fJ des Ein

heitskreises, lassen sich die Koordinaten ~' '1'/ der 
Jordansehen Kurve für 0<0<2n in gleichmäßig kon
vergente (und konjugierte) Fourierreihen nach dem 
Parameter 0 entwickeln.- Eine solche ein-eindeutige 
Zuordnung derPunkte der Kreislinie zu den Punkten 
der Jordansehen Kurve wird durch jede konforme 
Abbildung des Innern des Kreises auf das Innere der 
Jordansehen Kurve impliziert: 

Es wäre vielleicht nicht uninteressant die Existenz einer solchen 
"Parameterwahl" ftir eine beliebige J ordansche Kurve auch ohne 
Benutzung der tiefen Sätze über konforme Abbildung und Ränder
zuordnung zu beweisen. 

13. Ich habe in dieser Arbeit Sätze aufgestellt i. R. auf die 

1) Zu dieser Interpretation des Theorems YI sind wir in einem Gespräche mit 
Herrn C a rat Iu! o d o r y gekommen. 
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Konvergenz fiir izl = 1 einer für lzl < 1 konvergenten Potenzreihe 

f'(z) = c0 +c1 z+· .. +c,.z"+···, 

welche jeden Wert, den sie im Einheitskreise überhaupt annimmt, 
ebenda nur einmal annimmt. 

Entsprechende Sätze gelten nun auch in dem allgemeinern Falle, 
wo die Potenzreihe jeden Wert, den sie im Einheitskreise einmal 
annimmt, ebenda nur eine beschränkte Anzahl von Malen 
wieder annimmt. 



Über den Beweis 
eines Satzes aus der Theorie der analytischen 

Funktionen mehrerer Veränderlichen. 
Von 

F. Hartogs in München. 

In meiner im 62. Bande der "Mathematischen Annalen" veröffent
lichten Arbeit "Zur Theorie der analytischen Funktionen 
mehrerer unabhängiger Veränderlichen, insbesondere 
i.i.ber die Darstellung derselben durch Reihen, welche 
nach P o t e n z e n e i n c r V er ä n d e r I ich e n f o r t s c h r e i t e n" habe 
ich .. den Nachweis gefi.i.hrt, daß eine Funktion mehrerer unabhängiger 
komplexer Veränderlichen x" X2 , ••• , xn, welche in einem gewissen 
Gebiete eindeutig erklärt und daselbst in bezugauf jede ein
zelne Variable regulär ist, in diesem Gebiete auch als Funk
tion der sämtlichen n Veränderlichen X 1 , X 2 , ••• , xn aufge
f aßt regulär sein muß 1 d. h. in der Umgebung jeder inneren Stelle 
X1 = a., X2 = a., ... , x" = an des Gebietes durch eine nach posi-
tiven, ganzzahligen Potenzen von X 1 - a1 , X2 - a2 , ••• , xn- a,. fort-
schreitende, absolut konvergierende Reihe darstellbar sein muß. Das 
wichtigste Hilfsmittel fii.r den Nachweis biervon bildete der folgende 
Satz (a. a. 0., § 2): 

"Die Potenzreihe 
00 

(1) S(x, Y) ~ fv(x)yv, 
v=O 

deren Koeffizienten r;.(x) fii.r alle X des Bereiches T 
eindeutig und r e g u I ä r seien, möge fii. r y = Y1 im Be
r e i c h e T d u r c h w e g k o n v e r g i e r e n. G i b t e s a I s d a n n i r -
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gendeinen von Null verRchiedenen Wert'!}= y0 , fi.ir 
welchen S(x, y) in der Umgebung jedes Punktes von 1.' 

gleicbmässig k o n v e r g i er t , s o g i lt da s n ä m I i c h e a u c h f ii. r 
jeden beliebigen Wert von y, welcher der Bedingung 

IYI<IY1 1 geniigt." 
Bei dem Beweise dieses Satzes habe ich einen Hilfssatz i.iber den 

i n n e r e n In h a I t v o n P n n k t m e n g e n (im P e an o - ,J o r d an -
sehen Sinne) benutzt, welcher folgendermaßen lautet: 

"Es bedeute Q11 (/2 , ... eine Reihe beliebiger Punkt
m e n g e n in e in e m e n d I i c h e n B e z i r k. G i b t e s a I s d an n 
keinen Punkt, w c Ich er unendlich v i e I e n Qv angehört, 
so k o n vergiert der inner c In h a I t von Q,. mit wachsen
d e m v g e g e n 0." 

Dieser Hilfssatz, dessen Beweis ich in der erwähnten Arbeit vor
ausgeschickt habe 1), ist fi.ir den Fall, daß jede der Punktmengen aus 
einer endlichen Anzahl von Teilstrecken einer ein
zigen g er a d li n i g e n Strecke besteht , bereits von Ar z e la 
aufgestellt und bewiesen worden 2). In diesem speziellen Fall geht 
der Inhaltsbegriff in den gewöhnlichen Längenbegriff i.iber und der 
Satz erhält demnach den folgenden Wortlaut: 

"Es sei S eine endliche geradlinige Strecke, und es 
mögen 811 S2 , ••• Teile von S bedeuten, deren jeder ans 
einer endlichen Anzahl einander nicht überdeckender 
Teilstrecken von S besteht. (Die Endpunkte jeder ein
zeinen Teil strecke d ii.rfen nach Belieben als zu S,. ge
hörig oder nicht gehörig betrachtet werden). Gibt es 
als dann keinen Punkt, welcher n nendlic h vielen Sv ang e
hört, so konvergiert die Gesamtlänge l. von Sv mit wach
sendem v gegen 0." 

Ich beabsichtige nun im folgenden zu zeigen, daß fi.ir den oben
genannten Zweck die Anwendung dieses engeren Arzelit
s c h e n S a t z e s b er e i t s aus reicht ; der Begriff des Inhalts einer 
Punktmenge wird dann bei der ganzen Betrachtung iiberhaupt nicht 
mehr benötigt. 

Zunächst schicke ich der Vollständigkeit halber einen einfachen 
Beweis des Ar z e l a sehen Satzes voraus. 

I) Siehe daselhst ~ I, Nr. 2. 
2) Rendiconti Ace. dei Lincei (4) 1 (1S85), p. 262 und Mem. Ace. Bologna (5) 

8 (1899), p. 130. 
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Gesetzt, es sei nicht lim lv = 0. Es muß dann eine Zahl 
g > 0 existieren, welche von unendlich vielen lv iibertroffen wird. Die
jenigen Sv, für welche lv > g ist, mögen der Reihe nach mit S~, s;, ... 
bezeichnet werden. Jedes S~ werde alsdann, soweit nötig, durch 
W eglassung einzelner Strecken in ein System sv iibergefiihrt, das seine 
eigenen Begrenzungspunkte sämtlich umfaßt, dessen Gesamtlänge aber 
immer noch mindestens g betrage. 

Es werde nunmehr die positive Zahl IX so groß gewählt , daß 
jedes beliebige der Systeme ""+', s"+,, .•. mit dem durch Verschmel
zung von 81 , s., .. . , s" entstehenden System 1' = (s1, s,, .. . , s,J ein 

System gemein habe, dessen Gesamtlänge > {- sei. (Sollte dies näm

lich fiir irgend eine Zahl IX noch nicht der Fall sein, d. h. existiert 
ein s"+~' welches mit (sl) s,, ... s") ein System gemein hat, dessen Ge-

samtlänge weniger als ~- beträgt, so wächst die Gesamtlänge von 

(s11 s2 , ••• , s") durch Aufnahme von s"+l.! und erst recht durch Auf

nahme von s"+'' .. . , sa+~ um mehr als -'~-; dieses Verfahren kann also 

nicht unbegrenzt fortgesetzt werden). 

Dasjenige System, welches sa+p (p = 1, 2, ... ) mit T gemein hat, 
werde mit s~+P bezeichnet. Dasselbe enthält ebenfalls seine Begren-

zungspunkte und seine Gesamtlänge ist mindestens ~ . Dieselbe 

Schlußweise, welche vorhin auf s1 , s,, . . . angewandt wurde, kann 
daher jetzt auf s;,H, s;,+,, . . . angewandt werden ; es gibt also eine 
ganze positive Zahl ß derart, daß jedes beliebige der Systeme sß+" 
sß+2, ... mit dem durch Verschmelzung von s~H' ... , s~ entstehenden 
Systeme T' = (s~m s~+'' .. . , sß) ein System gemein hat, dessen Ge-

samtlänge > { ist. Bedeutet sodann wieder s~+P (p = 1, 2, ... ) das

jenige System, welches s:HP mit T' gemein hat, so kann man eine 
Zahl r so bestimmen, daß jedes beliebige der Systeme s~+t, s;+2 , ••• 

·t T" ( " " ") · s t · h t d I h lt m1 = sfi+t, sß+', ... , sr em ys em gemem a , essen n a 

> -~- ist u. s. f. 

Da die Systeme s:,+1 , s~w ... sämtlich in 1' enthalten sind, so ist 
auch T' in T enthalten, ebenso 1'" in 1" u. s. f. ; da überdies jedes 
1''"' seine sämtlichen Begrenzungspunkte enthält, so muß es einen 
Punkt geben, welcher in allen 1''1°, daher in unendlich vielen s, und 
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somit auch in unendlich vielen S~ vorkommt. Dies aber widerspricht 
der Voraussetzung. 

Der vorstehende Beweis ist übrigens so gefaßt, daß er auch für 
die Verallgemeinerung des Ar z e la sehen Satzes auf den Fall von 
mehr als einer Dimension gültig bleibt. Es bedeutet dann S 
ein Rechteck (rechtwinkliges Parallelepiped, ... ) 811 81 , ••• Teile von 
S, deren jeder aus einer endlichen Anzahl von einander nicht i:iber
deckenden Teilrechtecken ('l'eilparallelepipeden, ... ) von S besteht, mit 
Seiten (Kanten), welche denen von S parallel sind. 

Um nun beim Beweise des obigen Satzes (1) mit der Anwendung 
des Ar z e Ia, sehen Satzes auszukommen, ist der früher von mir gege
bene Beweis in folgender Weise umzugestalten : 

Es werde IYol = {J, IY1 1 = B gesetzt; nur der Fall fJ < B be
darf eines Beweises. Um irgend einen dem Bereiche 7' angehörenden 
Punkt x, von dem wir der Einfachheit halber annehmen, daß es der 
Nullpunkt der x-Ebene sei, werde ein Kreis beschrieben, in welchem 
S (x, Yo) noch gleichmäßig konvergiert, und der Radius desselben mit 
R bezeichnet. Es gibt alsdann eine (von x unabhängige) Zahl n' der
art, daß 

(2) 

für v > n' und lxJ < ll. 
Andererseits existiert infolge der Konvergenz von S(x, y1) im 

Bereich T zu jedem Werte x der Kreisperipherie lxl = R eine 
Zahl n", derart, daß 

(3) lf,.(x)l < ~· 
für '' > n",. Bezeichnet man daher bei gegebenem v die Gesamtheit 
derjenigen Punkte der Kreisperipherie, für welche 

1 1 
lf.(x)J> B•' d.h. --;,-loglf.(x)J+logB>O 

gilt, mit Q,., so gibt es keinen Punkt x, welcher unendlich vielen (J. 
angehört. 

Es werde nun nach Annahme einer beliebigen positiven Größe k 
bei jedem einzelnen Q,. untersucht, ob eine endliche Anzahl von (ein
ander nicht überdeckenden) Bögen der Kreisperipherie lxl = R exi-
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stiert, deren Punkte sämtlich zu Q,. gehören und deren Gesamtlänge 
> 1~ ist. Ist dies bei unendlich vielen Q,. der Fall, so lehrt der 
Ar z e I a sehe Satz, daß es einen Punkt geben müsse, welcher in un
endlich vielen Q. vorkommt; dies ist aber nach Obigem ausgeschlossen. 
Es tritt also notwendig die andere Eventualität ein, m. a. W. es 
gibt eine Zahl n" von der Eigenschaft, daß kein Q. (v > n") eine end
liche Anzahl von Kreisbögen enthält, deren Gesamtlänge > k ist. 

Es möge nun fi:ir I x I < R gesetzt werden : 

(4) 1 
-;-logjf.(x)l+logB = r;,.(u, v)+ldu, v) (x = u+iv) 

(v = 0, 1, 2, ... ). 

Dabei sei die im Kreise Jxl < R eindeutige und stetige Funktion 
!/,.(u, v) der reellen Veränderlichen u, v dadurch definiert, daß sie in 
jedem inneren Punkte dieses Kreises endliche und stetige partielle 
Ableitungen l. und 2. Ordnung besitze, welche die Gleichung 

befriedigen, und daß sie auf der Peripherie jenes ·Kreises mit 
1 . 
-log lf.(x)J+logB 
V 

übereinstimme, solange dieser Ansdruck größer als Null ist (d. h. für 
alle Punkte von Q,), längs der i:ibrigen Teile der Peripherie jedoch 
verschwinde. 

Es gilt alsdann in dem ganzen Gebiete Jxl < R einerseits offenbar 

(5) u .. (u, v) > 0, 

andererseits aber 

(6) - oo < Tl,.(u, v) < 0. 

Umgibt man nämlich jede dem Bereiche lxl < 1l angehörende Null
stelle von f~(x) mit einem Kreise, welcher so klein gewählt sei, daß 
für denselben durchweg 

ll,. (x) I ;:;;: ~. 

gelte, und nimmt aus dem Bereiche !xl < B alle Gebiete heraus, 
welche zugleich einem dieser Kreise angehören, so ist lt .. (ll, v) in dem 
übrig bleibenden Gebiete harmonisch und nimmt daher seinen Maxi-
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malwert auf der Begrenzung desselben an; längs dieser ist aber 
durchweg: 

Ebenso gilt aber diese Ungleichung auch innerhalb der ausgeschie
denen Gebietsteile. 

Wählt man speziell v > n', so ist nach (2) der 1\'laximalwert, 
welchen g,.(u, v) längs der Peripherie ]x] = R annehmen kann, nicht 
größer als log B -log ß; längs der nicht zu Q,. gehörigen Teile der 
Peripherie aber ist gv(u, v) gemäß Definition gleich null. Wählt man 
ilberdies v > n" und berechnet den Mittelwert Yv(O, 0) aus den Werten 
von g~(u, v) längs der Kreisperipherie ]x] = R, so ist es bei den 
dieses Integral approximierenden Summen gestattet, filr jedes Inter
vall, welches nicht ausschließlich aus Punkten von Q~ besteht, als zu
gehörigen Funktionswert null zu wählen; da aber die Gesamtlänge 
der iibrigen Intervalle nach obigem < lc sein muß, so ergibt sich: 

. lc 
g,.(O, 0).< 2nR (logB-logß) ( > , > ") v=n,v=n, 

und hieraus wiederum folgt, da k beliebig klein gewählt werden 
konnte: 

lim 9v(O, 0) = 0. 
V=OO 

Wird nun ,. em filr allemal der Ungleichung 0 < 1· < R ent
sprechend beliebig gewählt, so hat man die in bekannter Weise unter 
Berücksichtigung von (5) aus dem Po iss o n sehen Integral sich er
gebende Ungleichung: 

R+r 
!J,.(u, v) < R _ r g~(O, 0) (]x] < 1·). 

Kach Annahme einer beliebig kleinen positiven Grüße E existiert mit
hin eine (von u und v unabhängige) Zahl n derart, daß filr alle v > n: 

gv(u, v) < E 

und somit a fortiori wegen (4) und (6): 

- oo < : log lf~(x)] +log B < E 

d. h. 

lt~(x)l<(~r 

(lxl < r) 

(v > n, lxJ < r) 

( v > n, I x I < r) 
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und daher konvergiert S(x, y), solange IYI < J!- bleibt, im Kreise 
e 

I x] < t' gleichmäßig. Da aber E beliebig klein angenommen werden 
konnte, so ist damit die Behauptung erwiesen. -

Es sei schließlich noch erwähnt, daß für den ~'all von mehr als 
zwei Variablen der Beweis in ganz analoger Weise umgestaltet 
werden kann. 



Die Exponentialdarstellung der Zahlen eines 
algebraischen Zahlkörpers für den Bereich 

eines Primdivisors. 
Von 

K. Hensel in Marburg. 

In meiner "Theorie der algebraischen Zahlen" (Leipzig, B. G. Teub
ner, 1908) habe ich gezeigt, wie diese Zahlen für den Bereich eines 
beliebigen Primteilers 4> nach Potenzen einer Primzahl für diese Stelle 
entwickelt werden können. Ist nämlich p die zu 4> gehörige reelle Prim-

I 

zahl und n rv p e eine Primzahl für die Stelle V, so zeigte sich, daß 
jede algebraische Zahl a für den Bereich von 4> folgendermaßen ein
deutig darstellbar ist: 

(1) (4> ). 

Hier sind die Koeffizienten wa, Wam ... Null oder eindeutig bestimmte 
(p1 - 1 )-te Einheitswurzeln, wenn n (4>) = p1, wenn also f der Grad 
von 4> ist, d. h. sie sind sämtlich eindeutig bestimmte Wurzeln der 
Gleichung 

(2) 
I 

xp -x = 0. 

In meiner soeben erschienenen "Zahlentheorie" (Göschens Verlag 
1913) habe ich nun für den einfachsten Zahlkörper, den der rationalen 
Zahlen, den Nachweis geführt, daß man in diesem Falle jede solche 
Potenzreihe (l) als eine Exponentialgröße darstellen kann. Ist näm
lich p irgend eine ungerade reelle Primzahl, und : 

(3) (p) 
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die p - adische Darstellung einer beliebigen rationalen Zahl, wo also 
jetzt die Koeffizienten w"' u·aw ... bestimmte (p -1)-te Einheits
wurzeln oder Null bedeuten, so zeigte ich (a. a. 0, S. 161 ff.), daß 
sich a auch in der folgenden Form schreiben läßt : 

(3a) (p), 

wo a die Ordnungszahl von a ist, w eine primitive (p -1)-te Einheits
wurzel bedeutet, und c eine bestimmte, mindestens durch p teilbare 
p-adische Zahl ist. 

Mit Hiilfe dieser Exponentialdarstellung aller rationalen Zahlen 
fiir den Bereich von p lassen sich nun alle arithmetischen Eigen
schaften derselben in bezug auf diese Primzahl wunderbar einfach 
ableiten, wie dies in der zweiten Hälfte meiner "Zahlentheorie" aus
führlich dargelegt wird. Speziell ergibt sich aus dieser Darstellung, 
daß die einzigen Einheitswurzeln im Körper K(p) eben diese (p -1)-ten 
Einheitswurzeln wb sind. 

Für den Bereich der geraden Primzahl 2 liegen diese V erhält
nisse insofern etwas anders, als die dyadische Exponentialreihe 

ec = l + + + ~/2 + T~. 3 + . . . (2) 

stets und nur dann konvergiert, wenn die dyadische Zahl c nicht 
bloß durch 2 sondern mindestens durch 4 teilbar ist. A1lein auf 
dieser Tatsache beruht es, daß in der elementaren Zahlentheorie der 
Zahl 2 gegenüber allen ungeraden Primzahlen eine gewisse Sonder
stellung zukommt. In diesem Falle ergibt sich für jede rationale 
Zahl a die folgende eindeutige Exponentialdarstellung: 

(3b) (2), 

wo die dyadische Zahl c jetzt aber mindestens durch 4 teilbar sein 
muß; hier zeigt sich als eine Folge der soeben erwähnten Ausnahme
stellung der 2, daß im Bereiche der dyadischen Zahlen die einzige 
Einheitswurzel nicht, wie es nach der Analogie mit dem ersten Falle 
sein sollte, die 2 - 1 = 1-te ist, sondern daß es die beiden zweiten 
Einheitswurzeln ± 1 sind. 

Es liegt nun nahe, auch fi:ir die algebraischen Zahlen im Bereiche 
von tJ eine entsprechende Exponentialdarstellung zu suchen, um dann 
mit Hülfe derselben ihre Eigenschaften in bezug auf diesen Prim
faktor tJ ebenso einfach abzuleiten wie dies a. a. 0. für die Be
ziehungen der rationalen Zahlen zu einer reellen Primzahl geschehen 
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konnte. Dies gelingt nun auf höchst einfache Weise für fast alle 
Primteiler genau ebenso wie vorher in (3a) für die ungeraden reellen 
Primzahlen. Nur die Primfaktoren von einer endlichen Anzahl von 
reellen Primzahlen, welche ihrer Größe nach unter einer gewissen 
von dem betreffenden Körper abhängigen leicht angehbaren Grenze 
liegen, machen eine Ausnahme von genau der gleichen Art, wie die 
Zahl 2 im rationalen Zahlkörper und zwar aus genau dem gleichen 
Grunde. Allein deshalb nehmen diese Primteiler in der Arithmetik 
der algebraischen Zahlkörper dieselbe interessante Ausnahmestellung 
ein, wie die Zahl 2 in der elementaren Arithmetik i ich glaube, daß 
durch die folgenden Betrachtungen diese merkwiirdigen Besonder
heiten zum ersten Male einheitlich und allgemein behandelt werden. 

Ich betrachte jetzt eine in der Form ( 1) für den Bereich ]( (p) 
eines Primteilers p von der Ordnung e und vom Grade f dargestellte 
Zahl a. Dieselbe läßt sich offenbar in der Form: 

(4) 

schreiben, wo wh = wa eine Potenz einer bestimmten em für alle 
Male festgehaltenen primitiven (z/- 1)-ten Einheitswurzel, und 

(4a) E = 1 + w(l) :n: + uP' :n:2 + . · · = 1, wro w(2' ••• 

eine mit der Zahl Eins beginnende Einheit ist, welche ich 
darum eine E in s - E in h e i t nennen will. 

In der elementaren Zahlentheorie (Zahlentheorie S. 134 ff.) habe 
ich nun gezeigt, daß jede :n:-adische Reihe 

(5) 
c c2 

1+-+-+··· 1! 2! 

stets eine solche Eins-Einheit darstellt, falls nur c eine solche :;r-adi
sehe Zahl ist, daß sie konvergiert. Ist c so gewählt~ so bezeichnete 
ich a. a. 0. diese Reihe durch ec. Damit diese Reihe konvergiert, ist 

notwendig und hinreichend, daß: 

l . cn 0 
tm-= 

n! 
(V) 

ist {vgl. Zahlentheorie S. 117 (3)). Ist daher c genau durch pY teil-
n-s,. 

bar, so muß, da ja n ! genau p P- 1 enthält, 
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sein, wenn s,. die p- adische Ziffersumme von n bedeutet; d. h. Jene 

Reihe ist stets und nur dann konvergent, wenn 

(6) 

ist. 

1 
r>--p-1 

Ist diese Konvergenzbedingung für die Exponentialreihe (5) erfüllt, 

so stellt diese eine n-adische Einseinheit 

ec = 1 + c 
dar, in welcher auch 73 genau durch pr teilbar ist. 

1 
In der Tat, ist die Zahl c genau durch p1 teilbar, wo r > --1 p-

ist, also für ein positives 8 gleich -1-±t!_ gesetzt werden kann so 
p-1 ' 

ist in der Reihe 
c c2 d" 

ec = 1+T+2T+···+ mf+ ... 

das (m + 1)-te Glied durch diejenige Potenz von p genau teilbar, deren 

Exponent 
1 + 8 m- sm m 8 + s", 

m· v-=T-p-~]-- = --p-r-
ist; diese Reihe konvergiert für ein positives 8 unbedingt, da für 

unbegrenzt wachsendes m diese Ordnungszahl positiv unendlich wird. 

Ferner ist 

c" = 1 + c (1 + -2-~f + 3c2! + ... + cm~J + .. ·) = 1 + c Ii, 
. . m. 

wo die Reihe i in der Klammer eine Einseinheit ist. Jedes Glied 

derselben cm~l enthält nämlich p in der Potenz: 
111. 

(7) 
(m -1) 8 + (sm -1) 

.v-~1--------

und dieser Exponent ist immer positiv außer für m = 1. Also ist 

stets: 
e" = 1 + c 

eine Einseinheit. in welcher c = c Ii sich von c nur um eine Eins-. . 
einheit unterscheidet, also dieselbe Ordnungszahl und dasselbe An-

fangsglied wie c besitzt. 
Ist umgekehrt 1 + c irgend eine Einseinheit, in welcher c genau 

l+d' 

durch p P- 1 teilbar und 8 > 0 ist, so gibt es eine einzige Zahl c 
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von gleicher Ordnungszahl, fiir welche 

e< = 1 + c 
ist. In der Tat, setzt man 

so konvergiert diese Reihe sicher, da ja unter der über o gemachten 
i~m C'n 

Voraussetzung sogar -~1 , also a fortiori - -- mit wachsendem m gegen 
m. m 

Null konvergiert. Das so bestimmte c unterscheidet sich von c nur 
um eine Einseinheit; denn in der in Klammern stehenden Reihe ist 

(;"'-'_ für jedes m > 1 von positiver Ordnung, weil ja nach (7) das-
m 

selbe sogar für _e"'_~'- der Fall ist. Also konvergiert die mit diesem 
m. 

c gebildete Reihe ec unbedingt und ist gleich 1 + c (Zahlentheorie 
S. 142). Endlich kann auch für kein anderes c', wofiir die Reihe ec' 
konvergiert, diese ebenfalls gleich 1 + c sein; denn dann müßte ja 

c c' -
e = e = 1+c, also 

sein; und da nach dem obigen Beweise e Co = 1 + c0 ist, wo G0 C0 c 

ist, so kann nur dann (\, = 0 sein, wenn auch c0 = 0 ist. 
Eine Einseinheit c = 1 + c, welche sich in der Exponentialform 

ec darstellen läßt, will ich eine E x p o n e n t i a I ein h e i t nennen. 
Dann folgt aus dieser Betrachtung der Satz: 

Eine Einseinheit s = 1 + c ist stets und nur dann eine Ex
ponentialeinheit, wenn der Exponent r der in s - 1 = c ent-

h lt P t ''ß I 1 . t a enen o enz von p gro er a s --1- 1s . 
p-

Ist also in der Gleichung cc = TCa wb s die Einseinheit s eine solche 
Exponentialeinheit, so ergibt sich fiir diese Zahl cc genau wie in 
Zahlentheorie S. 162 die Exponentialdarstellung 

(9) (p), 

wo der Exponent c die durch die Gleichung: 

(9a) 
s -1 (s -1)2 (s -1r 

c = ·-r·-----2·-+--3--- ··· 

eindeutig bestimmte TC-adische Zahl ist. In diesem Falle ist also die 
Exponentialdarstellung von cc fiir den Bereich von V vollständig und 
auf die einfachste Weise geleistet. 

Festschrift Schwarz. 5 
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Nur dann, wenn die Einseinheit Ii = 1, ww ... in (4a) noch keine 
Exponentialeinheit ist, für welche also der zu (Ii -1) gehörige Expo-

nent r von p nicht größer als p~T ist, ist diese einfachste Expo

nentialdarstellung nicht möglich. Nur dieser Fall ist jetzt noch 
weiter zu untersuchen. Man erkennt zunächst leicht, daß bei alge
braischen Zahlen einer bestimmten Ordnung nur für eine endliche 
Anzahl von Primteilern die Exponentialdarstellung (9) nicht allgemein 
gilt. In der Tat ist ja für eine beliebige Einseinheit 

1 + c = 1 + (w<n n" + w<~"+t> :n;•·+r + .. ·) 
r 

die in c enthaltene Potenz von p gleich p e. Also wird stets und 
nur dann jede Einseinheit eine Exponentialeinheit sein, wenn für 

· d r 1 1 f" d kl · t 't' 1 1 Je es 1· - > --1 .. -, wenn a so ur as ems e pos1 1ve r - - > --1 e p- e p-
oder p > e + 1 ist. Da nun e;::::; n ist, so ergibt sich zunächst der Satz: 

Für alle Primteiler von Primzahlen, die größer als n + 1 sind, 
ist jede algebraische Zahl in der Form :n;a wh (;c eindeutig dar-
stellbar. -

So ist z. B. fiir rationale Zahlen (n = 1) nur die Primzahl 2 
eine Ausnahmezahl, fiir die quadratischen und kubischen Zahlkörper 
können nur die Primzahlen 2 und 3 Ausnahmezahlen sein u. s. w. 

Es sei nun n'' die erste Potenz von n für welche -~- > - 1- 1- ist. 
e p-

Dann sind alle und nur die Exponentialeinheiten in der Form 

(10) Ii = 1 + w,. :n;'' + w,.+1 nr+' + · · · = 1,0 · · · 0 w,. w,.+1 • • • 

enthalten, d. h. eine Einseinheit Ii ist allein dann eine Exponential
einheit, wenn 

(10a) Ii = 1 (mod. p') 

ist. Ich teile nun alle Einseinheiten: 

E = l+w1 n+w2 :n:2 + ... 

in Klassen ein, indem ich zwei solche Einheiten Ii und E1 in dieselbe 
Klasse rechne, wenn sie sich multiplikativ nu~ um eine Exponential
cinheit unterscheiden. Dies ist nur dann der Fall, wenn 

(lOb) E = E' ( mod. p'') 

ist; denn nur dann ist ja ~ = 1 (mod. 1"), ist somit jener Quotient 
E 
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eine Exponentialeinheit. Hieraus folgt also, daß die Anzahl v aller 
dieser Klassen v = (n (4>))r-1 = ptw-t> ist, da ja jeder der (r -1) 

Koeffizienten W1 , W2 , ••• w,._1 genau n (4>) inkongruente Werte annehmen 
kann. 

Ich verstehe nun unter dem Produkt zweier Klassen Kund I(' 
diejenige eindeutig bestimmte Klasse K", in welcher alle und nur die 
Produkte u' enthalten sind, deren erster Faktor zu K, der zweite 
zu K' gehört und bezeichne diese Beziehung durch K" = KK' = K' K. 
Dann bilden die v Klassen K0 , K 1 , ••• Kv-t eine Abelsche Gruppe v-ter 
Ordnung, deren Einheitselement K 0 die Klasse der Exponentialeinheiten 
e ist. Jede Klasse K gehört dann also zu einem Exponenten P, der 
ein Teiler von 1-', also eine Potenz von p ist, und für den 

(11) 

wird. Ist also E irgend eine Einseinheit von 
positive Exponent, fiir welchen 

(11a) 
p (/ 

E - e" 

I( so ist P der kleinste 

ist, wo g eme mindestens durch 4>" teilbare :n:-adische Zahl ist. Ist 

E0 = u!J• irgend eine andere Einseinheit derselben Klasse, so gehört 
sie zu demselben Exponenten P, und aus der Gleichung: 

(11 b) 

folgt, daß die Exponenten g0 von e untereinander modulo P4>'. kon
gruent sind; ferner lehrt dieselbe Gleichung, daß man E0 innerhalb 
K stets so ausw.ählen kann, daß g0 einer beliebig vorgegebenen zu .'! 

modulo P4>'. kongruenten Zahl gleich wird, und daß E0 durch diese 
Forderung eindeutig bestimmt ist. Ist also jetzt g0 der kleinste Rest 
von g modulo P4>'' so gibt es innerhalb K eine einzige Einseinheit E0 

für welche 

(11c) 

ist; ich will diese Zahl 9o den zur Klasse K gehörigen redu
z i er t e n Exponenten nennen. Derselbe kann für jede Klasse K 
direkt angegeben werden. 

Bekanntlich kann man nun jedes Element K einer beliebigen 
Abelschen Gruppe eindeutig durch eine sog. Basis (K1 , K!, ... Ku) in 
der Form: 

(12) 
5* 
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darstellen. J'edes dieser Basiselemente K; gehört dann fiir den hier 
vorliegenden Fall zu einem Exponenten P0 welcher ein Teiler von 
11, also eine Potenz von 11 ist, in der Weise, daß P; der kleinste 
positive Exponent ist, für welchen 

(12a) 

ist. Das Produkt P, P2 • • • P" ist gleich v. 

Ist also j; allgemein irg~nd eine der Klasse K, angehörige Eins-

einheit, so ist jf); die kleinste Potenz von i;, welche gleich einer 

Exponentialeinheit ffl' ist, und man kann nach der vorher auf S. 67 
gemachten Bemerkung j; innerhalb der Klasse K, eindeutig so aus
wählen, daß in der Gleichung 

(12b) 

der Exponent fJ; modulo P;\''' auf seinen kleinsten Rest reduziert ist. 
Sind demnach i,, j 2 , ••• j1, in dieser Weise innerhalb der Klassen 
K,, K 2 , ••• K,., ausgewählt, so ist jede Einseinheit E eindeutig in 
der Form 

(13) 

dargestellt, und für jede Zahl a des K<irpers erhält man somit den 
Ausdruck: 

(13a) 

Diese Darstellung ist eindeutig; denn ließe sich dieselbe Zahl 
a noch auf eine andere Weise 

a1 b1 .cf .c~ .c:, C1 

a = n w J1 J 2 .. • ),i e 

darstellen, so ergäbe sich fii.r den Quotienten beider Darstellungen 
die Gleichung: 

I b bl I I I a-n - .c1 -c1 .cu-Cu c-c 1 n w J1 • • • J,i · e = ; 
also müßte zunächst a = a1 sein. Betrachtet man die dann übrig 
bleibende Gleichung als Kongruenz modulo \) und beachtet, daß alle 

Einseinheiten i; und /-c1 für diesen Modul kongruent Eins sind, so 
b-b1 

folgt, daß w = 1 (mod. \') sein muß, und da alle Potenzen von 

d I . k t . d ß b-bl 1 1 lJ bl w mo u o \) m ongruen sm , so mu w = a so w = u; 

sem. Ferner kann die Gleichung 

.c1 -cl .c2 -c~ .c"-c,\ c-C1 1 J, J2 ... J,; . e -
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nur dann erfüllt sein, wenn allgemein c;- c: durch P; teilbar, d. h. 

wenn c,. = < ist, weil sonst die zu den j; gehörigen Klassen K; keine 

Basis für die Abelsche Gruppe (K0 , ••• K~_J bilden würden, und 

endlich ergibt sich dann, daß auch c = c' sein muß. 

Genau ebenso wird der folgende allgemeinere Satz bewiesen: 

Eine Zahl 

A B o01 oC" C a - n w J1 ... J, .. o e , 

in welcher die Exponenten A, B, CP ... q, beliebige ganze 
Zahlen sind, ist stets und nur dann gleich 1, wenn 

A = 0, B = 0 (mod. (p1 -1); C; = J.;P; = 0 (mod. P;) 

sind, und falls endlich 

J.,gl + ).2g2 + · 0 0 + ~., !/,u + C =-' 0 

wird, falls allgemein i:; = rßi ist. 

Ich benutze diese Ergebnisse zunächst um die wichtige Frage zu 

entscheiden, ob in dem Körper K(p) Einheitswurzeln vorhanden sind, 

und welche Einheitswurzeln in demselben vorkommen. Soll nun 

(13) 

eine mte Einheitswurzel sein, 0 so muß: 0 

m ma mb omc1 o1IIC11 mc 1 ro = n w Jl ... 7," 0 e -

also zunächst a = 0 sein. Ferner muß: 

(13 a) mb = 0 (mod. p1 -1), nw;o = 0 (mod. P;) 

sein. Ist nun zunächst m durch p nicht teilbar, so bestehen die m 

letzten Kongruenzen nur dann, wenn alle C; durch P; teilbar, wenn 
sie also alle Null sind. Es muß also ro = w" ec und 

sein. Betrachtet man endlich diese Gleichung genau wie vorher als 
Kongruenz modulo p so ergibt sich wieder w•nu = 1 und f/"c = 1, und 

da die letzte Gleichung allein für c = 0 erfüllt ist, so ergibt sieb 

der erste Satz: 

Die einzigen Einheitswurzeln des Körpers K(p), deren Ord
nungszahl p nicht enthält, sind die (p1 -1)-ten Einheitswurzeln. 
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Wir haben jetzt nur noch zu untersuchen, ob in K (~) etwa P-te Ein
heitswurzeln existieren, deren Ordnungszahl P = p~ eine Potenz von 
p ist. In dem allgemeinen Falle, wo alle Einseinheiten Exponential
einheiten sind, wo also jede Einheit E = ul e• ist, gibt es niemals 
solche P-te Einheitswurzeln; denn für sie müßte ja 

Ep = WPb ePc = 1 

also Pb durch (zl - 1) teilbar und Pc = 0 sein, d. h. es muß b = c = 0 
also E = 1 sein. Nur für eine endliche Anzahl von Primteilern ~ 
können also in dem zugehörigen Körper K(~) überhaupt P-te Einheits-

wurzeln vorkommen. Ist E = ~vb j~1 • • • 7~" / eine solche Einheits
wurzel, so muß auch für sie b = 0, also E eine Einseinheit sein, da 

ja nur dann EP = 1 sein kann, wenn Pb durch z/ -1 teilbar, wenn 
also b = 0 ist. 

Jede Einseinheit E gehört nun nach (11a) zu einem kleinsten 

Exponenten P, für den /' = r!' ist, und man erkennt leicht, daß E 

stets und nur dann eine und zwar eine primitive P-te Einheitswurzel 

ist, wenn g = 0 ist. Ist nämlich g = 0, so ist ja EP = 1, also 
ist E eine Einheitswurzel und zwar eine primitive P-te Einheits-

wurzel; denn wäre für ein kleineres P0 schon EP0 = 1, so würde ja 
E höchstens zu den kleineren Exponenten P0 gehören. Ist umgekehrt 

E eine primitive P 0-te Einheitswurzel, so muß EP0 = 1 also P0 = Ä P 
ein Multiplum von P sein. Erhebt man aber dann die Gleichung 

EP = e0 zur A-ten Potenz, so wird: i-P = EP0 = 1 = /'U; also muß 
g = 0 und Ä = 1 sein, d. h. E ist wirklich eine primitive P-te Ein
heitswurzel. 

In jeder Klasse K gibt es höchstens eine EinheitswurzeL Sind 
nämlich ro und ro' = we0 zwei äquivalente Einheitswurzeln, so wäre 

I 

ja auch ihr Quotient -~- = eg eine solche , und für sie müßte 
(iJ 

g = 0 also ro' = ro sein. Es fragt sich also nur noch, wie viele und 
welche unter den v Klassen K Einheitswurzeln enthalten. Ist nun 
K eine zum Exponenten P gehörige Klasse, welche eine P-te Einheits
wurzel ro enthält, so genügt jede Einseinheit E = ro eYo dieser Klasse 

einer Gleichung ep = ePuo, in welcher der . Exponent von e durch 
P~·· teilbar ist. Ist dies umgekehrt der Fall, so enthält auch die 
zugehörige Klasse K eine P-te Einheitswurzel ro; denn genügt eine 
Einseinheit dieser Klasse einer Gleichung 
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(14) 
P g Pgo 

Ii = t = c 

so erfüllt die zu c äquivalente Zahl w c e- !fu die Gleichung 

(l4a) P P -Pgo 
cv =Ii e l, 

sie ist also in der Tat eine P-te Einheitswurzel. Ist aber der Expo
nent g in (14) durch P teilbar, so ist der zur Klasse K gehörige redu
zierte Exponent (s. S. 67) gleich Null. Also ergibt sich der einfache 
Satz: 

Alle und nur die Klassen J(.,, für welche der zugehörige 
reduzierte Exponent Null ist, enthalten je eine Einheits
wurzel, und diese ist eine primitive P-te Einheitswurzel, wenn 
die Klasse zum Exponenten P gehört. 

Ist nun ]{"' die Klasse der höchsten Ordnung P, welche eine Ein

heitswurzel w enthält, so sind (1, w, w", ... w P-l) alle und nur die in 
K(V) enthaltenen Einheitswurzeln, deren Exponent eine Potenz von 
p ist, und die zu ihnen gehörigen Klassen sind die P Potenzen 
]{~ der Klasse K"' für d = 0, l, ... P- 1. 

Als Beispiel gebe ich ganz kurz die Resultate für die Theorie 
der quadratischen Zahlkörper, auf die ich an anderer Stelle ausführ
licher eingehen werde. Nur für die Primzahlen p < e + 1 besteht 
nach S. 66 die reguläre Exponentialdarstellung a. = na wb (/ nicht. 
Und da ja für einen quadratischen Körper e nur gleich 2 oder 1 sein 
kann, jenachdem p ein Diskriminantenteiler ist oder nicht, so tritt 
der hier behandelte Ausnahmefall allein für p = 2 ein, wenn p kein 
Diskriminantenteiler ist, dagegen für p = 3 und p = 2 wenn 11 ein 
Diskriminantenteiler sein soll. 

Es se1 nun: 

(15) 

die Grundgleichung des. qu~dratischen Zahlkörpers. Ist zunächst 2 
kein Diskriminantenteiler, also D = Sn+ 5 (der Fall D = Sn+ 1 
liefert dasselbe Resultat (3 b) wie im Bereiche der rationalen Zahlen), 
so ist für jede Zahl a des Körpers 

(16) IX = 2a Wb Ii = 2a Wb (1 + W1 • 2 + W2 • 22 + · · ·) (2), 

wo w eine primitive (22 -1) = 3-te Einheitswur,t:el bedeutet. Da hier 

__!_1 = 1 ist, so ist eine Einseinheit E = 1 + c stets und nur dann 
p-
eine Exponentialeinheit, wenn die Ordnungszahl von c größer als 1, 
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wenn also u:, = 0 ist. Die Klassenzahl v aller Einseinheiten ist 
hiernach gleich 4. Da aber hier für jede Einseinheit 

c2 = (1 + w, · 2 + · · · Y = 1 (mod. 4), 

also schon c2 eine Exponentialeinbeit ist, so kann keine der vier Ein
heitsklassen zum Exponenten 4 gehören; die Basis besteht mithin in 
diesem Falle aus zwei Klassen zweiter Ordnung, als deren Reprä
sentanten die beiden Einheiten j 0 und j, gewählt werden können, für 
welche: 

(17) j~ = 1, also j 0 = -1, j~ = e4 

ist. In diesem Falle ergibt sich also die folgende Darstellung aller 
Zahlen des Körpers für den Bereich von 2 

(18) a b ( 1)c0 ·C1 c a = n w - J, c (c0 , c, = 0, 1), 

wo c eine durch 4 teilbare dyadische Zahl bedeutet. 
Es sei zweitens p ein Diskriminantenteiler. Hier sind allein die 

Primzahlen 3 und 2 zu untersuchen. Ist zunächst 3 ein Diskrimi
nantenteiler, so ist D durch 3 teilbar, also 

D = + 3 oder D = - 3 (mod. 9). 

Hier ist also n = \)3 oder n = \)=.-3~ und es ist stets : 

u = :n;a(-1/c = na(-lt(1+w,n+w2 n2 + .. ), 

wo die W; = 0, ± 1 sein können. Da hier eine Einseinheit c = 1 + c 
dann eine Exponentialeinbeit ist, wenn c durch n2 teilbar, wenn also 
w, = 0 ist, so ist die Klassenanzahl der Einseinheiten gleich 3, und 
diese Klassen sind als Potenzen einer einzigen J{_(OJ darstellbar, als 
deren Repräsentant j 0 die Wurzel der Gleichung dritten Grades: 

(19) (3) 

gewählt werden kann, wo g = 0 oder n3 ist, je nachdem n = v= 3 
oder n = \)'J ist. Hier ist also stets 

(19a) a ( 1)b .c0 c a = n - ) 0 c (
C0 = 0, 1, 2 ) 
c = 0 (mod. ll") · 

Ist endlieb p = 2 und ein Diskriminantenteiler, ist also D = 4 n + 2 
oder 4 n + 3, so ist jede Zahl des Körpers fiir den Bereich von 2 in 
der Form darstellbar : 

(20) 
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wo " r-v 2~ und jedes E; gleich 0 oder 1 ist. Hier ist E = 1 + c nur 
dann eine Exponentialeinheit, wenn c mindestens durch lJ'' = '1(,3 teil
bar, wenn also E1 = E2 = 0 ist. Die Anzahl v aller Klassen von 
Einseinheiten ist somit gleich 4, und da 

noch keine Exponentialeinheit ist, so ist jede dieser vier Klassen als 
Potenz einer zum Exponenten 4 gehörigen Klasse x<o> darstellbar. 
Ist j 0 ein geeignet gewählter Repräsentant von K<o>, so ergibt sich 
also für die Zahlen a in diesem Falle die Darstellung: 

(20a) H ·Cu C 
a = '1(, J0 e 

und j 0 ist die Wurzel einer reinen Gleichung: 

(20b) j~ = efl, 

(
C0 = 0, 1, 2, 3 ) 
c = 0 (mod. lJ3) ' 

in welcher g modulo 4lJ3 r-v lJ7 auf seinen kleinsten Rest reduziert 
angenommen werden kann. Eine leichte Rechnung zeigt endlich, daß 
dieser reduzierte Exponent g 

gleich 0, '1(, 6 , '1(,5 , '1(,5 + '1(,6 

wird, je nachdem die Zahl D 

gleich 8 n -1, 8 n + 3, 8 n + 2, 8 n - 2 
ist. 

1\Ian erkennt auch leicht, welche Einheitswurzeln, deren Grad 
eine Potenz von p ist, in einem quadratischen Zahlkörper enthalten 
sind. Im Falle p = 2, D = Sn+ 5 tritt nur die Einheitswurzel -1 
auf, im Falle p = 3, D = 9 n - 3 nur die dritten Einheitswurzeln. 
Ist endlich p = 2 ein Diskriminantenteiler, so enthält der Körper 
nur für D = 8 n - 1 die vierte, in allen drei übrigen Fällen aber 
nur die zweite Wurzel aus Eins. 

Für manche Zwecke ist es geeignet, die Einseinheiten unter Be
nutzung der hier gefundenen Einheitswurzeln auf eine andere Art in 
Klassen zu teilen: Es sei st·0 der Bereich aller Einseinheiten rod r!1, 

welche also nach der früheren Definition irgend einer Einheitswurzel 
äquivalent sind. Dieser Bereich besteht also aus den P früheren 
Klassen K~ für cl = 0, 1, . . . P -1. Auch dieser Bereich bildet 
offenbar eine Gruppe, da das Produkt von zwei Einheiten rod 1ß und 
rod' e1 wieder eine solche ist. Rechnen wir nun wieder zwei Einsein-
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heiten E und E1 = eo.J"cu, welche sich nur multiplikativ um em Ele
ment von St'0 unterscheiden, in eine neue Klasse Sl', so besteht jede 
solche Klasse ~ aus genau P alten Klassen, nämlich aus den Klassen 
KK~, wenn K irgend eine zu ~ gehörige alte Klasse ist; also ist 

n = }s die Anzahl dieser Klassen l~o, Si'11 ••• .lt11_J, welche wieder 

eine Potenz von p ist. Definiert man nun das Produkt SfS{' von zwei 
solchen Klassen als die eindeutig bestimmte Klasse SF', welche alle 
und nur diejenigen Produkte E E1 enthielt, deren erster Faktor in Sf', 
der zweite in Si'' beliebig ausgewählt ist, so bilden auch sie eine Abel
sche Gruppe vom Primzahlpotenzgrade n. 

Jede Klasse Si' gehört wieder zu einem Teiler \l3 von n als Expo
nenten, so daß für ihn 

(21) 

ist. Jede Einseinheit E von Si' genügt also hier emer remen Glei
chung: 

(21a) E\ß = cl g 
ro e , 

wo g mindestens durch ~·· teilbar ist. Ersetzt man wieder E durch 

eine äquivalente Einheit c = Erocl eil, so genügt E der Gleichung 

(21 b) lß cl + lßd g + lßg c =ro e , 

und da d und g beliebig gewählt werden können, so erkennt man 
auch hier, daß E innerhalb Si' eindeutig so gewählt werden kann, daß 
d modulo \13, und g modulo \13~'· auf ihre kleinsten Reste reduziert sind. 

Auch hier kann man jede Klasse Si' der Abelschen Gruppe 
(Sf0 , S't11 ••• st'11_J durch eine Basis (Sf't, st'2 , ••• Si'".) in der Form 

(22) (c .. = 0, 1, ... \13.--1) 

darstellen, wo allgemein Si' .. die Ordnung \13 .. besitzen möge. Sind also 
i,, ... i"' innerhalb Si',, ... Si'"' beliebig ausgewählt, so ergibt sich 
hier fiir jede Einseinheit E die folgende Darstellung 

(22a) -- roro t.c, .r"' c c 1 ···1m C (
C0 - 0, 1, ... P -1) 
c.- - 0, 1, ... \13 .. - 1 · 

Jedes Element i,. kann innerhalb Si',. so gewählt werden, daß es emer 
reinen Gleichung 

(22b) 
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genügt, in welcher dr modulo ~ •. und g,. modulo ~t lJ'' auf ihren klein
sten Rest reduziert sind und wo gt durch l''. teilbar ist. 

Bei den quadratischen Zahlkörpern brauchen wir für diese Frage 
nur die FäHe p = 2, D = 8 n + 3, 8 n + 2 und 8 n - 2 zu unter
suchen, da für die iibrigen Körper die etwa noch auftretende Ein
heitswurzel bereits dem vorher betrachteten Basissysteme angehört, 
während in diesen drei Fällen die hier vorhandene zweite Einheits
wurzel -1 nicht in der Basis vorkommt. 

Wählt man nun in diesen drei Fällen als Hauptklasse Sl'0 alle 
Einheiten ± eß, so ist die Klassenzahl aller Einseinheiten jetzt halb 
so groß wie friiher, also gleich zwei, und für die zweite Klasse Sl'1 be
steht die Gleichung sr; = Sl'0• Ist also j1 eine Einheit von sr,, so ist 
jede Zahl des Körpers fiir den Bereich von 2 in der Form: 

(23) a( l)b .c1 c a=n:- Je 

darstellbar, wo jetzt j1 der Gleichung: 

(23a) 

(b, C1 = Ü, 1) 

genügt, und g1 modulo 2 n:3 rv lJ5 reduziert angenommen werden kann. 
Eine leichte Rechnung zeigt, daß in dieser Gleichung 

zu setzen ist, je nachdem: 

D = 8 n + 3, 811 + 2, 8 n - 2 
ist. 

Die hier auseinandergesetzte Exponentialdarstellung der alge
braischen Zahlen bildet die Grundlage für eine neue Theorie der 
Potenzreste innerhalb eines beliebigen algebraischen Zahlkörpers, 
welche ganz analog derjenigen ist, welche ich für den Fall der ratio
nalen Zahlkörper in meiner Zahlentheorie gegeben habe. Ich behalte 
mir vor, auf diese Fragen an anderer Stelle einzugehen. 



Elementare Beweise für eine Maximums
eigenschaft des Sehnenvierecks. 

Von 

Gerhard Hessenberg in Breslau. 

1. Die bekannte Eigenschaft des konvexen Kreissehnenvierecks, 
unter allen Vierecken mit denselben vier Seiten a, b, a', b' den größten 
Flächeninhalt zu besitzen, kann für die euklidische Geometrie aus der 
für jedes Viereck gültigen Beziehung 

(1) 1!'2 = (s- a) (s- b) (s- a') (s- b')- aba'b' sin2 ~v 

und fiir die sphärische aus der analogen 

(2) 
cos ~ a cos ~ b cos ~ a' cos ~ b' sin2 t c 

sin ~-(s- a) sin ~ (s- b) sin J (s- a') sin J- (s -l/) 

- sin -~ a sin } b sin ~ a' sin ~- b' sin2 -~- v 

unmittelbar abgelesen werden; hierbei bezeichnet F' den Flächen
inhalt, s den sphärischen Exzeß, 2 s den Umfang des Vierecks und 211 
die Differenz der Gegenwinkelsummen, deren Verschwinden die not
wendige und hinreichende Bedingung für die Kreislage der vier Ecken 
abgibt. 

In der euklidischen Geometrie ergänzen sich die Gegenwinkel
summen zu 2 ;r, haben daher die Werte n + v und ;r- v, so daß v 

durch ein Paar von Gegenwinkeln ansgedriickt werden kann. In
folgedessen läßt sich die Formel (1) aus einer einzigen diagonalen 
Zerlegung des Vierecks herleiten, und zwar durch eine völlig elemen
tare und übersichtliche Rechnung . 

.Für die Formel (2) habe ich in der Literatur nur einen Beweis 
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finden können 1); er arbeitet mit ii.beraus umfangreichen Rechnungen 
und entbehrt eines einfachen, die verschlungenen Pfade der Elimina
tion entwirrenden Grundgedankens. Dem Wunsche meines Lehrers 
H. A. Schwarz nach einer durchsichtigeren Herleitung hoffe ich in 
den folgenden Zeile~ nachgekommen zu sein. 

2. Es seien A, B, C, D die Ecken eines nichtii.berschlagenen Vier
ecks, a, ß, r, o die zugehörigen Innenwinkel, a = B C, b = CA, 
c = AB die Seiten des Dreiecks AB C 
und a' =DA, b' = DB, c' = DC ihre 
"Gegenstiicke". Die Ecken A und B, 
ebenso C und D sollen einander gegenüber
liegen, so daß a, b, a', l/ die Seiten, c, c' die 
Diagonalen des Vierecks sind. Ist das Vier-
eck sphärisch, so seien a0 , b0 usw. die zu 

r: 

Fig. I. 

den Großkreisbögen a, b usw. geh<irigen Sehnen; sie können, da es 
nur auf ihre Verhältnisse ankommt, mit sin} a, sin ~- b usw. identifi
ziert werden, während sie beim Übergang zum ebenen Viereck in 
a, b usw. übergehen. 

3. Unser Viereck sei zunächst eben. Wir 
fassen seine sechs Strecken als Vektoren auf, 
indem wir die Seiten von AB 0 dem Umlaufs-

D sinn von A ii.ber B nach 0 entsprechend, und --....-...,.__ 

die von D auslaufenden Strecken von D nach 
A, B, C hin richten. Die gerichteten 
Strecken als solche nennen wir u, b usw., zu 
lesen: "a-Vektor" usw. Dann ist 

(3) - -, b1 -b -, __ , -c a=c-, =u-c, - b, -· -a' 

Fig. 2. 

woraus sich für jede kommutative und distributive lVIultiplikation die 
Identität ergibt: 

(4) ua' + b b' +cc' = o. 
Aus den beiden ersten Gleichungen (3) folgt durch Elimination von c': 

a' -a = h-+ IJ', 
und hieraus durch Quadrieren, Umstellen und Vergleich mit (4), eben
falls fii.r jede kommutative Multiplikation: 

(5) 

1) C. W. Ba ur: Das Sehnenviereck in der Ebene und auf der Kugel. Zeitschr. 
f. Math. u. Phys., Bd. 6. 
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Aus der dritten Gleichung (3) folgt für ein alternierendes (d. h. 
bei Vertauschung der Faktoren sein Vorzeichen wechselndes) Pro
dukt, das wir durch eckige Klammern kennzeichnen wollen: 

(6) 

4. Fassen wir zunächst unsere Vektoren als gemeine komplexe 
Zahlen auf, so ist die Multiplikation kommutativ, und die Gleichung 
(4) ergibt, ins Reelle übertragen: 

(7) n• = l"+m2 +2lmcosv 1), 

worin zur Abkürzung gesetzt ist: 

aa' = l, bb' = m, cc' = n. 

Sie sagt nämlich aus, daß sich die drei komplexen Zahlen aa', b ll, 
c c' zu einem Dreieck L MN mit den Seiten l, m, n aneinander
schließen, dessen an der Ecke N gelegener Außenwinkel bis aufs 

Vorzeichen das "Argument" 2) von b lJ : a a' ist. Dieses aber iHt die 
Summe der Argumente von b: a und i}: a;', und diese wieder haben, 
wenn der Umlaufssinn von B iiber C nach A der positive ist (vgl. 
Fig. 2), die Werte n - y und - o, daher die Summe 

tr:- '}'- {) = ~- (a + ß- '}'- o) = V. 

5. Kommutativ ist auch das GraBmannsehe "innere" oder "ska
lare" Produkt, definiert als das gemeine Produkt der Absolutwerte 
der Faktoren in den Kosinus des von ihnen eingeschlossenen Win
kels. Bezeichnen wir daher mit w den der Seite a gegenüberliegenden 
Diagonalenwinkel, so folgt aus (5): 

(8) ' 1 (l2 + b'2 2 12) s c c cos m = -2- J - a - a = . 

Alternierend ist das GraBmannsehe "äußere" Produkt aus den 
Absolutbeträgen der Faktoren in den Sinus des eingeschlossenen 
Winkels; es stellt geometrisch den doppelten Flächeninhalt des von 
den Faktoren eingeschlossenen Dreiecks dar , umfahren in der vom 

ersten Faktor angegebenen Richtung. Insbesondere sind [b' c '] und 

1) Wesentlich dasselbe beRagen die Gleichungen l: m: n = sin l: sin IL: sin v 
oder n = l cos 11- + 1n cos l bei Bau r, 1. c , und Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd. IV 
"Zur Lehre vom Viereck". Bau r verweist dort auf eine Ableitung der leb~teren 

mittels Richtungszahlen bei R i e c k e, "Die Rechnung mit Hichtungszahlen", Stuttgart, 
Met:der, 185G, die wohl mit unserer ohen gegebenen übereinstimmen dürfte. Üher 
die Bedeutung von J. und IL vcrgi. den Schluß dieser Arbeit. 

2) Das "Argument" einer komplexen Zahl u ist der reelle Teil von - i In 1t", 
d. h. der Winkel, um den it- in der komplexen Zahlenebene im positiven Sinne gegen 
die positive Axe des Reellen gedreht ist. 
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[c-'a'J die positiv umfahrenen doppelten Inhalte der Dreiecke B CD 
und DCA, also nach (6) : 

(9) cc' sin ro = 2F. 

6. Aus (8) und (9) erhalten wir durch Elimination von ro fiir 
cc'- n: 

(10) n' = 4F2 +S', 
und entnehmen daraus, da S durch die Seiten a, b, a', b' allein be
stimmt ist, daß bei gegebenen Seiten sich n und F stets im 
gleichen Sinne ändern, also auch ihre Maxima gleich
z e i t i g e r r e ich e n. An d e r e r s e i t s z e i g t (7) , d a ß n s e i n e n 
Maximalwert (nämlich l + m, womit der Ptolemäische Satz samt 
seiner Umkehrung ausgesprochen ist) für v = 0, d. h. für das 
Sehnenviereck mit den Seiten a, b, a', b' annimmt. 

Durch Elimination von n aus (7) und (10) erhält man nach leichten 
Umformungen die Gleichung (1) der Einleitung. 

7. Die Gleichungen (8) und (9) können auch durch ganz elemen
tare Rechnungen gewonnen werden, beispielsweise durch Anwendung 
des Kosinussatzes und der Inhaltsformel auf 
die vier Dreiecke, die der Schnittpunkt der 
Diagonalen mit je zwei benachbarten Ecken 
bildet. Ferner folgt (9) ohne weiters durch 
Retrachtung der Figur 3, und für den wesent
lichen Inhalt von (8), nämlich die Konstanz 
von cc' cos ro bei gegebenen Seiten, erhalten 

--- ... C' A 

wir eine überaus anschauliche Herleitung, wenn wir bedenken, 
unser vektorieller Beweis auch für räumliche Vierecke gültig ist. 

Fig. 4. 

daß 

Halten wir nämlich c fest und lassen die Dreiecke A B C uml 
A B D um A B sich gegeneinander drehen, so behalten die Fußpunkte 
der Lote von C und D auf AB ihre Lage bei, und es bleibt daher 
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c' cos ro unverändert. Ebenso bleibt c cos ro unverändert, wenn wir c' 
festhalten und AC D, B CD sich um CD gegeneinander drehen lassen. 
Ans Bewegungen dieser beiden Arten kann aber jede Gestalb;ände
rung des Vierecks gewonnen werden. 

8. Sehr viel umständlicher gestaltet sich anscheinend die rech
nerische Herleitung der Formel (7) auf reellem Wege. Dagegen 
gelingt uns ein geometrisch-konstruktiver Beweis, der 
die Übertragung auf die Kugel gestattet. 

D 

c 

Fig. 5. 

Wenn wir in einem Viereck, sei es sphä
risch oder eben, eine Seite, etwa a, durch einen 
Kreisbogen ersetzen, so vergrößern oder ver
kleinern wir zwei benachbarte Winkel, z. B. 
ß und y, um denselben Betrag, lassen daher ihre 
Differenz und a fortiori die Differenz der Gegen
winkelsummen unverändert. Demnach hat 

2v = a+ß-y-1} 

für alle Kreisbogenvierecke mit denselben Ecken den
s e 1 b e n Wert. 

D 

Ersetzen wir insbesondere a' und b 

durch den Kreisbogen von D iiber A nach 
C, ebenso b' und a durch den Kreisbogen 
von D über B nach C, so wird a' = ß' = n:, 
o' = '}'1, also 

F. 6 v' = :Jt- 11. <Jg. . I 

Die beiden Kreisbögen DA C und D B C schließen sich aber dann 
und nur dann zu einem einzigen Kreise zusammen, wenn o' = r' = n, 

also v = 0 wird. Hiermit ist eine in § 1 bereits ansgesprochene Be

hauptung bewiesen. 

D 

Fig. 7. 

9. Transformieren wir nun die Punkte 
A, B, 0 von D als "Inversionszentrum" aus 
mittels reziproker Radien in drei Punkte 
L, M, N, so wird in dem geradlinigen Drei
eck LMN der Außenwinkel bei N gleich 
± v werden, weil die Transformation durch 
reziproke Radien winkeltreu ist , und weil 
die durch das Zentrum D laufenden Kreise 

M A C, B 0 in gerade Linien übergehen. 
DieRe Behauptung gilt auch dann, wenn 
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AB CD ein sphärisches Vier
eck ist; und zwar wird die 
Kugel durch A, B , C, D, weil 
sie durch D geht, in eine zu 
ihrer Tangentialebene in D 
parallele Ebene iibergehen,wo
mit sich L, 211, N als stereo
graphische Projektionen 
von A, B, C erweisen. 

0 

Fig. 8. 

10. Die Seiten l, m, n des Dreiecks L~iN verhalten 
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sieb 
wie a0 a~ : b0 b~ : c0 c~, so daß wir l, m, n im Falle des ebenen Vierecks, 

da es nur auf ihre Verhältnisse ankommt , wie in § 4 definieren, nn 

Falle des sphärischen Vierecks dagegen nach § 2 

l = sin}asin!a', m = sin-~- bsin~- b', n = sin~- csin -~- c1 

setzen dürfen. Zum Beweise nennen wir die Strecken von D nach 

L, M, N vorübergehend l 0 , m0 , n0• Weil 

(11) 

ist, kann bei passender Wahl des MaßRtabes oder der Inversionspotenz 

(11') 

gesetzt werden. Nun sind die Dreiecke D ~1 N und D C B m der an

geschriebenen Reihenfolge der Ecken ähnlich, weil nach (11) m0 : n0 

= c~ : b~, und weil die Winkel 111 D N und CD B sich decken. Daher 

ist auch l: n0 = a0 : b~ und nach (11') : l = n a0 : b~ = a0 a~, w. z. b. w. 
Hiermit haben wir die Gleichung (7) aufs neue und in verallge

meinerter Gültigkeit abgeleitet. Sie enthält nunmehr auch den Pto

lemäischen Satz für die Kugel; doch ist dieser bekanntlich ein~. un

mittelbare Folge des ebenen Satzes, weil ja die vier Ecken ·eines 

sphärischen Sehnenvierecks zugleich ein ebenes Sehnenviereck bilden. 
11. Um auch zu (10) das sphärische Analogon zu erhalten , be

trachten wir dasjenige sphärische Viereck A' B' CD, dessen Ecken 

A', B' die sphärischen Gegenpunkte von A und B sind 1) . Seine 

Seiten sind die Supplemente von a, b, a', b', seine Diagonalen sind 

2 x - c und c'. An Stelle von l, m, n treten daher die W ert c : 

l' = cos }a cos }a', m' = cos ~ b cos ~ b', n' = n. 

- - - - -- ---

1) Die Betrachtung des Diagonalenwinkels führt hier anscheinend nicht zum Ziele. 

Festschrift Schwarz. 6 
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Die Winkel an den Ecken A', B', C, D haben die Werte cc, ß, 
2 :;r;- ')', 2 n- 8; daher wird die Differenz der Gegenwinkelsummen zu 

a+ß+r+8-4n = 8-2n, 

wenn 8 den sphärischen Exzeß von .A. B GD bezeichnet. Die Gleichung 
(7), auf das Viereck .A.' B' CD angewandt, ergibt daher: 

(12) n" = l'" + 'ln 12 - 2l' m' cos t8, 
und diese Gleichung geht in der Tat in (10) über, wenn wir a, h, a', 
b' gegen den Kugelradius sehr klein werden lassen. 

Aus (12) und (7) erhält man durch Elimination von n2 und ein
fache Umformungen die Gleichung (2) der Einleitung. 

12. Damit sich unter den aus a, b, a', 1./ lwnstruierbaren Vier
ecken ein eigentliches (d. h. einem Kleinkreis einbeschriebenes, nicht 
etwa· aus vier Bögen eines Großkreises bestehendes) Sehnenviereck 
befinde, muß jedenfalls a + b + a' + b' < 2 n, also 

(13) 

sein, da der Umfang eines Sehnenvierecks kleiner als der seines Um
kreises, also a fort.iori kleiner als derjenige eines Großkreises ist. 
Wird ferner das Innere des Sehnenvierecks derart definiert, daß es 
im Inner n des Umkreises liegt, so ist seine Fläche kleiner als die
jenige der Halbkugel, also 

(14) 8<2n fi:ir v = 0. 

Unter diesen Voraussetzungen läßt sich aus (7) und (12) ohne 
weiteres entnehmen, daß 8 für v = 0 seinen größtmöglichen Wert 

Fig. 9. 

(15) 

erreicht. In geometrischer Einkleidung besagen 
nämlich (7) und (12) die Existenz eines euklidi
schen Vierecks L MN P mit den Seiten LN = m, 
MN= l, PL = l', PM= m' und den Innen
winkeln ~ 8 bei P, n - v bei N. In diesem Vier
eck ist 

l+m<l'+m', 

denn durch Einsetzen ihrer Werte für l, m, l', m' erhalten w1r nach 
leichten Umformungen 

l' + m'- l - m = cos ~ ( a + a') + cos ~- ( b + b') = 2 cos } s cos } s' 

worin s' = Ha+ a'- b- b') absolut genommen sicher kleiner als n 
ist. Daher ist (15) eine Folge von (13) und umgekehrt. 
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Nun besagt die Bedingung (15), daß das Gelenk P des Vierecks 
L JYl NP nicht "gestreckt durchschlagen" kann, daß also ~- c 
ständig größer oder ständig kleiner als :;r; bleibt. 
Nach (14) tritt das letztere ein, es ändert sich also ~ 
cos tc im entgegengesetzten, daher n2 im glei- ~ 

c h e n Sinne wie E, so daß nach (12) E mit n 2 zugleich M m c. p 

fiir 11 = 0 seinen Maximalwert erreicht. Fig. 10. 

Wenn dagegen das Inner c des Sehnenvierecks derart definiert 
wird, daß es das Äußere des Umkreises enthält, so erreicht E filr 
v = 0 offenbar sein Minimum. 

Wenn die Bedingung (13) nicht erfüllt ist, so bedarf die Frage 
nach dem Inhaltsmaximum einer genaueren Formulierung dahin, ob 
nur konvexe oder auch nicht iiberschlagene oder allgemeine Vierecke 
zugelassen werden sollen. Diese Aufgabe soll hier nicht erörtert 
werden. 

13. Ebenso, wie der Winkel bei N lassen sich auch die Winkel 
des Dreiecks L 111 N in den Ecken L und M bestimmen. Nennen wir 
nämlich die Innenwinkel der iiberschlagenen Vierecke AB D C und 
AB CD den Ecken entsprechend a', ß', r', o' und ct, ß", r", o" und 
setzen: 

211. = cx' + ß' - r' - 01 

2/1- = a" + ß"- r"- d", 

so sind ± II. und ± p, die beiden Innenwinkel von L MN bei L und 
ltl. Auch sie sind offenbar stets und nur dann null, wenn das Vier
eck ein Sehnenviereck wird. 

(i* 



Über die Schwarzsehe Minimalfläche. 
Von 

G. Hettner in Berlin. 

In der Abhandlung 1) "Bestimmung einer speziellen Minimalfläche" 
hat Schwarz zum ersten 1\'lale die Aufgabe gelöst, für eine Minimal
fläche mit vorgeschriebener Begrenzung die Gleichung aufzustellen. 
Die Begrenzung der Fläche wird dabei durch ein von vier Kanten 
eines regulären Tetraeders gebildetes räumliches Vierseit gegeben, 
und es gelang Schwarz die Gleichung mitteist Untersuchungen auf
zufinden, die ausschließlich der Theorie der elliptischen Integrale 
und Funktionen angehören. 

Im 138. Bande des Journals für Mathematik habe ich die Glei
chung der Schwarzsehen Minimalfläche zunächst in der Form 

( y z 1 w' x y w' x z 1 ro' ) 
{t 4w- 4w' -4- 4w' 4w + 4ro- 2w' 4w- 4w' -4- 4ro = 0 

aufgestellt. Dabei bedeuten in den Argumenten der hyperelliptischen 
.ft-Funktion x, y, z die rechtwinkligen Koordinaten eines Punkts der 
Fläche und 2 w, 2 w' Perioden eines elliptischen Integrals ; die sechs 
Moduln der &-Funktion sind 

1 t' 

:r+2' 
1 + t", 

1 1 
t'13- 2-2~' 

1 t' 
t'23 = 2 + -g-, 

t' 1 
t'aa = 1 + -2 - 2~ • 

ro' 
t'-

(lJ 

1) H. A. Sehwarr., Gesammelte mathematische Abhandlungen, Bd. 1 (1800), 
s. 6-125. 
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Die Symmetrie 1) der Gleichung der Fläche inbezug auf die drei 
Koordinaten x, y, z zeigte sich hierbei aber erst nach dem Übergang 
von der hyperelliptischen D--Funktion zu den elliptischen {}-Funktionen 
und der Transformation dieser auf gleichen Modul. 

Es schien mir daher wünschenswert, die drei hyperelliptischen 
Integrale, die den Ausgangspunkt der Untersuchung bilden, und ihre 
Periodenkreise so zu wählen, daß die Symmetrie von vornherein her
vortritt. Dies wird erreicht, wenn man das den Integralen zugrunde 
liegende hyperelliptische Gebilde achten Grades auf den siebenten 
Grad reduziert. Bei passender symmetrischer Annahme der Perioden
kreise werden dann die Moduln Tm 1:22 , 1:33 der hyperelliptischen D'-

Funktion gleich -~ und die Moduln 1:12 , 1:13 , 1:23 gleich - -~-, wodurch 

die Gleichung der Minimalfläche in erheblich einfacherer Form, als in 
meiner friiheren Arbeit, auftritt. 

Für die Koordinaten x, y, z der Punkte der Fläche gelten die 
Gleichungen 2) 

f s R(1-is') ! 81 \[[(1 +is2) . 
x- ds+ 'tls 

- -a \fiR(s) -a V~(s,) 1
' 

wobei 

m(s) = 1-14s'+ s8 , 

a= +\13-1 .t; __ +1+,'2i' .~ 1-i 
+~' v• v~ v-i = +V2 

ist. Durch die Substitution 3) 

ergibt sich 

I) Schwarz, a. a. 0. S. 45. 
2) Schwarz, a. a. 0. S. 37 und 44. 
3) Schwarz, a. a. 0. S. 42. 
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wenn 

o(l+-7 -o3 -o6) = R(a) 
2\fl 

gesetzt wird; es wird also durch diese Substitution das hyperellip
tische Gebilde achten Grades t' = fft(s) in ein Gebilde siebenten 
Grades -z; 2 = R (11) übergeführt. In Linearfaktoren zerlegt ist 

R(6) = - o (o+_!_)(o+-8-)(a+ 8~)(o- \j2)(a-E~)(o-c2 V2), 
V2 V2 \12 

wo E die dritte Wurzel der Einheit e~ni bedeutet. Die singulären 
Stellen des Gebildes -z;2 = R(a) sind also die sieben im Endlichen ge
legenen Stellen 

(0, 0), (- ~2 , 0), (- ~' 0), ( ~' 0), (V2, 0), (c V2, 0), (c2 V2, 0) 

und die unendlich ferne Stelle. Die Punkte \fi, E \fi, E2 \fi der 6-

Ebene bilden ein gleichseitiges Dreieck mit dem Mittelpunkte 0; die 

Punkte - .~' - .~' - .~- sind die Mittelpunkte der Seiten des 
V~ V~ v2 

Dreiecks. 
Setzt man zur Abkürzung die(drei zu diesem Gebilde gehörenden 

hyperelliptischen Integrale erster Art 

1 ju c2 o2 +o\f2-c d _ 1 ju E2 (6-ca)(o+w-1) d _ F ( ) --- 6--- 6- 6 6 2V'2 fio VR(6) 2V'2 fio VR(6) I ' o' 

1 ju E6'+6\fl-E2 . 1 1uE(o-E2 a)(6+c2 a-') -- da= -- da = F (6 6) 
2V'2 6o VR(a) 2V'2 u0 \jR(a) 2 

' o' 
_1_1u 6 2 +6\12-1 d~= _1_1u (6-a)(6+a- 1) 

4 - , f'T)7";;I v Ho , riiT.:.'i d6 = F 8 ( 6 1 6 0), 2\12 uo vR(6) 2v2 u0 vR(6) 

so gehen die Ausdrücke für die Koordinaten eines Punktes der Fläche 
über in 

x = F, (o, 0) + F 2 (o" 0), 
y = I!'2 (6, 0)+F,(o11 0), 

Z' = F3 (61 0) + F 3 (o,, 0). 

Beschränkt man die Veränderliche 6 auf das Innere und die Begren
zung des in Fig. 1 angegebenen Kreisbogenvierecks 1) und setzt fest, 

1) Schwarz, a. a. 0. S. 26. 
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daß \IR ( u) sich stetig ändert und für die 
reellen Werte von 6 positiv ist, so liefern 
die vorstehenden Gleichungen, wenn 6 1 

die zu 6 konjugiert komplexe Größe ist, 
die Koordinaten der Punkte des Flächen-
stücks kleinsten Inhalts, das von dem 
gegebenen räumlichen Vierseit begrenzt 
ist. Das Kreisbogenviereck wird von den 

EVz o 

2 ezvzo 
beiden geradlinigen Strecken (- ~ · · · 0) 
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Fig. 1. 

c c ~ 

und (0 · · · \/"2) und von den beiden Kreisbogen (- \[2 · · · V2) und 

2 2 

( \/2 .. · - ~13~) gebildet die um die Punkte - - 13- und - -13 - mit dem 
V2 ' V2 \fl 

Radius Vi konstruiert sind. Hebt man aber die Beschränkungen 

fiir 6 und o, auf und betrachtet o und o, als zwei von einander un
abhängige, unbeschränkt veränderliche Größen, so stellen die drei 
Gleichungen alle reellen und komplexen Punkte einer analytischen 
Fläche dar, von der das eben betrachtete begrenzte Flächenstück 
einen rL'eil bildet. Die Integrationen können auf beliebigen Wegen 
ausgefiihrt werden, nur müssen filr die Integrale zwischen denselben 

Grenzen die Wege und längs derselben die W crte von V R ( o) die 
gleichen sein. 

Läßt man die Integrationswege (0 ... u) und (0 ... o,) ungeändert, 

gibt aber den Quadratwurzeln \/R(u) und \/R(o,) die entgegenge
setzten Werte, so gehen x, y, z in - x, - y, - z über, der Koordinaten
anfangspunkt ist also ein 1\iittelpunkt der Fläche. V crtauscht man 

o und \/R(o) mit o, und \/R(o,), so vertauschen sich x und y gegen
seitig, während z ungeändert bleibt; die Ebene x = y ist daher eine 
Symmetrieebene. 

Um die Werte der Quadratwurzel ljR(o) eindeutig zu definieren, 
denken wir uns über die Ebene der komplexen Größe 6 eine zwei
blättrige Riemannsche Fläche ausgebreitet, deren Blätter längs der 

"'eradlinigen Schnitte (0 .. · _ _!___, (0 · · ·- 13_) (0 .. · - ~) und 
o \12-;' V2 , \,12 
der in den entgegengesetzten Richtungen gezogenen Schnitte ( \/2 · · · =), 
(s V2 · · · = ), (s' \/2 · · · =) in einander übergehen (Fig. 2). Fi:ir einen dem 
oberen Blatt dieser Fläche angehörenden Punkt o möge der Quadrat-



88 

00 

\.~ 
G. Hettner: 
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wurzel derjenige wert beigelegt werden, der gleich + !- a2 vs· \Fi wird, 

wenn man die Variable stetig , ohne einen der Schnitte zu kreuzen, 

aus den Punkt 6 in den Punkt a überführt. Dieser Wert der Quadrat

wurzel möge mit VR( ~ bezeichnet werden. Für diejenigen Punkte 

6, die zu beiden Seiten der Schnitte oder in deren Verlängerungen 

liegen, ist er inbezug auf seine Realität und sein Zeichen in Fig. 3 

if.zr-\iE2t+J 
l' 

/ 
ef+J 
I 

t'a{-1} 1/ 
\,a r+J. ur-; 

\ 

if-1 \ 
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angegeben, wobei (+) oder (-) eine reelle positive oder negative 
Größe andeutet. Der entgegengesetzte Wert der Quadratwurzel 
werde mit -- \jR(11) bezeichnet; sobald 11 einen der Schnitte über
schreitet, ist - V R ( 11) die analytische Fortsetzung von V R ( 11). 

Da fiir die so definierten Werte 

\jR(E6f = 82 VR(11), 

VR(8'a) = c VR(o) 

ist, so bestehen die Relationen 

F1(11, oo) = Fa(c2 11, 82 60), 
F,(a, 60) = F3 (Ea, Eo0), 

aus denen sich 
F 1 (6, 60) = F 2 (Eo, E110) 

ergibt. Vertauscht man also 11 mit 8 2 6 und gleichzeitig 111 mit E60 

so geht x in y, y in z, z in x über. Die Gleichung der Fläche muß 
daher inbezug auf die Koordinaten x, y, z symmetrisch sein, und die 
Fläche durch eine Dritteldrehung um die Achse x = y = z mit sich 
selbst zur Deckung kommen. Die drei Punkte 

(xo, Yo, zo), (Yo, Zo, xo), (zo, Xo, Yo) 

sind also gleichzeitig Punkte der Fläche. Aus der Eigenschaft, daß 
die Ebene x = y eine Symmetrieebene ist, folgt weiter, daß ihr auch 
die Punkte 

angehören. 
Die drei hyperelliptischen Integrale erster Art lassen sich als 

eindeutige Funktionen ihrer oberen Grenzen definieren, wenn in der 

o- Ebene der Schnitt (0 .. · - 1_) iiber den Punkt - 1_ hinaus 
\j2 \j2 . 

geradlinig in das Unendliche verlängert wird. Solange der Inte
grationsweg nicht einen der vorher eingeführten Schnitte oder diese 
Verlängerung überschreitet, haben die Integrale eindeutig bestimmte, 
endliche Werte, die sich für die singulären Stellen des Gebildes leicht 
angeben lassen. 

Es werde nämlich 

_1 __ jV2 11~ + 6 \j2 -1 d6 = F (\12, a) - ro 
2 V2 a V R ( 11) 8 

' 2 ' 

1 JV2 + {3 o' + o \j2- 1 - ro' --~--- .- d11 = Fa(V2 + \ß, '{I)= -
2\12 y"2 VR(o) 2 
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gesetzt, wobei die Integrationswege im oberen Blatte der Riemann
schen Fläche geradlinig verlaufen sollen und zwar der des zweiten 

Integrals auf der positiven Seite des Schnitts ( '{2. .. 1./2 + 1./3 ). Da 
in dem ersten Integral V R ( 6) = ( +) und in dem zweiten Integt·al 

I 

I./R(6) = i(-) ist (vergl. Fig. 3), so sind wund-~~- positive Größen. 
~ 

Durch die Substitution 

wird 

daher sind 

6-
a+\ju 

1-ai./U 

2w = 4 ra" du ' 2w' 
) 0 Vl -14n2 + tt4 

Perioden eines elliptischen Integrals. Den beiden Quadratwurzeln ist 
hierbei ihr positiver Wert beizulegen. 

Die Werte des eindeutig definierten Integrals Ji'" ( 6, a) für die 
singulären Stellen des algebraischen Gebildes sind in Fig. 4 zusammen-

gestellt. 1\'Ian erhält sie aus den beiden Größen F 3 ( 1./2, a) = ; uml 

", 6J 
-wt'f- - T 

0 

_ Ju+GJ' _3w ____________ ! 2 1f 00 

-~W-,;/ -~ 

~ +6.1' 
~o------=::.,--

!i-w' 
ow' 

-w- 2 - !f 

Fig. 4. 
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I 

P 3 ('{2 + \{d, ..;2) = ~ mit Hilfe der drei Relationen 

1'(' 1)- Ji'3 (o, a) fiir o' 
1 

V R (6') 
V R(6) 

; 6 --- =-
6' --6-.-

a ' a 

1!'3 (6", a) - Ji'3 (o, a) für 6" 
E6 'fi:+ l 

- -
6- E2 V2 

, 

E'3 (o"', a) Ji'3 (61 a) für ö"' = V2-o 
-

1+6'V2 

Bei der zweiten Relation sind in der Umgebung der Punkte o = a, 

6" = a die Quadratwurzeln V B(6) und V R (6") in demselben Blatt 
der Riemannschen Fläche anzunehmen. Die dritte Relation ergibt 
sich durch zweimalige Anwendung der zweiten. 

Die Figuren 5 und 6 geben die Werte der eindeutig beschränkten 
Integrale F 1 (6', a) und 1!'2 (6', a). Sie folgen aus denen von F 3 (6, a) in 

Jtu+.l'l.J~ -!f' 

"~\ 
JjL+'f 

Fig. 5. 

Fig. 4 mit Hilfe der Relationen 

F 1 (o, a) = l':,(E~6', E2 a), 

1!'2 (6, a) = F 8 (u, w). 

Wir sahen, daß den Eckpunkten des räumlichen Vierseits , das 
einen 'feil der l\Iinimalfläche begrenzt, in der 6-Ebene die Punkte 0, 

- .~' V2, - 8.:_ entsprechen. Wie aus den fi.ir die Koordinaten 
v2 '1/2 
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Fig. G. 

w 1!1' 
2+ 2 

x, y, z giiltigen Ausdriicken und aus den .Figuren 4, 5, 6 hervorgeht, 
haben daher diese Eckpunkte die Koordinaten (0, 0, 0), (0, 2ro,- 2ro), 
( 2 ro, 2 ro, 0 ), ( 2 ro, 0, - 2 ro ). 

Die drei Paare von Periodenkreisen K" Iq; K2 , K;; K 3 , K;, die 
zur Bestimmung eines primitiven Systems simultaner Perioden 2 wa;'l, 

2 w~~~ und 211" 1~, 2n~.~ der hyperelliptischen Integrale erster und zweiter 
Art erforderlich sind, miissen so beschaffen sein, daß der Kreis Iq 
den Kreis Kß (ß = 1, 2, 3) einmal in positivem Sinne durchkreuzt, 
während andere Durchkreuzungen nicht stattfinden. In dem vor

Fig. 7. 

liegenden Fall mögen die Kreise der 
Fig. 7 entsprechend gewählt werden, 
wobei die ausgezogenen Linien im 
oberen, die punktierten im unteren 
Blatt der Riemannschen Fläche liegen 
sollen. Die drei Durchkreuzungen 
finden m der Nähe der Punkte 

[52 1 [5 

V2 , - \;'2-, - V2, im oberen Blatt 

statt. Die drei Paare von Perioden
kreisen gehen durch eine Dritteldre
hung der 0'-Ebene um ihren Nullpunkt 
ineinander iiber. 
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(ß = 1, 2, 3) 

und es sind 2 ro;ß, 2 ro~ß, 2 ro~~~ dieselben über die Kreise Kß erstreckten 
vollständigen Integrale. Aus den Figuren 4, 5, 6 ergeben sich'): 

ro" - 2 ro, ro2, - 0 
' Wat - 0 

' 
rou - 0 ro22 - 2ro, 0)82 - 0 

' 
0)13 - 0 ro2s - 0 

' rosa - 2 OJ. 

ro;, - m' 
' m~, - - m, OJ~, - - m, 

ro;2 m;2 I 

OJ~2 - - m, OJ - - OJ' 
, 

- ro, ro~a - ca, OJ~3 
I ca,a - - - OJ. 

Die drei Relationen unter den Perioden der Integrale erster Art 

3 
~ 1(muy caßy- OJ 11i' m~) = 0 (a,ß= 1,2,3; a<ß) 

r= 
sind erftill t. 

Um nun mit Hilfe des Umkehrungsproblems fiir die Abcischen 
Integrale aus den Gleichungen 

X = F, ( o, 0) + F2 ( o,' 0)' 

y = F 2 (o, 0) + F, (o" 0), 

z = Fa(o,O)+Fa(o,,O) 

die von einander unabhängigen Variablen o und o1 eliminieren zu 
können, müssen die zweiten Integrale rechts dieselbe Form wie die 
ersten haben. Mitte1st der schon vorher benutzten Substitution 

1 
6,=-6', 

folgt 2) 

1) Vergl. Schwarz, a. a. 0. S. 117. 
2) Weierstraß, Mathematische Werke, Bd. 3 (1903), S. 243. 
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F, (ou 0) - F 2 (o', =), F'2 (du 0) = F, (o', =), F 3 (o11 0) = F 3 (o', oo), 

mithin 
x = F, (o, 0) + F, (o', o.;), 
y Ji'.(o, 0) + F 2 (o', =), 

z - F 3 (6, 0) + F 3 (o', =). 

Da man die drei Integrale um ein System simultaner Perioden ändern 
darf, so kann der Nullpunkt in einem beliebigen der drei Winkel 

(- V2' 0,- J~), (- -J~' 0,- : 2 ), (- ~' 0,- ~) und im oberen 

oder unteren Blatt gewählt werden. Entsprechendes gilt für einen in 
das Unendliche fUhrenden Integrationsweg. Wenn man längs der po
sitiven Seite der reellen positiven Achse integriert (vergl. Fig. 4, 5, G), 

folgt 

F, (=, 0) = 2ro- ro', Ji'.(=, 0) = w', 1·~(=, 0) = w'. 

Die vorhergehenden Gleichungen werden daher 

x-2w+w'- F,(o, =)+FJo', oo), 
y- w' - F 2 (o, oo) + F 2 (o', =), 
z:- w' F 3 (6, oo) + E~q(o', oo) . 

. indert man die Integrationswege so, daß die rechten Seiten um das 
System simultaner Perioden 

2 OJ 12 + 2 ro, 3 + 2 ro;, = 2 ro', 

2 ro22 + 2 rot3 + 2 ro;, - 2 w, 

2 OJ32 + 2 ())33 + 2 OJ~, = 2 w 

wachsen, so erhält man für die Koordinaten eines Punkts der Fläche 
die Ausdrücke 

x- 2 w- w' = F, (o, oo) + F, (o', oo), 
y-2ro-ro' = F 2 (o, oo)+F.(o', oo), 

z- 2ro- ro' = F 3 (o, oo) + F 3 (o', oo), 

die vollkommen symmetrisch inbezug auf x, y, z sind. 
Nach dem Umkehrungsproblem folgt aus den vorstehenden Glei

chungen 

wo 

(u = 1, 2, 3) 
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gesetzt ist und die sechs Parameter 11-~, 11-;~ gleich 0 oder 1 sind. In 
unserem Fall ergibt sich mit Rücksicht darauf, daß die vier Punkte 
( 0, 0, 0 ), ( 0, 2 ro, - 2 ro ), (2 ro, 2 ro, 0 ), ( 2 ro, 0, - 2 ro) auf der Fläche liegen, 
/L1 = 1-'-2 = 1'-s = 1 und ,_": = !L~ = tL! = 1; mithin ist w" = w' 
(a = 1, 2, 3) und daher 

e(x+m', y+ro', z+ro') = 0. 

Umgekehrt lassen sich alle Wertsysteme , die dieser Gleichung ge
niigen, in der vorher angegebenen Weise als Summen je zweier Inte
grale erster Art mit den oberen Grenzen 6 und a' darstellen 1). Es 
ist also 

(>iJ(x + ro', y + m', z + ro') = 0 

die Gleichung der Schwarzsehen Minimalfläche. Diese Form der Glei
chung ist erheblich einfacher, als die früher von mir angegebene. 

Da man jede- der 64 Funktionen &(x, y, z; fL, !L') mit 6 Para
metern, wenn man von einem Exponentialfaktor absieht, auf die Form 
e (x + ro, + ro', y + ro 2 + ro', z + ro3 + ro') bringen kann, und da die 28 
ungeraden &J-Funktionen für x = 0, y = 0, z = 0 verschwinden, 
so ergeben sich auf diese Weise 28 Punkte (m,, ro2 , ro3) der Fläche, 
die sich nicht nur durch simultane Perioden unterscheiden. 

Die &J- und die -3--Funktionen dreier Variablen hängen durch die 
Relation 

zusammen, in der 
3 

tt" - ~ 2 G1a.~V~ 
ß=l ' I 

(a = 1, 2, 3) 

ist uncl E(v" V2 , v3) eine ganze homogene Funktion zweiten Grades 
von v,, V 2 , V3 bedeutet. Demnach kann die Gleichung der Fläche auch 
in der Form 

ro' -r: geschrieben werden, wenn ·-·- = 't' gesetzt wird. --,-- ist eine positive 
(l) ~ 

Größe. 
Es müssen nun fiir den vorliegenden Fall die sechs Moduln -r,d 

der -3--Funktion berechnet werden. Wird fiir die Determinante 

1) Weierstraß, Werke, Bd. 4 (1902), S. G03. 
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rou rot2 roiS 
ro21 ro22 ro2s - 8 ros 

die dem Element ro"11 adjungierte Unterdeterminante mit (ro)".~ be

zeichnet, so ist 

(ro)11 = 4ro2, 

(ro)2t = 0, 

(ro)at = O, 

daher werden die 1\'loduln 

(ro)12 = 0, 

(ro)22 = 4ro2, 

(ro)s2 = 0, 

1 
't"u - -2 ' 

't" 
't"u - 2 I 

(ro )13 = 0, 
(ro),3 = 0, 

(ro)s3 = 4ro2, 

't"l3 -

't"23 -

't" 
't"33- 2' 

Der reelle Bestandteil der quadratischen Form 

~ i't"a1n«n·1 
a, {I , , 

(a, ß = 1, 2, 3) 

ist gleich 

( 2 2 . 2) d 
nt+n2+na 2" 

Er bleibt daher für reelle, von Null verschiedene Werte der Größen 

nll n2 , n3 beständig negativ, wie für die Konvergenz der 3-- Funktion 

erforderlich ist. 
Man sieht leicht, daß für diese speziellen 1\foduln die 3--Funktion 

dreier Variablen in ein Aggregat von Produkten elliptischer 3--Funk

tionen zerfällt. Die Funktion 3-(vn v., v3) ist durch die Summe 

definiert, wo 
(a = 1, 2, 3) 

gesetzt ist. Hier ist also 

't"t = }(n~-r-n2- ns), 't"2 = ~ (-n~ +n2-r- na), 't"s = ~ (- nl -n2+ ns-r), 

mithin 
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Sondert man in dieser Summe die geraden und die ungeraden Zahlen 
nß, indem man 

(ß = 1, 2, 3) 

setzt, so wird 1) 

it(v., v,, v3) 

+ + .nil(2m1 +E1)2v,+(2m1 +E1 ) 2 .~1 
~ ~ (- 1t1E2 EzE3 E3E1C .:.\ 

(E1 , E2 , E3) (m1 , m2, 1113) 

nil(2m2 +E 2)2v2 +(2m2 +E2)2; ~ ni·l(2m3 +E3)2v8 +(2m3 +E 3 ) 2 ; ~ 
. e . e 

= ~ (-1)8
' 82 + 8283 + 8381 @ (2v,!2r)0 (2v,i2r)0 (2vai2r), 

{El,c2,E3) ft,O f:hO Ea,O 

also 

it(v,, v., v3) = it3 it3 it3 + \it8 8-,it,+ 8-3 8-2 8-3 + it,8-3 ital 

- !it.iT,it,+it,iT38-2+it,iT,it3(- 8-,it,it,. 

In dieser Gleichung sind die Argumente der drei in jedem Gliede 
auftretenden elliptischen 8-- Funktionen der Reihe nach 2v" 2v,, 2 V 3 

und der :Modul ist überall gleich 2 r. 
Führt man daher die Funktion 

cp(zt) = _{}'_!!_(-~+_'1:-12•)-
it, 2 (iJ 2 

~·- ( -~~-- _!___ 12 r) 
it, 2 (iJ 2 

em, so wird die Gleichung der Fläche 

1 + l cp (.x) + cp (y) + cp (z) ( - l cp (y) cp(z) + cp (.z) cp (x) + cp (x) cp (Y)\ 
-q;(x)cp(y)cp(z) = 0. 

Dies ist die erste der drei Formen, in der Schwarz die Gleichung 
seiner Minimalfläche gegeben hat. 

1) Schwarz, Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Funktionen, 
S. 41 und 42. 

Festschrift Schwarz. 7 



Zur Theorie 
der linearen Differentialgleichungen dritter 

Ordnung mit drei singulären Stellen. 
Von 

Emil Hilb in Würzburg. 

Ein großer Teil der Probleme, welche aus linearen Differential
gleichungen entspringen, besteht in der Aufgabe, nach Vorgabe der 
singulären Stellen der Differentialgleichung und der Wurzeln der zu 
den singulären Stellen gehörigen determinierenden Gleichungen die 
noch iibrig bleibenden sogenannten akzessorischen Parameter durch 
Eigenschaften der l\Ionodromiegruppe zu bestimmen und womUglich in 
eindeutiger Weise festzulegen. Um einen konkreten Fall zu nennen, 
sei an die Aufgabe erinnert, bei einer linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung nach Vorgabe der singulären Stellen und der Wurzeln 
der dazu gehUrigen determinierenden Gleichungen die akzessorischen 
Parameter so zu bestimmen, daß alle Substitutionen, die der Quotient 
11 zweier linear unabhängiger Partikularlösungen der Differential
gleichung bei beliebigen Umläufen der unabhängigen Veränderlichen 
erfährt, einen Kreis in der 11-Ebene bez. auf der 11-Kugel in sich iiber
führen. Nach Trennung der akzessorischen Parameter in reellen und 
imaginären Teil erhält man dann zur Bestimmung dieser Größen eine 
der Anzahl der Unbekannten entsprechende Zahl transzendenter Glei
chungen, von denen zu zeigen ist, daß sie gemeinsame Wurzeln be
sitzen; ist dieser Nachweis erbracht, so bleibt immer noch die Auf
gabe, die Wurzeln, soweit als möglich, durch charakteristische Eigen
schaften gegenseitig zu trennen. Bei den Untersuchungen, welche auf 
das allgemeine Uniformisierungsproblem ausgehen, wird ein LUsungs
system von vornherein herausgegriffen durch die Forderung, daß der 
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entsprechende Fundamentalbereich auf der n-Kugel bei beliebig vielfacher 
Wiederholung diese nirgends mehrfach überdeckt und die diesbezi:ig
lichen Existenzbeweise sind auf den Nachweis dieser einen Wurzel 
zugeschnitten. Während daher das Uniformisierungsproblem für alle 
in Betracht kommenden Fälle bewiesen ist, ist die Diskussion der 
sämtlichen Lösungssysteme der transzendenten Gleichungen nur in 
verhältnismäßig einfachen Fällen durchgefübrtl); die Untersuchungen 
von Herrn Klein und mir scheinen darauf hinzuweisen, daß die Durch
führung dieser Diskussionen mit den heutigen Mitteln sich auf Spezial
fälle beschränken muß, welche dann wenigstens ein ungefähres Bild 
iiber den Charakter in allgemeineren Fällen geben. Dafiir erhält man 
aber aus diesen Untersuchungen eine genaue Aufklärung über die 
Abhängigkeit des Fundamentalbereiches von den akzessorischen Para
metern in den erwähnten Spezialfällen. 

Die bisherigen Untersuchungen beschränkten sich auf Differential
gleichungen zweiter Ordnung, während für solche höherer Ordnung, 
soweit mir bekannt ist, in dieser Richtung weder Problemstellungen 
noch Ansätze vorliegen. Der Zweck dieser Arbeit ist nun, diese 
Fragestellungen auf Differentialgleichungen dritter Ordnung auszu
dehnen. Es whd dabei in ganz anderer Richtung zu gehen sein, als 
diejenige ist, auf welche die Theorie der automorphen Funktionen 
mehrerer Veränderlicher hinweist. Wir werden zunächst (§ 1) der 
Fragestellung bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit vier 
singulären Stellen der Bestimmtheit eine Fassung geben, welche 
eine bequeme Verallgemeinerung gestattet; § 2 bringt dann die Pro
blemstellung fii.r die Differentialgleichung dritter Ordnung mit drei 
singulären Stellen der Bestimmtheit, welche also noch einen akzesso
rischen Parameter enthält, von dem wir annehmen werden, daß er 
reell ist. Um ihn festzulegen, schreiben wir eine Bedingungsgleichung 
vor, die einerseits in gewisser Weise eine formale Übertragung jener 
Gleichung ist, welche bei der Forderung eines Orthogonalkreises im 
Falle einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit vier 
singulären Stellen auftritt, die aber andererseits eine ebenso nahe
liegende als einfache direkte geometrische Interpretation zuläßt. § 3 
bringt die Reduktion der Differentialgleichung auf die Laguerre-For
syth'sche Normalform, wobei für die Wurzeln der determinierenden 

1) Die einschlägige Literatur findet sich zusammengestellt in meiner Arbeit: 
Über l{)einsche Theoreme in der Theorie der linearen Differentialgleichungen, Math. 
Ann. 66, p. 215-257; GS, p. 24-74. 

7* 
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Gleichungen eine größere Anzahl von Einschränkungen gemacht wird, um 

im Anschluß an die analogen Untersuchungen bei Differentialgleichungen 

zweiter Ordnung zu bleiben. § 4 behandelt einen Spezialfall, der eine 

vollständige Diskussion der Lösungen der Gleichung und eine Charak

terisierung der einzelnen Wurzeln gestattet und zwar, wie bei der 

zweiten Ordnung, durch die Anzahl der Nullstellen gewisser Integrale. 

In § 5 werden dann die allgemeineren Fälle nach einer l\'lethode be

handelt, die natürlich auch in dem entsprechenden Falle zweiter Ord

nung zum Zieleführt. 

§ 1. Die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit vier singulären Stellen. 

Wir gehen von der Differentia1gleichung 

d2 y ( 1 - a 1 - ß 1 - r) tly A X + B - 0 
(l) dx2 + x-a + x-b + x-c dx + (x-a)(x-b)(x-c) y-

aus. Ihre singulären Stellen sind a, b, c, oo, die Wurzeln der dazu

gehörigen determinierenden Gleichungen sind a, 0; ß, 0; r' 0 ; J'' J". 

Dabei ist 

(2) a+ß+r+J'+J" = 2, J'J" = A. 

Nach Vorgabe dieser Wurzeln entsprechend der ersten Gleichung (2) 

bleibt B noch unbestimmt; dieses ist der zur Verfügung stehende 

akzessorische Parameter. Um (1) auf eine Normalform zu bringen, 

setzen wir 
dx 

(3) dt = lx-al'-"l.x-bl' I'~ Ix-cl' r' 

wodurch (1) übergeht in 

(4) 

Unter der Annahme, daß alle in (1) auftretenden Parameter reell sind 

und etwa a > b > c ist, wählen wir als Fundamentallösungen von (1) 
bez. der singulären Stellen. a, b, c 

Y: = [x-al"$~(x-ci), 

Y; = lx-b[t'1$~(x-b), 
Y~ = lx- clr $~(x- c), 

Y: = $:(x-a); 

Y: = $~(x- b); 

Y~ = $~(x- c). 

Es bedeuten dabei die $ Potenzreihen mit von 0 verschiedenem kon-



Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen dritter Ordnung u. s. w. 101 

stanten Gliede, die vorkommenden Potenzen reeller positiver Größen, 
wie etwa lx :- a!", sollen selbst reell und positiv genommen werden. 
Die FundamentalHisungen sind dann noch bis auf konstante .1!-,aktoren 
unbestimmt, wir legen diese so fest, daß 

(5) 

ist, während 

wird, wenn 

(7) 0 < a < 1, 0 < ß < 1, 0 < r < 1 

ist, wodurch auch das Auftreten logarithmischer Glieder verhindert 
wird. 

Entsprechend ist 

(8) 

wir setzen fest, daß 

(9) ( d ) diy: = 1, 
x=a-0 

(~yc)· = 1 
dt r x=c-0 ' 

und folglich 

(10) (~ ya) = (.!!... Yb) = (~ yc) = - 1 & "x=a+O & px=b-0 ~ rx=c+O 

ist. Es sei nun 

(11) Y~ = lu Y;+ l12i 

Y; = l21 Y:+ l22 i 

Y: = n 11 Y,~ + n 12 Y:, 
Y: = n 21 Y;+ n22 Y:. 

l12 :l11 stellt das Verhältnis der Werte von Y,~(a) und (:e Y;t=a-O 

dar, analoge Bedeutung besitzt l 22 : l21 • Wir ordnen jetzt allgemein 
einem beliebigen Werte von x zwischen b und a zwei Punkte zu, 

welche die Verhältnisse von Y,J(x) und fe- Y/(x) bez. Y0b(x) und ft Y:(x) 

darstellen 1). Bewegt sich x von b nach a, so durchlaufen diese Punkte, 
ohne einander einholen zu können, von 0 bez. oo ausgehend, die Achse 
des Reellen. Der Existenz eines Orthogonalkreises entspricht die 

1) Eine dieser Formulierung angepaßte Beweisführung findet sich in der Arbeit 
von Gerstenmeier, Beiträge zur Theorie der linearen Differentialgleichungen, Diss. 
Erlangen HJlO, § 3. 
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Bedingung 

(12) 

man siebt, daß diese Bedingungsgleichung bei anderer Normierung 
von Y: bez. Y; oder Y~ bez. Y~ sich nicht ändert, da die betreffenden 
N ormierungsfaktoren sich rechts und links in (12) wegbeben würden. 
V ergleicht man die Änderung der linken und rechten Seite von (12) 
bei wachsenden Werten von B, so erkennt man die Existenz unend
lich vieler Wurzeln B. Sei etwa A positiv; dann ist durch die 
Forderung, daß der dem Intervall ab entsprechende Kreisbogen den 
Orthogonalkreis in einer gegebenen ungeraden Anzahl von Schnitt
punkten trifft, B eindeutig festgelegt 1); zu einer gegebenen geraden 
von 0 verschiedenen Anzahl der Schnittpunkte gibt es dagegen stets 
eine, möglicherweise aber eine ungerade Anzahl von Wurzeln B. 
Analoges gilt bez. des dem Intervalle b c entsprechenden Kreisbogens. 

§ 2. Die Problemstellung. 

Wir betrachten die Differentialgleichung 

d3 y ( a ß ß r ) dy 
(13) axa-+ x2 +x- x-f+ (x-IY ctx 

( " l l+o v o A.+o) 
+ xs-+xs+-x-+ (x-1)3 + (x-rr- x-1 y = 0· 

Das Fehlen von ~J- ist keine wesentliche Spezialisierung, da sieb 

die allgemeine Differentialgleichung durch eine bekannte Transfor
mation stets auf diese Form bringen läßt. Die singulären Stellen 
sind 0, 1 und oo. Die zu 0 gehörige determinierende Gleichung ist 

(14) 1' (r- 1) (r - 2) + ar +" = 0. 

Um die Auflösung dieser allgemeinen Gleichung dritten Grades zu 
umgeben, und aus später (§ 3) anzugebenden Gründen, machen wir die 
Einschränkung ( A) a = - u, r = - v. Dann sind die Wurzeln der zu 
0 gehörigen determinierenden Gleichung 

(15) r01 = 1- V1- a, r,, 2 = 1, r 03 = 1 + v·c:~-;; 

die Wurzeln der zu 1 gehörigen determinierenden Gleichung sind 

(16) 1'11 = 1- Vi-- r, r 12 = 1, r 13 = 1 + Vf- r· 
1) Math. Ann. 66, p. 252. 
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Die zu = gehörige determinierende Gleichung ist 

(17) r (r -1) (r- 2) +(a-ß+ r) r-a-r+ 6-- A. = 0. 

Nach Vorgabe der Wurzeln der zu den singulären Stellen gehörigen 
determinierenden Gleichungen und unter Beriicksichtigung der Form 
der Differentialgleichung (13), der Einschränkung (A) sowie der zwischen 
den Wurzeln der drei determinierenden Gleichungen stets bestehenden 
Beziehung bleibt noch ein Parameter, etwa A., unbestimmt, da dieser 
in (17) nur in der Verbindung 6 - l auftritt. J. ist also der akzesso
rische Parameter. 

Es seien nun Y01 , Y02 , Y0 , ein zu x = 0 gehöriges kanonisches 
Fundamentalsystem; die drei Funktionen mögen bez. zu den Expo
nenten r 01 , r 02 , r03 gehören. Wir nehmen an, daß alle in (13) auf
tretenden Parameter sowie die in (15) und (16) definierten Größen 
reell sind, ferner denken wir uns die in Y 01 , Y02 , Y 03 noch unbe
stimmten konstanten Faktoren so festgelegt, daß diese Integrale im 
Intervalle 0 1 durchaus reelle Werte besitzen; eine nähere Festlegung 
dieser Faktoren folgt in § 3. In ganz entsprechender Weise wird 
das zur singulären Stelle 1 gehörige kanonische Fundamentalsystem 
Y11 , Y,2 , Y,3 bestimmt. Dann ist 

(18) 
Yo, = all Yll + au Y,2 + a,a Y1s, 

Yo2 = a.2, Yll + a22 y12 + a2,. Y1a , 

Yaa = aa, Yll + aa2 y12 + aaa Y1a· 

Die a;k sind reelle Größen, ihre Determinante L1 ist von 0 verschieden. 
Wir führen jetzt Dreieckskoordinaten ein. Als Koordinatendreieck 
wählen wir das Dreieck mit den Seiten Y11 = 0, Y12 = 0, Y13 = 0; 
daneben betrachten wir das Dreieck mit den Seiten Y0 , = 0, Y02 = 0, 
Y03 = 0. Wir ordnen nun entsprechend (18) der Ecke A, bestimmt 
als Schnittpunkt von Y, 2 = 0 und Y,3 = 0, die Ecke A,, bestimmt 
durch Y02 = 0 und Y03 = 0, zu und ordnen in analoger Weise den 
Ecken B und C die Ecken B 1 und 0 1 

zu. Wir verbinden die entsprechenden 
Ecken, dann erhält man nebenstehende 
Figur, in der auf jeder der drei Ge
raden A A1 , B B,, CC, vier Punkte 
liegen, deren drei Doppelverhältnisse 
man nach geeigneter Festlegung zu
sammen mit den dualen drei Doppel-

II 
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verhältnissen als Maßzahlen· einfilbren kann. Es entsteht so die all
gemeine Aufgabe durch Vorgabe einer dieser Maßzahlen den akzesso
rischen Parameter festzulegen. Wir greifen jedoch in folgenden nur 
einen Spezialfall heraus, indem wir verlangen, den akzessorischen 
Parameter so zu bestimmen, daß die beiden Dreiecke unter Bei
beha1tung der Eckenzuordnung perspektivisch liegen, so daß also auch 
die Schnittpunkte entsprechender Seiten auf einer Geraden liegen. 
Es 1st dann 

0 a1s - a12 

(19) a2a 0 -au - - ttts a2t aa2 + au a2s au - 0 

as2 -aal 0 

die hinreichende und notwendige Bedingung dafür, daß die beiden 
Dreiecke perspektiv liegen. Die geometrische Bedeutung von (19) 
zeigt, daß die Gleichung unabhängig ist von der Wahl der bei der 
Normierung von Y noch freigebliebenen Konstanten; es folgt dies 
auch unmittelbar aus dem Bau der Gleichung, da die beiden Sum
manden sich bei einer derartigen Abänderung um den gleichen Faktor 
ändern. Für die inverse Substitution gilt dann die Beziehung 

(20) Au A2s Ast-Ats Au As2 = 0, 

wenn man in gewohnter Weise die Unterdeterminante von a,.k mit A;k 

bezeichnet. Auch dies ist geometrisch evident, folgt aber auch 
sofort durch direkte Umrechnung; denn es ist ja 

Au A2s Ast- Au A2t As2 = A2a ( At2 Ast- All As2) + As2 (All A2s- Ata Au) 
= LI (A2s 02s- 0s2 As2) = LI (at2 a2s as,- ats a2J as2)· 

Unter gewissen, im nächsten § präzisierten Einschränkungen für die 
Differentialgleichung erhalten wir eine noch einfachere Interpretation 
für die Bedingungsgleichung (19). Wir werden nämlich zeigen, daß 
man unter den erwähnten Einschränkungen eine neue unabhängige 
Veränderliche g derart einführen kann, daß, wenn allgemein 

(21) 

gesetzt wird, 

Y0,(0) - 1, (ii Y01 (x)t=O = 0, ({;2 Y01 (x)t=O = 0, 

(22) Y02 (0) = O, (~~ Y02 (x)t=O = 1, ((Jg2- Yo2(x)t=O = 0, 

Yos(O) = 0, c~-Yos(x)L=O= 0, (~22 Yoa(x)L=Ü = 1. 
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wird und für Y,; (j = 1, 2, 3) an der Stelle x = 1 die entsprechenden 
Gleichungen gelten. 

Zwischen den Funktionen Yoi und Y.; bestehen dieselben Re
lationen (18), wie zwischen 1';,; und Y,;, wenn nur die letzteren 
Funktionen geeignet normiert sind, worii.ber wir oben ja die Be
stimmung zunächst noch offengelassen haben. Wir deuten jetzt für 
jedes x im Intervalle 0 1 das Verhältnis der Werte 

- d -- d' ,.,-
Yoj(x), a; Y0i(x), d;' YQj(x) 

als Dreieckskoordinaten. Dann entsprechen dem StUcke der reellen 
x-Achse zwischen 0 und 1 drei Kurven, (nämlich fii.r j = 1, 2, 3), von 
denen die erste etwa vom Punkte mit den Koordinaten 1, 0, 0 ausgeht 
und im Punkte a11 , a-12 , a13 endet. Die Anfangspunkte und Endpunkte 
der drei Kurven liefern also wieder zwei Dreiecke, die perspektiv 
liegen, wenn die drei Geraden a13 x,- a12 X3 = 0, a23 X 1 - a21 a:s = 0, 
U32 X 1 - a3 , X 2 = 0 durch einen Punkt gehen, . d. h. wenn abermals die 
Beziehung (19) erfüllt ist. 

§ 3. Transformation der Differentialgleichung. 

Um die Differentialgleichung 

(23) d8 y dy 
dxs + 3p2 dx +PsY = 

auf die Laguerre-Forsythsche kanonische Form zu bringen, bestimmt 
man die neu einzufiihrende unabhängige Veränderliche ; als Lösung 
der Differentialgleichung 

(24) . ;"' 3 (;")' 3 j;,x! = -y-2 'V = :2' 
deren linke Seite also die Schwarzsehe Derivierte ist. Ersetzt man 
dann nach (21) y durch y, so erhält man die gesuchte kanonische 
Form 

(25) d8 y 1 ( 3 dp2 (x))-a;s +-ra Pa- 2 --dx- y = 0. 

In unserem Falle erhält man also zur Bestimmung von ; die Diffe-

1) Vergl. etwa Schlesinger, Handbuch der linearen Differentialgleichungen H, 1, 
p. 19.tl, ferner Wilrr.ynski, Projektive Differentialgeometrie, Teulmer 1!J06; p. 58 f. 
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rentialgleichung 

(26) ~~,xl = i-(;2 - x(x~l)+ (x!zy-), 

also ~ als Quotient zweier linear unabhängiger Integrale der Diffe
rentialgleichung 

(27) _d" z + __!_ (__!!____ - __ ß_ - + __ r_) z - o 
dx2 4 x 2 x(x-1) (x-W - · 

Die Wurzeln der zu 0 und 1 gehörigen determinierenden Glei
chungen sind ~- ± l \ji- a bez. ~- ± ~- \j1- y. 

Die nahe Beziehung dieser Wurzeln zu denen der entsprechenden 
Gleichungen bez. (13) ist der wahre Grund für die Einführung der 
Beschränkung (A). Wir wählen ~ als den Quotienten der beiden an 
der Stelle 0 zu den Exponenten ~- ± i \ji _-;_-gehörigen Fundamental-

lösungen, so daß ~ die Form x\/1- ä \13 (x) hat, wobei im Folgenden \13 (x) 
als Symbol einer Potenzreibe nach ganzen positiven Potenzen von x 
mit im allgemeinen von 0 verschiedenem konstanten Gliede gelten soll. 
Dann ist 

(28) 
- -,--- vi-a. - 2..;1 -Cf. Y01 = \13 (x), Y02 = X \13 (x), Y03 = X \13 (x). 

Ferner ist 

cl- _ 1-v1 " d2 y _ 1-2..;1-a. )· d~- YOI - X \13 (x), a~· 01 - X \13 (x ' 

(29) dY02 = m() cl2 Y02 = 1-'1/1-a.m() 
d~ +' X , ((~• X +' X , 

~-~3- _ l/1 "mc) ä2 Yaa _ mc) d~ - X +' X ' d~2 - +' X • 

Wir können also die Normierung (22) dann und nur dann durch
führen, wenn die reelle positive Größe vr- a kleiner ist als -}. Wir 
machen daher die Annahme 

(B) 0< V1-a<! und 0< V1-r<t; 

diese entspricht der Einschränkung (7) bei Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, welche sich bei diesen als ganz wesentlich fi:ir die 
Richtigkeit der Sätze erwiesen bat. Wie dort wird auch hier durch 
die Annahme (B) das Auftreten logarithmischer Glieder in den zu 0 
und 1 gehörigen Fundamentallösungen von (13) verhindert. 

An der Stelle x = 1 stellt jedoch ~ im allgemeinen Falle nicht 
mehr den Quotienten der beiden zu den Exponenten -~ ± -~- Vl - r ge-
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hörigen Fundamentallösungen von (27) dar. Um dieses zu erreichen, 
machen wir die Annahme 

(C) vr- a + Vl - r + Vl - a + ß - r = 1; 

dann wird das allgemeine Integral von (27) 

1-·/1-« 1-vr-=----r 
(30) z = x ____ 2 ___ (1- x)--2----- JxV1.:_"_ 1 (1-xl1-r- 1 dx, 

also 

(31) 1: jx v1-a.-1(1 )v1-r-1_1 s = X -X u-X 

0 

und analog zu (3) 

(32) d~ = __ dx . 
x1-y1-a.(l-x)1-yl-y 

Man erkennt sofort, daß unter der Annahme (C) auch das Funda
mentalsystem Y:1 , Y:2 , Y13 entsprechend (22) normiert werden kann. 
Es soll aber hervorgehoben werden, daß die Einschränkung (C) zwar 
für die am Schlusse von § 2 gegebene geometrische Deutung, nicht 
aber für die ganze Problemstellung notwendig ist, und in erster Linie 
der Einfachheit halber eingeführt wurde. Unter allen diesen An
nahmen erhalten wir unsere Differentialgleichung (13) in der Form 

(33) ~~~ + x 1-Syl-a.(l- x)1- 3v1-r (Ax+ B)y = 0, 

wobei 

(34) A ß 7> 6-l-ß = ' 2-+l =-V 

ist. 
Also ist A durch die Wurzeln der determinierenden Gleichungen 

bestimmt, B ist der akzessorische Parameter. 

§ 4. Ein Beispiel. 

Wir setzen a = ß = r = -~, so daß also die Bedingungen B 
und C erfüllt sind. Es wird 

(34) 
dx 

d~ = ---.- -----------.-
x'"(1-xY 

und die Differentialgleichung (33) geht iiber in 
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(35) 

wenn wir noch 6 - J.. - ß = 0 setzen. Es wird ferner: 

(36) 

wobei o die reelle dritte Wurzel aus (- B) bedeutet. Ist ferner 

1 dx r :; l!_ = ro, 
Jo x"(l-x)" 

(37) 

so ist 

(38) 

Dann wird in (18) 

(39) 

~ 
~(J) 2 --- (J) ~ 

e 2 (u -) rt22 = 3-+ 3 e . cos 2 V3 ro ; 
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(.j = 1, 2, 3), 

die anderen Größen a stehen mit diesen in demselben Zusammen
hang, wie die entsprechenden Größen a mit a11 , a 12 und a,3• 

Die Bedingungsgleichung (19) wird also in unserem Falle 

8 

[ /(jJ 2 - 2 (jJ ( 8 - n ~]3 
3 - 3 e cos 2 y3w+B} 

8 

_ [ e :(jJ - ! e- 2 (jJ cos ( ~ V3 w - ~) f. 
(42) 

Da auf der rechten und linken Seite nur reelle Größen auftreten, 
so ist 

(43) (o- n) (o"~ n) cos -2- V3w + if = cos 2 v3 w -lf, 
also 

osin(~ \f3w) = 0, 

oder 

(44) (k = o, ±1, ±2, ... ). 
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Der Fall k = 0 bedarf einer Spezialuntersuchung; für diesen Fall 
wird 

a11 = l, a12 = 0, a13 = 0, 0.21 = w, a22 - 1, a23 0, 

Es folgt also die Existenz von unendlich vielen reellen Wurzeln 
der Gleichung ( 1 9) und es erübrigt nur noch, fiir die dazu ge
hörigen Integrale charakteristische Unterscheidungsmerkmale anzu

geben. Es sei zunächst B positiv, also ~ = V- ii negativ; wir lassen 
B von 0 bis = alle Werte durchlaufen. 

Es ist dann zunächst (vergl. den in § 5 behandelten allgemeinen 
Fall, speziell die Tabelle) a11 > 0, a, 2 < O, a 13 < 0. Im Intervalle 

- ~ > · ~ V~ w > - tt wird zuerst a11 = 0, dann a13 = 0. Fiir 

-~- \j3 w = - tt ist also a11 < 0, a12 < 0, a13 > 0. Bewegt sich o in 

derselben Richtung weiter, so wird a12 = 0, hierauf verschwindet a11 

und schließlich wieder a13 , sodaß für ~ · \jJ w = - 2tt jetzt a11 > 0, 

ct12 > 0, a13 < 0 ist. Es besitzt also Y0 , für k = - 1 im Intervalle 
0, 1 gerade eine Nullstelle, fiir k = - n gerade n Nullstellen. 

Hingegen haben Y0 " Y02 , Y03 für positive '7~ im Inneren des Inter
valles überhaupt keine Nullstellen, so daß fiir diese Werte von k 

eine Charakterisierung der Integrale Y"" Y02 , Y~3 durch die Null
stellen illusorisch wird. Auf eine ganz entsprechende Tatsache stößt 
man auch bei der Differentialgleichung zweiter Ordnung mit vier 
singulären Stellen. Unter den oben angegebenen Voraussetzungen 
konnte sich immer nur die eine von zwei aneinanderstoßenden Seiten 
des Kreisbogenvierecks iiberschlagen und es konnte im aUgemeinen 
jeweils auch nur ein Intervall, das einer sich überschlagenden Seite 
entspricht, zur Charakterisierung der entsprechenden Wurzel von 
(12) herangezogen werden. Es ist nun außerordentlich bemerkens
wert, daß es im Falle der Differentialgleichung dritter Ordnung nicht 
nötig ist, ein benachbartes Intervall, etwa 1 bis =, heranzuziehen, 

sondern daß fiir negative B nur Y11 an die Stelle von Y01 zu treten 
hat. Ersetzen wir nämlich d~ durch - d~ und setzen dementsprechend 

(45', t 1'1 v'C.._-«-1 -1 )v'1--r-1 1 ' ~= :r (J-.'JJ r.x, 
.1: 

so geht (33) über in 
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(46) d.3 Y 1-3y1-a(1 )1-3y1-r( A B)-- 0 d~3 + X -X - X- y _ , 

Die Normierung der Integrale wird durch die Substitution nur insofern 
geändert, als die ersten Ableitungen das Vorzeichen umkehren. Alles 
dieses wird durch die Formeln (39) bez. (41) für unseren Spezialfall 
bestätigt. Wir erhalten also den Satz: Zu jeder beliebig vor
gegebenen, von Null verschiedenen Anzahl von Null
stellen der Funktionen Y0 , bez. Y11 im Inneren des Inter
valles 01 kann man B als reelle Wurzel von (42) auf eine 
und nur eine Weise bestimmen. Für eine und nur eine Wurzel 

der Gleichung verschwindet weder Y0 , noch Y11 im Inneren des Inter
valles. 

§ 5. Der allgemeine Fall. 

Während für die Differentialgleichungen zweiter Ordnung durch 
die Arbeiten von Birkhoff 1) und seiner Schiller, sowie durch meine 
eigenen Untersuchungen 2) und die darauf aufbauenden Arbeiten von 
Haupt 3) die Oszillationstheoreme zu einem gewissen Abschlusse ge
kommen sind, liegen für die Differentialgleichungen dritter Ordnung, 
soweit mir bekannt ist, nur zwei Arbeiten vor, nämlich von Liouville 4) 

und von Birkhoff 5). Mit beiden Untersuchungen stehen unsere jetzigen 
Betrachtungen in innigem Zusammenhang. Liouville untersucht näm
lich den Verlauf der Integrale, W('lche an einer Stelle fest normiert 
sind in seiner Abhängigkeit von der unabhängigen Variabeln und dem 
Parameter. BirkhofF betrachtet ein Fundamentalsystem von Inte
gralen, deutet diese als Dreieckskoordinaten und untersucht den Cha
rakter der Kurven, welche ein durch die Koordinaten dargestellter 
Punkt bei bewegtem .x beschreibt. In den folgenden Betrachtungen 
bediene ich mich desselben Verfahrens, mit welchem ich die allge-

1) Birkhoff, Existence and Oscillation Theorem for a certain boundary valtHl 
problem, Trans. of Ann. Math. Soc. 1909, p. 259-270. 

2) Hilb, Eine Erweiterung des Kleinseben Oscillationstheorems, Jahresber. der 
Deutschen Math. Ver. 1907, p. 279-285. 

3) 0. Haupt, Untersuchungen über Oscillationstheoreme. Diss. Wür?.burg 1911. 
Eine bedeutend weitergehende Arbeit desselben Verfassers wird demnächst erscheinen. 

4) Liouville, Sur la theorie des equations differentielles lincaires, Journ. de 
Math., Bd. 3 (1838), p. 561 fi'. 

5) Birkhoff, On the solutions of ordinary linear differential ecruations of the 
tbierd order, Ann. of Math., 2 S., t. 12, 1911, p. 13-127. 
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meinen Reihenentwicklungen der Potentialtheorie 1) bewiesen habe 
und das auch Haupt seinen oben erwähnten Untersuchungen zugrunde 
gelegt hat. Das Beweisverfahren besteht in folgendem. Wir gehen 
von einem Spezialfall aus, etwa dem im letzten § erledigten und 
zeigen, daß bei stetiger Abänderung eines Parameters die reellen 
Wurzeln der Gleichung (19) sich stetig ändern, ohne daß das dazu
gehörige Y0, im Inneren des Intervalles eine Wurzel gewinnen oder 
verlieren kann. Aus der asymptotischen Darstellung von Y0 , folgt, 
daß bei festgehaltener Anzahl der Nullstellen im Inneren des Inter
valles keine der Wurzeln in das Unendliche wachsen kann. Dagegen 
scheint es sich nicht immer vermeiden zu lassen, daß aus dem Kom
plexen neue Wurzeln hereinkommen bez. nachher wieder komplex 
werden, so daß wir immer nur auf eine ungerade Anzahl reeller 
Wurzeln von (19), die zu einer vorgegebenen Anzahl von Nullstellen 
gehören, schließen können. Wir setzen zunächst A = 0, betrachten 
also die Differentialgleichung 

{47) -~{a+xi-syt-«(1-x)I-Syi--rBy = 0, 

in der B > 0 ist. Dann hat man folgendes Vorzeichenschema : 

- d - I d2 -- - cl- cl2 - - d- d y YOI ~Yot d~" Yot Yo2 d~ yo2 a~~ Yo2 Yo3 dfy02 d~2 03 

+ I - - + + -- + + + - - - + - - + + -
- I - + - - - + - -I - I + + - - + - - -
+ I + + - + + - - + 
+ + - + + + - + + 
+ I - - + + - + + + 

In den einzelnen Kolonnen stehen die Vorzeichen der obenan
stehenden Funktionen, wenn ~ von 0 ausgehend sich in der Richtung 
gegen ro bewegt. Die neun Kolonneu sind durch die Doppelstriche 
in drei Klassen von je drei Kolonnen geteilt. Die Vorzeichen, welche 
in einer Zeile stehen, gelten bei jeder Klasse für dasselbe Intervall 
von ~' während fiir verschiedene Klassen die Intervalle, in denen die 
in einer Zeile stehenden Vorzeichen giltig sind, im allgemeinen nicht 
übereinstimmen. Nur im Beispiele des letzten § fand der Übergang 

1) Hilb, Die Reihenentwicklungen der Potentialtheorie, lVlath. Ann. 63, p. 38-53. 
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von einer Zeile zur andern für alle Klassen gleichzeitig statt. Es 
können nun nicht zwei Funktionen, welche in verschiedenen Kolonnen 
derselben Klasse oder in gleichen Kolonnen verschiedener Klasse stehen, 
für das gleiche, von Null verschiedene ; verschwinden. Die erste Tat
sache folgt sofort aus dem Vorzeichenschema selbst bez. aus dessen 
elementarer Begründung; im zweiten Falle könnte man aus den beiden 
Integralen ein drittes bilden, bei welchem zwei Kolonnen fiir dasselbe 
; verschwinden, während für ~ = 0 eine dazugehörige Kolonne ver
schwindet, so daß in der Nachbarschaft von ; = 0 sicher zwei auf
einanderfolgende Kolonnen fiir das Integral dasselbe Vorzeichen be
sitzen und man fii:r das Integral ein dem dargestellten ganz ana
loges Vorzeichenschema erhält , welches, wie im ersten Fall~ das 
Verschwinden zweier Kolonnen für dasselbe ; bei unserem Integral 
ausschließt. 

Wir verfolgen jetzt die Änderung der Wurzeln der Gleichung 
(19), d. h. der Gleichung 

für x = 1 und der dazugehörigen Integrale, wenn wir durch stetige 
Abänderung der Parameter von (35) zu (47) iibergehen. Die einzelnen 
Wurzeln verschieben sich stetig und es ist nur zu zeigen, daß sich 

die Anzahl der Nullstellen von 1'01 bei positivem B nicht ändert. 
Um einen Fall zu fixieren, gehen wir von der ersten positiven Wurzel 
B aus, der im Beispiele die dritte Zeile der Vorzeichenkombinationen 
entsprach. Ein Übergang zu einer anderen Zeile fiir eine Klasse 
kann nur eintreten, wenn 1) a12 oder 2) a23 oder 3) a81 verschwindet. 
Dann muß aber gleichzeitig eine der Größen a13 , a21 , a32 durch Null 
gehen, damit (19) erfüllt bleibt. Nun ist aber ein gleichzeitiges Ver
schwinden von a12 und a13 , ebenso von a,2 und a32 nach vorigem aus
geschlossen, so daß also nur a12 und a21 oder U 23 und a32 , oder a.31 und 
a18 gleichzeitig verschwinden können. Man erhält also nach dem ersten 
Durchgang eines Faktorenpaares durch Null für eine Klasse die 
Zeichenkombination der zweiten Zeile, für die andere die der dritten, 
für die übrigbleibende die der vierten Zeile. Ein abermaliges V er
schwinden eines Faktorenpaares kann entweder zu dem Ausgangszu
stand zurückführen oder zu einem dem eben besprochenen ganz analogen. 
Etwas N eues könnte nur eintreten, wenn eine der Größen a 11 , a~2 , a38 

verschwinden wiirde, so daß man für eine Klasse statt der Vorzeichen-
Festschrift. Schwarz. 8 
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kombinationen der zweiten bez. vierten Zeile eine solche der ersten 
bez. fünften Zeile erhalten würde. Wir zeigen, daß dieses unmöglich 
eintreten kann. Denn sollte etwa a 11 durch Null gegangen sein, so 

bat Y0 , im Inneren des Intervalles keine Nullstelle (erste Zeile) bez. 

zwei N allstellen (fünfte Zeile), Y02 eine N nilstelle bez. entweder Y02 

oder Y03 keine Nullstelle. Nun lag aber im Beispiele die Nullstelle 

von J"o, näher an Null, als die von Y02 • Die N allstelle kann aber nur 
durch HinausrUcken über die Stelle x = 1 verloren geben, es mUßte 

daher im ersten Falle für eine Zwischenlage die N allstelle von Y0 , 

mit der von Y02 zusammenfallen. Im zweiten Falle denken wir uns 
die Koeffizienten der Differentialgleichung reell positiv etwa als Kon
stante soweit über ~ = ro fortgesetzt, daß bei der ganzen Abänderung 

Y01 in dem erweiterten Intervalle f'Llr das Beispiel zwei Nullstellen 

bat, welche die Nullstelle von )~2 einschließen. Da die zweite Null
stelle in das ursprüngliche Intervall eindringt, kann die N allstelle 

von I'~. dieses Intervall nicht verlassen. In analoger Weise zeigt 
man die Unmöglichkeit des Verschwindens von a 22 bez. a33• Nun zeigt 
die V orzeichentabelle, daß in der vierten bis sechsten Zeile die Vor
zeichen gerade umgekehrt sind wie in der ersten bis dritten u. s. f., 
während die Vorzeichen der siebenten bis neunten Zeile genau mit den 
Vorzeichen der ersten bis dritten Zeile übereinstimmen. Das eben 
durchgeführte Schlußverfahren gilt daher für jede positive Wurzel 
B und, wie aus der Bemerkung am Schlusse des § 4 folgt, auch für 
jedes negative B, so daß sich also der folgende Satz ergibt: Man 
kann stets die reelleGrößeBin (47) als Wurzel der Glei

chung (19) so bestimmen, daß Y0 , bez. Y11 im Inneren des 
Intervalles eine vorgegebene Anzahl von Nullstellen 
besitzt und es gibt stets eine ungerade Anzahl solcher 
Wurzeln. Eine andere Fassung des Beweises erhält man durch 
V ergleieben des Vorzeichens und V erschwindens der rechten und 
linken Seite von 

(19) 

auf Grund der Vorzeichentabelle. Bei dieser Wendung des Beweises 
tritt noch stärker die allenfallsige Möglichkeit des Auftretens einer 
ungeraden Wurzelzahl zu 'l'age. 

Es sei jetzt in der allgemeinen Gleichung (33) A > 0. Dann 
treten in der Tabelle nur Änderungen ein für den Fall, daß A x + B 
zunächst negativ ist. Es sind dann nämlich in derselben noch die 
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beiden Zeilen 

+ I + I + II + I + I + II + I + I + 
+ I + I -II + I + I + fr+-1 +-!+ 

oben hinzuzufügen, wodurch sich die ganze Schlußweise nicht ändert. 

Geht man wieder, um die durch die Anzahl der Nullstellen von Y11 

fixierten Wurzeln B zu erhalten, vermittelst (45) zu (46) über, so 
ist der Faktor von y in (45), wenn überhaupt negativ, in der unmittel
baren Nachbarschaft von ~ = 0 negativ wie in dem zuletzt erwähnten 
Falle. Dagegen kann jetzt eine teilweise Überlagerung der durch die 

Nullstellen von Y01 und die Nullstellen von Y11 fixierten Wurzelwerte 
B stattfinden, so daß nicht mehr eine scharfe Trennungslinie wie im 
Falle B = 0 existiert. 

Für den Fall negativer W ertc von A bleiben, solange A x + B 
im ganzen Intervall positiv ist, alle Schliisse erhalten. Wird jedoch 
A x + B nur in einem Teile des Interva1les negativ, so geschieht 
dieses in der Nähe von ~ = ro, so daß wesentliche Störungen im 
Vorzeichenschema eintreten können, auf die jedoch hier nicht einge
gangen werden soll. 

8* 



Abschätzungen 
in der Theorie der Differentialgleichungen. 

Von 

Otto Hölder in Leipzig. 

§ 1. Der auf eine Gleichung sich beziehende Satz hergeleitet 
aus dem Verfahren von Oauchy. 

Wenn man in der Physik eine Differentialgleichung benutzt, 
kommt es nicht selten vor, daß man vor der Integration Glieder der 
Gleichung, die klein sind, in dem Vertrauen fortwirft, daß sie auch 
auf das Integral nur einen geringen Einfluß ausüben werden. Der 
V ersuch, ein solches Vorgehen wirklich zu begriinden, fiibrt auf neue 
Fragestellungen. Ich will hier die folgende behandeln. Es möge 
die reelle Funktion ?J der reellen Variabeln x der Differentialgleichung 

(1) 
dy 
d:i = cp (x, Y) 

geniigen, während die Funktion z dieselbe Gleichung gewissermaßen 
näherungsweise erfüllt, so daß also 

(2) 
dz 
dx = cp(x, z) + &A 

ist, wo A eine ein fii.r allemal feste absolute Zahl bedeutet, die ge
gebenenfalls klein angenommen wird, und 

ist. Außerdem sollen für x = X 0 die Anfangswerte Yo = Z0 der 
Funktionen zusammenfallen. Es wird nun nach einer Grenze fii.r den 
absoluten Betrag jz- yj gefragt, uncl es wird sich ergehen, daß 
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(3) 

ist, wobei K eine im folgenden (vgl. (8)) näher zu definierende Kon
stante bedeutet 1). 

Es liegt nahe, zum Beweis das Verfahren anzuwenden, auf das 
Cauchy das Existentialtheorem gegriindet hat. Jch setze X0 < x 
voraus und schalte die Werte x,, X 2 , ••• :r"._, so ein, daß X0 < x, < X 2 

< · · · < x"._1 < x ist. Nun werden die rekurrenten Relationen 

(4) 

und 

(5) z;,+t-zu = (~ .. +t-~ .. )(rp(~ .. ,z_ .. )+Aa-(~")) 
aufgestellt, indem auch a- als eine Funktion von x gedacht wird, die 
mit z zusammen der Gleichung (2) genügt. Diese Relationen be
stimmen mit Hilfe des angenommenen gemeinsamen Anfangswerts Yo 
von y und z sukzessive für p, = 0, 1, 2, ... m - 1 die Zahlgrößen 

(6) 

wobei zuletzt fiir p, = m -1 sowohl in der Relation (4), als auch in 
(5) der Wert xm als mit x gleichbedeutend anzusehen ist. Es sind 
also die Zahlgrößen (6) von den Werten verschieden, welche die den 
Gleichungen (1) und (2) genügenden Funktionen in x,, X 2 , ••• x", be
sitzen. 

Unter gewissen Bedingungen, die von R. Lipschitz noch ge
nauer bezeichnet worden sind 2), hat man bekanntlich, wenn das Inter
vall von :.1.~0 bis x festgehalten, seine Teile aber unendlich klein ge
macht werden 

(7) lim y", = y, lim z", = z. 

Zu diesen Bedingungen gehört die besonders als Li p s c hitzsehe Be
dingung bezeichnete, die verlangt, daß eine feste absolute Zahl K so 
existiert, daß für die in Betracht kommenden Zahlenpaare, von denen 
noch die Rede sein wird (§ 3), 

(8) lrp (x, y)- rp(x, n)l < IY -1JIK 

ist. 

1) G. P e an o hat eine analoge Ungleichung für den anderen Fall gewonnen, in 
dem zwei Funktionen durch dieselbe Differentialgleichung, aber mit verschiedenen 
Anfangswerten bestimmt sind (Atti della R. Accademia delle Seienr.e di Torino, vol. 
33, 18!)7/98, p. 15). 

2) Vgl. S. 122 Anm. 
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Zieht man jetzt die Gleichung (4) von (5) ab, so ergibt sich 

(Z:u+t - Y1•+t)- (~ .. - Y.u) = (~u+t - ~") l [ (/1 (x"' Zl,) - (/1 (~u' Y.u)] + A 4} (xl,) l. 
Bringt man hier (z" - y..) auf die rechte Seite , so erhält man nach 
bekannten Sätzen über Absolutwerte, wenn man gleichzeitig die eckige 
Klammer nach (8) durch etwas zu Großes und ( 4} ~") durch 1 ersetzt : 

(9) IZ:ui-1- Y.u+tl < iz,~,- Y.u I+ (~u+t- ~.J liZ:u- Y.u I K +Al· 
In dieser Relation setze ich jetzt, zunächst nur von der Analogie ge
leitet 1), u1, an Stelle von I z,.,- Y." I und nehme dabei das Gleichheits
zeichen, so daß sich 

(10) 

ergibt. Diese Gleichung definiert für p. = 0, 1, 2, ... m -1, wenn zu
gleich u0 = 0 genommen wird, die positiven wachsenden Zahlwerte 
u., u 2 , ••• um. In genau demselben Verhältnis, in dem das durch (4) 
vorgestellte rekurrente System zur Differentialgleichung (1) steht, m 
demselben Verhältnis steht (10) zu der Differentialgleichung 

(11) 
du 
-1- = uK+A, 
lX 

deren für x = x0 verschwindendes Integral gleich 

_:!_ (/((x - X 0) _ 1) 
K 

ist. Es ist deshalb bei der oben genannten Art des Grenzübergangs 

(12) I. _ A ( K(x-x0) 1) unu,"- K e - . 

Setzt man nun in der Gleichung (10) und in der Ungleichung (9) zu
erst p. = 0, wobei [z0 - Yol = u.0 = 0 ist, nachher p. = 1, 2, 3, ... , 
so erhält man der Reihe nach die Ungleichungen 

Aus der letzten dieser Ungleichungen folgt, daß (vergl. (7)) 

lz-yJ = limlzm-Y,,.I<Iimum, 

und es ist also mit Riicksicht auf (12) 

(13) I , I< A ( K(x-x0) 1) z-y =I{ e - . 

1) Dieselbe Betrachtung findet sich in etwas anderem Zusammenhang bei Li p
s c h i t z (vgl. die Anm. auf S. 120). 
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Bis jetzt war X 0 < x vorausgesetzt. Falls X 0 > x ist, setze man 
x = - ~ und X0 = - ~"' wobei sich die ganze Betrachtung wieder
holen läßt, indem jetzt ~ als Argument betrachtet wird, und dann 
~ - ~o statt x - x .. in der Schlußgleichung auftritt. Diese ist also in 
der oben schon angegebenen Form (3) stets richtig. 

(14) 

~ 2. Fall eines Systems von Differentialgleichungen. 
Es sei jetzt ein System von Differentialgleichungen 

dyi --{- = rp,(x, y,, Y2, • · · Yn) 
fX 

(i = 1, 2, ... n) 

gegeben, das fiir die Funktionen y11 y2 , ••. Yn erfüllt sein soll. Da
gegen mcigen fiir die Funktionen z·,, z2 , •••• ;" die Relationen 

(15) (i = 1, 2, ... n) 

gelten, m denen A eine ein für allemal feste Zahl bedeutet, und die 
Zahlen -&-1 absolut kleiner als 1 sind. Außerdem soll fiir den Anfangs
wert X 0 von x 

Yn = Zn = Yn,o 

sein. Für jede der Funktionen rp,. möge ferner in Beziehung auf jedes 
der Argumente y" y2 , ••• y" die Lipschitzsche Bedingung gelten, 
so daß auch eine einzige Konstante K so angenommen werden kann, 
daß für alle die in Betracht kommenden Wertsysteme (s. tt.) x, y" !J2 , 

... Yn und x, 'Yj,, 'Yj2 , ••• 'YJn die Relation 

(16) 

gilt 1). 

I 'P; ( x, y" · · · Yz-1' Yu Yz+" · · · y") - 'P (x" Y" · · ·· Yz-1' 'YJn YZ+" · • · y,.) I 
< IYz- 'YJziK (i, l = 1, 2, ... n) 

Da nun 

I:J!;(x, Y" !/2, Ya, · · · Y")- CfJ;(x, r;" 1/2' 1Ja, • · • r;,.) 
= rp,.(x, Y" Y2, !}3, • • · Y")- cp;(x, r;" Y2' Ya, · · · !J,.) 
+ I:J!;(x, 'YJu !/2, Ya, · · · y")- I:J!;(x, 11" 'YJ2, Ya, • · · y") 

+ CfJ;(x, 'YJ" 'YJ2, Ya, · · · y,.)- I:J!;(x, 'Y/u 'Y/2' 11~' • · · Y,.) 
+ ................... . 

1) Streng genommen ist für l = 1 und für l = n die Bezeichnung etwas zu 
ändern. 
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ist, so hat man mit Rücksicht auf (16) 

I!J!;(X, Yu Ys, · • • y,.)- IP;(:J;, 1]u 1]., · • · 17,.)! (17) 
< K !IY1 -1hl + IY. -n.l + ... + IY .. -n .. ll· 

Dem System (14) werden jetzt zunächst wieder für x. < X 1 < x. 
< ... < xm-1 < xm = X die rekurrenten Formeln 

(18) Y;,,,<+1- Y;, 1, = (:~"+1- a~") fP;(x1., Y1 .. "' Y···"' · · · Y .... J 
(i = 1, 2, 3, ... n) 

zugeordnet, die mit Hilfe der Anfangswerte Y1, 0 , Y •.• , ... Yn,o für 
p, = 0, 1, 2, ... der Reihe nach die Wertsysteme 

Y1," Y •. 1' · · · Yn. 1 
Y1,21 Y •.• , ··· Y,.,. 

bestimmen. Dem System (15) entsprechen in gleicher Weise die re
kurrenten Formeln 

(19) Z;,,uH- .e·;, 1, = (~tt+1- X,u) {cp,(~"' z1,,tt, Z•··"' · · · z",,J + A-~t,(X,u)} 
(i = 1, 2, 3, ... n), 

die für p, = 0, 1, 2, ... die Werte z,,," definieren. Subtrahiert man 
(18) von (19), so ergibt sich mit Benutzung von (17), daß für i = 1, 
2, ... n und p, = 0, 1, 2, ... m -1 die absoluten Beträge 

den Ungleichungen 

lz,.,,uH- Yi"t<+11 
< lz;,1,- Y;, 1,l + (x1<+,- ~u)! K(lzt,,u- Y1,," I+· .. + lz"·!'- Y,., 1,D +AI 

unterworfen sind. 
Von diesen mit (9) analogen Ungleichungen gehe ich zu dem der 

Differentialgleichung (11) analogen System 

(20) dn; v( ) A --·- = 11. u +u +···+u + dx 1 • " 
(i = 1, 2, ... n) 

über, das augenscheinlich durch 

(21) 

befriedigt wird 1), und zwar stellt (21) eben die Lösung von (20) vor, 

1) Die obige Betrachtungsweise ist nicht wesentlich von der verschieden, die 
Il. Lipschitz in seiner Differential- und Integralrechnung (1880) S. 509-511 und 
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bei der die sämtlichen Funktionen U; fiir x = X0 verschwinden. Man 
findet nun durch genau denselben Gedankengang, der oben auf (13) 
geführt hat, die Ungleichung 

(22) I I < A ( n K l :c - X 0 I l) 
Zi-Y,· = nK e - . 

Dieselbe ist gleich so geschrieben worden, wie sie auch fiir den Fall 
gilt, daß X 0 > x, worüber der Schluß des ersten Paragraphen zu ver
gleichen ist. 

§ 3. Die hinreichenden Bedingungen für die gegebenen 
Beweise. 

Die gegebenen Beweise setzen voraus, daß gewisse Bedingungen 
erfiHlt sind, die, falls man zu einem Anfangswert :1·. des Arguments 
den Funktionswert oder die Funktionswerte vorgegeben hat, die Exi
stenz und die eindeutige Bestimmtheit der Lösung der Differential
gleichung oder des Differentialgleichungssystems garantieren. Daß 
auch die eindeutige Bestimmtheit benutzt worden ist, erkennt man, 
wenn man bedenkt, daß z. B. in ~ 1 nicht blos von der Existenz des 
Grenzwerts lim y"', sondern auch davon Gebrauch gemacht worden 
ist, daß eine der Differentialgleichung und der Anfangsbedingung 
entsprechende Funktion y mit diesem Grenzwert übereinstimmen muß. 

Es soll nun angenommen werden, daß die Funktion cp (.x, y) in 
einem Gebiet r der Ebene, deren Punkte die Zahlenpaare x, y vor
stellen, und auf der Grenze dieses Gebiets als stetige Funktion von 
zwei Veränderlichen definiert ist, und daß für je zwei Punkte x, y 
und x, 11 von derselben einen Koordinate x, die dem Gebiet oder 
seiner Grenze angehören, die Li p s c hitzsehe Bedingung (9) giltl ). 

dann wieder S. GI3-514 für n = 2 gebraucht hat; es ist sog<tr die Formel (25) 
von Li p s c h i t z auf S. 511 im Grunde unsere Formel (22). Trotzdem ist die Auf
fassung dort eine ganz andere. Während S. 513-514 die eindeutige Bestimmtheit 
der gewissen Anfangswerten entsprechenden Lösung bewiesen wird, betreffen die Seiten 
509-511 die Konvergenz des Ca u c h yschen Verfahrens, und es steht beide Male bei 
Li p s c h i t z an Stelle unserer Konstanten A eine Zahl ). , die unendlich klein wird, 
wenn die Intervalle der ursprünglichen Teilung (die im letztgenannten Fall noeh unter
geteilt wird) alle unendlich klein gemacht werden. Es ist also Li p s c h i t z nicht im 
Besitz unserer Fragestellung und unseres Resultats. 

1) Die Li p s c hitzsehe Bedingung ist, wie aus dem Mittelwertssatz der Diffe
rentialrechnung folgt, sicher dann erfüllt, wenn die Funktion rp (x, y) für jeden l'unlit 

drs Gebiets f' und seiner Grenze einen partiellen Differential(JllOticnten ~~ besitzt, 
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Es folgt aus der Stetigkeit der Funktion rp (x, y), daß s1e im Gebiet 
r ein Maximum H ihres absoluten Betrages besitzt. 

Nun kommt es aber auch darauf an, daß der polygonale Zug, 
der durch die Punkte 

Xo' Yo; x,, y,; x.' Y.; ... x"._,' Ym-1; x, Ym' 

und der andere, der durch die Punkte 

vorgestellt wird, ganz in das Gebiet r fällt. Da die Richtungskoeffi
zienten der Seiten des ersten Polygons gegen die x- Achse absolut 
< H und die der Seiten des zweiten < H + A. sind, erreicht man dies 
fiir x ~ X 0 wenn man, natiirlich unter der Voraussetzung, daß X 0 , Yo 
in r liegt, das Argument X durch die Ungleichung 

(23) 

beschränkt und dabei a und a' so wählt, daß die sämmtlichen durch 

IY- Yol < (H + A) lx- xol 

und durch die vorige Ungleichung definierten Punkte x, y, die geo
metrisch gesprochen zwei Dreiecke erfüllen, in das Gebiet r fallen. 
Wenn dann noch -& (x) eine für das Intervall (23) stetige Funktion 
von x ist, so läßt sich der Existenzbeweis führen 1). 

der absolut unter einer festen Schranke verbleibt, und wenn außerdem das Gebiet 
eine solche Gestalt hat, daß für zwei auf derselben Parallelen zur y- Axe gelegene 
l'unkte von r die Verbindungslinie ganz dem Gebiet angehört. 

Sind rp und _aa·~ in r stetig, so erhält man, wie auch aus dem Mittelwertssab: 
y 

ersichtlich ist, selbst dann, wenn das Gebifot r nicht die erwähnte Gestalt hat, eine 
im Innern des entsprechenden Gebietes der dreifachen Mannigfaltigkeit x, y, z stetige 

Funktion 1p (x, y, z), indem man für y ~ z 

aber für y = z 

rp (x, z)- cp (x, y) 
1p (x, y, z) = -'----'---'-

z-y 

Bcp (x, y) 
1p (x, y, y) = ----ay- -

setzt. Der Umstand, daß man nun allgemein den Ansatz 

cp(x, z)- cp(x, y) = (z- y) 1/J(:.c, y, z) 

machen darf, und daß dabei 1p eine stetige Funktion ist, wird in der 1. Autlage von 
Picard, Traitt; d'Analyse, t. li (1893), p. 299 beim Beweis für die eindeutige Be
stimmtheit der Lösung benub:t. 

1) Let;ons de Calcul diff(>rentiel et de Calcul integral, d'apres les methodes de 
Cauchy par Moigno, tome2, 1844, p.385ff.; Lipschitz, Annali di Matematica 
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Um die Übereinstimmung von lim Ym mit y und von lim z,,. mit z 

beweisen zu können, wobei y und z die vorausgesetzten, den Diffe
rentialgleichungen (1) und (2) genügenden Funktionen sind, reicht es 
aus, noch zu verlangen, daß für die dem Intervall (23) angehörenden 
Werte von x die Punkte x, y(x) und ebenso die Punkte x, .z (x) im 
Gebiet r gelegen sind. 

Die Bedingungen , die für die Überlegungen von § 2 , d. h. für 
den Fall eines Differentialgleichungssystems, binreichend sind, lassen 
sich leicht in analoger Weise formulieren. 

Da nun die Abschätzungsformeln (3) und (22) für A = 0 die 
Übereinstimmung der Funktionen y und z ergeben , so können sie 
dazu benutzt werden, die Tatsache der eindeutigen Bestimmtheit der 
Lösung zu beweisen, falls sie selbst ohne Voraussetzung dieser Tat
sache hergeleitet werden können. Daß nun die genannte Tatsache 
unter viel geringeren Annahmen gezeigt werden kann 1), hat mich 
hauptsächlich dazu bewogen, auch für die Abschätzungsformeln nach 
neuen Beweisen zu suchen. Es hat sich dabei herausgestellt, daß die 
Voraussetzung der Stetigkeit der Funktion cp (x, y), beziehungsweise 
der Funktionen cp;(x, YP y., ... Yn), und der Funktionen .ß'(x) nicht not
wendig ist, und daß das Intervall der unabhängigen Variabeln nicht 
so sehr eingeschränkt zu werden braucht. 

Im Fall einer einzigen Differentialgleichung ist der neue Beweis 
auch erheblich einfacher als der alte. 

§ 4. Neuer Beweis des Satzes für eine Differentialgleichung. 

Wir gehen wieder von den Gleichungen (1) und (2) aus, wobei 
jetzt nur vorausgesetzt werden möge, daß die Funktion cp (:c, y) in 
einem Gebiet r der Li p s c hitzsehen Bedingung genügt, und daß die , 
Funktionen y und z für x = X 0 den gemeinsamen Wert Yo = Z0 haben. 
Die folgende Betrachtung gilt dann für irgend ein Intervall X0 ••• x" 
wofern fiir dieses sowohl die Zahlenpaare x, y (x) als die Zahlenpaare 
x, z (x) dem Gebiet r angehören. Durch Subtraktion erhält man aus 
(1) und (2) die Gleichung 

}JUra ed applicata, ser. 2, t. 2 (18Gti/6UJ, p. 28tl fi'., womit auch die vollständigere Var
legung in der Dift'erential- und Integralrechnung (1880) zu vergleichen ist (s. o.). 

Li p s c h i t z hat die verwendeten Bedingungen etwas verringert, auch dem Konver
genzbeweis eine etwas andere Wendung gegeben. 

1) Vgl. C. Jordan, Cours d'Analyse, ed. 2, t. III (1896), p. 92. 
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woraus mit 

(24) 

Otto Ilölder: 

d(z-y) 
----;IX- = (q; (x, z)- rp (x, y)) + .ft A, 

Rii.cksicht auf (8) folgt, daß 

!!_(z ~ y) =-= (z- y) .ft' ]( + 4t A 
dx 

ist, wobei nun auch .ft' einen der Ungleichung 

-1 <.ft' <+1 

unterworfenen Wert bedeutet. Aus Gleichung (24) und daraus, daß 
z - y fiir x = X 0 verschwindet, sind nun Schlüsse zu ziehen. 

Für den Endwert x = X 1 des Intervalls mag z- y von Null 
verschieden angenommen werden, da ja sonst die zu beweisende Un
gleichung (3) für dieses Argument selbstverständlich erfüllt wäre. 
Es sei zunächst x0 < X 1• Da die Differenz z- y fii.r x = X0 ver
schwindet, so muß es einen Argumentwert ~ so geben, daß X0 < ~ < X 1 

ist, und die Differenz z - y für x = ~ verschwindet, aber zwischen ~ 

und X 1 niemals gleich Null ist. Um dies einzusehen, hat man nur ~ 
als obere Grenze der im Intervall X0 < x < X1 gelegenen Nullstellen 
der Funktion z - y zu definieren; indem die Funktion diff'erentiierbar 
und somit auch stetig ist, muß sie dann für x = ~ den Wert Null 
haben. Ganz ebenso findet man, wenn X 1 < X 0 ist, einen Wert ; so, 
daß X 1 < ~ < X 0 , und daß z · y fii.r x = ~ den Wert 0, dagegen im 
Innern des Intervalls x1 ••• ~ niemals diesen Wert besitzt. In beiden 
Fällen hat z - y zwisch~n ; und x1 überall dasselbe Vorzeichen. Be
deutet also u den absoluten Betrag von z- y, so ist 

(20"") .e--y =EU., 

wo E entweder für das ganze Intervall ~ ... x 1 gleich + 1 oder fiir 
dieses ganze Intervall gleich -1 ist. 

Dadurch, daß man nun (25) in (24) einsetzt, erhält man zwischen 
~ und X 1 

(26) clu , T? A 
((x- = u.ft .Ll. + c.ft . 

Setzt man jetzt 1), ähnlich wie bei der Lagrangeschen 1\Iethode der 
Variation der Konstanten, unter der Voraussetzung, daß nun wieder 
X1 > ; > X0 ist, 

(27) 
J5 ]( dx K(x- s) 

u = ve - vc , 

1) P e an o macht einen ähnlichen Ansatz ; man vergl. die Aum. auf S. 128. 
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so wird dadurch eine Funktion v definiert, die auch in dem Intervall 
~ ... x,, in dem y, z und n differentiierbar sind, differentiierbar sein 
muß und die gleich wie u in diesem Intervall positiv ist nnd für 
x = ~ verschwindet. Aus (26) und (27) ergibt sich 

(28) dv (1 ')K A -K(x- 6) -dx- = - V - -lf + E-lf e . 

Hieraus findet man die im algebraischen Sinne geltenden Un
gleichungen 

!!:_v__ <E-lf Ac- K(x- 6) <Ac- K(x- 6). 
dx- -

Es hat also die bei x = ~ verschwindende Funktion 

l-e-K(x-6) 
v-A K 

im Intervall ~ ... x, einen niemals positiven Differentialquotienten. 
Somit ergibt sich fii.r x = x, 

1 _e-K(x,-6) 
(29) v (x,) < A- - ---j( __ _ 

.Mit Rücksicht auf (27) folgt hieraus 

(30) ( ) < -~( K(x,-6)_ 1) u X 1 = ]( e . 

und demnach a fortiori, da X0 < ~ < X 1 ist, 

(31) ( ) < A ( K (x1 - X0) l) 
tt x, = ]{ e - . 

Wäre nun aber x, < ~ < X0 gewesen, so hätte man nur 1; statt 
durch (27) durch 

-K(x-6) 
tt = ve 

zu definieren brauchen, um dann auf ganz dieselbe Art wie oben 

~ > -11 A K (x- 6) > _ A K (x- 6) 
dx =E e = c 

und schließlich 

(32) ( ) < A ( -K(x1 -x0 ) 1) ux ---- c -' -x 
zu finden. 

Die Formeln (31) und (32) stimmen aber mit Rücksicht auf die 
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Bedeutung von tt (vergl. (25)) mit der früheren Formel (3) überein, 
die hiermit jetzt unter geringeren Voraussetzungen bewiesen ist. 

§ 5. Verallgemeinerung. 

Es soll jetzt gezeigt werden, daß die für eine positive Funktion 
u aus Gleichung (26) gezogenen Folgerungen auch dann giltig bleiben, 
wenn von der bei x = ~ verschwindenden Funktion tt nur vorausge
setzt wird, daß sie von ~ bis X 1 einschließlich der Endwerte stetig ist 
und zwischen~ und X 1 z. B. einen vorwärts g~nommenen Diffe
rentialquotienten besitzt, der die Gleichung (26) erfüllt. 

Besitzt nämlich fii.r jedes x zwischen a und b eine Funktion F(x) 
einen vorwärts genommenen Differentialquotienten, d. h. existiert fii.r 
jedes solche x, unter der Voraussetzung, daß lt beim Grenz
ii b e r gang nur durch p o s i t i v c W er t e zur Nu 11 üb ergeht, 

lim F(x + h)- F(x) = f'(x) 
h=O h 

(h pos.), 

und hat f'(x) fii.r diese x zwischen a und b die obere Grenze M und 
die untere Grenze N, so ist bekanntlich 1), falls F(x) für das ganze 

I) Vergl. P. du Bois-Reymond, Mathematische Annalen, Bd. 16 (1880), 
S. 119. Der Beweis kann vielleicht etwas einfacher folgendermaßen geführt werden 
und ergibt dann sofort genau die oben im Text gewählte Fassung. Die Funktion 
F(x) verschwinde 7.Unächst bei a und bei b, und es sei beispielsweise ct < b. Offen
bar braucht die Relation (33) nur für den Fall bewiesen 7.U werden, daß F(x) nicht 
von a his b gleich Null ist. Nun sei F(x) ?.wischen a und b einmal 7.. B. positiv, so 
muß an einer Stelle x3 ein Maximum y3 der Funktion vorhanden sein. Da nun für 

hinreichend kleine positive h der Differen?.enquotient l!' (x3 + '?- F(xa) < 0 ist, 
~ -

so ist auch f(x,1) <_ 0. Xun wird entweder F (x) zwischen ct uud x3 bei zunehmen
dem x nie abnehmen oder die Funktion winl dies einmal tun. Im ersten Fall ist für 
jedes x, das ?.Wischen a und x3 gelegen ist, f(x) ~ 0. Im andern Fall gibt es zwi
schen a und x3 Argumente x1 und x2 so, daß x1 < x 2 < x3 ist und fiir die ?.uge
hiirigen Werte von F(x) gilt 

Yt > Y2, '!h:::;:;: Ya· 

In diesem Fall muß zwischen x 1 und x3 an einer Stelle x ein Minimum von F(x) 
vorhanden und dann hier der vorwärts genommene Differentialquotient f(x) .2 0 sein. 
Es wird also {(x) zwischen a und b sowohl ~ 0 als auch :::::=-: 0. Dasselbe gilt auch, 
wenn angenommen wird, daß F (x) ?.wischen a und b einmal negativ wird, oder daß 
a > b ist. Wenn nun F(x) nicht hei a und b verschwindet, so setzt man in der 
bekannten Weise 

<li(x) = F(x) -- F(b)- (x- b) F(a)- F(b) 
tt-b 
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Intervall einschließlich der Endwerte stetig ist, 

(33) N< F(a)- F(b) < M. 
- a-b -

Nati-irlich gilt auch der entsprechende Satz hinsichtlich des riickwärts 
genommenen Differentialquotienten, wenn er existiert. 

Macht man nun fiir die Funktion u die am Anfang dieses Para
graphen genannten Annahmen: so bleiben alle die an die Relation (26) 
anknüpfenden Schlüsse giltig, wenn man nur überall vom vorwärts 
genommenen Differentialquotienten spricht. Es ist dann v, wenn es 
im Fall ~ < x, durch (27) definiert wird, eine für ~ < x < x, stetige 
und bni .r = ~ verschwindende Funktion, und es hat 

zwischen ~ und x, emen vorwärts genommenen Differentialquotienten, 
der dabei stets < 0 ist. Es ist also mit Rücksicht auf (33) 

1 {( 1- e-K(x,- !;)) } 
--- v(x)-A _ -0 <o 
X!-~ I J{ ) 

woraus dann wieder die Ungleichungen (29) und (30) sich ergeben. 
In analoger W eiRe verlaufen dann wieder die SchlUsse, wenn 

~ > x, ist, oder wenn es sich um den riickwärts genommenen Diffe
rentialquotienten handelt. 

§ 6. Neuer Beweis des Satzes für ein System von Differen
tialgleichungen. 

Es sollen jetzt wieder die Differentialgleichungen (14) und (15) 
betrachtet, dabei aber außerdem, daß die Funktionen y,, y2 , ••• y,. und 

und wendet das eben bewiesene Resultat auf 4i (x) an, wobei sich uer gewünschte 
Satz für F (x) ergibt. 

In anderer Weise 7.eigt G. A. Bliss (Annals of Mathematics, ser. 2, vol. 6, 
1904/05, p. 55 Anm.) direkt, daß fiir die von .x0 bis x 1 stetige Funktion F(x) die 
Relation 1i'(x0 ) 2 F(x,) gelten muß, falls für x0 :<=;::_ x < x 1 der vorwärts genommene 
Differentialquotient F' (x) < 0 ist. Die Voraussetzung, daß die verlangte Eigen
schaft des Differentialquotienten auch fiir x = x 0 besteht, ist dort tatsächlich heim 
Beweis benutzt; man kann sich aber nachträglich von ihr losmachen. 

Die Beweismethode von BI iss hat in etwas Almlichkeit mit einem von Schwarz 
in bezug auf den Grenzwert des zweiten Differem:enquotienten benutzten Verfahren 
(Journal f. Math., Bd. 72, S. 141). 
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z, , z2 , ••• z,. 1m gewöhnlichen Sinn des Wortes differentiierbar sein 
sollen, nur vorausgesetzt werden, daß für x = :1'0 die Beziehungen 

Yi = Z; = Yt,O 

statthaben, und daß die Funktionen rp;(x, y,, y2 , ••• Yn) m emem Ge
biet r der n + 1- fachen Mannigfaltigkeit x, y,, y2 , ••• y,., dem das 
spezielle Wertsystem X0 , Y1, 0 , Y,, 0 , ••• y,. 0 angehört, in Beziehung auf 
jedes der Argumente y,, y1 , ••• y,. der Li p s c hitzsehen Bedingung 
(16) genügen. Die Betrachtung gilt dann für jedes Intervall X0 ••• x, 
des Argumentes x, fiir das die Wertsysteme x, Y; (x) und die Wert
systeme x, zAx) alle dem Gebiet r angehören (i = 1, 2, ... n). 

Durch Subtraktion der Gleichungen (14) von den Gleichungen 
(15) erhält man 

(34) 
d 

dx (z;- Y;) - (rp,(x, z,, ... z")- rpi(x, y,, ... y,.)) + .ft; A 

(i = 1, 2, ... n). 

Diese Gleichungen ergeben mit Rücksicht auf (17), wenn gleichzeitig 

(35) 

gesetzt wird 1), 

(36) I ~~; I < J( l I w, I + I w21 + .. · + I w,. ll + A (i = 1, 2, ... n). 

Die Funktionen 'W; verschwinden sämtlich für x = X 0 • Da in dem 
Fall, daß die Funktionen auch fiir x = x, sämtlich verschwinden 
sollten, die zu beweisende Relation (22) selbstverständlich ist, will 
ich annehmen, daß für x = x, nicht alle wi gleich Null sind. Es 
gibt dann, wenn z. B. X0 < x, ist, einen W crt ~ so, daß 

(37) 

ist, und daß die W; alle fiir x = ~' aber fii.r ~ < x < x, nirgends alle 
verschwinden. 

Jetzt soll für jedes x, fiir das ~ < x < x1 ist, der größte unter 

1) G. P e an o (Nouvelles Annales de Mathdmatiques, scr. 3, t. 11, 1892, p. 81) 
maeht denselben Ansatz (vgl. auch C. Jordan a. d. S. 12U angeführten Ort) und he
handelt die erhaltene Relation ähnlich; es ist jedoch hei ihm A = 0, und er addiert 
die Relationen, nachdem er die Absolutwerte der Funktionsdifferenzen eingeführt hat. 
Er scheint dabei nicht zu beachten, daß der Absolutwert einer im gewöhnlichen Sinn 
differentiierbaren Funktion unter Umständen an gewissen Stellen, nämlich da, wo er 
durch Null hindurchgeht, nur einseitige Differentialquotienten he.sitllt. Dieser Punkt 
ist von BI iss verbessert worden (1·gl. die vorige Anm.). 



Abschätzungen in der Theorie der Differentialgleichungen. 129 

den absoluten Beträgen 

!n\1, lw2 !, ... Iw,. I 
mit u bezeichnet werden. Es ist dann, wie ich im folgenden Para
graphen beweisen will, u eine fii.r ~ :: x < x, stetige Funktion, die 
zwischen ~ und x, stets einen positiven von Null verschiedenenWert 
und sowohl einen vorwärts als einen rückwärts genommenen Diffe
rentialquotienten besitzt. Diese beiden Differentialquotienten sind 
nicht überall einander gleich, es ist aber jedesmal sowohl der abso
lute Betrag des einen, als auch der des anderen gleich einem der 
Beträge 

(38) 1 dw, I 1. dw"l \ dw" I I d , l , . . . d . 
X (.X X 

Mit Rücksicht hierauf ergibt sich aus den Gleichungen (36), daß 
z. B. für den vorwärts genommenen Differentialquotienten von u 

du 
dx = ft(Knu + A), 

wobei wieder -1 < ft < + 1 ist. Es folgt hieraus, da ja auch n fi.ir 
x = ~ verschwindet, auf Grund der Resultate der beiden vorigen 
Paragraphen (vgl. insbesondere (26) und (30) in § 4), daß 

( ) < ___!!__ (,nK(x,- ~) -l) 
u x, = nf( ( .. 

Dies heißt im Hinblick auf die Bedeutung von It, daß fiir alle Werte 
von i 

I ( I < A ( n K (x 1 - ~) 
10· X) - --- f' - 1) ' ' - nl( " 

und a fortiori (vgl. (37) und (35)) 

1 ( ) _ ( ) 1 _ 1 ( ) I < ~ ( ,n ]{ (x, - X0 ) _ 1) 
1 Z; x, Y; x, - W; x, = n K e 

ist. 
Fiir den Fall, daß X0 > x, ist, ergibt sich wieder das entspre

chende Resultat ( vgl. (32)), so daß also von N euem die fri.ihere Re
lation (22), dieses Mal unter geringeren Voraussetzungen, bewiesen ist. 

~ 7. Die Eigenschaften des grössten absoluten Betrages. 
Es sind jetzt noch die Eigenschaften der Funktion u zu beweisen, 

von denen Gebrauch gemacht wordP-n ist, wobei 11 fi.i.r ~ < .r < .1:, da-
festschrift Schwarz. 9 
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durch definiert war, daß es dem jedesmal größten der absoluten Be
träge 

I w, I, I w.l, ... I wn I 
gleich sein sollte. Die Funktionen w; waren in dem Intervall im ge
wöhnlichen Sinn des Worts differentiierbar, in ; und in x, selbst 
stetig, fiir x = ; alle gleich Null und zwischen ; und x, nirgends 
alle der Null gleich. Es sei nun fiir ein bestimmtes x 

(39) 

und 

(40) 

für p, = r + 1, ,. + 2, ... n, wobei angenommen wird, daß für den 
Augenblick, d. h. fiir den betreffenden Wert x und für seine Nach
barschaft, die Indizes, durch welche die Funktionen w; von einander 
unterschieden werden, in entsprechender Weise eingerichtet worden 
sind. Bedeutet jetzt h eine kleine Veränderliche, und werden die 
Werte der Funktionen w,, W 2 , ••• w,., u fiir das Argument x + h mit 
w,, w2 , ••• w,., u bezeichnet, so ist u der größte von den Werten 

(41) 

d. h. bald gleich dem einen, bald gleich dem anderen von ihnen,· wäh
rend h sich ändert. Es kann aber fiir ein hinreichend kleines h der 
größte Wert ie nur jedesmal mit einem der Werte 

(42) 

übereinstimmen, da ja die anderen Werte der Reihe ( 41) mit Ri.ick
sicht auf (39) und (40) und wegen der Stetigkeit der Funktionen 
kleiner sein müssen. Es bekommt also auch für ein verschwindendes, 
positives oder negatives h der Wert u den Grenzwert (39), der den 
Grlißen ( 42) gemeinsam ist; es ist somit die Funktion u stetig und 
man erkennt, daß dies auch fii.r x = ; und für x = X 1 noch gilt, 
obwohl fUr x = ; der obige Index ,. = n zu setzen ist. 

Liegt nun x z w i s c h e n ; und X 1 so sind die Funktionen 

(() = 1, 2, ... r) 

sicher von Null verschieden, da ja dann nicht alle Funktionen W; ver
schwinden sollten (i = 1, 2, ... n), und die ,. ersten absolut größer 
sein sollten als die anderen. Setzt man jetzt 

(43) (I? = 1, 2, ... r)1 
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so ist, da z. B. iv, für ein hinreichend kleines h dasselbe Vorzeichen 
wie W 1 hat, s1 entweder fii.r jedes solche h gleich + 1 oder fiir jedes 
solche h gleich -1. Indem dasselbe von s21 s3 , ... s,. gilt, hat man 
auch 

(44) (Q = l, 2, ... r). 

Ich bilde nun die Differenzenquotienten 

(45) 
1

--- I I • I w,. -~ w,.l "'--,t-

Da die Größe s~ für kleine h konstant ist, muß mit Rücksicht 
auf (43) und (44) 

(46) _qJ~~I_ = lim J~vl- l t_(!vJ = Ii lim zve-:- Wq = Ii dwQ 
dx h = 0 h I! h = 0 h ~ clx 

endlich und bestimmt sein. Es ist aber die Differenz von zweien der 
Ausdrii.cke ( 45) wegen (39) gleich 

(47) (Q, (/ = 1, 2, ... r). 

Hier nähern sich die Brüche auf der rechten Seite mit verschwinden
dem h den Werten, welche die Differentialquotienten 

d I we I lll w!!' I ----ax- , --ai--

an der bestimmten Stelle x haben. Ist nun die Ungleichung 

dl wel dlwvl -->- ----
dx dx 

im algebraischen Sinne erfüllt, so erkennt man aus (47), daß für ein 
hinreichend kleines positives h 

lwQI>Iw(l'l, 
dagegen für ein hinreichend kleines negatives h 

lioe 1 < lwQ·I 
ist. Man denke sich jetzt die Indizes der Größen w,, UJ2 , ••• w,. so 
eingerichtet, daß an der bestimmten Stelle x die Reihe 

dlw1 1 dlw2 1 dlw,.l -ax ' --äx--, .. · -ax--(48) 

eine Folge von im algebraischen Sinn des Wortes nicht zunehmenden 
9* 
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Zahlen ist, wobei insbesondere etwa 

(49) 

sein mag, während die Differentialquotienten 

d[w.H! 
dx 

d Iw,.[ 
dX 

algebraisch kleiner sind als (49). Es sind dann offenbar fii.r hin
reichend kleine p o s i t i v e h die Werte 

(50) i wl I ' I w21' ... I Ws I' 
mit Riicksicht auf das oben Gesagte und auf (40) alle größer als die 
sämtlichen Werte 

[ws+t I, [ws+2l, · · · Iw,.[. 
Es kann also der größte Wert u der Reihe (41) jedesmal nur unter 
den Beträgen (50) zu finden sein, weshalb auch 

u-u 
h 

während h durch positive Werte unendlich abnimmt, bald mit dem 
emen, bald mit dem anderen der Differenzenquotienten 

(o = 1, 2, ... s) 

zusammenfallen wird. Da aber diese den Grenzwert (49) gemein 
haben, so ist der vorwärts genommene Differentialquotient von u 
vorhanden und zwar ist 

lim u·- n awl a I wl I 
h =o-ft- = EI ----a:;; = - dx -- (h pos.) 

(vgl. auch (43)). Genau ebenso wird bewiesen, daß an der betrach 
teten bestimmten Stelle x der r ii. c k w ä r t s genommen c Differen
tialquotient von u existiert, und zwar daß 

d I w,.l lim u - tt 
-----ax=h=O h 

(h ncg.) 

ist. 
Es ist also der absolute Betrag sowohl des einen, wie des andern 

einseitigen Differentialquotienten in der Tat in der Reihe (38) ent
halten. 



Über die W eierstraßsche 0 ·Funktion. 
Von 

A. Hurwitz in Zürich. 

Gelegentlich hat W eierst r aß an die Funktionalgleichung 

l 6 (u + uJ 6 (u- uJ 6 (u2 + u3) 6 (u2 - u3) 

(1) +6(u+u2)6(u-u2)6(u3 +uJ6(u3 -u1) 

+ 6 (u + n3) 6(u- tt3) 6(u. + U 2 ) 6(u1 - tt2) = 0, 

welcher die 6-Funktion genügt, die folgende Bemerkung geknüpft 1): 

"Man kann, ohne von der Funktion 6 (u) irgend etwas zu wissen, 
direkt nachweisen, daß es eine vier willkUrliehe Konstanten enthaltende 
(transzendente) ganze Funktion der Veränderlichen u gibt, welche fiir 
6 ( u) in die Gleichung (1) eingesetzt, dieselbe befriedigt. Man zeigt 
zu dem Ende zunächst, daß der Gleichung forme 11 genügt werden 
kann, wenn man für 6 (u) eine gewöhnliche Potenzreihe annimmt; 
dieselbe enthält nur ungerade Potenzen von u, und die Koeffizienten 
derselben lassen sich als ganze rationale Funktionen der vier ersten, 
die unbestimmt bleiben, ausdrücken. Mit Hülfe der Gleichung (1) 
selbst läßt sich dann ferner nachweisen, daß diese Potenzreihe bei 
beliebigen Werten der Veränderlichen u und der genannten willkür
lichen Konstanten konvergent ist, also eine Funktion von der ange
gebenen Beschaffenheit darstellt. Setzt man sodann 

cp (u) = _ Ü2~g .6(u). 
du" · 

1) Weicrstraß, Zur Theorie der Jacobischcn Funktionen von mehreren Ver
änderlichen. (Sihungsbericht der Königl. Akademie der Wissenschaften vom 4. l\Iai 
1882 = Werke, Bd. III, S. 155-159.) 
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so ergibt sich, ebenfalls aus der Gleichung (1), 

( a~~:u)r = Aq;3 (u) + B cp2 (tt) + ccp (u) + n, 

wo A, B. 0, D Konstanten sind; wodurch der Zusammenhang der 
auf die angegebene Weise definierten Funktion 6(u) mit der Theorie 
der elliptischen Funktionen festgestellt ist". 

Die hier von W eierstraß aufgestellten Behauptungen hat A. Des
I i sIe 1) in einer interessanten Arbeit zu beweisen unternommen. Er 
hat sein Ziel aber nicht vollständig erreicht. Einerseits fehlt in 
seiner Arbeit, wie er selbst hervorhebt, der Nachweis, daß eine ge
wisse, im Verlaufe der Untersuchung auftretende Determinante nicht 
verschwindet. Andererseits ist der von Desiisle geführte Konvergenz
beweis hinfällig, da er auf einen fehlerhaften Schluß gegründet ist. 
Die Koeffizienten der Potenzreihe, welche der Gleichung (1) formell 
geniigt, sind nämlich rationale Funktionen von vier willkürlich blei
benden Konstanten a1 , a2 , a8 , a" welche nur Potenzen von a1 zu Nen
nern haben, und man weiß, daß die Reihe beständig konvergiert, wenn 
jene Konstanten die besonderen Werte 

1 1 1 
at = 1, a2 = - 3T' as = 5T' a, = - 7T 

besitzen. Nun schließt Deslisle 2) : ". • • lassen wir nun von diesen 
bestimmten Werten ausgehend die Größen a1 , a2 , a3 , a4 sich stetig 
ändern, so ändern sich auch, so lange a1 von Null verschieden bleibt, 
sämtliche Koeffizienten der Potenzreihe stetig. Bei dieser stetigen 
Änderung der Koeffizienten kann die Potenzreihe nicht plötzlich über
haupt zu konvergieren aufhören und muß also, da, wenn sie überhaupt 
konvergiert, sie auch beständig konvergent ist, fortwährend beständig 
konvergent bleiben ... ". Dieser Schluß wird sofort durch das Bei
spiel der Reihe 

widerlegt. Diese Reihe konvergiert fiir 

1 1 1 
a2 = - 31, a3 = 5T' a, = -7!, 

1) A. D es 1 i s 1 e, Bestimmung der allgemeinsten der Funktionalgleichung der 
6-Funktion genügenden Funldion. (Mathematische Annalen, Rd. 30, S. !JO.) 

2) A. a. 0., S. 112. 
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divergiert aber beständig für jedes Wertsystem der Konstanten 
1 

au a" a., a4 , für welches a2 von - aT und a11 a3 , a4 von Null ver-

schieden sind. 
Im folgenden will ich nun die Aufgabe behandeln: 
"Man soll die allgemeinste, an der Stelle u = 0 

reguläre und nicht identisch verschwindende Funk
tion 6 (u) bestimmen, weIche der Funktional g I eich u n g 
(1) g e n ü g t ". 

Insofern hier von vornherein nur nach den Potenzreihen von u 

gefragt wird, die die Funktionalgleichung (1) befriedigen und einen 
n ich t v er s c h w i n d e n den K o n v er g e n z g r a d i u s b es i t z e n, 
deckt sich die Fragestellung nicht vollständig mit dem Standpunkt 
von W eierstraß und Dcslisle, welche von der Frage nach den Potenz
reihen, die form c ll (also unbekümmert um ihre Konvergenz) der 
Gleichung { 1) genügen, ausgehen. Indessen ist es leicht, zu zeigen, 
daß der letztere Ausgangspunkt notwendig zu denselben Reihen flihren 
muß, wie sie die Behandlung der obigen Aufgabe ergibt. Diese wird 
nun in der Weise erfolgen, daß ich die Funktionalgleichung (1) suk
zessive auf immer einfachere Gleichungen zurii.ckfii.hre. 

Zuvor will ich noch bemerken, daß alle noch folgenden Hinweise 
sich auf das klassische Werk von H. A. Schwarz: Formeln und 
Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Funktionen (Göttingen, 
1882 und 1885) beziehen. 

1. 

Eine an der Stelle u = 0 reguläre Funktion 6 (u), die nicht 
identisch Null ist und der Gleichung (1) genügt, möge zur Abkürzung 
eine "Lösung" der Gleichung (1) heißen. Ist nun 6(u) eine Lösung, 
so erkennt man, indem man u = ~t 1 = tt 2 = tt 3 = 0 setzt, daß not
wendig 

6(0) = 0 

ist. Setzt man ferner zt2 = zt3 = 0, so folgt aus (1) 

62 (zt) 6(uJ (6(uJ + 6(- zt1)) = O, 

woraus zu schließen ist, daß 6 ( u) eine ungerade Funktion sem muß. 
Demnach sei 

6 (tt) = cu•· + c'u,.+2 + · · · (c + 0, r z 1 und ungerade). 

Dann erhält man durch Nullsetzen der Glieder niedrigster Dimension 
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in der Entwickelung der linken Seite der Gleichung (1): 

(u2 - u~)" (~t:- u!)" + (u2- u~)" (u!- 1t~)" + (n2- u:)" (u;- u.~)" = 0. 

Hieraus folgt aber, daß r = 1 sein muß. Denn zunächst findet man, 
indem man den Faktor der höchsten Potenz von tt2 gleich Null setzt: 

(u~- u!)" + (u!- u;)" + (u;- ~t!)" = 0 

und weiter, indem man u~ = 0, u~ = 1, u; = - 1 nimmt, 

2" -1 -1 = 0, 

und folglich r = 1. Jede Lösung 6 ( u) besitzt also notwendig eine 

Entwickelung der Gestalt 

t::.( ) I 3+ II 5+ o.:..JU =cu+cu cu ··· (c + 0). 

Offenbar genügt es aber, diejenigen Lösungen aufzusuchen, für welche 
c = 1 ist. Denn aus diesen wird man durch Multiplikation mit will
kürlich gelassenen Konstanten c alle übrigen Lösungen erhalten. 

Es sei nun 

(2) 

eine Lösung der Gleichung (1). Man nehme u3 = 0 und lege ~t 2 emen 
solchen speziellen Wert bei, fiir welchen die Reihe (2) konvergiert 
und einen von Null verschiedenen Wert besitzt. Dann folgt aus der 
Gleichung (1) 

6 (u + u ) 6 (u - u ) = 6' (n ) 6 ( ~~+ u2) 6 ( u - u,) - 6' (u) -~ (ul + uJf!t~ - ~t2l 
I I I 62 ( U2) 6' ( U2) 

oder 

(3) 

wenn zur Abkii.rzung 

f(u) = ~_(u+ tt2)6(~t- u,) = _ 1 +Cu'+ ... 
62(u2) 

gesetzt wird. Entwickelt man beide Seiten der Gleichung (3) nach 
Potenzen von U 1 und vergleicht die Koeffizienten von u;, so kommt: 

Entnimmt man hieraus f(u), so geht die Gleichung (3) nach einfacher 
Umformung über in 

(4) 6(u + u 1) 6(tt- tt1) 

---6, (u)<?>" (iiT ____ -
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wobei zur Abkürzung 

(5) () _ d2 log6(u) 1 2 , 6 (,2 2 ") 2 + 
fJJ tt - - du2 = -- , .. - c + c - c u · · · 

~t 

gesetzt ist. Wenn nun umgekehrt 6 (u.) der Funktionalgleichung (4) 
geniigt, so ergibt eine leichte Rechnung, daß 6(u) auch die Gleichung 
(1) befriedigt 1). Demnach wird die durch (2) definierte Funktion 
6 (u) dann und nur dann eine Lösung der Gleichung (1) sein, wenn 
sie der Gleichung (4) genügt. 

2. 
Nunmehr möge 

(6) 1/J(zt) = dlog6(u) = }-+2c'u-2(c'2-2c")u3+··· 
du u 

gesetzt werden. Durch logarithmische Differentiation der Gleichung 
(4) nach der Veränderlichen ~t resp. u, ergibt sich dann~) 

j q;'(u) 
1/J(u + u,) + 1/J(u- u,)- 21/J(u) = -g;Tu):.:_-q;(?t;)' 

(7) - q;'(u.,) 
, 1/!(u + uJ -1/J (u- u,)- 21/1 {tt,) = rp(u) =.._ IP Tu~f 

und hieraus durch Addition 

(8) •'· (u + u ) = 1/J (u) + 1/J (u ) + _!_ q;' ( zt) - q;' ( u,) . 
'~' '· 1 2 q;(u)-q;(u,) 

Aus letzterer Gleichung erhält man wieder die Gleichungen (7), indem 
man in (8) u, durch - ~t, ersetzt und die so entstehende Gleichung 
mit (8) durch Addition nnd Subtraktion verbindet. Durch Integration 
kann man dann weiter von (7) zu der Gleichung (4) zurückkehren. 
Demnach ist 6 (u) stets und nur dann eine Lösung der Gleichung (1), 
wenn die Gleichung (8) erfüllt ist. Hierfür ist nun erforderlich und 
hinreichend, daß der Ausdruck auf der rechten Seite von (8) bezüglich 
u denselben Differentialquotienten besitzt, wie bezüglich tt,, daß also 

9 _ y, +_!_ __ a(q;'(u)-q/(u,)) _ _ u +-~ __ ?_(q;'(u)-q;'(u4)) 

() q;() 2 ou q;(u)-q;(u,) - q;( ,) 2 ozt, q;(u)-q;(u,) 

ist. Denn es wird dann 

·'·(u)+•'·(·t•)+ .. ~- q;'(u)-q;'(n,) 1'( + ). 
o/ o/ ., 2 ( ) = ' u u, ' q; (u) -q; u1 

I) Vgl. Formel (I) p. I3 a. a. 0. 
2) V gl. Formeln (2) und (3) p. 13 a. a. 0. 
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d. h. eine Funktion von u + u1 , und es zeigt sich, indem man H, m 
Null übergehen läßt, daß F(u) = '1/J (u) ist. 

Die Gleichung (9) lautet in entwickelter Form 

(10) (cp"(u)+cp"(uJ)(cp(u)-cp(u,)) = (q/(u)Y-(cp'(uJ)2 +2(cp(u)-cp(uJ)\ 

und das Bestehen dieser Gleichung ist also nun die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, daß die durch die Gleichung (2) defi
nierte Funktion 6 (u) eine Lösung der Funktionalgleichung (1) ist. 

3. 

In die Gleichung (10) setze man für u, der Reihe nach zwei be
sondere W ertc ein, welche nur der Bedingung unterliegen, daß für 
diese Werte als Argumente cp ( u) endliche und von einander verschie
dene Werte erhält. Die beiden so aus (10) entstehenden Gleichungen 
verbinde man durch Subtraktion. Dadurch findet man nach leichter 
Rechnung eme Gleichung der Gestalt 

(11) 

wobei A und B Konstante (von u unabhängige Werte) bezeichnen. 
Aus der Gleichung (11) folgt aber ri1ckwärts wieder die Glei

chung (10). 
Denn zunächst findet man durch Multiplikation von (11) mit 

2cp'(u) und Integration: 

(12) (cp'(tt)Y = 4(cp(u))"+A(cp(u))"+2Bcp(u)+C. 

Entnimmt man nun aus (11) und (12) die Werte von g/'(u), cp"(u,), 

(cp'(u)Y und (cp'(u.))', und trägt dieselben in (lO) ein, so geht letztere 
Gleichung in eine Identität über. Hiernach wird also die not
wendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 6(u) 
eine Lösung der Gleichung (1) ist, die sein, daß sich 

(13) 

als lineare Funktion von cp(u) mit konstanten Koeffi
zienten dar s t e 11 e n 1 ä ß t. Man bemerkt hier sogleich, daß diese 
Bedingung invariant ist bezüglich der Vermehrung von cp ( u) um 
eine Konstante, was nach (5) auf die Multiplikation von 6 (u) mit 

einem Exponentialfaktor der Gestalt e cn2 hinauskommt. In der Tat: 
ist cp"(u)-6cp2 (u) eine lineare Funktion von cp(u) mit konstanten 
Koeffizienten, so gilt Gleiches filr die Funktion cp, (u) = cp (u) + c, 
unter c eine beliebige Konstante verstanden. 
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Die hieraus folgende Tatsache, daß gleichzeitig mit 6(u) auch 

e ~n62 6 (-u) eine Lösung der Gleichung (1) vorstellt, läßt sich iibrigens 
leicht an dieser Gleichung selbst bestätigen. 

4. 
Wenn nun 

(14) m (u.) = _;. + c + c U 2 + c U 4 + · .. + c, u21·- 2 + ... T U" . I 2 3 A 

die allgemeinste Funktion ist, welche der in voriger Nummer er
wähnten Bedingung genügt, so wird gemäß (5) 

(15) 6(u) = c.ue 
- _!i_ u2 - .!!!_ ul - ... - c,. . tt•l. -- •.. 

2 12 2~(2~-1) 

die allgemeinste Lösung der Gleichung (1) vorstellen, wo c eine will
kürliche Konstante bedeutet. Die Bedingung für cp (u) läßt sich aber 
nach dem vorhergehenden dahin charakterisieren, daß die Reihe fii.r 
cp (u)- c1 , also 

(16) ~ (u) = _..!_ + c u' + c U4 + . · · + c~. u2A-2 + ... u2 s s 

die folgende Eigenschaft besitzen muß : 

(17) ~"(u)-6~'(u) = -l0c2 +(18c4 -6c:)u4 +· .. 

ist als lineare Funktion von ~ (u) mit Konstanten Koeffizienten dar
stellbar. In der betreffenden Darstellung 

~"(u)-6~2 (u) = A.~(u)+B, 

ist, wie der Vergleich der Koeffizienten von -\- links und rechts 
u 

Migt, notwendig A = 0. Es bleibt also schließlich nur die Bedingung, 
daß sämtliche Koeffizienten der Reihe (17) - abgesehen von dem 
ersten - 10 c2 - verschwinden müssen. Indem man den Koeffizienten 
von tt•A-2 in der Reihe (17) durch die Koeffizienten der Reihe ~ (u) 
ausdrückt, erhält man so die Gleichung 1) 

(18) 3 
c,. = (2 l + 1) (l _ 3) ~. c. cl-v (v = 2, 3, ... ). - 2), 

welche von ). = 4 ab erfiillt sein muß. 
In der für cp (u.) angesetzten Reihe (1-1) bleiben demnach die 

Koeffizienten C1 , c2 , c3 willkürlich, während die weiteren Koeffizienten, 

1) Vgl. Formel (8) p. 11 a. a. 0. 
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gemäß der Rekursionsformel (18), als ganze rationale Funktionen von 
C2 und c3 anzunehmen sind. 

Es ist nun leicht einzusehen, daß die auf diese Weise bestimmte 
Reihe (14) für jede Wahl der Koeffizienten C11 c., c3 einen nicht ver
schwindenden Konvergenzradius besitzt. Denn wird die positive Zahl 
!J so gewählt, daß 

I c2l -5:._ g', I Ca! < !16 

ist, so folgt aus (18), da der Zahlenfaktor ---~--- stets < 1 ist, 
2J.. + 1 

sukzessive 

jc,l<gS, lcsl<gto, ... lc,.J< ).~3 ~.lc.!lcl-vl<g2i., .... 
Demnach hat die Reihe (14) einen Konvergenzradius, der mindestens 
so groß ist, wie der der Reihe 

g'u2+ gnu'+ ... + .IJ2lu2J.-2+ ... , 

d. h. also mindestens den Wert -1 besitzt. 
g 

Damit wird auch durch die Gleichung (15) für jedes Wertsystem 
der Konstanten c, C1 , c2 , c3 eine Funktion G(u) definiert, die in einer 
nicht verschwindenden Umgebung der Nullstelle regulär ist. Diese 
FunKtion erweist sich aber als eine eindeutige, in der ganzen Zahlen
ebene reguläre, also als eine "ganze" Funktion. Denn läßt man nach 
Division der Gleichung (4) durch u- U 1 das Argument U 1 in u über
gehen, so erhält man 1): 

d3 log G(u) 
(19) 6(2u) = 64(tt)-1--3- = 26(u)(6'(uW-362 (u)G'(u)G"(u) 

CU 

+ 6 3 (u) G"'(u). 

Und wenn nun G(u) in der Umgebung lttl < r des Nullpunktes regulär 
ist, so ist nach vorstehender Gleichung 6 (2 u) in derselben Umgebung 
regulär, also G(u) selbst, wenn lttl < 2r ist, folglich auch in der Um
gebung Iu! < 22 r, ju! < 23 r u. s. f. D. h. G(u) ist in der ganzen Ebene 
regulär. 

Hiermit ist die eingangs gestellte Aufgabe gelilst: Die a 11 g e
meinste Funktion G (u), welche der Funktionalgleich nng 
(1) genügt, ist eine von vier willkürlich bleibenden Kon
stanten c, C1 , c2 , C3 abhängende ganze Funktion, welche 
durch die Gleichung (15) in Verbindung mit der Rekur
sionsformel (18) völlig bestimmt ist. 

I) Vgl. Formel (16) p. 14 a. a. 0. 
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5. 
An die Funktionalgleichung (19) seien noch folgende Bemerkungen 

angekniipft. Betrachtet man eine Gleichung der Form 

(20) f(nzt) = G(f(u), f'(u), . .. f'n'(n)), 

wo :! eine Konstante bezeichnet, deren absoluter Betrag größer als 1 
ist, während die rechte Seite der Gleichung eine ganze Funktion von 
t(u) und seinen Ableitungen bis zu einer bestimmten Ordnung hin, 
bedeutet, wobei die Koeffizienten dieser ganzen Funktion Konstanten 
oder auch gegebene ganze Funktionen von u sind, so ist klar, daß 
eine Potenzreihe \13 (u), die, fli.r f(tt) eingesetzt, die Gleichung (20) 
befriedigt, in der ganzen Ebene konvergiert, wenn sie iiberhaupt 
einen (nicht verschwindenden) Konvergenzbezirk besitzt. Die an der 
N allstelle regulären Lösungen einer solchen Gleichung sind also stets 
ganze Funktionen. 

Beispielsweise besitzt die Funktionalgleichung 

f(2u) = 2f(u) f'(tt) 
die Lösungen 

f(u)=u, f(u)=c.c 2 c f(u)=csin(n, 

wo c eine willkürliche Konstante bedeutet, und dieses sind sämtliche 
Lösungen, die an der Stelle n = 0 regulär sind. 

Die direkte Behandlung der Funktionalgleichung (19) fii.hrt nun 
zu folgendem Ergebnis: 

Die allgemeinste an der Nullstelle reguläre und daselbst ver
schwindend~ Lösung der Funktionalgleichung (19) wird durch die 
Gleichung (15) geliefert, in welcher für die Konstante c eine dritte 
Einheitswurzel zu substituieren ist, die Konstanten C1 , C2 , C8 willkiir
lich bleiben, die übrigen Konstanten aber durch die Rekursionsformel 
(18) aus C2 und C3 zu bestimmen sind. 

Ob aber die Funktionalgleichung (19) iiberdies noch Lösungen 
besitzt, die an der Stelle tt = 0 regulär sind, daselbst aber nicht 
verschwinden, muß dahingestellt bleiben. Man findet freilich leicht, 
daß es Potenzreihen \13 (u) mit nicht verschwindendem konstanten 
Gliede gibt, welche, für 6 ( u) eingesetzt, die Gleichung ( 19) formal 
befriedigen. Indessen scheint es schwierig zu sein, festzustellen, ob 
unter diesen Potenzreihen sich solche befinden, die einen nicht ver
schwindenden Konvergenzradius besitzen. 



Beiträge zur Kroneckersehen Theorie 
der algebraischen Zahlen. 

Von 

Ernst Jacobsthal in Berlin-Wilmersdorf. 

Die von Kronecker geschaffene Theorie der algebraischen Größen 1) 

ist von H. Weher 2) in der Weise modifiziert worden, daß von vorn
herein nicht nur ganze Funktionen unbestimmter Größen, sondern 
ganz allgemein gebrochene Funktionen, sogenannte Funktionale, ad
jungiert werden. Dadurch daß Weher den Begriff der ganzen ratio
nalen Funktionale in geeigneter Weise definiert, gelingt es ihm, den 
Begriff der algebraisch ganzen Funktionale so zu fassen, wie es sich 
gemäß der Kroneckersehen Festschrift 3) ergibt. 

Nun stellt sich aber in der Theorie der algebraischen Zahlen her
aus, daß die Verwendung der algebraisch ganzen Funktionale sich in 
den Beweisen meistens bequemer gestaltet, wenn man nicht auf die 
Definition von Weher zurliekgeht, sondern eine andere sich aus der 
Theorie leicht ergebende Eigenschaft der ganzen algebraischen Funk
tionale benutzt. Es soll daher im folgenden das ganze algebraische 
Funktional direkt auf Grund dieser Eigenschaft definiert werden und 
im Anschluß daran kurz die Entwicklung der Theorie bis zum Haupt
satz von der eindeutigen Zerlegung jeder ganzen Größe in Prim
größen skizziert werden. 

Dabei ist es dann nicht nötig, erst die ganzen rationalen Funk
tionale zu definieren; die elementaren Eigenschaften der ganzen Funk-

1) L. Kronecker, Festschrift; abgedruckt im Crelleschen .Tournai, Rand 92, 
s. 1-122. 

2) II. Weber, Lehrbuch der Algebra, Band 2 (Auflage 2) S. r,5fl f[ 
3) L. Kroneckcr, I. c. § 5; S. 14. 
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tionale ergeben sich hierbei unmittelbar aus den entsprechenden Eigen
schaften der ganzen algebraischen Zahlen ; und schließlich werde noch 
bemerkt, daß sich unter Benutzung unserer Definition ganzer Funk
tionale der Übergang zur Dedekindschen Idealtheorie theoretisch ein
facher vollzieht; hierfür erweist sich der Begriff der Basis eines 
ganzen Funktionales und des vollen Restsystemes nach einem Modul 1) 

als entbehrlich, da sich der fi.i.r den Übergang zu Dedekinds Idealen 
nötige Satz 1 in § 3 ohne diese Hilfsmittel ohne weiteres ergibt. 

§ 1. HUfssätze aus der Theorie der algebraischen Zahlen. 
Satz 1: Es existiert eine Folge von ganzen algebra

i s c h e n Z a h 1 e n ~o, ~u ~2 , ••• , so daß für j e den Index in der 
Reihe 1, 2, ... die Determinante 

~= ~=-1 ... ;m 1 

])'111 
;;::_1 ~m-1 ... ;m-1 1 -m-1 -

~~ ~~l-1 ... ~0 1 

den W er t 1 hat. Da b e i kann ~o = 0 g e w ä h 1 t w erden, w ä h -
rend die übrigen Zahlen~" ; 2 , ••• sich als algebraische 
Einheit e n e r g e b e n. 

Beweis: Man setze ~o = 0, dann liefert die Gleichung D, = 1 
oder 

! ;, 11- 1 
10 1 -

~~ = 1 gleich einer Einheit. Gesetzt es seien schon weiter alle 
Zahlen ; 0 = 0, ~~ = 1, ~ 2 , ••• , ~m-l aus den Gleichungen ])" = 1 
(k = 0, 1, 2, ... , m -1) den Bedingungen des Satzes gemäß gefunden, 
d. h. alle diese ~" seien ganze algebraische Zahlen und - abgesehen 
von ~o = 0 - sogar Einheiten, dann liefert die Identität 

])m = (~111- ~m-J (~m- ~"1-2) • • • (~n•- ;o) ])111-1 

wegen ~o = 0 sind unter Benutzung der Gleichung D",_1 - D". - 1 

eine algebraische Gleichung mten Grades für ~m' in der sämtliche Koeffi-
---------

1) H. Weber, 1. c. § 163, § 165. Die Sät?.e des § 1G6 ergeben sich eben un
mittelbar aus unserer Definition ganzer Grüßen. 
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zienten selbst ganze algebraische Zahlen, während der höchste und 
niederste sogar Einheiten sind. Deshalb bestimmt sich aus dieser 
Gleichung ~"' als algebraische Einheit, womit der Satz bewiesen ist. 

Bedeutet q;(x, y, z, ... ) eine ganze rationale Funktion mit ganzen 
algebraischen Koeffizienten, so nimmt bekanntlich q; nur ganze alge
braische Werte an, wenn den Variablen x, y, z, ... solche Werte zu
erteilt werden. Wenn man nun umgekehrt weiß, daß eine ganze 
Funktion q;(x, y, z, .. . ) bei ganzen algebraischen Werten der Varia
beln selbst stets nur ganze algebraische Werte annimmt, so läßt sich 
umgekehrt daraus erschließen, daß die Koeffizienten von q; auch ganze 
algebraische Zahlen sind. Zum Beweise braucht man sogar nur einen 
ganz geringen Teil der Voraussetzung, und demgemäß formulieren 
wir den 

Satz 2: Nimmt eine ganze Funktion q;(x, y, z, ... ) fiir 
eine gewisse endliche Anzahl von algebraischen Ein
heitswerten der Veränderlichen x, y, z, ... stets ganze 
algebraische Werte an, so besitzt q; ganze algebraische 
Koeffizienten. Nimmt q; also insbesondere für jedes 
ganze algebraische Wertsystem x, y, :t, ... stets ganze 
alge brais ehe Werte an, so hat q; ganze K o effizienten. 

ß . s t 1) g '12 b . . h' ewe1s: etz man y = x , z = x- , ... , wo et g eme In-
reichend große positive ganze rationale Zahl ist, so geht q; (x, y, z, ... ) 
in eine ganze rationale Funktion f(x) von x allein über, die genau 
dieselben Zahlkoeffizienten wie q; besitzt. Erteilt man x Einheits
werte, so erhalten auch y, z, ... Werte, die Einheiten sind, und 
q;(x, y, z, ... ) = f(x) nimmt dabei nach Voraussetzung auch ganze 
Werte an. Sei 

f(x) = a0 x"'+a,x"'-'+···a".. 

Setzen wir nun voraus, daß f(x) die (m + 1) ganzen algebraischen 
Werte b".H, bm, ... , b, annimmt, falls x die Einheitswerte ~"'+" ~.M 
... ~~ des Satzes 1 durchläuft, d. h. setzen wir voraus daß 

(l = 1, 2, ... m + 1) 

ist, wobei b1• ganze algebraische Zahlen sind, so stellt dieses Glei
chungssystem ein System von (m + 1) Gleichungen fiir die (m + 1) 
Koeffizienten a" dar, deren Determinante .d bei passender Anordnung 
der Gleichungen genau gleich 

1) Kroneeker, l. e. § 4, S. 11 f. 
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wird. Somit wird L1 eine Einheit, also ergeben sich die a" als ganze 
algebraische Zal1len, und die Zahlen a" waren gerade die Koeffizienten 
von rp. Damit ist der Satz bewiesen. 

Satz 3: Genügt eine ganze rationale Funktion,q einer 
Gleichung 

gm+ Clgm-1+···+ Gm= 0, 

in der die K oeffiz ie n ten 0; s el bs t ganze Funktionen mit 
ganzen rationalen oder ganzen algebraischen Zahl
koeffizienten sind, so besitzt g selbst derartige Zahl
k o e ffi zien ten. 

B e weis : Erteilt man nämlich den Variabeln ganze algebraische 
Werte, so nehmen erstens die Koeffizienten 0; ganze algebraische 
Werte an und deswegen auch g, da der von g angenommene Wert 
einer Gleichung genügt, deren höchster Koeffizient gleich eins ist, 
während die übrigen ganz sind. Mithin nimmt also g stets ganze 
Werte an, wenn die Variabeln ganze algebraische Werte durchlaufen. 
Also hat g nach Satz 2 ganze Koeffizienten. 

§ 2. Funktionale eines Körpers 1). 

Sei ein Zahlkörper nt•n Grades gegeben. Adjungieren wir irgend 
welche unbestimmten Größen x, y, z, u, . . . so entsteht ein um
fassenderer Körper, der sogenannte Funktionalkörper unseres Zahl
körpers. Das allgemeine Element des Funktionalkörpers ist eine ge
brochene rationale Funktion der unbestimmten Größen x, y, z, u, ... 
mit Koeffizienten unseres gegebenen Zahlkörpers. Jede solche ge
brochene Funktion heißt ein Funktion a I des Zahlkörpers. Besitzt 
ro nur rationale Koeffizienten, so heißt ro ein rat i o n a I es Funk
tional, andernfalls wird ro ein algebraisches Funktional ge
nannt. 

Bekanntlich heißt jede ganz e rat i o n a I e F unkt i o n P mit 
ganzen rationalen Zahlkoeffizienten eine primitive 
F u n k t i o n, fall s d e r g r ö ß t e g e m e in s a m e T e i 1 e r d i e s e r 
Koeffizienten gleich 1 ist. 

Dann ist folgender Satz leicht beweisbar. 

1) Ygl. Crelles .Journal, Band 140 pag. 2GG--27G. 

Festschrift Schwarz. 10 
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Satz 1 1): Ist ro ein rationales Funktional, dann läßt 

s i c h ro i n d i e F o r m s e t z e n ro = 1' ;• , w o b e i r e in e r a t i o -
2 

n a 1 e positiv e Z a h 1 und P 11 P2 primitive Funktionen sind. 

Da bei sindrund ~~·-eindeutig bestimmt. 
2 

r wird der absolute Betrag von ro genannt und mit [rol be-
zeichnet 2). Jedes Funktional ro läßt sich natürlich als Quotient 
zweier ganzer Funktionen darstellen ; erweitert man diesen Quo
tienten noch mit geeigneten ganzen rationalen Zahlen, so gewinnt ro 
dadurch die Form eines Bruches, in dem Zähler und Nenner ganze 
Funktionen mit ganzen Zahlkoeffizienten sind. 

Ersetzt man in einem algebraischen Funktional die Koeffizienten 
durch die konjugierten algebraischen Zahlen, so entstehen die konju
gierten Funktionale. Setzt man ein Funktional ro = ro1 und be
zeichnet die konjugierten Funktionale mit ro., ro3 , ••• , ro11 , so setzt man 
das Produkt ro., m2 , ••• , ron = Nro und nennt Nm die Norm von ro. 
N ro ist ein rationales Funktional. Leicht beweisbar ist dann 

Satz 2: Die Norm des Produktes (Quotienten) zweier 
Funktionale ist gleich dem Produkte (Quotienten) 
i h r e r N o r m e n. 

Sind ro, ro' zwei rationale Funktionale, so folgt aus dem Begriff 
des absoluten Betrages in Verbindung mit dem Gaußischen Satze ii.ber 
primitive Funktionen, daß I ro. ro'l = I ro 1·1 ro'l ist. 

Sind also ro, ro' algebraische Funktionale, so sind N ro, N ro' und 
N(roro') rationale Funktionale. Also folgt aus 

N(roro') = (Nro)·(Nro'), 
daß 

[N(mro')l = [NroJ·[Nro'l 

ist. Man nennt nun INroJ die absolute Norm von w und be
zeichnet sie mit N" ro; dann schreibt sich die letzte Formel: 

Also gilt 

1) Weber, I. c. § 153. Der Be1reis wurzelt im Gaußischen Satze iiher primitive 
Funktionen. 

2) Ist ro eine Zahl, so ist eben 1' gleieh dem absoluten Betrag von ro im land
läufigen Sinne. 
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Satz 3 1): Die a bs olu teNormeines Produktes ist gleich 
d e m P r o du k t e d e r ab s o 1 u t e n N o r m e n d e r F a k t o r e n. 

Für den Quotienten gilt der entsprechende Satz . 
. Jedes Funktional ro hat, wie wir oben bemerkten, die Gestalt 

G, 
(iJ = 71-, 

2 

dabei sind G,, G2 zwei ganze Funktionen mit ganzen algebraischen 
Koeffizienten. N G2 ist eme ganze rationale Funktion mit ganzen 
rationalen Koeffizienten, d. h. es ist 

NG2 = jNG2 j. P, 

wo bei IN G 2 j eine n a t ü r 1 ich e Zahl und P eine primitive Funktion 

ist. Ferner ist NGG2 eine ganze Funktion mit ganzen Koeffizienten, 
2 

die dem Zahlki5rper angehören. Erweitert man daher G, mit dieser 
G2 

ganzen Funktion, so wird 

(iJ -
G 

-ING~P-, 

wobei G = G !'f_fJ2 - eine ganze Funktion mit ganzen Koeffizienten 
I (-,.-2 

ist. Also wird 
G 

wP = TN~I 

cme ganze Funktion, die aber gebrochene Koeffizienten haben kann . 
.Jedenfalls läßt sich jedes Funktional ro durch Multipli
kation mit einer primitiven Funktion P in eine ganze 
Funktion verwandeln. Um nun in die rein arithmetische Theorie 
der Funktionale einzutreten, stellen wir folgende Definition auf. 

Definition: Ein Funktional ro heißt ganz, wenn 
eine primitive Funktion P existiert, so daß roP eine 
ganze Funktion mit ganzen algebraischenZahlkoeffi
z i e n t e n w i r d. 

Gibt es zu einem Funktional ro ein derartiges P, so ist auch 
P. P', falls P' irgend eine beliebige primitive Funktion ist, von der 
Beschaffenheit, daß ro. PP' eine ganze Funktion mit ganzen Koeffi
zienten wird. Wir wollen jede primitive Funktion P, für die ro P 
eine ganze Funktion mit ganzen Koeffizienten wird, einen M u 1 t i-

I) Weber, l. c. S. 571. 

10* 
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p 1 i k a t o r v o n m nennen. Aus unserer Definition ergeben sich nun 
sofort folgende Sätze. 

Satz 4: Summe, Differenz und Produkt zwei er g an
z e r F u n k t i o n a 1 e s i n d w i e d e r g a n z e F u n k t i o n a 1 e. 

Denn sind m, m' zwei ganze Funktionale und P, P' ihre Multi
plikatoren, dann ist offenbar die primitive Funktion P. P' ein Multi
plikator für jedes der drei Funktionale m + m', m- m', m m'. 

Satz 5 : I s t e in g an z e s F u n k t i o n a 1 w e in e Z a h I, s o i s t 
es eine ganze Zahl. 

Be w e i s : Sei nämlich das ganze Funktional m eine Zahl und P 
einer der Multiplikatoren, so daß also m. P eine ganze Funktion mit 
ganzen Koeffizienten ist. Hat nun P die Koeffizienten a, b, c, ... , die 
teilerfremde ganze rationale Zahlen sind, dann existieren also ganze 
rationale Zahlen X0 , Yo, •.• , so daß 

axo+ byo+ czu+ ... = 1 

wird. Die ganzen Koeffizienten von m P sind 

m a a, 

(il b ß, 
(il c '}', 

Multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit a0 , J/11 , Z0 , ••• 

so folgt durch Addition 

(il = IX Xo + ß Xo + '}' ßo + ' '·, 
d. h. m ist eme ganze Zahl. 

Satz G: Ein ganzes und zugleich rationales Funktio
nal m ist dadurch charakterisiert, daß Jwj eine natiir-
1 ich e Zahl ist. 

Beweis: Sei das ganze Funktional m rational, m = r J• (ge-
2 

mäß Satz 1), dann ist ~_! ganz, da ja P 1 • ·~~ = P2 ganze Koeffi-
1 1 

zienten hat, also ist (nach Satz 4) ~2 m = r ganz und als Zahl nach 
1 

Satz 5 eine ganze Zahl. Ist bei einem rationalen Funktional m = 1· -~1· 
. 2 

umgekehrt 1' ganz, so ist P 2 m eine ganze Funktion mit ganzen Koeffi
zienten, also m ganz. - Offenbar sind die zu einem ganzen Funktional 
konjugierten Funktionale wieder ganz. Ist nun t eine in w nicht 
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vorkummende Variable, so hat die ganze Funktion ntcn Grades in t 

H(t) = N(t- w) 

nach Satz 4 lauter ganze, rationale Funkt.ionale zu Koeffizienten. 
Da ferner H(w) = 0 ist, so genügt ein ganzes Funktional w stets 
einer Gleichung, deren Koeffizienten ganze rationale Funktionale sind, 
während der höchste gleich Eins ist 1). Es gilt sogar folgender ver
schärfter Satz 1). 

Satz 7: Ist in der Gleichung nten Grades mit rationalen 
Funktionalen als Koeffizienten und ebenso in der ent
sprechenden Gleichung niedersten Grades, der ein ganzes 
Funktional w genügt, der höchste Koeffizient gleich 
Eins, so sind d i e ii b r i g e n K o e f f i z i e n t e n ganz e rat i o n a 1 e 
F unk t i o n a I e. 

Dieser Satz ist für Weher der Ausgangspunkt und dient ihm zur 
Definition. Wir zeigen nun umgekehrt 

Satz 8: Genügt ein Funktional w einer Gleichung 

w"' + A, m"'-' + · · · + A"' = 0, 

1n der die Ai ganze, rationale Funktionale sind, so ist m 
ein ganzes Funktional. 

Beweis: Pi sei ein Multiplikator von A 0 ferner sei emer frü
heren Bemerkung gemäß P eine derartige primitive Funktion, daß 
ca P eine ganze Funktion ist. Setzt man dann P · P, · P 2 • • ·Pm = Q, 
so ist (J primitiv und Q w = y ist eine ganze Funktion, während 
ri A, = C; eine ganze Funktion mit ganzen Koeffizienten ist. Nun 
geniigt aber g der Gleichung 

Also besitzt g nach § 1, Satz 3 ganze Koeffizienten. Wegen Q m = g 
ist demnach w ganz und (J ein Multiplikator von ro. 

Erwähnt werde noch, daß jedes Funktional ro durch Multiplika
tion mit einer natürlichen Zahl in ein ganzes Funktional verwandelt 
werden kann, eine Tatsache, die sich unmittelbar aus der Definition 
ganzer Funktionale ergibt. Ist ro ein ganzes Funktional, P(.x;, y, z, t, ... ) 
ein Multiplikator und daher m P = G eine ganze Funktion mit ganzen 
Koeffizienten, so bleibt in der Identität ro P = G bei Anwendung der 

1) w kann natürlich Gleichungen niedrigeren Grar!es genügen, deren KoefJizienten 
rationale Funktionale sind. Unter ihnen gibt es eine des niedrigsten Grades. Sie ist 
irreduzibel. V gl. Weber, I. c. S. 571 ff. 
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Kroneckersehen Substitution x = u, y = u!', •.• auf einige oder alle 
Variabeln x, y, z·, ... 1) und genügend großem g stets P primitiv, 
während G natürlich ganze Koeffizienten behält; demnach b I e i b t 
w bei Anwendung der Kroneckersehen Substitution 
ganz 2). Hiervon machen wir Gebrauch, um folgenden Satz 3) zu be
wmsen. 

Satz~}: Sei cp(t" f 2 , ••• , tm) eine ganze Funktion von t" t2 , 

... , tm und zugleich ein ganzes Funktional; seien die Ko
effizienten dieser ganzen Funktion irgend welche Funk
tionale, aber frei von den Variabeln t" t2 , • •• , tm, dann sind 
diese K o effizienten ganze Funktionale. 

Beweis: Man wende auf die Variabeln t,, t2 , , •• , t", die Kron
eckerselle Substitution t, = t, f2 = tg, ... an, dann geht cp in eine 
ganze Funktion 'ljJ (t) von t allein über, die genau dieselben Funktio
nalkoeffizienten hat wie cp und w = 1/J(t) bleibt dabei ein ganzes 
Funktional, wie wir vorhin bemerkten. Sei 

W = W0 f" + W 1 {'"-I+ · · · + ro,., 

wobei die Funktionale ro; die Variable t nicht enthalten. Zu jedem 
w; existiert eine primitive Funktion P0 die von t unabhängig ist, so 
daß roi P, eine ganze Funktion ist. Setzt man dann P 0 • P, · · · P,. = P, 
so enthält diese primitive Funktion P die Variable t nicht und w . P 
wird eine ganze Funktion und zugleich ein ganzes Funktional. Es ist 

Pw = t,.(Pw0)+t'"-'(Pw,)+···+Pw,.. 

Da hier die ganzen Funktionen Pro; die Variable t nicht enthalten 
und mit verschiedenen Potenzen dieser Variabeln multipliziert werden, 
so vereinigen sich nie zwei Glieder, die in verschiedenen der Pm; 

auftreten, mit einander, d. h. die Gesamtheit der Zahlkoeffizienten 
von Pw stimmt mit den sämtlichen Zahlkoeffizienten aller Pro; über
ein; kann man daher zeigen, daß Pro lauter ganze algebraische 
Zahlkoeffizienten hat, so besitzt auch jedes Pwi solche, d. h. dann 
ist gezeigt, daß wirklich jeder der Koeffizienten ro; von m ein ganzes 
Funktional ist. 

1) u kann dabei eine neue oder auch eine bereits vorkommende Variable sein. 
2) Falls g genügend groß gewählt wird. 
3) Dieser wichtige Satz erscheint bei Weber am Ende der Theorie als Folge

rung ans dem Hauptsatz in § 15D. In meiner oben erwähnten Arbeit im Grelleschen 
Journal, Band 14.0, stellte ich ihn für den Fall m = 1 an die Spitze. Dem damals 
mitgeteilten Beweise ist der Beweis von Satz 2 in § 1 nachgebildet. Der hier für 
Satz D mitgeteilte Beweis ist ein anderer. 
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Um nun einzusehen, daß die ganze Funktion g = Pm, die doch 
ein ganzes Funktional ist, ganzzahlige Koeffizienten besitzt, beachte 
man, daß iJ der Gleichung N(u- !iJ = 0 geni.igt. Hier ist der höchste 
Koeffizient von tt gleich Eins. Alle i.ibrigen sind aber als symmetrische 
Grundfunktionen der zu 1f konjugierten, erstens ganze rationale Funk
tionale und zweitens ganze rationale Funktionen, also haben nach 
Satz 6 sämtliche dieser Koeffizienten die Gestalt ganzer rationaler 
Funktionen mit ganzen rationalen Koeffizienten. Somit genügt die 
ganze Funktion !i einer Gleichung, deren höchster Koeffizient 1 ist, 
während die i.ibrigen ganzen Funktionen mit ganzen Zahlkoeffizienten 
ist. Somit besitzt nach § 1, Satz 3 auch !i = m P selbst ganze Zahl
koeffizienten. Damit ist Satz 9 bewiesen 1). 

Als Folgerung zu diesem Satze wurde noch erwähnt : Ist fii r 
ein ganzes Funktional m und eine primitive Funktion P 
das Produkt mP eine ganze Funktion, so hat mP stets 
ganze Zahlkoeffizienten. 

Ist daher m irgend ein Funktional und P irgend eine primitive 
Funktion, fi.ir die m P eine ganze Funktion ist , so ist m dann und 
nur dann ganz, falls m P ganze Koeffizienten hat. 

Von hier aus gelangt man nun unter Einfi.ihrung des Begriffes 
der Teilbarkeit, der Einheiten leicht zum Begriff des größten gemein
samen Teilers 2) und von dort aus zum Begriff des Primfunktionals 
und dem Nachweis, daß jedes ganze Funktional eindeutig in Prim
funktionale zerlegbar ist. Und hieran schließt sich dann der Nach
weis , daß ein Funktional bei Änderung der Variabelnbezeichnung in 
ein assoziiertes 3) übergeht. Es erscheint als ein bedauerlicher Schön
heitsfehler der Theorie, daß dieses fast selbstverständliche Resultat 
sich erst aus dem Hauptsatz ergibt 4). 

Vor allem erhält man aus der Tatsache, daß jede ganze Funk
tion mit ganzen Koeffizienten der größte gemeinsame Teiler dieser 

1) Der oben erwähnte Beweis für diesen Satz (m = 1; Crelles Journal, Band 140 
S. :.!70 Satz I) ist kürzer als der hier mitgeteilte. 

2) Weber, I. c. § 155 ff. V gl. des Verfassers Aufsabi I. c. § 2, 3. Bei strenger 
Durchführung des Webersehen Beweises für die Existenz des größten gemeinsamen 
Teilcrs in § 156 erweist sich übrigens der Satz 9 für den Fall rationaler Funlttionale 
als nötig (§ 159 Satz 2). Vgl. insbesondere die verallgemeinerte Fassung des Begriffs 
»größter gemeinsamer Teiler" am Schlusse dieses Paragraphen. 

3) Zwei Funktionale, deren (~uotient ohne Einheit ist, heißen assoziiert. 
4) Ein unmittelbarer Nachweis dieses Resultats würde die Theorie erheblich 

vereinfachen. 
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Koeffizienten ist (Weber, § 160) die Folgerung, daß jede ganze Funk
tion in ein assoziiertes Funktional übergeht, wenn man die verschie
denen Potenzprodukte der Veränderlichen durch neue Variabeln er
setzt, d. h. jede ganze Funktion ist zu einer Linearform assoziiert, 
die aus den gleichen Koeffizienten gebildet ist. 

Und hieraus fließt unmittelbar jener Satz, der bekanntlich zu 
einer elementaren BegrUndung der Idealtheorie führt: 

Satz 10: Sind IXO, IX" ... , IX,; ßo, ß., 0 •• , ßs und r ganze alge
braische Zahlen und ist jeder Koeffizient des ausgerech
neten Produktes (1X0 Xr + IX1 x'"- 1 +···+IX,.) (ß0 X8 + ß1 X8- 1 + · · · + ßs) 

durch r teilbar, dann ist auch jede der (r+1)(s+1) Zahlen 
IX~ßo durch r teilbar. 

Beweis : Nach Voraussetzung ist nämlich 

(ao x,. + a, x'"-• + ... +IX,.) (ßo x" + ß. xs-• + ... + ß_.) 
'Y 

ein ganzes Funktional, falls 
endlichen Körpers auffassen. 
mit der Einheit 

wir die Zahlen a0 ß;, y als Zahlen eines 
l\1ultiplizieren wir dieses Funktional 

IX0 U0 + IX1 tt 1 + · · • + tx,. U,

CIO x•· + IX, x·r-• + ... + tx,. 
ßo Vo + ß, v, + · · · + ßs Vs 
ßo Xs + ß, Xs I + • .. + ßs ' 

so erhalten wir folgendes ganze Funktional 

(txo Uo + .•. +IX,. tt,.) (ßo Vo + ... + ßs vs) IX" ßa 
--- 'Y = ~ -'r- tt~ vll. 

Somit ist nach Satz 9 jede der Zahlen IXQ ß(J ganz. 
r 

( Q = 0, ... , r) 
6= o, ... ,s 

Von der Teilbarkeit und dem größten gemeinsamen 
Te i 1 er. 

Die Teilbarkeit soll auch fii.r gebrochene Funktionale definiert 
werden. Ein Funktional ,u heißt durch ein Funktional v teilbar, 

falls _!!_ ein ganzes Funktional ist. 
V 

Sind dann a,, a,, ... , IX,. irgend welche Funktionale, so heißt !" 

ein gemeinsamer Teiler IX;, falls jedes a; durch !" teilbar ist. 
1 

Unter Benutzung des Satzes, daß -"'-- stets ein ganzes Fnnk
v+u 
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tional ist '), falls -& irgend ein Funktional und 7t eine nicht in -& vor
kommende Variable ist, beweist man dann sofort 

Satz 11'): Sind a,,a2 , ••• ,a,. irgend welche ganzen oder 

g e b rochen e l!' unkt i o n a 1 e und x,, X2 , ••• , x .. V a r i ab 1 e, die 
i n k e i n e m d e r a; v o r k o m m e n , s o b e s i t z t 

o = a, x, + · · · + a,. x,. 

die charakteristischen Eigenschaften: 1) o ist durch 
jeden gemeinsamen Teiler der a1 teilbar. 2) o ist selbst 
e i n g e m e i n s a m e r T e i 1 e r a ll e r «;. 

Darum wird o (und jedes zu o assoziierte Funktional) ein 
g r ö ß t er gemein s a m e r T e i 1 e r aller a1 genannt. 

Sind a und ß zwei Funktionale, x und y zwei neue Variable, 
und ist o = ax+ßy eine Einheit, so heißen a und ß relativ prim 
oder teilerfremd 2). 

§ 3. Die gruppentheoretische Beziehung zwischen 
Funktionalen und Idealen. 

Um von der Theorie der Funktionale den Übergang zu Dede
kinds Idealen zu vollziehen, ist es unerläßlich, folgenden Satz aus 
der Theorie der linearen diophantischen Gleichung zu beweisen. 

Satz 1: Sind a,, a2 , ••• , a,., r irgend w e 1 c h e ganzen oder 
gebrochenen Zahlen unseres Zahlkörpers, so besitzt 
die Gleichung 

a, ~1 + a2 ~2 + ... + a,. ~ .. = r 
dann und nur dann ein L ö s u n g s s y s t e m ~ 1 , ~ 2 , ••• , ~.. in 
ganzen Zahlen unseres Körpers, falls r durch den 
größten gemeinsamen Funktion a 1 teile r der a1 t e i 1 bar 
i s t 3). 

1) Vgl. Crelle 140 S. 27lf. Sat~ 111, IV. 
2) Da /J in diesem Falle als Einheit gam: ist, so sind nach Satz V notwendig 

a und ß ganz. 
3) 'Veber, l. c. § 1GG. Weher beweist den Satz für den Fall ganzer a1, y und 

stützt den Beweis auf den Begriff der Basis eines Funktionals, des vollen llestsysternes 
nach einem Funktionalmodul und die daraus folgende Auflösbarkeit linearer Kon
gruenzen. Eine äußerst geringfügige Modifikation des Weberseben Beweises gestattet, 
wie wir hier zeigen, den Satz direkt ohne diese Ililfsmittel zu beweisen und dann 
umgekehrt dadurch den Satz 2 über lineare Kongruenzen herzuleiten. 
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B e weis : Seien ganze Zahlen ~; im Körper als Lösung vor
handen, dann ist natürlich r durch den größten gemeinsamen Teiler 
der a; teilbar. 

Sei nun umgekehrt bekannt, daß r durch den größten gemein
samen Teiler h der a, teilbar ist. Es kann h =-= a1 X 1 + a2 X 2 + · · · + a,. x,. 

gesetzt werden, wobei X 1 , X2 , ••• , x,. neue Variable sind. Da also ~ 

em ganzes Funktional ist, so ist eine primitive Funktion P vor

handen, so daß P ~ = P eine ganze Funktion mit ganzen Zahl

koeffizienten ist. V ergleicht man nun in 

rP = (a1 X 1 + a2 x2 + ·· · + a,.x,.)P 

die Koeffizienten rechts und links, so ergeben sich Gleichungen von 
folgender Form 

r a = CX1 ~; + · · · + a,. ~;., 
r b - al n: + ... + a,. n:.' . 
r c - al ~: + ... + a,. ~;. ' 

Hierbei sind die ;; , 11;, ~;, •.. ganze Zahlen des Körpers, die von den 
ganzen Koeffizienten der Funktion F herrühren, während a, b, c, ... 
die g an z e n , t e i I e r f r e m d e n , r a t i o n a I e n Koeffizienten von 
P sind. Also gibt es ganze rationale Zahlen X0 , Yo, z0 , •• • derart, daß 

ax0 +by0 +cz0 +·· · = 1 
wird. 

Setzt man nun die ganze Zahl ;; X0 + 11J Yo + ~: Z0 + · · · - ~i fiir 
i = 1, 2, ... , 1·, so wird schließlich 

r = "• ~. + a2 ~2 + ... + a,. ;,. ' 

womit der Satz bewiesen ist. 
Satz 2 : Sind a, r zwei g an z e Z a h I e n d e s K ö r p er s 

und w ein ganzes zu a teilerfremdes Funktional, so 
besitzt die Kongruenz 

a; = r mod. w 

eine ganzzahlige Lösung~ im Körper. 
ll e weis: Es gibt im Körper eine durch w teilbare ganze Zahl ß, 

für die _p__ zu a teilerfremd ist 1); dann ist auch ß zu a teilerfremd, 
(i} 

1) Weber, I. c. § 16U, Satz 3. 
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und deswegen läßt sich die Gleichung 

a;+ß11 = r 
in ganzen Zahlen ;, 17 des Körpers lösen (Satz 1). Hieraus folgt, da 
ß = 0 mod. co ist, in der Tat 

IX~ = r mod. co. 

Definiert man nun mit D e d e k in d ein I d e a 1 unseres Körpers 
als einen Zahlbereich a im Körper mit· folgenden Eigenschaften. 

I. a ist ein Modul. 
II. Ist IX eine Zahl aus a und ~ eine beliebige ganze Zahl des 

Körpers, dann gehört auch ~a zu a. 
III. 1

) Es gibt eine feste (kleinste) natürliche Zahl n, so daß 
für j e d e Zahl a au~ a stets n a eine ganze Zahl ist. 

:M:it Hilfe von Satz 1 in uiesem Paragraphen läßt sich nun der 
Zusammenhang der Kroneckersehen Theorie mit der Dedekindschen 2) 

gruppentheoretisch folgendermaßen fassen. 
Nach Anschluß der Null bilden sämtliche Funktionale eine un

endliche Ab el s c h e Gruppe ~; unter ihren Untergruppen heben 
wir die Gruppe Q: aller Einheiten und die Gruppe .8 aller 
Zahlen des Körpers hervor. Bilden wir die Faktorgruppe von ~ 

durch @, die wir mit -~ bezeichnen. Das allgemeine Element von ~ 
ist der Komplex aller zueinander assoziierten Funktio
n a 1 e. Aus dem Hauptsatz über die Zerlegung eines Funktionals in 
Primfunktionale folgt, daß sich jeder Komplex v ö 11 i g eindeutig 
als Produkt von Potenzen gewisser "Prim k o m p 1 e x e" 3) dar
stellen läßt. 

Die unendliche Abelsche Gruppe, die von allen Idealen gebildet 

wird, werde mit ~ bezeichnet. Dann ist ~ zu g holoedrisch iso-

morph, während a zu .g und also auch zu ~ meroedrisch Q: isomorph 

ist. Der holoedrische Isomorphismus von '1) und g kommt folgender

m~ßen zustande. 

1) Ist n = 1, so ist n ein ganzes Ideal und besteht nnr ans ganzen Zahlen; 
ist n > 1, so ist n gebroehen und enthält gebroehene Zahlen. Die gebrochenen 
Ideale erweisen sich vom gruppentheoretischen Standpunkt aus als nötig. 

2) Vgl. Weber, § 169. 
3) Ein Primkomplex besteht aus allen zu einem Primfunktional assoziierten 

Primfunktionalen. 
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1) Ist W irgend ein Element von ~, d. h. ein Komplex 

assoziierter Funktionale, so gibt es ein einziges 
Ideal, dessen Zahlen jedes in W enthaltene Funk
tion a I zum g r ö ß t e n g e m e ins a m e n Te i I er b es i t z e n. 

2) I s t a i r g e n d e i n I d e a l , s o g i b t e s e i n e n e i n z i g e n 
Komplex W, dessen sämtliche Funktionale größte 
gemeinsame Teiler aller Zahlen von a sind. 

So entsprechen sich also Komplexe und Ideale in der Weise 
umkehrbar eindeutig, daß alle durch jedes Funktional eines Komplexes 
W teilbaren Zahlen ein Ideal a bilden; und umgekehrt bilden die 
sämtlichen größten gemeinsamen Funktionalteiler aller Zahlen des 
Ideals a den Ausgangskomplex W. 

Ordnet man in dieser Weise die Ideale und Komplexe, d. h. die 

Elemente der Gruppe i) und ~ einander zu, dann läßt sich ferner 

zeigen: 
3) Sind a, v, c drei Ideale, W, 18,@: die zugehörigen Kom

plexe, dann folgt aus ab= c die Gleichung WiB =@: 
und umgekehrt. 

Hieraus folgt in der Tat, daß ~ und l holoedrisch isomorph 

sind 1). Da diese beiden Gruppen im abstrakten Sinne also identisch 
sind, kann man sie und ihre Elemente identifizieren und kurzweg mit 
Weber jeden Komplex assoziiere .Funktionale als Ideal bezeichnen. 

Da nun ~ und i) meroedrisch isomorph sind, so entspricht der 
oben eingefii.hrten Untergruppe 8 von ~ eine Untergruppe ~ von ~; 
4> i s t d i e G r u p p e d er H a u p ti deale ; und schließlich ist die 

Faktorgruppe von i) durch ~. ~ = ·~, die endliche Ab eisehe 

Gruppe von Klassen äquivalenter Ideale. 
Der Übergang von ~ zu i) ist sachlich derselbe Wie der von i) 

zu ~. 

1) Damit ist gezeigt, daß jedes Ideal eindeutig als Produkt von 
1' r im i d e a l}J o t e n z e n dar s t e lllJ a r ist. l>ie durch l) und 2) \'ermittelte He
ziehung zwischen Idealen und Komplexen, sowie der durch 3) ausgcdrüclde Isomor-

phismus der Gruppe ~ zur Faktorgruppe ~ von ~ gründen sich im wesentlichen 

auf Satz 1 dieses Paragraphen. 



Ein Orthogonalsystem für die 
Thetafunktionen von drei Argumenten. 

Von 

E. Jahnke in Berlin. 

Bereits F. Caspary versuchte, sein auf die Thetafunktionen von 
zwei Argumenten bezügliches Theorem, wonach sich die sechzehn 

Thetaprodukte .fr [~' ~2] (x,, xJ .I} lgh, ~2] (y,, y2) als Elemente eines Ortho-,t, ltt I /i2 

gonalsystems anordnen lassen, auf die Thetas von drei Argumenten 
auszudehnen. Insbesondere stellte er sich die Frage, ob es eine ent
sprechende Anordnung der 64 Thetaprodukte 

gebe derart, daß diese den Bedingungen der Orthogonalität geniigen. 
Er hat diese Frage nicht entscheiden können und begniigte sich damit, 
Sechzehnersysteme aufzustellen, in welche nicht alle Thetas ein
gehen; aber er gelangte zu der Überzeugung, daß eine solche An
ordnung nicht existiere, wie auch Dar b o u x sie nicht für wahr
scheinlich hielt. Den strengen Beweis hat erst M. Kr aus e 1) er
bracht, dem es gleichzeitig gelang nachzuweisen: es existiert wenig
stens für die 2R ungeraden Thetafunktionen eine Anordnung der
art, daß sie zusammen mit einer geraden Thetafunktion die Koeffi
zienten eines orthogonalen Vierundsechzigersystems bilden, dessen 

1) Lcipzigcr Bcriehte vom 7 .• Tanuar 1901, S. 65-75, und vom 6. Mai 1901, 
s. 105-123. 
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Determinante eme schiefsymmetrische orthogonale Determinante dar
stellt. 

Im folgenden will ich em orthogonales Vierundsechzigersystem 
für die Thetas von drei Argumenten mitteilen, in dem sämtliche 
64 Thetas auftreten; allerdings drUckt sich jeder Koeffizient nicht 
mehr als einfaches Produkt zweier Thetas aus, sondern wird eine 
Summe von vier Thetaprodukten 1). 

Ich schicke voraus, daß sich bekanntlich jedes orthogonale Sech
zehnersystem, dessen Euler-Cayleysche Parameter ai, ß; (i = 1, 2, 3, 4) 
lauten, als Produkt zweier e 1 e m e n t a r er orthogonaler Sechzehner
systeme, deren jedes nur von vier Parametern abhängt, darstellen 
läßt. In der Tat liefert das Produkt der beiden Systeme 

a, cc2 CCa cc4 ßt -ß2 -ßa ß4 
cc2 - ccl cc1 - CCa ß2 ß, ß4 ßa 
cca - cc, - cc, a2 ß3 -ß. ß, -ß2 

cc4 cca - cc2 - cc, ß, ßa - ß2 -ß, 

die sechzehn Koeffizienten g1k (i, k - 1, 2, 3, 4) einer orthogonalen 
Substitution in der wohlbekannten S tu d y sehen Darstellung. Ich 
bemerke weiter, daß für ß = u das allgemeine orthogonale Sech
zehnersystem in das allgemeine orthogonale N eunersystem übergeht, 
das sich also ebenfalls durch Multiplikation zweier elementarer Sech
zehnersysteme gewinnen läßt. Dabei verschwinden die sechs Rand
koeffizienten 9;4 , g,, (i = 1, 2, 3), und es bleiben die neun Koeffizienten 
g11 , ... g33 und der Koeffizient g44 übrig. Die Determinante des 
Sechzehnersystems wird gleich dem Quadrate von 

( cc; + cc: + cc~ + cc!) (ß; + ß~ + ß! + ß!), 

die des N eunersystems gleich der positiven Einheit. 
Gehe ich jetzt zu der Frage ilber, wie sich die Koeffizienten 

des orthogonalen Vierundsechzigersystems rational durch Parameter 
ausdriicken lassen, so wiirde die Aufstellung des a 11 gemeinen 
Systems 28 unabhängige Parameter erfordern. Wollte man dafür 
28 verschiedene Thetas substituieren, so würden diese Parameter 
nicht mehr unabhängig bleiben. Ich lasse daher das allgemeine System 

1) Von der Existenz dieses Systems habe ich bereits 1901 Herrn Martin 
Krause Mitteilung gemacht, der so gütig war, in seiner Abhandlung: Über Ortho· 
gonalsysteme im Gebiete der Thetafunktionen, Leipziger Ber. 6. Mai 1901, S. 122-
123 darauf hinzuweisen. 



Ein Orthogonalsystem für die Thetafunktionen von drei Argumenten. 159 

beiseite und frage nach der Darstellung durch 14 Parameter, denen 
aus Gründen der Homogenität noch zwei hinzugefügt werden mögen, 
sodaß im ganzen 16 Parameter a,, ... a8 ; ß,, ... ßB zur Verfi:igung 
stehen. Ich will weiter die Forderung aufstellen, daß auch das ortho
gonale Vierundsechzigersystem die oben erwähnte Eigenschaft be
sitzen soll, durch Multiplikation zwei er e l e m e n t a r er orthogonaler 
Vierundsechzigersysteme zu entstehen, und weiter diese, fi:ir ß = a 
in ein orthogonales Neunundvierzigersystem zu entarten dadurch, daß 
die vierzehn Randkoeffizienten !J;s, !}8; (i = 1, 2, ... 7) verschwinden. 

Hiernach wähle ich die beiden orthogonalen Elementarsysteme 

a, -a2 -as a, "'s "a -a7 .as 

a2 a, -a4 -as -aG "'s as a7 

"'s a 4 a, a2 "'7 -aB "'• "'s 
a, -as "'2 -a, aB "'7 lta -aä 

- cxu aa -a7 as a, "'2 "'s -a, 

tXa "'s -aB -a1 a2 -a, -a, -as 

"'7 - as -as "s -as -a4 a. -a2 

"'s "'7 (XG "'• -a4 "'a - a2 -a, 

und 

ß, ß2 -ßs ß. ßs ßa ß1 ßs 

-ß2 ß, ß, ßs ßG -ß. -ßB ß1 

ßs -ß, ß. ß2 -ß, -ßs ßs ßG 

ß, ßs ß2 -ß. ßs -ß1 ßo -ß:; 

-ßs -ßG ß1 ßs ß. ß2 ßs -ß, 

ßa -ßs -ßB ß1 ß2 -ß, -ß, -ßs 

-·ß1 ßB -ßs ßs -ßa -ß, ß. -ß2 

ßs ß1 ßs ßs -ß. ßa -ß2 -ß,, 

deren Multiplikation (Horizontalreihe mit Horizontalreihe) eine bilineare 
Darstellung der 64 Koeffizienten g1k (i, k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, R) eines 
Orthogonalsystems mit Hilfe von 16 willkürlichen"Parametern liefert. 
Es wird geni:igen, einige dieser Koeffizienten explicite hinzuschreiben : 

!Ju = ~~-~~+~~+~~+~~+~~-~~+~~ 

!J12 = - a,ß2- a2ß1- aaß, + a,ßa + asßa- a&ßs + a1ßs + aBß1 

!J.a = ~~+~~-~~+~~-~~-~~-~~+~~ 

!}14 = ~~-~~-~~-~~+~~-~~-~~-~~ 
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.r/,s = - a,ßs + a2ßo- «aß;+ a.ßs + «sßl + «sß2- «tßs- «sß4 

g,6 = a,ßs + a2ß5 + «aßs + a.ß7 + «sßz- «sß, + a1ß4- «sßa 

ritt = - a,ßt- «zßs + «aßs + a.ßs- rxsßa- rxsß.- a1ß1- rxsß2 

g,. = rx,ß"- a,ßt- aaßo + a,ßo- rxsß• + rxaßa + a1ß2- asß, 

g" = - rx,ßs- a,ßt + rxsßo- rx.ßo + asß•- rx"ßs + atß, + rxsß, 

rls? = - rx,ß, + rx2ß>-~- asßs- rx.ß. + rxsßs + rx.ß, + rx7ß,- «sß2 

Ysa = - rx, ßa- rx2ßs- aaßs + a.ß7 + aoß2 + rxr.ß,- IX; ß. + a"ßa 

Ys• = a,ßs- «2ßo- rxsß;- a.ßs- rxsß, + rx.ß, + «;ßs + o:sß• 

.r/s" = a,ß.- «2ßs + «aß2- u.ß, + rxsßs + rxoß;- cx;ß•- cxsß;; 

rlso = a,ß. + a2ß•- rxaß,- a.ß2 + «sß7- aoßs -- «;ßs + asßa 

Ys; . «,ß2- «2ß,- a.ß. + a.ßa + a"ßs- rxoßs + a7ßo- a,ßt 

Yss rx,ß, + a,ß, + aaßs + a.ß. + «oßs + aoßo + a1ß1 + «sßs• 

Diese Darstellung der Koeffizienten einer orthogonalen Substi
tution achten Grades mit Hilfe von 16 Parameter~ ist vollständig 
analog der Darstellung für den vierten Grad. Die Determinante wird 

8 8 
gleich der vierten Potenz von ~ a;. . ~ ß!; und filr ß" = ax 

Y.=l Y-=1 

(x = 1, 2, ... 8) ergibt sich in der Tat die Darstellung eines ortho
gonalen Neunund Vierzigersystems durch acht Parameter mit der 
Determinante + 1. 

Hiermit ist auch die explizite Darstellung für die Umwandlung 
eines Produkts zweier Summen von acht Quadraten in eine Summe 
von acht Quadraten geleistet 1). 

Um nun hieraus das Orthogonalsystem für die Thetas von drei 
Argumenten abzuleiten, schlage ich denselben Weg ein wie Ca spar y 
im Gebiete der 'l'hetas von zwei Argumenten. Ich wähle für die 
2 . 8 Parameter a", ßx (x = 1, 2, ... 8) je dasselbe G () p e 1 sehe System 
von Thetas mit verschiedenen, von einander unabhängigen Argu
menten: 
-~~~-~ ---

1) Vgl. Brioschi, .Tourn. f. :vrath. a2, 133-141, und Th. l\1uir, l\Iess. of. 
Ma,th. No. 43!l, November 1D07, 
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[ Ä. (X) 1 (XJ 1 (X)] 
a" - fFJ O O O (xl + Yt' .1:2 + Y2' Xa + Ya)' 

[t"l 1(X) 1(")] 
(u = 1, 2, ... 8) 

ß" - fFJ '0 0 0 (.x1 - Y1' X2- Y2, x2- Ya)' 

wobei 
;,;o = 0 1(1) 

2 - 0 1(1) 
3 =0 

Jl (2) 0 1(2) 0 1(2) 1 1 - 2 -
" 

-
Jl(3) 

1 0 ;.;3l - 1 t•J 
'3 0 

Jl(4) -
1 - 0 t•J 

2 1 1(4) 
3 1 

Jl(5) -1 - 1 1(5) 
2 0 1m 

3 0 
xm-1 - 1 ). (6) 

2 0 ).,'6) 
3 1 

1(7) - 1 1m 1 ,1(7) 0 1- 2 '3 -
1<sJ _ 1 1(8) = 1 1<sJ 1 1 - 2 3 -

zu nehmen ist und die Funktionen fFJ die doppelten 1\ioduln besitzen, 
und benutze die Formeln der quadratischen Transformation 1): 

wo 

gesetzt ist. Weiter bediene ich mich der bekannten Abkii.rzung 

r;, .r;. !Ja 
h1 h2 h3 

dann ergibt sich: 

000 
000-

000 
001-

000 
010 

I) Vgl. aur.h :\I. Krause, Leipz. Ber. 7 .. Tan. IDOl, S. 70, 71. 
Festschrift Schwarz. 11 
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000 
m1=~~-~~-~~+~~+~~-~~-~~+~~ 

000 
100 = «1ß1 + «2ß2 + «sßs + a,ß4- «sßs- t'aßs- «rß1- asßs 

000 
w1=~~-~~+~~-~~-~~+~~-~~+~~ 

000 
110 = «1ß1 + a2ß2- «aßa- a,ß, -asß5- «sßa + a1ß1 + asßs 

000 
111 = u1ß1 -a2ß2- asßs+ a.ß.- «sßs + «aßs + «rß7- «sßs 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 

Durch Vergleichung mit der obigen Darstellung der Koeffizienten 
einer orthogonalen Substitution achten Grades ergibt sich mit Be
nutzung der abkürzenden Schreibweise das folgende Vierundsechziger
system für die Thetas von drei Argumenten: 

000 000 000 000 
000 + Oll + 101 llO 

001 001 001 001 
010 100 101 + Oll 

001 001 001 001 
000 + Oll + 110 - 101 

000 000 000 000 
001 + 110 + 111 000 
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010 010 010 010 
011 + 100 + 110 001 

011 011 011 Oll 
001 + 010 + Oll - 000 

100 100 100 100 
001 101 110 + 010 

101 101 101 101 
000 + 001 + 100 - 101 

110 110 110 110 
- 000 - 010 - 110 + 100 

111 111 111 111 
111 + 111 + 111 - 111 

010 010 010 010 
- 011 - 101 - 110 + 000 

011 Oll 011 011 
000 + 110 + 111 - 001 

000 000 000 000 
000 + 010 + 101 - 111 

001 001 001 001 
000 + 001 + 011 - 010 

110 110 110 110 
001 + 010 + 110 - 101 

111 111 111 111 
- 010 - 011 - 111 + 110 

100 100 100 100 
- 001 - 101 - 111 + 011 

101 101 101 101 
100 + 100 + 100 - 100 

100 100 100 100 
000 + 101 + 110 - Oll 

101 101 101 101 
010 + 011 + 101 - 100 

110 110 110 110 
- 000 - 010 - 111 + 101 

111 111 111 111 
100 + lOl + 111 - 110 

_ 011 _ Oll _ 011 + 011 
001 Oll 100 110 

010 010 010 010 
100 + 101 + 110 - 111 

- 101 - 101 - 101 + 101 
000 111 100 011 

- 100 - 100 - 100 + 100 
000 001 101 100 

111 111 111 111 
011 + 101 + 111 -- 001 

110 110 110 110 
010 + 010 + 010 010 

Oll Oll Oll 011 
- 001 - 010 - 100 + 111 

- 010 - 010 - 010 + 010 
000 001 111 110 

- 001 - 001 - 001 + 001 
001 011 110 100 

000 000 000 000 
000 + 010 + 011 001 

111 111 111 111 
- 011 - 100 - 111 + 000 

110 110 110 110 
- 010 - 110 - 111 +Oll 

101 101 101 101 
- 000 - 100 - 110 + 010 

- 100 - 100 - 100 + 100 
101 101 101 101 

101 101 101 101 
- 001 - 100 - 111 + 010 

100 100 100 100 
010 + 011 + 100 101 

111 . 111 111 111 
010 + 101 + 111 000 

110 110 110 110 
000 + 001 + 010- Oll 

11* 
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000 000 000 000 
000 +Oll + 100 - 111 

001 001 001 001 
Oll + 110 + 111 - 010 

010 010 010 010 
010 100 110 + 000 

Oll Oll Oll Oll 
001 - 001 - 001 + 001 

110 110 110 110 
001 + 010 + 111 100 

111 111 111 111 

001 001 
000 Oll 

001 001 
111 + 100 

000 000 000 000 
000 + 100 + 101 - 001 

Oll Oll Oll Oll 
001 + Oll + 101 111 

010 010 010 010 
110 110 110 + 110 

111 111 111 111 
- 010 - 100 - 111 + 001 

- 000 - 001 - 110 + 111 
llO 110 110 110 

- Oll - 100 - 101 + 010 

100 100 100 100 
000 + 101 + 111 010 

101 101 101 101 
100 + 110 + 111 - 101 

010 010 010 010 
010 + 101 + 110 - 001 

Oll Oll Oll Oll 
001 100 - 101 + 000 

000 000 000 000 
000 + 010 + 100 -- 110 

001 001 001 001 
- Oll - Oll - Oll + Oll 

101 101 101 101 
001 100 - 110 + Oll 

100 100 100 100 
101 + 110 + 111 100 

Oll Oll Oll Oll 
001 + 010 + 101 110 

010 010 010 010 
010 + 011 + 110 - 111 

001 001 001 001 
001 + Oll + 111 - 101 

000 000 000 000 
000 + 000 + 000 - 000 

Das System ist so zu verstehen, daß die vierundsechzig Summen 
von Thetaprodukten in der angegebenen Anordnung die Koeffizienten 
einer orthogonalen Substitution bilden, die die Summe der Quadrate 

8 8 
der neuen acht Variablen in die mit dem Faktor ~ u~ · ~ ß;. 

, K=l K=l 

multiplizierte Summe der Quadrate der ursprünglichen acht Variablen 
überführt. Vermehrt man die Argumente der Thetas um halbe 
Perioden und zwar entweder die X 1 , X 2 , X 8 oder die !}1 , y2 , '!}8 , so er
geben sich neue Systeme. Bei jedem dieser Systeme kann man sich 
aber auf spezieHe Indizes beschränken, da ja sämtliche vierund
sechzig Thetas jedesmal in das System eingehen. 

Das aufgestellte Orthogonalsystem wird von den 28 ungeraden 
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Thetas gerändert, wobei auf die sieben Koeffizienten des horizontalen 
Randes nur sieben der ungeraden Thetas kommen; aus Grii.nden der 
Symmetrie sind auch diese Koeffizienten als Summen von vier Theta
produkten geschrieben worden. 

Wird y, = xll Y. = :t2 , Ys = X 8 gesetzt, so wird jeder Koeffizient 
des Vierundsechzigersystems die Summe von vier Thetaquadraten - bis 
auf die acht horizontalen Randkoeffizienten, deren jeder ein einziges 
Thetaquadrat wird; setzt man y, = y2 = Ya = O, so ergibt sich ein 
orthogonales Neunund vierzigersystem, wo die Koeffizienten der Haupt
diagonale gleich dem Quotienten einer Summe von vier, die übrigen 
Koeffizienten gleich dem Quotienten einer Summe von zwei, je mit 
ihrem Nullwert multiplizierten Thetas durch 

[000] [000] .ft 0 0 0 (0, 0, 0) . .ft 0 0 0 (x,' x2' xs) 

sind. 
Wird endlich X1 = X2 = X8 = 0, y, = y2 = Ya = 0 gesetzt, 

so ergibt sich für die Nullwerte der 36 geraden Thetas ein ortho
gonales Neunundvierzigersystem mit der Determinante + 1, wo die 
Koeffizienten der Hauptdiagonale gleich dem Quotienten einer Summe 
von vier, die übrigen gleich dem Quotienten einer Summe von zwei 

Thetanullwertquadraten durch .ft2 [~ ~ ~] (0, 0, 0) sind. 

Als Sonderfall umfaßt das mitgeteilte System die orthogonalen 
Sechzehnersysteme fi.i.r die Thetas von drei Argumenten, auf die 
Ca spar y 1) bereits hingewiesen hat, wo jeder Koeffizient eine Summe 
von zwei Thetaprodukten darstellt. 

Die bekannten Identitäten zwischen den Koeffizienten einer ortho
gonalen Substitution vierten bzw. achten Grades führen zu einer großen 
Zahl von Relationen zwischen den Thetas (vgl. die Preisarbeit von 
H. Weber: "Theorie der Abcischen Funktionen vom Geschlecht 3" 
und A. Kr a z er, Lehr buch der Thetafunktionen ). 

I) C. H. 21. II, 1887, S. 4!J3. 



Über die kanonische Klasse 
einer auf einer algebraischen Fläche 

liegenden algebraischen Kurve. 
Von 

Heinrich W. E. Jung m Kiel. 

Wir betrachten zunächst einen algebraischen Körper einer unab
hängigen Veränderlichen. Ist t eine Größe des Körpers, die an einer 
Stelle s dieses Körpers von der ersten Ordnung Null wird, so lassen 
sich alle Funktionen des Körpers darstellen als Potenzreihen, die 
nach steigenden ganzen Potenzen von t fortschreiten. Durch diese 
Reihenentwicklungen wird die Stelle s mit ihrer Umgebung definiert. 
Jeder solchen Stelle wird ein Primteiler zugeordnet, etwa der 
Stelle s der Primteiler \), indem man definiert: Eine Funktion des 
Körpers ist durch \)" teilbar, wenn ihre Entwicklung nach steigenden 
Potenzen von t mit der a- ten Potenz von t beginnt, wenn sie also 
die Darstellung zuläßt 

t" e (t), 

wo e (t) eine Einheit für die Umgebung von t = 0 ist. 
Da eine Funktion des Körpers nur eine endliche Zahl von Null

und Unendlichkeitsstellen hat, so läßt sie sich als Produkt einer end
lichen Zahl von Primteilern (mit positiven und negativen ganzzahligen 
Exponenten) darstellen. 

Ein Produkt irgend welcher Primteiler heißt Divisor. Die 
Summe aller Exponenten der in einem Divisor enthaltenen Primteiler 
heißt die 0 r dn ung des Divisors. Zwei Divisoren heißen äq ui
v a 1 e n t, wenn ihr Quotient einer Funktion des Körpers entspricht. 
Da eine Funktion des Körpers gleich viele Null- und Unendlichkcits-
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stellen hat, so ist die Ordnung eines Divisors, der einer Funktion des 

Körpers entspricht, immer Null und eben daraus folgt, daß ä q u i

valente Divisoren immer dieselbe Ordnung haben. Die Divi

soren werden in Klassen eingeteilt, indem man zwei Divisoren dann 

und nur dann in dieselbe Klasse einreiht, wenn sie äquivalent sind. 

Die Ordnung aller jTI einer Klasse vereinigten Divisoren ist also die

selbe und heißt die Ordnung der Klasse. 
Es sei Ä eine Funktion des Körpers. Es sei wieder s eine Stelle 

und t eine Funktion, die an der Stelle von erster Ordnung Null wird. 

Es sei lJ der zu s gehörende Primteiler. Ferner sei 

dl = t" e (t) dt, 

wo wieder e (t) eine Einheit für die Stelle t = 0 sei. Wir sagen 

dann, d). ist durch \J" teilbar. Es ist danach fii.r jeden Primteiler 

eindeutig bestimmt, ob er in dl enthalten ist und in welcher Potenz. 

Die Zahl der in dl wirklich enthaltenen Primteiler ist endlich. Wir 

nennen denjenigen Divisor, der jeden in d). enthaltenen Primteiler in 

der Potenz enthält, in der er in dl enthalten ist, kanonischen 

Divisor. Solcher kanonischer Divisoren gibt es natürlich unendlich 

viele, da wir ). auf unendlich viele Arten wählen können. Aber alle 

diese Divisoren sind äquivalent. Ist nämlich ).' eine zweite Funktion 

des Körpers, so ist der Quotient det· zu cll und dl' gehörenden Divi-

soren gleich ~l~, also gleich einer Funktion des Körpers. Die Klasse 

dieser Divisoren heißt die kanonische Klasse des Körpers. Ihre 

Bedeutung ist folgende. Es sei q der zu dl gehörende Divisor, es sei 

ferner g irgend ein ganzer Divisor der kanonischen Klasse, d. h. ein 

Divisor, in dem keiner der in ihm enthaltenen Primteiler einen nega

tiven Exponenten hat. Es sei R die Funktion des Körpers, die dem 

Divisor jl_ entspricht, dann ist augenscheinlich 
q 

ein Differential erster Gattung, da es nirgends unendlich werden kann. 

Wir betrachten jetzt einen algebraischen Körper von zwei unab

hängigen Veränderlichen. Sind u, v zwei passend gewählte Größen 

des Körpers, die an einer Stelle S beide Null werden, so lassen sich 

alle Funktionen des Körpers darstellen als Quotienten zweier gewöhn

lichen Potenzreihen von (u, v). Eigentlich wird durch diese Dar

stellungen die Stelle S nebst ihrer Umgebung erst definiert. Es sei 



168 Heinrich W. E. Jung: 

ll eine Funktion des Körpers, die an der Stelle S Null wird und es sei 

R- _!_(~v) 
- Q(u, v) · 

Nach dem Weierstraßschen Vorbereitungssatze können wir setzen 

P(u, v) = u" p (~t, v) E(u, v), 

wo p (u, r) eine ganze rationale Funktion von v ist, deren Koeffizienten 

gewöhnliche Potenzreihen von u sind, die - abgesehen von dem 

Koeffizienten der höchsten Potenz von v, der gleich 1 ist - fiir 

u = 0 verschwinden. E(u, v) ist eine Einheit für die Stelle u = v = 0. 

Die Funktion p (u, v) läßt sich - im wesentlichen nur auf eine Art -

in Faktoren zerlegen, die wieder alle wesentlichen Eigenschaften von 

p ( u, v) haben, und die selbst nicht weiter in dieser Art zerlegbar sind, 

oder sie ist selbst unzerlegbar. Um den allgemeinen Fall gleich zu 

betrachten, sei 

p(u, v) = k1 k2 k8 ... , 

wo nicht ausgeschlossen ist, daß unter den k; gleiche vorkommen. 

Setzen wir, wenn JX > 0, u = 0 oder setzen wir einen der Faktoren 

k; = 0, so wird dadurch R = 0 und es wird also zwischen den 

Größen unseres Körpers noch eine algebraische Gleichung festgesetzt. 

Er geht also über in einen algebraischen Körper einer Veränder

lichen, der mit ~ bezeichnet sei. Unser Körper ist auf den Körper 

~ abgebildet, indem jeder seiner Funktionen eine ganz bestimmte 

Funktion des Körpers ~ entspricht. Umgekehrt entsprechen natür

lich einer Funktion des Körpers ~ unendlich viele Funktionen unseres 

ursprünglichen Körpers. Den Übergang zu dem Körper ~ drücken wir 

dadurch aus, daß wir sagen, wir setzen ~ = 0. Jedem so entstehen

den Körper ~ ordnen wir einen Primteiler zu, den wir gerade so 

bezeichnen wie den Körper. Es kann sehr wohl sein, daß wir den

selben Körper~ erhalten, wenn wir verschiedene der Faktoren 

u, (wenn a > 0), ku k2 , ... gleich Null setzen. Alle die Faktoren, 

die, gleich Null gesetzt, den Primteiler ~ definieren, fassen wir zu 
einem Produkte zusammen, in das wir aber jeden nur einmal auf

nehmen, wenn er etwa mehrmals vorkommen sollte. Dies Produkt 

heißt die zugeordnete Funktion von ~ für die Stelle H. 

Sie soll nur bestimmt sein bis auf eiue Einheit für die Stelle S als 

Faktor. Betrachten wir die Funktion R an einer anderen Stelle S' 

und stellen sie durch die entsprechenden zu dieser Stelle gehörenden 
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Hilfsgrößen u, v dar und verfahren mit dem Zähler genau so ww 
eben mit P(u, v), so kann es sein, daß keiner der Faktoren des 
Zählers, gleich Null gesetzt, den Primteiler \13 ergibt. Wir sagen 
dann, \13 geht nicht durch S' hindurch und nehmen seine zugeordnete 
Funktion an dieser Stelle gleich 1 oder gleich einer Einheit für die 
betreffende Stelle an. 

Nunmehr definieren wir: Eine Funktion des Körpers ist durch 
\13" teilbar, wenn sie in der Umgebung einer Stelle S, durch die \13 

hindurchgeht, nach Darstellung durch u, v teilbar ist durch die a- te 
Potenz der zugeordneten Funktion von \13 für die Stelle S. 

Durch analytische Fortsetzung folgt ohne weiteres, daß diese 
Definition unabhängig ist von der Wahl der Stelle S. 

Wir nennen diese Primteiler Primteiler erster Stufe. 
Läßt man alle Primteiler zu, die auf diese Art zu definieren 

sind, so enthält jede Funktion des Körpers unendlich viele 
Prim t e i 1 er. Nehmen wir z. B. den Körper der rationalen Funk
tionen von x, y. Ist ß irgend eine ganze (pos. od. neg.) Zahl und 
setzen wir 

X 

yf! - u, y - v, 

X - uvfi, y - V: 

so werden a1le Funktionen des Körpers (x, y) rationale Funktionen 
von u, v. Es wird uns dadurch eine Stelle des Körpers (x, y) mit 
ihrer Umgebung in dem oben angegebenen Sinne definiert. Setzen 
wir in dem Körper (u, v), den wir so erhalten u = 0, so erhalten 
wir einen Körper \ßf! der einen Veränderlichen v. Dieser Körper 
hängt wes e n t I ich ab von der Wahl von ß. Die zugeordnete Funk
tion von \13(1 für die Stelle n = v = 0 ist u. Da x = u vfi, so ist 
x durch ~fi teilbar. Da das gilt für jedes ganzzahlige ß, so ist x 
durch unendlich viele Primteiler teilbar. 

Dieser Schwierigkeit begegnen wir auf folgende Art. Es smen 
x, y, z drei Größen des Körpers, durch die sich alle anderen rational 
darstellen lassen. Lassen wir dann nur solche Stellen zu, in deren 
Umgebung x, y, z oder ihre reziproken Werte gewöhnliche Potenz
reihen der Hilfsgrößen u, v werden und das wollen wir tun, so ist 
jede Funktion des Körpers nur durch eine endliche Zahl von Prim
teilern der angegebenen Art teilbar. Den Beweis dafür muß ich hier 
fortlassen. 
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Ein Produkt irgend welcher Primteiler heißt Divisor. Zwei 
Divisoren heißen äquivalent, wenn ihr Quotient einer Funktion 
des Körpers entspricht. Die Divisoren werden in Klassen einge
teilt, indem man zwei Divisoren dann und nur dann in dieselbe Klasse 
rechnet, wenn sie äquivalent sind. 

Es sei $ ein Primteiler. Es sei $ (u, v) seine zugeordnete Funk
tion für eine Stelle S. Wir nehmen $ (u, v) als ganze rationale 
Funktion von v an. [Der Fall, wo die zugeordnete Funktion gleich 
u. sein sollte, ist so einfach, daß seine Behandlung sich von selbst 
ergibt.J Die Gleichung $ = 0 können wir nach v auflösen in der 
Art, daß wir v als Potenzreihe von u erhalten. Solcher Lösungen 
kann es mehrere geben. Wir betrachten eine. Die Reihe braucht 
nicht nach ganzen Potenzen von n fortzuschreiten. Sie schreite etwa 

1 

E 
nach ganzen Potenzen von u fort. 

Wir setzen u t<, sodaß 

(1) n = t<, v = P(t). 

Jede Funktion unseres Körpers ( x y z) können wir erst durch ~t, v dar
stellen und dann mit Hlilfe der eben angegebenen Gleichungen als 
Potenzreihen von t. Dadurch wird uns eine Stelle s mit ihrer Um
gebung des Kiirpers $ definiert und ein Primteiler lJ dieses Körpers 
oder Primteilers $. Diese Primteiler heißen Prim t e i I er zweiter 
Stufe. 

Es sei $' ein zweiter Primteiler erster Stufe. Seine zugeordnete 
Funktion für die Stelle S sei $'(~t, v). Durch die Gleichungen (1) 
gehe sie über in ta e (t), wo e (t) eine Einheit für die Stelle t = 0 
ist. Wir sagen dann $' ist durch lJa teilbar. Die Gesamtheit der
jenigen Primteiler zweiter Stufe des Körpers $, jeden in der ent
sprechenden Potenz genommen, die in $' enthalten sind, definieren 
einen Divisor des Körpers $, der mit p' bezeichnet sei. Wir können 
dann sagen: Der Primteiler $' geht für $ = 0 in \J' über. Die Ord
nung von \J' soll mit 

($, $') 

bezeichnet werden. Es ist ($', $) = ($, $'). Denn der Beitrag, den 
z. B. die Stelle S zu ($, $') liefert ist nichts anderes als die Zahl 
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der Schnittpunkte der Kurven ~ (u, v) = 0 und ~'(u, v) = 0 im 

Punkte ~t = v = 0, hängt also symmetrisch von ~ und ~· ab. Ist 
jetzt 0 irgend ein Divisor, der ~ nicht enthält, so geht jeder in 0 

enthaltene Primteiler und also auch 0 für ~ = 0 in einen Divisor 

zweiter Stufe des Körpers ~ über, den wir mit q bezeichnen. Seine 

Ordnung sei (~, 0). 0' sei ein zu 0 äquivalenter Divisor. Er gehe 

für ~ = 0 über in q'. Da ~' eine Funktion des Körpers (xyz) ist 

und für ~ = 0 in eine Funktion des Körpers ~ i.i.bergeht, so ist 

_g' eine Funktion des Körpers ~' d. h. q und q' sind äquivalent, wenn 
q 
0 und 0' äquivalent sind. Da äquivalente Divisoren dieselbe Ord

nung haben, so folgt, daß 

(~, 0) = (~, 0'), 

wenn 0 und 0' äquivalent sind. Ferner folgt, daß alle Divisoren 

einer Klasse des Körpers (xy z) in die Divisoren einer Klasse des 

Körpers ~ ii.bergehen für ~ = 0. Danach können wir (~, 0) defi

nieren als Ordnung der Klasse, in die die Klasse (0) fii.r ~ = 0 

iibergeht. Und diese Definition gilt auch, wenn der Divisor 0 den 

Primteiler l.ß enthalten sollte. Man hat dann zur Definition der Klasse 

(q), in die die Klasse (0) fii.r ~ = 0 ii.bergeht, irgend einen zu 0 

äquivalenten Divisor zu benutzen, der nicht durch l.ß teilbar ist. 
Unter den Divisoren des Körpers ~ ist noch folgender wichtig. 

Wenn wir im besonderen die aus (1) folgenden Werte von u und v 

einsetzen in ~!-, wo ~ die zugeordnete Funktion von ~ fii.r die 

Stelle S ist, so ergebe sich etwa 

at al,ß 
= tr e(t), 

clu · av 
wo e (t) wieder eine Einheit fii.r die Stelle t = 0 ist. Wir nehmen 

dann den Primteiler V in der Potenz r in einen Divisor auf, den wir 
mit b bezeichnen und den wir den Divisor der mehrfachen 

Stellen von ~ nennen. Seine Ordnung ist immer gerade. Wir 

bezeichnen sie mit 2 6'. 

Die Aufgabe, die wir hier lösen wollen, können wir nun so for

mulieren: 
Es soll diejenige Klasse des Körpers (xyz) bestimmt 

werden, die fi.i.r l.ß = 0 in die kanonische Klasse des Kör

pers l.ß iibergeht. 



172 Heinrich W. E. Jung: 

Diese Aufgabe ist gelöst zuerst von Herrn F. Enriq ues aber 
unter Annahme einfacher Verhältnisse. Es soll hier gezeigt werden, 
daß die Aufgabe sich ohne jede Beschränkung in bemerkenswert ein
facher Weise lösen läßt. Diese Lösung findet sich auch schon in 
meiner Arbeit über den Riemann-Rochschen Satz in den Jahres
her. d. Deutschen Math. V er. Bd. 18, aber in etwas anderer Weise. 

Es seien 2ru 2l2 , 2l3 drei äquivalente Divisoren. Sie seien linear 
unabhängig. Das soll heißen, wenn 2f irgend ein zu den 2r; äqui-

2(. k . valenter Divisor ist, so soll zwischen den drei Funktionen -91_:,_ eme 

lineare homogene Gleichung mit konstanten Koeffizienten bestehen. 
Da es auf den Divisor 2f nicht weiter ankommt, so sagen wir sym
bolisch, es soll keine Gleichung der Form 

cl 2ft+ c, ~. + ca 2(3 = 0 

bestehen. Wir werden im folgenden Gleichungen betrachten der Form 

g (2fu 2(2 • 2fs) = 0, 

wo g eine homogene Funktion von 2f1 , \112 , 2l3 ist. Das soll heißen, 
es besteht die Gleichung 

( 2(1 2I, 2(3) 0 
g 1!' 21' 11 = . 

Wir betrachten wieder die Umgebung irgend einer Stelle S. Es 
seien wieder u, v die Hilfsgrößen, die die Stelle definieren. Die zu
geordneten Funktionen der ~; bezeichnen wir kurz auch mit 2r,. Wir 
bilden die Determinante 

2(1 2(2 t[3 

a~~ a21, a'l!s 
au att au 

I~ a~. a2fs 
av av ----av 

und bezeichnen den Divisor, dessen zugeordnete Funktion sich von 
dieser Determinante für jerle Stelle S nur um eine Einheit für die 
betreffende Stelle als Faktor unterscheidet mit ß. .8 heißt der Ver-

zwei g u n g s d i v i so r der Schar (~ll 2r., 2r:.). Die Klasse ( ~3 ), wo 

wir unter 2f irgend einen Divisor der Klasse (2r;) verstehen, heißt 
kanonische Klasse unseres Körpers (xyz). Ihre Bedeutung ist 
ganz ähnlich wie die der kanonischen Klasse eines Körpers einer 
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unabhängigen Veränderlichen. Setzen wir nämlich 

~. 
= ~' 

~2 
='1], 

~3 ~3 

so wird an der Stelle S 

~. ~2 ~3 

1 o~. 0~2 0~3 
d~ rl'Y} - ~3 au ou ou dudv. 

31 o~. 0~2 a~3 
av ov av 

Daraus folgt, daß der Divisor ~3 angibt, wie das Doppeldifferential 
3 

a~ drJ Null und Unendlich wird ganz in Analogie zu einem kano-
nischen Divisor eines Körpers einer V eränder liehen. Ist ferner @ 

irgend ein ganzer Divisor der kanonischen Klasse, und ist R die 
@~3 

Funktion, die dem Divisor S entspricht, so ist 

R d~d11 

ein Doppeldifferential erster Gattung, da es nirgends unendlich werden 

kann. Da aber ~; zu ~3 äquivalent ist, die Klassen ( ~~) und ( ~·) 
also identisch, so ist damit die Bedeutung der kanonischen Klasse 
erkannt. Die kanonische Klasse ist unabhängig von der Wahl der 
Divisoren ~,, aber abhängig von der Wahl der Größen x, y, z. 

Wir betrachten wieder den Primteiler \ß. Da es eintreten kann, 
daß für \ß = 0 die Verhältnisse der ~., ~2 , ~3 konstant werden, so 
nehmen wir drei homogene Funktionen X1 , X 2 , X 3 von den ~r; an von 
der Art, daß ihre Verhältnisse fiir \ß = 0 nicht konstant werden. 
Sie seien von der Ordnung !1· Da für \ß = 0 alle Funktionen des 
Körpers (xyz) übergehen in Funktionen des Körpers 1.13 einer Ver-
1inderlichen, so muß für \ß = 0 eine homogene Gleichung 

f(xP X2 , X3) = 0 

bestehen. Mit anderen Worten, es gibt eine homogene ganze Funk
tion der x0 die durch \ß teilbar ist. Wir nehmen f unzerlegbar 
an. Es sei 

f( ) ma m•, x 0 x2 ,x3 = +' +' 

wo \ß' nicht mehr durch \ß teilbar ist. Es sei f in den :ri vom Grade 
m, also in den ~(i vom Grade m 1-L· 
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Wir betrachten wieder alle Funktionen und Primteiler in der 
Umgebung einer Stelle S und bezeichnen die zugeordneten Funktionen 
wie die Primteiler oder Divisoren. Es bestehen folgende Gleichungen 

ar 
-X ax, l 

ar +-a x2 X 2 

= m$"$' = (a), 

Bf ox, Bf ax. + Bf Bx. = a$"-• $' B$ (a) 
Bx, au + ox2 au ox3 cht ou + ' 
ar ax. + ar ax2 + ar ax. = a$"-1 $' o\ß + (a) 
ax, av 0{);2 av axs av av ' 

wo mit (a) Größen bezeichnet sind, die durch $" teilbar sind. Wir 
bezeichnen die Determinante 

mit LI. Da 

I x. x2 X 3 

ax. ax2 ax. 
au Btt au AB, 
ax. ax, ax. 
av av av 

wo unter 3 die zugeordnete Funktion von B fi.ir die Stelle S zu ver
stehen ist, so folgt aus unseren Gleichungen 

(2) 

Hieraus folgt, daß B durch $"-1 teilbar ist. Wir setzen 

B = ~a-1 B'. 

Wir betrachten wieder eine der Wurzeln von $ = 0 in der Um
gebung von S (vergl. S. 170). Sie sei wieder gegeben durch 

(1) 

Die hierdurch definierte Stelle von $ sei wieder s und der zugehiirige 
Primteiler lJ. Beachten wir, daß fi.ir $ = 0 

B\ß + B\ß dv = O 
Btt av du ' 

so folgt aus (2) nach Division mit $"-1 fiir die Umgebung der 
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Stelle s 

L13' Bf - a \ß' B\ß x2 d ( :: )_. !!!__ 
~ BX8 - av I dt d1t 

oder, wenn wir bedenken, daß der Divisor b der mehrfachen Stellen 
von \ß nach seiner Definition dieselbe Potenz von -IJ enthält wie 
B\ß dt av du ' so folgt, daß 

b. cl x2- = x-2 .d 3' -~f_ !!:!__ • e 
XI I ~ ax8 1.13' ' 

wo e eine Einheit für die Stelle s ist. In den beiden letzten Glei
chungen ist unter allen Größen das zu verstehen, was aus ihnen nach 
Benutzung der Gleichungen (1) wird. Hierbei ist von der Voraus-

setzung, daß ~2- filr 1.13 = 0 nicht konstant wird, Gebrauch gemacht, 
1 

weil andernfalls L1 fiir \ß = 0 verschwinden würde. Da die gefundene 
Gleichung für jede Stelle s gilt, so folgt, wenn wir den kanonischen 

Divisor des Körpers \ß, der zu ~ gehört, mit f bezeichnen: 
XI 

Für 1.13 = 0 geht der Divisor 

x-2 .d o• -~[_ . __!__ 
I {) ax8 \ß' 

in den Divisor fb über. 
Dies Ergebnis läßt sich aber noch bedeutend einfacher darstellen, 

wenn wir zu den Klassen übergehen. Bezeichnen wir wieder mit ~l 

irgend einen Divisor der Klasse (~;), so ist 

und also 

wenn wir mit Sl' den zu (~1 , ~2 , ~3) gehörenden kanonischen Divisor 
bezeichnen. 

Damit haben wir den Satz: 
Ist (~) die kanonische Klasse eines algebraischen 

KUrpers (xyz) von zwei unabhängigen Veränderlichen 
und \13 irgend ein Primteiler erster Stufe, dessen Divisor 
der mehrfachen Stellen gleich bist, so geht die Klasse 
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( Sl'lo.\13) ... für~= 0 in die kanonische Klasse des Körpers \ß 
ii b er. 

Da die Ordnung der kanonischen Klasse von ~ gleich 2 n - 2 ist, 
wenn n das Geschlecht von 1.13 bedeutet, so folgt noch: 

Ist (Si') die kanonische Klasse eines algebraischen 
Körpers (xyz) zweier unabhängigen Veränder liehen, so 
ist das Geschlecht n eines Primteilers ~~ dessen Divisor 
der mehrfachen Stellen die Ordnung 26' hat, 

n = -~ (~, sr ~) - 0 + 1. 



Zur Theorie· der Determinanten. 
Von 

Adolf Kneser m Breslau. 

Unter den Sätzen, die man mit Hülfe der Determinanten zu be
weisen pflt>gt und deshalb meist der Determinantentheorie einordnet, 
gibt es solche, die ihrem Inhalt nach vom Begriff der Determinanten 
unabhängig sind und solche, bei denen dies nicht der Fall ist. Um 
den Unterschied beider Arten von Sätzen vor Augen zu stellen, ent
wickele ich einige elementare Hauptsätze über lineare Formen und 
Gleichungen, ohne vom Begriff der Determinanten Gebrauch zu 
machen, und stelle als Gegenstück eine Untersuchung an, die ganz 
wesentlich auf der greifbaren Ausdrucksform der Determinanten be
ruht, und bekannte Entdeckungen von Kummer und Herrn Schwarz 
miteinander und mit der Theorie der Integralgleichungen in Verbin
dung setzt. 

Durch die Gleichungen 

(1) 

I. 

I, n 

t:p!' = ~ auv x,, 
'II 

(!-L- = 1, 2, ... n) 

seien n lineare Formen von ebenso vielen Unbestimmten definiert; 
keine dieser Formen verschwinde identisch, und jede der Unbestimmten 
komme in mindestens einer Form wirklich, d. h. mit einem von Null 
verschiedenen Koeffizienten vor. Sprechen wir von linearer Abhän
gigkeit dieser Formen, so meinen wir stets linear homogene ldenti
täten, die nicht trivial sind, d. h. deren Koeffizienten von den Größen 
xv unabhängig sind und nicht sämtlich verschwinden. Ist ferner von 

Festschrift Schwarz. 12 
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der Lösung homogener Gleichungen rp, = 0 die Rede, so schließen 
wir die Lösung, bei der sämtliche Unbekannte x. = 0 gesetzt sind, 
als trivial aus und setzen fest, daß bei einer nicht trivialen Lösung 
mindestens eine der Unbekannten von Null verschieden sei. 

II. 

Lehrsatz. Wenn zwischen den n Formen fP." , die unter (1) 
definiert sind, eine lineare Abhängigkeit 

(2) 
1, n 
~ C"f{J,u :::=: 0 
IL 

besteht, so haben die Gleichungen 

(3) f{J,u = 0 

eine nicht triviale Lösung. 
Der Satz ist im Falle n = 2 leicht zu beweisen und werde für 

n - 1 Formen als bewiesen vorausgesetzt. 
Komme gemäß den Festsetzungen des § I etwa x1 in rp1 wirklich 

vor, sodaß 

(4) 

und bilde man die Formen 

(5) (Q = 2, 3, ... n) 

in denen X 1 nicht vorkommt. Dann ergibt die Beziehung (2), wenn 
man den Koeffizienten von X1 bildet, die Gleichung 

2,n a 
~ Ql 0 c+ ---c = 

1 a e ' 
(! 11 

und aus dieser folgt mittels der Definition (5) die Identität 

2,n 2,n 

~ CQt/JQ = C1 f{J 1 + ~ CQrpi! ::;:: 0. (6) 
(! (! 

Nun können die Größen C2 , ca, ... c" nicht alle verschwinden, da sonst 
C1 von Null verschieden wäre und die Form rp1 der Gleichung (2) zu
folge identisch verschwände, was nach § I ausgeschlossen wird. Zwi
schen den n -1 Formen t/J2 , I/Ja, ••• t/J., , die n -1 Unbestimmte ent
halten, besteht also die nicht triviale lineare Abhängigkeit (6), und 
aus unserm Satz, der für n -1 Formen gilt, folgt, daß die Glei
chungen 
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(7) 1/J2 = 0, 1/J8 = 0, . . . 1/J,. = 0 

eine nicht triviale Lösung besitzen. Setzt man die entsprechenden 
Werte ::r:2 , Xa, ••• x,. in die Gleichung 

(8) 

so ergibt sich zusammengefaßt ein Größensystem x,, X 2 , ••• x,., das 
die Gleichungen (7) und vermöge der Beziehungen (5) und (8) auch 
die Gleichungen 

fPz = 0, fPa = 0, • • • cp,. = 0, 

d. h. das ganze System (3) erfüllt. Diese Lösung ist nicht trivial, da 
schon die in ihr vorkommenden Werte x2 , x3 , ••• x,. nicht sämtlich 
verschwinden. 

Damit ist unser Satz bewiesen. Gilt seine Voraussetzung, so 
wollen wir sagen, das System der n2 Größen a."" biete den 
Fall (A) dar. Dann lehrt der bewiesene Satz, daß diese Eigenschaft 
erhalten bleibt, wenn man in dem Größensystem a," die Indices ver
tauscht oder bei der gewöhnlichen Anordnung die Vertikalreihen 
durch die entsprechenden Horizontalreihen ersetzt und umgeln•hrt. 
Die Voraussetzung bestand in den Gleichungen 

l,n 
~ c,. a,.1, = 0, 
'V 

(p, = 1, 2, ... n) 

in denen die Größen c. nicht sämtlich verschwinden; bewiesen ist die 
Existenz von Größen e., die ebenfalls nicht sämtlich verschwinden 
und die Gleichungen 

1, n 
~ e,. a1 ... = 0, 
'V 

(p, = 1, 2, ... n) 

erfüllen. Unser Lehrsatz kann also auch umgekehrt werden; aus 
einer nicht trivialen Lösung der Gleichungen (3) folgt eine ebenso
wenig triviale Identität (2). 

III. 

Lehrsatz. Bietet das System der n2 Größen a ... , nicht den 
Fall (A) dar, so sind die Gleichungen 

(9) ffJ = H 1, 

bei willkürlichen Werten der Größen u,. durch lineare Formen dieser 
Größen in eindeutiger Weise auflösbar. 

12* 
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Auch rlieser Satz werde für den Fall n = 2 verifiziert und fii.r 
em System von n - 1 Gleichungen als bewiesen vorausgesetzt. 

Aus den Gleichungen (9) ergeben sich, wenn wiederum etwa die 
Annahme (4) gilt, in den Bezeichnungen des § II die Gleichungen 

(10) 

(11) 
(~,> = 2, 3, ... n) 

Zwischen den Formen 'ljJ~ kann nun eine nicht triviale Identität 

2,n 
~cQ'IjJ~:=O 
I! 

nicht bestehen; denn hieraus ergäbe sich den Beziehungen (5) zu
folge eine Identität von der Form 

I,n 
~ Cvlf!,, ::.:=: 0, 
V 

deren Koeffizienten nicht sämtlich verschwänden, also der Fall (A), 
der gerade ausgeschlossen ist. Die (n -1) 2 Koeffizienten der Formen 
'ljJQ bieten also nicht den Fall (A) dar, und die Gleichungen (10) sind 
nach den Unbekannten X 2 , X 3 , ••• x" auflösbar; speziell wenn man 
für die Größen ve die Werte (11) nimmt, sind die Lösungen in den 
Größen t!v linear. Bestimmt man dann die Größe X 1 durch die Glei
chung 

womit sie sich ebenfalls als lineare Form der Größen 11,, ergibt, so 
folgt aus den Gleichungen (10) und (11) 

also 
(~,> = 2, 3, ... n) 

und damit sind alle n Gleichungen (9) erfüllt. 
Hätte man aber noch eine weitere Lösung dieses Systems, in der 

die Unbekannten die Werte x,. annähmen, so verschwänden die Diffe
renzen xv- xv nicht alle, und erfüllten die Gleichungen 

I,n 
~au,(x,.-x,) = 0; (t-t = 1, 2, ... n) 
V 

die Größen a1" böten also nach § II den Fall (A) dar, entgegen der 
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Voraussetzung. Die erhaltenen Lösungen der Gleichungen (9) sind 
also die einzig möglichen, und unser Satz ist von n -1 auf n Glei
chungen übertragen und bewiesen. 

Gilt seine Voraussetzung, so wollen wir sagen , das System 
der n• Größen a."'' biete den Fall (B) dar. Wenn n = 1 ist, 
so bedeutet dieser Fall, daß a11 nicht verschwindet, die Gleichung 

also stets in eindeutiger Weise aufgelöst werden kann; der Fall (A) 
kann hier nicht eintreten, solange die Festsetzungen des § I gelten. 

Beiläufig ergibt der durchgefilhrte Beweis, daß man die Lö
sungen der Gleichungen (9) im Falle (B) durch rationale Operationen 
herstellen kann, wie es für den Fall n = 2 offenbar zutrifft. 

(12) 

IV. 

Lehrsatz. ßiete in dem Koeffizientensystem der n Gleichungen 

1,n+ 1 
~ aurX,. = 0 
V 

. (~ = 1, 2, ... n) 

mindestens em System von n Vertikalreihen den Fall (B) dar. Dann 
hat das Gleichungssystem (12) eine nicht triviale Lösung, deren 
Glieder bis auf einen willkürlichen gemeinsamen Faktor eindeutig 
bestimmt sind. 

In der Tat sei etwa das Größensystem 

(13) (~, v = 1, 2, ... n) 

dem Falle (B) zugehörig. Dann kann zunächst in keiner I,ösung des 
Systems (12) die Größe X11+1 verschwinden; denn träte dies ein, so 
könnten nicht alle Größen x,, X2 , ••• x" verschwinden, bildeten also 
eine nicht triviale Lösung des Systems 

1, n 
~ au,.x,. = 0, 
V 

(~ = 1, 2, ... n) 

und das Größensystem (13) gehörte nach § II dem Fall (A) an, was 
gerade ausgeschlossen ist. 

Man kann daher die Quotienten 

(v = 1, 2, ... n) 

einführen und erhält mit ihnen ans den Gleichungen (12) 



182 Adolf Kneser: 

l,n 
(14) ~ auvYv ·= - a" nH' 

' '. 'II 

Diese Gleichungen sind nach § III in eindeutiger Weise auflösbar; 
jede Lösung gibt in den Größen y1 , y2 , ••• y.,, 1 eine Lösung des Sy
stems (12), die offenbar nicht trivial ist, und jede Lösung des letz
teren gibt, da x,.+t von Null verschieden sein muß, eine Lösung des 
Systems (14), die aber eindeutig bestimmt ist. Die Lösungen des 
Systems (12) unterscheiden sich also in der Tat nur um einen ge
meinsamen Faktor; der Satz ist bewiesen. 

Die Unbekannte, nach deren Unterdriickung in den Gleichungen 
(12) ein Koeffizientensystem übrig bleibt: das den Fall (B) darbietet, 
ist, wie der durchgeführte Beweis zeigt~ von Null verschieden. 

V. 
Lehrsatz. Sei jetzt k < n und sei im System der Koeffizienten 

der Formen fJJ 1 , cp2, ••• f!Jk, also in dem System 

jedes System von k2 Größen , das sich aus irgend k Vertikalreihen 
zusammensetzt, im Falle (A). Dagegen sei es in dem System, das übrig 
bleibt, wenn man die k te Horizontalreihe unterdrückt, möglich, aus 
mindestens einem System von k -1 Vertikalreihen ein System zu 
bilden, das den Fall ( B) darbietet. Alsdann besteht eine Identität 

c.q;.+c~rp2+··· +ckcpk = 0, 

in der ck t 0, und die Größen c von den xv unabhängig sind. 
Biete etwa das System 

den Fall (B) dar. Dann haben die Gleichungen 

(15) 
1, k 
~amzo = 0 
6 

(p,, V= 1, 2, ... lc-1) 

('t' = 1, 2, ... k-1) 

nach ~IV ein Lösungssystem, in welchem zk t- O, und dieses ist bi:; 
auf einen den Unbekannten gemeinsamen Faktor eindeutig bestimmt. 
Fügt man nun zu den Gleichungen (15) noch die weitere 

(16) 
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hinzu, in der Q eine der Zahlen k, 7c + L ... n bedeutet, so bieten die 
Koeffizienten des gesamten Systems (15), (16) den Fall (A) dar; die 
Gleichungen haben also eine nicht triviale Lösung; die Werte der 
Unbekannten müssen aber mit den vorher eingeführten Größen z bis 
auf einen gemeinsamen Faktor identisch sein, da die Lösung der 
Gleichungen (15) in dem oben angegebenen Sinne eindeutig bestimmt 
ist. Man kann also auch sagen: die Lösungen der Gleichungen (15) 
erfüllen jede Gleichung (16), wie immer die Zahl Q gewählt werde. 
Daraus aber folgt die Identität 

oder, da zk =f= 0, 

1, k 
~ .B'arpn :=:: 0 
(j 

womit der aufgestellte Satz bewiesen ist. 
Hiermit sind die lVIittel gegeben, den Begriff des Ranges eines 

rechteckigen Größensystems in der gewöhnlichen Weise einzuführen, 
indem man nur statt vom Verschwinden oder Nichtverschwinden 
einer Determinante zu sprechen, sagt, das Größensystem biete den 
Fall (A) oder (B) dar. Die Frage nach der Auflösung eines be
liebigen homogenen oder nichthomogenen Systems linearer Gleichungen 
kann dann auch in voller Allgerneinheit beantwortet werden, ohne 
daß der Begriff der Determinante eingefi"ihrt wird. 

Ebenso können die Hauptsätze über die Existenz impliziter durch 
mehrere Gleichungen definierter Funktionen ohne Determinanten be
wiesen werden, indem man die von HerrnJordan 1) augewandte voll
ständige Induktion benutzt. 

VI. 

Ein Beispiel eines wichtigen Satzes, der ganz auf der konkreten 
Ausdrucksform der Determinanten beruht, bietet eine bekannte Ent
deckung Kummers, obwohl der große Mathematiker selbst nicht 
liebte, mit Determinanten zu rechnen, vielmehr über die weitläufigen 
Tapetenmuster zu spotten pflegte. 

Sei a1" = a,," und die Gleichung der säkularen Störungen oder 
des n-dirnensionalen Hauptaxenproblems der Flächen zweiter Ordnung 
in der gewöhnlichen Form 

1) Cours d'analyse I § 92. 
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au- A al2 

(17) a21 a22 -A =0 

angesetzt. Von dieser Gleichung hat Kummer im Falle n = 3 
durch eine bewundernswerte Rechnung gezeigt, daß ihre Diskrimi
nante in eine Anzahl von Quadraten ganzer Funktionen der Größen 
a zerfällt werden kann, was fiir die Geometrie der Flächen zweiter 
Ordnung wichtig ist. Dieser Satz, mit dem sich auch Ja c ob i be
schäftigt hat, ist von B o r c h a r d t 1) mittels einer sehr eleganten De
terminantenrechnung auf beliebige Werte von n übertragen. Nun ist 
bekanntlich neuerdings die Gleichung der säkularen Störungen viel
fach mit den homogenen Integralgleichungen in Parallele gesetzt 
worden. die durch den Grenzübergang n = = aus den Gleichungen 

1, n 
(18) Aa," = ~ a~,,.a,. 

V 

hervorgehen. Manche algebraische Begriffe und Sätze haben in der 
neuen Theorie ihr Analogon gefunden; insbesondere kommt in B o r
c h a r d t s Beweis eine Transformation der Gleichung (18) vor, die 
der Iteration der Kerne von Integralgleichungen ähnlich ist. Hier
durch angeregt warf ich neulich im Gespräch mit Herrn Er h a r d 
Sc h m i d t die Frage auf, ob der Satz von Kummer entsprechend 
modifiziert in der Theorie der Integralgleichungen seinen Platz und 
seine Bedeutung habe. Herr S c h m i d t sprach im Laufe der Unter
haltung aus, daß das gesuchte Analogon in einer gewissen V erallge
meinerung der auf bestimmte Integrale bezüglichen Schwarz sehen 
Ungleichung bestehe, und dies konnte dann rechnerisch bestätigt 
werden. So zeigte sich, daß eine berühmte algebraische Entdeckung 
Kummers mit einer höchst wichtigen, von Herrn Schwarz~) ge
fundenen analytischen Tatsache in eine Beziehung gebracht werden 
kann, die ich hier darlegen will. 

Ist A = A. -I eine Wurzel der Gleichung (17), so kann die Glei
chung (18) oder 

(19) 

I) Crelles Journal Bel. 30. 

l,n 
a~, = l ~ a"~te~ 

V ' 

2) Ges. Abhandlungen I S. 251. 
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durch Werte a,., die nicht sämtlich verschwinden, erfüllt werden. 
Setzt man, und das ist Bor c h a r d t s Gedanke, rechts für die Größen 
a die durch die Gleichungen selbst gegebenen Werte ein, so erhält 
man 

I, n 
(20) 12 ......, (2) a,,. = "' ..:::." a1., a,. 

V 

wobei das Koeffizientensystem 
I,n 

(2>-......, 
a~fl' - ""-" aiL'.! u",,Q 

Q 

durch Komposition des Systems a1., mit sich selbst entsteht. 
Setzt man wiederum die Werte (19) in die rechten Seiten der 

Gleichungen (20), so erhält man die Gleichungen 

I, n 
13 ......, (3) • a1, - "' ..:::." a,,.,.a., 

V 

allgemein ergibt sich ebenso 
l,n 

(21) 1k......, <kl 
a,u - "' ..:::." a1,.a., 

V 

wobei die Größen a<kJ durch Komposition von k identischen Größen
systemen l':uv erhalten werden. 

Eliminiert man die Größen a. aus diesen Gleichungen (21), so 
ergibt sich, daß die Größen Ak oder it-k die Wurzeln der Gleichung 

(22) 

sind. 

a<kl 
nl 

-0 

Nun ist die Operation des Komponierens assoziativ: komponiert 
man ein quadratisches Größensystem mit einem zweiten und das re
sultierende mit einem dritten, so erhält man dasselbe Endergebnis, 
wie wenn man das erste komponiert mit demjenigen, das durch Kom
position des zweiten und dritten Systems entstanden ist. Speziell 
hat man also die Gleichungen 

I,n 
......, <k-ll (kl 
~ alt() a"m - U,uv' (} I" ... 

I, n 
......, <kl 

- ..:::." a1,f!a·~
(! 
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und allgemeiner, wenn p eine ganze Zahl ist, 

I, n 
(23) 0 lk+P> = "' a(k> a'P> 

,UV ~ ,HQ 1'(1" 

Q 

Diese Gleichung bleibt auch fi:ir den Fall p = 1 richtig, wenn wn· 
a.::~ = a",. setzen; ebenso auch fi:ir den Fall p = 0, wenn wir setzen 

(24) a~: = 1, a.:~~ = O, (/1 =f v), 

woraus sich ergibt 
alk+o> (k) 

1Ul-' = a,HI'' 

wie es sein soll. 
Der Nutzen der entwickelten Formeln fiir die Untersuchung der 

Gleichung der säkularen Störungen beruht darauf, daß in dieser 
Gleichung, wie ihre Form (17) zeigt, der Koeffizient von An-', wenn 
An den Faktor + 1 hat, die Summe 

ist; dies ist also auch der Wert der negativ genommenen Summe 
der Wurzeln jener Gleichung. Bezeichnet man daher dureh sk die 
Summe der kten Potenzen der Wurzeln der Gleichung (17) und er
innert sich dar an, daß die Wurzeln der Gleichung (22) die Größen Ak 

sind, so ergibt sich 

(25) 
I, n 

s, = ~an, 
V 

I,n 
sk = "'alk> 

...t:..J I ~ ' 

V 

wobei mit Rücksicht auf die Definitionen (24) auch k 

werden kann. 
Hieraus folgt weiter auf Grund der Formeln (23) 

I, n I, n I, n 
sp+q = "' a}P+q> = "' "' a(P> a<q> ~ vv ~ ~ vo 'vn• 

11 11 Q .. ' 

0 gesetzt 

Denkt man sich also alle n• Größen a<P> in einer Zeile geschrieben 
und die Größen a<q> in einer andern Zeile mit derselben Anordnung 
der Indexpaare, so ist sp+q aus diesen Zeilen so gebildet, wie man bei 
der Komposition einer mehrzeiligen Matrix mit sich selbst verfährt, 
unter deren Zeilen die eben definiert.en beiden vorkommen. Jede 
Determinante von einer der Formen 

I s2p 
sp+q I, 

I 
s2P sp+q sp+r 

(26) Sp+q s,pHq sp+q s.q Sq+,. ' ... 
I sp+r Sq+r s,,. 
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kann daher als Quadrat einer Matrix, also als Summe von Quadraten 
solcher Determinanten dargestellt werden, 
der betreffenden Matrix entnommen sind. 
sprechend den obigen Determinanten 

,Ul' a;~; 
<qJ ' 

deren Größenschema aus 
Diese Matrices sind ent-

(27) I dP' I 
aul' 

a<qJ 
,uv ' ••• (/1-, v = 1, 2, ... n) 
(1') 

c~uv 

wobei der obere Index in der Zeile, das untere Indexpaar m der 
Verti~alreihe festbleibt. 

Im Falle n = 3 erhält man das Kummer sehe Theorem, indem 
man p = 0, q = 1, r = 2 setzt; die zweite der Determinanten (26) 
ist dann die Diskriminante der Gleichung der säkularen Störungen, 
deren Wurzeln A1 , A 2 , A8 seien: 

so s. 82 Ao A. A2 
12 1 I 

A" A2 A2 s. 82 83 - • 2 

t· 
82 83 s Ao A3 

A_2 
i 3 3 

VII. 

Um nun von den algebraischen Betrachtungen zu den Integral
gleichungen ii.berzugehen, fassen wir die Größen a" 1 als Funktionen 
der Indices auf und ersetzen sie bei wachsenden Werten von n in 
der Grenze durch dieWerte einer in bezug auf ihre Argumente sym
metrischen Funktion K(x, y). Ebenso betrachten wir die Größen uv 

als Funktionen des Index v und lassen sie in rp (x) übergehen. Die 
Argumente x, y, u mögen alle ein und dasselbe Gebiet, das Grundge
biet durchlaufen, auf das wir auch das Integralzeichen beziehen 
wollen. Das Grundgebiet kann auch mehrdimensional sein, wobei 
dann unter x, y, u Stellen oder Argumentsysteme zu verstehen wären. 

Auf diese Weise geht die Gleichung (19) über in die lineare ho
mogene Integralgleichung 

rp(y) = J.nfK(x, y)rp(x)dx, 

die nur für die Eigenwerte 1 = ..1.,, ..1. 2 , ••• möglich sei und entspre
chende Eigenfunktionen rp, (x), rp2 (x), ... ergebe. Die G-rößen a<r' gehen 
konsequenterweise über in die ebenfalls symmetrischen Funktionen 
](1' (x, y), die rekurrierend durch die Gleichungen 

K'(x, y) = K(x, y), J(P(x, y) = f ](P-1 (x, u) K(x, ~~)dtt 
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definiert und als iterierte Kerne bezeichnet werden. Den Gleichungen 
(23) und (21) entsprechen dann die folgenden, die bekannt sind: 

(28) 
J(P+'I(x, y) = JKP(x, u) K'~(y, u)du, 

rp (x) = ).P J ](P (x, y) rp (y) dy; 

die Gleichungen (25) enthalten rechts die Analoga der b~i den Integral
gleichungen vorkommenden Größen 

UP = fKP(x, x)dx 

und ergeben die richtigen Beziehungen 

1 
up = ~ ).P. 

n n 

Der Wert p = 0 hat aber hier keine Bedeutung. 
Jetzt erreichen wir unser eigentliches Ziel, das Analogon der 

Dar::;tellung der Größen (26) als Summen von Quadraten. Gehen wir 
z. B. von folgender Gleichung aus: 

l s s I I a<P> a<P> 12 
2]1 p+q - ~ ,uv ~" • 

sq~p S2q a''~> a<?> ' • ,uv ea 

in ihr ist rechts über alle Determinanten zweiter Ordnung zu sum
mieren, die in der ersten Matrix (27) bei der einmal festgesetzten 
.Folge ihrer Vertikalreihen vorkommen, sodaß, wenn z. B. ein be
stimmtes System von Indexpaaren p, v, f! 6 aufgetreten ist, das Paar 
f! rJ, p, v nicht mehr erscheint. Man kann aber auch so summieren, 
daß die Paare p, v und Q r5 unabhängig von einander die n2 möglichen 
Fälle durchlaufen; dann erscheinen irgend zwei bestimmte Paare p, v, 
p 6 in allen, d. h. zwei Reihenfolgen und die Formel kann wie folgt 
geschrieben werden : 

Da nun jeder der vier Indices rechts unabhängig von den andern 
seine Wertreihe durchlaufen kann, ist der Übergang zu Funktionen 
und Integralen möglich, wie oben, und man erhält die Formel 

{29) I u2p ~l+q I = l,ffff I ](P(xll Yt) ](P(x., Y.) l"dxl dyl ax. dy •. 
l!q-lP u2q 2 · K'~ (x., Y1) K'~ (x2, Y.) 

Ebenso findet man aus der zweiten der Größen (26): 
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I u2p up+q u pt•· 

I uq+p u2q llq+r 
U,.+p U,.+q ~r 

KP(xu Y.) KP(x2' y2) KP(xa' Ys) 12 

= 3\f f f ff f(lx.dy.clx2 dy2 dX3 dy3 Kq(x.,y1)Kq(x2 ,y2)Kq(xs,Ys) 
K''(x., '!/1) K''(x2 , '!/2) K''(x3 , '!/3) I 

u. s. f. 

VIII. 

Hier liegen aber offenbar allgemeinere Sätze der Integralrechnung 
zugrunde. Der Gleichung (28) zufolge kann man schreiben 

Up+q =fdxjKP(x,y)Kq(x,y)dy; 

bezeichnet man daher das Wertsystem oder Stellensystem (x, y) durch 
s und sieht es als Stelle in einem neuen Grundgebiet von der doppel
ten Dimensionenzahl des bisherigen an, auf das man fortan das em
fache Integralzeichen bezieht; setzt man ferner 

(30) J(P (x, y) = F(s), Kq (x, y) = G (s), 

so ergibt sich nach (29) 

I jF(sYcls jF(s)G(s)ds I= 1-Jfl l I F(s.) G(s.) 19 r r 2 l s1 ( .s2 • 

. F(s)G(s)ds, G(s)2 ds F(s2) G(s2 ) 

Diese Gleichung ist leicht zu verifizieren, da die Doppelintegrale 
der rechten Seite sofort in Produkte einfacher Integrale umgewandelt 
werden können, und es ist offenbar ganz gleichgültig, ob die Punk
tionen F und G den Gleichungen (30) gemäß durch Iteration des Kerns 
K entstehen oder nicht; auch ist gleichgültig, wie viel Dimensionen 
das Integrationsgebiet zählt. Die linke Seite unserer Gleichung ist 
die Größe, die in der Schwarzsehen Ungleichung als nicht negativ 
bezeichnet wird. Die vorliegende Darstellung derselben habe ich zuerst 
in einer Prüfungsarbeit eines meiner Zuhörer, des Herrn Ni c o laus 
gefunden. 

Auf ähnliche Weise kommt man von der letzten Gleichung des 
§ VII zu folgendem Resultat: 

I
.{F(s)2 ds jF(s) G(s) ds .{F(s) ll(s) rls · 

I .{ G (s) F (s) ds ./' G (s y ds .{ G (s) Il (s) ds 

J H(s) F(s) ds .{Il(s) G (s) ds .{ll(s)2 ds 
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1 1 F(s1) G(s,) Il(sJ 12 3TJ J Jds,ds2 ds3 [1 F(s2) G(s.) H(s2) I; 
F(s3 ) G(s3) Il(s3) , 

wie die entsprechende Formel mit Determinanten beliebiger Ordnung 
gebildet werden kann, übersieht man unmittelbar. 

Sehr nahe liegt aber auch, die erhaltenen Resultate in der Weise 
zu verallgemeinern, daß man nicht damit beginnt, eine 1\'Iatrix zu 
quadrieren, sondern zwei Matrices zu multiplizieren. Dies kann z. B. 
für die Matrices 

(11 = 1, 2, ... , n) 

in folgender Weise geschehen : 

~ A, (!,, ~ A,, b,. ~ A. c. I 1 1 ,n 
~ B.a, ~ B,b. ~ B.c. 1 = -31 ~ 
~ Cvav ~ C,b, ~ Cvcv ! . Q,rJ,"C 

A~ A" A" 
B~ B" B'T 
CQ Ca C, 

aQ a" a'T 

b~ li" b" 

Da hier die Indices auf der rechten Seite von einander unabhängig 
ihr Wertgebiet durchlaufen, kann man wieder wie friiher von Summen 
zu Integralen übergehen, indem man die Größen A., B,., C,, a,, b,, c,. 
durch die Werte von sechs beliebigen Funktionen F(s), G (s), Il(s), 
f(s), g(s), h(s) ersetzt, deren Argument ein beliebiges gemeinsames 
Grundgebiet durchläuft, auf das sich auch das Integralzeichen bezieht. 
So erhält man die folgende Gleichung: 

I

,[F(s)f(s)ds jF(s)g(s)ds ,{F(s)h(s)cls I 
.f G ( s) { ( s) ds .f G ( s) g ( s) ds .f G (s) h (s) ds I 

i.fH(s)f(s)ds ,{H(s)g(s)ds ,{Il(s)h(s)ds 

1 F(sJ F(s.) F(s3) ' f(sJ f(s.) f(s3 ) 1 

- 3T J J Jds,ds.ds3 G(sJ G(s2) G(s3)! g(s,) g(s.) g(s3) I; 
H(s,) H(s.) H(s3) I lt(s,) h(s.) h(s3 ) 

diese ist in einer allgemeineren von Landsberg 1) gegebenen Formel 
enthalten. 

Venveilen wir noch einen Augenblick bei dem besonderen Fall, 
daß F mit {, G mit g, H mit h konjugiert komplex sei. Dann er
halten wir eine von Herrn Fischer 2) herrührende Darstellung der 

1) ~Iath. Annalen Bd. 6!l. 
2) ArchiY der l\Iath. u. Pbys. (3) Dd. 18. 
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Gram sehen Determinante der Funktionen F, G, II 1), die, wenn sie 
verschwindet, dadurch anzeigt, daß die Funktionen F, G, ll linear 
von einander abhängig sind. Diese Tatsache wird durch die letzte 
Gleichung ersichtlich gemacht; denn der Integrand der rechten Seite 
kann als Produkt zweier konjugiert komplexer Größen nicht negativ 
werden und nur verschwinden, wenn jeder der beiden Faktoren ver
schwindet; das Integral kann also nur verschwinden, wenn die Glei
chung 

F(s1) G(s,) H(sJ 

F(s,) G(s2) H(s2) - 0 
F(s3) G(s3) ll(s3) 

bei beliebigen Werten der Variablen im Grundgebiet gilt, womit die 
lineare Abhängigkeit hergestellt ist, wenn sie nicht schon für zwei 
der drei Funktionen F, G, II besteht. 

1) Kowalewski, Determinanten § 1?,7. 



Über diejenigen analytischen Funktionen 
eines Arguments, welche ein algebraisches 

Additionstheorem besitzen, 
und die endlich - vieldeutig umkehrbaren 

Abelschen Integrale 1
). 

Von 

Paul Koebe in Leipzig. 

In seinen an der Universität Berlin gehaltenen Vorlesungen über 
die Theorie der elliptischen Funktionen ging W eierst r aß von der 
Aufgabe aus: Alle analytischen Funktionen eines Arguments zu be
stimmen, welche ein algebraisches Additionstheorem besitzen. Die 
vollständige Lösung dieser Aufgabe hat Weierstraß in seinen Vor
lesungen durchgeführt. Zur Bestimmung der mehrdeutigen Funktionen 
mit algebraischem Additionstheorem hat er sich zu verschiedenen 
Zeiten verschiedener Methoden bedient. Es kommt hierbei wesentlich 
darauf an zu zeigen, daß die Anzahl der Zweige einer solchen Funk
tion endlich ist. 

Die vorliegende Abhandlung enthält u. a. die Mitteilung eines, 
wie ich glaube, einfachen und naturgemäßen Verfahrens, durch welches 
gezeigt werden kann, daß jede mehrdeutige Funktion mit algebraischem 
Additionstheorem algebraische Funktion einer eindeutigen Funktion ist. 
Es ist zweifellos, daß W eierst r aß diesem Beweisverfahren außer-

1) §§ 1-G vorliegender Abhandlung sowie der größere TP.il der Einleitung sind 
wesentlich meiner Dissertation "Über diejenigen analytischen Funktionen eines Argu
ments, welche ein algebraisches Additionstheorem besitzen" (Berlin, 1905) entnommen. 
Ilingegen ist § G neu hinzugefügt und enthält einen ebenfalls in jener Zeit (190G) 
von mir gefundenen Beweis eines B r i o t- Bouquet sehen Satzes. V gl. hierzu die 
weiter unten in der Einleitung gemachten he;.:üglichen Angaben. 
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ordentlich nahe gekommen sein muß; denn die Hülfsmittel, welche 'bei 
diesem Beweisverfahren zur Anwendung gelangen, schließen sich eng 
an die von ihm selbst für den erwähnten Zweck ausgearbeiteten Me
thoden an, deren Kenntnis ich einer Vorlesung des Herrn H. A. 
S c h war z verdanke. 

Im siebenten Bande der Acta mathematica veröffentlichte Herr 
Phragmen eine von ihm gefundene Methode zur Lösung der er
wähnten Weierstraßschen Aufgabc 1). Obgleich das von mir (unab
hängig von Phragmen) gefundene Beweisverfahren eine unverkenn
bare Verwandtschaft mit dem Verfahren des Herrn Phragmen hat, 
bestehen doch zwischen beiden Methoden bemerkenswerte Verschieden
hciten. Seit dem Erscheinen meiner Dissertation ist Herr Fa 1 k auf 
die Funktionen eines Arguments mit algebraischem Additionstheorem 
eingegangen in der Abhandlung "Über die Haupteigenschaften der
jenigen Funktionen eines Arguments, ·welche Additionstheoreme be
sitzen" (Nova Acta soc. Upsal., Ser. IV, Vol. I, Nr. 8, 1907). 

In § 1 der vorliegenden Arbeit wird zunächst folgender von 
W eierst r aß aufgestellte Satz bewiesen: Jede analytische Funktion 
cp (u) des Argumentes u, welche ein algebraisches Additionstheorem 
besitzt, d. h. welche die Eigenschaft hat, daß zwischen den zu je drei 
Argumentwerten 

gehrirenden Funktionswerten 

cp (u), cp (r), cp (u + 1;) 

eme algebraische Gleichung 

G(cp(u), cp(v), cp(u+v)) = 0 

mit von n und v unabhängigen Koeffizienten besteht, ist 
entweder eine algebraische Funktion von u, 
oder, wenn mit t.t eine passend gewählte Konstante bezeichnet 

wird, eine algebraische Funktion der Exponentialfunktion e·"", 
oder, wenn mit m, m' zwei passend gewählte Konstanten bezeichnet 

werden, eine algebraische Funktion der Funktion so ( u' m, m'). (V gl. 

1) P h r a g m c n: "Stu un thöorcme concernant I es fonctions ellipti!J.ues". Acta 
math. Bd. 7. Die auch von Weierstraß in Betracht gezogene Ausdehnung der 
Fragestellung auf Funktionen mehrerer Variablen bildet den Gegenstand einer Ab
handlung von P. Pa i nl c I'(~: "Sur lcs fonctions !J.Ui admcttent un th(~orömc d'addition". 
Acta rnath. Bd. 27. 

Fes:schrift Schwarl. 13 
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H. A. Schwarz: Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der ellip
tischen Funktionen (p. 1-2), zweite Ausgabe, Berlin 1893). 

Die bei diesem Beweise gemachte spezielle Annahme, daß die 
genannte algebraische Gleichung für ein in der Umgebung der Stelle 
'U = 0 als existierend vorausgesetztes reguläres Element der Funktion 
rp (u) bestehen soll, gewährt einen methodischen Vorteil, stellt aber, 
wie in § 2 gezeigt wir.d, keine wesentliche Beschtänkung des Grades 
der Allgemeinheit der zu lösenden Aufgabe dar. Allerdings ist es 
nicht zweckmäßig, bei der formell allgemeineren Voraussetzung stehen 
zu bleiben, es solle fiir eine analytische Funktion rp (u) die algebraische 
Gleichung 

G(rp(u), rp(v), rp(u+v)) = 0 

bei passender Auswahl der Zweige rp (u), rp (v), rp (u + v) gelten. Dieser 
Voraussetzung haftet nämlich eine Unbequemlichkeit an, insofern dabei 
implizite als bekannt vorausgesetzt werden muß, daß die Elemente, 
welchen die mit rp (u), rp (v), rp (u + v) bezeichneten Funktionswerte an
gehören , auf dem Wege der analytischen Fortsetzung ineinander 
übergeführt werden können. Diese Unbequemlichkeit kann dadurch 
beseitigt werden, daß zu einer allgemeineren Formulierung des Satzes 
von Weierstraß übergegangen wird: 

Besteht zwischen irgend drei analytischen Funk
tionen 

rp(u), 1/J(v), x(tt+v) 

Je emer Variablen eine algebraische Gleichung 

F(rp(u), '1/J(v), x(u+ v)) = 0 

mit von u und v unabhängigen Koeffizienten, so kann der 
Bereich des Argumentes jeder einzelnen dieser Funktio
nen auf alle endlichen Werte ausgedehnt werden, und 
zwar sind die Funktionen rp(u), 1/J(u), x(u) entweder sämt
lich algebraische Funktionen von t~, oder sämtlich alge
braische Funktionen einer und derselben Funktion e"u, 

oder sämtlich algebraische Funktionen einer und der
selben Funktion gJ(tt[w, w'). 

Zum Schlusse (§ 6) gebe ich einen Beweis des von B r i o t und 
Bouquet (1856) herrührenden, von diesen selbst noch unvollkommen 
bewiesenen Satzes, daß jede "endlich-vieldeutige" 1) analytische Funk-

1) Den Begriff der "endlich-vieldeutigen" Funktion präxisiere ich unten p. 20fl 
in einer hesonderen Weise. 
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tion rp zt, fii.r welche zwischen rp ~t und rp'u eine algebraische Gleichung 
G(cpu, rp'u) = 0 mit konstanten Koeffizienten besteht, entweder eine 
algebraische Funktion von zt oder von einer Funktion c·"u oder von 
einer Funktion so ( u [ ro, ro') ist 1 ). Diesen Beweis habe ich wesentlich 
schon 1905 ausgearbeitet und damals gelegentlich Herrn H. A. 
Schwarz mitgeteilt, der mir seiner Zeit eröffnete, daß er ebenfalls 
im Besitze eines vollständigen dem meinigen ähnlichen exakten Be
weises sei. Auch W eierst r aß hat sich mit dem Beweise des gP
nannten Satzes beschäftigt, und man darf wohl annehmen, daß er 
dadurch zu seinen Untersuchungen über die Funktionen mit alge
braischem Additionstheorem geführt worden ist. 

Der Fortschritt des W eierst r aß sehen Satzes gegenüber dem 
Briot-Bouquetschen Satze ist namentlich in dem Umstande zu 
suchen, daß bei dem W eierst r aß sehen Satze die Forderung der 
Endlichvieldeutigkeit wegfällt. Die Wichtigkeit gerade dieses Um
standes tritt hervor bei einer merkwürdigen Anwendung des W e i er
straßschen Satzes auf die Bestimmung aller ebenen algebraischen 
Isothermen, welche H. A. Schwarz machte 2). 

Die vorliegende Arbeit ist folgendermaßen eingeteilt. 
~ 1. Bestimmung aller analytischen Funktionen eines Arguments, 

welche ein algebraisches Additionstheorem besitzen. 
§ 2. Übergang zu der algebraischen Funktionalgleichung 

.F(cp(u), 1/J(v), x(u+v)) = 0. 

§ 3. Beweis des Satzes, daß zu jeder eindeutigen oder mehrdeutigen 
Funktion rp (u) mit algebraischem Additionstheorem nue eme 
einzige irreduzible Gleichung 

G(cp(u), cp(v), rp(u+v)) = 0 
gehört. 

§ 4. Über die Beziehung zwischen zwei analytischen Funktionen 
des Arguments u, welche dasselbe algebraische Additions
theorem besitzen. 

§ 5. Grad der irreduziblen Gleichung G (cp (u), cp (v), cp (u + r)) = 0 
in Bezug auf cp(tt+v), cp(u), cp(v). 

§ 6. Der B rio t- B ouq uetsche Satz. 

I) B r i o t und Bouquet: ,,::\Iömoire sur Fintegration des equations dilf<~renticlles 
au moyen des fonctions elliptiques". Journal de l'<~cole polyteehniqne, t. 21, 185G. 

2) H. A. Schwarz: "Über ebene algebraisrhc Isothermen" .. Tournai Jiir l\'lath. 
Bd. i7, R. 38-4G, Ges. Abh. Bd. II, p. 2GO lt'. 

13* 
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§ 1. Bestimmung aller analytischen Funktionen eines 
Arguments, welche ein algebraisches Additionstheorem 

besitzen. 

Von einer analytischen Funktion cp (u) des Argumentes u sei be
kannt, daß dieselbe ein in der Umgebung der Stelle u = 0 existie
rendes reguläres Element cp0 ( u) besitzt, für welches zwischen den 
Funl\tionswerten Po (u), cp0 (v), cp0 (u + v) eine algebraische Gleichung mit 
von ~t und v unabhängigen Koeffizienten besteht: 

(1) G(cp0 (u), cp0 (v), p 0 (n+v)) = 0. 

Der Radius des Konvergenzkreises derjenigen Potenzreihe von u, 
durch welche das reguläre Element cp0 (u) dargestellt wird, werde mit 
r bezeichnet. 

Wird in Gleichung (1) u = v gesetzt, so ergibt sich für ! u J < ~ r 
eine algebraische Gleichung mit konstanten Koeffizienten zwischen 
f/)0 (u) und rp 0 (2 tt): 

G(cp0 (u), cp0 (u), fJJ 0 (2%t)) = H1 (p0 (tt), rp0 (2u)) = 0. 

Ist G(cp0 (u), cp0 (v), cp0 (u+v)) eine unzerlegbare ganze rationale 
Funktion der Größen cp0 ( u), cp0 ( v ), cp0 ( u + v), was stets angenommen 
werden darf, so können in der ganzen rationalen Funktion 

H 1 (cp 0 (u), rp0 (2u)) 

nicht alle Koeffizienten verschwinden. Andernfalls würde n~imlich die 
ganze rationale Funktion G durch rp0 (tt)- cp0 (o) teilbar sein. Ans der 
Gleichung 

H 1 (rp0 (tt), rp0 (2u)) = 0 

folgt allgemein: Wenn n eine beliebig große positive ganze Zahl ist 

und I u I< r, so besteht zwischen rp0 (u) und Po(-;,.-) eine algebraische 

Gleichung mit konstanten Koeffizienten: 

(2) 

In dieser Gleichung ist fJJo(~~-) eine Funktion von n, welche fiir 

den Bereich 
lul<2"1· 

eindeutig und mit dem Charakter einer ganzen Funktion erklärt ist. 
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Die Gleichung (2) lehrt daher, daß die Funktion rp (n) von dem regu
lären Elemente rp0 (u) aus innerhalb des mit dem Radius 2n ,. um den 
Nullpunkt der Ebene des Argumentes u als Mittelpunkt beschriebenen 
Kreises K,. analytisch fortgesetzt werden kann. Bei dieser Fort
setzung können sich fiir die Funktion rp (u) nur eine endliche Anzahl 
von Zweigen ergeben, und die Funktion besitzt an jeder Stelle u.0 im 
Innern des Kreises Kn den Charakter einer algebraischen Funktion, 
d. h. ihre Werte lassen sich fiir die Umgebung der Stelle !10 durch 
eine endliche Anzahl von Potenzreihen darstellen, die, allgemein zu 

reden, nach Potenzen einer Größe '\jit .::u~ (m eine positive ganze Zahl) 
mit ganzzahligen Exponenten fortschreiten, wobei die Anzahl der 
Glieder mit negativem Exponenten endlich ist. Je zwei Zweige der 
innerhalb des Kreises K,. fortgesetzten analytischen Funktion rp ( u) 

sind durch eine algebraische Gleichung mit konstanten Koeffizienten 
verbunden. Bezeichnen nämlich rp 1 (u) und rp2 (u) irgend zwei dieser 
Zweige, so gelten für dieselben die Gleichungen 

aus welchen die eindeutig erklärte Größe IPo (~~-) eliminiert werden 

kann. 
Die Anzahl der singulären Punkte, welche sich bei der analyti

schen Fortsetzung der Funktion «p (n) unter Beschränkung der Varia
bilität von u auf das Innere des Kreises K,. ergeben, ist endlich. 
Denn wäre sie unendlich groß, so gäbe es eine Häufungsstelle der 
singulären Punkte, an welcher die Funktion 'P (u) nicht mehr den 
Charakter einer algebraischen Funktion besäße. Eine solche Stelle 
kann aber weder im Innern noch auf der Peripherie des Kreises K,. 

liegen, da zufolge der Gleichung 

die Funktion «p (u) iiber die Begrenzung des Kreises I(,, hinaus mit 
dem Charakter einer algebraischen Funktion fortgesetzt werden kann. 

Weil die Anzahl der singulären Punkte, welche sich bei der 
innerhalb K,. vorgenommenen analytischen Fortsetzung der Funktion 
«p (u) ergeben, wie eben gezeigt, endlich ist, so gibt es unendlich 
viele Paare von aufeinander senkrecht stehenden Durchmessern dieses 
Kreises, deren keiner durch einen (von u = 0 verschiedenen) singu-
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lären Punkt hindurchgeht. Von diesen Paaren möge ein bestimmtes 
ausgewählt werden. Die Punkte des einen der beiden Durchmesser 
seien die geometrischen Repräsentanten der 'Verte einer Größe u11 

die Punkte des anderen die geometrischen Repräsentanten der Werte 
einer Größe U 2 • Haben u, und tt2 die angegebene Bedeutung, so kann 
jede Größe u, deren absoluter Betrag kleiner als 2"r ist, nur auf 
eine Weise in der Form 

dargestellt werden. 
Für alle Werte von u, deren absoluter Betrag kleiner ist als r, 

ist ein Zweig der Funktion rp (u), nämlich der Zweig rp0 (u), eindeutig 
erklärt. Dieser Zweig ist innerhalb des Kreises Kn längs jedes der 
beiden Durchmesser eindeutig analytisch fortsetzbar, weil der Annahme 
gemäß keiner der Durchmesser durch eine singuläre Stelle hindurch
geht. Die auf diese Weise eindeutig erklärten Fortsetzungen des 
Zweiges rp0 (u) mögen mit rp0 (u,) bezw. rp0 (u1) bezeichnet werden. 

Es beschreibe nun u vom Nullpunkt aus nach einem innerhalb 
des Kreises K,. liegenden nicht singulären Punkte u' = u; + u~ eine 
beliebige Linie L, die ganz innerhalb des genannten Kreises liegt und 
durch keinen singulären Punkt geht. Solange der absolute Betrag 
der Größe u die Größe r nicht überschreitet, besteht der zugrunde 
gelegten Voraussetzung zufolge die Gleichung 

G(rp0 (uJ, rp0 (u2), rp0 (u)) = 0. 

Diese Gleichung bleibt bei jeder analytischen Fortsetzung bestehen, 
und es ergibt sich daher, wenn rp0 (u) längs der Linie L in rp0 (u') 
übergeht, wobei rp0 (u 1) und rp0 (nJ in rp0 ( u;) und rp0 ( u~) übergehen, für 
rp (u') die Gleichung 

G (rp0 (u;), rp0 (u~), rp(u')) = 0. 

In dieser Gleichung sind rp0 (u;) und rp0 (tt~) von der besonderen 
Wahl der den Nullpunkt mit dem Punkte u' verbindenden Linie un
abhängig. Die Anzahl h,. der Zweige, welche sich bei der innerhalb 
des Kreises Kn vorgenommenen analytischen Fortsetzung der Funk
tion rp (u) ergeben, kann daher nicht größer sein, als der von n unab
hängige Grad g der zugrunde gelegten Gleichung 

G(rp0 (u), rp0 (v), rp0 (u+v)) = 0 

in bezug auf rp0 ( u + v ). Diese Bemerkung bleibt fiir jedes noch so 
große n richtig. Die positiven ganzen Zahlen h1 , h2 , h.3 , ••• genügen 
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daher den Ungleichheitsbedingungen 

1 < lz 1 < h2 < ... < h11 < "?I+! < • • • < !}, 

ans welchen geschlossen werden kann, daß es eine positive ganze 
Zahl N gibt von der Beschaffenheit, daß 

h"" = h""+l = h.,+Z = · · · in inf. 

ist, d. h.: die Gesamtheit der h"" Zweige der innerhalb des Kreises K.v 
vom Elemente fPo (u) aus analytisch fortgesetzten Funktion rp (u) stellt 
die Gesamtheit der Zweige der Funktion rp (u) überhaupt dar. Beim 
Übergange zu Kreisen mit größerem Radius besteht die weitere ana
lytische Fortsetzung der Funktion rp (u) in einer simultanen Fort
setzung der genannten hN Zweige, die beim Umlaufe um etwaige neu 
hinzukommendeVerzweigungspunkte lediglich in einander übergehen. 

An einer friiheren Stelle ist gezeigt worden, daß je zwei Zweige 
der innerhalb des Kreises K,. fortgesetzten Funktion rp (u) durch eine 
algebraische Gleichung mit konstanten Koeffizienten verbunden sind. 
Es kann jetzt behauptet werden, daß dieser Satz für die Funktion 
cp (u) überhaupt gilt. Der Beweis ergibt sich sofort, wenn n durch 
N ersetzt wird. 

Durch die vorhergehenden Betrachtungen ist Folgendes bewiesen: 
Der Bereich des Argumentes der Funktion tp(tt) kann 

auf alle endlichen Werte ausgedehnt werden, ohne daß 
die Funktion aufhört, den Charakter einer algebraischen 
Funktion zu besitzen. Die Anzahl der Zweige der Funk
tion rp(u) ist endlich, und jeder Zweig ist eine algebrai
sche Funktion jedes anderen. 

Unter den elementaren symmetrischen Funktionen aller Zweige 
der Funktion rp ( u) gibt es nun mindestens eine Funktion 1{1 ( u ), die 
keine Konstante ist. Die Funktion t/J(u) ist eine eindeutige Funk
tion des Argumentes zt, die fii.r alle endlichen Werte von 1t den Cha
rakter einer rationalen Funktion besitzt. Für lul < r ist t/J(u) 
eine algebraische Funktion von rp0 (u), da sämtliche Zweige der Funk
tion tp (u) für Iu I< r algebraische Funktionen des Zweiges rp0 (u) sind. 
Die eindeutigeFunktiont{l(u) besitzt folglich auch ein algebraisches 
Additionstheorem, und es kann die Funktion rp(u) als eine 
a 1 g e b r a i s c h e Funktion der eindeutigen Funkt i o n 1{1 (u) er
klärt werden. 

Da die Funktion '1/J (u) für alle endlichen Werte den Charakter 
einer rationalen Funktion besitzt, so ist '1/J ( u) entweder eine rat i o-
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n a 1 e Funktion von u, oder eine Funktion von u, fiir welche die 
Stelle n = = eine wesentlich singuläre Stelle ist. Im letzteren Falle 
kann nach einem von W eierst r aß angegebenen V erfahren folgender
maßen weiter geschlossen werden. 

Aus der Eigenschaft der Funktion '1/J (u), ein algebraisches AJ
ditionstheorem zu besitzen, ergibt sich durch Differentiation der 
Gleichung des Additionstheorems für 1/J (n) nach u und nach v und 
darauf folgende Elimination der Größen '1/J (n + v) und '1/J'(u + v), daß 
die Ableitung 'ljJ' ( u) der Funktion 'ljJ ( u) eine algebraische Funktion von 
'ljJ (u) ist und daß daher alle höheren Ableitungen sich rational durch 
'1/J (u) und '1/J'(u) ausdrUcken lassen. Es sei k der Grad der zwischen 
'1/J(u) und '1/J'(u) bestehenden algebraischen Gleichung in bezugauf '1/J'(u). 
Da tt = = eine wesentlich singuläre Stelle ist, so läßt sich ein 
Funktionswert u, der innerhalb eines zweidimensionalen Bereiches be
liebig gewählt werden kann, so bestimmen, daß es mindestens k + 1 von 
einander verschiedene Argumentwerte a,, a2 , ••• , a"H gibt, für welche 

ist. Unter diesen k + 1 Argumentwerten muß es mindestens zwei, aa 

und a,,, geben, für welche außer der Gleichung 1/J (aJ = 1jJ (arJ auch 
die Gleichung 1/J'(aJ = 1/J'(a,J besteht. An den Stellen a" und a;, 
stimmen dann auch die Werte jeder höheren Ableitung von '1/J ( u) mit 
einander überein, und folglich stimmen, wenn h eine veränderliche, 
auf Werte von hinreichend kleinem absoluten Betrage beschränkte 
Größe bezeichnet, die Entwicklungen von 'ljJ (aa + h) und '1/J (a 11 + lt) nach 
Potenzen von h in allen Gliedern mit einander iiberein. Die Größe 
(a,, - a1,) ist demnach eine Periode des Argumentes der Funktion 1jJ ( u ). 

Bezeichnet 2 w eine primitive Periode des Argumentes der Funk-

t . c ) d d' G "ß n i k wn '1/J u un ,tL 1e ro e - -, so ann 
fiJ 

1/J (u) = 1fJ (e·"") = 1jJ (z) 

gesetzt werden. Die Funktion 1fJ (z) ist eine eindeutige Funktion der 
Variablen z = e·"", fi.ir welche nur die Stellen z = 0 und z = = 
wesentlich singuläre Stellen sein können. Ist weder z = 0 noch 
z = = eine wesentlich singuläre Stelle, so ist 1fJ (z) eine rationale 
Funktion von z, d. h. lfJ(u) eine rationale Funktion von r/'". Im 
entgegengesetzten Falle ergibt sich durch Wiederholung cler vorher 
angewendeten Schlußweise fiir das Argument der Funktion 1/J (~t) die 
Existenz einer neuen Periode 2w', die zu der Periode 2ro nicht in 
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einem reellen Verhältnis stehen kann. Die Funktion rp (u) i;,;t al:so 
eine d o p p e l t p er i o d i s c h e Funk t i o n und läßt sich rat i o n a l 
durch .S>J ( u i ro, ro'), ~p' ( u I ro, ro') und algebraisch durch :v·' (u ! w, ro') allein 
ausdrii.cken. 

s 2. Übergang zu der algebraischen Funktionalgleichung 
·F(cp(tt), 1/J(v), x(u+v)) = 0. 

In der beim Beweise des Satzes von W eierst r aß zu Anfang 
gemachten speziellen Annahme, daß die Funktion cp (n) ein in der Um
gebung dee Stelle u = 0 existierendes reguläres Element besitzen 
soll und daß fii.r dies!:'s Element ein algebraisches Additionstheorem 
bestehen soll, liegt eine Beschränkung, die leicht beseitigt werden kann. 

Es bestehe zwischen irgend drei analytischen Funktionen cp (tt), 
1/J(v), x(u+v) je einer Variablen eine algebraische Gleichung 

F(cp(u), 1/J(v), x(u+v)) = 0 

mit von u und v unabhängigen Koeffizienten. Die Funktionen cp (u), 
1/J(v), x(u+v) mögen beziehlieh in der Umgebung der Stellen u = a, 
·v = b, n + v = a + b als existierend vorausgesetzt werden und fii.r 
die Umgebung dieser Stellen durch die regulären Potenzreihen 

~Ju-a), ~.(v-b), ~3 (1.t+v-a-b) 

dargestellt werden. Wird 

n-a = x, v-b y, also tt + v - a - b 

gesetzt, so folgt aus 

F(\)3Jx), ~. (y), ~3 (x + y)) = 0, 

wenn x bezw. y gleich 0 gesetzt wird, daß \j32 (x) und ~.(x) alge
braische Funktionen von '.}3, (x) sind und daß folglich auch eine alge
braische Gleichung zwischen ~~ (x), \)3, (y), 1;ß, (x + y) besteht: 

G(\l3,(x), \)3,(y), 1.ß,(x+y)) = 0. 

Bei der Einsetzung des speziellen Wertes x = 0 oder y = 0 könnte 
sich in besonderen Fällen eine Identität ergeben. Dieser Fall kann 
aber durch passende Abänderung der Stellen a, b, a + h, fiir deren 
Umgebung die Reihenentwickelungen gelten, stets vermieden werden. 

Die vorBtehenden Bemm:kungen genügen, um den in der Einleitung 
seinem Wortlaute nach mitgeteilten, die Funktionen cp(u), 1/J(v), x(n+v) 
betreffenden Satz zu begründen. 
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Wird angenommen, daß die durch die Reihen \ßJu- a), \ßJv- b), 
\133 (u +v-a-b) dargestellten Funktionenelemente Elemente der
seI b e n analytischen Funktion cp (u) sind, so tritt an Stelle der 
Gleichung 

F(cp(u), ~(v), x(u+v)) = 0 
die Gleichung 

F(cp(u), cp(v), cp(u+v)) = 0, 

welche besagt, daß die Funktion cp (u) ein algebraisches Additions
theorem besitzt. Dabei ist jetzt von der in § 1 gemachten speziellen 
Annahme nicht mehr die Rede. 

Es wird nicht überflüssig sein, noch· folgende Spezialisierung des 
die Funktionen rp(u), ~(v), x(n + v) betreffenden Satzes hervorzuheben. 

B e s i t z t e i n e an a I y t i s c h e F u n k t i o n rp (u) d i e E i g e n -
schaft, daß es eine algebraische Funktion von rp(u) und 
cp(v) gibt, die nur von derSummeu+v abhängt, so ist rp(tt) 
eine algebraische Funktion entweder von u oder von einer 
Funktion c"" oder von einer Funktion S;J(u I w, w'). 

Dieser Satz entspricht der Zugrundelegung einer algebraischen 
Gleichung 

F(cp(u), rp(v), x(u + v)) = 0 

zwischen cp(u), cp(v), x(u+v). 

§ 3. Beweis des Satzes, daß zu jeder eindeutigen oder 
mehrdeutigen analytischen Funktion cp (n) mit algebraischem 

Additionstheorem nur eine einzige irreduzible Gleichung 
G(cp(u), cp(v), cp(u+v)) = 0 gehört. 

Es sei irgend eine Funktion mit algebraischem Additionstheorem 
gegeben. Nach dem Satze von W eierst r aß ist dieselbe eine alge
braische Funktion entweder von u oder von einer Funktion ci"' oder 
von einer Funktion so ( u ! ro, w'). Sind cp (u), cp ( v ), cp ( u + v) irgend welche 
Zweige dieser Funktion, so besteht zwischen denselben eine bestimmte 
irreduzible algebraische Gleichung 

G(cp(u), cp(v), cp(n+v)) = 0. 

In folgender Weise kann gezeigt werden, daß diese Gleichung von 
der Auswahl der Zweige unabhängig ist. 

Mit u0 , V 0 , u0 +vo werde ein spezielles System von Argument
werten bezeichnet, welches die Eigenschaft besitzt, daß die betrachtete 
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Funktion sich in der Umgebung der diesen Werten entsprechenden 
Punkte u0 , v0 , tt0 + V 0 der Argumentebene in allen Zweigen regulär 
verhält. Dann ist es möglich, das System der Funktionswerte q; (u0), 

q; (v0), q; (u0 + v0) auf dem Wege simultaner analytischer Fortsetzung 
in das System fjj (u0), fjj(v 0), ip(u0 + V0 ) überzuführen, wenn fjj(u), ip(v), 
fjj (u + v) ein beliebig gewähltes anderes System von Zweigen ist. 

Die Variable u beschreibe von tt0 aus, die Variable v von v0 aus 
je eine geschlossene Linie, längs welcher cp ( U 0) in fjj ( tt0) und q; ( v0) in 
ip(v0) übergeht. Ist dabei q;(u0 +v0) in q}(t~0 + V0) übergegangen, so 
bleibt !p (tt0 + V 0) in cp (u0 + V 0) überzuführen. Zu dem Zwecke möge die 
Variable u in ihrer Veränderlichkeit auf Werte von der Form U 0 + k t, die 
Variable v in ihrer Veränderlichkeit auf Werte der Form v0 + k' t' be
schränkt werden, wobei k und k' zwei Konstanten von nicht reellem 
Verhältnis, t und t' zwei von einander unabhängige reelle Variablen 
bedeuten. Hierdurch sind die den Größen u und v entsprechenden 
Punkte der Argumentebene in ihrer Veränderlichkeit auf je eine durch 
die Stelle u0 bezw. v0 gehende gerade Linie beschränkt. Einem will
kürlich gewählten Werte u + v entspricht ein ganz bestimmtes Werte
paar t, t', also auch ein ganz bestimmtes Wertepaar t~, v. Da in jedem 
noch so großen ganz im Endlichen liegenden Bereich der Argument
ebene nur eine endliche Anzahl singulärer Punkte existiert, so lassen 
sich die Konstanten k und k' auf unendlich mannigfaltige Weise so 
wählen, daß die längs der beiden Geraden sich bewegenden Punkte t~ 

und v zu keiner Verzweigungsstelle gelangen können, während u + v 
von tt0 + '1" 0 aus eine ganz im Endlichen liegende geschlossene Linie 
beschreibt, auf welcher 9? ( U 0 + v0) in cp ( zt0 + v.) übergeht. _8ind die 
Konstanten k und k' dieser Bedingung gemäß gewählt, so führen die 
der genannten Bewegung von u + v entsprechenden Bewegungen von 
u und v die Werte fjj(u0) und cp(v0) zu den Werten (j)(u0) und fjj(v 0) 

zurii.ck. 
Damit ist gezeigt, daß das System der Zweige q;(u), q;(v), cp(u+c) 

auf dem Wege simultaner analytischer Fortsetzung in ein beliebig 
gewähltes anderes System von Zweigen Cj5 ( u ), ip (v ), Cj5 ( u + v) ii.bergeführt 
werden kann, woraus der zu beweisende Satz folgt 1). Dieser Satz 
kann auch folgendermaßen ausgesprochen werden: 

Zu einer Funktion q;(u) mit alge brai s ehern A ddi tio ns-

1) Dieser Satz ist auf andere Weise von Herrn Phragm<;n in der ohen 
itierten Arbeit bewiesen worden. 
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theorem gehört, auch wenn diese Funktion mehrdeutig 
ist, nur eine einzige irreduzible algebraische Gleichung 
U(rp(u), rp(v), rp(u+v)) = 0. 

s 4. Über die Beziehung zwischen zwei analytischen Funktionen 
des Argumentes u, für welche dasselbe algebraische 

Additionstheorem besteht. 

Nach dem Ergebnisse von § 3 gehört z~t jeder Funktion rp (u) mit 
algebraischem Additionstheorem nur eine einzige irreduzible Gleichung 
G(rp(u), rp(c), q;(11+t)) = 0. Es kann die Frage gestellt werden, 
inwieweit umgekehrt die Funktion rp (u) durch diese Gleichung be
stimmt ist. 

Die Voraussetzung der Irreduzibilität der Gleichung 

G(rp(u), rp(v), rp(u+ 1:)) = 0 

hat zur Folge, daß alle der Gleichung G (x, y, z) = 0 genügenden 
Wertsysteme x, y, z durch analytische Fortsetzung in einander über
geführt werden können 1). Ist daher 1/J(u) eine andere analytische 
Funktion von u. für welche ebenfalls die Gleichung 

G(1j;(u), 1/J(v), 1/J(u+v)) = 0 

besteht, so können deei beziehlieh von u, r, u + v abhängende Vaeiable 
u 11 v,, u, + v1 den Gleichungen gemäß bestimmt werden 

(*) rp(u) = 1/;(u,), rp(v) = 1/J(v,), q;(tt+c) = 1/J(tt,+tJ 

In bezug auf die Gr()ßen u, 't:, u + v aufgelöst, nehmen diese Glei
chungen die Form an: 

U = xJuJ, V = X2 (vJ, ~t +V = X3 (tt 1 + V1), 

so daß 
x,(u,)+xz(v,) = Xa(u,+v,) 

ist. Hieraus folgt durch Differentiation nach n und v 

x: (uJ = x~(v,) = x~(u, + v,). 

Der gemein,.;ame \Vert dieser Größen muß, da u, und v, Yon einander 
unabhängig sind, eine Konstante a sein. Es ergeben sich daher, wenn 
u. und a2 zwei neue Konstante bezeichnen und u + v = u:, u, + v, = w, 

1) S. den Anhang in meiner Dissertation (Bcrlin 1905). 
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gesetzt wird, für u, v, w Ausdrii.cke der Gestalt: 

u = IXU 1 +a., v = av.+a2 , w = 1XW 1 +(t1 +a2• 

Werden diese Ausdrücke in die Gleichungen (*) eingeführt, so nehmen 
letztere die Form an: 

'P(au.+a.) = 1/J(u.), 'P(av 1 +a2 ) = 1/J(v.), qJ(1Xw 1 +a.+a2) = l/J(wJ 

In diesen Gleichungen können die Größen u,, v1 , W 1 durch n ersetzt 
werden. Aus den beiden letzten ergibt sich dann, daß a, eine Periode 
des Argumentes der Funktion rp (n) ist, und folglich kann die erste 
in die Form gesetzt werden: 

'P(au) = 1/J(tt). 

Damit ist der Satz bewiesen: 
Ist 'P(u) eine Funktion mit algebraischem Additions

theorem, so lassen sich alle analytischen Funktionen von 
u, welche dasselbe Additionstheorem besitzen, in der 
F o r m 'P (IX u) d a r s t e ll e n , w o b e i a e i n e K o n s t a n t e b e c1 e u t e t. 

Wird der Nullpunkt in der Ebene des Argumentes der Funktion 
'P (u) verändert, was dem Übergange von der Funktion 'P (u) zu einer 
Funktion rp (a + u) entspricht, so kann die Frage aufgeworfen werden, 
wann zwei Funktionen rp (a + u) und 'P (b + u) dasselbe Additionstheorem 
besitzen. Der vorstehende Satz gestattet die Beantwortung dieser 
Frage: 

Zwei Funktionen 'P(a+u) und 'P(b+u) besitzen dann 
und nur dann dasselbe algebraische Additionstheorem, 
wenn die Funktion rp(u) bei einer linearen Substitution 
tt' = a1t+ß des Argumentes n in sich übergeht, durch 
welche a in b transformiert wird, 

d. h., wenn es möglich ist, zwei Konstanten a und ß so zu be
stimmen, daß gleichzeitig die Gleichungen bestehen: 

'P(IXu+ß) = 'P(u), IXrt+ß = b. 

Bekanntlich ist, wenn fiir eine Funktion 'P(u) mit algebraischem 
Additionstheorem eine Gleichung 'P (IX u. + ß) = 'P ( u) besteht, IX eine 
Einheitswurzel, die bei einer algebraischen Funktion zu einem be
liebig hohen Exponenten gehören kann, bei einer einfachperiodischen 
Funktion nur einen der Werte ± 1 , bei einer doppeltperiodischen 

Funktion nur einen der Werte ± 1, ± i, ± ~ ± } V3 i haben kann 1 ). 

1) Vgl. hierzu in meiner Abhandlung "Über die Uniformisierung der algehraischen 
Kurven 1". Math. Annalen, Bd. 67 (1909) insbesondere p. 165 ff. · 
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~ 5. Grad der irreduziblen Gleichung G(q;(u), q;(v), 'P(u+v)) = 0 
in bezugauf q;(u+v), 'P(u), 'P(v). 

Es bezeichne 'P(u) wieder eine Funktion mit algebraischem Ad
ditionstheorem. Für den Grad der das Additionstheorem ausdrUckenden 
irreduziblen algebraischen Gleichung 

G(!p(tt), 'P(v), 'P(n+v)) = 0 

in bezug auf 'P (tt + v), IP (n), IP (v) kann eine einfache Formel hergeleitet 
werden. 

Zu einem willkiirlich gewählten Paare von Werten cp (u), qJ (v) 
gehören, wenn v den Grad der Funktion IP (u) bezeichnet, im ganzen 
v inkongruente Werte von u und v inkongruente Werte von v. Dem
nach ergehen sich v• inkongruente Werte von u + ·v und, wenn m die 
Anzahl der Zweige der Funktion IP(u) ist, im ganzen mv• Werte 
1p(u + v). Durch Anwendung eines in § 3 angegebenen Verfahrens 
kann gezeigt werden, daß die genannten m v• Werte IP ( u + v) Werte 
von ebensovielen Zweigen einer und derselben algebraischen Funktion 
der unabhängigen Veränderlichen fJJ(tt) und 1p(v) sind. Diese alge
braische Funktion besitzt demnach m v• verschiedene Zweige, wenn 
von den genannten mv• Werten q;(u + v) keine zwei ftir alle Werte 
von qJ(tt) und 1p(v) einander gleich sind. Mehr als 1n112 Zweige kann 
die betrachtete algebraische Funktion von 1p(u) und 1p(v) offenbar 
nicht besitzen. Dagegen kann es in besonderen Fällen vorkommen, 
daß zwei der mv• Werte IP (u + v) für alle Werte von qJ (u) und IP (v) 
einander gleich sind. Dies tritt dann und nur dann ein, wenn es 
möglich ist, vier Variable u., vn u., v., von denen nur die beiden 
ersten von einander unabhängig sind, so zu bestimmen, daß die Glei
chungen gelten 

fJJ(tt 1) = IJJ(zt2), cp(v1) = IP(v.), p(n1 +v,) = IP(u.+~•.), 

ohne daß gleichzeitig tt1 kongruent zt2 und V1 kongruent v2 ist. 
Werden die in §. 4 für die Gleichungen 

1p(u) = l/J(u,), p(v) = l/J(v1), qJ(zt + v) = l/J(zt1 + v,) 

gefundenen Ergebnisse auf die hier vorliegenden Gleichungen ange
wandt, so ergibt sich, daß 

u, kongruent a U2 und V1 kongruent a v2 

sem muß, wobei a eine Konstante ist, d. h.: wenn zwei der mv• 
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Werte cp(tt+v) für alle Werte von q;(u) und cp(v) einander gleich 
sind, so besitzt die Funktion cp (u) die Eigenschaft, bei der Multipli
kation ihres Arguments mit einem von eins verschiedenen konstanten 
Faktor ungeändert zu bleiben. 

Bei einer beliebigen Funktion cp (u) mil algebraischem Additions
theorem werde die Anzahl der von einander verschiedenen konstanten 
Faktoren a (einschließlich a = 1), für welche q;(au) = cp(u) ist, mit 
A0 bezeichnet. Zufolge einer am Schlusse von § 4 gemachten Bemer
kung kann die Zahl },0 bei einer algebraischen Funktion jeden be
liebigen ganzzabligen positiven Wert haben, bei einer einfach- perio
dischen Funktion nur einen der Werte 1, 2, bei einer doppelt- perio
dischen Funktion nur einen der Werte 1, 2, 3, 4, 6. In jedem Falle 

ist f- eine ganze Zahl. Es ergibt sich nun, daß die in Rede stehenden 
0 

m v2 Werte <p (u + t·) in m v f- Klassen von je A0 gleichen zerfallen 
0 

und zwar in der ·weise, daß je zwei Werte cp(u+v), die verschiedenen 
Klassen angehören, nicht für alle Werte von g; (u) und cp (r) einander 
gleich sind. Damit ist gezeigt: 

Der Grad der irreduziblen Gleichung 

G(cp(u), cp(v), cp(u+v)) = 0 

in Bezug auf cp ( u + t•) ist g 1 eich m v :[-. 
0 

Der Grad der Gleichung G(cp(tt), q;(v), cp(u+v)) = 0 in bezug 

auf cp(tt) bezw. cp(v) ist ebenfalls gleich mv:, wie durch ein dem 
0 

vorhergehenden analoges Verfahren nachgewiesen werden kann. 
Der eben bewiesene Satz gestattet die Lösung folgender Aufgabe: 

Alle analytischen Funktionen des Argumentes u zu bestimmen, für 
welche cp(u+v) rational durch g;(u) und q;(r) allein ausdrückbar isti). 

Für diese Funktionen muß m · v · ~ = 1 sein, folglich m = v = 1, 
0 

d. h.: 
Besitzt eine analytische Funktion cp(u) die Eigen

schaft, daß für dieselbe cp(u+v) rational durch cp(u) und 
q;(v) allein ausdrückbar ist, so ist cp(u) entweder eine 
ganze oder gebrochene lineare Funktion von u oder 

1) Dieselbe Aufgabe ist, wie ich nachträglich erfahren habe, von W eierst r aß 
in seiner im Wintersemester 18G2JG3 gehaltenen Vorlesung iiLer die Theorie der 
elliptischen Funktionen auf anderem Wege gelöst worden. 
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eine ganze oder gebrochene lineare Funktion einer Funk
tion r/'u. 

Während die zwischen den Funktionswerten rp(u), rp(v), rp(n+v) 
bestehende irreduzible algebraische Gleichung ( G) im allgemeinen ihre 
Form ändert, falls der Nullpunkt in der Ebene des Argumentes ver
legt wird, bleibt die der Relation 

U +V = 1C + t 
zwiRchen den Argumentwerten zt: v, w, t, deren drei unabhängig sind, 
entsprecht>nde aus ( G) durch Elimination erhältliche irreduzible alge
braische Gleichung 

K(rp(u), rp(r); rp(u:), p(t)) = 0 

ihrer Form nach ungeändert, wenn der Nullpunkt verlegt wird. Durch 
eine Betrachtung, welche der in bezug auf die Gleichung 

G(rpttt), p(v), p(u+v)) = 0 

durchgeführten analog ist, ergibt sich: 
Der Grad der irreduziblen Gleichung 

K(p(u), p(v); p(w), p(t)) = 0 

ist in bezug auf jede der Größen rp(u), cp(1;), rp(u:), p(t) der-
v2 

selbe, nämlich gleich mT. 

Die Zahl l, welche ein Teiler von v ist, hat hierbei folgende 
Bedeutung. Zu der Funktion p(u) gehört eine bestimmte Gruppe 
ganzer linearer Substitutionen u' = a u + ß des Argumentes u, be
stehend aus allen denjenigen Substitutionen der angegebenen Form, 
fiir welche IJl,(u') = p(u) ist. 

Die in den Substitutionen dieser Gruppe auftretenden verschie
denen Koeffizienten a sind nur in endlicher Anzahl vorhanden und 
sämtlich Einheitswurzeln. Ist c eine dieser Einheitswurzeln nnd zwar 
eine solche, die zu einem möglichst hohen Exponenten gehört, so ist 
dieser Exponent gleich der Zahl l, und es stimmt das System der 
Koeffizienten a überein mit dem System der l ten Einheitswurzeln. 
(V gl. hierzu das Zitat p. 205.) 
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§ 6. Der Briet-Bouquetsehe Satz 1). 

Wir gehen jetzt zum Schlusse dazu über, den bereits m der 
Einleitung genannten B r i o t- Bouquet sehen Satz in einer in allen 
Einzelheiten exakten Form zu begründen. Der Satz besagt, daß 
eine endlich- vieldeutige analytische Funktion q; (u), fiir welche zwi
schen q;(u) und q;'(u) eine algebraische Gleichung mit konstanten 
Koeffizienten besteht, entweder eine algebraische Funktion von u 

1t 1t i 

oder von einer Exponentialfunktion e w oder von einer Funktion 
S9 (u t ro, ro') ist. 

Bevor wir an den Beweis herangehen, haben wir zuerst den Be
g ri ff der endlich-vieldeutigen analytischen Funktion zu 
präzisieren. Man könnte hierunter eine Funktion verstehen~ für welche 
die Anzahl der an irgend einer Stelle vorhandenen Zweige derselben 
eine gewisse, von der Wahl der Stelle unabhängige, endliche Größe 
M nicht iibersteigt; man könnte auch darunter eine Funktion ver
stehen, von welcher lediglich feststeht, daß die Anzahl ihrer Zweige 
an jeder Stelle endlich ist, wobei jedoch, wenn man alle möglichen 
Stellen der Argumentebene in Betracht zieht, die Anzahl dieser Zweige 
immer noch beliebig groß werden kann. Es ist klar, daß der letztere 
Begriff weiter ist als der erstere. Wir wollen nun für den Zweck 
unseres Beweises des Briot-Bouquetschen Satzes einen noch weiteren 
Begriff der Endlich-Vieldeutigkeit zugrundelegen. Wir erklären näm
lich eine Funktion q;(u) als endlich- vieldeutig, wenn es kein 
zweidimensionales Stück B der n-Ebene gibt, in welchem 
unendlich viele von einander verschiedene reguläre 
Zweige der Funktion existieren, deren jeder einzelne 
wirklich in dem ganzen erwähnten Bezirke 13 regulär ist. 

Unter Zugrundelegung dieses Begriffes der Endlich-Vieldeutigkeit 
behaupten wir nun, gilt der Briot-Bouquetsche Satz. 

Wir schließen a:fl die gegebene Definition der Endlich-Vieldeutig
keit sogleich die für die folgende Beweisführung wichtige Bemerkung, 

l) Dieser Paragraph ist, wie bereits oben erwähnt, meiner Dissertation wesent
lich neu hinzugefügt. § 6 der Dissertation selbst, betitelt: "Über die mehrdeutigen 
periodischen Funktionen niedrigsten Grades mit algebraischem Additionstheorem" ist 
hier weggelassen worden, weil der Inhalt desselben den Charakter einer dem Haupt
zwecke des vorliegenden Artikels ferner liegenden Spezialuntersuchung hat, auf 
welche wir uns begnügen hier hinzuweisen. 

Festschrift Schwarz. 14 
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daß eine :,endlich· vieldeutige" analytische Funktion, ("endlich· viel
deutig" im oben definierten Sinne), sofern sie überhaupt eine perio
dische Funktion ihres Argumentes ist, entweder eine einfach- perio
dische oder doppelt- periodische Funktion ist. In der Tat würde die 
Annahme des Gegenteils nach einem bekannten Schlußverfahren die 
Existenz unendlich kleiner Perioden bedingen, und, da nun die Eigen
schaft der Periodizität einer analytischen Funktion sich immer mit 
Notwendigkeit durch alle Zweige dieser Funktion hindurch erstreckt, 
was aus dem Prin~ip der analytischen Fortsetzung folgt, so würde 
man, ausgehend von irgend einem regulären, der Funktion angehören
den Funktionselemente sofort unendlich viele andere zur Funktion 
gehörende reguläre Funktionselemente erhalten, die durch unendlich 
kleine Parallelverschiebungen der Argumentebene aus ersterem Ele
mente hervorgehen und uns daher unendlich viele, von einander ver
schiedene reguläre Funktionselemente liefern, die alle in einem und 
demselben zweidimensionalen Bezirke erklärt wären, entgegen unserer 
Voraussetzung der "Endlich-Vieldeutigkeit" der Funktion. 

Zur Durchführung des Beweises benötigen wir noch zweier Hilfs
sätze, welche sich auf die Umkehrung unendlicher Reihen von ge
wisser .l!'orm beziehen. 

Hilfssatz I. Es sei P(z) eine Potenzreihe mit lauter ganz
zahligen Potenzexponenten, unter welchen jedoch auch negative und 
zwar in endlicher Anzahl vorkommen. Alsdann ist die Umkehrungs
funktion der durch die Reihe P (z) + Clog z, unter C eine von 0 ver
schiedene Konstante verstanden, definierten Funktion t (.z') sicher nicht 
"endlich-vieldeutig". 

Beweis: Zum Beweise werde der Bequemlichkeit halber etwa 
angenommen, daß P(z) die Form habe 

1 
P(z) = - + a0 + a1 z + a 2 Z2 + .. ·. z 

Der allgemeinere Fall einer Reihe P(z) bietet für unseren nunmehr 
vorzuführenden Beweis keine neue Schwierigkeit dar. Der gemein
schaftliche Grundgedanke der Beweisführung wird nämlich der sein: 
es wird nachgewiesen, daß die vom Nullpunkt aus auf der negativen 
Seite der Achse des Reellen aufgeschnittene Umgebung der Nullstelle, 
fii.r welche t (z) erklärt ist, durch VermitteJung der Funktion t (z) auf 
ein Riemannsches Flächenstück eineindeutig abgebildet wirll, welches 
eine gewöhnliche schlichte Halbebene H vollsUindig als Teilgebiet 
enthält. Ein Zweig der U mkehrungsfunktion kann demnach in dieser 
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Halbebene regulär erklärt werden. Alsdann ergeben sich vermöge 
der periodischen Vieldeutigkeit der Funktion t (.z), mit dem Periodi
zitätsmodul2:r:iC, aus jener ersteren Halbebene unendlich viele weitere 
Halbebenen, welche die Halbebene H vollständig iiberdecken, sodaß 
nunmehr klar ist, daß die Umkehrungsfunktion z(t) eine Funktion ist, 
welche in der Halbebene H unendlich viele reguläre, von einander 

verschiedene Zweige besitzt, also in unserm Sinne nicht mehr "end
lich-vieldeutig" ist. 

Es fragt sich demnach, wie die Halbebene H gefunden wird. 
Dazu erinnern wir an den Satz der allgemeinen Funktionentheorie: 
Ist f(z) eine in einem Bereiche B regulär und eindeutig erklärte 
analytische Funktion, so ergibt sich als Bild des Bereiches B bei 
der durch f(z) vermittelten konformen Abbildung ein Riemannsches 
FlächenstUck B', als Bild der Begrenzung L von B eine Begrenzungs
linie L' von B', und zwar ist die Blätterzahl von B' an jeder Stelle 
a der Ebene, die nicht mit einem Punkte von L' koinzidiert, gleich 
der Umlaufscharakteristik der Linie L' in bezug auf den Punkt a. 

Wir betrachten nunmehr die durch t(z) vermittelte konforme 
Abbildung. Es sei R der Radius des Konvergenzkreises der Potenz
reihe P(z). Wir grenzen in der z-Ebene ein einfach zusammen
hängendes, viereckiges Gebiet G n ab, welches, wenn in bekannter 
Weise z = r ( cos cp + i sin cp) gesetzt wird, durch die Bedingungs
gleichungen 

rn<r<r0 , (-;--s)<cp<(~-+s) 

erklärt ist, wobei 1'0 kleiner als R und rn = __ _!_o_1_ gewählt zu denken 
n+ 

ist, ferner 0 < E < -~- sein soll, letzteres im iibrigen beliebig klein 

sein kann. 1'0 und E sind im folgenden fest zu denken, wenn n die 
Reihe der Zahlen 1, 2, 3, ... in inf. durchläuft. 

Mit G werde der durch die obigen Bedingungen bei Ersetzung 
von r,. durch 0 definierte Kreissektor bezeichnet, welcher die Grenze 
der Gebiete G11 G2 , G3 , ... darstellt. 

Wir werden jetzt nachweisen, daß das Bild des Gebietes G ein 
Flächenstiick G' ist, welches eine schlichte Halbebene, deren be
grenzende Gerade parallel der Achse des Imaginären ist und welche 
rechts von dieser Geraden gelegen ist. Um uns dies klar zu machen, 
bezeichnen wir die Begrenzung von G mit L, die Begrenzung von (}' 

mit L', die Begrenzung von Gn mit L", die Begrenzung von G~, d. i. 
14* 
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des durch die Abbildung mitteist t (z) entstehenden Bildgebietes von 
G,., mit G;,. Alsdann erkennen wir zunächst, daß die Linie L' einen 
im Endlichen gelegenen Punkt t* enthält, dessen reeller Teil möglichst 
groß ist. Es hängt dies damit zusammen, daß die Größe log z fiir 
unendlich klein werdendes z in dem zu betrachtenden Gebiete G einen 
absoluten Betrag besitzt, welcher im Verhältnis zu dem absoluten 

Betrage von · ~- unendlich klein wird. Als eine brauchbare Halbebene 
z 

II eignet sich nun jede Halbebene der t- Ebene, deren begrenzende 
Gerade parallel der Achse des Imaginären ist und rechts von dem 
Punkte t* liegt, welche Halbebene außerdem ihrerseits rechts von der 
sie begrenzenden Geraden liegt. Um dies zu übersehen, nehmen wir 
irgend einen Punkt cx innerhalb einer solchen Halbebene H an und 
betrachten die Umlaufscharakteristik der Linie L~ in bezug auf IX. 

Um dies bequem zu beurteilen, zerlegen wir die Linie L11 in Ln, 1 und 
Ln, 2 , unter Ln, 2 den der Nullstelle näherliegenden zu L" gehörenden 
Kreisbogen verstehend, unter Ln, 1 den aus drei Stücken bestehenden 
Rest von Ln. Entsprechende Bedeutungen haben L~. 1 und L~, 2 • Die 
zu bestimmende Umlaufscharakteristik von L~ in bezug auf a ist 
gleich der durch 2 n zu dividierenden vollständigen Amplitudenände
rung desjenigen Vektors V, welcher den Punkt IX mit einem die Linie 
L~. 1 durchlaufenden Punkte P' verbindet, vermehrt um die sich er
gebende Amplitudenänderung desselben Vektors, wenn P' die Linie 
L~. 2 durchläuft. Die erstere Amplitudenänderung heiße L1.,, 11 die 
zweite Lln, 2 • Alsdann ist wegen der Limesgleichung 

. lim (!log z 1 : 11 _!_ II) = o 
JZJ=O Z 

ersichtlich, daß 

lim L1n, 1 = n-2e, lim L1", 2 = n+2e 
n=oo n=oo 

ist, woraus sich ergibt, daß IX in bezug auf L~ die Umlaufscharakte
ristik 1 liefert für hinreichend großes 11. Hiermit aber ist bewiesen, 
daß die Halbebene H als schlichtes Teilgebiet in G' enthalten ist, 
womit nun auch der Hilfssatz I vollständig bewiesen ist, für den zu
nächst angenommenen spezielleren Fall. 1\Ian übersieht sofort, welche 
einfache Modifikation zu machen ist, wenn P (z) die allgemeinere 
Form hat 



Funktionen eines Arguments, welche ein algebraisches Additionstheorem lJesitzen. 213 

Man wird dann als Gebiet Gn ein durch Ungleichheitsbedingungen 
der Form 

n ~T < 1" < ro' - c~.; + E) < <p < c~.; + E) 

definiertes Gebiet wählen, wobei 0 < E < ';!,~~ zu denken ist. 

Im Anschluß an den vorstehend entwickelten Hilfssatz I ent
wickeln wir sogleich als GegenstUck den folgenden zweiten Hilfssatz. 

Hilf s s atz II: Eine Funktion t (z), welche durch eine Reihe der 
Form log z + a0 + a, .z + a2 z2 + · · · definiert ist, hat als Umkehrungs
funktion z (t) eine Funktion, die in einer gewissen durch eine Un
gleichheit lR (t) < 6 definierten Halbebene eindeutig und regulär ist 1). 

Beweis: Der Beweis kann nach denselben Prinzipien wie der 
Beweis des ersten Hilfsatzes geliefert werden, nämlich durch die 
l\'lethode der Charakteristik. Als Gebiet G" wählen wir jetzt das 
durch die Ungleichheiten 

1" 
-- 0 - - < r < r - 2n '1t < m < + 2 n '1t n+ 1 = = "' -r 

definierte n-blättrige Gebiet der z-Ebene. 6 ergibt sieb als das Mini
mum des reellen Teiles der Funktion t(z) auf dem Kreise lzl = 1"0 , 

d. i. gleich log r 0 , vermehrt um das algebraische Minimum des reellen 
Teiles der regulären Potenzreihe a0 + a, z + a2 Z 2 +- · · auf dem er
wähnten Kreise. 

Die Durchführung des Beweises des B r i o t- Bouquet sehen Satzes 
bietet nach den gegenwärtigen Vorbereitungen keine Schwierigkeit 
mehr dar. Wir schließen im Anschluß an B r i o t- Bouquet (1. c.), 
wie folgt. 

Es werde <p (u) mit x und cp' (u) mit y bezeichnet. Alsdann ist 
u selbst wegen des Besteheus der algebraischen Gleichung zwischen 
<p (u) und cp' (u) ein zur algebraischen Kurve (x, y) gehörendes Abel
sches Integral. Nach den Bemerkungen p. 210 kann dieses Abelsche 
Integral, sofern es sich nicht auf eine rationale Funktion von (x, y), 

1) Will man die heim Beweise der Sätze I und Il benützten, der Ca u c h y
R i e man n sehen Funktionentheorie entlehnten Hülfsmittel vermeiden, um ganz der 
'Veierstraß sehen Denkweise gerecht ;~:u werden, so kann man dies dadurch, 
daß man :mnächst zweckmäßig r 0 so klein wählt, daß für ! z i ~ To die Ableitung 
t' (z) =I= 0 bleibt und daher an jeder Stelle z dieses Beweises eine lokale eindeutige 
Ueihenumkehrung vorgenommen werden kann. Das obige Studium des Verlaufes der 
Linien LJ, zeigt dann sofort, daß die Umkehrungsfunktion in der vollstiindigen Halb
ebene H tatsächlich regulär und eindeutig analytisch fortgesetr.t werden kann, weil 
innerhalb der Halbebene ]{eine Grenzen der Fortsctzbarkeit auftreten können. 
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also auf eine algebraische Funktion von x reduziert, in bezug auf 
seine Perioden nur einfach-periodisch oder doppelt-periodisch sein. 

Liegt der einfach- periodische Fall vor, so kann u nicht ein In
tegral erster Art sein, weil sonst, wenn 2m die primitive Periode 

~6 '1t i 

bezeichnet, e w eindeutig und überall endlich auf der Riemannschen 
Fläche F der Funktion y (x) wäre, mithin eine Konstante. Die somit 
sicher vorhandenen Unstetigkeiten der Funktion u (x, y) können dann 
nur logarithmisch sein. Denn bei Unstetigkeiten rein algebraischen 
Charakters wi_irde für q; (u) selbst sich ergeben, daß diese Funktion 
in einer schlichten oder endlich vielblättrigen vollständigen Umgebung 
U (exkl. =) des unendlich-fernen Punktes regulär wäre, und die vor
handene Periodizität wii.rde bedingen, daß zugleich mit U unendlich 
viele Parallelverschiebungen ausgeführt werden könnten, wobei sich 
stets neue Zweige der Funktion cp (u) ergeben würden. q; (u) wäre 
demnach offenbar nicht mehr "endlich- vieldeutig". Auf Grund des 
Hilfssatzes I andererseits ergibt sich weiter, daß u (x, y) nicht ge
mischt unstetig werden kann, d. h. mit algebraischem Bestandteil und 
einem logarithmischen Bestandteil. Somit kann u (x, y) nur rein loga
rithmisch unendlich werden mit einem Periodizitätsmodul, welcher ein 
Vielfaches der primitiven Periode 2m des Argumentes der als ein
fach-periodisch vorausgesetzten Funktion q; (u) ist. Alsdann aber ist 

uni 

e w eine algebraische Funktion, weil eindeutig auf der Riemann
schen Fläche F und allenthalben mit dem Charakter einer algebrai
schen Funktion behaftet. Somit hätten wir den bisher betrachteten 
beiden Fällen entsprechend gefunden: q; (u) entweder algebraische Funk
tion oder algebraische Funktion einer Exponentialfunktion. 

Ist jetzt q; (u) doppelt- periodisch in seinen Periodizitätsmoduln, 
so kann u(x, y) offenbar überhaupt nicht mehr unstetig werden, weil 
sich nach den Hii.lfssätzen I und II daraus sofort folgern ließe, daß 
die Umkehrungsfunktion q; (u) nicht endlich-vieldeutig ist. Man würde 
stets eine Halbebene Jl aufstellen können, in welcher unendlich viele 
reguläre Zweige der Funktion rp (u) vorhanden wären. Ist aber u (x, y) 
ein Integral erster Art, so hat man in &o (u Im, m'), unter 2m, 2m' ein 
primitives Periodenpaar verstanden, eine eindeutige Funktion auf F, 
die iiberall den Charakter einer rationalen Funktion von (x, y) besitzt. 
:Mithin ist rp u eine algebraische Funktion der Funktion so (u I m, m'). 



Zwei Anwendungen der Methode 
der sukzessiven Annäherungen. 

Von 

A. Korn in Bcrlin. 

Die klassische Verwendung der Methode der sukzessiven An
näherungen in Herrn H. A. Schwarz' Weierstraß-Festschrift hat 
die Anregung zu einer Fülle bedeutsamer Arbeiten sowohl in der 
mathematischen Analysis, als auch in der mathematischen Physik ge
geben, und ich möchte hier wiederholt meiner l\feinung Ausdruck 
geben, daß auch das junge Gebiet der linearen Integralgleichungen, 
wenn auch einige seiner Hauptvertreter sich in stark divergierenden 
Richtungen bewegt haben, unter dem Stern der l'IIethode der suk
zessiven Annäherungen, im besonderen unter dem Stern der Schwarz
sehen W eierstraß- Festschrift und der Pi c a r d- Po in c a r e- V o 1-
terraschen Sch<ipfungen geboren und gewachsen ist. 

Als das Problem, einen genügend kleinen 'l'eil eines stetig ge
krümmten Flächenstückes in den kleinsten 'l'eilen ähnlich auf einen 
Teil einer Ebene abzubilden, durch die Arbeiten von E. E. Levi 1) 

und L. Lichtenstein 2) auf die Lösung einer linearen Integralglei
chung zurückgeführt und auf diesem Wege in durchaus befriedigender 
Weise gelöst wurde, fragte mich Herr Schwarz, ob durch die direkte 
Anwendung der l\fethode der sukzessiven Näherungen das Problem 
nicht eine wesentlich einfachere Lösung finden könnte, als durch die 
Zuriickfii.hrung auf eine lineare Integralgleichung. Ieh konnte bald 

I) E. E. Levi, Rendiconti del Circ. Mat. di Palermo 1907, S. 275. 
2) L. Lichtenstein, Hcrl. Ber. Phys.-Math. Klasse 1911, Anhang, Abh. VI. 
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diese Frage bejahend beantworten, und ich möchte im folgenden die 
kurzen Notizen, welche ich Herrn Schwarz zum Belege dieser meiner 
Meinung gesandt hatte, ein wenig erweitern und einem größeren 
Leserkreis vorlegen. 

Anschließend an dieses Problem behandele ich hier noch ein 
zweites, sehr einfaches Problem mit Hilfe der Methode der sukzes
siven Näherungen, ein Problem, welches sich auch auf eine lineare 
Integralgleichung zuriickfilhren läßt, aber von solchem Typus , daß 
dieselbe nicht ohne weiteres durch die Fredholm-Hilbertschen 
1\ietboden gelöst werden kann, während die Anwendung der Methode 
der sukzessiven Näherungen keine wesentlichen Schwierigkeiten bietet. 
Einige der hier diskutierten Konvergenzfragen können vielleicht auch 
noch bei anderen Problemen der Analysis Verwendung finden. 

s 1. 

Das Problem, emen genügend kleinen Teil eines gegebenen 
Elächenstückes in den kleinsten Teilen ähnlich auf einen Teil einer 
Ebene abzubilden, läßt sich auf das Problem der Analysis zurück
führen, für die elliptische, lineare, partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung mit zwei Variablen x und y: 

o2 q; o2 cp o2 q; . aq; acp 
a -- -- + 2 b - · · · + c - - + d- -- + e --- = 0 

OX2 ax ay oy2 ax ay ' (1) 

in welcher a, b, c, d, e gegebene, in einem gegebenen Gebiete gewisse 
Stetigkeitsbedingungen erfüllende Funktionen von x und y bezeichnen, 
eine Lösung cp zu finden, welche in genügend kleinen Teilgebieten des 
gegebenen Gebietes mit ihren ersten und zweiten Ableitungen stetig 
und nicht identisch mit einer Konstanten ist; es wird dabei voraus
gesetzt, daß die Funktionen a, b, c die Bedingung: 

(2) ac-b2 >0 

erfüllen. 

Wenn wir die in der Potentialtheorie gewöhnlich ausgeschlossenen 
Singularitäten auch hier ausschließen und von den Richtungskosi
nussen der positiven Normalen (nach Festsetzung einer positiven 
Seite der Fläche) 

cos (vx), cos (vy), cos (vz) 

der gegebenen Fläche voraussetzen, daß sie auf der Fläche stetig 
sind und (im allgemeinen) stetige erste Ableitungen haben, dann 
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können wir von den Funktionen 

d und e 

voraussetzen, daß sie in dem gegebenen Gebiete (im allgemeinen) 
stetig sind, und von den Funktionen 

a, b, c, 

daß sie m dem gegebenen Gebiete stetig sind und (im allgemeinen) 
stetige erste Ableitungen haben 1). 

Es sei (x0 , Yo) irgend ein Punkt des gegebenen Gebietes, der von 
dem Rande des Gebietes durch irgend welche (im übrigen beliebig 
kleine) Entfernungen getrennt sei; wir nehmen diesen Punkt zum An
fangspunkte des Koordinatensystems der x, y, konstruieren um den
selben als Zentrum einen Kreis vom Radius R, der nur klein genug 
sei, sodaß der Kreis (R) noch ganz in dem gegebenen Gebiete ent
halten sei, und iiber den wir uns noch weitere Bestimmungen vorbe
halten. 

Wir suchen eine mit ihren ersten und zweiten Ableitungen in 
dem Kreise ( R) stetige Funktion von x und ?/, welche in dem Kreise 
(.R) der Gleichung (1) genügt, und welche nicht identisch mit einer 
Konstanten ist. 

§ 2. 

Wir bezeichnen. mit a0 , b0 , C0 die Werte von n, b, c im Zentrum 
des Kreises ( R) und schreiben die Gleichung (1) in der Form: 

02 cp 02 cp a2 cp a2 q; a2 cp 
(3) a0 - 0----:.- + 2 b0 - 0 . 0-- + C0 --0· 2- = - (a- a.0 ) - 0----.- - 2lb- U0 ) - 0 i) 

X X y y .X .X .1J 

o2 q; acp acp 
- ( c - co) iijji - d ax - e . ay . 

Durch lineare, homogene Transformationen: 

(4) 
~ X = CX g + ß 1j, g = 011 X + ß' Y, 
~ y = r g + o 11, '1'/ = r' x + o' y 

können wir, indem wir die Konstanten a, ß, r, o in geeigneter Weise 
wählen, die Gleichung (3) auf die Form bringen: 

1) Es würde im übrigen genügen, von den Funktionen a, b, c in dem gegebenen 
Gebiete lediglich die Li p s c h i t z - II ö I der sehe Stetigkeit vorauszuseben. 
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(5) 

wo: 

(6) l A -(a-a0 )tx'2 -2(b-b0 )tx'y' -(c-co)r'", 
B - (a- Cto) tx' ß'- 2(b- bo)(tx' !}' + ß' r')- (c- co) r' o', 
C- -(ct-ct0)ß'2 -2(b-b0)ß'r}' -(c-c0)o'2 , 

D = - cl. a' - e ß', 
E = - d. r'- er}'. 

(7) 

Nach den Voraussetzungen über die Funktionen a, b, c, d, c sind die 
absoluten Werte von A, B, C, D, E kleiner als eine bestimmte, end
liche Zahl, und, wenn wir von den Funktionen a, b, c voraus-
setzen, daß 

(8) 

filr irgend zwei Punkte (x,. y,) und (x2 , ?J 2) in der Entfernung '~"w 
wobei wir unter N eine bestimmte, endliche Zahl verstehen: 

(9) 
I A (~2. 112) -- A (L 1/.) i 
I B (~2' 1/2)- B (~,, 1],) I < JJ1. (!,2, m w 1), 
I c (~ .. 112) ·- c (~ .. 11J I 

wobei JJ{ wieder eine ganz bestimmte endliche Zahl ist. Da A, JJ, C 
im Anfangspunkte verschwinden, können wir die Ungleichheitsbedin
gungen notieren 

(10) 
I A; { l: ~: j < N 11, in m; 

ferner ist, wie wir bereits hervorgehoben haben: 

(11) 

wobei JJf wieder eine ganz bestimmte, endliche Zahl ist. 
Wir wollen nun zeigen, daß wir stets leicht eine Lösnng rp der 

Gleichung (5) angeben können, welche in ( R) mit ihren ersten und 
zweiten Ableitungen stetig ist und nicht identisch mit einer Kon
stanten ist, wenn wir B genügend klein annehmen. 

1) Das Gebiet (B) wird durch die Transformation (4) in eine Ellipse w ver
wandelt, von sole!Jer Beschaffenheit, daß die größte Entfernung zweier Punkte von w 
durch Verkleinerung von R unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad herabgedrückt 
werden kann. (112 sei die Entfernung von (~ 1 , 1J 1) nach (~2 , 1J2). 
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§ 3. 

Es se1 rp0 eme ganz beliebige, in dem Gebiete w (dem transfor
mierten Kreisgebiete (B), mit ihren ersten und zweiten Ableitungen 
stetige 1) Funktion von ~ und 1}, welche m dem Gebiete w der Glei
chung 

(12) a• fPo a• fPo ---ar + -a-;r- = o 

geniigt und nicht identisch mit einer Konstanten .ist. Eine solche 
Funktion .ist z. B. ~ oder '1'/ oder ~ "l'J, man sieht. es ist leicht, beliebig 
viele derartige Funktionen rp0 anzugeben. 

Wir konstruieren nun sukzessive die Funktionen 

rp" fP2, fP 3 . • . von ~ und 11 

so, daß s1e mit ihren ersten und zweiten Ableitungen m w stetig 
sind und die Bedingungen erfiHlen : 

(14) 

Bereits bewiesene Sätze aus der Theorie des logarithmischen 
Potentials werden, worauf wir sogleich zurii.ckkommen werden , er
geben, daß diese Funktionen sukzessive wirklich gebildet werden 
können, und daß, wenn wir von den zweiten Ableitungen der ur
sprünglichen FunHion Lipschitz- Höldersche Stetigkeit (12') voraus
setzen, wie wir dies tun wollen, auch sukzessive von den zweiten 
Ableitungen der Funktionen 

Lipscbitz-Höldersche Stetigkeit bewiesen werden kann. Wir setzen 
dann 

(15) 

1) und zwar verlangen wir von den zweiten Ableitungen Lipst;hitz -llül!lerschc 
i::ltetigkeit, d. h. wir verlangen, daß für irgend zwei Punkte (§ 1 , 7] 1) und (!;.,, 11~) von 
m in der Entfernung (! 12 für irgend eine zweite Ableitung JJ2 cru: 

(12') 

wo 2:0 eine bestimmte, endliche Zahl, l ein echter Bruch ist. 
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und behaupten, bei Voraussetzung eines genügend kleinen R, in der 
Funktion g; eine Lösung der Aufgabe gefunden zu haben. Wir werden 
zeigen, daß die Reihe ( 15) gleichmäßig in w konvergiert und daß 
wir dasselbe auch von den gliedweise differenzierten Reihen 

(16) 

(17) 
D 1 g; = D,g;0 +D.g;.+D.g;2 +D.g;a+···, 
D,rp = D2 g;0 +D.g;.+D.rp2 +D.rp3 + ... 

aussagen können, wenn wir unter D. und D2 irgend eine erste bezw. 
zweite Ableitung verstehen, und daß die zweiten Ahleihmgen v~n g; 

in dem Gebiete Lipschitr.-Hölderscbe Stetigkeit besitzen. 

§ 4. 

Beziiglich der Existenz und der Eigenschaften der sukzessive zu 
bildenden 

bemerke ich zunächst, daß die Funktion rp1 den Bedingungen zu ge
nügen hat: 

(18) 

(19) 

wo 

(20) 

(21) 

a•cp, o2 rp, 
---~=---+-- - = fo = r: +f~', m ro, 

os" 017z 
rp1 = 0, am Rande von w, 

A a• fPo 2 B a• rp. 0' a• fPo 
ar-+ -a;afi + Trt' 

f."-0- D i}rpo + E orp" 
a; a'l} · 

Ist f in ro von Lipschitz-Hölderscher Stetigkeit, also für irgend 
zwei Punkte (;,, '1},) und (;., 1J2) von w in der Entfernung ()12 : 

(22) I fo (;,' 17.)- f~ (;. 1 1/,) I < 1'o Q~z' 

wo T0 eine bestimmte, endliche Konstante und Ä. einen echten Bruch 
vorstellt, so existiert eine (und nur eine) mit ihren ersten und zweiten 
Ableitungen stetige Funktion rp 1 der Stelle in w, welche in w der 
Gleichung (18) und der Randbedingung (19) genügt, und es ist in w: 

(23) 

wenn Wir unter D, irgend eine zweite Ableitung verstehen, unter 
1J10 eine obere Grenze der absoluten Werte von fo und unter "• und 
x2 zwei endliche Zahlen, die lediglich von l abhängen, in keiner Weise 
von den Eigenschaften der Funktion {0• Es ist ferner für irgend 
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zwei Punkte (~ 1 , '1) 1) und (~ 2 , '1) 2) von ca in der Entfernung Q12 : 

(24) ID2!J\ (~2' YJJ- D, Cf\ (~I' 'I/1)J <: (r.a~7J1o+ "4 To)Q~2' 

wo wieder "" und "• zwei endliche Zahlen sind, die lediglich von 1 
abhängen, in keiner Weise von den Eigenschaften der Funktion f~. 

Ich habe dies, wenn man diese Folgerungen auch schon aus früher 
von mir veröffentlichten Untersuchungen ziehen kann - sehr aus
flihrlich für ein Kreisgebiet, somit auch z. B. fiir das aus dem Kreis
gebiete (R) durch die Transformation (4) hervorgehende Gebiet ca in 
meiner Abhandlung: Über Minimalflächen, deren Randkurven wenig 
von ebenen Kurven abweichen (Berl. Ber. Math.- Phys. Kl., Anhang, 
1909) nachgewiesen; man vgl. daselbst Satz II S. 31 der Abhandlung. 

Was die ersten Ableitungen JJ, t:p, betrifit, so ist jedenfalls, da 
t:p 1 am Rande von ca verschwindet, mit Rücksicht auf (23), wenn wir 
den variablen Punkt in ca mit einem Randpunkte, dessen 'l'angente 
die Differentiationsrichtung hat, durch eine Gerade von der Liinge Q 

verbinden: 

oder, da jedenfalls: 

Q < endl. Zahl. R, 
auch: 

(25) 1) 

Ferner ist fii.r irgend zwei Punkte (1;1, '111) und (~2, IJ.,) von Cl) m der 
Entfernung Q12 mit Rücksiebt auf (23): 

ID, fJJ1 (~" '1/,)- D1 fP1 (;1' '1),) I< Q12 (x, 111o + "' To) 
oder: 

I Dl t:pJ;,' l)2)- D, fPt (~1' '1),) I < Q:;). . (r.1 llfo + "' TJ r/2' 

oder, da jedenfalls 
Q12 < endl. Zahl. R, 

auch: 

(26) 1) I D, t:p 1 (;2 , '1)2)- D1 t:p 1 (;1 , 11J I< endl. Zahl. RH .. (:~t 1 1J1o + X2 1'0) Q~2 • 

Setzen wir jetzt: 

(27) 

1) Die Formeln fiir D 1 cp 1 lassen weit engere Grenzen zu; ich wähle die ohi,ge 
Darstellung der Kürze halber. 
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(28) tff-1- D~-P..!__+E~ 
a~ a11 ' 

mit RUcksicht darauf, daß wir rp 2 durch die Gleichungen: 

(29) 

(30) 

a2rp, + a2rp, f' f' f" . a;·-- ~ = 1 = 1 + 1 ' In m 

rp2 = 0, (am Rande von m) 

zu bestimmen haben, so bemerken wir, es ist nach (27), (23), (10): 

(31) lf: I< ~ (tL11110 + !L2 .7'0) R\ 
und nach (28), (25), (11): 

(32) 

ferner fi:ir irgend zwei Punkte (~ 1 , ·11J und (~2 , 1j,) von m im Abstande 
!J12 nach (27), (24), (9), (10), (23): 

(33) I t;' (~.' f}z)- f~' (~! ' fJJ I <(!LI 1110 + /12 To) R' +4 nl-A . !1~2' 
und nach (28), (26), (25), (11): 

(34) lt;' (~.' tj,)- r;' (~!' 1jJ I< (!LIMO+ !L2 To) R +/lj-}, . !1~2' 

wobei !L1 und tL2 zwei endliche Zahlen sind, welche nur von A., in 
keiner Weise von den Eigenschaften der Funktion fo abhängen. 

Bezeichnen wir noch den größeren der beiden Werte R' und 
RH. mit s, so können wir über die Funktion (~ aussagen, es ist : 

(35) 

und fiir irgend zwei Punkte (~ 1 , 11J und (~ 2 , r12) von w in der Entfer
nung !J12 : 

(36) 

wo !L eine endliche Zahl ist, die lediglich von A., in keiner Weise von 
den Eigenschaften der Funktion /~ abhängt und s eine Konstante, 
welche durch Verkleinerung von R unter jeden beliebigen Kleinheits
grad herabdrückbar ist. 

In derselben Weise weitergehend, finden wir, wenn wir 

(37) 

setzen: 

t.2 = A a2 cp, 2 J:> a• cp, c a2 cp, D arp, v a• rp2 
~+ ,~+ ~+ v+1~--;n--

" " 1} 1} " -

(38) J/~ I < k 13 2 !L2 (M0 + T0 ), 

(38') Ir (~" 1}2) - (2 (~!l 1)J I < t E2 !L2 (1110 + To) Q';,' 
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allgemein, wenn wir 

( 9) t. A a2 'P.i 2 JJ a• 'Pi C' a2 q;l D oq;j E aq;j 
3 .i - a~· + a;an + a"T- + a( + ~ 7ill' .i= 1,2, ... 

setzen: 

(40) 
(40') 

~~~ < tEitLi(Mo+ To), 
~~ (;" fJ2) - f~ (;" 1},) I < t Ei /Li ( llfo + T0 ) (>~27 

}=1,2, ... 

und wenn wtr nur E, also R geniigend klein machen, sodaß 

(41) E/L < 1, 

so folgt sofort die absolute und gleichmäßige Konvergenz der Reihen 

(42) 
(42') 
(42") 

q;- fPo+ q;,+ 
D,q;- D,q;0 +D,q;,+D,q;.+ · · ·, 
D.rp- D2lflu+D.q;,+D.rp2+··· 

im ganzen Gebiete m, ja wir können auch wieder von den zweiten 
Ableitungeu D 2 q> aussagen, daß s1e in dem Gebiete m Lipschitz
Höldersche Stetigkeit besitzen. 

Damit ist aber bewiesen, daß wir in der Funktion q> eine Lf3sung 
der gestellten Aufgabe besitzen 1). 

§ 5. 

Ich komme nun zu der zweiten, hier zu behandelnden Aufgabe. 
Wir haben in sehr vielen Fällen, (ähnlich wie bei dem Probleme 
der Minimalflächen mit Randkurven, welche sich wenig von ebenen 
Kurven unterscheiden), mit der Lösung einer partiellen Differential
gleichung von der Form 

(43) a• q; iJ2 q; ( a2 rp a2 q; iJ2 q; ocp oq; ) + = eF -- m ax• ay·- OX2 ' axay' ay• ' ax' ay' ., 
zu tun, wo F eine gewissen Bedingungen genUgende Funktion von 

a• q; o2 q; o2 q; aq; aq; 
ax• ' ax oy ' ay• ' ax ! ay ' 

E cme gegebene Zahl vorstellt. Wir haben zu zeigen, daß, wenn 
nur E genügend klein gewählt wird , wir in einem von uns zu be-

1) Was wir hier fiir einen Kreis (R) bcr.w. eine Ellipse bewiesen haben, läßt 
sieh ohne weiteres auf beliebige Gebiete erweitern, welehe von einer geschlossenen, 
stetig gekrümmten, von Singularitäten freien Kurve umsehlossen werden; wir können 
die Untersuehung aueh auf den Haum ausdehnen. 
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trachtenden Gebiete w stets eine Lösung der Differentialgleichung (43) 
finden können, welche an der Grenze gegebene Werte annimmt. 

Eine besonders schwierige, bisher noch nicht in Angriff genom
mene Aufgabe ist es, Konvergenzgrenzen der durch die Methode der 
sukzessiven Näherungen in solchen Fällen gewonnenen Reihen f'Ur 
die Lösungen cp wirklich zu bestimmen, und die Schwierigkeit liegt 
vor allem in der exakten· Bestimmung der hier eine Rolle spielenden 
Zahlen x" x2 , x3 , x. bezw. ,uu ~-t2 , 1-1'· Es ist, bei der Schwierigkeit 
dieser Aufgabe, wenn man sie ganz allgemein auffassen wollte, inter
essant, einen Spezialfall ins Auge zu fassen, in welchem die Bestim
mung einer Konvergenzgrenze wirklich gelingt. 

Es handelt sich um die einfache Lösung der ersten Randwort
aufgabe der Potentialtheorie in der Ebene für eine Ellipse, wenn 
wir uns die Aufgabe in der folgenden Form stellen: 

Wir suchen die mit ihren ersten Ableitungen in einem Kreise 
vom Radius R um den Anfangspunkt als Zentrum eindeutige und 
stetige Funktion cp der Stelle x, y, welche in dem Kreise der Glei
chung: 

a' cp ()" ffJ a" ffJ 
(44) ax2 + ay" = c ax• 

geniigt, wo s eine gegebene Zahl vorstellt, und welche an der Kreis
peripherie gegebene Werte 

(45) cp=( 

annimmt; w1r setzen dabei voraus, daß ( mit seinen ersten und 
zweiten Ableitungen auf der Kreisperipherie stetig ist, und zwar 
setzen wir über die Stetigkeit der zweiten Ableitungen Lipschitz
Höldersche Stetigkeit voraus: Es sei für irgend zwei Punkte u1 (~ 1 , 1},) 
und 6 2 (~2 , 1) 2) der Kreisperipherie im Abstande 1·,. 

(46) 

wo a eme bestimmte, endliche Konstante, ). einen echten Bruch be
deutet. Durch die 'l'ransformation 

X (1 + sH, 
(47) 

y 1) 

geht der Krei:;; ( R) m eine Ellipse iiber, und die Aufgabe ist also 
nichts anderes, als die erste Randwertaufgabe der Potentialtheorie 
für die so entstehende Ellipse. 
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Wir werden mit Hilfe der Methode der sukzessiven Näherungen 
die Lösung als eine nach Potenzen von c fortschreitende Reibe dar
stellen, und wir werden zeigen, daß die betreffenden Reiben für jedes 

Iei< 1 

konvergieren, während die Reihen fiir 

divergieren können. 

§ 6. 

Wir bestimmen zur Lösung der Aufgabe (44), (45) sukzessive die 
mit ihren ersten und zweiten Ableitungen in dem Kreise (R) stetigen 
Funktionen, welche den folgenden Bedingungen geniigen : 

l 
a2 cp" a2 Cf!o 

= 0, in (R) -Bx2 + By2-

Cf!o = {, am Rande, 
(48) 

(49) l 
a2 cpj a2 cpj a2 cpj-1 

in (R), l . ---+ -- - - Ii -------
Bx2 By2 Bx2 ' J = 1, 2, ... 

cpj 0 am Rande, 

Wir miissen zunächst uns versichern, daß diese Bestimmung möglich 
ist, daß also die gewii.nschten Funktionen 

wirklich existieren. 
Ich beziehe mich dabei auf Satz II S. 14 mit seinen Folgerungen 

S. 22-24 der S. 221 zitierten Abhandlung. Es ist nach denselben die 
Funktion Cf!o, welche den Bedingungen ( 48) geniigt, bei der Voraus
setzung (46) eine ganz bestimmte in dem Kreisgebiete mit ihren er
sten und zweiten Ableitungen stetige Funktion, und wir können von 
den zweiten Ableitungen aussagen, daß sie eine Lipschitz-Höldersche 
Stetigkeitsbedingung erfüllen: 

wenn wir mit D 2 irgend eine zweite Ableitung bezeichnen und unter 
(lf d' f 

ß eine obere Grenze der absoluten Werte der --- - ·• unter !J rlu ' da- ' 

1) Ferner auch 

(50') 

Festschrift Schwarz. 15 
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eine endliche Zahl verstehen, welche in keiner Weise von den Eigen
schaften der Funktion f abhängt. 

Unter Anwendung des Satzes II S. 31 derselben Abhandlung 
kilnnen wir bezUglieh der Funktion p 1 , welche die Bedingungen 

a2pl iJ2pl 02Cf!o 

OX2 + oy2 = E OX2 ' 
in (R), 

Cf!1 = 0 am Rande 

erfüllt und mit ihren ersten und zweiten Ableitungen in (R) stetig 
sein soll, aussagen, daß sie konstruierbar ist, daß ihre zweiten Ab
leitungen einer Hölder- Lipschitzschen Stetigkeitsbedingung geniigen: 

(51) ID.p1 (X2 , Y2)-D2 p,(x" Y1)i < jE~2 (a+ß)1"~2 , 

und daß: 

(51') 
~ ID,plj < lc~2 (a+ß), 

~ jD2pi[<}E~2 (te+ß). 

In derselben Weise weiterschließend erhalten wir: 

(52) I D 2 Pi(X2 , Y2)- D 2 Cf!; (x" yJ I< ~-(E fL)'-1 ~ (a + ß) 1·~2' ~ 
) [D1 P;I<Hc~)H~(a+ß), .i=1,2, ... 
IID2p;i<~-(c~)i-l~(cc+ß), 

(52') 

§ 7. 
Wenn wir 

(53) 

setzen, so wird nach den Resultaten (52), (52') diese Funktion wohl 
definiert, mit ihren ersten und zweiten Ableitungen in (R) stetig sein 
und mit Ri:icksicht auf (48), (49) den Bedingungen geniigen: 

(54) 

(55) 

wenn 

(56) [c~l<l; 

wir werden ii.berdies von der Stetigkeit der zweiten Ableitungen von 
p aussagen können , daß sie einer Lipschitz- Hölderschen Stetigkeits
bedingung genügen. 

Wenn wir nun auch eine (nur von }. abhängige) bestimmte posi
tive, endliche Zahl angeben können. welche jedenfalls größer als ~ 
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ist, so gelangen wir doch durch diese Konvergenzbetrachtung nicht 
zu einer wirklichen Konvergenzgrenze der Reihe (53) und ihrer ersten 
und zweiten Ableitungen; wir können nun aber eine Untersuchung 
hinzunehmen, welche einer Untersuchung von Herrn Schwarz in seiner 
Weierstraß-Festschrift einigermaßen analog ist: 

Wir betrachten die Integrale: 

(57) 

Multiplizieren Wir die erste Gleichung ( 49) mit C{J; und integrieren 
ilber die Kreisfläche, so ergibt sich mit Rücksicht darauf, daß rpi am 
Rande verschwindet 

I {( arpj )2 + ( acpj )'} dw - EI arpj arpi-1 dw 
(R) ax ay - (R) a.x ax ' 

somit: 

(58) 

So ergibt sich: 

(59) 

wo J 0 eine bestimmte, endliche Konstante ist ; Wir k<innen also die 
Konvergenz der Reihe 

Jo, Ju J2, • • • 

beweisen, wenn E ein echter Bruch ist. 
Man kann nun allgemein den Satz beweisen: 
Es seien 

Cf1 ' 'P2 ' Pa ' · · · 
eine unendliche Reihe von Funktionen, welche m dem Gebiete (R) 
mit ihren ersten und zweiten Ableitungen stetig sind und an der 
Oberfläche verschwinden, und wir wissen, daß 

l I 'Pi I I = A j ~ 
(60) IDlrpjJ, ID.rpjl I< p;' { 

ID.rpi(x2 , y.)- D. rpi(x,, y,)l < A[t/r~., 1 
.i = 1, 2, ... , Ä. < 1, 

wo A, p; bestimmte, endliche Konstanten bezeichnen, daß ferner 

(61) 

wo .T0 eine bestimmte, endliche Konstante und E emen echten Bruch 
15* 
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bezeichnet, dann können wir beweisen, es ist 

l IPJI I= B lj 

IDl q>,,, ID2pjl J < E ' 

ID2q>1 (X2, '!/2)- D,tp1(xu '!J1)1 < B E'1 • t·~2 , 
(62) 

wo wieder B eine bestimmte, endliche Konstante und E < E1 < 1 ist. 
Der Beweis läßt sich für wesentlich allgemeinere Gebiete, als 

Gebiet ( ll), streng durchführen, ist aber nicht kurz genug, um die 
vollständige Wiedergabe an dieser Stelle für ein so spezielles Pro
blem zu rechtfertigen. 

Er führt uns in der Tat zu dem Ergebnis, daß die Reihe 

(63) 

die Lösung unserer Aufgabe in jedem Falle darstellt, in welchem 

lEI< 1 
ist. 

§ 8. 
Um zu erkennen, daß fti.r 

E = 1 

die Reihen q>1, p2, ••• bereits divergieren können, nehmen wir als Bei
spiel eine Funktion 

(64) 

welche an dem Rande des Gebietes (R) verschwindet, und bilden die 

Funktionen 

mit Hilfe der Bestimmungen: 

02 q>l 02 q>l - 021/J 
in (R), ... --+---

E OX2 ' OX2 O'!J2 

(65) 
q>l = 0, am Rande, 

02 ffJ.· 02 cp. a2q>H 

I --'-+--)- = E~, in (R), 
j = 2, ... OX2 oy2 

q>j = o, am Rande, 
dann ist 

(66) 



Zwei Anwendungen der Methode der sukzessiven Annäherungen. 229 

die Reihe: 

f/J1 + fP~ + fPa + ''' 
ist somit fiir 

c = 1 
divergent. 

Als Schlußbemerkung möchte ich erwähnen, daß die hier ge
gebene Reihenentwickelung nach Potenzen von s in der Elektrizitäts
theorie von Nutzen sein kann, wenn man von Kugeln zu abgeplatteten 
Rotationsellipsoiden übergehen will, ohne von den Fundamentalfunk
tionen des Ellipsoides Gebrauch zu machen. 



Über einige elementargeometrische 
Beziehungen, die aus den Eigenschaften der 

Einheitswurzeln fließen. 
Von 

Emil Lampe m Berlin. 

Die Figur, mittels deren Cotes die reellen Faktoren zweiten 
Grades des Binoms x"- an veranschaulicht hat, ist allgemein bekannt. 
Aus dem in gleicher Richtung liegenden Bestreben, die Eigenschaften 
der Einheitswurzeln zu seminaristischen Übungsaufgaben zu verwenden, 
sind die nachfolgenden Betrachtungen hervorgegangen. Als ich vor 
kurzem dem Jubilar, meinem Studienfreunde, dem diese Festschrift 
gewidmet ist, einzelne der Ergebnisse mitteilte, sprach er den Wunsch 
aus, daß ich sie veröffentlichen möchte. Ich benutze daher diese Ge
legenheit, seinem Verlangen nachzukommen, und stelle ihm zu seinem 
goldenen Doktorjubiläum die anspruchslosen, aber in mancher Be
ziehung doch vielleicht nicht ganz interesselosen Resultate zusammen 1). 

1. Die Wurzeln XI, x2, ... , Xn der Gleichung xn-1 = 0 (n eine 
ganze Zahl) 

2 V :n: . • 2 V :n: ( 0 1 2 1) 
Xv+t = COS ---+ l Slll -- V = 1 1 , ... , n-

n n 

geniigen der Gleichung 

I) Wegen der Literatur des natürlich schon oft !Jehandelten elementaren Gegen
standes vergleiche man ]\'[ a x Si m o n, "Ü!Jer die Entwicklung der Elementargeometrie 
im XIX. Jahrlmndert" (Leipzig, B. G. Teuhncr, I!JOG), S. 7G-77. Statt der in dem 
gegenwärtigen Aufsatz betrachteten Beziehungen zwischen den Verhindungsstreeken 
eines Punktes mit den Ecken eines regelmäßigen Polygons sind sonst auch die Re
lationen zwischen den Loten von einem Punkte auf die Seiten des regelmäßigen Po
lygons aufgesucht worden. 
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k + -" + .. . k _ { 0 für k =f= l n, .x, w, + x,. - k 1 n " =,..n, 
wo 7u und l ganze Zahlen sind. Dies folgt durch die bloße Ansicht 

der Newton sehen Formeln für die sk. Es ist also 

n""' 1 [ 2 v k n . . 2 v k n ] { 0 für lc =f= A. n, 
~ cos--+zsm--- = 

"' = o n n n " k = A. n, 

oder aber • 

1 + 2kn + 4kn 2(n-1)kn --{Ofürk=f=ln, cos -- cos--+ · .. + cos _., _ _____,:____ 
(1) n n n n " k = ln . 

. 2kn . 4kn . 2(n-1)kn 0 sm--+sm--+···+sm = . 
n n n 

Hieraus folgt sofort: 

(1a) ( 2kn) ( 2(n-1)kn) { 0 fii.r k =f=ln, 
cosiX+cos IX+-- +· .. +cos IX+ = ·f .. 1 1 

n n ncosiX ur 1" = ,.n. 

. . ( 2kn) . ( 2:(n-1)k7t) {0 für k=f=ln, 
(1 b) sm a + sm IX+ -n- + · · · + sm a + n = n sin IX für k = l n. 

2. Sind a und b zwei Seiten eines ebenen Dreiecks (a > b), c die 

dritte Seite, r der von a und b eingeschlossene Winkel, so ist: 

C2 = a2 + b2 - 2 ab cos r 

= a2 ( 1 - ! e•r) ( 1 - ! e-iy), 
mithin 

2(1 b •)p( b ·)p c•P = a P - a e•Y 1 - ·a,· e-•r , 

= a2p [ 1 _ (i) ( ! ) eiY + (~) (! y e2iy - (~) (! r esiy + - ... ] 

[1 (p) ( b ) iy ()I) ( h ) 2 
2;y (p) ( b ) 8 

aiy ] X - 1 a e- + 2 a e- - 3 a- e- + - .... 

Man setze jetzt 

1 + (fY (!Y+ (~Y (!Y + (~Y (!Y + · · ·, 

ul- ~ [(f)+(~)(~)(~f+(~)(~)(~Y+~~)(~)(~~y+ .. -J. 
( ~r [(~) + eD (~) (~r + (~) (~) (*Y + (~) (~) (~r + ·- -J. ()' -2-

• . • . • . . . . . . . . • • • . . . . .4 • 
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Mittels dieser Bezeichnung läßt sich die Formel fi:i.r c2P nach Aus
führung der Multiplikation in der Form einer trigonometrischen Reihe 
schreiben: 

(2) C2P = a'P [00 - 201 cos y + 202 cos 2y- 303 cos 3y +- · · ·], 

gültig für jeden Wert von p. 
3. Eine Kreislinie um M 1 als Mittelpunkt vom Radius a ser 

durch die Punkte P,, P., ... , Pn in n gleiche Teile geteilt. Der Punkt - . 
M 2 in der Ebene des Kreises habe vom JJ1, den Abstand b (b < a). 
Die Gerade 1J1.1 1J12 schneide den Kreis zwischen 
Winkel M 2 M, P, sei gleich Yo· Dan~ ist 

Pn und P,, und der 

2n 
1J12M,P2 = Yo+-n = Yt' M2M1P3 = 4n 

r +-0 n r2, ... ' 

Endlich ser 

. . 2 (n -1) n 
M2 ]}[1 P" = Yo + -~~--- = Yn-1· n 

... , 
und man setze c;P + c:P + · · · + c';,P = S2P. Aus Gleichung (2) folgt 
nun für v = 0, 1, 2, ... , n-1: 

82P = a2P [n00 - 2 01 2' COS y,+ 2 0 2 2' COS 2y.- 2 03 2' COS ßy.+ · · ·]. 

Es ist aber 

n-1 
~ cos kr. = 

v=O 
( . 2kn) ( 4kn) cos/cy0 +cos ky0+n- +cos kyo+-1~1 ~ +··· 

( 2 (n -1) kn) 
+cos kro+-~· n-' 

- 0 fiir k =f= .tn und = ncosky0 fi:i.r k = .tn [nach (la)J. 
Also wird 

(3) S2P = na2P[0o+2(-l)"Cncosuyo+202ncos2nyo+(-ltC3ncos3ny0 +· ·-]. 

Diese Formel für die Summe c~P + c;P + · ·. + c~P gilt für jeden Wert 
von p. 

Da alle C" Produkte aus konvergenten unendlichen Reihen und 

dem Faktor (! r sind, so nähert sich C,. mit wachsendem n der 

Grenze Null, ebenso 0 2", 0 3,., • • • und die Formel (3) geht fiir un
endlich großes n über in 

(3a) 
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oder 

1 [ ( )2 b2 ( / 2 b4 ] lim _ (c2P + c2P + c2P + ... + c2P) = a2P 1 + P __ + l ) _ + ... 
n 1 2 a n 1 a~ 2 a4 ' 

n ----3> oo 

wenn a > b ist. Für b > a erhält man offenbar 

Die Formeln (3a) und (3b) geben die "Mittelwerte" für die 2p-ten 
Potenzen der Abstände des Punktes M2 von den Punkten P 1 , P 2 , P 3 , 

... , P,., wenn n unendlich groß wird; für p = ~- z. B. den Mittel
wert der Abstände. 

4. Ist p eine positive, ganze Zahl, so wird (~) Null für 

" > p ; dann sind die Zahlen 0,. nicht mehr unendliche Reihen, und 
alle 0,. werden Null für u > p. Die Gleichung (3) hat eine endliche 
Anzahl von Gliedern. 

Zunächst sei p eine positive, ganze Zahl kleiner als n. Dann ist 
0,. = 0, 02,. = 0, 03,. = 0, ... , und die Formel (3) geht iiber in 
S = na2~' 0 oder 2p O' 

(4) ! (c~~' + c!~' + .. _ + c;;) = a2P + (~)' a2p-2 b2 + (~Y a2p-4 b4+. _. + (;r b2~'. 
Die zur Konvergenz von (3) erforderliche Bedingung b < a ist 

jetzt nicht mehr nötig. Die rechte Seite von (4) ist eine von n un
abhängige symmetrische Funktion von a und b. Beide Größen können 
mithin ihre Rollen vertauschen. Man beschreibe demnach um JJ:f1 noch 
einen zweiten Kreis mit dem Radius b und teile ihn durch die m > p 

Punkte Q., Q" ... , Qm in m gleiche Teile. Verbindet man nun irgend 
einen Punkt des einen der beiden konzentrischen Kreise mit den Teil
punkten auf dem anderen~ Kreise, so ist das arithmetische Mittel (oder 
der "Mittelwert") aus den 2p- ten Potenzen der Verbindungsstrecken 
eine von der Lage des auf dem ersten Kreise gewählten Punktes 
und von der Anzahl der Teilpunkte auf dem anderen Kreise unab
hängige symmetrische Funktion der beiden Kreisradien, in welche 
die Quadrate der Binomialkoeffizienten der p- ten Potenz eingehen, 
wobei p kleiner als jede der beiden Zahlen n oder m sein muß. End
lich ist noch zu bemerken, daß die beiden Punkte M1 und M 2 ver
tauschbar sind. 

5. Es sei wiederum p eine ganze positive Zahl, aber jetzt p > n. 
Dann gilt die Formel (3); allein es sind die 0,. endliche Polynome, 
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und die Klammergröße bricht mit demjenigen c~... ab, fii.r welches 
ln < p < (l + 1) n ist. So lange p < n ist, gilt also die Formel (4); 
dann aber, von p > n an, gelten für S?p Formeln, die auch noch von 
dem Winkel 'Yo abhängig sind, der die relative Lage des Punktes M 2 

zu den Punkten P 1 , P 2 , ••• , P.. bestimmt. Zur Erläuterung setzen 
wir die ersten Formeln für n = 4 her (v = 1, 2, 3, 4): 

-t~c! =a2 +b2, 

t ~ c! = a4 + 4 a2 b2 + b\ 
-! ~ c~ = as + ba + 9 a2 [J2 ( a2 + 7J2), 

t~c: = t~"+li+16a2 b2 (a2 +b4)+36a4 b4 +2a4 b4 cosr., 

t ~c!" = a1"+b'"+ 25 a2 b2 (a6 +b6)+ 100a4 b4 (a2 +b1)+ 10a4 b4 (a2 +ll) cos r., 
-!- ~c!2 = a12 +b'2+36a2b2 (a8 +b8)+225a4 b4(a4 +b4)+400a6 b6 

+6 a4 b4 (5 a4+ 12 a2 b2 +5 b4)cos 'Yo· 

Allgemein ist ja mit Einbeziehung des Vorzeichens: 

1 11 [(p) ( b )" (p) ( p ) ( b )"+2 (p) ( p ) ( b )"+4 ] . 0 = (-1) -- + . - + - + ... 
n n a 1 n+1 a 2 n+2 a 1 

hieraus folgt fii.r p = n + "' wenn " < n, 

C,. = (-1)n[(n~")(~)"+(n 1")G:!~)(1-)n+2+(n!")C:!;)(~ )"H + .. ·] 

_ n [(n+ ") (' b )" (n+")(n+")(b )"+2 (n +") (n+") (!!__)"H ] - (-1) ---- + --- + +···. 
" a 1 "-1 a 2 "-2 a 

Hiernach ist das Zusatzglied zur Formel (4): 

+ (n 11) (: ~ ~) a2 .. -2r.-2 (a2 + b2) 

+ (n t ") (: ~ ;) a2n-?r.-4 (a4 + b4) + ... ] cos 'Yo· 

Wenn einmal 'Yo = 0 ist, so ist cos r. = 1, und aus (3) folgt: 

Als Zusatz zu diesen Formeln kann man den Satz aussprechen: 
Der Ort eines Punktes, für den die Summe der 2p-ten Potenzen der 
Abstände von den Ecken eines regelmäßigen n-Eckes konstant = q21' 

ist, ist f'ilr p < n ein zu dem Umkreise des 11 -Eckes konzentrischer 
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Kreis (imaginäre Kreise sind nicht mitgezählt). Sind nämlich a und 
q (> a) zwei gegebene Strecken, so folgt b2 aus der Gleichung 

b•P + (iY a2 b•P-• + (~Y a• b•JH + ... + a2P- q•P = o. 

Da nach Voraussetzung a•P- q•P negativ ist, so weist die Gleichung 
einen Zeichenwechsel auf, hat daher fiir b" eme einzige positive 
Wurzel. 

6. Eine Vereinfachung der Formeln tritt ein, wenn der Punkt 
JJi, auf der Kreisperipherie vom Radius a liegt, also a = b ist. Die 
cp sind dann die Sehnen .M2 P 1 , 1J12 P., ... , M2 Pn. Ist p eine ganze 
Zahl, so hat man bekanntlich 

1 + (i)" + 

(i) + (i) (~) + 

(~) + (~) (~) + 

(~Y + .. + (~r (~n, 
(~) (~) + · · · + (]J ~ 1) (~) - c)2~ 1), 
(~) (~) + · .. + (]J ~ 2) G:) = (p2_: 2), 

Aus der .l!.,ormel (3) entsteht also 

(5) 

1 
---S n 'P 

a•~'[(271)+2(-1)"( 2P )cosnr +2( 2Ji )cos2nr p p-n 0 r-2n 0 

+2(-1)"( 213
1 )cos3nro+···]. p- n 

Fiir n > p gilt also die einfache Beziehung 

J: . .lJc•P = (2p) a•P. 
n v p 

Der Mittelwert der Summe der 2p · ten Potenzen aller Sehnen eines 
Kreises, die einen beliebigen Punkt der Peripherie mit den n-Ecken 
eines eingeschriebenen regelmäßigen n-Eckes verbinden, ist fiir 11 < n 

von unveriinderlichem Werte: (~;J) a•~', wo a den Radius des Kreises 

bezeichnet. 
7. Es liegt nahe, diese Betrachtungen auf den Raum auszudehnen. 

Für die regulären Körper erhält man in der 'fat analoge Beziehungen, 
die ich jedoch nur fiir das Tetraeder, das Hexaeder und das Oktaeder 
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berechnen ließ, und auch nur fiir die Fälle 2p = 2, 4, 6. Ist a der 

Radius der Umkugel dieser Körper, b der Abstand eines Punktes 1Jf2 

des Raumes vom U mkugelzentrum M,, sind endlich· c,, C2 , ••• , cn die 

Abstände des Punktes M 2 von den Ecken eines jeden jener drei 

Körper (n bezw. gleich 4, 8, 6), so gelten die folgenden Beziehungen, 

deren Beweis ich fortlasse : 

(a• + b2Y +-:- a2 b2, 

(a2 + l/) [a2 + b2Y + 4a2 b2], 

unabhängig von der Lage des Punktes M 2 • Da die rechten Seiten 

dieser Gleichungen auch hier symmetrische Funktionen von a und b 

sind, so lassen sich sowohl diese beiden Größen, als auch die Punkte 

211, und 1112 vertauschen. Ferner gilt der Satz: Der Ort eines Punktes, 

fiir den die Summen der zweiten oder der vierten oder der sechsten 

Potenzen der Abstände von den Ecken eines regelmäßigen Tetraeders 

oder Hexaeders oder Oktaeders konstant ist, ist eine zur Umkugel 

dieser Körper konzentrische Kugelfläche 1). 

8. Beziehungen, die mit den in den vorangehenden Nummern 

hergeleiteten verwandt sind, folgen aus Überlegungen, deren Ergeb

nisse ich vor längerer Zeit zum Teil in den Reprints from the Edu

cational Times veröffentlicht habe (Bd. 58, 115-119, 1893). 

Eine Kreislinie sei durch die Punkte P11 P 2 , ... , Pn in eine un

gerade Anzahl n = 2m + 1 gleicher Teile geteilt. Ein beliebiger 

Punkt 0 zwischen Pn und P, werde mit den 'feilpunkten durch die 

Sehnen 0 P, = a,, 0 P 2 = a2 , ••• ~ 0 P,. = an verbunden. Ist dann 

der zur Sehne OP, gehörige Zentriwinkel 2 a, so gehört zur Sehne 

0 Pv der Zentriwinkel 2 a + 2 ( v - 1) !!__, Der Einfachheit halber werde 
n 

der Durchmesser des Kreises als Maßeinheit genommen; dann ist 

OP. = sin[a+(v-1) :J. 
1) Man vergleiche: H. M. Je ff er y, On theorems relating to the regular poly

hedra, which are analogous to those of Dr. :11'1 a t t h e w S t e wart on the regular 
polygons. Proc. Lond. Math. Soc. 13, 105-112, 1882. Hier sind zuerst Relationen 
zwischen den Loten von einem Punkte auf die Flächen eines regulären Polyeders 
behandelt, dann aber auch die im Texte gegebenen Beziehungen in allgemeinerer Art. 
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Wir bilden jetzt die Summe: 

S = a1 - a2 + a8 - a, +- · · · + a,. 

= sina-sin[a+ :]+sin[a+!t-]-+···+sin[a+(n-1) :J. 
Es ist aber 

sin [ a + u : ] = - sin [ n + a + u : J = - sin [ a + {" + 1) : ]. 

:Mithin: 

-sin[a+ :] = sin[a+(n+1) :], 

- sin [a+ 3:--] = sin [a + (n +3) : ], ···, 

-sin[cc+(n-2) :] = sin[a+2(n-1) :J, 
also wird 

S = sina+sin[a+-~~]+sin[a+ :;]+···+sin[a+2(n-1) :J 
= 0 (nach (lb)), 

oder (5) a1 - a2 + a2 - a, + · · · + a,. = 0. 
Für n = 3 ist a1 - a2 + a3 = 0 die bekannte Beziehung zwischen 

den drei Sehnen, die einen Punkt des Umkreises eines gleichseitigen 
Dreiecks mit den drei Ecken verbinden. 

9. In ähnlicher Weise läßt sich die Summe 

sp = af- a: + af- + ... + af. 

behandeln, wo p eine ungerade Zahl bedeutet. Offenbar hat man 
hier, wie in der vorigen Nummer 

SI'= sin 1'a+sinP[a+-~~]+sinP[a+ ~n]+···+sin~'la+(n-1) :J. 
Da nun 

P-1 

sinP x = (-2
1}:2

- [ sin px- (~) sin (P- 2) :x + (~) sin (p- 4) x- + · · ·], 

so lassen sich alle Glieder von Sv nach dieser Formel umrechnen, 
und man erhält zunächst für p < n, ähnlich wie in Nr. 8 für p = 1: 

(6) S - a~'- aP + a~'- a~' + ... + aP - 0 p- 1 2 3 ,- n- • 

Ist dagegen p > n, so wird Sr von dem Winkel a abhängig. Wir 
geben zunächst einige Beispiele. 
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Es sein= 3, sin3x = --![sin3x-3sinx]. 
Daraus folgt 

a~-rt~+a! = -{-{sin3cx+sin(3cx+2n)+sin(3cx+4n) 

-3 [ sin cx + sin (a + 2t) + sin ( a + _4;:-)]} 
-{·3sin3cx. 

Setzt man den Durchmesser des Kreises gleich 2r, so geht die er
haltene Beziehung iiber in: 

a~ - a! + a: = - 6 r 3 sin 3 a. 

Zur Bestätigung setze man cx = b- n; dann ist a 1 = a3 = r, a2 = 2 r 
und 1'3 (1 - 8 + 1) = - 6r" . sin l n. 

T n ähnlicher Weise findet man 

Fiir n 

a;- a:+ a~ 

a~-a~+a!-

- 30r5 sin 3a, 

- 126 r 7 sin 3 cx, 
- 61·9 [ sin 9 cx - 84 sin 3 a]. 

= 5 ist 

r~, - a2 + aa - a. + a" - 0, 

a~ - a~ + a: - a! + a! 0, 

a~ - a~ + a~ - a! + a~ - 2. 5. 1'5 sin 5 a, 
ct~ - a~ + a~ - a! + a! - 2.5. G) ,.7 sin 5a, 

a~ - a! + a~ - a~ + a~ 2 . 5 . (~) ?'9 sin 5 a, 

a:'- a!' + a!'- a!1 + a~ 1 2. 5. (1i) r" sin 5 a, 

a: 3 - a~3 + a~3 - a!3 + a~3 - 2 w (12) 13 . ~ . o . 4 r sm o a, 

a:5- a~" + a~s- a!s + a~s - 2 . 5 r'" [ sin 15 a + (1:) sin 5 a]. 
Filr ein allgemeines p sei p - 2 v das größte Vielfache von n bis p 
einschließlich ; dann ist 

(7) SP = (-1}Hp-l)2n[(~)sin(p-2v)u+E(n~v)sin(p-2n-2v)cx 

+ (2 p ) sin (p- 4n- 2v) u 
n+v 

+E(3 p )sin(p--6n-21')u+···]· n+v · 
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Die Summe ist abzubrechen, sobald das Argument des Winkels negativ 
. d ! (n-1) 

Wll' j E = (- 1)· . 
10. Wenn die Anzahl n der Ecken eines regelmiißigen Vielecks 

eine gerade Zahl ist, die eine ungerade Primzahl m als Faktor hat 
(also nicht eine Potenz von 2 ist), so lassen sieb aus den Ecken des 
regelmäßigen n- Ecks regelmäßige m- Ecke mit lauter konvexen Win
keln nach außen bilden. Durch Anwendung der vorstehenden Be
ziehungen auf jedes der m-Ecke und durch Addition der so aufgestellten 
Gleichungen erhält man dann Beziehungen für das n-Eck. Es sei 
z. B. n = v.m, p < m, so folgt: 

So gelten für das regelmäßige 14- Eck die Gleichungen: 

a;' +at -(a;'+a!')+(ai,'+al)-(af+a[)+(a:+a:~)-(aft+af2) +(afa+a~) = 0, 

falls p < 7, also p = 1, 3, 5. Bei dem regelmäßigen 28-Eck gilt die 
entsprechende Gleichung: 

af + aJ + af + af- (a~ + af + a"f + a;') + · · · + (a~ + afs + a~ + afs) = 0 

für eben dieselben Werte von p. 

Offenbar gestatten diese Formeln auch einfache geometrische 
Umkehrungen. 

Läßt sich überhaupt n in das Produkt mehrerer Faktoren zer
legen, unter denen mindestens eine ungerade Primzahl enthalten ist, 
so lassen sich mannigfaltige Relationen in verschiedenen Formen auf
stellen, entsprechend der Anzahl der verschiedenen regelmäßigen Viel
ecke von ungerader Seitenzahl, die man statt des n- Ecks betrachten 
kann. Es sei z. B. n = 15 = 3. 5. l\Ian hat die beiden Systeme 
von Gleichungen : 

(I) 

a1 - aß + a11 = 0, 

az - a1 + atz = 0, 

aa- a.s + a1a = 0, 

a4- a9 + at• = 0, 

as - a1o + a1s = 0. 

(II) 
at - a. + a1 - ato + ata = 0, 

az - as + as - an + at• = 0, 

as- aß+ a9 - atz+ a1s = 0. 

Will man aus (I) und (II) die in Nr. 8 bewiesene Gleichung (5) 
a1 - a2 + a"- a. + · · · + a15 = 0 erhalten, so muß man in den mit et2,, 

beginnenden Gleichungen die Vorzeichen umkehren und danach alle 
Gleichungen addieren. J enc Gleichung (5) in N r. 8 ist also eine 
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Folge aus den Gleichungen (I) oder (II), während die in dieser N um
mer zuerst angegebenen: 

und 

at+a2+aa-(a4+as+aa)+···+(ata+at4+at5) = 0 

andere aus denselben Gleichungen fließende Beziehungen sind. 
11: Wir wenden uns jetzt zur Bestimmung des Produktes 

(vgl. Nr. 8), wo n wieder eine ungerade Zahl bezeichnet. 
Nun ist 

= 2 sin [a + (n -_1)~] cos (n ~ ~) ~ 
2n 2n ' 

= 2sin[a+ (n-l)n]cos (n~i3)n 
2n 2n ' 

(III) = 2 sin [u + (n -_l) ~] cos (n- 5) n 
2n 21~ ' 

. [ (n-l)n] 2n a~ (n- 1) + at (n + 3) = 2 sm a + -21i - cos -2-n. 

Die mittlere Sehne at (n + 1) ist gleich sin [a + J!?,_'"i-J) :lt_-], und be

kanntlich ist 

2m :1t 2n 3n mn cos . cos ---- . cos - ... cos ---- = 1. · 2m+l 2m+l 2m+l 2m+l 

Durch Multiplikation der Gleichungen (III) erhält man also (da 
n = 2m+l): 

(8) _ Hn-1) 
II- a}(n+1)' 

Nun kann jede der Sehnen a,. als die erste genommen werden ; 
mithin gehen aus der erhaltenen Beziehung n verschiedene Formeln 
hervor, bei denen aber die Vorzeichen in den Binomen passend zu 
wählen sind. Man hat nämlich die Zeiger 1, 2, ... , n zyklisch zu per
mutieren und beim Überschreiten des höchsten Zeigers n jedesmal das 
Minuszeichen zu setzen. Zur Veranschaulichung setzen wir die Tafeln 
fii.r n = 5 und n = 7 her : 
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[n = 5] 

r 
(a, + a5) (a2 + a4) = a!, 

(a2 - a,) (a3 + a5) = a!, 

't (a3 - a2) (a4 - a,) = a:, 
(a.- a8) (a5 - a2) = a11 

(a,,- a4) (- a,- a8) = a!. 

(a, + a,) 

(a2 - a,) 

(aa- a2) 
(a.- a3) 

(a5 - a.) 

(aa- as) 

[n = 7) 

(a2 + a6) (a3 + a5) - a!, 
(a3 + a7) (a4 + a6) = a~, 

(a4 - a,) (a5 + a,) = a~, 

(a5 - a2) (a6 - a,) = a~, 

( a6 - U.3) ( a, - a 2) = - a~, 

(a,- a.) (- a1 - a.3) = - a~, 

( a7 - a6) (- a, - a.) (- a2 - a4) = - a:. 
12. Um die Frage zu beantworten, welche Beziehung an die 

Stelle von II = a:~~=+ ~~ tritt, wenn n eine gerade Zahl ist, mul

tipliziere man die Gleichungen fii.r ein gerades n : 

(IV) 

und berii.cksichtige, daß sich aus der Formel für cos n x = 0 ergibt 

Jn :n: 3:n: 5:n: (n-1):n: • 
2 cos-. cos-. cos- ... cos = 2""", 

2n 2n 2n 2n 

so folgt: 

(9) II = (a1 +a .. )(a2 +a .. _1) ... (a-tn+atn+I) 

weil ja 

2'- -'-n( :n: ) • .cos" a- ~n , 

sin [ a + (n ~ ~) :n: J = sin [!!___ - (a - ~)] = cos (a - __!!____) 
~ 2n 2n 

ist. Nun ist cos ( a- 2~J die Sehne s, welche den Endpunkt 0' des 

Durchmessers 0 0' mit dem Punkte H verbindet, der von dem Bogen 

Op d . t T '1 d B P JJ - 2 :n: l h 'd t 
1 = a en vier en e1 es ogens ,. . 1 - n a JSC nm e ; 

daher ist: 

(9a) II = s}n \}2. 

13. Setzt man weiter fiir ein gerades n: 

L1 = (a 1 + a,.)- (a2 + a,._,) + · · · + (-1}~ n (a~-n + a~ n+ 1), 
Festschrift Schwarz. 16 
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so beachte man, 

Summe 

(n-v)n: (n+11)n; 
daß cos --2 n~ = - cos 2 n ' und daß die 

n: 5 n: 8 n: (2 n - 3) n: 
S = cos 2 n: + cos 2 n + cos 2 n + · · · + cos --2 --n--

aus der bekannten Summenformel 

cos a + cos ( a + ß) + cos ( a + 2 ß) + · · · + cos ( a + m ß) 

cos (a + -~ mß) sin} (m + 1) ß 
sin ~ ß 

sich berechnen läßt 

S= 
[ n: (} n- 1) n: J . n n: cos 2n + ____ n ___ sm 2 n 

• 71: 
sm

n 

• 71: 
-sm2n 

• 7r 
sm

n 

Daher wird 

(10) .\n-1 n: ( n:) Lf = (- 1)- . sec 2 n · cos a- 2 n , 

oder, wenn der Durchmesser = 2r eingeführt wird: 

-1 7r ·-- sec -·--. 
2 2n 

(10a) a, +an- (a2 + an_1) +- · · · + (-1in (a~n + a}n-1) 

= (-1)~n+ 1 .2rsec 2n:n cos(a- 2n;n). 
ein leicht zu konstruierender Ausdruck. 

Man vergleiche hiermit den Ausdruck fi.ir die Summe 2 der 

Sehnen a1 + a2 + · · · + an: 

2 = 2 r cos ( a - 2n:n) cosec 2~~ . 
Hieraus folgt die von - a unabhängige Beziehung: 

( -1i n + 1. tg 271: . 
n 

Nachtrag. 
Vor der Drucklegung der vorstehenden Zusammenstellung habe 

ich einige der Schriften durchgesehen, in denen ähnliche Betrachtungen 
sich vorfinden. Vor allen ist zu nennen M. Stewart, Some gcneral 
theorems of considerable use in the highest parts of ma-thematics 
(Edinburgh 1746). Hier sind die Formeln (4) in Nr. 4 und (5) in Nr. G 
(letztere fi.ir n > 11) gegeben. In dem Aperyu historique von 1837 
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spendet C h a sIe s dieser Schrift hohes Lob und führt (S. 177 -178) 
jene von Stewart ohne Beweis mitgeteilten Sätze an. Dasselbe tut 
lVL Canto r in Bd. 3, S. 546 (2. Auf!.) seiner Vorlesungen iiber Ge
schichte der Mathematik. Sämtliche Sätze Stewarts aus jenem Buche 
wurden bewiesen von P. Breton im Journ. de Liouville 13, 281-
332, 1848 (Analyse de l'ouvrage de Stewart, intitult-': Quelques thtlo
remes generaux d'un grand usage dans les hautes mathematiques). 
In der Einleitung zu dieser Abhandlung sagt Breton, Stewart habe 
von seinen 65 Theoremen bloß 5 bewiesen; manche der Sätze gelten 
aber nur unter beschränkenden Bedingungen. Dies scheine selbst von 
Chasles nicht bemerkt zu sein. - Die Beweise von Breton für die 
beiden vorstehend erwähnten Sätze stimmen im Prinzip mit den von 
mir mitgeteilten überein, weichen aber formell von ihnen ab. Den 
am Schlusse der Bretonsehen Arbeit gegebenen literarischen Notizen 
entnehme ich, daß G 1 e nie in den Transactions von Edinburgh 1805 
einige der Sätze von Stewart bewiesen hat, und daß im 5. Bande der 
Grrgonneschen Annalen (1814/15) von Fran<;ois zahlreiche Sätze 
ohne Beweis ausgesprochen sind, die mit Sätzen ven Stewart über
einstimmen. 

16* 



Über die Primzahlen 
in definiten quadratischen Formen und die 

Zetafunktion reiner kubischer Körper. 
Von 

Edmund Landau m Göttingen. 

E i n I e i t u n g. 
Es seien a, b, c ganze rationale Zahlen ohne gemeinsamen Teiler, 

a>O, b2 -4ac=D=-L1<0, also an2 +buv+cv2 eine primitive 
positiv-definite binäre quadratische Form. Es bedeute h die Anzahl 
der Klassen primitiver positiver Formen der Diskriminante D, und 
es werde h0 = 2 lt oder = h gesetzt, je nachdem die zur Form 
a n2 + b u v + c v2 gehörige Klasse zweiseitig ist oder nicht. Es heiße 
II(a:) die Anzahl der durch die gegebene Form darstellbaren Prim
zahlen < x. Dann hat Herr d e I a Vallee Po u s s in 1) zuerst be
wiesen, daß 

TI( ) 1 (x clz 
x f'V h; J2 logz 

ist. Ein allgemeiner Satz von mir 2) iiber Primideale in Idealklassen 3) 

algebraischer Körper lieferte schärfer 

1 ix dz ( -81ogx) Il(x) = --- ---+ 0 XC V 
h0 2 log z 

1) n e I a V a II e e P o u s s in 2 in der N umerierung meines Handbuchs der 
Lehre von der Verteüung der Primzahlen, Leipzig und Berlin (190D). Zu folge der 
damals üblichen Bezeichnungsweise quadratischer Formen ist allerdings bei Herrn d e 
la Vall(•e Poussin nur von Formen mit geradem b die Rede. 

2) Land a u 28. 
3) Das Wort Idealklasse kann hierbei yerschiedenartige Bedeutungen haben. 
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bei von x unabhängigem, ja sogar 1) bei absolut konstantem k; Herr 
Be r n a y s hat im ersten Teil seiner Dissertation 2) durch Spezialisie
rung meiner allgemeineR Betrachtungen hierfür den direkten (übrigens 
k = 8 ergebenden) Beweis aus meiner allgemeinen Methode heraus
gearbeitet. Das bisher bei diesem Problem 3) Geleistete reicht also 
weniger weit als das im analogen Fall der Primzahlen überhaupt und 
der Primzahlen einer arithmetischen Progression "y + }, Geleistete, 

indem nämlich hier die Genauigkeit 0 (x e- a ylogx) bei positivem, von 

" abhängigem a ( d e l a Vallee Po u s s in·')) und sogar bei absolut 
konstantem positivem a (Land a u 5)) erreicht wurde. Ich kann beute 
auch für die quadratischen Formen negativer Diskriminante dies er
reichen, und zwar durch Umgebung, nicht Überwindung der auf 
S. VIII (Fußnote 1) der Be r n ay s sehen Dissertation genannten 
Schwierigkeit. Ich werde, sogar mit absolut konstantem a > 0, in 
den §§ 1-3 des folgenden ersten Kapitels 

II(x) = l_[x ~+O(xe-ayiogx) 
h0 2 log z 

beweisen. Ich redigiere es möglichst kurz fi.ir einen m der Materie 
bewanderten Leser und werde hinsichtlich des Ansatzes einfach auf 
den sehr ausfUhrliehen und den bekannten zahlentheoretischen sowie 
analytischen Apparat reproduzierenden ersten Teil der Be rn ay s
scben Dissertation verweisen. Der § 4 enthält über die Nullstellen 
der zugehörigen analytischen Funktionen und über die Punkte, in 
denen sie irgend einen festen komplexen Wert annehmen, weitere 
Untersuchungen. 

Im zweiten Kapitel wende ich zunächst das obige Ergebnis iiber 

JI(x) auf die Primideale eines reinen kubischen Körpers P ( yk) an, 
bei welchem die entsprechenden arithmetischen Vorarbeiten durch 
Herrn D e d e k in d 6) in einer neueren Arbeit geleistet sind. Ich 
möchte an diesem Beispiel zeigen, wie weit man iiber das durch Spe-

1) Landau ~0. 
2) Übe1· die Darstelhmg von positiven, ganzen Zahlen durch die primiti·ven, bi

nt'iren quadratischen Formen eine1· nicht-quadratischen Diskriminante, Göttingen ( 1!! 12). 
3) Übrigens gilt alles bisher erwähnte bekanntlich auch für nicht- quadratische 

D> 0. 
4) Vergl. die historischen Bemerkungen auf S. 899 meines Handbuchs. 
5) Handbuch, § 132. 
6) Ueber die Anzahl der ldeallclassen in reinen leubischen Zahlkörpern [Journal 

für die reine und augewandte :Mathematik, Bel. CXXI (1900), S. 40-123]. 
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zialisierung meines allgemeinen Primidealsatzes 1) Entstehende hinaus
kommen kann. Ich untersuche überhaupt im zweiten Kapitel, was 
über die Dedekindsche Funktion sx(s) eines reinen kubischen Körpers 
unter Benutzung aller vorhandenen Hilfsmittel ausgesagt werden 
kann. Dies hat darum Interesse, weil man eben fiir die Funktion 
Sx (s) eines beliebigen algebraischen Zahlkörpers nicht so weit kommen 
kann. Dies zweite Kapitel und der vorangegangene § 4 zeigen zu
gleich in mancher Hinsicht, aber ohne Bekanntes zu wiederholen, was 
die analytische Zahlentheorie in den letzten 15 Jahren geleistet hat. 

Erstes Kapitel. 

Primzahlen in definiten quadratischen Formen. 
9 1. Über die Lage der Nullstellen von Lx (s) 

in der Halbebene o < 0. 

Das wichtigste Hilfsmittel ist in den Bezeichnungen 2) der Be r
n a y s sehen Arbeit das Studium der einem Klassencharakter ent
sprechenden analytischen Funktion LX (s), welche fii.r o > 1 einerseits 

durch ein unbedingt konvergentes Produkt, andererseits durch eine 
unbedingt konvergente Reihe definiert ist 3). Das Produkt lautet 

(1) 

wo Ji bezw. j) die zu Li teilerfremden, durch eine Form der Diskri
minante D darstellbaren bezw. nicht darstellbaren Primzahlen durch
läuft und Krp>, K,;>1 die beiden (nicht notwendig verschiedenen) zu p 

gehörigen Klassen sind. Die Reihe lautet 

1 h 1 
LX (s) = -;;:;- ~ X (K.) ~~ (1/J (a y))" ' 

"I V- 1 a, y V l 

(2) 

wo 11 = 2 für L1 > 4, 1J = 4 für L1 = 4, 11 = 6 fii.r d = 3 ist, 
1/J.(u, v) = a.n'+b.uv+c,.v2 (v = 1, ... , h) ein Repräsentantensy::;tem 
der h Klassen K,. ist und a, r alle ganzzahligen Wertsysteme durch
laufen, für welche 1/J. (a, r) zu Li teilerfremd ist. 

1) Landau 10. 
2) Ich erkläre dieselben nur zum Teil in der Folge. 
3) Vergl. z. B. Bernays, S. 47. 
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Bekanntlich ist 1jJ ( a, 7') = a a2 + b a 7' + c 7'2 dann und nur dann zu 
L1 teilerfremd, wenn a, 7' gewissen d cp (Ll) unter den L12 Restklassen
paaren (mod. Ll) angehören. Dadurch zerfällt jede der h inneren 
Summen auf der rechten Seite von (2) in LI cp (LI) Summen 

~ 1 - = Ll-28 ~ 1 . . 
mn(1/J(uo+rnL1,vo+n.d))" mn( ( +uo +vo))"' ' ' ·'· 1n - n --'~" LI' L1 

wo m, n alle ganzzahligen Wertepaare durchlaufen. Nun haben die 
Herren L er c h und E p s t ein 1) über die für rJ > 1 durch die Reihe 

2ni(wm + Wn) 
Z(s; 41, e, w, W) = ~ -~------

m, n (1/J (m + 41, n + e)Y 

(wo 41, e, w, W reell sind und im Falle ganzer .ft, fBJ das Wertepaar 
m = - .ft, n = - fBJ wegzulassen ist) definierte Funktion bewiesen, 
daß (s -1) Z (s; 41, e, w, W) in der ganzen Ebene regulär ist. Der 

Spezialfall .ft = :; , fBJ = ~-, w = 0, W = 0 lehrt also , daß 

(s -1) Lx(s) eine ganze Funktion ist. Dies ist nicht neu 2). Das Neue 
basiert nun auf dem 

HUfssatz : Die untere Grenze der Abszissen det· von den negativen 
yanzen Zahlen 3) verschiedenen Nullstellen von Lx (s) ist fiir jede Diskri
minante -LI endlich und ist soga1· 0 fiir Fundamentaldiskriminanten -LI. 

Übrigens wird für die zahlentheoretische Anwendung der §§ 2-3 
nur der erste Teil dieses Hilfssatzes gebraucht; doch ist es an sich 
von Interesse und fii.r eine andere Anwendung (in § 4) wichtig, hier 
auch den zweiten Teil (d. h. die Unabhängigkeit der unteren Schranke 
von LI für Fundamentaldiskriminanten) zu beweisen. 

Beweis: Die Herren Lerch und Epstein 4 ) haben über das obige 
Z (s; 41, e, w, W) die Funktionalgleichung bewiesen: 

n- 8 T(s)Z(s;41,fBJ,w, W) 
i-s 

- ( ~) e- 2ni(-lhv + EIW)n-1 + s T(1-s) Z(1- s;- W, w, fBJ, -41). 

Im vorliegenden Fall 41 = :; , fBJ = ~-, w = O, W = 0 ist also 

1) Lerch 9, S. 16-18; Epstein 1, S. 625-627; 2, S. 206-207. 
2) Vergl. de Ia Vallee Poussin 2, S. 383. 
3) Jede einmal gezählt. 
4) Vergl. die oben zitierten Stellen und Epstein 2, S. 210. 
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:z:- 8 r(s) z(s; ~, ~, o, o) 
_ ( :f-s :z:- 1 +s r(1-s)z(t-s; 0, 0, ~,-:; ), 

also für o < 0 
2ni 

8 __ , -LJ (v0 111- tt0 tt) 

1-2s(~) 2 r(s) z(·· ~ ~ 0 o)- ~ _e-;--;-----n 4 r(l- s) .~' LI ' A ' ' - ntt ('1/J (m, n))t-s--

Somit ist für o < 0, wenn kurz eme der h in (2) auftretenden 
Funktionen 

~~ 1 - - = 111(s) 
a,r ('1/J(a, r))" 

gesetzt wird und n0 , V0 Repräsentanten der LI rp (LI) Restklassen mit 
( '1/J, LI) = 1 durchlaufen, 

(2 :z:)l-2s Ll3s-t T(s) M(s) _ ~ 1 ~ 
' T(l-s) - ~ (·'·(m n))' s ~ m, n 'I' l Uo, Vo 

_ ~ E(m, n) 
- m, n ( '1/J (rn, n ))'-s . 

Also i:st, wenn die auf die Form '1/J. bezügliche Summe 
2ni 

e 

d (v0 m- U 0 n) 
E(m, n) = ~ e = E.(m, n) 

Uo, Vo 

gesetzt wird, für o < 0 

2ni 
-;:1 (v0 m-u0 n) 

1] (2n)l- 2 s L/3 s- { ___!(s) LX (s) = ~ X (K~) ~ Ev(m, n), s. 
r(l-s) v=1 m,n('I/J.(m,n)) 

Da die rechte Seite eine nicht identisch verschwindende Dirich 1 e t
sche Reihe in - s, nämlich von der Gestalt 

(3) ~ Ak 
k = 1 k-s 

ist, verschwindet sie fiir 11 < 110 nicht, wo 110 nur von ,:1 abhängt 1). 

Damit ist der erste Teil des Hilfssatzes bewiesen, da 

r(l- s) 
"1(2n/- 28 L/38- t T(s) 

1) Die Abhängigkeit von x braucht nicht betont zu werden, da es zu festem L1 
doch nur endlich viele Charaktere gibt. 
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m der Halbebene 6 < 0 genau für s = - 1, - 2, ... je einmal ver
schwindet. 

2) Es soll nun die schärfere Behauptung bewiesen werden , daß 
filr Fundamentaldiskriminanten -LI keine Nullstelle von Lx(s) exkl. 

der einfachen Nullstellen s = - 1, - 2, . . . in der Halbebene 6 < 0 

liegt!). 
Da jede der v Funktionen 

~· --~---- = M,(s) 
u,r (1/J,(a, r)Y 

von der Wahl des Klassenrepräsentanten unabhängig ist, wähle ich, 
was erlaubt ist~), jede dieser h Formen 

so, daß 

und 
(a,, LI) = 1 

u. = 0 (mod. LI) für ungerades LI, 
LI 

b,. = -~f (mod. LI) für gerades .d 

(v = 1, ... , h) 

ist; dabei wird 3) die Form zu ß dann und nur dann teilerfremd, 
wenn a zu LI teilerfremd ist. Wenn alsdann eme der h Funktionen 
kurz wie oben 

~· (-( 1 -)·)-" = JJf.(s) 
«,')' 1/J a, r 

geschrieben wird und fit, ..• , Jli. die verschiedenen m .d aufgehenden 
Primzahlen sind , so ist (in nicht mißverständlicher Bezeichnung) 
offenbar fii.r 6 > 1 

JJf.(s) - ~ __ 1 - - ~ ~ --- -~----· 
«, 'Y (1/J (a, y)Y p, «, 'Y (1/J (Pt a, y))" 

+ ~ ~ 1 s 
p,, P2 a, 'Y (1/J (Ji,ll. a, y)) 

wo in jeder der 2i. Summen a, r alle ganzzahligen Wertepaare exkl. 
0, 0 durchlaufen, also 

1VI(s) = ~ ~(q) ~ -·- ~----;;, 
q/LI u, 'Y (1/J(qcc, r)) 

wo q alle quadratfreien (oder auch alle) Teiler von .d durchläuft. 

1) Der Leser wird für einen späteren Zweck geucten zu !Jeachtcn, daß die 
Voraussetzung "-LI ist Fundamentaldiskriminante" erst auf S. 250 verwendet wird. 

2) Vergl. z. B. Be r n a y s, S. 4.8-49. 
3) Vergl. z. B. Bernays, S. 4!:1. 
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Nun ist für jedes quadratfreie qjd 

'1/J (q a, "') c { c } q ' = aqa2 +bay +q-r2 = ltq, b, q 

eme ganzzahlige Form der Diskriminante -Li; die Ganzzahligkeit 
c 

von - folgt so. Es sei zunächst r ein ungerader Primfaktor1) von q; 
q 

dann ist rW+ L1 = 4ac, rjc. Es sei zweitens 2Jq; dann ist L1 ge-

b L1 ( A) . (b)2 L1 b b rade und 2 = T mod. 2 , folgheb a c = 2 + 4 = 2 + 2 = 0 

(mod. 2), 2jc. 

Ich behaupte ferner 2) für Fundamentaldiskriminanten - Ll, daß 
bei jedem quadratfreien q/Ll die h Formen 

rp. = {a,q,b., ~·} 
primitiv sind und die h Klassen primitiver positiver Formen zu - A 
repräsentieren. 

Für den Nachweis der Primitivität jedes rp = {aq, b, ~} genügt 

es , da l a, b, c l primitiv war, zu zeigen, daß keine Primzahl 1· in 
c 

q, b und ~- aufgeht. Täte dies ein ungerades r, so würde wegen 
q 

b2 - 4ac = - /J die Zahl r2 aufgehn in bZ, q !!__ = c, also gegen die 
q 

Definition in der Fundamentaldiskriminante - L1. Täte es die Prim
zahl 2, so wäre 4/t, -LI = b2 = 0, 4 (mod.16), gegen die Definition 
der Fundamentaldiskriminante. 

Daß die rp. die h Klassen repräsentieren, beweise ich in der 
schärferen Formulierung: Es gibt eine von v unabhängige Klasse G 
derart, daß, wenn w. die zu rp., J(v die zu '1/Jv gehörige Klasse ist, 

K 1 = Gf!J" ... , J(v = Gw,, ... , J(" = Gw" 

ist. In der Tat sei G;,~ die Klasse, zu der die wegen der Primiti

vität von rp, und wegen (a., Ll) = 1 primitive Form gv = {q, bv, _S,;_,_} 
gehört. Dies G~~ (und somit G0 .)) ist von v unabhängig; denn es ist 

für ungerades L1 wegen Ajb,. die Zahl '!"_ ganz und zwar unge
q 

1) r soll in diesem Paragraphen überhaupt stets eine Primzahl bedeuten. 
2) Bisher galt alles auch, wenn -LI keine Fundamentaldiskriminante ist. 
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raue, also b. = q (mod. 2 q), folglich die Form !fv parallel zu l q, q, *I 1); 

LI • b b fiir ungerades -4 und gerades q d1e Zahl _; ungerade, also -~-

~ 

ungerade etc. wie soeben; 

f. · d LI d d q/ Ld d1'e Zahl b. ur ungera es -4- un ungera es q wegen 4 ~ q 

ganz, also b. = 0 (mod. 2 q), !fv parallel zu l q, 0, * l ; 
für gerades ~ wegen 2 q!-f!b,. auch :~ ganz etc. wie soeben. 

Ich schreibe demgemäß G,.> = G. Die zu 1/J.!I. gehörige Produkt
klasse K. a-' wird aber (da 1/J. und g,. wegen (a", q) = 1 einhellig~) 

sind) repräsentiert durch {a"q, b", ~-} = cp". Also ist 

K. a-~ = w., 
K" = Gw •. 

Daher ist nach dem obigen Ausdruck für M(s), wenn fiir quadrat
freies q/L:J das zugehörige G = Gq gesetzt wird, 

M (s) = ~ 11- (q) ~ 1 = ~ !l (q) ~ --- 1 
" q:LI q" a,r('l/J,(qqa,y))" q/LI rl a,y(cp,.(a,y))"' 

l-t(q) h 1 
nLz(s) = ~ -qs ~ x(K") ~ (cp (a r))s 

q/LI v = 1 a, Y ,. ' 

= ~ l-t(q) ~(Gq) ~ x(w,.) ~ 1 _, 
q/LI fJ v = 1 a, y (cp" (a, 'J')) 

(4) = ~ !L (q)x_(Gq) . ~ (K) ~ 1 
qjLI q·' v=1 X V a,r (1/J.(a, r))"' 

wo der zweite Faktor ~ von q frei ist. 

Was den ersten Faktor ~ betrifft, so ist für zwei teilerfremde 
q 

quadratfreie Teiler q" q2 von LI 

(G ) - (G ) (G ) · X q, q2 - X q~. X q2 ' 

denn hierzu ist nur zu beweisen, daß das Produkt der zwe1 zu 
lq,, 0 bezw. q" *l und !rz2 , 0 bczw. q2 , *l gehörigen Klassen 

1) Die an Stelle des Sterns stehende Zahl braucht, weil eindeutig durch die 
beiden ersten bestimmt, also von v unabhängig, nicht ausgerechnet zu werden. 

2) Vergl. z. B. Bernays, S. 4. 
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( G;z; und u;z:) durch I q, q,, 0 bezw. q, q2 , * ~ repräsentiert ist. Dies 
folgt 

fiir ungerades LI aus 

.d 
fiir ungerades 4-, gerades q,, ungerades q2 aus 

lqn qu *l1q2 , O, *lrvlq,q2, q,q" *l 2); 

f... d L1 d d t h d ur ungera es -4-, ungera es q,, gera es q2 en sprec en aus 

Symmetriegründen ; 

fiir ungerade -f- , q, , q2 und für gerades ~ aus 

Folglich ist, weil G, die Zahl 1 darstellt, also die Hauptklasse ist, 

(5) ~ _clq)~(Gq)__ =TI (t- x(~r))· 
q/L1 q rfL1 r 

Fiir jedes r hat der betreffende Faktor unendlich viele Nullstellen 

auf der Geraden o = 0 im Abstand 1
2 :n; von einander. 
og r 

Was den zweiten Faktor ~ in (4) betrifft, den ich A (s) nenne, 
V 

so ist er durch Multiplikation m.it Konstanten und Addition aus h 

Funktionen der Gestalt 
1 

z(s;o,o,o,o) = ~r-(a-;x-2+bar+cr2Y = P(s) 

zusammengesetzt, wo im Sinne der obigen Bezeichnung nur das Werte
paar IX = r = 0 fehlt. Die Lerch-Epsteinsche Funktionalglei
chung lautet 

(6) (2:n;)1-2s L1s-~ r~(~S)P(s) = P(1-s). 

Daher ist, wenn P(s) = P,,(s) gesetzt, (6) mit x(JQ multipliziert unu 
ii.ber v summiert wird, 

1-28 S-·~· F(s) . 
(2:n;) L1 - r(l-s)A(s) = A(l-s). 

1) Denn q, q2 = q1 (mod. 2 q,), (h q2 = q2 (mod. 2 q2). 
2) Denn q1 q2 = q1 (mod. 2 q1), q1 qz = 0 (mod. 2 (12)· 
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Da A(s) nach (1) und (4) für 6 > 1 nicht verschwindet, hat also A(s) 
für 6 < 0 keine von den negativen ganzen Zahlen verschiedene Null
stelle. Wegen (4) und (5) ist dies also auch für Lx (s) giltig. An

dererseits ist jede von 0 verschiedene Nullstelle des Ausdrucks (5) 
Nullstelle von Lx(s), da sonst A(s) ebenda einen Pol, also im Punkte 

1- s auch einen Pol hätte, der Pol von Lx (s) wäre. Damit ist der 

Hilfssatz vollständig bewiesen. 
Nachträglich läßt sich natürlich die gefundene Identität 

17L (s) = IJ(1--~\~·-))A(s) 
X 1"/Ll t 

auch direkt verifizieren; doch wäre eine solche Begrii.ndung , die 
etwas tiefer in den J.Vlechanismus der Klassenkomposition hineingreift, 
der obigen nicht vorzuziehen. 

§ 2. Über die Lage der Nullstellen von Lz(s) in der Nähe 
von 6 = 1. 

Es ist bekanntt), daß (s -1) Lz (s) eine ganze Funktion vom Ge
schlecht 1 ist. 

Übrigens ergibt sich dies z. B. aus der L er c h sehen 2) Darstel
lung des P (s) am Ende des § 1, welche, b2 - 4 a c = - E gesetzt 3), 
für alle s lautet : 

= 
~ 

u,v=-= 
- 11:y Q(tt, v) e 

und entsprechend -ft(y)ii definiert ist. Nämlich jedes der beiden lnte-

1) Vergl. de Ia Vallee Poussin 2, S. 384. 
2) L er c h 7, S. 11; vergl. E p s t ein 1, S. 626; 2, S. 207. Die Darstellung 

set:r.t bekanntlich auf Grund einer Transformationsformel der Thetafunktionen die 
Funktionalgleichung (Gj in Evidenz. 

3) Ich schreibe absichtlich - E, nicht - L1 , da bei der folgenden Anwendung, 
L1 fest gedacht, dies b2 - 4 a c verschiedene Werte hat. 
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grale auf der rechten Seite von (7) ist, wie leicht ersichtlich, fiir 

~ < rJ < 2 beschriinkt. Daher ist fiir ~ < rJ < 2 bei wachsendem 1..,1 

n:-"'r(s)P(s) = 0(1), 

also (weil P(s) fii.r rJ > 2 beschränkt, T(s) ebenda 1) 0 (\s\l 8 ), und weil 
1 fii.r rJ >--2 

s es - t) (-Y2F_)" = o (I s (~ ) 

ist) für rJ > ; bei jedem 8 > 0 

( \jlE)"' ( ls''+f) w(s) = s(s-1) -~:fn- T(s)P(s) = 0 r: · • 

Nun besagt die Funktionalgleichung (6) von P(s) fiir die nach (7) 
ganze Funktion w (s) 

<P (s) = w ( 1 - s) ; 

fiir rJ < ~ ist also 

@(s) = o(eil-s,'H) = o(eisjt+2E), 
Daher ist bei beliebig wachsendem !sl 

also wegen 2) 

fiir jedes 8 > 0 

P(s) 

( :sjt+E) tP(s) - 0 e , 

__ 1_ _ ( Js[•+E) 
r(s) - 0 e 

1 ( 2n )" 1 
s(s -1) \jE r(s)' w(s) -

Nun ist auf Grund der Identität 

( JsJ'+E) 0 e . 

(8) 
1 h 1 

Lx(s) = -oq-v~ 1 x(K,.)~tt(tz)"~ (1/J"(qa,r))" 

die Funktion LX (s) aus endlich vielen P-Funktionen (die zu j q2a,., qb", c" ( 
gehören) durch Multiplikation mit Konstanten und Addition zu
sammengesetzt; daher ist für jedes 8 > 0 

( I S jt+E) 
(s-1)Lr,(s)=0e' , 

1) Vergl. z. B. S. 312 des Handbuchs. 
2) Vergl. z. B. S. 498-499 des Handbuchs. 
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also (8 -1) LX ( s) vom Geschlecht < I, folglich wegen des Vorbanden
seins der trivialen Nullstellen -1, -2, ... vom Geschlecht 1. 

Lx(s) verschwindet übrigens auch fürs= 0; denn wegen (7) ist 

folglich nach (8) 

Lx(O) 

P(O) = -1, 

Bekanntlich 1) ist 8 = 1 Pol nur beim Hauptcbarakter. Es 
se1 demgemäß k = 1 fiir den Hauptcharakter, k = 0 sonst, also 
(s-1)"Ix(s) ganz und vom Geschlecht 1. 

Es bezeichne o0 = o0 (LI) eine nach dem Hilfssatz des § l 
vorhandene Zahl < 0 derart, daß r(s) LX (s) fiir o < o0 nicht ver
schwindet. Es bezeichne l die Vielfachheit der Nullstelle 0 von 
Lx(s), und es durchlaufe (J = x+li die von 0 verschiedenen Null
stellen von r(s) LX (s) im Streifen o0 < u < 1, also 2) im Streifen 
6 0 < u < 1. Dann ist nach dem Weierstraßschen Produktsatz 

8 

)k l- 1 B 8 l ( 8) (i (9) (8 -1 Lx(s) = B 0 s e r(s) 111.- -(J- e , 

wo B 0 und B Konstanten sind. Die Existenz unendlich vieler (J im 
Produkt ergibt sich sofort daraus, daß anderenfalls für positiv unend
lich werdendes 8 die rechte Seite von (9) gegen 0 streben wii.rde, was 
die linke Seite nicht tut 3). 

Die Reihe 

(10) 1 
~ IQI• 

ist konvergent, und aus (9) folgt 

(ll) _1-_~(8)_ = B + Z-1 _ __ }"___ _ r' ~1 + ~ (-1- + __!__), 
Lx(s) 8 s-1 r(s) Q s-Q (J 

bei beliebiger Anordnung der Glieder in ~· 
Q 

Für o > 1 ist andererseits bekanntlich 4) zufolge (1) 

1) Vergl. z. B. Bernays, S. 70. 
2) Bekanntlich (vergl. z. B. Be r n a y s, S. Sl) ist nämlich LX (s) =f= 0 für u = 1; 

übrigens wird sich dies zugleich im Folgenden fiir alle hinreichend großen Ordinaten 
mitergeben. 

3) Denn !im Lx (8) = 1. 
8=+= 

4) Vergl. z. B. Bernays, S. GO. 
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(12) 

wo p die zu A teilerfremden, durch eine Form der Diskriminante D 

darstellbaren Primzahlen durchläuft und 1l (s) eine fiir rJ > ~ ab

solut konvergente Dirich 1 e t sehe Reihe ist. Für rJ > 1, t > 2 ist 

nach (11) und (12) 

logp _1 T'(s) ( 1 1) 
~ -.- (x (~1'>) + X ( K<p> )) = ----r--( ) - ~ --+- + (J (s), 
p p 8 Q S-Q (! 

wo 
IQ(s)l < 01 

ist1). Für 1 < a < 2, t > 2 ist aber bekanntlich 2) 

I T'(s) I 1 t C 
r(s) < og + 2' 

Für 1 < rJ < 2, t > 2 ist also 

~ log p _1 ) ( 11 - " u ) 
ffi~----ps-(x(K<v>)+x(K<p>) <logt+03-~ (ti-u)'+(t-A-)2 + x2+l' · 

Wegen der Konvergenz von (10) und wegen rJ0 < x < 1 ist 

konvergent. Es ist also 

(13) m~ lo;p (x(Kc1,>)+x(Kc;;'))<logt+ 0 4 - ~ (o-u)~~Ct-A.Y. 

Hieraus folgt zunächst wegen 11 - " > 0 

(14) 

Nun sei (! = "+Ai eine bestimmte Wurzel mit l > 2. Dann 

ist nach (13), s = 11 + l i eingesetzt, für 1 < ö < 2 

logp _1 1 
m~ p'J+u (x(I(,p>)+x(K<p>))<logl+C,- 6 _", 

1 1 0 log P ( ( T. ) -Ai ( T?-1) -l•) 
ö-" < og l + 4 -1 ~ ffi X X<p> p +X .l'-<p> p . 

I) C1 , C2 , ••• bezeichnen positive, höchstens von d abhängige Konstanten. Rie 
werden in dem absolut konstanten a der Endformel des § 3 eben nir.ht stecken. 

2) Vergl. z. ß. § 77 des Handbuchs. 
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Es werde fiir jede Klasse 

x(K) = ew(K)i 

gesetzt, wo das reelle ro (K) modulo 2 Jr bestimmt ist. Es werde der 

Charakter 

(X (K)r = e2 w(K)i = X(K) 

gesetzt. Wegen 

1 1· 2 3 1 
- cos {} < - + - cos {} = - + --- cos 2 {} . - 2 2 4 4 

ist 1) 

_m(x(K ) -i.i+ (Tr-1) -.li) __ m(Jw(Kcp>)-Hogp)i+ (w(Kcp}) -J.logp)i) 
a1 • <P> p x .Ll.cp> p - a1 (. .. e 

= - cos (w (Kcp>)- l log p)- cos (ro (l(c;n-;. log p) 

3 1 3 1 I 

< 4 + 4 cos (2ro (Kc1,>)- 2 J.log p) + -.f + 4 cos (2 w(I<;;>)- 2 l logp) 

= : (1 + 1) + ! 91(X(Kcp1)P-2u + X(Kc;>')p-2u), 

also 

- 1- <log;.+ 0 + _.?_ ~ log_E_ (1 + 1) 
11 -" 4 4 ~ p" .. p 

+ ! ~ ]~/!- 91 (X(Kcp)p-2/.i + X(/(<~>~)p-2u), 

somit nach (12), wenn X1 der Hauptcharakter ist, 

3 L~, ( o) 1 log p 1 

<log J. + 05- 4. -z'-·-(11-) + ·4- 91 ~ ··P--"+2i.; (X(K<t>l) + X(J(c;J). 
Z1 . P 

Nun ist fiir 1 < 11 < 2 wegen des Pols erster Ordnung 1 von Lz, (s) 

L~1 (o) 1 , 
--------- <--+ 0 

Lz1 (6) 11-1 6 ' 

ferner nach (14), wenn es auf s = 6 + 2 J.. i und auf X statt x ange

wendet wird, 

log p _, 
91 ~ r"+-2u (X(Kcp>) + X(K<p>)) <log (2 J..) + C7 = log;,+ 0 8• 

Daher erhalte ich 

__ !_ < log}. + 0 + · 1!. • _ _!_ + ~ 0 + _!_ log ). + eR 
11-" 5 4 11-1 4 G 4 4 

5 3 1 
= 4log J. + 4. 6- I + 09. 

1) Übrigens ist w (Kci>') = - w (KcpJ) (mild. 2:n:). 

Festschrift Schwarz. 17 
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Hierin werde 

Edmund Landau: 

g 
6 = 1+ ---

logl 

gesetzt und g so gewählt, daß 

0<g<Iog2 
(also 1 < 6 < 2) und 

1 

Für A. > 10 , wo t0 nur von LI abhängt, ist also 

1- x > ; ( ~ ~ ~ - g) lo~ A. = lo; T' 
4 4,r} 

wo r, eine positive absolute Konstante ist. 

§ 3. Anwendung auf die Primzahlentheorie. 
Hieraus folgt nach bekannten Vorbildern 2) so wörtlich, daß ich 

die auf 3) 

L~(s) , logp 
~x(K") L--() = -110 ~ - 8 +W(s) z z s p p 

(wo W(s) eine für 6 >! absolut konvergente Dirichletsche Reihe 

1) Z. B. leistet dies g = -~- . 
2) Bcrnays, § 5; Landau !12, S. 48-53; llanclbuch, §§ 80-81. 
S) Vergl. z. B. ß ernay s, S. 62 und 82. 
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ist und p die durch die Klasse K~ darstellbaren Primzahlen durch

läuft) beruhende Beweisführung nicht auszuführen brauche : 

Es gibt eine positive absolute Konstante " derart, daß in rlP.n Be

zeichnungen der Einleitung 

ist. 

ll(x) = l_lx __ '}!_ + 0 (xP-" ylogx) 
h0 2 log z 

§ 4. Über die Lage der Ordinaten der Nullstellen 
und a-Stellen von Lz(s). 

Obgleich es für die Anwendungen auf die Primzahltheorie nicht 

gebraucht wird, ist es von großem Interesse, die Anzahl N(T) der 

dem Rechteck1) o0 < o < 1, 1 < t < 1' angehörigen (d. h. der dem 

Streifen 1 < t < 1' angehörigen) Nullstellen von Lz(s) für wachsendes 

1' möglichst gut abzuschätzen. Ich werde ein von Herrn d e 1 a 

Vallee Poussin 2) für schwierig erklärtes Problem lösen, indem 

ich N(1') mit derselben Genauigkeit wie bei ~(s) abschätzen werde. 

Es wird nämlich 

(15) N(T) = _!__ 1'log T- 2 +log~%~ A-a H) 1' + 0 (logT) 
% % 

herauskommen , wo H der Index des ersten nicht verschwindenden 

Koeffizienten Ak in der Reihe (3) ist. 
Aus (15) folgt leicht 3), wenn, der Größe nach geordnet, Yn die 

Ordinate der n ten Wurzel in der Hall:)ebene t > 0 ist und y (.-x) fiir 

.r > 0 die inverse Funktion zu 

1 1 · 2 +log (4n2 A-3 H) 
x = -;- y og y - 2 % -- y 

bezeichnet, 
Yn = y(n) + 0(1). 

Übrigens werde ich dasselbe Resultat (15) (nur mit verändertem 

1) a0 im Sinne der S. 248. 
2) D e 1 a V a 11 e e Po u s s in 2, S. 384. Für die dortigen Zwecke wurde eine 

so gute Abschätzung von N(T) und y11 übrigens nicht gebraucht. 
3) Vergl. S. 1151-1152 der Arbeit von Bohr, Landau und Littlewood: 

Sm· l11 (onction l;(s) dans le voisinage de la droite a = ~ [Bulletins de l'Academie 

roya1e des Seiences, Lettrcs et Heaux- Arts de Rclgique, Classc des sciences, 1913, 

s. 1144-1175). 

17* 
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Koeffizienten von T im Falle a = 1) für jedes komplexe a iiber die 
Anzahl N ( T) der dem Streifen 1 < t < T angehörigen a - Stellen von 

LX (s) beweisen (deren Endlichkeit zu allererst festzustellen ist). 

Im Falle a = 1 tritt im Zähler des Koeffizienten von T noch 

+ logj auf, wo n = .i die kleinste Zahl > 1 ist, für welche in der 
Dirichletschen Reihe des LX (s) der Koeffizient von n-s nicht ver

schwindet 1). 
Um ohne Zurückgreifen auf die Beweismethode nachher im zweiten 

Kapitel die analogen Aussagen iiber die a-Stellen der Zetafunktionen 

reiner kubischer Körper gleich zu besitzen, beweise ich sofort den 

(obige Behauptungen über N(T) enthaltenden) 
Satz 2) : Es konve1·giere die nicht konstante D i r ich l e t .<:ehe. Reihe 

00 c 
~ ----;- = Z (s) 

n=ln 

für o > 1; es sei cj die erste nicht verschwindende der Zahlen c2 , c8 , • • • • 

Die durch Z(s) definierte Funktion sei mit eventuelle1· Ausnahme des 

Punktes s = 1, der Pol erster Ordnung sein da1f, iJl de1· ganzen Ebene 

1·egulär. Es sei f'iir jedes E > 0 

(16) (s -1) Z (s) = 0 (,) 8 Jt+E). 

Es sei bei der Wcdtl von 1: = 0 oder 1: = 1 und eines A > 0 fiir o < 0 

(17) 

wo Ä1 < Ä.2 < · · · < Ä.n < · · ·, Ä.n --3> oo ·ist, so daß also 1·echts eine D i-
1' ich l c t sehe Reihe in - s steht. Von dieser setze ich überdies wraus, daß 

),1 = 0, a 1 =f= 0 ist, und daß sie einen absoluten Konvergenzbereich be

sitzt. 

Es sei a eine komplexe Zah7, N( T) die Anzahl de,· Wurzeln von 

(18) Z(s) = a 

im St1·ei{'en 1 < t < T. Dann ist N ( T) endlich und zwm· 

1) ,j ist offenbar nach (1) entweder das kleinste [P oder das kleinste p mit 
x ( K<pl) =I= ± i oder das kleinste p 2 mit x ( K<p>) = ± i. 

2) Ich habe kein Interesse daran, einen noch allgemeineren Wortlaut zu he
weisen. Ber obige ist fiir meine zwei Anwendungen gerade praktisch. Die Beweis
methode lehnt sich an das wesentlich von mir herrührende zweite Kapitel der in der 
vorletzten Anmerkung genannten Arbeit an. 
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(19) N(T) = 

1
2+?: Tl 1,_ 2+?:+dog2+logA T 'J(l T) 1... =f= 
2 n og 2 n + ', og ur a _ c1, 

2+?: Tl T 2+?:+7:log2+logA+logj 1, O(l T) 1 ... 21t og - 2 n + og ur a = c1• 

Vorbemerkung: Es ist nach §§ 1-2 klar, daß die gemachten 
Voraussetzungen auf Z(s) = Lz(s) mit c1 = 1, -r = 0, A = 4n2A-a I-I 
zutreffen, also zufolge des ausgesprochenen Satzes die Relation (15) und 
die nachher iiber die a-Stellen von Lx (s) gemachte Behauptung gelten. 

Beweis: Zunächst wird aus (17) geschlossen werden , daß nach 
Herausnahme der Kreise 

1 1 1 ls+ll <4, ls+21 < -:p ls+31 < 4' ... 

aus der s-Ebene gleichmäßig 

(20) lim [Z(s)l = oo 
G=-00 

ist. In der Tat ist 

r(1-s) 
r(s) 

r(~) 
r(~) 

= :n 28 T(1- s) sin 8
2n 

und 1) bei passender Wahl eines absolut konstanten positiven c fii.r 
(1 < -1, t > 0 

( ~-- a) log (1 - a) - ; t + a 
IT(1-s)l>ce , 

fiir t1 < --1, t > 0 mit Ausschluß der Kreise 

I . sn I ~ t sm 2 >ce 

und 

I . I nt smsn >Ce , 

also ebenda bei absolut konstanten positiven d,, (l1 

1) Vergl. z. B. S. 1154 der zitierten Arbeit von Bohr, Landau und Little
wood. 
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( 1-s) .,. 
r(1-s) ( T -2- ) >d p-2a)log(I-a)+2a+~((~-a)log(l-o")+a+alog2) 

r(s) r(~) 1 

(21) d - a log (I - a) > 2e • 

Andererseits ist bei passender Wahl eines 6 1 < 0 für 6 < o1 

l As~ a e'-ksl >A"~ 
""-~ k I ,} , 

k= 1 ..:! 

was in Verbindung mit (17) und (2 1) die Relation (20) liefert. 
Nach l20) ist bei gegebenem komplexem a fiir alle hinreichend 

großen E im Gebiete 6 < -E, ls + qi > i (fiir alle ganzen q > 1) 

(22) IZ(s)l > Iai. 

E sei zugleich > 2 und E- ~- ganz (so daß nur die Kreise mit 

q > E aus der Halbebene o < - E herauszuschneiden sind); ferner sei 
E, was möglich ist, so groß gewählt, daß einerseits 

(23) 

und andererseits 

00 lc,.l I C1 - a I > ~ ~ im Falle a =I= C1 , 

n=2n 
(24) 

(25) lcil > ~ lc,.l im Falle a = c1 
.E "'PP+ l E J n=:J n 

ist. 
Nach (23) verschwindet für o < -E die rechte Seite von (17) 

nicht. Nach (24) und (25) ist fiir o > E 

(26) Z ( s) =I= a 

und sogar I Z (sf=-äf fiir jedes feste 6 > E beschränkt. Denn aus 

(24) folgt für 6 > E 

IZ(s)-ai>lc1 -al-l ~ c~ \>!c1 -ltl- ~ Iei} >0; 
n=2n n=2n 

aus (25) folgt für o > E wegen 

I I ~ _jsJ_ > ~ lsJ_ 
cj > ""-~ E = ""-~ ( )" 

n=j+I (;) n=j+I ; 
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JZ(s)-aJ>I[ ~;I-I ~ c~ \ > 1~:1- ~ lc~J>Ü. 
J n =j + 1 n I J n =j + 1 n 

Wegen (22) und (26) gehören alle Wurzeln von (18) dem Gebiet 

(27) -E<o<E 

oder den Kreisen 

(28) 1 Js+qJ<-4, q>E 

an. Ich behaupte, daß jedem der Kreise (2R) mit ungeradem q genau 
eine, mit geradem q genau 1 + t: Wurzeln von (18) angehören. In 
der Tat gilt (22) auf dem Rande jedes der genannten Kreise, wäh
rend das Innere nach (17) und der aus (23) gezogenen Folgerung bei 
ungeradem q genau eine, bei geradem q genau 1 + t: Nullstellen von 
Z (s) (nämlich im Mittelpunkt) enthält. 

Wenn also die außerhalb (27) liegenden, d. h. der Halbebene 
6 <-E angehörigen Wurzeln von (18), nach abnehmenden Abszissen 
geordnet, mit W1 , W 2 , ••• , w,., ... bezeichnet werden, so gibt es em 
von v freies K = K(a) derart, daß für alle ganzen v > 0 

(29) 

ist. 
Wegen der Voraussetzung (16) ist die ganze Funktion 

(s -1) (Z(s)- a) = 0 (el 8 p+J; 

wenn also Q die von Null verschiedenen Wurzeln dieser ganzen Funk
tion (falls solche vorhanden sind) im Streifen (27) durchläuft, so lautet 
die W eierst r aß sehe Produktentwickelung 

8 8 

(s-1)(Z(s)-a) = B) eBs ll (1- _!_)eW: ll (1- ~) e"Q, 
1J = 1 w,. Q Q 

so daß 

Z'(s) l 1 = ( 1 1 ) ( 1 1) (30) ---- = B+--:---- + ~ -.--+~- + ~ -.-+-
Z (s)- a s s -1 v = 1 .~- w,. w,. Q s- Q Q 

ist. 
Es sei nun T > 2 und verschieden von den Ordinaten aller Q; es 

genügt natürlich, die Behauptung (19) des Satzes für ein durch diese 
Werte wachsendes T zu beweisen. 
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27tN(T) ist der imaginäre Teil des Integrals von ZZ(' -)~~~L iiber 
s -a 

den rechteckigen Integrationsweg - E + i, E + i, E + Ti, - E + Ti, 
- E + i, wobei die etwaigen Wurzeln von (18) auf dem unteren Rand 
durch Ausbuchtungen nach unten vermieden werden. Die imaginären 
Teile der vier Teilintegrale in der obigen Reihenfolge mögen J1, Jn, 
Jm, JIV heißen. Zunächst ist 

(31) J1 = 0(1). 

Was den Weg li betrifft, so ist fiir a +- C1 

Z(s)-a = (c1 -a)(1+ Zc~<;~~c1 ) 
und wegen (24) auf ihm 

also 

IJnl = 3 - ---- ds 1 < % 1 
- I iE+ 1'i Z'(s) I -

E+i Z(s)-a I 
(32) Ju = 0(1). 

Fiir a = c1 ist dagegen auf ihm wegen (25) 

<1, 

also auf Grund von 

( ~ s_) 
Z(s)-a = ~; 1+ 1~=J+ 1 n• 

i cj ,.-
d u-s) 

~iE + 1'i Z' (s) .i E + 1'i ----ztS 
Jn = .u ------:---- ds = 3 --- .·-·- d:; + 0 (1) E+i Z(s)-a E+i J 

(33) = - Tlogj + 0(1). 

Auf dem Wege IV ist, wenn die rechte Seite von (17) gleich 
1Jf(s) gesetzt wird, 



Z' (8) 
Z(s) 
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... r'(-2s) ... r'(1-2 s) r'(s) r'(1-s) ~ ~ 

-- r(s)- T(1-s) -2 r(;) -2 rC;s) 
'lJf'(s) 

+log A + 'iJf(s) . 

Bekanntlich 1) ist bei festem o0 und wachsendem ro 

f_ O'o + coi T' (s) 
3 -- ds = ro log ro - ro + 0 (log ro); 

+ . r(s) 
O'o t 

ferner ist nach (23) 

f -E+ i 'lJf'(s) f- E+ i oo A 3 --ds = ~ cllog ~ akc ks = 0(1). 
- E +Ti 'iJf(s) -E +Ti k = 1 

Daher ergibt sich 

f-E+iz'(~) (T T T) 3 -E +Ti Z(~) ds = (Tlog T- 'I')+ (Tlog T- 1')+ -r: 2 1og:f - 2 

( T T T) + t 2- log 2 - 2 - T log A + 0 (log T) 

= (2+-r:) TlogT-(2+-z:+-r: log2+logA) T+U(log T). 

Auf dem Wege IV ist nun nach (22) 

I a I 
I Z(s) 1< 1, 

also wegen 

Z(s)-a = Z(s)(1- z~sy) 

I 0<1 Z' (s) d 0< r Z' (s) d 'I - I 0<111 (1 a ) i . . .u rv Z(s)-a s-.u Jrv -Z(s) s - .u rv c og - Z(sT J < n, 

folglich ist 

(34) J 1v = (2+-z:)TlogT-(2+t+dog2+logA)T+O(logT). 

1) Verg~. z. B. S. 369-370 des Hmulbuchs. Dort ist dieser Spezialfall behnnter 
schärferer Uelationen zwar nur für - I < a0 .:S. 2 bewiesen, folgt aber daraus für 
jedes 0'0 wegen 
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Fi:i.r den Weg III ergibt sich, von (30) ausgehend, fast wörtlich1) 

nach dem Paradigma von S. 1158-1161 der zitierten Bohr-Lan
dau- Littlew o o dschen Abhandlung 

(35) Jm = 0 (log T). 

1\iit (31), (32), (33), (34), (35) ist wegen 

2nN(T) = J1 + Ju + Jm. + J1v 

der behauptete Satz bewiesen. 
Ich kehre zum Spezialfall 

Z(s) = Lz(s) 

zurück und behaupte nunmehr den (einer erst vor wenigen 1\Lonaten 
von Bohr und mir 2) entdeckten Eigenschaft der Riemannschen 
Zetafunktion analogen) 

Satz: Es sei tP ( T) die Anzahl der a-Stellen von LX ( s) irn Gebiet 

1<t<1' und iP'(T) die Anzahl der a-Stellen von Lz(s) im Ge!Jie( 

o < ; + o, 1 < t < T, wo o > 0 ist. Dann ist 

. 'P'(T) 
l'~moo w(T) = 1. 

Beweis: Offenbar genügt es zu beweisen, daß die a- Stellenzahl 

im Gebiet o > : + o, 1 _< t < T nur o ( 1' log T) ist. Denn alsdann 

schließt man 

also nach § 4 
W(l')-'IJ!(T) = o(TlogT), 

w(T)-'IJ!(T) = o(w(T)), 

'IJ!( T) 
1 ~ W(TT = o(l). 

1) Zu bemerken ist höchstens: Erstens, daß die dortige Relation (36) hier durch 

Zerteilung der Summe hinter v = ~--~± 1:1] bewiesen wird, wodurch der absolute 

- 2 3 

Betrag des Nenners im ersten Bestandteil >js-(-E+ ~i)i~· im zweiten 

>((1- ;)v-K-[sl)v>; -v wird, wegen (29). Zweitens, daß I Z(s)-a[, 

wie schon oben bemerkt, auf der Geraden a = E + 1 oberhalb einer positiven 
Schranke liegt, während 1 Z' (s)! wegen E + 1 > 3 > 2 beschränkt ist. 

2) Bohr und Land a u, Ein Satz iibe1· Di1·ichletsche Reihen mit Anwendu1ig 
auf die 'h-Fltnktion und die L-l<'unktionen [Rendiconti del Circolo Matematico di Pa
lermo, Bd. XXXVII (1914), S. 269-272]. 
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Jene Behauptung iiber das Gebiet 6 > -} + ~. 1 < t < T folgt 

aber durch Anwendung einer sogleich anzugebenden Modifikation 
des Hauptsatzes der vorhin zitierten Arbeit von Bohr und mir. 
Daß jener modifizierte Hauptsatz allerdings anwendbar ist, beruht 
auf der recht tiefliegenden, erst vor einigen Jahren durch mich 1) 

entdeckten Tatsache, daß die Dirich 1 e t sehe Reihe für 

f(s) = (1- 2H) (L;c(s)- a) 

nicht nur, was trivial 2) ist, für 6 > {-, sondern sogar für 6 > -} 

konvergiert. Jener modifizierte Hauptsatz lautet: 

Es sei f(s) = ~ A,~, fiir 6 > iT, wo 0 < iT < 1 ist, konvergent, 
m= 1 nt 

für 6 > 1 absolut konvergent uncl nicht identisch 0. Dann ist bei jedem 

~ > 0 im Gebiete 6 > -1 ~ iT + ~. - 1' < t < T die Anzahl der Null

stellen = 0 ( T). 

Und er wirdgenauso bewiesen wie der Hauptsatz a. a. 0., indem 

zunächst die nach Herrn Schnee 3) für festes cx > 1 + iT bestehende 
2 

Gleichung 

lim .. _;_!1' lf(cx+ti)l2 dt = ~ 1Aml2 

1'= = 21' -1' m= 1 m2" 

bei konstantem E gleichmäßig fiir alle cx der Strecke 1 t iT + ~ < a < E 

festgestellt wird. 

1) Vergl. S. 754 meiner Abhandlung Übe1' die Anzahl der Gitterpunkte in ge
wissen Be1·eichen [Xachrichten von der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Göttingen, mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang 1912, S. 687-771]. 

2) Weil nämlich für die definit-positive Form jA, B, G! die Lösungszahl von 
A a 2 + Ba y + G y2 < x, wie ein Blick auf die Figur lehrt, gleich dem Volumen 

'>n; V - x der Ellipse plus einem Fehler von der Ordnung 0 ( yx) der Peri-
4A G-B' 

pherie ist; es handelt sich um die Formen 1p, (q a, y) = l q2 a., q b,,, c, l der Helation 

(8). Diesen Fehler 0 ( yx) habe ich a. a. 0. eben auf 0 (x l + f) verkleinert, was 
nur für die Kreisschar a 2 + y2 ~ x schon durch Herrn Sie r p i rl s k i, sogar mit 

U (x-l-), geleistet war. Übrigens habe ich U (x l) auch für die Ellipsenschar 
Aa2 + Bay + Gy2 < x später erreicht, in der Arbeit Die Bedeutung der Pfeiff'er'schcn 
l'llethode {iir die analytische Zahlentheorie [Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie 
der Wissenschaften in Wien, mathematisch- naturwissenschaftliche Klasse, Bel. CXXI 
(1912), Abt. Ila, S. 2195-2332], fünfter Teil (S. 2298- 2330). 

3) Satz 41 des Handbuchs, S. 798-799. 
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Der Satz auf S. 266 ist damit bewiesen; ich habe nur den 

modifizierten Hauptsatz auf 47 = ~ anzuwenden. 

Zusatz: Es sei -LI eine Fundamentaldiskriminante; es bedeute 
iP0 ( T) die Anzahl der Nullstellen von LX (s) im Rechteck 0 < 6 < 1, 

1 2 
- T < t < T und '1Ji'0 (T) die Anzahl fürs Rechteck ~- o < 6 < ~ + o, 

- T < t < T, wo 0 < o < -} ist. Dann ist 

1. '1Ji'0 ( T) 1 
T unCXJ wo(T) = . 

Beweis: Nach den Bemerkungen am Ende des § 1 verschwindet 
Lx(s) zunächst für die von 0 verschiedenen Wurzeln des Ausdruckes 
(5), deren Anzahl im Ordinatenintervall - T < t < 1' offenbar 
O(T) = o(Tlog 1') ist. Die übrigen Wurzeln von Lx(s) in der 
Ebene, abgesehen von 0 und den negativen ganzen Zahlen liegen 
wegen der Funktionalgleichung des A (s) im Streifen 0 < 6 < 1 uud 

zwar symmetrisch zur Geraden 6 = ~ . Daher ist deren aufs Recht-

eck 0 ~ 6 < ! -o, - T < t :S 1' bezügliche Anzahl gleich der aufs 

2 
Rechteck T + o < 6 < 1, - T < t < T bezüglichen Anzahl, also 

0(1') = o(Tlog T). Damit ist wegen 

W0 (T)- '1Ji'0 (T) = o(Tlog T) = o(W0 (T)) 

der Zusatz bewiesen. 
Für alle -LI (Fundamentaldiskriminanten oder nicht) läßt sich 

die obige Abschätzung 0(1') der WurzelzahJl) von Lx(s) im Gebiet 
2 

6 > 3 + o, - T < t < T zu o ( T) verbessern; denn wegen der Prodnkt-

darstellung (1) von Lx (s) wird dies o ( T) durch die Beweismethode 
einer noch neueren Arbeit 2) von B o h r und mir geliefert. 

Ich mache auch noch darauf aufmerksam, daß eine den beiden 
genannten Arbeiten vorangegangene Abhandlung 3) von mir für die 
Wurzelzahl von LX (s) und von LX ( s) - a im Streifen 1' < t < T + 1 
---------

1) Nicht etwa der a-Stellenzahl. 
2) Sur les zeros de la fonction !;(s) cle Riemctnn [Comptes rendt1s hebdoma

daires des seances de l'Academie des Sciences, Paris, Bd. CL VIII (1914), S. 106-110]. 
3) Über clie Nullstellen Dirichletscher Reihen [Sitzungsberichte der Königlich 

Preußischen Akademie der Wissenschaften, Bcrlin, Jahrgang 1913, S. 897-907]. 
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direkt die Abschätzung 0 (log T) liefert, die zwar in (19) enthalten 
ist, aber implizit beim Studium von Jm zum Beweise von (19) be
nutzt wurde. 

Es braucht wohl kaum bemerkt zu werden, daß für den Spezial
fall eines reellen Charakters die bekannte Dirichlet sehe Identität 1) 

L () = ~ z (n) ~ x(n) xs ~ s ~ s' n= 1 n n= 1 n 

wo i und x Charaktere der Gruppe der Restklassen modulo LI sind, 
iiber dieN ullstellen von LX (s) jeden Aufschluß liefert, den die 'l'heorie 

der L-Funktionen nach einem Modul ergeben hat 2). 

Zweites Kapitel. 

Zetafunktion und Primideale reiner kubischer Körper. 

§ 5. Abschätzung der Primidealmenge. 

Es sei k eine ganze rationale Zahl~ \)Tc- irrational. Nach Herrn 
D e d e k in d n) ist, wenn c eine durch k bestimmte ganze rationale 
Zahl ist, jede in der (eo ipso negativen) Grundzahl n des Körpers 

P(\jk) nicht aufgehende natiirliche Primzahl p 

1) im Falle p = -1 (mod. 3) das Produkt eines Primideals ersten 
und eines Primideals zweiten Grades ; 

2) im Falle p = 1 (mod. 3), wenn c kubischer Rest modulo p ist, 
das Produkt dreier verschiedener Primideale ersten Grades; 

3) im Falle p = 1 (mod. 3), wenn c kubischer Nichtrest modulo p 

ist, Primideal dritten Grades. 
Der Fall 2) tritt nach Herrn D e d e k in d 1) für genau die zu D 

teilerfremden p = 1 (mod. 3) ein, welche durch ein (eine Untergruppe 
darstellendes) Drittel aller h Klassen primitiver positiver Formen der 
Diskriminante D darstellbar sind. Da zu jeder Klasse dieser Gruppe 
auch die inverse in ihr vorkommt, und nach § 3 die Anzahl der durch 
eine Klasse und, wenn sie von ihr verschieden ist, ihre inverse dar
stellbaren Primzahlen < x 

1) Vergl. z. B. Bernays, S. 67. 
2) Vergl. die beiden zulet7.t genannten gemeinsamen Arbeiten von 13 o h r und mir. 
3) Vergl. S. 60 der in der Einleitung zitierten A hhandlung. 
4) L. c., S. 95-96. 
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} rX _i!z + Q (x e- ct \)log X) 
h0 ) 2 log z 

ist (so daß bei Anwendung des Faktors 2\ auf jede Klasse der Gruppe 

die riehtige 1) Gesamtabschätzung herauskommt), ist die Anzahl der 
Primideale des Falles 2) mit NlJ .:S: x 

3 ~. _!__ rx --~- + 0 (xe-" v'logx) _ _1:_ rx clz + 0 (er-" y1ogx). 
3 2 h ) 2 log .e- · - 2 J2 log z · ' 

der Fall 1) liefert noch 

_!__ rx ___ cl!_ + 0 (xe-" ylogx) 
2 ) 2 log z 

Primideale ersten Grades mit Norm < x. Weiter gibt es nur end
lich viele (in D aufgebende) Primideale ersten Grades. Die Anzahl 
der Primideale des Körpers mit Norm < x ist somit 

mit absolut konstantem a, während bisher nur 2) 

rx ~ + 0 (xe- vlogx) 
) 2 log z 

(und classelbc mit geringer Verkleinerung der 8) bekannt war. 

§ 6. Die a- Stellen von b. (s ). 

Die Zetafunktion des Körpers " = P(v!c), 

1 
b"(s) = ~ Nn" 

n 

1 
-TI 1 ' 

ll 1-N~" 

läßt sich nach Herrn D e d e k in d n) in die Form setzen 

(36) b.(s) 

1 M ( 1 1 ) 
- --;2- b(s) ~ ~ (A 2 B C ')" - ~ (2! 2 Q3 ~ '')" ' v=1 x,y ,.X+ ,.xy+ ,y· x,y •. x + vXY+ ,,y-

1) Die Y.U D teilerfremden p = - 1 (mod. 3) sind ja, weil D die Form - 3 g" 
hat, also Nichtrest modulo 4p ist, durch keine Form der Diskriminante]) darstellbar. 

2) Land a u, 40; Hanclbnch, § fiii. 
3) L. c., S. 114. 
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wo jAv, Bv, Cv!, j~., 58,., Gt,! definit-positive primitive Formen der Dis

kriminante D =-LI sind, also -~-s(s) mal einer Summe von lauter 
P-Funktionen im Sinne des § 1, jede mit ± 1 multipliziert. Diese 
Identität (36) lehrt, daß s,.(s) die Voraussetzungen des Satzes auf 
S. 260-·261 erfi:illt. In der Tat ist 

-}-s r(f) () 
n ( 1_ 8 )ss-

r-2-
s(l-s), 

(2n/-28 Ll 8 --!- r~~s) P(s) = P(1-s), 

also 

(37) t(1- .<!), 

d. h. für o< 0 

(4n3LI-lts_!:___0)_ r(f) s,.(s)
r(l-s) rC;s) 

so daß die Relation (17) mit A = 4n3 LI-\ -r = 1 erfiillt ist. Die 
anderen Voraussetzungen des Satzes gelten nach dem frii.her in Er
innerung Gebrachten. Also besteht die Relation (19). 

Es ist leicht, die in (19) auftretende Konstante } zu bestimmen. 
Offenbar ist } die kleinste Primidealnorm des Körpers. Wenn D 
ungerade ist, ist nach dem Obigen (Fall 1)) die Zahl 2 Primideal
norm, also } = 2. Wenn D gerade ist , ist bekanntlich 1) 2 der 
Kubus eine Primideals, also auch j = 2. 

Speziell für a = 0 ergibt sich wegen der durch (37) ge-

lieferten Symmetrie nach dem auf ?(~1 wegen (36) anwendbaren 

"modifizierten Hauptsatze" der S. 267 (mit {} = ! ) die Relation 

lim "IJfo(!') = 1 
T= = Wo(T) 

des "Zusatzes" auf S. 268, beziiglich auf die Nullstellen von s,.(s) 

1) D e d e k in d, S. 60. 
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in den Rechtecken 0 < 6 < 1, - T < t < T und j-- h < 6 < ; + 8, 

-1' < t < T. Ferner für die Anzahl der Nullstellen des Rechtecks 

; + 8 < 6 <I, - T < t < T analog zu S. 268 die Abschätzung o(T) 

mit Rücksicht auf die Produktdarstellung von tc~} und die Kon

vergenz der zugehörigen Dirichletschen Reihe für 6 > --i·, sowie 

auf das entsprechende über die Wurzeln von ~(s) durch Bohr und 
mich bekannte Resultat. Endlich analog zu S. 268 -269 für die 
Wurzelzahl des Streifens T < t < T+ 1 die Abschätzung O(log T). 

Für den allgemeinen Fa.ll der a-Stellen ist die Anzahl fürs Recht-

eck {- + 8 < 6 < 1, - T::::; t < T, wie man folgendermaßen erkennt, 

gleich 0 ( T). 
Die Funktion b"(s) erfüllt nach (37) die Voraussetzungen des 

Hauptsatzes meiner auf S. 267, Anm. 1 genannten Abhandlung, wenn 
daselbst gesetzt wird: 

a = 0, p, = 2, a 1 = 0, 

V= 2, 
1 

r. = 1, r. = 2-' 

Daher ist für jedes 8 > 0 

1 
8. = 1, ~2 = ~' 

( !+ 8) ~ 1=gx+O.-v· , 
Nn<x 

also die Dirichletsche Reihe fii.r 

3 
lJ - -2, r = 2. 

1 
m der Halbebene 6 > 2 konvergent. Der modifizierte Hauptsatz 

auf S. 267 ist also mit -3' = {- anwendbar und fii.hrt zu dem oben 

angekündigten Resultat. 

§ 7. Analogon zur R i e man n sehen Primzahlformel und 
X~ 

~-. 
. Q 

Ich überlasse dem Leser, sich zu ii.berzeugen, daß nach meinem 
Paradigma bei b(s) heute auch z. B. zu beweisen geht: 
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Erstens 1) das Analogon zur R i e man n sehen Primzahlformel in 
ihren verschiedenen Gesta1ten, von denen die prägnanteste hier ist 2): 

~· logNlJ = x-(c+logx)-log(1-_1-) _ _1log(1----\)-~!-~, 
NlJ'"<x X 2 X (! (! 

wo (! alle Wurzeln des Streifens 0 < 6 < 1, nach absolut wachsenden 
Ordinaten geordnet, durchläuft und x > 1 ist. Das Glied - (c +log :r) 
ist das Residuum von 

X 8 6~(s) 
- s 6,.(s) 

im Punkte s = 0 (der Nullstelle erster Ordnung von bx (s) ist); 

- log ( 1 - ! ) -~ log ( 1 - ~.-) ist die Residuensumme in den Punkten 

- 1, - 2, - 2, - 3, - 4, - 4, - 5, ... 

( 
-1 -2 -3 -4 ) = -n = _,,. 

- ~+2-~--+!.._!-+2 a;~+ ... = ~ _x_+ -~ -~--
-1 -2 -3 -4 n=l n n=l 2n 

= - log ( 1 - ! ) --~- log ( 1 - -;. ). 

Zweitens 3) iiber die Reihe 
X~ 

~ 
ß>O (! 

(x > 0), 

welche auf die Q = r + ßi der oberen Halbebene, nach wachsenden 
ß geordnet, erstreckt ist : 

1 
Divergenz für x = 1, x = ]I,Tn"', .x: = 

,.. Nv"' ' 
Konvergenz sonst; 
ungleichmäßige Konvergenz für jedes an einen Divergem:punkt 

grenzende Konvergenzintervall; 
gleichmäßige Konvergenz flir jedes andere KonvergenzintervalL 

1) Vergl. Kap. 19 des Handbuchs. 
2) ~· bedeutet, daß fiir x = NlJ"' das betreffende oder die betreffenden log lYlJ 

den Faktor ~ erhalten. 

3) Vergl. Land a u, Übe1· die N1tllstellen der Zetafunktion [;\Iathematis<·be An
nalen, Bel. LXXI (1912), S. 548-564]. 

Festschrift Schwarz. 18 



Über eine Integro-Differentialgleichung und 
die Entwicklung willkürlicher Funktionen 

nach deren Eigenfunktionen. 
Von 

Leon Lichtenstein m Berlin. 

Es sei p(x) eine in dem Intervalle (On) nebst ihren Ableitungen 
erster und zweiter Ordnung stetige, positive Funktion: 

p(x) >Po> 0. 

Es seien: IJ (x) eine in (On) stetige Funktion, die wir später einer 
weiteren Einschränkung unterziehen werden, k (x) und h (:r:) beliebige 
in (0 n) stetige Funktionen, A. ein reeller Parameter. Es möge schließ
lich llf(x, ;) eine in dem Rechtecke 

(1) 
o<x<n, 

o<;<n 

erklärte stetige, symmetrische Funktion bezeichnen. Wir b e t r a c h
ten die Gleichung 

(2) d: (p(x) d~~x)) + [q(x) + H (x)] y(x) + A. .{% M(x, ;) y(;)d; = h(x) 
0 

und suchen eine Lösung dieser zu bestimmen, die sich in 
(On) nebst ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung 
stetig verhält und für x = 0 und x = n verschwindet. 

Der allgemeinere Fall der Grenzbedingungen y(O) = A" y(n) = A 2 , 

unter A, und A 2 vorgegebene Konstante verstanden, läßt sich auf 
den vorerwähnten ohne weiteres zuriickfii.hren. 
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Die scheinbar allgemeinere Gleichung 

(3) :x (p (x) d~~)) + [q (x) + J. k (x)] y (x) 

+;.Ion {[v (x, ;) - ae~ ;) ] y(;) + [e(;, x) -· a!L~~ ;) J d~~;)}a; = h (.x), 

in der v, e, !L beliebige symmetrische, nebst ihren partiellen Ab
leitungen erster und zweiter Ordnung stetige Funktiomn bezeichnen, 
geht nach teilweiser Integration in eine Gleichung von der Form (2) 
i:iber. 

In der Arbeit "Alcuni nuovi problemi di calcolo delle variazioni 
con applicazioni alla teoria delle equazioni integro-differenziali" ') hat 
Rieb Herr Fubini unter anderem mit der Integro-Differentialgleichung 

(4) -~--(p(x) dy(x))+q(x)y(x) 
dx dx 

+ ~n {[v(x, ;) - ae~~ ;) J y(;) + [e(;, x)- a!L~ ;)] d~l~;)}d; = 0 

beschäftigt und gezeigt, daß das zugehörige Variationsproblem unter 
geeigneten Voraussetzungen eine in (0 :~t) stetige, den Beziehungen 

y(O) = A 11 y(:~t) = A 2 

geni:igende Lösung hat 2). 

Es 'mcige die zu dem ersten Randwertproblem gehörige Green
sehe Funktion @ (x0 , x) der Differentialgleichung 

(5) c~~ (p (x) d~~)) + q (x) y (x) = 0 

existieren. Wir fii.hren (4) durch teilweise Integration m die Form 

(6) r~ (p(x) d~~))+q(x)y(x)+ in 11f(x, ;)y(;)d; = h(x) 
0 

über und erhalten, wenn A 1 = A 2 = 0 angenommen wird, 

Die Aufgabe ist hiermit auf die Auflösung einer Fr e d hol m schrn 

1) Annali ui matematica pura eu applicata, B. XX (3), 1 !Jl3, S. 217-2-14. 
2) Von den Funktionen v, e, IL wird dabei lediglich vorausgesetzt, daß sie stetig 

sind und beschränkte Ableitungen erster Ordnung haben. 

18* 
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Integralgleichung mit unsymmetrischem Kerne reduziert und daher im 
wesentlichen als gelöst zu betrachten. In ähnlicher Weise erledigt 
sich das von Herrn F u bin i behandelte Problem, wenn A1 + A2 =f= 0 
ist oder wenn die Green sehe Funktion @ (x0 , x) nicht existiert. 

In der vorliegenden Arbeit wird auf die Integro-Differentialglei
chung (2) die 1\:lethode der unendlichvielen Variabeln angewandt. In 
ähnlicher Weise wie in meiner in Veröffentlichung begriffenen Arbeit: 
"Zur Analysis der unendlichvielen Variabeln I. Entwicklungssätze 
der Theorie gewöhnlicher linearer Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung" 1) wird im folgenden die Existenz der Eigenwerte bewiesen 
und es wird ein weitgehender Entwicklungssatz abgeleitet 2). 

Wir nehmen zunächst an, daß q(x) in (On) nicht identisch ver
schwindet und betrachten die Differentialgleichung 

(8) 

Ihre Eigenwerte bezeichnen wir mit I-'; (i = 1, 2, ... ) ; die zuge
hörigen am Rande verschwindenden Eigenfunktionen seien cpi(x) 
(i = 1, 2, ... ). Es wird ferner vorausgesetzt, daß, falls posi
tive Eigenwerte I-'; existieren, diese sämtlich größer als 
1 sind. Die folgenden Betrachtungen gelten insbesondere, wenn 
q(.'c) < 0 ist, denn dann sind alle I-'; negativ. 

Der besondere Fall, daß q (x) in (0 n) identisch verschwindet, 
bleibt demnach von der Betrachtung vorläufig ausgeschlossen. Er er
ledigt sich, wie wir gleich sehen werden, in ähnlicher Weise, bietet 
sogar Vereinfachungen dar. 

Es sei v (x) eine will k ü r 1 ich e in (0 n) nebst ihren Ableitungen 
erster und zweiter Ordnung stetige, für x = 0 und x = n ver
schwindende Funktion. Wir gehen von der Gleichung 

1) Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, B. 38, 1914. Vgl. ferner meine 
Note "Sur les fonctions fondamentales des equations differentielles lineaires du seeond 
ordre et sur le developpement d'nne fonction arbitraire. Application de Ia tbeorie des 
formes quadratiques it une infinite de variables, Comptes rendus, B. 156, 1913, S. 993 
-996. 

2) Hierdurch wird zugleich die Existenz der Eigenwerte der Gleichung (3) be-

wiesen, sofern die partielle Ableitung 0~~6 existiert und stetig ist. Setzt man mit 

Herrn F u bin i lediglich die Existenz beschränkter Ableitungen erster Ordnung der 
Funktionen v, e, I" voraus, so ist der Übergang von (3) zu (2) durch teilweise Inte
gration nicht mehr möglich. Man wird dann von der Gleichung (3) direkt ausgehen ; 
die Betrachtungen wl'trden den im Text durchgeführten analog verlaufen. 
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Über eine Integro-Dilferentialgleichung. 

f n{ dy dv } p(x)-1 -7--[q(x)+J.k(.r)y(x)]v(x)+h(x)v(x) llx 
O CX GX 

-llnln M(x, ?)v(x)y(?)dxd~ = 0 
0 0 

aus, setzen 

(10) 
1 ... oo X 

y(x) = ~ -.-' sin ix·, 
i z 

1 ... 00 y 
v(x)= ~ -.-'sinix 

i t 

und erhalten die Beziehung 

(ll) P(X, Y)-Q(X, Y)-lK(X, Y) = M(Y), 

( P(X, Y) = l.i;oox,~J.nJJ(s)cosiscosjslls, 
t,J 0 

1 ... ooxyJn 
Q (X, Y) = ~ ~ q(s) sin is sinjsds, 

i,j ZJ () 

(12) J l. .. ooxyJ.n 
K( X, Y) = ~ ---!-,-!- k (s) sin i s sin j s ds 

i,J tj () 
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~. ~ 00 X~ ~ (n ( n JYL (s, t) sin i s sinj t ds (lt, 
i,j ZJ )() )() 

1. .. oo yln 
I 1Jf(Y) = - ~ -.' h(s) sinjsds. 
l j .J () 

P(X, Y) ist eine beschränkte, symmetrische Bilinearform. Fiir 
alle der Beziehung 

(13) (X, X)= 
1 ... ()(; 

~ X;" = 1 
i 

genligenden Werte der Variabeln Xi (i = 1, 2, ... ) ist 

l n(dy)2 n n (14) P(X, X)> p~ 
0 

dx dx = Po· 2 (X, X) = 2 Pu· 

(J (X, Y) und K (X, Y) sind vollstetige, symmetrische Bilinearformen, 
JJ1 ( Y) ist eine beschränkte Linearform. 

Einem Satze des Herrn rr o e p 1 i t z zu folge kann man wegen 
(14) eine eindeutig umkehrbare lineare Transformation 

(15) x: = .N*c">(X), Y; = N*c">(Y); X" = Ncul(X*), 

Y" = N'"l(Y*) (a = 1, 2, ... ) 
angeben, so daß 
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1. .. 00 

(16) P(X, Y) - (X*, Y*) - 4 
z 

X* Y* 
•• ! 

wird 1 ). Es sei 

(17) Q(X, Y) = Q*(X*, Y*), K(X, Y) = K*(X*, Y*), M(Y) = .111*(Y*). 

Auch Q* und K* sind vollstetige, symmetrische Bilinearformen. 
Aus (11), (16) und (17) ergibt sich 

(18) (X*, Y*)-Q*(X*, Y*)-.II.K*(X*, Y*) = M*(Y*). 

Es sei L* <uJ (X*) ( cx = 1, 2, ... ) das vollständige, normierte Ortho
gonalsystem von Eigenformen der quadratischen Form Q*(X*, X*) und 
[Ia der zu L* 1"l(X*) gehörige Eigenwert. Wenn die Funktion q(x) in 
(0 :n:) nicht streckenweise verschwindet, ist Q* (X*, X*) abgeschlossen. 
Wie aber q(x) auch beschaffen sein mag, ist die Anzahl der Eigen
werte ~" unendlich groß 2). Es ist ferner stets 

(19) Q*(X*, Y*) = l.~oo __!_L* 1"l(X*)L*1")(Y*). 
IX il'a 

Es seien 

(20) P* 1"l(X*) (cx = 1, 2, ... ) 

diejenigen Linearformen, die das Orthogonalsystem L * 1")( X*) ( a = 1, 2, ... ) 
zu einem abgeschlossenen ergänzen. Es ist also 

1 ... 00 

(21) (X*, Y*) = ~ L* 1")(X*)L* 1")(Y*)+ ~ P* 1"l(X*)P* 1"l(.Y*). 
IX IX 

Wir schreiben 

(22) x(fi) = V 1 _ __!__ L * (u) (X*), /{/") = P* (U) (X*) 
il'a 

und, indem wir für die irgendwie einfach geordneten Variabeln X 1"', 

x<u) kurz x<al ( cx = 1' 2, ... ) setzen, 

(23) X*wJ = T1")(X), Y* 1") T<">(Y), 

(24) J{*(X*, Y*) = K(X, Y), .i'I1*(Y*) = M(Y). 

J( (X, Y) ist wieder eine vollstetige, symmetrische Bilinearform. Aus 
(18), (19), (21), (22) und (24) erhält man endlich 

1) V gl. 0. T o e p l i t z "Die Jacobische Transformation der quadratisrhen Formen 
von unendlichvielen Veränderlichen", Nachr. v. d. kgl. Ges. d. Wiss. zu Göttingen, 1907, 
s. 101 u. ff. 

2) Vergleiche meine vorhin zitierte ausführliche Arbeit. 
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(25) 

r~t q (x) = 0, so führt die Transformation (15) die Beziehung (18) so

gleich in eine Gleichung von der Form (25) über. 

Es seien X; (i = 1, 2, ... ) die Lösungen mit konvergenter Qua

dratsumme der aus (25) entspringenden unendlichvielen linearen Glei

chungen oder ein System der Lösungen der zugehörigen homogenen 

Gleichungen. Aus (23) und (15) findet man sogleich die Lösungen 

X;(i = 1, 2, ... ) der entsprechenden unendlichvielen Gleichungen für 

die ursprünglichen Variabeln. Die unendliche Reihe 
l ... 00 

(26) ~ X~ 
• I 
~ 

konvergiert. Wir beweisen, daß die Funktion 

1 ... 00 x. 
(27) y(x) = ~ ·-:--'- sin ix 

i z 

stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung hat und der Be

ziehung (2) oder der zugehörigen homogenen Gleichung geniigt. 

Dies läßt sich am einfachsten wie folgt zeigen. Es sei 

(28) 
1. .. 00 1. 

G( ) ~ Ii,; • • 
X0 , X = ~ --;- Sill t X 

i t 

die für x = 0 und x = n verschwindende G r e e n sehe Funktion der 

Differentialgleichung 

(29) d ( dy (x)) - p(x)--- = 0. 
dx dx 

Wir setzen in (11) fii.r Y; den Wert k, ein, bezeichnen die endliche 
l ... n X 

trigonometrische Reihe ~ ~ sin ix mit y<n> (x) und erhalten, da 
i t 

(30) P(X, Y) = lim . ~ XJc.il"' p(s)cosiscosjsds 
n=OOJ=l ... oo 0 

i=l. .. n 

- lim ("'ZJ(x)-~G(:~~0 ,x)-d-y<m(x)dx = lim y<n>(x0)- y(x0) 

n=ooJo ax dx n=oo 

ist, sogleich 

(31) y(x.)-f"' [q(x) + H (.c) y (x)] G(x., x) dx 
() 

- A. ("' 1"' M(x, ~) G(x0 , x)y(~)dxd~ =- ("' G(x0 , x)h(x)dx. 
Jo o Jo 

Nach bekannten Sätzen folgt hieraus in der Tat unsere Behauptung. 
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§ 2. 

Die nächstliegende Frage ist nunmehr , wann die vollstetige 

quadratische Form K(X, X) abgeschlossen ist. 
Es sei 

(32) 

eine etwa vorhandene Linearform derart, daß für alle ~Y, (i = 1, 2, ... ) 
mit konvergenter Quadratsumme 

(33) K(X, .)L(.) = 0 

ist. Wir setzen 

(34) 

(311) 

l;:' = l'(j) ([), 

1. 0 0 00 lo 
v(x) = ~ -+ sin ix, 

i z 

l; = N<r) (l*), 

l .. ooo X 
y(x) = ~ ~sin ix 

i 't 

und erhalten nach (l2), (17) und (24) 

(36) in k(x)y(x)v(x)dx+ (n (n M(x, ;)v(x)y(;)dxd~ = Oo 
o Jo Jo 

Diese Beziehung soll für alle in der Form (35) mit konver
I .. ooo 

genter Quadratsumme ~ X,2 darstellbaren Funktionen y (x) gelten. 
i 

Schreibt man (36) in der Form 

(37) ~n y(x)dx{k(x)v(x)+ ~n M(x, ~)v(g)d~} = 0, 

su erkennt man, daß 

(38) k(x)v(x)+ ln JYL(x, ~)v(g)d; = 0 

sein muß. Hat diese Integralgleichung keine von Null verschiedene, 

in der Form (35) darstellbare (somit insbesondere für x = 0 und 

x = n verschwindende) Lösung, so ist die Form K(X, X) gewiß 

abgeschlossen. 
Ist 1Jf(x, ~) = 0, so ist die fragliche Bedingung dann und nur 

dann erfüllt, wenn k(x) in keinem in (On) gelegenen 'l'eilintervalle 

identisch verschwindet. Ist anderseits k(x) = 0, so ist }((X, X) 

sieher abgeschlossen, wenn aus 

Jn lJJ(x, ;)v(;)d~ = 0 
0 
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die Beziehung V m = 0 folgt' d. h. ' wenn der Kern M (x, ;) abge
schlossen ist. 

Man ii.berzeugt sich ferner leicht, daß K(X, X) abgeschlossen 
ist, wenn M (x, ;) ein Kern von positivem (negativem) Typus 1) und 
zugleich k (x) > 0 ( < 0) ist. 

Aus (38) würde alsdann nämlich 

daher 

v(x) = 0 
folgen. 

Wir nehmen jetzt an, daß die Form K(X, X) abgeschlossen ist. 
Es sei 

(39) l}«> (X) = [ict) X + fju> X + ... 
1 1 2 ~ 

(a = 1, 2, ... ) 

das vollständige System orthogonaler, normierter Eigenformen von 

J?.(X, X) und es möge ,1." den zu D">(X) gehörigen Eigenwert be
zeichnen. Wir setzen 

(40) Z;*<"> = Ti {f•o), li"> = Nw (l*<">), 
_1 ... 00 z<a) 

fPa(x) = Vll"l ~ _!o-sinix. 
i }, 

Die Funktion qJ" (x) geni.i.gt der Gleichung 

Aus 

( 42) D"> (.) J)ß> (.) = 0 ( a =f ß), D"> (.) D"> (.) = 1 

folgt nach (16), (17), (21) und (22) leicht 

(43) 

daher 

P(t<"J, z<fi>)- (J W'\ z<,;') = o 

P(t<">, z<">) - (J (t<"\ t<">) = 1, 

(a + ß), 

lJ Dies bedeutet, daß, wie auch die stetige Funktion [J (x) beschaffen sei, stets 

l'Jt i'Jt ]J;[ (x, s) g (x) g (s) dx ds > 0 (~ 0) ist. 
0 0 
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(44) ~"[p(x) dl;, ~~1 -q(x)q;"(x)q;ß(x)]dx- 0 (a + ß), 

~n [p(x) ( dl;, r- q(x) [q;(((x)J•] dx = IJ•al 

und nach einer teilweisen Integration mit Rücksicht auf (41) 

Bekanntlich gilt die identische Beziehung 

1. .. = 
(46) (X, Y) = ~ Da>(X)L'">(Y). 

a 

Es sei jetzt f'(x) irgendeine in eine gleichmäßig konvergente tri
gonometrische Reihe 

1 ... = 
(47) f'(x)= ~ f~sinix 

i 

entwickelbare Funktion. Wir nehmen an, daß auch die unendliche 
Reihe 

1 ... = 
(48) ~ i•t;~ 

i 

konvergiert!). 
Es sei @ (x0 , x) wie in § 1 die zu dem ersten Randwertproblem 

gehörige Green sehe Funktion der Differentialgleichung (5). Sie ist 

im vorliegenden Falle gewiß vorhanden. Wir setzen 

1 ... = 
(49) @(x0 , x) = ~ gi sin ix. 

. i 

Da :x@ (x., x) abteilungsweise stetig ist, ist die unendliche l~eihe 

(50) 

I) Diese Vorausseb:ungen lassen sich nach bekannten Sätzen auch so aus
drftclmn. Die Funktion f'(x) hat in (On) eine t!ltadratisch integrierbare Ableitung. 
Es ist ferner 

f(O) = f'(n) = 0, f'(x) = .[x dfd;) dx. 
0 
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konvergent. Aus (46) ergibt sich die weitere Beziehung 

P(X, Y)-(J(X, Y) 
(51) 1 ... oo 

= ~ [P(l<">,X)-Q(l<">,X)][P(l<">, Y)-Q(l<''>, Y)]. 
a 

Hierin setzen wir fii.r X;, Y; jetzt ig; und if~ ein, schreiben zur 
Abkürzung 

(52) 
1 ... n 

r<"> (x) = ~ t; sin ix 
i 

und erhalten 

P(X, Y)--lJ(X, Y) = lim [. ~ ijg;{~ r'11(s)cosiscusjsds 
n=oo $=1 ... oo Jo 

j= 1 ... n 

-. ~ gJ~ r' q(s) sin is sinjsds] 
(53) $ = I ... oo J 0 

j= 1. . . n 

= nlim00[~n[p(x)a~·®(x0 , x) :x [<n>(x)-q(x)®(x0 , x)t<n>(x)]clx] 

= lim [<"> (:t0) = ((x0), 

n=oo 

P(t<">, X)- Q (l<a>, X) 

1 rn (l a . ] 
(54) = vr'l:fJo [p(x) dx fJ!u(x)ax @(xo, x)-q(x)rpa(x)®(xo, x) dx 

1 
= Vllj- fJ!u(xo), 

P(l<u>, Y)-Q(t<u>, Y) = lim [. ~ jl~">t;fnp(s)cosiscosjsds 
n=oo $=1 ... oo Jo 

j= l. .. n 

"' l~"> f"ln ( ) . . . . l ] - ~ . .! .. - . fJ S Sm lS SlnJSl S 
. 't J 
$=1 ... 00 0 

(55) j = 1. .. n 

= lim ·· ---·- p(x)-"''-' --- ---dx-----· q(x)rp..(x)t<">(x)dx [ 1 ln dm (x) df"<ll> (x) 1 ln . ] 
n = oo Vllul o dx dx VI.J.."I o 

= - . .!"--! (nk(x)rp"(x)((x)dx+in (n M(x,~)rp"(x)((;)dxcttd, 
Vl.l..al Jo o Jo 1 

daher endgültig 
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(56) f'(:~:0) = 
1

. ~ = lf) fPa (x0) !Ian k (x) q;" (x) f(x) dx 

+ fo" fo" M (x, <l <p.(x) ((;) dxa; l· 
Die unendliche Reihe rechter Hand konvergiert unbe
dingt und gleichmäßig. 

Es ist nämlich 

(57) [n·;=[P(l<"', X)-Q(l<"', X)][P(l<">, Y)-Q(l<"', Y)]r 

n ... = n ... = 
< ~ [P(l<'0 , X)- Q(l<a>, XW ~ [P(lw>, Y)- Q(l<"', Y)] 2 

a a 

und nach (51), wenn für X, wie vorhin ig1 gesetzt wird, 

1. .. = 
(58) ~ [P(l<'"', X)- Q(t'', XW = P(X, X)- (j(X, X) 

a 

unter c eine positive Konstante verstanden. Da nun die unendliche 
Reihe 

1. .. = 
~ [ P(t<">, Y)- Q (z<w, Y)]\ 
a 

für Yi entsprechend i{; gesetzt, konvergiert, so konvergiert m der 
Tat nach (54) bis (58) die unendliche Reihe (56) unbedingt und gleich
mäßig. 

Setzt man insbesondere f(x0 ) = @ (x0 , x), so erhält man mit 
Ri.icksicht auf die leicht zu beweisende Formel 

(59) fP 11 (x) = )."Ian ®(x, ~ 1)d~ 1 {k(~Jq;"(~,)+ Ian .M(~ 11 ~)rF"(~)d~} 
die Beziehung 

(60) 
1 .. · = q; (x) q; (.x) 

@ (x", x) = ; _a_- t;.~f•!_ ____ . 

Die unendliche Reihe rechter Hand. konvergiert unbe
dingt und gleichmäßig. Es ist nämlich 

(61) 



Über eine Integro-Differentialgleichung. 285 

und 

(62) 
1. .. oo (rp., (x))2 

; ---TI .. T- = &(x, x). 

Die unendliche Reihe (62) konvergiert aber nach einem Satze des 

Herrn Dini gleichmäßig. In der Tat ist die Summe @(x, :r:) der 

Reihe stetig, ihre Glieder sind stetige, nicht negative Funktionen der 

Variabel x. 



Über die Bildung zyklischer Gleichungen 
vom Grade A2

, wo it eine ungerade Primzahl 
bezeichnet. 

Von 

Franz Mertens m Wien. 

Es sei l eine ungerade Primzahl, 

f(y) = 0 

eine rationalzablige irreduktible zyklische Gleichung vom Grade Ä- 2 

mit den Wurzeln 

und es werde angenommen, daß die Lagrangeschen Resolventen 

L (ß) = Xo + ß-1 x, + ß-• x. + · · · + ß-lHt X11-1 

fii.r alle von 1 verschiedenen l 2 - ten Einheitswurzeln ß von 0 ver
schieden sind. 

Ist &(x) eine ganze rationale Funktion, welche den Gleichungen 

X1 = @ (.:c0), X 2 = ® (xJ, .. , X0 = (i) (xll-l) 

genügt, und 

®1 (x0) = ®(x0), ®2 (.x0) = ®J®x0 ), ®~(x0) = ®2 (®x0), 

so sind die W erthe 

~o = cp(xo), ~~ = rp(xJ, · · · ~J.-1 = rp(xJ.-t) 
der Funktion 

tp (x) = x + ®J. (x) + ®21 (x) + · · · + ®2J.-J. (x) 
ungleich. Denn die Annahme 

tp (xa+b) = tp (xa) 

... , 
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zieht die Gleichungen 

rp (xo) = rp (x") = rp (x2b) = · · · = rp (x,.b_b), 

L (a) = rp (x0) + a-1 rp (x,) + · · · + a-'-+1 rp (x,._1) = 0 

nach sich, wo a eine primitive 1- te Einheitswurzel bezeichnet. Die 
Größen ~o, ~ 1 , • • • sind demnach Wurzeln einer rationalzahligen irrc
duktibelen zyklischen Gleichung vom Grade 1 und das Produkt 

(y - X0) (y - xJ ... (y - Xv._1.) 

ist als griißter gemeinschaftlicher Teiler der Funktionen 

f(y), rp (y)- ~0 

eine ganze Funktion 1'(y, ~ 0) von y mit in ~o rationalen Koeffizienten. 
Die Gleichung 

(y- X0 ) (y- .ri.) ... (y- x1.i.-i.) = 1'(y, ~0) 
ergibt 

f(y) = 1'(y, ~0) T(y, ~J · · • 1'(y, ~1.-J 

Die Frage ist nicht ohne Interesse, wie man eine Funktion f(y) 
bilden kann, wenn ~o, ~ 1 , ••• ~1.- 1 gegeben sind. Es soll hier der Fall 
behandelt werden, wo ~u, ~ 1 , ••• Wurzeln einer ganzzahligen irreduk
tibelen zyklischen Gleichung 1-ten Grades und algebraisch ganz sind 
und die 1-ten Potenzen der Lagrangeschen Resolventen 

A(ak) = ~ 0 +a-k~1 +···+a-lk+k~!.-1 k= 1,2, ... 1-1 

m dem Bereich a nur Primfaktoren einer rationalen Primzahl Jl von 
der Form m 1 + 1 besitzen. 

Ist die Aufgabe lösbar, so sind die Ansdrücke 

111 ( ) + -1 + -2 + + -i.+1 · " IX = x" a xlt+!. IX x"+21. · · · a xh+i.l.-7. 

von 0 verschieden, da die Gleichung 

1 +X + .. · + a;'--1 = 0 

für a durch X 0 irreduktibel ist. Der Quotient 

h = 0, 1, .. . 1-1 

verträgt, als ganze Funktion von X0 dargestellt, die Ersetzung von .T0 

durch x1., x~1., ... und ist daher eine ganze Funktion n(~0 , u) von ~o 
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mit in a rationalen Koefizienten. Aus der Gleichung 

ll(~o) M 1 

=Mo 

folgt nach Ersetzung von X0 durch x1 , X 2 , ••• x1 __ 1 

1} (~,) = -::2 ' 
1 

Mo 
- U-··--

Mi.-1 

und es ist 

(1) 

Es muß demnach eine ganze Funktion von ~o mit in a rationah'n 
Koeffizienten gehen, deren nach ~o genommene Norm = a ist. 

Setzt man 
1 
T 

A(a) = 'YIL , 

wo r eine Zahl in a, p, algebraisch ganz ist und einen Primfaktor lJ 
von Jl nur in erster Potenz enthält, und 

1 2 
T T 

( I: ) _ a + a1 p, + a2 p, + .. · 
1Jso- C ' 

wo r, a, a1 , ••• ganze Zahlen in a bezeichnen, so ist 

1t = 0, 1, ... .t -1 

und es erhellt, daß c teilerfremd zu lJ angenommen werden darf. 
Ist demnach 

p-1 
1'---

a = g l. (m.od.lJ), 

wo .'J eine primitive Kongruenzwurzel von 1' bedeutet und ,. zu .t 
teilerfremd ist, so ergibt sich, wenn c, a nach Ersetzung von a durch 

p-1 r-r-
r' lll C0 , lf.0 ilbergehen, 

p-1 
1'--

c!g l. = a! (Jl) 

und die Erhebung in die p ~ 1 - te Potenz ergibt 
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,.(P~1 r = 0 (p-1), 

p- 1 = 0 (.A.2). 

Die Aufgabe kann also nur lösbar sein, wenn p die Form m l' + 1 hat. 
In diesem Falle gibt es aber in der Tat Funktionen 1J, welche 

der Gleichung (1) genügen 1). 

Ist 11 (!;0, IX) eine solche Funktion, so sei 

A(a-1) 1/(!;1, "-1) 11(!;2, IX-1)' •.. 1](!;;,-u IX-1i-1 = R(1X), 
s' 

I1 R(1X")P = W(a), 

rr 11 (!;o, a-•{ = 1/J (!;o' a), 

wo s' die jeweilige Wurzel der Kongruenz 

ss' = 1 (A.) 
bezeichnet. Die Größen 

s = 1, 2, ... )., - 1 

xhi. = ! ~ah"W(a"), n = 1, 2, ... A.-1; h = 0, 1, ..• l-1 

,r,t+IIJ. = -i-~ cx.'m 1/J (!;0 , tx") W(a"), 

XHH = ! ~ IX1m tP (!;0 , 1X11) 1/J (!;n a") TY( a"), 

XJ.-t+/11. = + ~ IX1m 1/J(!;0 , a") tP (!;" a") ... tP (!;._27 IX") W(1X") 

bilden dann eine Lösung. 
Der Bau der Ausdrücke 

zeigt, daß dieselben Wurzeln einer zyklischen Gleichung A.-ten Grades 
mit in !;0 rationalen Koeffizienten 

(2) T(y, !;0) = 0 

sind. Der Ausdruck I1 R (a•{ kann keine l-te Potenz in (IX, !;0) sein, 

da andernfalls seine in bezug auf !;0 gebildete Norm I1 A ( a-•{ a eine 
l-te Potenz in IX wäre, was nicht der Fall ist. Die Gleichung (2) ist 
also in !;0 irreduktibel. Da die Ausdrücke Xa, Xa+l., • • • bei der Er-

1) D. Hilbert, Über die Theorie des relativ t!uadratischen Zahlkörpers, Satz G5, 
l\lathematische Annalen, Dd. 51. 

Festschrift Schwarz. 19 
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setzung von ~" durch ~~ in Xa+t, Xa+Hl, ••• übergehen, so ist 

(y- xJ (Y- xt+J.) ... (y- xt+I.J.-J.) T(y, ~,), 
(y- X2) (y- x2+1.) ..• (x- xHAI.-J.) - T(y, ~2) 

und es erhellt, daß die Funktion 

f(y) = T(y, ~o) T(f, ~,) ..• T(y, ~l-J 

rationale Koeffizienten hat und irreduktibel ist. 
Die Gleichung 

f(y) = 0 

ist bei der Anordnung 

ihrer Wurzeln zyklisch, da letztere bei der Ersetzung von ~0 durch 
~~ eine zyklische Verschiebung erfahren. 

Die den l-ten Einheitswurzeln rx, rx\ . . . entsprechenden Lagrange
scben Resolventen sind für die gegebene Lösung = 0. Die Ausdrücke 

i, k = 0, 1, ... l -1 

ergeben eine Lösung mit von 0 verschiedenen Lagrangeschen Resol
venten. 

Die vorstehende Lösung mag überflüssig erscheinen, da die Kreis
teilung unmittelbar Gleichungen der gewünschten Art darbietet. Die 
gegebenen Ausdrücke bleiben indessen auch fiir allgemeinere Ratio
nalitätsbereiche brauchbar. 



De superficiebus in planum 
explicabilibus primorum septem ordinum. 

Scripsit 

Johannes Mohrmann 1), Clausthalensis. 

Concedas mihi, magister illustrissime maximeque colende quique 
iubilaeum annum agis, ut, quo die redeuntern celebras quinquagesimum 
annum inde ab illo, quo turn ad summos in philosophia honores pro
movebaris, eo respiciam tecum ad splendidissimam illam adis geomc
tricae aetatem, qua nemo erat vir mat.he~paticus~ quin excelsae illius 
atque illustris disciplinae gloria splendoreque permoveretur, qua opti
mae praeclarissimaeque nostrae scripturae diurnae disciplinae mathe
maticae erant impletae operibus geometricis, qua etiam tua edita est 
splendidissima atque amplissima dissertatio inauguralis. 

Egisti enim in ea "cle superficiebus in planwn explicabilibus primo-

1'mn septem ordinmn", quod opus egregium vir quidam de arte geome
trica optime meritus, cui nomen est Cayley, appellavit "a most valu
able and interesting paper" 2). Hoc opere, quod fecunda intulisse semina 
parti cuidam haud ignobili nostrae disciplinae inter omnes constat, 
usus ego hoc die initium faciam opusculi scribendi, ut tamqurtm gra
num quoddam proferam, quod etsi iam plus quinquaginta annos gravi 
somno erat oppressum, summam gignendi facultatem adhuc non amisit. 

Applicans te ad ea, quae viri cel. Cayley, Chasles, Cremona in
vestigando rettulerunt, sectiones planas disquirens valores et maximos 
et minimos numerorum m et n ordinis et classis curvae recessus super-

1) In opusculo in linguam Latinam vertendo consilio factoque mihi adfuit amicus 
meus intimus Adolphus Gross, cui colorem Latinum debeo. 

2) Quarterly .Tournai of pure and applied mathematic~s vol. VII (1866 ), p. 111. 

19* 
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ficierum explicabilium primorum septem ordinum determinas et secun· 
dum has quaestiones peractas id demonstras theorema, quod et pluri
mum valet ad rem cognoscendam et maxime nostra interest: "omncs 

superficies in planum explicabiles pt·opriae primarum septem OTdinum pla

nares stmt" (p = 0). Secundum aequationes, quas viri illustres Cay
ley et Salmon inter singularitates simplices curvarum duplicis cur
vaturae superficierumque explicabilium intercedere docuerunt, deinde 
reliquos numeros characteristicos computas tabulaque horum numero
rum complecteris "proprietates superficierum in planum explicabilium 
primorum septem ordinum, quae in singularitatibus earum positae 
sunt", copiose examinans, quo casu superficies explicabilis nec duplicem 
nec stationariam generatJ~icem habeat atque eins curva recessus nec 
puncto duplici proprio nec, reciproce respondens, plano duplici proprio 
praedita sit. 

Ab his quaestionibus exorsus illas, de quibus locuti sumus, singu
laritates, quae ei, qui primum aspicit, cum superficies, de quibus agitur, 
atque cum eis coniunctae etiam earum curvae recessus semper sint 
rationales (p = 0), esse non posse videantur, rei quaerendae intexere 
mihi proposui, qua quaestione copiose determinem omnes superficies JWO

prias in planuut explicabiles ail proprietatcs, quac in simplicilms erwmn 

singulaTitatibus positac sunt. 

Cap. I. 

Oe proposito: omnes superficies in plan um explicabiles propriae 
ad proprietates, quae in simplicibus earum singularitatibus positae 

sunt, determinandae sunt. 

Initium faciam ab illo, de quo egisti, casu ab duobus lateribus 
illustrando, simul ut casus, qui desunt, partim ab latere geometriae 
puncti planique, partim ab latere geometriae lineae rectae spatii mi
nime nihil nisi casus speciales eius, quem tu pertractavisti, casus 
aspici posse demonstrem. 

§ 1. Propositum illustratur a latere geometriae puncti et plani. 
Iam primum contemplemur superficiem explicabilem t·. ordinis ab 

latere geometriae puncti planique. Turn illa apparct ut generata 
tangentibus aut, reciproce respondens, ut involuta planis curvae m. 
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urdinis et u. classis. Quod tu demonstravisti, in q11avis superficie expli

cabili imparis ordinis impcm:m multitudinem ß cuspidum in curva recessus 

sitarum et a planorum tangentium inflexionalium inveniri, id probatur 
etiam his formulis, quae eis computandis inserviunt: 

(1) 
j a = 2 (n + p- 1)- r, 

? ß = 2 (m + p -1)- r. 

lnde sequitur namerum cuspidum ex nulla re pendere ms1 ex 
ordine superficiei explicabilis et ordine et genere curvae recessus. 
Itaque cum omnes superficies explicabiles primorum septem ordinum 
et cum eis coniunctas curvas recessus earum semper rationales esse 
(ZJ = 0) a te sit demonstratum, has minime puncto duplici (proprio) 
praeditas esse crederes; .sed ita res se non habet. Immo inveniuntur 
casus quidam, in quibus et punctum duplex proprium H et planum 
duplex proprium G punctum duplex apparens h aut reciproce respon
dens planum duplex apparens .'/ consumentia existunt. 

Numeri .'/ et h cum numeris r, m, n, ]J his, quae sequuntur, aequa
tionibus a viris illustrissimis Salmon et Cayley datis coniuncti sunt: 

p 1 [. (m -1) (m- 6) (/ H)] 
- 1 + - b + 3 2 _, 

p = --~- [r + .0-=_llJ~!__- 6L- (.r; + G)]. 
(2) 

Itaque cum et speciei curvae m. ordinis itemque involutae plano u. 
classis nmneri h itemque g essentiales esse videantur et, si m < 9 item
que n < 9 fiunt, vel characteristici habendi sint, ab hoc latere super
ficies, quibus H itemque G ab 0 diversi sunt, minime casus speciales 
superficierum explicabilium planarium haberi possunt, quibus H et 
G = 0 sunt. 

Re vera autem superficies explicabiles, quibus H itemque G ab 0 
diversi sunt, existere exemplum docet illud notissimum superficiei 
generatae tangentibus curvae quarti ordinis primae speciei puncto 
c1uplici praec1itae 1). Quamobrem sectiones planas superficierum expli
cabilium tractavisse non semper satis est ad speciem earum cognos
cendam. 

1) Ceterum hanc superfreiem vir doetus Chasles, cuius tu mcntioncm fcdsti, in 
spcciebus supcrficierum explicabilium sexti ordinis (Comptes rendus vol. 54 (18G2), 
p. 718) enumerandis indicat, illam a te commemoratam oblitus supcrficiem sexti ordinis 
cum curva recessus quarti ordinis, quam tu ut curvam secundae speciei graviter significas. 
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§ 2. Propositum illustratur a latere geometriae lineae rectae. 
Plus vero nostra interest superficiem explicabilem in numero 

rectarum linearum generatarum habere. Recta enim linea spatii a 
Plueckero analytice oblata geometria lineae rectae ut geometria puncti 
in varietate M: generali secundi ordinis quattuor dimensionum (3) in 
spatio quinque dimensionum apparet: 

(3) + + 0 P,2lJa4 Pu P42 PuP2a = · 
Qua in re superficiei lineae rectae 1·. ordinis curva quadruplicis (vel 
minoris) curvaturae einsdem ordinis 1' respondet, quam velut imaginem 
Plueclcerianam significemus. Numeri D atque D 1 et v apparentium 
atque propriarum punctorum duplicium et cuspidum illius imaginis 
Plueckeriauae cum numeris p et r, qui supra commemorati sunt, 
relatione ab illustrissimo Veronese proposita 

(4) 

coniuncti sunt. Itaque cum et speciei c·· etiam hic numerus D essen
tialis habendus sit et una cum superficiebus in planum explicabilibns 
primarum septem ordinum etiam illae imagines Plueckerianae ratio
nales sint (p = 0), nulli curvae tali punctum duplex proprium vel 
cuspidem esse posse crederes. Sed haec res ita non se habet. 

Ac sane - id quod post demonstraturus sum - de facto nulla 
superficies explicabilis primarum septem ordinum afferri potest, cuius 
imagini Plueckerianae D1 ab 0 diversus sit, id est: nulli superficiei 
tali generatrix duplex esse potest. At hoc loco numerum v consument.em 
D ant 1 aut 2 fieri posse notissimum illud exemplum superficiei, quae 
in complexu lineari sita est, generatae tangentibus curvae quarti 
ordinis secundae speciei duobus tangentibus inflexionalibus praeditae 
docet. Ergo wrvae quadruplicis vel minoris curvaturae r. ordinis (r < 7), 
qnae velut imago Plueckeriana superficiei explicabilis aspic·i potest, etsi 
vel unum vel duo pttncta stationaria esse possunt 1), tarnen illa numquam 
puncto d·uplici praedita esse polest. Quod theorema commemoratione 
dignum mihi videtur contemplanti illud geometriae spatii ordinarii 
theorema, secundum quod curvae cuidam m. ordinis, quae sita est in 
superficie irreducibili secundi ordinis, plus punctorum duplicium quam 
stationariorum esse potest. 

1) Imagines Plueckerianae superficierum explicabilium curvae sunt, quarum omnes 
tangentes totae in Ml (3) sitae sunt. 
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Cap. II. 

Propositum exigitur. 

§ 3. Propositio dispertitur. 
Itaque ut illas, quae ex commemoratione supra facta secutae sunt, 

varias species superficierum explicabilium primorum septem ordinum 
copiose enumerem, licet niti tabula a te sectionibus planis tractatis 
parta: 

m I r ± 
I 3 4 3 1 
II 4 "' 4 2 0 

III 4 

H 
6 6 

IV 5 5 4 

V 6 4 3 
VI 5 

I 7 l 
7 10 

VII 6 6 7 

VIII 7 5 5 

in qua significatur litera: 

m ordo curvae recessus, 

h 

1 

2 

3 
4 

6 

5 

7 

10 

r ordo superficiei explicabilis, 
n classis superficiei; 

a ß X y 

0 0 0 0 

1 1 2 2 

4 0 6 4 

2 2 5 5 

0 4 4 6 

5 1 10 8 

3 3 9 9 

1 5 8 10 

g multitudo tangentium duplicium sectionis planae, 

'Y t R 

0 0 0 

0 0 2 

4 0 6 

2 0 6 

0 0 6 

7 2 13 
6 1 12 
5 0 11 

h multitudo punctorum duplicium apparentium curvae recessus; 

a multitudo planorum tangentium inflexionalium, 
ß multitudo cuspidum curvae recessus ; 

x ordo curvae duplicis superficiei, 
y classis superficiei explicabilis, quae generatur planis curvam re

cessus bis tangentibus ; 

r multitudo eorum punctorum curvae recessus, per quae alia gene
ratrix superficiei transit curvam in hoc puncto non tangens, 

t multitudo puuctorum, per quae tres generatrices superficiei trans
eunt, 
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ll ordo superficiei explicabilis tangentibus curvae duplicis xfi ordinis 
generatae. 

Porro, quia curvae m. ordinis et n. classis secundum theorema reci
procitatis involutam plano m. classis et n. ordinis respondere animad
vertimus, imprimis hae tres quaestiones oriuntur: 

(5) 

1) quaerendum est, quibus valoribus r et m a te datis numerus 
sub h datus velut summa h + H (H =I= 0) aspici possit, et quo
modo id :fieri possit; 

2) quaerendum est, quibus valoribus r et m a te datis et prima 
quaestione soluta partis numeri, qui sub n et x sunt, secundum 
formulas (5) 

} p- (r; 1)-(x+D,+m+v), 

t p = (r;1)-(y+D,+n+v) 

velut summae x + v et n + v sumendi sint; 

3) demonstrandum est nullo modo D, ab 0 diversum esse posse. 

Denique valores columnarum ultimarum aliqua ex parte secundum 
aequationes a Salmon et Cayley repertas mutandos esse doceatur. 

~ 4. Propositi exigendi pars prima: superficies, quarum curvae 
recessus punctis duplicibus praeditae sunt, disquiruntur. 

Ordiamur a prima illarum quaestionum (§ 3). Sunt curvae irre
ducibili duplicis curvaturae 

Q4 non minus quam 2, 
es 

" " " 
4, 

es 
" " " 

6, 
07 

" " " 
9 

puncta duplicia apparentia. Inde secundum tabulam a te datam (~ 3) 
sequitur numeros H et G maiorem valorem quam 1 habere non posse. 

Deinde quaeramus, quibusnam octo illorum casuum tabulae (§ 3) 
valor 1 re vera existat. Cum curva m. ordinis punctum duplex habere 
non possit nisi sextae (vel maioris) classis est, soli casus ITI, VI, VII 
examinandi sunt. Facile nobis persuadetur curvas, quae his valorum 
schematibus: 
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r m n h I g H G ß a X y V r 

.IX 6 4 6 2 I 6 1 0 0 4 6 4 0 0 

X 7 5 7 4 
I 

10 1 0 1 5 10 8 0 3 

I XI 7 6 6 6 7 1 0 3 3 9 9 0 2 
I 

significatae sint, re vera existere. IX continet numeros cbaracteristicos 
curvae quarti ordinis primae speciei puncto duplici praeditae, X et XI 
praebent curvas, quae velut intersectiones partiales aut totales super
ficiei secundi ordinis et superficiei tertii ordinis facile cognoscantur. 

Nimirum secundum theorema reciprocitatis ex IX, X, XI alii tres 
casus existunt: 

XII 6 6 I 4 6 I 2 0 I 1 II 4 0 II 4 6 0 0 

XIII 7 7 5 10 4 0 I 1 5 1 8 10 0 5 

XIV 7 6 6 7 6 0 I 1 3 I 3 9 
I 

9 0 I 
6 

I 

ad quos etiam superficies sibi ipsa reciproca consociatur: 

V r 

XV I 7 II 6 I 6 II 6 I 6 11 1 1 1 II 3 I 3 II 9 I 9 0 2 

§ 5. Superftcies explicabiles, quarum curva recessus tota in 
superftcie secundi ordinis sita est, determinantur. 

Hoc theorema valere tu demonstravisti: omnes superficies cxpli

cabiles sexti vel rninoris ordinis alii superficiei secundi ordinis sunt in

scriptae, alii circumscriptae. Superficiebus autem septimi ordinis hoc 
theorema proponi potest: cu1·vae rccessus superficierum explicabilium 

septimi ordinis in eo solo casu in supcrficie secundi urdinis sitae suut, in 

quu puncto duplici propriu zwaeilitae s·unt, ct rer.:iprociter Jiluna tangcntia 

earmn in co solo casu superficiem secundae classis involvunt, in quo 11lanu 

dttplici proprio praeditae sunt. 

Profecto iam numeri g et h docent in casibus VI, VII, VIII nec 
omnia puncta curvae recessus superficierum explicabi~um in superficie 
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secundi ordinis sita esse, nec omnia plana tangentia earum superficiei 
secundae classis circumscripta esse posse. Nam curvae in superficie 
secundi ordinis sitae, quae generatrices alterins catervae in nt11 alte
rins in m2 punctis transeunt, est 

(6) 

Sed curvas recessus superficierum explicabilium septimi ordinis 
puncto duplici praeditas in superficie secundi ordinis sitas esse necesse 
est. Id quod facile ex eo intellegitur, quod, si per H + ß puncta 
duplicia vel stationaria et 

9-(H+ß) 

alia puncta curvae superficiem secundi ordinis ducamus, curva euro 
superficie, si algebraice loquimur, plus quam 2m puncta habet com
munia. Est enim numerus z punctorum communium 

z = 9-(H+ß)+2(1l+ß), 

qua de causa secundum (1) propter r = 7 et p - 0 

(7) z = 2m+H. 

Quare tota curva in superficie sita est et reciprociter. 

~ 6. Propositi exigendi pars altera: superficies generatricibus 
stationariis praeditae examinantur. 

Simplicior fit solutio secundae quaestionis. Si primum 1·eputamus 
curvam in superficie secundi ordinis sitam in eo solo casu tangentem 
stationariam habere posse, in quo generatrices alterins catervae in 
punctis non minus tribus transit, porro tangentem stationariam se
cundum Iegern dualitatis sibi ipsam reciprocam esse, solos casus III, 
VI, VII turn X, XI, XV examinandos esse facile intellegimus. 

Cum curva quarti ordinis secundae speciei unam aut duas tan
gentes stationarias habere possit, primum duos recentes casus nancis
mmur: 

h I II G ß I 
I r m n !J (JC IX y 'V r 

I I 
I 

I 

XVI 6 4 5 i 3 
I 

4 0 0 0 2 I 5 4 1 2 
I 

XVII 6 4 4 3 I 3 0 0 0 I 0 I 4 4 2 0 I 
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Superficies XVII sibi ipsa reciproca est; turn ex XVI secundum theo
rema reciprocitatis haec superficies existit: 

XVIIII 6 II 5 I 4 II 4 

Etiam superficies sub VI commemorata una a:ut duabus generatri
cibus stationariis praedita esse potest, atque etiam in hoc casu super
ficies duabus generatricibus praedita sibi ipsa est reciproca. Ergo hi 
casus offeruntur: 

XIX 

XX 

XXI 

5 1 7 

5 5 

0 

0 
5 I 0 

I 

0 

0 

0 

1 I 3 
1 

9 I s 
1 

3 

8 

1 1 8 

8 

9 

Quod ad casum VII attinet, unam neque aliud quicquam ms1 
unam generatricem stationariam esse posse iam numeri characteristici 
docent. Sed casus hac ratione ortus minime recens, potins idem est 

atque XXI. 
Ex X hae inveniuntur superficies, quarum altera alteri reciproca est: 

I r II m I n II h I Y II H I G II ß I a I[ x [ Y II v II r 
I 

XXII 7 5 6 4 I 7 1 0 1 3 9 8 1 1 

XXIII 7 6 5 7 I 4 0 1 3 1 8 9 I 1 4 
I 

Denique quod ad casum XV attinet, si qua generatrix stationaria 
existeret, numerus classis ordine fixo 5 fieret ( ct reci proci ter ). Cum 
vero curva recessus superficiei quintae classis punctum duplex habere 
non possit, in illo casu (XV) generatrix stationaria existere non potest. 

§ 7. Propositi exigendi pars ultima: generatrices duplices 
superfi.cierum explicabilium primarum septem ordinum esse 

non posse demonstratur. 
Iam pervenimus ad tertiam quaestioncm eandemque ultimam, qua 

nullam superficiem explicabilem primorum septem ordinum generatricem 
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duplicem habere posse (D1 = 0) demonstrabimus. Cum omnes super
ficies explicabiles primorum septem ordinum planares sint (Jl = 0): id, 
quod supra diximus, secundum formulam, quae imagini Plueckerianae 
valet (§ 2) 

(4) (r-1) p = 2. - (D + Dl)- V 

triviale esse videatur. Sed cum generatrices stationarias existere posse 
cognoverimus, id, quod supra diximus, argumento confirmandum esse 
censeam. 

Tangentern duplicem curvae in superficie secundi ordinis sitae gene
ratricem illius superficiei esse neoesse est. Qua de causa curva in super
ficie secundi ordinis sita tangentem cluplicem habere non potcst, nisi 
generatrices alterins catervae in quattuor vel pluribus punctis transit. 
Itaque omnes superficies explicabiles primorum sex ordinum ut per
tractatas iam a quaestione exclucli numerus h clocet. 

Quocl ad superficies septimi ordinis attinet, ne in hac quidem 
quaestione, cum tangens duplex sibi ipsa sit reciproca, plus quam 
dimidia pars nobis examinanda est. Ac primum quidem si illas super
ficies, quarum curvae recessus in superficie secundi ordinis sitae sunt, 
disquirimus ut in superficiebus sexti ordinis examinandis, etiam 
in hoc casu ex multitudine punctorum duplicium apparentium tan
gentem duplicem existere non posse concluditur. Restat igitur, ut 
casus VI, Vll, VHI examinemus; sed quia superficierum VI et VIII 
altera alteri reciproca est, altera sola examinanda est. ltaque VI et 
VII eligam. Curva recessus superficiei VI quinti ordinis et uno puncto 
stationario praedita est. Itaque si superficiem tangentem duplicem 
habere poneremus, ita ut per eandem et per punctum stationarium et 
per quinque alia ~uncta superficies secundi ordinis haud dubie duci 
posset, quae cum curva 

2.2+2.1+5 = 11 

puncta haberot communia, tota curva in illa superficie sita esset, icl 
quod fieri non posse iam numerus punctorum duplicium apparentium docet. 

Curva recessus superficiei VII sexti ordinis et tribus cuspidibus 
praedita est. Aperturn est igitur tangentem duplicem superficiei VII 
existere non posse eadem methodo intellegi, qua in praecedente casu 
rem aggressi sumus. 

Ergo habemus theorema: 
Sunt sane super(icies e.xplicabilcs zn·imormn septem ordinum, qtwc 

unam vel duas generatrices stationarias !tabeant, secl (ieri non potest, ztt 
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talis supe1·{icies genemtrice duplici twaedita sit, quod factum, si imaginem 

Plueckerianam contemplamur, haud scio an geometriae spatii plurium 

dimensionum interesse videatur (cf. § 2, in fine). 

Cap. III. 

§ 8. Quae acta sunt, tabula concluduntur. 
Iam eo pervenimus, ut viginti tres, qui inventi sunt, casus super

ficierum explicabilium primorum septem ordinum rcspiciamus. 'l'um 

unwnquodque par valorum g et h schematurn supra propositorum semel 

existere intellegitur. Quapropter ad proprietates, quae in simplicibus 

f!arum singularitatibu.s positae sunt, cuilibet supe1-{iciei explicabili propriae 

primorwn septem ordinum numeri g et h characteristici sunt. 

Si superficies certi ordinis 1· primum valoribus numeri h crescen

tibus, deinde valoribus numcri g decresccntibus componimus, haec tabula 

apparet (cf. § 3): 

r 1n n h g H G ß a X y V r 
! 

i I 4 3 3 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

II I 5 4 4 2 2 0 0 1 I 1 2 2 0 0 

IX 6 4 6 2 6 1 0 0 4 6 4 0 0 
III 6 4 6 3 6 0 0 0 4 6 4 0 4 
XVI 6 4 5 3 4 0 0 0 2 5 4 1 2 
XVII 6 4 4 3 3 0 0 0 I 0 4 4 2 0 

IV 6 ö 5 4 4 0 0 2 I 2 5 5 0 2 
XVIII 6 5 4 4 3 0 0 2 

I 

0 4 5 1 0 

V 6 6 4 6 3 0 0 4 0 4 6 0 0 
XII 6 6 4 6 2 0 1 4 0 4 6 0 0 

X 7 5 7 4 10 1 0 1 
; 

5 
I 

10 8 0 3 
XXII 7 5 6 4 7 1 0 1 3 9 8 1 1 

VI 7 5 7 5 10 0 0 1 5 10 8 0 7 
XIX 7 5 6 5 7 0 0 1 3 9 8 1 5 
XX 7 5 5 5 5 0 0 1 1 8 8 2 3 

XI 7 6 6 6 7 1 0 3 3 9 9 0 2 
XV 7 6 6 6 6 1 1 3 3 9 9 0 2 

VII 7 6 6 7 7 0 0 3 3 9 9 0 6 
XIV 7 6 6 7 6 0 1 3 3 9 9 0 6 
XXI 7 6 5 7 5 0 0 3 1 8 9 1 4 
XXIIl 7 6 5 7 4 0 1 3 1 8 9 1 4 

VIII 7 7 5 10 5 0 0 5 1 8 10 0 5 
XIII 7 7 5 10 4 0 1 5 1 8 10 0 5 
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In hac tabula significatur ( cfo § 3) Iitera: 

II multitudo punctorum duplicium propriorum, 
G multitudo planorum propriorum curvae recessus, 
v multitudo generatricium stationariarum superficiei. 

Quia pro superficie explicabili rectilinea numeri g et h alter 
alteri praeferri non potest, ab hoc latere omnes casus viginti tres 
specie diversi aspiciuntur ; rem autem etiam ab alio latere aspici 
posse consen taneum est. 

° Contemplemur enim exempli gratia superficiem explicabilem ut 
involutam plano 

(n) (n) U = ct l" + l b l'.-1 + 2 C ln-t + • o • + q - 0, 

ubi a, b, c, ... , q sinistra sunt latera aequationum 

a = 0, b = 0, c = 0, ... , q = 0, 

s1 coordinatis puncti dantur, n + 1 planorum. 'rum aequatio plani 
generantis superficiei explicabilis sexti ordinis est 

U = a t4 + 4 b t 3 + 6 d + 4 d t + e = 0 

atque aequatio superficiei ipsius hanc accipit formam: 

( a e - 4 b d + 3 c2)" - 27 ( a c e + 2 b c d - a d!- e b2 - c3)2 = 0. 

Si relatio linearis, quae inter sinistra latera aeq uationum q uinq tH' 

planorum: 

a = 0, b = 0, c = 0, d = 0, e = 0 

intercedit, hac continetur forma: 

aa+ßb+ye+o(l+EC = Ü, 

turn, ut v1r cel. Cayley radicibus aequationis quarti gradu:;;: 

a z4 + 4 ß z§ + 6 r z2 + 4 o z + E = 0 

tractatis optime demonstravit, omnes ceterae superficies explicabiles 
sexti ordinis ut casus speciales superficiei, cuius curva recessus curva 
seorti ordinis quattuor cuspidibus praedita est, apparento Atque hoc 
quidem problema quaestione dignissimum mihi videtur, ut simili 
methodo superficies explicabiles involutae plano septimi ordinis per
tractentur; nec omnino dubium est, quin quinquaginta annis peractis 
uberrima tua dissertatio inauguralis, magister maxime colende, tarnen 
permulta fecunda contineat semina, quae etiam nunc viros doctos ad 
novas quaestiones excitent suscipiendas. 



Über den 
Approximationssatz von W eierstraß. 

Von 

Ch. H. Müntz in München. 

Ein sehr bekannter, vielfach bewiesener und untersuchter Satz 
von W eierstraß 1) besagt, daß jede stetige Funktion f(x) in einem 
endlichen reellen Intervalle a < x < b durch die Folge a 11 er natür
lichen Potenzen 

mit beliebig vorgeschriebener Genauigkeit gleichmäßig approximiert 
werden kann, indem sich zu jeder positiven Fehlergrenze 8 ein 
N = N ( 8) derart finden läßt, daß 

lf(x)- «0 - a,x- «2 X 2 • • ·- aNxNI < 8 

im ganzen gegebenen Intervalle bleibt, wobei die a1, pa~sende Kon
stanten bedeuten. 

Es ist nun leicht zu sehen, daß zu diesem Zwecke nicht alle jene 
Potenzen erforderlich sind; und ebenso läßt· sich zeigen, daß nicht 
jedes unendliche Teilsystem derselben zum gleichen Zwecke hinreicht. 
Man kann daher 'die Frage nach den Bedingungen aufwerfen, unter 

I) Werke, Bd. III, S. 1-37. 
Vgl. E. Picard: Traihi d'analyse, t. I, S. 275-277 (Paris 1901). 
E. Borel: Leiions sur les fonctions de variables reelles, S. 50-66 (Paris 1905). 
E. Landau: Über die Approximation einer stetigen Funldion durch ganze ra-

tionale Funktionen", Rendieanti d. C. M. di Palermo, XXV (1908), S. 337-345. 
H. Lebesgue: "Sur la representation approchee des fonctions", ibd., XX\'1 (1908), 

s. 325-328. 
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welC'hen das System 

XPo xP• XPz 
0 ' ' 0 ' 

... , 0 0 0' 

m diesem Sinne ein vollständiges ist. Der Einfachheit halber möge 
hier zunächst die Beantwortung dies.er Frage für das Intervall 
0 < x < 1 gegeben werden: 

Satz. Damit die unendliche Folge der Potenzen 
Jlo 1 PI Pz Jl N ' t h d , t . E .'1; = , x , x , 00 ., x , •oo m1 wac sen en pos1 1ven x-

ponenten imstande sei, ,jede stetige Funktion im Inter
valle 0 ... 1 beliebig zu approximieren, ist es notwendig 

und hin r e ich end, d aß ~ _!_ d i v er g i e r e. 
1 pk 

Fiir beliebige Intervalle ist nur zu bemerken, daß jede stetige 
Funktion als Summe einer geraden und einer ungeraden stetigen 
Funktion dargestellt werden kann. Sind die positiven Exponenten 
p" ganzzahlig, so miissen dann darunter sowohl unendlichviele gerade 
p;, als unendlichviele ungerade p~ vorkommen, und es muß jede der 

Reihen ~ J:, und ~ J;, fiir sich divergieren. Das gleiche Kriterium 
P" P" 

bleibt aber auch bei beliebigen ]J" giiltig, wenn für positive z allgemein 

(- zl;, = zPL' (-- zl" = - zP'k 

festgesetzt, und die Frage nach der Approximation durch die so de
finierten Funktionen gestellt wird. 

Das in Frage stehende allgemeine Problem ist in einer Preis
schrift von Herrn S. ß ernstein 2), welche viele andere Probleme 
der Approximation durch Polynome zu einer vollen Erledigung bringt, 
insofern unvollständig beantwortet worden, als dort teils nur not
wendige , teils nur hinreichende Kriterien für die Folge der J\ an
gegeben werden; auch die Beweisführung in jener Abhandlung ist 
von der hier befolgten gänzlich verschieden. 

Aus dem gegebenen Satz läßt sich sofort der folgende ableiten: 
Wenn f(x) eine in einem Intervalle a>O 00. b stetige ein
deutige Funktion ist, und wenn fiir eine Folge wachsen-

1) Offenbar muß Jlo = 0 sein, sobald x = 0 ?.Um betrachteten abgeschlossenen 
Intervall gehört. 

2) Memoires couronnes de l'Acadömie de Belgiquc, 1912: "Sur l'ordre de la 
meilleure approximation des fonctions continues par des polynomes dc degr<1 donne". 
V gl. S. 78-S!l. 
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d e r p o s i t i ver p"' mit d i v e r g i er ende r S um m e ~ _!__ b e -
p" 

ständig 

lb f(x). xp" .dx = 0 
a . 

gilt, so muß f(x) identisch verschwinden. 

Auch die Übertragung auf Funktionen mehrerer reellen Variablen 

ist ohne weiteres möglich. 

§ 1. Ein Determinantensatz. 
Der Wert der Determinante mit dem allgemeinen 

H liede 
1 

(i, k = 1 ... n), (lik -= 

ist 
P>a 

D .. = 
II (q(l- q") (r(l- r,,) . ( ß . 7. 1 ) 

) , a, , 1., ; = ... n . 
[I(q;+r" 

Beweis : Wir fassen die Determinante als rationale Funktion 

aller fJ; und r" auf. Die gegebenen Faktoren werden dann im Zähler 

notwendig, im Nenner notwendig und hinreichend sein; aber auch 

der Gesamtgrad ist der richtige: 2 n(n2-
1) -n2 = -11. Es kann 

sich daher der Wert der Determinante nur um einen konstanten 

Zahlenfaktor von dem gegebenen Ausdruck unterscheiden, und die;;;et' 
Faktor kann daraufhin als 1 nachgewiesen werden: man braucht nur 

den Schluß von n -1 auf n zu vollziehen. 
Für n -1 = 2 ist die Richtigkeit des Satzes leicht zu veri

fizieren. Es sei nun 

als richtig vorausgesetzt; wir wählen dann die absoluten Werte von 

q,. und 1·,. sehr groß, doch so, daß der absolute Wert von q,. + r,. da

gegen sehr klein ausfällt (z. B. q,. + r n = 1). Das Hauptglied der 

entwickelten Determinante D,. ist dann D+_, ; 
q,. 1'., 

ß>a 
n = ,. . n C'l(i- qJ (1·(1- ,.J . 
" .. n (q.,. + rk) ' 

Pestschrift Schwarz. 

ferner ist aber auch 

(a, ß, i, k = 1 ... n); 

20 
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c,. n (qn-q.)(r .. -r,.). 
q .. + r.. rr (q .. + q.) (r,. + r.) ' 

(v = 1 ... n -1). 

Der Vergleich für beliebig wachsende Werte von q .. und r,. liefert 
also tatsächlich c,. • 1. 

q~-+ 1'* 
S; t1,Ct i k 

Der gegebene Satz läßt sich sofort für den Fall a;k = q i + rk + c 

verallgemeinern, worin a und c beliebige Konstanten bedeutet, indem 

B + c ' + c ~-' t t E . t d fh' man z. . qi 2 = q;, rk 2 = , k se z . s JS arau m 

ß>a 
.Eqt + .Ert IT TI t 11 (q,,- qrJ (r,,- r") 

a . 8;. k ~ n (qi + r" + c) D,. 

(u, ß, i, k = 1 ... n) 1). 

§ 2. Beweis des Hauptsatzes. 
Den folgenden Ausführungen möge das im Intervalle - n · · · + n 

vollständige orthogonale, normierte Funktionensystem der 
Fouriersehen Reihen 

1 1 -=. --= cos x, V2n' \jn 
.. ·, 1 

----=- cos N x, 
Vn 

1 . 
----:= Sln X, 
\jn 

1 . N 
-=Sln X, ••• Vn 

. . ·, 

zugrunde gelegt werden. Wir deuten jede dieser Grundfunktionen 
als Achse im Raume von unendlichvielen Dimensionen; alle in Be
tracht kommenden stetigen Funktionen sollen alsdann durch ihre 
Komponenten inbezug auf diese Achsen, d. h. durch die zugehörigen 
Fouriersehen Konstanten charakterisiert werden. 

Es sei zunächst m > 1 und allgemein p" > 1 vorausgesetzt 
(p 1 < p2 < · · ·); von diesen scheinbaren Einschränkungen werden wir 
uns später befreien (v. u.). 

Dann gelten im betrachteten Intervalle - n · · · + n die folgenden 
Fouriersehen Entwicklungen 

1) Andere Beweise des gleichen Lemmas bei Cauchy: "Exercices d'analyse et 
de phys. math.", II, S. Hil-159; Itosenhltin: "Sehreihen an .Tacobi über hyperellip
tische Funktionen", .Journal von Crelle, 40 (1850), S. 350-35 I, und .T o a eh im s t h a I: 
"Über den Sturmsehen Satz", ibd. 48 (1854), S. 114-415. 
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lxlm (0) (1) cos X (N) cos N X 
- 8m -Em -1- ···-Em· N -··· 

worin also allgemein 

ist, und alle entsprechenden Formeln auch für m anzusetzen sind. 
Man kann dafür auch schreiben 

I lp,, (1) 1 - cos X + (~) 1 - cos 2 X + (N) 1 - cos N X + .... 
X = 8Pk • 1 8Pk . 2 . . . 8Pk . N 

Setzt man jetzt 

1/Jp"(x) = p".txlp"-1 fii.r x>O, 

- - p1, .!xl11"-1 für x < 0. 

~o ist durch teilweise Integration 

Man hat also, da alle 1/Jp stetige ungerade Funktionen ihreR Argu-,, 
mentes bedeuten, identisch1) 

~ E<tm 1f+n 2 () .:~ 2ln 2 2pk-2 7 
~ Pk = -;( 1/Jp,, .x . u.x = n Pk •. r. . r X 

n=l -n 0 

2pk- 2 
2 2 n 

- 11,,. """2:---1-=- ; 
pk-

tf+n 
= n tPp; (x). 1/JpJr). clx 

-n 

nPi+Pk-2 
= 2)1·1) • J • 

' " Ji.;+ pk-1 

Wir stellen uns nunmehr das Problem, unter allen Funktionen der 
ooN·Schar 

IlN(x) = lxlm- a.lxiP• - a21xlp2 ···-aN lxiP.v 
bei gegebenem N diejenige Funktion aufzusuchen, für welche das 
"Perpendikelquadrat" 

1) Vgl. A. Hurwitz: "Über die Fouriersehen Konstanten integrierbarcr Funk· 
tionen", Math. Aon., Bd. 57 (1903), S. 425-446. 

20* 
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f +n 
l~ ·= R~(x). dx 

-n 

em Minimum sein wird. Dieses Minimum läßt sich nach bekannten 
Resultaten 1) explizit angegeben, was auch direkt aus der Theorie 
der quadratischen Formen gefolgert werden kann. Es ist gleich dem 

Quotienten zweier symmetrischen Determinanten Qs:' , worin das all

gemeine Glied a;" von S.v gegeben ist durch das Integral 

- 1 f + n Pi . Pk - n;P; + Pk 
a;"--;;- lxl .1.x1 .dx-2· 1 , 

~ -n ~+~+ 

während (/.vtt aus S.v entsteht durch Ränderung mit 

1f+n m+pk 
[ Im [ [Pk 7 2 n: • aok = ako = - .X • X • r X = . . 1 ' 

n; - n m + 11,, + 
1 f+n n:2"' 

aoo = n lxl2"'dx = 2· 21Ji + 1 . 
-n 

Nach dem gegebenen Lemma (§ 1) lassen sich aber die beiden Deter
minanten explizit angeben. Es ist 

s .V 

P>a 
2N 2Epa TJ (PI1- PaY 

• 71: • IT(l1i+ Pk + 1) ; 
(a, ß, i, 1.- = 1 ... N); 

P>a 
I1 (fl,-t- p,J ·ll (P.- m)2 . v = 1 ... N); 

_[f(P;+Jik+1).T1(11,,+m+l)"' ( 

QN+I 2 n;27n rr (1- -~r 
l~ - 8 - 2m + 1 · ( m + 1 )• · 

N 1+---
Pv 

Wenn also (bei festem m und m =f p1) ~ 1~" k o n ver giert, so nähert 

sich Z~. einer von 0 verschiedenen endlichen positiven Größe, die Appro

ximation von x"' durch xp' , xp2 , • • • xp", . . . ist nicht einmal im 

1) Vgl. P. Gram: "Über die Entwicklung reeller Funktionen in Reihen mittels 
der :Methode der kleinsten Quadrate", Journal f. d. reine u. angew. Mathematik, 
Bd. 94 (1883), S. 41-73. 

E. Schmidt: "I<~ntwieldung willkiirlicher Funktionen nach Systemen vorgc
sc~hriebener", Math. Ann., Bd. G3 (WOG), S. 43ß-47ß. 

K Schmidt: Über die Auflösung linearer Gleichungen mit unendlich vielen Un
bekannten", Rcndiconti d. C. M. di Palermo, Bd. 25 (l!JOS), S. 53-77. 
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H ram sehen Sinne des unbegrenzten Abnehmens des Integrals der 
Fehlerquadrate möglich, a fortiori also auch nicht im gewöhnlichen 

Sinne. D i vergiert aber ~ -~-, so nähert sich l~. beliebig der 
Pk 

Nulll), und es bleibt dann zu zeigen, daß sich auch für die Approxi-
mation im gewöhnlichen Sinne, d. h. für die Hbsolute Größe des 
Fehlers an einer beliebigen Stelle des Intervalls, das gleiche erreichen 
läßt. Zu diesem Zwecke betrachten wir in der gleichen Weise wie 
vorhin das 1\'Iinimum des Integrals 

12_ 2 rn 12 - 2.['/Cl .m--1 lh-1 p,,--11" . l._. - -; J ll RN (x). ax - 1i mx -- rY.dJ, X ..• - C(,-1! Nx I . d . .c. 
0 0 

Suwohl mit Hilfe der KtJmponenten c~·~ (v. o.) als auch direkt läßt 
sich dieses Minimum wiederum berechnen als ein Quotient zweier 

symmetrischen Determinanten <~;~ . Das allgemeine Glied a,~ von 
n 

s,: ist dabei 

2 in lli-1 1J>- -1 
-- Ji;X ·fl~cX" .dx 
'JC 0 

und (J~+t wird aus S~ erhalten durch Ränderung mit 
oo 2 n m+p~o-2 

1 _ 1 _ "" Cnl cm _ i m-1 .Pk-1 ·l _ ,2 , '1C 
t.tok - uko - ~ Ern EPk - - II/X • PkX • (X - 11Z1'". -- ··--·-·1--' 

n= 1 n o m+pk-

oo 2 .[n . n2"'-2 
a~0 = ~ c~;l2 = - m2 x'"-2 d;c = 2m'· , . 

n=1 n 0 2m-1 

Es ist daher 

(1- ~-)2 
l'' (J~+• 2 ·m~ n~"H . Jl" 

N -s:: - -2m- 1- II ( 1 + ~;;: 1-r . 
Wegen der vorausgesetzten Divergenz von ~ _!_ läßt sich fiir jedes 

J!" 
positive d2 ein hinreichend hohes N = N(rJ) so finden, daß fiir die 
zugehörigen Konstanten "" 

1) Diese und die folgenden Ausführungen behalten ihre Gültigkeit auch dann, 
wenn rn für k > k0 größer als alle P1c vorausgesetzt wird, in welchem Falle natür
lich eine endliche obere Grenze für die Exponenten existiert. 
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wird. Zerlegt man also 

I ' ( ) =I Im__ [' IP1,. ·- I"IPN = .\· _ ~ .i· cos nx = ~ .i• 1-cos nx tN x X a1 x a ... x v 0 -Z.J u,. n ""-l u,. n , 
1 1 

so ist daraufhin 

also 

= 
~ rY:, = l'; < IJ'\ 
1 

= (X) ( 1 )' 4 2 RN(x)'< ~d!~ -cosnx <IJ''·-6n ; 
1 1 n I U_,. (x) I < ~= IJ·. 

Eine noch bessere und direkte Abschätzung erhält man durch 
die bekannte Ungleichheitsbeziehung von Herrn H. A. Schwarz 1), aus 
der als Spezialfall 

I rx r X rx 
[R ... (.~)J2 =Po B:.(z)dz~<Ia dz.J

0 
R';(z).dz 

gefunden werden kann. Es ist demnach im Intervalle 0 ... n be
ständig 

no 
IRN(x)l<-.. 

V2 
Für wachsende positive P~< - und auch für limpk =I= 0 ii.berhaupt -
ist auf diese Weise die Approximation von xm durch die Folge der 

Potenzen xPk im Intervalle 0 ... n gewährleistet, sobald ~ _!_ diver-
pk 

giert. Durch die Substitution x = n~ erreicht man das Gleiche für 
das Intervall 0 ... 1, und durch die weitere Substitution ~ = l;" 
lassen sich auch die Einschränkungen m > 1, pk > 1 aufheben : denn 
die Konvergenz bezw. Divergenz der unendlichen Reihe der rezi
proken Exponenten wird durch die fragliche Substitution natürlich 
nicht geändert. 

Die Möglichkeit der Approximation einer beliebigen stetigen 
Funktion ist aber gesichert, sobald diese 1\'(öglichkeit für jede ganze 
positive Potenz xn feststeht. Der Hauptsatz dieser Untersuchung ist 
damit vollständig bewiesen. 

Es möge noch bemerkt werden, daß auch die Konstante 1 im 
Intervalle 0 ... n im Gramsehen Sinne beliebige Approximation durch 

die xPk zuläßt, sobald ~ _!_ divergiert; aber eine Entwicklung von 
Pk 

1) Festschrift zu Ehren von K. \Yeierstraß, 1\l!athem. ALba!, Bd. I, S. 251. 



Über den Approximationssatz von Weierstraß. 311 

der Form 
(I) 1 - COS X 1 - CUS n X 1 = Eo . 1 + ... + E(lv) + ... 

o n 

exi;;tiert hier nicht, und natUrlieh ist auch die gewöhnliche A ppro
ximation im Punkte 0 hier unmöglich. 

s 3. Explizite Darstellung. 
Man kann die Frage nach der besten Approximation von x"' 

durch eine vorgeschriebene Anzahl N von Potenzen x 11" der gegebenen 
Folge aufwerfen. Fiir die gewöhnliehe Approximation sind hier sehr 
komplizierte algebraische Gleichungen aufzulösen, sogar schon fiir 
N = 1. Dagegen läßt sich die gleiche Frage fiir die Gramsehe 
Approximation vollständig beantworten, womit auch zugleich fiir den 
gewöhnlichen Fall brauchbare Formeln geliefert werden. Der Ein
fachheit halber möge hier die Lösung des Problems fiir das Intervall 
0 . . . 1 gegeben werden. 

Ist jetzt filr die beliebige positive Potenz x"' bei vorgeschriebenem N 

,Ut rv (N) p1 + (N) 112 + (N) PN 
X = IX X a2 X · · · U N X 

die verlangte beste Approximation: so muß bekanntlich 1) die Rest
funktion 

I ) ( ) m (N) p 1 (N) p 2 (N) 11N 
'N :c = X - a 1 X - IX2 X ···-aN X 

zu allen xllk im betrachteten Intervalle orthogonal sein. 
Es ist daher identisch 

j 1RN(x). x 1J". dx 
0 

0, (k = 1 ... N), 

oder auch 

a(N) . 1 + a(N). 1 ... + aY'~l . 1 
1 p,+P~c+1 ' P.+Pk+1 N PN+lJ,.+l 

folglich allgemein 

( l 'i-1 IN) _ - ) . a.. -

1 
m+pk+1' 

1) V gl. die wiederholt zitierten Arbeiten von Gram und Sc h m i d t. 
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Die so gewonnenen Formeln gelten auch filr p = 0, ferner fiir alle 

positiven Potenzenfolgen xPk ii.berhaupt. Fiir divergierende ~ -1 
]lk 

wird hier (lim p" =f 0) das Integral der Fehlerquadrate beliebig klein, 
es wachsen aber die Koeffizienten a(N! fii.r Pi> m mit N ii.ber alle 

Pi 
Grenzen~ während sie für p, < m gegen Null konvergieren. Bei der 

Konvergenz von ~ ___!_ verhalten sich dagegen die Approximationen 
i'~c 

umgekehrt: d. h. es läßt sich ein endlicher Fehler ;; nicht im ge-
samten Intervall gleichmäßig unterbieten, während die Koeffizienten 
der Darstellung stark gegen bestimmte Werte konvergieren. Die 
Restfunktion RN(x) konvergiert dann gleichmäßig gegen eine be

stimmte stetige Funktion R (x), welche die beste Gram sehe Appro

ximation von x"' durch alle xp" darstellt. 



Analytische Bestimmung 
einiger ins Unendliche reichender Minimal
flächenstücke, deren Begrenzung gebildet 
wird von drei geraden Linien, von welchen 
zwei sich schneiden, während die dritte der 

Ebene der beiden ersten parallel ist. 
Von 

E. R. Neovius aus Helsingfors. 

Stellung der Aufgabe. 
Die Aufgabe, ein Minimalflächenstück analytisch zu bestimmen, 

dessen Begrenzung gebildet wird von drei geraden Linien, von denen 
zwei sich schneiden, während die dritte der Ebene der beiden ersten 
parallel ist, ist zuerst von Riemann behandelt worden (Riemanns 
gesammelte mathematische Werke, Leipzig 1876, S. 303 ). Bei der 
Lösung dieser Aufgabe wird vorausgesetzt, daß von den beiden sich 

schneidenden Geraden A und B nur je 
J?ig.t. eine Halbgerade als Teil der Begrenzung 

des zu bestimmenden Flächenstückes in Be
tracht kommen soll und daß die ins Unend
liche reichenden Enden dieser Halbgeraden 
m.it den Enden der dritten Geraden, der 
V ollgeraden C, in der Weise verbunden 
sind, daß die von zwei solchen ins Un
endliche reichenden Geraden begrenzten 
Sektoren angenähert die Gestalt je eines 
sich ins Unendliche erstreckenden StUckes 
einer l\1 e u s nie r sehen Schraubenfläche 

haben (Fig. 1) 1). An andere Möglichkeiten, die Enden der drei be-

1) Die Zeichnungen sind von Herrn Kunstmaler N. Wiwel in Kopenhagcn aus
geführt. 
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grenzenden Geraden mit einander zu verbinden, scheint Riemann 
und der Herausgeber der Riemannschen Abhandlung , K. Hatten
d o rff, nicht gedacht zu haben. 

Auch bei der Lösung der Aufgabe, ein lVIinimalßächenstück ana
lytisch zu bestimmen, dessen Begrenzung gebildet wird von drei Ge
raden I, V, .8, von denen jede senkrecht steht auf der Ebene, welche 
den heiden andern parallel ist ( a. a. 0. S. 307 ), hat H. i e m a nn zunächst 
den Fall ins Auge gefaßt, daß das ins Unendliche reichende Ende 
jeder der drei, die Begrenzung bildenden Geraden, mit dem Ende 
einer andern unter diesen Geraden verbunden werde durch Flächen
stii.cke, welche sich Stücken von Schraubenflächen, bezw. von ebenen 
Fläckenstücken, asymptotisch annähern. Betrachtet man aber den 
Grenzfall, in welchem zwei der begrenzenden Geraden I und V die 
dritte .8 schneiden (Fig. 2) 1) und wird diejenige Hälfte dieses Flächen
stückes, welche von der Vollgeraden V und von den beiden Halb-

Fig.2. Pig.J. 

geraden .8 und der Symmetrieachse ® 2) begrenzt wird, um die Gerade 
V binaus symmetrisch wiederholt, so tritt der Fall ein, daß die Be
grenzung des neuen FlächenstUckes (Fig. 3) von vier Halbgeraden 
@5, @5,, .8, .8, gebildet wird, von denen zwei, .8 und .8, Teile einer und 
derselben Geraden sind. Hierbei zeigt sieh, daß das eine Ende der 
ms Unendliche reichenden Geraden .8 + .8, mit dem andern ebenfalls 

I) Den Parametern p , q, r IJei R i e man n sind die Werte p : q : r = - 4 : I : 1 
IJeizulegcn. Vergl. K R. Neo v i u s, t ber i.\IinimalfHichenstiicke, deren llegrcmmng 
von drei geradlinigen Teilen gebildet wird, Acta Societatis Scientiamm Fcnnicae, 
Tom. XIX, Nr. 4, S. 31. 

2) Die in einigen Figuren für den Buchstaben @5 eingeführte Ber.eichnung, 
welche dem Buc!Jstaben y ähnlich sieht, wird wohl kaum zu einer Verwechselung An
laß geben. 
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ins Unendliche reichenden Ende der s e 1 b e n Geraden verbunden wird, 
sodaß das l\linimalflächenstück einer Halbebene sich asymptotisch an
nähert. 

Wenn man nun auch vielleicht sagen könnte, daß in diesem spe
ziellen Falle die beiden ins Unendliche reichenden Halbgeraden B und 
.81 als Stücke verschiedener Geraden zu betrachten seien, so ist doch 
grundsätzlich nichts dagegen einzuwenden, die beiden ins Unendliche 
reichenden Enden ein er und derselben Geraden, auf welcher 
Teile der Begrenzung des zu bestimmenden Flächenstückes liegen 
sollen, oder welche auch ganz der Begrenzung angehört, mit einander 
zu verbinden. 

Bei der Behandlung der von Riemann gestellten Aufgabe, ein 
Minimalflächenstück analytisch zu bestimmen, dessen Begrenzung ge
bildet wird von zwei Geraden, die sich schneiden, und einer dritten, 
die der Ebene der beiden ersten parallel ist, scheint es mir daher 
geradezu geboten zu sein, auch die Möglichkeit ausdrücklich in Be
tracht zu ziehen, daß die Enden einer und derselben Geraden 
miteinander verbunden werden. Alsdann ergeben sich außer dem von 
R i e man n bestimmten Minimalflächenstücke (Fig. 1 ), welches einfach 
zusammenhängend ist, noch andere, von demselben System von Ge
raden begrenzte, ins Unendliche sich erstreckende Minimalflächen
stücke, unter denen sich auch zweifach zusammenhängende Flächen
stücke befinden. Für eine vollständige Lösung der von Riemann 
gestellten Aufgabe müssen auch diese Flächenstücke grundsätzlich in 
Betracht gezogen werden. 

Werden die sich schneidenden, der Begrenzung angehörenden Ge
raden A und B als Halbgerade angesehen, während die Gerade C 
eine Vollgerade sein soll, so sind folgende zwei Arten der Verbindung 
der ins Unendliche reichenden Enden der begrenzenden Geraden 
möglich: 
I. Die von Riemann betrachtete Verbindung (Fig. 1). 
II. Die beiden Halbgeraden A und B werden miteinander durch 

eine Kurve y, die beiden Enden der Geraden C durch eine Kurve 
r' verbunden, wobei r näherungsweise ein Viertelkreis, r' nähe
rungsweise ein Halbkreis ist. Die Radien der beiden Kreise hat 
man sich als über jedes Maß hinaus wachsend zu denken. Die 
Ebene, welcher die Kurve r' sich asymptotisch nähert, kann 
hierbei gegen die Ebene der beiden Halbgeraden beliebig geneigt 
sein und es tritt somit in die Lösung der Aufgabe ein Para-
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meter mehr ein (Fig. 1, 2, S. 331). Die Flächenstücke sind zwei
fach zusammenhängend. 

Wird jede der drei begrenzenden Geraden als eine Vollgerade be
trachtet, A = A' + A;, H = B' + B;, C = C' + c;, so ist folgende 
Verbindung möglich : 

III. Die ins Unendliche reichenden Enden der Halbgeraden A' und 
C', sowie der Halbgeraden A; und c; werden miteinander durch 
Kurvenstücke {'3 und ß, verbunden, welche die angenäherte Ge
stalt von Schraubenlinien haben, während die beiden Enden der 
Geraden B miteinander durch ein Kurvenstück r verbunden 
werden, welches die angenäherte Gestalt eines Halbkreises hat. 
Die Ebene, welcher die Kurve r sich asymptotisch nähert möge 
mit B' (r) Bi bezeichnet werden (Fig. 1, 2, S. 337). 

Stellt man sich zunächst die drei begrenzenden Geraden als be
grenzt vor, so werden in allen drei Fällen I, II und III Minimal
flächenstücke bestimmt, deren Gestalt durch das PI a t c ausehe V er
fahren zur Anschauung gebracht werden kann. 

Läßt man die Längen der begrenzenden Geraden über jedes l\'Iaß 
hinaus wachsen, so nähern sich in dem von R i e man n bett·achteten 
Falle, ebenso wie im Falle II, die Minimalflächenstücke asymptotisch 
einer bestimmten Grenzlage. Fiir den dritten der in Betracht ge
zogenen Fälle muß aber - wie später nachgewiesen werden soll -
für das Vorhandensein einer solchen Grenzlage eine bestimmte Be
dingung erfüllt sein. Das Minimalflächenstück muß nämlich eine in 
der Asymptotenebene B' (r) Bi liegende Symmetrieachse @5 besitzen, 
welche somit durch den Punkt (AB) hindurchgeht und auf der Ebene 
(AB) senkrecht steht. Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so treten 
in den für die Umgebung des unendlich fernen Punktes des Sektors 
B' (r) Bi geltenden Entwickelungen der Ausdriicke fiir die Koordinaten 
,r;, y, z eines beliebigen Punktes des zu bestimmenden 1\finimalflächen
stiickes logarithmische Glieder mit nicht verschwindenden Koeffizienten 
auf. Dies ist ein Anzeichen, daß es in diesem Falle kein eigentliches, 
allen gestellten Bedingungen genügendes l\Iinimalflächenstück gibt 1). 

1) Durch eine Begren;r.ung, gebildet von den vier Halbgeraden 3, :5, 3., 6 1 (Fig. 3, 
S. 314) wird nur dann ein eigentliches Minimalflächenstück bestimmt, wenn die durch 
die Gerade 3 31 gehende Asymptotenebene mit den Geraden @;) und @:: 1 gleich große 
Winkel bildet. 
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Im Nachfolgenden sollen die unter II und III näher charakteri
sierten Minimalflächenstücke analytisch bestimmt werden und zwar 
fiir den speziellen Fall, daß der Winkel zwischen den Geraden A und 
B ein rechter ist. 

I. 

Bezüglich des von R i e man n behandelten Falles sei nur erwähnt, 
daß in den Riomannsehen Formeln (a. a. 0. S. 304), wohl infolge 
irgend einer Unachtsamkeit, ein Parameter zu wenig enthalten ist, 
und daß daher diese Formeln nicht denjenigen Grad der Allgemeinheit 
besitzen, welche durch die Stellung der Aufgabe gefordert wird. In 
der Lösung der Aufgabe treten bei Riemann nur drei Konstanten 
auf, nämlich c - b, a und ß. Die Begrenzung ist dagegen von vier 
Konstanten abhängig, nämlich von a und ß, vom Abstande (bei R i e
mann mit A bezeichnet) der Vollgeraden C von der Ebene der beiden 
begrenzenden Halbgeraden und von der Neigung der Ebene durch die 
Vollgerade C und den Schnittpunkt der beiden Halbgeraden zur Ebene 
dieser Halbgeraden. 

Die Annahme bei Riemann (S. 304 oben) A(c-b) = 2u ist 
irreführend. Dieselbe müßte etwa durch die Annahme A ( c- b) = 2u. C1 

ersetzt werden, worin C1 eine Konstante bezeichnet, die als variabler 
Parameter aufzufassen ist. Dieser Parameter wiirde alsdann als multi
plikative Konstante bei den Ausdrücken für die Koordinaten x, y, z 
bei R i e man n auftreten und damit wären die richtigen Ausdriicke 
fiir die Koordinaten gewonnen. 

I I. 

Die Begrenzung der Minimalflächenstii.cke, welche unter II (S. 315) 
charakterisiert sind, wird durch vier Konstanten bestimmt, nämlich: 

1) durch den Winkel a, welchen die Gerade C mit der Geraden 
A bildet, 

2) durch den Abstand h der Geraden 0 von der Ebene (AB), 
3) durch den Winkel '1/J, den die Ebene (AB) mit der Ebene durch 

die Vollgerade C und den Schnittpunkt a5 der Halbgeraden A und 
JJ bildet, 

4) durch den Neigungswinkel cp der beiden Asymptotenebenen 
A (r) B und C (r'). 

Zunächst ergibt sich, daß durch <lieselbe Begrenzung zwe~ 
v e r s c h i e d e n e M i n i m a 1 fl ä c h e n s t ii c k e b e s t i m m t w e r d e n. 
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Figi. 

s-:Eo. 

J'ig.J. 
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..Fi_q.6. 
2 



Analytische Bestimmung einiger ins Unendliche reichender Mmima.lflächenstücke. 319 

Die Gestalten zwei er solchen Flächenstücke M und M' können durch 
die Figuren 1 und 2, S. 331, veranschaulicht werden. Damit leichter 
ersichtlich werde, daß beide Flächenstücke zweifach z u s a m m e n
hängend sind, ist der Winkel cp für die beiden Flächenstücke von 
verschiedener Größe angenommen worden. 

Anzahl und Lage der singulären Punkte. 
Auf der Begrenzung eines jeden der Flächenstücke M und M' 

liegen vier Umkehrpunkte der Normale, von welchen einer a1 auf der 
.Geraden C liegt und ein zweiter a2 mit dem unendlich fernen Punkte 
der Ebene C(r') zusammenfällt. Die Lage der beiden übrigen Umkehr
punkte, welche sich auch zu einem innern singulären Punkte vereinigen 
können, hängt wesentlich ab von der Größe '1/J. Um die verschiedenen 
möglichen Lagen, welche die Umkehrpunkte a8 und a. einnehmen 
können, anschaulich zu machen, sind im symmetrischen Falle 1) für 
einige ausgesuchte Werte des Winkels '1/J die Gestalten der ent
sprechenden Flächenstucke 11{ sowie die Abbildungen der einen Hälfte 
dieser Flächenstiicke auf die Ebenen der komplexen Größen s und 6 

zur Anschauung gebracht. Hier und bei der folgenden Untersuchung 
wird Gebrauch gemacht von der Bezeichnungsweise, welche in der 
Abhandlung des Herrn H. A. Schwarz, Miseellen aus dem Gebiete 
der Minimalflächen, ges. Abh., Berlin 1890, Bd. I, S.168-189, erklärt 
ist. In den Figuren Seite 318 und 331 sind die Punkte a1 ••• a6 sowie 
die denselben entsprechenden Punkte in den Ebenen der Größen s, 6 

und u mit den Ziffern 1 ... 6 bezeichnet. Bei der Abbildung auf die 
s-Ebene ist angenommen worden, daß die x- und die y-Achse mit den 
Halbgeraden A und B beziehlieh zusammenfallen und daß zunächst 
die positive Richtung der Normale im Punkte a5 gleichgerichtet ist 
der positiven Richtung der z-Achse. 

Fiir '1/J = 0 trennt sich von dem Flächenstücke JJl die Fläche 
eines rechtwinkligen, gleichschenkligen Dreiecks ab. Die Punkte a3 

und a4 fallen in die Schnittpunkte der Geraden C mit den Halb
geraden A und B, wobei sie die Eigenschaft, Umkehrpunkte der Nor
male zu sein, verlieren (Fig. 1, S. 318). 

Bei Werten des Winkels '1/J im Intervalle 0 < '1/J < 180° + 8, wo 
8 bestimmt werden kann, liegt je einer der Punkte a3 und a 4 auf 
den Halbgeraden A und B (Fig. 2). 

1) D. h. wenn die Gerade C mit den Halbgeraden A und B Winkel von gleicher 
Größe bildet. 
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Für l/J = 180° + a fallen die Punkte a3 und a4 mit dem Punkte 
a5 zusammen (Fig. 3). Die Normale im Punkte a5 erfährt hierbei 
eine plötzliche Richtungsänderung um 180°. Das Flächenstück ist aus 
dem rechten Winkel AB ausgetreten und erfüllt den. überstumpfen 
Winkel AB von der Größe 270°. Vom sphärischen Bilde des halben 
Flächenstückes trennt sich die Fläche etnes sphärischen Zweiecks mit 
dem Winkel 45° ab ( E. R. Neo v i u s, Untersuchung einiger Singu
laritäten, welche im Innern und auf der Begrenzung von Minimal
flächenstücken auftreten können, deren Begrenzung von geradlinigen 
Strecken gebildet wird. Acta Soc. Scient. Fennicae, Tom. XVI, S. 550). 

Für 180° + o < tfJ < 180° + o1 , wobei o1 zu bestimmen ist, rücken 
die Punkte a8 und 0 4 ins Innere des FlächenstUckes und fallen in 
einem Punkte der Kriimmungslinie a5 a, zusammen. Diese Krümmungs
linie besitzt alsdann in diesem Punkte eine Wendetangenie ( Fig. 4). 
Das Flächenstück erfüllt wieder den rechten Winkel A B und die 
Normale im Punkte a5 hat die Richtung der positiven z-Achse. 

Ist l/J = 180° + o,, so rücken die Punkte a3 und a4 in den Punkt 
a1 • Dem Winkel a2 a1 a5 von der Größe 90° entspricht in der s-Ebene 
ein Winkel von 360° und in der o-Ebene ein Winkel von 225° (Fig. 5). 
Wird das FlächenstUck Jlll um die Gerade C symmetrisch wiederholt, 
so entsteht ein Flächcnstiick, auf welchem der Punkt a1 ein innerer 
singulärer Punkt dritter Ordnung ist. Durch den Punkt geben fünf 
Asymptotenlinien und fii nf Krümmungslinien. Durch die Tangential
ebene in diesem Punkte wird die Fläche mit ihrer analytischen Fort
setzung in zehn Sektoren geteilt, welche abwechselnd auf der einen 
und der andern Seite der Tangentialebene liegen. Es ist dies wohl 
einer der ersten Fälle, in denen sich eine Singularität von so hoher 
Ordnung bei einer konkreten Aufgabe darbietet. 

Ist l/J > 180° + o,, so liegen die Punkte a3 und a4 auf der Ge
raden C und zwar symmetrisch in Bezug auf den Punkt 0 1 (Fig. 6). 

Fiir l/J = 360° fallen die Punkte a8 und a, wieder in die Schnitt
punkte der Geraden C mit den Halbgeraden A und B (Fig. 1). 

Bei der nachfolgenden Untersuchung wird angenommen, daß die 
Vollgerade C mit den Halbgeraden A und B Winkel von ungleicher 
Größe bildet ( Fig. 1, 2, S. 331). Die Ausdrücke fiir die rechtwinkligen 
Koordinaten eines beliebigen Punktes des betrachteten Minimalflächen
stückes werden zunächst hergeleitet unter der Annahme, daß die Um-



Analytische Bestimmung einiger ins Unendliche reichender 1\linimalflächenstiicke. 321 

kehrpunkte 113 und a, beziehlieh auf den Halbgeraden A und B liegen. 
Es ergibt sich alsdann, daß der Übergang zn den andern möglichen 
Fällen dadurch gewonnen werden kann, daß den in den aufgestellten 
Gleichungen enthaltenen Parametern alle mit der gestellten Aufgabe 
verträglichen Werte beigelegt werden. 

Einführung eines einfach zusammenhängenden Minimal
flächenstückes ltf*. Abbildung desselben auf die Fläche eines 

Parallelstreifens U*. 

1\ian denke sich das zweifach zusammenhängende Flächenstiick 111 
unendlich oft wiederholt, als Blätter, die übereinander liegen, und zer
schneide diese unendlich vielen Flächenstucke durch einen Schnitt, 
welcher vom Punkte a5 bis zum Punkte a, gefiihrt werden möge. In 
dieser Weise entstehen unendlich viele übereinander liegende einfach 
zusammenhängende Flächenstücke ... M~2 , M_" M 0 , JJJ" M2 .. • • Die 
übereinander liegenden Ufer des Schnittes mögen einerseits mit ... u:" 
u:, U~ ... andererseits mit ... U~,, U;, U; ... bezeichnet werden. Wird 
das Ufer u; längs des Schnittes mit dem Ufer V~,, für alle Werte 
des Index n, verbunden, so entsteht eine aus unendlich vielen Flächen
stücken zusammengesetzte, einfach zusammenhängende R i e mannsehe 
Fläche 111*. 

Diese Fläche JJ!l* möge nun auf die Fläche eines nach beiden 
Richtungen hin sich ins Unendliche erstreckenden Parallelstreifens U* 
abgebildet werden, und zwar so, daß den Blättern mit unendlich 
hoher Ordnungszahl die in der Nähe der unendlich fernen Punkte 
des Parallelstreifens liegenden Teile desselben entsprechen. Die Ab
bildungen der einzelnen FlächenstUcke ... 111_" M0 , JJ( ... sind als
dann sämmtlich einander kongruent und schließen sich periodisch an
einander an (Fig. 1 b, S. 331). Die komplexe Größe, welche durch einen 
Punkt des Parallelstreifens geometrisch dargestellt wird, möge mit 
u bezeichnet werden. 

Es möge angenommen werden, daß der Schnitt vom Punkte a5 

aus nach dem Punkte a, so geführt wird, daß den Ufern desselben 
in der u- Ebene geradlinige Strecken entsprechen. Die Größe der 
Verschiebung dieser Strecken in der Richtung der Ränder des Pa
rallelstreifens bestimmt die eine Periode 2 w, des Arguments der ellip
tischen Funktion, von der im Folgenden Gebrauch gemacht werden 
wird. 

Festschrift Schwarz. 21 
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Abbildung des Flächenstückes lvl auf die s- Ebene. 

Fiir die folgende Untersuchung werde das Koordinatensystem so 
gewählt, daß die Vollgerade C senkrecht steht auf der x- Achse, 
während die (x y)- Ebene mit der Ebene (AB) zusammenfällt. Die 
Normale im Punkte a5 sei entgegengesetzt gerichtet zur positiven 
Richtung der z-Achse. 

Die Abbildung des zweifach zusammenhängenden Flächenstiickes 
JYJ auf die s- Ebene wird, unter der oben gemachten Voraussetzung 
bezüglich der Lage der singulären Punkte a3 und a4 , gebildet von der 
vollen s- Ebene, welche an zwei Stellen als aufgeschnitten zu denken 
ist. Der eine dieser Schnitte ist geradlinig, ist nach dem Punkte 
s = 0 gerichtet und erstreckt sich zwischen den beiden Punkten 
s = 8 1 und s = 8 2 , welche den beiden Punkten a, und a2 auf der 
Geraden C entsprechen ( Fig. 1 a, S. 331 ). Die beiden Ufer des Schnittes 
entsprechen den vom Punkte a, ausgehenden, ins Unendliche sich er
streckenden Teilen der Geraden 0. Der zweite Schnitt wird gebildet 
von zwei vom Punkte s = 0 (s5 , s~;) ausgebenden. sich unter rechtem 
Winkel schneidenden Strecken 86 , s3 , S5 und 85 , 84 , 8 6 • Die beiden 
Ufer des vom Punkte 8 = 0 bis s = 8 3 führenden Schnittes ent
sprechen der Halbgeraden A, die Ufer des Schnittes s = 0 bis 
s = s4 entsprechen der Halbgeraden B. 

Der unendlichvielblättrigen Fläche 111* entspricht eine aus un
endlich vielen Blättern gebildete, über der 8- Ebene ausgebreitet zu 
denkende Fläche S*. Jedes einzelne Blatt dieser Fläche S* hängt 
mit dem dariiber liegenden Blatte zusammen längs einer der Ufer 
derjenigen Linie 8, s,, welche der Schnittlinie a5 a, entspricht. 

Abbildung des Gebietes S* auf die Fläche des Parallel
streifens U*. 

Bei der Abbildung des Gebietes S* auf die Fläche U* entspricht 
dem unendlichvielfach bedeckt zu denkenden Linienzuge s,, =, s2 , oo, s, 
die eine Begrenzungslinie von U* (Fig. 1 b, S. 331). Es möge angenommen 
werden, daß diese Begrenzungslinie mit der Achse des Reellen der 
n-Ebene zusammenfällt. Bezeichnen It = u0 und u = u~ die beiden 
Punkte, welche dem Punkte s = oo entsprechen, so möge der Null
punkt in der u- Ebene in den Mittelpunkt der Strecke u0 u~ gelegt 
werden. (Für die Fig. 1 b sind die Werte u0 und u~ als reell an-
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genommen. Geht der Schnitt s, bis s2 nicht durch den Punkt s = =, 
so sind die Größen U 0 und ~~~ zwei konjugiert komplexe Größen.) Dem 
ebenfalls unendlichvielfach bedeckten Linienzuge S5 , s,, S 6 , 83 , S5 ent
spricht die zweite Begrenzungslinie von U*. Den einzelnen Blättern 
... S_,, 80 , S, ... der Fläche S* entsprechen die nebeneinander liegen-
den Gebiete ... (JJ1_J, (1110), (111,) ... des Streifens U*. Den Werten 
s = s,, ... s = S6 mögen die Werte u = u,, ... u = 11 6 entsprechen. 

Längs jeder der Strecken s5 s., s4 S6 u. s. w. hat die Größe s einen 
konstanten Richtungsfaktor, welcher sich beim Übergange von einer 
Strecke zu der benachbarten plötzlich ändert. Der imaginäre 'l'eil 
der Funktion 

'lf(u) = _d l~~_c'i_ 
du 

ist daher längs beider Ränder des Streifens U* gleich N nll. Die 
Funktion hat fiir alle Punkte im Innern der Fläche 8 den Charakter 
emer ganzen Funktion. Im Punkte s = s,, u = u, hat sie die Form 

'P'(u) = (u- uJ \13 (u -- uJ 
Ahnliebe Entwickelungen gelten für die Stellen S 2 , 8 3 , S4 • 

Für die Umgehungen der Werte s = 0, ·tt = u5 und s 0, 
n = u6 gelten die Entwickelungen 

und 

1 1 
'P'(u) = -- ---- + \13 (u -u) 

2 u- u" ' s 

3 1 
'P'(u) = -- ----- + \ß2 (u- u6). 

2 u--u 6 

Die Koeffizienten der Potenzreihen l,ß, 1-l3,, \132 sind sämtlich reell. 
Für die Umgebung der Stelle s = =, u = u0 ist 

1 
'IJJ'(u) = -- --+1.13 (u-u). u- uo 3 0 

Eine ähnliche Entwickelung gilt fii.r die Stelle u = u~. 

Die Funktion 'P'(u) hat somit überall im Endlichen den Charakter 
einer ganzen oder gebrochenen rationalen Funktion. 

Da im vorliegenden Falle die Funktion 'P'(u) für Werte des Ar
guments u, welche Punkten der beiden Ränder des Streifens U* ent..: 
sprechen, reelle \V erte annimmt, so kann der Bereich des Arguments 
u über die beiden Ränder des Streifens fortgesetzt werden, indem je 
zwei Werten , welche symmetrisch in Bezug auf einen der beiden 

21 * 
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Ränder des Streifens liegen, konjugierte Werte der Funktion 'P'(u) 
zugeordnet werden. Wird nun dieses V erfahren der Spiegelung in 
Bezug auf die Ränder der bei der ersten Spiegelung entstandenen 
Parallelstreifen fortgesetzt, so läßt sich hieraus erschließen, daß, wenn 
mit 2m3 eine positivimaginäre Größe bezeichnet wird, deren absoluter 
Betrag der doppelten Breite des Streifens U* gleich ist, das Argument' 
der Funktion 'P' ( u) außer der reellen Periode 2 m1 noch eine zweite 
reinimaginäre Periode besitzt, welche gleich 2m, ist. 

Die Funktion 'P'(u) ist somit eine eindeutige doppelt
periodische Funktion ihres unbeschränkt veränderlichen 
Argurnen ts n, welche im Endlichen überall den Charakter 
ein er ganzen oder gebrochenen rationalen Funktion hat. 
Fiir das Argument der Funktion ist 2m., 2m3 ein primitives 
Perioden paar. 

Es bezeichne G ( u) die W e i er s traß ische Funktion, welche zu 
dem primitiven Periodenpaare 2m" 2ro8 gehört (Formeln und Lehr
sätze zum Gebrauche der elliptischen Funktionen, herausgegeben von 
H. A. Schwarz, Berlin 1893, Art. 5). 

Der Forderung, daß die Funktion 'P'(u) an der Stelle tt5 unendlich 
groß werde, wie t (u- tt5f\ an der Stelle ·u6 unendlich groß werde, 
wie i ( u - u6t 1, an den Stellen tt0 und u~ unendlich groß werde wie 
- ( u - tt0t 1 bezw. - ( u - u~t1 , und fiir reelle Werte ihres Arguments 
ebenfalls reelle Werte habe, wird dadurch genügt, daß, wenn mit u5 

und U6 die zu tt5 und u, konjugierten komplexen Größen bezeichnet 
werden, gesetzt wird 

, 1 [ 6' (5' 1 - ] 3 [ (5' (5' -.o ] 1J.I(tt) = 4 -6-(tt-tt5)+-g~tt-tt5) +4 6(tt-tt6)+6(tt-ttä) 

G' G' - f,- (u- U 0)- 6 (u- u~) + c*. 

Für die Größe s, als Funktion des Arguments u betrachtet, ergibt 
sich der Ausdruck 

m welchem der Exponent ein e1liptischcs Integral dritter Art ist. 
Der Richtungsfaktor der Konstanten C1 ist gleich 1. Der absolute 
Betrag von c. ist eine der wesentlichen in die Lösung der Aufgabe 
eingehenden Konstanten. 
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Die reelle Konstante c* ist der Bedingung gemäß zu bestimmen: 
daß bei einer Vermehrung des Arguments u des Integrals dritter Art 
um 2 ro 1 d~r reelle Bestandteil der entsprechenden Periode des Inte
grals dritter Art gleich Null wird. 

Mit Hülfe der Formel 

6(u+2ro) = -e 271 (u+ro)6(n) 

(a. a. 0. Art. 7, (1)) ergibt sich, wenn 

w = -1 ( u5 + u5) + i ( u6 + tt.) 

gesetzt wird, folgende Gleichung zur Bestimmung der Größe c* 

c* = !1.!_ W. 
ro. 

Da die Funktion 'ql'(u) an den Stellen ttn 1t2 , U 3 , u. von der ersten 
Ordnung unendlich klein wird und an den Stellen U 51 u6 , U 0 , u~ von 
der ersten Ordnung unendlich groß wird, so besteht zwischen den 
Nullstellen und den Unendlichkeitsstellen eine Gleichung von der 
Form 

U 1 + u2 + u8 + u, = u5 + u6 + u0 + u!+ 2nro1 + 2n'ro3 , 

wo n und n' ganze Zahlen bedeuten. Inf'olge der getroffenen Fest
setzung iiber die Lage der Punkte U 1 ••• u6 , 'U0 , 21~ ergibt sich, daß die 
Zahlen n und n' gleich Null sind und daß somit die Funktion m 
folgende Form gesetzt werden kann: 

'ql'(u) = c' _?(u- u.) 6(u- u2) 6(u- u8) 6(u =-~~)_ 
2 6(u- tt5) 6(u- 116) 6(te- U 0 ) 6(te- u~)' 

wobei, da 11-0 + u~ = 0 ist, die Bedingungsgleichung besteht: 

Es wird sich später zeigen, daß zwischen den Größen n1 ••• uG 

noch eine zweite Bedingungsgleichung besteht. 
Der Richtungsfaktor der Konstanten c~ ist so zu bestimmen, daß 

reellen Werten von u reelle Werte von s entsprechen. 
A nm. Wird die Funktion s2 betrachtet, so ist dieselbe immer 

eine eindeutige einfach periodische Funktion, da he\.dem Über
gange von n in ti + 2 ro 1 die entsprechende Periode des elliptischen 
Integrals dritter Art gleich 2 n i ist. 
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Die dem Übergange von 1t in 1t + 2 ro3 entsprechenden Perioden 
des elliptischen Integrals dritter Art haben, abgesehen von einem 

ganzzahligen Vielfachen von n i, den Wert W n i. Die Größe -2~ n 
ro1 ro 1 

ist, abgesehen von einem Vielfachen von -~, gleich der Bogenzahl 

des Winkels, den der Schlitz 5 ... 3, beziehungsweise 5 ... 4, mit der 
positiven Richtung der Achse des Reellen der s- Ebene einschließt. 

Hieraus ergibt sich, daß s2 stets dann und nur dann eine ein
deutige d o p p e 1 t periodische Funktion von u ist, wenn die Größe W 
ein rationales Verhältnis zu ro1 hat, und zwar ist, wenn lV: ro 1 eine 
rationale Zahl ist, welche in kleinsten ganzen Zahlen ausgedrUckt 
gleich A. : !-" ist, S2 eine eindeutige doppelt periodische Funktion, welche 
im Endlichen überall den Charakter einer ganzen oder gebrochenen 
rationalen Funktion besitzt, für deren Argument 2 ro., 2 !-" ro3 ein pri
mitives Periodenpaar bildet. 

Konforme Abbildung des Flächenstückes M* auf die 6-Ebene. 

Bei derjenigen Abbildung des Flächenstückes M* auf eine Ebene, 
die o-Ebene, bei welcher den Kriimmungslinien und den Asymptoten
linien des Minimalflächenstückes gerade Linien entsprechen, wird dem 
einfach zusammenhängenden Flächenstiicke M* = · ·· 111_1 + M"+ M 1 + ··· 
die Fläche eines beiderseits ins Unendliche sich erstreckenden G-ebietes 
.!:* zugeordnet (Fig. 1 c, S. 331). Die beiden begrenzenden Linien des 
Gebietes ~* werden gebildet von geradlinigen Strecken, welche ab
wechselnd die Richtungsfaktoren \)i und v= i haben. Den Flächen
stücken ... M_1 , .il/0 , M 1 , ••• entsprechen hierbei unendlich viele neben
einander liegende, sich periodisch aneinander anschließende ebene Flächen
stücke, welche in der Figur mit ... ( .M _.), ( M 0 ), ( 111.), ..• bezeichnet sind. 
Den Umkehrpunkten der Normalen a1 , a3 , a4 entsprechen die Scheitel 
der Winkel1, 3, 4 von der Größe 270", dem im Unendlichen liegenden 
Umkehrpunkte a2 , ebenso wie dem unendlich fernen Punkte a6 und 
dem Eckpunkte a5 entsprechen in der o-Ebene die Scheitel der Winkel 
2, 3 und 5 von der Größe 90° (Singularitäten S. 545). 

Das Gebiet .J:* werde jetzt auf den vorhin betrachteten Parallel
streifen V* in der -n-Ebene konform abgebildet, und zwar derart, daß 
die unendlich fernen Teile beider Flächenstücke einander entsprechen. 

Wird die Funktion ( -~:) 2 betrachtet, so hat diese Funktion längs 
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der beiden Begrenzungslinien des Parallelstreifens abwechselnd den 

konstanten Richtungsfaktor + i oder - i. Da die Funktion 1_.·· (do )2 

1 du 
auf beiden Rändern des Streifens U* reelle Werte annimmt, so ist 
eine analytische Fortsetzung dieser Funktion ii.ber beide Begrenzungs
linien von U* hinaus möglich, indem je zwei \V erten des Arguments 
u, welche in Bezug auf die Begrenzungslinien symmetrisch liegen, 
konjugierte Werte der Fun~tion zugeordnet werden. Auf diese Weise 
ergibt sich, durch Schlüsse, die den früher gemachten analog sind, daß 

die Funktion --~ (-~ll_o_)' eine doppelt periodische Funktion des unbe-
~ f u 

schränkt veränderlichen Arguments u ist, die für alle endlichen Werte 
ihres Arguments den Charakter einer ganzen oder ·gebrochenen Funk
tion besitzt. An den Stellen u = u., u = u 5 , u = 11 6 wird diese 
Funktion von der ersten Ordnung unendlich groß, an den Stellen 
u = u,, ·u = u3 , n = U 4 von der ersten Ordnung unendlich klein. 
In den Punkten u = u0 und u = u~ verhält sich die Funktion regulär 
und hat von Null verschiedene Werte. 

Zwischen den Größen u, ... U 6 besteht daher die Bedingung, daß 
die Differenz (u, + u3 + tt4)- (u, + U 5 + u6) nur eine Periode sein kann. 
Es läßt sich aber der Nachweis führen, daß diese DifFerenz den Wert 
Null hat, und infolgedessen besteht die Gleichung 

, . 6(u -11,) 6(u- u3 ) 6(u- tt4 ) 
f t - -·- ... - - -. ·- - -· . ., ___ .. -
· 6(u- u2) 6(u- u,) 6(u- U 6)' 

( do ) 2 

du 

mit der Bedingung 

u,+u3 +u4 = u2 +u,,+u6• 

Aus dieser Gleichung und aus der vorhin aufgestellten Gleichung 

ergibt sich, daß U 2 = 0 ist. 
Diese Betrachtungen beziehen sich auf das Flächenstück .1.11. Für 

das FlächenstUck M ', auf welches die Figuren 2, 2 a, 2 b, 2 c, S. 331 
sich beziehen, ergeben sich analoge Gleichungen mit dem Unter
schiede, daß 

~t,+u3 +u4 = u"+u,,+u6 -2w, 

ist, sodaß fi:i.r dieses Flächensti:i.ck der Größe u2 der W crt m, bei
zulegen ist. 

Fiir die Flächenstücke M, welche fernerhin allein betrachtet 
werden sollen, tritt also der besondere Umstand ein, daß der Punkt 
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u2 in der lHitte zwischen d(m Punkten U 0 und u~ liegen muß, daß also 
'P' (0) = 0 ist (S. 323). 

Die in den AusdrUcken 'I[J'(u) und (do)2 auftretenden Konstanten 
un u3 , ... 116 sind somit durch die beiden Gleichungen 

n1 + tt3 + tt4 = u" + U6 

und 

6' 6'- 3 ( 6' 6' -- ) 1)1 ( ---- 3 ( - )) 0 6u5 + (5us + 6-ns+ -g 1ta - ro~ 115 +Ur.+ Ya + ~t6 = 

mit einander verbunden. Die Richtungsfaktoren der beiden Kon
Rtanten c' und c! stimmen mit einander iiberein. 

Ausdrücke für die Koordinaten eines beliebigen Punktes 
des Flächenstückes 1Jf0• 

Aus den oben aufgestellten Gleichungen ergibt sich, wenn r/: c~ 

- c~ gesetzt wird, 

( do ) 2 

1 du 
- --- ------du 
2 d log s 

-dti--

_ Cl:() l _ 1 2 • 6(u-u0)6(u-u~) l - s u s (I s - -2 c, ~ r-::• (-1t 
I.J- tt 

= - -~ c~ i 6 2 U0 (&-rnt- SJ U0) du, (F. u. L. Art. 11 (1)). 

Wird die Veränderlichkeit der Größe u auf das Innere eines 
Rechtecks mit den Seiten :2 ro1 und ro3 beschränkt und werden die 
unteren Grenzen der Integrale geeignet bestimmt, so wird das l\1ini
malftächenstilck M 0 durch folgende Formeln analytisch bestimmt: 

2 fu 
.x = -{l- 6 2 tt0 ffi i (sJ u - 60 tt0) (s - s-•) rlu, 

y = { 62 tt0 ffi Ju (&JU- fJ u0) (s + s-•) ehe, 

in welchen fiir die Größe s ihr Wert (S. 324) einzufiihren ist. 
Sollen diese Ausdriicke ein Minimalflächenstück analytisch be

stimmen, welches allen gestellten Bedingungen geniigt, so miisseu bei 
einer Vermehrung des Arguments u um die Periode 2 ro 1 , oder mit 
anderen Worten, nach einem vollen Umlauf in der s- Ebene um den 
Schlitz 1,2 die Koordinaten :J:, y, ::: in ihre Anfangswerte zuriickkehren. 
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Dieses tritt in der Tat ein für die Koordinaten z und x. Denn da 
so n eine zu dem Periodenpaare 2 ca,, 2 ca 3 gehörende doppelt periodische 
Funktion ist, so ändert sich die Koordinate z nicht bei der Vermehrung 
des Arguments n um 2 ca,. In folge der Annahme, daß die x- Achse 
senkrecht steht auf der Geraden C, ändert sich die x- Koordinate 
iiberhaupt nicht, wenn die Integration längs der beiden Ufer des 
Schlitzes s, S2 ausgeführt wird. Es muß somit ausgedrückt werden, 
daß auch die Koordinate y bei der Vermehrung des Arguments u um 
2ca, in ihren Anfangswert übergeht. Hieraus ergibt sich eine 
neue Bedingungsgleichung zwischen den Konstanten, 
w e l c h e in die L ö s u n g der Aufgab e eingehen. 

Die bei der Lösung der Aufgabe auftretenden sechs Konstanten 

(()3: (()" tt"' 1/G' 110' c" c, sind somit durch zwei Bedingungsgleichungen 
miteinander verbunden - die soeben erwähnte und die Gleichung 
'P'(O) = 0 (S. 328) - sodaß also in die Lösung der Aufgabe vier 
von einander unabhängige Konstanten eingehen. Durch dieselbe An
zahl von Konstanten wird auch die Begrenzung des betrachteten 
Minimalflächenstuckes bestimmt, nämlich durch die Konstanten a, h, 'ljJ 

und cp (S. 317). 
Ob es aber stets möglich ist, diese Konstanten wirklich so zu 

bestimmen, daß die Begrenzung des entsprechenden l\finimalflächen
stiickes mit einer vorgeschriebenen Begrenzung derselben Art über
einstimmt, und ob es stets ein oder in einzelnen Fällen mehr als ein 
System von Konstanten gibt, dies ist eine 1!-,rage, auf deren Beant
wortung ich nicht eingehe. 

An m. Da die Funktion so lt eine gerade Funktion ihres Argu
ments ist und da in den Entwickelungen von s und s-' nach Potenzen 
von u- u2 = u die Glieder erster Ordnung fehlen, so treten in den 
für die Umgebung des Punktes n = 0, (a.), geltenden Entwickelungen 
der Koordinaten x, y, z keine logarithmischen Glieder auf. 

Wird im symmetrischen Falle das Minimalflächenstück M ver
mittelst eines Schnittes längs der ebenen Kriimmungslinie a5 a, in ein 
einfach zusammenhängendes Flächenstuck verwandelt, so entsprechen 
den beiden Ufern des Schnittes sowohl in der s- Ebene als auch in 
der o- Ebene gerade Linien und infolgedessen kann die Lösung der 
Aufgabe mit einfacheren Hülfsmitteln gewonnen werden. Auf dit> 
Behandlung dieses speziellen Falles gehe ich nicht ein. Es sei nur 
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erwähnt, daß die Integrale, als deren reelle Bestandteile die Koordi
naten :~:, y, z bestimmt sind, transformierte elliptische Integrale sind. 

Betrachtung des speziellen Falles h = 0. 

Ein besonderes Interesse bietet der Fall dar, in welchem der 
Abstand h der Geraden C von der Ebene (AB) gleich Null i,.;t und 
die Gerade () die beiden Halbgeraden A und B in den Punkten ct3 

und o4 schneidet (Fig. 3, S. 331). 
Im Nachfolgenden sollnur der Fall betrachtet werden, in welchem 

der Winkel AB ein rechter ist und die Winkel CA und C B gleich 
45° sind. Das Flächenstück besitzt alsdann eine Symmetrieebene, 
welche die Fläche längs einer Kriimmungslinie a2 a6 schneidet. Auf 
dem Flächenstücke liegt nur ein Rüekkehrpunkt der Normalen u 2 und 
zwar im Unendlichen in der Asymptotenebene C(y') U. 

Das Koordinatensystem werde wie vorhin (S. 322) gewählt und 
es werde angenommen, daß die positive Richtung der Normale in 
den Punkten a" und a. entgegengesetzt sei zur positiven Richtung 
der z- Achse. In der s- Ebene entsprechen alsdann den beiden Halb
geraden A und B zwei vom Nullpunkte ausgehende Halbgerade (A) 
und ( B) , welche einen Winkel von 270° miteinander bilden; den 
beiden Teilen der Geraden U entsprechen die beiden Ufer eines vom 
Punkte s = 0 ausgehenden, mit einem Stücke der Achse des Reellen 
zusammenfallenden Schnittes. Dem Endpunkte des Schnittes s = 82 

= (! entspricht der Umkehrpunkt der Normalen a 2 (Fig. 3a). 
Werden den beiden Werten s = 0 die Werte t = + 1, (a3 ), 

t = - 1, (a4 ), und wird dem Werte 8 = Q der Wert t = 0 zuge
ordnet, so wird das Gebiet S in der s-Ebene abgebildet auf die Halb
ebene t durch die Funktion 

s = ~(t"-1)~. 
\j?. 

Das Bild des 1\Iinimalflächenstiickes in der o-Ebene wird gebildet 
von der Fläche 2J eines Quadrats (:Fig. 3 b ). Die Fläche 2J wird ab
gebildet auf die Halbebene t durch die Funktion 

do : 1 
dt = C1 \jz \jt(f=-.1) · 

Wird t2 = 1 - v2 gesetzt, so ergeben sich für die rechtwinkligen 
Koordinaten eines beliebigen Punktes des betrachteten lVlinimalflächen-
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Fig.2 . Fig.2. Fig.J. 

.Fig.la. s -Ibene. 

u-Ebene. 
Fi_r;.3b . 

Fig. ic- cr-Ebene Fig. 2c. 
s 
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stiickes die AusdrUcke: 

In diesen AusdrUcken treten zwei Konstanten c1 und Q auf, 
welche als variable Parameter betrachtet werden können. Fiir ein 
angenommenes Wertsystem dieser Parameter ist das MinimalBächen
stück lvl eindeutig bestimmt. Insbesondere ist auch der Abstand der 
beiden Punkte a3 und a4 eindeutig bestimmt. DerseI b e ist e n t
w e der g 1 eich Nu 11 o d e r v o n Nu 11 v er s c h i e den. 

Es kann somit die Frage aufgeworfen werden, ob es solche Wert
systeme (Cu Q) gibt, für welche der Abstand a3 a4 gleich Null wird. 

Für den Abstand a3 et4 ergibt sich der Ausdruck : 

Dieser Abstand wird somit gleich Null 
1) wenn c1 = 0 ist, alsdann wird aber durch die obigen Formeln 

kein eigentliches Minimalflächenstück bestimmt, oder 

2) wenn Q = V 3~~~ ist, wobei c1 beliebig angenommen werden kann. 

FUr die Größe Q ergibt sich der Wert (F. u. L. Art. 45) 

Q = 0,854096 ... 

Fiir den Neigungswinkel q; der beiden Asymptotenebenen A (r) B 

und C (r') C ergibt sich 

q; = 2 arctg Q = 81° 0' 3",7 .... 

Für diesen speziellen Wert des Neigungswinkels q;, und nur 
f Ur d-iesen Wert, ist der Abstand et3 a. gleich Null. Wird für den 
angegebenen Wert der Größe Q die Größe c, als ein variabler Parameter 
betrachtet: so ergibt sich, daß durch dieselbe Begrenzung, d. h. 
durch vier von einem Punkte ausgehende Halbgerade, 
eine unendliche Schaar von ähnlichen und ähnlich ge-
1 e g e n e n Mini m a I fl ä c h e n s t ii c k e n h e s t i m m t w i r d. Meines 
Wissens ist dies das erste Beispiel einer Begrenzung von dieser 
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Eigenschaft. Die Gestalt eines dieser Minimalflächenstucke ist durch 
die Fig. 4, S. 331 veranschaulicht. 

Dieses spezielle Minimalflächenstiick bildet mit seinen sämtlichen 
reellen analytischen Fortsetzungen eine geschlossene Fläche, w e 1 c h e 
im Endlichen und im Unendlichen in allen Punkten den 
Charakter einer algebraischen Fläche besitzt. Die Fläche 
ist aber nicht eine algebraische Fläche, da für jede der 
Koordinaten x llnd y von Null verschiedene rein imagi-
näre Perioden existieren. 

Zugleich ist dieses einer der wenigen bis jetzt aufgefundenen 
Fälle, in denen die von Herrn H. A. S eh war z mit 1/J (u) bezeichnete 
Funktion (U eber ein die Flächen kleinsten Flächeninhalts betreffendes 
Problem der Variationsrechnung, Ges. Abh. I, S. 236 u. f.) längs der 
ganzen, von Bogen größter .Kreise gebildeten Begrenzung des sphä
rischen Bereiches den Wert Null annimmt, während die Funktion für 
alle inneren Punkte des betrachteten Bereiches von Null verschiedene 
Werte annimmt. 

III. 

Die Begrenzung der unter III charakterisierten l\iinimalflächen
stii.cke wird gebildet von vier, von einem Punkte a ausgehenden Halb
geraden A', A:; B', n:, von welchen die Halbgeraden A', A; und 
B', B: in je einer Geraden liegen, und von einer Vollgeraden 
C = C' + c:, die der Ebene der beiden senkrecht aufeinander ste
henden Geraden A = A' + A;, B = B' + n: parallel ist. Es möge 
angenommen werden, daß die Gerade C mit den Geraden A und 13 
Winkel von 45° bildet. Die ins Unendliche reichenden Enden der 
Halbgeraden A' und A; sind mit den Enden C~ und c;~ verbunden 
durch Kurven ß und ßn welche die angenäherte Gestalt von Schrauben
linien haben, während die ins Unendliche reichenden Endpunkte der 
Halbgeraden B' und n: durch einen Halbkreis r verbunden sind, 
dessen Ebene auf der Ebene (AB) senkrecht steht und dessen Radius 
bei dem früher erwähnten Grenzprozesse über jedes Maß hinaus wächst. 

Je nachdem die Winkel (A' B') und CA: n:) oder die Winkel 
(A' B;) und (A: B') von dem FlächenstUcke ausgefi.illt werden, ent
stehen zwei verschieden gestaltete Flächenstücke mit derselben Be
grenzung. Die Reihenfolge, in welcher die einzelnen Teile der Be
grenzung sich aneinander anschließen, ist jedoch nicht dieselbe für 
beide Flächenstücke. Die Gestalten dieser Flächenstücke sind durch 
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die Figuren 1 und 2, S. 337 zur Anschauung gebracht. Werden die 
beiden Flächentcile, die nur den Punkt a gemein haben, als nicht 
zusammenhängend angesehen, so ist ein jedes der beiden Flächenstucke 
einfach zusammenhängend. Jedes derselben besitzt eine Symmetrie
achse®, welche in der Ebene B'(r) n; liegt, die Gerade C rechtwinklig 
schneidet und deren Verlängerung durch den Punkt a geht. 

Analytische Bestimmung des durch die Fig.l 
dargestellten Flächenstückes JJf*. 

Es werde zunächst diejenige Hälfte M des FlächenstUckes M* 
betrachtet, dessen Begrenzung gebildet wird von dem Linienzuge 
0', ®, (r), B', A', (ß). Der ins Unendliche sich erstreckende Sektor 
®(r) B' liegt ganz auf der einen Seite der Asymptotenebene ® B'. 
Dem Winkel (® B') von der Größe 90° entspricht auf der Kugel ein 
Winkel von 270° und in der o-Ebene ein Winkel von 90° (Singulari
täten, S. 545 ). Auf der Geraden A' liegt ein Umkehrpunkt der Nor
male. 

Die Koordinatenachsen + X und + Y mögen mit den Geraden A' 
und B' zusammenfallen. Im Punkte a sei die positive Richtung der 
Normale der positiven Richtung der z-Achse gleichgerichtet. 

Das sphärische Bild des Flächenstückes M ist ein mit einem 
Schlitze versehener Teil der Fläche einer Halbkugel, welcher erhalten 
wird, wenn von der Fläche dieser Halbkugel die Fläche eines sphä
rischen Dreiecks mit den Winkeln 45°, 90°, 90° abgezogen wird. Der 
Schlitz erstreckt sich vom Nordpol der Kugel längs eines Stiickes 
eines größten Kreises, dessen Ebene senkrecht auf der Geraden A' 
steht. 

Bei dem Übergange von der Kugel auf die s- Ebene entspricht 
dem Flächenstücke M ein Bereich S, dessen Gestalt in der Fig. 1 
dargestellt ist. Das durch symmetrische Verdoppelung des Gebietes S 
in Bezug auf den Viertelkreis (ei) entstehende Gebiet 8 1 bildet mit 
dem Gebiete S ein Gebiet S*, welches das sphärische Bild des Flächen
stii.ckes 111 * ist. Dieses Gebiet S*, welches aus den Flächen von sieben 
Achtelebenen zusammengesetzt werden kann, wird auf eine Halbebene 
t abgebildet durch die Funktion 

4 (t- U 3 )'\t + u.)~ (t + 1) 
s = - (t + tt3)'(t- U 1) 2 (t- 1)' 

wenn dem Werte s = 0 die Werte t = U 3 , - U 1 , -1, 

" " s = oo " " t = - u.3 , + U 1 , + 1 
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zugeordnet werden (Fig. 1, t-Eb.). Den Werten s = - 1, s = i Vi 
entsprechen die Werte t = 0, t = =, den beiden Umkehrpunkten 
der Normale die Werte t = + r, t = - r. 

(1) 

Hierbei besteht die Gleichung 

d(s4 ) = c (t-u,Y(t+u,)(t'-r')t' 
dt - (t + u3) 5 (t- uJ3 (t -1)' 

In der 6- Ebene entspricht dem Flächenstücke JJ1* die Fläche 
eine:; nach zwei Richtungen hin ins Unendliche sich erstreckenden 

Gebietes L'* = ~ + L, (Fig. 1), welches auf die Halbebene t abge
bildet wird durch die Funktion 

do . \jt'- r' 

Tt = c, VT w- 1) Vt'- ·u~ 
Hiernach wird das 1\Iinimalflächenstiick JJi* bestimmt durch fol

gende Formeln : 

X = _ 2 C~ ffi ift (t + U")" (t- U 1) Vf=t + (t- u,1)' (t + U 1) VI+t dt 
c t' (1-- t'J v 1 - t' V u~ - t• ' 

~-c~ ffi ft (t + u,)'(t -- uJ vr=t- (t- u.)'(t + u,) VI+t clt 
y c t' (1 - t') \/1 - t• Vu:- t• ' 

4c' Jt t'-u' 
z = ---f ffi i t' (1 - ;,) dt. 

Wird die Differentiation auf der linken Seite der Gleichung (1) 
ausgeführt, so ergeben sich durch Gleichsetzung der Koeffizienten gleich 

hoher Potenzen der Größe t folgende drei Gleichungen zwischen den 
vier Konstanten u,, tt3 , r und c 

(2) 
c 2 (1 + 2tt1 - 4u8), 

-er'= 6(5u~+u~-22u,+12u3), 
4u, 

tta = 2 +u,. 

Eine vierte Beziehung zwischen den vier Konstanten ergibt sich, 
indem zum Ausdruck gebracht wird, daß die Bedingung erfüllt ist, 
deren Erfülltsein für das Zusammenfallen der beiden Punkte A' JJ' = a, 

und _.,t; JJ; = a, notwendig und hinreichend ist. Es muß somit die 
Konstante u, so bestimmt werden, daß 

f +tt, f+ u, 
lly = F (t) clt = 0 

t = -u1 -tt1 

wird. 



336 E. R. Neovius: 

Die Integration ist auf komplexem Wege soa uszufübren, daß der 
Integrationsweg etwa von - U 1 bis - s, von - s längs eines Halb
kreises zu + s und von + s bis + U 1 zu führen ist. Der Wert des 
bestimmten Integrals kann ftir einen angenommenen Wert der Größe 
n, durch mechanische Quadratur berechnet werden und die obige 
Gleichung kann somit näherungsweise gelöst werden. 

Da die Funktion F (t) an der Stelle t = 0 unendlich groß wird, 
vergleichbar der Größe - 2 u~ t-2 , so kann man an die Stelle der 
obigen Gleichung die folgende treten lassen: 

f +·n.( 2 2 ) 4 2 l ''( ) 1{3 l - u,. 't +-.- d- --. t" u 
-7bl I 

Jetzt kann die Integration auf direktem Wege zwischen - 11 1 und 
+ tr 1 erstreckt werden und es ist das Integral das doppelte des Inte
grals genommen von 0 bis tt,. Da bei diesem Integrale die Funktion 
unter dem Integralzeichen an der Grenze U 1 von der Ordnung ~ un
endlich groß wird, so empfiehlt es sich, um die mechanische Quadratur 
zu erleichtern, 

zu setzen. 
Die zu lösende Gleichung gebt alsdann iiber in 

f_ rp = 1 (t+u3Y(t-u.) yl--=t-(t-u3)'(t+u.) y1-f-t+2u~(1-t2);• Vn~-t" l 
1C - ;, . lffJ 

rp = o t2 c1- t2r· 
4u; 
u. 

Wird der Faktor von drp mit Ji'1 (rp) bezeichnet, so ergeben sich 
die Werte 

Fiihrt man nun fii.r mmge Werte von U 1 , 0 < U 1 < 1, und des 
jedesmal dazu gehörenden Wertes u3 (S. 335, Gl. (2)) die Berechnung 
des Integrals aus, so ergibt sich durch Interpolation als einziger Wert, 
welcher die Gleichung befriedigt, der Wert U 1 = 0,947 ... , woraus 
sich dann die übrigen Konstanten aus den Gleichungen (2) berechnen 
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lassen. Es ergibt sich 

~t, = 0,947 ... , r = 0,982 ... , U3 = 1,285, c = - 4,495. 

Anm. Wenn die Ebene B'(r)B~ nicht senkrecht steht auf der 
Ebene (AB), so besitzt das Flächenstück keine Symmetrieachse @5. 

Man überzeugt sich, daß in den für die Umgebung des Wertes t = 0 
geltenden Entwickelungen der Ausdrücke für die Koordinaten x, y, z 
logarithmische Glieder mit nicht verschwindenden Koeffizienten auf
treten (Vergl. S. 316). 

Analytische Bestimmung des durch die Figur 2, S. 337 
veranschaulichten Minimal:flächenstückes. 

Von den beiden Flächenstücken Mund M., in welche das Flächen
stück M* durch die auf demselben gelegene Symmetrieachse @5 geteilt 
wird, möge dasjenige M betrachtet werden, dessen Begrenzung ge
bildet wird von dem Linienzuge B~, (r), @5, C', (ß), A'. _Auf der Be
grenzung dieses Flächenstilckes, und zwar auf der Halbgeraden 0', 
liegt ein Umkehrpunkt der Normale. Das Koordinatensystem sei 
so gewählt, daß die Geraden B; und A' mit den Achsen +X und 
+ Y zusammenfallen. Die positive Richtung der Normale im Punkte 
(AB) = a sei gleichgerichtet der positiven Richtung der z-Achse. 

Die Gestalten der Abbildungen des Flächenstückes M auf die 
Ebenen der Größen s, 11 und t sind auf der Seite 337 dargestellt. 
Unter Benutzung der aus den Figuren ersichtlichen Bezeichnungen 
ergeben sich folgende Ausdriicke : 

(t- u3t(t + u,?(t -1) do s4-
- -· (t + U3)'(t- u,)'(t + 1)' """"Jt 

d(s4) = c (t-u 3l(t+uJ(t2 -1'2)t2 

dt - (t+tt3 ) 5 (t-tt 1) 8 (t+l)' ' 

-:' \jt2 -1·· c Vz ---'----====-
1 w -- 1) \jt'- 1t~ ' 

Das Flächenstück M* wird analytisch bestimmt durch die Aus
drücke: 

Z= 
4c~ ·jt t2 - ·u; 
cffiz t'(1-t")clt. 



Analytische Bestimmung einiger ins Unendliehe reichender Minimalflächenstiicke. 339 

Fiir die Konstanten un r, u3 , c ergeben sich die Werte: 

U 1 = 0,814 ... , r = 1,101 ... , U 3 = 2,745 ... , c = 20,707 .... 

Werden die zwei MinimalflächenstUcke Fig. 1, 2, S. 337 um eine der 
Geraden A oder B symmetrisch wiederholt, so entstehen zwei Mini
malftächenstiicke (Fig. 3, 4) auf welchen die Geraden A und B im 
Innern der FlächenstUcke liegen und somit nicht mehr Teile der Be
grenzung bilden. Die Begrenzung jedes dieser Flächenstucke wird 
gebildet von zwei zu einander windschiefen Geraden 0 und 0 1 , deren 
Richtungen einen rechten Winkel mit einander einschließen. Die End
punkte dieser Geraden sind mit einander verbunden durch Kurven, 
welche annähernd die Gestalt von Schraubenlinien haben. Die Flächen
stücke sind dreifach zusammenhängend. ,Jedes derselben besitzt drei 
aufeinander senkrecht stehende Symmetrieachsen A, B, @5 ••• 6 1 , die 
drei Symmetrieachsen der Begrenzung. ;Jedes der Flächenstücke be
sitzt drei ins Unendliche sich erstreckende Sektoren. Zwei dieser 
Sektoren haben angenähert die Gestalt von Schraubenflächenstii.cken. 
Der dritte Sektor besitzt im Unendlichen eine Asymptotenebene, eine 
Vollebene, welche den Sektor in vier Teilsektoren teilt, welche ab
wechselnd auf der einen und der andern Seite der Asymptotenebene 
liegen. 

Bei der Lösung der ~<\.ufgabe ein MinimalflächenstUck analytisch 
zu bestimmen, deren Begrenzung "aus zwei unendlichen geraden Linien 
besteht, die nicht in einer Ebene liegen", geht Riemann (a. a. 0. 
S. 302) von der stillschweigenden Annahme aus, daß die Schrauben
fläche die einzige Minimalfläche sei, welche durch die Begrenzung 
bestimmt wird. Die beiden Flächenstücke ( Fig. 3 und 4) können, 
neben vielen andern, als Beispiele von Minimalflächenstücken dienen, 
deren vollständige Begrenzung, soweit dieselbe im Endlichen liegt, 
von zwei zu einander windschiefen Geraden gebildet wird und die 
nicht Stii.cke von Schraubenflächen sind. 

22* 



Zur geometrischen Optik 
in einem inhomogenen Medium mit stetig 

veränderlichem Brechungsindex. 
Von 

Rudolf Rothe in Hannover. 

§ 1. In seiner klassischen Arbeit ilber die atmosphärische Strahlen
brechung 1) bat E. Kummer den Verlauf und die geometrischen 
Eigenschaften der krummlinigen Bahnen des Lichtes untersucht, die 
es in einem inhomogenen durchsichtigen einfach brechenden Medium 
mit stetig veränderlichem Brechungsindex zurücklegt, und zwar fiir 
den besondern Fall, daß die Punkte, in denen der Brechungsindex 
konstante Werte annimmt, auf konzentrischen Kugeln gelegen sind. 
Offenbar angeregt durch diese Kummersehe Arbeit, auf die er sich 
bezieht, bat Heinrich Web er 2) in einer seiner letzten Abhand
lungen die K uin nie r sehen Betrachtungen dadurch erheblich ver
allgemeinert, daß er statt der speziellen konzentrisch-kugeligen Schich
tung des l\1ediums eine beliebige optische Verteilung zuließ. 

Diesen Untersuchungen wird als wesentliche Voraussetzung zu
grunde gelegt, daß die Bahnen des Lichtes dem :Fe r m a t sehen Prinzip 
der schnellsten Ankunft gehorchen, das aussagt, das Linienintegral 
des absoluten Brechungsindex soll längs jedes Lichtwegs ein 1\Iinimum 
sein; genauer : die erste Variation dieses Integrals soll verschwinden, 
d. h. die Lichtwege sollen die Extremalen dieses Linienintegrals bilden. 

I) E. Kummer, Über atmosphärische Strahlenbrechung. Crelles .Tournal 
Dd. GI, S. 2G3-275. 1863. 

2) II. Weher, Über den Satz von l\1 a 1 u s für krummlinige Lichtstrahlen. 
Hendiconti del Circolo matematico di Palermo, Bd. 29, H. 396-406. lUIO. 
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Es ist bekannt und als Beispiel fiir ein diskontinuierliches Variations
problem wiederholt behandelt 1), daß in einem l\'Iedium von beliebiger 
optischer Verteilung die dem Fe r m a t sehen Prinzip gehorchenden 
Lichtwege beim Durchgang durch eine Unstetigkeitsfläche des Brechungs
exponenten nach dem Sn e 11 i u s sehen Brechungsgesetz gebrochen 
werden, und daher gilt das Sn e lli u s sehe Brechungsgesetz umsomehr 
auch als Differentialgesetz in einem inhomogenen l\'Iedium mit stetiger 
Verteilung beim Übergange des Lichtes von einer Schicht konstanten 
Brechungsexponentens zur benachbarten. 

Nun ist, zweifellos unter dem Wunsche, die Ergebnisse der Rech
nung durch Beobachtung einfacher bestätigen zu können, verschiedent
lich das Snelliussche Differentialgesetz durch ein "Brechungsgesetz" 
von endlicher Form zu ersetzen versucht worden. Darunter ist, wie 
dies wohl in der physikalischen Natur der Sache liegt, eine Relation 
verstanden, etwa 

(1) tP (n, 0) = c, 

die lediglich den Brechungsindex n, den Einfallswinkel 0, d. h. den 
Winkel, den die gerichtete Tangente der Lichtbahn mit der gerichteten 
Normalen der Fläche n = constans im 'freffpunkte bildet, sowie 
einen Parameter c enthält, der längs der betrachteten Lichtbahn 
konstant, von Bahn zu Bahn aber im allgemeinen verschieden ist. 
So hat H. Weber unter gewissen Annahmen aus dem Sn e 11 i u s
schcn Differentialgesetz die endliche Gleichung 

(2) n sin f) = c 

abgeleitet. Weber hat geglaubt und den Satz auch ausgesprochen, 
daß dieses Brechungsgesetz (2) für jedes inhomogene l\'Iedium mit 
stetig veränderlichem Brechungsindex gültig sei. Daß diese Behaup
tung Webers aber nicht zutrifft, hat Herr 0. B o 1 z a 2) später 
bemel'l<t; in einer gemeinsam mit H. Weber angestellten Unter
suchung hat er bewiesen, daß die Gleichung (2) nur dann gültig ist, 
wenn die Flächen konstanten Brechungsindex' parallele Ebenen sind. 
Das bedeutet genauer gesagt, daß das Weber sehe Brechungsgesetz 
(2) ans dem Fermat'schen Prinzip oder auch aus dem Snelliusschen 

1) Vgl. z. B. 0. Bolz a, Vorlesungen über Variationsrechnung, Leipzig ('J'eub
ner), S. 3DOff., 452. 

2) 0. Bolza, Bemerkungen zu der Arbeit des Herrn H. Weber: "Über den 
Satz von :MaI u s für krummlinige Lichtstrahlen". Hendiconti del Cirrolo matematico 
di Palermo, Bd. 32, S. 263-266. 1\Jll. 
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Differentialgesetz nur unter der Voraussetzung abzuleiten ist, daß 
das 1\iedium in parallelen Ebenen geschichtet ist. 

Aus den eben erwähnten Bolz a- Weber sehen Untersuchungen 
folgt, daß das Weber sehe Brechungsgesetz (2) schon für den von 
Kummer betrachteten Fall des konzentrisch-kugelförmig geschichteten 
Mediums, wie es auch in der Theorie der astronomischen Strahlen
brechung gewöhnlich als erste Annäherung angenommen wird, nicht 
brauchbar ist. Und in der Tat wird das Brechungsgesetz bei Unter
suchungen über atmosphärische Refraktion auch niemals in der Form 
(:2) benutzt. Eine elementare Überlegung 1), die ich der Vollständig
keit wegen und mit Rücksicht auf das folgende hier angebe, liefert 
das Brechungsgesetz für konzentrisch-kugelige Schichtung des Mediums 
in der Form 

(3) 

Fig. 1. 

n f'(n) sin fj = const., 

wo f'(n) = r den Kugelradius als Funktion 
des Brechungsindex bezeichnet. Aus dem 
Dreieck ABO der Figur 1 folgt nämlich 
bis auf Glieder höherer Ordnung 

sin fl : sin B = (1· + dr) : r; 

nach dem Snellius sehen Brechungsgesetz 
ist aber, wenn n den Brechungsindex der 
Schicht vom Radius r, n + dn den der 
Schicht vom Radius r + dr bedeutet, 

sin B: sin (0 + dß) = (n + dn) : n. 

Unter Elimination von sin B ergibt sich somit bis auf Größen höherer 
Ordnung 

dr dn 
ctg 0 · dß +-+ - = 0 

r n ' 

und daraus durch Integration das obige Brechungsgesetz (3). In ihm 
ist übrigens das Brechungsgesetz (2) für l ( n) = const. als spezieller 
Fall formal enthalten. Ich will der Kürze wegen im folgenden die 
allgemeinere Form (3) als das "sphärische Brechungsgesetz" 
bezeichnen. 

Dieses sphärische Brechungsgesetz findet sich schon implizit ent
halten in der oben erwähnten Abhandlung Kummer's, ohne daß das 

I) V gl. z. B. W. T r a IJ er t, Lehrbuch der kosmischen Physik, Leipzig (Teubner), 
1911, s. 397. 
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wie es scheint - von H. Weber, der die Arbeit Kumme r's nur 

kurz zitiert, bemerkt worden wäre 1). Kummer legt seinen Betrach

tungen von vornherein ein konzentrisch·kugelig geschichtetes Medium 
imgrunde und studiert den V er lauf eines nach dem Fe r m a t sehen 

Prinzip definierten ebenen Lichtweges in diesem Medium. Indem er 

ein in der Ebene des Lichtweges gelegenes rechtwinkliges Koordinaten

system (x, y), dessen Anfangspunkt mit dem Mittelpunkt der Schichten 

zusammenfällt, annimmt und mit s den Parameter der Bogenlänge 

der Lichtbahn bezeichnet, findet er die Formel 

np = C, 

wo zur Abkiirzung 
· xdy-ydx 

11 = --ds -· 

gesetzt ist, und C eine längs des Lichtweges konstante Größe bedeutet. 

Wegen 

cos 6 

ist aber 

p = rsine; 

es bedeutet also die obige Kummer sehe Formel nichts anderes als 

das sphärische Brechungsgesetz. 
Wenn man nun eine der B o 1 z a sehen ähnliche Betrachtung fii.r 

den allgemeineren Fall des sphärischen Brechungsgesetzes anstellt, 

so erhält man als Ergebnis: Die Annahme der Lichtwege nach dem 

Fermatschen Prinzip und die weitere Annahme des sphärischen 

Brechungsgesetzes hat zur notwendigen Folge, daß die Flächen von 

konstantem Brechungsindex aus konzentrischen Kugeln bestehen müssen. 

Ich habe diese etwas weiter ausholenden Betrachtungen voraus

geschickt, um das Verständnis für das im folgenden behandelte allge

meinere Problem und seine Lösung zu erleichtern. Es handelt sich 

um folgende Fragestellung: 

Unter welchen Bedingungen ist es erlaubt, das 
Snelliussche Differentialgesetz durch ein Bre-

1) Vermutlich ist die Formel (3) auch schon früher in der Literatur vorhanden. 
In dem Enzyklopädie-Artilwl von A. ß empor a d, Besondere Behandlung des Ein
flusses der Atmosphäre (Itefraktion und Extinktion), Enzyklopädie der Mathematischen 
Wissenschaften VI 2, 6, 8. 316, ist die obige Formel (3) als "Invariantenbeziehung" 
bezeichnet, weitere Literatur jedoch nicht angegeben. 
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eh ungsg es etz der endliehen Form (1) zu ersetzen, 

ohne daß das Fermatsche Prinzip aufhört, Gültig

keit zu haben? 

Die Antwort hierauf ist jetzt sehr einfach auszusprechen: 

Einzig in dem Falle, wo das Medium aus kon

zentrischen Kugelschichten (oder speziell aus 

parallelen Ebenen) zusammengesetzt ist, kann das 
Sn elli us sehe Differentialgesetz d ur eh ein Bre

chungsgesetz der endlichen Form (fJ(n,O) = c, und 
daher dann nur durch das sphärische (oder speziell 

d a s W e b er s c h e) B rech u n g s g es e tz er s e t z t werden, 
ohne daß die Bahnen des Lichtes aufhören, dem 

Fermatschen Prinzip der schnellsten Ankunft zu 

gehorchen. 

Bei dem folgenden Beweise des eben ausgesprochenen Satzes 

werden sich zugleich die Hi.ilfsmittel ergeben, um eine zweite, den 

Zusammenhang zwischen dem Fe r m a t sehen Prinzip und dem Sn e 11 i u s

schen Differentialgesetz betreffende Frage zu beantworten. Es ist 

schon eingangs darauf hingewiesen worden, daß das Sn e 11 i u s sehe 

Gesetz eine Folge des F e r m a t sehen Prinzips ist ; ich gebe übrigens 

im Folgenden davon auch einen einfachen Beweis. Was aber die 

Umkehrung dieses Satzes betrifft, so kennt man zwar Fälle, in denen 

sie zutrifft, z. B. wenn die Lichtstrahlen geradlinig sind; im allge

meinen jedoch ist die Umkehrung nicht zulässig. Ich werde beweisen: 

Das Fermatsche Prinzip ist nur dann eine 

Folge des Snelliusschen Differentialgesetzes, 
wenn die Schmiegungsebenen der Bahnen des 

Lichtes die Flächen von konstantem Brechungs
in d e x s e n k r e c h t du r c h s e t z e n. 

Übrigens hatte schon Weber bemerkt, daß das nach dem Fer

m a t sehen Prinzip sich fortpflanzende Licht solche Bahnen beschreibt, 

deren Schmiegungsebenen auf den Flächen konstanten Brechungs
exponentens senkrecht stehen. 

~ 2. Alle in Folgenden vorkommenden Größen werden als reell 
betrachtet. Von einer Raumkurve (@:) seien 

a, b, c, (a2 + Ii + c2 = 1) 

die Richtungskosinus der Tangente, deren positiver Richtungssinn 
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mit der Richtung der wachsenden Bogenlänge s der Kurve i:iberein

stimmen soll, 

a', b', c', (a' 2 + b'2 + c'" = 1) 

die Richtungskosinus der Binormale, 

a", b", c", (a"2 + b"2 + c"2 = 1) 

die der Hauptnormale, wobei der Richtungssinn der Binormale und 

der Hauptnormale dadurch festgelegt sei, daß das räumliche Achsen

kreuz der Tangente, Binormale und Hauptnormale in dieser Reihen

folge stets mit dem gewählten Koordinatensystem zur Deckung 

gebracht werden kann. Dann ist 

a b c 

a' b' c' + 1 
a" U" c" 

und 
b" c - c" l!, 1/ G'' a - a/' c, v' ~ rt" b -· b" a. 

1\lit 
X, Y, Z, (X"+ Y 2 + z• = 1) 

se1en die Richtungskosinus der positiven Normale emer Fläche (~) 

bezeichnet. Die Kurve (lir) schneide die Fläche (~) in einem Punkte P. 

Es sei 0 der "Einfallswinkel" der Kurve gegen die Fläche, d. h. der 

Winkel, den die positive Richtung der Kurventangente mit der posi

tiven Richtung der Flächennormalen in P einschließt, so gelten die 

Beziehungen 

(4) 
cos 0 = a X + b Y + c Z, 

sin (J = a" X+ l/' Y + c" Z. 

Der Einfachheit wegen sei senkrechte und streifende In z i

d e n z a u s g e s c h 1 o s s e n. 

Die Kurventangente und die Flächennormale im Punkte P be

stimmen eindeutig eine Normalebene der Fläche; man betrachte die 

in dieser Normalebene gelegene Flächentangente, sie habe die Rich

tungskosinus 

A,B,U, (A"+B2 +C2 =1). 

Dann ist 

(5) a = X cos 0 + A sin 0 , ... , 

wobei durch , ... angedeutet sei, daß zu der bingeschriebenen Formel 

auch die beiden gehören, die daraus durch zyklische Vertauschung 
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von a, u, c; X, Y, Z; u. s. w. hervorgehen. Femer ist 

(6) AX+BY+CZ=O. 

Nun werde vorausgesetzt, die betrachtete Kurve 
schneide die Fläche solcherweise, daß die Flächennor
male in der Schmiegungsebene der Kurve enthalten sei, 
oder was dasselbe besagt, daß die Flächennormale auf der Binarmalen 
der Kurve senkrecht stehe. Dann muß 

(7) a' X+ b' Y + c' Z = 0 

sein, und die erwähnte Normalebene fällt mit der Schmiegungsebene 
der Kurve zusammen. Setzt man jetzt auf der Flächentangente 
einen Richtungssinn willkürlich als den positiven fest, etwa so, daß 
dann diese Tangentenrichtung, die positive Binarmale der Kurve (~) 
und die positive Flächennormale in dieser Reihenfolge ein mit dem 
Koordinatensystem gleichsinniges Achsenkreuz bilden, so treten noch 
folgende Formeln hinzu: 

(8) 
(9) 

a' = YC-ZB, ... , 
a" = X sin 6 - A cos 6 , 

Man nehme nun an, die betrachtete Kurve (~) schneide alle 
Flächen einer Schar n (.-r, y, z) = const. in der bezeichneten Weise, 
wobei die Funktion n (:r, y, z) als zweimal stetig differentiierbar vor
ausgesetzt sei. Dann lassen -sich für jeden Punkt einer jeden Fläche 
der Schar die Richtungskosinus der Flächennormale durch die Formeln 

(10) X = ~V-~:-, Y = } -~; , Z = ;V ~= 
berechnen, worin der Kürze wegen 

gesetzt, und der Quadratwurzel ein bestimmter ihrer beiden Werte 
beigelegt worden ist. Nach der gemachten Annahme über die Funk
tion n (x, y, z) sind X, Y, Z stetig differentiierbare Funktionen von 
x, y, z und bedeuten zugleich die Richtungskosinus der Tangenten der 
Kurven einer zweifach unendlichen Schar, die die betrachtete Flächen
schar senkrecht durchschneidet, und zu der die Kurve (~) gehört. 

Aus den Gleichungen (5) und (9) folgt 

da dX (j dA . O " cW 
ds - cls cos + ds- sm - a ds' · · · · 
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Nach den Freuetsehen Formeln 

(11) da 7 " 
~--- = ,;;a 
ds ' 

!!!!__ - kl" 
cls - '' ' 

dc , " --,"c d:;- , 

in denen k die Kriimmung der betrachteten Kurve im Punkte P be
zeichnen soll, gehen die vorstehenden Gleichungen über in 

( dO -) .. d X dA . 
--_- + k a = - cos 0 +- sm 0 · · ·. 
ds ds ds ' 

Multipliziert man beiderseits diese drei Gleichungen der Reihe nach 
mit X, Y, Z und addiert, so ist der auf der linken Seite entstehende 

Faktor von ( ~: + 1c) nach ( 4) gleich sin 0, und verschwindet auf der 

rechten Seite der Faktor von cos 0. Wegen sin fJ 4= 0 kommt 

(12) 
dO 1 -+,c 
ds 

wobei die rechte Seite wegen (6) auch noch durch den negativen 
Wert von 

dX . dY dZ 
A (78- + B Cis + 0 ds 

ersetzt werden kann. Diese Relation (12) besteht also allemal, wenn 
eine Kurve eine Flächenschar so durchsetzt, daß immer die Flächen
normale in der zugehörigen Schmiegungsebene gelegen ist. Die rechte 
Seite gestattet nun noch eine weitere Umformung. 

Es ist identisch 

dX ax ax ax 
ds a ax +b oy +ca:;-,· 
dY oY oY oY 
-d = a~+b:;-+c~, 

S uX uy uZ 

clZ az b az az 
ds - a o.x + oy + c erz 

und demnach unter Benutzung von (5) 

:dX (x oX y oX r oX) . ( oX oX 1 oX) 
(, 8 = cosfJ --+ ---+Z- +smO A--+B-+0-
~ ax ay az ax ay az ' 

cos o (x ~X+ Y ay + z aY) + sin o (A aY+B_aY +0 aY) ax ay az ax ay az ' 
clY 
ds 

-

0 (X az az r az) . ( az . az az) cos ----+Y---+Z- +smfJ A--+B-+0-. ax ay az ax ay oz 
~dZ 

ds 
-
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D l ''ßt . h d b. A d k A dX B dY 0 dZ b h araus a sw er o 1ge us ruc -d + · -d + -l- erec nen 
s s ( s 

und danach die Gleichung (12) wie folgt schreiben: 

(13) 
d(J • 
ds + /;; = cos 0 . .d + sm 0 . k0 , 

wobei L1 und k0 gegeben sind durch 

-Ll = Afx ax +Yax +Zax)+B(x aY +Y aY +ZaY) 
\ ax ay az ax ay az 

(14) ( az az az) + 0 X-"_+ Y __ ..! + Z-ax ay az ' 

(15) 

A(A ax +B ax 0 ax) n(A aY B aY +C aY) - a.x ay + az + ax + ay i)z 

+C(A a~+B-8ß +0 az_)· ax ay az 

Es kommt nun zunächst darauf an - und darin besteht em 

wesentlicher Punkt in der Anwendung der Relation (13) beim Beweise 

des in § 1 angezeigten Theorems -, die geometrische Bedeutung der 

beiden Größen .d und k0 klarzustellen. Es ist wichtig zu bemerken, 

daß bei einer. Vertauschung von A, B, C mit - A, - B, - C die 

Größe .d das Zeichen wechselt, k0 dagegen nicht. Was nun k0 be

trifft, so läßt sich sehr leicht zeigen, daß diese Größe mit der 

Krümmung des durch die Schmiegungsebene der Kurve 

(~) aus derFläche aus g es chni t tenen Normalschnitts iiber

einstimmt. Es sei ds0 die Länge des Linienelements auf der Fläche, 

das vom Punkte P jm positiven Sinn der 'fangente des Normalschnitts 

ausgeht, und dx0 , (ly0 , dz0 seien seine Projektionen auf die drei Koor

dinatenachsen; dann ist nach einer elementaren Formel der Flächen

theorie die Krümmung k0 dieses Normalschnitts im Punkte P gegeben 

durch 

(16) 

Das Vorzeichen von 7.:0 ist dabei so bestimmt, daß diese Gröl.le positiv 

ist, wenn, vom Flächenpunkte P aus gerechnet, der zugehörige 

Kriimmungsmittelpunkt in der Richtung der positiven Normalen liegt. 

Nach der Definition von A, B, 0 ist aber 

A _ clx0 

- ds' 
B = dyo 

ds ' 
C = dzo 

ds 
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und daher weiter 

ds0 

dZ 
ds0 

A az n az c az - -+ )-+ ·-· ox . oy az ' 
und diese AusdrUcke hat man nur oben in die Gleichung (1ß) emzu
führen, um sich von der Übereinstimmung der in den Formeln (15) 
und (1G) mit k0 bezeichneten Größen zu ii.berzeugen. 

Etwas weniger einfach ist die geometrische Bedeutung der Größe 
.d; indessen kommt es fiir das Folgende lediglich darauf an, die geo
metrischen Bedingungen kennen zu lernen, unter denen d in derWeise 
identisch verschwindet, daß die Koeffizienten von A, B, C gleichzeitig 
Null werden, d. h. unter denen die drei Gleichungen 

xax+Yax+Zax =O 
ax ay az ' 

X aY +YoY +ZaY = 0 ax oy az ' 

x az + Y az + z a2 = 0 ax ay az 
gleichzeitig bestehen. Das tritt z. B. ein, wenn d für beliebige, die 
Bedingung A2 + B" + C" = 1 erfiillendc Wertetripel A, B, C ver
schwinclen Hüll. Wegen X2 + p + Z 2 = 1 ist 

x ax + Y aY + z az = o, 
ax ax ax 

x ax +YaY +Z az _ o, 
ay ay ay 

x ax Y aY z az = 0 az + az + .. az ' 
und daher ist das obige Gleichungssystem identisch mit dem folgenden: 

x(ax _ az) = Y(az -~) az ox ay az ' 

(17) Y(aY _ ax) 
ax ay 

_ z(ax _ az). 
az ax 

z(az _ oY) 
oy az x(~- ax). ax ay 
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Nun folgt aber aus den Formeln (10): 

ax _ az _ -~ (z aw _ X aw). 
az ax w ax az ' 
ay ax 1 (xaw Yaw) 
ax - ay - w "" a!l - a:c ' 
az _ aY = _!_(y ~ _ z aw) 
ay az w - az ay 

und daher 

x(az _ aY)+Y(ax _ az)+z(aY _ ax) = o. ay az az ax ax ay 
Diese Gleichung ist aber mit (17) dann und nur dann verträglich, 
wenn gleichzeitig 

ax az aY ax az ay 
--- ax' - ay' -az ax ay az 

ist. Es muß also X dx + Y dy + Z rlz ein vollständiges Differential llrp 
sein, und die Funktion rp genügt wegen X2 + Y2 + Z 2 = 1 der Diffe
rentialgleichung 

( arp )2 + (arp)2 + (arp )2 = 1. 
ax ay az 

Diese besagt aber: die Flächen rp = const. bilden eine Schar paral
leler Flächen, und da diese Schar wegen 

drp = _!_an 
w 

mit der Schar n = const. zusammenfällt, so muß auch diese letztere 
Schar aus parallelen Flächen bestehen. Es kann daher die Größe 
L1 nur dann für beliebige Wertetripel A, B, C mit der 
Bedingung A2 + B 2 + C2 = 1 verschwinden, wenn die be
trachtete Flächenschar n(x,y,z) = const. eine Schar 'von 
ParaHelflächen darstellt. 

§ 3. Nach diesen differentialgeometrischen Vorbereitungen wende 
ich mich nun dem Beweise des in § 1 angegebenen Satzes zu. 

Es bedeute jetzt n den Brechungsindex eines optischen Mediums, 
er wird als stetig differentiierbare Funktion des Ortes im Medium 
vorausgesetzt. Unter einem Lichtweg (krummlinigen Lichtstrahl) 
soll in diesem Paragraphen eine Extremale des Linienintegrals 

Jn (x, y, z) ds 



Zur geOmetrischen Optik in einem inhomogenen Medium. 351 

mit festen Grenzen im Sinne der Variationsrechnung verstanden 
werden, d. h. eine Kurve, längs der die erste Variation dieses In
tegrals verschwindet. Die Extremalen genügen den Eu 1 er -La
g rang e sehen Differentialgleichungen 

d an 
ds (na) = ax' 

(18) d an 
ds (nb) - ay' 
d an 

li8-(nc) = ai' 

die sich schon bei Kummer finden. Wegen (10) und unter An
wendung der Fr e n e t sehen Formeln (11) läßt sich dafür auch 
schreiben 

X dn 1 " w = ads+n1ca, .... 

Multipliziert man hierin beiderseits mit a, b, c, sodann mit a', b', c', 
endlich mit a", l/', c", addiert jedesmal und fiihrt den Einfallswinkel 0 
des Lichtwegs gegen die Flächen 11 (x, y, z) = const. mittels der For
meln (4) ein, so ergibt sich daraus leicht 

(19) 

(20) 
(21) 

dn 
- = wcos6 
ds ' 

nk = w sin 0, 

a' X+ b' Y + c' Z = 0. 
Auf Grund der letzten Formel (21), die mit (7) identisch ist, gehören 
- was wie gesagt schon Web er bemerkt hat - die Lichtwege zu 
den im vorigen Paragraphen betrachteten Kurven, deren Schmiegungs
ebenen die Normalen der Flächen n (x, y, z) = const. enthalten. Daher 
ist auch die Formel (13) auf die Lichtwege anwendbar. 

Nach den Voraussetzungen des zu beweisenden Satzes soll nun 
für jeden Lichtweg ein endliches Brechungsgesetz der Form (1) 

(1) w(n, 0) = c 

bestehen, wo c längs jedes Lichtwegs unveränderlich ist, und unter 
W eine stetig differentiierbare Funktion ihrer Argumente verstanden 
wird. Daraus folgt durch Differentiation nach der Bogenlänge des 
Lichtwegs 

(22) dO __ = -(aw: aw)· dn = l(n f.l)· dn 
ds an ae ds . , ds , 
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also nach (19) 
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clO 
-d = lwcosO. 

8 

,Jetzt wird von der differentialgeometrischen Relation (13) Ge
brauch gemacht. Infolge der vorstehenden Formel und der Gleichung 
(20) geht sie iiber in 

(23) w (l cos 0 + -~ sin o) = cos ().LI+ sin 0. k0 • 
1/, 

1\'lan betrachte nun einen beliebigen Punkt des 1\'lediums, P, in dem 
ein bestimmter Lichtweg (Q:) eine bestimmte Fläche (15) der Schar 
n (x, y, .e') = const. durchsetzt. Soll die Relation (23) n:cht nur fiir 
einen einzelnen, sondern für beliebige, den Bedingungen des Satzes 
genügende durch P gehende Liehtwege gelten, so muß sie bestehen 
bleiben, erstens welche Lage die Schmiegungsebene des Lichtwegs in 
P auch einnehme, wofern sie nur immer die zugehörige Flächen
normale enthält, und zweitens welche Werte auch der Einfalls
winkel (-J im Punkte P annehmen mag. Die erlaubte Änderung in 
der Lage der Schmiegungsebene läuft darauf hinaus, den Richtungs
kosinus A, JJ, C der Flächentangente in P beliebige, der Bedingung 
A • + n• + c• = 1 geniigende Werte beizulegen. Vertauscht man 
A, B, C mit - A~- B,- C, so wechselt, wie oben bemerkt, LI das 
Zeichen, aber nicht k0 , und daher ändert sieh in der Relation (23) 
nur das erste Glied auf der rechten Seite; es muß demnach ver
schwinclen, und somit ist 

LI= 0. 

Da aber diese Bedingung fii.r beliebige Wertetripel A, B, C (A2 + B 
+ 0 2 = 1) und für beliebige Punkte des 1\'lediums erfiillt sein soll, 
so muß nach dem im § 1 bewiesenen Satze die Flächenschar n (.-x, y, z) 

= const. aus Parallelflächen bestehen. 
Die Formel (23) vereinfacht sich also zu 

(24) w ( l ctg 0 + ! ) = k0• 

Nun treten die Größen A, B, C in der linken Seite dieser Gleichung 
garnicht auf; daher muß auch k0 von A, B, C unabhängig sein. Das 
bedeutet aber, zunächst fiir den betrachteten Punkt P, daß für jeden 
durch ihn gehenden Normalschnitt der Fläche n (.1:, y, z) = const. die 
Normalkriimmung denselben Wert behält. Also ist der betrachtete 
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Punkt ein Nabe I p unkt der Fläche. Da dieser Schluß fiir jeden 
Flächenpunkt gilt, so sind alle ihre Punkte Nabelpunkte, sie ist also 
nach einem bekannten Satze eine Ku g e I. Der Radius 1' ist, vom 
Zeichen abgesehen, gleich 1 : k0 , und da der Kugelmittelpunkt in der 
negativen Normalenrichtung gelegen ist, so wird 

1 
r = --.-

ko 

zu setzen sein; wenn lc0 verschwindet, so tritt an Stelle der Kugel 
eine Ebene. Dies gilt fiir alle Flächen der Parallelenschar 11 (x, y, z) 
= const. ; diese besteht also aus konzentrischen Kugeln oder aus 
parallelen Ebenen. 

Nun ist es leicht, auch die Form des Brechungsgesetzes zu er
mitteln. Denn we:nn man den Wert von .:!. aus (24) entnimmt und m 
die Formel (22) einführt, ergibt sich die Differentialgleichung 

dO dlog n 1 dn 
ctgO·-. +-----+---- = 0. ds ds 1·w ds 

Es ist aber 

dn dn d1· 
-w = dr - ds ;ds' 

also 
dH d log n cllog r 

ctg (j • (i8' + --- ds - - + - .. ds- . = o, 

und darans folgt durch Integration das sphärische Brechungsgesetz 

n r sin 6 = const. 

Damit ist die in § 1 aufgestellte Behauptung in allen Teilen bewiesen. 

§ 4. Es wird jetzt erforderlich sein, das Sn e 11 i u s sehe Brechungs
gesetz in seiner differentiellen Form, von der bisher immer nur die 
Rede gewesen ist, auch wirklich aufzustellen. Man kann sich dazu 
einer ähnlichen Betrachtung bedienen, wie ste 1m speziellen Fall des 
konzentrisch- kugelig geschichteten Me
-diums bereits im § 1 angestellt worden 
ist. In der nebenstehenden Figur 2 seien 
A mit den Koordinaten x, y, z und B mit 
den Koordinaten x + dx, y + dy, z + clz die 
Treffpunkte einer beliebigenLichtbahn 
mit den beiden benachbarten Flächen 
n = const. und n + dn = const. ; X, Y, Z 

Festschrift Schwarz. 

' ' ' 
' -----r----... :' ---Jn+dn-J 

Ai8 
------ --- : -.... j '',Jn) 

Fig. 2. 

23 
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und X+ dX, Y + dY, Z + dZ seien die Richtungskosinus der zuge
hörigen Flächennormalen; e und e + dO die zugehörigen Einfallswinkel, 
schließlich ( B) der Brechungswinkel beim Punkte B. 

Das Sn e ll i u s sehe Brechungsgesetz, angewandt auf die brechende 
FHiche n + cln = const. sagt nun aus : 

sin(B) n+dn 
sin (6 + dO) = n 

Weil aber die Gerade AB bis auf Größen höherer Ordnung dieselben 
Richtungskosinus wie die Kurventangente im Punkte A besitzt, näm
lich a, b, c, so ist 

cos(B) = a(X+dX)+b(Y+dY)+c(Z+dZ) 

oder nach (4) 
cos (B) = cos e + dro, 

wenn der Kürze wegen 

adX+bdY+cdZ = dro 

gesetzt ist. Hieraus berechnet man bis auf Größen höherer Ordnung 

sin (B) = sin e- ctg e. dro. 

Führt man diese Größe in das Sn e 11 i u s sehe Brechungsgesetz ein 
und entwickelt nach Potenzen der Differentiale, so erhält dieses Ge
setz, wieder bis auf Größen höherer Ordnung, die Form 

(25) d log (n sin 6) + ctg 6 · -~~fi = 0. 
Sln v 

Aus der Gleichung (5) folgt nun wegen XdX + YdY + ZdZ =-' 0, 
indem man gleichzeitig durch ds dividiert 

dro = . P (A dX B dY + O dZ) 
d Sln lo d + d d • s s s .s 

Der Faktor von sin 0 läßt sich aber in genau derselben Weise, wie 
das im ersten Paragraphen bei der Aufstellung der Relation (13) ge
zeigt ist, identisch umformen. Dadurch geht dann die Gleichung (25) 
über in 

(26) ! log (n sin 0) = ctg 6 . ( cos fJ • L1 + sin 6. k0). 

Der Inhalt der vorstehenden Relation deckt sich viillig 
mit dem des Snelliusschen Brechungsgesetzes in seiner 
differentiellen Form, weil, wie leicht einzusehen, jeder Schritt, 
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der von diesem auf die Gleichung (26) geführt hat, auch rückwärts 
ausgeführt werden kann, sofern man sich nur auf Größen erster Ord· 
nung beschränkt. Irgend welche Voraussetzungen über eine spezielle 
Gestalt der Bahnen des Lichtes sind dabei nicht gemacht worden. 
Aus dieser Formel lassen sich nun mehrere Folgerungen ziehen. 

Zunächst ergibt sich aus (26) fast von selbst das Bolz a- Weber
sehe Resultat, daß wenn die Gleichung 

n sin 6 = const. 

entlang jeder Liebtbahn bestehen soll, das Medium in parallelen Ebenen 
geschichtet sein muß. Denn wenn die linke Seite verschwindet, so 
kann das bei beliebigen Werten von 0 nur dann stattfinden, wenn L1 

und 7<0 einzeln gleich Null sind, woraus nach der Bedeutung dieser 
Größen, wie sie im § 2 auseinandergesetzt ist, die Behauptung sogleich 
erhellt. Hierbei war es nicht nötig, noch das Fe rm a t sehe Prinzip 
ausdrücklich hinzuziehen. 

Die Gleichung (26) und also auch das Sn e ll i u s sehe Brechungs· 
gesetz in differentieller Form ist nämlich eine Folge des Fe rm a t
sehen Prinzips. Denn wenn die Bahnen des Lichtes die Differential
gleichungen der Extremalen des Linienintegrals {n. ds befolgen, so 
gelten die Formeln (19) und (20), und daraus ergibt sich 

(27) k = ~~~~·tg6. 
ds 

Damit läßt sich aber die nach der gemachten Annahme gültige Formel 
(13) sogleich in die Form der Gleichung (26) überführen. 

Endlich ist noch zu zeigen, daß aus der Relation (26) in Ver· 
bindung mit der weiteren Annahme, daß die Schmiegungsebcnen der 
Bahnen des Lichtes die Normalen der Flächen von konstantem 
Brechungsindex enthalten, das Fe r m a t sehe Prinzip sich als Folge· 
rung ergibt. Wenn nämlich zu der Gleichung (26) die dann anwend
bare Formel (13) hinzukommt, folgt die Formel (27). Nun ist weiter 

und daher wegen (4) 

(28) 

dn an an an 
cls - a-+b-+c-ax ay rJz 

dn 
-~- = wcos 0. 
fS 

Daraus folgt aber im Verein mit (27) 

(29) kn = wsinO. 
2i1* 
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Nach den Freuetsehen Formeln (11) ist ferner 

:s (an)= a ~; +a"kn, 

wo nach (28) und (29) die rechte Seite gleich 

w (a cos 6 + a" sin (J) 

und nach (7) und (8) gleich 
an 

wX=~ 
ax 

wird; damit ist aber die erste Extremalengleichung bewiesen, und in 
gleicher Weise folgen die beiden andern, sodaß 

d an d an d an 
-ds (an) = ax' d.i(bn) = ay' (i.~-(cn) = a;· 



Uber 
eine besondere Art von Linienkongruenzen. 

Von 

E. Salkowski in Berlin. 

In der Theorie der Linienkongruenzen hat man, abgesehen von 
den linearen und quadratischen Mannigfaltigkeiten, nur wenige Bei
spiele, an denen man die durch die allgemeine Theorie gebotenen 
Untersuchungsmethoden bis zu wirklich geschlossenen Ergebnissen 
durchführen kann. Eine anscheinend recht glückliche Fragestellung, 
die auf derartige Beispiele führt, ist neuerdings von Herrn R. Acker
m ann iu seiner Dissertation1) in Angriff genommen. Ist eine (nicht 
abwickelbare) Fläche vorgelegt und eine Ebene, die man sich passend 
als Horizontalebene vorstellen wird, so kann man von den od Tan
gentialebenen der Fläche diejenigen oo' wählen, die gegen die feste 
Ebene dieselbe konstante Neigung a aufweisen. Sie umhüllen eine 
abwickelbare Fläche, deren Erzeugende dieselbe konstante Neigung 
besitzen und deren Gratlinie demnach eine allgemeine Schraubenlinie 
ist. Man bezeichnet die Fläche als Böschungsfläche, ihre Erzeugenden 
als Böschungsstrahlen. Konstruiert man alle möglichen oo' Böschungs
flächen, die den verschiedenen Werten von a entsprechen , so bilden 
ihre Erzeugenden eine Linienkongruenz, deren Geraden, wie unmittel
bar einleuchtet, mit den Tangenten an die Falllinien der gegebenen 
Fläche identisch sind. Unter den zahlreichen Ergebnissen, mit denen 
Herr Ackermann die Theorie bereichert hat, erscheint eine Eigen
schaft der Regelflächen mit Riebtebene und gerader Striktionslinie 

1) R. Ackerman n, Böschungsstrahlen und Böschungsflächen, Halle 1913. 
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besonders bemerkenswert; für ein derartiges gerades Konoid ist der 
zweite Brennmantel der Kongruenz eine :Fläche derselben Art, die 
dieselbe Striktionslinie und dieselbe Richtebene besitzt. 

Die Einfachheit des Ergebnisses legt es nahe, einen direkten, 
anschaulichen Beweis fiir diese von Herrn Ackermann aus den For
meln der allgemeinen Theorie durch ziemlich mühselige Rechnung ge
fundene 'l'atsache zu suchen. Dabei wird sich von selbst das natur
gemäße analytische W crkzeug darbieten, mit dessen Hilfe sich so dann 
noch wesentlich allgemeinere Resultate gewinnen lassen. 

Es sei s die Striktionslinie, g,, _q2 , g3 , ••• benachbarte Erzeugende 
des gegebenen geraden Konoids. Die Kongruenzstrahlen sind, wie 
schon vorher bemerkt wurde, Tangenten an die Falllinien der Fläche; 
sie müssen also ihre Niveaulinien, das sind die Erzeugenden, senk
recht schneiden. Die Kongruenz besteht demnach aus den Tangenten 
an die Orthogonaltrajektorien der Geraden der Fläche. Dieser Satz 
gilt offenbar nicht nur für die Konoide, sondern fiir alle Regelflächen 
mit horizontaler Riebtebene; fi:ir spätere Anwendung sei er daher in 
dieser Form noch einmal ausdri:icklich formuliert: 

I. Die Kongruenz der Böschungsstrahlen einer 
Regelfläche mit horizontaler Riebtebene be
steht aus den Tangenten an die Orthogonaltra
j e k t o r i e n d e r E r z e u g e n d e n. 

Beschränken wir uns jetzt wieder auf das Konoid und betrachten 
einen Strahl s, der Kongruenz, der die Gerade g, der Fläche in einem 
seiner Brennpunkte F, schneidet. Dieser Strahl s, trifft einen die 
Nachbarerzeugenden g2 schneidenden Strahl S2 in dem zweiten Brenn
punkte F;. Der Ackermannsehe Satz ist dargetan, wenn es gelingt 
zu zeigen, daß alle Brennpunkte F; der Strahlen s,, deren erster 
Brennpunkt auf g, gelegen ist, eine Gerade g; erfi:illen, die die Strik
tionsgerade s, senkrecht schneidet. 

Alle Strahlen s, erfüllen, da sie eine feste Gerade g1 schneiden, 
ein orthogonales Paraboloid, und auf diesem liegen die Punkte F;. 
Diese sind die Schnittpunkte des Paraboloids mit den Strahlen 8 2, die 
in den Punkten von !J2 die gegebene Fläche beri:ihren. Nun bildet 
aber die Gesamtheit der Geraden S 2 ebenfalls die eine Regelschar 
eines zweiten orthogonalen Paraboloids. Der Ort der zweiten 
Brennpunkte von s, ist demnach der Schnitt dieser beiden Para
boloide. Diese Flächen haben aber schon drei Geraden gemeinsam: 
den Strahl s, die unendlich ferne Gerade der Horizontalebene und die 
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Gerade !J2• Für F! bleibt also nur noch eine gemeinsame Erzeugende 

übrig, also eine Gerade, die die Striktionsgerade s schneidet. 

Diesen einfachen geometrischen Sachverhalt kann man nun auch 

analytisch verifizieren. Das gegebene Konoid sei durch die Glei

chungen 

(1) x = u cos v, y = n sin v, z = ((v) 

dargestellt. Die Kongruenz der Tangenten der Orthogonaltrajektorien 

wird dann unmittelbar durch die Gleichungen 

X= x+tl, 

(2) Y y+ tm, 

Z = z +tn 
gegeben, Ill denen 

l 
ax 

- av - - n s1n v, 

in 
oy 

u cos v, - av 

oz f' (v) n - av -

zu setzen ist. Die Brennpunkte findet man aus der bekannten Be

dingung 

ax ol 
-+t-an au' 0 

o.'C + t j_L 
av av' 

und zwar wird 
tl 0, 

(3) 
t. 

f"(v) 
- T,-(v)· 

Dem Werte t1 = 0 entspricht die gegebene Fläche als erster 

Brennmantel; dem Werte t 2 der zweite Brennmantel, dessen G lei

chungen also in der leicht zugänglichen Form 

'U (f'' f'" . ) X 1 = f COS V - Sill V , 

(4) n (f'' · f" ) ?J1 = 7' Sill V + COS V , 

zl = f +{", 
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Gleichungen, die ohne weiteres erkennen lassen, daß den Werten 
n = k f'' (v) auf dem zweiten Brennmantel die Kurven konstanter 
Steigung entsprechen, die die Gratlinien der Böschungsflächen der ge
gebenen Fläche bilden. 

Die dem orthogonalen hyperbolischen Paraboloid 

X Z 

y a 

entsprechenden Formeln erhält man sofort, wenn man 

f(v) = a ctg v 

in die Gleichungen (1) und ( 4) einsetzt. Der zweite Brennmantel hat 
dann die Gleichungen: 

X - 3u cos v, 1 

(4') Yt u ( 3 sin v - -.2-) 
Sill V ' 

zt a ctg v (3 + 2 ctg• v). 

Diese Formeln stimmen inhaltlich mit den von Herrn Ackermann 
S. 50 der Dissertation angegebenen überein, haben aber den Vorzug 
größerer Handlichkeit. 

Der Brennpunktsabstand d ergibt sich aus den angegebenen For
meln unmittelbar; es wird 

2 2 ·2 '"2(u2 ) (5) rt = t2 z z = t r· + 1 . 

Die Formel zeigt, daß d nur dann konstant sein kann, wenn es ver
schwindet, wenn also die Orthogonaltrajektorien die zweite ·Schar 
von Asymptotenlinien bilden. 

Der entsprechende Wert f'(c) = k v läßt erkennen, daß dies, wie 
wohlbekannt ist, nur für die Wendelfläche eintreten kann. 

Ein bemerkenswert einfacher Fall tritt ein, wenn der zweite 
Brennmantel sich auf eine Gerade, die Böschungsflächen sich also auf 
gerade Kreiskegel reduzieren. Dann muß 

f+t"' = a 

konstant sem. Dies tritt em, wenn 

also 

f'" 
t' 
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ist. lJie Ausgangsfläche (1) wird hier durch die Gleichung 

(1") 

dargestellt und die Gerade, auf der die Spitzen aller Böschungskegel 
liegen 

U COS V0 

- cos(v+v0)' 

(2") 
y1 = u (sin v- tg (v + V0) cos v) 

u sin V0 

- - cos c v-+ v ) , 

ist der Schnitt der Ebenen 

und 

Sie gehört demnach selbst der Ausgangsfläche an. Auf ihr sind die 
Kurve u = konst. Kegelschnitte, die in den Ebenen 

u(z-a)-b(xsinv0 +ycosv0) = 0 

gelegen sind, also durch den 1\iittelpunkt der Fläche geben und sich 
in der Horizontalebene (wie bei allen Konoidflächen) als Kreise pro
JIZieren. 

Die Kongruenz (2) stellt eine jener ausgezeichneten W- Kon
gruenzen dar, deren Brennmäntel beide von geradlinigen Flächen ge
bildet werden. Es ist übrigens leicht, den vorher durchgeführten 
geometrischen Gedankengang zu verallgemeinern, derart, daß er die 
Konstruktion aller solcher W- Kongruenzen gestattet, eine Aufgabe, 
die von Bianchi auf analytischem Wege, von C. Segre durch geo
metrische, aber wesentlich andersartige Betrachtungen schon ge
löst ist. 

Es liegt nun nahe, die Untersuchung derart zu verallgemeinern, 
daß man eine allgemeine Fläche mit Riebtebene als Ausgangsfläche 
wählt. In diesem Falle gilt auch noch der Satz (1), und man kann 
den Gedankengang von vorhin wenigstens zum Teii durchführen. Wir 
betrachten wieder die Tangenten s11 die an die Falllinien der Fläche 
in den Punkten einer Erzeugenden g1 konstruiert sind. Sie bilden 
ein orthogonales hyperbolisches Paraboloid, auf dem die zweiten 
Brennpunkte durch das zu der benachbarten Geraden g2 ebenso kon
struierte Paraboloid herausgeschnitten werden. Diese Flächen haben 
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nun wie vorher die unendlich ferne Gerade der Riebtebene und die 
Gerade g2 gemein; die gesuchten Brennpunkte F; liegen demnach auf 
dem Restschnitt, also auf einer Kurve zweiter Ordnung, die hier 
nicht in zwei Geraden zerfällt. 

Die analytische Behandlung geht zweckmäßig von der Kurve 
(x0 , Yo) aus, die die Orthogonalprojektion der Striktionslinie in der xy
Ebene darstellt. Als Parameter wählt man am einfachsten die Bogen
länge v dieser Kurve 1). Dann hat die Striktionslinie selbst die Form: 

x = X 0 (v), y = !J0 (v), z = cp(v) 

und die Regelfläche, deren Riebtebene die xy-Ebene ist, wird durch 
die Gleichungen: 

x x0 +(u-v)a0 , 

(6) y Yo+(tt-v)u0 , 

z = cp(v) 

gegeben. Darin bedeuten 

b = d~ 
0 dv ' C0 = 0 

die Richtungscosinus der Tangente an die Kurve (x0 , !J0). 

Die Orthogonaltrajektorien der Erzeugenden sind die Kurven 
u = konst., so daß das System der Böschungsstrahlen durch die Glei
chungen 

X 
ox 

;,;0 + (u- v)a0 + tx0 (n- v) a~, {); + ta:;; -

(7) y ay 
Yo + ( ~t - V) b 0 + t U0 ( U - V) b~ , y+ta:;; -

Z= 
oz = cp(v)+tcp'(v) z+t-
av 

dargestellt wird, wenn X0 die Krümmung der Kurve (x0 , !J0 ), a~, b~, 0 
die Richtungskosinus ihrer Hauptnormalen bezeichnen. Durch eine 
Überlegung, die sich sachlich von der vorher durchgeführten nicht 
unterscheidet, erhält man filr die Brennpunkte die W ertc 

tl = 0 

1) Will man sich in der Wahl des Parameters eine solche Beschränkung nicht 
auferlegen, so hat man in wohlbekannter Weise für das folgende die Differentiationen 
nach v durch die Kno blauchschen "®-Operationen" (Differentiationen nach der 
Bogenlänge) zu ersetzen. 
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und 

(8) 
" ( )+~ I( )) I t - cp x,, n - v I "o - "o u - V ! cp 

2 - cp 1 "~(n-v) ' 

sodaß die zweite Brennfläche in der Form 

" ' { cp"!;Jo+cp'Q~ "} 
X-X 0 +Q0 a0 +\u-v)a0 + cp' a0 , 

(9) Y - y + o b" + (u - v) b + cp Q" t:p Qo b" { 
n + I I } 

0 ' 0 0 0 cpl 0 ' 

erscheint. 
Den Punkten der Geraden r = konst. auf der ersten Brennfläche 

entsprechen auf der zweiten die Punkte einer gleichseitigen Hyperbel, 
die in der durch den Kriimmungsmittelpunkt K der Kurve (x0 , Yo) 
gehenden Ebene 

(10) 
X- (x0 + Q0 a~), a 0 cp~ + a~ (Q0 cp~)' I _ 

( + b") b I b" ( 1)' - 0 
Y- Yo Qo o ' o Cf!o + o !;lo Cf!o 

gelegen ist. Die eine Asymptote der Kurve ist parallel zur xy

Ebene, die zweite im Krümmungsmittelpunkt J{ auf ihr senkrecht. 
Die letzten Gleichungen gehen in die des zuerst betrachteten 

Sonderfalls der geraden Konoide über, wenn man in den Gleichungen 
formal X0 = Yo = 0, !?o = 0, a0 = cos v, b0 = sin v setzt. Indessen 
wird die Ableitung illusorisch, und es war daher die am Anfang 
durchgeführte gesonderte Behandlung nicht zu vermeiden. 

Ist die Striktionslinie selbst eine Kurve konstanter Steigung a 

auf der Regelfläche, so ist 

dz 
rp 1 - -d = tga 

V 

konstant, und die Gleichung der zweiten Brennfläche lautet dann 

X= x0 +!.Joa~+(n-v)(ao+!!~a~), 

Y = Yo + Q0 h~ + (u- c) (li0 + Q:, b~), 
2 t 

;~ ·v tg a + Q0 Q~ tg a + !>o g a 
'H-V 

Fiir die verschiedenen Strahlensysteme liegen die entsprechenden 
Punkte der zweiten Brennflächen auf denselben vertikalen Geraden. 

Ist Q0 = konst., so kann man 
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V V 
(t~ 

V 
xu (J0 COS-, ao - -sm- - -cos-

fJo fJo ' fJo ' 

V 
bo 

V 
b" 

V 
Yo - fJo sm -, - cos- - -Sill-

fJo fJo ' 
0 

Po 

setzen, und man erhält für die zweite Brennfläche der Kongruenz, 
deren erste Brennfläche die gerade offene Schraubenregelfläche ist, 
die Gleichungen: 

V 
x - - (tt- v) sin ~, 

y 
V 

(u -v) cos-, 
Qo 

Q~ tg a 
z = vtga+---

tt- V ' 

aus denen sich die kartesische Gleichung 

herleitet. 
Eine besonders einfache Gestalt nimmt die Darstellung der zweiten 

Brennfläche an, wenn 
cp' Qo = 7.: 

konstant, also 

wird, wenn 

den Krii.mmungswinkel der Kurve (.X'0 , y0) bedeutet. Hier wird 

X - X0 +Qa~ +(n-v)a0 , 

y Yo+fJb~ +(u-v)b0 , 

z - lcm + _lcQo 
o 1t- V 

d. h. die Ebenen der Hyperbeln, die den Geraden v = konst. ent
sprechen, sind hier den Projektionsebenen der Geraden selbst parallel, 
und ihre Spuren sind daher die 'rangenten der zweiten Evolute der 
Kurve (x0 , yu). 



Bemerkung zur Potentialtheorie. 
Von 

Erhard Schmidt m Breslau. 

Einleitung. 
Die Integrale , durch welche die N ewtonschen Potentiale emer 

einfachen und doppelten Flächenbelegung definiert werden, verhalten 
sich bekanntlich und offenbar außerhalb der Belegungsfläche ana
lytisch und regulär. Beim Durchgang durch diese treten aber Un
stetigkeiten auf. Genügen Fläche und Belegung gewissen Stetigkeits
und Differentiierb~rkeitsbedingungen, so haben die Potentiale nebst 
einer von diesen Bedingungen abhängigen Anzahl von Ableitungen 
beim Heranrücken des Aufpunktes an die Belegungsfläche stetige 
Grenzwerte, welche aber im allgemeinen auf beiden Seiten der Fläche 
verschieden ausfallen, d. h. die sogenannten S p r ii. n g e bilden. 

Für die fundamentalen, bekannten, das eben skizzierte Verhalten 
präzisierenden Theoreme 1) habe ich seinerzeit einen, wie mir scheint, 
sehr einfachen Beweis 2) gegeben. Dieser setzt jedoch Fläche und Be
legung als analytisch voraus und benutzt das Existenztheorem der 
partiellen Differentialgleichungen. Ein Beweis ohne jene Voraus
setzung und dieses Hilfsmittel, der dabei nicht weniger durchsichtig 
ist, soll im folgenden Platz finden. Die Übertragung des Verfahrens 
zur Begründung der entsprechenden Sätze über das logarithmische 
Potential ist unmittelbar einleuchtend. 

1) Die besten Beweise findet der Leser bei A. Korn, Lehrbuch der Potential
theorie, Berlin 1899; vgl. auch H. Poincar(', Theorie du potentiel N ewtonien, Paris 
1899, und die weitgreifenden Untersuchungen von Petrini, Acta mathematica Bd. 31. 

2) l\'Iath. Annalen, Bd. 68, S. 107-118. 
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Zunächst sei vorausgeschickt, daß durchweg die Belegungsfläche 
als endlich, integrabel, und von endlicher Oberfläche - und die Be
Iegung als integrabel und beschränkt d. h. dem absoluten Betrage 
nach unter einer festen Schranke bleibend vorausgesetzt werden. Bis 
auf einige Verallgemeinerungen auf Ecken und Randpunkte im § 6 
wird ferner durchweg die Voraussetzung gemacht, daß der Flächen
punkt P, in dessen Umgebung die Potentiale zu untersuchen sind, 
ein einfacher .Punkt sei, nicht auf dem Rande liege, und daß die 
Fläche in P und einer gewissen Umgebung von P eine stetige N ar
male habe. D. h. also es wird die 1\Iöglichkeit vorausgesetzt aus der 
Fläche ein Stiick a so auszuschneiden, daß folgenden Forderungen ge
nügt wird: a soll bei passender Wahl des r e eh t wink
Iigen Koordinatensystems durch eine Gleichung von 
der Form 

(1) z = F(x, y) 

dar s tellbar s ein, w o b e i .x u n d y alle den U n g I eich u n g e n 
J.1;J:::;a, Jyi<a (a>O) geniigenden Wertepaare durch

BF aF 
laufen, und F, -a , --a für a 11 e diese Wertepaare s t e-

X y 
t i g sind. 

Ferner solla den Punkt P enthalten - aber nicht auf dem Rande, 
d. h. also es soll für P sowohlJxJ < a als IYI < a sein. Endlich darf der 
nach Ausschneiden von a übrigbleibende Rest der Belegungsfl.äche den 
Punkt P nicht enthalten - weder als innern - noch als Randpunkt. 

Da nunmehr der vom Rest der Belegungsfläche herrührende Teil 
des Potentials in P reguUir und analytisch ist, so geniigt es bloß die 
Potentiale der Belegung von a in der Umgebung von P zu unter
suchen. 

Wir werden uns daher durchweg darauf beschränken, 
d i e B e l e g u n g s fl ä c h e a l s e i n s o l c h e s d u r c h (1) d e f i -
n i e r t e s .F l ä c h e n s t ü c k a, u n d P a 1 s e i n e n n i c h t a u f d e m 
R a n d e g e l e g e n c n P u n k t v o n a v o r a u s z u s e t z e n. 

Da ferner beim Beweise vom Green sehen Theorem Gebrauch 
gemacht wird, so möge auch dieses schon hier vorausgeschickt werden : 

Es sei G ein ganz im Endlichen liegender Raumteil, dessen ge
samte Umgrenzung mit r bezeichnet werden möge. r bestehe aus 
einer endlichen Anzahl einfacher Flächenstücke, deren jedes ein
schließlich seines Randes von stetiger Normale sei, während dieser 
sich wiederum in eine endliche Anzahl einmal stetig differentiierbarer 
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einfacher Kurvenstücke zerlegen lasse. Irgend zwei dieser einfachen 

Flächenstücke mögen ferner außer einer Anzahl der genannten Rand

kurvenstücke und einer Anzahl von Endpunkten solcher keinen Punkt 

miteinander gemein haben. Es seien endlich g; als reelle einmal stetig 

differentiierbare und 7jJ als reelle zweimal stetig differentiierbarc 

Funktionen innerhalb und auf der Umgrenzung von G definiert. 

Dann ist 

(2) 

(3) - fa L17jJ ~ dr 

Hierbei ist 
a•'l/J a•'l/J a•'l/J 

L/1/J = ax·- + ay• + az• 

zu setzen, n bedeutet die ins Innere von G weisende Normale, dr das 

Volumenelement dx. dy. dz, d6 das Oberflächenelement und r die Ent

fernung von einem festen Aufpunkt ~. 1), ~. Je nachdem ob dieser im 

Innern oder im Äußern von G liegt, ist in der geschweiften 

Klammer rechts der oberste oder der unterste Ausdruck zu wählen, 

während der mittlere statt hat, wenn der Aufpunkt auf r an einer 

Stetigkeitsstelle der Normalen liegt. 

Zunächst gelten nämlich bekanntlich die leicht zu verifizierenden 

Identitäten 

f { ag; aw ag; aw ag; aw} J- J aw 
--+---+~- dr+ g;Liwclr =- g;-d6 

G ax ax ay ay Bz Bz G y an ' 

Ia l'l/J Llw - w A'ljJ l dr = -~ { 1/J ~:~ - w ~~} d6. 

Hier setze man w = __!_ und beriicksichtige die Gleichung LI_!_ = 0. 
r r 

Liegt ferner der Aufpunkt nicht im Äußern von G, so schalte man 

aus G denjenigen Teil aus, der in eine kleine Kugel mit dem Auf

punkt als Zentrum fällt. Läßt man dann den Radius dieser Kugel 
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gegen Null konvergieren, so ergeben sich die Gleichungen (2, 3), in
dem die Ansdrücke in den geschweiften Klammern als Grenzwerte 
des Beitrages auftreten, den die Integrale über die Oberfläche der 
kleinen Kugel liefern 1). 

~ 1. Stetigkeit des Potentials der einfachen Flächenbelegung, 
des Körperpotentiales und seiner ersten Ableitungen. 
Nur damit der Leser alles beisammen hat, sollen in diesem Para

graphen einige allbekannte Eigenschaften des Potentials nebst ihren 
Beweisgründen zusammengestellt werden. 

Hilf s s atz 1. Es bezeichne 1' ein Raumgebiet vom Volumen v. 
Dann ist unabhängig von der Lage des Aufpunktes: 

(4) 

(5) f. 1 ( 3v j* -dr<2:n: --. 
T 1' 4:n: 

1) Für den Fall, daß der Aufpunkt auf y an einer Stetigkeitsstelle der Nor
malen liegt, ist dabei noch folgendes ;"u bemerken. Die Integranden auf den rechten 
Seiten von (2, 3) werden dann für das Oberfiiirhenelement des Aufpunktes unendlich. 

Das ~ enthaltende Integral bleibt dabei jedoch absolut konvergent, wie tmmittelbar 
1' 

ersichtlich und übrigens auch aus den s 1 über das Potential der einfachen Flächen-

a_!_ 
helegung gemachten Bemerkungen abzulesen ist. \Vas nun die beiden ~81' enthal

n 
tenden Integranden anlangt, so ist 

a~ 
1' 1 ---an = - 1,, cos (1·, n), 

wobei cos (1·, n) den Kosinus des Winkels zwischen dem vom Aufpunkt auf da ge
richteten Radiusvektor und der Normalen in da bedeutet. eos (r, n) verschwindet da
her, wenn da in den Aufpunkt riickt und zwar mit 1' in erster Ordnung, wenn in der 
Umgebung des Aufpunktes die Integrationsfläche ;"weimal stetig differentiierbar ist. In 

a_!_ 
diesem Falle konvergieren daher auch die beiden a: enthaltenden Integrale abso-

lut. Anderenfalls sind, wie aus dem eben dargestellten Beweise der Greensehen 
Theoreme (2, 3) einleuchtet, die Integrale durch den jedenfalls existierenden Grenz
wert 7.U definieren, der sich bei folgendem V erfahren ergibt: Man schalte aus der 
Integrationsflüche denjenigen Teil aus, der in eine kleine Kugel mit dem Aufpunkt als 
Zentrum fü.llt, und lasse dann den Hadius dieser Kugel verschwinden. 
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Die rechte Seite der Ungleichung (4) ist nämlich gleich dem Werte 

des Integrales links erstreckt über diejenige Kugel K, deren Zentrum 

der Aufpunkt - und deren Volumen gleich v ist. Es ist also, wenn 

R den Radius von ]( -, K1 das K und T gemeinsame Gebiet - und 

V1 das Volumen von K 1 bezeichnen, 

4 :n: (-~~)t = r ~. a-r = r __;_ a-r + r ..!-.,. a-r > 
4:n: ]K1 JK, r JK-K, r 

>J: _!_ 1 1_1 a - J: _!_ 1 v - v, = .2 ( ·'r + ]J2 . $ - .2 ( '1: + jJ2 ' 

Kt 1 L K-R, K, 1 L 

r ~2 rh = r _;. eh+ r _;. dt: <1 \ dt: + l~i r d-r --
JT' JK, 1 )T-K, r K, 1 1' )T-K, 

r 1 v-v 
= ],, ~ d-r+-Ii~' 

K, 1 . 

Durch Kombination dieser beiden Ungleichungen ergibt sich die zu 

hP-weisende Ungleichung (4). Ebenso beweist man die Ungleichung (5). 

Genau dasselbe V erfahren iibertragen auf den Fall der Ebene 

liefert den 
Hilfssatz 2. Es bezeichne do' das Ebenenelement, 1·' seine Ent

fernung vom in derselben Ebene gelegenen Aufpunkt, und S' ein Ge

biet dieser Ebene vom ]'lächeninhalt J'. Dann ist unabhängig von 

der Lage des Aufpunktes 

(6) l~da' < 2:n: (-J' )·~·. 
S'1 :n: 

Hilfssatz 3. Es sei a ein durch die Gleichung (1) 1lefiniertes 

FHichenstii.ck, und es sei auf diesem N das gewiß endliche :Maximum 

• I (aF)" (aF)" von V 1 + ax + ay . Es bedeute ferner do das Oberflächenele-

ment, do' = dx dy seine Projektion auf die xy-Ebene, 1.1 die Projek

tion von 1" auf die xy- Ebene, 8 ein beliebiges Teilgebiet von a, S' 

seine Projektion auf die xy- Ebene und J' den Flächeninhalt von 8'. 

Dann ist unabhängig von der Lage des Aufpunktes 

(7) (~da< 2:n:N('J')~ 
Js 1 :n: 

Es ist nämlich 

1..!_ da< N ( ..!_da'< /'-: ( _!,.da', 
S 1· ) S' 1· ) S' 1· 

woraus wegen (6) sich (7) ergibt. 
Festschrift Schwarz. 24 
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Es sei nunmehr auf a eine integrabele, beschränkte Belegung f 
definiert. Also 

(8) lfl <m, 

wo m eine Konstante bedeutet. 
l\'Ian setze 

v = fr! d6. 
a 

Zunächst konvergiert gemäß (7) und (8) dieses Integral auch dann 
absolut, wenn der Aufpunkt auf a oder dessen .Rande liegt. Ist 
ferner P ein Punkt von a oder dessen Rande , so schalte man aus 
der Integrationsfläche denjenigen Teil aus, der in das Innere einer 
um P als Zentrum beschriebenen kleinen Kugel fällt. Das so modi
fizierte Potential ist dann in der Umgebung von P stetig, während 
seine Abweichung von V gemäß (7), (8) mit dem Radius der Kugel gegen 
Null konvergiert - und zwar gleichmäßig inbezug auf unbeschränkte 
Variabilität des Aufpunktes. Hieraus folgt in bekannter Schlußweise 
die Stetigkeit von V in P. D a s P o t e n t i a I der einfachen 
Flächen b e 1 e g u n g V ist a I so eine über a 11 stetige Funk
tion des Aufpunktes, auch wenn dieser auf der Be
legungsf'läche a oder deren Rande liegt. 

Es bezeichne G ein im Endlichen liegendes Gebiet von be
stimmtem Volumen. Innerhalb desselben sei die Dichte p als inte
grabele und beschränkte Ortsfunktion definiert. Es sei also 

(9) 

wo m eine Konstante bedeutet. Man setze, wenn ;, 17, ~ die Koordi
naten des Aufpunktes bezeichnen, und x, y, z die de:-~ Volumenele
mentes -, 

(10) 

A (;, 1], ~) = ( p _!__ d~, 
JG r 

B(;, TJ, ~) = Iap :; (!) dr.. 

Bei Berücksichtigung der Ungleichung 

I a _!_I 
_r I = 1- __!__ _; -=-a;_ ! < __!__ 

1 a; t·• r - 1·· 
und der Ungleichung (9) sichern zunächst die Ungleichungen (4, 5) 
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die absolute Konvergenz der A und B definierenden Integrale auch 
dann, wenn der Aufpunkt innerhalb oder auf der Umgrenzung von 
(} liegt. Ancr auch die Stetigkeit von A und B bleibt in diesem 
Falle bestehen, wie eine unveränderte Wiederholung der eben beim 
Flächenpotentiale V augewandten Schlußweise sofort ergibt. 

Um endlich die Gültigkeit der für einen Aufpunkt außerhalb G 
trivialen Gleichung 

BA _ l' 
B~ - ) 

allgemein zu erweisen, verfahre man folgendermaßen. Es sei P mit 
den Koordinaten ~., 1) 1 , ~~ ein Punkt innerhalb oder auf der Umgren
zung von G. Man schalte aus dem Integrationsgebiet denjenigen 
Vollkreiszylinder aus, dessen Höhe 1, dessen Radius o, dessen Mittel
punkt P und dessen Zentrale die durch P gehende Parallele zur :c

Axe se1. Die so modifizierten Potentiale bezeichne man mit AJ und 
lh Fiir die innern Punkte der Zentralen des Zylinders ist dann 

BArt B 
~= ),\. 

Also ist, wenn ~·, 11,, ~., ;", n,, ~. die Koordinaten zweier mnerer 
Punkte der Zentralen sind, 

~II 

Ar~(~", r]., ~.) = A,1(~', r]., b',) + ( BJ(~, 11., ~,)d~. 
)~, 

Berücksichtigt man wiederum die bei verschwindendem o durr.h (9, 
10, 4, 5) gesicherte gleichmäßige Konvergenz von A,~ und B,r gegen 
A und B, so folgt 

~II 

A (~", 1')., ~.) = A (~', r;,, ~.) + ( B (~, r;., Ud~. J;, 
Also ist auf der Zentralen und insbesondere fii.r P 

BA a-r = B. 

Zusammenfassend können wir also sagen: 
B e i b e s c h r ä n k t e r D i c h t e i s t d a s K (j r p e r p o t e n t i a l 

eines endlichen Körpers nebst seinen ersten Ablei
tungen überall- also insbesondere auch an den Un
stetigkeitsstellen derDichte und an derUmgrenzung 
des Körpers- stetig. und man erhält die ersten Ah-

24* 
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leitungenaus dem das Potential definierenden Inte
grale durch Differentiation unter dem Integral
z e i ehe n. 

~ 2. Das Potential der Doppelbelegung. 
Es sei entsprechend (1) das Flächenstück a für lxl < a, IYI < a 

durch die Gleichung 

(1) z = F(x, y) 

definiert. Auf a sei die Doppelbelegung f als Funktion von .x und y 
gegeben. Es werde vorausgesetzt, daß F und f' nebst ihren p a r
t i e 11 e n Ab 1 e i tun g e n erster 0 r d nun g s t c t i g seien. Es be
deute ferner n die nach einer festgesetzten Seite positiv zu zählende 
Normale und r wie immer die Entfernung vom Aufpunkte ~' '1}, ~. 1\ian 
definiere das Potential der Doppelbelegung W(~, 'IJ, ~) durch die Glei
chung 

(11) 
1' I a_!_ 

w = ct r ---an du. 

Nun wähle man h so groß, daß das ganze Flächenstück a zwi
schen die beiden Ebenen z = ± h fällt, ohne mit ihnen einen Punkt 
gemein zu haben. Das durch die Ebenen z = ± !t, .x = ± a, y = ± a 

begrenzte Parallepipedon wird dann durch a in zwei Teile 1', und 
1'2 zerspalten. Die positive Normale auf a weise nach T,, und /', be
zeichne denjenigen Teil der Umgrenzung von T,, welcher auf den 
Grenzebenen des Parallelepipedons liegt. Jetzt wende man den 
Greensehen Satz (2) auf das Gebiet 1', und die in diesem einschließ
lich seiner Umgrenzung durch die Gleichung 

rp (x, y, .t) = f(.x, y) 

definierte Funktion rp an. Da wegen 

1·2 = (~- x)" + (17- y)" + (~- z)", 

a_!_ al_ 
r · r 

ax --ar (12) 

ist, so ergibt sich nach Einfii.hrung der Definitionsgleichung (11) von 
Wund Umordnung der Glieder 
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W(!, ,,, t) ~ ~ Jrcx, y) "2 <~•+ J !~ 0
0t dr+ 

~ 11 
(13) 

l ar a! ~4~rc;, 'YJ) I 
+ 11a;gfh]clr:+ 2~rc;, 'YJ) ~-

Hierbei ist in der geschweiften Klammer rechts der oberste oder 
unterste Ausdruck zu wählen, je nachdem der Aufpunkt im Innern 
oder Äußern von T1 liegt, während der mittlere statt hat, wenn 
der Aufpunkt ein nicht auf dem Rande gelegener Punkt von a ist. 
Nun ist das erste Integral rechts in der Umgebung eines nicht auf 
dem Rande gelegenen Punktes von a sogar regulär und analytisch, 
das zweite und dritte sind als erste Ableitungen von Körperpoten
tialen gemäß dem Schlußsatz von § 1 üb er all stetig. Abgesehen 
vom Rande hat also das Potential der Doppelbelegung W 
auf beiden Seiten der Belegungsfläche stetige Grenz
werte, die von der Seite der negativen zur Seite der 
p o si ti ven Normalenrichtung den Sprung + 4~{ machen, 
während auf der Fläche selbst das definierende Inte-
gral gleich dem arithmetischen Mittel dieser beiden 
Grenzwerte wird 1). 

§ 3. Die ersten Ableitungen des Potentials der einfachen 
Flächenbelegung. 

Indem wir bei der Bezeichnungsweise des vorigen Paragraphen 
bleiben, setzen wir voraus, daß für lxJ < a, Jyl < a die Flächen
funktion F nebst ihren partiellen Ableitungen erster und 
zweiter - die Belegungsfunktion f nebst ihren par
tiellen Ableitungen erster Ordnung stetig seien. Wir 
definieren das Potential der einfachen Belegung V(;, 'YJ, ~) durch die 
Gleichung 

(14) 

Bezeichnet r den Rand von a, so ist nach dem Stokessehen Satz 

1) tber die Konvergenz des Integrals in diesem Falle gilt das in Schlußanmer
kung der Einleitung Gesagte. 
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L(Adx+B(ly+ Odz) 

= id6{cos(n,x)(~~- 00~)+cos(n,y)(~ _ ~~)+ 

( aB aA)} +cos (n, z) ax - ay ' 

wobei der Rand r in einem durch die Wahl der positiven Normalen
richtung bestimmten Sinn zu durchlaufen ist. Hier setze man 

A = 0, B = f'l_ cos (n, z), 0 = - f'_!_cos (n, y), r r 

wobei ,. die Entfernung von einem außerhalb a gelegenen Aufpunkt 
(~, 11, ~) bedeutet, und cos (n, y), cos (n, z) ebenso wie f' als Funktionen 
von x und y zu betrachten sind. Ordnet man dann im Integranden 

rechts die Glieder nach _!_ und den partiellen Ableitungen von _!_ r r 

und bezeichnet den Faktor von _!_ mit f~ , so ergibt sich zunächst r 

(15) t. = -cos(n x)[o(fcos(n,y)) +-o(f'cos(n,~))]+ 
1 ' ay az 

o(f'cos(n,y)) a(fcos(n z)) + cos (n y) ----·-+ cos (n z) ' . ' ox ' ax 

Da {, cos (n, x), cos (n, y), cos (n, z) als Funktionen von x und 

y zu betrachten sind, so verschwindet in dieser Formel 0 (f co;z(n, z)) ; 

trotzdem empfiehlt es sich, zwecks nachträglicher cyklischer Ver
tauschung dieses Glied stehen zu lassen. Ferner ergibt sich in un-

o_!_ 
r serm Integranden als Faktor von ox 

f. (cos2 (n, y) + cos2 (n, z)) = f. (1- cos2 (n, x)), 

a_!_ 
ebenso als Faktor von _r_ ay 

- f cos (n, x) cos (n, y) 

a_!_ 
1" und als Faktor von -az 
- f' cos (n, x) cos (n, z). 
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Also hat man 

(16) r f l.. ( cos (n, z) dy- cos (n, y) cl.z) = 
Jr r 

1 1 
1 1 ~ 0- 0-

= i ~~ r do- a do f cos (n, x) tos (n, x) o: + cos (n, y) 0~· + 

al_l J al.. r ~ r + cos (n, z) az ~ + a f fiX do. 

375 

Nun ist, da der Aufpunkt (~, l], S') als außer halb a liegend vor
ausgesetzt wurde, wegen (12) und (14) 

.I a_!_ .I a.! ;· r 
fax-do =- fardo = 

a a 

Ferner ist 

o~ al.. al_ a! 
r r r r 

eos (n, .x) - 0- + cos (n, y) -0- + cos (n, z) - 0- - --x y z an . 
Wird endlich 

(17) R = J l _! (cos (n, z)dy- cos (n, y) dz) 
r r 

gesetzt, so erhält man aus (16) 
1 

(18) jV = J f _!_ do -.I (f' cos (n x)) ~ r do - R. 1) 
0~ I t' l On 

a a 

Die entsprechenden Gleichungen für a V und 0 V erhält man durch a'l'} as 
cyklische Vertauschung in den Gleichungen (15, 17, 18), wobei jedoch 
cos (n, x), cos (n, y), cos (n, .z') ebenso wie f stets als Funktionen von 
x und y zu betrachten sind. 

Nun ist R in der Umgebung eines nicht auf dem Rande ge
legenen Punktes von a sogar regulär und analytisch , während das 
erste Integral auf der rechten Seite der Gleichung (18) als Paten-

1) Diese Identität rührt von C. Neumann, Math. Ann. 16, p. 435, und Bel
trami, Ann. di mat. 10, p. 46, her, ihre hier gegebene Ableitung aus dem Stokessehen 
Satz - von A. Korn, l. c. p. 42. 
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tial einer stetigen einfachen Flächenbelegung ii b er a 11 stetig ist. 
Das zweite Integral auf der rechten Seite ist ein Potential einer 
einmal stetig differentiierbaren Doppelbelegung. Wenden wir auf dieses 
die Resultate des § 2 an, so ergibt sich: Abgesehen vom Rande 

haben ~E- ?V' -~r auf beiden Seiten der Belegungs-
o~ ' o"' ' u;, 

fläche a stetige Grenzwerte, welche von der Seite der 
negativen - zur Seite der positiven Normalenrichtung 
bezüglich die Sprünge 

-4n(cos(1t,x), -4rtf'cos(n,y), -4rtfcos(n,z) 

machen. 

§ 4. Die ersten Ableitungen des Potentiales der Doppel
belegung. 

Indem wir die Bezeichnungsweise des vorigen Paragraphen bei
behalten, setzen wir voraus, daß Fund f' nebst ihren Ablei
tungen erster und zweiter Ordnung für lxJ < a, IYI < a 

stetig seien. 
Wir wenden nun den Greensehen Satz (3) auf das § 2 definierte 

Gebiet 1', und die in diesem einschließlich seiner Umgrenzung durch 
die Gleichung 

'1/J(x, y, z) = f(x, y) 

definierte Funktion t/J an. Durch Umordnung der Glieder und Ein
fiihrung der Definitionsgleichung (11) von W ergibt sich dann: 

(19) i ( 02 f' 02 f' 1 W(~, 17, ~) = ~2 + ~)-- d-r: + 
l\ ux uy r 

+J. (j( cos (n x) + _oL cos (n y)) l_ do + { 4 rt f(~, '7) } + R . ox . ' oy ' . r 0 1 
(X • 

o_!_ 
1. otjJ 1 J r R = ---do- t/J -- do. 

1 an r on 
'l't 'l't 

In der geschweiften Klammer auf der rechten Seite ist hierbei 
wiederum der obere oder untere Ausdruck je nach der Lage des 
Aufpunktes im Inner n oder Äußern von T1 zu wählen. 

Nunmehr ist R, in der Umgebung eines nicht auf dem Rande 
geie genen Punktes von a regulär und analytisch. Das erste Integral 
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auf der rechten Seite von (19) ist als Körperpotential gemäß § 1 
nebst seinen ersten Ableitungen überall stetig, während das zweite 
Integral ein einfaches Flächenpotential von einmal stetig differentiier
barer Belegung ist. Wenden wir auf dieses' das Schlußresultat des § 3 

aw aw aw 
an, so ergibt sich: Abgesehen vom Rande haben -- - -- --

a~ ' a'YJ ' a~ 
auf b e i d en S e i t e n d e r B e l e g u n g s fl ä c h e s t e t i g e G r e n z -
werte. Die dabei aus der Gleichung (19) abzulesenden allgemeinen 
Formeln für die Sprii.nge dieser Grenzwerte nehmen eine besonders 
einfache Gestalt an, wenn die z-Achse der Normalen im Durchgangs
punkte parallel gewählt wird. Dann verschwinden in diesem Punkte 
cos (n, x) und cos (n, y) und mithin auch die Sprünge der ersten Ab
leitungen des Potentials der einfachen Belegung auf der rechten Seite 
von (19). Es bleiben allein die von dem Gliede in der geschweiften 

Kl l . f t s .. "b · d h h"lt f" a w a w ammer ge 1e er en prunge u ng, . . man er a ur -a~ --, -a;; 
aw 1 s .. d s ·t d t' s 't ---- a s prunge von er e1 e er nega 1ven zur e1 e 
a~ 

der positiven Normalen bezUglieh 4:n: aBxf', 4:n:~L 0. lnsbeay' 

sondere bleibt also _()_ä~V , d. h. die Ableitung in der Richtung der 

Normalen beim Durchgange stetig. 

§ 5. Die höheren Ableitungen der Potentiale. 
Es sei G ein Raumteil, welcher nebst seiner Umgrenzung r den 

m der Einleitung bei der Auseinandersetzung der Greensehen Sätze 
gemachten Voraussetzungen genii.gt. r enthalte unser durch die Glei
chung 

(1) z = F(x, y) 

definiertes Flächenstiick a, und der ii.brige Teil von r werde unter 
der Bezeichnung r, zusammengefaßt. Innerhalb und auf der Umgren
zung von G sei endlich die räumliche Belegungsdichte Q stetig de
finiert. 1\ian definiere das Körperpotential A (~, 1'), s) durch die Glei
chung 

(20) A = 1 Q __!__ clr. 
G r 
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ao 
Gemäß § 1 ist dann, wenn a~ innerhalb und auf der Umgren-

zung von G stetig ist, 

BA r . r OQ 1 a 1 . 1 a_!_ 1 al 
----- = o- dr: =- Q- dr: =1···--- dr: -1--(Q --)eh a; ' a; ox ax r a.J; r ' 

G G G G 

(21) 
aA 
ar = 1 0°Q _!_ dr: +JQ cos (n, x) -~ do + H 2 , 

G x r u r 

R 2 = J Q cos (n, x) ! do. 
y, • 

Hierbei bedeutet n die ins Innere von G weisende Normale. Die 

analogen Gleichungen bestehen für ~~ und aa1-. 
Nachdem dieses vorausgeschickt ist , sollen jetzt folgende Theo

reme bewiesen werden: 
1) Es seien die Flächenfunktion F mit ihren Ablei

tungen bis zur k-ten Ordnung - und die räumliche Be
legungsdichte mit ihren Ableitungen bis zur k-1-ten 
Ordnung einschließlich stetig. 

Dann ist das Potential (20) des Körpers G auch im In
nern von G nebst seinen Ableitungen bis zur k-ten Ord
nung einschließlich stetig und hat insbesondere nebst 
diesen Ableitungen abgesehen vom Rande von cx auf bei
den Seiten der Körpergrenzfläche cx stetigeGrenz werte. 

2) Es sei e n d i e F I ä c h e n f u n k t i o n F n e b s t i h r e n Ab -
Ieitungen bis zur 7c+1-ten Ordnung-, und die einfache 
Flächenbelegung nebst ihren Ableitungen nach x und y 
biszur k-ten Ordnung einschließlich stetig. 

Dann hat dasPotential (14) der einfachen Flächen
belegung nebst seinen Ableitungen bis zur /c-ten 
Ordnung einschließlich abgesehen vom Rande auf 
beiden Seiten der Belegungsfläche a stetige Grenz
werte. 

3) E s s e i e n s o w o h I d i e F l ä c h e n f u n k t i o n P a 1 s a u c h 
die doppelte Flächenbelegung beide nebst ihren Ab
leitungen nach x und y bis zur k+l-ten Ordnung ein
s c h 1 i e ß 1 ich stetig. 

Dann hat das P o t e n t i a 1 (11) der d o p p e lt e n F 1 ä c h e n -
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belegung nebst SeinenAbleitungen bis zur k-tenürd
nung einschließlich abgesehen vom Rande auf beiden 
S e i t e n d e r B e 1 e g u n g s fl ä c h e a s t e t i g e G r e n z w er t e. 

B e weis : Für k = 1 ist die Gültigkeit des Satzes 2 - im 
~ 3 -, des Satzes 3 - im § 4 - und des Satzes 1 im § 1 bewiesen 
worden, wenn im letzteren Falle die Forderung der Stetigkeit der Ab
leitungen k -1-ter Ordnung der räumlichen Belegungsdichte sinnge
mäß durch die Forderung der Stetigkeit dieser Funktion selber er
setzt wird. 

Wir nehmen nun die Theoreme 1, 2, 3 für k = n als bewiesen 
an und wollen daraus ihre Gültigkeit für k = n + 1 ableiten. 

Es seien also fiir das Körperpotential (20) die Voraussetzungen 
des Theorems 1 erfüllt für k = n + 1. Dann ist das erste Integral 
auf der rechten Seite der Gleichung (21) ein Körperpotential, das 
den Voraussetzungen des Theorems 1 für k = n genügt. Das zweite 
Integral ist ein einfaches Flächenpotential, das den Voraussetzungen 
des Theorems 2 für k = n genügt, während R2 in der Umgebung 
eines nicht auf dem Rande gelegenen Punktes von a sogar regulär 
und analytisch ist. Auf Grund der angenommenen Gültigkeit un
serer Theoreme 1, 2 für k = n zeigt mithin die Gleichung (21), daß 

die Funktion -~~~- nebst ihren Ableitungen bis zur n-ten Ordnung ein

schließlich abgesehen vom Rande auf beiden Seiten von a stetige 
Grenzwerte hat. Die analogen Gleichungen ergeben dasselbe für 
aA aA -a11- , --a~- · 

Damit ist die Gültigkeit des Theorems 1 für lc = n+1 
nachgewiesen. 

Es seien nunmehr in der Definitionsgleichung (14) die Voraus
setzungen des Theorems 2 für lc = n + 1 erfüllt. Dann ist das erste 
Integral auf der rechten Seite der Gleichung (18) ein einfaches 
Flächenpotential, das den Voraussetzungen des Theorems 2 für k = n 

genügt. Das zweite Integral ist das Potential einer Doppelbelegung, 
das den Voraussetzungen des Theorems 3 für k = n genügt, während 
R in der Umgebung eines nicht auf dem Rande gelegenen Punktes 
von a sogar regulär und analytisch ist. Auf Grund der für k = n 

angenommenen Gültigkeit unserer Theoreme 2, 3 ergibt mithin die 

Gleichung (18), daß die Funktion -~r- nebst ihren Ableitungen bis 

zur n- ten Ordnung einschließlich abgesehen vom Rande auf beiden 
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Seiten von a stetige Grenzwerte hat. Die au:; (18) durch cyclische 
Vertauschung entstehenden Gleichungen ergeben dasselbe Resultat fiir 

. oV oV die Funktionen -- -- ---
01J ' 0~ . 

Damit ist die Gültigkeit des Satzes 2 für k = n+1 
nachgewiesen. 

Es seien endlich in der Definitionsgleichung (11) die Voraus
setzungen des Satzes 3 fiir 7.: = n + 1 erfüllt. Dann ist das erste 
Integral auf der rechten Seite der Gleichung (19) ein Körperpoten
tial, das den Voraussetzungen des Theorems 1 für k = n + 1 genügt. 
Das zweite Integral ist das Potential einer einfachen Fläcbenbelegung, 
das den Voraussetzungen des Theorems 2 für k = n + 1 geniigt, 
während ll1 in der Umgebung eines nicht auf dem Rande gelegenen 
Punktes von a sogar regulär und analytisch ist. Nun ist, wie eben 
gezeigt, auf Grund der angenommenen Gültigkeit der Sätze 1, 2, 3 
für k = n das Bestehen der Theoreme 1, 2 für k = n + 1 schon ge
sichert. Wendet man diese in der Gleichung ( 19) an, so ergibt 
sich unmittelbar die Gültigkeit des Satzes 3 für k = n+l. 

Damit ist der Induktionsbeweis für unsere Theo
reme 1, 2, 3 vollendet. 

Das eben auseinandergesetzte Beweisverfahren liefert auch in 
einfacher Rekursion die Sprünge. Die Gleichung (21) und die ana-

l f .. oA d oA t 11 ·· 1· h d" G fl .. h ·· d ogen ur (J~- un -(if s e en nam 1c 1e :rrenz ac ensprunge er 

n + 1- ten Ableitungen des Körperpotentiales aus den Grenzflächen
sprüngen der n-ten Ableitungen des Körperpotentiales und den Be
legungsflächensprüngen der n-ten Ableitungen des Potentiales der ein
fachen Flächenbelegung dar. 

Die Gleichung (18) und die aus ihr durch cyclische Vertauschung 
entstehenden Gleichungen stellen die Belegungsflächensprünge der 
n + 1-ten Ableitungen des Potentiales der einfachen Flächenbelegung 
aus den Belegungsflächenspriingen der n- ten .Ableitungen des Poten
tiales der einfachen Flächenbelegung und den Belegungsflächensprüngen 
der n-ten Ableitungen des Potentials der Doppelbelegung dar. 

Die Gleichung (19) stellt endlich aus den nunmehr ermittelten 
Sprüngen der n + 1- ten Ableitungen des Körperpotentials und des 
Potentials der einfachen Flächenbelegung die Belegungsflächenspriinge 
der n + 1-ten Ableitungen des Potentials der doppelten Belegung dar. 

So liest man z. B. aus (21) bei Beriicksichtigung des Schlußresul-
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tates des § 3 für die .zweiten Ableitungen des Körperpotentials A 

-- vom Äußern ins Innere gerechnet - folgende Grenzflächensprünge ab: 

a' A . t 4 2 ( ) 
0~2 sprmg um - TC(! cos n, x , 

o2 A 
a;a'tl springt um - 4TCQ cos (n, x) cos (n, y), 

a' A . t 4 , ( ) 
~ sprmg um - TC(! cos n, z . 

Ebenso liest man bei Hinzuziehung der Schlußresultate des § 4 

aus (18) die Sprünge der zweiten Ableitungen des Potentiales der ein

fachen Belegung V ab. Wenn die .e-Achse der positiven Normalen 

im Durchgangspunkte parallel gewählt wird , ergibt sich - von der 

Seite der negativen zur Seite der positiven Normalen gerechnet -, 
. a JJ a p aq aq . o2 v 
mdem noch -0 -- = r, -0 = -0 = s, -0 = t gesetzt wud: (Jt?. 

X y X Y s' 

. o2 v o2 V a'v 
sprmgt um 4nfr, 0~ 011 -um 4n{s, 01l -um 4nft, a~ab -um 

ar 02 V ar 02 V 
-4n ai' a'tlab -um -4TCay' ab" -um -4TC(.(r+t). 

Bei Einführung der eben gefundenen Sprünge liefert endlich die 

Gleichung (19) unmittelbar die Sprünge der zweiten Ableitungen des 

Potentials der Doppelbelegung W. Wenn die z- Achse der positiven 

Normalen im Durchgangspunkte parallel gewählt wird, ergibt sich 

- von der Seite der negativen - zur Seite der positiven Normalen 
· o2 w . 02 f a• w a2 f a2 w 

gerechnet-: -'11:2. sprmgt um 4n-a 2' (Jl:(J -um 4n-a a '-a 2 
us X s 1} X y lj 

a2r a•w ar ar , a2 w ar 
-um 4TC ay2 , a~ab -um 4TC ax r+ 4n ay .~, OTJ ab -um 4n a.x .c;+ 

ar a2 w ( a2 r a2 f) 
+4TCayt, ~-um -4n ax2 + a.t/ . 

Nur damit der Leser alles beisammen hat, mögen hier noch einige 

allbekannte Bemerkungen Platz finden. 
Für die Gültigkeit unserer Sätze 1, 2, 3 in der Umgebung eines 

Punktes P brauchen, wie schon in der Einleitung betont, die zuge

Mrigen Voraussetzungen nur für denjenigen Teil des Körpers, der 

Grenzfläche, der Belegungsfläche , der Belegung zuzutreffen, der in 

das Innere einer kleinen, P als Zentrum enthaltenden Kugel fällt. 

Denn das von der Belegung außerhalb der Kugel bewirkte Potential 

verhält sich ja im Inner n der Kugel regulär und analytisch. 
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Insbesondere geni:igt daher zur Sicherung der Stetigkeit der k-ten 
Ableitungen des Körperpotentiales in einem inner n Punkte die Vor
aussetzung der Stetigkeit der k -1-ten Ableitungen in der Umgebung 
dieses Punktes. Die im Theorem 1 noch über die Grenzflächen ge
machten Voraussetzungen treten eben nur beim Durchgang durch 
diese in Wirksamkeit. 

Es sei nun P ein innerer Punkt des Körpers G mit dem Poten
tial A (20); es sei ferner die räumliche Belegungsdichte fJ nebst ihren 
Ableitungen erster Ordnung in der Umgebung von P stetig. Man 
lege durch P eine beliebige Ebene, welche G in G, und G2 zerspalte. 
G, entspreche das Potential A, und G 2 - das Potential A 2 , so daß 
also A, + A. = A ist. Nun ist außerhalb G, L1A, = 0. Gemäß 
den oben angegebenen Grenzflächensprüngen der zweiten Ableitungen 
des Körperpotentials ist also der Grenzwert von L1Au wenn man aus 
dem Innern von G, nach P rii.ckt, gleich- 4:n:()/" Bei der Definition 
dieses Grenzwertes kann aber, da im I nnern von G, L1A2 = 0 ist, 
L1A1 durch LfA ersetzt werden, und da, wie wir vermöge des Theo
rems 1 von vorne herein wissen, .JA in P stetig ist, so ergibt sich 
die Po iss o n s c h e Differentialgleichung 1) 

.dA = -4:n:Qp· 

§ 6. Einige Verallgemeinerungen. 
Die Stetigkeit des Potentials der einfachen Belegung nebst dem 

~ 1 gegebenen Beweise bleiben offenbar bestehen, wenn die Funktion 
F als stetig, ihre Ableitungen erster Ordnung dagegen bloß als stii.ck
weise stetig vorausgesetzt werden. Letzteres bedeutet, daß das ebene 
Gebiet jxj < a, l!!l < a in eine endliche Anzahl von Stücken zerlegt 
werden kann, deren jedes von einer endlichen Anzahl stetig differcn
tiierbarer einfacher Kurvenstücke begrenzt ist, während in jedem ein
schließlich des Randes die ersten Ableitungen von F stetig sind. 

Gilt dasselbe fli.r die Flächen- und fi:ir die Belegnngsfunktion, so 
bleibt auch die Stetigkeit der Grenzwerte des Potentials der Doppel
belegung auf beiden Seiten der Belegungsfläche nebst dem § 2 ge
gebenen Beweise dafür unverändert bestehen. Obgleich nämlich dann 
die Funktion rp innerhalb T, Unstetigkeitsflächen ihrer ersten Ab-

1) Dieser Beweis der Poissonsrhen Diffcrentialglckhung findet sich bei A. Korn, 
l. c. p. 65. 
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Ieitungen aufweisen kann, bleibt der Greensehe Satz (2) doch für das 
Gebiet T1 gültig. Um das einzusehen, wende man den Greensehen 
Satz zunächst auf jedes Stetigkeitsstück der Ableitungen von rp ein
zeln an und addiere diese Gleichungen, indem man berücksichtige, 
daß die Oberflächenintegrale längs den inneren Unstetigkeitsflächen 
der Ableitungen von rp sich wegheben. 

Wir sehen also, daß unter diesen Voraussetzungen die genannten 
Sätze auch beim Heranrücken des Aufpunktes an Eckpunkte gültig 
bleiben. 

Auch die die höheren Ableitungen betreffenden Theoreme der 
§§ 3, 4, 5 bleiben offenbar alle nebst ihren Beweisen unverändert be
stehen, wenn bei Flächen- und Belegungsfunktion von den Ableitungen 
der höchsten in den Voraussetzungen geforderten Ordnung statt der 
Stetigkeit nur die stUckweise Stetigkeit im oben erklärten Sinne vor
ausgesetzt wird. 



Zu den Beweisen des Lindemannsehen Satzes. 
Von 

F. Schottky m Berlin. 

Die Behauptung, daß die Zahl n keine algebraische ist, läßt sich 
so aussprechen: Die Funktion sin (.-c) verschwindet außer für x = 0 
für keinen algebraischen Wert von x. Der Ausdruck von sin (.:r:) 

durch die Exponentialfunktion hat die Form r, /' ,')'; + y2 e:t2 x, er ist 

in dem allgemeineren enthalten 
r 

L( ) - "" :t,.x 
X - ~ 'J've ' 

V= 1 

wo .:t" l~, ... l,. unter einander verschiedene, r., '}'2 , ••• '}',. von 0 ver
schiedene algebraische Zahlen sind. Die Funktionen von .T, die sich 
so darstellen lassen, wollen wir L- Funktionen nennen; den Fall, wo 
1· = 1 ist, also der Ausdruck aus einem einzigen Gliede besteht, 
brauchen wir nicht auszuschließen. Es gilt der Satz: Jede L-Funk
tion verschwindet, abgesehen von x = 0, nur für transzendente Werte 
von .rc. Das ist nichts anderes, als das Lindemannsehe Theorem. Nach 

diesem Theorem hat L(l) = ~ '}', elv immer einen von 0 verschiedenen 
Wert, und ebenso L (Q ), wenn Q irgend eine von 0 verschiedene alge
braische Zahl ist. Wir bebalten indeß die Veränderliche x bei, weil 
der Beweis des interessanten Satzes durchweg klarer wird, wenn man 
mit Funktionen rechnet statt mit Konstanten. 

L(x) ist eine wirkliche Funktion von x, eine Konstante nur in 
dem äußersten Falle, wo 1' gleich 1 und l, gleich 0 ist. Sie i!'lt eine 
ganze Transzendente. Ihre Potenzentwicklung ist 
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wobei a"' gegeben ist durch die Summe: 
1' 

""' 1"' am = ~ 'J'vll.v • 
v=l 

Das ist im allgemeinen eine irrationale algebraische Zahl. Aber 
es gibt spezielle L, bei denen die am gewöhnliehe ganze Zahlen sind. 
Zu ihnen gehören sin (x) und cos (x), auch e"' kann man dazu rechnen; 
wir wollen sie Normfunktionen nennen. Die Bedingung aber, daß die 
am ganze Zahlen sein sollen, kann man durch folgende gleichwertige 
ersetzen: 

Ist L(x) eine Normfunktion, so stellt 
r 
~ 'Yv P(l.) 

V= 1 

immer eine ganze Zahl dar, wenn P(z) irgend eme ganzzahlige ganze 
Funktion von z ist. 

Eine ziemlich allgemeine Art, solche Normfunktionen zu bilden, 
ist folgende. Man denke sich irgend eine ganze ganzzahlige und 
symmetrische Funktion G von n Variabeln u,, u3 , ••• nn und setze, 
fiir v = 1, 2, ... n: u. = e 11"x. Die u betrachten wir hierbei ebenso 
wie x als unabhängige Veränderliche. Dann hat jedes Glied des 
Polynoms G die Form a e0"', wo a eine ganze Zahl ist und o eine lineare 
Funktion der u mit ganzzahligen Koeffizienten. Wir schrmben daher 
G = ~ a e'''c und ordnen dies nach Potenzen von x. Dann erhalten wir: 

= A x"' 
G = ~ -~-, 

m=O m. 

Am= ~ ao"'. 

Da G symmetrisch ist, so ist jedes Am eine ganzzahlige ganze sym
metrische Funktion der u. Setzen wir für die u algebraische Zahlen, 
speziell solche, für die das Produkt II(z- x) gleich einem Polynom 
mit ganzzabligen Koeffizienten ist, so werden die A"' ganze Zahlen. 
Also geht G in eine Normfunktion ii.ber - wenn es nicht identisch 
verschwindet. 

Wir nennen von zwei transzendenten ganzen Funktionen die 
eine durch die andere teilbar, wenn der Quotient wieder eine ganze 
Transzendente ist. Dann gilt der Satz: Jedes L(x) ist Teiler einer 
N ormfunktion. 

Um das zu erkennen, ist es nötig, dem Ausdruck 

L() _ ~ Äv.'r 
X - ~ 'Yv" 

v=l 

Festschrift Schwarz. 25 
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eine bestimmte Form zu geben und auf seine Koeffizienten und Ex
ponenten einzugehen. Wir setzen ,. größer als 1 voraus. Ist r = 1, 
besteht die Summe nur aus einem Gliede, so ist jede Funktion durch 
L(x) teilbar. 

Wir bestimmen zuerst eine ganze ganzzahlige Funktion f(z)~ die 
für z = l 17 l 2 , ••• l,. verschwindet, aber weder in diesen noch in andern 
Punkten von höherer als der ersten Ordnung. Die übrigen Wurzeln 
der Gleichung f (z) = 0 seien: l,.+11 l,.+2 , ••• il.,. Ist 

f(z) = mz"+m'z"-1 +m"z"-2 +etc., 

so ist m"-1 f(z) gleich g(mz) und g(z) wieder ein ganzzahliges Polynom 

g (z) = z" + m' z"-1 + mm" z"-2 + etc., 

in dem aber der Koeffizient der höchsten Potenz gleich 1 ist. Da 
f(z) in den n Punkten l,. verschwindet, so verschwindet .'J(z) in den 

Punkten m il. = "•• und es ist g (z) mit ll (z- "•) identisch. 
Wir führen ein, für v = 1, 2, ... n: 

1 
XX !X m 

e • = u., e • = u. , 

sodaß L (x) folgende Summe wird: 
1 

Wir denken uns weiter die Koeffizienten r. ausgedrückt durch 
eine einzige algebraische Zahl !h in der Form ganzer Funktionen mit 
rationalen Koeffizienten. Die Gleichung, der Q genügt, sei r:p (z) = 0; 
auch r:p (z) ist hierbei ein Polynom mit rationalen Koeffizienten, und 
zwar eins, das nicht in Faktoren von derselben Beschaffenheit zer
fällt. Jetzt haben wir: 

1 
r -

L(x) - ~ 1/J.(Q) u.m; 
V=1 

die Funktionen 1/J.(z) haben mit cp(z) keinen Teiler gemeinsam; es 
verschwindet daher 1/J.(z) für keine Wurzel der Gleichung r:p (z) = 0. 

Von der Summe L(x) gehen wir zu einer allgemeineren über. 
Wir setzen in ihr für Q irgend eine Wurzel der Gleichung r:p (z) = 0, 
für H 1 , ••• n,. irgend r der Größen u1 , U2 , •• ; u., in beliebiger Reihen
folge, endlich multiplizieren wir noch jedes Glied mit einer beliebigen 
m-ten Wurzel der Einheit. Wir bekommen so ein bestimmtes System 
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von L- Funktionen. L (x) selbst gehört dazu; das Produkt aller, die 
dreifache Norm von L(x), bezeichnen wir mit II(L). Dies ist offenbar 
gleich einer ganzen symmetrischen Funktion von u,, u2 , ••• un mit 
rationalen Koeffizienten. Durch Multiplikation mit einer ganzen Zahl 
]{ bewirken wir, daß die Koeffizienten ganze Zahlen werden: 

]{ II(L) = G(un u., ... un)· 

Da u. = en.x ist, und II(z- x.) ein ganzzahliges Polynom, so ist 
dies eine Normfunktion. Wir nennen sie N(x). Identisch 0 kann s1e 
nicht sein, da kein Faktor von II(L) identisch 0 ist. 

Lassen wir den Faktor L (x) fort, so bleibt eine transzendente 
ganze Funktion L, (x) übrig, und es ist N(x) gleich dem Produkte 
von L(x) und L,(x). Es ist daher auch N(1) gleich L(1)L,(1), und 
es kann L (1) nicht gleich 0 sein, wenn N ( 1) von 0 nrschieden ist. 
Die Aufgabe, den allgemeinen Lindemannsehen Satz zu beweisen, ist 
dadurch auf die speziellere zurliekgeführt: es ist zu zeigen, daß Norm
funktionen fii.r x = 1 nicht verschwinden können. 

Wir nehmen jetzt an, ~ r. /• x sei eine N ormfunktion. Ihren 
Wert fii.r x = 1 bezeichnen wir mit N: 

Wir bilden wie vorhin die ganze ganzzahlige Funktion tt = f(z), 
die für z = Ä,, ),2 , ••• Ä, verschwindet und keine Nullpunkte von höherer 
als der ersten Ordnung besitzt, fügen aber die Bedingung hinzu, die 
sich leicht erfüllen läßt: f(z) soll auch für z = 0 verschwinden. Wir 
stellen weiter auf: 

V = tt" h. 

Dabei soll " irgend eine positive ganze Zahl bedeuten, n den Grad 
von u, und h die ganze Funktion n - 1-ten Grades: 

h = C0 + C1 Z + · · · + Cn-l Zn-l. 

Die c betrachten wir als willkUrliehe Größen. Ferner sei w die 
Summe von v und allen Ableitungen von v, sodaß 

dw 
w = v+-1-, GZ 

ist; P endlich sei die durch "! dividierte x-te Ableitung von w: 

1 .d"w 
p = --'.-. 

x! dz" 
25* 
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Dieses P ist abhängig von z und den Größen c, und zwar ist P 
linear und homogen in den c. Wir schreiben: P = P(z; c). 

Bei ganzzabligen Werten der c aber sind nicht nur v und w 
ganzzablige Polynome, sondern auch P; denn P ist der Faktor von 
t" in der Entwicklung von w (z + t) nach Potenzen von t. Wenn wir 
daher die Summe bilden: 

~ r"P(l", c) = D(c), 

so ist dies eine lineare homogene Funktion der c und bei ganzzahligen 
Werten der c eine ganze Zahl; es ist also D (c) eine lineare Funktion 
der c mit ganzzahligen Koeffizienten. Daß nicht alle Koeffizienten 
gleich 0 sind, wird bewiesen, indem man spezielle Werte der c angibt, 
für die D(c) von 0 verschieden ist. Der Beweis gestaltet sich so: 

Die Differenz w- diw = v, oder w- w', ist durch u", alle ihre ( z 
Ableitungen bis zur "- 1-ten: w'- w", ... w<"-1>- w1" 1 sind durch u teil-
bar. Wäre w1" 1, das gleich x I P ist, durch u teilbar, so wären es auch 
die vorangehenden Ableitungen von w, und w selbst. Dann aber wäre 
w durch u"H teilbar, und das ist unmöglich. Denn w ist von dem
selben Grade wie v, also von niedrigerem als u"+~. 

Hieraus folgt, daß P(z, c) nicht durch u teilbar ist, welche Werte 
die c auch haben mögen. Wir wählen die c so, daß P in allen von 
A-1 verschiedenen Nullpunkten von u verschwindet; dies gibt nur n -1 
lineare homogene Gleichungen zwischen den n Größen c. Dann ist 
P(l., c) sicher von 0 verschieden, sonst wäre P durch u teilbar. Wenn 
aber P(A-11 c) von 0 verschieden ist, während P(A-2 , c), P(l8 , c) etc. gleich 
0 sind, so hat ~ r" P(l", c) = D(c) einen von 0 verschiedenen Wert. 
Damit ist bewiesen: 

D(c) ist eine lineare homogene Funktion der c, deren Koeffizienten 
ganze Zahlen u~d nicht sämtlich 0 sind. 

Wir bilden die Differenz: 

D(c)- N P(O, c) = Ll(c). 

Dies ist eine lineare Funktion der c, von der sich zeigen läßt, daß 
sie, wenigstens bei hohen Werten von x, von D(c) verschieden ist. 
Ll(c) wird dargestellt durch die Summe: 

Ll(c) = ± r"el"(P(l",c)e-l"-P(O,c)), 
V= 1 

die wir umformen. Aus der Definition von w folgt, daß w gleich der 
Summe von v, den " - 1 ersten Ableitungen von v und einem Rest 
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ist; der Rest ist gleich der x-ten Ableitung von w, also gleich "! P. 

In den Nullpunkten von u, zu denen 0 und .Ä" gehören, verschwindet 

alles bis auf den Rest. Es ist daher w (0) gleich "! P(O, c), und das 

entsprechende gilt für z = l.. Demnach ist: 

"! {P(.Ä", c) e -l"- P(O, c)) = w (Ä.") e -l.- w (0). 

Der Ausdruck rechts ist gleich dem Integral 

l l" 
-

0 
ve-•dz·, 

da v e-• der Differentialquotient von - w e-• ist; wenn man fiir v 

seinen Wert u" h einsetzt, so erhält man: 

r il" n" l -z 
Ll(c)=- ~ -Th·r"e" dz. 

v=l 0 "· 

Hier ist h = C0 + C1 z + etc.; den Koeffizienten von ~" m der Linear
form Ll(c) erhält man also, indem man in dem aufgestellten Ausdruck 

den Faktor h durch z·" ersetzt. 1\'lan sieht unmittelbar, daß in allen 

diesen Integralen die zu integrierende Funktion unendlich klein wird 

mit wachsendem "; es ist demnach möglich, die Zahl " so zu wählen, 

daß alle Koeffizienten von L1(c) kleiner als 1 sind. Dann ist die 

Linearform L1(c) sicher von D(c) verschieden, denn die Koeffizienten 

von D(c) sind alle ganze Zahlen und nicht alle gleich 0. Aus der 

Gleichung NP(O, c) = D(c)- L1(c) schließen wir jetzt, daß N von 0 

verschieden ist. 
Hiermit ist der Beweis geliefert für den allgemeinen Lindemann

seheu Satz. Die 1\'lethode steht in engem Zusammenhang mit der, die 

Hermite in seiner Abhandlung "Über die E'Xponentialfunktion" ent

wickelt hat, es treten aber Ideen von Lindemann und auch eine von 

W eierstraß hinzu. Es existieren noch andere spätere Beweismethoden, 

die in diesem oder jenem Punkte von der ursprünglichen abweichen. 

Welches die einfachste ist, ist eine schwer zu beantwortende Frage. 

Hier muß jeder filr sich urteilen; ich sage wie Lagrange: "Qu'on juge". 

Als die Hauptsache an dem von Lindemann aufgestellten und bewiesenen 

Satze betrachte ich,. daß in ihm der Grund angegeben ist, warum sich 

des Zirkels Viereck nicht finden ließ. Daß das Problem der Quadratur 

des Zirkels ein unlösbares sei, haben wohl schon vor Lindemann die 

Mathematiker mit ziemlicher Gewißheit angenommen. Aber es ist 

schön, daß einleuchtende Beweise dafür vorhanden sind. 



Beweis des Satzes, daß die Entfernungen 
eines Punktes von drei gegebenen Punkten 
die kleinste Summe aufweisen, · wenn sie 

miteinander gleiche Winkel bilden. 
Von 

Lothar v. Schrutka m Briinn. 

In den folgenden Zeilen soll ein Beweis des bekannten Satzes 
gegeben werden, daß das Minimum der Summe der Entfernungen von 
drei gegebenen Punkten in dem Punkt eintritt, für den diese drei 
Entfernungen gleiche Winkel (die also je 120° betragen) miteinander 
einschließen oder, anders ausgedrückt, von dem aus gesehen die drei 
V erbindungsstrecken der gegebenen Punkte gleiche scheinbare Größe 
besitzen 1). Die Methode des Beweises hat große Ähnlichkeit mit der 
von H. A. Schwarz beim Satz vom Höhenfußpunktdreieck auge
wandten (Gesammelte Abhandlungen, II. Band, S. 344-345, zuerst in 
Jako k Steine r s gesammelten Werken, II. Band, S. 728-729 ver
öffentlicht). 

Es seien A, B, C die drei gegebenen Punkte. Man wähle einen 
beliebigen Punkt ( 0' in der Figur), ziehe von ihm aus die Verbindungs
strecken nach A, B und C und errichte über diesen, immer in dem
selben Drehungssinn, gleichseitige Dreiecke. Nun werde die ganze 
Figur um den Mittelpunkt eines dieser Dreiecke (C'C B" in der Figur) 
durch den Winkel von 120" gedreht, sodaß es mit sich selbst zur 

1) Dieses Minimumproblem ist bereits oft behandelt worden; es seien hier nur 
einige Stellen, ins besondere solche, die weitere Literaturausgaben vermitteln, genannt: 
Jakob Stein er, Gesammelte Werke, II. Band, S. 729-731; A. Fuhrmann, Bau
wissenschaftliche Anwendungen der Differentialrechnung, § 72; F. DingeIde y, Samm
lung von Aufgaben zur Anwendung der Differential- und Integralrechnung, I. Band, 
S. 6; R. Sturm, Maxima und ·Minima in der elementaren Geometrie, § 8. 
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A" 

.4 

daher 

und ebenso 

daher 

Da ferner 

Deckung gelangt. Dann werde das 
V erfahren noch zweimal mit den 
beiden übrigen gleichseitigen Drei
ecken wiederholt. Die Punkte A, 

B, C kommen dabei in die Lagen 

A', B', C'; A", B", C"; A"', B", C"'. 

Der Gesamteffekt der drei Dre
hungen ist eine 'Translation. Diese 
Translation ist nun von der Wahl 
des Punktes C' völlig unabhängig. 
Um dies zu zeigen, braucht nur 
nachgewiesen zu werden, daß der 
Punkt A"' bei jeder Lage von C' 

erhalten wird. A"' ist aber der 
dritte Eckpunkt des über B C er-
richteten gleichseitigen Dreiecks 
(das in der Figur, um sie nicht zu 
überladen, nicht eingezeichnet ist) . 
Es ist nämlich 

BC'#A"'B', 

BA"'= B'C' = BC, 

CB"#A"'C", 

CA"' = B"C" = BC. 

C'B" = C'C und B"A'" = C'B 
ist, so ist der gebrochene Linienzug 

AC'B"A"' 
gleich de~ Summe der Entfernungen des Punktes C' von den Punkten 
A, B und C. Diese wird daher am kleinsten werden, wenn die drei 
Stücke AC', C'B" und B"A"' in eine Gerade fallen, oder wenn die 
Winkel AC' B, BC'C, CC'A sämtlich gleich 120° sind 1). 

Hierbei ist stillschweigend vorausgesetzt, daß C' in das Innere des 
Dreiecks ABC falle, dieses also keinen Winkel hat, der mehr als 
120° beträgt. Bekanntlich gilt ja der Satz auch nur für diesen Fall. 

1) Daß das Minimum der Entfernungssumme gleich A A"' ist, ist bekannt, siehe 
etwa l't. Sturm, a. a. 0. 



Über die Entwicklung einer gegebenen 
Funktion nach den Eigenfunktionen eines 

positiv definiten Kerns. 
Von 

I. Schur in Bonn. 

In dieser Arbeit soll ein Satz aus der Theorie der Integral
gleichungen abgeleitet werden, der eine nicht ganz naheliegende Ver
allgemeinerung eines von Herrn E. Schmidt 1) bewiesenen Satzes dar
stellt. In enger Beziehung zu diesem Satz steht ein wichtiges Re
sultat iiber positiv definite Kerne, das man Herrn J. Mercer ~) ver
dankt. Für den lVIercerschen Satz hat Herr Kneser 3) vor kurzem 
einen neuen, sehr durchsichtigen Beweis angegeben. Am Schluß der 
Arbeit zeige ich, daß der Knesersche Beweis sich in einem Punkte 
noch etwas vereinfachen läßt. 

§ 1. 
Ein im Bereiche 

(1) 

definierter reeller symmetrischer Kern K(s, t) heißt positiv definit, 
wenn das Integral 

J(:c) = Jb Jb K(s, t)x(s)x(t)dsdt 
a a 

1) Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Intcgralgiei
c h u n g c n, I. Teil, Math. Annalen, Bd. 63, S. 433. 

2) Fun ct i o n s o f positive an d negative type, an d t h e i r c o n n e c
t i o n w i t h t h e t h e o r y o f in t e g r a I e qua t i o n s, Philosophicai Transactions of 
the Royal Society of London, Serie A, Bd. CCIX (190D), t>. 415. 

3) Be I astet c In t e g r a I gleich u n g e n, Rendieanti del Circolo Matematico 
di Palermo, Bd. XXXVII (1Dl4), S. 169. 
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für jede reelle stetige Funktion x(s) einen nicht negativen Wert 

erhält. Dies ist nach einem von Herrn Hilbert 1) herrührenden Satze 

dann und nur dann der Fall, wenn die sämtlichen Eigenwerte von 

K (s, t) positiv sind. Eine Ausnahme bildet nur der im folgenden 

ebenfalls als positiv definit anzusehende Kern K(s, t) = 0, der i.iber

haupt keine Eigenwerte besitzt. 
Ist der positiv definite Kern K (s, t) stetig und bilden die (stetigen) 

Funktionen rp, (s), rp2 (s), ... ein vollständiges System von normiert or

thogonalen Eigenfunktionen des Kerns , die zu den Eigenwerten 

l., Ä.2 , ••• gehören, so besteht. die Gleichung 

(2) K (s, t) = ~ rp. (s) fJJv(t) , 
'V= 1 l. 

und zwar ist die rechts stehende Reihe im Bereiche (1) absolut und 

gleichmäßig konvergent. Dies ist der Inhalt des l\Iercerschen Satzes. 

Es bedeute nun F(s, t) eine im Bereiche (1) definierte reelle und 

beschränkte Funktion, die folgenden Bedingungen genügt: 
1. Für jedes s ist F(s, t) als Funktion von t und fiir jedes t alr,; 

Funktion von s im Riemannschen Sinne integrierbar. 
2. Die Integrale 

rb rb 
G (s, t) = J~ F(s, u) F(t, u) du, G (s, t) = J~ F(u, s) P(n, t) du 

a a 

sind stetige Funktionen der beiden Variabeln s und t. 
Fiir jede im Intervall a < t < b integrierbare Funktion h (t) sind 

dann 

g(s) = .[bF(s,t)h(t)dt, ?J(s) = .[bF(t,s)h(t)clt 
a a 

stetige Funktionen von s. Denn aus 

g (s')- !J (s) = ib f F(s', t)- F(s, t)] h(t) dt 
a 

folgt auf Grund der bekannten Ungleichheit, die man Herrn H. A. 

Schwarz verdankt, 

l'b Jb !g(s')-g(s)]'<J [F(s',t)-F(s,t)]"dt. h2 (t)dt 
a a 

b 
= [G (s', s')- 2G (s', s) + G ls, s)]. [ h2 (t) dt. 

1) Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integral
gleichungen, erste.Mitteilung, Göttinger Nachrichten 1904, 8.49. 
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Da nun G (s, t) eine stetige Funktion sein soll, so ergibt sich hieraus, 
daß g(s')- g(s) sich dem Grenzwert Null nähert, wenn s' gegen s 
konvergiert. Ebenso schließt man auf Grund der Stetigkeit von 

G (s, t), daß auch !} (s) eine stetige Funktion von s ist. 
Ist n eine ganze Zahl und setzt man 

b-a 
sa = a+a--, (a = 1,2, ... ,n) n 

so wird ferner 

f. bf.b (b _ a)• n 
G(s,t)x(s)x(t)dsdt = lim -n2-~1 G(sa,s,~)x(sa)x(s(i) 

a a n== a,ß 

(b-a)"f.b( n )" = lim --.-. ~ F(sa, u)x(s") du> 0. 
n== n a a=l 

Daher ist G (s, t) ein positiv definiter Kern. Dasselbe gilt fiir G (s, t). 
Es besteht nun folgender Satz: 

I. Es sei H ( s, t) ein b e 1 i e b i g er stetiger, positiv d e f i
niter Kern, ferner sei g(s) eine in der Form 

g(s) = J.b F(s, t)h(t)dt 
a 

darstellbare Funktion; hierbei kann h(t) eme beliebige 
in tegrier bareFunk tion bedeuten. BildendieFunktionen 
g>1 (s), g>2 (s), ... ein vollständiges System von normiert or
thogonalen Eigenfunktionen des (ebenfalls stetigen, po
sitiv definiten) Kerns 

K(s, t) = G(s, t) + H(s, t), 

so besteht die Gleichung 

g(s) = v~l f!lv(s) ib g(t)g>,.(t)dt 

und die rechts stehende Reihe ist für a<s<b absolut 
und g 1 eichmäßig k o n v er g e n t. 

Diesen Satz hat für den Fall H(s, t) = 0 bereits Herr Schmidt 
(a. a. 0., § 16) bewiesen und hieraus geschlossen, daß fiir den Kern 
]( (s, t) = G (s, t) die Gleichung (2) besteht. 

Der Satz I läßt sich noch verallgemeinern: 

II. Es seien 

F 1 (s, t), F 2 (s, t), .•. 
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unendlich viele Funktionen von s und t, die sämtlich den
selben Bedingungen geniigen wie die vorhin betrachtete 
Funktion F(s, t). Man setze 

G_u(s,t) = J.bl'~,(s,u)~u(t,u)du 
a 

und nehme an, daß die Reihe 

(3) G, (s, t) + G2 (s, t) + · · · 

im Bereiche (l) gleichmäßig k on ver giert. Es mögen fer
n er, wenn H(s, t) ein beliebiger stetiger, p osi ti v definiter 
Kern ist, die Funktionen 

rp,(s), rp2 (s), 

ein vollständiges System von normiert orthogonalen 
Eigenfunktionen des (stetigen, positiv definiten) Kerns 

(X) 

K(s, t) = ~ G1,(s, t) + H(s, t) 
~~>=1 

bilden. Sind h,(t), h,(t), ... beliebige reelle, im Intervall 
a < t < u integrierbare Funktionen, fii.r welche die Reihe 

f\~(t)dt+ f\!(t)dt+ ... 
a a 

konvergent ist, so konvergiert auch die Reihe 

g (s) = ~ fb ~" (s, t) h1, (t) clt 
~~>=1 a 

im Inter v a 11 a < s < b ab so 1 u t und g 1 eich mäßig. Diese 
(stetige) Funktion g(s) ist in der Form 

g (s) = v ~ 1 rp.(s) ib g (t) rp.(t) dt 

darstellbar, und zwar ist auch diese Reihe im Intervall 
a<s<b absolut und gleichmäßig konvergent 1). 

1) Der Satz bleibt auch richtig, wenn nur vorausgesetzt wird, daß h1 (t), h2 (t), ... 
Funktionen sind, die nebst ihren Quadraten im Lebesgueschen Sinne summabei sind. 
In ähnlicher Weise lassen sich auch die Bedingungen, denen die Funktionen Fu (s, t) 
zu unterwerfen sind, erweitern. · 
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§ 2. 

Der Beweis des Satzes !I, in dem der Satz I offenbar als Spezial
fall enthalten ist, erfordert eine Hilfsbetrachtung. 

Es seien 
(tL = 1, 2, ... , m) 

m n im Intervall a < s < b definierte Funktionen, von denen nur 
etwa vorausgesetzt zu werden braucht, daß sie in jedem Intervall 

a < a' < s < b' < b integrierbar sind, und daß die Integrale J b 1/J~.(s) ds 
a 

endliche Werte haben. l\'Ian setze 

(a, ß = 1, 2, ... , n) 

und wähle eine positive Zahl lJi, sodaß fi.i.r jedes System reeller 
Zahlen X1 , X2 , ••• , X 11 

(4) 

wird. Sind ferner h. (s ), h2 ( s ), ... , h,. (s) Funktionen, die denselben Be-
dingungen geniigen wie die Funktionen '1/J.u.(s), so se1 

f b 111 
<1<> _ l ( ) .J, ( ·) l , _ "i;' <,u> q,. - /~" S 'l',u~ :,; l S, q. - ..&..J q. , 

a 11-=1 

Ich behaupte, daß dann 

(5) 
n m fb 
~ q! < M ~ 1~,~(s)ds 

v=1 11-=1 a 
ist 1). 

Der Beweis ist leicht zu führen. 1\lan betrachte nämlich den 
Ausdruck 

m ib [ 1 n ]' J = ~ h,u(s)- M ~ f]"'I/J,u"(s) ds. 
11-=1 a v=1 

1) Für m = 1 findet sich diese Formel bereits in der Arbeit Biorthogonal 
systems of functions' von Anna Johnson Pell, Transactions of the Arnerican Ma
thematical Society, Bd. 12 (1911), S. 135. 
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Hieraus folgt auf Grund der Ungleichheit (4) 

m ib 2 n M n 
J< ~ ~~~(s)ds- M ~ q!+ M2 ~ q~ 

11-=1 a v=l v=1 

und dies liefert, da J > 0 ist, die zu beweisende Formel (5). 
Bemerkenswert ist insbesondere der Fall 

a = 0, b = 1, m = 1, t/J1v(s) = s•·-1• 

Dann wird ca'l = ~ -1- und für M kann, wie groß auch n sei, 
I tx+ -

die Zahl ~ gewählt werden 1). Daher ist, wenn h (s) eine beliebige 

Funktion bedeutet, die den vorhin genannten Bedingungen genügt, 

~ [J1s'"-1 h(s)dsJ 2 <~1 1 h2 (s)ds. 
v=O 0 0 

Hieraus folgt, daß die Reibe 

~ [i\• h(s) ds]
2 

'IJ=Ü 0 

konvergiert und höchstens gleich~ fo\ 2 (s)ds ist. 

§ 3. 

Um den Beweis des Satzes II etwas übersichtlicher zu gestalten, 

führe ich einige abkürzende Bezeichnungen ein. Ich setze 

i b b 
F(s, t)h(t)dt = F(h), 1 F(t, s)h(t)dt = F'(h); 

a a 

ferner verstehe ich, wenn cp (s) und t/J (s) zwei Funktionen sind, unter 

[ cp, t/J] das Integral 

[cp, t/J] = Jb cp (s) tfJ(s) ds. 
a 

Die Gleichung 

jb cp (s) ds jb F(s, t) tjJ (t) dt = jb t/J(t) dt jb F(s, t) cp(s) ds 2) 

a a a a 

1) Vergl. meine Arbeit Be rn e rku n g e n zur Theorie der beschränkten 
B i I in e a r f o r rn e n rn it u n e n d Ii e h v i e 1 e n V e r ä n d er 1 i c h e n , J ourna1 fiir die 

r. u. a. Mathematik, Bd. 140, S. 1. 
2) Genügt F(s, t) den in § 1 gernachten Voraussetzungen und sind die Funktionen 

IJI und 1/J beschränkt und integrierbar, so ist diese Gleichung gewiß richtig. Vergl. 



398 I. Fichut: 

kann dann in der Form 

[rp, F(w)] = JF'(rp), 1/1] 

geschrieben werden. Speziell wird 

(6) [F'(g;), F'(?/1)] = [rp, F(F'(w))] = [q;, G(?/1)], 
wo 

G (1/1) = lb G (s, t) 1/J (t) dt, G(s,t) = jbF(s,tt)F(t,n)du 
a 

zu setzen ist. 
Unter Beibehaltung der bei der Formulierung des Satzes II ein

geführten Bezeichnungen setze man noch 

sodaß also die Reibe 

(7) 

als konvergent anzunehmen ist. Da nach der Schwarzsehen Ungleich
heit 

[ lb p;, (s, t) 11:" (t) dt r < r, .. 1b ~.~(s, t) dt = r, .. G, .. (s, s) 

ist, so erhalten wir für p < q 

q lib I q RP. q = ~ F;, (s, t) 1~ .. (t) dt I < ~ Vr," G, .. (s, s) 
~=P a ~=P 

und also 

(8) 
q q 

R!. 9 < ~ r"· ~ G .. (s, s). 
~=p p.=p ' 

Aus der vorausgesetzten Stetigkeit der Funktionen G" (s, t) und 
. q 

der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe (3) folgt, daß ~ G," (s, s) 
~~p 

unterhalb einer von s, p und q unabhängigen Schranke bleibt. Da 
außerdem die Reibe (7) konvergent sein soll, so ergibt sieb aus (8), 
daß die Reibe 

,q (s) = ~ Jb p;, (s, t) 1~ .. (t) dt = ~ F;, (h; .. ) 
p.=l a ~=I 

h Lichtenstein, Ü b e r d i e In t e g r a t i o n ein e s h e s t i m m t e n I n t e g r a I s n a c h 
einem Parameter, Göttinger Nachrichten 1910, S. 468~ 
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für a < s < b absolut und gleichmäßig konvergent; g (s) ist daher eine 
stetige Funktion von s. 

Ist nun cp,(s) eine der Eigenfunktionen von K(s, t), so wird 

i b = = 
[g, cp,,] = g(t)cp,(t)dt = ~ [F;,(h,u), IJ!v] = ~ [h,u, F;:(cpv)]. 

a fL=1 fL=1 

Setzt man, wenn IJ!v(s) zum Eigenwert Av gehört, 

b 
VA-vFf.(cp,,) = VA-v 1 F;,(t, s)cp.(t)dt = ~uv(s) 1), 

so wird also 
= 

VA-v [g, cp,,] = ~ [hu, 'lfiuv]. 
IL = 1 , , 

Die Funktionen 'l/1111, sind bierbei reell, da l,, als Eigenwert des positiv 
definiten Kerns ]( (s, t) positiv ist. Ist ferner 

c~;J = Jb ~ua(s)'lfi,uil(s)ds = ['l/1,'"" 'lf!,"ß], (a, ß = 1, 2, ... ) 
a 

so wird (vergl. Formel (6)) 

(9) c~] = VlaA-p[~;,(cpa), F;,(cp(i)] = \IAaA:;[cp(<, G;u(cpfl)]. 

Es sei nun m eine beliebige positive ganze Zahl. Man setze 

1n = 
P(s,t) = ~ G"(s,t), Q(s,t) = ~ G1,(s,t)+H(s,t), 

fL=1 fL=m+l 

sodaß also 
J((s,t) = P(s,t)+Q(s,t) 

wird; hierbei sind offenbar auch P(s, t) und Q (s, t) positiv definite 
Kerne. Wir erhalten aus (9) 

m 
Ca,l = ~ c;;;J = VA-a Aß [cpa, P(cpfi)] 

fL=1 

= YA-a Aldcpa, J((cpß)]- VAaAß [cpa, Q(cpl;)]. 
Da aber 

und 

1) Vergl. Schmidt, a. a. 0. § 14. 
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gleich 0 oder 1 ist, Je nachdem a von ß verschieden oder gleich ß 
ist, so ergibt sich 

wo 

ba{J = Vl:"il11[cp"' Q(cp)] = Vilail,~ lb lb Q(s, t) cp"(s)rp11 (t)clsdt 
a a 

zu setzen ist. Sind nun X1 , x~, ... , xn beliebige n reelle Gr<ißen, so 
wird 

n 
~~ ca(l X" XfJ = ~ x~,- ~~ ba(l x" x,1• 
a, (3 ' « = 1 a, (3 

Es ist aber, wenn 
n 
~ vJ..-:x" cpa(s) = x(s) 

a=l 
gesetzt wird, 

Dieser Ausdruck ist, da Q (s, t) ein positiv definiter Kern ist, nicht 
negativ. Daher ist 

Hieraus folgt auf Grund des in § 2 Bewiesenen, daß 

n ( m )2 m 
~ ~ [h;"'~"'.] < ~ 'ru 

v=l 11-=1 11-=1 

ist. Läßt man m über alle Grenzen wachsen, so erhält man 

n ( oo )2 oo 
~ ~ [h;u! 1/11 .. .] < ~ 'ru 

v=l 11-=l 11-=1 

oder, was dasselbe ist, 
n 
~ il,. [.q, cp,,Y < y. 

v=l 

Da dies fiir jedeR n gilt, so ist die Reihe 

00 

(10) ~ il,. [.q, cp,y 
V= 1 

konvergent und höchstens gleich y. 
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Die zu betrachtende Reihe 

oo rb oo 
(11) v~ 1 cp.(s) Ja g(t)cp"(t)dt = v~ 1 cp.(s).[g,cp,:l 

läßt sich nun in der Form 

~ cp.(s) "f"[ ] 
V~ 1 vr: . V V g, cp" 

schreiben. Es ist daher, wenn p und q > p zwei ganze Zahlen sind, 

( 
q ,2 q ~() q 

n;,f[ = ~ lcp,,(s). [g, cp"]l) ::::::. ~ cp~ I; • ~ ll,.[.q, cp,.Y, 
V = 1J V = 1J 11.,, V = jJ 

Nach dem Mercerschen Satz ist 

T.'( ) ~ IP!(s) A s,s = ...:;., 
V= 1 ).,. 

und daher ist, wenn k das Maximum der stetigen Funktion J( (s, s) 
bedeutet, 

q n;, 1 < k ~ ll,.[.rt, cp.J2 .. 
v=p 

Aus der Konvergenz der Reihe (10) ergibt Rieb daher, daß die Reihe 
(11), wie zu beweisen ist, im ganzen Intervall a < s < b absolut und 
gleichmäßig konvergent ist. 

Daß die durch diese Reihe dargestellte Funktion gleich q (s) ist, 
beweist man folgendermaßen (vergl. Schmidt, a. a. 0. § 16). Man setze 

00 

(12) ~ cp,.(s) [g, tp.] = f(s). 
V=! 

Wegen der gleichmäßigen Konvergenz der links stehenden Reihe und 
der Stetigkeit der Funktionen cp.(s) ist f(s) eine stetige Funktion. 
Ist " ein beliebiger Index, so darf die mit cp,. (s) multiplizierte Reihe 
gliedweise integriert werden. Da (cp,, cp,.] gleich 0 oder 1 ist, je nach
dem v =f u oder v = u ist, so erhält man 

[{, cp,.] = [g, cp,.] (u = 1, 2, ... ) 

Ist daher p (s) = g (s)- f(s), so wird für jedes u 

(13) [p, cp,.] = 0. 

Nach einem bekannten Satze (verg1. Schmidt, a. a. 0. § 9) folgt hieraus 

b f K(s, t) p(t) dt = 0. 
a 

Festschrift Schwarz. 26 



402 1. Schur: 

Daher ist auch 

l blb = lblb K(s, t)p(s)p(t)dsclt = ~ G,"(s, t)p(s)p(t)dsdt 
a a fL-l a a 

+ jb J b H(s, t) p (s) p (s) ds dt 
a a 

gleich Null. Da die rechts auftretenden Summanden jedenfalls nicht 
negativ sind, so muß insbesondere für jeden Wert von p, 

1b [b G,"(s, t)p(s)lJ(t)dsdt = .{" [{b F(s, u)p(s)dsJdu = 0 

sem. Folglich ist fii.r jeden Wert von p, 

lb F," (s, t) }J (s) ds = ~1, (Ji) = ·0. 
(t 

Hieraus ergibt sich, da 

= 
rJ(s) = ~ F"(h,) 

fL= 1 ' . 

iRt und die Reihe gleichmäßig konvergiert, 

= = 
f.q, p] = ~ [F,Jhu), p] = ~ [h"' F,', (p)] = 0. 

fL=l ' ' !L=l ' ' 

Andererseits folgt aus (12) und (13) auch 

= [(', p] = ~ [p, 'Pv] • [.q, 'Pvl = 0. 
v=l 

Daher ist 

J.b p2 (s) ds = [p, p] = [.q- (', p] = [.q, p]- [(', p] = 0, 
(t 

folglich muß die Funktion p (s), da sie als Differenz der Funktionen 
f'(s) und g(s) stetig ist, identisch verschwinden. Es ist also in der 
'rat f'(s) = g (s). 

Hiermit ist der Satz II vollständig bewiesen. 

§ 4. 

Ich will noch auf einige Anwendungen der Sätze I und II auf
merksam machen. 

Man verstehe unter F(s, t) diejenige Funktion, die fiir s < t gleich 
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0 und für s > t gleich 1 ist. Dann wird 

G (s, t) = Jb F(s, ~t) F(t, u) du = Min (s- a, t- a) 
a 

und 

G (!!, t) = ib F(n, s) F(u, t) du. = Min (b- s, b- t). 
lt 

In der Form 

g(s) = JbF(s,t)h(t)dt = J 8 h(t)dt 
a a 

ist ferner gewiß jede Funktion darstellbar, die fii.r s = a verschwindet, 

im Intervall a < s < b stetig ist und eine stetige Ableitung besitzt. 

Eine Funktion dieser Art ist daher nach Satz I, wenn H(s, t) einen 

stetigen, positiv definiten Kern bedeutet, nach den Eigenfunktionen 
des Kerns 

J((s, t) = Min (s- a, t- a) + H(s, t) 

entwickelbar. Ebenso folgt aus 

iJ (s) = Jb F(t, s) h (t) dt = Jb h (t) dt, 
a s 

daß jede Funktion, die für s = b ve~schwindet, im Intervall a < s ,:'5 b 

stetig ist und eine stetige Ableitung besitzt, sich nach den Eigen

funktionen des Kerns 

J( (s, t) = Min (b- s, b- t) + Il(s, t), 

entwickeln läßt. Die Reihenentwicklungen sincl in beid,en Fällen ab

solut und gleichmäßig konvergent. 
· Um eine Anwendung des Satzes Il zu erhalten, wähle man 

lt = o, b - 1 
und setze, wenn 

00 

zwei Folgen reeller Größen sind, fii.r welche die Reihen ~ a~ und 
00 

'11=1 

~ b! konvergieren, 
'11=1 

F,,(s,t) = C(.1,\j2p,-l.s1'-'t"-', h,"(t) = b.uV2p,-l.t"-'. 

Dann wird 

G1, (s, t) - a~, s1'-' ti<-~, ll F,; (.~, t) h 1, (t) dt = a1, b." s,._,. 

26* 
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Daher ist die Funktion 
= 

g(s) = ~ a1,b,.s~-'-1 

~I-=1 

nach den Eigenfunktionen des (im Bereiche 0 < s < 1, 0 < t < 1 zu 
betrachtenden) Jeerns 

= 
K(s, t) = ~ a~. s1'-1 t 1<-~ + R (s, t) 

~I-=1 

in Form einer absolut und gleichmäßig konvergenten Reihe entwiekel
bar. Hierbei kann ll (s, t) wieder ein beliebiger stetiger, positiv defi
niter Kern sein. 

Ich möchte noch darauf hinweisen, daß in dem Satz I ein be
kanntes wichtiges Resultat aus der Theorie der Fouriersehen Reihen 
als Spezialfall enthalten i>1t. Wir werden hierbei nur den von Herrn 
Schmidt behandelten Fall 11 (s, t) = 0 zu betrachten haben. 

Man setze nämlich 

a = 0, b = 211: 

und betrachte eine fii.r alle x definierte Funktion f(x), die die Periode 
211: besitzt und im Intervall 0 < x < 211: im Riemannschen Sinne inte
grierbar ist. Setzt man 

f(.r,) = fo 2
n f(x+u)f(u)dtt = fo 2

n f(n)f(-x+n)rlu = f(-x), 

so ist diese Funktion bekanntlich überall stetig ( vergl. de la V alleP
Poussin, Cours d'Analyse, Bd. II, § 157). Denn es ist 

r2n l2n [{(x')- {(x)]2 < J, [f(x' + u)- f(x + u)]2 du. r (u) dn 
0 0 

und 

j 2
n [f(x' +tt)- f(x+u)] 2 du = r2

n ff(x' -x+tt)- f(u)Y rl1t. 
o Jo 

Auf Grund der Riomannsehen Integrabilitätskriterien beweist man 
aber leicht, daß 

lim j 2n [f(h + u)- f(u)] 2 dn = 0 
h=O o 

ist. Folglich ist in der Tat für jedes x 

lim f(x') = {(x). 
x'=x 
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Wählt man nun fii.r F(s, t) die Funktion 

F(s, t) = f(s-t), 
so wird 

G(s,t) = 12 nf(s-u)f(t-u)du = fo 2 nf(s-t+tt)f"(u)du = {(s-t), 

G(s,t) = { 2n f(u-s)f(u-t)du = [ 2n f(u)f(s-t+u)du = f(s-t). 
vo • 0 

Da f(x) eine stetige Funktion ist, so genügt demnach F(s, t) den 
in § 1 festgesetzten Bedingungen. Es wird ferner fiir jede ganze 
Zahl n 

121t 121t 
G (s, t) sin n t dt = {(t) sin n (s- t) dt, 

0 0 

J2
n G(s,t)cos ntdt = { 2nT(t)cos n(s-t)llt. 

o ·o 
Setzt man daher 

cn = 12 n {(t) cos n t dt 

und berii.cksichtigt, daß {(x) eine gerade Funktion mit der Periode 
2 n ist, so erhält man 

121t 
G(s, t) sin ntdt = c" sin ns, 

0 

J2
n G (s, t) cos n t clt = cn cos n s. 

0 

Daher sind, sobald c,. von Null verschieden ist, sin ns und cos ns 
Eigenfunktionen des Kerns G(s, t) 1). Da es aber keine von 0 ver
schiedene stetige Funktion gibt, die im Intervall 0 < s < 2 n zu allen 
Funktionen sin ns und cos ns orthogonal ist, so erkennt man leicht, 
daß die so gewonnenen Eigenfunktionen ein vollständiges System von 
Eigenfunktionen des Kerns G (s, t) bilden. 

Bedeutet nun h(x) = cp(-x) eine Funktion, die ebenso wie t(x) 
die Periode 2 n besitzt und im Intervall 0 < x ~ 2 n integrierbar ist, 
so wird 

1) Für n = 0 hat man natürlich sin n s = 0 nicht als Eigenfunktion von G ( s ,t) 
anzusehen. 



406 I. Schur: 

(14) g (s) = 12
-rr F(s, t) h(t) dt = 12

-rr f(s-t) h(t)dt = 12
-rr f(s+u) cp (u)du. 

Wendet man auf die Funktion F(s, t) = f(s-t) den Satz I an, wobei 
H(s, t) = 0 zu setzen ist, so erkennt man, daß die Fouriersehe Ent
wicklung einer in der Form (14) darstellbaren Funktion absolut und 
gleichmäßig konvergent und gleich g(s) ist. Unter Berücksichtigung 
der Gleichung 1) 

1·2 -rr g(x) sin nxdx = j 2n cp(t)dt 12
-n f(x+t) sin nxdx 

0 0 0 

= 12
-rr cp(t)dt1 2nf(x)sinn(x_:t)dx 

0 0 

und der analogen Gleichung fi.lr cos n x ergibt sich hieraus, da,ß die 
"Äq ui valenzen" 

(X) 

f(x) rv ~0- + ~ (a,. cos nx + ct~ sin nx), 
n=1 

l (X) 

cp(x) rv ~Q... + ~ (b,. cos nx + u;, sin nx) 
... '/t= 1 

die Gleichung 

_l-__f 2
n f(x+t)cp(t)dt 

n o 

_ aobo ~ l( 1. 11.1) , . , ( 11. z1 · .. I - -2- + ..::..... ( a" u,. + a,. u" cos n x + a" u11 - a" J,J s1n n x i 
·n= 1 

zur Folge haben 2). 

§ 5. 

Der in § 1 bereits angegebene 1\Iercersche Satz lautet: 
Es sei K(s, t) ein im Bereiche 

(15) 

definierter Kern, der stetig und positiv definit ist• 
Bilden die (stetigen) Funktionen cp,(s), cp2 (s), ... ein voll
ständiges System von normiert orthogonalen Eigen-

1) Die vorzunehmende Vertauschung der Integrationsfolge ist gewiß zulässig; 
vergl. die Anmerkung 2) auf S. 397. 

2) Vergl. A. Hurwitz, Über die Fouriersehen Konstanten integrierlmrer Funk
tionen, Math. Ann. Bd. 57, S. 425, und I-I. Lebesgue, Legons sur !es series trigono
metriques (Paris 1906), S. 98-101. 
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funktionen d_es Kerns K(s, t) und gehört cp.(s) zum Eigen
wert lv, so besteht die Gleichung 

(1.6) 

und zwar ist diese Reibe im Bereiche (15) absolut und 
gleichmäßig k on vergen t. 

Daß die Reihe (16) absolut und für jedes gegebene s in bezug 
auf t im Intervall a :::; t < b gleichmäßig konvergiert, beweist man 
nach Herrn Kneser sehr einfach folgendermaßen. 

Zunächst muß K(s, s) für jedes s nicht negativ sein. Denn wäre 
K(s0 , S0) < O, so könnte man infolge der Stetigkeit von K(s, t) eme 
Zahl E > 0 bestimmen, sodaß K (s, t) im ganzen Gebiet 

~-E~S<~+~ ~-E<t<~+E 

negativ wird. Wählt man nun eine stetige Funktion x(s), die im 
Innern des Intervalls S0 - E < s < S0 + E positiv und an den End
punkten, sowie auch außerhalb des Intervalls Null ist, so würde fiir 
diese Funktion das Integral 

Jb Jb K(s, t) x(s) x(t) ds dt 
a a 

negativ werden, was nicht der Fall sein darf. Für jedes n ist ferner 
bekanntlich 

Kn(s,t) = K(s,t)- ~ cp,.(s)cp.(t) 
V= 1 lv 

ein Kern, fiir den die Funktionen IJ!n+t (s), cp,.H(s), ... ein vollständiges 
System von Eigenfunktionen bilden. Die zugehörigen Eigenwerte 
sind lnH' ln+2 , •••• Da diese Zahlen positiv sind, so ist auch K,,(s, t) 
ein stetiger, positiv definiter Kern. Folglich ist Kn(s, s) > 0, d. h. 

Die Reihe 

n cp2 (s) 
~ --1-- ~ K(s, s). 

v= 1 v 

00 cp!(.Y) 
~ -----

V= 1 Äv 

ist daher konvergent und höchstens gleich dem Maximum k der 
stetigen Funktion K(s, s). Sind nun p und q > p zwei ganze Zahlen, 
so wird 

(17) 
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also 

Bieraus folgt, daß die Reihe (16) absolut und bei festgehaltenem s 
in bezug auf t gleichmäßig konvergent ist. 

Daß nun diese Reihe die Funktion J( (s, t) darstellt, beweist Herr 
Kneser durch Betrachtung einer gewissen Doppelreihe. Man kann 
dies aber auch folgendermaßen zeigen. 

Es sei s eine feste Zahl. . Man setze 

(18) ~ _q;.(s)q;v(t)_ = L(s,t). 
V= 1 itv 

Dann ist L (s, t), weil die Reihe in bezug auf t gleichmäßig konver
giert, eine stetige Funktion von t. Ist x ein beliebiger Index, so 
wird wegen der Orthogonalität der Funktionen q;1 (t), q;2 (t), ... 

iuL(s,t)cp,.(t)dt= q;~~s) = (uK(s,t)cp,.(t)dt. 
a " Ja 

Setzt man also 

K(s, t)- L(s, t) = M(s, t), 

so wird filr x = 1, 2, ... 

(19) Jb M (s, t) cp,. (t) dt = 0. 
a 

Hieraus folgt nach dem bereits auf S. 401 benutzten Satz von Herrn 
Schmidt, daß auch 

Jb K(s, t) M(s, t)dt = 0 
a 

ist. Andererseits ergibt sich aus (18), indem man mit JYI (s, t) multi
pliziert und nach t integriert, wegen (19) 

Jb L(s, t) JYI(s, t) dt = 0. 
a 

Daher ist 

Jb1J1 2 (s,t)dt = JblYI(s,t)!K(s,t)-L(s,t)ldt = 0. 
a a 

Die Funktion JJ1 (s, t) von t muß folglich, da sie als Differenz der 
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beiden stetigen Funktionen K(s, t) und L(:;, t) stetig ist, identisch 
verschwinden. 

Setzt man in der nun für alle Wertepaare s, t bewiesenen Glei
chung (16) t = s, so erhält man 

K(s, s) = ~ q;z(s). 
11 = 1 Av 

Da K(s, s) eine stetige Funktion von s ist, und alle Glieder der Reihe 
nicht negativ und stetig sind, so ergibt sich auf Grund des bekan~ten 
Satzes von Herrn Dini, daß die Reihe im Intervall a < s < b gleich
mäßig konvergent ist. Aus der Formel (17) folgt nun, daß auch die 
Reihe (16) im ganzen Gebiet a < s < b, a < t < b gleichmäßig kon
vergiert. 



Sophie Germain. 
Von 

Max Sirnon in Straßburg i. E. 

Sieht man von der sagenhaften Hypatia ab, so ist Marie So p h i e 
Germai n die einzige Frau, die selbständig in Philosophie und Mathe
matik Bedeutendes geleistet hat. In Betracht käme neben ihr nur 
Sonya Kowalewsky, aber diese hat, wenn auch W eierstraß eine di
rekte Beteiligung an ihren Arbeiten in Abrede gestellt hat, doch nur 
gegeben, was sie erhalten hat. Von jener hat Biot im Unterschied 
zur Marquise Duchätelet, der Übersetzerin der Prinzipien Newtons, 
sagen können (Journ. des Sav. mars 1817) )ci il n'y avait point de 
Condorcet. S. G. war Autodidaktin im vollen Sinne, ohne Lehrer lernte 
sie die Elemente der Mathematik aus einem "Bezout", die der Infini
tesimalrechnung aus dem Lehrbuch von Cousin, aus der Grammatik 
Latein um die Werke der Großen ihrer Epoche, eines D' Alembert, 
Bernoulli, Euler u. s. w. im Original zu studieren. 

Das Wenige , was wir von ihrer Lebensführung wissen, danken 
wir dem Nekrolog Libris im Journal des Debats vom 18. Mai 1833 
und einigen Ergänzungen Stupuys. Sophie Germain, die in Paris am 
1. April 1776 geboren, soll um der Angst vor den Ausschreitungen 
des Pöbels zu entgehen , sich auf die Mathematik geworfen haben, 
weil sie zufällig in der Bibliothek ihres Vaters in Montuelas Histoire 
des Mathematiques die Anekdote von Arehirnedes Tode gelesen habe. 
Ich halte diese Geschichte für ebenso anekdotenhaft wie jene, man ver
gleiche Newtons Apfel, den Teekessel Watts, die schwingende Lampe 
Galileis u. s. w. Dieser durch und durch männliche Geist war von 
Anfang an zu den exakten Wissenschaften hingetrieben, und ähnlich 
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wie Lambert erzwang sie sich mit der Energie des Genies ihren Weg. 
Als 1795 aus der Ecole centrale die Ecole polytechnique hervorge
gangen war, verschaffte sie sich die Vorlesungshefte insbesondere die 
von Fourcroy über Chemie und von Lagrange über Analysis. Unter 
dem Namen eines jungen Polytechnikers Le Blanc sandte sie, wie es 
üblich war, ihre Seinestralarbeit an Lagrange, der sie öffentlich lobte 
und dabei ihren Namen erfuhr. Der damals 60 jährige Gelehrte er
wies sich ihr fortab als Freund und Berater~ durch ihn wurde sie mit 
all den Großen die sich um die polytechnische Schule und die Aka
demie scharten, bekannt, und mit Legendre und besonders mit Fou
rier befreundet, erhielt und gab mannigfache Anregungen. Als es 
1801 Gauß endlich gelang die "Disquisitiones" herauszubringen, war 
S. G. außer Lagrange und Legendre wohl die Einzige, die das Werk 
verstand. Sie hatte sich seit 1798 mit Legendres noch ziemlich ele
mentarer theorie des nombres beschäftigt und war in die Zahlentheorie 
tiefer als jener selbst eingedrungen. Gauß schreibt unterm 10. Sept. 
1805 an Olbers "Ich bin durch verschiedene Umstände - teils durch 
einige Briefe von Le Blanc in Paris, welcher mein Buch über die 
höhere Arithmetik mit wahrer Leidenschaft studiert, sich ganz mit 
dem Inhalt vertraut gemacht und mir manche recht artige 1\fit
teilungen darüber geschrieben hat - . . . verleitet worden ... meine 
geliebten arithmetischen Untersuchungen wieder vorzunehmen. Auf 
eigenartige Weise wurde Gauß über den Le Blanc aufgeklärt. Wäh
rend des Feldzugs 1806 besetzten die Franzosen Braunschweig, in 
Besorgnis um ihn schrieb sie an den General Pernety, einen guten 
Freund ihrer Familie, der die französische Artillerie befehligte, und 
der General, der gerade Breslau belagerte, schickte sofort einen Ad
jutanten nach Braunschweig. Er traf Gauß als Gast des Gouver
neurs, dem er u. a. durch Laplace empfohlen war. Gauß erklärte 
daß ihm ein Fräulein Sophie G. nicht bekannt sei. Auf den sehr 
lesenswerten Brief Pernetys schrieb sie an Gauß, daß Mdlle S. G. 
congruent 1\Irs. Le Blanc sei. Sein Dankbrief in echtem Deutsch
Franz. ist uns erhalten, durch den großherzigen Fii.rsten Boncompagni 
erworben in Florenz 1879 veröffentlicht. Im Anfang steht: "Com
bien l'acquisition d'une amitie aussi flatteuse et precieuse est eile 
douce a mon coeur" und schließt "Continuez, Madame, de me favoriser 
de votre amitie et dc votre correspondance, qui font mon orgueil et 
soyez persuadce que je suis et serai toujours avec la plus baute estime 
votre plus sincere admirateur Ch. Fr. Gauß." Verständlich wird die 
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fiir Gauß auffallende Überschwenglicbkeit, wenn man bedenkt, daß 
S. G. im letzten Brief Le Blancs den Satz Da= D~-t, den Gauß (und 
vor ihm Lagrange) fiir die adjungierte Determinante im Fall n = 3 
gegeben, sofort verallgemeinert hat, lange vor Cauchy und in ihrem 
ersten Brief eine Umformung die Lagrange nicht gegliickt ohne Wei
teres ausfii.hrte. S. G. hat eine ganze Anzahl tiefliegender zahlen
theoretischer Sätze gefunden, einen Teil hat Lagrange in der zweiten 
Ausgabe seiner Zahlentheorie von 1825 aufgenommen und noch Bd. 7 
des Crelle 1831 enthält zwei schöne derartige Sätze. Aber ihre wich
tigsten mathem. Leistungen liegen auf dem Gebiete der Flächentheorie. 
Im Jahre 1808 zeigte Chladni auch in Paris seine bekannten Versuche 
i:iber die Schwingungen elastischer Platten. S. G. wurde dadurch zu 
eignen Versuchen veranlaßt; übrigens hat Biot (J ourn. des Sev. mars 
1817) gezeigt, daß sie schon Galilei, mit dem die Theorie der Elasti
zität beginnt, in der Discorsi erwähnt. Auch Napoleon, der ja von 
hoher mathem. Begabung war, interessierte sich filr die V ersuche und 
setzte einen Extrapreis aus flir das Problem : Donner la theorie des 
surfaces elastiques et la comparer a l'experience. Lagrange erklärte 
daß die Lösung ohne neue Hilfsmittel der Analysis nicht möglich sei 
und die Folgezeit hat ihm Recht gegeben, es mußte erst der Green
sehe Satz und die ganze Green- Gaußsehe Potentialtheorie geschaffen 
werden. 

Trotz dessen unternahm S. G. die Bearbeitung von einer schönen 
aber falschen Analogie verleitet. Man muß hierbei bedenken, daß erst 
vor kurzem das soviel einfachere Problem der schwingenden Seite 
durch D' Alembert und Euler bewältigt war. Die Lösung beruhte da
rauf, daß die elastische Kraft der Kriimmung der Ausbiegenskurve 
proportional gesetzt wurde. S. G., der zu Folge die Analogie eine 
der Grundkräfte des Intellekts bildet, kam auf den Gedanken bei 
dem soviel schwierigeren Problem zweidimensionaler Schwingungen 
die Kraft der von ihr mittlern Kriimmung genannten Größe propor
tional zu setzen d. h. dem arithmetischen Mittel JYI der Hauptkriim
mungen. Sie hat sicher auch das Gaußsehe Kriimmungsmaß erwogen; 
was sie trieb M vorzuziehn war m. E. der von Dupin in den De
veloppements de Geom. 1813 mitgeteilte Satz, daß das Mittel irgend 
zwei zu einander normaler Krümmungen konstant ist, ein Satz der 
fast unmittelbar aus dem Eulerschen Kriimmungssatz fließt, so daß 
anzunehmen ist, daß ihn auch Euler schon 1760 gesehen hat, was 
durch die gesperrt gedruckte Stelle Crelle 7 p. 4 oben bestätigt wird. 
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S. G. hat direkten Gebrauch von dem Satz (1. c.) erst 1816 gemacht, 
ohne Kunde von Dupins Publikation, die ihr noch 1830 unbekannt 
war, indirekten aber schon 1810 oder 11. Das Gaußsehe Krümmungs
maß hat das lhre verdrängt, aber dennoch widmet Scheffers den An
wendungen desselben in seiner vorletzten Ausgabe der Einführung in 
die Theorie der Flächen 6 Seiten. 

Bei der Kürze der Zeit - der Termin war 1. Okt. 18ll - ent
hielt die Arbeit von S. G. grobe technische Fehler, aber auf Grund 
ihrer Hypothese konnten Lagrange und Legendre die Differential
gleichung der ebenen elastischen Flächen aufstellen. Poisson hat dies 
zwar bestritten (Ann. de Chimie 1828) aber, abgesehen davon, daß 
S. G. es in den Recherehes sur la theorie des surfaces elastiques von 
1821 sagt, was an sich geniigen wiirde, ist die Note von Lagrange 
an die 4 andern Mitglieder der Kommission Lacroix, Laplace, Legendre, 
Malus vom Dez. 1811 erhalten. Die Preisfrage wurde zum zweiten 
Mal ausgeschrieben, S. G. aufgefordert ihre Arbeiten fortzusetzen, und 
als Termin der 1. Okt. 1813 gesetzt. Diesmal erhielt S. G. wegen 
der klaren Darstellung und weil sie auch die Grenzbedingungen zur 
Differentialgleichung entwickelt hatte als Anonymus die ehrenvolle 
Erwähnung, trotz gro her Verstöße gegen die Grundregeln der V a
riationsrechnung. Die Frage wurde zum dritten Mal mit Frist bis 
1. Okt. 1815 gestellt, am 8. Jan. 1816 wurde S. G. der Preis zuer
kannt, der ersten Frau, welcher diese Ehre zu teil wurde. Todhunter 
hat recht wenn er sagt (History of the Theory of Elasticity 1R8G 
p. 148 unten) "die Richter müssen sehr milde gewesen sein", aber sie 
kannten den Verfasser und waren auch wohl der Ansicht "in magnis 
et voluisse sat est." Todhunter kritisiert die Arbeit auf 10 Seiten 
und weist zahlreiche Rechenfehler und Verstöße gegen die Regeln 
der Integral- und Variationsrechnung nach. Das Schwerste ist wohl 
daß, wie er hervorhebt, die entscheidende Differentialgleichung 4. OrJ.
nung der schwingenden Zylinderfläche experimentell gefunden ist mit 
Hilfe· dessen daß sie, wenn der Radius des Zylinders unendlich in die 
bekannte der schwingenden Platte übergehen mußte. S. G. hat ihre 
Arbeiten dann zusammengefaßt in den zitierten Recherches, denen sie 
1826 die "Remarques sur la nature, les bornes et l'etendue de la 
question 6lastique" hinzufiigte. Die Einleitung nennt Stupuy "magi
stralement" geschrieben , sie ist es vom Standpunkt der Belletristik 
aber nicht von dem des Mathematikers. Im Jahre 1880 wurde ein 
Memoire von ihr, das sie März 1827 "Sur l'emploi de l'epaisseur dans 
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la tbeorie des surfaces elastiques" der Akademie eingereicht hatte 
und das wie so viele, u. a. Abels größtes Werk, verschleppt wurde, 
im Journal de Mathem. pur. et appl. (Supplement) veröffentlicht. Sie 
sucht hier noch einmal zu begründen, daß die elastische Kraft der 
4. Potenz der Plattendicke proportional sein müsse im Gegensatz zu 
Poisson, der die 2. Potenz vorgezogen hatte. Auch hier zeigt sich 
wohl ein geschicktes Raisonnement aber keine Strenge und die Unter
suchungen von A. Clebsch in seiner Theorie de l'elasticite haben 
Poisson Recht gegeben. Schon 1850 hatte Kirchhof!', dem die Theorie 
der Elastizität und der schwingenden Platte große Fortschritte dankt, 
Crelle 40 nachgewiesen, daß auch ihre schöne Hypothese von der 
Proportionalität zwischen Kraft und mittlerer Krümmung (wie Pois
sons 5 Gleichungen) zu Widerspriichen führt. Dennoch behalten ihre 
Arbeiten historischen Wert, sie haben wie Comte sagt das Problem 
in Fluß gebracht, Arbeiten von Legendre, Lagrange, Biot, Poisson, 
Navier u. s. w. hervorgerufen und ihre Gleichungen, die sie ihren 
vielen und sorgfältigen Experimenten mehr als der Rechnung ver
dankte, haben sich vgl. Clebsch 1. c. als (näherungsweise) richtig er
wiesen, auch die höhere Flächentheorie, die Disquisitiones circa super
ficies curvas eingeschlossen, angeregt. Auch ihre eigene bleibenste 
mathematische Leistung ist daraus hervorgegangen das "Memoire sur 
Ja courhure des surfaces (Crelle 7 1831 p. 1-29). Sie hat es schon 
unter den Qualen des Brustkrebs an dem sie seit 1829 litt, verfaßt 
und es zeigt auch im Stil eine gewisse Nervosität. Das Memoire be
kundet am besten die Stärke ihrer primitiven Veranlagung für Ma
thematik und was sie bei regulärer Schulung hätte leisten können. 
Es ist zu bedauern, daß sie sich auf ein Problem von so hoher tech
nischer Schwierigkeit geworfen, statt sich auf die damals noch so 
junge Zahlentheorie zu konzentrieren für die sie eminent beaulagt 
war. Gauß schreibt an sie unterm 10. Juni 1806 "Ich habe mit Ver
gnügen gelesen, was Sie so freundlich waren mir mitzuteilen, ich 
wünsche mir Glück daß die Arithmetik in Ihnen fLe Blanc] einen so 
fähigen Freund erwirbt. Namentlich hat mir Ihr neuer Beweis für 
die Primzahlen, für die 2 [quadratischer] Rest oder Nichtrest ist, 
außerordentlich gefallen." ... 

In dem Memoire Crelle 7 ist es wieder die Analogie die sie leitet, 
wenn sie z. B. die Krümmungen sich um einen Flächenpunkt verteilen 
läßt wie die Kräfte und wenn sie den feinen Gedanken hat auf die 
ursprüngliche Entwicklung des Krümmungsbegriffs bei Kurven zurück-
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zugreifen. Er hat sich aus dem mehr oder minder schnellem Wachsen 
des Abstands von der Tangente bei Gelegenheit des Streites um den 
sogen. Kontingenzwinkel entwickelt (vgl. Si~on, Euklid u. s. w. 1901 
p. 87-90) und nun führt sie den Abstand von der Tangentialebene 
ein, konstruiert einen mittleren Abstand um mitteist dessen zylin
drischer Fläche die Größe der Krtimmung zu bestimmen und Größe 
und Gestaltung derselben zu trennen. 

S. G. starb wie Stupuy aktenmäßig festgestellt hat, am 27. Juni 
1832, ihr Nachlaß brachte eine Überraschung, der Mathematiker er
wies sich als bedeutender Philosoph und hervorragender Schriftsteller. 
Ihr Neffe Herbette veröffentlichte Paris 1833 ihre "Considerations 
generales sur l'etat des Jettres aux differentes cpoques de leur culture'', 
zu denen sie vermutlich durch Condorcets, Esquisses d'un tableau 
historique des progres de l'esprit humain, von 1794 angeregt wurde. 
Die Schrift ist ein Seitenstück zu d' Alemberts berühmten Discours 
preliminaire, mit dem Diderot die Encyclopedie, das Fanal der großen 
Revolution, eröffnete; sie tibertrifft ihn weit an Tiefe, Klarheit, Auf
richtigkeit und Schönheit . der Sprache. Sie fand, vielleicht grade 
dieser Vorzüge wegen, anfangs geringe Beachtung, da große und neue 
Gedanken gemeinhin nur langsam Eingang finden, aber wie Schopen
hauer sagt magna est veritas et praevalebit. 

Auguste Comte, der große BegrUnder des Positivismus, der sich 
wie S. G. langsam durchgesetzt hat, noch dazu im Kampf mit der 
wirtschaftlichen Notlage, die er so ergreifend in der Vorrede zum 
6. Bd. der "Cours dc Philos. Positive" (1842) geschildert, wurde auf 
sie aufmerksam. Er interessierte sich ftir das Problem der tönenden 
Schwingungen "weil sie (1. c. T. 2 p. 597, nicht 410) das Vernunft
gemäßeste und wirksamste Mittel bilden, um die innere mechanische 
Beschaffenheit der Körper zu erforschen, deren Einfluß sich haupt
sächlich in den Änderungen zeigen muß , welche die schwingenden 
Bewegungen ihrer Molekille erleiden. :c Auf S. 604 spricht er von 
S. G. und sagt in der Fußnote: "Man würde die hohe Bedeutung 
Frl. Sophie Germains unvollkommen schätzen 1 wenn man sich be
schränkt sie als Geometer zu betrachten 1 wie hoch auch immer die 
Verdienste um die Mathematik sind, von denen sie Beweis abge
legt hat. Der ausgezeichnete, nach ihrem Tode veröffentlichte, Über
blick iiber den Zustand der exakten und Geisteswissenschaften u. s. w. 
verrät in ihr eine sehr hochstehende Philosophie, die zugleich klug 
und kiihn ist 1 von der heute nur einige wenige iiberlegene Geister 
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eme so klare und tiefe Empfindung haben. Ich werde stets den 
größten Wert auf die durchgehende Gleichförmigkeit legen, welche ich 
in dieser Schrift mit meiner eigenen Art und Weise die Gesamtheit 
der geistigen Entwicklung der Menschheit aufzufassen gefunden habe." 

Diese Übereinstimmung ist nicht so auffallend, wie es scheint. 
Beide waren Mathematiker von Fach, beide Positivisten im Gegensatz 
zum Idealismus Platons und Kants, gingen sie wie jene vom Erkennt
wert der Mathematik aus, aber sie schlossen sich an die Epoche an, wo 
die Werke der Bernoullis insbesondere Daniels, Clairauts, D'Alem
berts, Eulers, nachdem Newton den Himmel mathematisiert hatte, 
auch die Physik der Erde der Mathematik unterworfen hatten. Beide 
kamen unschwer zu der Ansicht, daß alle und jede Betätigung des 
Menschengeistes, Kunst, Literatur, Biologie und vor allem Politik und 
Soziologie eingeschlossen, denselben einfachen Gesetzen unterworfen 
sind. S. G. sagt (Stupuy, p. 129) "es kommt nur darauf an irgend 
ein Problem so rein zu erfassen, daß sich die Analysis seiner be
miichtigen könne und das Problem wird zu einem Mathematischen. 

Von einer Beeinflussung des Einen durch den Andern kann keine 
Rede sein, die "Considerations" erschienen zwar erst 1833, drei .Jahre 
nach Comtes erstem Teil des Cours, entstanden aber höchst wahr
scheinlich zwischen 1796 und 1808; sie war von da ab durch "ihr 
Problem" völlig absorbiert, denn das Problem hat den Mathematiker 
und nicht der Mathematiker das Problem. Es liegt hier der Fall 
vor, der wie Comte sagt so oft vorkommt, "wo verschiedene Men
schen ohne jede Verbindung auf dieselben Gedanken kommen" (man 
denke an die analytische Geometrie, die Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
den Sauerstoff, die Methode der kleinsten Quadrate, die Zahlenebene 
des Imaginären, u. s. w. u. s. w.). Es ist als ob die Natur, wie sie die 
Arten sichert, auch bahnbrechende Ideen schütze, wenn ihre Zeit ge
kommen ist. Als eigentlichen Begründer des Positivismus wird man 
stets Comte betrachten müssen, der unentwegt fiir seine Ausbreitung 
kämpfte, während S. G. sich auf Gespräche mit Freunden und sich 
selbst beschränkte. 

Der Positivismus verwirft grundsätzlich die Beschäftigung mit 
allen metaphysischen Problemen als müssig, S.G. bezeichnet die meta
physischen Systeme geradezu als "Romane hervorragender Denker." 
Sie gehn von der Tatsache der Erfahrung aus und vermeiden es prin
zipiell als erschaffene Geister in das Innere der Natur zu dringen, 
sie lehnen alle Erörterungen eigentlich metaphysischer Natur ab, wie 
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z. B. die Frage über den Zusammenhang von Leib und Seele, das 
Wesen des Wissens, Freiheit, Unsterblichkeit, Wesen der Materie 
u. s. w. Sie begnügen sich in die Masse der Tatsachen Ordnung und 
Einheit zu bringen, anders ausgedrückt, der Positivismus will die Er
scheinungen nicht erklären, sondern nur ihre Beziehungen und Ana
logien aufhellen. Er ist in erster Linie gegen den transzendentalen 
Idealismus Kants gerichtet, wobei es eigentiimlich, daß beide und zwar 
mit Recht sich auf Newton berufen. Der Stammbaum ist Aristoteles, 
Newton, D'Alembert, Condorcet, Sophie Germain, Comte (Laas, E. Diih
ring). Engen Dilhring ist der einzige deutsche Philosoph von Be
deutung der S. G. gewürdigt hat, er nennt die "Considerations" 

.geradezu "ein logisch ästhetiscl1es (d. h. Wissenschaft und Kunst um-
fassendes) Programm für die Grundformen der zukilnftigen exakteren 
Gestaltung aller Wissenschaft sowie auch der literarischen und kilnst
Ierischen Tätigkeit." 

Gesagt muß allerdings werden, daß es eine voraussetzungslose 
Wissenschaft nicht gibt und daß auch der Positivismus S. G.s so 
wenig der Hypothesen oder Grundlegungen entbehren kann als die 
Philosophie des Demokrit, Platon, Aristoteles, Descartes, Leibniz, 
Kant. Daß Ordnung, Harmonie, Einfachheit, das Streben nach 
Analogie, intellektuelle Notwendigkeiten sind, ist grade so hypo
thetisch wie die Atome des Demokrit, die Ideen Platons, die Monade 
des Leibniz, die Transzendalität des Ding an sich bei Kant. Das 
eben mit "Harmonie" wiedergegebene Wort "Proportion" ist bei S. G. 
vieldeutig, bald bedeutet es Ebenmaß (Göringer), bald einfach Ver
hältnis, bald einfache Verhältnisse der Teile zum Ganzen, bald Ana
logie im hellenischen Sinne d. h. Gleichheit der Verhältnisse, bald Ana
logie im heutigen Sinne als Entsprechung. Nie aber ist die Ver
wandtschaft der Geistes- und exakten Wissenschaften, nie, nicht ein
mal von D' Alembert und l\iaupertuis, die Analogie zwischen Kunst 
und Mathematik durch die vorherrschende Bedeutung der Phantasie 
und zugleich der Unterschied der Phantasie des Kilnstiers von der 
nicht minder schöpferischen des Mathematikers so leuchtend klar er
faßt worden, wie von S. G. Und doch bemühte sich Dr. Hugo Gö
ringer vergebens um eine Zentenarfeier in Frankreich, "Sophie Ger
main war vergessen" (Stupuy), da wurde der Dichter, Mathematiker 
und Positivist Hippolyte Stupuy beim Studium des "Cours" auf sie 
aufmerksam. Er gab ihre Schrift unter dem Titel "Oeuvres philo
sophiques de S. G." Paris 1871 heraus, zusammen mit den "Pensees 

Festschrift Schwarz. 27 
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diverses" und einem Teil ihres Briefwechsels mit Fourier, Gauß, La
grange, Legendre, Poisson u. s. w. 

Die "Pensees" sind Notizen, ohne Datum, Bausteine zu den 
"Considera tions" von sehr verschiedenem Wert, einige wie N. 50: 
Die Algebra ist nur eine geschriebene Geometrie, die Geometrie nur 
eine gestaltete Algebra und N. 58: Über das Wesen des Mathe
matikers und die Bedeutung der Phantasie, sind wie Stupuy nach 
Dielerot sagt "eherne Nägel, welche sich in die Seele bohren und 
die man aus ihr nicht herausreißt", andere schwächer, sie bekunden 
zusammen wie umfassend ihre Studien waren. Göringer hat 1887 
das Werk Stupuys bis auf die Briefe ins Deutsche iibertragen unter 
dem Titel "S. G. und Clotilde de Vaux (Zürich)", dabei ist viel von 
dem Zauber des Originals verloren gegangen und auch der Inhalt 
abgeändert. Insbesondere sind die "Pensees" entstellt, mitunter 
bis zur Unverständlichkeit, gleich N. 2 ist völlig mißverstanden, es 
soll heißen: Das Unendliche ist der Schlund in den sich unsere Ge
danken verlieren; es ist nicht naturgemäß sich in Schliinde zu 
stiirzen. Wenn der Mensch in diesem bodenlosen Abgrund herab
gestiegen ist, so wurde er dorthin unvermerkt gezogen (G. "mit un
iiberwindlicher Kraft", Or. "par une pente") und N. 3 "Wer einen 
erhabenen Gedanken begreift, hervorbringt, der schränkt ihn nicht 
durch einen kindiseben Vorbehalt ein. Das tut nur der, der ihn 
adoptiert und ihn im Lichte der Vorurteile seiner Zeit sieht (G. "als 
Gegensatz", Or. "a travers"). Und so gebt es weiter, auch der zi
tierte Aphorismus ist arg mißhandelt. Schon die vielen Sperrungen 
sind eine V ersii.ndigung an der Frau von vornehmster Zurückhaltung, 
der nichts ferner lag, als ihre Ansichten dem Leser aufzudrängen. Ja 
es ist sehr zweifelhaft ob sie an Leser gedacht bat und nicht auch 
die "Considerations" wie so viele andere Manuskripte ihres Nachlaß 
nur für sieb geschrieben. 

Die Publikation Stupuys hatte einen außerordentlichen Erfolg, 
sie war "rapidement" erschöpft, der Positivismus war, ich verweise 
auf Poincare, in Frankreich die herrschende Richtung geworden, und 
wird es , da er dem französischen G~ist durchaus konform ist, auch 
bleiben. Stupuy machte als Gemeinderatsmitglied die Stadt Paris 
mobil, die Stadt tat, was für die ganz großen Bii.rger ii.blich ist. Sie 
ließ das verfallene Grab auf dem Pere- Lachaise herrichten, nannte 
eine Straße nach ihr, gab einer höheren 'l'öchterschule den Namen 
"Sophie Germain-Schule" brachte am Sterbehause eine Gedenktafel an 
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und ließ im Haupthofe der Schule ihre Büste, die nach einem phreno
logischen Kopfe des naturgeschichtlichen Museums hergestellt war, 
aufstellen. Die Büste ist in vieler Hinsicht ein Phantasiestii.ck, aber 
es unterliegt keinem Zweifel, daß S. G. nicht nur von geistigem son
dern auch von körperlichem Liebreiz gewesen ist. Die Photographie 
dieser Büste ziert die 2. Ausgabe der "Oeuvres", die sieb bis 1895 
hinzog, sie ist durch eine Anzahl wertvoller Annexe vermehrt, dar
unter die 5 Briefe an Gauß, welche Boncompagni 1880 in Berlin her
ausgab. Was Eugen Dühring von dem Werke S. G. sagt, kann ich 
nur nachschreiben "die Considerations enthalten in ihren noch nicht 
100 Oktavseiten mehr Gedanken und legen eine konsequentere syste
matische Grundanschauung dar, als man in bändereichen Kursen an
trifft." Die Zeit ist im Kommen in der die Considerations als eine 
Perle der Weltliteratur anerkannt werden und Sophie Germain wird 
nicht wieder vergessen werden. 

27* 



Die allgemeine Theorie der Körper 
und der Fundamentalsatz der Algebra. 

Von 

Ernst Steinitz m Bresla.u. 

Als allgemeine Theorie der Körper bezeichne ich die Theorie, 
welche den Begriff Körper ganz allgemein faßt als ein System von 
Elementen mit zwei Operationen: Addition und Multiplikation, welche 
dem assoziativen und kommutativen Gesetz unterworfen, durch das 
distributive Gesetz verbunden sind und unbeschränkte und eindeutige 
Umkehrungen zulassen 1). Hierzu gehören außer den Zahlkörpern im 
gewöhnlieben Sinne des Wortes und den Funktionenkörpern auch 
gewisse Systeme mit nur endlichvielen Elementen, wie das System 
der Restklassen einer Primzahl, u. a. m. Ist Sf ein Körper, so sind 
die ganzzahligen Vielfachen m a eines von 0 verschiedenen Elementes 
a entweder alle voneinander verschieden ("die Charakteristik des Kör
pers ist 0") oder es gibt eine bestimmte natürliche Primzahlp der
art, daß filr rn = n mod. p stets m a = n a wird ("die Charakteristik 
des Körpers ist p"). 

Ist der Körper Si' Teil des Körpers ~ , so heißt ein Element a 
aus 2 inbezug auf sr algebraisch oder transzendent' je nachdem es 
einer algebraischen Gleichung mit Koeffizienten aus Si' geniigt oder 
nicht. - Jeder Körper Si' kann durch Adjunktion eines transzen
denten Elementes erweitert werden. Die sämtlichen rationalen Funk
tionen einer Unbestimmten x mit Koeffizienten aus Si' stellen nämlich 

1) Nur die Division durch Null ist auszuschließen. Algebraische Theorie der 
Körper. .Tournai f. Math. Rd. 137, p IG7. fernerhin mit A. T. d. K. zitiert. S. auch 
H. Weber, Math. Ann. 43, p. 521. 
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einen Körper Sf (x) dar, dessen sämtliche Elemente, soweit sie nicht 
zu Sf selbst gehören, inbezug auf S{· transzendent sind. Dagegen 
gibt es algebraisch abgeschlossene Körper, d. h. solche, die keine alge

braische Erweiterung mehr zulassen. Es sind dies die Körper, in 
denen nur die ganzen Funktionen ersten Grades irreduzibel sind. Ist 
nämlich das nicht zu Sf gehörige Element a eines Erweiterungskörpers 
2 bezüglich ~. algebraisch, so ist die Gleichung kleinsten Grades aus 
~. welcher a genügt, irreduzibel und ihr Grad > 1. Wenn anderer
seits in st eine irreduzible Funktion f'(x) existiert, deren Grad n > 1 
ist, so kann Sf algebraisch erweitert werden. Zu diesem Zweck fii.hrt 
man ein neues Symbol j ein und mit diesem alle symbolischen Aus
drücke von der Form 

(1) 

mit Koeffizienten aus st' 1). Setzt man fest: daß 

und daß 

sein soll, wenn 

ist, so bilden die Ausdrücke (1) einen Körper sr (j). Dieser stellt 
(wenn man noch verfügt daß a0 + 0 ·j + · · · + 0 ·jn-l = a0 sein soll) 
eine algebraische Erweiterung von Sf, das Element j eine Nullstelle 
von flx) dar. 

Dieses Prinzip wurde zuerst von Cauchy benutzt 2), um eine 
strenge Begründung der Theorie der komplexen Zahlen zu geben; in 
allgemeinerer Form hat es Kronecker verwandt 3). 

Da in dem oben konstruierten Körper Sf(j) die Funktion t(x) 

eine Nullstelle hat, so zerfällt sie, wenn nicht in Linearfaktoren, so 
doch in Faktoren kleineren Grades, und im zweiten Falle kann man 
durch Wiederholung des Erweiterungsverfahrens schließlich doch zu 
einem Körper~ gelangen, innerhalb des::;en {(x) in Linearfaktoren zer
fällt. 

1) A. T. d. K. § 6. 
2) Exerc. d'anal. et de pbys. math. 4 (1847), p. 87. 
3) Journal f. Math. 100, p. 490. 
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Bei der allgemeinen Auffassung des Körperbegriffs kann die Ga
loissche Theorie unabhängig vom Fundamentalsatz der Algebra auf
gebaut und daher beim Beweise dieses Satzes, der sich auf den spe
ziellen Körper Si' der komplexen Zahlen bezieht, verwendet werden. 
Der Beweis vereinfacht sich, besonders weil durch die allgemeine 
Theorie die Existenz der Nullstellen einer Funktion f(x) aus Sl', wenn 
nicht in st· selbst so in einem Erweiterungskörper garantiert ist, und 
nur zu zeigen bleibt, daß im vorliegenden Falle die Nullstellen in Sf 
selbst liegen müssen, daß also sr algebraisch abgeschlossen ist. So 
rechtfertigt jetzt die allgemeine Theorie ein Verfahren, welches seiner
zeit Gauß für unzulässig erklären mußte: daß man mit den frag
lichen Nullstellen von vornherein wie mit realen Größen (d. b. nach 
den in Körpern geltenden Regeln) rechne. 

In den Beweisen des Fundamentalsatzes sind algebraische und 
transzendente Bestandteile zu unterscheiden. Diese werden dadurch 
notwendig, daß (zwar der Körper Si' der komplexen Zahlen inbezug 
auf den Körper der reellen Zahlen algebraisch ist, aber) der Körper 
m der reellen Zahlen aus dem Körper der rationalen Zahlen auf 
transzendentem Wege gewonnen wird. Am deutlichsten tritt die 
Unterscheidung algebraischer und transzendenter Untersuchungen im 
zweiten Gaußsehen Beweise hervor, wo von transzendenten Hilfs
mitteln nur die Tatsachen gebraucht werden, daß in m jede nicht
lineare ganze Funktion ungeraden Grades und jede ganze Funktion 
zweiten Grades mit positiver Diskriminante reduzibel ist. Hieraus 
folgt sofort, daß in Sf jede ganze Funktion zweiten Grades reduzibel 
ist. Setzt man mit Gauß diese Tatsachen als bekannt voraus, so bat 
man nur noch den folgenden algebraischen Lehrsatz zu beweisen, in dem 
von der speziellen Bedeutung von Sf und m abgesehen werden kann: 

Lehrsatz: Geht der Körper Sf aus dem Körper m durch Adjunktion 

einer Nullstelle einer in m in·eduziblen Funktion vom zweiten Grade her

vor, und ist in m jede gauze Funletion ungeraden Grades, in Si' jede ganze 

Punktion zweiten Grades t·eduzibel, so ist Sf algebraisch abgeschlossen. 

Wir beweisen zunächst den 
Hilfssatz: Ist in einem nicht abgeschlossenen Körper m jede nicht 

tiueare ganze Funletion von ungeradem Grade reduzibel, so gibt es in m 
irreduzible Funletionen zweiten Grades , und der Grad eine1· irreduziblen 

Funletion muß, wenn er > 2 ist, durch 4 teilbar sein. 

Beweis: Es sei f(x) eine nicht lineare irreduzible Funktion aus 
m und so gewählt, daß ihr Grad n den Faktor 2 in einer möglichst 
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niedrigen Potenz enthält; n = 2•. r, r ungerade. Ist dann rp(x) eine 
ganze Funktion aus ffi, deren Grad nicht durch 2' teilbar ist, so zer
fällt sie in zwei Faktoren, von denen wenigstens einer, rp1 (x), einen 
durch 2• nicht teilbaren Grad hat, also entweder linear oder weiter 
zerlegbar ist. So fortfahrend muß man schließlich zu einem linearen 
Faktor gelangen. Es hat also rp(x) in ffi wenigstens eine Nullstelle. 

Es sei nun 2 ein Erweiterungskörper von ffi, der gerade hin
reicht, um f(x) in Linearfaktoren zu zerlegen, so daß also f(x) nicht 
schon in einen kleineren Körper zwischen ffi und 2 in Linearfaktoren 
zerfälJtl). Sind «n ... , an die Nullstellen von f(x) in 2, und ist j 
ein inbezug auf 9l primitives Element 2) aus 2, so besteht eine Glei
chung «1 = 1/J (j), wo 1/J eine ganze Funktion mit Koeffizienten aus 
?R bezeichnet. Sind j, ,i1 , ••• , .im-t die zu j konjugierten Elemente, so 
stellen 1/J (J), ... 1/J CJm_1) die Nullstellen von f(x) ein- oder mehrfach 
dar. Da die Koeffizienten der Funktion 

cp(x) = n(x-a;-ak) (i, k = 1, ... , n; i<k) 

d K .. ro h" d G d n(n - 1) b · ht d h 2• em orper u\ ange oren , er ra ---2--- a er mc urc 

teilbar ist, so ist wenigstens eins der Elemente a, + ak, etwa «1 + «2 = c, 
in ffi enthalten. Ist a2 = x (j), a1 = 1/J (jp) eine beliebige Nullstelle 
von f(x), so ist auch x (.i") eine solche; und wenn x (j1,) = ak gesetzt 
wird, so folgt, da 1/J (j) + x (j) = a1 + «2 = c zu ffi gehört, daß auch 
a; + ak = '1/J (.jp) + r.,(j") = c ist. Die n Nullstellen von ((z) grup-

pieren sich also in -;- Paare derart, daß die Summe jedes Paares 

= c ist. Wird etwa 

angenommen, so erhält man 

f(x) = ll(x-a;) = (x2 -cx+a1 a2)(x2 -CX+a3 a4) ••• 

oder, wenn X2 - cx = y gesetzt wird, 

•• _ ~-1 ~-2 
2 2 2 ) f'(x)=(y+a 1 «2)(y+a3 a,)···=Y +qty +q2y +···=!J(y. 

Hier miissen die Koeffizienten q sämtlich dem Körper 3t angehören. 
Setzt man nämlich 

1) A. T. d. K. § 8. 
2) Über die Zulässigkeit der Annahme eines primitiven Elementes s. weiter unten. 
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so ist q" der Koeffizient der höchsten Potenz von y in y (y)- yk (y) und 
zugleich der Koeffizient der höchsten Potenz von x in 

g (x2 - cx)- gk (x2 - cx) = f(x)- g"(X2 - cx). 

Sollte also q" nicht in ffi vorkommen, so miißte, da c und die Koeffi
zienten von f(x) alle diesem Körper angehören, unter den Koeffi
zienten von 

!!._ '~ -k+ I 
g"(X2 - cx) = q0 (x2 - cx) 2 + · · · + qk-t (X2 - cx) 2 

und mithin unter den Elementen q0 , ••• q"_1 ein nicht zu ffi gehöriges 
enthalten sein. Da aber q0 = 1 in ffi vorkommt, so folgt dasselbe 

fiir q,, ... , q!!... Nun ist der Grad ~ von y(y) nicht mehr durch 2v 
2 

teilbar, und mithin muß einer der Linearfaktoren von g (y) in ffi vor-
kommen. Ist y + cxiak ein solcher Faktor, so besitzt f(x) in ffi den 
quadratischen Faktor x 2 - c x + a;IXk, und da f(x) in ffi irreduzibel ist, 
folgt n = 2. D. h. der Grad einer irreduziblen Funktion aus ffi muß, 
wenn er den Faktor 2 in einer möglichst niedrigen Potenz enthalten 
soll, = 2 sein. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Der letzte Teil des Beweises hätte kiirzer gefiihrt werden können, 
wenn wir nicht auch den Fall berücksichtigen wollten, daß der Körper 
ffi die Charakteristik 2 hat. Schließt man aber diesen Fall aus, so 

gibt es ein Element ~ , und die Substitution y = x- ~ fiihrt f(x) 

in eine ganze Funktion g (y) mit Koeffizienten aus ffi iiber. Setzt 
c 

man noch IX;-~ = ßi (i = ), ... , n), so erhält man 0 = ß, + ß2 

= ßa+ß4 = ··· 
n 

" n 2 

g(y) = f'(x) = rr (X- IX;) 
i=l 

rr CY- ß,) 
i=! 

- II (Y2 - ß;;)· 
i=l 

fJ (y) ist also eine ganze Funktion von y2 und in y2 vom Grade ; , 

woraus man wieder schließt, daß f(x) = g (y) in ffi einen quadra
tischen Faktor hat und daher selbst vom zweiten Grade ist. 

Aus dem Hilfssatz folgt auch sofort der Hauptsatz. Ist näm
lich g (x) eine irreduzible Funktion aus Sf, ihr Grad r ungerade, ?J (x) 
die inbezug auf ffi konjugierte Funktion zu g (x), so gehören die Ko-
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effizienten von g (x) · g (x) zu ffi. Da der Grad von g (x) -f.j (x) nicht 
durch 4 teilbar ist, so muß unter den irreduziblen Faktoren, die 
g (x) · jj (x) innerhalb ffi besitzt, auch einer sein, dessen Grad nicht 
durch 4 teilbar 1 also nach dem Hilfssatze = 1 oder = 2 ist. Da 
aber in sr alle Funktionen zweiten Grades reduzibel sind, so hat 
g (x). g (x) innerhalb sr sicher einen Linearfaktor. Mithin hat von den 
beiden Funktionen g (x), g (x) die eine, und also auch die andere in sr 
eine Nullstelle. Hieraus, und weil g(x) in sr irreduzibel sein sollte, 
folgt, daß der Grad r gleich 1 ist. In Sf gibt es also weder nicht
lineare irreduzible Funktionen von ungeradem noch solche vom zweiten 
Grade. Dann aber ist sr nach dem Hilfssatze algebraisch abgeschlossen. 

Beim Beweise des Hilfssatzes wurde angenommen, daß der mit 
2 bezeichnete Körper ein inbezug auf ffi primitives Element besitzt. 
Diese Annahme trifft zu und wird in bekannter Weise bewiesen, 
wenn es sich um Körper von der Charakteristik 0 handelt. Dies 
würde genügen, wenn man nur das Ziel im Auge hat 1 den Fun
damentalsatz der Algebra zu beweisen. Um aber weiter zu zeigen, 
daß der Hauptsatz in allen Fällen richtig ist, bemerken wir, daß der 
Satz von der Existenz primitiver Elemente auch im Fall einer Prim
zahlcharakteristik gilt, wenn der Körper ein vollkommener ist 1). Aus 
den Voraussetzungen des Hauptsatzes folgt nun, daß sr und ffi voll
kommene Körper sind. In einem unvollkommenen Körper von der 
Charakteristik p gibt es nämlich irreduzible Funktionen vom Grade 
11. Ist nun die Primzahl p ungerade, so folgt aus der über ffi ge
machten Voraussetzung, daß ffi (und daher auch sr als algebraische 
Erweiterung von ffi) vollkommen ist. Ist aber p = 2 , so ist der 
Körper sr, in dem es keine irreduzible Funktion zweiten Grades gibt, 
vollkommen, und daraus folgt wieder (weil sonst Sf inbezug auf ffi 

nicht endlich ~ein könnte), daß auch ffi vollkommen ist. 
Es mag noch gezeigt werden, daß auch der Hilfssatz, der ja nur 

Voraussetzungen über einen Körper enthält, unter allen Umständen 
richtig ist. Zunächst folgt wieder, daß ffi vollkommen ist, wenn die 
Charakteristik eine ungerade Primzahl ist, und dann gelten alle frü
heren Schlüsse. Es bleibt also nur der Fall zu untersuchen, daß ffi 

ein unvollkommener Körper von der Charakteristik 2 ist. Dann gibt 
es aber irreduzible Funktionen zweiten Grades, und es ist also zu
nächst der erste Teil des Hilfssatzes richtig. Ist ferner ((x) eine 

1) Vgl. hier und für das Folgende A. T. d. K. §§ 11-14. 
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irreduzible Funktion aus lR , deren Grad das Doppelte einer unge
raden Zahl r ist, so sind, wenn f'(x) nicht ganze Funktion von x2 ist, 
wieder primitive Elemente in S3 vorbanden, und es gelten die frü
heren Schlüsse. Ist aber ('(x) gleich einer ganzen Funktion !J (x2 ) von 
x\ so ist g (x) irreduzibel und vom ungeraden Grade r, also r = 1, 
f'(x) vom zweiten Grade. Somit gilt auch der Hilfssatz in allen 
Fällen. 



Bemerkung über einen Satz von lVIercer. 
Von 

0. Toeplitz m Kiel. 

In der Darstellung der Theorie der Integralgleichungen mit reellem, 
symmetrischem Kern, die E. Schmid t in seiner Dissertation 1) ent
wickelt hat, erwächst eine Unbequemlichkeit aus dem Umstande, daß 
die aus den Eigenwerten A11 und den Eigenfunktionen fPn (s) eines ge
gebenen Kernes gebildete Reihe 

(1) !f?_t_~)rp,(t) + rp 2 (s)rp2 (t) +··· 
1, 12 

nicht immer zu konvergieren braucht~). Schmidt überwindet diese 
Unbequemlichkeit, indem er von dem gegebenen Kern K(s, t) zu dem 
viermal iterierten Kern K(4)(s, t) iibergeht. Seither hat nun J. Mer
c er 3) die Bemerkung gemacht, daß für stetige Kerne mit lauter po
sitiven oder mit nur endlichvielen negativen Eigenwerten die Ent
wicklung (1) absolut und gleichmäßig inbezug auf beide Veränder
lichen zusammen konvergiert. In den folgenden Zeilen soll ·durch 
Angabe eines Beispiels gezeigt werden , daß bei diesem Satze von 
M er c er die Voraussetzung der Stetigkeit des Kernes wesentlich 
ist, d. h. daß es Kerne mit 1 a u t er p o s i t i v e n Eigenwerten gibt, 
die beschränkt und nur an einer einzigen Stelle unstetig sind, wäh
rend die Entwicklung (1) nicht in beiden Veränderlichen zusammen 
gleichmäßig konvergiert. Fiir die Beweisanordnungvon Schm id t 
folgt daraus zugleich, daß die Entwicklung des zweimal iterierten 

1) Math. Ann. 63, pag. 441-459. 
2) Man entnimmt dies bekanntlich leicht aus der Tatsache, daß es stetige Funk

tionen gibt, deren Fouriersehe Entwicklung nicht konvergiert. 
3) Phil. Trans. 2q9 (190\J) A, pag. 415, insbesondere part. IV. 
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Kernes ](2 (s, t), der ja stets lauter positive Eigenwerte hat, in der 

Tat nicht gleichmäßig in beiden Veränderlichen zu konvergieren 

braucht, wenn J(<2J(s, t) nicht in beiden Variabeln s, t zugleich aus

nahmslos stetig ist, wohl aber die wesentlichste der Voraussetzungen 

ct'füllt, deren sich Schmidt bedient, nämlich die Existenz von 

JbJb!K(s, t)l 2 dsdt. 
a ct 

(2) 

Der Übergang zum vierfach iterierten Kern dürfte demnach das be

quemste Auskunftsmittel bleiben. 

Der Konstruktion des angekündigten Beispiels seien die folgenden 

leicht zu beweisenden Vorbemerkungen vorangestellt: 

1. Ist ein Kern M (s, t) im Quadrat 

(I) a < s < b, a < t < b 

definiert und ein Kern N(s, t) im Quadrat 

(II) b < s < c, b < t < c, 

wo a < b < c, ist ferner K(s, t) im Quadl'at 

(III) a < s < c, a < t < c 

durch die Angabe erklärt, daß es im Quadrat (I) gleich 111(.~, t), im 

Quadrat (IT) gleich N(s, t) ist und in den beiden restierenden Recht

ecken gleich Null, und ist rp (s) für a < s < b eine Eigenfunktion von 

.111, für b < s < c identisch null, oder aber fiir a < s < b identisch 

null und 'ür b < s < c eine Eigenfunktion von N, so ist rp eine 

Eigenfunk on von K. 
2. Hal!~n die beiden Kerne Jti, N keinen Eigenwert gemein, so 

sind mit diesen eben geschilderten Eigenfunktionen von J( die sämt

lichen Eigenfunktionen von J( erschöpft 1). 

Denn auf Grund der Definition von l((s, t) ist fiir a < s < b 

J e J( (s, t) rp (t) dt = fb 111 (s, t) rp (t) dt 
a a 

und aus 

1) Man kann leicht den vollstiindigeren Satz beweisen, det· j edoch hier ni~ht 

gebraucht wird, da~ man aus einem vollständigen System normierter ~igenfunktionen 

von M und einem solchen von N ein ebensolches von K erhält, wenn man alle Funk

tionen der beiden genannten Systeme darin aufnimmt und immer in demjenigen der 

beiden Intervalle, wo sie zunächst nicht erklärt sind, gleich 0 annimmt. 
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cp(s)-J..f_c K(s, t)cp(t)dt = 0 
a 

wird also 

cp (s)- ;.f_b M(s, t) cp (t) rlt = 0, 
a 

d. h. cp (s), soweit es in (a, ... , b) verläuft, ist entweder eine Eigen
funktion von M, die zum Eigenwert J.. gehört, oder identisch null. 
Durch Betrachtung der Werte s, fiir die b < s < c ist, folgt analog, 
daß cp (s), soweit es in (b, ... , c) verläuft, entweder eine Eigenfunk
tion von N ist, die zum seihen Eigenwert l gehört, -oder identisch 
null. Haben nun, wie vorausgesetzt, die beiden Kerne M, N keinen 
Eigenwert gemein, so bleibt nichts anderes übrig, als daß cp (s) in 
dem einen der beiden Teilintervalle verschwindet, in dem anderen 
eine Eigenfunktion des betreffenden der beiden Kerne M, N ist. 

Es ist leicht, diese Bemerkung auf mehr als zwei, auch auf un
endlichviele Kerne auszudehnen. 

3. Ist ein Kern K(s, t) im Quadrat a <s < b, a < t < b eine 
Konstante 7.-, so besitzt er nur den einen einfachen Eigenwert 

1 
J.. = lc(b-a) 

und die zugehUrige normierte Eigenfunktion ist 

1 
cp (s) = constans = --=--=-. 

'Jb-a 
4. Ist J( der Kern von Nr. 3, so ist sein iterierter Kern 

xc•J(.<;, t) = f 11 K(s, 1·) !((1·, t)rh = f\ 2 dr = P(b- o). 
a a 

Umgekehrt. ist also 

lc(s, t) = constans = V _k 
· b-ct 

em Kern, der den von Nr. 3 zum iterierten hat. 
5. Ist K der Kern von Nr. 1 und 2, so ist sein iterierter Kern 

in derselben Weise aus den iterierten Kernen Mc2J, Nc2J gebildet, wie 
J( aus M und N. Auch diese Bemerkung iiberträgt sich leicht auf 
mehr als zwei, auch unendlichviele Kerne. 

Zur Konstruktion des angekiindigten Bei spiel s werde 
das Intervall 
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'' 

allgemein 

1 - _} ___ < s < 1 - -~- mit J,, . 2n-l- - 2" 

bezeichnet, und das Quadrat der (s, t)- Ebene, das entsteht, wenn s 
und t jedes auf das Intervall J,. beschränkt werden, mit Q,.. Der 

fragliche Kern H(s, t) sei alsdann 
durch die Angabe definiert, daß 
er innerhalb der Quadrate Q" (J,, 
... gleich 1, in dem Rest des Ein
heitsqua d rat s gleich 0 sei. 

Sei fJJn (s) die Funktion, die im Inter
vall J,. gleich y2"', im übrigen gleich 0 ist, 
so ist diese , im Intervall J,. betrachtet, 
auf Grund der 3. Vorbemerkung die ein

zige normierte Eigenfunktion des Kernes vom konstanten Wert 1, 
betrachtet im Gebiet Q,.; der zugehörige Eigenwert ist A.,. = 2". Auf 
Grund der 1. Vorbemerkung wird daher rp,. (s), im ganzen Intervall 
0 < s < 1 betrachtet, eine Eigenfunktion des Kernes H sein; und da 
die unendlichvielen Teilkerne von H zu je zweien lauter verschiedene 
Eigenwerte haben, und zwar jeder nur einen einzigen, sind auf Grund 
der 2. Vorbemerkung mit den Funktionen rp,(s), rp2 (s), ,_.,die sämt
lichen Eigenfunktionen von H erschöpft. 

Betrachtet man nun die mit diesen Funktionen rp,. (s) und diesen 
Werten l,. = 2" gebildete Reihe (1), so konvergiert diese fiir jede 
Stelle (s, t) des Einheitsquadrats und zwar auf eine sehr primitive 
Art: liegt die Stelle (s, t) im unschraffierten Gebiet, so sind alle ihre 
Glieder 0, liegt (s, t) im Quadrat Q,., so ist der n- te Summand der 
Entwicklung (1) gleich 1, alle anderen Summanden sind gleich 0. 
Man entnimmt hieraus, daß die Reihe (1) den Kern H(s, t) tatsächlich 
darstellt, daß sie überall absolut konvergiert und gleichmäßig bei 
jedem festen Wert von s in bezug auf t und bei jedem festen Wert 
von t in bezug auf s. Zugleich sieht man aber auch deutlich , wie 
diese Konvergenz eine ungleichmäßige wird, wenn man weder s noch 
t festhält und sich, etwa auf der Diagonale, dem Punkte (1, 1) an
nähert. Für den Kern H(s, t) konvergiert also die Entwicklung (1) 
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nicht gleichmäßig in beiden Veränderlichen zusammen. Endlich sind 
alle Eigenwerte positiv. 

Der Kern H(s, t) hat also alle angekündigten Eigenschaften, ist 
auch beschränkt, nur ist er an mehr als einem Punkte unstetig. Es 
ist jedoch leicht H so abzurunden, daß er nur noch bei (1,1) allein 
unstetig ist. Wählt man z. B. H(s, t) in Q .. nicht gleich 1, sondern 
gleich sin (2":n:s) sin (2":n:t), so ist er überall stetig außer bei (1,1), und 
man braucht nur die 3. Vorbemerkung durch eine andere elementare 
Rechnung zu ersetzen , um auf den modifizierten Kern H dieselbe 
Schlußweise anwend('n zu können, wie eben auf den ursprünglichen. -

Betrachtet man schließlich den Kern K(s, t), der in Q" gleich V2n 
ist, (n = 1, 2, ... ), außerhalb der Q1 , (J2 , ••• überall 0, so erhält 
man J( 2 (s, t) auf Grund der 5. Vorbemerkung, indem man in jedem 

einzelnen Quadrat Q,. den Kern constans = V:!." durch seinen ite
rierten ersetzt; auf Grund der 4. Vorbemerkung hat dieser gerade 
den Wert 1. Also ist 

J(<2>(s, t) = H(s, t). 
Außerdem ist 

d. h. K(s, t) ist zwar bei (1,1) unendlich, aber das Integral (2) exi
stiert, und offenbar sind auch alle in Betracht kommenden Schlüsse 
von Schmidt auf K(s, t) anwendbar. Trotzdem konvergiert die Ent
wicklung filr K 2 (s, t) nicht gleichmäßig in bezug auf beide V eränder
lichen zusammen, während dies für J(<•> (s, t) stets der Fall und auch 
im vorliegenden Beispiel leicht zu ii.bersehen ist. 



Über die Pfeiffersche Methode. 
Von 

Detlef Cauer in Göttingen. 

Die Untersuchungen, in denen bisher, zuerst von Herrn Landau 1), 

dann von mir in meiner Dissertation 2), die P f e i ff er sehe Methode 
benutzt worden ist, um für gewisse Bereiche die Anzahl der in ihnen 
enthaltenen Gitterpunkte asymptotisch abzuschätzen, zeigen, wie gut 
sich die Methode ganz verschiedenartigen Bereichen anpaßt; aber die 
Bereiche waren in jedem einzelnen Falle ziemlich spezieller Natur; 
meist hatten bestimmte zahlentheoretische Probleme auf sie gefiihrt. 
Ich will nun hier ohne RUcksicht auf solche Anwendungen einen 
allgemeineren Satz dieser Art beweisen, in dem die Randkurve von 
einer großen, mit dem Grade zunehmenden Anzahl von Parametern 
abhängt (wegen des genauen Wortlautes verweise ich auf § 1). Meine 
Untersuchung soll nur die V erallgemeinerungsfähigkeit der Methode 
erkennen lassen; sie ist in dieser Richtung keineswegs abschließend, 
zumal da von den bisherigen Resultaten nicht viel mehr als das 
über den Kreis, der sogenannte Sie r p i ri skisehe Satz, in meinem 
neuen Satz enthalten ist. 

Der Kilrze wegen reproduziere ich diesmal den Übergang von 
der Gitterpunktanzahl zum Doppelintegral nicht vollständig, sondern 

1) Land a u, Über die Zerle,rjung der Zahlen in zwei Quadrate [ Annali di Mate
matira pura ed applicata, Ser. 3, Hd. XX, 1!113, S. 1-28] und Die Bedeutung der 
l'fciffer'schcn llfethode {ii1· die analytische Zahlentheo1·ie (Sitzungsberichte der kaiser
liehen Akademie der Wissenschaften in \Vien, mathematisch- naturwissensrhaftliche 
Klasse, Bd. CXXI, Abt. Ila, l!ll2, S. 2l!l5-2332]. 

2) Neue Anwendungen der Pfeifferseben Methode zur Abschätzung zahlen
theoretischer .Funktionen [Inauguraldissertation, Göttingen 1914, 55 S.J. 
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zeige (in § 2), wie der im zweiten Teil meiner Dissertation benutzte, 
übrigens von Herrn Landau herri:ihrende Beweisgang auch hier zu 
der gewiinschten Ungleichung (d. h. (6) in Hilfsatz 5) fiihrt. Nachdem 
so der Ansatz gemacht ist und in § 3 noch zwei wichtige Hilfsätze 
vorausgeschickt sind, folgt in § 4-6 der Hauptteil des Beweises. In 
§ 7 zeige ich, wie man in vielen Fällen das von der Anzahl der Gitter
punkte auf dem llande herrührende 0-Glied durch ganz einfache Über
legungen fortschaffen kann, und gebe zum Schluß ein bestimmtes Bei
spiel an, bei dem alle Voraussetzungen meines Satzes erfüllt sind. 

~ 1. 

Es sei im ersten Quadranten einer u-v-Ebene eine Kurve r gegeben, 

die von einem Punkt der v- Axc, auf dieser senkrecht stehend, ausgeht 

nnd, ohne mit einer Horizontalen oder Vertikalen mehr als einen Punkt 

gemeinsam zu haben 1), in einem Panlet det· u-Axe, auch auf dieser senk

recht stehend, endet. r habe stetige, nir.ht verschwindende Krümmung, 

auch in den Endpunkten, und werde dargestellt durch eine Gleichung 

(1) (n > 2), 

wo die Koeffizienten, soweit es die anderen Voraussetzunyen zulassP-11, be
liPhigP- reelle Zahlen sind. 

Aus diesen Voraussetzungen folgt zunächst 

a0 >0, f(u, 0) - a0 n" > 0 für u>O, 

a,.>O, f(O, v) - a"v">O für v>O; 

sodann 

für 0: dv fu a.,_, 
0, also 0, n -

du 
- - --- - an-1 -

~~ nan 

für 0: 
dn {" -~ 0, also 0· V - - - ~~ - - a, -
dv nao ' 

ferner: f(u, v) = u" f(l, ~) hat bei jedP-m festen endlichen ~. fiir 
u 1( 

ein bestimmtes positives 11 den Wert 1, ist also fiir jedes u > 0 po
sitiv. Für jedes Wertepaar ~t > 0, 1j > 0, u~ + 1} > 0 ist daher f(u, v) 
positiv und wächst auf jeder in diesen Quadranten (inkl. Rand) 
fallenden Geraden durch den Anfangspunkt mit zunehmender Ent
fernung von diesem monoton von f(O, 0) = 0 ins Unendliche. Es 
hat folglich einen Sinn, von der Anzahl der nicht negativen, ganz-

1) Ein Berührungspunkt gilt dabei als ein Punkt. 

\ Festschrift Schwarz. 28 
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zahligen Lösungen von f(u, v) < x zu sprechen. Aber es ist mir be

quemer, das Kurvenstück r erst an den Koordinatenaxen zu spiegeln 

und die Anzahl A (x) der Gitterpunkte im Innern und auf dem Rande 

der so entstehenden geschlossenen Kurve abzuschätzen. 

A (x) ist also clie Anzahl der ganz.mhligen Lös~mgen von 

(K) f(lul, lvl) < x. 

Mit B (x) wm·de die Anzahl cler ganzsahligen Lösungen von 

f(u, v) = x (u > 0, v > 0) 

bezeichnet und ß sei eine nur von der Funktion f(u, v) abhängende Zahl, 

fiir die 
B(x) = O(xß) 

ist. Dann behaupte ich: 
Es ist 

(2) 
wo 

J = J.{ dudv 
f(!ui, ivi) < 1 

der Flächeninhalt des Gebietes f(luJ, fvl) < 1, also eine mw von cle'l' ge

gebenen Ktwve, nicht von x abhängende Konstante ist. 

Dieses Resultat hat natürlich nur dann Wert, wenn 

( 3~l) 2 
B(x) = 0 x , d. h. ß < Bn, 

oder wenigstens 

B(x) = o(x!) 
ist, da 

A(x) = Jx! +O(x!), d. h. B(x) = o(x!) 
die aus dem bekannten geometrischen Hilfsatz sich ergebende triviale 

Abschätzung ist. (Von B(x) und ß handelt § 7.) 

Die verschiedenen Werte, die f(lul, lvl) fiir ganze n, v annehmen 

kann, seien, der Größe nach geordnet, 

0, '!Ju !12, • • ., '!J,., • • •i 

da die Zahlen a0 , a0 2n, a0 3n, ... zu den y,. gehören, ist 
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also gibt es eine Konstante c1 , sodaß für jedes ,. > 1 

(3) 

ist. 
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Die Auflösungen von f(u, v) = x nach u und v seien u = h (x, v) 
und v = g(x, u), sodaß u = h(1, v) und v = g(1, n) andere Dar
stellungen für y sind. Aus dem Nichtverschwinden der (stetigen) 
Krümmung längs y folgt die Existenz einer positiven Konstanten c2 

mit der Eigenschaft 

(4) 

(man sieht leicht an dem V er lauf von r, daß diese zweiten Ableitungen 
negativ sein müssen). 

§ 2. 

Ich setze viele Eigenschaften der Funktion 

tn 
(5) 'Pm(u) = 1 + 2 ~ cos 2v:n:u 

V=l 

·flls bekannt voraus; der Leser findet alles Nötige z. B. m memer 
Dissertation. 

Hilfsatz 1 : Es seien .it und 11 beliebige ganze Zalllen; es Sf'i 

0 < X1 < X2• Der Ring X 1 < f (I u I, I v I) < X2 möge mit dP.m Quadrat 

.it<u<.it+1 
11<v<11+l 

das Gebiet G gemeinsam haben. Dann ist 

I tf fPno(u) fPm(v)dndv I< 24. 

Beweis: Wörtlich wie bei Hilfsatz 4' in § 7 meiner Dissertation. 
Hilfsatz 2 (= Hilfsatz 5' meiner Dissertation): Es seirm ). 

1 
und p. grm:<e Zahlen, 0 < E < 2 . In dem Quadrat 

.it<u<l+1 
11<v<11+1 

liege ein Gellid G, das eine det· folgenden beiden Gr'.c;talten hnbP. : 

l u1 <1t<112 , g,(u)<v<g2 (u), 
L 1 wo p. + E < g1 (n) < g2 (n) < 11 + - E ist; 

28* 
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II {v,<v<v2 , f,(v)<u<{2 (v), 
· wo l + e < f, ( v) < f~ ( v) < l + 1 - e ist; 

in beiden Fällen seien die auftretenden Funktionen g, (n), g2 (u), f, {t•), 
ft ( v) stetig. Dann ist 

lff I 3+logm 
G fPm(u)qJ'II,(v)dudv < 3 m 8-

Hilfsatz 3: Es sei x > 0, aber nicht gleich einem y,.. Dann ist 

lim J J fPm(u)fPm(v)dudv = A(x). 
m=oo K 

Beweis: Wörtlich wie bei Hilfsatz 6' meiner Dissertation. 
Hilfsatz 4: Es gibt eine nur von der Funktion f(u, v) abhän

gende Konstante C3 tmd zu jedem Yr > 1 ein 111.0 = m0 (r), sodaß für 
m > m0 und Yr < X 1 < X 2 < Yr+t• t~·enn R das Gebiet X1 < f(lul, [vl) < X2 

bezeichnet 

Beweis : Das Gebiet y,. < ((I u I, I vl) < y,.+11 von dem R ein Teil 
ist, heiße R'. Höchstens 1) 

4(4B (y,.) + 4B(y,.H)) < 16c4 yf. + 16c4 yf.+t < 16c4 yf. + 16 C4 C~Yi~ = C0 yf 
Gitterquadrate haben einen Eckpunkt auf dem Rande von R'; auf 
diese wird Hilfsatz 1 angewendet. Bei allen übrigen Gitterquadraten 
strebt. nach Hilfsatz 2 das Doppelintegral mit wachsendem m gleich
mäßig in x,, X2 gegen Null. Also erhält man die für alle hinreichend 
großen m gültige Abschätzung 

I ~ J fPm ( u) fPm (V) du dv I < 24 c5 Y;~ + 1 < c3 yf.. 

Hilfsatz 5: Es gibt eine nttr von f(u, v) abhängende Konstante c6 

und zu jedem X> 11!! > 1 ein fl1 = M (X), :wdaß für m > M und gleich
mäßig für alle x der St1·ecke X < X < 2 X 

(6) I IJ fPm (u) tp", (1') du dv- A (x) I< c6 x.'1 

ist. 

1) Man berücksichtige (3) bei den Schlüssen der folgenden Zeile. 
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Beweis: Es genügt, die Existenz einer Konstanten c6 zu be· 
weisen, mit der (6) für m:;:::::: 111(r) und alle x der Strecke y,. < x < y,.+, 
gilt; denn es kommen ja nur endlich viele ·r in Betracht. 

Nach Hilfsatz 3 ist fiir rn > m1 (r) 

J J cp.,.(u)cpon(v)dudv-A(y,.~y,.+t) <1, 

f(l u I, l·v i) < y,. +2Y•·+r 

worin 

A( y,.+2Y~) = A(y,.) = A(x) 

ist. Nach Hilfsatz 4 ist filr m > m0 (r) gleichmäßig in x 

Daher ist für rn > Max (m0 , m 1) = M(r) 

IJ'J cp".(tt) cp",(v) du dv- A(x) I< 1 + c3 yf. < c6 yf. < c6 xß. 
1K 

§ 3. 

Hilfsatz 6: Es sei 0 <" < Ä < h (1, 0), ro > 0, Q ~ 0. Dann ist 

11'-c?s jro(Qt±g(1, t))!dt/< ,2:,-. 
" sm . vro 

Beweis: Die Ungleichung der Behauptung geht in sich über, 
wenn man das Vorzeichen vor g (1, t) ändert und zugleich - Q für Q 

setzt; es stehe also ohne Beschränkung der Allgemeinheit das Minus
zeichen. Man setze für 0 < t < h (1, 0) 

d 
G(t) = dt(Qt-g(1, t)) 

ag(1, t) 
= Q- at ; 

wegen 

G'(t) = - a2g(1, t) o 
at2 > 

nimmt dann G (t) im Intervall 0 ... h(1, 0) monoton zu und besitzt 
dort eventuell eine Nullstelle -r. 
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1 1 
1) 'C sei vorhanden; dann hat das Intervall 'C- \;ro ... 'C + V ro 

vielleicht mit " ... J!. ein Sti"ick gemeinsam; das ilber dieses erstreckte 
Integral ist absolut genommen 

1 ! $'+ -v- 2 
< w dt = .r-. 

1 vro 
$'--..;~ 

Filr jeden andern Punkt von " ... Ä., filr den 

gilt, hat man 

also nach ( 4) 

1 
0 < t < h(1, 0) und !t- -c! >-V~-

G(t) = G(-c)+(t-,;)G'(~) (-c<~<t oder t<~<-c) 
= (t- -c) G' (~), 

IG(t)l = !t- -cl G' (;) > V~-. 

2) -c sei nicht vorhanden, d. h. G (0) > 0. Dann hat das Inter

vall 0 · · · :w vielleicht eine Strecke mit " ... l gemeinsam, und das 

iiber diese erstreckte Integral ist absolut genommen 

1 

< 1-\;~ dt = _!__ 
- o v-w' 

während filr jeden andern Punkt von " ... Ä., wo 

1 
V~- < t < 1t (1; o) 

ist, 
G (t) = G(O) + tG' (~) (0 < ~< t), 

und daher 

G(t) > tG'(;) > V~ 
ist. 

Jedenfalls gilt also auf dem Stiick oder den beiden Stiicken von 

" ••• Ä., wo · ~~ < t < h (1, 0), aber nicht jt --cl < ~~ ist (mag nun 

1: vorhanden sein oder nicht) die Ungleichung 
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und die Identität 

cos ! l ___ 1_. !!___ sin l ( _ 1 ) l 
sin m (Q t- [J (1, t)) - w G (t) dt - cos ( m Q t g ( ' t) l' 

Nach dem zweiten Mittelwertsatz ist daher für jede dieser Strecken 

lf cos l I 1 c . jm(Qt-g(1, t)) dt <--·2 = -~-. 
Sln - C ,; 

w -.b- V UJ 

Vm 
Also ergibt sich im ganzen 

111.~~: jw(Qt-g(1, t))!dtl< ~ro +-$~+2 ~~ = v~· 
Hilfsatz 6 gilt, sogar mit derselben Konstanten, für h (1, t) in 

einem Intervall 0 < " < l < g (1, 0). 

Hilfsatz 7: Es sei O<x< . .t<h(1,0), m>O, Q~O. Dann 

ist liir k = 0, 1, ... , n-1; l = 0, 1, ... , n-1; O<k+l<n-1 

lii.tk(g(1, t))1 ~~: jm(Qt ± g(1, t))j dtl <V~-. 

Beweis : Für k + l = 0 ist es der vorige Hilfsatz. Es sei also 

k + l > 0; dann ist tk (g (1, t))1 im Intervall 0 ... h (1, 0) abteilungs

weise monoton, > 0 und unterhalb einer nur von der Funktion g (1, t) 

abhängenden Schranke. Also ist nach dem zweiten Mittelwertsatz 

für jede dieser 1\'Ionotoniestrecken, deren Anzahl auch nur von g (1, t) 

abhängt, 

I Jtk(g(l, t))1 ~~: l UJ (Qt ± g(1, t))j dt I< CIO\ i.i.' ~~: l UJ (Qt ± g(l, t)) I dtl; 

hierauf ist wegen 0 < -x' < 1' < h(1, 0) Hilfsatz 6 anwendbar und das 

ganze Integral der Behauptung ist daher absolut genommen 

Cg 

<v~· 

Hilfsatz 7 gilt, mit anderer Konstante, für h (1, t) in einem Inter

vall 0 < " < l < g (1, 0). 
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§ 4. 
Es ist 

Pm(u) Pm(v) = 1 + (cp,.,(tt) -1) + (cpm(v) -1) + (cpm(u) -1) (cpm(v) -1). 

Hiernach und nach (5) kann man für (6) schreiben 

m 

A(x)-J Jaudv-2! JJcos2atcudttdv 
K a=l K 

m m m 

-2 ~ J.{cos2btcvdudv-4 ~ ~ J Jcos2an·ttcos2btcvdudv 
b=IK a=lb=IK 

(7) 

Nun ist erstens 

zweitens 

ff . lg(x, 0) sin 2anh(x v) 
cos 2utcududv = 4 2 ' dv 

K o atc 

2 "t/_lg(1, 0) ,n;-= - V X sin 2 a 1t V X h (1, t) dt, 
atc 0 

folglich nach Hilfsatz 6 mit ro = 2 an \fx, Q = 0 

I I v-Jfcos 2 a tc u du dv < ~ä-;,:..x c7 

-~ V2atr: \jx K . 

1 
2n 

X = Cu--s-, 
a··-

und daher 

sowie 

'ln 

2 ~ JJcos2an·ududv 
a=1K 

m 

2 ~ JJ cos 2 b tc ·v dtt dv 
b=l K 

(7) reduziert sich also auf 

1 00 1 

< 2 , 2n ~ 1 _ 2n = c11 x -;~: - c12 x . 
. b" 
b=l 
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2 1n 1n 

A(x)- Jxn- 4 a~ ~ .[fcos 2an:~t cos 2bn:vdudv 

1 

(8) 

§ 5. 

Ich setze zur Abkürzung 

Jjcos 2an:tt cos 2bn:v dudv = P(x, a, b). 

K 

Dann ist 

l h(x, 0) sin 2bn:g (x u) 
P(x a b) - 4 cos 2an:u ------' -du 

' ' - 2bn: 
0 

2 l'/- fh(1, 0) .n~- !'/-
= b n: v x 

0 
cos 2 an: v xt sin 2 b n: v xg (1, t) clt 

v-! h(l 0) 
= b: .Ia ' sin2n:\fx(at+bg(l, t))dt 

f h(1,0) 11 _ t 
-

0 
sin 2 n: V x ( a t - b g ( 1, t)) dt f ; 

und hieraus ergibt sich nach Hilfsatz 6 mit m = 2 b n: \fx, Q = ~ 

zunächst die Abschätzung 

also, wenn 1 < x < X 1 < 2x ist 

(9) 

Andrerseits ist 

1 
2n 

X 
= cl3-,-, 

b'l 

2 rh(s, 0) 
P(;, a, b) = -b1i Jo cos2an:usin2bn:g(;, tt)du, 

also 
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2 Jx1Jh(6, o) 
- b n x 

0 
cos 2 an tt sin 2 b n g (;, tt) dzt d; 

2 lh(x1, 0) rx1 
= bn cos2anu J

11
•
1 

sin2bng(;, u)d?du. 
0 .!\Tax (x, f (u, 0)) 

Durch partielle Integration findet man (wie S. 45 meiner Dissertation) 
unter Berücksichtigung von (1) 

J sin2bng(;, u)d~ = J iJf'~; v) sin2bnvdv 

n 

- ~V. av Ztn-v f Vv-l sin 2 U7tV dv 

v=l 

n v 
n-v ~ + V (V - 1) ... (V - [L + 1) 1._1, COS 2 7• • 

- avU - (2 b.~),-' --V • u7tV 1 n· sm 
v=l p.=l 

wenn man dies einsetzt, erhält man 

l xl 
P(~, a, b) d~ 

X 

n v 
2 ' ' v(v-1) ... (v-[t+1) \lh(x1 , O) n-v v-!< COS , 

=bn~a,~± (2 bn)" 1 0 u (g(X1,u)) cos2aJr:Usin2bng(x11 tt)du 

v=l p.=l 

l h(x, 0) . cos ~ 
- un-•(g(x,ut-·"cos2anu. 2bng(x,u)du 

0 sm 

n 
2 ~ ±V! lh(xll 0) n-v COS 

-~ a .. -(21. )-.. - u cos2anu . Odu. 
un v=l un h(x, O) sm 

Die Integrale in der Klammer gehen durch eine einfache tri
gonometrische Umformung und die Substitution u = \!xJ oder 
tt = \)x t in die Summe von doppelt so vielen andern iiber, auf die 
Hilfsatz 7 anwendbar ist. Das letzte tritt wegen ct1 = .0 nur für 
v > 2 auf und ist absolut genommen 

Daher ist 
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1--1-
2n 

X 
<c2u--.-

b' 

§ 6. 
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Jetzt sei x > 1 fest gegeben. Nach Hilfsatz 5 gilt, wenn man 
dort ~ statt x schreibt, für m > M(x) und x < ~ < 2 x, gleichmäßig 
in ~ die Ungleichung (6), also (8), d. h. 

2 m m 1 ( 1) 

A(t) Jtn ' ' (1 2n < (1 t2n s - s -4 ..::". ..::". P(~~a,b) < C6 ~ +2c,2 ~ = C2 1 ~ + s · 
a=1 b=1 

4 
1--

~"'erner werde jetzt x, = x + x Sn gesetzt 1) und zur Abkiirzung 

1- 3
4n mit !L bezeichnet. Dann ist fiir hinreichend großes m 

(11) 

Hierin ist 
2 2 2 f x - - 2(1- 2 --1 

J '~nd~ = Jx~-"xn+Jx2f ·-~'n (x<~•<x,), 
. n 

X 

also 

(12) 

Ferner ist nach (9) und (10) 

1) x < x1 < 2 x ist also erfüllt. 
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m 

~s:L 
b=l 

b-1 ( __ 1 __ +~ 1-.. _1 ) 2n · 1 2n . c, 4 x C20 X 
Mm , ' • 

b~ b' 
a=l 

1--1) 1 2n 
CzoX -~ 

b' 

1-_ _!__). X 2n 

b-~ 

1-._!_') X 2n 

" b' 

X 

(13) 

Wenn man nun (12) und (13) in (11) einsetzt, erhält man 

ll xt ! +~~ ß+~ 21n +~ 
A@d;- Jx < c,2 X + C22 X 

I X I 
~+2~-1 ~+ 1 
n -2-

+ c2sx + cnx 
oder wegen 

2 
2p,+--1 

n 

1--1-2n 

3 

b' 
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sowie 

Hieraus folgt 
rx, 

x!L A(x) = (x,- x) A (x) <)_ A(;)d; < (x,- x) A(x,) = xll- A(x,), 
X 

also einerseits 

(14) 

andrerseits 

wegen x, = x + xtt, x = x, - xll- > x, - x'; folgt daraus 

A (x,) > .Ax,- x';)! + 0 (x~) + 0 (x:~~) 

(15) 
2 ( 2 n- ß 3n 

= Jx, + o(x,) + 0 .r, ) 

Aus (14) und (15) folgt, wenn x für x, geschrieben wird, 

(2) 

§ 7. 

Ich will jetz~, ohne irgendwie Vollständigkeit anzustreben, zeigen, 

wie man in vielen Fällen das Glied 0 (x·f1) in (2) ganz leicht fortschaffen 

kann; d. h. ich werde Voraussetzungen angeben, unter denen ß < 3
2n ist. 
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1) f(u, v) habe ganze Koeffizienten > 0 und sei m zwei teiler
fremde Faktoren mit ebenfalls ganzen Koeffizienten zerlegbar. Dann 
hat, wenn x > 0 ganz ist 

x = {(tt, v) = (1 (u, v).(2 (u, v) = a.ß 

in a, ß höchstens 4 T(x) Lösungen, und das Gleichungsystem 

ft (u, v) = a 

f~(u, v) = ß 

in u, v höchstens n2 Lösungen. Die Anzahl der zu zählenden Werte
paare tt: v ist also < 4n2 T(x); folglich ist 

B (x) = O(x8) 

M k I R 2 ""hl an ann a so 11 -:- E < 3 n wa en. 

2) Die Koeffizienten a. von f(u, v) seien linear unabhängig, d. h. 
es bestehe keine Relation 

mit ganzen, nicht sämtlich verschwindenden g,.. Dann kann f(u, v) = x 
für kein x > 0 mehr als eine nicht negative, ganzzahlige Lösung 
haben. Denn gäbe es zwei verschiedene U 1 , V1 und U-2 , V2 , so wäre 

was nach der Voraussetzung nur möglich ist, wenn 

u~ = u~ und v~ = v~ 

ist. Wenn di~ser Fall vorliegt, kann man also sogar ß = 0 setzen. 
3) Schließlich will ich noch ein einfaches Beispiel angeben, bei 

dem alle Voraussetzungen meines Satzes erfüllt sind und bei dem zu
gleich das Resultat neu ist : 

f(u, v) = u4 + u2 v2 + v4• 

Im ersten Quadranten verläuft die Kurve f(u, v) = 1 vom Punkte 

'" = 0, v = 1 zum Punkte u = 1, v = 0. Es ist a1 = a3 = 0, 
ferner 

' 1 2 + 'I v4 1 4 tt = --2 v _ y 4 + -v; 

also gibt es für 0 < v < 1 eine Lösung 0 < u < 1, und umgekehrt. 
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Es ist 

denn der Zähler könnte wegen 

f"v- fuufw . (4uv)'- (12u2 + 2v2)(2u2+ 12v2) 

= 16u2 v2 - 24u4 -148u2 v2 - 24v' < 0 

447 

nur verschwinden, wenn f:. + f! = 0 wäre, was (außer für 0, 0) nicht 
der Fall ist. Endlich ist 

f(u, v) = (u2 +ztv+·v2)(u2 -uv+v2), 

also nach 1) ß < ~ wählbar. Ich habe also nach (2) für das zuge

hörige A (x) bewiesen: 

A(x) = Jx~ + O(xt-). 



Über die Invarianten eines Systems 
von beliebig vielen Grundformen. 

Von 

David Hilbert in Göttingen. 

Es sei F eine Form mit irgend einer Anzahl von Variabeln und 
irgend einer Ordnung; die Anzahl ihrer Koeffizienten sei n. Wir be
trachten nun das Grundformensystem (F), welches aus N solcher 
Formen F besteht, so daß sämtliche Grundformen des Systems (F) 
dieselben Variabeln und die gleiche Ordnung besitzen; dabei sei die 
Am1ahl N> n. 

Wir greifen n Formen F,, ... , F,. aus den Formen (F) heraus 
und bezeichnen mit (J) das volle System von ganzen rationalen In
varianten dieser n Formen derart, daß jede ganze rationale In
variante derselben sich ganz und rational durch die Invarianten (.J) 
ausdrücken läßt. 

Die erste Frage ist die, ob und auf welche Weise aus den In
varianten (J) ein solches System von ganzen rationalen Invarianten 
des Grundformensystems (F) abgeleitet werden kann, durch welche 
sich jede ganze rationale Invariante von (F) rational darstellen 
läßt. Diese Frage ist leicht folgendermaßen zu beantworten. 

Unter den Invarianten (J) kommt gewiß die n-reihige aus den n 
Koeffizienten der n Grundformen F,, ... , F,, zu biidende Determinante 
L1 vor. V erstehen wir nun unter (Li) das System aller n- reihigen 
Determinanten, die sich überhaupt aus den Koeffizienten von irgend 
nunter den N Formen (F) bilden lassen, so ist das auR den In
varianten (J) und (A) bestehende System (J, LI) gewiß ein 
solches von der verlangten Art. 
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Um dies einzusehen, bedenken wir, daß für jeden Index h > n 
gewiß eme Relation von der Gestalt 

(1) F _ .d,"F, + .d211F2 + · · · + .d.,."F.,. 
"- LI 

besteht, wo .d die Determinante der Formen F" ... , F.,. und L1, 11 , ••• , 

.d"" gewjsse andere Determinanten des Systems (.d) bedeuten. Indem 
wir die Koeffizienten der entsprechenden Glieder auf beiden Seiten 
der Formel (1) einander gleichsetzen, erhalten wir Gleich~ngen von 
der Gestalt 

(2) 
A 1(/c) +· A A(k) + + A A(k) 

A rk) _ .a,h.L 1 Ll2h 2 ' '' Llnh n (Z 7. _ 1 2 ) " - ~:1------ ~>n, /i,- , , ••• ,n, 

wo A~;> die Koeffizienten der Grundformen (F) bedeuten. 
Ist nun S irgend eine ganze ·rationale Inva~iante des Grund

formensystems (F) und setzen wir darin für die Koeffizienten der 
Formen F.,.H, •.. , FN die· Ausdrücke (2) ein, so erhalten wir für S 
einen Bruch, dessen Nenner eine Potenz von .d ist und dessen Zähler 
ganz und rational von .d'"' ... ,. Li.,." abhängt, wobei die Koeffizienten 
ganze rationale Invarianten der n Formen F,, ... , Fn sind und als 
solche sich ganz und rational durch die Invarianten des Invarianten
systems (J) darstellen lassen. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Wir fragen zweitens, ob und auf welche Weise aus den In
varianten (J) ein solches System von ganzen rationalen Invarianten 
des Grundformensystems (F) abgeleitet werden kann, durch welche 
.sich jede ganze rationale Invariante von (F) ganz und algebraisch 
darstellen läßt. Diese Frage läßt sich ebenfalls leicht beantworten, 
wenn man sich eines gewissen tief liegenden allgemeinen Theorems 1) 

über die ganze algebraische Darstellung von Invarianten bedient. 
Dieses Theorem lautet: 

Wenn irgend eine gewisse Anzahl von Invarianten die Eigen
schaft besitzen, daß das Verschwinden derselben stets notwendig das 
Verschwinden aller übrigen Invarianten des Grundformensystems zur 
Folge hat, so sind alle Invarianten ganze algebraische Funktionen 
jener Invarianten. 

Ich bilde nun aus den Invarianten (J) alle diejenigen Invarianten 
(V J), die entstehen, wenn wir statt der Koeffizienten der Formen 

1) V gl. meine Abhandlung: Üher die vollen Invariantensysteme § 4. Math. Ann. 
Bd. 42. 

Festschrift Schwarz. 29 



450 David Hilbert: 

F 1 , ••• , Fn irgendwie die entsprechenden Koeffizienten der Formen 
Fn+t' .. . , FN einführen, so daß das aus (J) und (VJ) zusammenge
setzte Invariantensystem (J, VJ) alle diejenigen ganzen rationalen In
varianten des Grundformensystems (F) enthält, in denen jedesmal 
nur die Koeffizienten von irgend n oder weniger Grundformen vor
kommen; alsdann stelle ich den folgenden Satz auf: 

Jede ganze rationale Invariante unseres Grund
formensystems (F) von N Formen ist eine ganze alge
braische Funktion der Invarianten (J, VJ). 

Um die Richtigkeit dieses Satzes einzusehen, bedarf es nur der 
Erkenntnis, daß den Invarianten (J, VJ) die in obigem Theorem ge
nannte Eigenschaft für das aus den N Formen bestehende Grund
formensystem (F) zukommt. Diese Erkenntnis gewinnen wir leicht 
durch folgende Überlegung, bei der wir der Kürze wegen N = n + 1 
nehmen. Es seien F~, E~, ... , F:+t Formen unseres Grundformensy
stems mit speziellen numerischen Koeffizienten von solcher Ar:t, daß 
für sie sämtliche Invarianten (J, VJ) verschwinden. Nun gibt es ge
wiß numerische Werte cx1 , ••• , cxn-1-1, die nicht sämtlich Null sind und 
für welche identisch in allen Variabeln der Formen 

(3) 

ausfällt; indem wir etwa cx" =f= 0 annehmen, finden wir aus 

(4) 

Es sei jetzt S irgend eine ganze rationale Invariante unseres aus 
n + 1 Invarianten bestehenden Grundformensystems ; tragen wir darin 
für Fh den Ausdruck (4) ein, so erhalten wir für S einen Ausdruck 
als Invariante der n Formen F 1 , ••• , F"_1 , FM1 , ••• , Fn+t und da alle 
diese Invarianten zu den Invarianten (J, VJ) gehören und daher für 
unsere speziellen Grundformen F:, F~, ... , F,~H mit numerischen Ko
effizienten Null sein sollten, so wird auch die Invariante S für unsere 
speziellen Grundformen ebenfalls Null. Es bilden demnach die In
varianten (J, VJ) ein solches System von Invarianten unseres Grund
formensystems , deren Verschwinden gewiß das Verschwinden über
haupt einer jeden Invariante des Grundformensystems (F) zur Folge 
hat. Damit ist der gewünschte Beweis erbracht. 

Es entsteht drittens die Frage, ob und auf welche Weise aus 
den Invarianten (J) ein solches System von ganzen rationalen In-
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varianten des Grundformensystems (F) abgeleitet werden kann, durch 

welche sich jede ganze rationale Invariante von (F) ganz und ra

tional darstellen läßt. Nun ist die bekannte Polarisation 

P A<o a A<2> a A<"' a 
= " aAk'> + h aA~2' + · · · + h aA~"' 

ein solcher Differenziationsprozeß der auf irgend eine Invariante an

gewandt wiederum eine Invariante erzeugt. Bezeichnen wir mit (PJ) 
die sämtlichen aus den Invarianten (J) durch Polarisation erzeugte 

Invarianten, so möchte ich hier das Problem nennen: festzustellen, ob 

wirklich das aus (J) und (PJ) zusammengesetzte Invariantensystem 

ein solches volles Invariantensystem für ( F) liefert, durch welches 

die ganze und rationale Darstellung aller Invarianten von (F) mög

lich ist. 
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