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Vorbemerkung der Herausgeber. 
In der vorliegenden ersten Halfte des dritten Bandes des "Handbuches 

der Astrophysik" wird der Leser haufiger als in den anderen Banden darauf 
stoBen, daB derselbe Gegenstand in den Beitragen verschiedener Mitarbeiter 
behandelt wird. Diese Wiederholungen lieBen sich nicht vermeiden, ohne die 
Einheitlichkeit und Geschlossenheit der einzelnen Kapitel zu gefahrden, und 
sicher werden vielen Lesem angesichts der Schwierigkeit der hier behandelten 
Materien die verschiedenen Darstellungen desselben Gegenstandes nicht un
willkommen sein. 

Ein Wort der Erklarung ist auch notig fUr den Umstand, daB die Dar
stellung der Pulsationstheorie von dem Kapitel "Thermodynamics of the Stars" 
abgetrennt worden ist und von dem gleichen Autor in einem besonderen Kapitel 
am Schlusse der zweiten Halfte des Bandes gegeben wird. Der Grund hierfur 
ist der, daB Prof. MILNE bei der Abfassung des Abschnittes uber die Pulsations
theorie auf Bedenken stieB, die erst durch neue Untersuchungen klargestellt 
werden muBten. Der Druck der ersten Halfte des Bandes ware ungebuhrlich 
verzogert worden, wenn er bis zum AbschluB jener Untersuchungen aufge
schoben worden ware, und so haben wir uns entschlossen, lieber die erwahnte 
Abtrennung vorzunehmen. 
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Kapitel 1. 

Warmestrahlung 1• 

Von 

W. WESTPHAL-Berlin. 

Mit 16 Abbildungen. 

a) Folgerungen elUS der klassischen Physik. 

1. Allgemeines. Die allgemeine Erfahrung lehrt, daB sich zwischen zwei Kor
pern, die sieh auf verschiedener Temperaturbefinden, stets Prozesse abspielen, 
welche einen Ausgleieh dieser Tempera:turen herbeizufiihren suchen. Eine nahere 
Untersuchung zeigt, daB es drei verschiedene Prozesse dieser Art gibt, nfunlich: 

a) die Warmelei tung. Bei dieser wird ein Teil des Warmeinhaltes des war
meren Korpers durch Vermittlung der die beiden Korper verbindenden Materie, 
und zwar durch reine Molekularbewegung, dem kalteren Korper zugefiihrt; 

b) die Konvektion. Diese kommt nur in Gasen und Fliissigkeiten vor 
und besteht in einem Warmetransport yom warmeren zum kalteren Korper 
durch Stromungen in dem die beiden Korper verbindenden Medium; 

c) die Warmestrahlung. Diese ist nicht an das Vorhandensein von 
Materie zwischen den beiden verschieden temperierten Korpern gebunden, ver
lauft vielmehr im Vakuum am ungestortesten. 

In der Astrophysik sind alle drei Arten von Ausgleichsprozessen von Be
deutung. Die Warmestrahlung ist nicht nUT der einzige 'Obermittler jeglicher 
:Kunde, die wir von den Fixsternen besitzen, sondern sie spielt auch, wie EDDING
TON zuerst betont hat, eine entscheidende Rolle bei der Frage des inneren Gleich
gewichts der Sterne. Konvektionsvorgange gehen zweifellos in groBtem AusmaBe 
insbesondere an der Oberflache der Fixsterne vor sieh. Die geringste Rolle spielt 
die Warmeleitung, da der Temperaturausgleich im Innern der Fixsterne wegen 
der hohen in Betracht kommenden Temperaturen in ganz iiberwiegendem MaBe 
durch Warmestrahlung erfolgt, derin diese ist der vierten Potenz der absoluten 
Temperatur, jene nur deren erster Potenz proportional. 

Die Warmestrahlung, von der die sichtbare Lichtstrahlung nur ein kleines, 
lediglich physiologisch ausgezeichnetes Teilgebiet ist, ist nach MAXWELL und 
HEINRICH HERTZ ein transversaler, elektromagnetischer Schwingungsvorgang, 
dessen GesetzmaBigkeiten sich aus den MAXWELLschen Grundgleichungen des 
elektromagnetischen Feldes ableiten lassen 2. Dies ist der Standpunkt der sog. 
klassischen Physik, der bis gegen Ende des 19. J ahrhunderts den beobachteten 
Erscheinungen in vollem Umfange gerecht zu werden schien, bis MAX PLANCK3 
nachwies, daB eine theoretische Deutung des experimentellen Befundes iiber 
die Energieverteilung im Spektrum auf Grund der klassischen Theorie unmoglich 
ist. Von diesem, in der Geschiehte der Physik denkwiirdigen Augenblick an 
datiert eine-bereits Hinger als ein Vierteljahrhundert andauernde Krise der Physik, 

1 Das Manuskript dieses Artikels wurde bereits im Sommer 1925 abgeschlossen. Den 
seitherigen Fortschritten wurde vor der Drucklegung nach Moglichkeit Rechnung getragen. 

2 Siehe z. B. M. ABRAHAM, Theorie der Elektrizitat. Leipzig: B. G. Teubner. 
3 M. PLANCK, Ann. d. Phys. (4) Bd.4, S.553. 1901. Wll.rmestrahlung, 5. Aufl. Leipzig: 

J. A. Barth 1923. 

Handbuch der Astrophysik. III. 



2 Kap. 1. W. WESTPHAL: Warmestrahlung. Ziff. 1. 

die in engstem Zusammenhange mit der Entwicklung der Atomphysik steht. 
Das Wesen dieser Krise HiBt sich kurz dahin zusammenfassen, daB zweifellos 
die Gesetze der klassischen Physik fUr atomistische Prozesse - und ein solcher 
ist die Emission von Strahlung - nicht gelten, sondern durch die Gesetze der 
sog. Quantentheorie zu ersetzen sind. Artdererseits ist es gewiB, daB die qminten
theoretischen Gesetze die klassischen Gesetze als GrenzfaIIe enthalten miissen. 
Es ist bis heute nieht gelungen, die Synthese zwischen diesen beiden Kom
plexen von Gesetzen zu vollziehen. So kommt es, daB auf dem Gebiete der 
Warmestrahlung noch eine gewisse Willkiir in der Behandlung der Frage besteht, 
in welchen Fallen die Gesetze der klassischen Physik, in welchen diejenigen der 
Quantentheorie anzuwenden sind. Die Erfahrung zeigt, daB man auf ver
schiedenen Wegen zum Ziel gelangen kann (s. die verschiedenen Ableitungen 
des PLANcKschen Gesetzes ZifL 12, 15). 

Unter Warmestr.ahlung versteht man ausschlieBlich diejenigen elektro
niagnetischen Schwinglmgs'vorgange, welche nur durch die Temperatur der 
beteiligten Korper hervorgerufen werden. Es haben uns also hier nicht zu be
schaftigen die durch Apparate erzeugten elektromagnetischen Schwingungen 
(HERTzsche Wellen), die durch elektrische Entladungen oder chemische und 
sonstige Wirkungen hervorgerufenen Leuchterscheinungen und die Erscheinungen 
der Fhioreszenz und Phosphoreszenz. Das schlieBt aber nichtaus, daB uns 
Strahlungen im Bereich der Warmestrahlung begegnen,. die wir mit jrdischen 
Mi1teln nur auf einem anderen Wege zu erzeugen vetmogen. Insbesondere treten 
bei sehr 40hen Temperaturen, wie sie im Innern der Fixsterne herrschen, zweifel
los auch 'Strahlungen auf, welche ihrem Wesen nach mit den Rontgenstrahlen 
und den y-Strahlen radioaktiver Elemente identisch sind, aber als reine Tem-
pera turstrahlung. . " 

Nayhstehende Tabelle und : Abb. 1 gibt eine 'Obersicht iibet das elektro"
magnet~che Spektruffi, soweit es bi~het experimentell erforschtisti. 

Abb·1· 

Das elektrollla,gnetische Spektrum, 
AfJ',jaer :strahlen ' Wellenliinge in A.-E. 

? Hohenstrahlunga, .• .' 10-~ - 10-: 5 

Kiirzeste )'-Strahlen. . '0,57.'10- 2 

Rontgenstrahlen . 1,58. 10-'1 - 6,6, 102 

Ultraviolett . " . . ".' h36.,1CJ2, -;' 3,6.103 

Sichtbares Gebiet. \ -3,6, .• 103 ,~7,8· 103 

lJltrarot . " . '. . 7;8 ~'108 ..:.. 3,4 • 106 
Elektrisc'he Wellen 2 ; 108 - 00 , 

¥ 3 Z , b ,'z ~., 678 9 m n '. O'~ 
log o'er Wellenliinge in A-£. 

Das elektromagnptische Spektrum.: Der logarithmische MaBstab entspricht, einer 
Eintejlung des Spektrums in Oktaven. 

1 Genauere Angaben S.LANDOLT-BoRNSTEIN, Physikalisch-chemische Tabellen, Tab. 145 ff. 
a Anm. b. d. Korr.: Die Wellennatur-der Hohenstrahlung ist neuerdings sehr zweifelhaft 

geworden. 



Ziff. 1. Allgemeines. 3 

Wegen der grundsatzlichen Wesensgleichheit des ganzen Bereichs der 
Warmestrahlung mit den sichtbaren Lichtstrahlen gelten auch im Gesamtbereich 
die gleichen Begriffe (Reflexion, Brechung, Dispersion usw.) und allgemeinen 
GesetzmaBigkeiten, wie in der gewohnlichen Optik des sichtbaren Spektrums. 
Jedoch wirken sie sich vielfach anders aus, insbesondere da, wo die auftretenden 
Erscheinungen von der GroBenordnung des Verhiiltnisses der Wellenlange der 
Strahlung zu den Dimensionen der an dem betreffenden Vorgang beteiligten 
materiellen Korper beeinfluBt werden. So kommt es auch, daB Eigenschaften 
von Korpern, die wirim Bereich des optischen Spektrums als ganz oder weitgehend 
konstant ansehen durfen, sich im Bereiche groBerer oder kleinerer Wellenlangen 
vallig andern kannen. Die allgemeinen GesetzmaBigkeiten und Begriffe der 
Optik sollen im folgenden als bekannt vorausgesetzt werden. 

Wie jede Strahlung des optischen Teilgebiets, so besitzt auch jede Warme
strahlung eine spektrale Verteilung der in ihr enthaltenen Energie. Zur Orien
tierung im Spektrum dient uns entweder die Schwingungszahl 'V oder die Wellen
lange A der Strahlung. 1st q,. die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Strahlung 
von der Schwingungszahl Y, so besteht zwischen diesen drei GraBen die Beziehung 

J.,y=q,.. (1) 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Strahlung aller Schwingungszahlen 1m 
Vakuum, also auch im Weltraum, ist. die Lichtgeschwindigkeit, 

q = c = 3.1010 cm/sec. 

In allen materiellen K6rpern ist die Geschwindigkeit kreiner, und zwar ist 

q,. = cln, (2) 

wobei n den Brechungsirtdex der Substanz fUr die betreffende Strahlung bedeutet. 
Da n von der Schwingungszahl abhangt, so ist auch q,. fUr Strahlung verschiedener 
Schwingungszahl in der Materie in der Regel verschieden. In der experimentellen 
Physik pflegt man zur Charakterisierung einer Strahlung gewohnlich die unmittel
bar meBbare Wellenlange. anzugeben. Fur die theoretische Betrathtung emp
fiehlt sich in derRegel die Benutzungder Schwingungszahl, und zwar deshalb, 
weil diese unveraIidert bleibt, wenn eine bestimmte Strahlung nacheinander 
verschiedene Medien durchsetzt, wahrend die Wellenlange gemaB Gleichung (1) 
und (2) in den verschiedenen Medien eine verschiedene ist 

wobei Ao die Wellenlange im Vakuum bezeichnet. 
Der Warmeaustausch zwischen zwei Korpern durch Strahlung besteht nicht 

nur in der Zustrahlung von Warme seitens des warmeren Karpers an den kalteren, 
sondern es strahlen beide Karper unabhangig von einander nach MaBgabeihrer 
Temperatur, wobei die .§trahlung des warmeren Korpers uberwiegt. 

Wenn ein Karper einen Teil seiner Warmeenergie ausstrahlt und diese 
Strahlung sich in der Umgebung ausbreitet, so muB, da die Strahlung eine endliche 
Ausbreitungsgeschwindigkeit hat, in jedem von der Strahlung durchsetzten Raum
teil ein gewisser Betrag an Energie enthalten sein. 

Fur die zunachst folgendenDberlegungen ist eine nahere Kenntnis des 
Mechanismus, durch den die Wechselwirkung zwischen Strahlung und Materie 
bedingt wird, nicht erforderlich. Es wird sich namlich zeigen, daB man einen 
groBen Teil der Gesetze der Warmestrahlung ohne eine solche nahere Kenntnis 
ableiten kann. Es sei daher uber den Mechanismus dieser Wechselwirkung hier 
vorlaufig nur soviel gesagt, daB sowohl die Aussendung von Warmestrahlung, 

1* 
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wie die Beeinflussung von Strahlung (Brechung, Absorption, Zerstreuung usw.), 
durch die elementaren Bausteine der Materie, die Molekiile, Atome und Elektronen 
erfolgt. Das verschiedene optische Verhalten der einzelnen Substanzen erklart 
sich einerseits durch die Verschiedenartigkeit der Atomarten, andererseits durch 
die Verschiedenheit der Lagerung und Bindung der Atome in der Materie (z. B. 
die vollig verschiedenen optischen Eigenschaften des Kohlenstoffs als Kohle 
und als Diamant). Die Moglichkeit, elektromagnetische Wellen auszusenden und 
zu beeinflussen, verdanken die Atome der Tatsache, daB sie aus elektrisch 
positiven und negativen Tei1chen (Atomkernen und Elektronen) aufgebaut sind 
(s. Ziff. 16). 

Bekanntlich kann man den groBten Teil der Warmelehre in der besonderen 
und durch die Einfiihrung der Begriffe der Temperatur und Entropie charakteri
sierten Formder Thermodynamik darstellen, ohne sich eine nahere Rechenschaft 
uber das Wesen der molekularen Einzelvorgange abzulegen. Ebenso kann man 
auch betrachtliche Teile der Strahlungstheorie mit den Methoden der Thermo
dynamik, also auf Grund des ersten und zweiten Hauptsatzes, behandeln, ohne 
Zuhilfenahme einer anderen Vorstellung vom Wesen der Strahlung, als daB es 
sich urn einen von der Temperatur abhangigen und durch eine bestimmte 
Schwingungszahl, Fortpflanzungsgeschwindigkeit und Fortpflanzungsrichtung 
charakterisierten Vorgang handelt. 

V6llig monochromatische Strahlung, d. h. soIche, bei der die gesamte Energie 
durch Strahlung einer einzigen Schwingungszahl 'V transportiert wird, kommt 
in der Natur nicht vor. Vielmehr bildet jede Strahlung ein uber einen mehr 
oder minder groBen Bereich von Schwingungszahlen ausgedehntes Spektrum. 
Auch die scharfsten Spektrallinien haben immer noch eine gewisse Breite, d. h. 
sie enthalten Strahlung aus einem endlich ausgedehnten, wenn auch oft auBerst 
schmalen Bereich. Ein endlicher Betrag an Energie ist daher stets nur in 
einem endlichen Schwingungszahlbereich enthalten. Wir teilen deshalb jegliche 
Strahlung ein in sehr schmale Schwingungszahlbereiche, deren Grenzen durch 
'V und 'V + d'V bezeichnet seien. Die Breite des Bereichs d'V sei klein gegenuber 'V 
selbst. Wenn wir kiinftig von einer Strahlung der Schwingungszahl 'V sprechen, 
so ist damit stets Strahlung aus dem Bereich von 'V bis 'V + d'V gemeint. 

Nach der klassischen Vorstellung kann ferner ein endlicher Betrag an 
Strahlung nur innerhalb eines Strahlungskegels von endlicher Offnung ent-
halten sein. ' 

2. Emission. Es sei dT ein Volumelementl im Innern eines strahlen
den Korpers. Es sei als homogen und isotrop angesehen und so klein, daB in 
seinem Innern kein merklicher Bruchteil der von ihm ausgesandten Strahlung 
absorbiert wird. Es sendet dann wegen seiner Homogenitat und Isotropie in 
der Zeiteinheit stets die gleiche Strahlungsenergie nach jeder Richtung aus. 
Die in der Zeit dt innerhalb des Offnungswinkels d Q ausgesandte Energie der 
Schwingungszahl 'V ist dann 

dE= 2f"dtdTdQd'V. (4) 

f" ist der "Emissionskoeffizient" der strahlenden Substanz fiir linear 
polarisierte Strahlung der Schwing,ungszahl 'V. Der Faktor 2 tragt der Tatsache 
Rechnung, daB das Volumelement wegen seiner Isotropie naturliche, d. h. un
pol~risierte, Strahlung ausse,ndet. 

1 Es sei hier grundsatzlich bemerkt, daB. wir Linienelemente dx und die Lineardimen
sionen von Volumelementen d7: stets als groB gegeniiber der Wellenlange der Strahlung, 
Zeitelemente dt immer also groB gegeniiber der Dauer ifv einer Schwingung ansehen. 
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Die in der Zeit dt emittierte Gesamtenergie ergibt sich als das Integral von 
Gleichung (4) iiber aile Offnungswinkel dQ von 0 bis 4 n und iiber aIle Schwin
gungszahlen von 0 bis 00: 

E = 8 ndtd.j£"dv. 
o 

(5) 

£" hangt ab von der Natur der Substanz und der Schwingungszahl sowie 
von der Temperatur. Die tagliche Erfahrung zeigt schon im optischen Gebiet, 
daB die von verschiedenen Korpern bei der gleichen Temperatur ausgesandte 
Strahlung verschieden stark sein kann, daB sie iiber die verschiedenen Schwin
gungszahlen verschieden verteilt sein kann, und daB sie fiir aIle Korper mit 
steigender Temperatur zunimmt. 

3. Reflexion, Absorption und Zerstreuung. WennStrahlung auf irgendeinen 
materiellen Korper fant, so wirkt dieser auf das weitere Schicksal der Strahlung 
in verschiedener Weise ein. In der Regel wird ein Bruchteil der Strahlung bereits 
an der- Oberflache zuriickgeworfen (reflektiert). Die Reflexion kann regular 
oder diffus sein, je nach der OberfHichenbeschaffenheit des Korpers und der 
vVellenHinge der auffallenden Strahlung. Wir bezeichnen den Bruchteil, der 
von einer Strahlung der Schwingungszahl 'V reflektiert wird, als den Reflexions
koeffizienten e des Korpers fiir Strahlung der Schwingungszahl 'V. Der in den 
Korper eindringende Bruchteil ist also (1 - e). 

Soweit die auf einen Korper fallende Strahlung nicht an der Oberflache 
reflektiert wird, dringt sie in das Innere des Korpers ein. Dort wird ein Teil 
von ihr von den Molekiilen der Substanz absorbiert, wobei sich die Strahlungs
energie in Warme, d. h. in Molekularbewegung, verwandelt. Wird auf einer -
sehr kurzen - Wegstrecke dx der Bruchteil {)t,,,dx einer Strahlung von der 
Schwingungszahl 'V absorbiert, so bezeichnet man cx:" als den Absorptionskoeffi
zienten der betreffenden Substanz fiir diese Strahlung. Die Schwachung einer 
Strahlung auf einem endlichen Wege x ist daher gegeben durch die Losung der 
Differentialgleichung dJ 

y= -cx:"dx, 

also 
(6) 

Ein weiterer Bruchteil ihrer Energie geht einer Strahlung im Innern einer 
Substanz durch Zerstreuung verloren. Dieser Vorgang besteht in einer Richtungs
anderung von Teilen des Strahls, ohne daB dabei in der Regel eine merkliche 
Anderung seines Charakters eintritt. Lediglich bei der Zerstreuung an freien 
Elektronen liegen die Verhaltnisse komplizierter (s. Zif£. 14). Der Zerstreuungs
koeffizient {J" ist analog dem Absorptionskoeffizienten cx:" definiert, so daB die 
Schwachung eines Strahls durch Zerstreuung auf dem Wege x gegeben ist durch 
die Gleichung 1 1 -fi x = 0 e ", (7) 

also durch Absorption und Zerstreuung zusammen durch ] = 10 e-{<x"+fi,,),,. 
In allen Fallen, wo wir es mit einer iiber alle Richtungen gleichmaBig verteilten 
Strahlung zu tun haben, kann man von der Zerstreuung absehen, weil dann jeder 
Strahl durch die Zerstreuung anderer Strahlen gerade ebensoviel an Energie 
wieder gewinnt, wie er verliert. In anderen Fallen aber muB die Zerstreuung 
beriicksichtigt werden, z. B. im Innern der Fixsterne, wo die nach auBen gehende 
Strahlung iiberwiegt. 

In man chen Substanzen ist der Weg, auf dem bereits praktisch vollstandige 
Absorption erfolgt, so kurz - wenn namlich CX:y sehr groB ist - daB man oft von 
einer Absorption in der Oberflache spricht, z. B. bei RuB im sichtbaren Spektrum. 
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Gelegentlich bezeiChnet man auch den an eirier OberfHiche nich t reflek
tierten Bruchteil (1 ~ e) einer Strahlung als das Absorptionsvermogen der 
betreffenden 0 b erfl ac h e. 

Substanzen, deren Oberflache jede auf sie fallende Strahlung jeglicher 
Wellenlange vollkommen absorbieren, nennt man schwarz1. Streng genommen 
ist dies ein niemals vollkommen realisierter Grenzfall, der aber bei vielen Sub
stanzen mitsehr weitgehender Annaherung erreicht ist. Oberflachen, welche 
jede Strahlung volIkommen und diffus reflektieren, nennt man weiB. Auch 
dies ist ein nirgends realisierter idealer GrenzfalI, da es Substanzen mit einem' 
Reflexionskoeffizienten e,. = 1 fiir alle Werte von y nicht gibt. Als grau be
zeichnet man einen Korper, der von Strahlen jeder Welleniange den gleichen 
Bruchteil absorbiert bzw. reflektiert. Manche Korper nahern sich diesem Zu
stande in groBeren Wellenlangerfbereichen betrachtlich. 

Die praktisch volIkommenste und fiir alle Falle ausreichende Realisierung 
eines schwarzen Korpers besteht in einem niCht zu groBen Loch in der Wan dung 
eines Rohlraums, dessen Innenwand zweckmaBig geschwarzt ist 2• Fallt ein 
Strahl in ein solches Loch, so wird ein erheblicher Bruchteil vonihm beim ersten 
Auftreffen auf die Innenwand absorbiert. Der iibrigbleibende Teil wird nur in 
den seltensten Fallen gerade wieder aus dem Loch hinaus reflektiert werden, 
sondern unter dauerndem Energieverlust im Innern hin und her reflektiert 
werden. 1st z. B. das Absorptionsvermogen der Innenwand 95 %, so bleibt 
nach der erst en Reflexion nur 5 % der urspriinglichen Energie iibrig, nach der 
zweiten Reflexion wieder nur 5 % hiervon, also 1/400 , nach der dritten 1/8000 usw., 
so daB, wenn der Strahl schlieBlich einmal wieder durch das Loch ins Freie tritt, 
praktisch nichts mehr von ihm iibrig ist. Es ist ja auch eine alltagliche Erfahrung, 
daB ein kleines Loch in der Wandung eines geschlossenen Kastens stets noch 
dunkler ist als dessen etwa noch so gut geschwarzte, z. B. beruBte, AuBenwand. 
Wesentlich ist nur, daB das Loch so klein ist, daB zahlreiche Reflexionen des 
Strahls im Innern vor dem Wiederaustritt gewahrleistet sind. 

Eine Substanz, deren Absorptionskoeffizient <Xv fiir eine bestimmte Schwin
gungszahl y gleich Null ist, nennt man dia therman fiir Strahlung dieser Schwin
gungszahl. Auch dies ist ein Grenzfall, der streng nur im Vakuum realisiert ist, 
welches fiir jegliche Strahlung diatherman ist. Sehr angenahert diatherman sind 
fiir' ausgedehnte SchwingungszahlbereiChe z. B. viele Gase, Glas, Quarz usw. 

4. Strahlungsintensitat, Strahlungsdichte. Wir betrachten jetzt ein homo
genes und isotropes Medium, welches von stationarer.Strahlung erfiillt ist, d. h. 
einer Strahlung, deren Energie und spektrale Energieverteilung wahrend einer 
Zeit dt an jedem Ort des Mediums eincn unveranderlichen Mittelwert hat. 1m 
allgemeinen Falle ist die durch ein Flachenelement do innerhalb dieses Mediums 
tretende Strahlung sowohl beziiglich ihrer Energie, wie beziiglich ihrer spektralen 
Energieverteilung von Richtung zu Richtung und in den verschiedenen Polari
sationsebenen verschieden. Wir fiihren ein Polarkoordinatensystem mit dem 
Ursprung in do ein, charakterisiert durch den Winkel {} einer Richtung gegen das 
Lot auf do und das Azimut cpo Ein raumlicher Winkel dQ mit der Spitze in do 

ist dann gegeben durch dQ = sin {}.d {} d cp • (8) 

Durch jeden raumlichen Winkel dQ stromt in der Zeit dt ein bestimmter Betrag 
an Energie. Raben wir es mit beliebig polarisierter Strahlung zu tun, so kann 
man diese stets in zwei senkrecht zueinander linear polarisierte Strahlen zerlegt 

1 G. KIRCHHOFF, Pogg. Ann. Bd. 109, S.275. 1860. 
2 W. WI EN U. O. LUMMER, Wied. Ann. Bd. 56, S.453. 1895. 
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denken, deren Intensitaten durch Ausdrticke von der Form 

(~v.COS2 'If + sr:. sin 2 'If) dv , bzw. (~v sin 2 'If + ~: cos 2 'If) dv 

fiir jede- Schwingungszahl v ausgedriickt werden konnen. Man bezeichnet die 
GroBen ~y und ~~ als die Hauptintensitaten der Strahlung von der Schwingungs
zahl v. Die Gesamtintensitat der Strahlung ergibt sich dann als 

00 

K = f (st'" + ~~)dv. (9) 
o 

Demnach setzen wir die durch do in der Richtung d.Q in der Zeit d t hindurch
tretende Strahlungsenergie der Schwingungszahl v gleich 

dodtd.Q(~v + ~:) dv· cos{) , (10} 

Die gesamte durch do nach einer Seite gestrahlte Ehergie ist gleich 

2n 2 00 

do dt f d ({J f sin{) cos{) d{) f (~y + ~~,) dv. (11) 
000 

1st die Strahlung nicht polarisiert, also iiber alle Polarisationsebenen gleichmaBig 
verteilt, so daB st'y = sr~, so ist 

(12, 

Bei vollig gleichmaBiger Verteilung der Strahlung iiber alle Richtungen, 
wenn also sty von {) und !p unabhangig ist, ergibt sich die Gesamtstrahlung durch d (j 
nach einer Seite gemaB Gleichung (11) zu 

do·dt·2:n· ~'2Jsr"dv=2:nKdOdt. 
o 

(13) 

Statt der Zerlegung der Strahlung in Schwingungszahlbereiche dv benutzt 
man oft auch die Zerlegung in W ellenHingen bereiche d J. (Wellenlangen zwiscnen 
AundA + dA). An die Stelle des Ausdrucks ~ydv tritt dann der entsprechende 
Ausdruck E;. d A. Sollen sich beide Ausdriicke auf den gleichen Bereich beziehen, 
so muB sein E). d J. = sry dv. (14} 

GemaB Gleichung (1) ist aber, vom Vorzeichen abgesehen, 

d dl d~ 
v = qy--y:;:- bzw. dJ. = qV7' (15) 

Es besteht daher zwischen sry und E;. der nachstehende Zusammenhang: 
qy y2 

E). = sr y ~ = sry -. (16) 
A qy 

Sind do und do' zwei beliebig orientierte Flachenelemente innerhalb eines 
von Strahlung erfiillten Mediums, n und n' die Richtungen der Normalen auf 
ihnen, und ist ihr Abstand r groB gegen die Lineardimensionen der Flachen
elemente, so ist, wie eine einfache Rechnung zeigt, die Strahlungsenergielinear 
polarisierter Strahlung der Schwingungszahl v, die do' von do zugestrahlt er-

halt, gleich ~vdv~dodo"cos(n, r) cos(n',r) dt. 
r 

1st do sehr klein gegen do', so kann man die Strahlung als von einem Punkte 
ausgehend denken. Ein solches Strahlenbiindel bezeichnen wir als Elementar-
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biindel, und wir konnen die Strahlung, die von einer endlichen FHiche ausgeht, 
stets als aus solchen Elementarbiindeln zusammengesetzt denken. 

Wir betrachten jetzt ein linear polarisiertes Elementarbiindel von sehr 
kleiner Offnung d{) (s. Abb. 2). Aus ihm denken Wir uns durch zwei in sehr 
kleinem Abstand dx voneinander senkrecht zur Strahlrichtung liegende Ebenen 
ein Volumelement d7: = dadx herausgeschnitten. Die durch die rechte End
fHiche da von d7: in der Zeit dt austretende Energie ist dann, da da = r 2d{), 

r 

!e~dvr2d{)d{)dt. (17) 

Wiihlen Wir dt = dx, d. h. gleich der Zeit, 
q" 

welche die Strahlung gebraucht, urn die 
Abb.2. Zur Berechnung der Energie- Strecke dx zurUckzulegen. so ist (17) gleich 

dichte . der Strahlung. der Energie der betrachteten Strahlung 
innerhalb jenes Biischels, welche sich je

weils innerhalb d7: befindet. Setzen Wir daher jenen Wert fiir dt in (17) ein und 
dividieren durch d7: = dx· r2 d{), so erhalten Wir die Dichte der betrachteten 
Strahlung innerhalb des Biindels an jener Stelle des Raumes 

1 
-!e"d"d{). 
q" 

Die gesamte raumliche Energiedichte an der betrachteten Stelle des Raumes er
halten Wir durch Integration iiber aile Richtungen und Beriicksichtigung beider 
Polarisationsebenen 4,. 

u"d"=f~(!ev+~)d"d{). (18) 
q" o 

1st insbesondere St" = ~, und unabhangig von d{), so ist 
8.n-

u" = -!e". (19) qv 

u"dv ist die raumliche Energiedichte der Strahlung des SchWingungszahlbereichs 
d". (Oft Wird auch u" als die Dichte der Strahlung von der SchWingungszahl v 
bezeichnet.) Die Gesamtdichte der Strahlung ailer SchWingungszahlen ergibt 
sich dann zu 00 00 00 

u =ju"dv = 8n r~!e"dv = ~fn~"d". (20) 
, 01 q" C 

000 

Zur Auswertung dieses Integrals muB der funktionelle Zusammenhang zWischen n 
und " fur aile Werte von v, also die Dispersionsformel der betreffenden Substanz, 
bekannt sein. Das ist im allgemeinen nicht der Fail. Einfach gestaltet sich 
das Integral nur fur das Vakuum, in dem fur aile Werte von v der Brechungs
index n = 1 ist, also unter Beriicksichtigung von Gleichung (12) 

00 

u = ~f~"dv = 4.n- K. 
c c 

(21) 
o 

5. Strahlungsgleichgewicht im Innern eines Mediums. KIRCHHoFFsches 
Gesetz, schwarze Strahlung. Ein homogenes und isotropes Medium sei rings 
umschlossen von einer fiir Warme undurchlassigen, vollkommen spiegelnden 
Hiille 1• In diesem Medium sei eine zunachst ganz beliebige Strahlung enthalten. 

1 G. KIRCHHOFF, Gesammelte Abhandlungen, S. 594. Leipzig: J. A. Barth 1882; 
R. CLAUSIUS, Pogg. Ann. Bd. 121, S.1. 1864. 
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Diese wird nunmehr durch Absorptions- und Emissionsprozesse mit den Mole
killen des Mediums in Wechselwirkung treten und dabei im ailgemeinen gewissen 
Veranderungen unterliegen, indem sie einmal Energie entweder aus der Warme
energie der Materie aufnimmt oder selbst Energie an diese abgibt, und indem sie 
ferner in ihrer spektralen Energieverteilung Vedinderungen erleidet. Es wird 
aber schlieBlich der Zustand innerhalb des Mediums einem bestimmten Gleich
gewicht zustreben, derart, daB die Strahlung sowohl eine konstante und iiberail 
gleiche Energiedichte, eine gleichmaBige Verteilung iiber alle Richtungen und 
eine konstante spektrale Energieverteilung aufweist. Gleichzeitig wird das 
Medium eine an allen Punkten gleiche und konstante Temperatur annehmen. 
Bedingung eines solchen Gleichgewichtszustandes ist offenbar, daB jedes Volum
element des Mediums in der Zeiteinheit ebensoviel Strahlung absorbiert, wie es 
emittiert.(Von der Zerstreuung konnen wir aus den in Ziff.3 angefiihrten 
Griinden absehen.) GemaB Gleichung (4) betragt die Emission von Strahlung der 
Schwingungszahl y eines Volumelements dT:, da es sich urn unpolarisierte Strahlung 
handelt, in der Zeit dt 

(22) 

Wir berechnen jetzt die absorbierte Energie. Zu diesem Zwecke fassen wir, 
was immer moglich ist, die einzelnen, das Volumelement dT: durchsetzenden 
Strahlen zu Elementarbiindeln zusammen, welche samtlich ihren Ursprung auf 
einer das Volumelement im Abstande r umgebenden Kugelflache haben (s. Abb. 3). 
Dabei nehmen wir r von einer solchen 
GroBe, daB es zwar groB sei gegen die 
Lineardimensionen von dT:, aber doch so 
klein, daB die Strahlung auf dem Wege r 
nur urn unmerkliche Betrage geschwacht 
werde. Auf der Kugelflache greifen wir 
ein Flachenelement do heraus. Ein von 
ihm ausgehendes Elementarbiindel von 
der Offnung dQ habe in dT: den Quer
schnitt t = r 2 dQ. Dann ist, wenn wir 
unpolarisierte Strahlung betrachten, die 
Intensitat innerhalb des ganzen, von do 
ausgehenden Strahlenbiindels 

2do Sf"dydQ = 2do Sf"dy4. r 

DervonderStrahlunginnerhalbdT:zuriick- Abb.3. Zur Ableitung der Beziehung 
gelegte Weg sei d x , dann ist die in der K" = 8y / ay • 

Zeit dt in dT: absorbierte Energie dieses 
Biindels gemaB der Definition des Absorptionskoeffizienten 

tdx 
2tx" do Sf" dy -2-dt. r 

]etzt bilden wir die Summe iiber aile von do ausgehenden und dT: passierenden 
Elementarbiindel und beachten, daB 

'L,tdx = dT:. 

Ferner bilden wir die Summe iiber alle Flachenelemente d a der Kugelflache. 
Wegender gleichmaBigen Verteilung der Strahlung iiber aile Richtungen ist Sfy 
eine Konstante. Es folgt daher als Betrag der absorbierten Energie 

8nlX"dT:dtSf"dy. (23) 
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Herrscht nun Gleichgewicht, so muS die absorbierte gleich der emittierten Energie 
sein. Durch Gleichsetzung der Ausdriicke in Gleichung (22) und (23) folgt 

(24) 

Die spezifische Strahlungsintensitat innerhalb eines Mediums im Strahlungs
gleichgewicht hangt also in ganz einfacher Weise von dessen Emissions- und 
Absorptionskoeffizienten abo Ersterer steigt stets mit steigender Temperatur, 
letzterer kann auch von der Temperatur abhangig sein, aber stets weit weniger 
als B". Sf" steigt also stets mit wachsender Temperatur. 

DaB die vorstehenden Uberlegungen nicht nur fiir Punkte innerhalb des 
Mediums gelten, sondern auch fUr Punkte an der Begrenzungsflache, erhellt aus 
der Uberlegung, daB im Falle des Gleichgewichts liberall ebensoviel Energie 
in einer Richtung gestrahlt werden muB, wie in der gerade entgegengesetzten 
Richtung. Da nun die vom Innern her gegen die Oberflache gestrahlte Energie 
nur vom Zustand des Innern beeinfluBt ist, so folgt, daB das auch von der Strah
lung gelten muB, weIche von der Oberflache herkommt. Das gleiche gilt auch, 
wenn sich z. B. das Medium nicht allein in der gedachten Hillie befindet, sondern 
es nur einen Teil eines aus mehreren, in eine soIche Hiille eingeschlossenen Medien 
bestehenden, im Warmegleichgewicht befindlichen Systems bildet. 

Als fUr die Astrophysik wichtig sei hier bemerkt, daB wir es im Innern der 
Fixsterne niemals mit einem Gleichgewicht der hier betrachteten Art zu tun 
haben, da dort ein Temperaturgefalle in radialer Richtung und infolgedessen 
eine dauernde Energiestromung nach auBen besteht. 

Einen Sonderfall bildet das Vakuum, in dem sowohl e" wie iX" gleich Null 
werden, so daB S'r,. zunachst unbestimmt wird. In der Tat ist im reinen Vaku
urn - etwa realisiert durch einen von .Materie absolut freien Hohlraum mit 

7 5 J 

J 

J 

vollkommen spiegelnden 
Innenwanden - jeder be
liebige, einmal bestehende 
Zustand einer Strahlung 
bestandig, dakeine diesen 

Zustand verandernden 
Wechselwirkungen mit 

Materie vorkommen. Wir 
werden hierauf wei ter un ten 
zuriickkommen. 

Wir denken uns jetzt 
eine planparallele Platte 
eines' homogenen und iso
tropen Mediums von der 
Dicke d und dem Brechungs
index n fiir Strahlung der 
Schwingungszahl 'V im Va
kuum, das Ganze um
schlossen von einer fUr 
Warme undurchlassigen 

Hillle und im Strahlungs
Abb. 4. Zur Ableitung des KIRCHHOFFschen Gesetzes. gleichgewicht befindlich 

8 
6 

(Abb. 4). Von P her falle 
ein unpolarisiertes Elementarblindel (1) der Schwingungszahl 'V unter dem Ein
fallswinkel{} auf die Platte. Seine Intensitat sei]. (Das Blindel ist der Uber-
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sichtlichkeit halber als Strahl gezeichnet.) An der OberfHi.che wird der Bruch
teil Ie der einfallenden Intensitat 1 reflektiert, die Energie 1 (1 - e) tritt ge
brochen in die Platte ein, der Eintrittswirikel -0' ist nach dem Brechungsgesetz 
gegeben durch die Gleichung 

sin -0' = ~ sin -0. 
n (25) 

Ferner andert sich im Innern die Offnung des Elementarbiindels von dQ in d!J'. 
Von der in die Platte eintretenden Energie wird ein Teil durch Absorption ver-

nichtet. Der in der Platte zuruckgelegte Weg ist gleich d .0" Die Strahlung 
coSv 

wird daher auf dem Wege durch die Platte durch Absorption auf den Bruchteil 
a<"d 

e - cos{}' = z geschwacht. Beim Austritt aus der Platte tritt wieder Brechung 
ein. so daB das Bundel parallel zu seiner urspriinglichen Richtung weiter verlauft. 
Ferner verliert es dabei durch Reflexion noch einmal den Bruchteil e seiner 
Energie, so daB die Energie 

1(1-e)2.z 

austritt. In der gleichen' Richtung wird aber auch der Bruchteil e eines Bun
dels (2) reflektiert, dessen Intensitat wegen des vorausgesetzten Strahlungsgleich
gewichts ebenfalls gleich 1 ist. Ferner tragen zu dem austrete:iJ.den Elementar
bundel noch die in der Abb. 4 mit (3), (4) usw. bezeichneten Elementarbundel 
bei, welche alle urspriinglich die gleiche Intensitat 1 haben, aber durch die in 
der Platte zuruckgelegten Wege und mehrfache Reflexionen mehr oder minder 
geschwacht sind. SchlieBlich kommt zu dem austretenden Biindel noch die Energie 
hinzu, welche von dem von der Strahlung im Innern der Platte durchsetzten Vo
lumen emi t tier t wird, zuzuglich derjenigenEnergie, welche die von den Bundeln 
(3), (4) usw. durchsetzten Volumina infolge ihrer Emission und mehrfacherRe
flexionen an der Begrenzung liefern, unter Berucksichtigung ihrer Schwachung 
durch Absorption und Reflexionen. Die Summe alier dieser Anteile bildet das 
austretende Bundel. Da dieses Bundel diegleiche Offnung dQ hat wie das ein
tretende, so erfordert die Voraussetzung' des Strahlungsgleichgewichts, daB es 
wieder die gleiche Intensitat 1 habe. Bilden wir daher jetzt die Summe der oben 
aufgezahlten Anteile, so ergibt sich, wie hier unter Dbergehung der ausfiihrlichen 
Rechnung mitgeteilt sei, als die Summe derjenigen Intensitaten, welche aus allen 
von auBen auf die Platte treffenden Elementarbundeln stammen .. 

1(1 - e)2 z + Ie + 1(1 - e)2 e2z3 +](1 - e)2 e3z4 + ... 
=1(1- (1- e)(1-Z»). 

1 - ez 

Wir denken uns dabei die Ursprunge der einzelnen Elementarbundel so weit 
von der Platte entfernt und ihre Offnung dQ so j.dein, daB eine merkllche Quer
schnittsvergroBerung der Bundel in der Platte nicht eintritt. Die GroBe der 
Eintrittsflache der Biindel in der Plattenoberflache heiBe do. Dann wird die 
Summe alier aus der Emission der Platte stammenden Anteile des austretenden 
unpolarisierten Bundels gemaB den Gleichungen (4) und (6) 

2 .. av do dQ' (1 - e)f:- ::::. dX(1 + e' + e' " + ... ) 
o 

2 s"dv .o.'dr>ld (1-e)(1-z) = -- cos'U' ;'4 0 • 
IX" 1- ez 
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Die Summe beider Ausdriicke muB gleich J sein. Es ergibt sich also 

J = ] (1 _ (1 - e)(1 - z)) + 2 8" d" da cos-&' dQ' (1 - e) (1 - z) (26 a) 
1-ez IX" 1-ez 

oder 
] 2 e"dv d {}' dQ' = ~ acos . 

Nun ist gemaB Gleichung (25) und da cp = cp', 

(26b) 

cos{}' dQ' = sin{}' cos{}' d{}' dep' = d(~ sin2 {}') dcp' = ;2 d (±sin2 {}) dcp = ~2 cos{}dQ. 

Es folgt daher 1 28 dv 
] =?: -"-cos{}dQda (27) 

n IX" 
oder nach Gl. (2) und (24) 

1 e" q~ 
2- = -z$e" = konst. 
n IX" C 

oder q; Si'" = konst., (28) 

da n, E" und IX" sich auf die Substanz der Platte beziehen, die ubrigen in Gleichung 
(27) vorkommenden GroBen aber von dem Vorhandensein der Platte ganz un
abhiingig sind. 

Wirbetrachten jetzt das von dem Elementarbundel (1) aus der Platte heraus
geschnittene Volumen. Die von diesem Volumen in Richtung des betrachte
ten Bundels emittierte und nach auBen tretende Energie ist gleich 

E ~ 2"dvdoda (. - e,j. -:::.: dx ~ 2 '-:.. docos{}' dar. - e) (' - x). (29) 

o 

Ferner berechnen wir, welcher Bruchteil der Energie des Btindels (1) in 
diesem Volumen absorbiert wird. Dieser ergibt sich durch einfache Rechnung zu 

A = (1 - z) (1 - (!) • (30) 

Unter Beriicksichtigung von Gleichung (26b) konnen wir Gleichung (29) auch 
schreiben E = ] (1 - z) (1 - (1). (31) 

Es folgt E 
A =J. (32) 

Die vorstehenden 'Oberlegungen beziehen sich zunachst auf ein bestimmtes ein
fallendes Elementarbtindel, das aber ganz beliebig gewahlt ist. Sie gelten daher 
auch fur jedes andere Btindel und ebenso fur jede beliebige Schwingungszahl, 
und somit auch ffir die Gesamtheit aller Strahlenbtindel, die mit dem zuletzt 
betrachteten Volumen in Wechselwirkung treten. Und schlieBlich gelten sie 
ffir jedes andere Volumelement der Substanz. Wir nennen E das Emissions
vermogen, A das Absorptionsvermogen der Platte. Gleichung (32) stellt das 
KIRCHHOFFsche Gesetz1 dar. E und A driicken Eigenschaften des Platten
materials aus, ] aber ist die von dem Vorhandensein der Platte ganzunabhangige 
Intensitat des betrachteten Strahlenbtindels im umgebenden Vakuum. Daher 
besagt das KIRCHHoFFsche Gesetz, daB der Quotient aus Emissions- und Ab
sorptionsvermogen fur jede beliebige Substanz und jede beliebige Schwingungs
zahl den gleichen Wert hat, daB er niimlich gleich ist der Strahlungsenergie in 
einem die Substanz umgebenden Vakuum bei Strahlungsgleichgewicht. Raben 
wir es mit einem schwarzen Korper zu tun, so wird in Gleichung (30) z = 0 und 

~ G. KIRCHHOFF, Gesammelte Abhandlungen, S.574. Leipzig: J. A. Barth 1882; 
E. PRINGSHEIM, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd.3, S.81. 1901; D. HILBERT, Phys. ZS. Bd. 13. 
S. 1056. 1912; Bd. 14. S. '592. 1913. 
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e = 0, also A = 1 und E = J. Das Emissionsvermagen eines schwarz en 
Karpers ist also gleich der Strahlungsintensitat in einem an ihn 
grenzenden Vakuum bei Strahlungsgleichgewicht. 

Wenden wir ferner Gleichung (28) auf das Vakuum an, so ergibt sieh, daB 

c2SfZ = q2Sf", (33) 

wobei sich die linke Seite auf das Vakuum, die rechte auf eine beliebige Substanz 
bezieht. Hierdurch verschwindet die UngewiBheit, die oben noch bezuglich des 
stabilen Wertes von Sf" im Vakuum bestehen blieb. GemaB Gleichung (33) 
stellt sich im Vakuum stets das gleiche Sf" ein, sobald sich in ihm und im Strah
lungsgleichgewicht mit ihm irgendeine beliebige Substanz befindet, we1che fur die 
Schwingungszahl '" nicht diatherman ist (was in der N atur streng nicht vorkommt). 

Fur einen schwarzen Karper nimmt Gleichung (29) unter Berucksichtigung 
der Beziehung zwischen {} und {}' die Form an 

(34) 

Es ist also die Emission eines schwarzen Karpers proportional dem cos des Aus
trittswinkels. Dies ist das LAMBERTsche Gesetz. Fur nieht schwarze Karper 
gilt das Gesetz nicht, da im allgemeinen e und z Funktionen von {} und {}' sind. 

Die Gesamtemission e eines Quadratzentimeters der Oberflache eines 
schwarzen Karpers folgt aus (34), indem wir da = 1 cm2 setzen und fiber cp von 
Obis 2n, uber f} von 0 bis n/2 undfiber '" von 0 bis 00 integrieren. Es ergibt 
sich dann, wenn man noch gemaB Gleichung (33) Sf,,/n2 = q2jc2 Sf" durch Sf~ ersetzt, 

00 2.7l 2 (Xl 

e = 2 j srZd", J dcp jsin1JcoSf}Uf = 2n j Sf~d", = nK = c;, (35) 
o 0 0 0 

(vgl. Gl. 12 und 21), wobei K und u die Gesamtintensita.t und Gesamtdichte 
der Strahlung im Vakuum bedeuten. 

Es stellt sieh nach dem Vorstehenden also im Vakuum bei Strahlungs
gleichgewicht stets ein ganz bestimmter Zustand der Strahlung her, der durch 
die Gesamtenergie der Strahlung und die spektrale Energieverteilung charakteri
siert ist, wenn nur die Moglichkeit einer Wechselwirkung zwischen der Strahlung 
und einem ffir keine Schwingungszahl vallig diathermanen Karper gegeben ist. 
Es genfigt dabei, diesen Karper beliebig klein anzunehmen, so daB sein eigener 
Energiegehalt vernachHi.ssigt werden kann. Er wirkt dann etwa wie ein Kata
lysator bei chemischen Prozessen. Die so charakterisierte Strahlung bezeichnet 
man als "schwarze Strahlung", wegen desoben abgeleiteten Zusammenhanges 
mit der Emission eines schwarzen Korpers. Es ist eine wesentliche Aufgabe der 
Strahlungstheorie, den Charakter der schwarzen Strahlung, insbesondere ihre 
spektrale Energieverteilung und ihre Abhangigkeit von der Temperatur, zu 
untersuchen und theoretisch zu deuten. 

Fiir die Emission beliebiger Korper folgt aus dem KIRCHHoFFschen Gesetz der 
wichtige Satz, daB sie niemals groBer sein kann als die Emission eines schwarzen 
Korpers von der gleichen Temperatur. Vielmehr stellt dessen Emission das Maxi
mum dessen dar, was ein Karper bei einer gegebenen Temperatur ernittieren kann. 

Die Tatsache, daB das Auftreten einer Strahlungsintensita.t Sf" beini Strah
lungsgleichgewicht verbunden ist mit einer ganz bestimmten Temperatur der 
mit der Strahlung in Wechselwirkung stehenden Materie, fiihrt uns dazu, einer 
Strahlung ebenfalls eine bestimmte Temperatur zuzuschreiben, namlich diejenige 
Temperatur, we1che ein schwarzer Korper haben muB, damit sich in einer mit 
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ihm im Strahlungsgleichgewicht stehenden Strahlung die betreffende Strahlungs
intensitat ausbildet. Hieraus folgt, daB die einzelnen in der Emission eines 
schwarzen Korpers enthaltenen Strahlenbiindel jeglicher Schwingungszahl alle 
gleiche Temperatur haben. Bei der Strahlung beliebiger Korper ist das nicht 
der Fall, vielmehr entsprechen dort den verschiedenen Spektralgebieten, oft auch 
den verschiedenen Emissionsrichtungen, je nach dem Emissionsvermogen, ver
schiedene Strahlungstemperaturen. Wiirde es z. B. vorkommen, daB ein Korper 
in einem Spektralgebiet iiberhaupt nicht emittiert, so ware die Strahlungstempe ... 
ratur dieses Gebietes glekh Null. 

Man bezeichnet als Strahlungstemperatur eines Korpers bezuglich desSpektral~ 
bereichs dv diejenige Temperatur, die ein schwarzer Korper haben miiBte, urn die 
Strahlung dieses Bereichs in gleicher Intensitat zu emittieren, wie es der betreffende 
Korper tut. Die Strahlungstemperatur ist demnach - auBer beim schwarzen 
Korper - stets kleiner als die wirkliche, molekular-kinetisch definierte Temperatur. 

Als e f f e k t i veT em per a t u r eines strahlenden Korpers bezeichnet man 
diejenige Temperatur, bei der die Gesamtemission eines schwarzen Korpers 
ebenso groB ware wie die des betreffenden Korpers. Die effektive Temperatur ist 
also nur beim schwarzen Korper gleich der wahren Temperatur, in allen anderen 
Fallen kleiner.· . 

6. Entropie der Strahlung und STEFAN-BoLTZMANNsches"Gesetz. Wir wenden 
uns jetzt zur Untersuchung der Frage nach dem Zusammenhang de;r~Intensitat 
der schwarzen Strahlung mit der Temperatur. Zu diesemZwecke denken wit; 
uns die Strahlung eingeschlossen in einen fiir Warme undurchlassigen evakuierten 
Hohlraum, etwa eine Hohlkugel, mit vollkommen - regular oder diffus -
spiegelnden Innenwanden. Wir nehmen an, daB es moglich sei, das Volumen 
dieses Hohlraurns durch einen geeigneten Mechanismus kontinuierlich zu ver
andern. Damit wir dabei stets schwarze Strahlung behalten, nehmen wir vor
laufig an, daB sich in dem Hohlraum ein beliebig kleines absorbierendes Korper
chen befindet, vondessen Energiegehalt wir absehen konnen. 

Die in dem Hohlraum enthaltene Strahlung wird an den Wanden hin und 
her reflektiert.. Dabei iibt sie, Wie zUerst MAXWELL theoretisch naehgeWiesen 
hat, auf die Wande einen Strahlungsdruck1 aus, welcher gleich deminfolge 
der WechselWirkung mit der Wand in der Zeiteinheit umgesetzten Impuls isb 
DaB jede. elektromagnetische Strahlung Impuls mit sich fiihrt, folgt bereits aus 
der klassischen Elektrodynamik, aus der sich auch die GroBe des Strahlungs
drucks berechnen liiBt. Ganz allgemeinzeigt .die Relativitatstheorie, daB jede 
mit der.Geschwindigkeitq bewegte Strahlungsenergie E Tragerin eines Impulses 
von derGroBe' E 

P = - (36) q 

ist. Fallt die Strahlungsenergie E unter dem Winkeli} auf eine regular spiegelnde 
Flache, so Wird die zur Flache senkrechte Komponente des Impulses, 

E cos1}, 
q . 

in ihrer Richtung umgekehrt, die zur FHiche parallele Komponente,. 
E . _Q 
-Slnu, 
q 

bleibt in ihrer Richtung ungeandert. Die Impulsandening ist also insgesamt 

LIP = 2 E cosi}o (37) 
q 

1 W. W;ESTPHAL, Jahrb. d. Radioakt. Bd. 18. S. 81. 1921 (Bericht und Verzeichnis der 
neueren Literatur); H. GOLSEN, Ann. d. Phys. (4) Bd. 73. S. 624. 1924. 
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Wir wenden Gleichung (37) jetzt auf unsere Strahlung an, wobei wir zunachst 
annehmen wollen, daB die Wande des Hohlraums regular reflektieren. Wir 
betrachten ein linear polarisiertes Elementarbtindel von der Schwingungszahl v 
und vom Offnungswinkel dQ. Es treffe auf die Wandung des Hohlraumes und 
bedecke auf ihr das Flaehenelement d u. Die in der Zeit dt auf du fallende Energie 
ist dann 

der mitgefiihrte Impuls 

Sfv dy du eos1'} dQ dt, 

1 
- Sf"dyducosf}dQdt c 

und der gemaf3 Gleichung (37) bei der Reflexion umgesetzte Impuls 

2 Sf" dy du cos2 f} dQdt = ~ Sf" dy du cos2 f} sin f} df} drp dt. 
c c 

Da wir vorausgesetzt haben, daB wir es mit schwarzer Strahlung zu tun haben, 
so sind alle Richtungen und aile Polarisationsebenen gleichmaBig vertreten. 
Daher ist die gesamte, von Strahlung der SchwiIigungszahl' 'I' auf das Flachen
element du ausgetibte Kraft - d. h. der in der Zeiteinheif umgesetzte Impuls -
gleieh 

2,,; 2 

~ . 2st'" ely dU/d rp (cos 2 f) sin {} df} = 811:_ st'" ely du. 
c • 3 c 

o 0 

Da ferner wegen der Voraussetzung des Gleichgewichts auf alle Flachenelemente 
der Hohlraumwandung die gleiehe Energie fallt, so ist die auf die Flacheneinheit 

ausgetibte Kraft, d. h. der Strahlungsdruck auf die Wandung, gleich 811: st'" dy. 
3c 

Integrieren wir dies tiber alle Werte von '1', so ergibt sich als Gesamtdruck der 
Strahlung 

00 

p= 811:JSt dy= 411: K 
3c v 3c 

o 
oder gemaf3 Gleiehung (21) 

(3 8b) 

Dieser einfache Zusammenhang zwischen Strahlungsdruck p und Energie
dichte u besteht aber nicht nur bei regularer Reflexion, sondern auch bei voll
kommener, diffuser Reflexion. 1m vorliegenden Falle, wo die Strahlung tiber 
aUe Richtungen gleiehmaf3ig verteilt ist, kann man dies leieht einsehen. Bei 
diffuser Reflexion wird zwar der einzelne reflektierte Strahl nieht wieder unter 
dem EinfaUswinkel - dieser bezogen auf die ideale, eben gedaehte Wandung -
zurUekgeworfeIi, aber es wird sieh in der ganzen reflektierten Strahlung immer 
ein solcher finden, der gerade so verlauft, als wenn der zuerst betraehtete Strahl 
regular reflektiert worden ware. Ordnet man nun jedem einfaUenden Strahl 
nieht seine wirkliehe physikalisehe Fortsetzung zu, sondern immer den Strahl, 
der seine Fortsetzung bei regularer Reflexion bilden wtirde, so andert sich an 
den obigen Uberlegungen niehts, und das Ergebnis ist das gleiehe . 

.Andern wir jetzt das Volumen des Hohlraums dureh Versehieben seiner 
Wandung, so haben wir positive oder negative Arbeit gegen den Strahlungs
druek zu leisten, je naehdem wir das Volumen verkleinern oder vergroBern. 
Wir haben hier eine ziemlieh weitgehende Analogie mit dem in der Thermo
dynamik tibliehen Verfahren, wo die Zustandsanderungeneines Gases betraehtet 
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werden, welches in einen Raum von veranderlichem Volumen eingeschlossen ist. 
In der Tat konnen wir nun durch Anstellung ahnlicher Gedankenexperimente, 
wie wir sie aus der Thermodynamik kennen, weitgehende Schlusse auf das Ver
halten der Strahlung ziehen, indem wir auf die Strahlung den ersten und zweiten 
Hauptsatz der Warmetheorie, d. h. das Energieprinzip und den Entropiesatz, 
anwenden1• . 

Ober den zweiten Hauptsatz und die Berechtigung seiner Anwendung auf 
Strahlungsvorgange sei hier kurz folgendes gesagt. Die Entropie Seines Systems 
ist definiert durch die Gleichung 

dS= dU+/.dV. (39) 

Hierin bedeutet U die Energie, p den Druck, V das Volumen und T die absolute 
Temperatur des Systems. Der zweite Hauptsatz lautet in der ihm von M. PLANCK 
gegebenen Fassung: 

"Jeder in der Natur stattfindende physikalische und chemische ProzeB 
verlauft in der Art, daB die Summe der Entropien samtlicher an dem ProzeB 
beteiligten Korper vergroBert wird." 

Bei umkehrbaren (reversiblen) Prozessen tritt der ideale Grenzfall ein, daB sich 
die Entropie nicht andert; alle anderen Prozesse sind nieht umkehrbar (irrever
sibel). Ein Gleichgewichtszustand ist dadurch gekennzeichnet, daB die Entropie 
des Systems ein Maximum ist. Als umkehrbar dad man z. B. solche Prozesse an
sehen, welche unendlich langsam verlaufen, also als eine Folge von lauter Gleich
gewichtszustanden betrachtet werden konnen. 

Wir denken uns nunmehr den folgenden umkehrbaren ProzeB ausgefiihrt. 
Aus einem Warmereservoir von der Temperatur T fiihren wir einer in einen 
Hohlraum eingeschlossenen Strahlung auf irgendeine Weise. unendlich langsam 
die Warmemenge Q zu, etwa durch Vermittlung eines in ihm befindlichen Kohlen
staubchens. Halten wir den auf die Strahlung wirkenden Druck, welcher gleich 
dem Strahlungsdruck p ist, konstant, somuB sich das Volumen des HohlrauPls 
vergroBern, und die dabei geleistete auBere Arbeit ist gleich p dV. Die A.nderung 
der Energie der Strahlung sei dUo Dann ist nach dem ersten Hauptsatz (Energie-
prinzip) dU + p dV - Q = O. (40) 

Nach dem zweiten Hauptsatz aber ist mit der Abgabe der Warmemenge Q eine 

Entropieanderung des ,Reservoirs im Betrage - ~ verbunden. Nun handelt 

es sich aber um einen umkehrbaren ProzeB, bei dem sich die Summe der Entropien 
aller beteiligten Systeme nicht andert. Demnach muB die Entropieverminderung 
des Reservoirs von einer gleich groBen Entropievermehrung der Strahlung be
gleitet gewesen sein. Wir sind daher gezwungen, der Strahlung eine bestimmte 
Entropie zuzuschreiben, welche vorerst, wie bei materiellen Systemen, bezuglich 
einer additiven Integrationskonstanten unbestimmt bleibt. Auf das Wesen der 
Entropie der Strahlung werden wir spater naher einzugehen haben. 

Wir setzen jetzt die Energie der Strahlurig 

U=Vu. (41) 

Dann konnen wir Gleichung (39) auch schreiben 

{42} 

1 Beziiglich aller rein thermodynamischen Einzelheiten sei auf das Werk von M. PLANCK, 

Thermodynamik (Leipzig: Veit & Co.) verwiesen. 
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Set zen wir hier fur den Strahlungsdruck p seinen Wert aus Gleichung (38b) 

ein, so folgt dS=!...~dT+2..~dV (43) 
T dT 3 T . 

]etzt differenzieren wir Gleichung (43) einmal partiell nach T, ein anderes Mal 
partiell nach V und erhal ten ( (5) V d u 

7fT v = T dT' (44 a) 

( 85) 4u 
(W T == 3T' (44b) 

]etzt diffcrenzieren wir erneut, und zwar Gleichung (44a) partiell nach V und 
Gleichung (44b) partiell nach T. Die beiden Ausdriicke sind auf ihrer linken 
Seite identisch, und wir erhalten 

82 5 82 5 1 du 
8T8V = aV8T = T dT 

4 du 4u 
3T dT - 3T2 (45) 

~=4dT 
u T . 

oder 
(46) 

Die Integration dieser Gleichung liefert uns das STEFAN-BoLTZMANNsche Ge
setz1 u = a T4. (47) 
Die di. umliche Dich te der schwarzen Strahl ung ist proportional 
der vierten Potenz der absoluten Temperatur der Strahlung. a ist 
eine Integrationskonstante. Aus Gleichung (21) folgt dann die Gesamtinten
sitat der schwarzen Strahlung zu 

K=~u=~T4 
4", 4", 

(48) 

und die Emission der Oberflacheneinheit des schwarzen Korpers nach Gleichung 
(35) zu 

e = n K = ~ T4 = aT4. 
4 

Ferner ergibt sich die GroBe des Strahlungsdrucks zu 

p =.!!...T4 3 • 

(49) 

(50) 

Durch Integration der Gleichung (43) nach Einsetzung von Gleichung (47) und 
unter Fortlassung der Integrationskonstanten 2 erhalten wir 

5 = ; aPV. (51) 

Das STEFAN-BoLTZMANNsche Gesetz ist in bester Ubereinstimmung mit 
der Erfahrung. Der Messung am besten zuganglich ist es in der Form der 
Gleichung (49). Die besten Messungen haben im Mittel ergeben (s. Ziff. 22). 

Daraus folgt 
a = 5,75 .1O- 5 erg/cm2 secgrad4 • 

40-
a = - = 7,66·10- 15ergJcm3 grad4• 

c 

Bei einer reversiblen, adiabatischen Volumanderung der Strahlung ist 
dS = O. Es folgt daher aus Gleichung (51) fUr solche Zustandsanderungen 

T3. V = konst. (52) 
oder unter Beriicksichtigung von Gleichung (50) 

p . Vi = konst. (53) 
1 J. STEFAN, Wiener Ber. Bd.79, S.391. 1879; L. BOLTZMANN, Wied. Ann. Bd.22, 

S.291. 1884. 
2 Nach dem NERNSTschen Theorem (dritter Hauptsatz) ist die Entropie eines Systems 

beim absoluten Nullpunkt gleich Null. Siehe z. B. W. NERNST, Theoretische Chemie, 8. bis 
10. Aufl., S. 30. Stuttgart: Ferd. Enke1921. 
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Die Almlichkeit dieser Gleichungen mit den entsprechenden Gleichungen 
fiir ideale Gase springt in die Augen 1. 

7. WIENsches Verschiebungsgesetz. Es ist charakteristisch fiir die im vorigen 
Abschnitt benutzte therrnodynamische Betrachtungsweise, daB sie uns ein 
Resultat ergibt fiir die Gesamtstrahlung, also sozusagen fiir das makroskopische 
Verhalten der schwarzen Strahlung, ohne daB es dazu einer Kenntnis der Einzel
vorgange, vor allem der spektralen Energieverteilung, bedurft hatte. Wir haben 
hier eine vollige Parallele zu der Tatsache vor uns, daB wir mit Hilfe der Therrno
dynamik, in der Lage sind, das makroskopische Verhalten eines Gases zu be
rechnen, ohne etwasNaheres iiber die Bewegungsverhaltnisse der einzelnen Gas
molekiile zu wissen. 

Wir wollen jetzt aber tiefer in die Einzelheiten der Strahlungsvorgange ein-, 
zudringen v~suchen. Es entsteht die Frage 2 nach der Art der Funktionen Sf" 
und u" und ihrer Abhangigkeit von T und ". 

Fiir die nachfolgenden Oberlegungen miissen wir uns von der Notwendigkeit 
befreien, in dem fiir unsere Gedankenexperimente benutzten Hohlraum ein 
Korperchen vorhanden zu, denkeri, welches den Charakter der Strahlung als 
schwarze Strahlung sicherstellt. In der Tat konnen wir jetzt beweisen, ,daB das 
auch gar nicht notig ist, daB vielmehr eine in einen Hohlraum eingeschlossene 
schwarze Strahlung ihren Charakter als solche nicht andert, wenn mit ihr rever-' 
sible, adiabatische Volumanderungen vorgenommen werden, auch wenn ein 
solches Korperchen nicht vorhanden ist. ' 

Ware das namlich nicht der Fall, so waren wir imstande, durch den nach
stehend geschilderten ProzeB die Entropie der Strahlung dauemd zu verrnehren, 
ohne daB irgendwo in der Natur Veranderungen eintreten. Das aber ist nach 
dem zweiten Hauptsatz nicht moglich. Wir denken uns wieder schwarze Strah
lung in einen Hohlraum mit vollkommen spiegelnden und fiir Wiirrne undurch
liissigen Wanden eingeschlossen. Wir verkleinem das Volumen des Hohlraums urn 
den Betrag dV. Dabei miissen wir die Arbeit pdV gegen den Strahlungsdruckp 
leisten. Angenommen, daB die Strahlung jetzt nicht mehr schwarz sei, so konnen 
wir sie durch Einbringen eines winzigen und lediglich als Katalysator wirkenden 
Staubchens in schwarze Strahlung verwandeln. Ihre Energie bleibt dabei unver
andert, ihre Entropie nimmt zu, da die Strahlung aus einem instabilen in einen 
stabilen Zustand iibergeht und dieser ProzeB irreversibel ist. Jetzt machen wir die 
anfangliche Volumanderung riickgangig, wobei wir das Staubchen im Hohlraum 
belassen, so daB die Strahlung dauemd schwarz bleibt. Dabei leistet die Strahlung 
die auBere Arbeit PdV, welche genau ebenso groB ist wie die bei d~r Kompression 
von auBen a1rlgewendete Arbeit, denn p hangt nur von der Gesamtenergiedichte u 
ab, welche ja durch die Einbringung des Staubchens nicht verandert ist, nicht 
von der spektralen Eneigieverteilung. Am Ende des Prozesses ist der Anfangs
zustand innerhalb und auBerhalb des Hohlraumes in allen Einzelheiten wieder
hergestellt. Damit ist aber die angenommene Entropieverrnehrung nicht verein
bar. Diese hat also gar nicht stattgefunderi, sondern die Strahlung war bereits 
vor dem Einbringen des Staubchens in ihrem stabilen Zustand, d. h. sie hatte 
den Charakter als schwarze Strahlung wahrend des ganzen Prozesses nie verloren. 

,1 Fiir ideale Gase lautet die imtsprechende Beziehung p Vr = konst, wobei l' = cP • 
o c 

Fiir einatomige Gase ist l' = ; , a~s~ besteht in diesem FaIle der gleiche Zusammenha~g 
zwischen p und V, wie bei der Strahlung. 

2 W. WIEN, Berl. Ber. 1893, S. 55; Wied. Ann. Bd. 52, S. 132. 1894; H. A. LORENTZ, 
Proc. Amsterdam 1901, S. 607; M. ABRAHAM, Ann. d .. Phys. Bd. 14, S. 236. 1904; W. WEST
PHAL, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 16, S.93.1914. 
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Diese Erkenntnis enthebt uns der Notwendigkeit, weiterhin das Vorhanden
sein einer Spur von Materie in der Strahlung anzunehmen. 

Es sei nunmehr wieder schwarze Strahlung eingeschlossen in eine evakuierte 
Hohlkugel vom Radius R, deren Wande der Allgemeinheit halber als vollkommen, 
aber diffus spiegelnd angenommen seien. Dies denken wir uns etwa so verwirk
licht, daB die Wand aus sehr kleinen regular spiegelnden, aber vollig regell05 
orientierten, ebenen Flachenelementen zusammengesetzt sei. Wir greifen aus 
der Strahlung ein Elementarbundel der Schwingungszahl v heraus, dessen 
Offnungswinkel d Q so klein sei, daB sein Querschnitt sich in einer groBen Zeit X 
nur sehr wenig vergroBert und stets klein bleibe gegenuber der GroBe der kleineru 
spiegelnden FHi.chen, so daB alle Teile des Btindels die gleichen Wege durchlaufen 
und nicht durch Reflexionen auseinandergesplittert werden. Wir lassen jetzt 
den Radius der Kugel in der sehr groBen Zeit st auf den Wert R + LJR wachsen, 

so daB die Anderungsgeschwindigkeit von R, v = ,1sr.R < c ist. Das betrachtete 

Elementarbtindel falle unter dem Einfallswinkel1J auf eine der kleinen spiegelnden 
Flachen F, die ihrerseits wieder unter dem Winkel 1jJ gegen die idea1eKugel.., 
fHiche geneigt sei. Da sich diese Flache wegen der AusdehilUng der Kugel bewegt.' 
so findet bei der Reflexion eine Anderung der Schwingungszahl statt, deren 
GroBe sich z. B. aus der Relativitatstheorie leicht berechnen laBt. (Der Vorgang 
beruht auf den gleichen GesetzmaBigkeiten wie 
der DOPPLER-Effekt.) Wie hier ohne Beweis an
geftihrt sei, ist die Anderung der Schwingungs
zahl -unter der Voraussetzung, daB v < c, -
durch nachstehende Gleichung gegeben 

v' = '1'(1 - 2 ~ cos1jJ COS'1) , (54) 

wobei v und v' die Schwingungszahl vor und 
nach der Reflexion bedeuten. Seien 1Jl und 
1J2 Einfalls- und Reflexionswinkel des Bundels, 
bezogen auf die ideale Kugelflache, so be
steht die Beziehung 

2 cos1jJ cos1J = cos1Jl + cos1J2 , (55) 

so daB [v 1 
v' = v 1 - C (cos1Jl + cos1J2) • (56) 

Abb. 5. Zur Ableiturlg des WIENs~hen 
Verschiebungsgesetzes 

Es bedeuten SI und S2 die Langen der zu 1Jl und 1J2 gehorigen Sehnen (siehe 
Abb. 5), dann ist 

_0. SI 
cOS'V'} = 2 R ; und 

Folgen n solche Reflexionen aufeinander~ So ist 

'1"= '1'(1 _ 2.. SI + S2) (1 _ ~ S2 + Sa) 
c 2R C ,2R 

oder, da ~<1 
C ' 

v' = v ( 1 - ~ . \tS2 ) . 

(1 _ ~ S,,+S"+l) 
C 2R 

2* 

(57) 

(58) 
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Es sei nun n eine sehr groBe Zahl; dann konnen wir ohne merklichen Fehler 
schreiben 

(59) 

Nun ist i Sic = c;t = ~ LI R. Hieraus folgt 
1 v 

1" = l' (1 _ J:) = y ( 1 _ ~ J ;) , (60) 

oder auf WellenHingen bezogen, da }, = ~ und J: < 1 , 

},' = l (1 + J:) = l (1 + ~ J ;) . (61) 

Mit der Anderung der Schwingungszahl ist aber auch eine Anderung der 
Intensitat J des Biindels verbunden, denn bei der Ausdehnung der Kugel hat die 
Strahlung auBere Arbeit geleistet, und das kann nur auf Kosten der Strah
lungsenergie geschehen. Die bei einer Reflexion auftretende Kraft ist gemaB 
Gleichung (37) 

. (62) 

1st die Verschiebung der Kugelflache in der Zeit bt gleich bR, so ist die geleistete 
Arbeit v 

A = k bR = kv bt = ] - (COSI'l + COS{}2) ()t. (63) 
c 

Die durch den Querschnitt des Biindels in der Zeit ()t flieBende Energie ist daher 
nach der Reflexion 

]'bt=Jbt-A=J[1- ~ (COS{}1+COS{}2») bt. (64) 

Die Anderung der Intensitat des Biindels nach sehr vielen Reflexionen ergibt 
sich dann durch einfache Rechnung in der gleichen Weise wie die Anderung der 
Schwingungszahl zu 

(65) 

Es ist also mit der Strahlung eine doppelte Veranderung vorgegangen. 
Einmal hat sjch die Schwingungszahl von 'Jl in y' verwandelt, ferner hat die Energie 

der Strahlung wegen der geleisteten Arbeit urn den Bruchteil ~ .d: abgenommen. 

Die Energiedichte ist nicht nur wegen der Abnahme der Gesamtenergie, sondern 
auch wegen der VergroBerung des Volumens kleiner geworden. 

Wir fassen jetzt ein bestimmtes, unveranderliches Schwingungszahlgebiet dy 
ins Auge und fragen nach der in ihm enthaltenen Energie vor und nach der Volum
anderung. Die in ihm anfanglich ~nthaltene Energie 

U = VU"dy (66) 

ist, wenn wir dy < y - y' wahlen, ganz aus diesem Bereich verschwunden. 
Dagegen ist in diesen Bereich Energi'e eines anderen Bereichs dYl neu eingetreten. 
Diese habe zu Beginn des Prozesses 

U1=Vuy,d'Jll (67) 

betragen. Nach dem ProzeB betragt sie gemaB Gleichung (65) nur noch 

U~ = U1 (1- ~ .d;), (68) 
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'VI und 'V sind einander gemi:i.B Gleichung (60) durch die Beziehung 

'V = 'VI (1 _ ~ LI;) bzw. ( 1 LlV) 'VI = 'V 1 + 3' V (69) 

zugeordnet. Es ist daher auch 
( 1 LlV) dYI = d'V 1 + 3' V . (70) 

Es ergibt sich so als die .Anderung der Energie im Bereich d'V 

LlU = U~ - U = VU~l d'V( 1 + ~ LI;)(1_ i LI;) - Vu~d'V = V(U~l-U,,) dy. (71) 

Nun konnen wir, da es sich nur urn sehr kleine .Anderungen handelt, schreiben 

( ) au" ( ) U~l = U" + 'VI - 'V ----a;- + . . . 72 

oder gemaB Gleichung (69) v LlV ou" 

Es folgt 
U"l - U" = 3' V a;;-' 

v LlV au" 
LlU = (u"LlV + V Llu,,) d'V = Vd'V3' ve:;-

oder vau" v au" av =3'a;;-u~. 
Die Losung dieser Differentialgleichung lautet 

1 
U" = V ffJ ('Vs V) , 

(73) 

(74) 

(75) 

(76) 

wobei ffJ eine vorerst ganz beliebige Funktion ist. Nach Gleichung (52) konnen wir 
statt dessen auch schreiben 

(77) 
oder 

oder 

u" = 'VsffJs (~). 
wobei ffJI' ffJ2. CPs natiirlich verschiedene Funktionen sind. Wie aus den Gleichungen 
(19) und (28) leicht zu beweisen ist, ist fiiI' gleiches 'V allgemein 14 q! = konst. Wir 
konnen daher auch schreiben, da im Vakuum q" = e, 

U" = ~: CP4 (~). (78) 

Dann ist die Funktion ffJ4 unabhangig von der Natur des Mediums. Durch 
Integration iiber alle Schwingungszahlen folgt die Gesarntdichte 

u = ju~d'V = I;: tp (~) d'V = ~4r~ rp(z) dz = aT4, (79) 
o 0 0 

(z= ~) 
in "Obereinstimmung mit dem STEFAN-BoLTZMAN:t;schen Gesetz. 

Die durch die Gleichung (76), (77) und (78) in verschiedenen Formen aus
gedriickte GesetzmaBigkeit bezeichnet man als das WIENsche Verschiebungs
gesetz l . 

Aus Gleichung (19) und (78) folgt 

5r,,=eySt(~) . (80) 
und aus Gleichung (16) 

E;,= ~2 5r,,= ~:t('l.cT). (81) 

l. W. WIEN, Ber!. Ber. 1893, S. 55; Wied. Ann. Bd.52, S.1;32. 1894. 
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Differenzieren wir die letzte Gleichung nach 1 und setzen den Differential
quotienten gleich Null, so erhalten wir eine Gleichung fUr die WellenHinge l.n, 
bei del', in del' Skala del' Wellenlangen gemessen, das Maximum del' Energie 
im Spektrum del' schwarzen Strahlung liegt, 

5 t e' ;) - lcT i e' ;) = 0 . (82) 

Diese Gleichung enthaIt 1 und T nur .noch in del' Folin l T. Bei Kenntnis del' c 
Funktion t erhalt man also eine ganz bestimmte L()$ung 

1m' T = b, (83) 
wobei b eine Konstante bedeutet, deren Wert die Messungen (s. Ziff. 23) zu 

b = 0,288 cm . grad 

ergeben haben. Setzen wir 1m = ~ in Gleichung (77) ein, so folgt 

E;'m = konst .. P. (84) 

Die .Energie des Strahlungsmaximums (in del' Skala del' Wellenlangen) ist also 
der fiinften Potenz del' absoluten Temperatur proportional. Fiihrt man die 
gleichen Dberlegungen statt fiir E;, fiir st" durch, so ergibt sich 

strm = konst .• ya . (85) 

. 8. Das Strahlungsfeld als elektromagnetischer Schwingungsv9rgang. Wir 
haben bisher noch keinen Gebrauch davon gemacht, daB die Strahlung ein elektro
magnetischer Vorgang ist. Nunmehr abel' wollen wir die bisher zur Charakteri
sierung eines Strahlungsvorganges eingefiihrten Ausdriicke in die Sprache del' 
elektromagnetischen Lichttheorie iibersetzen. 

Die Grundlage del' Theorie bilden die MAXWELL-HERTzschen Grund
gleichungen 1 fiir das Vakuum 

Q; = c rot SJ, (86) SJ = -c rot Q;., (87) 

div Q;= 0 ,(88) div SJ = 0 . (89) 

Darin bedeutet 

Q; mit den Komponenten Q;:I:' Q;II' Q;z die elektrische Feldstarke, 

. SJ " SJ:I:, SJY' SJz " magnetische 
Betrachten wir eine bestimmte Stelle im Strahlungsfelde, so wird del' elektro

magnetische Zustand dort bedingt durch alle Elementarbiindel, welche gleich
zeitig diese Stelle passieren. Del' Zustand ist also im allgemeinen sehr verwickelt 
und mit del' Zeit veranderlich. Greifen wir abel' jetzt einen Zeitraum von t = 0 
bis t = ;r heraus, den wir so groB wahlen, daB fiir alle in Frage kommenden 
Schwingungen nicht nur ;r, sondel'll auch das Zeitdifferential dt sehr groB wird 

gegen die Zeitdauer 't' = -.!.. einer Schwingung, so kann man den Zustand 
v 

wahrend dieser Zeit stets als FOURIERSche Reihe darstellen von der Form 

n,,~ (21lnt ) Q;:I: = ..:::.... en cos ~ + {}n (90) 
n=l 

und analoge Ausdriicke fiir die anderen 5 Komponenten der Feldstarke. Dabei 
son die Unterteilung in Partialschwingungen derart gewahlt sein, daB die Breite dv 

1 Siehe z. B. M. ABRAHAM, Theorie der Elek1;rizitii.t. Leipzig: B. G. Teubner. 
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eines Schwingungszahlbereichs eine sehr groJ3e Zahl von Partialschwingungen, 
etwa von n bis n + k, urnfaBt, wobei k> 1. 

Die Ausdriicke (90) sind, wie man durch Einsetzen leicht feststellen kann, 
Losungen der Grundgleichungen (86) bis (89). 

Die Schwingungszahl einer Partialschwingung ist 
n 

y = 5t (n = 1,2,3, ... ,00). (91) 

Cn ist die Amplitude der n-ten Schwingung. Sie ist wegen Gleichung (91) von :t 
abhangig. Nun ist die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes 

U = ~ (Q;2 + Sj2), (92) 8", 

wobei der Strich die Mittelwertsbildung andeuten soIl. Wir nehmen j'etzt an, 
daB es sich urn schwarze Strahlung im Vakuum handelt. Dann ist die Strahlung 
in jeder Hinsicht im Mittelwert gleichmaBig verteilt, und es ist 

Q;2 _ Q;2 _ Q;2 _ ",2 _ ",2 _ ",2 
x - y - z - de'X - tJe'y - tJe'z (93) 

also 

U = 43", Q;~ = 43J! Cncos (2;nt + 1fn) r (94) 
1 

Die Ausrechnung, deren Einzelheiten wir iibergehen, ergibt 

Joo 3 00 , 

U= U"dY=8",L;C;'. 
o 1 

(95) 

Die Gesamtintensitat ergibt sich dann zu 

K = 3~~2 ,i'c;,. 
1 

(96) 

Der Spektralbereich d y umfasse die Partialschwingungen von n bis n + k . 
Dann wird k' 

dy = %' (97) 
und gemaB Gleichung (95) 

n+k 

oder 
~C;, 

3 n 
U,' = 8",% -k-' (98) 

n 
n+ k 

Es ist aber ~ 2: C;, der Mittelwert C;, von C;, im Bereiche n bis n + k, daher 
n 

und Ii'il 3c ~C2 
Jl" = 64 ",2,l!.. n' (99) 

Durch spektrale Zedegung von Q;~ erhalten wir noch 

Q;~ = JS"dY. (100) 
o 

Dann folgt aus Gleichung (92) 

3 ~ Ii'il _ 3 c ~ (101) u" = 4 '" 01' , Jl1' - 32 ",2 0" . 

9. Altere Strahlungsformeln. Formefn von RAYLEIGH-JEANS undW. WIEN. 
Die Versuche, auf Grund der klassischen Theorie ein mit der Erfahrung 
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iibereinstimmendes Strahlungsgesetz aufzustellen, d. h. die in dem WIENschen 
Verschiebungsgesetz auftretende Funktion q; zu bestimmen, sind iiberaus zahl
reich. Keiner dieser Versuche ist erfolgreich gewesen und konnte es auch nicht 
sein, wie wir heute wissen. Wegen seines historischen Interesses sei hier besonders 
das Strahlungsgesetz von Lord RAYLEIGH und JEANS erwiilmt. Lord RAYLEIGHl 
untersuchte die Gesamtheit der elastischen Eigenschwingungen, deren ein wiirfel
formiger Korper fahig ist, und die Verteilung der Energie auf die einzelnen Eigen
schwingungen, unter der Voraussetzung, daB der Satz von der gleichmaBigen 
Verteilung der Energie auf alle Freiheitsgrade gilltig sei. Dieses Verfahren iiber
trug JEANS2 auf die elektromagnetischen Eigenschwingungen eines evakuierten 
Hohlraums mit vollkommen spiegelnden Wanden, also auf die Gesamtheit der 
stehenden Wellen der in einem solchen Hohlraum befindlichen Strahlung. Es 
ergibt sich dann eine ganz bestimmte Energieverteilung auf die einzelnen Spektral
bereiche d". Die Strahlungsformel von RAYLEIGH-JEANS lautet 

bzw. 

kvZT 
Sf,,=-zc oder (102) 

(103) 

wobei k eine Konstante ist. Es ist klar, daB diese Gleichung der Wirklichkeit 
nicht entsprechen kann, denn einmalliefert sie nicht das STEFAN-BoLTzMANNsche 
Gesetz, andererseits ergibt sie iiberhaupt eine unendlich groBe Gesamtdichte u, 
da k eine endliche GroBe ist, auf deren Wert wir spater zUrUckkommen werden. 
Trotzdem hat das RAYLEIGH-JEANssche Gesetz Bedeutung, da es niimlich fiir 
groBe Werte von A T mit der Erfahrung iibereinstimmt. Wir werden es in der 
Tat spater als Grenzfall des PLANcKschen Strahlungsgesetzes fiir groBe Werte 
von A T wiederfinden. 

H. A. LORENTZ3 kommt zu dem gleichen Gesetz durch Untersuchung des 
Gleichgewichts, welches sich in einer diinnen Metallplatte zwischen den freien 
Elektronen und der Strahlung einstellt, wenn die Platte sich in einem stationaren 
Strahlungsfelde befindet. 

Das Ergebnis alIer Versuche auf dem Boden der klassischen 
Theorie ist stets das gleiche: Sie fiihren aIle zum Gesetz von RAY
LEIGH-JEANS. 

Durch eine Modifikation der Dberlegungen von LORENTZ kommt W. WIEN4 

zu einem anderen Strahlungsgesetz. 1m Widerspruch zur klassischen Theorie 
und natiirlich ohne die Moglichkeit einer theoretischen Begriindung fiihrt er die 
Hypothese ein, daB die Elektronen im Metall infolge ihrer Warmebewegung 
nicht eine Strahlung aussenden, welche man in eine FOURIERsche Reihe zerlegen 
kann, sondern daB sie nur Strahlung einer einzigen Wellenlange aussenden, 
welche durch ihre Geschwindigkeit gegeben ist. Diese wird nach dem MAXWELL
schen Gesetz der Verteilung der Geschwindigkeiten berechnet. WIEN kommt zu 
folgendem Ergebnis 

c, 
C --E,----.!e H 

A - A5 bzw. (104) 

Dieses Gesetz ist in Dbereinstimmung mit dem STEFAN-BoLTZMANNschen Ge
setz, liefert auch eine endliche Energiedichte. Aber es stimmt mit der Erfahrung 
nur in einem begrenzten Gebiet, ni:i.mlich fiir kleine Werte von AT, iiberein. 

1 Lord RAYLEIGH, Phil. Mag. Ed. 49, S.539. 1900. 
2 J. H .. JEANS, Phil. Mag. Ed. 10, S.91. 1905. 
3 H. A. LORENTZ, Proc. Amsterdam, Mai 1903. 
4 W. WIEN, Wied. Ann. Ed. 58, S.662. 1896. 
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b) Das Strahlungsgesetz von PLANCK, Quantentheorie. 
10. Entropie und Wahrscheinlichkeit. Bei der Ableitung des PLANCKschen 

Strahlungsgesetzes werden wir zunachst im wesentlichen dem von PLANCK 
selbst eingeschlagenen Wege folgenl. Auf diesem Wege werden wir vorerst 
den Boden der klassischen Theorie nicht verlassen. Das wird erst in dem Augen
blick geschehen, in dem diese uns zu Widerspruchen mit der Erfahrung fiihrt. Es 
ist dies also das am wenigsten radikale Verfahren. Wie wir spater sehen werden 
(Zif£. 15), ist es auch m6glich, zum gleichen Resultat zu kommen, wenn man den 
Boden der klassischen Physik in einem weit friiheren Stadium verlaBt, als dies 
PLANCK tut. 

Wie wir gesehen haben, stellt die stationare schwarze Strahlung den stabilen 
Gleichgewichtszustand dar, also den Zustand, bei dem die Entropie der Strahlung 
ein Maximum ist. Wahrend es fUr die Gesamtstrahlung genugte, die Entropie 
thermodynamisch zu definieren, d. h. durch makroskopisch gegebene Gr6Ben, 
mussen wir, wenn es sich urn die spektrale Energieverteilung handelt, tiefer in 
das eigentliche physikalische Wesen der Entropie eindringen. Dabei tnussen 
wir in analoger Weise verfahren, wie dies L. BOLTZMANN bezuglich der Entropie 
der Gase getan hat. BOLTZMANNS Dberlegungen haben kurz folgenden rnhalt. 
Wenn ein bestimmtes Gasvolumen, welches aus einer ungeheuer groBen Zahl 
von Molekillen besteht, einen bestimmten Energieinhalt hat, so ist damit das 
Verhalten des Gases im einzelnen noch keineswegs bekannt. Die Gesamtenergie 
des Gases ist gleich der Summe der kinetischen und potentiellen Energien der 
einzelnen Gasmolekille, und diese Energiesumme kann auf unendlich viele ver
schiedene Weisen auf die Molekille verteilt sein. Denken wir uns eine ganz be
stimmte willkurliche Energieverteilung einmal gegeben, derart, daB wir jedem ein
zelnen Molekill eine bestimmte Energie und Lage in einem gegebenen Augenblick 
zuordnen, so k6nnen wir noch eine ungeheuer groBe Anzahl anderer Verteilungen 
angeben, we1che mit der gegebenen Verteilung v6llig gleichwertig sind, indem nur 
die Zustande je zweier Molekille miteinander vertauscht sind. Eine bestimmte 
vorgegebene Verteilung der Energie ist also stets durch eine mehr oder weniger 
groBe Zahl von "Komplexionen" zu realisieren. Wenn keine besonderen ein
schrankenden Voraussetzungen gemacht werden, ist jede beliebige, mit der ge
gebenen Gesamtenergie vertragliche Verteilung der Energie auf die einzelnen 
Molekille, d. h. jede einzelne Komplexion, a priori gleich wahrscheinlich. Die 
Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Zustandes ist daher proportional der An
zahl von Komplexionen, durch welche dieser Zustand realisiert werden kann. 
Die Diskussion dieser Verhaltnisse auf Grund der Wahrscheinlichkeitstheorie 
zeigt nun, daB immer dann, wenn wir es mit einer sehr groBen Zahl von 
Einzelindividuen - in dies em Faile den Molekillen - zu tun haben, es einen 
bestimmten Zustand gibt, der durch eine ganz uberwiegend groBe Zahl von 
Komplexionen realisiert werden kann, derart, daB die Zahl der Komplexionen, 
welche zu einem auch nur sehr wenig davon verschiedenen Zustand geh6ren, 
demgegenuber ganz verschwindend klein ist. Da aile Komplexionen als gleich 
wahrscheinlich anzusehen sind, so kommt im Verlaufe des Geschehens auch jede 
beliebige Komplexion irgendwann einmal vor, aber da die Zahl der Komplexionen, 
welche dem einen ausgezeichneten Zustande entsprechen, so uberwhltigend groB 
ist, sind aile auch nur wenig von ihm abweichenden Zustande ganz auBerordent-

1 PLANCK hat die Art der Ableitung mebrfach modifiziert. Der Vergleich der in den 
eillzelnen Auflagen seines Buches uber "Warmestrahlung" verwendeten Methoden ist auBerst 
interessant und bietet einen wertvollen Einblick in die zeitliche Entwicklung der Quanten
theorie. 
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lich selten, ja der ausgezeichnete Zustand ist der praktisch aIlein vorkommende. 
Raben wir es nun anfanglich mit einem beliebig gege1:>enen Zust~nd zu tun, 
also einer ganz wiIlkiirlichen Energieverteilung, und ist ferner die Moglichkeit 
gegeben, daB sich diese Energieverteilung andert - was im Falle eines Gases 
durch die ZusammenstoBe der Molekiile eintritt und, wie hier gleich bemerkt 
sei, im Falle der Strahlung durch die Wechselwirkungmit der Materie - so wird 
unter den folgenden Zustanden praktisch nur der ausgezeichnete Zustand ein
treten, namlich derjenige, der infolge der tiberwiegenden Zahl der ihn reilisierenden 
Komplexionen der wahrscheinlichste Zustand ist. Dies ist der Gleichgewichts
zustand, also auch der Zustand maximaler Entropie. Rieraus folgt, daB die 
Entropie eine Funktion der mathematischen Wahrscheinlichkeit w des Zustandes 
eines Systems ist bzw. eine Funktion der Anzahl der Komplexionen W, welche 
diesen Zustand realisieren. Diese Anzahl Wist eine sehr groBe, ganze, positive 
Zahl. Sie wird, im Gegensatz zur mathematischen Wahrscheinlichkeit w, welche 
stets ein echter Bruch ist, auch als "thermodynamische Wahrscheinlich
kei tt< bezeichnet. Wir konnen demnach als Ausdruck ftir die Entropie schreiben 

5 = t(W). (105) 

Raben wir es nun mit mehreren Systemen in beliebigen Zustanden zu tun, 
deren Entropien 51' 52' ... 5n , und deren thermodynamische Wahrscheinlich
keiten WI' W2 , ••• , Wn seien, so gilt ftir die Entropie 5 der Gesamtheit dieser 

Systeme 5 = 51 + 52 + ... + 5n , (106) 

ftir ihre Wahrscheinlichkeit W aber 

(107) 

Die Gleichungen (105), (106) und (107) sind aber nur dann miteinander vertrag
lich, wenn allgemein 1 5 = k log W . (108) 

Diese Gleichung muB mit der gleichen Konstanten k ftir jedes beliebige 
System, unabhangig von seiner Natur (als Gas, Strahlung usw.) gelten. Aus 
ihrer Anwendung auf ide ale Gase ergibt sich, daB 

R 
k:- N = 1,372.10-16 erg/grad. (109) 

(R = aIlg. Gaskonstante, N = Anz,ahl der Molekiile im Mol). Die Konstante k 
hat gastheoretisch die Bedeutung, daB f kT die im Durchschnitt auf je eiJien 
Freiheitsgrad eines Gasmolekiils bei der Temperatur T entfaIlende Energie ist, 
so daB die mittlere kinetische Energie eines einatomigen Gasmolekiils, welches 
drei Freiheitsgrade besitzt, gleich t kT ist. 

In der Gastheorie fiihrt die weitere Verfolgung dieses Gedankenganges zum 
MAXWELLschen Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung, und zwar auf dem Boden 
der klassischen Theorie. Bei der'Losung des Problems wird man stets auf die 
Notwendigkeit gefiihrt, festzusteIl~n, welche Zustande man als gleich wahr
scheinlich anzusehen hat. Die klassische Theorie ist dadurch charakterisiert, 
daB sie jeden, mit den gegebenen Bedingungen vertraglichen Zustand als gleich 
wahrscheinlich ansieht. Tut man dies auch im Faile der Strahlung, so kommen 
wir zum Strahlungsgesetz von RAYLEIGH-JEANS. Das Kernproblem der Strah
lungstheorie ist daher, derartige Annahmen tiber die als gleich wahrscheinlich 
anzusehenden Zustande zu machen, daB das Ergebnis mit der Erfahrung tiber
einstimmt. Diese Forderung fiihrt, wie wir sehen werden, zur Quantentheorie. 

1 Unter log ist hier stets der natiirliche Logarithmus zu verstehen. 
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Wir werden nunmehr zwecks Ableitung des Strahlungsgesetzes den folgenden 
Weg gehen. Wir denken uns.Strahlung als im Gleichgewicht befindlicq mit eiIier 
sehr groBen Zahl von Molekiilen. Diese denken wir uns als ideale, line are , 
elektrische Oszillatoren, d. h. als Gebilde, welche aus einer elastisch an eine Ruhe
lage gebundenen,positiven elektrischen Ladung e bestehen, welche durch eine in 
deren Ruhelage fest befindliche negative Ladung von gleicher GroBe nach auBen 
hin elektrisch kompensiert seL WiePLANcK gezeigt hat, ist diese Idealisierung 
ohne EinfluB auf das Ergebnis. Es·ist da~ gleiche, ob man ideale Oszillatoren 
annimmt oder urn eine Achse rotierende Ladungen oder der Atomtheorie von 
BOHR entsprechende Atome. Wir berechnen nunmehr den wahrscheinlichsten 
Zustand dieses Oszillatorensystems, d. h. die wahrscheinlichste Verteilung der 
Schwingungsenergie auf die Oszillatoren. Da die Oszillatoren infolge ihrer 
Schwingungen mit der Strahlung in Wechselwirkung stehen, ihdem sie Strahlung 
absorbieren und emittieren .. so ist durch den Zustand des Oszillatorensystems 
gleichzeitig auch der Zustand der Strahlung eindeutig gegeben. 

11. System von Oszillatoren. Zur Charakterisierung einer bestimmten Ver
teilung der Energie auf die einzelnen Molekiile (Oszillatoren) des Systems defi
nieren wir den sog. Zustandsraum. Wenn ein Molekiil f Freiheitsgrade hat, so 
ist der Zustand eines Molekiils definiert durch 2 f Variable, namlich f raumliche 
Koordinaten und f GroBen, welche von seiner kinetischen Energie abhangen, 
also etwa seine Geschwindigkeitskomponenten oder Funktionen derselben. 
Diese 2 f Variablen denken wir uns als die Koordinaten eines 2 f-dimensionalen 
Raumes. Dann entspricht jedem Punkte dieses Raumes jeweils ein ganz be
stimmter Zustand eines Molekiils, z. B. eine ganz bestimmte Energie. Wir denken 
uns ferner den Zustandsraum in sehr kleine Elementargebiete eingeteilt, die 
aber doch noch so groB sind, daB die Zahl der Molekiile, welche einem bestimmten 
Elementargebiet angehoren, eine sehr groBe Zahl ist. Das ist stets moglich, 
wenn wir nur die Gesamtzahl N der Molekiile ausreichend groB annehmen. 
Jedem Elementargebiet entspricht ein bestimmter Mittelwert der Energie. Die 
Elementargebiete seien fortlaufend numeriert, und es bedeuten 

die Mittelwerte der Energie im ersten, zweiten, ... , n-ten Elementargebiet. des
gleichen 

die Zahl der Molekiile, welche jeweils diesen Elementargebieten angehoren. Die 
Numerierung der Elementargebiete sei so vorgenommen, daB 

101 < 102 < fa < ... < IOn < .... (110) 
Setzen wir jetzt 

Nl 
N =w1 , (111) 

so ist Wn die mathematische Wahrscheinlichkeit dafiir, daB bei einer vorgegebenen 
Verteilung der Energie auf die Molekiile ein bestimmtes Molekiil im n-ten Elemen
targebiet liegt. Wir haben demnach 

Nl + N2 + ... = N. (112) 

WI + w2 + ... = 1 . (113) 

Die Gesamtenergie des Molekiilsystems ist 

E=N1f1+N2f2+'" =N(Wt f t +W2 f 2 + .. ·)=Nf, (114) 

wobei 10 den Mittelwert der Molekularenergie iiberhaupt bedeutet. 
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Andererseits ist, wie die Wahrscheinlichkeitstheorie zeigt, die einer be
stimmten, durch die Einzelwerte von N l , N2 usw. charakterisierten Verteilung 
entsprechende Zahl von Komplexionen oder die thermodynamische Wahrschein
lichkeit 

W= N! (NI = N(N-1) (N- 2) ... 3·2 ·1) (115) 
NIl N a! Na/ ..• 

oder unter Anwendung der STIRLINGSchen Forme1 fiir groBe Werte von X 

xl = (; t (116) 

W= (~rl. (~r" (~r"" = (~)NW" (~JNW'. (~JNW.... !(117) 

Es ergibt sich daher gemaB Gleichung (108) fUr die Entropie des Systems 

5 = -kN~w".logwtl' (118) 

Der Zustand maximaler Entropie, der der gegebenen Gesamtenergie E ent
spricht, ergibt sich nun, indem wir setzen 

~S = 0 oder ~logw"~w,, + ~~w" = o. (119) 

Hierzu kommt noch die Bedingung fiir die Konstanz der Energie E 

~E=O oder ~e,,~W,,=O (120) 

und als dritte Bedingung gemaB Gleichung (113) 

~~w" = O. (121) 

Aus den Gleichungen (119), (120) und (121) foIgt 

w" = IX e- fJen . (122) 

Die Konstanten IX und fJ sind nach den Gleichungen (113) und (114) definiert 
durch 1 

<X- ---- 2: e - fJen ' (123 a) 

Durch Einsetzen in Gleichung (118) ergibt sich der Wert 

5 = kNlog~e-fJe,,+ kfJE. 

Dann foIgt die Temperatur des Systems l aus 
1 dS 
T=dE=kfJ, 

1 
fJ = kT' 

so daB 

Ferner 

und 

1 Siehe z. B. M. PLANCK, Thermodynamik, 3. Aufl., S. 120. 

(123b) 

der Entropie 

(124) 

(125) 

(126) 

(127) 

(128) 

(129) 
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Die angestellten Oberlegungen liefem uns aber nur dann den wirklichen 
Gleichgewichtszustand des Systems, wenn der Zugehorigkeit eines Molekiils 
zu irgendeinem Elementargebiet des Zustandsraumes stets die gleiche Wahr
scheinlichkeit zukommt. Denn auf dieser Voraussetzung beruht der funktionelle 
Zusammenhang zwischen Entropie und Wahrscheinlichkeit. Bisher haben wir 
stillschweigend angenommen, daB die von uns angenommene Einteilung des 
Zustandsraumes dieser Bedingung entspricht. Nunmehr stehen wir aber, wenn 
wir die zuletzt gefundenen Beziehungen weiter auswerten wollen, vor der Not
wendigkeit, eine dieser Bedingung entsprechende Einteilung auch wirklich 
vorzunehmen, also den Zustandsraum in Elementargebiete so einzuteilen, daB 
wir Elementargebiete gleicher Wahrscheinlichkeit erhalten. 

Ein zwingender physikalischer Grund fiir eine bestimmte Art der Einteilung 
liegt vorlaufig nicht vor, ja es ist iiberhaupt bisher noch ganz willkiirlich, welche 
Funktion der Bewegung der Oszillatoren wir dem Aufbau des Zustandsraumes 
zugrunde legen wollen. Es liegt aber nahe, anzunehmen, daB Elementargebiete 
gleicher Wahrscheinlichkeit unter sich gleich groB sind. Setzt man dieses voraus, 
so ist damit auch die Art der Variablen zwangslaufig gegeben, die wir als Koordi
naten des Zustandsraumes anzuwenden haben. Da namlich Zustiinde, die sich 
gegenseitig notwendig bedingen, gleich wahrscheinlich sind, so ist der Zustand, 
in dem sich die zu einer bestimmten Zeit einem bestimmten Elementargebiet 
angehorenden Molekiile nach Ablauf einer gewissen Zeit befinden werden, ebenso 
wahrscheinlich wie der Anfangszustand. Es muB daher die GroBe des Elementar
gebiets des Zustandsraumes sich im Verlaufe des Geschehens nicht iindem, 
wenn sich auch die Werte der einzelnen Variabeln noch so sehr andem mogen. 
Nach dem LIOUVILLEschen Satze bleibt nun ein bestimmtes herausgegriffenes 
Volumen des Phasenraumes im weiteren Verlaufe nur dann konstant, wenn als 
Variable die t raumlichen Koordinaten eines Molekiils CPI' CP2' CPS'" und die 
dazugehorigen t Impulskoordinaten PI' P2' Ps ... eingefiihrt werden. Dabei 
ist gemaB den HAMILToNschen kanonischen Bewegungsgleichungen 

. oe . 08 
CPk = OPk' Pk = - iJ~k • (130) 

Den entsprechenden Zustandsraum bezeichnet man als den Phasenrauml . 

Als Elementargebiete gleicher Wahrscheinlichkeit haben wir daher gleich 
groBe Gebiete des Phasenraumes anzusehen. Ein solches Gebiet ist gegeben durch 
die Gleichung rr 

H =)1. dCPl dCP2' •• dPl dP2" .. (131) 

Die Bedeutung der GroBe Heines Elementargebietes des Phasenraumes ist 
der Punkt, in dem sich die klassische und die Quantentheorie scheiden. In der 
klassischen Theorie spielt sie nur die Rolle einer die Lrberlegungen erleichtemden 
HilfsgroBe ohne physikalische Bedeutung, welche im Endresultat als unendlich 
klein angenommen wird. Nach der Quantentheorie aber ist die GroBe eines 
Elementargebiets eine ganz bestimmte endliche und universelle Konstante, 
deren Wert aus Messungen abzuleiten ist. In der klassischen Theorie bietet die 
Festsetzung des Wertes von en wegen des Lrberganges zu unendlich kleinem Wert 
von H keine Schwierigkeit, da das Elementargebiet eben zu einem Punkt des 
Phasenraumes mit einem ganz bestimmten Wert von e zusammenschrumpft. 
In der Quantentheorie bedarf es einer besonderen Festsetzung dariiber, in welcher 
Weise der Wert en zu definieren ist 2• 

1 J. W. GIBBS, Elementary Principles in Statistical Dynamics, 1902. 
2 Vgl. hierzu die verschiedenen Fassungen der Quantentheorie in den einzelnen Auf

lagen von PLANCKS JJ Wfu:mestrahlung" • 
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Wir betrachten jetzt einen einzelnen Oszillator, der unter der Wirkung einer 
elastischen Kraft geradlinig urn seine Gleichgewichtslage schwinge. Seine Elon
gation sei ~, seine Eigenschwingung sei y. Dann gilt 

; + 4n2y2~ = 0 
oder integriert ; = IX- cos (2 n y t + tJ) . 
Die Energie des Oszillators ist 

E = t m ~2 + 2 n 2 y2 m ~2 = 2 n 2 y2 m (X,2 • 

Die Impulskoordinate ergibt sich hieraus zu 

Daraus folgt 

o e . 
p=---;=m;. 0; 

1 
E = __ p2 + 2n2 y 2 m;2 = konst. 

2m 

(132) 
(133) 

(134) 

(135) 

Bezeichnen wir die Folge der nacheinander dem Zustand des Oszillators 
zugeordneten Punkte des Phasenraumes - der in diesem FaIle nur zweidimen
siqnal istund die Koordinaten p und ~ hat - als die Phasenbahn des Oszillators, 
so sehen wir aus Gl. (136), daB alle Phasenbahnen ahnliche und ahnlich liegende 
Ellipsen sind, deren Hauptachsen in den Koordinatenachsen liegen. Die GroBe 
der beiden Halbachsen ist 

a" = Y2mE", 
,---

b -l/~e~n . 
,,- 2;n2y2 m (137) 

Ein Elementargebiet der Wahrscheinlichkeit ist gemaB Gleichung (131) gleich 

h=ffd~dP. (138) 

Die GroBe h bezeichnet man 'als ;,elementares Wirkungsquantum", auch als 
"PLANcKsches Wirkungsquantum". Sie hat, da es sich hier nur urn zwei Koordi
naten des Phasenraumes handelt, die Dimension Energie X Zeit. Ihr Wert 
betragt (s. Ziff.24) h = 6,55.10- 27 erg sec. 

Die Begrenzung der Elementargebiete des Phasenraumes ergibt sich ohne 
weiteres aus folgender Uberlegung. Da die einzelnen Punkte jeder elliptischen 
Phasenbahn eine zeitliche Folge von Zustanden eines Oszillators darstellen, so 
sind alle Punkte einer Phasenbahn gleich wahrscheinlich. Es kann daher eine 
Phasenbahn nicht iiber die. Grenze eines Elementargebietes hiniibertreten. Somit 
konnen die Elementargebiete nur elliptische Ringe sein, welche von Phasen
bahnen begrenzt werden. Es seien die Grenzen der Elementargebiete durch die 
zugehorigen Energien E" -1 und E" bezeichnet. Dann ist die GroBe eines Elemen
targebietes, wenn wir EO = 0 setzen, 

und daher E,,=nhy. 

(139) 

(140) 

1m folgenden wollen wir die friiher eingefiihrten Mittelwerte E" der Energie 
mit den hier eingefi.ihrten Grenzwerten E" identifizieren. Wie PLANCK gezeigt 
hat, ist dies fiir das Ergebnis ohne Belang. Diese Festsetzung bedeutet, daB nur 
die den Grenzen der Elementargebiete entsprechenden diskreten Energiewerte 
in der Natur vorkommen, daB also die .Energie der Oszillatoren atomi
stischen Charakter hat. 

12. Oszillatoren in Wechselwirkung mit dem Strahlungsfelde. Die am Ende 
des vorstehenden Abschnittes getroffene Festsetzung beziiglieh der moglichen 
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Zustande eines Oszillators ist gleichbedeutend mit der sog. Frequenzbedingung 
der BOHRschen Atomtheorie. Diese besagt, daB Strahlung der Schwingungs
zahl 'V stets nur in Quanten der GroBe hv seitens eines Atoms abgegeben oder 
aufgenommen wird. Demnach konnen die durch Ein- oder Ausstrahlung be
dingten Energiestufen eines Molekiils- wenn wir Eo = 0 setzen - stejs nur 
von der Form n h'V sein. Diese Hypothese ist bekanntlich bisher . von einer 
in der Geschichte der Physik fast einzig dastehendeIh Fruchtbarkeit gewesen 
und hat sich auf das Beste bestatigt, so daB an ihrer Richtigkeit nicht mehr 
gezweifelt werden kann. Die Energieelemente h'V bezeichnet man als Lich t
quanten oder kurz als Quanten, die auf diese Vorstellung aufgebaute Theorie 
als die Quantentheorie. 

Nach der Quantentheorie besteht also, im Gegensatz zur klassischen Theorie, 
die Wechselwirkung zwischen der Strahlung und den Atomen der Materie 
(Oszillatoren) nicht in einer mehr oder minder kontinuierlichen Aufnahme und 
Abgabe von Strahlungsenergiedurch die Atome, sondem in sprunghafter Aude
rung der Energie der Atome, wobei jeweils stets nur volle Quanten von. der 
GroBe h'V aufgenommen oder abgegeben werden. 

. Wie in derklassischen Theorie haben wir auch in der Quantentheorie 
zwischen zwei Typen von Wechselwirkungen zwischen Materie und Strahlung 
zu unterscheiden. 

a) Ausstrahlung. Ein Oszillator, welcher eine bestimmte Energie En 

besitzt, hat die Tendenz, diese durch Abgabe von Energie an das Strahlungsfeld 
zu vermindern. Yom Standpunkt der Quantentheorie haben wir diesen Vorgang 
als einen spontanen, durch l1nkontrollierbare Zufiille ausgelosten Akt - analog 
dem radioaktiven Zerfall - anzusehen und jedenfalls als ganz unabhangig 
vom Vorhandensein des auBeren Strahlungsfeldes. Befinden sich von insgesamt 
N Oszillatoren N n im n-ten Elementarbereich, so setzen wir daher die Zahl der 
Oszillatoren, welche in einer Zeit 'I: einen Ausstrahlungsakt vollziehen, also ein 
Quant h'V = En - En-l abgeben, gleich 

AnNn'l:· 

An bezeichnen wir als Ausstrahlungskoeffizienten eines im n-ten Elementar
bereiche befindlichen Oszillatorsl. 

b) Einstrahlung. Dem gegeniiber stehen die durch das Vorhandensein 
des Strahlungsfeldes bewirkten Energieanderungen, die wir als Einstrahlungs
prozesse bezeichnen. Nach der klassischen Theorie kanndie durch die elektrischen 
Wechselfelder des Strahlurtgsfeldes bewirkte Energieanderung eines Oszillators 
nicht nur in einem Energi~zuwachs (positive Einstrahlung), sondem unter 
gewissen Umstaude auch in einer Energieverminderung (negative Einstrahlung) 
bestehen, je nach den Phasenbeziehungen, welche zwischen dem elektrischen 
Felde und der Bewegung des Oszillators bestehen. Ein Gleiches miissen wir 
auch annehmen, wenn wir uns auf den Boden derQuantentheorie stellen. Be
findet sich daher ein Oszillator im n-ten Elementargebiet, so kann seine Energie 
unter der Wirkung des Strahlungsfeldes vom Werte En sowohl auf den Wert Em 

steigen, wie auf den Wert El sinken. Die Zahl der Oszillatoren, welche in der 
Zeit 'I: durch Einstrahlung von der Energie En auf die Energie Em springen, ist 
jedenfalls proportional der spezifischen Intensitat ~v der Strahlung. Wir setzen 
sie daher gleich 

1 Die hier gegebene Ableitung schlieBt sich von hier ab weitgehend an die Ableitung 
von EINSTEIN aJ;l. Siehe Ziff. 15. 
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Ebenso setzen wir die Zahl derjenigen Oszillatoren, deren Energie in der Zeit T 

durch negative Einstrahlung vom Werte 13m auf Sn sinkt, gleich 

E';;"Nm!evi. 

Es ist zu beachten, daB negative Einstrahlung und Ausstrahlung sich im 
Endergebnis vollig gleichen, aber in ihrer Ursache vollig verschieden sind. 

Betrachten wir jetzt das n-te Elementargebiet wahrend einer Zeit T, welche 
groB ist gegeniiber der - sicher auBerordentlich kurzen - Zeit eines Ein- oder 
Ausstrahlungsprozesses, so muB, wenn Gleichgewicht besteht, die Zahl der 
Oszillatoren, welche durch einen der genannten Prozesse aus diesem Gebiet 
in das m-te Elementargebiet iibertreten, ebenso groB sein wie die Zahl derjenigen, 
welche in der gleichen Zeit den umgekehrten ProzeB durchmachen. Daraus folgt 

(NnE';;- NmE~,)S't'vT=NmAmi. (141) 

Zur Berechnung der Koeffizienten A und E gibt uns die Quantentheorie 
an sich keine Handhabe. Den Weg hierzu weist uns ein wichtiges neues Prinzip, 
das Korrespondenzprinzip von BOHR, welches wenigstens in einem Sinne 
eine Briicke von der Quantenth~orie zur klassischen Physik hiniiberschlagt. 
Zu diesem Prinzip fiihrt folgende Dberlegung. Je hoher die Quantenzahl n eines 
Oszillators ist, eine desto kleinere rela ti ve Energieanderung bedeutet ein Energie
sprung von Sn auf Sn + h v oder en - h v, desto weniger· tri tt also der q uan ten
hafte Charakter der Energieanderungen in Erscheinung. 1m Grenzfall n = 00 

verschwindet der quantenhafte Charakter iiberhaupt, und wir konnen die Energie
anderungen als kontinuierlich ansehen, wie in der klassischen Theorie. Das aber 
bedeutet, daB fUr den Fall groBer Quantenzahlen die Ergebnisse der Quanten
theorie mit denen der klassischen Theorie mehr und mehr identisch werden 
miissen. Der \Veg zur Berechnung der Koeffizienten A und E ist nun der folgende: 
Wir berechnen die der Gleichung (141) entsprechende Beziehung der klassischen 
Theorie, in der aile Koeffizienten streng berechenbar sind, wenden sie auf den 
Fall groBer Oszillatorenenergie, d. h. groBer Quantenzahlen an und gewinnen 
die Koeffizienten der Gleichung (141) durch Vergleich des klassischen mit dem 
quantentheoretischen Ausdruck. 

Die Berechnung der Beziehung auf Grund der klassischen Theorie ist ziemlich 
umstandlich1• Wir iibergehen sie daher. Sie beruht beziiglich der Einstrahlung 
auf der Kombination der Bewegungsgleichung eines Oszillators [Gleichung (132)] 
mit dem Ansatz fUr die elektrischen Komponenten des Strahlungsfeldes [Gleichung 
(90)] 

(142) 

Wir geben hier nur diejenigen Ergebnisse, welche wir fiir unseren speziellen 
Zweck brauchen. Bezeichnen wir mit 11. die Energieanderung eines einzelnen 
Oszillators in der Zeiteinheit, so hangt deren Vorzeichen und Wert von den zu
filligen Verhaltnissen des Oszillators und der ihn treffenden Strahlung abo Fiir 
eine groBe Zahl N von Oszillatoren aber ergibt sich ein konstanter Mittelwert 

(143) 

Ebenso ergibt sich ein konstanter Mittelwert fiir die Quadrate 11;, das sog. 
mittlere Schwankungsquadrat _ e2 

11; = 2m 0v 13 i. (144) 

1 Siehe M. PLANCK, Warmestrahlung, 5. Auf I., S. 145 ff. 
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Es sei ferner W (E) eine Zahl, weIche die Verteilung der Oszillatoren im Phasen
raum charakterisiere, derart, daB die Zahl der Oszillatoren, deren Energie 
zwischen E und E + de liegt, gleich 

sel. NW(c) dE 

Die von einem Oszillator in der Zeit T ausgestrahlte Energie schlieBlich 
ergibt sich nach H. HERTZl zu 

8",2 e2 ,,2 e 
1)a = 3 me3 T. (145) 

Dann besteht zwischen diesen GroBen auf Grund der klassischen Theorie folgende 
Beziehung 1 --:- [) W(e) 

- -1)2 --- = 1) W(E). 2 e 0 e a (146) 

Jetzt iibersetzen wir diesen Ausdruck in die Sprache der Quantentheorie, wobei 
wir annehmen, daB wir es mit einer sehr groBen Quantenzahl n zu tun haben. 
Zunachst haben wir zu set zen dE = h v . 

Dann konnen wir den Ausdruck NW(E) dE mit der Zahl Nn oder auch Nn+l 
der im n-ten bzw. der im (n -I- i)-ten Elementargebiet enthaltenen Oszillatoren 
identifizieren, so daB 

W(E) = ~n" und (147) 

Wir erhalten dann aus Gleichung (145) 

1 2 N n -Nn+1 _ Nn+l 
2: 17c N(hy)2 - l)a Nnhy' (148) 

Setzt man in diese Gleichung die Werte von 1)~, l)a und 0' •. aus den Gleichungen 
(143), (144) und (101) ein, so folgt 

N" - N m 6l = h 1,3 

N JLy 2 • 
m e (149 a) 

Anderersei ts formen wir Gleichung (141) folgendermaBen urn: 

(149 b) 

Aus dem Korrespondenzprinzip schlieBen wir nun durch Vergleich dieser beiden 
Gleichungen erstens 

und ferner 
(150a) 

(150b) 

Damit wird die Gleichung (141) mit der Gleichung (149a) identisch, weIche 
wir jetzt als fUr alle Quantenzahlen giiltig ansehen. 

Nun folgt aber aus der Bedingung des thermodynamischen Gleichgewichts 
gemaB Gleichung (127), daB 

e F h1' 
N n ;;mN m = e '~; n _ 1 = ek T _ 1 . 

Dann ergibt sich durch Vergleich dieser Gleichung mit Gleichung (149a) 
h y3 1 

st" = C2 -k-y-- . (151) 
ekT _ 1 

1 H. HERTZ, Wied. Ann. Bd. 36, S. 12. 1889. 
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Damit haben wir das Gesetz der normalen Energieverteilung im Spektrum der 
schwarzen Strahlung gewonnen, das PLANCKsche Strahlungsgesetz 1 . 

GemaB Gleichung (19) ist ferner 
8,nhv3 1 

U" = -c3- -h-,,-- (152) 

eioT _ 1 

und gemaB Gleichung (16) 
c2 h 

E;. = Y-c/i:-,-- wobei c1 = c2 h und (153) 
eUT _ 1 

Wie man leicht erkennt, wird durch Gleichung (152) sowohl das STEFAN-BoLTZ
MANNsche Gesetz wie das WIENsche Verschiebungsgesetz erfilllt. Es ergibt sich 
niimlich durch Integration 00 

f S,n5 k4 
U = u"dy = 15c3 h3 T4, (154) 

o 

so daB wir fur. die Konstante des STEFAN-BoLTZMANNschen Gesetzes gemaB 
Gleichung (47) erhalten 

8 ,n5 k4 2 ,n5 k4 
a=tSc3 h3 (155) bzw. a=15c2 h3 • (156) 

Ferner erhalten wir durch Differentiation der Gleichung (153) und Nullsetzung 

£,,; 
111 

13 i l16116 D 

12 
I I \ 
! I \ 
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i I \ 

9 ! L \ 
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i 
i hlJll!}"\. 

6 i I \ 
" ~ I 
IJ 

i II ~ 

\ 
\ 
\ 

\.\ 
'\. \. 

e- fl + L -1 = 0 
5 ' 

wobei fJ = k ~ h T. Die Wurzel dieser Gleichung ist 
m 

fJ = 4,9651 .... 

. GemaB Gleichung (83) ergibt sich hieraus die Kon
stante b des WIENschen Verschiebungsgesetzes zu 

b 1 T c h C2 
=lI.m =7fk=7f. 

3 , I~'" / ~~ 
If~ 

~~ , 
/l 

Es sind damit die Konstanten a bzw. a und b auf 
die universellen Konstanten c, h und k zuruck
gefiihrt. 

Aus Gleichung (153) ergibt sich, in Dberein
stimmung mit der Erfahrung, als Grenzfall fiir 

groBe Werte von IT, (IT:;pc;): 
Abb. 6 Die Strahlungsinten-
sitat E des schwarzen Korpers bzw. 
als Fun ion der Wellenlange;' 
fur versch dene Temperaturen. also das Strahlungsgesetz von RAYLEIGH-JEANS 

.E!!.. [Gleichung (102)]. Andererseits folgt fur kleine 
Werte von 1 T, (ekJ.·:;p .1), das Strahlungsgesetz von W. WIEN [Gleichung (104)]: 

c, 
C --E,=.2e AT 

A ;'5 bzw. 
hv3 _ h" 

Sf" = -2 e loT 
c 

In Abb.6 ist die Energieverteilung E der schwarzen Strahlung fiir ver
schiedene Temperaturen dargestellt. Man erkennt die dem WIENschen Ver-

I M. PLANCK, Ann. d. Phys. (4) Bd.4, S. 553. 1901. 
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schiebungsgesetz entsprechende Verschiebung des Energiemaximums nach 
kiirzeren Wellen bei steigender Temperatur. 

Das PLANcKsche Strahlungsgesetz ist seit seiner Aufstellung im Jahre 1900 
keinen ernstlichen Zweifeln begegnet, mit einer einzigen Ausnahme. NERNST und 
WULFl haben namlich das gesamte, bis zum Jahre 1919 vorliegende Material einer 
kritischen Priifung unterzogen, und zwar unter der Voraussetzung, daB erstens 
das WIENsche Verschiebungsgesetz streng giiltig sei, und daB ferner das RAYLEIGH
JEANssche und das WIENsche Strahhingsgesetz [Gleichung (78) und (102)J fiir die 
entsprechenden Grenzmlle sehr kleiner bzw. sehr groBer Werte von A, T zutreffen. 
Die Sichtung des Materials, das allerdings zum groBen Teil auf schon fast 20 Jahre 
alten Messungen beruhte, fiihrte sie zu der Vermutung, daB in dem Zwischengebiet 
mittlerer Werte von A, T das PLANCKsche Gesetz einer Korrektion (sog . .x-Korrektion) 
bediirfe, die imMaximum etwa 7% betragen solIe. Auf Grunddieser Kritikistjedoch 
das Strahlungsgesetz durch H. RUBENS und E. MICHEL einer erneuten Nachpriifung 
unterzogen worden (s. Ziff. 25), mit dem Ergebnis, daB das P-LANcKsche Gesetz den 
Messungen innerhalb der Versuchsfehler durchaus entspricht, wahrend die Korrek
tion von NERNST und WULF systematische Abweichungen hervorbringt. 

13. Die radikale Lichtquantentheorie und die Theorie von BOHR, KRAMERS 

und SLATER. Die vorstehende Form, die PLANCK der Ableitung seines Strahlungs
gesetzes gegeben hat, ist darin charakteristisch, daB zwar eine quantenhafte 
Emission und Absorption der Strahlung angenommen wird, jedoch beziiglich 
der Struktur der Strahlung selbst keine von der klassischen Theorie abweichenden 
Annahmen gemacht werden, noch gemacht zu werden brauchen. 

Nun zeigt aber die Erfahrung, wie schon oben erwahnt wurde, daB die Auf
rechterhaltung der klassischen Anschauungen iiber die Struktur der Strahlung 
als eines sich in Kugelwellen ausbreitenden Phanomens in Verbindung mit 
den gesicherten Ergebnissen der Quantentheorie zu Widerspriichen mit dem 
Experiment fiihrt. Ein besonders markantes Beispiel ist der lichtelektrische 
Effekt, dessen quantenhafter Charakter sichergestellt ist. Er zeigt in v6lliger 
Eindeutigkeit, daB die Energie eines Lichtquants hv sich hicht in Form einer 
Kugelwelle vom emittierenden Atom aus in den Raum ausbreitet, sondern bei 
einer erneuten Wechselwirkung mit der Materie ungeteilt an einer eng begrenzten 
Stelle des Raumes, namlich am Orte des Atoms, mit dem es in neue Wechsel
wirkung tritt, konzentriert ist. Tatsachen dieser Art haben EINSTEIN2 zu der 
Behauptung gefiihrt, daB die Strahlung sich nicht in Form von Kugelwellen aus
breite, sondern in Form sog. N adelstrahl ung einseitig emittiert werde. Ein 
Lichtquant ware demnach als ein mehr oder minder gestrecktes Gebilde anzusehen, 
welches sich mit Lichtgeschwindigkeit in einer bestimmten Richtung bewegt. 
Dber die Dimensionen solcher Lichtquanten kann heute nichts Gesichertes aus
gesagt werden. Untersuchungen von ORNSTEIN und BURGERs 3 haben es wahr:
scheinlich gemacht, daB das Volurnen eines Quants proportional A,3 sei. 

1 W. NERNST U. TH. WULF, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd.21, S.294. 1919. 
2 A. EINSTEIN, Ann. d. Phys. (4) Bd. 17, S. 132.1905; Bd.20, S. 199.1906; Phys. ZS. 

Bd. 18, S. 121. 1917; M. WOLFKE, Phys. ZS. Bd. 22, S. 375.1921; R. EMDEN, ebenda Bd. 22, 
S. 513.1921; W. BOTHE, ZS. f. Phys. Bd. 17, S. 137. 1923; Bd. 26, S. 59, 74. 1923; H. BATE
MAN, Phil. Mag. Bd. 46, S. 977. 1923; L. DE BROGLIE, ebenda Bd. 47, S. 446. 1924; E. SCHRO
DINGER, Phys. ZS. Bd. 23, S. 301. 1922; G. E. M. JAUNCEY, Phys. Rev. Bd. 22, S. 233. 1923; 
Bd.23, S.580. 1924; Bd.24, S.313. 1924; H. A. LORENTZ, Les Theories Statistiques en 
Thermodynamique. Leipzig 1916; A. EINSTEIN, Phys. ZS. Bd. 10, S. 185. 1909; Ann .. d. 
Phys. (4) Bd.47, S.879. 1915; A. EINSTEIN U. L. HOPF, ebenda (4) Bd.33, S.1096. 1910; 
M. v. LAUE, ebenda (4) Bd.47, S.853. 1915; Bd.48, S.668. 1915; M. PLANCK, ebenda (4) 
Bd. 73, S.272. 1924; Berl. Ber. 1923. 

3 L. S. ORNSTEIN U. H. C. BURGER, ZS. f. Phys. Bd.20, S. 345. 1924; Bd. 21, S. 363: 
1924; Bd. 30, S. 253. 1925. 

3* 
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Die Hypothese der Nadelstrahlung fiihrt nun aber ihrerseits wieder zu 
schwerwiegenden Widerspriichen mit der Optik. Denn nunmehr werden die 
auf Grund der klassischen Theorie vollig verstandlichen Interferenzerscheinungen 
unverstandlich. In diesem Punkte liegt der Kern der groBen Krise der heutigen 
Physik. Wir Mnnen weder die Quantentheorie noch die klassische Wellentheorie 
zur Deutung bestimmter experimenteller Ergebnisse entbehren, aber wir konnen 
die bisher uniiberbriickbaren Widerspriiche zwischen beiden Theorien nicht 16sen. 

(Zusatz bei der Korrektur: Mit dieser Doppelnatur der Strahlung, 
also der gleichzeitigen Existenz ihrer Wellennatur und ihrer korpuskularen 
Natur, miissen wir uns heute urn so mehr abfinden, als ja nach de BROGLIE 
der Materie, also den Atomen und Elektronen ebenfalls eine solche Doppelnatur 
zukommt und die Wellennatur der Elektronen bereits durch eine Reihe von 
Versuchen einwandfrei erwiesen ist. Auf die Idee de BROGLIES haben SCHRODINGER, 
BORN, HEISENBERG und andere die neue Wellen- oder Quantenmechanik ge
griindet, die zu der Hoffnung berechtigt, daB das durch die Quantentheorie 
zunachst aufs auBerste verwirrte physikalische Weltbild in absehbarer Zeit 
wieder abgerundet dastehen wird. Ein naheres Eingehen auf diese Fortent
wicklung der Quantentheorie gehOrt nicht in den Rahmen dieses Kapitels). 

14. Ponderomotorische Wirkungen der Strahlung auf die Atome. COMPTON

effekt. Yom Standpunkt der klassischen Theorie aus wird bei der Emission von 
Strahlung, also einer Kugelwelle, durch ein ruhendes Atom keine Bewegungs
groBe auf dieses iibertragen, da ja in jeder Richtung gleich viel Energie emittiert 
wird, also die Reaktionsdrucke der Strahlung sich gegenseitig aufheben. Dagegen 
wird bei der Absorption oder der Zerstreuung von Strahlung Impuls iibertragen, 
da die Strahlung nur von einer Seite her das Atom trifft. Bei der Zerstreuung 
tritt nach der klassischen Theorie eine Frequenzanderung der Strahlung nicht 
ein, sondern nur eine Verminderung ihrer Energie und ihres Impulses gemal3 
den auf das streuende Atom iibertragenen Betragen. 

Bei Zugrundelegung der Quantentheorie in ihrer radikalen Form, also nach 
der Hypothese der Nadelstrahlung, liegen die Verhaltnisse vollig anders. Wird 
Strahlung von einem Atom nur in einer Richtung emittiert, so erfahrt das Atom 
einen RiickstoB, und seine Geschwindigkeitsanderung laBt sich nach dem Impuls
satz aus der Bewegungsgrol3e des emittierten Quants h1l und der Masse des Atoms 
berechnen. Befindet sich das Atom vor der Emission in Ruhe, so ist seine Ge
schwindigkeit nach der Emission durch die Gleichung 

hv 
mv=-c (157) 

gegeben, da gemal3 Gleichung (36) die BewegungsgroBe der Energie hy gleich Ii, v 
c 

ist. Bei der Absorption eines Quants durch ein anfanglich ruhendes Atom gilt 
entsprechend 

hv 
mv=-. c (158) 

Besonders kompliziert liegen die VerhaItnisse bei der Zerstreuung. Hierbei wird 
ein Quant hy durch ein Atom aus seiner Richtung abgelenkt. Damit ist aber 
eine Dbertragung von Impuls auf das streuende Atom verbunden, der auf Kosten 
des Impulses des Quants geht. Da nun der Impuls eines Quants stets durch den 

Ausdruck h; gegeben ist, so folgt, daB mit der Impulsanderung stets eineAnderung 

del!' Schwingungszahl 11 verbunden sein muB. Diese Anderungen sind bei der 
Zerstreuung durch Atome auBerordentlich klein und bislang nicht beobachtet 
wegen der relativ groBen Masse der Atome. Hingegen werden sie beobachtbar, 
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wenn wir es mit freien Elektronen und Quanten sehr groBer BewegungsgroBe, 
also hohen Schwingungszahlen 'V, zu tun haben. Tatsachlich ist dieser Effekt 
von COMPTONl gefunden worden. Er wird nach ihm als COMPTON-Effekt 
bezeichnet. Die Beobachtung er£olgte bei Verwendung von RONTGEN-Strahlen 
oder y-Strahlen und solchen Substanzen als Zerstreuungskorpem, welche sehr 
lose gebundene Elektronen enthalten, so daB man diese als freie Elektronen 
(Elektronengas) ansehen kann. Wegen del' kleinen Masse der Elektronen 
ist del' bei der Streuung von RONTGEN-Strahlen iibertragene Impuls und die 
damit verbundene Anderung del' Schwingungszahl del' gestreuten Strahlung 
betrachtlich. 

Der COMPToN-Effekt ist im Laboratorium nul' unter den genannten ex
perimentellen Verhaltnissen beobachtbar. Eine sehr groBe Bedeutung besitzt 
er zweifellos im Innem del' Fixsteme. Wegen der starken durch die hohe Tem
peratur hervorgerufenen Ionisation del' Materie sind dort freie Elektronen in 
sehr groBer Zahl vorhanden, auBerdem liegt das Energiemaximum der Strahlung 
bei sehr groBen Werten von 'V, so daB die Streuung die iiberwiegende Mehrheit 
der Wechselwirkungen zwischen der Strahlung und der Stemmaterie darstellen 
durfte. Es sei daher hier kurz auf die von COMPTONl selbst und von DEBYE 2 

gleichzeitig aufgestellte Theorie der Erscheinung eingegangen. Da es sich zum 
Teil um groBe Geschwindigkeiten handelt, seien die Formeln der Relativitats
theorie angewandt. 

Nach der Relativitatstheorie ist die kinetische Energie einer mit der Ge
schwindigkeit v bewegten Masse m gleich 

ihre BewegungsgroBe 

( 
1 . E = mc2 -,,=-1') / v2 ' 1/1 --

I c2 

gleich 
] = _-: mv __ 

I /~- V2, . 
11 --/ c2 

Das Elektron habe anfanglich die Geschwindigkeit Vo in Richtung {}o gegen die 
Richtung des Quants. Nach del' Streuung bilde die Richtung des Quants den 
Winkel {}I' die Bewegungsrichtung des Elektrons den Winkel {}2 mit del' urspriing
lichen Richtung des Quants. Die Schwingungszahlen des Quants vor und nach 
del' Zerstreuung seien 'V und 'V'. Dann ergeben der Energie- und del' Impuls
satz folgende drei Beziehungen 

h'l' = h'l" + mc2 ( I 1 
1/1 _ v2 

y c2 

- -, ~---) ---- , 
I / v~ 
,J 1-~ 

c2 

It: = It;' cosHI + I mv ? COS{}2 - 'l- /m-~OV2 cos{}o, 

V 1 - ~: 11 - c~ 
h,·' . mv n~vo 

o ='-c- sm& 1 + Vi' v2 sin {)2 - sin {} 0 • 

'1/ v" 1- cz' 11--"-;' c2 

(159) 

(160) 

(161) 

1 A. H. COMPTON, Bull. Nat. Res. Council Bd.20, S. 16. 1922; Phys. Rev. Bd.22. 
1923; Phil. Mag. Bd. 46, S. 897. 1921. vVeitere Literatur s. G. WENTZEL, Phys. ZS. Bd. 26, 
S.454. 1925· 

2 P. DEBYE, Phys. ZS. Bd.24, S. 161. 1923. 
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Da diese drei Gleichungen vier Unbekannte, - v, V, 1}1' 1}2 -, enthalten und 
weitere Bedingungen nicht vorhanden sind, so muB man annehmen, daB das Problem 
insofern unbestimmt ist, als eine Zerstreuung des Quants nach jeder Richtung 1}1 
moglich ist. Die Griinde, we1che im Einzelfall zur Streuung in einer bestimmten 
Richtung fiihren, sind uns ganz unbekannt. (Nach der neuen Wellenmechanik 
sind diese Prozesse vielleicht iiberhaupt nicht kausal bestimmt, sondern 
unterliegen nur statistischen Gesetzen). Nehmen wir daher die Richtung 1}1 
als gegeben an, so lassen sich die anderen drei Unbekannten berechnen. Wenn 

2 

wir setzen N = m; = 1,23 . 1020 sec- 1 und statt der Geschwindigkeit v die 

kinetische Energie E des Elektrons nach der Zerstreuung einfiihren, so lautet 
die Losung des Gleichungssystems . 

, 
l' 

l' 

v 
1 + N (1 - cosDl ) + POcos(Dl - Do) 

v' . {) Po. {) 
N SIn 1 - -c=Slll 0 

tgfJ = _ Vi - fJg 
2 ,l fJ 

N (1 - COS{)l) + ,/ 0 COS Do 
f1-fJ~ 

E = Eo + It (v - v'), 

(162) 

(163) 

(164) 

wobei in den beiden letzten Gleichungen der Wert von v' aus Gleichung (162) 
einzusetzen ist. Fiir den Grenzfall Vo = 0 ergibt sich 

........ (",---
/ , , , 

,/ \ 
Ii' '\f 
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I '. 

/ z 
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Abb. 7. COMPTON-Effekt nach DEBYE. 

VI 
v 

1 + N(1 - cosDl ) 

{} 
cotg ; 

tg1}2 = - --,,-, 
1 + N 

v 

E=hv 
N (1 - cosOl ) 

Das 
den Fall 
ste11t. 

" 1 + N (1 - COS{}l) 

Ergebnis ist in Abb. 7 fur 
v = N nach DEBYE darge-

Wenn der Radius des Halbkreises gleich der Energie hv des einfallenden 
Quants gesetzt wird, so bedeuten die Fahrstrahlen nach der oberen ausgezogenen 
Kurve die Energie hv' des gestreuten Quants fiir den Fall, daB das Quant in 
der entsprechenden Richtung gegen die Einfallsrichtung gestreut wird. Die 
Fahrstrahlen in der unteren Rinfte der Abbildung geben die Richtung an, in 
der sich das Elektron nach der Streuung bewegt. Die Zuordnung zu den Fahr
strahlen der oberen Halfte ist durch die Numerierung gekennzeichnet. Die 
Lange der Fahrstrahlen ist der Energie des Elektrons proportional. Sie ist gleich 
Null, wenn das Quant seine alte Richtung beibehhlt (1), sie erreicht ihr Maximum, 
wenn das Quant seine Richtung umkehrt (10). 

Die experimentelle Nachpriifung hat bewiesen, daB die vorstehende Theorie 
der Wirklichkeit entsprichtl. Der COMPToN-Effekt ist daher eine neue starke 
Stiitze der radikalen Lichtquantenhypothese. 

I Siehe auch H. MAReK, Naturwissensch. Bd. 13, S.494. 1925. 
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15. Andere Ableitungen des PLANCKSchen Strahlungsgesetzes. Die Zahl der 
Versuche, das PLANcKsche Strahlungsgesetz auf einem von dem PLANcKschen 
abweichenden Wege abzuleiten, sind auBerordentlich zahlreich. Es sind darunter 
zwei Rauptgruppen zu unterscheiden, namlich solche, welche den Anschein er
wecken, als enthielten sie keine Abweichung von der klassischen Theorie, und 
solche, die von vornherein auf dem Boden der Quantent~eorie stehen. Die 
erste, sehr umfangreiche Gruppe konnen wir ubergehen. Wo es gelungen ist, 
das gewiinschte Ergebnis scheinbar auf klassischer Grundlage zu erzielen, zeigt 
die Nachpriifung, daB in den Annahmen,die notwendigerweise gemacht werden 
mussen, doch versteckte und nicht naher begriindete VerstoBe gegen die klassische 
Theorie stecken, so daB diese Versuche wertlos sind. Die zweite allein in Betracht 
kommende Rauptgruppe kann man wieder in zwei Untergruppen teilen, namlich 
solche, die entsprechend der PLANcKschen Ableitung die norinale Energie
verteilung durch Betrachtung des Gleichgewichts zwischen Strahlung und 
Materie zu ermitteln suchen, und solche, die ohne die Einfiihrung irgendeiner 
derartigen Wechselwirkung in die Dberlegungen auskommen. . 

Wir beginnen mit der letzten Gruppe. Dieser Weg ist zuerst von P. DEBYEI 
beschritten worden in engster Anlehnung an die Dberlegungen, welche JEANS zur 
Strahlungsformel von RAYLEIGH fuhrten (s. Ziff. 9). DEBYE betrachteteirten Wurfel 
von der Kantenlange l, dessen Innenwande vollkommen und regular spiegelnd sind, 
und in dem sich eine stationare Strahlung befindet. Jederin einem solchen Wurfel 
mogliche Strahlungszustand laBt sich auffassen als die Summe samtlicher stehen
der Wellen innerhalb des Rohlraums. Bedingung fur jede stehendeWelle ist, daB 
die Tangentialkomponenten ihrer elektrischen Feldstarke und die Normalkompo
nenten ihrer magnetischen Feldstarke an den Begrenzungen verschwinden mussen. 
Wir drucken daher eine stehende Schwingung im Innern des Wurfels, dessen Kanten 
in der X-, y- und z-Richtung eines rechtwinklig'en Koordinatensystems liegen 
sollen, durch folgende sechs dieser Bedingung genugende Gleichungen aus: 

rc: a:n:x. b:n:y • c:n:z.( , ') 
~x = cos -t- SIn -t - SIn -t- IX IP + C< IP ' 

. a:n: x b:n: y . c:n: Z (fJ fJ") 
~y = SIn -t- cos -t- SIn -t- IP + IP, 

rc: .a:n:x.b:n:y c:n:z( +") 
~. = sIn-t- SIn -t-cos -1- rIP rIP, 

s;, . a:n:x b:n:y c:n:z ( ,. .,) 1 = SIn -- COS -- COS -- IX IP - IX m - .. 
x t t t ' 2:n:.v' 

(165) 

s;, a:n: X • b :n: y c:n: Z (fJ' • fJ") 1 = cos-- SIn --COS -- IP - m -
Y Itt ' 2:n:v' 

c;. a:n:x b:n:y. C:n:z ( , • .,) 1 
~e" = cos _. -t- COS -1- SIn -1- r IP - rIP 2:n:v' 

Rierin bedeuten 0, 0, C beliebige positive, ganze Zahlen, IP und IP' sind beliebige 
Funktionen der Zeit, IX, fJ, r und IX', {J', r' sind Konstante, welche von den 0,0 und c 
abhangen. Dieses Gleichungssystem muB aber den MAXWELLschen Grund
gleichungen, Gleichung (86) bis (89), genugen. Dasist dann der Fall, wenn die 
neun GroBen ae be ce 

2ev 2ev 2ev 

IX fJ r 
IX' {J' 

, 
r 

-----
1 P. DEBYE, Ann. d. Phys. (4) Ed. 33, S. 1427. 1910. 
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diejenigen Bedingungen erfiillen, weIche fUr die neun Richtungskosinus zweier 
rechtwinkliger, rechtshandiger Koordinatensysteme gelten, und wenn ferner 
folgende zwei Gleichungen erfiillt sind: 

;p + 4.n2 1,2 <p = 0, } ( 166) 
;P' + 4 n 2 1'2 q/ = 0 . 

Diese Gleichungen sind aber formal identisch mit der Gleichung (132), weIche 
die Schwingung eines Oszillators darstellt. Man kann sich daher jede stehende 
Schwingung, die einem bestimmten Wertesystem a 0 c entspricht, sozusagen. 
abgebildet denken auf die Schwingungen zweier linearer Oszillatoren der ent
sprechenden Schwingungszahl. Wir berechnen zunachst die Zahl der Wert
systeme a 0 c, weIche einem Schwingungszahlbereich zwischen l' und v + dv 
entsprechen. Eine der fUr die obengenannten neun GroBen gilltigen Beziehungen 
lautet 

( aC)2 (DC)2 (CC ')2 zr;, + ili + ,21'1' = '1. (167) 

. .. 21" 2tdy Es muB daher - wobel Wlr mcht nur - sondern auch -- als groBe Zahlen 
ansehen _ sein C C 

~ < ya2 + 02 -L c2 < 21(" + ~~. 
C I C 

Wir denken uns jetzt aile moglichen Wertsysteme a 0 c dargestellt als Punkte 
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem. Diese liegen aile in einem Oktanten 
dieses Systems, da aile Einzelwerte positiv sind. ya2 + 02 + c2 ist der Radius
vektor vom Ursprung des Koordinatensystems nach dem Punkte a 0 c. Dem 
Schwingungszahlbereich d1' entspricht daher der achte Teil der Kugelschale, 
d . R d' I . h 21'1' d d .. B R d' 1 . h 21 (" + d,,) . eren mnerer a IUS g elc - un eren au erer a lUS g elc 1st. 

C C 

Da die den einzelnen \Vertsystemen a 0 c entsprechenden Punkte ein wurfel
formiges Raumgitter mit der Kantenlange '1 der Elementarwiirfel bilden, so ist 
die Zahl der in diesem Teil der Kugelschale liegenden Punkte gleich deren Volumen, 
also gleich 

(168) 

Dies ist also die Anzahl der stehenden Schwingungen, weIche im Bereich dv 
liegen. Diesen entspricht die doppclte Zahl von gedachten Oszillatoren von der 
Schwingungszahl v 

(169) 

Wegen der volligen formalen Analogie zwischen dem System der stehenden 
Schwingungen und dem ihm zugeol'dnet gedachten Osziilatorensystem ist aber 
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sich die Schwingung in irgendeinem bestimmten 
Zustande befindet, gleich del' Wahrscheinlichkeit des diesem Zustande ent
sprechenden Zustandes des zugeordnet gedachten Oszillatorensystems. Wir 
konnen dahel' die fur Oszillatoren angestellten Uberlegungen ohne wei teres auf 
die Schwingung ubel'tragen. Am einfachsten ergibt sich die Losung, wenn wir 
die sog. charakteristische thermodynamische Funktion 

E 
~=S-T 0~ 

einfiihren, wobei E die Energie des Systems bedeutet. N ach Gleichung (129) ist also 

en (lz"\ 
~ = kNlog2:,e -kT = - kNlog 1 - e -kT) . (171) 



Ziff. 15. Andere Ableitungen des PLANcKschen Strahlungsgesetzes. 41 

Nun gilt! (172) 

Hieraus folgt, wenn wir flir die Zabl der Oszillatoren den Wert aus Gleichung (168) 
einfiihren E _ Sn:13 hv3 d'll 1 

- --c-a-- -k-,,-- . ( 173) 
iiT -1 

Durch Division durch das Volumen l3 des Hohlraumes ergibt sich die raumliche 
Dichte der betrachteten Strahlung 

(174) 

in Dbereinstimmung mit Gleichung (152). 
Eine zweite, auBerordentlich elegante Ableitung, bei der ebenfalls Wechsel

wirkungen mit der Materie nicht in Betracht gezogen werden, ist von S. N. BOSEs 
gegeben worden. Sie ist schon dadurch von der Ableitung von DEBYE prinzipiell 
unterschieden, daB GesetzmaBigkeiten der Oszillatoren, bezuglich derer doch 
immer wieder klassische Gesichtspunkte mit herangezogen werden mussen, 
hier uberhaupt nicht mehr eingehen. 

BOSE betrachtet eine in das Volumen V eingeschlossene Strahlung von der 
Gesamtenergie E. Die Strahlung bestehe aus einer groBen Anzahl von Licht
quanten verschiedener Schwingungszahlen v.. Die Zahl der Quanten der 
Schwingungszabl v. sei N.. Dann ist die Gesamtenergie der Strahlung 

E = ~N8h'/l8' (175) 
8 

Jedes Quant hat eine BewegungsgroBe hv, in Richtung seiner Bewegung. 
c 

Es wird nun der Ort eines Quants in dem durch die raumlichen und lmpuls
koordinaten der Quanten gebildeten Phasenraum betrachtet. Der Ort eines 
Quants im Phasenraum wird dargestellt durch seine raumlichen Koordinaten 
x, y, z und die drei Komponenten seiner BewegungsgroBe p"" Py und P •. Da-
bei ist (h )2 

P;+P~+P~= ;'. (176) 

Hierdurch wird also eine KugelfHi.che vom Radius h v, definiert. Dem Frequenz
c 

bereich d v. entspricht ein Bereich des Phasenraumes 

IdxdydzdPzdPydPz = V4n (h;J h~j', = 4nV h3v;3dj". (177) 

1m Unterschied zum linearen Oszillator, der nur einen Freiheitsgrad hat, hat 
ein Quant drei Freiheitsgrade. Daher mlissen wir hier den Phasenraum in Zellen 
einteilen, deren Dimension nicht gleich der Dimension von h, sondem von h3 

ist. Es ist nabeliegend, ihre GroBe unmittelbar gleich h3 zu setzen. Hiemach 
ware die Zahl der Elementarbereiche des Phasenraurnes, die zum Schwingungs
zahlbereich dV8 gehOren, gleich der rechten Seite von Gleichung (177), dividiert 

durch h3, also gleich 4n V'll: ~'ll8. Diese Zahl multipliziert aber BOSE, urn der 
c 

Polarisation Rechnung zu tragen, noch mit 2, so daB als Zahl der Elementar
bereiche resultiert 

A - 8 V 'll;d'll8 

8- n c3 ' (178) 

1 Siehe M. PLANCK, Thermodynamik, § 1S2a. 
2 S. N. BOSE. ZS. f. Phys. Bd.26. S. 178. 1924. 



42 Kap.1. W. WESTPHAL: Warmestrahlung. Ziff. 15. 

Jetzt denken wir uns die Quanten in irgendeiner beliebig vorgegebenen Weise 
auf die einzelnen Elementarbereiche verteilt. Die Zahl der Bereiche, in denen 
0,1,2 usw. Quanten enthalten sind, bezeichnen wir mit k~, kf, k~ usw. Dann ist 
[5. Gleichung (115)] A, 

W8 = k~1 kU ... k;I... (179) 

die Zahl der maglichen Verteilungen der betreffenden vorgegebenen Art, und 
00 

N8 = 0 . kG + 1 . kf + 2 k2 + ... = ~ r k~ (180) 
o 

die Zahl der Quanten des Schwingungszahlbereichs d 'P.. W. ist die thermo
dynamische Wahrscheinlichkeit der betreffenden Verteilung beziiglich des 
Schwingungszahlbereichs d'P.. Nehmen wir samtliche anderen vorhandenen 
Schwingungszahlbereiche der Strahlung von 'P = 0 bis 'P = 00 hinzu, so ist die 
thermodynamische Wahrscheinlichkeit des Gesamtzustandes gemaB Gleichung 
00n . A 

W =IJW8 = TT ks k/ . (181) 
8 .1s L 01 1/ ••• 

Da wir die As und k~ als sehr groBe Zahlen zu betrachten ha:ben, so kannen wir 
die STIRLINGSche Formel Gleichung (116) anwenden und erhalten 

·logW = ~AslogA8 - 2:~ k~.log k:'. (182) 
8 S r 

Dabei ist A. gleich der Summe aller k~, also 

As = ~k~ .. 
r 

(183) 

1m Gleichgewichtszustand ist die Entropie, 5 = k log W, ein Maximum. 
Wir erhalten die Bedingung dieses Zustandes wieder durch Variation des Aus
drucks (182) unter den Nebenbedingungen, daB die Gesamtenergie E und die 
Zahl der Elementarbereiche N. konstant sei. AuBerdem 5011 das WIENsche 
Verschiebungsgesetz gelten. 

Dies ergibt folgende Bedingungen 

~ ~ b k~(1 + log kD = 0, (184) 
s r 

~bNsh'P. = 0, 
s 

~bk~=O, also auch 

Ferner ist 

~~bk~=O. 
s r 

(185) 

(186) 

(187) 

Multiplizieren wir Gleichung (185) mit dem zunachst beliebigen Faktor ,iX-. ,und 
Gleichung (186) entsprechend mit {J und addieren die Gleichungen (1'84)', (1~5) 
und (186), so folgt 

~ 1; b k~ (1 + log k~. + 01.8) + (J 1;h 'P8~ r b k:. = O. (188) 
s , s y 

Die Lasung dieser Gleichung ist 

k~. = e-(l+IX.+/Jrllv,) = B.e-fJrhY8. 

Dann ergibt Gleichung (183) 

oder 

(189) 

(190) 

(191) 
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Wei ter folgt 2:-, 1 
Ns = r k. = A S -{3'-'--' 

r e lll_1 
(192) 

so daB 

E - V '" 8 or: It 1'; d ", __ 1 __ - vj' d - ...:;;;:.. - u,' '1'. 
S c3 ef3 hv'_1 

(193) 
o 

Die Division durch das Volumen V gibt die Energiedichte. Die Konstante (3 
ergibt sich in gleicherWeise wie in Ziff. 11 zu (3 = 1jkT. Damit ist die Gleichung 
(193) identisch mit dem PLANcKschen Strahlungsgesetz [Gleichung (152)]. 

Diese Ableitung von BOSE zeichnet sich durch besondere Eleganz und Kiirze 
aus. Ihre Eigentiimlichkeit beruht, wie besonders von A. EINSTEIN! betont 
worden ist, darin, daB ein gegebener Zustand mikroskopisch dadurch definiert 
wird, daB angegeben wird, wie viele Quanten sich in einer bestimmten Zelle 
befinden, wahrend die Wahrscheinlichkeitstheorie im FaIle v511iger Unabhangigkeit 
der Quanten voneinander verlangt, daB der Zustand mikroskopisch dadurch defi
niert werde, daB angegeben wird, in welcher Zelle sich jedes einzelne Quant 
befindet. Die BosESche Ableitung enthalt also implizit eine gegenseitige Abhangig
keit der Quanten voneinander, tiber deren physikalische Bedeutung sich vorerst 
nichts sagen laBt2. 

Wir wenden uns jetzt zu der zweiten Gruppe von Ableitungen, namlich den
jenigen, bei denen von dem Gedanken ausgegangen wird, daB ein vorhandenes 
thermodynamisches Gleichgewicht der Molekiile der Materie nicht gest5rt werden 
darf, wenn diese mit schwarzer Strahlung durch Absorptions-, Emissions- oder 
Zerstreuungsprozesse in Wechselwirkung treten. 

Die beriihmte Ableitung von EINSTEIN3 haben wir bereits oben bei der 
ersten Ableitung des Strahlungsgesetzes in ihrem wesentlichen Gedankengange 
gebracht in Anlehnung an PLANCK und in der ihr von ihm gegebenen Form. Wir 
wiederholen sie hier noch einmal in der knappen urspriinglichen Form EINSTEINS. 
Wir gehen dabei aus von der Gleichung (141), die wir in folgender Form schreiben 

(194) 

In diese Gleichung fiihren wir jetzt die Werte von N n und N m aus Gleichung (127) 
ein. Wir erhalten dann 

(195) 

1 
Nun ist gemaB Gleichung (126) Ii = kT, so daB 

(196) 

Stellen wir jetzt die selbstverstandliche Forderung, daB Si'l' zugleich mit Tins 
Unendliche wachse, so folgt ohne weiteres E';; = E~, wie in Gleichung (149), 
und es wird Sf Am 1 

'" = E~'· Em-en (197) 
e kT - 1 

1 A. EINSTEIN, Berl. Ber. 1925, S.6. 
2 Zusatz bei der Korrektur: Vgl. hierzu z. B. A. HAAS, Materienwellen und 

Quantenmechanik. Kap. 13 f. 
3 A. EINSTEIN, Phys. ZS. Bd. 18, S. 121. 1917. 
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Nun ist aber em - en = hy. Ferner folgt aus dem WIENschen Verschiebungs
gesetz Gleichung (77) Am 3 (198) 

Em = C1 y 
n 

Durch Einsetzen dieser Beziehungen folgt das PLANcKsche Strahlungsgesetz. 
Zur Bestimmung der Konstanten c1 mussen dann Beziehungen zur klassischen 
Theorie mittels des Korrespondenzprinzips benutzt werden, wie es oben ausfiihr
lich dargestellt worden ist. 

Damit die vorstehenden Dberlegungen giiltig seien, ist es aber notwendig, 
daB durch die betrachteten Wechselwirkungen zwischen Strahlung und Molekiilen 
der thermodynamische Gleichgewichtszustand des Molekiilsystems selbst nicht 
gestort werde. Da nach der radikalen Lichtquantenhypothese mit jedem Emis
sions- und Absorptionsakt die Dbertragung eines Impulses auf das emittierende 
oder absorbierende Molekiil verbunden ist, so treten hier Wirkungen auf, welche 
denen der ZusammenstoBe zweier Molekule analog sind. Es muB also unter der 
Wirkung dieser Akte jedes Molekiil eine nach GroBe und Richtung standig 
wechselnde Bewegung besitzen, entsprechend der sog. BRowNschen Bewegung. 
EINSTEIN fuhrt nun, wie hier nur erwahnt werden solI, die Berechnung der 
Bewegungsschwankungen der Molekiile unter der Wirkung der Strahlung nach 
den von ihm in seiner Theorie der BRowNschen Bewegung gegebenen Gesichts
punkten durch und zeigt, daB die fUr den thermodynamischen Gleichgewichts
zustand charakteristische Molekularbewegung durch die betrachteten Wechsel
wirkungen mit der Strahlung in der Tat nicht gestort wird. 

Es ist durch Ruckwartsverfolgung der EINSTEINschen Ableitung leicht zu 
erkennen, daB eine Vernachlassigung der negativen Einstrahlung [das Glied mit 
E::' in Gleichung {'194)J nicht zum PLANcKschen, sondern zum WIENschen 
Strahlungsgesetz fuhrt, da dieser Teil das Glied - 1 im Nenner des Strahlungs
gesetzes liefert. 

Es seien noch zwei weitere Ableitungen erwahnt, die die Zerstreuung der 
Strahlung durch die Materie der Betrachtung zugrunde legen. Die Zerstreuung 
kann man ansehen als die unmittelbare zeitliche Aufeinanderfolge (oder vielleicht 
noch besser als das gleichzeitige Erfolgen) eines Absorptionsaktes und eines 
Emissionsaktes, wobei unter Emission sowohl die spontane Emission, wie auch 
die negative Einstrahlung zu verstehen ist. Wie in Ziff. 14 dargelegt worden ist, 
ist mit einer solchen Zerstreuung in der Regel eine Anderung der Schwingungs
zahl der Strahlung verbunden. Als Bedingung fur das Gleichgewicht der Strahlung 
ergibt sich nun die Forderung, daB jedem Zerstreuungsakt, bei dem Strahlung 
der Schwingungszahl 1'1 in solche von der Schwingungszahl 1'2 verwandelt wird, 
ein inverser Zerstreuungsakt entsprechen muB, bei dem genau das Umgekehrte 
sta ttfindet. 

Ais erster hat PAULI 1 nach diesem Gesichtspunkte die Wechselwirkung 
zwischen schwarzer Strahlung und freien Elektronen untersucht. Die Verhaltnisse 
liegen hier durchaus anders als bei der Wechselwirkung mit Molekiilen. Denn 
diese sind nur gewisser, diskreter Energiestufen en fahig - entsprechend den 
stationaren Elektronenbahnen BOHRscher Atome - wahrend solche Bedingungen 
bei freien Elektronen nicht vorliegen. Die Ableitung von PAULI ist kompliziert 
und erfordert tiefergehende Kenntnisse auf dem Gebiete der Relativitatstheorie. 
Deshalb sei auf ihre Wiedergabe hier verzichtet. Es sei uber sie nur folgendes 
gesagt. An sich liegt die Annahme nahe, daB ein Zerstreuungsakt, bei der die 
einfallende Strahlung die Schwingungszahl 1'1 hat, urn so wahrscheinlicher ist, 
je groBer die Dichte dieser Strahlung U"l ist. Setzt man nun aber diese Wahr-

1 W. PAULI, ZS. f. Phys. Bd. 18, S.272. 1923. 
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scheinlichkeit proportional u"" so ergibt sich nicht das PLANcKsche, sondern 
das WIENsche Strahlungsgesetz. Zum PLANcKschen Gesetz gelangt man nur dann, 
wenn man die Wahrscheinlichkeit eines Zerstreuungsaktes, bei dem einfallende 
Strahlung der Schwingungszahl 'VI in soIche von der Schwingungszahl 'V2 verwandelt 
wird, gleich Auv, + Bu,., U,., setzt. Sie hangt also sozusagen auch von der Dis
position des streuenden Elektrons zur Emission der Strahlung der Schwingungs
zahl 'V2 ab, welche ihrerseits von der Strahlungsdichte Uv, abhangt. Dies aber 
scheint auf das Einwirken negativer Einstrahlungsprozesse hinzudeuten. Wir 
erkennen also auch hier wieder deren Bedeutung fur das PLANcKsche Strahlungs
gesetz. 

Eine Begrundung dieses Ansatzes ist von EINSTEIN und EHRENFESTI 
gegeben worden. Wir geben sie hier in etwas vereinfachter Form. Wenn wir 
einen Zerstreuungsakt, sei es an einem Molekiil oder an einem Elektron, als 
einen ursachlich gekoppelten Absorptions- und Emissionsakt auffassen, so ist 
die Wahrscheinlichkeit des Gesamtaktes gleich dem Produkt der Wahrscheinlich
keit der beiden Einzelakte. Unter Emission ist hier wieder sowohl die spontane 
Emission wie die negative Einstrahlung zu verstehen. GemaB den Dbedegungen 
in Zif£' 12 ist aber die Wahrscheinlichkeit eines positiven Einstrahlungsaktes 
(Absorption) gleich E~ st'v 1', die eines Emissionsaktes gleich (Am + E.:. Sfv)1'. 
Hat die absorbierte Strahlung die Schwingungszahl 'VI' die emittierte (gestreute) 
Strahlung die Schwingungszahl 'V2 , so ist die·Wahrscheinlichkeit des Gesamtaktes 
in der Zeit l' (unter zeitweiliger Fortlassung der Indizes n und m) 

dm == EI Sfv, (A2 + E2 Sf,.,) 1'. (199) 
Die Wahrscheinlichkeit des inversenAktes ergibt sich einfach durch Vertauschung 

der Indizes zu dW~ = E2 Sf'" (AI + El Sfv,) l' • (200) 

Die Energie des Molekiils vor dem Zerstreuungsakt sei e, nach dem Akt e'. 
Da die mit der Strahlung in Wechselwirkung stehende Materie im thermo
dynamischen Gleichgewicht sein solI, so gilt wieder fUr die Zahl der Molekiile 
mit den betreffenden Energiestufen 

N -fJ(e-e') 
N' =e , 

1 
fJ = /iT' (201) 

Nun ist die Energieanderung des Molekiils gleich der Differenz zwischen der 
einfallenden Strahlungsenergie h'Vl und der gestreuten Strahlungsenergie h'V2' 

also e' - e gleich hYl - h'V2 , und es ist 

N fJ (111', -Iw,) (201 a) 
N' = e • 

Die Zahl der Zerstreuungsakte der ersten Art ist gleich der Zahl der Molekiile 
von der Energie elt, multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit fUr das Eintreten 
des Zerstreuungsaktes, und ebenso ergibt sich die Zahl der inversen Prozesse. 
Die Forderung des Gleichgewichts bedeutet, daB diese Zahlen einander gleich 
sein mussen. Wir erhalten daher 

lit", E1 Sf'" (A2 + E2 ~"') = lit", E2 ~'" (AI + E1 ~,.,). (202) 

Da nun die Schwingungszahlen 'VI und 'V2 ganz beliebig gewahlt sind, so folgt 
daraus 

(203) 

(204) 

1 A. EINSTEIN U. P. EHRENFEST, ZS. f. Phys. Bd. 19, S.301. 1923. 
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Diese Gleichung ist mit dem PLANcKschen Strahlungsgesetz identisch, wenn 
wieder 

und wenn 

Diese Beziehungen lassen sich wieder aus dem WIENschen Verschiebungsgesetz und 
aus der Forderung ableiten, daB T und sty gleichzeitig unendlich werden mussen. 

Die vorstehende Oberlegung enthaJt nicht die Voraussetzung, daB die 
Molekiile nur diskreter Energiestufen Hihig sein sollen. Sie gilt daher allgemein 
sowohl fur Molekule mit gebundenen Elektronen wie fur freie Ladungstrager 
(Atomkerne, Elektronen). 

DaB letzteres der Fall ist, ist astrophysikalisch von Interesse, da, wie schon 
oben erwahnt, im Innern der Fixsterne die Zerstreuungsakte an freien Elektronen 
und Atomkernen der leichteren Elemente eine besonders wichtige Rolle spielen 
durften. 

Es sei noch erwahnt, daB von S. N. BOSE 1 auch eine Ableitung des Strahlungs
gesetzes stammt, die in die hier betrachtete Gruppe gehort. Gegen diese sind 
aber, insbesondere von EINSTEIN 2, gewichtige Bedenken geltend gemacht 
worden, so daB wir von ihrer Erorterung hier absehen. 

BOTHE 3 hat gezeigt, daB man auch unter der Annahme, durch welche 
PAULI zum WIENschen Strahlungsgesetz gefiihrt wird, zum PLANCKschen Gesetz 
gelangen kann, wenn man die von ·ihm schon fruher aus anderen Grunden auf
gestellte Hypothese verwendet, daB Strahlung der Schwingungszahl y nicht nur 
in Form von Quanten der GroBe hy, sondern auch in ganzzahligen Vielfachen 
dieser GroBe, n h y, vorkommt. Er vermutet, daB solche Mehrfachquanten bei 
den negativen Einstrahlungsprozessen entstehen. DaB man auf diesem \Vege 
zum PLANcKschen Strahlungsgesctz kommt, kann auf folgende Weise verstandlich 
gemacht werden. Wenn wir das PLANCKsche Gesetz Gleichung (151) in eine 
Reihe entwickeln, so erhalten wir 

hv3 [ _ ~ _ ~ _ ~ ] sty = 7 e kT + (; kT + ... + e kT +... . (205) 

Das PLANcKsche Gesetz stellt sich so mit sozusagen als cine Summe WIENscher 
Ausdrucke dar, deren QuantengroBe gleich h y, 2 h y • ..• , n h y usw. ist. Das aber 
sind gerade die von BOTHE eingefuhrten Mehrfachquanten. Es ist daher begreif
lich, daB ein Ansatz, der unter der Annahme einfacher Quanten h l' zum WIEN
schen Gesetz fiihrt, bei Annahme von Mehrfachquanten das PLANcKsche Gesetz 
ergibt. 

16. Die Wechselwirkung zwischen Strahlung und Materie. Jede Wechsel
wirkung zwischen Strahlung und Materie ist, wie bereits fruher erwahnt, eine 
Wechselwirkung zwischen der Strahlung und den Atomen oder Molekiilen oder 
auch den freien Elektronen, aus welch en diese Materie besteht. Die Wirkung 
freier Elektronen, namlich die durch sie bewirkte Zerstreuung und Wellenlangen
anderung der Strahlung, ist bereits oben erwahnt. Unsere heutige Vorstellung 
von der Wechselwirkung zwischen Strahlung und Atomen beruht auf den von 
N. BOHR entwickelten Vorstellungen vom Bau der Atome. Bezuglich der Einzel
heiten dieser Theorie muB auf das betreffende Spezialkapitel dieses Handbuches 
verwiesen werden. Hier sei nur kurz das Wesentlichste erwahnt4 , Die Emis
sion und Absorption von Strahlung durch Atome erfolgt durch die den po-

1 S. N. BOSE. Phys. ZS. Bd. 27. 'S. 384. 1924. 
2 A. EINSTEIN, Phys. ZS. Bd,27, S.392. 1924. 
3 W. BOTHE, Phys. ZS. Bd.20, S. 145. 1923; Bd.23, S.214. 1924. 
4 Siehe auch A. SOMMERFELD, Atombau und Spektrallinien, 4. Auf!. Braunschweig: 

F. Vieweg & Sohn 1924. 



Ziff. 16. Die Wechselwirkung zwischen Strahlung und Materie. 47 

sitiv geladenen Atomkem planetenartig umkreisenden Elektronen, deren 
Bahnen durch die erste BOHRsche Quantenbedingung gegeben sind. Beim 
Sprung eines Elektrons von einer "Quantenbahn" auf eine andere wird, je nach 
der Richtung dieses Sprunges eine Strahlung emittiert oder absorbiert, deren 
Frequenz durch die zweite BOHRsche Quantenbedingung (sog. Frequenzbedingung) 
gegeben ist 

wobei em und en die Energie des Elektrons in der Anfangs- und Endbahn be
deuten1• Das ultraviolette und das sichtbare Spektrum sowie das kurzwelligste 
Ultrarot verdankt seinen Ursprung Quantenspriingen der auBeren, relativ lose 
gebundenen Elektronen. Hierbei liefem Einzelatome Linienspektren, wie z. B. 
das BALMER-Spektrum des Wasserstoffs. Sind die Atome zu Molekiilen verbunden, 
so fiihren auch die Atomkeme Schwingungen gegeneinander aus. Hierdurch werden 
auch die Elektronenenergien beeinfluBt, und an Stelle der Linienspektren treten 
sehr komplizierte Bandenspektra auf. Die Schwingungen der Keme gegenein
ander machen sich nur bei heteropolaren Molekiilen nach auBen hin durch Strahlung 
unmittelbar bemerkbar, also Z. B. beim HCl, nicht bei N2, O2 USW. Auch diese 
Schwingungen regeln sich nach Quantengesetzen. Sie fiihren bei heteropolaren 
Molekiilen zur Emission und Absorption von Strahlung, welche im kurzwelligen 
Ultrarot liegt. So kommt es, daB Stickstoff, Sauerstoff, Wasserstoff usw. im Ultra
rot praktisch vollig diatherman sind, wahrend Z. B. Wasserdampf und Kohlensaure 
dort sehr starke Absorptionsgebiete besitzen. Man bezeichnet dieses Spektrum 
als Kemschwingungsspektrum. SchlieBlich k6nnen die A tome eines Molekiils auch 
noch nach Art eines Doppelstemsystems umeinander rotieren. Hierfiir sind eben
falls wieder Quantengesetze maBgebend. Emission und Absorption durch Rota
tion zeigen wieder nur die heteropolaren Molekiile. Die Rotationsschwingungs
spektren liegen im mittleren und langwelligen Ultrarot. R6ntgenstrahlen werden 
hervorgerufen durch Quantenspriinge der Elektronen der inneren Elektronen
schalen. Die groBe Bindungsenergie dieser Elektronen bewirkt sehr hohe Werte 
von 'P. Die Spektren der lonen eines Elements sind v6llig verschieden von denen 
der neutralen Atome. Ein bekanntes Beispiel ist dafiir das Spektrum des neutralen 
und des ionisierten Heliums. Es gilt der "spektroskopische Verschiebungssatz" , 
daB die Entfemung eines Elektrons aus einem Atom dessen Spektrum derart 
verwandelt, daB es in seinerStruktur (nicht in den Wellenlangen) demjenigen 
des im periodischen System unmittelbar vorangehenden Elements weitgehend 
gleich wird. 

Wie gesagt, treten Bandenspektren nur an Molekiilen auf. Sie sind daher 
an das Vorhandensein von Temperaturen gebunden, bei denen Molekiile noch 
existenzfahig und nicht in ihre Atome zerspalten sind. 

Es k6nnte scheinen, als ob ein K6rper demnach nur diejenigen Schwingungs
zahlen emittieren k6nnte, welche Eigenfrequenzen derjenigen Atomarten sind, 
aus denen er besteht. Das ist jedoch nicht der Fall. Es ist vielmehr zu bedenken, 
daB sich die Molekiile und Atome eines K6rpers, insbesondere bei hohen Tem
peraturen, in sehr heftiger Bewegung befinden. Das hat zur Folge, daB die von 
den Atomen ausgesandten oder absorbierten Schwingungen der Veranderung 
durch den Doppleteffekt unterliegen. Da - von ganz tiefen Temperaturen ab
gesehen - gemaB dem MAXWELLschen Verteilungsgesetz in einem Gase alle 
Geschwindigkeiten zwischen - 00 und + 00 . vorkommen, so sind - selbst 

1 Zusatz bei der Korrektur: Nach heutiger Auffassung ist die BOHRsche Vor
steHung vom Bau der Atome nur ein BUd, das sich aber heuristisch als iiberaus niitz
lich erweist. 
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wenn wir es mit Atomen von nur einer einzigen Eigenfrequenz zu tun hatten 
- in der von diesen emitticrten und absorbierten Strahlung doch aIle mog
lichen Frequenzen enthalten, so daB das Gas fiir keine Schwingungszahl voll
kommen diatherman ist. 

Es kommt hinzu, daB die Spektrallinien schon cine natftrliche Breite be
sit zen und auBerdem durch den EinfluB der benachbarten Atome verschoben 
und verbreitert werden (DruckeinfluB). 

17. Die Tragheit der Energie und die Masse der Strahlung. Wie zuerst 
K. v. MOSENGEIL1 auf Grund der klassischen Theorie nachgewiesen hat, besitzt 
jede in einen Hohlraum eingeschlossene Strahlung trage Masse. Das gleiche 
Resultat ergibt sich aus der Relativitatstheorie allgemein ft1r jede Energieform. 
Sie besagt ferner, daB jeder tragen Masse auch eine gleich groBe schwere Masse 
entspricht. Eine an irgendeinem Punkte des Raumes vorhandene Energie E 
hat eine Masse yom Betrage M = E/c2. 

Befindet sich daher z. B. in einem Hohlraume yom Volumen V schwarze 
Strahlung von der Temperatur T, so ha t diese gemaB Gleichung (47) die Masse 

'MV a T 4 V 
M = (jl = -().- . 

Handelt es sich urn einen von Strahlung erfiHlten materiellen Korper, in 
dem die Temperatur von Ort zu Ort variiert, so vermehrt sich die Masse des 
Korpers durch die in ihm enthaltene Strahlung urn den Betrag 

M = !!....J'"T4dV. 
c2 

Zur Auswertung dieses ftber den ganzen Korper erstreckten Integrals muB der 
Temperaturverlauf im Innern des Korpers bekanntsein. A. S. EDDINGTON 
hat darauf hingewiesen, daB die in den heiBeren Fixsternen eingeschlossene 
Strahlung nicht unwesentlich zu deren Masse beitragt, und daB die Fixsterne 
durch die Ausstrahlung einen dauernden Verlust an Masse erleiden. 

c) Me.Binstrumente und MeBmethoden. 
18. Al1gemeines. Die Messungen auf dem Gebiete der Warmestrahlung 

teilen sich in solche, bei denen die Gesamtstrahlung eines Korpers gemessen 
wird, und solche, bei denen die Energie innerhalb von mehr oder minder eng 
begrenzten Spektralbereichen untersucht wird. Insoweit es sich urn Messungen 
im Laboratorium handelt, also urn Strahlungsquellen von einer - gegeniiber 
den Fixsternen - relativ niedrigen Temperatur, gehort der Hauptteil der zu 
untersuchenden Strahlung dem ultraroten Spektralbereich an. Es sind daher 
die in der gewohnlichen Optik ftblichen Methoden meist nicht ohne erhebliche 
Anderungen brauchbar. 

Zur Messung der Strahlung dienen Empfangsapparate verschiedener Art. 
Von diesen muB verlangt werden, daB sie die auf sie fallende Strahlung entweder 
vollstandig absorbieren - in diesem Falle miissen sie also schwarze Korper 
sein - oder es muB wenigstens bekannt sein, welchen Bruchteil der Strahlung 
der in Betracht kommenden Spektralbereiche sie absorbieren. Die Messung 
des Absorptionsvermogens ist aber eine relativ schwierige Aufgabe. Es ist auf 
alle Falle anzustreben, die Annaherung an den schwarz en Korper moglichst 

1 K. v. MOSENGEIL, Ann. d. Phys. (4) Bd.22, S.867. 1907; M. PLANCK, ebenda (4) 
Bd.25, S.1. 1908; W. WESTPHAL, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 13, S.607. 1911. 
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weit zu treiben, urn die etwa auftretenden Fehler moglichst klein zu machen l • 

Das fur optische Zwecke gebrauchlichste Schwarzungsmittel, fein verteilter RuB, 
ist schon im sichtbaren Gebiet nicht vollkommen schwarz. 1m Ultrarot verhalt 
er sich noch ungunstiger und wird fUr langere Wellen ganz unbrauchbar. Es 
kommt hinzu, daB sich in ihm, wegen seiner auBerst schlechten Warmeleitfahig
keit, stets ein Temperaturgefalle ausbildet, so daB, wie F. KURLBAUM gezeigt 
hat, bei groBen Strahlungsintensitaten und dicken RuBschichten erhebliche 
Temperaturdifferenzen zwischen der RuBoberflache und ihrer Unterlage auf
treten konnen. Auch sind die Angaben ruBgeschwarzter Empfangsapparate 
yom auBeren Druck abhangig, wie W. GERLACH gezeigt hat. Dies kommt 
besonders bei den Vakuumbolometern in Frage (s. Ziff. 19). Weit gunstiger ver
halt sich Platinmoor. 1m Ultrarot hat sich besonders eine Mischung von Natron
wasserglas und RuB sowie eine solche von RuB, Platinmoor und Schellack be
wahrt. Empfohlen wird auch Schwarzung mit kolloidaler Kohlenlosung (Aqua
dag). Eingehende Untersuchungen uber Schwarzungsmittel sind von H. RUBENS 
und K. HOFFMANN sowie G. MICHEL und A. KUSSMANN angestellt worden. Das 
Absorptionsvermogen einer Oberflache kann gesteigert werden, indem man sie 
nach dem Vorschlag von C. CHRISTIANSEN 2 mit Rillen oder Vertiefungen ver
sieht, welche bewirken, daB ein Teil der auffallenden Strahlung an der Ober
flache nicht nur eine, sondern mehrere Reflexionen erleidet und infolgedessen 
starker absorbiert wird. Nehmen wir z. B. an, die Oberflache habe an sich ein 
Absorptionsvermogen von 90%, so wird im Falle zweimaliger Reflexion das 
Absorptionsvermogen bereits 99%. Man erkennt daraus, daB man durch Ver
wendung gerillter und obendrein gut geschwarzter Oberflachen verhaltnismaBig 
groBe Absorptionsvermogen erhalten kann. 

Bei den Empfangsapparaten ist ferner darauf zu achten, daB sie moglichst 
wenig thermisch trage seien. Daraus ergibt sich die Notwendigkeit, ihre Dimen
sionen moglichst klein zu halt en. 

rm kurzwelligen Ultrarot bis etwa 2 f.l ist auch die Verwendung photogra
phi scher Platten, die geeignet sensibilisiert sind, noch moglich3 • Neuerdings 
hat M. CZERNy4 ein Verfahren zur Aufnahme ultraroter Spektren angegeben, 
das auf der Verdampfung dunner Schichten von Naphthalin an den von ultra
roter Strahlung getroffenen Stellen beruht. Er ist damit bereits bis zur Wellen
lange 6 f.l vorgedrungen. Eine prinzipielle Grenze ist dieser Methode, bei der 
keinerlei selektive Eigenschaften des Empfiingers ins Spiel kommen, nicht ge
setzt. 

Sehr eingehend hat sich mit der Technik der Strahlungsmessung W. W. COB
LENTZ mit seinen Mitarbeitern 5 beschaftigt. 

Eine sehr storende und oft nicht zu beseitigende F ehlerquelle bei Strahlungs
messungen ist die starke Absorption im Ultrarot durch den Gehalt der Atmosphare 

1 K. ANGSTROM, Proc. Amsterdam 1898, S. 283; T. ROYDS, Phys. ZS. Bd. 11, S. 316. 
1910; Phil. Mag. Bd. ·21, S. 167. 1911; W. W. COBLENTZ, Bull. Bur. of Stand. Bd. 9, S.283. 
1913; CROVA u. COMPAN, C. R. Bd. 126, S. 707. 1898; F. KURLBAUM, Wied. Ann. Bd.67, 
S.846. 1899; Ann. d. Phys. Ed. 2, S.546. 1900; H. RUBENS u. K. HOFFMANN, Ber!. 
Ber. 1922, S. 424; G. MICHEL u. A. KUSSMANN, ZS. f. Phys. Bd. 18, S. 263 .. 1923; 
K. HOFFMANN, ebenda Bd.14, S.301. 1923; W. GERLACH, Jahrb. d. Radioakt. Bd.15, 
S. 139. 1918. 

2 C. CHRISTIANSEN, 'Vied. Ann. Bd. 19, S.267. 1883. 
3 Siehe z. B. W. MEISSNER, Ann. d. Phys. (4) Bd.50, S. 713. 1916. 
4 M. CZERNY, ZS. f. Phys. Ed. 53, S. 1, 1929. 
s \V. W. COBLENTZ, Jahrb. d. Radioakt. Bd. 10, S. 340. 1913 (Bericht und Literatur

angaben) und zahlreiche Arbeiten im Bull. Bur. of Stand. und den Scient. Pap. Bureau of 
Stand. 

Handbuch der Astrophysik. III. 4 
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an Kohlensaure und Wasserdampfl, welche in jenem Gebiet eine sehrgroBe 
Zahl von sehr feinen, aber intensiven Absorptionsbanden besitzen, welche schon 
bei sehr kurzen Strahlungswegen eine praktisch vollige AuslOschung der ihnen 
entsprechenden Spektralbereiche bewirken. Abb. 8 gibt ein Beispiel eines 
Absorptionsspektrums in Wasserdampf von Atmospharendruck nach RUBENS 
und HETTNER . 
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Abb. 8. Rotationsspektrum des Wasserdampfes nach RUBENS und HETTNER. 
Die Figur zeigt die prozentische Absorption des '\Vasserdampfes von Atmospharendruck und 125°, a fUr eine 

Schichtdicke von 104 em, b ftir eine solehe von 32 em naeh RUBENS und HETTNER. 

RUBENS und SCHWARZSCHILD 2 haben gefunden, daB in der auf die Erd
oberflache gelangenden Sonnenstrahlung WellenHi.ngen zwischen 80 und 600 fi 
nicht in meBbarer Menge enthalten sind. Das kann nur so erklart werden, daB 
die Erdatmosphare dies en Strahlungsanteil, der in der urspriinglichen Sonnen
strahlung ohne Zweifel enthalten ist, restlos absorbiert. 

19. Empfangsapparate3• Als Empfangsapparate fiir Warmestrahlung 
kommen in erster Linie in Betracht: das Thermoelement, das Mikroradiometer, 
das Bolometer und das Radiometer4. 

a) Das Thermoelement. Die Wirkung des Thermoelements beruht auf 
dem thermoelektrischen Effekt, welcher darin besteht, daB in cinem metalli
schen Kreise, welcher aus zwei verschiedenen Metallen besteht, eine Potential
differenz auftritt, wenn sich die beiden Verbindungsstellen (Lotstellen) dieser 

1 H . RUBENS U . G. HETTNER, Berl. Ber. 1916, S. 167; Verh. d . D. Phys. Ges. Bd. 18, 
S . 157. 1916; H . RUBENS U. E. LADENBURG, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 7, S. 171. 1905; 
H . RUBENS, Berl. Ber. 1913, S. 513. 

2 H . RUBENS U. K. SCHWARZSCHILD, Berl. Ber. 1914, S. 702. 
3 Vgl. hierzu auch Handbuch der Physik, Bd. XIX, Kap. 26. Sehr wertvolle Hinweise, 

insbesondere auch liber astrophysikalische Strahlungsmessungen, finden sich bei J. LECOMTE, 
Le spectre infrarouge, Paris 1928, sowie auch bei F. J . G. RAWLINS und A. J\L TAYLOR, 
Infrared Analysis of Molecular Structure, Cambridge 1929. 

4 Siehe z. B. die Zusammenstellung bei VY. W. COBLENTZ, Joum. Opt. Soc. Amer. 
Bd. 5, S. 259. 1921; Bd. 7, S. 439. 1923. 
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Metalle auf verschiedener Temperatur befinden. Zur Verstarkungder Wirkung 
bedient man sich in der Regel einer Kette, die abwechselnd aus dem einen und 
dem anderen Metall besteht. Der Strahlung werden etwa nur die geraden 
Lotstellen ausgesetzt, wahrend die ungeraden vor der Strahlung geschiitzt sind. 
Da man es oft mit nahezu linearen Strahlungsquellen zu tun hat (Spalte), so 
ordnet man die der Strahlung ausgesetzten Lotstellen meist in einer Geraden 
an, wahrend die anderen Lotstellen abwechselnd rechts und links davon 
liegen und durch eine Blende geschiitzt sind (s. Abb. 9). Das Thermoelement 
wird oft mit einem konischen Tubus versehen, welcher die einfallende 
Strahlung auf die zu erwarmenden Lotstellen konzentriert. Urn diesen eine 
moglichst groCe Auffangflache zu geben, werden sie zu Plattchen breit
geschlagen. die dann an der der Strahlung zugekehrten Seite moglichst 
gut geschwarzt werden. Die Drahte selbst miissen moglichst dunn sein, urn 
Verluste durch Warmeleitung zu vermeiden. Wo es moglich ist, ist es zweck
maBig, das Thermoelement in das Vakuum zu setzen1 , urn die Warmeleitung 
durch die Luft auszuschlieBen 2• Als Metallkombinationen werden u. a. ver
wandt: Eisen-Konstantan, Silber-Wismut (Wismut + 5% Zinn) -(Wismut + 3% 
Antimon). Eine sehr verbesserte Konstruktion ist neuerdings von MOLL und 
BURGER 3 angegeben worden. 

------------------

Abb. 9. Lineare Thermosaule nach RUBENS. 

Die durch die auffallende Strahlung hervorgerufenen Potentialdifferenzen 
werden mit einem Galvanometer gemessen. Eine gute Thermosaule in Luft mit 
30 Elementen ergibt bei Benutzung eines hochstempfindlichen Drehspulgalvano
meters (etwa eines so1chen nach ZERNICKE) nahezu die gleiche Empfindlichkeit, 
wie das Mikroradiometer (s. u .) und bietet den Vorteil au Berst bequemen Ar
beitens. 

b) Das Mikroradiometer. Das von Boys4 erdachte Mikroradiometer ver
dankt seine Vervollkommnung insbesondere H. RUBENS. Es beruht ebenfalls auf 
dem thermoelektrischen Effekt und stellt in sich eine Vereinigung eines einzigen 

1 W. W. COBLENTZ, Journ. Opt. Soc. Amer. Bd.5, S.356. 1921, 
2 Literatur tiber Thermoelemente siehe z. B. W . W. COBLENTZ, Bull. Bur. of Stand. 

Bd.11, S.148. 1914; H. RUBENS, ZS. f. Instrkde. Bd.18, S.65. 1898; A. H. PFUNDT, 
Phys. ZS. Bd.13, S. 870. 1912; H . WITT, ZS. f. Phys. Bd.28, S . 236. 1924; W. VOEGE. 
Phys. ZS. Bd. 21, S.288. 1920; Bd.22, S. 129. 1921, 

3 W. J. H. MOLL U. H. C. BURGER, ZS. f. Phys. Bd.32, S.575. 1925. 
4 C. V. BoYs, Proc. Roy. Soc. London Bd.47, S.480. 1890. 

4* 
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Thermoelements mit einem Drehspulgalvanometer dar (Abb.10). Es ist ein 
Drehspulgalvanometer der iiblichen Konstruktion mit Spiegelablesung, dessen 

Drehspule aus einer einzigen Windung von Kupferdraht 
ohne Zuleitungen besteht. Diese ist an ihrem unteren 
Ende unterbrochen, und hier ist ein Thermoelement aus 
den oben genannten Wismutlegierungen eingefUgt, dessen 
eine geschwarzte LOtstelle von der zu messenden Strah
lung getroffen wird, wahrend die anderen Lotstellen ab
geschirmt sind. Die in dem Thermoe1ement bei Bee 
strahlung auftretende Potentialdifferenz bewirkt das 
Auftreten eines Stromes in der Windung und infolge
dessen einen Ausschlag des Instruments. Wegen seiner 
groBen Empfindlichkeit gegen Temperaturdifferenzen ist 
das Instrument durch eine luftdicht schlieBende Glocke 
mit einem Fenster aus geeignetem Material fUr den Ein
tritt der Strahlung und einem Beobachtungsfenster gegen 
die Einfliisse der adiabatischen Druckschwankungen in 
der Atmosphare zu schiitzen1 . Haufig wird auch hier 
ein Konus vor der Eintrittsoffnung angebracht, um die 

Abb. 10. Schema des Strahlung auf die Lotstelle des Thermoelements mog
Mikroradiometers. lichst zu konzentrieren. 

N, S Pole des Feldmagneten, 
E Eisenkern, Tl bestrahlte Lot
stelle, T2J T s, kalte L6tstelleD, 
WWindung (Drehspule), S Spiegel. 

An nicht vollig erschiitterungsfreien Orten muB das 
Mikroradiometer auf einer JULIusschen Aufhangung oder 
dergleichen angebracht werden. Sehrwichtigist moglichste 

bb. 11. 
Radiom tcr. 

piegcl. 

Konstanz der Raumtemperatur, da j eder Gang der Tempe
ratur ein Wandern des Instruments zur Folge hat, das die 
Ablesungen erschwert. Sehr zweckmaBig ist ein Vorschlag von 
M. CZERNY, die Skala durch einen Motor mit der gleichen Ge
schwindigkeit zu verschieben, mit der der Nullpunkt auf ihr 
wandert, so daB die Lage des Nullpunktes unverandert bleibt. 

c) Das Radiometer. Die urspriingliche Form des Radio
meters ist die allbekannte CROOKEssche Lichtmiihle 2• Diese 
ist jedoch fUr exakte Messungen nicht brauchbar. Ein brauch
bares MeBinstrument erhalt man, indem man zwei gleich groBe 
Fliigel aus Glimmer, Aluminium, dunnem Glase od. dgl., von 
denen der eine geschwarzt ist, wahrend der andere nur zum 
mechanischen Ausgleich des Instruments dient, in der aus 
Abb. 11 ersichtlichen Weise an einem dUnnen Quarz- oder 
Kokonfaden aufhangt'. Das System ist mit einem Spiegel zur 
Ablesung der Drehungen versehen. Es befindet sich in einem 

1 Literatur S. u. a. H. SCHMIDT, Ann. d. Phys. (4) Bd.29, S.1001. 1909; H. WITT, 
Phys. ZS. Bd.21, S.374. 1920; Dissert. Lund 1924; W. W. COBLENTZ, Phys. Rev. Bd.3, 
S.59. 1914; H. RUBENS U. H. HOLLNAGEL, Berl. Ber. 1910, S.26. 

2 \V. CROOKES, Phil. Trans. Bd. 166, S.325. 1876. Ein ausfiihrlicheres Literatur
verzeichnis bis 1890 S. WINCKELMANN, Handb. d. Phys., Artikel Radiometer. Von neueren 
Arbeiten seien genannt: E. F. NICHOLS, Berl. Ber. 1898, S. 1183; H. RUBENS U. E. F. NI
CHOLS, ebenda 1896, S. 1396; E. F. NICHOLS, Phys. Rev. Bd.4, S.297. 1897; Wied. Ann. 
Bd.60, S.401. 1897; Astrophys. Journ. Bd. 13, S.101. 1901; \Y. GERLACH u. W. WEST
PHAL, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 21, S. 218. 1919; W. WESTPHAL, ZS. f. Phys. Bd. 1, S . 92 
u. 431. 1920; Bd.4, S.221. 1921; W. GERLACH, ZS. f. Phys. Bd. 2, S.207. 1920; W. GER
LACH u. R. ALBACH, ebenda Bd. 14, S.285. 1923; G. 'WEST, Proc. Phys. Soc. 1920, S.166, 
220; E. F. NICHOLS u. 1. D. TEAR, Phys. Rev. Bd. 21, S. 587. 1923; Proc. Nat. Amer. Acad. 
Bd.9, S.211. 1923; 1. D.TEAR, Phys. Rev. Bd.22, S.641. 1924. 
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evakuierbaren GeHiB aus Glas oder Metall, welches mit zwei seitlichen Ansatzen 
vcrsehen ist, die durch ebene Glasplatten verschlossen sind, fUr den Eintritt 
der zu messenden Strahlung und zur Beobachtung der Drehungen. 

Das System wird so gedreht - am einfachsten dadurch, das es an einem 
Schliff angebracht ist -, daB die zu messende Strahlung senkrecht auf den 
geschwarzten Flugel fallt. Dann erfahrt der Flugel einen Druck, der eine der 
auffallenden Strahlung proportion ale Drehung des Systems bewirkt. 

Eine hohe Empfindlichkeit erreicht man, wenn man nach dem Vorgange 
von RUBENS und NICHOLS dicht vor oder hinter den geschwarzten Flugel ein 
dunnes Glasplattchen bringt, durch das also die Strahlung hindurchtritt. 
HETTNER hat eine weitere Steigerung der Empfindlichkeit dadurch erreicht, 
daB er die Shahlung durch ein unmittelbar vor den sehr kleinen Flugel gesetztes 
Mikroskopobjektiv auf diesen konzentrierte1 . Er erzielte so etwa die gleiche 
Empfindlichkeit wie die eines Mikroradiometers. 

SchlieBlich ist die Empfindlichkeit des Radiometers auBerordentlich stark 
vom Gasdruck abhangig. Bei einer FlugelgroBe von der GroBenordnung von 
1 qcm liegt der gunstigste Druck etwa bei 0,02 mm Hg. 

In denjenigen Fallen, wo es nicht auf groBe Empfindlichkeit ankommt, 
laBt sich auch das sehr be quem zu handhabende Quarzfaden-Radiometer von 
WESTPHAL 2 benutzen. 

Die Theorie der Radiometerwirkung ist neuerdings von HETTNER 3 gegeben 
worden. Es sei hier nur bemerkt, daB sie mit dem Strahlungsdruck, der von sehr 
viel kleinerer Gr6Benordnung ist, nichts zu tun hat. 

d) Das Bolometer. Bei dem Bolometer wird die. mit einer Temperatur
anderung verbundene Widerstandsanderung eines metallischen Leiters zur 
Strahlungsmessung benutzt. Man bedient sich zu dies em Zwecke eines dunnen 
Metallstreifens, in der Regel aus Platin- oder Konstantanfolie, der auf der der 
Strahlung zugekehrten Seite geschwarzt ist. Die auffallende Strahlung bewirkt 
eine Erwarmung des Streifens und daher eine Anderung seines Widerstandes, 
der in der WHEATSToNEschen Bruckenschaltung gemessen wird. Als Vergleichs
widerstand benutzt man einen zweiten, moglichst gleichartigen Streifen, urn 
diejenigen Widerstandsanderungen zu eliminieren, welche durch Schwankungen 
der Raumtemperatur entstehen. Die Widerstandsanderung wird gem essen durch 
Messung des Ausschlags des in der Brucke befindlichen Galvanometers, nachdem 
vorher die in der Schaltung befindlichen Widerstande so abgeglichen sind, daB 
das Galvanometer ohne Bestrahlung keinen Ausschlag zeigt4. 

Das Bolometer ist auch zur absoluten Strahlungsmessung verwandt worden, 
indem der Bolometerstreifen durch einen dem schwachen MeBstrom uberlagerten 
elektrischen Strom so stark erhitzt wurde, daB die gleiche Widerstandsanderung 
erfolgte, wie bci Bestrahlung. Durch Gleichsetzung der hierbei im Bolometer 
verbrauchten elektrischen Energie mit der auffallenden Strahlungsenergie wurde 
die letztere ermittelt. Gegen die Genauigkeit dieser Methode sind jedoch er
hebliche Einwendungen, insbesondere von F. PASCHEN 5, erhoben worden. 

1 G. HETTNER, ZS. f. Phys. Bd. 47, S. 499, 1928. Siehe auch H. ABBOT, Astrophys. 
Journ. Bd.60, S.87. 1924. 

2 W. WESTPHAL, ZS. f. Phys. Bd.4, S.221. 1921. 
3 G. HETTNER, Neuere theoretische und experimentelle Untersuchungen fiber die 

Radiometerkrafte. Ergebn. d. exakten Naturwiss. Bd. 7, S .. 209. 1928. 
4 S. P. LANGLEY, Proc. Amsterdam Bd. 16, Beibl. 5, S. 191. 1881; K. ANGSTROM, Wied. 

Ann. Bd. 26, S. 256. 1885; A. PAALZOW U. H. RUBENS, ebenda Bd. 26, S. 256. 1889; E. LUM
MER U. F. KURLBAUM, ebenda Bd. 46, S. 204. 1892; H. RUBENS, ebenda Bd. 37, S. 249. 1889; 
F. PASCHEN, ebenda Bd. 48, S.272. 1893. 

5 F. PASCHEN, Ann. d. Phys. (4) Bd. 38, S. 30. 1912; W. GERLACH, Jahrb. d. Radioakt. 
Bd. 15, S.146. 1918. 
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Einwandfreier ist eine von K. ANGSTROMI angegebene Methode, welcher an 
den Bolometerstreifen ein Thermoelement anlegte und dadurch die Gleichheit 
der Temperatur bei Bestrahlung und Stromheizung feststellte. Noch zweck
maBiger ist es, nach dem Vorschlage von F. PASCHEN 2, hinter dem Streifen, 
aber durch eine diinne Luftschieht von ihm getrennt, eine lineare Thermo
saule anzubringen. 

Die Empfindlichkeit des Bolometers laBt sich betrachtlieh erhohen, wenn 
es in ein gut evakuiertes GefaB gebracht wird3, so daB die Verluste durch 
Warmeleitung und Konvektion in der umgebenden Luft stark herabgesetzt 
werden. 

In allen Fallen, wo das MeBinstrument sieh in einem mit Glasscheiben ver
sehlossenen GefaB befindet, ist zu beachten, daB nur derjenige Teil der Strahlung 
zur Messung gelangt, der yom Glase durchgelassen wird, also im wesentlichen 
der sichtbare Teil des Spektrums. Sollen andere Teile des Spektrums gemessen 
werden, so sind fUr die GefaBe wie iiberhaupt fUr die gauze etwaige Optik Sub
stanzen zu verwenden, welche fUr den betreffenden Spektralbereich durchlassig 
sind. Naheres dariiber folgt weiter unten. 

Zur Bestimmung der Empfindlichkeit eines MeBinstrumentes bedient man 
sich am einfachsten einer Hefnerkerze. Dabei ist darauf zu achten, daB die 
Strahlung der heiBen Verbrennungsgase abgesehirmt wird. Die von einer solchen 
in horizontaler Richtung pro Quadratzentimeter und Sekunde ausgesandte 
Energie betragt nach W. GERLACH4 

~,25 -2,30' 10-6 cal . em - 2 sec-I. 

Welche der verschiedenen vorstehend besehriebenen Methoden man im 
Einzelfalle anwenden will, hangt im allgemeineh von auBeren Umstanden abo 
Ihre Empfindliehkeit ist bei auBerster Ausnutzung der in funen enthaltenen 
Mogliehkeiten etwa von der gleichen GroBenordnung. Von der Angabe von 
Empfindliehkeiten der einzelnen Empfangsapparate ist deshalb abgesehen 
worden, well sie leicht irrefUhrend ist. Die Empfindlichkeit hangt im Einzel
falle von zahlreichen Imponderabilien ab und kann bei gleichgebauten Apparaten 
in betraehtlichen Grenzen sehwanken. 

Empfindliche Instrumente reagieren bereits auf eine Annaherung der Hand. 
Sie sind daher auch vor der von dem Korper des Beobaehters ausgehenden 
Warmestrahlung zu sehiitzen. 

20. Spektrale Zerlegung. Die Methoden zur spektralen Zerlegung der 
Strahlung werden, soweit sie das sichtbare und das uItraviolette Licht be
treffen, an anderer Stelle behandelt. Besonders zu erortern sind hier jedoch die 
Methoden fUr das langwellige Spektralgebiet. Die gewohnliehen Spektrometer 
lassen sich im Ultrarot nicht mehr verwenden, weil das Glas hier seine Durch
lassigkeit verliert. Es sind daher Spektrometer mit einer Optik aus anderen 
Substanzen zu verwenden. Es sind als Prismen verwendbar: Bis 4 p, Quarz, 
bis 8,5 p, FluBspat, bis 14p, Steinsalz, bis 23 p, Sylvin (dieseszwischen 20 und23 p, 
wegen seiner bereits einsetzenden Absorption nur in Form spitzwinkliger Prismen). 
Fiir langere Wellen sindSpektrometer nicht mehr verwendbar. Zu beachten ist 
weiter, daB es, insbesondere bei Verwendung des Mikroradiometers oder Radio
meters als MeBinstrument, notwendig oder wiinschenswert ist, den an die Stelle 

1 K. ANGSTROM, Act. Reg. Soc. Upsala, Juni 1893; Wied. Ann. Bd. 39, S.214. 1890. 
2 F. PASCHEN, Zitiert auf S. 53. 
3 E. WARBURG, G. LEITHAUSER u. ED. JOHANNSEN, Ann. d. Phys. (4) Bd. 24, S. 25.1907. 
4 W. GERLACH, Jahrb. d. Radioakt. Bd. is, S. 157. 1918. 
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des Auges oder der photographischen Platte tretenden Empfangsapparat ortsfest 
aufzustellen. Daher empfiehlt sich die Verwendung eines Spektrometers nach 
WADSWORTH l , bei welchem nur das Prisma drehbar ist und stets bei minimaler 
Ablenkung arbeitet. Der eintretende und der austretende Strahl haben stets 
die gleiche Richtung. 

Jenseits 23 f1 dient zur spektralen Zerlegung oder richtiger gesagt, zur 
Aussonderung moglichst eng begrenzter Spektralbereiche aus einer gegebenen 
Strahlung die sog. Reststrahlenmethode von RUBENS und NICHOLS2, die nun 
gerade auf der Ausnutzung der Absorptionsgebiete beruht. In unmittelbarer 
Nahe der Gebiete starkster Absorption liegen, wie auch die Dispersionstheorie 
zeigt, stets Gebiete sog. "metallischer", d. h. sehr hoher Reflexion. Dieses hohe 
Reflexionsvermogen ist selektiv, d. h. es ist auf mehr oder weniger enge Bereiche 
beschrankt, je nach der Natur der Substanz. LaBt man auf eine Platte, Z. B. 
aus Steinsalz, ein kontinuierliches Spektrum fallen, so reflektiert sie die dem Gebiet 
ihrer metallischen Reflexion angehOrende Strahlung (in diesem Falle von etwa 
52 f1 Wellenlange) sehr viel starker als die groBeren oder kleineren Wellenlangen. 
In der reflektierten Strahlung ist daher diese "Reststrahlung" vorwiegend vor
handen. LaBt man nun die Strahlung mehrfach hintereinander an solchen 
Platten reflektieren, so wird die nicht' dem Reststrahlengebiet angehorende 
Strahlung immer mehr geschwacht, wahrend der Verlust der Reststrahlung 
ziemlich gering ist. Diese wird also in einem hohen Grade von Reinheit er
halten. 

In nachstehender Tabelle sind die fiir die praktische Verwendung haupt
sachlich in Frage kommenden Substanzen mit der mittleren Wellenlange ihrer 
Reststrahlengebiete wiedergegeben. Man erkennt, daB sie die Aussonderung 
einer groBeren Anzahl von eng begrenzten Spektralbereichen in dem Gebiet bis 
€twa 115 f1 zulassen. Natiirlich ist die "Scharfe" dieser Spektrallinien nicht 
mit derjenigen zu vergleichen, die man mit dem Spektrometer erreichen kann. 

Tabelle der wichtigsten Reststrahlen. 
(Lage der Energiemaxima.) 

Kalkspat . 
FluBspat . 
Arragonit . 
Steinsaiz . 
Sylvin .. 
Bromkalium . 
Thalliumchioriir 
]odkalium .. 
Thalliumbromiir . 
Thalliumjodiir. . 

CaCOa 
CaF2 

CaCOa 
NaCI 
KCl 
KBr 
TICI 
K] 
TIEr 
TIJ 

6,65 !t 
22 und 32 ft 

39 ft 
52,8 !t 
63 ft 
83 ft 
92 (t 

94 It 
117 ft 

152 It 

Ihrer N atur nach ist die Reststrahlenmethode nicht geeignet zu einer Unter
suchung der spektralen Zusammensetzung der Gesamtstrahlung einer Strahlungs" 
quelle. 

1 F. L. 0. WADSWORTH, Phil. Mag. (5) Bd.38, S. 337. 1894. Uber die Eichung des 
Spektrometers im Ultrarot s. F. PASCHEN, Ann. d. Phys. Bd.26, S. 120, 1029. 1908. 

2 H. RUBENS u. E. F. NICHOLS, Naturw. Rundschau Bd. 11, Nr. 43. 1896; Ber!. Ber. 
1896, S. 1; Wied. Ann. Bd. 60, S .. 418. 1897; H. RUBENS u. E. ASCHKINASS, Wied. Ann. 
Bd.65, S.241. 1898; H. RUBENS, ebenda Bd.69, S; 576. 1899; Berl. Ber. 1913, S.513; 
1915, S.4; 1916, S. 1280; H. RUBENS u. H. HOLLNAGEL. Ber!. Ber. 1910, S. 26; H. RUBENS 
U. H. V. WARTENBERG, ebenda 1913, S.526; 1914, S.174. 
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Die nicht als naturliche Kristalle vorkommenden Substanzen werden in 
Form gepreBter Platten verwandt. Die Anordnung der Platten zeigt Abb. 12. 

Abb. 12. Reststrahlenmethode von RUBENS. 
T Thennosaule, 1.11 Mctallhohlspiegel, PI - P4 Platten, an denen die Reststrahlen isoliert werden, z. B. Kalkspat, 
5 Schirm, Dl und D'!. Blenden, K schwarzer Korper, E Thermoelement zur Temperaturmessung des schwarzen K6rpcrs. 

Abb. 13 a und 13 b zeigen als Beispiel die Energieverteilung der Rest
strahlen des Steinsalzes auf Grund von Messungen von RUBENS mit dem 
Quarzplatteninterferometer (s. unten). 
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11 

Reststrahlen von Steinsalz, aufgenommen mit Quarzplatteninterferometer. 
a AusschHige des MeOinstruments in Ahhiingigkeit vom Plattenahstand, b durch Analyse daraus gewonnene Energie

verteilungskurve der Reststrahlen. 

Genau wie im sichtbaren und ultravioletten Spektralgebiet konnen auch im 
Ultrarot Beugungsgitter zur spektralen Zerlegung benutzt werden. Naturlich 
sind hier die gewohnlich gebrauchten Gitter nicht verwendbar. Nach dem Vor
gange von H. DU BOIS und H. RUBENS! verwendet man im Ultrarot Gitter 
aus Kupfer- oder Silberdraht, welche auf einen Metallrahmen in der Regel so 
aufgespannt sind, daB der zwischen j e zwei Drahten verbleibende Abstand gerade 
gleich der Drahtdicke ist. In diesem Faile treten nur die Spektren ungerader 
Ordnung auf. . 

Von 40 It al? wird vielfach zur Analyse ultraroter Strahlung das Quarz
platteninterferometer von RUBENS2 (Abb. 14) verwendet. Es besteht aus zwei 

1 H. DU BOIS U. H. RUBENS, Wied. Ann. Bd. 49, S. 595. 1893; Ann. d. Phys. Bd. 35 
S.243. 1911; H. RUBENS U. E. F. NICHOLS, Wied. Ann. Bd.60, S.418. 1897; H. RUBENS, 
Berl. Ber. 1921, S. 8. 

2 H. RUBENS U. H. HOLLNAGEL, Berl. Ber. 1910, S.26; H. RUBENS· U. R. \V. WOOD, 
ebenda 1910, S.1910. 
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auf einer Schiene me13bar gegeneinander verschiebbaren parallelen Quarz
platten, die also eine "Luftplatte" von variabler Dicke einschlie13en. Infolge 
der bei der Reflexion innerhalb der 
Luftplatte auftretenden Interferenzen 
zeigt die durch das Instrument hin
durchtretende Strahlung bei Verande
rung des Plattenabstandes periodische 
Schwankungen. Aus der Analyse der so 
gewonnenen Kurven kann man Schliisse 
auf die spektrale Zusammensetzung der 
Strahlung ziehen. Bei komplizierter 
Energieverteilung ist aber eine richtige 
Analyse schwierig. Das Instrument 
eignet sich daher besonders zur Unter
suchung engbegrenzter Spektralgebiete. 

1 

Abb. 14. Quarzplatteninterferometer 
nach R UBENS. 

A Teilmaschine, B prismatische Fuhrungsschiene, C Messing· 
trager, D Messingring, F Fiihrungsstifte, G und G' Quarz
platten, H Messingring, I Schlitten, K Trommelkopf der 

Spindel. 

Zur Isolierung langwelliger ultraroter Strahlung von kurzwelliger haben 
RUBENS und ASCHKINASS I zuerst die anomale Dispersion des Quarzes benutzt. 
Wahrend der Brechungsindex des Quarzes im kurzwelligen Gebiet etwa bei 
1,50 liegt, betragt er im langwelligen Gebiet 2,14. Au13erdem besitzt der Quarz 
ein starkes Absorptionsgebiet von 4,5 bis jenseits 24,4 fA,. Man kann also das 
kurzwellige und das langwellige Gebiet durch Verwendung spitzwinkliger Prismen 
fast vollstandig trennen, ohne die Flachenhelligkeit der schwachen langwelligen 
Strahlung zu sehr durch Dispersion zu schwachen. Eine wesentlich verbesserte 

M 

11-- -. 0 II ::::::--.:: 5~: :::~~::~:~2;: { :::' (I11I- A 

~~~ f r ~ 
Abb. 1 S. Quarzlinscnmethod von R DENS und W OOD. 

A Auerbrenner, B Blende, D Schirm, Ll und L z Quarzlinsen, at und (xz PapierbHittchen, F Blende, M Mikroradio.:. 
meter, T L6tstelle des Mikrciradiometers. 

Ausnutzung des gleichen Prinzips bildet die sog. Quarzlinsenmethode von 
RUBENS und WOOD 2 (Abb.15). Die von der zu untersuchenden Lichtquelle 
kommende Strahlung talIt durch ein Diaphragma C. Eine Quarzlinse LI ist so 
aufgestelIt, daB das erste Diaphragma durch den langwelligen Strahlungsanteil 
(gestrichelte Linie) auf die Offnung F des Diaphragmas E abgebildet wird, 
wahrend die kurzwellige Strahlung (punktierte Linie) noch divergent aus der 
Linse austritt, so daB nur ein geringer Bruchteil von ihr durch F hindurchtreten 
wiirde, wenn dieser nicht noch durch ein auf die Mitte von Ll aufgeklebtes Stiick
chenschwarzes Papier 1XI , welches die langwellige Strahlung ziemlich ungeschwacht 
hindurchla13t, abgeblendet wiirde. Eine zweite Quarzlinse L2 vereinigt die lang
wellige Strahlung auf die Lotstelle eines Mikroradiometers. Etwa noch vorhandene 
kurzwellige Strahlung wird wieder durch ein Blattchen 1X2 aus schwarzem Papier 
ausgeblendet. 

1 H. RUBENS U. E. ASCHKINASS, Wied. Ann. Bd. 65, S. 241. 1898; Bd. 67, S. 459. 1899. 
2 Siehe z. B. H. RUBENS U . G. MICHEL, Berl. Ber. 1921, S. 595. 
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21. Strahlungsquellen. Als Strahlungsquelle kann natiirlich grundsatzlich 
jeder auf eine ausreichende Temperatur erhitzte Korper dienen. Bequem ist in 
vielen Fallen der AUERsche Gliihstrumpf, der NERNST-Stift, auch der Heizkorper 
der NERNsT-Lampe allein. In allen Fallen, wo es dar auf ankommt, die Energie

8 

v 

- -~ --A-

8 

rL ~ 
~ 1 T 

verteilung im Spektrum genau zu kennen, mu13 ein 
schwarzer Korper verwendet werden. Die Konstruk
tion eines soIchen ist je nach dem in Frage kommen
den Temperaturbereich verschieden. Fiir mittlere 
Temperaturen kann man sich eines elektrisch heiz
baren ausgebohrten Kupferzylinders bedienen. Fiir 
hohere Temperaturen benutzt man meist zylindrische 
Rohren aus unglasiertem Porzellan oder MARQUARDT
scher Masse, weIche durch ein urn sie herumgewickeltes 
Platinband elektrisch geheizt werden. Durch geeig

Abb. 16. Schwarzer Korper fur net angebrachte Blendensysteme mu13 dafiir gesorgt 
Temperaturen bis etwa 600°. werden, da13 die zur Messung gelangende Strahlung 
Der Korper besteht aus Kupfer. A strah-
lender Hohlrawn, B wassergekiihlte nur von der hinteren Abschlu13fHiche des Zylinders 
~~~~dihe;m~~l~~:~~e~~~r ~~rJ!rs~=~~~ herkommt. Die Temperatuf dieser Flache, also die 

thermometer). Temperatur der ausgesandten Strahlung, wird mit-
tels eines mit der Flache in guten Kontakt gebrach

ten Thermoelements gemessen. Abb. 16 zeigt die Konstruktion eines fiir mitt
lere Temperaturen bestimmten schwarzen Korpers (s. auch den fiir hohere Tem
peraturen bestimmten schwarz en Korper in Abb. 12). 

Zur Erzeugung langwelligster Strahlung bedient man sich der Quarz
quecksilberlampe. Diese sendet, wie RUBENS und v. BAEYER1 gezeigt haben, 
eine au13erst langwellige Strahlung aus, weIche zwei Maxima, eines bei 218, 
das andere bei 343 ft besitzt. Es ist dies die langwelligste Warmestrahhmg, 
weIche je zur Beobachtung gelangt ist. 

d) Die Bestimmung der Strahlungskonstanten. 
22. Die Konstante (J des STEFAN-BoLTZMANNschen Gesetzes. Zur Bestimmung 

dieser Konstanten ist es notwendig, die Gesamtstrahlung eines schwarzen Korpers, 
oder eines anderen Korpers, des sen Emissionsvermogen bekannt ist, beigegebener 
Temperatur zu messen. Diese Messung fehlerfrei auszufiihren, ist aus ver
schiedenen Griinden sehr schwierig. Vor allem ist die exakte Bestimmung des 
Emissionsvermogens, im FaIle es sich nicht urn einen eigentlichen schwarzen 
Korper handelt, von einer gro13en Zahl von Fehlerquellen bedroht, die teils 
experimentell, teils rechnerisch eliminiert werden miissen. Ferner liegt eine durch 
Rechnungen bisher nur angenahert zu beseitigende Fehlerquelle in der Absorp
tion gewisser Spektralgebiete in dem Wasserdampf der Atmosphare, weIche die 
Strahlung auf ihrem Wege bis zum Me13instrument zuriicklegen mu13. So hat sich 
auch bei Verwendung der modernsten Hilfsmittel eine vollig befriedigende Dber
einstimmung zwischen den Ergebnissen der letzten Messungen nicht erzielen lassen. 

Allen bisher verwendeten Methoden ist gemeinsam, da13 die Messung der 
Strahlungsenergie in irgendeiner Form auf eine Messung elektrischer Energie 
zuriickgefiihrt wird. 

Die erste Bestimmung ist von KURLBAUM 2 ausgefiihrt worden. Er lie13 
die zu messende Strahlung auf einen geschwarzten Bolometerstreifen fallen 

1 H . RUBENS U. O. V. BAEYER, Berl. Ber. 1911 , S.339; 1913, S.802. 
2 F. KURLBAUM, Wied. Ann. Bd.65, S.746. 1898. 
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und maB dessen Widerstandsanderung durch die eintretende Erwarmung. Dann 
wurde die gleiche Widerstandsanderung durch die J OULEsche Warme eines 
durch den Streifen hindurchgesandten elektrischen Stromes hervorgebracht. 
Durch Gleichsetzung der hierbei aufgewandten Energie mit der auffallenden 
Strahlungsenergie abzuglich der reflektierten Energie konnte er die Konstante (1 

berechnen. Nach der gleichen Methode haben, unter Anbringung verschiedener 
Verbesserungen, VALENTINER und andere gearbeitet. 

Nach einem anderen Prinzip, welches sich an das ANGSTROMSche Pyrhelio~ 
meter anlehnt, haben zuerst GERLACH, sowie COBLENTZ und EMERSON gearbeitet. 
Die zu messende Strahlung fallt wieder auf einen geschwarzten, dunnen Metall~ 
streifen. Die Erwarmung des Streifens wird durch ein dicht hinter ihm an
gebrachtes System von Thermoelementen gemessen. Alsdann wird die gleiche 
Erwarmung durch einen durch den Streifen geschickten elektrischen Strom 
hervorgebracht und wieder wie oben verfahren. Auch KUSSMANN arbeitet nach 
diesem Prinzip. Als MeBinstrument dient in diesem Falle keine Thermosaule, 
sondern ein Mikroradiometer. 

Nach einem wesentlich anderen Verfahren, welches man als Abkuhlungs~ 
kompensationsmethode bezeichnen konnte, hat zuerst SHAKESPEAR gearbeitet. 
Es beruht darauf, daB die Energie gemessen wird, die man einem elektrisch 
geheizten strahlenden Korper von bekanntem Emissionsvermogen und bekannter 
Oberflache zufuhren muB, urn seine Temperatur konstarit zu halten. SHAKESPEAR 
arbeitete bei Atmospharendruck, so daB ein sehr erheblicher Teil des Warme
verlustes auf Rechnung von Leitung und Konvektion fallt. Dieser Anteilwird 
berechnet, indem man die Messung einmal mit einer Oberflache von sehr kleinem 
Emissionsvermogen, dann mit derselben Flache in gut geschwarztem Zustande 
ausfiihrt. Durch Differenzbildung wird der in beiden Fallen gleiche Anteil von 
Leitung und Konvektion eliminiert. Diese Methode ist von WESTPHAL ver
bessert worden, indem er den strahlenden Korper in ein GefaB von groBen 
Dimensionen brachte, welches auf einer Temperatur von 0 0 gehalten und bis 
auf 1 mm Druck evakuiert war, urn die Konvektion ganz zu beseitigen und die 
Leitung moglichst zu verringern. Die Methode ist dann von HOFFMANN, besonders 
bezuglich der Bestimmung des Emissionsvermogens der strahlenden Flachen, 
verbessert wordenl . 

1m folgenden seien die Ergebnisse der zuverlassigsten neueren Messungen 
angefiihrt : 

GERLACH •.•.... 
COBLENTZ und EMERSON 
SHAKESPEAR 
KEENE 
WESTPHAL. 
HOFFMANN. 
KUSSMANN. 

5,85 . 10-12 Watt·cm- 2 grad- 4 

5,72 
5,67 
5,89 
5,57 
5,76, 
5,796 

1 F. KURLBAUM, Wied. Ann. Bd.65, S.746. 1898; Verh. d. D. Phys. Ges. Bd.14, 
S. 576. 1912; S. VALENTINER, Ann. d. Phys. (4) Bd. 31, S.255. 1910; Bd.39, S.489. 1912; 
F. PASCHEN, ebenda (4) Bd.38, S.30. 1912; Verh. d. D. Phys. Ges. Bd.14, S.788. 1912; 
W. GERLACH, Ann. d. Phys. (4) Bd. 38, S. 1. 1912; E. BAUER U. M. MOULIN, Soc. Franc. de 
Phys. Nr. 301, 2. 1909; CR. FERY, Bull. Soc. Franc. de Phys. Bd.4. 1909; CH. FERY U. 

M. DRECQ, Journ. de phys. (5) Bd.1, S.551. 1911; G. A. SHAKESPEAR, Froc. Roy. Soc. 
London (A) Bd. 86, S. 180. 1911; W. WESTPHAL, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 14, S. 987. 1912; 
Bd. 15, S.897. 1913; L. PUCCIANTI, Cim. (6) Bd.4, S. 31. 1912; H. B. KEENE, Froc. Roy. Soc. 
London (A) Bd. 88, S. 49. 1913; W. W. COBLENTZ, Jahrb. d. Radioakt. Bd. 10, S. 340. 1913; 
Phys. ZS. Bd. 15, S.762. 1914; W. GERLACH, Jahrb. d. Radioakt. Bd.15, S.137. 1918; 
W. W. COBLENTZ, Phys. Rev. (2) Bd. 14, S.274. 1919; Bull. Bur. of Stand. 1916, S.567; 
W. GERLACH, Ann. d. Phys. (4) Bd. 50, S.259. 1916; W. W. COBLENTZ U. W. B. EMERSON, 
Bull. Bur. of Stand. Bd.12, S.503. 1916; Bd.14, S.255. 1918; W. W. COBLENTZ, ebenda 
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Als Mittelwert dieser unter sieh allerdings nieht unbedingt gleiehwertigen 
Messungen ergibt sich 

= 5,75 . 10- 12 Watt em - 2 grad -4, 

= 5,75 . 10- 5 erg em - 2 grad -4 = 1,374.10-12 cal. em -2 sec -1 grad -4. 
oder 

23. Die Konstante C2. Die Konstante c2 ist die Exponentialkonstante des 
PLANcKsehen Strahlungsgesetzes 

cit 
c2 = T (s. Gleiehung 153)· 

Zu ihrer Messung kann man zwei Wege einsehlagen. Entweder kann man 
sieh des WIENsehen Versehiebungsgesetzes bedienen (s. Gleiehung 58). 

b A. T C2 C2 

= '" = 7J = 4,9651 . 

In diesem Falle wird die Energieverteilung im Spektrum eines schwarz en Ki:irpers 
bei konstanter Temperatur, also sog. Isothermen, aufgenommen und die Kon
stante c2 aus dem so ermittelten Wert von A", bereehnet. Diese Methode hat den 
Naehteil, daB man Messungen in einem betraehtliehen Spektralbereieh anstellen 
muB, fiir den die Dispersion und Absorption der benutzten Optik iiberall genau 
bekannt sein muB. Von dieser Sehwierigkeit ist die Methode der Isoehromaten 
frei, bei der die Anderung der Energie eines engen Wellenlangenbereiehs in 
Abhangigkeit von der Temperatur aufgenommen wird. Bleibt man dabei inner
halb der Giiltigkeitsgrenzen der \;\!IENsehen Strahlungsformel 

c, 

El=~e-AT 
. ).8 ' 

so ergibt sieh die Konstante C2 bereits aus zwei Einzelmessungen zu 
_ ;.log El -logEl 

C2 -, 1 1~-

Tl - T2 

Die erste Messung fiihrten LUMMER und PRINGSHEIM1 naeh der Methode der 
Isothermen aus. Sie fanden c2 = 1,460 em· grad. Das gleiehe Ergebnis hatten 
spater von ihnen angestellte Messungen an Isoehromaten. Messungen von 
PASCHEN ergaben den Wert 1,450, so1che von HOLBORN und VALENTINER 1,420. 
Die letzte, mit groBer Sorgfalt ausgeflihrte Bestimmung von E. W ARBURG und 
seinen Mitarbeitern an der Physikaliseh-Teehnisehen Reiehsanstalt ergab nach 
der Isoehromatenmethode bei WellenHingen zwischen 0,59 und 2,17 f1 den Wert 

c2 = 1,430 em· grad. 

MICHEL hat aus den weiter unten zu bespreehenden Messungen von RUBENs 
und MICHEL c2 zu 1,427bereehnet, also in naherUbereinstimmung mitWARBURG 
und seinen Mitarbeitern. Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht liber die 
besten bisherigen Bestimmungen dieser Konstanten. 

Nr. 406. 1920; M. KAHANOWICZ, Cim. Bd. 13, S. 142. 1917; 'vV. GERLACH, ZS. f. Phvs. Bd.2, 
S. 76. 1920; K. HOFFMANN, ZS. f. Phys. Bd. 14, S. 301. 1923; A. KUSSMANN, ebenda Bd. 25, 
S.58. 1924; R. WACHSMUTH, Verh. d. D. Phys. Ges. (3) Bd.2, S. 36. 1921. 

1 O. LUJlIMER U. E. PRINGSHEIM, Verh. d. D. Phys. Ges. 1899, S.21 u. 215; 1900, 
S. 163; 1901, S.37; F. PASCHEN, Wied. Ann. Bd.58, S.455. 1896; Bd.60, S.662. 1897; 
Berl. Ber. 1899, S. 5, 405 u. 959; Ann. d. Phys.(4) Bd.4, S.277, 657. 1901; H. RUBENS 
U. F. KURLBAUM, Berl. Ber. 1900, S. 929; Ann. d. Phys. (4) Bd. 4, S. 649. 1901; W. W. COB
LENTZ, Bull. Bur. of Stand. 1913 u. 1914; E. \VARBURG, G. LElTHAUSER, E. HUPKA U. 

C. MULLER, Ann. d. Phys. (4) Bd.40, S.609. 1913; E. WARBURG U. C. MULLER, ebenda 
(4) Bd. 48, S.410. 1915; H. RUBENS U. G. MICHEL, Berl. Ber. 1921, S. 590; G. ::VIrCHEL, ZS. 
f. Phys. Bd. 9, S.285. 1922. 



Ziff. 24. Die Konstanten It und k. 

Die Konstante c2 • 

Autoren 

LUMMER und PRINGSHEIM 

'J " " 
PASCHEN ....... . 
ROLBORN und V ALENTINER . 
V ALENTINER . . . . . . 
\VARBURG und Mitarbeiter 

') " 
COBLENTZ .. 
MENDENHALL 
MICHEL ... 

]ahr 

1899 
1901 
1901 
1907 
1912 

1913/15 

1916 
1917 
1921 

1,46 cm· grad 
1,46 
1,45 
1,42 
1,435 
1,425 
1,430 
1,440 
1,433 
1,444 
1,427 
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Der Mittelwert aus diesen Messungen, dem allerdings wegen df'r stetig zu
nehmenden Verbesserung der Methoden eine eigen1:liche Bedeutung nicht zu
kommt, ist 1,439. Zieht man nur die seit 1912 angestellten Messungen in Be
tracht, so ergibt sich C2 = '1,433 cm·grad. 

24. Die Konstanten It und If,. Von wesentlich gr613erem theoretischem Inter
esse als die Konstanten c2 und a sind nun die beiden universellen Konstanten It 
und k, weIche sich aus ihnen durch die aus den Gleichungen (153) und (155) 
folgenden Beziehungen 

" 5 ' 1t=~~2 
2,,5 c2 

und k =1~~1 
2J[;5 c 

ergeben. Bei Einsetzung von (j = 5,75.10- 5 und C2 = 1,430 ergibt sich dann. 

h = 6,56· 10- 27 erg' sec. k = 1,376 . 10- 16 erg' grad 1 

Interessant ist es nun, die so aus rein en Strahlungsmessungen gewonnenen 
Werte von h und k mit denjenigen \Verten zu vergleichen, die sich aus anders· 
artigen Messungen ergeben haben, in welche diese Konstanten ebenfalls eingehen. 
Beziiglich der Konstanten It ist das einschHigige Material von LADENBURG1 

zusammengestellt und kritisch gesichtetworden. ZurBestimmung von h k6nnen 
noch die nachstehenden Messungen herangezogen werden: 

a) Der lichtelektrische Effekt, d. h. die Aus16sung von Elektronen aus 
Metallfliichen durch Strahlung. Die Energie der ausge16sten Elektronen ist 
durch die EWSTEwsche Gieichung E = hy gegeben. Aus Messungen von MILLIKAN 
ergibt sich hiernach It = 6,577' 10- 27. 

b) Die Resonanz- und Ionisierungsspannung von Atomen. Zur Erregung 
einer Strahlung von der Frequenz l' durch Elektronensto13 ist eine Energie 
e V = lw erforderlich, wobei e die Ladung des Elektrons, V die beschleunigende Span
nung bedeutet. Diese Methode hat Werte zwischen 6,54 und6,58' 10-- 27 ergeben. 

c) Die Grenzfrequenz des kontinuierlichen Rontgenspektrums. Durch die 
EI.:-lSTEINSche Gleichung E = hy ist die obere Grenze der R6ntgenschwingungs
zahl l' bestimmt, welche durch Elektronen der kinetischen Energie Ve = E 

erregt werden kann (V = Entladungsspannung). Man erhiilt daher h durch 
Messung der h6chsten Frequenz, welche mit Elektronen bekannter Energie eV 
noch erregt wird. Auf diese Weise haben WAGNER h = 6,52' 10- 27 , BLAKE 
und DUANE It = 6,557' 10- 27 gefunden. 

d) Die BOHRsche Serienformel. In aIle Serienformeln geht bekanntlich die 
RYDBERGSche Konstante Rein, deren in Wellenzahlen ausgedriickter Wert nach 

1 E. LADENBURG, Jahrb. d. Radioakt. Ed. 17, S.93- 1920. Dort auc,h ein ausfiihr
liches Literaturverzeichnis. Vgl. a. Randb. d. Phys. Ed. II, Kap. 10, S. 487 - 518. 
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PASCHENS Messungen 109737cm- 1 betragt. Nach der BOHRschen Atomtheorie 
ist aber 2n2 me4 

R = ~ (m = Masse, e = Ladung des Elektrons). 

Unter Benutzung der durch anderweitige Messungen bestimmten Werte von 
Ladung undMasse des Elektrons (e=1,592'10- 20 el. magn. E., m=0,902 '10- 27 gr, 
elm = 1,766' 107 el. magn. E.) ergibt sich hieraus h = 6,572 . 10- 27. 

Wie man sieht, sind die Abweichungen der durch ganz verschiedene Metho
den gewonnenen Werte von hunter sich sehr gering. Nach LADENBURG1 ist 
als sicherster Wert h = 6,57' 10- 27 erg sec ± 0,2%, 

anzusehen. HENNING und W. JAEGER 2 setzen h = 6,55 .10- 27 erg sec. 
Da der Zusammenhang zwischen Entropie und Wahrscheinlichkeit [Glei

chung (108)J ein universeller und nicht auf die Strahlungstheorie beschrankt 
ist, so regelt die Konstante k auch die Entropie beliebiger Systeme. Mit der 
allgemeinen Gaskonstanten R = 8,316, 107 und der LoscHMIDTschen Zahl N 
(Zahl der Molekiile in 1 Mol) ist k verkniipft durch die Beziehung R = kN. 1st 
N bekannt, so kann k berechnet werden. Zur Bestimmung von N kann man 
sich nach EINSTEIN u. a. der BROWNschen Bewegung bedienen. Andere Be-:
stimmungen von N fuBen auf Messungen des elektrischen Elementarquantums e. 
Ne = 96 494 Coulomb/Mol ist die von 1 Mol eines einwertigen Ions in der 
Elektrolyse mitgefiihrte elektrische Ladung, also eine makroskopisch sehr ge~u 
meBbare GroBe. Benutzen wir den obengenannten Wert von e, so erhalten wir 

k = 1,371 . 10- 16 erg' grad -1, 

in ausgezeichneter Ubereinstimmung mit dem aus Strahlungsmessungen be
rechneten Werte. 

25. Der experimentelle Beweis der Giiltigkeit des PLANCKschen Strahlungs
gesetzes. Als entscheidender Beweis fiir die Giiltigkeit des PLANcKschen Ge
setzes ist jede Untersuchung anzusehen, weIche zu dem Ergebnis fiihrt, daB die 
GroBe c2, wenn man sie auf Grund der PLANcKschen Formel aus Messungen 
der Energie schwarzer Strahlung berechnet, eine Konstante ist, unabhangig 
von der GroBe des Produkts AT. Ein soIcher Beweis liegt also, wenn wir von 
aIteren, mit geringeren experimentellen Hilfsmitteln angestellten Untersuchun
gen absehen, z. B. in den schon erwahnten Arbeiten von W ARBURG und seinen 
Mitarbeitern an der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt vor. VeranlaBt 
durch die Einwande von NERNST und WULF (s. Ziff.12) haben RUBENS und 
MICHEL3 diese Frage einer neuen Priifung unterzogen, bei der alle Hilfsmittel 
modernster StrahlungsmeBtechnik herangezogen wurden. Aus den schon oben 
erwahnten Griinden bedienten die genannten Forscher sich der Methode der 
Isochromaten, und zwar wurden soIche fiir die Wellenlangen 4, 5, 7, 9, 12, 
16, 22 und 52ft innerhalb moglichst weiter Temperaturgrenzen aufgenommen, 
derart, daB die vorkommenden Werte von AT sich iiber den Bereich von 0,1606 
bis 5,636 erstreckten. Das Gebiet, in dem nach NERNST und WULF die groBte 
Korrektion am Strahlungsgesetz anzubringen sein sollte, lag inmitten dieses 
Bereichs. Die Versuche wurden, je nach dem Temperaturbereich, der sich von 
16 bis 1558° C erstreckte, mit vier schwarzen Korpern verschiedener Konstruk
tion angestellt, von denen einer auch auf die Temperatur der fliissigen Luft ge
bracht werden konnte. Dies diente dazu, den Strahlungsanteil zu bestimmen 

1 E. LADENBURG, Jahrb. d. Radioakt. Bd. 17, S. 144. 1920; s. auch L. FLAMM, Phys. 
ZS. Bd. 18, S. 515. 1917. 

2 F. HENNING und W. JAEGER, im Handbuch der Physik Bd. II, Kap. 10, Berlin: Julius 
Springer 1926. 

3 H. RUBENS U. G. MICHEL, Berl. Ber. 1921, S. 590. 



Ziff.25. Der experimentelle Beweis der Giiltigkeit des Strahlungsgesetzes. 

und zu eliminieren, der von der vor den schwarzen Korpern befindliehen Klapp
blende herriihren konnte. Die WellenHingen von 4 bis 16 fl, wurden durch 
spektrale Zerlegung der Strahlung eines schwarzen Korpers mittels eines W ADS
WORTH-Spektrometers erzeugt, die hoheren \iVellenlangen waren Reststrahlen von 
FluBspat bzw. Steinsalz. Die Strahlungsenergie wurde mit einem Mikroradio
meter gemessen. Grof3ter Wert wurde natiirlich auf eine moglichst exakte Mes
sung der Temperatur des schwarzen Korpers gelegt. In der folgenden Tabelle 
ist als Beispiel die Messung der Isochromaten bei 6,992 II wiedergegeben. Die 
Bedeutung der ersten vier Spalten ist ohne wei teres verstandlich. E sind die 
beobachteten Ausschlage des Mikroradiometers als relatives EnergiemaB, C ist 
das Produkt (e'" - 1) . E, welches bei Giiltigkeit des PLANcKschen Gesetzes eine 
Konstante sein soll. be sind die Abweichungen der Einzelmessungen von ihrem 
Mittelwert, in Einheiten der beiden letzten Stellen. In der folgenden Spalte ist 
das von NERNST und WULF berechnete Korrektionsglied (1 + IX) wiedergegeben, 
in der nachsten die GroBe, welche nach diesen Autoren eine Konstante sein miiBte, 
in der letzten Spalte wieder die Abweichungen dieser Einzelwerte vom Mittelwert. 
Es zeigt sich, daB bei der Berechnung nach PLANCK die Abweichungen keiner
lei Gang aufweisen, wahrend bei der zweiten Bereehnungsart ein systematischer 
Gang vorhanden ist. Das gleiche zeigen die anderen Isoehromaten. Die Messungen 
lief ern also eine ausgezeichnete Bestatigung des PLANcKschen Gesetzes. 

J. = 6,992 fL, Spaltbreite 0,7 mm. 

T i C2 

I I 
E 

I I 
JC I 

I C'=_c_ JC' eels. 0 

abs. i x=J.T e.&- 1 
beob. C 1 + ex 

I 1+", 

152* 

I 
425 4,812 1122.4 3,03 37,09 I 8 1,052 35,26 - 7 T 

252* 525 3,896 i 48,19 7,65 36,87 -14 1,062 34,71 -48 
344* 617 3,315 I 26,54 14,08 37,39 + 38 1,068 35,01 -18 
354 627 3,262 I 25,10 14,81 37,17 + 16 1,068 34,81 -38 
464 737 2,774 1 15,02 24,85 37,33 + 32 1,071 34,85 -34 
556 829 2.467 , 10,79 34,15 36,85 -16 1,072 34,37 -83 
661 934 2,190 

, 
7,933 46,63 36,98 - 3 1,067 34,66 -53 

765 1038 1,970 I 6,173 60,09 37,08 + 7 1,058 35,05 -14 
852 1125 1,818 

I 
5,160 72,27 37,29 +28 1,048 35,58 +39 

956 1229 1,664 4,281 86,33 36,95 - 6 1,043 35.43 +24 
1051 1324 1,545 I 3,687 100,65 I 37,14 +13 1,036 35,85 +66 
1158 1431 1.429 

I 

3,176 115,57 

I 
36,74 -27 

I 
1,030 35,67 

I 

+48 
1255 1528 1,339 2,813 130,51 36,67 -34 1,027 35,71 +52 
1372 1645 1,243 2.467 148,31 36,63 -38 I 1,023 35,81 +62 

Mittel: 37,01! 22,6 I Mittel: 35,19 

Es sei noch erwahnt, daB sowohl STEINKEl wie CzAszAR2 den Versuch 
unternommen haben, das PLANcKsche Gesetz nach der Methode der Isochromaten 
im Bereiche kiirzerer Wellen, bis in das ultraviolette Gebiet hinein, zu priifen. 
Sie bedienten sich dabei zur Energiemessung einer photoelektrischen Zelle. Die 
Genauigkeit dieser Methode reicht an die im ultraroten Gebiet zu erreichende 
vorerst noch nicht heran. Doch kommen beide Autoren innerhalb der Fehler
grenzen ihrer Versuche zu einer Bestatigung des PLANcKschen Gesetzes. 

Die experimentelle Bestatigung des PLANcKschen Gesetzes enthalt die Be
statigung des STEFAN-BoLTZMANNSchen Gesetzes und des WIENschen Ver
schiebungsgesetzes mit eingeschlossen. Denn diese beiden Gesetze lassen sich ja 
aus dem PLANcKschen Gesetz ohne wei teres herleiten. 

So konnen wir heute das PLANcKsche Gesetzals so gut bestatigt ansehen, 
Wle es die sehr groBen. experimentellen Schwierigkeiten zulassen. 

IE.STEINKE, ZS. f. Phys. Bd.l1, S.215. 1922. 
2 E. CZASZAR, ZS. f. Phys. Bd. 14, S. 220. 1923. 
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Die Aufstellung der Quantentheorie hat der F orschung einen in der Geschichte 
der Physik noch nie dagewesenenAufschwung gegeben. Sie hat uns aber trotz der 
ungeheueren Fiille des neu gewonnenen Tatsachenmaterials in ein dichtes N etz noch 
ungeloster Ratsel verstrickt, die, in Gestalt der noch nicht vollzogenen Versohnung 
zwischen Quantentheorie und klassischer Physik, die Krise der heutigen Physik 
bedingen. Wie die Aufstellung der Quantentheorie, so wird auch die Losung des 
Quantenratsels eine neue Epoche der Physik herbeifiihren. Wann aber dies zur 
Wirklichkeit werden wird, laBt sich heute noch nicht im mindesten voraussehen. 
Der Weg hierzu scheint sich aber in der neuen Wellen- oder Quantenmechanik 
einigermaBen deutlich abzuzeichnen. 
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Chapter 2. 

Thermodynamics of the Stars. 
By 

E. A. MILNE-Oxford. 

With 24 illustrations. 

a) Introduction. 
1. Thermodynamics, Atomic Physics and Astrophysics. The word "thermo

dynamics" is used in two different senses. It is sometimes used to denote the 
science of the transfer of heat from one system to another or between different 
parts of the same system and in a general way to denote the study of all those 
phenomena in which temperature plays a part. Such for example is the usage 
in the title of Wegener's book "Thermodynamik der Atmosphare". It is also 
used in a more restricted sense as denoting the study of the equilibrium states of 
enclosed systems. This is the usage in the title of any standard text-book on 
thermodynamics. It is true that in this more specialised sense we consider 
changes in the state of a system. But the changes are always "slow" ~adiabatic 
in the sense customary in dynamics. The changes are rather linear cqntinua of 
equilibrium states. Catastrophic changes are only studied in their after-effects, 
not in their own details of occurrence. . 

The distinction is not merely a verbal or superficial one. The precise 
results which have been won by thermodynamics arise by following out the 
consequences of the Laws of Thermodynamics, more particularly the Sewnd 
Law. The study of these consequences we may conveniently describe as Pure 
Thermodynamics .. Now the content of the Second Law is concerned not with 
processes but with the results of processes, and moreover the results of processes 
applied to enclosed systems. There are two points to notice here. First, thermo
dynamics is unable to deal with the mechanism of processes. Secondly, thermo
dynamics is able to deal only with systems of which the who Ie state is independent 
of the time t. A particular portion of a system may be in a state independent of 
t-it may be "steady" in the hydrodynamical sense-and yet thermodyn\imics 
may be unable to deal with it. 

An important example which occurs in much of astrophysics may make our 
meaning clear. Suppose we have a layer of gas, bounded by parallel planes, 
and subject on one side. to radiation from a fixed steady source, In the course 
of time the gas will take up a steady state. In this state it will radiate as much 
energy as it absorbs, some back to the source and sollie to outer space on the 
opposite side from the' source. The atoms of the gas will be characterised by a 
definite velocity-distribution, independent of· t, an.d by a definite distribution 
amongst the stationary states of which they \ire capable. But We 'cannotllpply 
thermodynamiG reasoning to the gas on the basis of pure thermodynami.cs. For 

Handbuch der Astrophysik. III. 5 
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the whole system consisting of the gas, the source and the radiant energy is not 
steady. The amount of radiant energy in the space on the side of the layer op
posite from the source is steadily increasing: further the original radiant energy 
from the source is being steadily altered in wave-length. Pure thermodynamics 
is impotent. We cannot even be sure that the layer of gas is characterised by a 
definite temperature-different idealised thermometers may give different 
temperatures: the pressure may imply one temperature, a pyrometer another. 
We shall see later how to deal with such a steady-state portion of a system. 

On the other hand the phrase "enclosed system" is not to exclude the possi
bilityof external forces. We may have a column of gas, enclosed, subject to an 
external force like gravity, and in equilibrium. But here all that is relevant is 
that there is a definite field of force inside the enclosure-the external origin of 
the field does not matter. In such a column of gas we may apply the methods 
of pure thermodynamics. 

In astrophysics it is only rarely that a problem can be so idealised as to 
reduce it to that of a completely enclosed system in a steady state. Whence 
comes it then that thermodynamics has any importance in astrophysics? The 
answer to this question takes us some way into the relations of thermodynamics 
to other branches of physics. 

Pure thermodynamics has been just defined as the study of the conse
quence of the Experimental Laws of thermodynamics. But it has been found 
possible to arrive at all these consequences by an entirely different route, that of 
probability applied to the statistically steady states of enclosed systems. From 
BOLTZMANN onwards, a long line of investigators has shown that temperature 
and entropy may be defined in terms of particulars of the motion of the ultimate 
dynamical units which form the sytem. Generally speaking the method of prob
ability not only keeps pace with pure thermodynamics, it goes further. Naturally 
this must be due to its importing more in the way of initial assumptions. These 
assumptions are that the system may be divided into classes of dynamical systems, 
all, the members of anyone class being alike, and that though the different unit 
systems are continually acting on one another, the time during which they are so 
doing is an insignificant fraction of the time during which they may be considered 
to be independent. 

The simplest example is the dynamical theory of gases. The hypothesis is 
made that a gas consists of a large number of molecules in free flight, which 
from time to time encounter one another, exchanging energy. But at any given 
instant the number so engaged in exchanging energy with one another form an 
inconsiderable fraction of the whole number of molecules. It is therefore possible 
to discuss the velocity statistics as though all the molecules were in free flight. 
The investigation proceeds by ascertaining the different ways in which the total 
energy may be distributed amongst the kinetic energies of the separate mole
cules, as specified by the number of molecules with given energy-values. It can 
be shown that the average way in which the energy is distributed is also the 
most probable way, and it is inferred that the gas will behave as though it had 
always this actual distribution of energy. In terms of this distribution it turns 
out to be possible to calculate the entropy, whence all the usual thermodynamic 
properties follow. It can be shown that pure thermodynamics and probability 
give the same result. But something has been arrived at which is beyond the 
range of pure thermodynamics, and that is the. energy distribution, or what 
amounts to the same thing, the velocity distribution. 

The method of pure thermodynamics introduces only physically observable 
magnitudes - macroscopic quantities. The method of probability brings in the 
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energy-values capable of being taken by the component unit-systems, and also 
the number of such systems, but does not need any knowledge as to the way 
they act on one another, save only the knowledge that they do so act. A further 
step may be taken when we bring in the mechanism of encounter or energy-trans~ 
fer. We can then find the statistical state of the system by dynamics. For 
example, in the case of a gas, we may assume the molecules to be hard spheres 
which collide with one another elastically. The mechanics of each collision are 
then fully known. Each collision by itself alters the statistical specification of 
the ~ystem, and we may find the steady state by calculating what statistical 
specification is such that the totality of collisions leave it unaltered. 

It is a matter of interest to verify that the detailed theory depending on 
mechanism gives results in agreement with pure thermodynamics and with 
statistical mechanics. It is quite possible in fact, to develop particular theories 
of atomic interaction which violate the Second Law of Thermodynamics. The 
fact that the two methods must agree imposes certain restrictions on the theory. 
These restrictions often take the form of numerical relations between different 
coefficients involved. This applies to any physical theory, not merely theories 
of atomic interaction. As examples we may cite KIRCHHOFF'S general relation 
between the coefficients of absorption and emission of a substance when under 
equilibrium radiation, and EINSTEIN'S relations between the probability coeffi
cients introduced by him. 

A fourth step is the introduction of the Principle of Detailed Balancing. This 
asserts that in thermodynamic equilibrium every type of atomic interaction 
occurs as often in the forward direction as in the reversed direction. 

We may again illustrate from the dynamical theory of gases. In the deri
vation of MAXWELL'S Law by the method of collisions, we consider first mole
cules moving with velocity components lying in specified ranges. Let us define 
such molecules as belonging to Class A. The necessary condition for a steady 
state is that the total gain of members to class A by collisions is equal to the 
total loss from class A. Now consider the individual collisions. In a typical 
collision in which class A loses a member, a molecule of class A meets a mole
cule which we may describe as of some class B, and after the collision the two 
molecules move apart as molecules of (say) class C and class D. We describe 
this collision as of class x. In a typical collision in which class A gains a member, 
two molecules of classes C and D respectively collide and give rise to a molecule 
of class A and another of class B. We describe this collision as of class x'. Now 
denote by class ~ the totality of classes x summed for all possible classes B, and 
denote by class 'YJ the totality of classes x' summed for all possible classes C and 
D which give rise to a member of class A. The nec€ssary condition for a steady 
state already stated is that the number of collisions in class ~ is equal to the number 
of collisions in class 'YJ. But a sufficien t condition would be that the number 
in every sub-class x of ~ should equal the number in every sub-class x' of 'YJ. In 
symbols, if N (e) denotes generally the number in a class e, then a necessary 
condition is 

N(~) = IN (x) = IN(x') = N('YJ) 

whilst a sufficient condition would be 

N(x) = N(x') 

for all correlated pairs x, x'. The principle of detailed balancing asserts that this 
second condition is not only sufficient but necessary. 'Khe validity of the principle 
of detailed balancing is established in this case by BOLTZMANN'S "H theorem", 
which proves that the relation IN(x) =IN(X/) does in fact imply N(x) =N(x'). 

5* 
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Other cases occur in which a result asserted by the principle of detailed ba
lancing can be inferred independently. For example consider a monatomic gas 
of which the atoms are supposed capable of three and only three stationary 
states, which we denote by 1, 2 and 3. Let us suppose that all the transitions 
1 -). 2, 2 -+ 3, 3 -+ 1 and their converses are permissible transitions. A steady 
state as far as the atoms are concerned would result if 

and 
N(1 -+ 2) = N(2 -+ 3) = N(3 -+ 1) 

N(2 -+ 1) = N(3 -+ 2) = N(1 -+ 3) 
from which we deduce 

N(1-+ 2) - N(2 -+ 1) = N(2 -+ 3) - N(3 -+ 2) = N(3 -+ 1) - N(1 -+ 3). 

The energy would then be flowing in closed cycles, but we should not have 
necessarily that the amount of energy flowing in the forward direction would 
equal to the amount flowing in the reverse direction. The principle of detailed 
balancing asserts that in thermodynamic equilibrium 

N(1 -+ 2) = N(2 -+ 1), N(2 -+ 3) = N(3 -+ 2), N(3 -+ 1) = N(1 -+ 3). 

This is easily seen to be necessary by considering the radiation in the enclosure. 
If X denotes an energy and Xl < X2 < Xa, an excess of circulation in the sense 
1 -+ 2 -+ 3 -+ 1 would mean that energy of frequencies )112 and )123 was being 
steadily absorbed and that energy of frequency )131 was being steadily liberated, 
where 

There would thus be no steady state as far as the radiation is concerned. The 
state of affairs forbidden by the principle of detailed balancing may easily occur 
in an unenclosed system in' a steady state, such as a gas exposed to external 
radiation. The principle of detailed balancing has not however. been proved in 
general. 

We have then four different weapons at our disposal: 
I. The method of pure thermodynamics. 

II. The method of statistical mechanics. 
III. The method of detailed mechanisms. 
IV. The principle of detailed balancing. 
Each of these has a content greater than its predecessor; generally speaking, 

though in somewhat different ways. Thus II includes I, III includes II when 
the full details of the mechanisms are known, and IV reduces the labour frequently 
involved in applying III. II has another advantage over I in that it allows us 
to take account of the more detailed knowledge of the behaviour of matter 
available through the quantnin theory. 

Were we in possession of a complete theory of matter, III would be fully 
applicable, and I and II would become unnecessary. For example, if we warmed 
a mass of gas by an electric current, we could calculate the rise of height of the 
mercury in the' stem of a thermometer inserted in the gas by calculating the 
motions imposed first on the gas molecules by the electrons and atoms in the 
conductor carrying the current, secondly the motions imposed on the glass mole
cules by the bombardments by the gas molecules, thirdly the motions imposed 
on the mercury <'\.toms by their bombardment by the glass molecules. Never
theless, it would still be highly convenient to introduce the notion of temperature, 
and we should often obtain,a more useful view of what was going on by using 
the low-power telescope of pure thermodynamics, at certain stages of our in~ 
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vestigation, instead of the high-power telescope of atomic physics: we should 
often see what we wanted to see more quickly and more easily by the former 
method. Theoretically but not practically, science may ultimately outgrow 
thermodynamics. 

But in the meantime we cannot dispense with thermodynamics or with 
statistical mechanics. We may be entirely in ignorance as to the mechanisms 
of atomic reactions: we still have the resource of statistical mechanics. We 
may even be in ignorance as to the nature and disposition of energy values of 
the ultimate atomic systems involved: we still have the resource of pure thermo
dynamics. It has already been mentioned that any detailed theory involving a 
mechanism of reaction must conform to thermodynamics. This is another way 
of stating that theories must conform with experiment, but a thermodynamic 
check is often the most convenient way of verifying this. We have seen also 
that the necessity of conforming to thermodynamics may give us precise infor
mation respecting certain points of a theory. But from the abstract point of 
view thermodynamics renders a further service. It often enables us to distinguish 
between those consequences of a theory that are special to the theory, and those 
which are necessary consequences of any self-consistent theory which is consistent 
also with the generalisation given by the laws of thermodynamics. It thus allows 
us to ascertain whether the experimental verification of a consequence of a theory 
does in fact verify the theory itself or whether it merely verifies its consistency. 

All this applies to physics generally, and therefore also to that branch of 
physics which is known as astrophysics. This is therefore part of the answer 
to the question propounded earlier as to the significance of thermodynamics in 
astrophysics. But thermodynamics has a pre-eminent importance in astro
physics for another reason. Some of the stars show changes in their physical 
condition in time. Such are variable stars, and also the sun. Others change 
imperceptibly, if at all. We believe that all do in fact change in time. But, as in 
any branch of science, it is necessary to make abstractions, and to consider idealised 
problems. Chief amongst such idealised problems is that of a mass of gas in a 
steady state. The consideration of a steady state, of a state of equilibrium, is logi
cally the first step. When we have an adequate knowledge of steady states, we 
can then consider variations from the steady state, in the form of oscillations about 
a steady state, secular changes, or the setting up of instability. 

Now in any problem of astrophysics a great many of the circumstances are 
unknown, and in order to make progress it is necessary to make assumptions. 
In discussing a steady state, the simplest assumption to make a priori is that in 
regard to the relevant phenomena the matter is behaving as though it were in 
thermodynamic equilibrium. The assumption is only accurately satisfied when, 
in addition to the state being steady, the material is exposed to black isotropic 
radiation of constant temperature on all sides and is emitting on all sides radiation 
of the same quality. It is then just the same as if it were enclosed. Except per
haps at the very centre of a star this condition is never realised. But it is realised 
approximately almost everywhere in the interior, where the space-gradient of 
the temperature is small. We can therefore in these regions avail ourselves of 
the general properties of matter and of radiation deduced by thermodynamics, 
without further particularisation. 

In the outer parts of a star-the photospheric layers, the reversing layer 
and the chromosphere-we have less certainty that the assumption approximately 
describes the facts. But it is useful, and has in fact proved exceedingly useful, 
as a first approximation. Moreover in this region observational checks are easier 
to apply, and the degree to which thermodynamic predictions are found to be 



70 Chap. 2. E. A. MILNE: Thermodynamics of the Stars. ciph.2. 

fulfilled tells us just what we want to know-the extent to which the outer parts 
of a star behave as if in thermodynamic equilibrium. When we find a discrepancy, 
methods of attack I and II have to be thrown overboard. Method III remains, 
because the theory of steady states in thermodynamic equilibrium is only a por
tion of the field accessible by this method: if we know the mechanism at work -
mechanism of ionisation, excitation, collision, emission and absorption-we can 
calculate even non-steady states. In this region, still, methods I and II have 
their scope, in the controls they exercise on our at present incomplete theories 
of mechanism. Method IV ist also of value, in that we can see on general grounds' 
that some modes of energy interchange will be continuing to go on as in thermo
dynamic equilibrium, and by the principle of detailed balancing these modes may 
be isolated. 

In the foregoing no attempt has been made to analyse the nature of the 
necessity for the consistency of results of the four methods. It has merely been 
intended briefly to survey the resources at our disposal. The following· pages will 
provide examples of the methods outlined. 

b) Survey of the Theory of Radiation. 
2. Fundamental Definitions. 1. Scope of the Section. The present section 

is intended to present certain of the results of the theory of radiation in a form 
useful for application to astrophysical problems. It is not in any sense a sub
stitute for the regular treatises on 'the thermodynamics of radiation. Proofs are 
only introduced where necessary to secure clear presentation. At the same time 
the usual treatment in books is supplemented at certain points where it was 
thought that new matter might be of interest. The core of the section is formed 
by the definition of intensity of radiation and the discussion of the validity of 
the application of KIRCHHOFF'S Law to systems not in thermodynamic equili
brium. The reader may be referred to PLANC~'S "Warmestrahlung" for the most 
complete and attractive account of radiation theory. 

2. Definition of Intensity. Geometrical optics makes great use of the 
concept of the single ray. But when we need to discuss not merely the path 
along which energy is transmitted, but also the amount of energy transmitted, 

~ 
the concept of the .single ray is not very adequate. We 

~ ~ L therefore proceed as follows. Take a point P and a 
p ~ dw line L through P (Fig. 1). Let do be an element of 

area containing the point P, and suppose that L makes 
Fig.i. Definition of intensity. an angle () with the normal to do. Around L construct 

an elementary cone of solid angle dw. Draw a parallel 
line through every point P' of do, and construct a similar cone dw round it with 
generators parallel to the first cone. The assembly of generators thus formed 
delimit a semi-infinite volume in the form of a truncated cone abutting on do. 

Let E be the amount of energy transmitted through do in time dt in direction 
lying within the volume just mentioned. Consider the fraction 

E 
dt dw da cosO' 

It is found to be a result consistent with experiment that for radiatiolI fields 
occurring in nature this number has a definite limit (essentially positive) as 
dt, dw, do -+ 0 in any manner, provided the point P and the direction L are:kept 
fixed. This limit we denote by I and call it the specific intensity of radiation 
at P in direction L, or more briefly the intensity at P.along L. It is a function 
of P and L. The limit I is independent of the choice of (). The term irit.eIlsity 
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will here always be used in this precise sense. If I is independent of direction, 
the field of radiation is said to be isotropic at P. 

With this definition, if I is given, the amount of energy flowing through an 
element do, in a direction making fI with the normal to do, within an elementary 
solid angle dw, in time dt, is 

I cos e d w dod t . (2) 

3. Flux of Radiation. The amount of radiation flowing from one side of 
do, across d a, to the other, is now seen to be 

dod tIl cos e d w 

the integral being extended to the half-sphere of which do is a diametralplane. 
We define f I cosedw to be the flux of radia tionF + across do in the specified 
sense. F + is a function of P and of the direction of the normal to do. Given do, 
we may fix a positive sense along the normal to do, and we have then 

F+= IIcosedw (4) 
+ 

III an obvious notation. For the opposite directiop, we write 

F_= IIcosedw. (5) 

We define the net fl u x F across do by the equation 

F = F+ ~ F_ (6) 

= I I cos e d w , (7) 

where now the integral is extended to the complete solid angle. A flux or net 
flux is of the dimension of (energy) j (time X area). 

It is often convenient to write 

F=n~. W 
~ has the physical meaning that a uniform intensity ~ over, a hemisphere gives 
a net flux F across the diametral plane of the hemisphere. For 

n/2 

I ~ cos e d w = 21£ I ~ cos e sin e de = n~ = F . (9) 
o 

~ will be called the equivalent mean intensity. 
4. Plane Waves. In theoretical optics, we consider plane waves, and for 

a plane wave I, as above defined, is infinite for the direction of propagation of 
the wave. For the amount of radiation flowing through a test area in the direction 
of propagation through dw is then independent of dw, and Ejdw -+ 00 as dw -+ O. 
For any other direction I is zero. Thus for a plane wave the intensity I has a dis
continuity at the direction of propagation. It can be seen, however, that the flux 
F has still a definite value, the integral f I cos e dw converging. Plane waves 
do not of course occur in nature, so no real inconvenience would be caused in 
any case. It often occurs, however, that we have approximations to plane waves, 
for example in the almost parallel beams from a distant star. In such a case 
the intensity has a sharp maximum in the direction of the star. The intensity, 
however, remains finite. To see this we simply have to take the solid angle dw 
smaller than the solid angle subtended by the star at P. Outside the solid angle 
subtended by the star, I is zero, inside it is non-zero. Many writers use the term 
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in tensi t y loosely in the sense of flux, but it should be remembered that theorems 
involving the term intensity as we have defined it do not in general remain true 
if intensity is replaced by flux. 

For a parallel beam, the flux varies as the cosine of the angle between the 
direction of the beam and the direction of the normal to do. 

The flux across the surface. of a body radiating with an intensity I inde
pendent of direction is 

:n:/2 

If cosOdw = 2:n If cosOsinOdO =:nI. 
o 

This is an important result. 

(10) 

5. Distribution in Frequency. It is next necessary to take into account 
the distribution of the energy amongst different frequencies. Consider a small 
frequency range dv surroundirig a given frequency v. If E" is the energy trans
mitted across an element do inside dw in time dt, we define I" as the limit of 

E" (11) dw do cosO dt d" 

and call it the specific intensity of v-radiation at P. 
The amount of radiation transmitted in dt is then I"dvdwdocosOdt in 

direction L. We have always 
00 

1= fI"dv. 
o 

(12) 

For distinctness I is sometimes called the integrated intensity. This use of the 
word integrated must be distinguished from another use. The integrated intensity 
from the disc of a star means the average intensity averaged over the different 
portions of the disc. 

In the theory of radiation it is further necessary to consider the polarisation 
of the radiation, and analyse it further into polarised components I" and I~, but we 
shall not find this necessary in the astrophysical applications we shall consider. 
The theorems which follow should strictly be enunciated with reference to the 
monochromatic intensity I", but for brevity we shall omit the suffix v and discuss 
only the integrated intensity I. 

3. Sundry Theorems. 6. Theorem I. The Specific Intensity I is 
Constant alol).g the Path of any Ray inFree Space. We mean here by I 
the intensity in the direction of the ray. Consider the points P, P', and describe 

~ __________ ~dd' 
around them elements of area do, do' (Fig. 2). 

P ~ 
Let dw be the solid angle subtended 

at P' by do', dw' that subtended at P' by 
do. Then if r = PP' 

Fig. 2. Transmission through free space. d _ do' cosO' 
w - ----y2-, dw' = do c~so . 

r 

Practically the same angle is subtended at any point of do by do'. The amount 
of energy flowing through do which also passes through do' is 

Id d Odt_1dodo'cosOcosO'dt o wcos - r2 • 

Hence the intensity at P, namely 1', is given by 
I do do' cosO cosO' dt 

1'= lim 
r2 

. co-sO"""--C;d:-o':-d'--ro-;,,-cd;-Ct- = I. 
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7. Applications of Theorem 1. One might perhaps be inclined to expect 
that I should weaken as the pencil diverges, in contradiction with the theorem. 
If I is the intensity at the surface of the sun, it would at first sight seem absurd 
to say that the solar radiation has the same intensity at the earth. Yet such is 
the case. The fl u x normal to 
the sun's direction falls off as 
the inverse square, but the in
tensity remains the same. We 
may verify the correctness of the p 
theorem als follows (Fig. 3). 
Suppose for the moment we 
consider the sun's disc as uni
formly bright, thus neglecting Fig. 3. Inverse square decrease of flux and constancy 
darkening towards the limb. Let of intensity. 

I be the intensity at the solar 
surface, by hypothesis independent of direction. Then, by the theorem, at a 
point P the intensity of radiation is constant and equal to I inside the solid 
angle subtended by the sun at P, and zero outside. Hence the flux at P is 

IX 

I J cose d W= 2nI J cose sine de 
o 

= nlsin2(X 

a2 

=nl z · y 

If we wished to calculate by a direct application of the inverse square law we should 
proceed thus. The flux at Pis a2jy2 times the flux at any point of the solar sur
face. The latter is 

I J cose dO) 

complete half-sphere. This is extended to a 
n/2 

2 n I r cos e sin e de = n I , 
0' 

and thus the flux at P is nI a2jy2 in agreement with the above. It is easy to 
secure a similar verification when the darkening to the limb is taken into account. 
The flux is then simply 

n/2 

2:n;[ a2f . 
-y-2 - I (e) cos e sm e de. 

o 

When the eye observes an extended body, the quantity it appreciates is the 
intensity, not the flux. When it observes a body so distant that it is apparently 
a point, there is no longer a resolvable solid angle, and the quantity the eye 
appreciates is the flux. Thus a nebula appears equally bright at all distances, 
in virtue of the theorem: a star appears fainter the greater the distance. The 
initial distance at which flux rather than intensity begins to interest the eye 
depends on the resolving power of the eye. 

When a self-luminous object appears equally bright at all inclinations to 
the line of sight, we may infer that the intensity I at the surface is independent of 
direction. This is not so for the sun. The sun is less bright at the edge of the disc 
(the limb) than at the centre, i. e. since it is rotating, any given portion becomes 
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apparently less bright as it moves from the centre of the disc to the limb. We 
deduce that for the surface of the sun 1 is not independent of direction. 

8. Theorem II .. The Specific Intensity 1 is unaltered by Perfect 
Reflexion at any Mirror or Combination of Mirrors. This is obvious 
for a plane mirror, from the previous theorem. The general method of proof will 
be sufficiently illustrated by considering the reflexion of an axial pencil by a 
concave mirror (Fig. 4). Let do' be the image of do, do being a small element 
perpendicular to the axis of the mirror. Let the distances of do and do' from 
the mirror be rand r'o The pencil of rays leaving d a in any elementary solid angle 
dw afterwards meets dO' confined within solid angle dw' . These pencils meet 

the mirror in an elementary element of area 
dS, and we have 

dS 
dW=-2 , 

l' 

d ,_ dS 
w -72 

r-------~~--~~------ and 

We have then 

Fig. 4. Reflection at a mirror. I , l' I do dw 1 
= 1m do'dw' = . 

This result again may seen paradoxical at first sight, ~ince a mirror may be 
used to concentrate the sun's rays and raise a body to a high temperature. All 
we do, however, is to expose the body to radiation of the same specific intensity 
as the original radiation distributed over a larger solid angle. Thus an increased 
amount of radiation is incident on the body. 

9. Theorem III. If I'" is the Refradive Index of the Material 
at any Point, 1/1"'2 is Constant along the Path of a Ray, provided 
the Coefficient of Reflection at each Interface is Zero. If (), (),I are 
the angles of incidence and refraction of a pencil incident on a small area do of 
the surface of separation of media of refractive indices I'" and 1"", and 
d w = sin () d () d ({I, dw' = sin ()' d ()' d ({I' are the elementary solid angles, we have 

1 dad w cos () = l' do' d w' cos ()' . 
But 

I'" sin () = 1"" sin ()' 
whence 

I'" cos () d () = 1"" cos ()' d ()' . 
Also 

d({l = dcp' . 
Hence 

(13 ) 

The following proof depending on HELMHOLTZ' theorem in geometrical 
optics is of interest. If l, l' are the linear dimensions of objects at conjugate 
points 0, 0' in two media of indices I'" and 1"", the intermediate surfaces and media 
being of any kind whatever, HELMHOLTZ' theorem asserts that 

ftcd= p! (X'l' 

where (x, (X' are the inclinations of a pair of rays passing through 0 and of the 
corresponding rays through 0 ' .. Now consider pencils of rays through an element 
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da at 0 and the image element da' at 0', contained in the solid angles dw and 
dw'. It is easy to see that HELMHOLTZ' theorem leads to 

But 
#2 dw da = #'2 dw' da' . 

I dw da = l' doi da' . 
Hence 

I l' 
",2 = ",'2'-

(14) 

10. Energy-density. The energy-density of radiation at a given point, 
U, is the amount of energy per unit volume in the neighbourhood of the point 
in the course of transit. We proceed to connect u with the intensity I. Whilst'l 
is a function of direction as well as of posi- dE 
tion, u as we have defined it is a function 
of position only. 

Take a point P and surround it with a 
small everywhere convex closed surface a, 
enclosing a small volume v (Fig. 5). Round 
a construct another everywhere convex 
closed surface ~ completely surrounding a, 
all of whose elements are at a distance 
from the elements of a which is large com
pared with the linear dimensions of a. 
Then all the radiation traversing v must 
previously have crossed some element of ~. 
Let d~ be such an element. Consider the Fig. 5. Calculation of energy-density. 
pencil of radiation which having passed 
through d~ enters a through an element da and leaves it by an element da'. 
If the axis of this pencil makes e, e with the normals to d~, da the radiation 
passing from d~ to d a in unit time is 

Id~ £I da cos8 COs\5' -1'-2- , 

where r is the distance between d~ and da. Let dl be the length intercepted be
tween da and da'. The time taken to traverse dl is dl/c, where c is the velocity of 
light, assuming the refractive index is unity. It follows that the amount of 
radiation in transit between da and da' at any instant is 

ld '" .t::Idacos8dl 
,.;. cos \5' --1'2- C . 

But the volume occupied by this radiation inside a is dlda cose or say dv. Thus 
the amount of radiation in transit in dv is 

1 d:4cose dv 
1'2 c· 

Integrating over the whole solid angle subtended by a at d~, we find that the total 
amount of radiation in transit through v which has crossed d2 is 

1 d:4 cose !!.. 
1'2 C • 

. d:4 cose But approxImately 2 = dw, where dw is the solid angle subtended 
l' 

by d~ at P. Hence integrating over ~, the total amount of radiation in transit 
through v is 

~ fldw 
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extended to the complete solid angle surrounding P. Hence the energy-density 
at P is given by 

u = : fldw. 

If the radiation is isotropic, we have 
4;n1 

U=--. 
c 

( 15) 

(16) 

It is easily seen that the density of the radiation which is moving in direc
tions confined within a cone dw is 

ldw 
c 

(17) 

and for this reason e = ~ is sometimes defined to be the specific density of 
dw-radiation at P. C 

If the refractive index is p" the energy-density is clearly 

(18) 

The above relations also hold for monochromatic intensity when we write 
Iv, ft .. for I and ft. 

A number of writers always use the energy-density of radiation in a specific 
direction in preference to the intensity. This is especially so in theoretical in
vestigations relating to isotropic radiation. The present author considers that 
certainly in astrophysical investigations it is preferable to introduce intensities 
rather than energy-densities. In the first place, we rarely if ever in astrophysics 
have to deal with isotropic radiation-fields, and where the field is non-isotropic 
the concept of the intensity seems simpler than that of the energy-density in a 
particular direction: we are too accustomed to usages in which density is inde
pendent of direction to be able readily to apprehend the· notion of a density 
dependent on direction. In the second place, we have frequently to consider 
the weakening or strengthening of the intensity of a beam which is passing 
through matter and the definition of a coefficient of absorption is more naturally 
made in terms of intensities than in terms of energy-densities. In the third place, 
it is always intensities (or fluxes) which we directly observe, never energy-den
sities. Any instrument which measures radiation such as a thermopile or photo
electric photometer measures directly the total radiation incident in a given 
time-the integrated value of the intensity through this time. We measure an 
intensity or flux at the earth, and deduce that at the source. If we use densities 
in our theoretical calculations we have to introduce a factor c or c/4n to convert 
them into the intensities which we actually measure. Whenever we are dealing 
with the interior of a material, there is little to choose between intensity and 
energy. But when we come to the surface, at which alone we can observe, in
tensity seems distinctly preferable. 

It is important to remember that relations such as EINSTEIN'S radiation 
relations take a different form according as the probability coefficients are de
fined in terms of intensities or densities, the difference being a factor of 41l/c. 

In the present work intensity will be used wherever possible. 
iDa. Theorems in Pure Mathematics. The relation connecting in

tensity and energy-density is essentially a formula of pure mathematics. By 
choosing the surface a to be one enclosing a finite volume, we are led to inter
esting geometrical theorems. 
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Let a cone through an element do at P of a surface meet an interior sur

face in elements do' and do" at points P' and P", P' being the more distant 
of the two points (Fig. 6). . 

Let PP' = r, PP" = r l . Let PP" P' make angles e, elf with the inward
drawn normals at P and P", and let P' P" P make an angle e' with the inward
drawn normal at P'. Then proceeding as in the proof of the formula for the 
energy-density, we find that the radiant energy enclosed in the inner surface is 

1 rr do' case' 
c)) 1 dOCOS8 r2 (r - r1), 

the integration with respect to do being extended to the whole outer surface, 
and that with respect to do' being extended to the portion AP'B (see fig. 6) 
of the inner surface. But do 

d a' cos e' d a" cos 8" 'o!----_ 
Hence the integral becomes 

1 1(1 d do' case' - (JCOS8---
C " r 

where now the integration with respect 
to d a' is over the whole inner surface. But 
this must equal 

+Jdv J1dw 

extended to all points in the inner volume. 
Taking 1 to be uniform and isotropic, we 
have therefore 

Fig. 6. Theorem on volume integrals. 

1rrcose case' , 
) r dod a = 4n X (volume enclosed by inner surface). (18a) 

By taking the two surfaces to coincide, we have 

lrrcose cose' , 
)--r--dada = 4n X (volume) (18b) 

where the integration extends twice over the complete surface, r is the chord 
joining elements da and do' and 8, 8' are the angles made by the chord with the 
normals at do and do'. 

The corresponding theorem in two dimensions is 

JJ cOSe cose' ds ds' = 271: X (area enclosed by inner curve) (18c) 

where the integrals are extended over two coplanar curves one of which entirely 
surrounds the other. 

4. Further Definitions. 11. Emission. Consider a small element of mass of 
a body, dm, which is radiating. Assuming the body is isotropic, the radiation 
will be emitted uniformly in all directions, and the amount of radiation emitted 
in directions confined within an elementary cone dw will be proportional to dw. 
We may accordingly write the amount of energy emitted by dm inside dw in time 

dt as jdwdtdm. (19) 

The coefficient j is called the coefficient of emission. The total emission is 
clearly 4 nj per gram per second. 

Sometimes the emission is written 
f dw dtdv 
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where dv is the element of volume occupied by dm. We have dm = e dv 
where e is the density, and consequently ej = j'. To distinguish, we may call 
f' the volume-coefficient of emission, j the mass-coefficient of emission. 

12. A b s 0 r p t ion. A pencil of radiation traversing matter is usually 
weakened by absorption as it is propagated. The energy of which the pencil 
is deprived may be converted into heat or it may be re-emitted, either imme
diately or after an interval, as radiant energy. For the moment we are not 
concerned with this energy. Consider a pencil of intensity I. After it has tra
versed a length dl of matter let its intensity be 1+ dI. If e is the density, 
the mass-absorption coefficient k is defined by 

1 dI 
k = - y edt. (20) 

Thus in a length dl, the pencil is weakened in intensity by a fraction ke dl of its 
original intensity. It is an experimental fact that k as defined is independent 
of the magnitude of I, over fairly wide limits. For the loss in transmission through 
a length I, we have clearly 1 

- fk II dl 

I=Ioe o (21) 

13. Scattering. A pencil is also weakened by the loss of radiation which 
is not absorbed by the matter but is merely re-distributed in direction. We may 
define a coefficient of scattering s exactly as we have defined k above. The 
scattered radiation is not in general uniformly re-distributed in space around the 
scattering element, though it is symmetrical about the axis of the incident pencil 
if this is unpolarised and the matter isotropic. 

14. Total Absorption and Total Scattering. Consider a small element 
of absorbing material of mass dm, on which radiation is incident from various 
directions. It is a matter of interest to determine the total amount of energy 
absorbed in dm per second, given the radiation field. This is found most simply 
by describing a larger surface Z outside the boundary of dm, and proceeding 
as in § 10. Of the energy which passing through dZ enters dm by do, the amount 

IdZcosedacos(J kndldt 
rZ '" 

IS absorbed inside dm in time dt. This may be written 

I d:E ~ose ke dv dt 
r 

where dv is the differential element of volume do dl cos e of the original element 
dv containing the mass dm. Integrating in turn over the whole element and over 
the whole surface of Z, we find for the amount absorbed, putting e dv = dm, 

kdmdtfIdw 

the integral being taken over the complete solid angle occupied by the incident 
radiation. Thus the total absorption is 

per gram per second. 
scattering is 

kf I dw (22) 

For isotropic radiation this is 4 nkI. Similarly the total 

sfldw. (~) 
All the foregoing coefficients apply to monochromatic radiation. We shall 

use the same symbols with suffix v, thus jp, k", Sp. 
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5. The Thermodynamic Theory of Radiation (KIRCHHOFF). 15. Consider an 
enclosure in a steady state at a uniform temperature, containing any number 
of kinds of matter disposed in any way. Each portion of matter will be emitting 
radiation, the value of the coefficient jv at any point being dependent on the physi
cal state of the matter at that point. Thus jv will be a function of all the para
meters which describe the physical state of the matter at the point. Amongst 
the causes influencing the physical state we must not forget the radiation incident 
on the portion of matter and traversing it. 

Similary each portion of matter will be absorbing and scattering the ra
diation incident on it. Thus each portion of matter is steadily exchanging energy 
with other portions . 

. A necessary condition for a steady state is that each small element must 
emit as much energy as it absorbs, per unit time. This is implied by the first law 
of thermodynamics. The introduction of the second law allows us to infer much 
more. By the second law, no ideal experiment which we may perform on the 
system in the enclosure without performing work or altering the condition of 
the outside world can originate any difference of temperature in the enclosure. 
For if it did, such difference of temperature could be used to render available 
energy which WCl;S previously unavailable, and to turn heat energy into work, 
without drawing on the external world. 

As an example of such an ideal experiment, consider an enclosure containing 
two particles A and B. Let us assume that A can only emit radiation of fre
quency '1', and absorb radiation of frequency v', and that B can only emit 
frequency v' and absorb frequency '1'. So far as the first law of thermodynamics 
is concerned, no contradiction is involved in these assumptions provided A ab
sorbs the radiation emitted by B, and vice-versa. But now let the ideal experiment 
consist in introducing a perfectly reflecting screen between A and B, dividing 
the enclosure into two independent enclosures. A will now rapidly absorb all 
the v'-radiation in its enclosure, but will go on emitting v-radiation until it has 
no energy left. Thus all the energy will pass from the particle to the surrounding 
field of radiation, which will consist of monochromatic radiation of frequencyv. 
Similarly B will become devoid of energy, but surrounded with a field ofv'-rad
iation. By the aid of suitable screens, these two compartments of radiation of 
different frequencies can be made to give external work, contradicting the second 
law. We infer that our original assumptions are inconsistent. This is a good 
example of the way in which thermodynamics exerts a restraining influence on 
our theories of matter. 

By the aid of a number of ideal experiments of this character, KIRCHHOFF 

was able to establish a series of results concerning the state of affairs inside an 
enclosure which are summarised in the following. 

1. The radiation is everywhere isotropic and of the same intensity every
where. 

2. If I" is the intensity of v-radiation at any point where the refractive 
index.is I~", then I,,/t-t;, is constant throughout the enclosure. We infer that if 
(!" is the energy-density, then (2,,/ t-t; is constant everywhere. 

3. If kv, j" are the coefficients of absorption p.nd emission at a point where 
the intensity is I", then 

t=I". (24) 

4. The value of j,,/ t-t! kv, which is constant throughout any enclosure, is 
the same for any two enclosures at the same temperature, and is thus a universal 
function of temperature. If the enclosure contains a medium, the intensity of 
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'V-radiation in the medium is equal to the universal value of jv/ p! kv, provided the 
enclosure contains matter capable of emitting and absorbing 'V-radiation. (If 
there is no such matter, the ratio jv/kv is of the form % and is indeterminate. 
In that case the intensity of 'V-radiation in the enclosure may take any value.) 

Radiation in an enclosure at temperature T which contains material capable 
of absorbing and emitting radiation of all frequencies is spoken of as "black 
radiation" or "complete radiation" of temperature T. Let B" (T) denote the 
intensity of black radiation of frequency 'V of temperature T. Then the coefficient 
of emission jv of any material in an enclosure at temperature T is connected with 
its coefficient of absorption by the relation 

j" = p;kyBv(T). (25) 

It is more particularly the content of this last result which is usually called 
KIRCHHOFF'S Law. . 

It is to be noted that the pv refers to the refractive index of the material 
immediately outside the small element under consideration. For example suppose 
we have a particle of carbon embedded in glass. Then for the thermodynamic 
equilibrium of the particle, tv = kv Iv, whilst if Pv is the refractive index of the 
glass Iv/ p; = Bv (T), in which formulae I,. is the intensity in the glass. For 
continuous changes of phase, the distinction is immaterial. In what follows we 
shall usually take ltv = 1. This applies approximately, for example, to sub
stances bathed in air. 

We have then 
(26) 

This is one of the most important results of the thermodynamic theory of radiation, 
and it is important to have a clear idea of its precise meaning. It will be recalled 
that fv and kv refer to the material when in an enclosure at temperature T, i. e. 
when in thermodynamic equilibrium at temperature T. The material may be 
of any kind whatever, and the emission coefficient f,. refers to every kiIld of 
radiation which the substance emits under the circumstances. For example, 
if at high temperatures radioactive transformations are reversible, then a steady 
state is possible for a radioactive substance in an enclosure, provided the tempe
rature is sufficiently high. The radioactive substance must then be capable of 
absorbing the same radiations which it emits, and indeed according to the above 
law. 

In many of the applications of radiation theory in ordinary physics, the 
coefficient of emission is approximately a function of temperature only. In parti
cular, it is independent of the radiation incident on the body from outside. This 
is often stated in the form that the radiation emitted by any body is independent 
of the presence or proximity of hotter or colder bodies. Of the mere presence 
it is naturally independent: what the statement really means is what we have 
said above, that the emission is independent of the nature of the incident radiation, 
in particular of whether radiation of a particular frequency is in excess or in 
defect. When this condition is satisfied a knowledge of the coefficient of absorp
tion determines also the coefficient of emission by the above formula. Now a 
coefficient of absorption is much more readily measured than a coefficient of 
emission, for it involves only the determination of the ratio of two intensities. 
Hence the utility of KIRCHHOFF'S Law, once the universal function Bv (T) is 
known. 

KIRCHHOFF himself stated that his theory was limited to the cases in . which 
each body present "had the property that it was entirely unaffected by the 
rays it emitted or absorbed or by any other influences to which it may be ex-



ciph.5. The Thermodynamic Theory of Radiation. 81 

posed provided its temperature was maintained constant by the addition or sub
traction of heat" 1. This however is an unduly severe restriction, and is not 
in fact the restriction really required. The emission of a body may depend intim
ately on the radiation to which it is exposed, e. g. in the case of fluorescence: 
But in a steady state in thermodynamic equilibrium the theorem still holds: 
and we note in particular that each fluorescent emission must be balanced by 
an absorption of the reverse type, in accordance with the principle of detailed 
balancing. Again, the emission may depend on the past history, as in phosphores
cence:o the theorem still holds. 

Its utility is only immediately apparent, however, when we may assume 
on other grounds that the emission is independent of incident radiation. For 
example, suppose we consider the cooling of a non-conducting piece of matter, 
isolated in free space, by radiation. The incident radiation is zero. In order to 
calculate the coefficient of emission iv from the coefficient of absorption kv we 
must be justified in assuming that the absence of incident radiation is irrelevant. 

16. Local Thermodynamic Equilibrium. It is convenient to have 
a phrase to describe the circumstances under which the relation iv = kvBv(T) 
holds exactly. When a small portion of matter has a definite temperature T, 
and is behaving, i. e. emitting, as if it formed a part of an equilibrium enclosure 
at temperatute T, we shall say that it is in "local thermodynamic equilibrium" 
at temperature T. 

We shall examine later in particular cases the conditions under which material 
is in local thermodynamic equilibrium. It is not necessary that the temperature 
shall be uniform. In a non-isothermal state, we may still have local thermo
dynamic equilibrium everywhere. The temperature may vary from point to 
point, but each point may be characterised by a definite temperature rand 
the element of matter at each point may be behaving as if in thermodynamic 
equilibrium at temperature T. 

The interior of a star is in a state of local thermodynamic equilibrium of 
this character. As we approach the boundary from the inside, the state of local 
thermodynamic equilibrium gives place to an entirely different state, in which 
the influence of the external radiation on an element is paramount. It will be 
shown that when an element at temperature T is subjected to radiation which 
is not black radiation of temperature T, the extent to which it behaves as if 
in thermodynamic equilibrium locally depends on the relative importance of 
collisions as a cause of atomic absorptions and emissions. If the atoms are 
sufficiently battered about by colliding with one another, they assume a state (dis7 
tribution of stationary states) characteristic of thermodynamic equilibrium at tem
perature T: if they are not sufficiently battered about, their "temperature" 
becomes irrelevant and they emit and absorb at a rate which is determined by 
the incident radiation. It is clear that collisions will be the more numerous, and 
therefore likely to be the more effective, the higher the density. This permits 
us to see in a general way why the state of local thermodynamic equilibrium in 
the interior of a star breaks down as we approach the surface. 

In any astrophysical problem the simplest procedure is often to assume in 
the first instance a state of local thermodynamic equilibrium everywhere, and to 
trace the consequences. We can then afterwards discuss in detail where the as
sumption is likely to have broken down. 

17. Black Surface. A surface the material behind which absorbs all the 
radiation incident on it is said to be "black". 

1 Untersuchungen fiber das Sonnenspektrum. Reprint from Abhandl. d. Kgl. Akad. 
d. Wiss. zu Berlin, 1861 and Edition 1862, Anhang, p. 23. 

Handbuch der Astrophysik. III. 6 
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Black Body. This is a body which absorbs all the radiation falling on its 
surface. 

It can be shown by considering what happens in an enclosure that a black 
body or black surface at temperature T emits of itself the black radiation of 
temperature T. 

18. Large Mass of Material. Consider a semi-infinite mass of material 
bounded on one side by an infinite plane and stretching to infinity, in all directions 

on one side of the surface (Fig.7). Let 
it be at a uniform temperature T. Take 
an element da of the boundary, and 
consider the radiation emerging through 
da in directions confined within an 
elementary cone dw, whose axis makes 

:r: an angle f) with the normal to the plane 
boundary. Take an axis Ox along this 
normal, and consider an element of the 

Fig. 7. Escape of radiation from a large mass material bounded by the cone, and the 
of material with a plane boundary. planes parallel to the .boundary at 

distances x and x + dx. The radiation 
escaping through do is the sum' of the emissions from such ei'ements, each 
weakened by absorption. We assume the scattering to be zero. Then the con
tribution from the element at x to the radiation escaping through da is 

x 

- fe k" sec I:! dx 
(ej"dxdS)dQ eO 

where dS, the area of the element, is given by 

dS = (x secf))2 secf) dw 

and an, the solid angle subtended by do at the element is given by 

dQ _ ducos() 
- (»sec())2' 

Thus the total intensity at da is r -secl:!j~k"dx 
dwdafej"e 0 dx. 

,) 

o 

(27) 

(28) 

Now assume the mass of material is everywhere in local thermodynamic equili
brium. (This assumption will certainly be satisfied in the far interior, since in 
the limit at great distances the conditions are those of an enclosure. It may 
break down near the boundary.) Then 

Further put 
j" = k"B,,(T). 

x 

secf) J ek"dx = 11:! 
o 

the integral being taken along the path of the pencil. 

secf)ek"dx=d11:!. 

(29) 

Then 

The variable 11:! thus introduced depends on v, but it is convenient not to introduce 
a second suffix. The total emission through da is now 

00 

B,,(T)da dw C!?sO J e-'I:! dll:! = B.(T}dacosf) dw. 
o 

(30) 
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It follows that the intensity of radiation at du in the direction (J is B" (T), the 
intensity of black radiation for temperature T. This result is entirely independent 
of the distribution of e inside the material, or of the dependence of k" (or j,,) 
on e, provided only k" and j" are not zero. Thus a semi-infinite isothermal body 
behaves as a black body for each frequency v for which k" is not zero, provided 
scattering is neglected (which includes in particular the assumption that there 
is no internal reflection at the boundary). This is true however small k" may be. 

19. Optical Thickness or Opacity. Definition. This result may be 
applied in practice to non-infinite masses, if a certain condition is fulfilled. The 
quantity 1':0 introduced in the analysis will appear repeatedly in later work, 
and it is convenient to have a name for it. It measures the integrated opacity 
in the direction (J, and we shall therefore term it "the total opacity in direction 
(J" or the "opticalthickness in direction (J". When (J = ° we shall refer to it mor~ 
briefly, as the "total opacity" or "optical thickness". 

The term "optical mass" is used similarly. 
20. Property of Material in General. We now see that 'the foregoing 

result (§ 18) applies approximately to the radiation from any mass of material 
provided it is of sufficiently great optical thickness and provided the condition 
as to no scattering is fulfilled. The radiation emitted from the material further 
inside than 1':0 = (ro)l' contributes to the intensity an amount 

B" (T) e - (rO)l du cos (J dw, 

which is equal~to e - (roh times the black-body value. Now e- 4,6 = 0,01. Thus if the 
optical thickness exceeds 4,6, the radiation falls short of the black body value 
by less than one per cent. 

This result has an important application to gaseous nebulae. The spectrum 
of a gaseous nebula consists of a number of bright lines with no continuous spectrum 
in between. It follows that the total opacity of the nebula for frequencies not 
coinciding with those of the bright lines must be very small. As the actual extent 
of the nebula must be very large, we infer that the coefficient of absorption 
for the frequencies mentioned must be to all intents and purposes zero. This is 
the reason that it is possible to see stars through a nebula without their being 
appreciably dimmed. 

Another deduction is that a sufficient amount of any gas at a uniform 
temperature should show a continuous spectrum, save for frequencies for which 
the absorption coefficient is rigorously zero. When the density is not too low, 
it is unlikely that the gas is completely transparent for any frequency, and 
hence sufficiently thick masses of gas should be expected to show continuous 
spectra. A star is simply a mass of heated gas, but we are not entitled to apply 
the theorem as it stands, as its temperature is not to be supposed to be uniform. 
The intensity of radiation escaping from a body not at a uniform temperature 
will be considered later. 

21. Effect of Scattering. There is also scattering to consider. Scattering 
and surface reflection will lead to a deficiency in the escaping radiation as com
pared with the black-body intensity. This deficiency is exactly compensated, 
when a body is inside an enclosure, by the portions of the radiation incident from 
outside the body, which is scattered externally. Some of this may be scattered 
at the surface, some may penetrate and then be scattered out again. The whole 
may be lumped together under the heading of reflected radiation!. Thus the better 
a body reflects (either regularly or diffusely) the more its emission falls short of 

1 Absorption and re-emission does not count as reflection. 

6* 
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black radiation. Applying this to a star, we see that if we assume the star to be 
a sphere at a uniform temperature, its emission will fall short of black body emis
sion only to the same extent as a beam incident from outside would be reflected. 
As a star has not a sharp boundary, and there is no discontinuous change of 
density, we may expect this effect on the whole to be small, and to arise only 
from the effect of Rayleigh scattering. 

22. Average Depth from which Radiation is emitted. We con
sider as before a semi-infinite isothermal mass bounded by a plane (Fig. 8). 

Fig. 8. Optical depth in 
different directions. 

Consider the intensity of radiation escaping in direc
tion (). The average optical depth, 7:0 measured along 
. the beam, from which this radiation was emitted, is 
clearly given by 

_ j7:0 e-'od"C1J 

7:0 = = 1. J e-'o d7:o 
(31) 

Now let us suppose the material is stratified in planes 
parallel to the surface, so that e and k,. are functions of x only. Then we have 

'" 
TO = j e k,. sec()dx 

o 
and for the optical thickness measured normal to the planes, which we shall 
denote by 7:, we have 

Hence 
7:0 = sec().. (32) 

Hence the average optical depth, measured normal to the surface from 
which the ()-radiation comes, which we denote by T (()) is given by 

i(() = cos(). (3) 

This decreases as () increases. It may be described as the average optical depth 
to which we see into the material when viewing it as radiation leaving at an angle 
() to the normal. The locus of points viewed through a point 0 in direction () 
at a depth equal to i(()) is clearly a circle. 

22a. Layer of Finite Thickness. The emergent intensity, in direction (), 
from a stratified layer of optical thickness 7:1' is easily found to be 

'1 sec 0 

B,,(T)je-'od7:o = B,.(T)(1 - r'lSeCO) = B,,(T)(1 - e-TJ't(O»). (4) 
o 

We see that the intensity tends to that of black radiation as T,1 -+ 00, and that 
the radiation is effectually black for angles () sufficiently near ! n. Viewed 
tangentially, any isothermal layer however thin emits black radiation for its 
own temperature. Such a thin layer is brighter at glancing incidence than at 
normal incidence. The fact that a thin sheet of glowing metal, for example, 
is equally bright in all directions shows that its optical thickness must be 
effectively infinite. 

6. Radiation Problems involving Slabs of Material of Finite Thickness 
bounded by Infinite Parallel Planes. 23. We shall first calculate the rate of 
loss of energy of an infinite slab, of optical thickness 7:1> per unit area, the slab 



ciph.6. Radiation Problems involving Slabs of Material. 85 

being at a uniform temperature. It is supposed that the slab is stratified in 
planes parallel to the boundary. 

As before we use T to denote the integral 

taken from one boundary of the slab to the current point x. We then use T. as a 
current variable instead of x. Consider a small element of area dS and thickness 
dx, in the interior (Fig. 9). Use polar angles 0, rp (0 being measured from the 
positive direction of the axis of x). 
We assume a state of local thermo- "[.1-------.---,,-,-----

dynamic equilibrium. Of the radiation 
k,. (! dxdS dw leaving the element inside 
a cone dw in the direction 0, rp, the 
fraction e-(r,-r)secli escapes through the 
surface T = T1 , provided 0 <::: 8 < i 71, 

When in < 8 <::: 71" write D--------------~----------

Fig. 9. Parallel-sided slab, of finite thickness 
and infinite area. 

Then of the radiation leaving in direction 
'!jJ, rp, the fraction e-rsec'p escapes through the surface T = o. It follows that the 
total radiation escaping per unit area from both faces of the slab is 

B"jje-«,-<)secOdwdT + Bvffe-<sec'l'dWdT 

taken over two hemispheres and from T = 0 to T = T1• This comes L') 

t.:'r 1'1 tn TJ. 

271,B,j~in Od 0 Ie - «,- r) sec (I dT + 271,Bv jSin '!jJd'!jJ je-<sec'PdT 

o 0 0 0 
i,n in 

= 271,B,,!(1-e-<,SeCIJ) cosOsin8d8+271,B,,!(1-e-r,SeC'I')cos'!jJsin'!jJd'!jJ (35) 
o 0 

= 471,B" }t -;3-<'P df! 
1 

on putting sec8= It, sec'!jJ = f.t in the two integrals. 
We shall require to make frequent use of the functions Ei(x), Ein(x), de

fined by 
00 00 

(36) 

00 

. fe-XI' EZn(X) =ydf.t. 
1 

We note that E i (x) = E i 1 (x). The function E in (x) may be reduced to an expres
sion involving only E i (x) by a series of integrations by parts. 

We now see that the total radiation escaping is 

471,Bv[i - Ei3(Tl)] ' 
that is 

271,Bv[1 - e- r1 (1 - T1) - T~Ei(T1)]' 

(38) 

(39) 
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The total amount of heat emitted is per unit area 

(4nB"I~"edx) = 4n1:1 B,.. 

The difference is absorbed internally. 

ciph.6. 

As 1:1 -4- 00, E is (1:1) 4- 0, and the escaping radiation -4- 2 n B", i. e. the 
flux per unit area is nB" for each surface. This agrees with our previous work: 
the emergent intensity is then B", independent of direction, and the flux is 

jB"cosOdro . nB". 

For 1:1 small, since for x small, Ei(x) "",logx, we see that the total escaping 
radiation per unit area is approximately 

which is the total amount emitted. Thus when 1:1 is small, the amount absorbed 
internally may be neglected. 

24. A layer of optical thickness Tl has radiation of intensity I (0) incident 
on one face. We propose to determine the amount absorbed. 

By subtracting. the emergent flux from the incident flux, the amount ab
sorbed per unit area is seen to be 

"I 

2 n j 1(0) (1 - e-"seCO) cosO sinO dO. 
o 

This may be simplified to 
00 

2 n f I (p.) 1 - ;3-"1" dp.. 
1 

(40) 

(41) 

When the incident intensity is the same in all incident directions, I (p.) is 
independent of p., and the amount absorbed per unit area is 

8 ____________________ __ 

A =dz: 
----------~~----~--ds 

00 

2nI f1 -;3-"1" dp. 
1 

= 2:d[! - Eia (T1)] (42) 

= nl[1- e-"(1 - T1) - ~Ei(Tl)]' (43) 

For Tl small, this is approximately 

2nIT1 • (44) 
Fig. 10. Pair of parallel slabs. 

Now the incident flux is F = nI. Thus a 
thin layer of optical thickness 1"1 exposed 

to radiation of flux F distributed uniformly in direction absorbs an amount 
"2 TIF per unit area. 

25. Consider two parallel slabs of material A and B (Fig. 10). We propose 
to determine the amount of radiation emitted by the first slab which is absorbed 
in the second slab. The slab A whose emission is being considered is assumed to 
be at a uniform temperature T and to be in local thermodynamic equilibrium. 
Let a, b be the optical thicknesses. Consider an element dS dT of A, which emits 
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inside dw per second in the direction e, rp, the amount of radiation B,. dS dr: dw . 
At incidence on the surface, this amount is reduced to 

In the free space between the two slabs the radiation intensity is unaltered. 
On emergence at the far face of B, the amount of radiation is reduced to 

By dS dr: dw e -(a+b-r)secO. 

The difference must have been absorbed in the second medium. Hence the 
amount absorbed per unit area of the second medium is 

a ;-(./2 

2 n By Idr: I (e- (a- T)secO - e - (a+b-T)secll) sine de. 
o 0 

On putting sec e = ft, this becomes 
a 

2nB1J~~.r[e-f'(a-T) - e-(a+b-r),u]dr 
1 0 

- 2 B f(1-e-fW )(1-e-f'b)d 
- n v 3 ft· 

Ii 
1 

(45) 

It is instructive to check this by calculating the absorption in B, element by 
element. We shall denote the last expression by E. 

The symmetry of the formula (45) should be noted. The result shows that 
A absorbs of what B emits the same amount as B absorbs of what A emits. 
If a> b, the greater emission from A, absorbed in the thinner layer B, makes 
up for the reduced emission from B, absorbed in the thicker layer A. When 
a ~ CXJ and b ~ CXJ , 

(46) 

as it should. For the semi-infinite mass A now emits intensity B,. from its sur
face, giving a flux nBv, and this is wholly absorbed in B. 

When b ~ 00, i. e. the absorbing layer becomes infinitely thick, 
00 

( 1 - e-((f' 
E ~ 2nBy --3--dft, 

.. Ii 
(47) 

1 

which we have previously seen (§ 23) to be the total emission of a slab of optical 
thickness a on one side. Thus all the emission is absorbed, as it should be. 

We next want to consider the case of a small, b small, or both a and b small. 
To do this we need to discuss more closely the value of E. We see that 

(48) 

We want an expression for Ei(x) for x small. Using the result that EULER'S 

constant r is given by 
1 00 

f1 - e-f' f e-" r = dJ-l - -. dJ-l 
ft Ii 

(49) 
o 1 
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we see that 
1 1 

Ei(x) =je-.u df-t =je-fl - 1 du +j"dfl + j"e-,ll dft 
fl fl I fl .,U 

x x x 1 

x 

j.( fl fl2 ) 
= -logx - y + '\ - 2T + 3T'" df-t 

o 
x 2 x3 

= -logx- ')' +x---+-- _ .... 
2·2! 3· 31 

Moreover 

so that for x small 

whilst 

Ei3(X) = He- x (1 - x) + x2 Ei(x)] 

Ei3(X) = i-x + O(x2logx) 

Ei3(x) = -Ei2(X) , 

the prime (') denoting a differential coefficient. Hence for b small 

ciph.6. 

(50) 

(51 ) 

(52) 

(53) 

Ei3(a + b) = Ei3(a) - bEi2(a) + o (b2 ) • (54) 

Accordingly, for b small 

E = 2nB"b['\ - Ei2(a)J + O(b2 logb). (55) 

We see that for b small, the absorption is proportional to b. Reciprocally, for 
a small it is proportional to a. 

But it is not true that if both slabs are thin (a and b both small) then the 
absorption in B of radiation from A is proportional to ab, contrary to what 
might perhaps have been anticipated. For the absorption is given by 

E = nBv[1 - e- a(1 - a) - e- b (1 - b) + e-(a+b) (1 - a - b) 1 
-a 2 Ei(a) - b2 Ei(b) + (a + b)2Ei(a + b)] J 

(56) 

which for a and b both small is approximately 

E = nBv[ab(3 - 2y) + a2 loga + b210gb - (a + b)21og(a + b)]. (57) 

If a and b are both o (E), (57) is o (E210gE) and not o (E2). In particular, if b = a 
the absorption is approximately 

n Bv a2 [3 - 2y - 4 log 2 - 2 log a] . 

This result arises from the circumstance that the pencils emitted near e = in 
fire almost entirely absorbed however thin the absorbing stratum. 

A corollary is that if we have two adjacent thin slabs, of equal small thickness 
b and coefficient of absorption k, then the absorption in the second will not vary 
as k 2 as k is varied, but more slowly, namely as (kb)2logkl5. It is obvious that 
the tendency to vary more slowly than k 2, existing even in very thin slabs, becomes 
more pronounced for thick slabs, until, as we have seen, the absorption becomes 
constant and independent of the thickness. 

The excess of emission per unit area from the one slab (A) over its absorption 
of radiation from the other (B) is easily found to be 

00 

B j (1 - e- a,u)(1 + e-b,u) d 
2n l' 3 f-t 

fl 
(58) 

1 
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which is essentially positive. It is clear in fact that the system is steadily cooling 
by radiation to an outside space. 

It has been thought worth while to show how problems of this kind may 
be handled from first principles. The general theory of the transmission of radia
tion will occupy us later. 

7. The Pressure of Radiation. 26. The existence of light-pressure follows 
from the electromagnetic theory of light, which provides an exact expression for 
its value. But the existence follows also from thermodynamics. If radiation 
exerted no pressure, radiant energy enclosed in a cylinder provided with a reflect
ing piston could be transferred to a body in contact with the fixed end of the 
cylinder without the performance of work. It is easy to show that in this way 
inequalities of temperature could be generated without any compensating change 
in the external world, in violation of the second law of thermodynamics. 

We assume that radiant energy E flowing with the velocity of light e in any 
direction possesses momentum Ele. It follows that the pressure of isotropic 
radiation is ! of the energy-density, whatever its composition as regards fre
quencies. For the total normal component of momentum incident on an area 
d a, composed of totally reflecting walls, in time d t, is 

d dtf<I cosO) () d a ---cos w. 
c 

The tangential component (1 sin ())Ie occurs in the reflected radiation, unaltered, 
but the normal component is reversed. Consequently the total change of momen
tum in time dt is 

Hence the rate 

2,,; in 
2dtdOlf f . 4.n I ---- d<p cos2 ()sm()d() = - -dtda. 

c 3 c 
o 0 

of change of momentum per unit area is 
4.n I 
3c' 

But u, the energy-density, is 4:n: 1 Ie. Hence the pressure is given by 

(59) 

p =!u. (60) 
In general the pressure of radiation on any body is equal to the rate at which 

momentum is abstracted from the radiation. Thus on a completely transparent 
body the pressure is zero. On a black surface, the pressure due to incident iso
tropic radiation is half that found, since there is no reflected pencil. It should 
be noted, however, that if we have for example a cylinder closed by an impermeable 
piston, the surface of which is covered by black material, the pressure is the same 
as on a reflecting piston. For the black material re-emits the radiation it absorbs, 
and this exerts a back pressure arising from the recoil, which acts in the same 
direction as the incident radiation and contributes an equal amount of momentum. 

27. Medium of Refractiv'e Index p,. To find the pressure of radiation 
in a medium of refractive index p" we proceed as follows. Consider an enclosure 
divided into two parts by a plane surface separating a medium of refractive 
index p, from a vacuum. If 1 is the intensity of the (isotropic) radiation in the 
vacuum, l' in the medium, then 1 = 1'1p,2. Now the momenta incident on the 
two sides of the boundary surface must be equal, otherwise momentum would 
be being steadily transferred from one compartment to the other. The pressure 
on the side of the vaq.1Um is as we have seen (4:n:/3)1Ie. Hence on the other side 
it is (4:n:/3)1'1p,2 e • But u', the energy-density on the other side, is given by 

, 4.np,I' u=--·-. c (61) 
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Hence 1 u' 
P = 3 ~3' (62) 

It follows that in a medium of refractive index ft, radiant energy E (propagated 
with velocity clft), possesses momentum Elcfh2. Since p = t u'lft 3, the thermo
dynamic result that ulft3 must be constant everywhere is simply the dynamic 
result that the pressure must be constant everywhere. 

8. The Laws of STEFAN, WrEN and PLANCK. 28. STEFAN'S Law. We have 
seen that there is a unique function B,. (T) of two variables v and T which gives 
the intensity of black radiation of frequency v at temperature T. The intensity 
of black radiation of all frequencies we write B (T) defined by 

00 

B(T) = f B,.(T) dv. (63) 
o 

It is proved in treatises on the thermodynamics of radiation, by using the 
fact of the existence of the pressure of radiation, that B (T) is proportional to 
P. We shall write it 

B(T) = bP. 

The flux per unit area from a black surface IS III consequence 
2n 2.n 

F = f dcp fB(T) cosOsinOdO 
o 0 

= nbP 

= aT4, say, 
where 

a = nb. 

(64) 

(65) 

(66) 

The constant a is known as STEFAN'S constant. Its value is 5,70.10- 5 

ergs cm2 sec2 deg- 4 • 

29. The energy-density of black radiation is given by 

u= 4Jt B(T) = 4Jtb_ T4 = 4a p . (67) 
c c c 

We shall write this as aP. We have the relations 
4<1 

a=c ' 
b=~. 

Jt 
(68) 

30. Grey Material. When a body is emitting black radiation, ·a deter
mination of the intensity of the total emitted radiation combined with STEFAN'S 
law yields the temperature of the body, supposed uniform. Consider now KIRCH
HOFF'S equation 

f" = k,.B,.(T). 

Integrating for all frequencies we have for the total coefficient of emission 
00 co 

j = h,.dv =I k,.B,.(T) dv. (69) 
o 0 

In general, then, to determine the total emission we require a knowlegde of k,. 
and B" as functions of v. Suppose now k,. is independent of v. We can then put 
R" = k, and we have 

j = k f B,,(T) dv = kB(T) = k b P. (70) 
o 
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Thus in local thermodynamic equilibrium, if the absorption coefficient is inde
pendent of frequency the total emission is a known function of the temperature 
only. Given the temperature-distribution, the emission at all points is known. 
The absorption also is known, and hence the net gain of energy is known, provided 
the external radiation is given. Hence the rate of change of the temperature 
distribution is known. Conversely, if under the same conditions the external 
radiation is given, and we are given the rate of change of the temperature distri
bution, we can determine the initial temperature distribution. The important 
case is when the rate of change of temperature at each point is zero, i. e. the case 
of a steady state. 

The great simplification which is effected by taking k" to be independent 
of v is of importance because we are then in a position to discuss temperature 
distributions by considering the integrated radiation only without it being 
necessary to consider its distribution in frequency. It is useful to have a term to 
describe a body for which the absorption coefficient k" is independent of v. We 
shall describe such a body as "grey". It is convenient in many stellar problems 
to carry the process of idealisation, already begun when we make the assumption 
of local thermodynamic eqUilibrium, a stage further by supposing the stellar 
material to be grey. We can then afterwards discuss the effect of departure from 
greyness. 

31. WIEN'S Law. The determination of the function B,,(T) as an explicit 
function of v and T is the cardinal problem of the theory of radiation. It cannot 
be determined by purely thermodynamic reasoning, but a step in the required 
direction is given by WIEN'S Law. This states that B" (T) is necessarily of the 
form 

B,,(T) = v3 f (vJT) . tJ1) 

The problem is thus reduced to the determination of a function of one variable 
only. The proof of WIEN'S Law is long. It is given in all standard text-books 
on the thermodynamics of radiation, so it will not be reproduced here. It may be 
of interest, however, to dwell on a point not usually treated of in text-books, 
namely, the point as to why it is that thermodynamics is unable completely to 
solve the problem. 

32. Limitations of Pure Thermodynamics. It is first necessary to 
consider the question of the entropy of radiation. Consider a chamber with 
reflecting walls, filled with black radiation at temperature T. Let s be the entropy 
per unit volume, u the energy per unit volume, of the radiation. Let the tempe
rature of the radiation be increased by an amount dT by the reversible com
munication of heat, the volume remaining unchanged. Then the increase of energy 
per unit volume is du, and consequently the loss of entropy of the outside world 
is duJT. This must equal the increase of entropy of the radiation. Hence 

ds 1 
du= T' (72) 

Now suppose that the enclosure is provided with a cylinder and piston, 
by means of which the volume can be reversibly and isothermally altered. A 
body at temperature T, in contact with the chamber, must be provided to absorb 
the heat necessary for the process to proceed isothermally. If the volume decreases 
by unity, an amount of radiant energy u disappears, and in addition external 
work is done. This is equal to the pressure t u .times the decrease in volume, 
which is unity. The amount of work is thus 1 u, and the total amount of energy 
given up to the source at T is accordingly t u. The source therefore acquires 
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entropy t ujT. But the radiation has lost entropy s. The process being reversible, 
there must be no net increase of entropy, and so 

s=tujT. 
Hence combining the two equations 

du = -±- (dU _ u~T) 
T 3 T P 

which gives 
du 4 dT 
u T 

or 
u = aT4. 

We have in fact a demonstration of STEFAN'S Law. 
Now let us attempt a similar set of processes for approximately monochroma

tic radiation. Consider a chamber (Fig. 11) containing radiation of frequencies v to 
v + dv together with radiation of frequencies v' to v' + dv'. Let the chamber 

seledive(y ref'lecfs 2J ' 
be in the form of two equal sliding tubes fitting 
telescopically, as in the diagram, where AB de
notes one tube, CD the other. The tubes are 
shown slightly open. Suppose that face C selec
tively reflects radiation of frequencies (v', 
v' + dv'), and that face D selectively reflects 
radiation of frequencies (v, v + dv). The walls 
AB and CD are supposed perfectly reflecting. 

Fig. 11. Separation of monochro- h d h h A 
matic radiations. Initially let the tubes be pus e orne so t at 

coincides with C and B with D, and let them then 
be pulled slowly apart. After an interval we shall have pure (v, v + dv) radiation 
in AC, pure (v', v' + dv') radiation in BD. If we imagine AB held fast, and CD 
to move, clearly the DOPPLER effect of reflections from C and D does not affect 
(v, v + dv) radiation. But by the principle of relativity it is immaterial which 
we consider at rest, and therefore the DOPPLER effects do not affect the frequency 
in BD: it is clear in effect, that any element is as often reflected from D as from 
C, so that the lengthening of frequency at reflection from D during the process 
is compensated by the shortening at reflection from C. 

But no work has been done in the process, and the process is clearly reversible. 
This proves that we can consider the entropies of the v and v' radiations separately. 
Their entropy when they are mixed is simply the sum of their entropies separately. 

Now consider a cylinder divided into two parts by a screen transparent 

I ] ['::1 
s?'Jective(y transparenf 

only to (v, y + dv) radiation, capable of being co
vered by a totally reflecting shutter (Fig. 12). Let 
the shutter be first closed, and let one half be 
filled with (v, v + dv) radiation of arbitrary energy
density. Let the other half be in communication 
with black material capable of being raised to any 

Fig. 12. Calculation of entropy desired temperature. 
of radiation. The state of the (Y, v + dv) radiation can de-

pend on only one parameter, namely its energy
density. Let this be udv. Then the entropy can only depend on u when the range 
(v, v + dv) is given. Let then the entropy-density be s (v, u) dv. Now increase or 
decrease the temperature in the other compartment until the energy-density of 
(v, v + dv) radiation on both sides of the shutter is the same. Call this value of 
the temperature T. The shutter may now be removed without any change co-
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curring, for only (v, v +dv) radiation can pass and this is in equilibrium on 
the two sides. 

The temperature T is clearly a function of v and u. If U (l/, T) is the energy
density of black v-radiation for temperature T, we have clearly 

~t = U(v, T) 

and by solving this we obtain the required value T as a function of v and u. 
Call it T (v, 1t). T may be said to be the "temperature" of the particular specimen 
of (V,)I + dv) radiation. 

Now let the temperature be slightly increased. Energy in the form of 
(v, l' + d1l) radiation will pass through the screen, and the entropy-density and 
energy-density of the (11, 11 + dv) radiation will be changed. Let the changes be 
ds and duo We have then 

du 
ds=y 

orl, remembering s is a function of 'V and u 

ds 
du = T(v, u)· (73) 

Were s known as a function of 11 and u, this equation could be solved to give u 
as a function of v and T, and the resulting function would by the above be 
precisely U(1I, T), the energy of black 'radiation. 

Before examining the possibility of devising an ideal experiment for the 
determination of s, we will make an application of the result just obtained. 
(The analysis is due to PLANCK.) Take an enclosure containing any radiation 
whatever. If it is not black, introduce a small black particle. Irreversible trans
formation will go on until the radiation becomes black, and the entropy will 
increase until it reaches a maximum. Meanwhile the energy remains constant. 
The final state therefrom satisfies the condition that the total entropy 5 is a 
maximum for given total energy U. In the symbolism of the calculus of variations, 
this means that 

subject to 

Hence 

subject to 

b f s (v, 1t) dv = 0 

ajud1l=0. 

j aud1l = 0, 

whatever function au is of v. This requires 

os(v,u) t 
~=cons. 

in the final state, i. e. 
T(1I,tt) = const. 

(74) 

(75) 

The temperature of all the different constituents must be equal. 
The constant value of T (11, 1t) is of course the temperature of the black radiation 
in the final state. 

1 PLANCK, Warmestrahlung (Dritte Auflage. 1919) p. 89. 
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We now return to the problem of determining s (v, u). Suppose we have a 
chamber containing (v, v + dv) radiation, separated from an empty chamber 
containing no radiation. Let a shutter be opened between the two. There will 
then be an irreversible expansion of the (v, v + dv) radiation. No work is done, 
so that if V, V' are the initial and final volumes, the energy-densities are given by 

Vu = V'u'. 

The frequency is unaltered. The entropy is changed from Vs(v, u)dv to 
V's (v, (VjV')u)dv. If now we could find a mechanical process capable of compress
ing the radiation back to its previous density without change of frequency 
reversibly, we should be able to compute the heat changes at each step, and so 
determine the difference 

s(v, (VjV')u) - s (v, u) . 

We could hence determine the function s(v, u) and so determine U(v, T). No 
one has yet suggested a way of doing this. Adiabatic compression, which first 
suggests itself, alters the frequency: it leads, in fact, merely to WIEN'S law. 

A more direct method would appear to be a procedure analogous to that by 
which we found the entropy of black radiation. Take an enclosure A'B' of black 
radiation at temperature T provided with a source of heat (Fig. 13). Let the walls 

selective/}' ref'/eds aU sav,; (v, " +dvJ 
A'/ B 

/ 

be provided with a cylinder C'D' fitting tele
scopically, as in the diagram. Let the wall 
A' be transparent only to (v, v + dv) radia
tion, and let the wall D' be transparent to 
all radiation except (v, v + dv) radiation, 
which it is to reflect selectively. Now let C'D' 

selective/}' ref'/ecfs 6~ v+dv) be pulled out slowly. Radiation will thus be 
Fig. 1'3. Attempt to separate monochro- drawn off in the space C'A'. If it were 
matic radiation from black radiation. the case that this radiation were 

C' / I!, 

monochromatic (v, v + dv) radiation 
as might at first sight be supposed, the calculation would be completed as follows. 
The energy-density in A'B' being U(v, T)dv, the energy drawn off is U(v, T)dv 
per unit volume. In addition work t U(v, T)dv per unit'volume is gained, 
necessarily at the expense of the source of heat. The source therefore loses 
entropy t U(v, T}jT, per unit volume drawn off. Hence 

( U( 1)) _ -±- U(v, T) 
s v, v, - 3 T 

whence 

and combining this with 
OS(v, u) 1 
--a:u- = T(v, u) 

we have 

giving 
U(v, T) = C"T4 

where C" is a function of v only. By WIEN'S Law we should have then 

U(v, T) = xv3 (T)4 = IX T' . 
J' v 
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This is erroneous. It remains to find the fallacy. We have seen that for the 
integrated radiation ds 1 4 u 

du T and s = 3 T . 

For the monochromatic radiation we had rigorously 
OS(l',U) 1 
---eu- T(v, u) . 

But the relation 
s(v, U(v, T» = ~ U(~ T) 

is wrong, although obtained by a method analogous to that for black radiation. 
The reason is that the cylinder C'A' does not draw off monochromatic 

(v, v+dv) radiation. v-radiation passing through A' has its frequency altered by the 
DOPPLER effect at C', and then some of it is unable to return through A' to have 
this DOPPLER effect neutralised by a further reflection at the moving D'. The 
difference between this case and the previous case where we successfully drew 
off a specimen of (v, v+ dv) radiation from a mixture of this and (v', v' + dv') 
radiation maybe analysed as follows. In the latter case we may take dv and dv' 
small compared with the difference Iv - v'l. Hence for sufficiently small velocity 
of drawing-out of the cylinder the one frequency is never altered by so much 
that it is interfered with by the other selectively reflecting screen. But when 
we are trying to draw off (v, v + dv) radiation from black radiation, the interval 
(v, v + dv) is bordered, however small is dv, by adjacent frequencies of non-zero 
intensity. The DOPPLER effect transforms some of the (v, v + dv) radiation into 
frequencies we are trying to exclude. In the case of two monochromatic radiations 
mixed, we had two selectively reflecting screens each selectively reflecting in a 
narrow range. In the case where we wish to draw off monochromatic radiation 
from black radiation, one of the screens (A') must be selectively reflecting for 
all frequencies save a narrow range. Since the spectrum of black radiation is 
continuous, it is thus impossible to devise a method of drawing off a sample of 
monochromatic radiation. 

The fact still remains that the problem of determining By (T) is equivalent 
to the problem of determining the entropy of approximately monochromatic 
radiation. Thermodynamics shows us the path, but physics does not provide 
us with the shoes to tread it. It is clear that an idealised apparatus really capable 
of determining theoretically the entropy of approximately monochromatic 
radiation would involve in a complicated way the properties of the matter of 
which it was made (i. e. more intricate systems than selectively reflecting screens 
would be required) and we are thus back in the Qriginal position, that thermo
dynamics alone will not determine the structure of black radiation. 

33. PLANCK'S Formula. It is convenient at this point to state PLANCK'S 
formula for the intensity of black v-radiation· at temperature T. This is 

2h "s/c2 

B" (T) = ehY/kT _ 1 (76) 

where k is BOLTZMANN'S constant 1,37.10- 16 erg deg- 1, and Ii, is PLANCK'S 
constant 6,55.10- 24 erg sec. 

By integration with respect to v, we find 
00 

.!!...- T4 = B (T) = j(2h"s/C2 ) dv = 2n4 ~ (kT)4 (77) 
3r ehY1kT - 1 15 c 2 h 

° so that 23r5 k' 
a = 15 c2h3· (78) 

With the above values and C = 3,00 . 1010 cm sec- 1 we have (J = 5,40 .10-5• 
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Expressed in terms of wave-lengths A(= c/v) instead frequency'll, we have 

B .. ldAI = B"dv 
where 

Hence 
B _ 2he2W' 

.. - eke/AkP - 1 . (79) 

From the above values, we have 

hc/k = 1.432. 

34. Maximum Intensity. The maximum intensity when A is taken as 
abscissa is the root of the equation 

x/5 = 1 - e- X (80) 
where 

he 
x = ilmaxkT' (81) 

The root of this is 
x = 4,965 

whence 
Amax T = 0,2885. (82) 

This relationship is known as WIEN'S displacement law. The existence of a relation 
between Amax and T of this character may be inferred from WIEN'S law as to the 
form of the function B .. (T). 

The magnitude of the maximum ordinate, i. e. the intensity at Amax, is easily 
found to be given by 

B).max (T) = 2hc2(kh~\4 (5 - x) (83) 

where x is as above. We find 

x4(5 - x) = 21,21 
and 

2 hc 2 (:er = 1,952· 10- 6 • 

c) The Transmission of Radiation and the Theory of 
. Radiative Equilibrium. 

9. Integrated Radiation. 1. Scope of the Section. The scope of the 
present section is the discussion of thermally steady states which are not in 
thermodynamic equilibrium and in which the systems concerned exchange 
energy chiefly by radiation. 

2. Definitions and Restrictions. Bya thermally steady state is meant 
one in which the temperature at each point remains constant in time. If the 
temperature is also constant from point to point and the system is enclosed, 
the state is one of thermodynamic equilibrium. We propose, however, to discuss 
states in which the temperature varies from point to point in space though con
stant in time. 

This definition pre-supposes the existence of a definite temperature at each 
point. There are difficulties about such an assumption. Strictly speaking, 
temperature can only be defined uniquely for a system in thermodynamic equi
librium, as mentioned in Section a). We therefore assume the material to be in local 
thermodynamic equilibrium at each point. 
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A body which is emitting more ener&y than it absorbs does not necessarily 
fall in temperature: for example, a particle of radioactive material. In the 
present chapter we wish to discuss the emission and absorption of those radiations 
which influence the temperature. This radiation we call for brevity hea t radi
ation. If the heat radiation absorbed by an element of material does not equal 
the heat radiation emitted, and the state remains thermally steady, a (positive 
or negative) quantity of heat must be being acquired in some other way. For 
example the element may be losing or gaining heat by conduction or convection. 
Again, a process of shrinkage under gravity may be going on, so slowly that the 
state is secularly steady: in that event the gravitational energy lost in the con
traction will generate heat which will take the form of the increased violence 
of the atomic encounters. Again, radioactive emissions, O(:-particles, p-particles 
and r-rays, may be transformed into heat energy. Lastly energy may be being 
liberated (at high temperatures) from other sub-atomic sources, as is almost 
certainly happening in the interiors of the stars. 

Consider an element of volume. This will contain in general radiant energy, 
molecular energy, atomic and sub-atomic energy and potential energy (e. g. 
gravitational energy)1. The first two of these, radiant energy and molecular 
energy, we may group together as "heat energy". Heat energy may be being 
supplied to the element internally, by the conversion into heat energy of atomic, 
sub-atomic or gravitational energy. It may also be being imported from out
side or exported to the outside. We have in fact the equalities 
export of heat energy = radiant energy emitted + energy lost 

by convection and conduction, 
import of heat energy = radiant energy absorbed + energy 

gained by convection and conduction. 
The condition for a thermally steady state is 

export of heat = import of heat + internal energy converted 
into heat. 

Hence in a thermally steady state we have 
radiant energy emitted = radiant energy absorbed + net gain 

by convection and conduction + internal energy converted 
into heat. 

The last two terms on the right-hand side may be grouped together as heat 
liberated. We have then as the condition for a thermally steady state 

radiation emitted - radiation absorbed = heat liberated. 
We see that a thermally steady state is compatible with a steady loss of energy. 
This is in fact precisely equal to the heat liberated. Totalled over a whole star, 
the net gain by convection and conduction will of course be zero. Hence the net 
loss of energy by a star in a thermally steady state is equal to the internal energy 
converted into heat. 

We have preferred the term "heat liberated" as in the case of sub-atomic 
energy the energy must be supposed to be present in a latent form. 

The heat radiation emitted, assuming local thermodynamic equilibrium, is 
given when the temperature T and the absorption coefficient k;. for all l are 
known. The heat radiation absorbed is given when the absorption coefficient 
and the intensity of radiation are known. Theinteflsity of radiation is found by 
summing over all the pencils emitted by every element in the system, as weakened 
by absorption and scattering. The heat liberated depends on a more intimate 
knowledge of. the whole system. . 

1 We might also enumerate electric and magnetic energy, but the introduction would 
serve no immediate purpose. 
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As a particular case, the heat liberated may be zero. In that case no heat 
is interchanged except by heat radiation, and we have 

heat radiation emitted = heat radiation absorbed. 

Such a state will be spoken of as one of "strict radiative equilibrium". In the 
outer parts of a star, it is probable that the heat interchanged by convection and 
conduction is negligible compared with that interchanged by radiation: moreover 
no sub-atomic energy is being liberated. To the extent that these conditions are 
satisfied, the outer parts of a star are in strict radiative equilibrium, by which 
we mean that the "heat liberated" is negligible. . 

In the interior of a star the heat liberated though small compared with that 
interchanged in the form of heat radiation, is not negligible. Radiation is still 
however the principle agent of transfer of energy. It has become customary to 
describe such a system as in "radiative equilibrium". The usage of this term 
cannot be defended on strictly logical grounds, but it is convenient, and we shall 
adopt it. Its chief merit is that it draws attention to the contrast with that other 
state which is known as convective equilibrium, which will be treated later. 

We shall now give the mathematical analysis both of strict radiative equi
librium and of radiative equilibrium in the looser sense. Before embarking on 
this, it may be well to mention that the writer does not claim that the foregoing 
distinctions, such use of the term "heat", have been stated in an abstractly lo
gical form. The analysis which follows is perfectly definite as pure mathematics, 
but it is not easy to put into general phraseology the exact physical circum
stances to which it corresponds. Nor does it seem worth while to do so. It is 
easy to state the circumstances more carefully in any particular case. It is a 
good plan to have in mind some particular case, and the case of radioactive 
material in "radiative equilibrium" serves this purpose. "Temperature" and 
"heat" translated into atomic theory have reference to the mass motion of 
atoms and the dispositions in orbits of their "outer" or more loosely bound 
electrons. These latter give rise to "heat" radiation, and are the mechanism 
by which it is absorbed. "Heat liberated" as the energy of lX.-particles becomes 
actually converted into atomic and electronic motions by the encounters of 
the lX-particles with other atoms and with electrons. "Heat liberated" as the 
energy of y-radiation results in the "conversion" of y-rays in the "inner" 
electronic level of the atoms. The fast electrons ejected lose their kinetic 
energy to other electrons and to atoms by collisions, and the X-rays generated 
by the falling in of "outer" electrons to take their place playa similar role to the 
original y-rays, until the whole energy becomes converted into "heat". The con
tribution to the heat liberated is not the radioactive emission in the element 
itself, but rather the conversion, in the element, of the radioactive emissions from 
neighbouring elements. Whilst the energy remains in the form of high-speed 
particles moving much faster than the average speed of thermal agitation, or 
in the form of radiation much harder than the average of ordinary "temperature" 
radiation, the theory of radiative equilibrium takes no account of it save as 
the difference between "heat radiation emitted" and "heat radiation absorbed". 
When this energy is degraded, it is automatically counted in under the two 
latter terms. 

10. The Fundamental Equations. 3. The Eq ua tion of Transfer. Consider 
a small cylinder of material, of cross section dS and of length ds, with its axis 
in a specified direction which we will call the s-direction (Fig. 14). Let Iv be the 
intensity of 'V-radiation in the s-direction incident on one face of the cylinder. Let the 
intensity emergent through the second face in the same direction be I~ + dI v, The 
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energy incident through dS during dt in directions confined within an elementary 
cone dw surrounding the s-direction is Iv dw dS dt. The loss of energy from this 
pencil due to absorption in the cylinder is 
kvedsI"dwdS, where eis the density. We sup- Iv+dIv 
pose scattering to be negligible. The material ~ 
inside the cylinder, of mass e ds dS, emits in direc- S 

tions confined within dw the energy e dS ds j" dw dt. 
In local thermodynamic equilibrium we have L 
iv = k"Bv (T). For brevity we write B" instead v. . . 
of B,,(T). Counting up the gains and losses of the FIg. 14. Transfer of radlatlOn. 

pencil during its transit through the cylinder we have 

(1" + dIv) dw dS dt = -k" e ds Iv dw dS dt + k" Bv e dS ds dw dt +- J y L" 
whence 

(1 ) 

4. Grey Material. 
spectrum 

\\Then k" = k, we have on integrating through the 

dI 
ds = -ek(I- B) (2) 

where B is written' for the function B (T) = (ajn) T4. For the present we shall 
continue to assume the material grey. 

Equation (2) can be solved for 1 in the form of an integral involving B, 
given the boundary conditions. It will be remembered that 1 is a function of 
position and of direction. When it is necessary to refer to this explicitly we shall 
write 1 = 1 (x, y, z; l, m, n), meaning thereby the intensity of radiation at the 
point (x, y, z) in the direction (l, m, n). 

Equation (2) is usually called the equation of transfer. In Cartesian co-ord
inates it becomes 

( a a a 
t 0% + m By + n OZ) 1 (x, y, z; t, m, n) = -k e(I - B) . (i) 

5. The Energy-Density. We have the usual formula for u, the energy
density 

1 " 
U=cjIdw 

taken over the complete solid angle. 
6. The Equation of Radiative Equilibrium. The total emission per 

unit mass at a given point is 

which is equal to 
4nkB. 

The total absorption per unit mass IS 

k f 1 dw. 

Hence the excess of emission over absorption, since B is independent of direction, is 

kf(B -1) dw. 

Let 4 n 8 be the rate of liberation of heat per unit mass. Then the condition 
for the temperature to remain constant is 

(4) 

7* 
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This relation is usually called the equation of radiative equilibrium. It may also 
be written :=B-::. ~ 

7. The Net Flux. From Section b), equation (7) the net flux of radiation F 
per unit area across an element of surface in the direction l', m', n' at (x, y, z) is 
given by . 

F =I I cos'IjJ dO) 

where 
cos '1jJ = ll' + mm' + nn' 

and I stands for I (x, y, z; I, m, n), F for F (x, y, z; I', m', n'). We see that 

F = l'F", + m'Fy + n'Fz 

where F"" F y, F z are the fluxes in the directions of the co-ordinate axes, i. e. 

F",=IIIdO) (5) 

etc. The net flux in any direction is thus the component in that direction of the 
vector whose x, y, z components are F", F y, F z • 

Multiply the equation of transfer (2/) by dO) and integrate over the complete 
solid angle. We find on using (4) 

8 8 8 
8x F" + eyFy + 8z F z = 4.718e· 

The physical meaning of this equation is seen by integrating over any finite 
volume bounded by a surface S and applying GREEN'S Theorem. We find 

f (IF" + mFy + nFz) dS = f 4.71/e dv . 

This ;limply states that the net outward flux integrated over the surface must 
be equal to the energy liberated. 

11. The Pressure of Radiation. 8. The Pressure of Radiation on the 
Material which it is traversing. To determine the mechanical force 
exerted by the radiation in any direction, consider a thin slab of material in the 
form of a cylinder of cross-section dS and length ds, the axis being in the direction 
I', m', n'. The amount of energy incident on dS in directions contained within 
a cone dO) about a direction I, m, n, during dt, is 

IdS cos'IjJ dO) dt. 

The amount of this absorbed is obtained by multiplying by ke sec'lfJ ds. The 
momentum thus communicated, in the direction l, m, n, is obtained by dividing 
the radiation absorbed by c, and the component of this momentum normal to 
the slab is obtained by multiplying by cOS'IjJ. Thus the contribution to the mo
mentum-component perpendicular to the slab is 

kg sec1fJ ds 
IdS cOS'IjJ dO) dt ---- cOS'IjJ 

c 

gkI cos1fJ dO) dS ds dt 
'c 

To find the normal force per unit area on the slab, we divide by the area dS and 
the time dt. Integrating over all directions we find that the force per unit area 
on a slab of thickness ds is 
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or 

The relation 

The Pressure of Radiation. 

ke Fds 
c 

(normal force per unit area on slab of thickness ds) 
ke ds 

= -- X (flux normal to slab) c 
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(6) 

is an important one. It is perfectly general, true whatever function I is of direction. 
In particular, the normal forces on slabs parallel to the co-ordinate planes are 

keF.,dx 
c 

ke F• dz 
c (7) 

9. General Treatment of Radiation Pressure. A more general way 
of calculating the pressure of radiation is as follows. Consider an element of sur
face normal to the axis of x. The component of x-momentum transferred per 
unit area per second from the negative side of the element to the positive side 
by means of radiation contained within a pencil dw in direction 1, m, n, is 

I;li dro 1. 
c 

Hence the total rate of transfer of x-momentum across the element per unit 
area per second is 

! jIl2 dw . 

This is simply the x-component of the pressure exerted across the element. 
We write it pzz. The y-component of pressure across the same element is 

+ jIlmdw. 

We write this as pzy. By considering the stresses exerted across three perpendi
cular planes, each stress having three components, we build up a stress tensor p 
whose components 

are given by 

P",z = + j Il2dw, 

pyz= ~jlm1dw, 

P.",= !jln1dw, 

We observe that 

P",y = ! j Ilmdw, 

Pyy = + j I m2 dw, 

P.y = + r Inmdw, 

pzz = + j Ilndw, 

Py.= ! jlmndw, 

P .. = ! jln2 dw. 

PZ Il = Py"" P",y = P."" Py• = P.y· 

(8) 

This tensor is completely analogous to the stress-tensors occurring in the theory 
of elasticity, and the theory of viscous motion. (We have however reversed the 
usual sign-convention). The "mean pressure" P is given by 

1 1 j 1 P = "3 (P""" + pyy + P •• ) = 3c I d w = "3 u . (9) 

When the radiation is isotropic, p",,,, = pyy = P •• , P",y =Py. = P.", = 0 and 
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we have the familiar theorem that the system of stresses reduces to a hydrostatic 
pressure equal to t of the energy per unit volume. 

The system of stresses reduces to a simple hydrostatic pressure in one other 
important case. This is when I is of the form 

I = 10 + II cos e 
where 10 and II are functions of position only and e is the inclination of the 
direction of I to some fixed direction. \iVe then have, choosing the axis of x 
along this direction, 

PX'X = ~ 7(10 + II cos e) cos2esintJdOdrp = ~t,-,;Io, 
c J.j 3 c 

pzz = Pyy = ~j(I (10 + II cos e) sin2 e cos2 rp sine dIJ drp = 4,-,; 10 
c J 3c 

and so Pxx = pyy = pzz. Further PXy = PYZ = Pzx = O. We shall have many 
applications of this. 

Returning now to the general case, by the usual argument the x-component 
of force on an element of volume dx dy dz is 

_(~_~x + OPPl! + 8!'-;)dxdydZ ox oy dz 

with similar expressions for the y and z components. 
To relate this method for radiation pressure with the previous method, 

(§ 8) multiply the equation of transfer (2') by ldm and integrate over the complete 
solid angle. We find 

and similarly 
_(8Pxy + Opyy + opoy) = kl} F 

ox oy OZ C Y 
(10) 

_(0 Pxz + oPuz + Ofn) = kQ F . ox oy oz C z 

Either side of one of these equations represents the corresponding component 
of force per unit volume exerted on the medium. When the stress-tensor reduces 
to a simple hydrostatic pressure p, we have 

_~P = ke F _ 0 P = ke F _ op - '!.R F ax C "" oy c Y' OZ - C z· 

12. Solutions ofthe Equation of Transfer. 10. Solution of the Equation 
of Transfer for Material stratified in Parallel Planes. Near the out
side of a star, curvature may be neglected. The variables k, e and T are functions 
of the depth only. This case is much easier to treat than the general case, and 
is of importance in itself, and we shall therefore deal with it first. 

We take an axis of x normal to the planes of stratification. We suppose then 
that k, e and T are functions of x only. The intensity I is then axially symmetrical 
about the direction of x. We write as I (x, e) the intensity at x in a direction 
making e with the positive direction of x: for brevity we shall often denote this 
by I. The equation of transfer becomes 

Put 

dI 
cose dx = - ke(I - B). (11) 

x 

f ke dx = r 
o. 

(12) 
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where 'l is the optical thickness measured from a suitable reference point. We 
may now use 'l as a current variable instead of x, and regard 1 as a function 
1 ('l, 0) of 'l and 0, and B as a function B ('l) of 'l. We have always of course 
B ('l) = (0/71,) T4 where T is the temperature at 'l. Then (11) becomes 

dI 
cosO d" = B-1. (11') 

The net flux in the x direction, F"" which we write asF for brevity, is given by 

F = j 1('l, 0) cosOdw = 271, j 1 ('l, 0) cosO sinO dO. 

Multiplying (11) by dw and integrating over the solid angle, we find, on 
using (4) 

(12') 

or 
dF 
dx = 4 n ee. 

The physical meaning of this is obvious: the flux increases by the amount of 
energy liberated. When e = 0, we have 

F = const. 

Multiplying (11') by cos 0 d wand integrating, we find 

d 
c d"P",,,, = -F"" (12/1) 

a particular case of the general formulae (10), since we shall see in a moment 
that Pxy and pxz are zero. 

We now proceed to solve (11'). Keeping 0 constant we may regard it as a 
linear differential equation for 1 as a function of 'l, the solution of which is 

" 
1('l, 0) = e-<secojB(t) etsecOsecOdt (13) 

a 
where C is an arbitrary constant. Given the temperature distribution, i. e. given 
B as a function of function of 'l, this determines the intensity 1 ('l, 0). This 
solution holds quite independently of whether or no the state is steady, i. e. inde
pendent of equation (4), provided that if the state is not steady the change in 
the state in a time comparable with the time of transit of the radiation is negli
gible. The constant C depends on the boundary conditions. By our assumptions, 
the material is either a slab bounded by twci parallel planes, or else it is bounded 
by one plane parallel to the planes of stratification and stretches to infinity in 
one direction or else it stretches to infinity in both directions. Solution (13) 
becomes definite for each value of 0 if we are given the intensity incident on 
the boundary in the direction of O. 

If as we trace the ray back we encounter the boundary at 'l = 'll' and the 
incident radiation there is 1 ('ll' 0), the solution is 

" 
1(r., 0) = e-<seclJj B (t) etsecO secOdt + I (r.1 , 0) e-«-<,)seclJ. (14) 

It is otherwise obvious that this is the solution, for it might have been written 
down directly by the methods of Section b). 
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At great distances from any boundary, the second term may be neglected. 
We then have 

1: 

JCc, e) = e-1:secojB(t) etsecOsecedt. (15) 
-00 

Such regions we shall describe as being in the "far interior". 
11. Expansions in Infinite Series for the Far Interior, for Mate

rial stratified III Parallel Planes. Bya change of variable, (15) may be 
written 

00 

1(7:, e) = jB(7: - tcose) e-tdt. 
o 

Assuming the possibility of expanding the integrand by TAYLOR'S series and 
integrating term by term, we 1ind 

1(-[, e) = B (7:) - cose B' (7:) + cos2 e B" (7:) + ... + (-1)n cosneB(n) (7:) + ... (16) 

Introducing in (3), (4), (5) and (8) we find 

U = 4n [B(7:) + B"(r) + B(4)11 + ... + B(2nlJ.1 + ... ] 
c 3 5 2n + 1 ' 

~ = _[BII(r) + B(4)0l +, .. + B(2n)(r) + ... J 
k 3 5 2n + 1 ' 

[
BI(r) B'"(r) B(2n+l)] 

Fx = -4n -3- + -5 - + ... + 2n + 3 + ... , 
Fy=Fz=O, 

_ 4", [B (r) B" (r) I B'2ni (r) ] 
Pxx - C -3- + -5- + ... I 2n + 3 + ... , 

4n [B(r) B"(r) B1n)(,) J 
Pyy = Pzz = C 1.3 + 3-5 + ... + (2n + 1)(2n + 3) + ... , 
Pxy == Pyz = Pzx = O. 

It may be verified that (9) is satisfied by these. 

( 17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(2}) 

When e = 0 (strict radiative equilibrium) a solution of (18) is B" (7:) = O. 
It will be shown later by a different method that when e = 0, B"(r) = 0 is in 
fact the only solution of (18). 

More generally, the expansions we have obtained will reduce approximately 
to their first terms provided B"(7:)/B(7:) is negligible. By (18), this requires that 
e/kB (r) shall be negligible compared with unity. This ratio may be written in 
the form 4ns 

k 40 T4' 

In the interior of a star, and indeed comparatively close up to the boundary, 
this fraction is extremely small. EDDINGTON'S theory of the internal equilibrium 
of the stars shows that k is of the order of magnitude of 100. For giant stars, 
4n e, the rate of liberation of energy per gram is of the order of 100 erg gram -1, 

averaged through a star: .for a dwarf star it is of the 'order 1 erg gram -1. Thus 
at a temperature equal to 106 degrees, the above test fraction is at most of the 
order of 

102 1 1 -20 
102 X 4 X 5,4 X 10 5 X1024 = 2 X 0 . 

Even at 104 degrees, the value is of the order of 10- 12 • We see then that to an 
order of accuracy far beyond our needs, each of the expansions above given reduces 
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under stellar conditions, to its first term. This conclusion was first arrived at by 
EDDINGTON, though we have put the argument for it in a slightly different form. 

We have therefore under stellar conditions 

1('1:,0) = B (1") - B' (1") cosO (24) 

U = 4cn B (1") (25) 

F", = - 4n B' (1") (26) 
3 

1 4n 1 
p",.,= Pyy = pzz= 3C B (1") = 3 u , (27) 

The stress system thus reduces to a hydrostatic pressure p, given by 
1 1 P = -U= -aT4 (28) 
3 3 

and the net flux F (omitting the suffix) is given by 

.!:k F 
dr c (29) 

which we derived otherwise in equation (12/1). The intensity may be put in the 
form 3 

1(1",0) =B(1") + 4nFcosO. 

It has not so far been found necessary in practical stellar applications to 
make use of the complete expansions. The first terms always suffice. 

When B =l= 0, the physical problem of interest is the determination of T 
(i. e. of B), given B as a function of 1". JEANS has pointed out! that this is solved 
in principle by inverting the series on the left hand side of (18). We find 

B (1")=--+-- - +-- - + ... " 3 8 9 d2 (8 ) 36 d' (e ) 
k 5 dr2 k 175 dr4 k 

(30) 

which gives B (1") after two integrations. Combining this with (12') and integrating 
we find 

F = - B (1") + - - - + - - - + ... 4.n [ , 9 d (8) 36 d3 (e) ] 
'" 3 5 dr k 175 dr!J k 

(31) 

and similarly by means of (12") 

4 n [ 9 8 36 d2 (8) ] P"''''=3"e B(1") -Sk - 175 d!2. k + ., .. (32) 

Again, we find 

4n [ 3 8 18 d2 (8) ] PIIII = Po. = 3"e B (1") - 5 k + 145 d1:2 k + ... . (33) 

For U of course we have the exact relation 

U = 4; [B(1") _ ~]. 
12. Solution of the Equation of Transfer in General for the 

Far Interior. We consider now the same problem in general Cartesian co-ordi
nates. In the equation of transfer (1) put 

1 MN 86, p. 574 (1926). 

X,1},Z 

1" = jkeds, 
o 
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the integral being taken along the line from a fixed point (xo' Yo, zo) in the direction 
1, m, n. Then solving (1) as before we have 

o 00 

I(xo,yo,zo; 1,m,n) = !B(7:) e'd7: = jB(-7:) e-'d7: (34) 
-00 0 

where the boundary is assumed to be so distant that radiation incident on it 
may be neglected: the integration is taken along the path along which 7: is defined. 

To obtain an expression for I as an infinite series, we now expand B (-7:) 
as a TAYLOR'S series and integrate term by term. The result is 

where 

We may now without inconvenience omit the suffix o' 
For brevity introduce the operators 

1 B 1 B 
D., = kl.l • ox' Dy = kl.l • By' 

(35) 

(36) 

These do not satisfy the commutative law: D",Dy =1= Dy D",. For example, 
in the formal expansion of (D", + Dy + Dz)2 we must remember to interpret 
the term 2 D.,Dy as meaning D.,Dy + DyD." and similarly in all other formal 
expansions. 

We find then 

U = ; j .2(-1)' (1 D", + mDy + nDz)' dw. 

The terms for r odd vanish identically. To evaluate in symbolic form the terms 
for r even, we make use of the algebraic identity 

j (la + mb + nc)2r dw = 4.1l(a2 + b2 + c2
)' • 

2r+ 1 

We find then, putting D~ + D: + D; == .2D~, 

U = :.1l [B + ~ (.2D;')B + ~ (.2D;'j2B + ... + 2r ~ 1 (.2D;')'B + ... j (37) 

~ = -[~ (2'D;,)B + ~ (.2D;')2B + ... + 2r~ 1 (.2D;')'B + .. -j. (38) 

The x-flux is given by 

F", = J( -1)'(lD", + mDy + nDz)' B1dw. 

The terms for r even vanish identically. Using the identity 

j (la + mb + nc)2r+ll dw = 4.1l a (~r+}; + c2
)' 

we see that 

F", = -4n [~ D",B + ~ D",(.2D;')B + ... + 2r ~ 3 D",(.2D;)B + ... j (39) 

with similar expansions for F y and F z • 
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For the stress-tensor, we make use of the identities 

(( l +. b + )2112 d _ 4n (a2 + b2 + C2)'-1 [ 2 -L b2 + C21 
. ·a m nc w----ir+3 a I 2r+1 ' 

[ (la + mb I nc)21mn dw = ~. ~ be (a2 +. b2 + C2)'-1. 
. T 2r + 3 2r + 1 

We find then 

Pxx = ~ I.l'( -1)'(lDx + mDy + nDz),B Pdw 

= 4c" [~ B + ~ (D; + D y; l)~) B + '" (40) 

+ _1_ (.l'D2)1-1(D2 + Dy + D~)' B + ... J 
2r + 3 x x 2r + 1 

Pyz = + I.l'( -1)'(lD", + mDy + nDzl1 B mn dw 

= 4 n [~ . ~ . D D B + ~ . -±- . D D (.l'D2.) B c53 yz 75 yz x 
(41) 

+ ... + _~1_ ~-D D (.l'D2.).-lB+ ... J. 
2r + 3 2r + 1 y z x 

In such expressions it must be remembered for example that 3 DxDf, stands for 

(DxDyDy + DyDxDy + DyDyDx) 

and that 12 DyD"D; stands similarly for a sum of 12 operations. 
These expansions satisfy the relations 

as may be verified. 

DxF", + DyFy + DzFz = 4njjk 

Pxx + Pyy + pzz = ~t 

DxPxx + DyPyx + Dzpzx = -Fx/c 

By the same reasoning as was used in § 12, under stellar conditions each expanslOn 
reduces to its first term, to a high degree of approximation, and we find 

I _ B _ (_~ oB ~ OB !!:..- OB) 
- k e dx + ke oy + ke dZ 

F __ 4n dB 
x - 3k e dX' 

4n oB 
Fy = - 3kg 7iY' 

4n 
Pxx = Pyy = pzz = P = 3C B , Pxy = Pyz = Pzx = O. 

(42) 

(43) 

(44) 

(45) 

(46) 

The system of stresses reduces to a simple hydrostatic pressure. It may be recalled 
that B stands for (aJn) T4, where a is STEFAN'S constant. These equations are one 
of the principal results of the investigation. 

An important special case of these equations occurs when B (or the tempe
rature) is a function of the radius vector r only, in polar co-ordinates. The material 
then has spherical symmetry about a point and we have 

(47) 
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4.n iJB 
Fr =-3k(!Br' Fo=O, F",=O, 

4.n 
Prr = Poo = p",,,, = P = "ICB , 

PrO = PO", = p", r = ° . 

(48) 

(49) 

(49') 

Again when B is a function of the polar co-ordinates r, 0 only, as occurs in the 
discussion of a rotating star, we have on putting cos 0 = f.J, 

1 a (r2 iJB) 1 a (1 - ft2) aB) 
-3 ee = Y2 or k(! Br + Y2 aft k(! Oft' (50) 

It should be noticed that in the case of spherical symmetry, the stress com
ponents PrO, p,,,,, Po", are strictly zero, and Poo=p",,,, are functions of r only. Thus 
although the pressure system is not strictly a hydrostatic one, the only component 
of force on a small element is the radial one, and we have rigorously 

~F __ aprr (51) 
c r - or' 

13. Solution in LEGENDRE Functions. The first person to derive the 

equation F = _ 4.n aE = __ C_~(aT4) 
r 3k(! or 3k(! dr 

was EDDINGTONl . The method he adopted differed from that just exposed in 
that he formed an expansion for I in LEGENDRE functions of cos O. In spherical 
polar co-ordinates with spherical symmetry about a point, the equation of transfer 
becomes iJ I sin (1 fJ I 

cosO fJr - -y-7f7[ = -ke(I - B), (52) 

where 0 is the angle between the direction of I and the radius vector. EDDINGTON 

assumed for I an expansion of the type 

1= Ao + AIPI(COSO) + A2 P2 (COSO) (53) 

where the A's are functions of r only. By a known property of LEGENDRE func
tions we have from (53) 

Fr = j IcosOdw = Al jcoS2 (Jdw = 4.n3A] 

Z = 41.nj(B - I)dw = B - Ao' 

Inserting this in (52), making use of the recurrence relations 

sin20p,.(cosO) = ~~: 11) [Pn_dcosO) - Pn +1 (cos 0)] 

(n + 1)Pn+1(cosO) + nPn_dcosO) = (2n+1) cosO Pn (cos 0) 

(53') 

(53") 

and equating coefficients of P n (cos 0) to zero we find the recurrence relations 

~dAI + ~ Al = -kf)(A _ B) (54) 
3 dr 3 r ,,0 

dAo + ~ (dA 2 + 3 A2) = -k A 
dr 5 dr reI (55) 

~(dAI_ AI) + ~(dA3 + As) = -k A 
3 dr r , 7 dr r e 2 

(56) 

_n_(dAn_1 _ nAn-I) + ~(dAn+1 + (n + 2) An+l) = -k A . 
2n + 1 dr r 2n + 3 dr r e n 

(57) 

1 MN 77. p. 16 (1916). 
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By an argument from the numerical orders of magnitude already given in 
principle, EDDINGTON showed that in the interior of a star, (save perhaps 
near the centre r = 0, which requires special examination) each member of the 
sequence A o, AI' A 2 • •• is very small compared with its predecessor. 

Hence (54) and (55) reduce approximately to 

~ dAI + ~ Al = -kn(A - B) = eE 
3 dr 3 r '" ° 

_!_ dA 0 __ A - l F 
ke dr - I - 4"" r 

on usmg (53') and (53"). The first shows that Ao - B = Elk is of the order of 
the term in A 2 • Neglecting A2 compared with AI' we have hence Ao = B, whence 

F =_~BB 
r 3k e Br 

as above. 
This method of proceeding seems to have no advantages over that we adopted 

earlier, which involved expanding I as a multiple power series in the direction 
cosines l, m, n. It has the disadvantages that it necessitates a separate invest
igation near the centre of the star (near r = 0): that it does not determine the 
successive coefficients explicitly: and that a fresh investigation is in any case 
required if the material is not stratified in concentric spheres. The method of 
Cartesian co-ordinates leads to a precise determination of all coefficients, and 
obtains results capable of being immediately expressed in any other system of 
co-ordinates. 

13. Problems of Radiative Equilibrium and their Solution. 14. ThePro blem 
of Radiative Equilibrium for Material stratified in Parallel Planes. 
So far we have chiefly been concerned with the determination of the radiation 
field given the temperature distribution, the material being grey. We now 
consider methods of determining the temperature distribution given the rate of 
liberation of energy, 4n E per unit mass, as a function of position. As a particular 
case, when E = 0 we have strict radiative equilibrium. We have already obtained 
a solution in the form of an infinite series for the far interior for material stratified 
in parallel planes. We shall now show how the problem may be reduced to the 
solution of an integral equation. 

The problems that arise divide themselves into two classes, the solution for 
the far interior and the solution for the region near the boundary. Near the 
boundary of a star, E = 0, hence when the boundary is taken into account the 
problem of interest is that of strict radiative equilibrium. In this problem it 
is sufficient to confine attention to material stratified in parallel planes. For 
simplicity, and to make the investigations run parallel, we shall in the problem 
of the far interior also confine attention to material stratified in parallel planes. 
We begin with the case of material having a single plane boundary, stretching 
to infinity on one side of this boundary. 

15. Reduction t9 Integral Equations. The equation of transfer is 
as usual 

dI 
cose dT = B-1, 

r: being defined by (58) 
x 

r:=!ke dx 
o 

and x being measured inwards from the boundary. It is convenient however to 
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measure 0 from the direction of the outward direction of the axis of X, whilst 
continuing to measure x and T inwards. The equation of transfer then is 

cosO dI = I - B d-,; 

where I stands for I (T, 0). When ! 1l < 0 <. 1l, write 1l - 0 = 1jJ, and write 
I' (T, 1jJ) for I (T, 0), retaining the symbol I (T, 0) for the range 0 <. 0 < ! 1l. 

Then I or I (T, 0) always denotes the intensity of an outwardly directed pencil, 
I' or l' (T, 1jJ) that of an inwardly directed pencil (Fig. 15). 

We assume there is no radiation incident on the boundary. This is the case 
of a single star. For close binaries, such as eclipsing binaries, this condition is 

not satisfied, and we shall consider 
later the effect of incident radiation. 

The solutions of (54) for outward 
and inward pencils are easily found to be 

00 

I(T,O) = eTSeC1B(t)e-tseclisecOdt, (59) 
.. 

'I' T 

1'(T,1jJ) = e- TSec'!'! B(t) etsec '!'sec1jJdt. (60) 

Fig.i5. Radiative equilibrium in semi-infinite 
stratified mass. 

o 
The equation of radiative equilibrium is 

in In 

; =41"J(B-I)dw=B(T)- ~ [jI(T,O)sinOdO+ j1'(T,1jJ)Sin1jJd1jJ]. (61) 
o 0 

Introducing the expressions for I and l' we have 
in 00 

B(T)-; = ~je-TseclisecOsinOdOjB(t)e-tseclidt 
o T 

(62) 
t~ T 

+ ~ j e- nec ,!, sec1jJ sin1jJ d1jJ jB (t) etsec ,!, dt. 
o 0 

There are two ways of transforming this relation. 
a. First Method of Transforma tion. Inverting the orders of integration, 

we have 00 in 

B(T) - ~ = ~ j B(t) dtje-(t-T}secli secOsinOdO 
T 0 

T in 

+ ~ j B (t) dtl e-(T-t}sec'!' sec1jJ sin 1jJ d1jJ. 
o 0 

In the first integral, change- the variable from 0 to y, given by 

(t - T)secO = y, tanOdO = dy/y; 

in the second integral, change the variable from 1jJ to y, given by 

(T - t)sec1jJ = y, tantpd1jJ = dy/y. 
We find 00 00 T 00 

e 1 j fe-II 1 j fe-II B(T)-k=2 B(t)dt ydY+2 B(t)dt ydy. 
.. t-T 0 T-t 
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Using 
00 

j e-u 
y-dy = Ei(x), 

'" we have 
00 • 

B('/:) - ~ = ~jB(t)Ei(t-T)dt+ ~IB(t)Ei(T-t)dt 
• 0 

00 
(63) 

= ~jB(t)Ei(lt-TI)dt. 
o 

In the far interior, the appropriate form of l' is obtained by replacing the 
lower limit of integration in (60) by - 00, T being now measured not from the 
boundary but from some convenient reference point in the far interior. The series 
of transformations by which (63) was obtained then leads to 

00 

(64) 
-00 

Putting e = 0 in (63), we obtain an integral equation for B (T) or (a/Tt) T4 
in the outer regions of a star, namely 

00 

B(T) = if B(t)Ei(1 t - T I)dt (65) 
o 

and an integral equation for radiative equilibrium in the far interior, namely 

00 

B(T) =! f B(t)Ei(i t - T Ddt. (65') 
-00 

We shall give later an account of SCHWARZSCHILD'S solution of an equation of 
which (65) is a limiting form. t 

b. Second Method of Trans
formation. In (62), make the sub- /'
stitution 

t = T + ycosO, dt = dy cosO 

in the first integral, and the substitution /,-=1 

t = T - ycos1p, dt = -dycos1p 

in the second. Then write cos 0 = f-l, 
cos1p = f-l in the two integrals. We find Fig. 16. Transformation of double integral. 

1 00 1 .Ift 

B(T) -·elk = 1-f df-l f B(T + Y,U) e- 1I dy + l f df-l f B (T - YP') e- 1I dy. (66) 
o 0 0 0 

We now invert the orders of integration. There is no difficulty about this in the 
first integral. The second is the double integral of B (T - Y f-l)e -11 over the shaded 
area in the figure, taken by horizontal strips (Fig. 16). On inverting it, we must 
break up into the integral over a rectangle together with the integral over a 
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curvilinear area, taken by vertical strips. We find altogether 
= 1 _ 1 

B(7:) - e/k = t j e-Y dy/ B(7: + Yft) dft + t j e- Y dy/ B(7: - Yft) dft 
o 0 0 0 

-Iy 

+ !e-YdyjB(7: - yft)dft· 

- 0 
Now put 

-
j B(t) dt = 1(7:), B(7:) =/,(7:) (67) 
o 

so that 
1 _+Y 

jB(7: + Yfl)dft = ~jl'(t)dt= f(r+ y; -f(r) , 
o • 

1 • 

j B(7: - Yft) dft = ~ jl'(t) dt = f(r) - ~(r - y) , 

o --Y 
and 

-Iy • 

jB(7:- Yft)dft= ~Jl'(t)dt= f~T). 
o 0 

Hence 
• = 

1'(7:) - ~ = (f(r + y) - f(r) e-Y dy +J' f(r) - f(r - y) e-Y dy + I (7:)je- y dy 
k. 2y 2y 2y o 0 _ 

or 
- = 

/,(7:) - ~ = (f(r + y) - f(r - y) e-Ydy +jf(r +--.lle-Ydy. (68) 
k. 2y 2y 

o 

15a. Form Appropriate to tlie Far Interior. For the far interior 
we measure 7: not from the boundary but from some convenient reference point 
in the far interior. The lower limit of integration in (60) must be changed from 
o to - 00. Equation (61) then becomes 

1 00 1 = 
B(7:)- ~= ~jd.ujB(7:+Yft)e-Ydy+ ~jdfljB(r-Yft)dy 

o 0 0 0 

whence again defining 1(7:) by (67) we find 
00 

/,(7:) - : =jf(I+Y);;,f(r- y ) e-Ydy. (69) 
o 

It is not difficult to show that (69) is the limiting form assumed by (68) when we 
replace 7: by 7: + 7:1' and let 7:1 --+ 00. The limit-function 

lim 1(7: + 7:1) - /(7:1) - 7:1'(7:1 } 

is then found to satisfy (69). Its differential coefficient, namely the limit-function, 
lim 1(7: + 7:1 ) - I' (7:1 ) 

T, ~oo 

then gives (a/n) P. 
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16. Solution for the Far Interior when e = O. When e = 0 (strict 
radiative equilibrium) (69) takes the form 

00 

1'(.) =/1(1: + y) - 1(1: - y) e-Y dy. 
2y 

o 
(70) 

If we expand 1(. + y) and 1(. - y) byTAYLOR'S theorem and integrate term 
by term, assuming the legitimacy of these processes, we find 

o = ! 1(3) (.) + t 1(5) ('r) + ... 
Recalling that B (.) = 1'(.), we recover equation (18). 

It is clear that 
1(.) = ao + al. + !a2.2 

B(.) = al + a2 • 

(71) 

(72) 

(73) 
is a solution of (71), and it is immediately verified that it is an exact solution 
of (70). 

It has been shown that under fairly general conditions this is in fact the only 
solution. LITTLEWOOD 1 has shown that if I (x) is a solution of (70) for which 
t" (x) is continuous and bounded, then t (x) is a quadratic function of x. More 
generally it has been shown by HARDY and TITCHMARSH2 (1) that there are no 
solutions of (70), of integrable square, other than I (x) = 0; (2) that if x is real and 
I (x) = 0 (eA (",») where A < 1, for real values of x, then any solution I (x) of (70) 
is a quadratic in x; (3) that if I (x) is a solution of (70) of the form 

00 00 

and if 2: a2r , 2: a2r+1 are convergent, then I (x) reduces to a quadratic. 
r=O .=0 

Results concerning the uniqueness of the quadratic solution of (71) can be 
obtained by methods due to SCH"URER3• 

In any physical problem the necessary conditions may be assumed to be 
satisfied. We therefore have the result that the exact solution of the problem 
of radiative equilibrium for the far interior for material stratified in parallel 
planes is of the form (73). 

The value of the constant a1 is easily determined. For the intensity I is 
easily found to be from (69) and (60) 

I (r:, 0) = ao + a1 (. + cosO) 

I'(r, '11') = ao + a1 (. - cosV') 

(0<0 < !~) 
(i~ < O<~). 

(74) 

(75) 

Equation (75) now shows that (74) is valid in the extended range i ~ < 0 <~. 
Hence 

n 

F = 2 ~ f I(., 0) cosO sinO dO = t~al' 
o 

Thus a1 = 3 F/4~. It is convenient here to introduce the equivalent mean 
intensity ~, defined by 

~~=F. 

1 Proe Camb Phil Soe 21, p. 205 (1922). 
2 Proe Lond Math Soe 23 (ser 2) p.1 (1924-1925). 
3 Leipziger Sitzber 70, p.185 (1918). 

Handbuch der Astrophysik. III. 

(76) 

8 
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We have then, writing Bo instead of ao, 

B(T) = Bo +.~ ~T 

. I(T, 0) = Bo + !~(T + cosO) 

ciph. 13. 

(77) 

(78) 

The value of Bo depends simply on the origin of T. We observe from (78) that the 
stress-system reduces exactly to a simple hydrostatic pressure. 

17. Solution for the Far Interior when e =1= o. When elk is anyarbi
traryfunction ofT, no solution has yet been given of (69). It is a matter of mathe
matical interest however to note that when elk is a polynomial in T of degree n, 
equation (69) can be satisfied by taking for r(T) = B (T) a polynomial in T of degree 
n + 2. This solution is probably unique. For example if elk is constant, a solu
tion is 

B = Bo + Bl T - (~ ;) T2 'I 
F=4n[~Bl-(;)T]. 

(79) 

18. Strict Radiative Equilibrium. Approximate Solutions for 
the Neighbourhood of the Boundary. The value of our exact solution 
for the far interior lies in the fact that it tells us the asymptotic form of B (T) 
for T large when the proximity of the boundary is taken into account. Remem7 
bering that in (74) the origin of T is arbitrary, we can choose it to be such that 
7: = 0 is the boundary. We then see that for T large we must have 

B(T) = const + !~T + 1] 
where 1] -+ 0 as T -+ 00 • 

Before attempting to obtain· solutions by means of the integral equations, 
we shall consider various ways of deriving solutions which are of historical interest, 
and which are often useful in other problems. It is convenient to recapitulate 
the notation for the benefit of readers beginning at this point. The quantity T 

is the optical thickness measured inwards from the boundary along the axis 
of x. I (T, 0) is the intensity of radiation at the point T in a direction making 
an angle 0 with the outward direction of the axis of x. The equation of transfer is 

O dI (dJ) I( 0) B (80) cos ~= T, -

and the equation of radiative equilibrium is 

which reduces to 
J (B - I) d w = 0, 

,.. 
2B (T) = f 1(7:,0) sinO dO. 

o 

(81) 

(82) 

Multiplying (80) by sinO dO and integrating from 0 to n, we find on using (82) 
:n: 

;.,J I(T, 0) cosO sinO dO = o. 
o 

Defining the net flux F or n~ by the equation 
:n: 

F = n~ = f I cosO dw = 2n f I (T, 0) cosO sinO dO 
o 

we see that ~ is constant. 

(83) 
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Thus a state of strict radiative equilibrium, when the material is stratified 
in parallel planes, is characterised by a certain net outward flux. The application 
of the analysis to the outer parts of a star arises from this circumstance, since 
all the energy may be assumed to be liberated in the far interior, and to be merely 
transmitted without augmentation through the outer layers. If Tl is the effective 
temperature of the boundary surface, we have by definition 

F= aTt 
or 

Thus for a star the quantity F or 'iY is known by observation of the effective 
temperature. Again, multiplying (80) by cos () sin () d () and integrating, we have 

~ ~ :TII (T, ()) cos2 () sin() d() = lI(T, ()) cos()sin()d() 
o 0 

or 
d niY 
d,PXX = -c-' 

This equation is exact. Since 'iY = constant, we have 

We shall find this useful. 

niY Pxx = - T + const. c 

One general method of finding an approximate solution is to make some 
assumption concerning the variation of I (T, ()) with (): this leads to an approxi
mate determination of the temperature distribution B (T) which may be intro
duced into (80) so as to obtain a second approximation to I. This may then be 
used to lead to a fresh approximation for B Cr) and so on. Another method is to 
begin with an assumed form for B (T) as a function of T, determine I, re-determine 
B (T) and so on. 

19. SCHWARZSCHlLD'S Approximation. Write n- () ='!fJ when tn < ()< n, 
and put I Cr, B) = l' (T, '!fJ) . 
Then 

d 
cos() dJ(T, ()) = I (T, ()) - B(T) 

COS'!fJd~I'(T''!fJ) = B(T) - I'(T,'!fJ) 

Now define quantities I, l' by 
I:r i'" 

o-<()< ~ n, 

OS'!fJ<~n. 

./I(T, ()) sin()d() = I, 
o 

II' (T, '!fJ) sin'!fJ d'!fJ= l' 
o 

and assume as an approximation that 
in in 

(84) 

(85) 

(86) 

II (T, () cos () sin () de = t I, I I' (T, '!fJ) cos'!fJ sin'!fJ d'!fJ = t 1'. (87) 
o 0 

It will be seen that I and l' are the mean outward arid inward intensities, and the 
assumption amounts to replacing the intensity by these mean values in the inte.,. 
grals occurring in (84). 

8* 
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Now multiply (84) by sinO dO and integrate from 0 = 0 to 0 =! Tt. We find 

and similarly 
~ dI' = E _ I'. 
2 d. 

(88) 

(89) 

These equations may be described as the equations of "linear" or "tubular" 
flow of radiation. They may be derived from first principles by dividing the 
radiation into an outward and an inward beam, and assuming a coefficient of 
absorption 2 k to allow for the mean obliquity of the rays to the direction of the 
axis. They have proved exceedingly useful in many approximate investigations. 

The equation of radiative equilibrium (82) becomes 

2E = I + I' . (90) 

The mean flux, from (83) is given by 

'iY=I-I'. (91) 

Equation (91) is easily seen to be an integral of equations (88) and (89), when 
regard is paid to (90): we have simply to subtract (88) and (89). 

The problem is to solve (88), (89) and (90) for I, l' and E as functions of T. 

Clearly 
I = E + !'iY, l' = E - !'iY . 

Adding (88) and (89) and using (90) we have 
dB __ ~ 
d. - u, 

the solution of which is 
E = 'iYT + Eo 

where Eo is a constant, whence 

1= 'iY(! + T) + Eo 

l' = 'iY( -! + T) + Eo· 

There is no radiation incident on the boundary. Hence l' (0) = O. Hence 

Eo = !'iY (92) 
whence 

E='iY(!+T) (93) 

1= 'iY(1 + T) (94) 

1'='iYT. (95) 

We notice that 1(0) = 'iY, as it ought. 
20. Boundary Temperature. We have always E = (a/Tt) P. The tem

perature To at the boundary is therefore given by 

Eo = (a/Tt) T5. 
Since Eo = ! 'iY and 'iY = (a/Tt) It we have immediately 

T6 =!Ti (96) 

To = Tl/lf2 = 0,840 Tl . 

The complete temperature distribution, from (92), is then given by 

P = !Ti(1 + 2T) . (96') 
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This determination To = T1JYz is known as the SCHWARZSCHILD boundary 
temperature. It is only an approximation-how close an approximation we shall 
see later. It should be observed that it can be derived without solving the diffe
rential equations. For from (90) and (91) putting 7: = ° for the boundary we have 

whence 

2Eo = Io 

~ = Io 

20a. HUMPHREYS' Derivation. SCHWARZSCHILD'S formula Tt = i Ti was 
obtained independently by HUMPHREYS 1 in connection with the radiative equi
librium of the earth's upper atmosphere. HUMPHREYS' method was to consider 
a thin slab of material exposed on one side to radiation of effective temperature 
T 1 . Let it take up temperature To. \Ve saw in Section b, § 6, that the emission 
from such a slab per unit area is 

4n7: Bo 

where 7: is its optical thickness, and similarly that the absorption, if the incident 
radiation is isotropic, is 2n7:Bl 

where Bo = (aJn) Tg, El = (aJn) Tt· Equating the two we have Bo = i B 1 , 

or Tg = i Ti. 
In the radiative equilibrium of an extended mass, the layer of material at 

the boundary is itself exposed to the emergent radiation. The latter, as we shall 
see in a moment, is not uniformly distributed in direction, but HUMPHREYS' 
method can still be applied. We shall have applications of this. 

21. The Emergent Radiation (SCHWARZSCHILD'S Approximation). We 
now insert the value of B from (92) in (83) or (84) and solve by means of formulae 
(59) and (60). The result is 

I (7:, e) = ~ (i + 7: + cos e) (97) 

I'(7:,1p) = ~m + 7: - cos1p) + e-TSeC'p(cos1p - i)J. (98) 

We observe that l' (0, 1p) = ° for all 1p, and 1(7:, i:7) = l' (7:, in) save when 
7: = 0. Thus save when 7: = 0, this solution gives the intensity as a continuous 
function of direction. 

Interest attaches principally to the 
emergent radiation. Putting 7: = ° we have 

I(O, e) = ~(i + cos e) . (99) I(O)())------'~~ 

The emergent intensity is thus a linear func
tion of cos e. The intensity along the normal is I(O)O)~------ti-....::..J.~ 

I(O,O) = t~ 
whence 

1 (0, (J) 1 2 
1(0,0) = 3 + 3 cose. 

(100) Fig. 17· Law of darkening of stellar disc. 

22. The Law of Darkening. A formula giving the value of the ratio 
I (0, e)II (0, 0) for a bright surface is said to be "the law of darkening" for the 
surface. 

In the case of a sphere viewed from a distant point the same law gives the 
law of distribution of intensity overthe apparent disc, as will be seen from the 
diagram (Fig. 17). The observed intensity at the centre of the disc is I(O, 0), 

1 Ap J 29, p. 26 (1909). 
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that at the edge or "limb" is 1(0, ! n). The relative decrease in brightness 
between centre and limb, namely 

1(0, 0) - 1(0, in) 
1 (0,0) 

is said to be "the darkening at the limb", and the ratio 1(0, ! n)jI (0,0) is called 
the "limb-centre" ratio. 

When the law of darkening is a linear function of cos () of the form 
1(0,0) -
1(0,0)=1-U+Ucos() (101) 

the coefficient 'u is called "the coefficient of darkening". The limb-centre ratio 
is 1 - u. 

The mean intensity over the disc as observed by a distant observer is clearly 
in 

2n! 1 (0,0) cosO sinO dO 
o 

in 

2n! cosO sinO d 0 
o 

(102) 

which by (83) is equal to iJ. This gives us a second physical meaning for iJ - it 
is the mean apparent intensity over the disc. 

When there is a coefficient of darkening u, we have. 
in 

1(~0) =2j(1-U+UCOS()cos()sin()d()= 1- ~ u. (10j) 
o 

When tl1e law of darkening is not a linear function of cos () we define the mean 
<;oefficient of darkening u by the formula 

in in 

I(O,O)! (1 - if. + if. cos() cos() sin() d() = ! I (O,() costJ sin() d() 
o 0 

1 - ~ 
1 -3 u = 1(0,0)' 

Thus u is the coefficient of darkening which gives the same net flux for given 
central intensity. 

23. SCHWARZSCHILD'S Law of Darkening. Equation (100) now shows 
that on SCHWARZSCHILD'S approximation the coefficient of darkening for radiative 
equilibrium is U = i. The limb-centre ratio is 1. The application of this 
result to the sun will be considered later. 

24. Errors of the SCHWARZSCHILD Approximation. We have seen that 
for T large the temperature distribution must be of the form B (T) = const + ! iJT. 
SCHWARZSCHILD'S approxiniation gives B(T) = const + iJT. This leads to an 
incorrect flux in the far interior. It is readily verified that for T large, formulae 
(97) and (98) give a net flux! niJ instead of niJ. Again, equation (99) gives for 
the net flux at the boundary 

in 
2 niJ! (l + cos() cos() sin() d() = t niJ 

o 
instead of niJ. On the other hand, the condition of radiative equilibrium is 
accurately satisfied at the boundary: for the total emission perunit optical mass 
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(kdm = 1 or d7: = 1) was 4nBo = 2nty, and the total absorption is 
J,,,,, 

2 n ty J (! + cos 0) sin 0 dO = 2 n ty . 
o 

119 

A HUMPHREYS' layer exposed to radiation having a coefficient of darkening i 
thus accurately takes up the temperature To given by T~ = i Tt. 

25. Approximations giving Correct' Net Flux!. It is a serious objec
tion to theSCHwARZSCHILD approximation that it gives different net fluxes at 
the boundary and in the far interior: since with B(-r) = ty(t + '1:), we have 
Foe = tnty, Fo = inty, it is clear that mot:e radiation is entering the outer 
layers from below than is being emitted to space, so that the outer layers are being 
warmed up by radiation. 

To avoid this difficulty, let us attempt to find a solution by assuming for B 
an expression of the form 

B = Bo + !ty7: (104) 

where Bo is a constant. This has the correct asymptotic form as 7: - 00. Intro
ducing in the equation of transfer and solving we find 

I('I:,O)=Bo+!ty(7:+cosO) (O<O<tn) (105) 

1(7:, 'IjJ) = Bo + !ty(7: - cos'IjJ) + e-uec'l' (! ty cos'IjJ - Bo), (0 < 'IjJ< tn). (106) 

These give the net flux nty for 7: large. 
At 7: = 0, the net flux is 

2n J 1(0,0) cosO sinO dO = n[Bo + tty]. (107) 

We have not yet fixed the constant Bo. Let us choose it so that the solution gives 
the correct net flux at the boundary: this requires from (107) 

or 

We have then 

Bo + tty = ty 

Bo = tty· 

B = tty(1 + !7:) 

1(0,0) = tty(1 + !cosO) 
1(0;0) 2 3 
1(0/0) = 5 + ScosO. 

Thus the coefficient of darkening on this approximation is 

u=t, 

(108) 

(109) 

(110) 

(111) 

rather less darkening .than on the SCHWARZSCHILD approximation. The limb
centre ratio is t. The boundary temperature is the same as before, namely, 

Po = ITt (112) 

and the temperature distribution from (109) is 

T4 = ! Tt(1 + !r). (113) 

26. JEANS' Approximation2• An alternative determination of B<o was 
given by JEANS, as follows. He chose Bo so that the condition of radiative eqtii~ 
librium was satisfied at the boundary, 

2Bo = J I (0, O)<sin 0 dO, 

1 M N 81, p. 361 (1921). 2 MN 78, p. 28 (1917). 
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which gives 

or 

We have then 

and 

We then find 
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Bo = tiJ, . 
16=t11· 

B(-/:) = iJ(i + t-r) 

T4 = 11(t + t-r)· 

1(0,0) = tiJ(1 + 2cosO) , 

1(0,8) 1 2 
1(0,0) = T + TCOS O• 

ciph. 13 

(112') 

(109') 

( 113') 

(110') 

( 111') 

The coefficient of darkening has its SCHWARZSCHILD value i, but the boundary 
temperature is different. JEANS' approximation gives however a net flux at the 
1:>0undary of i:nty instead of :niJ. It therefore corresponds to an accumulation 
of energy in the outer layers. Solution (109), which gives the same net flux in the 
far interior and at the boundary, rimy be expected to give a better approximation 
to the general trend of the temperature distribution, and therefore to give a 
good approximation to the law of darkening, since the emergent radiation depends 
on the complete temperature distribution. We shall see later that this is the case. 

27. Boundary Temperature in Terms of the Coefficient of Dar
kening. Given the coefficient of darkening [i. e. assuming a cosine law for 
1(0, 0)], we can always determine the boundary temperature in terms of the 
effective temperature. For we have from the condition of radiative equilibrium 

4:n Bo = 2:n1 (0,0) f (1 - u + u cosO) sinO dO = 2:n 1(0,0)(1 - !u) (114) 

and from the flux condition 

:niJ = 2:n 1(0,0) f (1 - u + u cosO) cosO sinO dO = :n1 (0,0)(1 - tu) (114') 

whence 

or 
4 1 'T'41 -!u 

To = 2" .LJ: 1 - tu . 
With u = !, this gives 

Bo = -i'lfiJ 

16=is-11, To=0,813 T l' 

(115) 

(116) 

( 116') 

( 116") 

This gives a somewhat lower boundary temperature than formula (109). It 
corresponds to a second approximation. We have in fact used the intensity 
derived from (109) to obtain a second approximation to Bo. 

Formula (116) allows us to determine To in terms of T l' given the coefficient 
of darkening from observatiori. 
, 28. EDDINGTON'S Approximation. In his recent book, "The Internal 
Constitution of the Stars", EDDINGTON has given a new method which to a first 
approximation gives the distribution (113), with consequently a boundary tem
perature Tt = ! Tt, and a coefficient of darkening u = t. Taking the equation 
of transfer 

dI 
cosO-=I-B 

d'l 
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we multiply inn turn by dw and by cos () dw and integrate over the complete 
solid angle. We find 

- 1cos()- = 1- - B d j' dro f dro 
d. 4n 4n 

As before, we write 
n~ = J1cos()dw 

or say n 

1 f dro 1 f . 4~ = 1cos() 4n = 2" 1cos()sm()dw 

and further we put 
o 
n 

J =f1dro = ~f1sin()d() 
4n 2 

o 
n 

K= j1cos2()!: = ~j1cos2()sin()d(). 
o 

Then (117) and (118) become 
...!... d~ = J-B 
4 d. 

dd~ = ~ ~ 
d2K 
d.2 =J-B. 

whence 

The condition of radiative equilibrium reduces precisely to 

J-B=O. 

(117) 

(118) 

(119) 

(120) 

(121) 

(122) 

(123) 

(124) 

The physical meaning of K is that Kjc is simply P(JJ(JJ, the xx-component of the 
stress tensor. From (124), K is a linear function of 7:, and using (123) we find 

K = Ko + l-~7:. (125) 

So far our results are exact. 
If I were independent of (), we should have from (120) and (121) 

K = 1J. (126) 

This is also true if I is a linear function of cos 0, or indeed if the expansion of 
I in powers of cosO contains only odd powers. Let us adopt this as an approxi
mation to determine J. We have then from (125) 

B = J = 3 Ko + i~ 7: • 

The constant 3 Ko can now be determined as above, by finding 1(0, 0) and 
imposing the condition of net flux = n~ at the boundary. The result is 3 Ko= !~, 
and we recover (109). EDDINGTON'S method for determining Ko is to observe 
that at the boundary 

in 

~ = 2{ 1(0,0) cosO sinO dO, 
o 
in 

Bo = if 1(0, O)sinOdO 
o 
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so that as an approximation we have Bo = ! ts-. The former method seems 
preferable. 

29. Summary of Results of First Approximation. A first approxi
mation, giving the correct net flux nts- both at the boundary and in the far in
terior is 

B=!ts-(1+-~-T), (127) 

where ts- = (aln) Ti. This corresponds to an emergent radiation 

1(0, e) = !ts-(1 + tcose) (128) 

and a coefficient of darkening of t. Exposed to this radiation, the boundary 
layer will actually take up a temperature given by 

Tt = T~Ti (129) 

which may be regarded as a second approximation to the boundary temperature. 
30. Higher Approximations. a. EDDINGTON'S Method. EDDINGTON'S 

method for a second approximation is to use the temperature distribution already 
found to determine I (T, e), and then use this to get a further approximation to 
the ratio KIJ, previously taken as t. 

The values of I(T, e) and 1'(., 1p) have been given in (105) and (106) above, 
with Eo = ! ts-. We use II and 12 to denote the contributions to I from the 
ranges 0 -< e < ! n, 0 -< 1jJ < tn, and similarly we divide K into two parts 
Kl and K 2 • We find 

!n 1 

II = !/ I (T, e) sine) de = its-I [1 + {- (T + ,u)]d,a 
o 0 

on putting cose = fl·, and similarly 
1 1 

12 = i ts-l[1 + 't(T - ft)] dfl +i ts-I (tft - 1) e-T/.<' dft, 
o 0 

whence 
1 1 

I = II + 12 = !ts-l(1 + tTl dft + its-l(J~,u - 1) e-TI,ud,u. 
o 0 

Similarly 
1 

K 1 =its-l[1 +t(T+,u)],u2 d,u 
o 
1 1 

K2 = its-l[1 + t(T - ft)],u2 dft + its-l(·~-ft -1)e-TI.u,u2dft 
o 0 

or 
1 1 

K = Kl + K2 = ! ts- I (1 + tTl ft2 dfl + its-I (l fl - 1) e -,If' ft2 dft , 
o 0 

whence 
1 

K 

T 

t(1 + t z) + t je'}!, - 1) e-'/.<' !,2d" 
o 1 

------"-=1;---------- = "3 rp (T) 

1 +}z + tj(~,,- 1) e-Tlf' dfl 

(130) 

o 
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say. The new approximation is then, by (125) 

B=J= 3Ko+HY· 
<P(.) 

123 

(131) 

It is easily verified that as r --+ 00, girl) .... d: and gi(O) = 17/14. We ought 
strictly to determine the net flux corresponding to r = 0 and equate this to 
n~. This would involve a quadrature. Instead, for the determination of K o, 
we may use our second approximation to Bo, namely, 

Bo = T;-J, 
whence 

B (r) = HY(-~(~ t ~) . (132) 

(This of course will not give the correct net flux at the boundary.) In terms 
of E i functions, 

1 + 1... + 1.. [1.. Eis(') - Ei4 (r)11 gi(r) = 2 2 .. 2 

1 + ~ • + ~ [~ Eia(.) - Ei2 (.)] 

3 1. -. 2 a·3 8 E'( 1+"2'+32 e (2+2.-5~ -3~)+32(31"+) z.) 
(133) 

1 + ; • - ~ e-· (1 + 3.) + ; (3. + 4) Ei(.) 

The values of 
T' B(l") (H + t.) 
Tt =T= <p(.) 

for different values of r are tabulated in Table I below (§ 31), col. «(j). 
31. Higher Approximations. b. From the Integral Equation for 

" 
I(r) = !B(r)dr. We first observe that B(r) has a singularity at r = O. From 

o 
the integral equation 

" 00 

I' (r) = jl(' + y) - I(l" - Y) e-Y dy +jl(' + y) e-Y dy (134) 
2y 2y 

o " 
we have 

00 

1'(0) = B(O) =jf(Y) e-Ydy (135) 
2y 

o 
which shows that B (0) is a finite non-zero number, since 1 (y) is 0 (y) for y small. 
But differentiating we find 

" 00 

!"(l) = B'(r) =jl'(' + y) - I'(~ - y) e-Ydy +jl'(' + y) e-Ydy (136) 
2y 2y 

o " 
which shows that for r small 

B'(r)=-!B(O)logr. (137) 

The derivate of B thus becomes logarithmically infinite at r = 0, and the expan
sion of B (r) contains a term in - r log r. Physically this means that there is a 
sudden fall in the temperature close to the surface, the temperature gradient 
becoming theoretically infinite at the surface. 



124 Chap. 2. E. A. MILNE: Thermodynamics of the Stars. t;:iph. 13. 

For this reason no linear function of -r is a good approximation to B (-r) for 
-r small. To obtain approximations which put this singularity in evidence, we 
may take the linear approximation 

B(-r) = a + HJ-r, I(-r) = a-r + iiY'l:2, (138) 

introduce it into the right-hand side of (134), and integrate again to get a new 
determination of B ('1:). We find from (134) 

B(-r) = a + !iY-r + le-"[iiY - a - iiY-r] + l (a-r+ iiY'l:2) Ei(-r). (139) 

We still have the constant a at our disposal. We can choose it so as to give 
the net flux at the boundary equal to :n iY, In the usual process of determining 
a second approximation in a mathematical problem, we make use of the first 
approximation. In the present case, however, we prefer not to take our first 
approximation a = ! iY, but rather to keep a at our disposal, and then determine 
it so as always to have a solution giving the required net flux at the boundary. 

To find the emergent radiation, we have 
x 00 

1 (0, () = f B(t) e-tsecO sec() dt = f B(x cos() e- X dx. 
o 0 

In this we insert B(x cos() from (139), and effect the integration. We find 

1(0, () = la + -hiY(1 + 2cos() + lcos()(a +!iY cosO) 10g(1 + secO). (140) 

We then select a so that 
in 

:niY = 2:n f 1(0,0) cosOsinOdO = :n[a(l + ilog2) + Hm (141) 
o 

or a 
! + 110g2 = 0,5107. (141') 

The boundary temperature is then given by (139), namely 

Bo= la + !6iY = iY[-h + 0,2553] = 0,4428 iY (142) 

To = 0,816 T 1 • 

This is very close to the earlier second approximation, § 27, equation (116') 
Bo = -h iY = 0,4375 iY, To = 0,813 T 1 • A still higher approximation to the 
boundary temperature may be obtained by finding the temperature taken up, 
in radiative equilibrium, by a thin layer exposed to the radiation given by (140). 
We find in 

Bo = ! f 1 (0,0) sinO dO = ia + iiY (t log2 + -1"2") = 0,4344iY (143) 
o To' = 0,812 T1 • 

The value of Bo is 1,9% lower, corresponding to 0,5 % lower temperature. It 
is clear that 1,9% is the amount by which, on the temperature distribution (139), 
the emission at the boundary exceeds the absorption. This furnishes us with 
some idea as to the accuracy of the approximation. The simple approximation 
B ('I:) = ! iY (1 + t -r) gave Bo = ! iY, and the corresponding absorption T~iY, 
an error of 121/ 2 %, 

Equation (140) now gives us a new law of darkening in the form 

1(0,0) _ -&-(i-) + ~ (1 + 2 cosO + -&- cosO [(i-) + tcoso] 10g(1 + secO) (144) 

1(0,0) - ~(1 +log2)(~)+ ~ (~ + log 2) . 
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The corresponding mean coefficient of darkening is given by 

1 - Fi 1 - - u = --= -------,-......,.--------:------;-
3 1(0,0) ~ (1 + log2)(~) + H~ + log2) (144' 

giving 
u = 0,6092. 

This is very close to the value u = !- given by our first approximation. 
The "limb-centre" ratio is given by 

1 (a) + 3 
2 W 16 = 03530 

~(1+10g2)(~)+~(~+log2) , . 

I(o,+n) 
1(0,0) 

This is slightly less than the value 0,4 which would correspond to a true coefficient 
of darkening u = 0,609, namely 0,391. This arises from the slightly enhanced 
rate of decrease of B (r) near the boundary. 

To sum up:-Solution (139) has the correct asymptotic form for '1 large, and 
the correct behaviour at '1 = 0, and yields a boundary emission only 2% different 
from the boundary absorption. The resulting emergent radiation (140) cor
responds to a mean coefficient of darkening u = 0,609. 

The various approximations to the temperature distribution in radiative 
equilibrium, and the corresponding laws of darkening, we tabulated in Tables I 
and II. These also contain approximations due to SCHW ARZSCHILD and LINDBLAD 
which are described in § 35 a below. 

A survey of these tables shows" that for general purposes the formulae 
B('l)/'iY = T4/Tt. = H1 + I '1), u = fare sufficiently accurate. If the boundary 
temperature alone is required, the value T~/Tt. = -&; is a simple and accurate 
approximation; as before explained, this value of To is the one actually assumed 
by the boundary layer when the radiation emergent from it corresponds to 
u=f· 

Table I. Values of B(7:)/'iJ = T4/Tt for Radiative Equilibrium. 

T (IX) I (f/) (y) I (15) I (.) (1}) I (<:") 

0,0 0,500 0,500 0,375 0,4375 0,443 0,421 0,43 
0,02 0,520 0,515 0,390 0,473 
0,05 0,550 0,5375 0,4125 0,500 0,507 
0.1 0,610 0.575 0,450 0.550 0.557 0.530 0.55 
0.2 0,700 0,650 0,525 0,640 0.638 0.620 0.64 
0.3 0.800 0.725 0.600 0.725" 
0.4 0.900 0.800 0.675 0.804 0.808 0.783 0.80 
0.5 1.000 0.875 0.750 0.884 0.862 0.885 
0.6 1.100 0.950 0.825 0.963 0.962 
0.8 1.300 1.100 0.975 1.118 1.113 1.12 
1.0 1.500 1.250 1.125 1.270 1.264 1.28 1.27 
1.2 1.700 1,400 1.275 1,413 1,414 1,44 
1.4 1.900 1.550 1.425 1.571 1.563 1.59 
1.5 2.000 1.625 1.500 1.65 
1.6 2.100 1,700 1.575 1.729 1.713 1.79 
1.8 2.300 1.850 1.725 
2.0 2.500 2.000 1.875 2.03 2.012 2.05 2.03 
3.0 

I 
3.500 2.750 

I 
2.625 2.78 2.76 2.82 

4.0 4.500 3.500 3.375 3.53 3.51 3.60 



126 Chap. 2. E. A. MILNE: Thermodynamics of the Stars. ciph.14. 

Explanation of Table 1. 

Col. (<X) (SCHWARZSCHILD'S first approximation). B (-r) /'iJ = t +.,;. [Formula (93)]. 
Col. (P) (MILNE'S first approximation). B(r)/'iJ = t(1 + t'l). [Formula (109)]. 
Col. (,,) (JEANS' approximation). B(.)/'iJ = i + 1.,;. [Formula (109')]. 
Col. (d) (EDDINGTON'S approximation). B(.,;)/'iJ = (tt + 1.,;)/<1>(r). [Formula (133)]. 

Here <1>(0) = -H- and <1>(.,;) "" 1 for.,; large. 
Col. (s) (MILNE'S second approximation). [Formulae (139) and (141')]. 

B (0) /'iJ = 0,443, B (.,;)/'iJ CX) 0,511 + 1.,; for .,; large~ 
Col. ('1) (SCHWARZSCHILD'S second approximation by solution of an integral equa

tion.) (§ 35a). 
Col. (,;) (LINDBLAD'S revision of SCHWARZSCHILD'S second approximation). (§ 35a). 

Table II. Values of 1(0,0)/1(0,0) for Radiative Equilibrium. 

cos 1:1 I sin 1:1 (P> (y) (e) 

1,0 ° 1,000 1,000 I 1,000 1,000 

I 0,9 0.436 1.933 1.940 I 1.933 1,940 
0,8 0,600 1,867 1.880 I 1,867 1,879 
0,6 0,800 1,733 

I 
1,760 1,733 1,758 

0,4 0,915 1,600 1.640 1,600 1,645 
0,2 0,978 1,467 1 • .520 1,467 1,507 
0,1 0.995 1,400 i 1,460 1,400 1,439 
0,0 1.000 1.333 

I 
1.400 1,333 1,353 

I u= 0.667 0.600 I 0.667 0,609 

Explanation of Table II. (The columns correspond to Table I). 

Col. (<X) 1(0.0)/1(0,0) =t(1 + 2 cosO). (u=i). 
Col. (fI) 1(0,0)/1(0,0) = ! (2 + 3 cosO). (u = t)· 
Col. (,,) 1(0,0)/1(0,0) = !(1 + 2 cosO). (u = f). 
Col. (e) 1(0.0)/1(0.0) given by formulae (144) and (141'). 
Col. ('1) See § 35a. 

(1]) 

1,000 

1,875 
1,755 
1.625 
1,495 

1.34 
0.627 

14. Scattering. 32. SCHUSTER'S Problem. Before considering SCHWARZ
SCHILD'S and LINDBLAD'S higher approximations to the problem of radiative 
equilibrium we shall consider the closely analogous problem of pure scattering. 
It was indeed the scattering problem which was actually considered by SCHWARZ
SCHILD, following SCHUSTER. 

SCHUSTER cmlsidered the important idealised problem of pure scattering 
without absorption. Consider an infinite plane slab with parallel boundaries, 
of finite thickness, exposed on one side to radiation of given incident distri
bution. Let the slab be composed of purely scattering material. The problem is, 
what is the intensity and distribution in direction of the emergent radiation? 

The exact solution depends on the law by which the scattered radiation is 
re-distributed in direction. For example, gaseous scattering according to RAY
LEIGH'S theory is according to the law 1 + cos 2 t9', where 19' is the angle between 
the incident ray and the scattered ray. Now when the incident radiation is iso
tropic, whatever the law of scattering, as much radiation will be scattered in any 
one direction as in any other. This will be very nearly the case in the far interior 
of a scattering mass. The exact equations for any given law of scattering are easy 
to formulate but difficult to solve, and most writers have made the assumption 
that to a first approximation the radiation is scattered equally in all directions. 
We adopt this assumption. 

The amount scattered within any given solid angle dro is then 

dWf 
a 4"" I dro 
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per unit mass where a is the scattering coefficient. Forming the equation of trans
fer in the usual way we find for an element of path ds 

dI = -ae[I-~f1dw]. 
ds 4.n: 

When this is compared with the equation of transfer for radiative equilibrium, 
it is seen to be identical. Physically, of course, it must be. In radiative equi
librium the whole of the radiation absorbed is returned to the radiation field, 
distributed uniformly in direction. In scattering, the whole of the radiation 
scattered is also returned, equally distributed, on our assumption. Formally, 
then, any problem of scattering is identical as regards its mathematical solution 
with a corresponding problem in radiative equilibrium. It is simply a matter of 
convenience sometimes to use the nomenclature of the one and sometimes of 
the other. 

We now return to our scattering problem of the slab of finite thickness, with 
radiation incident on one face. To emphasize the formal identity with radiative 
equilibrium it is convenient to write the equation of transfer in the form 

dI 
cose d1: = I -1, (145) 

where 
d7: = aedx 

and 

(146) 

The quantity J corresponds to the quantity B in radiative equilibrium, but it 
has now no relation with temperature. In a problem of pure scattering the radiation 
passes through the material without influencing its temperature, and the tempe
rature radiation of the material is taken to be zero (k = 0). 

Let the slab be of optical thickness 7:1 (measured with reference to the co
efficient of scattering) and let the radiation incident on the face 7: = 7:1 be I (7:1' e), 
a given function of e. 

The state of affairs is characterised by a constant net flux of radiation, 
constant from place to place in the slab. This is equal to the radiation emergent 
at the face 7: = O. The problem is to determine the net flux For :nty and its 
distribution in direction in terms of I (7:1> e). 

Before forming a general integral equation for the function J, we shall 
consider separately the case of a thick slab (7:1 large) and a thin slab (7:1 small). 

33. Thick Slab. By analogy with the corresponding problem in radiative 
equilibrium we assume as an approximate solution 

J=Jo+!ty7:. (147) 

The coefficient tty is chosen to give the net flux :nty in the middle of the slab. 
Solving (145) with the appropriate boundary conditions, in the usual notation, 
we find 

1(7:, e) = I (1:1> e) e- (,'-,) seclJ +e,seclJ ](fo+! %t) e-tseclJ secedt 
, 

= I (7:I , e) e-("-') seclJ + (fo + ! %7: + ! % cos e) 

- e-(r,-r) seclJ Uo + ! %Xl + ! % cos()] 

and similarly, for the inward intensity at any point, 

(148) 

l' (x, 'I.jJ) = Jo + ! % (r. - cos'I.jJ) + e-7:sec·P (! % cos'I.jJ - Jo). (149) 
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Equating the net flux at the boundary 'l = ° to n ~ we have 

i'" 
n~ = 2njI(0, O)cosOsinOdO 

o 

[
1'" 

= 2n ! I ('lI' 0) e-<t secO cosO sinO dO +1 Jo + ! ~ 

and similarly, calculating the net flux at the boundary 'l = TV we have 

in 

n~ = 2njI('l1 1 O)cosOsinOdO 
o 

- 2n [! (Jo + 1 ~'lI) -! ~ + j<1 ~ cOS1jJ - Jo)e-<t sec1p cos1jJ sin1jJ d1jJ]. 

(150) 

(151) 

Now assume 1:1 is so large that the terms with exponential factors may be neglected. 
We then find from (150) 

and writing this in (151), we find 
in 

2:71: j I (rl' 0) cosO sinOdO 

n~= __ O ____ ~.-----__ 
1 + lorl (152) 

The numerator is the incident flux. We thus see that for a thick slab the emergent 
flux is equal to the incident flux divided by (1 + 1 'l1)' a result due in principle 
to SCHUSTER. If the incident radiation is uniformly distributed, say 

I('lI'O) = II 
then 

(153) 

This result can be derived more simply from the theory of radiative equi
librium. In radiative equilibrium we know that in the far interior, we have on 
a first approximation 

and consequently at 'l the outward flux (not the net flux, which is the outward 
flux less the inward flux) is 

i'" 
2njI('l,O)cosOsinOdO=n~[1 +1'l]. (154) 

o 
Now in the case of the slab, the radiation I ('lI' 0) is differently distributed, but 
it must give the same outward flux, since the net flux is the same and the inward 
flux, being derived only from the slab itself, must also be the same. Hence (154) 
must give a flux equal to the outward (incident) flux, in agreement with (152). 
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SCHUSTER himself obtained an approximation by using the equations of linear 
flow. We have as usual . 

~dI =1-J 
2 dr ' 

~ dl' = J - l' 
2 dr ' 

and the solution 

Hence 

I = ~(1 + T), 

I=~(!+T), 

I' = ~T. 

~ = 1 ~ 7:1 

which is SCHUSTER'S form after making a correction. On this approximation 
the coefficient of darkening comes out as i. 

It should be particularly noticed that the incident flux is not cut down 
exponentially. It is cut down merely by a factor linear in T1 • A great deal of 
radiation scattered in the first instance is returned to the outward beam. Of 
course all the incident radiation not emergent at T = 0 emerges behind at T = T1 • 

The law of darkening of the radiation emergent at T = 0 is, for a thick slab, 

I(T, B) = !~(1 + lcosB) (154') 

corresponding to a coefficient of darkening u = t, exactly as in radiative 
equilibrium. Thus after passing through a thick slab, the radiation loses all 
trace of its origin as regards its distribution in direction. The result u '= t 
is independent of the law of darkening of the incident radiation, i. e. independent 
of the variation of I (T1' B) with B, provided T1 is large enough. Likewise", the 
result u = t is independent of the coefficient of scattering, provided this is 
large enough. 

34. Thin Slab. Suppose we have a thin slab of optical thickness Tl' The 
emergent flux is equal to the incident flux, less that removed by scattering. 
Of the amount scattered in the first instance, one half will be scattered backwards, 
and one half scattered forwards. We have therefore 

in in 

.:n~ = 2.:n J I(Tv B) cosB sinBdB - tT12.:n J I (Tv B) secBcosB sinB dB 
o 0 

the factor sec B occurring for the obliquity of the path through the thin slab. If 

I (T1, B) = 11 (1 - u + ucosB) (155) 
we find 

n~ = 1 1 -!u -J--;;--- - T1j::. tu . (156) 
2"" II cosO sinO dO 

This is valid only for Tl small. It can be shown that the law of darkening is slightly 
altered from the law (155) in the direction approaching u = t. 

35. The Integral Equation for Scattering. On introducing the general 
expressions 

I (r, B) = I (Tl' B) r(r-r,)sec(J + e<sec(J II (t) e-tsec(J secB dt (157) 
T 

T 

I' (T, 1jJ) = e- rsec 1p J I(t) etsec1p sec1jJ dt 
o 

Handbuch der Astrophysik. III. 

(158) 

9 
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in the defining equation for J (146), and reducing as in § 15 (a) we find 
In ~ 

J(T) = ! f I(T1> e) r«'-<) sec Ii sinO de + t f J(t) Ei(l T - t I) dt. (159) 
o 0 

Consider the particular case in which I(Tl' e) = II' independent of direction. 
Then 

J(T) = F1Ei2(T1 - T) + :~IJ(t) Ei (I T - t I) dt. (160) 
o 

If we let T1 -->- 00 in this, the first term on the right hand side vanishes, and we 
recover the integral equation for radiative equilibrium (65), in a semi-infinite 
mass possessing a single plane boundary at T = o. 

Another integral equation 1 can be obtained by substituting the expressions 
for I (T, e) and I' (T, 'IjJ) in the equation expressing the constancy of net flux. We 
find 

in Tl 

iY = 2 j I (TV e) e-(,·-r)sec(l cose sine de + 2 j I(t) Ei2(t - T) dt 
o r 

r 

- 2jJ(t)Ei2(T-t)dt. 
o 

If we let Tl --')- 00 in this, we find 
r 

iY = 2 jJ(t)Ei2(T - t)dt - 2jJ(t)Ei2 (T-t)dt 
o 

(161 ) 

(162) 

which is an alternative form of the equation of radiative equilibrium (63). For 
the far interior, the corresponding form is 

00 T 

iY = 2 j J(t) Ei2 (t - T) dt - 2 j J(t)Ei2(T - t) dt. (163) 

This has the exact solution J = const + ! iY 1:. Equation (163) is perhaps the 
most significant form of the integral equation for radiative equilibrium, as it 
puts in evidence the net flux. 

35a. SCHWARZSCHILD'S Solution of the Integral Equation for Scat
tering. Equation (160) has been discussed by SCHWARZSCHILD in an important 
memoir 2. His method is as follows. From the SCHUSTER-SCHWARZSCHILD 
approximate solution for radiative equilibrium (§ 20), we see that an approximate 
solution for the scattering problem would be 

J=iY(t+T) 

l=iY(1+T), 

whence the incident radiation 11 is given by 

II = iY (1 + T1) . 

Hence 

1 Equations (161), (162), (163) were not given by SCIlWARZSCHILD. 
2 Berlin Sitzber 1914, p. 1183. 
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This SCHWARZSCHILD calls the SCHUSTER approximation. (It can be easily derived 
directly by the equations of "linear flow"). SCHWARZSCHILD investigated the 
error of this approximation. Writing J (-r) in the form 

](-r) =1 t+~+L(~) 
1 1 + "'1 

he found the integral equation satisfied by L (-r) and demonstrated by some 
elegant analysis (1) that L (-r) + L (1'1 - -r) = 0, (2) that I L (1') I < i for 0 < -r < -rlJ 
(3) that as -r1 - 00, L (-r) tends to a definite limit function Lo(-r). It follows 
that the solution of the integral equation (65) is of the form 

B(-r) = const X (! + -r + Lo(T)) 

where I Lo (1') I < !. This result is in one sense more precise than our previous 
result B (1') "'" const + 1 u: -r, since it asserts something about the size of the 
constant: but it is less precise in that it does not evaluate the constant multi
plying factor. 

SCHWARZSCHILD'S analysis ought at the present time to be repeated, starting 
with the form 

J(T} = Idt +!~ + L(~» 
1 + !~1 

We can make a deduction from this. It is not difficult to show, following 
SCHWARZSCHILD'S methods, that as before 

L (T) + L (-rl - -r) = 0 
so that 

L(!T1) = O. 
Hence putting-r = t-rl 

J(1 -r ) = Idt + t~!l = 1 I 
21 1+!~1 "2"1' 

When 1'1 is large, the point -r = 1'1 is in the far interior of the slab. Here we know 
from our previous work that 

J(-r} "",U:(a + 1T}, 

where a is a constant in the neighbourhood of 0,511. Hence 

F _ II 
u:= a+i~I-2a+!"'1 

when -r1 is large. This is the correct form of which (153) above is an approximation. 
SCHWARZSCHILDI and LINDBLAD2 have evaluated the function L(-r) numer

ically. They approximated to the integral equation (160) by replacing it by a 
number of simultaneous differential equations. SCHWARZSCHILD took -rl = 8, 
and used 20 simultaneous equations. LINDBLAD introduced simplifications into 
the method, and took account of the condition of constancy of net flux. Some 
of the results of SCHWARZSCHILD and LINDBLAD are given in Table I above, 
cols. (1]) and (C) reduced to the case of u: = 1. 

The law of darkening corresponding to SCHWARZSCHILD'S solution was also 
found by SCHWARZSCHILD. It is tabulated in Table II, col (1]). 

15. The Relation between the Law of Darkening and the Temperature Dis
tribution3• 36. The Problem. We have seen that if B('r:) = (ojn) T4 is the tem
perature distribution, given as a function of the optical depth -r, then the emergent 

1 Berlin Sitzber 1914, p.1183. 
2 Nova Acta R. Soc. Upsal. Series 4, vol. 6, Nr 1 (1923). 
3 MILNE, Phil Trans Roy Soc 223 A, p. 214 (1922); LUNDBLAD, Ap J 58, p. 11.3 (1923). 

9* 
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radiation I (0,8) is given by 

I(O, 8) = IB(T) e-,secO sec8dr. ( 164) 
o 

If B (T) = const, I (0, 8) is independent of 8. When B (T) is not constant, the 
steeper the temperature gradient the greater the value of I (0,0) as compared 
with I (0, t n), and the more rapid the darkening towards the limb. The question 
arises, can we deduce anything about the temperature distribution if the law of 
darkening is given? 

37. Sol u tion. Formally we can solve this problem as follows. Put cose = fl, 

and write I(0,8) = 1.jJ(fl). 

Then ( 1 64) becomes 
00 

1.jJ (fl) =! B(fl T) e- r dT =! B (T) e -'/1' (1 jfl) dT . ( 164') 
o 0 

Clearly 1.jJ (0) = B (0). Differentiai:ing with regard to fl and putting /-t = 0 and 
repeating the process, we find successively 

00 

1.jJ'(fl) =!B'(flT)re-rdT, 
o 

1.jJ" (fl) = ! B" (/u) T2 e -, dT, 
o 

00 

1.jJ(n)(fl) = !B(n) (flT) Tne-rdT, 
o 

1.jJ'(O)=~B(O), 

1.jJ" (0) = 2! B" (0) 

Assuming now the possibility of expanding B (T) as a TAYLOR series in powers 
of T we have 

B(T) = B(O) + ~B'(o) + ... + ~n B"(O) + "'J 1! n! 
(165) 

'!pI (0) ~n'!p(n) (0) 
=V'(O) +T (1!)2 + ... + ~-+ ... 

This procedure has been criticised by FAXEN1 on grounds of want of rigour. 
We know that in strict radiative equilibrium, for example, B' (T) is logarithmically 
infinite at T = 0, so the method there breaks down. Nevertheless it is plausible 
on physical grounds that there is only one temperature distribution compatible 
with a given law of darkening. And clearly (165) is the TAYLOR expansion of the 
temperature distribution if it exists. 

The uniqueness of B (T) given I (0, e) (from (164)) under fairly general 
conditions, can be inferred from MELLIN'S "Inversion Formula". This states that 
under certain conditions of convergence and continuity which will be satisfied 
in any physical problem, the relation 

implies 

1 AN 224, p. 241 

00 

j(s) = !F(y)e-SYdy 
o 

a+iCXJ 

F(x) = _1_. f j(s) e8X ds 
2nz 

a-ioo 
(1925). 

(166) 

(167) 
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where a> 0. In (166) write F(y) = B(y), s = -l/fh, /(s) = fh'IjJ(fh): it becomes 
(164') whence by (167) 

l/p.=a+ioo 

B(x) = _1_. f fh1p(fh) eX/it d(~) = -1--f'l'{p) eX/It dp (168) 
2;rz ft 23<Z P 

l/.,,=a-ioo C 

C being a circle with the points z = 0, z = 1/a as diameter, and the principal 
value of the integral being taken. Formula (165) is formally equivalent to (168). 

38. Application to the Temperature Distribution in the Super
ficial Layers of a Star. The most interesting application of (165) is to the 
case where the observed law of darkening is a cosine law with a coefficient of 
darkening u. We have then 

1(0,0) = 1(0, 0) (1 - ~t + ~tcosO), 
whence by (165) 

B(T) = 1(0, 0) (1 - 'u + UT) 

or since ~o = 1(0, 0) (1 - tu), 
B( ) = Cl:: 1 - H + tt7: (169) 

T UO 1 - tH ' 

where .n~o is the net flux at the boundary. Formula (169) gives the temperature 
distribution implied by an observed coefficient of darkening u and observed 
flux .n~o' 

The fact that an observed law of darkening implies a definite temperature 
distribution has an important application to the sun, to which we shall return 
later. We are enabled to deduce the temperature distribution in the interior 
as a function of T. The question then arises as to the extent to which the state 
so found is one of radiative equilibrium. If it is not one of strict radiative equi
librium, and the state is steady, energy must be being transported by other 
means than radiation, namely convection and conduction. 

Corresponding to the distribution (169) we have from the usual formulae 

1(T,O) = ~[1 -1t + UT + ucos8], 
1 - aH 

1'(T, 'IjJ) = ~ [1 - U + UT - U cos1p + e-,sec'l' (UCOS1p - 1 + u)]. 
1 - aH 

The radiative net flux at any point F = .n~ and the liberation of energy 4.n e 
are found to be given by 

00 

fr=fr - 2\Yo __ j'(1-H)P,-H(1_e-,,tt)dfh (170) 
o 1 - t H, p4 ' 

1 

00 

-"-= t\Y~((1-U)f'-tte_.p.d 
k 1 - t tt "E,3 fh· (171) 

1 

N ow the total net flux of energy of all kinds, say F, must be constant in 
the steady state. It is made up of the radiation flux F and the convective and 
conductive fluxes, forming together say F', Thus 

F = constant = F + F'. 

We use the suffix 00 to denote a layer just so deep that e-< is negligible. This 
is the furthest depth to which we can see into a star. Hence 

F 0 + F~ = F 00 + F~. 
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Now z.~ = O. For there can be no positive convection or conduction flux out 
to space; there can be no dO\\lIlward conductive flux, and it is physically absurd 
to suppose that there is a real downward convective flux, since this would mean 
that the surface layers were warming up faster by absorption than they could 
radiate to space. Hence 

Fo=Foo+F~. 

If at great depth there is no appreciable conductive or convective 
flux, we shall have also F~ = 0, whence Fo = Foo. This requires ~o = ~oo, 
or, letting T --+ 00 in (170) 

00 

j (1 - u) '" - U dfL = 0 
",4 

1 

which gives u = .g.. If however the net conductive plus convective flux is 
not zero at great depths, we should expect it to be upwards, which would 
require F~:>- 0, or Fo 2 Foo. This requires from (170) 

00 

j (1-U)",-U d >0 
",4 fL 

or 1 

u<:.g.. (172) 

The surface layers must then be receiving heat by conduction and convection, 
i. e. they are converting heat received in this fashion into radiation, so that 
e> 0 for T small. For T = 0, this requires 

00 

j-'-( 1_-_U-'~-;i-:_- U du > 0 

1 

or 

which is already satisfied. 
If ~~ > 0, convection is already transporting heat from below the deepest 

layer to which we can see. There will be a certain depth at which, as we descend, 
e changes sign from a positive value to a negative one. Heat will be being con
vected from below this level to above it. Now for T large, we have from. (171) 

~= ~~r(1-2U)e-' + ... J 
k 1 - tu 7: 

so that convection is or is not being actually originated within the depth to which 
we can see according as u > i or u < i. When u > i, there is an excess of 
absorption over emission at the base of the layer in question, and this changes to 
an excess of emission over absorption higher up (provided u < !): convection is 
thus being originated within the layer. When u < i, heat transported from great 
depths by convection is being converted into radiation throughout the whole 
of the layer, since e > O. We should expect proximity to the boundary to be 
a cause of convection, and thus it is probable that u:>- i. 

This latter inequality is much less certain than the inequality u < .g., 
but assuming its physical basis to be correct we have altogether i < u <: .g. as the 
range for the coefficient of darkening. 

16. The Reflection Effect in Eclipsing Binaries l • 39. Star Subject to 
External Radiation. Hitherto we have taken the incident radiation at the 
boundary to be zero. In,the case of close binaries the radiation from the one star 

1 MN 87, p.43 (1926). 
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at the surface of the other star is appreciable and it becomes important to discuss 
the radiative equilibrium of the outer layers of a star subject to external radiation. 

We first noticel that a star necessarily re-emits all the radiation falling on it. 
In other words, the heat albedo is unity. This is so because the heat emitted by 
the star in the absence of incident radiation is generated in the far interior. 
The outer layers merely adjust themselves so as to let this heat flow through 
them. This flow of heat will remain unaffected by any radiation incident from 
outside-the small radiation pressure on the surface will have a completely negli
gible effect in influencing conditions in the far interior. The effect of the external 
radiation is to maintain the outer layers at a higher temperature than they would 
otherwise possess. In the steady state this temperature is just sufficient to space 
an amount of energy equal to that incident on them. If this were not so, i. e. 
if the heat albedo were less than unity, the outer layers would be transmitting 
the missing heat to the far interior, and thus the net flow from the far interior 
would be reduced, contrary to what has been said above. 

The incident radiation is absorbed in the outer layers, and re-emitted. It 
is convenient to speak of this as "reflected" radiation, but it must not be con
fused with true reflection. 

The principal problems are the determination of the increased surface tem
perature due to the presence of the other star, and the determination of the law 
of distribution of the reflected radiation in direction-the law of darkening for 
the reflected light. 

40. Idealised Problem. Superposition of Solutions. We discuss 
in the first instance an idealised problem. Consider a semi-infinite mass of material 
with a plane boundary, stratified in parallel planes,. and exposed to incident 
radiation on the boundary. We suppose the state to be a steady one, in strict 
radiative equilibrium. Let F be the net flux, being the radiation generated in the 
far interior. 

We now note that without loss of generality we can take F = o. For solu
tions can be superposed. Suppose (ajn) T4 = BI (T) is a temperature distribution 
which gives a net flux F with the condition of zero incident radiation, and sup
pose (ajn) T4 = B2 (T) is a second temperature distribution which gives zero net 
flux with the incident radiation equal to 
its given value. Then all the equations 
are linear, and accordingly the tempera
ture distribution 

(ajn) T4 = BI (r) + B2 (T) 

will give a net flux F with the incident 
radiation equal to its given value. Fur
ther the intensity of radiation I at any 
point may be written II + 12 , where II 
is derived from BI and 12 from B2 in the 
usual way. The part II will correspond 
to a net flux F, and in fact be identical 
with the solution we have discussed ear- Fig. 18. External radiation incident on stra-

tified mass in radiative equilibrium. 
lier. It remains to determine B2 and 12. 

We now omit the suffixes, and determine a temperature distribution B (T) 
corresponding to zero net flux with a given incident radiation. Let the incident 
radiation consist of a parallel beam of flux nS per unit area normal to itself, 
incident at an angle ex with the normal to the boundary (Fig. 18). Then the flux 

1 EDDINGTON, M N 86, p.320 (1926). 
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incident on the boundary per unit area of the boundary is n 5 cos ex. This beam 
will be absorbed exponentially as it penetrates the material, and at a depth T 
the flux contained in the parallel beam, per unit area perpendicular to 0 x, is 

n 5 e - , sec", cos ex . 

Let J (T, 0) be the intensity of radiation at the point T in the direction 0, as 
derived from the material. It will be observed that we distinguish between the 
beam nSe-<sec<xcosex, which though attenuated maintains its individuality 
at all depths, and the intensity J(T, 0), (a continuous function of 0) of the 
radiation other than that contained in the beam. 

The equation of transfer is as usual 

OdI(r, 8) = J( 0) - B cos do r, . 

The absorption of the incident beam in dT at a depth r IS 

nS e-<sec<x cos ex sec exdr = nS e-' sec "'dT. 

Hence the equation of radiative equilibrium is 

f Jdw + nSe-,sec", = 4nB. 

Multiplying (173) by dw, integrating ana using (174) we have 

~fJcosOdw = _nSe-<sec"" 
dr 

which integrates with respect to T in the form 

f J cos Od w = nS cos ex e-' sec'" . 

(173 ) 

(174) 

(175 ) 

This is the equation expressing that the net flux is zero. For the left-hand side 
represents the outward flux, the right-hand side the inward flux. 

41. Integral Equation for the Temperature Distribution. Equa
tions (173), (174) and their integral (175) can be discussed by means of the various 
methods already used for radiative equilibrium. In particular, the following 
integral equations can be deduced for B (r): 

B(r) = !Se-rsec<x + if B(t)Ei(lt - r!ldt (176) 
o 

T = 
([>/(t) = ~ Se-Tscca...L [<I>(r: + y) - <I>(r - y) e-Ydy +j'<P(r: + 2'2 e-Ydy (177) 

4 I • 2y 2y' 
o 

where 
, 

([>(r) = f B(r)dr, ([>/(r) = B(r) . 
o 

From the latter it can be seen that B'(t) has a singularity at the origin, behaving 
like 10gT. 

42. A pproxima te Solution. To obtain approximate solutions it is better 
to use the equations of linear flow. Using J and l' now to denote the mean out-
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ward and inward intensities, equation (173) splits up in the usual way into the 
two equations 

1 dI 
---=I-B 
2 dr: ' 

whilst (174) and (175) reduce to 

1+ l' + iSe- oseccx = 2B, 

I - I' = 5 COstX e- rsec ,". 

(178, 179) 

(180) 

(181) 

It should be noted that (181) is merely an integral of (178) and (179) when con
dition (180) is taken into account. We have from (180) and (181) 

1= B + iSe-rsec,"(costX - i), 

1'= B - iSe-rsec,"(costX +!), 
and inserting this in (178) and integrating, we find 

B(-e) = a - 5 (COS2 tX - !)e-oseco.:. 

(182) 

(183) 

(184) 

The boundary condition is 1'(0) = O. This determines a,. and we have as our 
approximation to B 

B(1:) = 5 (costX + i) [costX - (costX - i)e- rsec ,"]. (185) 

This, it must be remembered, must be superposed on the ordinary tem
perature distribution. Considered by itself, it gives a temperature distribution 
with a definite boundary temperature and a definite limiting temperature in 
the far interior. If the emergent flux nS corresponds to an effective temperature 
Ti, we have nS = a T14, and then writing Bo = (aJn) T64 , B= = (aJn) T;':', 
we find 

T04 = iT14(i + COStX) , 

T~ = T14 costX(i + coStX). 

The true boundary temperature To is given by 

Tg = -fIG-Ti + iT14(i + coStX) , 

Tl being the effective temperature of the star alone. 
We can now use (185) to determine the emergent radiation 1(0,0) as a func

tion of 0 by introducing it in the equation of transfer and solving in the usual 
manner. We find 

1(0,0) = [B(1:)e-rseco secOd1: I 
_ 5 case.: (case.: + t)(cose + t) 
- case + cose.: . 

(186) 

This gives the law of darkening of the reflected radiation. It is quite different 
from the law of darkening of the ordinary radiation. 

We Will now examine the errors of this approximation. The outward flux 
given by (186) is 

in 

2nII(0,O)cosOsinOdO= 
o 

nS cos tX[1 + COStX (2 costX - 1){(costX + Hlog (1 + sectX) - 1}] , 
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whilst the inward flux is :n;Scostx. The two should be equal. The following 
table shows the values of the proportional error, namely, 

cos tx (2 costx - 1)[(costx + i) log (1 + sectx) - 1J 

for different values of tx: 
COStX 

Proportional 
error in flux 

1 +0,039 
0,8 +0,026 
0,5 0,000 
0,3 -0,021 

cos a 

0,2 
0,1 
0,0 

Proportional 
error in flux 

-0,031 
-0,035 

0,000 

It will be seen that the error is always less than 4 per cent. 
Another test is to work out the extent to which the condition of radiative 

equilibrium is satisfied at the boundary. Per unit optical mass, the emission 
is 4:n;B(0) or 

whilst the absorption is 
tn 

2:n; f 1 (0,0) sinO dO + :n;S = 
o 

2:n;S(costx + I) 

2:n; S[(coStx + i) + cOStx (costx - i){1 - (COStx + I) log (1 + sectx)}J . 

We see that the error vanishes for cos tx = ° and cos tx = i. For cos tx = 1, 
the emission is 3:n;S, the absorption is 2,961 :n;S, an error of 1,3 per cent. 

We proceed to consider a second approximation. We see that according 
to (185), B(7:) is of the form 

B(7:) = a - be-TSeC", (187) 

and it is clear that one way of obtaining a higher approximation is to assume 
this form for B (7:) and then determine a and b so that the flux condition and radia
tive equilibrium condition are exactly satisfied at the boundary. (We choose the 
boundary, here, and do not bother about the far interior. In the far interior the 
flux tends to zero naturally, since for 7: large the distribution is isothermal. Re
flection, i. e. absorption and re-emission, occurs chiefly in the superficial layers, 
so that it is natural to choose our constants so as to get the best fit at the boun
dary.) The emergent radiation corresponding to (187) is 

1 (0 0) = a - b cosO( • 
, cosO( + cosO 

(188) 

Inserting this in the flux equation (175) and the condition of radiative equilibrium 
(174) with 7: = ° we find respectively 

a - 2b costx [1 - COStx log (1 + sectx)J = S costx 

a - b[2 - costxlog(1 + sectx)] = is, 
a b !S 

--=----:-
cos a cosO( -.! 1 - cosO( + cosO(cosO( - !)1og(1 + seclX)' 

whence 

For cos tx = i and cos tx = 0, the values of a and b are the same as on the first 
approximation (185). For costx = 1, we find a - S/log2 = 1,443 S instead 
of a = 1,5 S, and b = S/210g2 = 0,721 S instead of b = 0,75 S. The changes 
are trifling. The emergent radiation is now from (178) 

1(0 0) = a cosO + ! 
, cosO + cosO!: 

(189) 

and so the law of darkening is unaltered (d. equation (186)). 
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The general conclusion is that the temperature distribution (185) and the 
law of darkening (186) are good approximations, sufficiently accurate for prac
tical purposes. 

43. Application to Binary Stars. We now apply to a close binary. 
Consider first the reflection of light at full phase, when as seen from the earth 
the centre 52 of the secondary is behind the centre 51 of the primary (Fig. 19). 
As a first approximation, the solid angle subtended by the primary at a point 
P of the secondary may be taken as 0. The angle of incidence ex at any point P 
of the secondary is then approximately equal to the angle of emergence () of 

Fig. 19. Reflection of light by components of close binary. 

the light radiated to the earth from P. If L1 is the luminosity of the primary, a the 
distance between the centres, the flux 'lI5 at P is approximately L1/4 'lIa 2, and 
the intensity of light reflected towards the earth is 

1(0, ()) = ~_ ~ [cosc< (cos 0< + t) (cosO + t)] = ~~ (cosO + t)2. 
4na2 n (coso< + cosO) rx=fi 4na2 2n (190) 

The law of darkening of the disc for reflected light, at full phase, is accordingly 

[(0,0) _ (1 + 2COSO)2 (191) 
[(o,of- --3- . 

For example at the limb the ratio is t. The reflected light thus shows enormous 
darkening at the limb compared with the ordinary light. 

To find the ratio of reflected light to ordinary light at full phase, we proceed 
as follows. The total light reflected to the earth inside a small solid angle dQ 
from an element of area d02 of the secondary is 

4 L1o ~(cos() + t)2cos()dQda2 , 
na" 2n 

where d O2 = r§ sin () d () d cP 

r 2 being the radius of the secondary. The ordinary radiation from the secondary 
is L 2 dQj4 'lI. Hence the ratio is approximately 

reflected light 1 
S = ordinary light I 

= ~: :~j ~ cos () + W cos () sin () d () I 
17 Ll r~ 

= 24' L~ a 2 ' 

(192) 

The increase in T6 at P due to the reflected radiation, which we have called 
T'o4, is given by 

aT;} = tn5(cosex + t)rx=fi I 
= t(cos() + t) 4L1 

2' . na 

(193) 
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The surface temperature of the secondary in the absence of reflection is To, 
given by 

aT' = 1.- L2 
o 16 4nrr 

Hence 

or 

~ = - - cos () + - s. T~4 8 24 ( 1 ) 
Tt 7 17 2 

(194) 

For discussing the change in spectral type due to reflection we require the 
mean value of Tf} obtained by taking in (194) the average value of cos () averaged 
with a weighting factor given by the law of darkening for the reflected radiation. 
We have 

cos () = - 1 +- ~'--- = - . ' 
~- 17 [ " R~ (;[;\)2] 17 1 +- 1 06 s 

24 1 +- s 24 1 +- S ' 

whence 
T~4 
yT = 1,95 s. 

o 
( 195) 

When the phase is not full the algebra is more complicated, because only 
a portion of the hemisphere of 52 illuminated by Sl is visible from the earth E. 

Fig. 20. Close binary at phase E. 

Let the phase be an angle e 
from full. The second dia
gram (Fig. 20) shows the 
projections of the various 
directions on the surface 
of 52' 

If ([J denotes the azi
muth of a point P, mea
sured from the plane E52S1 , 

the angle IX is given by 

cos IX = COS () COS e 
+ sin () sin e cos ([J • 

For example, along the azimuth ([J = 0, where IX = () - 13, the emergent in
tensity is now 

1(0 ()) = ~. ~. cos(H - E){COS(O - e) +- t}(cosO +- t) (196) 
, 4na2 n cos(O-e)+-cosO ' 

- (in - e) < () < in. 
Along this azimuth 

1(0, in) : 1(0, e): J(o, ()) : 1(0, -(in - e)) 

= ~(Sinc +~): t(cos" +- t): jcose(cose +- t) : ° 
2 2 cos" +- 1 cos e +- 1 ' 

The total light reflected inside a small solid angle d Q is now 

dQ ~. ~j'cos£x (cos £x +-!) (cosO +- !) dw 
4na2 n cos£x +- cosO 
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the integral being extended to the lune enclosed between the two great circles with 
centres S1 andE (Fig. 21). To evaluate this integral, we take N, a point of inter
section of the two circles, and express the position of P by polar coordinates 
Y) = N P and <P' = P N R, R being the bi - N 
sector of SlE. We have then 

dw = sinY) d17 d <P', 

cos eX = sin'l] cos (! 8 + <1>'), 

cos e = sin 17 cos (i 8 -'- <1>'). 

The limits for Y) are ° and n, for <P' are 
- (! n - ! e) and ! n - ! 8. After some 
troublesome algebra we find the ratio s (e) 
is given by 

L y2 

S(e) = L: ((2/(e) (197) Fig.21. Evaluation of spherical integral. 

where 
1(8) = (1 + COSE)(1 - 3cose) 10 1 + cos!e -L 1 + 5 COSe + sine + (n+ (l"l - e) casE. (1 8) 

32 cos t e g sm ~ e I 16 3 n 9 

Particular values are 

1(0) = +{- = 0,408, l(in) = 0,2075, I(n) = o. 
EDDINGTON found 1 that if the darkening law for the reflected radiation is 

neglected, so that the reflected radiation is supposed distributed uniformly in 
direction, then 

I(e) ex: sins + (n - E) COSIO) casE. 
n 

It will be found that the correct function (198) is closely the same as 

f (8) = !1 sins + (;r - e) . 
24 "" 

For example the latter agrees at 8 = ° and 8 = n, and at 8 = in gives 
fa n) = 0,226 instead of 0,2075. 

The albedo and law of darkening could be worked out taking into account 
the finite size of the primary, but the results are complicated. 

17. Darkening of the Solar Disc towards the Limb. 44. It is of interest at 
this stage to compare the distribution of light over the sun's disc with that 
computed on the theory of radiative equilibrium. A comparison of this kind was 
first given by SCHWARZSCHILD. SCHWARZSCHILD showed that the darkening of 
the disc towards the limb was far more in agreement with the theory of radiative 
equilibrium than with the theory of adiabatic equilibrium. It will make the 
results more instructive if we preface this comparison with a brief deduction of 
the law of darkening on the hypothesis of convective equilibrium. 

45. Law of Darkening for Convective Equilibrium. As an approxi
mation sufficient for the problem in hand, we shall assume that the effect of 
radiation pressure is to reduce the acceleration due to gravity by a constant 
fraction. Let then g be the effective gravity. The equation of hydrostatic equi
librium is then (measuring the depth x inwards) 

dp 
dx = ge 

1 M N 86, p. 322 (1926). 
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and we have also the condition of convective equilibrium 

p ex. eY , 

where 'Y is the ratio of the specific heats. Using the gas law 

we find 
dT ?' - 1 mg 
dx -1'-71' 

ciph. 17. 

the well-kuown result that on convective equilibrium the temperature gradient 
is constant. The atmosphere has a definite boundary, say at x = o. Measuring 
the optical depth. from this level, we have 

d.=ke dx , dP=ge dx , 
whence 

r = f; dP· 

Taking as an approximation k = constant we have 

whence 

or 

k r=-gp, 

T ex. Tr/(y-l), 

B(r) = (a/n) Pocr4 (r- 1)fr. 

Hence the emergent intensity is given by 

Whence 

00 

1(0,0) = f B (r) e- aecli sec 0 dr 
o 

= f B(rcosO) e- X d. 
I) 

ex.f (. COSO)4(y-l)/r dr 
o 

ex. (coS8)4(y-l)/y. 

1(0,0) = (cosO)4(y-I)/r 
1(0,0) . 

In particular 1(0, in) = 0, and there is complete darkening at the limb. 
46. Comparison with Observation. The following table (Table III) 

contains the figures adduced by SCHWARZSCHILD. The last column contains the 
mean darkening of the solar disc as derived from the observations of VOGEL, 

LANGLEY, FROST and SECCHI (Observations anterior to 1906). SCHWARZSCHILD'S 

radiative law of darkening was u = i. We have added a column for U= f. 
In the sun's photosphere, the gas must be practically monatomic, owing to disso
ciation, and the adiabatic darkening is therefore calculated for 'Y = t; but 
the results for 'Y = i, for which 1(0,0)/1(0,0) = cose, are added as well. 
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Table III. 
Values of 1(0,0)/1(0,0) for the Sun. Calculated and Observed. 

~ 
Adiabatic Radiative Mean Observed 

r=~ y=t u=i u=! 

0,0 1,000 1,000 1,000 1,000 1,00 
0,2 0,968 0,980 0,987 0,988 0,99 
0,4 ,870 ,9165 ,947 ,950 ,97 
0,6 ,700 ,800 ,867 ,880 ,92 
0,7 ,583 ,714 ,809 ,828 ,87 
0,8 ,443 ,600 ,733 ,760 ,81 
0,9 ,265 ,436 ,624 ,662 ,70 
0,96 ,130 ,280 ,520 ,568 ,59 
0,98 ,076 ,199 ,466 ,519 ,49 
1,00 I ,0 ,0 ,333 I ,400 ,40 

A further comparison using the more recent observations of ABBOT, FOWLE 

and ALDRICH l has been given by MILNE 2, as follows. 

Table IV. 

sin8 cos 8 u=t u=O,56 u=O,54 Observed 

0,00 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 
,40 0,9165 0,950 0,953 0,955 0,955 
,55 ,8352 ,901 ,908 ,911 ,912 
,65 ,7599 ,856 ,865 ,870 ,871 
,75 ,6614 ,797 ,810 ,817 ,822 
,825 ,5651 ,739 ,756 ,765 ,769 
,875 ,4841 ,690 ,711 ,721 ,722 
,92 ,3919 ,635 ,660 ,672 ,665 
,95 ,3122 ,587 ,615 ,629 ,612 

It is at once apparent that there is no agreement with the adiabatic law. 
The observed darkening does not tend to completeness at the limb. There 
cannot therefore be an adiabatic distribution of temperature. Put in other words, 
there must be a non-zero boundary temperature. The first table has shown a 
run of the values in general agreement with SCHWARZSCHILD'S law u = t, but 
a better agreement with the theoretically more correct value u = t. The second 
table shows that the observed darkening is less even than this. It corresponds to 
about u = 0,55, with a somewhat accelerated rate of darkening close to the 
limb. The latter is in agreement with the second approximation found in § 31. 

The theoretical formula for the emergent radiation in radiative equilibrium 
is, as we have seen 

1(0,0) = HH1 + -icosO). 

We known that iY is also the mean value of 1(0, 0) averaged over the disc. The 
value 1(0,0) = iY occurs where cosO = t, or sinO = 0,745. It is worthy of 
note that3 MINNAERT has found that for all wave-lengths the mean intensity 
over the disc is equal to that at the point sinO = 0,752. This is further con
firmation of the law u = t. 

47. Temperature Distribution from observed Darkening. It has 
been shown (§§ 36, 37, 38) that from the observed distribution of intensity 

1 Annals Astrophys Obs Smithson Inst, vol 3 (1923). 
2 Phil Trans Roy Soc A 223, p. 213 (1922). 
3 BAN 2, p. 78 (1924). See also LINDBLAD, Uppsala Univ. Arsskrift (1920),1, p. 50, 

who found sinO = 0,74 as the representative point. 
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over the disc, the temperature gradient may be deduced. For the sun, with 
tt = 0,55, we infer from (169) 

B(T) = ~O(0'4~,t2 0,55 1 ) = 0,55~0(1 + 1,22T) 

as against the radiative equilibrium distribution 

B(T) = t~o(1 + ~T). 
We have seen that any convection implies u <:: t and that if convection is being 
originated within the depth to which we can see, then u > .~. It is to be noted 
that the observed value u = 0,55 lies between these limits. Taken at its face 
value, this would imply a certain small amount of convection in the outer layers 
of the sun. 

48. Spectral Considera tions. Other considerations are however necessary. 
The sun's spectrum is not fully continuous-it is crossed by the FRAUNHOFER 
absorption lines. We shall see later that the darkening is different for each 
different wave-length: the contrast is greater the smaller the wave-length. The 
theoretical value 11 = ! is the mean (taken in a certain way) of all the different 
wave-lengths. Now the FRAUNHOFER lines are more numerous towards the 
violet, i. e. the sun's mean energy curve is depleted in the region of greatest con
trast. The violet portions of the spectrum thus fail to contribute their proper 
share to the total intensity-fall from the centre outwards, with the result that 
the integrated intensity-fall will have less than its theoretical value. This explana
tion was first given by LINDBLAD. 

49. Blanketing Effect of Reversing Layer. A further consideration 
is that the energy dammed back in the FRAUNHOFER lines is necessarily returned 
to the sun's photosphere. As a working model, we may consider the layers giving 
rise to the absorption lines (reversing layer) to be relatively transparent to the 
radiation emerging in the intervening wave-lengths. They act however as a 
blanket, keeping the photosphere warmer than it would be if the photosphere 
were the actual boundary. The boundary condition "incident radiation = zero" 
is not in fact fulfilled for the photosphere. It is worth while examining the effect 
of this. 

Suppose the reversing layer returns to the photosphere a fraction 1] of the 
radiation incident on it from the photosphere. The distribution of temperature 
in the photosphere will then be approximately the same as that in the case of no 
reversing layer, provided we suppose it to terminate at some place T = TO instead 
of at 7: = 0. The intensity of radiation crossing the level 7: = TO in an outward 
direction is then, with B (T) = t ~ (1 + ~ T), 

00 

I (7:0 ! ()) = f B (7:)e-(T-To)seclJ sec() dT 
T=1:0 

00 

= f B (7:0 + TCOS(}) e- r dT 
o 

00 

= t~ f (1 + ~TO + ~TCOS(}) e- r d7: 
o 

= HH1 + -~-TO + ~cos(}] 
and the outward flux here is 

2n f I (TO' ()) cos(} sin(} d(} = nlHt (1 + ~TO) + iJ = n~[1 + 17:oJ· 
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The net flux is of course n lj. Hence the amount n lj ! 'lo -is returned by the 
reversing layer, whence 

This gives 

and then 

1('l0' 0) =!lj [~ ~ ~ + ~ cosO]]. 
The law of darkening is now 

[ (-':0' 0) 2 (1 + '1) + 3 (1 - '1) cos 0 
[(':0,0) = 5-'1 • 

and the coefficient of darkening is 
3 (1 -1)) 

U = 5 . 
-1) 

Since 'Yj > 0, we have u < t. As would be expected, the effect of the reversing 
layer is to cause the emergent radiation to be more nearly uniformly distributed 
in direction. 

For the sun, putting u = 0,55, we find 

'Yj = 0,102. 

Thus if the reversing layer returns to the photosphere 10,2 per cent of the radiation 
incident on it, the sun's intensity over the disc will agree with the theory of ra
diative equilibrium. Calculations of this character have been given by MILNE 
and LINDBLAD. 

The boundary temperature To of the photosphere is now given by 

or 

(~)T'4 = ~g:(1 + 2'l) = ~g: 1 + 1) 
nO 2"0 2 0 2"01-17 

The boundary is therefore warmer in the ratio (1 + 'Yj)!j(1 - 'Yj}t, which 
with 17 = 0,102 is 1,055. 

It is certain that an effect of this kind must exist, but it is probably smaller 
than that calculated, for the reasons mentioned, namely, that the difference 
between u = 0,6 and u = 0,55 may partly arise, from the extra crowding of ab
sorption lines in the violet, with consequent depression of the mean, energy 
curve in the violet: and may partly arise from a smaller temperature gradient 
than that required by radiative equilibrium. 

50. Historical Note on the Darkening of the Sun's Disc towards 
the Limb. It is important to draw attention to the simplicity of the theory 
of the darkening of the sun's disc towards the limb. It is a consequence simply 
and solely of the temperature gradient in the outer layers. An isothermal sun 
would show no darkening at the limb. But if a temperature gradient of any 
kind exists, the sun's centre must necessarily be brighter than the limb. It is 
simply that the radiation leaving the sun originates at the same average depth, 
reckoned along the line of sight. This average depth is given by the 
equation 

Handbuch der Astrophysik. III. 10 
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where t is the optical depth measured along the line of sight. The solution of this is 
approximately t = 1. We may illustrate the result graphically as follows (Fig. 22). 
Let A C B represent a diametral section of the sun by a plane passing through 
the earth. For typical points Pl' P2 . .. measure the distances PlP;, P2P~ ... 
corresponding to the same optical depth t = 1 . The result is a curve A C' P~ P~ .: . B, 
and owing to the curvature of the sun, this necessarily intersects in succession all 
the isothermal surfaces lying between the spheres of radii OC' and OC. The 

c 

Fig. 22. Explanation of darken
ing of a stellar disc towards 

the limb. 

points q, PL P2 ••• thus correspond to suc
cessively decreasing temperatures. Radiation emer- . 
ging along P~Pl originates at the mean depth P~, 
and is thus approximately black radiation cor
responding to the temperature at P~. Since T (P~) 
> T(P2), it follows that! (Pl ) > I (P2), and so on. 
As we have seen in § 47, observations of disc
darkening lead immediately to a determination of 
the photospheric temperature distribution expres
sed as a function of optical depth, and the dia
gram shows at once how this comes about. 

We shall see later that the same simple theory 
accounts also for the darkening in the separate 
wave-lengths. 

The reason why an incandescent object in a 
laboratory seems equally bright all over is simply that the temperature gradient 
per unit optical thickness is practically zero. 

The darkening of the sun's disc to the limb has sometimes been called the 
"veiling" of the disc, and formerly many writers attributed the phenomenon to 
the existence of an outer absorbing or scattering atmosphere. The earlier of such 
theories took account of absorption only, and paid no regard to the subsequent 
fate of the radiation lost. 

VERyl assumed a non-radiating absorbing layer in front of a radiating photo
sphere, and deduced "transmission coefficients" for this layer, from consider
ation of its greater effective thickness near the limb, by the usual BOUGUER
LAMBERT secant formula. SCHUSTER accounted for the observed intensity distri
bution by taking into account the effect of the radiation emitted by the ab
sorbing layer, assuming this to be at a constant temperature: but he had to use 
the observed intensity at three places on the disc to determine the three unknowns 
-the intensity of the photospheric radiation and the temperature and optical 
thickness of the absorbing layer: his formula was thus in reality an interpolation 
formula. SCHW ARZSCHILD in effect removed the empiricism from SCHUSTER'S 
formula by balancing the radiation from the layer against the loss of photo
spheric radiation. But in this treatment the distinction between photosphere 
and absorbing layer disappears: each shades continuously into the other: the 
absorption coefficient of the material no longer appears explicitly, and the law 
of darkening of the integrated radiation is free from all arbitrary constants 
whatever. 

In the writer's opinion, it is unscientific at our present stage of knowledge 
to make the hypothesis of a scattering or absorbing atmosphere to account for 
disc-darkening. The case is briefly this. A temperature gradient necessarily implies 
disc-darkening. The radiative equilibrium theory of SCHWARZSCHILD implies 
a temperature gradient which gives the darkening observed, both in integrated 

1 Ap J 16, P 73 (1902). 
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light and (as we shall see later) in the separate wave-lengths. Since there must 
be a temperature gradient in the sun, we have at once a qualitative and quanti
tative explanation of disc-darkening without need of further hypothesis. As a 
by-product of the investigation we infer that the gradient in the sun's photo
sphere is very closely the radiative one. From the distribution of colour we shall 
infer later that the photospheric layers behave as a grey body. 

18. The Transmissiori of Radiation (Spectral Distribution). 51. General 
Formula. On the assumption of local thermodynamic equilibrium it is possible 
to calculate the spectral distribution of the light emerging from the surface of 
a mass of material whose temperature distribution is given. 

The required formula is simply deduced from equation (1), § 3. If T is given 
along a straight line in a determinate direction, the function B" is known for 
points along this line, and the emergent radiation is given by 

where 

00 

1,,(0) = j B,,(T,,) e-T" dT" 
o 

8 

T" = j ek" ds 
o 

(199) 

and this integral is taken back along the path of the ray. For simplicity the upper 
limit of integration has been taken to be 00: this assumes the material is suffi
ciently thick. 

We shall apply (199) to determine the darkening of a stellar disc in different 
frequencies, the spectral composition of the light leaving material in radiative 
equilibrium, and the formation of absorption lines. 

52. Darkening of the Disc of a Star towards the Limb in Diffe
rent Frequencies. Assuming grey material in radiative equilibrium, we have 

T4 = T6(1 + -iT) , (16 = ! Tn 
00 

1,,(0,0) = !B,,(T)e-rSeClJsecOdT 
o 

00 

= jB,,(-rcosO)e-Td-r. 
o 

Inserting the formula for B" we have 
00 

1,,(0,0) = ---cz hv ( 3. )_1 2hV3f e- T dT 

kT l+"2TcoslJ 
e 0 - 1 

o 
In terms of wave-length, instead of frequency, we have 

Put 

Then 

where 

00 f e-TdT 
1,1.(0,0) = 2hc2 1- 5 he (3 )_1 

-- l+-TcoslJ 
ikTo 2 -1 

o 
he 

IX = )"kTo• 

1;.(0,0) =KTgf(IX,P) 

p = lcosO 

(200) 

(201) 

10* 
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and 
I' -'d 

I(IX, p) = 1X5J e _~ . 
e<x(l+P') _ 1 

(202) 

o 

The law of darkening of the disc in A, is then 

h(O,O) f(O(, i cosO) ( he ) 
h(O, 0) flO(, i) IX = AkTo . (2°3) 

The law of darkening is not a simple cosine law, consequently there is nu 
coefficient of darkening. We observe that the law of darkening for A, depends 
only on the product 1 A, To and not on A and To separately. Thus if we increase 
the temperature say n times, the darkening is the same as it was previously in 
A/n. It is not hard to show that 1 (IX,. ~coS())/I(IX, t) decreases as IX increases, 
i. e. as A decreases. The darkening is thus more pronounced for given To, the 
shorter the wave-length: or again, for given A, it is more pronounced the lower 
the temperature. 

It is important to emphasize that whilst the darkening in each separate 
wave-length depends on the temperature, the darkening in the integrated radi
ation is independent of temperature. Occasionally this may appear paradoxical. 
Thus consider a star passing through an ascending series of temperature. In each 
separate A, the darkening will decrease as To increases, yet the darkening for the 
integrated light remains constant, This arises because the relative amounts 
of radiation alter in the separate wave-lengths as the temperature rises, more 
energy passing into the shorter wave-lengths, i. e. the wave-lengths showing greater 
contrast. The altered "weighting" preserves the integrated darkening unaltered. 

As IX-+ex:>, i.e. as A,-;>-O, 1(IX,ytcos())/I(IX,t)-+O. Then for very short 
wave-lengths, for any given T, the darkening at the limb becomes complete. 
For IX -+ 0, the darkening law has the limiting form 

00 f (1 + -~ ,cosO)! e-' d, 
. 1).(0,0) 0 

hm --- = '----------
(X~O I). (0, 0) ~ 

1(1 + f ,)1 e-'d, 

o 

(204) 

This is the law of darkening for very long wave-lengths, for given T, or for all 
), for very high T. 

The limiting value of the limb-centre ratio, for large A, is given by 

. I).(O,!J'1:) 1 
hm --r-(O 0) = 00 = 0,817. 
<>:-+0 l ' f ! (1 + ~1') e-' d, 

(205) 

o 

Thus for strict radiative equilibrium, the limb-centre ratio increases from ° to 
0,817 as A increases from ° to ex:>. 

Values of I(IX, P) have been computed and tabulated by LINDBLAD2 and by 
MILNE3. LINDBLAD computed a function k ((), c:) whose value is always in the 
neighbourhood of unity and is connected with that of 1 (IX , P) by the relation 

k((),c:) = 1X- 5/(IX,p)[e<x(1+ P)-i_1] 
where c: = p, () = IX (1 + P)-t. 

lOr, what is the same thing, AT1 • 2 Uppsala Univ Arsskrift 1, p. 33 (1920). 
3 Phil Trans Roy Soc 223 A, p.247 (1922). 
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MILNE computed further values, partly by a power series, partly by an asymptotic 
formula valid for large IX. Tabulated values are given in Phil Trans Roy Soc 
223 A, p. 247 (1922). It may perhaps be mentioned here that for IX small f(IX, p) 
is expansible in a power series in IX involving BERNOULLI'S numbers: for IX large, 
it is expansible in an asymptotic series whose dominant term is given by 

f(IX, p) C'O IX5 G;)i (<X!)* eP-1-5p-l(t<xp)i. (206) 

53. Application to the Sun. From these calculations LINDBLADl 
and MILNE2 have made detailed application to the sun. Observed values of 
1).(0, ())/I;.(O, 0) have been given by ABBOT, FOWLE and ALDRICH3. The most 
recent calculations are those of LINDBLAD4, who re-calculated MILNE'S results 
and compared them with the most recent of the SMITHSONIAN published obser
vations5• The following is a copy of part of LINDBLAD'S table. 

In this table, row (1) gives the observed intensity-ratios. Row (2) gives the 
calculated values of the ratios obtained from formula (203), with 

Tl = 5740°, To = 2-! T1 = 4830°. 

This is the value corresponding to the solar constant 1,932 gcal min -1 cm - 2. 

Row (3) is calculated for the case in which 9,7% of the radiation is returned 
by the reversing layer to the photosphere. We have already seen (§ 49) that the 
observed coefficient of darkening in the integrated radiation corresponds to 
the return of 6 10,2 %. The blanketing effect of the reversing layer has two conse-

The Darkening of the Solar Disc towards the Limb. 

,\ sinO 0,0 
I 

0,2 
I 

0,4 
I 

0,55 I 0,65 
I 

0,75 

~ I 
0,3737 (1) Observed 1,0000 0,98411°,93441°,8708 0,8113 0,7305 

(2) Computed 1,000 0,981 0,921 0,845 0,774 0,684 
(3) Computed 1,000 0,982 1°,929 0,859 0,795 0,711 

0,4265 (1) Observed 1,0000 0,98480,93680,8719 0,8120 0,7336 
(2) Computed 1,000 0,983 0,9341°,867 0,806 0,727 
(3) Computed 1,000 0,985 0,939 0,880 0,825 0,751 

0,5062 (1) Observed 1,0000 0,989'1"951 00,8998 0,8516 0,7871 
1 (2) Computed 1,000 0,986 0,9441°,888 0,836 0,768 
I (3) Computed 1,000 0,988 0,949 0,900 0,854 0,794 

0,5955 (1) Observed 1,0000 0,9902.0,95890,9165 0,8757 0,8206 
(2) Computed 1,000 0,9891°,9521°,904 0,860 0,802 
(3) Computed 1,000 0,990 0,957 0,914 0,874 0,821 

0,6702 (1) Observed 1,0000 0,992710,9666 0,9289 0,8930 0,8442 
(2) Computed 1,000 0,990 0,9581°,916 0,876 0,824 
(3) Computed 1,000 0,991 0,961 0,923 0,887 0,838 

0,8580 (1) Observed 1,0000 0,9935 0,97190,9438 0,9161 0,8767 
(2) Computed 1,000 0,992 0, 967 1°,935 0,902 0,859 
(3) Computed 1,000 0,993 0,970 0,939 0,910 0,871 

1,0080 I (1) Observed 1,0000 0,9939 0,9748 0,9488 0,9227 0,8880 
(2) Computed 1,000 0,993 0,970 1°,944 0,915 0,873 

I (3) Computed 1,000 10,994 0,974 10,974 0,922 10,887 

1 Uppsala Univ Arsskrift 1, p.37 (1920). 
2 Phil Trans Roy Soc 223 A, p.209 (1922). 
3 Annals Astrophys Obs Smithson lnst 3, p. 157 (1913). 
4 Nova Acta Reg Soc Sc UpsaL6, no. 1, p. 17 (1923). 
5 Annals Astrophys Obs Smithson lnst 4, p.221 (1922). 

I 0,825 1 0,875 1 0,92 i 0,95 

0,6518' 0,5796 
I 

0,49920,4319 
0,599 0,530 0,456 0,394 
0,632 0,570 0,499 0,441 

0,6548 0,5874 0,5111 0,4450 
0,649 0,584 0,511 0,450 
0,680 0,621 0,556 0,499 

0,7196 0,6605 0,5909 0,5289 
0,702 0,647 0,584 0,527 
0,734 0,684 0,626 0,574 

0,7642 0,7129 0,6514[ 0,5946 
0,743 0,693 0,636 0,585 
0,770 0,724 0,672 0,625 

0,7945 0,7479 0,6922 0,6400 
0,770 0,724 0,669 0,618 
0,790 0,747 0,699 0,655 

0,8356 0,7989 0,7530 0,7102 
0,812 0,774 0,726 0,683 
0,832 0,797 0,755 0,717 

0,8507 0,8164 0,77300,7331 
0,834 0,796 0,753 0,713 
0,852 0,821 0,784 ! 0,750 

6 The value '7 = 0,097 was originally chosen as corresponding to T'o/To = 1,05. The 
calculations are laborious, and there seems no point in recalculating for 1] = 0,102. 
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quences: (a) it maintains the photosphere warmer than it otherwise would be, 
with consequent diminution in the darkening for any given A: (b) it distributes 
the emergent radiation more uniformly in direction. Both tendencies are in the 
same direction, namely, reduced darkening. It is easy to calculate the effect. 
We have the emergent radiation given by 

with (see § 49) 

This leads to 

where 

00 

I).('ro,O) = f B1('ro + '!:CosO) e- r d1: 
o 

00 

I ( 0) - KT'5 15f e- r d~ I. 1:0 , - 0 ~ 
e""(l+p'COSe/r)-! _ 1 

o 
= K TO° f(~/, p' cosO), 

P,=l1- 17 
2 1 + 17' 

I he 
~ = lkT~ 

(207) 

(208) 

(209) 

Tendency (a) above appears as decreased IX, tendency (b) as a decrease in the 
coefficient of cos O. As mentioned, row (3) gives the intensity ratios for 17 = 0,097, 
To = 5070°. 

It will be seen that for most entries the agreement of row (3) with the ob
served row (1) is good. The general run of the darkening of the solar disc in the 
separate wave-lengths is predicted fairly well by the theory of radiative equi
librium, assuming grey material. This is of considerable theoretical importance, 
as it implies that the solar photospheric layers have an absorption coefficient 
which varies comparatively little with A. 

54. 'Distribution of Energy in Continuous Spectrum. Thus far 
we have considered each wave-length separately. We now consider the theoretical 
energy curve for any given portion of a stellar disc. 

The radiation emerging at any particular region on the disc will have an 
apparent effective temperature, as judged by its amount. The question is, if Te 
is the effective temperature at any given point of the disc, does the radiation 
leaving there have a spectral distribution corresponding to black-body radiation 
for the temperature Te? 

From previous work, we know that in simple radiative equilibrium the inte
grated radiation 1(0, 0) leaving at 0 is given by 

1(0,0) = !~(1 +t cosO) 
where 

:n~= a11. 
Now the effective temperature Te of the radiation emerging at 0 is given by 

(aj:n) Tt = 1(0, 0) . 
Thus 

T~ = ! 11 (1 + t cos 0) . (210) 
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The value To = T1 occursfor8 = cos- 1 i. The mean fourth power Ti; is given by 

4 _ ITt cosO sinO dO _ ! 
To - . - T I , I coso sinO dO 

The intensity of radiation in wave-length}. emerging at 8 is 

where 

Hence 

where 

00 

2hC2J' e -r dT 1;(0,8) =-
. ;.5 '" (l+trCOs..tl)-t 

(J 1+£C0811 _ 1 

o 
hc 

IXU = IX (8, l) = U To' 

(211) 

To simplify this it is c'onvenient to use the following theorem. Consider 
any expression of the type 

00 

If(x)e-xdx, 
o 

(212) 

Since Ie -x dx = 1, we may regard (212) as the exponentially weighted mean 
o 

value of f (x). Put then 
= 
(f(x) e-Xdx = f(x). (213) 
o 

Then by an application ofT A YLOR' s theorem, it is readily found that approximately 

- 1 /"(1) 
x = 1 + 2 f(1)' (214) 

provided 1" (1)/!' (1) is not too large. 
Apply this to (211). Let us suppose that the intensity of },-radiation emerging 

at 8 is equal to that in black body radiation at a temperature To(l). This is 
not to be confused with To, which is the effective temperature of the integrated 
radiation. We put then 

It follows, on applying 

where 

and 

2hc2 1 
1;.(0,8) = --;y- ehc/Ak7'o(I.T=-; 

(213) that 

1 1 (1 + * 'i COSO)-i 
'TfI (J.Y = I6 1 +"~ cos 0 

- 1 <pI! (1) 
7:=1+ 2 7(1) 

1 
g; (x) = (1+!XC08e)-i 

e "'0 l+-!cos(J _ 1 

(215) 

(216) 

(217) 
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Writing for brevity T = 1 + 51, and assuming 51 small, (215) becomes approxIm
ately 

To(J,) = To [1 + ~ 1 +c~S:oso 51]. (218) 

From (217) we find by direct differentiation 

- 1 cp" (1) 3 cos 0 [ 1 + e - exl) ] 

Y = 2 '1/(1) = 16 (1 + fcos&) CXI} 1 _ e-exll - 5 . 

Thus 

"_ [ I 9 cos2 0 { 1 + e - cxlJ }] 
Te (A) -- To 1 T 128 (1 +~cosil)2 CX01=-----;;-=;';o - 5 . (219) 

In the small term in 0, we can replace To. by T 1 . Now the maximum 
ordinate, by a well-known result, occurs near CXI) = 5. We see then that roughly 
speaking 

according as 

i. e., according as 
AS Amax· 

Thus judged by its colour, the effective temperature of the radiation is higher 
than To on the blue side of the maximum, less than To on the red side. 

It has been shown by MILNE 1 by somewhat laborious calculations based 
on the function f (cx, P) that roughly speaking the energy curve of the radiation 
escaping at (] is a copy of that for T = T() displaced to the blue. We can use 
our analysis to determine the displacement of the curve by calculating the dis
placement of Amax. It is sufficient for this to use the WIEN approximation to 
1;.(0, ()) with our value of To(A), namely 

o {9 C08'I} } 

IA(O, () = 2~~t e -"0 1- 128 (l+!cosf)' (exO-5) 

, { 9 cos'lJ } 
ex- CXe e- "() 1- 128 (l+i cos()' ("e - 5) , (220) 

where we have neglected e -IX() in comparison with unity, since CXo is near S. 
The maximum occurs where dIA/dA = 0, i. e. where dI)jdcxe = o. This gives 
(CXO)max as the root of the equation 

5 9 cos2 0 
- - 1 + 128 (1 + ~) (2cxo - 5) = o. 
IX I} 2 COSu 

We can put lXe = 5 in the small term. We then have 

he 5 
(CXo)max = J. T = 45 ( cosO- )2' 

max /I 1 
- 128 1+ JJ cos 0-

(221) 

lf the radiation were black radiation of temperature T(), the maximum would 
occur for CX(} = 5, on this approximation. It follows that Amax is less than would 
be calculated by WIEN'S displacement law by the factor 

1 45 ( cosO ')2 -----
128 1 + % cosO . 

1 11 N 81, P,381 (1921). 
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In other words, if we employ WIEN'S displacement law AmaxT=const., to deduce 
the value of Amax at () from To, the constant must be taken smaller than its 
standard value in the above ratio. 

The following short table gives the percentage reduction of Amax for different 
values of cos () . coso 

1 
0,8 
0,6 
0,4 
0,2 
0,0 

Percentage 
5,6 
4,7 
3,5 
2,2 
0,8 
0,0 

The average percentage l reduction over the disc, weighted according to 
intensities, is found to be 4%. 

MILNE'S method by the asymptotic formula gave 4,3 % for cos() = 1, 
and 3,1 % for the average over the disc. 

It is worth while summarising this and the preceding investigation in general 
terms. As we pass from the centre of the disc to the limb, the integrated intensity, 
for grey material in radiative equilibrium, decreases according to a cosine law 
with coefficient of darkening equal to t, independent of temperature. Accord
ingly the effective temperature judged from integrated intensity To, decreases 
similarly: it is equal to the effective temperature Tl of the star at () = cos- 1 !. 
In any given wave-length, the intensity likewise decreases from centre to limb, 
but more rapidly the shorter the wave-length: the law of darkening depends on 
the product AT l' the darkening being more pronounced the smaller is AT l' Due 
however to the superposition of pencils from the layers at different temperatures, 
i. e. due to the temperature gradient, the spectral composition of the radiation 
emerging at () is not that characteristic of To, but is slightly bluer. Similarly 
for the whole disc, the spectral distribution is somewhat bluer than the black body 
radiation for the effective temperature T l . (It corresponds to a temperature about 
4% higher. The percentage for the centre of the disc 2 is about 5,6%.) 

Thus as we pass from the centre of the disc to the limb, the radiation becomes 
steadily redder, but save at the limb itself the radiation at any point is always 
bluer than that calculated by PLANCK'S law from the effective temperature of 
the integrated radiation at that point. 

The above assumes grey material in local thermodynamic equilibrium. We 
shall see later that the effect of departure from thermodynamic equilibrium is to 
make the radiation bluer still. Departure from thermodynamic equilibrium 
prevents the high-temperature radiation from the deeper layers from being 
properly degraded in wave-length as it is handed on from layer to cooler layer, 
and the emergent radiation is now characteristic of the hotter layer in the interior. 
It is therefore still bluer than would be inferred from the net flux. 

55. Non-grey Material. Suppose the material has a coefficient of ab
sorption ki. which is not the same for all A. We assume the ratio k)./k which we 
shall call ni. to be a constant independent of depth, where k "is a suitable mean 
value of ki.. We define T in the usual way in terms of k. We find then 

00 00 

l;.(O,()) = fBi.(T)e-ni..secon~Sec()dT= fB~e:SB) e-rd .. (222) 
o 0 

1 This corresponds very closely to cosO = i. 
2 It is worth recording that the sun's spectral curve indicat~s a temperature of 6000° or 

higher (for the whole disc) whilst the solar constant gives Tl' = 5740°. The difference is 
very closely 4 per cent, as predicted. 
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The effect of nJ. is now clear. A value nJ. > 1 means that the values of BJ. 
corresponding to the more superficial regions have extra weight, and thus since 
B), is an increasing function of 7:, II. is reduced. This is obvious physically-the 
greater is nJ., the less we can see into the deeper regions, and the less the mean 
depth from which the radiation emerges, i. e. the lower the temperature from 
which, on the average, it originates. If we call the case nJ. = 1 the standard spec
trum, we see that where nl > 1, the energy curve is depressed below the stan
dard intensity, where nJ. < 1 it is raised above. 

The above can also be written 

I;, (0,0) = K T8f(ex,.! cosO/n;.) (223) 

As regards variation with 0, we see that if nJ. > 1, 1;. (0, 0) decreases less 
rapidly as 0 varies from ° to in than when nJ. = 1. In fact, when n). is very large, 
we have approximately 

11(0,0) ,.= BJ.(O) 

for all O. In this case the absorption is said to be saturated-the absorption is 
so large that the emergent radiation is black body radiation corresponding to the 
temperature of the boundary. 

56. Application to the Sun's Continuous Spectrum. We have seen 
that if nJ. = 1 the sun's continuous spectrum at any point of the disc is practi
cally that of black body radiation for a temperature equal to the apparent effec
tive temperature To at that point, increased by a small percentage which varies 
from 5 per cent at the centre, 0 = 0, to zero at the limb, 0 = in. If n). is not 
constant, the spectral energy curve will lie sometimes above the standard curve 
(n). < 1), sometimes below (n). > 1). We will now call the darkening given by 

lJ.(o,B) f(rx,tcosB) 
h(o, 0) f(Oi,l) 

the standard darkening. Then when ni. < 1, the darkening is more rapid than 
the standard darkening, when n). > 1, the darkening is less rapid. There should 
thus be a definite correlation between nJ. and the darkening. 

Now the energy curve of the sun's continuous spectrum as found 
by ABBOT, FOWLE and ALDRICH 1 and by WILSING 2 shows notable de
partures from a black body curve, i. e. from the standard curve. This is 

t 
Intensity 

Fig. 23. The sun's continuous spectrum, as observed 
by certain observers and comparison with black

body curve. (Diagrammatic only.) 

shown in the diagram (Fig. 23). 
If their curves are reliable, we 
should have mQre than the stan
dard darkening from say it 4000 
to it 4500, less than the stand
ard darkening outside this 
range. Attempts have been 
made by MILNE and by LIND
BLAD to trace an effect of this 
kind in the observed darkening. 
On the whole such attempts 
have not been successful. 

The sun's darkening is very close to the standard darkening, as we have seen, 
when an adjustment has been made for the blanketing effect of the reversing 
layer. The simple assumption of grey body absorption seems to fit the observ
ations fairly well, without any adjustment for J .. We need only one parameter 

1 Annals Astrophys Obs Smithson lnst 3, p. 197 (1913). 
2 Publ. Astrophys Obs Potsdam 23, no. 72 (1917). 
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to describe the darkening, namely the boundary temperature of the photosphere. 
There is thus an apparent contradiction between the energy curve found by 
ABBOT, and the darkening in the corresponding wave-length. 

A satisfactory explanation of this has been given by LINDBLAD1. ABBOT'S 
curve is not the true energy curve of the sun's continuous spectrum. Owing to 
his use of a broad slit, his observations take account of the FRAUNHOFER lines. 
His intensity at any A. is not the precise continuous spectrum intensity at 1, 
but the average intensity in the neighbourhood of that A. when the FRAUNHOFER 
lines are taken into account. The close crowding of lines in the violet accounts 
for the depression of ABBOT'S 
curve in this region. On the 
other hand, in spite of the 
wide slit, ABBOT'S intensity t 
ratios at different points of fA. 
the sun's disc are unimpaired. 

A' H'f('O' 

IJ.. 

M R 5 N M' R' 5' N 
,-",J.. -A, 

This can be seen as follows 
(Fig. 24). We consider first the 
case of an absorption line in 
which the residual intensity is 

Fig. 24. Effect of absorption lines on observed disc
darkening, in separate wave-lengths. 

zero. Suppose an absorption line occurs in the stretch RS of 1 and that the in
tegrated intensity from M to N is being measured, for two different points () 
and 0' on the disc. The true intensity ratio is 

The observed ratio is 

area trapezium AN 
area trapezium A' N' 

areaAR + areaKN area AN - areaHS 
area A'R' + area K'N' = area A' N' - area H'S" 

But approxima tely 
areaHS area AN 
area H'S' - area A'N" 

so the presence of the absorption line has no effect. Incomplete darkening in 
the absorption line will modify the conclusion but slightly. We see that the in
tensity ratio given by a wide slit is the true intensity ratio for the continuous 
spectrum, independent of the presence of absorption lines. 

The observations of H. H. PLASKETT2 and of FABRY and BUISSON3 have 
shown that the sun's energy curve is far more closely a black body curve than is 
shown by those of ABBOT and of WILSING, when care is taken to measure 
the intensities in between the absorption lines. The good agreement of calculated 
and observed values for the darkening in the separate wave-lengths is thus no 
longer mysterious. 

It follows that the coefficient of general absorption in the sun's photospheric 
layers is approximately independent of wave-length. The sun behaves in fact 
as a grey body. Were it not so, the energy curve would be distorted, and the 
calculated and observed darkening on the simple theory would not agree. 

19. Formation of Absorption Lines. 57. Intensity of an Absorption 
Line. The spectra of the sun and of the vast majority of stars are crossed with 
absorption lines. What absorption lines show in any particular spectrum depends 
on what elements are present, and the degree of ionisation and excitation of the 

1 Acta Reg Soc Upsa16, p.21 (1923). 
2 Publ Domin Astrophys Obs Victoria 2, p. 242 (1922). 
3 CR175, p.156 (1922). 
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atoms, and hence on the temperature and pressure-more precisely, on the distri
bution of temperature and pressure through the outer part of the star. The 
dependence of spectra on ionisation and excitation is dealt with elsewhere. Here 
we are concerned with the calculation of the intensity of the absorption lines, 
given sufficient physical data to calculate the absorption coefficient at each level 
in the star. 

The term "intensity" of an absorption line is used loosely to describe (1) the 
intensity ratio in the centre of the line defined by the fraction 

central residual intensity 
intensity of adjacent continuous spectrum' 

(2) the average breadth of the line, (3) some ill-defined mixture of the two measures. 
It is clear that a proper theory of absorption lines would yield the precise con
tour of the absorption line, that is, the shape of the depression which its presence 
causes in the spectral energy-curve of the star. It is hardly necessary to mention, 
of course, that although a line may appear black in a (positive) spectrogram, a 
good deal of light is transmitted within the spectral region occupied by the line. 
Such light is in fact employed when spectroheliograms of the sun are obtained. 
Comparatively little is known, in a quantitative fashion, of the contours and cen
tral intensity ratios of absorption lines, though the matter is under investigation 
at various observatories. But it is believed that the central intensity ratio is of 
the order i to To for fairly strong lines. 

It is a matter of some importance to make clear the mechanism of formation 
of a so-called absorption line. For definiteness we shall assume the existence of 
a thermally steady state: non-steady states such as may arise in pulsating stars 
can be discussed when the foundations of a steady state theory have been pro
perly laid. 

We have two cases to consider. 
a) Material in local thermodynamic equilibrium, 
b) Material not in local thermodynamic equilibrium. 
58. Material in Local Thermodynamic Equilibrium. The absorption 

m a range ')I ± i d')l, per unit mass, is 

and the emission dv k. B. (T). 
If there is an absorption line at ')I, k" takes an exceptionally large value at ')I. 

But if k,. is large, the emission is large also. How comes it then that an ab
sorption line is formed at all? 

The answer is that an absorption line is only formed in the presence of a dif
ference of temperature, either a temperature gradient or an actual discontinuity. 
The two cases are essentially the same. 

PI I+- B,,(T1). 

To 
Consider an element of material at P, at temperature To. The radiation incident 
on it is characteristic of some temperature Tl*' The element at To absorbs some 
of this radiation, of amount proportional to k. B,,(T1), and emits an amount 
proportional to k" B,.(To). The net reduction in intensity of v-radiation is pro
portional to 

* Tr is not necessarily the same for all v. 
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When To = T 1 , this is zero, and no absorption line is formed. When T 1 > To, 
the amount is positive, and it is larger, the larger is k •. 

A more exact calculation leads immediately to the formula 
00 

00 - f kvl!ds 

Iv(B,O)=.fBv(T)eO kveds (224) 

o 
for the radiation emerging from an infinite slab, s being measured backwards 
along the pencil. When T is constant, the term Bv (T) may be taken outside 
the sign of integration, and we find 

1v(B,0) = B,,(T) . 

As we have seen before, the intensity emergent from an isothermal mass is simply 
the black-body intensity for the temperature T, independent of kv. When 
however T is an increasing function of s, writing 

we have 

s 

f k.e ds = T", 
o 

00 

11'(0) = jBv(T)e-'"drv (225) 
o 

where T is the temperature at Tv. Iv (0) is thus an exponentially weighted mean 
amongst the values of B. (T). The larger is Tv, measured up to a given point, 
the smaller is the weighting of Tfor that point: the values of T closer to the bound
ary are thus the more weighted the larger is kv. As k" -+ 00, 

11'(0) -+ B,,(To) 

where To is the boundary temperature. 
The effect of a large value for kv in a particular range'll ± l d'P is thus to 

dam back the energy which would otherwise have flowed through in this range. 
An "absorption" line is formed because of the greater obstruction offered to the 
flow of radiation in 'II ± i d'P. It is not necessarily the case that the energy is 
completely withdrawn by absorption. It need only be that the excessive value 
of kv in 'II ± l d'P deflects backwards a greater share of the radiation than it 
would otherwise do, in rela tion to what it emits. The word "absorption" 
line is in this sense a misnomer. Of course conceivably radiant energy absorbed 
may be converted into molecular energy and convected <;I.way, in which case there 
is true absorption: but this is not essential. 

59. Average Depth at which an Absorption Line is formed when 
the Material is in Local Thermodynamic Equilibrium. From equation 
(225), by the theorem of (213), we have approximately 

11'(0) = Bver) 
where T is the temperature of the level at which 

8 

T;; = jkv(!ds = 1. 
o 

The larger is k", the smaller is the value of S, i. e. the nearer the surface are the 
layers contributing the radiation. 
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It should be noticed that if (as we may assume) the temperature increases 
inwards, then 

00 

1,,(0) = fB"(T}e-'vd-r,, > B,,(To)' 
o 

The residual intensity can thus never be less than the intensity of black body 
radiation corresponding to the surface temperature. 

A further point is that a large value of k" necessarily leads to an absorption 
line, not an emission line, on the simple thermodynamic theory. If k is the coef
ficient of absorption for the neighbouring continuous spectrum, then the photo
spheric intensity is i" (0) given by 

00 

i,,(O) = f B,,(T.)e-' d-r 
o • 

whilst in the line 
00 

1,.(0) = f B"(T,,,) e-'" d-r". 
o 

But since k,. > k, therefore for given -r = -rv , 

x(y) > x(-r,.) 
and hence 

Hence 
T(-r) > T(-r,,). 

iv(O) > 1,,(0). 

We shall examine later attempts that have been made to modify the theory so 
as to permit of emission lines. 

60. Material not in Local Thermodynamic Equilibrium. Consider 
for the moment grey material which is in local thermodynamic equilibrium. The 

total absorption in an element dv is kedxfd'l'f 1"dw: the emission is kedx B. 
In radiative equilibrium the two are equal. But the radiations absorbed and 
emitted inside a sman frequency interval ('I', 'I' + d'l') are in general unequal, 
thus 

f1vdw =f B" 

It follows that there must be present in the material some atomic mechanism 
for redistributing the energy absorbed, in frequency, before it is re-emitted. The 
radiation emitted must have a colour depending solely on the temperature T 
at the point considered: it must bear no trace of its origin, its colour must contain 
no reference to its past history. 

Now it may occur that circumstances do not permit this process to go on 
completely. Some of the radiation may be re-emitted in the frequency in which 
it was absorbed. This occurs, for example, when there is scattering. Scattering 
is formally equivalent to strict radiative equilibrium, apart from change of 
colour: the radiation scattered may be considered as radiation absorbed and then 
immediately emitted without change of wave-length. The same thing occurs also 
in the case of the absorption of a quantum by an atom and the subsequent emis
sion of an equal quantum by the same atom on the reverse transition between the 
two stationary states concerned. 

Scattering, and atomic absorption and re-emission, may thus be described 
as "monochromatic radiative equilibrium". 
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61. General Case. We are now going to show that an absorption line is 
formed, in general, under circumstances which are intermediate between local 
thermodynamic equilibrium and monochromatic radiative equilibrium. The 
importance of the result lies in the circumstance that whilst both states can be 
treated separately, it is difficult to treat of both together. By discussing both, 
we can however obtain limits between which the true state of affairs must lie. 
We shall show that as the density tends to zero, i. e. towards the outside of a 
star, absorption and emission correspond to monochromatic radiative equilibrium: 
whilst as the density tends to infinity, i. e. towards the interior of a star, absorption 
and emission correspond to local thermodynamic equilibrium. 

We consider the case of an assembly containing atoms of a given species 
supposed capable of two and only two stationary states. The assembly may 
contain any number of atoms of other species, also any number of ions and elec
trons. We refer to the state of lower energy as the normal state (state '1), that 
of higher energy as the excited state (state 2). Let n i be the number of atoms 
per cm3 in the normal state, nz the number per cm3 in the excited state. Let 
BI2 be the EINSTEIN coefficient for transitions of the type 1 -->- 2, A21 that for 
transitions of the type 2 -->- 1. This means that the probability that during an 
interval dt an excited atom emits a quantum of energy lw of frequency v is A21 dt: 
and that the probability that an atom in the normal state, exposed to isotropic 
radiation of intensity I", absorbs a quantum hv is B12Ivdt. We need the further 
EINSTEIN coefficient B 21 , which is such that the probability that an excited atom 
is stimulated by external isotropic radiation to emit hv, during dt, is B21Ivdt. 
If Ql' Q2 are the "statistical weights" of the states 1 and 2, we have the relations 

A21 2h y3 ~ 

B12 c2 

B21 ql 
B12 q2 

I t IS convenient to abbreviate by writingl 

2 h y 3 

C2=a. 

q2 
(226) 

(226') 

It is necessary to connect the coefficient B12 with the atomic absorption 
coefficient. From a variety of causes, a spectral line is not infinitely narrow
there will be a dispersion of the atomic absorbers round the central frequency vo, 
say. Let us suppose that of the n i atoms in the state 1 capable of absorbing a 
frequency in the neighbourhood of vo, the number n1 (v) dv will actually absorb 
radiation of frequency between v and v + d v. Then the number of absorptions of 
this radiation, per unit volume per second, is 

n i (v) dv B12 Iv, 

and the amount of radiation absorbed in this multiplied by hv. The amount of 
radiation incident on unit volume per second, when the radiation is isotropic, is 

4:n Iv dv . 

Hence the absorption coefficient per atom, IX (v), for (v, v + dv) radiation is 

IX (v) = ndY ) dyB 12 I v • hy = B 12 hyn1(v). 
4nlv dy nl 4nnl 

1 This use of (J should not be confused with the use of (J to denote STEFAN'S constant. 
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Now B12 is approximately the same for all atoms in the state 1. Remembering 
that 

and assuming that n1«v) is very small save for values of v in the neighbourhood 
of v = vo, we have 

00 

J () d - B12 hvO 
~v '11--4-;-. 

o 
We can now omit the suffix o . .It is convenient to write the integral on the left 
as ~"Llv, where Llv is the "breadth" of the line, defined in some manner. The 
quantity IX" is then the mean value of the atomic absorption coefficient through 
the line, for atoms in the state 1. Then 

A B12 hv 
IX"LJV = 4~. (226") 

We introduce further probability coefficients b12 , a2l to take account of 
the effect of collisions in exciting and de-exciting atpms in states 1 and 2 respecti
vely. Let b12dt be the probability that an atom of the kind in question, in state 1, 
is excited to state 2 by a collision with any atom, ion or electron present in the 
assembly, during dt. Also let a21 dt be the probability that an atom of the kind 
in question is de-excited by a collision, during dt. In the first type of collision, 
known as "collision of the first kind" or inelastic collision, the energy of excitation 
hv is derived from the kinetic energy of the colliding particles1. In the second 
type of collision, known as "collisions of the second kind" or superelastic colli
sions, the colliding particles rebound with additional kinetic energy hv. 

The coefficients A21> B 12 , B2l are atomic constants independent of the tem
perature. The coefficients a21> b12 are on the contrary functions of the temper
ature. Further they depend on the total number of particles present. Roughly 
speaking, we may say they are proportional to the total density. As regards 
dependence on temperature, since we are considering a state of the most general 
kind, exposed to any kind of external radiation, there is, of course no such thing 
as the temperature. There will however in the steady state be a definite distri
bution of velocity amongst all the particles present, and we shall not go far wrong 
in assuming that there is roughly a MAXWELLian distribution corresponding to 
some temperature T. This T is merely a parameter, intended to characterise 
the velocity-distribution of the heat motions of the individual particles. It 
is the temperature which would be measured, for example, by a mercury thermo
meter whose bulb was enclosed by a perfectly conducting (and therefore perfectly 
reflecting) sheath; for such a sheath, though impermeable to radiation, would 
take up a temperature depending on the molecular bombardments to which it 
was subjected. 

We now make an application of the principle of detailed balancing. Were 
the assembly in thermodynamic equilibrium, we should have the super-elastic 
collisions exactly compensated by the reverse process, namely the inelastic col
lisions. The condition for this is 

n 1 b12 = n2 a21 • 

But in thermodynamic equilibrium at temperature T we have by BOLTZMANN's 
equation 

n2 = i:f1 e-h"lkT. 
nl ql 

(227) 

1 KLEIN and ROSSELAND, Z f Phys 4, p.46 (1921). 
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Hence in thermodynamic equilibrium at T we have 

b I2 = ~ e- hv/kT (228) 
a2l qi 

This equation must however subsist simply in virtue of the velocity-distribution 
of the particles present. It is a relation between the probability coefficients a21 , 

b12 • It therefore holds in general, whenever the distribution may be characterised 
by a parameter-temperature T. The ratio b12/a21 is of course independent of 
the density 1. 

We therefore take the relation (228) as holding in general. 
As regards dependence of a21 , b12 separately on T, it is clear on general 

grounds2 that b12 will largely depend on the number of particles endowed with 
a kinetic energy exceeding hv. Thus b12 will be expected to depend on the tem
perature principally through a factor e-hvlkT. We shall make use of this later. 

Now consider the transfer of radiant energy in the assembly. Take a thin 
slab of the gas, of area dS and thickness ds, bounded by parallel planes. The 
number of quanta of v-radiation entering the slab in directions confined within 
a solid angle d m normal to the slab is 

IvtJ"dwdS 

h" 
and the number leaving III the same direction 1S 

(Iv + dIv) tJ" dw dS 

h" 

The excess of the latter number over the former must be equal to the excess 
of emission of v-quanta in directions included in dm, inside the slab, over the num
ber of similar absorptions. The number of such emissions is 

dm 
n2 dsdS(A 21 + Iv B 21) 4" ' 

and the number of such absorptions is 
dw 

n 1 ds dS B12 Iv -4 • 
" 

dhIvdLl-." = ~ [n2 (AOI + Iv B 21) - n 1 B12 1"J ' 
J' S 4"" -

Hence 

Using (226), (226') and (226") this becomes 

dI" _ 1 qi ( ..L 1 -d- - -nl 1'+ -n2 (j ",). 
IXv S q2 

This is the equation of transfer of radiation. 
Writing it in the form 

(229) 

~'= - (n -lb. n )1 + iJ.J: n (j (230) 
IX" ds 1 qz 2 v qz 2 , 

we may compare it with the equation of transfer for local thermodynamic equi
librium, namely, that derived on the simple KIRCHHOFF theory, which is 

(231) 

1 Actually, each coefficient bI2 , a2I is the sum of a number of terms {lI2' .. , 1X 21 ... 

referring to the different possible types of collisions, such as collisions with atoms of different 
species, in varying states of excitation and ionisation, and collisions with electrons. A similar 
relation will hold between the members of each corresponding pair. Such refinements however 
are not here necessary, 

2 This has in fact been shown by R H. FOWLER, Phil Mag 47, p.257 (1924), 

Handbuch der Astrophysik. III. 11 
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The two will be identical if and only if 

kv = (Xv (nl - n2 ~) (232\ 

iJ.!.n2 

B,. = q2 (] . (233) 
n l - iJ.!. n2 q2 

Now in thermodynamic equilibrium we have equation (227) holding, whence 
(233) reduces to 

(J 

Bv = hv/kT -, e - 1 

the usual PLANCK formula, as it should. 
If we know nl and n2 at each point in the material, then (230) allows us im

mediately to deduce Iv. For writing 

(XV(nl - ~:n2)ds = d7: 

the integration of (230) gives in the usual way 

'0 
assuming the boundary is infinitely distant. 

(234) 

This result throws a flood of light on the mechanism of the transfer of radi
ation. We see that the KIRCHHOFF law j,. = kvBv is only a special case. What 
we really need to know are the numbers nl and n2 , not the function Bv. Given 
these, we are in a position always to calculate the radiation intensity. Formula 
(234), based on EINSTEIN'S theory, includes the thermodynamic (KIRCHHOFF) 
formula 

00 

Iv (7:0) = J Bv (7:) e- Cc -TO) d7: 
TO 

as a special case: it reduces to this on putting 

n2 = (q2) e-hv/kT. 
n 1 ql 

The EINSTEIN theory is much more powerful than the KIRCHHOFF theory. The 
EINSTEIN analysis simply picks out those stationary states which are relevant 
to the absorption and emission of 'V-radiation. These atoms are perpetually emitting 
and absorbing. When their states correspond to thermodynamic equilibrium, 
the totality of emissions and absorptions produces what is usually called "temp
erature radiation". When there is local thermodynamic equilibrium at every 
point, the intensity of radiation depends on the distribution of temperature; when 
there is no longer local thermodynamic equilibrium, the intensity of radiation 
depends on the distribution of n1 and n2 • 

We now go on to consider the equation expressing the existence of a steady 
state, which corresponds to what we have hitherto called the equation of radiative 
equilibrium. We simply write down the conditionslthat the number of transitions 

1 By so doing we exclude the possibility of cyclical sets of transitions. See next footnote. 
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from state 1 to state 2, per second per ems, is equal to the number of transitions 
from state 2 to state 1. We find 

n1 [E12 f 1p ~: + b12]= n2[A21 + E21 f 1p ~: + a21 j. 
By means of the EINSTEIN relations together with relation (228) we reduce this 
to the form 

(n1 - n2 ql)f1p d4ro - n2 ql (J + e [n1 - n2 ql ehPlkT] = 0, 
qa n qa qa 

where we have put 
b12 e---- B 12 ' 

(235) 

(236) 

Here T denotes the temperature judged from the (assumed MAxWELLian) distrib
ution of molecular velocities. The coefficient e is proportional to the total 
density, and depends moreover on the temperature, principally by a factor e - kvlk T. 

We now write 
ql n = n1 -n2 -, 
qa 

so that (230) and (235) become 
dI 
_P = _ 1 + na ql (J 

dTp P n qa ' 

f1v dro _ na ql (J + e [1 _ na ql (eh"lkT - 1)] = O. 
4n n qa n q2 

Solving (238) for n2/n we find 

fI dro+e 
na qa " 4n n = ql (J + -e -'-(e"""h-'''IC:-k T=-_----,-1) • 

Substituting in (237) we have 

dI fI" dro + e 
" 1 + ~~4~n=-~~ 

dTp =- p 1+e(ehvlkT_1)/o' 

Now write 
a 

e = 1] ehp/kT _ 1 ,= 1]Ep (T). 

(237) 

(238) 

(238') 

(239) 

Since e depends on T principally through a factor e- hvlkT , we ,see that save" for 
very high temperatures 1] will be roughly independent of T. (This statement at 
any rate contains the gist of the matter.) Further 1] is proportional to ~he total 
density e, and ->- 00 as e ->- 00. We have then finally 

dI fI" dro + 1] B,,(T) 
_P - -1 + 4x (240) 
dT" - P 1 + 1] 

This equation though derived from the consideration of atoms possessing only 
two stationary states, now contains no explicit reference to these states, save 
through 1]. It may be taken as representing in a general way the transfer of radi
ation, in the steady state, in any state of non-thermodynamic equilibrium. As 
such it has considerable importance 1. 

1 It can be seen that (240) holds in all cases provided the atoms are not passing through 
cycles of the form 1 ->- 2 ->- 3 ->- 1. 

11* 
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. We consider first two special cases. 
(1) Let 1'/ -+ 00. This corresponds to high densities, i. e. densities at which 

collision transitions are very frequent as compared with radiative transitions. The. 
limiting form of (240) is then 

dI,. I B -d = - ,,+ ,,(T). 
r" 

(241) 

This is precisely the form of the equation of transfer for local thermodynamic 
equilibrium. We see that whatever the temperature distribution, i. e. however 
the state departs from an isothermal one, the more the atoms are battered about 
by collisions, the more closely will the emission approximate to the KIRCHHOFF 
emission. 

(2) Let 1'/ -+ O. This corresponds to very low densities, i. e. densities at which 
radiative transitions are very frequent as compared with collision transitions. The 
limiting form of (240) is then 

dI" r dw 
dr:" = -I,. +. I" 4n . (242) 

This is precisely the form of the equation of transfer for monochromatic radiative 

equilibrium in v-radiation. For the term J I" ~: is simply an emission of v-radi

ation precisely equal to the amount absorbed. Formally (242) is identical with 
the integral equation for radiative equilibrium which has been treated in detail 
in Section c. Or again, it is formally identical with the equation for pure scatter
ing (Section c, ciph. 14, § 32, p. 127). 

We thus see that any state of non-thermodynamic equilibrium is inter
mediate between local thermodynamic equilibrium and monochromatic radiative 
equilibrium. In the former, the emission is characteristic solely of the temper
ature T, and is independent of the original form of the energy, namely the radi
ation absorbed. In the latter, the emission is simply and solely the energy ab
sorbed. In the former, the energy absorbed is redistributed amongst the different 
frequencies in emission; in the latter it is handed on without change of fre
quency. 

As 1'/ ore -+ 00, we find from (238') that n2/n1 -+ (q2/ql) e-k"lkT, independent 
of the external radiation. 

62. The Macroscopic Theory of the Role of Scattering in the 
Formation of Absorption Lines. SCHUSTER'S Theory. We will now trace 
a connection between the theory of non-thermodynamic equilibrium just dis
cussed, and the theory first introduced by SCHUSTER in a famous paper 1 in 1905. 

Consider material which is emitting and absorbing in local thermodynamic 
equilibrium and which also'scatters. Let k", s" be the absorption and scattering 
coefficients in the frequency v in which an absorption line is being formed. The 
equation of transfer is readily fourid to be 

dI" J dw (}dx = -(k" + s,,) I,. + k"B" + s,. I" 4n . 

We see that this is formally identical with (240) provided we write 

V~" + s,,) (} dx = dr" = n()('" dx 
kv 

1),. = sv' 

1 t\p J 21, p.1 (1905\. 

(243) 
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SCHUSTER solved (243) on the assumption that k,,1 s" was a constant inde
pendent of x. Actually, as we have seen, the coefficient 1J increases indefinitely, 
beginning from 0', as we penetrate the star and pass from lower to higher den
sities. Nevertheless it is highly instructive to follow SCHUSTER in solving equation 
(243), treating k"f s" as constant. The following is substantially equivalent to 
SCHUSTER'S analysis l , although, as will be seen, the final conclusions are different 
from SCHUSTER'S. 

In order to deal simultaneously with the residual intensity in the line and 
the intensity in the adjacent continuous spectrum, it is convenient to introduce 
mean coefficients of k" and sv, which we denote by k and S, averaged through 
the spectrum. We assume in fact that as a function of 'J', the absorption coeffi-
cient is constant and equal to k in between the lines, and that in the line of the 
particular frequency to be considered it is equal to kv. Similarly for sand Sv' 

For a stratified medium (243) becomes in the usual way 

d~ f .. ~ 
cosO e dx = - (k" + sv) Iv + kvBv + Sv IV4.n· (244) 

Writing Iv and I~ for the mean outward and inwar(l intensities, and measuring 
now x inwards, (244) reduces to the two equations of linear flow, 

~ ::: = (kv + sv) Iv - k"Bv - !sv(Iv + I~), 

~ :~: = - (kv + sv) I~ + kvBv + 'is. (Iv + I~) • 
Now write 

2 (k + s) (1 dx = dr. 

Adding and subtracting (245) and (246) we find 

~ (I + I') = kv + Sv (I - I') 
d.. v v Ii + s v v, 

Again, write 
kv + Sv -_--=n", 
k+s 

kv /:2 

k. + Sv = S'V' 

Then (248) and (249) become 

: .. (Iv + I~) = n"(I,, - I~) 

: .. (Iv - I~) = ~;n,,(Iv + I~ ~ 2B,,) . 

(245) 

(246) 

(247) 

(248) 

(249) 

(250) 

(251) 

Now treat nv and ~v as constants. Eliminating I,,. - I~ ftom (250) ·and{251} 
we have 

(252) 

1 SCHUSTER considered a layer of finite thickness in front of a background radiating 
with given intensity. It introduces simplifications in the analysis to let the background 
recede to infinity and this moreover corresponds more truly to the aCtual circumstances in 
a star. 
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This is a linear second order equation for (I" + I~) with constant coefficients, 
and can be solved in the usual way. The complementary functions are e~pnp' 
and e - ;"n.,. Working out the particular integrals in detail, we find 

(I" + I~) = P.e-n,,~., + Q.en.;., 

+ n,,~,,[env~v !B"e-nvi;,,'dt' + e-nvi;.'/B.C-n" ",,' dt'] 

and hence from (250). 

Iv - I~ = ~"[_P"e-n.i;,,, + Q" en";,,,] 

+ n"~;[en.i;vfBve-n,.",,, dt' - e-n"i;,,} B.enY~"'dt'J. 
In these, P" and Q" are arbitrary constants, functions of Y. 

But I" and I~, are at most of the order of magnitude B" as t' ~ 00. Hence 
Qv = O. To find P", we note that the intensity incident on the boundary is 
zero, i. e. I~ = 0 for t' = O. We find then 

00 

P = _ n"t.(1- !;v)JB -1'.".' d 
• 1 + tP "e t'. 

o 
Hence the mean emergent intensity is found to be 

00 DO 

I (0) - ." e- n.,., t' = ---- B (t') e- n",.' n <, t' 2n ';2fB "d 2t. f c I': d 
" - i+T. ". 1 + 1;." •• . (253) 

o 0 

Equation (253) contains the whole substance of the theory of residual in
tensities in absorption lines, on the assumption of constant values of nv and ~". 

When there is no scattering, ~v = 1 and we have 
00 

1.(0) = f B.(t') e-n,,'n.dT, 
o 

the usual form. This gives a dark line for a particular value of y if n" > 1 for 
that value. 

Result (253) applies equally to the continuous spectrum and to an absorption 
line. An absorption (or emission) line will be occasioned by a sudden discon
tinuity, for a particular value of Y, in either k. or s •. We want to consider the 
effects of such discontinuities. 

The older view was that s" is continuous and k" discontinuous. On this 
view, the scattering coefficient s" would be taken to correspond to molecular 
or RAYLEIGH scattering, varying as the fourth power of the frequency, i. e. con
tinuously in Y: whilst an absorption line was supposed to be caused by a large 
value of k" for a particular Y. This was the standpoint of SCHUSTER, and we shall 
trace its consequences in a moment. The modern view is that k" is fairly con
tinuous whilst s" is discontinuous. We now suppose discontinuities to be asso
ciated with transitions between given stationary states of an atom, which leads 
to absorption followed by re-emission in the same frequency. This is formally 
equivalent to scattering, as far as energy exchange is concerned. On the older 
view, then, k,,/ Sv becomes large at a line frequency, owing to increase in the 
numerator: on the newer view k"/s,, becomes small at a line frequency owing 
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to increase in the denominator. For all frequencies 1] must change from 0 at 
low densities towards + 00 at high densities. But it must be expected to be 
exceptionally small at a line frequency. If the continuous absorption is to be 
attributed chiefly to photoelectric action, as is assumed in the theory of the 
general absorption coefficient, it will be substantially unaltered at a line fre
quency: moreover it is proportional to e, the density. Our formula k"/s,, or 
1] = bl2/Bl2B" refers only to a line-frequency. But the general behaviour of 
1} (namely, 1]cx e) is seen to hold for all frequencies. 

We now trace out the consequences of various assumptions as to the order 
of magnitude of n" and ~" in (252) . 

. Let us suppose that the distribution of temperature can be approximately 
represented by taking B,,(l) to be a linear function of 't, namely: 

B" ('l) = a" + b" 't (254) 

where a" = B,,(O), b" = (dB,,('l)/dt)o' 
For the integrated radiation, with n" = 1 and ~,,= const., the solution 

of (250) and (251) is readily found to bel 

B(t) = i~(1 + 't) (255) 

where n ~ is as usual the net flux in integrated radiation, and so the complete 
expression for B" ('t) is 

(256) 

where 
T4 = Fi(1 + t) = Tg(1 + t). 

In (254) we are replacing the inconvenient (256) by the first two terms of its 
TAYLOR expansion in powers of 'l. Qualitatively we shall get results of the right 
order. From the TAYLOR expansion of (256) it is readily verified that 

b" 1 hv 1 
a" = 4 k To • 1 _ e h"lk T •• 

Thus b"/a,, increases with '/I. 

Relation (253) now gives 

1,,(0) = 1 ;~" (a" + n~~,,) = 2 (a" 1 !" ;" + n"(1b~ ;J. 
In the adjacent continuous spectrum, we have k" + s" = k + s, i. e. n" = 1, 
and further we write 

Thus the emergent intensity in the adjacent continuous spectrum is i" (0) given by 

. ( ) 2; ( b") (; b" ) $,,0 =1+;a"+T =2a"1+;+1+;' 

1 This differs from the usual approximation 

B(l) = HHi + ll) 
for two reasons. (1) We are using a definition of 7:, namely (247) giving a value twice 
the usual one. (2) We are using the less exact equations of linear flow. When we use 
the standard definition of 7: as Ike dx, (255) becomes the SCHWARZSCHILD approximation 
[equation (93)] 
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There will thus be a dark line or a bright line according as 

1,,(0) S i,,(O) 
i. e., according as 

~,. b".s:::: ~ b" 
a,. 1 + ;v + n" (1 + ~,.) ? a,. 1 + ~ + 1 + ~. 

.ciph. 19. 

(257) 

63. SCHUSTER'S Assumptions. On SCHUSTER'S assumptions, it is supposed 
that s" in the line has the same value as in the adjacent continuous spectrum, 
whilst k" ~ k. Thus 

. k 
~2 = =----=' 

k+s 
(258) 

whence 
k,. + s 1 _ ~2 

n,,= k+s = 1-~;' (259) 

Since k" > k, we have ~ < ~ .. < 1, n" < 1. Hence 

;" ~ 
1+;,,>1+;' 

(260) 

whilst 
1 1 

n" (1 + ~,,) < 1 + ~. (261) 

Considering (257) we see that if a"/b,, is large, the first term on each side is domifl
ant, and by (260) a bright line is formed. Whereas if b"/a,, is large, the second 
term on each side of (257) is dominant, and by (261) a dark line is formed. Insert
ing from (259) we find the line is dark or bright according as 

~ b 1 -~" .;::: ~ b" 
a"1+~" + "1_~2?a"1+~+1+;' 

i. e. 

(~" -~) [(1 + ~)(~ + ~,,) - 1 ~ ~2] SO, 
i. e., SInce ~,,> ~, according as 

(262) 

Since b,./ a,. increases with ", lines of high frequency are more likely to be 
dark than lines of low frequency. This is one of the interesting results of 
SCHUSTER'S theory, and if the theory is correct it would explain why, in stellar 
spectra showing bright hydrogen lines, it often occurs that the earlier members 
of the BALMER series are bright whilst the later ones are dark 1. 

Two essential conditions must be satisfied if bright lines are to be formed. 
In the first place we must have s =l= 0: for otherwise ~ = 1. In the second place 
b"/a,, must not be too large. Thus both general scattering coefficient and gradient 
play an essential part in SCHUSTER'S theory. In the absence of scattering, a 
temperature gradient necessarily gives rise to a dark line. The introduction of 
scattering has the effect of dimming the background radiation, returning more of 
it to the interior. But if there is strong selective absorption for a particular v 
(large k,,) the intense surface emission in the frequency, comparatively undimmed 
by scattering, may give rise to an emergent intensity exceeding that of the back
ground. The effect can however always be neutralised by taking a big enough 
temperature gradient. 

1 See, e. g., DAVIDOVICH, HarvBu1l846, p.5 (1927). 
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The energy radiated in v in the bright line is presumably gained at the 
expense of radiation in the other frequencies. For the assumption is that the tem
perature remains steady, so that the extra cooling due to emission in v must be 
made up by extra absorption in other frequencies. This is the weak point of the 
theory. The temperature of the surface layers is assumed to remain steady, but 
this could only be done by heat being provided from some other source. It should 
be noted that (253) is consistent with radiative equilibrium in the absence of 
selective absorption. For if ~" = const. = ~ throughout the continuous spectrum, 
and n" = 1, then we find 

1(0) =.r I"dy = 1 ~ ~.rB (T) e-,r ~dT 
o 0 

and inserting the value B (T) = !i:S: (1 + T) we find 

I(0)=1;~ ~~((1 +T)e-;r~dT=~, 
o 

as it should. But the SCHUSTER theory supposes the temperature distribution is 
maintained the same when selective absorption is present. There is of course 
nothing physically contradictory in SCHUSTER'S theory. A mass of gas main
tained at a given temperature, endowed with a scattering coefficient large enough 
to dim the light incident on it from behind, would certainly give bright lines. 
But in this case the energy radiated would have to be supplied artificially from 
without. 

It is quite possible that SCHUSTER'S explanation of bright lines may be in 
principle the correct one when the state is not steady. Surface heating may occur 
by convection or in pUlsating stars (such as long-period variables) and thus maintain 
the required temperature. But it can scarcely be the normal explanation, for 
the reason of energy-balance already mentioned. Another reason is connected 
with the order of magnitude of the quantities involved. The presence of a bright 
line requires by/a" <!, approximately, since we may assume ~" to be in the 
neighbourhood of unity. This again requires 

h" ky<2, 
o 

which is not satisfied for the visual regions for the red stars and scarcely even for 
the hot B stars. Further there is no evidence that the general coefficient of 
scattering is large enough. Estimates of s/k show it to be too small!. 

64. Modern Procedure. On the quantum theory it is more natural to 
make the supposition that s" is large in the line compared with the value in 
the adjacent continuous spectrum, whilst k" = k. Thus 

02 k 
1;,.=----, 

k + 5" 

Ii 
~2 = -=_-=:-

k+s 
and 

(264) 

Hence 
2 

i" (0) =~ 1 + ~ (a" ~ + b.) . (265) 

1 LINDBLAD, Uppsala Univ Arsskrift 1, p.21 (1920). 



170 Chap. 2. E. A. MILNE: Thermodynamics of the Stars. ciph. 19. 

We have now that the line is dark or bright according as 

(~ __ 2_) + b (~! 1 1 ):s::: 
ap 1 + ~p 1 + ~ p ~2 1 + ~p - 1 + ~ ? 0, 

1. e. as 

(265') 

Since ~p < ~, this expression is always essentially negative, and the line is always 
dark. 

Bright lines as a normal occurence in a photosphere in a steady state are· 
thus unexplained. That they cannot be explained by any steady state theory 
which has regard to what is known about atoms is the general conclusion of 
recent writers on the subject 1. To account for them we are driven either to sup
pose the existence of an extended chromosphere, or to suppose a non-steady state 
as in long-period variables. The suggestion that a star with a large chromo
sphere would show a bright line spectrum was made by HUGGINS 2• Owing to 
the distance, the bright-line spectrum of the tenuous atmosphere seen outside 
the star's disc would be projected on to the dark-line spectrum of the disc. But 
Miss PAYNE has pointed out 3 that the light in the bright lines of the chromo~ 
sphere is derived from the radial beam from the star, and so the resultant spectrum 
should show simply dark lines as on the usual theory. The chromosphere explan
ation would therefore seem to break down. 

65. Intensity Ratio. The intensity ratio in the line is now found to be 
[,,(0) 1 + ~ a,,~p + b,,~~ 
ip(O) = 1 + ~,,' a,,; + b" • 

(266) 

Without appreciable error we may take ~ = 1. For a line with an intensity ratio 
of To' it is clear that ~p/~ must be of the order of to, and hence we can neglect 
the term in ~!. Thus to the first order in ~'" 

[,,(0) _ ~ 2a" (266') 
ip(O) - Pap+bp ' 

Now for h'Vo/k To = 4 (which for the sun gives l = 6000 A, for Sirius l = 4000 A), 
ap = bp and thus Ip (O)/i" (0) = ~". Hence for an intensity-ratio of To we require 

k 1 

k + Sp 100 

or approximately 
'YJ = k/sp = 1/100. 

(For an intensity-ratio of t we find 'YJ = t.) It must be remembered that we 
have solved the equations on the assumption 'YJ = constant, whilst actually 'YJ 
varies from 0 upwards. The result must therefore be taken to be a mean value 
of 'YJ through the layers contributing the radiation. 

We see that the monochromatic absorption coefficient must be large compared 
with the general coefficient of absorption. As EDDINGTON says, we can suppose 
that the particular constituent is present to the extent of at most 1 %, so that 
the absorption coefficient s" for the pure element must be of the order of 10' k. 

1 ROSSELAND, Ap J 63, p.218 (1926); EDDINGTON, The Internal Constitution of the 
Stars, p.343 (1926). 

2 See DESLANDRES, Histoire des Idees et des Recherches sur Ie Soleil, Annuaire du Bureau 
des Longitudes, p. 79 (1906). 

3 Privately. 
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If, as we shall see, fis of the order 102 or 103 this suggests monochromatic absorp
tion coefficients of the order of 106 to 107• 

The important result is (266'). This shows that the intensity-ratio is pro
portional for strong lines to ~'" i. e. to the square root of the ratio of the general 
coefficient to the selective coefficient. 

66. General Remarks on Absorption Lines. In the foregoing discus
sion of idealised cases it has been supposed that the material giving the special 
absorption and the material giving the general absorption are mixed together, so 
that at all levels there is some special absorption and some general absorption. 
This will not always be a good representation of the actual state of affairs. Atoms 
giving rise to selective absorption are thereby exposed to selective radiation 
pressure. If this is sufficiently strong, the atoms in question may be expelled 
from the general atmosphere of the star so as to form an external shell supported 
by radiation pressure. This shell will have such a thickness as will just reduce the 
emergent intensity in the line to a value compatible with equilibrium under the 
combined influence of gravity and radiation pressure. Such a state of equi
librium is called chromo spheric eq uili bri urn and is dealt with separately. 
There is reason to expect that this kind of equilibrium will subsist for all lines 
derived from the normal state of atoms which are not too heavy for the radiation 
pressure to support. The residual intensity, as we shall see, then depends on 
the value of g, the mass of the atom, etc., and the preceding theory is not 
applicable 1. , 

67. Change of Residual Intensity in a Line from Centre of Disc 
to Limb. Applied to a stratified medium in the usual way, (240) becomes 

[ f Ip dw + 'YJBp] 
cos 0 d;; 0) = k; _ [" (0) + ~ T~ 'YJ . 

where 'I: is the optical thickness referred to the general coefficient of absorption. 
Near the extreme outside of the star, we have seen that 'YJ is. small. Further in, 
'YJ becomes larger. The two extreme cases correspond to monochromatic radiative 
equilibrium and local thermodynamic equilibrium. The law of variation of resi
dual intensity over the disc will therefore be intermediate between the laws for 
these two cases. 

Now when 'YJ = 0, we know the solution to be approximately 

[,,(0,0) = !~,,(1 + tcosO). 

On the other hand, when 'YJ - 00 and k,,/k = 1, we have the law of darkening for 
the continuous spectrum as given by (203). Strong lines, originating at high 
levels in regions of low density, are to be expected to follow the former law: faint 
lines, originating at great depths, will differ only little from the latter. 

There are no measures yet available for the law of darkening in the residual 
intensity in a line except the measures of SCHW ARZSCHILD 2 for the H and K 
lines on the sun. These give a limb-intensity about a magnitude weaker than the 
central intensity, i. e. a limb-centre ratio of about 1/2,5 or 0,4, in agreement 
with a coefficient of darkening of !. This is in accordance with the theory, H 
and K being strong (chromospheric) lines. 

1 It still holds, of course, for the residual intensity produced by the layers underneath 
the chromosphere. This residual intensity is then reduced further by the chromosphere. See 
MILNE, M N 87, P.708 (1927). 

a Berlin Sitzber 1914, p.1183. 
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d) Chromospheric Equilibrium. 

173 

21. General. Formation of a Chromosphere. The theory of radiative equi
librium has two main applications, (a) to integrated radiation, (b) to monochrom
atic radiation. It is proposed in this chapter to consider an example of !b), 
namely the form of equilibrium which has come to be known as "chromospheric", 
after the sun's chromosphere. 

Consider a particular species of atom in a stellar atmosphere, and a parti
cular frequency v which it is capable of absorbing and emitting. The spectrum 
of the star will in general show an absorption line of frequency y and the reversing 
layer by itself will give rise to a certain residual intensity, say U:v, in this line. 
The atom will be exposed to gravity, g, downwards, and a force upwards due to 
radiation pressure, proportional to U:V. If the latter force is less than the former, 
the balance will be made up by the gas-pressure gradient, positive inwards. A 
negative pressure gradient in the steady state is however impossible. Conse
quently if the force due to radiation pressure exceeds that due to gravity, the 
atom will be expelled. Its expulsion will be followed by that of other atoms. 
These will partly screen the first atom from the full intensity U:V. The process 
of expulsion will presumably go on until a steady state is arrived at in which 
atoms at great heights are just supported in equilibrium by radiation pressure 
against gravity, the density being so low that collisions and so the gas-pressure 
gradient are negligible. There is good reason to suppose that the high-lying 
gases whose spectra are observed in the flash spectrum at times of total eclipse 
of the sun are in equilibrium after this manner, and we hence use the word 
"chromosphere" to describe an atmosphere in which the atoms are completely, 
or almost completely, supported by radiation pressure. 

In the steady state, such an atmosphere will be in radiative equilibrium. The 
radiation is however confined to the line spectra of the constituent gases, and we 
are therefore led to consider the ideal case of a gas radiating and absorbing a 
single frequency. The radiative equilibrium is then monochromatic, and the 
standard theory applies to the intensity in the frequency v. The gas is traversed 
by a net flux of radiation of frequency 1'. It might be thought at first sight that 
the radiation pressure would be the same at all heights, but this is not so. For 
the effective absorption coefficient decreases as we descend. This is because the 
radiation-density is larger at greater depths, consequently there are more excited 
atoms at any given instant, and so a smaller number of normal atoms, which 
alone are capable of absorbing. Radiation pressure accordingly decreases slightly 
as we descend, and the balance is taken up by a gas-pressure gradient. This 
proves however to be very small. 

The theory of the equilibrium of such a chromosphere is fairly simple, and 
it affords a good example of the theory of radiative equilibrium. It derives great 
interest from its application to the Hand K lines of Ca + on the sun. These 
arise from transitions between the 125 state and the 12 P states of the Ca + atom. 
The latter states are of neighbouring energy values, and it is possible to simplify 
the theory by regarding them as a single state. The theory then establishes a 

1 It has been shown by M. BRONSTEIN (Z f Phys 59, 144 (1929) and by E. HOPF 

(M N 80, Jan. 1930) the boundary temperature in radiative equilibrium is accurately given 
by ri = (4/)13) r~. 
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simple relation between the residual intensity ~" in the line and the mean life .,; 
in the excited or·1 2 P state. Observations of ~" yield an astrophysical deter
mination of the atomic constant .,;. 

Since a single frequency is alone involved, all the atoms are in one or other 
of two stationary states. The normal state we denote by the suffix 1, the excited 
state by the suffix 2. 

22. Boundary Conditions. The atoms at any given level will be exposed to 
the stream of radiation from beneath and also to the back radiation from the 
atoms above them. As we go higher and higher, the back radiation, coming from 
a smaller and smaller number of atoms, will become less and less. We are there
fore led to ·consider the limiting case of the atoms at very great heights which 
are subject to no appreciable radiation from above Later we will consider atoms 
at all depths. 

Consider a single atom in the state 1. It absorbs a quantum of radiation hv, 
and thereby acquires momentum of amount hv/c. It will remain in state 2 for 
a certain time which on the average will be equal to '1:, the mean life in the excited 
state. After this time it will emit a quantum hv in some direction, and acquire 
recoil momentum hv/c. It is now in the normal state. After some interval, which 
is on the average equal say to .,;', it will absorb again, and the cycle will be re
peated. During this cycle it is freely falling towards the parent star - freely falling, 
because collisions are negligible. Hence the downward momentum acquired is 
mg(.,; + .,;'), m being the mass of the atom. The condition of mechanical equi
librium is that this momentum shall be equal and opposite to the resultant 
momentum acquired from the emission and absorption of quanta. 

Let 1,,(0) be the intensity of radiation from below, in direction 0 with the 
vertical. For an absorption in direction 0, the forward component of momentum 
acquired in one absorption is 

hv 
-cosO. 
c 

The probability of an absorption of this kind in dt is 
dw 

B 12 I" (0) 4n dt 

where B12 is the EINSTEIN coefficient. Hence the average forward component 
of momentum is 

h / 1,,(0) cosO dw 
v 4n 

C /1,,(0) dw 
4n 

The recoil momentum ansmg from the emissions is on the average zero since 
the emissions are random in direction. The total momentum acquired must be 
equal to mg(T + '1:'), hence 

hv/ dw '/ dw c Iv (0) cosO 4n = mg ('I: + '1:) I" (0) 4n • (1 ) 

Now the average life T in the excited state, is equal to the reciprocal of the 
EINSTEIN emission coefficient Au. To see this we observe that out of N atoms 
in the excited state at time 0, there remain N e-A"tdt at time t, of which the 
number Ne-A21tA21dt termiIlate their excited life during the succeeding dt. 
Thus 
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Similarly 

Using the EINSTEIN relation 
An 2h1'3 ql 
En = ~ q2 . 

where q1' q2 are the weights of the two states, we have 

~-~!kfl dw (2) 
~,- 2h1'3 ql "4n' 

Physically, this merely represents the fact that in any given time the atom executes 
as many transitions in one direction as in the other. 

Equations (1) and (2) form a pair simultaneous equations for the unknowns 
7: and 7;', and can be solved. It is simpler however to note that in (1) we can 
neglect 7; compared with 7:'. We shall see later in fact that .,;/.,;' is about 0,4 . 10-4• 

Replacing 7:' + .,; by.,;' in (1) and then eliminating r:', we have 

f dw 2hv3 C ql 
I,,(e)cose-4 = mgr:-2 -h -. 

n c l' q2 

But the net flux ;;r;~" is given by 

;;r;~" = J I" (e) cosedw. 
Hence 

Since ;;r;~" is the net flux in v, ~"is the mean emergent intensity in v, aver
aged over the disc (§ 22, Section c). If Tl , is the effective temperature of the star 
as deduced from the net flux, and r is the intensity ratio in the line averaged 
over the disc, then 

(3') 

and so 
(4) 

which affords an estimate of r: when rand Tl are known from astrophysical ob
servations. For the Ca+ atoms on the sun, the datal 

r = 0,11, Tl = 6000°, Q2/Ql=3, 

m = 40 ·1,65 ·10-", g = 2,43'104, A. = 3950 
give 

r: = 1,8 ·10-8 sec. 

This is of the order of magnitude observed in the laboratory for those atoms for 
which r: has been measured. 

If nl' n 2 are the numbers of atoms per unit volume in the states 1 and 2 
respectively, then clearly in the steady state 

7: 

"7 
7 q2 r 

= 16 ql ehv/kT1 .=-:t 
from (2) and (3'), on assuming a coefficient of darkening -}, since 
I" = t ~,,/(1 + tcose). For the Ca+ atom on the sun, we find n2/nl = 0,4 '10-4 • 

1 The value r = 0,11 is derived fromScHwARZSCHILD'S observations, Berlin Sitzber 1914, 
p.1198. 
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23. Effect of Stimulated Emissions. In the above we have tacitly neglected 
the "stimulated" emissions. These prove to make little difference to the numerical 
result, but it is of interest to take account of them. Equating the momentum 
acquired from absorptions in dt by the n1 atoms in state 1, together with the recoil 
momentum acquired in the same time from stimulated emissions by the n2 

atoms in state 2, to the downward momentum acquired under gravity, we find 

hv [j dw j' dW] C n1B12 1,,(0) cosO 4,. - n2B21 1,,(0) cosO 4,. = mg(nl + n2)· 

Equating the number of absorptions to the number of emissions, we have 

n1 B12 jI,,(0)!: = n2 [B21 jI,,(0) !: +A21]. (6) 

Here B21 is the second EINSTEIN coefficient, related to B12 by 

Bn 'l1 
Bn q2 

The actual time in the excited state is now 

[An + B21j I,,~:tl, 
but it is convenient to retain the meaning of 'l as 1/A 21 • ~olving (6) for 1t2/1t1 

and inserting in (5) we find 

j I,,(O) cosOdw = mgzc (Jfb [1 + (1 + ~).!. (Iv (0) dwl (I) 
4,. hv q2 ql (J. 4,. 

where 

If we now write 
hv 

s=---
4mg7:c 

(7) may be written in the form 

lY (J(qllq2)~~_ 
v = S _ (1 + ~)jlv(fJ) dw 

qg %v 4,. 
(8) 

where in the denominator only the law of darkening is involved (the law of 
darkening in the residual intensity in the absorption line). If CXv is the coefficient 
of darkening 

:rr:/2 

{j (I - IXv + IXv cosO) sinO dO _ (1 _ -21 IXV) 

~j·I (8) dw - ---;:,-0 __ _ 
%" v 4,. -- ",/2 - ( 1 ). r 21--~ 

. (1-Otv+lX"cosO)cosOsinOdfJ , 3 

o 
Since the state of affairs is one of monochromatic radiative equilibrium, we know 
from the general theory that CXv =.g.. Hence (1 - icx,,)/2(1 - t cx,,) = *. Hence 

(J(~) 
lYv = . 

S-L(1+ fb ) 
16. qg. 

The term ill (1 + ql/q2) is however negligible compared with s, which is about 
1,28 '10 3 for the Ca+ atom. Thus (9) reduces to (3). 
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24. Equilibrium of the Chromosphere. We proceed to work out the nature 
of the equilibrium at all heights. Let p be the pressure at height x above some 
convenient reference point. We now have to write a term - dpjdx on the left
hand side of (5), to give the equation of mechanical equilibrium. We get 

+ dd P = -(nl + n2) mg + hv (nl - n21b) B12fI" (x, 0) cosO d4w (10) 
x c q2 n 

where Iv (x, 0) is the intensity in direction () at height x. Equation (6) remains 
valid on writing I v (x, 0) for Iv (0). Using EINSTEIN'S relations it simplifies to 

(11) 

This is the equation of radiative equilibrium. The equation of transfer has been 
deduced in equation (229), Section c). We re-write it for convenience 

~ dlv(x, 0) = -(n _ n9 ql)' + ql n 0 
IXv dx 1 ~ q2 q2 2 , 

iX,. being the atomic absorption coefficient. 
Write 

t=fniXVdx. 
o 

(12) 

(13 ) 

( 14) 

Then equations (11) and (12) are in the form of the standard equations for radiative 
equilibrium, with t as optical thickness and the function 

n2 ql 
--0 
n q2 

replacing Bv (t). The solution, by the general theory, may be written approximately 

Writing 

n1 + n 2 = n 1 - n 2 (~:) + n 2 [ 1 + (~:)] 

=n[1 + ~ ~v(1 +1-t)(1 + ~:)] 
(10) becomes 

i!:E = -nmg[1 + ~ ~~(1 + 3 t) (1 + _C{2) _ ~ ~v hl' _1_ q2] 
dx 2 (J 2 ql 4 (J C mgt ql 

= -nmg[1 + ~ ~(1 + 2 t)(1 + q2) - s~" q2]. 
2 (J 2 ql (J ql 

(15) 

(16) 

( 17) 

At great heights i. e., as t ---+ 0, the atoms are completely supported by radiation 
pressure; hence the coefficient of nmg must tend to zero. Hence 

or 

(J (f~) 
D'" = 1 ( ). s - - 1 + ql 

2 q2 

( 18) 

Handbuch der Astrophysik. III. 12 
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This differs from (9) in that the coefficient i replaces -fIrr in the denominator. 
This is an imperfection due to the approximate nature of our solution (15) for 
radiative equilibrium, but for consistency in the subsequent work we must 
use (18). 

25. Pressure.. Equation (17) now becomes 

dp = -nmg l ~Y(1 + q2)t 
dx 4 fJ ql 

or 

The integral is 

(19) 

The pressure is thus proportional to the square of the optical depth. This property 
markedly differentiates chromospheric equilibrium from equilibrium under an 
appreciable pressure gradient. 

26. Total Mass. For the total number of atoms per unit area down to any 
depth, we have by (16) 

00 00 

j(n] +n2)dx=j[1 + ~ ~Y(1 + ~ t)(1 + ~:)]ndx 
x x 

(20) 

The term in t 2 represents the mass supported by gas-pressure, the term in t 
the mass supported by radiation-pressure. The former is very small compared 
with the latter, throughout the chromosphere. 

27. Density. To determine the density we must for the first time make some 
assumption about the temperature. Calling it To and taking account of the 
complete ionisation which occurs in the case of calcium, we have 

Then 

(21) 

28. Density-distribution. We now connect t with x. We have dxjdt as a 
function of t, on inserting for n in (14) by means of (16) and (21). We find after 
making use of (18) and integrating, 

mg 4 s 1 
--. (x + xo) = -logt + - -- -
4k To 3 1 + ~ t 

q2 
where Xo is a constant of integration. 

(22) 

We have seen that s is large compared with unity. Also in the chromosphere 
t, as we shall see, does not take large values. Hence in (22) the logarithmic term 
is negligible compared with the term in t- 1 . Hence (22) may be written approxi
mately 

mg 4 s 1 
- - (x + Xo) = - -- -
4k To 3 1 + ~ t . (23) 

q2 



ciph.29. Determination of the Constant xo' 179 

Eliminating t between (21) and (23) and using ~" = (o/s) (q1/q2) we have an 
approximate expression for the density as a function of height in the form 

e 4k To 4 s 1 
iii = n 1 + n 2 = IX" mg' "3 . 1-,Q; . (X" + XO)2 • ,

q2 

This can be simplified by using relation (226") Section c, namely 

cX"LI'V = B12hv = ~ ~ 
40r 40r H, Ql' 

which may be written in the form 

s orO LIp Ql 
---
cmg q2 

(24) 

(25) 

(26) 

This may now be substituted in (24). It is clear on general grounds thatQ must 
be proportional to LI 'V, the width of the line. 

Relation (24) shows that the density is inversely proportional to the square 
of the height above the level x = - xo' This law of density is essentially different 
from the exponential density-laws met with in ordinary gravitational equilibrium. 
It gives a much slower rate of decrease of density with height. Exponential 
density-laws, for example, owing to the high value of g on the sun, forbid the 
existence of gas at such elevations as are observed 1. The fact that a chromo
sphere exists on the sun is a clear indication of the importance of radiation 
pressure. 

29. Determination of the Constant Xo. We shall now assume x to be measured 
from the level corresponding to the apparent limb of the sun. 

As we go inwards, the outward flux of 'V-radiation increases. At a sufficient 
depth, it will be equal to the photospheric flux in the adjacent wave-lengths. It 
is clear that at this depth, which corresponds to x = 0, a chromosphere could 
be fitted on to the photosphere, provided the pressures were adjusted to be equal. 
It may be considered doubtful whether chromospheric equilibrium subsists at 
this level. The reversing layer may, and probably will, introduce serious com
plications in the distribution of density. Nevertheless, in the absence of detailed 
mathematical investigation of the fit of the chromosphere on the reversing layer, 
and the fit of the reversing layer on the photosphere-if we may speak thus of 
definite layers-it seems plausible to combine chromosphere and reversing layer 
into one, for the purposes of determination of the constant xo' We assume then, 
that at x = ° the outward flux of radiation is equal to the photospheric flux. 

The outward flux in the chromosphere at depth t is 

:.:/2 ",/2 

2.n f I (t, 0) cos 0 sin 0 dO = 2.n f !~" (1 + tt + t cos 0) cos 0 sin 0 dO 
o 0 

= .n~,,(1 + it). 
At x = 0, the outward flux must equal the photospheric flux .n~,,(Phot) .. Hence 
if to is the optical depth at x = 0, we have 

.n (1 + i to) ~v = .n~ .. (phot) • 

But r = ~v/~v (phot). Hence 
to =}(r- 1 -1) . 

1 E. g. SCHWARZSCHILD, G6ttinger Nach 1906, p 41. 

12* 

(27) 

(27') 
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Putting x = 0, t ...:... to in (23) we have now on inserting for to from (27') 

4 3 
4k To 3$ 4 

xo = mg • --q-- • r- 1 - 1 • 
1+~ q2 

With the values already given, and To = 5000°, this gives 

Xo = 1800km, t = 10,7. 

(28) 

According to this the density would be reduced to >fr of its value in ascending 
from x = 0 to x = 15000 km for Ca+ atoms on the sun. In the absence ofra
diation pressure, the factor would be e- l91o . 

- If at x = 0 the outward flux has increased not to the photospheric value 
but to some fraction r' of the photospheric value, the only difference is that in 
(28), r -1 is replaced by r' /r, where r' < 1, and Xo is increased. This makes the 
rate of decrease of density smaller still. 

30. Chromosphere "Partially supported!'. In the foregoing the radiation 
pressure exactly balances gravity at great heights, leaving nothing for the pressure 
gradient. We shall now work out the case where the fraction f-t of the weight 
is supported by the pressure gradient at great heights. 

We now have 

(29) 

at great heights. Equation (15) holds as before. Inserting (29) in the equation 
of mechanical equilibrium (10), we find 

mg(1 - f-t) = ~ q2 ~"lim--n- = ~ q2 %" 1 , 
4c. ql (J nl + n 2 4c. ql (J 1 + ~ (~'')(1 + {~) 

or, on reduction 

(18') 

where 
, _ s _ hv 

s - -- - --;-C---:-. 
1 - I' 4.cmg(1 - 1') 

The solution can be completed as before. The results are 

p = mg [f-t {1 + ~%" (1 + q2)} t + l %,. (1 + q2) t2], 
IX,. 2 (J ql 8 (J ql 

(19') 
00 

f(n1 + n2)dx = :,,[t + ~ ~"(1 + ::)(t + ~ t2)] (20') 

'" ~=n +n = mg (f-t{1+~%Y(1+ q2)}t+l%"(1 +~\t2], m 1 2 2IXy k To 2 (J ql 8 (J ql/ 
(21') 

mg(x + xo) = 1 - 21' log (t + i s' ~) '_ ~ logt. 
4k To 21' 1 + rtl 21' 

_ q2 
(22') 

Unless f-t is extremely small, 's'f-t is large compaJ;"ed with t for the range of 
values of t occurring in the chromosphere. Hence approximately (22!) may be 
written -

flmgx 
logt = - 2k To + const. (23') 



ciph. 31,32. Discussion of the Density-Distribution. - The Determination of (1.. 181 

But except for extremely small values of fL the first term on the right-hand side 
of (21') is large compared with the second. Thus e is approximately proportional 
to t, and we have from (23') 

_ ['rfi,U!' 

e = const X e 2k T o. (24') 

It appears that unless fL is extremely small, the density-law is of the ordinary 
exponential type with gravity reduced to fL times its value. The two types of 
equilibrium, chromo spheric and gravitational, merge into one another when fLS 
becomes comparable with unity. 

31. Discussion of the Density-Distribution. The density-law is thus highly 
sensitive to the value of fL. A small increase in fl, say from zero to 0,01, reduces 
the density at great heights enormously. For fL = 0, it falls in 15000 km to 
about 110 of its value at x = 0; for fL = 0,01 it falls to e- 20 = 10- 9 of its value 
in the same distance. When fL =1= 0 the mass is concentrated in a relatively thin 
layer, low down. When fL = 0 it is spread out in an extended column. 

The fact that a high-level chromosphere exists for the Hand K lines of Ca-tc 
shows that fL is very small for these atoms. An actual estimate of fL for Ca -tc has 
recently been made by P. A. TAYLOR 1, using eclipse observations. If at a time of 
total eclipse, the slit of a spectroscope is set tangent to the moon's limb, the lines 
of the resulting spectrum will fade away from their centres in each direction. 
This distribution of light-intensity in the flash spectrum was used by TAYLOR 
to deduce the density distribution of the emitting atoms. In the analysis it is 
necessary to take account of curvature, and accordingly TAYLOR first generalised 
the foregoing analysis both for fully-supported and partially supported atmo
spheres so as to take account of the inverse square effects. The net flux, for 
example, now decreases as the inverse square of the distance from the sun's 
centre, and the chromosphere is stratified in concentric spheres. The analysis 
is rather complicated, and will not be reproduced here. His conclusion is that 
fL = 10- 4 gives a fair representation of the Ca + chromosphere. 

32. The Determination of (1. The question now arises, what physical circum
stance relating to the star decides the value of fL? Apparently a chromosphere 
can be built up with any value of fL. The only difference is that the bigger is fL, 
the bigger is the pressure at the base of the chromosphere, the place where it 
fits on to the rest of the star. If we imagine the chromosphere suddenly removed, 
the star would begin to grow a fresh one by expulsion of atoms. Expulsion will go 
on in the first instance until the atoms at the base are just in equilibrium under 
the forward radiation pressure from the star and the back radiation pressure 
from the chromosphere, together with the small residual pressure gradient. We 
then have a fully supported chromosphere provided we make the pressure Po 
at its base continuous with the pressure at the same point as calculated from 
the underlying layers. This pressure seems at first sight arbitrary. If we increase 
it, more atoms are driven up into the chromosphere, and it becomes of the par
tially supported type. The high-level chromosphere then collapses, and we get 
the exponential concentration of density in the lower layers. 

The difficulty is removed when we recognise that we have tacitly made some 
physical distinction between the chromosphere and the underlying layers: for 
without one nothing prevents us continuing the chromospheric type of equi
librium below the level Po. Actually we must seek for the physical difference 
between chromosphere and underlying layers which terminates the type of 
equilibrium we have called chromospheric. 

1 MN87, p.605, 616 (1927). 
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This physical difference must be the setting-in of local thermodynamic equi
librium. In the chromosphere we have monochromatic radiative equilibrium. 
But we saw from equation (240), Section c, that monochromatic radiative equi
librium at low densities must pass gradually into local thermodynamic equi
librium at higher densities. Hence chromospheric equilibrium cannot be con
tinued downwards beyond a certain density. This sets a limit to the value of fl. 
The equations fixing {l and to are 

(1 + !toHJv = B(T1) (30) 

%y = 8v2 : mg ~~ (1- (l) (31) 

Po = mg [{l{1 + ~ ~" ('1 + q2)} to + 1. ~Y (1 + ~) t5] (32) 
cxv 2 (J ql 8 (J ql 

from which by elimination of %', and to we have a single equation for {l involving 
only the effective temperature Tl of the star, atomic constants, and Po. The 
pressure Po is now the partial pressure of the atoms in question at which mono
chromatic radiative equilibrium gives way to local thermodynamic equilibrium: 
it must be supposed known from considerations of pure physics. (It will of course 
depend on the total pressure of all the atoms present, since the constant 1) of 
(240), Section c, depends on all the collisions that occur.) Save when {l is very small, 
we have approximately Po = mg {lto/cx", and the equation for {l runs 

(1 + 1. Po cx" ~, (1 _ ) = _.,_c_ • q2 B (T ) . 
4 mg ft} {l 8v"rmg ql " 1 (33) 

This has a single real positive root « 1) whatever the constants involved. When 
B,,(T1) < (81'21' mg/c) (ql/q2) the root cannot be small compared with unity, and 
thus a fully-supported or almost fully-supported atmosphere is impossible. No 
high-level chromosphere then exists. When By (T 1) > (8 1'2 l' mgjc) (ql/q2) the 
value of {l will depend on the value of Po in the sense that very small values of 
{l will only be possible if Po is very small. The precise determination of {l involves 
not only the difficult question of Po, but also a determination of £X,,, or, what 
comes to the same thing, of A1'. Until (l is ascertained, the residual flux Fv 
is not fixed. 

In continuing down the chromosphere to a depth at which the outward 
flux is 7r-B (T1) , we are fitting it on too deep. A more appropriate condition would 
be to fit on the chromo spheric region (1) = 0) to an underlying region for which 
say 1} = 1, using the formula for the residual intensity, (265) Section c, instead of 
the value 7r-%,,(phot) = 7r-B" (Tl) in (27). 

33. Connection with Solar Prominences. Apart from these questions of the 
detailed fitting-on of the chromosphere to the rest of the star, it can be seen 
generally that a fully-supported chromosphere has a density-distribution very 
sensitive to the conditions at its base. If a few more atoms are extruded from 
below, they reduce the supply of radiation to the high-level atoms, which forth
with collapse on to the layer beneath. We should expect therefore that a chromo
sphere may from time to time collapse and then reconstruct itself. If it does this 
in patches, we get a phenomenon which strikingly suggests solar prominences. 
Again, over sun-spots, radiation pressure is reduced and we should expect a 
downward flow into the spot from the surrounding high-level chromosphere, 
as suggested by PIKE. For a treatment of these and other questions connected 
with the same subject, the papers of MILNE, SUR, PIKE, and TAYLOR should be 
consulted. 
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e) Polytropic Gas-Spheres. 
35. Introduction. EMDEN'S "Gaskugeln", published in 1907, contains his 

researches on the subject of the equilibrium of spheres of gas held together by 
their own gravitation. It is the most complete account of this subject available, 
and it has proved of inestimable value in the more recent developments of the 
theory of the constitution of a star. EMDEN'S own applications of his theory have 
to some extent been superseded by the later writings of others (and of himself), 
but the study of the solutions of certain differential equations which it contains 
are of permanent value. It contains the theory of simple gas-spheres, gas-spheres 
surrounded by rigid envelopes and gas-spheres with a rigid core, the theory of 
clouds of small particles, of the refraction of light in gas-spheres and part of the 
theory of pulsating stars. Here we are mostly concerned with EMDEN'S theory 
of spheres built up on what he calls the "polytropic" model. We proceed to explain 
this term. 

36. Thermodynamics of a Perfect Gas. Let p, v, T be the pressure, volume 
and temperature of a given mass of fluid. The fluid is said to be a perfect gas 
if (1) 

pv =, t(T), 

and (2) its energy E is a function of its temperature only. In that case all the work 
done in compressing it at constant temperature is converted into internal energy 1. 

If when its volume alters by dv and its temperature by d T, its energy alters 
by dE, the quantity of heat communicated dQ is defined by the relation 

dQ = dE + pdv. 

By hypothesis, since E is a function of T only, we have 

dE 
dE = dTdT = cvdT 

say, where Cv is defined to be the specific heat at constant volume. By condition 
(2) it is a function of T only. The increase of entropy dS is accordingly 

dS=di =!;-dT+fdv. (1) 

Hence 

whence 

8~(f) = O. 
1 See for example G. H. BRYAN, Thermodynamics (1907). 
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Hence PIT is constant at constant temperature, so we can write 

t = lJi(v) . 

But 
pV=f(T)· 

Hence 

t~) = v <P(v) = constant. 

We put this constant as equal to RlfL, when the quantity of material is one gram. 
Hence fL denotes the molecular weight in terms of the atom of hydrogen as unity. 
The fact that R as thus defined is a universal constant does not follow from pure 
thermodynamics only, but we shall assume this. We have then per unit mass 

pV=~)T. 
Changing to the variables T and p, by means of (2) we find 

dQ = (cv + :;)dT - vdp. 

The specific heat cp at constant pressure is then given by 

cp = (dd QT) = Cv + ~ . 
dp=O f1, 

We now express dQ in terms of the differentials dp and dv. We find 

dQ = ~ (cpP dv + CvV dP) . 

(2) 

(4) 

(5) 

An adiabatic transformation, defined by the condition 
ingly for its differential equation 

dQ = 0, has accord-

dp _~ dv 
P Cv v 

(6) 

If the ratio cplc" is constant, (which from (4) implies that cp and c" are 
separately constant) this integrates in the form 

pvr = const (7) 
where 

Equation (7) is the general equation of adiabatics. 
Suppose now that instead of d Q = 0 we impose the condition 

~~ = const. = c. 

Then 
c d T = Cv d T + p d v . 

In terms of dv and dp this reduces to 

(cp - c) P dv + (cv - c) v dP = 0 . (8) 
Put 

, C - C r =_P_-. 
CV - C 

Then (8) integrates in the form 

pvr' = const. (9) 
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Any sequence of changes of a perfect gas may be described by a curve in 
the (P, v)-plane. EMDEN defines as a "Polytrop" a path of constant heat capacity 
d Q j d T. It follows that (9) is the general equation of poly tropes. A poly trope is 
an adiabatic in the particular case dQjdT = c = o. 

37. The Equilibrium of a Sphere of Gas. Consider a sphere of gas, in equi
librium under its own gravitation. At a point distant r from the centre let p 
be the pressure, g the acceleration due to gravity, 12 the density. The equation 
of hydrostatic equilibrium is, ignoring radiation pressure, 

dp 
dr = -ge· (10) 

If M (r) is the mass inside the sphere of radius r, V the gravitational potential 
and G is the constant of gravitation, then 

d V GM(r) 
g = -lir = -rZ:--- (11) 

and 
r 

M (r) = J 4n 12 r2 dr . 
o 

( 12) 

The integration of (10) can be effected only when the relation between p 
and 12 is known. Any arbitrary relation p = 1(12) implies a gas-sphere built on 
a certain model. 

For definiteness, following EMDEN, we now consider gas-spheres for which 
a relation of type (9) holds everywhere throughout their mass. Such masses of 
gas will be said to be polytropic. 

We write the relation in the form 

p = Cek • 

We have then 
~ dp = kC k-2de = _k_C dek - 1 

e dr 12 dr k - 1 dr· (13 ) 

Equation (10) then becomes on differentiating 

k d ( d gk - 1 ) 
k _ 1 C dr r2 ----a:r = -4n Ger2 • ( 14) 

The form of this equation suggests taking 12k -1 as dependent variable. The 
quantity 12k -1 has two interesting physical meanings. In the first place we have 
from (10), (11) and (13) 

whence integrating 

k de k - 1 d V 
-C-=
k - 1 dr dr 

k . 
k _ 1 C 12k - 1 = V - Vo 

where Vo is the value of V where 12 = 0, i. e. at the boundary of the star 1. This 
may also be written 

(15 ) 

In the second place if the material is a perfect gas, we have in addition 
the equation of state 

1 We shall frequently use "star" for "gas-sphere". 
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R Crl- 1 = -T. 
f' 

Thus we have altogether 

.E. _ C k-l - R T _ k - 1 (V - V) 
[!'- e - f' - k 0 • 

ciph. 38. 

( 15') 

We consider now solutions of (14) in which the variables p, e and T have 
finite values at the centre r = O. Let Tc be the value of T at r = O. Put 

T = Tc'u (16) 

and change the dependent variable in (14) from ek - 1 to u. On putting 

we find 

where 

Now put 

Then (17) becomes 

1 
k _ 1 = n, 

1 d ( 2 dU) + 2 n - 0 --r- rxu-r2 dr dr 

rx - . 2 _ 4nG (RTe)n-l 
(n + 1)Cn fl 

rxr = ;. 

1 d (C2 dU) + n_ ~2 d~ ~. d~ u - O. 

( 17) 

(18) 

(19) 

(20) 

All the particular constants have now disappeared. This may be called EMDEN'S 
differential equation. 

38. Solution of EMDEN'S Differential Equation. The solution we require is 
that for which 

at; = O. 

Equation (20) can be solved in finite form in the cases n = 0, n = 1, n = 5, 
the particular solutions required being 

~2 
n=O, u=1-6 , 

n = 1, 
sin~ 

u=T' 

n = 5, 

In all other cases resort must be had to quadratures1 . 

The solution for u, u = u (;) when found mayor may not possess a zero for 
a finite value of ;. If it does, the star has a finite radius: for here the pressure 
and density vanish. It has been shown by EMDEN that for n < 5, the gas-sphere 
has a finite boundary and a finite mass: for n = 5 the sphere extends to infinity 
but the mass is finite: for n:> 5 the sphere extends to infinity and the mass 
is infinite. 

EMDEN has tabulated solutions of (20), for various values of n, obtained 
by the method of quadratures. Near; = 0 a solution can be found as a power 
series in ;, and with this as a start the solution for larger values of ~ can be ob
tained numerically by the method of "small arcs". The following tables are 
extracted from EMDEN'S book "Gaskugeln". 

1 For the case n = 5, k = 11! 5' the law was found by SCHUSTER, Brit Ass Report 1893, 
p.428. 
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EMDEN'S Table 1. n = 0, k = 00. 

Hocr) 
\ 

u[oc T] d" I -- [ocg) 
d~ 

un (cce) I "n+1(ex:p) _;' d~ (oc M (r)) 
dl; 

1 rut ee 1 -3"~ dl; = (;(r) 

° 1 I ° 1 1 ° 1 
0,25 0,98958 0,08333 1 0,98958 0,00521 1 
0,50 0,95834 0,16666 1 0,95834 0,04167 1 
0,75 0,90625 0,25000 1 0,90625 0,14062 1 
1,00 0,83333 0,33333 1 0,83333 0,33333 1 
1,25 0,73958 0,41667 1 0,73958 0,65104 1 
1,50 0,62500 0,50000 1 0,62500 1,1250 1 
2,00 0,33333 0,66667 1 0,33333 I 2,6668 1 
2,4494 ° 0,81647 1 ° I 4,8988 1 

EMDEN'S Table 3. n = 1, k = 2. 

Hocr) 
I 

u[ocT] I du -dl;[oc g] u»[oc!!) u,,+1 [ocP) I '-2 du M 
-I; dl; [ee (rn -~"rU[ =~ 1 3 d I; e (r) 

° 1 ° 1 1 ° 1 
0,25 0,98960 0,08280 0,98960 0,97930 0,00519 1,0040 
0,50 0,95882 0,16250 0,95882 0,91935 0,04062 1,0256 
0,75 0,90886 0,23623 0,90886 0,82604 0,13289 1,0583 
1,00 0,84148 0,30117 0,84148 0,70808 0,30117 1,1068 
1,25 0,75918 0,35511 0,75918 0,57637 0,55486 1,1734 
1,50 0,66500 0,39622 0,66500 0,44222 0,89149 1,2619 
2,00 0,45464 0,43541 0,45464 0,20670 , 1,74356 1,5311 
2,50 0,23938 0,41621 0,23938 0,05734 

I 
2,60136 2,0022 

3,00 0,04703 0,34569 0,04703 0,00202 3,11109 2,8927 
3,14159 ° 0,31831 ° ° 3,14159 3,2899 

EMDEN'S Table 5. n= 2, k = 1,5. 

;roc r) u [ex: T] 1-~;[OCg] I un[oc Q) "n+1 [ocP) I du - ';'-[oc M ('lJ 
dl; -~I;r'[ =~l 3 d I; (; (r) 

° 1 ° I 1 1 ° 1 
0,25 0,98969 0,08247 I 0,97950 0,96940 0,00515 1,0105 
0,50 0,95937 0,15865 0,92040 0,88302 0,03876 1,0750 
0,75 0,91128 0,22386 0,83042 0,75675 0,12591 1,1168 
1,00 0,84864 0,27453 0,72018 0,61117 0,27453 1,2142 
1,25 0,77533 0,30937 0,60114 0,46609 0,48339 1,3468 
1,50 0,69531 0,32825 0,48346 0,3361$ 0,73857 1,5232 
1,75 0,61238 0,33307 0,37501 0,22965 1,0200 1,7514 
2,00 0,52974 0,32640 0,28062 0,14866 L3056 2,0425 
2,50 0,37463 0,29023 0,14035 0,05258 1,8140 2,8713 
2,5375 0,36388 0,28681 0,13241 0,04818 1,8467 2,9492 
3,00 0,24166 0,24067 0,05840 0,01411 2,1660 4,1550 
3,50 0,13379 0,19169 0,01790 0,002395 2,3482 6,0863 
4,00 I 0,04866 0,15040 0,002368 0,0001152 2,4064 8,8653 
4,25 0,01326 0,13346 0,0001758 0,2331' 10- 5 2,4106 10,615 
4,3518 I ° 0,12729 ° ° 2,4107 11,396 

EMDEN'S Table 6. n = 2,5, 
7 

k = 1,4 = "5' 

Hocr] u[oo T] - - [oeg) I du 
dl; 

"n[ocQ] U"+' [oe P] I du - '" di; [oeM(r)] t tu [ ee] - 3" i; di; = e(r). 

° 1 ° 1 1 ° 1 
0,25 0,98971 0,08226 0,97450 0,96447 0,00513 1,0130 
0,50 0,95961 0,15676 0,90202 0,88560 0,03919 1,0632 
0,75 0,91242 0,21798 0,79520 0,72555 0,12261 1,1469 
1,00 0,85196 0,26282 0,66997 0,57079 ·0,26282 1,2683 
1,25 0,78246 0,29036 0,54156 0,42375 0,45369 

I 
1,4350 

1,50 0,70809 0,30213 0,42192 0,29876 0,67978 1,6549 
1,75 0,63246 0,29532 0,31811 0,20119 0,90442 1,9753 
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HocrJ 

2,00 
2,3498 
2,50 
3,00 
3,50 
4,00 
4,50 
5,00 
5,40 
5,4172 

HocrJ 

° 0,25 
0,50 
0,75 
1,00 
1,25 
1,50 
1,75 
2,00 
2,1620 
2,50 
3,00 
3,50 
4,00 
4,50 
5,00 
6,00 
6,80 
6,9011 
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u[",,11 

0,55961 
0,46331 
0,42473 
0,31000 
0,21752 
0,14300 
0,08263 
0,03384 
0,00128 

° 

u[oc TJ 

1 
0,98975 
0,95987 
0,91355 
0,85505 
0,78897 
0,71948 
0,64996 
0,52282 
0,54133 
0,46109 
0,35921 
0,27629 
0,20942 
0,15529 
0,11110 
0,04411 
0,00471 

° 

Continuation of Table 6. 

du I -d~ [cx:gJ un [oc eJ 
I 

un+' roc PJ I-~'~; [ocM(r)] I 
0,28614 0,23428 I 0,13111 1,1446 
0,26290 0,14611 ) 0,06769 1,4516 
0,25080 0,11756 I 0,04993 1,5675 
0,20793 0,05351 0,01659 1,8714 
0,16783 0,02207 0,004800 2,0560 
0,13445 0,007733 0,001106 2,1512 
0,10813 0,001963 0,0001622 2,1896 
0,08796 0,0002107 0,7295'.10- 7 2,1990 
0,07545 5,862' 10- 8 7,503'10- 11 2,2001 
0,07500 ° ° 2,2010 

EMDEN'S Table 7. n = 3, 4 
k=3' 

1- ~; [OCgJI un roc eJ Un+1[OCPJ du 
-;z d; [ocM(r)] 

I 0 1 1 1 ° 
0,08204 0,96960 0,95966 0,00513 
0,15495 0,88436 0,84886 0,03874 
0,21270 0,76242 0,69650 0,11964 
0,25219 0,62513 0,53451 0,25219 
0,27370 0,49111 0,38747 0,42765 
0,27993 0,37244 0,26797 0,62984 
0,27460 0,27458 0,17847 0,84097 
0,26149 0,19796 0,11538 1,0450 
0,25052 0,15863 0,08587 1,1710 
0,22396 0,09803 0,04520 1,3994 
0,18393 0,04635 0,01665 1,6553 
0,14859 0,02109 0,005828 1,8203 
0,11998 0,009185 0,001923 1,9197 
0,09748 0,003746 0,0005817 1,9740 
0,08003 0,001371 0,0001523 2,0007 
0,05599 8,583 '10- 5 3,786'10- 5 2,0156 
0,04360 

I 
~,045 '10- 6

1 
4,921'10- 10 2,0161 

0,04231 ° 2,0150 * 

ciph.38. 

-~~tt[=~] 
3 d~ e(r) 

2,3298 
2,9793 
3,3227 
4,8093 
6,9517 
9,9170 

10,539 
18,948 
23,857 
24,076 

-~;tU[=~] 
3 d~ e(r) 

1 
1,0158 
1,0756 
1,1754 
1,3218 
1,5224 
1,7862 
2,1243 
2,5495 
2,8768 
3,7210 
5,437° 
7,8697 

11,113 
15,387 
20,826 
35,720 

1 

51,987 
54,350 

* As given by EMDEN. There is clearly an error here, since _l;2du/dl;, being proportional 
to the mass, must steadily increase up to the boundary. 

EMDEN'S Table 8. n = 4, 

';[ocrJ u[oc11 
du I 

un [cc eJ 
1 

un+'[ocPJ _;' dUrocM(r)] -~~ru [=~] --rocgll dl; di; 3 dl; e(r) 

° 1 ° 1 1 ° 1 
0,25 0,98980 0,08166 0,95984 0,95006 0,00510 1,0205 
0,50 0,96035 0,15139 0,85138 0,81762 0,03785 1,1009 
0,75 0,91557 0,20353 0,70275 0,64343 0,11448 1,2283 
1,00 0,86054 0,23349 0,54838 0,47190 0,23349 1,0943 
1)50 0,73895 0,24267 0,29818 0,22035 0,54601 2,0604 
1,9184 0,64099 0,22275 0,16881 0,10820 0,81978 2,8708 
2,00 0,62306 0,21743 0,15070 0,09390 0,86972 3,0661 
3,00 0,44018 0,14856 0,03754 0,01653 1,3370 6,7313 
4,00 0,31838 0,09872 0,01028 0,003271 1,5795 13,506 
5,00 0,23637 0,06781 0,003122 0,0007379 1,6952 24,579 
6,00 0,17889 0,04862 0,001024 0,0001832 1,7503 41,137 
8,00 0,10515 0,02807 0,0001222 1,2850'10- 5 1,7965 95,003 

10,00 0,06016 0,01804 1,310'10- 5 7,880' 10- 7 1,8040 184,78 
12,00 0,03009 0,01254· 8,200'10- 8 2,466' 10- 8 1,8058 318,98 
14,50 0,00859 0,00921 5,444'10- 10 4,677 . 10-11 1,8059 506,70 
14,50 0,00414 0,00859 2,938'10- 11 1,216' 10-12 1,8060 562,67 
14,999 ° 0,00803 ° ° 1,8064 623,40 



ciph. 39; 

Hccr] u(oc T] 

° 1 
0,25 0,98974 
0,50 0,96078 
0,75 0,91768 
1,00 0,86602 
1,50 0,75593 
2,00 0,65465 
2,50 0,56950 
3,00 0,50000 
3,50 0,44353 
4,00 0,39736 
5,00 0,32733 
6,00 0,27735 
7,00 0,24020 
8,00 0,21160 

10,00 0,17066 
12,00 0,14286 
16,00 0,10763 
20,00 0,08628 
30,00 0,05764 
50.00 0.03461 

100 0.01732 
1000 0,001732 

00 ° 

I; 

° l/S 
1/, 
3/S 

1/2 
5/S 
3/. 
7/8 

1 
11/8 
11/. 
13/s 
11/2 
15 / s 
13/. 
17/S 
2 
21/. 
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EMDEN'S Table 11. n = 5, 

_ du (ocg] 
d; 

un(oc ~] un+ 1 [ocP] _~.du[ccM{r)] 
d~ 1 t u 

[ ~'l -3~ d~ =;?{r) 

° 1 1 ° 1 
0,08079 0,94972 0,93998 0,00505 1,0314 
0,14781 0,81866 0,78654 0,03695 1,1276 
0,19320 0,65080 0,59722 0,10867 1,2940 
0,21650 0,48713 10.42187 0,21651 1,5396 
0,21598 0,24683 0,18659 0,48594 2,3150 
0,18704 0,12021 0,07872 0,74817 3,5643 
0,15392 0,05923 0,03411 0,96198 5.4171 
0,12500 0,03125 0,01563 1,1250 8,0000 
0,10180 0,01716 0,007508 1,2384 11,541 
0,08365 0,009906 0,003936 1,3384 15,939 
0,05845 0,003758 0,001230 1.4601 28,514 
0,04267 0,001641 0,0004552 1,5361 46,872 
0,03233 0,0007995 0,0001920 1,5843 72,163 
0,02527 0,0004243 8,977' 10- 5 1,6170 105,55 
0,01657 0,0001448 2.471 . 10- 5 1,6569 201,18 
0,01166 5,950' 10- 5 8,500' 10- 6 1,6793 343,01 
0,00665 1,444' 10- 5 1,554' 10- 6 1,7020 802,18 
0,00428 4,781 . 10- 6 4,125 '10- 7 1,7127 1557,0 
0,00192 6,362' 10- 7 3,667' 10- 8 1,7234 5222,0 
0,00069 4,9734' 10- 8 1.7218' 10- 9 1,7289 24099 
0,000173 1,5588,10- 9 2,6975 . 10-11 1.73127 1,9254' 105 

0,00000173 1,5589' 10- 14 2.6975' 10- 17 1,73200 1.9245 . 108 

° ° ° 1,73205 00 

EMDEN'S Table 7a. n = 3, 4 
k=s· 

du 
I; I 

du 
u - dl; u 

- d~ 

1 ° 21/2 0,4611186 0.2239753 
0,9974060 0,0415043 23/4 0.4076634. 0,2036960 
0,9896853 0.0818053 3 0.3592158 0,1840525 
0.9770536 0.1198609 31/4 0,3155310 0.1656674 
0,9598483 0,1548256 31/2 0,2762494 0,1488576 
0,9385086 0.1859127 33/. 0.2409646 0,1336985 
0,9135523 0,2126304 4 0,2092632 0,1201780 
0,8855441 0,2347185 41/. 0,1807469 0,1081979 
0,8550676 0,2521339 41/ 2 0.1550468 0.0976258 
0,8226994 0,2560220 43/. 0,1318287 0,0883182 
0,7889887 0,2736733 5 0,1107944 0.0801311 
0,7544411 0,2784856 51/2 0,0742588 0.0665862 
0,7195077 0,2799193 6 0,0437090 0,0560474 
0,6845812 0.2784638 .61/ 2 0,0178358 . 0,0477714 
0.6499918 0,2746054 7 -0.0043439 0,0411912 
0,6160106 0,2688079 

6.8 I 0,0041366 0,0436498 
0,5828530 0,2614974 6,895 0,0000467 0,0424553 
0,5196225 0.2438063 6,899921 0,0000000 0,042394 7 

39. Structure of the Gas-Sphere. Given the class n of the polytrope, the whole 
structure becomes determinate when IX. and Tc are known. The former determines 
the scale on which ~ represents the radius to any point, the latter the scale on 
which u represents the temperature at any point. On other scales un represents 

the density e, un+1 the pressure p; - :; the value of gravi~y g; - ~2 :; the 

mass M (r) enclosed within the sphere of radius r; and - : ~; the ratio "i!(r)/(!c. 
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of the mean density of the matter inside r to the central density. The actual for
mulae, which are easily derived, are summarised below. 

2 4nG (RTc)n-l 
IX = (1t + 1) en ",-

~ r=-
0( 

T= Tcu 

V - Vo = (n + 1) RT, u 
fh 

(1t+1)0(2RTc n 
(} = 4nG- -,;- U 

P = (1t + 1) 0(2 (RTc)2 un+1 
4nGl I' 

a = -(n + 1) RTc IX du 
b fh d~ 

M(r) = _ (1t + 1) RTc ~2du 
GO( fh d~ 

i.i (r) 
12, 

3 du 
-Td~· 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

These formulae apply at any point. In particular they apply at the boundary. 
We shall denote boundary values by the suffix O. Thus (28) determines the whole 
mass of the star, (29) the mean density. 

If in (28) we replace ~/IX by r, we have the useful formula 

(28a) 

Putting r = ro, M (ro) = M, we have an expression for the central tempe
rature in terms of the mass and radius. 

Formula (29) asserts that the central density is a constant multiple of the 
mean density-the constant multiple being independent of mass, central tempe
rature, etc., and depending only on the polytropic index n. E. g. for n = 3, 
from Table 7 we have always 

(}c = 54,35 e· 
The successive columns in the tables will be seen to be proportional to (1) the 

radius, (2) the temperature or difference of gravitational potential, (3) the accele
ration due to gravity, (4) the density, (5) the pressure, (6) the total mass enclosed, 
(7) the inverse of the ratio of density to central density. 

40. Treatment avoiding Introduction of T and (1. The foregoing treatment 
seems the most natural as it gives a physical meaning to the variable u. It is 
sometimes useful, however, as in treating a star of variable molecular weight, to 
avoid an explicit mention of fL: further when radiation pressure is taken into 
account, the total pressure P plays the part of p in the foregoing, but is not 
related to T by an equation of the form (2). We can reduce EMDEN'S analysis to 
a form capable of more general application as follows. We now use P to denote 
the total pressure. 



ciph. 41. Special Case, n=3. 

The essential equations are 

P = C(/, 
dP __ GM(r) 
dr - r2 e, 

r 

M (r) =.r e4:nr2 dr. 
o 

191 

Eliminate P and M (r) from these equations, and introduce a variable ~t defined by 

ek - 1 = e~-lu. 
We then find 

with as before 

Put 

and 

1 
k=l+-. n 

1 
2 4.nG 1-;-

IX = (n+1)Ce. 

exr = ~. 

( 14') 

( 18') 

( 19') 

We then obtain EMDEN'S differential equation as before. The initial conditions 

are as before u = 1, ~; = ° for ~ = 0, and the solutions given in the tables 

apply. Formulae (28), (27) and (24) are replaced by 
1 3-u 

M() __ C(n + ~ "~2du _. _ CHn + 1)~ ZU):2 du 
r - !XG ee d~ -. (4 n )t Gi ee "d~ (28') 

1 1( 1) 
C( n du ! CG 2" 1+" du g=-ex n+l)ee d~ =-14:n (n+1) ee d~ (27') 

1 

V - Vo = C (n + 1) ee n u. (24') 

If we now suppose the gas-pressure p is a fraction fJ of the total pressure P, 
we have 

fJP = (~)eT 
and so all the previous formulae of ciph 39 involving p hold if we now replace p 
by fJ p. 

In some application it must be borne in mind that T is not proportional 
necessarily to u. See Section g, §§ 13, 14. 

41. Special Case, n=3. It turns out subsequently that the stars are probably 
constructed on the model of the polytrope n = 3. It is important at this stage 
to point out an important property peculiar to the case n = 3 . 

In the following we shall assume that the molecular weight p is fixed and 
known. 

We have seen that in general the star is fixed when ex and Te are fixed. 
Since ex 20c T~-l c-n and rooclX -1, i. e. Cnoc T~-lr6 this is equivalent to saying that 
the star is fixed when any two out of the three quantities C, T e , Yo are fixed. 
Further since Moc Te Yo, it is also equivalent to saying that the star is fixed when 
any two out of the four quantities C, T e , ro and M are fixed. For example, in 
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general a star of given mass M and given C has a unique Tc and 1'0' But 
an exception occurs for n = 3. Since M oc Tc 1'0 and Cnoc T~-l r~, we have 
M oc cn /2 TP - n)/2. Hence when n = 3, the mass of the star is fixed when C is 
given. Any values of To and 1'0 are possible subject to roTc oc M. Thus when 
n = 3, a star of given mass can have a whole series of radii and corresponding 
central temperatures for the same value of C. 

When we take account of radiation pressure, it will appear that the constant 
C can be expressed in terms of the molecular weight and the ratio of radiation 
pressure to gas-pressure, and that n = 3. It is a consequence of n = 3 that C, 
and hence the ratio of radiation pressure to gas-pressure depends only on the mass, 
and hence that the ratio of radiation pressure to gas-pressure is independent 
of the state of diffusion of the star. Were n not equal to 3, the ratio would depend 
on Tc (or on 1'0) according to the proportionalities 

M oc Cn/2 T~3-n)i2 ex: Tc 1'0. 

42. Star of given Mass and Radius. If we wish to apply the formulae to deter
mine the structure of a star of given polytropic index n and of given mass lYi 
and radius 1'0' we proceed as follows. Equations (22) and (28) give 

~=EJ~ (3~ 

M=_(n+1) RTc~2(dU). 
Go< fl °d~o 

(31) 

From these we may determine ~ and T e , whence e, T, p, g, " . become deter
minate. Eliminating ~ we find 

(32) 

Thus for stars of the same mass, with the same polytropic index, the central 
temperature To is inversely as the radius 1'0' This is a particular case of LANE'S 

Law. 
43. Uniform Contraction. Consider two stars of the same mass with given 

polytropic index n. If primes denote the second star, we have 

ro~ = r~IX' = ~o 
and since the masses are equal 

Tc/~ = T~/~' . 
Hence for all values of ~ 

(Xt ro Tc' 
Dc r:, y-; 

and further M(r) = M(r'). 

(33 ) 

(34) 

It follows that the second star may be derived from the first by decreasing the 
distance of each particle from the centre in the ratio rb/ro. For (33) shows that the 
second star is a scale model of the first and (34) shows that corresponding places 
in the two stars are occupied by identical particles. Thus if a star in polytropic 
equilibrium undergoes uniform contraction, it remains a poly trope of the same type. 

We find further, at corresponding points, 

!!... r~3 
(35) e' rg 

p r~4 
(36) pI rt 

f{ 1"2 
0 (37) g' 2' 1'0 
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44. LANE'S Law. We have seen that if a sphere of gas in equilibrium under
goes a uniform contraction, the temperature at any point increases inversely as 
the radius. This result was first given by J. HOMER LANE 1, who considered the 
case of convective equilibrium. Since a cooling star may be expected to contract, 
we have the paradoxical result that as a star cools it gets warmer. This merely 
means that to maintain itself in equilibrium, the energy available must be shared 
between the star itself and outer space. This result has had great influence on 
the theory of stellar evolution. In the form Toe r- 1 it applies only to stars com
posed of perfect gas. It is of interest to see what can be inferred about stars com
posed of other material. 

We have always the equation of hydrostatic equilibrium 
dp GM(r) 
dr = -ge, g = -r-2 -. (38), (39) 

Suppose now the star undergoes a uniform contraction. If it is to remain in equi
librium, we must have 

dp' , 
dr' = -g'e , (38'), (39') 

where 

and 

Since 

(38') becomes 

M(r) = M(r') 

r' -- = canst. = () , say. 
r 

1 
(j3' 

dp' ge 
Odr=-(j5' 

g' 1 
g = (fi' 

Comparing with (38) we have 
dp' _ dp 

- 0" 

or, integrating 

(40) 

This holds in general 2• If the material is a perfect gas, P' /P = e'T' /(eT), and we 
have T'/T= i/O as before. 

45. Potential Energy. The well-known expression for the potential energy 
of a given mass in a given field is 

Q=lJVedv. (41) 

In the case of a gravitational field of force, in which V is de£ined by 

V = + Je drV , 

- Q is actually the potential energy of the system. Q represents the exhaustion 
of potential energy as compared with diffusion of all the masses present to in
finity. 

Applied to a mass having spherical symmetry (41) becomes 
TO 

Q=iJ4neVr2dr. 
. 0 

1 Amer J Sci 53, p. 57 (1870). "On the Theoretical Temperature of the Sun." 
2 JEANS, "Problems of Cosmogony and Stellar Dynamics", p. 192 (1919). 

Handbuch der Astrophysik. III. 13 

(42) 
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But in this case, by considering the mass to be brought up from infinity as a 
series of spherical shells, we see that an alternative expression is 

T. 

Q =jGM(r) dM(r) (43) 
r ' 

o 
for G M (r)jr is the potential to which the elementary shell of mass dM (r) is brought 
up. Formulae (41) and (43) are in fact readily shown to be equivalent. 

For a polytropic gas-sphere, by (24) and (25) we have 

e = 'fJ (V - Vo)n 

where 'fJ is a constant. Introducing this in (42), and putting V = (V - Vo) + VO' 
we have 1"0 1'. 

Q = i'fJ! 41l(V - Vo)n+lr2 dr + i'fJVo! 41l(V - Vo)nr2 dr. 
o 0 

The second integral is simply 

! Vol e 41lr2 dr = iMVo' 

To evaluate the first, integrate the factor r2 by parts and then use 
dV GM(r) 
dr --r-2-

We find 1. 

Q = ~'fJ(n + 1) j4~y3 (V - VO)nG~2 (r) dr + ~MVo 
o 

1'. 

= n+ 1JGM(r)dM(r) + ~MV 
6 r 2 0' 

(44) 
o 

since dM (r) = 41l er2 dr = 41l'fJ (V - Vo)n r2 dr. 

Comparing (43) and (44) we have 

Q=n+1Q+~MV 
6 2 0 

giving 
Q = _3_ MVo = _3_ GM2. 

5 - n 5 - n ro 
(45) 

This result is due to Emden 1. Putting n = 0 we ,have the usual expression 
tGM2jro for the potential energy of a sphere of uniform density. 

46. Mean Temperature. From (15) the mean temperature T is given by 

RT 1fRT 1 f -,:t = M -----;;-e dv = (n + 1)M (V - Vo) e dv 

1 1 [6 ] =(n+1)M[2Q-MVo]=n+i 5-n -1 Vo 

GM 
(46) 

1 The result depends on the theorem of analysis that if u is a solution of EMDEN'S differ
ential equation, then, as may be verified by direct differentiation 

~2 

j U"+1;2 d; = n + 1 [;2U du + ~3 (dU)2 + ~un+l]~2. 
5 - n dg d; n + 1 ;1 

~1 
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But from (28) 
GM = -(n + 1) RTe ~ ('dU) 

Yo fl 0 d~ 0 

whence 

(46') 

The following table gives the values of TjTc for different poly tropes. The values 
of eJe from the last entry in the last column of each table 
(p. 187-188) are added for completeness. " I flTe I /2e//2 

47. Heat Energy of a Star. The heat energy is Cv T 
per unit mass. Consequently the total heat energy is H, 
given by 

But from (4) we have 

whence 

Thus 

H = cvfTedv 

= cvMT. 

R 

C 
.....!'.-= y, 
Cv 

C --~--
v - fl(Y - 1) 

H=_1_ RTM 
y-1 fl 

1 GM2 
-;-(y---1:-:-)-;-( 5c-_-n ) Yo 

o 1
0.400 I 1 0.500 

2 0,554 I 

2.5 0.569\' 
3 0.584 
4 ,0.602 

The total energy, heat energy + gravitational energy, is E, given by 

y-t E = -Q +H= -Q--. 
Y - 1 

1 
3.290 

11.396 
24,076 
54.360 

623,40 

(47) 

(48) 

(49) 

Later we shall take account of the energy of the imprisoned radiation. 
48. The Isothermal Gas-Sphere 1. The polytrope k = 00, n = 0 is a sphere 

of uniform density. The poly trope k = 1, n = 00, corresponding to the law 
P = Ce is easily seen, by comparison of the equation of state P = e(Rjft)T, to be 
the sphere of uniform temperature. As it has been of considerable historical 
interest, we consider this case separately. 

We have as usual the hydrostatic equations 

with 

~ = (~) T. 

r 

M (r) = f 4n er2 dr 
o 

1 The isothermal gas-sphere has been considered by KELVIN, Phil Mag 5, p. 23 and 287 
(1887). G. H. DARWIN, Phil Trans 180, p. 1 (1890) or ColI Works 4, p. 362, G. W. HILL. 
Ann of Mathematics 4. p. 19 (1888). Ritter, Wied Ann 16, p, 166 (1882), EMDEN, Gaskugeln, 
Kap.9, MILNE, Camb Phil Trans 22, p.483 (1923). 

13* 
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Since T is constant, we have 

whence 

In this put 

Then 

,Again, writing 

this becomes 

!de _!dP __ L 
edr - Pdr - gRT 

! ~(r2d(lOge»)' __ 43rGIt 
r2 dr, dr - R T e· 

2 43r G It ec 
0(. = RT ' fXr = ~, 

1 d (tZ dV ) _ -v 
~ d~ s- d~ - e . 

The solution we require is that for which 

(50) 

(50') 

(51) 

(52) 

v=o, 
dv 
d~ = 0, at~ = 0. (52') 

The following numerical solution has been determined by EMDEN. 

" 
dv 

" e- O 
d~ 

0,00 0,00000 1,00000 0,00000 
0,25 ,01037 ,98969 ,08290 
0,50 ,04113 ,95971 ,16225 
0,75 ,09113 ,91290 ,23819 
1,00 ,15903 ,85296 ,30370 

1,25 ,24225 ,78486 ,36045 
1,50 ,33847 ,71285 ,40432 
1,75 ,44488 ,64090 ,44390 
2,00 ,55967 ,57140 ,47286 

2,5 ,80584 ,44671 ,50694 
3 1,06226 ,34537 ,51625 
3,5 1,31937 ,26730 ,51006 
4 1,57071 ,20790, ,49403 

4,5 1,81246 ,16325 ,47234 
5 2,04264 ,12968 ,44813 
6 2,46598 ,08493 ,39879 
7 2,841'60 ,05833 ,35334 

8, 3,17489 ,04180 ,31372 
9 3,47128 ,03108 ,27989 

10 3,73646 ,02384 ,25121 
100 8,59506 ,000175 ,01843 

1000 13.09847 ,000002 0,002045 

li,dv 
d~ 

0,0000 
,0052 
,0406 
,1340 
,3037 

,5632 
,9097 

1,3595 
1,8914 

3,1684 
4,6462 
6,2483 
7,9045 

9,5650 
11,203 
14,353 
17,214 

20,078 
22,670 
25,121 

184,3 

2045,1 

3 dv 
"f d~ 

1,000 
1,005 
1,027 
1,050 
1,097 

1,156 
1,237 
1,314 
1,410 

1,644 
1,937 
2,287 
2,699 

3,176 
3,719 
5,015 
6,604 

8,500 
10,718 
13,269 

1808,6 

163000 

The values of the 
variables at any point 
can be derived from the 
following formulae 

r = i (53) IX 

e = eo e- V (54) 
RT P=-e.e- v (55) 

It 
RT dv 

g= 0(.-- (56) 
It d~ 

M(r) = RT ~dv (57) 
ItIXG d~ 

e 3 dv e. = ~ df . (58) 

It will be observed 
from the numerical va
lues not only that the 
isothermal gas-sphere 
extends to infinity but 
that its mass is infinite. 
This is in accordance 
with what was said ear

lier about polytropes for n > 5. It is of some interest, following EMDEN, to 
establish this theoretically. 

In (52) perform the substitutions 

so that 

We ffnd 

$= eO" .v=z+20 (59) 

(60) 

(61) 
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Now put 

Then 

The Isothermal Gas-Sphere. 

y (~; + 1) = e- z - 2. 
The solution corresponding to conditions (52') is that for which 

y -+ - 2 as z -+ + 00 • 

197 

(62) 

(63) 

Integrals of (63) may be obtained graphically, as shown by EMDEN, by 
writing (63) in the form 

e- Z - 2 
y=-

dy ..L 1 
dz I 

(64) 

and by constructing the curves of constant dz/dy. If each curve is marked with 
a series of short transversals drawn in the direction dz/dy for that curve, the 
integrals may rapidly be sketched in by joining up the transversals. 

It appears that the integrals are spiral curves whose convolutions converge 
on the winding point 

or z = -log2, y=o 
in a clockwise direction. In general each integral extends to infinity in the direction 
given by 

dz 
-=-1 dy , Y"'" -z. 

These integrals correspond to gas-spheres with a massive point nuclcus (of posi
tive or zero mass). One particular integral, however, tends to infinity along 
the line y = - 2: this is the integral corresponding to the complete isothermal 
gas-sphere. The parts of the integrals distant from the origin correspond to the 
interiors of the spheres, whilst the convolutions correspond to the outer atmo
spheres. Thus in general the convolutions correspond to isothermal atmospheres 
around a massive core. 

Since along each curve e- Z -> 2, it follows from (60) that 

R ~2 -+ 2 
(2, 

and thus for large radial distances 
const. 

Q""'-r-2 -' (65) 

This is true for any isothermal atmosphere. 
Equation (64) admits of the solution 

i. c. 

(66) 

This will be found to satisfy (50'), and constitutes in fact a singular solution of 
(50). Thus asymptotically every solution approaches the singular solution. 

Moreover it is easily seen that each solution cuts the line z = -log2 
an infinite number of times. Thus there are an infinite number of places where 
the actual solution is equal to the singular solution, i. e. where 12 is exactly given 
by (66). It must be remembered that save for one special integral, the constant eo 
does not represent the central density. 
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Since for ; large, we have the solution 

e- V = ~ ;2 ' 
it follows that for ~ large 

RT dv 2RT 
M(r) = f.1-(JI,G ~ d; "'" f.1-(JI,G ~--+oo, 

on the other hand g --+ O. 
It may be noticed that 

ciph. 49, 50. 

Further investigation shows that for large ~, e is of the form 

~ = ~ [1 + ;~ cos(n'7log(~ + e»)] 
where c and e are con stants. 

f) The Total Energy of a Star and the Gravitational Theory of 
Stellar Evolution. 

49. Preliminary Lemma. In ciph. 45, Section e, we have calculated the 
total energy of a polytropic gas-sphere, leaving out radiation pressure. The cal
culations of the present paragraph may be derived by modification of the results 
just mentioned, but it is convenient to throw them into a more general form. 

Incidentally we shall give an alternative derivation of EMDEN'S formula for 
the gravitational energy of a polytropic gas-sphere. 

Consider any star in equilibrium, polytropic or not, perfect gas or not. By 
bringing up successive shells of matter from infinity, we see that the negative 
gravitational energy Q may be expressed in the form 

TO 

Q = fG~(r)dM(r). (1 ) 
o 

Since the star is in equilibrium, we have 

dP GM(r) 
Tr= -ge= -~-e· (2) 

Hence 
TO 

f rdP Q = - - -e4:nr2 dr e dr 
o 

TO f dP 
= - Tr 4:nr3 dr. 

o 
Integrate by parts. The integrated term vanishes at both limits and we have 

Q = + 3 jP4:nr2 dr = 3 jPdv (4) 

where dv is an element of volume. 
50. Calculation of the Total Energy of a Star. Suppose the radiation pressure 

p' is (1 - fJ) of the total pressure P. Then the radiant energy is at the rate of 
3 p' = 3 (1 - fJ) P per unit volume. Hence the total radiant energy K imprisoned 
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in the star is given by 

The heat energy is CII T per unit mass. Hence the total heat energy H is 
given by f 

H= c.Tedv. (6) 

But (R/ p,) e T = fJ P, assuming perfect gas conditions. Hence 

H= jcv~ Pdv. (7) 

But Rj p, = cp - cv , and cplc" = r, the ratio of the specific heats. Hence 

H =j-P-Pdv. .(8) r- 1 

Hence the total energy E is given by 

E=-Q+H+K 

=j[-3+3(1-fJ)+ r~1]Pdv 

= - jfJ ~r~14 Pdv. (9) 

If now fJ and r are constant throughout the star, we have by (4) 

E=_pr-t- Q . (10) 
r - 1 

A star contains energy H + K and has lost gravitational energy Q as com
pared with infinite diffusion at infinity. The total loss of energy as compared 
with infinite diffusion at infinity at zero temperature is Q - (H + K) = -E. 
The numerical value of E thus denotes the total amount of energy radiated by' 
the star assuming all its energy to have come from gravitation. 

Comparing with equation (49), Section e, we see that the effect of taking 
account of the radiant energy imprisoned as well as of taking account of the 
effect of radiation pressure on the equilibrium, is to multiply the total energy 
by the fraction fJ. Since E is negative, the actual energy is greater. 

As regards the composition of H, it includes in the first place the kinetic 
energy of translation of the atoms and electrons, HI' which amounts to t p 
per unit volume or for the whole star to i fJ Q. The difference H - HI = 
[(f - r)j(r - 1)]HI represents the energy of ionisation and excitation. 

51. Alternative Deduction of EMDEN'S Formula for.2 for a Poly trope. Since 
g = -dV jdr , where V is the gravitational potential, the equation of equilibrium 
may be written 

1 dP dV 
(11) 

f! dr (f;i' 

If the star is a polytrope of order n, we have P = Ce1+1/n whence 

d; = (n + 1)d(~). 
Hence integrating (11) we have 

P V- Vo 
f! n + 1 

(12) 

where Vo, the gravitational potential at the boundary, is given by 

V _GM 
0- ro . (13) 
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Hence introducing (12) in (4) we have 

Q = n! 1j(V - Vo)dM(r). 

But from general potential theory 1 

Hence (14) becomes 

giving 

Q = if V dM(r). 

Q= _3_[2Q_ GM2] 
n + 1 '1'0 

3 GM2 
Q=--. 

5 - n '1'0 

This agrees with equation (45), Section e. 

ciph. 52. 

(14) 

(15) 

(16) 

Accordingly, for the total energy of the polytrope of order n = 3 we have 
y - 4 3 GM2 

En=3=-PI'_~2r;;-' (17) 

52. Energy evolved in Homologous Contraction under Gravitation only. We 
digress at this point to give what amounts to an independent proof of formula (9) 
by calculating the energy given up when a star contracts homologously and there 
is no source of energy save gravitation. 

We are going to prove that 4 n e, the energy liberated per unit mass, at any 
point, is in that case proportional to the temperature T. 

Consider the shell bounded by the spheresI', r + dr. The mass is dM(r) . 
Let the contraction be such that throughout the star 

~r 
- = constant = }., . 
r (18) 

(We take ~r > 0 to be the decrease in r). The gravitational work gained is that 
due to a mass dM (r) falling through CJr under the influence of the attracting mass 
inside r (the mass outside exerting no force). This work appears first as kin~tic 
energy and is then transformed into heat. The amount is 

dM (r) g CJr 
or 

hI' GM(r) dM(r). 
r 'I' 

(19) 

This is the gravitational energy liberated in the first instance. If we call it 4 n e' 
per unit mass, then 

4n e' = A. GM(r) • 
'I' 

This however is not the amount set free for internal radiation. Part of it is required 
to give the change in radiant energy and heat' energy for the new equilibrium 
state of the star. Further the contraction of the star, by compressing the different 
elements differently, itself occasions a redistribution of energy throughout the 
star, so that some parts giye up energy on this account, others receive energy. 

The shell 4 nr2dr is acted on by a gas-pressure p = fJ P and radiation 
pressure P' = (1 - fJ) P on its face r, and pressures in the opposite directions of 
amounts P + dP and P' + dP' at the face r + dr. In changing the position of 
the shell from (r, r + dr) to [(1 - ./i.)r, (1 - 1) (r + dr)] the work done by the 
gas pressure on the gas is 

(P + dP) 4n(r + dr)2 CJ(r + dr) - p 4nr2 CJr = 1 d(P 4nr3) • (20) 

1 The equivalence of (is) and (1) is readily shown analytically. 
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Similarly for the work done by the radiation pressure on the gas, we have 

Ad(p'4nr3 ). (21) 
Adding we get 

(22) 

This amount appears inside the element dM (r). Its integral through the star is 
of course zero - it gives merely a re-distribution of energy caused during the 
process of compression. 

We have altogether for the energy produced in dM(r) by addition of (19) 
and (22) the amount 

A [dM(r) GM(r) + d(P4nr3)] = A dM(r) [GM(r) + ~ dP + 3 P]. (23) 
r r e dr e 

But by the equation of equilibrium 

dP eGM(r) 
dr r2 

Hence the energy produced is 

A 3P dM(r). 
e 

(24) 

We have now to calculate the amount of energy required to establish the 
new equilibrium state. In any state, the h~at energy + radiant energy in dM (r) is 

cvT dM (r) + aT4 dv = dM (r) [CvT + 3 (1 - fJ) ~] (25) 

since t a T4 = (1 - (3) P. But Cv T = cv ((3 P/e)/(R/fL) = (3 (P/e)/(Y - 1). Hence 
the heat and radiant energy located in dM (r) is 

P [_fJ_ + 3 (1 - fJ)] dM (r) . (26) 
e i' - 1 

In a homologous contraction, P / e inc rea s e s by a fraction ~ r /r . Hence the 
increase of heat and radiant energy required to be furnished to dM (r) to establish 
the new equilibrium state is 

A P [_fJ_ + 3 (1 - (3)] dM(r). (27) e )' - 1 

Subtracting (27) from (24), the total energy "liberated" III dM (r) IS 

A(3 P 3)' --±dM(r) (28) 
e )' - 1 

and consequently 

(29) 

This is the result stated, namely e ex T. This amount 4 n e per unit mass is on 
the gravitational theory of stellar evolution the amount available for external 
radiation. 

Integrated over the whole of the star, (28) must yield ~E, the decrease in 
total energy. Since E oc ro!, we have for homologous contraction ~E = -AE, 
whence from (28) 

III agreement with (9). 

E = -J(3 3),-4 P dM(r) 
)' - 1 e 

= -((3 3)' --± Pdv 
v )' - 1 
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It is sometimes argued that the law e oc T for gravitational contraction 
can be inferred immediately from a supposed result that the energy per unit 
mass at any point is proportional to T. For then the change in this would be also 
proportional to T. The "energy", however, includes the gravitational energy 
and it is a matter of convention what is the gravitational energy associated with 
a given element of mass in a complete distribution. With dM (r), for example, 
we can associate either iVdM(r) or M(r)dM(r)/r or 3 PledM(r) , each of 
these integrating to give the whole gravitational energy. Now neither i V 
nor M (r)/r is proportional to T. On the other hand the amount of gravitational 
energy converted into heat in a given element of volume in a given contraction 
is perfectly definite. The derivation given above seems to be free from any 
criticism of the above kind. 

53. Consequences of the Expression for the Total Energy. The ratio of 
specific heats I' is given by 

I' = Cp = RIft + ~ = 1 + Rift . 
Cv Cv Cv 

When all the energy is energy of translation Cv = -~R/!t and I' =~. Otherwise 
Cv > tR/,u and I' < t. Thus 

Y-{=1---.l-<~. 
y-1 y-1 2 

If I' < t, E > 0, and the whole energy is greater than if all the mass was 
dispersed at infinity at zero temperature. Energy must therefore have been 
supplied by the star both to account for its past losses of energy by radiation 
and to give it its present store of energy. It is generally agreed that the star must 
be provided with some source of energy other than gravitational-probably sub
atomic-to account for its radiation. Nevertheless it can be shown that if I' < t 
the star will be unstable. 

For suppose that I' < t, and that the star undergoes a homologous contraction 
br = },r. Then by formula (29), energy 3 A (RT//t) (J - 1')/(1' - 1) per unit 
mass must be supplied at each point to produce the new state of equilibrium. 
This is enormously large compared with any possible increase in the rate of 
liberation of energy from subatomic sources. For the above expression is com
parable with 1 times the store of heat energy per unit mass, and for the sun, for 
example 1, the rate of liberation of sub-atomic energy (external radiation) is at 
the rate of the total store of heat energy in 40 million years. Thus if the con
traction A stimulated the source of subatomic energy to the extent of doubling it, 
the rate of increase of heat content would be only 1 part in 40 million in one 
year. If then a contraction A = 1/1000 doubled the rate of liberation of energy, 
the supply would be 40000 times too small even if the contraction took a year. 
Actually we have to consider the possibility of rapid contraction, if we want to 
ensure stability, say contractions occurring in a few days or hours. It follows 
that if I' < t, the energy would not be forthcoming, the temperature would be 
less than necessary for equilibrium, the star would begin to collapse, a sudden 
contraction would be followed by a further contraction and the star would be 
unstable. Conversely, if I' > ~-, expression (29) is positive, and a contraction 
causes a liberation of heat which leads to expansion and so restores equilibrium. 
The equilibrium is then stable. 

The above argument does not depend on any assumption of polytropic 
equilibrium, since expression (29) was derived independently of any such as
sumption. 

1 The illustration is EDDINGTON'S. 
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It can be shown that in radiative equilibrium, a value of 7' < -t- would lead 
to instability apart from homologous contraction. Suppose two equal masses 
dM, dM' at pressures p and P', and densities e and e' (P < P', e < e') inter
change places adiabatically. Let the mass dM', when reduced to pressure p, 
take a density e". Then for the adiabatic change 

L L 
r/'l' e'l' 

(30) 

whilst in radiative equilibrium 
'L L 
e~ 

,4 . 
e 1f 

(31) 

Hence, eliminating e', 

If I' < t, e" will be less than e, and accordingly will ascend further. Whilst if 
7' > -h e" > e, and the displaced mass will sink and tend to regain its former 
position. Thus we require r > t for convectional stability. 

An exact calculation of r requires a calculation of changes of ionisation with 
change of temperature. Presumably if in any region of the star I' falls below t, 
convection currents will be set up immediately. The state will then be restored 
to one in which I' > t probably before the contractional instability sets in. 

54. Numerical Applications. The Stellar Time-scale on the Gravitational 
Theory of Evolution. For the sun, we have M = 1,985' 1033 grams, ro = 

6,95' 1010 cms. Hence Q = o} GM2/ro = 5,65' 1048 ergs. The value of {J is about 
0,95. Taking y = 1,55, we have - E = 2,15 . 1048 ergs. The sun's radiation 
is at the rate of 3,480' 1033 ergs/sec-I. Since there are 3,156' 107 seconds in a 
sidereal year, the number of years the sun could have existed, radiating at its 
present rate, on the gravitational theory is 

2,15 . 1048 

3,780.1033. 3,156. 107 = 18000000 years. 

This is HELMHOLTZ' and Lord KELVIN'S estimate of the age of the solar system -
an upper limit on the gravitational theory, assuming the sun's rate of radiation 
has never fallen below its present value. We deduce also that the energy radiated 
by the sun could be contributed by gravitation if the sun's radius decreased by 
1 part in 18000000 annually. 

The store of radiant energy + heat energy in the sun, K + H, is given by 

[(1 - {J) + --±L] Q = 0,63 Q. 
y - 1 

This is equal to 30 million years' supply at the present rate of radiation. 
For Capella, we have M = 4,188. From the absolute magnitude and effec

tive temperature, the radius comes out at ro = 9,55' 1011 cms = 13,45 solar 
radii. The negative energy is therefore increased in the ratio (4,18) 2/( 13,45) = 3,05. 
It radiates 126 times faster than the sun. Hence the upper limit to its past life 
on the gravitational theory is 

18.106 • 3,05 = 435000 years 
126 

and its store of radiant energy + heat energy is equivalent to about 725000 years' 
supply. 

It is impossible to accept a figure so small as 435000 years for the age of 
Capella, and with it for the age of the majority of the giant stars. For the most 
distant globular clusters are more distant than 435000 light years, yet they contain 
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giant stars of the same kind as are found elsewhere in the heavens. Hence giant 
stars would have to be continually being born if the present form of the stellar 
universe is substantially stationary, and there is no evidence of this. 

An age of 18000000 years for the sun, and hence a still smaller age for the 
earth, is negatived by the age of the terrestrial rocks derived from the uranium
lead and helium-lead ratios in radioactive minerals. This is not the place to go into 
this evidence. Here we are simply content to indicate the order of magnitude 
of the stellar time-scale on the gravitational theory of evolution, and to point 
its inadequacy. 

g) The Internal Equilibrium of a Star. 
55. The Fundamental Equations. 1. Historical Note. Though the idea of 

radiative equilibrium in the interior of a star is due to SAMPSON 1 (1894), and 
though in 1906 SCHWARZSCHILD used the idea to work out the equilibrium of the 
outer layers of a star, it was noP till 1916 that it w.as applied by EDDINGTON, in 
the first of a series of papers which have become classical, to the internal equi
librium of a star in a form capable of direct comparison with observation. The 
novelty of EDDINGTON'S treatment was the introduction of the pressure of radiation 
in the equation of mechanical equilibrium. He showed that the coefficient of 
absorption implied by the observed luminosities and masses of the stars necessarily 
led to a value of the' pressure of radiation comparable with the gas-pressure, and 
therefore having an appreciable effect on the equilibrium. The theory he developed 
led to the important result that the ratio of the pressure of radiation to the gas
pressure depended only on the mass of the star and on the molecular weight of 
the material of which the star was composed, assuming perfect gas conditions. 
The uncertainty as to what molecular weight should be taken was removed by 
JEANS, who showed that the strong ionisation of the atoms implied an average 
molecular weight not far removed from 2, free electrons having to be counted 
as well as atoms in contributing to the gas-pressure. EDDINGTON then showed 
that it was precisely in the range of stellar masses that radiation pressure became 
of the same order of magnitude as gas-pressure: for masses much smaller than 
stellar masses, radiation pressure was negligible, for masses much larger than 
stellar masses, gas-pressure was negligible. He drew the deduction that stellar 
masses have their observed order of magnitude on this very account-that layer 
accretions of matter would in some manner be unstable in consequence of the 
predominant size of radiation pressure. EDDINGTON'S formula€! led to a deter
mination of the coefficient of opacity in stars, and assuIning this to be the same 
for all stars, to a universal relation connecting luminosity and mass. 

EDDINGTON next turned to pure physics and investigated the theoretical 
value of the opacity of gaseous material at a high temperature. The law of 
variation of opacity with the temperature aI].d density thus found led to a revision 
of the luminosity formula. An exaInination of all the stars whose mass and 
luIninosity were fairly well known then led to the remarkable result that the 
revised luminosity formula fitted them all, and so implied that (with the possible 
exception of "white dwarfs") all stars behave as if composed of perfect gas. Prior 
to this, on the simple theory of constant opacity, EDDINGTON had worked out a 
modification of the theory for imperfect gases which appeared to fit the facts 
exhibited by the HERTZSPRUNG-RuSSELL theory of giant and dwarf stars - it 
indicated that a gaseous star as it contracted would reach a maximum surface 
temperature as the departure from perfect-gas laws set in, and the decrease in 

1 Mem R A S 51, p. 123 (1894). 2 See bibliography at end of section. 
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surface temperature with increasing contraction. The success of the revised 
luminosity formula showed that the imperfect-gas theory had to be abandoned, 
and with it the simple explanation of the existence of the giant and dwarf branches. 
The resulting difficulties in the theory of stellar evolution have led to many 
researches, but no theory can be said to be fully accepted. 

The following sections contain an account of some investigations sketched 
above. 

2. The Flux-Temperature Equation. For convenience we re-define a 
number of symbols already employed. Let P be the gas-pressure, e the density, 
T the temperature, k the coefficient of absorption at a point distant r from the 
centre of a mass possessing spherical symmetry. Let B = (a/n) T4, where a is 
STEFAN'S constant, and let a=(4n/e) (a/n) =4 ale. Let Fr be the net flux of energy 
per unit area in a radial direction at distance r. Let 4 n e be the liberation of 
energy per unit mass at any point. Then provided elk is small compared with B, 
we have derived in Section c, p. 107-108, equations (47) to (49), the results 

1 d (r2 dB) - 3 e e = r2 d r k e . dr (1) 

F =_~dB 
r 3 ke dr 

(2) 

whilst the radiation stress-tensor Pr, . .. is given by 

PTT = Pee = P""P = 4.n: B =~aT4) 3c 3 

PTe = Po", = P",r = 0 . 

(3) 

It is important at this stage to mention that whilst it is of interest to recall 
this set of equations, actually the only one required in the subsequent work is (2), 
which expresses the flux in terms of the temperature gradient. We re-write it for 
convenience in the form 

F =-~ !£(~aT4). 
r ke dr 3 (4) 

3. The Equation of Mechanical Equilibrium. On an element of unit 
area and thickness dr, the force due to radiation pressure is, by Section c, p. 101 
equation (6) 

c 

Hence the equation of mechanical equilibrium is 

_ _ dp + keF. 
ge - dr c' (5) 

where g is the acceleration due to gravity. This equation is exact. It is entirely 
independent of the distribution of the intensity of radiation in direction. 

We now define a quantity P' by the relation 

then (4) may be written 

P' = ~aT4, 
3 

dp' ke Fr 
dr=--c-

and introducing this in (5), it becomes 

d(P + P') -------;;:r- = - g e . 

(6) 

(7) 

(8) 
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Equations (7) and (8) are the fundamental equations defining the radiative and 
mechanical equilibrium of the star. 

It will be seen that the quantity P' is equal by (3) to Pm Poo, Pcp Cp' the 
principal components of the radiation stress-tensor, which reduces in this case 
by the second half of (4) to a simple hydrostatic pressure. Hence we speak of 
P' for brevity as the radiation pressure, though the equalities (3) are only approxi
mate - depending as they do on the smallness of eJkB. 

It should be observed that equations (7) and (8) hold right through the star, 
from the centre to the boundary. Equation (2) or (7), as quoted from Sec
tion c, holds onlyin the first instance for the far interior, i. e. at sufficiently great 
distances from the boundary. But the special investigations of Section c, §§ 18-31, 
show that approximately near the boundary, we have 

B = H'J(1 + t-r) 
or 

4""dB _ ~-F 
3 d7: - 11- u- , 

which is identical with (2) since here dT = -k edr. Equation (8), depending 
on the exact equation (5) together with (7), holds therefore also near the boundary. 
Equations (7) and (8) thus apply both in the far interior and near the boundary. 

56. EDDINGTON'S Solution. 4. The Assumption k'YJ = const. Constancy 
of Ratio of Radiation-Pressure to Gas-Pressure. Let M(r) be the mass of 
the portion of the star enclosed within radius r and let L (r) be the net flux of 
radiation crossing the sphere of radius r in an outward direction. The state 
being steady, L (r) must be equal to the total liberation of energy inside the sphere 
of radius r. Let r 0 denote the radius of the star. Then L (r 0) is the total luminosity 
of the star, measured in heat units. We shall denote this by L. Similarly we denote 
by M the total mass of the star, namely M(ro)' We have the relations 

r 

M(r) = f e 4nr2 dr (9) 
o 
GM(1') 

g = -1'-2 - (10) 

F - L(1't (11) 
r - 4""1'2> 

G being the constant of gravitation. Dividing (7) by (8) we have 

dp' k Fr -d(P + P') cg 
k L(1') 

= 4""cG M(1')' (12) 

The quantity L (r)JM (r) is the average rate of liberation of energy per unit 
mass inside the sphere of radius r. Let us write 

L(1') L 
M(1') = 'YJ M (13) 

Then (12) becomes 
dP' k'Yj L 

d(P + P') = 4""cG M' 
(14) 

The pure number 'YJ is equal to unity at the boundary of the star. If the 
liberation of energy per unit mass is the same at all points in the star, then 
L (r)IM (r) = 4n e is constant, and 'YJ is equal to unity everywhere. If however 
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liberation of energy occurs mostly in the hotter central regions of the star, then 
'Yj will steadily increase towards the centre. But it will be unlikely ever to 
exceed a small multiple of unity since it represents an average. For example1 , 

on the gravitational theory of the source of stellar energy, "ex: T and 'Yj, which 
is proportional to the mean value of the temperature inside the sphere of radius r, 
increases from 1 at the boundary to T/i=1/0,584=1,7 at the centre, (See Section e, 
ciph.46), for the polytrope n = 3. On the other hand, the physical theory of the 
absorption coefficient k shows that it may be expected to decrease towards the 
centre. As a reasonable first approximation which has the merit of leading to 
easily soluble equations, we follow EDDINGTON, and assume k'Yj = constant = ko. 
We shall discuss later the accuracy of the approximation. 

Equation (14) then integrates in the form 

p' = ---'!...~ L (P -1-. P') ( 1 5 ) 4neG M ' . 

Strictly speaking, there is a small constant of integration since p' = t - Tt 
whilst Po = O. This constant must be taken into account in the similar investi
gation which deals with the equilibrium of the boundary layers, but for calcu
lating the internal equilibrium of the star, it is negligible. 

Now define quantities f3 and P by the relations 

so that 

p = fJP 

P'=(1-fJ)P 

P + p' = P. 

( 16) 

( 17) 

(18) 

Clearly P is the total pressure, whilst (1 - fJ)/fJ is the ratio of the radiation 
pressure to the gas-pressure. By (15) we have 

(1-fJ)=~~~. (19) 
4neG M 

Thus on our assumption k'Yj = constant, (1 - fJ) is constant throughout the star. 
5. Reduction to a Poly trope of Order n = 3. We now assume the 

material is a perfect gas, and introduce the gas-equation. We have then 

whilst 

Eliminating T we obtain 

where 

p' = (1 - fJ) P = ta T4. 

P= Cet 

C3 = (R/f1-4) 1 - fJ 
ta fJ4 

The equation of mechanical equilibrium is 

dP 
Tr= -ge· 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

The star is thus a poly trope of class n = 3, and we can use EMDEN'S solution. 
We have erxu3, Prx~t4. From (20) and (21), we notice that 

T3 (Rlf1-) 1 - fJ 
(! -~-fJ- (25) 

and so is constant. Hence T ex: U. 

1 This was proved in ciph. 52 above. 
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6. The Quartic Equation for fJ. From equation (28'), Section e, we have 
on putting n = 3, and substituting boundary values 

M2 _ 43 C3 ~4 (dU)2 
- 4nG3 0 dq 0 

or using (23) 

(26) 

We see that owing to the peculiar property of the case n = 3, given fJ, 
the mass is independent of the central density. Conversely, given M, the fraction 
fJ is to be the root of a quartic equation. Thus fJ depends only on the mass of the 
star and the molecular weight: it is independent of the radius. 

With the mass M expressed in terms of the sun's mass, 8= 1,985 . 1033 grams, 
and with the values 

G = 6,66 -10- 8 , a = 7,64' 10- 15 , R = 8,26.107 

and EMDEN'S value for ~B(du/d~), (25) takes the form 

1 - fJ = 0,00309 (M /8)2 ",4 fJ4 . (27) 

The general behaviour of (1 - fJ) for different values of '" and M is seen 
from the following short table, given by EDDINGTON. 

Values of 1-P. 
Mass(Sun=l)i 

0,25 
0,5 

2 
4 
8 

50 

,t=2,2 

0,004 
0,017 
0,057 
0,151 
0,292 
0,444 
0,747 

1'=3,5 

0,026 
0,082 
0,195 
0,344 
0,492 
0,620 
0,836 

u=30 

0,738 
0,810 
0,864 
0,903 
0,931 
0,951 
0,980 

For masses small compared with the 
sun's mass, 1 - fJ is practically zero: ra
diation pressure is negligible compared with 
gas-pressure. For masses large compared 
with the sun's mass, 1 - fJ is practically 
unity: gas-pressure is negligible compared 
with radiation pressure. We see that it is 
precisely in the range of masses of the stellar 
order of magnitude that 1 - fJ changes from 
being practically zero to practically unity. 

EDDINGTON has urged this as the reason why the stellar range of mass has 
its observed value. He has surmised that larger masses would be in some way 
unstable-that in some way a large ratio of radiation pressure to gas-pressure 
in the interior is incompatible with stable equilibrium. The star would be likely, 
so to speak, to explode under the influence of the internal pressure of its own 
radiation. This has not yet been either proved or disproved mathematically, but 
it remains as one suggestion for the observed mass of those aggregations which 
we call stars 1. 

7. The Value of ",. The question of the appropriate value of '" to take in 
the interior of a star requires a discussion of the ionisation. We have to take of 
course the mean value of f1 for all the particles present, that is to say, the total 
mass of the particles divided by the total number. Suppose an atom of atomic 
number Z and actual atomic weight m is broken up by ionisation into an ionised 
portion, of charge Z - r, and r electrons. Then the average molecular weight is 

m 
r + 1 • 

If ionisation is complete, r is equal to Z. Actually in the interior of a star it is 
found that for a representative heavy atom such as Fe, r is about (Z - 2), 
2 electrons remain attached to the nucleus. Now for all atoms except hydrogen, 

1 An entirely different explanation has been given by JEANS, who finds that condensations 
of the stellar order will be formed in the jets of matter flung off by a rotating mass. 
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m is of the order of magnitude of 2 Z, and thus the average molecular weight is 
of the order of 2. The following table shows the ratio mjZ for a few atoms. 

The values in the last column would be the proper 
value of fL in each case for complete ionisation. It is _A_t_om~_m_-tl_z_+-m_fz_ 
clear that provided the ionisation is fairly complete, He 4 I 
very little uncertainty arises as to the value of fL. C 12 
From calculations of the ionisation of particular atoms 0 16 
at stellar temperatures and pressures, EDDINGTON has ~a ~~ 
adopted the value fL = 2,11, for determining values S 32 

of 1 - fJ from the quartic equation. Ca 40 
In § 14 we consider the effect of a molecular Fe 56 

weight fL varying continuously through the star. !; 1~~ 
8. Central Density, Temperature and Pres- Ba 137 

sure. Given the mass of the star, we have seen that Pt 195 
1 - fJ, the ratio of radiation pressure to total pressure 

2 
6 
8 

11 
14 
16 
20 
26 
37 
47 
56 
78 

2,0 
2,0 
2,0 
2,09 
2,0 
2,0 
2,0 
2,15 
2,30 
2,30 
2,45 
2,50 

is determinate, independent of the radius. If in addition we know the absolute 
luminosity of a star and its effective temperature, then its radius is known. The 
general problem then is to determine the internal constitution of a star, given its 
mass and radius. We proceed then to determine the central density, temperature 
and pressure in terms of the mass and radius. 

When the mass and radius are known, the mean densitye is known. Now 
we have seen that it is a general property of poly tropes that the central density 
is a constant multiple of the mean density. We repeat here for convenience 
equation (29), Section e, 

e (3 dU) e; = - T d; . (28) 

For n = 3, we have always 
- M M 

ec = 54,36 (! = 54,36 .--------a = 12,98 ---.. 
lfnrO ro 

(29) 

The central temperature may readily be deduced from equation (29 a) ,Sectione, 
by replacing fL by fJ fL, and putting n = 3. It is of interest however to give a 
simple derivation de novo. In the equation of mechanical equilibrium 

de _ GM(r) p 
dr ---r-2-

substitute P=PCu4,e=ecU3. Then 

GM(r) = _!.. de = __ ;_ ~(P u4) 
r e dr ec fl3 d; c 

_ -4 P• ~du 
- e. d;· 

But 

Hence 
GM(r) = -4 RT, ~du 

r flfJ d;· 
Introducing the boundary values r = ro, M (ro) = M we have 

GM fJP-

Tc= --ro(d~) . 
4;0 d; 0 

Handbuch der Astrophysik. III. 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

14 
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From EMDEN'S tables for n = 3 we find that 

[4eo (:;)01 -1 = 0,856 . 

Thus 

Tc = 0,856 G~ PH't • 
ro 

Again, from (30) and (28), we have 
GM 
47 

Pc = If(nd~)2 
12 d~ 

GM 
=11,11-,-. 

ro 

ciph. 56. 

()4) 

(35) 

(36) 

Formulae (29), ()4) and (36) determine ee, Tc and Pc in terms of M and roo 
9. Mean Temperature of the Star. From Section e, ciph. 46, we have that 

for n = 3, the ratio of mean temperature to central temperature is given by 

~, = -2eo (:;t = 0,584. 

We see also from (33) that 

10. Luminosity. From formula (19) we have 

L = 4ncGM(1 - P) 
. ko 

(31) 

(38) 

where ko is the assumed constant value of kYJ. We must now investigate how 
this formula can be used to determine the luminosity of a star for given mass and 
effective temperature. 

If kYJ were accurately constant throughout the star, (38) could be applied 
immediately to a star of known mass and luminosity to determine ko• For example1, 

for Capella, brighter component, taking M = 4,188, we find for fL = 2,11 from 
the quartic equation (27) that 1 - {l = 0,283. The quantity L in (38) is the total 
heat radiation of the star. This must be inferred from the total light emitted. The 
latter may be calculated from the bolometric magnitude of the star given the 
sun's bolometric magnitude and the sun's total radiation in energy units. The 
method of deducing bolometric magnitudes from absolute magnitudes is described 
below (§ 18), following EDDINGTON. In the meantime we assume the results, 
The absolute magnitude of Capella is -om,26, that of the sun is 4m,9. Corrections 
-om,14 and -om,05 must be applied respectively to the correct and bolometric 
magnitudes. The difference in bolometric magnitude between the sun and CAPELLA 
is then (- 0,26 - 0,14) - (4,9 - 0,05) = - 5m,25. This corresponds to a heat 
ratio 10(0,4). (5,25) = 126. From the solar constant, the total radiation from the sun 
is found to be 3,78' 1033 erg/sec- 1• The total radiation L from Capella is then 
4,8' 1035 erg/sec- 1• From (38) we find that ko = 123. 

If kYJ is not accurately constant, 1 - {lis not accurately constant. The value 
1 - {l given by the quartic equation must then be considered a mean value 
through the star. The deduced value of ko must then also be considered a mean 
value. If we knew the mean value of YJ through the star, we could divide U YJ 
by~, and the result might be regarded as the mean value of k through the star. 

1 We follow EDDINGTON'S calculations. 
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For example, if eex; T, 'YJ varies as we have seen from 1 at the boundary to 

O,~84 = 1,41 at the centre. Taking ij = 1,35, we should have k = :,~~ = 91. 
If the energy-liberation is more strongly concentrated to the centre than e ex; T. 
then ~ will be larger and k smaller. It is clear, however, that k = 100 gives the 
order of magnitude of the mean value of k through the star Capella. 

If we confine attention to the giant series of stars, the luminosity is approx
imately constant along the spectral series from M to A. The masses too are of 
the same order of magnitude. Hence k is approximately constant. The central 
temperature varies however considerably in this. series of stars. For constant 
mass we have from (3;4) Teo.;, 1/ro. But if Te is the effective temperature, 
L = 4 ;rr;r~(1 T!, and thus ro ex; 1/T~ for constant luminosity. Hence Te 00 7;. 
Since the effective temperature ranges from 3000 0 to 10000 0 in this series of 
stars, 7; or Te alters in the ratio (10/3)2 = 11. Thus an ii-fold alteration of central 
temperature is accompanied with no systematic change in 'ii, along the series of 
giants from M to A, for fixed mass. In the same series, on the same assumptions, 
since e ex; ro-3 o.;, :Z;;, the density has changed in the ratio 1000. We infer either that 
k is indepepdent of temperature and density, or else it varies with temperature 
and density in such a way that its changes are compensated by the changes in T 
and i! for this sequence of stars. _ 

This was one of EDDINGTON'S earliest results. That k is roughly constant 
from star to star is an observational fact that must be distinguished from the 
assumed constancy of k'YJ inside each individual star. Actually it may be seen to 
be largely independent of this assumption. We can prove l that for homologous 
stars, the luminosity is inversely proportional to ii, independent of the behaviour 
of k'YJ. 

For suppose we have two stars built on the same'model, the linear dimensions 
of the second (which we denote by the suffix 1) being equal to those in the first 
reduced in the ratio (): 1. The equations of equilibrium are 

dP GM(r) dP l GM(r1) 

"'dr = - -y2- e, dr1 = - r~ el 
d p' k (! L (r) dP~ k1(!1 L (r1) 

dr - C 4nr2 ' drl - -c- 4nrf' 

Now r 1 = ()r, el = () - 3 e, M(r 1) = M (r). Accordingly from the first pair of 
equations P l = ()-4P. To preserve homology we JIlust have p~ = ()-4P'. 
Hence from the second pair of equations we must havekL(r) = klL(rl)' or 
the total energy crossing any sphere is inversely proportional to the coefficient 
of absorption at that point. If the relative distribution of energy production is 
the same for the two stars, L(r)IL =L(r1)/Ll , or kL = klLl and so kL =kl L 1 • 

This is the result stated. Temperatures at homologous points are meanwhile 
increased in the ratio T1/T = ()-l. 

, The observed approximate constancy of luminosity amongst giants, assuming 
constant mass, therefore implies an approximate constancy of k. 

From (25) we have seen that if k'YJ is constant, e/T3 is constant inside the 
star. But without assuming k'YJ constant, we have seen that for homologous 
stars el/e= ()-3, T1IT=()~ Thus e1fn=e/P, or e/P is the same at cor
responding points. Hence e/T3 is constant from star to star. The approximate 
constancy of k from star to star would be explained if k obeyed a law of the 
form k ex; efP. 

1 The result is due to. EDDINGTo.N. 

14* 
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The comparison with observation which we have just considered is only rough. 
. 11. Revision of the Luminosity Formula to take account of 
Variation of k. The physical theory of the absorption coefficient shows that 
on very general grounds k should obey a law of the form k oc efT3. To be quite 
general, we now investigate the form of the luminosity relation when k IX. e/T3+,·, 
on the assumption that the structure of the star is given sufficiently accurately 
by the hypothesis k 17 = constant. Since e ex: T3, the structure will only represent 
the facts if YJ IX. Tv; this gives a slow steady increase of YJ towards the centre, and 
so is physically of the right tendency. 

Let us put 
k=~_e_ 

f' T3+v 
(39) 

(The occurrence of F in the denominator is given by the physical theory of the 
absorption coefficient.) 
Then using (25) 

and 

= kcYJC:;)" 

= IX kc (40) 
say, where 

(40') 

Inserting this in (38) we have 
L = 4ncGM(1 - fJ) 

I)(. he . 
(41) 

Formula (41) determines the value of the absorption coefficient at the centre 
of a star in terms of Land M. 

Again, from (39) and (25) we have 

k - k 'Ill)(. {J T-v 
c- lR1-fJ c . 

Inserting this in (41) we find 

L- 4ncGM !i(1-IW.T" 
- IXkl ta fJ c· 

(42) 

The central temperature Tc is determined in terms of Yo by (34), which we repeat 
here for convenience 

T - 856 GM "fi c- 0, R • ro 
(43) 

To find Yo, we equate the total luminosity L to the product of the area 4 :nY8 
and the radiation per unit area (J T~, Te being the effective temperature. Thus 

L = 4:nY5(J T!. (44) 

Eliminating 1'0 and Te between (42), (43) and (44) we have a relation giving L 
in terms of kl' M and Te; f3 is of course known in terms of M from the quartic 
equation. Conversely, for a star of known mass and luminosity, (42) determines 
kl' once Tc has been determined from (43) and (44). 
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It is of interest to exhibit the dependence of L on M and f-t for the case 
v =!. Disregarding constant multipliers, we find from (42), (43) and (44) the 
proportionality 

.§. M! p,ft (1 - P)2 -
Voc.~ pi Te· 

Eliminating fJ by means of the proportionality 

1 - fJ rx. M2 f-t4 fJ4 (45) 
we have 

Lrx. kitf-ttMt(1 - fJ)~ Tet (46) 

This does not show explicitly the complete dependence on f-t, since (1 - fJ) 
depends on f-t as well as on M. From (44) the relation ro oc. L! T; 2 gives now 

k- 2 2M 7 ( fJ)" T- 8 rooc. l"f-tii 10 1- 4 ,-0. (47) 

Hence from e.oc!joc M M we have 

- k" -"M- tt ( fJ)-J!.T'· e rx. e. rx. f f-t 1> 10 1 _4 • r . (48) 

Inserting for ro in (43) and using (45) we find 

T k• -'M-l( fJ)-t T 8 .rx. ff-t ii ii 1- ".5-. (49) 

Lastly from (1 - fJ) p. oc. T! we have 

Paoc kt f-t - ~ M-1.-(1 - fJ) - 3 T/i-. (50) 

In these it must be remembered that for constant f-t, (1 - fJ) is an increasing 
function of M. The quantity kl is of course a constant; it is retained to show 
the effect of uncertainty in this constant on the calculated variables. 

Some interesting results follow from these formulae. In the first place we 
notice from (48) and (49) that e. and T. decrease with increasing mass for given 
Te , i. e. approximately for given spectral type. Thus we have EDDINGTON'S 
result: type for type, the more massive stars are the cooler and the more rarified. 

Again, we see from (46) that for given mass, the ~uminosity increases as the 
t power of the effective temperature. The theory of constant k led to an inde
pendence of luminosity on temperature. Further we see that for given T., 
L rx. Mt(1 - fJ)i. For constant k, on the other hand, we have LocM(1 - fJ), 
and for k oc. efTS i. e. v = 0 :we have L oc. M (1 - fJ) 2f fJ oc. M! (1 - fJ)*. The depend
ence of k on density and temperature makes L a more rapidly increasing function 
of the mass than when k is constant. 

For very small masses, fJ is nearly unity and (1 - fJ) oc. M2 approximately. 
Thus for small masses L oc. M'i- approximately, whilst for large masses L oc. Mi 
approximately. The increase of luminosity with mass is thus at a more rapid 
rate for small masses than for large masses. 

12. Discussion of the Approximation. k'Y} = constant. The com
parison of these formulae with observation does not require a knowledge of the 
constant kl' or of the mean value of'Y} (TofT) .. which we have called IX. The latter 
is only wanted when we wish to determine from observation the absolute value 
of k1 . Nevertheless it is convenient at this stage to postpone comparison with 
observation and consider the theoretical value to be ascribed to IX. 

We must first remove a possible misconception. In connection with the 
formula 

L = 4.n-cGM(1 - p) 
k'l 
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it may be asked: Since we know'YJ is equal to 1 at the boundary, why do we not 
apply it at the boundary, thus getting the boundary value of k? The answer is 
that we do not know the value of (1 - p) at the boundary. The value of (1 - p) 
given by the quartic equation depends on the structure of the whole star, and may 
be expected to be a mean value if (1 - p) is not in fact constant. 

EDDINGTON has pointed out that we do not much care what happens at the 
boundary of the star-our equations and assumptions may be far out there 
without their application being thereby rendered erroneous in other parts of 
the star. EMDEN'S solutions make T=O at the boundary, which with the law 
k ex; efT! oc. T-t makes k infinite at the boundary. Actually T tends to a non-zero 
value at the boundary -we have exhaustively discussed the value of To in Section c. 
But we do not reject EMDEN'S solutions on that account. From the Table for 

, M(r) 20007 
n = 3, we see that at .; = 5,00, ~ = 2:0150; the boundary of the star 

occurs at .; = 6,9011. Thus 0,724 of the radius contains all but 0,71 per cent 
of the mass. We can if we like accept the polytropic solution up to ~ = 5,00, and 
then fit on some other solution outside this, making the pressure and temperature 
continuous at the interface. The external radius may change considerably, but 
the added mass is necessarily very small. Now the formula for (1 - p) does not 
depend on the radius, and consequently may be expected to be correct even if the 
outer parts of the real star do not conform to the model. We can therefore safely 
apply (38) in the inner 99,3 per cent of the mass. Writing (38) in the form 

L(r)=4:n;CGM~:)(1-fJ), (51) 

then L (r) at ~ = 5,00 will practically be equal to L, M (r) is practically M, and 
k will be given correctly if (1 - p) is actually constant, if the temperature and 
pressqre at .; = 5,00 are correct. Since this is well inside the star from the point 
of view of linear dimensions, we may assume T and (! to be correctly given. 
Thus (38) may be applied at a depth sufficiently great to allow for changing 
conditions in the outer parts of the starl . 

It is better however to refer k to the centre, and to use (40), namely 

k"'Y} = ~kc 
where 

(
T 'P 

~='YJ i) . 
In this averaging process we must be careful to exclude the outer regions of the 
star. It will be sufficient, following EDDINGTON, if we average through the inner
most -10 of the mass. 

EDDINGTON has calculated the values of 'YJ (TofT)! and of the mean value 
of ex. for 'V ~ i for various assumed laws of liberation of energy, of the form 
I ~PJ, taking the polytrope n = 3 as giviIlg the temperatUIEs. We have 

T ~ 

L(r) jeer2dr jTOJ+31;2d1; 
M(r) .' MoM 0 

1] = ---y- = M(r) -.T.-- - = M(r) ~. (52) 

M Ieer2dr f TOJ+31;2 d1; 
o 0 

1 A more exhaustive discussion with upper limits for the added mass and estimates 'of 
the change in radius, is given by EDDINGTON,The Internal Constitution of the Stars p. 94 
(1926). . . 
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Some of his results are shown in the following table. 

M(r)/Mj 

e = const. eoc T e ex. T3 soc T' 

TIT. 'I '1(T.IT)i 'I 'I (T.jT)! 'I 11(T.IT)! 'I 11(T.IT)! 

0,0 1,00 1,00 1,00 1,70 1,70 2,57 2,57 4,71 4,71 
0,2 0,80 1,00 1,12 1,49 1,67 1,97 2,20 2,81 3,14 
0,4 0,66 1,00 1,23 1,36 1,67 1,67 2,06 2,07 2,55 
0,6 0,53 1,00 1,37 1,25 1,72 1,41 1,94 1,58 2,17 
0,8 0,38 1,00 1,62 1,13 1,84 1,20 1,95 1,24 2,02 
0,9 0,28 1,00 1,80 1,07 2,02 1,10 2,08 1,11 2,10 

Mean (at) I I 1,32 I 1,74 I I 2,12 I I 2,75 

The fact that 1'} (TcfT)! is not accurately constant for anyone of these 
columns shows that none of the stars e = Tw for w = 0, 1, 2, 4 are accurately 
represented by the polytrope n = 3, for which 1'} (TcfT)! is accurately constant. 
(In the above table the values of TcfT are taken for the polytrope n = 3 as a 
first approximation.) Nevertheless the departure from constancy is not large. 
The change in 1'} is largely compensated in each column by the inverse variation 
in (TcfT)!. As representing a "fairly strong" concentration of energy production 
to the centre, EDDINGTON has adopted 

{X. = 2,5 . (53) 

13. A Polytropic Model for Variable kl'}. The foregoing treatment is 
of the nature of a first approximation; we begin by assuming kl'} constant, and 
use the deduced values of T to calculate the variation in k'Y} ;'we then mean up 
the resulting values of kl'}. It is desirable to have if possible some method of 
treating the case of a variable kl'}, or, what comes to the same thing, a variable 
1 - (J. The following treatment leads, for a particular type of variation of 
1 - (J, to a class of solutions which are poly tropes. 

Consider the equations 
(1 - (J) P = la T4 

(JP = (;) eT . 

Raise the second to the (4 - s)th. power and divide by the first. We find 

(R)4-' 
P4 -8 P3-8 _ ~ .. 4-8 T-s 1-fl - 1 e . 

-a 
3 

(54) 

(55) 

(56) 

The quantity (J is no longer supposed to be constant. Let us suppo.se a,s an em
pirical assumption whose consequences we will investigate, that (J varies with 
temperature through the star according to the law 

1 - P 1 - fl. (T)8 
P4 -8 = Pi -8 T.·· 

where (Jc denotes the value of (J at the centre. Then (56) becomes 
4-8 

P = Ce3 - 8 

where 
fl!)4-8 

C3-8 = ~ 1 - p~ ~ 
1 P4 -s T 8 ' _ a' C C 

3 

(58) 

(59) 
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Relation (58) shows that the star is a polytrope whose index n is given by 

n={4_S }=3- s. 
---1 
3 - s 

(60) 

EMDEN'S tables and formulae are therefore applicable. 
We shall see later that increasing values of s correspond to increasing con

centrations of energy-liberation towards the centre. 
We have e = ee~t3-s, P = Peu 4- s . 

Hence from (55) T fl 
T, = U Pc' (61) 

This gives the temperature, in terms of Te. We see that now that fl is variable 
T is no longer simply proportional to EMDEN'S variable u. To connect fl with it, 
insert from (61) in (54), when we obtain 

1 - fl _ 1 - fl, s 6 
/J~-~u. (2) 

To find the central temperature, we have from the equation of mechanical 
equilibrium G M (r) r dP ; d _ 

-]-, - = -(; dr = - ecftiJ-~ d; (Pe u4 S) 

=PC(4_s)~du. 
ee d; 

Putting Pclec = (RIll-fle) Tc and substituting boundary values we find 

ftflc GM 
R ----:;;-

(4 - 5) ;o(~~)o 
Some values of - 1/[(4 - s) ;;o(d~tld;;)o] are 

s=O 

0,856 

s=! 

0,703 

s = 1 

0,601 

(63) 

(64) 

Formula (63), with the numerical values (64) should be compared with formula 
(34). We shall see in a moment that flc < jJ, where jJ denotes the constant value 
of fl for the same mass when s = 0. Since the numerical coefficients (64) decrease 
with increasing s, we see that Te decreases with increasing s, i. e. with increasing 
concentration of energy-liberation towards the centre. 

The central density also decreases with increasing s, i. e. the star becomes 
more nearly homogeneous. EMDEN'S formula 

gives the following ratios eie: 
s=o 
54,36 

e 3 (dU) eo = -;0 d; 0 

s=! 
24,076 

s = 1 

11,396. (65) 

To determine the mass, we use formula (28'), Section e. Inserting the values 
of C and n we find 

2 = ~sf [(~r4_S) . (1 - flc)3 • (~)8l (3~S) 4 (dU)2. 
M 4",G3· (~ a)3 fle3(4 8) Te3 ;;0 d; 0 
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But from (54) and (55) 
1 

Q, 3 a flc 
Te3 = R 01=p; (66) 

ft 
Hence 

'R)4 
111£2 = (4 - 5)3 ° b ° ~ flc t(dU)2 ° 

4nG3 1 flc4 0 dg 0 
-a 
3 

(67) 

We see that given the mass f3c is the root of a quartic equation of the same type 
as before for 13 when (3 was constant through the star; the value of $J(dujd;)5 is 
now however to be taken from the poly trope n = 3 - s. Some values of 

are given below: 
s=o 

260 

(4 - S)3[~~(1~)1=3_8 

s=! 
207 

s = 1 

157. 

It follows from these values that when s > 0, for given M and ft, 

1 - flc 1 - 7f -->--
flt 714 

where jj denotes the constant value of 13 for s= o. Hence 

1 - f3c > 1 - 13· 

(68) 

From (57) we see that 1 - 13 decreases from 1 - f3c at the centre to 0 at the boun
dary, for s > o. Thus EDDINGTON'S 1 - 13 is a mean amongst the range of values 
taken by 1 - (3 in the models under consideration for s > o. 

We must now connect 13 with kl1 and determine the luminosity. From 
equation (14) we have 

or 

Now 

whence 

Inserting in (69) 

where 

Hence 

d kry L 
dP[(1 - (3)e] = 4ncG M 

(1 - (3) _ P d (1 = ~ L . 
dQ 4ncGM 

(4-s) 

Pocu4-SOC C p/)-S-

1 dP 
P dll 

4-54·-3(J 
--5- fl(1 - (1)' 

L = 4 neG M (1 - (1) (j) (13) 
kry 

5 fl 
(j) (13) = 1 + 4 - 5 4 - 371 . 

kry (1 - fl) <P ((1) 
ke rye = (1 - (1c) <p(fl,) ° 

(69) 

(70) 

(71) 

(72) 

It is easily verified that for s>O, (1-/J) (j) ((3) steadily decreases from the centre to 
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the boundary. Hence k1] steadily decreases. But if k ex; 12/T3+N ex; u -N fJ1 - N/(1-fJ), 
it is found that 

~ ~ = _~ [r + s (1 - N) + N (3] 
h du u 4-3(3 

so that k steadily increases from the centre to the boundary, if s> 0 and N < 1 . 
Hence if s > 0, 1] steadily decreases from the centre to the boundary. Thus the 
models for s > 0 correspond to a concentration of energy-liberation towards the 
centre, and so are in this respect physically acceptable. 

When we attempt to apply (70) to determine the luminosity, we meet at 
first sight with a difficulty. Substituting 17 = [L(r)/M(r)]/[L/M] we have 

L(r) = 4nC~M(r) (1 - fJ) if>(fJ). (73) 

This formula appears to make L (r) --+ 0 as the boundary of the star is approached, 
since (1 - fJ) --+ o. Even if 1 - fJ = constant (s = 0) we meet with the same 
difficulty, since k --+ 00 at the boundary. 

Since formula (72) holds at each point in the model, it follows that L (r) , 
which is zero at r = 0 and at r = ro, must have a maximum in between. Suppose 
this occurs at r = r'o Then 4 Jle, the rate of liberation of energy per unit mass, 
must have a zero at r = r'o Inside r = r', e> 0 and we have sources of energy; 
outside r = r', e < 0, and we have sinks of energy. 

Now we cannot suppose sinks to occur in an actual star. Therefore, if we 
want to retain the model up to r = r', we must replace it outside r = r' by some 
other structure with continuous temperature and pressure. We can equate 
L (r/) to L, the actual luminosity, if we suppose e to be zero outside r = r'. 
We now make the assumption that the complete model gives sufficiently accurate 
values of the temperature and density at r = r' for us to be able to calculate k 
there. Formula (72) then gives 

L = 4n c ~~ (r') (1 - fJ/) if> (fJ/) (74) 

where primes (') denote values at r = r'. Formula (73) can now be thrown 
into forms comparable with EDDINGTON'S luminosity formulae. Putting 
k = kll2/ It T3+ N , with 

(73) becomes 
L = 4n c GM ~ M(rl (T I

). 1\" (1 - (3')2 if> (fJ') TN 
hI ta M Te ~' c . (75) 

This may be compared with (42). We see that the two agree provided we adopt 
for <X the value 

~ = M(r') (T')N (1 - (3')2 ~_<P(A') 
c< M Te P' (1 _ (J)2 V . 

(76) 

To see the degree of energy-concentration to which this corresponds, we want 
the value of 1]0. We have 

where 

r/ (1 - (3') q, (P') he 
;;; = (1 - Pc) q,(Pe) h' 
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Now 

since L(r') = L. 

Hence 

(77) 

To apply these formulae it is necessary first to determine r', i. e. to determine 
the position of the zero of c. Formula (1), which we need for the first time, gives 
with e oc ~t~-S, k oc e/T3+N, T oc u f3, 

soc - ~ !i. [~~f34+N UN+28 au (1 + ~ dP)l (78) 
~ d~ d~ jJ du . 

From (62) we find . 
1 + ~ dP = 1 _ 5(1 -J!J 

P du 4-3.8' 

This factor varies only slowly from centre to boundary and we neglect it in 
differentiating (78), replacing it by unity. Differentiating out (78) and using 
EMDEN'S equation in the form 

1 d (i':2 dU) _ .3-8 
~d~"dg--U 

we find after reduction 

soc ur +28 [34+N [1 _ _ 1_(dU)2{N + s (1 - N) + .8(1 + N)}] 
u' -, d ~ 4 - 3 f3 ' 

or, using (1-[3)oc[34~t, Tcx-u[3, 

TN (1 - j1)2 [1 __ 1_ (~U)2 {N + (1 - N) +: .8 (1 + N)}] 
soc .8 u 4 - s d~ S 4 - 3.8 . (79) 

This shows that the zero of s occurs where 

4-8 = (dU)2{N+ (1 - N) + .8(1 + N)} 
u d~ s 4-3.8 (80) 

where it must be remembered that [3 is a function of u. 
Numerical solutions of this equation have been given by MILNE for certain 

values of Nand s, for a star of the mass of Capella. For N --: i, s = i, the zero 
was found to occur at (= 2,423, at which point M (r')/M = 0,682 and 
T/Te = 0,474. For 1 - [3 = 0,283, it was found that 1 - [3e = 0,308, 
1 - [3' = 0,263· The value of rJe was 3,1. The value of 0(. carne out to be 2,5/1,04, 
showing that s = i corresponds fairly closely to the degree of concentration of 
energy-production adopted by EDDINGTON. The value 3,1 of 1)e, is lower than 
EDDINGTON'S 3,9, but in the present case the energy-liberation is concentrated in 
the innermost 0,68 of the mass, as against EDDINGTON'S 0,9. (See § 12, table.) 
The luminosity for given mass and k1 was found to be reduced, as compared 
with EDDINGTON'S formula, in the ratio 0,93. For s = 1, it was found that 
1)e = 4,2, M (r') / M = 0,54, and that the luminosity was reduced in the ratio 0,83. 

In connection with his researches on the luminosity formula, EDDINGTON 

has worked out numerically the case or a star with a point source of energy at the 
centre 1. This should give the greatest possible diminution of luminosity due to 
concentration of energy-liberation to the centre. He found that for a star of mass 

1 M N 85, p.408 (1925). No analytical solution for the central point source has yet 
been given. 
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50, of radius 11,35 . 1011 cm, the luminosity is reduced by 0,97 magnitude as 
compared with the law e oc T. Assuming the actual law of distribution of e to 
be between the point-source case and the case e ex T, he showed that the maximum 
uncertainty in luminosity, at least for a star of this mass, is ± 0,5 magnitude. 

14. A Polytropic Model for Variable Molecular Weight It. We 
must expect ionisation to increase towards the centre of the star, and so the mean 
molecular weight must be expected to diminish. EDDINGTON has shownl that 
we may construct a polytropic model for variable molecular weight by assuming 
a law of the form (T)-S 

fl = flc Tc . (81) 

For this investigation we assume k'Yj = constant, so that fJ is constant. 
From the equations 

(1 - fJ)P = taP (82) 

fJP = l~)eT = (Jl)eT(iJ, (83) 
we have by elimination of T 

P = C e4/(3-S) , 

where 

C3-8 = (1 - (3),+1 (~r ~ 4 
(34 Har'Tc s. 

The star is thus a poly trope of indices nand k where 

1 1 
n = k _ 1 = { -4-7"}-

~---s) - 1 

3-5 
1 + s (84) 

and we have Q = Qcu(3-s)/(l+s), P = Pc u 4 (l+s), where u is ElVIDEN'S variable. 
From equation (28'), Section e, we have on substituting for n 

M2 = (~_.)'3 _1_' P48/(3-s) [(1 - (3)'~ (~r _1 ]3/(3-8) t4('dU)2 
1 + 5 4nG3 c (34 H a),+l T~s <;0 d~,' (85) 

But from (82) and (83), we have 
1 

ec '3 a (3 
T~=R1-(3' 

flc 

Hence, inserting III (85), we find on reduction 

1\12 _ 43 (£t 1 - (3 ~4 (dU)2 
" - (1 +s)34nG3 -1-(f4 0 d~ • 

-a 
3 

(86) 

(87) 

This reduces to (26) when s = 0. We see that fJ is the root of a quartic equation, 
but that the coefficient is different. The simplest method of comparison is to 
determine that constant value of fl, say fl = Ii, which leads to the same value 
of fJ for given M. We find 

(1 +~)!fl2[~~(~;)1=~3-S)= ;2 [;5~;ln=3' 
c . U+~ . 

(88) 

1 Internal Constitution of the Stars p. 128 (1926). 
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Suppose in the model under discussion, fL = Ii occurs where T = T p,' Then we 
have 

(Tp,)28 _ [~~ (~tL~ . 
T, [ dU] 

. (1+s)i~~d;n=s 

(89) 

The following table shows a few values of Tp,/To obtained from EMDEN'S tables. 

n = 1 2 2,5 3 4 

s=1 

T p,/Tc = 0,742 

t 
0,685 0,675 

o -.1. a 

0,570 

It will be seen that for any law between s = 0 and s = !, it will be approximately 
correct to evaluate fL at the place in the star where T/To = i. In many of his 
calculations EDDINGTON has adopted s = +. He remarks the value s = t would 
give a reasonable representation of the expected effect. With this law, a mole
cular weight 2,1 (Fe retaining 1 or 2 electrons) at 10000000° would become 3,3 
(Fe with K and L rings complete) at 1000000°, and 8,3 (Fe with 6 electrons 
missing) at 10000°. 

We note from EMDEN'S tables that for increasing s, the value of the central 
density decreases for given mean density. Thus the star becomes more homo
geneous with more rapidly varying molecular weight. 

The central temperature is obtained thus: from the equation of equilibrium 
we have 

___ 4_ Pc~du 
- 1 + s e, d;' 

Putting Po/eo = (R/flo) Tc and using boundary values we have 
GM flp, 

T=- r;-Ff 
c C ~ s) ;o(~~t 

(90) 

Some values of -t (1 + s) ~Ol (d~/du)o together with values of eie are given 
in the following: 

r=1 2 

s=1 -1-

To/flo ex: 0,500 0,601 

ec/e = 3,29 11,40 

2,5 

l 
0,703 

24,08 

3 

0 

0,856 

54,36 

4 

--!-
1,660 

623,4 

Since flo < Ii for s > 0, the values of To will be still further reduced proportionally 
to s = 0, than is shown by the row To/fLo' Thus the star becomes cooler with 
more rapid decrease of molecular weight towards the centre. 

15. Polytropic Model for fJ and fJ both Variable. If fL varies accord
ing to the law (81), and the same time fJ varies according to the law 

1 - fl _ 1 - Pc ( T)a 
4-0" - 4-(1 Tc (91) 

pI +s flc I +s 
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then it will be found that the star is a polytrope of order n given by 
3-0-s 

n=-T+S' 
We have 

The mass is given by 

M2 = (4 - 0)3 _1_ 1 - flc (f!J ~4 (dU)2 
1 + s 4""G3 flc' 1 0 dl; 0 

-a 
3 

and the central temperature by 

GM PcP-. 
T __ r;;Il 
c - (! ~ :)~o(~;)o 

ciph. 57. 

(92) 

(93) 

(94) 

We see that decrease of molecular weight towards the centre and concen
tration of energy-liberation to the centre combine to lower the polytropic index, 
lower the central density and lower the central temperature. 

16. Summary of Main Results. The last two paragraphs have indicated 
how departures from the simple theory of constant fJ and constant p, may be 
expected to modify the general theory in details. We now survey the main 
results of the whole theory thus developed. 

Suppose that the molecular weight p, is constant, and also that k, the coeffi
cient of absorption, and 1], the ratio of L (r)jM (r) to LjM, vary through the star 
in such a way that k1] is constant. Then radiation pressure bears a constant 
ratio (1 - fJ)jfJ to gas pressure, and ejT3 is constant throughout the star. The 
value of fJ depends solely on the mass and molecular weight. The central density 
is a constant multiple of the mean density. For given mass and molecular weight, 
the central temperature is inversely proportional to the radius, and the central 
pressure is inversely proportional to the fourth power of the radius. 

The luminosity of the star increases with the mass and is inversely propor
tional to the opacity. If the coefficient of absorption is independent of density 
and temperature, or if it varies as ejT3, the luminosity is independent of the 
central temperature; in that case the luminosity depends on the mass alone, the 
radius is inversely proportional and the central temperature directly proportional 
to the square of the effective temperature; thus the luminosity is independent 
of effective temperature, i. e. of spectral type. If, however, as indicated by 
physical theory, the absorption coefficient is proportional to ejT! the luminosity 
for given mass is proportional to the .g.-power of the effective temperature, 
the central temperature is directly proportional and the radius inversely pro
portional to the !-power of the effective temperature. 

If, as is probable in actual stars, k1] decreases from the centre outwards 
and p, increases, the star becomes more nearly homogeneous and cooler; e varies 
moreover more slowly than T3. The other results are substantially unaltered. 

57. Applications of the Theory. 17. Numerical Calculations. The 
following table of densities and temperatures in a typical giant star has been 
given by EDDINGTON [Z f Phys 7, p.375 (1921)]. The data are M = 1,50, 
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e = 0,002 gram/cm - 3. For fL = 2,8 (now considered rather a high value) 1 - f3 
has the value 0,174. From M and e we find Yo = 7,09' 106 km, e. is 54,36 times el and Tc is given by (34). The other radii, densities and temperatures are pro
portional to EMDEN'S variables ;, ~t3, u. We have added a column of gas-pressure 
p, taking 106 dynes = 1 atmos. The mean temperature is of course 0,584 Tc 
= 3850000°. 

The following table for a 
variety of masses has also been 
given by EDDINGTON (Internal 
Constitution of the Stars, p. 136). 
The values of (j for given Te and 
}vI (for fL = 2,11) were calculated 
from (48), the constant being 
chosen to fit Capella (JIll =4, 188, 
Te = 5200°). The calculation of 

r(kms) !1?(gram/cm- 1 )! T(O) I p(atmos.) iNJ(r)/M 

o t 0,1085 i6,59'106izl000000110 
1,03 • 106 i 0,0678 5,64 [11 300000 0,125 
2,06 0,0215 3,84 2440000 0,518 
3,09 0,0050 2,37 352000 0,821 
4,12 0,0010 1,38 [40600 0,952 
5,14 0,00015 0,73 3210 0,992 
6,17 0,0000093 0,29 85 1,000 
7,09 0,000 0 1,000 

Tc from e follows immediately from (34), since Yo is known from M and e. 
Effective S t I lIlass ~ 3 • 0 lIlass~10'0 lIlass~40. 0 

Temperature ),ec ra 
TeO ype i!(gram/cm-3)1-----~:-- -- --~-I 

3000 
4000 
5500 
7500 

10500 
18000 
27000 

:M 
K 
G 
F 
A 
B 
o 

0,000446 
0,00177 
0,0082 
0,0363 
0,182 
(2,42) 

(17,4) 

4,65'106 

7,36 
12,3 
20,1 
34,5 

(81,7) 
1(156) 

0,000020 
0,000078 
0,000360 
0,00159 
0,00800 
0,106 

(0,763) 

2,45.106 0,000002 
3,88 0,000007 
6,48 0,000032 

10,6 0,000140 
18,2 0,00070 
43,0 0,0093 

(82,1) 0,067 

1,52. 106 
2,40 
4,01 
6,67 

11,3 
26,6 
50,8 

EDDINGTON remarks that actual stars (other than "white dwarfs") do not 
have temperatures above 40 million degrees, so that the entries in brackets are 
probably ficticious. Why stars of certain masses fail to reach certain central 
temperatures is somewhat mysterious. 

18. Calculation of Absolute Bolometric Magnitude. We have seen, 
equation (46), that apart from universal constants and a constant which should 
also be a universal constant giving the opacity, the luminosity L is given by the 
proportionality 

(95) 

To facilitate computations from this formula, EDDINGTON has given a table 
of absolute bolo metric magnitudes for given mass, for one particular effective 
temperature, using the data for Capella to determine the constant in the pro
portionality. He adopted fL = 2,11. Taking for Capella M = 4,188, 
(1 - (3) = 0,283, Te = 5200, (95) becomes 

L _ ( ]\I[ )~- (1 - fJ)~. ' To )i 
LCapeua - 4,18 0,2-8'3 (5200 . 

(96) 

Now if we express the difference in luminosities in stellar magnitudes, we have if 
mCapella = -0,40, 

L 
m + 0,40 = - 2,5loglO -L--

Capella 

7 15 ( Te ) = - 2 10glOJIIl - 4 10glO (1 - (3) - 2log1o 5200 + 0,118 

or 

(97) 
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The following table (EDDINGTON) gives the values of m for various M, for 
Te = 5200°. (The table appears in fact to be calculated with the numerical 
constant - 0,228, or say mCapella = 0,346.) 

Values of Mass (M) and Absolute Bolometric Magnitude m. 

t-fJ I M I '" I t-fJ M I '" !-fJ I M 
I 

m 

0,001 0, 1284 1 
14,143 0,04 0,879 I 5,211 0,22 

1 
3,124 0,507 

,002 ,1820 12,484 ,OS 1,004 4,645 ,24 
1 

3,437 0,220 
,003 ,2233 1 t,513 ,06 1,123 4,178 ,26 3,774 - 0,052 
,004 ,2583 10,823 ,07 1,240 3,777 ,28 

I 
4,137 - 0,312 

,005 ,2895 i 10,286 ,08 1,354 3,426 ,30 4,529 I - 0,562 
,006 ,3176 I 9,848 ,09 1,468 3,111 ,35 I 5,675 - 1,156 
,008 ,3683 I 9,154 ,10 1,582 2,825 ,40 

I 
7,117 1,718 -

,010 ,4135 8,615 ,12 1,812 2,322 ,45 I 8,984 - 2,264 
,015 ,5117 7,632 ,14 2,050 1,884 ,50 11,46 -- 2,805 
,020 ,5968 6,929 ,16 2,297 1,494 ,60 ! 19,62 [- 3,919 
,025 ,6739 6,381 ,18 

1 
2,557 1,138 I ,70 

I 
37,67 

1= 
5,162 

,030 ,746 5,929 ,20 2,831 0,812 ,80 ! 90,63 6,714 

19. Reducing Bolometric Magnitude to Visual Magnitude. 
From NUTTING'S 1 measures of the visual intensity of energy of different wave
lengths, EDDINGTON 2 has computed the following corrections to be applied to 
bolometric magnitude to give visual magnitudes. The difference arises from the 
fact that the eye has its own sensitivity curve for the radiations from a black 
body, and this sensitivity curve differs from the PLANCK curve. The corrections 
only apply to black body radiators; in applying them to the stars we therefore 
tacitly assume the stars' energy curve is a black body curve. In this connection 
it may be recalled (Section c, § 54) that the star's effective temperature as 
judged from its colour should theoretically be. some 4 per cent higher than that 
judged from the total radiation. The Te recurring in the luminosity formula is 
of course that judged from the total radiation. 

Effective Temperature 
degrees 

2540 
3000 
3600 
4500 
6000 
7500 
9000 

10500 
12000 

Ratio of Luminosity to 
Total Radiation 

0,092 
0,206 
0,417 
0,723 
1,000 
0,985 
0,893 
0,749 
0,616 

Visual - Bolometric 
Magnitude 

+ 2,59 
+ 1,71 
+ 0,95 
+ 0,35 

0,00 
+ 0,02 
+ 0,12 
+ 0,31 
+ 0,53 

The visual and bolometric scales are adjusted to agree at Te = 6000°. 
Further details, and a comparison with a formula of HERTZSPRUNG, will 

be found in "The Internal Constitution of the Stars", p. 139. 
20. Comparison with observed Luminosities. EDDINGTON takes the 

constant multiplying factor in the mass-luminosity formula (95) to be determined 
by the mass and luminosity of CAPELLA (brighter component). The luminosities 
of other stars then become calculable given the mass and effective temperature. 
The following are extracted from EDDINGTON'S tables. ("Internal Constitution 
of the Stars", p.154.) 

1 Phil Mag 29 p. 304 (1915). 2 M N 77, p.605 (1917). 
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Ordinary Binary Stars. - First Class D eterminat io n s of Parallax. 

Star 
I 

Type I 
Te Parallax 

M m (vis.) '" (boL) 
I 

m (bol.) 
degrees seconds ob •. calc. 

Capella b 

I 
GO 5200 I 0,063 4,18 I - 0,26 - 0,36 i -0,34 

f FO 7400 - 3,32 + 0,24 + 0,22 i +0,02 
Sirius b Ao 10500 0,373 2,45 1,28 0,97 i 0,67 

0.: Centauri b G5 5000 0,748 1,14 4,70 4,53 I 4,16 

" f K5 

I 

3700 - 0,97 6,07 5.24 5,09 
Sun GO 5740 .... 1,00 4,9 4,85 I 4,56 

KrUger 60 b Ma 3100 0,260 0,27 11,35 9,82 I 11,07 

" f Ma I 3100 - 0,16 13,85 I 12,32 ! 13,55 

o rd in ary Binary Star s. - S e co 11 d Class De termina tio n s o f Par a 11 a x. 

Star Type Te M m (vis.) 
I 

m (boL) '" (bol.) 
degrees obs. calc. 

E Hydrae b F9 5500 0,0206 3,64 0,27 I 0,22 I 0,00 

" f 5500 2,29 1,77 1,72 I 1,46 
fJ Aurigae b Aop 10500 0,025 2,39 - 0,19 - 0,50 I 0,77 

f Aop 10500 2,34 - 0.19 - 0,50 0,82 
Procyon b F5 6800 0,308 1,13 2,92 2,92 , 3,92 

~I Cassiop. b F8 6200 0,184 0,72 4,99 4,99 5,93 

" f K5 3800 0,41 8,73 7,99 8,93 
70 0 phiuchib Ko 4400 0,189 1,05 5,66 5,27 4,61 

t K4 3900 0,77 7,36 6,71 6,04 
85 Pegasi b GO 5800 0,095 0,62 5,75 5,73 6,66 

f 3200 0,31 10,95 9, 52 1 
10,38 

02 Eridani b B9 11000 0,702 0,21 11,27 10,88 I 11,15 
f Md 2900 0,20 12,67 10,81 i 12,53 

Eclip sing Va ria bl es. 

Star L Type I Te M m(bol.) m(bol.) 
degrees obs. calc. 

I 

V Puppis 
I 

B1 19000 19,2 - 4,61 ! - 5,00 I P Lyrae B8 12500 13,9 - 3,80 - 3,98 
Z Vulpec. B3 17000 5,24 - 2,70 - 1,98 
U Coronae B3 17000 4,27 -2,04 - 1,43 

T X Herculis A2 

I 
9800 2,04 2,04 1,35 

Z Herculis F2 7600 1,56 2,53 2,55 

C e p h e i d Va ria b 1 e s. 

Star Type Te M m(bol). m(bol.) 
degrees obs. calc. 

'/'} Aquilae GO 5100 13,9 - 2,76 - 3,19 
il Cephei F9 5200 11,3 - 2,30 - 2,77 

RR Lyrae A9 7300 4,14 - 0,36 - 0,61 

21. Inferences from the observed Masses and Luminosities. 
The inference to be made from the comparison of the values of m (bol.) obs. and 
m (bol.) calc. is that the theoretical mass-luminosity law (95) represents the 
observed luminosities of the stars fairly accurately from about one-fifth the mass 
of the Sun to about 20 times the mass of the Sun-the observed range of masses. 
The formula contains only two adjustable constants, the constant derived from 
the observed luminosity of CAPELLA b and the value of the molecular weight f1; 
and it assumes the material. of a star obeys the laws of the perfect gas. 

When EDDINGTON first put forward his theory of the internal constitution 
of the stars he added a treatment suitable for imperfect gases which appeared 

Handbuch der Astrophysik. III. 15 
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to. give a satisfactory explanation of the observed division of stars (esp. cooler 
stars) into giants and dwarfs. It was assumed that the change of luminosity with 
increasing density occurred when the density reached such a value that the laws 
of a perfect gas ceased to apply. Decreasing compressibility thereafter caused 
decreasing luminosity, the dwarf star behaving like a cooling mass of ordinary 
material. It was expected that for dwarf stars the main factor controlling the 
luminosity would be not the mass but the density, and the luminosities of the 
dwarf stars should be well below those calculated from the perfect gas hypothesis. 

Instead, the results of the foregoing tables disclose the fact that the perfect
gas assumption correctly predicts the luminosities of the dwarfs. Indeed, for 
stars of quite low mass the luminosity is even a little greater than given by the 
perfect-gas assumption. There is no failure of the perfect-gas laws in the expected 
direction. 

On his discovery of the success of the perfect-gas mass-luminosity law 
EDDINGTON was able immediately to point out the reason. The star Kruger 60 
has at an average point, according to EDDINGTON, a temperature of 2,5 . 107 

degrees and a density of }60 grams/cm-s. (This density is not a consequence of 
the theory; it is a matter of observation. We have in fact eocM/r~, Loc T;rij, 
whence eliminating ro, e oc M T6JLI, the constant being obtained by comparison 
with the Sun. We find in this way for the mean density a value em = 286.) 
No terrestrial matter is known of such a density, but then no terrestrial matter 
is known of a temperature of 25 million degrees. The two things explain one 
another. The actual volume occupied by the nuclei and electrons of a piece of 
terrestrial matter does not amount to at most a fraction 10- 10 of the apparent 
volume of the matter. But the volume of each atomic system is roughly that 
corresponding to the orbits of the electrons, and the atoms are not allowed to 
interpenetrate. If the atoms" could be broken up into their constituents, the 
compressibility could be increased almost indefinitely. But this is precisely what 
happens at stellar temperatures. The atoms are almost completely ionized into 
nuclei (with on the average at most a couple of K electrons attached to them) 
and free electrons, which can interpenetrate. Electrostatic forces do not prevent 
this interpenetration, for the mixture is electrically neutral on the whole; the atmo
sphere of non-free electrons round each nucleus prevent the nuclei from appre
ciably repelling one another. There is, indeed a calculable effect of these electro
static effects, but it is small compared with the VAN DER WAALS effect of 
the finite size of the molecules in ordinary gas-theory. Thus even at these high 
densities the gas remains practically "perfect", and the ordinary laws should 
apply. If the mass-luminosity law holds for stars of low density it should also 
hold for stars of high density, at least up to a certain point. The long range of 
densities through which the mass-luminosity law is obeyed is thus satisfactorily 
accounted for. 

22. White Dwarfs. There will still be a maximum density beyond which 
the gas-laws will not be reached. Such a density appears to be reached by the class 
of stars known as "white dwarfs" which fall, outside the foregoing theory. The 
companion of Sirius has an observed mass of about 0,85 0, an observed absolute 

magnitude of 11m,} (corresponding to a luminosty 3~O 0) and a spectral 

type F 0. This means that its surface temperature must be about 8000°. From 
the formula em oc MT6/L! its mean density comes out about 67000 grams/cm-s. 
This high density has been amply confirmed by W. S. ADAMS' observation of the 
EINSTEIN effect in the displacement to the red of the lines of this star. The EIN
STEIN displacement is proportional to the gravitational potential at the surface, 
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M/ro, which according to EDDINGTON is 31 times as large for Sirius comes as 
for the Sun. A displacement to the red of the order of 20 kms/sec -1 is therefore 
to be expected, and this can easily be separated from DOPPLER effects proper, 
since these are known from the radial velocity of Sirius and the orbital motion 
of the companion. For HfJ the observed displacement was found to be about 
26 kms/sec-I, of which about 4 kms/sec-1 has to be attributed to radial motion. 
Thus the large surface gravitational potential is confirmed, and this in turn means 
small radius and large density. 

The companion of Sirius falls well below the mass-luminosity curve. Accord
ingly at a density of 67000 we have at last reached the density at which the 
perfect-gas laws cease to hold. 

58. Evolution. 23. The Radiation of Mass and the Evolutionary 
Time-Scale. The foregoing theory of the internal constitution of a star, together 
with the data of the observed masses and luminosities of the stars, shows that 
apart from white dwarfs the luminosity of a star depends principally on its mass. 
This makes the observed division into giants and dwarfs very difficult of explana
tion. We can no longer believe that this is an effect of evolutionary change of 
density combined with departure from perfect-gas laws. We have two alternatives. 
before us. Either the mass of each star remains approximately constant during 
its evolution, and it evolves rapidly across some path in the RUSSELL luminosity
spectrum diagram until it fin4s a stable position of quasi-equilibrium on the 
"main. sequence" : Or else it evolves through the giant branch and then down the 
dwarf branch steadily decreasing in mass. The former alternative would mean 
that the observed masses and luminosities of the stars offer no guide to the 
evolutionary path of anyone star, and we should at present have to give up hope 
of reading the past history of the stellar universe (as regards its luminosity
evolution) from the present distribution of luminosities. and the giant-and-dwarf
theory of evolution disappears. The latter alternative would mean that we have 
no guide as to why the effective temperatures change in the way they are observed 
to do along what is now an evolutionary sequence. 

Scientifically however the second hypothesis is the more attractive, and it 
leads to a perfectly definite time-scale which as far' as it can be checked is in 
general accord with what is known from other lines of evidence. We therefore 
pursue its consequences. 

Light and radiant energy in general possess mass .. Consequently a star 
which is radiating energy is also radiating mass, and therefore the mass of each 
star is steadily decreasing. The equation governing them is, simply 

dM L 
dt -Z2' (98} 

L is given by the mass-luminosity law. Apart from the' dependence on effective 
temperature we have therefore 

dM L(M) 
dt=-~ (99) 

and if each partic:qlar star follows the sequence of luminosities and masses given by 
the mass-luminosity law, this differential equation determines the time-scale. 

It was observed by RUSSELL that the central temperatures along the dwarf 
branch are approximately constant. Assuming this as a fact of observation, we 
have from (42) 

L M(1-p)2 
oc P • 

15* 
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Hence 
dM _ L0 M ( 1 - fJ )2 {J0 
dt - - C2 M0 1 - {J0 p' (100) 

Taking the quartic equation for the mass in the form 

1-{J ({J)4(M)2 
1 - fJ0 = .{J0 M0. 

and introducing into (100) for the mass we have 

_{J0 ~ [(1-{J)tj _ _ J-~~~.{J0 
(1 - {J0)t dt {J2 - M0C2 (1 - fi0)! (J3 

or 
t(4- 3{J) dfJ _ ~~~_ 

(1 - {J)3 dt - + c2M0 (1 - {J0)2' 

Integrating between any limits we get 

~,1 [~6_ + 1 j- -.£~ ~-,1t 
4 1 - fJ (1 - {J)2 - c2M0 (1 - (J0)2 

(101) 

or, if At is expressed in years, taking L0 = 3,78' 1033 , M0 = 1,985' 1033 , 

1 - flo = 0,0499 we have 

,1t(years) = 0,985 ,1010 ,1 [1 ~ {J + (1 ~ {J)2]' (102) 

From this formula EDDINGTON has calculated 1 the following table: 

Duration of Stages of Evolution 

Abs. Bol. Mag. Mass Duration 

< - 5,0 00 to 35 3,8. 1010 years 
- 5,0 to - 2,5 35 to 10 6,5 
- 2,5 to 0,0 10 to 3,7 21,4 

0,0 to 2,5 3,7 to 1,73 93 
2,5 to 5,0 1,73 to 0,92 521 
5,0 to 7,5 0,92 to 0,53 I 3630 
7,5 to 10,0 0,53 to 0,31 I 28100 

10,0 to 12,5 0,31 to 0,18 1219000 

For example the Sun must have taken about 6· 1012 years to evolve from 
a mass of about 3,88 (near that of Capella) to its present mass. EDDINGTON 
further points out that if each star runs through the whole range of luminosities 
and if the stellar system consists of a mixture of stars born at a steady rate, 
then the numbers in the last column represent the luminosity function, that is, 
the number of stars within given absolute magnitude limits. This is at least 
qualitatively in accord with observation. 

24. Binary Stars. Evidence as to the radiation of mass has been found by 
JEANS and SMART from consideration of the effect on the orbits of binaries. It 
has also been shown by JEANS and by VOGT that the mass-ratio in double stars 
tends to equality with increasing age of the system. JEANS finds that an A or B 
type binary of mass-ratio 0,7 with M =58 for the less massive component 
will evolve to an F or G type binary with mass ratio 0,90 in 5 . 1012 years. This 
gives. an independent estimate of the int!3rval from A, B to F, G in agreement 
with that shown by the luminosity time-scale. 

JEANS has calculated independently the order of magnitude of the time-scale 
from (a) the time for the periods and eccentricities of binary systems to be changed 

. 1 Internal Constitution of the Stars, p. 309. 
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in the required direction by the required amount by the agency of chance en
counters, (b) the time necessary t6 break up and scatter moving star-clusters; 
and he finds thereby confirmation of the hypothesis of radiation of mass. 

The general inference is that stars do change their mass in the course of their 
evolution, and that, by whatever mechanism, the energy emitted by the stars 
comes from the annihilation of mass. 

25. Enormous difficulties are encountered if one attempts to frame a hypo
thesis as to the exact dependence of this radiation of mass at any point locally 
in the star as a function of density and temperature. These difficulties are bound up 
with the vexed question of the stability of the stars, which is outside the scope 
of the present chapter. 

59. Homologous Stars in Radiative Equilibrium. 26. Other Models. 
Investigations of the theoretical mass-luminosity relation for stars in general, 
under less specialised assumptions than those corresponding to EDDINGTON'S 
model, have been given by JEANS1, RUSSELL2 and VOGT3, and a mode of deduction 
depending on the properties of homologous stars has been given by RUSSELL, 
DUGAN and STEWART'. It is by no means obvious without proof that homo
logous gaseous stars in radiative equilibrium can exist. In fact VOGT has pointed 
out that if the rate of generation of energy is a determinate function of density 
and temperature, the equation of equilibriutnin general determines a unique 
radius, luminosity and mean-density for ,a star of given mass, so that homologous 
pairs of stars of the same mass do not exist under these conditions. 

The following investigation, which largely follows that of VOGT, determines 
the laws which the energy-distributions in two stars must obey in order that 
the stars may be homologous. If this condition is satisfied-it is unlikely to be 
satisfied in nature - the ratio of their luminosities is obtained. 

27. Conditions for Homology. Consider two stars of different masses 
and radii. Let M' (r') , M (r) be the masses inside radii r', r respectively, in the 
two stars, and let the condition of homology be defined by the relations 

r' = ()r 

M' (r') = q; M (r) 

where () and qJ are constants; r' and r are said the homologous points when 
r' Jr = (). From the relation 

r' r J 4.7lr'2 e'dr' = qJ J 4.7lr2 e dr 
o 0 

we find 
e' <p 
e 83 , 

e' and e being the densities at homologous points. 
From the equations of mechanical equilibrium 

dP __ GM('Y) 
dr - '1'2 e (1°3) 

dP' GM'(r') e' 
dr' r'2 (103') 

1 M N 85. p.196 (1925) and other papers. See also Jeans' "Astronomy and Cosmo-
gony". 

2 M N 85, p. 935 (1925). 
3 AN 226, p. 301 (1926). 230, p. 241 (1927). 
4 "Astronomy", Vol. 2, Chap. 25. 
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we have dP' '1'2 

dP 04' 
whence P' '1'2 

P = 04 ' 

Now introduce a parameterfJ defined by 

(1 - fJ)P = t a P 

fJP=e)e T 

ciph. 59. 

(104) 

(105) 

with similar equations involving fJ' for the homologous star. Here fJ and fJ' are 
not necessarily constant. We find then 

1- fJ' 64 T'4 
-1 - rJ = '1'2 T4' 

fJ' e T' 
7f '1''1' T 

where we have put 
1p=(~~). 

Eliminating TIT we have 
1-fJ'_1-fJ 24 
~-(i4CP 1p 

The equation of radiative equilibrium is 

We write 

whence 

Combining with 

Now assume 

Then 

d[(1 - fJ) P] hI! L(r) 
~-- c4nr2 ' 

L(r) L 
M(r) = 17 M 

dnl - fJ) PJ hl} L M(r) 
dr = 4ncM~e· 

the equation of mechanical equilibrium we have 

d[(l -.8) P] k'l L 
dP 4ncGM' 

3+n 
k = _~ = IXI! [(1 - fJ) P]--4-. 

(kT3+n (k ta 

[(1 _ fJ) PJ3~n d[(1 - fJ) P] = _IX_ L (~a)3:n, 
dP 4ncG(kM 3 lJe, 

integrating in the form 
3+n p 

[(1 _ fJ)p]7:n __ 7 + n lX(i a)4 LJ dP 
- 4 4ncG(k M 17(2 . 

o 
Put 

P 4 P' 4 

( 106) 

(107) 

(108) 

(109) 

(110) 

(111) 

(112) 

(113 ) 

(114) 

(115 ) 

( 116) 

F(P) = ~ [11](2 dP]7+n , F' (P') = ;, [11/ (2' dP' t+n. (117), (117') 
o o 
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4 

(1 -(3) = [~l7+nCF(p). 
f~ JI!I 

Then 

Inserting for (3 and (3' in condition (109) we have 

or 

where 

4 r1 - (~)~;; CF'(p')j4 
[L' (1) JI!I 17+" F' (P') = 2 4 . (1)' JI!I' 4 

L (1)' JI!I' F(P) cP 'IjJ ( L )- . 
1- ~7+nCF(p) 

,u JI!I 

231 

(118) 

( 119) 

(120) 

(121 ) 

Given that the first star is in equilibrium, equation (119) is the condition 
that must be satisfied by x=rj' /17 in order that the second star may be in equi
librium. It is the condition for the two stars to be homologous. 

28. Solutions of the Condition for Homology. We first investigate 
whether a solution X = constant is a possible solution. Since 17 = 1 and r/ = 1 
at the boundaries of the respective stars by definition, the only permissible 
value of the constant is unity. In that case 

4 

F'(P') = :: (~:t+" F(P). 

Then either condition (119) is an equation for F (P) with a solution 

F(P) = constant, 

or condition (119) reduces to an identity. 
In the former case we have fmm (117) 

giving 

Inserting in (118) we obtain 

whence 

Hence 

p 7+" 
11]edPCXp4 
o 

1 - (3 = constant 

T3 - = constant. 
e 

3+n 
(T4) 4 

1] ex: ---ya- ex. Tn. 

(122) 

(123) 

(124) 

( 125) 

(126) 
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But '1] -+ 1 as T -+ O. Hence this is only a possible solution if n = 0, and then 
fJ = constant. We are then reduced to EDDINGTON'S model, for which the lumi
nosity law is 

Lex: M (1 - (J) . 

In the latter case we find~jf (119) is to reduce to an identity, that the following 
relations must be satisfied simultaneously, 

(127) 

4 4 

(L' _1_)7+" (]4 (q;~7+n _ 2 4 
.L tp'lJ' <p2 Of) - cP 'IjJ • (128) 

These require 
(129) 

This is an exceedingly special model in which the molecular weight alters inversely 
as the square root of the mass. In this model {J = {J'. Only in this special case 
(apart from n = 0) are homologous stars possible with an arbitrary distribution 
of energy-generation. The energy-generation is similar in the two stars in the 
sense '1]'/'1] = 1. It then follows immediately from (127) and (128) that 

2+" 
L' <p2 
L=(jit· (130) 

From the relations 
Locr~T! 

L' ex:; r~2 T~4 
we have 

~~ = ()2 (T~)4 
L T. (131) 

whence eliminating () between (130) and (131) 
4n 

L' = M (T~.+n . 
L T:) (132) 

The luminosity relation is then 
4n 

LocM T. 2+". (133) 

Since it is shown by observation that the relation L ex:.M for stars of given effective 
temperature is not satisfied, we conclude that stars do not obey the law ft ex:. M-t, 
that (J is not constant from star to star, and finally that homology of the type 
'1]' /'1] = constant does not occur in nature unless n = O. In the latter case '1] = 1 
throughout the star, and homologous stars are possible. This exhausts the possi
bilities when '1]' /fJ = constant. 

29. Other Solutions. We inquire now whether other solutions than fJ'/fJ = 1 
are possible. Condition (119) can in principle be solved, giving F' (P') as a function 
of F(P), which reduces again to 

p 

jX'1]e dP = I(P). (134) 
o 

This defines X as a function of P. "A physical law of the type e ex:; Tt eB will however 
give rise to relations '1] = 11 (P), fJ' = f{ (P') for the two stars, and these will 
not in general define a function X=fJ'/fJ identical with that given by (134). We 
conclude that homologous stars will not occur in nature. 
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We may however assume tentatively that departures from homology are 
slight, and investigate the resulting luminosity relation. Let us therefore assume 
that (134) is satisfied exactly. Then from (119) we have 

p 

n+7 7+n jX1](!dP 

[ 1 - fl'}-4 (rp2 )-4 = L' _1 rp3 -,----=-0 _ 
1 - fl . 84 L rp1jJ 87 P • 

j1](!dP 

(135) 

o 

This equation applies at any point of the star. Though our assumptions may not 
correspond to reality at the boundary, there is no reason why we should not 
solve the definite mathematical problem which arises when the assumptions are 
deemed to hold up to the boundary. At the boundary X = 1, and hence the last 
factor on the right-hand side of the above equation approaches unity as P ~ 0. 
Using Po and P~ to denote boundary values we then have 

7+n 3+n 
L' = (1 - fl~)-4- 2 "p e- n 
L 1 - flo cP 

or, using (131) and eliminating e 
7+n 3+n 2 4n 

L' _ (1 - fl~)4+2n 2+1l 2+n (T~)2+n • 
L - 1 - flo cP '1/' T. 

This gives rise (when n =!) to the mass-luminosity relation 

Loc(1 - Po)!MIf1'!T.i 

(136) 

(137) 

(138) 

as deduced by RUSSELL, DUGAN and STEWART. It is identical in form with 
EDDINGTON'S, save that here Po refers to the boundary value of the variable p. 

EDDINGTON determines the mean value of P through the star by means of his 
quartic equation, and uses this in the mass-luminosity relation. We have no 
equation for Po. But by comparing two known stars, assumed homologous, we 
can determine the boundary value of p as follows. Since the boundaries of the 
two stars correspond to homologous points, we have 

and further 

1 - fl~ _ 1 - flo 2 .,,4 
-----pf;4 - fir cP 't' 

L' = (1 - P~)! t 4 (1';)* 
L 1 - Po cP V" T. . 

(139) 

(140) 

Given L'IL, if) = M'/M and T~/T. and taking "p = 1, we have two equations 
for p~ and Po. 

30. Numerical Example. Let us illustrate by the Sun and Capella 
(brighter component). From the data used by EPDINGTON we have cP = M' /0 
= 4,18, L'jL = 126, T' = 52000°, T. = 5740°. Hence we find 

1 - fl~ = 6,972 
1 - Po 

(f' 
flo = 0,795 

whence 

whence 1 - Po = 0,035, 1 - P~ = 0,232. 
Hence 
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or, putting f1, = 2,11 (EDDINGTON'S value) 

1 - P~ _ (M,\2 '4 
~ - 0,00204 8-) f1, • 

Assuming EDDINGTON'S quartic equation gives the mean value for the interior 

we have (1 - P,\ (M')2" , 
~Jmean = 0,00309 8 f1, 4. 

Comparison of the last two equations gives an idea of the increase of 1 - P 
towards the centre. The last equation gives in fact 1 - P:" = 0,283 whence 

1 - {J'm 0,283 1 2 
1 - {J~ = 0,232 = ,2 . 

In determining the stellar absorption coefficient we have always 

k'YJ L [P d{J] 
4ncG M=(1-P) i-i-Pdp· (141) 

Assuming that 1 - P increases slowly with P according to a relation of the type 

(1 - P) = (1 - Po) t(P) (142) 

we see that, since P = ° at the boundary for the model we are considering, we 
must have [~ dP] = 

i-{J dP o 0. (143) 
But 1]0 = 1. Hence 

(144) 

where the value to insert for (1 - Po) has been already found. It would appear 
from this analysis that the luminosity of the star fixes not the mean value of 
k through the interior but the limit to which k approaches as we approach the 
boundary from the interior. 

In the whole of the above discussion we are seeking solutions in which the 
generation of energy e is a function of the physical conditions at the point. 
The discussion would take a different form if we assumed e to be independent 
of physical conditions and sought simply the distribution of the energy-sources e 
through the star, i. e. sought e as a function of position. 
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POUNOFF and JEANS. Accounts of these investigations, and their bearing on the 
fundamental problems of cosmogony, are contained in POINCARE'S "Le<;ons sur les 
Hypotheses Cosmogoniques" (Paris, Second Edition, 1913), and more partic
ularly in JEANS' "Problems of Cosmogony and Stellar Dynamics" (Cambridge, 
1919). Here however it is not our purpose to enter into these problems. The 
purpose of the present section is to give an account of the modifications of the 
theory of the internal equilibrium of a star introduced by rotation. The question 
was first discussed by MILNE 1 in 1923, who worked out the case of a slowly 
rotating star in which 4 ne, the rate of evolution of energy per unit mass, and k, 
the coefficient of absorption, are constant throughout the mass. A more profound 
investigation of the question by VON ZEIPEL 2 appeared in 1924. VON ZEIPEL 
showed that the rotation, as a rigid body, of a star in radiative equilibrium, was 
only physically possible if 4 'll e was a certain special function of the density. VON 
ZEIPEL'S theorem is exceedingly general. The proof, though criticised by JEANS 3, 

has been generally accepted, and we reproduce it below. VOGT 4 and EDDINGTON 5 

1 M N 83, p. 118 (1923). 
2 Festschrift fi.ir H. v. SEELIGER, p. 144 (1924); M N 84, p. 665, 684 and 702 (1924). 
3 M N 85, p.526 and 933 (1925). Also VON ZEIPEL'S reply, M N 85, p.678 (1925). 
4 AN 223, p.229 (1925). 5 Obs 48, p.73 (1924). 
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pointed out that VON ZEIPEL'S conditions could not be expected to be satisfied 
in actual stars, and thus that VON ZEIPEL'S result shows that an actual star 
cannot rotate like a rigid body. They suggested that convection currents would 
arise in consequence of the non-obedience of the star to VON ZEIPEL'S condition. 

We first consider what qualitative results will be likely to follow a rotation 
and then prove and examine VON ZEIPEL'S theorem in detail. 

2. General Effect of Rotation. The general effect of rotation on the 
relative equilibrium of a star can be seen without analysis. If a star is imagined 
to begin spinning, the equatorial regions will lift slightly under the influence of 
centrifugal force. Centrifugal force thus takes over from radiation pressure part 
of the burden of supporting the equatorial regions against gravity, and hence if 
the rate of evolution of heat is unaltered a greater total mass can be supported. 
Thus for given rate of evolution of heat per unit mass the total mass is larger, or 
conversely for given mass the luminosity is smaller. The star becomes spheroidal. 
Since at the equatorial regions part of the mass is supported by centrifugal force 
whilst this is not so at the polar regions, therefore the force due to radiation 
pressure, and consequently the net outward flow of energy, must be greater at 
the poles than at the equator. Hence the polar regions will appear hotter (have 
a greater effective temperature) than the equatorial regions. Owing to compress
ibility the reduction in presstire in the equatorial regions causes a general reduction 
of pressure throughout the star, with the result that the star suffers an expansion 
which is superposed on the ellipticity. The resulting increase in area, together 
with the smaller evolution of energy per unit mass (for given total mass) causes 
a reduced effective temperature averaged over the surface. As compared with a 
rotating liquid, the ellipticity introduced by a given rotation should be in general 
smaller, since the central condensation of the compressible mass results in a smaller 
proportion of the mass being situated in a region of large centrifugal force. 

3. VON ZEIPEL'S Theorem. Consider a mass of material (not necessarily 
composed of perfect gas) in radiative equilibrium, rotating as a rigid body with 
angular velocity eo. The theorem in question states that provided 4 11: e, the rate 
of liberation of energy per unit mass, k the absorption coefficient and p the gas 
pressure are functions of the density e and temperature T only, then e is given by 

e = ~onst .. (1 - ~) 
2nGe 

where G is the constant of gravitation. 
The proof is simple. The equations of relative mechanical equilibrium take 

the form 
op av 2 __ 

- ax + e ax + eeo x - ° , (1) 

ap av 2_ 
-ay+eay+eeoy-o, (2) 

ap av 
-a:z+edz =0, 

where P is the total pressure, V is the gravitational potential and the axis of z 
is taken as the axis of rotation. The potential V is not necessarily derived only 
from the mass under consideration: it may also be derived from the presence of 
other masses. 

The equations of relative equilibrium are the same as if the mass were at 
rest under the influence of a potential W defined by 

W = V + !eo2(X2 + y2) (4) 
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and they then reduce to dP = e dW . (5) 

Hence dW= 0 implies dP = 0, so that the surfaces of constant Ware also sur
faces of constant P . We call these surfaces "level surfaces"'. Since 

dP 
e=dW 

therefore the level surfaces are also surfaces of constant e. Since P = P + p' , 
where p is a function of e and T only and p' is a function of T only, it follows that 
the level surfaces are also surfaces of constant T. 

By equation (44), Section c, p. 107, the equation of radiative equilibrium is 

o (1 OB) 0 (1 OB) 0 (1 OB) 
ax ke ax + oy ke ay + OZ ke Tz = - 3 ee· (6) 

Since 3 p' = 4 nBjc, where p' is the pressure of radiation, we may write this 

o (1 OP') a (1 oP"I 0 (1 op'\ 4.ne~ 
ox ke ox + oy ke ay) + oz ke Tz) = - -c-' (6a) 

The gravitational potential V satisfies the equation 
02 V 02 V 02 V 
ox2 + oy2 + OZ2 = -4nGe· (7) 

On substituting for oVjox, etc., from the equations of mechanical equilibrilUIl 
(1), (2), and (3), (7) becomes 

~(~ OP) + ~(~ OP) + ~(~ OP) = -4nG + 2ro2 • ax e ax oy e oy OZ e OZ e (8) 

VON ZEIPEL'S theorem arises from the formal similarity of the left-hand 
sides of (6a) and (8). Since P and p' are constant over a level surface, we may 
consider P' as a function of P inside the star and write (6a) in the form 

~ ~(-.!. dp' ~ OP) = _ 4,nee 
.,;;,;;,.. ox k dP e ax c 
X'YZ 

which gives on differentiating out 

~(~ dP')~(dP)2 + -.!. dp' ~ ~(~ OP) __ 4,nee (9) 
dP k dP e dn k dP";;';;'" ax e ox - c' 

xyz 

Here we have written (d P)2 = (0 P)2 (0 P)2 (a P)2 . 
dn ax + oy + oz 

The differential dn is the elementary normal distance between two neighbouring 
level surfaces, at any point. 

On using (8), (9) becomes 

_~ (~ dP') ~(dP)2 = _ 4.nee + -.!. dp' (4n Gil _ 2ro2). (10) 
dP k dP e dn c k dP 0: 

The right-hand side of (10) is constant over a level surface. Hence the left-hand 
side is constant over a level surface. Hence either dn is constant over a level 
surface, or else the coefficient of (dPjdn) 2 must be zero. Now if dn were constant 
over a level surface, neighbouring level surfaces would be parallel. This is im-· 
possible for a rotating star I. Hence the coefficierit of (dPjdn)2 must be zero, i. e. 

d~(! ~~) = o. (11) 

1 This is intui tively obvious, but VON ZEIPEL has given a rigorous proof. The whole 
set of level surfaces could, only be parallel if all the surfaces were concentric spheres, if we 
assume the centre of the star is a limiting point-surface of the system. The star would be 
then non-rotating. 
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This integrates in the form 

(12) 

The right-hand side of (10) is now also zero, and introducing it becomes 

4 nee l(4 G 2 2) -c- = n (! - w , 

or 
e = cGl(1-~) 2nGe 

(13) 

which is VON ZEIPEL'S result. The result is independent of the presence of other 
masses in the gravitational field. The proof breaks down when w = 0, since 
then dn is constant over a level surface, and the existence of equation (10) then 
imposes no restriction on w. 

The particular form (13) takes for large masses, when k is constant throughout 
the material, bad been previously given by MILNE. For large masses, gas-pressure 
is negligible compared with radiation-pressure, and we have P' = P approximately. 
Hence if k is constant, direct comparison of (6a) and (8) gives 

(14) 

for large masses. 
4. Mathematical Consequences for a Star obeying VON ZEIPEL'S 

Theorem. Before discussing the physical consequences of VON ZEIPEL'S theorem, 
we will examine the general behaviour of the rotating star, assuming e obeys 
the law (13). This affords an interesting verification in a particular case of the 
qualitative results of § 2. 

'The luminosity Lro is given by 

Lro = Iff 4n e(!dxdydz 

= 4ncGlM(1 -~) (15) 2nGe 

on substituting from (13). To find l, we have to make in the first instance some 
physical assumption about k. As a particular case, following VON ZEIPEL, let us 
assume k ex: (!/TS ex. PIP', say k = kiP/P'. Then (12) becomes 

1 P' ( dP) 
kl P = A. 1 + dp' . 

This possesses a particular solution of the form 

:, = constant, 

(16) 

and it can be shown that any other solution rapidly passes into this particular 
solution as we penetrate the star inwards from the boundaryl. 

Putting 
(17) 

(16) requires that the constant Pro shall have the value which is the root of the 
equation 

l _ .!. (1 - fl)2 
- k fl (18) 

Thus 
L = 4ncGM(1 - flro)2 (1 _ ~~) 

ro kflw 2nG§ • (19) 

1 Cf. MILNE, M N 85, p. 784 (1925). The same method can be adopted for solving (16). 
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This is the generalisation of equation (42), Section f, when')! = O. VON ZEIPEL 

has shown that Pro is connected with the mass NI and molecular weight fl by the 
relation 

1 
-a 

~4 (du)2 ~~ = L 4"" G3 M2 (1 _ ~~) 
o d~ 0 {J,t 43 (~J 2"" Gij 

(20) 

where b is a numerical constant obtained by integration, equal to 0,22607 (~ and 
It are EMDEN'S variables for the polytrope n. = 3). Vife see that for given M and 
fl, 1 - Peo is less than 1 - Po, i. e. rotation reduces radiation pressure relatively 
to gas-pressure. We then see from (19) that Lw < L, i. e. rotation reduces the 
luminosity, in accordance with the general reasoning of § 2. 

Again, the net flux of energy Fn across a level surface at any point, per unit 
area, is given by 

e dp' 
(21) F =---n he dn 

or, using (12), 
F = _ cJ. dP 

n e dn (22) 

or again, on using (5) , 
dW 

Fn = -da:n' (23) 

Thus the net flux at any point is proportional to the value of apparent gravity 
dW/dn at that point. The same result for bodies of very great mass, for which 
we may take p' = P, on the assumption k = constant, was first given by JEANS 1. 

Since apparent gravity is strongest at the poles and least at the equator, we have 
on applying (23) to the surface of the star that the effective temperature is greatest 
at the poles and least at the equator. This also is in accordance with the general 
arguments of § 2. 

5. Discussion of VON ZEIPEL'S Theorem. For the sun, with a rotation 
period 25 1/ 2 days, EDDINGTON has pointed out that (13) becomes 

e -- eGA (1 - 0,00001 95 ) (24) - e' 
so that e is constant to about 10% in all parts where the density exceeds 0,0002. 
Since e - 0 at the surface, the theorem requires that e shall ultimately become 
negative and indeed negatively infinite, e e tending to the value - w 2cA/2 n. 
VON ZEIPEL inferred from this that there are actual sinks of energy in the outer 
parts of a star, i. e. that energy is there absorbed and withdrawn from the field of 
radiation. This is physically inadmissible, and we follow EDDINGTON in inferring 
rather that the star's outer parts cannot rotate like a rigid body. Unless e is 
nearly constant through the rest of the mass, neither can the rest of the mass 
rotate as a rigid body. 

The rate of liberation of energy 4 n e must be supposed to be fixed by the 
temperature and density-the actual physical conditions at the point. There 
will most probably exist a relation of the form e = e (e, T), and it is most improb
able that this physical condition will coincide with the dynamical condition (13). 
Relation (13) would in fact, as we have seen, make e constant through a wide 
range of conditions of temperature and density. Moreover e differs considerably 
for stars of different mass of the same density, whilst(13) would make it the same 
at places of equal density, for given w, whilst different for different w. 

1 M N 79, P.329 (1919). 
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Save for the influence of viscosity in tending to reduce relative motion to 
zero, we have no reason to expect that a star would rotate as a rigid body. We 
are hence compelled to infer that failure to observe (13) will result in a motion 
different from rigid-body rotation. 

One way of escape is to suppose that the motion is non-uniform rotation, 
i. e. motion in planes perpendicular to the axis, with different angular velocities 
in different parts of the star. POINCARE! has shown that provided dP/e is an 
exact differential in the star, i. e. provided P is a function of e inside the star, 
the w must be a function of x 2 + y2. Whether or no the level surfaces of P and e 
coincide in general is of course a point which demands proof, and our former proof 
breaks down when w is not constant. We can, however, reverse POINCARE'S 

argument and show that identical level surfaces for P and e will only exist if w 
is a function of x 2 + y2. For the condition for this is that a modified potential 
function W must exist, i. e. that a function F (x, y, z) exists such that 

of of of 
w2 x = ox' w2y = ay , 0 = Tz . 

The conditions 02 F 02 F 
ox BY = oy ox 

etc. demand that 
0002 0002 

x-='\I-By . ox' 

the general integral of which is 

0)2 = l(x2 + y2) . 

If we put 0)2=if>'(X2+y2), thenF=iif>(x2+y2), and W=V+iif>(X2+y2). 
The argument as to the existence of level surfaces then proceeds as before, but 
equation (10) takes the form 

!£(~dP')~(dP)2=_4:n:el}+~dP'[4 G _? 2_ 0002 _ Om2] 
dP k dP I} dn c k dP n e ~w x ox y oy . (25) 

The quantity 0002 0002 
2W2 + Xax + Yay 

is equal to 2 if>' + 2 (x2 + y2) if>/I 

which is in general 2 no longer constant over a level surface. Instead it is constant 
over cylinders concentric with the axis of rotation. VON ZEIPEL'S theorem thus 
no longer follows. It should be noted that the result w 2 = 1 (x 2 + y2) depends 
on the neglect of viscosity, since we use the equations of relative equilibrium in 
the form (1), (2) and (3). 

From these considerations it was suggested by MILNE 3 that the star escapes 
VON ZEIPEL'S condition by having a non-constant 0)2 of the form l(x2 + y2). 
The sun, the one star the rotation of whose external layers we can observe, has 
an w whi ch is a function of latitude: this would be consistent with its internal 
motion satisfying the condition 0)2 = 1 (X2 + y2). GERASIMOVIC 4 pointed out 
that w must have secular stability during the evolution of the star, and found that 
w must be of the form 

(26) 

1 Les;ons sur les Hypotheses Cosmogoniques, p. 32. 
2 In the special case in which oo2=b1 +b2/(X2+y2) , 2002+ xooo2/ox + y ooo2/oy= 2b1= 

constant, and we are again led to VON ZEIPEL'S theorem. 
3 See ED DINGTON, Obs 48, p. 75 (1925). 
4 AN217, p.409 (1922); Obs48, p.148 (1925). 
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w should therefore tend to assume this form during the evolution 01 the star, 
under the influence of viscosity, provided the latter is powerful enough. Such a 
circulation would avoid VON ZEIPEL'S condition. Of course (26) makes co infinite 
at the axis of rotation, so we should have to. assume a central column obeying a 
different law, (26) holding outside this. To agree with the sun, C2 would have to 
be negative. 

EDDINGTON has criticised GERASIMOVIC'S suggestion on the ground that to 
an w of the form w 2 = t (X2 + y2) there must correspond some generalised form 1 

of VON ZEIPEL'S condition, and it is unlikely that this coincides with the condition 
of secular stability under viscosity. He has suggested as an alternative that the 
departure from rigid-body rotation arises through currents circulating in meridian 
planes. To use EDDINGTON'S words "The star can adjust itself in accordance with 
th~ ... ordinary conditions of radiative equilibrium so that the average tem
perature over a level surface is maintained constant. VON ZEIPEL'S formula then· 
expresses the condition that not only the average but the local temperature is 
maintained constant: if it is .violated, the temperature on a lever surface begins 
to rise at the equator and to fall at the poles (or vice versa). This will upset the 
constancy of the pressure over the level surface: there will be a pressure gradient 
from the equator to the poles, or vice versa, tending to make the matter flow." 
"The transfer of energy does not bring about static equilibrium (because no static 
eqUilibrium is possible with VON ZEIPEL'S condition unsatisfied): hence the flow 
must continue and take the form of a permanent circulation. The coefficient of 
viscosity in a star is rather high, and it seems likely that whe;n the currents attain 
a moderate speed a steady state will result: of course the fundamental equations 
of equilibrium are then modified by the addition of viscous stresses to the pressure
system, and the star is relieved from VON ZEIPEL'S condition. 

EDDINGTON pointed out further that though the prirriary tendency will be 
to flow in meridian planes, the currents will be deflected east J brwest by the star's 
rotation, just as similar currents in our own atmosphere ,ate deflected: by, the 
earth's rotation. Thus as a: secondary consequence the periods"oirotation will be 
different in different latitudes, as in the sun, and at different'depths. It is not 
clear however how this would give rise to the observed solar':totation. In this 
connection the work of V. BJERKNES2 on solar hydrodynamics should be re
ferred to. 

6. Modification of VON ZEIPEL'S Analysis to allow for Convection 
Currents. It is interesting to inquire how far we can go with VONZEIPEL'S type 
of argument when convection currents are present. It will be remembered from 
our discussion of radiative equilibrium that the quantity 4 n F. is simply the excess 
of the amount of radiant energy emitted per unit mass at any point over that 
absorbed. In the steady state, when the temperature remains unaltered, it is 
necessarily equal to the amount of subatomic, gravitational or other energy gen
erated, together with the amount of heat :transported to the point by convection. 
Denote by 4 nE' the quantity of energy actually generated at any point per unit 
mass, 4 neff the (positive or negative),amount arriving by convection. Then we 

have """ ~ (~ a PI) = _ 4n e (e' + e") (27) 
..::;.; ox ek ox c 

and as before the mechanical equation 

~ a (1 OP)' 4 G + 9 ~ o~ eOx = - n e 2w-. (28) 

1 No such generalisation has yet been forml.llated, and owing to the peculiar nature of 
VON ZEIPEL'S line of argument it is doubtful whether One exists. 

2 Ap J 64, p.93 (1926). 

Handbuch der Astrophysik. III. 16 
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We require that these shall be self-consistent. Obviously a particular set of con 
ditions making these consistent is got by putting 

1 dP' 
Ii dP = A. (29) 

where A. is a constant, together with 

4;e (e' + e") = },[4nGe - 2w2J 
or 

E" = A.c G 1 - _w_ -- E' • [ 2 "J 
4",Ge 

(30) 

If we imagine a system of convection currents altering the distribution of energy 
available for radiation in such a way as to transport the quantity E" given by (30) 
to each point, then (27) and (28) would be consistent, and the star could rotate 
as a rigid body. In that case, since necessarily 

Iff 4n E" e dx dy dz = 6 (31 ) 

(since convection merely re-arranges the energy supply without adding to it) we 
get on integrating (30) 

L = AcG 1 -~_ ( 
W2 ) 

21</1 

as in VON ZEIPEL'S analysis. This system of convection currents simply converts 
the star into one built on VON ZElpEL'smodel. The question is, have we any reason 
to suppose that the system of convection currents defined by (30) will be in 
fact generated? 

The answer must bein the negative in general. In the absence of rotation, 
a star can exist with any e without convection currents: (30) would mean that 
even the smallest amount of rotation would set up a system of convection currents 
which would completely alter the distribution of e. The excess of energy radiated 
over energy absorbed would now be altered from 4n e' at any point to 4n (e' + elf) = 
4nAcG[1 - w2/2nGeJ. This is physically unacceptable. The quantity E"J 

the amount convected, must increase with w 2 , and vanish with 0)2. Solution (30) 
is by no means the only solution of the problem, and we reject it because it pre
vents the solution for a rotating star from passing continuously into that for" a 
non-rotating star. 

If we compare (27) and (28) by VON ZEIPEL'S method, we are led again to 
equation (10) which we now write in the form 

41< E" e = ~ dP' (4n Ge _ 2(2) _ ~_ (~ ~~) ~ (dP)2 _ 4n s'e (33) 
c k dP dP k dP /1 dn c 

Since Elf is now not necessarily constant over a level surface (indeed convection 
will probably take place over the level surface), the variation of dn along a level 
surface involves no contradiction; the first and third terms of the right hand side 
of (33 ) are constant over the level surface. Hence 4 n elf e Ic must be equal to the 
variable part of 

_ ~(~ dP'I~(dP)2 
dP k dP, e dn . (34) 

It is a matter of definition what exactly we mean by the "variable part" of a 
given function. We know however that equation (31) must be satisfied. Hence 

writing _ d~(l ~~')~(~:r= D + E (35) 
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where D is constant over a level surface and E is. variable, we shall get a result 
consistent with (31) if we define D so that the integral of E, taken over the space 
between two neighbouring level surfaces, is zero. In that case we have 

4.nee" . E. ()6) 
c 

The arbitrary assumption we have introduced is equivalent to the assumption 
that there is no convection of heat on the whole from the interior of one level 
surface to the next: the convection is assumed merely to redistribute the liberated 
energy over the shell between any two. neighbouring level surfa-ces. ., 

Since dP/dn is not known until the level surfaces are found, this line of 
thought does not produce a method of solving the equations. We can see however 
the general lines on which the convection proceeds. It is clear that dn is greatest 
at the equator and least at the poles, since as compared with spheres the level 
surfaces bulge outwards at the equator and inwards at the poles. Hence 
- (dPjdn) 2 is algebraically greatest at toe equator and least at the poles. Hence 
by (33), 13" is greatest at the equator and least at the poles if 

d (1dP') 
dP: k dP 

is positive, and conversely if the last-mentioned expression is negative. But 13" 

is zero on the average, on our assumption, in the spaces between two level sur-
faces. Hence if d (1 d P"\ 

dP k dP-}>O, 

13" is greater than 0 at the equator and less than 0 at the poles, and thus heat" is 
convected from the poles to the equator; the converse reslilt holds if 

d~(~ :~)<O. 
7. Application to Slow Rotation. When co2 is small, the variable part 

of (dPjdn) 2 will be proportional to co 2 approximately. Hence e" will be propor
tional to co 2 in general. Hence as far as a solution correct to the first order in 

co 2 is concerned, we may use for d~(! ~~)in (3) its value for the non-rotating 
star. 

For EDDINGTON'S model in which k'f} is constant, p' is a constant multiple 
of P, and dp'jdPis constant. If koc (ljn, inside the non-rotating star we have 

1 jk oc T!, and so here ~ :~ increases with P. The convection currents therefore 

result in the conveyance of heat from the poles to the equator, of amountpropor
tional to U)2. For the more general model considered in Sectionf, § 13 (a polytrope 
of order 3 - s, in which there is concentration of energy-production towards the 
centrefors>O) it is easily fourid that both 11k and dP'ldP increase towards the 

centre, i. e. with increasing P, and so d~(!:~) > O. Hence in this model also 

the convection currents result in the conveyance of heat from the poles to the 

equator. , d ( d") , 
An interesting exception occurs when dP ! d~ is zero for the non-rotating 

star. It will then be ofthe order co 2 for the rotating star, and sci fr9m (33) we de· 
duce that 13" is of the order co'. Hence as far as a solution correct to the first order 

in co 2 is concerned,. we may: neglect e" . Now if;:p (! ' ~~) = 0, for the non-rotating 
star we have on mtegratlOn 1 dft' 

k dP = A, (37) 

16* 
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where A is a constant. Hence 

or 

_ 4nE/? = ~ ~(_1 OP') 
c ~ ox ke ox 

= A E OOx(; ~~) 
= -A4.:nGe 

Ii = AcG 

ciph. 61. 

(38) 

and so G is constant. Conversely, for a non-rotating star in which G is constant, 
we deduce from the equations of equilibrium 

the rela:tion 

dP GM(r) -dr = --r-2- e 
dp' ke L(r) ke M(r)e 
fir = - C 4nr2 = - C -r-2 -

1 dp' e 
k dP = cG 

1 dp' d (1 d P') and thus k (iF = constant, or dP k dJ5 = O. 
We summarise these results as follows. For a slowly rotating star the con

vection currents cause a gain or loss of heat at each point proportional to co 2 • 

But in the particular case in which G is constant, the convection currents cause a 
gain or loss of heat at each point proportional to co4 • In that case they may be 
neglected in calculating a solution correct to the first order in co 2 • We see also 
that it is only when G is constant that the convection currents are proportional 
to w4• 

8. The Special Case of the slowly rotating Star for which e= con
stan t. Since this is the only case in which the convection currents can be neglect-

ed, it is wo"rth examining some of the details of the solution. Since d~ (-} ~~) 
is now zero for the non-rotating star, for rotating stars we may write 

ddp (-} ~~) = ohp'(P). (39) 

Integrating we have 1 dP' 
k dP = A + W21jJ(P). (40) 

The left-hand side of (33) is now of the order w4 • Consequently the right~hand side 
of (33) must vanish as far as the first order in w2 • Inserting (40) we find that the 
following equation must be satisfied as far as the first order in w 2 : 

, 1 ~ (OP)2 4nee (A + w2 1jJ) (4.:n Ge _2W2) -1jJ e ~ ax - -c- = o. (41) 

The term independgpt of w 2 vanishes in virtue of (38), which determines A. 
The term in w2 gives 

4.:n ~e1jJ - 2A - 1jJ' ; ~ (~~r = 0 . (42) 

In this second equation we may use values for the non-rotating star. Inserting 
for 4 .:nGe from (28) and now legitimately neglecting w 2 in this, we have 

1jJ ~ _~(~ ap) _ ~ atp ~ oP = -2A 
~ ex e ax "~ax e ax 

~~(~OP) __ ?' 
~ ax Q ax - _A. 

or 
(43) 
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Now put dU 
1.jJ=ldp· (44) 

We get 
~ 88%(; ~~ = -2. (45) 

In solving (45) we can insert the value of {} for the non-rotating star. Further, 
since U is undetermined by (44) as to an arbitrary additive constant, -we can 
choose U to be zero over the boundary of the non-rotating star. 

Equation (45) now takes the form 

~ !£(C dU) --2 
r 2 dr !! dr -

(46) 

which fixes U as a function of position in the star. Equation (46) is readily inte-
grated. We have first 

r2 dU 2rS 
- - = - - + constant. 
!! dr 3 

It is clear that d Uldr = 0 at the centre, so the constant must be zero. 
again we have 

T 

U = -if r {} dr + constant 

or, since U = 0 at the boundary, i. e. at r = ro, we have 

Now 

Hence 

TO 

U= tfr{} dr. 
r 

1 d (r2 dP) -- --. = -4:nG{}. 
r2 dr !! dr 

TO 

U = - -1-f~ ~(~ dP)dr. 
6nG r dr !! dr 

r 

We now integrate by parts, obtaining 
TO 

U = _1 [(~ d!!)]ro + I dP . 
6nG !! dr, r !! 

r 

(47) 

Integrating 

(48) 

(49) 

9. Details of the Solution for e = constant when k = constant 
also. The solution can only be carried further when the structure of the non
rotating star is known. This depends on the form assumed for k. If we take the 
simple case when k = constant in the star (this does not mean that k is in
dependent of (! and T) the relation (37) shows that p' is a constant multiple of 
P, and the star is a polytrope of order 3. We have in fact a particular case of 
EDDINGTON'S solution. 

We have now p' ke 
-=lk--= -=1-fJ. P cG 

(50) 

Inserting in (49) the relations P = PcU4, {} = {}cU3, where u is EMDEN'S variable 
we find 

U = 3~G :: [u + ~~; - ~o(~;)o]· (51) 

Thus U is completely known. We write it 

U = ~ Pc qJ (~) . 
3nG !!c 

(52) 
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In the rotating star, P' is connected with P by (40), which using (44) may be 
written 

or, on integration 

dP' = ~(1 + 2dU) 
dP cG (0 dP 

P' = (1 - f3HP + (02 U) (53) 

since p', P and U vanish at the boundary. Writing P = P + p', (53) becomes 

(54) 

In the second term on the right-hand side we may substitute the value of P' for 
the non-rotating star, namely p' = (1 - (3)P = (1 - (3)Pc u4 • Then (54) 
becomes 

(~) ~ = L = _fl_ [1 _ W2_2 _ _ 1 tP(~)] 
1 ya p' 1 - fl 3,nG flee u4 
-a 
3 

(55) 

= J-[1 - v~] 
1 - fl u 4 

(55a) 

say. The solution now proceeds by inserting for ta Pie and e in the fundamental 
equation (6a). It becomes . 

~a ya 
1 - fl 4(!i) "" ~ [(1 + v tP) aT] =-= _ 4,ne -'_ L_ (1 - v!!...). (56) 

fl Vt ~ ax u4 iJx .c 1 - fl!i u4 

This equation must now be transformed to spherical polar co-ordinates which we 
choose to be EMDEN'S variables ~ and p,(=cos8). We then write 

T = Tc(u + vi), (57) 

where I is a function of. ~ and p, to be determined. We find 

~:~[~(1 + v!)(~; + v~~)] + ~O~ [(1 - p,2)V ~~] I 
= - (u3 + 3 V u2 I) (1 - VU~) • 

(58) 

The term independent of v in this vanishes identically, since u satisfies EMDEN'S 

differential equation 
1 d [1:2 dU] _ 3 
~ d~ " d~ - -u . 

The term in v gives 

1 0 [tP du OJ] 1 0 [ 2 a f] .__ 2 tP 
~ a~ u 4 d~ + O~ + ~ aft. (1 - p, ) aft - -3 U 1+ u' (59) 

The solution of this in spherical harmonics has been investigated by MILNE 1. 

The details are too long to be given here, but it appears that the solution is of 
the form 

(60) 
where 10 and 12 satisfy 

~ ~ [~2 (fP_ dUd/o')] -- _ 2 I ~ ~z d~ " u' d~ + d~ - 3u 0 + U (61) 

1 d [t2dfz] I (6 9) ~ d ~ " fIT = 2 ~ - 3 u~ . (62) 

1 M N 83, p.131 (1923). 
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The constant A2 has to be found by calculating the potential of the distribution e 
given by (55) with T given by (57), and choosing A2 so that the original equations 
of equilibrium, (1), (2) and (3), when expressed in spherical polars, are satisfied. 
It is found that 

5 ;~ 
A2 = - -gfJ 3t2(~0) + ;0 ~ (;0) • (63) 

Equations (61) and (62) have to be solved numerically. 
The mass equation is found to be 

(64) 

In accordance with the general theory of § 2, we see that the mass is increased 
by rotation, for given 1 - f3, i. e. for given e. Conversely for given M, the value 
of 1- f3 is decreased, i. e. the luminosity is decreased. The luminosity, since e is 
constant, is given by EDDINGTON'S formula, 

L = 4neM 

4n:cGM(1 - fJ) 
k 

(65) 

(66) 

The variation of effective temperature over the surface is found very readily 
as in § 4. For the flux Fn we have 

C dp' F ----
n - ke dn 

= - % [1 + w 2 VJ (P)] ~: 
= _ CA [dP + w2dU] 

. e dn dn 

by (40) and (44). We may replace d Ujdn by d Ujdr. The boundary value of 
e-1dUjdr, by (47), is -fro. Using (5) we find then for the net flux per unit 
area at the boundary 

(67) 

[It is readily verified by putting W = V + ! w 2 r 2 sin2 (] and using GAUSS' 
theorem that 1 JF n dS = 4 n eM, as it must.] Equation (67) shows that the 
variable part of the flux is proportional to the variable part of apparent gravity 
though it differs slightly from JEANS' result by the term i ej(Gw2ro)' We see as 
before that the star's effective temperature is greater at the poles than at the 
equator. 

From the numerical values, MILNE showed that for a star for which Q = 0,002, 
1 - f3 = 0,174, with a rotation period of 7 days, the luminosity is reduced by 2,5 
per cent as compared with the same star at rest. There is an expansion of the 
boundary as a whole of an amount equal to 6,1 per cent of the radius, and super
imposed on this a contraction of the polar diameter of 6,6 per cent and an expan
sion of the equatorial diameter of 3,3 per cent. There is.a reduction in surface 
temperature, averaged over the whole surface, of 3,7 per cent, and superimposed 
on this an increase of temperature at the poles of 6,4 per cent and a decrease of 
temperature at the equator of 3,2 per cent. 
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10. Effect" of Mass. One curiQUS result of the investigation remains to be 
mentioned. The small quantity v, defined by (55) and (55 a), has the value 

2 002 
v=----

3nG Pee' (68) 

It thus increases as fJ decr-eases, i. e. as the mass increases and for a given w will 
ultimately be too large for the approximations to remains valid. The quantity v 
occurs multiplied by fJ in the coefficient of 12 (;) P2 (P), but occurs by itself as 
the coefficient of 10(;)' Thus the expansion increases as compared with the 
elliptic deformation, when the mass increases. We have here a definite effect 
of mass, and the result suggests immediately EDDINGTON'S conjecture that large 
masses are not found in nature because radiation pressure is too large, i. e. be
cause fJ is too small. We now see that even a small amount of rotation has a large 
effect in expanding the star when fJ is small. This effect distinguishes the dynamics 
of rotating compressible masses from that of rotating incompressible masses, since 
for the latter there is no effect depending on total mass. The parameter is simply 
w 2Je whilst our parameter for compressible masses is proportional to w 2JfJe. 
Whether the result here found for the particular model e = constant, k = con
stant is or is not of wider application remains for future research. It may be men
tioned that there is no effect of mass of this kind in rotating stars built on VON 
ZEIPEL'S model. 

62. Radiative Viscosity. if. Radiative Viscosity. In the foregoinginvesti
gations we have ignored certain factors to which attention was first directed by 
JEANSl in two important papers. In these JEANS pointed out that the flow of 
radiation through the star, carrying with it momentum, has two important con
sequences. In the first place it has an effect analogous to gaseous viscosity, in 
communicating momentum from any moving layer to an adjacent moving layer: 
this by itself tends to smooth out inequalities in velocity. In the second place, 
for a star in rotation, the radiation carries with it the angular momentum corre
sponding to the point where it is generated: it therefore tends to set up inequalities 
in angUlar velocity, of such a nature that the steady state would tend to be one 
of rotation with uniform angular momentum as from point to point, i. e. one in 
which (jj2 w = constant, where (jj is the distance from the axis. This effect 
is in turn complicated by the fact that the star has not cylindrical symmetry, 
but possesses a measure of symmetry about a point, namely its centre. 

JEANS first showed the,viscosity effect by a crude calculation based on analogy 
with the dynamical theory of gases. In a gas in which all the molecules have the 
same velocity C, and the same free path 1, the coefficient of gaseous viscosity is 
given by the equation 

fL = ieCl 
and the coefficient of conduction is equal to 

fLcv 

(69) 

where Cv is the specific heat. Hence corresponding to a temperature-gradient 
dTJdx the flux of heat, per square em, is 

1 dT 
~eC1cVdX' (70) 

JEANS showed that by analogy with this ease we can deduce the formula for the 
flux of radiation. For when the carriers are quanta of light, the specific heat per 
unit volume is d (a P) Id T, which replaces eCf)' The velocity is c, the velocity 

1 M N 86, p.328 (1926); 86, p. 444" (1926). 
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of light, which replaces C. To find the equivalent of l, the mean free path, we note 
that a stream of material particles is reduced in strength by a factor e-: x/l after 
traversing a length x whilst a beam of radiation is reduced by a factor e- kex • 

Thus the mean free path of the quanta must be taken to be 1Jke. Making these 
substitutions in (40) we find for the flux of radiation 

1 d(aT4) c 
3dT ke 

c dp 
= ke dx 

in agreement with the standard formula we have deduced by other methods. We 
therefore have confidence that the coefficient of radiative viscosity can be calcu
lated by analogy in the same way. For e, the mass per unit volume, we write 
aPJc 2 , for C we write c, and for l, 1Jke. Then inserting these in (69), we should 
expect the coefficient of radiative viscosity p' to be given by 

(71) 

A more exact calculation given later by JEANS shows that the numerical coeffi
cient requires modification, but (71) is sufficient to determine orders of magnitude. 

The ratio "Jp can be put in the form 

p' (a T4) (C) ( 1 .) 
Ii = e C2 C ke! 

and JEANS observes that the largeness of the last factor makes P'Jp large for all 
ordinary stars. For example, for the centre of the sun, T = 3,3' 107 , e = 36, 
k = 180. This gives p' about 16, from (71). The coefficient of gaseous viscosity 
is about 10-4 at ordinary temperatures, and about unity at stellar temper~tures. 
PERSICO 1 has computed the value 4,2 for the viscosity arising from the motion 
of free electrons. In a star, built on EDDINGTON'S model, with k oc eJrt, we 
have p' oc rl-/e2 oc Tt (1 - fJ)2JfJ2, so that p' increases towards the centre. 
For the centre of Capella, JEANS finds /1' = 125. Clearly the value of /1' in
creases with the mass of the star. 

The question now arises a~ to how powerful this viscosity is in smoothing 
down inequalities in velocity in stars. By calculations which will not be repro
duced here, JEANS2 has shown that inequalities at a radial distance w apart will 
be reduced to half value in a time of the order of 

(72) 

The radius of Capella being about 8· 1011 em, eo = + and" = 125 gives a time 
4,6 '1019 seconds or 1,5 '1012 years, for inequalities to reduce to half over a distance 
equal to t of the radius of the star. For the sun, of radius 7' 1010 em, with 
eo = 36, p' = 16, the time is 7 . 1020 seconds, or 2,2' 1013 years. JEANS concludes 
that there can have been but little equalisation of co for the sun during its life, 
and a very imperfect equalis\l.tion of ill for giant stars. The process of equalisation 
will be somewhat more rapid in the outer layers of a star, since e/p'oce!{fJJ(1- fJ)}i 
and so decreases with e. 

12. The Flow of Energy and Transfer of Momentum in a Moving 
Medium. The following is a simplification of JEANS' analysis. The result agrees 
with that of JEANS as regards the coefficient of radiative viscosity, but we shall 

1 M N 86, P.93 (1926). 2 MN77, p.201 (1917). 
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adopt a definition of temperature slightly different from t~t of JEANS, for the 
moving medium. The method we use is a natural extension of that ·used in Sec
tion c, ciph. 12 p. 105 for a medium at rest. 

Let v be the velocity of the medium at a point P, of coordinates x, y, z. 
Let us temporarily take a set of axes at P moving with velocity v. In this moving 
frame of reference let the intensity of radiation be I in the direction of the unit 
vector i. At the point P' = P + ~P let the velocity be v + ~v, and in a frame 
of reference moving with velocity v + <5v at P' let the direction of the ray be 
i' = i + (Ji. Then according to the law of aberration we have, to the first order 
in vic, 

or say 

cf = ci - [~v - (~vi)i] 

bi = _ av - (avi) i . 
c 

(73) 

(74) 

Suppose the pencil at P is contained within an element of solid angle A w 
round i: at P' let it be contained within an element of solid angle A w' round i' . 
We require to evaluate A w' in terms of A w. 

. It is convenient to do this by vector analysis. We use the symbol A 1\ B to 
denote the vector product of two vectors A and B. Now the area of any plane 
closed curve is easily seen to be equal to 

taken round the contour of the area, r being the vector distance of a point of the 
contour from any fixed origin in the plane of the curve. By adding a constant 

vector to r and noting that J dr = 0 we see that this also represents the area if 
the origin is not in the plane of the curve. If now A w is an element of solid angle 
surrounding a unit vector i, we see by considering the small approximately plane 
area defined by the intersection intercepted by the cone A w on the unit sphere 
that 

taken round the contour of' the small area. Similarly 

Aw' = \ i Ji'l\di'\;. 

Using (73), and noting that ~v is constant round the contour, we have 

Aw' = ~ IJ{i - av - ~v. i)i} 1\ {di + (di. av)i ~ (i. aV)di} I. 

Noting that i 1\ i = 0, this becomes 

Aw' = ~ IJil\di - + J ~vl'Ji + ~ J(i(JV)il\di I· 

But J di = 0, and hence J<5.v I\.di = O. Hence 

Aw' = Aw [1 + 2 i .;V]. 

(75) 

(76) 

(77) 

Now let B be the intensity of black radiation, in a frame at rest relative to the 
medium at P corresponding to the temperature of the matter at P. This means 
that if k is the absorption coefficient at P measured in the same frame, then 
keBdv is the emission of radiation per unit solid angle per second, in the same 
frame. By the usual argument the equation of transfer is accordingly 

(I' + M') Aw' -1 Aw = -ke(I - B) ~s AO) (78) 
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where ds is the element of are, measured along the 'path of the ray, in the frame 
in which the medium at P is at rest and I' + dI' is the intensity at P' = dP1 

measured in the frame in which P' is at rest. 
Since an intensity of v-radiation, I~, transforms like v3 , we have 

1~, i·av 
1;'= 1 - 3-e -

and so 

l' f 1~" dv' i. b v 
7=-·--=1-4-' j 1"dl' e 

Using (79) and (77) in (78) we have 

(I+H)(1-2 i ';V)-I=-ke(I+B)ds 

(79) 

(80) 

where 1+ dI is the intensity at P + dP measured in the frame in which P 
is at rest. 

We now transform to a frame at rest in which the medium at P is moving 
with velocity v. Let the suffix 0 denote quantities measured in this frame. By 
the same arguments as lead to (79) we have 

~=1-4~. 
10 e 

Further, by the aberration law 

and also 

v - (v. io) io 
i = io - --'--

e, 

• JI • .Il + bs 
touSo = tuS cv. 

From (82) i' io = 1 to the first order in I v lie, and so from (83) 

dso = c'Js( 1 + v; ~. 
Inserting from (81) and (84) in (80) we get 

Mo - 210 io ~ av + ke 10 (1 - v; io) = kQ B (}so ( 1 + 3 v ~ io) 

or 

~ + I [1 _ v -10 _ ~ (i . d v)] = B (1 + 3 V.fo) 
ke dso 0 e eke 0 ds e 

(81) 

(82) 

(83) 

(84) 

(85) 

We may now omit the suffix 0 without loss of clarity; 1, ds, i henceforth denote 
quantities measured in the frame at rest. Now put 

dT = ke ds 1 - - - - t·-[ V, i 2 (. dV)] 
e eke ds (86) 

( V.f) B 1 + 3- . 
b= . e =B[1+4~+~(i.dV)] 

1_~_~(i.dV) e eke ds 
e eke ds , 

(87) 

T and b being functions of position along the ray-path. Then (85) becomes 

~! + I = b. (88) 
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The solution of (88) is 
p 

J(i,P) = jb(T)eTdT (89) 
-(X) 

where '/: is measured from P. 
To a sufficient approximation b ('/:) may be expanded in powers of '/: to two 

terms and integrated. The result is 

J(i, P) = bp - (~~)p' (90) 

Now to a sufficient order of accuracy 

whence 
db=dB[1 +4v;i] + 4B e':V

) 

db = dB [1 + 5 ~l + 4B (i 0 dV) . 
dT: keds e eke ds 

Inserting in (90) we have 

(91) 

(92) 

J(i P) = B [1 + 4~ - 2B(io dV)] - ~(1 + 5 Vd). (93) , e eke ds ke ds' e 

To obtain the flow of energy and the stress it is convenient now so use 
CARTESIAN co-ordinates. Let I, m, n be the direction cosines of the unit vector i, 
and let u, v, co denote the components of v. Written out in detail, (93) becomes 

1 ( oB oB OB) J (l, m, n; x, y, z) = B (x, y, z) - ke I OX + m oy + n (fZ 

B + 4-(ltt + mv + nu) e 

_ 2B [12 ou + m20V + n20w + mn(OV + OW) + nl(~W + OU) 
eke ox oy az iJz iJy ox iJz 

+ Im(~~ + ~:)] 

-- 12u-+m2v-+n2w--+mn v-+w-5 [BB oB oB ( iJB OB) 
eke ox iJy OZ iJz oy 

( oB OB) (iJB OB)] + nl w iJx + u(fZ + 1m u oy + v ox . (94) 
We shall need the integrals 

f l2 d = 4.n 
co 3' f l4 d = 4.n 

co 5' 

We have then for the flux of energy Fa;, 

Fa; = 1I dco = - - - - + 4B - . f 4.n [ 1 oB U] 
3 k e ox e ' (95) 

for the energy per unit volume u' [we use the prime (') to avoid confusion with the 
velocity component u] 

u' = ~(J dco = 4.n [B _ 2B ~(iJu + iJv + iJW) _ i(uiJB + voB + W OB )'] (96) 
e. e eke 3 ox oy oz 3 iJx oy OZ 
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and for the stresses 

p . = ~J'l2 I dw = 4n [!!. _ l-~(~ ou -!-- ~ iJv + ~ ~W)l 
xx e e 3 eke 5 ox ' 15 iJ y 15 OZ, I 

(97) 
__ 1_ (u o,B + '~V 0 B + ~ W 0 B)] 

eke, dx 3 oy 3 OZ 

1 j" 4n [ 2 1 (OV Ow\ 1 (OB OB)] 
Pvz=c, mnldw=c - ek e15 7Jz+ OY)-3 ek e vaz+w ay, . (98) 

The mean pressure is 
t(P",,,, + pyy + pzzl = l u'. 

Calling this p', we have on putting 

4~1!, = aP 

P' 1 T4 2 (OU + ov , OW') 1'4 5 ('2 " 0, 0) P =3,a -9ck e ox oyTaz a -9 uc;x,V;Ty,w{Jz a " (99) 

P _ P' = -2_aT4[_2~~ + _2 ('OU -L ih' _, OW)'] ) 
,ex 15 eke. 0,1' 3 ox ' oy r OZ 

1 [ 0 2 ( 0 , 0, 0 )], . 4 
...L -- -2u- +" U o - T v- -j- w- aT 
'3eke ox 3, ex cy OZ ' 

('100) 

P __ _ 2_a T4 (OV + OW) __ 1 __ (va + W~) a T4 
yz - 15 ck e {)z {)y, 3eke, OZ {)y , 

(101) 

Comparing these with the standard equations for the stresses in a viscous 
fluid (see e. g. LAMB, Hydrodynamics, 4th Edition, p. 570) and remembering 
that our p",,,,, etc., are the negatives of the stresses as ordinarily defined, we see 
that the coefficient of radiative viscosity is 

- 'l-_ a T4 . ( 102) 
15e ke 

This is JEANS' result. 
In addition we see, first, that the mean pressure contains a term proportional 

to the rate of expansion of the medium at the point in question. (See LAMB, loco 
cit" p. 636.) There is thus a second coefficient of viscosity, of value 

_2_ aT4 (103) 
15e k e . 

We may express this otherwise by saying, in the language of the theory of elasticity, 
that the elastic constants .A. and fl have the values (102) and (103) and that the 
analogue of the bulk modulus has the value 

},+ 2 ,t~=_2_ aT4. 
3 gek e 

Vie see, secondly, that the expressions for the stresses and mean pressure 
contain terms which involve the products of velocities and temperature gradients 
or, what is the same thing, products of velocities and net fluxes, These terms 
correspond to the fact that the radiation generated at any point carries with it, 
into its surroundings, the momentum of the point where it took rise. 

The significance of the equations we have derived is perhaps best seen by 
writing down the form they assume when the motion is one of shear perpendicular 
to the temperature gradient. In this particular case, 

B = B(x), tt = 0, v = v(x), W=O. 
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We find then 

F - 4 T4 
Y -...,.....,. ~a v, 

. 3 F z = O. 

P _ p _ P _ pr _ 1 a T4 
xx - yy - zz ~ - --::;- , 

.) 
Pyz = Pzx = 0, 

2 dv 1 d 4 P - ---aT4- - --v-(aT) 
xy - 15 ck e dx 3cke dx • 

The last relation may be re-written in the form 

2 dv Fx P - ---aT4- + v-xy - 15 cx e dx c2 • 

The stress over the plane x = constant in the y direction thus corresponds to a 
viscous drag of "mount f-ldv/dx, together with a communication of momentum 
at the rate vFx/c 2 • The physical meaning of the last term is easily seen: the net 
flux being F x , the net mass crossing per second is F"jc 2 , and the momentum this 
transfers per second is vF"Jc 2 • 

It should be mentioned that the results here given for the terms involving 
the products of ~6, v, w with dB/dX, dB/dy, dB/dZ differ from those given by 
JEANS. 

13. The Effect of Radiative Viscosity and Radiative Momentum 
on the Form of a Rota ting Star. The full equations of motion of stellar material 
in terms of the stresses just obtained have been written down by JEANS and solved 
for the case of a star with an axis of symmetry. We shall not reproduce the ana
lysis, which is very complicated, but simply state the results. 

The radiation emitted from the central region of the star acts on the outer 
portions much as bullets shot from a gun mo~nted on a fly-wheel. If the star is 
initially rotating like a rigid body, the radiation will tend to slow down the outer 
portions, until a condition is arrived at in which the angular momentum of each 
element just corresponds to that ofthe radiation. To a first approximation this will 
give (j)2W = constant, but spherical symmetry has the effect, according to JEANS, 

of changing this to r2 w = constant. In that case the outer layers, which on account 
of their low density exercise very little fly-wheel action, merely transmit onwards 
the momentum they receive. Each ring of matter hands on the momentum it 
receives from behind. The constancy of r 2 w is however again modified in the outer 
layer by radiative viscosity, which acts in the direction of tending to restore 
rigid-body motion. JEANS finds that r2 w in fact falls off. 

In JEANS' words "The simple law wex; 1/r2 gives the arrangement of angular 
velocity known as convective, in which matter conveyed by a radial convection 
current reaches any distance from the centre with the angular velocity automati
cally adjusted, by the principle of the conservation of angular momentum, to the 
value appropriate to that distance from the centre, We can interpret it also as 
being the arrangement such that radiation can traverse the star without any inter
change of momentum occurring on balance between it and the matter of the star," 

"Viscosity tends to disturb the 1/r2 arrangement, trying always to equalise 
the angular velocity throughout the star." "In the dense central regions of the 
star the rotation-law fails entirely: the rotation here depends on the past ~istory 
of the star." "In general the outer layers of stars are mere veils concealing the 
more energetic motions within. The slowness of their rotation combined with the 
high central condensation of the star must result in nearly all stellar surfaces 
being approximately spherical." 
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"The stream of rotation which leaves a star not only carries off angular mo
mentum with it, but generally lessens the angular momentum per unit mass of 
the star. Arguments which assume constancy of angular momentum, such as the 
famous argument of BABINET on the origin of the solar system, can no longer 
claim any validity." 

JEANS shows finally that the law w = t (r) is only a first approximation. To 
a second approximation, w for any given r is of the form A + B P2 (cosO), which 
in terms of the latitude A becomes w = a + bsin2 A, which is the observed law 
of rotation for the solar surface. "lhe physical interpretation of this law which is 
involved in our theory is that the more rapidly rotating inner layers are of spheroi
dal shape: these come nearest to the star's surface atits equator, and their drag 
results in the observed equatorial acceleration." 

63. Bibliography. 
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Kapite l 3· 

Die Ionisation in den Atmospharen 
der Himmelskorper. 

Von 

A,. PANNEKOEK-Amsterdam. 

Mit 3 Abbildungen. 

a) Einleitung. 
1. Funken- und Bogenlinien in den Spektren der Himmelskorper. Der 

englische Astrophysiker J. NORMAN LOCKYER hat zuerst erkannt, daB die Spektral
linien eines Elements in zwei Gruppen zerfallen. Weil die .der einen Art bei dem 
Ubergang yom Bogenspektrum zum Funkenspektrum bedeutend an Intensitat 
zunehmen, nannte er sie "enhanced 1ines" (verstarkte Linien); in der deutschen 
Literatur werden sie als "Funkenlinien" bezeichnet, wahrend die dabei ab
nehmenden Linien den Namen "Bogenlinien" (arc lines) tragen. In der Chromo
sphare traten die Funkenlinierr bestimmter Elemente in groBerer Intensitat auf 
als in dem FRAUNHOFER-Spektrum. In dem Spektrum der Sonnenflecke fand 
LOCKYER bisweilen, daB die Funkenlinien eines Elements andere UnregelmaBig
keiten der Gestalt aufwiesen als die Bogenlinien desselben Elements, also nach dem 
DOPPLER-Prinzip andere Bewegungen anzeigten; dies wies darauf hin, daB beide 
Linienarten nicht von den namlichen Atomen stammten. Die Spektren der Sterne 
wurden Von ihm, nach der relativen Intensitat der Bogen- und Funkenlinien, 
in zehn Temperaturstufen geordnet; die Sterne mit schwacher ultravioletter 
Strahlung wurden dabei als Ast steigender Temperatur von denen mit groBer 
Intensitat des Violett als Ast sinkender Temperatur getrennt. Betrachtet man 
den Intensitatsverlauf im kontinuierlichen Spektrum als MaB der Temperatur, 
so bedeutet dies, daB in dem aufsteigenden Aste die Funkenlinien relativ zu den 
Bogenlinien starker, in dem absteigenden Ast schwacher sind1. 

LOCKYER steHte zur Erklarung dieser Tatsachen die Theorie auf, daB durch 
eine hohe Temperatur die Atome der uns bekannten Eleme:p.te in einfachere 
Bestandteile zerlegt werden, welche die Funkenlinien erzeugen. Er nahm an, 
daB diese Bestandteile primitivere Elemente darsteHen, aus denen sich durch 
eine Evolution anorganischer Materie unsere Elemente gebildet haben. Er 
nannte sie "Protoelemente", und er bezeichnete in seinen Publikationen die 
Funkenlinien als Linien des Protokalziums (pCa) , Protoeisens (pFe) usw. Die 
Astronomen verhielten sich durchweg ablehnend gegen diese Theorie, vor aHem 

1 Die groBe Anzahl Abhandlungen LOCKYERS, meist in den "Proceedings of the Royal 
Society" erschienen, sind hier nicht einzeln angefiihrt. Vgl. auch "The Chemistry of the 
Sun" (1887). 
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auch wegen ihrer Verquickung mit der Meteorhypothese, der Theorie der Ent
stehung der Sterne und ihrer Entwicklung aus dem Zusammenprall und der 
Kondensation von Meteorschwarmen. 

Die Beobachtungstatsachen jedoch, von denen LOCKYER ausging, wurden 
von anderen Beobachtern bestatigt. VOGEL und SCHEINER fanden bei ihren 
Untersuchungen fiber die photographischen Spektren von 51 Sternenl, daB 
x und r Cygni, IX Persei und IX Ursae minoris abweichende Linienintensitaten 
zeigten gegen die fibrigen Sterne des gleichen Typus; diese Sterne sind es gerade, 
die LOCKYER auf den steigenden Ast der Entwicklung gestellt hatte. In der 1897 
erschienenen Untersuchung von Miss A. C. MAURY fiber die Spektren von 681 
helleren Sterrien2 wurden in jeder Spektralklasse die Spektren mit 'a, b, c bezeich
net, je nachdem die Linien normal, sehr breit oder sehr schmal waren. Die letz
teren zeigten abweichende relative Intensitaten, die in einer speziellen Tabelle 
zusammengestellt wurden; sie traten von Klasse V bis XIII (d. h. B8 bis F8) 
auf und bildeten offenbar eine wenig zahlreiche Nebenserie, die der Hauptreihe 
parallellauft. Da unter diesen 35 Sternen als die hellsten wieder x und r Cygni, 
Oi. Persei und IX Ursae minoris vorkommen, sind Miss MAURYS, c-Sterne mit ihren 
starken Funkenlinien mit LOCKYERS aufsteigendem Ast identisch. 

E. HERTZSPRUNG3 bemerkte 1907, daB die c-Sterne eine bedeutend kleinere 
Eigenbewegung haben als die a- und b-Sterne gleioher Spektralklasse (im Mittel 
0",009); er schloB, daB sie weit entfernt sind und ihre absolute Helligkeit also 
auBerordentlich groB ist. Auch bei den weiteren Klassen G, K, M, wo die c-Sterne 
fehlen, ist in dem Spektrum ein Anzeichen der absoluten Helligkeit zu finden; 
die Sterne mit kleinster Eigenbewegung zeigen hier die Sr-Linie A. 4078 auffallend 
stark. 

1914 fanden W. S. ADAMS und A. KOHLSCHUTTER auf der Mount Wilson
Sternwarte4 , daB Sterne groBer und-kleiner Eigenbewegung (also absolut schwache 
und absolut helle), die derselben Spektralklasse angeharen, folgende Verschieden
heiten in ihren Spektren aufweisen: bei den absolut hellen Sternen ist das kon
tinuierliche Spektrum schwacher im Violett, ihre Wasserstofflinien sind abnorm 
kraftig, und ebenso sind die Linien A. 4216 von Sr, A. 4395 von Ti, A. 4408 von Fe 
und V starker" wahrend 14325 Von Sc, A. 4435 und 4456 von Ca, A. 4535 von Ti 
schwacher sind. Damit war die Maglichkeit gegeben, aus den relativen Linien
intensitaten die absolute Helligkeit und, in Verbindung mit der scheinbaren 
Helligkeit, die Distanz und die Parallaxe zu finden. Diese Methode der Bestim
mung von "spektroskopischen Parallaxen" wurde dann auf dem Mount Wilson 
Observatoryweiter ausgebaut; 1917 erschien ein Katalog mit absoluten GraBen und 
spektroskopischen Parallaxen von 500 Sternen5 , 1921 ein zweiter mit 1646 Ster
nen6• In der Diskussion im ersten Katalog wurde darauf hingewiesen~ daB die 
dabei verwendeten Linien, die mit der absoluten Helligkeit zunehmen, bekannte 
Funkenlinien sind: 14078 und 4215 des Sr, 14290 des Ti, wahrend die mit der 
Helligkeit abnehmenden Linien A. 4607 und 4455 Bogenlinien des ,Sr und des Ca 
sind. Ebenso ist die Bogenlinie A. 4227 des Ca in den M-Riesensternen schwach, 
in den M-Zwergen stark. Neben den in so1cher Weise unterschiedenen Riesen
und Zwergsternen treten die c-Sterne, bei denen die Starke der Funkerilinien 
noch graBer ist, als Supergiganten auf. 

Die spektroskopische Methode zur Bestimmung der absoluten Helligkeit 
und der Parallaxe bei A-Sternen? und B-Sternen8 beruht auf einem ganz anderen 

1 Publ Astroph Obs Potsdam Bd 7, 2. Teil (1895). 2 Harv Ann' 28, Part 1 (1897). 
3 AN. 179, S.373 (1909).4 Ap J 40, S.385 (1914). 6 Ap J 46, S.313 (1917). 
6 Ap J 53, S. 13 (1921). 7 W. S. ADAMS U. A. H. JOY, Ap J 56, S.242 (1922). 
8 W. S. ADAMS U. A. H. JOY, Ap J 57, S.294 (1923); D. L. EDWARDS, M N 83, S.47 

(1922); 84, S.366 (1924). 
Handbuch der Astrophysik. III. 17 
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Prinzip, namlich der engen Korrelation, die hier zwischen absoluter Helligkeit 
und Spektralklasse besteht; sie beruht also auf einer genauen Bestimmung der 
Spektralklasse. Dagegen bildet die von B. LINDBLAD1 bei Spektren mit schwacher 
Dispersion benutzte Intensitat der Absorptionsbande von Zyan A 3883 wieder 
ein Merkmal der absoluten Helligkeit selbst. Das gleiche gilt von den Beobach
tungen von A. VIBERT DOUGLAS von relativen Intensitaten der Bogen- und 
Funkenlinien in den A-Sternen2• 

2. Physikalische Grundlagen. Der Weg zur Erklarung dieser Erscheinungen 
an Sternspektren wurde eroffnet durch die BOHRsche Atomtheorie (1913). Jedes 
Atom besteht aus einem Kern mit positiver Ladung Z· e, umgeben von Z Elek
tronen, deren jedes eine negative Ladung e besitzt, wobei Z die Ordnungszahl 
des betreffenden Elements ist. Die Elektronen befinden sich in "stationaren" 
Bahnen konstanter Energie; wenn das Atom aus der darauffallenden Strahlung 
Energie absorbiert, geht ein Elektron Von einer Bahn niedriger Energie in eine 
Bahn hoherer Energie iiber. Indem es von der hoheren Bahn in die tiefere zurii.ck
falit, verliert das Atom diese Energie wieder in der Form einer monochromatischen 
Strahlungsemission. Die Wellenlange dieser Emission wird bestimmt durch die 
Bedingung, daB die wahrend einer Vibrationszeit emittierte Energiemenge gleich 
dem PLANcKschen Wirkungsquantum sein muB, also E2 - E1 = hy, wenn 'I' 

die Frequenz der Strahlung, h das Wirkungsquantum bezeichnet. Dieselbe 
Relation gilt auch fiir die Absorption. Setzt man darin Eoo - E1 = h1'1> 
Eoo - E2 = hY2' wo Eoo die Grenze ist, der die Energie der hoheren Bahnen sich 
asymptotisch nahert, so wird die Frequenz des absorbierten oder emittierten 
Lichtesy = '1'1 - '1'2 als die Differenz zweier Terme gegeben; zu jeder Bahn gehort 
ein Term. Die Terme unterscheiden sich durch ihre verschiedenen Quanten
zahlen, die in der Bezeichnung der Terme zum Ausdruck kommen. Die urn die 
Einheit zunehmenden Azimutalquantenzahlen werden durch die Bezeichnung 
5 PDF G H ... unterschieden; die Hauptquantenzahlen durch vorgesetzte 
Ziffern 1, 2, 3 ... ; die inneren Quantenzahlen, die die Multiplizitat bestimmen 
(einfache, doppelte, dreifache ... Terme werden Singlette, Dublette, Triplette. 
Quadruplette ... genannt, was durch eine Zahllinks oben neben dem Buchstaben 
ausgedriickt wird) , werden durch eine als Index angehangte Ziffer bezeichnet. 
Aufbau und Charakter der Spektren werden bestimmt durch die Konfiguration 
der auBeren Elektronen, die sich mit der Ordnungszahl periodisch andert. Die 
vertikalen Gruppen des periodischen Systems der Elemente zeigen abwechselnd 
ungerade undgeradeMultiplizitat derTerme; dieAlkalimetalle mit einem auBeren 
Elektron zeigen einfach gebaute regelmaBige Reihen von Dubletten; die alka
lischen Erden mit zwei Elektronen der auBeren Schale zeigen Einfachterme und 
Triplette; in den weiteren Gruppen treten daneben stets hohere Multiplette auf3. 

Nimmt ein Atom einen groBeren Betrag an Energie auf als die asymptotische 
Grenze Eoo der hoheren Bahnen, so wird das Elektron in eine unendliche Bahn 
geworfen, d. h. praktisch aus der Anziehung des Kernes geschleudert, und geht 
als freier Korper seinen eigenen Weg. Das dieses Elektrons beraubte Atom hat 
nun eine positive Ladung e; man nennt es ein Ion und der Vorgang wird Ioni
sierung genannt. Das ionisierte Atom ist wieder imstande, Energie aufzunehmen 
und abzugeben durch den Dbergang seiner auBeren Elektronen zwischen ver
schiedenen stationaren Bahnen; sie absorbieren und emittieren dabei mono
chromatische Strahlungen bestimmter Wellenliingen. Die "enhanced lines". 
die Funkenlinien, bilden das Spektrum der ionisierten Atome, wobei das aktive 

1 Ap J 55, S.85 (1922). 
2 Ap J 64, S.262 (1926); J Can R A S 20, S.265 (1926). 
3 Vgl. F. HUND, Linienspektren und periodisches System der Elemente (1927). 
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Elektron einem Rumpf mit der Ladung 2 e gegenubersteht. Die Elektronenkonfigu
ration eines ionisierten Atoms muB derjenigen eines normalen Atoms mit urn 
eine Einheit niedrigerer Ordnungszahl ahnlich sein, denn beide haben die gleiche 
Elektronenzahl, nur die Kernladung ist urn e verschieden. Deshalb weist das 
Funkenspektrum eines Elements eine groBe Ahnlichkeit mit dem Bogenspektrum 
des vorangehenden Elements auf (Verschiebungssatz von KassEL und SOMMER
FELD); namentlich hat es dieselbe Multiplizitat. Der komplizierte Aufbau der 
Spektren der ionisierten Alkalien ist dem der Edelgase ahnlich; die Spektren der 
ionisierten Elemente Mg, Ca, Sr, Ba zeigen Dublette, nur mit viel groBerer Tren
nung als die normalen Alkalienspektren. 

Von einem ionisierten Atom kann durch Aufnahme weiterer Energiemengen 
ein zweites Elektron abgespalten werden, und nachher noch ein drittes usw.; 
so entstehen die hoheren Funkenspektren. DafUr gilt der namliche Verschiebungs
satz; da die Elektronenzahl jedesmal urn eins abnimmt, werden diese hoheren 
Spektren abwechselnd Liniengruppen gerader und ungerader MultipliziUit auf
weisen. Ionisierte Atome werden durch ihr chemisches Symbol mit so vielen + 
bezeichnet, als sie positive Ladungen aufweisen (also Ca + fUr einfach, Ca + + fUr 
doppelt ionisiertes Kalzium). Auch werden die Spektren eines Elements, an
fangend mit dem Bogenspektrum und zu stets hoheren Funkenspektren fort
schreitend, als erstes, zweites, drittes ... Spektrum dieses Elements bezeichnet 
(Cal, Call von einfach ionisiertem, CallI von doppelt ionisiertem Kalzium usw.). 

b) Theorie des Ionisationsgleichgewichts. 

b1) Thermo dynamische A blei tung der G leichgewich tsformel. 

3. Bildung eines Gleichgewichts. In einer Sternatmosphare befinden sich 
die Gase in einem Zustande hoher Temperatur und niedrigen Druckes. Fort
wahrend spalten sich neutrale Atome infolge der hohen Temperatur in Ionen und 
Elektronen; aber zugleich vereinigen sich positiv geladene Ionen und negativ 
geladene Elektronen, die sich begegnen, wieder zu neutralen Atomen. Es stellt 
sich ein Zustand des Gleichgewichts ein, wobei beide Prozesse gleich oft stattfinden. 

1920 veroffentlichte der bengalische Physiker MEGH NAD SARA syine erste 
Ableitung einer Formel fUr das Ionisationsgleichgewicht in der Sonnenatmo
sphare, und er lieB bald darauf die Anwendung auf die Sternatmospharen und 
die Erklarung der Spektralklassen folgenl. Die Ableitung best and in der Anwen
dung der gewohnlichen Formeln des chemischen Gleichgewichts auf diesen be
sonderen Fall. Er folgte dabei dem Beispiel von J. EGGERT, der zuvor diese 
Formeln auf den Zustand im Inneren eines Sterns angewandt hatte2 • Wir geben 
hier die Ableitung dieser Formeln aus den beiden Hauptsatzen der Thermo
dynamik. 

4. Die VAN T'HOFFSche Formel fUr das chemische Gleichgewicht. Wir 
betrachten den Vorgang, bei dem ein Stoff AB sich in die Bestandteile A und B 
spaltet, wahrend zugleich der umgekehrte Vorgang stattfindet, die Vereinigung 
von A + B zu AB. Die Teilchen AB mogen Molekel heiBen, die Teilchen A und 
B Atome, obgleich dieselben Betrachtungen gelten, wenn AB ein Atom, A und 
B ein Ion und ein Elektron bedeuten. Es stellt sich ein Gleichgewichtszustand 

1 Ionisation in the Solar Chromosphere, PhillYIag 40, S.472 (1920); On a Physical 
Theory of Stellar Spectra, London R S Proc A 99, S. 135 (1921); Problems of Temperature 
Radiation of Gases, PhillYIag 41, S. 267 (1921). ZusammengefaBt in: Versuch einer Theorie 
der physikalischen Erscheinungen bei hohen Temperaturen mit Anwendungen auf die Astro
physik, Z f Phys 6, S.40 (1921). 

2 Phys Z 20, S.570 (1919). 

17* 
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ein. Dieser Zustand hangt zusammen mit der maxitnalen Arbeit, die aus der 
Umsetzung A + B -'>- AB gewonnen werden kann. Diese Arbeit hangt mit 
der Energie, die bei dieser Umsetzung frei wird, in ahnIicher Weise zusammen, 
wie die Arbeit einer Dampfmaschine mit der Verdampfungswarme des Wassers 
zusammenhangt. 

In dem aus AB, A und B bestehenden Gemisch sei die Konzentration, d. h. 
die Anzahl Grammolekiile oder Mole pro Volumeinheit, der drei Stoffe C1 , 

c2 und c3 • Nach dem Gesetz der Massenwirkung ist die Anzahl der Umsetzungen 
AB -4- A + B der Anzahl Molekiile AB proportional, also = kc1 ; die Anzahl der 
Umsetzungen A + B -4- AB wird sowohl der Konzentration der A wie der B 
proportional sein, also = k'C2 C3 . "Venn sie sich die Wage haIten, wird kC1 = k'C2 C3 

sein, also wird das Verhaltnis 

sein. Diescs Kist die Gleichgewichtskonstante. In dem allgemeinen Fall, wo 
mehrere Stoffe A (Konzentrationen a1 a2 .•. ) sich umsetzen zu einer Anzahl 
Stoffe B (Konzentrationen b1 bz ... ) nach der Formel 

PIAl + P2 A Z + ... = qlB I + q2B2 + "', 
findet man in ahnlicher Weise fiir die Gleichgewichtskonstante 

K = (bi'b~2 . .. ) / (ar'a~2 . .. ). 

In dem Gleichgewichtszustand sind die Umsetzungen umkehrbar, d. h. nach 
Belieben in einer oder der anderen Richtung moglich. Mit Hilfe dieses Gemisches 
laBt sich die Arbeit herechnen, die aus der Umsetzung eines Mols ABin A und 
B (von gegebener Konzentra tion co) in Maximo zu gewinnen ist; denn dies ist die 
Arbeit, die bei einem umkehrbaren Vorgang gewonnen wird. Dazu wird das Mol 
AB von Co auf c1 zusammengedruckt, in das Gemisch gebracht, dort in A und B 
ubergehihrt, herausgenommen und von den Konzentrationen C2 und c3 auf Co 
gebracht. Die verrichtete oder gewonnene Arbeit laBt sich in folgender Weise 
berechnen: Wird ein Mol Gas (Volumen V, Druck p, Temperatur T) von Co auf 
c1 zusammengepreBt, so ist die verrichtete Arbeit 

W= -IpdV, 

oder, wegen C V = 1 und P V = RT, 

W = f RT dee ="RT(lncl - lnco)· 

Ebenso ist die aus den beiden letzten Manipulationen gewonnene Arbeit 

RT (Inc2 - lncri) und RT (lnc3 - lnco) , 

also wird die ganze gewonnene Arbeit 

W = RT(lnc2 + Inc3 - Inc1) - RTlnco = RTlnK - RTlnco · (1) 

Das letzte Glied, das die willkiirIich zu wahlenden Ausgangsbedingungen ent
haIt, verschwindet aus den Formeln, sob aId man einen geschlossenen umkehr
baren KreisprozeB betrachtet. 

Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik wird durch Uberfiihrung 
einer Warmemenge Q von einerhoheren zu einer tieferen Temperatur durch 
einen umkehrbarenKreisprozeB ein Betrag 

W 2 - WI = T2t2 T1Q 
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an Arbeit gewonnen. Wir betrachten einen KreisprozeB, in welch em bei 
T + dT die Umsetzung AB ->- A + B und bei T die entgegengesetzte Umsetzung 
stattfindet. Bei der erst en Umsetzung wird eine Energiemenge U absorbiert, 
die bei der Vereinigung A + B ->- AB wieder frei wird. Die bei der hoheren Tem
peratur zugefUhrte Warme dient fUr diese Umwandlungsenergie und fUr die aus 
dem Vorgang gewonnene Arbeit, also Q = U + W. Wir haben daher 

dW = dJ (U + W) . (2) 

\;Yare U = 0, fande also die Umsetzung ohne Warmeproduktion oder Absorption 
statt, so ware W einfach der Temperatur proportional, also nach Formel (1) 
ware K konstant, unabhangig von der Temperatur. Bei positivem U (die Ver
bindung liefert Energie) andert sich W rascher als die Temperatur, K und 
C2 c3/cI wachsen mit der Temperatur, und das Gleichgewicht verschiebt sich bei 
steigender Temperatur im Sinne einer starkeren Zersetzung. Umgekehrt wird bei 
negativem U (die Zersetzung liefert Energie) die Verbindung bei steigender 
Temperatur stabiler. Fiihrt man den Wert von W aus (1) in Forme1 (2) ein, 
so wird 

also 

dW W d W U 
~ = - +RT···-lnK= - +-dT T dT T T' 

d U 
dT lnK = RP' 

Diese Formel fiir die Abhangigkeit des chemischen Gleichgewichts von der 
Temperatur ist Von VAN T'HoFF aufgestellt worden. 

5. Anwendung auf ein Gasgemisch. Die Gleichgewichtskonstante selbst 
wird nun gegeben durch das Integral 

InK =JR~2dT. (3) 

Urn sie berechnen zu konnen, muS man die Temperaturabhangigkeit von U 
kennen, sowie den Wert von U fiir eine bestimmte Temperatur. 

Fiir Gase hoher Temperatur, urn die es sich hier handelt, ist die Abhangigkeit 
der Umwandlungsenergie U von der Temperatur leicht zu finden. Man vergleicht 
den Vorgang AB ->- A + B bei niedriger Temperatur und bei nachheriger Er
warmung der Bestandteile A und B urn dT (Warmekapazitaten C2 und C3) mit 
dem Fall der Erwarmung des AB vorher (Warmekapazitat CI ) und Umsetzung 
bei der hoheren Temperatur."'\ Das Resultat ist identisch, also 

U + (C 2 + C3)dT = U + dU + C1dT 
oder 

dU 
d T = C2 + C3 - C1 = 2: C . 

Der Temperaturkoeffizient der zur Umwandlung notigen Energie ist gleich der 
Summe der Warmekapazitaten, wobei die entstehenden Stoffe. positiv, die ver
schwindenden negativ gerechnet werden. Bei einatomigen Gasen ist bekanntlich 
C = .~. R; fUr den Fall, daB aIle drei Stoffe als einatomige Gase zu betrachten sind, 
wird XC = fR. 

Bei Gasen wird zumeist die Gleichgewichtskonstante nicht in Konzentra
tionen, sondern in Partialdrucken ausgedruckt, die wir, mit entsprechender 
Wahl der Gaskonstante R, in absoluten MaBeinheiten ausgedruckt annehmen. 
Dann ist 

P = RTc, 



262 Kap. 3. A. PANNEKOEK: Ionisation in Atmospharen der Himmelskorper. Ziff. 6. 

(1m allgemeinen Fall, mit anderen Faktorenzahlen c und P in Zahler und Nenner, 
steht vor lnRT als Koeffizient ~N, die Anzahl der Faktoren, positiv fUr den 
Zahler, negativ fUr den Nenner gerechnet.) 

Durch Ausfuhrung der Integration findet man 

lnt;£~ = fR~2(UO + ~ RT)dT + lnRT 

= - ;:~ + 2,5lnT +], (4) 

wo Uo die auf T = 0 extrapolierte Umwandlungsenergie und ] eine noch un
bekanntc Integrationskonstante bedeutet. Der Ausdruck P2P31Pl wird weiterhin 
auch mit K bezeichnet werden. 

6. Einfiihrung def chemischen Konstanten. Die Integrationskonstante ist 
nicht fUr jede chemische Umwandlung eine neue unabhangige GroBe. Man 
kann nachweisen, daB sie aus Beitdigen aller mitwirkenden Stoffe additiv zu
sammengesetzt ist. Dazu wird zuerst die Verdampfung eines Stoffes bei niedriger 
Temperatur (Umwandlung aus dem festen in den gasfOrmigen Zustand) in ahn
licher \Veise behandelt. Die Umwandlungsenergie ist hier die Verdampfungs
warme A; bei der Umwandlung eines Mols kommt fUr die Berechnung der Arbeit 
nur die Konzentration des Gases in Betracht, da das Volumen des fest en Korpers 
unverandert bleibt, also W = RTlncl. Aus einem Kreisprozel3 zwischen T und 
T + d T findet man dann 

lnp = rR)~2dT + lnRT. 

Da der Temperaturkoeffizient von A, durch eine ahnliche BeweisfUhrung wie in 
der vorigen Ziffer, gleich der WarmekapaziUit des Gases gefunden wird, hat man 

}. = Ao + -¥:RT 
und 

1 )'0 1 T . np = - RT + 2,5 n + 2, (5) 

wo eine Integrationskonstante auftritt, die "chemische Konstante", die fur 
jeden Stoff charakteristisch ist. 

Urn die Integrationskonstante ] mit diesen i in Beziehung zu setzen, be
trachten wir eine bestimmte chemische Umsetzung, einmal in dem gasformigen (K), 
ein anderes Mal in dem fest en Zustande (K') vor sich gehend, alles bei gleicher Tem
peratur, und verbinden sie durch Verdampfungsvorgange. Ausgehend von dem 
festen AB lal3t man nacheinander Verdampfung von AB, U mwandlung AB-+ A + B 
in Gasform, Kondensation Von A und B eintreten, wobei dasselbe Resultat 
herauskommt wie bei der Umwandlung AB ->- A + B der festen Stoffe, weil sie 
zusammen einen umkehrbaren Prozel3 bilden. Also 

W = RTlnPl + RTlnK - RT(lnp2 + lnP3) = RTlnK'. 

Fur T = 0 muB nach dem N ERNsTschen Warmesatz dW jdT = 0 sein; also kann 
in dem Ausdruck von W als Funktion Von T fur die festen Zustande, die kon
tinuierlich an den Zustand fUr T = 0 anzuschlieBen sind, kein Glied mit T in 
der ersten Potenz vorkommen. Dann muB auch die Summe aller T in der ersten 
Potenz enthaltenden Glieder in dem ersten Ausdruck fUr W verschwinden: 

Also ist 
R Til + R TJ - R T (i2 + ia) = 0 . 

] = i2 + i3 - i l = 2> . 
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Die Integrationskonstante ] bei einer Umwandlung ist gleich der Summe der 
chemischen Konstanten, positiv fUr die entstehenden, negativ fUr die verschwin
denden Stoffe genommen. Die Gleichgewichtsformel wird nun 

InP;~3 = - ::~ + 2,5lnT + 1:i. (6) 

7. Berechnung der chemischen Konstanten. Die Thermodynamik gestattet, 
fUr die Abhangigkeit des Gleichgcwichts Von der Temperatur die Form der Funk
tion abzuleiten. Die darin auftretenden Konstanten und Koeffizienten sind jedoch 
auf dies em Wege nicht zu finden. Dazu ist ein Eingehen auf den Mechanismus 
der Erscheinungen mittels kinetischer Theorien der Materie ni:itig. So wurde 
schon der Wert der Warmekapazitaten C aus der kinetischen Gastheorie ein
gefiihrt. Dasselbe gilt fiir die chemischen Konstanten. Seit 1912 haben ver
schiedene Physiker1 theoretische Berechnungen fUr i gegeben, von mehr oder 
weniger willkiirlichen, oft erkiinstelt vereinfachten Annahmen iiber die Struktur 
der Materie ausgehend. Die Gleichartigkeit ihrer Ergebnisse wies dar auf hin, 
daB nicht die speziellen Mechanismcn, sondern nur ganz allgemeine Satze, die 
Korpuskulartheorie der Materie betreffend, das Resultat bestimmten. Indem 
die Grundlagen der statistisch-mechanischen Methode, die dabei zur Anwendung 
kommt, im nachsten Abschnitt behandelt werden, sollen hier diese Satze als 
gegeben betrachtet werden. 

Es sind no Teilchen vorhanden, n in Gasform, n' = no - n in fester Form. 
Diejenige Verteilung der Tei1chen, die die gri:iBte Wahrscheinlichkeit besitzt, 
wird als der wirkliche Zustand betrachtet. Die Wahrscheinlichkeit, daB von no 
Teilchen eine Anzahl n in einem bestimmten Gebiet liegen (dem Gasraum), 
wahrend die iibrigen n' jedes fiir sich einen festen Platz einnehmen (die nicht 
vertauschbaren Stellen im festen Ki:irper), ware ohne weitere Unterschiede dem 
Fakultatenquotienten nolln! gleich. Nun aber andert sich die Wahrscheinlichkeit, 
daB ein Teilchen eine bestimmte Energie besitzt, mit .. der Energie wie e- E/kT. 
Die Wahrscheinlichkeit, daB die Koordinaten eines bestimmten Tei1chens zwischen 
ql und ql + dql' q2 und q2 + dq2' qa und qa + dqa liegen und seine Impulskom
ponenten zwischen PI und PI + dPl' P2 und P2 + d P2' Pa und Pa + dPa, wird dann 
gegeben durch 

e- ElkT dql dq2dqa dPl dP2 dPa· 

Das Produkt so1cher Ausdriicke fiir alle Teilchen gibt die Wahrscheinlichkeit, 
daB gerade diese spezieile Verteilung der Teilchen vorhanden ist. Dies ist aber 
nur ein Spezialfail der wirklichen Verteilung; jedes Gastei1chen kann aile Werte P 
zwischen ± 00 und alle Werte q innerhalb des gegebenen Gasraumes einnehmen, 
und ebenso ki:innen auch die fest en Tei1chen eine Anzahl verschiedener Werte 
dieser Gri:iBen aufweisen. Man muB daher fUr jedes Teilchen iiber alle Werte 
von P und q innerhalb dieser Gebiete integrieren; die Totalwahrscheinlichkeit 
aller dieser Zustande, die zu der Teilung von no in n und n' geh6ren, wird 

w = :oi n je-E1kT dql dQ2 dqa dPl dP2 dP3· n je-E'lkT dq~dQ~dQ3dPI dP2 dPa, 

wo das erste Produkt sich auf die Gasteilchen, das zweite sich auf den fest en Ki:ir
per bezieht. Jedes E ist zusammengesetzt aus einem kinetischen und einem poten
tiellen Teil; ist e die Arbeit, die n6tig ist, urn ein Teilchen aus dem festen K6rper 
in den Gasraum zu bringen, so ist die potentielle Energie der Gasteilchen = e, 
die der festen Tei1chen = 0 zu setzen. Die kinetische Energie eines Gasteilchens 

1 SACKUR, AnndPhys 40, S.47 (1913); TETRODE, ebenda 38, S.434 (1912); STERN, 
Phys Z 14, S.629 (1913). 
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ist (Pi + p~ + P§)j2 m, wenn m seine Masse ist. Fur das Gas laBt sich nun jedes 
Integral in folgender Weise spalten und entwickeln 

+= 
f f f e-(pl+pi+p!)/2mkT dPl dP2 dPs -f f f e-,/kT dql dqzdq3 = Y(2nmkT)3 V e- E/kT . 

v 
Da dieser Ausdruck der narnliche ist fUr jedes Gasteilchen, wird das Produkt 
gleich der nten Potenz dieses Wertes. 

Der zweite Teil, das Produkt der Integrale fiir die festen Teilchen, bietet 
viel grofiere Schwlerigkeiten, und hier habe:o. die verschiedenen Autoren mit 
verschiedenen Voraussetzungen gearbeitet. Sie kommen schlieBlich dar auf hinaus, 
daB bei der Spaltung des Integrals in 

f fe-E;fkT dPi dqi -f fe-E;/kT dp~dqf -f fe-E;lkT dPsdqa 

jedem diesel' Teilintegrale, die sich so weit erstrecken wie die Beweglichkeit des 
festen Teilchens geht, del' Wert des PLANcKschen Wirkungsquantums zuerteilt 
wird. Damit wird das Produkt uber den ganzen festen Korper h3n'. 

Die Wahrscheinlichkeit dieses ganzen Zustandes wird somit 

W = no! (2nmk T)3n/2h3n' Vne-nE/kT . 
n! 

Die Verteilung der no Teilchen soli derart sein, d. h. n hat denjenigen Betrag, 
daB dadurch dieser Ausdruck der Wahrscheinlichkeit zu einem Maximum gemacht 
wird. Dann dad die Anderung Von .n zu n - 1, also von n' zu n' + 1 seinen 
Wert nicht andern. Dabei verschwindet im Nenner ein Faktor n; Von alien 
GraBen, die n im Exponenten haben, verschwindet eine Potenz, bei solchen, die 
n' im Exponenten haben, kommt eine hinzu. Also wird 

(2nmkT)fr/z-3 V e-E/kT = 1 . 
n 

Diese Formel bestimmt n; sie laBt sich auch leicht durch logarithmische Diffe
rentiation von w in bezug auf n erhalten. Fuhrt man nun ein: 

n=pVjkT, ejk=AjR, 

wobei die GraBen pro Teilchen durch GraBen pro Mol ersetzt werden, so wird 

P = (2nm)!(kT)'if/z-3 e-J./RT. 

Vergleicht man diesen Ausdruck mit der oben fUr den Dampfdruck gefundenen 
Formel P = e-lo/R T T~ ei , 

so ergibt sich eine vollige Identitat, wenn man setzt 

(7) 

Damit ist die chemische Konstante~ auf bekannte physikalische GraBen zuruck
gefUhrt. Fuhrt man die A VOGADROSche Zahl N und das Molekulargewicht ft 
ein, so kann man, da N m = ft und N k = R ist, dafur auch schreiben 

. (2n)! R'if 3 
~ = In N 4 h3 + -Zln,u. 

Die Formel fUr das Gleichgewicht wird also 

InK = In Pp~3 = _::~ + 2,5lnT + In (2n~~!k~ (8) 
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Der in dieser Formel in der chemischen Konstante auftretende Faktor h- 3 

ist aus den Eigenschaften der festen Korper hineingekommen; da es sich hier 
urn eine Gleichung des Gaszustandes handelt, ist es schwer einzusehen, wie der 
feste Zustand darau! EinfluB haben kann. Der Streit daruber, ob das h auf den 
festen Zustand oder auf den Gaszustand Bezug hat, wird durch die statistisch
mechanische Ableitung der Formel entschieden (vgl. Ziff. 18). 

8. Die SAHAsche Ionisationsformel. SAHA wendet diese Formel auf das Gleich
gewicht von neutralen Atomen, lonen und Elektronen an. Er setzt ein einfaches 
Gas V'oraus; P2 und Ps, die Partialdrucke von lonen und Elektronen, sind dann 
einander gleich. 1st Po der Druck des Gases vor der Ionisation und ist die Frak
tion x der Atome ionisiert, so wird P2 = Ps = x Po und der Partialdruck der neu
tralen Atome PI = (1 - x) Po; der Totaldruck P ist nun PI + P2 + P3 = Po (1 + x) . 
Die lonisationsenergie pro Mol sei U Kalorien. Die chemischen Konstanten fUr 
Atome und lonen werden gleich angenommen, weil sie dasselbe ft haben; fur· die 
Elektronen wird die chemische Konstante mittels eines Molekulargewichts 
ft = 1/184], berechnet. Es wird also angenommen, daB lonen und Elektronen 
als Atome eines einatomigen Gases zu betrachten sind. Fuhrt man in die Gleich
gewichtsformel dezimale statt der naturlichen Logarithmen ein, so bekommt man 

x 2 p U (2n)~Ri 3 1 
10g1 -x 1 +x = - 2,303RT + 2,5logT +log N4h3 + 2" log 1847' 

Mit den numerischen Werten 10gR = 7,920, 10gN = 23,783, logh = - 26,184 
findet sich fUr den dritten Term des zweiten Gliedes 4,42. Wird der Druck statt 
in absoluten Einheiten in Atmospharen gemessen, so ist dieser Term urn 6,02 zu 

verringern, wird also -1,60; mit % log -81 = -4,90 wird der konstante Teil 
" 1 47 

-6,50. Setzt man fUr den in Kalorien ausgedruckten Wert von R in dem ersten 
Term 1,985, so wird 

X2 U 
log1 _ x2P = - 4,571 T + 2,510gT - 6,50. (9) 

Dies ist die von SAHA gegebene Formel. 
Die lonisierungsenergie U laBt sich aus zwei verschiedenen experirnentellen 

GroBen ermitteln. Die Arbeit, die notig ist, urn in einem Atom das Elektron von 
seiner normalen Bahn kleinster Energie in die verschiedenen hoheren Bahnen 
emporzuheben, hangt mit der Wellenlange der dabei absorbierten Linien, die 
zusammen eine Serie bilden, durch die Relation 

El - E2 = hv = hC/A 

zusammen (c ist die Lichtgeschwindigkeit). Die Grenze der Serie, worin die 
hochsten Terme zusammenflieBen, stimmt dann mit der Emporhebung des Elek
trons ins Unendliche, also mit der Ionisation uberein. Sind vo und 1.0 Frequenz 
und WellenIange der Seriengrenze, so ist die lonisierungsarbeit pro Atom 

X = hvo = hC/Ao • (10) 

Durch Multiplikation mit der Zahl N der Atome pro Mol bekommt man die 
Arbeit pro Mol. Zur Umwandlung in Kalorien ist mit dem mechanischen Warme
aquivalent A (1 Kalorie = 4,19 .107 Erg) zu dividieren; also wird 

U = hcN/AAo . 

Setzt man dienumerischen Werte logh = -26,184, logc = 10,477, 10gN = 23,783, 
10gA = 7,622 ein, so findet man U = 2,84/Ao, wenn Ao in Zentimetern ausgedruckt 
wird; also U/4,571 = 0,622/1.0 , 
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Die zweite Methode beruht auf der Bestimmung des Ionisationspotentials. 
Elektronen, die ein elektrisches Feld mit Potentialfall V Volt durchlaufen, be
kommen dabei eine kinetische Energie, die der verlorenen potentiellen Energie, 
also dem Potentialgefille multipliziert mit der Ladung, gleich ist; in absoluten 
Einheiten ist diese Energie eV/300. Prallt das Elektron nun mit einem Atom 
zusammen, so kann es, wenn seine Energie ausreicht, in dem Atom ein Elektron 
zur nachst hoheren Bahn emporzuheben, seine Energie dazu abgeben, statt 
elastisch zuruckgewoden zu werden, Der dazu notige Potentialfall ist die Res o
n a n z spa n nun g. Steigt das Potential und damit die kinetische Energie noch 
hoher, so genugt diese schlieBlich, urn das Elektron vollig aus dem Atom hinauszu
weden; dieses Potential heiBt die Ionisationsspannung oder das Ioni
sationspotential (LP.). Die sich daraus ergebende Relation 

X = hl'O = eV/300 (11) 
ist durch zahlreiche Versuche tiber unelastische ZusammenstoBe, zuerst Von 
FRANCK und HERTZ, bestatigt worden. Aus dem beobachteten LP. kann man 
also auch U finden 

U = eN V/300A . 

Setzt man e = 4,77' 10- 10 und die anderen Konstanten ein, so findet sich fUr 
die in der Gleichgewichtsformel auftretende GroBe 

U/4,571 = 5039V. (12) 

Bei den zahlreichen Versuchen uber ElektronenstOBe ist es ublich geworden, 
die fUr das Emporheben eines Elektrons in eine hohere Bahn oder bis ins Unend
liche notige Energie durch den Wert der damit korrespondierenden Spannung, 
also im letzteren Fall durch das L P. anzugeben, auch wenn sie aus anderen 
Daten, z. B. aus Seriengrenzen, abgeleitet worden ist. Die in soIcher Weise 
abgeleiteten Werte sind in Ziff. 20 zusammengestellt. 

9. Mehrfache Ionisation. Ein ionisiertes Atom kann noch ein zweites Elek
tron verlieren. Die dazu notige Ionisierungsarbeit sei U'. Der Prozentsatz der 
einfach und der doppelt ionisierten Atome sei x und y; dann ist der Partialdruck 
dieser Atome xpo und ypo, der der Elektronen (x + 2y) Po, der der neutralen 
Atome (1 - x - y) Po, und der Totaldruck wird p = (1 + x + 2y) Po. Dann 
werden die Gleichgewichtsgleichungen 

x(x + 2y) P U 
log 1-X-y 1+x+2y =-4,571T +2,510gT-6,50, 

y(x + 2y) P u' 
log x 1 + x + 2y = - 4,571 T + 2,510gT - 6,50. 

Subtrahiert man diese Gleichungen, so findet man 

x2 

log -y"---( 1---X---y--'-) 
U'- U 
4,571 T . 

Da das zweite Ionisationspotential bei den Elementen, fUr die beide bekannt sind, 
erheblich (urn mehr als 5) groBer ist als das erste, wird das zweite Glied der Glei
chung fUr die bekannten Oberfiachentemperaturen sehr groB (> 25000/1); 
also muB entweder yoder 1 - x - y sehr klein sein. Das heiBt, daB die drei 
Stufen des Atoms nicht gleichzeitig nebeneinander in erheblicher Menge vorkom
men konnen; die zweite Ionisation wird erst bedeutend, wenn die neutralen 
Atome so gut wie verschwunden sind. Damit werden die Gleichungen fUr die 
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einander folgenden Ionisierungen unabhangig und vereinfachen sich zu 
x2 U 

log (1 _ X)(1 + x) P = - 4,571 T + 2,510gT - 6,50, 

Y(1 + y) U' 
log (1 _ Y)(2 + y) P = - 4,571 T + 2,510gT - 6,50. 

SAHA gibt eine etwas abweichende FormeP, well er den zweiten ProzeB als vollig 
unabhangig betrachtet, wobei die Elektronen des ersten Prozesses nicht mit
wirken. 

10. Ionisation in einer zusammengesetzten Atmosphare. In einer Stern
atmosphare kommen mehrere Elemente vor, deren Atome in verschiedenem MaBe 
ionisiert sind. Die aus diesen Atomen frei werdenden Elektronen sind identisch 
und wirken auf alle Ionen als eine einzige Elektronenatmosphare. Die Anderungen, 
die die SAHAsche Formel dadurch erfahren muB, sind zuerst von E. A. MILNE2 
und H. N. RUSSELLs angegeben worden. In diesem Fall ist der Elektronendruck 
(hier mit P bezeichnet) nicht mehr dem Ionendruck P2 eines bestimmten Elementes 
gleich. Man kann ihn einfach, wie MILNE es macht, in den Formeln stehen 
lassen und schreiben: 

x U 
log 1 _ x P = - 4,571 T + 2,510gT - 6,50. (13) 

Der Elektronendruck kann aber auch, wie RUSSELL es macht, durch den Total-
muck ausgedrtickt werden. Geben die GroBen Xl' X2, Xs, ... an, welche Fraktionen 
der verschiedenen Elemente ionisiert sind, und aI' a2, as, ... die Anzahl der Atome, 
SO wird 

P= Iax P=~P 
:J,'a + Iax 1 + Xo ' 

wenn Xo = J:ax/J:a den mittleren Ionisationsgrad der Mischung bezeichnet. 
Dann wird die Formel 

log~ x 1 ~ xoP = - 4,5~ T + 2,510gT - 6,50. (14) 

Vergleicht man diese Formel mit der SAHAschen, so zeigt sieh, daB fiir x < Xo 
das Ionisationsverhaltnis x/(1 - x) kleiner, ftir x> Xo groBer ist, als wenn bei 
gleichem Totaldruck das betreffende Element fUr sich allein vorhanden ware. 
Das zuerst und am leichtesten ionisierte Element wird starker ionisiert, well 
seine Elektronen tellweise Von den Ionen der schwer ionisierbaren Atome absor
biert werden; letztere umgekehrt werden in ihrer Ionisation gehemmt, well 
sie von einer fremden Elektronenatmosphare umgeben sind. Die Mischung der 
Elemente wirkt, als ob die Ionisationsspannungen noch mehr verschieden waren, 
als sie es sind. Der Bereich in Temperatur und Druck, tiber den der Verlauf der 
Ionisierung sich erstreckt, wird fiir die leicht ionisierbaren Elemente erweitert, 
fiir die schwer zu ionisierenden verengert. 

A. S. KING hat diese theoretische SchluBfolgerung durch Versuche mit 
seinem elektrischen Of en bestatigt4• Bei 1800 0 waren die Linien von Ca und Ca + 
deutlich sichtbar; wurde K zu dem Ca gemischt, so wurden die Linien des Ca + 
stark geschwacht, wahrend die Ca-Linien ihre Intensitat beibehielten. Mit Sr 
und Ba wurde, etwas schwacher, der gleiche Effekt beobachtet; bei einer Mischung 
des Ba mit N a dagegen, das das gleiehe LP besitzt, war keine Anderung bemerkbar. 

1 Phil Mag 40, S.478 (1920). 
3 Ap J 55, S. 119 (1922). 

2 Obs 44. S.261 (1921). 
4 Ap J 55. S.330 (1922). 
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Dividiert man die RussELLschen Formeln fiir zwei Elemente, so wird der 
Elektronendruck eliminiert, und man erhalt 

log(~.~)= U 2 - U 1 
1 - %1 • 1 - %2 4,571 T . 

Diese Formel besagt, daB das Verhaltnis der Ionisationszustande zweier 
Elemente in einer Atmosphare unabhangig von der relativen Menge und von 
der Anwesenheit anderer Elemente ist und nur durch die Temperatur und die 
Ionisationspotentiale bestimmt wird. 

11. Das Auftreten haherer Serien. SARA wies in seinen Aufsatzen darauf 
hin, daB der Dbergang von dem neutralen zu dem ionisierten Zustand nicht 
schroff Vor sich geht; das Elektron kann zuvor durch Aufnahme Von Energie 
in hohere Quantenbahnen als die Normallage gehoben werden. Bei tiefer Tem
peratur absorbieren die Atome, da das Elektron sich in der niedrigsten Quanten
bahn geringster Energie befindet, nur die Hauptserie des Spektrums. Bei stei
gender Temperatur geht in einem Teil der Atome das Elektron auf hohere Quan
tenbahnenuber und werden die Nebenserien absorbiert. SARA beschrankt sich 
auf diesen qualitativen Hinweis. Quantitative Ausdrucke lassen sich ableiten, 
wenn man die Formeln des chemischen Gleichgewichts auf die verschiedenen 
Quantenzustande eines Atoms anwendet. Der Fall ist der namliche wie bei 
ihrer Anwendung auf die allotrope Umwandlung eines Stoffes; da die Anzahl 
der Teilchen und ihr Molekulargewicht sich nicht andern, verschwinden die beiden 
letzten Glieder, und die Formel wird einfach 

log PI/PO = - U1/4, 571 T , 

wo U1 die Umwandlungsenergie pro Mol ist und Po und PI die Partialdrucke 
beider Formen bedeuten. Dies gilt fur alle hoheren Niveaus; nennt man ihre 
Energiedifferenz gegen die Grundbahn U1 , U2 , Ua, .•. , so hat man 

(15) 

Also, urn so hoher die Temperatur steigt, in urn so groBerer Zahl verteilen sich 
die Elektronen in dem Normalzustand des Atoms auf die hoheren Bahnen, ohne 
jedoch je die Anzahl der Grundbahn zu erreichen; erst bei T = 00 werden die An
zahlen einander gleich. Bei steigender Temperatur werden daher allmahlich die 
hoheren Serien auftreten, die von Bahnen hoherer Energie ausgehen. Durch Be
obachtung der Spektren in einem elektrischen Of en beiverschiedenen Tempe
raturen von 1600° bis 2700° hat A. S. KING l die Linien in Temperaturklassen 
I bis V eingeteilt; die Funkenlinien reihen sich dabei zumeist in die Klasse Vein. 
Diese Einteilung kann als eine rohe Einteilung nach Energieniveaus dienen. 

Die Energiedifferenzen U1, Uz, .•• haugen durch die Relationen U1 - h'PI' 
U2 = hv2 • •• mit der Frequenz der Linien zusammen, die bei dem Dbergang 
zwischen den betreffenden Niveaus entstehen. Die mit ihnen durch die Relation 
U1 = eNV1i300 A zusammenhangenden Spannungen treten als "Anregungs
potentiale" dieser Linien in den Versuchen mit ElektronenstoBen auf. 

12. EinfluB der hoheren Serien auf die Ionisation. Durch das Vorhanden
sein von Atomen in diesem angeregten Zustand als Normalzustand wird auch 
die Ionisation beeinfluBt. Nehmen wir zwei Zustaude des Atoms an mit Partial
drucken PI und P2' wahrend diese fiir die Ionen und Elektronen Pi und Pe sind, 

1 Ap J 37, S. 239 (1913); 39, S. 139 (1914); 41, S. 86 (1915); 42, S. 344 (1915); 48, S. 13 
(1918); 51, S. 179 (1920); 53, S. 133 (1921); 54, S.28 (1921); 56, S. 318 (1922); 59, S.155 
(1924); 60, S.282 (1924). 
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so sind drei Umwandlungen moglich, fUr die die Gleichungen gelten 

logKI = log P~' = - 4,gl T + 2,5 log T - 6,50, 

PiPe U - U1 
logK2 = log P2 - = - 4,571 T + 2,510gT - 6,50, 

P2 U I 0 

logKI2 = log PI - 4,571 T' 
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Wenn X den Prozentsatz der ionisierten, 1 - x den der neutralen Atome bedeutet, 
unter denen sich die Fraktion y in der niedrigsten, 1 - yin der hoheren Quanten
stufe befindet, so ist 

PI __ _ Y_ PiP,· _ __ x_ ~P 
P2 - 1 - Y , PI - Y (1 - x) 1 + Xo ' 

PiPe _ X Xo P 
P;-(1-y)(1-X)1+Xo' 

Bezeichnet man mit K den Ausdruek 

so wird 1 1 1 ---+--K - KI K 2 ' 

Sind eine groBe Anzahl Quantenzustande vorhanden, so ergibt sieh in derselben 
Weise fUr die scheinbare Gleiehgewichtskonstante, die die Ionisation bestimmt, 

~= 2 ~n' 
Setzt man die \Verte fUr Kl> K 2 , ••• ein, so wird 

oV ¥ e- U/RT 
_N _ __ N_O _ P = T2,510-6,50 - 00___ (16) 
1 _ox 1 + Xo 1 + e -U1!RT + e-U,!RT + . " . 

Es stellt sieh also heraus, daB der Ionisationsgrad dureh das Vorhandensein der 
anderen Quantenzustande verringert wird, wie auch schon von MILNE angegeben 
wurde l . Man kann das Ergebnis in der Weise ausdrueken, daB das Vorhanden
sein von Atomen, die einen Teil der vorhandenen Energie versehlueken, einen 
geringeren Teil fUr die Ionisation ubrig laBt. Es muB aber hinzugefugt werden, 
daB bei maBigen Temperaturen, wenn nicht die UI auBerst gering sind, die hin
zukommenden Glieder praktiseh nur eine geringe Bedeutung haben. Da aueh 
im ionisierten Atom die Elektronen in hohere Quantenbahnen ubergehen konnen, 
ergibt sieh, daB dafiir im Zahler der Formel eine ahnliehe Reihe hinzukommt, 
wie hier im Nenner gesehrieben wurde; diese \Vird aber erst bei noeh viel hoheren 
Temperaturen merklich. 

13. Die Konvergenz der Quantenzustiinde. \Venn man eine Verteilung der 
Atome uber verschiedene Quantenzustande einfuhrt, staDt man auf eine Sehwierig
keit. Der Totaldruek ist die Summe der Partialdrueke der versehiedenen Zu
stande; aber diese Reihe ist nicht konvergent. Die Werte Un nahern sieh fUr die 
hoheren Glieder immer mehr U; das Verhaltnis zweier einander folgender Glieder 
nahert sieh der Einheit, also wird die Summe unendlich, wenn nieht jedes Glied 
fUr sieh Null ist. Bei Wasserstoff z. B., wo die Energie der verschiedenen Bahnen 
durch die Reihe der einfaehen Werte 

-x' -ix, -~·x, --toX··· 
ausgedruckt wird,nimmt die Reihe der Partialdrueke die Gestalt an: 

Po + PI + P2 + Pa + .. : = 1 + e-iulRT + e-~U/R'l' + e- HU/RT + . 
lObs 44, S.269 (1921). 
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Diese Terme sind fiir die praktisch in Frage kommenden Temperaturen sehr 
klein; fiir Wasserstoff bei 10000° wird die Reihe 

1 + 10- 5,10 + 10- 6,Q4 + 10- 6,38 + ... 
Aber trotzdem bleibt theoretisch die Schwierigkeit bestehen, daB die Energie 
sich iiber unendlich viele Niveaus verteilen muB, deren jedes, abgesehen von dem 
niedrigsten, nahezu gleich viel erhill.t. Wie die Erfahrung an den Spektren zeigt, 
kann dies nicht der Realitat entsprechen. Es ist auch klar, daB die Zahl der 
wirklich vorkommenden Bahnen beschrankt ist, weil der fiir jedes Atom ver
fiigbare Raum keine groBeren Bahnen zulaBt. Die Reihe wird nun nicht an irgend
einer Stelle plotzlich abbrechen, sondern die Bahnen werden schwieriger und 
seltener vorkommen, je groBer sie sind. Die Glieder der Reihe, die diesen 
Bahnen entsprechen, werden mit Koeffizienten multipliziert werden miissen, 
die sich fiir die hoheren Glieder der Null nahern. Formeln daflir sind zuerst von 
H. C. UREyl und E. FERMI2 gegeben worden. Man kann sie, anschlieBend an 
unsere bisherigen Entwicklungen, in folgender \Veise ableiten. 

Die Anzahl der Atome mit Energie Xr sei n r, ihr Volumen V r, die Totalzahl n, 
der ganze Raum V. Fiir jede Art von Atomen ist der gleiche Bewegungsraum 
vorhanden, der iibrig bleibt, wenn man Yom Gesamtraum das Volumen aller 
Atome abzieht, also V' = V - J: Vr nr· Die Wahrscheinlichkeit dieses Zustandes 
wird dann, ahnlich wie in Ziff. 7, gegeben durch 

W = nIl nzl ~.l. nrl ... II f e- Ek/RT dql dq2dq3 f e-1.r/kT dPl dP2 dP3 
V' 

nl ",' = . (2nmkT)!n(V-..:::..,Vrnr)ne-~xrnr/kT. 
nIl nzl ... nrl ... 

Dieser Ausdruck solI ein Maximum sein, also sich nicht andern, wenn die Art r 
urn eins verringert, ~ie Art s .. urn eins vermehrt wird. Dann andert sich J: Vr n,. 
urn - Vr + VB' also 1st die Anderung des ganzen Ausdrucks 

nr (V - ~ Vrn~ + Vr - v..)ne _ (X'-Xr)/kT = 1 . 
n, V-2:Vrnr 

Schreibt man fiir V' = V - J:Vrnr = Von, wo also Vo der durchschnittliche 
freie Raum pro Atom ist, so wird (n ist eine ungeheuer groBe Zahl) 

n, = (1 _ V, - Vr)n e-(xs-xr)/kT 
nr nVo 

V s - Vr 
= e ---v,- e-(xs-1.r)/kT 

oder auch nr = C e-1. r /kT e-Vr/V •. (17) 

Zu dem Ausdruck, der ohne diese Volumbetrachtung gefunden wurde, kommt 
also noch wegen des beschrankten Raumes ein exponentieller Volumfaktor 
hinzu, der die Reihe der Partialdrucke fiir die hoheren Glieder konvergent macht. 
Mit diesem Ergebnis stimmt die Tatsache iiberein, daB in den Spektren der 
Himmelskorper immer nur eine beschrankte Anzahl der BALMER-Linien sicht
bar ist, und zwar urn so mehr, je geringer der Druck ist. 

b2) Statistisch-mechanische Ableitung der GleichgewichtsformeL 

14. Einleitendes. Durch die Untersuchungen von L. BOLTZMANN und 
J. W. GIBBS sind die Satze der Thermodynamik auf Verteilungsgesetze innerhalb 
einer ungeheuer groBen Anzahl gleichartiger mechanischer Systeme zuriickgefiihrt 

I Ap J 59, S.1 (1924). 2 Z f Phys 26. S. 54 (1924). 
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worden. Die beobachtbaren physikalischen GroBen sind die Parameter, die in 
diesen Verteilungsgesetzen auftreten; der jeweilig beobachtete Zustand entspricht 
der Verteilung, die die erdrlickend groBte Wahrscheinlichkeit hat, und der zu
gleich die mittlere Verteilung darstellt. Beides muB durch die Methoden der 
abzahlenden Statistik ermittelt werden. Der groBe Vorzug der Thermodynamik, 
daB sie nur mit beobachtbaren physikalischen GroBen operiert, ohne auf den 
Mikromechanismus der Erscheinungen Bezug zu nehmen - was ihre Ergebnisse 
unabhangig von Hypothesen liber diesen Mechanismus macht und ihnen eine 
zweifellose GewiBheit gibt -, scheint dabei verlorenzugehen, aber nur scheinbar 
oder in unbedeutendem MaBe. Was liber den Mechanismus der EinZelsysteme 
vorauszusetzen ist, beschrankt sich auf so ganz allgemeine Satze, daB darin 
kaum etwas Hypothetisches in diesem Sinne enthalten ist. Umgekehrt liegt der 
Vorzug der statistisch-mechanischen Methode darin, daB ein gewisser Spielraum 
in den Annahmen liber Klasse und Charakter der Systeme vorhanden ist, der 
verschiedenen AnschluB an die Empirie und damit Entscheidungen liber den 
allgemeinen Charakter der Systeme zulaBt. Das klassische Beispiel dafur bietet 
PLANCKS Ableitung der Strahlungsformel. 

Die statistisch-mechanische Methode ist neuerdings durch die Zusammen
arbeit dreier englischer Gelehrten, C. G. DARWIN, R. H.FoWLER und E. A. MILNE, 
auf die Ableitung des Ionisationsgleichgewichts angewandt worden. Zuerst 
haben DARWIN und FOWLER! durch das mathematische Hilfsmittel der "Ver
teilungsfunktion" eine machtvolle Methode zur Behandlung thermodynamischer 
Gleichgewichte geschaffen. Wahrend sonst bei solchen Untersuchungen immer 
die wahrscheinlichste Verteilung bestimmt wurde, haben sie mit der mittleren 
Verteilung, dem Durchschnitt aller moglichen Zustande, gearbeitet. FOWLER hat 
diese Methode zur Ableitung von Formeln fUr das Dissoziationsgleichgewicht 
verwendet 2, und mit MILNE zusammen hat er sie auf die Sternatmospharen an
gewandt. Zweifellos verdient diese Ableitung der Ionisationsformel den Vorzug 
vor der rein thermodynamischen, da sie einen tieferen Einblick in die Voraus
setzungen gestattet und Korrektionen fUr besondere Annahmen ermoglicht. 
Wir werden in unserer Ubersicht dieser Ableitung alle nicht fUr unseren Zweck 
notwendigen, an sich interessanten Deduktionen fortlassen. 

15. Verteilungsfunktion und Mittelwert. Wir denken uns eine groBe Anzahl 
(M) Systeme einer Art; die vorhandene Energie E kann sich in verschiedener 
Weise liber diese Systeme verteilen. In einem dieser Zustande hat man al Systeme, 
die die Energie "1 besitzen, a2 Systeme mit "2 usw.; die Mengen "1' "2' ... denken 
wir uns vorlaufig als ganze Multipla einer kleinsten Einheit der Energie. Das 
zu losende Problem ist, zu finden, wie oft jeder dieser Zustande vorkommt, um 
daraus den Durchschnittswert jeder in Frage kommenden GroBe abzuleiten. 
Um es losen zu konnen, ist eine Voraussetzung notig: jeder unterscheidbare Zu
stand kommt gleich oft vor, hat dieselbe Wahrscheinlichkeit, oder auch, hat das
selbe Gewicht. Oder im allgemeineren Fall: wenn man dazu Ursache hat, gibt man 
jedem unterscheidbaren Zustande ein durch apriorische Erwagungen bestimmtes 
Gewicht. Unterscheidbare Zustande hat man, wenn ein System, das das erste Mal 
die Energie "1 besitzt, das zweite Male2 hat, wahrend zugleich ein zweitesSystem, das 
zuerst "2 hatte, jetzt "I bekommt. Denn die Systeme sind zu unterscheiden; sie sind 
gleichsam numeriert, wahrend die Energieeinheiten nicht zu unterscheiden sind. 

Die Frage, wie groB die Anzahl Zustande ist, die durch obige Feststellung 
bestimmt sind, wird beantwortet durch die Zahl der Moglichkeiten, daB M Ele-

1 On the Partition of Energy. Phil Mag 44. S.450 (1922). 
2 Dissociation Equilibria by the Method of Partitions. Phil Mag 45. S.1 (1923). 

Vgl. auch R. H. FOWLER, Statistical Mechanics (1929). 
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mente derart in Gruppen verteilt werden, daB die erste Gruppe ~ Elemente, 
die zweite a2 Elemente enthalt usw. Die M Elemente konnen auf M! verschiedene 
Weisen geordnet werden; die a1 ! verschiedenen Weisen, in der a1 bestimmte 
Elemente innerhalb der ersten Gruppe verschieden geordnet sind, lassen sich 
jedoch nicht unterscheiden, also ist die Anzahl deswegen mit a1 ! zu dividieren. 
Ahnliches gilt fur die a2 Elemente der zweiten Gruppe usw. Also findet man fUr 
die gesuchte Anzahl 

M! 
A= I ,I . 

al· a2· a3···· 

Hat man in dem allgemeinen Fall einen Grund, dem Zustand, bei dem ein Element 
die Energie 81 besitzt, das Gewicht gl zu erteilen usw., so wird 

A - M! a,,.,ct.,.a, (18) 
- a1! a2! a3! ... g1 62 63 •... 

Eine ahnliche Formel fUr die Anzahl gilt fur jede andere Verteilung der vor
handenen Energie uber die Systeme, wobei naturlich immer den Bedingungen 

a1 + a2 + a3 + ... = M; a1 81 + a2 8 2 + aa 8a + ... = E (19) 

genugt werden muB. Umden mittleren Wert irgendeiner GroBe zu finden, wird 
ihr Betrag in jedem der Zustande mit der Anzahl der Zustande multipliziert, 
die Totalsumme berechnet und durch die Totalzahl dividiert. Es gilt daher 
zuerst diese Totalzahl zu finden, also die Summe der Ausdrucke (18) unter der 
Bedingung (19). Dazu bildet man die Verteilungsfunktion, zunachst mit un
bestimmt gelassenem Argument 

t(z) = glze1 + g2ze. + gaze, -f... . (20) 

Wenn man die Mte Potenz einer Summe (a + b + c + ... ) entwickelt, haben 
die Terme die Form 

M! kbl m 
k!t!m!. .. a c .... 

Erhebt man also t (z) in die M te Potenz, so wird einer der Terme sein 

M' , ,. I g't'~~ ... za,.·l+a •• ,+a, •• + ... , 
al· a2· a3·· .. 

wobei immer La = Mist. Der Koeffizient ist gerade der Ausdruck fUr die An
zahl A, den wir brauchen, wobei dann der Exponent a 1 81 + a282 + ... = E die 
Totalenergie ist. Es gibt noch eine ganze Anzahl Terme mit anderen a1 ,a2 , ••• , 

we1che jedoch den Bedingungen (19) genugen, wo also der Exponent Von z auch 
= E ist. Diese alle stellen mogliche Zustande vor; alle Terme mit anderen 
Exponenten von z stellen keine moglichen Zustande vor. Sucht man also alle 
diese Terme zusammen, die zE enthalten, so ist der Gesamtkoeffizient 

2'A - 2' M! a, a, '" 
- a1!a2!a3! ... glg2g3 ... 

genau die Totalzahl von Zustanden, die wir suchen. Denkt man sich. nun die 
Funktion {t (Z)}M in eine Potenzreihe nach z entwickelt, so wird daiunter ein 
Term vorkommen, der zE enthhlt. 

{f(Z)}M = ... C_1ZE-l + CzE + C+1ZE+l .... 

Dieser Term·CzE muB identisch sein mit der obigen Summe aller Glieder, die den 
Betrag 2: a8 = E als Exponenten enthalten. Also ist 

(21) 
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Urn diesen Koeffizienten C zu finden, wird ein Satz aus der Theorie der komplexen 
Veranderlichen benutzt. Das Kurvenintegral von zndz tiber eine geschlossene 
Kunte urn den Koordinatenursprung betragt 211-i fiir n = -1, wahrend es fUr 
jede andere Potenz von z verschwindet. Also ist 

j {f(Z)}M dz _ 2 'C 
zE z - 11-~ • (22) 

K 

Es gilt nun, dieses Kurvenintegral zu berechnen. Die Funktion 1M nimmt zu, 
wenn man z auf der positiven reellen Achse von 0 an nach 00 zunehmen laBt; 
Z-E nimmt zur gleichen Zeit regelmaBig ab; es ist leicht einzusehen, daB auf dieser 
Achse ein Wert von z vorhanden sein muB, fUr den {t(Z)}MZ-E ein Minimum 
wird. Durch diesen Wert z = ff, der urn so naher an Nullliegt, je kleiner E in 
bezug auf Mist, wird ein Kreis urn den Koordinatenursprung gelegt, der als 
Integrationskurve dient. Die Beziehung zwischen EjM und ff findet sich durch 
logarithmische Differentiation 

E d - - + Md-lnt(z) = 0 z z ftirz=ff, 
also 

d 
EjM = {) d8lnt(ff). (23) 

Wenn man ff als Parameter nimmt, der den Zustand bestimmt, gibt diese For
mel die Abhangigkeit der Energie pro System von diesem Parameter. 

Es laBt sich nun zeigen, daB nur die Teile des Kreises in der unmittelbaren 
Nahe von ff einen merklichen Beitrag zu dem Integralliefern. Bezeichnet man 
der Kiirze wegen {I (Z)}Mz-E mit rp (z) und entwickelt man dieses <p fur z= ffe"x 

nach Potenzen von (X. 

rp(z) = rp(ff) + iff (X.rp'(ff) + Hiff(X.)2rp"(ff) + ... , 
so ist dafiir wegen rp'(ff) = 0 zu schreiben 

rp(z) = rp(ff) {1 -lff2(X.2rp"jrp} = rp(ff) e-1fft"t<p"/'P. 

Da rp"jrp den Exponenten Moder E, eine ungeheuer groBe Zahl, als Faktor ent
halt, wird dieser Ausdruck fUr rp (z) nur fiir auBerst kleine (X. einen endlichen 
Wert haben. Er fant nach beiden Seiten schon fiir sehr kleine (X. schroff ab, ahn
lich wie eine Fehlerkurve. Das Kurvenintegraltiber den Konturkreis reduziert 
sich also auf das Integral tiber eine Wahrscheinlichkeitsfunktion, wobei als 
Grenzen auch ± 00 zu nehmen ist. Also 

C = _1_. (dZ (z) = q; (8)!e-1ff3".'P"/'P d (X. = 1 / 1 (ff) • 
2n z. Z <p 2n V 2n82 q;"}q; <P 

Setzt man fUr <p seinen Wert ein und berechnet aus der Definition von ff 

dE q;" 
---a;n; = ff --;p , 

so findet sich schlieBlich 

C = V2.n-8d1E/db{t(ff)}Mff- E . (24) 

Man ist nun imstande, Mittelwerte zu berechnen, z. B. die Frage zu beantworten, 
wie viele unter den M Systemen, im Durchschnitt, 8, Energieeinheiten besitzen. 
M~nsucht dazu den Durchschnittswert vo~ a, nach der Formel 

a,2:A = 2:Aa, 

Handbuch der Astrophysik. III. 18 
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oder 
C- ~ M! aT = a ---;-- g'f'- gg' ... (,: ... 

r a1 !a2! ... aT! ... " r 

M ,",' (M - i)! "a, a, ,-,ilT-l 
= gr...:::.. a 1!a2! ... (aT-i) ... 61 g2- ••. 6r ••.• 

Die GroBe hinter dem ~-Zeichen stellt das C vor fUr den Fall, daB M -1 Systeme 
in Gruppen verteilt werden, deren Anzahl av a2 , ••. (aT - 1) ... ist, wobei also 
die Energie E - lOr ist. Setzt man dafiir den Wert aus (24), entsprechend ab
geandert, ein, so wird 

C a r = -V::-;EJd-& M gr {f(&)}M- 1t9E- sT • 

Dividiert man dies en Ausdruck durch C, so erhalt man 
. -&ST 

ar = MgT f(-&)' (25) 

Hier z~igt sich die Bedeutung des Ausdrucks "Verteilungsfunktion". Schreibt 
man Sle 

(26) 

so zeigt sich, daB jeder Term dem Wert I ({}) aiM gleich ist, also die mittlere 
Haufigkeit des entsprechenden Energiebetrages darstellt. 

16. Zwei Arten von Systemen. Wir betrachten jetzt den Fall, daB zwei 
Arten Von Systemen zusammen vorkommen. Ihre Anzahl sei M und N, die 
Energiemengen seien 101> 102, •.. , '171,1')2' ... , die Anzahl der Systeme, die diese Mengen 
besitzen, aI' a2 , ••. , bI , b2 , •.• , die Gewichte g1> g2' ... , hl>h2' .... Die Bedin
gungen, denen sie genugen, sind 

M = La, N = Zb, E = Lac + Zb1'). (27) 

Durch die gleiche Beweisfiihrung, wie in der vorigen Ziffer, findet man fur die 
Anzahl der zu unterscheidenden Zustande, die durch diese Zahlen charakteri
siert sind 

A = -~g'f'-@'" -~hflh~'"'' 
aI' a2 ! ... bl ' b2 ' ... 

Fur die Berechnung yon ~ A stellt man wieder die beiden Verteilungsfunktionen 
auf 

11 (z) = gl Z" + g2 Z" + ... , 12 (z) = h1z'l, + h2z'l, + .... 
In der Entwicklung von If t: tritt A als Koeffizient in dem Glied auf, das 
Zal" +a",+ ... • Zb,'11+ b,1}.+ ... enthalt; also wird .LA der Koeffizient yon ZE sein, 
und man findet ihn durch 

C = "A = -21 .J{/I (Z)}M {/2 (Z)}N Z-E dz . ...:::.. nz Z 

" Wird der Parameter {} wieder durch die Minimumbedingung bestimmt, so er-
gibt sich 

d d 
E = MI} ([B.ln/l (1J) + N {} d-& In 12 (1J,) , (28) 

C = V 2n-& ~E/d-& 1J- E {II ('&)}M {/2 ({})}N . (29} 

Fiir den Durchschnittswert von aT findet man denselben Betrag wie in der yorigen 
Ziffer. Hier tritt eine neue Frage auf, namlich nach der mittleren Verteilung der 
Gesamtenergie iiber die beiden Arten von System en. Auf die Systeme der ersten 
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Art entfaIlt a1 8 l + a2 8 2 + .... Dies ist gerade der Exponent in der Entwick
lung des Polynoms {t (z)}M, also ist _ 

d {/2(Z)}N Z dz {II (Z)}M = ... A (a1 8l + a282 + ... ) za,.,+a..,+···+b,'7,+b2 '7.+···. 

Daher kann man schreiben 

CEl=~(a18l+a282+ ... )A =_1_.fdZ Z-E{t2(Z)}N Zdd {tl(Z)}M, 
2;n;~ Z z 

" 
= 2~fdZ z-E{/l(Z)}M{/2(Z)}N Mz d

d ln/l(z). 
:n;~ z. z 

" 
Der letzte Teil des Integranden bleibt ilber das Integrationsgebiet nahezu kon

stant, kann also durch M{} dd{}ln/l({}) ersetzt und vor das Integralzeichen gebracht 

werden. Dann findet man 

(30) 

Das ist gerade das erste Glied in der Formel (28) fiir die Gesamtenergie. 
17. Energieverteilung bei einem Gase. Eine besondere Behandlung erfordert 

der Fall, daB die zweite Art von Systemeri aus Gasmolekeln besteht, die nur ihre 
Translationsenergie besitzen. Dabei wird diese Energie nicht in konkret ver
schiedenen Mengen 'fJl' 'fJ2' ••• ilber die Systeme verteilt, sondem in kontinuierlich 
veranderlichen Betragen. Der Zustand jedes Systems ist durch Ort und Ge
schwindigkeit bestimmt, also durch sechs allgemeine Koordinaten (drei Koordi
naten ql' q2' qs und drei Impulskomponenten PI' P2' Ps). In dem sechsdimensionalen 
"Phasenraum" sind die Punkte, die die Zustande vorstellen, kontinuierlich ver
teilt. Wir teilen diesen Raum in kleine Elemente ds = dPl dP2dPS dql dq2 dqs; 
innerhalb jedes Elements werden die Zustande als vollig identisch angenommen; 
nachher gehen wir dann zum Grenzfall ds -+ 0 ilber. 

We1che Gewichte muB man nun diesen Zustanden zuerkennen? Die Anzahl 
der Zustandspunkte innerhalb eines Volumelements ist dem Inhalt dieses Ele
ments proportional. Daher muB das Gewicht eines Elements diesem Inhalt ds 
proportional genommen werden. Die Systeme der ersten Art, die an d~r Ver
teilung der Energie teilnehmen, sollen Systeme sein, die die Energie indiskreten 
Mengen aufnehmen; es mogen z. B. dieselben Atome oder Molekiile sein, die 
dadurch in verschiedene Quantenzustande ilbergehen. Diese Zustande unter
scheiden sich durch verschiedene Werte ihrer Impulsmomente, we1che um Viel
fa,che des Wirkungsquantums h verschieden sind. Jedes Atom wird durch drei 
Quantenzahlen charakterisiert, deren jede die Dimension dpdq hat; jeder kon
krete Zustand ist von den nachsten anderen um h entfemt, und sechsdimen
sionale Volumelemente von der GroBe ds = hS wiirden je einen dieser Zustande 
enthalten. Wenn wir also jedem dieser konkreten Quantenzustande des Atoms 
und Molekiils das Gewicht 1 zuerkennen (oder gegebenenfalls andere kleine Ganz
zahlen), dann muB der Gesamtheit der kontinuierlichen Zustande des zweiten 
Systems der Translationen, die in demRaum dPl dP2 dps dql dq2-dqS enthalten 
ist, das Gewicht dPl dP2dPS dql dq2 dqs/hs gegeben werden. 

Die Formeln der vorigen Ziffer gelten nun fiir diesen Fall mit der Speziali
sierung, daB (Pi + p~ + p~)/2m (wo m die Masse eines Teilchens ist) fUr 'f}r und 
dPl . .. dqs/hs filr das Gewicht.h in die Formel filr die Verteilungsfunktion ein
zusetzen ist. Geht man dann zum Grenzfall ilber, wo die Raumelemente unend
lich klein werden, so wird die Summe zum Integral: 

1 (_<l) _ f dP1 dps dps dql dqs dqs {}(P'+P'+p')/2m 
2 'U' - h3 ' •• , 

18* 
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ausgedehnt iiber die Impulsbereiche zwischen ± 00 und iiber Koordinatenbereiche, 
die dem Volumen des Gases entsprechen. Also 

12 ({}) = fdq1 ~~2 dqa f e - [(pI+p~+pD In '/1Jl/2m dPl dP2 dPa . 
V 00 

Die Integration nach q liefert das Volumen; die Integration nach p entspricht 
dem Wahrscheinlichkeitsintegral, also 

12({}) = ~ (~~~)~. (31) 

Fiihrt man dies en Wert in die Formeln (30) und (25) ein, so wird 

- d (3 1) 3 1ff} 3 N 
E2 = N{} dfJ - 2 lnln :o;- = 2 N1Jln1ff} = 21n 1ff}' (32) 

(33) 

Die kinetisehe Energie eine!3 Gases ist nach den iiblichen Formeln tkNT. 
Daraus ergibt sich, daB In 1ft} = 1/kT sein muB, also 

t} = e- l /kT • (34) 

Damit ist der oben eingefiihrte Parameter t} auf den iiblichen Parameter, die 
Temperatur, zuriickgefiihrt. Dasselbe Ergebnis hatte man erhalten k6nnen 
durch Einfiihrung eines einfachen Oszillators und Anwendung des Satzes, daB 
auf jeden Freiheitsgrad im Durchschnitt die Energie kT kommt. Fiihrt man in 
die letzte Formel noeh statt der Impulskomponenten p die Geschwindigkeits
komponenten u, v, w ein, so wird 

b = N (~)~ e _(u2+v2+w2)m/2kT dxdy dzdudvdw 
r V 2en kT ' 

iibereinstimmend mit der MAXWELLschen Formel fiir die Geschwindigkeits
verteilung in einem Gase. 

18. Ableitung des Ionisationsgleichgewichts. Wir betrachten jetzt ein Gas, 
dessen Teilchen AB sich in Bestandteile A und B spalten k6nnen, we1che in gleicher 
Anzahl vorhandensind. Alle diese Partikel AB, A, B haben Translationsenergie, 
wal1rend die AB noch dazu innere Energie besitzen, die sie in Quanten aufnehmen. 
Die Anzahl der Teilchen A und B sei M, die Anzahl der Teilchen AB sei N. Die 
Verteilungsfunktion der Translationsenergie fiir die Tei1chen A, B, AB ist 11 (z), 
12 (z), fa (z), die Verteilungsfunktion fiir die innere Energie der AB ist B (z). Die 
Anzahl der moglichen Zustande bei gegebenem M und N wird dann sein: 

1 r dz C = 2ent. Z-F{tl(Z) 12 (z)}M {/3(z) B(Z)}N z' 
k 

WO F die zur Verfiigung stehende Energie ist. 
Nun sind M und N veranderlich in der Weise, daB M + N = X, die Total

zahl der vorhandenen Atome sowohl Von A wie von B, konstant ist. Zugleich 
andert sieh dabei die zur Verfiigung stehende Energie; wenn X die Energie ist, 
die bei der Vereinigung A + B -+ AB frei wird, so wird F = E + NX, wobei E 
die. Energie bedeutet, wenn alle Molekiile gespalten sind. Die innere Energie der 
AB in dem niedrigsten Quantenzustand wird gleich 0 genommen, da diese nicht 
iibertragbar ist. Wie groB ist nun die Zahl der M6gliehkeiten, in der X Teilchen 
A und X Teilchen B zu M Partikeln A, M Partikeln B und N Partikeln AB 
kombinierf werden? Wenn alle X Teilchen A vertauscht werden, hat man X! Falle; 
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mit der Vertauschung der X Teilchen B werden es (X!)2 Faile. Dabei sind mit 
Unrecht als verschieden eingerechnet dieN! Fiille, wo.ganze PartikelABvertauscht 
sind, ebenso die 1\IIl Faile der Vertauschung der freien A unter sieh, und ebenso 
fUr B. Die ganze Anzahl der verschiedenen FaIle wird also 

(X!)2 
(M!)2N! 

EHREN FEST und TRKAL haben bei der Behandlung dieses Problems in seiner 
aIlgemeinsten Form I darauf hingewiesen, daB bei Molekiilen, die mehrere gleiehe 
Atome enthalten, Falle als verschieden gezahlt werden, die nur verschiedene 
Drehorientationen desselben Molekiils sind. In einem solchen Fall muB im 
Nenner noch ein Faktor aN hinzukommen, wenn (J die "Symmetriezahl" des 
Molekiils ist. Wir werden dieses (J auch in den Formeln beibehalten. 

Diese jetzt gefundene Zahl der Kombinationen muB mit dem obigen Wert 
von C multipliziert werden, urn die richtige Anzahl zu erhalten: 

C= 2!i!z-(E+N1.){!1(Z)!2(Z)}M{t3(Z)B(z)}N (M;~~!ON d:. 
K 

Ersetzt man hier 1\11 durch X - N und schreibt man 

ta(z) I!(z) z-1. = fJ 
tl(Z)t2(Z) 0 ' 

so wird der Ausdruck 

C = 2!J z-E{fl(Z) f2 (z)}X(X !)2 d: [(M~: N! 1 ' (35) 
K 

wo nur der letzte Teil zwischen den eckigen Klammern sich mit N andert. 
Der durchschnittliche Wert von N bestimmt den Gleichgewichtszustand, muB 

also berechnet werden. Dazu sucht man zuerst den Wert No, fiir den C, also der 
Ausdruck in eckigen Klammern, ein Maximum wird. Nimmt N eine Reihe von 
Werten von einander folgenden ganzen Zahlen an, so gewinnt im Nenner N! 
jedesmal einen Faktor N, wahrend jedes der M! einen Faktor M verliert; das 
Verhiiltnis zweier einander folgender Werte des Ausdrucks ist f3M2/N. Das Maxi
mum findet statt, wenn dieses Verhaltnis = 1 ist, also f3 = No/M5. Nimmt man 
N urn den Betrag n verschieden von No, so wird 

fJN . fJN, fJn(Mo - t)2(Mo - 2)2 ... (Mo - n)2 
(M!)2N! . (Mo!)2No! (No + 1) (N~·+ 2) ... (No + n) 

- 1-- 1+- = 1-- 1+- , _ ( 1 )2(1+2+ ... n) ( 1 )-(1+2+",,,) . ( 1 )n2 ( 1 )-tn2 

]}lo, No Mo No 

wofiir, da M und N ungeheuer groBe Zahlen sind, auch 

.( 1 1) e -n Mo + 2No . 
geschrieben werden kann. Der Ausdruck, also auch der Wert von C, nimmtzu 
beiden Seiten des Maximums wie die Funktion e- hx' ab; der Bereich in n, innerhalb 
dessen der Wert bis zur Unmerklichkeit abnimmt, ist von der GroBenordnung yN~ 
also selbst ungeheuer groB, aber ungeheuer klein im Vergleich zu N. Da diese 

1 Ann d Phys 65, S.609 (1921). 
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Funktion symmetrisch in bezug auf N - No ist, so ist der Maximalwert zugleich 
der Mittelwert. Dies wird von FOWLER durch Summierung iller C und Anwen
dung der STIRLINGSchen Formel noch strenger nachgewiesen. Wir haben also 
fiir den Gleichgewichtszustand 

M~ = ~ = -&X 11 (iJ) 12 (-0.) (J (36) 
No fJ Is({})B({}) 

Fiir 11,12 und la hat man den fUr Partikel mit Translationsenergie gefundenen 
Wert nach Formel (31) einzusetzen, der fiir die drei Funktionen nur durch m 
verschieden ist. Die Anzahl No hangt mit dem Partialdruck p durch 

pV=NkT 

zusammen, desgleichen Mo. Fur -& setzen wir e- l /kT ein. Dann wird aus (36) 

PaPs ~ = e-x/kT ~ (2nkT)f (mama)' t_C1_ 
PI kT h3 ml B(T) 

oder, wenn man fUr den Fall der Ionisation m2 = ml und fiir ma die Masse m des 
Elektrons setzt: 

In PsPs=-~+25lnT+l (2.nm)iM +1 _C1_ 
PI kT' n /1,3 nB(T)' (37) 

Diese Formel bestimmt die Ionisation. 
Durch diese Ableitung wird klar, daB das h hineingekommen ist als Gewichts

maB der inneren Zustande der Atome, mit dem die Translationsenergie, die in 
.den Faktoren mkT enthalten ist, verglichen wird. Daher muBte in der thermo
dynamischen Ableitung das h aus der Betrachtung des festen Zustandes, wo die 
Translationsenergie fehlte, hervorgehen. 

19. Abweichungen gegen die SAHAsche Formel. Schreibt man in Formel (37) 
die 10nisierungsenergie pro Mol statt pro Atom UjR = xjk, und druckt man 
die Partlaldrucke durch den Ionisationsgrad x und den Totaldruck p aus, sowird sie 

x 2 U (2.nm)iki C1 

log 1 _ xsP = - 2,30RT + 2,5logT + log hS + log B(T)' 

Diese Formel unterscheidet sich yon der SAliAschen durch das letzte Glied ajB (T) 
Der Ausdruck B (T) ist hineingekommen durch die Verteilungsfunktion der inneren 
Quantenzustande; bezeichnet man die Energie der hoheren Quantenzustande, yon 
dem niedrigsten Zustand als Nullzustand aus gerechnet, mit Bl> B2 , ••• , so wird 

B (T) = go + gl e-E,/kT + g2 e-E,/kT + .... 
Bezeichnet man mit X, Xl' X2 die Energiedifferenzen der Quantenbahnen 
gegen unendlich, so wird Bl = X - Xl> B2 = X - X2 usw. Dieser Ausdruck 
fiir B (T) ist identisch mit der in Ziff. 12 eingefiihrten Nennerform, abgesehen 
yon den Gewichten. Als Gewicht wurde go = 1, gl'" = 1 fUr einwertige, 
gl' .. = 2 fiir zweiwertige Atome genommenl, wahrend fiir H und He nach 
BOHR go = 2, gl = 2· 3, g2 = 3 . 4 usw. ist2. Fur die anderen Atome ergibt sich 
das Gewicht jedes Quantenzustandes aus dem von W. PAULI 1925 aufgestelIten 
Prinzip, daB jede Kombination yon 4 Quantenzahlen nur von einem Elektron 
besetzt sein kann; daraus ergibt sich fur jeden durch 3 Quantenzahlen bestimmten 
Term als Gewicht die Anzahl der Amspaltungsterme im Magnetfeld, also zweimal 
die innere Quantenzahl. Dabei werden die Symmetriezahlen a uberflussig. 

In Ziff. 12 wurde schon bemerkt, daB eine ahnliche Funktion B im Zahler 
amtreten muB. Sie hatte schon yon Anfang an durch die Erwagung eingefiihrt 

1 M N 83, S.408 (1923). 
2 Uber die Quantentheorie der Linienspektren, S.107 (1923). 
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werden konnen, daB in unserem Fall die Partikel A ionisierte Atome sind, die auch 
innere Energie quantenmaJ3ig aufnehmen konnen; daher hatte dann die Ver
teilungsfunktion 11 (#) mit einer ahnlichen Funktion B' (#) multipliziert werden 
miissen. Bei nicht zu hohen Temperaturen beschranken sich B und B' praktisch 
auf den ersten Term. 

20. Numerische Daten. Eine Zusammenstellung von Werten des Ionisie
Tungspotentials fUr die verschiedenen Elemente ist Von Miss C. H. PAYNE in 
ihrem zusammenfassenden Werk "Stellar Atmospheres"! S. 15 bis 17 gegeben. 
Die genauesten Werte sind aus Seriengrenzen gefurtden; die Angaben, die nur 
auf physikalischen Messungen iiber ElektronenstoBe beruhen, sind ihrer Natur 

Tafel der Ionisierungspotentiale. 

Nr. I Element lon.Pot. Antor Nr. I Element lon.Pot. 
1 

Autor 

1 H 13,54 1 22 Ti 6,80 9 
2 He 24,48 1 Ti+ 13,60 9 

He+ 54,2 1 Ti++ 27,6 10 
3 Li 5,37 1 Ti+++ 43,06 10 
6 C 11,2 3 23 V 6,76 9 

C+ 24,29 2 24 Cr 6,74 9 
C++ 45,5 2 25 Mn 7,40 9 
C+++ 64,23 2 Mn+ 15,70 9 

7 N 14,49 2 26 Fe 7,83 9' 
N+ 29,56 2 Fe+ 16,5 9 
N++ 47,2 2 27 Co 7,81 9 

8 0 13.56 1 28 Ni 7.64 9 
0+ 35.00 2 29 Cu 7.69 9 
0++ 54,8 2 Cu+ 20,34 9 
0+++ 77.0 2 30 Zn 9.36 9 

11 Na 5.12 1 Zn+ 17,89 9 
Na+ 47.0 4 31 Ga 5.97 1 

12 Mg 7.61 1 33 As 11,5 15 
Mg+ 14.97 1 37 Rb 4.16 1 

13 Al 5.97 1 38 Sr 5.67 1 
Al+ 18.17 12 Sr+ 10,98 1 
AI++ 28.32 1 39 Y 6.5 11 

14 Si 8.12 5 y+ 12,3 11 
Si+ 16,26 13 y++ 20,41 11 
Si++ 33.35 14 42 Mo 7,35 1 
Si+++ 44,93 13 47 Ag 7,54 1 

15 P 10.3 6 48 Cd 8,95 1 
16 S 10.31 1 Cd+ 17,31 1 

S+ 23.3 7 49 In 5.76 1 
19 K 4.32 1 55 Cs 3.88 1 

K+ 31,7 8 56 Ba 5,19 1 
20 Ca 6.09 1 Ba+ 9.96 1 

Ca+ 11,82 1 79 Au 9,20 1 
Ca++ 51,0 8 80 Hg 10.39 1 

21 Sc 6.57 9 81 TI 6,08 1 
Sc+ 12.80 9 82 Pb 7,39 1 

1. COMPTON und MOHLER, Bull Nat Res Couci148 (1914). - 2. MILLIKAN und BOWEN. 
Phil Mag 4, S. 561 (1927). - 3. FOWLER und SELWYN, London R S Proc 118, S. 51 (1928).-
4. BOWEN, Phys Rev 31, S. 967 (1928). - 5. FOWLER, London R S Proc 123. S. 439 (1929). -
·6. DUFFENDACK, Phys Rev 25. S. 501 (1924). - 7. INGRAM, Phys Rev 32, S. 172 (1928).
S. BOWEN, Phys Rev 31, S. 502 (1928). - 9. RUSSELL, Ap J 66, S. 250 (1927). -10. RUSSELL, 
Ap J, 66. S. 13 (1927)-11. MEGGERS und RUSSELL, Scient Papers Bur of Standards (1929). 
55· - 12. RUSSELL, Nature 113, S. 163 (1924). - 13. FOWLER, Nature 113, S. 802 (1924).-
14. SAWYERundPAsCHEN, Annd Phys84, S. 9 (1927).-15. RUARK, MOHLER U. A., Sci Pap 
:Bur Stand 19, S.465 (1924). 

1 HarvMonogr Nr. 1 (1925). 
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nach weniger genau. Eine Vergleichung der aus beiden Methoden gefundenen 
Werte findet sich in J. FRANCK und P. JORDAN "Anregung von Quanten
sprungen durch StoBe"l; dort wird auch die Anregungsspannung bestimmter 
Liniengegeben, die mit der Energiedifferenz gegen das tiefste Niveau (U'l' U2,· •• 

in Ziff. 11) korrespondiert. Diese Niveaudifferenzen in Volt sind auch angegeben 
in H. N. RUSSELL: "List of Ultimate and Penultimate Lines oLAstro
physicaUnterest"2; da sie auBerdem in einem Anhang der neuen revidierten 
Ausgabe von ROWLANDS WelienHi.ngen des Sonnenspektrums 3 aufgenommen sind, 
war es nicht notig, sie hier aufzunehmen. Die auf der vorigen Seite gegebene Ta
belle enth1i.lt daher nur die lonisationsspannungen nach verschiedenen, am Schlusse 
angegebenenen Quellen. Nach der Atomnummer und dem Symbol des Elements 
folgt die lonisierungsspannung, zweistellig, wenn sie aus genauen Werten der 
Terme, einstellig, wenn sie. aus unsicheren Termwerten abgeleitet wurde. 

ba) Der Me ch anism us de s I onisierungs pr oze sse s. 

21. Die Mechanismen des Energieaustausches. Die thermodynamische 
und die statistisch-mechanische Ableitung des Ionisationsgleichgewichts ergeben 
Resultate in der Gestalt. von Beziehungen zwischen meBbaren GroBen, ohne 
daB eine nahere Kenntnis des Mechanismus der stattfindenden Prozesse notig ist. 
Diese Resultate gelten nur, solange die Voraussetzungen dieser Ableitungen erfiillt 
sind, also nur fUr thermodynamisches Gleichgewicht. Sobald diese nicht erfiillt 
sind, ist ein Einblick in den Charakter dieser Prozesse notig, urn zu wissen, in 
welcher Weise die abgeleiteten Formeln abgeandert werden mussen. AuBerdem 
ist das Ziel der wissenschaftlichen Forschung mit einer formellen Darstellung 
der Beobachtungsergebnisse nicht erreicht, sondern umfaBt gerade auch die 
Erkenntnis der Einzelheiten in denstattfindenden Vorgangen. 

Die Energie, die in einem Atomgemisch hoher Temperatur vorhanden ist, 
setzt sich aus folgenden Formen zusammen: 1. Translationsenergie der Atome 
und lonen. 2. Translationsenergie der freien Elektronen. 3. Innere Energie der 
Atome, wobei die nieht auswechselbare Energie des niedrigsten Quantenzustandes 
als Nullpunkt zu nehmen ist. 4. Potentielle Energie der voneinander getrennten 
lonen und Elektronen. 5. Energiedes Strahlungsfeldes. Zwischen diesen Formen 
findet eine stetige Auswechslung statt. Diejenige zwischen 1 und 2 bewirkt die 
Aquipartition der Translationsenergie zwischen Atomen und Elektronen. Der 
Energiewechsel zwischen 2 und 3 bezieht sich auf die Anregung von Atomen 
durch ElektronenstoBe und auf den umgekehrten ProzeB, wobei ein angeregtes 
Atom durch strahlungslose Abgabe seiner Energie einem zusammenstoBenden 
Elektron eine groBere Geschwindigkeit gibt. Eine Auswechslung von 1 und 3 
findet statt in dem Temperaturleuchten der Flammen, wo die am raschesten 
bewegten Atome bei Kollisionen andere Atome anregen. In stark ionisierten 
Gasen spielen die AtomstoBe neben den ElektronenstoBen eine unbedeutende 
Rolle, da durch die geringe Geschwindigkeit der Atome diese Kollisionen viel 
seltener sind. Der Energieaustausch zwischen den Formen 3 und 5 bedingt die 
monochromatische Absorption und Emission der Atome. Ein Austausch zwischen 
2 und 5 findet statt, wenn ein Elektron wahrend eines ZusammenstoBes Energie 
aus der Strahlung aufnimmt oder. als Strahlung .verliert und dabei seine Ge
schwindigkeit andert. 

1 Handbuch der Physik XXIII (1926): Struktur der Materie III (1926). 
2 Ap J 61. S.223 (1925). 
3 C.E. ST. JOHN a. O. Revision of ROWLANDS Preliminary Table of Solar Spectrum Wave 

Lengths. Washington (1928). 
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Der Energieaustausch von 4, urn den es sich hier hauptsachlich handelt, 
findet, ahnlich wie bei 3, mit 5 oder mit 2 statt; entweder findet Ionisation statt 
durch Aufnahme von Strahlungsenergie oder infolge Von ElektronenstoBen. In 
dem erst en Falle wird aus der einfallenden Strahlung ein Energiebetrag hy ab
sorbiert, der zur Loslosung des Elektrons aus dem Atomverband dient (Ionisie
rungsenergie X) oder dariiber hinaus in Translationsenergie des freiwerdenden 
Elektrons umgesetzt wird. Da X = ht'o ist, wenn Yo die Frequenz der Seriengrenze 
bedeutet, so wird 

(38) 

wo v die Geschwindigkeit des Elektrons bezeichnet. Da Y > Yo ist, bewirkt 
dieser Vorgang eine kontinuierliche Absorption, die sich von der Seriengrenze 
nach der Seite der kurzen Wellenlangen erstreckt. In dem zweiten Fane bewirkt 
der "unelastische StoB" eines mit groBer Geschwindigkeit heranfliegenden Elek
trons die Los16sung eines anderen Elektrons; die dazu notige Geschwindigkeit 
wird bestimmt durch imv2>hYo. 

1m Fall des Ionisationsgleichgewichts miissen die Prozesse der Abspaltung 
von Elektronen kompensiert werden durch entgegengesetzte Prozesse der Wieder
vereinigung von Ionen und Elektronen. Diese Kompensation gilt nicht bloB 
flir die Gesamtheit der Prozesse, sondern auch flir die Einzelprozesse selbst; 
zu jedem ProzeB der Abspaltung gehort ein ProzeB der Vereinigung, der ihm die 
Wage halt. Das' ergibt sich schon daraus, daB die verschiedenen Ionisierungs
vorgange in verschiedener Weise von den auBeren, willkiirlich zu andernden physi
kalischen Daten Druck und Temperatur abhangen. Ware da nicht jeder Einzel
prozeB flir sich kompensiert, so konnte die Totalkompensation unmoglich fiir 
alle Temperaturen und Drucke eintreten. Dieser Nachweis schlieBt ein, daB nur 
so1che Prozesse als wirklich verschiedene "Einheitsmechanismen" gelten konnen, 
die in verschiedener Weise von Druck und Temperatur abhangig sind; solche, 
bei denen diese Abhangigkeit die gleiche ist, sind nicht zu trennen und gehoren 
in einen Einheitsmechanismus zusammen. Waren die Einheitsmechanismen nicht 
jeder flir sich kompensiert, so miiBte eine Energieform sich unausgesetzt in eine 
andere (z. B. Strahlungsenergie in Translationsenergie) umsetzen. 

Zu der Ionisierung durch Strahlung gehort als entgegengesetzter Mechanismus 
das Zusammentreffen von einem Elektron mit einem ionisierten Atom und ihre 
Vereinigung unter Emission von Strahlungsenergie in der Gestalt eines konti
nuierlichen, von der Seriengrenze nach der Seite der kurzen Wellenlangen sich 
erstreckenden Spektralbandes. Da dieser ProzeB sich mit dem Druck andert, 
der erstere aber nicht, so findet sich der Druck als Faktor in der Formel des Ioni
sationsgleichgewichts. Die Ionisierung durch ElektronenstoB ist dem Elektronen
druck proportional; solI also der Druck als Faktor in der Ionisationsformel auf
treten, so muB der kompensierende ProzeB den Faktor p2 enthalten. Dieser ProzeB 
muB also bestehen in dem gleichzeitigen Zusammentreffen zweier Elektronen 
mit einem Ion (s. g. StoBe zweiter Art); ein Elektron wird eingefangen und die 
freiwerdende Energie wird von dem anderen Elektron absorbiert, indem es mit 
groBerer Geschwindigkeit, als es zuvor besaB, zuriickgeschleudert wird (hyper
elastischer StoB). 

22. Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen bei der Ionisation durch Strahlung. 
Was wir hier Kenntnis des Mechanismus nennen, geht nicht weiter als bis zur 
Kenntnis der Energieformen, die ineinander iibergehen. Der wirkliche Mechanismus 
der Energieiibertragung bei der Ionisation ist ebenso unbekannt, wie die Art und 
Weise, in der ein Atom bei Anderung seines Quantenzustandes Energie aus dem 
Strahlungsfelde saugt oder durch Ubertragung seiner inneren Energie ein 
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Elektron mit yermehrter Geschwindigkeit fortschnellt. An die Stelle des Mecha
nismus der Einzelvorgange fuhrt man die statistische "Wahrscheinlichkeit" eines 
solchen Vorganges ein, die Anzahl von Fallen, in denen er bei gegebenen Be
dingungen in der Zeiteinheit stattfindet. 

A. EINSTEIN hat zuerst in einer klassischen Abhandlung diese Behandlungs
weise fur die Emission und die Absorption durchgefUhrtl. Er nimmt eine Wahr
scheinlichkeit A2l fUr den spontanen Dbergang yon dem Quantenzustande 2 
nach dem Zustande 1 an und daneben die Wahrscheinlichkeitskoeffizienten B12 
und B2l fur die Dbergange 1 -+ 2 und 2 -+ 1 unter der Einwirkung eines Strah
lungsfeldes J(y), so daB diese Wahrscheinlichkeiten selbst B 12J und B2d werden. 
Die Differenz der Energieniveaus bezeichnen wir in Ubereinstimmung mit den 
yorigen AusfUhrungen mit 15, das Gewicht a priori der beiden Zustande mit gl 
und g2. Dann wird Gleichgewicht eintreten fUr 

glB12 J = g2e-e/kT{A21 + B 21 J}; 
also ist 

Die Erwagung, daB fur 

J = g2 A 21 
glB12 ee/kT - g2 B 21 . 

T = 00 auch J = 00 sein muB, bedingt 

glB12 = g2 B 21· 

Wendet man dann das WIENsche Gesetz an, 

]('1')= y3t(yjT) , 

(39) 

so ergibt sich, daB 15 den Faktor 'I' enthalten muB und g2A2l/glB12 den Faktor '1'3. 
So erhalt man bei gehoriger Festsetzung der Konstanten die PLANcKsche Formel 
und die Beziehung zwischen den Wahrscheinlichkeitskoeffizienten 

2h y3 dy 
J(y) dy - - -----. 

- c2 ehy/k'l' - 1 ' 

2h y3 dy 
g2 A 2l = glB12 - c-2 - (40) 

Eine ahnliche Betrachtung ist zuerst von R. BECKER2 und dann von E. A. MILNEs 
auf die Ionisation durch Strahlung angewandt worden. Wir werden hier die 
Bezeichnungen yon MILNE benutzen. Die Anzahl der neutralen und der ioni
sierten Atome sei Xl und X2' die der Elektronen y; der Wahrscheinlichkeits
koeffizient fUr eine Ionisation durch Aufnahme eines Energiequantums hy in einem 
isotropen Strahlungsfeld, dessen Intensitat zwischen 'I' und 'I' + dy gleich J ('I') d'l' 
ist, sei 1fJ ('1'). Dann ist die Anzahl der Ionisierungen pro Zeiteinheit 

Xl'ljl ('I') J('I') d'l'. 

Diese Vorgange werden kompensiert durch Vereinigungen bei ZusammenstoBen 
mit Elektronen yon der Geschwindigkeit v bis v + dv, wobei nach (38) 

h'l' = X + imv2 = hyo + imv2 . 

Die Zahl der Vereinigungen ist erstens der Zahl der Ionen und der Elektronen, also 
dem Produkt x2 Y proportional, zweitens der Fraktion der Elektronen, die Ge
schwindigkeiten zwischen v und v + dv besitzen, also nach der MAXWELLschen 
Verteilung 

4n (~)~ e- mv'/2kT v2dv, 
2nkT 

1 Phys Z 18, S.121 (1917). 2 Z f Phys 18, S.325 (1923). 
3 Statistical Equilibrium in Relation to the Photoelectric Effect,"Phll Mag 47, S.209 

(1924). -
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drittens dem Volumen der zylindrischen Raume, in denen ein Elektron enthalten 
sein muB, urn in der Zeiteinheit mit dem wegen seiner groBen Masse ruhend 
gedachten Ion zusammenzutreffen (welches Volumen die Geschwindigkeit und 
den Atomquerschnitt als Faktoren enth1ilt); und viertens einer Zahl, die angibt, 
welche Fraktion der ZusammenstoBe erfolgreich ist, so daB sie zur Vereinigung 
fiihren. Bezeichnen wir das Produkt dieser letztgenannten Faktoren mit v· 2~F(v} 
(F = effektiver Querschnitt), so wird die Zahl der Vereinigungen 

8~2X2Y (2n~T)t e- mv'/2kT F(v) v3dv. 

Diese Zahl muB der Zahl der Spaltungen gleich sein. Es stellt sich heraus, daB 
die Gleichsetzung beider Formen sich nicht mit der PLANcKschen Strahlungs
formel vereinigen 11iBt; ahnlich wie bei den Entwicklungen EINSTEINS ist es hier 
notwendig, neben der spontanen eine durch Strahlung stimulierte Einfangung 
von Elektronen anzunehmen, die der Strahlungsintensitat proportional ist. 
Statt der WahrscheinlichkeitsgroBe F(v} muB man also F(v} + G(v} J(1I} ein
fiihren. Dann wird 

Xl 1fJ(1I)] d1l = 8~2 x2Y (2n~ T)t e-mv'/2kT {F(v) + ]G (v)}v3dv . (41) 

Mit Riicksicht auf t mv2= h (11 - 1Io}und mv dv = h d1l ist dafiir zu schreiben: 

]ekY/kT = 8~2h%2Y mt(2~kT)-£ekv./kTv2F(v) +IG(v). 
%1 1p (v) 

Diese Gleichung wird mit· der PLANcKSchen Strahlungsformel verglichen. Da 
hier ein isotropes Strahlungsfeld besteht, das in allen Richtungen von Strahlen 
durchsetzt wird, muB die iibliche Formel fiir J mit 4 ~ multipliziert werden. 
Schreibt man sie in der Form 

so ergeben sich sofort 
F(v) 8n hvS 
G(v) = -c-2 -

] k,,/kT - 8nhv3 +] e - c2 , 

die Beziehungen: 

und (42) 

Die erste Beziehung liefert das Verhaltnis der induzierten zu den spontanen Ver
einigungen; bringt man sie auf die Form: 

F(v) = ekY/kT _ 1 
JG(v) , 

so zeigt sich, daB nur fiir WellenHi.ngen, die viele Male groBer als das Strahlungs
maximum sind, also fiir praktisch vorkommende 1I-Werte nur bei auBerst hohen 
Temperaturen, die induzierten Prozesse praktisch einige Bedeutung haben. 
Der zweite Ausdruck gibt uns eine Formel fUr das Ionisationsgleichgewicht, 
ausgedriickt durch die Wahrscheinlichkeitskoeffizienten. Wir vergleichen sie 
mit dem Ergebnis in Ziff. 7 und 18, unter Beriicksichtigung von Ziff. 19: 

%2Y = e-x/kT (kT)! (2nm)! B' 
%1 h3 B' 

wo fiir B und B' die ersten Terme, die konstanten Gewichtszahlen, angenommen 
werden. Es zeigt sich, daB die Faktoren, die die Temperaturabhangigkeit 
zum Ausdruck bringen, genau iibereinstimmen. Zwischen den Wahrscheinlich
keitskoeffizienten und den iiblichen AtomgroBen findet sich die Relation 

(43) 
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MILNE zeigt, daB diese Relationen auch fUr die hoheren Ionisationen ihre Gilltig
keit beibehalten. 

23. Der Absorptionskoeffizient. Der Koeffizienhp, der die Wahrscheinlichkeit 
der Ionisierung durch Strahlung ausdriickt, hangt aufs engste mit dem Absorp
tionskoeffizienten zusammen. Bei jeder Ionisierung wird ein Energiebetrag lw 
aus der einfallenden Strahlung genommen. Pro Zeiteinheit und pro Atom mit 
Masse m wird der Betrag 7p (1') J(v) h1'dv absorbiert; also ist der Absorptions
koeffizient 

(44) 

Aus der Tatsache, daB k an der Seriengrenze einen endlichen Wert hat, ergibt 
sich, daB dort, wo v = 0 wird, F(v) = 1/v2 sein muB. EDDINGTON fand bei seinen 
Rechnungen iiber den Absorptionskoeffizienten im Innern eines Sterns 1, daB 
F(v) dem Ausdruck 1/v2 genau proportional sein muB, wenn das Einfangen eines 
Elektrons durch das Auftreffen auf einen kugelformigen, anziehenden Kern 
bedingt wird. In diesem Fall, daB v 2F(v) = const. ist, wird nach (43) 7p <Xl v- 3 

und demnach k = '1'-2. 

Ein genauerer Ausdruek fiir den Absorptionskoeffizienten ergibt sich aus den 
theoretischen Untersuchungen Von H. A. KRAl\1ERS2 iiber die Absorption von 
X-Strahlen, die von EDDINGTON 3 und MILNE4 auf die visuellen Niveaus der Gase 
im Innern und in der Atmosphare eines Sterns angewandt wurden. Dabei kommen 
zwei Arten Von Energieiibertragung in Betraeht, die beide eine kontinuierliche 
Emission (oder Absorption) bewirken: 1. Kollisionen von Elektronen mit Atomen, 
wobei die Anderung der Translationsenergie als Strahlung emittiert (oder absor
biert) wird (2-5 in Ziffer 21): 

imv~-- imv§ = h1'; 

2. Kollisionen von Elektronen mit Ionen, wobei das Elektron eingefangen und 
die totale freiwerdende Translations-. und Ionisationsenergie ausgestrahlt wird 
(und der umgekehrte ProzeB von Ionisation durch StoB), also: 

imv~ + X = h1'. 

Um den Absorptionskoeffizienten zu bestimmen, werden die damit Gleiehgewicht 
haltendcn Vorgange dieser Art betrachtet, die eine Emission bewirken. Dazu 
wird ein Elektron nach der klassisehen Theorie behandelt; was in der quanten
maBigen Behandlung eine Koilision heiBt, ist hier eine Annaherung, wobei das 
Elektron eine Hyperbel urn das Ion beschreibt, und dabei an das Medium Energie 
abgibt, die naeh der klassisehen Theorie aus der jeweiligen Beschleunigung zu 
berechnen ist. Die Verteilung dieser Energie iiber die verschiedenen v (von 
hv = imv~ abwarts) wird Von KRAMERS unter vereinfachenden Voraussetzungen 
(die ausgestrahlte Energie ist klein, vergliehen mit der totalen Energie, so daB 
die Hyperbel selbst nieht gest5rt wird) bereehnet. Nach dem Korrespondenz
prinzip wird dann angenommen, daB diese Energie identisch ist mit der Energie, 
die naeh der neuen Theorie in der Gestalt Von Quanten hv bei der Kollision frei 
wird. Dann wird iiber aIle moglichen Lagen und Geschwindigkeiten des Elektrons 
integriert. Nennt man (Xl (1') J (v) die Absorption pro Atom aus diesen Kollisions
prozessen, so wird das Ergebnis 

32",,2 Z2 e6 e-hv/kT 
(X (1') E(v) = -- --- ---Ne, 

3 JI3 c3 (2"" m)£ (k T)t 

I M N 83, S.32 (1922). 2 Phil Mag 46, S.836 (1923). 
3 M N 84, S. 104 (1924). 4 M N 85, S.750 (1925). 
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wo E (11) die PLANcKsche Funktion, Z die Atomnummer, e und m Ladlilng und 
Masse des Elektrons, Ne die Anzahl der Elektronen (Nek T = Pe der Elektronen
druck) bczeichnen. Durch Integration tiber alle Frequenzen erhalt man fUr 

tXl = j'rx (1I)E (11) dvif E ('v) dv, den mittleren Absorptionskoeffizienten, 

tXl = ~ Z2 e6 h2 Pe (kT)_!. 
n 2 Y3 c(2nm)! 

(45) 

Dies ist die Emission und die Absorption aus den Kollisionen, bei denen das Elek
tron nicht eingefangen wird, den sog. hyperbolisch-hyperbolischen Ubergangen 
(free-free transitions). Hier kommt nun der Beitrag aus den Kollisionen hinzu, 
bei denen das Elektron eingefangen wird und eine der verschiedenen Bahnen, 
mit bestimmtem Energienlveau, einnimmt (hyperbolisch-elliptische Ubergange). 
Zu jeder dieser Bahnen gehort ein Emissionsband, das sich von der Kante Vs 

(hvs = XB' die Ionisationsenergie dieses Niveaus) nach 11 = 00 erstreckt. Die 
Integration tiber die nach der klassischen Theorie berechneten tXo(1I) darf also 
nicht von v = ° ausgehen. In Ubereinstimmung mit KRAMERs'Verteilung der 
kontinuierlichen Energie tiber die konkreten Niveaus der X-Strahlung nehmen 
EDDINGTON und MILNE an, daG die untere Grenze auf ein Niveau, welches 
eine halbe Quanteneinheit unterhalb des niedrigsten Bahnniveaus liegt, fest
gesetzt werden muG. Dann findet MILNE, durch Berticksichtigung aller ver
schiedenen Ionisationsstufen: 

(46) 

wo Xr das r-te Ionisationspotential ist, xr+l die Fraktion der Atome in der da
durch bewirkten nachsten Ionisationsstufe, nr die Quantenzahl der niedrigsten 
Bahn und Qr den Quantendefekt in der RYDBERGSchen Formel darstellt. Wenn 
zu dies em tXo der Wert tXl hinzugefUgt wird, wodurch zu dem S-Ausdruck noch 1 
addiert wird, hat man die totale Absorption pro Atom. Urn den Massenabsorp
tionskoeffizienten zu finden, muG noch durch die Masse des Atoms dividiert 
werden. 

Setzt man die Werte fUr die physikalischen Konstanten ein (log e = 0,679 -10, 
logh = 0,816 - 27, loge = 0,477+10,10gm = 0,954 - 28,10gk = 0,137 -16), 
nimmt Z = 1 und dividiert durch die Masse des Wasserstoffatoms (logmH = 
0,221 - 24), so erhalt man 

Z2 
k=271.10l6~PeT-~t (47) , !,(, , 

wo ftir andere Elemente die Atomnummer Z und das Atomgewicht ft einzusetzen 
sind und t den Totalfaktor 1 +2' bezeichnen solI. Dieser Faktor ist immer eine maBig 
groGe Zahl, da bei jeder Temperatur gerade diejenige Ionisationsstufe in einem 
merklichen Betrage x vorhanden ist, fUr die Xr und k T von derselben GroGen
ordnung sind. Da jedoch die Xr diskret verschiedene Werte oder Wertgruppen 
bilden, fluktuiert er mit der Temperatur auf und ab, verschieden fUr verschiedene 
Elemente. Die Formel zeigt, daG der Absorptionskoeffizient der Sterngase dem 
Elektronendruck proportional und der 4l / 2 ten Potenz der Temperatur um
gekehrt proportional ist, oder auch der Elektronendichte proportional und der 
31/2 ten Potenz der Temperatur umgekehrt proportional. 

24. Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen bei der Ionisationdurch Elektronen
stoBe. Dieser Mechanismus der Ionisierung ist auch von R. BECKER in dem 
schon erwahnten Artikel und dann ausfii.hrlicher von R. H. FOWLER behandelt 
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worden 1, Dabei wird Von der Grundannahme ausgegangen, daB jeder Einheits
mechanismus, aus zwei entgegengesetzten Prozessen bestehend, imstande sein 
muB, die Verteilungsgesetze aufrechtzuerhalten ohne Hille hinzukommender 
korrigierender Vorgange. In diesem Falle bedeutet das, daB die MAXWELLsche 
Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen durch die unelastischen oder hyper
elastischen, mit Freiwerden oder Einfangen von Elektronen verknupften Kolli
sionen nicht geandert wird. Die Wahrscheinlichkeiten dieser Prozesse sind der 
Anzahl der vorhandenen Teilchen, der Fraktion dieser Teilchen, welche nach der 
MAXWELLschen Formel die bestimmte Geschwindigkeit besitzt, und dieser Ge
schwindigkeit selbst proportional. Diese MAXWELLsche Fraktion, mit der Ge
schwindigkeit multiplizicrt, laBt sich als Funktion der Energie e schreiben 

4 (2nm) -,\ (k T)-! e- E/ kT EdE, 

Die Wahrscheinlichkeitskoeffizienten werden in der folgenden Weise bezeichnet: 
5 12 (17, e) ist die Wahrscheinlichkeit, daB bei dem Zusammentreffen eines Elek
trons der Energie Emit einem Atom ein zweites freies Elektron mit Energie t'f 
entsteht, wobei die Energie des ersten Elektrons auf E - X - 17 herabgesetzt 
wird. 5 21 (t), IX) ist im entgegengesetzten Vorgang die Wahrscheinlichkeit, daB 
bei dem gleichzeitigen Zusammentreffen zweier Elektronen der Energie t} und IX 
mit einem Ion das erste eingefangen wird und das zweite mit einer Energie 
IX + t} + X davonfliegt. Die Anzahl der Atome, Ionen und Elektronen sei wieder 
Xl' X2 , y. 

Betrachten wir zuerst Gewinn und Verlust fUr Elektronen der Energie 17 > 

wenn t} < X ist. Ein Gewinn an t} Elektronen aus dem erst en ProzeB ist maglich, 
wenn ein (t) + X + IX)-Elektron auf das Atom staBt und seine Geschwindigkeit 
entweder auf t} oder auf IX herabgesetzt wird, wobei in dem letzten Fall das frei
werdende Elektron die Energie 1] hat. Ein Gewinn aus dem zweiten ProzeB, 
wobei aus einem IX-Elektron und einem (t) - IX - x)-Elektron ein 1J-Elektron 
entstehen muBte, ist hier unmoglich, weil 17 < X ist. Ein Verlust aus dem ersten 
ProzeB, bei dem ein 1]-Elektron bei dem StoB ein IX-Elektron und ein (1] - X - IX)
Elektron entstehen laBt, ist aus demselben Grunde unmoglich. Ein Verlust aus 
dem zweiten ProzeE ist maglich, wenn ein IX-Elektron und ein 1]-Elektron zu
sammen ein (IX+t}+x)-Elektron entstehen lassen. Die Energie IX kann immer die 
Werte von 0 bis 00 annehmen. Die Bedingung, daB Gewinn und Verlust einander 
gleich sein mussen, laBt sich als die Gleichheit zweier Integrale nach IX ausdrucken. 
Nun enthalt der Ausdruck fUr den Gewinnvorgang den Faktor e-(;(+e<+t})/kT und 
der Ausdruck fUr den Verlustvorgang den Faktor r(rx+t})/kT. Diese Exponential
graBen bewirken fUr jede Temperatur eine andere Verteilung der Integranden 
uber das ganze Integral. Da die Wahrscheinlichkeitskoeffizienten 5 nur Atom
eigenschaften enthalten und von dem auBeren Verteilungsparameter T unabhangig 
sind, kann das Gleichgewicht nur in der Weise fUr alle Temperaturen vorhanden 
sein, daB die Gleichheit fUr jeden Integranden fUr sich besteht. Dann wird 

Xl y{4 (2nm) -t(kT) -!} (x+t) +IX) e- x/kT e- (a.+t})/kT {512 (Yj, X+Yj+ IX) +512 ( IX, X+t} + IX)} 

= x2y2 {4(2nm) -l (k T) -i}2 IX Yj e- (O:+'l)/kT {521 (t), ex) + 5 21 (ex, n)} . 
Diese Gleichung ist in der Form 

X 2 Y = e-x/kT(kT)i (2.n:m)t (x + "I + ex){512 ("I, X + 'I + ex) + 5 12 (ex,x + "I + ex)} (48) 
Xl 4tX"l{521("l,CX) + 5 21 (ex, 11)} 

zu schreiben. Dabei ergibt sich wieder die fruher gefundene Formel des Ionisations
gleichgewichts als Konsequenz eines bestimmten Umwandlungsmechanismus. 

1 Statistical Equilibrium with Special Reference to the Mechanism of Ionization by 
Electronic Impacts, Phil Mag 47, S.257 (1924). 
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Wahrend nichts vorausgesetzt wurde als eine soIche Form der einander kompen
sierenden Vorgange, daB der bekannten Druckabhangigkeit genugt wird, findet 
sich eine Temperaturabhangigkeit, die mit der thermodynamisch abgeleiteten 
identisch ist. Durch Gleichsetzung (ahnlich wie in der vorigen Ziffer) des letzten 
von der Temperatur unabhangigen Faktors mit der Konstanten der Ionisations
formel bekommt man eine Beziehung zwischen den Umwandlungswahrschein
lichkeiten. FOWLER erachtet es fUr wahrscheinlich (durch die Erwagung, daB ein 
ahnlicher Vorgang mit einem fremden Atom als stoBendem Korper betrachtet 
werden kann) , daB die Beziehung in Wirklichkeit noch einfacher ist, indem in 
jedem Gliede die beiden Formen zu trennen sind: 

8:n:m B' 
(X + 1) + IX) 512 (1),X + 1) + IX) = ~ B 17 aS21(1),IX) , (49) 

so daB eine Beziehung besteht zwischen der Ionisation durch Anprail, wobei das 
hinausgeworfene Elektron die Energie 1) bekommt, und dem dreifachen Zusammen
stoB, wobei das 17-Elektron eingefangen wird. FOWLER hat in ahnlicher Weise 
Gewinn und Verlust aufgestellt fur Elektronen mit e> X, und gleichfalls fUr 
die Ionen, wobei er auf dieselben Beziehungen gefUhrt wird. 

FOWLER macht, ausgehend von denselben effektiven Dimensionen, weIche 
MILNE fur die Absorptionsberechnung benutzte, numerische Schatzungen uber 
die Anzahl Von Ionisationen aus dieser Ursache. Er findet fur bestimmte Verhalt
nisse in einer Sternatmosphare (Wasserstoff im zweiquantigen Zustande, Tempe
ratur 10000°, Elektronendruck 10- 4 Atmospharen), daB das Verhaltnis der Ioni
sierungen durch Kollision zu denen durch Strahlung 5.10- 3 ist; die erste Ursache 
ist also unbedeutend gegen die zweite. Fiir einen groBeren Druck bei gleicher 
Temperatur wird der Anteil der Kollisionen groBer relativ zu der Strahlung; im 
Sterninnern mogen sie sich ungefahr die Wage halten. 

B. P. GERASIMOVIC hat spater die Berechnung wiederholt 1 mit den effektiven 
Dimensionen, die von KRAMERS bei der Behandlung des Absorptionskoeffizienten 
abgeleitet waren. Er findet fiir Wasserstoff im zweiten Quantenzustande das 
Verhaltnis der StoBionisierungen zu den Strahlungsionisierungen bedeutend 
groBer: 0,30 bei 10000°,0,75 bei 5000°. Durch die geringe Fraktion der Wasser
stoffatome in diesem Zustande (wahrend im 1. Quantenzustande das Verhiiltnis 
nur 0,002 bzw. 0,005 ist) mag der EinfluB auf die gesamte Ionisation nicht merk
lich sein; abcr es zeigt sich doch, daB die StoBe bei der Bildung der BALMER
Linien eine Rolle spielen konnen. 

25. Ionisation in einer nicht isothermenAtmosphare. Die Ableitung der Ioni
sationsformel mittels thermodynamischer oder statistisch-mechanischer Betrach
tungen gilt nur fiir ein Gas, dessen Temperatur iiberall dieselbe ist. In emer 
Sternatmosphare ist jedoch die Temperatur nicht konstant, sondern nimmt 
unter der Wirkung der von innen nach auBen flieBenden Strahlung nach auBen 
abo Obgleich jede Schicht eine bestimmte Temperatur annimmt (fiir die auBer
sten Schichten ist nach der SCHWARZSCHILDschen Formel T angenahert = Tl vo,s, 
wo Tl die effektive Temperatur der Strahlung ist, vgl. Ziffer 26), ist der hindurch
gehende Energiestrom doch der wichtigste Ionisienmgsfaktor. 

Die Ionisation unter dem EinfluB einer Strahlung ohne thermodynamisches 
Gleichgewicht ist Von MEGH NAD SAHA und RAMAN I KANTA SUR berechnet 
worden mittels einer Betrachtung des Gleichgewichts von Atomen, Ionen, Elek
tronen und Lichtquanten bestimmter Frequenz 2• Dann hat J. WOLTJER 2 diese 
Frage behandelt 3 im AnschluB an MILNES Formeln fiir die photoelektrische Ioni-

1 Harv Bull 857 (1928). 2 Nature, March 14 (1925). 
3 Nature, April 11 (1925); Physica 5, S.406. 



288 Kap.3. A. PANNEKOEK: Ionisation in Atmospharen der Himmelsk6rper. Ziff.25. 

sation. Die Obergangswahrscheinlichkeiten, die aus der Betrachtung des iso
thermen Gleichgewichts gewonnen wurden, hangen nur von Atomeigenschaften 
ab und miissen daher auch in anderen Fallen, wo Strahlung auf ein Atom fant, 
ihren Wert behalten. Aus ihnen laBt sich dann die Ionisation in solchen Fallen 
berechnen. 

Befinden sich die Atome in einem Strahlungsfeld, in dem die Strahlungs
intensitat von der Richtung abhangt, so wirkt auf sie die Totalstrahlung, die von 
allen Seiten auf sie faUt 

J ('v) = f J (v, 1), qJ) dw . 

Dann wird auch hier die Zahl der Spaltungen durch Licht der Frequenz v gleich 
X 1 '!fJ (v)] (v) dv sein, ahnlich wie in Ziffer 22. Die Zahl der Vereinigungen bei 
einer Geschwindigkeit v und einer damit korrespondierenden Frequenz v ist 
wieder 

8n2 x2Y (2:~ T)* e-h(v-".l/kT {F (v) + J (1') G (v)} v;:: dv, 

wo T die durch die Translationsenergie der Elektronen bestimmte Temperatur des 
Gases ist. Gleichgewicht ist vorhanden, wenn die Zahl der Spaltungen und die 
der Vereinigungen durch das gesamte Licht aller Frequenzen einander gleich sind, 
also 

Xl f '!fJ(v) J (v)dv = %2 Y f 8n2 (2"~ T)~e-h(V-v.l/kT {F(v) + J (v) G(v)} V~h dv 

ist. Setzt man hier die Werte von Formel (42) ein, die man dazu in die Form 

F (v) = 8" ~y3 G (v) , 8n2 (~)~- ehv./kT F (v) v2h = i" hy3 (X2 Y) '!fJ (v) 
c 2" k T m c2 Xl 0 

bringt, wobei (X2Y) den Wert dieses Ausdrucks im Fall des isothermischen 
Xl 0 

Gleichgewichts bedeutet, so findet man 

Xl f '!fJ(v) J (v) dv = X2Y f e- hv1k1,(8:t!1.3 + J (v) ) '!fJ (1') (X~:\ dv 

oder 

X2Y (X2Y) f'IjJ (y)] (y) dy 

-x~- = x;:- Of 'IjJ(y) e-hvlkT (8" ::--;,,3:-+-]-(-y-'-))-d-Y 
(50) 

Die Integration erstreckt sich iiber alle Frequenzen graBer als die der Serien
gnmze, die gerade zur Ionisation ausreicht, also von Vo bis 00. 

Die Abweichung gegen den Fall des isothermen Zustandes wird also durch 
den Quotienten der beiden Integrale gegeben. Man iiberzeugt sich leicht durch 
Einsetzung der PLANcKschen Formel fUr J, daB im Falle dieses Gleichgewichts 
der Quotient = 1 wird. Obrigens ist noch zu bedenken, daB diese Formel nur die 
Ionisation durch Strahlung beriicksichtigt. Wo aber, wie in Sternatmospharen, 
die Ionisation durch StaBe gegen die durch Strahlung unbedeutend ist, ergibt sich 
dadurch praktisch kein Fehler. 

Zur Berechnung der Abweichung gegen den isotherm en Fall ist die Kenntnis 
der Funktion '!fJ (v) natig. PANNEKOEK hat die Rechnung fUr eine Sternatmosphare, 
in der von unten nach oben die photospharische Stnihlung hindurchgeht, durch
gefiihrt 1 unter der Voraussetzung, daB in der Nahe der Seriengrenze '!fJ (Xl y- 3 

genommen werden darf; da die praktisch in Betracht kommenden Absorptions-

1 BAN 3, S.207 (1926). 
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kanten weit im Ultraviolett liegen, wo ] mit steigender Frequenz rasch abnimmt, 
werden Fehler dieser Annahme einen geringen EinfluB haben. Auf die Atome 
fallt also von unten eine Strahlung der effektiven Temperatur TI , von ob~n eine 
Strahlung 0, also im ganzen die halbe Intensitat einer isotropen Strahlung der 
Temperatur T I , wahrend die umgebende Translationstemperatur T ist. Das 
zweite Glied im Nennerintegral der WOLTJERschen Formel ist zu vernachlassigen, 
in derselben Weise wie das zweite Glied im PLANcKschen Nenner, da sie nur fiir 
sehr kleine v Bedeutung haben. Dann werden die Integrale des Zahlers und des 
Nenners: 00 

fe _s4Jthv3 -hv/kT d e 4JtkT1 -hv/kT 
V -c2-e • v = -c-2-e 0 " 

00 

ev- 3 -, --e-hvkTdv = e ___ e-hvokT. f ' 8Jth~3 / 8JtkT / 
c2 c2 

o 
Das zweite Glied der SAHAschen Formel ist also zu multiplizieren mit 

~ ~ ~ e - hvo(I/kT. -l/kT) 
2 T ' 

(51) 

und die Formel fUr das Ionisationsgleichgewicht einer Sternatmosphare wird 

_X_p~ 1 e- x /kT• T n(2Jtm~k~ 
1 - x 2 I h3 

(52) 

Eine ahnliche Formel gilt auch fUr die Ionisation einer weit von einem Stern ent
fernten Gasmasse. Nimmt, von dort aus gesehen, der Stern den Bruchteil (3 
der Himmelsoberflache ein, und ist Tl die effektive Temperatur des Sterns, T die 
Temperatur des Gases, so wird 

_x_ P = (3 e-x/kT. TIn (2Jtm)Ui. 
1 - X k3 

(53) 

Der Faktor (3 ist auch von EDDINGTON in seiner Betrachtung des Zustandes der 
interstellaren Gase 1 als "Verdunnung" der Sternstrahlung eingefUhrt worden. 

Gegen diese Berechnung hat GERASIMOVIC den Einwand erhoben 2, daB 
nach der theoretischen Ableitung des Absorptionskoeffizienten durch KRAMERS 
die Funktion "P<XJv- 4 genommen werden muB. PANNEKOEK hat dann die Rech
nung mit "P <Xl v- 4 wiederholtB. Die Integrale des Zahlers und des 'Nenners 
werden damit 00 

fe _44nkv3 -hv/kT. d = e4nh E'(- hl'O) v 2 e v 2 Z kT' eel 
v 

00 

fe _48Jthv3 -hv/kTd _ e8Jth E'( hVo)' v --e 11 -- Z --c2 - c2 ,k T ' 
l' 

Die hier auftretenden Integrallogarithmen sind durch semikonvergente Reihen 
darzustellen, die namentlich fur groBes Argument brauchbar sind: 

Die SAHAsche Formel ist daher zu multipliziere~ mit 

~Tle-hvo(I/kTl·-1/kT)1-1/Xl+2!/X~-... kvo kvo't 
2 T 1-1/X+2!/x2- ' wo X=kT' XI=kT~lS, 

1 Bakerian Lecture (1926); London R S Proc A 111, S.424 (1926). 
2 Harv Bull 841 (1926). 3 BAN 4, S.7 (1927). 

Handbuch der Astrophysik. III. 19 

(54) 
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und die Formeln (51), (52), (53) sind noeh mit dem Quotienten zweier Reihen zu 
multiplizieren, die fUr x = 2, 5,10,100 die Betrage 0,72,0,85,0,92,0,99 erreichen, 
also bei praktischen Fragen der Sternatmospharen kaum je in Betracht kommen. 

GERASIMOVIC hat dann1927 die Frage behandeItl, welche Korrektion an die 
Ionisationsformel im Falle geringer Abweichung vom thermodynamischen Gleich
gewicht anzubringen sei.Er benutzt dabei die Formeln eines zuvor behandelten 
viel allgemeineren Falles, des Ionisierungsgleichgewichts eines Iumineszierenden 
Atomsystems, mit Atomen in vielen Quantenzustanden 2 • Er geht davon aus, 
daB die Temperatur der untersuehten Gasschicht, weil diese kein schwarzer 
Strahler ist, nicht naeh der SCHWARZSCHILDschen Formel angenommen werden 
darf, sondern selbst aus den Bedingungen des Problems abzuleiten ist. Er be
traehtet dabei nur die Ionisierungs- und Wiedervereinigungsprozesse im Falle 
eines einzigen Gases mit einem einzigen Quantenzustand; dann wird im Falle 
des GIeiehgewiehts, d. h. eines stationaren Zustandes, die Anzahl der beiden 
entgegengesetzten Prozesse gleich sein (statistisches Gleichgewicht) und zugleich 
die bei den beiden Arten Von Prozessen gewonnene und verlorene Energie zu
sammen Null sein miissen (StrahIungsgIeiehgewicht). Das Iiefert zwei Gleichungen 
fiir die Bestimmung Von Ionisation und Temperatur, die im Falle des thermo
dynamischen Gleichgewichts beide identiseh werden mit der SAHAschen Formel. 
Zu der Gleiehung des statistischen G1eichgewichts 

00 

x f'1.jJ (Y) J (y) dy = 8n2 Xl)' (~)~fe-(h"-h"')/kT v2 {F (v) + G(v) J (y)} ~dl' (55) 
o. 2nkT m 

J'n ')10 

kommt die Gleichung der Energie 

wo fiir 1.jJ der Ausdruck in F(v) eingesetzt und v2F(v) = Gil' genom men wird. 
Es wird nun angenommen, daB die wirksame Strahlung aus zwei Teilen besteht: 
schwarze Strahlung von unten, von effektiver Temperatur T 1 , aber verdi'mnt im 
Verhhltnis A (identisch mit fJ oben) , und isotrope StrahIungvon der eigenen 
Temperatur To des Gases, aber nur Von oben wirkend. Also wird (die Buch
staben sind in Ubereinstimmung mit den vorigen Ziffern und daher von denen 
der Originalabhandlung abweichend): 

2h y 3 h y 3 
J(y) = A ~(ehl-/kT, -1)-1 + 7 (ehv/kTo - 1)-1. 

Setzt man diesen 'Wert ein und entwickelt die Nennerformen in eine Reihe, so 
fiihrt die Integration der Gleichung (55) auf eine Reihe von Integrallogarithmen, 
die der Gleichung (56) auf eine Reihe Von Exponentialiormen, die jeweils mit 
den erst en Termen in jedem Integrallogarithmus identisch sind. Schreiben wir 
zur Abkiirzung hVo/k Tl = Xl' hVo/k To = xo, so wird 

AT1 e- x'(1 - -~ ... ) + ~ATle-2X'(1 - ~1~ ... ) + ... + ~Toe-xo(1 _ ~_ ... ) 
• Xl 2 2x l 2 Xo 

+ ~Toe-2Xo(1 __ 1 •.. ) + '" = (XlY) __ h3_{T (1 __ ~ ... ) 
4 2xo Xo (2nmkT)~ 0 Xo 

+ --- e '1 - -- ... + ... + ~ T e -x, 1 - - ... ...L ... A ToTl -x (' 1 ) 1 . ( 1 ) } 
To + Tl Xo + Xl 2 0 2xo I , 

1 Wash NatAcProc 13, S.180 (1927). 2 Z f Phys 39, S.361 (1926). 
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AT e-X1...L ~ A.T e- 2X1 + ... + ~Toe-l'o + ~Toe-2Xo + ... 
1 I 2~ 1 2 4 

= (XIY) __ h~_,{To + A ToTl_e-Xl + ... +~Toe-xo + ... }. 
Xo (2n mk T)'i To + Tl 2 

Durch Elimination des Ionisationskoeffizienten aus dies en beiden Gleichungen 
wird eine Beziehung zwischen A und To gefunden; weil fUr die mit den in Frage 
kommenden Ionisierungspotentialen korrespondierenden Vo die Werte hVo/k T 
groBe Zahlen sind (fUr X = 6, Ao = 2060 A, T= 6000°, hVo/kT = 11,6), so 
ist e- X als eine kleine GraBe erster Ordnung zu betrachten. So wird fUr diese Be
ziehung T3 A = ____ 0 __ e" va (ljkT, - 2/kTo) 

16(Tl - To) 
(57) 

abgeleitet, und fur die Korrektion der SAHAschen Formel wird der Faktor 

(58) 

gefunden. Fur die Sonne (A = l) findet man mittels dieser Formeln, daB To, 
die Temperatur der Atmosphare, nur unbedeutend yon T 1 , der effektiven Tem
peratur, abweichen kann. Dies gilt fUr die Schichten, die unmittelbar oberhalb 
der Photosphare liegen, wahrend das Gas nur sehr kurze Wellenlangen absorbiert. 
GERASIMOVIC benutzt diese Formel auch, urn die Temperatur und die Ionisation 
eines yon einem entfernten Stern bestrahlten Nebels abzuleiten. 

c) Der Aufbau der Sternatmospharen. 
26. Die Atmosphare im Strahlungsgleichgewicht. Erste Naherung. Seit den 

Anfangen der astrophysikalischen Beobachtung unterscheidet man bei der Sonne 
zwischen der Photosphare, die die von uns beobachtete Sonnenstrahlung mit 
kontinuierlichem Spektrum aussendet, und der daruberliegenden Atmosphare, 
die durch ihre Absorption die FRAUNHOFER-Linien erzeugt. Nach den Beobach
tungen bei totalen Sonnenfinsternissen unterscheidet man in letzterer die mehrere 
1000 km hohe Chromosphare, durch ihre Emissionslinien erkennbar, von der 
darunterliegenden "umkehrenden Schicht", die fur die Bildung der FRAUNHOFER
Linien verantwortlich ist. Eine prazise Trennung zwischen letzterer und den 
tiefern Schichten der Chromosphare laBt sich nicht machen. Uberhaupt ziehen 
diese Namen, die durch die Praxis der Beobachtungsmethoden gegeben sind, 
kunstliche Trennungslinien in einer Region allmahlicher Ubergange, von dem un
sichtbaren Innern der Sonne unter gleichmaBiger Abnahme yon Dichte, Druck 
und Temperatur bis in die dunnsten auBeren Schichten, die sich im Weltraum 
verlieren. AuBerhalb dieser Schichten finden wir dann noch das Phanomen 
der Sonnenkorona, die wohl kaum noch den Charakter einer Atmosphare besitzt. 

Das Gleichgewicht der AuBenschichten der Sonne oder eines Sterns wird, 
wie bei jeder Atmosphare, zuerst durch die mechanische Gleichgewichtsbedingung 
bestimmt, wonach das Gewicht der oberhalb einer Flache liegenden Gasmasse 
durch die Spannung des Gases in dieser Flache getragen wird. Fur eine dunne 
Gasschich t wird also dp = - gedh. 

Zwischen Dichte und Druck besteht die BOYLE-GAy-LusSAcsche Relation 

R 
P=-,;e T , 

wo R die allgemeine Gaskonstante 8,32· 107 erg/1 0 und fL das Molekulargewicht 
bedeuten. Zur Bestimmung der drei physikalischen GraBen p, e, T als Funk-

19* 
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tion der Hohe ist also noch eine Relation notig, die durch die Bedingung des 
thermischen Gleichgewichts gegeben wird. 1st die Warmezufuhr von auBen zu 
vernachlassigen, so herrscht isothermes Gleichgewicht T = C; die Integration 
der obigen Gleichungen Hi.hrt dann zu einer exponentiellen Abnahme der Dichte 
mit der Hohe. In den unteren Schichten der Erdatmosphare findet der Warme
austausch durch Konvektionsstrome statt, wobei adiabatisches Gleichgewicht 
auftritt; dann wird P/Po = (e/eo)r, wobei y das Verhaltnis der Warmekapazi
taten Cll/CV bedeutet. Frillier wurde angenommen, daB der Transport von Warme 
aus dem Innern der Sonne nach auBen auch durch Konvektionsstrome statt
finde. 

SCHWARZSCHILD hat zuerst hervorgehoben, daB in der Sonne und den Sternen 
die Strahlung ein viel machtigerer Trager des Warmetransports ist, und er hat 
die Formeln fUr diesen Zustand des Strahlungsgleichgewichts entwickelt 1. 

Alle Materie sendet, infolge ihrer hohen Temperatul', Stl'ahlung nach allen Seiten 
aus, absorbiert einen Tell del' auf sie fallenden Strahlung und nimmt eine 
solche Temperatur an, daB Gleichgewicht besteht. Del' Raum ist durchquel't 
durch Strahlung in allen Richtungen, aber die aus der Tiefe kommenden, nach 
auBen gehenden Stl'ahlen haben eine groBel'e Intensitat als die nach innen 
gehenden Stl'ahlen, wodurch eine N ettostl'omung von Energie nach auBen 
resultiert. Zul' Vereinfachung der Rechnung in erster Naherung ersetzt SCHWARZ
SCHILD diesen Vorgang durch zwei radial gerichtete, nach oben und nach unten 
gehende Energiestrome. Dabei muB dann gleichfalls die tot ale Emission jedes 
Partikels als zur Halite nach oben, zur Halfte nach unten gehend angenommen 
werden. 

Es sei die Intensitat dieser Strome I und I', die Dichte e, der Absorptions
koeffizient der Materie pro Masseneinheit k, die nach oben gerichtete vertikale 
Koordinate z und die schwarze Strahlung in jeder der Richtungen E (T), so 
werden Gewinn und Verlust der beiden Energiestrome innerhalb einer Schicht 
dz gegeben durch 

dI = -kaT + knE 
dz ~ '" 

oder 

:z(I + 1') = -ke(I - I'), 

d'J' , 
- = +knI - koE 
dz " " 

~ (I - 1') = - ke (I + I' - 2E) . 
dz 

(59) 

Strahlungsgleichgewicht bedeutet, daB jedes Massenelement seine Tempe
ratur infolge der von ihm absarbierten und emittierten Energie nicht andert, also 

ke(I + I') = 2keE. 

Fiihrt man die "optische Tiefe" t ein, bestimmt durch 

dt = -kedz, 
so werden die Gleichungen 

:t (I + 1') = I - I', 

oder 
I - l' = konst. = F; 

~ (I - I') = 0 
dt 

I + I' = F t + konst. 

An der Grenze der Atmosphare, fUr t = 0, muB I' = 0 sein, wahrend I = F 
dart = a T1 ist, wenn T1 die effektive Temperatur bedeutet. Also wird die 
Konstante = F, und die Energiestrome werden 

1= (1 + it)F, l' = itF. 
1 Gbtt Nachr 1906, S.41. 
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Die Temperatur in jedem Niveau wird gegeben durch 

o T4 = E = ! (I + 1') = H 1 + t) F =--: !( 1 + t) 0 Tt. (60) 

Fur t =,0, an der Grenze der Atmosphiire, wird oTt =! oTt, also ist die 
Temperatur der iiuBeren Schichten To = Tl Vi. 

Eine Absorptionslinie entsteht indiesem Falle,. wenn fiir eine bestimmte 
WellenHinge der Absorptions- und Emissionskoeffizient k' groBer ist als fur die 
anderen Wellenliingen, die den Hintergrund des Spektrums bilden. Setzt man 
wieder k{}dz = - dt, so wird fur Licht dieser Wellenliinge 

d1 = - 1 k' (]dz = (k'jk) 1 dt. 

Das Licht, das, von einem Element in der optischen Tie£e t emittiert, an der 
OberfHiche austritt, hat dort eine Intensitiit 

1 = 10 e-(lc'/lc)t, 

wo die Emission des Elements 10 = k' E (1, T)(]dz ist. Die totale Intensitat des 
austretenden Lichtes wird also 

00 00 

1 (J.) = J k' E(J., T) e-(lc'/lc)t (]dz = (k'jk) J E(J.,t) r(lc'/lc)t dt. (61) 
o 0 

Fur den Fall, daB k'jk = 1 ist, ist die Verteilung des austretenden Lichtes uber 
die verschiedenen Wellenliingen von B. LINDBLADl und von E. A. MILNE 2 unter
sucht worden; sie stimmt nahezu, aber nicht vollig, mit der Verteilung der zu der 
effektiven Temperatur gehorendenschwarzen Strahlung uberein. Die Emission E 
nimmt fur zunehmende optische Tiefe und Temperatur zu; durch den exponen
tiellen Schwiichungsfaktor nimmt der Beitrag zu dem austretenden Licht mit 
der Tiefe zuerst zu und dann abo Fur kleine Werte von k'jk tragen tiefe Schichten 
hoher Temperatur ammeisten bei; fur groBe Welte von k'jk wird alles Licht der 
tieferen Schichten ausgeloscht und nur die Grenzschichten mit To= Tij Y2 tragen zu 
dem austretenden Licht beL ,Durch mechanische Integration kann die austretende 
Intensitiit 1(J.) fUr verschiedene Werte von k'jk berechnet werden; es zeigt sich 
dabei, daB die Ergebnisse sich nahezu durch eine empirische Formel 1 + c (kjk') 
darstellen lassen. 1st eine gtoBe Anzahl von Absorptionsliniep vorhanden, so 
wird das mittlere k, das die Temperaturzunahme in dem Innern bestimmt, 
bedeutend groBer als der Absorptionskoeffizient fur die linienfreien Wellenliingen, 
d. h. mit anderen Wolten, daB fur den linienfreien Hintergrund des Spektrums 
das Verhaltnis k'jk < 1 wird. Die relative Dunkelheit der Absorptionslinien wird 
dann erheblich groBer als in dem Fall, daB fur den Hintergrund k'jk = 1 wird. 
Fur seltene Atome oder fur Wellenliingen, die mit geringen Lrbergangswahrschein
lichkeiten korrespondieren, ist k' auch gering, stammt das Licht aus groBer Tiefe 
und bildet schwache Absorptionslinien. 

In dieser Betrachtung verschwindet der Gegensatz zwischen der Photosphiire 
als emittierender Schicht und der daruberliegenden absorbierenden Atmosphiire; 
Emission und Absorption finden in deI).selben Schichten statt. Die Photosphiire 
ist kein physischer, sondern ein mathematischer Begriff; sie sondert sich nicht 
durch besondere Eigenschaften von hoheren und tieferen Schichten ab, und nur 
die Rechnung kann die Schicht aufzeigen, die am meisten zudem austretenden 
Lichte beitriigt. 

1 Uppsala Universitets Arsskrift (1920). 
2 M N 81, S.375 (1921). 
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27. Strahlungsgleichgewicht. Weitere Niiherungen. Durch jeden Punkt 
im Inneren der Atmosphare gehen Strahlen in alien Richtungen, deren Inten
sitat eine Funktion des Winkels {} mit der nach auBen gehenden Normale ist. 
In einer Schicht der Dicke dz, der ein Weg des Strahls dzsec{} entspricht, wird 
dann fUr den Energiestrom I d w die Gleichung fiir den Absorptionsverlust und 
fiir den Gewinn aus der Totalemission 4nkeE: 

dI 
cos{} dz = - k[!I + ke E . (62) 

Durch Einfiihrung der optischen Tiefe t = - !kedz wird diese Formel 
dI 

cos{}Tt = -I + E. (63) 

Die Bedingung des Strahlungsgleichgewichts, daB fiir jedes Element die totale 
Absorption aus den durchgehenden Strahlen der totalen Emission gleich ist, wird 
dabei ausgedriickt durch die Gleichung 

" 
4nE = 2n ! I sin {}d{}. (64) 

o 
Man kann nun einen Durchschnitt alier nach innen gehenden sowie alier nach 
auBen gehenden Strahlen betrachten, indem man in der Formel (62) den durch
schnittlichen Wert Von cos{}, ! fUr die nach auBen, -i fiir die nach innen 
gehendenStrahlen, einfiihrt, also setzt 

1 dI 
2 dz = -keI + ke E , 

1 dI' , - - = + keI - ke E . 
2 dz 

(65) 

Diese Form, die von MILNE verschiedentlich benutzt wurde, unterscheidet sich 
durch den Faktor 1- von der SCHWARZSCHILDschen Niiherung. Die .Anderung 
kommt darauf hinaus, daB durch den im Durchschnitt schiefen Durchgang die 
Absorption jeder Schicht gleichsam verdoppelt wird und die wirksame, durch 
J 2kedz = -t bestimmte optische Tiefe jetzt zweimal groBer ist als eine solche, 
die durch vertikale Strahlen aliein bestimmt wird. ' 

EDDINGTON 1 behandelt die 'Formel in etwas verschiedener Weise, indem er 
die Mittelwerte des cos erst in die Ausdriicke fiir die Summe und die Differenz 
einfiihrt. Nimmt man also an, daB aile lund alie l' konstant sind, so ergibt die 
einfache Integration von (62) iiber aile {}: 

-- d 
cos{} ke dz (I - I') = - (I + I') + 2E • 

-- d --
cos2{} ke dz (I + 1') = - cos {} (I - I'), 

wo die Mittelwerte iiber die Halbkugel cos{} = 1- und cos2{} = t einzufiihren sind. 
Mit kedz = - dt erhalt man dann, wenn I - I' = F gesetzt wird, 

I+1'=F(1+tt). (66) 

(EDDINGTONS Bezeichnungen 1= :3fjI({}}dw und H = 413fjI({})cos{}dwstim

men mit unseren Ausdriicken i(1 + I') und 1(1 - I'} = iF iiberein.} 
Eine zweite Niiherung wird durch die Annahme gegeben, daB 

I(1J) =: A + Bcos{} (67) 

geschrieben werden kann; sie ist von J. H. JEANS in AnschluB an die Verhaltnisse 
1 The Internal Constitution of the Stars, Chap. XII (1926). 
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im Innern eines Sterns behandelt worden 1. Durch Substitution in die obige Glei
chung (63) findet man 

dA dB 
cosf}dt + cos2{}dt = A + Bcosf} - E. 

Gleichsetzung der Terme mit cosf} ergibt dA/dt = B, also die Formel 

I(f},t) = A + Bt + Bcost}. (68) 

Der Koeffizient B kann durch den totalen, nach auBen gehenden Warmestrom 
ausgedruckt werden, den wir =;n;F setzen. Dieser Strom ist 

'" J I (f},0) cosf}dw = 2:n; J (A + Beost}) cosf}sinf}df} = t;n;B , 
o 

so daB B = ! F. Der Koeffizient A ist nicht eindeutig bestimmt; da an der 
Grenze der Atmosphare die einfache Formel A + Bcosf} nicht die wirkliche 
Verteilung nach f} wiedergeben kann, so kann man in verschiedener Weise eine An
~aherung gewinnen. Setzt man voraus, daB der vertikal nach innen gehende 
Strahl eine Intensitat 0 haben muB, so wird A = B. JEANS nimmt A = ! B 
an und gibt die Formel 

I (1'f, t) = iF (1 + 2t + 2cosf}) . (69) 

Stellt man die Bedingung, daB alle nach innen gehenden Strahlen (mit f) zwischen 
!;n; und;n;) zusammen an der Grenze die Intensitat 0, also alle nach auBen 
gehenden Strahlen (f) zwischen 0 und l;n;) zusammen die Intensitat ;n;F haben 
sollen, so findet man, da 

i'" 
2;n; j(A + Bcosf}) cosf} sin f}d f} = 2:n;(-~A + tB) = tnB 

o 
sein solI, den Wert A = i B, also 

I(f},t) = IF(1 + tt + tcosf}). (70) 

Die Temperatur in einer Schicht wird bestimmt durch die durchschnittliche 
Intensitat der nach allen Richtungen gehenden Energiestrome (die die raumliche 
Energiedichte bestimmt), also 

4aT4 = 4:n;E = J I dw = 2:n; J (A + Bt + Bcost}) sinf}df} = 4;n;(A + Bt). 

Weil die effektive Temperatur durch aTi = ;n;F gegeben wird, ergibt sich fur die 
JEANssche Formel 

T4 = Hi + 2t) Tt, 

also fur die Grenztemperatur To = Tl V3/8 = T1/1,278. Ffir die Formel (70), 
welche den richtigen Wert ffir den auswarts flieBenden Energiestrom gibt, wird 
T4 = Hi + t t) Ti, also To = Tl vo.s. wie bei SCHWARZSCHILD. 

Eine strenge Losung der Gleichungen ffir das Strahlungsgleichgewicht in 
der Atmosphare eines Sterns wurde zuerst von E. A. MILNE gegeben 2. Ffir die 
Gleichung (63) 

dI 
de - Isecf} + Esecf} = 0 

laBt sich unmittelbar die Losung in der Form des Integrals 

I = - etsec 1} J E secf} e-tseci} dt 

1 :M N 78, S.28 (1917). 2 M N 81, S 361 (1921). 



296 Kap.3. A. PANNEKOEK: Ionisation in Atmospharen der Himmelsk6rper. Zifi. 27· 

niederschreiben. Damit die arbitraren Konstanten verschwinden, miissen die 
Grenzen des Integrals fUr die nach auBen und die nach inn en gehenden Strahlen 
besonders und verschieden gewahlt werden, und zwar 

I=elsectfTE(X)SeC{}e-xsectfdX (nach auBen), 1 
I J (71) 

l' = e- I sec,!, /E(X) sec1jJ e+xseClp dx (nach innen), 

wo 1jJ = n - {} den Winkel eines nach innen gehenden Strahls mit der nach 
innen gerichteten Normalen bezeichnet. Die Gleichung, die das Strahlungs
gleichgewicht ausdriickt, wird nun 

2E = .r:, sec ,1 sin {} d{} j E (x) sec{} e -x sectf dx 
u t 

i;r t 
(72) 

+ Ie -t sec 'I' sin 1jJ d1jJ jE(x) sec1jJ e+X sec 'I' d x . 
u 0 

t=o--------~--~----- Die Bedeutung dieser Formeln ergibt sich so
fort aus Abb. 1. Zu dem Lichtstrahl I durch P 
steuert die Emission jedes Volumelements E (x) in 
der Tiefe x (00 bis t), durch Absorption im Ver
haltnis e-(x-t)secl'f = e- Y geschwacht, bei; fUreinen 
nach innen gehenden Lichtstrahl l' liegt x zwischen 
o und t. Durch die Substitution y = ± (x - t) sec D, 
und Umkehrung der Reihenfolge der Integrationen 
laEt der Ausdruck sich umandern in 

t -------------- i -1'----
1 •••• 

x----------- E{XrL------
00 

Abb, 1. Lichtstrahlen in einer 
Gasschicht. 

ex> 00 t 00 

2E(t) = (E(x) dxj'e-
y 
dy + (E(x) dx (e- v dy 

• Y. . Y 
t x-I II I-x 

oder 

2E(t) = (E(x) Ei I t - x I dt, (73) 
'0 

wo E i (z) den Integrallogarithmus bezeichnet. So wird zur Bestimmung der Tem
peratur eine Integralgleichung gefunden, deren Kern ein Integrallogarithmus ist. 
Diese Art von Integralgleichungen ist znerst von SCHWARZSCHILD fiir den Aufbau 
der Sonnenatmosphare abgeleitet worden. (Vgl. unten S. 300.) MILNE hat ihr 
noch eine andere Form gegeben und hat sie eingehend behandelt. Er findet, daB 
sie fiir den Grenzfall groBer Tiefe eine Lasung E (t) = a + 2 bt hat, wo a und b 
Konstanten sind, und er vermutet, daB die~e Form die allgemeine Lasung .dar
steHt. Durch einige Naherungen findet er alb = 1,182 und ToIT] = 111,232; 
nach deraHgemeinen Formel werden Werte fUr E(t) von t = 0 bis t = 4,0 be
rechnet (Tabcllc 1. c. S. 371), die nur an der auBersten Grenze einigermaBen von 
der linearen Formel abweichen. Die Lasung der MILNEschen Integralgleichung 
bildet den Gegenstand eingehender mathematischer Diskussionen von P. PARCHO
MENKO 1, N. A. KOSIREV und V. A. AMBARZUMIAN 2, sc>wie E. FREUNDLICH, E. HOPF 

1 AN 227. S.305 (1926). 
2 AN 229. S.85 (1926); NIN 87. S.209 (1927); AN 232. S.321 (1928); ZfPhys 52. 

S.263 (1928). 
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und U. WEGNER l , fUr welche auf die Originalarbeiten verwiesen wird. Die Be
handlung der Strahlung als Funktion von cos1} findet eine direkte Anwendung 
auf die Frage der Randverdunkelung bei der Sonnenscheibe, auf die.hier nicht 
eingegangen werden kann. 

Eine bedeutsame SchluBfolgerung aus diesen Formeln muB jedoch erwahnt 
werden, die sich auf den Fall einer speziellen Wellenlange bezieht mit einem 
Absorptionskoeffizienten k', der bedeutend groBer ist als der mittlere Koeffizient k. 
Ein an der Oberflache in der Richtung 1} austretender Lichtstrahl hat dann 
die Intensitat 

Jk' I = Ii" E (x) sec1} e-(k'jk)xsec{}dx , 

o 
oder, wenn man den Weg x sec1} = y setzt, 

00 

. k' 
I =.f Ii" E (ycos1J) e- (k'jk)y dy • 

o 
Fur kleine 1) wird I bedeutend kleiner als die Intensitat des Hintergrundes 
k' = k; diese Wellenlange zeigt eine Absorptionslinie. Fur 1} = 90° jedoch, also 
fUr einen horizontal austretenden Lichtstrahl, wird 

00 00 

1= J ~' E(O) e-(k'lk)Ydy = Eo J ~ e-(k'lk)Ydy = Eo, 
o 0 

also unabhangig von k'jk. Der horizontal austretende Lichtstrahl stammt aus 
einer unendlich dicken Schicht konstanter Oberfiachentemperatur, hat also fUr 
jedes k' die gleiche Intensitat Eo. Das bedeutet, daB eine FRAUNHOFER-Linie am 
Randeder Sonne, wo der Austrittswinkel 90° ist, verschwinden muB. Die Be
obachtungstatsache, daB die FRAUNHOFER-Linien bis an den Rand sichtbar bleiben, 
zeigt, daB diese Theorie des Strahlungsgleichgewichts der Sternatmospharen 
noch einer Erganzung bedarf. 

28. Diffusion des Lichtes in der Sonnenatmosphare. Hauptsachlich zur Er
klarung des Auftretens von Emissionslinien hat A. SCHUSTER 1905 die Wirkung 
einer "truben" Atmosphare untersucht, deren Teilchen das durchgehende Licht 
diffus zerstreuen 2. In der theoretischen Behandlung nimmt er eine Gasschicht 
an, die das Licht absorbiert (Koeffizient k) und zerstreut tKoeffizient s). Der 
Einfachheit halber werden zwei Lichtbundel, in entgegengesetzter Richtung 
senkrecht durchgehend, angenommen, also dasselbe, was nachher SCHWARZSCHILD 
auf den Fall des Strahlungsgleichgewichts anwandte. Es muB dann angenommen 
werden, daB das zerstreut reflektierte Licht sich (gleichmaBig) auf nur diese 
beiden Richtungen verteilt. Die Intensitat des an der Oberflache austretenden 
Lichtes wird erstens unter der Voraussetzung konstanter Temperatur (also kon
stanter Emission E des Gases), zweitens unter der Voraussetzung einer mit der 
Tiefe zunehmenden Temperatur (E linear veranderlich = f - uz) berechnet. 
Bezeichnet man die beiden Lich tstrome wieder mit lund 1', so sind die Differential
gleichungen des Problems 

~~ = - (k + s) 1+ kE + ~ s(I + 1'), I 
dl' = + (k + s)I' - kE - ~s(I + 1') 
dz 2 

1 ZfPhys 46, S. 374 (1928); 49, S. 155 (1928); MN 88, S. 139 (1927). 
2 Radiation through a Foggy Atmosphere, Ap J 21, S.1 (1905). 

(74) 
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oder auch 

d(I d~ I') = (k + s) (I' - I), d(I~~ I) = k(I + I' _ 2E). 

Die erste Formel zeigt, daB der Zusammenhang zwischen Nettostrom I - I' 
und Anderung der Strahlungsdichte durch den totalen Widerstand der Materie, 
Absorption + Diffusion, bestimmt wird. Die zweite zeigt, daB der Zusammen
hang zwischen Anderung des Totalstroms und UberschuB von Emission iiber 
Absorption durch das hier als Emissionskoeffizient auftretende k allein bestimmt 
wird. Als Losung dieser Gleichungen findet man: 

I + I' = 2(/ - uz) + Keft z + K'e-f/z, 

I - I' = 2~-- - tXKef/z -1- OI,K'e-f/z k+$ , 

wo 01, = 'V k/(k + s), und {J = ex. (k + s) = yk(k + s} ist, und K und K' zwei Inte
grationskonstanten bedeuten. Bestimmt man sie durch die Bedingungen, daB 
I' = 0 an der OberfHiche (x = O) ist und daB in einer groBen Tiefe z = -H die 
einfallende Strahlung 1 schwarze Strahlung der dort herrschenden Temperatur 
ist, so findet man die an der OberfHiche x = 0 austretende Strahlung 1 = 10 
durch Elimination der Konstanten K und K' aus den drei Gleichungen 

2u 
0= 2/ - k + $ +(1 + OI,)K + (1-ex.)K', 

2u 
0= k +$ + (1 - 01,) Ke-f/H + (1 + 01,) K'ef/H , 

210 = 2/ + k 2: $ + (f - ex.)K + (1 + ex.)K'. 

Die Elimination liefert 

2 (/Oi + -k U ) {( 1 - Oi) e - PH + (1 + Oi) e + PH} - k 4 U {Oi + (1 _ IX) e - PH} 
I - + $ + $ (75) 
0- (1 + ex)2e+PH _ (1 _ ex)2e-PH ' 

Wenn die Dicke der atmospharischen Schicht so groB ist, daB die Exponentialform 
e-PH gegen die Einheit vernachHissigt werden kann, so reduziert sich das Resultat 
auf 

(76) 

Eine besondere Bedeutung hat der Fall, daB die Atmosphare nicht absorbiert, 
sondern bloB zerstreut. In diesem Fall, also fiir k = 0, ist es am einfachsten, die 
Gleichungen neu aufzustellen: 

d(I+I')=s(I'_I) d(I-I')=O 
dz 'dz' 

also 1 - I' = konst. = 10, I + I' = C - s 10z, was mit Hille der OberfHichen
bedingung 1= 10 (1 - lsz) ergibt. Befindet sich die zerstreuende Atmo
sphare vor einer Flache z = - H, die eine Strahlung E aussendet, so wird 
E=10(1 +isH), also 

(77) 

Diese Gleichung zeigt, daB die austretende Strahlung mit der Dicke der Atmo
sphare abnimmt, aber nicht in der raschen, exponentiellen Weise einer absorbieren
den Atmosphare. 
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K. SCHWARZSCHlLD hat dann die Strahlung durch eine diffus zerstreuende 
Atmosphare weiter verfolgt 1, indem er Lichtstrahlen in allen Richtungen einfUhrt. 
Er nimmt an, daB jedes Volumelement dabei die zuriickgehaltene Energie nach 
allen Seiten gleichmaBig zerstreut. Bezeichnet man die homogene Tiefe mit x 
(also dx = - edz), so wird die Gleichung eines Lichtstrahls, der den Winkel {} 
mit der nach auBen gezogenen Normalen macht und einen Raumwinkel dw 
ausfiil1t, 

dI(,'}) sdwi 
cos{}-;Tx dw = ~sI({})dw - 4"" I({})dw. (78) 

Unterscheidet man die Lichtstrahlen I fiir {J < nl2 und I' fiir {J. > n12, und 
schreibt man fur die nach allen Seiten zerstreute Energie 

!.n: :r 

2n f I sin {}d{} + 2n f l' sin{Jd-{} = 4nJ (79) 
o !n 

(SCHWARZ SCHILD nennt J die "Ergibigkeit" des Volumelements), so werden, in 
der "optischen Tiefe" t (t = sx) ausgedriickt, die Gleichungen 

dI dI' I 

cos {} at = + I - J , cos {} lit = - I + J . 

Werden nun in erster Naherung lund l' unabhiingig von {} angenommen, so 
unterscheidet sich diese Niiherung von den SCHUSTERschen Formeln nur da
durch, daB im Durchschnitt flir alle Richtungen das erste Glied cos{} = ! als 
Koeffizienten enthalt. Das Resultat der Integration mit denselben Grenzbedin
gungen wie oben (H' = s H ist die optische Tiefe der inneren Grenze, E (H) die 
Strahlung dieser Grenzflache) ist dann 

1 --l- t 
I = E (H) 1 .+ H" l' = E(H) ~ H" J = E(H) 0,5 ±i 

1 + H" 

Fiihrt man nun diesen Wert fiir J in die Differentialgleichung fiir I 
dI at + Ised} = Jsec{} 

ein, so wird das Integral 
H' 

1= E(H) e-(H'-t)sec~+ I J(x) e-(x-t)sec{}sed}dx, 

t 
H' 

1(0) = E (H) e-H'sec{} + IJ (x) e - xsec{} sec{) dx 

o 

= E(H) {O,5 + cos,'} + -H'sec'~~ - COS{}} 
1 + H' e 1 + H' . 

(80) 

(81) 

Damit ist in erster Niiherung (die "SCHUSTERsche Naherung") die Abhiingigkeit 
der austretenden Intensitat von der Richtung des austretenden Lichtes gegeben. 

SCHWARZSCHILD hat in derselben Abhandlungdas Problem einer zugleich 
absorbierenden und zerstreuenden Atmosphiire ganz allgemein behandelt. Die 
Gleichungen sind: 

dI 
coso{} dx = (k + s) I - J, 

dI' 
coso{}-d = -(k + s) l' + J, x 

J = 4s"" {f I dw + 11' dw } + hE, 

1 Sitzungsber Berlin 1914, S. 1183. 
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wo jede der Integrationen sich iiber eine Halbkugel erstreckt. Die Int~gration 
ergibt 

H 

1 = E (H) e-(k+8)(H-x)sec.J. + f I (;) sec{} e-(k+8)(~-x)sec.J.d;, 
x 

x 

l' = II W seer} e(k+8) (;-x) sec.J. d~ , 
o . 

und die Substitution dieser Werte in die Formel fiir I ergibt die Integralgleichung 
fUr I: 

tn H 

I = is j sin{} d{} {E (H) e-(k+8) (H-x) sec.J. + jI W sec{} e-(k+8)(~-x)sec.J. d~} 
o x 

4n !V 

+ is r sin{}d{} r I (~) sec{} e(k+8)(;-x)sec.J. d~ + kE . 
o 0 

Durch Vertauschung der Integrationsordnung und EinfUhrung von 
als neue Veranderliche wird diese Formel zu 

00 H 00 

I = ~s E(H) jd1'/ e-(k+8)(H-x)'1 + ~ sjj (~) d~jd1'/ e- (k+8)(;-X)'1 
2 1'/2 2 1'/ 

1 x 1 
x 00 

+ ~ s j I W d; Id1'/'1 e-(k+8)(X-;)./ + kE , 
o 1 

sec 1J = 'f/ 

(82) 

wo die Integrale nach YJ durch den Integrallogarithmus auszudriicken sind. 
Fiir den Fall der reinen Diffusion hat SCHWARZSCHILD mittels dieser Formeln 

die Korrektion der SCHUSTERschen Naherung numerisch berechnet, und er firidet, 
daB diese Korrektion nur einige Prozente betragen kann, daB also die SCHUSTERsche 
Annaherung eine sehr gute ist. Fiir Schichtdicken H' > 2 gibt Formel (81) 
ohne das zweite Glied, also 

1(0) = E(H) 0.5 +~osD 
1 + 5H 

auch schon eine geniigende Annaherung. 
Wendet man diese Formel auf eine FRAUNHOFERsche Linie an, wobei die all

gemeine Diffusion So fUr den Hintergrund gering, die spezielle Diffusion Sl fiir 
die Mitte der Linie groB ist, so sind in der Mitte der Sonne (cos {) = 1) und am 
Sonnenrande (cos {) = 0) die Intensitaten 

des Hintergrundes ~.5 H 
1 , So 

und 
0,5 

der Mitte der Linie 1,5 H und 0,5 
1 + 51 1 + 5 1H' 

Der Kontrast der FRAuNHoFER-Linie gegen das kontinuierliehe Spektrum ist 
also am Rande derselbe wie in der Mitte. 1m Fall der reinen Absorption miiBte 
die Linie verschwinden (S. 297). Da der Kontrast in Wirklichkeit nur wenig 
geringer ist als in der Mitte, schlieBt SCHWARZSCHILD, daB die Streuung des 
Lichtes eine wesentliche Rolle in den Erscheinungen der Sonnenatmosphare spielt. 

29. Monochromatisches und thermodynamischesStrahlungsgleichgewicht. 
In der bisherigen Behandlung des Strahlungsgleichgewichts wurde angenommen, 
daB ein Volumelement der Atmosphare wie ein schwar2\er Korper, oderjedenfalls 
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als "graue Materie" Licht alier WelienHi.ngen absorbiert und emittiert. In einem 
Gas geringer Dichte findet jedoch die Aufnahme und Verausgabung der Energie 
nur in bestimmten Quanten, also monochromatisch, statt. Wahrend die Materie 
fi.i.r andere WelienHingen volikommen durchsichtig ist, wird nur Licht bestimmter 
Wellenlangen unter Anregung der Atome absorbiert und wieder ausgestrahlt. 
Was also ein Volumelement an Energie einer bestimmten Welienlange abgibt, 
ist einfach die Summe alier Energie dieser Wellenlange, die es aus der hindurch
gehenden Strahlung aufgenommen hat. Dieser Zustand kann nicht durch eine 
Gleichung 

dI(v) 
-----a:t = -I(v) + E(1') , 

ausgedriickt werden, wobei ei,ne unabhangige schwarze Strahlung hinzugefiigt 
wird, sondern er muB durch eine Gleichung 

dI(v) = -I(v) + _1 {I(v)dw 
dt 4",. 

beschrieben werden, nach der genau die totale absorbierte v-Strahlung al1seitig 
abgegeben wird. Dies ist gerade die Gleichung der Diffusion des Lichtes, die hier 
anwendbar ist anstatt der Gleichung des thermodynamischen Strahlungsgleich
gewichts. A. UNSOLD 1 spricht in dies em FaIle auch, entgegen der iiblichen Be
zeichnung, von Streuung des Lichtes, obgleich es Von den Atomen quantenmaBig 
absorbiert und nachher wieder emittiert wird. Es ist wohl richtiger, hier mit 
MILNE von "monochromatischem Strahlungsgleichgewicht" zu reden, in dem jede 
Wellenlange, unabhangig von allen anderen, ihre eigene Intensitatsverteilung 
ausbildet. 

Anders wird es in den tieferen Schichten, wo infolge der zunehmenden Dichte 
die Zusammenst5Be haufiger· werden; Durch ZusammenstoBe mit Elektronen 
konnen Quantenspriinge im Atom ausgelOst werden, wobei die aufgenommene 
oder freiwerdende Quantenenergie die Translationsenergie verringert oder Ver
groBert. Der EinfluB dieser Kollisionen, deren Haufigkeit fiir jedes Atom mit 
der Dichte e zunimmt, ist von MILNE untersucht worden2• Er setzt zwei Energie
zustande der Atome voraus, deren Anzahl pro Volumelement n1 und n2 ist. Die 
i.!bergange, soweit sie mit der Strahlung zusammenhangen, werden durch die 
i.!bergangswahrscheinlichkeiten A21 , Bn und B21 bestimmt, die den bekannten 
Bedingungen 

An = 2h~ = a, Bn = 1 
Bl2 c2 B12 

geniigen (der Einfachheit halber setzen wir gleiches statistisches Gewicht beider 
Zustande voraus). Weiter sollen b12 und a2l die Wahrscheinlichkeiten bezeichnen, 
daB ein Atom durch eine Kollision von 1 bis 2 angeregt wird, oder von 2 bis 1 
zuriickkehrt. Urn ihr Verhaltnis zu bestimmen, nehmen wir eine Sammlung von 
Atomen in thermodynamischem Gleichgewicht. Nach dem Prinzip, daB jeder 
DbergangsprozeB mit dem entgegengesetzten ProzeB in Gleichgewicht stehen soIl, 
muB dann n1 b12 = n2 a21 sein. Da in diesem Fall n2/n1 = e- h 1'lkT ist, ergibt sich 

b12 = e- hp/kT • 
au 

(83) 

Die GroBen b und a hangen nur von der Verteilung der Geschwindigkeiten und 
der Haufigkeit der StoBe ab, nicht aber Von derVerteilung der Atome iiber ver
schiedene Quantenzustande. Diese Gleichung muB also auch in anderen Fillen 
giiltig bleiben, wenn nur die Verteilung der Geschwindigkeiten der Elektronen eine 

1 Z f Phys 44, S.794 (1927). 2 M N 88, S.493 (1928). 
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MAXWELLsche ist, durch den Parameter T bestimmt. Es ist iibrigens leicht ein
zusehen, daB b einen Faktor von der GroBenordnung e- hv/kT enthalten muB, 
da nur die Elektronen mit einer Energie groBer als hy das Atom anregen k6nnen. 

Die Gleichung rur die Strahlung der Frequenz 1', die bei dem Ubergang 
der Zustande absorbiert oder emittiert wird, laBt sich nun durch Betrachtung 
ihrer Zunahme durch emittierte Quanten und ihrer Abnahme durch absorbierte 
Quanten in der Schicht dz aufstellen: 

(84) 

Die Bedingung fiir den stationaren Zustand erfordert, daB die Anzahl der Uber
gange 1 ~ 2 und 2 ~ 1 gleich groB ist; diese Dbergange sind 1. die spontanen, 
2. die durch die I aIler Richtungen induzierten, 3. die durch Kollisionen bewirk
ten. Also ist 

(85) 

Setzen wir hier die Relationen zwischen den B und A ein, weiter die Relation 
. zwischen b und a, und setzen b12/B12 = s und B12 hy = iX, dem atomaren Ab-

sorptionskoeffizienten, so werden die Gleichungen 

oder 

dI 
-d = - (nl - n 2) 1 + n2 0 , 
ex z 

UI~: + ,) 
----

(] + (I ~: + ,ehV/kT) 

( r dOJ -+., 
n2 • 4", 

nl-n2 (]+e(ehv/kT _1) 

Setzt man den letzten Wert in die erste Gleichung ein, beachtet man dabei, 
daB (eh"/kT -1)/0 gerade das umgekehrte der PLANCKschen Funktion E(1') ist, 
und setzt man e = 'YJE(y), so wird die Formel 

dI . jl d
4:+1)E(Y) 

-d = - (nl - n 2) 1 + (nl - n2) '-----:--:--
ex Z 1+1] 

(86) 

In dieser Differentialgleichung des Lichtstrahls bezeichnet 'YJ = E (1') b12/B12 

die relative Bedeutung der Ubergange durch KoIlisionen und durch Strahlung. 
In den extremen Grenzfallen 'YJ = 00 (Kollisionen weitaus iiberwiegend) und 'YJ = 0 
(Kollisionen unbedeutend) bekommt die Gleichung die Formen: 

dI _ -1 + E(y) 
(n1 - n 2) exdz - , 

-:--_d_1-c-- = -1 +}'1 dw 
(nl-n2)cxdz 4",' 

Die erste Form ist identisch mit der Gleichung des thermodynamischen Strah
lungsgleichgewichts nach SCHWARZSCHILD. Der unaufh6rliche Anprall der Elek
tronen, deren Geschwindigkeit der Temperatur T entspricht, treibt einen so groBen 
Prozentsatz der Atome in den zweiten angeregten Zustand, daB die Intensitat 
der von ihnen emittierten Strahlung gleichfalls dieser Temperatur entspricht. 
Die zweite Form entspricht der Gleichung der Diffusion des Lichtes, wobei die 
Intensitat der anregenden und der emittierten y-Strahlung und die Fraktion der 
Atome im angeregten Zustande mit der Dicke der Schicht standig abnehmen. 
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Setzt man nun 
(nl - n2) IX dz = (k + s)e dz, 'I) = kjs, 

so wird die Gleichung 
dI f dro (Jdz=-(k+s)1+kE(v)+s 1 40n 
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identisch mit der Gleichung fUr eine sowohl absorbierende wie zerstreuende 

Atmosphare. Wird darin f I !: = ~ (I + I') genommen, so hat man die 

SCHUSTERschen Gleichungen mit unwesentlichen formalen Unterschieden. 
Es stellt sich demnach heraus, daB die Diffusion in der Sonnenatmosphare, die 

SCHwARZscmLD aus der Sichtbarkeit der FRAUNHOFER-Linien bis zum Rande der 
Sonne ableitete, a1s eine Wirkung des monochromatischen Gleichgewichts auf
zufassen ist. Die Bildurig dieser Linien findet also hauptsachlich statt in den
jenigen Schichten, in denen durch die geringe Dichte die Kollisionen keinen erheb
lichen EinfluB haben. 

30. Die Absorptionslinien. Die Bildung der dunklen Absorptionslinien 
in dem Sonnenspektrum und den Sternspektren laBt sich nun auf Grund dieser 
Anschauungen iiber die Vorgange in der Sonnenatmosphare verstehen. In den 
tieferen Schichten spie1en infolge der groBeren Dichte die ZusammenstoBe von 
Elektronen mit Atomen (oder Ionen) eine bedeutende Rolle. Andert sich bei 
diesen ZusammenstoBen die Geschwindigkeit unter Abgabe (oder Aufnahme) 
von Strahlung, ohne gleichzeitige Anderung des Erregungszustandes des Atoms, 
so findet eine Transformation nichtquantisierter Translationsenergie in Strahlung 
statt, also kontinuierliche Strahlungsemission (oder Absorption). Die Geschwin
digkeitsiinderungen der stoBenden Elektronen, die ohne Strahlung vor sich gehen, 
also bei gleichzeitiger Anderung des Erregungszustandes des Atoms, iindern die 
Intensitiit der monochromatischen Strahlung des Atoms in der Richtung einer 
Temperaturstrahlung. Das erste tritt hervor als eine allgemeine Absorption k, 
die sich iiber alie .A. erstreckt und sich langsam mit A. iindert. Das zweite tritt in 
den Formeln auf als ein spezieller Absorptionskoeffizient k (v) der monochro
matischenAtomstrahlung. Der iibrige Teil dieser Strahlung: (n! - n 2) IX/(1 + 'I) 
tritt in den Formeln als ein Diffusionskoeffizient auf; eine wirkliche allgemeine 
Diffusion alier Wellenlangen daneben anzunehmen, ist nicht mehr notig. Die 
Absorptionskoeffizienten k sind der Dichte e proportional und nehmen nach 
auBen rasch ab; in den iiuBeren Schichten wirkt nur noch die scheinbare Diffusions. 
Das Gebiet der merklichen kist die Photosphiire; hier wird das kontinuierliche 
Sonnenspektrum ausgesandt und bilden sich schon die FRAuNHoFER-Linien aus; 
in den dariiberliegenden Schichten wird die Absorption in diesen Linien vertieft. 

Die optische Tiefe, die die Temperatur bestimmt, hangt von dem iiber das 
ganze Spektrum genommenen Mittelwert von k und s ab, den wir durch k + s 
bezeichnen; wegen des schiefen Durchgangs der Strahlen durch die Atmosphare 
setzen wir wieder den Faktor 1 vor dJldz, und setzen also 

2(k+s)edz =dt. 
Fiihrt man noch ein 

k to 
k + s = c;", 

k+s :=--=n, 
k+s 

(87) 

so werden die Gleichungen 

~~ = n (I - E) - ~(1 - ~2) n(1 + l' - 2E), I 
dd~ = -neI' - E) +~(1 - ~)n(1 + I' - 2E), 

(88) 
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d(Id~I'l=n(I_1'), I 
i!(I d~ 1') = ~2n(I'+ l' - 2E) . 

(89) 

Es muB hier bemerkt werden, daB der Koeffizient k mit 1), also mit Q wachst; die 
Behandlung eines mit der Tiefe zunehmenden 17 bietet aber mathematische 
Schwierigkeiten, so daB zunachst eine Losung der obigen Gleichunge.n mit einem 
konstanten mittleren k vorgenommen wurde. Fur die durch Elimination von 
I - l' entstehende Gleichung 

d2(Id~~ = ~2n2(I + l' - 2E) = m 2(I + l' - 2E) 

kann eine allgemeine Losung hingeschrieben werden: 
t 00 

1+1' = Al emc + A~e-mc + me-mCIE(x) en! X dx + memtI E(x) e-n!x dx, 
o t 

t 00 

1-1' = ~(AI emt - A 2 e- mt) - ~me-mtf E(x) emx dx + ~m emcf E(x) e- mx dx. 
o t 

Durch die Bedingungen, daB lund l' fur t = 00 von der GroBenordnung von 
E sein mussen, und daB l' = 0 fUr t = 0 ist, werden die Konstanten zu Al = 0, 

A2 = - ~ ~ ~fE (x) e- mx m dx bestimmt; somit wird die austretende Intensitat 
o 

00 

2~ J' I ( 0) = 1 ;~ E (t) e - m t m d t , (90) 

o 
wo wieder t fiir die optische Tiefe geschrieben ist. 

Die Funktion E (x) hangt von der Zunahme der Temperatur mit der optischen 
Tiefe abo Fur die Gesamtstrahlung wird E (t) = ! F (1 + t); fUr eine bestimmte 
Wellenlange kann man E (t) durch eine Potenzreihe nach t darstellen, deren h6here 
Glieder fortzulassen sind, da fiir groBere Tiefen, wo sie merklich werden, die 
Strahlung im Verhaltnis e-mt geschwacht wird. MILNE setzt daherl E (t) = a + bt, 
wo a und b Funktionen der Wellenlange sind, deren Verhaltnis fUr nicht zu 
extreme Sterntemperaturen und Wellenlangen von der Gr6Benordnung 1 ist. 
(Nach der PLANcKschen Formel wird bja = i hvjkT, also [fUr die Sonne] 
;:::1 fUr Wellenlangen S 6600A). Dann wird, nach Ausfuhrung der Integration, 

1(0) = -.2Lf~(a + btl e-mtmdt = ~(a + bjm). (91) 1+t 1+e 
o 

AuBerhalb der Absorptionslinien verschwindet s, wenn man annimmt, daB keine 
wirkliche allgemeine Diffusion vorhanden ist; hier herrscht nur die allgemeine 
Absorption k, so daB hier ~ = 1, n = 1 und m = 1 ist. MILNE nimmt an, daB 
innerhalb einer Absorptionslinie auBer einem bedeutenden s nur die allgemeine 
Absorption k vorhanden ist; dann wird n = (k + s)jk und ~2 = kj(k + s), also 
~2n = 1 und m = 1/~. Dann wird 

itO) = a + b fUr den Hintergrund, 

1(0) = 1 ~ ~ (a + b~) innerhalb der Absorptionslinie. 

1 M N 89, S.7 (1928). 
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Das Vcrhiiltnis dieser Ausdrucke gibt die relative Dunkelheit in der Linie 

[(0) 21; a+bl; 
r = i(of = 1 + I; a+b' (92) 

Hier nimmt ~ = Vk/(s + k) vom Rande der Linie bis zu ihrer Mitte von 1 bis zu 
einem kleinen Wert ab; der Verlauf von s mit der WellenHinge bestimmt das 
Profil der Absorptionslinie. In der Mitte der Linie, wo s groB ist gegen ii, wiichst 
die Schwiichung 1/r des Lichtes nahezu proportional mit ys. 

1st durch Beobachtung an einer Stelle in der Absorptionslinie die Intensitat r 
relativ zum Hintergrund bestimmt, so liiBt sich daraus ~ berechnen. Entwickelt 
man bis zur erst en Potenz der klein en GroBe (a - b)/(a + b), so findet man 

~ = r (1 - d-~~ : ~ :) . (93) 

Flit einen gleichen Wert von ~ wird die Dunkelheit (1 - r) der Linie groBer flir 
b> a, also ist die Linie flir kleine Wellenlangen dunkler als flir groBe l . Man 
kann hier eine "optische Tiefe" der absorbierenden Gasschicht einHi.hren (ge-
messen mit dem allgemeinen Absorptionskoeffizienten k), die Dicke einer rein 
zerstreuenden Atmosphare, welche das Licht einer dahinterstehenden strahlendcn 
Flache auf dieselbe Fraktion r schwachen wlirde. Nach der SCHUSTERschen 
Formel (77) (in welcher, wegen des Faktors i vor d1/dx, die Zahlen 2 durch 1 
ersetzt sind) 

1 r = --.-----

1+fs e dx 
vvird die so definierte optische Tiefe 

f- 1;2 f 1;2 (1 ) 
"[ = ke dx = 1 _ i;" se dx = 1 _ 1;2 r - 1 , 

was mit Rucksicht auf den oben fi.i.r ~ gefundenen \:Vert zu 

"[ = 1 : r (1 - 2: ~ ~ (1 ~~2) (94) 

wird. An dem Rande einer Linie, wo r nahezu = 1 ist, wird in erster Naherung 
"[ = i; wo die Intensitat = i ist, wird"[ = t; ist in der Mitte der Linie etwa 
r = To, so ist "[ = 1:\-' J e dunkler die Linie, urn so mehr liegt ihr Ursprung in 
den auBersten Schichten der Atmosphare. 

Man wird sich dem wirklichen Verhalten in einer Sternatmosphare mehr 
nahern, wenn man zwei Schichten ubereinander annimmt, wobei in der unteren 
Schicht, infolge der groBeren mittleren Dichte, k', ~' und m' groBer sind als 
k, ;, min der oberen Schicht. Die Rechnung wird hier komplizierter, da fi.i.r jede 
der beiden Schichten Formeln fUr 1 und l' aufzustellen, also 4 Konstanten, 
AI' A2 fur die obere, Ai, A~ flir die untere, zu bestimmen sind (aus einer Tiefen-, 
einer Oberfliichen- und zwei Grenzschichtbedingungen). Nimmt man zur Verein
fachung E = konst., so ergibt sich fUr die austretende Intensitiit (to gilt flir die 
Grenzschicht): 2EI; 

10= 1;'" (95) 
1 + I; - 1;' ~ ~ (1 - 1;) e- 2mto 

Der dritte Term im Nenner gibt die Korrektion, die an dem Resultat fur eine 
homogene Atmosphare anzubringen ist. Dieser Fall ist von A. UNSOLD in seinen 
Untersuchungen liber die FRAUNHOFER-Linien2 behandelt worden. 

1 EDDINGTON M N 89, S.623 (1929). 

Handbuch der Astrophysik. III. 

2 Sommerfeld-Festschrift, S.97 (1928) 
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d) Ionisation auf der Sonne. 
31. Das FRAUNHOFER-Spektrum. Die Absorptionslinien im Spektrum der 

Sonnenoberflache, dem sog. FRAUNHOFER-Spektrum, gehoren nach ROWLAND etwa 
36 Elementen an (wenn man die zweifelhaften nicht mitzahlt). Dabei fehlen 
die Elemente mit sehr hohem Atomgewicht, sowie die auf der Erde auBerst 
seltenen Elemente, weiter die elektronegativen Elemente der F-, der 0- und der 
N-Reihe, sowie die Edelgase, und ebenso die Alkalimetalle Li, Rb und Cs. In 
der von ST. JOHN vor kurzem herausgegebenen Revision von ROWLANDS Katalog 
werden 53 Elemente mit Linien im FRAUNHOFER-Spektrum aufgezahlt, und 35 
noch nicht identifizierte; es wird die Vermutung ausgesprochen, daB darunter 
die Halogene, die Phosphorgruppe, die Edelgase unddie radioaktiven Elemente 
auch nicht auffindbar seien . 

. SARA hat, als erstes Resultat der Ionisationstheorie, das Fehlen der Alkali
metaile aus ihrer niedrigen Ionisationsenergie erklartl. Er nimmt eine Tem
peratur von 7000° und einen Druck von 1 bis 0,1 Atm. an und berechnet, 
daB dabei Rb und Cs voilstandig ionisiert sind. Ailerdings miiBten dann die 
Linien der ionisierten .Atome Rb+ und Cs+ vorhanden sein; aber erstens liegen 
diese zumeist fern im Ultraviolett, entziehen sich also der Beobachtung, und 
zweitens haben diese ionisierten Alkaliatome, die eine ahnliche Struktur wie 
die Edelgasatome aufweisen, eine hohe Anregungsspannung. SAUNDERS hat 
nachher einige Rb+-Linien im Sonnenspektrum aufgefunden2• In der ROWLAND
Revision werden sechs schwache Linien von Cs+ als im Sonnenspektrum vor
handen angegeben 3 • Kalium ist unter den gleichen Bedingungen zu 80 % ionisiert; 
die Linien des K sind schwach im Sonnenspektrum vorhanden, und einige K+
Linien scheinen im violett en und ultravioletten Teile des Sonnenspektrums 
vorzukommen 4 • Natrium ist noch weniger ionisiert; die Grundlinien D1 , D2 
gehoren zu den kraftigsten Linien des Sonnenspektrums. 

In den Sonnenfleckeh ist die Temperatur niedriger als in der umgebendert 
Photosphare; hier muB also die Ionisation geringer sein. 1m Sonnenflecken
spektrum sind in der Tat die D-Linien des Na etwa dreifach verstarkt. SAHA 
spricht die Erwartung aus, daB im Sonnenfleckenspektrum die Linien des K 
gleichfails erheblich verstarkt und die Rb-Linien schwach sichtbar werden 
mussen. 

Das Fehlen von Helium im FRAUNHOFER-Spektrum wird von "ihm in der
selben Weise erklart wie das Fehlen der N ebenserien im Absorptionsspektrum der 
Elemente bei ungenugender Temperatur; aile Atome befinden sich noch im 
ersten Quantenzustand, und deshalb wird nur die Hauptserie 1 5 - mP ab
sorbiert. Diese Hauptserie liegt bei He weit im Ultraviolett (1 151 - 2 1P 
1569); die im slchtbaren Spektrum liegenden Heliumlinien (225 - m 2p 
13888 . .. , 2 15 - m 1p 15015 ... , 2 1p - 3 1D 15876 . .. ) entstehen alle in
folge von Absorption durch Atome in hoheren Quantenzustanden und konnen 
daher nur bei viel hoherer Temperatur auftreten. 

32. Die Untersuchungen RUSSELL'S tiber das Sonnen- und das Flecken
spektrum. Die SchluBfolgerungen SAHAS sind von H. N. RUSSELL naher gepruft 
worden5 mittels der ausfiihrlichen auf dem Mount Wilson angefertigten Karten 
des Sonnenfleckenspektrums. Von der von ihm berechneten Tafel 6 der Ionisations
prozente fur verschiedene Werte des Druckes und fur Temperaturen von 6000° 

1 Phil Mag 42, S.812 (1921); ZfPhys 6:S.49 (1921). 2 ApJ 55, S.359 (1922). 
3 Revision Rowland S. XV. 4 BAN 1, Note S.112 (1922). 
a The Theory of Ionization and the Sunspot Spectrum, Ap J 55, S. 119 (1922). 
6 Ap J 55, S.356 (1922). 
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und 4000 0 (die der Temperatur der Photosphare und der Flecke entsprechen 
mogen) findet sich ein Auszug in der folgenden Tabelle, die zugleich Daten 
iiber die Intensitat der Hauptlinien enthalt. 

Die Ionisation der Alkalia tome in der Sonne und in den Flecken. 

I 

Iprozentsatz neutr. P=10- 2 Prozentsatz ~eutr. P=1O-3! Intensitat 
Element Ion.Pot. 

.- 4000-0 - '[ 6000° 
J. -"-"---.. _- -,-

4000 0 I 6000 0 Sonne I Flecke 

Li i 5,37 90,3 

I 
15,0 66,9 1,9 6708 fehlt I 5 

5896 20 60 Na 5,11 81.5 9,6 48,9 1,1 
5890 30 90 

K 4,32 30,9 I 2,2 8,8 0,19 7699 5 13 
I 7665 6 15 

Rb 4,16 21,9 1,7 5,7 
I 

0,18 7948 fehlt ° 7800 fehlt 1 

Cs 3,81 8943 fehlt unbek. 

I 
9,3 0,9 2,2 0,09 

8521 fehlt unbek. 

Die Hauptlinien des Na und K sind also im Fleckenspektrum bedeutend 
verstarkt; bei Li und Rb werden sie nur im Fleckenspektrum sichtbar, und fiir 
Cs liegen sie auBerhalb des untersuchten Wellenlangenbereichs. Eine Anzahl 
Linien der Nebenserien 2P - nD und 2P - n5 zeigen sich bei Na gleichfalls 
verstarkt. Fiir Nebenserien nimmt, bei steigender Temperatur, wegen der zu
nehmenden Haufigkeit der hoheren Quantenbahnen die Intensitat zu, wegen 
der abnehmenden Konzentration der neutralen Atome dagegen ab; bei schwacher 
Ionisation iiberwiegt der erste, bei starker Ionisation der zweite EinfluB. Bei 
Nebenserien ionisierter Atome wirken beide Einfliisse bei steigender Temperatur 
in der gleichen Richtung, solange nicht die doppelte Ionisation auftritt bei 
Temperaturen, die fUr dieses Atom hoch sind. RUSSELL bemerkt dabei, daB 
jedes Element seine eigene Temperaturskale von hoch und niedrig hat, parallel 
mit seinem Ionisationspotential, welche die Erscheinungen bestimmt. 

Fiir die alkalischen Erden sind die Daten, wegen der groBen Anzahl von 
Linien im sichtbaren Spektrum, viel ausgiebiger; auBerdem sind die einmal 
ionisierten Atome leicht anzuregen. Man findet da: bei Mg (Prozente der neu
tralen A tome bei 6000 0 und 4000 0: 93 und 99,97) sind die N ebenserienunverandert; 
bei Ca (Prozente 41 und 98,7) sind alle Linien im Fleckenspektrum verstarkt, 
die von 1 15 ausgehenden Serien am meisten, die von 2 1 P oder 2 3 P weniger, 
von 3 ID oder 3 3D kaum; bei Sr (Prozente 24 und 96) ist nur die Grundlinie 
sichtbar und wird in den Flecken verstarkt; bei Ba (Prozente 10 und 82) sind 
nur einige Linien auBerst schwach oder zweifelhaft im Sonnenspektrum vbr
handen, und iiber ihr Verhalten in den Flecken fehlt eine Angabe. Was die 
Funkenlinien anbetrifft, so ist die Sachlage folgende: Von Mg+ liegt nur die 
Linie 3 2D - 4 2F, }, 4481 im sichtbaren Spektrum, und diese fehlt wahrscheinlich 
im Sonnenspektrum. Bei Ca + bildd das Grunddublett (die H~ und K-Linien) 
die starkstett Linien des Sonnenspektrums, deren Sattigung so vollstandig ist, 
daB eine Anderung der Konzentration keinen EinfluB hat; das Fleckenspektrum 
zeigt deshalb keine Anderung. Bei Sr+ ist das Grunddublett (4078, 4215) kraftig 
und zeigt in den Flecken keine Anderung; eine schwache Linie 2 P - 2 5 wird 
stark geschwacht. Bei Ba + ist das Grunddublett (4554, 4934) auch kraftig, 
und es ist im Fleckenspektrum unverandert; auch die Nebenserie wird nicht 
geschwacht, wahrscheinlich weil bei 6000 0 schon doppelte Ionisation aufgetreten 
war. Fiir Zn, mit einem bedeutend hoheren Ionisations'potential, sind nur Er
gebnisse iiber Nebenserien vorhanden, die im Sonnehs'pektrum schwach und in 
den Flecken erheblich geschwacht sind. Fiir die Elemente m~t dam.als uilb,ekapn-

20* 
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tern LP. (Sc, Ti, V, Fe, Mn, Cr, Co, Ni, Cu) ergab sich als allgemeine Regel, 
daB die Linien der niedrigsten Temperaturklasse (KINGS Klasse I) im Flecken
spektrum bedeutend versHirkt werden, die hoheren Klassen (II - IV) in dieser 
Reihenfolge der Elemente erheblich bis unmerklich verstarkt werden und die 
Funkenlinien kaum bis erheblich geschwacht werden. RUSSELL schloB, daB in 
dieser Reihenfolge die Ionisationspotentiale zunehmen mussen, eingeschlossen 
zwischen 6 und 9 (Ca und Zn). Die Bogenlinien des Si sind im Fleckenspektrum 
stark geschwii.cht, die des 0 unsiehtbar. 

Zusammenfassend ergibt sieh, daB die Anderungen, die das Sonnenspektrum 
in den Flecken erfahrl, durch die Ionisationstheorie als einfacher Temperatur
effekt zu erklaren sind. 

33. Widerspriiche zwischen Theorie und Erfahrung. Wahrend im allge
meinen die beobachteten Erscheinungen in "Obereinstimmung mit der Ionisations
theorie sind, treten bei genauerer Betrachtung Widerspruche auf. Lithium 
hat ein hOheres LP. als Natrium, tritt aber trotzdem nieht im Sonnenspektrum 
und nur im Fleckenspektrum auf. Dies konnte der auBerst geringen Menge des 
Elements zugeschrieben werden; aber dabei bleibt doch das gleiehartige Be-
nehmen von Li und Rb ratselhaft. . 

Ein anderer Widerspruch liegt in dem Verhalten von Ba und N a; trotzdem 
sie nahezu dasselbe LP. haben, ist Ba auf der Sonne so gut wie vollstandig ioni
siert, wahrend neutrales Na sieh durch ein starkes DubleU (D1,D2) bemerkbar 
macht. RUSSELL suchtl die ErkHirung darin, daB zwei ionisierende Krafte in 
der Sonnenatmosphare tatig sind, die Temperatur des Mediums und die Strahlung, 
die von unten, von der heiBeren Photosphare, kommt, von denen nur die erste 
in der Ionisationsgleichung beriicksichtigt wird. Ein ionisiertes Ba-Atom wird 
aus letzterer Strahlung die Wellenlangen 4934 und 4554 absorbieren und in die 
2P-Bahnen gehoben werden, und wird sieh dann weniger rasch wieder mit einem 
Elektron vereinigen. In ahnlicher Weise wird auch Absorption von Strahlung 
durch die neutralen Atome die Ionisation fordern. Fur Na gilt die erste Wirkung 
nieht, da Na+ nur schwache Linien im auBersten Ultraviolett hat, und die zweite 
nieht, weil die neutralen Na-Atome in der Sonnenatmosphare, wie sich aus den 
starken D-Linien ergibt, nur wenig Sonnenlicht dieser Wellenlange erhalten, 
das sie ionisieren konnte. M. C. JOHNSON hat in einer Diskussion dieser Frage 2 

darauf hingewiesen, daB das letzte Argument unverstandlich ist, da analog mit 
den Ba + -Linien die Starke der D-Linien gerade ein Beweis fur die starke Ab
sorption des Sonnenlichts durch die Na-Atome bildet. 

RUSSELL stutzt sieh bei dieser Erklarung auf COMPTONS Theorie der "stufen
weisen Ionisation" (cumulative ionization) durch ElektronenstoBe, deren Energie 
einzeln nieht zur Ionisation ausreicht, sondern nur zur Rebung des Elektrons 
in hohere Bahnen; ein zweiter StoB kann dann das angeregte Atom ionisieren. 
Eine Sternatmosphare ist jedoch nieht einem physikalischen Experiment mit 
einem Strom gleichgerichteter Elektronen vergleiehbar3 ; in einer durchstrahlten 
Sternatmosphare stellt sich ein Gleichgewichtszustand ein. Fur den Fall einer 
isotropen Strahlung haben wir gefunden (vgl. Ziff. 12), daB das Vorhandensein 
von hoheren Quantenzustanden nieht als eine Stufe zur Forderung der Ioni
sation, wie in jenen Experimenten, wirkt, sondern die Ionisation verringert, 
infolge des Faktors B (T) im Nenner. Die von RUSSELL angegebene Anregung 
der ionisierlen Ba-Atome lauft gleichfalls in einen Gleiehgewichtszustand aus, 

1 Ap J 55, S.356 (1922). 
2 Cumulative Ionization in Stellar Atmospheres, M N 84, S. 516 (1924). 
3 Vgl. auch K. T. COMPTON, Note on Cumulative Ionization in Stellar Atmospheres, 

M N 85, S.547 (1925). 
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wobei ein bestimmter Prozentsatz sich dauernd in dem angeregten Zustand be
findet. Die Wirkung auf die Ionisation wird hier durch den Faktor 

B'(T) = g5 + g~e-(x'-1.{J/kl' + g~e-(X'-xD/kl' + ... 
im Zahler der Ionisationsformel gegeben. Falls nun X' - X'I' ·die Anregungs
energie fiir die zweite Stufe des ionisierten Atoms, fur Ba + gering, fUr Na + 
groB ist, muB eine Differenz in dem von RUSSELL angedeuteten Sinn entstehen; 
aber der Betrag wird kaum merkbar sein, da fUr Ba + das Anregungspotential 
2,7 Volt, also e- U"/Rl' nur 1/200 fiir 6000° betragt. Nun gilt diese Berechnung 
fur einen isothermen Zustand, und RUSSELL grundet seine Erklarung auf die 
von unten kommende Photospharenstrahlung, die eine Anisotropie des Strahlungs
feldes bewirkt. Ihr EinfluB auf die Verteilung der Atome uber die verschiedenen 
Quantenzustande ist von PANNEKOEK berechnet worden i mittels der von EIN
STEIN angegebenen Wahrscheinlichkeitskoeffizienten (vgl. Ziff. 22); er findet 
fur die relative Anzahl zweier Quantenstufen n2/n l statt des isothermen Wertes 
e- hv/k l' den Ausdruck t e- hv/k l'" wo Tl wieder die effektive Temperatur 
der Strahlung bedeutet. Fiir die Ba+-Atome andert sich dabei das Verhaltnis 
(fUr 6000° und ).,4554) von 10- 2,697 in 10- 2,569; also findet in der Tat eine 
Vermehrung des 2P-Zustandes statt, aber praktisch bleibt er noch immer un
bedeutend. 

SARA hat eine Erklarung versucht 2 mittels eines "sterischen Faktors", der 
die Anzahl der gleichwertigen Elektronen der auBeren Schale angibt, und urn den 
die Wahrscheinlichkeit des Hinausschleuderns eines Elektrons vergroBert wird. 
Dieser Faktor stimmt in Charakter mit dem ERRENFEsTschen Symmetriefaktor (J 

ii-berein, der von MILNE in die Formeln eingesetzt worden ist. Da er 2 fiir Ba 
und 1 fur Na ist, wird der Wert x/(1 - x) fUr Ba verdoppelt. Diese Anderung, 
die fUr 6000° und P = 10- 2 5,1 % statt 9,7% neutrales Barium gibt, ist nicht 
groB genug, urn das fast vollige Fehlen der Ba-Linien zu erklaren. 

H. H. PLASKETT gibt in seinem Werk uber die O-Sterne 3 als Ursache die 
relative Seltenheit des Ba verglichen mit Na an, die fiir die Sonne nach Analogie 
der relativen Menge dieser Elemcnte auf der Erde angenommcn werden darf. 
Diese Erklarung hat eine groBe Wahrscheinlichkeit fiir sich; obgleich die Ba +
Linien im Sonnenspektrum ziemlich stark sind, gehort zweifellos Barium zu den 
selteneren Elementen der Sonne. Die leichte Anregbarkeit der Resonanzdublette, 
zusammen mit dem groBen UberfluB des N a und dem geringen V orkommen 
des Ba, bewirken dann, daB die gleiche sehr starke Ionisation beider Elemente 
ein sehr starkes neutrales Na-Dublett und ein ziemlich starkes Ba+-Dublett er
geben. 

34. Bestimmung der Atomzahl aus der Intensitatskurve der FRAUNHOFER
linien. DaB die Intensitat ciner FRAUNROFER-Linie mit der Anzahl der sie erzeugen~ 
den absorbierenden Atome in der Sonnenatmosphare zusammenhangt, war die 
Voraussetzung ailer SchluBfolgerungen iiber die Haufigkeit bestimmter Atome 
aus den Spektren. Eine wirkliche Ableitung der Atomzahl aus der Intensitats
kurve einiger FRAUNROFER-Linien wurde zuerst von A. UNSOLD gegeben4. Er be
nutzte dabei eine Formel fUr den Verlauf des Absorptionskoeffizienten mit der 
Wellenlange, die von W. VOIGT abgeleitet 5 und von R. MINKOWSKI auf seine 
Versuche uber die Absorption des Natriumdampfes angewandt wurde 6• Fiir 

1 BAN 3, S.208 (1926). 
2 Phil Mag 44, S. 1130 (1922); M N 85, S.977 (1925). 
3 Publ Dominion Astroph Obs Victoria 1, S. 376 (1922). 
4 Z f Phys 44, S.793 (1927); 46, S. 765 (1927). 
5 Miinchen Sitzber 1912, S.603. 6 Z f Phys 36, S.839 (1926). 
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die Wellenliingen, die dem Zentrum der Linie nicht zu nahe sind, sind sowohl 
die naturliche Breite (als Folge des Abklingens) als die DOPPLER-Verbreiterung un
merklich, es wirkt nur die Resonanz. Eine Druckverbreiterung der Linien ist 
erst fUr Drucke oberhalb von 10 - 5 Atm. merklich; in den in Betracht kommenden 
Schichten der SonnenaJmosphare tritt letztere daher als sti:irender Faktor nur 
bei den Wasserstoff- und Heliumlinien auf, sonst wohl kaum. Dann kann der 
lineare Absorptionskoeffizient mittels der Formel 

(e und m Ladung und Masse des Elektrons, c Lichtgeschwindigkeit, N Anzahl 
der Atome, t Gewichtsfaktor) berechnet werden. Diese Formel wird auf die 
SCHWARZSCHILDschen Messungen der Ca+-Linien H und K angewandt, fUr 
we1che t = lund i ist; es wird also angenommen, daB die groBe Breite dieser 
Absorptionslinien in der Sonne mittels der nach obiger Formel berechneten, 
mit ). -10)-2 abnehmenden Absorptionskoeffizienten dargestellt werden kann. 
Fur die Berechnung der austretenden Intensitat wird die SCHW ARZSCHILD
SCHUSTERsche Formel [(81) vgl. S. 2991 fur den Austrittswinkel 0° (Sonnen
mitte) cosO· = 1, angewandt: 

1(0) = LSE(H) = 1,SE(H) 
1+sH (1+!SlI dX ) , 

also wird nur Diffusion, d. h. monochromatisches Gleichgewichtfiir das Ca+-Gas 
angenommen. 

Fiir die H- und K-Linien ergibt die Formel loga = 0,41 - 18 + log ~~ ; 
aus den Messungen SCHW ARZSCHILDS ergibt sich als halbe Breite Lf 1 der 
Linie, wo die Intensita~ gleich der Halfte des Hintergrundes, also f adx = 2 
ist, 6,5 A fUr K, 4,5 A fUr H. Diese Halbwertsbreiten sind, wie es nach der 
Formelsein soil, den ft proportional; sie ergeben fUr f N dx, die Gesamt
zahl der uber 1 qcm lagernden Ca + -Atome, den Wert 4,5' 1019• Eine 
Vergleichung der in so1cher Weise theoretisch berechneten Intensitatskurve 
der LiIiien mit den Messungen zeigt eine gute Dbereinstimmung im Verlauf; 
naturlich weichen sie in der Mitte der Linie voneinander ab, wo die Formel, 
infolge der gebrauchten Annaherung, eine Intensitat 0 ergeben muB (a = 00), 
wahrend die Messungen eine Restintensitat 1/11 zeigen. UNSOLD identifizierte 
die so gefundene Zahl der Ca+-Atome mit der Chromosphare. MILNE wies jedoch 
nach1, daB diese ganze Masse eine nur etwa 100 km dicke Schicht unterhalb 
der Chromosphare bildet, die also mit der "umkehrenden Schicht" zu identifi
zieren ist. 

UNSOLD hat diegleiche Methode auch auf andere Linien, nach Messungen 
auf dem Einsteinturm des Astrophysikalischen Observatoriums in Potsdam, an
gewandt und die Anzahl der absorbierenden Atome (Einheit 1018) auch fUr sie 
abgeleitet. Dabei wurde mittels der nach der SAHAschen Formel berechneten 
Fraktion des Elementes, die sich in dem betreffenden Ionisationszustand be
findet, auf die totale Haufigkeit des Elements (auch Einheit 1018) in der Sonnen
atmosphare geschlossen. 

Na Al Ca+ Sr+ Ba+ Ca Sr 
beobachtet . 0,026 0,070 23,3 0,021 . 0,004 0,034 0,00011 
Fraktion . 1: 2,46'103 1 : '3,09' 102 1 1 1 1: 2,35'102 1 : 6,31'102 

Totalzahl 64 22 23 0,02 0,004 8 0,07 

1 MN 88, S.188 (1928); ZfPhys 47, S.745 (1928). 
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Diese Zahlen stimmen, der GroDenordnung nach, gut mit den fruher von 
Miss C. H. PAYNE gefundenen Haufigkeitszahlen uberein (vgl. S. 339, Ziff.49). 

Bei Wasserstoff zeigt das Profil von H IX eine gute Ubereinstimmung mit 
der Theorie, wahrend H f3, H r und H (j zu breite Flugel aufweisen. Berechnet 
man mittels der theoretischen, von SUGIURA gefundenen f-Werte aus jeder dieser 
Linien die Anzahl der H-Atome in dem Grundzustande der BALMER-Serie, so 
findet man mit der Ordnungszahl der Linien stark zunehmende Werte. Man 
hat es hier mit Druckeffekten zu tun, die auf Anderung des Spektrums infolge 
der durch die benachbarten Ionen und Elektronen bewirkten elektrischen Felder 
hinauskommen, also auf einen STARK-Effekt, bei dem die Linienaufspaltungen 
infolge der Veranderlichkeit der elektrischen Ionenfelder zu einer diffusen Ver
breiterung werden. Diese Verbreiterung infolge eines diffusen STARK-Effekts ist 
am starksten bei H und He und nimmt mit der Ordnungszahl der Linien rasch 
zu. In den Sternspektren hat O. STRUVE die groDe Breite der Wasserstofflinien 
in den B-, A- und F-Sternen in derselben Weise erkHi.rtl. 

35. Das Spektrum der Chromosphare. Einer einfachen Anwendung des 
KIRCHHOFFschen Gesetzes entsprechend ware zu erwarten, daD das Emissions
spektrum der Schichten oberhalb der Sonnenoberflache eine genaue Umkehrung 
des FRAU~HOFER-Spektrums zeigen wird. Die ersten Beobachtungen bei Sonnen
finsternissen zeigten, im Gegensatz dazu, die Wasserstoff- und die Heliumlinien 
als die hellsten Chromospharenlinien. N achher ergaben die in stets groDerer Zahl 
beobachteten Linien, die mit den starksten FRAUNHOFER-Linien korrespondierten, 
eine weitgehende Ubereinstimmung der beiden Spektren in ihren ubrigen Zugen. 
Die vollstandigsten Arbeiten uber das Chromospharenspektrum ruhren her von 
F. W. DYSON, auf Grund der mit einigen Spaltspektrographen bei den Finster
nissen von 1898, 1900, 1901 und 1905 gemachten Aufnahmen2 und von S. A. MIT
CHELL, auf Grund eines 1905 mit einem parabolischen Konkavgitter aufgenom
menen Spektrums3. 

MITCHELLS Katalog von Chromospharenlinien enthalt 2841 Linien, unter 
denen bloB 126 nicht mit ROWLANDschen Sonnenlinien identifiziert werden konn
ten. "Das Flashspektrum ist eine Umkehrung des FRAUNHOFER-Spektrums mit 
identischen Wellenlangen, aber mit erheblich verschiedenen Intensitaten"4. Diese 
Unterschiede betreffen namentlich die Funkenlinien; diese sind in dem Chromo
spharenspektrum erheblich starker als die Bogenlinien und erstrecken sich auch 
in groBere Hohen als jene. MITCHELL weist darauf hin, daB nicht nur die Tem
peratur, sondern auch der Druck einen groBen EinfluB auf das Hervortreten 
der Funkenlinien haben muB5. 

SAHA hebt auch die hoheren Niveaus der Funkenlinien hervor und illustriert 
durch ein Diagramm folgende Werte fUr die Hohe der Linien nach MITCHELL 
.(bei Helium sind die Verhaltnisse gerade umgekehrt). 

Ca (4227) SOookm 
Ca+(3933) 14000km 
Sr (4607) 350km 
Sr+(4215) 6000km 

Ba (5534) 400km 
Ba+(4554) 1200km 
He 7500km 
He+ 2000km 

Ti(versch.) 400-700 km, 
Ti + (3685) 6000 km. 

Zu dem Wert fUr Ti ist zu bemerken, daB die sichtbare Hohe auch von der 
Intensitat selbst abhangt; die Ti + -Linien der gleichen Intensitat wie die be
nutzten Ti-Linien geben eine Hohe von 1200 bis 1500 km. SAHA erklart nun 
die zunehmende Ionisation in den h6heren Schichten der Sonnenatmosphare 
und das Verschwinden der neutralen Linien aus der geringen Konzentration 

1 Ap J 69. S. 173 (1929). 
3 Ap J 38, S.407 (1913). 

2 Phil Trans A 206, S. 403 (1906). 
4 L c. S. 494. 5 1. c, S. 489. 
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der Atome, also dem geringen Druck. Er berechnet z. B. nach seiner Formel 
die Ionisation von Ca bei 5000 0 fUr Drucke von 

10 
zu 0 

1 10- 1 10- 2 10- 3 10-- 4 Atmospharen 
2 6 20 55 90 Prozent. 

Der Unterschied in den Linienintensitaten zwischen Sonnen- und Chromo
spharenspektrum laBt sich aus der folgenden Zusammensteilung ersehen, wo 
fUr die alkalischen Erden die Intensitaten direkt der MITCHELLSchen Arbeit 
entnommen (fUr die Sonne nach ROWLAND), fur einige andere Elemente Durch
schnittswerte einer Anzahl Linien gegeben sindl . 

Ca 

Sr 

Ba 

Fe 
Ti 
Sc 

Linienintensitaten im Sonnen- und im Chromospharenspektrum. 

Linie 

4226 

4607 

5534 

(22 Lin.) 
(18 Lin.) 
(14 Lin.) 

NeutraIe Atome 

Intensitat I' Intensitiit , 

Bogen Funken Sonne I ~~~;~-

1
1000 

1000 

100 

20 
12 
12 

100 

50 

30 

7 
4 
3 

20 

(2) 

9,2 
2,6 
0,9 

25 

2 

( 1) 

6,1 
2,4 
1,0 

Ca+ 

Sr+ 

Ba+ 

Fe+ 
Ti+ 
Sc+ 

Ionisierte Atome 

{3933 
3968 

{4078 
4216 

{4554 
4934 

I 
(8 Lin.) 

(16 Lin.) 
(14 Lin.) 

500 
300 

1000 
500 

1000 
100 

1 
3 

14 

1000 
500 

1000 
500 

1000 
300 

2 
12 
17 

1000 
700 
8 
5 
8 I 

~:81 
2,4 

100 
80 
40 
40 
20 
12 
10,6 
14,0 

8,0 

Die extremen Werte fur Ca sind nicht vergleichbar; die Funkenlinien sind 
hier auch schon im FRAUNHOFER-Spektrum sehr kraftig. Bei den anderen 
Elementen tritt die Zunahme der Intensitat der Funkenlinien in der Chromo
sphare deutlich hervor. Zu einer weitergehenden Priifung der Anwendung der 
Theorie waren genauere Intensitatsmessungen notig. . 

Die Erklarung dieses Unterschiedes zwischen Chromospharen- und FRAUN
HOFERspektrum durch eine Verschiedenheit des Druckes reicht nicht aus fur das 
Auftreten der Heliumlinien. Einem Hinweis SAHAS folgend kann man annehmen, 
daB die Temperatur der Sonne nicht hoch genug ist, um die hoheren Serien 
des He als Absorptionslinien auftreten zu lassen. Bei niedriger Temperatur, 
wenn die 25- oder 2P-Bahnen nicht in merklichem Betrage vorkommen, ist aile 
Absorption mit Ubergangen von dem tiefsten Niveau 15 nach 2P, 3P, 4P . .. 
verknupft; dann folgen die spontanen Ubergange auch stufenweise, von 3P, 4P 
nach 25 oder 2D zUrUckfailend, und es treten sichtbare Emissionslinien auf. 
Dabei ist jedoch zu beachten, daB im thermodynamischen Gleichgewicht ebenso
oft wie der Ubergang 15 - 3P - 25 der umgekehrle Vorgang 25 - 3P - 15 
stattfinden wird; diese Erklarung ist also an die Abweichung des Zustandes 
vom thermodynamischen Gleichgewicht gebunden. 

36. Das 'Gleichgewi:cht der Chromosphare. Nach einer einfachen Theorie 
erklart sich der geringe Druck, der die Ursache der groBeren Intensitat der 
Funkenlinien in der Chromosphare ist, sofort aus der groBeren Rohe der Gase, 
die dieses Spektrum aussenden. Berechnet man jedoch diesen Druck nach der 
Gleichgewichtsformel einer Atmosphare, so findet man fUr eine Hohe von 5000 km 
Werte von der Ordnung 10- 25. Da in der Chromosphare einzelne Elemente 
(Ca +, H, He) in noch groBerer Hohe vorkommen, kann sie nicht als eine Atmo
sphare im gewohnlichen Sinne aufgefaBt werden. SAHA2 und GROOT3 haben 

1 BAN 1 •. S. 110 (1922). 2 Journ Dept of Science, Calcutta, Febr. 1920. 
3 Dissertation 1920; Physica 1, S. 7, 49 (1921). 



Ziff.36. Das Gleichgewicht der Chromosphare. 313 

schon darauf hingewiesen, daB die Ursache der bedeutenden H6he dieser Gase 
in dem Strahlungsdruck zu finden sei. Eine Theorie fur die Wirkung des Strah
lungsdruckes auf solche Atome ist dann von MILNE in einer Reihe von Aufsatzenl 

gegeben vvorden. 
Wenn ein Ca+-Atom in dem 1S-Zustande durch die von unten kommende 

Sonnenstrahlung in einen der beiden 2 P-Zustande gehoben wird, absorbiert 
es die Wellenlange 3933 (K-Linie); dabei erhalt es einen in der Richtung der 
Strahlung nach oben gerichteten Impuls h'/1/c. Dies wiederholt sich, so oft das
selbe Atom wieder denselben Vorgang durchmacht; da die Strahlen aus allen 
Richtungen der unteren Hemisphare kommen, ist der durchschnittliche vertikale 
Impuls 1- h,,/c. Jedesmal, vvenn das Elektron darauf in die 1 S-Bahn zuriick
filit, wird Licht der gleichen Wellenlange emittiert; vveil diese Emissionen nach 
allen Seiten stattfinden, entsteht daraus kein Impuls. N ur fur die stimulierten 
Emissionen (vgl. Ziff. 22) vvare ein Impuls in einer der stimulierenden Strahlung 
entgegengesetzten Richtung anzunehmen; aber ihre Anzahl ist praktisch zu ver
nachlassigen. 1st n l und n 2 die Anzahl Atome pro Volumeinheit in dem ersten 
und dem zvveiten Zustand, und ist Bl2J ('/1) die Wahrscheinlichkeit eines Uber
ganges 1 ~ 2 bei der Strahlung J ('/1), so ist der aufvvarts gerichtete Gesamt
impuls dieser Atome pro Sekunde: 

inl B l2 J ('/1) h'/1/c. 

Die Gravitation gibt ihnen pro Sekunde einen Impuis nach unten mg(nl + n2). 
Halten sich diese die Wage, so vverden die Atome durchschnittlich durch die 
Impulse der absorbierten Quanten gerade so viel emporgehoben, als sie durch 
ihre Schvvere sinken; sie bleiben schvvebend infolge des Strahlungsdruckes. Die 
Bedingung dafiir ist: 

(97) 

Der Koeffizient B12 hangt durch die EINSTEINsche Relation A21 = (8nh'/1 3/c 2)Bl2 
zusammen mit der Ubergangsvvahrscheinlichkeit A 21 , die gleich 1/7: ist, vvenn 7: 
die mittlere Zeit des Beharrens im angeregten Zustande bedeutet. Die aus 
der unteren Halbkugel auffallende Strah~ung J (oJ') ist schon durch Absorption 
geschvvachte Sonnenstrahlung; bezeichnet man mit r die Intensitat innerhalb der 
Absorptionslinie, verglichen mit der ungeschvvachten Strahlung, so wird 

c2 4n-h,,3 1 r 
Bl2J('/1) = -8 hsA2lr--2- h /kT = - h /kT-' n- " C e v _ 1 2T e v - 1 

also n 1 + n2 1 hv r 
mg-n- l-7: = 4 C ehv/kT _ 1 • 

Bei dieser Berechnung ist die stimulierte Ubergangsvvahrscheinlichkeit, die den 
N enner nl zu nl - n2 machen vviirde, vernachlassigt; mit derselben Annaherung 
darf man die 1 im Nenner der PLANcKschen Formel und n 2 gegen n l vernach
lassigen, vveil uberall die vernachHi3sigten Glieder von der Ordnung e- hv/kT 

gegen die mitgenommenen sind. Dann wird 

(98) 

Mit den numerischen Werten h'/1/kT = 6,05 (fUr T = 6000°, 1 = 3950), 
log g = 4,44, log m = - 23,78 + log 40, log h'/1/c = -21,78 findet man 

1 An Astrophysical Determination of the Average Life of an excited Calcium Atom, 
M N 84, S. 354 (1924); The Equilibrium ofthe Calcium Chromosphere, M N 85, S. 111 (1924); 
86, S. 8 (1925); 86, S. 578 (1926); On the Possibility of the Emission of High Speed Atoms 
from the Sun and the Stars, M N 86, S.459 (1926). 
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logr:jr = 0,729 - 8. Nimmt man fUr die Intensitiit innerhalb der K-Linie 0,11 
an, so wird 7: = 0,6.10- 8 sec. Da die Experimente zur Bestimmung der Ver
weilzeit eines Atoms im angeregten Zustande Werte von derselben GroBen
ordnung 10- 8 sec ergeben, schlieBt MILNE, daB der Strahlungsdruck des schon 
durch Absorption geschwiichten H- und K-Lichtes der Sonne genau ausreicht, 
die Ca+-Atome schwebend zu erhalten. 

Die Gleichgewichtsbedingungen in einer so1chen vom Strahlungsdruck ge
tragenen Atmosphiire werden nun von MILNE niiher untersucht. Es werden 
also Atome angenommen, die durch den Ubergang zwischen zwei Zustiinden 
(Anzahl n l und n2) die Frequenz 'II absorbieren [Wahrscheinlichkeit B l2J ('II)] 
oder ausstrahlen (Wahrscheinlichkeit An). Der atomare Absorptionskoeffizient 
ist dann fX = h'llB12 (bei endlicher Breite der Absorptionslinie ist f fXd'll oder 
IXA'II fUr IX zu setzen). Durch die Riickstrahlung der hochsten Schichten nach 
unten moB ein Temperaturgradient entstehen; in der SCHWARZSCHILDschen 
Anniiherung hat man dann eine nach oben und eine nach unten gerichtete Strah
lung lund 1'. Wir setzen nach den EINSTEINschen Formeln in Ziff.22, bei 
Vernachliissigung der Gewichte, die spontane Emission A21h'll=B12h'lla = IXa 
(wenn 2h'll3jc 2 = a); diese wird in gleichen Hiilften zu I und I' hinzugefiigt. 
Wir nehmen an, daB die stimulierte Emission B21h'llI('II) = Bl2h'llI('II) = IXT('II) 
sich zu der stimulierenden Strahlung hinzufUgt. Dann gelten fUr die Strahlungen 
die Gleichungen: 

oder durch Addition und Subtraktion (1 - l' = F): 
d(I + 1') dF , 

dz = -(nl - n2) fXF; d.i = -(nl - n2) (X,(J + I) + n2 (X, a . 

Da die Anzahl Ubergiinge 1 ~ 2 gleich der Anzahl 2 ~ 1 ist, so ist 

(nl - n2) (I + 1') Bl2 = n2 A21 
oder 

also wird dFjdz = 0 und F = konst. Fiihrt man 

-(nl - n2) IXdz = dy 

ein, so findet man mit Riicksicht auf die Grenzbedingung I' = 0 fUr y = 0 

J+1,=_n_2 - a =F(1+y), I=F(1+~Y). (99) 
~-~ 2 

Diese Formeln sind den SCHWARZSCHILDschen des gewohnlichen Strahlungs
gleichgewichts in einer Atmosphiire vollig analog. Nur daB hier nur eine Fre
quenz 'II vorkommt, die von nur einer bestimmten Atomart aufgenommen und 
abgegeben wird. Als Temperatur tritt hier das Verhiiltnis n2/n l auf, das nach 
unten zunimmt. Bei sehr geringer Dichte der Chromosphiire kann jede Atom
sorte ihre eigene individuelle Temperatur haben; bei groBerer Dichte bewirken 
.die ZusammenstoBe,mittels der Ubertragung von Quantenenergie auf die Trans
lation und umgekehrt, einen Ausgleich zu einer allgemeinen Temperatur. 
i·1:I Wenn in den hochsten Schichten der Strahlungsdruck die Atome genau 
triigt, ist das in den tieferen Schichten nicht mehr der Fall. Denn infolge des 
:mit der Tiefe zunehmenden Wertes von n2jn l nimmt die mittlere Verweilieit 
im Zustande 1 um einen geringen Betrag ab, alsowird, wegen der Konstanz 
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von F, auch der Strahlungsimpuls geringer. Daher muB ein schwacher, von 
oben nach unten regelmaBig zunehmender Gradient des Gasdruckes und der 
Dichte diesen Fehlbetrag erganzen. Tragt der Strahlungsdruck auch an der 
Grenze nur einen Teil des Gewichts, so muD ein groBerer, der Dichte selbst pro
portionaler Druckgradient auftreten. In Gasdruck und Gewicht tritt die Summe 
n 1 + n2 auf, sowie in Strahlung und optischer Tiefe die Differenz n 1 - n 2. Be
zeichnen wir mit f.l den Bruchteil des Gewichtes, der an der Grenze der Atmo
sphare durch den Strahlungsdruck aufgehoben wird, mit s das Verhaltnis n1/n2 

an dieser Grenze (von der Ordnung 103), und schreiben wir fUr den Druck 
kT(111 + 112), so wird die Gleichung fur das mechanische Gleichgewicht: 

d F~ 
kT dz (nl + n 2 ) = -mg(111 + n 2 ) + -c- (nl - n 2 ) • 

Durch die Grenzbedingung wird 

FIX S + 1 
-=mg(1-fl)--. 

c S - 1 

Statt dz wird wieder die optische Tiefe dy = -ex(n1 - n 2)dz eingefiihrt. Die 
GroBe n2/(n1 - n 2) ist an der Grenze 1/(s - 1), also in einer anderen Tiefe 
= (1 + y)/(s - 1). Vernachlassigt man GroDen der Ordnung 1/s gegen 1, so 
wird die Gleichgewichtsformel 

ex kT ddy (nl + n 2 ) = mg (2;' + 1'). 
Durch Integration erhiilt man dann 

(. + ) _ mg (y2 -L .) n1 n2 - ~ k T s I f.l Y . (100) 

Die Beziehung zwischen Dichte und H6he in der Atmosphiire findet man durch 
Substitution dieses Ausdruckes in die Formel fur dy. Da (111 + 112)/(nl - n 2) 

= 1 + 2y/s zu schreiben ist, wird fUr den Fall f.l = 0 

dz = - k! (1 + 2Y)' ~ dv 
mg s y2 " 

oder 

z - z = k T (~ - In y) . (101) 
o mg Y . 

\Veil das zweite Glied bedeutend kleiner ist als das erste, ergibt sich aus (101) 
und (100) zusammen: 

n 1 + n2 = o:~-~ s (:f: (z - Zo)t 2. (102) 

Rier nimmt die Dichte nur langsam mit der H6he ab; mit dem von MILNE ge
fundenen Wert Zo = 3600 km findet diese Abnahme von 3600 bis 14000 km 
nur im Verhaltnis 23: 1 statt. 

1st dagegen f.l bedeutend, so daB y/s gegen ft zu vernachliissigen ist, so wird 

dz = _ kT(1 + ~)dY 
mg S flY' 

z-z =-- -lny+-k T (1 2 Y ) 
o mg ,tt SI' 

oder, durch Fortlassung des zweiten Termes, 

(103) 
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In diesem Fall, wenn die Anderung der individuellen Temperatur gegen die 
Wirkung der Schwerkraft zu vernachlassigen ist, herrscht in der Atmosphare 
das exponentielle Gesetz der Dichte, nur mit einer im Verhaltnis f.l verringerten 
Gravitation. 

P. A. TAYLOR hat diese Theorie MILNES erweitert fUr den Fall kugelformiger 
Begrenzung, urn die berechnete Totalintensitat mit dem aus Finsternisaufnahmen 
gefundenen Intensitatsabfall mit der Hohe vergleichen zu konnen; er fand, 
trotzdem die Aufnahme durch ein Protuberanzspektrum gestort war, eine gute 
Ubereinstimmung1 • 

MILNE nimmt an, dal3 die Ca +-Atome an der Grenze der Chromosphare 
vollstandig durch den Strahlungsdruck getragen werden. Ware der Strahlungs
druck grol3er als die Gravitation, so wiirden Atome aus den tieferen Schichten 
emporgetrieben werden, solange bis ihre groBere Zahl die Sonnenstrahlung bis 
zu dem Grade absorbiert - oder anders ausgedriickt, durch ihre Riickstrahlung 
den Druck von unten verringert -, daB an der oberen Grenze Gleichgewicht 
entsteht. Es werden aber Atome dann und wann erhebliche Geschwindigkeiten 
nach oben besitzen; diese absorbieren dabei kiirzere Wellenlangen aus dem 
Sonnenlicht, welche eine etwas grol3ere Intensitat besitzen als die Mitte der Ab
so ptionslinie des Ca +. Sie empfangen daher einen groBeren Strahlungsdruck 
von unten, haben also eine resultierende Beschleunigungnach oben, die ihrc 
Geschwindigkeit noch mehr vergroJ3ert, die Intensitat des absorbierten Lichtes 
noch mehr steigert, bis das Atom gleichsam aus dem Fliigel der Absorptions
'linie emporklettert und schlieBlich dem ungeschwachten Sonnenlicht ausgesetzt 
ist. MILNE berechnet, daB ein Ca +-Atom in dieser Weise mit einer Geschwindig
keit, die den Grenzwert 1700 km/sec erreicht, von der Sonne emporgetrieben 
werden kann 2. Strome positiv geladener Ca-Ionen werden in solcher \i\Teise von 
der Sonne in den Raum fortgetrieben (begleitet vielleicht von einem Elektronen
strom, den sie nach sich ziehen); wenn sie in die Atmospharen der Planet en , 
z. B. der Erde, eindringen, konnen sie die Gase in den hochsten Schichten ioni
sieren und vielleicht als Ursache der Nordlichter und der HEAVISIDEschicht auf
treten. RAHMANI RANTA SUR3 und S. R. PIKE4 haben darauf hingewiesen, daB 
oberhalb der Fackeln, als Regionen hoherer Temperatur (7500°), und oberhalb 
der Sonnenflecken, als Regionen niedererTemperatur (4500°), dasGleichgewicht 
gestort ist. In dem erst en Fall bewirkt der erhohte Strahlungsdruck, daB die 
Gase als eruptive Protuberanzen emporgetrieben werden; im zweiten Fall fallen 
die Gase herunter und werden vom Flecke aufgesogen; auch die auftretenden 
horizontalen Stromgeschwindigkeiten werden von PIKE in dieser Weise erklart. 

Fur einen Stern mit geringercr Gravitation oder hoherer Temperatur wird 
der Strahlungsdruck im Verhaltnis zur Gravitation grol3er sein. Hier miissen 
entweder Ca + -Atome so lange emporgetrieben werden, bis sich eine viel dickere 
chromospharische Schicht gebildet hat, die die Intensitat in der Absorptions
linie bis zu einem geringen Bruchteil herunterdriickt (Capella 0,01, Sirius 0,0043) 5, 

oder es tritt kein Gleichgewicht ein und ein regelmal3iger Strom solcher empor
getriebener Atome geht von dem Stern in den Weltenraum hinaus. 

Die Atome anderer Elemente, die nicht so hoch in der Chromosphare empor
steigen, werden nur teilweise durch den Strahlungsdruck getragen; hier entsteht 
ein exponentieller Druckgradient. Fur Wasserstoff wird m in Formel (98) 40mal 
geringer als fUr Ca; es befindet sich aber nur ein sehr geringer Bruchteil der 
H-Atome in dem Zustande, in dem sie BALMERlinien absorbieren. Die erdriickende 

1 M N 87, S.605, 616 (1927). 
3 Ap J 63, S. 111 (1926). 
5 M N 84, S.360 (1924). 

2 M N 86, S.465 (1926). 
4 M N 87, S. 56; 88, S.3 (1927). 
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Mehrzahl befindet sich in dem Grundzustande, wo sie Strahlung von l 1216 
bis 910 A absorbieren, fiir we1che der Faktor e-h"lkT 106 bis 108 mal geringer 
ist; also wird fiir aile Wasserstoffatome zusammen nur ein sehr geringer Teil 
durch den Strahlungsdruck getragen. Nach GURNEY 1 ist die Anzahl der wirk
samen Quanten im Sonnenlicht, verglichen mit denen fUr Ca:+, fiir H (l 1216) 
10-5, fiir He (l584) 1O-1s, fUr Ca++ (l < 600) 2.10- 13, fUr Na+ (l < 400) 
3 . 10 - 21; also empfinden aile die volle Wucht der Gravitation. Praktisch fand 
MINNAERT aus der Diskussion der Flashaufn'ahmen der Sonnenfinsternis 1927. 
daB fiir Wasserstoff der Faktor p. = 1/4 war2. In einer Diskussion der Wasser
stoffchromosphare leitet W. H. MCCREA ab, daB dieses Resultat mit einem Gleich
gewichtszustand unter der Wirkung von Gravitation und Strahlungsdruck ailein 
nicht zu vereinigen ist3. M. C. JOHNSON weist in einer Diskussion des Strahlungs
druckes4 darauf hin, daB die Elektronen in der Chromosphare eine groBe Ge
schwindigkeit bekommen und durch ihre Wiedervereinignng mit den ionisierten 
Atomen AnlaB zur kontinuierlichen Emission jenseits der Seriengrenze geben. 
Er findet, daB bei einer hoheren Temperatur, also bei den heiBesten Stemen, 
He+, C++, Si+++, 0++ und N++ wahrscheinlich durch den Strahlungsdruck 
emporgetrieben werden. 

Aus einer theoretischen Berechnung der Verweilzeit eines Ca+-Atoms in 
dem angeregten Zustand durch A. ZWAAN berechnet J. WOLTJERo, daB der 
Auftrieb durch den Strahlungsdruck groBer ist als die Gravitation g und also eine 
unkompensierte Beschleunigung nach oben zu 0,38 g iibrigbleibt, eine Zahl, 
die iibrigens durch unsichere Daten sehr ungenau sein kann. Durch den Wider
stand der anderen Gase wird jedoch die Verteilung der Dichte, die unten expo
nentiell ist, in denhoheren Schichten mit der Quadratwurzel der Hohe abnehmen. 
Die obere Grenie der Ca+-Chromosphare schreibt WOLTJER der weiteren Ioni
sierung der Ca+-Atome durch die Sonnenstrahlung zu6. 

Die Theorie, daB die Ca+-Atome in der Chromosphare ganz durch den 
Strahlungsdruck getragen werden, besagt nichts iiber die Anzahl der Atome, 
die in so1cher Weise schwebend erhalten werden. Diese wird bestimmt durch 
den Weilenlangenbereich Lll, der von den Ca+-Atomen absorbiert werden kann. 
Setzt man mit MILNE diese Breite = 1 A, so ergibt sich7 ein Druck an der Basis 
der Chromosphare 5· 10- 13 Atm., eine Dichte von 3 '10- 17 gcm- S (also 
4.106 Atome pro ccm) und die Totalzahl der Atome oberhalb 1 qcm 1,5 .1014. 
A. UNSOLD hat diese Werte nachher bestimmt durch eine photometrische Ver
messung der Gestalt der Emissionskurve der H- und K-Linien, sowie auch der 
Ks-Linie, des schmalen zentralen dunkelsten Kernes der K-Linie im Sonnen
spektrum, den er der Absorption durch die Chromosphare zuschreibt8 • Er findet 
die Totalzahl der Atome oberhalb 1 qcm 8· 1012 ; setzt man in MILNES Gleich
gewichtsbedingung eine Aquivalentbreite 0,03 A ein, weil die Ks-Linie 0,3 A 
breit ist und Licht in der Mitte der K-Linie absorbiert, wo die Intensitat 0,1 
ist, so findet man 7· 1012 Atome, also praktisch den gleichen Betrag. Der mitt
lere Druck ist dann 4· 10- 15 Atm., von 2,10- 14 in der unteren Schicht 
(unterhalb 2500 km) bis 3' 10- 16 in den hOheren Schichten (oberhalb von 
5600 km) abnehmend. 

1 M N 88. S.377 (1928). 
2 Results of Observations of the Total Solar Eclipse of June 29. 1927. T; Verh Ac 

Amsterdam XIII. 5. S. 104 (1928). 
3 M N 89, S.483 (1929). 
4 MN 85, S.813 (1925); 86, S.300 (1926). 
5 BAN 5, S.43 (1929). 6 BAN 4, S.260 (1928). 
7 M N 85, S. 141 (1924). 8 Ap J 69. S.209 (1929). 
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37. Die Ionisation in der Chromosphare. Dichte und Druck des ionisierten 
Kalziums in der Chromospharc sind so gering, daB bei einer Berechnung der 
Ionisationsverhaltnisse nach der SAHAschen Gleichgewichtsformel ein Wert 
p(Ca++)fp(Ca+) = 700 (fUr T = 4800°) herauskommt. Die Ca+-Atome werden 
durch die Strahltmg von A. < 1040 A zu Ca + + ionisiert, wahrend die Zahl 
der Wiedervereinigungsprozesse verschwindend gering. ist. Die doppelt ion i
sierten Kalziumatome werden jedoch nicht vom Strahlungsdruck getragen, da 
ihre Resonanzlinien im Gebiet der sehr kleinen Wellenlangen liegen; sie muss en 
also durch ihre Schwere in die tieferen Schichten heruntersinken. Zur Erhaltung 
des Gleichgewichts werden zur gleichen Zeit neue Ca +-Atome aus diesen Schichten 
durch den Strahlungsdruck emporgetrieben werden. Die Chromosphare befindet 
sich also nicht im statischen, sondern im dynamischen Gleichgewicht und kann 
nur mit der darunterliegenden umkehrenden Schicht zusammen betrachtet 
werden. Der Druck in dieser Schicht nimmt von dem niedrigen chromospharischen 
Wert an der oberen Grenze regelmaBig nach unten zu. Nach der SAHAschen Formel 
erreicht das Ca+ ein Maximum von 100% in einem Niveau mit einem Druck von 
2· 10- 7 Atm. In den hOheren Schichten (bis zu 90 km hOher) ist eine Mischung 
von Ca + und Ca + + vorhanden, wobei die doppelt ionisierten Atome in dem 
oberen Teil vorherrschen; in den tieferen Schichten besteht das Gas aus neu
tralen und einmal ionisierten Kalziumatomen. Die neutralen Atome werden 
auch teilweise von dem Strahlungsdruck emporgetrieben (infolge der starken 
Resonanzlini~ ). 4227) und erscheinen daher im Chromospharenspektrum bis zu 
einer Hohe von 2500 bis 5000 km. Durch die Absorption von Sonnenstrahlung 
mit A. < 2030 A werden sie zu Ca+-Atomen ionisiert. 

R. W. GURNEY weist darauf hinI, daB die Ca++-Ionen, sobald sie in groGer 
Hohe entstehen und herunterfallen, eine groBe Geschwindigkeit erhalten mussen, 
weil bei einer Dichte von 3 . 10- 17 gcm - 3 die freie Weglange mehr als 50000 km 
betragt, also Kollisionen, wobei ein Teil der gewonnenen Fallenergie abgegeben 
wird, praktisch nicht in Betracht kommen. Wahrend des Fallens von 9000 bis 
3000 km Hohe erhalten sie dann eine Geschwindigkeit von 60 km pro Sekunde, 
ubereinstimmend mit der Energie eines Elektrons, das ein Potentialgefalle von 
640 Volt durchlaufen hat. Kommt das Ion dann in die niedrigeren Schichten, so 
wird es dort imstande sein, durch die Wucht seines StoBes andere Atome zu ioni
sieren. Durch diese Ursache werden in der Chromosphare Elemente ionisiert 
vorkommen konnen, deren Ionisierung durch Strahlung nicht moglich ist. Das 
ist u. a. der Fall mit Helium. Das Auftreten der He+-Linie A. 4686, die in Flash
spektren bis zu 2500 km Hohe sichtbar ist, ist nach der Gleichgewichtstheorie 
nicht zu erklaren; hier gibt der unelastische StoB der fallen den Ca++-Atome 
eine gute Erklarung. Durch ahnliche StoBe, allmahlich etwas zerstreut und 
geschwacht, konnen H-Atome in groBerer Anzahl in den zweiten Quanten
zustand gebracht werden, wo sie die BALMERlinien absorbieren. W. ANDERSON 
bestatigt diese Ergebnisse2 und erklart die viel groBere Hohe, in der die Emissions
linien des neutralen Heliums auftreten (bis 7500 km) dadurch, daB hier die Ca + +
Atome schon die geringere Fallgeschwindigkeit erreichen, bei der eine Kollision 
zur Anregung der Linie A. 5876 ausreicht. 

Eine abweichende Auffassung leitet MCCREA aus der beobachteten Intensitat 
der BALMERlinien ab3 • Indem er daraus die Dichte des Wasserstoffs im zweiten 
Quantenzustande und damit die des Wasserstoffes uberhaupt berechnet, findet 
er, daB Wasserstoff in viel groBerer Menge als Ca + in der Chromosphare vor
handen ist, 1012 Atome pro Kubikzentimeter gegen 106 Ca+-Atome. Darunter 

1 M N 88, S. 377 (1928). 2 Z f Phys 49, S. 749 (1928). 
3 MN 89,8.488 (1929). 
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werden 1010 Atome ionisiert sein, also wird auch eine Elektronendichte von 1010 per 
Kubikzentimeter vorhanden sein. Diese groBe Elektronendichte verhindert eine 
massenhafte zweite Ionisierung der Ca+-Atome und bewirkt in der Chromosphare 
eine Art Gleichgewicht von einfach und doppelt ionisierten Kalziumatomen. 

38. Der elektrische Zustand der Sonnenatmosphare. Infolge der Ioni
sation befindet sich in der Sonnenatmosphare eine groBe Anzahl freier Elek
tronen, die sich als Atome eines Gases mit Atomgewicht 1/1847 benehmen. Ihre 
Geschwindigkeit ist dabei so groB, daB sie aus der Atmosphare entweichen 
wiirden, wenn nicht dadurch eine positive Ladung der Sonne entstande, deren 
elektrische Anziehung sich zu der Gravitation hinzufiigt. MILNE hat die Be
dingungen dieses Vorganges ausfiihrlich untersuchtl und gefunden, daB das 
Entweichen von Elektronen erst aufhort, wenn die Sonne eine Ladung von 
7' 109 elektrostatischen Einheiten und ein Potential von 30 Volt erhalten hat. 

In einer Atmosphare, auf die die Gravitation wirkt, schichtet sich jeder Be
standteil unabhangig von den anderen, indem die Dichte mit der Hohe urn so 
rascher abnimmt, je schwerer die Atome sind. Danach miissen die Elektronen 
eine viel langsamere Abnahme der Dichte mit der Hohe zeigen als die Atome 
und die Ionen, also Dei zunehmender Hohe stark an relativer HaUfigkeit zunehmen. 
Diese Trennung wird dann aber gehemmt durch die dabei entstehende positive 
Ladung in den unteren, negative Ladung in den oberen Schichten, wodurch die 
Wirkung der Gravitation auf die Elektronen verstarkt, die auf die Ionen geschwacht 
wird. Infolgedessen geht die Trennung der Ionen und freien Elektronen und die 
Bildung dieser Ladungen nicht weiter, als bis ein Gleichgewicht zwischen Gravi
tation und elektrischen Kraften eingetreten ist. PANNEKOEK hat dafiir zuerst 
Formeln entwickelt2 ; nachher hat S. ROSSELAND in einer Untersuchung des 
elektrischen Zustandes im Innern eines Sternes3 ahnliche Resultate gegeben, 
wahrend MILNE diese Fragen noch griindlicher und allgemeiner behandelt hat4 • 

Bezeichnet man mit p und P' den Druck, mit n und n' die Anzahl pro Volum
element, mit m und m' die Masse von Ionen und Elektronen, mit g die Beschleu
nigung und mit f die Konstante der Gravitation, weiter mit F die elektric"he 
Kraft in einem Punkte der Atmosphare, dessen Hohe z ist, so wird 

dp P dP'P' , 
dz=-kT(gm-Fe), a:z=-kT(gm+Fe). (104) 

Die Gravitation und die elektrische Kraft sind die Ableitungen des Gravitations
potentials U und des elektrischen Potentials V. Die Anderungen dieser Potentiale 
werden, nach der POISsoNschen Gleichung, die sich hier wegen der Kugelsym
metrie auf einen Term beschrankt, bestimmt durch die Massendichte einerseits, 
die elektrische Ladungsdichte anderseits: 

dg d2U f( , ') 
dz = dz2 = 4.n nm + n m , 

dF d2 V , 
a:z= dz2 =-4.ne(n-n). 

Also ist d(Fe) n-n' e2 
d(gm) = nm + n'm' mf . 

Das erste Glied dieser Gleichung ist von maBiger GroBe; da e2jm2 f eine ungeheuer 
groBe Zahl ist, von def Ordnung 1036, muB n - n' vollig verschwinden gegen 

1 The Escape of Molecules from an Atmosphere, Transact. Cambridge Ph. S. 22, 
S. 483 (1923). 

2 BAN 1, S. 110 (1922). 3 M N 84, S. 720(1924). 
4 Dissociative Equilibrium in an External Field of Force, Proc Cambridge Ph. S. 22, 

S. 493 (1924). 
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n + n'; also ist p - p' = 0 zu setzen. Die aus einer geringen Schichtungs
verschiedenheit der Ionen und Elektronen entstehenden elektrischen Krafte 
sind so groB, verglichen mit den Gravitationskraiten, daB die Trennung der 
Ionen und Elektronen schon gehemmt wird, sobald sie einen praktisch unmerk
lichen Betrag erreicht hat. Dann wird 

gm - Fe = gm' + Fe = !g(m + m') = !gm, 

da praktisch m' gegen m zu vernachlassigen ist. Also ist 

P = P' = Po e-!gmzlkT. (105) 

Die Elektronen und die Ionen halten, durch ihre gegenseitige Anziehung, ein
ander fest in einer identischen Schichtung nach der Hohe, die fiir beide dieselbe 
ist wie fur ein Gas mit halbem Atomgewicht. In ahnlicher Weise werden in 
einem Gemisch von vielen Arten von Ionen und Elektronen die nfach ionisierten 
Atome sich verteilen wie ein Gas mit (n + 1)mal geringerem Atomgewicht. 
MILNE hat gezeigt, daB nur an der Grenze der Atmosphare, fUr Drucke unter
halb 10- 24, eine Entmischung stattfindet und sowohl Elektronen wie Ionen ihre 
eigene Verteilung bekommen. 

e) Ionisationserscheinungen in den Sternspektren. 
e1) Die Spektralklassen. 

39. SAHAS Erklarung der Spektralklassifikation. In seiner 1921 erschie
nenen Abhandlung "On a Physical Theory of Stellar Spectra" hat SAHA zuerst 
die Ionisationstheorie zur Erklarung der kontinuierlichen Reihe der Stern
spektren angewandt. Die Spektralklassen, die durch die Buchstaben ° - B - A 
- F - G - K - M angedeutet werden, sind in der Harvardklassifikation durch 
die Intensitat bestimmter Linien gekennzeichnet. Fur die Ca-Linien z. B. findet 
man, daB die Hauptlinie A 4227 in den M-Sternen ihre groBte Starke hat, wahrend 
das Ca+-Dublett H und K bei Mc schwach erscheint und dann zunimmt; in 
den G-Sternen erreichen H und K ihre groBte Intensitat, wiihrend A. 4227 schwacher 
wird; bei Klasse B 8 verschwindet A 4227, ist also Ca vollig ionisiert, und bei 
den Oc-Sternen verschwinden auch H und K und ist Ca vollig doppelt ionisiert. 
Aus seiner Formel findet SAHA die Prozentsatze fUr einen Druck von 1 Atm.: 

fur 
Ca 
Ca+ 
Ca++ 

3000° 4000° 
100 99,5 

0,5 

5000° 6000° 
98 92 

2 8 

7000° 
77 
23 

8000° 
54 
45 

1 

10000° 
15 
78 

7 

12000° 
4 

65 
31 

15000° 
1 

23 
76 

20000° 
o 
1 

99 

Er schlieBt daraus auf Temperaturen von 3000° und 7000° fiir das Maximum, von 
13000 ° und 20000 ° fUr das Verschwinden von Ca und Ca +. Die Dbereinstimmung 
dieser Zahlen mit den aus Strahlungsmessungen und spektralphotometrisch 
abgeleiteten Werten fiir die Temperatur zeigt, daB die A.nderungen, die die 
Linien des Kalziums durch die Reihe der Sternspektren aufweisen, ganz durch 
die A.nderung der Temperatur erklart werden konnen. Fur Wasserstoff und 
Helium kommen in den Sternspektren keine Hauptserien, sondern nur Neben
serien vor; daher treten die BALMER-Linien des Wasserstoffs erst in Klasse Mb 
(4500°), die Heliumlinien, entsprechend der hoheren Anregungsspannung, erst 
bei AO (12000°) auf. SAHA faBt seine Diskussion der verschiedenen Linien 
in der folgenden Tabelle zusammen: 
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Linie K 3933 erscheint Mc Ionisation Ca fangt an. 4000 0 

Linie 4227 verschwindet B8 Ca vollstandig jonisiert 13000 
Mg+ 4481 tritt auf GO Mg ein wenig ionisiert 7000 
Linie K 3933 verschwindet Oc Ca + vollsta.ndig ionisiert 20000 
Mg+ 4481 verschwindet Oa Mg+ 23000 
Sr+ 4215 verschwindet B8 Si-+ " ." 14000 
He+ 4686 erscheint B2' He betraclitlich ionisiert 17000 
He 4471 erscheint AO He 2P-Bahnen treten auf 12000 
He 4471 verschwindet 0 a He vollstandig ionisiert 24000 (P = 10- 1) 

He + 4686 verschwindet P e He + vollsta.n.dig ionisiert 30000 (P = 10- 5) 
BALMER-Serie erscheint M b H 2P-Bahnen treten auf 4500 
BALMER-Serie verschwindet 0 b H vollstandig ionisiert 22000 

Auf Grunddieser Daten stellt SAHA eine TempE:raturskala der Spektralklassen 
auf, die fUr Oa 23000°, BO 18000°, AO 12000°, FO 9000°, Go 7000°, Ma 5000°, 
Me 4000° ergibt, also nahe mit der Skala"von WILSING und SCHEINER uberein
stimmt. Selbstverstandlieh ist unter diesen Zahlenwerten wie unter der zahlen
maBigen Grundlage manehes unsieher; sie bilden eben einen ersten Versueh. 
Doeh genugen sie fUr die folgenden SehluBfolgerungen: Die typisehen Stem
spektren von M bis 0 illustrieren luekenlos die physikalisehen Erseheinungen, 
die aufeinanderfolgen, wenn man die Temperatur allmahlich von 4000° bis auf 
30000° abs. steigert. Man darf aus dem Fehlen der Linien eines Elements nicht 
auf da~ Fehlen dieses Elements schlieBen; entweder kann es schon vollstandig 
ionisiert sein (wie Cs auf de!" Sonne), oder durch die groBe Anregungsspannung 
erscheint es erst in denheiBesten Stemen (die permanenten Gase He, H, N, 0). 
Da unsere Atmosphare die Beobachtung von Wellenlangen unterhalb von A. 3000 
ausschlieBt, werden iiberdies Elemente, deren Resonanzlinien unterhalb dieser 
Grenze liegen, schwierig zu beobachten sein. Nach diesen Ergebnissen darf 
man nicht mehr von Heliumstemen, Wasserstoffsternen, Metallsternen reden, 
als hatten diese Klassen wirklich eine verschiedene stoffliche Zusammensetzung. 

40. Das Maximum der Absorptionslinien. SAHAS erster Versuch, die Tem'
per~turskale der Spektralklassen aus den Absorptionslinien abzuleiten, litt an 
dem Mangel, daB ersich fast immer auf das Erscheinen oder Verschwinden einer 
Linie stiitzen muBte. Erstens weiB man nun nicht, welche Minimalkonzentration 
von Atomen notig ist, urn die von diesen Atomen ausgesandten Linien sichtbar 
zu machen, und zweitens spielt dabei die absolute Menge, die Konzentration 
des betreffenden Elements in dem Gasgemisch der Sternatmosphare, eine Rolle. 

An Stelle der Schwellenerscheinung benutzen daher FOWLER und MILNE 
in ihren Untersuchungen! das maximale Auftreten der Linien. Es wird dabei 
angenommen, daB eine Linie in solchen Stemen die groBte' Intensitat erreicht, 
in denen die Konzentration der betreffenden Atome am groBten ist. Man ist 
dabei unabhangig von der absoluten Konzentration eines Elements in den Sterpen; 
nur ist selbstverstandlich vorausgesetzt, daB di~se sich ni~ht in der Reihe der 
Stemklassen andert, wenigstens nicht in der ~ahe des Maximums. 

Die spezielle Atomkonzentration (d. h. die Konzentration der Atome in 
einem bestimmten Ionisations- und Anregungszustand) be.sitzt fiir die neutralen 
Atome in dem normalen Zustande, bei dem sie die Grundserie (meistens die Haupt
serie ,1 S - 2 P) absorbieren, kein Maximum; de:p.n sie ist 1 flir die niedrigste 
Temperatur und nimmt bei hoheren Temperaturen, wenn'die anderen Zustande 
auftreten, allmahlich abo Bei steigender Temperatur nlmmt die Konzentration 
der hoheren Quantenzustande, aus denen die Nebenserien entstehen, stetig zu, 
obgleich prozentuell immer gering bleibend, im Verhiiltnis r(xl-x.)/kT. Aber 
dann fangt die Zahl der neutralen Atome an, sich zu verringern infolge der zu-

1 The Intensities of Absorption Lines in Stellar Spectra, M N83; S. 403 (1923); The 
Maxima of Absorption Lines in Stellar Spectra, 2nd Paper. JY,I N (M. S;499 (1924). 

Handbuch der Astrophysik. III. 21 
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nehmenden Ionisation; durch beide Einflusse zusammen werden daher die 
Nebenserien ein Maximum erreichen und wieder abnehmen. Bei steigender 
Temperatur nimmt die Konzentration der ionisierten Atome zu, die sich zum 
ubergroBen Teil in dem niedrigsten Quantenzustand befinden, wobei die Gmnd
serie des Funkenspektmms absorbiert wird. Die Verringemng durch Dbergang 
in h5here Bahnen kommt kaum in Betracht; setzt aber bei noch h5herer Tem
peratur die zweite Ionisation ein, so nimmt die Anzahl der einmal ionisierten 
Atome und die Intensitat der Funkenlinien wieder abo Greifen die Dbergangs
gebiete der beiden Ionisationen nicht ubereinander, so bleibt ein breites Gebiet, 
wo die Konzentration der ionisierten Atome nahezu = 1 ist; das Maximum 
wird also ein sehr £laches sein. 

Urn den Verlauf dieser Erscheinungen zu uberblicken, sind in der Abb.2 
fUr ein bestimmtes Beispiel (Mg) die kurven gezeichnet, die die Anderung der 

Konzentrationen mit der Tem-
~-+--k---'=-+""""~"""'''''-~-:---'r--T_T---',~5 peratur geben: fUr die neutralen 

Atome (1 - x) durch punktierte 
Kurven, fUr die ionisierten Atome 
(x) durch dunn gezogene Kurven. 
fUr die neutralen Atome im 2P
Niveau, wo die Linien A 57H, 
4703, 4352 absorbiert werden 
[y ( 1-x)], und fur die ionisierten 
Atome im 32 D-Niveau, wo die 
Linie A. 4481 absorbiert wird (y'x) 
durch starkere Kurven. Wegen 
der A bhangigkeit von dem un
bekannten Elektronendmck sind 
sie fill drei Werte dieses Dmckes, 
10-5 , 10-3 und 10- 1 Atm. (I, II, 
III) gegeben; die relativen Kon
zentrationen y und y' sind un
abhangig von dem Dmck und 
durch eineeinzige gestrichelte 
Kurve dargestellt. (Der obere 

-1 

-2 

-3 

-If 

-5 

Abb. 2. Ionisation von Magnesium. 

Zweig einer der punktierten 
Linien gibt den Verlauf fUr den Fall, daB die zweite Ionisation nicht vorhanden 
ist; vgl. Ziff. 37.) Es zeigt sich hier sofort, daB bei einem Maximum der Neben
serien der Aufstieg durch y, der Abstieg durch die folgende Ionisation bedingt 
wird. Der Abstieg ist oft langsamer als der Aufstieg; wenn man, wie FOWLER 
und MILNE in ihrer Zeichnung, T selbst statt log T als Abszisse benutzt, wird 
di~ Asymmetrie noch viel gr5Ber. Je geringer der Druck, bei urn so niedrigerer 
Temperatur liegen die Maxima, und urn so geringer ist die Konzentration des 
angeregten Zustandes. Daraus HiBt sich schlieBen, daB in Riesensternen die 
Temperatut eines Maximums niedriger liegt und daB die Nebenserien relativ 
zu den Gmndserien mehr zurucktreten miissen als in den Zwergsternen. 

41. Berechnung der Intensitatsmaxima der Linien. Wir gehen aus von der 
Formel 

b - "" g e-(X-Xr)/kT 
-~ r , 

wo F den Elektronendmck bezeichnet. Praktisch kommt die Reihe b fast immer 
auf das erste Glied. go hinaus, und dasselbe gilt fUr die ahnliche Reihe fur' das 
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ionisierte Atom. Setzt man 
(2nm)! b'a 1 

h3 ---0' p=a, also ob' 
logp= - 6,50+ log 0' a' 

so wird die relative Konzentration der neutralen Atome 

bex/kT 
1-x= . 

bel./kT + an 
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Von diesen Atomen befindet sich die Fraktion YIJ Y2' ... , Yr in den hoheren 
Quantenzustanden, wobei 

.1!:. = g. e - ex. - Xrl/kT , 
b .'. 

also wird die relative Konzentration der neutralen Atome im (r + 1}ten Quanten
zustande: 

g et:r/kT 

y.(1 - x) = b X/{T + p' (106) ea. 

Durch Differentiation nach T erhalt man als Bedingung des Maximums, nach 
Einsetzung des Wertes von a: . 

p = IT + fkT e-x/kT n [_ 6 50] ab'. (107) 
X -I, ' a'b 

Durch Vergleichung mit der ersten Formel findet sich fiir den Ionisationsgrad 
in diesem Maximumzustande 

x IT - tkT Vr + 2,15' 1Q-4T 
1 - x I - Ir V - Vr 

wo fiir die zweite Form statt der X die Ionisations- und Anregungspotentiale 
Vund Vr eingesetzt sind; dabeiist Xr = e V./) 00 A, und tk. 300A/e = 2,15 '10-4 • 

Berechnet man diese GroBe x/(1 - x) fUr einige Fane, so findet man z. B. 
fiir die Triplettserie 23P von Mg bei 6000° (mittels V = 7,61, V. = 4,92 und 
2,15.10-4 T = 1,29) fiir x/(1 - x) 6,21/2,69; fiir die BALMER-Serie des Wasser
stoffs bei 10000° (3,38 + 2,15}/(13,54 - 3,38) = 5,53/10,16; £iir den extremen 
Fall der PICKERING-Serie des ionisierten Heliums bei 20000°: (3,4 + 4,3)/ 
(54,2 - 3,4) = 7,7/50,8, also immer eine maBigeZahl dernullten Ordnung. Dann 
laBt sich die Formel fiir den Elektronendruck Pin der Weise ausdriicken, daB 
das Maximum der IntensiUit bei der Temperatur T fiir einen solchen Elektronen
druck stattfindet, bei dem nach der iiblichen Formel das Ionisationsverhaltnis 
x/(1 - x) eine maBige Zahl der nullten Ordnung ist, oder auch in der Weise, 
daB die Maxima der Linien durch dieselbe Formel von Temperatur und Druck 
abhangen wie eine maBige (durch die Potentiale bestimmte) Ionisation selbst. Dad 
man den Druck in den verschiedenen Sternatmospharen als von derselben GroBen
ordnung annehmen, dann nimmt die Temperatur, bei der eine Nebenserie ihr 
Maximum erreicht,. regelmaBig mit dem folgenden Ionisationspotential zu. 

Fiir die Nebenserien eines Funkenspektrums gilt, mit entsprechend geanderter 
Bedeutung der Konstanten, dieselbe Formel. Fiir die Berechnung des Maximums 
der Hauptserie e,ines Funkenspektrums bezeichnen wir mit x die Fraktion der 
einmal, mit x' die der doppelt ionisierten, also mit 1 - x - x' die der neutralen 
Atome. Dann ist 

x = e-x/kT Ti~ 
1-x-x' . b' 

, , 
~ = e-x'/kT T! ~ 
x b' • 

21* 



324 Kap.3. A. PANNEKOEK: Ionisation in Atmospharen der Himmelskorper. Ziff.42. 

Aus der ersten Formel ergibt sich (1 - x')jx, und mit der zweiten zusammen 
liefert dies x: i-x' IkT ,b --=1+ex T-.-x a' 

~ = 1 + exlkTT-!~ -1-_ e-x'lkTT! a'. 
x a ' b' 

Durch Differentiation nach T ergibt sieh als Bedingung des Maximums: 

p= 2,5 k T + X e-Hx+x')/kT T! [-6 50] Vb" 0 (109) 
2,5kT + x' , bo" . 

Beachtet man hier wieder, daB der erste Faktor eine maBige Zahl kleiner als 1 
ist, so tritt das Maximum auf ffir die gleichen Werte von Temperatur und Druck, 
bei denen die Ionisation einen maBigen Wert hat fiir den Fall eines Ionisations
potentials, das gleieh dem Mit~elwert der beiden betreffenden Ionisations
potentiale ist. 

Fiir den Fall, daB zwei Ionisationspotentiale so dieht nebeneinander liegen, 
daB ihre Einfliisse sieh miteinander vermischen, werden die Formeln etwas ver
wickelter; in den erwiihnten Aufsatzen sind sie auch fiir diesen Fall abgeleitetl. 

42. Anwendung der Intensitatsmaxima auf die Spekttalklas,Sifikation. 
Mittels dieser Formeln haben FOWLER undo MILNE die Beziehung zwischen 
Temperatur und Elektronendruck im Intensitatsmaximum berechnet fUr soIche 
Spektrallinien, ffir die Ionisations- und Anregungspotential bekannt waren. 
Beide Unbekannte konnen nieht aus einem Datum abgeleitet werden; deshalb 
wurde bei jeder Linie ffir verschiedene Temperaturen der zugehorige Elektronen
druck berechnet. Dann wurde fiir das Maximum der BALMER-Serie, das auf 

-3 -1 

-2 

-W~-L~-4--+-.~-+.-~-L~~~JT-,r.~ 
naoa 

Abb. 3. Intensitatsmaxima verschiedener Elemente. 

Klasse AO fa.lIt, eine Temperatur von 10000° angenommen; daraus ergibt sieh 
p = 1,31.10-4 Atm. Unter der Voraussetzung, daB dieser Druck auch fUr die 
anderen Faile gilt, konnten dafUr die Temperaturen berechnet werden. In 
der Abb. 3 ist fiir verschiedene Elemente die Kurve ffir logn, die spezielle 

1 MN 84, S. 512 (1924): 
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Konzentration, als Funktion der Temperatur bei diesem Elektronendruck ge
geben. Fur Ca + und Ba + (die Sr+-Kurve liegt zwischen ihnen) beziehen sie 
sich auf die Grundbahn (Hauptserie); die anderen Kurven gelten fUr Neben
senen. 

Die Resultate lassen sich in der folgenden Tafel zusammenfassen. Da
selbst ist fur jede Linie oder Serie das Ausgangsniveau angegeben, dann folgen 
die beiden in Betracht kommenden Potentiale V - V, und V (bei den Haupt
serien der ionisierten Atome V und V') und die Zahlen b (d. h. go) und a (damals 
waren b' und a' noch nicht in die Formeln aufgenommen). Neben den berech
neten T ist unter L1 T die Anderung von T bei einer Anderung des Druckes P 
von 10- 4 zu 10- 3 Atm. angegeben. Die Beobachtungsdaten uber die Spektral
klasse des Maximums sind zumeist den Harvardangaben entnommen, bisweilen 
auch den Angaben anderer Beobachter oder dem Verhalten der Linien in der Sonne 
und in den Sonnenflecken. In der letzten Spalte findet sichdie berechnete 
Konzentration der Atome. 

Maxima von Linienintensitaten in Sternspektren. 

Element Linien und Niveaus oder I 
V··V, V 

Spektralklasse 
des Maximums I Kon-

zentration 
I V V' 

H 
Mg 

BALMER-Serie 
2 I P(5711. 5528 •... ) 
2 3P (5184 •... ) 

3,38 
3.28 
4.92 
3.03 
3.16 
4.20 
5.35 
3.61 
6.15 
3.39 
6.31 

13.54 1 2 110000 1400 
7.61 2 1 I' 5440 700 

AO. 17.7'10- 6 

GO? Sonne, Fleeke 1 4•9 ' 10 5 

Ko? Sonne. Fleeke 1.8'10- 3 7.61 2 1 5250 700 
Na 
Ca 

2 P (4984 •... j 
2 I P (5513 •... \ 

5.12 1 1 3900 600 K-M 1.3'10- 3 

6.08 2 1 4420 600 Fleeke > Sonne 2.7 . 10 - 4 

" 2 3 P (4455 .... ' 6.08 2 4270 600 idem.;M 4.4'10- 3 

Zn 2 3 P (4810, .. ) 9.35 2 6300 800 A-F 
He 
Mg+ 
He+ 
c+ 
Si+++ 
Ba+ 
Sr+ 
Ca+ 

22 P (5876 .... J 
3 D (4481) 

PrCKERING-Serie 
}2D (4267) 
225 (4088. 4116) 
125 (4934. 4554) 
125 (4216. 4078) 
125 (H. K) 

1 20•98 

'I 5.18 
5.66 

I 6,08 

24.5 2 1 16100 1700 
15.00 1 1 10220 1400 
54.2 2 35200 1700 
24.28 2 16560 1900 
44.94 1 26600 1500 

9.95 5450 700 
10.97 5970 800 
11.82 6290 900 

B2 
Ao 
05 
B2 

BO-09 
Fleeke. K 

G-K 
Ko 

6.4' 10- 8 

2;1 . 10 - 5 

9.1' 10- 8 

5.9' 10- 7 

1.5'10- 5 

1 
1 

Fur die Spektralklassen von AO abwarts stimmt die sich hier ergebende 
Temperaturskale mit der ublichen uberein: Ma 3000°, KO 4500°, Go 6000°, 
Fo 7500°. Wo Abweichungen vorhanden sind, kann man den Grund in der 
Unrichtigkeit der Annahme gleichen Elektronendrucks finden. Die Haupt
serien von Ca +,. Sr+, Ba + geben hier eine. zu hohe Temperatur; berechnet man 
umgekehrt den Elektronendruck fur die Temperatur 4500° (KO), so findet man 
fUr Ca+ 8.10- 8 • Da die relative Konzentration hier 1 ist, also 103 bis 105 mal 
groBer als bei den Nebenserien, ist es vollig verstandlich; daB diese Grundlinien 
von Ca + in einem viel hoheren Niveau entstehen, Wfy der Druck in demselben 
Verhaltnis geringer ist. Wenn man voraussetzen dad, daB die wirksame Dichte 
fUr aIle Stoffe die gleiche ist, sokonnte man in ahnlicher Weise aus der geringen 
berechneten Konzentration von He und He+ schlieBen, daB diese Linien in 
einem Niveau hoheren Druckes entstehen, wobei dann eine etwas hohere Tem
peratur herauskame. 

Fiir die Spektralklassen von AO aufwarts liefert diese Rechnung Tem
peraturen, die erheblich groBer sind, als zumeist angenommen wurde, sogar 
hoher als die von ROSENBERG auf spektralphotometrischem Wege gefundenen 
Werte. Den Angaben PLASKETTS und BAXANDALLskonnte die Spektralklasse 
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fur das Maximum fiir die verschiedenen Ionisationsstufen der Elemente He, C, 
N, O. Si, S~ eptnommen werden, wie die folgende Tabelle zeigt. 

B8 I B2 

Si II I He I (24.5) 
S II C II (24.3) 

I NIl 

B1 

Si III 
Oil 
SIll 

I BO-09 I 09 07 05 I liberOS 

o III NIII He II (54.2) I C IV (64) 

Aus den beigeschriebenen Ionisationspotentialen. soweit sie bekannt sind, sieht 
man die S. 323 abgeleitete Regel bestatigt) daB die Temperatur des Intensitats
maximums stetig mit dem Ionisationspotential zunimmt. Ohne Temperaturen 
zu berechnen,lieBen sich damit die ubrigen damals unbekannten Ionisations
potentiale abschatzen: 18 bis 19 tiir Si + und S+, 24 fUr N+, 31 oder 32 fUr Si+ +, 
S++ und 0++, 45 fiir C++, 48 bis 52 fUr 0++ und N++. 

43. Der Druck in den Sternatmospharen. Das Ergebnis dieser Untersuchung 
fur den Druck, der in denjenigen Schichten der Sternatmospharen herrscht, 
wo die Absorption stattfindet, war zunachst uberraschend, da zuvor immer 
viel groBere Drucke, von der Ordnung einer Atmosphare, angenommen wurden. 
Wenn der AbsorptionsprozeB in so hohen dunnen Schichten der Atmosphare 
stattfindet, so ist das nur moglich, wenn die betreffenden Gase auBerordentlich 
undurchsichtig sind, d. h. eine viel starkere Absorption ausuben, als bisher ver
mntet wurde. Aber gerade zur gleichen Zeit fanden verschiedene Untersuchungen 
statt, die zu einem unerwartet hohen Absorptionskoeffizienten der Sterngase 
fUhrten. EDDINGTON fand aus seiner Theorie des Strahlungsgleichgewichts der 
Sternel , daB der Absorptionskoeffizient der Sternmaterie zwischen 10 und 102 

liegen muB. Aus Berechnungen mittels der KRAMERsschen Formel (Ziff.23) 
fand MILNE 2 fUr die Schichten an der Obedlache dnes Sternes einen noch gr<>Beren 
Wert, von der Ordnung 103 , Dann kann Licht nach auBen nur gelangen, wenn 
es eine geringe Masse durchlaufen hat; also ist damit nur ein niedriger Druck 
in der umkehrenden Schicht, wo die Absorptionslinien entstehen, vereinbar. 

Die Frage des Druckes in der Sonnenatmosphare wurde zur gleichen Zeit 
von H. N. RUSSELL und]. Q. STEWART behande1t 3 • Aus dem Fehlen von Druck
verschiebungen laBt sich nur ableiten, daB dieser Druck weit unterhalb einer 
Atmosphare liegt. Die Schade vieler Linien, die in Laboratoriumsversuchen 
immer sehr diffus sind, zeigt, daB der Druck dem in einem irdischen Vakuum 
ahneln muB. Eine Schatzung aus der Dicke der durch die Lichtstrahlen durch
laufenen Gasmassen fiihrt a,uf die GroBenordnung 10- 4 Atm.. .Ahnlich 
ergibt das Fehlen von diffus zerstreutem Sonnenlicht in der Hohe des "Flash" 
(300 km) einen oberen Wert 2, 10-6 • Aus Messungen der Breite der FRAUN
HOFER-Linien kommt man, mittels immerhin unsicherer SchluBfolgerungen, auch 
auf Betrage der Ordnung 10-4 oder 10-5. 

"44. Die Titanoxydbanden in den M-Sternen. Ein niedriger Wert fur den 
Druck war schon friiher von R. D'E. ATKINSON abgeleitet worden aus der Sicht
barkeit der Titanoxydbanden in den Spektren der Sterne des 3. Typus4• Er 
stellte dazu die Formel fUr das Dissoziationsgleichgewicht Ti + O2 = Ti02 auf, 
ausgehend von derselben V AN'T HOFFSchen Gleichgewichtsformel aus Ziff. 4, 
ausder dort das Ionisationsgleichgewicht berechnet wurde. Die Reaktions
warme, 215600 Cal bei Zimmertemperatur, wird 214600 Cal fiir 3000°; die 
Warmekapazitaten werden fiir Ti zu 5,0, fUr O2 zu 6,6 + 0,00063 T, fur Ti02 

1 M N i7, S.34 (1916). . 2 MN 85, S. 768 (1925). 
a Pressures at the Sun'S Surface. Ap J 59. S. 197 (1924). 
4, Note on the PressuteintheReversing Layer in Stars. M. N 82. S. 396. 494- (1922). 
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zu 7,5 + 0,0025 T angenommen, und die chemischen Konstanten fUr Ti zu 0,92, 
fUr O2 zu 2,8, fiir Ti02 zu 3,3. So findet er eine Formel, die in unsere Bezeich
nungen umgeschrieben 

I P(Ti) P(Oz) = _ 214600 + 2071 T - 000021 T+ 042 og P(TiOs) 4,S7T' og, , 

lautet. Aus den Werten dieses Ausdrucks -=-8,7, -6,4, -4,7 fUr 3000°, 3500°, 
4000° lassen sich die Kurven berechnen, die 1 - x, den Prozentsatz des Ge
misches an TiOja, als Funktion von p, dem Gesamtdruck dieser drei Stoffe in 
den Atmospharen, bestimmen. Nimmt man an, daB fUr 4000°, die Oberflachen
temperatur der KO-Sterne, wo die Banden verschwunden sind, 1 - x nur 1 % be
tragt, sowirdp=10- 6 , und fiir 3500° und 3000° wird i-x dann 30% und 92%. 
Der Totaldruck der ganzen Atmosphare wurde 'sich dann auf hochstens 10- 3 

stellen. RUSSELL hat nachher darauf hingewiesen1, daB Sauerstoff nicht als O2 , 

sondern in Form von Atomen vorhanden sein .wird. Dann wird U zu 285000; 
nimmt man die chemische Konstante fiir 0 gleich 0,2 und fUr alle drei 
Bestandteile die Warmekapazitat, wie sie aus den Formeln fUr Gase folgt (2,5 R 
fiir Ti und O. imd 4 R fiir Ti02), so wird die Formel 

P(Ti)P2(O) x 3pZ 285000 
log P(TiOz)- = log (1 _ x) (1 + 2X)2 = - 4,S7T + 3,50 10gT - 2,0. (111) 

Die Werte dieses Ausdrucks fUr die obigen drei Temperaturen werden jetzt -10,9, 
-7,7, -5,3, also noch geringer als oben. Da bei dem Verschwinden der Banden 

x nahezu = 1 ge~etzt werden darf, reduziert sich der Ausdruck (111) auf log 9 (:~X) • 
also wird p = 10- 3,1 fUr 4000° als Grenze und 1 - x = 0,01. RUSSELL setzt 
das Verschwinden auf 3660° und leitet p = 10-5 bis 10- 6 ab, was bei der An
nahme, daB Ti + O2 1 % der Atmosphare bildet, auf einen Tota1druck von 
10- 3 bis 10-4 fiihrt. Aus diesen Rechnungen, die zu jener Zeit in Widerspruch 
zu den geltenden Anschauungen standen, ergibt sich, daB auch das Auftreten 
der Titanoxydbanden in den M-Sternen durch ahnliche Gleichgewichtsformeln 
wie die Ionisation in den heiBeren Sternen und durch iibereinstimmende Werte 
von Druck und Temperatur in den Sternatmospharen zu erklaren ist. 
. 45. Der AbfaH der Linienintensitat in den heiBesten Sternen. In ihrer 

ersten Abhandlung wiesen FOWLER und MILNE2 noch auf einen Widerspruch 
zwischen Beobachtung und Rechnung hin. Die Heliumlinien erscheinen bei 
steigender Temperatur bei AO, also bei 10000°, und verschwinden bei 05, Tem
peratur 35000° (in B9 und 07 sind sie schon kraftig sichtbar); die relativen 
Konzentrationen sind da von der Ordnung 10- 10 und 10-8, also verschieden. 
Der absteigende Ast ist nach der Theorie viel weniger steil als der aufsteigende, 
wahrend die Beobachtung eine mehr symmetrische Kurve erheischen wiirde. 
Es muB dabei bemerkt werden, daB bei anderen Elementen die Dbereinstimmung 
besser ist; so verschwindet die Mg+-Linie l4481 bei GO und bei B7; bei den 
entsprechenden Temperaturen 6000° und 30000° ist die gleiche Konzentration 
10-8 vorhanden. 

FOWLER hat in einem spateren ArtikeP auf eine Vernachlassigung in den 
Rechnungen als eine Ursache des Widerspruches hingewiesen. Wenn nach der 
Ionisation, die den Abfall der Konzentration der neutralen Atome in hoheren 
Quantenbahnen verursacht, noch eirie zweite und einedritte Ionisation hinzu
kommen, die die Anzahl der einmal ionisierten Atome stark herabsetzEm, muS 
dadurch' auch die Anzahl der neutralen Atome verringert werden. Denn die 
Formel fiir x/(1 - x) bestimmt die Anzahl der neutralen relativ zu de~ einmal 

1 Ap J 59, S.207 (1924). 'Ii M N 83, S. 423 (1923). 3 M N 85, S.970 (1925)'. 
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ionisierten Atomen; berechnet man sie unter der Annahme, daB ihre Summe 1 
ist, wie in der Nahe des Maximums, so macht man einen Fehler, sobald die 
Haufigkeit der zweimal ionisierten Atome bedeutend wird. In unserem Diagramm 
(S. 322) der Mg-Kurven ist dieser EinfluB zu sehen in der Gestalt der (1 - x)
und der Y (1 - x)-Kurven, die einen starkeren Abfall zeigen an der Stelle, wo 
die x-Kurven nach dem Maximum wieder absteigen; an eine der punktierten 
Linien ist auch der Verlauf bei Vernachlassigung dieser Wirkung gezeichnet. 

Wir setzen die Formeln aus Ziff. 41 wieder hin (xo fUr die neutrale Anzahl 
schreibend) : 

x' __ _ '//k2' T" a' -·-e t. 2-
X b' , 

Y, = g e-(x-x,)/leT 
b r • 

Wir setzen danach noch eine dritte und vierte Ionisation voraus, bestimmt 
durch 

x" _ _ x" /leT T' a" xi - e· .2 b"' 
XIII = -x'''/leT T~ alii 
x" e b'l" 

und wir nehmen an, daB die dreifach und vierfach ionisierten Atome die 
erdriickende Mehrheit bilden, also x" + x'" = 1, wahrend die vorigen Zustande x', 
x und Xo dagegen verschwindende Anzahlen aufweisen (von 10- 2 abwarts). 
Dann wird alii e - x'" /kT T~ 

X'" 
= b'lI + alii e - x'" /kT T~ , 

"' Xo x' x" gr e-(x-xrl/k2'. e(x+x'+x"l/leT (T-~)3 b'b"b"~ 
Yrxo = Yr X • x' x" XIII = bill + am e -x"'/leT T~ aa' a" , (112) 

b' b" b'" alii 
wo der Ausdruck --,-,-, durch - p3 [6,50P zu ersetzen ist. FOWLER weist 

aa a a 
darauf hin, daB in dieser Weise in dem Abfall nach dem Maximum ein bedeutender 
Unterschied auftritt zwischen Elementen, die weitere einanderfolgende Ioni
sationspotentiale haben, und Elementen, die solche nicht oder erst in groBer 
Distanz haben. Zu den letzteren gehort Wasserstoff; dadurch erklart sich die 
andauernde Sichtbarkeit der BALMER-Linien durch alle heiBeren Spektralklassen 
hindurch, wahrend die Linien von Si, S, 0, N, Mg vie! rascher verschwinden. 
N ach dieser Regel miissen die Linien der meisten Metalle auch relativ rasch 
verschwinden, wahrend dagegen die des Mg+, Ca + und 0, weil das folgende 
Ionisationspotential sicner sehr weit entfernt ist, den Charakter andauernder 
Linien zeigen miissen. 

Es muB hierzu noch bemerkt werden, daB dieselbe Ursache auch auf den 
aufsteigenden Ast in der Kurve fiir die Konzentration mehrfach ionisie ter 
Atome wirkt. Besser als nach ziemlich verwickelten Formeln lassen sich die 
richtigen Werte durch ein ein.faches Rechnungsverfahren ermitteln; man be
rechnet zuerst jedes Paar von Zustandennach der ihr Verhalten bestimmenden 
FOITI).el, als ob sie zusammen die Konzentration 1 besaBen, und verbessert nachher 
diese Werte. In dem folgenden Rechnungsbeispiel, wo die Ionisationspotentiale 
des Si genommen sind (zum Teil altereWerte 10,6, 16,3, 31,7, 45,0), P = 10-<1 
gesetzt ist und alle Koeffizienten b und a vernachlassigt sind, enthalten die 
8 Spalten zur linken Seite die relativen Werte zweier einanderfolgenden Kon
zentrationen (Summe = 1), in der Form der urn 10 erhohten Logarithmen .. Die 
Zahlen Xo der 1. Spalte, von 7,78 an, gelten relativ zu dem Werte 0,00 fiir x; 
'da logx, nach der 3. Spalte, in Wirklichkeit 9,92 ... ist, so ist der wirkliche Wert 
von logxo = 7,78 + 9,92 = 7,70. Ahnliches gilt fUr die erst en Werte von logx' 
= 4,00, 6,93, die wegen des xin der 2. Spalte auf 2,53 und 6,82 ve ringert werden 
miissen. Die fiinf Spalten des rechten Teiles der Tafel enthalten die wirklichen 
Werte fUr die fiinf Stufen. 
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Gegenseitige Beeinflussung der Ionisa tionsstufen des Si. 

10gT log x, logx log x logx' !logx' logz" log.,'" log%~11 log x, logx log x' log x" log x'" 

3,6 10,00 3,10 10,00 3,10 
3,7 10,00 6,11 10,00 6,11 
3,8 9,98 8,53 10,00 4,00 9,98 8,53 2,53 
3,9 9,35 9,'89 10,00 6,93 9,35 9,89 6,82 
4,0 7',78 10,00 9,92 9,22 10,00 1,S4 7,70 9,92 9,22 0,76 
4,1 6,44 10,00. 8,74 9,98 10,00 5,08 5,18 8,74 9,98 5,06 
4,2 5,33 10,00 7,17 10,00 10,00 7,93 10,00 3,70 2,50 7,17 10,00 7,93 ' 1,63 
4,3 4,42 10,00 5,85 10,00 9,55 9,81 10,00 6,90 5,40 9,55' 9,81 6,71 
4,4 4,76 10,00 7.85 10,00 9,88 9,37 2,49 7,73 9,88 9,37 
4,5 3,84 10,00 6,29 10,00 8,40 9,99 4,69 8,40 9,99 
4,6 6,68 10,00 6,68 10,00 

In der Zeichnung S.322 ist diese gegenseitige Beeinflussung in den Kurven 
schon beriicksichtigt. 

46. Intensitatsbestimmungen an den Harvardspektrogrammen. Die Ioni
sationstheorie hat zum ersten Male die Intensitat der Spektrallinien zu einem 
Objekt wissenschaftlicher Theorie gemacht. Die meisten Intensitatsangaben 
mis friiherer Zeit sind mehr oder weniger roh, da sie keinen weiteren Zwecken 
als einer richtigen Identifizierung zu dienen hatten; auBerdem konnten sie nur 
in einer subjektiven Skala ausgedriickt werden, deren objektive Bedeutung 
nicht feststand. Durch die Ionisationstheorie entsteht ein Interesse an moglichst 
genauen Intensitatszahlen fUr die Linien in den Stemspektren, damit eine Priifung 
der Theorie und eine Bestimmung der Konstanten moglich wird. 

'Auf der Harvardstemwarte hat in diesem Sinne eine Neuuntersuchung 
einer groBen Anzahl aus dem dort vorhandenen Vorrat an Negativen von Stern
spektren stattgefunden. Zuerst hat CECILIA H. PAYNE in den Spektren der 
heiBesten Sternklassen, die mittels eines Objektivprismas in Arequipa zumeist 
von sudlichen Stemen aufgenommen waren, sorgfiiltige Schatzungen der Linien
intensitaten gemacht1. Die Spek ralklassen des Maximums der Intensitat wurden 
daraus abgeleitet, wie in der folgenden Tabelle angegeben. Mittels der Ionisations
und Anregungspotentiale, soweit sie bekannt waren, wurde nach der FOWLER
MILNEschen Formel und mit P. = 1,31.10-4 die Temperatur die>er Maxima 
berechnet: . 

Intensit!!.tsmaxima in den heiBesten Stern en. 

Element Linien 1. P. A.P. Maximum Temperatur 

Si 3905 10,6 3,2 GO 6700° 
Si+ 4128 16,3 8,1 AO 10500 
Si++ 4552, 4568, 4574 31,7 4,8 B1-2 17500 
Si+++ . 4089, 4096, 4116 44,9 24,0 Oe-Oe5 25000 
He 4471 24,5 19,7 B2-3 16500 
He+ 4200 54,2 .. 50,8 >Od 35000 
t+: 4267 24,3 18,2 B3 14500 

Die sich hier ergebende Temperaturskala ist: AO 11000°, B 5 15000°, BO 20000°, 
Oe5 23000°, Oe 26000° .. Bei den O-Stemen ware wohl noch eine grofiere Pra
zision erreicht,wenn statt der Harvardklassen Oe und Oe5, die mehrere Stufen 
umfasseIi, die von H. H. PLAsKETTvorgeschlagene Einteilung 09,08,07,06,05 
benutzt worden ware. 

Ein Studium der Spektralklassen A bis.M wurde yonD. H. MENZEL mittels 
des Harvardmaterials ausgefuhrt2. Fur zwanzig als die besten ausgesuchten 

1 Harv Cire 252 und 256 (1924). 2 Harv Cire 258 (1924). 
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Spektren, meist von Riesensternen, wurden die Intensitaten der Linien einer 
kunstlichen Skala angeschlossen. Da die Spektren mit nur 1 oder 2 Objektiv
prismen aufgenommen sind, ist die Dispersion gering und sind viele Liniell 
durch Zusammenfallell mit bellachbarten unbrauchbar. Diesem Umstallde ist 
es zum Teil zuzuschreiben, daB sich in dem Verlauf der Illtellsitaten bedeutende 
UnregelmaBigkeiten und demnach groBe Ullsicherheiten in der Lage der Maxima 
ergeben; hinzu kommt der EinfluB der absoluten GroBe auf die Spektren. 
Fur Wasserstoff findet MENZEL das Maximum bei AS, fUr Mg+ bei A2; hier 
wirkt mit, daB die Sterne pLeonis (A2l, (X:Ophiuchi (AS) und yBoolis (A 7) breite 
verwaschene Linien zeigen. Nachher hat Miss C. H. PAYNE an einer groBeren 
Anzahl von Spektren neue Intensitatsbestimmungen ausgefuhrtl. Auch hier tritt 
dieselbe Schwierigkeit in der Bestimmung der Maxima auf; weit vom Maximum 
konnen einzelne Sterne auf einmal eine groBe Intensitat zeigen; bei Wasserstoff 
ist infolge der verschiedenen Breite der Linien ein Maximum oft gar nicht zu 
finden, und nur bei sehr kleiner Dispersion tritt das Maximum bei AO hervor. 
Der Betrag der hieraus flieBenden Unsicherheit erhellt am besten durth Ver
gleichung der Resultate dieser. beiden Beobachter in der folgenden Tabelle. 

Element 

H 
Mg+ 
Zn 
Fe 

Fe+ 
Mg 

Mn 
Cr 
Ti 
Ti+ 
Ca 
Sc+ 
y+ 
Ca+ 
Sr+ 

I Niveau , . 

2P 
3D 
2P 
3p 
7D 

I 15 
i 15 

Intensitatsmaxima und Konzentrationen. 

I.P. 

113,5 

I, 1~:~ 8,1 

I 
8,1 

7,6 

I 
7,6 
7,4 
6,7 
6,5 

6,1 
6,1 

11,8 
11,0 

A.P. 

10,1 
8,8 
4,0 
1,6 
2,5 
2,7 
4,3 
2,7 
2,2 
0,9 
0,8 

1,1-
2,5 
1,9 

6,1 
5,7 

I 
Maximum 

MENZEL PAYNE 

'I AS A2 
GO 

I K5 
, K5 

A7 
K2 
K5 
K5 

I M1 

FO 

FO 
Go 
KO 
MO 

AO? 
A2 
GO 
K2 
K2 
F5 
? 

K2? 

K5 
K2-M3 
F5-GO 

MO 
MO 
F5 

F5-GO 
? 

K2-MO 

Temp. 

8500° 
9000 
6000 
4000 
4000 

4300 
4000 
3800 
3000 

3000? 
3000? 

4500 
3000 

10gP 

5,0 
5,0 
4,6 
7,0 
7,3 

6,3 
6,7 
6,9 
8,2 

7,8 
7,6 

- 7,5 
-11,9 

log Produkt 

-11,1 
~10,1 

- 8,4 
- 9,7 
-11,1 

-5,4 -11,7 
-4,0 -10,7 
-3,4 -10,3 
-2,5 -10,7 

-4,6 -12,4 
-3,6 -11,2 

0,0 - 7,5 
0,0 I -11.9 

MENZEL setzt die Temperaturskala als bekannt voraus (AO = 10000°, 
FO = 7500 0 , Go = 6000 0 , Ko = 4500°, K5 = 3900 0 , Mo = 3000 0 ) und be
rechnet mittels der FOWLER-MILNEschen Formeln in etwas globaler Weise P, 
den Elektronendruck. Er findet diesen Druck sehr verschieden, von Klasse A 
bis M abnehmend von 10- 4 bis 10- 9, fur die Hauptserien von Ca+, Sr+, Ba+ 
von 10- 7 bis 10- 11• Miss PAYNE bemerkt dazu, daB die Erklarung, die FOWLER 
und MILNE fUr den geringeren Elektronendruck in diesem letzteren Falle gaben, 
der Unterschied in derrelativen Konzentration, hier allgemein anwendbar ist. 
In der Tat zeigt eine Vergleichung der logy (1 - x), der Konzentration, in 
Table XX bei Miss PAYNE2 und in der obigen Tabelle, daB das Produkt 
y (1, - xl P viel geringere Schwankungen aufweist und keinen bestimmten Ver
lauf mehr zeigt. Die groBe Abweichung fUr Ca + liegt wohl daran, daB die Tem
peratur hier zu hoch angesetzt ist. 

1 C. H. PAYNE, Stellar Atmospheres (Harv. Obs. Monographs. 1) Chap. VIII. (1925). 
2 L. c. S. 137. 
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Falls man annehmen darf, daB der Totaldruck mit dem Elektronendruck 
parallel Hiuft und daB Verschiedenheiten in der absoluten Menge bei diesen 
Elementen keine Rolle spielen, so bedeutetdies, daB die Konzentration der 
wirksamen Atome in den Schichten, wo die Absorptionslinie entsteht, stets die 
gleiche ist. Bei einer strengeren Behandlung muBte auch die absolute Konzen
tration, die Menge jede3 Elements, in Betracht gezogen werden, die vor allem 
bei sehr seltenen Elementen eine Rolle spielen wird. 

Damit wird eine neue Regel fUr die Ableitung der Temperaturskala auf
gestellt: nieht einen gleiehen Elektronendruck fUr aIle Elemente anzunehmen, 
sondern einen so1chen Elektronendruck;.daB bei der dazu gefundenen Temperatur 
des Maximums sein Produkt mit der relativen Konzentration einen konstanten 
Wert hat. Da Miss PAYNE in der Aufstellung ihrer Table XX zum· Teil tiefere 
Temperaturen verwendet hatals ublich (in dem Bestreben, Oberflachentem-. 
peraturen statt effektiver Temperaturen zu benutzen), findet sie diese in ihrer 
definitiven Temperaturskala1 wieder. Diese lautet: BO 20000°, BS 15000°, 
AO 10000°, A5 8400°, Fo 7500°, GO 5600°, Ko 4000°, K5 3000°, Ma 3000°. Da 
die Maxima hier nieht so sieher sind, daB sie gegen das Zeugnis del' Titanoxyd
banden eine Gleiehheit der Temperatur fUr KO und Ma feststellen konnten, 
mussen die beiden letzten Werte etwas auseinander geriickt werden. 

In einer spateren Untersuchung leitet Miss PAYNE aus der Ionisationsformel 
Kurven ab, die die Beziehung zwischen Ionisationsgrad (x in den Formeln), 
Temperatur und Elektronendruck in verschiedener Weise zum Ausdruck bringen2. 
Diese konnen fur die Ableitung des Druckes aus den Linienintensitaten in ver
schiedenen Stemen benutzt werden. Auf der Harvardsternwarte wurde in del. 
letzten Jahren, namentlich durch die Arbeiten von Miss C. H. PAYNE, TH. DUN
HAM und F. S. HOGG3, die Bestimmung der Linienintensitaten durch Anwendung 
von photometrischen Methoden verbessert und verfeinert; dabei wurde auch 
die Intensitatsverteilung innerhalb der breiteren Linien gemessen. Die dabei 
hervortretenden Erscheinungen haben noch nicht aIle eine ausreichende theo
retische Erklarung gefunden. Die Intensitat der Linien nimmt im allgemeinen 
zu von Klasse F bis Klasse M, und in diesen Klassen auch von den Zwergen 
zu den Riesen; an der roten Seite des Spektrums ist sie geringer als an der vio
letten Seite, Es scheint, als ob die Absorption bei einer geringeren Strahlungs
zufuhr zunimmt4 • Fur einige c-Sterne (Obergiganten) wird .die Breite der Ca+
Linien H und K groBer gefunden als fUr andere Sterne. Die Anzahl der Ca+
Atome oberhalb der Photosphare, die durch Anwendung der UNSOLDschen Formel 
gefunden wurde, nimmt von A bis G oder K stark zu; ein Maximum, wenigstens 
fUr die Riesensterne, scheint bei K5 aufzutreten, wahrend die M-Sterne eine 
Abnahme zeigen. Der Elektronendruck, aus dem Verhiiltnis der Ca+- zu den 
Ca-Linien abgeleitet, nimmt von G nach M von 10-5 auf 10-9 Atm. ab5• 

47. Direkte Bestimmung der Menge der wirksamen Atome in den Stern
spektren. Vor den Untersuchungen UNSOLDS muBte angenommen werden, daB 
die Intensitat einer Absorptionslinie in verwiekelter Weise von Atomzahl, An
regungszustand und Ubergangswahrscheinlichkeit abhangt, wiihrend die sub
jektive Skale, in der die Intensitatsangaben ausgedruckt wurden, sich noch mit 
der Wellenlange andern kann. Ein Mittel, diese Schwierigkeiten zu umgehen, 
bieten die Linienmultiplette. Fur die Linien eines Multipletts, fUr die Atomzahl 

1 L. e. S. 139. 2 WashNatAeFroe 12. S. 717 (1926). 
3 Harv Bull 858 und 859 (1928); Froe Am Ae A Se 61, S. 459 (1926); Wash Nat Ae Froe 

14. S.88, 399 (1928). 
4 Harv Cire 307 (1927). 
5 Wash Nat Ae Froe 14, S.405 (1928); Harv Cire 334 (1928). 
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und Anregungszustand dieselben sind, gilt, daB die Ubergangswahrscheinlich
keiten in einfacher Weise nur von den Quantenzahlen abhiingen und von den 
Parametern, die den physischen Zustand bestimmen, unabhiingig sind. Wenn 
man weiB, daB fUr die drei Linien l4590, 4564, 4534 des P - D-Dubletts von 
Ti + diese Werte1: 5 : 9 sind, so sind diese Linien durch Anzahlen von Atomen 
produziert worden, die auch in dem Verhiiltnis 1: 5 : 9 stehen; die von ROWLAND 
geschatzten Intensitiiten (in diesem Falle 3, 4, 6) k5nnen dann als Funktion 
von Atomzahl und Weilenliinge kalibriert werden. 

Diese Methode ist zuerst von ADAMS und RUSSELL auf die von ROWLAND 
benutzte Skala von Intensitaten der FRAUNHoFERlinien angewandt worden 1. Sie 
konnten im ganzen 228 Multipletts mit 1288 Linien verwenden, zu denen Fe, 
Ti, Cr, Ti + , Ni, V, Mn den Hauptbeitrag lieferten. Das Material war durch eine 
FormellogN = B (l)logA (R) darzusteilen, wo logA als Funktion der ROWLAND
intensitat R von 4,17 fur R = 40, 3,21 fiir R = 10, 0,52 fur R = 1 zu -1,80 
fur R = 0000 u bergeh t, und der Korrektionsfaktor B = 1,41 fUr l 3000, 1,15 fur 
},4000, 1,00 fur ), 5000,0,89 fUr A. 6000 ist. Es.ist dabei zu beachten, daB jedes 
Multiplett sich nur uber einen klein en Bereich in }, erstreckt, also die relative 
Atomzahl fUr in l stark verschiedene Linien nicht bestimmt werden kann; 
es soil also in der Formel fUr logN noch eine unbekannte additive FunktionF(},) 
hinzugedacht werden. 

Durch eine Vergleichung von Aufnahmen von Sternspektren, die mit dem 
100 inch-Teleskop der Mt. Wilson-Sternwarte hergestellt waren, mit dem Sonnen
spektrum wurde die ROWLANDsche Skala mit ihrer Kalibrierung auf die Stern
spektren ubertragen. So konnte fur jede Linie die Anzahl der im Sternspektrum 
wirksamen Atome im Verhaltnis zu der entsprechenden Anzahl fur die Sonne 
abgeleitet werden. 

Die Anzahl Atome in dem Ionisationsgrad r und dem Anregungszustand s 
in einer atmospharischen Schicht wird bestimmt durch die Gleichungen 

1 M T+ 1 - 5040I, + 1 n + 1 U T+ 1 649 _og MT - ---T- ogp ogu;:- - , , 

1 M" 5040E" 'l u" og-- = - --- -r og-, 
MT T UT 

wo die u Gewichtszahlen, Ir und Er• das Ionisationspotential und das Anregungs
potential bedeuten. Multipliziert man eine Anzahl dieser Gleichungen, und 
setzt man 

so wird 

10 + II + ... 1"-1 + Er• = Fr., 
n 

log p - 6,49 = logd , 

1 }VI" 1 U" 5040 F 1 d og -M = og - - -T ra + r og . 
o Uo 

1st von den Atomen in diesem Zustande eine Fraktion x wirksam in der Produk
tion einer bestimmten Linie, so wird, wenn man das Gewicht, in dem Grundzu
stand als Einheit ausgedruckt, mit W bezeichnet: 

5040 
lognx = log xno W rs - -y Frs + r log d . 

Integriert man vertikal uber alle Schichten, so ist T konstant zu nehmen, d aber 
veranderlich, und in dem Resultat wirkt ein Mittelwert D, zu dem ein mittlerer 
Elektronendruck P e geh5rt: 

logD + 10gPe = 1logT - 6,49, (113) 
5040 

logNx = logNo + logxWrs - y-Fr• + rlogD. (114) 

1 Ap J 68, S.9 (1928). 
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Wenn man nun zwei Sterne vergleicht, so wird, weil die GroBen 'x und W nur 
von den Quantenzustanden abhangen: 

N~ N'o (1 1 ) D' log N", = log No + 5040F,. T - T' + rlog n · (115 ) 

Fur die Bogenlinien verschwindet der letzte Term (r = 0). Zeichnet man die aus 
der Beobachtung gewomienen Werte log N~/ N", gegen die AnregungspotentialeF (fiir 
BogenlinienEo.) als Abszissen, so sollten die Punkte auf einer Geraden liegen, 
,deren Neigung die Differenz der reziproken Temperaturen angibt. Aus der Sonnen
temperatur T wird also die Sterntempe'ratur T' gefunden. Der Schnittpunkt 
mit F = 0 gibt das Mengenverhaltnis im Grundzustand logN6jNo. Fur die 
Funkenlinien findet man eine ahnliche Gerade, aber gegen die vorige urn den 
Betrag log D' / D vertikal verschoben. Ihre Vergleichung gibt also das Verhaltnis 
des effektiven Elektronendruckes in beiden Atmospharen. Der Schnittpunkt 
dieser Linie mit Fro ~bt die relative Anzahl der rfach ionisierten Atome im Grund
zustand logN~/Nr in beiden Stemen. 

Die beobachteten Werte von y = logN~/N", zeigen nicht den erwarteten 
linearen Verlauf mit E •. Vergleicht man.das reichste Material, das der Fe-Linien, 
fur ~Orionis und ~Scorpii, so wird fUr steigendes E .. das negative i1y/i1E all
mahlich geringer;' es sind' in' jenen raten Riesensternen zu viel Atome in den 
hochsten Anregungszustiinden, wenn die Temperatur durch die niederen E 
bestimmt wird. 

B. GERASIMOVIC findetl, daB die Anomalie besonders von dem 6. Zustande 
(Anregung:;potential 4,94) an sprungweise auftritt, und sucht eine Erklarung 
dafUr in einer Abweichung vom thermodynamischen Gleichgewicht, die durch 
starke Absorptionen im Ultraviolett bewirkt wird. 

Die Sterne, die in Temperatur weniger von der Sonne abweichen, wider
sprechen dem Bestehen eines ahnlichen Effekts im schwacheren Grade nicht. 
Deshalb wird X = 1,05 E - 0,087 E2 als neues Argument eingefuhrt, und aus 
der Neigung S in y = Yo + SX die Temperatur bestimmt. Die gefundenen 
Temperaturen (hauptsachlich durch Fe und Ti bestimmt) sind fUr 

IX Ori IX Seo IX Boo r Cyg Sonne IX Per IX CMi IX CMa 
2520° 2620° 3380° 4950° (5300°) 5940° 6900° 8700° • 

Dies sind atmospharische Temperaturen, fUr die 0,88 mal die effektive Temperatur 
angenommen werden, darf; die Dbereinstimmung mit anderweitigen Daten ist 
vo1lig zufriedenstellend. 
, Vergleicht man nun die relativen Mengen fUr die neutralen und die ionisierten 

Atome desselben :Elements, so findet man log NO/No , und damit den relativen 
Elektronendruck fur 

Fe Fe+ Ti Ti+ Se Se+ log ~ (Fe) (Ti) (Se) . 
IX Orionis. 2,10 1,42 2,96 1,36 2,96 1,58 -8,34 -6,64 -6,32 
r Cygni 0,27 2,24 0,03 1,91 1,98 -2,60 -2.45 
Sirius -2,74 -0,78 -2,06 -1,31 -1.45 +1,50 +2,11 

Wollte man die relative Menge von Fe und Fe+ bei gleichem Elektronendru,ck 
nach der Formel berechnen, so wiirde man bei ~Orionis 108mal weniger, bei 
Sirius 102mal mehr ionisierte Atome finden, als tatsachlich der Fall ist. Die 
relative Menge ionisierter und neutraler Atome andert sich mit der Tempera,tur 
viel weniger rasch als nach der Formel zu erwarten ware. Die Erklarung wird 
wahrscheinlich darin gesucht werden mussen, daB bei diesen Riesensternen 
mit ihrer geringen Gravitation durch den Strahlungsdruck ausgedehnte Chromo-

1 M N 89, S.89, S.272 (1929). 
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spharen entstehen, in denen sehr graBe absorbierende Massen hauptsachlich 
ionisierter Atome unter auBerst geringem Druck vorhanden sind. 

48. Verbesserte Ionisationsformeln fUr Sternatmospharen. In den bis
herigen theoretischen Untersuchungen wurde die Ionisationsformel auf eine 
Gasmasse bestimmten Druckes und bestimmter Temperatur angewandt. Es 
wurde dabei angenommen, daB diese GroBen mittlere Werte fUr die in Betracht 
kommenden atmospharischen Schichten darstellten und daB ihre Variation 
innerhalb dieser Schichten vernachlassigt werden konnte. MILNE hat diese 
Unbestimmtheit aufzuheben versucht, indem er die Anzahl der bis zu einer 
bestimmten optischen Tiefe vorhandenen Atome verschiedenen Ionisations- und 
Anregungszustandes berechnetl. Weil sowohl der Ionisationszustand als der 
Absorptionskoeffizient von dem Elektronendruck abhangen, wird dieser als 
unabhangige Veranderliche eingefUhrt. Weiter konnte fiir diese Schichten die 
Temperatur praktisch als konstant angenommen werden, da aile bisherigen 
Resultate eine starke Absorption der Sonnengase zeigen, so daB wir nur bis zu 
einer geringen Tiefe in die Atmosphare hineinsehen. Wir setzen den Totaldruck 
= p, den Elektronendruck = P, die Fraktionen, die nicht, einmal, zweimal ... 
ionisiert sind, = xo, Xl' X2, ••• , ihre wirkliche Anzahl pro Quadratzentimeter bis zu 
der Tiefe, die wir in Betracht ziehen, = No, N l' N 2, •.. , total N, die Anzahl Atome 
eines Elements pro Volumeinheit = n, ihre Masse = m, ihre Menge als Fraktion 
der ganzen Atmosphare = f. Dann ergibt die Ionisationsformel (unter Ver
nachlassigung der Faktoren 1 + 1: q"xn) fiir die erste Stufe: 

~~P=K(T), K= ~(2:n;hr:);(kT)!e-1.IkT. (116) 

Weiter haben wir 

J: ~I ndh ~~[ dP, N, ~ f x,ndh~ ~.f x,dP, I (117) 

1\1- (xlndh--{xldP. 
J mg. 

Die Beziehung zwischen optischer Tiefe und Elektronendruck wird gegeben 
durch 

(118) 

wo " den Massenabsorptionskoeffizienten darstellt. Ware" konstant zu nehmen, 

so hatte man einfach 1: = ~ p. Nach der KRAMERsschen Formel ist jedoch 
g 

diese Absorption eine Funktion von Druck und Temperatur: 

,,= IXP(kT)'. = IX'P, (119) 

wo IX' innerhalb der in Betracht kommenden Schichten konstant zu nehmen ist. 
Dann wird 

1: = ;' f Pdp. 

Die Beziehung zwischen dem Gesamtdruck p und dem Elektronendruck P hangt 
von dem Ionisationszustande des Gases oder der Atmosphare im ganzen ab und 
ist von Fall zu Fall verschieden. Wahrend in jeder Sternatmosphare, als Mischung 
vieler Elemente, die Verhaltnisse sehr verwickelt sind, werden einige vereinfachte 
Falledurchgerechnet, die in verschiedener Weise eine Annaherung an die wirk
lichen Verhaltnisse darstellen. 

1 M N 89, S. 17 (1928). 
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Der einfachste Fall ist der eines einfachen Gases, das teilweise (zu dem 
Betrag x) ionisiert ist. Dann ist 

also 

Mit 

x 
1 - x 

K 
P' 

x P 
1 + x P' 

K P P __ p!,~_2K 
Xl = P+ K' Xo = P+ K' - K· 

diesen Werten, substituiert in die obigen Formeln, findet sich 

N- B P(P+2K) B p2 
- mg --K--' No = mg K' 

T = ;' P2(1 + ~ ~). 

NI = _B 2P'j mg 
( 120) 

Nach der alten, fur eine einzige Schicht geltenden Formel war nl/nO = K/P; 
hier wird NI/No = 2K/P gefunden; also war der damals gefundene mittlere 
Elektronendruck gleich der Halfte des nun gefundenen Elektronendruckes der 
unteren Grenzschicht. 

Fur den Fall, daB nur einmal und doppelt ionisierte Atome vorhanden 
sind, werden die Formeln viel verwickelter, wie das ubrigens bei allen weiteren 
Fallen zutrifft. Setzt man die Ionisierungsfraktion gleich y, also x2 = y, 
Xl = 1 - y, Xo = 0, so wird 

K 
Y=P+K; p = P 2: P ---± 3 K 

P+2K' 
(K bedeutet hier K 2 , die mit dem zweiten Ionisierungspotential X2 bcrechnete 
I onisierungsfunktion). Damit findet sich 

mg P+ 2K' N = -~p~P+ 3K 1 
N = _B J.-~. d( 2P2 + 3P K) = _B {2P(P + K) _ Kln(1 + ~)} 

I n:gjP:K (2;:~;K') ~g{ ;;2K (. p)2}K l (121) 

N 2 = m g P + K d P + 2 K = mg P + 2 K + KIn 1 + 2K' I 
T = ;' {p2 - 2K2ln(1 + :K) + ::~~}. 

Wenndie Atome eines Elements ionisiert zu werden anfangen, wahrend die 
meisten Atome anderer Elemente schon vollstandig ionisiert sind, wird der Elek
tronendruck durch letztere bestimmt und ist gleich der Halite des Totaldruckes 
anzusetzen. Dann ist alsop = 2P; mitxo =P/(P + K) undxI = K/(P + K) wird 

N=_B 2P, 1 
mg 

No = ~Bg [p - Kln(1 + ~)l, I 
NI = ~~Kln(1 + ~), 

(122) 

0(1 
T = _P2. 

g 

Diese Formeln k6nnten z. B. gelten fUr den Fall des Wasserstoffs bei nicht 
hoher Temperatur, weil sein Ionisationspotential ziemlich hoch liegt. Noch 
richtiger ware es, obgleich dann die Formeln verwickelter werden, die Ionisierung 
der anderen Elemente und daher den Elektronendruck veranderlich anzunehmen, 
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abhiingig von einem durchschnittlich niedrigen Ionisierungspotential Xo' In 
diesem FaIle wird fiir den Durchschnitt dieser Elemente 

x Ko 
1- x P' also p = pP~2Ko. 

o 

Weiter ist fUr das betreffende Element 

also 
N = _8_ P(P + 2Ko). 

mg Ko ' 

N =_e_f_~dP2+2KoP 
o mg P + K Ko 

= meg ~Jp2 + 2P(Ko - K) - 2K(Ko - K)ln(1 + ~)}, 
N = _8_f_~dP2 + 2KoP 

1 mg P + K Ko 

= n:g ~o {2P K + 2K(Ko - K) In(1 + ~)}, 
T = IX' p2 (1 + ~ .£..) . 

g \ 3 Ko 

(123) 

Durch die Formeln solcher Gestalt wird die Anzahl der absorbierenden Atome 
gegeben, die bis zu einer bestimmten optischen Tiefe mit einem bestimmten 
Elektronendruck vorhanden sind. Die verschiedenen Teile einer Absorptions
linie werden durch Schichten bis zu verschiedener optischer Tiefe erzeugt; das 
dunkle Zentrum durch die oberfliichlichen, die Randpartien durch die bis zu 
groBerer Tiefe reichenden Schichten. Vergleichbare Resultate iiber verschiedene 
Linien mrd man daher am einfachsten erhalten, wenn man in jeder Linie eine 
Stelle betrachtet, die zu der gleichen optischen Tiefe gehOrt, also die gleiche 
Schwiichung relativ zum kontinuierlichen Hintergrund zeigt. Nimmt man die 
Stelle, wo die Intensitiit ! ist (Halbwertsbreite), so wird T = t (vgl. s. 305); 
fUr diese Stelle ist Jsedx = 1, also JnlXdx = NIX = 1 zu setzen. Fiihrt man 
hier IX als Funktion der Wellenliingendifferenz gegen die Mitte der Linie ein, 
so findet man N; je groBer die Halbwertsbreite der Linie, urn so kleiner ist IX, 
urn so groBer wird N, die Anzahl der wirksamen Atome, gefunden. 

Auf dieser neuen Grundlage hat nun MILNE seine friiheren Untersuchungen 
uber die Maxima der Absorptionslinien wiederholt. 1st ein neutrales Atom 
angeregt zu einem Zustande mit Anregungspotential Xl (Gewicht qo), so wird 
der Bruchteil der Atome in dies em Zustande gegeben durch: 

N' q' _.-" - -"- e- (1. - 'r')/kT - AS N - .1 '-1 - o· 
o qo 

(124) 

Das Maximum einer von diesem Zustande absorbierten Linie wird bestimmt 
durch das Maximum der Atomzahl AoNo. MILNE hat diese Rechnungen durch
gefUhrt sowohl unter der Annahme eines konstanten Absorptionskoeffizienten "', 
wobei T=P"'/g wird, als fUr den Fall der KRAMERsschen Formel. Fur die erste 
Annahme wird in dem Fall der einfachen Ionisation eines Elewents: 

N' __ 8_ p2 AS 
0- mg K o· 
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Fur das Maximum ergibt die Differenzierung nach T 

dN~ = ° = 2dP _ dK + dA~ '0 = dP(2 + 2KP) - PK: dK , 
N~ P K A~' 

wo durch Elimination von d P und Einfiihrung von 

dK = Xl + 2,SkT dT dA~ = Xl- X~ dT 
K kP , A~ kTZ 

als Bedingung fiir das Maximum der Linie gefunden wird: 

P X~ + 2,SkT 
K = XI- X~ (125) 

Es ergibt sich hier, zuHillig, genau die gleiche Formel, die in der friiheren Berech
nung [Formel (55), Zif£' 41] die gegenseitige Abhangigkeit von P und T be
dingte. Auch" ist hierin auszudriicken, so daB bei einer genauen Kenntnis 
der physischen GroBe" Temperatur und Grenzelektronendruck fur das Maximum 
einer Absorptionslinie theoretisch zu berechnen waren. Es ergibt sich aus dieser 
Formel, daB die Maximaltemperatur noch durch die Wahl von r bestimmt wird; 
fur die Mitte einer Absorptionslinie, fur die nur die hochsten Schichten mit ge
ringem P mitwirken, muB sich eine tiefere Temperatur T der maximalen Inten
sitiit ergeben, als fur die iiuBeren Flugel der Linie, die in groBerer Tiefe mit 
hoherem P entstehen. 

Fuhrt man nun eine numerische Berechnung des Absorptionskoeffizienten 
fur die Sonne (g = 2,7.104, T = 5740°) und Capella (g = 6,1 .102, 

T = 5200°) durch, wobei fur beide der gleiche Ionisationszustand angenommen 
wird (Maximum fur eine Linie mit xi = 3,0 V bei Xl = 7,5 V), so findet sich 
logK = +2,33 und +1,54, also urn einen Faktor 7 verschieden. Das Verhiiltnis 
P/K wird 1,91 und 1,87, also nahezu gleich, wie auch der Ionisationsgrad x = 
K/(P + K) nahezugleichgefunden wird: 1/2,91 und 1/2,87; der Elektronendruck 
in der Grenztiefe ist in der Sonne daher auch 7mal groBer. Mittels der Bezie-

hungen 7: = J" e dh = t und P = g J edh = 1 -; x P = 3,91 P und 3,87 P 

findet sich p = 1550 (Sonne) und 230 (Capella), und " = ig/P wird zu 6 fiir 
die Sonne, zu 0,9 fur Capella. In Capella ist die Absorption also 7mal geringer 
als in der Sonne in der Grenztiefe, wo der Druck auch 7mal geringer)st. Wenn 
der Massenabsorptionskoeffizient unabhiingig von dem Drucke wiire, muBte 
man in den Riesenstern, mit 45 mal geringerer Schwerkraft als die der Sonne, bis 
zu einer Tiefe mit 45 mal geringerem Druck hineinsehen, urn die gleiche Masse 
zu durchqueren. Durch die groBere Transparenz des diinnen Riesensterngases 
sieht man jedoch siebenfach tiefer, bis zu einem 7mal geringerem Druck, hinein. 

Diese Zahlenergebnisse zeigen, daB ein veriinderlicher Absorptionskoeffizient 
nach der KRAMERsschen Formel vorzuziehen ist. Fur die Konstante dieser Formel 
findet sich dann logiX = 0,6 und 0,4 - 57 nach der Formel iX = "P-l(kT)i. 
Der nach der KRAMERsschen Formel berechnete Ausdruck 

Z2 80 e6 h2 
iX = - - 1 (126) 

m n2Y3 c(21lm.)! 

liefert (Z und m fUr Ca eingesetzt) 2,83/.10- 57 ; 1 ist der Korrektionsfaktor, 
der die elliptisch-hyperbolischen Obergiinge (Ionisationen und Wiedervereini
gungen durch StoB) mit in den fiir hyperbolische Obergiinge berechneten Aus
druck hineinbezieht. Die Obereinstimmung ist in jeder Hinsicht gut, und sie 
zeigt, daB 1 keine sehr groBe Zahl sein kann. 

Die Durchfiihrung der Berechnung der Intensitiitsmaxima mit dieser Formel 
findet in derselben Weise wie oben statt; nur kommt in dem Ausdruck fUr dT: 

Handbuch der Astrophysik. III. 22 
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ergibt sich, daB ein Maximum fiir eine Nebenserie nicht auftreten kann, wenn 
das Anregungspotential kleiner ist als ein Drittel des Ionisationspotentials: 
Xl - xf < -l Xl; dann findet stets eine Abnahme mit steigender Temperatur 
statt. In den anderen Fallen treten nun aber Unstimmigkeiten auf, indem 
die Anderung der wirksamen Atomzahl mit der Temperatur nicht eine einfache 
Zunahme zu einem Maximum und dann wieder ein Minimum zeigt. Wendet 
man z. B. dieFormeln (122) S. 335 aufWasserstoff an, so findet sich die Anzahl 
der nichtionisierten Atome und die Anzahl in dem 2. Quantenzustand, bei 
dem sie die BALMER-Serie absorbieren (fiir logg = 4,02 des Sirius): 

log T = 3.6 3.8 4,0 4,2 4,4 4.6 4.8 5.0 5.2 
logNo= +2,4 +2.9 +3.1 +1.6 +0,4 -0.2 -0.4 -0.4 -0.3 
logN~= -10,3 -5.2 -1.9 -1.6 -1.6 -1.5 -1.2 -0.9 -0.6 

Die Anzahl der nichtionisierten Atome, statt von einem Hochstwert regelmaBig 
abzunehmen, zeigt bei 8000 0 ein Maximum, und nachher ein sehr flaches Minimum; 
die Anzahlder Atome in dem Grundzustande der BALMER-Serie wird bei 20000° 
constant, als ob sie einen Hochstwert erreicht, nimmt aber dann nachher lang
sam weiter zu. Der Grund liegt darin, daB nach der KRAMERsschen Formel mit 
steigender Temperatur die Transparenz der Atmosphare immer groBer wird und 
die groBere Tiefe, in die man deshalb hineinsieht, die Abnahme der Haufigkeit 
der wirksamen Atome mehr als kompensiert. Dieselbe Unstimmigkeit findet 
MILNE bei den Ca+-Linien; mit konstantem" muB, urn einen gleichen Wert wie 
bei der Sonne und bei Sirius zu erhalten, das Maximum bei einer Temperatur 
von 5000° angenommen werden; mit der KRAMERsschen Formel verschwindet 
das Maximum iiberhaupt. 

Eine Vergleichung der theoretischen Rechnungen MILNES mit den Resul
taten der Harvardspektrogramme wurde zuerst von Miss C. H. PAYNE und Miss 
E. T. R. WILLIAMS angestelltl, namentlich in bezug auf die Voraussage, daB 
fiir die Fliigel einer Absorptionslinie das Maximum bei einer hoheren Temperatur 
auftreten muB als fiir das Zentrum. Ihre Messungen an den Wasserstofflinien 
in den A-Stemen zeigen jedoch gerade das entgegengesetzte Verhalten: fiir die 
zentralen Teile (r = 0,48) liegt das Maximum zwischen AO und A2, nahe bei 
AO, fUr die Fliigel (r = 0,96) zwischen A3 und AS. Dies gibt in exakt-numeri
scher Form die bekannte Tatsache wieder, daB die meisten Sterne der Klassen 
A2 bis AS sehr breite verwaschene Wasserstofflinien haben. Da die Wasser
stofflinien vielen anderen Einfliissen unterworfen sind und ihre groBe Breite 
zweifellos ein Druckeffekt durch elektrische Nahewirkungen ist, bedeutet dies 
keinen wirklichen Widerspruch zwischen Theorie und Praxis. 

Spater hat Miss PAYNE eine allgemeinereDiskussion durchgefiihrt 2• Zu
erst wurde auf Grund der vielen photometrischen Messungen von Linienkonturen 
der starksten Linien (fiir r = 0,83) und damit geeichten Intensitaten anderer 
Linien das Maximum fiir verschiedene Elemente genauer bestimmt und ge
funden: 

H 
He 
0+ 
Mg+ 
Si 

Ca+ 
Ti+ 
Fe+ 
Sr+ 
Ba+ 

K2 
F5 
F5 
K2 
M? 

Dagegen zeigten Ca (l 4435) und Fe kein Maximum fiir Linien mit geringem 
Anregungspotential, in Dbereinstimmung mit MILNES SchluBfolgerung. Indem 

1 M N 89. S,526 (1929). 2 HarvBull 867 (1929). 
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die Temperaturen dieser Klassen als bekannt angenommen wurden, konnten 
aus dem Maximum der Elektronendruck und der Totaldruck in der Grenzschicht 
der bekannten, zu r gehorenden optischen Tiefe abgeleitet werden; die Formeln 
fUr 1: ergeben dann (x//g (oder x/g), also bei bekanntem g einen Wert fUr ()(,' und 
fUr den konstanten Koeffizienten ()(, der KRAMERsschen Formel. Die Ergebnisse 
zeigen sehr groBe Differenzen, die sogar den Faktor 1010 erreichen und also 
vollig auBerhalb der Moglichkeit der Erkliirung mittels des Faktors t (FormeI126) 
liegen. Miss PAYNE schlieBt, daB diese beobachteten Maxima mittels der MILNE
schen Theorie Absorptionskoeffizienten liefern, die erheblich groBer sind als 
die theoretisch berechneten und fiir verschiedene Substanzen verschieden zu 
sein scheinen. 

49. Die relative Menge der Elemente. Der EinfluB der relativen Menge 
der verschiedenen Elemente in einer Sternatmosphiire auf die Sichtbarkeit der 
Linien wurde zuerst von H. H. PLASKETT in seiner Abhandlung "The Spectra 
of three 0 Type Stars"l hervorgehoben. Er nimmt an, daB es fiir die Schwellen
erscheinung einer Linie n6tig ist, daB die Atome einen bestimmten Prozentsatz 
des Lichtes fortnehmen. Jedes Atom nimmt h'/J aus der durch die PLANcKsche 
Formel gegebenen Strahlung ] ('/J) d'/J; die Anzahl dieser Atome (fUr neutrale 
Linien) ist dem Produkt a (1 - x) proportional, wo a die Hiiufigkeit der Atome 
dieses Elements bedeutet. Dann wird a (1 - x) hv = Konst .. ] ('/J) d'/J sein miissen, 
wo die Konstante fiir verschiedene Elemente gleich zu nehmen ist. Nach einer 
von MILNE angegebenen Korrektion2 muB anstatt J(v)dv der reziproke Wahr
scheinlichkeitskoeffizient 1/B12 gesetzt werden. Fiir das a wird versuchsweise 
angenommen, daB die relative Menge der Elemente in der Sonnenatmosphiire 
und in den Sternatmosphiiren dieselbe ist wie in der Erdkruste. Dafiir werden 
die Werte von CLARKE und WASHINGTON umgerechnet auf Atomanzahl; fiir 
einige derwichtigsten Elemente findet man so: 054,94; Si 16,23; H 15,46; Al4,95; 
Na 2,03; Ca 1,50; Fe 1,48; Mg 1,43; K 1,09; Ti 0,24; C 0,21; N 0,G38; Mn 0,035; 
Cr 0,021; V 0,013; Li 0,013; Ba 0,0098; Zr 0,0095; Ni 0,0091; Sr 0,0065. PLAS
KETT weist darauf hin, daB in dieser Weise der auffallende Dnterschied in dem 
Verhalten von Ba und Na erkliirt werden kann; bei einem Wert 1 - x = 0,02 
wiirde die Anzahl der Na-Atome noch zur Erzeugung kriiftiger Linien aus
reichen, wiihrend die Ba-Linien unsichtbar werden. 

Miss PAYNE hat in ihrer schon angefiihrten Monographie3 diese Frage von 
der anderen Seite angefaBt. Aus Beobachtungen uber die Schwellenerscheinung 
bestimmter Linien (d. h. iiber die Spektralklassen, wo sie erscheinen und ver
schwinden) wird mittels der IonisationsfQrmel und Pe = 1,34.10-4 die relative 
Konzentration der betreffenden Atome berechnet. Man darf annehmen, daB 
bei kaum sichtbaren Linien die ganze iiber der Photosphiire liegende Masse von 
Atomen an der Bildung der Linie mitwirkt, wiihrend bei "gesiittigten" Linien die 
ganze Absorption in einer relativ dunnen Schicht stattfindet. Dnter der Voraus
setzung, daB die Atome aller Elemente den gleichen atomaren Absorptionskoeffi
zienten besitzen, muB die wirksame Anzahl bei allen die gleiche sein, also die Menge 
des betreffenden Elements der berechneten relativen Konzentration umgekehrt 
proportional sein. Miss PAYNE findet in dieser Weise fiir loga (Tab. XXVIII): 
H 11, He 8,3 und 12 (aus He+); Mg 5,6 und 5,5 (aus Mg+); Si 4,8,4,9 (aus Si++) 
und 6,0 (aus Si+++); Na 5,2; Al 5,0; Ca 4,8 lind 5,0 (aus Ca+); Fe 4,8, Mn 4,6; 
C 4,5 (aus C+), Zn 4,2; Ti 4,1; Cr 3,9; K 3,5; V 3,0; Sr 1,8 und 1,5 (aus Sr+);. 
Ba 1,1 (aus Ba+); Li 0,0. Die Reihenfolge dieser Zahlen stimmt, wenn man 
von H und He absieht, im allgemeinen mit der Reihenfolge der irdischen Hiiufig-

1 Publ Dom Astroph Obs Victoria 1, S.372 (1923). 
2 Obs 46, S. 119 (1923). 3 Stellar Atmospheres S. 177-189 (1925). 
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keit uberein. Das Fehlen von Elementen, die auf der Erde relativ haufig sind 
(0, Cl, P), ist meist dem Fehlen geeigneter Linien in den der. Untersuchung 
am besten zuganglichen Wellenlangen zuzuschreiben. Man darf also annehmen, 
daB die prozentuelle Zusammensetzung der Erde und der Sterne irn allgemeinen 
die gleiche ist. Die auftretenden Abweichungen fUr H und He sind vielleicht 
nicht einmal reell, sondem dem besonderen Verhalten der Linien dieser Elemente 
zuzuschreiben. , 

Die Verschiedenheit der Sternspektren erweist sich also als eine reine Tem
peraturwirkung, wobei als Grundprinzip angenommen werden kann, daB aile 
Sterne die gleiche materielle Zusammensetzung haben, und zwar dieselbe wie die 
Erde. 

Trotzdem bleiben noch einige Erscheinungen ubrig, die in diese Erklarung 
nicht hineinpassen. LOCKYER und BAXANDALL haben die Aufmerksamkeit auf 
den A-Stern i\:Andromedae gelenktl, der sich von den anderen Stemen dieser 
Klasse durch starke Linien des Mangans unterscheidet. Ob hier eine wirkliche 
Abweichung in der materiellen Zusammensetzung eine Rolle spielt, steht noch 
dahin. KIESS hat in dem Spektrum von 12 Canum venaticorum eine groBe 
Anzahl Linien von Europium und Terbium aufgefunden 2• Miss PAYNE weist 
auf zwei abnorme Gruppen von A-Stemen hin3, die sich durch ungewohnlich 
hohe Intensitaten der Si+-Linien bzw. der Sr+-Linien auszeichnen. GERASI
MOVIe und STRASHNY auBern die Ansicht4, daB die Starke dieser Linien nicht 
den Sternatmospharen selbst, sondern absorbierenden Gaswolken zugeschrieben 
werden muB. 

Gegen die Erklarung aller Verschiedenheiten der Spektralklassen durch 
Temperatur spricht auch die Spaltung der Spektralserie am unteren Ende in 
den M-, den N- und den S-Ast; daB in diesen Asten Titanoxyd, Kohlenstoff 
und Zirkon die Molekularbanden erzeugen, weist auf eine reelle materielle Ver
schiedenheit hin. 

e2) Die absolute Helligkeit der Sterne. 

50. Der EinfluB der Gravitation. In seinen erst en Abhandlungen hat 
SAHA sofort darauf hingewiesen, daB die Verstarkung der Funkenlinien in den 
Spektren der Riesensterne nach der Ionisationsformel als eine Wirkung des 
geringen Druckes zu erklaren ist. Die Beziehung zwischen Ionisation und ab
soluter Helligkeit ist dann von PANNEKOEK naher untersucht worden 5. 

N ach der aus der einfachen SCHW ARZSCHlLDschen Theorie einer Atmosphare 
im thermodynamischen Gleichgewicht abgeleiteten Formel (61) (S.293) stammt 
das austretende Licht hauptsachlich aus einer urn so groBeren optischen Tiefe, 
je kleiner der Absorptionskoeffizient k und je groBer die Intensitat ist. Die 
optische Tiefe t hangt dabei mit der linearen Hohe z durch die Beziehung 
dt = -kedz zusammen. Mit dieser optischen Tiefe steht der Druck in einfachem 
Zusammenhang, da dP = -gedz ist. Daraus ergibt sich dp = (g/k)dt. Falls 
der mittlere Absorptionskoeffizient als konstant zu betrachten ist, ist dafiir 
p = (g/k)t zu schreiben. Die Werte des Druckes bilden also eine Skala, die der 
optischen Tiefe proportional ist; in beiden ist die Dichte e in derselben Weise 
eliminiert, aber statt des Absotptionskoeffizienten tritt hier die Gravitations-
beschleunigung auf. . 

Vergleichen wir nun zwei Sterne, einen Riesenstern, an dessen Oberflache g 
klein ist, und einen Zwergstern mit groBem g. Bei kleinerem g gehort zu jedem 

1 London R S Proc 77 A, S. 550 (1906). 
3 Stellar Atmospheres S. 169 (1925). 
6 BAN 1, S.115 (1922). 

2 Publ Obs Michigan 3, S. 106 (1923). 
4 AN 228, S.427 (1926). 
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bestimmten ein kleineres p; in den korrespondierenden Schichten gleicher 
optischer Tiefe, in die man hineinsieht und aus denen bestimmte Anteile des 
austretenden Lichtes stammen, ist in den Riesensternen der Druck p im Ver
haltnis der Gravitation geringer als in den Zwergsternen. Daher werden erstens 
die Absorptionslinien in den Riesen scharier sein; so erklart es sich, wie die 
Scharie der Linien zuerst zur Absonderung der Gruppe der c-Sterne fuhrte, 
die sich nachher als Supergiganten erwiesen. Dnd zweitens werden die Linien 
in den Riesensternen einen h6heren Ionisationsgrad aufweisen als in Zwerg
sternen gleicher Temperatur. 

Obgleich die gr6Bere Intensitat der Funkenlinien in den Riesensternen 
eine Wirkung des Druckes ist, kann man nicht von einem bestimmten niedrigeren 
Druck in diesen Sternen reden. DaB der durchschnittliche Druck oder der Druck 
in homolog liegenden Punkten geringer ist, ist nicht maBgebend. Von oben 
nach unten findet man in jedem Stern die gleiche Reihenfolge zunehmender 
Drucke; aber in einem Riesenstern geh6rt zu jeder gleichen Druckzunahme 
eine langere Strecke, d. h. eine gr6Bere Menge Materie, also ist schon bei einem 
geringeren Druck die Quantitat der Materie erreicht, die zur Absorption des 
tiefer entstehenden Lichtes ausreicht. 

In obiger Ableitung war k als eine Konstante angenommen; nach der 
KRAMERsschen Formel ist k jedoch eine Funktion der Temperatur und der Dichte. 
In diesem Faile gilt also die einfache Proportionalitat zwischen p und t nicht mehr. 
Aber noch immer werden bei zwei Atmospharen gleicher materieiler Zusammen
setzung, im Faile der Gleichheit der Temperatur T und der Gravitation g, 
die atmospharischen Schichten identische Dichten und Temperaturen besitzen 
(weil aile Beziehungen zwischen diesen GroBen identisch sind), also auch identische 
Spektren zeigen. Dnd in einem Stern mit kleinerem g werden die Schichten, die 
in gleicher Weise zu der austretenden Strahlung beitragen, aile einen geringeren 
Druck aufweisen, also starker ionisiert sein, als in einem Stern mit groBerem g. 

51. Die beiden Parameter der Sternspektren. Bei einer Sternatmosphare 
kann man nicht, wie bei einem isothermen Gase in Gleichgewicht, von Druck 
und Temperatur als den beiden die Ionisation und daher die Absorptionslinien 
bestimmenden GroBen reden, oder nur in dem verschwommenen Sinn von 
durchschnittlichem Druck und durchschnittlicher Temperatur ailer Schichten, 
die an der Bildung des Spektrums mitwirken. Aus der vorigen Ziffer geht hetvor, 
daB die beiden Parameter, die das Sternspektrum bestimmen,_ die effektive 
Temperatur und die Gravitationsbeschleunigung sind, diefiir jeden 
Stern einen bestimmten Wert haben. Die Sternspektren bilden eine zweidimen
sionale Gesamtheit, fur die diese beiden GroBen als Koordinaten auftreten. 

Praktisch werden auch die Sternspektren zweiditnensional geordnet nach 
Spektralklassen und nach absoluter Helligkeit. Diese Anordnung fant ungefahr, 
aber nicht genau, mit jener zusammen. Die Reihenfolge der Spektralklassen 
ist, wie sich im vorigen Kapitel ergab, eine Anordnung nach effektiver Tem
peratur, die aus den Linienintensitaten geschlossen wird. Da aber die Ionisation, 
die diese Intensitaten bedingt, nicht nur durch hohere Temperatur, sondern 
auch durch eine geringere Schwerkraft gesteigert wird, werden Riesensterne 
in eine weiBere, sog. friihere Spektralklasse eingereiht werden als Zwergsterne 
der gleichen effektiven Temperatur. DaB Riesensterne eine niedrigere Temperatur 
haben als Zwergsterne derselben Spektralklasse ist langst bekannt und von 
mehreren Forschern zahlenmaBig festgesteilt worden, Z. B. von HERTZSPRUNG1 , 

LINDBLAD2, BALANOWSKy3. Es ware in mancher Hinsicht zweckmaBiger, wenn 
1 Mean Colour Equivalents. Annalen Leiden XIV, 1. Stuk (1922). 
2 Ap J 49, S.299 (1919). 3 AN 226, S.394 (1926). 
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die Begriffe der Spektralklasse und der effektiven Temperatur sich deckten. 
Eine reine Temperaturklassifikation ware aus Linienintensitaten aufzustellen, 
wenn die Intensitat einer hoheren Serie mit der der Hauptserie bei demselben 
neutralen oder ionisierten A tom verglichen wiirde; einen ersten Schritt auf 
diesem Wege bilden die von ADAMS und RUSSELL abgeleiteten Temperaturen 
(Ziff. 47). In den Merkmalen der Harvardklassifikation kommt die relative 
Intensitat der BALMER-Linien (die sich empirisch wie Funkenlinien verhalten, 
d. h. mit abnehmender Gravitation zunehmen, aber Hochtemperaturlinien sind) 
und der Ca+-Linien H und K (die dem tiefsten Niveau dieser Atome entsprechen) 
dieser Bedingung ziemlich nahe. 1m allgemeinen sind die Merkmale der Spektral
klassifikation nach praktischen Riicksichten aufgestellt worden, in der Weise, 
daB sie bei sehr geringer Dispersion fiir schwache Sterne am unzweideutigsten 
erkennbar sein sollen; dabei treten Ionisationseffekte und Temperatureffekte 
miteinander gemischt auf. 

Als zweite Koordinate wird praktisch immer die absolute Leuchtkraft L 
benutzt. Zwischen den Linienintensitaten und den daraus abgeleiteten absoluten 
Helligkeiten besteht allerdings kein wirklicher physischer Zusammenhang. Da 
aber bei den Sternen die Verschiedenheiten der Gravitation g = G fLl R 2 (fL = Masse, 
R = Radius), bei der relativ geringen Verschiedenheit in Masse, hauptsachlich 
durch den Faktor R2 bestimmt werden, der auch als Faktor in der absoluten 
Helligkeit L = 4noR2 (0 = Oberflachenhelligkeit) auftritt, konnte praktisch 
eine Beziehung zwischen Linienintensitaten und absoluter Helligkeit gefunden 
werden. Dabei wird, statt der L, direkt eine GroBe 1/g bestimmt, die dem Aus
druck LlofL proportional ist, also, wenn 0 innerhalb jeder Spektralklasse konstant 
genommen werden darf, die Masse fL enthalt. Daher werden auch die aus diesen 
absoluten GroBen abgeleiteten spektroskopischen Parallaxen mit einem Massen-
faktor V-;; behaftet sein, ahnlich wie die dynamischen Parallaxen einen Massen
faktor jr,:t enthalten. Nun ist die Skala der L empirisch geeicht worden; falls 
der AnschluB an verschiedenen Punkten der Kurve richtig ist und die EDDING
TONsche Beziehung zwischen Masse und absolute Leuchtkraft genau gilt, miiBte 
diese Abhangigkeit von fL verschwinden. Eine Vergleichung der dynamischen 
und spektroskopischen Parallax en der Doppelsterne 1 zeigt jedoch, daB dies 
nicht der Fall ist und letztere ungefiihr den fit proportional verlaufen. Die 
zuweilen angewandte Methode, mittels der spektroskopischen Parallaxe aus einer 
Doppelsternbahn die Masse abzuleiten, muB daher zu unrichtigen Ergebnissen 
fiihren. 

52. Bestimmung der Masse aus Linienintensitaten. Die Intensitat der 
Absorptionslinien gestattet die Gravitation g = G fLl R2 zu bestimmen. Messungen 
von Parallaxen, zusammen mit Daten iiber scheinbare GroBe oder Helligkeit 
m = -2,5logh und Oberflachenhelligkeit 0 bestimmen die Oberflache des Sternes 

logR2 = O,4(Mo - m) - 2logn - logo, 

wo Mo die absolute GroBe der Sonne ist. Aus beiden zusammen ergibt sich die 
Masse fL. Also laBt sich fUr Einzelsterne die Masse aus dem Spektrum tinden, 
sobald die wirkliche Parallaxe n durch trigonometrische Messungen oder auf 
andere Weise bestimmt ist. 

In anderer Weise wird dieses Verfahren angewandt durch die Berechnung der 
Masse aus der trigonometrischen und der spektroskopischen Parallaxe n 8• Nimmt 
man an, daB die Eichung sich auf die mittlere Masse Ii jeder Spektralgruppe 

1 BAN 1, S.116 (1922). 
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bezieht, so ergibt sich zwischen den beiden Parallax en die Beziehung: 

~ = (~r (127) 

Diese Beziehung ist von P ANNEKOEK nur in der Form angewandt, daB fUr die
jenigen Doppelsterne, fUr die alle drei Paralla.xen bekannt sind, die aus 7l und :res 
berechneten Massen mit den aus den trigonometrischen und den dynamischen 
Parallaxen :re und tld berechneten Massen verglichen wurden 1 ; im allgemeinen 
wurde Dbereinstimmung gefunden. Auch wurde sie angewandt auf Doppe1sterne, 
urn das Massenverhaltnis der beiden Komponenten abzuleiten; dieses ist un
abhangig von der Parallaxe und daher aus den spektroskopischen Parallaxen 
allein zu finden. Das unerwartete Resultat, daB bei den gelben Riesen mit 
weiBem Begleiter der schwachere Begleiter die graB ere Masse aufweist, hat 
noch keine anderweitige Bestatigung gefunden, obgleich es von dem Ergebnis 
J. H. OORTS gestiitzt wird, daB die Bewegung jener Sterne mehr derjenigen 
der weiBen als der der gelben Sterne ahne1t 2 • 

Eine Untersuchung der Massen der F-, G- und K-Sterne aus spektrosko
pischen Parallaxen ist von B. P. GERASIMOVIC ausgefUhrt worden 3 • Er fiihrt 
die Abhangigkeit des Absorptionskoeffizienten von Temperatur und Elektronen
dichte e ein: 

k (X) T- 3,5 e (X) PT-4,5 , 

worin, unter Fortlassung des Faktors xj(1 + x), auch der Totaldruck eingefUhrt 
werden kann: 

k (X) P T-4,5 . 

Verbindet man diese Formel mit der Gleichung p = (gjk)y, so ergibt sich 

p C'V g! T'1. (128) 

Da die Ionisation x = F(T, P) gesetzt werden kann und T4 = tTf(1 + t) 
ist, wird fUr jedes t und auch fUr die Gesamtstrahlung der Ionisationsgrad x 
eine Funktion von Tl und g. Damit ist auch fUr diesen Fall der Veranderlich
keit von k nachgewiesen, daB das Spektrum durch effektive Temperatur und 
Gravitation bestimmt wird. Aus den Linienintensitaten ist von den Beobachtern 
eine spektroskopische absolute GroBe Ms abgeleitet worden; sie lauft parallel 
mit M + 2,5loga,u (wenn M die wirkliche absolute GroBe ist). Setzt man diesen 
Ausdruck gleich IJ? (Ms, T 1) oder auch = Ms+f(Ms , Tl)' so muB, da im Durch
schnitt Ms = Mist, auch T = 2,5loga,u sein. In erster Annaherung wurde 
nun f konstant genommen, also log/It = O,4(Ms - M) - log a + C gesetzt. Eine 
Vergleichung dieses Systems von Massen mit gut bestimmten Doppelstern
massen zeigte, daB C in der Tat konstant = +0,099 genommen werden konnte. 
Damit wurden fiir 327 Sterne spektroskopische Massen abgeleitet. 

GERASIMOVIC betrachtet in einer spateren Untersuchung 4 die Abhangigkeit 
der Linienintensitaten von der absoluten Helligkeit als nicht einfach nur durch 
die Gravitation bestimmt; durch Anwendung von MILNES Ergebnissen liber die 
Absorption in den photospharischen Schichten und EDDINGTONS Kurve fUr 
Masse und Leuchtkraft leitet er eine Formel fUr das Temperaturmaximum als 
Funktion der absoluten Helligkeit ab, in der noch eine unbekannte Funktion 
der optischen Tiefe auftritt. Aus genauen Intensitatsschatzungen von Fe- und 
Sr+-Linien in einer groBen Anzahl von Harvardspektren findet er, daB das 
Maximum der Sr+-Linien fUr die hellsten Riesen (absolute GroBe -3,0 bis -1,0) 

1 BAN 1, S.116 (1922). 
3 AN 227, S.145 (1926). 

2 A J 35, S. 143 (1923). 
4 Harveire 311 (1927). 
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bei GO, fur die mittleren Sterne (0,0 bis +3,9) und fUr die Zwerge (+4,0 bis +6,0) 
bei KO.1iegt, eine Verschiebung in entgegengesetzter Richtung, als zu erwarten 
ware. Die Fe-Linien haben in den Zwergen (+3) ein Maximum fur KO, wiihrend 
dieses in den Riesen (-0,5) weiter nach M hin liegt, aber nicht sicher zu be
stimmen ist. Fur den anomalen Effekt des Sr+, der auf einen hoheren Elektronen
druck in den Riesen als in den Zwergen hinauskommt, wird die Erkliirung ge~ 
geben, daB in den Riesen die Sr+-Atome durch Strahlungsdruck hinausgetrieben 
werden, wiihrend sie in den Zwergen eine Chromosphare bilden und an der Bil
dung der Absorptionslinien mitwirken. 

53. Die Wasserstofflinien in den Riesensternen. Das erste auffallende 
Merkmal der roten Riesensterne, das sie von den Zwergen unterscheidet, ist 
die groBe Intensitiit der Wasserstofflinien. Darauf haben A. KOHLSCHUTTER 
und ADAMS anfangs als auf eins der wichtigsten Unterscheidungsmerkmale der 
absoluten Helligkeit der roten Sterne die Aufmerksamkeit gerichtet1, neben 
der relativen Intensitiit der Funkenlinien zu den Bogenlinien. Die Erscheinung 
ist bisweilen in dem Sinne beschrieben worden, daB die BALMER-Linien des Wasser
stoffs sich verhalten, als wiiren sie Funkenlinien. 

Eine Erkliirung wurde zuerst von MILNE gegeben, in AnschluB an seine 
Rechnungen uber die mit der optischen Tiefe veriinderliche Ionisation 2. In 
den Formeln fur No und Nl (Ziff.48) tritt die Gravitationsbeschleunigung g 
auf; der EinfluB der absolutim Helligkeit muB hervortreten, wenn man bei 
gleichbleibender Temperatur dieses g veriinderlich nimmt. Fur den Fall ein
facher Ionisation eines Elements haben wir die Formeln (120) (S. 335): 

8 1'2 8 
N--- N 1 =-2P, 
0- mg K' mg 

Fur konstantes T und K ergeben sie 

dx = 0 = _ dg + d1' 2(1' + K) dNo = _ dg + 2d1' 
.,. g l' K + £1' 'No g l' ' 

und durch Elimination von d P: 

dNo dg t1' dN l dg 11-1' + K, 
No -g 1'+ K' N-; = -g 2(1'+K)· 

Bei abnehmender Gravitation g, von Zwergstern zu Riesenstem, nimmt also 
nicht nur. die Zahl der ionisierten, sondern auch die Zahl der neutralen Atome 
zu, letztere naturlich in geringerem MaBe als erstere. 

Fur Wasserstoff in Gegenwart von leichter zu ionisierenden Atomen, die 
den Elektronendruck bestimmen, haben wir die Formeln (123): 

No = n:g ~Jp2+2(Ko-K)P-2K(Ko-K)ln (1 + ;)}, i= ;' P2(1 + ~ :J 
Indem dT: = 0 gesetzt wird, erhiilt man nach einigen Umformungen 

dNo _ dg Ii l' ~3 K + (Ko - K) {1' - i P ~2 K - KIn (1 + ;)}] 
- -- (129) 
No - g i1'2+(Ko -K)1'-K(Ko -K)ln(1+;) . 

Es liiBt sich zeigen, daB der Zahler immer positiv ist, also nimmt No immer 
zu, wenn g abnimmt. Nimmt man z. B. als mittleren Zustand den Fall, .daB 
P = Ko ist, wiihrend K gegen Ko zu vernachliissigen ist, so findet man dNo/No 
= - tdg/g, also No cov g-t. Berechnet man den numerischen Wert von 

1 Ap J 40, S.385 (1914). 2 M N 89, S. 157 (1928). 
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No fur verschiedene Werte von g, so ergibt sich, daB dies einen Ubergang bildet 
zwischen Proportionalitat mit g-t fur groBes g und mit g-! fUr klyines g; 
klein und groB sind hier relativ zu einer Norm, die bei niedriger Temperatur 
klein, bei hoher Temperatur groB ist gegen die bei den Stemen vorkommenden 
Werte von g. Wird die Temperatur sehr hoch, so andert sich No nicht mehr mit g. 

Damit ist das Verhalten der BALMER-Linien des Wasserstoffs erklart. Bei 
tiefen Temperaturen sind die Wasserstoffatome noch nicht in bemerkbarer 
Menge ionisiert; in den Riesenstemen ist infolge der geringeren Dichte die Durch
sichtigkeit der Atmosphare groBer, man sieht tiefer hinein, undeine groBere 
Anzahl Atome wirkt an der Bildung der Absorptionslinien mit. 1st dagegen 
die Temperatur so hoch, daB die Mehrzahl der Atome ionisiert ist, so ist die 
Anzahl der neut~alen Atome dem Druck proportional, und der EinfluB der 
groBeren Durchsichtigkeit wird gerade aufgehoben. Wenn in einem so1chen Fall 
eine zweite Ionisation der ersten rasch folgt, so wird dadurch die Zahl der neu
tralen Atome so rasch heruntergedruckt, daB die Anzahl der wirksamen Atome, 
also die Intensitat der Linie, in den Riesenstemen abnimmt. Bei Wasserstoff, 
wo keine zweite Ionisierung moglich ist, kann dieser letzte Fall nicht auftreten; 
daB bei den cA-Stemen (wie xCygni) die Wasserstofflinien viel schmaler sind als 
in den anderen A-Stemen, muB dem Fehlen der bei groBer Dichte auftretenden 
Druckeffekte zugeschrieben werden. 

Nach den alten Formeln wird die Anzahl ionisierter Atome zu beiden Seiten 
ihres Temperaturmaximums sich bei dem Ubergang von Zwergen zu Riesen (also 
Zunahme der Ionisation) in verschiedener Richtung andem; sie wird fUr hohere 
Temperatur durch die Zunahme der zweiten Ionisation abnehmen, fUr tiefere 
Temperatur zunehmen. Miss C. H. PAYNE fand jedoch aus dem Studium der 
Harvardspektren, daB die SrLLinien in Riesenstemen immer bedeutend starker 
sind als in Zwergstemen, zu beiden Seiten der Temperatur des Maximums. 
MILNE fand, bei der Durchrechnung dieses Falles, daB die Anzahl der ionisierten 
Atome mit abnehmendem g immer zunimmt; die Veranderlichkeit des Absorp
tionskoeffizienten mit dem Druck gibt also auch hier eine vollstandige theore
tische Erklarung. 

Die von MILNE entwickelten Formeln fUhren zu einer scharferen Methode 
zur Bestimmung der Gravitationsbeschleunigung (also bei Kenntnis der Parallaxe 
zur Bestimmung der Masse). Mittels des bekannten Wertes von IX kann der 
Wert von P und daher der von No durch Beobachtung eines Stemes mit be
kanntem g gefunden werden (fUr einen bestimmten Betrag r der Absorption, 
also auch der optischen Tiefe T). Findet man in dem Linienprofil eines zweiten 
Stems dasselbe r in einer anderen Entfemung von der Linienmitte [ist also die 
Halbwertsbreite der Linie urn den Betrag 2A (1 - 10) verschiedenJ, so wird, da 

No"" (1 - 10) 2 bei gleichem S;. ist, A (log No) = 2L1}~ -;:'0) sein; mit dem gefundenen 

Nodes zweiten Stemes laBt sich nun, ruckwarts rechnend, das g fUr ihn be
rechnen. Noch andere Methoden zur Bestimmung der Gravitation mit Hilfe 
eines angenommenen Wertes fur c, die relative Konzentration, und eines aus 
Nl/No abgeleiteten Wertes von P werden von MILNE angegeben. 

ea) Die Emissionslinien. 
54. Das Vorkommen von Emissionslinien. In der Reihe der Spektralklassen 

finden wir helle Emissionslinien nur an den beiden entgegengesetzten Enden 
der Spektralreihe vor. Unter den O-Stemen zeigen viele, zumeist die friihesten 
Unterklassen, die WOLF-RAYET-Steme, statt Absorptionslinien breite bandfOrmige 
Emissionslinien. Die hellsten unter diesen Linien sind 1 4686 von He + (3 D - 4 F) 
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und Ii 4650 von C++, deren relative Intensitat in verschiedenen Stemen ver
schieden ist; daneben kommen viele andere Linien von H, He+, 0+, 0++, N+, 
Si + + + . vor, also gerade die Linien, die zu den hochsten Temperaturen gehoren 1. 

Auch in der nachstfolgenden Temperaturklasse, unter den B-Stemen, kommen 
soIche vor, die die BALMER-Serie des Wasserstoffs als Emissionslinien zeigen 2 • Dabei 
ist immer H ex, die hellste; die Intensitat nimmt nach den Linien mit kiirzeren 
Wellenlangen regelmaBig ab, bis sie fUr die hOheren Glieder der Serie in Absorp
tionslinien umschlagen. Daneben treten schwachere Linien von Fe+ (darunter 
in einigen Stemen wie 1) Carinae verbotene Linien) und in einigen Stemen Linien 
von He, Si, Si +, Si + +, Al + + auf3. In einigen Stemen zeigen sie fortschreitende 
oder periodische Anderungen der Helligkeit. Oft stimmt die Intensitatsverteilung 
im kontinuierlichen Spektrum mit einer niedrigeren Temperatur iiberein, als 
zu dem Linienspektrum gehort. 

An der anderen Seite der Spektralreihe treten helle Linien in den roten ver
anderlichen Stemen der Klassen M, N, S auf. In erster Linie sind es wieder 
die Wasserstofflinien, die in Emission auftreten. Dabei ist als Regel H (j die 
hellste und nimmt die Intensitat nach beiden Seiten ab; nach MERRILL ist jedoch 
in den S-Sternen HfJ heller als Hy und H(j4. JOY fand in dem Spektrum von 
Mira Ceti 5 noch eine Anzahl anderer heller Linien, von Fe, Si, Mg (J,4571) und 
einige von Fe+ ; sie treten auch auf bei veranderlichen Stemen, deren Spektrum 
als G und K klassifiziert wird. Wegen der niedrigen Temperatur sind es nur die 
zu den tiefsten Atomniveaus gehorenden Linien, die erscheinen; das Vorkommen 
der ionisierten Atome muB dann der auBerordentlich geringen Dichte (also der 
groBen absoluten Helligkeit) zugeschrieben werden. Die Helligkeit der Emis
sionslinien wechselt in verschiedener Weise mit der Phase des Lichtwechsels. 

55. Diffusion des Lichtes in einer Sternatmosphare. Zur Erklarung des 
Auftretens von Emissionslinien in Stemspektren hat A. SCHUSTER 1905 die 
Formeln fiir die Wirkung einer triiben Atmosphare entwickelt, die in Ziff. 28, 
S. 298, wiedergegeben sind. Das Resultat fiir die Intensitat des austretenden 
Lichtes war [Formel (76)J: 

10= 1 :--;x(ex,/+ K~-S)' 
1st ~t = 0, herrscht also eine konstante Temperatur in der Gasschicht, so nimmt 
10 mit ex, , also mit dem Absorptionskoeffizienten k zu. Die speziellen Wellen
langen mit groBem k werden also als helle Linien gegen den Hintergrund der 
benachbarten Wellenlangen mit kleinem k hervortreten. Nimmt die Temperatur 
mit der Tiefe zu, so hangen die Erscheinungen von dem Verhaltnis des Strahlungs
gradienten zum Zerstreuungskoeffizienten abo Setzt man (u/I):s = m, so wird 

Aus der Diskussion dieser Gleichung ergibt sich, daB 10 fUr m < l- mit ex, zunimmt, 
also alle Linien hell sind; fiir m> 1 nimmt 10 mit ex, ab, also zeigen sich die 
speziellen Wellenlangen mit groBem k als dunkle Linien. Fiir m zwischen l
und ! erreicht 10 fUr ein bestimmes k ein Maximum, aber immer noch sind 
die Linien hell; fUr m zwischen ! und 1 erreichen sie ein Maximum als helle 
Linien und werden fUr groBe vVerte von ex, dunkel. Da bei einem bestimmten 

1 Publ Dom Astroph Obs Victoria 2, S.348 (1924). 
3 Ap J 67, S. 391, 405 (1928); 69, S.330 (1929). 
5 Ap J 63, S. 313 (1926). 

2 Ap J 61, S.389 (1925). 
4 Ap J 56, S.471 (1922). 
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Temperahlrgradienten der Strahlungsgradient zunimmt fiir kiirzere 'Wellen
langen, werden helle Linien im Rot und dunkle Linien im Violett nebeneinander 
vorkommen konnen. 

In den Rechnungen SCHUSTERS werden Temperaturgradienten angenommen, 
die nicht selbst durch die Strahlung bestimmt sind. Die spateren Untersuchungen 
haben jedoch gezeigt, daB die anzunehmenden Temperaturverhaltnisse aufs 
engste mit dem Strahlungsgleichgewicht verkniipft sind. 

MARTIN C. JOHNSON hat untersucht, ob nach den neueren Ergebnissen 
iiber den Aufbau der Sternatmospharen doch nicht die Vorbedingungen zu einer 
Entstehung heller Linien in der von SCHUSTER angegebenen Weise in bestimmten 
Sternen vorhanden sein konnen1 . Aus Theorie und Experiment lassen sich die 
numerischen Werte der Koeffizienten pro Masseneinheit abschatzen: fiir die 
Zerstreuung durch freie Elektronen Sl = 1,4· 1O-2NjNo (wo NjNo das Ver
haltnis der Anzahl freier Elektronen zu der Anzahl von Molekiilen ist); fiir die 
Zerstreuung durch gebundene Elektronen S2 = 0,6· 10- 4 ; fiir die durchschnitt
hche Absorption der Atome durch Quantenspriinge k = 5, wahrend die selektive 
Absorption einen Koeffizienten von der Ordnung 109 hat. Also ist die Zer
streuung verglichen mit der Absorption unbedeutend. Die besonderen Ver
haltnisse in diesen Sternen, eine sehr geringe Gravitation, noch stark geschwacht 
durch den Strahlungsdruck, und daneben bei einem Teil dieser Sterne (0 und B) 
eine hohe Temperatur, bewirken, daB die chromospharischen Schichten sehr 
langsam in die photospharischen Schichten iibergehen. JOHNSON nimmt an, 
daB eine Dbergangsschicht groBer Dicke vorhanden ist, wo die Kollisionen, 
wegen der geringen Dichte, zu selten sind, urn die Energie eines hohen Ionisations
grades in translatorische Energie hoher Temperatur iiberzufiihren. In dieser 
Schicht konnten am ehesten die von SCHUSTER vorausgesetzten Bedingungen 
vorhanden sein. 

In Anschluf3 an seine Untersuchungen iiber monochromatisches Gleich
gewicht hat dann MILNE untersucht, was bei den von ihm entwickelten Formeln 
an den SCHUSTERschen SchluBfolgerungen zu andern ware 2• In Ziff. 30 S. 304 
wurde gefunden [Formel (91)J 

2~ ( b ) IO=1+ga+~, 

1:2 - k k + S b d t t N' t d B 11' wo S" - k + s' n = Ii + s e eu e. Imm man an, a eme a gememe 

Diffusion s vorhanden ist und daneben eine geringe Absorption Ii im Hinter
grunde, eine starke Absorption k in der speziellen Wellenlange, so wird, da 
n = (1 - ~2)j(1 - ~2) ist, die Bedingung fiir eine helle Linie: 

$ b 1-$ $ b 1 --+ ----...... -- +---- -
1 + $ a 1 _ ~2 -- 1 + ~ a 1 + ~. 

Setzt man fiir bja den Wert nach der PLANcKschen Formel i hyjkT, so findet 
sich schlieBlich als die Bedingung, daB eine Linie hell erscheint: 

hv -<2* kT 
und 

1 MN 85, S.56 (1924). 2 MN 89, S.15 (1928). 
* DaB hier derselbe Buchstabe k fUr die BOLTZMANNsche Konstante benutzt wird, der 

sonst in diesen Formeln den Absorptionskoeffizienten bezeichnet, wird wohl keine Ver
wirrung verursachen. 
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Also konnen nur Linien groBer WellenHinge hell erscheinen, und nur wenn der 
Diffusionskoeffizient sehr groB ist, verglichen mit dem Absorptionskoeffizienten. 
Die Ergebnisse stimmen mit denjenigen SCHUSTERS uberein, wie nach der Gleich
artigkeit der Voraussetzungen uber die Rolle von Diffusion und Absorption 
zu erwarten war. 

Nimmt man demgegenuber an, daB keine merkliche allgemeine Diffusion 
in der Atmosphare vorhanden ist und in der speziellen Wellenliinge ein groBer 
Diffusionskoeffizient wirkt, so gilt Formel (92), S.305, 

2~ a + b~ 
r=1+~a+b' 

Da ; immer <1 ist, urn so kleiner, je groBer die monochromatische Absorption 
ist, so ist dieser Ausdmck immer < 1, also wird die Linie immer dunkel, als 
Absorptionslinie, erscheinen. Nach diesen neueren Auffassungen kann also eine 
Erklarung der Emissionslinien in der SCHUSTERschen Weise nicht gegeben 
werden. 

56. Fluoreszenz in Sternatmospharen. Eine Untersuchung von S. ROSSE
LANDI beschaftigt sich mit der Frage, inwieweit das Auftreten von Emissions
linien die Wirkung von Prozessen in den Stematmosphiiren sein kann, die der 
physikalischen Erscheinung der Fluoreszenz zu vergleichen sind. Von Fluoreszenz 
spricht man, wenn ein Stoff, mit kurzwelligem Licht bestrahlt, Licht groBerer 
Wellenliinge ausstrahlt. Werden Atome mit monochroma:tischem Licht aus ihrer 
Grundserie (z. B. is - 3P, is - 4P ... ) bestrahlt, so werden die Elektronen 
in eine hohere Bahn gehoben; fallen sie dann stufenweise wieder herunter, so 
werden sie Licht geringerer Frequenzen als das einfallende Licht ausstrahlen. 
Bei groBer Dichte, wenn die mittlere Zeit zwischen zwei ZusammenstoBen kleiner 
ist als die mittlere Verweilzeit in dem Zustande hoherer Energie, wird es dazu 
nicht kommen, weil der Austausch der Quantenenergie mit der Translations
energie die Verteilung beherrscht. Bei sehr geringer Dichte jedoch konnen sich 
die Fluoreszenzerscheinungen ungestort entwickeln; daher sind sie nur in den 
hochsten, dunnsten Schichten der Stematmospharen und in den Stemen mit 
ausgedehnten, sehr dunnen Atmospharen zu erwarten. 

Wir setzen drei Quantenzustande voraus, mit Anzahlen n1, n2, ns; die totale 
einfallende Strahlung sei I. Die Zahl der "Obergange wird, mit den schon friiher 
(Ziff. 22) benutzten Bezeichnungen, n2(A 21 + B 21 112); nlB12112; nS(A32 + B32123); 
n2B 23 1zs; n3 (A 31 + B31 1s1); nlB13 113, Zwischen den Ubergangswahrscheinlich
keiten bestehen die Relationen (die hier vemachlassigten Gewichte konnten 
leicht in die Formeln eingefiigt werden) 

A - B 8nhv~2 
21 - 12 c2 

und iihnliche fur die anderen A und B. Beziehungen zwischen zu verschiedenen 
Zustandepaaren gehorigen Koeffizienten konnen aus dem Fall des thermo
dynamischen Gleichgewichts nicht abgeleitet werden, da dabei jedes Paar ent
gegengesetzter Ubergange sich die Wage hiilt. Deshalb kann man in dieser 
Weise die Anzahl der wirklich stattfindenden Obergange fur ein gegebenes I 
nicht berechnen. (Das wird erst moglich sein mittels der Formeln der neuen 
Quanten- und Wellenmechanik.) ROSSELAND hat jedoch eine Beziehung ab
geleitet, bei der diese unbekannten Relationen eliminiert werden. Vergleicht 

1 On the Origin of Bright Lines in Stellar Spectra, Ap J 63, S.218 (1926). 



Ziff·57. Der EinfluB der Ionisation. 349 

man den Zyklus von Ubergangen 1 ->- 2 ->- 3 ->- 1 (Anzahl N 23) mit dem Zyklus 
1 ->- 3 ->- 2 ->- 1 (Anzahl N 32) , so wird 

N 23 B l2 l 12 • B23 l 23 (A'31 + B 31 l 1S) 
N32 = (A21 + B21ll2)(A32 + B 32 l 23) • B13 l 13 ( 831:hV~2 1)(831:hv~3 1)·1 --c2- + 12 --c2- + 23 13 

Setzt man hier fUr I die Werte der PLANcKschen Formel ein, so wird der Aus
druck = 1; im thermodynamischen Gleichgewicht sind die beiden entgegen
gesetzten Zyklen gleich haufig. In einer Sternatmosphare ist I die von einer 
Seite einfallende Photospharenstrahlung der effektiven Temperatur Tv aber 
mit einem Faktor multipliziert, der unmittelbar an der Oberflache i, in groBerer 
Entfernung fJ, die "Verdunnung" der Strahlung, ist. Also ist einzusetzen: 

1= fJ 831: :0 (ehv/kT _ 1) -1. 
C 

Setzt man darin 
831: hv3 1 ehv/kT 
-c-2 -Y+ 1 = -p-F, 

also 
F = 1 - (1 - fJ) e- hv/kT , 

wobei F sehr wenig von 1 verschieden ist,. so wird, wegen V12 + V23 = Vl3' 

N23_fJ~ 
N32 - F 12 F 23 ' 

In einer solchen Atmosphare werden daher, wegen des Faktors fJ, die Emissionen 
3 ->- 2 und 2 ->-1 haufiger stattfinden als die korrespondierenden Absorptionen 
2 ->- 3 und 1 ->- 2, dagegen die Emissionen 3->-1 seltener. Also werden die kurz
welligen Linien sHirker in Absorption, die langwelligen starker in Emission er
scheinen, ahnlichwie es bei den B-Sternen mit hellen Wasserstofflinien beobachtet 
wird. Wenn Atmospharen auBerst verdunnter Gase den Stern bis zu so groBer 
Entfernung umgeben, daB die Winkeloffnung, in der von ihnen aus die Photo
sphare erscheint, also auch fJ, klein wird, so kann diese Fluoreszenz als wichtige 
Ursache fUr das Vorhandensein langwelliger heller Linien auftreten. Fur die 
Erscheinungen bei den M-Sternen, wo H (X und H fJ eine >chwachere Emission 
geben· als H (), kann diese Erklarung nicht zutreffen. 

57. Der EinfluB der Ionisation. Die Chromosphare der Sonne sendet ein 
Spektrum von Emissionslinien aus, das wegen der geringen Ausdehnung der 
Chromosphare im Gesamtspektrum der Sonne nicht sichtbar ist. Die ausge
dehnten Atmospharen der Sterne mit Emissionslinien konnten als eine Art von 
Chromospharen betrachtet werden, die viel ausgedehnter sind als bei der Sonne, 
hauptsachlich well durch die niedrige Gravitation, unterstutzt durch eine hohe 
Temperatur, der Strahlungsdruck eine viel groBere Rolle spielt. Die gleichen 
Ursachen, die in der Sonnenchromosphare fur die Anregung und die Ionisation 
in Betracht kommen, die StoBe von Atomen hoher Geschwindigkeit, konnen 
in solchen Sternatmospharen auch auftreten und Emissionslinien hervorrufen 
durch den gleichen ProzeB, der in Ziff. 37 betrachtet wurde. 

Zur Erklarung des Emissionsspektrums der planetarischen Nebel hat H. ZAN
STRA l eine Theorie entwickelt, nach welcher die von dem Zentralstern ausgehende 
Strahlung die Gase des Nebels ionisiert. Da der Nebel hier die Rolle einer auBer
ordentlich dunnen und ausgedehnten Atmosphare des Sternes spielt, gilt die 

1 Ap J 65, S.50 (1927). 
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gleiche Erkliirung auch fUr soIche weniger ausgedehnte Atmosphiiren, die wir 
nicht als Scheiben merklicher Ausdehnung beobachten. Der Unterschied besteht 
darin, daB infolge anderer Dimension und Dichte verbotene Linien nicht auf
treten; Sterne wie l1Carinae bilden dann einen Ubergang. Zur Ionisierung des 
Wasserstoffs dient, nach dieser Erkliirung, der Teil des kontinuierlichen Spektrums 
der jenseits der tiefsten Seriengrenze, derjenigen der LYMAN-Sene bei A 911 A liegt. 
Bei der Wiedervereinigung gehen die Elektronen zum Teil kaskadenweise durch 
die h6heren Bahnen hindurch zur tiefsten Bahn; bei dem Dbergang 3 -+ 2 tritt 
H<x, bei 4-+2 H(J als Emissionslinie auf. Je h6her die Temperatur des Zentral
sternes, urn so groBer ist die wirksame Energie jenseits der Seriengrenze, die 
in den Emissionslinien wiedererscheint, im Verhiiltnis zum sichtbaren oder 
photographisch wirksamen Sternenlicht. Daher sind sichtbare planetarische 
Nebel immer verbunden mit Stemen der h6chsten Temperaturklasse, des 0-Typus, 
mit Temperaturen von 30000° aufwiirts. Atmosphiiren, die nicht die kolossale 
Dimension von Nebelflecken besitzen, brauchen zur Ionisation der darin ent
haltenen Atome nicht so hohe Temperaturen; daher k6nnen Emissionslinien 
in den Sternspektren schon bei den B-Sternen auftreten. 



Chapter 4. 

The Principles of Quantum Theory. 
By 

S. ROSSELAND-Oslo. 

With 1 illustration. 

a} Introduction. 
1. Introductory Remarks. The idea that matter as we observe it in bulk 

is fine-grained in structure was familiar to natural philosophers several thousand 
years ago, and although it was condemned by the Aristotelian philosophy it 
returned again and again during the progressive development of physical science 
up to modern times. 

The study of the growth and development of the atomic hypothesis is 
particularly interesting because it throws light on certain traits of the scienti
fically inclined mind: the search for "first principles", the tendency to resolve 
macroscopic into microscopic phenomena, and the almost universal expectancy 
that the material world ultimately is similar in nature to a mechanical system 
which at any instant may be completely described by kinematical and dynamical 
laws. This is true for the case of the early Greek philosophers, who first intro
duced the idea of atoms as primary units from which matter is being built, as 
well as for scientists like CLAUSIUS, MAXWELL, BOLTZMANN and GIBBS who 
during the latter half of the nineteenth century, showed how the current physical 
facts could be rationally interpreted on the basis of the atomic hypothesis. 
During the last thirty years, however, it has been possible to devise physical 
experiments of so delicate a nature that the atomic hypothesis could be put to 
a far more rigorous test than its originators ever could have imagined. From 
the fact that the hypothesis, without exceptions, has met these tests successfully 
the conviction has become universal that we are here concerned with a con
ception which truly corresponds to a fundamental fact concerning the constitution 
of matter. 

The fundamental facts of chemistry which at once lead to the consideration 
of material atoms, are the following: the whole variety of substances accessible 
to terrestrial observations may be formed by chemical combinations of a 
limited number of substances known as elements. In any chemical combination 
each element enters in multiple proportions. These facts are simply interpreted 
by assuming that each element consists of atoms which are chemically identical; 
that in any chemical combination of different elements the individual atoms 
combine into complex systems, so-called molecules, which again are mutually 
identical so far as chemical properties go, and are characteristic of the substance 
in question. 
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From chemical analysis of the earth's crust and its atmosphere it has been 
found that the total number of elements is limited to about ninety. So far as 
meteors have been sUbjected to analysis they have proved to consist of ordinary 
terrestrial elements. Similarly, the analysis of astrophysical data leads to the 
conclusion that the stellar atmospheres do not contain unknown elements to 
any detectable degree. How far the interior of the earth or the stars may consist 
of unknown elements remains undecided. 

From chemical analysis it is possible to derive the relative weights of all 
atoms, and these weights are collected in Table 1. The number affixed before the 
name of the elements in this table is called the atomic number. These numbers, 

Table 1. Relative Atomic Weights of chemically Pure Elements. 

1. Hydrogen, H .. 1,008 
2. Helium, He.... 4,00 
3. Lithium, Li .... 6,94 
4. Beryllium, Be.. 9,01 
5. Boron, B ...... 10,82 
6. Carbon, C ..... 12,00 
7. Nitrogen, N ... 14,008 
8. Oxygen, 0 .... 16,00 
9. Fluorine, F .... 19,00 

10. Neon, Ne ...... 20,2 
11. Sodium, Na ... 23,00 
12. Magnesium, Mg 24,32 
13. Aluminium, Al .27,1 
14. Silicon, Si ..... 28,06 
15. Phosphorus, P . 31,04 
16. Sulphur, S ..... 32,07 
17. Chlorine, Cl. ... 35,46 
18. Argon, Ar ..... 39,88 
19. Potassium, K .39,10 
20. Calcium, Ca ... 40,07 
21. Scandium, Sc .. 45,1 
22. Titanium, Ti ... 48,1 
23. Vanadium, V .. 51,0 
24. Chromium, Cr . 52,0 
25. Manganese, Mn 54,93 
26. Iron, Fe ....... 55,84 
27. Cobalt, Co .... 58,97 
28. Nickel, Ni .... 58,68 
29. Copper, Cu .... 63,57 
30. Zinc, Zn ...... 65,37 
31. Gallium, Ga .... 69,72 
32. Germanium, Ge 72,5 

33. Arsenic, As ... 74,96 
34. Selenium, Se .. 79,2 
35. Bromine, Br .. 79,92 
36. Krypton, Kr... 82,9 
37. Rubidium, Rb. 85,45 
38. Strontium, Sr.. 87,63 
39. Yttrium, Y.... 88,7 
40. Zirconium, Zr 90,6 
41. Niobium, Nb .. 93,5 
42. Molybdenum, Mo 96,0 
43. Masurium, Ma 
44. Ruthenium, Ru. 101,7 
45. Rhodium, Rh .. 102,9 
46. Palladium, Pd . 106,7 
47. Silver, Ag ..... 107,88 
48. Cadmium, Cd . 112,4 
49. Indium, In .... 114,8 
SO. Tin, Sn ....... 118,7 
51. Antimony, Sb . 121,8 
52. Tellurium, Te .. 127,5 
53. Iodine, I ..... 126,92 
54. Xenon, Xe .... 130,2 
55. Caesium, Cs ... 132,8 
56. Barium, Ba .... 137,4 
57. Lanthanum, La 138,9 
58. Cerium, Ce .... 140,2 
59. Praeseodymium 

Pr ......... 140,9 
60. Neodymium, Nd 144,3 
61. Illini';m, II .... 
62. Samarium, Sa .. 150,4 
63. Europium, Eu . 152,0 

64. Gadolinium, Gd 157,3 
65. Terbium, Tb .. 159,2 
66. Dysprosium, Dy 162,5 
67. Holmium, Ho . 163,5 
68. Erbium, Er ... 167,7 
69. Thulium, Tu ., 169,4 
70. Ytterbium, Yb.173,5 
71. Cassiopeium, Cp 175,0 
72. Hafnium, Hf ... 179,0 
73. Tantalum, Ta . 181,5 
74. Tungsten, W .. 184,0 
75. Rhenium, Re 
76. Osmium, Os ... 190,9 
77. Iridium, Ir .... 193,1 
78. Platinum, Pt .. 195,2 
79. Gold, Au ..... 197,2 
80. Mercury, Hg .. 200,6 
81. Thallium, TI ... 204,4 
82. Lead, Pb ...... 207,2 
83. Bismuth, Bi ... 209,0 
84. Polonium, Po . 210,0 
85· 
86. Niton, Nt ..... 222,0 

Radium, Ra ... 226,0 
Actinium, Ac .. 226,0 
Thorium, Th ... 232,1 
Uranium X Q , 

87· 
88. 
89· 
90. 
91. 

UX2 ••• - •••• 230,0 
92. Uranium, U ... 238,2 

which playa fundamental role in atomic theory, cannot be accurately determined 
from chemical data only, although they will be approximately given as the ordinal 
numbers of the elements when arranged according to increasing atomic weights. 
After the names of the elements the abbreviations used in chemistry are given. 

It will be noticed that the weights, as a rule, cluster around whole numbers. 
This tendency is indicative of a general law, as it has turned out that in discrep
ant cases the elements in question are mixtures of atoms which have different 
atomic weights, in spite of the fact that they are chemically identical to an 
exceedingly high degree. Such elements are called isotopes. In Table II the 
elements are enumerated for which isotopes have been found, with the exclusion 
of isotopes found among radioactive elements. The weights of the different 
isotopes are arranged according to relative abundance, and doubtful cases are 
enclosed in brackets. 
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Table II. Isotopes of the Elements. 

Li 7 6 Ca 40 44 
B 11 10 Ni 58 60 
N"e 20 22 Zn 64 66 68 70 
l\lg 24 25 26 Br 79 81 
Si 28 29 30 Kr 84 86 82 83 80 78 
CI 35 37 39 Rb 85 87 
Ar 40 36 Xe 129 132 131 134 136 128 130 
K 39 41 Hg (197-200) 202 204 

2. Thermodynamics as Atomic Statistics. From the point of view of atomic 
theory it is necessary to assume that the simple macroscopic phenomena considered 
in thermodynamics are ultimately produced by the interplay of microscopic 
phenomena which are concerned with the behaviour of the individual atoms. 
These microscopic phenomena must necessarily be very complex in nature, 
and the fact that the observed phenomena turn out to be so simple, must be 
due to the fact that the observations are concerned only with average results, 
the averages referring to time as well as to space. It is possible in this way to 
give suggestive interpretations of all the principal laws of thermodynamics, and 
even to predict under what circumstances the laws must break down. In fact, 
the microscopic state of matter is not wholly shielded from observations; in 
certain cases fluctuations round the mean values can be observed, which, accor
dingly, give direct support to the reality of atomic theory. 

The principal facts of thermodynamics may be Sl1mmarised in two fundamen
tal laws, which we shall consider in turn, as well as their kinetic interpretation. 

First la w: The total energy of any closed material system in thermodynamic 
equilibrium consists of four parts: - 1. Kinetic energy of (macroscopic) motion. 
2. Potential energy in an external field of force. 3. Thermal energy associated 
with the temperature of the system. 4. Internal latent heat, which is not directly 
connected with the temperature of the system, but which comes abruptly into 
appearance at particular values of temperature, pressure, pr density. All these 
different forms of energy can be transformed into each other, and their sum 
remains constant for a closed system. 

In atomic theory this law is interpreted as follows: no particular kind of 
thermal energy or latent heat energy exists. The thermal energy is identical with 
the mechanical energy which is associated with the invisible motion of the atoms 
of the substance, the same is the case for the latent heat energy, which is pri
marily associated with the mechanical molecular energy associated with chemical 
interaction. The conservation of energy postulated in the first law thus becomes 
identical with the ordinary law of conservation of energy in a conservative 
dynamical system. 

As regards the sec 0 n d 1 a w neither its formulation nor its kint1,tic inter
pretation is so simple or so obvious as in the case of the first law. While the 
first law is only concerned with a classification of the different forms of energy 
in a system, the second law is concerned with the nature of the processes by which 
energy of one form is changed into energy of another form. The fact is, that, 
although the different forms of energy mentioned above are quantitatively 
equivalent, there is a marked difference in the ease with which one form may be 
changed into another, or vice versa. It proves to be always possible to change 
a given amount of kinetic energy into thermal energy, but the reverse mayor 
may not be possible, according to circumstances. 

A classical example is to consider two bodies in contact, the two bodie~ 
being initially at different temperatures, and all closed in by an enclosure which 

Handbuch der Astrophysik. III. 23 
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is impermeable to heat. One process which will start spontaneously is then that 
heat will flow from the hotter to the colder body, until both bodies are at equal 
temperatures. The converse process, i. e. the transfer of heat from the colder to 
the warmer body will not take place spontaneously in a closed system, and 
otherwise only provided a certain amount of mechanical work is changed into 
an equivalent amount of heat in the process. Other processes of the same nature 
which playa very important part in most natural phenomena are the generation 
of heat by friction, and chemical reactions of all sorts, the conditions being exactly 
analogous to the case of temperature conduction. 

Processes like temperature conduction, generation of heat by friction, 
chemical reactions, diffusion, etc. are grouped together and called irreversible 
processes. The degree of irreversibility of a process may, however, differ according 
to circumstances. In fact, in the ideal case when the system is infinitely close to 
an equilibrium state, and all changes in the system proceed at an infinitely slow 
rate, all processes become practically reversible, in so far as the amount of 
mechanical work which is degraded into heat in the given process may be reduced 
below any limit, however small. 

The irreversibility of a certain process is naturally measured by the amount 
of mechanical work which is changed into heat during the process. The rational 
way of formulating the conditions mathematically has proved to be by intro
ducing a quantity 5 which is defined such that the increase ~S of 5 for any infini
tely small mass element of the system during any given reversible process is 

~S = "~, (1) 

where ~Q is the total amount of heat energy received by this mass element in 
the process, and where T is the absolute temperature. The second law of 
thermodynamics is now given by the requirement that in any natural process 
the total value of 5 of all systems involved shall increase, or, in the limit, remain 
constant, but never decrease. The quantity 5 is called the entropy. 

In order to arrive at a kinetic interpretation of entropy and the second law 
of thermodynamics in general, we shall consider the following simple example. 
Consider a system consisting of a very large number of black and white balls of 
equal size and weight, the white ones being piled on top of the black ones in a 
basket. This system we may compare to a body placed in a temperature bath, 
and the irregular action of the atoms of the bath on the atoms of the body we 
may imitate by shuffling the basket. In this way the balls will, according to 
every day experience, tend to become intermixed, and finally the black and white 
balls will be practically evenly mixed. 

Presume that we, knowing nothing of the initial arrangement of the balls, 
asked the question: what arrangement of the balls in the basket is a priori most 
probableJ Just how the term "probability" is to be defined in this connection 
may be subject to some controversy. A natural way of approaching the problem, 
in fact, the only rational one, is to measure the probability of a particular state 
by the number of independent ways in which it may be realized. The result of 
such a counting is, for the case of the balls in the basket, that an even intermixture 
of black and white possesses by far the largest probability, while the smallest 
probability belongs to the state when the black and white balls are completely 
separated. The effect of shuffling the basket (i. e. the placing of the body in the 
temperature bath) has thus been to make the system pass from a less probable 
to a more probable state. 

It will be realized that this result does not imply that the motion of the 
system of balls, the basket, and the shuffler, necessarily does not follow the laws 



ciph.3. Principle of Detailed Balancing. 355 

of ordinary dynamics, in which all motions of a closed system are inherently 
reversible. It only means that out of all possible motions of the system that 
motion will have the greatest chance to occur which takes the system from a less 
to a more probable state. Sometimes the reverse motion must also occur. This 
is particularly the case when the system is in a state of maximum probability, 
because then any possible changes remove the system from the ideal equilibrium 
state. 

Considering the material bodies to consist of innumerable atoms there is 
thus a direct parallelism between the two statements that "by natural processes 
the total entropy of a closed system will increase or remain constant", and that 
"the motion of the ultimate units of the closed system will be such as to make 
the total probability of the system increase, or in the limit, to remain constant". 
These parallel statements suggest a functional relation between entropy and 
probability. In order to derive this relation we consider a system consisting of 
two independent sub-systems. Let the entropy values and the partial probabilities 
of the sub-systems be 51' 52 and WI' W2 respectively. The total entropy of the 
combined system is then 

5 = 51 + 52 

whereas the total probability is, by a fundamental theorem in the theory of 
probability 

W= WI' W2 ' 

If 5 is a function of W only we have thus immediately the functional equation 

5(W) = 5 (WI) + 5 (W2) , W = WI' W2 • 

Differentiating this equation with respect to WI and Wz we find 

8S(W) W _ 8S(W1 ) 

oW 2 -- 8Wl ' 

Hence 

8S(W) W _ 8S(W2 ) 

8n7- 1 - -ifvV;-

W 8S(W1) _ W 8S(W2 ) 

1 OWl - 2 8W2 • 

Since each side of this equation depends upon a single variable it must be equal 
to a constant, which we denote by k, and which is called BOLTZMANN'S constant. 
Thus 

805 k 
8W W 

and the solution of this equation is 

5 = klogW + 50 (2) 

where 50 is a constant which depends upon the properties of the systems involved. 
The above relation between entropy and probability may be said to constitute 
the kinetic interpretation of the second law of thermodynamics. 

3, Principle of Detailed Balancing. From the point of view of kinetic theory 
it is thus necessary to assume that in any system in thermodynamic equilibrium 
physical processes are going on as usual, the only difference from non-equilibrium 
states being that the processes will be going both ways with equal intensity, so 
that the net effect is zero in the mean. If we know exactly the particulars which 
determine a certain process as well as its converse, we find the conditionsfol) 
thermodynamic equilibrium by writing down the conditions that the net effect 
of both processes shall vanish. Conversely, taking the existence of thermodynainic 

23* 
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equilibrium for granted, a relation between the characteristics of the two processes 
follows. 

To fix the ideas we may consider the diffusion of atoms in an ideal gas in 
thermodynamic equilibrium under the action of gravity. The equation of hydro
static equilibrium is then 

where e is the density, m the mass of an atom, g the gravitational acceleration, z the 
height above a given level, while k and T are BOLTZMANN'S constant and absolute 
temperature. Since the density decreases upwards in the gas, spontaneous diffu-

sion will take place, the velocity of which is Vd = - D fjfj(!' where Dis the coefficient e z 
of diffusion. Under the action of gravity an atom will, on the other hand, perform 
a forced diffusion downwards, with a steady velocity Vg = "mg, " being the 
mobility of the atom, defined as usual. In the equilibrium state the atom can 
have no systematic velocity, and hence 

Vd + Vg =-= _E ?fj-(!. + xmg = O. e z 

This equation must give the same result as the ordinary equation of hydrostatic 
equilibrium, and this will only be the case provided the coefficient of diffusion D 
is equal to the mobility x, multiplied by kT: 

D = kTx. (3) 

This result is valid to the same extent as the temperature T can be unambiguously 
defined, and is therefore largely independent of the existence of thermal equili
brium. 

The spontaneous diffusion of atoms may be termed the "direct" process, 
and the forced diffusion under the action of gravity the "converse" process. 
Suppose it to be always possible to correlate direct and converse processes in 
pairs of opposite nature. The statement that these two processes will go on 
with equal intensities in a state of thermodynamic equilibrium is sometimes 
called the principle of detailed balancing. Without a definite formulation 
of the micromechanical laws which govern atomic processes it is not possible 
to give an exact definition of direct and converse processes, and the exact scope 
of the principle remains therefore rather vague, provisionally. In the sequel 
we shall, however, meet with numerous cases which may be taken as illustrations 
of this principle. 

4. Gas Theory. As an introduction to the statistical methods of the kinetic 
theory of matter we shall here consider the case of an ideal gas consisting of 
similar atomic systems (molecules) in a state of thermodynamic equilibrium. 
As a criterion of an ideal gas we use the requirement that the average potential 
energy of an atomic system in the field of force of all other systems of the as
sembly shall be negligibly small as compared to the average kinetic energy of 
translational motion of the system in question. For such an assembly we shall 
derive the kinetic theory expressions for the hydrodynamic equations of motion, 
which will give the kinetic interpretation of gas pressure. We shall further derive 
BOLTZMANN'S principle for the distribution of internal and translational energy 
between the systems and their constituents, and finally the kinetic equivalents 
of entropy and absolute temperature. 

Consider thus an assembly of similar, and practically independent atomic 
systems moving under the influence of some external field of force. Let u, v, w 
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denote the rectangular components of the velocity of the centre of gravity of a 
particular system, and fix the attention on the systems which in the elementary 
time interval dt enter or leave the volume element dxdydz. Each atom which 
enters or leaves the element in question will increase or decrease the momentum 
in the element by the amounts mIt, mv, mw for each rectangular component 
respectively. To fix the ideas consider the change in x-momentum only. Let 
f (u) d,u denote the number of systems per unit volume for which the x-component 
of velocity is confined to the interval u to u + dtt. The number of such systems 
which in the time dt stream through the area dy dz is then f (u) dtt dy dz u dt. 
As each system carries the x-momentum mtt through the area dy dz, the net 
amount of x-momentum transferred through this area in the time dt by the 
motion of the systems is 

00 

dydzdtm f u2f(u) du = vmu2 dydzdt 
-00 

where v denotes the total number of systems per unit volume, while the bar denotes 
an average value taken over atoms at the same place but with different velocities. 
The amount of x-momentum which is transferred from the volume element in 
question by systems leaving or entering through the opposite face dy dz is, 
by TAYLOR'S theorem 

{vmu2 + dx o
O
x (vmu2)}dydzdt. 

Hence the net gain to the volume element is 
o -

- ox(vmu2)dxdydzdt. 

The net increase in x-momentum due to stream motion parallel to the y- and 
z-axes is obtained in an entirely analogous manner, the total increase for all 
axes being 

_{~O (vmu2) + ~iJ (vmuv) + :.(vmuw)}dxdvdzdt. 
ux uy cz ~ 

In the same time interval the x-momentum of the systems within the given 
volume element will have suffered an additional increase 

vmXdxdydzdt, 

due to the action of the external field of force, X being the x-component per 
unit mass of the external force at the point x, y, z. The net gain in x-momen
tum to the volume element being evidently 

%t (v mu) dx dy dz dt 

we obtain the equation 

:t (vmii) = vmX - :x (vmu2) - OOy (vmuv) - :z (vmuv) . (4) 

This equation, together with two similar equations relative to the y- and z-axes, 
and the equation of continuity, constitute the hydrodynamical equations of 
motion of the gas. Consider now the case of hydrostatic equilibrium. The left 
hand term in (4) is then zero. Since the gas has no mean motion positive and 
negative values of the velocity components must be equally probable; hence the 
two last terms at the right hand side of (4) will vanish, as a consequence of which 
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c denoting the total velocity of the atom. Comparing (4) with the ordinary 
equations of hydrostatic equilibrium 

0= Y1nX - ~~, etc. 

it follows that the isotropic equilibrium pressure is given by 

P = i 'I'm c2 (5) 

that is: p is equal to t times the total translational kinetic energy of the atomic 
systems per unit volume. 

Partition of Energy. Consider as before an assembly of practically 
independent, similar systems in thermal equilibrium. The assembly may be 
restricted to remain within an enclosure of volume V, and subjected to the in
fluence of an external, conservative field of force. Let r be the number of degrees 
of freedom of a system. The instantaneous state of a system is then given by 
the instantaneous values of its r coordinates and r velocity components, and may 
thus be represented by a point in a 2 r-dimensional space, the ph a s e spa c e, 
in which 2 r functions of the 2 r coordinates and velocities of the system are used 
as rectangular coordinates. Suppose the phase space to be cut up into small 
2 r-dimensional cells of volumes 01' O2, . .. The shape of a cell is arbitrary. 
For the applications in view it is essential, however, that the volume of each cell 
is so small that the states of all systems the representative points of which fall 
within a particular cell, may be considered as identical, and, in particular, to 
possess the same energy. The state of the assembly in a given moment is given 
by a particular set of values of the numbers n1 , n2 , ••• of systems the represent
ative points of which fall in the cells 01' O2 , ... The number of ways in which 
a given set of values n1 , n2 , .•• can be realized we define as the probability of 
the given complexion, the total probability of the assembly being the sum of 
the probabilities of all possible complexions. 

Assume for a moment that nothing is known which may particularize the 
state of a system. It is then natural to have the phase space constructed in such 
a way that the chance of finding the representative point of this system is the 
same for all parts of phase space, that is: the a priori probability of finding the 
point within a volume a is proportional to a and independent of the coordinates 
which determine its position in phase space. It being admitted that the phase 
space in question conforms to this requirement, it is easy to prove that the 
probability of a given complexion is, apart from an arbitrary constant, 

(6) 

This formula follows directly from the fact that the probability of the coincidence 
of two independent events is equal to the product of the probabilities of the 
separate occurrence of the events. Since we have admitted that the probability 
of a system point being found within the itk cell is proportional to ai, it follows 
that the probability that n1> n 2, ••• system points shall be found simultaneously 
in the cells 01' O2 , ... respectively is proportional to 01' 0'2' ..• The introduction 
of the factorial terms in (6) comes in this way: In the expression 01102' ... for 
the probability the systems have been regarded as individually distinct. Since 
we assume that the systems are identical in nature we shall evidently obtain 
new and equivalent complexions by permuting the systems without changing 
the n's. There are Nt possible permutations of this type, and this accounts for 
the presence of Nt in (6). In this permutation process we have, however, included 
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permutations of systems within each individual cell. But we have assumed from 
the outset that the exact place of a system point within the cell is irrelevant, 
and hence we must divide away the surplus number of permutations performed 
within the cells. There are ni! such permutations for each cell, the total number 
of surplus permutations being nl !n2 ! ... Hence come the factorial divisors in (6). 

The average value of any quantity U depending upon the special character 
of the complexions is given by 

U = ~ L: U(nl' n2, ••• ) Wn" n"... (7) 

where 
W= '" W ..::.. n"n" ... (8 

In considering a closed system the summations occurring in these expressions 
are subject to the restrictions that the sum of all n's must be equal to the number 
of systems N: ~ ni = N = const. (9) 

i 

and that the total energy E must be constant, 

~ n';Ci = E = const. 
i 

(10) 

Ci being the energy of a system in the itk cell. An exact way of handling ex
pressions such as (7), (8) has been developed by DARWIN and FOWLER on the 
basis of CAUCHY'S theorem in the theory of analytic functions of a complex 
variable. The desired results may, however, be obtained by the following simple 
considerations: If all n's are very large, Wn" n" ... will show an extremely strong 
maximum value for particular values of the n's. Hence the mean values of the n's, 
as calculated by the formula (7), must coincide closely with those values which 
make Wn"n" . .. a maximum. As soon as the mean values of the n's are known, 
any other mean value in the assembly can be calculated directly from the formula 

(11) 

The calculation of the maximum value of Wn"n" ... is much simplified by 
observing that if n is very big, we may put 

logn! = n logn 

approximately. With this approximation follows 

10gWn"n" ... = NlogN + L: nilog :: 
i 

and by variation of the numbers n, 

~(10gWn"n2, .. J = L: ani (log ~:j - 1), 
i 

the quantities on,; being subject to the two equations of condition 

~on,; = 0, ~Ciani = 0, 
i i 

(12) 

( 13) 

which follow from (9) and (10). Multiplying these latter relations by two arbitrary 
constants Al , A2 and adding to (13) we find 

a (logWn"n" .. J = L: ani (log :ii + Al +A2 Ci) 
i 
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where the variations &ni may now be regarded as independent. For & (logW""n" ... ) 
to vanish for arbitrary small variations of the numbers ni the coefficient of 
each & Jti must vanish, that is: 

log (Ii + Al + }'2Gi = 0, 
n, 

or changing the constants into new constants If! and e: 
P-Ei 

ni = Ne-e ai' (14) 

In order to find the thermodynamic interpretation of the constants P and e 
we shall compare the statistical expressions of energy and entropy with the 
thermodynamic equivalents. The mean energy of a system is, by (14), 

or 

e = - e2 aOe (~). (15 ) 

Similarly for each independent term ek in the energy of a system: 

i< = - eL~- ('l'k) 
0& f) 

(15 a) 

where 
k 

lJ'k Gi 

e-e=~e-ea. (16) 
..;;..; .. 

As an expression of the entropy we may use klogW, where W is defined by (8), 
but due to the extremely sharp maximum of W"" n" ..• we may to a first approxi
mation take 

W = max (Wn" n" .. .) . 

Using expressions (12) and (14) we find 

or by (15) 

ldog W = kN log N + k N ~ ai e 'P(~:'!r ~ IJf - log N) 
i 

Ii - 'l' 
=kN-e 

a'l' 
klogW = -kN ae' 

( 17} 

(18) 

The formulae (15) and (17) are completely analogous to the thermodynamic 
expressions of energy and entropy in terms of the free energy provided elk is 
identified with absolute temperature and NP with free energy. 

BOLTZMANN'S Principle and MAXWELL's Velocity Distribution Law. 
Replacing e by kT we obtain from (14) 

I::k- Ei 

~ = _(l'_e kT 
nk (lk 

(19) 

This formula is universally referred to as BOLTZMANN'S principle. It includes as 
a special case the distribution law of velocities, which was first given by MAXWELL. 
In order to derive MAXWELL'S law from (19) it is necessary to define the a priori 
probabilities in terms of the coordinates and velocities of the systems. Consider 
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for this purpose an arbitrary volume at. of phase space at the time to, filled with 
a continuum of system points. At a later time t the systems which initially were 
inside at. will have moved such as now to be within another volume at. Since 
all the systems initially within at. are contained within at the a priori probability 
of finding a system within at must be equal to the a priori probability of finding 
the same system within at., that is 

at, = at· 
Let ql' q2' ... qs, PI' P2' ... Ps be the 2s functions of the coordinates and velocities 
of the systems which are chosen as rectangular coordinates of a point in phase 
space. The above relation is then equivalent to the requirement that 

(20) 

shall be constant in time if the limits of the integrals are moving with the systems. 
The motion of the system points is thus similar to the motion of an incompres
sible fluid in 2 s dimensions. In 3-dimensional space the criterion of incompres
sibility is that the rectangular velocity components ~t, v, W shall fullfill the relation 

fJu + fJv + ~}!!. = O. (21) 
fJx fJy dz 

By exactly the same considerations as are used in proving (21) it follows that the 
constancy of a requires that the "velocities" qi ... ps shall fullfill the relation 

s 

~{fJqi + fJ Pi} = 0 
..:::... fJqi fJPi 
i=l 

(22) 

a dot denoting differentiation with respect to time. Assuming that the motion 
of a system conforms to the laws of ordinary·dynamics this relation is satisfied 
by taking as functions qk and Pia the generalized coordinates and momenta which 
enter the HAMILToNian equations of motion 1 

. fJH . fJH 
Pk = - fJqk' qk = fJh' (23) 

This statement is known as LIOUVILLE'S theorem. When a system consists of r 
mass points moving under the influence of conservative forces, the ordinary 
Cartesian coordinates and momenta will also be HAMILTONian coordinates and 
momenta, and the function H will signify the total energy: 

r 

H = V + 2n;i (1t7 + V7 + W7) 
i=1 

where V is the total potential energy of the system, and mi, Ui, Vi, Wi are the mass 
and rectangular components of the velocity of the itk point belonging to the 
system. The elementary volume element of phase space for an assembly of N 
such system becomes 

r 

da = ll{dxidYidzimiduimidvimidwi}Ni 
i=l 

so that the free energy I]I is determined by the formula 

1 Cf. ciph. 10. 



Chap. 4. S. ROSSELAND: The Principles of Quantum Theory. ciph.4. 

the integration being extended to all positive and negative values of the velocity 
components, and to all values of the coordinates. The above integral splits up 
into a number of independent factors. For each degree of freedom there is an 
integral of the form 

(24) 

-00 

which is the same for the Vi and Wi components of the velocity. We have proved 
earlier that the average value of each independent term i' in the energy of a 
system is given by 

k = _ p~(lJFk) 
Il aT T ' 

where IJFk is the contribution to the free energy of the term in question. This 
formula can therefore be used to calculate the average kinetic energy per degree 
'of freedom of a system. We have by (24) . 

i = - ~ klog(2nmikT) 
and hence follows 

1<= ~miU~=-T2aaT(i)= ~kT~ (25) 

The average kinetic energy for eac)J. degree of freedom is thus tkT, and in
dependent of the nature of the system. This result is called the theorem of 
equipartition of kinetic energy. For the case that the motion of the points 
of a system is subjected to constraints, it is necessary to transform the kinetic 
energy to a form containing only the squares of the velocity components. This 
can always be done, and from thence the proof proceeds just as above, the result 
being the same. 

By exactly the same considerations as above it follows that the probability 
distribution of the velocity components of a single particle of an assembly is 

(26) 

which is MAXWELL'S probability distribution law. 
It follows further that the mean kinetic energy of translation of any free 

particle is tkT, and hence by (5) that the pressure in a gas consisting of 
practically free systems is 

N P = V kT. (27) 

This expression is identical with the ordinary expression of the pressure in 
ideal gases, obtained by experiments, provided k is identified with the universal 
gas constant per atom. The determination of this latter number is a fundamental 
task in atomic physics which we shall consider in some detail later on. 

Formula (5) for the pressure provides the starting point for an exact calcula
tion of the mean velocity of an atom. Since the mean square velocity, by (5) 
and (27) is simply 

C2=1P...=3kT, 
e m 

all that is necessary for the calculation of the mean velocity c itself in terms of 
observable quantities is a relation between c and C2. Using. the MAxwELLian 
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9.istribution law (25) it is easily found that 

-_(81 Ii)! c - ---c 
n 3 

and hence 
(28) 

For monatomic gases the molecular velocities are thus only slightly larger than 
the velocity of sound, which is 

c. = (; :)t. 
At normal temperatures and pressures the velocities of the molecules of hydrogen 
are of the order of one kilometer per second. For other gases the velocities will 
be in the inverse ratio of the square roots of the molecular weights. 

Before leaving this subject it may be well to remark that all results will 
be unaltered provided we consider a mixture of gases, and it is even possible to 
determine the degree of dissociation in a gaseous system where chemical reactions 
occur. 

Size and Mass of an A tom. The :foregoing discussion has been based on 
the assumption that a body of observable dimensions will contain a vast number 
of atoms. The actual dimensions of these atoms have, however, been of no con
cern. Taking the validity of the kinetic theory for granted it is possible also to 
estimate the dimensions and individual weights of the atoms. As the latter 
quantities are most directly given by observation, we shall consider them first. 
All that is necessary in order to determine the weight of ~n atom is to determine 
the number of atoms per unit volume of the pure substance. When this number 
is known, the atomic mass is obtained by dividing the density of the substance 
by this number. 

BROWNian Motion. The most convenient method of determining the num
ber of atoms in unit volume is afforded by the study of the motion of small 
particles suspended in a liquid, the existence of which was established for the 
first time by an English botanist BROWN. Any kind of particles will show the 
motion, provided they are sufficiently small. The motion is to be regarded as 
a kind of reflection of the irregular motion of the individual atoms of the liquid, 
and constitutes therefore a direct and instructive confirmation of the truth of 
the kinetic theory conceptions. The theory of BROWNian motion was developed 
by EINSTEIN and M. V. SMOLUCHOWSKI, and runs as follows: From the funda
mental equation of diffusion 

on (02n 82n 02n) 
at = D 8"X2 + oy2 + OZ2 ' 

it is possible to show that the mean time 1: taken by an atom to diffuse from a 
point A to a point B is related to the diffusion coefficient D and the mean square 
of the ~istance AB = ; by the formula 

t" = 2D1:. (29) 

The diffusion coefficient D may, on the other hand, be expressed as a function 
of the mobility" by equation (3). Considering the particles performing diffu
sive motion to be spherical, it is possible to use STOKES' formula 

/ ,,= (6na1])-1 

for the mobility, a being the radius of the particle and 1] the coefficient of visco
sity of the liquid. Formula (29) thus becomes 

- kT ;2 = 3n a1] 1:. (30) 
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In this formula all quantities are observable except BOLTZMANN'S constant k, 
which, accordingly, can be determined. The number No of atoms in one gram 
of hydrogen follows then by dividing the ordinary gas constant by k. The 
BRoWNian motion of rotation of the particles, as well as the distribution of par
ticles with height, can be used for the same purpose. The best value of No thus 
obtained is No = 6· 1023 which corresponds to a mass mH = 1,66· 10- 24 g 
of an individual hydrogen atom. The density of hydrogen at standard temperature 
and pressure being 4,43 . 10-5 g. cm - 3, it follows that the number of molecules 
in unit volume of an ideal gas at standard temperature and pressure is 
Nl = 2,67' 1019, and this number is the same for all gases obeying the ideal 
gas laws. 

Mean Free Path Phenomena. In an ordinary gas which deviates little 
from the ideal state, the motion of an individual atom is not interfered with 
except at close collisions with other atoms. The field of force which surrounds 
an atom seems to decrease very rapidly with increasing distance, so that most 
phenomena occurring in a gas which is not electrically excited, can be satis
factorily represented by assuming the atoms to behave like elastic spheres. The 
diameter of the equivalent elastic sphere is, by definition, what we shall under
stand by the diameter of the atom. 

Consider the process of interdiffusion of two gases which initially are separated 
from each other by an impermeable membrane. If the atoms did not interfere 
at all with each others' motion, the two gases would become intermixed practically 
instantaneously, since we have found that the velocities of the atoms are very 
large at ordinary temperature, being of the order of one kilometer per second. 
The experimental fact that interdiffusion may require considerable time, is then 
unambiguous evidence that the motion of an atom is strongly interfered with 
by the other atoms. The distance which an atom may move unhampered, is 
called the free path, and it is evident that processes like diffusion, temperature 
conduction, or viscosity will depend essentially upon the length of the free paths 
of the atoms concerned in the process. A definition of the term "free path" 
which has the advantage of being independent of special assumptions concerning 
the field of force round an atom is the following: The free path of a given atom 
moving initially in a given direction is the projection on this direction of the 
distance travelled by the atom from the initial moment until it moves perpendi
cularly to its initial direction of motion. With this definition the first order 
expressions of the coefficients of viscosity x, temperature conduction {}, and self
diffusion Dare 

x=eAC, {}=xCv , D=!ic, (31) 

Cv being the specific heat of the gas at constant volume. It will be noticed that 
they all depend upon the product of the mean atomic velocity and the mean free 
path (the average being taken over atoms with different velocities). ~ince the 
mean velocity can be calculated to a high degree of accuracy from the equation 
of state, it is possible to calculate the values of the mean free path from observa
tions of the coefficients x, {}, and D. The mean free path will, on the other hand, 
depend very intimately on the dimensions of the atoms. Consider thus the atoms 
to be similar elastic spheres of diameter a. A collision between two atoms is said 
to take place as soon as their representative spheres intersect. If one of the atoms 
is immobile, it can be simply shown that the probability that the colliding atom 
shall rebound within a given elementary solid angle is independent of the direction 
of motion of the incident atom. The mean free path of a few very light atoms 
diffusing through an assembly of very heavy atoms is thus exactly equal to the 
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distance moved between two collisions. Let 5 be the distance between the centres 
of two atoms at grazing incidence. The number of collisions suffered by an atom 
on moving a distance l, is equal to the number of atoms the centres of which 
are situated within the volume nS2l. If v is the number of atoms per unit 
volume, the number of collisions in question is vnS2l. If this number is unity, 
1 will just be equal to the mean free path of the atom: 

If we no longer consider collisions between light and heavy atoms, but 
collisions between similar atoms, the above expression will no longer hold, 
inasmuch as the free path may include several collisions. It will, moreover, 
depend upon the velocity of the atom. If this is small, it will very soon be knocked 
down by rapidly moving atoms, and conversely, if it is large, the atom may suffer 
a large number of collisions before it is deviated completely out of its course. 
These two effects thus go in opposite directions, and it happens, as might have 
been expected, that they cancel out almost exactly in the mean, so that the 
mean free path described between two collisions comes out to be independent of 
the velocity of the atoms and to be of the same order as (32). Thus MAXWELL'S 
expression for the mean free path between two collisions of an atom moving in 
a mixture of gases is 

• 1 
)'1 = _. ,. 
~ 5" I/ml Jl1" ". J~. + 1 t l~ m. 

i • 

(33) 

Here the index 1: refers to a particular gas with atomic mass mi, and atomic 
diameter such that Sli is the distance from the centre of the i-atom to the centre 
of thc given atom when they are in collision. Further Vi is the number of i-atoms 
per unit volume, and the summation is to be extended to all atomic species in 
the gas. MAXWELL's free path for a uniform gas is seen to be smaller than ex-
pression (32) by a factor! v'2. This difference is not all real, since MAXWELL'S 
expression will need a correction due to the fact that a mean free path as defined 
above will include more than one collision. This correction seems to bring the 
true value very close to the value (32). 

Having determined the mean free path in a gas from experiments on 
viscosity, conduction, or diffusion it is now possible, by means of formula (32), 
to estimate the atomic radii. Considering monatomic gases only, there does not 
seem to be much difference between the values thus obtained. They all cluster 
very closely around the value 10- 8 cm, limiting values being about 0,8.10- 8 

and 3 . 10- 8 . The order of magnitude of these values is confirmed in several 
independent ways, and may safely be assumed to give a trustworthy picture 
of the atomic dimensions. 

5. On the Internal Structure of the Atoms. The atomistic constitution of 
matter being admitted, it follows necessarily from FARADAY'S law in electrolysis 
that electricity must be atomistically constructed too. Moreover: each atom of 
matter in the electrolytic solution carries integral multiples of a fundamental unit 
of electricity, which may be positive or negative. Since one gram-molecule of a 
monovalent element in an electrolyte is known to carry E = 9600 electrostatic 
units of electricity, the elementary electric charge is obtained by dividing E by 
the number of atoms per gram, which is obtained from experiments on BROWNian 
motion. Precision measurements of the elementary electric charge have been 
carried out especially by MILLIKAN by observing the motion of electrically 
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charged particles of submicroscopic dimensions in an electric field. The final 
value given by MILLIKAN is to = 4,774· 10- 10 E. S. U. 

In the phenomena associated with the passage of electric currents through 
rarefied gases it is possible to study the behaviour of electrically charged particles 
of atomic dimensions in great detaiL It has thus turned out that the particles 
carrying positive electricity are ordinary atoms, in so far as their atomic weights 
are concerned. The mass of the particles which preferentially carry negative 
electricity is, on the other hand, about 1800 times smaller than the mass of a 
hydrogen atom. These particles are therefore radically different from ordinary 
atoms, and they are called electrons. 

The phenomena of electrolysis, as well as the phenomena associated with 
the passage of electricity through gases, strongly suggest that the atoms of matter 
are themselves constructed out of positive and negative electric entities. That 
the electron constitutes the negative entity is immediately clear; but the nature 
of the positive entity is less obvious. Valuable contributions to the clearing up 
of this question were given by LENARD. The final solution of the problem is due 
to RUTHERFORD who showed how the experiments of GEIGER and MARSDEN 
on the scattering of ex-particles by thin metallic foils unambiguously pointed to 
the conclusion that the positive electricity in an atom is concentrated practically 
at points, the nuclei. That each atom should contain but one nucleus could 
not be definitely concluded from the experiments in question, but is an outcome 
of the later development of atomic theory. By studying the cases when the inverse 
square law for the repulsive force between an ex-particle and a nucleus breaks down 
the dimensions of the latter have been found to be of the order of 10- 12 cm or less, 
being thus a hundred thousand times smaller than the atoms themselves. By scat
tering experiments the total number of unit positive charges on a nucleus has 
been found to be equal to the atomic number of the element in question. For 
the atom to be electrically neutral it is then necessary that the number of electrons 
which surround the nucleus and form the outer part of the atom is also equal to 
the atomic number. This conclusion has been confirmed in a large number of 
independent ways. The first indication that the number of electrons in an atom 
must be relatively small, at least in the case of light elements, was obtained by 
J. J. THOMSON before RUTHERFORD'S work, and by the following considerations. 
Consider the case of scattering of X-rays by matter. As scattering units the elec
trons will primarily come into consideration due to their small mass. When the 
frequency of the incident radiation is large as compared to the frequency of 
vibration of the electrons (estimated, for instance, from the characteristic dis
persion frequencies of the substance), it is easy on the basis of ordinary electro
magnetic theory, to calculate the fractional amount of radiation scattered per 
atom. Using the experiments of BARKLA on the scattering of X-rays in light sub
stances THOMSON concluded that each hydrogen atom should contain about one 
electron, while the number of electrons in each atom of other substances could 
not differ much from half the atomic weight, which again is about equal to the 
atomic number. 

It would thus seem to be clearly indicated by experiments that the atoms 
of matter are constructed in the following way. A central system of very small 
dimensions, the radius being of the order 10 -12 cm, carries practically the total 
mass of the atom, as well as the total amount of positive electricity, say N unit 
positive charges. This system is surrounded by N electrons, distributed somehow 
in the neighbourhood of the nucleus, inside a volume equal to that derived from 
the kinetic gas theory, the number of electrons being equal to N, in order that 
the atom may be electrically neutral as a whole. 
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It will easily be realized, however, that this picture of the atoms needs 
fundamental adjustments before being suited to represent all requirements of 
experimental physics. In fact, without introducing other forces than COULOl\1B'S 
inverse square force, an atom of the kind considered above cannot possibly retain 
its individual existence unaltered for any appreciable length of time. An electro
static configuration of the electrons is known to be unstable, and would therefore 
not survive a single collision with other atoms, whereas we know from gas theory 
that an atom may retain its characteristic properties intact after having suffered 
billions of violent collisions. A state' in which the electrons move, on the other 
hand, is violently unstable, because the electrons would radiate energy at an 
accelerated rate, and in a very short time coalesce with the nucleus. Thirdly, 
we know that the radiation emitted from an element in a gaseous state consists 
mainly of discrete lines, the number of which is sometimes very large. The 
arrangement of the spectral lines is characteristic of the element in question, 
and consequently of the atoms. On the basis of ordinary electromagnetic theory 
radiation in sharp lines can only be emitted from electric systems which perform 
periodic or multiply periodic oscillations. The number of fundamental lines in 
the spectrum, not counting harmonics, is equal to or less than the number of 
degrees of freedom of the system, that is: three times the number of electrons 
in the atom, provided an electron can be considered as a point charge. From 
the fact that molecular hydrogen shows a spectrum containing thousands of 
fundamental lines it would, for instance, be necessary to conclude that the hydro
gen molecule contains several thousand electrons, a result which is in direct 
contradiction to the conclusion drawn by J. J. THOMSON from BARKLA'S ex
periments. This result shows that the contradiction in question cannot possibly 
be removed by the introduction of additional fields of force between the electrons 
and the nucleus. 

The laws governing the internal state of the atoms must thus undoubtedly 
differ from the laws of ordinary electromagnetic theory in many and fundamental 
respects, at the same time as they have certain characteristics in common. The 
recognition of this fact is not at all of recent date, as it was known already during 
the latter half of the last century, long before the electric constitution of matter 
was accepted as a fact, that the description of atomic processes by ordinary 
mechanical laws leads, sometimes, to results which are in direct contradiction to 
experiments. The difficulties were first clearly recognized in the theory of 
specific heat, but it seems that the attention of the physicists was first seriously 
attracted to this question by the appearance of PLANCK'S work on the theory of 
temperature radiation! (1900). \Vhereas we should naturally expect an atomic 
system of any kind to be able to absorb or emit energy of any amount, PLANCK 
arrived at the startling conclusion that electrons performing harmonic vibrations 
around a position of equilibrium can only absorb or emit radiation in definite 
quanta of magnitude 

E =71'1'. 

Here 'V is the proper frequency of the oscillator, and h a universal constant, which 
is called PLANCK'S constant, the numerical value of which is 

h = 6,55 . 10- 27 g. cm 2 • sec 1. 

The physical utility of PLANCK'S "quantum" conceptions was brought out 
clearly by EINSTEIN who showed how the difficulties encountered in the theory 
of specific heats could be cleared away by using the new conceptions. EINSTEIN, 

1 M. PLANCK, Verhandlungen d. Deutsch. Phys. Gesellschaft Bd. 2, p. 237 (1900). 
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moreover, first recognized that the photoelectric effect is a typical quantum 
phenomenon. This effect seems specially suited to bring vividly to the mind how 
entirely inadequate ordinary electrodynamics is as a means of describing elemen
tary atomic processes. It was noticed first by LENARD that the velocity of 
photoelectrically expelled electrons does not depend upon the intensity of the 
incident light, but only upon the frequency. Later it has been shown by a large 
number of experiments that there is a one - one correspondence between the 
energy E of an expelled photo-electron, and the frequency of the incident 
radiation, given by EINSTEIN's equation 

hv = E + Eo 

where h is PI.ANCK'S constant, and Eo another constant which depends 
upon the particular atom in question. Moreover, the photoelectric emission 
starts instantaneously as soon as the radiation falls on the matter in 
question. These results seem to stand in direct contrast to the principles of 
electromagnetic theory, according to which the energy emitted from a source, 
such as an assembly of atoms, is continuously distributed in space, the energy 
density of radiation diminishing proportionally to the square of the distance 
from the source. It is, in fact, possible to obtain photo-electric emission with 
a source of radiation so faint that classical theory would not predict the emission 
to take place before hours after the opening of the shutter. The photo-electric 
phenomena seem, therefore, to indicate that the energy of radiation is, so to 
speak, tied up in indivisible bundles like bullets, which can only be absorbed 
as a whole. This conclusion must, however, be contrasted with the undoubted 
wave properties of light, as they are convincingly demonstrated by interference 
phenomena. This contrast indicates a dualism in the properties of radiation and 
matter, the adequate description and interpretation of which forms an essential 
part of the theoretical physics of today. 

The laws of spectroscopy, finally, bear unanimous testimony against the 
principles of ordinary electromagnetic theory. We have already emphasized 
that a strict interpretation of the line spectra of the elements on the basis of 
this theory would require an atom to contain an impossibly large number of 
electrons. Further, the practically complete absence of additive relations between 
the frequencies of the spectral lines is suspicious, since such relations would be 
expected as soon as the motion of the electrons possesses periodicity properties 
which are more general than those of purely harmonic motion. In place of sum
rules the observed frequencies conform to an extremely general difference
rule, the so called combination principle, established by RITz. That is: the 
difference between the frequencies of two spectral lines may appear as the fre
quency of another line in the spectrum. This fact leads to the suggestion that 
in the true atomic electrodynamics the difference between two frequencies plays 
a similar part as the sum does in ordinary macroscopic electrodynamics. 

6. BOHR'S Quantum Postulates. Although ordinary electrodynamics is 
clearly inadequate as a foundation of atomic physics, it is nevertheless inevitable 
that any attempt of constructing a true atomic theory must use the classical 
conceptions to a wide extent. In a number of cases it must even give the same 
results as the classical theory, as is particularly true in the limit of ordinary 
electrotechnical problems, such that the true atomic theory must, somehow or 
other, have the form of a generalization of classical electromagnetic theory. In 
such a generalization it is inevitable that terms which originally had a strict 
'mechanically defined significance become more or less ambiguous, and to the 
same extent as the classical theory, in which the terms were adequate, loses 



ciph.6. BOHR'S Quantum Postulates. 369 

its validity. It is thus customary to speak freely of the momentum, angular 
momentum, energy etc. of the electrons in an atom, although these terms only 
have a definite meaning in classical theory. This procedure does not lead to the 
confusion which might be anticipated provided one carefully remembers the 
symbolical meaning of the terms in use. At the present state of science the use 
of mechanical models cannot be dispensed with in atomic theory; it is therefore 
essential to remember that only a few properties of the model may correspond 
to observable properties of an atom. 

The first successful attempt to generalize classical electrodynamics· in the 
above sense was made by BOHR (1913), and later work has proceeded essentially 
as a further development of the program which was clearly indicated already 
in the earliest phases of BOHR'S work. In BOHR'S theory the results of the ordinary 
electromagnetic theory are used only in so far as they conform to the following 
postulates: . 

First Postulate: Any closed atomic system can", and can only, exist in 
a series of discrete states, the so called quantum states, in each of which the 
atom may reside a certain time interval without emission of energy. In parti
cular: each system possesses a normal state into which it will finally settle down, 
when external influences cease to disturb it. 

The requirements of this postulate are, :of course, entirely incompatible 
with ordinary electromagnetic theory. This latter can therefore be used in 
connection with the postulate only in so far as the emission of energy from the 
system may be neglected. It therefore becomes necessary to introduce other 
postulates or rules which put radiation phenomena in their proper place. This 
function is partly taken over by BOHR'S Second Postulate. 

Second Postulate: If the transition of an atomic system from a state (i) 
to a state (k) is accompanied by emission or absorption of radiation the frequency 
of this radiation is determined by the relation 

hVik = lEi - Ek I ' (34) 

E i , Ek being the energy of the atom in the i- and k-states respectively while h is 
PLANCK'S constant as before. 

No causal laws governing the transition processes are postulated, and to 
cover observational facts it is sufficient to assume the transitions to take place 
according to laws of probability. This is expressed by saying that an atom in 
an i-state possesses a probability aikdt for passing over in the k-state in the time 
interval dt. The coefficients aik will depend upon the internal properties of the 
atom in the two states in question, as well as upon the existing external 
conditions. 

It will be noticed that we have spoken of the time interval in which 
the atoms reside in the stationary state, while the time taken in transitions 
between such states has been tacitly ignored. In fact, it seems as if time inter
vals of the latter kind find no natural place in the theory, and they are explicitly 
ignored in all applications, that is: the transitions are assumed to take place 
instantaneously. 

The second postulate stands in direct parallelism to certain extremely general 
laws of experimental physics. Thus EINSTEIN'S photo-electric energy relation 
enters as a special case in (34) and the most general law of spectroscopy, RITZ' 

combination principle, is identical with (34), provided the energy values E i , Ek 
are taken equal to the corresponding spectral terms, multiplied by PLANCK'S 
constant, and with the negative sign. The experimental confirmation of this 
energetic interpretation of the spectral terms was essentially given 

Handbuch der Astrophysik. III. 24 
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by FRANCK and his collaborators, and it constitutes one of the most striking 
confirmations obtained by the theory from subsequent experimental 'work. 

When the possible stationary states of an atom of a particular element are 
known, i. e., all spectral terms, it is possible by using the frequency relation (34) 
to predict what spectral lines can possibly be emitted when an assembly of atoms, 
having been brought to excited states, return to their normal state. This phase of 
the theory seems to explain satisfactorily the fluorescence rule of STOKES, as 
well as the detailed experiments on fluorescent radiation made by STRUTT, 
WOOD,. and FUCHTBAUER. It may be mentioned in particular that the transitions 
starting from the normal state of the atoms may be found by observing the ab
sorption spectrum of the elements in a gaseous state at moderate temperatures. 
In this case practically all atoms will be in the normal state, and the element 
will only absorb those spectral lines, the frequencies of which correspond to 
transitions from the normal state to some higher state. 

7. Vector Notation. Before proceeding to the detailed consideration of 
modern atomic theory, as it has developed on the basis of BOHR'S postulates, 
we shall, for the sake of reference, consider briefly the main features of classical 
electromagnetic theory and mechanics, In this connection the use of vector 
symbols is convenient. Vectors will mostly be denoted by heavy type, and the 
following symbolism will be used: Let a and b denote any two vectors with rect
angular components a"" ay, a., b"" by, b •• w-hile cp is an invariant. We then write 

1. Inner product of a and b = (ab) = a",b", + aybl! + a.b. = invariant, 
2. Vector product of a and b = Cab] = - [ba] = vector with components 

ayb. - a.by, a.b", - a",b., a",by - ayb",. 

3. A vector of unit length pointing in the same direction as the vector 
a is denoted by ii. 

a a a 
4. Differential vector operator V. Components ox' oy' OZ· Hence 

o<p o<p o<p 
V cp = vector with components ax' By' oz' 

(V) d· oaz + oay + oa, . . t a = Iva = -ax' ay az = mvanan , 

o2<p o2<p 02<p . . 
V2rp = ox2 + oy2 + oZ2 = mvanant etc. 

5. Invariant vector operator. (aV) = ax 0: + al! oOy + a. :z. 

6. Curl operator [V]. [Va] = curl a = vector with components ~~ - ~~, 
oaz oa, o all oaz H di I 'd t' all 
(Ji - ox • -ox - BY' ence vcur a = Olen IC y. 

Two integral relations are of principal importance: 
7. STOKES' Theorem. 

f (a ds) = jj(curla de) 

the integral to the left being taken round a closed curve, and the integral to the 
right over any surface having the given curve for a boundary, de being an 
elementary vector whose absolute value gives the surface element in question, 
and whose direction is along the outer normal to the surface at the given point. 

8. GAUSS' theorem. 

([f diva d. = ff(a de) 
v s 
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the integral to the left being taken over a volume V, and the integral to the 
right over the boundary surfaces to this volume. 

S. Electrical Theory. Consider a system of electric currents which are 
stationary in time. The currents will produce a magnetic field, the intensity H 
of which will be connected with the electric current density J by the vector 
equation 

4;r; 
curlH =-J 

c 
(35) 

where c is a constant. This equation can be very si.mply verified by experiments 
on the magnetic field of long solenoids. It entails as an immediate consequence 

divJ = 0 (36) 

which signifies that the electric substance carried by the current is conserved. 
If E is the electric field intensity and e the electric density the fact that the 
force between two electric point charges follows COULOMB'S law may be written 
in the form 

divE = 4ne. 

The corresponding equation for H is 

divH= 0 

(37) 

(38) 

which expresses the experimental fact that no magnetic substance exsists ana
logous to electricity. 

If the state of the electromagnetic system is variable in time, FARADAY'S 
induction law 

1 oH curlE = --
c B t (39) 

is experimentally verified. The question to be decided, however, is how equations 
(35), (36) and (39) are to be generalized to the new case. If electricity is conserved 
under all conditions (36) must be replaced by 

Be + d' Bt IVJ=O. (40) 

If, further, (37) IS taken over unaltered the form 

1 BE 4;r; 
curlH= c fit + c J (41) 

suggests itself as the simplest generalization of (35), since (41) combined with (37) 
gives (40) identically. The system of equations (37), (38), (39) and (41) are the 
fundamental equations of LORENTZ' electron theory. They become identical 
with the equations of MAXWELL and HERTZ when the dielectric constant and the 
magnetic permeability are put equal to unity. This is permissible in a microscopic 
theory dealing with individual electrons, since the quantities in question appear 
in their proper place by averaging the field quantities over volume elements 
containing a large number of electrons (positive or negative). 

It is further necessary to have an expression for the force on a moving 
charge. In LORENTZ' theory the force density is gi.ven by the expression 

f=eE+~-[JH]. (42) 

The first term to the right hand side of (42) is merely the net electric force on the 
electricity in unit volume, while the second term is equivalent to BIOT-SAVART'S 
law for the force on a current element in a magnetic field. 

24* 
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The term; ~~ which we added to (35) in order to obtain (41) is the origin of 

MAX\VELL'S electromagnetic theory of light. In fact, considering the case of 
an electromagnetic field in free space (J = 0) we find, by combining (41) witI! (39) 

1 82 E 
cur1curlE = - C2 at" . 

We have further, since divE = 0 

and hence 

Similarly 

cur1curlE = V(divE) - V2E = -PE 

1 82 E 
V2E = c2 7fi2 

1 8"H V2H= --" 
c2 8t" • 

(43) 

Equations of the form (43) are encountered in all problems concerned with the 
propagation of undamped waves in homogeneous media, c being the velocity of 
propagation. The experimental fact that c is numerically equal to the velocity 
of light suggests therefore immediately that light is electromagnetic in nature. 
The fact that 

divE = divH = 0 

for free space insures, moreover, that the amplitudes of plane light waves will be 
transverse to the direction of propagation as demanded by the experiments on 
polarized radiation. 

Multiply (39) by -H and (41) by E (inner products) and add. The resulting 
equation may be brought into the form 

div~ [EH] + ~ (E2+ H2) + (fJ) = o. (44) 
4% ot 8% 

This is the equation of continuity for electromagnetic energy. The vector 

s = :%[EH] (45) 

which is called POYNTING'S vector, gives the flux of radiant energy through unit 
area, placed perpendicularly to its direction, while 

(46) 

is the energy density of radiation. The energy is thus continuously distributed 
in space provided the electric and magnetic vectors are continuously distributed. 
With this interpretation equation (44) states that electromagnetic energy can 
never be lost or created except by electromagnetic forces doing work on matter, 
this work being ,positive or negative. 

9. Radiation of Energy from Moving Electrons. Consider next the case when 
the electric charge and current densities do not vanish. The fundamental equations 
satisfied by the field quantities can then be brought into the form of wave equations 
in the following manner: Introduce instead of E and H a vector A, the magnetic 
vector potential, and a scalar quantity rp, the electric potential, defined by the 
following equations: 

H = curl A , 
1 aA 

E=-Vrp+c7JT' d · -L ~ C<p _ 
IV A I C at - o. (47) 
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Introducing these expressions of E and H in (39) and (41) we find after some 
reductions: 

/12A = ~ 82A + 4:n;J 
c2 8t2 c' (48) 

/12 _ 1 (J2 'P + 4 
r:p - C2 8t2 :!lfl· (49) 

Solutions of these equations are the retarded potentials 

A = f{ J} d ~ d'l} d t; , 
r t-r/c 

r:p = f{!{} d~ d'l} dt; . 
r t-r/c 

(50) 

Here r is the distance from the point x, y, Z, at which the potentials are to be 
calculated, to the variable point of integration ~,'I}, t;. The integration is to 
be extended to infinite space, and the index t - ric means that the value of the 
integrand must be taken at a time which is t - ric anterior to the time t for which 
the potentials are evaluated. This means simply that electromagnetic disturb
ances are propagated with the velocity c, which accordingly must be identical 
with the velocity of light in free space, if light is electromagnetic in nature. In 
the electrostatic _ case A is zero (no magnetism), while r:p red"\lces to the ordinary 
electrostatic potential. If electricity is in steady motion, the significance of r:p is 
unaltered while A will determine a steady magnetic field. If, finally, the motion 
of -electricity is not steady, electromagnetic waves will, in general, spread out 
from the system and give rise to loss of energy by radiation. 

Consider the case of an isolated electron of total charge e, moving in any 
manner with a translational velocity V, rotational motion being excluded. The 
electron will be assumed to fill out a small volume which we split up into ele
mentary parallelopipedons ~ with axes in the direction of the radius vector r 
to the point P (x, y, z) at which the values of the potentials will be calculated. 
Let A t be the time taken by light to move along a given~. The actual length 
of this particular ~ is then l =(c - Vr)At, Vr being the component of Vin the 
direction of r. The integration in (50) relative to this 15 will cover a time mterval 
A t, during which ~ will move a distance Vr A t in a radial direction. In the 
integration process each ~ must therefore be allowed an effective length 

l' = l + Vr A t = eLf t , 

such that the integration will extend over a volume 15' which is greater than ~ 
by a factor (1 - Vr/C)-l. This holds for all elementary parallelopipedons, and 
hence for the whole electron, provided it is sufficiently small. The integrated 
form of the electromagnetic potentials due to an electron can therefore be written 
down at once as 

r:p = {e/r(1 - Vrfc)}c-r/c, A = {eVjr(1 - Vrlc)}c-r/c' (51) 

These expressions were for the first time derived by LIENARD and WIECHERT, 
and they are therefore called the LIENARD-WIECHERT point potentials. By 
substituting expressions (51) in the corresponding wave eqttations it may be 
verified that the solutions are exact, and correspond to a moVing point charge. 

In order to calculate the emission of radiation from a system of electric 
charges in motion, we must add up the contributions from the individual elec
trons as given by (51), and calculate the expressions of E and H from (47). We 
then find directly the expression for POYNTING'S vector which gives the flux 
of radiation. In order to obtain the total loss of radiation from the system of 
charges all that is necessary is to en,close the system by a closed surface, and 
integrate the normal component of S in an outward direction over this surface. 
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The first order expressions of E, H, andS arrived at when the distance r to the 
centre of the electric system is large compared to the dimensions of the system 
itself, and the velocities of the electrons are small compared to the velocity of 
light are 1"" 

E = T (P - (;;'P);;'), (a) c r 

1 -" 
H= T[rP]. c r 

where 

(b) 

(c) 

(d) 

(52) 

is called the electrical moment of the electric system, or the polarization vector. 
It follows directly from (52c) that oscillations in the electrical moment of the 
system are always connected with loss of energy by radiation. The loss of energy 
per unit time can be read out of (52c) practically without calculations. Since S 
is parallel to r it is convenient to enclose the system by a sphere of radius r. The 
average value of (-rP) 2 over this sphere is simply P2/3, since the average value of 
the square of a direction cosine over the unit sphere is 1/3. It follows that 
the loss of energy per unit time is 

dE 2" 
de = - 3c3 P2. (53) 

The general character of the distribution of energy in the spectrum of the 
radiation emitted from the system may also be inferred from the above formulae. 
Thus ·if the electrical moment can be expanded in a multiple FOURIER series 
containing a number of different fundamental frequencies, say WI' W 2 , ••• , the 
POYNTING vector can also be expanded in a multiple FOURIER series containing 
the same frequencies, and. the radiation emitted will therefore also be concentrated 
in these frequencies. 

10. Analytical Dynamics. Assuming now that the electromagnetic potentials 
are given as functions of the coordinates and the times, the motion.of any system 
of electric charges in the field may be found. Neglecting the emission or absorp
tion of radiation the electric charges will move according to the laws of ordinary 
conservative dynamical systems. Approximate assumptions of this kind have 
played an important role in the development of atomic theory, and a short review 
of the theory of conservative dynamical systems is therefore of interest in this 
connection, the more so, as it really forms the basis on which atomic theory 
in its present fOfm is constructed .. 

Consider any dynamical system consisting of r mass points. Let the mass 
and rectangular coordinates of the itk point be mi and Xi, Yi, Zi, and let Xi, Y i , Zi 
be the rectangular components of the force which acts on this point. The motion 
of this system is then given by 3 r equations of the form 

i = 1, 2, ... r (54) 
where a dot denotes differentiation with respect to time. Instead of rectangular 
coordinates we now introduce generalized coordinates Ql' Q2, ... Q., where s 
is equal to 3r, if the mass points are free to move in space, while s may be smaller 
than 3 r if the degree of freedom of the system is reduced by the presence of 
constraints. From equations (54) we obtain s equations of the form 

r r 

~ ox... ~Xox. 
mi .,,- Xi = i .,,- , 

vqk uqk 
k = 1,2, ... s. (55) 

i=l i= 1 
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Introducing the kinetic energy T of the system by the formula 
r 

T - ~m;('2 '2 •• - ..:::... 2: Xi + Yi + Zj), 
i=l 

using the identities 
OX; ox; 
Oqk - Oqk' 

and putting 

equations (55) transform into the following system 

d (aT) oT 
dt aqk - aqk = Qk, k=1,2, ... s, (56) 

which is LAGRANGE'S form of the equations of motion. The principal advantages 
of LAGRANGE'S form over the NEwToNian form is that the number r of material 
particles in the system has been eliminated, and the more fundamental quantity s, 
which gives the number of degrees of freedom, has appeared in its place. In the 
case that a force function V exists, it is natural to express (56) in terms of a func
tion L, the kinetic potential, by the equations 

L=T-V. (57) 

The sign of V has been so determined that V is just the potential energy of the 
system. Equations (56) now become 

k = 1,2, ... , s. (58) 

According to the calculus of variations equations of the type (58) are neces
sary conditions in order that the first variation of the integral 

B 

1= f L (q1"'" q., q1"'" q., t) dt 
A 

(59) 

shall vanish, it being assumed that the variations (Jqb (Jqk vanish at the limits 
of integration. The equations of motion of electrons in a magnetic field, and 
the equations of relativity mechanics, may also be brought into the form (58), 
but this time the kinetic potential does not have the significance given to it by (57). 
We give the results without proof: 

In the case of relativistic mechanics 

L = L'm2c2 f1 V't/c2 - V, (60) 
k 

where mg is the mass of the k-th particle when it has zero velocity, Vk is the 
velocity of this particle, while c is the velocity of Jight. 

In the case of a steady magnetic field 

L = T - V - ! .2ek(AkVk) , (61) 
k 

ek being the charge of the k-th particle, while Ak is the magnetic vector potential 
at the place of the k-th particle. 

From (58) it is easy to pass over to HAMILTON'S form of the equations of 
motion. For this purpose it is sufficient to introduce a new series of variables, 
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the momenta PIc, defined by the equations 
{)T 

P k = {)----;- . 
qk 

Thus by (58) and (62) oL=:/JkOqk+PkOqk' 

Introducing a new function H by 

H='L.hqk- L 
k 

we find oH = 'L.{qkoPk - P"Oqk}' 

" Considering H as a function of the P's and the q's we have finally 

ciph. 11. 

(62) 

(63) 

(64) 

qk = ~~, p" = -~~, k = 1, ... , s. (65) 

11. HAMILTON-JACOBI Integration Theory. Consider a change of variables in 
the HAMILToNian equations of motion from h, q", to P", Qk (k = 1,2, ... s), 
the change being such that the transformed equations preserve the HAMILToNian 
form: . 0 H . {)H 

Pk=-{)Qk' .Q,,={)Pk ' k=1,2, ... s, (66) 

H being some function of P", Q", and the time t. This will evidently be the case 
if the kinetic potential L which enters the variation principle (59), expressed in 
terms of P", Q", is equal to the corresponding L expressed in terms of PTe, q", 
save for the possible addition of a term which is the total derivative 
with respect to time of a certain function. Any term of this latter kind 
may be added to the kinetic potential in the variation principle (59) because the 
time integral of such a term depends only upon the initial and final coordinates, 
and the variations are assumed to vanish at both limits of integration. If there
fore the new variables P k , Qk are such that 

2: (Pkdqk - Ii dt) - 2: (P"dQk - Ii dt) = ~.~ dt, (67) 

k k 

where dS/dt is the total derivative of S with respect to the time, we are certain 
that the time variations of Pk , Q", will be given by HAMILTONian equations, 
H being the new HAMILToNian function. The function S which enters (67) may 
have four different forms. It may either depend upon q", Qkonly, but not 
upon hand Pk , or it may depend upon p", Qk only, or on p& and P", or on 
q", P". The dependence of S upon the time, on the other hand, is by (67) always 
such that_ {)S 

H=H+ Tt · 

As equation (67) stands, S is evidently a function of q& and Qk, and we have 
{)S oS 

h = {)qk' P k = - (TIS' k = 1, 2, ... s . (68) 

Writing Pkdqk = d (Pkqk) - q"dPk etc. it follows directly that the remaining three 
combinations are characterized by 

{)S {)S 
qk = - -0 -, P" = - ---- , 

o PTe {)Qk 
oS {)S 

qk = --- Qk =, {)h' {)Pk ' 
(69) 

{)S {)S 

Pk = d'qk' Q" = {)P' 
k 
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S being a function of PTe, Q", p", PTe, and q", PTe respectively for the cases (b), 
(c) and (d). 

From (66) it appears that the new variables will remain constant in time if 
the transformation is such that the new HAMILToNian function is zero. This will 
be the case if the function S is a solution of the partial differential equation which 

results when we introduce either PTe = ~:: or qk = - ::k in the equation 

- as 
H = H + at = O. (70) 

The form of the solution is arbitrary provided it only contains s independent 
constants of integration, which represent either PTe, or Q" (k = 1, 2, .. s). Having 
found such a solution, £X.1 •.. 01-. being the arbitrary constants involved, the 
solution of the dynamical problem is given by 

as as 
PTe = aqk ' /3k = aOCk' 

or 

k = 1, 2, ... .> (71) 

according to the choice of independent variables in (70), /31' .. /3. being a new 
set of arbitrary constants. 

If H does not contain the time explicitly we may write 
as 
Bt = -E = const. (72) 

In case the HAMILToNian function signifies the total energy, the constant E is 
evidently the energy constant of the system. 

Miscellaneous Examples. 1. When the HAMILToNian function does not 
contain the time explicitly it follows from (65) that H remains constant during 
the motion of the system, since 

• 
dH ~(8H. 8H. ') 
Tt =,,4..; 8h Pk + aqk qk = O. 

"=1 
If H does not depend upon a particular qk, the corresponding PTe is con

stant. Hence follows that: 
2. If the HAMILToNian function is unaltered by a translation of the system 

in a particular direction the component of the total rectangular momentum of 
the system in that direction remains constant in time. The velocity of the centre 
of gravity of a closed system free to move in space is therefore a constant. 

3. By considerations of the same kind it follows that if H is invariant for 
a rotation of the system round a given axis, the total angular momentum of the 
system round this axis remains constant in time. 

The above results will be true, in particular, for any system consisting of 
mass points acting on each other by central forces of attraction or repulsion, 
which do not depend explicitly upon the time. Hence, largely, the importance 
of the quantities: total energy, total momentum, and total angular momentum 
for atomic theory. 

12. Relativistic Mechanics. The LAGRANGEan function of the problem is then 

L = - 2 m2 -V 1 - :: - V - ~ e; (Vk Ak), (73) 
k=1 k 
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it being assumed, for generality, that the motion takes place in a steady magnetic 
field, the vector potential of which is A [cf. equations (60) and (61)]. The momenta 
are 

oL m2Vk .x ek 

PkX = oVk.x = yi- VUC2 - cAka;, (74) 

etc. and the HAMILToNian function becomes 

H = 2 (Pka; Vkll: + Pky Vky + Pkz Vkz) - L = 2: m2c2j' 1 2 - i) + V. 
k=l 'k 11 1 _ Vk 

r c2 

Since 

(75) 

is the relativistic expression of the kinetic energy of a particle, H signifies the 
total energy of the system, By (72) we have further 

{( ek A)2 ( ek A)2 ( ek A)2 02 2}t m2c2 

c Pkx + c h + Pky + c ky + Pkz + c kz + mk c = 1/1 _ vz' 
r c2 

Expressed in terms of momenta instead of velocities the HAMILToNian function 
is therefore 

H -- ~{( e k A)2 ( ek A)2 ( ek A)2 02 2}t - c ~ Ph + C kx + Pky + C ky + Ph + c kz + 11tk C 

k=l 
r (76) 

+ V - 2:m~c2, 
k=l 

Consider now the case of a single electron, Removing the square root in ex
pression (74) we find 

2~J(PX + : Ax): + (Py + +Ay)2 + (pz + : AzY - (: H - + V + mocn I (77) 

+2mOc -0, 

The associated HAMILTON-JACOBI equation for x, y, Z, t as independent variables 
is obtained by putting 

oS oS 
PX=ox' PY=oy' 

III (75), which gives 

as 
pz= oz' 

2~o {(~! + : AII:y + (~~ + : AyY + (~~ + : Azy - :2(~: + vy}) (78) 

+ !moc2 = 0, 

This equation displays the four-dimensional symmetry between time and space 
h ' h ' h t' t' fIt' 't th th t't' oS oS oS 1 oS W lC IS so C arac ens lC 0 re a IVI y eory, e quan lIes ox' oy' {)z' ic 7ft 

playing the part of rectangular components of the four-dimensional momentum 

vector, while Ax, Ay, Ai, ~ V are the components of the four-dimensional vector 
$C 

potential, i being the imaginary unit, i = 0. 
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b) Quantum Theory. 
13. The Quantum Conditions. The principles of the quantum theory have 

developed gradually during the sixteen years elapsed since the publication of 
BOHR'S first memoirs on this subject!. Assuming tentatively the applicability 
of classical mechanics to the motion of an atom in a stationary state the 
question arose as to the correct way of fixing these states. PLANCK'S result indi
cated that the energy of a linear harmonic vibrator is quantized according to 
the formula 

En = nhv, n = 0, 1, 2, . . . (79) 

BOHR was able to find a rational generalization of this result to simply periodic 
systems of any number of degrees of freedom, and this proved sufficient in order 
to arrive at a quantitative theory of the BALMER formula of the hydrogen spec
trum, and the qualitative interpretation of numerous details concerning line 
spectra. 

The next decided advance was attained by SOMMERFELD 2, WILSON 3, SCHWARZ
SCHILD4 and EpSTEIN5 , who proposed a generalization of the quantum conditions 
to multiply periodic systems of any number of degrees of freedom. With reference 
to the theory of canonical variables these conditions may be outlined as follows. 
Consider a mechanical system of s degrees of freedom. Assume that for this 
system canonical variables may be found of such a kind that each momentum 
variable 'h is a function of the corresponding coordinate qle only, which, moreover, 
varies periodically with the time. The quantum conditions for such systems are, 
according to SOMMERFELD and WILSON, 

I",=jPledq",=n",h, . n",=O,1,2 ... ,k=1,2, ... s, 

the integral being taken over a complete period of variation of the coordinate qk' 
SCHWARZSCHILD and EpSTEIN gave these conditions in a different form. Adopting 
the above expressions 1,. as canonical momenta, the corresponding canonically 
conjugate coordinates Wle will vary linearly with the time, since the lie are con
stants. Such variables are called angle variables, and are frequently used in 
theoretical astronomy. SCHWARZSCHILD and EpSTEIN claimed that whenever 
a system of angle variables is found, and the system is multiply periodic, the 
canonical momenta Ik shall be integral multiples of PLANCK'S constant, regardless 
whether they are expressible as integrals f hdqle' or not6 • For all cases in which 
each Pie is a function of qk only, the SCHWARZSCHILD-EpSTEIN conditions will 
essentially coincide with the SOMMERFELD-WILSON conditions, and other cases 
have not proved to be of importance. EpSTEIN and SCHWARZ SCHILD were able 
in this way to explain the effect of a homogeneous electric field on the hydrogen 
lines which was studied experimentally by STARK. SOMMERFELD applied the 
theory to the natural fine structure of hydrogen lines, and showed how this 
structure could be explained as due to the variation of electronic mass with 
velocity. This theory of SOMMERFELD must, however, in light of later develop-

1 Phil Mag 26, p. 1, 476, 857 (1913). 
2 Sitzber Miinchen (1915), p. 425.459; and (1916), p. 131; (1917), p. 83; Ann d Phys 

51, p. 1 (1916). 
3 Phil Mag 29, p. 795 (1915); 31, p. 156 (1916). 
4 Sitzber Berlin (1916), p. 548. 
5 PhysZ 17, p. 148 (1916); AnndPhys 50, p.489 (1916). 
6 In addition the Ik might contain arbitrary additive constants whose rational deter

mination was partly left undecided by these authors. The correct methods of determining, 
these constants was first given by BURGERS on the basis of the adiabatic principle of EHREN
FEST [cf. Versl Akad Amsterdam 25, p. 1055 (1917)]. 
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ments, be revised on essential points, as will be shown in the sequel. It was 
further shown by DEBYE1 and SOMMERFELD 2 that the normal ZEEMAN effect 
could be explained on the same basis. 

This phase of the theory was rounded off by the establishment of the 
adiabatic principle by EHRENFEST3• Up to this time the search for proper 
quantum conditions for fixation of stationary states had been largely a matter 
of guess work. In order to reduce the arbitrary element in this work as far as 
possible EHRENFEST attempted to find some general principle to which any 
quantum condition would have to comply. Such a principle EHRENFEST found 
in a general requirement that a quantized quantity shall remain invariant during 
an infinitely slow mechanical transformation of the system, and this requirement 
was called the adiabatic principle. By this principle the quantum conditions 
already given were brought into a definite form, and certain differences existing 
between the two standard forms were decided in favour of SCHWARZSCHILD'S and 
EPSTEIN'S formulation. 

Thus far the progress in quantum theory was mainly concerned with the 
fixation of stationary states, while the problems connected with transitions 
between such states were largely neglected. This part of the quantum theory 
received a marked impetus from a paper by EINSTEIN'" on the theory of tem
perature radiation. In this paper EINSTEIN showed how PLANCK'S radiation law 
can be obtained in an exceedingly simple manner by making certain assumptions 
concerning the absorption and emission processes suffered by quantized atoms 
situated in a field of radiation. EINSTEIN refrained from establishing causal 
laws for individual atomic transition processes, and resorted to probability 
considerations, being guided in this work by analogies with radioactive processes 
and with classical electromagnetic theory. The fundamental assumption of 
EINSTEIN concerning the transition processes is directly taken over from the 
theory of radioactivity, inasmuch as he assumed the fractional number of 
atoms in a state n which, in the time element dt, leave this state, is proportional 
to dt, and the factor of proportionality is assumed to be independent of the time 
in which the atom had resided in the n-state. This law is identical with the law 
of radioactive transformations, and may be written in the form 

(80) 

where A.n is the transformation constant which is associated with the n-state. 
The next step is to make assumptions concerning the form of An for the case of 
atoms suffering electronic transitions. Each An may evidently be written as 

a sum }'n = L'Anm , (81) 
m 

over all quantum states of the atom, such that Anm is the probability of a parti
cular transition n -+ m. EINSTEIN made the simple assumption that in the case of 
transitions to states of lower energy (emission processes) Anm is of the form 

A.n", = Anm + Bn",(! (1')' (82) 

where Anm and Bnm are coefficients depending upon the two states nand m only, 
while (! (1J) is the monochromatic energy density of the external radiation field, 

1 Phys Z 17, p.507 (1916). 2 Phys Z 17, p .. 491 (1916). 
3 ProcAcadAmsterdam 16, p.591 (1914); PhysZ 15. p.657 (1914); AnndPhys 

51, p. 327 (1916); Phil Mag 33, p. 500 (1917); d. also S. M. BURGERS, Versl Akad Amsterdam 
25, p.849, 918, 1055 (1917); Ann d Phys 52, p. 195 (1917); Phil Mag 33, p. 514 (1917); and 
N. BOHR, D. Kg!. Danske Vid. Selsk. Skrifter, Nat Math Afd, Raekke IV; 1 (1918). 

4 PhysZ 18, p.121 (1917). 
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calculated for the frequency y which by BOHR'S frequency relation is associated 
with the two states 

lty = En - Em' 

E,,, Ern being the energy values of the atom in the two states. The coefficient Anrn 
is called the probability of spontaneous transitions n--+ m, as it is active 
even if the external radiation field is absent. The coefficient Bnm is called the 
coefficient of forced transitions n--+ m, since it- measures the efficiency 
with which the radiation field enforces this particular transition. For the converse 
process EINSTEIN assumes 

(83) 

where Brnn stands in a close relation to the ordinary monochromatic absorption 
coefficient. By the principle of detailed balance we have, in a state of thermo
dynamic equilibrium 

N n (An'" + En", 12 (1))) = N m Brnn 12 (y) , (84) 

where N" and N", are the number of atoms in the states nand m respectively. 
In order to have PLANCK'S law for 12 (y) 

we must therefore have 

and hv 
f'..l m B m1t :=:: ek'll 

NnBnm 
or 

(85) 

(86) 

N B _(l£m - En) 

~==-~e kT 
N n Bmu 

(87) 

This latter relation shows merely that the atoms are distributed over the quantum 
state according to BOLTZMANN'S principle, and that the ratio an/a", of the a priori 

probabilities an and 0rn of the two states is equal to ~mn. The first relation shows, 

on the other hand, that it is permissible to regard an~pontaneous transition as a 
forced transition which corresponds to the fictitious energy density of radiation 
8n hy3/C3. This conception is found to be helpful on certain occasions. The 
analogy between these assumptions and classical electrodynamics will be under
stood better when we have considered the present state of quantum theory. 

It is immediately clear that if general rules could be found for the calculation 
of EINSTEIN'S A's and B's the problem of quantum dynamics would largely have 
been solved. EINSTEIN did not, however, give any such rules, and the problem 
was for the first time seriously considered by BOHR! in a memoir published in 
1918, dealing in great detail with quantum theory problems. In this memoir 
BOHR proposed an asymptotic method for calculating transition probabilities 
which is the direct precursor of present day quantum mechanics. The starting 
point of BOI-IR'S work was the natural assumption that in the limit where the 
quantum states lie infinitely close together classical theory must give correct 
results (" correspondence principle"). In this way it proved possible to obtain 
an understanding of the combination rules for the spectral s, p, d, terms etc., 
the absence· of the surplus ZEEMAN components predicted by the theory of 
SOMMERFELD and DEBYE, as well as the qualitative and quantitative features 
of numerous other phenomena. 

1 On the Quantum Theory of Line Spectra; D. Kgl. Danske Vid. Selsk. Skrifter, Nat. 
Math. Afd., Raekke IV, 1 (1918); German translation by P. HERTZ, Uber die Quantentheorie 
der Linienspektren. Braunschweig: Vieweg 1923. 
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The first few years after the establishment of the correspondence principle 
most advances in the quantum theory were attained in mathematical discussions 
of special quantum problems, and in semi-empirical interpretations of spectroscopic 
and chemical facts. It emerged pretty soon, however, that the theory was insuf
ficient to account for observational facts in several outstanding cases. First of 
all it was clear that the anomalous ZEEMAN effect could not be explained on the 
basis of the theory. Later development has shown, however, that the special 
difficulties experienced with regard to the anomalous Zeeman effect do not so 
much concern the fundamental principles of quantum theory, as they concern 
the particular atomic model in use. Essential parts of these difficulties were 
removed by the idea of electronic spin, as was shown by UHLENBECK and 
GOUDSMITl, and as will be shown in the sequel. Next VAN VLECK 2 and KRAMERS 3 

showed that the theory could not explain the observed value of the ionization 
potential of helium, and BORN and HEISENBERG4 showed how the finer details 
in the helium spectrum remained unaccounted for by theory. It seemed, on the 
whole, as if the theorY' provided an insufficient basis for the discussion of the 
constitution of atoms containing several electrons, and there was a growing 
conviction that a thorough revision of the theory was necessary in order to 
meet observational requirements. 

The revision in question, as far as it has proceeded as yet, was brought 
about in the following way. In 1924 KRAMERS5 developed the dispersion theory 
of multiply periodic atoms. In order to obtain a formula which could be quanti
tatively correct for all frequencies of the incident radiation KRAMERS made some 
assumptions which surpassed the boundaries of the correspondence principle 
in its accepted form, but which were strongly suggested by the special problem 
in hand. Analogous assumptions were used by P AULI6 in a paper on the theory 
of the STARK effect. Shortly afterwards BORN' showed how KRAMERS' assumptions 
could be used in a more general way in the theory. In this connection must also 
be remembered some papers by KUHNs and THOMAS9 on the theory of dispersion, 
and in which assumptions were considered which surpassed the correspondence 
principle in its original form. Shortly afterwards HEISENBERGIO, as an extension 
of the work of KRAMERS, BORN, KUHN and THOMAS, proposed a modified form of 
quantum theory, in which the quantization rules for the fixation of stationary 
states, and BOHR'S correspondence method for calculating transition probabilities 
were generalized and united into a harmonious whole. HEISENBERG'S ideas were 
further developed into a consistent theory by BORN and JORDAN 11 on one hand, 
and DIRAC12 on the other. This theory we shall call "lYI at r i x lYI e c han i c s". 

At about the same time SCHRODINGER13 attacked the problem from a different 
angle. SCHRODINGER'S starting point was the idea of de BROGLIE14 that the motion 
of an electron, in an atom or otherwise, is associated in some way with a wave 

1 Naturwiss 13, P.953 (1925); Nature 1926, p.264 (February 20.). 
2 Phil Mag 44, p.842 (1922). 3 ZfPhys 13, p. 312 (1923). 
4 Z f Phys 16, p.229 (1923). 
5 Nature 43, p.673 (1924); P.310 (1924); d. further P. EpSTEIN, Z fPhys 9, p·92 

(1922); H. A. KRAMERS and W. HEISENBERG, ibid. 31, p.681 (1925). 
6 Math Phys Communications of the Danish Acad. Sc. 7, NO.3 (1925). 
7 Z f Phys 26, p. 379 (1924). 8 Z f Phys 33, p.408 (1925). 
9 Naturwiss 13, p.627 (1925); F. REICHE and W. THOMAS, ZfPhys 34, p. 510 (1925). 

10 Z f Phys 33, p.879 (1925). 
11 Z f Phys 34, p.858 (1925); M. BORN, P. JORDAN, W. HEISENBERG, ibid. 35, p. 557 

(1926). 
12 London R S Froc A 109, p. 642 (1925); 112, p. 661 (1926); 113, p.621 (1927); 114, 

p.243, 710 (1927). 
13 Ann d Phys 79, p. 361, 489, 734 (1925). 14 Ann d phys 3, p.22 (1925). 
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motion, for which the conditions of interference leading to standing waves give 
the quantum conditions. SCHRODINGER succeeded in giving DE BROGLIE'S ideas 
a much more tangible form by adopting the following point of view: It 
has long been known, and it was shown most generally by HAMILTON, that the 
equations of ordinary mechanics for a system of s degrees of freedom are identical 
in form with the equations of geometrical optics generalized for a space of s dimen
sions, in which the refractive index depends upon the coordinates and the direction 
in a given manner. Since geometrical optics is but an approximate expression 
of the wave theory of light, there is no exact correspondence between mechanics 
and the wave theory of optics. One may now attempt to generalize dynamics 
in such a way that the analogy with wave theory becomes complete. Almost 
any wave theory will have as its mathematical expression a partial differential 
equation which is linear, and mostly of the second order. The fundamental 
problem of "wave mechanics" consists therefore in finding a true wave equation 
which shall replace the HAMILTON-JACOBI equation of ordinary mechanics. 
SCHRODINGER was able to find such a wave equation and was able to formulate 
in a general way the limitations to which the solutions of this equation must con
form in order to be permissible solutions of a quantum problem. 

It seemed for some time as if matrix mechanics and wave mechanics were 
two entirely different theories with but little in common. Pretty soon it emerged, 
however, that these theories are essentially identical, inasmuch as they always 
give the same system of energy levels, and may give the same system of transition 
probabilities. All the same, each theory seems to have its own peculiar ad
vantages, and when in the sequel we shall adopt the wave theory point of view 
only, it is essentially because the mathematical formalism of this theory is more 
in line with the formalism of classical physics than the formalism of matrix theory. 

14. Wave Mechanics. A principal feature of any form of quantum mechanics 
will always be the rules for calculating energy levels and transition probabilities 
for a given system, and we shall, provisionally, consider wave mechanics from 
this more practical and narrow point of view. 

In order to see the intimate relation existing between SCHRODINGER'S wave 
mechanics and the previous form of the quantum theory it is well to recall EIN
STEIN'S form of the quantum conditions!. The SOMMERFELD-EpSTEIN form of 
the quantum conditions requires the use of special coordinate systems. EINSTEIN 
observed that this inconvenience could be removed by writing the conditions on 
the invariant form 

C =i:JPkdqk = nit, ± n = 0, 1,2,... (88) 
k=l 

where the integral is to be taken over any closed curve in coordinate space. 
That the sum Zhdqk is an invariant while each individual hdqk is not, follows 

k 
from the general theory of tensors (d. ciph. 16 of this chapter). In the present case 

it is realized very simply because h is a gradient vector h = ~s , such that the 
uqk 

sum 'L.,Pk d qk represents the change of the function 5 by an infinitesimal dis-
k 

placement in coordinate space. In the case of a multiply periodic system of s 
degrees of freedom there will, at most, be s different closed curves which cannot 
be brought into superposition by continuous deformations, so that the single 
equation (88) corresponds to s different quantum conditions as it should. We 
may elucidate conditions by considering 5 as the cyclic magnetic potential of 5 

1 Verh d D Phys Ges 1917, p. 82. 
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stationary, linear and closed currents. If the electric current in the pth circuit 
is I p , the line integral C of the magnetic intensity (hc) along a curve which 
encircles this circuit only once is ± 4n 11" For an arbitrary closed curve C will 
consequently have the value 

s 
C = 4n 2.'np Ip, 

1'=1 
± np = 0, 1, 2, 3, .. , (89) 

If C is to be an integral multiple of PLANCK'S constant for any closed path of 
integration, it follows that each 4nIp must have the form 

4nIp = mph, ± 111p = 0, 1, 2, 3, ... 
The quantities 4nIp are evidently moduli of periodicity of the magnetic potential. 
This fact suggests still another form of the quantum conditions. If we, namely, 

2niS 

introduce a new function 1jJ = eh , ( j: = Y - 1), we understand that the quan
tum conditions make 1jJ a uniform function in coordinate space. This property 
of 1jJ makes it a natural starting point for a generalization of mechanics on the 
lines of wave theory. In fact, for a conservative system of total energy E, 5 will 
have the form 5 (qk) - Et, such that 1jJ represents a wave function which is 
harmonic in the time variable; the possible frequencies of this wave are given 
by the possible values of Elh, and are thus equal to the spectral terms of the 
system. If we, however, require 5 to be a solution of a HAMILTON-JACOBI equa
tion, we encounter the difficulty that the equation for 1jJ will be neither linear 
nor of the second order, and thus not of the standard form encountered in most 
wave problems. The way out of this dilemma is obviously to modify the equation 
for 1jJ so as to make it a true wave equation. 

We shall now consider how this modification is performed in case of a system 
consisting of a single electron of mass f~ and charge e moving in an electro
magnetic field of force of scalar potential cp and vector potential A. The HAMIL
TON-jACOBI partial differential equation of the problem is, neglecting relativity: 

L(175 + ~A)2 + ecp + as = 0. (90) 
2," c at 

2;riS 

Adding a term -4 h. 172 5 to the left hand side ofthis equation, putting 1jJ = e-h -
. :n: $!t 

and expanding the terms in brackets we find 

(91) 

Permissible solutions of this equation are all single-valued functions which do 
not become infinite for any values of the coordinates. This latter requirement 
surpasses the previous quantum conditions, but it is necessary in order to obtain 
agreement with experiment. These solutions will differ from the solutions of 
the corresponding HAMILTON-JACOBI equation, although both solutions will 
obviously merge into one another in the limit where the quantum states lie 
infinitely close thogether, so that h can be regarded as an infinitesimal quantity. 
In all cases discussed thus far these differences have been in favour of the wave 
form of the HAMILTON-JACOBI equation, which has strengthened the belief that 
this generalization of dynamics has been performed in the right direction. 

For systems consisting of r particles, the wave equation is obtained by 
r r 

replacing the operators ~ 17 2 and ~ 17 in (91) by the sums ~ ~ 17~ and ~ ~ 17k , 
It ft ",;;;;;.. ftk ",;;;;;.. Ilk 

1 1 
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where each vector symbol Vk refers to the coordinates of the Mk particle only. 
With this generalization the wave equation of a system containing r particles 
becomes 

;2' {h2 (e% 2 ) h ek J7 } h 01p --8 2 J7~lJ' + -2 2 Ak + ekqJk lJ' +-2 . -(Ak klJ') +-2 '"'t =0. (92) :n: fl-k C fl-k :n:z C fl-k :n:z v 
k=l 

I t has not been possible to find the corresponding wave theory form of rela
tivity dynamics except in the case of a single electron. For this case the wave 
equation is 

1 
(93) 

2niS 

Writing lJ' = e-k - in this equation, and putting h = 0 in the result, the relativistic 
HAMILTON-JACOBI equation is reproduced, as it should be. 

All above results may be obtained by observing that if H is the HAMILToNian 
function of a system, expressed as a function of generalized coordinates and mo
menta, then the associated wave equation is found by replacing each Pk by the 

differential operator -2h . ..:- in H and putting 
:n:~ vqk 

{H( ~~)+~~} =0 qk 2 :n:i Oqk 2:n:i ot lJ' • (94) 

15. Reduction of the Wave Equation to Invariant Form. By the last for
mulation the wave equation is brought into invariant form, inasmuch as it 
is written in general coordinates qk' Because of the importance of this question we 
shall discuss it in more detail. For this purpose certain formulae and conceptions 
referring to the RIEMANN geometry of a space of any number of dimensions are 
indispensable. These conceptions will be recalled briefly, and the formulae 
written down without proof. 

Let ql, ... , q" be the coordinates which specify a point in an s-dimensional 
space. The distance ds between two adjacent points whose coordinates differ 
by infinitesimal quantities dql ... dq" is given by 

ds = -V ftidl aft"dqftdq". (95) 

The coefficients aft" are said to be the covariant components of the metric 
tensor of the given space. The quantities dql ... dq" constitute a contrava
riant tensor of the first rank (a vector). Co- and contravariant characters are 
distinguished by lower and upper indices respectively. The rank of any tensorial 
expression is equal to the number of unsummed indices in the expression, and 
any summation must involve an equal number of high and low indices. From 
the quantities a.up it is possible to form a contravariant tensor, also of the second 
rank, which we shall denote by aft". Each aft" is defined as the cofactor of aft" 
in the determinant a = \aftP\ divided by a. Transfer of indices can now be 
defined by the equations 

A'" ... = "'"'a A .. ·8 ... . .. r... ..:... 18 •..... , or A""'" = "'"'a· B A'" ... ••. •.. ~ ••. s .•• • (96) 
8 8 

The principal use of this principle is that it facilitates the formation of invariants, 
which is the purpose we have in view. Thus the square of the length A of a co-

Handbuch der Astrophysik. III. 25 
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variant vector A,. is found by forming the associated contravariant vector A" 
and taking the sum 

A 2 = ~ AI<AI< = ~ a,. "A" A" = ~ a"" A,. A" . 
I' I' " I' " 

By this definition the square of the length of a vector is invariant for all trans
formations of coordinates, and not merely invariant for translations and rotations 
of the axes, as is the case if we define the square of a vector A." Ay , A. as A; 
+ A~ + A;. The invariant form of the LAPLAcEan operator is 

j72 = ~ ~ ~ (fa a""~) (97) l' a ~ fJq" fJqv 
W" 

and the volume integral has the form 

V = f"Va dql ... dq" . (98) 

It must further be recalled that the gradient of a scalar quantity cp is a covariant 

vector with components :;, just as in the elementary theory. This is all that 

is required for the present purpose. 
Referring to equation (92) we see that the terms involving vector operations 

are LAPLAcEan operators, gradient vectors, and products of two vectors only. 
The trouble about these symbols is that they refer to the coordinates of each 
electron, and are affected by the individual masses /Lk and charges ek' The charge 
constants are easily disposed of by assuming each ek/c to be absorbed in the 
corresponding vector potential A k • The mass constants may be disposed of by 
introducing a special metric in configuration space. This is done very simply by 
assuming the metric tensor of this space to be determined by writing the kinetic 
energy T in the form -

(99) 

and adopting the a,." as metric tensor of coordinate space. In rectangular 
coordinates the a"" then represent the masses, and the a"" the inverse mass 

values, such that in this metric 17 2, according to (97), reduces to the sum ~ ~ j7~ 
~ Itk I< 

that occurs in the wave equation. The other invariants in the wave equation 
are then bound to come out right too. Let further k,. be an s-dimensional vector, 

which in ordinary rectangular coordinates reduces to k" = eft A f " ••• etc., and 
c 

let kI< be the corresponding contravariant vector. Vole can now write down 
directly the invariant form of the wave equation 

~{ ha 1 fJ (,r:: ,.,' fJ) 1 h ( fJ)} h fJ If _ ~ - 4,n2 yafJq" Va a fJqv + 2k"k" + 2,ni kI< fJq" 'IJ' + V'IJ' + 2,ni at - 0, (1QO) 
I' " 

where V is the total potential energy of the system. A great advantage of this 
form is that it holds even if the system involves constraints, so that s is less 
than 3r. 

16. Stationary States. Consider the case when the potentials do not depend 
explicitly upon the time. A particular solution of the wave equation of the form 

2niEkt 
'lJ'k = Uk(q) e--k- (101) 

is then possible, Ek being a constant, and Uk a function of the coordinates only. 
If 'lJ'k is to satisfy the quantum conditions, viz: 'lJ'k = uniform and finite function 
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of the coordinates, non-zero solutions Uk will, in general, only exist for a discrete 
series of values of the constants Ek • Only in the limiting case when the constituent 
particles of a system may separate infinitely far from each other, will "Pk differ 
from zero for a continuous range of E-values. Considering the limiting case of 
classical mechanics (h ~ 0) it is natural to identify the constant Ek with the 
energy of the system in the kth quantum state. This follows from the fact that 

the energy is defined by E = - ~~, which with S = 2!i 10g"Pk gives E = Ek· 
By the same procedure we define as momenta of the system in the stationary 
states 

e A I f hOI h {1 0 V'k 1 otp:} e A ( ) Pl=- l+rea part 0 -.- og"Pk=-· ------ +- I 102 C 2:n oql 4nz tpk oql tp~ oql C ' 

because this gives a direct transition to the mechanical momenta when h ~ o. 
In the above equation a star denotes a transition to the complex conjugate 
quantity, and this convention will be retained in the sequel. ("Pk is obtained 
from "Pk by changing i into -i). 

17. Transitions between Stationary States. The probabilities of transition 
are also derived from the functions "Pk. The way this works out is intimately 
connected with some fundamental properties of these functions, as well as the 
general solutions of the wave equation when the potentials depend explicitly 
upon the time. 

1. Orthogonality. The functions "Pk form an orthogonal sequence, that is: 

!"Pk"Pidr:=O, Ek=l=EI , (103) 

the integral being extended to all configuration space, a convention which will 
be adopted in the following unless the contrary is expressly stated. To prove 
the above relajion multiply the wave equation (92) for "Pk by "Pi, and conversely, 
the equation for "Pt (i being changed into -i in the equation) bY"Pk, and subtract 
the resulting equations. This gives 

(Ek-EI)!"PZ"Pldr: = "Lfdiv. {S h2~("PkJ7. "P; -"PtJ7."Pk) + 2 h~~"Pk"Pt AT} dr:. (104) 
T n flr nZCflr 

In the calculations leading to the above result it is essential to use the electro
dynamic relation: div,A. = 0 for stationary conditions. By GAUSS' theorem the 
integral over the right hand side of (104) can be transformed into an integral of 
the normal component of the s-dimensional vector 

over a closed surface which lies completely at infinity. This surface integral 
will be zero provided the functions "P converge sufficiently rapidly to zero on 
approaching infinity. This will be the case as long as we consider closed systems 
only, so that equation (104) becomes identical with (103). In the case of systems 
in which the particles may part infinitely far from each other, the conditions of 
orthogonality are essentially modified l . 

2. Integral Invariance. Consider any solution "P* ofthe wave equation. 
We propose to prove that 

(105) 

1 Cf. ciph. 48. 

25* 
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is an integral invariant for arbitrary limits of integration, provided these limits 
move with suitable velocities. To prove this proposition multiply the wave 
,equation for 1p by 1p* and the equation for 1p* by 1p, and add the two equations. 
The result is 

fJ ( *) + ,..., d' * { h (1 V 1 V *) e, } fJt 1p1p .4J IVr 1p1p -4 -;- - r1p - -----;j< .1p + - A. = o. (106) 
"'2fl, tp tp fl,C 

This equation contains'the desired result. In order to facilitate its interpretation 
consider the case of a compressible fluid of density e. The mass of the fluid inside 
any closed surface S will remain constant in time provided S moves with the 
fluid. Hence 

M = f edxdydz 
s 

is an integral invariant of the hydrodynamical equations, provided the limits 
of integration move with the fluid. The fact that M is constant in time is also 
expressed by the equation of continuity 

fJ(! d' 7ft + IVe V = 0, 

where Vis the vectorial velocity of the fluid. In the case of three dimensions (r = 1 
only), equation (106) is identical in form with the above equation of continuity 
provided 

e = 1p1p* 
and 

h (1 (}tp 1 otp*) e, V,,,, =-4 -.- 1IJ -{} - * -{} + -Ar'" , etc. 
'" 2 fl,. x, tp x, C fl, 

(107) 

If we extend the definition of momenta given by (102) to any function 1p we have 

h {1 otp 1 otp*} er 
P''''=-4 . -~- *~ +-Ar"" etc. "'2 tp UXr tp uX, C 

(108) 

Since momentum is mass times velocity, it is immediately clear that the corres
ponding velocities are given by (107). As regards the question of integral 
invariance the number of dimensions is entirely irrelevant, such that the 
existence of equation (106) implies the existence of the integral invariant (105), 
the limits of integration being assumed to move with velocities given by (107). 
The invariant form of. equation (106) may also be given here. It is 

o 1 ~ 0 { ,r:: l h (1 otp 1 Otp*)} - (1p1p*) + - - 1p1p* yaa.uv k + -. - - - - - = o. (109) ot ''a oql'- " 4"'2 tp oq" tp* oq" 
f u 1'-" 

The existing attempts to develop a theory of transitions between stationary 
states all agree in adopting the integral invariant property of 1p1p* as a basis, 
while they differ in the way this quantity is interpreted. In the original theory 
of SCHRODINGER1, electricity is given a continuous distribution in the atoms, 
and 1p1p* is assumed to determine the electric density, while 1p1p* Vr determines 
the electric current density. In the case of three dimensions only there is direct 
proportionality between these quantities, and equation (106) becomes identical 
with the equation for conservation of electricity. In the case of more general 
systems 1p1p* gives the probability of a certain distribution of the particles. The 
electric density is obtained by keeping one particle, the kth say, fixed in the 
volume element dXkdYkdzk while integrating over all possible configurations of 

1 Cf. also O. KLEIN, Z f Phys 41, p.407 (1927). 
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the other particles. Multiplying the result by the charge ek of the kth particle 
and taking the sum over all particles the total electric density becomes 

e(x,y,z) = L;ek['IjJ'IjJ*dr, 
k k 

where the index k appended to the integral sign signifies that Xb Yko Zk are to 
be replaced by x, y, z, and not to share in the integration process. We have 
further assumed tacitly that 'ljJ'IjJ* is normalized with respect to unity 

f'IjJ'IjJ*dr=1. (110) 

That such a normalization is always possible follows from the equation of con
tinuity of 'I.jJ'IjJ*, which gives 

fJ j' ot 'IjJ'IjJ*dr=O. (111) 

The electric current density is obtained from the velocities of the individual 
electrons by the same integration process as leads to the above expression for the 
electric density. Let r denote the integral operator 

r = L, ekfdT. (112) 
/C k 

The equation of continuity of electricity is then obtained from (106) by ap
plication of the r-operator. Having defined electric density and electric current, 
it is possible to form the electrical polarization vector 

P x = f ex dx dy dz = ~ek f 'IjJ'IjJ*Xk dT , etc. (113) 

which determines the rate of absorption and emission of the system, as regards 
first order terms. If the electromagnetic potentials are independent of the time, 
'IjJ may be any sum of characteristic functions 'ljJk of the form (101), such that 
the electric polarization reduces to a trigonometric series, the characteristic 
frequencies of which are identical with the transition frequencies of the system. 
This shows that the theory is in conformity to BOHR'S second postulate. To a 
particular transition n --+ m we thus correlate an electric polarization vector 

(P",)nm = ?>k f 'ljJn'IjJ;;;'Xk dr , etc. (114) 

which is simply harmonic with the frequency "'nm = h - l(En - Ern). By (53) 
the rate of spontaneous emission of energy of frequency Ynn• becomes 

(~~)n'" = 3~3 (~:):'" = 332 n4;;m (P~ + P~ + P;)nm' (115) 

This rate is, on the other hand, also given by Anm h Y n"" where An", is the pro
bability of spontaneous transitions n --+ m. Taking the time average, and putting 

(Qx)nm = ~ekfUnUmXkdr, etc. (116) 

we find 
_ 16 :n4 v!m 2 2 2 (117) 

An", - -f JiC3{Qx+Qy+Qz}nm' 

This is the quantum theory form of the EINSTEIN A-coefficients. The B-coeffi-

. t b lIt d' 1 d hI' A B 8:nlt1'!m Clen scan e ca cu a e m an ana ogous manner, an t ere atlOn n", = nm------cs-
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is then found to be true. In the SCHRODINGER theory the property of 'ljJlfJ* as 
a general distribution function is limited in several ways, such as to permit the 
use of the MAxwELLian equations in the calculation of the emission and absorption 
of radiation. In the theories of BORN l and DIRAC2 the direct use of these equations 
is avoided, and 'IjJ 'IjJ* plays the part of a general distribution function. 

Consider the case when the potentials are independent of the time so 
2:r.iEkt 

that particular solutions V'k = Uk(q) e h are possible. We assume the energy 
constants to be all different from each other, and the sequence of functions 'IjJ" 

to be orthogonal and normalized with respect to unity. The most general solution 
of the wave equation is then 

'IjJ = 2. a,,'ljJk> 
k 

where the ak are arbitrary complex constants. Hence follows 

N = I'IjJ'IjJ*dT = 2. aka'k = const. 
k 

( 118) 

(119) 

If the potentials do depend upon the time explicitly, a general solution of the 
form (118) is still possible provided the ak are made to depend upon the time in 
a given manner (for proof d. ciph. 48). The constancy of N is not affected by this 
circumstance, since it is assured by the mere existence of equation (106), as pointed 
out above. Imagine an assembly of non-interacting systems, which are identical 
in nature, but different with regard to the actual positions of the constituent 
particles, as well as to the value of the energy. It is evidently possible to inter
pret akaI as the number of such atoms in the ktlt state, while N becomes the total 

number of atoms in the assembly. By this identification ~ 'IjJ'IjJ*dT will signify 

the probability of finding the coordinates of an individual system, selected at 
random from the assembly, within the volume dT of coordinate space. Moreover, 
equation (106) becomes the direct analogue to GIBBS' equation for the conservation 
of probability in phase, provided GIBBS' equation is integrated over all values 
of the momenta. From this point of view the momenta given by (108) are average 
values. 

The calculation of transition probabilities on the basis of this theory is now 
uniquely determined. By definition we have that the probabilities of transitions 
}'mn fullfil the equations 

d~n + N n2. Anm = 2.AknNk> (120) 
m k 

where Nk is the number of atoms in the ktlt quantum state. But we have already 
identified N" with a"aZ, so that the whole problem is solved as soon as we are able 
to write down the equations for the time derivatives of the ak' This problem will 
be considered on a later occasion, and it will be shown how this procedure leads 
to the same results as the SCHRODINGER theory, at least as regards the first 
order expressions of the transition probabilities. 

is. Various Quantization Problems. In this section we shall give, as an 
illustration, the quantization theory of several simple systems, and the integra
tion of the wave equation in successive approximations. 

1. Harmonic Vibrator of One Degree of Freedom3 • Let l' be the 
frequency of the vibrator and fl its mass. The potential energy of the vibrator 

1 Z f Phys 38, p. 803 (1926). 
2 London RS Proc A 112, p. 661 (1926); d. also W. PAULI, Z f Phys 43, p. 601 (1927). 
3 Cf. E. SCHRODINGER, Ann d Phys 79, p. 489 (1926). 
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is then V = i,u(2n'P)2x2, x being the distance from the oscillating electron to 
the point of equilibrium. The wave equation of the problem becomes 

h2 d 2 1jJ 1 h 81jJ 
- S,n2p dx2 + 1.,u (2n'P)2 x 2 'I.fJ + 2,ni Tt = 0. (121) 

Writing the wave function 'I.fJ in the form 'I.fJ = u (x) e- 2~i Et, the equation for u 

becomes +~ d2u +(E-~,u(2n'P)2x2)u=0. (122) 
8,n2{t dx2 2 

Transform to new variables y and w by the equations 

y = kx, 

We then find immediately 

u = e- y'/2 w(y) , k 2 = 4,n2 {tv 
h . 

d2 w dw 
- - 2y - + (,1. - 1) w = ° dy2 dy , 

00 

Assuming an expansion of the form w = 1: an y,., we find the relation 
1'1=0 

2n + 1 -1 a - a 
n+2- n(n+1)(n+2) 

(123) 

(124) 

(125) 

between the coefficients of the expansion. The quantum conditions to be imposed 
upon the function u are that u shall be a uniform function of x, which is finite 
for all values of x. Using the above series expansion for w, it will be realized 
that u will diverge when x approaches infinity, unless the expansion breaks off 
after a finite number of steps, and this can only take place provided l is of the 
form 

,1. = 2s + 1, s = 0,1,2, ... ad info 

Introducing the value for ,1. from (124) we find 

E=(s+t)h'P, s=0,1,2, ... (126) 

The series w (y) is a HERMITE polynomial, the standard form of which is 

H. = (- 1)8 e- y'/2 :~. (e- Y') • (127) 

If we normalize the functions u. according to the formula 

we find 

+00 

f u;dx = 1 
r= -00 

H,(y)e-y'/2 
u.(y) = -y28 s! y,; 28) 

Selection Principle for S. The harmonic amplitude, which, according to 
formula (117) determines the probability of a transition s -4- Sf, is now of the form 

00 

Q •• , = const.f H. H., e-Y'y dy. 
-00 

Since the HERMITE polynomials satisfy the recurrence formula1 

yH. = iHS+l + sHS_ 1 ' (129) 

1 Cf. COURANT-HILBERT, Methoden der mathematischen Physik I, Berlin 1924, S. 76. 
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the expression of Q88" may be written in the form 

Q88' = const.I~[H8'HB+l e- if dy + ~[H8'H8_1 e- v' dY ,' 

Due to the fact that the functions u form an orthogonal system, Q88' will only 
differ from zero provided , s=s ±1. 
The vibrator will therefore suffer transitions to adjacent states only, and the 
frequency of the radiation emitted or absorbed in such transitions will be given by 

v' = * (E8 -E.,) = v(s +~} - v (s + ~ ±1) = ± 11. 

The frequencies of the radiation emitted or absorbed will'thus all be equal to 
the frequency of undamped vibrations of the vibrator. 

2. Solid Body rotating round a Fixed Axis. Let A be the moment 
of inertia of the body with respect to the axis of rotation, and let q; be the angle 
between a plane fixed in space and a plane fixed in the body, both planes con
taining the axis of rotation. The motion of the body may be symbolized by the 
motion of a point in the body whose distance d from the axis of rotation is such 
that A = pd2, p being the mass of the body. For this point the LAPLAcEan 

1 (Jz 
operator reduces to dZ atpz and the wave equation for u to 

dZu 8n2 A 
dtp2 +~Eu= O. 

The solution of this equation is 
± 'VSn'AE 

U = const. e ~ -h-' -''P . 

If the system possesses no symmetry properties we must have 

± 1/8n2AE = £ V h2 n, n = 0,1,2, ... ad. in ., 

in order that u shall be a single-valued function of position. This corresponds 
to the quantized energy values 

h2 n 2 

En = 8n2A . (130) 

If the body is symmetrical in such a way that it resumes an identical position 
after a pth fraction of a full rotation, it is permissible for n to assume all values 
of the form kiP, k and p being integers. 

Assume that an electron is fixed in the rotating body at a finite distance 
from the axis of rotation. The system will then possess a variable electric polari
zation, such that the harmonic amplitude, which determines the transition 
n -+ n' is given by 

2"" 

(Qz)nn' = (Qv)nn' = const -fei~n-n')<p cosq;dq; = ~n,n'± 1 ; ~ _ {l,P=q 
pq - O,P=Fq' 

° The rotator will thus suffer tra:nsitions to adjacent states only, just as was the 
case for the harmonic vibrator. 

3. Symmetrical TOpl. In EULERian angles e, q;, ¢ the kinetic energy of 
the top is, according to ordinary mechanics, 

T = 1 AiJ2 + ! (A sin2e + C cos2e)1jJ2 + 1 C Jp. + Cq;Jy cose, (131) 
-----

1 Cf. Especially: F. REICHE, Z f Phys 39, p. 444 (1926) ; R. DE L. KRONIG and 1. 1. RABI. 
Phys Rev 29, p. 262 (1927). The energy formula (142) was for the first time given by D. M. 
DENNISON. ibid. 28. p.318 (1928). ' 
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where A and C are the principal moments of inertia of the top. In establishing 
the wave equation for general dynamical systems we were forced to introduce 
the requirement that the metric of configuration space is determined by the 
kinetic energy formula of the system according to the equation 

ds2 = 'L,al'''dxl'dx'' = 2Tdt2, (132) 

where ds is a line element of configuration space. Comparing (132) with (131) 
we find the following expressions for the covariant components of the metric 
tensor 

aee = A, a",,,, = A sin2 0 + C cos 2 0, a",,,, = C, a",'" = C cosO, (133) 

other components being zero. This gives for the determinant a of all aI''': 

a = aee(a",,,,atb'" - a~",) = CA 2 sin2 0. (134) 

The contravariant components aI''' of the metric tensor are defined as the 
cofactors of the corresponding covariant components in a, divided by a. Hence 
follows directly from the above expressions: 

aBe=A-l, a"''P=A-l sin- 2 0, a",<f,=C-l+A-.lcotg20,} 
a'P"'=A-1cosOsin-20. (135) 

In an arbitrary coordinate system x", for which the metric tensor is aI''', the 
LAPLACE an operator has the form 

17 2 = ~ ~ ~(Yaal'''~)' Va ..::. 8 XI' 8 X" 
1''' 

Using the coordinates 0, fIJ, cb, and the above values of the aI''' we find 

172 __ 1_ ~(SinO ~) + _1_ ~ (C-l A -1 20)~) - sinO iJ8 A 80 A sin2 0 8rp2 + + cotg 8 tb2 
2 cosO 82 (136) 

+ A sin20 8rp 8 tb . . 

The wave equation for the motion of the top is consequently: 

1 8 (SinOiJ1jJ) 1 iJ21jJ -1 -1 2821jJ 
sinO 80 ---x- 80 + A sin20 8rp2 + (C + A cotg 0) iJlb?: 

2cosO iJ2tp 8:n:2 ( .. h iJ) 
+ ASin20iJrpiJrp-71,2 V+ 2 :n:iiJt 'tp=O. I (137) 

We now assume the top to rotate freely, such that the potential energy function V 
may be reduced to zero. We further use x = cos 0 as a variable instead of 0: 
It is then possible to assume the wave function to have the form 

( ) i(- 2 "hEt +n. q;+n, tb) 
'tp=uxe ' 

where n1 and n2 are positive integers. Introducing this expression in (137) we find 
that u must satisfy the equation 

U-l~ (1 - X2) dU) _ ?Z~ + n~ + 2n1 n2x + (1 _ AC-l) n2 + 8n2 AE = 0.138) 
dx dx 1 - x 2 2 h2 ~ 

By the further substitution x = 1 - 2z, ~t = w(z) . #/2(1 - Z)Q/2, this equation 
is transformed into the GAussian equation for the hypergeometric function 

d 2w . dw 
z(1 - z) dz2 + [r - (1 + eX, + ,B)z]dz - x,Bw = 0, (139) 
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where 

r=1+P, lX+,8=1+P+q, 

The only solutions of this equation which remain finite and single valued in the 
entire interval 0 <: z <: 1 are the JAcoBIan polynomials 

r· 

~ i (r) (P + q + r + i)! i 
](p,q,r,z) = ~(-1) i (p+q+r)!(p+i)!z. (141) 

i=O 

Here r is a positive integer, which stands for -IX in equation (139). Since IX was 
not restricted in this way from the start, the condition 

-lX=O,1,2,3, .. · 
constitutes an additional quantum condition. This gives 

P=1+p+q+r 
and 

A = (P ~ q + r) (P ~ q + r + 1) . 
From the definition of the numbers p and q it follows that i (P + q) is equal to 
the largest of the two numbers Inl and Iml. Denoting this number by n*, putting 
n* + r = j, and introducing the original expression of A, we find the following 
expression of the energy of the top in its quantized states: 

Ein, = 8:: A {j(1 + 1) - (1 - ~-) n~}. (142) 

Assembling the different factors, the wave functions of the problem obtain the 
form 

i(- 2", Ejn,t+n,'P+ n, "') 
'If'=z!P(1-z)!q](p,q,r,z)e" . (143) 

4. Normal Zeeman Effect. Consider the case of a single electron moving 
in an axially symmetrical field of force, on which is superposed a magnetic field 
parallel to the axis of symmetry, and of constant strength H. Introduce cylin
drical coordinates z, r, q;, where z is directed parallel to the axis of symmetry 
and r perpendicular to this axis. The vector potential A reduces to a single 
component! Hr in the direction of q; (i. e. perpendicularly to z and r), so 

that the operator All reduces to .!.. H ;,0 . The wave equation becomes, con-
2 u<p 

sequently, 
~1l2 + (~H2r2 _ V) + ~(_e_HOlP _ OlP) = 0 
8,n2f.t 'If' 4.u2C2 'If' 2,ni 2f.tc Olp ot . (144) 

Neglecting the square of H in this equation we shall prove that the problem with 
magnetic field is reduced to the corresponding problem without a field by the 
transformation of coordinates! 

, eH 
q; = q; + 2f.t ct , t' = t, r' = r, z' = z. (145) 

In fact, since the field of force is axially symmetrical, the function V is indepen
dent of q;. Inasmuch as the LAPLAcEan operator in cylindrical coordinates is 

1 Cf. O. KLEIN, ZfPhys 41,407 (1927). 
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given by 
132 1 13 ( B) 132 

V2 = Bz2 + r ar r a" + r2o",2' 

we see immediately that the wave function without a field will have the form 
2",i 

( ) - TEot+im<p (146) 
1fo = u r,z e 

where m is a constant, which, by virtue of the quantum conditions, can only 
assume integer values. Transforming the wave equation (144) to variables 
q/, t', x', z' by (145) and neglecting H2, it reduces to the equation of the problem 
without a field. Transforming (146) in the same manner, we find the solution 
with the field to be 

2"'i(E meH),. , 
( Ii) --h '+-4-- t +~m<p 1f = u r, e npo 

(146a) 

The energy E of the system is thus given by 

E = E + meH ± 0 1 2 (147) o 4",,uc' m = , , , ... 
The effect of the magnetic field is thus to split the energy value Eo into a number 
of equidistant components, symmetrically spaced with respect to Eo, the separa
tion between adjacent energy values being h eH/4n ftc. 

Using rectangular coordinates x = rcoscp, y = rsincp in the 1'cp-plane, the 
rectangular components of the harmonic amplitudes which determine the pro
bability of a transition m -+ m' have the form 

2n 

Qz = Q1/ = const· r ei(m-m')<p coscp dcp = const .l5m•m±l 
b 

2", 

Qz = const . r ei(m-m') <p dcp = const • 15m• m'. 

o 

15 - {O, P =F q , 
pq - 1, P = q. 

Possible transitions are thus limited by the selection principle 

m - m' = 0, ± 1. (148) 

This will have the effect that each ::pectralline will be split up into three compo
nents only, one in the position of the undisturbed line, and the other two at a 

distance LIp = ±4He from this line. Moreover, assuming the polarization 
"',uc 

of the emitted radiation to be determined by the amplitude Q in the same manner 
as is the case in classical theory, we understand that the undisturbed line will be 
polarized parallel to the field, and the satellites will be polarized perpendicularly 
to the field. This inference is in accordance with experiments for the cases in 
which the applicability of the above simple theory of the ZEEMAN effect is 
justifiable. 

19. Integration of "the Wave Equation in Successive Approximations1• 

In this section we shall develop a systematic theory of integration of the wave 
equation in successive approximations. The method which we are going to use, 
is analogous to the methods of NEWCOMB and LINDSTEDT for the solution of the 
equations of dynamics in trigonometric series, which are used in celestial 
mechanics. The wave theory of dynamics is of such recent origin, however, 

1 Cf. E. SCHRODINGER, Ann d Phys 80. p.437 (1926); O. KLEIN, Z f Phys 41. p.407 
(1927). 
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that its mathematical details have not as yet been subjected to such rigorous 
discussions, as have purely dynamical problems. Provisionally we must rest content 
with the fact that it is possible to develop a formal integration theory, which 
in all probability is satisfactory in the case of solutions which are adjacent to 
solutions which are found by rigorous methods, and in the following we shall 
only consider cases of this nature. 

The reader will probably have noticed that in all quantization problems 
considered thus far there appears one quantum condition and one quantum 
number for each degree of freedom of the system. It will further have been noticed 
that these quantum numbers do not always enter the expression of the energy 
of the system in the various stationary states. Such systems are said to be 
degenera teo For the technique of calculating the wave functions in successive 
approximations degeneracy causes some trouble, which has its root in the fact 
that for a degenerate system it is possible to find differ en t complete sets of 
wave functions which correspond to the same energy value, while only one set 
will do if degeneracy is removed by the application of an infinitely weak perturbing 
field. Thus the selection of the proper set of wave functions for degenerate systems 
becomes an important part of the integration theory. 

Of special importance is the case when the initially degenerate system 
consists of two or more independent systems which are identical in nature. 
The effect of an interaction between such systems becomes abnormally large, 
because they have the same system of energy levels, so that the radiation emitted 
by one system may be absorbed by the other, and vice versa. This is a special 
quantum theory form of resonance phenomena, and it plays an important part 
in spectral theoryl. 

20. Perturbations of the First Order. Let 'ljJk be the wave function of a par
ticular conservative system which we assume to be non-degenerate and to contain 
a single electron only2. Assume for simplicity that the vector potential is zero, 
and denote the potential energy function by V. Let this system be perturbed 
by being placed in a magnetic field of vector potential lA, at the same time 
as it is perturbed by the addition of 1 V to the potential energy, l being a constant 
parameter of the first order, while A and V may be of the same order as Vo. 
Let 'ljJk + 1([Jk be the first order approximation to the characteristic functions 
of the perturbed system. Neglecting terms proportional to l2 and higher powers 
of }" the wave equation of the perturbed system becomes 

~ /72 ([Jk - V ([Jk - . ~~ ~ Pk = V lIIk + ~ (A 17 lIIk ) • (149) 8n2 2;n;z at T 2;n;~c T 

We now express (jjk> as well as the terms at the right hand side of the above 
equation, as functions of the unperturbed characteristic functions 'ljJk. The 
assumption of the possibility of such expansions lies at the root of the whole 
perturbation theory, and will here be taken for granted. We thus substitute 

n. ...... n> V ...... V he 17) ...... 'Pk =.::.. 'Pks'IjJ., 'ljJk =.::.. ks'IjJs, -,,-.- (A 'ljJk = .::..Aks'ljJs (150) 
8 S ..... n~C s 

in equation (149). Due to the orthogonal properties of the characteristic func
tions we find 

1 Cf. W. HEISENBERG, Z f Phys 38, p. 411 (1926). 
2 Tills latter assumption is only made in order to avoid writing down a large number 

of sums. The method is exactly the same for systems containing any number of electrons. 



ciph.20. Perturbations of the First Order. 397 

The coefficients tples etc. may therefore be functions of the time, but not of the 
coordinates, and they will satisfy the condition of symmetry 1>les = tp;k etc. since 
the V'rfunctions satisfy this condition. Introducing the above expressions in 
equation (149), and remembering that V'1e is a solution of the wave equation 
for A = 0, we find 

.'2V'S(2:i d;;S + Vies + Ales) = 0. 

Reducing the coefficient of each characteristic function to zero this gives a series 
of equations 

h . 
--. rJ)les = - Vks - A ks ' (152) 
2n~ 

From the mode of their formation the coefficients Vies and Aks will contain a 
_ 2",i (Ek-E,)t 

common time factor e h . Integrating (152) we see that that rJ)"8 is 
a sum of two terms, each of which is proportional to the harmonic FOURIER 
component of the corresponding perturbing potential, calculated for the time 
interval t, and for a frequency which corresponds to the transition k --+ s by 
the frequency relation. If V and A are independent of the time, (152) may 
be integrated directly, giving 

tpks = V,,-,--+ A k,-, 

Ek - E, 
k=l=s, and ( 153) 

unimportant additional constants being negJected. The complete wave function 
is therefore 

V'" + A Pk = {1 - A 2~i Wick + A",,) t} V'" + A 2: is ~ ~kS V's' 
(s=/=k) k , 

or 
2ni 

+ A rJ) - - h ).(Vkk+Akklt{ + A "'"' Vks + A ks } 
V'1e " - e V'k ~ E _ E V's , 

(s=/=k) k s 

(154) 

since we neglect terms of tbe second and higher orders in A. The bracketed term 
_2n~Ekt 

in this expression depends upon t through the common factor e h ,such 
_2'!iEkt 

that 1jJ" + A P" has the form u" e k where Uk is independent of the time, 
and where the energy constant E;, is given by 

E~ = E" + A Vkk + A A kk . (155) 

Considering the expression of V"k given by (151) we see that Va is equal to 
the average increase in potential energy of the system, which is due to the 
perturbations. Similarly it may be verified that lAk " is equal to the average 
increase in magnetic energy of the system, which is due to the superposed magnetic 
field. The perturbing field will therefore not affect the kinetic energy of the 
system by any secular term proportional to A. 

Consider next the case when the unperturbed system is degenerate to the 
pth degree. Let V'ki, i = 1, 2, ... p, be a possible set of linearly independent 
solutions, corresponding to the same energy value Ek . From these solutions 
we can form solutions as linear aggregates of the given V',,/s with constant 
coefficients, and this fact forms the starting point for the theory. We may, 
namely, write the perturbed functions in the form 

l=1,2 ... p, (156) 
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where XZi are undetermined constants, which we determine by the condition 
p 

that "L,XZi"Pki shall be a possible solution of the perturbed system for infinitely 
i=1 

small values of A. Quite independent of this requirement we may assume the 
"Ph, as a matter of convenience, to be orthogonal and normalized with respect 
to unity. 

It is this time convenient to separate off the time factor from the charac
teristic functions, and write E z = Ek + Acz for the energy of the system in the 
state I which is obtained from the state k by the application of the perturbing 
field. Neglecting as before terms of the order A2 etc. we find the following equation 
for CPe 

h2 ~p he ~p -8" V2CPz+(Ej;-V)Q;Jz=-(cz-V) %ZiUki+--' XZ;(AVUki)' (IS7) 
n" fA, 2n1 C 

i=1 i=1 

Writing CPz = ~ Q;Jzs Us the left hand side of this equation a5sumes the form 
8 

Due to the orthogonality of all us-functions it follows that the right hand side of 
equation (157) will be orthogonal to all functions Uki which correspond to the 
energy value Ek , that is 

j(EZ - V) j; XZi 1fki U1j dT = + 2!i: j; XlifAV Uki) Ukj dT (158) 

or, again due to the orthogonality of the us-functions: 

EZ%Zm =$,XzJ VUkiUkmdT + 2~~Ct,XZ!(AVUki)UkrndT' 1 
m=I,2 .. ,p. J 

( 159) 

Introducing the abbreviation 

Eirn = I" V Uki u:m dT + -~ [(A V ~tki)ut1ndT, m = 1,2 ... p, 
.' 2n1c. 

(160) 

the quantities 'Jej;i are solutions of the linear and homogeneous equations 

m = 1,2 ... p. (161) 

For these equations to have a solution the determinant of all coefficients of the 
x's must be zero, that is 

=0 ( 162) 

Cpt cpp - EZ 

which is an algebraic equation of the pth degree for the determination of the 
energy values EZ' Due to the symmetry conditions Epq = E;p , all roots of equation 
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{162} will be real. We can therefore now assume all energy values El as well as 
the transformation coefficients "1m to be known. The arbitrary constant factor 
in the latter quantities is determined by the conditions of normalization. As 
regards the rest of the problem, the calculation of the perturbed characteristic 
functions, the same procedure may be adopted as in case of a non-degenerate 
system. Introducing the expansions 

(163) 
8 8 

III (15 7), and reducing the coefficient of each u. to zero, we find 
p 

~eiB 
CPIB = E:=~ E.' (164) 

with the condition, however, that the index s must be different from all indices k' 
for which E1&' = E1&' In case s does coincide with an index k' for which E1&' = E1& 
the corresponding CPu£' is thus far undetermined. Writing down the conditions 

p 

that the functions L "1m Um + A. CPI shall be orthogonal and normalized with 
m=l 

respect to unity, it follows that all coefficients CPl. of the type in question must 
be zero. The complete expression of the perturbed characteristic functions be-
comes 

(165) 

with the convention that all terms for which E1& - E. = 0 are to be omitted. 
For the sake of simplicity we have only retained terms of the first order in 1. 

In order to solve the wave equation to any desired degree of accuracy one has 
to expand the perturbing function as well as the solution itself as infinite power 
series in A.. Introducing these series in the equation of motion and equating 
coefficients of the same power of A. to zero, one obtains a sequence of equations 
which can be solved in successive steps, - the terms of the order p or less, pro
viding material for the calculation of the terms for order p + 1, and so forth. 
It will be realized how closely this procedure is analogous to the methods of 
NEWCOMB and LINDSTEDT for the solution of the equations of dynamics in terms 
of trigonometric series as represented by POINCARE in his "M e tho des N 0 u
velles de la Mecanique Celeste". 

21. On the Theory of Series Spectra. We shall now discuss a series of 
problems in atomic physics, and show how the theory will account for obser
vational results, qualitatively and quantitatively. It is then natural to begin 
with the series spectra, since essential characteristics of quantum phenomena, 
as well as of the properties of the particular atomic model we are going to adopt, 
are clearly illustrated by the structure of spectra. 

The simplest ,series spectrum known is undoubtedly the spectrum of hydrogen. 
The hydrogen atom contains but one electron which moves in the undisturbed 
field of force of the nucleus, and this fact leads us to conclude that the BALMER 
formula 

Tn = Rjn2, n = 1,2,3, ... 

for the terms in the hydrogen spectrum is a direct reflex of the motion of a single 
electron in an undisturbed COULOMB field of force. From the fact that many 
series spectra of other elements show great similarity to the hydrogen spectrum, 
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we are led to the further conclusion that the emission or absorption of these 
spectra are also primarily connected with the motion of a single electron in a 
field of force which differs but little from a pure COULOMB field. Since all atoms 
other than the hydrogen atom must possess more than one electron, we must 
assume that in case of series spectra in general a single electron is moving at 
large distances from the other electrons, which form a central system round the 
nucleus which we shall henceforth refer to as the core. The principal force 
on the electron will then evidently be given by the COULOMB attraction of the 
residual charge of the core, and in this way the similarity between the series 
spectra of different elements is to be interpreted. If the electrons in the core 
are not arranged in an entirely symmetrical manner there will appear residual 
forces due to a dipole moment, a quadripole moment etc. of the electricity in 
the core, and the presence of these additional fields will account for the presence 
of the correcting terms 151 (k) and 152 (k)jn2 in the RYDBERG-RITZ formula 

Tn" = RICn + 151(k) + 152(h)/n2]2 (166) 

for the terms of ordinary series spectra. A dipole moment (doublet) is always 
likcly to cxist, since it must be induced in the core by the moving electron itself, 
even if the core contains no electric doublet when the outer electron is absent. 

Consider thus the motion of a single electron in a central field of force, 
according to wave mechanics. Let r be the distance from the electron to the centre 
of force, which will be chosen as origin of a rectangular coordinate system x, y, z. 
Let a be the angle between r and the z-axis of this system, and cp the angle between 
the rz-and the zx-planes. The LAPLAcEan operator /72 is, in polar coordinates, 

/72 = ~..i. (r2 _~) + _1_ ..i. (sin o..i.) + __ 1_ ~ 
r2 or, or r2 sinO o() 00 r2 sin2 () Ocp2 • 

This formula is verified quite simply by observing that the square of the line 
element in such coordinates is ds 2 = dr2 + r 2 d()2 + r2 sin2edcp2, so that the 
co- and contravariant components of the metric tensor are given by arr = 1, 
aee=r2, a'P'P =r 2 sin 2 0; a"= 1, aIJIJ =r- 2, a'P'P = r- 2 sin- 2 e. Other components 
are zero, so that a = r4 sin 20. Introducing these values of the components in 
formula (97), the above formula for /72 is found directly. 

Let V (r) be the potential energy of the system, normalized so as to be zero 
at an infinite distance from the origin. Writing the solution of equation (91) 

_ zniEt 
on the form '!jJ = 1£ (r, e, cp)e h ,we find the following equation for 1£: 

{ 1 0 9 0 1 O. 0 1 02 1 } I 
r2 or r- ar + r2sinO of) smO of) + r2 sin20 Ocp2 + T (E - V) 1£ = 0, 

h2 (167) 
}, = S;n;2,u' 

Since the potential energy depends upon r only, it is possible to write 1t as a pro
duct of three functions, each depending npon a single variable: 

1£ = ~(r)'YJ(O)~(cp), (168) 

which, when introduced in (167) gives 

1 0 ( 2 0 g) 1 () (. 0 '1) 1 ()2 i; r2 _ T ()r r or + '1 s1n f) of) sma 00, + i;sin2f) 0<p2 + y(E - V) - O. (169) 

In this equation the variables may be separated by putting 

02i; + 2?-_ -1' -Ill 0 (. llO'1) 1n2 +1-.(1-. )'_ 
0<p2 m." - 0, 1} sm U7fB smU7fB - sin2f) J< J< + 1 - 0, (170) 
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and 

;-1 ~(r2 0;) _ k(k + 1) + ;'-1r2(E_ V) = 0 or or ' (171) 

where m and k are constants. The equation for 1; may be solved directly, giving 

1; = const . e±imq> • (172) 

In order that 1; shall be a uniform function of position, as required by the quantum 
conditions, it is necessary that the constant m is an integer 

± m = 0, 1, 2, 3, ... 
Consider next equation (170) for1J. It is convenient to use x = cos 0 as a new 
variable in this equation, such that 

d2'YJ d'YJ { m2 } (1-x2)dx2-2Xdx- (1_x2)-k(k+1) 1}=0. (173) 

The solution" of (173), for the case when m differs from zero, follows from the 
solutions of the reduced equation 

d2 y d 
(1 - x2) dx2 - 2x d~ + k(k + 1)y = 0. (174) 

In fact, differentiating (174) m times, and putting 1J = (1 - x2)m/2~:~ we find 

that 1J satisfies equation (173). Assume an expansion of y in power series of x 
00 

y = :2:an xn , 
n=O 

negative powers of x being excluded, since the solution must be finite at x = 0. 
Introducing this expansion in equation (174), it follows that the coefficients an 
must satisfy the relation 

(n - k) (n + k + 1) 
an+2 = (n + 1) (n + 2) an· (175) 

The series for y has therefore the form y = ao p (x) + a1 q (x), where 

P(x) = 1 - k(k + 1) x2/2! + (k - 2) k(k + 1) (k + 3) x4/4! + ... 
and 

q (x) = x - (k - 1) (k + 2) x3/3! + (k - 3) (k - 1)(k + 2) (k + 4) x5/5! + ... (176) 

ao and a1 being arbitrary constants. If k is not a positive integer, both series P (x) 
and q (x) will diverge for x = ± 1, since the a-coefficients become asymptotically 
equal for sufficiently high powers of x. Hence k must be a positive integer. If 
k is even, p will break off after a finite number of steps, while q will not. Hence a1 

must be zero in this case. If k is odd the conditions are reversed. In both cases 
the polynomial which remains finite can be brought into the form 

P = const !!.- (1 _ 2)" 
" 2"k! dxk x. (177) 

Hence the solution of equation (173) which remains finite in the whole interval 
x = ±1 is given by 

nm _ const ( 2)m/2 dm+" ( 2)Tc r" - 2kk! 1 - x dxm+k 1 - x , k = 0, 1, 2, ... (178) 

The function PTc is a LEGENDRE polynomial of order k, and IT is called FERRERS' 
associated LEGENDRE function of degree k and order m. 

Handbuch der Astrophysik. III. 26 
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Selection Principles for m and k. We have thus far proved that the 
function ~£ (rp, x, r) appropriate for a single electron moving in a central force 
field, has the form 

u = erni'P PZ'(x) ~ (r) (179) 

where m and k are positive integers, and; a function of r only, which is charac
teristic for the special central system in question. The rectangular components 
of the harmonic amplitude which determines the transition probabilities will 
therefore, apart from a common constant factor, have the form 

and 

2,. +1 

Qx = J drp Je(rn'-rn")i'P PZ;' .Pp;'f1 x2 cosrpdx, 
'1'=0 x=-1 

2,. +1 

Qy = J dqy J e(rn' -rn")i'P P';' P'!/' V1 - x2 sinrp dx 
'1'=0 x=-1 

2,. +1 

Q -Jd J (m'-m")i'Ppm'pm" d z - rp e k' k" X X. 

'1'=0 x=-1 

It follows at once that Qx and Qy will be zero except when m' - mil = + 1, 
while Qz will differ from zero only in the case of m' -mil = 0. Hence the possible 
transitions are restricted by the selection principle 

m' - mil = 0, or ±1. 

For the functions P't we have the recurrence formula 

(2k + 1) x PI:' = (k + 1 - m)Pk+l + (k + m)P'k'-l' 

and the conditions of orthogonality 

J PI:' Pr' dx = 2k + 1 (k - m)! ' 
+1 1 2 (k+m)! 

-1 0, 

(180) 

(181) 

(182) 

By these formulae it follows immediately that the z-component of the electric 
polarization will vanish for all transitions, except those for which k' - k" = ± 1. 
Since the direction of the z-axis is arbitrary it follows that this result will hold 
also for the x- and y-axes. It should further be observed that we have always 
m <: k, since otherwise PI:' will vanish. 

The number k thus obeys the same selection principle as the subsidiary 
quantum number of series spectra. This agreement is not sufficient for an 
identification of k with the subsidiary quantum number, as it is necessary to 
prove that k also enters the RYDBERG-RITZ formula in the correct manner. This 
proof will be given in the sequel. The numberm, on the other hand, is identical 
with the magnetic quantum number which, in case of a complete PASCHEN
BACK effect, determines the position of the ZEEMAN components of the magnetic 
resolution of a spectral line (d. ciph. 18J. 

22. The BALMER Formula. Consider now the problem of an electron moving 
in the undisturbed field of a fixed nucleus which carries N elementary positive 
charges. The expression of the potential function V is then 

V = -Ne 2 jr, 

so that equation (171) for; becomes 

d2~+~d~ _~{k(k+1)_A-1Ne2 -l-lE}=O. 
d r2 r dr r2 r (183) 
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When r approaches infinity this equation reduces asymptotically to 
d2 

dr2 (r~) + ).-lE(r~) = O. (184) 

If E is positive, equation (184) defines r~ as a trigonometric function, which 
is finite for all values of the argument, as a consequence of which ~ will go towards 
zero when r increases towards infinity. For small values of r the functional 
form of ~ will depend essentially upon the term k (k + 1) /r2, so that the 
question whether ~ is a finite and uniform function or not is independent of 
the value of E. This means that all positive values of the energy E are admissible. 
A positive value of E means mechanically that the electron is moving in a 
hyperbolic orbit, and we have the result that free electrons may take on a con
tinuous range of energy values. 

Consider next the case when E is negative. Conditions are then different, 
since ~ will approach towards an exponential function 

~=Ae-t+Bet, t=xr, x2 =-E).-1, (185) 

when r approaches infinity, A and B being constants. Since ~ must remain 
finite for all values of r, the constant B must be zero. We are thus led to put 
~ = ye- t in equation (183), which gives the following equation for y 

~:; + 2(t-1 - 1) ~~ - Y{k(k + 1)t- 2 + t-l(2 _ ~:2)} = O. (186) 

Assuming the expansion y =2: apiP, it follows in the usual way that the coeffi
p=o 

dents ap must fulfill the relation 

ap(p - k) (P + k + 1) =-" ap_1(2 (P + 1) - ~:l (187) 

For sufficiently large values of p this relation approaches 

2 ap =pap _ 1 , 

such that y is given asymptotically by y = aoe2t• But ~ diverges for r ~ 00 with 
this value of y .. Hence the series expansion in question is inadmissible unless it 
breaks off after a finite number of steps. The expansion will break off only if 

Ne 2 --, - = 2n 
I .. x ' 

n = 1, 2, ... ad. inf. 

Solving for the energy E we find 
2:n;2N2e4 f.l 

E = - h2 n 2 , n=1,2,3, .. · 

(187a) 

(188) 

where the values of ). and x have been introduced from (167) and (185). This 
gives the BALMER formula for the terms in the hydrogen spectrum (N = 1), 
provided the RYDBERG constant R is given in frequency units by 

(189) 

This relation, which is found to be in satisfactory agreement with observation, 
was discovered by BOHR in his first attempt to develop the quantum theory of 
line spectra. 

23. Motion of the Nucleus. In the above calculation we have tacitly assumed 
the nucleus to be at rest. This assumption can only give a first approximation 
to the truth, since the mass of the nucleus is not infinitely large as compared 

26* 
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to the mass of the electron; the motion of the electron will therefore necessarily 
make the nucleus perform small oscillations, which will modify the results. The 
modification in question is easy to find, and proves to give the explanation of the 
difference between the value of the RYDBERG constant for hydrogen, and the 
value which is appropriate for other elements. 

The complete wave equation for the motion of an electron with mass J-t 
and a nucleus with mass M is 

where Xl' YI' Zl' X2 , Y2' Z2 are the rectangular coordinates of the electron and 
the nucleus respectively, and 

r2 = (Xl - X2)2 + (YI - Y2)2 + (Zl - Z2)2. 

Let X, Y, Z be the coordinates of the centre of mass of the system, and X, y, Z 

the coordinates of the electron relative to the nucleus, that is: 

X = f-trlh + MX2 Y = f-tYl + MY2 Z = f-t zl+ Mz2 

f-t+M ' f-t+M ' f-t+M ' 

X=X1 -X2, Y=YI-Y2' Z =ZI- Z2' I (191) 

In the new coordinates the wave equation has the form 

1 + f-t/M{iJ2U iJ2u 02U} 1 {iJ2U iJ2 u iJ2U}) 
~- iJx2 + oy2 + iJ z2 + 2(f-t + M) iJX2 + oy2 + iJZ2 

+ A-l(E + N:2)U = O. 
(192) 

This equation shows that u may be written as a product of two factors. The 
first factor is determined by the equation 

1 (02Ul 82ul i12Ul-)' A-IE _ 
2(f-t+ M ) 8X2+8yii+ iJZ2 + tUI- 0 (193) 

and concerns the translational motion of the whole atom in space. This factor 
is thus unimportant for questions regarding the internal state of the atom. The 
next factor is determined by the equation 

which is identical with the wave equation for an electron in the field of a fixed 
nucleus, with the one difference that the electronic mass is affected by the factor 
(1 + !tjM) -1. The true RYDBERG constant for hydrogen, or more generally, 
for an atom consisting of a single electro~ and a nucleus with mass M, and N 
elementary positive charges is thus 

(195) 

The ratio !tjM is always small compared to unity, but the precision of spectro
scopic measurements is so great that there is no serious difficulty involved in 
measuring quantities of this order. Since the hydrogen atom has the smallest 
mass of all atoms, the effect will be greatest for hydrogen, and experiments on 
the spark spectrum of helium have shown that an effect of the predicted kind 
exists and is accounted for quantitatively by formula (195) when using the 
established v:alues for the ratio of the mass of a hydrogen atom to that of a 
helium atom. 
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24. Spark Spectra. The presence of the factor N2 in formula (188) contains 
the quantum theory explanation of spark spectra. Such spectra are defined by the 
fact that the universal RYDBERG constant is found to be multiplied by the square 
of an integral number, which gives the order of the spectrum. According to the 
above analysis a spectrum of the Nth order is emitted or absorbed by atoms 
having lost N -1 of their constituent electrons. In particular, if an atom can be 
stripped of all constituent electrons except one, the terms in the spectrum of 
the radiation emitted or absorbed by this atom will be given by formula (188), 
N being the atomic number. Such spectra are called hydrogenic. Thus far 
hydrogenic spectra have only been found in case of helium. The PICKERING 
series, which is found in 0 and B type spectra, is a hydrogenic helium series, 
and the BALMER lines which are also present in these spectra are partly hydro
genic helium lines too. 

25. Atomic Dimensions. We shall now consider how the dimensions of the 
atoms enter the present theory. Since the theory is statistical in nature, it can 
only have something to say about the average position of the electrons, as 
emphasized on an earlier occasion, and the electric density becomes a continuous 
function of the coordinates. It was found that the electric density is proportional 
to the square of the characteristic solution of the wave equation, so that in 
case of hydrogen we have 

electric density = e= X(O, cp) ~2, (196) 

where X is a function of the angles 0 and cpo The variation of the electric density 
along any given radius vector with fixed direction is thus proportional to ~2. 
Using the formulae (185), (187) and (i87a) we find 

n-k-l 
-x/2 Ie ~ (-x)' 

~(x) = const·e ·x ~ (5!)2(2k + 1 + 5)!' 
8=0 

x = 2xr. (197) 

According to various possible values of nand k, the electric density will have 
several maxima and minima along any given radius vector. But due to the 
factor e-x/2 in~, the electric density will ultimately decrease exponentially towards 
zero when r tends towards infinity. To a first approximation we may reduce ~ to 
the term which involves x in the highest power in the polynomial, as this will 
presumably give a correct idea of the position of the ultimate maximum of the 
electric density. This gives ~ "'" xn-1 e-x/2, (198) 

which makes e a maximum at ! x = n - 1, which corresponds to a value 

R . x-1(n-1) = ~ n(n - 1) (199) 
n 4~~~ N 

of the distance r from the nucleus. In the special case k = n - 1, ~ reduces 
rigorously to the form xn - 1e- x/2 • In the case of the normal state the maximum of ~ 
coincides with the nucleus, and it is meaningless to identify the position of the 
maximum with the atomic radius. In this case the function X (0, q) reduces 
to a constant, so that the electric density is the same for all directions, and 
decreases exponentially with increasing radius vector, irrespective of direction. 
It is easily found that the major part of the negative electricity in the atom 
will be found within a sphere of radius 

R k2 0,5 -8 ( ) 
1 = 4:n,2e2~N = N ·10 cm 200 

which for N = 1 may be considered as the average radius of a hydrogen atom 
in its normal state, in so far as such a radius can be defined. This value is about 
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one quarter of the value found for the radius of the hydrogen molecule from 
gas kinetic data. This result is reasonable, since the hydrogen molecule contains 
two atoms, and since the electric density of an atom will extend perceptibly beyond 
the distance Rl from the nucleus. 

The above results are capable of wide applications. They offer, for instance, a 
simple explanation of the fact that the terms of the spark spectra of a given element 
approximate the more closely to the corresponding hydrogenic terms the higher is 
the order of the spectrum. This is due to the fact that the terms depend upon N 
and n in the combination N2jn2 while the dimensions are proportional to n2jN, 
approximately. For the same value of Njn the terms remain constant, while 
the radii increase proportionally to N, and thus increase with increasing order 
of the spectrum. The dimensions of the core, on the other hand, are likely to 
decrease with increasing order, since it contains fewer and fewer electrons. Hence 
the effect on the outer electron of stray electric forces from the core should become 
less and less with increasing order of the spectrum, which in turn should become 
more and more hydrogenic. This inference is in conformity with experimental 
results. 

In an actual gas the state of an atom is necessarily to some extent dependent 
upon chance collisions with other atoms, and it is evident that this effect will 
be greater the bigger is the atom in question, since the number of collisions per 
unit time increases proportionally to the surface area of the atom. It is probable 
that this circumstance has something to do with the observed quenching of emis
sion lines corresponding to transitions from quantum states with large quantum 
numbers, although other causes seem to be present as well. 

26. The RYDBERG-RITZ Formula. We have thus far seen how the conside
ration of purely hydrogenic atoms provides a qualitative and quantitative 
understanding of several fundamental features of experimental facts concerning 
series spectra. In particular, this case is sufficient to show the origin of the de
pendence of the spectral terms upon the principal quantum number. It is not 
sufficient, however, to show the origin of the subsidiary quantum number, since 
no such quantity enters the theoretical formula for hydrogenic terms. This 
question will be discussed in the present section, and it will be shown how the 
transition from the BALMER formula to the RYDBERG-RITZ formula arises from 
the fact that the core of an atom containing several electrons does not influence 
the outer electron strictly as a point charge. 

Consider thus the problem of an atom consisting of a core containing several 
electrons, and a single electron which mostly moves at large distances from the 
core. If the core is slowly brought into the field of a fixed elementary point 
charge of negative electricity, it will become electrically polarized, the electrons 
of the core being repelled and the nucleus attracted by the external charge. The 
effect of the external charge will consequently be to induce an electric doublet 
in the core, the axis of which passes through the position of the charge. Let 
M be the strength of this doublet and r the distance from the external charge 
to the centre of the atom. The induced doublet will then exert an attractive 
force 2 Mejr 3 on the charge. The doublet strength M is itself, however, essentially 
proportional to the force which the external charge exerts at the place of the 
core, that is, we may put }'1 = or..ejr2, where or.. is a constant. The reactive force 
of the induced doublet is therefore -2or..e2jrS and derives from a potential energy 
function 

Ve = or.. e2j2r4. (201) 

If the external electron moves at large distances from the core its effect on the core 
cannot be much different from the effect it would have exerted if it were fixed. 
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We shall accordingly use the above expression of Ve for the deviation from 
a pure COULOMB field experienced by an electron outside an atomic corel. 

Inside the core conditions are entirely different. Here the main part of the 
perturbing potential must arise from the increasing strength of the inverse 
square field which is due to the vanishing screening effect of those electrons of 
the core which are at a greater distance from the nucleus than the point under 
consideration. Here the perturbing potential has the form 

Vi = - Ze 2jr, (202) 

where Z is zero at the surface of the core, and equal to the total number of 
electrons in the core when close to the nucleus. The problem in hand is now to 
solve the wave equation for the case that Ve + Vi is added to the ordinary 
COULOMB potential of the outer electron. In as much as the expressions we 
have given for the perturbing potentials are but rough approximations, it has 
no interest to know the exact solution of the problem; it is sufficient to adopt 
the approximate methods outlined in ciph.21. These calculations become parti
cularly simple in the present case since both the original and the perturbed system 
are central systems, such as to be characterized by the same system of quantum 
numbers. The first order correction to the characteristic energy values can 
therefore be written down directly 

Enk = f (Ve + Vi) ~2x2 dx (203) 
o 

where ~ is the part of the characteristic function of a hydrogen atom that depends 
upon the radius vector, and where x stands for 2xr. As shown by WALLER 2 

the calculation of the integrals involved is considerably simplified by a reference 
to the theory of LAGUERRE polynomials, which are defined by 

n 

L ( ) - ( 1)2 ""V (-x), _ x ~ ( n -X) 
n X - n. ..:::;.; (s 1)2 (n _ s)! -- e dx" x e . (204) 

S~O 

The interest of these polynomials in the present case arises from the fact that 
the function ~ entering the integral (203), and which is given by (197), may be 
written on the form 

~(x)=const.e-XI2xkL:;'~"il(x), x=2'Xr, (205) 

where, in general, L; denotes the rth derivative of the pth LAGUERRE polynomial. 
. -xt 

There is a generating function G (t) = e(l-t) (1 - t) -1 associated with these 
polynomials, which is such that Lp(x) is the coefficient of tP /p! in the power series 
expansion of G (t) : 

xt 

Gs(t) =2 Lp(x) ;~ = e -H (1 - WI. (206) 
p~O 

Differentiating this relation r times with respect to x we find 

= xt 2 L~(x) ;! = (-1)'t'e -1-t (1 - t)-l-r. (207) 
p~O 

1 The effect of the induced doublet on the spectral terms was first discussed by M. BORN 

and W. HEISENBERG, Z f Phys 23, p. 388 (1924). The problem was discussed on the basis of 
quantum mechanics by J. WALLER, ibid. 38, p.635 (1926). 

2 Z f Phys 38, p.635 (1926). 
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Hence 

f l-ut ut T -x - - -= () x'+2k+2e (l-t)(l-u) dx 
{(1 - t)(1 - Uj}'+l , 

(208) 

00 

where s is a constant. Remembering that fxne-xdx = n!, we find 
o 

00 

f x"+2k+2e-"'(L~~tl)2dx = {en + k) !}2(S + 2k + 2)! Pt,k' (209) 
o 

where P:'k is the coefficient of (ut)n-k-l in the power series expansion of 
(1 - t)B+l (1 - U)8+1 (1 - ut) -8- 2k- 3. The above formula is just of the type 
we need, since it gives the integral over the square of a ~-function, multiplied 
by an arbitrary power of the argument. 

Consider first the case when ~ has its maximum values far outside the atomic 
core. For this case the integral over Vi in (203) may be neglected in comparison 
to the integral over V., since Vi is zero outside the core. We shall, moreover, 
extend the integral over Ve from r = 0, instead of from the surface of the 
atomic core. This will give approximately correct results provided k differs from 
zero, i. e. for the spectral terms p, d, t etc. It will not do for the sharp terms 
k = 0, since the integral over the core diverges in this case. To the constant 
of normalization in (205) corresponds the value s = 0 in formula (209), such 
that ~k becomes the coefficient of (ut)n-k-l in the power series expansion of 
(1 + ut) (1 - ut)-2k-3. This gives 

P2 _ 2n(n+k)! 
nk - (2k + 2)! (n - k - i)! 

and 
00 r -"'( kL2k+1)2 2d _ 2n(n + k)!3 

. e x n+k X X - (n _ k _ i)!' (210) 
o 

We shall next require the value of the integral (209) for s = - 4, since V. is 
proportional to x- 4• After some calculation one finds 

p-4 _ 2(n + k)! (2 k k ) 
nk-(2k+3)!(n-k-1)! 3n - ( +1), (211) 

so that 
00 

I 2k-2 -X(L2k+l)2d _. (n+k)!3(3n2 -k(k+ 1» ( 1 ) 
x e n+k x-6(n.-k-1)!(k-!)k(k+t)(k+1)(k+~)' 22, 

o 

Collecting the necessary factors one finds therefore finally 
00 -IV 1:2 2d - 3 2 • .4 1-k(k+1)/3n2 

enk -. e!> X X - -4(Xe ;,t,-n (k _ t)(k + !)(k + 1)(k + I)' (213) 
o 

Writing the complete energy value of the stationary state in question on the form 
hRN2 hRN2 2RhN2d 

enk = - (n _ ,,)2 "" - ~ - n 3 + '" , 
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comparing this expression with the above expression for En'" and introducing 
the proper value of x and R from (185) and (188), one finds the RYDBERG-RITZ 
correction () to be given by 

3 IX N2 1 - k (k + 1 )/3 n 2 

() = 4 a'k (k - t)(k + t)(k + 1)(k +- ~)' 
It will be noticed that this expression has the form 

() ~ ()l(k) ~ ()2(k)/n2 

(214) 

(215 ) 

as demanded by observation. It can also be verified that the absolute value of 
the correction given by the above expression is in fair agreement with obser
vations. Several outstanding discrepancies have been shown to be due to the 
fact that our assumption concerning the induced doublet breaks down when 
certain lines in the spectrum of the radiation absorbed by the core come in too 
close vicinity to certain lines in the spectrum of the radiation emitted or absorbed 
by the outer electron: that is when certain arc lines tend to coincide with certain 
spark lines of the same element. There is then a case of resonance interaction 
between the outer electron and the core, and it is to be expected that marked 
deviations from the results of the simple case considered above will occur l . 

Considering the case when k is zero, it is no longer immaterial what ex
pression we use for the perturbing potential within the core. The fourth power 
law is, in particular, inadmissible, since it leads to an infinite value of the per
turbations. If one idealizes the problem by assuming all the electrons of the 
core to be spread over a spherical surface, with its centre in the nucleus, and 
assume that n is so large that the function ~ reduces to its first power term, it 
is easy to show that the RYDBERG correction will still have the form (215), 
although the quantities ()l (k) and ()2 (k) will no longer be given by (214). 

27. The Problem of two Centra. The problems considered above are special 
cases of the general problem of two centra, i. e. to find the motion of an electron 
under the influence of central forces, emanating from two different centra. In 
case of hydrogenic atoms, or such atoms with a RYDBERG-RITZ correction, the 
two centra coincide. The next simplest case is found when one center is infinitely 
far from the other center and the electron, while its strength increases in such 
a measure as to have a finite effect on the motion of the electron. This gives, 
for instance, the case of a hydrogenic atom in a homogeneous electric field, 
which was studied experimentally by STARK, and theoretically by EpSTEIN and 
SCHWARZSCHILD, on the basis of the original form of the quantum theory. The 
problem has also been thoroughly discussed on the basis of wave mechanics by 
SCHRODINGER2, EpSTEIN 3 and WALLER 4, who give for the energy of the atom, 
including second order terms in the strength F of the external electric field 

E = Eo ~ El + E2 
where 

(216) 

Here N is the nuclear charge of the atom, while no, n1 and n 2 are three quantum 
numbers, satisfying the inequalities 

no :> 1 , no :> n1 :> 0, no :> n 2 :;::> 0 . 

1 E. SCHRODINGER, Ann d Phys 77, p.43 (1925). 2 Ann d Phys 80, p.437 (1926). 
3 Nature 118, p.444 (1926). 4 Z f Phys 38, p.635 (1926). 
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The question of the intensities of the STARK components of hydrogenic lines 
was for the first time discussed by KRAMERSI on the basis of the correspondence 
principle in its original form. In the papers mentioned above this question has 
been discussed by SCHRODINGER and EpSTEIN on the basis of wave mechanics. 
The accordance with experiment is complete as regards the frequencies, and 
fairly good as regards the intensities. The theory of the STARK effect in helium 
is discussed by FOSTER2 in a recent paper. 

The next step in the problem of two centra is to consider the case of two 
centra which are fixed at a finite distance from each other. This model applies, 
approximately, to the ionized hydrogen molecule, whose existence was proved 
experimentally by J. J. THOMSON. This problem does not yield easily to analytical 
methods, but it is possible to reduce the equations to a form which is convenient 
for the application of direct numerical methods of calculation. BURRAU3 has 
solved the equations for the special case of the normal state of the system, and 
showed that the theoretical value of the ionisation energy of the molecule comes 
out in close agreement with the experimental value. . 

28. The Spinning Electron. In the preceding sections it has been shown 
how a number of facts in atomic physics may be interpreted on the basis of the 
quantum mechanics of atoms consisting of electrified particles. There are, 
however, certain outstanding phenomena which cannot be explained in any simple 
manner on this basis. First of all there is the anomalous ZEEMAN effect. Next 
comes the complex structure of the individual series lines, in optical as well as 
in X-ray spectra. The difficulties experienced in regard to the explanation of 
these phenomena in terms of quantum mechanics are largely, if not wholly, 
removed by assuming an electron to carry angular momentum and elementary 
magnetism in addition to its electric charge. It is natural to characterize these 
additional qualities of an electron by saying that the electron is spinning4. 

In order to see how the spin will affect the different atomic problems we 
shall consider the simple case of hydrogenic atoms. Assuming the electron to 
behave like a spinning top we know already the zero order solution of the problem 
which corresponds to a neglection of the interaction between the spin and the 
nuclear electric field. To this approximation the characteristic functions will 
be equal to the product of the characteristic functions of an unperturbed hydrogen 
atom and of an unperturbed top. Consider next the coupling between the spin 
and the nuclear field. The spin is equivalent to a circular electric current, and 
will therefore give rise to a magnetic doublet field, the axis of which is parallel 
to the axis of spin. While the field of force surrounding the nucleus will be 
purely electrostatic when viewed from a <?oordinate system in which the nucleus 
is at rest, it will, in all other coordinate systems, show a magnetic field in addition 

to the electrostatic field. The intensity H of this field is ~ [EJi] where E is the 
c 

electric field strength while V is the velocity of the coordinate system with 

1 Trans Danish Acad Sc Math Nat VIII. Series, 3, P.3 (1919). 
2 London RSProcA 117, p.137 (1927). 
3 Proc Danish Acad Sc Math Nat Contribut VII, p. 14 (1927). 
4 This idea was for the first time applied to the problems of spectroscopy by S. GOUD

SMIT and G. E. UHLENBECK, Naturwiss 13, p. 953 (1925); Nature 116, p. 264 (February 1926); 
d. also F. R. BICHOVSKI and H. C. UREY, Wash Nat Acad Proc 12, p. 80 (1926). For an 
alternative interpretation of electronic spin d. C. G. DARWIN, London R S Proc A 116, 
p.227 (1927). The function of the electronic spin is essentially to make each energy level 
split up in two, and this result is obtained by DARWIN by using always two slightly different 
wave equations, and the two wave functions in question DARWIN considers as the compo
nents of a vector. A serious difficulty encountered by DARWIN is the fact that it does not 
seem easy to embody the "THOMAS precession" in his theory (d. Addendum I, p. 451). 
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respect to the nucleus. This formula is found by observing that the rate of 
change with time of E in the coordinate system moving with the velocity V is 
(V 17) E. Since divE = 0 we have therefore 

{)E 
7ft = (VJ7)E = curl [EV] . 

By the electromagnetic equation 

curlH= i ~~ 
C {)t 

it then follows by comparison that H = ~ [EV], as stated above. 
C 

(218) 

The force exerted by the magnetic field H on an elementary magnet the , 
moment of which is Ms is (M.J7')H. Hence the work done by the field when the 
elementary magnet is transferred by parallel displacement from a place where 
H = 0 to a place where H = H' is 

U= J«MJ7)Hd'l') = (M8 H'). (219) 

This then is the energy of the elementary magnet due to the presence of the 
field. Hence the interaction energy of the electronic spin and the nuclear field is 

1 U8= - (M8[EV]). (220) 
C 

In a central field E is directed parallel to the radius vector T to the centre, and 
[EV] becomes therefore parallel to the orbital angular momentum p. of· the 

electron. For a COULOMB field we have, in particular, E =..,- N 2e T and hence 
r 

{EV] = Ne ~Pr' If P 8 is the angular momentum of spin we have M8 = lP8 , 
ft r 

where 1 is some constant, the value of which depends upon the theory one adopts 
for the internal structure of the electron. For a rigid spherical shell of constant 
electric surface density classical electromagnetic theory gives, for instance, 
1 = ej ftC, and it happens that this is just the value required by observations. The 
order of magnitude of U8 is such that, transforming to a coordinate system in 
which the nucleus is at rest, it is necessary to take account of the relativity 
modifications of kinematics. The effect of this transformation is to introduce 
a factor i in the above expression of U8 , such that the final formula becomes 

Ne2 1 
U8 = 2C2{-'2 ;a (P8 P.) . (221) 

The magnetic energy of the system in an external magnetic field H is 

e e 
Ue = - (P8 H) + -2 (P.H) (222) 

ftC ftC 

such that the total magnetic energy of the system becomes 

e { Ne2 1 
Um = -2 HP. + 2P.} +2~ ::::t(P.p.). 

ftc ft C .,-
(223) 

The THOMAS Precession1• The relativity effect mentioned above was 
discovered by THOMAS, and it is of fundamental importance for the theory of 
electronic spin. In fact, it is only the introduction of this factor i that makes 
it possible to construct a quantitative theory both of the anomalous ZEEMAN 
effect 'and of multiplet structure. An elementary theory of the phenomenon 
may be given as follows: Let K (x, y, z, t) be a coordinate system in which the 

1 Cf. L. H. THOMAS, Phil Mag VII. Series, 3, p. 1 (1927). 
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centre of gravity of the atom is at rest, and let K' (x', x', z', t') be another coordi
nate system with axes parallel to the axes of the first system, and moving with 
the speed of the electron. Assume the xy-plane to be parallel to the velocity 
as well as the acceleration of the electron, such that for a short time the motion 
along the z-axes may be left out of consideration. We assume, moreover, that 
the translational velocity of the centre of gravity of the electron is, for the moment 
under consideration, parallel to the x-axis. The coordinates x, y, t, x', y', t' are 
connected by the special LORENTZ transformation 

x = f3(x' - Vt'), y = y', t = f3(t' - Vx'jc 2), 13 = (1 - V2jc2)-i. (224) 

After the lapse of an infinitesimal time interval dt the electron will no longer 
be at rest in the coordinate system x', y', t', since its motion has been accelerated 
in the field of force of the nucleus. Let d V be the vectorial increase in V in the 
time interval dt. We can now find the coordinate system x", y", ttl in which 
the electron is at rest at the time t + dt by performing an infinitesimal LORENTZ 
transformation from the system K'. Since d V will, in general, not be parallel 
to the x'-axis, we now require the transformation formulae for the general case 
when the velocity is unrestricted in direction. This is done by resolving the radius 
vector r' into two components, one parallel to the velocity V, which is (r'V) . V, 
and the other perpendicular to this direction. The component parallel to the 
velocity suffers a LORENTZ contraction, while the other component does not, 
such that the general transformation formula becomes 

r = r' + (13 -1)(r'V) V -f3Vt'; t = f3(t' - (Vr')jc2). (225) 

These formulae we now apply to the transformation from K to K", with the 
velocity V + dV. Remembering that V is parallel to the x-axis, we have to a 
first approximation 

x" = 13 x + (13 - 1) y d cp + 13 V t , 

t" = f3(t + (x + ydcp) Vjc2) 

y" = y + (13 - 1)xdcp + f3dcp Vt,} 
(226) 

where dcp is the angle between V + dv and the x-axis. Replacing the values 
of x, y, t by the corresponding values of x', y', t', we find the transformation 
from K' to K" as viewed from K to be given by the formulae 

x" = x' + (fJ - 1) yd cp , y" = y' - (13 - 1) x'd cp + 13 dcp V t, } 
t" = t' + fJdcpVy'jc2. 

(227) 

This transformation is seen to consist of a LORENTZ transformation in the y-direc
tion, combined with a rotation of the axes about an angle (fJ - 1) dcp. Since 
by the definition of the vector product 

dcp = I[VdVJ\!V2, (228) 
the angular velocity of the rotation of the coordinate axes, the THOMAS preces-
sion, is given by . 1. 

W= (fJ -1)[VV]jV2 ....... 2c2 [VV] (229) 

both in magnitude and direction. 
Consider a point of mass m moving with a velocity V relative to K". The 

precession of the frame K" will give rise to a Coriolis force 2m[WV] on the par
ticle. Neglecting ordinary centrifugal force the effect of this precession is ob
viously the same as if the precession were replaced by a magnetic field, the field 
strength H. of which is parallel to Wand given by the relation 

8 
2mW=-H., c (230) 
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where e is the charge of the particle. We have already assumed that, as far as 
the electronic spin is concerned, the ratio of charge to mass is twice the value 
.e/ ft for the whole electron. Adopting this correction, and introducing the correct 
value of W we find 

p, • 
H.= 2-[VV], 

ee 
(231) 

Remembering that, to a first approximation, .!!.-Vis equal to the electric intensity E, 
e 

and adding the field which is induced by the translational motion of the electron, 
the net effective magnetic field strength becomes 

1 
H = 2e [EV], (232) 

to a first approximation, which is the result stated in the text. 
The next step in the problem is now the calculation of the average value 

of U. and Ue , since this gives the additional energy in the stationary states of 
the system. Since the initial system is degenerate, there will be a number of 
different averages, and we have, moreover, to solve the algebraic equation for 
the coefficients in the linear transformation of the characteristic functions 
[(d. ciph. 21). This problem has been carried out by DARWINl in full generality. On 
the other hand, HEISENBERG and JORDAN 2 have carried through the calculations 
<on the basis of matrix mechanics. The calculations give the result that the 
additional energy of the atom in the stationary states due to electronic spin is 

U =E N2)'2j(j+1)-k(k+1)S(S+1) (233) 
• n 2n k(k+!)(k+1) . 

In the presence of a weak external magnetic field H, there is an additional term 

Yl = meH{1 + j(j + 1) + S(~:- 1) - k(k + 1)}. (234) 
e 4np,e 2J(J + 1) 

Here nand k are the principal and the subsidiary quantum numbers, s' is the 
quantum number of electronic spin, l' is a new quantum number which appears 
in consequence of the reduction of the degree of degeneracy which is due to the 
interaction between the spin and the nuclear field, while m corresponds to the 
magnetic quantum number introduced previously, the only difference being that m 
is now limited by the condition 

-j<m<j. (235) 

The selection principle m - m' = ± 1, 0 remains the same as before. Since 
the interaction between the spin and the nuclear field is magnetic in nature 
one might expect that i shall obey the same selection principle as the magnetic 
quantum number m, and this proves to be the case, such that for any transi
tion j -4- l' 

i=i'±1.0. (236) 

As i is defined in the above formula it is always positive. and limited by the 

inequality I k - s I <i< k + s. (237) 

29. Complex Structure of Hydrogenic Lines. With the aid of the results 
obtained in the preceding section it is now possible to explain qualitatively and 
quantitatively a large number of facts in atomic physics, as will be shown in 
the sequel. We begin with the consideration of the complex structure of hydro
genic lines, because the quantitative part of the theory is most perfect in this case. 

1 London RS Proc A 115. p. 1 (1927). 2 Z f Phys 37. p.263 (1926). 



414 Chap. 4. S. ROSSELAND: The Principles of Quantum Theory. ciph. 29. 

It was mentioned on an earlier occasion that SOMMERFELD explained the 
fine structure of hydrogen lines as being due solely to the variation of the 
electronic mass with varying velocity of the electron. The calculations of SOM

MERFELD were based upon his own formulation of the quantum conditions, and 
it was possible in this manner to obtain a nearly perfect agreement between theory 
and experiments. We shall now show that if we use the new quantum mechanics 
the variability of the electronic mass according to the relativity formula is no 
longer a sufficient cause for the fine structure of hydrogenic lines, and that 
agreement with experiment is obtained as soon as the elementary magnetism of 
the electron is taken into account. 

Relativistic Motion of a Hydrogenic Atom. The relativistic wave 
equation for a single electron in a conservative field of force was given as [ef. 
ciph. 14, equation (93)] 

h Z ( 1 OZ.",) h (e 1 01jJ) - V21/1 - -- - - -AV", --V-
8.1lz .,- CZ atZ 2.1li c .,- CZ at 

+ - 1I.2C 2 + _A2 __ V2 1/1 = O. 1 { eZ 1} 
2 r- c2 CZ .,- 1 

(238) 

• •••• _ 2ni {E+pc'}t 
Puttmg A = 0 (no magnetic fleld) and mtroducmg 'IjJ = Q.j (x, y, z) e k 

in this equation we find 

V2 Q.j + - 211. E + - - II. + - V - - Q.j = O. 4.1l2{ E2 ( E) V2} 
hZ r- CZ r- c2 c2 (239) 

We now assume the electron to move in the undisturbed field of a nucleus car
rying N positive elementary charges, such that V = - N e2/r. Using the abbrevi
ations 

4.1l2Ne2 (E) 4.1l2( E2) 2.1l eZ 

<X -1 = h2 .ft + C2 ' fJ = <x L Ji2 2ftE + C2 ' Y = II c' (240) 

and measuring all lengths in units of <X, equation (239) reduces to 

V2 Q.j + (fJ + 2/r - N2y2/r2) Q.j = o. (241) 

This equation differs from the corresponding equation for un-relativistic motion 
by the presence of the term _N2 y2/r2. In polar coordinates V2Q.j will contain 
a term of the form const . Q.j/r 2, and due to this fact it is possible to reduce the 
problem to the same equation as was found in the un-relativistic case, except 
that the constants have a different significance. Using polar coordinates r, 0, rp 
and putting Q.j = ~ (r)1J (O)C(rp) as before, we know that (c£. ciph. 22) 

C(rp) = const· eim<p, ±m = 0, 1, 2, ... 

'n(O) = const. (1 _ X2)II1/2 dm+k (1-x2)k 
./ 2k k! dxm+k ' 

x = cosO, k = 0, 1, 2, ... 

and that 1 d g dr (r2~) - k(k + 1) + N2y2 - 2r + fJr2 = O. (242) 

The latter equation is exactly of the same form as the equation encountered in 
case of unperturbed hydrogenic motion, except that the constant k(k + 1) 
is reduced by the amount (Ny) 2. Assume the expansion 

00 

~(r) = e-V- pr2:;ap rPH (243) 
p=o 

for ~, q being an adjustable constant. In the ordinary way we find the relation 

ap{(p + q)(P + q + 1) - k(k + 1) + N2y2} = 2ap-d(p + q)"V fJ - 1} (244) 
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between the coefficients ap and ap -1' As in case of no relativity the expansion 
must break off in both directions, in order to make ; finite for all values of r. 
This requires that 

n = 1, 2, ... 
and 

(p + q)(P + q + 1) = k(k + 1) - y2N2 

(245) 

(246) 

for some integer value of p. For y = ° it is sufficient to take q = 0, which makes 
the series break off at p = k. Requiring the series to break off at p = k even 
when y differs from zero, q is determined by the quadratic equation 

(k + q)(k + q + 1) = k(k + 1) - N2y2, (247) 

the solution of which is 

(248) 

The plus sign must be adopted for the square root, otherwise r might appear 
in negative powers in ;, which consequently would become infinite for r = 0, 
contrary to the requirement of the quantum conditions. Solving equation (245) 
for the energy we find, by using relations (240) 

1 1 + ~ - {1 + N2y2}- 2: 
!-,c2 - (n + q)2 • (249) 

Expanding this expression to the first order in c - 2 we find 

E = E + EnN2y2(_n _ _ 3) 
" n 2 k +!- 4' 

(250) 

These expressions differ from those obtained by SOMMERFELD by the addition 
of ! to k, and this is sufficient to destroy the agreement between theory and 
experiment. . 

It was stated above that the positive sign was to be adopted for the square 
root in the expression of q, otherwise the solution would not conform to the 
quantum conditions in the case when k = 0, i. e. for the sharp terms. In this 
case; starts with r raised to the negative power _N2,,2 approximately. It 
would thus seem that the solution corresponding to k = ° should be excluded. 
On the other hand, this destroys the agreement with observation which is ob
tained when the effect of the elementary magnet of the electron is included. It 
seems as if we here are confronted with a problem whose solution is not clear 
as yetI. 

Adding up the contribution to the energy of the atom from electronic spin 
and relativity, we find the total energy of a hydrogenic atom to be given by the 
expression 

E = E + E N2y2 (~ __ 1_ + j(j + 1) - k(k + 1) - s(s + 1») 
" "n 4n k+t 2k(k+!-)(k+1) , 

(251) 

as regards first order quantities, the numbers n, k, i, s having their recognized 
meaning. We have thus far said nothing in particular about the quantum num
ber s for the electronic spin. A theoretical fixation of this number would require 
a much more intimate knowledge of the internal structure of the electron than 
we have at present. All which can be stated about from the quantum theory 
point of view is that s is probably of the form n/m,. where nand m are whole 
numbers. The number m measures in some manner the degree of symmetry 
exhibited by the electron, such that m = 1 corresponds to no symmetry at all, 

1 Cf. Addendum I, p. 451. 
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m = 2 corresponds to symmetry about a plane etc. Even these statements do 
not carry full conviction, in as much as it is difficult to know how the symmetry 
of an electron is to be defined, and because we do not know whether an electron 
rotates like a rigid body. It is to be hoped that future development of atomic 
theory will entail greater exactitude on this point. In this situation the natural 
thing to do is to inquire what value of s is required by experiments. It is then 
found that the whole experimental material requires s = i, and this value will 
be adopted in the following. All electrons have thus the same rotational energy. 
The possible values of f are now k ± i if k > 0, and 1· = i for k = 0. Introducing 
these values of sand i in (251), this expression reduces to 

__ N2y2 { 3 1 1 
E -- En + En n-- 4n - k + 1J ' k=0,1,2, ... (n-1). (252) 

The nth level will thus split up into n component levels, the relative position of 
which can be calculated very simply from the above formula. It will be noted 
that the perturbations have removed the degeneracy of the unperturbed atom 
only to a very limited degree. In fact, besides the absence of the magnetic 
quantum number m from the above formula, the levels given by (251) will 
coincide in pairs, and this accounts for the absence of an ambiguous sign 
in (252). 

30. Complex Structure of the Spectra of Alkali Metals. Consider next 
the case of an atom in which a single electron moves at relatively large distances 
from an inner core, which remains practically unaltered during the transitions 
of the outer electron. This model has previously been adopted as a basis for the 
interpretation of the arrangement of spectral terms into 5, P, D series etc., the 
RYDBERG-RITZ formulae, and the selection principle for the subsidiary quantum 
number. While these characteristics apply more or less accurately to a large 
number of elements with rather different chemical properties (which suggests 
the presence of several outer electrons), we shall now show that if the electronic 
spin is taken into account we must limit the application of this model to atoms 
of alkali metals only. 

In fact, it will be expected that formula (251) for the complex structure 
of hydrogenic lines can be taken over directly in the more general case we are 
now considering, provided a suitable correction is applied to account for the 
effect of polarization of the core by the outer electron (P, D, F terms etc.), and 
for the partial absence of the screening effect of the electrons in the core (5-terms). 
As was shown in ciph. 26 the correction in question consists essentially in replacing n 
by n* = n + 0 (k), where 0 is a function of k only, which is small as compared 
with n. The effect of this amendment to formula (251) is essentially to suppress 
the degeneracy which consisted in the coincidence of levels in pairs. Since the 
separation between lines of different series corresponding to the same value 
of n but with different k's is, in general, much larger than the complex structure 
separation, it will be realized that the complex structure of each series term will 
now be a result of the ambiguous sign of s only. In case of 5-terms the ambiguity 
vanishes, owing to the fact that i is not permitted to be negative. Hence the 
5 '-terms are always singlets, and this law is known to hold rigorously for all 
alkali spectra. For the P, D, F terms etc. both signs of s are permissible, which 
means that each level will split up into a doublet. The energy difference between 
two such doublet levels is, by (251), given by 

E"N2y2 
L1 E = n (k + t) (k + 1) , (253) 
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and it was shown by LANDlP, and by MILLIKAN and BowEN 2, that a formula of 
this type will fit the observational data concerning doublet spectra with a high 
degree of accuracy. From the above formula the relativity term has disappeared. 
The alkali doublets are therefore an exclusive effect of the electronic spin. In 
case of elements other than alkali metals, or in case of the higher order spectra 
of these metals, higher multiplicities will be found, which indicate that in the 
theory of these spectra it will be essential to consider a more intimate interaction 
between several electrons than is done in the simple model of an atom as an inner 
inert core plus a single outer electron. 

31. PAULI'S Exclusion Principle. Before considering the theory of spectra 
of higher multiplicities, and the theory of X-ray spectra etc. it is necessary to 
study more in detail how the interaction between several electrons is to be 
treated on the basis of the present theory. One then encounters soon a 
difficulty consisting in the fact that a large class of solutions, which are perfectly 
good from the theoretical point of view, are not realized in nature. How this 
comes about will perhaps best be realized from the following example: 

Consider a hydrogenic atom in its normal state, characterized by the values 
1, 0, 0, ! of the quadruple of numbers n, m, k, and i. Assume the nuclear charge 
to consist of several elementary units, and consider the process of binding an 
additional electron in the atom, external agencies being absent. Neglecting the 
interaction between the electrons, we expect the electron last bound to suffer 
a series of transitions, and finally also to be bound in the normal state. What 
difference will the interaction between the electrons make to this result? For the 
spectrum of the radiation emitted during the binding process the difference may 
be considerable. The original system happens, namely, to possess resonance 
degeneration, and for this exceptional case the perturbations in the energy values 
will be abnormally large. Otherwise the evolution of the system will proceed 
very much as if the interaction between the electrons were entirely absent. 
In particular, the final state of the system will undoubtedly be characterized 
by the same set of quantum numbers as a normal hydrogenic state containing 
two electrons. The functional dependence of the energy upon the quantum 
numbers may, however, be quite different from the hydrogenic case, but this 
is unessential to the question, the point of importance being that the two electrons 
must occupy equivalent states. Adding a third electron to the atom, the result 
would seem to be very much the same as in case of the addition of the second 
electron. In short: the theory would seem to predict that in the normal state 
of the atoms all electrons will be bound in equivalent states. This conclusion 
is, however, contradicted by a mass of facts in atomic physics, notably the 
structure of X-ray spectra and optical multiplets, as well as the pronounced 
periodicity in the chemical properties of the elements. It is therefore necessary 
to restrict the theoretically possible solutions by an empirical exclusion principle 
which can be formulated as follows: An atomic system will never contain equi
valent electrons, that is: electrons with the same quadruple of numbers n, m, k 
and i. Several attempts have been made to find a quantum mechanical origin 
of this exclusion principle, which was first formulated by PAULI3, but none seem 
to have been successful thus far. DIRAC4 and HEISENBERG5 have, however, 

1 Z f Phys 16, p. 391 (1923). 
2 Phys Rev 24, p. 209, 223 (1924). The possibility of extending the laws of X-ray 

doublets into the optical region was, however, first considered by L. DE BROGLIE andA. DAUVIL
LIER, C R 175, P.775 (1922). 

3 ZfPhys 31, P.765 (1925). 4 London RSProcA 112, p.661 (1926). 
5 Z f Phys 38, p.441 (1926). 
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succeeded in bringing PAULI'S principle upon a form which is better suited for 
discussions on the basis of wave mechanics than PAULI'S original formulation. 
Consider an atomic system containing r electrons, and let 1jJ1' 1jJ2' •. • 1jJn ..• 

be the characteristic solutions of the wave equation corresponding to this atom. 
Due to the linearity of the wave equation the solutions in question can be divided 
into two series 1jJ~ and 1jJ~, such that the functions of the first series are unaltered 
by interchanging the position of any pair of electrons, while the functions of the 
second series change the sign only by this process. That is: the functions 1jJ~. 
are symmetric and the functions 1jJ~ antisymmetric in the coordinates of the 
electrons. The possibility of this requirement being admitted, it follows that 
all harmonic amplitudes in the electrical momentum of the atom which involve 
one symmetric and one antisymmetric characteristic function are zero. The 
plausibility of this statement follows directly from the fact that interchanging 
the position of two electrons in the integral over the characteristic functions 
giving the amplitude in question, the integral changes. its sign if it involves one 
symmetric and one antisymmetric function. In as much as the electrons are 
assumed to possess identical structures, the amplitudes in question cannot possibly 
alter their values by such an interchange, such that the integrals in question 
must be zero. The possible stationary states of an atom fall therefore in two 
series between which there are no transitions, and each of which constitutes an 
independent solution of the quantum mechanical problem. PAULI'S principle 
is evidently in agreement with the system of antisymmetric functions, since these 
functions vanish as soon as two electrons are in equivalent states, while the 
functions of the other system don't vanish. Symmetric characteristic functions 
must therefore be rejected as possible solutions of atomic problems, although 
this rejection cannot at present be justified on the basis of quantum theory prin
ciples alone. It may be mentioned that if the state of a radiation field is also 
described by reference to the SCHRODINGER wave equation, it is no longer the 
antisymmetric characteristic functions which are preferred, but the symmetric 
ones. This fact may perhaps sometimes give a clue to the understanding of the 
problem in question 1. 

32. The Periodic System of the Elements. In the preceding sections we have 
only considered such properties of the atoms as concern their ability of absorbing 
and emitting radiation, and we have nowhere discussed the origin of the chemical 
properties of the atoms. Although it must be admitted that the quantum theory 
of chemical valency is still practically an untilled ground, it can scarcely be 
doubted that the chemical properties of the atoms are typical quantum pheno
mena, and that the quantum theory affords a sufficient basis for the interpretation 
of chemical data. A direct attack on the problem seems, however, to be bound 
to fail in essential cases, because of mathematical difficulties. But in order to 
assure oneself that we are on the right track, it is not necessary to tackle the 
mathematical difficulties associated with the quantum theory solutions corre
sponding to the recombination of two atoms into a molecule. It is sufficient 
to show that the structure of the individual atoms, as predicted by theory, 
will show a parallelism to the chemical properties of the atoms, and this re
quirement is conformed to beyond expectation. Thus the pronounced periodicity 
in the chemical properties of the elements when arranged in a series according 
to increasing atomic weight, goes directly parallel to a periodicity in the quantum 
theory solutions for the atomic structure, and indicates, what might be a priori 

1 For discussions of aIliedproblems cf. also E. WIGNER, Z f Phys 40, p. 492 (1926); 
40, p.883 (1927); 43, p.624 (1927); F. HUND, ibid. 43, p.778 (1927). 
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expected, that the chemical properties of an atom are principally determined by 
the electrons which are situated at the atomic surface. 

In earlier times atomic theory was essentially based on chemical data, and 
chemistry was considered the most prospective source for further information 
concerning the internal structure of the atoms. This state of things has now 
changed entirely, in as much as it is recognized that the most effective means 
of controlling theoretical inferences regarding the internal structure of atoms is 
offered by spectroscopy, - optical spectroscopy for the structure of the atomic 
surface, and X-ray spectroscopy in case of the internal state of the atoms. In 
the sequel we shall first show in broad outlines how the theory requires the elec
trons of an atom to be separated, spatially and energetically, into groups, and 
how this grouping goes parallel to the known periodicity in chemical and general 
spectral properties. Later on we shall then give the theory of X-ray and optical 
spectra, in so far as they have not been considered on earlier occasions. 

The periodicity in the atomic properties as a function of atomic weight has 
three main sources: 1. the concentration of the positive electricity of the atom 
in the nucleus, by which the motion of any electron in an atom will be more or 
less hydrogenic, in the sense that its energy depends upon the quantum numbers n 
and k principally, and to a smaller degree upon the other quantum numbers j 
and m. 2. The approximate proportionality between atomic weight and the charge 
of the nucleus. 3. PAULI'S exclusion principle. 

Consider as an illustration the imaginary case when the interaction between 
the electrons in an atom is neglected. In order to do away with degeneracy we 
may assume the atom to be situated in a weak magnetic field, as this will fix 
the magnetic quantum numbers m, which otherwise would remain indefinite. 
The state of each electron in the atom is then characterized by four hydro genic 
quantum numbers, n, k, j, m. The electrons are not allowed to adopt any set 
of values they please for these numbers, in as much as, by PAULI'S principle, 
no two electrons can occupy the same quantum state. Thus there can only be 
two electrons in the state with n = 1, since then k = 0, i = -l and m = ±-l 
are the only possible values of k, i and m. For n = 2 there are eight permissible 
states, corresponding to k = 0, j = 1, m = ±-l; k = 1, i = -l, m = ±-l, i = t, 
m '7= ±t and m = ± t. In general: for a given value of k there are 4k + 2 
possible states. We shall say that all electrons with the same value of k form a 
sub-group, and that all electrons with the same value of n form a principal group. 
In each sub-group there are then 4k + 2 electrons, while a principal group con
tains 2n2 electrons, since 

n-l 
l:(4k +2) = 2n2. 

k=O 
(255) 

In spectroscopic literature a definite nomenclature has been adopted for 
the principal electronic groups, each group being denoted by a capital letter, 
starting with K and continuing upwards through the alphabet. Thus the K-group 
(n = 1) contains 2.1 2 = 2 electrons, the L-group (n = 2) contains 2.22 = 8 
electrons, the M-group (n = 3) contains 2.3 2 = 18 electrons, etc. As regards 
the sub-groups no definite nomenclature seems to be agreed upon. We shall 
therefore here for the sake of uniformity designate the sub-groups by the letters 
s, p, d, t, etc. which are used for the corresponding levels in optical spectroscopy. 
Thus the groups with k = 0,1,2,3, etc. will be called s, p, d, t groups etc. In 
order to indicate the principal group to which a given sub-group belongs, we put 
the value of n in front of the given letter, as is customary in spectroscopy. A 
~ubgroup with k = 2 of the M-group is thus to be denoted by 3 d. 

27* 
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It was shown on an earlier occasion that the larger the value of n the greater 
is the average distance of the electron from the nucleus. For different sub-groups 
within the same principal group the average distance will increase with increasing 
value of k. This feature plays an important part in the theory of the periodic 
system, as it conditions the appearance of intermediate periods and certain 
important irregularities in the chemical properties of the elements, as will be 
explained in the sequel. 

We have already seen that the first two principal groups will contain 2 and 
8 electrons respectively, such that these groups would be expected to be just 
saturated in helium (N = 2) and neon (N = 10). These elements are remarkable 
from the fact that they form inert gases, which do not enter into chemical com
binations of any kind, and can only be made to liquefy at extremely low tempera
tures. This fact immediately suggests that the ability of an atom to enter into 
chemical combinations depends essentially upon the degree to which its outer 
electronic group is saturated. Further information is obtained by considering 
the elements which are adjacent to an inert gas in the periodic table. In fact, 
since an inert gas is supposed to contain a saturat<."d electronie group, the succeed
ing element will presumably have an electronic configuration consisting of a 
saturated group of the same constitution as that of the preceding inert gas plus 
a single electron loosely bound in a state of larger principal quantum number 
than that of any other electron in the atom. This surmise is directly confirmed 
by the analysis of the arc spectra of alkali metals. The unit valency of the alkalis 
is therefore linked up with the fact that the surface group of the atom contains 
a single electron only. The further fact that these elements carry a positive 
electric charge in electrolytic solutions (i. e. are electropositive) means evidently 
that the additional electron really is only loosely bound, and therefore easily 
lost. The energetic strength of the binding is otherwise known from spectro
scopic data, and proves to be abnormally low, in conformity to expectations. 
Conversely: the electronic configuration of the elements preceding the inert 
gases must have a surface group which is saturated except for the absence 
of a single electron. The fact that these elements are monovalent and electro
negative means therefore that an unsaturated group has a strong tendency to 
take up an extra electron, such as to complete the electronic configuration, in 
spite of the fact that the atom obtains a surplus negative charge by this process. 
It is now easy to generalize and to ascribe the divalent and electronegative 
properties of the elements preceding the halogens to the fact that the electronic 
surface groups of these elements will be saturated by the addition of two electrons. 
Similarly, the fact that alkaline earths are divalent and electropositive means 
that the surface group contains two electrons only. The chemical affinity between 
electronegative and electropositive elements would seem to be connected with 
the electric polarity of the corresponding ions, the recombination of a positive 
sodium ion with a negative chlorine ion to form a neutral NaCl molecule being 
probably analogous to the recombination of a free electron with a free nucleus 
to form a hydrogenic atom. In this way we obtain a partial understanding of 
the mechanism of all heteropolar chemical combinations, i. e. the case when the 
-combining entities have opposite electric polarities. The homoopolar com
binations, on the other hand, do not allow of such a simple interpretation. This 
fact does not constitute any objection to the quantum theory of chemical 
-combinations, since it is not difficult to imagine that the quantized state of 
a molecule consisting of two neutral atoms may correspond to a less value 
of the total energy than the state when each atom is quantized separately. 
However, a satisfactory discussion on the basis of the quantum theory of the 
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conditions for the formation of homoopolar compounds does not seem to be 
given as yetI. 

It is now time to improve upon the simple model of an atom which was 
adopted as a basis of this discussion. The neglection of the interaction between 
the electrons in the atom served the purpose of indicating the main origin of the 
periodicity in the chemical properties, the parallelism between atomic structure 
and chemical valency, and the origin of the chemical affinity between heteropolar 
elements. However, this parallelism raises the pertinent question why incomplete 
electronic surface groups do have a tendency to complete themselves by adding 
or losing electrons. A rapid glance over the periodic system shows, moreover, 
that the chemical properties of successive elements are frequently quite different 
from the succession predicted by energetic considerations, when the interaction 
between the electrons is neglected. It happens that it is fairly simple to find a 
satisfactory answer to both questions. It is, for this purpose, unnecessary to 
enter upon complicated problems associated with the finer details of the inter
action between several electrons in an atom. It is largely sufficient to deal with 
the problem from the approximate point of view which was used in discussing 
the theory of the RYDBERG-RITZ formula (d. ciph. 27). 

Assume that an atom is constructed in the following manner: Initially there 
is a bare nucleus with N positive charges and N free electrons; these latter are 
then one by one carried into the field of the nucleus, such that the atom is built 
up in successive steps. The first electron bound by the nucleus will, when left to 
itself, evidently settle down into a normal hydrogenic state. The binding of the 
second electron will now be complicated by the fact that the inner electron will 
exert a screening effect, such that at great distances from the nucleus the con
ditions will approximate the case of a hydrogenic atom with atomic number 
N - 1. When the second electron has settled down in its normal state, we can 
still assume that the field of force in which it is running is, on an average, centrally 
symmetrical, and practically hydrogenic, but the screening by the first electron 
is not likely to be unity any more, but rather some value between 1/2 and 1/4, 
Consider next the binding of the third electron, which is the first electron of the 
L-group. Since it runs outside the K-group most of the time, we should expect 
the K-electrons to exert a screening of two units in this case, such that the effec
tive nuclear. charge of the field of this electron is N - 2. This means, among 
other things, that the dimensions of the L-group will be larger than would 
have been the case if the K-electrons were absent. Adding more electrons to 
the a tom the m u t u al screening of the electrons in the L-group must also be taken 
into account. It is important to realize that the mutual screening between elec
trons in the same group may be essentially smaller than the screening due to 
inner groups. The reason for this result is essentially embodied in the electrostatic 
theorem that a spherically symmetric distribution of electricity outside a given 
sphere will not give rise to an electric force ir].side the sphere. Considering for 
instance the motion of an L-electron we realize that the screening by M-electrons 
etc. must be very small, the screening by K-electrons practically complete, 
while the mutual screening by L-electrons will occupy an intermediate position. 
It seems that this incomplete screening between electrons in the 
same group, particularly when the group approaches completion, 
is the main cause of the pronounced electronegative properties 
of the halogens and allied elemen ts. In fact, an incomplete mutual screening 
must, for electrons in the given group, be equivalent to a surplus positive charge 

1 A promising attempt at a quantum theory explanation of homoopolar combinations 
~s been made by HEITLER and LONDON. Cf. Z f Phys 44, p. 455 (1927). 
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on the atom. It is therefore reasonable to expect that when an electronic group ap
proaches completion, this virtual charge has become equivalent to one or more real 
elementary charges, such as to warrant the binding of surplus electrons in the group. 

In case of M-electrons the screening effect of the K- and L-electrons amounts 
to nearly ten units. But in this case there may be considerable differences be
tween electrons of different subgroups, since s-electrons will frequently penetrate 
even within the region of the K-electrons while the d-electrons will run in a spheri
cal shell, practically, outside both K- and L-electrons. Considering conditions 
in the higher principal groups this effect will increase rapidly in importance. 
This difference in the screening effect for electrons in different 
sub-groups is the essential cause of the irregular succession in 
the chemical properties of heavier atoms. The rest of this section 
will be devoted to showing how the principal characteristics of the periodic 
system can be elucidated on this basis. 
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Fig. 1. The Periodic System of the Elements. 

In order to facilitate the survey of the matter we give in fig. 1 a diagram of 
the periodic system, practically in the form preferred by BOHR. In this diagram 
the principal periods, counted from one inert gas to the next, are written in 
separate rows; elements in different periods but with similar chemical properties 
are connected by vertical or oblique lines, while adjacent elements with similar 
chemical properties are underlined. The elements from hydrogen to argon appear 
to be built in the succession predicted from the simplified scheme in which 
electronic interactions are left out. Thus helium closes the K-group, neon the 
L-group, while the inert gas properties of argon are due to the completion of 
the 3 p-group of the M-electrons. The fact that a sub-group here takes over the 
function played by principal groups in helium and neon is a warning of the 
increased importance of the difference in screening effect between different sub
groups in heavy elements, which was signalled above. We might expect pot
assium (19) to possess an electronic configuration of 18 electrons similar to that 
of the argon atom, and a single outer electron bound in a 3 d-state. This, however, 
is not the case. On the contrary, the additional electron is bound in a 4s-state, 
which can be simply seen from the potassium arc spectrum. At this stage the 
internal screening for a 3 d-electron has become so much greater than the screening 
for a 4s-electron as to over:compensate the difference of one unit in the principal 
quantum number. With increasing atomic number the value of n becomes of 
increasing importance, such that after a few steps we expect the outer electrons 
to be bound in·3 d-states. This is exactly what happens. While calcium (20) has two 
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4s-electrons, already in the case of the next element, scandium (21), the electrons 
appear to have settled down in 3 d-orbits. Scandium is the first member of the 
iron group, and it seems that the complicated chemical and spectral properties 
of the elements in this group are essentially due to a rivalling contest between 
the M and N groups, as to which shall have the additional electrons. This view 
was first advanced in the above form by BOHR, but the idea that the characteris
tics of the iron-family are connected with the construction of an inner electronic 
group was first suggested by LADEN BURGI. There can scarcely be doubt about 
the matter any longer, since X-ray observations show that 3 d-electrons really are 
to be found in the elements of this group. 

The element succeeding the iron family is copper (29). From its arc spectrum 
it follows that the neutral copper atom has a single electron running outside 
a closed electronic group. It is therefore natural to expect that the M-group 
is now definitely completed with its full set of 18 electrons, the outer electron 
being a 4s-electron. This view fits in with the value 29 of the atomic number since 
2 + 8 + 18 + 1 = 29. The next element, zinc (30), must then necessarily have 
two 4s-electrons. These conclusions are confirmed by the similarity between the 
arc spectra of eu and Zn on one hand, and the arc spectra of alkali and alkaline 
earth metals on the other. The next six elements appear to behave regularly, as 
would be expected, such that krypton (36) possesses two complete sub-groups 
of N-electrons, in addition to the completed K, Land M groups. From this 
stage on the conditions appear to be just the same as in case of the elements 
succeeding argon. The valency electron in rubidium (37) is bound in aSs-state, 
instead of a 4p-state. This means, in our scheme of interpretation, that now the 
internal screening becomes important to such a degree that a difference in one 
unit in k outweighs one unit in n. Strontium (38) has, similarly, 2 electrons in 
the 5s-group. In the next eight elements (yttrium-palladium) an oscillation back 
and forth between 4d-and 5 s-states seems to play the same part as an oscillation 
between the 3 d-and4s-states did in case of the iron family. The uncertainty 
is first settled in silver (47), in which case the three first sub-groups of the N-group 
appear to be saturated with their normal number of 18 electrons. 

Having thus realized how the principle of internal screening works, the 
interpretation of the main properties of the remaining elements of the periodic 
system is plain. We expect the silver atom to have a single valency electron in 
aSs-state, the next element, cadmium (48), to have two 5 s-electrons, and the 
next few elements to complete the 5 p-states, such that the element which is 
eight units above palladium will have the sub-groups 5 s, 5 p completed, and 
the chemical properties of an inert gas. This is precisely the case with xenon (54). 
The next element is caesium with a single valency electron in a 6s-state and 
chemical properties of an alkali metal, as was to be expected. Barium (56) has 
two 5 s-electrons, and falls chemically into its proper place as an alkaline earth 
metal. We must now remember however, that several internal electronic groups 
still remain unsaturated. Those groups are 41 in the N-group and 5P, 5d, 51, 5g 
in the O-group. The saturated 4/-group will contain 14 electrons, and due to 
the small screening effect between electrons of the same group, we should ex
pect that, once the conditions become such that additional electrons will enter 
this group, the process will go on until the group is filled. This is what happens 
with the elements after barium. Lanthanum (57) is on the verge, having probably 
its additional electron bound in aSP-state. In the fourteen elements succeeding 
lanthanum, we now witness the completion of the N-group. These elements form 
the rare earth family, and have closely similar chemical properties. This latter 

1 Z f Elektrochem 26, p.262 (1920). 
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circumstance is essentially due to the fact that the spatial dimensions of the 
N-group will be considerably smaller than the dimensions of the O-group. What 
happens to the N-group will therefore not affect the chemical properties of these 
elements since the structure of the O-group remains practically intact during the 
process. In the elements of the platinum family it is natural to assume the 
completion of the first three 0 sub-groups to take place. In the remaining ele
ments the O-group probably remains unaltered, while the two first P sub-groups 
are completed, terminating in the inert gas niton (86). 

This rapid survey of the periodic system has been intended to show how the 
principal features of the chemical properties of the elements can be accounted 
for on the basis of the quantum theory. We have mostly taken the qualitative 
point of view, but this does not mean that a quantitative theory should be out 
of reach. It seems, on the contrary, reasonable to expect that a quantitative 
discussion of chemical problems on the basis of the quantum theory, should be 
possible in many and important cases, and that future research will bring im
portant contributions to this field. 

33. X-Ray Spectra. The experimental evidence concerning the grouping 
of electrons inside the atoms is mainly derived from investigations of X-radiation. 
This radiation is emitted from any substance which is exposed to the action of 
very swift cathode rays, or to the radiations from radioactive substances, or 
to the X-radiation itself. Let us for simplicity consider the special case when 
cathode rays are incident upon an anticathode consisting of a chemically pure 
element. The X-radiation emitted from the anticathode can then be resolved into 
a continuous spectrum and a line spectrum. The continuous spectrum will extend 
from zero frequency to a maximum frequency 'I'm, which is determined by the 
quantum requirement that h'l'm is equal to the maximum energy of a cathode 
ray electron. The lines of the discontinuous spectrum are forming groups. The 
group with the largest frequencies is called the K-spectrum, the next the L-spec
trum, and so on up the alphabet. 

X-radiation is nothing but ordinary electro-magnetic radiation of high fre
quencies, and the same is the case of the y-rays emitted from radio-active sub
stances. The physical difference between the origin of emission and absorption 
of X-rays and ordinary optical light lies in the fact that while the absorption and 
emission of the latter is concerned with the motion of electrons in the surface 
groups of the atoms, the emission or absorption of X-rays are concerned with 
the motion of electrons belonging to internal electronic groups, and in case of 
characteristic y-rays the emission has its origin in the nucleus. If we want to 
disturb permanently the motion of an electron belonging to a given internal 
group of a complete atom initially in its normal state, it is necessary to remove 
the electron to the atomic surface, since the intervening groups are all saturated. 
From the theory of hydrogenic atoms we know that the K-electrons are strongest 
bound; next come the L-electrons, and so on. It is known experimentally that 
K-radiation is harder to excite than L-radiation, which again is harder than 
M-radiation, and so on. We thus understand immediately that to exciteK-radiation 
we shall have to knock out one K -electron, in the least; to excite L-radiation it is 
sufficient to knock out an L-electron, and so on. More complicate cases may be met 
with in which two or more electrons are knocked out of the atom at the same 
time. Such cases are also found experimentally, giving rise to the X-ray spark 
spectra. But the principal and most characteristic features of X-ray spectra are 
connected with the absence of a single electron only from an inner electronic group. 

Quantitative expressions for the X-ray spectral terms can, to a first ap
proximation, be obtained from considerations of the same kind as were used in 
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the theory of the RYDBERG-RITZ formula. This approximation will work best 
for the long wave length members of the K-spectrum of heavy elements, although 
the approximation will be a fairly good one also for the long wave length members 
of the L-spectrum of heavy elements. Consider the lines which are emitted when 
a missing K -electron is replaced by an L-electron. Energetically three such lines 
would be possible, but one is excluded because the azimuthal quantum number 
would not change in the jump of the electron. The energy of the atom when 
a K-electron is missing is equal to the sum of the energies of the one remaining 
K-electron, 8 L-electrons, 18 M-electrons etc. As regards the binding energy of 
M-electrons it does not make much difference whether a particular internal elec
tron belongs to the K- or to the L-group, and it is therefore, to a good approxi
mation, permissible to neglect the contribution of electrons outside the L-group 
to the change of energy in a transition from L to K. For L-electrons not directly 
taking a share in the transition, the effect will be greater, since for these an 
L-electron screeris much less efficiently than a K-electron. The term of principal 
importance is, however, the one pertaining to the jumping electron itself. We 
understand therefore that the two lines in question will be analogous to the 
corresponding hydrogenic doublet discussed in ciph.30. This doublet is called the 
K",-lines. Apart from the doublet separation, the frequency of a K",-line must 
increase proportionally to the second power of the atomic number. This law 
was found experimentally by MOSELY, and it established for the first time the 
fundamental significance of the atomic number in contradistinction to the atomic 
weight. The requirement that the doublet separation shall be approximately 
proportional to the fourth power of the atomic number has also been verified 
experimentally, and to a high degree of accuracy. The theoretical value of the 
factor of proportionality is found to be only approximately correct, the deviations 
being most easily shown by experiments on elements of large atomic numbers. 
This difference between theory and experiment is probably only due to the 
approximate assumptions made in the calculations, and it is not necessarily in
herent in the theoretical principles on which atomic theory is basedl . 

By introducing suitable screening constants it is possible to derive simple 
theoretical formulae also for K p, K y , etc. as well as for L"" L p, etc.; but this 
question will not be considered here. On the other hand, we shall consider the classi
fication of the X-ray energy levels of the different subgroups a little more closely. 
In the case of KIX the doublet separation resulted from the difference in energy 
of an electron when its elementary magnetic moment is reversed in direction, 
such that the origin of the K",-doublet is purely magnetic. The energy difference 
between the levels of theM-group, on the other hand, is partly magnetic in the 
above sense, but also partly relativistic, and partly due to the difference in 
screening for electrons with different values of k. These various causes can 
be separated from each other experimentally, since a difference in screening 
must give a doublet separation proportional to the atomic number, while both 
relativistic and magnetic causes give doublet separations proportional to the 
fourth power of the atomic number. It needs especially to be emphasized that 
according to the modern view in atomic theory the doublets whose separations 
are proportional to the fourth power of the atomic number are frequently due 
both to relativistic and to magnetic conditions. In the original theory of SOM

MERFELD these doublets were considered to be purely relativistic, and to 
show most clearly the effect of the variation of the mass of an electron with its 

1 Cf. L. PAULING, Z f Phys 40, p. 344 (1926). Note added in print: In the new form of 
relativistic wave mechanics of DIRAC the old SOMMERFELD formula holds for the X-ray rela
tivity doublets, and the agreement with observation is reestablished. Cf. Addendum I, p. 451. 
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velocity claimed by this theory. As it is, this is still assumed to be the case, 
except that we must also recognize the contribution of the elementary magnetic 
moment of the electron to the problem. 

34. Theory of Multiplets. In several sections we have considered the theory 
of optical spectra emitted from atoms having a single electron outside a saturated 
electronic group. We shall now consider the more complicated case when the 
atom possesses several valency electrons. The quantitative theory of multiplet 
structure proves to be rather complicated as far as it is developed as yet, and we 
shall therefore proceed in a semi-empirical way by first summarizing experimental 
results, and afterwards pointing out their theoretical interpretation. 

The prototype of complex spectra is set by the socalled normal m ul ti plets 
since these appear as a direct generalization of ordinary alkali spectra, which 
also are included in the group. A normal multiplet spectrum consists of several 
s, p, d series etc., the members of each series having a characteristic kind of multi
plicity. Thus the calcium arc spectrum has one singlet term system, and one 
triplet system. Scandium has doublets and quartets, Titanium singlets, triplets 
and quintets etc. In the classification of normal multiplet terms we use four 
numbers n, k, i and s just as in case of alkali spectra. The properties of these 
numbers are nearly the same too. Thus n is the principal quantum number 
which fixes the position of a particular multiplet within its series, k is the sub
sidiary quantum number, characteristic for each series, and which obeys the 
selection principle LI k = ± 1. Further is i the inner quantum number which 
distinguishes between the components of a particular multiplet, and obeys the 
selection principle LI i = ± 1 ; 0. The number s bears an intimate relation to 
the elementary electronic magnets, and is constant within one and the same term 
system, starting with zero for singlet systems, and increasing by one-half for 
each unit increase in multiplicity. Thus singlets have s = 0, doublets s = !, 
triplets s = 1, quartets s = t etc. 

For given values of sand k the inner quantum number i may only assume the 
values i = k + s , k + s - 1 , ... I k - s I + 1, I k - s I . 
Taking the sum we find the total number of possible terms in a multiplet to 
be 2s + 1. Applying these different rules we find the following scheme for terms 
of normal multiplets: 
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One will notice that the S-terms are always singlets, no matter whether they 
belong to a singlet system or not. Passing from S to P, D, etc. the multiplicity 
increases until it reaches a maximum value, and from thence it remains constant. 

The relation of s to the elementary electronic magnets is, among other 
things, indicated by the manner in which s is limited upwards for different ele
ments. The conditions are such that each outer electron contributes at most 1/2 
to the maximum value of s. When the number of outer electrons passes a certain 
limit it seems that the series with the largest values of s are difficult to excite. 
The following table giving a survey of the observed spectra of the elements from 
'potassium to zinc will make this matter clear. 

Arc Spectra. 

K Ca Sc Ti V Cr Mn Fe Co Ni- Cu Zn 
singlets x x x x 
doublets x x x x x 
triplets x x x x x x 
quartets x x x x x 
quintets x x x x 
sextets x x x 
septets x x 
octets x 

Spark Spectra. 

Ca+ Sc+ Ti+ V+ Cr+ Mn+ Fe+ Co+ Ni+ Cu+ Zn+ 

singlets x 
doublets x x x 
triplets x x 
quartets x x 
quintets x 
sextets x x 
septets x 
octets 

I t will be seen that the rule holds strictly up to eigh t outer electrons (Mn) , which 
seems in this case to mark a maximum beyond which the multiplicity decreases. 
The rule which is seen to have no exception is, on the other hand, that an even 
number of outer electrons gives odd multiplicities, while an odd number of 
-electrons gives even multiplicities (rule of alternation) 1. 

In order to arrive at a theoretical interpretation of normal multiplets we 
start by considering the case when the interactions between the outer electrons 
are neglected. The energy of each electron will then remain constant, and be 
-quantized in the manner of an alkali valency electron. In the second approxi
mation we have to take account of the interaction between the outer electrons. 
The interaction energy will consist of four different terms. There is first the 
relative electric potential energy of the electrons; second, the magnetic interaction 
energy of the elementary electronic magnets; thirdly, the magnetic interaction 
between the electrons, due to the fact that their electric charges in motion con
stitute electric currents with consequent magnetic fields. Finally there is the inter
action between the electronic magnets and the magnetic fields produced by the 
moving electrons. An exhaustive theoretical discussion of the relative importance 
of these different terms would seem to become rather complicate; at any rate, 
it has not been given in the literature. We may, however, turn the arguments 

1 He and Li+ are exceptional, having doublets instead of triplets. This is probably 
due to an accidental coincidence of two triplet terms. Cf. W. HEISENBERG, Z f Phys 39, 
p.499 (1926), and D. BURGER, ibid. 38, p_ 437 (1926). 
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the other way, and, from the observed properties of multiplets draw conclusions 
concerning the character of the different terms of the interaction energy in 
question. This we are now going to do. 

35. The LANDE Vector Diagram. Assume that j, k and s are represented as 
vectors in a plane. Since we have the relation k + s ::> i ::> I k - s I, it follows 
that i may be represented as the vector sum of k and s, provided these latter 
vectors are given proper directions. The possible values of i, for constant values 
of k and s, are then obtained by altering the angle between k and s in successive 
steps from zero 0" = k + s) to 180 0 (j = I k - s I). This vector property of j 
is probably one of the vital points of the problem. Its significance is perhaps 
better visualized if we neglect the difference between the SCHRODINGER equation 
and the corresponding HAMILTON-JACOBI equation. Considering the case of 
a single electron it is then found that k + 1 is proportional to the angular momen
tum of the electron with respect to the nucleus, while s is proportional to the 
angular momentum of electronic spin. The fact that these two vectors combine 
into a quantized resultant may be shown to be due to the fact that the inter
action energy is magnetic in nature, i. e. proportional to the cosine of the angle 
between the vectors. Acting upon this idea we may interprete LANDE'S vector 
diagram in the following way: The vectors k and s are the quantized resultants 
of the vectors ki and Si which belong to the individual outer electrons of the atom. 
The interaction in question is essentially magnetic, and there is strong interaction 
between the k/s and the s/s separately, while the coupling between the resultants k 
and s is relatively small. It is an observational fact that a change by one unit 
in s is accompanied by a greater shift in energy than a corresponding change 
in k. This means that somehow the interaction between the elementary electronic 
magnets is larger than the interaction between the magnetic fields generated 
by the revolutionary motion of the electrons. SLATER! has discussed the above 
problem for the limiting case that the SCHRODINGER equation degenerates into 
a HAMILTON-JACOBI equation, and has in this way been able to substantiate the 
qualitative features of LANDE'S vector diagram. It must be emphasized, however, 
that it is not possible in this manner to account for the fact that the interaction 
energy between the electronic magnets is larger than the interaction energy 
between the magnetic fields generated by the revolutionary motion of the elec
tron. This seems to be a typical quantum effect, which is due to the peculiar 
circumstances attending the mutual perturbations of nearly equivalent electrons 
which has been mentioned on several occasions. 

36. Displaced Terms. In most cases of observed multiplets all but one of 
the valency electrons occupy their normal positions. Theoretically any distri
bution of electrons over possible quantum states is permissible, but experimentally 
conditions are mostly such that the excitation of one electron at a time is strongly 
favoured as compared to the simultaneous excitation of several electrons. There 
are several exceptions from this rule, the most conspicuous being found among 
the terms of the arc spectra of alkaline earth metals. These exceptions are due 
to the existence of metastable states of the atom in its ionized state, or if it is the 
question of a spark spectrum: metastability of some state of the ionized atom of 
next higher order2. Looking over the spectral terms of singly ionized calcium 

1 Phys Rev 28, p.291 (1926). 
2 By a metastable state we shall here understand any quantum state whose average 

natural life period is abnormally large in comparison to the life periods of adjacent states. 
Atomic theory would suggest a sub-classification of such states according to the origin of 
the metastability in question; but in view of the rudimentary development of the question 
on the experimental side, we refrain from giving such a classification in the present article. 
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one finds for instance that the lowest d term is intermediate in value between 
the lowest p and the lowest s term, the latter corresponding to the normal state 
of the atom. Due to the selection principle for k a spontaneous transition from 
a d to an s state is excluded, and once the atom has settled down into the lowest 
d state, some external influence is required in order to remove the atom to the 
normal, or any other state. Under conditions of sufficiently strong excitation 
this circumstance will favour an abnormal aggregation of singly ionized atoms 
in the lowest d-state. When such atoms recombine with free electrons, they will 
emit an arc spectrum. The influence of the additional electron on the d-electron 
proves sufficient to destroy the metastability of the latter state, and to induce 
simultaneous transitions of both valency electrons to states of lower energy. The 
difference between the spectrum emitted under such transitions and the ordinary 
arc spectrum consists essentially in a displacement of all lines towards higher 
frequencies, and hence the designation "displaced" terms. The energetic equi
valent of this displacement is of the order of the energy difference between the 
lowest d and the lowest s state of the ionized atom. No exact correspondence 
is to be expected, because the presence of the outer electron is likely to cause 
considerable deformations of the motion of the inner d electron. This influence 
must decrease with increasing distance of the outer electron, and must disappear 
altogether when the outer electron is completely removed, i. e. at the series 
limit of the spectrum. This inference is in complete accordance with experiments. 
Displaced terms originating in a similar way are found in the spectra of N, B+, 

++ ++ ++ ++ 
C++, N+ ,0++, Al+, S++, P+ ,S++. 

37. Effect of a Magnetic Field on Multiplets. The experimental facts con
cerning the effect of a magnetic field on the spectral lines belonging to normal 
multiplets may be summarized as follows: In the presence of a weak magnetic 
field each level with inner quantum number j splits up into 21' + 1 equidistant 
levels, the additional magnetic energy being given by 

L1E=gheHm 
4npc ' 

m = -j, -j + 1, ... , j - 1, j, (256) 

where H is the magnetic field strength and g a rational number given by 

= 1 + /(1 + 1) + 5(5 + 1) - k(k + 1) 
g /(/+1) (257) 

where j, k and s have their usual meaning. A magnetic field is considered as weak 
as long as it does not sensibly disturb the interaction between the vectors k 
and s, or, which is the same: as long as the magnetic resolution of a term is small 
compared to the distance between adjacent terms in the spectrum. With increasing 
magnetic field strength the magnetic components of the different lines of a 
multiplet merge into one another, and form, for very strong fields, a simple triplet. 
The central component of this triplet is polarized parallel to the field, while the 
two other components are circularly polarized, and perpendicularly to the field. 
The separation between the triplet lines is given by the above formula (256) 
for g = 1. This triplet is therefore in accordance with the theory of normal 
ZEEMAN effect developed in ciph. 194, The origin of the LANDE g-formula (257) 
is therefore to be sought elsewhere, and here the UHLENBECK-GOUDSMIT hypo
thesis of electronic spin proves to offer a satisfactory solution. We have already 
pointed out on an earlier occasion that the quantum mechanics applied to the 
problem of the magnetic electron leads to the correct expression for the g-formula 
(d. ciph. 29). 



430 Chap. 4. S. ROSSELAND: The Principles of Quantum Theory. ciph.38. 

A few words may be added with regard to the transition from weak to strong 
fields. The effect of a strong field will be to loosen up the coupling between the 
vectors k and s, which is characteristic of the normal multiplet structure. In 
the limit when this coupling may be neglected due to the preponderant effect 
of the interaction between k and s and the magnetic field, the magnetic energy 
of the atom will be the sum of the magnetic energies of the individual electrons. 
The rotational part of this energy has already been shown to give a normal 
ZEEMAN effect, and it is easy to show that the same will be the case with the 
rotational part, such that a normal ZEEMAN effect is obtained for the total 
multiplet. 

38. Probabilities of Transitions between Multiplet Levels. Most of the 
work on this problem was completed before the time of the new quantum me
chanics which has added precision to the methods, without leading to divergent 
results in this field. As emphasized above, each multiplet level of inner quantum 
number i is in itself multiple, and splits up into 2 i + 1 component levels 
in a magnetic field. Before considering the total probability of transition 
between any two multiplet levels we shall consider the transitions between 
the sub-levels, which are distinguished by different values of the magnetic quan
tum number m. These transitions will determine the relative intensities of the 
ZEEMAN components of the lines, for the case of an infinitely weak external 
magnetic field. This question has been discussed from the wave theory point 
of view by DARWINl, and from the point of view of matrix mechanics by BORN, 
HEISENBERG and JORDAN 2, and HEISENBERG and JORDAN3• The formulae found 
by these authors are identical with the formula obtained by earlier authors4, 

by assuming the transition probabilities to be quadratic functions of m, and as
suming the total polarization and total intensity of a multiplet line to be un
altered by the application of an infinitely weak field, other circumstances remain
ing unaltered (principle of spectroscopic stability). 

Denote the probability of a spontaneous transition from a state m, i to a 
state m', l' by A:;:fj" The formulae in question may then be written down as 
follows: 

Am,; . = ~A~ (f =F m) (f ± m + 1) 
m±I,1 2 1 f(f+1) , 

m,; ; m 2 

A m,;= A;f(f+ 1)' 

Lli = 0, (a) 

(258) 
Am,; 1 Ai (f±m+2)(f±m+ 1) 

m±I, i+I = 2 i+1 (f + 1)(2f + 3) , 
m,j i (f+1)2_ m2 

Am, j+1 = Ai+1 (f + 1)(2f + 3)' 

Lli=+1, (b) 

Am,i 1 Ai (f=Fm)(f=Fm-1) 
m±I,j-l=2 j-l i(2i-1) , 

m,i i f2 - m2 
Am,i-I = A i - If (2f -1) , 

Lli = -1. (c) 

As m and i can change only by ± 1 .and zero in a given transition, the· above 
formulae exhaust the possibilities. The quantities A}, A}+l' A~_l are independent 
of m and j, but may depend in any manner upon the other quantum numbers. 
In order to actually calculate the intensities of the ZEEMAN components of a 
given line in a weak field from the above expressions it is necessary to know 
the relative number of atoms in the gas in the different quantum states. This 

1 London R S Proc A 115, p.1 (1927). 
2 Z f Phys 35, p. 557 (1926). 3 Z f Phys 37, p.263 (1926). 
4 R. KRONIG, Z f Phys 31, p. 885 (1925); H. HONL, ibid. p. 340; R. KRONIGand S. GOUD

SMIT, Naturwiss 13, P.90 (1925). 
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number will depend upon special conditions of excitation; in most cases this 
excitation will have a rather sweeping character, as in case of electronic bom
bardments, such that states with the same values of n, k and j; but different values 
of m, will have the same probability, and the above formulae will be directly 
applicable to the intensity problem. Thus the empirical rules of ORNSTEIN and 
BURGER and LANDE concerning the intensities of ZEEMAN components are all 
contained in the above formulae. 

The formulae for the probabilities of transitions between unperturbed multi
plet levels are somewhat more complicate. Let "P, Q, R be defined by 

P (j) = (j + k) (j + k + 1) - s(s + 1), Q (j) = - (j - k) (j - k + 1) + s (s + 1) '} 
R · .. 1 k (259) 

(1) = 1(1 + 1) +,« + 1) -s (s + 1). 

We have then 

A i, k _ AP(j) P(j - 1) 
J-I,k-I - 4jk' A i, k A P(·) Q (.) 2j + 1 

·i,k-l== 1 1 4kj (j+1' 

L1k = ±1, (a) 
(260) 

4Z' k = AR2(·) (2j + 1) (2k + 1) 
"J,k 1 4j (j+1)k(k+l)' 

j, k . Q . 2k + 1 
Ai-I, k = AP(1) (1 - 1) 4jk(k +1j' 

L1k = o. (b) 

These formulae were derived by KRONIG I , SOMMERFELD and HONL 2 and RUSSELL3 

as suitable generalizations from classical theory. It has not been possible thus 
far to verify these results on the basis of the new quantum mechanics. 

39. Molecular Spectra. In the preceding sections it has always been the 
question of the constitution of spectra emitted or absorbed by individual atoms. 
We shall now go a step further and consider the theory of spectra emitted or 
absorbed by molecular compounds. 

Consider a molecule consisting of two atoms only, which may be equal or 
unequal. The chemical bond between the atoms will to a high degree of ap
proximation be concerned with the motion of surface electrons only, leaving 
the motion of internal electrons approximately intact. That this is so is shown 
by X-ray experiments. When the two atoms are separated they will have six 
degrees of freedom of translational motion which are not subject to quantization. 
\Vhen the atoms form a molecule this number is reduced to three, while the 
remaining three degrees of freedom will be subjected to quantum restrictions. 
For a complex molecule containing p atoms there will, similarly, be 3 (P - 1) 
quantum restrictions in addition to those already imposed upon the internal 
motion of the individual atoms. This number 3 (P - 1) we shall call the mole
cular degrees of freedom. 

Assume for a moment that the nuclei are rigidly connected to each other, 
such that the only possible molecular motion consists in a rigid rotation and 
a translation of the system. The quantization problem is then reduced to the 
problem of the spinning top, which we discussed in ciph. 19. Assuming that the 
molecule is electrically polarized it will, in virtue of its rotational motion, be able 
to absorb and emit radiation in a certain line spectrum, which is characteristic 
of the molecular compound in question. 

Besides a rotation the molecule will, in general, also perform a vibrational 
motion. In case of diatomic molecules this motion will consist of linear vibrations 
of the atoms along their central line, around a position of equilibrium. For small 

1 Z f Phys 31, p.885 (1925). 2 Berl Ber (1925), p. 141-
3 Nature 115, p.835 (1925); Wash Nat Ac Proc 11, p.314, 322 (1925). 
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values of the amplitude of vibration this motion must, according to general 
principles of dynamics, be approximately harmonic, such that the anharmonic 
character of the motion will show up the more strongly the larger is the am
plitude. The characteristic energy values of a harmonic vibrator are selected 
according to the formula (d. ciph.191) 

El=hvo(l+!), 1=0,1,2,... (261) 

1'0 being the characteristic frequency of the vibrator. A strictly harmonic vibrator 
can only jump to adjacent states, such that in any transition 1 = l' ± 1. The 
effect of the anharmonic character of the molecular vibrations will be, firstly, 
to break through this selection principle for 1, and second to alter slightly the 
linear relation between E and 1 by the addition of a small term proportional to 
the square of 1, such that to a second approximation 

E = !h."o + hVo1 + C12. (262) 

Considering this expression to be the first terms of a TAYLOR expansion of (261), 

on assuming "'0 to be a slowly varying function of 1, it follows that C = h ~'~o • 
If the molecule contains more than two atoms it may possess several systems of 
vibration levels, corresponding to the increased number of possible independent 
vibrations. 

In addition to energy of rotation and vibration the molecule may, of course, 
also contain energy of ordinary electronic excitation. 

40. Pure Rotation. In this case the molecule possesses rotational energy 
only, oscillatory energy and energy of electronic excitation being absent. In 
case of a diatomic molecule it is natural to assume the two atoms to move in 
a fixed plane through the centre of mass, such that a precessional motion of the 
molecule is absent. This circumstance is accounted for by putting (/J = const. 
in equation (137) for the motion of a top, such that this equation reduces to 

1 0 (. otp) 1 02tp 4~A. otp 
sinO ae \smO 00 + sin20 Orp2 + -h-~ at = 0. (263) 

Assuming a solution of the form 

_ 2""i Et+imcp 
1jJ = u(x) e " x = cosO, m=0,1,2, ... (264) 

we find 

d~(1-X2)~:)-C :2X2_8~2h~E)u=0 .. 

This is the familiar equation of an associated LEGENDRE function encountered 
on an earlier occasion (d. ciph. 21). We know therefore that the term 8;71;2 AEjh2 
in the above equation must have the form i (j + 1), i being a positive integer. 
The energy of the molecule is therefore quantized according to the formula 

E h2
.(. ) ( 65) = 8~2A 11 + 1 . 2 

Hence u (x) becomes an associated LEGENDRE function of order m and degree i: 
dm +J 

u(x) = const· (1 - x2)m/2 dxm+J (1 - x2).i. 

The quantum number i is therefore subjected to the same selection principle 
as the subsidiary quantum number k: 

i-if = ± 1 , (266) 
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while m is restricted to be equal to or less than i, if u (x) shall differ from zero .. 
Formula (265) is naturally only a special case of formula (142) for the symmetric 
top, corresponding to the neglect of the precessional quantum number n2 . 

The characteristic frequencies of the radiation emitted by the molecules under 
such circumstances will be given by the formula 

'V = S;A {(j + 1)(j + 2) - i(i + 1)} = 4n~A (f + 1), i = 0, 1, 2, ... (267) 

The spectrum will thus consist of a series of equidistant lines, the separation 
between adjacent lines being 

It 
LI'V = 4n2;r . (268) 

By measuring this separation the moment of inertia of the molecule, A, can be 
found, and hence, in the case of a diatomic molecule, the distance between the nuclei 
of the two atoms. A spectrum of the above kind has been found by RUBE"NS and 
EVA V. BARR in the case of water vapour, and by CZERNyl in case of hydrogen 
chloride, both bands being situated in the far infrared end of the spectrum. 

41. Rotation coupled with Oscillation. The first order expression of the 
characteristic frequencies of the spectrum is then obtained by combining (261) 
and (267), giving h 

'V = 1'o(l·-I') ± 4n2 A (f + 1). (269) 

It is found experimentally that the frequency 'Vo of vibration is always large as 
compared to the term h/4n 2A. For this reason a spontaneous jump of a molecule 
must always take place from a state of higher to a state of lower oscillatory 
energy, while its rotational energy may either increase or decrease in the jump. 
Hence the double sign in expression (269). This duplicity has the effect that a 
spectrum of rotational-oscillatory character will consist of two wings of lines 
with constant frequency differences, and symmetrically situated with respect 
to the frequency 'Vo(l- I') which represents a jump in vibratory energy only. 

The lines of a vibratory rotation band are equidistant only to a very rough 
approximation. This means, primarily, that the moment of inertia of the mole
cule depends to some degree upon thc state of rotation. Mostly there is observed 
only a single vibratory-rotation spectrum for each substance. This means partly 
that under ordinary conditions of excitation of such spectra the molecules are 
practically all found in vibratory states of low excitation, and partly that for 
these states the molecular vibrations are nearly harmonic, such that transitions 
in which l = I' ± 1 enjoy the largest probability. 

42. Electronic Bands. As a next step we consider the case of simultaneous 
jumps in rotational, vibratory and electronic excitation energy of the molecule. 
For this case the simple formulae used above prove to be inadequate to a marked 
degree. We shall therefore have to take account of the anharmonic character 
of the molecular vibrations, as well as the fact that the moment of inertia of the 
molecule and the frequencies of vibration vary systematically with the state 
of electronic excitation. This effect must not be confounded with the variation 
of A with varying state of rotation, which is characteristic for vibratory rotation 
spectra. While this latter effect may be present also in case the molecule contains 
an electron in an excited state, it is completely masked by the much greater 
influence of the excited electron. In fact, the conditions are such that a molecule 
containing an electron in an excited state has a bigger or smaller moment of 
inertia than the same molecule with the electron returned to the normal state 

1 ZfPhys 34, p.227 (1925). 

Handbuch der Astrophysik. III. 28 
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.no matter which are the states of rotation in the two cases (similarly for the 
frequencies of vibration). We shall therefore distinguish between Ai, the moment 
of inertia of the molecule in the initial state, and AI, the moment of inertia in 
the final state, these two states being assumed to correspond to different elec
tronic excitation. 

Consider now a simultaneous jump in rotational, oscillatory and electronic 
excitation energy of the molecule. The change in rotational energy in such a jump 
will be 

AE =_h2(_1 __ 1)·2+~(_1 _ (1±2)).+~(1±1) (270) 
rot. 8.n2 Ai At 1 8.n2 Ai At 1 8.n2 At ' 

it being assumed that j changes by + 1 or -1 only in a jump. The coefficient 
of j2 preserves the same sign for all lines of a band, while the coefficient of j 
may be either negative or positive. The difference between AI and Ai is always 
small in comparison to Ai or AI themselves, such that we may write 

A;l_ (1 ±2)A,l =±2A-l. 
Writing further Ai- l _ Ail =-= c5A -1, 

where c5 is a small quantity as compared to unity, the above expression of A Erot. 
assumes the approximate form 

_ h2 .2 h2 • h2 

LlErot. - 8.n2A c51 ± 4.n2A1 - 8.n2A (1 =F 1), (271) 

where A is a constant. Due to the presence of the term proportional to j2 in 
(271), the two wings of the band will no longer be symmetrical (or nearly sym
metrical) with respect to a given frequency, as was the case of the infra red oscil
latory rotation spectra. According as c5 is positive or negative the negative or 
positive branch will double back upon itself, and proceed in the direction of the 
other branch. This gives rise to the appearance of a so-called band head, which 
is the most characteristic feature of visible bands. Assume for instance that 
c5 is positive. The frequencies of the spectral lines of the negative branch will then 
be given by the formula 

h~.9 h. ( ) 
'I' = 'l'r + 8.n2A r - 4.n2A 1, 272 

where 'l'r summarizes the terms in 'I' which are independent of j. The frequency 
difference between consecutive lines will be 

LI'I' = - _h {1 - <5 (j + ~)} 4.n2A 2 . (273) 

It follows that the frequencies of the lines will grow smaller and smaller as j 
increases, but at a retarded rate, until a minimum separation is reached. This 
point marks the position of the band head, which in this case is a low frequency 
limit, beyond which the frequencies will increase at an accelerated rate. The 
separation between the lines of the positive branch will, on the other hand, 
increase at an accelerated rate from the start. If the sign of c5 is reversed, the 
roles of the two branches are exchanged, and the band head will mark the high 
frequency limit of the lines. It is important to realize that the band head thus 
marks nothing but the place of maximum proximity of adjacent lines in the branch 
which doubles back upon itself, and its exact position gives no immediate clue 
to the internal structure of the band. For the theoretical disentangling of ob
served bands the important question is the determination of the frequency Vr 

since this gives the zero point for the reckoning of the j-numbers, which further 
enables us to determine the moments of inertia of the molecule in question. 
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In addition to the positive and negative branches there occurs also, in the case 
of visible bands, a so-called zero branch. This branch corresponds to the case 
of no change in i during the transition, so that the change in rotational energy 
suffered by the molecule during the transition is solely due to the change in 
moment of inertia. Hence 

l1Erot. = d S:22A i (j + 1) , (274) 

for the zero branch. Zero branches might be expected also in the case of pure 
rotation or vibratory rotation spectra, but they seem to be absent in most cases, 
although methane possibly makes an exception. 

It is thus shown by observation that the moment of inertia, as well as the 
frequencies of vibration of a molecule, may increase as well as decrease as a 
result of an electronic transition. A decrease in the moment of inertia means 
evidently a tightening up of the molecule, and an increase in the chemical 
bond between the atoms; this means greater stability, so that the vibrational 
frequencies should increase in the process. If the moment of inertia increases in 
the transition, the vibrational frequencies should decrease. This inference is 
completely confirmed by experiments by the fact that the bands within a se:
quence degrade in the same direction as the sequence itself. 

As regards the electronic levels of the molecule it is to be expected that the 
characteristic features of atomic levels will be repeated, such as the clustering 
of levels into multiplets, and the arrangement of multiple levels according to 
a RYDBERG-RITZ formula. This surmise is in accordance with experiments, as 
multiple bands, in which the multiplicity may be traced back to multiple elec
tronic levels, are observed in several cases. Moreover, the multiplicity seems 
to stand in an analogous relation to the unsaturated valencies of the molecule 
as the multiplicity of an atomic surface level stands to the number of electrons 
in the surface group. The arrangement of band systems according to a RYDBERG
RITZ formula has also been confirmed, first by FOWLER in case of helium bands, 
and later by other investigators in case of other compounds. 

In the above discussion of the energy levels of a molecular system we have 
considered only the simplest aspects of the problem. Much work has been done 
in order to improve these results, but the progress has been hampered by many 
difficulties. A difficulty which returns on all occasions is the necessity of 
relaxing the condition of perfect rigidity of the molecule in the calculation of 
the rotational energy levels. As long as no rational way of doing this has been 
found, further refinements must necessarily be subject to very great uncertainties. 

43. Intensities of Lines constituting a Band. The characteristic winged form 
of the bands is due to the superposed effect of two independent causes. Firstly, 
there is the distribution of molecules over different rotational states to take into 
account. In most cases this distribution will correspond to a state of temperature 
equilibrium, such that the number of molecules in the pth quantized state will 
be given by an expression of the form 

Ep 

Np = Cape -kT, 

where C is a quantity which is common to all states, while ap and Ep are the a 
priori probability and energy of the state in question 1. The a priori probability ap 

1 For very low temperature or'high densities the MAXWELL-BOLTZMANN distribution 
law may have to be replaced by an expression of the form 

N = (Cek~ + ifl 
Cf. the next ciph. on quantum statistics. 

28* 
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will, apart from a constant factor, be equal to the number of energetically dif
ferent states in which the given state may split up by the application of an ex
ternal field. In as much as the quantum number m appearing in the characteristic 
function of the problem (264) may assume the 2f + 1 different values 

m = -j, -j + 1, ... , +f - 1, j 

it follows that the a priori probability of a given rotational state, characterized 
by a definite rotational quantum number j is 2j + 1, apart from an unimportant 
factor. Introducing the proper expression of Ep we find therefore 

It' j(j+l) 

N j = C(2J + 1)e -Sn'A kT. 

This gives one factor in the intensity of any emission line starting from the jt" 
state. The second factor of importance is the probability of spontaneous transition 
from the j-state to an adjacent state. In the simple case discussed above the 
calculation of this factor involves integrals over associated LEGENDRE functions 
only. Performing the integration one finds that the transition probability is 
proportional to the largest j-value of the two states involved in the transitionl . 

The intensity will, moreover, be proportional to the fourth power of the frequency 
of the emitted radiation. In case of pure rotation bands, this gives a factor 
(2j + 1)4, but in other cases the frequency factor is insignificant. One realizes 
therefore that in all cases the intensity distribution will have the approximate 
form h2j'l. 

Ij=const'ine-s;;:iAkT (275) 

where n is a positive quantity, which is essentially larger in case of pure rotation 
bands than in other cases. This formula accounts at once for the observed rise 
in intensity to a maximal value, and the further uniform decrease with increasing 
j-values. It is important to note that the ultimate decrease in intensity is due 
to the particular form of the MAXWELL-BoLTZMANN distribution law and depends 
upon the temperature of the gas. It is thus possible to determine the temperature 
of a polyatomic gas by studying the intensity distribution of the bands of its 
absorption spectrum. An astrophysical application of this fact was given by 
BIRGE2, who in this way was able to make an independent determination of 
the effective temperature of the sun. 

44. Quantum Statistics. In ciph. 4 the principles of molecular statistics 
were outlined, but without a reference to the quantum theory point of view. 
We shall now complete the picture by discussing the modifications to be introduced 
in order to meet the requirements of quantum theory. If we neglect the restrictions 
implied by PAULI'S principle the modifications are very small indeed, and con
cern only the choice of a priori probabilities for the different quantum states. 
The development leading up to formula (19) in the first section is thus entirely 
independent of special assumptions concerning the systems in question, apart 
from the fact that each system is assumed to possess a certain amount of energy, 
that the systems are independent most of the time, and that each state i of the 
system is granted a constant a priori probability Vi' In the further development 
the v;'s were interpreted as volumes of phase space, in which the HAMILTONian 
coordinates and momenta of the system are rectangular coordinates, and it was 
tacitly assumed that the v could be made as small as we cared to, in accordance 

1 For refined calculations of transition probabilities between band levels d. E. FUES, 
Ann d Phys 80, p. 367; 81, p. 281 (1926); R. H. FOWLER, PhillVIag 49, p. 1272 (1925); F. LON
DON and H. HONL, Z f Phys 33, p. 803 (1925). 

2 Ap J 55, p.273 (1922). 
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with the inherent continuity of classical mechanics. In quantum theory statistics 
this latter assumption must be discarded, as the possible states of a system are 
assumed to form a discrete series. Hence the a priori probabilities must also form 
a discrete series. The only thing we do with the quantum states in statistical 
theory is to count 'them, and hence the simplest case would be obtained by 
assuming the a priori probability to be the same for all physically distinct quantum 
states of a given system. This assumption is in fact the one which proves to be 
in accordance with observation. It needs a further refinement, however, since 
the a priori probabilities have physical dimensions of powers of PLANCK'S con
stant, the exponent being different for different systems. This question can be 
cleared up by considering the asymptotic case when the quantum theory solutions 
degenerate into the solutions of classical mechanics. By such considerations 
it follows that the a priori probabilities must be taken equal to h8 , where s is the 
number of degrees of freedom of the system in question. The plausibility of this 
choice will be immediately clear by remembering the definition of a priori 
probability as a volume of phase space 

a = f dql' dqz, ... , dps· (276) 

In the limit of classical mechanics of multiply periodic systems the quantum 
conditions degenerate into the requirement that any integral over dqi dPi shall 
be a multiplum of PLANCK'S constant, such that an integral over a volume element 
of phase space must be an integer multiple of PLANCK'S constant raised to the 
sth power. 

In case of an accidental coincidence of the energy values of several quantum 
states, the a priori probability must naturally be the sum of the a priori prob
abilities of all individual states forming the multiple state. If the state is p-tuple 
the a priori probability is ph'. The number p is called the weight of the state in 
question. If, instead of defining a state by its energy, we define it by its char
acteristic function, it is unnecessary to introduce the p's, since all characteristic 
functions are different, such that multiple states in this respect do not occur. 
In statistical problems it is, however, mostly the energy values which are im
portant, and hence the energetic multiplicity of the states must be taken account 
of as a rule. 

If we consider permanent atomic systems the factors h8 are of no conse
quence to the statistical results, as they all cancel out in the end. Thus the 
relative number of atoms in any two quantum states i and k is, in thermal 
equilibrium, by (19) 

n i = !!.L e-(Ei-Ekl/kT c--= Pi e-(Ei-Ekl!kT 
nk ak Pk 

(277) 
1 

where Pi, h are the statistical weights of the states in question, and Ei , Ek the 
corresponding energies. As soon as we consider systems which are permitted to 
dissociate into free subsystems the case is different. How this works out in 
praxi may be shown by considering the equilibrium of a diatomic gas confined 
to remain within an enclosure of volume V. Let N}, N z be the average number 
of atoms of the two kinds in the enclosure, while N is the average number of 
molecules. By ordinary statistical methods it is then shown that in case of thermal 
equilibrium 1 

N 

T (278) 

1 Cf. for inst. R. FOWLER, Phil Mag 45, p. 497 (1923) and S. ROSSELAND, Trans Acad 
Sc Oslo Math Nat No 1 (1925). 
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The functions f1' f2 and t are simply the sums over oie-EilkT taken over all 
possible configurations and velocities, respectively quantum states, for the 
particular entity in question, and will here be called partition functions. The 
partition function of an atom of mass m, with no internal energy, and constrained 
to remain within the enclosure of volume V, is thus 

f f -~(u'+v'+w') • 1= ... e 2kT d(mu)d(mv)d(mw)dxdydz = V(2nmkT)t. (279) 

If the system has internal energy the proper partition function is the product 
of a function of the above kind and a function referring to the internal state of 
the system. Thus for a diatomic molecule, which has three quantized molecular 
degrees of freedom, the internal partition function will have the form 

Ii = h3 ~Pie-E;fkT. (280) 
i 

Expression (278) of N accordingly assumes the form 

N haL] Pi e-EJ/kT 

NIN2 = {2:n m1m2 kT}~' 
ml+m2 

(281) 

The explicite appearance of h3 in this formula shows how our choice of a priori 
probability of a quantum state affects the problem, and may be tested experi
mentally. It may be noted that the above formula is largely independent of 
the assumption that the atoms carry no internal energy, as the corresponding 
partition functions would appear both in numerator and denominator of (281), 
and cancel out completely provided the deformation of the energy levels of the 
atoms, due to the chemical bond, may be neglected. 

45. FERMI-DIRAC Statistics. Characteristic of the above considerations is 
the division between internal motion of an atomic system which is quantized, 
and translational motion in space which is not quantized. If we, on the other 
hand, assume any two atoms of a gaseous assembly never to interact, and assume 
the enclosure to be cubic and with perfectly reflecting walls, the atoms will 
perform a simple multiply periodic motion, and the question arises whether such 
a motion should not be liable to quantization as well as the motion of the atoms 
in a molecule, This question is, for the sake of consistence, to be answered in 
the affirmative. Although a quantized assembly of this kind is undoubtedly 
very far from being comparable to any assembly realized in nature, it may, 
nevertheless, possess in pure cultivation some distinctive properties which are 
common to all gaseous assemblies, and which have been neglected above. 

In case of atoms it was found that a large number of states of a system, 
which were in conformity with the ordinary quantum conditions, were nevertheless 
ruled out by PAULI'S principle. If this principle is valid universally, and no 
definite argum,ents to the contrary have been forthcoming, it must also apply to 
the quantization of the gaseous assembly. If it does, the gases must, under 
certain conditions, behave very differently from what we ordinarily expect them 
to do. In particular: at the absolute zero of temperature when the assembly has 
settled down in its normal state, the individual atoms are still in motion, such 
that the assembly has a zero point energy as well as a zero point pressure. The 
quantum theory of ideal gases has been developed by FERMI I and by DIRAC2, 

and we shall here reproduce some principal points of this theory. Consider a 
gaseous assembly consisting of similar atoms, confined within a cubical enclosure 

1 Z f Phys 36, P.902 (1926). 2 London R S Proc A 112, p.661 (1926). 



ciph.45. FERMI-DIRAC Statistics. 439 

which we assume to occupy the positive quadrant of a rectangular coordinate 
system, in the vicinity of the origin, extending from x, y, z = 0, to x, y, z = a. 
The volume of the enclosure is thus V = a\. We assume the atoms to exert no 
ordinary forces on each other - this is the criterion of an ideal gas just as before -
except that if a given atom resides in a given quantum state, then it precludes 
any other atom from entering this particular state. The SCHRODINGER equation 
for the assembly will then split up into a number of similar equations, one for 
each atom. The influence of the walls in determining the form of the wave 
function may be represented by a repulsive field of force, the potential energy 
function of which is zero inside the enclosure, and increases abruptly to an 
infinite value at the walls, causing the wave function to drop to zero. To meet 
these conditions we write the :wave equation for an atom on the form 

J72 _ 43<,u iJIP 
'I{) - hi iJt' (282) 

and take account of the infinite potential at the walls by adding the condition 
that 1fJ is zero for x, y, z = ° and a. Under such conditions the wave functions 
will have the form 

_2niEt • 3<kx • 3<1 . ;J£mz 
1Il = const. e h sln--sm--.1::'sm--.,- a a a' k, I, m = 0, 1, 2, . . . (283) 

and the characteristic energy values will be given by 

E = ~ (k2 + 12 + m2). 
8fta2 

(284) 

Assume the whole system of solutions to be divided up in sets of nearly 
equal energy, and let A. be the number of solutions in a particular set in which 
the energy of an atom varies between E. and E8 + dEs. The proper expression 
of this number As is found by observing that by (284) the number of solutions 
for which the energy is less than E8 is equal to the volume of the positive octant 
of a sphere with radius 

Since this volume is 
43< a3 , 

3 h3 (2#E.). 

it follows by differentiation that the number of solutions in the energy interval 
dE. is 

(285) 

since a3 is the volume of the enclosure. With each set s there may be associated 
any number of atoms from zero up to As, but not more. Let N. be the number 
of atoms which in a particular complexion are associated with the sth set. The 
probability of a certain distribution of the Ns is then 

w=II A.! 
N s ! (A. - N ,) ! (286) 

8 

giving for the entropy, by using STIRLING'S formula 

S=klogW = k~{As(logA8 - 1) -N.(logNs - 1) 
8 

-(As - N.)[log(As - N s) - 1]}. 
I (287) 
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For this to be a maximum it is necessary that 

IJS = k l: log(A, IN, - 1) oN. = 0 (288) 
s .-

for all variations I5N. that leave the total number of atoms N = l: Ns and 

the total energy E = l:N.Es unaltered. Multiplying the relations 
8 

l:IJN. = 0, (289) 

by two constants A and AI' adding to (288),'and reducing the coefficient of each 
15Ns to zero, we find 

or 
log(As/Ns - 1) + A + AlEs = 0, 

N-~-
s - eA+A,E, + 1 

(290) 

(291) 

Using the thermodynamic relation ~ = ~~ , where T is the absolute temperature 

and 5 the entropy, it follows that 1/}.1 = kT, such that finally 

N8=-P-, 
).+~ 

e k1' + 1 

(292) 

For large values of }. this relation degenerates into MAXWELL'S law for the dis
tribution of velocities in a gas. Introducing expression (285) for As in this formula, 
we find the following expression for the total number of atoms in the enclosure 

N = ~N8 = 2n V(2 tkT)tf-.FdX . ~ h3 f e)'+x + 1 
s ~ 

o 

(293) 

Similarly for the total energy 

~ 2n ..1f jI;?dx 
E = ~ EsNs = kT Ji3 V (2ftkT)2 eA+X +1' 

8 0 

(294) 

For large positive values of A the integrands in these expressions may be expanded 
in infinite series according to ascending powers of e-!. which, integrated term 
by term, give 

V H ~ , _3 
N = h3 (2nftkTp ~ (_1)n+1 e-n~n 2, (295) 

n=l 
and 

(296) 

Neglecting the third and higher powers of e- I. in these expressions we find 

3 { h3 NjV } E = -NkT 1 -+- + ... 
2 ' :l 

. 16(n,ukT)" 
(297) 

which shows that the energy is larger than its classical value t NkT. Since the 
system has no interaction energy, the equation of state is p V = iE, as was 
shown in ciph. 4 [d. equation (5)J1. Hence we understand that the hydrostatic 

1 Cf. also W.PAUl'.r, ZfPhys 41, P·93 (1927). 
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pressure will, in the limiting case under consideration, be larger than its classical 
value to the same measure as this is the case for the energy. 

For small values of A (low temperature and large density) the corresponding 
expansion of E is 

(298) 

The energy, and consequently also the pressure, tends thus towards a constant 
value when the temperature tends towards zero. It may be noted in particular 

that in this region the specific heat Cv = ~~ decreases linearly with decreasing 

temperature such as to vanish at the absolute zero. It follows from the above 
expression that in the limiting case of zero temperature the relation between 
pressure P = i EfV and density e = pNjV is of the polytropic form p (Xl en, 
and since n = t it is of the same form as in case of adiabatic changes of state of 
an ideal monatomic gas according to classical thermodynamics. 

It may be of interest to derive the above expression of the energy of an 
assembly at absolute zero temperature by a direct process. Since in this case 
all low energy states of phase space are filled with atoms up to a certain limit, 
we have N. = A. for all states below the given limit. This gives for the total 
number of atoms N and the total energy E of the assembly 

E" E" 

N = ~ A. = V4:n (iaH fx! dx, E = ~ ABE. = V4:n (~~)! fX!dX, (299) 
8 0 8 0 

where E" is the largest individual atomic energy to be found in the assembly. 
Eliminating E" we find 

(300) 

III agreement with (298) for T = o. 
As an application of the above theory we may think of a star having settled 

down in its final state of zero temperature. This will be the normal state of the 
star, which stands in complete analogy to the normal state of an atom, and the 
star will no more radiate energy in its normal state than an individual atom will 
do. Nevertheless we believe the electrons of an atom are moving in the normal 
as well as in other states; the same will be the case with the free particles of 
the star, and formula (300) allows us to estimate the velocities of the individual 
particles at zero temperature. By direct observations no star is known which 
even approximately may be said to have attained the normal state, since the 
fact that all stars emit radiation is sufficient proof that the temperature is far 
above the absolute zero. Assuming that a star somewhat beyond the white dwarf 
stage will approximate towards the normal state, we may adopt a central density 
of say 105 gcm - 3 as being appropriate. If the atoms of the star are completely 
ionized this gives approximately NjV = 3 ·1028 cm- 3 for the free electrons. 
By formula (300) one finds the average kinetic energy EjN of an electron to 
be about 5 . 10- 8 erg. Writing this energy on the form t kT', T' is found to be 
of the order 250 million degrees K. This will give an idea of the manner in which 
the new gas theory is likely to influence our ideas concerning the ultimate evolution 
of dwarf starsl. 

The above treatment of the "theory of an ideal gas depends vitally upon 
the simple manner in which the energy of free atoms moving in a cubical box 

1 Cf. R.H.FoWLER, MN87, p.114 (1926). 
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with perfectly reflecting walls is quantized. As soon as we consider more complex 
problems the question arises as to the proper determination of the numbers As 
on which this method depends. It is a well known result of ordinary wave theory 
that the above assumption of the cubical form of the enclosure is irrelevant to 
the result, but this does not help very much towards a rational formulation of 
the special statistical theory in question. It is the merit of PAULI l to have shown 
that the general form of quantum statistics is identical with the ordinary' BOLTZ
MANN-GIBBS statistical mechanics provided the number of individuals in the 
assembly is not constant, but canonically distributed around an average value. 
This case was already discussed by GIBBS 2, and constitutes what he calls the theory 
of grand ensembles. For this reason it seems that GIBBS' theory, for the time 
being, constitutes the most rational form of molecular statistics. FOWLER 3 , on 
the other hand, has shown how PAULI'S principle may be embodied in the 
statistical technique which has been developed by FOWLER and DARWIN. The 
results of FOWLER and PAULI are presumably equivalent in as much as the 
method of FOWLER and DARWIN always gives the same results as ordinary 
statistics, with which it is identical in principle. 

Assuming the general validity of PAULI'S principle it is clearly necessary 
also to modify current theories of reaction velocities. Thus the result of a collision 
between two atoms will no longer depend upon the state of motion of the two 
atoms alone, but also upon the state of other atoms of the assembly to which 
the two atoms belong, since no atom can enter a state already occupied by an
other atom. The modifications to be introduced to meet these requirements are 
really very simple, as was shown by ORNSTEIN and KRAMERS4. Let Nk denote 
the average number of atoms of an assembly occupying a quantum state k. 
Assume that two atoms in states k' and l' enter into interaction such that after the 
process they occupy the states k" and l". According to ORNSTEIN and KRAMERS 
the probability that the process shall take place in unit time will be 

A;, = a;,Nk ,Nr(1 - N k ,,) (1 - NZ',) , 

and for the converse process 

A;' = a;' Nk"NZ', (1 - N k,)(1 - NZ'), 

(301) 

(3°2) 

where a;, and a;' are independent of the N's. In thermodynamic equilibrium 
A;, = A;'. The quantitites a;, and a;' remain arbitrary thus far, and in order 
to obtain agreement with the requirements of the new statistics it is sufficient 
to put a;, = a;'. This gives immediately 

N k , N v N k" N,,, ( ) 
1 - N k, 1 - Nl' 1= N k " 1 - N,,, . 303 

The solution of this equation, subject to the subsidiary condition of conservation 
of energy in the process: 

IS 

or (304) 

where A and }'l are two constants. These expressions are identical with the earlier 
results if A]l = kT. It may further be remarked that },kT is GIBBS' thermo
dynamic potential per atom of the assembly. 

1 Z f Phys 41, p.81 (1927). 
2 Elementary Principles of Statistical Mechanics, p. 189. 
3 London RSProcA 113, p.432 (1926). 4 ZfPhys 42, p.481 (1927). 
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In case of atoms in a field of radiation conditions are different. In fact, 
light quanta do not conform to the requirements of the FERMI-DIRAC statistics, 
but to the w-called BOSE'S statistics, which permits the superposition of any num
ber of quanta in the same state 1. It is then necessary to leave out from (301) 
and (302) the factors (1 - Nl') etc. in reference to light quanta. The corrected 
form of EINSTEIN'S equation (80) becomes 

N k,(1 - Nk,,){Ak'k" + Bk'k"et~,,} = N k,,(1 - Nk,)Bk"k'e~;>k'" (05) 

Introducing expressions (304) for the N's in this equation, and assuming the A- and 
B-coefficientsto be related in the manner (82), PLANCK'S law for e(v) follows directly. 

Although the new quantum statistics is of very recent origin it has already 
served to elucidate important questions as regards experimental results which 
were left obscure by previous forms of molecular statistics. Thus PAULI 2 pointed 
out that the new statistics gives the clue to the understanding of the puzzling 
fact that metallic paramagnetism is abnormally small, and practically independent 
of temperature. Considering the conducting electrons in a metal to form a quasi
gas it follows directly from the formulae developed above [d. (298)] that due to 
the small mass of an electron the state of this gas will, already at normal temp
eratures, be such that ordinary gas laws are inapplicable. The electrons will 
therefore nearly all move in the lowest quantum states, such that, in a magnetic 
field, there will be an equal number of electronic magnets oriented parallel and 
antiparallel to the field. In as much as paramagnetism may be ascribed to 
the elementary magnetism of the conducting electrons, the small paramagnetism 
of metals is accounted for. SOMMERFELD 3 has extended PAULI'S work to the 
general case of metallic conduction, and has indicated how several persistent 
divergences between theory and experiments may be removed by appll'cation of 
the new ideas. 

How far the new statistics will serve to elucidate astrophysical problems to 
any greater extent remains undecided as yet4. 

46. Interaction between Atoms and a Field of Radiation. Thus far we have 
considered mainly the technique of calculating characteristic energy values, 
as this problem is the most important for practical spectroscopic work, from 
which atomic theory has drawn most of its information. There remains, however, 
to be discussed the more abstract problem about the constitution of a field of 
radiation, as well as the dynamical problem of interaction between atomic systems 
and radiation. In the introductory paragraph this question was only given a 
preliminary consideration, which we now shall amplify in several ways. 

In the waVe theory form of quantum mechanics as represented in the pre
ceding sections, the concept of individual discrete particles and the concept of a 
continuous distribution of mass and electricity, have entered into an inseparable 
union, which is one of the most essential characteristics of the whole theory. 
These seemingly contradictory features are necessary in order to obtain an 
adequate description of natural phenomena, in as much as electrons on some 
occasions behave like genuine mass points, and on other occasions display, just 
as definitely, characteristic wave properties. The direct experimental evidence 
for the wave character of electrons is of recent origin, and is most strikingly 
exhibited by the selective reflection 6f electrons from metallic crystals5 • In 

1 Cf. ZfPhys 26, p. 178 (1924). 
2 ZfPhys 41, p.81 (1927). 3 Naturwissensch 15, p.825 (1927). 
4 Cf. R. H. FOWLER, M N 87, p. 114 (1926), who gives a discussion of the problem of 

the ultimate fate of white dwarfs, from the point of view of FERMI statistics .. 
5 C. DAVISSON and H. GERMER, Nature 1927, p. 558 (April 16) ; d. also G. P THOMSON, 

ibid. 1927, P 802 (Dec. 9). 
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fact, a parallel beam of electrons incident upon a plane crystal surface is reflected 
in several distinct beams, just as is the case of X-ray reflections, and in close cor
respondence to the requirements of the wave theory. 

This dual character of the properties of matter runs parallel to a correspond
ing duality in the properties of radiation. There is an essential difference in the 
historical development of the question, however, in as much as the obvious wave 
properties of light were recognized very early, while the individuality of light 
quanta only recently has been brought fully to light. The development in this 
field was opened up by PLANCK'S result that radiation of frequency v is emitted 
and absorbed by matter in energetic quanta hv. It is therefore natural to sub
divide any radiation field into elementary monochromatic components, each of 
energy hl!. If the subdivision is carried out such that each component has the 
character of a plane wave, it will, according to electro-magnetic theory, also 
carry linear momentum, and of an amount hv/c in its direction of propagation. 
This point of view was for the first time advanced explicitly by EINSTEIN, who 
showed that a simple statistical theory of such light quanta leads to WIEN'S 

radiation law which conforms to experiments in the short wave length region. 
It was previously shown by RAYLEIGH that the wave theory point of view leads 
to a correct expression of the radiation law in the long wave length end of the 
spectrum, such that the complete PLANCK formula appears as a result of the coopera
tion of both wave- and quantum properties of radiation. The light quantum 
point of view was further developed by EINSTEIN in a paper on PLANCK'S radiation 
law considered above. EINSTEIN was here able to show that in order to maintain 
statistical equilibrium in an assembly of absorbing and emitting atoms in a 
radiation field, it is necessary to admit that an atom emitting an amount hv 
of radiation suffers a recoil momentum hv/c, while the emitted radiation carries 
a momentum hv/c in the opposite direction. Contrary to all results of classical 
electromagnetic theory the radiation emitted in an elementary process would 
thus have the uni-directional properties of a plane wave, or a moving mass point. 

The light quantum properties of radiation have been revealed in a striking 
manner by recent experiments on scattering of high frequency X-radiation by 
atoms of low atomic weight. In fact, in such experiments the radiation field 
exhibits all the properties of an assembly of independent light quanta. The 
interaction between a light quantum and an electron takes place as if it were the 
question of an elastic collision between two material particles, in as much as the 
quantum and the electron will recoil off in new definite directions, such that the 
light quantum will retain its uni-directional properties after the process. 

It would thus seem that a consistent representation of electrodynamics must 
be constructed along the same lines as the wave theory form of quantum mechanics, 
such as to give explicit expression to the dual character of the properties of 
radiation. It seems that this idea can be carried through in detail, although the 
question has scarcely been fully discussed as yet, and it appears probable that the 
complete clearing up of the problem can only be had when the new mechanics has 
been brought into agreement with the principle of relativity. As evidence in favour 
of this hope, BOSE'Sl theory of temperature radiation, and DIRAC'S theory of 
absorption, emission and dispersion of radiation may be adduced. BOSE'S theory 
was published before the time of quantum mechanics, but it seems that its 

1 Z f Phys 26, P 178 (1924) This theory is to be rcgarded as a special form of the theory 
of multiple quanta, developed by M. WOLFKE, Phys Z 22, p.375 (1921), and W. BOTHE, 

Z f Phys 20, p. 145 (1923); 23, p. 214 (1924). The interpretation of BOSE'S statistics in terms 
of symmetric characteristic functions is due to P. A. M. DIRAC, London R S Proc A 112, 
p.671 (1926). 
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essential characteristics can only be fully appreciated when considered from 
the dual point of view. It was pointed out above how PLANCK'S radiation law 
appears as a result of both the wave theory and the light quantum point of view. 
We have seen that wave mechanics gives expression to a duality of this nature, 
and it proves also to afford a natural basis for BOSE'S statistics. To each light 
quantum we therefore associate a characteristic solution of the wave equation, 
satisfying the quantum conditions. It is necessary to use the relativistic form of 
the equation, because the relation between energy and momentum of a light 
quantum is the same as for a material particle, moving with the velocity of light 
according to the laws of relativity mechanics. It is further necessary to reduce 
the proper mass of a quantum to zero in order that the energy shall be finite. 
Thusfar the light quanta have been considered on the same footing as material 
particles. The difference between these entities may be formulated as follows: 
An assembly of light quanta is complementary to an assembly of material particles 
in the sense that the former has symmetric and the latter an ti-symmetric 
characteristic solutions. PAULI'S principle is thus not valid for light quanta. 
The use of symmetric solutions only, leads at once to BOSE'S statistics, and hence 
to the correct form of the radiation law. 

Consider next an assembly consisting of material particles in interaction 
with a system of light quanta. The question then arises as to what terms must 
be added to the HAMILTONian function of the assembly in order to give the correct 
wave equation of the problem. This question has been discussed in two recent 
papers by DIRAC l , who has proposed definite expressions for these terms, based 
on a generalization from classical theory. DIRAC has also shown how these terms, 
in conjunction with the proper statistical interpretation of the characteristic 
functions, lead to the same results as regards absorption and emission of radiation 
as are obtained by forming the electric current-density functions, and calculating 
absorption and emission on the basis of MAXWELL'S equation. Due to the 
prelimipary statc of the whole question we shall here enter upon the details of 
DIRAC'S general theory only in so far as the statistical interpretation of the 
characteristic function is concerned, and for this purpose we shall consider the 
special case of absorption of radiation from the point of view in question. 

47. Absorption of Radiation 2. Consider the case of a conservative system 
consisting of electrical particles, exposed to the influence of an external field 
of radiation. We neglect the effect of spontaneous emission processes, and 
consider the case of pure absorption. In the absence of the field the probability 
distribution of the systems over the different quantum states will then remain 
constant. The external field we assume to be so weak that its effect on the 
system can be treated as small perturbations, such that the wave equation may 
conveniently be solved in successive approximations. We shall throughout use 
expressions referring to a single electron only. The case of systems containing 
several (r) electrons follows then simply by extending the formulae obtained 
to the configuration space of 3 r dimensions. 

Let V be the intrinsic potential energy of the system, and A the vector 
potential of the light wave, which is incident upon the system. The scalar 
potential of the wave is zero, since radiation carries no electricity. The wave 
equation of the system is therefore the usual one 

_~J72 +~~(AJ7) (V+~A2) +~fhp=O 
8 or2 l' 1jJ 20ri I'C 1jJ + 21'C2 1jJ 20ri f)t . 

-----
1 London RS Proc A 114, p.243, 710 (1927). 
2 Cf. for this section P. A. M. DIRAC, London R S Proc A 112, p. 661 (1926) and 

M. BORN, Z f Phys 40, p. 167 (1927). 
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Neglecting the terms containing A the system becomes conservative, and admits 
a general solution of the form ljJ =2: an ljJn, where the an are arbitrary complex 

n 
constants, and the 'ljJn a system of characteristic functions, which we assume to 
be normalized with respect to unity. This makes ana~ equal to the number of 
atoms in the nth quantum state (d. ciph. 17). When the vector potential differs from 
zero, it is possible to prove that the wave equation still admits a solution of the 
form ljJ = LanljJn, but now the an are functions of the time. To prove this 

n 

proposition we assume (AJ71Pn) to be expanded in an infinite series of the form 

~ (A J7ljJn) = ~ Am" ljJm 
flC ...::.. 

and assume the ljJm to be characteristic solutions of the wave equation for A = o. 
Since the ljJm form an orthogonal and normalized sequence, the coefficients Am .. 
are given by 

Am" = ~f(AJ7ljJn)ljJ:,dr 
f' C 

which proves that these coefficients are functions of the time only, and not 
of the coordinates. Neglecting A 2, and introducing the requisite expressions 
in the wave equation, it reduces to 

~ ljJm (o/if + 2: anAmn) = 0, 
m n 

which requires that 
dam ~ A 
CiT + ...::.. an mn = 0 . (306) 

n 
This proves the proposition. 

Consider next the solution of (306) in successive approximations. The first 
approximation is evidently 

(307) 

where a~, IS a senes of constants and 
t 

A~nn = f Amn dt . (308) 
o 

The second approximation becomes 

an = a~, - La~,A~n + La~B~nnk' (309) 
m mk 

This gives for the increase in the number of systems in state m after the lapse 
of a time T 

where Cn, c~, c;; stand for the zero, first and second order terms in an respectively, 
and where T is to be introduced as an upper limit in the integrals A~tn and B~tnk. 

It is important to notice that the induced transitions between stationary 
states will, according to this formula, depend essentially upon the individual 
values of the constants a?" and not solely upon the combinations a~a~*, which 
give the initial number of atoms in the states. This is contrary to the original 
form of the quantum theory, as formulated in EINSTEIN'S theory for the transitions 
between stationary states, where the probability of a certain transition is assumed 
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to be strictly proportional to the number of atoms in the initial state, and other
wise to depend only upon intrinsic constants of the two states in question. For 
the present theory to conform to this requirement it is necessary to assume 
that the phase constants of the a's are distributed at random. Any term 
a~a?: will then be just as likely to be positive as negative, except for the case 
n = m. The only terms which do not vanish in (310) will then be given by 

T 

ANn = -Nn2RL.A~m + L.NmA~mA~m + NnL.2R J A~mAmndt, (311) 
m m m 0 

where R means "real part of". For the case in hand it can be proved that the 
first order term in (311) will vanish, and that 

where 

T 
• 2 3 

2Rj A;"nAnm dt = -IA;:n 12 ="3 ~2IFnmI2. eVnm ' 
o 

(312) 

while evdv is the energy density of external radiation in the frequency interval 
v to '11+ dv which in the time interval T has swept over the system. The 
quantities Fnm appearing in the above result are just the harmonic amplitudes 
of the electric polarization, according to the SCHRODINGER form of wave mechanics, 
and are thus given by 

(F.Jnm = e f Un u;'xd-r:, etc. 

Collecting the terms we find 

ANn = L: (Nn - Nm)1 ~: IFnml2 evnm ' 
m 

showing that in the time T there has passed a number of systems 
2 n 3 

Nn"3 h2 1 Fnm 12 eVnm 

(313) 

2 :Jl3 

from the state n to each state m, and a number Nn 3" h21 Fnm 12 evnm from each 

state m to the state n, so that the probability of an individual transition 
n -+ m or m -+ n per unit time becomes 

where (3 14) 

These B-coefficients will be seen to be related to the EINSTEIN A-coefficients; 
as given by (117), in the manner required by EINSTEIN'S theory of temperature 
radiation [d. equation (82)J. 

The above considerations refer primarily to the case of transitions between 
discrete stationary states, that is for absorption in a line spectrum. For appli
cations to the case of continuous absorption (or emission) bands, such as are 
met with in case of X-ray absorption experiments, and are connected with 
transitions between a discrete and a continuous set of energy levels, the theory 
needs some adjustment. 

A continuous set of characteristic functions is naturally regarded as the. 
limiting case of a discrete set. This is a purely formal requirement which can 
always be satisfied. The vital question is how the functions of a continuous 
sequence are to be defined, so as to be orthogonal to all other functions of the 
continuous as well as the discrete sequence. The solution of this problem was 
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given by WEYL1, and may be summarized as follows. Assume a function cp to 
be expanded as a series of characteristic functions of the form 

(315 ) 

We have here assumed that the characteristic functions form a discrete sequence 
(ljJk) and a continuous sequence (ljJE), such that the summation over the continuous 
sequence may be written as an integral, the function Y (E) playing the same part 
as the totality of coefficients ak' The integral in the above formula may evidently 
be written as the limit of a sum 

I y(E)ljJEdE = J~~o~y(El1) j 'lfJEdE . 
.dEn 

The integrals 

,1n'IfJ = r 'lfJEdE 
JEn 

(316) 

are called characteristic differentials, and may be directly compared to the 
characteristic functions 'lfJk' They will, in particular, be orthogonal to each 
other and to the 'lfJb such that the function y (E) is given by 

y(E) = :Ejcpj'IfJJ;:dEdT, (317) 
JE 

where 

(JE = (I I1.fJEdE 12 dT. 
.~ JE 

(318) 

In as much as Y(E)fJE must be of the order VE it is natural to normalize the 
characteristic differentials by putting 0E = VE, or 

lim ~rI7~EdE 2dT = 1. 
J=O • E 

(319) 

It is an important fact that the characteristic differentials can not be written 
on the form 

,1n'IfJ ,= 1PE,1E 

as one would be inclined to do. This expression is, in fact, not equivalent to (316), 
because ,1n ljJ is no uniformly continuous function of ,1E. Consider as an illus
tration the case of hydrogenic atoms. At large distances from the nucleus, 
solutions of the wave equation corresponding to positive values of the energy 
constant will have the asymptotical form 

1 2 n i V2 I'E'" 
'PE=-C h . r 

Hence follows 2ni,~ {2niffi 'E" } 1 ~v2I'E'" ~ _" ·r 
,1'IfJcv-e h e h 2E -1. 

r 

It is here evidently not permissible to expand the expression in brackets in a 
power series, and disregard second and higher powers of ,1E, since, however 
small ,1E is taken, it is always possible to find a value of r which makes the 

1 Math Ann 68, p.220 (1910); GottingerNachr (1910); cf. also E. FUES, AnndPhys 
81, p. 281 (1926). 
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exponential a finite quantity. This is a general phenomenon affecting all 
characteristic functions forming a continuous sequence. 

48. Scattering of Radiation. We have thus far only considered the inter
action of matter and radiation for the case that the radiation is confined in 
extremely narrow frequency intervals, the position of which coincides with the 
characteristic frequencies of the material system. This interaction has been shown 
to give rise to transition processes of the atoms. The next step is to consider the 
interaction between atoms and radiation with frequencies which are appreciably 
off from the transition frequencies of the atoms. This interaction cannot be said 
to give rise to ordinary transition processes, except in a somewhat wider sense 
than used above. The result of the processes in question is that the incident 
radiation is deviated off from its original direction of motion, at the same time 
as its frequency may be slightly altered. This change in frequency of the scattered 
radiation is supposed to correspond to a change of state of translational motion 
of the whole atom, and not to involve any permanent change of internal state 
of the atom. Such scattering processes come into play in case of dispersion of 
radiation passing through optical appliances consisting of lenses and prisms, 
and is markedly shown by opalescent liquids. A scattering phenomenon on 
a gigantic scale is exhibited by the atmosphere, which derives its blue colour 
essentially from a preponderant scattering of the blue end of the spectrum of 
solar radiation. For the development of atomic theory experiments on scattering 
of X-radiation by elements of low atomic weight have been of great importance. 
It was already mentioned on an earlier occasion that J. J. THOMSON was able, 
from such experiments, to make an approximate count of the number of electrons 
in the atoms. In the last few years experiments on the scattering of high fre
quency X-rays and y-rays have facilitated the recent progress in quantum theory 
to a marked degree (COMPTON effect). 

We shall here not enter upon the details of the general theory of scattering 
of radiation, and only consider the results of the calculations, as given by several 
authors. Consider the case of an atom at rest in interaction with an external 
field of monochromatic radiation of frequency v which does riot coincide with 
any transition frequencies 1'nm of the unperturbed atom. In terms of classical 
theory the result of the interaction is primarily to induce a variable electric 
polarization in the atom which gives rise to emission of radiation in phase with 
the incident radiation and of the same frequency. In addition there will, ac
cording to theory, also appear some scattered radiation which is not in phase 
with the incident radiation, whose frequencies are of the form 1'nm±1', and which 
therefore involves quantum transitions of the atom. Thus far direct experimental 
verification of this latter prediction is lacking, but this maybe due to experimental 
difficulties. An indirect verification is afforded by the appearance of forbidden 
lines in electric fields, which were studied theoretically by PAULI, in as much 
as these lines may be considered as non-coherent scattered radiation induced 
by the static electric field (v = o) 1. 

The different recognized forms of quantum theory2 agree about the following 
first order formula for the induced electrical polarization of the atom in the 
state n: Em<En±kv 

P n = P nn + 1: {Pnm + P mn}, (320) 
m 

1 Note added in print: The existence of this non-coherent scattering was first proved 
experimentally by C. Y. RAMAN and K. S. KRISHNAN in 1928. Cf. Ind Joum Phys 2, March 
1928, and Nature 121, p. 501; 122, p.12 (1928). 

2 O. KLEIN, Z f Phys 41, p.407 (1927); P. A. M. DIRAC, London R S Proc A 114, p.·]-H1 
(1927); 1. WALLER, Phil Mag 4, p. 1228 (1927); cf. also Naturwissensch,(December2, 1927). 

. Handbuch der Astrophysik. III. 29 
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where p = 2ni ~{[v (CDn.) D _ V (CD. m) D 1 e- 2 ,.£(1'nm-1')t I 
nm he'::::" n8 yns _ v 8m ln8 vm• + v n8 

8 (321) 
+ [}' (C*Dn.) D - v lC*D. m ) D 1 e- 2 ,.i(1'nm+v)t}. I 

ns "ns + V 8ft ms v,'" _ V n8 

Here 0 is a constant complex vector which is given by the requirement that the 
vector potential of the light wave in the region of the atom is 

A = Oe2 ,.£1't+ 0*e- 2"£1't, (322) 

while Dn8 represents the harmonic amplitude of the unperturbed electrical 
momentum of the atom, corresponding to the frequency vnm . The term P"" 
gives rise to the coherent radiation, which is in phase with the incident wave, 
and has the same frequency. This term, therefore. is the one which is responsible 
for ordinary dispersion and scattering. The other terms give rise to non-coherent 
scattering as mentioned above. 

49. COMPTON Effect. This effect has played a fundamental part in the recent 
development of quantum theory. Its explicit recognition as an experimental 
fact is only of recent origin. Theoretically it was implicitly contained in EIN
STEIN'S light quantum theory of 1917, but its direct consideration dates first 
from 1922 when A. H. COMPTON 1 advanced the light quantum theory of scattering 
by free electrons in order to explain his own experimental results concerning 
scattered ,,-rays. As regards the change in frequency in the scattering process 
the theory is conveniently given in terms of classical ordinary (relativity) mecha
nics, as the "bullet" properties of light quanta are most clearly brought out in 
this way. Consider thus a light quantum of frequency v incident upon a free 
electron initially at rest. Assume the quantum to be scattered at an angle () 
and with a frequency v' while the electron recoils with a velocity v which is 
inclined at an angle ffJ with the direction of the incident quantum. The equations 
expressing conservation of energy and momentum of the system are then 

J-tC2{ _1 - - 1} + hv' = hv, (323) 
Y1-v2je2 

hv' cos() + J-,-vcosq; = hv 
e y 1 _ v2je2 e 

hv' . () + ,uvsinq; 0 -sIn, = . 
e Vi - v2je2 

and 
(324) 

Eliminating the quantities v and ffJ from these equations, and introducing the 
wave length A. instead of the frequency v, one finds easily 

If 1 + 2h . 2 0 
A = A ,ue sm '2' (325) 

At a given angle of scattering the scattered radiation suffers a constant increase 
in wave length, the maximum value of which is 2hj J-tc = 4,4 . 10 -10 cm. Equation 
(325) is obtained in the same form also on the basis of wave mechanics 2, and has 
been verified experimen'tally. GEIGER and BOTHE3 have, further, succeeded in 
proving that in a scattering process the light quantum really bounces off in the 
predicted direction, su.ch that the result is not due to any kind of statistical 
overlapping of several processes. 

lPhysRev 21. p.483 (1923); cf. also P.DEBYE, PhysZ 24, p.161 (1923). 
2 P. A. M. DIRAC, Proe Cambr Phil Soc 23, p. 500 (1927); W. GORDON. Z f Phys 40. 

p. 117 (1926}. 
3 Z f Phys n. p.639 (1925). 



ciph.49. Addendum 1. 45'1 

COMPTON'S theory was originally developed with a view to the intensity of 
scattered radiation, because the observed intensity showed a strong tendency 
to fall short of the classical value. This effect is also borne out adequately by 
the wave theory. 

In as much as relation (325) for the change of wave length in a scattering 
process is based directly upon the laws of conservation of energy and momentum, 
it must hold unaltered also for radiation scattered by atoms, provided the 
electronic mass is replaced by the. mass of the atom. This substitution reduces 
the change in wave length several thousand times, but in spite of this reduction 
it is not exluded that the COMPTON effect in scattering by atoms may lead to 
observable effects. This is particularly to be expected under the extreme con
ditions of enormously long optical paths which may exist in some stellar 
atmospheres, and FRANCK has suggested that the observed displacement towards 
the red of emission lines in B-type spectra is due to this cause l . 

Addendum I. Since the above report was closed (January 1928) many 
and important contributions to the further development of the wave mechanical 
form of atomic theory have appeared in print, some of which will be rapidly 
summarized in this addendum. 

Rela tivi ty Wa VB Mechanics. The form in which the relativity corrections 
to mechanics have been introduced in wave mechanics in this report is obviously 
only to be regarded as a first approximation to the full solution. An improved 
formulation of the problem was suggested by DIRAC 2, which was especially 
remarkable because it presented the relativity modifications as being inseparably 
connected with the electronic spin, and in a much more intimate manner than 
the earlier work suggested. In fact, in DIRAC'S formulation the terms connected 
with the spin appear as a natural consequence of the relativity requirements 
alone. 

On the basis of DIRAC'S equation DARWIN3 was able to show that the exact 
solution of the energy levels in a hydrogenic atom leads back to the old SOMMER
FELD formula for the energy levels, as explicitly demanded by X-ray experiments. 
KLEIN and NISHINA 4, on the other hand, showed thatthe intensity of the COMPTON 
scattering demanded by DIRAC'S wave equation is decidedly different from that 
of the earlier theory in the region of extremely small wave lengths. This result 
is of primary importance in cosmic physics, as the wave lengths of the HESS
KOLHORSTER penetrating radiation have thus far only been estimated from their 
scattering in the atmosphere. In particular, this result casts doubt upon certain 
conclusions which MILLIKAN5 has drawn from the calculated wave lengths. 

RAMAN-Effect. Much interest was aroused by the discovery of R<\:\IAN 
and KRISHNAN6 in spring 1928 of the non-coherent scattering of radiation, 
persistently called for by theory, but which up to that time had escaped obser
vation. This new type of scattering may be considered as an optical analogue 
to the COMPTON effect, or as an optical analogue to collisions of the first and 
second kind between atoms. The discovery has already given rise to a very large 
experimental material, which materially has advanced the knowledge concerning 
molecular constitution. 

1 Naturwiss 15, p. 236 (1927). The subsequent work of "V.ORTHMANN and PETER 
PRINGSHEIM, Z f Phys 53, p.367 (1929), W.ORTHMANN, Z f Phys 54, p.767 (1929), and 
W. H. MCCREA, Z f Phys 57, p.367 (1929), seems to indicate strongly that the suggested 
effect does not play the expected part in astrophysical phenomena (note added in proof). 

2 London RS Proc 117, p.610; 118, p.351 (1928). 
3 London R S Proc 118, p.654 (1928). 4 Nature 122, p. 398 (1928). 
5 Wash Nat Ac Proc 14, p. 445 (1928). 
6 Indian Journ Phys 2, March 1928; Nature 121, p. 501; 122, p. 12 (1928). 

2<)* 
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Radio-activity. Although a general feeling prevailed that the radio-active 
phenomena should be expected to be pronounced quantum effects, a successful 
attack on this problem did not appear before the establishment of wave mechanics. 
This was partly because the earlier form of the quantum theory retained some 
mechanical conceptions, such as the conception of a "periodic orbit" for example, 
which had no natural position among the fundamental conceptions of the quantum 
theory. In the wave mechanical form of the theory this notion is loosened up, 
so to speak, leaving a particle moving with constant energy much greater freedom 
in its motion. Thus it is no longer possible to imagine a particle enclosed in an 
open bowl under the influence of gravity, to stay in indefinitely long, even if 
its initiall).:inetic energy is too small to carry it over the rim in a jump. In the wave 
theory there is no such thing as a definite kinetic energy, and the particle will, 
sooner or later, jump over the rim of the'bowl. The same reasoning holds for an 
a-particle bound in a nucleus. Provided the energy necessary to move the 
particle from the internal region of attraction into the outer region of repulsion 
is not infinitely large, the particle will possess a finite probability of being ex
pelled from the nucleus. A simple consideration of this nature at once leads to 
a natural explanation of the famous GEIGER-NuTTALL formula connecting the 
life period of an a-radiating radio-element with the 'energy of expulsion of 
the a-particles 1. Considerations of similar kind lead ATKINSON and HOUTER
MANS2 to suspect that in the stellar interior a large scale building-up of heavier 
elements may be going on all the time, the starting point being that GAMOW'S 
expressions suggest that the chance of light nuclei picking up stray hydrogen 
nuclei may, under stellar conditions, become quite perceptible. 

The whole field of radio-active expulsion of particles is formally of the same 
na ture as the experiments of MILLIKAN and EYRING3 on the pulling out of elec
trons from cold metals in a vacuum by the application of very strong external 
electric fields, and, from a still broader point of view, there is of course no funda
mental difference between the ionization of an atom by the application of a suitable 
radiation field, and the expulsion of an a-particle by the repUlsive field of 
force surrounding a nucleus. 

Chemistry. The work of HEITLER and LONDON' suggests that a satifactory 
explanation of hom50polar combinations can be ob,tained by consideration of 
the resonance effects which arise during the interaction between similar systems. 

c) The Stellar Absorption Coefficient. 
50. The Stellar Absorption Coefficient. One of the most important problems 

in astrophysical theory is the question of the transmission of radiation through 
a star. There seems to be reason to believe that in the stars transfer of energy 
takes place mainly by radiation, and only to a minor degree by convection and 
ordinary molecular conduction. ' 

The theory of radiative equilibrium of gaseous stars was initiated by 
SAMPSON, and further developed by SCHWARZSCHILD, with special regard to the 
conditions in the solar atmosphere. The general problem of a star in radiative 
equilibrium throughout was first subjected to serious analysis by EDDINGTON 
who in this way opened up the modern theory of the internal constitution of 
the stars. Already in EDDINGTON'S first papers it became manifestly evident 

1 Cf. G. GAM OW, Z f Phys 51, p.204 (1928); E. CONDON and J. C. GURNEY, Nature 
122, p. 439 (1928); G. GAMOW and F. G. HOUTERMANS, Z f Phys 52, p. 436 (1928); G. GAMOW, 
Z f Phys 52, p. 510 (1928). 

2 Z f Phys 54, p.656 (1929). 3 Physical Rev 27, p. 51 (1926). 
4 Z f Phys 44, p. 455 (1927); F. LONDON, Naturwiss 16, p. 58 (1928). 
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that the whole further development of the subject would hinge upon the theory 
of the opacity of the material. That this must be so is nothing peculiar to stellar 
theory, as we are frequently confronted by the same problem in every day life. 
Thus the equilibrium state of the air in a room with perfectly transparent walls, 
and heated by evacuated electric lamps would be determined in an essential 
manner by the opacity of the air in the room. In the case of the stellar problem 
conditions are particularly simple because the absorption coefficient is likely 
to be relatively large, and the space variability of temperature and density 
extremely slow. Due to this reason the equations for the radiative transfer of 
energy assume a particularly simple form which facilitates the question very 
much. 

Neglecting all transmission of heat except by convection it is a well known 
result that a gravitating mass of matter will be in equilibrium with any distt"i
bution of temperature and density which possesses spherical symmetry. This 
arbitrariness is only partly reduced by the fact that stability considerations 
will eliminate distributions with an outward temperature gradient which exceeds 
the adiabatic value. The fixation of a definite distribution law is therefore 
enforced solely by exchange of energy in some form between different mass 
elements of the substance in question. 

The transfer of energy in a continuous medium may be described by 
introducing a vector F which gives the flux of energy per unit time and' per 
unit area in a given direction. If the actual content of energy in the matter is E 
per unit volume, the law of conservation of energy is expressed by the equation 

8E d' ( 6) 7iF + IV F = O. 32 

Let I"dvdwdo denote the flux of radiation per second in the frequency interval v 
to v + dl', within the elementary solid angle .dw, and perpendicularly through 
the surface element do. Let IX, {J, y be the cosines to the angle formed by Iv 
with the x, )" and z-axes of a rectangular coordinate system. The total radiative 
flux of energy in the frequency interval dv is then given by 

4:c 

Fp = II1' Ii dw, 
o 

(327) 

where n is a unit vector with rectangular components IX, {J, y. Written out in 
full the rectangular components of F1' become: 

F px = I I" <xdw, F1'Y = II1' {J dw, F1'z = II1' Y dw. (328) 

The quantity Iv may be expressed in terms of the functions characterizing the 
substance as regards emission and absorption of radiation. Let U F be the opacity 
coefficient of the substance for radiation in the frequency interval dv, defined in 
such a way that uJ1'ds is the reduction of Iv on passing a distance ds along its 
direction of propagation. By this definition Up is not only the coefficient of true 
absorption processes in which the energy of radiation is transformed into heat, 
but includes any kind of scattering as well. Let further E"dvdw be the radiant 
energy emitted per unit time and volume in the frequency interval dv and within 
the elementary solid angle dw. Considering the reduction and intensification of 
a beam of radiation on passing an element of path ds along its own direction of 
motion, it follows immediately that 

dI" 
liS = E" - uvIv . (329) 
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The operator d/ds denotes the space derivative relative to a coordinate system 
moving with the element of radiation under consideration. In the coordinate 
system in which matter is at rest we have then 

d 1 0 0 
ds = cot + liS' (330) 

Under stationary conditions (1,. independent of t) d/ds is the same as a/a s. Write 
further B 

TAB =.favds. (331) 
A ' 

Equation (329) may now be written on the integrated form 
a 

IvA = Ivae-TAc +.r e-TAB(B,.hdTAB, 
A 

B _E,. 
v - • (J,. (332) 

Here A, B, C indicate three points on a straight line, and the content of the 
equation is simply that the intensity at A in the direction CA is equal to the 
intensity at C reduced by the absorption factor e- TAC, plus the intensity of the 
radiation emitted in the direction of A by the substance between A and C, when 
properly reduced to take account of re-absorption. For the case that Bv is in
dependent of the coordinates, equation (332) assumes the form 

IvA = Iva e-TAC + B,.(1 - e- TAC) 

or for sufficiently large values of TAO: 

1,. = B". 

(333) 

(334) 

This will already give a good approximation for the conditions prevailing in the 
stellar interior. Considering the transfer of energy by radiation, however, the 
approximation is not sufficient, because the radiative transfer will just depend 
upon the space variations of B, .. To a second approximation we may _put 

which gives (TAO ->- =) 

B (OB,.) vB = BvA +-!l- TAB U"lAC A 

1 · (OB,.) ,·A = BvA +-!l- • U"lAC A 

A complete T AYLOR expansion of Bv gives 

1 ~(f)nB") 
vA= ~ O"l~oA 

n~O 

(335) 

(336) 

(337) 

and this is the general solution of the problem provided the infinite series involved 
converges, and provided the condition TAO = = is satisfied to a sufficiently high 
degree. 

Consider next the form assumed by the flux of radiation when Bv is indepen
dent of direction, and varies so slowly in space that the approximation (336) 
is satisfactory. We have 

( OB,.) = _ ~('~OBv + poB,. + rOB,,), (338) 
such that O"lAe A 0,. ox oy OZ 

F = _ 4" oBv 
,·x 30,. ox ' 

or 

F __ 4" oB" 
"y- 30y oy' 

4" J7 F,.= --3 By 
0" 

F = _ 4"" oB" 
vz 30v OZ (339) 

(340) 
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simply. This gives for the total flux of radiation 
00 

F = - 4ar (VB" dv . (341) 
3 .. 0" 

o 
Under the extremely uniform conditions prevailing in the interior of a star, 
the state of matter must approach very closely towards a state of thermal 

equilibrium, such that by KIRCHHOFF'S law 4 ar B" is very nearly equal to the mono-
c 

chromatic energy density of radiation per unit frequency, as given by PLANCK'S 
law: . 

(342) 

where T is the temperature of the substance at the point in question. It is 
necessary to excercise some caution in this connection, however, since the energy 
of the star may, for instance, be primarily released as extremely hard r-rays, 
and at a rate which does not correspond to a state bf temperature equilibrium. 
In this case it would be necessary to add the r;..ray contribution to the contribution 
from temperature emission. In case the stellar energy is primarily released as 
(\- or (J-rays, say, conditions would be essentially different. Assuming tentatively 
(342) to hold, and remembering that 

00 

J e(v) dv = aT4 (343) 
o 

where a is STEFAN'S constant, equation (341) is conveniently written on the form 

(344) 

where 00 00 

_1_j8e(v) -ld . rae. (v) d (345) o - -aJ: 0,. v -;- 7f'I' v. 
o 0 

The quantity 0 is called the stellar absorption coefficient, or the 
s tell a r 0 pac i t Y simply, and measures the efficiency with which stellar sub
stance obstructs the transfer of energy by radiation of all wave lengths!. 
Introducing the above expression of F in the equation for conservation of 
energy (326) we find 

(346) 

As soon as the dependence of E and 0 on the temperature and density of the 
substance is known, the above equation furnishes a relation between temperature 
and density which is sufficient to make the hydrostatic problem of the star 
definite. As regards E one is for the time being reduced to working out the 
consequences of simple assumptions. As regards 0 on the other hand, physical 
theory should and does furnish a definite answer; but the present state of things 
is such that this answer cannot be brought into harmony with observational facts 
in all details, and in a simple and convincing manner. Anyhow, it is of impor
tance to discuss the question of opacity to the bottom, such as to furnish a 
definite basis for a final solution of the stellar problem. 

1 Expression (345) for the stellar opacity coefficient was given by S. ROSSELAND, 

1\1 N 84, p. 525 (1924). 
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An inspection of expression (345) for the stellar opacity coefficient reveals 
at once that absorption processes which take place more or less independently 
of the frequency of the radiation contribute relatively more to the general 
opacity than strong but narrow absorption lines. In case of a medium with no 
general background of continuous absorption the approximation underlying 
our formulae breaks down altogether. In the stellar case a sufficient amount 
of general absorption is always insured by the existence of a large number of 
free electrons, such that there is no' risk in applying the approximation in question. 

The preceding considerations all refer to the case of a first approximation 
only, and in the manner commonly given in the literature. There is one point 
neglected in these considerations, however, which will affect the result even in 
the first approximation, and which will now be considered. This point concerns 
the emissivity function E,. which has been assumed to be independent of direction, 
such that the integrals JEv IXdw etc. vanish, giving expression (340) for the flux 
of radiation. It happens, however, that the asymmetry in E,. is of such an order 
of magnitude as to vitiate this result when the frequency of the radiation is 
small as compared to kTJh. This result is brought about by the fact that the 
stim ula ted emission processes will show exactly the same asymmetry as the 
field of radiation, and this fact entails the consequence that the outward flow 
of radiation will be re-inforced by a stimulated flow in its own direction. This 
effect may evidently be cancelled by a suitable reduction of the opacity of the 
material, and we shall now consider how this reduction is to be performed. 

Consider the emission of radiation in a frequency interval l' to l' + dJ', 
corresponding to a transition process i ~ k of the atoms of the material under 
consideration. The emissivity corresponding to this process will be given by 

E,. = 1;; Ni (Ail, + Bik 4;7 Iv) hI' , (347) 

where Ni is the number of atoms in the itk state per unit volume, and where A,k 
and Bikare the coefficients of spontaneous and forced transitions i ->- k. It 
will be noticed that this form of the emissivity is more restricted than the form 
(78) used by EINSTEIN in his theory of PLANCK'S radiation law, since it involves 
the assumption that the stimulated emission takes place exactly in the direction 
of the stimulating radiation. As an argument for this restricted form may be 
adduced that it enters in an essential manner in EINSTEIN'S theory of the temper
ature equilibrium of an assembly of absorbing and emitting atoms in a field of 
radiation. It is not stated explicitly in EINSTEIN'S paper, however, why this is 
the only admissible assumption, and one might ask whether a different law, in 
which the stimulated emissions take place in directions making an angle with 
the stimulating radiation, might not work equally well. This doubt is dispersed 
by considering a transformation to a moving coordinate system. By the recognized 
laws of the DOPPLER effect it follows unambiguously that the stimulated and the 
stimulating radiations must be exactly parallel in order to have identical fre
quencies regardless of the coordinate system used for the determination of the 
frequencies 1. The form (347) for the emissivity is thus substantiated. 

We now write I,. on the form 

(348) 

such that 011' measures the asymmetry in the radiation field. The emissivitv 
then becomes 1 -1 
_ EV=4",Ni(Aik+Bik{!,,)h1J+c B ik h1'NJJI". (349) 

1 This seems to be pointed out for the first time by P. A. lVI. DIRAC; d. J. WOLT]ER, 

Vers! Akad Amsterdam 35, p.888 (1926). 
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Using the standard relations between the coefficients AikJ Bik and Bki as well 
as PLANCK'S expression for e,. and BOLTZMANN'S expression for Ni/Nk> we find 

(350) 

But NkBkihvjc is the absorption coefficient a,. of the substance, per unit volume, 
such that finally 

hy 
C --

E,. = -4 aye,. + aye kT bI, .. 
" 

(351 ) 

The equation (329) of radiative transfer becomes 

()~ (:n e,· + bIv) = -0" (1 - e -:~; ) bI, .. 
Neglecting the small term :s (bIp) in this equation, and writing 

(352) 

( h,.) 
0;. = 0,. 1 - e -kT, ' (353 ) 

we find () , bI,. = - ~ ~ ~ = - _c_, (ex {)(!,. + (J~(!~' + o,e>o') (354) 
Or 4n {)s 4no,. {)x ()y Y rJz. 

in agreement with (38), provided Or is replaced by o~ .. This then is the only 
modification introduced by the asymmetry in the radiation field. It follows that 
the effect will show up numerically only in the region of the spectrum where 
hvjkT is smaller than unity, such that the effect is confined to the long wave 
length end of the spectrum. It happens, however, that stellar matter will be 
extremely opaque for radiation in this region, in consequence of which the cor
rection in question does not become of real significance to the stellar problem. 

Consider a gaseous star in hydrostatic equilibrium, such that temperature T 
and density e at any point are functions of the distance r from the centre of the 
star. The flux of radiation F is then directed radially outwards, such that 4.71 r2 F 
is equal to the total amount of energy lost by matter inside the shell r = const. 
This quantity will be denoted by Qr. The fact that there is a net outward flux 
of radiation involves an outward force on the substance of the star. Referred 
to unit volume this force is equal to the momentum absorbed by matter per unit 
time and volume from the field of radiation. Taking account of the fact that 
the momentum carried by plane waves is c- l times the energy carried by these 
waves, the force in question is given by 

fR = + J apF" dl1 , (355) 
o 

which to the degree of approximation with which equation (340) is satisfied is 
equal to one third of the gradient of the total energy density of radiation. The 
force fR derives therefore from a potential. PR = taP, which is called the 
pressure of radiation. It must be emphasized, that this is only true to 
a first approximation. In the general case the force!R can be represented as 
the divergence of a stress tensor. For the case under consideration fR is related 
to the total flux of energy F in the following way 

tR = o_F 
. c (356) 

or 
(357) 
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when F is replaced by its equivalent 4ni r2 Qr. The force tG e:x;erted by the 

gravitational field on matter in unit volume is equal to -gGMr/r 2, where G is 
the gravitational constant, and Mr the mass inside the shell r = const. We 
realize therefore, that if eM. is proportional to aQ" the force of radiation will 
be proportional to the gravitational force throughout the star. The assumption 
that tR is proportional to tG is precisely the one which underlies EDDINGTON'S 

theory of stellar constitution. EDDINGTON writes 

fR _ 1 13 - 1 aQ, (358) - t; - -. - 4ncG eM, 

where 13 is constant for an individual star, and varies from star to star according 
to the law 1 _ {J = 3,08.10- 3 • M2 A4 134 (359} 

where M is the mass in units of the sun's mass, and A the average molecular 
weight of the star in question. If we consider a shell r = const. which encloses 
all energy generating sources in the star, Qr becomes equal to the luminosity L 
of the star, which hence is given by the formula 

L=4ncG(1-j3)(~)M. (360) 

Taken on its face value this relation claims a dependence of the luminosity upon 
the limiting surface value of the opacity coefficient per unit mass. This is a dif
ficulty, because the approximations underlying our formulae for the transmission 
of radiation break down in the vicinity of the surface. The low density of many 
stars shows conclusively, however, that the energy generating sources of a star 
really must be seated in the far interior as implicitly assumed in (358), such that Qr 
represents the full luminosity even if the shell r = const. is situated in the 
interior of the star where the approximations in question are adequate, and 
where the even more restrictive approximation assumed by EDDINGTON in his 
theory, viz that the mea:n molecular weight is a constant, is also satisfied to a 
sufficient degree. 

The equation of hydrostatic equilibrium may now be written on the form 

dp P P dPR 
dr=tG+tR=-i_{1tR=+ i-fJar' (3 61 )-

which may be integrated directly, giving 
{1 

P = 1 _ {1 PR + const. (362) 

Neglecting the small additive constant in this relation, and replacing P by ~ e T 
(R = gas constant) and PR by !a T4, it 'follows that 

_ fJ Aaya 
e - 1 - {1 3R ' 

which shows that any function of e/T3 as an argument will remain constant 
throughout the star. This is one of the vital points of the theory. 

It seems now to be a well-established fact that there exists a strong correlation 
between the luminosity and the mass of a star, which is given by a formula 
such as (360) provided a/e is approximately the same for all stars. The approxima
tion is markedly improved, however, by assuming a/e to depend upon mass and 
mean molecular weight of the star according to the law 

a fJ (364) 
-e"""i-fJ' 
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which by (363) means that aT3 
-2 = const. 

f.! 
(365) 

throughout a star. We shall see presently that it proves possible to understand 
the constancy of a T3/e2, but it appears to be difficult to account for the 
observed value of the constant in the above relation, as the theoretical values 
of this constant fall far short of the observed values. It does not seem easy to 
suggest an adequate explanation of this divergence between theory and obser
vation. In the following we shall discuss the physical problem of absorption of 
radiation inside a star, and also consider various suggestions advanced from 
time to time concerning the origin of the discrepancy in question. 

51. Various Causes of Opacity. The substance of a stellar interior may be 
pictured as consisting of atoms which are stripped of most of their constituent 
electrons. Both nuclei and outer electrons move about as free entities, so 
that the state of the substance approaches that of an ideal gas mixture. For 
giant stars of small density the state of the substance will probably approximate 
rather closely to ordinary ideal gas laws. For dense dwarfs, on the other hand, 
it may be essential to take account of ionic forces between the free particlesl, 
as well as of the requirements of the new quantum statistics developed by FERMI 
and DIRAC. The considerations given in this section will, however, rest ex
clusively upon the assumption that stellar substance obeys the ideal gas laws. 
For the question of absorption it is, moreover, important to know with fair 
accuracy the degree of dissociation of the atoms. Under the conditions considered 
by EDDINGTON in his theory of stellar constitution atoms of atomic number less 
than 20 will, for the most part, be stripped to the bare nucleus. Atoms with 
atomic numbers ranging from 20 to 30 are likely to retain both K-electrons, 
but no L-electrons; these latter enter in full force at about atomic number 35, 
while the M-electrons do not play any important part before 60. If the stars 
do not contain unknown elements to any preponderant degree, the radiation 
processes which are of importance for the question of opacity should correspond 
qualitatively to the absorption and emission of K-, L- and M-spectra of the 
elements as determined by terrestrial laboratory experiments. Of course, there 
will be no exact correspondence since in the stellar case the spectra will be 
modified to some degree by the absence of outer electrons, but the qualitative 
and quantitative agreement is sufficiently close to be of importance in the present 
connection. Besides the absorption of radiation by atoms there is the scattering 
and absorption by the free electrons to take into account. 

52. Scattering by Free Electrons. The general case of absorption of radiation 
by free electrons inside a star is no simple process, since there is the effect of 
encounters with other electrons and with positive ions to take into account. 
It is a relatively simple matter, however, to consider the two limiting cases when 
encounters are either rare or predominant. In considering the first case it is not 
necessary to enter upon the intricacies connected with the COMPTON effect, 
since the radiation inside a star will mainly be distributed over wave lengths 
far above the critical value 2hJmc which is characteristic of this effect. Moreover, 
the translational motion of the electrons is irrelevant as long as the radiation, 
viewed from the moving electron, does not appear to have a wave length of the 
order, or smaller than 2h/mc, and such cases will be extremely rare. It is therefore 
sufficient to consider the simple case of scattering by free electrons initially at 

1 As regards the question of the state equation of stellar material d. S. ROSSELAND, 
M N 84, p.720 (1924); Trans Norweg Acad Sc 1925, Math Nat Sect No 1; R. H. FOWLER 
and E. A. GUGGENHEIM, M N 85. P.939 (1925); S. A. EDDINGTON, ibid. 86, p.2 (1926). 
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rest, the change in wave length of the scattered radiation being neglected. The 
theory of this kind of scattering was developed for the first time by J. J. THOMSO)l, 
and this theory accounts for the facts to an extent which is sufficient for 
its application to the present problem. Consider a plane wave incident upon 
a free electron, and let the electric vector E of the wave be directed parallel to 
the x-axis. Neglecting emission of radiation, an electron initially at rest at the 
origin will perform linear vibrations in phase with the electric force with an 
instantaneous amplitude x satisfying the equation of motion p-x = - eE. This 

. . . .. 2 e2 .. 2 e4 • c . 
gIves a rate of emISSIOn of radIatIOn' -3' x 2 = - ~';--3 E2; and smce - E2 IS 

3 e 3 we 471: 
the POYNTING flux of radiation, the first order expression for the scattering coef
ficient per electron is given by 

(366) 

which is THOMSON'S result. Exactly the same result is obtained as a first ap
proximation by solving the corresponding wave mechanical problem and neglecting 
the terms in the scattering coefficient which depend upon the frequency of the 
incident radiation. These terms are introduced by the existence of stimulated 
scattering processes, which are directly analogous to the stimulated emission 
processes considered above. A brief account of the characteristic features of 
such processes will be given here. For proofs the original papers should be consul
tedl . Assume that two beams of radiation of different directions and of intensities 
It" and I~ are simultaneously crossing a small volume element containing a free 
electron. The presence of the electron will then first entail the existence of a 
certain probability that a fraction of the radiation belonging to the first beam 
shall in unit time be deviated off from its path and into an elementary solid 
angle dw say. The probability of scattering will be proportional to the intensity 
of the incident radiation, such that the radiation scattered per unit time into 
the elementary solid angle dw may be written on the form 

AI'vdw (367) 

where A depends upon the angle between d w and I~. If the direction of d w should 
happen to coincide exactly with the direction of I~ there will be an additional 
probability of scattering which will be proportional to I~: besides to I;" such that 
the total coefficient of scattering may be written on the form 

(368) 

where A and B are independent of the intensities I~ and I~. In case that the 
small change of wave length in the scattering process, which is due to COl\1:PTON 
effect, is taken into account, the frequency of the stimulating beam must coincide 
with the modified frequency, and not the frequency of the incident beam. The 

relation between A and B in the above relation is the familiar one: A = B 2h2),3 , 

such that the scattering coefficient can be written on the final form e 

where So is the scattering coefficient which is independent of external stimulation 
by radiation. In case of the stellar interior the expression in brackets will be 

,given to a high degree of approximation by using PLANCK'S formula for I". 

1 W. PAULI, Z f Phys 18, p. 272 (1923); P. A. M. DIRAC, Proc Cambr Phil Soc 23, p. 500 
(1927). 
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This gives for the total scattering coefficient 

So 5 = --"-;h-,' . 

1 - e - k'l' 

The stimulated processes are thus of negligible importance as long as hv/k J 
not become small compared to unity. For long w e lengths, however, the 
theory is inapplicable because the free motion of tl ~lectrons is strongly inte 
with by collisions with other electrons and with tl )ositive ions of the subs 
In the case. of the stellar interior the simple 1eory is therefore adE 
as regards scattering by free electrons. Speakin in terms of classical t 
the effect of collisions will be that the motion I the absorbing and err 
electrons is no longer determined by the incidenl 'ave only. However,' 
limiting case when the time of vibration of the incIdent radiation is ver~ 
as compared to the time spent by an electron on a free path, the original cone 
ar~ partly restored, since the average motion of the electrons is now deter 
by the external electric field according to the laws of forced diffusion. 
be the electric current which is due to the motion of a given electron, tl 
the average velocity of the electron multiplied by its charge, and denob 
the electric conductivity of the substance, we then have J = aE. The 
of the current wiII be to heat the material according to JOULE'S law, by an a] 

~ f2 = aE2 = 4.rra CE2 

a C 4n 

per unit time and volume. The absorption coefficient of the substanc 
electron comes therefore out as 

where ne is the number of electrons per unit volume. The applicability I 

formula lies, however, far outside the spectral region which is of inten 
stellar opacity. It may be mentioned for the sake of completeness that wh 
temperature varies from point to point in the substance there is an add 
heating, due to the so-called THOMSON effect, by an amount - p,(JrT), w 
is a certain quantity which is independent of J. This effect too is entirely ne€ 
for the problem in hand. 

We have now considered the absorption coefficient for free electrons 
two ends of the spectrum, and it remains to consider the region in the r 
This is most conveniently done by first considering the emission of ral 
in collisions between electrons and ions, and hence deriving the abs( 
coefficient by an appeal to the theory of thermodynamic equilibrium. Tt 
of emission of radiation in collisions between electrons and neutral ato] 
revealed by the phenomena of continuous X-radiation. As well known, w: 
anticathode is bombarded with electrons of sufficiently large energy it 
a continuous spectrum of X-rays which is cut off towards high frequencies 
frequency vo' which is determined by the requirement that hvo is equal 
kinetic energy T of an electron impinging on the anticathode. This limit 
sponds therefore to the case that an electron with its full initial speed r: 
its entire energy in a single collision with an atom of the anticathode. 1: 
cases, however, the electrons will give up their energy in ionization processe 
that they have only a reduced amount of energy free for radiation pre 
which, moreover, may take place in successive collisions. By such conside 
we understand that the continnous snectrnm will extend all the way dl 
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electrons having a continuous range of velocities, it is possible to find the emission 
by homogeneous electronic beams. For this purpose it is sufficient to measure 
the intensity I"dv of the radiation in the frequency interval v to v + dv as a 
function of the initial velocity V of the impinging electrons. The intensity which 
is due to electrons in the velocity interval V to V + dV is then given by 

Q"dvdV = I,,(V + dV)dv - I" (V)dv = :~ dVdv, V<Vo' (373) 

Experimental evidence shows that Q" is given by an expression of the form 

(374) 

where K is a constant, Nk the atomic number of the atoms constituting the 
anticathode, nlc the number of these atoms per unit volume, and ne the number 
of electrons per unit volume of the impinging beam and of velocity V. In case 
of a MAxwELLian distribution of velocities of the electrons the total emission 
in the frequency interval dv is given by multiplying the above expression ofQv 

)
3 _Ill" 

by 4n(2~T "2" e 2lcT V 2 dV and integrating over the velocities from a lower 

limit Vo given by the requirement !,uV~ = hv and to infinity. This gives 

(375) 

as the emission per unit time and volume of a substance containing free electrons 
distributed according to MAXWELL's law. We can now pass over to the ab
sorption coefficient by considering a state of thermodynamic equilibrium. It 
is then necessary to remember that the radiation field will speed up the emission 
by a factor 

h" 
n ekT 

1+~-8.nhv3 - hv 
-c-a - ekT _1 

This gives, by putting emission equal to absorption, 

hv -- 1+-
KN2 1/ 2 .n kT cave" = k nkneV .nk T • h"V--

ek2' - 1 

or 

(376) 

. KN'fcc2 V'-fl- ( hV) 
a" = nlcn • 4.nhv3 2.nkT 1 + k T • (377) 

This formula refers strictly only to neutral atoms, since terrestrial experiments 
on X-ray emission have been performed with such atoms only. There is no 
obvious reason for expecting that the ionization can make much difference, 
so that the above formula should apply practically unaltered to the stellar 
case. It appears that the absorption by free electrons in collisions with atoms 
is essentially confined to the long wave length end of the spectrum, such as to 
decrease very rapidly to zero for high frequencies. A numerical calculation shows 
that for frequencies essentially larger than kTjh, it becomes insignificant in 
comparison to the free electron scattering when we insert values of nlc and T 
which correspond to the conditions claimed by EDDINGTON'S theory to exist 
in the stellar interior. The importance of this kind of absorption lies therefore 
essentially in the fact that it screens effectively in the long wave length region 
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of the spectrum; but it must be admitted that the principal part of stellar opacity 
is due to other causes. In the above calculations we have neglected collisions 
between the electrons themselves. This is permissible because two electrons in 
collision have practically zero electrical momentum, so that the net radiation 
must be abnormally low as compared to emission taking place in collisions 
between particles of opposite electric polarity and different mass. 

53. Absorption Lines. It has already been pointed out that the absorption 
lines of stellar material will largely correspond to the K, Land M X -ray emission 
spectra of heavier elements as determined by terrestrial experiments. If the 
width of the lines were negligible as compared to the distance between adjacent 
lines, the absorption lines would necessarily give only a negligible contribution 
to the aggregate opacity of the material. Hence the whole importance of line 
absorption hinges upon the intensity distribution within the individual lines. 
The intrinsic width of a spectral line is assumed to be due to a lack in de
finition of the energy values of the stationary states. There does not seem to 
exist any straight forward theory of the intrinsic width as yet, although various 
theories have been advanced!. Experimental facts point to the conclusion that 
classical electromagnetic theory of the damped emission of radiation by a harmonic 
vibrator will give the correct distribution of intensity in a line, provided the 
damping constant is taken equal to the corresponding probability of spontaneous 
transitions. If Vo is the frequency of maximum absorption, this procedure requires 
the absorption coefficient within a line to be given by an expression of the form 

canst 
Ov = A 2 + 4~':;2~:::'-;;;;j2 (378) 

where A is the total probability of transitions from the initial state which cor
responds to the line in question. Fortunately, the whole question concerning the 
intrinsic width seems to be irrelevant to the problem in hand, since actual 
experiments on X-ray spectra show that the intrinsic line widths, as due to 
spontaneous transitions, are extremely small, such that it can scarcely be possible 
to form extended regions of continuous absorption by superposing different line 
spectra. The intrinsic width of the lines will consequently be neglected in the 
sequel, and the same arguments suggest that dispersion is negligible. 

DOPPLER Broadening. Consider an atom capable of absorbing radiation 
in the close vicinity of the frequency vo, wheJ\ at rest. Due to DOPPLER effect 
this atom will, when in motion with velocity u in the line' of sight, appear to 
absorb or emit radiation of frequency Vo (1 - u/c). Thus even if the atoms of 
a gas intrinsically absorb or emit radiation in sharp lines, the gas as a whole 
will show spectral lines of finite width, due to the thermal motion of the atoms. 
Assuming the validity of MAXWELL'S law, the fractional number of atoms for 
which u is in the interval u to If + du is 

1 mu'J 

dt = (~_)2 e -2kl' du 
2nkT (379) 

where m is the mass of an atom. This same relation gives directly the fractional 
number of atoms capable of absorbing radiation of frequency v = vo(1 - u/c), 
so that introducing v as an independent variable in the expression of dt we find 

d f 1 ( mC2)1. _ me' (V-,.,)2 
_= ____ 2e 2kT .0 
d,' Vo 2nk T 

1 For a summary and a discussion of these theories. as well as of relevant experimental 
facts d. W. PAULI, Handb d Phys 23. p. 68. 
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and this expression will again be proportional to the monochromatic absorption 
coefficient. Due to the fact that mc 2/2kT will be a very large quantity, even 
under extreme stellar conditions, the absorption coefficient will show an extremely 
sharp maximum at v = '1'0' The frequency Vn for which the absorption coefficient 
has decreased to one nth of its maximal value is obtained from 

me' (Y-Yo)2 
e 2kT Vo =-, 

n 
or (381) 

Assuming for instance T = 107 K and m = 10- 22 g corresponding to copper 

atoms, we find (vn-vo)/vo = 1,5 .10- 4 Ylogn. The half-width (n = 2) is thus only 
a fraction 10- 4 of the frequency of the line itself. This may be compared with 
the fact that the frequency difference between the two first lines of the K-spectrum 
will be about one fifth of the frequency of the first line. On the whole, it does not 
seem probable that the line character of the spectrum will be lost by DOPPLER 
broadening. 

There is finally to be considered the influence on the character of the lines 
which is due to contiguous particles in a gas. This effect is commonly known 
by the name of pressure broadening because it is most markedly shown by 
subjecting the gas in question to high pressures. It is clearly shown by experi
ments, however, that individual characteristics of the atoms are of decisive 
importance besides pressure. This is just what is to be expected on theoretical 
grounds, as the influence must depend primarily upon the field of force surround
ing an atom, and, for instance, be quite different for ions than for atoms which 
are electrically neutral. It must also be greater for perturbing systems of the 
same intrinsic nature as the perturbed system, than for systems of different 
nature, because similar systems may influence each other to an abnormal degree 
due to resonance. 

A closer analysis of the pressure effect leads to the conclusion that it really 
involves a number of physical processes of rather different nature. 

Collisions. It was suggested by LORENTZ, before the advent of quantum 
theory, that collisions between optically active atoms with other atoms will 
lead to line broadening by interrupting the harmonic oscillations which are 
responsible for the emission or absorption of the spectral lines. The effect of 
the collisions is thus Jormally the same as if the intrinsic damping constant were 
increased, and hence results a corresponding increase in the intrinsic width of 
the lines. In terms of quantum theory the explanation falls out somewhat 
differently because the quantum transitions are considered as unit processes which 
are not liable to be interrupted when once started. We have earlier assumed, 
however, that the intrinsic width of a line is really determined by the same 
formula as in classical theory, except that the probability of transition replaces 
the damping constant. This circumstance gives the clue to the quantum theory 
interpretation of LORENTZ' theory of damping by collisions. In fact, an atom 
excited to a certain quantum state may give off its excitation energy in a 
collision (of the second kind) with another atom. This implies an independent 
increase in the total probability of transitions, from the state in question, which 
again determines an increased intrinsic width of the lines starting from the 
given state. 

It may be emphasized in passing that collisions of the second kind provide 
the main mechanism by which energy of excitation is converted into random 
translational energy of the atoms in a gas. If the density of the gas is so small 
that collisions of the second kind are negligible, any radiation absorbed by the 
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atom will be re-emitted, so that the only net change in kinetic energy of the 
atom is that due to the recoil momentum gained or lost in the radiation processes. 
But this recoil energy will, for ordinary light and X-rays be extremely small as 
compared to the energy of the radiation itself (the average ratio of these energies 
is hvj2mc 2, where v is the radiation frequency and m the atomic mass). 

In order to have a collision of the second kind it seems necessary for the two 
atoms involved to approach quite closely to each other, and experimental evidence 
points to the conclusion that the effective cross-sections of the atoms for such 
collisions are not very different from the cross-sections of the atoms derived 
from gas kinetic data. A calculation based on this fact seems to exclude the 
possibility that the damping influence of the collisions of the second kind will 
introduce a broadening of the spectral lines of such a kind as to be of importance 
for the problem of stellar opacity. 

The transitions induced by absorption and forced emission of radiation will, 
of course, entail a broadening of the spectral lines of the same nature as the one 
produced by collisions. To show that this broadening is negligible as compared 
to the intrinsic width due to spontaneous transitions it is sufficient to write 
PLANCK'S law on the form obtained by EINSTEIN 

BmnQ(v) = h~nm • (382) 
ekl' - 1 

to realize that the importance of forced transition processes is confined to the 
long wave length end of the spectrum only, and ceases when hv becomes comp
arable to kT. On the other hand, the whole question of stellar opacity centers 
on the processes involving transformation of radiation in the spectral region 

1 < hvjk T < 10, since the weight function iJ :i) decreases very rapidly to zero 
outside this region 1. 

Broadening by A toms not in Collisions. Consider the case of an 
electron fixed at a given distance from an atom. The electric force of the electron 
will then necessarily produce a deformation of the energy levels of the atom, 
practically according to the laws of the STARK effect (exception being taken 
for the effect of the inhomogeneity of the field). The absorbing and emitting 
atoms inside a star are constantly exposed to a similar influence from the free 
electrons and free positive ions, and the question arises whether this internal 
STARK effect will exert a serious influence on the spectral lines. 

Let w be the frequency difference between the two outermost STARK effect 
components of a given line for unit field strength. Let n be the number of 
perturbing particles (electrons or nuclei) per unit volume, and E the electric 
charge of an individual particle. It is clear that the particles quite close to the 
atom in question must have a preponderant effect. The average distance of the 
particle which is closest to a given fixed point in the gas is n - t, which gives an 
average field strength at the point of En~, and an average width of a line emitted 
from an atom situated at the point in question 

1 This would seem to be the correct answer to the question raised by J. WOLT]ER, 

BAN 3, No 82 (1925), concerning the broadening effect of the radiation field, as far as terms 
involving the first power of the energy density are concerned. In view of the large value 
of the energy density in the case under consideration it can scarcely be excluded off hand, 
that higher powers of (l" may be of importance. This problem has, however, not been 
discussed in the literature. However, d. A. EINSTEIN and P. EHRENFEST, Z f Phys 19, p. 301 
(1923). 

Handbuch der Astrophysik. III. 30 
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Actually the perturbing field strength at the place of an atom will be distributed 
about En' according to some statistical law. This question has been discussed 
by HOLTSMARKl, who finds that the intensity distribution in a line will follow 
very nearly the same law as holds for the intrinsic width [d. equation (378)]. 
The half width comes out to be given by the above formula when corrected by 
the introduction of a constant factor 3,25. 

On applying the above results to the perturbations by atoms it is implicitly 
assumed that the effect is determined by the net electric charge of the atom, and 
is independent of its internal constitution. In case of similar atoms this ap
proximation may become inadequate, because of resonance, and it seems that 
under certain conditions of terrestrial experiments with neutral atoms the 
resonance effect will predominate 2. Under stellar conditions, where we may be 
concerned with atoms having lost 20-40 electrons, it would seem reasonable 
to expect that the internal STARK effect preponderates over the resonance effect. 
Just as in case of the broadening effects discussed above, a calculation based 
on EDDINGTON'S theory of stellar constitution leads to the result that the internal 
STARK effect is not sufficiently strong to produce a broadening of the spectral lines 
in question which is large enough to be of importance for the general opacity in a star. 

-54. Continuous Absorption Bands. With increasing principal quantum 
number the lines of a given spectral series become more and more closely spaced, 
and finally they merge into a continuous absorption band at the series limit, 
from where the band extends indefinitely towards higher frequencies, although 
with rapidly diminishing intensity. Conspicuous instances of such bands are 
found in stellar spectra at the head of the BALMER series, as well as in X-ray 
absorption spectra. The latter case seems to be the one where this kind of 
absorption is most easily accessible to quantitative study and measurements. 
Moreover, due to the fact that radiation inside a star will essentially be of 
the nature of soft X-rays, it would seem that the results of terrestrial X-ray 
absorption measurements should be applicable to the stellar case with slight 
amendments only. 

By a large number of experiments it has been shown that the X-ray ab
sorption coefficient for frequency'll, arising from absorption of radiation in 
a definite energy level, and giving rise to emission of photoelectrons, is to a high 
degree of approximation given by an expression of the form 

(384) 

where G is approximately constant, r is the number of electrons in the group in 
question, and'll, the frequency of the absorption limit of the group, that is: h'llr 

is the energy necessary to remove an electron from the given level to an infinite 
distance from the atom. The degree of approximation with which the above 
formula renders account of X-ray absorption phenomena has been extensively 
discussed by JAUNCEy3, who shows that G will only change its value in the ratio 
1 : 1,8 when the value of a~ changes in the ratio 1: 9000. It is definitely estab
lished, however, that the formula has no exact validity, whether as regards the 
constancy of G or the constancy of the exponents 2 and -3 of the frequencies'll, 
and'll. There is thus room for further refinements of the empirical formula, which 
may become of importance for investigations of atomic structure. For the theory 
of stellar opacity, however, little would seems to be gained by taking account 
of such refinements, and we shall therefore use formula (384) unaltered. 

1 Ann d Phys 58, p. 577 (1919); Phys Z 25; p. 1 (1924). 
2 Cf. Lucy MENSING, Z f Phys 34, p. 611 (1925); J. HOLTSMARK, ibid. 34, p. 722 (1925). 
3 Phil Mag 48, p.81 (1924). 
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In order to estimate the importance of the different kinds of X-ray ab
sorptions for stellar opacity it is necessary to have some knowledge of the chemical 
constitution and the degree of ionization of stellar material, and we shall there
fore recall briefly relevant facts of dissociation theory as applied to stellar 
problems. Let np be the number per unit volume of atoms of a particular atomic 
number retaining p electrons. Statistical theory of thermal equilibrium gives 
then the formula 1 

npne /P+1 
np+ 1 = . -/-

(2:n:/1 k T) '; P 

(385 ) 

where ne is the number of free electrons per unit volume, while /p is the partition 
function of the atom which retains p electrons, and similarly for /p+ l' With 
sufficient accuracy we have 

(386) 

where ~ is the energy necessary to remove the lightest bound electron from 
the normal state of the (p + 1)-atom to an infinite distance. Using these formulae 
it is now possible to estimate the ionization energy of the atoms in the most 
abundant stage of ionization provided the electronic density n. and the temper
ature T of the medium is known. Assuming~the distribution of temperature and 
density to be given by EDDINGTON'S theory of stellar constitution it is then 
found that, excepting the most dense dwarf stars, the value of X for atoms in 
the most abundant stage will be essentially larger than kT. For typical giant 
stars, in particular, one finds that X/kT is of the order 10 or larger for the most 
abundant stage, and the same result holds for massive stars of the main series. 
This result has important consequences for the theory of stellar opacity, since it 
makes the principal absorption limit of the most abundant atoms start so far 

to the high frequency side of maximum of the function axi) , with which the inverse 

absorption coefficient has to be weighted to give the inverse opacity coeffi
cient, as to make the absorption process in question of no consequence for general 
opacity. 

Turning to the atoms retaining additional electrons, the result comes out 
essentially different according to the nature of the atoms in the most abundant 
stage. In case of elements of atomic numbers ranging from 20 to 30 the atoms 
will for the most part have retained both K-electrons. The frequency VL of the 
L-absorption edge will be about one quarter of the frequency 11K of the K-ab
sorption edge, so that L-absorption sets in sufficiently far to the low frequency 

side of the maximum of ~~ in order to contribute essentially t~ general opacity. 

In the case of elements ranging from 30 to 50-60 the L-stage will preponderate. 
Due to the increasing proximity of successive absorption edges with increasing 
effective quantum numbers, both J1IJ- and N-absorption will start in the frequency 
range which is most important for general opacity. The number of atoms in 
the N-stage will, however, be considerably less than the number of M-atoms, 
and will contribute correspondingly less to general opacity. 

We may further consider how the absorption coefficient depends upon 
density in the different cases. For the most abundant atoms the absorption 
coefficient is approximately proportional to density, since the a toms in question con
tribute most to the density of the material. For atoms in the next most abundant 

1 Cf. PANNEKOEK'S article on Ionisation in Stellar Atmospheres in this Handbuch. 

30* 
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stage the absorption coefficient will, by (385), be proportional to the square of 
the density, since the electronic density must be essentially proportional to 
density itself. In general: for atoms in the sth stage the absorption coefficient 
iSJ>roportional to density in the (s + 1)Ih power. This follows simply by repeated 
application of the dissociation formula (385), which gives 

n - np (ne)/1 • tP+/1 (387) 
P+/1 - (2nt-tk T)3!!12 tp' 

These results will be somewhat altered by taking account of absorption by atoms 
in excited states. On the principal absorption bands of L-, M- or N-atoms etc. 
there will, for instance, be superposed bands due to absorption by K-atoms in 
excited states, and this absorption will be proportional to density, and not 
involve its higher powers, provided K-atoms are most abundant. 

55. The Maximal Value of the Opacity Coefficient.! The most efficient 
cause of opacity, as discussed above, seems to be afforded by series limit ab
sorption bands as we know them from X-ray experiments. The exact analytical 
expression of the opacity coefficient as due to such absorption processes will 
probably be very complicated, and for this reason it has not been given in the 
literature. As the situation actually is, it happens that the exact knowledge 
of this coefficient as it follows from the above theory is of minor importance, 
since a comparison with observations, as interpreted in EDDINGTON'S theory 
of stellar constitution, shows that the theory is unable to account for more than 
a small part of stellar opacity. In order to show most dearly the extent of this 
disagreement we shall derive an upper limit to the theoretical opacity coefficient. 
For this purpose we shall assume the absorption discontinuities to be smoothed 
away so as to produce a smooth variation of (J" with the frequency. The 
easiest way to perform this process is to use the same procedure as we used 
in case of absorption by electrons in collision with ions, that is by first calculating 
the emission which corresponds to the binding of a free electron in a particular 
quantum state, and hence deduce the absorption coefficient by considering a 
state of thermodynamic equilibrium. We shall, moreover, use the same function Q" 
for the emission by electrons with initial velocity Vas we llsed in case of electrons 
remaining free after the collision. This assumption needs a special justification, 
which is obtained from a consideration of the intimate relation which must 
exist between the intensity of the continuous X-ray spectrum and the coefficient 
of absorption for X-rays. In considering collisions in which the colliding electron 
is bound in the atom, it is dearly no longer correct to stop the integration over 

"'"-the velocities of the electrons at the lower limit Vo = V 2:V , since this involves 

the assumption that the electrons remain free after collision. The lowest possible 
value of Vo is zero, involving the assumption that an electron of zero velocity 
can radiate any amount of energy in a binding process. This is a gross exaggeration, 
since we know that such an electron can at most radiate an amount of energy 
corresponding to a fall to the lowest possible quantum state. By adopting Vo = 0 
as a lower limit of integration, we obtain a maximum value of the emission, 
which also involves a maximum value of the absorption. This procedure leads 
immediately to a value of Q" for the integral emission by electrons of all velocities 
which is obtained from (375) by putting the frequency equal to zero: 

Q -K 2 l~' . v - N"nTcne I nkT ' ()88) 

1 A. S. EDDINGTON, M N 84, p.104 (1924); S. ROSSELAND, Ap J 61, p.424 (1925); 
E.A. MILNE, MN 85, p.168 (1925.) 
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writing down the condition that the absorption is equal to the emission we have 

ca"e" = Qv(1 + 8:~1'3 e,,) 
or 

(389) 

The low frequency part of this coefficient (hv < kT) refers mainly to absorption 
by electrons which remain free after collision, in the manner discussed in the 
section on free electrons. The high frequency part represents in an integral 
manner the effect of series limit absorption from all quantum states of the atom. 
We notice that for low frequencies the proportionality to the inverse third power 
of the frequency is obtained, which indicates the close relation of the above 
levelled form of the absorption coefficient with the coefficients of absorption 
from definite atomic levels. The exponential increase in the absorption coefficient 
for large frequencies is, on the other hand, entirely fictitious, and is introduced 
by our simplifying assumptions concerning the integration limits for electronic 
velocities. We need not care about corrections for this error, since the absorption 
in question falls outside the frequency interval which is of primary importance for 
stellar opacity. 

It was explained earlier that it is not the absorption coefficient itself which 
is to be introduced in formula (345) for the integral opacity coefficient, but the 

h" 
absorption coefficient multiplied by 1 - e - kP. This is necessary in order to 
take account properly of the effect of stimulated emission processes. By (389) 
we have 

( hV) ,----
-- 1 V {t 1 a~= 0" ,1 - e kP = 2KMnkne c 2:n:kT e" 

where 1]" is PLANCK'S expression as usual. Hence follows 
00 a . 

__ aTjevdv 

4K 2 V {t 0 o=-Nknkn• -kT----· c 2:n: 00 

a~ Je: dv 
o 

The integrals involved are easily found. We have in fact 

where 

00 

J d - 8:n: k' T4 , 
1]" V - ca h3 IX 3 . 

o 
00 

IX = ~n-4 = 1,08, 
n=l 

giving finally 

00 

00 

f3 = ~ (n :1)7 = 2- 7 ·1,15 
n=l 

(390) 

(391) 

Kc2h2 (X l/-{t--
o = nkn.M :n: 420 V 2:n: k7 T7 . (392) 

We shall now express the numbers nk and n. in terms of the density and atomic 
weight of the material constituting the star. Denote by mH the mass of a hydrogen 
atom, and let AkmH be the mass of an atom of the element for which nkM has 
the largest value, and which we assume to predominate to such a degree that 
other elements may be neglected. Let there be Z free electrons per atom, such 
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that ne = Z nk. In terms of the density e of the substance we have then ap-
proximately Z r/ 

n"ne = A---'--' (393) k 11ZH 

such that expression (92) may be written on the form 

AtG T~ Kc2 h2 oiJI/t 
ZN% (1" = n42opm~f2nk' (394) 

where the right hand side of the equation is an absolute constant. If the stars 
are of uniform composition (AVNfZ" = const.), this is practically the empirical 
formula aT3/e2 = const. The additional! in the exponent of T is too small to 
affect the relation seriously, and may, moreover, be counteracted by a cor
responding change in the factor AVN~Zk due to increasing ionization with in
creasing temperature. Thus far there is therefore a satisfactory agreement between 
theory and observation. 

Consider next the absolute value of the opacity coefficient. The expression 
at the right hand side of (394) involves the constant K, which can be obtained 
from X-ray experiments. KRAMERSI has shown that the value of this constant 
which is claimed by classical theory is approximately given by 

K = 32n2 e6 
• (395) 

3 ¥3 ,u2 C3 

It is to be expected on general grounds that the emission of radiation required 
by classical theory will be an upper limit to the radiation actually emitted. 
KRAMERS showed, however, that the above value of K is in approximate agreement 
with the measurement of the intensity of continuous X-rays, and that it will, 
by a plausible extension of the theory such as to conform to the quantum re
quirements, also account for the X-ray absorption phenomena in a satisfactory 
manner. The expected divergence is therefore not serious in the present case. 
We shall therefore expect the relation 

Afc ~ T~ _ ~ l/~ _ e6 h2 (396) 
ZkN~ e e - 31511 V 6 cm~V,u3k7 

to give a reliable value of the upper limit to the opacity coefficient. Introducing 
standard values for the constants involved we find 

7 
A2 G T2 _k_. __ = 1,86.1025 cgs. (397) 

ZkNk e e 
The sample star for which the astronomical elements: mass, luminosity, and 
density are best known is probably Capella (IX Aurigae). For this star EDDING

TON'S theory of stellar constitution gives the following central values of temper
ature and density 

T = 7,2.106 K, e = 0,0547 gcm- 3 

on assuming the star to consist of iron, on an average, such that A = 56, N = 26, 
and Z = 24. Using these values the opacity coefficient per unit mass comes 
out as a/ e = 5. From the mass-luminosity relation EDDINGTON deduces the value 
ale"'" 50, which is about ten times larger. This is the discrepancy signalled on 
several occasions. 

A satisfactory way out of this difficulty has not been suggested as yet, 
although the problem has been considered by numerous authors. An obvious 

1 Phil Mag 46, p.836 (1923). 
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suggestion to make is to assume the stars to be built out of atoms of very large 
atomic weights l • In as much as the opacity coefficient is, by (394), nearly pro
portional to the number of free electrons per atom, which will increase nearly 
proportionally to the atomic weight, it would seem that harmony cOlild be 
restored between theory and observation by assuming the stars to consist of 
sufficiently heavy elements. The idea seems to be somewhat delusive, however, 
because the opacity coefficient as calculated from the mass-luminosity relation is 
also dependent upon the atomic weight, and to such a degree that the discrepancy 
in question remains practically intact for a wide range of elements. There are, 
moreover, some arguments which would seem to tell against the idea that the 
elements of a stellar interior should be exceedingly heavy. We have, firstly, the 
fact that terrestrial observations have failed to reveal elements with atomic 
numbers larger than 92; and the fact that the elements with atomic numbers 
in the range 82-92 are radio-active suggests that nuclear stability ceases at 
this place, so as to form an effective barrier against the formation of heavier 
elements. It is true that we do not know the exact origin of radio-activity, and 
that radio-active atoms ionized down to a certain level may be stable although 
the neutral atoms are not. In fact, such ideas were once advanced by the writer2 
in an attempt to explain radio-activity as being dUe to the perturbing effect 
of the outer electrons on the nuclei. But we are here in the field of sheer speculation 
which scarcely can offer any definite basis for theoretical deductions. There is 
the further problem how to understand that foreign elements can manage to 
keep so closely hidden in the stellar interior as to escape detection at the surface. 
One must realize that strongly ionized material has hydrodynamic properties 
which are quite different from the properties of un-ionized material, due to the 
increased pressure exerted by the free electrons. If atomic weight were strictly 
twice the atomic number, equal volumes of different elements in a state of 
complete ionization and at the same temperature and pressure, would have 
practically the same density such as to have identical hydrodynamic properties. 
Due to the fact that the atomic weight increases somewhat faster than twice 
the atomic number, and due to a residual lack in ionization, heavier elements 
do retain a tendency to sink, such that some separating out of heavy elements 
near the stellar centre by hydrodynamic motion is to be expected. Hydrogen is 
anomalous, having a decided tendency to float on top of other elements. This 
effect may be further enhanced by diffusion, although it may be doubtful whether 
the stars are old enough for the, effect of diffusion to have become perceptible. 
There is also the controversial question of vertical convection currents to be 
considered. If such currents exist on a large scale, reaching from the centre to 
the surface, they may keep the material of a star in a state of even mixture, even 
if the speed of the currents is extremely slow: It may be more likely, however, 
that large scale currents of this kind will be unstable and break up into a system 
of stratified circulations, such that elements near the centre are never brought 
up to the surface, and vice versa. It is also difficult to make out the influence 
of the transition layer at the surface in which the mean molecular weight increases 
to its maximal vallie, since we do not know whether this layer is stable or not. 
All things considered it must be admitted that there is a considerable chance 
that heavy elements may keep hidden within a star, while it is not certain that 
this will afford an adequate explanation of the dilemma of the opacity coefficient. 

It may be of interest to mention that the discrepancy in question can be 
removed by assuming stellar material to contain an abnormal admixture of 

1 J. H. JEANS, M N 86, p. 561 (1926). 
2 S. ROSSELAND, Nature 1923 March 17. 
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hydrogen. The ratio between electric charge and mass of the hydrogen nucleus 
is about twice as large as in case of other elements. Mixing hydrogen into the 
stellar material will hence tend to reduce the average molecular weight, the 
limiting value for a pure hydrogen star being unity. Due to the fact that the 
quartic equation (359) for fJ depends upon the mean molecular weight raised to 
the fourth power, a reduction of this quantity will seriously reduce the value 
of the opacity coefficient which is calculated from the mass-luminosity relation. 
The hydrogen nuclei will give no direct contribution to the theoretical absorption, 
but the increased number of free electrons per unit mass of the material will 
entail an increased absorptive and emissive activity of the elements with which 
hydrogen is mixed, such as in certain cases even to over-compensate the in
activity of the hydrogen nuclei. Assuming the mass of a star to consist of 20 per
cent hydrogen and 80 percent iron, theory and observation will show fair agreement. 

How far it will be in keeping with other astronomical evidence to assume 
the stars to contain hydrogen in such proportions is difficult to say definitely. 
It seems to be an established fact that hydrogen is abnormally abundant in the 
atmospheres of many stars, especially late type giants; but even if this indicated 
an abnormal proportion throughout the stars in question, which is doubtful, 
it does not help for the stars in general, since we are here looking out for a cause 
which will work uniformly throughout the spectral sequence, otherwise the 
mass-luminosity relation (36o) will lose its validity. This claim for uniformity 
may perhaps tell against the suggestion that the solution of the problem lies 
in assuming the stellar interiors to contain an abnormal admixture of hydrogen. 

Dropping the question of atomic weights one may urge that the theory of opacity 
given above is too schematic, and that a refined theory may give quite different re
sults. Thus MILNE 1 pointed out that an enhanced opacity might result by taking ac
count of overlapping stages of ionization, and the simultaneous effect of several ele
ments. It does not seem likely thatthese refinements can make much difference in the 
case considered byus, where we have been concerned with upper limits to the opacity. 

There is another point which has been neglected in the discussion of stellar 
opacity, and which is worth mentioning, although it can hardly affect our main 
results. In the theory of THOMSON scattering we have assumed adjacent electrons 
to scatter independently, and added up the intensity contributions from the 
individual electrons. This makes the coefficient of opacity proportional to the 
electron density. That this procedure is incorrect in general is indicated by 
dispersion phenomena and by X-ray experiments ("excess scattering"). The 
problem in question has therefore been amply discussed before, the result being 
that the THOMSON formula is valid only in the limiting case when the wave length 
of the incident radiation is small compared to the average distance between 
adjacent electrons. When the wave length is large compared to this distance, 
the radiation scattered by adjacent electrons will be nearly in phase, such that 
there will appear a term in the amplitude of the scattered radiation which is 
proportional to the number of electrons within a certain small volume whose 
dimensions are comparable to the wave length of the incident radiation. Squaring 
the amplitude to get the intensity, we understand that a terril will appear in the 
opacity coefficient which is proportional to the square of the density. In case of 
Capella the wave length A.m .0£ an average quantum will be about five ANGSTROM 
units. Using the same data as in case of the calculation of the opacity coefficient 
the average distance between adjacent free electrons at the stellar centre becomes 

l = {~}-t= 4A. 
AmH 

1 M N 85, p. 750, 979 (1925). 
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Thus Am and l are about equal. The fact that we refer the calculation to 
the centre is irrelevant since lJAm is constant throughout the star due to the 
constancy of eJT3. This seems to imply that we cannot expect the effect in 
question to make much difference in case of Capella, and the situation will be 
the same for all stars constructed in conformity to EDDINGTON'S theory. 

As the matter stands for the moment it does not seem excluded that we are 
confronted with an absorption effect which is negligible in case of experiments 
conducted under terrestrial conditions, but which rises to predominance in the 
stellar interior 1. Under these conditions it is lucky that PLANCK'S radiation law 
is so firmly established, both experimentally and theoretically, that a correction 
to this law at stellar temperatures is hardly to be expected. On the other hand, 
the fact that this law requires an exceedingly rapid increase in the energy den
sity of radiation with increasing temperature may indicate that it is worth while 
to consider more closely those transition processes the probabilities of which 
depend upon higher powers of the energy density of radiation, than the probabili
ties we have been considering in the preceding section. Such processes involve 
the simultaneous cooperation of several quanta of radiation, and apart from 
the simple case of stimulated emission and scattering processes considered above, 
the theory of such processes has not been further developed. On the other hand, 
one must also be on lookout for possible amendments in the theory of hydrostatic 
equilibrium of the stars, although it may not seem likely for the moment that 
the solution of the difficulty lies in this direction. 

Addendum II. Since the above report was closed (January 1928) two new 
contributions to the problem of the stellar absorption coefficient have appeared. 
OPPENHEIMER 2 on one hand, has suggested that the discrepancy in question is 
due to the fact that we used the constants for X-ray absorption corresponding 
to electrically neutral atoms, and that the removal of the outer electrons does 
materially increase the ability of the atom to absorb radiation in the remaining 
electronic groups. OPPENHEIMER was able to support this suggestion by certain 
wave mechanical calculation, and it is possible that this is the clew to the problem. 

MILNE 3, on the other hand, has pointed out a neglected point in EDDING
TON'S theory of the stellar interior which, perhaps, may be of importance to 
the present problem. It is evident that a strict solution of the hydrostatic 
problem will have to carry the integration right up to the stellar photosphere, 
and cannot be confined to the main interior alone, provided the temperature 
distribution is not arbitrarily prescribed in the problem. In fact, we might 
change the interior temperature and density distribution of a star at will by 
simply coating the surface by more or less reflecting material which reflects the 
emergent radiation into the interior. Thus it is not permissible, as was done 
in the beginning of this report, to neglect the special surface conditions in deter
mining the temperature distribution. It may therefore well happen that the 
surface conditions of the stars are such as to entail a modification of the tem
perature and density distribution in the stellar interior suitable for the removal of 
the existing dilemma concerning the stellar absorption coefficient. 

1 S. C. RoY, Z f Phys 42, p.499 (1927), has suggested that the excess absorption is 
due to nuclear electrons. The inherent improbability of this assumption does not seem to 
be materially reduced by Roy's calculations since he- is forced to assume that bare nuclei 
have optical properties which are entirely different from the nuclear properties of neutral 
atoms. 

2 ZfPhys 55, 725 (1929). 3 MN 90, p.17 (1929). 




