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Vorwort. 
Die mannigfachen Vorteile, die die Differenzengleichungen bei 

ihrer Anwendung auf technische Probleme bieten, und die sich immer 
mehr ausbreitende Erkenntnis dieser Tatsache, bringen es mit sich, 
daB sich von Jahr zu Jahr die FaIle haufen, wo in technischen Ab
handlungen und Biichern von diesem mathematischen Hilfsmittel Ge
brauch gemacht wird. Da die Lehre von den Differenzengleichungen 
noch nicht allgemein in den mathematischen Unterricht der techni~ 
schen Hochschulen aufgenommen wurde, macht sich das Bediirfnis 
nach einem leicht faBlich geschriebenen, ausfiihrlichen Lehrbuch, das 
die Anwendung der Theorieauf technische Aufgaben unmittelbar 
zeigt, immer starker geltend, denn die alteren Lehrbiicher der Diffe
renzemechnung gonnen den Differenzengleichungen nur knappen Raum, 
wahrend die beiden einzigen Sonderwerke iiber lineare Differenzen
gleichungen in deutscher Sprache, die aus der jiingsten Zeit stammen, 
in erster Linie fiir den Mathematiker bestimmt sind. 

Diese Tatsachen, sowie der Wunsch, gerade das fiir die Anwen
dung so wichtige Gebiet der linearen partiellen Differenzengleichungen, 
das in den bekannten Lehrbiichern fast gar nicht behandelt wird, dem 
groBen Kreis der Ingenieure im Rahmen eines Lehrbucheszu er
schlieBen, waren der AnlaB fiir die Niederschrift dieses Buches. 

Die Darstellung gliedert sich in zwei Hauptteile: In die Abschnitte I 
bis III, die die Theorie der gewohnlichen linearen Differenzenglei
chungen und ihre Anwendung auf Aufgaben der Baustatik enthalten; 
dieser Teil ist mit Ausnahme des § 6, der die Eigenlosungen behan
delt, von Dr. Bleich verfaBt, und in den IV. Abschnitt, Theorie und 
Anwendung der partie lIen Differenzengleichungen, der, sowie der vor
erwahnte § 6, Dr. Melan zum Verfasser hat. 

Uber die Auswahl des dargelegten Stoffes ist folgendes zu be
merken: Ein eingehendes Verstandnis der Theorie der Differenzen
gleichungen setzt die Kenntnis der wichtigsten Satze iiber·Differenzen 
und Summen voraus, weshalb der Erorterung der Differenzengleichungen 
ein erster Abschnitt iiber Differenzen und Summen vorangestellt wurde. 
1m zweiten, dem Hauptabschnitt, der die Theorie der gewohnlichen 
Unearen Differenzengleichungen umfaBt, wurde die fiir die Anwendung 
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wichtigste Gruppe, die Differenzengleichung mit konstanten Koeffi
zienten, insbesondere die Systeme simuItaner Gleichungen, die in den 
mathematischen Lehrbiichern sehr stiefmiitterlich abgetan werden, in 
der Anwendung aber eine bedeutende Rolle spiel en, sehr eingehend 
behandelt. An dieser Stelle wurden auch die Eigenlosungen der 
linearen Differenzengleichungen mit Riicksicht auf ihre Bedeutung fiir 
die Darstellung der Losungen partieller Differenzengleichungen aus
fiihrIich besprochen. 

Von geringerem Nutzen flir die unmittelbare Anwendung sind 
die in der mathematischen Literatur bisher veroffentlichten Losungs
methoden linearer Differenzengleichungen mit veriinderlichen Ko· 
effizienten. Wenn diese Methoden dennoch hier behandelt wurden, 
so geschah dies aus dem Grunde, weil erst die Betrachtung derartiger 
Gleichungen einen tieferen Einblick in das eigenartige Wesen der 
Differenzengleichungen gewiihrt. Anderseits solI auch der Ingenieur 
die Grenzen, die der Anwendung eines analytischen Hilfsmittels ge
zogen sind, deutlich erkennen. Die Beschiiftigung mit dies em, fUr die 
lwecke der Anwendung noch wenig ausgebauten Gebiete wird viel
leicht man chen Ingenieur, der iiber die notwendigen mathematischen 
Kenntnisse verfligt, zu weiteren, moglicherweise erfolgreichen Unter
suchungen anregen. Viel wichtiger fUr den Statiker ist die am SchluB 
dargelegte Niiherungsmethode; sie gestattet, lineare Differenzenglei
chungen oder Systeme linearer Differenzengleichungen mit veriinder
lichen Koeffizienten mittels des Ansatzes einer Niiherungsfolge zu losen. 

Bei der Auswahl und Anwendung der Beispiele aus der Baustatik 
im Abschnitt III war das Bestreben maBgebend, von einfacheren Bei· 
spielen zu schwierigeren fortzuschreiten. Die lahl der Beispiele wurde 
mit Riicksicht auf den Umfang des Buches stark beschriinkt, was urn so 
leichter geschehen konnte, als in der technischen Literatur bereits eine 
groBe lahl von Aufgaben der Baustatik mittels Differenzengleichungen 
gelost wurde. Einen Fingerzeig bietet die Literaturzusammenstellung 
im Anhange. An zwei Beispielen wurde auch die Anwendung des 
obenerwiihnten Niiherungsverfahrens dargelegt. 

Den partiellen Differenzengleichungen ist der IV. Abschnitt 
gewidmet. Hier wurde aus mehrfachen Griinden von einer Trennung 
zwischen Theorie und Anwendung abgesehen. Einer kurzen allgemein 
gehaltenen Darstellung des Wesentlichen iiber partielle Differenzen
gleichungen folgt unmittelbar die Behandlung mehrerer praktisch wich· 
tiger Probleme der Baustatik, die unseres Wissens bisher noch nieht 
gelost wurden. Dabei wurde das Augenmerk darauf gerichtet, Losungs
methoden zu verwenden, bei welchen die Rechenarbeit noch praktisch 
zu bewiiltigen ist. Aus diesem Grunde wurden auch die Eigenlosungen 
einiger gewohnlicher Differenzengleichungen, welche bei der Behand-
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lung dieser Aufgaben benotigt werden. fijr verschiedene Felderzahlen 
berechnet und im Anhang tabellarisch zusammengestellt und so eine 
ganz wesentliche Vorarbeit zur Lasung dieser Aufgaben vorweg· 
genommen. 

Die Darstellung des mathematischen Lehrstoffes ist ziemlich breit 
und ausfiihrlich. Beweise wurden nur dort gebracht oder nur so weit 
gefiihrt, als es zum tieferen Erfassen des Vorgefiihrten unbedingt not
wendig war. In einfacheren Fallen wurde der Beweis nur angedeutet 
und die Durchfiihrung desselben dem Leser iiberlassen. Auf Existenz
beweise wurde mit Riicksicht auf den Leserkreis nicht eingegangen. 
Den richtigen Mittelweg bei der Darstellung zu finden, war nicht 
immer leicht, da die Gefahr besteht, daB der Mathematiker die Dar· 
steHung zu wenig streng, der Ingenieur aber zu· abstrakt finden wird. 
Der Abschnitt 27 erfordert zu seinem vollen Verstandnis einige Kennt
nisse aus der Funktionentheorie, die leider nicht Gemeingut der Sta
tiker ist. In den anderen Abschnitten wird der Leser mit den von 
der Hochschule mitgebrachten mathematischen Kenntnissen das Aus
langen find en. DaB auch der in der Theorie der Differenzengleichungen 
Bewanderte in diesem Buche manches Neue find en wird, sei nur neb en· 
her noch erwahnt. 

Wir hoffen, durch dieses Buch weite Kreise von Ingenieuren mit 
einem wichtigen und vorziiglichen Hilfsmittel der mathematischen 
Analysis bekannt zu machen. Die Theorie der Differenzengleichungen 
ist ein ausgezeichnetes Werkzeug in der Hand des Statikers, das 
ihm helfen kann, neue Probleme der Baustatik und Festigkeitslehre 
zu erschlie13en. 

Wien, im Dezember 1926. 
Dr. Bleich. Dr. Melan. 
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I. Differenzen und Summen. 

Die Theorie der Differenzengleichungen bildet einen Zweig der 
Differenzenrechnung. Diese befaBt sich im allgemeinen mit den ge
setzmiiBigen Zusammenhiingen, die zwischen den Einzelwerten irgend
einer Funktion von einer oder mehreren unabhiingigen Veriinderlichen 
bestehen, wenn diese Funktionswerte Werten der unabhiingigen Ver
iinderlichen zugeordnet sind, die gleich groBen Abstand voneinander 
haben, also eine arithmetische Reihe bilden. 

Die Differenzenrechnung umfaBt die Lehre von den Differenzen 
und Summen, die Theorie der Differenzengleichungen und 
die Interpolationsrechnung. Da die Methoden und Ergebnisse der 
Interpolationsrechnung £iir die in diesem Buche gegebene Darstellung 
der Differenzengleichungen nicht in Frage kommen, so wird auf dies en 
Zweig der Differenzenrechnung nicht eingegangen werden. Demgegen
liber stehen aber Differenzen und Summen in sehr engem Zusammen
hange mit den Differenzengleichungen, ihre Lehre bildet eine unerliiB
liche Grundlage £iir die Theorie dieser Gleichungen. Die Verknlipfung 
ist eine ganz iihnliche wie zwischen Differentialquotienten, Integralen 
und Differentialgleichungen. Wir werden daher in diesem erst en Ab
schnitte, zuniichst in knappster Form, die allgemeinen Begriffe und 
Formeln, die die Grundlagen der Differenzenrechnung bilden, ent
wickeln, urn in AnschluB daran jene Regeln und Gleichungen aus der 
Lehre von den Differenzen und Summen darzulegen, die fiir das Ver
stiindnis und fur die Anwendung der Losungsmethoden der linearen 
Differenzengleichungen notwendig sind. 

§ 1. Grundlegende Begriffe. 

1. Die Differenzen. 

Es sei Y = f (x) eine reelle, stetige oder unstetige, aber in dem 
betrachteten Bereich endliche Funktion der verlinderlichen GroBe x, 
wekhe Funktion wir uns geometrisch in einem rechtwinkeligen Achsen-

Bleich-Melan, Differenzengleichungen. 1 
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system als Kurve veranschauIicht denken wollen, Abb. 1. Der De
finitionsbereich der Funktion f(x) kann hierbei ein stetiger oder un
stetiger sein, d. h. die Variable x kann stetig veranderlich, oder nur 

befal},igt sein, einzelne aus-
Y gezeichnete Werte, z. B. die 

--...,--y=.!tzi ganzen Zahlen x = 0, 1, 

o X-ilX .x 

Abb. 1. 

:c 

. 2, 3... anzunehmen. Be-
zeichnen ... "z-2 A z, "z-A z' 

"." "z+Az, "z+2L1z ... die 
Funktionswerte bzw. Ordi-
naten an den Stellen 
... x-2Ax, x-Ax, x, 
x+Ax, x+2Ax, ... , 
wobei das Intervall oder 

die Spanne Ax durchwegs konstant ist, so heiBt 

,1".,= ".,+Az-"", 
die Differenz erster Ordnung oder kurzweg die Differenz, 

A2y., = AYz+Az- A Y.,= Yz+2Az- 2 "z+Az+"" 
die Differenz zweiter Ordnung 
und allgemein 

,101".,= ,101-1 Yz+Az- An-1"., =Yz+nAz - (;) "z+(n-1)Az 

+ (:) Yz+(n-2)Az _ ... + (-1)" (:) ,,'" (1) 

die Differenz n-ter Ordnung, wobei (;), (;) ... (:) die Binomial

koeffizienten bedeutenjn ist eine ganze positive Zahlj x kann voraus· 
setzungsgemiiB jeden reellen positiven oder negativen Wert, der dem 
Definitionsbereich der Funktion angehort, annehmen. 

Die Quotienten 

heiBen die 
Ordnung. 

LI y", Ll9 y", 

LiX' (Ax)2 
Differenzenquotienten erster, zwei ter, ... n-ter 

Umgekehrt lassen sich die einzelnen Funktionswerte ".,+ A Z' 

"1It+2 A." ••• Y.,+n A., durch "", und die aufeinanderfolgenden Differenzen 
A"., , ,12 Y." ... An"., ausdriicken. 

Man findet 

weiter 
".,+2.1z= "z+Az + AYz+A:/)= y.,+ 2 AY.,+A2 y", 

und schlieBlich 

YZ+nAz = Yz + (:) L1 Y., + (~) ,12 Y,. + ... + (:) Any,.. (2) 
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Die Richtigkeit der allgemein giiltigen Gleichungen (1) und (2) beweist 
man durch den SchluB von n auf n + 1. 

Wir werden bei unseren weiter unten folgenden Entwicklungen 
die Spanne in der Regel gleich der Einheit setzen, ohne daB durch 
diese Annahme die Allgemeinheit unserer Darlegungen gefahrdet wird, 
da es immer moglich ist, durch eine einfache lineare Transformation 
jede beliebige konstante Spanne gleich der Einheit zu machen. Mit 
.1x= 1 nehmen die Gleichungen (1) und (2) die Gestalt an: 

.1"Yx= Ydn - (7) Yx+n-l + (;) Yx+n-2 -- ... + (--iT (:~ Yx' (1') 

Yx +n = Yx + (;) .1Yx + (:) .12yx + ... + (:) .1ny",. . (2') 

Die Beziehungen (1) und (2) bzw. (1') und (2') sind unabhangig von der 
besonderen Art der Funktion Y = {(x). Die Ermittlung der aufeinander
folgenden Differenzen .1 {(x), .12 {(x) ... einer Funktion ((x) ist immer 
moglich, sob aId die Funktion zumindest fUr eine Gruppe kongruenter 
Punkte ... a - .1 x , a, a + .1 x . .. definiert ist 1 ). Die Bildung der 
aufeinanderfolgenden Differenzenquotienten entspricht der Bildung der 
ersten, zweiten usw. Ableitung in der Differentialrechnung. 

Gleichung 2') gestattet eine einfache symbolische Schreibweise. 
Wir setzen 

yx+ .. =(1 +L1)nyx' (3) 
Entwickelt man namlich (1 + .1)11 nach der Binomialformel, wobei 

man .1 wie eine ZahlgroBe behandelt, so erhalt man 

(1 + .1)11 Yx= [1 + (~) .1 + (;) A2 + ... + (:) AnJyx 

und nach Ausfiihrung der Multiplikation 

YHn= Yx+ (;) .1y", + (;) Ll2 yx +'" + (:) Llnyx' 

Diese iiberraschende Ubereinstimmung ist kein zufalliges Zusammen· 
treffen, sondern hat seinen tieferen Grund in der Tatsache, daB das 
Operationszeichen .1 sich mit sich selbst und mit ZahlgroBen ebenso 
verkniipft, wie sich wirkliche GroBensymbole miteinander verkniipfen ll). 

Wir wollen noch eine von Lagrange herriihrende symbolische 
Schreibweise fiir .11lyx (Gl. 1') ableiten, die auf der Tatsache beruht, 

daB auch das Operationszeichen ddx den gleichen Verkniipfungsge

setzen unterliegt wie das Zeichen .1. 

1) Wir bezeichnen in Anlehnung an den Begriff der Kongruenz in der 
Zahlentheorie als kongruente oder kongruent gelegene Punkte solche, 
die aufeinander folgend je urn die Spanne Ll x voneinander abstehen. 

2) Die Operation Ll ist z. B. distributiv und kommutativ und folgt dem Index
gesetz wie die Potenzen, ist also auch assoziativ. 

1* 



4: Differenzen und Summen. 

Nach dem Satz von Taylor erhalt man mit h= 1 

+ 1 d yx + 1 dY",+ 
Y",+l=Y., 1!dx 2!Tx '" 

oder symbolisch geschrieben 

( 1 d 1 d Z ) 

Y",+1= 1+jfdX+2! dx2+'" Yx ' 

Sieht man nun ~ als ZaWgraBe an, so stellt die in der Klammer 
dx 

d 

stehende unendliche Reihe nichts anderes als edx vor, so daB wir 
symbolisch 

d 

und daher 
d d 

AY"=Y"+l -yx=edx Yx--yx=(e itz -1)y", 

schreiben kannen. Sonach gilt auch 
d n 

Any", = (ed;; -1) y",' 

Von den symbolischen Darstellungen (3) und (4) werden wir gelegent
lich Gebrauch machen, da sie unter Umstanden die Darlegungen in 
auBerordentlicher Weise vereinfachen. 

2. Die SummeD. 

Gegeben sel der Differenzenquotient A :~x) =Yx' Es ist jene Funk

tion F(x) zu suchen, deren erste Differenz YxAx ist l )- Diese Auf
gabe erscheint also als die Umkehrung der Differenzenbildung. F(x) 
heiBt die Summe von Yx ' Die Analogie mit dem Vorgang der Inte
gration als der zur Differentiation inversen Operation springt in die 
Augen. Wir setzen bei den nachfolgenden Untersuchungen, urn mog
lichst allgemein zu sein, voraus, daB x unbeschrankt veranderlich ist, 
also jeden beliebigen reellen Wert innerhalb des Definitionsbereiches 
der Funktion y", annehmen kann. 

Urn die gestellte Aufgabe zunachst formal zu losen, bescbaffen wir 
uns eine Funktion F(x), die der Bedingung F(x + A x) - F(x) = y", A x 
genligt. Diese Bedingung wird z. B. durch die unendliche Reihe 

(5) 

erfiillt. Die GraBen c" sind von x unabhangig und stellen eine Funk-

1) In der Regel wird A x = 1 sein. 
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tion des Stellenzeigers l' dar. Wir denken uns die cO', falls das moglich 
ist, so bestimmt, daB die Reihe (5) konvergiert 1). Wir bilden nun 

F(x + LI.x) = -.2[Yz+(v+l)JZ LI x + cv], 
,,=0 

und es folgt in der Tat 

FCx + LI x)-- F(x) = Y",LI x. 

Man kann aber auch setzen 

(5') 

und, wie man sich leicht iiberzeugt, erfuHt auch dieser Ansatz die 
Bedingungsgleichung F (x + LI x) - F(x) = YxLl x. Die beiden Ansatze 
(5) und (5') unterscheiden sich nur urn einen von x unabhangigen 
Betrag, also urn eine Konstante voneinander. 

Die Reihen (5) und (5') los en sonach die gestellte Aufgabe. Hat 
wenigstens eine dieser Reihen einen endlichen Grenzwert, so nennen 
wir die Funktion y x summierbar und bezeichnen diesen Grenzwert 
als Summe der Funktion Yx ' Zur Kennzeichnung des durch die 
Reihen (5) bzw. (5') dargestellten Summationsprozesses bedienen 
wir uns des Operationszeichens S und schreiben 

S y x A x stellt, wenn die analytische Funktion y", summierbar ist, eine 
durch einen unendlichen ProzeB definierte analytische Funktion vor. 

Die vorstehend angegebene Losung ist aber noch nicht vollstandig, 
da wir in den Ansatzen (5) und (5') noch eine periodische Funktion 
w (x) mit der Periode A x hatten hinzufligen konnen. Denn auch dann 
ware die Bedingung F(x+Llx)-F(x)=y",Llx erfiillt gewesen, da 
wegen der vorausgesetzten Periodizitat w(x + A x) = w(x) ist, weshalb 

') c" ist eine jedem Gliede der unendlichen Reihe beigefUgte Konstante, 
die allerdings von Glied zu Glied ihren Wert andern kann. c. kann auch 
Null sein. Ie" stellt eine endliche oder unendlich grojje Konstante vor. 

9) In den meisten LehrbUchern findet man die Bezeichnung I y", flir die 
"Summe". Das oben eingeflihrte Zeichen (N orl und) erweist sich als zweck
matiiger, da Verwechslungen mit dem gewohnlichen Summenzeichen vermieden 
werden. Selbst in jenen Fallen wo Ll x = 1, und dies ist die Regel, ist es' 
gut, den Faktor Ll x immer mitzufUhren, um die Dimensionen links und rechts 
vom Gleichheitszeichen in Einklang zu bringen. F (x) stellt ebenso wie in der 
Integralrechnung, geometrisch aufgefatit, eine Flache vor. Die Notwendigkeit 
der Mitflihrung des Faktors LI x erkennt man sofort, wenn man in der Summe 
eine Transformation der Veranderlichen x durchzufUhren sucht. Flir "Summe" 
war frUher der Ausdruck "Endliches Integral" (franz. Integral fini) oder kurz 
Integral in Gebrauch. 
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sich die hinzugesetzte periodische Funktion bei der Differenzenbildung 
weghebt. Wir gewinnen daher die vollstandige Losung in der Form 

(6) 

Uberblickt man nochmals die vorangehenden Erorterungen, so er
kennt man, daB der Begriff "Summe" in zweifacher Weise erklart 
werden kann. Erstens als inverse Operation zur Differenzenbildung, 
zweitens als wirkliche Summe aufeinander folgender Funktionswerte. 
Wir erinnern, der Analogie wegen, an die doppelte Betrachtungsweise 
des .Integralbegriffes in der Infinitesimalrechnung. Auch dort findet 
man das Integral einerseits als zum Differentieren inverse Operation, 
anderseits als Grenzwert einer Summe erklart. Die tatsachliche Be· 
rechnung der Summe S Y., A x wird von Fall zu Fall von einer der 
beiden Betrachtungsweisen ausgehen mussen. Dieser Berechnung werden 
wir aber erst in § 3 nahertreten. 

:\Ian nennt sonach eine Funktion F(x) die Summe von ((x), 
wenn sie im vorgelegten Bereich den Differenzenquotien
ten (x) hat. Die Funktion F(x) selbst ist bis auf eine willkiirliche 
periodische Zusatzfunktion w (x), die auch als periodische Konstante 
bezeichnet wird, durch Gl. (5) bzw. (5') eindeutig festgelegt. 

1st die Funktion ((x) nur in einzelnen Punkten, z. B. an den Stel· 
len ... - 2, - 1, 0, 1, 2... definiert, dann hat co (x) im ganzen 
Funktionsbereich denselben Wert, ist also eine Konstante. An Stelle 
der F(x) definierenden unendlichen Reihe kann jetzt, wenn dies zweck
maBig erschein~ auch eine Sum me mit beschrankter GliederzahI treten 
1st auch A x = 1, so erhalten wir 

F(x)=SY",Ax=-[Y.,+Y,J;+l +···+Yk]+C, (7) 

wenn man sich die auf .Yk folgenden Glieder der Reihe (5) mit C 
vereinigt denkt. Anderseits gilt aber auch gemiiB Gl. (5') 

F(x)=SY",Ax=y.,_l + Y.r-2+··· + Yk+ C. (7') 

Die Operationen A und S sind zueinander invers und heben si~h 
hintereinander ausgefiihrt auf. 

Es ist demnach 

L1 S (x) A x = (x) und S A (x) = (x), (8) 

wenn man im letzten FaIle die Zusatzfunktion w (x) unterdruckt. 
Durch Wiederholung des Summationsprozesses geht aus der Summe 

erster Ordnung, die Summe zweiter Ordnung hervor. Setzt man 
Yx=SYxAx, so ist 

~2 y.,Ax=~L1x SYxAx. 
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Durch Verallgemeinerung gelangt man zur Summe n-ter Ord-
nung 

Sn Y x 11 x = S 11 x S LI x S ... S Y x 11 x . 

Die Summen S konnen symbolisch auch als Differenzen negativer 
Ordnung aufgefaBt werden. So foIgt z. B. aus GI. (1), wenn man 
n= -1 setzt, 

,1-1 Yx = Yx-Az + Yx-2Jx + Yx-3Jx+"" 

LI-1 Y:HJ x = y", + Yx-Az+ Yx-2J x + ... 
Sonach ist wie gefordert 

LI-l Yx+Ax - LI-l Yx = Yx ' 

Es gilt daher gemaB Gl. (4) auch 
d -1 

SYx l1x =(edz -1) Yx' 

Setzt man x = a und 11 x = 1, so wircl nach Gl. (5') 
:e=a 

F(a) =SYz L1x= Ya- 1 +Ya- 2 + ... + w (a) 

und mit x = a + n , wo n eine ganze Zahl ist, 
x=a+n 

(9) 

F(a+n)=SYxLlx= Ya+n-1 +Ya+n-z+'" + Ya + Ya -1 + ... 
+w(a+n), 

woraus, wegen 
w (a) = w(a + n), 

z=a+n x=a 
F(a + n) - F(a)= S Yx L1x - S Yx Llx= Ya + Y a+1 + ... + Ya+n-l 

entsteht. Diese Differenz wird in Analogie zum bestimmten Integral 
als bestimmte Summe bezeichnet. Man schreibt clann 

a+n 
S Yx L1x =F(a+n)-F(a) (10) 
a 

und nennt a+n die obere, a die untere Grenze cler Summe. 
Somit ist 

a+n 
~ Yx Ax=Ya +Ya +1 +"·+Ya+n_l 1). (11 ) 
a 

Die Definition (10) wird bei unbeschrankt veranderlichem x auch 
auf den Fall iib ertrag en, daB obere uncl untere Grenze sich nich t urn 
ein ganzes Vielfaches der Spanne L1 x unterscheiden. Allgemein gilt somit 

b 

S y", L1 x = F (b) - F (a) , 
a 

wobei a und b beliebige Zahlen sind. 

1) Man achte darauf, dan bei der oberen Grenze a + n das letzte Glied 
der Reihe :I'.+n-1 ist. 
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3. Differenzengleichungen. 

Eine Gleichung von der Form 

F(x, Y." L1y"" L12y., ... L1ny.,)=o, ( 12) 

in der F eine Funktion der unabhangigen Veranderlichen x, der Funk
tion Y., und der aufeinanderfolgenden Differenzen .1 Y x' .12 Y., ... An Y x 
ist, heiBt eine Differenzengleichung. 

Fiihrt man mit Hilfe der GI. (1') an Stelle der Differenzen die 
aufeinanderfolgenden Funktionswerte Yx' Yx+1' .•. Yx+n ein, wobei 
die Spanne L1x= 1 angenommen werde, so nimmt Gl. (12) die Form 

fP(x, Yx' Yx+l' YxH' ... Yx+n)=o (13) 

an. Umgekehrt kann mittels der allgemein giiltigen Verkniipfungen (2') 
aus Gl. (13) wieder die Form (12) hergestellt werden. Wir werden in 
der Regel die Differenzengleichungen in der Form (13) beniitzen. 

Eine Differenzengleichung definier( im allgemeinen eine oder 
mehrere Funktionen y",=f(x), die wir die Lasungen der Diffe· 
renzengleichung nennen, und die die Eigenschaft haben, daB sie, 
in die vorgelegte Differenzengleichung eingesetzt, diese identisch (d. h. 
unabhangig von x) befriedigen. So hat z. B. die Gleichung 

6 Yx - 5 Yx+l +. YxH= 0 

die Lasungen y.,(1) = 2'" und Yx (2) = 3:1:. Man iiberzeugt sich, wenn 
man zunachst 2:1: einfiihrt, daB 

6,2:1: - 5.2:1:+1 + 2 x +2 = 2:1: (6 - 5.2 + 22) = 0 

ist. Gleiches findet man mit der Lasung 3:1:. 

Liegt ein System von r Gleichungen mit r Unbekannten, die mit 
Ausnahme einer von Fall zu Fall genau bestimmten Zahl von Glei
chungen aile die gleiche Form 

F(k, Yk' Yk+l' ... Yun)= 0 (k = 1, 2, ... r -- n) 
haben, vor, so kann die Gesamtheit dieser Gleichungen durch eine 
einzige Differenzengleichung F = ° vertreten werden. Die den Aus
nahmsgleichungen entsprechend angepaBte Lasung Y", der Differenzen
gleichung liefert dann mit x = 1, 2, . .. r die Unbekannten 
Yl ' Y2' ... Yr des Gleichungssystems. Die Gleichungen z. B. 

aYl +Y2=O 

Yk-2+ a (k-1)Yk-l +Yk =(k-2)2 
Yk-l+ akYk +Yk+l=(k-1)2 
y" +a(k+1)Yul+Yu2=k2 
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mit den r Unbekannten 

Yl' Y2' ... Yr ' 

kannen ersetzt werden durch die Differenzengleichung 

Yx+a(X+1)YX+l +Yx+2=x2 , 

deren allgemeine Lasung y", unter Beriicksichtigung der von der 
allgemeinen Form abweichenden ersten und Ietzten Gleichung mit 

x=1, 2, .•. r 

die r Unbekannten des vorgelegten Gleichungssystems Hefert. 
In der Auffassung eines derartigen Gleichungssystems als Diffe

renzengleichung liegt die Bedeutung der Differenzengleichungen fur 
die in diesem Buche in Frage kommenden Anwendungen. Umgekehrt 
laBt sich jede Differenzengleichung, wenn man den Bereich von x nur 
auf ganze Zahlen einschrankt, durch ein Gleichungssystem darstellen. 
Von diesem engen Zusammenhang der Theorie der Differenzenglei
chungen, mit der Lehre von den linearen Gleichungen werden wir bei 
unseren weiteren Erorterungen auch ausgiebig Gebrauch machen. 

Liegt ein System vun Differenzengleichungen mit den unbekannten 
Funktionen Yx' zx' ux '" vor, wo Yx' zx' ux '" durchwegs Funktionen 
derselben Veriinderlichen x sind, und s'ind die Gleichungen derart be
schaffen, daB mehrere der unbekannten Funktionen und deren Diffe
renzen nebeneinander in einer Gleichung vorkommen, so heiBt die 
Gleichungsgesamtheit ein System simultaner Differenzenglei. 
chungen. Die Anzahl der Gleichungen muB gleich der Anzahl der 
unbekannten Funktionen sein. 

4. Differenzen und Summen, sowie Differenzengleichungen bei 
Funktionen von mehreren Veranderlichen. 

Die im vorangehenden entwickelten Begriffe lassen sich ohne be
sondere Schwierigkeiten auch auf Funktionen mit mehreren Verander
lichen ausdehnen. Wir begniigen uns damit, den Fall der Funktion 
mit zwei Veranderlichen z"" y~ f(x, y) zu betrachten, da die in diesem 
Buche erorterten Anwendungen nicht iiber zwei unabhangige Variable 
hinausgehen. Die Spannen A x und J Y sind .gleich der Einheit an
genommen. 

Wir definieren als partielle Differenzen der Funktion zx, y 
nach der Veranderlichen x bzw. y die Differenzen: 

J x z X,y=Zrc+l,y-Z""y bzw. JyzX,y=ZX,y+l-ZX,y' (14) 

wobei im ersten Falle Y, im zweiten FaIle x als unveranderlich anzu
sehen ist; 
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als zweite Differenzen: 

A",2 Z"" y=A", (Ax zX,y)=Ax zx+l,y -J", zX, y = zx+2,y - 2 ZX+l,y +ZX,y ') 

A/ Z"" y=Ay(Ay Z""y)=A y Z""y+l -Ay Zx,y = Zx,y+2 - Z Zx, y+l +Z""y' (14') 

A;IIZ""y=J",(Ayzx,y)=Ay(Axz""y)=Z",+1,Y+I-Z",+1, y-Zx, y+1 +z'" y' 

usw. Die Reihenfolge, in der bei Bereehnung hoherer Differenzen 
die Bildung der Differenzen naeh x und y erfolgt, ist hierbei gleieh
gtiltig. 

Wir erklii.ren weiter als zweifaehe Summe der Funktion Z y "', 
die zweimal hintereinander ausgefiihrte Summation, wobei das erste-
mal x als verii.nderlieh, y als fest, das zweitemal y als verii.nderlieh 
und x als fest anzusehen sind, oder umgekehrt. Also 

$ S zx, II A x A y = SAy S z"" y A x = S Ax S zx, y J y . 

Aueh hier ist die ReihenfoIge gleiehgiiltig, In ahnlieher Weise lassen 
sieh aueh Summen hoherer Ordnung bilden. Die Beweise und Ver
aIIgemeinerungen sind in der gleiehen Weise durehzufiihren wie bei 
der Bereehnung der partiellen Ableitungen und mehrfaehen Integrale 
in der Infinitesimalreehnung. 

Liegt eine Differenzengleichung von der Form 

F(x, y, J",zx,y. Ayz""y' J~2ZX,y' Ay2ZX'II' A;'IIZ""y"')=O (15) 

vor, in der die unbekannte Funktion Z von den beiden Verii.nder· 
x, II 

lichen x, y abhangig ist, so heiBt diese Gleiehung eine partielle 
Differenzengleiehung. MitteIs der Beziehungen (14) und (14') kon
nen die Differenzen durch die aufeinanderfolgenden Funktionswerte er
setzt werden, und Gl. (15) erhii.lt dann die Gestalt 

tP(x, y, zx, y' ZX+l, y' z"" y+l' ZX+l, y+l' zX+2, y ... ) = o. (16) 

Unsere Untersuchungen und Anwendungen werden stets an die 
Form (16) ankniipfen. 

Jede partielle Differenzengleiehung kann ebenso wie eine gewohn
liehe Differenzengleiehung aus einem System von Gleiehungen hervor
gehen, das sie dann vertritt. Ihre entspreehend angesetzte allgemeine 
Losung liefert dann die Wurzeln des Gleiehungssystems . 

. , 

§ 2. Die Differenzen. 

5, Allgemeine Regeln. 

Wir wollen zunachst einige einfaehe Regeln tiber die Bildung der 
Differenzen, die sieh leieht beweisen lassen, anfiihren. 

Sind fl (x), f2 (x), f3 (x). " Funktionen von x, so gilt: 

A [f1 (x) + f2 (x) + f3 (x) + ... J = Jf1 (x) + Jf2 (x) + J (3 (x) + .... (1) 
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1st c ein Festwert bzw. w (x) eine periodische Funktion mit der 
Periode 1, dann bestehen die Beziehungen 

Llcf(x) = cLlf(x) bzw. Ll w(x)f(x) = w (x) Ll f(x) . (2) 

Sind rp (x) und "p (x) zwei Funktionen von x, so ist die Differenz 
des Produktes 

Ll [rp (x). "p (x)] = rp (x + 1 )."P (x + 1) - rp (x)."P (x) 
= [rp (x) + Ll rp (x)] "p (x + 1) - rp (x) . "P (x) , 

oder nach Durchfiihrung der Multiplikation 

Ll [rp (X). "P(x)] =rp(x)Ll"P(x)+"P(x+ 1)Llrp(x). (3) 

Ebenso findet man fur die Differenz des Quotienten zweier Funk
tionen: 

Ll rp (x) _ rp (x + 1) _ rp (x) _ [rp (x) + ~ rp (x)]1p (x) -=- rp (x) [1p Jx) + ,t1p (x)] 
1p (x) - 1p (x + 1) 1p (x) - 1p (x) 1p (x + 1) . 

Sonach ist 
Ll '! (x! _ A rp ex) 1p (x) - Ll1p (x) rp (x) 

1p (x) - 1p (x) 1p (x + 1) . 

6. Differenzen bekannter Funktionen. 

a) Die Differenz einer Konstanten ist Null. 

b) Differenz der Potenz xn. 

1st n eine ganze positive lahl, so wird 
n 

Llxn=(x+1t-xn= ~(:)xn-v. 
v=l 

(5) 

Die Differenz einer Potenz mit ganzzahligem positiven Exponenten n 
ist eine ganze rationale Funktion vom (n - 1) -sten Grade. Sonach ist auch 
die Differenz eines Polynoms vom n-ten Grade wieder ein Polynom, 
aber vom Grade n - 1. Die note Differenz eines Polynoms vom 
n- ten Grade wird eine Konstante, die (n + 1)- ste Differenz ist Null. 

c) Differenz der Faktorielle. 

:NEt Faktorielle werden die beiden in der Differenzenrechnung 
eine wichtige Rolle spielen~en Produkte 

n 
F(x)=x(x - 1)(X - 2) ... (x - (n -1)) 

und 

F(~) = x(x+ 1) (X+2; ... (x+n - 1) 

bezeichnet. n ist eine ganze lahl, x ist stetig veranderlich. 
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Folgende Formeln sind sehr Ieicht zu verifizieren: 
n n-1 

A F(x) = n F(x) = nx(x -1)(X- 2) ... (x - (n - 2), I i (6) 

n n-2 
A2 F (x) = n (n - 1) F(x) = n (n -1)x(x -1) (x- 2) ... (x - (n - 3)) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
n 

An F(x) = n! 

sowie 

Man beachte die Analogie der Formeln (6) und (7) mit de.n Formeln 
fUr die Ableitung einer Potenz mit ganzzahligem Exponenten. namlich: 

d (xn) 
--=nxn- 1 
dx 

und 

d C~) = _ n (~)n+1 . 
dx x 

Die Bedeutung der Funktionen F(x) und F (~) fUr die Differenzen

rechnung wird erst in § 3 deutlich hervortreten. 

d) Differenz des Binomialkoeffizienten (:). 

Aus 

erhiilt man 

e) Die Funktion aX. 

Bedeutet a eine reelle oder komplexe Zahl, so ist 
Aax = a"+l_ aX=aX(a - 1),) 

~'J ~x. .ax.(a ~.1)~ '. . . . . . . 

An aX = aX (a - 1 t . 
1st allgemeiner cp(x) eine Funktion vo~ x, so wird 

L1 a'r(x) = aP(z+ 1) -- a<p(z) = a<p(z) (ad <p(:t) - 1) . 

f) Die trigonometrischen Funktionen und Hyperbel
funktionen. 

Man berechnet zunachst 

(8) 

(9) 

(9') 

L1 sin ax = sin a(x + 1) - sinax = sin LX x (cos LX - 1)+ cos ax sin LX. 
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Nach Einfiihren des halhen Winkels!: erhiilt man 
2 

L1 sin" x = 2 sin ~ COS" (x + ~ ) 
und durch Verallgemeinerung, wenn man 

COS" (x + -~ ) = sin (" x + a ~ ~) 
setzt, 

Auf dieselbe Weise gelangt man zu der Verkniipfung 

13 

(10) 

( 10') 

L1 COS" x = COS" (x + 1) - COS" x = COS" x (COS" - 1) - sin tv. x sin" • 

urn nach der Einfiihrung von ~ 
2 

L1 COS" x = - 2 sin ~ sin IX (x + ~) (11 ) 

zu gewinnen. SchlieBlich findet man, wenn man 

-sinIX(x+~) durch COs(IXX+c:.-~-,,) 
ersetzt, 

LIn cos IX X = (2 sin ~ r cos (IX X + n (a ;- .;r») . (11') 

Auf iihnliche Weise liiBt sich der allgemeinere Fall 

LI sin cp (x) und LI cos cp (x), 

wo cp (x) eine Funktion von x ist, erledigen. 
Aus 

und 

erhiilt man 

LI sin cp (x) = sin [cp (x) + LI cp (x)] - sin cp (x) 

LI cos cp (x) = cos [cp (x) + LI 'P (x)] - cos cp (x) 

LI sin cp (x) = 2 sin A 'P2 (xl cos [cp (x) + A 'P2 (X)], 1 
Llcoscp(x)=-2sinA~(x)sin [cp(x)+Ll~lx)] J' 

Fur die Hyperbelfunktionen gewinnt man auf dem 
'vVege ahnliche Formeln: 

LI @lin cp (x) = 2 €lin Ll 'Pz(x) ([of [cp (x) + Ll'Pz(X)] 1 
LI ([of cp (x) = 2 €lin A 'Pz(X) @lin [cp (x) + L1 ~ (x)] l' 

( 12) 

gleichen 

(13) 
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§ 3. Die Summen. 
7. Allgemeine Regeln. 

Wahrend sich die Berechnung der Differenzen bekannter Funk· 
tionen sehr einfach gestaltet, gehort die Ermittlung der Summe einer 
gegebenen Funktion zu den schwierigeren Aufgaben der Differenzen 
rechnung. Selbst in jenen wenigen Fallen, in denen mit den be
kannten elementaren Funktionen das Auslangen gefunden wird, liegt 
der Weg, der zu dem Ergebnis fiihrt, nicht immer klar zutage. Meist 
aber definiert die Summe eine neue Transzendente, deren Eigenschaften 
erst von Fall zu Fall erforscht werden mussen. Hierdurch wird der 
SummationsprozeB, ahnlich wie der Vorgang der Integration, zu einer 
Quelle neuer Funktionsklassen. Die Anwendung der endlichen Sum· 
men in der Mathematik ist eine vielfache. Fur uns kommt in erster 
Linie die Bedeutung der Summation fur die Losung linearer Diffe· 
renzengleichungen in Frage. 

Wie wir in § 1 gesehen haben, stellt die Summation die Umkeh· 
rung der Differenzenbildung vor; wir werden daher zunachst den Ver. 
such machen, durch Umkehrung der in § 2 gewonnenen Gleichungen, 
Sunimenformeln zu entwickeln. Vorher sollen aber in Einklang mit 
dem Vorgang in § 2 einige allgemeine Regeln der Summation klar· 
gelegt werden. 

Folgende Satze sind ohne jeden Beweis einleuchtend: 

S (y",+z", + u", + ... ) ,1x= S y",,1x+ S z",,1x + S u",,1x, (1) 

wo y"" z"" u'" Funktionen von x bedeuten. Weiter gilt 

S w(x)y",,1x=OJ(x)S y",,1x, (2) 

wenn OJ (x) eine periodische Funktion mit der Periode 1 ist. 
Aus der Formel fur die Differenz eines Produktes (Gl. (3) S. 11) 

folgt, wenn beiderseits des Gleichheitszeichens summiert wird, 

cp (x) 1p (x) = S cp (x) ,11p (x),1x + S 1p (x + 1) ,1cp (x) ,1x 
unddaraus 

S q; (x) ,11p (x) ,1x = cp (x) 1p (x) - S 1p (x + 1),1 cp (x) ,1 x. (3) 

Gl. (3) heiSt die Regel der Teilsummation oder partielle Sum· 
mation. 

8. Summenbildung durch Umkehrung. 

Wir gehen nun zu den eigentlichen Summenformeln uber, wo
bei wir die willkiirliche Zusatzfunktion OJ (x) der Einfachheit wegen 
weglassen. 
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a) Die Konstante c. 

S cLlx=cx, 
da 

c(x+1)-cx=c. 

n Fn (xl). b) Die Faktoriellen F(x) und 

Aus GI. (6) S. 12 geht unmittelbar 

SX(X-1) (x-z) ... (x-(n-z)Llx= ~X(X-1) (X-2) ... (x-(n-1) 

hervor. Wir ersetzen noch n durch n + 1 und gewinnen so die wich· 
tige Summenformel 

SX(X-1)(X-Z) ... (x-(n-1)Llx= n~1 x(x-1 )(x-z) ... (x-n). (5) 

Gl. (7) liefert durch Umkehrung fUr n> 0 1) 

~ I Llx--~ 1 (6) 
Vx(X+J)(X+2) ... (x+n) - n x(X+l)(X+2) ... (x+n-l)' 

x kann aIle positiven oder negativen Werte, ausgenommen Null 
und die negativen ganzen Zahlen < n, annehmen. 

ZahlenbeispieI. Mittelst Formel (5) soil die bestimmte Summe 
7 
"2 
~x (x -1)(X - 2) (X- 3)Llx 
-l 

ermittelt werden. Wir erhalten nach dieser Gleichung, da n = 4 ist, wenn 

wir auf der rechten Seite zuerst x = 2. , dann x = - ~ einsetzen, 
2 2 

t 
~ X (X-l)(X-2) (x- 3) Llx= ~ (LLl.L - 1\_ ~ (=-!.- 3.- 5,-7. - 9) 
-oJ 522222/52-2222 

-+ 
=~ (_ 105 + 945\) =~. 

5 32 32 4 
Zur Probe bestimmen wir die Summe durch unmittelbares Ausrechnen. 

t 
Q x (x- 1) (x _ 2) (x _ 3) = (-I.=-l.=-_~. --7)..L (.!_. - 1. - 3 .- 5') 
V 2222'2222 

--I-
+ (l..L-l.- 3) + (i..l..L-l) 

2222 2222 

. Q Llx 
') FUr n = 0 versagt Gl. (6), es tntt der Ausnahmsfall V-X- ein, der 

eine neue Transzendente definiert. (Siehe S. 33.) Hier tritt die bereits oben 

erwahnte Analogie mit der Funktion xn deutlich liervor. Auch f~ be

deutet einen Ausnahmsfall. 
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Man achte darauf, dati bei der Bildung der Reihe x = - ~ - 1 1 ge-
2' 2' 2 J 2 

setzt wurde: Das der oberen Grenze Z entsprechende Glied gehort nicht 
2 

mehr zur Summe. Siehe die Futinote auf S. 7. 

c) Die Summe des Binomialkoeffizienten (:) . 

Aus GI. (8) S. 12 liest man obne wei teres ab: 

S (:)Ax=C+J· (7) 

d) Die Funktion aX. 

Die G1. (9) aus § 2 liefert durch Umkehrung 

S · x '" a"'Ax=~-, a-1 

gultig fur aIle Werte a =+ 1 . 

e) Die trigonometrischen Funktionen und Hyperbel
funktionen. 

(8) 

Aus den Gl. (12) S. 13 erhhlt man ohne Schwierigkeit mit 
qJ(X)=IXX+P 

und 

sin (IX x + {J) = 2 sin ~ S cos [IX (x + +) -+ p] Ll x 

cos (IX X + {J) = - 2 sin ~ S sin [IX (x + + ) + {J] A x . 
Fuhrt man eine neue Veranderliche z=x+-!. ein, so gewinnt 

2 

man die Summenformeln 

cos [a(z --!.) +{Jl S sin (IX z + {J) Ll z = - .;-
2sm-

2 

und (9) 

sin [a (z - ~) +p] S cos (IX Z + {J) Ll z = ----. -a--
2sm-

2 

Mit Hilfe der Beziehungen 

sinllax=+(1-coS2IXX), 

. 1 . 
sm a x cos IX X = - sm 2 IX X 

2 

leiten wir noch die ·Summenformeln fUr 

S sin\! a x Llx, S cos\! ax Llx und S sin ax (OS a x Ll x 
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abo Man erhiilt: 

V zV zV z 4sIDa 
Q sin2axAx=~Q Ax-~- Q cos2axAx='::- Sina(~X-1)1 

Q cos2axAx=~Q Ax+~ Q cos2axAx=t-+ Sina(~~-1)J' "(10) 
e) 2 V 2 e) 2 4 SID ii. 

S " A 1 S . A cosa(2X-1) 
SID a x cos a x a X = -- SIn 2 a x a X = - . 

2 4mna 

Damit ergeben sich die haufig gebrauchten Summenausdriicke 
n n+1 

~sin2 ax= S sin2 a X Ax = n+ 1 _ sin a (2~ --t 1) + ~_<X 
$=0 0 2 4 SID a 

n 'H1 
~ 0 Q 2 A n + 1 + sin a (2 n + 1) + sin a .L.J cos"ax= e) cos ax aX= -- ." 

$=0 0 2 4 SID a 
.( 10') 

n .. +1 

~ sin a x cos a x = S sin a x cos a x A x = _ cos a (2 n t 1) - COS ex 
$=0 0 4 slnex 

Fiir die Hyperbelfunktionen erhiilt man in der gleichen Weise 
wie oben: 

Q @Sin (a (x - +) + P J 
V (£of(az+p) Az=-----

2 @Sin ~ 
z 

9. Ganze rationale Funktionen. 

(11) 

Mit der Wiedergabe der Formeln (5) bis (9) haben wir aIle Mog
lichkeiten erschi:ipft, aus den in § 2 abgeleiteten Differenzen durch 
das Verfahren der Umkehrung, Summenformeln zu entwickeln. Dieser 
Vorgang versagt bereits bei der Funktion xn. Doch liegt der Ge
danke nahe, die Potenz durch Faktorielle auszudriicken, um die Sum· 
mation durcbfiihren zu konnen. 

Jede ganze rationale Funktion 

f(x)=ao + a l x + a'Jx2 + ... + a .. xn (12) 

kann durch Faktorielle in der Form 

f(x) = Ao+A1x +A'Jx(x-1) + As x(X-1)(x- 2)+'" 
+An x(X-1) ... (x-(n-1)) (13) 

eindeutig dargestellt werden, wobei Ao' At' A'J ... An Festwerte vor-
stellen. Zwecks Berechnung der Beiwerte Ao' A l , ••• An aus den 
gegebenen Beiwerten ao' a l ••• an gehen wir folgendermaBen vor: 

Bleich-Melan. Differenzengleichungen. 2 
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Die k-te Differenz der Funktion ((x) in der Form (13) lautet 

.1k ((x)=A k k (k -1) ... 2.1 +Ak+1 (k + 1)k ... 3·2 x+ ... 
+n(n-1) ... (n-(k-1))An x(x-1) ... (x-(n-k-1)). 

Setzt man nun x = 0, so verschwinden auf der rechten Seite aIle 
Clieder bis auf das erste, da sie samtlich den Faktor x enthalten, und 
man erhalt daher 

Ermittelt man daher aus der gegebenenFunktion ((x) in der Form (12) 
die aufeinanderfolgenden Differenzen .1 ((x), .12 ((x) .. , .1n ((x) nach 
der Formel (1 ') von Seite 3, so erhiilt man mit x = 0 der Reihe nach 
die Beiwerte 

A _ Ll f(o) 
1- 1! ' 

AuBerdem ist Ao = ao . 
Es ist somit 

::1 f(o) ::1 2 f(o) 
((x)=aO+-1,-x+-2 -! -x(x-1)+··· 

-+- Lln!!(O) x (x- 1) ... (x _ (n _ 1)) 1). 

In dieser Form ist die Summation mittels der Forme1 (5) leicht 
durchfiihrbar. 

Wir nehmen als erstes Beispiel 

f(x)=x 

und gewinnen nach Cleichung (5) mit n = 1 

Sx,1x= x (X; 1) , 

die bekannte Summenformel der arithmetischen Reihe. 
Mit 

((X)=X2 
wird 

,1 ((0) = [(x + 1)2 -x2]x=o = 1, 
,12 ((0)= [(x + 2)2 - 2 (x+ 1)2 + X2]x=O = 2; 

daher erhhlt man 

A1 = ::1 f(o) = 1 , 
1 ! 

woraus, da Ao = 0 ist, 

A =::1 2 f(o) = 1 
2 2! ' 

((X)=X2 =x+ x(x-1) 

(15) 

') Diese Gleichung stellt eigentlich nichts anderes als die bekannte New
tonsche Interpolationsformel in Anwendung auf eine ganze rationale Funk
tion dar. 
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und somit 

S X2 L1 x=+X(X-1) + -i-x(x - 1)(x- 2) = X(X-1)o(Z X-1). (16) 

Ebenso leiten wir fur 
((x)=x3 

LI ((0)= [(x + 1)3- x311:=o= 1, 
Ll2 ((0) = [(x+ 2)3_ 2 (x + 1)3 + x3]x=o = 6, 

Ll3 ((0)= [(x+ 3)3 - 3 (x + 2)3 + 3 (x+ 1)3 -x3Jx=o= 6 
abo Somit ist 

Al =L!;~O) = 1, A = Ll2f(o) = 3 A = Ll3((o) = 1 
2 2 ! '3 3! ' 

womit f(x) in der Form 

f(x)=x3 =x+ 3x(x-1)+x(x-1)(x- 2) 
erscheint. Die Summenbildung liefert schlieBlich 

Sx3 L1x=; x(x-1)+x(x-1)(X-2) 
1 X2 (x - 1)' 

+4x(X-1)(X-2)(X-~3)= 4 . (17) 

Auf dem gleichen 'Wege findet man 

S 4 A X(X- 1) (2X-1)(3 x' - 3 X-1) 
x aX= . 

30 

In allen diesen Formeln kann x jeden beliebigen reellen Wert 
annehmen. 

Beniitzt man die voranstehend entwickelten Sumrnenformeln, urn 
die bestimmten Summen mit der unteren Grenze 1 und der oberen 
Grenze n zu berechnen, so erhaIt man foIgende Formeln fiir die 
Summe der Potenzen der aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen: 
n-1 

.2 x =1 +2+3 + ... +(n-1) = n(n;1) 
1 

n-1 

" 2-12+ 2+ 2+ +( 1")2- n(n-1)(zn-t) L.:J x - 2 3 ... n- - 6 
1 

n-1 
~ n'(n-1)2 
~ x 3 = 13 +23 +33 + ... +(n-1)3= 

1 4 

n-1 

.2 X4 = 14 +24 + 34 + ... + (n-1)4 
1 

= n (n - 1)(2 n - 1) (3 n2 - 3 n - 1) 
30 

( 18) 

1m foIgenden Absatz 10 werden wir eine zweite Formel fUr die 
Berechnung der Sumrne von xn kennen lemen. 

2* 
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10. Bernoullische Zahlen und Polynome. 

Die Summe S n x n - 1 L1 x, wo n eine positive ganze lahl, ist,. wie 
wir gesehen haben, ein Polynom n-ten Grades, das wir tinter Hinzu
fiigung einer bestimmten Konstanten mit Bn (x) bezeichnen wollen. 
lur Berechnung von B" (x) schlagen wir hier folgenden Weg ein: 
Aus der Definition der Summe folgt 

Bn (x+1)-B,,(x)=nx n - 1 • (19) 
Setzt man nun 

B ex) = A x" --1- A x n - 1 + ... -j-A x+A n 0 I 1 n-l n 

und daher 

wo Ao' AI'" An Konstanten sind, so entsteht, wenn man in der 
Gleichung fUr Bn (x + 1) rechts nach der Binomialformel entwickelt, 
die Differenz Bn (x + 1) - Bn (x) bildet und nach Potenzen von x 
ordnet, 

xn- 1 [ (~) Ao] + xn- 2 [ (;) Ao + (n ~ 1) AlJ + ... 
+xn- i [(;) Ao+ (;~/) Al + (;:22) A2 + .. · 

+(n-i+1)A. J+ ... +x[( n )A . (n-1)A + ... 
1 ,-I n-1 OT n-2 1 

+ (:) An- 2] + [ (:) Ao + (: = :) A1 + ... + An-I] . 

Es muB daher, wie die Koeffizientenvergleichung lehrt, 

oder 

sein, wiihrend aIle anderen Klammerausdriicke ver5chwinden. Wir 
haben sonach 

(n) +(n-1) (n-2) I (n-i+1) i Ao i _ 1 Al + i _ 2 A2 + ... 'I 1 A i - 1 = o. 
(i = 2,3 ., . n). 

Fiihrt man neue lahlen Bv durch die Verkniipfung 

(1I=0,1, ... n-1) 

ein, und beachtet, daB 

50 erhiilt man folgende Gleichungen zur Berechnung der Beiwerte B" 
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Damit ist eine RekursionsformeI fur die Zahlen B o' B 1 , B'J usw. ge· 
fun den, die von n unabhiingig ist, weshalb auch die B" von n unab· 
hiingig sind. 

Wir erhalten schlieBIich entsprechend dem obigen Ansatz fUr B.,(x) 
die gesuchte Funktion in der Form 

n 

Bn (x) = 27 (:) B"xn- v • (21) 
1,=0 

Bo' B 1 ... B., sind rationale lahlen, sie heiBen die Bernoulli
schen lahlen. Die Funktionen Bn(x)=Snxn-1L1x nennt man 
Bernoullische Funktionen 1). Fur X= 0 wird Bn (x) = B". 

Jede der lahlen B" kann aus ihren vorangehenden durch die Ver
kniipfung (20), in knapperer Schreibweise 

,,-1 

~ (;)Bi=O' 
i=O 

gefunden werden. Hierbei ist Bo = 1 zu setzen. 

Man berechnet so: 

Bo + 2 Bl = 1 + 2 Bl = 0 , 

1 
Bo + 3 Bl + 3 B9 = 1 - 3 2 + 3 B9 = 0 , 

Bo + 4 Bl + 6 B9 --t-' 4 Ba = 1 - ; + ~ + 4 Bs 

In derselben Weise: 

B =~ B 6 42 ' i =0, 

V=2, 3 ... ( 20') 

=0, Bs=o 

B --~ 
4- 30 

Die Bernoullischen lahlen nehmen bis B6 ab, urn von da an sehr 
rasch zu wachsen. 

1) Jakob Bernoulli hat sich um 1680 mit dem ""Problem der Summation 
der Potenzen der ganzen Zahlen beschliftigt und die allgemeine Form fUr 
2;xn ohne Beweis angegeben. Die Bezeichnung 'Bernoullische Zahlen 
rllhrt von Euler her. 
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Nach Forme! (21) ergeben sich die ersten Polynome wie foIgt: 

Bo(x) = 1, Bl (x) = x-- +, B2 (x)=x(x- 1) + ~ , 
Bs (X)=X(X-1)(X- :), B4(x)=x2(X-1)2-31o ' 

B5(x)=x(x-1) (X-+) (x2-x--j). 

Der Vollstandigkeit halber mogen einige kennzeichnende Eigen
schaften der Bernoullischen Polynome, die in der Differenzen
rechnung eine wichtige Rolle spiel en, aber auch in anderen Teilen 
der Mathematik Bedeutung haben, kurz dargelegt werden. 

Differentiiert man GI. (21) nach x, so entsteht 

dBn(x) = B n xn-1 + B n (n - 1) x1O-2 +- ... + n (n - 1) B . 
dx 0 lin _ 1 n-1' 

es gilt daher die einfache Verkniipfung 

dBn (x2 _ B" ( ) 
dx -n 10-1 x . 

Umgekehrt foIgt aus dieser Formel 
x+1 

JB (Z) dz = BnHJx +- 1) - !!"Il (x) = xn . 
n n+-1 

x 

Setzt man bei n> ° der Reihe nach x = 0,1,2, ... }, - 1 und 
addiert, so entsteht 

A 

1n+2n+3n+···+(1~-1t= J Bn(z)dz 
o 

Damit ist der Zusammenhang zwischen den Bernoullischen Poly
nomen und den oben abgeleiteten Summenformeln fUr die Potenzen 
der ganzen Zahlen aufgedeckt. 

Aus der Definition der Summe in Abschnitt 2, Gl. (5') S_ 5 {oIgt, 
wenn wir Y.,=xn- 1 setzen, 

f(x) =(x-1)1O-1 + (x- 2)10-1 + .. -, 
f(x+ 1)=X1O-l+(x_1)1O-l +_ .. , 

woraus 
f(x+ 1) - f(X)=X1O-1 

foIgt; ebenso kann aber angesetzt werden, Gl. (5) S. 4 

f(x)=-[x 1O - 1+(x+1)1O-l +._-), 
r(x+ 1)= - [(x+ 1)10-1 +(x+ 2)10-1 + _ .. ), 

so daB wieder 

r(X + 1) - rex) = xn- 1 
ist. 
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Nun kann in unserem Falle rex) aus ((x) erhalten werden, wenn 
man in (x), x flir 1 - x substituiert. Es wird dann 

r(1 -x)=(1 -x-1),,-1 +(1-x- 2)"-1 + .. . 
=(-1),,-1[x,.-I+(X+1),.-1 + ... ] 

oder 
((1-x)=(-1)"f(x). 

1st also B" (x) eine Losung der Gleichung 

t(x + 1) - ((x) = n x,.-I, 

so ist auch (-i)" B,,(1-x) eine Losung dieser Gleichung, weshalb 
die fundamentale Beziehung, der sogenannte Erganzungssatz der 
Bernoullischen Funktionen 

B,,(x)=(-1)" B,,(1-x) 
besteht. 

Die Linie B,,(x) ist daher fur gerade n symmetrisch zu 

der durch X= ~- gehenden Ordinate und fur ungerade n 
2 

spiegelsymmetrisch zu Punkt x=~. 
2 

Fuhrt man in Gl.(23) x=o ein, so wird fur ungerade n 

B" (0) = - B,,(1); 

anderseits gilt aber fur n> 1 auch die Definitionsgleichung 

L1 B,.(x)=nx"-l, 

die mit x = 0 die Bedingung 

B,.(1)=B,.(o) 

liefert. Beide Gleichungen konnen nur erfilllt sein, wenn B,. (0) und 
B,.(1) Null sind. Da B,,(o)=B,., so gilt, daB aIle Bernoullischen 
Zahlen mit ungeradem Index, n> 1, Null sein miissen. Bei 
geradem Index ist B,. (1) = Bn. In Abb. 2 bis 5, S. 24, sind die Poly
nome Bt(x), BI(x), B3(X) undB,(x) dargestellt. Aile Polynome mit 
ungeradem Zeiger n> 3 haben fur 0 <x< 1 drei Nullstelien bei 
x=o, ~, 1. - -

Zum Schlusse wollen wir noch eine Potenzreihendarstellung der 
Funktion 

1 
f(t)= et_1 

vorfuhren, in der die Bernoullischen Zahlen als Koeffizienten auf
treten, da wir von dieser Entwicklung an anderer Stelle Gebrauch 
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mach en werden. Fuhrt man in f(t) die Division wirklich aus, so er
halt man zunachst folgende Glieder 

1 1 1 1 . t t 3 

et--=i= t2 t 3 =7 --;-+1"2-720 + .... 
t+ 2 !+3!+'" 

Wir setzen daher, urn die allgemeine Form der Koeffizienten der Ent
wicklung kennen zu lernen, 

(t + t: + t~ + ... ) (Ao + At + All t + As t3 + ... ) = 1 , 
2. 3. t 

x 

Abb.2. Abb·3· 

BJ{rJ I 109(XI 
.:c 0 1 

a 21 1 11 x 

Abb·4· Abb·5· 

fuhren die Multiplikation aus' und gewinnen, wenn wir die Glieder 
mit gleich hohen Potenzen von t zusammenfassen, 

1 +t(~~ + :~) + t 2 (~+ :~ +~~) + ... 
+ ti-t (~~ + (i A\)! + (i AsZ)! + ... + A;~l) + ... = 1. 

Zur schrittweisen Bestimmung der Beiwerte A haben wir daher die 
Gleichungen 

i=2, 3, 4 .. · 
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wobei Ao = 1 ist. Wir setzen jetzt 

A.= Bv , 
v! 

und erhalten 

~ [B + iBl + i (i -1)Bg + ... +i(i -=1) ... 3. 2 B1_ 1] =0. 
$! _ 0 1 1·2 1.2 ... ($-1) 

25 

Diese Gleichungen stimmen aber genau mit der oben gewonnenen 
Rekursionsformel der Be rnoullischen Zahlen, Gl. (20), uberein. Die 
hier eingefiihrten Zahlen B" sind daher die B ernoullischen Zahlen. 
Es folgt somit fUi:- ret) die Reihendarstellung 

__ 1 __ =t-1+' Bl I B2t+B4t3+Bot5+ .... 
et _1 1 ! T 2 I 4 I 6 I 

Die Beiwerte dieser Reihe B" nehmen stetig abo Es ist 
vi 

lim B2"_. (21'-2)1=_1_ 
'J'-+ 00 Bg,,-2 2 v! 4,n2' 

daher konvergiert die Reihe, wenn 1 t I < 2 n . 

11. Gebrochene rationale Funktionen. 

Die zu summierende Funktion habe die Form 

wobei cp (x) ein Polynom vom m-ten Grade ist, wahrend der Nenner 
vom Grade n + 1 ist. Drei Faile muss en unterschieden werden: 

1. m < n , 2. m = n, 3. m> n . 

1m ersten Fall laBt sich die Summe durch rationale Funktionen 
darsteIlen, im FaIle 2 und 3 ist dies im allgemeinen nicht mehr mag
lich. Wir betrachten zunachst Fall 1, wo m < n ist. 

1. Fall, m < n. Mit Riicksicht auf die Form des Nenners liegt 
es nahe, dem Zahler die Gestalt 

cp (x) = Ao+ A1 (x+n) + A~ (x+n)(x+n -1) + ... 
+Ak(x+n)·· .(x+n- k + 1)+··· 
+Am(x+n) ... (x+n-m+ 1) 

zu geben. Die Ermittlung der Beiwerte A1 , A2 ... Am erfolgt durch 
ahnIiche Uberlegungen wie oben. 

Wir bilden die aufeinanderfolgenden Differenzen der Funktion cp (x) 
und find en fur die k-te Differenz, wie auf S. I8 oben, 

Ak <p (x) = Akk (k -1) ... 2.1 + Ak+1 (k + 1) k ... 3.2 (x + n) + ... 
+ m(m -1) ... (m-k + 1)Am (x+n) ... (x+n-m+k+1). 
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Setzt man jetzt x = - n, so werden im Ausdruck flir L1k <p (x) aIle 
Glieder bis auf das erste zum Verschwinden gebracht, und man erhalt 
fur den Beiwert Ak die Beziehung 

Ak=Jkrpk(-;-n). (25) 

Die Differenzen LI k <p (- n) konnen wie oben mitteIs der F ormel (1') 
S. 3 aus dem Zahler <p (x) = ao + a1 x + a9 x2 + ... + am xm leicht 
berechnet werden. Ao = ao' Man erhalt schlie13rrch ((x) in derGestalt 

f(x) = X(X+1)~~.(x+n)+ X(X+1) .. ~(x+n-1)+··· 
+ Am 

X(X+1) ... (x+n-m) , 
und daraus 
~ -A -A 
e) ((x)LI x= nx (x+ 1) ... (x+n -1) + -en -1) x(x+ 1).~. (x+n - 2) + ... 

+ -Am ( 6) 
(n-m)x(x+1) ... (x+n-m-1) 2 

Beispiel: Es sei 

Hier ist n = 3 und m = 2. Aus 'P (x) = x2 + 3 x + 1 bestimmt man zunachst 

LI tp;~ 3) = [(x + 1)2+ 3 (X+1) _x2 - 3 x t=-;;- - 2, 

J2tp(_ 3) =..!... [(x + 2)2+ 3 (x+ 2) - 2 (x+ 1)2- 2· J(X+ 1) 
2! 2 ! 

+X2+3X] =1 .. 
",=-3 

Sonach ist 

oder nach Zusammenfassung 

Q X2 + 3 x + 1 3 X2 + 6 x + 1 
e) X(X+1)(X+2)(X+i) J X=- 3 x (x+1)(x+z)" 

2. Fall, m = n. Wir gehen genau so vor, wie vorstehend ge
schildert, und erhalten, wenn wir m = n setzen, 

~ f(x)LI x- -Ao 
e) - nX(X+i) ... (x+n-1) 

+ (n-i) X(X+~)~l .. (x+n- 2) + ... + An S Jxx. (27) 
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Die im letzten Glied der Reihe enthaltene Summe liiBt sich nieht 
mehr durch die bekannten Funktionen in geschlossener Form aus· 
driieken, sie stellt eine neue Transzendente dar, deren wichtigsten 
Eigenschaften in 13 und 26 dargelegt werden sollen. 

3. Fall, m> n. In diesem Falle liiBt sich {(x) in eine ganze 
und in eine gebrochene Funktion zerlegen. Die ganze Funktion wird 
nach dem in 9 angegebenen Regeln summiert. Die gebrochene 
Funktion fiillt dann unter Fall 1 oder 2. 

12. Anwendung der Regel der Teilsummation. 

Hat ((x) die Form 

I (x) = aX rp (x), 

wo rp (x) eine ganze ·rationale Funktion vom Grade m und a eine be
liebige reelle oder komplexe, von 1 verschiedene Zahl ist, so liiBt 
sieh die Summe unter Anwendung der Gl. (3), S. 14, auf folgende 
Weise find en. Wir setzen: 

somit ist 
aX 

1p(x)=-
a-1 

und daher gemiiB Gl. (3) 

Sax rp (x) A x = rp (x) a aX 1 - a ':"1 S aX A <p (x) A x. 

In der rechts vom Gleichheitszeichen stehenden Summe ist A <p (x) 
vom Grade m - 1. Wendet man daher den gleichen Summations
prozeB auf diese Summe an, so erhiilt man 

Sax <p (x) A x= rp (x) a ~1- A <p (x) (aa>:+1;'+ C a J' Sa'" A2rp (x) A x. 

Nach m -maliger Wiederholung dieses Prozesses gelangt man zu 
dem Ergebnis 
Q aX aX+ 1 aX'+2 
VaX <p (x) A x=rp(x) a-1 - A <p(x) (a -i)' + A2 <p (x) (a _ 1)3 -_ ..• 

aX 
oder nach Herausheben von a _ 1 

a x +m 

± Am <p (x) (a --IF' 

~ aX rp (x) A x= a:: 1 [rp(x)- a":' 1 A rp(x) + C a 1r ,12 <p (x) _ ... 

+C air A"'rp(X)J.(28) 
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Setzt man z. B. 

so wird: 

cp(X)=X2, 

und daher 

Differenzen und Summen. 

Atp(X)=2X+ 1, 

Q x2aX AX=-~lrx2_(2X+ l)_a_+ Z (_a_) 2] . 
V a-t a-t a-t 

Gl. (28) enthalt auf der rechten Seite innerhalb der Klammer 
eine ganze rationale Funktion vom m - ten Grade, falls tp (x) yom 
Grade mist. Sie hat daher die Form 

Sax cp (x) A x=aX[Ao + Al x+ ... +A",xm]. 

Gibt man nun der Zahl a komplexe Werte, setzt man also 

a'" = e'" eiarr; , 

so wird 

Sf/" eiarr; cp (x) A X= eX eiarr; [Ao + Al x+ .. · + Amxm] 

und ebenso 

S e'" e-kJ; cp (x) A x = eX e -:.arr; [Ao' + At' x + ... + Am' xm]. 

Aus beiden Verkniipfungen ki:innen durch Addition und Subtraktion 
die Formeln 

Sex cp (x) cos a x A x = eX [Rl cos a x + R2 sin a x] '} 
Sex cp(x) sinaxA x = eX[Rl sin ax - R2 cos ax], 

(29) 

wo Rl (x} und R2 (x) ganze rationale Funktionen vom m - ten Grade 
vorstellen, leicht abge1eitet werden. 1st cp (x) gegeben, so ki:innen die 
Koeffizienten in Rl und R2 mittels des Verfahrens der Koeffizienten
vergleichung leicht bestimmt werden. 

Mit cp (x) = 1 z. B. werden Rl = A, R2 = B Funktionen vom 
Grade Null. 

Es ist daher 

S eX cos a x A x = eX [A cos a x + B sin ax] , 

und wenn man rechts und links die Differenz bildet, 

eX cos ax= eX+ 1 [A cosa (x+ 1) + B sina (x + 1)] 
- e'" [A cos a x + B sin ax] 

~ eX cos a x [A (e cos a - 1) + B e sin a] 
+ eX sin a x [ - A e sin a + B (e cos a - 1)] . 

Zur Ermittlung der Beiwerte A und B verfiigen wir somit iiber die 
beiden Gleichungen 

A (e cos a - 1 ) + B e sin a = 1 , 
- A e sin a + B(ecos a -1)= 0, 
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aus denen 

A = (! cos IX - 1 und B = (! sin IX .. 

(! 2 _ 2 (! cos IX + 1 (! 2 - 2 (! cos IX + 1 

hervorgeht. Wir gewinnen damit die Summenforme1n: 

() cos a x LJ x = () ~'~ '" A '" «(! cos IX - 1) cos IX X + (! sin IX sin IX x ] 
,. ... ... (! 2 _ 2 (! cos a + 1 ' 

S '" . A x ((! cos IX - 1) sin a x - (! sin a cos IX x (30) 
() SlnaXLJX={) • 
... ... (! 2 _ 2 (! cos CC + 1 

Wir betrachten weiter die Funktion ((x) = x cos a x. Da cp (x) 
jetzt eine lineare Funktion darstelIt, so mussen auch R 1 (x) und R2 (x) 
line are Funktionen von x sein. Wir gehen daher von dem Ansatze 

S xcosaxLI X= (A + C x) cos ax + (B + D x) sin a x 

mit (! = 1 aus und tinden, wenn beiderseits des Gleichheitszeichens 
die Differenz gebildet wird 

xcos«x=(A + C(x+ 1)) cos aCx + 1)+(B + D (x + 1)) sina(x + 1) 

- (A + Cx)cos ax - (B + Dx) sinax 

= [(A + C) cosa+ (B + D) sina- A] cos ax 

+ [-(A + C)sina + (B+D)cosa - B] sinax 

+ [C (cos a -1) + D sin a] x cosax+ [- C sina 

+ D(cos a-i)] xsinax. 

Die Beiwerte A, B, C und D erhiiIt man sonach aus den vier 
Gleichungen 

C (cos a - 1) + D sin a = 1 , 

Csina- D(cos a-i) = 0, 

A (cos a - 1) + B sin a + C cos a + D sin a = 0 , 

-A sina+B(cosa-1) - Csina+Dcosa=o. 

Die Auflosung liefert 

A---!--
- 2 (1 - cos a) , 

1 
C=--, 

2 

und damit die Summenformeln 

B=o, 

D=~~_a_ 
2 (1 - cos a) 

V 2(1-cosa) 
Q x cos a x LI x = 1 [x cos a (x - 1) - (x - 1) cos a x] , 1 
Q x sin a x LI x = 1 [x sin a (x - 1) - (x - 1) sin a x J . V 2 (1 - cos IX) 
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13. Unmittelbare Summation und Euler-Maclaurinsche 
Summenformel. 

Wir haben im vorangehenden einige Funktionen erortern konnen, 
deren Summation sich mit elementaren Hilfsmitteln durchfiihren lieB. 
Nun ist aber die Zahl jener FiiIle, wo die Summe eine elementare 
Funktion oder eine bekannte Transzendente darstellt, deren Verlauf 
auch durch Tafeln gegeben ist, iiuBerst gering. Es scheint also zu
niichst, daB man in jenen Fiillen, wo das vorgel~gte Problem auf eine 
nichtbekannte Summe fiihrt, vor einer Schranke steht, die den An
wendungsbereich der Differenzengleichungen, und diese erfordern zu 
ihrer Losung vielfach die Durchfiihrung von Summation en, begrenzt. 
In Wirklichkeit steht die Sache aber nicht so ungiinstig. Abgesehen 
davon, daB bei praktischen Aufgaben zum groBen Teil mit den oben 
dem SummationsprozeB unterworfenen Funktionen das Auslangen ge
funden werden kann, ist bei der Uberzahl der Anwendungen der 
Geltungsbereich der zu suchenden Funktion auf ganzzahlige Werte des 
Argumentes eingeschriinkt, wobei dieser unstetige Bereich meist nur 
kleine Werte von x umfaBt. In solchen FiiIlen kann aber der Summen
wert mit verhiiltnismiiBig geringem Arbeitsaufwand durch unmittelbare 
Summenbildung gewonnen werden, so daB der tafelmiiBigen Auf
stellung der Funktion F (x) = S f(x) L1 x innerhalb des III Frage 
kommenden Gebietes nichts im Wege steht 1). 

Wir beniitzen hierzu die auf S. 6 fur ganzzahlige x aufgestellten 
Beziehungen, Gl. (7) und (7'), . 

F(x) = S f(x) L1 x= f(x -1) + f(x- 2) + ... + f(k) + c, 1 
fiir Werte von x> k; (3 2 ) 

F(x)=Sf(x)L1 x= - [f(x) + f(x+ 1) + ... +f(k)] + c ,I 
fiir Werte von x <k, 

wobei es gIeichgiiltig ist, bei welchem Gliede man diese Reihen ab
bricht, da ja die Zusatzkonstante C willkiirlich ist. Man wird sich 
hier von Zweckmii13igkeitsgriinden leiten lassen, und vor aHem darauf 
sehen, daB keines der Summenglieder unendlich wird. 

Man betrachte z. B. die Summe 

F (x) = S x LI x = ( x - 1) + ... + 2 + 1 + 0 , fUr x > 0 ; 

F (x) = S x LI x = - x -'- (x + 1) - ... - 2 - 1 - 0 , fUr x ;;S 0 . 

Hier ist aIs letztes Glied f(k) = f(o) = 0 gewahIt. Man erhiiIt somit 

fUrx= -4 -3 -2 -1 0 2 3 4 5 
F(x) = 10 6 3 0 0 1 3 6 10 

1) Die Einschrankung, dati x ganzzahlig sei, ist natiirlich nicht unbedingt 
notwendig. Die unmittelbare Summation ist auch durchfiihrbar, wenn y", fUr 
ein System kongruent gelegener Punkte x vorgegeben ist. 
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oder die Summe 

F(x) = Q x sin :rex LI X= (x- 1)sin :re(X-~--l-'(x_ 2jsin ~(x- 2)+ ... 
V n n n 

+1sin~+0, fUrx>o; 
n 

F (x) = Q x sin :rex LI X= -xsin :rex -(x+ 1):re(x+ ~_ ... V n n n 

- 1 sin ~ - 0, fUr x ~ 0 . 
n -

Man erhiUt dann z. B. 

F(x)=o+ 1 sin~+ ... +(n-1)sin (n-1);If, 
n n 

fUr x=n 

fUr X=2 

fUr x= 1 

fUr x=o 

fUr x=-1 

fUr X=-2 

fUr x=-n 

+ .;If+ . 2;1f 
=0 1SIU; 2SID n , 
. + .;If 

=0 1 SID; , 

=0, 

=0, 

· :re+ =-1SID; 0, 

· 2:re . ,,; 
= - 2 SID n - 1·SID n - 0, 

· ;If . :re = - n SIn - - ... - 1 SIn - - 0 • 
n n 

Die Summenformel von Euler-Maclaurin. 
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Wenn auch das eben angegebene Summationsverfahren in den 
meisten FaIlen geniigen wird, so erscheint es doch erwiinscht, eine 
Formel zur Verfiigung haben, die es gestattet, die SummengroBe rur 
groBe Werte von x rasch zu berechnen. Die von Euler und wahr
scheinlich unabhangig von ihm auch von Maclaurin gefundene Formel 
fiihrt die Berechnung der Summe S f(z) LI z auf die Auswertung eines 
unbestimmten Integrals und auf eine in den ersten Gliedern meist sehr 
rasch konvergierende, halbkonvergente Reihe zurUck. 

Zur Ableitung der Euler-Maclaurinschen Reihe gehen wir von dem 
auf S. 7 angegebenen symbolischen Ausdruck fUr die Summe einer 
Funktion Y. aus, namlich 

Q (d )-1 
vy.Llz= edZ-1 y •. (33) 

Unter Beniitzung der Gl. (24) auf S. 25 laBt sich die rechte Seite 
von (33) in folgender Form entwickeln: 
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Da d-1 Yz nur die symbolische Form fiir J Yz dz ist, so erhaIt die linke 
d; 

Seite der vorstehenden Gl., wenn man noch aile Glieder, die auf das 
Glied mit B 2n -'J folgen, durch das Restglied R'Jn ersetzt, folgende 
Gestalt, wobei mit Vorteil die Summe als bestimmte Summe mit der 
oberen veranderlichen Grenze x und der unteren wiIIkiirlichen aber festen 
Grenze a aufgefa13t werden kann: 

a a 
+~~=-L (2n-3)+R 

(2n-2)!Yx 2n' 

Die Konstante C wurde hinzugefiigt, da die untere Grenze des In
tegrals willkiirlich ist. Das Restglied R'Jn la13t sich in der Gestalt 

(34') 

darstellen, wobei 2 ein zwischen 0 und 1 gelegene laW ist 1). Die 
Konstante C hangt von der Wahl der unteren Grenze ab und ist von 
Fall zu Fall passend zu bestimmen. 

Da sich in den meisten Fallen auch die im Restglied auftretende 
Summe nicht in geschlossener Form darstellen laBt, so moge hier 
noch eine andere Form des Restgliedes angegeben werden, die in 
vielen Fallen wenigstens eine Abschatzung desselben ermoglicht. 

Bezeichnet man mit M den Gro13twert, den die (2 n - 1) - ste 
Ableitung der Funktion Yz im betracliteten Bereich a < z < x an
nimmt, so ist 

'" S y~~~.-l)«X_ a)M 
a 

oder, wenn man mit fl einen echten Bruch bezeichnet, 

R'Jn = fl (~:~I (x - a) M. (34") 

Die Reihe (34) konvergiert in der Regel in den ersten Gliedem 
sehr rasch, von einem bestimmten Gliede angefangen, kann sie aber 
divergieren, da die Bernoullischen lahlen eine divergente Folge bilden. 
Nichtsdestoweniger !iefem in vielen Fallen die ersten Glieder bereits 
sehr genaue Werte der gesuchten Summe, da der Rest R2 n oft kleiner 
ist als das letzte Glied der vorausgehenden Folge. Gl. (34) stellt eine 
halbkonvergente Reihe dar. lur bequemeren Benutzung fiihren wir 

') Nliheres tiber das Restglied findet der Leser z. B. in SchHimilch: 
Theorie der Differenzen und Summen. Halle 1848. 
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noch die Werte der BernoulIischen Zahlen III (34) ein und gewinnen 
so die Forme) 

:I) :I) 

c: y Ll z = C -LJy d Z - ~ 'Y +" ~ y , - --~ y '" e) • J z 2 x 12 x 720 x 
a a 

+ _1 _ Y (5) ____ 1 _ Y Ci) + . . . . (35) 
30240 x 1209600 x 

Beispiele: 
:I) 

S Llzz. 1 1. Entwicklung von Mit yz=-erhiiltman fUr die (2V+1)-ste z __ 

Ableitung 

daher 

1 

y(2~+1)=_1'2·3 ••. 2v+1 
z z2v+2 ' 

(V=o, 1, 2 ••• ), 

x c: LIz 1 1 1 1 
e) z = C + 19 x - 2 X - 12 x2 + 120 x' - 252x" + ... 
1 

. Um zuniichst einen Niiherungswert von C zu bestimmen, setzen wir x = 10 • 
Man erhiilt dann, wenn man links unmitte1bar summiert und als untere Grenze 
Z= 1 wiihlt, 

111 1 1 1 1 '1+2 + .. '9"= C +lg 10 - Z:-io - 12.10. + 120.10' - 252.106 + ... 
oder, wenn nur so viele Glieder berUcksichtigt werden, als zur Bestimmung der 
sechsten Dezimalstelle notwendig sind 

2,8289682= C + 2,302 585 1 - 0,05 - 0,0008333 + 0,0000008 , 
woraus 

C '" 0,577 216 

hervorgeht. C heitit die Eulersche Konstante. Den genauen Wert dieser 
Konstanten erhiilt man, wenn man in der obigen Reihe x -+ 00 setzt, mit 

C=lim (1 + ~ +~+ ... +~) -lgp. 
p-+cto \ 2 3 P 

Betrachtet man x als stetig veriinderlich, so definiert unsere Reihe eine 
im engen Zusammenhang mit der Gammafunktion (siehe S. 125) stehende 
eindeutige Funktion, die sich, wie wir in 25 zeigen werden, in allen Punkten, 
ausgenommen die Punkte x = 0, - 1 , - 2 .•• , wo sie unendlich wird (ein
fache Pole), reguliir verhiilt. Sie wird mit IJf (xl bezeichnet. FUr positive x 
ist IJf (x) durchwegs positiv und endlich. 1st x eine ganze Zahl, so besteht die 
einfache Entwicklung 

IJf (x) = - C + G + ~ + ... x 1 1) . 
FUr beliebige x gilt die Definitionsgleichung 

x 

x 

lJf(x)=-C+ ~ Llzz. 
1 

2. S ~z, wenn peine ganze Zahl> 1 ist. 
1 

Bleich .. Melan, Differenzengleichungen. 3 



34 Differenzen und Summen. 

Da die (2 I' + 1) -ste A bleitung jetzt 

y~2 v t 1) = P (p + 1)· .. P + 2 I' 

zP + 2 v+ 1 

ist, so gelangt man Zti der Entwicklung 

x 

(I' = 0, 1, 2 ••• ) 

~~=C _p- ~ __ 1 _~~_+_1 P(P+1)(~+2) _ _ ._. 
~ zP x p - 1 2XP 12 x p +1 720 x p + 3 

Mit P = 2 Z. B. erhalt man 
IE 

Q LIz 1 1 1· 1 1 
(» :z2-= c -;;- 2X' - 6 X 3 + 30xb - 42X7+- --
I 

Um C zu bestimmen, setzen wir x = 00. Man hat dann 

1 1 1 
12 +29 +32 + .. _=C 

Jl2 . 
und da die Summe der Iinksstehenden unendlichen Reihe bekanntlich 6 1St, 

so ist C bestimmt. Es gilt sonach 



II. Die gewohnlichen linearen 
Differenzengleichungen. 

§ 4. Allgemeine Eigenschaften. 

14. Einleitung. 

1st x eine beliebig veranderliche GroBe und Yx ' Yx +1' y", +ll'" die 
Werte der Funktion Y = {(x) an den Stellen x, x + 1, x + 2 ..• , 

so haben wir eine Gleichung von der Form 

([J (x, Y x' Y." + 1 .•• Y '" + n) = 0, (1) 

eine Differenzengleichung genannt. Wir beschranken unsere Unter
suchungen ausdriicklich auf den Fall, daB x reell und die Spanne 
dx= 1 ist. 

Stellt die linke Seite der Differenzengleichung eine lineare Funk· 
tion von Y"" Y",+1'" Y",+n vor, hat also die Gl. (1) die Gestalt 

oder, ausfiihrlicher geschrieben, 

P~Y"'+P'!Y"'+1 +P!Yo;+2+"'+P:Yx+n=U"" (2) 

wobei die p", und Ux Funktionen von x oder Festwerte sind, so heiBt 
eine so1che Gleichung eine line are Differenzengleichung. Die 
Gl. (2) heiBt eine Differenzengleichung n-ter Ordnung, wenn 
sie mindestens die Glieder Yx und Yx+n enthalt. 1st der kleinste 
Zeiger x + k ,wo k positiv oder negativ sein kann, der groBte x + n, 
(k und n' ganze Zahlen) so ist die Ordnung der Gleichung n - k . 
Durch die Substitution z = x + k kann die Gleichung auf die Normal
form (1) gebracht werden. So geht z. B. 

Y",-ll + c y", + Yx+l =Xll 

3* 
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mit z = x - 2 in die Gleichung dritter Ordnung 

Yz + C Yz +2 + Yz+3 =(z + 2)' 
tiber. 

Es sei noch ausdriicklich darauf aufmerksam gemacht, dati bei Differenzen
gleichungen, die die Differenzen selbst enthalten, also die Form 

F(x, Yx, ,dyx" .,dn y.,,) =0 

haben, die Differenz hochster Ordnung keineswegs immer die Ordnung der 
Differenzengleichung besti=t. 

Die Differenzengleichung 

,d3yx +Yx+c = 0 

z. B. liefert nach EinfUhrung der aufeinanderfolgenden Funktionswerte eine 
Gleichung von der Form 

YX+3 - 3 YX+2+ 3 YX+1 =- c, 

die nach den obigen Erorterungen aber bloti von der zweiten Ordnung ist. 
1st die reehte Seite der GI. (2) Null, (U", = 0), so nennt man die 

Gleichung homogen, im anderen FaIle niehthomogen oder voll. 
standig. Die reehte Seite der GI. (2) bezeiehnen wir, falls sie von 
Null versehieden ist, aueh als Belastungsglied. 

Wir werden uns in diesem Buche nur mit den linearen Differen
zengleichungen besehaftigen, da nur diese Klasse von Gleichungen -
im tibrigen die einzige Klasse von Differenzengleichungen, deren 
Theorie einigermaBen ausgebaut ist - in den Anwendungen eine 
Rolle spielt. 

Eine Funktion 'YJ = f(x), die die vorgelegte Differenzengleichung 
flir aIle Werte von x identiseh befriedigt, heiBt eine Partikularlo· 
sung der Differenzengleichung. Wir setzen hierbei voraus, daB 
eine solche Losung tiberhaupt besteht. 

1st nun 'YJ", eine Partikularlosung einer homogenen linearen Diffe
renzengleichung 

n 

.2P~YX+i= 0, 
i=O 

so ist auch, wenn C ein beliebiger Festwert ist, C 'Yjz eine L6sung 
dieser Gleichung, da 

Wir konnen aber noch weiter gehen. Bedeutet w(x) eine willktir
liehe, aber periodische Funktion mit der Periode 1 (periodische Kon
stante), so finden wir, daB auch 

w (x) tj", 

eine Losung der vorgelegten Differenzengleichung darstellt. Denn die 
Einflihrung liefert, wenn wir jetzt ausfiihrlicher schreiben, 
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P~ w (x) 1]x + P; w (x + 1) '/]"+1 + ... + p; w (x+ n) 1],,+n 

= W (x) [P~ 1]" + p~ 1],,+1 + ... + p; 1]x+nJ, 

da bei jeder periodischen Funktion mit der Periode 1 

w (x)=w (x+ 1)= w (x+ 2)= ... =w (x + n) 
ist. 
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Eine Partikularlasung einer homogenen linearen Differenzenglei· 
chung ist daher durch die Differenzengleichung allein bis auf einen 
willkurlichen Faktor w (x), der eine periodische Funktion von x mit 
der Periode 1 ist, definiert. In besonderen Fallen artet die periodische 
Funktion zu einer Konstanten aus. Es mussen daher im Einzelfalle 
noch weitere Bedingungen vorgegeben sein, urn die zunachst will· 
kurlichen Beiwerte w (x) der Partikularlasungen festlegen zu kannen. 

Wir wollen nun eine grundlegende Betrachtung, die das We sen 
linearer Differenzengleichungen betrifft, anstellen. 1st die Aufgabe, die 
auf eine Differenzengleichung fiihrt, so geartet, daB die Funktion y" 
nur einen Sinn an bestimmten ausgezeichneten Stellen hat, z. B. in 
den Punkten x = 0, 1, 2, 3 ... n, d. h., hat die Variable x einen 
unstetigen Bereich, so kann auch die Funktion w (x) nur einen Sinn 
in den ausgezeichneten Punkten besitzen. Es genugt daher, wenn wir 
w (x) = C setzen, wo C ein von x unabhangiger, also konstanter Bei· 
wert ist, welcher Beiwert so lange willkurlich bleibt, als nicht noch 
weitere aus dem Wesen des vorgelegten Problems flieBende Angaben, 
sogenannte Nebenbedingungen hinzutreten, die eine Bestimmung von C 
ermaglichen. Ein Beispiel mage das eben Gesagte besser erlautern. 

Liegt z. B. die Differenzengleichung erster Ordnung 

Yx - a YX+1 = 0 (3) 
vor, wobei der Bereich der Veranderlichen x auf die Stellen 

X= .. ·-2, -1, 0,1,2 ... 

beschrankt sei, und wird diese Gleichung durch die Lasung 1]" be· 
friedigt, so folgt, wenn der Wert der Lasung fur irgend einen Punkt, 
Z. B. fur den Punkt x = 0 mit '/]0 = c gegeben ist, aus der vorgelegten 
Differenzengleichung zunachst 

'70 C 

'/]1 =--a=Ci' 
der Wert von 171' und damit ebenso 

1 c 
172 = Ii 171 = (iii' 

usw. Die Konstante Chat hier den Wert Yo = C. Durch die Diffe· 
renzengleichung und durch den vorgegebenen Wert der Funktion Y" 
in einem Punkte ist die Funktion y" vollstandig bestimmt. 
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Als einfaches Beispiel einer Funktion mit unstetigem Bereich 
von x erwahnen wir das folgende: 

Die Ermittlung der Stabkrafte in einem Paralleltrager mit gekreuzten 

Abb. 6. 

Streben, Abb. 6, der bei 
n Feldern n·fach statisch 
unbestimmt ist, fuhrt auf 
eine lineare Differenzen
gleichung zweiter Ord
nung, deren L05ung die 

unbekannten Strebenkrafte D1 , D2 ••• D., ... Dn liefert. Hier kann 
die Veranderliche x nur die ganzzahligen Werte 1, 2 .•. n annehmen; 
da nur Werte der Unbekannten, wie D1 , D2 ••• D" einen Sinn haben. 
Die GroBen D sind nur fiir einen unstetigen Bereich, der sich auf 
die Punkte x = 1, 2 ... n reduziert, detiniert. 

~un wollen wir aber den allgemeineren Fall betrachten, wo x aIle 
moglichen Werte annehmen kann, wo also x in dem in Betracht kom
menden Bereich eine stetig veranderliche GroBe ist. Stellen wir uns vor, 
daB die Funktion, die durch die oben als Beispiel erwahnte Gl. (3) detiniert 
ist, fiir ein bestimmtes Intervall, z. B. fUr die Spanne x = 0 bis x = 1 
(Punkt 1 selbst ausgeschlossen) vorgeschrieben ist. Bezeichnen wir 
diese vorgegebenen Werte im Intervalle 0 < x < 1 mit 1]." so folgt fiir 

irgend einen Punkt des 
nachsten Intervalls aus der 
Differenzengleichung (32 

< ~x 
1 =X<2: Y.,=-a-

:;c+Z und fur einen Punkt des 
drilten Intervalls 

~.x 
y.,= a~ 

-+On---~------~1--~+-------~2'---~-- usw. 
I 

k-.x~---1 .. iE 

Abb·7· 

eine stetige Linie dargestellt. 
dieses Kurvenstuckes mit der 
renzengleichung 

I 
1---;;:>=--11 

In Abb. 7 ist die ge
gebene Funktion ij., im 
Intervalle 0 < x < 1 durch 

Geht man von einem beliebigen Punkt 
Abszisse x aus, so liefert die Diffe-

Y.,-aY"+l =0 

den zu diesem Punkt kongruenten Punkt im zweiten Intervall. Damit 
ist auch fiir das zweite Intervall, Punkt 2 ausgenommen, der Verlauf 
von Y., festgelegt. Mit den Werten des zweiten Intervalles konnen die 
zwischen 2 < X < 3 liegenden Werte von y., bestimmt werden, usw. 
Durch die Differenzengleichung (3) und durch den yorgegebenen Verlauf 
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1m Intervall 0 <x < 1 (Randbedingung) ist der gesamte Verlauf 
von y", eindeutig bestimmt. Die Abb. 7, sowie die oben durchgefiihrte 
rechnerische Bestimmung von y", laBt aber erkennen, daB y", im allge. 
meinen keine analytische Funktion von x sein wird. Wir haben uns mit 
den voranstehenden Uberlegungen lediglich die Existenz einer Losuug 
der vorgelegten Differenzengleichung klar gemacht. DaB aber mit einer 
solchen nicht analytischen Losung, die in jedem Intervall durch eine 
andere Formel definiert ist, nicht viel anzufangen ist, liegt auf der Hand. 
Es ist daher die Aufgabe der Theorie der Differenzengleichungen 
durch geschickte Wahl von ij"" d. i. der angenommene Verlauf der Lo· 
sung im Intervall 0 < x < 1 (oder in einem andern Interval!) , y x zu 
einer moglichst einfachen analytischen Funktion zu machen. 

Liegt eine homogene lineare Differenzengleichung zweiter, dritter 
oder n-ter Ordnung vor, so werden wir spater sehen, daB dann zwei, 
drei oder n voneinander unabhangige Partikularlosungen bestehen, die 
jede mit einer wilIkiirlichen Funktion w (x) multipliziert, die Differenzen
gleichung befriedigt. Zur Bestimmung der w (x) ist dann die Vor· 
schreibung des Verlaufes von y", in zwei, drei oder n Intervallen, oder 
wenn y", nur auf einzelne Punkte, z. B. x = 0, 1, 2 ... , beschrankt 
ist, die Vorgabe von zwei,. drei oder n Werten von y", notwendig. 
Auch hier wird es dar auf ankommen, die Funktion in n Intervallen so 
vorzuschreiben, daB die Partikularlosungen analytische Funktionen werden. 

Ais Beispiel fiir den Fall eines stetig veranderlichen x sei hier 
der durchlaufende Balken erwahnt. Denken wir uns, urn das Beispiel 
maglichst einfach zu 
gestalten, den Trager, 
Wle dies in Abb.8 
veranschaulicht ist, 
an einem Ende durch 
das ~Ioment P e be-
lastet. Die Ermitt· 
lung der Stiitzenmo
mente fiihrt auf eine 
Differenzengleichung 

0 -1 

L1=:t 
IE I 
I I 
I I 

~ef 
11.-1 

t t ~ 

I 
I 

I .x 
I '"I I I Po 
I 

Abb. 8. 

(Dreimomentengleichung), durch die die Stiitzenmomente M", fiir 
x = 0, 1, 2 .,. n bestimmt sind. Beschrankt man sich nieht nur 
auf die ganzzahligen Werte von x, sondern laBt man x im Bereiche 0 

bis n stetig zunehmen, so definiert in diesem besonderen Faile die gleiche 
Differenzengleichung im Verein mit den entsprechenden Randbedingu~gen 
auch den Wert von M", fiir Punkte zwischen den Stiitzen, also 
die F eldmomente. Die Lasung der Differenzengleichung liefert so· 
nach den gesamten Verlauf der in Abb. 8 dargesfellten Momenten
linie, sie hat somit einen viel weiteren Inhalt als die Wurze1n des vor· 
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gelegten Systems von Dreimomentengleichungen. Siehe das 1. Beispiel 
in Abschnitt 31. 

Die alteren Arbeiten tiber Differenzengleichungen betrachten diese 
Gleichungen nur als Rekursionsformeln, sehen also in einer Diffe
renzengleichung nur ein System linearer Gleichungen. Die unbekannte 
Funktionyx ist auf Werte wie Yo, Yl' Y2 '" Yn beschrankt. Dem
entsprechend treten in den Losungen nur willktirliche Konstanten auf. 
Die neuere Theorie faBt die Differenzengleichung als Funktional· 
beziehung auf, sieht also die Differenzengleichung, ebenso wie eine 
Differentialgleichung, als Definition einer Klasse analytischer Funktionen 
an. Die Variable x wird hierbei als stetig veranderIich betrachtet. 
In diesen Fallen treten als willktirliche Beiwerte in die Losungen 
periodische Funktionen mit der Peri ode 1 ein. 

Wir haben in der vorangehenden Darstellung, sowie bei Erorterung 
des Summenbegriffes im wesentlichen den neueren funktionentheore
tischen Standpunkt eingenommen, weil er, wie wir spater sehen werden, 
der zutreffendere ist und auch ohne groBere Schwierigkeiten ftir den 
Anfanger erortert werden kann. Wir bemerken nur noch, ohne an 
dieser Stelle naher darauf eingehen zu konnen, daB der Auffassung 
der Differenzengleichung als Funktionalbeziehung eigentlich ein viel 
tieferer Sinn zugrunde liegt. Denn erst diese Betrachtungsweise er
moglicht es, die Losungen eines Systems linearer Gleichungen in einer 
neuen zweckmaBigeren Weise darzustellen. 1m Abschnitt 30 werden 
wir auf diese grundlegende Frage nochmals zurtickkommen. 

1st man sich einmal tiber das Wesen der Differenzengleichungen 
von dem hier eingenommenen umfassenderen Standpunkt aus klar 
geworden, so steht naturlich nichts im Wege, dort, wo dies zweck
maBig erscheint, die engere altere Auffassung, die ja mit der funk· 
tionentheoretischen Betrachtung nicht in Widerspruch steht, - im 
Gegenteil, sie macht sogar stillschweigend von ihr Gebrauch - in den 
Vordergrund zu rucken, wenn hierdurch eine Vereinfachung der Dar
stellung erzielt werden kann. Dies ist auch hier der Fall. Fast samt
liche fiir uns in Betracht kommenden Aufgaben der Mechanik sind 
so geartet, daB sie auf Systeme linearer Gleichungen fuhren, die wir 
als Differenzengleichungen mit unstetigem Bereich der Veranderlichen 
x auffassen konnen. Wir werden uns daher in den weiteren Ent
wicklungen, soweit es moglich ist, auf die altere - nennen wir sie 
algebraische - Auffassung der Differenzengleichungen stiitzen und nur 
dort, wo dies nicht zu umgehen ist, werden wir die Differenzengleichung 
als Funktionalbeziehung betrachten1 ). 

') Wer sich in die funktionentheoretische Seite der Theorie der Diffe
renzengleichungen vertiefen will, sei nach dem Studium dieses Buches auf die 
beiden Werke von Wallenberg.Guldberg und von Norlund verwiesen. 
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15. Einige Satze uber die Losungen linearer 
Differenzengleichungen. 
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Wir betrachten eine homogene Differenzengleichung n· ter Ordnung 
n 

:E p",' Y",+i= 0, 
,=0 

10 der die p~ gegebene, endliche und eindeutige Funktionen von x 
sind. Wir ersetzen nun die vorgelegte Differenzengleichung im Inter
vall von x = a bis x = a + r durch ein gleichwertiges System linearer 
Gleichungen, z. B. 

paoYa + Pal Ya+l +"'+PanYa+n=O, 
o + 1 I +pn Pa+1Ya+l Pa+1Ya+2-t-··· a+1Ya+n+1 =O, 

P~+rYa+r+ P;+rYa+r+l + ... + P:+rYa+r+n = 0. 

Die Gesamtzahl der Gleichungen betriigt r + 1 und sei bedeutend 
groBer als n. Die Zahl der Unbekannten, die in diesen r + 1 Glei
chungen auftreten, betriigt sonach n + r + 1. Es konnen sonach 
n GroBen Y beliebig gewiihlt werden, so daB die iibrigen Y als Ii. 
neare Funktionen von n willkiirlichen GroBen erscheinen. Betrachtet 
man z. B. die n Werte Ya' Ya+l ... Ya+n-l' als gegeben, so kann 
aus der ersten Gleichung Ya + n' damit aber aus der zweiten Glei
chung Ya + n + 1 ' aus der dritten Ya + n + 2 usw. errechnet werden. 
Folglich hat jede homogene lineare Differenzengleichung 
n-ter Ordnung, eine Losung, die n willkiirliche Konstanten 
enthiilt. Eine solche Losung nennen wir die allgemeine 
Losung der homogenen Differenzengleichung. Sind 

'YI"," 'YI"," •.• 'YI",(k) 

Partikularlosungen der Gl. (4), siehe S. 36, so ist auch, wie man sich 
durch Einsetzen in Gl. (4) iiberzeugen kann, 

1J", = C' 'YJ.: -j- C" 1J"," + ... + Ok) 1J",(lc) 

eine Lasung der Differenzengleichung (4). (Superpositionsgesetz.) 
Die C sind hierbei willkiirliche Konstanten 1). 1st nun k = n, so wird 

1J", = C' 1J",' + c" 1J"," + ... + On) 1J",(n) (5) 

die allgemeine Lasung der homogenen linearen Differenzenglei
chung n-ter Ordnung, da sie n willkiirliche Beiwerte enthiilt. 

Nun bestehen bei einer homogenen Differenzengleichung n·ter Ord· 
nung gerade n und nicht mehr voneinander unabhangige Partikulur· 

1) Die folgenden Slitze gelten auch, wenn man unter C eine periodische 
Konstante versteht. 
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losungen 'f/x' Diese n voneinander linear unabhiingigen Partikular
losungen bilden ein sogenanntes Fundamentalsystem. Dieses 
System ist dadurch gekennzeiehnet, daB die Determinante der Lo· 
sungen 

'f/x" ... 

D(x)= 'f/~+1" . 

fur beliebiges x 
Bedingung die 
siehert l ). 

einen von Null versehiedenen Wert besitzt, welche 
lineare Unabhangigkeit der n·Partikularlosungen 

DaB die n Partikularlosungen voneinander linear unabhangig sein 
mussen, geht aus folgender einfaehen Uberlegung hervor: Wurden 
z. B. zwei Partikularlosungen voneinander linear abhangig sein, etwa 

k k+l 
a'YJx -'f/x =0, 

,so wurden in der allgemeinen Losung zwei Glieder von der Form 

Ck 1J! + CHl 'YJ!+1 =(Ck + a CHl) 1J! = C/ 1J! 

auftreten, wodureh sieh die Zahl der willkurliehen Konstanten auf 
n - 1 verringern wurde, was aber im Widersprueh mit dem oben 
ausgesproehenen Satz uber die Zahl der GroBen C steht. Umgekehrt 
kann die Zahl d~r voneinander unabhangigen Partikularlosungen nicht 
groBer als n sein. Denn ware 17x ebenfalls eine Losung der Gl. (4), 
dann liefert das Einsetzen der dem Fundamentalsystem angehorenden 
Losungen 'f/r/, 1Jx" ... 'f/x(n) und der Losung 17", in Gl. (4) folgende 
n + 1 Gleiehungen: 

1) Man bezeichnet ein System von n Losungen als voneinander linear ab
hangig, wenn zwischen den Losungen "I", eine von x unabhangige Gleichung 
von der Form 

besteht, wobei die Beiwerte C1 nicbt samtlich verschwinden dUrfen. Wendet 
man die vorstehende Gleichung auf die aufeinanderfolgenden Werte 
x, x + 1 '" x + n - 1 an, so erhiilt man ein System von n homogenen Glei
chungen zur Bestimmung der Konstanten C;. 1st die Determinante der "Ix von 
Null verschieden, dann sind siimlliche Cj Null, was wir ausgeschlossen haben. 1st 
sie Null, dann besteht ein Losungssystem der Cj , in welcbem Falle aber die 
Beiwerte "Ix linear voneinander abhlingig sind. Die Determinante der 1Jx darf 
daher, wenn kein linearer Zusammenhang zwischen diesenGrotien bestehen 
so11, nicht verschwinden. 
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P o' +p 1 , + +P n , ., 'fj., x 'fj.,+l . . . x 'fjz+n = 0, 

P O "+p 1 " + +p"" x 'fj.. x 'fj1lJ+l . . • x f}1lJ+n = 0, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . 

o (n) + 1 (n) + + n (n) 
Px 'fj1lJ P., 'fjx+1 ... P., 'fj'Hn = 0, 

0- + 1- + + n-Px 'fjx PI f}x+l ... Px f}x+n = o. 

Diese n + 1 homogenen Gleichungen konnen aber, cia die Bei
werte Px nicht samtlich Null sind, nur dann bestehen, wenn die De-
terminante , , , 

f}x 'fjz+ 1 .•. 'fjz+n 

" " " 'fjx 'fj1lJ+l'" 1]z+n 

(n) (n) (n) 
rJllJ 'fjz+l'" 'fjz+n 

f}., 1Jx +1 '" f}x+n 

verschwindet. Dies bedingt aber einen linearen Zusammenhang ZWI
schen ~" und den iibrigen Partikular10sungen von der Form 

~x = C1 'fjx' + C'l rJx" + ... + C n 1].,(n) -

n" ist aber, Wle man erkennt, die bereits oben aufgestellte allgemeine 
Losung (5). 

In GI. (5) sind daher, wenn man den Beiwerten C ihre volle Will· 
kiirIichkeit gibt, samtliche Losungen der Gl. (4) enthalten. 

Eine homogene lineare Differenzengleichung n·ter Ord· 
nung besitzt genau n voneinander unabhangige Partikular
losungen. 

Wir betrachten nun die vollstandige Gleichung 
n 
'\' i 

..::.,; pllJY +.=U . 
i=O X" x 

(6) 

Sei 'fj" 0 eine partikulare Losung der Gl. (6), wahrend 'fjx irgendeine 
Losung der zur GI. (6) gehorenden homogenen Gleichung 

n . 
ZP!YZ+i = 0 

0=0 

ist, und fiihren wir 

in Gl. (6) ein, so entsteht 
n n 
'" '.2;,0 U 

eoPz 1Jx +i -r- ,=oPIlJ 'fj1lJ+i= x' 

und diese Gleichung ist fur aIle Werte von x identisch erfiillt, da die 
erste Summe verschwindet - 1Jx ist ja eine Losung der homogenen 
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Gleichung - und da die zweite Summe voraussetzungsgemaB gleich 
U,. ist. 

Die allgemeine Losung y,. der vollstandigen Gleichung, 
die n wilIkurliche Konstanten enthalt, wird daher gefunden, 
wenn man zu einer Partikularlosung 1J,.o, die die vollstan
dige Gleichung befriedigt, die allgemeine Losung der zu
gehorigen homogenen Gleichung fugt. Daher ist 

- ° + c ' + c " + ... + C (n) y", -1Ja; I1Ja; 2 1Ja; ,,1Ja; . 

Besteht die rechte Seite der vollstandigen linear en Differenzen
gleichung aus einer Summe von der Form 

k 
U = Au' --l-- Au" + ... + A u (k) = '" A u (,.) 

X 1(1;12:£ kx .4..''':r.' ,.=1 

so hat auch die Partikularlosung der vollstandigen Gleichung die 
Gestalt 

1J:c ° (to) ist hierbei die Partikularlosung jener 
deren rechte Seite nur aus u:c(to) besteht. 
die linearen Gleichungen kennzeichnende 
zum Ausdruck. 

inhomogenen Gleichung, 
Auch hier kommt das 

Su perp ositionsge s e tz 

Reduktion der Ordnung homogener linearer Differenzen
gleichungen bei Kenntnis partikularer Losungen. Von der homo· 
genen linearen Differenzengleichung 

(9) 

sei eine Partikularlosung 1J:c' bekannt. Fuhrt man nun in Gleichung (9) 
das Produkt 1J:c' Z." wo z., eine neue Funktion von x ist, ein, so erhalt 
man unter Berucksichtigung der Beziehung (2') auf· S. 3 

Z:dk = z'" + (:) A za;+ (: )A2 za; + ... +Ak za;' 

P( 1].,' z:c) = Po 1]: Z:c + Pl1];+! (z", + A z:c) 
+ P2 1];+2 (Z., + 2 A Z"'+ £'12 Z"') + . : . 
+ P .. r;;+ .. (Z., + n A z'" + ... + Lin Z"') = 0 . 

Ordnet man die Glieder dieser Gleichung, indem man nach 
Z." A z., . .. Lin Z,. zusammenfaBt, so erhiilt man 

P (1]: ZIlJ) = Po (1].,') z., + PI (1]IlJ') LI z., + P2 (1]",) LIs ZIlJ + ... 
+ P" (1].,') An Z'" = 0, (9') 
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wobei 

Pk ('fJ;) = (:) Pk rJ~+k + (k t 1) Pk+1 'fJ~+k+1 + ... + (;) P .. 'fJ;+n 

(k=1, z ... n) 

gesetzt wurde. Da Po ('fJ",') = P ('fJ",') , so verschwindet das erste Glied 
in GI. (9'). Ftihrt man schlieBlich die neue Funktion 

LJ Z",= u'" 

em und ersetzt die Differenzen LI u"" LJ 2 U'" .•. mittels der F ormeln ( 1 ') 
auf S. 3 durch die aufeinanderfolgenden Werte der Funktion u"" so 
gewinnt man eine lineare Differenzengleichung (n - 1)-ster Ordnung 

Q(ux):= qo Uo: + ql Ure+l + ... + qn-l uX +n - 1 = o. (10) 

Kennt man also eine Partikularlosung 'YI",' einer homo
genen Differenzengleichung n-ter Ordnung, so laBt sich 
durch Einftihrung des Produktansatzes Z",'fJ",' in die vor
gelegte Differenzengleichung eine neue homogene Diffe
renzengleichung von der Ordnung n-1 ableiten. Ihre Auf
losung liefert nach Durchfuhrung von n einfachen Summa
tionen die ubrigen n- 1 Elemente des Fundamentalsystems 
der vorgelegten Differenzengleichung. 

Dieses Verfahren kann fortgesetzt werden. 1st auch fur Gleichung (10) 
eine Partikularlosung 'fJ;' bekannt, 50 laBt sich in der gleichen Weise 
eine Gleichung (n - z)-ter Ordnung entwickeln, deren Losungen nach 
DurchfUhrung der Summationen im Verein mit der bekannten Losung 
'fJx" ein Fundamentalsystem von (10) liefert. Eine Losung von (10) 
ist aber bekannt, wenn man z. B. von der vorgelegten Differenzen
gleichung (9) zwei FundamentalIo5ungen kennt. Allgemein gilt: 

Sind von einer linearen Differenzengleichung n-ter Ord
nung k linear unabhangige Losungen bekannt, so lassen 
sich die ubrigen durch Auflosung einer Gleichung (n - k)-ter 
Ordnung und durch (n - k) k-fache Summationen finden. 

Beispiel: 
Die Differenzengleichung zweiter Ordnung 

(x+ 1)2YxH - (2 X+ 1) (x+ 2)YX+1 +(x+ 1) (x+ 2)Yx= 0 1) 

hat die leicht auffindbare Losung 
'T/x'=x. 

Setzt man das Produkt x Zx ein, so entsteht 

(x + 1)ZxH - (2 x+ 1) ZX+1 +XZx = 0 

und nach Einftihrung der Differenzen 

LJ 2 Z." (x + 1) + LI Zx = 0 • 

') Norlund: Differenzenrechnung. Berlin 1924. 
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Setzt man schlietilich 

L1 If", =ux , L1 9 If", = U.x+1 - U'" , 

50 erhalt man die GJeichung erster Ordnung 

(x+ 1) UXH -xux =0. 

}Ian sieht aber ohne weiteres, dati diese GJeichung die L0511ng 
1 

U."'=-x 
besitzt. Es ist daher 

und daher die zweite Losung der ursprtingJich gegebenen Differenzengleichung 

'1./'= x 1¥ (x). 

16. Verfahren von Lagrange zur Darstellung der Losungen 
vollstandiger Differenzengleichungen. 

Lagrange hat in Anlehnung an sein Verfahren der Variation 
der Konstanten zur Losung Iinearer Differentialgleichungen eine all· 
gemeine Methode angegeben, urn die Partikularlosung einer linearen 
inhomogenen Differenzengleichung aufzufinden, wenn das Fundamental
system der Losungen der zugehOrigen homogenen Gleichung bekannt 
ist. Sie wird als die Methode der Variation der Konstanten 
bezeichnet. 

Da die Methode flir jede Art linearer Differenzengleichungen gilt, 
so wird sie an dieser Stelle erortert 2). 

Wir gehen von einer Gleichung n-ter Ordnung aus, die wir jetzt 
in der Form 

Yx+n + Pn-l Yx+n-l + ... + PoYx= Vx 
schreiben wollen. 

(11) 

1st der Beiwert von Y.,+n =l= 1, so ist durch Division immet die 
Form (11) zu erzielen. Die P sind Funktionen von x. 

Die zugehorende homogene Gleichung 

Yx+n + P .. -l Ydn-l + ... + Po Y., = 0 

habe die allgemeine Losung 

- - C ' + c " + + C (n) y", - 1 'Y/x 2 'Y/x • . . n 'Y/", , 

wobei die 'Y/x· ein Fundamentalsystem der Losungen der homogenen 
Gleichung darstellen. 

1) Dber die Funktion ip (x) siehe S. 33. 
2) Lagrange: Recherches sur les suites recurrentes. Berlin. Akad. 1775. 

Oeuvres T.4. Paris 186<). 
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Lagranges Methode besteht nun darin, daB man der Losung y", 
der vollstandigen Gleichung den gleichen Aufbau wie y", gibt, nur daB an 
Stelle der Konstanten C1 , C2 ••• Cn noch zu bestimmende Funktionen 
von x, namlich c.,', cx" ... c",(n) treten (die Konstanten werden verander
lich gemacht, variiert), so daB Yx in der Form 

Y., = cx' '1]",' + c,/' 'l]x" + ... + cx(n) 'l]x(n) ( 12) 
erscheint. 

Die Eintragung des Ansatzes (12) in Gl. (11) liefert zunachst eine 
einzige Bedingung zur Ermittlung der n unbekannten Funktionen cx ' 

weshalb weitere (n - 1) Bedingungen, denen wir die Cx unterwerfen 
wollen, pass end gewahlt werden konnen. Wir verftigen daher tiber 
diese Funktionen so, daB neben Gl. (11) folgende (n - 1) Gleichungen 
erfiillt werden. 

" +""+ '(n)() Y,,+1 = Cx '1],,+1 C'" '1],,+1 .....•• T C", 'I]"'~1 ) 

"+""+ +(n)(n) Y,,+2 =C" '1]",+2 Cx '1]",+2 •...... C'" '1]",+2 

. . . . . . . . . . . . . . . . 
" +"" I . + (n) (n) Y",+n-1 = Cx 'l]x+n-l Cx 'I]",+n-l -, . . . C'" 'I]",+n-1 

( 13) 

Diese Bedingungen besagen, daB (n - 1) aufeinanderfolgende Werte 
Yx+1' YxH'" Yx+n-l eine solche Form haben, als wenn die c., unver
anderlich waren. Unter Berticksichtigung der Relation 

C.,+1 =c.,+LI c., 
konnen die Gleichungen (13) nur bestehen, wenn die (n - 1) Bedin
gungsgleichungen 

'I]~+2 L1 c.,' + '1]:'+2 L1 c.," + ... + 'I]~~2 L1 c~n) = 0 (14) 

'I]~+1 L1 c.,' + 'I]~'+1 L1 cx" + ... + 'I]~~l L1 c~n) = 0 ) 

'I]~+n'-1'L1 ~.,"+' 'I]~'+~_l'L1 :.,': + .:. + ~~~n~l ~ c~n)' '0 

erftillt sind. Man tiberzeugt sich von der Richtigkeit dieser Behaup
tung, wenn man von Gl. (12) ausgehend zunachst Y.,+1 bildet. Wir 
erhalten, wenn wir die Summen nur durch das erste Glied andeuten, 

Y"'+i = ci+1 'I]~+1 + ... = (C.,' 'I]~+1 + ... ) + ('I]~+1 L1 c.,' + ... ). 
Die erste der Gleichungen (13) folgt daraus, wenn der zweite Klammer
ausdruck verschwindet, d. i. aber die erste Bedingung (14). Bildet man 
aus Y.,+1 auf gleichem Wege Yx +2' so erhlilt man die zweite der 
Gleichungen (13) und die zweite Bedingung in (14) usw. Aus der 
letzten der Gleichungen (13) foIgt schlieBlich 

, I + " "+ (n) (n) Y",+n = Cx 'I]",+n Cx 'I]",+n •.. c'" 'I]",+n 

+ 'I]~+n L1 cx' + 'I]::+n L1 c.," + ... + 'I]~~n L1 c~n). ( 15) 
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Setzt man nun die Ausdriicke fUr Yx' YxH , .. Y.,+n gemiiB den 
Gleichungen (12),(13), (15) in die vorgelegte Differenzengleichung (11) 
ein, so erhiilt man 

(c '1]' + ... + C (n) 1] (n) )' + (1] '+ ,1 C ' + .,. + 1] (n) ,1 C (n») 
'" z+n z z+n z n '" z+n '" 

+ P (c '1] '+ -1 + ... + C<n) 1](n) ) + ... . ,,-1 x z n z z+n-t + Po (cx' 1Jx' + ... + c~n) 1]~n») = U,,, 
oder 

cx' (1Ji+n + Pn-l1];+n-l + ... + Po 1Jx') + cx" (1]~'+n + Pn-l1J~'+n-l + ... + Po 1]x") + ... 
+ 'I?)+ L1 c '+ ... + 1] (n) ,1 C (n) = U . ·,x n x x+n x x 

Die in Klammern stehenden Beiwerte der Cx sind Null, da die 1)", 

voraussetzungsgemiiB Losungen der homogenen Gleichung sind, so 
daB schlieBlich die note Bedingungsgleichung in der Gestalt 

'I? '+ ,1 C '+ 'I?"+ ,1 C "+ ... + 1](n) ,1 c(n) = U -,z n x "IX n x x+n x x ( 16) 

zuriickbleibt. 
Die Gleichungen (14) und (16) bilden ein System von n linearen 

Beziehungen, aus denen die n Unbekannten ,1 c ermittelt werden 
konnen. Zu diesem Zwecke muB aber noch nac"'hgewiesen werden, 
daB die Koeffizienten-Determinante des Systems 

, 'I? " (n) 
1)z+1 '/z+1 .• '1)Z+1 

, /I (n) 
D (x + 1) = 1]rH21)rH2' .. 1JrH2 

'" (n) 1]z+n 1]z+n' . '1Jz +n 

von Null verschieden ist. Die Determinante wird in ihrem Werte 
nicht geandert, wenn man die erste Zeile mit Pl' die zweite mit P2 usw. 
multipliziert und sodann addiert und die Summe an Stelle der Ietzten 
Zeile schreibt. Man erhiilt dann, weil 

1Jx +n + Pn-l 1JX+n-l + ... + Pl 1Jx+1 = - Po 1)",. 

- Po 1J.,' - Po r;.," • .. - Po 1Jx(n) 

D(x+ 1)=(-1)n-l 

, " 1]z+n-l 1Jz+n-l'" 

... 1]",(n) 

" . 1]~~1 
. . . 

(n) 
1]z+n-l 

, " (n) r;z+n-l 1]z+,,-1 ... 1).,+n-l 
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Das ist aber die mit (- 1 t Po multiplizierte Determinante des 
Fundamentalsystems, die gemaB den Ausftihrungen auf S. 42 nieht 
verschwindet. Die Gleichungen fiir L1 ca; sind sonaeh IOsbar. 

Denkt man sich die L1 ca; aus den Gleiehungen (14) und (16) er
mittelt, so erscheinen sie als lineare Funktionen der L6sungen 'fJa; und 
der reehten Gleiehungsseite Ua;' 

Bezeichnet man die mit D(x + 1) dividierten Unterdeterminanten 
der letzten Zeile von D (x + 1) mit I-' a; (i), so ist 

und daher 
L1 Ca;({,)=I-'a;(i, U., 

Ca;(O) = S f'a;(i) Ua; A x + C" (17) 

wo die Ci willkiirliche Konstanten sind. Man findet sehlieBlich ent
sprechend Gl. (12) die allgemeine L6sung in der Form 

y", = C1 fJz' + C9 fJz" + ... + Cn 'fJa;.(n) 

+ fJz' S 1-'",' U'" LI x + 'fJz" Sf'"," U", LI x + .. ' + 'Y/",(n) S I-'",In) V" LI x. (18) 

Der erste Teil ist bereits bekannt, er stellt die allgemeine L6sung 
der bomogenen Gleiehung vor. Der zweite Teil ist die Partikularl6sung 
der vollstiindigen Gleiehung, die die Durchfiihrung von n Summationen 
erfordert, wenn n die Ordnung der vorgelegten Gleichung bedeutet. 
Wir werden Gelegenheit haben, die Anwendung des Verfahrens in 
19 an Beispielen zu zeigen. 

Die Losung (18) gilt aueh dann noch, wenn U a; keine analytische 
Funktion, sondern fiir eine Reihe kongruenter Werte von x zahlen
maBig gegeben ist, da die Operation S auch in diesem Fall ihren 
Sinn beibehaIt. Das Verfahren von Lagrange gestattet daher aueh 
die Auflosung eines Systems von Gleichungen, deren rechi:e Seiten 
beliebige Zahlen sind. 

17. Die Randbedingungen. 

Wir haben bereits an mehreren Stellen davon gesproehen, daB die 
eindeutige Festlegung der Losung einer Differenzengleichung noch 
die Angabe einer fallweise bestimmten Zahl von Nebenbedingungen 
notwendig macht, aus denen die Konstanten C der allgemeinen L6· 
sung ermittelt werden konnen. Diese Nebenbedingungen k6nnen ent
weder Randbedingungen sein, d. h. es sind die Anfangs· und End
werte oder Beziehungen zwischen Anfangs- und Endwerten der ge
suehten Funktion Y", in dem in Frage kommenden Bereich vorgegeben, 
oder es sind neben den Randwerten, weitere Bedingungen im Inneren 
des Bereiches vorgesehrieben, die wir dann 0- b erg an g s bed in -
gun g e n nennen werden. Die L6sung der Randwertaufgabe, namlich 
die Anpassung der allgemeinen Losung an die vorgegebenen Neben-

BJe;ch·Melao. DiffereozeogJeichuogen. 4 
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bedingungen, d. i. die Bestimmung der Konstanten C, ist immer ohne 
grundsatzliche Schwierigkeiten moglich, da sie im wesentlichen auf 
die Auflosung eines Systems linearer Gleichungen hinauslauft. 

Liegt eine einzige Differenzengleichung vor, so ist die lahl der 
willkurlichen Beiwerte der allgemeinen Losung gerade so groB als die 
Ordnung der Differenzengleichung, es sind daher, wenn n die Ord
nungszahl ist, gerade n Nebenbedingullgen zu erfiillen. Bei Systemen 
simultaner DifferenzengleichungeD, deren Losungen s willkiirliche Kon
stanten C enthalten, muss en demgemaB s Nebenbedingungen bekannt 
seiD, urn die GroBten C berechneD zu konnen. 

Die RandbedinguDgen treten eDtweder in der Form auf, daB ein
zelne Werte der UDbekannten, z. B. Y-I' Yo' Y", Y .. +I' zahlenmaBig 
vorgeschrieben sind, oder die Randbedingungen haben die Form von line
aren Gleichungen zwischen einzelnen Funktionswerten. Sind aIle diese 
Gleichungen homogen, so spricht man von homogenen Rand
bed i n gun gen. Die Bedingungen Yo = 0, Y" = obei einer Glei
chung zweiter Ordnung z. B. gehoren, da sie homogene Gleichungen 
darstellen, zu den homogenen Randbedingungen. Andererseits waren 
Yo = c, y" = c nicht homogene Randbedingungen. 

An der Hand eines einfachen Beispieles mogen einige haufig vor
kommende FaIle kurz erortert werden. Wir betrachten zu diesem 
lwecke die Gleichung zweiter Ordnung 

Yx-l + a y", + b Yx+l = Ux 

mit der allgemeinen Losung 

Yx = C1 fix' -t- C2 17x" + 'fix' 

wobei 17x' und fix" die beiden Partikularlosungen der homogenen, 1/ 
die Partikularlosung der vollstandigen Gleichung darstellen. 

1. Fall. Gegeben: Yo = aI' YI = a 2. lur Bestimmung von C1 

und C2 stehen dann die beiden nicht homogenen Gleichungen 

CI 170' + C2 170" + 'fio = aI' 

C1 17/ + C2 17/' +- 'fil = a2 

zur Verfiigung. 

2. Fall. Gegeben: Yo = 0, Y .. = 0 (homogene Randbedingungen). 
lur Ermittlung der beiden Konstanten C dienen die nicht homogenen 
Gleichungen 

Cl 170' + C2 flo" + 'fio = 0 , 

Cl 17,,' + C2 17':' + 'fin = o. 

3. Fall. Ringformig geschlossene Systeme. Hier nehmen die 
Randbedingungen die Form einer Periodizitatsbedingung 

Yo=Yn' Y1=Yn+l 
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an. Sie sind homogen. Demgemii.13 erhalten die Gleichungen fur C 
die Gestalt 

C1 1]0' + C 2 1]0" + 'iio = C1 1]n' + C2 1]n" -t- fin' 

C '+C "+- C ' C" 1--11]1 21]1 11I = l1]n+l 21]n+l - ''In+l' 

4. Fall. Die Belastungsglieder Ux in den aufeinanderfolgenden 
Gleichungen seien durchwegs Null, ausgenommen die Gleichungen 
fiir den Punkt x = A , 

YI. -1 +a YI + b YI+l = UJ., 

we1che Gleichung wir als Obergangsbedingung betrachten, wahrend wir 
die Gruppe der Gleichungen vor A mit den Unbekannten Yo, Y1 ••• YI. 
und die Gleichungsgruppe nach A mit den Unbekannten Y;., YI+l'" Yn 

als homogene Differenzgleichungen mit den L6sungen 

X<A: =C '-I-C" X>A: -c' '_I-C " Yx l1]x I 21]1£' Yx - l1]x l 21]x 

auffassen. Als Randwerte seien auBerdem Yo = 0, Y n = 0 vorge
schrieben. 

lur Ermittlung der vier Konstanten stehen uns folgende vier 
Gleichungen zur Verfiigung: 

wegen Yo=o: 

C- 'IC-" 
"Yn=o: l1]n T 21]n =0, 

Ubergangsbedingung: Cl1]~-l + C 2 1]L 1 + a (C1 r/l.' + C2 1]).") 

+ b(C1 1]1+1 + C2 '/}?+1) = UI., 

" " C1 1]/ + C2 1]/' = (:1 "l/ + C2 "li." . 

Die letzte Bedingung besagt, daB beide L6sungsansatze Yx fiir x = A 
iibereinstimmen miissen. 

5. Fall. Die Belastungsglieder sind wieder Null, ausgenommen III 

zwei aufeinanderfolgenden Gleichungen, namlich 

YI.-2+ a YI-1 + b Yi.= U).-1, 

YI-I + a YI+ bYI.+l= U;., 
Wir haben hier wieder zwei Systeme homogener Gleichungen, die 

wir als homogene Differenzengleichungen auffassen, und die durch die 
nichthomogenen Ausnahmsgleichungen (Obergangsbedingungen) mit
einander zusammenhangen. Beide Differenzengleichungen haben die 
Losungen 

X<A: YX =C1 1]",'+C,;!,/}x", X2A-t-1: Yx=Cl1]x'+~"lx"· 
Mit den gleichen Randbedingungen wie im Fane 4 ergeben sich sonach 
folgende vier Gleichungen zur Berechnung der Festwerte 

C1 '/}o' + C2 '/}o" = 0 , 

C1 1]n' + (:21];' = 0, 
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(Cll}~-1 + C2 1}l'-I)+a(C1 11{ + C'Jl}/') 

+ b(~ l}l+l + C2 1}?+1) = VJ.-l. 

(el 'YJ/ + C2 W.") + a (Cll}~+1 + C2 'YJ?+I) 

+ b (el l}l+2 + C2 1]?+2) = Vl. 

In der hier erorterten Form treten die Obergangsbedingungen 
hiiufig dann auf, wenn es sich urn die Darstellung der EinfluBlinien 
eines aus aneinander gereihten Feldern bestehenden Triigersystems 
handelt. 

Wir haben vorstehend einen kleinen Ausschnitt gegeben aus der 
Mannigfaltigkeit der Randwertaufgaben bei einer Differenzengleichung 
zweiter Ordnung. Mit steigender Ordnung, also mit steigender Zahl 
der zu bestimmenden Festwerte C nimmt diese Mannigfaltigkeit zu. 

Wir betrachten noch als letztes Beispiel den Fall einer Gleichung 
vierter Ordnung mit den Randbedingungen Yo=Y-1=0, Y,,=Y"+ l =0 

unter der Annahme, daB siimtliche Belastungsglieder bis auf U;., so 
wie im FaIle 4, verschwinden .. Die Differenzengleichung habe die 
Form 

Y",-2 + aY"'_l + by" + aYx + 1 + YxH = o. 

Wir setzen ebenso wie bei Fall 4 zwei Losungen an: 
4 

y",=.2jC"l},t), 
.,,=1 

Zur Bestimmnng der 8 Konstanten C und C stehen uns die vier 
Randbedingungen 

" " 4 

Y-1 = 2}C,,'fj_/")=o, 
v=l 

Yo = 2} C" 'fjo" = 0 I 

')'=1 
y" = 2}C,.17/")= 0, 

,,=1 

sowie die Obergangsbedingungen 
4 4 

2}C,,'fj).._l(1') = .2jC,,'fj)..-I("), 
4 4 

.2 C" 'fj).(") = 2} C1'1])'<» I 

')'=1 1'=1 

4 4 

2}C" 1]). +1(")= 2}C" 1];. +1(") 
v= 1 1'= 1 

und die Ausnahmsgleichung mit von Null verschiedener reehter Seite 
4 4 4 4 

2} C" 'fj;. - 2(") + a 2} C" 'fj). - 1(» + b 2 C" 'fj),(") + a 2 Cv 'fj). + 1(") 
v=1 1'=1 ,,'=1 .,,-=1 

4 + 2 C" 1}). + ~(,.) = Ui., 
,,=1 

insgesamt also 8 Gleichungen. zur Verfiigung. 
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Bei Systemen simultaner Differenzengleichungen muB in jedem Falle 
die lahl der aus dem Wesen der Aufgabe flieBenden Rand- und Vber
gangsbedingungen in Einklang stehen, mit der lahl der wiIlkiirlichen 
GroBen C. Dieser lusammenhang bietet ein ausgezeichnetes und oft 
sehr erwiinschtes Mittel zur Vberpriifung des Ansatzes, bei jenen 
Problemen der angewandten Mechanik, die auf ein System simultaner 
Differenzengleichungen fiihren. 

Mit dem Randwertproblem ist aber noch eine weitere bemerkens
werte Fragestellung verbunden, d. i. das Problem der Eigenwerte 
und Eigenlosungen. Wir werden diesem Problem im § 6 ausfiihr
lich nahertreten. 

§ 5. Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten. 

18. Homogene Gleichungen. 

Die DarsteIIung der Losungen linearer Differenzengleichungen 
durch einfache analytische Ausdriicke bietet in den meisten Fallen 
sehr groBe Schwierigkeiten. Nur flir wenige einfache Formen linearer 
Gleichungen ist die Losung in geschlossener Form bekannt. Voran 
stehen die Gleichungen mit konstanten Koeffizienten, die in der Ma
thematik als die ersten Differenzengleichungen bei der Behandlung 
rekurrenter Reihen auftraten. Sie wurden zum ersten Male von 
Lagrange systematisch behandelt. 

Es liege eine lineare homogene Gleichung mit unveranderlichen 
reellen Beiwerten 

YX+,,+-alYx+n-l+-···+-anYx=o (an=\=o) (1) 

vor. Wir versuchen den Losungsansatz 

wo p ein Festwert, u'" eine noch zu bestimmende Funktion von x ist. 
Beachtet man, daB gemiiB Gl. (2') in 1 

YH. = pH. uz +v = pHV [u", + ( :) ,1 u'" +- ( :) ,12 U'" + ... + ,1'. U"'] , 
(')1 = 1,2 ... n), 

so gewinnt man nach Eintragen des Ansatzes (2) in Gl. ( 1) zunachst 
folgende Beziehung 

;3x+n [ux + (:) ,1 u'" +- ... +-,1n U"'] 

+- a1 px+n-1 LU", +- (n ~ 1) ,1 Ux +- ... +- ,1,,-1 u x] +- ... 
+- a"_1 pH 1 [u", +- ,1 U,,] +- anPX U",= 0, 
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aus der nach Umordnung die Gleichung 

{Jte [{In + at (In-l + ... + a,,] u'" 
) Au + p H 1 [n pn-1 + at (n - 1 pn-2 + ... + an-I] 1f 

+{Jx+2 [n(n - 1)pn-2 + al (n - 1)(n - 2)pn-3 + ... 
A 2 ux +a"-2]2! 

Anu 
+pHnn (n -1) ... 2 .1--;z":: = 0 

hervorgeht. 
Fiihrt man die ganze rationale Funktion n·ten Grades 

<p ({J) = pn + a1 {In-1 + a2 {In-2 + ... + an 

ein, so erkennt man, daB die aufeinanderfolgenden Klammerausdriicke 
in der vorangehenden Gleichung mit <p ({J) und den Ableitungen der 
Funktion rp ({J) iibereinstimmen. Daher nimmt die Bedingungsgleichung 
fUr {J und u'" die Gestalt an: 

{J x rp ({J) u'" + {J HI <p' ({J) Lit ~x + {J x +2 <p" ({J) Li: ~x + ... 
Anu + (Jx+n rp(n) ((J) nr,v = 0 . (3) 

Diese Gleichung wird erfiilIt, wenn {J eine Wurzel der Gleichung 

rp ({J) -=:. pn + at {In-l + ... + an = 0, (4) 
und wenn U x = 1 ist. Denn dann ist wegen rp ({J) = 0 das erste Glied 
Null, wahrend die folgenden wegen L1 u'" = L12 U x = ... = ,or u'" = 0 

verschwinden. 
Gleichung (4) heiBt die charakteristische Gleichung. Sie 

besitzt lauter von Null verschiedene Wurzeln, da wir an =1= 0 voraus· 
gesetzt haben. In jenen Fallen, in denen sie n voneinander verschie
dene Wurzeln hat, stehen uns n verschiedene Partikularlosungen von 
der Form 

Y",(P) = {J"x (y= 1,2 ... n) 

zur Verfiigung. Die allgemeine Lasung der vorge1egten Differenzen· 
gleichung hat daher die Gestalt 

Gt {Jt X + G2 {J2'" + ... + Gn{J .. "'· (5) 
DaB die n Losungen {Jt"', {J2"'··· {In''' wirklich ein Fundamentalsystem 
bilden, erkennen Wlr an der Determinante 

{Jt'" {J2'" ... {In''' 

D= 
{Jlx+1 {J~X+1 .' . {In'''+l 

/3 ",+n-l/3 ",+ .. -1 /3 "'+n-1 1 '2 ••• n 
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(i = 1,2, " . n - 1; j = 2,3 ... n; i < J). 

Solange fJi 1= fJj ist, d. h. solange samtliche Wurzeln verschieden 
sind, bilden die aus ihnen abgeleiteten Partikularlasungen ein Funda
mentalsystem, da das Produkt n (fJi - fJ) nieht verschwinden kann. 

Hat aber die charakteristische Gleichung zwei oder mehrere gleiche 
Wurzeln, so liegt kein vollstandiges System von Partikularlasungen 
von der Form fJx mehr vor, da dann die Determinante der Losungen 
verschwindet. Beachtet man aber, daB, im FaIle fJk eine A-fache 
Wurzel der Gl. (4) ist, nach einem bekannten Satze der Algebra neben 
qJ (fJ) auch die Ableitungen 

qJ' (fJ), cp" (fJ)··· qJ(I.-1) (fJ) 

an der Stelle fJk verschwinden mussen, so wird Gl. (3) auch erfUIlt, 
wenn u., eine ganze rationale Funktion von (A - 1)- stem oder niedri
gerem Grade ist; weil dann die Glieder bis einschlieBlich 

fJ xH - 1 qJ«-1) (fJ) L1 <-1 u'" 
(A-1)1 

verschwinden, da die betreffenden Ableitungen von qJ (fJ) flir fJ = fJk 
Null sind, wahrend die folgenden Glieder wegen Verschwindens der 
h6heren Differenzen von u'" Null werden. Daher sind 

fJ,/'\ XfJk"" x2fJk"'···X<-1fJkx (6) 
1 Losungen der vorgelegten Differenzengleichung, die mit den ubrigen 
aus untereinander verschiedenen Wurzeln fJ entspringenden n - A Par
tikularlosungen ein Fundamentalsystem bilden. 

Die allgemeine Lasung der vorgelegten Differenzengleichung nimmt 
daher, wenn A. Wurzeln der charakteristischen Gleichung einander gleich 
sind, die Form an: 

Yx= [C1 +x C2 + X2 Ca + .. 'X<-1 C<],8/ 
+ CH1 fJ2'" + .. , + Cn fJ:_;. (7) 

Sind die Wurze1n der charakteristischen Gleichung zum Teil kom
plex, so treten die komplexen Wurzeln immer paarweise als konjugiert 
komplexe GraBen auf. Durch geeignete Zusammenfassung gelingt es 

1) Pas c a I, E.: Die Determinanten, S. 128. Leipzig 1900. 
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immer, die Losung in reeller Form - die Koeffizienten der vorgelegten 
Differenzengleichung wurden reell vorausgesetzt - darzustellen. 

Nehmen wir z. B. an, daB von den n Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung zwei komplex waren, z. B. 

flt=a+bi=e(Co.sCP+isincp),} _~ _I'~/ 2+b2 i . . . tg cP - a' e - t' a I • 

(32 = a - b ~ = e (cos cP - ~ Sill cp) , 
Dann erhalt die allgemeine Losung folgende Gestalt: 

'!Ire = A fJf + B fJ: + ... = eZ [A (cos cp x + i sin cp x) 
+ B (cos cp x- i sin cp x)] + .... 

Die Auflosung der Klammer ergibt 

Yre=ez [(A + B) cos cpx+ i(A - B) sin cp x] + ... 
= C1 eZ cos cpx+ C2 eZ sincpx+.··. 

Jedes konjugiert-komplexe Wurzelpaar liefert also zwei reelle Parti
kularlosungen, deren Summe die Form 

(8) 
annimmt. Sind die komplexen WurzeIn mehrfache Wurzeln, so er
halt die allgemeine Losung, wie man leicht nachrechnet, die Form 

Y",= [C1 + xC2 + ... ] eZ coscpx + [C' +x c" + ... ] eZ sin cpx + .... 
Beispiel I. Wir betrachten die Reihe 

0,1, 1,2, 3, 5, 8··., 

die dadurch gekennzeichnet ist, dat'i jedes Glied die Summe der beiden un
mittelbar vorangehenden darstellt. Wie lautet die allgemeine Form eines belie
bigen Gliedes? Da voraussetzungsgemiit'i 

Yz+2=Y",+Yz+l, 
so liefert die Losung dieser Differenzengleichung zweiter Ordnung die Losung 
unserer Aufgabe. Aus 

YX+2 - YX+l - Y",= 0 

entsteht mit Yx = fJoX die charakteristische Gleichung 

mit den beiaen Wurzeln 
<p(fJl=fJ2-fJ-1 =0 

fJ - !..r t s 
1- 2 und 1- ts 

fJ2=--' 
2 

Sonach lautet die allgemeine Losung 

(1 + ts)Z (1 - ts)Z yx=C1 --2- +C2 -2- . 

Zur Bestimmung der Festwerte C bentltzen wir den Anfang der Reihe. l\lit 

Yo=o und y1 =1 
gewinnt man .die beiden Bedingungsgleichungen 

C1 +C2 =0, 

C 1 + "'5 + C ~ ts = 1 
1 2 2 2 ' 
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aus denen sich Cl = f~ und c. = - fs- berechnet. FUr das x - te Glitd der 

Reihe gilt daher die Formel 

Derartige Reihen bei denen fUr mehrere aufeinanderfolgende Glieder eine 
!ineare Relation mit konstanten Koeffizienten besteht, heiDen rekurrente 
Reihen1). 

Beispiel 2. Betrachtt!n wir die homogene Gleichung zweiter Ordnung in 
der allgemeinen Form 

Yx+. +lYX+1 + ftY.,= 0, 

deren charakteristische Gleichung 

die beiden Wurzeln 

1 ff'-(ll = - - + - - ft , 
2 4 aufweist. 

l· 
1st - > ft, so sind P1 und P. reell. 

4 
Durch EinfUhrung der Hyperbelfunktionen konnen wir der Losung eine neue 

oft zweckmafiige Form geben. Wir setzen 

woraus sich fUr [! und 'P die VerknUpfungen 
-l 

[! = l~ , [oj 'P = --c::. 
2fft 

h - "" 1 .. . d erge en .). Das Vorzeichen von f /L ist so zu wablen, da .. - ----= POSIhV WIr . 

Die allgemeine Losung nimmt daher die Form 

Y.., = (rp)x (A e'pJ; +B e -'I' x) 
und nach EinfUhrung der Hyperbelfunktionen die Gestalt 

Y., = (~)x [c, @lin 'P x + c. [oj 'P x] an. 

2f ft 

l" 
1st aber - < /L, dann wird P1 und P. komplex. Die Losung erscheint dann 

4 
in der Gestalt 

wie wir bereits auf Seite s6entwickelt haben. 

Da wieder e = fp und cos 'P = - _l, wie man leicht nachrechnet, so 
2f/L 

gelangt man scb!ieDlich zu 

Yx = (fp)x [C1 sin 'P x + c. cos 'P x] . 

1) Die hier zitierte Reibe ist die erste bekannt gewordene rekurrente 
Reibe, die Kanincbenaufgabe des Leonardo von Pisa: Liber abaci, um 1220. 

Siebe Cantor: Gescbicbte der Matbematik, Bd. II, S.25. 

2) Aus {ll 'fJ. = /L folgt e = fp- und aus A + fJ. = -l berechnet man 
-l 

ll:oj 'P = ----= . 
2fft 
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).,. 
1st endlich - = fl, so wird {ll = {I. (Fall der Doppelwurzel), und die 

4 
Losung lautet 

Yx=(-~Y (C1 +C.x). 

Beispiel 3. Die Differenzengleichung vierter Ordnung, 

Y"'+4 + Yx = 0 1) 

besitzt die charakteristische Gleichung 

cp ({J) - {l4 + 1 = 0 

mit den zwei Wurzelpaaren 

;n; .• ;n; d 
{ll .• = cos 4 ± t sm 4 un {I 3;n;± . . 3:n 

3. 4 = cos 4 t SID 4 . 
Die allgemeine Losung Iautet daher 

;n;x . :nx 3JlX • 3:nx 
C1 cos - + C. sm --+ Cs cos --+ C4 sm -- . 

4 4 4 4 

Beispiel 4. Die Differenzengleichung 

YX+4 - 6Yx+3 + 11 Yx+. - 6YX+l +Yx=o 

fUhrt mit dem Losungsansatz Y", = {Ix [luf eine reziproke Gleichung vierten 
Grades zur Ermittelung von {I. Namlich 

{I' - 6 {l3 + 11 P - 6 {I + 1 = 0 . 

1 
Setzt man {I + ~ = y, so gewinnt die charakteristische Gleichllng die 

fache Form (1' - 3)2= O. 
Aus der Doppelwurzel 

1'=3 

entspringen die beiden Doppelwurzeln 

{I = 3 + fs und (I 3 - t's 
1.2 2 3.4=-2-' 

Die allgemeine Losung der vorgelegten Differenzengleichung ist daher 

ein-

Symmetrische Differenzengleichungen. Differenzengleichungen 
gerader Ordnung mit konstanten Koeffizienten, nach Art der im letzten 
Beispiel behandelten, werden wir symmetrische D ifferenzen
gieichungen nennen 2). Sie spielen in den Anwendungen eine her
vorragende Rolle, weshalb wir uns mit ihnen noch etwas naher be
fassen wollen. lhr Kennzeichen ist die symmetrische Anordnung der 
Beiwerte. Die Symmetrie des Gleichungsbildes kommt noch mehr 

1) Seliwanoff: Differenzenrechnung. 
2) Diese Gleichungen stellen einen Sonderfall der symmetrischen Diffe

renzengleichung mit veranderlichen Beiwerten vor, die dadurch gekennzeichnet 
ist, dati die Determinante der Beiwerte des durch die Differenzengleichung 
dargestellten Gleichungssystems symmetrisch ist. 
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zum Vorschein, wenn man das mittelste Glied mit Y bezeichnet so 
daB eine homogene Gleichung gerader Ordnung, al;o von der Ord
nung n= 2P die Form 

ap Yx +p + ap- l Yx+p-l + ... + a l Yx+l .+ ao Yx 

annimmt. +a1Yx-l + ... +ap-lYx-P+l +apYx_p=o 

Wir betrachten zunachst die Gleichung zweiter Ordnung 

Yx +1 + 2 a y", + Yx - l = o. 

Setzt man y", = (Jx = eax , so gewinnt die charakteristische GIei
chung die einfache Gestalt 

2((£ofa+a) = o. 

Diese Gleichung liefert zwei Wurzeln a l = + m, a2 = - m, so daB 

YX=Clemx+C2e-mx oder Yx=Cl(£ofmx+C26inmx 

die allgemeine Losung der vorge1egten Gleichung zweiter Ordnung 
darstellt. 1st a < 1, also m1 und m2 imaginar, so treten an Stelle der 
Hyperbelfunktionen trigonometrische Funktionen. 

Wir bezeichnen nun die Operation, die zu dem Differenzenausdruck 

Yx+1 + 2 a Yx + Yx-l 

fiihrt, mit (6 + z a) Yx und fiihren an diesem Ausdruck nochmals 
die Operation (6 + z b) durch. Wir schreiben hierfiir symbolisch 
(6 + 2 b) (6 + z a) Yx und erhalten 

(6+ 2b)(6+ za)y", 
= (YxH + 2 a Yx+ l + Yx) + 2 b (Yx+1 + 2 a Yx + YX - l ) 

+ (Yx + 2 a Yx-l + Yx-2) (I) 
= YxH+ z(a + b)YX+1 + 2(2 ab + 1)yx + 2 (a + b)Yx-l + Yx-2' (II) 
einen symmetrischen Differenzenausdruck vi erter Ordnung. 

Da die Beiwerte in (II) symmetrische Funktionen von a und b 
sind, so foIgt, daB die Reihenfolge, in der die Operationen (6 + 2 a) 
bzw. (6 + 2 b) durchgefiihrt werden, gleichgiiltig ist. Man ware zu 
dem gleichen Ergebnis gelangt, wenn man an (6 + 2 b) die Operation 
(6 + 2 a) ausgefiihrt hatte. 

Die Wiederholung dieses Prozesses fiihrt zu symmetrischen Dif
ferenzenausdriicken h6herer Ordnung, so daB man allgemein eine 
symmetrische Differenzengleichung von der Ordnung n = 2 P sym
bolisch durch 

(.6. + 2 a) (6 + 2 b)(.6. + 2 c)·· '(6 + 2 k) Yx= 0 (III) 
darstellen kann. 

Hinsichtlich der L6sungen der durch (III) dargestellten Gleichungen 
erkennen wir leicht folgendcs: Betrachten wir zunachst die Gleichung 



60 Die gewohnlichen linearen Differenzengleichungen. 

(.6. + 2 a) (.6. + 2 b) y", = o. Die linke Seite dieser Gleichung ist in 
ausfiihrlicher Schreibweise durch (I) bzw. (II) gegeben. Nun ist e±az, 
wobei 2 (~of a + a) = 0, eine Losung dieser Gleichung vierter Ord
nung, da ja jeder der Klammerausdriicke in (I) durch diese Losung 
befriedigt wi rd. Anderseits kann aber mit z'" = Y",+1 + 2 b y", + Y",-1 

die Gleichung (I), wie bereits oben erwiihnt, auch in der Form 

Z.r+l +2az",+z",_1 =0 

geschrieben werden, eine Gleichung, die durch e ±Pz befriedigt wird, 
wobei 2 (~of fJ + b) = 0 ist. Die GI. II· hat demnach die Losungen 
e ±az und e ±Ilz, deren kennzeiehnende Beiwerte C(, und fJ aus der 
charakteristischen Gleichung 

22 (~of a+ a) (~offJ + b) = 0 

entspringen. Verallgemeinert man die eben an einer Gleiehung 
vierter Ordnung durchgefiihrte SchluBweise, so erkennt man, daB zu 
der symmetrischen Gleichung von der Ordnung n = 2 p, Gl. (III) die 
charakteristische Gleichung 

2 P (~of a + a)(~of fJ+ b) ([ofy + c) ... (~ofx +k)= 0 

gehort. e ±az, e ±{Jz, e ±yz . .. e ±xz sind dann die Lasungen der 
GI. (III), wobei a, b, c . .. die p Wurzeln der zur vorgelegten Differen
zengleichung gehorenden charakteristischen Gleichung 

ap ~of P ~ + ap - 1 ~of(p - 1H + ... al ~of ~ + ao = 0, 

mit (£01 ~ als Unbekannten, sind. 

19. Vollstandige Gleichungen. 
In vielen Fallen gelingt es in ziemlich einfacher Weise eine Par

tikularlasung der vollstandigen Gleichung zu finden, so daB nach Auf
stellung der allgemeinen Lasung der homogenen Gleichung die voll
standige Losung bekannt ist. 

Es habe z;- B. die rechte Seite U", der vollstandigen linearen Diffe
renzengleichung 

PCYx) - Y.,+n + at Y.dn -1 + ... + an Yx = Ux 
die Form 

(9) 

'" q;r.=r C." 
wo g", eine ganze rationale Funktion m - ten Grades von x bedeutet, 
wahrend r eine reelle oder komplexe Zahl ist, wobei wir zunachst 
voraussetzen, daB r nicht selbst eine Wurzel der zu P(y.,) = 0 ge
harenden charakteristischen Gleichung 

. 9?(fJ)==fJn + a1fJn-1+ _. -+ an =0 
1St. 

Es liegt nun nahe zu versuchen, ob nieht Gl. (9) durch den Pro-
duktansatz x 

1)x= r u"" 
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wo u'" eine ganze rationale Funktion vom gleichen Grade wie gist, 
befriedigt wird. Dies ist in der Tat der Fall. Fiihrt man namli~h 1J 
in Gl. (9) ein, so entsteht nach Division mit r", die Identitat '" 

rn u"'+ .. + a l r .. - 1 U",+ .. _1 + ... + an u", == g",. 

Da die Potenzen von r Festwerte sind, so erhaIt man links vom 
Gleichheitszeichen einen rationalen Ausdruck m - ten Grades, der mit 
g", identisch gleich sein soil. Die Gleichsetzung der Beiwerte gleich. 
hoher Potenzen rechts und links vom Gleichheitszeichen ergibt die 
Beiwerte der Funktion u",. Fiigt man zum Schlusse die allgemeine 
Losung der homogenen Gleichung hinzu, so erhiiIt man die vo ll
standige Losung der Gl. (9). 

Anders liegt die Sac he, wenn r eine Wurzel der charakteristischen 
Gleichung ist, die zur homogenen Gleichung P(y",) = 0 gehort. 

Setzt man wieder den Losungsansatz 

1J", = r'" u'" 

in Gl. (9) ein und fiihrt man, wie wir das in Abschnitt 18 getan 
haben an Stelle der Funktionswerte """ U",+1 ... ux +" die Differenzen 
LI u"" Ll2 u", . •• LI n u'" ein, so erhiilt man schlieBIich, nachdem mit r'" 
gekiirzt wurde, die Identitiit (Gl. (3) von S. 54) 

n LI U Ll2 u 
r <p(r)u",+ rn - 1<p'(r) -1!-" + r n - 2 <p"(r) 2! x + ... 

Lln u + <pen) (r) ---:nt-'"- == g", 

1st nun r eine Wurzel der charakteristischen Gleichung, so ist 
<p (r) = 0 und man erkennt, daB u'" vom Grade m + 1 sein muB, da
mit links vom Gleichheitszeichen eine Funktion vom Grade m zustande 
kommt, denn nur dann ist LI u vom Grade m. Diese Uberlegung 

x 
konnen wir sofort verallgemeinern. 1st r eine k - fache Wurzel der 
charakteristischen Gleichung, so verschwinden wegen 

<p (r) = 0, <p' (r) = 0, ... <p(k-1) (r) = 0 

die ersten k Glieder der Gl. (10). Das (k + 1) - ste Glied enthiilt 
LI k u'" und man ersieht, daB u'" den Grad m + k besitzen muB, damit 
die linke Gleichungsseite ein Polynom m - ten Grades wird. 1m 
iibrigen wird die Rechnung im Einzelfalle genau so durchgefiihrt, wie 
in dem Falle, wo r keine Wurzel der Gleichung <p (fJ) = 0 ist, d. h. 
die Beiwerte in "", werden durch Koeffizientenvergleichung gewonnen. 
Allgemein gilt daher der Satz: 

Hat die rechte Seite einer linearen Differenzengleichung 
mit konstanten Beiwerten die Form r'" g"" wo g", eine ganze 
rationale Funktion vom Grade mist, so stellt rX u'" eine Parti
kularlosung der vollstiindigen Gleichung vor, wobei u'" eine 
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ganze rationale Funktion von m-ten Grade bedeutet, so
lange r keine Wurzel der charakteristischen Gleichung 
cp(fJ)=o ist_ 1st aber r eine k-fache Wurzel der charakte
ristischen Gleichung, so ist U x vom Grade m + k. 

Wir fugen noch eine Bemerkung an, die Iiir den zweckmiiBigen 
Ansatz des Polynoms u'" von Wichtigkeit ist, falls r eine k -fache 
Wurzel der charakteristischen Gleichung ist. In GL (10) fallen die 
ersten k-Glieder, da diese Null sind, fort, sie hat daher die Form 

Alu . AI+1u Anu 
cp(I)(r)T+cp(l+l)lr) k+T+"·+cp(n)(r)---;f=g",. (11) 

Setzt man nun, wenn gx vom m - ten Grade ist, entsprechend der 
oben angegebenen Regel, 

fix = rX Ux = r'" (Yo + Y1 x+ ... + Ykxl + ... Ym+kxm+k), 

so liiBt Gl. (11) deutlich erkennen, daB fiir Yo' Y1 ... Yk-l beliebige 
Werte gewahlt werden kannen, da die Differenzen Lli ux ' LI 1+1 Ux •.• 

dieser Glieder verschwinden. Fur die Koeffizientenvergleichung 
kommen daher nur die restlichen m + 1 Glieder von fix in Betracht, 
deren Anzahl gerade mit der Anzahl der Beiwerte einer ganzen ratio· 
nalen Funktion m - ten Grades iibereinstimmt. Die Glieder Yo' Y 1 x, 
... Yk-l xl-1 verschwinden natiirlich nicht, sondern erscheinen in der 
vol1stiindigen Lasung der vorgelegten Differenzgleichung als Teil der 
allgemeinen Losung der homogenen Gleichung in der Form 

(Co + C1 X + C2 X ll + ... Ck- 1 xk-1)r"', 

wo die C willkiirliche GraBen vorstellen. 
1st daher gx vom Grade m und ist r eine k - fache Wurzel der 

charakteristischen Gleichung, so ist u'" in der Form 

anzusetzen. 
u =y xk+y Xk+1 + ... y x m+k ;r; k k+1 m+k 

Aus dem Superpositionsgesetz folgt noch, daB in jenen Fallen, 
wo U x eine Summe von Gliedern' der Form rX g,r; darstellt, auch die 
Partikularlasung fix als Summe von nach den vorangegebenen Regeln 
gebildeten Einzellasungen auftritt Insbesondere folgt daraus, daB 
Gleichungen, deren rechte Seiten die Gestalt 

gx sin k x, gx cos k x, gx @:lin k x, gx (£of k x 

allnehmen, durch Lasungen fix von der Form 

ux' sin k x + u x" cos k x ux' @:lin k x + u"," [of k x 

befriedigt werden. ux ' und.ux" sind, wie oben, ganze rationale Funk
tionen, deren Grad nach den angegebenen Regeln mit dem Grad von 
gx zusammenhangt 

Triigt man z. B. in die Differenzengleichung 

Yx + n + at Yx + 1l - 1 + ... + an Yx = g,,, sinkx, 
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worin 
gx = bo -+- b1 X + ... + bon xm 

ein Polynom m - ten Grades ist, die Partikularlosung 

17", = (150 + 151 X + ... + 15m xm) sin k X + (eo + e1 x + ... em xm) cos k X , 
u", 

ein, so erhiilt man zuniichst 

u" x 

u'x+n sin k (x + n) + a1 u'x+n-1 sin k (x + n - 1) + ... + an u'", sin k x 
+ u"x+n cos k(x + n) + a1 u"x+n-l cos k (x + n -1) + ... 
+ an u"x cos k x=gxsinax. 

Driickt man sin k (x + n), cos k (x + n) usw. nach dem Additions
theorem durch sin k x und cos k x aus, so gewinnt man eine Ver
kniipfung von der Form 

sin k.x(fo + f1 x+··· fmxm) + cos kx(fo + 11 x + ... + fmxm) 
= sin k x (bo + b1 x + ... + bm xm) . 

Hierin sind die Beiwerte 

fo' f1 · .. , fo' f1 ·•• 

Iineare Funktionen der in u'", bzw. u"", vorkommenden Beiwerte 150 , 

151 ... bezw. eo, e1 ···· 
Bildet man die Beziehungen 

fo = bo ' f1 = b1 ... 
- -
fo=o, f1 =0... fm=o, 

so stehen 2 (m + 1) Gleichungen zur Ermittlung der 2 (m + 1) unbe
kannten Koeffizienten 150, 151 ", und eo' e1'" zur Verfiigung, die 1)", 

eindeutig bestimmen. 

Beispiel 1. 

Hier ist 1'=1 und gx=XiX+1) vom zweiten Grade. 
Die Gleichung 

hat die beiden Wurzeln 

fll = - 2 + Y3 und fl2 = - 2 - Y 3 , 

die von r = 1 verschieden sind. 
Wir setzen daher als Partikular16sung das Polynom 2-ten Grades 

"Ix=a x2 +bx+c 
an und erhalten aus der Differenzengleichung die Beziehung 

a (x+ 2)2 + b (x+ 2)+ c + 4 [a (x + 1)2+b (x+ 1) + c] +a x 2 + b x+ c 

oder 
=X(X-1) 

6 a x2 + 6 (2 a + b) x + 2 (4 a + 3 b + 3 c) = x (x -1). 
Aus 

6a= 1, 
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folgt 
1 

a=6' c=_~, 
18 

somit die allgemeine Losung 

:Y",= CJ (- z + Y"3Y' + Cg (- Z - (it +~ (xI- 3X+~). 
Beispiel 2. 

:)1"'+3 - 7 :Y"'+1 + 6 :Y",= 1. 

Hier ist g", = 1 und ,,= 1, eine Wurzel der charakteristischen Gleichung 

q; (fJ) ={J3 -7 fJ+ 6 = (fJ -1) ({J - z)({J+ 3)= o. 
Die PartikuJarlosung ist demnach eine lineare Funktion von x, nllmlich 

7Jx =ax. 

Die Einfuhrung in die vorgelegte Diflerenzengleichung liefert 

1 a=--
4 

und damit die allgemeine Losung 

Beispiel 3. 

x 
:Y ... = C1 + C, zx+ Cs (- 3)""- -. 

4 

:Y"'+9 - S :)1 .. +1 + 6:y", = ,,1IO+k 1). 

Da jetzt g", vom Grade Null ist, so setzen wir, unter der Annahme, dati " 
mit keiner der Wurzeln von q; (fJ) = 0, d. i. PI = Z , fJi = 3 , Ubereinstimmt, 

Nach dem Einbringen in die Differenzengleichung gelangt man zu 

oder 
C{".9_ 5 ,,+6)= 1 

1 

c=,s-S,,+6' 
Die allgemeine Losung lautet daher 

"IIO+J: 
:Y",= C1 zZ'+ Cg 3""+,s_ 5 1'+6' 

1st aber ,,= z, so setzen wir 

und erhalteri 
7J",= CXy llO+J: 

woraus mit y = 2 

1 c=-z 
und die allgemeine Losung 

:Y.:z:=(C1 - Zk-l x) 2x+ C9 3"" 

gewonnen wird. Ebenso kann man vorgehen, wenn l' = 3 ist. 

Beispiel 4. 

Hier ist 
q; (fJ) == fJ~ - 6 fJ + 9 = ({J - 3)2 , 

1) Boo Ie: A treatise on the calculus of finit differences. 
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sonach /11 = /1. = 3· Es bestehen daher zwei gleiche Wurzeln. 1st, von 3 
verschieden, so nebmen wir 

als PartikularlOsung an und finden nach Einsetzen in die Differenzengleichung 

a x (, - 3)2 + 2 a r (r - 3) + b (r - 3)9 = X 

und daraus 
a(r-3)2= 1, 

Die Auflosung fUhrt auf 

1 
a=~---

(r - 3)" 
und 

21' 
h= - ----

(r - 3)3' 

so daf die allgemeine Losung in der Form 

erhalten wird. 
Ware aber r = 3, so hat man, da r eine zweifache Wurzel von <p (p) = 0 

ist, fiir YJx anzusetzen 

Man erhalt jetzt, wenn man 'fix in die Differenzengleichung einflihrt, die 
IdentitiH 

32 [a (x + 2)3+ b (x+ 2)2]- 6'3 [a (x+ 1)3 +b (x+ 1)2]+9 [ax"+bx2]_ x 

oder nach Durchflihrnng der Rechnung 

woraus 

bestimmt werden. 

x 
6ax+6a+zb=-, 

9 

1 
a= 54' b= __ .1~ 

18 

Sonach ist die allgemeine Losung (siehe S. 62) 

( x. X3 ) 
yx= Cl+C2X-18+S4 3x . 

Beispiel 5. 
Y"'+l +,tYx +!' YX-l =a sin m x. 

'Vir setzen als Partikularlosung 

1/x = A sin m x + B cos m x 

in die vorgelegte Differenzengleichung ein und gewinnen die Identitat 

A [sin m (x+ 1) +,t sin m x+!' sin m (x - 1)] 

+B[cos m (x+ 1) + ,tcosmx+" cos m (x - l)]=a sin m x 
oder 

sin m X {A [Cp + 1) cos m +,t] + B (I' - 1) sin m} 
+ cosmx{A(l -,,)sin m+B[Ctt+ 1) cosm+,t]} =a sin mx. 

Sie flihrt zu den beiden Beziehungen 

aus denen 

A [(1'+ 1) cos m+ ,t]+B(,,-l)sinm =a, 
-A (IL -1) sin m +B [(!'+ 1) cos m+,t] = 0, 

A=a Ctt+1)cosm+.1. ._ 
(1'+1)" + 2,t Ctt+ 1) cos m- 4" slU~ m +.1." 

- (" -1) sin m 
B =a (1'+ 1)"+ 2,t (f' + 1) cos m--4-,,-csic-n-;;-'-m +12 

berechnet werden. 

BJeich-Melan, Dillerenzengleichungen. 5 
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Die PartikularlOsung der vollstandigen Gleichung erscheint schliel3Iich nacb 
einfacher Umformung in der Gestalt 

sin m (x - 1) +lsin m x +,u sin m (x+ 1) 
"Ix = a (tt + 1)2+ 2). (,u+ 1) cos m - 4,u sin2 m+).2 

Fiigt man die allgemeine Losung fiir die homogene Gleichung aus dem Bei
spiel 2 Seite 57 hinzu, so erh1ilt man die allgemeine Losung der vorgelegten 

. Differenzengleichung. 
Wir bemerken noch, dal3 der Nenner von 1/x, von einem Ausnahmefall 

abgesehen, nie Null werden kann, solange ). und tt reelle Zahlen sind. Lost 
man namlich den gleich Null gesetzten Nenner nach einer der Grol3en, z. B. ;., 
auf, so erhalt man 

A = - (,u + 1) cos m ± i (,u - 1) sin m. 

Da ,u reel! vorausgesetzt wurde, so miil3te A stets komplex sein, wenn der Nenner 
verschwinden soUte. Eine Ausnahme besteht nur fiir den Fall ,u = 1. 

In den Anwendungen spielen die symmetrischen Gleichungen eine 
hervorragende Rolle. Die Ergebnisse vereinfachen sich dann bedeutend. 

FUr die symmetrische Differenzengleichung 

1'X+1 + 21'x + 1'X- 1 = a sin m x 

erhalt man aus der vorher gefundenen Losung mit ,u = 1 

a sin m x 
1/x = 2 cos m + 1 . 

Hier kann der obenerwahnte Ausnahmefall, dal3 der Nenner in 1}r ver
schwindet, eintreten. Es ist dann 

A 
cosm=-2' 

d. h. sin m x und cos m x sind Losungen der homogenen Gleichung (siehe 
S. 57 unten). 

Der Ansatz fiir 1/x hat in diesem Ausnabmsfal!e, wenn tp (fJ) = 0 zwei ver
schiedene Wurzeln aufweist, zu lauten:· 

"Ix=A x sin m x+ Bx cos mx. 

Die Einfiihrung in die symmetrische Differenzengleichung Iiefert 

A x [sin m (x+ 1) + 1 sin mx + sin m (x-l)] + A [sinm(x+ 1)- sinm (X-l)] 
+Bx[cosm (x+ 1)+1 cosmx+ cosm (x-1)] +B[cosm(x+ 1)-cosm(x-l)1 

= asin mx. 
Die in Klammern stehenden Beiwerte von x sind Null, so da/3 zur Be

stimmung von A und B die ftir aIle Werte von x gtiltige Gleichung 

2 A cos m x sin m - 2 B sin m x sin m = a sin m x 

zuriickbleibt. Die Koeffizientenvergleichung ergibt 

so daD 

B= ___ a_ 
2 sin m' 

axcosmx 
1/.v = - 2 sin m 

die gesuchte Partikularli:lsung der vollstandigen Gleichung darstellt. 
Schliel3Iich findet man 

y x = C1 sin m x + C2 cos m x _ a x c~s m x . 
2 sm m 
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Wir zeigen noch, wie dieses Ergebnis auch durch einen GrenzUbergang 
gewonne~ werden kann. 1st sin" x eine Losung der homogenen Gleichung, 

aSlDmx . 
t'J:z= +; dIe oben gefundene Losung der vollstllndigen Gleichung so-2COSm,. , 
lange m '*' '" so ist auch eine Iineare Kombination beider eine Losung der 
vorgelegten Gleichung. Insbesondere auch 

a (sin m x - sin" x) 
t'Jx = 2 cosm+J. ' 

welcher Ausdruck fUr m =" die unbestimmte Form 0 annimmt. FUhrt man 
o 

nun den GrenzUbergang m ~" durch, so erhalt man 

axcosmx 
'YJ",=- 2sinm 

in "Obereinstimmung mit der oben gefundenen Losung. 

Beispiel 6. Die vollstandige symmetrische Gleichung vierter Ordnung 

y.,+s+,uY"'+l +J.y",+,uYx-l +y.,_2=acosmx 

besitzt, im Faile cos m x nicht mit einer der Losungen der homogenen Glei
chungen libereinstimmt, die Partikularlosung 

'YJ", = A sin m x + B cos m x . 

Zwecks Bestimmung von A und B fnhren wir 'YJ", in die gegebene Differenzen
gleichung ein und finden 

A [2 cos 2 m+2!£ cosm +J.] sin mx+B[2 cos 2 m+ 2!£ cos m+J.] cosmx 
=acosmx. 

Die Vergleichung der Koeffizienten fUhrt auf 

A=o, B- a 
- 2 cos 2 m + 2 ,u cos m + J. ' 

so dati 'YJ:z in der Form 
a cosmx 

t'J:z = 2 cos 2 m + 2 ,u cos m + ). 
erscheint. Der Fall, dati 11", auch eine Losung der homogenen Gleichung ist, 
wird mit dem Ansatz 

t'J", = A x sin m x + B x cos m x 

erledigt. Man findet dann 

A=. a . ,B=o. 
4slD2m-2,uslDm 

Anwendung des Verfahrens von Lagrange. 
In allen jenen Fallen, wo die rechte Seite der vorgelegten Diffe

renzengleichung von der Form ,'" g"" wo g", eine ganze rationale 
Funktion von x ist, abweicht, ist es im allgemeinen notwendig, das 
Verfahren der Variation der Konstanten, das wir in Abschnitt 16er
ortert haben, anzuwenden. Nur in einzelnen Ausnahmsfallen gelingt 
es, durch besondere Kunstgriffe, die sich aber nicht in allgemeine 

5* 
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Regeln fassen lassen, mit Umgehung der Methode von Lagrange 
eine Partikularlosung der vollstandigen Gleichung' zu gewinnen. 

Wir gehen nun dazu aber, das Verfahren der Variation der Kon· 
stanten auf die bier zur Erorterung stehende Gleichungsform anzu
wenden. Man ermittelt zu dies em Zwecke zunachst das Fundamental
system des Losungen fJfIJ der homogenen Gleichung und bestimmt 
dann n weitere Funktionen CfIJ', cfIJ" .,. Ca;(A) , wenn n die Ordnung der 
vorgelegten Differenzengleichung ist, aus den n Gleichungen (14) 
und (16) in Abschnitt 16, die wir in gedrangter Aufschreibung hier 
nochmaIs anfiihren. 

I A I + " A II + + (A) AI (A) I fJz+~ a Ca; fJz+~ LJ C'" ... "Iz+" aCz = 0, 

('P = 1, 2 '" n - 1) 

, AI' +" A II + + (A) AI (A) U "IZ+A LJ Cx "IZ+AaCx ... "IZ+ALJCZ = "" 

Die Auflosung dieser Gleichungen, in der die fJ", bekannt sind, Hefert 
die LI C",<i) , aus den en durch Summation die Cx selbst ermittelt werden. 
Da die Losungen "I", der homogenen Gleichung bei konstanten Koeffi
zienten im allgemeinen die Form 

"I",(t) = P.'" 
haben, so nehmen die Gl. (12) die Gestalt an: 

fJ z+" Ac '+p z+"Llc II + ... +fJ z+" Llc {A) = 0 ) 1 x 2. a; tt:&' 

('P=1, 2 ... n-1) 

(J z+AA C '+p'z+nLlc "_t··· +fJ fIi+AAc (A) = U 
1 a: 9:x; "a; a:' 

(12') 

wabrend gemaB Gl. (17) und (18) in Abschnitt 16 die Partikularlosung y", ° 
der vollstandigen Gleichung die Form 

~I 0 = P '" C I + fJ '" C I, + ... + p a; C (n) 
Ja; 1:x 2:r. f1, a; 

erhalten. Sind unter den P mehrfache Wurzeln vorhanden, so sind 
die diesen mehrfacben Wurzeln entsprechenden Losungen "I", in die 
Gl. (12) bzw. (13) einzufiihren. Ware z. B. Pl = fJi = fJs' so wiirde 
y.,o die Form 

A 

Ya;o = fJt C: + xfJt Ca;" + Xi fJt Ca;'" + .2 fJ/' Cx(i) (13') . ,=4-
erhalten. 

Sind aIle Wurzeln voneinander verscbieden, dann konnen die LJ C 
a;' 

ohne von Fall zu Fall die Gleichungen (12') aufiosen zu musseD, unmittel-
bar berecbnet werden. Wir multiplizieren zu diesem Zwecke die n 
Gleichungen der Reihe nach mit den Multiplikatoren 

(i=1,2, ... n) 
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und addieren sodann jedesmal die n Gleichungen. Wir erhalten 
A-I A-1 

Lf I R'H1 2} R" i + A "Rx+1 ~ R" i 
" ex /-'1 ,.=0f'1 /hr+ 1 LJ ex f'~ ::;:0f'2 /-'''+1 + ... 

n--l 

+ A (n) RX+ 1 " R" i 
LJ ex f'n ~ f'n/-,,,+1 = U 

1'=0 x 

(i=1, 2, 3 ... n). 

Nun wahlen wir der Reihe nach die /-' so, daB aIle Summen 2}, bis 

auf die neben A c~) stehende, verschwinden. Bezeichnet f(fJ) die linke 
Seite der charakteristischen Gleichung, so wird dies erreicht, wenn man 

n2 (J~ 1/(;') -1!/!1- - f' ( (J ') 
,,=0 t ,-,,+1 - {J - {JI - \ i 

setzt. Man gewinnt so 

A (i) Ux 

ex = (1;"'+1{' ({1;) und 

Damit haben wir die vollstandige Lasung der vorgelegten inhomo
genen Differenzengleichung in der Form 

n n {J x-I x U 

yx= ~--'Ci{Jix+ 2r!({J;lS (J;L1z 
';=1 ;'=1 ~ gefunden. 

Beispiel I. Die !ineare Differenzengleichung erster Ordnung 

YX+1 -ftYx= Ux 

besitzt das aus einer einzigen Losung bestehende Fundamentalsystem 

'1",=/I;X, 

(1s) 

so dati auch nur eine einzige Funktion Cx zu bestimmen ist. Mit n = 1 redu
ziert sich auch das Gleichungssystem (12) auf eine einzige Gleichung, namlich 

17x+1 LI Cx = Ux , 

woraus nach Einfiihrung von 17x = /Lx 

folgt, so dati 

LI cx = Ux~_ 
ftX+ 1 

x 

Cx = ~ ~LI z+C1 ~ ftZ+l 

wird. Ob diese Summation durchftihrbar ist oder nicht, hlingt ganz von der 
Art der Funktion Ux abo Die allgemeine Losung der vorgelegten Gleichung 
lautet daher 

1) Wir scbreiben hier vorteilhafter die unbestimmte Summe in Form einer 
bestimmten Summe mit der oberen verlinderlichen Grenze x und einer be
liebigen unteren Grenze und bezeichnen die Summationsvariable mit Z. 
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1st z. B. 
u",=r, 

so wird nach Gl. (8) S. 16 

S rZz J z = S (~y J z = r(~t + C1 • 

ft --1 

Daher 
tt 

rX 
Yx = C1 ftx + --. 

r-tt 

1st r = tt, so versagt diese Formel, man hat aber dann 

und daher 

Beispiel 2. 

x x s :Zz J z = S J z = x + CI 

Yx = C1 ftx + X ttX - 1 . 

rX 
Y"'H+4Yx+I +Yx=x' 

Mit Hilfe der beiden Losungen der homogenen Gleichung 

ll~=Pf= (- 2 + Ji3)X und 1l~ =P2x = (- 2 -l'3Y 
erhlilt man, unter Beaehtung, dati 

naeh Gl. (14) 

-1 X"z 
C ' = {J1 Q _ J z + C 
x 2 ({J1 + 2) e) z {Ji 1 

Die Summation llitit sieh nieht in gesehlossener Form durehftihren. Die all
gemeine Losung lautet schlietilieh 

x-1 x z x-1 x z 
- C {J x + C R X + .01 Q r J z -I- {J2 Q r L1 z 

Yx - 1 1 21'2 2 ({JI + 2) e) z P.z . 2 ({J2 + 2) e) Z {Jiz . 

In den meisten Anwendungsfallen wird y", nur fur die ganzzahligen 
Werte von x definiert sein. Wenn x nicht allzu groBe Werte annimmt, 
kann man die Summen S durch unmitteIbare Summation flir die in 
Betracht kommenden Werte von x berechnen und in einer Tafel zu
sammenstellen. Siehe die Ausfiihrungen auf S. 30. 

In § 6 werden wir noch einen weiteren Weg zur zweckmaBigen 
Darstellung der Losungen linearer Differenzengleichungen unter Zuhilfe
nahme der sogenannten Eigenlosungen kennen lemen. 

20. Systeme simultaner Differenzengleichungen. 

Sind Y"" z"" u",' .. Funktionen der Veranderlichen x, so bezeichnen 
wir das Gleichungssystem 



Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten. 20. 71 

k" [" m" 
'\1" r" b" + y" + U" . ..t..J ai Yx+il.~ i Zx+i . ..t..J Ci Ux+i ... = x 

t=O t=O t=O 

als System simultaner Differenzengleichungen, wobei die a, 
b, c ... Festwerte vorstellen. Die lahl der Gleichungen muB jeweilig 
ubereinstimmen mit der lahl der unbekannten Funktionen Y x' z"" u",'" 
Die lahlen k, k' ... , I, r ... , m, m' ... usw. nennen wir die Ord· 
n ung s zahlen. 

Es liegt naturlich nahe, durch Elimination der unbekannten Funk· 
tionen zx' u'" ... zunachst eine einzige Differenzengleichung mit der un· 
bekannten Funktion y", herzustellen, deren Ordnung, wie eine einfache 

Uberlegung lehrt, hochstens vom Grade s = It + l + iii + ... ist, wenn 

k, I, m ... jeweilig die gr6Bten unter den Ordnungszahlen k, k' . .. , I, I' . .. , 
m, m' ... usw. bedeuten. Die rechte Seite dieser so gewonnenen 
Gleichung ist eine lineare Funktion der Belastungsglieder U"" U x', 
U x" . . •• Mit Y x sind dann im allgemeinen auch die anderen Funktionen 
z"" u","" die ebenfalls von y", linear abhangig sind, ohne daB eine 
weitere Differellzengleichung zu 16sen ist, gegeben. Da die Aufl6sung 
des vorgelegten Systems auf eine Gleichung von der Ordnung s, 

wobei s < k + 1+ m +... ist, zuruckgefuhrt erscheint, so enthalten 
die allgemeinen L6sungen Yx ' z"" u",'" s willkurliche Konstanten. 

Der Eliminationsvorgang kann im allgemeinen in folgender Weise 
vor sich gehen: Man l6st das vorgelegte System von Differenzen·. 
gleichungen nach den Unbekannten Yx+k' ZX+Z, ux+m ... auf, so daB 
auf den rechten Seiten dieser Ausdrucke nur mehr die Funktionen Yx 

bis h6chstens Yx+k-l, z'" bis h6chstens Zx+Z-l' u'" bis h6chstens 
Ux+m-l usw. zu stehen kommen. Aus Yx+k bestimmt man nun durch 
Erh6hung der FuBzeiger um 1, Yx +k +1 , dessen rechte Seite jetzt 
h6chstens die Clieder ZX+Z, u x+m... enthalten kann. Diese Clieder 
denke man sich durch die erstgefundenen Ausdriicke fur zx+l, UX+m.· . 
ersetzt, wodurch flir YX+k+l ein Ausdruck entsteht, der rechts wieder 
nur als h6chste Clieder Yx+k, Zx+k-l, Ux+m-l aufweist. Aus Yx+k+1 be· 
stimmt man in der gleichen Weise unter nochmaliger Benutzung der 
Ausdrucke fUr zz+l, u x+m'" einen Ausdruck fur Yx+kH, und setzt 
dieses Verfahren so lange fort, bis man die Reihe der Funktipnen 

Yx+k, Yx+k+1'" Yz+k+l+m+ ... 

erhalten hat. Jedes Glied dieser Reihe enthalt auf seiner rechten Seite 
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von den Funktionen z nur mehr die z"" Z",+1'" Zx+/-1, von den 
GroBen u nur mehr die u"" u'" + l' ... U x +m-1 USW. Insgesamt \'erfiigt 

man schlieBlich iiber 1 + l + iii + .. , Gleichungen, aus den en die 

f+ iii + ... GroBen z, u," auszusondern waren. Das Eliminations

ergebnis ist eine Gleichung in y", von der Ordnung s = k + f + iii + . , '. 
In einzelnen Sonderfiillen kann diese Gleichung auch von geringerer 
Ordnung sein, wenn einzelne Beiwerte Null werden, 

Wir betrachten ein ganz einfaches Beispiel: 

Yx+9+4Y",+ZX+I- ZX=VX ' 

Yx+l-Yx -ZX +l- Z",=O. 

Die Ordnungszahlen sind hier k = 2, k' = 1, 1 = 1, l' = 1, so daB 
s < 3 wird. Die Auflosung dieser beiden Gleichungen nach Y",H und 
Z",+1 liefert 

YX+2=-YXTl-3Yx+-ZZx+V", (a) 
(b) 

Aus (a) bestimmt man Yx +3 und ersetzt darin zx+1 durch (b). Man 
erhalt so 

Yx +3 = - Yx +2 - 3 Yx +1 + Z Z,,+1 + V" +1 

= - Yx +2 - Yx +l - Z y", - Z Z'" + V x + 1 ' 

Nun sondert man aus (a) und (c) z'" aus und gelangt zu 
ferenzengleichung dritter Ordnung in y", 

Y x + 3 + z Y x +2 + z Y x+ 1 + 5 )'x = V", + U x+ 1 . 

Wird Y", aus dieser Gleichung berechnet, so liefert 
1 

Z"'=z(YX +2+YX + 1 +3Y,,- Va,) 
auch die Funktion z",' 

(c) 

der Dif-

Bei Gleichungen mit konstan ten Beiwerten laBt sich die Aus
sonderung der Funktionen z"" u",'" viel einfacher durchfiihren. Setzen 
wir fiir einen Differenzenausdruck der Funktion Y symbolisch D (Y), 
fiir einen solchen der Funktion z, D (z) usw., so lassen sich die Glei
chungen, wir nehmen der Einfachheit halber zwei an, in der Form 

D J (y) + D'J (z) = V.' 
Ds(Y)+ D4 (z)= V", 

schreiben. Fiihrt man an der ersten Gleichung die Differenzenope
ration D(, an der zweiten die Operation D2 durch, so erhalt man 

D( (D1 (y) + D( (D'J (z») = D4 (Dx) , 
D'J (Ds (y) + D9 (D, (z» = D'J (V.,), 

und da D( (D'J (z) = D2 (D( (z)), so gelangt man nach der Subtraktion 
zu der Differenzengleichung 
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D4 (Dl (Y)) - D2 (Da (y) = D4 (Ux ) - D2 We)' 
die nur mehr die Funktion y enthalt. Diese Methode laBt sich ohne 
Schwierigkeit auch bei drei und mehr Gleichungen anwenden. FaBt 
man die Symbole Dais Koeffizienten eines linearen Gleichungssystems 
auf, so erkennt man ohne weiteres, daB rechts die Determinante der 
Koeffizienten der beiden Gleichungen, links die zu y gehorenden Unter
determinanten stehen. Man hat daher, urn die Differenzengleichungen 
der einzelnen unbekannten Funktionen zu erhalten, die D, so wie die 
Beiwerte eines Systems linearer Gleichungen zu behandeln und Zahler
und NennerdeterminalJte der Unbekannten x, y, z ... je einander gleich 
zu setzen. 

Sind die Beiwerte der Unbekannten, wie hier vorausgesetzt, Fest
w erte, dann kann man in jenen Fallen, wo die Elimination nicht zweck
maBig erscheint, die Losungen y x' z"" ux ' ., auch unmittelbar aus dem 
vorgelegten System von Differenzengleichungen berechnen. Dies setzt 
allerdings voraus, daB die Gleichungen homogen sind oder daB auch 
die Partikularlosungen y x 0 , z", 0 , U x 0 • •. der vollstandigen Gleichungen 
ohne Elimination leicht gefunden.werden konnen (siehe S. 80). Wir haben 
dann nur ein Verfahren zur unmittelbaren Ermittlung der Losungen der 
homogenen Gleichungen zu entwickeln. 

Wir setzen zu diesem Z wecke als Losungen der hom 0 g e n e n 
Gleichungen die Funktionen 

yx=Dpx, zx=EPX, ux=Fpx ... 
an, wo D, E, F... unabhangig von x sind. Ebenso ist peine noch 
zu bestimmende feste Zah!. Nach Einfiihrung dieser Losungsansatze 
in die homogen angenommenen Gleichungen (16) erhhlt man nach 
Kiirzung mit px folgendes System linearer Gleichungen zur Be stim
mung der Beiwerte D, E, F ... 

~. I m 
D .2 ai pi + E.2 bi pi + F.2 cd]i + ... = 0, 

i=O i=O i=O 
k' l' m' 

D.2 a/ pi + E L; b/ pi + F 2J c/ pi + ... = 0, 
i=O i=O i=O 

k" I" m" 
D .2 a/, pi+ E L;bt pi + F .2c/, pi + ... = O. 

i=O i=O i=O 

................... 
Dieses System homogener Gleichungen hat aber nur dann von 
verschiedenen Wurzeln D, E, F ... , wenn die Determinante 

.2 ai pi .2 bJji .2 ci pi . . . 

J= 
2: a.: pi L;b/ pi lJc: pi .. . 
.2a/, pi .2b/, pi .2c/, pi . .. 

Null 

( 17) 
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verschwindet. Die Bedingung L1 = 0, die die charakteristische Glei
chung des Simultansystems vorsteBt, Iiefert eine Gleichung flir P vom 
Grade s, aus der s Wurzeln entspringen. Hierbei ist 

s<k+l+m+ ... 
k, 1, iii, ... sind die graBten unter den Ordnungszahlen k, 1, m . ... 

Aus L1 = 0 folgt aber weiter, daB D, E, F... nicht mehr linear 
unabhangig sind, durch eine von diesen GraBen, die willkiirlich bleibt, 
konnen aBe anderen ausgedriickt werden. Setzt man also 

D=1, E=c·1, F=t5.1 ... , 

so nehmen die Partikularlosungen der homogenen Gleichung die Form 

y", = P", Zx =c P", 
an. Den s Wurzeln p, die wir zunachst verschieden voraussetzen, 
entsprechen im allgemeinen auch s verschiedene Werte von c, t5 ... I) 
Somit bestimmen die s Werte PI", P2" ... das System der Lasungen Y",' 
die s Werte c1 P/' c'J P2" ... das System der Losungen Zx usw. Die 
allgemeinen Losungen erscheinen sonach in der Gestalt 

y" = °IPl'" + C2 p'J'" + ... + CsPsx, I 
z'" = C1 c1 P/ + C'J c'JP2x + ... + Cs csPsx, 

U x = C~ t5~ P~x:_ .C2.~2.P2~ ~ .... ~.Cs. ~s.Ps~' J 
( 18) 

Man ermittelt daher zunachst aus der charakteristischen Gleichung 
LI = 0 die s Wurzeln P und bestimmt zu jeder von ihnen aus dem 
System von n - 1 linearen Gleichungen 

c..E bi pi + ~ 2) c;fJi + ... = - ..E a/ pi, ) 
c ..Eb/ pi + ~ 2)c;' pi + ... = -..E a/ pi, 

. . . . . . . . ...... 
(19) 

die n - 1 GraBen c, ~.... Die noch vorhandene note Gleichung, 
die von den iibrigen Gleichungen linear abhiingig ist, kann zur Kon· 
trolle der Rechnung dienen. 

Beispiel: Wir beniitzen die irn Ietzten Beispiel vorgefiihrten Differenzen
gleichungen, urn auch die Losung derselben auf dern eben geschilderten Wege 
zu zeigen. Wir nehrnen die Gleichungen jetzt hornogen an. 

Yx+o + 4 Yx + ZX+l - Zx = 0, 

YX+l-Yx- ZX+l- ZX=O. 

') Es kann auch der Fall eintreten, dati verschiedenen Werten {J gleiche 
Werte von e oder lJ zugehoren. 
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Mit dem Ansatz y", = {J<f! und z", = £ {J<f! erbiUt man die zwei Gleichungen 

{J2+4+e({J-1)=O, } 
{J-1-e({J+1)=o (a) 

zur Ermittlung von {J und £. Die Determinante dieses Gleichungssystems 
liefert die charakteristische Gleichung 

(b) 

Wie man erkennt, fUhrt das oben erhaItene Eliminationsergebnis, das eine 
Gleichung 3 -ter Ordnung in y darstellt, zu derselben charakteristischen Glei
chung, die hier auf viel kUrzerem Wege erhalten wurde. FUhrt man eine der 
Wurzeln {J der Gl. (b) in eine der beiden Gleichungen (a), z. B. in die zweite, 
ein, so erhiilt man 

Entsprechend den drei Wurzeln {J., {J., {Ja der charakteristischen Gleichung 
erhiilt man 3 Werte von 8: £., 8 2 , 83 , so dati die allgemeinen Losungen der 
homogenen Gleichungen die Gestalt 

Yx = C. {J.<f! + C2 {J2x + C3 {J3<f!, 

z", = C. £. {J. <f! + C2 E2 {J2 <f! + C3 E3 {J3 X 
gewinnen. 

Enthiilt die eharakteristisehe Gleichung LI = 0 mehrfaehe Wur
zeIn, so HiBt die Tatsaehe, daB sich jedes Simultansystem auf eine 
einzige lineare Differenzengleiehung zuriiekfiihren laBt, erwarten, daB 
in solchen Fallen eine der unbekannten Funktionen, z. B. Y x' Lasungen 
von der Form 

besitzt, wenn {J" eine k-faehe Wurzel der eharakteristischen Gleichung be· 
deutet, wii.hrend die iibrigen Funktionen z"" u", ... mit den Lasungen Yx 

linear zusammenhiingen. In der Tat fiihrt auch ein solcher Ansatz 
zum Ziele. Urn nieht zu weitliiufig zu werden, untersuchen wir 
zunachst den Fall zweier gleicher Wurzeln {J. Wir betrachten daher 
als Partikularlasungen, die den beiden gleiehen Wurzeln entspreehen, 
die Lasungen 

Yx" = x (J"', 
z;'=e{JX(x+t-t), 
u"," = () fJ'" (x + v), 

und haben jetzt nur nachzuweisen, daB Y",", z;', u"," ... Lasungen des 
vorgelegten Systems darstellen, und zu zeigen, wie die von x unab
hangigen GraBen t-t, v... ermittelt werden. 

Wir setzen voraus, daB die Gleichung A = 0 aufgelast und aueh 
die GraBen e, ()... ermittelt wurden. Fiihren wir nun die Lasungen 
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Y",", z:', u"," ... in die vorgelegten Differenzengleichungen ein, so er
halten wir nach Kiirzung mit P'" folgendes System von Gleichungen: 

k I 

.2 (x+ i) a j pi +e.2 (x + /1- + i) biP' 
£=0 '=0 

m + <5.2 (x + v + i) c. fJi + . --= 0 , 
i=O 

k' l' 
.2 (x + i) a/ fJi+ e .J.,'(x + ft + $)b/ fJi 

i=O i=o 
m' + <5.2 (x+v +i)c/ fJi+ ... = 0, 

i=O 

Die Auflosung der Summen in Teilsummen fiihrt auf ein System 
homogener linearer Gleichung:en folgender Art: 

x [.2 aifJ i +e .2bi fJi + ~ 1,~ c.fJi + ... ] 
+ [,2 iaifJi + e 2)(ft + i) bjfJi + <52) (v + i) c;fJi+ ... ] = 0, 

x [2) a/ pi + e 2) b/ fJi + <5 .2 c/ pi + ... ] 
+ [2) ia/ fJi+ e2)(ft +i)b/ fJi+ <5 2)(v+i) c/ fJi + ... ] = 0, 

.......................... . " ...... , 

die fUr aIle Werte von x nur dann befriedigt sein konnen, wenn die Bei
werte von x sowie die von x unabhangigen Teile jeder Gleichung ver
schwinden. Die Nullsetzung der Beiwerte von x liefert aber ein System 
linearer homogener Gleichungen, die mit denjenigen Gleichungen 
identisch sind, aus denen wir oben die Determinante (17) abgeleitet 
haben. Die Bedingung fUr das Verschwinden der ersten Klammernaus
driicke ist sonach voraussetzungsgemaf) bereits erfiillt, da 'wir ja die GroBen 
fJ, e, <5 ... als aus der Determinante (17) und aus den Gl. (19) berechnet 
angenommen haben. Zur Bestimmung der GroBen' {l, v... bleiben 
uns daher die folgenden n nicht homogenen linearen Gleichungen iibrig: 

eft .2 b, pi + <5 v .2 cj fJi + ... 
= - [.2 i a.fJ' +e.2i bj fJ' + <5.2i Cj fJ i+ ... ], 

eft.2 b;' pi + ~ 'P .2 c/ pi +. .. (20) 
= --- [.2 i a;' pi + e.2 i b/ pi +<5.2 i c;' pi + ... ], 

Aus n - 1 dieser Gleichungen kpnnen die n - 1 Unbekannten 
ft, 'P... berechnet werden. Das System selbst besteht aus n Glei
chungen, wovon aber eine von einem Teil der Gleicbungen oder von 
allen iibrigen linear abhangig ist. Der Beweis dieser Abhangigkeit 
geschieht wie folgt: 
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Die Beiwerte der Unbekannten 11" '/I... und die rechten Seiten 
dieser n Gleichungen (20) bilden eine quadratische Matrix, deren 
Determinante verschwinden muB, wenn die Gleichungen linear zu· 
sammenhangen. Beachtet man, daB fiir die rechts stehenden Summen 
die Beziehungen 

usw. 

bestehen, so laBt sich die Determinante ,1' der Gleichungen (20) in 
der Form 

schreiben. Die Zerlegung dieser Determinante in n Determinanten 
liefert: 

d~ adJi 
d{l 

,1' i --, 
d ~ a/ {Ii f3 -dlJ 

d ~ bi {Ii 
e d{l 

+ d ~ b/ {Ii 
e--dp-

e 2J bi pi 15 2Jc j pi . .. 

e 2Jb/ pi 15 2Jc/ pi ... 

e 2Jb/ f3i 
+ .... 

Wir ersetzen nun in der zweiten Determinante die zweite Vertikalreihe 
durch die Sum men aller Reihen mit Ausnahme der ersten. Die 
zweite Reihe lautet dann, wenn man die Verkniipfungen (19) beachtet: 
- 2J aiPi, -.2 a/ pi usw. Das gleiche machen wir in der dritten 
Determinante mit der dritten Reihe und erhalten hier wieder als dritte 
Vertikalreihe Glieder von der Form -.2 aiPi. Ebenso verfahren 
wir in der vierten Determinante mit der vierten Reihe usw. Weiter 
vertauschen wir in der zweiten, dritten ... n-ten Matrix die erste Reihe 
der Differentialquotienten mit der zweiten dritten. _. n-ten Reihe, wo° 
durch das negative Vorzeichen der Glieder der Form .2 a j pi ver
schwindet. Hebt man schlieBlich die allen Determinanten gemein
samen Faktoren e, 15 ••• heraus, so erhalt man ,1' ausgedriickt durch 
eine Summe von n Determinanten, welche Summe iibereinstimmt mit 
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dem Differentialquotienten der Determinante (17) i), Da nun gemiiB 
unserer Voraussetzung die Gleichung LJ = 0 Doppelwurzeln aufweist, 

so muB ~: verschwinden, daher verschwindet auch die mit ihr bis 

auf einen von Null verschiedene Faktor identische Determinante LJ', 
was wir beweisen wollten, 

Beispiel: Die drei homogenen Differenzengleichungen 

Y"'+1 +zx=o, 
- 8YX+l +16y ... + 2zx H +UX +1 = 0, 

ZX+2 + U", =0 

ergeben nach EinfUhrung der Losungen Yx = px, z ... = e {Ix, u ... = ~ (Jx die 
charakteristische Gleichung 

{I o 

8(-,8+2) 2,82 ,8 =-(,8-2)(,83_8)=0 

o ,82 

mit den 4 Wurzeln ,81=,82=2, ,83=-Y3+i, P,=-Y3-i, 
Da Doppelwurzeln auftreten, so mUss en die Gleichungen auch die 

Losungen 

haben, Ihre EinfUhrung in die vorgelegten Gleichungen liefert die drei Be
stimmungsgleichungen 

(x+ 1),8 + 8 (x + 1£) =0, 
- 8 (x + 1) {1 + 16 x + 28 {12 (x + 2 +.u) + 15 {I (x+ 1 +,,) = 0, 

13 {12 (x+ 2 +1£) +~ (x+,,)=o, 
die nach Ordnen der Glieder in 

[,8 + 13 j X + [,8 + e /LJ = 0 , 

[- 8,8+ 16 + 2 8 {I2+t5{1]X+ [-8P+ 2 ep2 (fL+ 2) 
+15,8(,,+1)]=0, 

[e,82 + ~J x+ [13 P (fL+ 2) +t5"J = 0 l (a) 

1) Sind slimtliche Elemente einer Determinante Funktionen einer Verlinder
lichen x, so gilt 

U 11 u12 ' " u1 '11, u~l u12 ' , , u 1n ull u{2 ", u1n 

d u 21 u22 ' , , u 2 n u;l u22 '" u 2n u 21 u;2'" u2n --l- + ... dx I 

un1 un2 '" u nn u' n1 un2 '" u nn u n1 u~2' , , u nn 

ull u 12 " , ui n 

+ 
u 21 u 21 ' " ui n 

un1 un2 '" u~n 
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iibergehen. Die Beiwerte von x liefern die drei homogenen Gleichungen 

(-8~t:6)~'2fJ2<+fJb=0, } 
fJ2 e+ 15= 0, 

(b) 

zur Bestimmung von < und b. Der Kiirze wegen begniigen wir uns hier mit 
der zahlenma6igen Verfolgung der zur Doppelwurzel gehorenden Partikular
IOsungen. Aus den beiden ersten der Gleichungen (b) erhalt man mit fJ = 2 

<=-2, 15=8. 

Zwecks Ermittlung der Grotien /L und p setzen wir die von x freien Teile 
der Gleichungen (a) Null, wobei wegen der Abhangigkeit der Gleichungen die 
Beniitzung der ersten zwei Gleichungen geniigt. Wir erhalten so 

fJ+Eft=o, 
- 8 fJ + 2 E fJ2 (ft + 2) + 15 fJ (Y + 1) = o. 

Nach Einfiihren der Zahlenwerte von fJ, E und 15 und Ordnen der Gleichung 
gewinnt man ft- 1 =o, 

ft- Y + 2 =0, 

woraus II' = 1, p = 3 hervorgeht. 
Man iiberzeugt sich leicht, dati diese eben errechneten Werte auch der 

aus der dritten Gleichung (a) zu gewinnenden Bedingung geniigt. 
Die allgemeinen Losungen der vorgelegten Differenzengleichungen lauten 

daher 
Y.,,= C12"'+ C2 x 2x+ C3 fJ3 x + C4 fJ4x , 

Z", = C1 (- 2) 2"'+ C2 (- 2) 2'" (x+ 1)+ C3 E3 fJ3 x + C.E.fJ.x , 

u", = C18. 2 x + C2 8· 2 X (x + 3) + C3 153 fJ3x + c. b. fJ.x • 

Liegt eine dreifache Wurzel vor, dann ist der Rechnungsgang 
em ganz iihnlicher. Die Lasungen Iauten jctzt: 

, px y", = , y"," = x p"', y",'" = x2 p"', 
I RX z", =ep , z","=er(x+ft), z",'" = e r (xl! + 2 ft x + ft'), 

Wir setzen voraus, daB f3, e, b ... , ebenso ft, "... in der voran· 
stehend geschilderten Weise bestimmt wurden, so daB es sich nur 
noch urn die Ermittiung der GraBen ft', .,,'... handelt. Urn auch 
diese GroBen zu berechnen, denken wir uns die Losungsgruppe 
y;" . x2 p"', z",'" = e P'" (x'!. + 2 ft x-I- ft') ... in die Differenzengleichungen 
eingefiihrt. Man erhiilt dann wie vor ein System homogener Iinearer 
Gleichungen. Die Beiwerte von xl! und x in diesen Gleichungen 
stimmen mit den Gleichungen, die zur Ermittlung der f3, e, b ... und 
der ft, ." ... gedient haben, iiberein, sind daher Null. Es bleiben 
sonach nur die von x freien Glieder der n Gleichungen zuriick, die 
als Unbekannten die n - 1 GraBen ft', .,,1 ... enthalten, und die daraus 
ermittelt werden konnen. Auch diese n Gleichungen sind voneinander 
linear abhiingig, derart, daB eine derselben iiberftiissig wird. Der 



80 Die gewohnlichen linearen Differenzengleichungen. 

Beweis fiir die lineare Abhangigkeit dieser Gleiehungen wird in der· 
selben Weise gefiihrt wie im Faile zweier gleieher Wurzeln. Die 
vorangehend durehgefiihrten Erorterungen lassen sich ohne Sehwierig· 
keiten fur den Fall einer beliebigen lahl von gleichen Wurzeln ver· 
allgemeinern, doeh haben wir unsdes leiehteren Verstandnisses wegen 
und urn Raum zu sparen, begnugt, nur den wiehtigen Sonderfall k ~ 2 

eingehender zu behandeln. 
Wir konnen jetzt ander Hand der Determinante (17) leieht er· 

kennnen, in we1chen Fallen der Grad der eharakteristisehen Gleiehung 

unter k +1-f- m + ... sinken kann. Liegen 2 oder mehrere der lahlen 

k, l, m ... in einer Horizontalreihe, so konnen die zugehorigen Poly· 

nome in f3 vom Grade k und 1 nieht miteinander multipliziert auf· 
treten, der Grad der charakteristischen Gleiehung ist dann kleiner als 

k + 1 + tit +. ", es sei denn, daB 1, iii . .. gleiehzeitig in einer anderen 
Horizontalreihe vorkommen. Selbstverstandlieh konnen aueh einzelne 
Wurzeln der charakteristischen Gleiehungen Null werden, wenn das 
eben genannte Kriterium nieht erfiillt ist, dafiir aber besondere Be· 
ziehungen zwischen den Beiwerten der Gleichung bestehen. Wir ver· 
meiden es aber hierauf naher einzugehen, da, wie bereits auf S. 53 
erwahnt, im Anwendungsfalle ein eindeutiger lusammenhang zwischen 
dem Grade s, d. i. also die Anzahl der wiIlkiirlichen Konstanten und 
die lahl der Nebenbedingungen (Randbedingungen) des Problems besteht. 

Nichthomogene Gleiehungen. Liegt ein System niehthomogener 
Gleiehungen mit den rechten Seiten o,x' 0,£' ... vor, so laBt sieh die 
Ermittlung der Partikularlosungen der vollstandigen Gleiehungen y", 0, 

z",o. " nach dem Superpositionsgesetz auf den Fall, daB nur eine 
der reehten Seiten von NulI versehieden ist, zuriickfiihren. Wir brauehen 
uns daher im folgenden nur mit dies em Falle zu besehaftigen. 

In 19 haben wir die Gleichung mit konstanten Koeffizienten be· 
handelt, deren reehte Seite die Form 

g(x) r'" 
besaB, wobei g (x) eine ganze rationale Funktion von x war. Die dort 
gewonnenen Ergebnisse lassen sich ohne weiteres auch auf Systeme 
von simultanen Differenzengleichungen ubertragen. 

1st r von allen Wurzeln der eharakteristisehen Gleichung e 17) des 
Simultansystems versehieden, so befriedigt der Ansatz 

Y",0=u1(x)r", z.,o=U'lex)r"' .... , 

wobei u1 (x), u2 (x) ... ganze rationale Funktionen vom gleiehen Grade 
wie g (x) sind, das System der vorgelegten Differenzengleiehungen. 
Die Beiwerte in u1 (x), u'l (x) usw. sind genau wie in 19 dureh Koef· 
fizientenvergleichung zu bestimmen. 



Die Eigenlosungen der Differenzengleichungen. 21. 81 

1st aber r eine k·fache Wurzel der charakteristischen Gleichung, 
so fiihrt auch hier der Ansatz y",O = u1 (x) rX

, z'" 0 = u2 (x) r"' ... wieder 
zum Ziele, nur muB der Grad von u1 (x), u2 (x) . .. urn k h6her sein 
als der von g (x). In Sonderfiillen kann es allerdings vorkommen, 
daB die Koeffizienten der h6chsten Potenzen in #1 (x), u~ (x) ... Null 
werden, welcher Fall bei einer einzeInen Gleichung nie eintreten kann. 

§ 6. Die Eigenlosungen der Differenzengleichungen. 

21. Entstehung der Differenzengleichungen aus dem 
Extremalprinzip. 

Die Form des Extremalprinzipes. Bei einer groBen Anzahl von 
Aufgaben handelt es sich darum, in dem Ausdruck 

(1) 

bei vorgegebenen Werten a,k und Vi die y so zu bestimmen, daB J 
einen ausgezeichneten Werr annimmt1). Unbeschadet der Allgemein
heit ist aik=a ki zu setzen. 

Wir fassen fiir den Augenblick J und die y als Koordinaten in 
einem (n + 2) dimensionalen Raum auf. Dann stellt die Gl. (1) ein 
(n + 1) - dimensionales Gebilde zweiter Ordnung in diesem Raum vor. 
Wir finden einen ausgezeichneten Wert von ], wenn wir die partiellen 

1) Man betrachte z. B. die Deformationsarbeit in einem n - fach statisch un
bestimmten Fachwerk 

Setzt man 5 = 50 - 51 Xl - 52 X 2 • •• - 5n X n , wenn Xl> X 2 •• • Xn die n Dber
ziihligen sind, so wird 

A =; .2}(So - S, Xl 52 - X 2 • • • 5n Xn)2 ESF 

und man erhiilt nach Ausrechnung des Quadrates mit den Abklirzungen 

,,51 5k S _ • 
..::..; EF -a,k, 

den Ausdruck 

,,50 51 S _ . 

..::..; EF -u" 

n 1 n 1 n 1 n 
A=.2} -a1iXIXI+.2} -a2IX2Xi+···+.2} -a nI X n X/-.2} u/XI+UO' 

i=l 2 .=1 2 i=1 2 i=l 

Schliefllich nach Zusammenfassung der Summen 

n n 1 
A= 2J .2} -alkXIXk-.2}uiX/+UO· 

k=1 i=1 2 

Der Ausdruck flir A unterscheidet sich nur durch die flir das Problem be
deutungslose Konstante U o von dem Ansatz (1). 

Bleich·Melan, Differenzengleichungen. 6 
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Ableitungen nach den einzelnen unabhangigen Y Null setzen und er
haIten so das System linearer Gleichungen: 

n 
2) aikyk-Vi=o 
k=O 

(i=O,1,2 ... n) 

Die Koeffizienten dieses linearen Gleichungssystems geniigen immer 
der Bedingung 

Multipliziert man die Gleichungen beiderseits mit y; (i = 1, 2, 3 ... n) 
und addiert, so erhalt man 

n n n 

.2 .2 a ik YiYk-.2 ViYi=O, 
i=O k=O ;=0 

und nachEinsetzen dieses Zusammenhanges in Gl. (1) findet man 
den ausgezeichneten Wert von J mit 

1 n n 1 n 
J = - -.2 .2 aik Yi Yk = - - 2) V, Yi· 

2,= 0.1"=0 2 ;=0 

Es eriibrigt sich nun noch die Feststellung, welcher Art dieser ausge
nete' Wert von Jist. 

Die Flache zweiter Ordnung 
n n 1 n 

J=.2 .2;,a ik YiYk- 2) ViYi 
i=Ok=O ;=0 

ist, weil J nur linear vorkommt, vom Typus eines Paraboloides. Die 
partiellen Ableitungen von J nach den unabhangigen Veranderlichen y 
sind lineare Funktionen der Koordinaten. Das Glied .2 Vi Yi ist fiir 
die Gestalt der Flache zweiter Ordnung bedeutungslos, es wird die 

FHiche ! = .2.2 ~ a ik Yi Yk lediglich parallel zu sich verschieben. Es 

beeinfluBt, wie auch aus den GI. (2) ersichtlich ist, die Lage des aus
gezeichneten Wertes von J und dies en selbst, hat aber keinen Ein
fluB darauf, ob ein Minimum, Maximum oder ein Sattelpunkt vorliegt. 
Wir bemerken nun gleich, daB in der Baustatik der Ausdruck J' 
die potentielle Energie oder Deformationsarbeit eines Systems, welches 
sich im stabilen Gleichgewicht befindet, vorstellt und wie immer wir 
die Yi auch wahlen, stets positiv sein wird. Ohne auf die Be
dingungen, denen die a ik geniigen mussen, naher einzugehen, er· 
wiihnen wir nur, daB wir J' in dies em Faile eine positiv definite 
Form nennen, und daB es sich also in dem vorliegendem FaIle um 
ein Minimum von J' und von ] handeln wird. 

Die Bedingung, daB der Ausdruck 

n n 1 n 
J=.2 .2 ;,a il'YiYk-.2 Viy; 

i=O k=O ;=0 

ein Minimum wird, ist gleichwertig mit dem System Iinearer GI. (2). 
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Extremalprinzip mit einer Nebenbedingung. Wir stellen uns 
nunmehr die Aufgabe, den Extremalwert der quadratischen Form 

n n 

J=.2.2 aikYiY" 
i=Ok=O 

(3) 
n 

unter der Bedingung zu bestimmen, daB .2 Y/ = 1 wird. Wir haben 
i=O 

also nicht schlechtweg den Extremalwert von J zu bestimmen, der 
sich wie aus Gl. (3) sofort zu ersehen ist, mit Yk = 0 ergibt, sondern 
haben zu untersuchen, wo J auf dem Schnittgebilde des Paraboloides 

n 
mit dem Zylinder .2 y/. = 1 ausgezeichnete Werte annimmt. Wie 

i=O 
wir spater sehen werden, werden wir im allgemeinen n + 1 Stellen 
erhalten, an denen dies langs des Schnittes eintritt. Nach den Regeln 
der Maxima-Minima-Rechnung verfahrt man hierbei so, daB man die 
partiellen Ableitungen der Funktion 

nach den Y zum Verschwinden bringt. }, bedeutet dabei einen vorder
hand noch unbestimmten Parameter. 

Man gewinnt so das homo gene lineare Gleichungssystem 
n 

.2 ail< Yk - 1 Yi = 0 (i=o, 1, 2 ... n). (5) 
k=O 

:Multipliziert 
entsteht 

man diese Gleichungen mit Yi und summiert sodann, so 

woraus man den Extremalwert 
n n 

J=l=;E .2 aikYiYk 
findet. i=U k=O 

Aus einem Extremalproblem hervorgehende Differenzen
gleichungen. Damit das Gleichungssystem (2) bzw. (5) die Gestalt 
von Differenzengleichungen erhalt, ist es notwendig, daB unter den 
Koeffizienten ail< aile jene verschwinden, bei denen die Differenz der 
Indizes k - i einen bestimmten absoluten Betrag etwa I p I iibersteigt. 
Setzt man k - i = r und schreibt man fiir i nunmehr x, so kann 
man die Gleichungssysteme auch in der Form 

bzw. 

+p 
"a Y =U (X=O,l,2 ... n) L.J x, x+r x+r x 

r=-p 

+p 
.2 ax ,x+rYx+r=lyx (x=o, I, 2 .. , n) 

k=-p 

(6) 

(6 a) 

6* 
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aufstellen. Wir sehen also zunachst, daB ein Extremalproblem stets 
eine Differenzengleichung von gerader, in dem vOrliegenden FaIle von 
der Ordnung 2 p, ergibt, deren Koeffizienten auBerdem noch der Be

dingung ax ",+.' = a.,+r.x genugen mussen. 
Nachdem aber in den Gl. (6) und ( 6 a) fiir x < p auch y mit 

Zeigern kleiner als Null und fur x> r - p mit Zeigern groBer als r 
vorkommen werden, also 2 p neue Unbekannte auftreten, ist es not
wen dig, noch eine weitere Festsetzung zu treffen. Das naheliegendste 
ware es die a + fur x + r < 0 und x + r> n verschwinden , x,.~ r 
zu lassen. Dadurch wiirden aber die GesetzmaBigkeiten der Glei-
chungen am Rande gestort werden. Will man daher, so wie wir 
dies tun, die Gleichungen als Differenzengleichungen auffassen, so 
durfen die a + nicht Null gesetzt werden, sondern es sind fur die 

X,x r 
2 p iiberzahligen Unbekannten 2 p weitere Gleichungen, die fruher 
erwahnten Ran d b edingung en, aufzustellen. Auf die einfachste Art 
laBt sich das erreichen, wenn man fiir - p < x < 0 und 
n < x <n + p 2 P Gleichungen von der Form 

Y.,=o 
vorgibt. Diese Form ist jedoch nicht immer die geeigneteste, wie 
wir an einem der folgenden Beispiele sehen werden; jedenfalls bilden 
aber die Randbedingungen ein homogenes Gleichungssystem. (Ho
mogene Randbedingungen.) 

22. Homogene Differenzengleichungen mit homogenen 
Randbedingungen. 

Wir wollen uns im folgenden mit Differenzengleichungen befassen. die 
aus einem Extremalwert eines Ausdruckes zweiten Grades entspringen, 

Die Losung der Differenzengleichung (6) kann unbeschadet der homo
genen Randbedingungen auf irgendeine der in den vorhergehenden Ab· 
schnitten behandelten Methoden vorgenommen werden. Schwierigkeiten 
ergeben sich hingegen bei der Differenzengleichung (6a). Wir kannen 
wohl die allgemeine Lasung fiir ein beliebig gegebenes 1 anschreiben; die 
Bestimmung der hierbei auftretenden 2 p Festwerte C, mit denen diese 
Lasung behaftet ist, ge1ingt jedoch nicht ohne weiteres, nachdem wir 
wegen der homogenen Randbedingungen auf ein homogenes Gleichungs
system fiir die C gefiihrt werden. Urn diese VerhaItnisse klarzustellen, 
befassen wir uns daher zunachst mit dem Gleichungssystem (5). 

Ausfiihrlich angeschrieben lauten diese Gleichungen 

(aoo-1)Yo+ao1Yl +... aOnYn =0 

a1oYO+(all-1)Yl + a1nYn =0 

(ann -1) Y .. = o. 
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:VIan sieht so fort, daB im allgemeinen bei beliebigem A das Gleichungs. 
system (5) keine Losung auBer Yo = Yl = ... Yn = ° besitzt. Wiihlen 
wir jedoch ). so, daB es eine Wurzel Ar der Gleichung (n + 1)· ten 
Grades, der sogenannten Frequenzgleichung 

aoo - A. a01 ••• aon 

=0 

wird und setzen wir voraus, daB ).r eine einfache Wurzel ist, so er· 
halten wir fUr jedes ).r ein zugehoriges System von Losungen Yk'; es 
ist moglich, daB von diesen Yk einige fUr bestimmte k verschwinden, 
jedoch muB fUr jedes Ar mindestens ein 1" von Null verschieden sein. 
Die Werte Yo' sind dann bis auf einen willkiirlichen Faktor bestimmt, 
so daB auch c· Yk' Losungen der vorgelegten Gleichungen sind. 

1st insbesondere auch die Bedingung aik = aki erfiillt, so kann 
man leicht zeigen, daB die Losungen y{ und Y/' die zu zwei ver· 
schiedenen Werten ).r und As gehoren, die Eigenschaft besitzen: 

n 
.2y/, Y/ =0, y=f=s • (7) 

i=O 

Der Beweis hierfiir wird so gefiihrt, daB man die einze1nen Glei. 
chungen n 

.2aikYkr=ArY{ (i=O,1 ... n) 
k=O 

der Reihe nach mit y/(i = 0, 1 ... n) multipliziert und dann addiert. 
NIan erhiilt so 

n n n 

.2 .2 aik Y/ Yk" -'- 2r.2 y{ Y/· 
i=O k=O ,=0 

Wegen der Beziehung aik = aki kann die linke Seite der vorstehen· 
den Gleichung auch in der Form 

n 

28.2 Yk' Yk8 

k=O 

geschrieben werden, denn es ist 
n 

.2 aki Y/ = ).. Y.,: . 
i=O 

Man erhiilt daher 
n n 

Ar .2 y{ Y/ = l • .2 Yk' Yk8 , 
i=O k=O . 

und nachdem die beiden Summen 
n 

.2Yl y{ 
i=O 
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offenbar identisch sind, folgt hieraus ftir Ar=t As 
n 

.J: y[ y/ = O. 
i=U 

Wird aber r = s, so verschwindet die Summe nieht, da Sle sich 
dann tiber lauter positive Clieder erstreckt; es wird also 

n 
.J: (yt? = Nr 2. 
i=O 

Wir werden die beliebige Konstante, mit welcher wlr die Losung y' 
multiplizieren, so wahlen, daB N r 2 = 1 wird. 

Man nennt die Losungssysteme yt, we1che der Bedingung (7) ge
ntigen, orthogonal, und wenn insbesondere N/= 1 wird, also 

(8) 

normiert orthogonaP). 
Diese Ergebnisse kannen wir sofort auf unsere Differenzengleichung 

anwenden. Man erhalt also bei einer homogenen Differenzengleichung 
mit homogenen Randbedingungen nur ftir bestimmte Werte von A, die 
wir Eigenwerte nen:o.en wollen, von Null verschiedene Losungen. 
Diese Lasungen sollen die Eigenlasungen heiBen; sie bilden unter 
der Bedingung a +.=a +. ein Orthogonalsystem, welches x, x I X 1, X 

man bei passender Wahl des konstanten Faktors, mit we1chem die 
Losungen behaftet sind, als normiert ansehen kann. 

Wenn wir die Lasung der Differenzengleichung 
+p 
2)ax. x +i Yx+i- 2 y",=O 

i=-p . 

fur ein beliebiges 1 gefunden haben, so konnen wir, urn 
losungen fUr homogene Randbedingungen zu erhalten, 
verfahren. 

die Eigen
wie folgt 

Die allgemeine Losung der vorgelegten Differenzengleichung setzt 
sich nach friiherem aus 2 p voneinander linear unabhangigen Lo
sungen ztlsammen, ist also allgemein darstellbar durch einen Ausdruck 
von der Form 2p 

Y =.J:c.f..(x,2), x t. t 
i=l 

1) Fafit man die Grofien YOB, Y1s ., • YnB als die Komponenten des (n + 1)
dimensional en Vektors ~8 auf und ebenso Yo', Y1'. " Yn' als die Komponenten 
des Vektors ~', so nennt man diese beiden Vektoren "senkrecht" oder "ortho
gonal", wenn die Gleichung 

n 
;EYty/8=O 

i=O 

besteht. Daher rUhrt obige ~ezeichnung. 
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wobei die cj wilIkiirliche Konstante sind, die erst aus den Randwerten 
bestimmt werden konnen. In unserem FaIle fiihren die Randbe
dingungen nun auf ein homogenes Gleichungssystem fiir die cj von 
der Form 

=0 

(9) 

C1 IX2p, 1 + C2 IX2p ,2 + ... C2p "2p, 2p = 0 

Die IXik werden hierbei irgendwelche Funktion von 2 scm. Urn von 
Null verschiedene Losungen ci der Gl. (9) zu erhalten, haben wir nur 
dafur Sorge zu tragen, daB die Determinante aus den Koeffizienten 
IXik vorstehender Gleichungen verschwindet; wir haben sonach A als 
Wurzel der Gleichung 

=0 

I 

i IX2 p, 1 IX2 p, 2 ••. IX2 p, 2 P 

zu bestimmen. Diese Gleichung liefert im allgemeinen n + 1 und 
nie mehr verschiedene Werte Ar , welche Eigenlosungen bedingen. 
Die c{, welche zu A,. gehoren, sind bis auf einen willkiirlichen Faktor C 

bestimmt, so daB unsere Eigenlosungen nunmehr in der Form: 
2p 

Yxf'=c :5: f1l f{ (x) 
i=l 

dargestellt sind, wobei die {l/ aber ganz bestimmte Werte bedeuten. 
Der Fall, daB aIle f1{ bis auf ein einziges verschwinden, ist nicht 
ausgeschlossen. C kann mit Vorteil so gewahlt werden, daB die y,/ 
normiert sind. 

Entwicklung einer Funktion nach Eigenlosungen. Die Auf
gabe, eine an den n + 1 Stellen x = 0, 1 ... n - 1, n definierte 
Funktion Ux nach Eigenlosungen einer gegebenen Differenzengleichung 
zu entwickeIn, kann leicht gelost werden, wenn die Eigenlosungen 
orthogonal sind, die Beiwerte der Differenzengleichung also die Be
dingung 

erfiillen. Es soll also Ux in der Form 

(10) 

dargestellt und die Koeffizienten u r bestimmt werden. Den Fall 
gleicher Wurzeln Ar schlieBen wir einstweilen aus und behalten uns 
vor, denselben spater zu erledigen. Wir multiplizieren die Gl. (10) 



88 Die gewohnJichen linearen Differenzengleichungen. 

beiderseits des Gleichheitszeichen mit Y",· und erhalten 
n 

UxY",· = .2 urY"," y",s. 
r=O 

Summiert man nun von x = 0 bis x = n, so erhaIt man, wenn 
man rechter Hand die Summationsfolge vertauscht, 

n n n 

2 U",Y/= 2 u,. 2y,/Y,/' 
x=O r=O x=O 

Da die Yx als orthogonal vorausgesetzt sind, verschwindet die 
innere Summe immer, wenn r =+ s ist, und es reduziert sich daher 
die Doppelsumme auf n 

Man hat sonach 

und daraus findet man 

u.·2 y" y •. 
X=O 

n 
.2 Ux YxB = US N.2 

x=O 

n 

u-~"\lU 8 
.-N2"::;; xYx 

s x=O 

oder, wenn auBerdem noch die y,/ normiert sind, 
n 

us = 2 UxY,/· 
x=O 

(11) 

(11 a) 

Entwicklung der Losung einer inhomogenen Differenzen
gleichung nach Eigenlosungen. Es sei eine inhomogene Diffe· 
renzengleichung von gerader Ordnung mit entsprechenden verschwin· 
den den Randwerten 

+p 

. .2 ax,x+i Yx+i=Ux 
~=-p 

vorgelegt, deren Koeffizienten der Bedingung 

ax, x+i == ax + i• x 

(12) 

Geniige leisten. Wir haben bereits eingangs erwiihnt, daB alle Diffe· 
renzengleichungen, die aus einem Maximum-Miniumproblem abgeleitet 
werden konnen - wie zum Beispiel die der Baustatik, wo es sich urn 
die Ermittlung der statisch unbestimmten GroBen hande1t -, diese 
Forderung erfiillen. 

Wir wollen die Losung Yx in der Form 

( 13) 

ansetzen, wobei die y,/ die zu dem Eigenwerte A.r gehorigen Losungen 
jener homogenen Differenzengleichung mit denselben Randbedingungen 
wie GI. (12) bedeuten, die man erhiilt, wenn man die GroBe VI: 
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durch l Y", ersetzt, und deren Losungen wir nach dem vorhergehenden 
als bekannt annehmen wollen. Es handelt sich also urn die Be
stimmung der Koeffizienten cr' Wir entwickeln zunachst die Furik. 
tion U"" die an den n + 1 Stellen x = 0, 1, z '" n gegeben ist, 
in eine Reihe 11 

U",= L;ury,/ 
,=0 

eine Aufgabe, die wir nach dem friiheren ebenfalls lOs en konnen. 
Setzen wir nunmehr den Wert fiir y", nach Gl. (13) und den vor· 
stehenden Wert fUr U'" in unsere Differenzengleichung ein, so er· 
halten wir 

Durch Vertauschung der Sumrnationsfolge auf der linken Seite des 
Gleichheitszeichens erhalten wir aber 

und, da die innere Summe sich auf Ar Y'/ reduziert, 

11 11 

2} CrArY,/= 2}ur y,/· 
r=O r=O 

Diese Gleichung muB fUr aBe Werte von x gelten. Das wird der 
Fall sein, wenn die Koeffizienten cr Ar und u,., die bei den gleichen 
Funktionen Y'/ stehen, gleich sind, und man erhiilt sonach fUr die 
gesuchten Koeffizienten 

Unsere inhomogene Differenzengleichung (12) hat demnach die Losung 

oder, wenn wir noch fUr u,. den Wert gemiill GI. (11 a) einsetzen, 

11 11 

Yz= ~ rt 2U.,y.,r). 
,.=0 r z=O 

Bei dieser Gelegenheit sei iibrigens darauf hingewiesen, daB man 
eine Differenzengleichung zweiter Ordnung mit beliebigen Koeffizienten 

b",,"'-l Y.,-l + b.,., y", + b., • .,+l Y",+1 = Uz (b"" .. -l =F b.,_l,,,,) 
durch Multiplikation der einzelnen Gleichungen mit geeigneten Faktoren 
C", stets auf die Form 

a"" ",-1 Y",-l + a",., Y., + a."x+l Y",+l = V", (aX ,.,+l = a",+l,.,) 
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bringen kann. C x muB so gewiihlt werden, daB 

Cx bX,X+1 = CX+1 bx+1,x = ax ,x+1 = a.,+1, x 

wird; mithin erhiilt man 

und C =C ~,~. 
:,c-1 xbX_1,.X' 

Setzt man etwa fUr x =!' C! = 1, so findet man fur C~+1c den Wert 

C _ b,,!+1·b.+1,1;+2··· b,+k-l,,+k _Uk b.+i-1,tH 
Hk- b b b - b ' 

.+1,.' .+2, [+1'" .+k,.+k-l i=1 l+i,.+;-l 

und demzufolge wird 
k-1b 

b II .+i-l,!:H 
a.+k,[+"-l = .+k-1,~+k -b--~-

i=1 .+£,!:+i-1 

und 

Flir die Gleichung an der Stelle !' - k erhiilt man ahnlich 

k b • 1 . r; - II !:-t+ ,~~, 
J!:-k~ b ' 

i=1 .-i, r-i+1 

und die Koeffizienten derselben sind 
k+1 b 

b II .-i+1,!:-i 
a.-k,!:-k-1 = r.- k - 1,.-k b--- --

- i=1 r- i , .-i+1 

Beispiel. Es sollen die Eigenlosungen der homogenen Differen
zengleichung mit konstanten Koeffizienten 

YX - 1 +4Yx+Yx+1 -AY,,=O ( 15) 

mit den Randbedingungen Yx = 0 ftir x = 0 und x = n gefunden 
werden. Wir lasen die Gleichung zunachst ftir ein beJiebiges A und 
erhalten y = c1 sin a x + c2 cos a x , 

worin c1 und c2 yorlaufig willkiirliche Konstante bedeuten. Setzt man 
diesen Wert in Gl. (15) ein, so erkennt man, daB a der Bedingung 

z(cosa+z)=A. 

gentigen muB. Wegen der Randbedingungen y = 0 fUr x =0 folgt 
weiter, daB c2 = 0 sein muB, wahrend wegen y = 0 flir x = n 

sin an= 0 
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31:. 
(X·=-t 

• n 
(i= 1, 2 ... n - 1) 
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(16) 

wird. Wir erhalten somit n - 1 verschiedene Werte fiir Ai und ebenso 
n - 1 dazu gehOrige Losungssysteme 

y,/'= c sin atx. 

Wir wollen uns noch iiberzeugen, daB unser Orthogonalsystem auch 
vollstandig ist, d. h. daB es keine weiteren Eigenlosungen gibt. 
Dazu geniigt es, wenn wir die Nennerdeterminante des Gleichungs
systemes (15) 

6= 

4-1 
1 
o 

o 
o 

1 
4-A 

1 

o 
o 

o 
1 

4-1 

o 
o 

o 
o 
o 

o 
o 
o 

1 4-A 
o 1 

o 
o 
o 

1 
4-A 

betrachten, welche tatsachlich gleich Null gesetzt n - 1 verschiedene 
Losungen 1; besitzt. Unser System ist daher vollstandig. 

Sollen die Losungen auBerdem noch normiert sein, so muB 
n 

c2)sin9 ccix =1 
x=o 

sein. Nun ist aber 
n 

N.2=.2 sin2(X.x=~ 
• x=o • 2 

und die normierten Losungen lauten daher 

Y i = 1 ~ sin (X. x 
~ Y n t 

( 17) 

Die Werle von y xi sind ftir n = 1 bis n = 6 im Anhang zusammen
gestellt. Die Beniitzung dieser Tabellen ermoglicht eine rasche und 
bequeme Auflosung der zugehorigen inhomogenen Gleichung, die be
kanntlich in der Baustatik bei der Berechnung eines iiber mehrere 
Stiitzen durcblaufenden Tragers eine groBe Rolle spielt. 

Ais Beispiel fUr die Auflosung der inhomogenen Differenzengleichung 
zeigen wir die Berechnung eines Tragers Uber sechs je 8 m lange Felder, 
welcher im ersten Felde mit PI = 2,5 tIm, in den folgenden mit p= 1,5 tim 
gleichmaf.iig voll belastet ist. 

Die StUtzenmomente M., genUgen bekanntlich der Differenzengleichung 

6 
(6 + 6) M.., = M"'-1 + 4 M.., + M"'+l = - -z R.., = - Ux 

list dabei die Spannweite der einzelnen Felder und R.., der Auflagerdruck in 
der StUtze x, den man erhillt, wenn man sich die beiden an die StUtze x an
grenzenden Nachbarfelder frei aufliegend denkt und dann mit den in diesen 



92 Die gewohn!ichen !inearen Differenzengleichungen. 

beiden Feldern durch die autieren Krafte hervorgerufenen Momenten belastet. 
Dber den StUtzen x = ° und x = n moge der Trager frei aufliegen, so dati 
also lifo = Mil = ° wird. 

Wir beginnen mit der Berechnung von V" in den einzelnen StUtz en, und 
zwar wird, wie man sich leicht Uberzeugen kann, U", fUr den Fall, dati die 
beiden angrenzenden Felder mit Px und P"'+l pro Langeneinheit belastet sind, 

U", = - ~12(Px+P"'+1) 
4 

Mit 1 = 8 m, PI = 2,5 tIm und P2 = Pa = p, = Po = 1,5 tim erhalten wir daher 

Feiner entnehmen wir der Tabelle (1) im Anhang fUr n = 6 nachstehende "'erte 
der EigenlOsungen 

Mii I M2i Ms' I M,i Mo' li I 
i=l 0, 2887 0,5 000 0,5773 0,5000 0,2887 5,7320 
~=2 0,5°00 0,5000 ° -0,5000 -0,.;000 5,0000 
i=3 0,5773 0 - 0,5773 ° 0,5773 4,0000 
i=4 0,5000 -0,5000 ° 0,5 000 - 0,5000 3,0000 
i =5 0;2887 - 0,5000 0,5773 -0,5000 0,2887 2,2680 

Die U i berechnen sich nach _ Gl. (11 a). Man hat daher, um Uj zu bekommen, 
jedes Glied der Tabelle fUr U.c mit dem an der gleichen Stelle der Zeile i 
stehenden der Tabelle fUr die M.~' zu multip!izieren und dann zu addieren 
So bestimmt man 

- UI = 64- 0,2887 + 48 . 0,5000 + 48 -0,5773 + 48'°,5°00 + 48 -0,2887 = 108,045 
-u2=64·0,50oo+ 48-0,5°00+48. ° -48'°,5°00- 48.0,5°00= 8,000 
-ua =64· 0,5773+48 . ° -48.0,5773+48. ° +48'0,5773= 36,947 
- u, = 64.0,5°00 - 48. 0,5000 + 48 - ° + 48. 0,5000 - 48'°,5000 = 8,000 
- u6 = 64'°,2887 - 48'0,5000 + 48'0,5773 - 48'°,5°00 +'48 '°,2887 = 12,045 

Die Koeffizienten Ci nach der Gl. (13a) Cj = ~ berechnet, sind in f()lgender 
).1 

Tabelle zusammen gestellt; 

i CI 

-18,849 
2 1,600 
3 9,237 
4 2,667 
5 5,311 

Man kann nunmehr die verlangten StUtzenmomente M", angeben, und zwar er
halt man gemati Gl. (14) die M"" wenn man jedes Glied der Tabelle fUr Ci mit 
dem an der gleichen Stelle der Kolonne x stehenden der Tabelle fUr die M",' 
multipliziert und dann addiert. So ergibt sich 

MI = - 18,849'0,2887 - 1,6°°'°,5°00 - 9,237.°,5773 - 2,667 .0,5000 
-- 5,311'°,2887 = - 14,441 tm, 

21f2 = - 18,849 -0,5°00 - 1,60°'°,5°00 - 9,237' 0+ 2,667.0,5000 
+ 5,311 -0,5000 = - 6,236 tm , 
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Ma=-18,849·0,5773+1,600. ° +9,237'°.5773-2.667' ° 
- 5,311,0,5773 = - 8,615 tm , 

M4 = - 18,849'°,5°00 + 1,600'0,5000 - 9,237' ° - 2,667 ,0,5000 + 5,311.0,5000 = - 7,302 tm , 
Ms = -18,849'°,2887 + 1,60°'°,5°00 - 9,237 ,0,5773 + 2,667'°,5°00 

- 5,311'°,2887 = - 10,174 tm. 
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Von praktischer Bedeutung ist ferner der Fall, daB die Rand· 
bedingungen der Differenzengleichung (13) wie folgt lauten 

2YO+Y_1=0, 2Y,,+Y,,+1=0. (18) 
Auf diese Randbedingungen fiihrt namlich ein durchlaufender 

Trager, dessen Enden eingespannt sind, so daB sich der Winkel, den 
die deformierte Stabachse mit der urspriinglichen Lage derselben ein· 
schlieBt, mit Null ergibt. Fur die Stutze x = 0, bzw. x = n berechnet 
sich der in Rede stehende Winkel T mit 

TO =q; [ZMo +M1 + ~ RoJ bzw. Tn = q; [2 MOl + M,,_l +~ R"J 

und diese beiden Werte mussen infolge der EinspantlUog an den 
Enden Null werden. Man schreibt diese Randbedingungen gew6hn· 
lich in. einer anderen Form an, indem man denselben die homogene 
Form (18) gibt. Wegen der erfullten Differenzengleichung ist 

6 6 
M_l +4 Mo+ M] =-zRo und M"-l +4 M" +111,.+1 =-lR" 

und wenn man aus diesen 2 Gleichungsgruppen Ro und R" eliminiert 
und, statt M, Y schreibt, so erhalt man die Randbedingungen in der 
oben angeschriebenen Form (18), welcher wir den Vorzug geben. Da 
die transzendente Gleichung, deren Wurzeln wir zu bestimmen haben, 
in diesem FalJe nicht mehr so einfach zu 16sen ist wie in dem vo· 
rigen, wollen wir zunachst, urn die Symmetrieverhaltnisse der L6sung 
besser verwerten zu k6nnen, an Stelle von x als unabhangige Variable 

x' = x - ~ einfUhren, so daB sich jetzt unser Gebiet von x' = - ~ 
2 2 

bis x' = + ~ erstreckt. Die L6sung der homogenen Differenzenglei-
2 

chung lautet wiederum 

Yi , = e' sin a. x' + e" cos a. x' 
S " t 

und die Koeffizienten e' und e" mussen nunmehr den Gleichungen 

e' [2 sinai~ + sina. n~:J + e" [2 cos a,,; + cosai ~~ 2] = 0 
, [ . n I . n + 2] + ,,[ n I n + 2J - e 2 sma.- --t- sm --- e Z cos a.- -+- cos a. -- = 0 

'2 I 2 '2 I • 2 

Genuge leisten. Dieses Gleichungssystem hat aber nur dann fUr we· 
nigstens eine von den beiden Gr6Ben c' oder e" von Null verschie-
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dene Losungen, wenn eine von den heiden Bedingungen 

[ n . n+ 2J 2 cos a. - + cos a. --- = 0 
t. 2 'I 2 

(1g a) 

oder 
[ . n +. n+ 2J" 2 sm a. -. sm a. -- = 0 

• 2 • 2 

(1gh) 

erftillt ist. 1m ersten Faile ist e" beliebig, e' gleich Null, im zweiten 
Fane umgekehrt. 

Die a. berechnen sich als Wurzeln der vorstehenden transzendenten , 
Gleichungen, und zwar liefern die Wurzeln der ersten Gleichung die 
in x' geraden Losungen· , 

y~,=cos aix , 

die der zweiten Gleichung die in x' ungeraden Losungen 

y~, = sin a i X . 

Die die Eigenlosungen bedingenden Werte von 2; berechnen sich 
wie frtiher a us 2i = 2 (cos ai + 2) . 

Urn tiber die lahl der vorhandenen verschiedenen 2i Klarheit zu ge
winnen, setzen wir die (n + 1 )-zeilige Determinante, aus der 2 zu be· 
stimmen ware, gleich Null: 

12-;-2 1 0 0 0 0 0 0 

4--2 1 0 0 0 0 0 

0 1 4-2 1 0 0 0 0 

/.::,,= =0. 

0 0 0 0 4-2 1 0 

0 0 0 0 0 1 4-2 1 
0 0 0 0 0 0 1 2-2 

~achdem diese Gleichung ftir 2 tatsachlich vom n + 1 - ten Grade ist, 
existieren also n + 1 Eigenwerte 2; und n + 1 Eigenlosungen. Bei 

geradem n hat aber die Gleichung(1ga);, Gl. (1gb) ;-1, beiun-

geradem n jede der beiden Gleichungen n - 1 reelle verschiedene 
2 

Wurzeln ai . Die beiden fehlenden Wurzeln sind komplex und werden 
gefunden, wenn man an -1 = a1 i + Jl und an = all i + Jl setzt, wobei 

i = -V-=1. Dann wird ftir gerade Losungen 

yn -1 = A (-- 1 t Q:of a1 x 

und fur ungerade Losungen 

yn = B (- 1)'" @5in all x . 

Die Gleichungen (19) nehmen mit diesen Wert en die Form an 

(20a) 
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und 
~. n ~. (11+) 2 -.;;.;tn a - - -.;;.;111 a - 1 = 0 

22 2 \2 (2ob) 

und jede dieser beiden Gleichungen hat tatsachlich nur eine reelle 
Wurzel, welche die fehlenden Losungen Yxn - 1 und yxn liefern. Nun
mehr erst ist das Orthogonal system der y",i vollstandig. 

Das Auflosen der Glelchungen (19) und (20) geschieht am einfachsten 
durch Versuche. Man bestimmt sich durch eine Skizze, wo der betreffende 
Wurzelwert beilaufig liegt. Dann logarithmiert man die Gleichung und kann 
den Wurzel wert sehr rasch beIiebig scharf bestimmen, da der Logarithmus 
von sin oder cos selbst in einem Intervall von mehreren Graden sich nahezu 
linear andert. 

Bedeutet also z.B. ex eine angenaherte Uisung der Gl. (19a), so gibt sich 

n n+2 
log 2 + log cos ;- ex - log cos ---:.;-- ex = f 

n 
anstatt Null, und wenn wir die Tafeldifferenz von log cos an der StelIe 2. ex 

mit Al , an der Stelle n + ~ ex mit A 2 bezeichnen und nunmehr ex durch Hin-
2 

zufUgen von A ex verbessern, so ergibt sich fUr die Korrektur LI cx der Wert 

LI IX = 
n n+2 

- Z Al +-2- A2 

Diese Gleichung gilt auch flir die Gl. ( 19 b), wenn man unter .J l' A2 
die Tafeldifferenzen von log sin versteht. Wie rasch dieses Verfahren zum 
Ziele fUhrt, soli an dem Beispiele gezeigt werden, die erste Wurzel fUr n = 5 
zu berechnen. Diese Wurzel entspricht einer geraden Losung und ist sonach 
die kleinste Wurzel der Gleichung 

5 -
2 cos - IX + cos!. ex = 0 • 

2 2 
n 

Es geIingt uns leicht festzustellen, dati der gesuchte Wurzelwert zwischen 5 
n n 

und -:; und zwar mehr gegen "5 hin liegen muti, und wir versuchen zunachst 

als erste Approximation a = 32° . 

Man erhalt mit diesem Wert 

f= -0,032 875 2 • 

5 
Die Tafeldifferenzen fUr eine Sekunde betragen an der Stelle 2 . 32° = 80° 

und an der StelIe !.. 32 = 112 ° 
2 

Al = -119,4 

Ll 2 =+5 2 ,1. 

Die Korrektur LI cx fUr IX berechnet sich nach obi gem mit 

__ -,3=-2_8_75=-2__ = _ 683" = - 11' 13" . 

+~ 119,4 + Z 52,1 
2 2 
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Der erste verbesserte Wert von a wird demnach 

IX = 320- ii' 23/1 = 31° 48' 37". 

Wiederholen wir mit demselben das Verfahren nochmals, so erhalten wir 

f=- 2894, ,1,=-113,9, A 2 =53,9. 

Die neuerliche Korrektur wird daher 

.. ~_ - 2894 
LJ ~~ ----=-6,11" 

~ 113.9 + ~ 53,9 

und fUr a ergibt sich der abermals verbesserte Wert 

IX = 31° 48' 37/1 - 6,11" = 31° 48' 30,89/1 . 
Schlietilich liefert eine dritte Korrektur 

IX = 31° 48' 3°,77" . 

Scharfer llitit sich a mit 7-stelligen Logarithmen Uberhaupt nicht bestimmen. 
Bei der Berechnung der letzten Wurzel und der zu derselben gehorigen 

y."n empfiehlt sich weniger die Bentitzung von Tafeln fUr die hyperbolischen 
Funktionen, da dieselben zumeist .zu grotie Intervalle des Argumentes auf
weisen. Es ist besser fUr 

G:of a =~ (e a +e-a) = ~((! +~) 
zu setzen. Wenn man den vorstehenden Wert in die Gl. (20a) einsetzt, er
halt man nach einer kleinen Umformung 

1 - 2 (! en + 1 = --_.-
und logarithmiert 2 - (! 

(n+ 1) loge + log (2 -e) -log (1 - 2 e) = o. 

Wir bemerken, dati die Wurzeln e dieser Gleichung mit wachsendem n sehr 
rasch gegen die obere Grenze e, = 0,5 konvergieren. Man nimmt nun wiederum 
als ersten Naherungswert e in der Nahe von 0,5 an, berechnet 

f= (n+ 1) loge+log(z -(!) -log(1 - 2 e) 

und hat, wenn All Ag , As die Tafeldifferenzen von der Stelle e bzw. (2 - e) 
und (1 - 2e) bedeuten, die Verbesserung Ae fUr e 

Ae= -f 
(n+1)A,-Llg+2LJ a 

Dabei ist aber auf den Stellenwert der Tafeldifferenzen wohl zu achten. 
Ausschlaggebend ist immer A3 • Auch hier ftihrt eine einmalige oder 
hochstens zweimalige Korrektur zu einer vollstandig ausreichenden Scharfe der 
Rechnung. 

Die numerische Berechnung der Wurzel e zeigen wir fUr n = 5. Es 
handelt sich also um die Auflosung der Gleichung 

6 log e + log (2 - e) -log (1 - 2 e) = 0. 

Mit e = 0,49 erhalt man bei der Verwendung 7-stelliger Logarithmen 

f= + 0,019 12 3 5 
288 

A, = 88, Llg =-= 28,8, A3 = 217·10=2170. 
10 

Die erste Korrektur betragt daher 
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- 191235 . . . 
L1 e = 6 88 8 8 + = - 39,5 Emhelten der sten Dezlmalstelle von (} . 

. - 2, 2·2170 
Sonach wird der erst verbesserte Wert e = 0,49 - 0,000395 = 0,4896°5 j wieder
holt man das Verfahren mit diesem Wert, so erhaIt man 

f = 0,0002869 

und A, = 88, As = 28,8, Aa = 2090, sonach die Verbesserung 

2869 
A(}=- 4679=-0,61 3 

Einheiten der 5ten Dezimalstelle von e, und es ergibt sich 

e = °,489 6°5 - 0,00000613 = 0,489 59887. 

Eine nochmalige Wiederholung gibt schlietilich den Wert von e so genau, als 
er sich iiberhaupt mit 7-stelligen Logarithmen bestimmen liitit, namlich 

(} = 0,489 598 3S . 

Hat man die in x ungeraden EigenlOsungen zu bestimmen, so verfahrt man 

eben so. Die Gleichung 2 sin a ~ + sin a. n + 2 = ° wird in der gleichen Weise 
2 2 

gelOstj fUr die letzte Wurzel hat man natUrlich fUr 6in as n 

6in as n =c !. (an - ~) 
2 an 

2U setzen j man hat es 
Gleichung 

dann mit der Bestimmung der reellen Wurzeln der 

n+1 2 a - 1 
a =---

2-0 

zu tun, deren Wurzeln mit wachsendem n rasch gegen die untere Grenze 
<:1 = 0,5 konvergieren. 

Hat man die Wurzeln a und e ermittelt, so wird man sowohl gerade als 
ungerade Losungen am einfachsten nach der Gleichung 

y~,-1 = (- 1')x' (Eof a, x' = (- 1 )X' ~ (eX' +~) 
2 eX 

bzw. 

y~,= (_l)X 6ina2 x'=(-I)X - aX __ , , , 1 (' 1 ) 
2 aX 

berechnen und die Beniitzung von Tabellen fUr die hyperbolischen Funktionen 
vermeiden. l berechnet sich in diesem Falle mit l = 2 (- (Eof a + 2) • 

FUr den praktischen Gebrauch sind im An hang unter (2) die normierten Eigen
IOsungen der Differenzengleichung 

Yx-, + 4 y", +YX+l = l Yx 
mit den Randbedingungen 

2 Yo+Y-, = 2 Yn --j-Yn+l =0 
zusammengestellt. 

Eine weitere Tabelle enthalt schlieBlich noch die Eigenlosun
gen dieser Differenzengleichung, wenn Yo = 2 Yn + Yn +l = 0 vor
gegeben ist. Diese Losungen kommen z. B. in Frage, wenn es 
sich um einen durchlaufenden Trager handelt, welcher bei x = 0 £rei 
aufliegt, bei x = n aber eingespannt ist. Die Bestimmung der Eigen
losungen, deren in diesem Falle n von Null verschiedene existieren, 

Bleicb-Melan, Differenzengleichungen. 7 
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erfolgt ebenso wie in den fruheren Beispielen. Wir finden Y",i=sinCt,x 

bzw. y.," = (- 1 Y' Sin an x, wobei wir "'i als Wurzel der transzendenten 

Gleichung 2 sin "'i n + sin "'i (n + 1) = 0 

zu ermitteln haben; wir bekommen so (n -1) verschiedene Werte ". 
und dementsprechend (n - 1) Werte 1. 

1.= 2 (cos "'.+ 2). 
Den noch fehlenden nten Wert 1" erhalt man als reelle vVurzel der 
Gleichung 

2 Sin a n - Sin a (n + 1) = o. 

Die Bestimmung der Wurzeln dieser Gleichung kann so Wle in dem 
vorigen Beispiel geschehen. 

Zum Schlusse erwahnen wir noch, daB die Eigen16sungen der 
Differenzengleichung 

Yx-l +2YY",+Y.,+1 =lyx 

unabhangig von Y sind, so daB die beigefiigten Tabellen auch zur 
Losung dieser Differenzengleichung ohne weiteres verwendet werden 
konnen. Lediglich 1 hangt von Y ab und betragt in diesem FaIle 

1 = 2 (cos", + y) , 

so daB es in einfacher Weise durch Hinzufiigen von 2 (y - 2) aus 
den in den Tabellen angegebenen Eigenwerten gefunden werden kann. 

Mehrfache Wurzeln der Frequenzgleichung. Wir wollen noch 
kurz den Fall erortern, daB die Frequenzgle,ichung 

a oo -1 a 10 a 20 .. .. anI) 

aOl a u -1 a 2l .. . an} =0 

a On a l .. a2n • . .• a nn-1 

eine oder mehrere 'mehrfache Wurzeln besitzt. 1st 1" eine solche ,,
fache Wurzel, dann gehoren nach einem bekannten Satze der Algebra 
zu diesem ,,-fachen Eigenwert 1" " linear voneinander unabhangige 

Systeme von Eigenlosungen y!+i (f = 1, 2 ... " - 1, ,,). Es ist dann 
auch 

k_ v k+1 
Yx-.2c·yx 

;=1 J 

eine Losung, worin die cj beliebige Konstante bedeuten. 
Man erkennt zunachst, daB bei einer Differenzengleichung von der 

Ordnung 2 p hochstens 2 p.fache Wurzeln vorkommen konnen. Denn 
in diesem Falle mussen zu diesem 2 p-fachen Eigenwert auch 2 p
linear voneinander unabhangige Losungen gehoren, und das ist gerade 
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noc? moglich, da die allgemeine Losung der Differenzengleichung 2 p 
solcher Losungen besitzt. 

Wir wollen uns nun dem einer Behandlung am leichtesten zugang
lichen und fUr die praktische Anwendung auch haufigsten Fall zu
wenden, daB die vorgelegte Differenzengleichung konstante Koeffizien
ten besitzt, also die Form hat: 

+p 
L) ai Y.,,+i -1 Y." = 0 . 

i=-p 
(21 ) 

Eine solche Differenzengleichung hat immer Doppelwurzeln, wenn die 
Randbedingungen derart beschaffen sind, daB sie eine Periodizitat der 
Losungen tiber den Bereich x = 0 bis x = n - 1 erzwingen. 

Dazu reicht aus, wenn die Randbedingungen in der Form 

YO=Yn 

Yl =Yn +l 

Y2p-l = Yn+2p-l 

gegeben sind. Schreibt man die Differenzengleichung (21) einmal fur 
die Stelle p, das anderemal fiir die Stelle n + p an, so erhalt man 

+p 
. L)a; Yp+i = a_ p Yo + a_ p+ 1 Yl +- a_pH Y2 + ... ao Yp + ... ap Y2p = 0 
t=-p 

und 
+p 

. L)a; Yp+n+i= a_ p Yn + a_ p+1 Yn +1 + a_ p+2 Y,,+11 + ... ao Yn+p 
t=-p 

+··.ap Yn+llp=o. 

Subtrahiert man eine Gleichung von der anderen, so erhhlt man mit 
Berucksichtigung der Randbedingungen 

Y2p=Y2p+n' 

Dieses Verfahren kann fortgesetzt werden und fiihrt zur Periodizitat 
von y. 

Auf solche periodische Losungen fuhren z. B. in der Baustatik alle 
Systeme, die in sich geschlossen sind; der einfachste Fall ist ein Stab
zug in der Form eines regularen geschlossenen Polygons, das in den 
Ecken unterstUtzt ist. 

Urn die Eigenlosungen der Differenzengleichungen (21) zu finden, 
schreiben wir sie zunachst in der Form 

(~ + 2 + 2 ql) (.6 + 2 + 2 Q2)' •. (.6 + 2 + 2 Qp) Y = 1 Y 
an. (Siehe S. 59.) 

Die Losung bei willktirlichem l lautet in diesem FaIle 

y=e±ax 
7* 
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wobei a durch die Gleichung 

2 P (~of a + qI) ([of a + q2)' .. ([of a + qp) = 1 

gegeben ist. So11 y die Periode n haben, so mussen wir a rein imaginiir 

annehmen, und wenn wir a i statt a (i = -V -1) setzen, erhalten wir flir 

Y! die Losung i . + (2 ) y",=cI sInaix c'.l cosaix 2 

worin a. = 2 n . i bedeutet; c1 und c2 sind beide willktirliche Konstante. 
, n 

Der dazu gehorige Eigenwert 1i wird aber 

1i = 2 P (cos ai + qI) (cos ai + q2) ... (cos ai + qp) . (23) 

Die GroBe i kann hierbei aIle ganzzahligen Werte von i = 0 bis t = n 
annehmen. Nachdem aber 

2:n: • 2:n: ( .) cos - t = cos - n - t 
n n 

ist, fallt offenbar 1; immer mit 1n _j zusammen. 
Wenn n eine gerade Zahl ist, reduziert sich die Anzahl der ver-

schiedenen 1; auf; + 1. Es gehort dann zu Ao' flir welchen sin a x = 0 , 

cos a x = 1 wird, die Losung 

zu 1i' wenn 

und zu 1n 
'2 

. n i . + o < t < "2: y", = C1 SIn ai x C2 cos ai x 

Y! = c'.l cos ai x = c2 (- 1)'" . 

Sonach sind 10 und 1n einfache Eigenwerte, aIle anderen 1i aber 
B 

doppe1te Eigenwerte. 

1st n aber ungerade, dann wird die Zahl der verschiedenen 1. n + 1; 
, 2 

10 , zu we1chem y~ = cll gehort, ist ein einfacher Eigenwert, wiihrend 
alle librigen A; doppelte Eigenwerte vorstellen, zu denen die Losung 

gehort. 
Wir haben also in jedem Falle genau n Eigenwerte und n ver· 

schiedene Losungssysteme gefunden, wenn wir die doppelten Eigenwerte 
doppelt zahlen. Nachdem die zu unserer Differenzengleichung gehorige 
Determinante n-zeilig ist, ftir 1 daher sich eine Gleichung n ten Grades 
ergibt, ist unser Orthogonalitatssystem vollstiindig. 

Setzen wir nun zunachst zur Abkiirzung 

und 
sinaix=f;' (x) 

cosaix=f;"(x) , 
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so konnen wir zeigen, daB auch f;,'(x) und ft (x) , selbst fiir i=k 
orthogonal sind. 

Wegen der Orthogonalitatseigenschaft der yi muB namlich 
n-1 
2)yi yk= 0, 

x=O 

also auch, wie man durch Einsetzen des Wertes fur y leicht findet 
n-1 n-1 n-1 

.l: f;' fk' = 2) ~" fk' = .l: f;," ft = 0 

sein. x=O x=o x=O 

DaB auch n-I 

2) f k' f k" = 0 
x=o 

ist, erkennt man daraus, daB man mittels der Beziehung 

ei "k x = f k " + i f k' (i = Y - 1) 
n-l n-l 

2) [ft + i fk'] 2 = .l: e2iakx 
x=o x=o 

erhalt. Rechnet man die Summe aus, so findet man 
n-1 . 
.l: (f/'2 - (,'2 + 2 it:' f") = eiak(n-1) Sl~ eLk n 

:1;=0 k k k k 510 "k 

und weiter, da ak n = 2 n k und der Sinus daher Null wird, 
n-1 n-1 

2) ftJ = .l: f k"2 (2sa) 
x=o x=o 

und 
n-1 

L fk'f/'=o. (2Sb) 
x=o 

Wir bemerken, daB die erste dieser beiden Gleichungen fur i = 0 

und wenn n gerade, auch fUr i = ~ wegen fo' bzw. f'!':.' = 0 nicht gilt. 
2 

n -1 . 

Der Wert N2 berechnet sich mit N~=.l:sin22.1l~x=~fiiri=+=o,bzw., 
x=o n 2 

wenn n gerade, auch fur i =+= ~. N ur fur i = 0 und, wenn n gerade ist, auch 
2 

fur i = ~ ergibt sich N2 = n . 
2 

Entwicklung einer Funktion Ux nach II (x) und II' (x). Wir 
konnen jetzt unschwer die Aufgabe losen, die Funktion, die an den 
Stellen x = 0, 1 ... n - 1 gegeben ist und daruber hinaus sich mit 
der Periode n fortsetzt, in eine Reihe von der Form 

j ' " n-1 d i=,,: i=,.." fl = fl = ---, wenn n ungera e 
U ~, f' + ~ "{" 2 x =.L.; U i i ..::;.; U i i ,n "n 

i=1 i=O fl = -- -- 1 , f-1 = -, wenn n gerade 
2 2 

(26) 

zu entwickeln, wobei wir f! und f/' nunmehr normiert ansehen wollen. 
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Es ist also 

fo"=V~ 
f:=V~ r f ." = 11 ': cos a. x 

• n ' 
n 

fur 0 < i < -und n gerade . 2 

und n-1 
fiir 0 < i < -2- und n ungerade 

ff = Vf( -- 1}x hir n gerade 

Urn den Koeffizienten Uk' dieser Entwicklung zu bestimmen, multipli· 
ziert man die Gl. (26) beiderseits mit f,/ und summiert von x = 0 bis 
x = n - 1. Man erhiilt so 

:~VgJ,,' (x) :io[£u/ f;' (x) f,,' (x) ~gu/' f;" (x) fk' (x)] . 

Vertauscht man die Summationsfolge und berucksichtigt die Ortho
gonalitatseigenschaften, so findet man 

n-l 

Uk' =2) Vx f,,' (x) 
.,=0 I (28) Ebenso erhiilt man 
n-l 

Uk" =.."E V x ft (x) 
.,=0 

und hiermit erscheint unsere Aufgabe gelast. 
Es ist nunmehr ein leichtes, die inhomogene Gleichung 

(.6 + 2 + 2 ql) (.6 + 2 + 2 q2) ... (.6 + 2 + 2 qp) Y = V (x) 

mit der Bedingung V (x) = U (x + n) zu lasen. Man verfiihrt so wie 
fruher und setzt also die L6sung in Form einer Summe 

".' ,.." 
Y ==c >' C .' f·' + "c." f·" X """,--' J J ..::;;.; l I 

i=l i=O 
(29) 

an. Ferner bestimmt man mit Hilfe der Gleichungen (28) die Koeffi
zienten u: und u/' der Entwicklung von V nach den Eigenfunktionen 
und erhiilt schlieBlich durch Koeffizientenvergleichung 

, u/ " u/' 
ci =;:;-' ci =J;' 

Ist n gerade, so geht in Gl. (29) die erste Summe bis ~ -1, die zweite 

bis ;; ist n ungerade, so gehen beide Sum men bis n 2 1. 
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Verschwindende Eigenwerte. Es kann vorkommen, daB einige 
unter den Eigenwerten A der Gleichung 

+p 
i~paX'X+i Yx+i-AY",= 0 

versehwinden. Wir wollen ann ehmen, daB A. ein so1cher versehwin
dender Eigenwert, also daB 

A =0 • 
sei. Dann wird die Determinante aus den a +. Null, und dem-

~, Q: t 

zufolge hat das inhomogene Gleichungssystem 
+p 
:2 a""x+i Y",+i = Vx 
l=P 

nur dann eine Losung, wenn die Vx einer bestimmten Bedingung 
n 

genugen. Damit namlich Yx =.2 c; Yxi uberhaupt einen Sinn habe, 
;=0 

muB in dieser Summe der Koeffizient c. -~ einen endlichen Wert 
As 

haben, und das ist nur moglieh, wenn u. Null ist. Es wird dem
naeh n 

u.=,.2V",Y.:=O. 
x=O 

Sind noeh andere Eigenwerte gleieh Null, dann treten noeh weitere 
Bedingungen fur die Va; hinzu, und es entsprieht also jedem ver
sehwindenden Eigenwert A eine Bedingung von der Form (30), welcher 
die Vx genugen mussen. Mit anderen Worten, es mussen in der 
Entwieklung von V nach den Eigenlosungen jene Glieder fehlen, 
die zu den versehwindenden Eigenwerten gehoren. In der Losung 

n 
y", = .2: ci Y",i konnen sie hingegen vorkommen, naehdem der Wert 

i=O 

c. = ;: bei versehwindendem Zahler und Nenner vorderhand un

bestimmt bleibt. 
Bei mane hen Aufgaben liegt es in der Natur des betreffenden 

Problems, daB solche unbestimmte Losungen ausgeschlossen sind. So 
sind z. B. in der Baustatik, sofern wir von gewissen indefiniten Pro
blemen (Kniekung, Kippen) absehen, die Losungen immer eindeutig 
festgelegt, d. h. zu einem bestimmten Belastungsfall, der durch V", 
gegeben ist, gehoren nur- ganz bestimmte innere Kriifte. Die Ver
sehiebungen hingegen sind im allgemeinen nur bis auf solche, die 
bei einem starren Korper moglich sind, bestimmt. Wir konrien dann 

den Grenzwert c. = ;' fur ein verschwindendes A. und u. auf dem 
• 

Umwege tiber die Verschiebungen bestimmen. 
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+p 
Eigenlosungen der Gleichung. I ax,x+1 Yx+1 - )./xYx, Wir 

l=-P 
betrachten im folgenden dieses etwas allgemeinere Gleichungssystem, 
das sich von dem bisher behandelten dadurch unterscheidet, daB auf 
der rechten Seite die beliebig gegebenen Koeffizienten f", auftreten, 
von den en wir lediglich voraussetzen wollen, daB sie innerhalb des 
vorgelegten Bereiches 0 < x <n stets positiv sind und auch nicht ver
schwinden sollen. Das eingangs angeschriebene Gleichungssystem ist 
ein besonderer Fall des Systems linearer homogener Gleichungen 

n 
.2ajkvk=i.fjvj (j=o, 1 ... n) ajk=akj" (3 1) 

k=O 

Durch Division mit 1 tj und durch die nachfolgende Substitution 

Vj t fj = Wj geht diese Gleichung in die bereits behandelte Form mit 
symmetrischer Determinante 

n 
.2 bj k W" = A Wj 

k=O 
iiber, worin 

b - b ___ a-!,,-
jk- kj - ffJf" 

ist. Die Orthogonalitatsbedingung lautet jetzt 

n n 
.2 W.T W.$ =.2 f; v.r V.S = 0 (r + s), (313.) 

;=0 J J ; =0 J J J 

wahrend sich der Normierung der Wj entsprechend die Gleichung 

(31 b) 

ergibt. 
Bevor Wir dieses Ergebnis auf die eingangs genannte Differenzen

gleichung iibertragen, wollen wir die Frage nach der Entwicklung 
einer beliebigen, an den SteIlen i = 0, 1 ... n gegebenen Funktion 
Vj in einer Reihe von der Form 

(32 a) 

beantworten. Um die Koeffizienten ur zu bestimmen, verfahren wir 

so, daB wir zunachst die Funktion Uj ', wobei p. an den Stellen 
'Pj J 

i = 0, 1 , 2 ... n gegebene Werte bedeuten, nach den L6sungen W y' ent
J 

wickeln. Wir erhalten nach friiherern, Gl. (10) und (11 a) 

n 
U· 
......!.= "k W! mit 'Pj L.J ,. I 

r=O 

n y: U . 
k = ......!.w.r 

r ~ . J' 
j=O 'PJ 
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und sonach .n 

Wahlen wir jetzt 
Vj = 2 kl' wI f/Jj . 

• =0 

so wird n n 
Uj=L;krv/ 

.=0 
und ur = kr =.2 fj Uj v/. 

)=0 

Bei der Auflosung von partiellen Differenzengleichungen werden wir 
allenfalls auch vor die Aufgabe gestellt werden, eine Funktion 1j, 
die an den Stellen j = 0, 1 ... n gegeben ist, in eine Reihe von der 
Form n 

Tj = 2 tr v/ fj 
r=O 

(33 a) 

zu entwickeln. Urn jetzt die Koeffizienten tr zu erhalten, brauchen 

wir bloB m. = lr. zu setzen, und es ergibt sich sofort 
'f'J J 

mit 
n n 

tr= 2) ~.w/= 2)1jv/. 
j=O I tl i=O 

Man kann von der Entwicklung nach den Eigenlosungen der 
Gleichung (31) mit Vorteil bei der Losung des inhomogenen Gleichungs-
systems m 

2 ajk Vk = U i 
k=O 

Gebrauch machen, wenn sich die Eigenlosungen v/ fur ein von 1 ver
schiedenes fj Ieichter auffinden lassen als fur den bislang behandelten 
Fall 1;.= 1. 

Will man also die Losung nach den Eigenlos1.ingen der Gleichung 

entwickeln, so kann man sich die notwendigen Beziehungen am ein
fachsten dadurch beschaffen, daB man durch die vorerwiihnte Sub
stitution das Gleichungssystem zunachst auf die Form 

m 
~ u· 
~ bjkWk = ,.!.. 
j=O n 

bringt. Man erhalt dann die Losung 

und daraus 
m 
~ U r 

V = /, -v, 
k .4J;. k 

.=0 r 
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m~ m m 
nUj. ~U r ( b) ur =L.;I//'wj =L.J jVj • 34 

j=O ,IJ j=O 

Diese Ergebnisse lassen ohne weiteres die Anwendung auf Diffe
renzengleichungen zu. 

Es geniigen demnach die Eigenlosungen von 
+p 

2}a",x+iY",=J..f",Y", (x=O,1 ... n) (35) 
i=-p , 

der OrthogonaJitii tsbedingung 
.. 

2} t:, Y/ y,,/ = ° , fiir r 4= s, 
,,=0 

wiihrend .. 
2} f", (Y",8) 2 = 1 

x=o 

sein solI. Die Losungen der inhomogenen Gleichung 
+p 

lassen sich m der Form 

.2J ax ",+i y", = Ux 
i=-p , 

n 

Y",= 2) ;r y,/ 
.=0 r 

darstellen, worm sich die ur aus .. 
ur =2}Ux Y,/ 

berechnen. x=O 

Endlich liiBt sich eine gegebene Funktion m der Form 
.. 

Va = 2} urYxr mit 
.=0 

.. 
ur =2} UxY",f", 

,,=0 

(36a) 

darstellen. Will man aber nach fa; y,,; entwickeln, so daB man also 
in der Gleichung 

die Koeffizienten tr zu bestimmen hat, so ergibt sich ffir dieselben 
.. 

tr =.2 T", y,/ . 
. 11:=0 

23. Simultane Differenzengleichungen. 
Bevor wir uns niiher mit den Eigenlosungen eines Systems von 

simultanen Differenzengleichungen befassen, betrachten wir das Glei. 
chungssystem 

(j=1,z ... n), 
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lassen aber jetzt die Einschrankung, die wir im vorhergehenden Ab. 
schnitt gemacht haben, namlich, daB die t;. nicht verschwinden sollen, 

.. J 
fallen. Wir schreiben der Ubersicht halber die Gleichungen in einer 
solchen Reihenfolge an, daB zuerst jene kommen, in denen f von 
Null verschieden ist, und dann jene, in denen es verschwindet. Wir 
haben also 

(1= 0,1 ... h-1), (41a) 

Nachdem die Gleichungen (31 a) und (31 b) ihren Sinn behalten, wenn 
einige der fj verschwinden, liegt die Vermutung nahe, daB die Ortho· 
gonalitatsbedingungen jetzt 

h-l 
.L;v.r v.8 f..=0 (r+s) (42) 

;=.0 J J J 

lauten wird. Der Beweis muB jedoch noch erbracht werden, denn 
die Substitution 

w.= Vj 

J U 
hat fUr vel'schwindende fj keinen Sinn. Wir verfahren deshalb so, 
daB wir aus den m - h + 1 Gleichungen 

die m - h + 1 Werte 
h Gleichungen 

(j=h ... m) 

Vk fUr h < k < m berechnen und in den 

(i=O, 1 •.. h-1) 

einsetzen. Dann nehmen diese Gleichungen die Form 

(j = 0, 1 ... h - 1) (43) 

an; damit ist, wenn noch bewiesen wird, daB ajk = akj ist, der Fall 
hergestellt, von welchem wir in dem vorhergehenden Abschnitt aus· 
gegangen sind. DaB tatsachlich die Beziehung 

ajl< = a kj 

besteht, kann man in der einfachsten Weise so zeigen, daB man die 
GroBen vk fur h < k < m schrittweise eliminiert. Aus der letzten 
Gleichung (41 b) ergibt sich namlich 
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und dieser Wert in die tibrigen Gleichungen eingesetzt, fiihrt zu dem 
Gleichungssystem 

m-l 

)1 ( ajm amI<) , +" ..:...; \aJ' k -~a~- Vk=lLljVj 
\ mm 

k=O 

(j=0,1 ... h-1), (44a) 

m-l 

2) (ajk -- !.i~n amk) Vk = 0 

k=O mm 

(j=h ... m-1). 

Die Determinante dieses Systems ist aber symmetrisch, denn 

Wird aus diesem Gleichungssystem (44) nun vm - 1 eliminiert, so erhalt 
man ein System von m - 2 Gleichungen, dessen Determinante eben
falls symmetrisch ist. Demnach hat auch das Gleichungssystem (43), 
welches man nach der Elimination der m + h - 1 Unbekannten 
Vj (j = h ... m) erhalten wird, eine symmetrische Determinante. Auf 
dieses Gleichungssystem lassen sich nun direkt die Ergebnisse des 
vorhergehenden Abschnittes tibertragen und wir finden sonach unsere 
Vermutung bestiitigt. DaB Gleichung (42) und die folgenden Be· 
ziehungen auch flir den besonderen Fall gelten, wo 

~ = 1 flir 0 < j < h -- 1 und fj = 0 ftir j < h < m 

ist, braucht nicht besonders hervorgehoben werden. Es ist auch ohne 
weiteres klar, daB wir jetzt nur h im allgemeinen verschiedene 
Losungssysteme v/ erhalten, die zu den h Eigenwerten 1, gehoren. 

Bei den spateren Anwendungen werden wir vor die Aufgabe ge· 
stellt werden, eine gegebene Funktion U. in eine Reihe von der Form 

J 

h-l 
Uj = .2} u,o v/ 

,=0 
zu entwickeln, wobei die vr die Eigenlosungen des Gleichungs
systems (41) sind. 

Diese Aufgabe ist sofort gelOst, wenn man beachlet, daB die Vj 

auch die Eigenlosungen des Gleichungssystems (43) sind. Wir er
halten h-l 

ur = ~~v/ Uj' 
J=O 

und auch diese Gleichung folgt bereits aus der Gleichung (32 bides 
vorigen Abschnittes, wenn man beachtet, daB fj flir h < j < m ver
schwindet. Natiirlich darf Uj entsprechend den 11. System en von Eigen
)osungen auch nur an den h Stellen j = 0, 1 ... h - 1 vorgegeben 
sein. 



Die Eigenlosungen der Differenzengleichungen. 23. 109 

SchlieBlich sind wir jetzt in der Lage, die inhomogene Gleichung 
m 
.2 a'k v k = T. 

k =0 J J 
(j=0,1 ... h--1) ) 

(f=h ... m) 

mittels des Ansatzes 
h-l 

vk =.1) Yr vkr 
r=O 

zu Ibsen. Die v{ sollen dabei die Eigenlosungen des Gleichungs
systems (41) sein. Wir setzen fUr den Augenblick 

h-l 

wobei 
T; = fj Uj = .1) u,. tj v/' 

r=O 

h-l h-l 
U =.2 f.. U. v.r = .1) T. V,r . 

r i=O J J J i=O J J 

Mit dieser Entwicklung flir ~ und den obigen Ansatz von vI nimmt 
das gegebene Gleichungssystem die Form an 

m h-l h-l 

.1) ajl< vk = .2 Y r fj v/ Ar = .2 fj u,. v/ (f = ° " . h - 1) , 
k=O r=O ,.=0 

m h-l 

so daB sich. 

.2 ajl< .2 Yr vkr = 0, 
k=O .=0 

(j=h ... m), 

ergibt. 
Wir iibertragen nun diese vorstehenden allgemeinen Betrachtungen 

auf ein Simultansystem von Differenzengleichungen. Dabei wollen wir 
uns aber auf zwei abhangige Veranderliche'; y und Z beschranken, 
so daB wir uns also speziell mit dem System 

+p +q 
,.2 a",.,diYx+i +.2 b""",+iz",+i= U x 
~=-p .=-q 

+q +p' 
(x=o,1 ... n) 

.2 b;,X+i Yx+i + .2 c", x+i za;+i = Vx 
i=-q i=-p' , 

befassen werden. Die Randbedingungen setzen wir wieder homogen 
voraus und die Determinante aus den Koeffizienten a, b, b', c sym
metrisch. Es gelten also die Beziehungen 

Wir kbnnen die vorstehenden Gleichungen als einen Sonderfall des 
Gleichungssystems m 

.2a'l<vl<=R, (j=o,1 ... m) 
k=O J J 
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auffassen, wobei wegen der eben angeschriebenen Beziehungen zwischen 
den Koeffizienten ajk = akj 

ist. Es ware dann moglich, nach den Eigenlosungen von 

.2) ajk v" =;. vk ' 

oder, was auf dasselbe hinauskommt, nach denen von 

+p +q 

.2) ax x+iYx+i+.2) b", x+i zx+i=2y", 
i=-p , i=-q , 

+q +p' 
(x = 0, 1 ... n) 

. .2) bx,x+i Yx+i -+::E cx ,x+i zx+i=2z", 
t=-q t=-p' 

zu entwickeln. Hierbei wurden wir aber dem Umstande, daB wir in 
den Differenzengleichungen uns Y und z derselben Stelle zugeordnet 
denken, nicht gerecht werden. Wir verfahren daher so, daB wir uns 
zunachst die Losungen des Simultansystems mit v., = ° und dann 
]ene mit Ux = ° beschaffen. Dazu geniigt es, die Eigenlosungen von 

+p +q 

.2) ax x+i Y",+i +.2 b" x+izx+i =2 y", fx 
i=-p , i=-q , 

+q +p' 
(x=0,1 ... n) 

.2)b;,xH Yx+i+ .2}cx x+i zx+i=O 
i=-q i=-p' , 

beziehungsweise von 
+p +q 

. .2) a",x+i Yx+i +.2) b",x+izx+i= ° 
~=-p .=-q 

+q +q' 
(x=0,1 ... n) 

.2) b;,x+i Yx+i +:E C" x+izx+i == 2z",(x 
i=-q i=-q' , 

zu ermitte1n. (" muB nicht notwendigerweise eine konstante GroBe sein. 
Die beiden zuletzt angeschriebenen Gleichungssysteme sind nur ein 

besonderer Fall des Gleichungssystems (41), und zwar haben wir hier· 
bei fUr i jetzt x und fiir k x + i geschrieben. Ferner ist m = 2 (n + 1) 
und h = n + 1, wahrend wir 

v k = Yx+i fur ° <k < h - 1 
und 

gesetzt haben. SchlieBlich ist an 

fUr ° < i < h -- 1 

" o<i<h-1 
" hSi<m 
" h<i<m 

geschrieben worden. 

und 

" 
" 

Stelle von a· k 
J 

o <k < h -1 ... ax,x+i 

h < k < m ... bx,x+i 

o < k < h -- 1 ... b;, x-i 

h < k < m ... cx,x+i 
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Wir erhalten demnach in diesem Falle zur Bestimmung der Eigen
werte A. eine Gleichung (n+1)-ten Grades von A., aus welcher sich 
im allgemeinen n + 1 verschiedene Werte A.r ergeben. Zu jedem 
dieser Werte gehort ein Losungssystem yr und zr. Die Orthogonali
tatsbedingung lautet jetzt .. 

.2 y,/ 'Y.,r f., = 0 , 
x=o 

wahrend es sich immer so einrichten laBt, daB 

n 

wir(t 
.2 (y.,,)!l f" = 1 
x=o 

Eine beliebige, an den Stellen x = 0, l' ... n gegebene Funktion 
U., laBt sich nach den Eigenlosungen 'Y/ in der Form 

n 

U,,=Zur'Y/ 
r=O 

(50 a) 

entwickeln, wobei die ur durch die Gleichungen 
n 

ur=.2U",'Yxrf", (sob) 
gegeben sind. x=o 

Endlich ermoglichen die vorangegangenen allgemeinen Betrach· 
tungen auch die inhomogenen Gleichungen 

+p +q 

.2 a .. .,+i Yx+i +.2 b", x+iz"H = Ux 
i=-p • i=-q • 

+q +p' 

.2 b:,xH Yx+i +.2 C" x+izx+i= 0 
i=-q i=-p' , 1 

als Sonderfall von Gl. (46) mit Hilfe der Eigenlosungen der Gl. (48 a) 
zu losen. Wir erhalten jetzt durch Anwendung der Gl. (47) 

.. n 

'Y=.2'Yr'Yx"; Z =.2 'Y,.z/, (52) 
wobei r=O r=O 

vorstellt. 

Beispiel. Wir wollen an einem einfacben Beispiel das Vorhergehende 
erUlutern, und zwar betracbten wir einen geraden biegungssteifen Stab, der an 
den Stellen x = 0, 1 .•• n - 1, n . durch gegebene senkrecht zur Stabacbse 
wirkende Krllfte beansprucbt ist. Es sollen die Verscbiebungen z, welche 
unter der Einwirkung dieser Lasten an den Stellen x = 0, 1 •.• n - 1, n 
auftreten, bestimmt werden. 

Wir rechnen z in derselben Richtung positiv wie die P, die Biegungs
momente mogen dann positiv sein, wenn der KrUmmungsmittelpunkt des ge
bogenen Stabes auf der Seite der negativen z gelegen ist. 
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Die mathematische Formulierung des Problemes erhiilt man am raschesten, 
wenn man von den sogenanntelJ, Clapeyronschen Gleichungen, die die Mo
mente an den drei aufeinanderfolgenden Stellen mit den Verschiebungen da
selbst verknUpfen, ausgeht. Diese Gleichungen lauten bekanntlich 

D (f(J M) + 6 D (z) = 0 , 

worin D (f(J M) einen Ausdruck von der Form 

D (f(J M) = f(J", M X - 1 + 2 (f(Jx + f(JX+1) M", + f(J"'+1 M"'+l 
und 

D (z) = Zx -1 - Z'" _ ~_-:- Z"'+l 

Ix 1"'+1 
bedeutet. Eine weitere Gleichung ergibt sich aus dem Gleichgewicht des Knoten 
an der Stelle x gegen Verschiebung in der Richtung der Lasten; die Momente 
geben, wie man leicht bestiitigt findet, in der Richtung der positiven P den 
Beitrag 

so dati man die weiteren Gleichungen 

D(M)+P=o 

erhiilt. Man erhiilt sonach das simultane System von Differenzengleichungen 

D (cp M) + 6 D (z) = 0, 

D(M)=-P. 

Nachdem dieses Gleichungssystem sowohl in bezug auf M wie auch auf z von 
der zweiten Ordnung ist, benotigen wir vier Randbedingungen. Hat der Stab 
freie Riinder, so ergibt sich fUr x = 0 und x = n aus dem Verschwinden des 
Biegungsmomentes und der Querkraft 

M"'_l=Mx =o bzw. M x =Mx + 1=0, 

da die Querkraft durch M",- M X - 1 dargestellt ist. 
1", 

Man kann jetzt die Losungen M und z gemiiti Gl. (51), (52) und (53) nnch 
den EigenlOsungen des .homogenen Gleichungssystems 

mit den Randwerten 

D (cp M) + 6 D (z) = 0 , 

D (M) =J.·z 

M=o fUr x=-1 und x=o bzw. x=n und x=n+ 1 
entwickeln und erkennt ohne wei teres, dati dieses Gleichungssystem die Doppel
wurzel J. = 0 besitzt. Zu dies em Eigenwerte gehoren die Losungen 

Mx=o, 

wiihrend die Verschiebung'z die Gleichung 

D(z)=o 

erfUllen muti. 'Vie man sich leicht liberzeugen kann, findet man 

daher ist auch 

zo= konst; 
11; 

Zl= 2J l~ , 
~=1 

Z=CO+C1 Z1 

eine Losung. M", = 0 erflillt, wie es auch sein muti, die Randbedingungen, 
wiihrend die Bestimmung der Koeffizienten Co und c1 nieht moglich ist, da fUr 
die Verschiebung z keinerlei Bedingungen vorgegeben sind. 



Die EigenlOsungen der Differenzengleichungen. 23. 113 

Entsprechend der Doppelwurzel l = a bestehen abel' andrerseits zwei Be. 
dingungen, denen die P genUgen mUssen, und zwar muti gemati GI. (30 ) .. 

und ~ Pxz",'=o 
z=o 

sein .. Diese beiden Gleichungen besagen, dati die Krafte im Gleichgewicht 
sein mUssen; die erste Gleichung fordert das Verschwinden del' Resultierenden, 
die zweite das Verschwinden des Momentes del' P. Die unbestimmte Losung 
Z = Co + c1 Zl, zu welcher die Momente M = a gehoren, und bei del' del' Stab 
gerade bleibt, stellt eine Verschiebung VOl', wie sie bei einem starren Korper 
moglich ist. In del' Entwicklung .. . 

Mx = ~ elM",' 
i=O 

fehlen wegen MO = Ml = a die Glieder mit i = a und i = 1. 1st aber del' 
Stab an zwei Stell en unterstUtzt, ist also z. B. Zo = zn = 0, so kann del' Eigen. 
wert l = a nicht vorkommen; die zu ihm gehorenden Losungen 

z=CO+C1Z1 

sind nicht moglich, wei! sie die Randbedingungen autier fUr Co = cl = a nicht 
erfiillen. Damit entfallen naturgemati auch die Einschrankungen fUr die P. 

Schlietilich bemerken wir noch, dati unser simultanes Gleichungssystem 
fUr konstantes 'P und I 

1''P'(6 + 6)M+ 6 6z= 0, 

6M=I·l·z 

lautet. Mit del' Substitution I 'P M = H und 12 rp l= ro und wenn wir 'YJ statt Z 

schreiben, erhalten wir 
(6+ 6)H+66'YJ=o, 

I~H= ro 'YJ 
mit den Randbedingungen 

H='YJ=o fUr x=o und x=n 

bei unterstUtzten Randern und 

H=o fUr x=-1, x=o und x=n, 

fUr freie Randel'. Dieses GI eichungssyst em, auf welches auch die Berechnung 
rostfOrmiger Tragwerke fUhrt, ist in § 12 ausfUhrIicher behandelt. Die Eigen. 
IOsungen sind im Anhang fUr verschiedene n angegeben, so dati die nu· 
merische Auflosung mit Benutzung dieser Tabellen ganz wesentlich verein· 
tacht wird. 

SchlietiJich sei noch darauf hingewiesen, dati bei dies em Beispiel, welches 
wir mit Absicht so einfach und durchsichtig gewahlt haben, aUe Fragen bis 
auf die del' Verschiebungen mit den Grundlehren del' Statik starrer Korper 
sofort erIedigt sind. 

§ 7. Lineare Differenzengleichungen mit veranderlichen 
Koeffizienten. 

24. Allgemeine Bemerkungen. 
So verhhltnismaBig einfach sich die Losung der linearen Diffe· 

renzengleichung mit konstanten Koeffizienten gestaltet, so schwierig 
erscheint im allgemeinen die Losung in jenen Fallen, in denen die 

Bleich-Melan, Difierenzengleichungen. 8 
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Beiwerte in den Differenzengleichungen sich als Funktion der unab
hangigen Veranderlichen x darstellen. Die Anzahl der FaIle, in denen 
die Lasungen in geschlossener Form angebbar sind, ist auBerst gering, 
und selbst da wird der Vorteil, den man durch die Darstellung als 
Differenzengleichung anstrebt, haufig aufgewogen durch die schwer
fallige Form der Lasungen. Man muB sich namlich daruber klar 
werden, daB Funktionen, die Differenzengleichungen mit veranderlichen 
Koeffizienten befriedigen, naturgemaB nicht mehr einfacher Art sein 
kannen, da die durch die Differenzengleichung definierte Funktional
beziehung schon sehr verwickelter Natur ist. Man halte sich z. B. vor 
Augen, daB schon eine Gleichung zweiter Ordnung mit linearen Bei
werten im allgemeinen flinf verschiedene Parameter besitzen kann, 
und daB daher auch die Lasung diese funf Parameter aufweisen muB. 
Dieser unbefriedigende Stand der Dinge drangt den Ingenieur von 
selbst dazu, nach einem einfachen und tunlichst allgemein anzuwenden· 
den Naherungsverfahren zu suchen, das die Darstellung der Lasungen 
linearer Differenzengleichungen mit Hilfe elementarer Funktionen ge
stattet. Ein so1ches Naherungsverfahren wird am Schlusse dieses Ab
schnittes auseinandergesetzt werden. 

Die in diesem Paragraphen in den Absatzen 25-28 gegebene 
Darstellung kann nur als ein bescheidener Ausschnitt aus der FiilIe 
der hier auftauchenden Probleme angesehen werden, die allerdings 
mehr den Zweck verfolgt, den Leser mit den hier auftretenden eigen
artigen Fragen und Schwierigkeiten bekannt zu machen als unmittel
bar fur die Anwendung geeignete Lasungen bzw. Lasungsverfahren 
bereitzustellen. 

Wir werden zunachst einige Gruppen von Differenzengleichungen 
betrachten, die durch passende Transformationen in Differenzenglei
chungen mit konstanten Koeffizienten tibergeflihrt werden konnen. 
Ihre Uisung bietet keine Schwierigkeiten. Leider sind die meisten 
derartigen Gleichungen ohne nennenswerte Bedeutung fur die Anwen
dung in der Baustatik, da sie entweder keine symmetrische Deter
minante aufweisen 1) oder in ihrem Aufbau so beschrankt sind, daB 
5ie sich nur schwer an ein vorgelegtes statisches Problem anpassen 
lassen. Ausfiihrlicher werden wir uns mit den linearen Gleichungen 
erster Ordnung befassen, da die Theorie dieser Gleichungen einen 
ersten Einblick in das Wesen der Lasungen linearer Gleichungen tiber
haupt vermittelt und einen Uberblick tiber die Art der hier in Betracht 
kommenden Probleme gewiihrt. 1m Zusammenhange mit diesen Glei-

1) Wobei wir unter Determinante einer Differenzengleichung die Deter
minante des Systems linearer Gleichungen verstehen, das durch die Differenzen
gleichung reprasentiert wird. 
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chungen werden wir kurz die beiden wichtigsten und am besten be. 
kannten Transzendenten aus der Theorie der Differenzengleichungen, 
dte Gammafunktion und die Funktion 'P(x.) erortern, da deren wich. 
tigsten Eigenschaften sich am besten aus dem Aufbau der sie defi. 
nierenden Differenzengleichungen darlegen lassen. 

Der nachste Absatz bezweckt, den Leser an der Hand der Be· 
handlung von Gleichungen mit linearen Koeffizienten mit einem sehr 
wichtigen Hilfsmitte1 der Analysis, der Lap I ace schen Transformation 
vertraut zu machen, die die Riickfiihrung des Losungsproblems auf 
die Integration einer linearen Differentialgleichung ermoglicht. 

In einem weiteren Absatz wird der Versuch gemacht werden, Lo· 
sung en fUr Differenzengleichungen, deren Beiwerte gewisse elementar
transzendente Funktionen sind, aufzustellen, da solche Gleichungsformen 
bisher noch nicht behandelt wurden, in der Baustatik aber Anwendung 
finden konnen. Der SchluB dieses Paragraphen wird der Darstellung 
eines Approximationsverfahrens gewidmet sein, das als Gegen
stuck zum Ri tz schen Verfahren zur naherungsweisen Auflosung von 

·linearen Differentialgleichungen betrachtet werden kann und dem weit
gehende Bedeutung fiir die Anwendung zukommt. 

25. Differenzengleichungen, die sich auf solche mit konstanten 
Koeffizienten zuriickfiihren lassen. 

a) Gleichungen von der Form: 

Yx+n + Al rp (x) Yx+n-l + A2 rp (x) rp (x-i) Yx+tHl + ... 
+ An rp (x) . .. rp (x - n + 1)Yx= V"' (1) 

worin die Al , All ... An Festwerte und rp (x) eine gegebene Funktion 
von x bedeuten, lassen sich durch die Substitution 

Yx=rp(x-n)rp(x-n-1) ... rp(1).u", (2) 

auf Gleichungen mit unveranderlichen Beiwerten zuruckfuhren. Man 
erhalt namlich aus (2) 

Yx+n = rp (x) rp(x - 1) ... rp (1) ux+n' 

Yx+n-l =rp(x-1)rp(x-z) ... rp(1)ux+n- l ' 

Yx=rp(x- n)q;(x - n-1) ... rp(1)ux 

und nach EinfUhren in Gl. (1) und Kiirzung durch den gemeinsamen 
Faktor q;(x)rp(x-1) ..• q;(1) 

ux+n + A1ux+n- 1 +A2ux+n- 2+'" +Anux= rp (x) f{J (~~ 1) rp(1)' (3) 

Diese Gleichung besitzt nur mehr konstante Beiwerte. Da zu diesen 
8* 
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Gleichungen eine nichtsymmetrische Determinante gehort, so sind sie 
ohne eigentlichen Nutzen fiir die Baustatik. 

b) Eine andere Gleichung mit veranderlichen Beiwerten, 
der viel eher Bedeutung ftir die Anwendung zukommt, hat die Form 

" .2)c"ax+"y.,+,.= Va;; 
,.=0 

kiirztman durch aa;, so geht (4) in die Gleichung mit konstanten 
Koeffizienten 

uberl), deren Losung, insbesondere wenn V", eine ganze rationale 
Funktion bzw. eine Exponentialfunktion oder eine aus ihr ableitbare 
ganze Funktion, wie sin x, cos x usw. darstellt, leicht moglich ist. Die 
Anwendungsmoglichkeit der Gleichung ist aber durch den Umstand 
eingeschrankt, daB a'" eine unsymmetrische Funktion ist. 

c) Eine groBe Zahl von stat is chen Aufgaben fuhrt auf Diffe
renzengleichungen zweiter Ordnung von der Form 

rp (x) Y"'-l + 2 [tp(x) + rp(x+ 1)] Ya; + tp(x+1) Y",+1 = Va;. (6) 

Wir stellen nun die Frage: Fiir welche Funktionen laBt sich die 
Losung der Gleichung (6) auf die Losung einer Differenzengleichung 
zweiter Ordnung mit konstanten Beiwerten zuruckftihren? Wir setzen 
behufs Beantwortung dieser Frage in (6) 

WO Will und Co: Funktionen von x sind, dividieren mit Co: und erhalten 
sodann 

9'(x) +29'(x)+9>(X+1) +9'(X+1) _Ux 
wa;-l • wa; WX +1 - • 

CII: C"'-1 CII: CII: C"'+1 c", 

Die Funktion Co: wird nun derart 

tp(X+1)=1, 
C'" C"'+1 

bestimmt, daB 

tp(x)+~(X+1)=p, 
Cx 

wobei p ein Festwert ist, denn dann geht die Gl. (7) in eine Gleichung 
mit konstanten Beiwerten tiber, aus der die Funktion w., bestimmt 
werden kann. Ftir ex selbst gewinnen wir aus 

tp (x) = C"'-1 und 9' (x + 1) C"'+1 

c..,t cIX: -cT = c; 

1) Derartige Gleichungen hat Dr. Josef Fritsche in seinem Buche: Die 
Berechnung der symmetrischen Stockwerkrahmen usw., Berlin 1923, benUtzt. 



Lineare Differenzengleichungen mit veriinderIichen Koeffizienten. 25. 117 

zunachst 

oder 
C"'-1 - pc", + C",+1 = 0, 

eine Differenzengleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten, 
aus der 

c",=Ac/'+Bc,-X 

bzw. im Ausnahmsfalle fUr p = ± 2 

C", = (+ 1 t (A + B x) 
foIgt; damit ist die Funktion f{J (x) bestimmt. Man erhalt aus 

f{J (x) = cx - 1 • Cx 

(8) 

(8') 

f{J (x) = (Aa"'-l + Ba-<x-1))(Aa'" + B a-X) (9) 

und im Falle p= +2 

f{J(x) = + [A +B(x-1~ [A + Bx]. (9') 
Hierin sind A und B sowie a beliebig zu wahlende Parameter. 

Da nun p.= a +~, so nimmt die Gl. (7) zur Bestimmung der Funk-
e! 

tion w'" die Gestalt 

W",_1+2 (a+ ~)W"'+W"'+1=~= (10) 

an, woraus mit den Partikularlosungen fJ/' und fJ,':: die Losung der 
homogenen Gieichung 

W", = C1 fJ/' + C2 fJ'J'" 
entsteht, wobei fJ1 und fJ'.l der charakteristischen Gleichung 

fJ!!+z(a+ :)fJ+ 1=o 

entspringen. 1st w", bekannt, so ist auch die Losung der vollstandigen 
Gleichung (7) mittels Summationen darstellbar. 

Wir betrachten jetzt einige Sonderfalle der in den Gl. (9) bzw. (9') 
dargestellten Funktionen. 

a) Zunachst den einen Ausnahmefall: 

f{J(x)=[A+B(x-1)] [A+Bx]. 

Die zugehorende homo gene Differenzengleichung lautet sonach: 

(A +B (x -1)) (A + BX)Y"'_l + 4(A + Bx)'.! y", 
+(A+Bx)(A+B(x+ 1))= o. 

Da in diesem Falle a = 1, so lautet Gl. (10) 

W",-1 + 4 W II: + W.,+1 = 0, 
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daher 
W",= C1 (- 2 + (3)'" + c,,l (-2 - f3Y; 

und schlieBlich 
C1 (- 2 + i"3)x + C2 (- 2 - f3)'t' 

Yx = A+Bx· .-. 

fJ) Wir setzen in Gl. (9) B = o. Man erhalt dann fur q; (x) die 
Exponentialfunktion 

( ) 1 2", X q; x =Aa-·a =ca 

ein Fall, der als Sonderfall zu den bereits unter b) betrachteten Glei
chungen gehort. 

r) Mit A = B geht q;(x) iiber in 

q;(x)=4A2~ofrx·~ofr(x -1) (r=lga). 

Da die Gleichung (9) fiir q; (x) drei Parameter enthalt, so wird es 
viel1eicht in Einzelfallen moglich sein, das tatsachlich vorliegende Ge
setz der Beiwerte mit praktisch ausreichender Annaherung mittelst der 
durch GI. (9) definierten Funktion darzustellen. 

26. Lineare Differenzengleichungen erster Ordnling. 
Die Gammafunktion und die Funktion 1J! (x). 

Wir betrachten zunachst die allgemeinste homogene Gleichung 
erster Ordnung 

(11 ) 

wobei p", eine eindeutige, im betrachteten Bereiche endlich bleibende 
Funktion von x ist. Logarithmiert man beiderseits, so entsteht 

oder 
19 Y,,+! -·lg Yx = 19 p", 

Somit wird 
Lllg Y,,,=lg p",. 

IgY",=Slgp",Llx + 19 w"" 

wobei w", eine willkiirliche periodische Funktion mit der Periode 1 
darstellt (s. S. 5). Aus dieser Gleichung folgt: 

(12 ) 

wenn mit II P" das von einem willkiirlichen Anfangswert, z. B. P a' aus
gehende Produkt PaPa+! ... P"'-l bezeichnet wird. Solange die Ver
anderliche x nur auf ganze Zahlen beschrankt ist, hat das Produkt II P x 

einen bis auf einen willkiirlichen Faktor C bestimmten endlichen Wert. 
Die Produktfunktion II selbst erscheint uns in diesem FaIle als 
ein klar definierter Begriff. 1st x stetig veranderlich, so kann II Px 
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nur dann eine analytische Funktion werden, wenn die Anzahl der Fak
toren gegen unendlich strebt und das Produkt selbst konvergiert, oder 
wenigstens bei pas sender Bestimmung des willkiirlichen Faktors w 
konvergent wird. Die Konvergenz von w., n p", ist aber gegeben, wen~ 
S 19 p., + 19 w'" durch eine konvergente Reihe darstellbar ist, d. h. wenn 
19 P., summierbar ist. 

1. Als einfachstes Beispiel betrachten wir die Gleichung 

Y.,+l +cY",=o. 

P x ist hier eine Konstante. Es ist nun 

19 Y",= Slg (-c) A x = xlg(--c)+ 19 w'" 
und claher 

dne Lasung, die wir bereits aus 18 kennen. 
2. vVeiter untersuchen wir die Differenzengleichung 

Man erhalt hier, da 

1gea"'=ax und SaxLlx=; x(x-1)+lgwx' 

~ x(x-1) 

Yx = w.,e2 ( 13) 

Die beiden eben angefiihrten Beispiele von Differenzengleichungen 
erster Ordnung stellen zwei von den wenigen Fallen vor, die bei un· 
beschrankt veranderlichem x durch elementare Funktionen gelast werden 
kannen. 

Die Gammafunktion. 1st P., eine ganze rationale Funktion, so 
fiihrt bereits der einfachste Fall p = x auf eine neue transzendente 
Funktion, auf die in cler Analysis schon seit Euler bekannte und von 
Legendre so genannte Gammafunktion. Die Differenzengleichung, 
deren Lasung wir suchen, lautet daher 

YxH -xy.,=o 

und ihre formale Lasung gemaB Gl. ( 12) 

Yx=w.,llx. 

Fiir ganzzahlige x liegt die Bedeutung der Lasung der Gl. (14) auf 
der Hand. Es ist mit der unteren Grenze 1 z. B. 

Y.,=C.IIx=C.1.2-3 ... (x-1)=C.(x-1)! 

Diese Definition von Y., versagt natiirlich, wenn x keine ganze lahl 
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ist. Urn nun flir II x einen analytischen Ausdruck zu finden, be

trachten wir die Differenzengleichung 

Yx+l = x':;n Yx ' (15) 

in der n eine ganze positive Zahl bedeutet, und die .fur n ..... 00 III 

die vorgelegte Differenzengleichung (14) iibergeht. Nun ist 
nx x x + I x + n - I 

x+n=n X+ I X+2····· x+n ' 

und da die Differenzengleichungen 

(v=o, 1,2 ... n-I) 

wie man sich durch Einsetzen iiberzeugt, die Losungen 

(v=o, 1,2 ... n-I) 

besitzen, so hat die Differenzengleichung (15), die wir jetzt in der For~ 
x X+I x+n-I 

Yx+1 =n X+I X+2···· 'x+n-' Yx 

schreiben wollen, die Losung 
n'" 1) 

Yx = WXx(x+ 1)· . . (x +n -I) 

oder, wenn wir den von x unabhiingigen Faktor (n - 1)1 hinzufUgen, 
(n-I)!n'" 

Yx= Wx x(x+ 1) .. . (x+n- I) 

Geht man zur Grenze n __ 00 iiber, so geht (15) In (14) tiber, und 
die Lasung nimmt die Form 

Yx=wxT(x) (16) 
an, wobei rex) durch das konvergente unendliche Produkt 

definiert ist 2). 
b eweis gehen 

r() I· (n~ 1)1 nX x = 1m "----
n~'" x(x+I)·· ·(x+n- t) 

( 16') 

rex) ist die Gammafunktion. Auf den Konvergenz
wir nieht ein. Aus (16') foIgt fUr ganzzahlige x, da 

r(1)=1 

') Sind 1)",(1), '7x(2) ••• '7x(n) Losungen der Gleichung Yx+1 = Px(l)yx, Yx+l 

= p..,(2)y., ••• Yx+l = px(n)yx, so ist, wie man durch Einflihren der Losungen und 
Multiplizieren dieser Gleichungen leicht nachprlift, das Produkt 1)x(1) 1].,~2~ ••• "lx(n) 

eine Losung der Gleichung Yx+1 = p..,(l) p..,(2) .•• p",(n)y..,. 

9) Von Gaufi wurde das unendliche Produkt 

nln'" 
JI(x) = lim - r(x+ I) 

(x+r) ... (x+n) -
in die Analysis eingeflihrt. 
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die bereits obenerwahnte Losung der Gl. (14) 

r (p) = (p - 1) !. 

Aus (16') folgt aber auch weiter, daB rex) in allen negativen ganzen 
Zahlen und in 0 einfache Pole aufweist und nirgends verschwindet. 
x = 00 ist ein wesentlich singuliirer Punkt. Abb. 9 zeigt ein Stiick 
des Verlaufes von r (x) im reellen Zahlengebiet. Auf S. 122 ist die 

5 

I 
r(x) 

/ u \ II 
\ ~ ---

3 

2 

1 

V 
-3 -2 -1 o 1 3 

-1 
f\ 

-2 

-3 

-if n 

-5 I 
Abb·9· 

Gammafunktion fiir den Bereich x = 0 bis x = 1,99 tafelmiiBig dar
gestellt. Durch rcx) erscheint auch die Aufgabe gelost, eine analy
tische Funktion zu schaffen, die die Zahlenfolge 1, 2, 6, 24, 120 .•. 

(p - i)! interpoliert. 
Wir gehen nun dazu tiber, die wichtigsten Eigenschaften dieser 

in der Analysis eine wichtige Rolle spielenden Transzendenten° dar
zulegen. Aus der Differenzengleichung (14) folgt zunachst 

r(x+1)=xr(x) (17) 
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und allgemein, wenn peine ganze Zahl bedeutet, 

rep +x) = x(x+ 1) ... (x+p -1) r(x). 

Mittels dieser Formel kann aus rex), wenn x z. B. zwischen 0 und 1 
liegt, r (p + x) fUr den kongruent gelegenen Punkt (p + x) auf ele· 
mentarem Wege berechnet werden. 

Von Euler wurde bereits der folgende Satz abgeleitet: Es ist 
zunachst 

) . (n-1)!n~' (n-1)!nt-. .. 
rex) r{i - x --}~~x (x+ 1) ... (x+n- 1) • (1 -X)(2 - x) ... (n-x) 

= lim [~ . _1_2 _ • _2_2 _. • • ~ - 129 ___ • ~_.lJ' 
ta ..... '" X 1~_X2 Z2_ X• (n-1)2_ x9 n-:r 

und da bekanntlich 

lim {x (1 _~) (1 _~) ... (1 _ _ X~)}= sin:n;x 
n ..... "" 12 22 (n-1)2 :n;' 

so folgt, da der Faktor ~ gegen 1 konvergiert, der Erganzungs. n-x 
satz der Gammafunktion 

rex) r(1-x)= ~. Slnnx 
( 18) 

Fur x =~ ergibt diese Formel 
r@ = y-;;. ( 18') 

Das Multiplikationstheorem der Gammafunktion laBt sich 
folgendermaBen darlegen: Es sei peine ganze Zahl, dann ist 

r( ) r en -1)! nl'''' 
px n!~ px(px+ 1) ... (Px+n-1) 

. (n-1)!nl'X 1 

=hm . ()' 
ta--).'" pn x(x+~) . . , x+ n - 1 

P. P 
wobei wir voraussetzen wollen, daB n nur durch p teilbare Werte an· 
nehmen moge, so daB wir n = p v setzen konnen. Wir multiplizieren 

1 
x+-

nun Zahler und Nenner mit den Faktoren (v-1)lv"', (v-1)1 v 'P ••• 
'P- 1 

(v-i)! v x+p- und erhalten dann, wenn wir im Nenner den 1sten, 
den (p+1)ten, den (zp+1)ten usw. Faktor, dann den zten, den 
(p+z)ten, den (zp+2)ten usw. Faktor zusammenfassen, fUr ,,-..eX) 
auf der rechten Seite das Produkt 

r(x)r(x+ ~) . . r(x+P;1), 

so daB 

rCPx)=lim (PV-1)!(PVr X 
p ,l"(x)r(x+.!.) ... r(x+P;1). 

,,--).'" x+- x+- P 
p"p[(v-1)!]pvx.v p ••• v p 
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Bezeichnet man den Grenzwert des Bruches in der voranstehenden 
Gleichung nach Zusammenfassen und Herausheben des einzigen von x ab
hangigen Gliedes PPx mit C(p} so gewinnen wir fiir r(px) die Gleichung 

r(px) = C(P)PPXr(x)r(x+i) ... r(x+ P;1). 
Urn nun C(p) zu bestimmen, setzen wir x=; und erhalten dann 

nach Kiirzung durch r ( 1) 

P C (P) r (+) r (i) ... r (P P 1) = 1. 

Erhebt man beiderseits zum Quadrat und faBt man die erste und 
letzte Gammafunktion, die zweite und vorIetzte usw. im Produkt zu
sammen, so erhalt man 

Nach dem Erganzungssatz, Gl. (18) entsteht daher 
",21- 1 

p2 [C (p) J2 . n . 2 n . (P _ 1) '" = 1-
SIn - . sm - ... sm ----

P P P 

Aus dieser Verkniipfung ergibt sich mit 

. n . 2 n . (p - 1) n p 1) sm -. SIn _ .•. Slll----- = --
p p P 2 21 - 1 

C(p)=-~ 
1 -

p' (2 n) 2 

und schlieBlich das Multiplikationstheorem 

r(px)= PP:~~ .r(x)r(x+~) ... r(x+ P p~). (19) 

(2 n) 2 

Eine Integraldarstellung fur rex) werden wir in 27 kennen lemen. 
Von allen analytischen Funktionen, die der Differenzengleichung (14) 
geniigen und die sich durch periodische Funktionen mit der Periode 1 
voneinander unterscheiden, zeichnet sich die r-Funktion durch beson
ders einfaches funktionentheoretisches Verhalten aus. Wir haben in 14 
bemerkt, daB bei der Aufsuchung der analytischen L6sung einer 
Differenzengleichung erster Ordnung der Verlauf der Funktion in einem 
Intervall zweckmaBig zu wahlen ist. Dies ist hier durch die Produkt· 
darstellung stillschweigend geschehen, indem das asymptotische Ver-

1) Siehe S"erret: Differential- und Integralrechnung, Bd.2, 2. Aufl. Leipzig 
1899, S. 149. 
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halten der Lasung, d. i. gewissermaBen der Verlauf in einem unend. 
lich fernen Intervall durch die Grenzbedingung 

lim T(n+x) = 1 
n .... '" (n - i)! n r 

festgelegt wurde, wobei x eine beliebige, zwischen 0 und 1 gelegene 
Zahl ist. Die Gammafunktion ist daher jene analytische Lasung y x 

der Differenzengleichung (14) fiir die lim Y x+n = lim (n - 1) ! n x ist. 
n,--)o>oo n--)ooo 

Die Funktion 'P(x). Wir haben bereits in 13 die Funktion lfF(x) 

als Summe von ~ kennen gelernt. Diese Funktion ist enge mit der 
x 

Gammafunktion verwandt. Sie genugt definitionsgemaB der nicht· 
homogenen Differenzengleichung 

1 
Yx+1-Yx=x' (20) 

Urn die Lasung dieser Gleichung fUr unbeschrankt veranderliches x 
zu finden, greifen wir auf die Differenzengleichung der Gammafunktion 
zuruck. Logarithmiert man die Definitionsgleichung der Gammafunk· 
tion, d. i. r(x+ 1) = xr(x), so erhalt man 

19 rex + 1) -lg rex) = Ig x 

und durch Differentiation 

Setzt man nun 

dlgr(X+1) dlgr(x) 
--dx~ - -(f;; = x' 

~I~~(1 = lJf(x), 

so erkennt man, daB IJf (x) der Gl. (20) geniigt. Es gilt daher die grund. 
legende Verknupfung 

lfF(x) = ~lg r (x) = r' (~ . 
dx rex) (21 ) 

Damit haben wir aber die Moglichkeit gewonnen, die lfF·Funktion 
mit Hilfe der r-Funktion darzustellen. Wir benutzen zu diesem Zwecke 
das unendliche Produkt 

r () I · (n -1)! nX . x = 1m . ---, 
...... "'x(x+ 1) ... (x+n-1) 

wir gewinnen daraus 

19 rex) = ~~{lg(n - 1)1 +xlg n -~~ Ig(x +v)} 
und durch Differentiieren 

dIg rex) = lim Ign _ ~_1_. 
dx ...... '" .L.J x + ,. 

~=O 
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Da nun 

lim 19n = \; _1~ __ C, 
n~oo ..::;.; v+ 1 

v=O 

wo C = 0,577215 ... , die Eulersche Konstante bedeutet (s. S. 33), so 
erhalten wir schlieBlich fiir lJI die gleichmaBig konvergente Reihe 

(22) 

Fur x = 1 wird lJI(1)=-C. 

1st x = peine ganze Zahl, so entsteht 
00 00 

1 1 1 1 1 
lJI(p) = - C + 2) 1 + v - 27 p + v = - C + 1+ -;- + ... + p - 1 ; 

o 0 (221 
P (p) artet in eine endliche Reihe aus. Aus dem Ergiinzungssatz fiir 
die Gammafunktion Gl. (18) leitet man ohne groBe Miihe durch Loga· 
rithmieren und Bildung des Differentialquotienten beiderseits des Gleich· 
heitszeichens den Erganzungssa tz der Funktion lJI(x) in der Gestalt 

lJI(x) - 'P(1-X) = -n cotgnx (23) 

abo Auch die Funktion lJI(x) hat ebenso wi~ die Gammafunktion in 
den Punkten 0, - 1, - 2, ... , wie man aus (22) ohne weiteres er· 
kennt, einfache Pole und verhiilt sich im iibrigen reguliir. 

Bildet man von (22) die aufeinanderfolgenden Differentialquotienten, 
so erhiilt man 

00 

'P'(x) = 1.2) (X+V)2' 
1'=-0 

lJI"(x) = (-1).1.2 ~ _1_, 
..::;.; (x + ,.)3 
v=o 

lJI(k-l)(X) = (_1)k(k - i)! .i; (X~-0k' 
v=o 

Es gelten daher die Summenformeln 

S ~1:x = lJI(x) + ill", S ~: = if lJI' (x) + illx , ) 

Q Llx (_I)k (k-t) (24) 
Vxk=(k_l)T'P (x). (k=2,3"') 

Die Gl. (24) gestatten die Summation einer rationalen Funktion nach 
Ausscheiden der fall weise enthaltenen ganzen Funktion und Zerlegung 
III Partialbriiche. 

') Das erste Glied in der Klammer _1_ stellt das Cv des allgemeinen 
v+l 

Summenansatzes, siehe S. 4, vor. Dieses Glied ist hier notwendig, um die 
Reihe ftir 'P (x) konvergent zu machen. 
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Aus 
Q ,1 x _ ITF( ) = r' (x) 
~ x - r X rex) 

erhalt man durch Integration 

~ 19x Llx = 19 rex) 

elUe Formel fur die Summe von 19 x. 

(25) 

Mit Hilfe der Gammafunktion ist es nun nicht schwer, die Losung 
der homogenen Differenzengleichung 

Y.,+1-R(x)yx=o, (26) 

wo R (x) eine rationale Funktion von x ist, darzustellen. 
Wir setzen R (x) zweckmaBigerweise in der Form 

R (x) = c (x - a1) (x - a2) ••• (x - am) 
(x - bt ) (x - b2 ) ••• (x - bp) 

an und erhalten dann gemaB der in der FuBnote 1) auf S. 120 ge· 
machten Bemerkung 

x r (x - a1 ) r (x - a.) ... r (x - am) ( ) 
Y",=wxc r(x=b,)r(x-b2 ) ••• r(x-bp )'· 27 

Man ersieht aus dieser Losung, daB selbst der einfachste Falllinearer 
Differenzengleichungen, die Gleichungen erster Ordnung mit rationalen 
Koeffizienten, auf sehr zusamrnengesetzte Funktionsgebilde fuhrt. 

Differenzengleichungen erster Ordnung spielen in der Anwendung 
unmittelbar keine Rolle. Ihre Bedeutung besteht hauptsachlich darin, 
daB es in einem oder dem anderen Fall gelingt, von einer Diffe· 
renzengleichung zweiter Ordnung eine Losung aufzufinden, so daB 
die Reduktion der vorgelegten Gleichung zweiter Ordnung auf eine 
erster Ordnung moglich ist. 

Be is pie 1. Die homogene Differenzengleichung zweiter Ordnung 

X2+1 
YX-l - 2~Yx+Yx+t=o 

hat die Partikularlosung 
rJX(l) = x'. 

Um nun die zweite Partikularlosung zu finden, setzen wir gemafi den Ausfiih
rungen auf S. 44 in der vorgelegten Gleichung, die wir jetzt in der Form 

(X+1)2+1 
Yx- 2 (X+1). YX+l+Yx+2=O 

schreiben wollen, 

Yx = X2 zX, Y.~+t = (x + 1)2 ZX+l = (x + 1)" (z", + ,1 zx), 
YxH=(X+ 2)2zxH = ex + 2)2 (z", + 2 L1z", + ,12 zx) 

ein und erhalten, wenn wir nach z"" ,1 Zx und ,12 Zx ordnen, 

4(X+ 1) ,1 z'" + (x+ 2)2 A"z", = 0 

oder mit ,1 z'" = u'" 
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Die Losung dieser Gleichung ist aber nach (27) 

[T(x)J2 [T(X)]9 
u'" = [T(X+2)J2 x9(x+1)9[T(x)]9 

Daraus findet man durch Partialbruchzerlegung 

II = S x 9 c: ~ 1) 9 = S [- : + x ~ 1 + x1g + (x ~ 1) 2) d x. 

Die ersten beiden Glieder in der Klammer geben - X(x ~ 1)' die Summe 

z . . 
davon ist nach Formel 6, S. 15, x; welter 1St 

S [;2+ (X~ 1)2J Ax= x1g + 2 S !:, 
caher ist 

2 1 SAX 2X+1 , 
Z=-+-2+2 2"=--0 -+zlJ' (x)+w..,. x x X X" 

Man erhiilt schIietiIich die zweite Partikularlosung 

1j..,(2) = (2 x+ 1) + 2X 9 "1ff' (x) +x 9 w'" 

und die Gesamtlosung 
y", = Q}lX2+W9[(2X+ 1) +2X2 "Iff'(X)]. 

Bemerkt sei noch, dati fUr ganzzahlige x die Funktion lJ" (x) durch 
, 1 1 1 1 

"Iff (x) =1+22+3"2+" '+(X--1)2 

definiert ist. In diesem Fall sind statt der periodischen Funktionen (01 (x) und 
(02 (x), die Festwerte C1 und Cg in die Losung einzufUhren. 

27. Differenzengleichungen mit linearem Koeffizienten. 
Die Transformation von Laplace. 

Wir betrachten die lineare, homogene Differenzengleichung n-ter 
Ordnung 

(aox+bo)Y.,+(a1x+b1)Yz+l+· .. + (a" x + b..)y.,+n= o. (28) 
Die durch derartige Gleichungen definierten Funktionen lassen sich, 
wie wir zeigen werden, !iurch bestimmte Integrale darstellen. Urn zu 
dieser Integraldarstellung zu gelangen, beniitzen wir eine Transforma
tion, we1che darin besteht, daB fUr die unbekannte Funktion y", eine 
neue f(t) durch die Verkniipfung 

q 

Y., = J t",-l f(t) dt (29) 
p 

eingefUhrt wird, wobei die Integrationsgrenzen (oder allgemeiner ge
sprochen, der Integrationsweg) noch passend zu bestimmen sind. Der 
Integralansatz (29) riihrt von Laplace her, weshalb man ihn auch 
als Laplacesche Transformation bezeichnet l ). 

1) Die Bedeutung des in (29) dargestellten bestimmten Integrals fUr die 
Losung linearer Differenzengleichungen liegt in dem Umstand begrlindet, dati 
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Ftihrt man (29) in (28) ein, so erhalt man zunachst, wenn man 
die Glieder, die den Faktor x enthalten, und die von x freien Glieder 
je zusammenfaBt, 

q q 

x S tz - 1 f(t)(ao + a1 t + . 
p 

. +a"tn)dt+ Jtz-1f(t)(bo+b1t+. 
p 

+ b • .en)dt = 0 

und mit den abktirzenden Bezeichnungen ftir die Polynome 

'IjJ (t) = ao + a1 t + . . + an t", 
ep (t) = 00 + b1 t +. . + b" tn, 

q q 

f tz- 1 f(t)ep (t) dt + J xtz- 1 f(t)1jJ (t) dt = o. 
p p 

Die partielle Integration liefert ftir das zweite Integral 
q q J xtz- 1 f(t) 1jJ (t) dt = [t X f( t) 1jJ(t)]; - J tX d [f(~t(t) 1 dt, 

p p 

womit die vorangehende Gleichung in 
q 

S tZ - 1 [f(t) ep(t) - t ~(~/(t)lJ dt + [tX f(t) 1jJ(t)]; = ° 
p 

iibergeht. Diese Gleichung wird befriedigt, wenn jeder der beiden 
Summanden, ftir sich genommen, identisch in x verschwindet. 1st der 
von x unabhangige Klammerausdruck im linksstehenden Integral fur 
aIle Werte von t Null, so wird auch das Integral flir aIle Werte von t 
verschwinden. Es muB daher 

f(t) 9'(t) = td[f(~tV'(t)l. (30) 

Weiter sind die Integrationsgrenzen p und q und der Integrationsweg 
so zu bestimmen, daB auch 

[t X f(t) 'IjJ (t)]; = ° (31) 

wird. 
Wir untersuchen zunachst die erste Bedingung. Aus (30) folgt, 

wenn man rechts die Ableitung des Produktes bildet, 
f' (t) rp (t) - t 11" (t) 
f~t) t''I'(t) 

diese Integrale durch eine Reihe bemerkenswerter Eigenschaften ausgezeichnet 
sind. Die Summe zweier Integrale, ebenso das Produkt zweier Integrale ist 
wieder ein Integral der gleichen Art. Der Differentialquotient und ebenso die 
Differenz bilden wieder" ein Integral gleicher Art. Die Integrale (29) bilden 
sonach hinsichtlich der genannten Eigenschaften eine Gruppe. 

Bleich-Melan, Difierenzengleichungen. 9 



130 Die gewohnlichen linearen Differenzengleichungen. 

eine Differentialgleichung erster Ordnung fur f(t), aus der man 

I f(t) = frp (t) - t 'P' (t) dt = f rp (tt dt -lg 'If (t) 
g t'P (t) t 'P (t) 

und somit 
J 'P(t) dt 

f(t) = _1_ e t'l'(t) 

'P (t) 

gewinnt. Die Losung der vorgelegten Differenzengleichung wird somit 
auf die Integration einer !inearen Differentialgleichung erster Ordnung 
zuruckgefiihrt. 

Die Berechnung von f(t) erfordert die Zerlegung des Bruches 

rp(t) bo+blt+ ... +b"tn 

t 'P (t) =t(aO+alt+ . .. +antn) 

in Partialbruche. Hat 'If(t)=o, die sogenannte charakteristische 
Gleichung, lauter verschiedene, nichtverschwindende Wurzeln, ap 

"2 . . . an' ist also 
t '!f(t) = t(t - al) (t- "2) ... (t-an), 

so wird 

rp (t) = Po + ~ + ~ + ... + J~ 
t 'P (t) t t - "1 t - "2 t - "" ' 

woraus zunachst 

f <p(t) dt 
e t'l'(t) =tPo (t-al )P,(t-a2)P •... (t-an)P" 

und schlieBlich bis auf einen willkurlichen konstanten Faktor 

1 f <p(t) dt 
f(t)='P(t) e ttp(t) =tflo (t-a1)P,-1(t-"2)P2-1 ... (t-a • .)fI,,-1 (32) 

hervorgeht. Damit ist die Funktion f(t) festgelegt. 
1st der Zahler cp (t) ein Polynom gleicher oder hoherer Ordnung 

als der Nenner t '!f(t), so tritt bei der Partialbruchzerlegung eine ganze 
Funktion g (t) auf, die bei der Integration eine ganze rationale Funk
tion r (t) = J g (t) d t liefert. f(t) enthaJt dann noch einen weiteren 
Faktor von der Form eT(t). Entspringt der charakteristischen Gleichung 
eine k-fache Wurzel "s' dann tritt in f(t) ein Faktor 

fI' flU p(k-l) 
-+--+ ... +-~-

et-o.s (t-o.s)2 (t-o.s) k-l 

auf .. 
Es erlibrigt noch die Erflillung der zweiten Bedingung, Gl. (31), 

d. i. die Festlegung der Grenzen p und q derart, daB 

[tX f(t) 'If (t)]q = 0 
p 

wi rd. Damit wollen wir uns nun naher beschaftigen. 
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a) Wir setzen zunachst voraus, daB bei der Partialbruchzerlegung 
keine ganze rationale Funktion auftritt und daB aile Wurzeln " der 
charakteristischen Gleichung voneinander verschieden sind. 

Fiihrt man den Ausdruck (32) in (31) ein, so erhiilt man die Be
dingung 

Die" und P konnen positiv oder negativ, ganze oder gebrochene, 
reelle oder komplexe Zahlen sein, dementsprechend wird auch der 
Klammerausdruck, den wir kurz mit K bezeichnen wollen, eine mit tz 

multiplizierte ganze oder gebrochene, rationale oder irrationale Funktion 
sein. Die Festlegung der Grenzen p und q und des Integrations
weges fUr das Integral (29) ist daher ganz von dem funktionentheore
tischen Verhalten der Funktion K abhangig. 

1. Sind die reellen Teile von PI' fJ~ ... fJn positiv, so besitzt K 
(n + 1) verschiedene Nullstellen, namlich ,,= 0 oder (Xl, je nachdem 
))1 (x + Po) > 0 oder 9l (x + Po + PI + ... + Pn ) < ° ist, sowie die 
Nullstellen "1' a2 ••• ar/) Man wahlt daher als untere Grenze p = 0 

oder p = 00, als obere Grenze der Reihe nach q = aI' a~ ... an' 
wobei der Integrationsweg beliebig ist. K verschwindet dann an beiden 
Grenzen, wodurch die Bedingung (33) erfiillt erscheint. Man gewinnt 
auf diese Weise n Integrale, die die n "oneinander verschiedenen 
Partikularl6sungen der vorgelegten Differenzengleichung n-ter Ordnung 
vorstellen. Die Losungen lauten somit, wenn to (x) eine periodische 
Konstante vorstellt, 

a. 
Yx(") = w(v) (x) f tx +Po - 1 (t - "t),81- 1 ... (t - "n),8n- 1 dt, (v = 1,2 .•• n) (34) 

Sind einzelne Nullstellen wesentlich singulare Stellen, so empfiehlt es 
sich, die unter 2. dargelegten geschlossenen Integrationswege zu ver
wenden. 

2. Treten in (33) einzelne P mit negativen Realteilen auf, d. h. be· 
sitzt K nur p Nullstellen "0' txl ••. "p·-t' wahrend ap' ap+t ... an Pole 
oder wesentlich singuliire Unendlichkeitsstellen von K sind, so wiihlt 
man flir die p - 1 Losungen, genau wie vor, die unteren Grenzen p = 0 

oder (Xl, (ie nachdem ))1(x+ Po»o oder ))1 (x+fJo+ PI + ... +fJ .. ) < 0, 

sowie die oberen Grenzen q = "1' "2' ... ap -1 ' wiihrend man zur 

1) Dati nur die Realteile von fJ fUr das Auftreten von Nullstellen in Frage 
kommen, geht daraus hervor, daD (t - a)fi = (I - a)a+bi = (t - a)n. (I - a)bi 
=(t-a)"a.ei<p, wo tp=bIg(t-a). Der zweite Faktor ist aber eine perio
dische Funktion, die nirgends verschwindet oder nnendlich wird. Das Auftreten 
einer NullsteIle in (t - a)8 hitngt somit nur vom Realteil a der Zahl fJ abo 

9* 
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Aufstellung der restIichen (n - p + 1) Losungen auf geschloss ene 
Integrationswege, sogenannte Schleifenwege angewiesen ist. 
Da eine Nullstelle unbedingt vorhanden ist, namlich ao = 0 oder 00, 

so gehen wir von dieser Stelle aus, umfahren den Punkt /tp+" und 
kehren wieder nach ao = 0 oder 00 zuruck. Siehe Abb. 10. K ver
schwindet auf diesem Wege, wahrend das Integral (29), da der 
Integrationsweg einen singularen Punkt umschlieBt, im allgemeinen 
von Null verschieden ist. Man erhiilt so fUr jedes ap +y zwei Inte· 

Abb. 10. 

grale, wovon das eine die Losung fur 
Werte von x > - lR (Po), das andere die 
Losung fUr Werte von 

x< -- ffi (/30+Pl + .. '+Pn) 

darstellt. Auf diese Weise gelangt man 
wieder zu insgesamt n Integralen, die die 
n Partikularlosungen der Differenzenglei
chung vorstellen. Sind aber noch andere 
Nullstellen neben ao vorhanden, ist also 
p> 1, so ist es vorteilhafter, die Schleifen 
von einer dieser Nullstellen ausgehen und 

wieder dahin zuriickkehren zu lassen, da die uber derartige Schleifen 
erstreckten Integrale in der ganzen Zahlenebene gelten. Die Schleifen 
sind in allen Fallen so zu leg en, daB sie keinen der ubrigen Punkte a 
einschlieBen bzw. durch keinen derse1ben hindurchgehen. 

Die den P mit negativen Realteilen entsprechenden Losungen 
haben die Form 

Y",(P+Y) = w(P+Y)(x) J tX+flo-l(t-al)fll . .. (t-an)lindt, 
c 

(V=1,2 ... n-p+1). (35) 

C bedeutet den vorangehend naher erorterten Schleifenweg. 
b) Tritt bei der Partialbruchzerlegung eine k·fache Wurzel auf, so 

nimmt das entsprechende Glied in K, zu dem jetzt k Losungen ge
horen, die Form 

fI' Ii " fI (k-l) 
-+--+ ... +----(t - as)fi et-as (t-as)" (t-as/- 1 

an. as ist jetzt ein wesentlich singularer Punkt der Funktion K. Der 
von as abhangige Teil von K bewirkt nun, daB sich urn den singu
laren Punkt herum 2 (k - 1) Sektoren abgrenzen lassen, in dem die 
Funktion K bei Annaberung an den singularen Punkt as abwechselnd 
gegen 0 und 00 konvergiert. Dieses Verhalten von K wollen wir uns 
zunachst klar machen. MaBgebend fUr die Eigenschaften dieser Funk-' 
tion in der Umgebung des singularen Punktes as ist das Verhalten 
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p(k-l) 

--k~ 

des Faktors e(t-us) • Lauft t in einem Kreise um den singularen 

Punkt a einmal herum, so weehselt die Funktion 1 2 (k-1)-mal 
• (t- as) .\;-1 

ihr V orzeiehen. Es bestehen sonaeh (k - 1) Sektoren, in denen __ 1 __ 
(t_as)k-l 

negativ ist, und nahert man sieh in einem solchen Sektor dem Punkte as' 
p(k-l) 

so strebt __ 1-k - gegen - (X), demnach ist lim e(t-«s)k-l-=o. Ebenso 
(t - a,) -1 t~as 

findet man, daB in den (k - 1) Sektoren, in den en __ 1 ___ positiv 
(t + as)k-l 

ist, bei Annaherung an den singularen Punkt __ 1 ___ ---+ + 00 geht, 
(t _ as)k-1 

p(k+l) 

--k-l 

weshalb lim e (t-as) = (X) • 

t-+as 

Der Klammerausdruck K konvergiert sonach gegen Null, wenn 
man sich innerhalb eines Nullsektors dem singularen Punkte as nahert. 
Wir legen demnach jede Integrations
sehleife derart, daB sie in einem Null
sektor von as ausgeht, den benaehbarten 
00- Sektor durchsetzt und im darauffolgen
den Nullsektor wieder naeh as zuriiek
kehrt. In Abb.11 ist der Fall (k - 1) 
= 2 dargestellt. Man gewinnt so (k - 1) 
Integrale, denen (k - 1) Partikularlosun
gen entsprechen. Die k-te zu fX s gehorende 
Partikularlosung, die dem bisher nieht 
beriieksiehtigten Faktor (t - fXs)P ent
sprieht, bestimmt man wie oben unter 
a) 1. oder a)z. angegeben. Die (k -1) Lo

o 

Abb. 11. 

sungen haben wieder die Form (35), wobei eden hier erorterten 
Integrationsweg darstellt. 

c) Tritt in Knoch ein Faktor er(t) auf, w(). r(t) eine ganze rationale 
Funktion von t ist (s. S. 130), so kann man dureh die Trans· 

formation t = ~ den eben behandelten Fall b) herstellen und die zu· 
u 

gehorenden Integrale ermitteln. 1st r (t) vom Grade'll, so erhalt man 
'II unabhangige Losungen, die aus r (t) entspringen. 

Wir haben die lntegrationswege hier ausfiihrlich erortert, um dar
zulegen, daB in allen Fallen der Bedingung (31) Geniige geleistet 
werden kann und daB in allen Fallen ein vollstandiges Fundamental· 
system der Losungen erhaIten wird. 1m Einzelfalle konnen dort, wo 
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dies zweckmaBig ist, auch andere Integrationswege eingeschlagen 
werden. Die so ermittelten L6sungen hangen mit den auf den hier 
erorterten Integrationswegen berechneten Losungen linear zusammen, 
wobei aber die Koeffizienten dieser linearen Zusammenhange perio
dische Funktionen mi~ der Periode 1 sind. Haufig erweist sich auch 
eine Variabelntransformation als sehr vorteilhaft. 

Auf dem eben dargelegten Wege erhiilt man im allgemeinen zwei 
L6sungssysteme, von denen das eine giiltig ist, fiir x> - m (Po), das 
andere fUr x < - ffl (Po + Pl + ... + P n)' J edes dieser beiden Losungs
systeme kann mittels der durch die Differenzengleichung ausgedruckten 
Funktionalbeziehung in das Gebiet des anderen L6sungssystems ana· 
lytisch fortgesetzt werden. Durch die Differenzengleichung ist auch 
der lineare Zusammenhang zwischen den beiden L6sungssystemen 
hergestellt. 

Mit Hilfe der Laplaceschen Transformation lassen sich auch 
Gleichungen mit be1iebigen ganzen rational en Koeffizienten behandeln, 
doch gehen wir mit Rucksicht auf die Schwierigkeit des Gegenstandes 
nicht naher darauf ein. 

Lasung dec Gleichung Yx+l-XYx= o. Wir wollen das eben 
geschilderte Verfahren zunachst an einem sehr einfachen Fall, an der 
bereits in 26 behandelten Differenzengleichung der r-Funktion darlegen. 

Wenn wir die vorgelegte Gleichung in der Anordnung der Gl. (28) 
schreiben, 

so ist 

sonach 
"P(t) =-1 und rp(t)=t; 

tp(t) _ t _ 1 
ttp(t) - -t - - . 

t;;t) reduziert sich hier auf eine ganze rationale Funktion, weshalb 

f(t) = -e-t • 

Die Integrationsgrenzen sind aus der Bedingung 

[t'" e-t ): = 0 

zu entnehmen. Der Klammerausdruck verschwindet, solange x positiv 
ist, fur t = o. Damit ist die eine Grenze festgelegt. Er verschwindet 
aber auch fiir t = 00, da lim t'" e-t = o. Die gesuchte Partikularlosung 

t~.., 

der Differenzengleichung lautet daher fur x > 0 
00 

Y",= S tfIJ-1e-tdt. 

o 

(36) 
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Das ist aber bekanntlich das als r-Funktion bezeichnete zweite 
Eulersche IntegraL Die allgemeine Lasung ist dann 

Y", = w (x).r(x). (x> 0) 

Das in (26) dargestellte unendliche Produkt fUr die r-Funktion ist 
allgemeiner als die Integraldarstellung (36), da es flir positive und negative 
Werte von x gilt. 

Die Differenzengleichung der Zylinderfunktionen. Wir be
trachten als weiteres Beispiel die Gleichung 

Y"'-l+ 2 (ax+ b)Y"+Y"'+l= 0, (37) 
der wir, urn sie in Einklang mit der den allgemeinen Erarterungen 
auf S. 128 zugrunde gelegten Gleichung (28) zu bringen, die Form 

Yx+ 2 (ax+a+b)YX+l +Y",+2=o 
geben. Es ist nun 

1J!(t) = 2 at und 
woraus 

und 

f tp (I) 1 ( 1 ) a + b ~dt=- t-- +--lgt 
1'1'(1) 2 a I a 

folgt. Sonach ist 

~ 1 ( 1) 
f(t) = ~ . e2a I-e. 

2a 

Damit erhalten wir die Losung 

q b 1 ( 1) 
1 f x+--1 - t--

Y = - t a e2a t dt 
x 2 a ' 

p 

wenn der Integrationsweg SO gewahlt wird, daB 

K == [t x+;. e/a-(t-nJ: = 0. (38) 

Wir nehmen zunachst a < 0 an. 
Dann verschwindet der Klammeraus

t 

druck fUr t=oo wegen lim e2a = 0, 
t-+ 00 

da et starker unendlich wird als jede 
Abb. 12. 

Potenz von t. Da t = 0 ein wesentlich singularer Punkt der Funktion 
Kist, so wahlen wir den Integrationsweg C so, daB er den Punkt 
t = 0 umschlieBt und an beiden Enden den gleichen Wert, und zwar 
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Null hat, die Enden also in t = + 00 liegen1). In .Abb. 12 ist 
der Integrationsweg dargestellt. Der Weg geht von + 00 aus, 
verliiuft oberhaIb der positiven reellen Achse, umUiuft den Punkt 
Null auf dem Einheitskreis und kehrt dann wieder unterhalb der 
positiven reellen x-Achse nach + 00 zuriick. Damit ist die eine 
Losung 

gefunden. 

-'1 

Urn zu emer zweiten Losung zu geIangeo, wahlen wir unter Bezug

-i 
Abb.13. 

nahme auf die .Ausfiihrungen unter b), Seite 132 
den in .Abb. 13 dargestellten Schleifenweg. Be

l 
1 .--

achtet man, daB T in dem Faktor e 2at zweimal 

sein Vorzeichen wechselt, wenn t im Einheitskreis 
urn Null herumHiuft, so erkennt man, daB bei 
Annaherung an den Nullpunkt in der positiven 

1 

Halbebene e -w -. 00 und bei Annaherung an den 
1 

Nullpunkt in der negativen Halbebene e -w __ 0 konvergiert (a < 0). 
Die Funktion K wird daher Null, wenn wir einen Weg wahlen, der 
vom NUllpunkt ausgehend, oberhalb der negativen reellen Achse bis 
zum Einheitskreis, von - 1 entlang diesem lauft und unterhalb der 
negativen reellen Halbachse wieder in Null zuriickkehrt. Wir be
zeichnen diesen Weg mit C'. Sonach lautet die zweite Losung 

(39') 

Urn nun diese beiden Losungen durch bekannte Transzendenten 
zu definieren, fiihren wir eine einfache Variabe1ntransformation, namlich 

t = - u in (39) und t = ~ in (39') durch. Die zugehorigen Inte

grationswege sind dann die Abbildungen der Wege C und C' auf die 
u·Ebene. 

Man erhiilt so 'aus (39) mit t = - U 

b 

( ) (- 1) z+" f -[-(:a:+.!)+l] -~ (u-!") y 1 = U a e 2 a u du 
a; 2 a •. 

L 

1) Der Integrationsweg umschlie.tit den von 0 nach 00 gefilhrten Verzwei
gungsschnitt der Funktion K. 
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mit t=~ 
u 

und aus (39') 

(2) _ - 1 f -[<I:+~+l] --1- (1£-2.) Y", -2"a u a e ~a U dUo 
L 

Die Abbildungen der Wege C und C' (Abb. 12 und 13) auf die u. 
Ebene liefem in beiden. Fallen, wie man sieh leieht tiberzeugt, die in 
der Abb. 14 veransehauliehte Schleife L, weshalb beide Integrale (40 ) 

und (40') tiber den gleichen Weg L zu nehmen-sind. 
Nun ist aber 

1 f ~(1£-2.) -(1+1) --. e 2 1£ U du 
2.n-z 

L 

die bekannte Bessel·Funktion fA (Z)l) Daher lauten unsere Lo. 
sungen 

n den Funktionen fist hier die Ordnungszahl mit x veranderlieh, das 
Argument aber fest. Wir haben bisher 
a < ° vorausgesetzt: Hatte man a> ° 
angenommen, so hatte man nach ent- -.!::oo~=i~==~ 
sprechender Abanderung det Inte- ::: 

-00 
grationswege (Spiegelung an der ima-
ginaren Aehse)schlieBlieh die gleichen 
Losungen erhalten. Die Losungen 
gel ten demnaeh fUr jedes a. Die 

Abb. 14. 

beiden Losungen sind im allgemeinen, wie aus der Theorie der Bessel· 
Funktion bekannt ist, voneinander linear unabhangig. Dies trifft aber 

nieht mehr zu, wenn l, also x + ~ eine ganze Zahl ist. In diesem 
a 

FaIle werden (41) und (41') miteinander identiseh. Man erkennt dies 
leicht aus den uTspriinglichen Losungen (39) und (39'), da in diesem 
FaIle 0 --+ 00 kein Verzweigungsschnitt mehr ist. Die Integrationswege 
C und C' konnen einfach auf einen Kreis urn den Nullpunkt zu
sammengezogen werden, womit beide Integrale gleich werden. 

Eine zweite Losung kann in diesem Falle durch einen Grenztiber
gang gewonnen werden, den wir hier nieht naher darlegen. Man ge-

1) Siehe z. B. Courant-Hilbert: Die Methoden der mathematischen Physik, 
Bd. I., S. 391. Berlin 1924. 
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winnt hierdurch eine neue Funktion, die Besselsche Funktion 
zweiter Art, die fUr beliebige). gilt, und die wir nur kurz anfUhren. 

1 
Y"(Z)=sinJ.",.!-l(Z)- cotgA7eJ;.(z). (42) 

Man erkennt ohne wei teres, daB auch (42) eine Losung unserer Diffe
renzengleichung ist, weil sie aus den beiden Losungen (41) und (41 ') 

mit Hilfe der beiden periodischen Funktionen (-:- !)1. und cotg A. ~, die 
SInA:Jr 

die Periode 1 besitzen, linear zusammengesetzt ist, da die erste Halfte 

in Yi (z) auch in der Form r: ~~ J-1. (- z) geschrieben werden kann. 

1m folgenden Abschnitt 28 werden wir die hier erorterte Differenzen
gleichung auf einen anderen Weg behandeln, der uns auf die Reihen
darstellung der Be sse I schen Funktion fUhren wird. 

Nichthomogene Gleichungen. Wir beschranken unsere Betrach
tungen auf den Fall, daB die rechte Seite der Gleichung das Produkt 
aus einer ganzen rationalen Funktion von x und aus eX ist. e ist eine 
reelle oder komplexeKonstante. Liegt also eine Gleichung von der Form 

vor, wobei g (x) eine ganze rationale Funktion m· ten Grades von x 
ist1), 50 fiihrt man durch die Substitution 

Yx = (Yo + Y1 x + ... Ym-l x m- 1 ) eX +zx 

eine neue unbekannte Funktion z'" ein, und man erkennt, ohne auf die 
Rechnung selbst einzugehen, daB in GI. (43) links eine mit eX multi
plizierte rationale Funktion vom Grade m entsteht, die wir mit eX G (x) 
bezeichnen wollen, so daB Gl. (43) die Form 

annimmt. Da wir m wiIIkiirIiche y.Werte angenommen haben, so 
konnen wir diese so wahlen, daB sich die Glieder, die x enthalten, in 
G (x) und g (x) wegkiirzen, so daB rechts nur ein Glied "ex, wo " 
einen Festwert bedeutet, zuriickbleibt. Wir haben dann die Gleichung 

aufzulosen. 
Wir setzen ahnlich wie bei den homogenen Gleichungen als Par· 

tikularlosung der vollstandigen Gleichung 

') 1st die rechte Seite von der Form ~ g (x) eX, so bestimmt man die Parti· 
kularlosung fUr jedes einzelne Summenglied getrennt. 
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q 

Y",=l J tll)-I((t)dt 
p 

an, worin 1 eine noch zu bestimmende Konstante ist. Die Einfiihrung 
dieser Losung in Gl. (44) liefert mit den gleichen Bezeichnungen wie 
auf S. 129 die Beziehung 

q 

1 f tll)-1 [f(t) p (t) - t d [f ~t1p (t)]] dt + A [to: f(t) tp (t)]: = x cOJ • (45) 
p 

Es solI nun der erste Teil dieses Ausdrucks, wie friiher, Null werden, 
woraus sich f(t) in der gieichen Weise wie oben ergibt. Die Inte· 
grationsgrenzen p und q sind so zu wahlen, daB 

wird. Wenn c keine Wurzel der Gleichung "" (t) = 0 ist, wird dies 
erreicht, wenn man q = e setzt und fiir p irgend eine der immer vor· 
handenen Nullstellen der linken Seite von GI. (46) (siehe die beziig. 
lichen ErUiuterungen auf S. 131) wahlt. Wir bezeichnen diese Nullstelle 
wie friiher mit "0' Man erhalt dann 

;. [t'" f(t)tp(t)(= 1 [CX (e) ",(c)] = x eX 

und daraus 

1 = f (C)"1jJ (c) • 

Die Partikularlosung heiBt dann 
c 

Y .. = f (C)"1p (c) f tll)-l f(t) dt. 

Stimmt c ausnahmsweise mit einer der einfachen Wurzeln der 
charakteristischen Gleichung "" (t) = 0 iiberein, so hat, wie wir gleich 
nachweis en werden, die Differenzengleichung (44) die einfache Lo· 
sung 1 eX. In diesem Falle ist namlich 

",,(c) = ao + a l e+ .. · + a"c"=o, 

und nach Eintragen der Losung 1 c., in die Differenzengleichung bleibt 

(bo + bl e + ... bn cn) 1 c'" = x eX 
oder 

zuriick, woraus 

1 " 
II.=P(c) 

foigt. Hierbei wurde vorausgesetzt, daB p (c) selbst nicht verschwindet. 
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In allen anderen Ausnahmefallen, wo c eine r-fache Wurzel von 
'!jJ(t) und eine s-fache Wurzel von ffJ (t) ist, gilt folgendes: 

1. 1st r> s, so ist 1 eX x8 eine Partikularlosung der Gleichung (44). 
Der Festwert A. ist durch Einsetzen in die Differenzengleichung zu 
bestimmen 1). 

2. 1st r < s, so er halt man durch Ersetzen von x durch x + 1 
eine Gleichung, in der, wie man leicht nachrechnet, an Stelle ffJ (t) die 
Summe cp (t) + '!jJ (t) tritt. Die Summe dieser beiden Funktionen hat 
aber nur mehr eine ,-fache Nullstelle, so daB der Fall s> r auf den 
Fall s = r zuruckgefiihrt werden kann. 

3. Ist aber s =', so ist zunachst eine Umformung der Differenzen
gleichung notwendig_ Durch die Transformation y x = eX u'" schaffen 
wir den auf der rechten Seite stehenden Faktor e'" weg. '!jJ (t) und 
ffJ (t) haben dann die mehrfache Wurzel 1. Unsere Gleichung hat 
also jetzt die Form 

n 
-2 (a/ x + b/) ux + i = X. 

i=O 

Jede ganze Funktion (r - 1)-ster Ordnung ist jetzt Lasung der 
homogenen Gleichung. Druckt man daher die ux +i durch die Diffe
renzen ,11lUx ' An-lux'" U'" aus, so muB es sich zeigen, daB die 
Koeffizienten von Ar-1 U .,. U verschwinden. Fuhrt man nun die x x 
Transformation· A r U x = va; durch, so gelangt man zu einer normalen 
Gleichung fur vx' Aus v'" gewinnt man dann Ux bzw. Yx' 

28. Differenzengleichungen zweiter Ordnung von der Form 

Yx-l-CjJ (x)Yx + Yx+l =0. 

Es ist naturlich nicht maglich, eine lineare symmetrische Diffe
renzengleichung 

Yx- 1 - cp(x)Yx + Yx+1 = 0 

bei belieJ:iger Ges.taltung des Beiwertes qJ (x) allgemein zu lasen. Wir 
wollen daher in diesem Abschnitt einen indirekten Weg einschlagen, 
indem wir einen geniigend allgemein gehaltenen Ansatz fur die Lasung 
der Gl. (48) aufstellen, und erst nachtraglich jene Funktionen ffJ (x) und 
damit jene Differenzengleichungen mit dem mittleren Beiwert ffJ (x) 
bestimmen, fUr die dieser Ansatz eine Losung darstellt. Wir werden 
finden, daB unsere Differenzengleichung von dem vorgeschlagenen 
Lasungsansatz in jenen Fallen befriedigt wird, in denen f{J (x) selbst 

1) In diesem allgemeineren Fall ist der bereits erorterle Ausnahmefall, wo 
c eine einfache Wurzel von'!' (I) ist, wahrend 7' (c) nicht verschwindet, bereits 
enthalten. Es ist der Fall r = 1, s = o. 
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einer symmetrischen Differenzengleichung zweiter Ordnung mit kon
stanten Koeffizienten geniigt, d. h. wenn f[J (x) eine der Funktionen 
A earl) + Be-ax, A [of ax + B @jinax darstellt, wo A und B beliebige 
Festwerte sind, lX reell oder komplex ist 1). 

Wir gehen von der Gleichung 

Y"'_l-C<p(X)Y",+Y",+1=o (49) 

aus, wo der Bereich von x zunachst auf eine Folge kongruent ge· 
legener Punkte beschrankt sei. Wir setzen nun eine Partikularlosung 
in der Form einer bestimm ten Summe 

an, wobei die vorerst unbekannte Funktion f(t) so zu bestimmen sein 
wird, daB y", die Gl. (49) in x und 'YJ identisch befriedigt. Uber 'YJ, 

das nur so beschaffen sein muB, daB x - 'YJ eine ganze Zahl > 0 ist, 
werden wir spater verfiigen. Die die Losung y x definierende Summe 
hat x - 'YJ Glieder, siehe die FuBnote S. 7, wobei die den ungeraden 

'V entsprechenden Glieder wegen des Faktors cos v:n: verschwinden. 
2 

Der kleinste Wert, den die obere Grenze der Summe annehmen kann, 
o 

sei voraussetzungsgemaB x - 'YJ = 0; es gilt dann S = o. Unter dem 
u 

Z-1]-" 

endlichen Produkt II 1jJ (2) verstehen wir die Faktorenfolge 
1.=1 

1jJ (x - 'YJ - 'V - 1) 1jJ (x - 'YJ - 'P - 2) ... 'If' (1). 
1 

AuBerdem sei II = 1 . 
).=1 

Die oben vorgeschlagene Form fiir die Losung y", wurde auf fol
gendem Wege gewonnen: Ermittelt man aus dem Gleichungssystem (49) 
durch schrittweise Elimination y x als Funktion von zwei Ausgangs
werten YfJ und YfJ+1, so erhiilt man y", in der Gestalt 

y", = tPl (x) YfJ + qJ'J (x) Y1]+1' 

Es ist nun klar, daB die Beiwerte qJl und tP'J Partikularlosungen 
der Differenzengleichung (49) darstellen. Gl. (so) stellt nun nichts 
anderes als einen aus dem allgemeinen Aufbau der Beiwerte qJ 1 und 
tP'J des Eliminationsergebnisses abgeleiteten vereinfachten Funktions
ansatz vor. 

1) Die in diesem Abschnitt dargelegte Methode und die Ergebnisse sind 
einer unveroffentlichten Arbeit meines Sohnes Hans entnommen. Bleich. 
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Urn nun ret) zu ermitteln, fiihren wir den Losungsansatz (so) 
in die vorgelegte Differenzengleichung (49) em und gewinnen zu
nachst 

Die erste dieser drei Summen formen wir zweckmaBig in der 
Weise urn, daB wir die Summenvariable 'JI durch 'P' - 2, also auch 
LI 'P durch L1 'P' ersetzen, schreiben aber wieder 'P statt 'P', und erhalten 
somit 

Zerlegt man nun die Summen in Gl. (51) in die TeiIsummen von 'JI= Z 

bis 'P = x - 'YJ und in die restlichen Glieder und ·faBt man die drei 
$-'1 

TeiIsummen S unter ein Summenzeichen zusammen, so gelangt 
2 

man, wenn man den Faktor CX-'I- v heraushebt, zu 
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1 

erste und vierte wegen II = 1, ebenso das zweite und dritte gegen
'\=1 

seitig auf. Die reehte Gleichungsseite reduziert sich sonaeh auf die 
X-'1 

Sum me s. 
2 

Diese Summe stellt ein Polynorn der Konstanten c des Mittelgliedes 
der Differenzengleichung (49) vor. SoU die Gleiehung fur jedes c er· 
fullt sein, so mussen die Klarnmerausdriieke als Koeffizienten der c 
einzeln versehwinden. Dies ist somit die notwendige und hinreiehende 
Bedingung, daB der Ansatz (50) eine Lasung der vorgelegten Differenzen
gleichung (49) darstellt. Es rnuB daher der Ausdruck in der gesehlun
genen Klammer, als Funktion von x, 'YJ und '/I betrachtet, identiseh in 
dies en Variabeln versehwinden. Urn diese Bedingung vereinfaehen zu 
konnen, formen wir den erst en der drei Summanden urn. Wir erhalten 
zunachst: 

X-'1- 1'+1 

X-'1- v +1 

II <P(~+17+2-1). 
II f(~+2-1) 
1=1 

X-'1- 1' +1 
1.=1 II f (2) 

1.=1 
X-'1- 1' 

X-'1- 1' II f(~ + A) 
II (V + + 2) 1=0 <p 2 'YJ . -"'-_-'1-_-... --c+-:-1~· 

1=0 II f(J.) 
1=1 

f(~) x-'1- 1' f(~+J.) 
=-<P(~+1])f(X-~-V) !l <p(~+'YJ+i.) ; (A) . 

Jetzt kann aus allen drei Surnmanden der im allgerneinen nieht ver
sehwindende Faktor 

X-'1- v v f(~+A) 
II <p(2+ 17 +1) f(A) 
).=1 

herausgehoben werden, so daB die Bedingungsgleichung 

v f(~) v f(x-'1-~) 
- cp (2+1]) f(x-1] _ v) - cp(x)+<p (x- 2) f(x -1] -v) = 0 

zuruckbleibt, die naeh Multiplikation mit - ((x -17 - 'V) die Gestalt 

cp (~+ '1) f(~) + <p(X)((X-17-'V)-<P(X-~)f(x-1]-';) = 0 (52) 
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annimmt. Damit ist eine Funktionalgleichung fiir qJ (t) und f(t) ge
funden, die identisch in x, TJ und" erfiillt sein muB und die wir jetzt 
naher untersuchen werden. Urn in diese, beim ersten Anblick voll
kommen undurchsichtige Funktionalverkniipfung Licht zu bringen, be· 
trachten wir vorerst die Gleichung (52) fur den Sonderfall v=x- 'YJ -1, 
wobei " eine gerade Zahl sei. Die Einfuhrung von v=·x - 'YJ - 1 
in Gleichung (52) ergibt nach Umordnung 

qJ (x-:+ 1 +'YJ)f(X-;+1) _ qJ (x -~ -1 +1/)f(X-~-1)=q;(X), 

wobei, unbeschadet der Allgemeinheit der Untersuchung, der Faktor 
f(1)= 1 gesetzt wurde, da unser Losungsansatz (50) in f(t) homogen 
vom Grade Null ist, daher ein Ersetzen von f(t) durch k· f(t) an der 
Losung nichts andert. 

Setzt man jetzt x -1/ - 1 = t, woraus x = 2 t + 1/ + 1 folgt, so 
2 

geht die vorstehende Gleichung iiber in 

qJ(t + 'YJ + 1)f(t+ 1)- qJ(t+ 'YJ) f(t) = qJ(2 t+ 1/ + 1)_ 

Mit F(t) = q; (t + 'YJ) f(t) erhalt man eine vollstandige Differenzen
gJeichung erster Ordnung fiir F(t), namlich 

F(t+ 1)- F(t)=q; (2 t + 'YJ + 1), (53) 

we1che fiir ein voraussetzungsgemaB ganzzahliges t eine Losung von 
der Form 

t 
F(t)=SqJ(2 v+ 'YJ + 1)Av+C 

o 

zuJaBt. Ais Randbedingung haben wir 

F(1)=qJ(1 +1/)f(1)=q;('YJ+1), 

die C=o ergibt. Wir gewinnen somit aus F(t)=qJ(t+'YJ)f(t) 
t 

t _ F(t) _ ~'1'(2V+7J+1)Lfv 
fO- p (t+'1)- '1' (t+'1) (55) 

Wir schlieBen nun foigendermaBen: Wenn iiberhaupt eine Funk. 
tion f(t) besteht, die der Funktionalbedingung (52) bei jedem Wert 
von" geniigt, so muB sie vonder Form (55) sein, und wir haben 
nur noch zu untersuchen, welche Bedingungen die Funktion q; (t) er
flillen muB, damit f(t) in dieser Form bestehen kann. Zu diesem 
Zwecke fiihren wir f(t) in die Funktionalbeziehung (52) ein und, er
halten 
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l' 

2" 1/;-'1-1' 

( )
Stp(2V+T/+1)LfV S tp(2v+T/+1)Av 

q; ~+1] 0 (v ) +!p(x)-~-~-~-~--
tp -+ T/ q; (x- v) 

2 . 
l' 

1/;->]-"2 

S q;(2V+T/+1)Llv 
_!p (x _~) _~o __ -;-_~_ 

tp (x-~) 
=0 

oder nach Umformung 
<1:-'1-" 

S tp(2V+T/+1)Lfv " 
q; (x) ---=.0 ____ _ 

q; (x-,,) 

<1:-'1-"2 

S q;(zv+'7 + 1)L1v=0. 
" 2" 

Wir heben jetzt !p (x) heraus und setzen in der zweiten Summe 

v = v' + ~, wobei wir nach Durchfiihrung dieser Transformation flir 

v' wieder v schreiben. Man erhiilt so 

x \<I:-r"tp(2V+f/+1) Lf v _ 1/;-~-Vq;(2V+f/+V+1)LfV)=o 
q;( ) q;(x-v) q;(x) . 

Nun flihren wir die neue Veriinderliche t=x-1]- v, also x=t+1]+v 
ein, setzen 1] + v = 1]' und gewinnen auf diese Weise 

t t 

S q; (2 V +f/+ 1) Lf v S(2V+T/'+1)Av 
0 0 

=0. 
q; (t+ f/) q; (t + f/') 

Es muB daher mit Bezug auf Gl. (55) 

f(t, '7) = f(t, 1]') 

oder mit anderen Worten: f(t) muB unabhiingig von '7 sein. Damit 
haben wir aber eine hinreichende Bedingung gewonnen, urn die Funk· 
tion q; (t) zu bestimmen. 

Wir gehen wieder so vor, daB wir einen Sonderfall betrachten, aus 
diesem die notwendigen Bedingungen filr !p (t) ableiten und nachher 
zeigen, daB das gefundene Ergebnis allgemein gilt. Wir setzen zu 
diesem Zwecke in Gl. (55) t = 2 ein und erhalten zuniichst 

2 

~q;(2V+f/+1) Llv q;(T/+1)+q;(f/+ 3) 

f(2) = q; (f/+ 2) = q;(T/+:Z) , 
L1v=1. 

Aus dieser Verknilpfung geht aber mit 1]' = '7 + 2 die homogene 
Bleich-Melan. Diflerenzengleichuogen. 10 
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symmetrische Differenzengleichung zweiter Ordnung mit konstanten 
Koeffizienten 

rp (r/ - 1) - f ( 2) cp (r/) + cp (r/ + 1) = 0 (56) 

hervor, die die Funktion cp (t) definiert. Damit ist auch f(t) gemaB 
Gl. (55) gegeben. 

Die Bedingung (56) ist eine notwendige, aber da sie zunaehst nur 
fiir den Fall t = 2 abgeleitet wurde, noch nicht hinreichende Bedingung 
dafiir, daB die reehte Seite der GI. (55) von 'Y} unabhangig ist. Wir 
konnen aber naehtraglich leicht zeigen, daB das durch die Differenzen· 
gleichung (56) definierte cp (t) auch bei beliebigen Werten t die reehte 
Seite der GI. (55) von 'Y} unabhangig maeht. 1st namlich ft eine be
liebige ganze Zahl, so gilt fiir eine Funktion cp (t), die einer homogenen 
symmetrisehen Differenzengleichung zweiter Ordnung mit konstanten 
Koeffizienten geniigt, die leicht ableitbare Beziehung 

rp (t - ft) + rp (t + p) = p' rp (t), 

wobei ft' bloB von p und nicht mehr von t abhangt. 
Nun schreiben wir Gl. (55) in der Weise, daB wir die rechts 

stehende Summe in ihre einzelnen Glieder auflosen und je das erste 
und letzte, zweite und vorletzte Glied usw. zusammenfassen. Man 
erhalt so 

f(t)='P(1J+ 1)+'P(2(t-1l+'1+ 1) 
'1'(1+'1) 

+ ",(2 + 1J + 1) + ",(2 (t- 2)+",+ 1) + ... 
'1' (I + '1) . 

_ '1' (t + 1J - 1+ 1) +9' (1+'1+ t -1) 
- -----", (t + '1) 

+ 9'(t+ 1J - t+ 3)+",(I+'1+ t - 3) + ... 
'1' (t+",) 

Nach dem eben zitierten Satz ist aber jeder Zahler der aufeinander
foIgenden Briiehe gleieh ,l· rp (t + 'fj), womit nachgewiesen ist, daB 
die durch die Differenzengleichung (56) definierte Funktion rp (t), wie 
verlangt, die reehte Seite von Gl. (55) unabhangig von 'Y} macht. 

Wir sind zu folgendem Ergebnis gelangt: G e n ii g t de r Be i wert 
rp(x) des mittleren Gliedes der vorgelegten Differenzenglei
chung (49) einer Differenzengleiehung von der Form 

CPx-l + P rpx + rpx+1 = 0, 

wobei peine beliebige Konstante ist, so lautet eine Partiku
larlosung der vorgelegten Differenzengleichung, solange 
x>'Y}, 
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Z-'1[ "'-'I-v I"(~+l)] 1 
Yx=~ COS~2~ /1 C!p(~+1]+;') ;(J.) Llv, 

die Funktion I" d~rCh r· 

S'P(2v+;)ifv 
f(t) = ~o ~_~_ 

'P (t) 

wobei (57) 

gegeben ist. Da f(t) von 'f} unabhangig ist, haben Wlr der Verein· 
fa chung wegen im Ausdruck fur f(t) 1] = 0 gesetzt. 

Damit haben wir aber die Losung gefunden fur aIle jene Glei· 
chungen, deren Mittelgliedbeiwert !p (x) von der allgemeinen Form 

Aea"'+Be-a ", bzw. A+Bx und (A+Bx)(-1r 

ist, wobei A, B und a beliebige Festwerte sind. Zu diesen Funk· 
tionen gehoren sonach auch die Hyperbelfunktionen 6inax und [of ax 
sowie die Kreisfunktionen sin a x und cos a x. 

Wir haben am Eingang dieser Untersuchung x >'f) vorausgesetzt. 
Die Losung (57) gilt sonach nur fur einen beschrankten Bereich. Auf 
die gleiche Weise wie vor, kann aber fUr x <17 die Lasung 

'/-"[ '1- x -" I"(~+l)] 
y = ~ ~ cos V:Jl II c!p (17 ~ !.. ~ ;.) _2__ LI V 

x ~ 2 A=l 2 f(J·) 

gefunden werden, wobei f wie vor durch (57') 
t 

S'P (2 V + 1) if v 

f(t) = --'-u--'P-----,-cCt)--

definiert ist. 
In den beiden einander erganzenden Lasungen (57) und (57'), die 

also den ganzen Bereich von x umfassen, ist die GroBe 1], da sie 
bisher an keine Bedingung geknupft wurde, voIlstandig willkurlich. 
Sie ist aber nicht uberfiussig, denn diese GraBe ermoglicht es, auf 
einfachste Weise ein vollstandiges Fundamentalsystem von Lasungen 
der Gleichung 

Yx-l - c!p (x) Yx + Yx+1 = 0 

aufzustellen. Wir kannen namlich zeigen, daB zwei Losungen, die zu 
zwei Werten von 1] gehoren, die sich urn eine ganze Zahl fl vonein· 
ander unterscheiden, linear voneinander unabhangig sind, sonach ein 
Fundamentalsystem bilden. Anderseits muB aber jede zu einem dritten 
'f} gebildete Lasung linear von den beiden FundamentaIlasungen abo 
hangen, da zu einer Differenzengleichung zweiter Ordnung nur zwei 
linear voneinander unabhangige Losungen geharen. 

10* 
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Um die Unabhiingigkeit der zu zwei verschiedenen sonst beliebigen 
Werte von 'fj, also 'fj und 'fj + fl gehorenden Losungen zu erweisen, 
betrachten wir die Determinante der mit 'YJ und 'YJ + fl gebildeten 
Fundamentallosungen y~'1) und y~'1+ft) 

D= x x • I 
y(11) y('1+ft) I 
Y ('1) y('1+ft) 

X+ft x+ft 

Setzt man fUr x = 'fj ein, so erhiilt man 

D- 'I 'I I 
y('1) y('1+ft) I 

- y('1) y('1+!') • 
'1+/< '1+/< 

Nun ist aber y('1) = Y ('I +.«) = 0, wie aus den Gl. (57) bzw. (57') folgt, 
'1 '1+'« 

o 
da S=o 

o 
Produkt 

ist. Die Determinante D reduziert sich demnach auf das 

D = - y~'1+ft). Y ~"1-ft' 

das im allgemeinen von Null verschieden ist. Damit ist die lineare 
Unabhiingigkeit der beiden L6sungsansiitze mit fJ und 'YJ + fl bewiesen, 
denn zwei Funktionen konnen nicht mehr voneinander linear abhiingig 
sein, wenn diese Abhiingigkeit auch nur in zwei Punkten (x = 'fj und 
fJ + fl) gest6rt ist. 

Wir gehen nun dazu iiber, die Funktion f(t) in der Losung y x zu 
bestimmen. Wir betrachten zuniichst den Fall 

cp(x) = A enx + B e-nx . 

Nach Gl. (55) ist 
t 

S tp (2 V + 1) Av 

f(t) = _0 -cp---'-:;(t)-. 

Berechnet man zuniichst die Summe 

f(t)= eat_e-at = Si~at. 
en _e-a Sma 

Da, wie wir schon friiher bemerkt haben, f(t) mit einem belie
bigen Faktor multipliziert werden kann, ohne daB Yo: geiindert wird, 

so unterdriicken wir den Faktor @li~a' und wir gewinnen fiir fet) die 

einfache Form 
f(t) = <Sin at. 
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Die Losung lautet daher, wenn wir jetzt emit cp (x) zusammen
ziehen, 

Z-'1 [Z-'1-" ®ino:(~+ l)] y.,=S cos"; H tp(~+'I1+1) 6inzo:l L'" fiir x~'fj, 
o 1=1 

(58) 
'1-Z[ '1-z-" 6inO:(~+l)] 

y = - S cos "n II tp ('11 - !... - ;.) . Z LI" fiir x < 1] . 
., 0 2 1=1 Z 6tn 0: l 

1st a imaginar, d. h. ist cp = A sin a x + B cos a x , so tritt an Stelle 
der Hyperbelfunktion, @:lin die Kreisfunktion sin 1). 

Die beiden folgenden Fiille cp(x)=(A+Bx)(+ 1)'" ergeben fiir 
f(t) folgende Formel 

t 

S [A + B(z v + 1)(± 1)2v+1] 

f(t) = 0 A V= 
(A+Bt)(± 1)t 

_± (A+Bt)t _ ±t -(+1)t t 
- (A+Bt)(±1)t-(±1)t-- - ... , 

da auch hier mit einer beliebigen Konstanten, d. i. ± 1 muItipliziert 
wurde. Fiir die Losung Yo: im Falle tp(x)=A +Bx erhaIten wir 
schlieBlich, wenn man 

ZIi"(~~ l) = (X -1} - ~- 1) = (X -1] -:-i - 1) 
).=1 X - 11 - " - 1 , z 

einfuhrt, 

y. '$'{co, '; C'~; -'nT[A +B (;+" + ')lIA' 
2 

fur x ~ 1], 

Y.~ - 'Ho' '; c- '~; -') 71 [A+B ("-~ -.) liA. 
2 

(59) 

fiir x <'fj. 

1) Wenn o:=i o:"imaginllr ist, so verschwindet die Funktion sino:'t, wenn 

0:' = t:1r (p und q ganze Zahlen), in jenen F1ilIen, wo t ein ganzzahliges Viel-
q 

faches von q ist, Es treten dann im Zllhler und Nenner des Produktes 11 Null
faktoren auf. Man Uberzeugt sich aber ohne MUhe, dati jedem im Nenner auf
tretenden Nullfaktor ein Nullfaktor im Zllhler entspricht, wlihrend das Umge-

, , I' sinnx n( )"-,,, b . d kehrte nlcht emtreten muti. Da nun 1m -,-,- = --; - 1 , wo el n un 
z-+n Sinn X n 

n' ganze Zahlen sind, so kann II wohl Null, aber nie unendlich werden. 
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In allen diesen Fallen sind fiir 1] zwei Werte anzunehmen und daraus 
die beiden Partikularlosungen y", ('1) und y", ('1 +,u) abzuleiten. Die allgemeine 
Losung lautet dann 

Y =c Y ('1)+C Y ('1+,u) 
'" 1 '" 1 '" . 

Damit sich der Leser ein Bild von dem Aufbau der Losungen 
machen kann, wollen wir ein "Beispiel naher erortem. Wir unter
suchen die Gleichung 

Y",_l-ceaxY",+YX+l=o 

und fragen nach den Bedingungen, unter 
Yo=o und yn=o Losungen bestehen, 
noch unbestimmten Parameter ansehen. 
Eigenwerten des Parameters c. 

welchen bei den Randwerten 
wobei wir c als vorderhand 
Wir fragen also nach den 

Nach den Gl. (58) lautet die Losung 
fur x ~ fJ: 

"'"(/' [ ":IE XII-'1-~ a(-i-+'l +'<) 6in« (-;-- + 1) ] ,1 1 
y", V cos 2 c e 6in « 1 'P 

o ).=1 

X-'1[ " X-1J-"6ina(~+;,)] I S ":IE 1 -2-(Z+'1)(z-,,-,.-I) n 2' A 
= cos - CX -'1-"- e . LJ '/I, 

2 @lma}. 
o '<=1 

fur x < fJ: 
y/ ( V:IE 1J-IIX-~ +-~-J.) @lin« (: + ;.)] 

y", = - V cos"""2 c e 2 @lin « 1 ,1 'P 
o '<=1 

'1S-Z[,,:IE 1 f(x+'I)("_X_"_1)'1Il-z-v5ina(~+i)] A 
= - cos --c1J- X - V - e LJ '/I. 

2 . @lin a;' 
o '<=1 

(60) 

(60') 

Bezeichnet man die beiden Partikularlosungen mit y", u) und y", (2), 

so stehen zur Ermittlung der Konstanten C die beiden Gleichungen 

c Y (]) + c Y (2) - 0 1 0 2 0 - , 

C Y (1)+C Y (2)=0 
1 n 'J .. 

zur Verfugung. Losungen bestehen nur dann, wenn die Determinante 
der Gleichungen verschwindet, wenn also 

YO(l) Yn(<J) - Yo (2) ynl1) =0. 

Nun wahlen wir, urn die beiden Losungen Y x (]) und y", (2) auf
stellen zu konnen, die Werte fJ, und zwar setzen wir mit Vorteil fur 
y", (1), fJ = 0 und fur y,,?) , fJ = n und bestimmen damit die Losungen 
fur x=o und x=n. 
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Setzt man in Gl. (60) 1] = 0 und x = 0, so folgt 
o 

Yo(l)=S[···JLl'l'=o 
o 

und mit x=n 

Ebenso findet man aus Gl. (60') mit 'f} = n und x = 0 
n 

(~) _ Q [ J A Yo - -tV .•. LJ'I' 
o 

und mit x=n 
o 

Yn(2)=-S[ .. ·JLl'l'=0. 
o 

Somit reduziert sich die Bedingungsgleichung fUr die Eigenwerte auf 

Yo (2). Y .. (1) = 0 

oder auf 
und y .. (1)=0. 

Die beiden Losungen Yo (2) und Y .. (1) sind nun zu herechnen. 

Man findet z. B. fur n = IO aus Gl. (60') mit 1] = 10, x = 0 

10 9 [ 10-V@5in"(~+l)] 
Yo (2) = - ~ [ ... J Ll 'V = - 2.) cos "277: e9 - v eoa (9-v) II Eiin2" l . 

o ~=O 2=1 

Da cos" " fur ungerade v verschwindet, kann 'I' nur die Werte 
2 

0, 2, 4, 6, 8 annehmen. Unsere Summe besteht daher aus 5 Glie· 
dem und lautet 1) 

(2) = _ le9 e45a _ e7 e35a @5i~ 8" + e5 e 25a 6i~ 6a ~in 7 a ) 
Yo l <Em a Eim a <Em z a 

31aa@5in 4aEiin saEiin6a+ 5a <Ein sa] (61) 
- e e @5in a Eiin 2 a Eiin 3 ace Eiin a . 

vVeiter berechnet man mit 1] = 0 und x = 10 aus Gl. (60) 

10 9 [ 10-"@5ina(~+l)] 
y .. (1) = ~ [ ... J Ll '1'= 2.) cos "2" c~-v e5a(9-~) II @5in2al . 

o ,,=0 2=1 

Diese Lasung hat aber his auf das V orzeichen den gleichen Wert 

n 
1) Man beacbte, da~ II ('A.) das Produkt ((1), ((2) .,. f(n - 1) darstellt. 

<=1 
10-v 

Der letzte Faktor in II ist daher mit 'A. = 10 -" - 1 zu bilden. 
<=1 



152 Die gewohnlichen linearen Differenzengleichungen. 

wie YO(2), so daB Gl. 61) ausreicht, urn die Eigenwerte c zu be
stimmen. Man erhiilt aus Gl. (61), die eine algebraische Gleichung 
g-ten Grades in c vorstellt, 9 Eigenwerte. Die gestellte Aufgabe 
ist damit erIedigt. 

Die Gleichung b'" y",-l - m a'" y.., + b"'+l y.,+l = o. Diese allgemei
nere Gleichung, in der m, a, b Konstanten sind, laBt sich durch eine 
einfache Transformation auf die oben geloste Gleichung 

Y.,-l- ceax Y",+YX+1=0 

zuriickflihren. Wir setzen zu diesem Zwecke 

und erhalten 
x+1 x 0:+1 

b 2 u",_l- maxb 2 U",+b 2 U.,+1=0' 

z+1 
Teilt man durch b-2-, so entsteht 

ux - 1 - ~ (it Ux + U",+1 = 0, 

und diese Gleichung ist von der Form 

U",_1 - C eaxu", + U",+l =0, 

fUr die die Losungen (60) und (6o') gelten. Es ist 

c=f: 
t b 

und a=lga-lgb. 

Analytische Losung fUr stetig veranderliches x. Wir haben 
bisher den Bereich der Veranderlichen x auf eine Schar kongruent 
gelegener Punkte beschrankt, die oben erhaltenen Losungen sind dem
entsprechend keine analytischen Funktionen. Wir wollen nun den Ver· 
such machen, durch passende Umformungen und durch einen Grenz
iibergang analytische Losungen herzustellen, die cinem stetig ver
anderlichen x entsprechen, da zu erwarten steht, daB wir dann durch 
groBere Einfachheit ausgezeichnete Losungen erhalten werden. Das 
Verfahren 5011 zunachst an dem einfachsten Fall 

Y",-1- cXY,,+ Y",+1 = 0 (62) 
dargelegt werden. 

Auf S.149 haben wir flir x ~ 1] gefunden: 

y"~ "$'\CQ' "; «-,_·-t-' ~i - }11 ('i + ~ + 1)] Av, 

wobei A = a und B = c gesetzt wurde. Wir erinnern nur daran, daB 
x - 1] eine ganze Zahl bedeutet. Aus jedem der x -1] - v - 1 Fak-
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toren des Produktes II heben wir zunachst - 1 heraus und fassen 
(- 1)'1'-1J-V - 1 mit cll:-'1- v - 1 zusammen. Weiter multiplizieren wir 
unsere Losung mit dem von x und ')! unabhangigen Faktor 

(_ c)1J t-1 

F(-'I]) , 

wo ret) die in 26 definierte Gammafunktion vorstellt. 1] kann aile 
Werte, mit Ausnahme der Null und der positiven ganzen Zahlen, an· 
nehmen. 

Wir gewinnen so 

11:-'1 [ +1 (x - '1- 2:. - 1)1I:-1J-V 1 
yx= ~ ~(C)1J1})COS"2tf(-C)II:-'1-V-1 ~ 2 !l (-~-1]-2) Llv. 

Mit 

und 
:li~I}-V 

II (- ~ -1] - 2) = (~ - x + 1) (~ - x + 2) ... ( - ; - 1] - 1 ) 
).=1 

erhalt man unter Beachtung, daB 

r ( - 1]) = ( - 1] - 1) ( - 1] - 2) ... ( - 17- ~) ( - 1] - ~ - 1) ... 

(;-X+1)r(;-X+1) 
gesetzt werden kann, 

11:-'1 (x-1)-1')(x-'1- v+1) '" (x-'I]_2:.- 1) Q rtf 2 
Yx= q? cos 2 (-c)II:-V (.!:.)! 

\2 

(--~-'1-1) ... (~-X+2) (~-X+ 1) 
. (-1J~1)(-'1-2) ... (- '1-~) (-1) -~-1) ... (~- X+ 1)r(~-x+l) . 
1m letzten Bruch kiirzen sich die Faktoren von (- ~ -1] - 1) bis 

(~-- x + 1); man bekommt sonach 
11:-'1 
\:' VJl (_c)II:-V 

Y = (') cos - () ( ) 
x 0 2 ~! r ~-x+ 1 

(x -1) - v) (x - "I - 1'+ 1) ... ( x - 'I] - -;. - 1) 
(-'1]- 1) (-1) - 2) ... (-'I]-~) 
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Wir betrachten nun als Losung den Grenzwert unserer Summe, wenn 
1] -+ - 00 strebt, denn dann kann die Bedingung, daB x - 1] eine 
ganze Zabl sei, fur jedes x als erfullt angesehen werden. Wir be
rechnen zunachst 

(x -1] -v) (x -1] - v+ 1) ... (X-1]-2:.- 1) 
] • 2 
1m 

'1-+- 00 (-1] - 1)(-1] - 2) .•. (-1] -~) 

Sonach ist die erste Partikularlosung 

X-'I ()"'_" (x -1] - v) . .. (x -1] - 2:. - 1) 
() . Q ":R -c 2 y 1 = lIm :.>J cos - . -------,----

a; '1-+_'" ~ 2 (~)!r(~-x+1) (-1]-1) ... (-1]-~) 
co (_ 1)" (_C)"'-2,. 

2) v!r(v-x+ 1)' ,,=0 

wenn wir jetzt, was bei der unendlichen Summe erlaubt ist, um die 

Geradzahligkeit von " zu betonen, " durch 2" und cos":R durch 
2 

(-i)" ersetzen. Gleichung (63) stellt aber die bekannte unendliche 

Reihe derBessel-Funktion I-a; (-~) von der Ordnung (- x) und dem 
2 

Argument - - dar. 
e 

Da x ~ 1] und 'YJ -+ - 00, so stellt die fur aIle reellen x konvergente 
Reihe (63) eine im ganzen Bereiche von x giiltige Losung der Diffe
renzengleichung (62) dar. 

Fiihrt man den gleichen Rechnungsgang all der fiir den Bereich 
x <1J aufgestellten Losung (59) durch, wobei die rechte Seite mit 

c-'I+1 

r(1]) 

zu multiplizieren ist, und fiihrt man den Grenziibergang 1] -+ + 00 

durch, so erhaIt man (1] hat jetzt einen anderen Wert als vorher) die 
zweite Partikularlosung in der Form 

(9) _ ~ (- 1)" c-x - 2 ,. 

y", -,.~ v!r(x+,,+ 1)' 
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Diese Losung stellt die fur aile Werte von x konvergente unendliche 

Reihe fur die Besselsche Funktion J,. (~) dar. 

Da x <1], so gilt, weil wir 1] - -+- oc gesetzt haben, die Lasung 
im ganzen Bereich von x. 

Man bringt die S. 137 erhaltenen Lasungen Gl. (41) und (41') mit 
den hier gewonnenen Losungen in Einklang, wenn man dort ent
sprechend den Werten der Koeffizienten in der hier vorgelegten Dif-

ferenzengleichung b = 0 und a = -:. setzt. 
2 

Es ist aus der ReihendarsteUung leicht zu erkennen, daB die heiden 
Losungen Y x (1) und y" (2) miteinander identisch werden, wenn x eine 
ganze Zahl wird. Dieses Verhalten haben wir schon an der Hand der 
Integraldarstellung der Bessel·Funktion erwahnt. 1st namlich x eine 
positive ganze Zahl, so verschwinden in y,,(l) die ersten Glieder der 
Reihe solange (v - x + 1) < 0 ist, denn fur solche Werte ist 
r (v - x -+- 1) = 00. Die Reihe fUr y x(l) beginnt daher mit den 
Gliedern 

(_1):1>(_ c)-X (_ 1)x+1 (_c)-X-2 
--X!-1--+ (X+1)!1! -f- ... , 

wahrend fUr positive ganze x die Reihe fiir y" (2) 

(_ 1)0 c- x (_ 1) c- x - 2 

1.x! + 1!(X+1)! -t ... 
lautet. Beide Reihen stimmen aber genau i.iberein. 

\Vir wenden uns nun der GIeichung 

Y"_1-ceax Y,,,-+-Y,,+1=0 

zu. a sei reell und von Null verschieden .. Auf S. 150 haben wir fiir 
x >1] gefunden: 

Y ="(/[cos vn c"-'1-,,-1 XII-'1-Y /(i-+'7+lr;in a.(~~l )] LI v. 
x V 2 6maA 

o 1=1 

Wir fiihren eine neue Summenvariable v' durch die Verkniipfung 
')I = x - 1] - 1 - v' ein. Es ist dann d v = - LI ')I', wahrend die untere 
Grenze x - 1], die obere Grenze 0 lautet. Kehrt man die Grenzen 
urn, so tritt der Faktor - 1 hinzu, der sich mit - LI '1/ zu Llv' er
ganzt, und man erhalt, wenn man wieder v fur ')I' schreibt, 

X-'1[ ,,+1 ("+'7-Y- 1 )6ina(X-7J-V-1+l)] 
Q x-7J-v-1 II ex +). 2· L1 

Y x = ~ cos 2 n . c" e 2 6in IX ). ')I • 

o 1=1 
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Wir vertauschen nun die Folge cler Faktoren eU ("') in der \Yeise 
daB wir in dem Produkt A durch v + 1 - A ersetzen, und er
halten so 

X-7J[ v+1 (x+1J+ V +1 ) a('~-7J;~-1 H) _a("'-'S;V-1 +J.)] 
~ x-7J-v-1 JI u -----). e -e iI 

Y = '> cos n' e" e 2 ®. ,t v, "", 2 2m« 
o 2=1 

wobei im Zahler die Funktion ®in durch die Exponentialfunktion 
ausgedruckt wurde. Die Faktoren in II lassen sich jetzt zusammen
ziehen, so daB 

XQ'I[ x-7J-v-1 ,,+1 eaZ_ea('l+V+1-21)] 
Y.,= V cos----z----;rr·e" II 2®inal ill' 

o J.=1 

entsteht. 
Bezeichnen wir die eben dargestellte Lasung nach Multiplikation 

mit dem von x unabhangigen Faktor sin 'TJ ~ fl;rr (ft eine beliebige 

Zahl) mit Y., 7J und beschaffen wir uns noch eine zweite Lasung, indem 
wir in Y",7J, 'f/ durch 'f/ + 1 ersetzen, die· Lasung heiBe dann y.,7J+ 1, 
so ist auch ihre Summe eine Lasung der vorgegebenen Differenzen
gleichung, we1che Lasung also die Form 

X-7J[ "+1] S . 1) + fl x -1) - '1'- 1 II ea ", - ea('l+v+1-2.l) 
y = sm -- n cos ~----- ;rr. e" . L1 v 

'" 2 2 26tnal o ).=1 

X-7J- 1 [ .. +1. ] f S . 7J+fl+ 1 x-1) -'1'- 2 II eaz - ea('l+v+2-2<) + sm---~ncos ;rr·e" . ill' 
2 2 2 ®m a,t 

o 2=1 

erhiilt. Als analytische Losung definieren wir nun den Grenzwert 
vorstehenden Ausdruckes (64) fur 1] ~ - 00, sonach 

{ 
Z-'l X-1/-1 } 

Y,.,= lim . S [ ... Jill'+ S [ ... Jill' . 
7J~-OO 0 . 0 

des 

Wenn ea> 1, d. h. a> 0, so konvergieren die Faktoren hinter 
dem Produktzeichen in beiden Summen gegen 

so daB wlr 

m { .. x-v- -1 y",=S bm [sm 7J +fl ;rr. cos. 7J ;rr 
o 7J~-OO 2 2 

.. +1 } . 1)+11-+1 x-v-1)- 2 eM; + sm n· COS -----. nJ c .. II -.-- iI v 
2 2 2®mal 

).=1 

erhalten. 
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Da nun aber 

. 7J+,u x-v-7J-1 +. 1)+.u+ 1 x-v-1)-z sm -2- 11: COS ---2--- 11: sm 2 11: COS 2 11: 

. x-v+.u- 1 x-v+.u =sIn----· --n=-cos -n 
2 2 

unabhangig von 'YJ ist, so ist, wenn wir die neue Transzendente 
mit Hr, (x+,B, a) bezeichnen 

Q [ X-V+lt eav(x+f/)] Y,,= Hf'(x+,B, a)= - e) cos -2--11:' ,,+1--- ,1'1', 
o II @:lin ex J. 

).=1 

(65) 

wobei ~ = ea(J gesetzt wurde. Der im Zahler auftretende Faktor 
2 

(~-r = eu(J" ist mit eo."" zu euv(x+(J) zusammengezogen worden. Die 

Differenzengleichung der Funktion HI' (x, a) lautet demnach 

H (x - 1,a) - 2eax H (x, 0:) + H (x + 1, a) = o. 

In der Losung (65) ist die Zahl fl noch willkiirlich. Zwischen 
je drei Funktionen H mit verschiedenen Parametern fl' fl', [t" besteht 
die Beziehung 

. .u' - .u" . ,u" - .u . .u - ,u' 
SIn --2- n· HI' + sm --2- 11:' HI" + sm --2- 11:' H,lt" = O. 

Wahlt man zwei verschiedene Werte fl' die sich nicht urn eine 
gerade Zahl unterscheiden, z: B. fl = 0 und fl = 1, so erhiilt man 
zwei linear voneinander unabhiingige Losungen, also ein 
Fundamentalsystem. Sie unterscheiden sich durch den ersten Faktor 

. d S d f' x - v f" l' x - v I In er umme, er ur fl = 0 : cos -2- n, ur fl = : SIn -z- n autet. 

Die Reihe (65) wurde zwar unter der Bedingung (;(, > 0 abgeleitet, 
konvergiert jedoch, da das Konvergenzkriterium 

ea (v+1)ao 

v+2 

I I II 6in exl 
Uv+1 ).=1 

I ~, = --e-a-... - ao--

,,+1 
II 6in exl 
,,=1 

fur aIle Werte von a 9= 0, bei geniigend groBem 'P erfiillt ist, ffir jeden 
endlichen reellen Wert von x. 

Ratte man die zweite unserer fur x < 17 giiltigen Losungen, 
Gl. (60'), wie vor unter der V oraussetzung a < 0 behandelt, so hiitte 
man mit dem Grenzubergang 17 -+ + 00 genau die gleiche Losung 
(65) erhalten. 
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Die Funktion H ... (x, a) ist fiii' reelle « =f= 0 eine ganze transzendente 
Funktion mit einer unendlichen Zahl von Nullstellen. Sie hat nur im 
U nendlichen einen wesentlich singularen Punkt. 

1st «> 0, so nahert sich die Funktion fur negative x asympto-

tisch der Funktion cos x+ '" n, woraus man ohne weiters erkennt, daB 
2 

die oben erwahnten Partikularlosungen z. B. fiir P = 0 bzw. 1, von· 
einander linear unabhiingig sind. Entsprechendes gilt auch bei« < 0 

fiir positive x. 
Geht X-+ + 00, so verhiilt sich H ... (x, «) so wie die Funktion 
~:r(:r-l) 

K 2'" e 2 , wobei K eine periodische Konstante ist. 

29. Naherungsweise Auflosung linearer Differenzengleichungen. 

Die vorangehenden Abschnitte haben einen Einblick gewiihrt in 
die Schwierigkeiten, die sich der Auflosung linearer Differenzenglei. 
chungen mit veranderlichen Koeffizienten entgegenstellen. Es ist uns 
nur in wenigen ganz einfachen Fiillen gelungen, die Losungen ftir 
Gleichungen zweiter Ordnung aufzustellen. An die Losung von CIei· 
chungen hoherer Ordnung, insbesondere an die Losung von Simultan· 
systemen von Differenzengleichungen, wie sie bei vielen Problemen 
der Statik auftreten, ist auf den bisher erorterten Wege derzeit nicht 
zu denken. Wir werden daher in diesem Abschnitt ein allgemeines 
Niiherungsverfahren zur Aufiosung linearer Differenzengleichungen ent
wickeln. Dieses Verfahren besteht im wesentlicben in der Zuriick
fiihrung der Aufgabe auf ein Extremalproblem, und Losung des· 
selben durch eine N aherungsfolge, ahnlich wie dies beim Ri t z
schen Verfahren in der Variationsrechnung der Fall ist. 

Es liege em System linearer Gleichungen 
,. 

.2) aikYk - u i = 0 
&=1 

(i=1,2 ... n) 66) 

vor, mit den Unbekanntcn Yk und den beliebigen Beiwerten aik , 

wobei wir nur voraussetzen wollen, daB ailo = akP d. b., daB die De
terminante des Systems (66) symmetrisch ist. 

Wie wir in 21 bereits ausfiibrlich dargelegt haben, ist die Be· 
dingung, daB die Doppelsumme 

,. n ,. 

F=+ .2 .2 aikYiYk - 2) uiYi (67) 
i=l k=l i=l 

zu emem Extrem werden soll, gleich bedeutend mit dem linear en 



Lineare Differenzengleichungen mit veranderlichen Koeffizienten. 29. 159 

Gleichungssystem (66). Es treten daher 
Gleichungssystems die n Gleichungen 

an Stelle des vorgelegten 

of of 
8Yt = 0 , 8Y2 = 0 ... 

iJF 
-0-=0. 
°Yn 

Da wir bei unseren weiteren Untersuchungen von der Form (67) 
ausgehen werden, so sei hier zunachst angegeben, wie in jenen 
Fallen, wo sie nicht unmittelbar gegeben ist, auf zweckmaBige Weise 
bei vorgelegtem Gleichungssystem (66) die Form (67) angesetzt 
werden kann. Wir schreiben zu diesem Zwecke die folgende 
quadratische Matrix auf. 

Yl Y'.l Yk y" 1 

Yl all a l2 .•. al k ... al n -ul 

Y2 a'.ll a22 ... a2k ... a2n --u2 

j 
(68) 

Yi ail a i2 ... aik ... ain -Ut 

Y n ! anl a 112 ••. auk'" ann -Un 

1 I-U -u2 ... -uk ... -uno , 1 

Sie ist symmetrisch zur PIauptdiagonale. Nun setzen wir tiber die 
Spalten 1, 2, 3 ... n die Unbekannten Yl' Y2 ... Yn und tiber die 
letzte SpaJte 1. Ebenso setzen wir links vor den Zeilen Yl' Y2 ... Y n 

und vor der letzten Zeile 1. Die einzelnen Glieder von F werden 
nun in der Weise gebildet, daB man der Reihe nach samtliche Bei
werte a und u, die· auf einer Seite der Diagonale der Matrix stehen, 
mit den Werten Yk bzw. 1 multipliziert, die am linken Rande der be. 
treffenden Zeile bzw. oberhalb der betreffenden SpaJte stehen, und das 
Produkt mit dem Faktor 2 versieht. Man erhaIt so z. B. 2 ai2 YiY2' 

- 2 Un Y n' usw. Die in der Diagonale stehenden akk werden mit Yk 2 

bzw. mit 1 multipliziert; also all Y1 2 ; a22 Y2 2 ..• ann y .. 2. 

Addiert man die gewonnenen Produkte, so erhalt man die qua
dratische Form F. 

Betrachten wir nun das Gleichungssystem (66) als Differenzen
gleichung mit vorgelegten Randbedingungen, die wir jetzt in der 
Gestalt 

p 

.2 av(x)yx+v-u(x)=o 
,,=1 

schreiben wollen, wobei p die gerade Ordnung der Differenzenglei
chung vorstellt, uqd die Beiwerte a" (x) sowie u (x) Funktionen von x 
sind, so kannen wir den oben genannten Satz wie foIgt aussprechen: 
Die den vorgegebenen Randbedingungen angepaBten La-
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sungen der Differenzengleichung (69) mach en die zu dieser 
Differenzengleichung und den Randbedingungen gehorende 
Form F zu einem Extremum. Die Form F selbst kann nach der 
oben angegebenen Regel aus der zur Differenzengleichung (69) und 
ihren Randbedingungen gehorenden quadratischen Matrix (68) ermit· 
telt werden, wobei aIle das gleiche av enthaItenden Glieder in eine 
Summe zusammengefaBt werden konnen. 

Der eben ausgesprochene Satz soIl nun dazu dienen, Niiherungs
werte fiir die Losung einer vorgelegten Differenzengleichung zu ent
wickeln. Wir bezeichnen mit w1 (x), w\l (x) ... wn(x) eine Reihe 
zweckmiiBig ausgewiihlter, voneinander linear unabhiingiger Funktionen 
von x, die jede fUr sich die Randbedingungen der vorgelegten Diffe
renzengleichung befriedigt. Bilden wir nun mit Hilfe von Festwerten 

fl' f'J • •• der Reihe nach die Vergleichsfunktionen 

Y IX (1) = t;. (1) WI (x),. 
Y",('J) = f/2 ) WI (x) + f'J (2) WI! (x), 

1 
~,/ • • f<V) ~l.(X).~ f'J.(V) ~2.(X~ ~.:.:- :V(V:W~ (~), J 

Y",(n) = fl(n) WI (x) + (s(n) W 2 (x) +, .. + fn(n) Wn (x), 

(70) 

so konnen wir irgendeine dieser Funktionen y", (v) wahlen und nach 
Einfiihren in die Form (67) die Beiwerte fl(v), f\l(v)", f,,(' so bestim
men, daB die Form F, die jetzt eine Funktion zweiten Grades der 
'JI Parameter fl(V) , f\l(v)", fv(v) darsteIlt, zu einem Extremum wird. 
Diese Bedingung liefert" in f lineare Gleichungen zur Bestimmung 
dieser Parameter, niimlich 

of of 
---0 --=0 
Ofl(V)- , of.(v) (71) 

Wir betrachten die mit diesen so bestimmten f aufgebaute 
Funktion Y",(v) 

y.,(v) = f1 (v) w1 (x) + ('J(v) w2 (x) + ... + ("M wv(x) 

als eine Niiherungslosung der vorgegebenen Differenzen
gleichung bei den vorgeschriebenen Randbedingungen. 

Es kann nun folgende wichtige Eigenschaft der Funktionsreihe (70) 
bewiesen werden: 1st F extr der wahre Extremalwert von F, das ist 
jener Wert, der durch die genaue Losung Y:xl der Differenzengleichung 
erzeugt wird, so niihern sich die von den aufeinanderfolgenden Niihe· 
rungs}osungen Y:xl (1), Y '" (2) • • . erzeugten Extrema dem Werte Fextr 
schrittweise, in der Art, daB fur ,,= n der Wert Fextr genau erreicht 
wird, denn in diesem Falle (namlich 'JI = n) hiuft die Einfiihrung der 



Lineare Differenzengleichungen mit verilnderlichen Koeffizienten. 29. 161 

Funktion y" auf nichts anderes als auf eine lineare Transformation der 
Koordinaten hinaus. 

Der Beweis selbst ist leicht gefiihrt. Die Extremalbedingung (71) 
wahlt aus dem Wertevorrat der f(n) in der Vergleichsfunktion y" (n) 

eine ganz bestimmte und eindeutig festgelegte Kombination der 
Zahlen (len), t; (n) ••• fn (n) aus, die dadurch ausgezeichnet ist, daB sie F 
zu einem Extremum, sagen wir z. B. zu einem Maximum macht, welches 
Maximum in diesem FaIle, da 'P = n ist, mit dem wahren Maximum 
iibereinstimmt. Da F eine Funktion zweiten Grades der Variabeln f 
ist, so ist nur ein einziges Extremum moglich. Jede andere Zahlen
kombination der (liefert ein Losungssystem der y x; das einen kleineren 
Wert von F erzeugt. Zu diesen anderen Kombinationen gehoren aber 
auch die Zahlen fl (n-1), f'J (n -1) ..• f~~-;.1), 0, die der Vergleichsfunk
tion Y.,(n-1) entsprechen. Es folgt daraus, daB y,,(n-1) einen kleineren, 
ausnahmsweise gleich groBen Wert von F erzeugen muB als y",(n) 1). 
Durch den gleichen SchluB findet man, daB die Yx(n-2) einen kleineren 
Wert von F erzeugen als y,,(n-l) usw. Die aufeinderfolgenden y,,(1), 
Y x (2) ••• y x (n) bestimmen daher in der n- dimensionalen Mannigfaltig· 
keit, die F vorstellt, Punkte, die mit wachsendem 'P immer naher an 
den wahren Extremalwert heranriicken, urn bei 'P = n mit dem wirk
lichen Extremalwert zusammenzufallen, was wir beweisen wollten. 

Wie die Annaherung an den richtigen Wert von y x erfolgt, d. h. 
in welchen Stufen sich die einzelnen Naherungswerte y x (1), Y x (2) ••• 

dem wahren Yx(n) nahem, das hangt ganz von cler Art des vorgelegten 
Problems und von der Wahl der Funktionen w(x) abo Bei geschickter 
Auswahl der w (x) wird in der Regel ein zwei-, hochstens dreigliedriger 
Ansatz fur y", geniigen, urn eine praktisch ausreichende Annaherung 
zu erzie1en. Empfehlenswert erscheint es, die Niiherungslosung y", 
mit Hilfe eines orthogonalen Funktionensystems aufzubauen, da 
sich dann die in der Rechnung auftretenden Sum men besonders leicht 
bestimmen lassen. Doch muB bei der Auswahl der Funktionen w (x) 
darauf Bedacht genommen werden, daB eine Darstellung der Summen 
in geschlossener Form moglich ist. In den meisten Fallen wird man 
daher so vorgehen konnen, daB man das voIlstandige System der 
Eigenlosungen der zu dem gleichen Problem gehorenden Differenzen
gleichung mit konstanten Koeffizienten als Ausgangspunkt beniitzt, da 
ja diese Eigenlosungen ein der genauen Losung mehr oder weniger 
verwandtes orthogonales Funktioncnsystem darstellen. 

Liegen zwei oder mehrere simultane Differenzengleichungen vor, 
so ist der. Vorgang der gleiche wie bei einer einzigen Gleichung. Man 
bildet aus allen Gleichungen unter Beriicksichtigung der Randbe-

1) Dieser Ausnahmefall tritt dann ein, wenn f~n) = 0 ist. 
Bleich-Melan, Differenzengleichungen. 11 
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dingungen eine quadratische Matrix zur Aufstellung von Fund hat 
nur darauf zu achten, daB diese symmetrisch ist. Wenn notwendig, 
sind einzelne Gleichungen mit passenden Faktoren zu multiplizieren. 
Sind Yx' z",'" die Unbekannten der vorgelegten Differenzenglei· 
chungen, so setzt man als Naherungslasungen 

Y IX = fl WI + f2 W2 + ... + f~ Wn 

'+ '+ ' , Zx=gIWl g2W2 ···+gvw~, 

an, wobei die f, g... durch 
of 
of1 =0, 
of 
--=0 
cg1 ' 

die Extremalbedingungen 
of cF 
--0··' -=0 
ofs - of v , 

of of 
-=0 .. · --0 
i'g's og~ - , 

bestimmt sind. Die Abschnitte 35 und 39 enthalten Beispiele fur die 
Anwendung des hier erorterten Naherungsverfahrens. 

30. SchluBbetrachtungen. 

Der Leser, der den Darlegungen bisher gefolgt ist, wird sich an 
mancher Stelle die Frage vorgelegt haben, worin sich eigentlich ein 
System linearer Gleichungen von der dieses System vertretenden 
Differenzengleichung unterscheide. Dieser Unterschied ist, wie ",ir 
sehen werden, ein sehr tiefgehender. 

Betrachtet man eine Differenzenglei"chung nur als gekiirzte Schreib· 
weise eines Gleichungssystems, so kann natiirlich aus dieser Auf· 
fassung noch keine neue Erkenntnis und damit auch kein neuer 
Algorithmus entspringen. Die Differenzengleichung ist dann nichts 
anderes als eine Rekursionsformel, die es gestattet, von einer Gruppe 
von Anfangswerten ausgehend, der Reihe nach die Unbekannten des 
Gleichungssystems zu berechnen. Erinnern wir uns daran, daB schon 
bei einer Differenzengleichung mit konstanten Koeftizienten die La· 
sung, das sind die Unbekannten des Gleichungssystems, durch eine 
Exponentialfunktion, also durch eine transzendente Funktion, darge· 
stellt wird, so taucht die Frage auf: Wie hangt diese transzen· 
dente Funktion mit der Rekursionsformel zusammen, oder rich tiger 
gesagt, welche Verknupfung besteht zwischen der einfachste algebra· 
ische Prozesse umfassenden Auflosung des Gleichungssystems, etwa 
durch schrittweise Elimination, und zwischen der allgemeinen Lasung 
der zugehorenden Differenzengleichung? 

Die Beantwortung dieser Frage ist nicht schwer. Die Differenzen
gleichung wird erst in dem Augenblick zu etwas wesentlich Neuem, 
in dem wir x als stetig veranderlich betrachten. 1m System linearer 
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Gleichungen kann die Veranderliche x, die den Zeiger der Unbe
kannten y x darstellt, nur ganzzahlige Werte annehmen. In der Diffe
renzengleichung haben wir die Unbekannte befahigt, einen stetigen 
Bereich zu bestreichen, und haben hierdurch den Inhalt der Gleichung 
bedeutend erweitert. Jetzt erst konnen wir mit einer gewissen Be
rechtigung die Frage stenen, welche analytische Funktion durch die 
Differenzengleichung definiert werde, und diese neuartige Frage. 
stellung, d. h. die Auffassung der Differenzengleichung als 
Funtionalbeziehung ist es, die zu einem wesentlich neuen 
Algorithmus flihrt. Denn die Losung dieser Aufgabe ist 
erst nach Durchflihrung eines Grenziiberganges moglich, 
eines unendlichen Prozesses also, der dem Wesen eines 
endlichen Systems linearer Gleichungen vollkommen 
fremd ist. 

Es ist natiirlich klar, daB wir in den vorangehenden Abschnitten 
auch dort, wo wir uns auf ganzzahlige x beschrankten, wie z. B. bei 
den Gleichungen mit konstanten Beiwerten, stillschweigend die Diffe
renzengleichung als Funktionalbeziehung vorausgesetzt haben. Wir 
haben ja dort weiter nichts getan, als den Nachweis erbracht, daB 
die Funktion r eine Losung der Differenzengleichung darstelle, und 
die Zusammenhiinge zwischen dem Parameter fJ einerseits und den Bei
werten der Differenzengleichung anderseits klarge!egt. Stellen wir uns 
nun umgekehrt auf den Standpunkt, daB die losende Funktion fJ'" noch 
nicht bekannt sei, so werden wir erkennen, daB genau so wie bei 
den in 28 behandelten Gleichungen erst ein Grenziibergang notwendig 
ist, um eine analytische Funktion zu bilden, die als Losung der 
Differenzengleichung angesprochen werden kann. Ohne diesen Grenz
iibergang wird man nie zu der Funktion fJ'" gelangen konnen. 

Wir betrachten, urn ein sehr einfaches Beispiel vor Augen zu 
fuhren, nur kurz die homogene Gleichung zweiter Ordnung 

YX-I- CYX+Y X +l=O. 

Diese Gleichung stellt zunachst nichts anderes als eine Rekursions
forme! vor, die es ermoglicht, von irgend zwei aufeinanderfolgenden 
Werten von Y;t;' z. B. Y r und Y r + 1 ' ausgehend, durch schrittweise 
Elimination Yr+k' wobei k eine ganze Zahl ist, darzustellen. Es 
ist leicht einzusehen, daB man durch diese Elimination Yr+k in der 
Gestalt 

wo ak und bk Zahlen sind, die von k abhangen, erhiilt. Yr+k stellt 
also eine Form der Losung unserer Differenzengleichung vor. Die 
Zahlen Yr und Yr +1 spielen hier die Rolle unserer Konstanten C. 

11* 
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Setzt man Y r = 0 und Y r+1 = 1, so ist b", der eine Beiwert des 
Eliminationsergebnisses, ebenfalls eine Losung der Differenzengleichung, 
die wir als Partikularlosung bezeichnen konnen. Ebenso stellt a" fUr 
Yr = 1 und Y r +l = 0 eine Partikularlosung der Gleichung vor. 

Von der Gleichung 

Y r -CYr +1 +Yr+!!=o (72 ) 

ausgehend, erhiilt man also mit Yr= 0 und Y r+1 = 1, der Reihe nach 

Yr+!!=c, Yr+3=c'.l-1, Yr+4=C3-2C, 

Yr +5 = c4 - 3 c2 + 1 , Yr +6 = CO - 4 c3 + 3 c usw. 

und allgemein 

Yr+k = e -;; 1) Ck-1_ (k~ 2) Ck-3 + (k: 3) ck - o - .• , (73) 

Diese Reihe ist so lange fortzusetzen, bis der Exponent von c, 0 

oder 1 ist. 
Wir setzen jetzt zur Verallgemeinerung x = r + k, womit 

Gl. (2) die Gestalt 

(X-r-1) (x-r-2) y", = 0 c",-·-l- 1 C",-·-3 

(x-r- 3) + 2 cx-,-5 - •.• 

die 

(74) 

annimmt. Diese Losungsform gilt fur x> r. Die vorstehende Glei
chung stellt ein Polynom in c vor, das keineswegs als besonders ein· 
fache Losung der Differenzengleichung angesehen werden kann. Wir 
bemerken ausdriicklich, daB Gl. (74) keine analytische Funktion dar
stellt, da sie ihren Sinn verliert, wenn x - r keine ganze Zahl ist. 
AuBerdem wechselt Y," mit x die Zahl seiner Glieder. Andererseits 
kann aber aus der Differenzengleichung, solange wir sie nur als Re
kursionsformel betrachten, keine andere Losung als die triviale Lo
sung (74) abgeleitet werden. Nun vergleichen wir das durch (74) de
finierte Polynom mit der bekannten analytischen Losung eax der 
Gl. (72). eU ist aber eine transzendente Funktion und man erkennt 
ohne weiteres, daB von Gl. (74) zur Funktion ea'" eine Brucke nur 
uber einen' Grenzubergang, ahnlich wie wir ihn in 28 bei der 
Untersuchung der Differenzengleichung der Bessel·Funktion erortert 
haben, fiihrt. 

Es ist noch die Frage zu iiberlegen, ob es nur eine beschrankte 
Anzahl analytischer Funktionen gibt, die eine vorgelegte Differenzen
gleichung befriedigen, oder ob ihre Zahl unbeschrankt ist. Auch diese 
Frage ist leicht beantwortet. Da jede Losung, wie wir gesehen haben, 
mit einer periodischen Funktion, die natiirlich auch eine analytische 
Funktion sein darf, multipliziert werden kann, auBerdem die einzelnen 
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L6sungen selbst noch linear kombiniert werden k6nnen, so ersieht 
man, daB auf diese Weise unendlich viele analytische L6sungen zu· 
stande kommen k6nnen. Es ist daher eine der Hauptaufgaben der 
Theorie der Differenzengleichungen, von Fall zu Fall jene analytischen 
L6sungen ausfindig zu machen, die sich durch besonders einfaches 
Verhalten auszeichnen. Man wird derartige L6sungen als ausge· 
zeichnete Losungen bezeichnen k6nnen. Eine solche ausgezeichnete 
L6sung einer Gleichung mit konstanten Beiwerten stellt z. B. die Funk· 
tion eaz vor. 



III. Aufgaben aus der Baustatik. 

§ 8. Statisch unbestimmte Trager. 

31. Der durchlaufende Balken auf festen Stiitzen. 

1. Beispiel. Die erste Aufgabe der Baustatik, die mittels Diffe
renzengleichungen gelost wurde, war die Berechnung des durchlaufen
den Balkens mit gleichen Feldern 1)- Da sie zu den einfachsten der
artigen Aufgaben gehort, so moge sie an die Spitze der hier vorge
fiihrten Beispiele gestellt werden. Wir betrachten einen Trager mit 
konstantem Tdigheitsmoment auf n + 1 frei drehbaren Stiitzen (Abb.1S). 
Die Stiitzweiten der einzelnen Felder seien untereinander gleich. Das 
gleiche gelte von der Belastung der einzelnen Felder, die im iibrigen 
beJiebig sei. 

& __ 1 i ~ 1 i __ ! * mmmrmmrm 1 * __ 1 , nunnmunnn! i 
o 1 X:-1 Xi X:+1 n 

IoE----l 31< l ~ 

Abb. IS. 

Wir bezeichnen mit M" das Stiitzenmoment iiber der Stiitze x, 
mit '8" und 2l"+1 die Balkenauflagerkraft des Feldes x - 1, x an 
der rechten bzw. des Feldesx, x + 1 an der linken Stiitze, herriihrend 
von der als Belastung aufgefaBten Momentenfliiche des einfachen Bal
kens von der Stiitzweite t. Es besteht dann zwischen drei aufeinander
folgenden Stiitzenmomenten die bekannte Beziehung (Dreimomentensatz) 

M + M + M = __ 6 18x _ 6 Ilrx + 1 • (1) 
x-I 4 a; "x+l 1 1 

Bei n Feldern konnen n ~- 1 derartige Gleichungen aufgestellt werden, 
die zur Berechnung der n - 1 unbekannten Stiitzenmomente aus· 
reichen. Mo und Mn sind voraussetzungsgemiiB Null. 

') Clebsch, A.: Theorie der Elastizitiit fester Karper. Leipzig 1862. 
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Gl. (1) stellt eine Differenzengleichung zweiter Ordnung mit un
veranderlichen Beiwerten vor, deren rechte Seite, falls aile Felder 
gleich belastet sind, von x unabhangig, also konstant is!. Wir be
zeichnen dieses Belastungsglied kurz mit N. Die Auffindung der 
Losung erfolgt nach den Regeln des § 5. Die charakteristische 
Gleichung 

fJ2 + 4 fJ + 1 = ° 
hat die Wurzeln 

fJI = - 2 -t- 6 und fJ2 = - 2 -- -v3, 
womit bereits die Lasung der homogenen Gleichung gewonnen is!. 
Die Bestimmung der Partikularlosung der nichthomogenen Gl. (1) ist 
sehr einfach. Da rechts eine Konstante steht, so muB auch die Par-

tikularlosung eine Konstante sein, und zwar ~. Somit lautet die 

Losung, wenn man noch beachtet, daB fJI' fJ2 -:- 1 und wenn man 
fJI = fJ setzt, 

(2) 

CI und C2 bestimmen sich aus den Randbedingungen Mo = ° und 
.1\1" = 0 • Diese !iefem die beiden Gleichungen 

CI +C2+~= 0 und C1 fJu + C2 fJ- n + ~ = 0, 

aus denen 

C =_l! -~-
1 61+r und 

folgen. Damit erhalt man schlieBlich, wenn man fur N wieder die 
rechte Seite von (1) einflihrt, 

,',1 ___ ~ + 58 [1 _ tt n - x +P~ll 
·Y1x I 1 + pn .' (x = 0, 1 '" n). (3) 

Da f3 = ._- 0,2679. " ist, so kann bei groBerem n, fJ" gegen 1 ver
nachlassigt werden. Bei groBer Felderzahl ist auch fJn-x und fJx 
flir die mittleren Sriitzen nahe bei Null, und fur diese Stutz en gilt dann 
die einfache Formel 

~--t-58 M !'V.-- -' . 
x~ I 

\Vir wollen an dieser Stelle eine kurze Untersuchung anschlieBen, 
urn zu zeigen, daB eine Dreimomentengleichung nicht nur zwischen 
den Stiitzenmomenten, sondern auch zwischen den Feldmomenten kon
gruent gelegener Punkte dreier aufeinanderfolgender Felder besteht, 
und daB die oben angesetzte Gl. (1) nur einen Sonderfall einer allge
meineren Dreimomentengleichung des durchlaufenden Balkens vor-
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stellt. FaBt man diese allgemeinere Dreimomentengleichung als Diffe
renzengleichung mit stetig veranderlichem x auf, so liefert die allge
meine Losung dieser Gleichung das Biegungsmoment in einem be
Iiebigen Punkte des Tragers1). Wir betrachten zu dies em Zwecke 
drei kongruent gelegene Punkte mit dem Abstand ~ 1 von der jeweilig 
links ge1egenen Stutze in den Feldern k - 2 bis k + 1 (Abb. 16). 
Der Abstand des mittleren Punktes von Punkt 0 (linke Endstiitze) 

k-z : k:-1 I kl 
(I-1)l ~I ~ l __ , , , ----Il----~,.I 
------,{x-f.1)l-------"""3J' 

Abb. 16. 

, 
lc+1 

sei xl, so daB die beiden anderen Punkte die Abstande (x - 1) l 
bzw. (x + 1) 1 von 0 haben. Nun ge1ten die Beziehungen 

Mx - 1 = Mk - 2 (1 - g) + Mk - 1 ~ + m;, 
M", = Mk -1 (1 -~) + Mk ~ + 9Jl~, 

Md1 =Mk (1 -~)+ Mk+1 ~+m;, 

wenn m~ das Balkenmoment der in allen Feldern gIeichen Belastung 
im Punkte ~ 1 bedeutet. Multipliziert man die mittlere Gleichung 
mit 4, und addiert die Gleichungen sodann, so entsteht 

MX - 1 + 4 M", +·Mx+l =(1- ~)(Mk-2+4Mk-1 +Mk ) 

+~(Mk-l +4Mk+Mk+1)+6m~. 

Die in den Klammern stehenden Dreimomentenausdriicke konnen mit 
. 6m 6~ 

Bezug auf Glelchung (1) durch - 'I - -1- = N ersetzt werden, so 

daB sich die vorstehende Gleichung zu 

M"'-l +4M,,+Mx+1 =N+69Jl~ (5) 

vereinfacht. Das ist aber eine Dreimomentengleichung wie Gl. (1) 
und unterscheidet sich von dieser nur durch das Zusatzglied 6 IDl.; auf 
der rechten Seite. Fur ~ = 0 und fur ~ = 1 geht die Gl. (5) in (1) 
tiber. M", wird dann zum Stiitzenmoment. Hier liegt der in 14 S. 39 
erwahnte Fall einer Differenzengleichung vor, die auch bei stetig ver
anderlichem x statisch ihren Sinn behiilt. Das Zusatzglied andert seinen 

1) Derartige Zusammenhlinge zwischen aufeinanderfolgenden kongruent 
gelegenen Punkten bestehen ganz allgemein bei allen aus mehreren steifen 
Stabfeldern gebildeten Systemen, doch soli hier nicht naher darauf eingegangen 
werden. 
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\Vert nur innerhalb eines Feldes, hat aber sonst in allen Feldern gleiche 
Form. Da also 

WC;=iJ.R,,=iJ.R"'+1 =WC"'+2 = ... , 

so stellt WC'" eine periodische Funktion mit der Peri ode 1 vor. Geo
metrisch wird WC'" demnach durch eine Kette aneinandergereihter 
Balkenmomentenlinien dargestellt. Da N im vorliegenden Falle eine 
Konstante ist, so konnen wir sie mit der periodischen Funktion 6 we 

ill 

zu der periodischen Funktion n (x) zusamtnenziehen. Unsere Diffe-
renzengleichung lautet sonach 

M"'_l + 4 M",+MX+I=n(x) (5') 

und besitzt die Losung 

M",= WI (x) fl"'+ w~ (x)P-'" +;n; ~X), (6) 

da eine periodische Funktion mit der Periode 1 auf der rechten Seite 
so wie eine Konstante zu behandeln ist. Die periodischen Konstanten 
WI (x) und w~ (x) konnen von Fall zu Fall aus dem bekannten Ver
lauf der Momentenlinien im ersten und letzten Feld errechnet werden. 

Wir lassen es mit diesen knapp en Andeutungen sein Bewenden 
haben, bemerken aber noch, daB das eben angedeutete Verfahren bei 
der Berechnung von Rahmensystemen vielleicht in jenen Fiillen Be
deutung gewinnen kann, wo sich die Funktion n(x), die ja unstetig 
ist, in analytischer Form, etwa durch eine sehr rasch konvergierende 
Fouriersche Reihe darstellen HiBt. 

2. Beispiel. Durchlaufender Balken mit dreieckformiger Be
lastung. Es mogen die gleichen Voraussetzungen wie im voran
gehenden Beispiel gelten, nur sei die Belastung stetig und linear ver· 

~ 
~."" ~~'II X~+1 n o 

I4f-----l ,.,,, l-
Abb.17. 

anderlich (Wasserdruck). Abb. 17. Zerlegt man die trapezformige 
Belastung eines jeden Feldes in eine gleichmiiBige und eine dreieck
formige Belastung. so erhiilt man fur die erstere nach bekannten 
Formeln 

\8'=~P l3 
'" 4 x-I 

und 
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und fUr die letztere 

'13 II = _=- (p - p ) [3 und 
'" 15 '" ",-1 

Bezeichnet man die Gesamtbelastung des durchlaufenden Balkens 
mit P, so ist, wie man unschwer nachrechnet, 

2P 
p",= n2 1 x. 

Damit findet man vorerst 

~ = '13'+ '1311=2P12[X-1+~] 
x x x n 2 4 15- ' 

und schlieBlich die rechte Seite der Dreimomentengleichung als Funk
tion von x in der Form 

N=-~~-"- 6~x.~= _ Pix. 
I I n2 

Die Losung der Differenzengleichung 
_ PI 

MX - 1 +4Mx+Mx+1 = - n2 X (7) 

unterscheidet sich von der Losung (2) nur durch das von der rechten 
Seite herriihrende Zusatzglied. Mit dem Ansatz y x = ex findet man 
ohne weiteres die Partikularlosung der nichthomogenen Gleichung zu 

_ Pl 
Y",=- 6n2x 

und damit die vollstandige Losung 

mit 

Pl 
Mx=CIPz+C2P-x-6n2 x, 

Die Konstanten ermittelt man aus den Randbedingungen 

C1 +C'j=o, 

C1 pn + C2 p-n - ::: = 0 

PI {f' 
C =-C=----

1 2 6 n 1 _ {pn' 

womit fUr das Stiitzenmoment die einfache Formel 

(x=o, 1 •.. n) (8) 

gefunden ist. Bet praktischen Rechnungen kann im Nenner p2n gegen 
1 vernachlassigt werden. 
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3. Beispiel. EinfluBlinien der Stiitzenmomente des durchlau
fend en Balkens. Sind i und i + 1 die Stiitzen des mit der Last 1 
im Abstande a von der linken Stiitze belasteten Feldes, so gelten 
folgende Gleichungen zur Bestimmung der Stiitzenmomente: 

fiir o<x<i: M +4M +M 0 ~ ",-1 x ",+1 = , 

" x=i: M i - 1 +4 Mi +Mi+l =-(1 1, 

" x = i + 1 : Mi + 4 M; +1 + Mi +II = -- (2 1, 

" i + 1 < x < n: Mx -1 + 4 Mx + M", + 1 = 0, 

\vobei bekanntlich 

und 

Die Losungen der Differenzengleichung 

Mx - 1 + 4Mx+Mx+t =0 

sind: 

mit a'=l-a. 

fiiroSx<i: Mx=ClfJX+C2fJ-X,} (9) 
" i+1 < x <n: Mx=C/(Jx+-C2'fJ- x, 

deren Festwerte sich aus den vier Gleichungen, s. Fall 5, S. 51 

C1 +C2 =0, 

C1 fJ i - 1 + C~ ,8-(i- 1)+4 (Cl fJi+C'J (J-i)+ C1' (Ji+ 1+ C2 ' fJ-(i+1)=-f1 l , 

C1 fJi+ C2 ,8-i+4(C/ ,8H1+ C2 ' (J-(H1)) + C1' (JH2 + C'J' fJ-(i+ 2)=-f2 l , 

Cl ' fJn + C2' ,8-n = 0 

berechnen. Rierin ist (J = - 0,2679. Man erhiilt so 

C C C ' - - C ' R2n 
\I = - l' 2 - 1 f' ' 

C = -I ~ [f, (fJi - (J2n-i) + f" (fJi+! -- (J:!n-(H1))] , 
1 (l_I)(~2n_l) 1 " 

C' = -/~ [f, (fJi - P-i \ + f.((JH1 - fJ-(i+ 1))). 
1 (~2_1)(~2n_1) 1 J" 

Die Eintragung dieser Werte in Gl. (9) fiihrt auf folgende Glei

chungen fiir Mx 
fur 0 < x s:: i: 
M = - _Jr_~jl~~~- [f (fJi- (J:!n-i) + (.(PH1 - fJ2n -(i+ 1))]i 1 

x (fJ2n _ 1)(~2 _ 1) 1 " 

fiir i + 1 S x < n: I 
M = - (fJX=fJ271-,X)~ [f (fJi - P-i) + (.(PH1_ fJ-(Hl))]. 

x (l71 _ 1)(~2 _ 1) 1 " 

( 10) 

Die erste der Gleichungen (10) gibt die Momente an iiber jenen 
Stiitzen, die links vom belasteten Felde liegen, sie dient sonach zur 
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Berechnung der Ordinaten des rechts von x gelegenen Teiles der 
EinfluBlinie von Ma;' Denn halt man x fest, und setzt der Reihe 
nach i = x, x + 1 ... n - 1, so erhalt man die einzelnen auf
einanderfolgenden EinfluBlinienzweige von M a; von x angefangen bis n. 
Es ist hierzu nur notig, den Verlauf von ~ und 1;, die Linien dritten 
Grades vorstellen, rur eine entsprechende Anzahl von Zwischenpunkten 
eines Feldes zu berechnen. 

Die zweite der Gleichungen (10) liefert demgemiiB die Ordinaten des 
links von der Stutze x gelegenen EinfluBlinienteiles. Da aber der 
rechts von x gelegene Abschnitt der EinfluBlinie Mrt spiegelgleich ist 
dem links vom Punkt x ge1egenen Abschnitt der EinfluBlinie M,,-x' 
so genligt die Anwendung einer der beiden Fonneln, urn den ganzen 
Verlauf von Mx darzustellen. Benutzt man z. B. die zweite Formel, 
so berechnet man zunachst nach dieser Forme! den EinfluBlinien
abschnitt 0 bis x und nach Ersetzen von x durch n - x in dieser 
Formel den EinfluBlinienabschnitt 0 bis n - x, dessen Spiegelbild, an 
den ersten Teil in x angeschlossen, die gesamte EinfluBlinie liefert. 
Man geht daher so vor, daB man in der zweiten Formel (10) der 
Reihe nach x = 1 , 2 ... n - 1 setzt, und jedesmal bei festgehaltenem 
x flir i die Werte 0, 1, 2 ..• x - 1 annimmt. Man erhalt so von Ml 
den EinfluBlinienzweig 0 bis 1, von M2 die EinfluBlinie von 0 bis 
2 usw. bis zu den n -1 Feldern der EinfluBlinie M .. - 1 • Nun setzt 
man die x Felder der M",-Linie mit dem Spiegelbild der n - x 
Felder der Mn_x·Linie zusammen und gewinnt so die ganze EinfluB
linie fur M . 

'" Flir die Anwendting formen wir die zweite der Gleichungen ( 10) noch 
etwas urn, indem wir P-i herausheben und p2n gegen 1 vernachlas
sigen (bei n = 2 ist der FeWer kleiner aIs 1/4. °/J Man erhalt 
scWieBlich 

wobei 
Mx = C i (pz-i - P2 n-z-i) l, 

ei ~, 'If' [(,P(1 - P'~ + f, (1 - P"(i+DJJ 
(11) 

Der Faktor Ci nahert sich mit wachsendem i sehr rasch dem 
Grenzwert 

lim C. = (, {J + f9 
i4-ao' 1_{J9' 

Flir den Balken mit unendlich vielen Feldern gilt sonach fUr einen 
mittleren Stiitzpunkt 

M 00 = (, {J + (2 {3x-i' (12) 
a; 1-{P X-~=1,2 ... 
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32. Der vielstielige Rahmen mit eingespannten Stutzen. 

Das in Abb. 18 dargestellte Rahmentragwerk besitze durchwegs 
gleiche Feldweiten und Standerhohen, bei iiberall gleichen Trager
und Standerquerschnitt. Weiters nehmen wir an, daB der obere 
Endknoten bei Stander 0 im wagerechten Sinne unverschieblich fest
gehalten ist. Der EinfluB der Langenanderung der Stabe soU bei der 
nachfolgenden Berechnung vernachliissigt werden. Die Aufstellung 
der Elastizitatsbedingungen fUr dieses 3 n-fach statisch unbestimmte 
Tragwerk ist verhaltnismaBig einfach. 

111 
~ 

11' 
/x 

J 11;_1 HO 
x 

J. ~ 

0. 
J 

% " 0.. 0. 
0 1 X X+1 n-'7 n 

Abb.18. 

Wir fuhren nachfolgende Bezeichnungen em: 

M",l und Mx' sind die Momente im link en bzw. rechten AnschluB
punkte des Riegelfeldes x - 1 , x. 

M",o und M",u, die Momente im oberen AnschluBpunkte bzw. im 
unteren Einspannungspunkte des x- ten Stieles. Die Momente werden 
positiv gezahit, wenn sie auf der Unterseite der Riegel bzw. auf der 
linken Seite der Stie1e Zug erzeugen. 

2I und 58, die linke und rechte Auflagerreaktion, oder auch m und 
-~, die Querkraft unmittelbar rechts bzw. links von der linken bzw. 
rechten Stiitze eines Balkens von der Stiitzweite l, der mit der 
Momentenflache seiner Belastung belastet ist. Die Querkrafte werden 
positiv geziihlt, wenn sie in einem unmitte1bar rechts daneben 
gelegenen Punkt ein positives Moment erzeugen. 

'l/ und'lx' sind die Verdrehungen der Enden des Stabes x - 1, x 
'l/ und 'lxU die Verdrehungen der Enden des Stieles x. 

Die Verdrehungen erhalten das Vorzeichen der ihnen proportio
nalen Querkrafte m oder - 58. 

lund h bezeichnen den Stiitzenabstand bzw. die Rohe der Stiele, 
I und Iv die Tragheitsmomente des Riegel- bzw. Stielquerschnitts, 
bezogen auf erne zur Tragwerksebene senkrechte Achse. 

Die elastischen Verdrehungen der Endpunkte eines an beiden 
Enden von den Momenten M",l und Mx' ergriffenen Stabes, der auBer-
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dem zwischen den Endpunkten noch irgendwie lotrecht belastet ist, 
betragen bekanntlich 

EJr,}=91x + ~ (2M",z+M".),) 
(1 ) 

-- EJr '=)8 --1-l_ (2M r+ M I). 
jl: Z I 6 x x 

Ebenso gilt fur den nur durch die .Momente M"o und M",u ergriffenen, 
aber sonst unbelasteten Stiel 

E T r 0 =!:... (2 M 0 -+-- M u) 
J v x 6 :r; J x' 

(2) 

Lost man die Gleichungen (1) nach M} und M/ auf, so erhaIt man 

M,} = 2 ~J (2 r"l + r,,') -} (291" - )8,,), ) (3) 

M r = _ 2!J (2 r r + r I) - -=- (2)8 - 91 ) 
x 1 x x 1 x x 

und aus (2) unter Beriicksichtigung 
festen Einspannung r xU = 0 ist, 

des Umstandes, daB wegen der 

M 0 = 4 E Iv rOund 
x h x 

Wegen der steifen Verbindung in jedem der Knoten x bestehen 
aber zwischen den Drehwinkeln r die Verkniipfungen 

und 

siehe Abb. 19, die es ermoglichen, r r und rl durch r 0 auszudriicken. 
$ ",+1 $ 

Die Gleichungen (3) nehmen damit die Form 

1111 = 2 EJ(2 10 + ro) - -=-(291-)8) ) '" I $-1' x 1 x x ' 

(5) 
~11r=_2EJi2rO+TO ) __ 2_(2)8 -91) 

'" I \ $ x-1 I x x 

Uo 
x 

Abb. 19. 

an. Damit konnen wir samtliche an 
einem Knoten angreifenden inneren Mo
mente als Funktion einer jedem Kno
ten zugeordneten GroBe rx 0 darstellen. 

Zu den Elastizitatsgleichungen ge
langen wir nun mittels der Gleichge
wichtsbedingung, daB die Sum me der 
an einem Knoten angreifenden Momente 
verschwindet, die also fiir den Knoten x 

M; -NI;+1-M",o=o 
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lautet (Abb. 19). Die Eintragung der Beziehungen (4) und (5) in diese 
Bedingungsgleichung liefert mit der Abkiirzung 

h'=hJ.. 
Iv 

zunachst 

~-1 +2 (2 +~'-)'1:Z0 + 'l~+1 = [~",- 2 ~ ... + 2 ~a:+l - ~X+1]~J 
oder, wenn man 6 E ] '1:x 0 = Y", setzt, 

YX - 1 + 2 (2 +~) Yx + X-.:+l = 6 (~x - 2 ~"')+ 6 (2 W"'+l-~X+1) (6) 

X=1,2 ... n-1. 

Fur die Endknoten findet man auf gleichem Wege die Elastizitats
bedingungen 

2 (1 + :.) Y, ~ Y, _ 6 (2 i!, -- >ll,), ) 

Y"-l + 2 (1 + h') Y,,- 6(~n - 2 ~n)· . 
(6') 

Die Gleichungen (6) und (6') stellen die (n + 1) Elastizitatsbedingungen 
zur Ermittlung der (n + 1) Unbekannten Y., vor. 

Urn die Einftu13linien der Unbekannten Y", zu finden, nehmen 
wir das Riegelfeld i - 1, i mit der Last 1 im Abstande a von der 
linken Stutze als belastet an. In diesem Falle ist 

6Wi . ~(1-~~2)l'J=fll\l; 6~i= 1-(1- ~:)l'J=~l2; 
a' =l-a. 

AIle andern ~ und ~ sind Null. 
Die Gleichungen lauten sonach 

2 (1 + ~,) Yo + Y1 = 0, 

o<x<i-1: YX _ 1+2(Z+ ~')Y"'+Y"'+1=O, 

x=i -1: Yi-2+~ (2 + ~,) Yi - 1 + Y. = (2 f1 - t'J)l2, 

x=i: Yi _ 1 +2(2+ ~')Yi+Yi+l =-(2f'J-f1)l2, 

i <x<n: Y",_1+2 (2 +~,) Yx + Y.,+1 =0, 

Y" -1 + 2 (1 + ~,) 1"" = o. 

\Vir setzen als Losung der homogenen Diffetenzengleichung 

Y",-l + 2 (2 + ~,) Y.,+ Y",+1 =0 
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an: 
Fur 0 < x < i - 1 : 

¥",= C3 fJ/" + C, fJ./', 

wobei fJl' fJ2 die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 

fJ2 + 2 (2 + :' ) fJ + 1 = 0 

(8) 

(8') 

darstellen. Zur Berechnung der Festwerte C dienen die Randbedingungen 
(erste und letzte Gleichung des Systems (7)) sowie die Dbergangs
bedingungen, d. s. die mittleren Gleichungen mit von Null verschie
denen rechten Seiten. Die Einfuhrung der Losungsansatze (8) und (8') 
in diese vier Gleichungen liefert, mit den Abkurzungen: 

m = 2 (2 + :' ) , (2 ft - ('J) f2 = <PI t2, (2 (2 - (1) l2 = <P 'J l'J , 

(m - 2) (C1 + C2) + C1 fJl + C'JfJ2 = 0, 

C1 fJ/,-2 + C2 fJ2i - 2 + m(C1 fJl i - 1+ C2 fJ2 i - 1) +C3 fJl i + C4 fJ2i= <PIt', 

C1 fJ1 i-1+ C'JfJ2 i - 1 +m(C3 fJli+C4 fJ'J i ) + C; fJl i +1+C4 fJ2i+1 = - fP2 l2, 

C3 fJt- 1 + C4 fJ2n- 1 + (m - 2) (C3 fJln + C4 fJ2n) = o. 

Die Auflosung dieser vier Gleichungen fiihrt, unter Beachtung des 
Umstandes, daB fJl' fJ2 = 1, mit fJl = fJ, wobei unter fJl die Wurzel 
mit dem kleineren Absolutwert zu verstehen ist, auf folgende Formeln 
fur die Konstanten C 

und 

C1 = b~~ {- (jj1 (btJi-1_fpn-i+1)+<P2(bfJi_fJ2n-i)}, 

C2 =-bC1 ; 

C3 = ~ {- <PI ((3i-1- bfJ-(i-1» + <P2 (fJi- bfJ-i)}, 

{J2n 
C4 =-T Cs, 

Hierin ist: 

Da fJ meist eine sehr kleine lahl ist, b ist stets groBer als 1, so 
kann in N, fJ2n gegen b2 vernachliissigt werden. Man erhiilt somit 
mit den Ausdriicken fur C3 und t 4 

fUr i::::;: x < n: 
fl (b _ (J2(n-:l:» 

¥", = I' b2 (1 _ (J2) [fJ:I:-i+ 1 (fJ2(i-1) - b) <PI - fJx- i (fJ2i - b) (jj2] l2. (9) 
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Diese Gleichung stellt flir x' = i, i + 1 ... n der Reihe nach die 
GraBen Yo, ~+1'" Y" dar; sie kann sonach, auf Grund einer iihn
lichen Uberlegung wie im dritten Beispiel (S. 172) zur Ermittlung der 
EinftuBlinienordinaten dienen. Man hat bloB x der Reihe nach 1, 2 ... n 
zu setzen und bei festgehaltenem x, i = 1, 2 ... x einzufiihren. Man 
gewinnt so von Y1 den zwischen 0 und 1 gelegenen EinftuBlinienteil, 
von Y2 die zwischen 0 und 2 gelegenen EinftuBlinienzweige usw.; 
schlieBlich von Y" die ganze zwischen 0 und n verlaufende EinftuB
linie. Durch Zusammensetzen je zweier Zweige erhiilt man genau wie 
im dritten Beispiel fur jedes Va: die vollstandige EinftuBlinie. 

Mit Hilfe der Y", . Linien kannen leicht aile iibrigen EinftuBlinien 
abgeleitet werden. Aus den Gl. (5) folgt ohne Schwierigkeit 

M I = ~ (2 Y + Y ) - -~ 1> ) x 3 1 x-1 '" 3 l' 
( 10) 

M r = - ~ (:2 Y + Y ) - ~ 1> . '" 31 x ",-1 3 2 

Hierin ist das von der Feldbelastung abhangige Glied !.1> 
3 1 

1 
bzw. - 1>'J nur beim Zweig x - 1 bis x der EinftuBlinie hinzu-

3 
zufiigen. 

AuBerdem entsteht aus der Definitionsgleichung von Y", 

o 2 Y 
M", =311 x und ( 11) 

Zahlenbeispiel. Wir untersuchen einen dreifeldrigen Trager mit den Ab-
messungen 

Mit 

1 = 12 m) 

ermittelt man zunachst 

I 
].= 3· 

h'=h l = 12 m 
Iv 

und damit aus der charakteristischen Gleichung 

P2 +6P+1=0 
- 3 8284 

P2 = - 5,8284 ) b = ) = - 2 0939 . 
1,8284 ' 

Pi = - 0,17 16 , 

Man berechnet nun die Potenzen von P und in der gleichen Tafel die Diffe
renzen b - ~v, wobei fJ6 und hahere Potenzen vernachlassigt werden. 

v= 

pv 
b_pv 

o I I 2 3 4 

1 \-0,1 716 \ +0)0295 \-0,0051 +0,0009 

-3,0939 -1,9223 -2,12 34 -2,0889 -2,0948 
Bleich ... Melao, Differenzengleicbungen. 

5 I ~6 
-0)0002\ 0 

- 2,0937 - 2,0939 
12 
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Mit 
{J 

stellt man nun die nachfolgende Tafel nach GI. (9) unter Benutzung der Werte 
von {J" und b - P" aus dec vorangefUhrten Tabelle zusammen. 

x=1 
Y 1 

X=2 
Y2 

x=3 
Ya 

Last 1 im 

ersten Feld (i = 1) zweiten Feld (i = 2) 

Last 1 im 

dritten Feld (i = 3) 

x=1 
Y 1 

X=2 
Y 2 

x=3 
Y a 

Setzt man den ersten Zweig der Y 1 - Linie mit dem Spiegelbild der beiden er
rechneten Zweige der Yg-Linie zusammen, so gewinnt man den Gesamtver
lauf der Y1 -Linie. Die Y2 -Linie ist ihr Spiegelbild. Die Ys-Linie ist in dec 
Tafel bereits vollstandig errechnet, ihr Spiegelbild gibt die Yo·Linie. 

Nachstehend geben wir noch eine Tabelle der von der Stellung dec Last. 
a a 

also von T abhangigen Funktionen 4\ und tIlg fUr das Intervall T = 0,1, mit 

deren Hilfe die Auscechnung der Einflutilinienordinaten rasch vor sich geht. 

Funktionen tIll und fli20 

~ I 0 I 0,1 I 0,2 1 0,5 I 0,6 I 0,7 I 0,8 I 
I 
I 

0,3 0,4 0,9 I 1,0 
I 

flil I 0 1 0, 243 1 0,384 1 0,441 0,43 2 0,375 I 0,288 1 0,189 \ 0,096\ 0,027 \ 0 

fli2 0 0,027 0,096 0,189 0,288 0,375 0,432 0,441 0,384 0,243 0 

EinfluB einer gleichmiiBig verteilten Belastung. Sind samt~ 
liche Felder mit einer stetigen Last p belastet, so lautet die Differenzen· 
gleichung (6) mit der Abkiirzung 

m=2(2+~) 
YX - 1 +m YX+YX+ 1 = 0, (12) 
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da 

6 (5llx - 2 18,.) + 6 (2 5ll", +1 - 18 .. +1) = - f P la + ± P l3 = 0 , 

wozu noch die Randbedingungen (6') 

179 

(m- 2)Yo+ YI =iPl3 , I 
(13) 

Y"-l +(m- 2)Yo=-~Pl3 
4 

treten. Die allgemeine Losung der homogenen Differenzengleichung (12) 
ist wie vor 

Y",= Cd3lz+c",P,/', 
wobei Cl und C", aus den Gleichungen 

(m - 2)(Cl + C'J) + eCI f3t + Cg P",) = .!. P L3, 
4 

(CI Pf-1+ C",p:-1)-t- (m - 2) (ClPl" + C,P,")= -!"PL3 
4 

zu bestimmen sind. Man berechnet daraus, wenn man beachtet, daB 

wobei Pl' wie vor, die klein ere der beiden Wurzeln sein soll, 

C1 = f P l3 (2+ (JI ~pn::::=-b) , 
1 pn 

C", = - 4" P l3 (2 + (J) (/1"- b)~ 
und damit 

Da man PrJ gegen b vemachlassigen kann, so erhalt man schlieBlich 

1 3 (J(r- P"-:tJ) 
Y"=--4 Pl 1+~. (14) 

Rahmentrager mit FuBgelenken. Die Behandlung des Triigers 
mit FuBgelenken erfolgt in gleicher Weise wie die der Trager mit einge· 
spannten Stielen. Die GI. (1) und (5) bleiben unverandert. In den 
Gleichungen (2) ist M .. U = 0 zu setzen, so daB 

M o- 3EJe 0_ Yz_ 
III - h 1:", -2h' 

besteht, we1che Gleichung an Stelle der Beziehungen (4) tritt. Die 
gleichen 'Oberlegungen wie oben, fiihren auf ein System von Elastizitiits· 
bedingungen, dassich von den GI. (7) nur auf der link en Seite unter
scheidet. Diese lautet jetzt 

Y ... 1 + 2 ( 2 + 1 },) Y .. + Y .. +l ' 

12* 
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so daB die charakteristische Gleichung die Form 

fJ2 + 2 (2 + i ~ ) (J + 1 = 0 
annimmt. Setzt man den mittleren Beiwert dieser Gleichung 
gleich m, so gelten samtliche oben abgeleiteten Formeln, insbeson
dere Gl. (9), da auch die beiden Endgleichungen, ebenso wie vor, statt 
des Beiwertes m, den Beiwert m - 2 enthalten. 

33. Rahmentrager. 

Das in Abb. 20 dargestellte Tragwerk ist bei n Feldern 3 n-fach 
statisch unbestimmt. Seine Berechnung laBt sich aber unter der 
Voraussetzung, daB sich die Tragheitsmomente von Ober· und Unter
gurt in jedem Felde so verhalten wie die Stabliingen, daB also 

Jo:Ju= 0; U, 

auf die Auflosung von bloB n Elastizitatsbedingungen zuriickfiihren. 
Sieht man von den meist sehr crI;:]' IllD kleinen Uingenanderungen der Pfo-
sten ab, so miissen die lotrechten 

. ~ erschie bungen zweie.r iibereinan~er-
• Ju-__ _ _ _ begender Punkte emander glelch 

.... u~ sein. Es muB daher, wenn MO und 
Abb. 20.. M" die Momente in zwei lotrecht 

iibereinanderliegenden Punkten des Ober- und Untergurtes bedeuten, 

EJocosc~ EJu cosp 
sein. Aus diesem Zusammenhange foIgt aber 

MO Jo cos a Ja U 

MU=JucosP= Ju o 

und da wir Ja U = 1 vorausgesetzt haben, so ist 
Ju o 

M"=Mu • 

Durch diesen einfachen Zusammenhang verringert sich die Zahl cler 
Elastizitatsbedingungen von 3 n auf n .. 

Wir setzen noch voraus, daB die auBeren Krafte in die Richtung 
der Pfosten fallen und daB siimtliche auBeren Krafte nur in den 
Knotenpunkten angreifen. 

Unter Bezugnahme auf die Abb. 21 fuhren wir folgende Bezeich
nungen ein: 

M,,,z und M"t die Gurtmomente unmittelbar links bzw. rechts yom 
Knotenpunkt x; 
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Xx die wagrechten Schnittkrafte im Ober- bzw_ Untergurt flir 
Schnitte links von x; 

Xx + 1 die betreft'enden Schnittkriifte flir Schnitte rechts von x; 
Txo, Tx U sowie T;+l, TfJJu+1 die lotrechten Schnittkdifte fUr die Schnitte 

links bzw. rechts von x; 
illlx das Moment der links von x gelegenen auBeren Krafte, be

zogen auf &n Punkt x; 
0 x die Querkraft fUr einen Schnitt unmittelbar links von x. 

In den Abb_ 21 sind Schnittkriifte und Schnittmomente mit posi
tivem Richtungssinn gezeichnet_ 

aJ Abb. 21. b) 

Aus der Momentengleichung bezogen auf den Obergurtknoten x, 
Abb. 21 a, folgt 

Ml=.!...(illl -X h) 1 x 2 x x x 

und ebenso aus Abb. 21 b 

M/ = ~(Wl", - Xx+! h,,)-

(1 ) 

Aus der Bedingung, daB fUr jeden Knoten L M = 0 ist, folgt flir das 
AnschluBmoment M"," des Pfostens 

(2) 

wobei M"," positiv geziihlt wird, wenn auf der linken Pfostenseite Zug 
entsteht. 

Die Schnittkrafte T"," und Tx U bestimmen sich aus zwei Momenten
gleichungen mit den Punkten x - 1 des Ober- bzw_ Untergurtes als 
Bezugspunkte. Man erhiilt so 

TxO =: + XX2x (tg((", - tgfJ,,) , ). 

T ,,:Ux x ( R) " = -2-· -""2 tg/X", -- tg px . 

(3) 
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Weiter gilt fUr die Gurtliingskrhlte: 

o =x [cosa.+Sina"(tga -tgP)]+~O sina ,] 
~ a; x 2 x a: 2:e a: 

(4) 
U = X rLcos R - sin{J", (tga - tgP)] +~O sin R 

a: x fix 2 a: a; 2 tll fla: 

und fUr die Pfostenliingskraft: 

V = XX+l (tga - tg R ) - Xx (tga _ tg R ) + px. (5) 
x 2 ",+1 1'",+1 2 '" f'z - 2 

Das +-Zeichen gilt, wenn die Knotenlast P", am Obergurt, das 
--Zeichen wenn sie am Untergurt wirkt. 

Die Winkel a und p sind positiv zu zahlen fUr rechts steigende 
Obergurte und rechts fallende Untergurte (s_ Abb.21). Hat einer der 
Gurte entgegengesetzte Steigung, so ist das Vorzeichen der betreffen
den Funktionen sin oder tg umzukehren. In den Gleichungen (1) bis (5) 
sind die AnschluBmomente, Langs- und Querkrafte durch die Feld· 
krhlte X., ausgedriickt. Zur Bestimmung dieser GroBen dienen die 
n-Elastizi tats bedingungen1). 

-Xl [ho' h0 2 + 2 S/(h02+hoh1 + h/) + ht' h12 

+ 12 (01 k. + U1 i:u) ] + X 2 h/ h12 

= - {IDlo [ho' ho + SI' (2 ho + hI)] + IDC:1 s/(ho+ 2 h1)} , 

X,,_l h;-l h;-l- x'" [h~-lh;_l +2 S",' (h;-l+h",_l h",+h",2) 

+ h",' h",2 + 12 (ox ;'0 +U", jeu)] + Xx+1 h",' h.,2 (6) 
x x 

+ X n- 1 h~-l h:-1 -Xn [h~-lh~-l + 2 sn' (h~-l+ hn_Ihn+hn2) 

+ hn' h,,2 + 12 (On 1;,.0 +U .. ;:v)J 
= - [IDln- 1 sn' (2 h"-l + hn) + IDln (s .. ' (2 hn + hll - 1) + hn hn')]. 

Hierin bedeuten 

I,:, I.,"', I"," sind die Tragheitsniomente des Obergurtes, des Unter· 
gurtes und des Pfostens, Ie ein beliebiges Tragheitsmoment. F/ und 

1) Bleich, F.: hie Berechnung statisch unbestimmter Tragwerke nach der 
Methode des Viermomentensatzes, 2. Auflage, Berlin 1925, S. I24. 
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F", U die Gurtquerschnitte. In der ersten und letzten Gieichung fehit 
links das erste bzw. letzte Glied; dafiir tritt rechts ein von· IDl bzw. 

o IDen abhiingiges Zusatzglied auf. 

1. Beispiel. Paralleltragerbalken mit konstantem Gurt- und 
Pfostenquerschnitt. Sind alle Felder gleich lang, so nehmen die 
Gleichungen (6) mit der Gurtstabliinge s = A, mit r = r = Ie bei 
Vernachliissigung c,ler Stabliingeniinderungen die einfache Form 

X",_l ~ 2 (1 + ~:) X", + X"'+l = ~ 3 h)~' (im"'-l + IDl",l (7) 

an. Diese Gieichungen gelten jetzt fUr x = 1, 2, ... n, wobei in der 
ersten Gleichung Xo' in der letzten Gleichung Xn + 1 = 0 zu setzen is t 

p 

0 1 2 i.-1 i n-'1 rz, 

,~ 

~Ic~-------------------l=n~~~----------------~~I 
I I 

Abb. 22. 

Der in der aligemeinen Form (6) der Elastizitatsbedingungen auftretende 
Unterschied in den rechten Seiten der ersten und letzten Gleichung 
wird hier belanglos, da beim Balkentrager IDlo = 0 und IDln = 0 ist. 

Urn die EinfluBlinien fUr X", zu berechnen, denken wir uns den 
Knoten i mit P= 1 belastet (Abb. 22). Es gilt jetzt fur 

o <x< i: 
n-i ( ) "" =-- x-1 A ~'Jtx_l n und 

n~i 
IDl =--'XA, ., n 
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somit 
n-i 

IDl"'-l +IDl"'=-n- (2 X-1)l; 

fur i<x <n: 

ID'lx_l=f(n-x+1)l und IDl",=~(n-x)l, 
daher 

i 
ID'l"'-1 +IDl"'=n (2 n - 2X+ 1)1. 

Setzt man noch zur Abkurzung 

3 2 
c=1 +Y' 

l 
,u = 3 kk" 

so nehmen die Gleichungen (7) die Gestalt an 

o<x <i: 
n -i( ) X"'_1-2CX",+X"'+1=-,u-n- 2x-1 1; 

i<x<n: 
i 

X x _ 1 -2CX",+X",+l=-,un(2n-2x+1)1. 

(8) 

Das sind Differenzengleichungen zweiter Ordnung mit linearer rechter 
Seite, die durch die folgenden Losungen befriedigt werden: 

x~ i: 

X=CpX+Cp"'+ .!:.-zn-zx+1 1 
:r 3 1 . 4 2 ,u n z (c - 1) , 

wobei PI und P2 die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

p2 _ 2 C fJ + 1 = 0 , 

also 

Pl = C + VC2 - 1 und PI! = C - {c2=1 

bedeuten. Fiihrt man schlieBlich fiir c und p, die Werte gemiiB Gl. (8) 
ein, so gelangt man zu folgenden Gleichungen fUr Xx 

x~i: 
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Die Festwerte C1 bis C4 bestimmen wir aus den Randbedingungen 

Xo=o, Xnt1 =o 

und aus den Ubergangsbedingungen (9) 

Xj=X i sowie Xit1=Xitl' 

die zu folgenden vier Gleichungen fiihren: 

). n-i 
C1 + C2 = 2 h --n-' 

C IInt1 + C Rn+1=~ ~ 
31"1 . 4 1"2 2 h n ' 

(C1 - C3) {J1i + (C2 -- C4){J2i = 2\' 
(c - C ) Rit1 + (C -- C) Ri+l = - ~ 

1 at'1 2 '41"2 2h' 

Ebenso wie bei den vorangehenden Beispielen geniigt die Darstellung 
einer der beiden Liisungen Xx bzw. XII!' Wir berechnen daher nur 
C1 und C2 und fi Iden dafiir 

C = ~ ___ l _______ __ [~ _ ~_~ i Rnt 1 -+- p~-i (1 + (1) - {r:-' (1 + Po)] 
1 2 h (p~+1 _ fJ'f+1) n n 1"2 I P2 - P1 ' 

C = _____ - l_ __ r ~ _ n - ~ (In+1 +p,n-i(1 + PI) - p:- i (1 + P.)] . 
2 2 h (p~tl _ p:,t1) _ n n 1 P. - P1 

1m Nenner kann P:t1 gegen {J,n+1 vernacliliissigt werden, wenn man 
mit {J2 die kleinere der beiden Wurzeln bezeichnet. Unter Beriick
sichtigung von P1' P2 = 1 und mit {J = P2 erhiilt man schliefilich fo1-
gende Gleichung fiir Xx 

Xx= 2\ [~(pn-xtl - (J'/ltxtl) + n -:: i ({Jx - (32n-xt2) 

___ P_ (pi-x _ pitx + fJ2n-itx+1 _ fJ2n-i-xt1) 
1-P 

+ n-i( )l 
-n- 2x-1 J, 

giiltig fUr x < i. 
1st aber x> i, so denke man sich die Feldkraft X im Felde n-x, 

d. i. X .. _x fiir die symmetrische Laststellung, also flir P=1 im Punkte 
n - i stehend, ermittelt. Das so berechnete Xn-II! ist gleich dem ge
suchten X"" 

Gl. (10) geniigt somit zur Darstellung der EinfluBlinienordinaten, 
denn sie gibt die X an in jenen Feldern, die links vom belasteten 
Knoten i liegen, ergibt also die Ordinate der rechts von x gelegenen 
EinfluBlinie, von x bis n. Da nun die EinfluBlinie von Xx spiegel-
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bildlich gleich ist der EinfluBlinie von X n _"" so ermittle man auch 
diese Linie von n - x bis n und setze aus den so berechneten Half ten 
die ganze EinfluBlinie zusammen. 

Die EinfluBlinie der X", hat die in Abb. 23 verzeichnete Gestalt. 
Es geniigt, die Ordinaten fUr die Punkte i - 2 bis i + 1 zu berechnen, 
da die Linie zwischen 0 und i - 2 und zwischen i + 1 und n nahezu 
geradlinig verlauft. Die Abweichung des EinfluBlinienpolygons von 
der Geraden ist in den eben hervorgehobenen Teilen so geringfiigig, 
daB sie bei der Aufzeichnung der EinfluBlinie nicht zum Ausdruck 
kommen wiirde. 

Zablenbeispiel: Der einfaehe Berechnungsgang liUat sich am besten an 
einem Zahlenbeispiel zeigen. Wir berechnen zu diesem Zwecke die Einfluti
linie von X, in einem 12-feldrigen Trager von 36 m Stutzweite. Die Feldweite l 
sei 3,2 m, die Trll.gerhOhe 4 m. Das Tragheitsmoment der Gurte sei zweimal 
so grofi als das der Pfosten. Wir haben daher 

J. = 3,2 m, h' = 4 ~ = 8 m 
1 

und 

+3'3,2 
·c = 1 -8- = 2,20. 

Aus der eharakteristischen Gleichung 

fJ2- 2·2,2 fJ+ 1 = ° 
bereehnet sieh die kleinere der beiden Wurzeln P zu 

fJ = 2,2 - t 2,2 2 - 1 = 0,2404 
und damit 

fJ 2=0,0578 , fJ 3 =0,OI39, ~'=0,0033, fJ 5=0,oo08, 
2 5 4 6 fJ6=0,0002. 

Abb. 2;>. 

Hohere Poten2en von P solI en ver
nachlassigt werden. 

Wir setzen jetzt x = 4 und i der 
Reihe naeh 4 und 5. Wir gewinnen 
auf diese Weise die Ordinaten der 
XcLinie in den Punkten 4 und 5. 
Vernachliissigt man fJ' und die ho-
heren Potenzen, so erhiilt man: 

Ordinate in 4: (i = 4) 

X. = 0,4 [~fJ4 - _1 - R....I.- ~ • 7J = 1 741 . 
• 12 I-PI' I 12 " 

Ordinate in 5: (i = 5) 

X, = 0,4 [~fJ'_~fJfJ2 + ~'7J- = 1,604. 
12 1- 12 

Nun wiihlen wir x' = n - x = 8 und i = n - i = 9 bzw. 10 und berechnen: 

Ordinate in 3: (i = 9) 

X. = 0,4 [-19 {J5_~fJfJ2 + ]-.15J = 1,470; 
2 1- 12 
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Ordinate in 2: (i = 10) 

X,=O,4 [10 fJ6- _1-fJ8+-=-"S] = 0 993. ~ 
12 1 - fJ 12. ' .1 

In Abb. 23 ist die Einflufilinie X .. zur DarsteUung gebracht. 

Lauter gleiche Knotenlasten. Bei praktischen Rechnungen ist 
es sehr zweckmaBig, eine Formel flir die Unbekannte X fiir den 

II! 

Fall zur Verfiigung zu haben, wo in jedem Knoten ein und dieselbe 
Einzellast P einwirkt. Da jetzt 

P;" 
Wl"'-l =2(x-1)(n- x+ 1) 

und 

so ist 
P;" 

9R"'_1+Wl"=2[2X2 - 2x (n+ 1) +(n + 1)] 

und die fiir unser Problem in Betracht kommende Differenzen· 
gleichung lautet: 

Pl 
X.,_l - 2CX",+X",+1 =,u"2 [2 x2 - 2 x(n + 1) + (n + 1)], (11) 

wobei }J, und c die gleiche Bedeutung wie oben haben. Die Rand· 
bedingungen sind wie vor 

Xo=O und X,,+l=O. 

Die allgemeine Losung von (11) ist 

X.,=C1Pl"'+C2P2"'+}J,~;" 1 1 c [x2_(n+1)X+n~,_, 1 J,(12) 

wobei das von der rechten Seite herriihrende Zusatzglied durch Koef· 
. fizientenvergleichung mittels eines quadratischen Ansatzes flir die Par· 

tikularlosung der nichthomogenen Gleichung 'gewonnen wurde. 
Aus den Randbedingungen 

C +c -_ pl_1_[n+1 __ '_J 
1 t- }J, 2 1-c 2 1-C' 

Pl 1 [n+ 1 1 ] C P'Hl+C Pft+l=_u. ___ -----
1 1 29 r 2 1-C 2 1-c 

ermitte!t man 
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Vernachlassigt man wieder im Nenner P:+1 gegen p~+1, was selbst 
bei kleinem n erlaubt ist, so erhalt man aus (12) folgende Losung 

X = p). [(n + !. +~) (pn+1-X _ pn+1+X + p:e _ p2n+2-x _ 1) 
:JJ zh 2 31 

- (xll _ (n+1)X)], (13) 

wobei die kleinere der beiden Wurzeln P2 = P gesetzt wurde. 
2. Beispiel. Nicht so ganz einfach wie im vorangehenden FaIle 

gestaltet sich die Ermittlung der Uberziihligen beim symmetrischen 
Stockwerkrahmen mit konstanter Feldh6he, der in der Abb. 24 zur 
Darstellung gebracht ist. Wir werden hier zeigen, wie eine Auf
gabe, die zunachst auf eine Differenzengleichung mit veranderlichem 

pI 

I~m 
di 
ii' \ I I 

I I 

! I' \ Ill> I m II 
I'~I' I f ~ I 

I t; I 
P+P' I t;' I 

I 

~ -~;-J--- ~ j 
Abb. 24. 

Wegen der fest en 

Koeffizien ten fiihrt, durch passende Verein
fachungen auf die Losung einer Differenzen
gleichung mit konstanten Koeffizienten zu
riickgefiihrt werden kann, ohne daB die Ce
nauigkeit des Ergebnisses, vom Standpunkt 
der Anwendung aus, nennenswert beeinftuBt 
wird. 

Hinsichtlich der Abmessungen machen wir 
folgende V oraussetzungen: Die Riegel des 
Rahmens haben gleichen Querschnitt unter
einander. Die Gurtquerschnitte nehmen von 

5' 
unten nach oben ab, derart, daB Ii' kon-

stant wird. 
Wir wollen hier nur zwei BelastungsHille 

untersuchen, wie sie hiiufig bei der Berech
nung von Briickenjochen oder hohen Leitungs
masten aus Eisenbeton in Frage kommen. 
1. Last P imPunkte n des Rahmens und. 
2. gIeiche Knotenlasten Y. 

Erster Belastungsfall. Wahlt man I" 
als Vergleichstragheitsmoment fe, so ist zu
nachst 

h' h s'=s l~. 
x = x' " x Ix 

Einspannung der Stiele kann in 

h ' Iv h 
0= 10 0' 

10 = 00 gesetzt werden, woraus h; = 0 folgt. 
Die Gleichungen (6) S. 182 nehmen daher, 

den StabHingenanderungen abhangigen Teil 
wenn wir den 
des Beiwertes 

von 
der 



Statisch unbestimmte Trll.ger. 33. 189 

mittleren Unbekannten in den Gleichungen vernachHissigen, die Ge
stalt an 

- Xl [2 sl'(ho'A + hoh1 + h12) + h1S] +X'J h1S 

= - [IDlo Sl' (2 ho + h1) + 9Jl1 S/ (ho + 2 h1)] , 
........................ " .......... .. 

X"'-l h!_1- X", [h:-1 +2 s",' (h:_l +h"'_1 h",+ h",·) +h",3] 

+X",+t hx 3 (14) 

= - [IDl"'-l s:JC'(2hx _ 1 + h",) + 9Jl", s,/(h"'_l + 2 h .. )] , 
.................................. 

Xn -1 h:-1 - X .. [h:-1 + 2 S".' (h~-l + h"_l h .. + h". 'A) + h .. 3] 

= - [IDl .. - 1 S • .' (2 h"-l + h.,)], 
wobei IDl .. = 0 gesetzt W-Urde. 

Wir ersetzen nun in jeder dieser Gleichungen h"'_l und h", durch 
h 'h -

den Mittelwert "'-~T '" = h", und gewinnen, da wir jetzt mit h.,3 
teilen konnen, in 

( 3 Sx') 3 s,./ X"'_l - 2 X", 1 +-=- + X'd 1 = - ~ (IDl"'-l + 9Jl",) 
h:JC h .. 

(14') 

eine Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten, weil voraus

setzungsgemaB ~' von x unabhiingig ist. Ais Randbedingungen kommen 
h .. 

die von der allgemeinen Form abweichende erste und letzte Gleichung 

( 1 3St') 3 s/ -2X1 z+-=- +X'J=--=g(IDlo +IDl1), 
h1 h1 

( 3 Sn') 3 SII' 
X .. _1-2X". 1 +-=- =-~IDln-1 

h.. h .. 

in Betracht. Diese Gleichungen konnen, wie man leicht an der Hand 
der Differenzengleichung (14') nachrechnet, auf die einfachere Form 

XO-X1 =o und X .. +t=o (15) 

gebracl}.t werden. Der Fehler, der durch die vorangehend durchge
fiihrten Vereinfachungen begangen wurde, ist bei groBerer Felderzahl, 
und nur so1che Tragwerke haben wir hier im Auge, gering. 

Es eriibrigt noch, die rechte Seite ausfiihrlicher zu entwickeln. Da 

9Jl .. _1 =P(n - x+ 1) A. und 9Jl .. = Pen - x)A., 
so ist 

9Jl"'-1 +ID1",=2Pl(n-x+ ~), 
und da weiter nach Abb.24 

m-x 
h =--~-ho' 

'" m 
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sonach 
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1 m-x+-
2 

h.,= mho. 

SO folgt fur die rechte Seite der Differenzengleichung (14') 
1 

n-x+-

-3 
s.x' IDlX - 1 + IDlz _ 6 P 1 sz' 2 =-- --~---=-~~ - - - -=- 1 m. 
kg; k" ko k.,m_x+_ 

2 

Der Bruch 
1 n-x+-
2 , + 1 wenn x =X 2' 

(16) 

n 
laBt sich aber mit sehr groBer Annaherung, wenn etwa zwischen 

m 

o und 2/8 liegt, durch eine Funktion von der Form 

u(x')=a - bt"'-
darstellen 1). Diese Funktion enthalt drei Parameter a, b und t, sie 

n-x' 
kann daher in drei Punkten mit der Funktion ---, zur Deckung 

m-x 
gebracht werden. Wir wahlen hierzu die Punkte mit den Abszissen 

x' = 0, x' =!!-. und x' = n und bezeichnen die zugeh6renden Funk· z 
tionswerte mit uo' U"/2' Un' Da Un = 0, so erhiilt man 

u 2 

a=--~-
2U .. ,. - tto ' 

Substituiert man 

so gelangt man zu 

n 
uo=;n' 

a= m b= (m_n)2 l!~m2-
zm-n' m(2m-n) t= ¥(m-n)"' (17) 

Die Parameter a, b und t sind aus den vorgegebenen GrvBen m 
und n sehr leicht zu bestimmen. n ist immer eine ganze laW, m kann 
auch gebrochen sein. 

Die Differenzengleichung (14') nimmt jetzt mit den Abkurzungen 
J. s:/ 

6Pm--c::-=p, 
ko It", 

und 

die einfache 

1) Die grofite Abweichung betragt innerhalb des oben angegebenen Be
reiches weniger wie 1% , 
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an. Ihre Auflosung ist, da rechts die Summe aus 
und einer Exponentialfunktion steht, sehr einfach. 
- p a gehOrt die Partikularlasung 

einer Konstanten 
Zur Konstanten 

, /La 
Xu; = 2 (C-1) , 

wiihrend die Funktion p b ta;+t zur Partikularlosung 

z+" 
X,,=~_"2"_ 

u; ti-2ct+1 

AniaB gibt. Siehe Abschnitt 19. Die allgemeine Lasung lautet daher 

b a;+t 
X - C fJ" + C fJ '" + /La + /L t ( 8) x- 1 1 2 2 2(C-1) t 9-2ct+1' 1 

wobei fJ1 und fJ2 die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 

fJ2 - 2CP+ 1 =0 

bedeuten. 
Die Konstanten C1 und C2 ermitteln wir aus den Bedingungen (15) 

" /Lbt T (1 - t) 
C1 (1 - PI) + C2 (1 - fJ2) + t2 _ 2 C t + 1 = 0 , 

n+" 
CfJ1I+!--+--CfJ1I+l+ /La + /Lbt "2" _ 

I I ,2 2 2 (c _ 1) t2 _ 2 C t + 1 - 0 • 

Mit den Abkiirzungen 

A _ /Lbt t (1 -t) 
- t 2 -2ct+1' 

B-~- ,ubt1l+4 
- 2 (C-1) + t9-2ct+ 1 

erhiilt man schlieBlich aus Gl. (18) 

X = __ 1 - [~(fJ2n-z+2 - P"') - B ({.In-Hl + pnH)J 
II' 1 + f/211+! 1 - f/ 

/La ,ubtz+i 
+ 2(C-i)+ t 2-2ct+l' (19) 

wobei fJ die kleinere der beiden Wurzeln bedeutet. In der Regel 
kann im Nenner [J2n+1 gegen 1 vemachlassigt werden. 

Die Formel (19) wird unbrauchbar, wenn t mit einer der beiden 
Wurzeln fJ zusammenfaIlt, da die linke Seite dann die unbestimmte 

Form : annimmt l ). Es tritt der in 19 behandelte Ausnahmefall 

1) Da t> 1, so kann t nur mit der grofieren der beiden Wurzeln f/ wert
gleich werden. 
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ein. Die zu p, b t"'+} gehiirende Partikularlosung muB jetzt mit dem 
Ansatz 'f/", = x t X ermittelt werden. Man findet so 

z+"1 
R"+C RX+ /la, -L/Lbt ' X x =C1 1'1 21'2, Z-cc----.::1) I t 2 _i- X ' 

Ermittelt man C1 und C2 wie Yor, so gelangt man zu der Losung 

X =-~-- - [~- (tJ2n-Z+2 -- fJX) - B ({In-z+1+ pnH)] 
'" 1 +p2n+1 1-{J 

"'+ 3 
/l a I f' b t ' ( ') + 2 (c ~-1) T /2-1 x, 19 

wobei aber 
i>

t 2 

A=p,b f2_ 1 und 
n+.f} 

/la + b( , ,t -
B = 2 (c _ 1) ft n T 1) t2-=t . 

2. Belastungsfall. Bei der Belastung alIer Knoten durch gleiche 
Lasten p' ist 

on, _p'" _ +1)n-x+2 ~Jlx-1- A(n X , 2 ' 

9J( =p',l (n _ x)n~+1 
'" 2 ' 

woraus sich 

berechnet. 

Die rechte Seite der Differenzengleichung nimmt daher die Gestalt 

n'-x+~-
- 3 ~' ffilX - 1 + ffilx =- 3P' ~ ~' (n - x+ 1)-----~m (20) 

h" hx ho ha; , m _x+_1_ 
2 

an. n' = n + -} . Sie unterscheidet sich von Gl. (16), abgesehen von 

dem unwesentlichen Zahlenfaktor 3, wesentlich nur durch den weiteren 
Faktor (n-x+ 1). Fur den Bruch kann daher wie yor 

a--bt x +} 

gesetzt werden, wobei a, b und t durch die Gleichungen (17) de
diniert sind; hierbei ist n durch n' zu ersetzen. 

Die Differenzengleichung des Problems lautet daher mit den gleichen 
Abkurzungen wie auf S. 190 unten 

/L ( z+1) X -2cX +X =--- a-bt 2 (n-x+1). ,,-1 x ",+1 2 (21 ) 

Rechts steht jetzt neben einer ganzen rationalen Funktion noch das 
Produkt aus einer ganzen rationalen Funktion und einer Exponential-
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funktion. Die Partikularlosung cler yollstandigen Gleichung ist daher 
nach den Regeln des Absatzes 19 mittels eines Produktansatzes g (x) t"', 
wo g ex) eine lineare Funktion ist, leicht zu finden. 

Die allgemeine Lasung von (21) lautet, wenn 9? (t) = t I! - 2 c t + 1 
bedeutet, 

Die Randbedingungen sind dieselben wie Yor, sie fiihren zu den 
beiden Gleichungen 

G1 ( 1 - fJl) + Gil (1 - /311) = - A' , 

G1 /3l'+1 + C2 /31! n+1 = - B' 

mit den abkiirzenden Bezeichnungen 

A'= l1 a +~~[(t2-1)(1-t)+n(1_t)+1J 
4(C-1) 2 cp(t) <pet) , 

, I1b tn+~-(t2_1) 
B =2 [<p(t)J2 

Man gelangt schlie13lich zu der Lasung 

X = __ 1_[~(f32n-"'+2_/3j-B'(l1n-"'+1+fJn+"')J 
'" 1 + lI~n+1 1 - II If' 

I l1 a I1b I"'+! [1 0 -1 ] 
--:- 4 (c -=1) (n - x + 1) + 2- <p (I) qJ(tf + (n - x + 1) . 

Auch Formel (23) wird unbrauchbar, wenn t mit einer der Wurzeln /3 
wertgleich wird, sie nimmt dann die unbestimmte Form ~ an. Man 

o 
findet in dies em FaIle unschwer die Partikularlasung mittels des An
satzes 

X", = (ux + VX2) tX. 

34. Der geschlossene elastisch gestiitzte Stabring. 

Raben wir bei den bisher behandelten Aufgaben mit einer einzigen 
Differenzengleichung das Auslangen gefunden, so fiihrt das Problem 
des elastisch gestiitzten Stabes, wir wollen hier den in der Literatur 
noch nicht behandelten Fall des geschlossenen Ringes naher betrachten, 
auf ein System yon zwei simultanen Differenzengleichungen. Urn nicht 
zu weitlaufigzu werden, beschranken wir uns im nachfolgenden auf 
den Fall einer radial gerichteten Stiitzpunktbelastung; da es dann leicht 
ist, an der Hand der folgenden Entwicklungen, den allgemeineren Fall 
einer radialen Feldbelastung zu behandeln. 

Bleich-Melan, Differenzengleichungen. 13 
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Der biegungssteife Ring (Abb. 25) habe die Fonn eines regel
miiBigen n-Eckes (n kann gerade oder ungerade sein) und sei in den 
Ecken, die wir im Sinne der Uhrzeigerbewegung mit 

0,1, 2, •.. ,n-1, n 

beziffem, In Richtung des Radius elastisch gestiitzt. Zwischen der 
Radialverschiebung y", des StUtz
punktes II: und der radial ge
richieten Stiitzenreaktion C", in 
diesem Punkte besteht daher 

p 

I 

die Beziehung , I / /\ 
, I / l 

" I / C .. =Ay ... (1) 
, 1 / \ 

x+1 _____ l~~~-------
Wir setzen weiter voraus, 

daB die Stiitzung derart sei, 
daB (. sowohI gegen den Mit
telpunkt, aIs auch von ihm weg 
gerichtet sein kann. Einer der 
Stiitzpunkte sei in tangentialer 
Richtung festgehaIten, wiihrend 
alle anderen Stlitzpunkte Ver· 
schiebungen in dieser Richtung 

I //0', 
~--;r / .. I , 7 I , 

/ I" " 
1 , 
I ' 
1 
1 

Abb. 25. 
gestatten. Wie man aber aus 

einer einfachen Uberlegung iiber das Gleichgewicht am starren Karper 
erkennt, tritt bei Radialbelastung keine Tangentialkraft im festen 
Lagerpunkt auf. Es ist daher flir unsere Untersuchung gleichgiiltig, 
welcher der Punkte aIs festes Lager angesehen wird. 

Stiitzen IIflten 
eingespannt 

Abb. 26. 

radiaIen Stiitzstiihe verkiirzen, 
nungen fest. 

Die eben dargelegte Art der 
Stiitzung k6nnen wir uns durch ein 
System von Stiitzen etwa nach 
Abb. 26 erzeugt denken. Die ein
gespannten Stiele wollen wir uns 
biegungssteif vorstellen, in Ebenen, 
die durch den Ringmittelpunkt ge-
hen, wahrend sie in der darauf senk
rechten Richtung unendlich groBe 
Nachgiebigkeit besitzen soIl en. 

Neben der bereits eingefiihrten 
Bezeichnung flir die Stlitzkraft C:r; 
und die RadiaIverschiebung Y"" die 
wir positiv ziihIen, wenn sich die 

legen wir noch die folgenden Bezeich-
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Mx das Biegungsmoment im Stiitzpunkte x, positiv, wenn es auf 
der Ringinnenseite lug erzeugt; 

Qx und Hx die im Ringfe1de konstante Quer- bzw. Liingskraft; 
Q", ist positiv, wenn es, am rechten festgehaltenen Tragteil wirkend, 
nach auBen gerichtet ist; HrJ) ist positiv, wenn es im betreffenden 
Ringstab lug erzeugt; 

{} x der Winkel, urn den sich der Ringstab x - 1, x, tJ",r der 
Winkel, urn den sich der Stiitzstab Ox verdreht. Die Winkel werden 
positiv geziihlt, wenn die Verdrehung im Sinne des Uhrzeigers statt· 
findet; 

E und ] Elastizitiitsmodul und Triigheitsmoment des Ringes fiir 
Biegung in der Ringebene; 

e der einem Ringfelde entsprechende lentriwinke1 e = 2n . 
n 

Urn die das vorliegende Problem kennzeichnenden Differenzen· 
gleichungen aufzustellen, gehen wir zuniichst von der Dreimomenten· 
gleichung 

6EJ ( Mx -1 + 4 Mx + _M rJ) +1 - -l- (& x - {} x + 1 ) = 0 2) 

aus. In dieser Form gilt die bekannte Clapeyronsche 
auch dann, wenn die aufeinanderfolgenden Stab-

Gleichung 
a: 

felder gegeneinander geneigt sind, was ja beim 
Ring der Fall ist!). Da die Differenzengleichung (2) 
neben Mx noch eine zweite unbekannte Funk 
tion enthiilt, so sind wir genotigt, uns nach einer 
weiteren Verkntipfung zwischen den Momenten 
und FormiinderungsgroBen umzusehen. Wir be· 
trachten zu diesem lwecke das Gleichgewicht am 
Knoten x. Die Schnittkriifte fUr Schnitte unend-

Pa: 

1f 

y 

Abb. 27. 

lich nahe dem Knoten sind in Abb. 27 eingetragen, der wir unmittel· 
bar die beiden Gleichgewichtsbedingungen 

(QX+1-Qx)cos; + (HX+1+Hx) sin : -CrJ)=-Px' 

(Qx+1 + Qx) sin : - (H'd1 -- H) cos f = 0 

entnehmen. Sondert man aus diesen beiden Gleichungen einmal Hx'. 

1) Man leitet diese Gleichung leil'ht aus der Stetigkeitsbedingung 

Tx + {}x = T.x+t +~"'+t' 

wo Tx und T", + 1 die Verdrehungswinkel der beiden in x zusammenstotienden 
Stabe sind, ab, wenn man fUr die T die bereits auf S. 174 angegebenen 
MomentenausdrUcke benUtzt. 

13'" 
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das zweite Mal Hm+2 aus, so gelangt man zu den folgenden Be
ziehungen: 

Qm+1 --:- Q .. cose+ H.. sine - (C",-P",)cos~= 0, 

Qm+l cose - Q",+H",+1 sine - (C",-P",)cos~= o. 

Substituiert man in der zweiten Gleichung a: -1 fUr x und subtrahiert 
die so transformierte Gleichung von der ersten, so erhaIt man 

Q",+l-2QmCOSB+Q"'_1-(C",- COl_1) cos ; =-(P,,-P"'_1)COS : 

und, da 
Q = M",-Mx _ 1 

'" I ' 

so gelangt man schlieBlich unter Beachtung der Verkniipfung (1) zu 
der Differenzengleichung 

MIII_1-2Mlllcose+M .. +l-Aly .. cos; =-P .. lcos ; • (3) 

Es erscheint noch notwendig, in der Gl. (2) die Drehwinkel {} 
durch die Verschiebungen "auszudriicken. Wir bentitzen hierzu den 
Satz, daB in einem geschlossenen Polygon die Vektorsumme der 
Polygonseiten Null sein muB. Man gelangt so zu den beiden all
gemein gtiltigen, als Winkelgleichungen bezeichnet~n Beziehungen 

1 A l"cosa,. + 1 {} .. l~ sin IX,,= 0,) 
ft. ft. (4) 

.2 Al,. sinu,.-2J {}"l .. cosa,,= 0, 
,,=1 ,.=1 

worin A l" die Liingeniinderung des Stabes I", positiv, wenn der Stab 
gezogen, a" den N eigungswinkel des Stabes 1" gegen eine feste Rich
tung im unverformten Zustande bedeutet 1 ). 

1) Man gelangt zu diesen beiden G leichungen auf folgende Weise: FUr 
das unverformte Stabpolygon muii nach dem oben ausgesprochenen Satz 

1~~--~---~-+'--, 

Abb. 28. 

I 1 COS" = 0 und II sin" = 0 

sein, wobei die Winkel a, so wie es in 
Abb. 28 angegeben ist, zu zlihlen sind_ 

Variiert man diese beiden Glei
chungen, indem man annimmt, dati so
wohl I als auch a sich lindern, so er
hlilt man 

I (!51cosa+l sina.!5&)=o, 
.2;(151 sina-lcosa.~a) =0, 

welche Gleichungen mit den Beziehungen 
(4) genau tibereinstimmen, wenn man 
151 = LJ I und ~a = () setzt. 
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Wendet man die Gleichungen (4) auf das aus einer Ringseite und 
den beiden Stiitzstaben gebildete Dreieck an, so erhalt man mit 
Bezug auf Abb. 29, wobei wir im Einklang mit der Annahme bei 
Aufstellung der Gl. (3) voraussetzen, daB sich die Stiitzstabe ver· 
kurzen, 

--- (y -- Y ) cos -!.... + r ({}r -1+{}') sin -!.... -If} = 0 
x-1 x 2 Z Z 2 x ' 

- (Y.,-l + Y.,) sin -i- ~ r ({}~-1 -- {}~) cos : = 0 . 

Eliminiert man aus beiden Gleichungen einmal f}~-1' das zweite 
Mal f); , so gelangt man zu 

sin e - l {} cos.!.... = a , 
x 2 

-(y cose-y)+{)'_lsine-lf} cos.!....=o 
x-l x x ;:.c 2 

und nach Vereinigung beider Gleichungen zu 

Yx-l - zeose y", + Yx+1 = l({}X+l -- f}IJJ cos = . (5). 

Fuhrt man die Differenz ({}.,+l - {}",) in die Dreimomenten
gleichung (2) ein, so gewinnt man die endgiiltige Form dieser Diffe
renzengleichung 

6EJ 
M"'_l +4 M,,+M,,+l + ----e (Y"-l-- 2 y.,COSe+ Yx+1)=o. (6) 

12 cos-
2 

Die Gleichungen (3) und (6) 
Problems, das ist zur Be
stimmung von n Unbekann
ten M", und n Verschiebungen 
y", aus, da gerade 2 n Glei
chungen zur Verfiigung ste
hen. Als simultane Diffe
renzengleichungen aufgefaBt, 
gestatten sie die Ermittlung 
der unbekannten Funktionen 
M", und Y",' 

Wir nehmen nun an, 
daB nur der Punkt 0 durch 

reichen zur Erledigung des vorgelegten 

~ 
~-------¥2~------------r---~~'x 

Abb.29· 

die Einzellast P be1astet sei. Dann sind samtliche rechten Seiten der 
Gleichungen (3) Null; eine Ausnahme macht nur eine einzige Glei· 
chung, die wir daher spater als Randbedingung einfiihren werden. 
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Urn das aus den Differenzengleichungen (3) und (6) hestehende 
Simultansystem, das wir mit den Ahkiirzungen 

6EJ 8 
C=--~· und /1=Alcos-

i2cos ~ 2 
2 

der Ubersichtlichkeit halber nochmals anfiihren: 

M"'_I-zM",cose+M",+1-f1Y",=o, (3) 
M",_l +4M",+M",+1 +C(Y",-l - zY",cose+Y",+1)= 0, (6) 

zu losen, machen wir gemafi den Ausfiihrungen in 20 den Ansatz 

Mx=CfJ"', yx=CafJ"'. 

Die Einfiihrung in die beiden DifferenzengIeic~ungen liefert die heiden 
Gleichungen 

fJ2 - Z cos e· P + 1 - f1 a fJ = 0, 

fJ2 +4P+ 1 +CCi(jJ2 - z cose·p+ 1)= o. 

Aus der ersten dieser zwei Gleichungen foIgt 
1 

a=-(p-zcose+p- 1) (7) 
fL 

und aus der zweiten Gleichung, wenn man fJ durch a ausdriickt, 
1 2 

a2 +-a+-(z + COSe)= o. (8) 
c IUC 

Man erhiilt demnach zwei Werte von a, die wir mit a l und ct2 be
zeichnen, namlich: 

ct = __ 1 +JI 1 -~~(2+cose) (9) 
1, 2 2 C - 4 c 2 /L C ' 

von denen jeder, da Gleichung (7) eine quadratische Gleichung in P 
ist, zwei Werte von P liefert. Wir gewinnen sonach: 

aus /Xl: fJ1,2=(cose+ fL2(t,) + J/(cose+~~r-1, I 
aus a2: fJa, 4 = (cos e + fl?-) + VGos~·+ fl;2 r - 1 . f 

(10) 

Zu beachten ist, daB 

Die allgemeinen Losungen der homogenen Differenzengleichungen 
(3) und (6) lauten demnach: 

M",=CIP/'+C2P2x+CafJ3x+C4fJ/, } 
(11) 

y", = ct1 (CIPt + C2 fJ2"') + cc2 (C3 Pax + C4P/). 

Da vier Konstanten C festzulegen sind, so haben wir vier Rand· 
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bedingungen aufzustellen. Hierzu gehoren die Periodizitatsbedingungen 
(siehe auch S.50 und 99) 

Mo=M .. , (12) 
Yo=Y .. , (13) 

M"_l +4 Mo+ Ml +C(Y"_l- 2YoCOS8 + Yl)= 0, 
sowie die schon friiher erwahnte, durch die von Null verschiedene 
rechte Seite gekennzeichnete Gleichung 

M,,_1-2MocOS8+Ml-P,YO=-Plcos; . 

Subtrahiert man von der letzten Randbedingung die Gleichung 

M_I - 2MocOS8+M1-P,Yo=0, 
so folgt 

M .. _1-M_ 1 =-Plcos:, (14) 

und wenn man von der dritten Randbedingung die Gleichung 

M_I +4 Mo+ M 1 +C(Y-l- 2YoCOS8+ Yl)=O 
abzieht, so wird 

M,,_1-M_ 1 +C(Y,,_l-Y_l)=O 
oder mit Bezug auf Gl. (14) 

1 PI . II Y,,-l - Y-l =c cos z · (15) 

Die Gleichungen (12) bis (15) stellen die endgiiltige Form unserer 
Randbedingungen vor. 

Fiihrt man jetzt die Losungen (11) in die Randbedingungen ein, 
so gewinnt mari die Gleichungen 

C1 (Pt -1)+ Cg ({3gn -1)+ Cs (Ps" -1) + C4 (P4" -1)=0 
a1 [C1 CfJt -1) + C2 ({32" -1)] +0:2 [C1 (Ps" --1) + C4 ({34" - 1)] =0, 
C1 p-; 1 (PI" - 1) + C2 p;-l ({3,t - 1)+Cs p;l (Ps" - 1) + C4 p;l (P/ -1) 

=-Plcos~, z 
a1 [{3-;1(pl."-1)+ C2 P;1 ({3gn -1)]+u\l [C3 p;l ({33n -1) 

+ C, p;l (P," -1)] =7 Plcos;. 

Die Aufiosung dieser Gleichungen ist wegen ihres regelmiiBigen Baues 
sehr leicht. Man findet: 

C - _ ~ P I cos II J + C a9 {Jl . , 

I - C 2 a9 - a1 (1 - (19 ) ({Jl n - 1) 

1 II 1 + C a2 {Jg 
C 2 = - - P I cos -2 (1 ·-'pO-:9;:') ';'({J=-n::------:l) , 

c a9- a l - 9 2-

C ~P I cos ~~+c a1 Ps , 
3 = C 2 a2 -a1 (1_PSll) (Psn -1) 

(16) 

1 P 1 8 1 + C a1 {J4, • 

C,= C COS"2 a9 -a, (1_P.9 ) ({J4," -1)' 
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und damit 
1 B 1 {( 1 + c a,) (N;+1 + pr-Z +1) 

M =-Plcos---
a; C 2 a2 - a l (1 - Pit) (1 - PI") 

_ (1 +cal )(pr1+p:- X + 1 )} 

(1 -Ps2)(1- PaR) , 

1 B 1 { (1+ca2)(Pf+1+pr-H1 ) 
Y =-Plcos--- a 

z C 2 a2 - a l 1 (1 - p,t) (1 - P,") 
(1 + c a,) (prj + p~-Z+l)} 

-a2 (1-fJa2)(1-Pan ) , 

wobei wir annehmen, daB Pt und /33 jeweils jene Wurzeln sind, die 
< 1 sind. 

Die Gleichungen (17) haben aber fur die Anwendung nur insolange 
Bedeutung, als die Gri:iBen a und /3 reell sind. Das ist der Fall, wenn 

!:!... > 8 (2 + cos e) , c 
ist aber 

~<8 (2 + cos e), 

so sind sowohl aI' "2 als auch alle vier Wurzeln fJ komplex. Die 
beiden Gebiete sind durch den Grenzfall 

~=8 (2 +cose) 

getrennt, der durch eine reelle Doppelwurzel in a und sonach durch 
je zwei reelle Doppelwurzeln von fJ gekennzeichnet ist. Der Fall aI' ~ 
reell, die Wurzeln P aber komplex, kann nicht eintreten. 

Wir gehen auf den Fall komplexer Wurzeln iiber. Wir setzen: 

a1 =a+bi, a2 =a-bi, (i= lCi) 
weiter: 

/31= r(coscp+isincp), 

/3s = r(cos cp - i sincp) , 

1 ..) P2 = -(coscp - ,smcp , 
r 

P 4, = + (cos cp + i sin cp) • 

Dieser Ansatz fur die /3 findet seine Begriindung in der Tatsache, 
daB einerseits PI· P2 = 1, /3s· PI. . 1 (siehe Gl. 10), auBerdem aber je 
zwei Wurzeln konjugiert komplex sein muss en. Fiihrt man die Wurzel
ausdriicke fUr tX und /3 in die Gleichungen (16) ein, so erhaIt man, 
wenn man zunachst Ct PI'" + Ca Pa'" zusammenfaBt, unter Weglassung 
d 1 B es Faktors - P l cos - , 

C 2 

C " C ",_1+c(a-bi) yr+l[cos(x+1)IP+isin(x+t)cp] __ _ 
1 PI + IP'l - 2 b i [1 _,.2 (cos 2 q> +i sin 2 11')][1'" (cosn 11'+ i sin 1~ cp) - 1J 

1 +c (a+ bi) rX+l[cos (x+ 1) cp -i sin (x+ 1) tpJ 

2 b i [1 - ,.2 (cos 2 tp - i sin 2 cp) 1 [ ,.n (cos n II' - i sin n cp) - 1] . 
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Bringt man die rechte Seite auf gemeinsamen Nenner, so wird 

C1 P1" + C2 {32"= r;' [( - c cos (x + 1)cp + ~~a c sin(x+ 1) cp) 

(- 1'n+2 cos (n + 2)cp + 1'" cosn <p + 1'9 cos 2cp -1) 

+ ( - c sin (x + 1) cp _ 1 ~ a c cos (x + 1) cP ) 

(- 1'n+ 2 sin (n + 2)cp + 1''' sin n <p + 1'2 sin 2 cp)], 

wobei 

N = (1 - 2 1'9 cos Z <p + 1") (1 - 2 1''' cos n qJ + 1'2"). 

Setzt man ~ fiir l' und - q; fiir cp, so gelangt man ohne wei teres zu 

r-<x+l)r( 1+aC) 
Ca {3s" + C,{3/= -~- L - C cos(x+ 1) cp - -b- sin(x+ 1)cp 

(- 1'-(n+2) cos(n + z) <p + 1'-n cos n cp + 1'-9 cos z cp- 1) 

+ (c sin (x + 1) qJ _ 1 ~ a C cos (x + 1) qJ) 

• (1'-(n+2) sin (n + 2) <p - 1''' sin n cp - 1'2 sin 2 qJ) J . 
1 

Man erhiilt schlieBlich, wenn man noch beachtet, daB a c = - 2' mit 

den Abkiirzungen 

t1 = 1',,+2 cos (x - n - 1) fP - 1''' cos (x - n + 1) qJ - 1'2 cos (x - 1) cp 
+ cos (x + 1) cp, 

t2 = 1'11+2 sin(x- n - 1) <p - 1''' sin(x - n + 1) <p - 1'9 sin (x-1)cp 
+ sin (x + 1) cp , 

ts = cos (x - n - 1) tp - 1'2 cos (x - n + 1) cp - 1'n cos (x -1) cp 
+ 1'''+ 2 cos (x + 1) cp , 

t 4 = sin (x - n - 1) cp - 1'9 sin (x - n + 1) cp - 1''' sin (x - 1) cp 
+ 1'"H sin (x + 1) cp , 

die folgende Gleichung fUr Mx 

PI cos~ 
M,,=-r [1'Hi (t1 +~t2) +1'"-,,,+1 (ta - it,)]. (18) 

Auf die gleiche Weise kann man den Wert fUr y" fUr den Fall 
komplexer Wurzeln finden. Einfacher ist es aber, im Anwendungs
falle nach Ausrechnung der Momente M" die Verschiebungen y" mittels 
Gl. (3) zu bestimmen. 

FUr den Fall, daB a1 = a2 wird, also PI = Pa' versagt die Gl. (17), 

da sie dann die Form :!.. annimmt. Urn fiir diesen Ausnahmefall zu 
o 
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den Losung,en M z und y t1J zu gelangen, haben wir nach den Regeln 
des Absatzes 20 S. 75 vorzugehen und als Partikularlosungen 

Mz=xfJ"', yz=afJ"'(x+r) 

anzusetzen. a und die beiden Doppelwurzeln PI = P, fJ'A = * sind 

bekannt; es handelt sich also -zunachst darum, die beiden zugehorigen 
y- Werte zu bestimmen. 

Die Einfiihrung der Partikallosungen in eine der vorgelegten Diffe
renzengleichungen des Simultansystemes, z. B. in GI. (3), fiihrt auf 

x(1-z(Jcose+p'-p,afJ)+(-1 +P'-p,IX·Pr)=O, 

da der Faktor von x wegen GI. (7) verschwindet, so folgt 

1 p9 _1 
rl=flO! -P--

und wenn man fiir P jetzt * setzt, 
1 1 _ps 

Y9 = fl a -P--- , 

so daB wir rl = r und y, = - y schreiben konnen. 
Die allgemeinen Losungen lauten jetzt 

Mz=(GI +zC,)P"'+(Cs+xG".)(J-"', } 
yz= a [(GI + C9 (x + r)P'" + (Cs + c, (x + r)P-"']. (19) 

Der weitere Rechnungsgang, d. i. der Ermittlung der Konstanten C1 

bis C, ist im wesentlichen der gleiche wie vor, weshalb wir uns nur 
auf die vorangehenden Andeutungen beschranken. 

Wir konnen die Formeln (17) und (18) noch dazu beniitzen, urn 
durch einen einfachen Grenziibergang die Gleichungen fUr Momente 
und Verschiebungen fiir den durchlaufenden Balken auf unendlich 
vie1en elastischen Stiitzen, bei Belastung eines mittleren Knotens, abzu
leiten. Man hat in den Formeln bloB e = 0 und n -- 00 zu setzen. 
Man gewinnt so, wobei wir der Kiirze wegen nur die Gleichungen fiir 
M., angeben, fiir reelle Wurzeln: 

'M =Pl __ 1_[(1+ c at )Pl"'+1 _(1+ c a t )Pa""UJ (20) 
z c as -"1 1-Pt2 1 - Pag , 

wobei in den Formeln (9) und (10), die die GroBen IX und P definieren, 
cos e = 1 zu setzen ist. 

Fur komplexe Wurzeln wird: 
Plf,-"'+l I 

M" = 2 + ,. L,2 cos (x + 1) q; - cos (x - 1) q; 
1 - 2 l' COS 2 rp 

-i(,~sin(x+ 1)q;-sin(X-1)Q;)]. (21) 
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35. Genaue Ermittlung der Durchbiegung einer Hangebriicke. 

Hangebriicken mit niedrigem Versteifungstrager und hochbean
spruchten Tragketten (Kabeln) weisen in der Regel starke Formande
rungen auf, die unter Umstanden in erheblichem MaBe die GroBe des 
Kettenzuges und noch n;tehr die GroBe der Momente im Versteifungs
trager beeinfiussen. Die genauereBerechnung einer Hangebriicke er
fordert daher im Gegensatze zu den sonstigen Gepftogenheiten bei der 
Berechnung der Tragwerke, die Beriicksichtigung der Formanderungen 
bei Einfiihrung der Tragwerkabmessungen in die Rechnung 1). Wir 
werden hier eine fUr die genauere Ermittlung der inneren Krafte 
derartiger Tragwerke wichtige, grundlegende Aufgabe, das ist die Er· 
mittlung der Durchbiegung des Versteifungsbalkens bei veranderlichem 
Tragheitsmoment des Balkens, behandeln, urn die Anwendung des in 
29 dargelegten Annaherungsverfahrens an einem Beispiele zu zeigen. 

<~---- xJL--- -~~ 

I-,,-------+--r---------
~I\ I 
/ I! x ~ 

I 

---
I 
... IE~-------n/1.=l:------~>! 

Abb·30 • 

Wir wollen die unter dem EinfluB der Verkehrsbe1astung hervor
gerufene Durchbiegung des Versteifungstragers einer Hangebriicke mit 
einer Offnung (Abb.30) unter der Annahme berechnen, daB die blei
bende Last yom Hangegurt allein getragen wird. Unter dem EinfluB 

. der gleichformig verteilten bleibenden Last werden die Ecken des 
Kettenpolygons geniigend genau auf einer Parabel mit dem Pfeil f 
liegen. Die von der bleibenden Last herriihrende wagrechte Kompo
nente der Kettenkraft sei H , die von der Verkehrsbelistung verur-

g 
sachte Hp; 1]% sei die Ordinate des Kettenpolygons im Punkte x, y", 
die Senkung des Versteifungstragers in x infolge der Verkehrsbelastung, 
wobei die Senkung der Kette und des Versteifungstragers in den Auf
hangepunkten der Hangestangen gleichgroB angenommen werden. 
(Undehnbare Hangestangen.) Die konstante Entfernung der Hange-

1) Siehe Bleich, F.: Theorie und Berechnung der eisernen Briicken_ 
Berlin 1924, S. 457. 
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stangen werden mit 1 bezeichnet. l" ist das in Abschnitt :I: - 1, x 
unverlinderliche Tragheitsmoment des Versteifungstragers. 

1m Punkte x des Versteifungstragers wirkt bei Beriicksichtigung 
der Verformung infolge der Verkehrslast das Biegungsmoment (siehe 
Abb.30) 

M", = IDl", - H 9 Y fIJ - Hp (1]", + yJ, 
wobei IDlfIJ das Biegungsmoment im Versteifungstrager infolge der 
Verkehrslast bedeutet, wenn die Verbindung zwischen ibm und den 
Tragketten gelost gedacht wird. 

Mit 
H=Hg+Hp 

nimmt die vorstehende Gleichung die Gestalt 

M =IDl -(H -H )'Yl-Hy 
:£ a; 9 .'::£ :J: 

an. 
(1 ) 

Zwischen den Momenten und Durchbiegungen dreier aufeinander 
folgender Punkte des Versteifungstragers besteht nun die bekannte 
Beziehung (Clapeyronsche Gleichung) 

wenn 

M",_lJ..",' +2M.,(1; +J..~+1)+M"+11;+1 

+ 6~Ic(Y"'_1 - 2 Y", +Y:,,-1)=0, 

A.'=;.}~ 
., Ix 

bedeutet und Ie ein beliebig gewahltes Tragheitsmoment ist. Die 
rechte Seite dieser Gleichung istNull, da wir voraussetzen wollen, daB 
die Verkehrslasten nur in den AnschluBpunkten der Hangestangen 
iibertragen werden. Fiihrt man MfIJ gemaB GI. (1) ein, so gewinnt 

man mit der Abkiirzung e = 6 ~ Ie folgende Differenzengleichung fiir 

die Verschiebungen Y",: 

Y"'-l [H J..",' - e] + 2 Y:r: [H (1.,' + 1~+1) + e] + Yo:+l [H 1:+1 - e] 
=-(ll--'- Hg) [1",' 1]",-1 +2 (1",' +J..;+1) 1]",+~+11]:r:+l] 

+ [1",' IDl"'-l + 2 (1: + 1;+1) ID1", + ~+l IDl"+l]. (3) 

Wir nehmen nun an, daB die vom veranderlichen Tragheitsmoment 
abhangigen Langen 1: dem Gesetze 

" +. 17:( 1)+.317:( 1) A:r: =U. VSIn-:n :1:-"2 WSID-:n :1:-"2 (x= 1,2, ... n) (4) 

folgen. Damit ist fiir 1: ein zur Tragermitte symmetrischer VerIauf 
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festgesetzt; Gl. (4) gestattet ein geniigend genaues Anpassen von ).~' 
an einem tatsiichlich gegebenen Verlauf. 

Urn einen konkreten Belastungsfall ins Auge zu fassen, nehmen 
wir an, daB die Verkehrslast die ganze Briicke gleichmiiBig mit p be. 
laste, dann gilt fUr ~'" 

und das gleiche Parabelgesetz auch fUr 'YJx ' niimlich 

Yj", = ~~ x (n - x). 

Schreiben wir Gl. (3) iibersichtlicher in der Form 

a",Y.,-l + bxY", + ax+1Y",+1 = U"" 

(5) 

(6) 

so wird nach Einfiihren von (4), (5) und (6) mit der Abkiirzung a=~ 

all' = (H u-e)+Hv sina (x-~) +Hwsin 3 a (x -~) 

=u' +v'sina(x-~) + w'sin3a(x-~), 

b.,= 2 (2H u+e)+ 2H v cos~ sinax + 2 H w cos 32 a sin3ax 

= U"+2V' cos~ sinax+ 2 w'cos~sin3 ax, 
2 2 

a.,+! ~(H u- e)+Hv sin a (x+~) +Hwsin 3 a (x +~) 

= u' +v'sina(x+~) + w' sin3a (x+~), 

U",= 2 [P2,,2 -(H - Hg) ~n [(3x(n- x) -1) 

. (u + v cos f sin a x + w cos 32 a sin 3 a x ) 

+ (n - 2 x) ( v sin f cos a x + w sin 32
a cos 3 a x) ] 

= K[(3 x(n - x) - 1)(u + vt sinax+w1 sin 3 ax) 

+ (n - 2 x) (vil cos a x + w2 cos 3 a x)]. 

(8) 

Die GraBen u', v', 711, u", sowie K, vI' v2 ' wI' w2 wollen wir fiir die 
weitere Rechnung als gegebene Festwerte ansehen. 

Die Losung der Differenzengleichung (7), die veriinderliche Ko
effizienten aufweist, werden wir nach dem in 29 angegebenen Niihe
rungsverfahren durchfiihren. Wir bilden zu diesem Zwecke das 
nachfolgende Schema, wobei zu beachten ist, daB Yo und Yn Null 
sind. 
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Y1 Y~ Ys y, 

Y1 b1 at 0 0 

Yll all b9 as 0 

Ys 0 as bs a, 

Y,,-l o o o o 

-- U1 - U'J - Us - U, 

Die Form F hat daher die Gestalt 

Y .. -l 1 

-U1 

--Us 
-- Us 

a"_ l b .. _l - Un - 1 

- U"-l 0 

n-l n-1 .. -1 

F=..£b.,Y.,'J+ 2 .2 a,.,+1Y.,Yx+1- 2 .2 U"Y.,· (9) 
20=1 x=l x=l 

Da Y", wegen der vorausgesetzten symmetrischen Belastung zur Trager
mitte symmetrisch ist, so entscheiden wlr uns fUr den folgenden, _ die 
Randbedingungen Yo = 0, Y .. = 0 erfiillenden Naherungsansatz 

Y.,=ft sin ~x + t; sin 3n
3r x. 

Die Eintragung von y", in die Form F fiihrt auf 

F= A1f12+Ad92+2 B f1 fll - 2 Cl fl - 2C2 t;, 
mit den Abkiirzungen 

n 
A1 =.2 [b., sin2 ax+ 2 a., +1 sinax-sina(x+1)), 

20=0 

" A\! =.2 [b., sin\! 3 ax+ 2 aX + 1 sin 3 ax.sin3a(x+1)] , 
20=0 

" B =..£ [b., sinax·sin 3 ax+ a.,+l (sin ax· sin 3a(x+ 1) 
20=0 

+sina(x+1)·sin3ax)] , 

" C1 =..£ UlIJsinax, 
20=0 

" e9 = .2 U., sin 3 ax, 
20=0 

(10) 

(11 ) 

wobei wir, ohne an dem Wert der Summen etwas zu andern, die 
Grenien in 0 und n gewandelt haben, da die zu 0 und n gehorenden 
Glieder wegen der Randbedingungen verschwinden. Die Summation 
ist dann einfacher durchzufiihren. 

Es sind nun fur a, b und U die Ausdrucke (8) einzusetzen und 
die Summation mit HiHe der in § 3 angegebenen Regeln durchzu· 
fiihren. Man kann hierbei mit Vorteil die Orthogonalitatseigenschaften 
der hier eingefiihrten Funktionensysteme ausniitzen. Man findet: 
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2 COS2~ 

Al =~(2 u' cos a + u") + ---; v' (1 + 3 cos a) 
sinL 

2 

A n (' + " sin23 a 
2 = 2" 2 u cos 3 au) + -

2sin~.sin~ ·sin ~ 
2 2 Z 

2COS2~ 
·v' (1 + cos a + 2 cos 3 a) - ____ 2 - w'(1+3cos3a); 

. 9 a 
sm--

2 

cotg~ 
B = - __ 2_ V' (4 cos2 !:.. sin a -+ sin 4 a) 

2 sin2!: 2 
2 

. 3 a . 
sm-·sln 3 a 

2 W'(4cos2~.sina+sin4a); 
4sin2~.sin-~.sin~ 2 

2 Z Z 

C =K{ucotg~[~- -1]+V [~~+ n 3
- 3nJ 1 2. a I 4 sm2 a 4 

Z sln2 -
Z 

- W - + V - cotg a - w . 3n sin3a n n} 
l4 sina·sin2 za 22 2z sin2a' 

C =K{ucotg~[_-3_-1]-V ~ . sin~a 
2 2. 2 ~ a 1 4 sIn a· sIn" 2 lX 

zSln -
2 

[ 3 n n 3 - 3 n] n sin 3 a +w +---- +V-1 4 sin" 3 a 4 2 2 sin a . sin 2 a 

+ W2 ~ cotg 3 a} . 
Aus Gl. (11) erhalten wir auf Grund der Extremalbedingung 

iJF of 
-=0 
iJfl 

und iJf. =0 

die Bestimmungsgleichungen fiir die Beiwerte f, namlich: 

Adl +B(2=C1 , 

Bfl +A2 (2=C., 

207 

(12) 



208 Aufgaben aus der Baustatik. 

woraus 
ClA.-BCg 

f1 = A A B9' 
1 .-

womit die Aufgabe im wesentlichen gelOst ist, da damit die Gleichung 
der Durchbiegung y", (Gl. 10) festgelegt ist. 

Abb. 31. 

Zahlenbeispiel. Wir setzen I = 
200m, n=20,daher).= 10m;weiter 
sei f = 20 m, p = 6 tIm, Ie = ImUte 

=2,om', E=2,10't/m·, H/1=3000t, 
H=H, + HI' = 4200 t. 

Das Tragheitsmoment der ein
zelnen 10 m langen Felder sei durch 

l ' =). Ie = ~ [4 - 2 sin ~ (x - ...!..) - sin 3:1f (x - ~)J (x = 1, 2 ••• n) 
:J: III: 3 n 2 n 2 

gegeben. Diese Linie ist in Abb. 31 veranschaulicht. 

4). 2). 
Da u=--=13,333m, v=--=-6,667 m , 

3 3 

l 
w=--=-3,333 m 

3 

nnd (! = 6 ~Ie = 24. 106 tm, so erhalten wir 

u'=HU-(}=-23944.108tm nnd U"=2(2Hu+(!)=48224·10· tm. 

Autierdem berechnet man 

V'=HV=-28·108 tm, 

und mit a= ~= 9°: 
20 

VI = V cos ~ = - 6,646 m, 
2 

3" w1=wcos""2=-3,241 m, 

Schliel3lich ist noch 

W' =Hw=-14·103 tm, 

Vg = v sin..!:.. = - 0,639 m, 
2 

. 3a 8 
Wg = wSIU-=-0,77 m. 

2 

[ Pig 4fJ K=2 -2--(H -H/1)-;;;r =120 mt. 

Die Ansrechnung der Beiwerte A1 , Ag, B sowie C1 und C. nach den 
Formeln (12) liefert tolgende Werte in m und t: 

As = S5 010· 10·, 
Cl = 30 48• 108, 

mit welchen Zahlen sich nach GI. (13) 

f1 = 0,3872 m und f9 = - 0,0086 m 

ergeben. Somit betragt die Durchbiegung in m: 

y.., = 0,3872 sin.!!... x _ 0,0086 sin 3:1f x. 
n n 

Macht man die Probe mit dieser Formel, indem man drei aufeinander
folgende Werte y.., in Gl. (3) einsetzt, so wird diese Gleichung im Rahmen der 
Rechnungsgenauigkeit vollkommen erfUllt. Der gefundene Naherungswert ist 
daher vom praktischen Standpunkt aus sehr genau. 
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§ 9. Stabilitatsprobleme der Baustatik. 

36. Allgemeine Erorterungen. 

209 

Ein Gebiet, das so recht die Vorteile hervortreten laBt, die die 
Auffassung der bei statischen Aufgaben auftretenden Gleichungssysteme 
als Differenzengleichungen bietet, umfaBt jene Reihe von Aufgaben, in 
denen es darauf ankommt, die Bedingungen festzulegen, unter denen 
der im allgemeinen stabile Gleichgewichtszustand eines elastischen 
Systems in einen unstabilen Zustand tibergeht, urnfaBt also, kurz ge
sagt, die sogenannten Knickprobleme der Baustatik. Wir wer
den hier nur ebene Systeme betrachten, die aus einzelnen biegungs
steifen Staben zusammengesetzt sind, im wesentlichen also Rahmen
gebilde vorstellen, wie wir sie im vorangehenden Paragraphen behan
delt haben. 

Wir setzen bei den nachfolgen
den Untersuchungen stets voraus, 
daB die Tragwerksbelastung in jedem 
Einzelfalle derart sei, daB im sta
bilen Zustande, knapp vor dem 
Ubergang zum unstabilen Zustand, 
in den Staben nur Langskriifte, aber 

Abb. 32-

keine verbiegenden Momente auftreten. Bei einem StabbQgen z. B. 
muB daher das Seilpolygon der Lasten P mit dem Achsenpolygon 
der Stabe im verformten Zustande zusammenfallen (Abb. 32). Der 
Rahmenstab, Abb. 33, sei nur durch die gurtlangsgerichtete Krafte, 

aber nicht durch querge- : I I I I I 1: PIz= 
richtete Krafte belastet usw. Pia [ _ _ _ _ _ _ _ ~ 
Fi.ir jeden Stab ist also die "'PJ;""'z~"""'-""""-...L.._Jo-_-""~--'L..---'~A~~~ 

Stabkraft S bekannt. In sol- Abb. 33-

chen Fallen und unter gewissen Bedingungen kann dann neb en dem 
biegungsfreien Gleichgewichtszustand, der durch die Stabkriifte S cha
rakterisiert ist, ein ganz anders gearteter Gleichgewichtszustand be
stehen (Verzweigung des Gleichgewichtes), der aber, wie wir noch 
zeigen werden, nicht mehr stabil ist. Dieser neue Gleichgewichts
zustand ist durch das Auftreten von Verbiegungen der Stabe deutlich 
gekenn.eichnet. Die vor dem Auftreten dieses instabilen Zustandes 
im Gleichgewichte stehenden inneren und auBeren Krafte bilden im 
neuen Zustande keine Gleichgewichtsgruppe mehr, da sich bei der 
Verformung die gegenseitige Lage der auBeren Kriifte wegen der Ver
schiebung ihrer Angriffspunkte geandert hatl). Es treten daher Zusatz-

1) Wir nehmen aber an, daD sie Gro13e und Richtung beibehalten. 

Bleich-Melan. Differenzengleichungen. 14 
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krafte: Momente, Querkrafte und Uingskriifte, die wir als Knickkriifte 
bezeichnen, auf und die von derselben GroBenordnung sind wie die 
Verschiebungen im unstabilen Zustande. 

Vnter den eingangs gemachten Voraussetzungen ist es namlich 
moglich, den Gleichgewichtszustand des betrachteten .Tragwerkes durch 
eine Gruppe Ii nearer homogener Gleichungen zu beschreiben, in denen 
die Knickkrafte und FormanderungsgroBen als Unbekannte auftreten, 
wahrend die Beiwerte dieser Vnbekannten Funktionen der Abmessungen 
des Systems und der durch die auBeren Lasten hervorgerufenen Stab· 
krafte S sind. Diese Gleichungen haben entweder die triviale Losung 
Null, falls ihre Determinante D von Null verschieden ist, es herrscht 
stabiles Gleichgewicht, oder aber wir erhalten, falls D = 0 , im all
gemeinen eine Schar von Losungen, die aIle einen oder mehrere 
unbestimmte Faktoren enthalten. Diese Losungen kennzeichnen eine 
Schar instabiler Gleichgewichtszustande, wovon einer derselben dem 
stabilen Gleichgewichtszustand unmittelbar benachbart ist. Irgendeine 
noch so kleine auBere Kraft, die zu den vorhandenen, im Gleich· 
gewichte stehenden Kriiften hinzutritt, geniigt, um das Gleichgewicht 
dauemd zu storen. Die Gleichungen sind nicht mehr homogen, weiI der 
hinzutretenden Kraft ein BeIastungsglied in den Gleichungen entspricht, 
und da die Determinante Null ist, so werden die Losungen unendlich. 
GIeichgewicht ist nicht mehr moglich. 

DerVbergang vom stabilen zum unstabilenGleichgewichts. 
zustand, und nur diese Grenze ist bei den Anwendungen von 
Wichtigkeit, ist durch die Knickbedingung D= 0 gekenn. 
zeichnet 1). 

Betrachtet man die Determinante D als Funktion eines Parameters A., 
so kann dieser Parameter aus der Gleichung D = 0 ermittelt werden. 
1m allgemeinen erhaIt man mehrere Wurzeln l. Es ist dann von Fall 
zu Fall noch zu entscheiden, welche dieser Wurzeln demjenigen unsta· 
bilen Gleichgewichtszustande entspricht, der dem stabiIen Zustand un
mittelbar benachbart ist. 

Wir gehen nun dazu iiber, die Verkniipfungen zwischen den Knick· 
kraften und den FormiinderungsgroBen, die uns von Fall zu Fall die 
Knickbedingung D = 0 Iiefem sollen, fiir die hier in Betracht kommen· 
den Stabsysteme aufzustellen, wobei wir voraussetzen wollen, daB die 

1) Wir begntigen uns hier mit diesen knappen Andeutungen. Nllheres tiber 
labile Gleichgewichtszustllnde elastischer Systeme, insbesondere liber den EinzeI. 
stab, findet der Leser in F. Bleich: Theorie und Berechnung der eisernen 
BrUcken, Kap. III, und sehr Eingehendes tiber Stabnetze in R. v. Mises: fiber 
Stabilitlltsprobleme der Elastizitlltstheorie, Ztschr. f. Math. u. Mech. 1923. S. 406, 
sowie R. v. Mises und J. Ratzersdorfer: Knicksicherheit von Fachwerken, 
a. gl. 0., 1925, S. 218. 
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VerschiebungsgroBen und damit auch die Knickkrafte so klein sind, 
daB ihre Produkte und Potenzen vernachHissigt werden konnen. 

1. Die Viermomentengleichungen. Wir betrachten den einem 
elastischen System entnommenen Stab A B, Abb. 34. AuBer der 
bereits im stabilen Zu· 

Q 

~S+H 
stande vorhandenen 
Druckkraft S greifen in 
den beiden AnschluB
punkten A und B die 

Knickmomente MT und 

Ml und die Knickkrafte 

I)M~ 
I 

~ : 
~I<~----------~----------~~I 

Abb. 34. 

Q und Han. Fiir das Moment im Punkte x gilt bei Vernachlassigung 
des Produktes H y : 

Mx= MT( 1 -- ;) +Ml ; +Sy, (1) 

womit die Gleichung der elastischen Linie des Stabes die Form 

E/y"+Sy+M r (1-- ;)+M l ~ =0 

annimmt. Die den Randbedingungen y = 0 fiir x = 0 und x = lan
gepaBte Losung erh1ilt mit der Bezeichnung 

a=VESJ 
die Gestalt 

= MT (sin a (1-- x) __ 1 +~) + Ml (s~n a x __ ~) . 
Y 5 sinal l 5 slUed 1 (2) 

Wird vor Erreichen des labilen Gleichgewichtszustandes die Elastizitat-s
grenze des Stabmateriales uberschritten, so ist unter E der Engess er· 
Karmansche Knickmodul zu verstehen. 

Wir beniitzen diese 
Gleichung, urn eine soge
nannte S tetigkei ts be
dingu ng, d. i. die Be
dingung, daB zwei in ei
nem Knoten steif ver
bundene Stiibe stels den 
gleichen Winkel mitein
ander einschlieBen mus-
sen, abzuleiten. Bezeich- Abb. 35· 

nen {} und 1} die Drehungswinkel zweier benachbarter Stabe l" 
" 1<+1 

und l 7: und 'f die Verdrehungswinkel der Stabtangenten im 
k+1' 1< k+1 

Zusammenhangspunkte k, siehe Abb. 35, so muB 
14* 
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{}k+ Tk={}k+1 +-'lk+l 

sein. Bestimmt man 'lk = [Yklv=l und Tic+! = [Yk+1]z=O aus GI. (2), 
so gewinnt man mit den Abkiirzungen 

s'=l's(q;), c'=l'c(q;), 
wobei 

s( )-~(-rp -1) cp - 'P2 sinrp , 

cp=lrESl' 

1 
C ( cp) = rp2 (1 - q; cotg tp), I 

I' = I Jc E ,,-
JE ' 

(3) 

wenn Ie ein beliebig gewiihltes Tragheitsmoment und Ec einen beliebig 
gewiihlten Elastizitiitsmodul bedeuten, die Viermomentengleichung 

Mk-1S{ + Mkl c/ +M{ Ck+! +Mi+! Sk+1 - EcIc({}k- {}Hl) = o. (4) 

Hierin sind M{-l und Mi die AnschluBmomente des Stabes ~k' M; 
und Mk+! die AnschluBmomente des Stabes Ik+1' 

Bisher wurde vorausgesetzt, daB die in k verbundenen Stabe ge
driickt sind. 1st aber ein Stab gezogen, so sind die auf diesen Stab 
beziiglichen Glieder in Gl. (4) wie folgt zu ersetzen: 

Wenn der links von k gelegene Stab gezogen ist: 

MrI' ~2(1-6i:rp)+M1I' ;2(q;~Otgq;-1)'1 
und wenn der rechts von k gelegene Stab gezogen ist: J 

M r I' -.!., (q; ~otg q; - 1) + Mil' ~ (1 - --;~) . 
'P- rp2 6m II' 

(5 ) 

1st schlieBIich S = 0, d. h. ist der Stab spannungslos, so nehmen die 
beiden Teile der Viermomentengleichung die Grenzwerte 

M r ~+Ml~ b M r ~+Ml~ (5') 6 3 zw. 3 6 

an. Die Anwendung der GI. (4) erfoIgt in der Weise, daB fUr jeden 
i' lk >, Knoten, in dem r Stabe steif 

)-1 ~ angeschlossen sind, r - 1 Vier-

"7' ~_J / momontenglekhungen ange-
H. \.> - , setzt werden. 

ill' -rJok ;' 
14 :\Mk 2. Die Gleichgewichts_ 

~ bedingungen. Der Stab k } Hk 
../ k - 1 , k habe sich bei Eintritt 

Abb.36. 
des unstabilen Gleichgewichts

zustandes aus seiner urspriinglichen Lage verschoben und verformt. 
Der Abb. 36 ist ohne Schwierigkeit die Gleichgewichtsbeziehung 

(6) 
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zu entnehmen. Hklk {}k wurde vernachHissigt. Fur jeden Stab des 
Systems kann eine derartige Gleichung angesetzt werden. 

3· Die Winkelgleichungen. Als dritte Gruppe fiihren wir die 
bereits in 34, S. 196 kurz dargelegten Gleichungen 

" " ) v~ Lll,. cos (("+v~ {}yl,. sinav = 0, 

" n L Lll,. sin a,. "- .2){}vlvcosav= ° 
y=l .,,=1 

(7) 

ein. Fur jedes geschlossene Stabpolygon von n Staben gelten zwei 
so1che Gleichungen. 1st das in Betracht kommende Stab polygon offen, 
so kann es immer durch passende SchluBstabe in ein geschlossenes 
umgewandelt werden. Fur die Stabdehnung .d l, die die Dehnung 
wahrend der Verformung im unstabilen Gewichtszustande bezeichnet, 
gilt 

HI 
Lll=-EF' 

In den meisten Fallen ist, da E eine groBe Zahl, das von Lll abo 
hangige Glied in den Gleichungen (7) klein gegen das zweite Clied 
und kann daher vernachIassigt werden. Eine Ausnahme rnachen nur 
jene Stiitzstabe, die an Stelle elastisch nachgiebiger Stiitzpunkte treten 
(Stabe mit kleinern E), und jene Stabnetze, deren Dimension in der 
einen Richtung die Abmessungen in der darauf senkrechten Richtung 
urn ein Vielfaches libertrifft, wie dies z. B. bei Rahmenstiiben der 
Fall ist. 

4. Die Knotenpunktsgleichungen. Fiir jeden Knotenpunkt 
konnen schlieBlich die drei Gleichgewichtsbedingungen 

.2)X=o, .17Y=o, .2)Z=o, (8) 

die das Gleichgewicht der Knickkriifte an dem herausgeschnittenen 
Knoten beschreiben, angesetzt werden. Bei" Knotenpunkten stehen 
aber, aus bekannten Grunden, insgesamt nur 3 (x - 1) Gleichungen 
zur Verfiigung. 

Die Gesamtheit der unter 1. bis 4. angefiihrten Gleichungen reicht 
in allen Fiillen aus, urn die Unbekannten zu bestimmen. Urn dies zu 
beweisen, betrachten wir zunachst den einfachsten Fall eines ge
schlossenen Stabpolygons mit lauter steifen Ecken. 1st n die Anzahl 
der Stabe und Knoten, so haben wir an Unbekannten: 2n-Momente, 
2 n Kriifte Q und H, weiter n - 1 Drehwinkel, da wir einem Stab 
den Drehwinkel Null beilegen, insgesamt also 5n -1 Unbekannte. 
Zu ihrer Berechnung stehen uns zur Verfligung: fiir jeden Knoten eine 
Viermomentengleichung, also n Gleichungen, bei n Staben n Gleich
gewichtsbedingungen, 2 Winkelgleichungen und 3 (n - 1) Knoten-
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punktsgleichungen, insgesamt also 5 n - 1 Gleichungen. Tritt in einem 
Knoten an Stelle der steifen Verbindung ein Gelenk, so entfallen als 
Unbekannte die beiden AnscbluBmomente, und dementsprechend ent· 
fallen zwei Gleichungen: eine Viermomentengleichung und die Knoten· 
punktsgleichung .EM = 0. 

SchlieBt man an das eine Stabpolygon ein zweites mit lauter steifen 
Ecken an, Abb.37, das aus n' Staben mit (n'-i) neuen Knoten 
besteht, so treten an Unbekannten neu hinzu: 2 n' Momente, 2 n' 

Q. und H . Krafte, n' Drehwinkel, also 5 n' 
Unbekannte, denen an neuen Gleichungen 
(n' + 1) Viermomentengleichungen, n' Gleich
gewichtsbedingungen, 2 Winkelgleichungen 
und 3 (n' - 1) Knotenpunktsgleichungen, zu
sammen also 5 n' Gleichungen, gegenuberstehen. 
Fur jedes Gelenk im angeschlossenen Stabzug 

Abb. 37· entfallen, genau wie vor bewiesen, zwei Unbe· 
kannte und zwei Gleichungen. Da man nun jedes Stabwerk in der 
eben angedeuteten Weise aus einzelnen aneinander geschlossenen 
Stabpolygonen aufbauen kann, so ist fUr jede Art von Tragwerk das 
Gleichgewicht zwischen der labl der Unbekannten und der lahl der 
sie bestimmenden Gleichungen erwiesen. 

Wir bezeichnen die Gleichungen (4), (6), (7) und (8) als Knick
gleichungen und die Determinante D=o, wie bereits oben er· 
wiihnt, als Knickbedingung. In den meisten Fallen gelingt es, 
durch sehr einfache Eliminationsvorgange dielahl der Unbekannten 
und damit die Zahl der Knickgleichungen bedeutend zu verringern, 
womit eine Vereinfachung der Knickbedingung verbunden ist. Hiiufig 
kann es allerdings vorkommen, daB bei dem Eliminationsvorgang 
Faktoren unterdriickt werden, die den Parameter 2, den wir aus der 
Knickdeterminante bestimmen wollen, enthalten. In solchen Fiillen 
konnen Wurzeln .A. verloren gehen, und ist von Fall zu Fall durch 
entsprechende Untersuchung der Ausgangsgleichungen festzustellen, 
ob soIche Wurzeln 2 noch vorhanden sind oder nicht. 

FaBt man bei gesetzmaBiger Bauart des elastischen Systems die 
Knickgleichungen als Differenzengleichungen auf, so liegt die Aufgabe 
vor, ein Simultansystem von linearen homogenen Differenzengleichungen 
bei homogenen Randbedingungen aufzul6sen, denn als Randbedin· 
gungen treten wieder nur Knickgleichungen, also homogene Gleichungen, 
auf. Mathematisch betrachtet, lauft demnach die Lasung einer Stabilitiits
aufgabe auf ein Eigenwertproblem, wie wir es in § 6 behandelt haben, 
heraus. Die durch die Knickbedingung D = 0 festgeIegten Eigen
werte des Parameters 2 bestimmen Systeme von Eigenl6sungen, die 
die einzelnen unstabilen Gleichgewichtszustande definieren, wobei es 
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,bei der praktischen Anwendung vornehmlich auf die Ermittlung der 
Eigenwerte eines pass end gewiihlten Parameters A ankommt. Die 
Eigenlosungen selbst kommen erst in zweiter Linie in Frage. 

37. Zwei einfache Stabilitatsaufgaben tiber den geraden Stabzug. 

1. Der an den Enden eingespannte n-feldrige Stab. Wir 
wollen die Reihe der Beispiele in diesem Paragraphen mit zwei 
einfachen Beispielen er6ffnen, die recht deutlich die Eleganz und 
Allgemeinheit des Rechnungsganges bei Auffassung der Problem
gleichungen als Differenzengleichungen dartun. Wir betrachten als 
Erstes einen unter der Druckkraft S stehenden Stab, der an den Enden 
fest eingespannt, in den Zwischenpunkten der Quere nach fest gestiitzt 
ist (Abb. 38). Die Gesamtheit der Knickgleichungen beschrankt sich 
hier auf die Momentengleichungen (Gl. (4) von S. 212), die bei 

Abb. 38. 

durchwegs gleichem lund J nach Division mit I' und s' mit der 
c' 

Abktirzung 1 = ----, die Form 
s 

.' ~o ~.M~ . ~' ) 

M"'-1 + 2rM,,+Md1 =o, ....... 
Mn_l+ rMn=o 

annehmen, also zu Dreimomentengleichungen ausarten. 

(1 ) 

Die erste und letzte Gleichung, die als Randbedingungen des vor
liegenden Eigenwertproblems auftreten, werden in der Weise erhalten, 
daB man sich in 0 und n je einen Stab lo bzw. 1 .. +1 mit dem Trag
heitsmoment ]=00 angeschlossen denkt und die Dreimomenten
gleichung fUr die Punkte 0 bzw. n ansetzt. Man erhalt dann fur 
Punkt 0 z. B. 

M_1 so' + Mo (co' + c') +M1 s' = 0 

und da wegen ] = 00, so' und co' Null sind, gewinnt man so die 
erste der Gleichungen des Systems (1) und auf analoge Weise auch 
die letzte Gleichung. 

Die Losung der homogenen Differenzengleichung (1) setzen Wlr 
in der Form 
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an, wobei, wie man durch Einsetzen in die Differenzengleichung findet, 

cosex=-r 

ist. Die EinfUhrung der Losung (2) in die Randbedingungen liefert 
zwei homogene Gleichungen ftir die Konstanten C, deren Determi· 
nante, wenn man die Verkniipfung (3) beachtet, die Bedingung 

o 
1 

sina 

sin (n - 1) ex - cosa sinna cos (n - 1) a - cos a cos n ex 

auf die Knickbedingung liefert. Die Ausrechnung fuhrt 

Es muB daher 

a=O, n 

sin2 a·sinna=0. 

bzw. 
:rr 

a='P
n 

(v= 0,1,2, ... , n) 

1=0 

sein, womit die Eigenwerte des Parameters r festgelegt sind. Da die 
Werte ex = 0, :n; auch in der zweiten Gruppe enthalten sind, so ver· 
fligen wir insgesamt uber n + 1 verschiedene Eigenwerte, somit iiber 
das vollstandige Orthogonalsystem derselben, da die Betrachtung der 
Determinante des Gleichungssystems (1) ohne wei teres erkennen liiBt, 
daB flir r nur (n + 1) Werte in Frage kommen. Aus (3) foIgt jetzt, 
wenn man ftir r den ausflihrlichen Wert, niimlich 

c f C (rp) sin rp - rp cos rp 
r=---=--= 

Sf s (rp) rp - sin rp 

einfiihrt, die Knickbedingung in der allgemeinen Form 
sin rp - rp cos rp :rr 
-- . =-cos'P-, 

rp - SlUrp n 
(v=o, 1,2, ... , n) (6) 

die jetzt den Parameter qJ bestimmt. 
Denken wir uns die Last S von 0 an wachsend, so wachst auch 

qJ = l V 1, . MaBgebend fur die Losung der Knickaufgabe ist daher 

jener kleinste Wert von qJ, der einem unstabilen Verbiegungszustand 

entspricht. In Abb. 39 ist der Verlauf der Funktion r = _sin rp - ": cosJ' 
'P - SInrp 

flir den Bereich cp = 0 bis qJ = 2:n; dargestellt. Beachtet man, daB 

- COS')l: zwischen - 1 und + 1 schwankt, so erkennt man, daB 

samtliche Wurzeln qJ zwischen n und 2 n liegen, da r fUr n genau 
+ 1 und fUr 2:n; genau - 1 ist. Der kleinste Wurzelwert ist daher 
zunachst 

qJ=n, 

der ')I = n entspricht, denn dann ist - cos ')I ~ = + 1. Urn die Art 
n 

des zugehorenden unstabilen Gleichgewichtszustandes zu erkennen, 
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fiihren wir dies en Wert von cp in die Dreimomentengleichungen (1) ein. 
Da jetzt r = 1, so folgt 

Mo+Ml=O, 

Mo+-zMl +M2 =o, 

und daraus Mo = - M 1 , Ml = - M2 usw. Dies ist aber nur miiglich, 
wenn M 0 = Ml = ... = M" = ° . Mo und 1'.1n sind aber wegen der 
Einspannung nur dann Null, wenn der Stab gerade bleibt. Die Wurzel 

2,0 

",8 

1,6 

~I,l 

1,2 

",0 

08 

0,0 

0,'1-

qz 
o 

-02 

-0,'1-

-0;2 

-0,8 

-1,0 

r-~ 

o,2.Jl 0'1-4 

i'-. 
'V r{f;f 
~ 
~ 
~ 

O/6.:Jl o..J[ J( 

Abb. 39. 

"- Wurzelbereich 

'\. 
r\. 

1, .J[ '\ 
:1 'IJl: '" 6.J[ 1,~Jl 2,0 

'1-3 1c;\ 
'\. 

\. 
~ 

f'.~ 

cp = n entspricht demnach einem trivialen Gleichgewichtsfall, der hier 
nicht weiter in Betracht kommt. Wir gehen daher zur nachstgriiBeren 

Wurzel liber, die aus cos (n -i)!!... entspringt. Man erhalt so die 
n 

maBgebende Knickbedingung 

sin'P - <P cos <P ) n . . =-cos(n-1 n=COS-. 
'P - sm <P n 

(7) 

Die Aufliisung dieser transzendenten Gleichung nach rp fur die Werte 
n = 1, 2, 3 ... Eefert mi ttels der Beziehung 

S 2 EJ 
k=rp 12 

die Knicklast 5k • Flir n = 1 z. B. wird cos : = - 1 und, wie Abb. 39 



218 Aufgaben aus der Baustatik. 36. 

aufweist, entspricht dieser Ordinate die Abszisse rp = 2:n. Es ist daher, 
wie bereits bekannt, flir den beiderseits eingespannten Stab 

:!lIE] 
SI< = 4 ---z-g . (8) 

Fur n=2, 3, 4 wird rp bzw. 1,430:n, 1,226:n, 1,141:n. Mit wachsen
dem n niihert sich rp dem Werte :n, der Knicklast des an beiden 
Enden drehbar gelagerten Stabzuges. Mit zunehmender Felderzahl 
nimmt daher der EinfluB der Einspannung auf die Knicklast des 
Stabes rasch abo 

2. Der Gelenkstabzug mit elastischer Querstiitzung. Eine 
aus n gelenkig aneinander geschlossenen Staben bestehende Stabkette 
sei an den Enden festgehalten, wiihrend die Gelenkpunkte elastische 
Querstiitzung aufweisen. Der Stabzug sei durch S achsenrecht belastet 

s 0 
"'i 

X-1 X X+1 

JY:1tXl 
1 

:-l..-J 
Abb.40 • 

(Abb. 40). Stabliinge und Tragheitsmoment seien wie im vorigen 
Beispiel konstant. Wir wollen die Bedingungen flir das Eintreten des 
labilen Gleichgewichtszustandes feststellen. Wir setzen bier wie in 34 
voraus, daB die Stiitzenkraft C", proportional der Verschiebung y", des 
Punktes x ist, daB also 

C",=Ay",. (9) 

A bezeichnen wir als spezifischen Widerstand, d. i. jener Stiitzenwider
stand, der bei der Verschiebung 1 geweckt wird. Als Knickgleichungen 
geniigen uns hier die Gleichgewichtsbedingungen, Gl. (6) von 
S. 212, die, weil siimtliche Stiitzenmomente Null sind, flir den Stab 
(x-i), x 

und fiir Stab x, x + 1 

Sl{}",+l +Q",+1l= 0 

lauten. Bildet man die Differenz, so gelangt man mit 

Q",+l-Q",=C",=Ay", 

zur Differenzengleichung des Problems 

Y.,-l- (2- A;) Y., + y.,+l =0 
mit den Randbedingungen 

Yo=y.,=O. 

(10) 
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Setzt man hier wieder die Losung in der Form 

y .. = C1 sinax + C9 cos ax, 

AZ 
cosa=1---25' 

an, so erhlilt man aus den Randbedingungen 

Cg = 0 und C1 sinan + Cg cosan = 0 

die Knickbedingung 
sinan=o, 

219 

(11) 

( 12) 

aus welcher an = 11:, 2 3l, ••• , (n -1) 11: entspringt. Damit sind die 

n - 1 Eigenwerte von 2 - :~ festgelegt. Man erhalt den kleinsten 

Wert von S bzw. den gr6Bten Wert von A, wenn man den groBten 
Eigenwert aussucht, der dann den Ubergang vom stabilen zum un
stabilen Zustand kennzeichnet, d. i. 

an =(n -1)11:. 
Es ist demnach 

Al n-1 :n 
1- 2S =cos-n-1I:=- cos n ' 

daher die Knicklast 

S,. = 2: ( 1 + cos :) . 

2A 
Wird n=oo, dann vereinfacht sich die Formel zu 5,,=-z-. Aus 

dem Losungsansatz (11) folgt, da C, ---:- 0 ist, 

'Y = C sin n - 1 1I:X = C (- 1)'" sin :n x, 
z n n 

wo C eine willkiirliche Konstante ist. Die Gelenkpunkte liegen daher 
im unstabilen Gleich
gewichtszustand ab
wechselnd auf beiden 
Seiten der stabilen 
Lage (Abb. 41). Vor
aussetzung £tir unsere 
Untersuchung ist na
tiirlich, daB die ein
zelnen Stiibe so steif 

o n 

\--- ----
'Csin off .:tA 

Abb. 41. 

sind, daB sie nicht vor Eintreten des hier er6rterten unstabilen Zu
stan des als Einzelstab ausknicken. 
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38. Stabilitat des elastisch gestiitzten Stabringes. 

Wir haben in 34 das stabile Gleichgewicht des regelmaBigen, in 
radialer Richtung elastisch gestiitzten Stabringes unter dem Angriff 
einer radial gerichteten Einzellast betrachtet. In diesem Abschnitt wollen 
wir nun die Bedingungen untersuchen, unter denen der Gleichgewichts· 
zustand eines derartigen Ringes unstabil werden kann, wobei wir voraus· 
setzen, daB in allen Ringstiiben, von irgendeiner Belastung herriihrend, 
die gleiche Druckkraft S herrsche. Hinsichtlich der Bezeichnungen sei 
auf die Festsetzungen in Absatz 34 verwiesen. Zur Gewinnung der 
Knickgleichungen miissen wir uns bei diesem nicht mehr ganz ein· 
fachen Problem auf siimtliche in 36 aufgestellten Gleichungen, das sind 
die Gleichungen (4) bis (8), stiitzen. 

Wir beginnen zuniichst mit den Viermomentengleichungen, die 
bier zu Dreimomentengleichungen ausarten. Fiir jeden der n Punkte 
0, 1, 2, ... , n - 1, siehe die Abb. 25 auf S. 194, gilt eine Gl. (4) von 
S. 212, die wir nach Division mit s', da c' und s' in allen Staben 
den gleichen Wert hat, in der Form 

c' EJ 
M:z;-l + 27 M.,+M"+1 -'S'({),,-{)"+l)=o (1) 

schreiben. Weiter gilt fiir jeden der Ringstiibe eine Gleichgewichts. 
beziehung 

M:z;-M"_l-Sl{}x- Q.,l=o. (2) 

Die aus den Winkelgleichungen abgeleitete Beziehung (5) auf S. 197 
konnen wir hier unmittelbar iibernehmen, niimlich 

Y:Z;_1-2y.,cose+Y"+1+leos-~-({).,-D"+l)=O. (3) 

SchlieBlich stehen uns noch fiir jeden Ringknoten zwei Knotenpunkts. 
gleichUIlgen ~ X = 0 und .2 Y = 0 zur Verfiigung, die dritte Be· 
ziehung .2 M = 0 wurde bereits stillschweigend bei Aufschreibung der 
Dreimomentengleichung (1) verwertet, da diese Gleichung ja durch die 
Beziehung M,/ = M:z;" =M., aus der allgemeinen Viermomentengleichung, 
Gl. (4) auf S. 212 abgeleitet wurde. Auch die hier in Rede stehenden 
Knotenpunktsgleichungen wurden bereits in 34 beniitzt, weshalb wir 
die dort entwickelte Beziehung 

Q"'_1-2Qxcose+Qx+1+cos ; (C"_l-C,,)=O (4) 

einfach iibertragen. Da links nur die Kniekkriifte stehen, die un· 
abhiingig von etwaigen Knotenlasten sind, so ist die reehte Seite 
Null. Insgesamt verfligen wir tiber ein System von vier simultanen 
Differenzengleichungen mit den vier Unbekannten M." Q." Y:z; und {}"" 
Es ist natiirlieh naheliegend, eine Vereinfachung der Knickbedingung 
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dadurch anzustreben, daB ein Teil der Unbekannten, und zwar die 
GroBen Qx und {}a: vor Aufstellung der Determinante D eliminiert 
werden. 

Aus den Gleichungen (2) folgt, wenn man zwei aufeinanderfolgende 
Gleichungen voneinander abzieht, 

M"'_1 - 2M", +Mx+l + S l({}", - {}x+1) -l (Qa:+l - Q,,)= 0 

oder unter Beniitzung von (3) 
S 

M"'_1 - 2M",+ M X + 1 ___ e (Yx - 1 - 2 Yx COSE+YX +1) 
cos·-

2 

-l(Q",+1 - Q,)=O. 

Auf dem gleichen Wege erhiilt man aus den Gleichungen (4) 

(Qx - Q"'-1) - 2 cos E (Qx+1 - Qx) + (Qa:+2 - Q",+1) 

(5) 

-cos: (C"'-1-2Cx+Cx+1)=o. (6) 

Bestimmt man nun aus (5) die Difierenzen Qx - Q"'-1' Qx+! - Q"" 
QX+2 - Qx+! und ftihrt sie in (6) ein, so erhiilt man, wenn man noch 
C:r: = Ay", setzt, wobei A der Stiitzenwiderstand fiir die Verschiebung 
Y x = 1 bedeutet, folgende Differenzengleichung 

MX - 2 + a1 MX - 1 + a2 M", + a! Mx+! + MxH 

+bOYX-2+ b1YX -1 +b2 Y"+b1Y,,,+l +boYa:H=O, (7) 
wobei 

a1 = - 2 (1 + cos e) , a2 = 2 (1 + 2 cos e) , I 
s 4S e 

bO=---e' b1 =---e-cos e - Alcos 2 , 
cos-- cos-

b2 =2( -~ (1 +2 COS2E)+ Al:OS :). I 
cos-

2 

Aus (1) folgt unter Beachtung von (3) 

(7') 

MX - 1 + f M",+ MX+1 +g1Y",-1 + g'.l y", +g1 Y",+1 =0 (8) 

mit den Abkiirzungen 
2 C' 

f=-,-, s 
EJ 

g1=---e' 
s' 1 cos-

2 

2EJ 
g2=- caSE. 

s'l cos-.!.-
'(8') 

2 

Das aus den Gleichungen (7) und (8) bestehende Simultansystem 
wiirde nach den in 20 dargelegten Regeln bei der Elimination eine 
Differenzengleichung 6. Ordnung ergeben, weshalb die allgemeine 
Losung des Systems 6 willkiirliche Konstanten enthalten muS; dem
entsprechend sind 6 Randbedingungen aufzustellen. Tatsachlich weichen 
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auch 6 Gleichungen von den 2 n· Gleichungen (7) und (8) vom normalen 
Bau abo Das sind die Gleichungen: 

Mn- lOI + fMn- 1 +Mo +CIYn-lOI +C2Yn - 1 +gIYO= 0, 

Mn - 1 +fM o+ M1 +gIYn-l +C2YO+CIYl =O, 

Mn - 4 + ... +alMn- 1 +Mo + bOYn-4 + .. ·+bIYn-l 
-t- boYo = 0, 

Mn - S + ... +a2 Mn- l + a1 M O + Ml +boYn-3 
+ ... +b2 Yn-l + b1yo+ bOYl =0, 

Mn- 2 + a1 Mn- 1 +a2 Mo + ... + Ms+ boYn-2+ bl Yn- 1 

+ blOlyo+'" +bOY2 =0, 

Mn - I + aIMo+'" + Ms + bOYn-1 +b1Yo+···+boys =0. 

Aus den erst en 4 Gleichungen folgen, wenn man sie mit der 
Differenzengleichung (8) bzw. (7) vergleicht, die Periodizitatsbedingungen 

aus den beiden letzten Gleichungen: 

M2 -Mn +2+ bO(Y2 - Yn+2)=o, I 
al (M2 -- Mn +2) +(M3 - M n + s ) + bl (Y2 - Yn+2) f 

+bo(Ys-YnH)=o. 

(9) 

(9') 

Die Beziehungen (9) und (9') stellen die Randbedingungen unseres 
Problems vor. 

Wir setzen nun 

M",= Cp'" und Y x = Cap'" 

und gewinnen durch Einsetzen in die Differenzengleichungen (7) und (8) 
zunachst 

1 + ffJ + fJ2 a=- (10) 
gl + g2fJ + g,fJ2 

und mit u = fJ +; die Gleichung 3. Ordnung ftir u 

A US +Bu2 + (C - 3A)u +(D - 3B)=o, (11) 

wobei abkiirzungsweise 

A =CI-bo ' B=a1Cl +C2 -bof-b l , 

C = a l C2 + a2 CI + CI - bo - bd - b2 , 

D= 2al CI +a2 g'.l- 2 bi - b~f 

eingefiihrt wurde. 
Man erhalt somit 3 Wurzeln u, zu jeder derselben gehoren dann 

zwei Werte p und je ein Wert a, da gemiiB Gl. (10) a seinen Wert 
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behalt, wenn fJ durch P- 1 ersetzt wI·rd, so daB sich folgendes Schema 
ergibt: 

Die allgemeinen Losungen besitzen daher die Gestalt 

S } 
M = ~ tx. (C·'fJ·"'+ C."fJ:-"') m ~'Jt ,,,, 

y. 'ia;(c:p:+C(W), 
(12) 

deren Eintragung in die Randbedingungen (9) und (9') zu folgendem 
Gleichungssystem der C fiihrt: 

s 
.2 [C;'(fJt -1)+ ct (Pin - 1)J =0, 
i=l 

S 

..2 txi [C/ (fJt - 1) + ct (Pi- n - 1)] = 0, 
i=l 

a 
.2 [C;' Pi(Pt - 1) + ct Pi 1 (P,-" - 1)] = 0, 
i=l 

s 
.2 txi [C/ fJi (Pt -1) + C!' fJi 1 (Pi" -1)] = 0, 
i=l • 

s 
.2 {C; [N(al +lXib1 ) + PiS (1 +1X,bo)](fJt - 1) 
i=1 

+ C/'[fJi2 (a1 + txib1 ) + Pis(1 +1X.bo)J(Pin - 1)}=O. 

Die Determinante D dieses Gleichungssystems liefert die gesuchte 
Knickbedingung D= o. Ais Parameter, dessen Eigenwerte festzulegen 
sind, betrachten wir den spezifischen Stiitzenwiderstand A, diese GroBe 
kommt nur in den Gleichungen (7) vor. Die Gleichung D = 0 ist 
sonach hinsichtlich A vom Grade n, wir haben daher n Eigenwerte von 
A zu erwarten. Betrachten wir nun die Determinante des Systems (13). 
Man erkennt ohne weiteres, daB sich aus dieser Determinante das 

s 
Produkt H ({J, n - 1 )(Pi" - 1) abspalten lliBt, so daB 

i=1 
s 

D= D'· H({J/'-1) (fJ," - 1), 
0=1 
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wenn D' die nach Abspaltung der 6 Faktoren (fJl n - 1) usw. iibrig. 
bleibende Determinante bedeutet. Da nun, wie wir gleich sehen werden, 
das Produkt II bereits das vollstiindige System der Eigenwerte liefert, 
so geniigt die Untersuchung dieses Produktes, da die restliche De· 
terminante D' keine neuen Wurzeln mehr aufweisen kann. Es geniigt 
daher, wenn wir uns mit der Knickbedingung 

(/31 n -- 1) (Pin -- 1) (/32 n - 1) (fJ; n - 1) (/33 n - 1) (/3a n - 1) = 0 

beschiiftigen. Aus der Nulisetzung eines jeden der Faktoren foIgt die 
gieiche Bedingung {r = 1 und daraus 

fJ 2%+.. 2:1< 
=COSY-- ZSInY-

n n 

Damit findet man 

u=fJ + fJ- 1 = 2 COS2Y-~ 

(v=o, 1,2, ... ,n-l). 

(v=o,I,2, ... ,n-l). 

Es treten bei geradem n n- 2 DoppeIwurzeln und zwei einfache 
2 

n-l 
WurzeIn, bei ungeradem n ---- Doppelwurzein und eine einfache 

2 

Wurzel auf. 

Durch die GI. (11) sind die Eigenwerte von u mit den anderen, 
den Gleichgewichtszustand des Systems bestimmenden GroBen ver
kniipft, insbesondere mit dem spezifischen Widerstand A, den wir 
aus der Knickbedingung bestimmen wollen. Wir fiihren zu diesem 
Zwecke die durch Gl. (14) festgelegten Werte von u, die den einzelnen 
unstabilen Gleichgewichtszustanden entsprechen, in Gl. (11) ein und 
erhalten so eine Gleichung, aus der A bestimmt werden kann. Den 

~ + 1 bzw. n + 1 verschiedenen Eigenwerten von u entsprechen 
2 2 

ebenso viele verschiedene Werte von A, und es ist daher von Fall 

zu Fall Y in cos 2" ~ so zu bestimmen, daB A ein GroBtwert wird. 
n 

Berechnet man zu diesem Ende die Beiwerte A, B, ... in Gl. (11) 
mittels der Formein (7') und (8') und fiihrt man diese Werte in (11) 
ein, so erhiilt man foigende Verkniipfung 

uS(EJ +5s'l) + u2 [2 S lee' - 2S' cos e) + A s' 12 cos2 : - 2EJ(1 + 2 cos e)] 

+u [4EJcose(2 + cose) -45lcose (2 c' - s' cos e) - 2 Al2 cos2 : (s' -e')] 

+ [8 5e'lcos2 e - 4 Ae' l2 cos2 ; - 8 EJcos2 e] = o. 

Nach Umordnung und Eintragung der GroBe rp mitteis der Beziehung 
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S l= lP i
:] und nach Einfiihrung von s' = ls, e' = le, siehe die Gl. (3) 

von S. 212, gelangt man zu 

woraus, 

EJ(1 +q:.>2 S) (u3 -4u2 cose+4ucos2 e) 
- (1 - qJ2 c) (2U2 - 8ucose+ 8 COS2 e) 

+A l3 cos2 e (u2 s - 2U(S - e) - 4 e) = 0, 

A=~-J 
<p21 cos' + 1 

1 + q;2 s 
S 

ermittelt wird. 
Mit 

1 + <p2S q; b = 1 + ~ = 1 - c~s IP 
a = - <p2 5 .. -- = IP - sin <p s q; IP - sm <p 

und nach Einfiihrung des Eigenwertes von u nach Gl. (14) kann diese 
Gleichung in die endgiiltige Form 

A=~ a1;-b (cose+1;-1)2 

I 2 e 1;- b 1; , 
cos -

( 1; = 1 - cos 2 v :) ( 1 5) 

2 

gebracht werden. 
Es eriibrigt nur noch in. jedem Einzelfalle jenen Wert von 'JI zu 

bestimmen, der aus der Reihe der Werte A den groBten auswahlt. 
Da A nur durch die GroBe 1; mit 'JI zusammenhangt, so geniigt es, 

die Bedingung ~~ = 0 zu untersuchen. ~~ = 0 liefert fUr den maB

gebenden Wert 1;0 eine Gleichung dritter Ordnung: 

a 1;03 - a(2b + COSe -1)1;02 + b (b + 2 cos e - 2) 1;0 

+b2 (cose-1)=O, (16) 

aus der jener Wert von 1;0 und damit ein Wert ~o ermittelt werden 
kann, der A zu einem Maximum macht, falls ~ stetig veranderlich 
ware. Da aber 'JI nur ganzzahlige Werte annehmen kann, so ist jener 
Wert zu wahlen, der dem aus (16) bestimmten Wert von 'JIo am 
nachsten kommt. 1m Zweifelfalle ist mit den beiden 'JIo benachbarten 
ganzzahligen 'JI der Widerstand A zu berechnen, der groBere der beiden 
so errechneten Werte ist dann der maBgebende. 

Der gerade Stabzug mit unendlich vielen Feldern. Setzt 
man den Radius des Ringes unendlich groB voraus, die Seitenlangen 
des Polygons aber endlich, so wird wegen n = 00, e = 0 und die 
Formel (15) geht in 

A,=~a1;-b.1; 
I 1;-b 

Bleich-Melan, DiJIerenzengleichungen. 15 
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iiber, wahrend die Bedingungsgleichung (16) sich auf eine quadratische 
Gleichung 

reduziert, aus der der maBgebende Wert 

( 18) 

f1ieBt, wobei das Minuszeichen dem Amax entspricht. 
Da n = 00, so kann , aIle Werte von 0 bis 2 annehmen, man 

erhiilt daher Amax, wenn man (18) in (17) einfiihrt. In Hinsicht auf 
die Bedeutung der GraBen a und b findet man schlieBlich fiir 

,= 1 - C~S9? (1 __ dSin'P) 
o 'P 'P-SIn 9? r rp 

und damit flir 

A -- 2 5 1 -- cos 9? t q; - .Siilq; 1) 
-- 'P. . 

I 'P -- SIn 9? t 'P + 1 sin 'P 

39. Der gerade Stabzug mit veranderlicher elastischer Stiitzung. 

Ein gerader Stab unveriinderlichen Querschnitts mit gleichlangen 
Feldern sei in den Punkten 0 und n fest, in den Zwischenpunkten 
etwa wie Abb. 42 zeigt, durch verschieden lange biegsame Stiibe 

s 0 
-r~ 

1 x n-1 n ~ --1.. 
f I IHnll 1 1 

rs I 

~ / 
I 
I 

v. 

Abb. 42. 

seitlich elastisch gestiitzt. Der Stab stehe unter der Wirkung einer 
Achsenkraft S. Wir fragen nach den Bedingungen fur den Eintritt 
eines unstabilen Gleichgewichtszustandes. 

Das hier in Angriff genommene Knickproblem kommt bei den so· 
genannten offenen Briicken mit gekriimmtem Druckgurt in Frage. Die 

1) Die Formel wurde bereits als Grenzfall des geraden n-feldrigen Stabes 
abgeleitet. Siehe Bleich: Theorie und Berechnung der eisemen Brlicken, 

1- COS 9? 
Berlin 1924, S. 204. Dort ist allerdings der Faktor 'P . durch den 

'P - sm 9? 

Niiherungswert 3 -- (~r ersetzt. 
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wechselnden Hohen der den Gurt seitlich stiitzenden Querrahmen be
dingen eine sich von Punkt zu Punkt stark andernde Nachgiebigkeit 
der Stiitzung, die auch nieht annaherungsweise durch irgendeinen 
konstanten Mittelwert ersetzt werden kann. 

Zur mathematischen Formulierung des Problems gentigt hier die 
Heranziehung der Knickgleichungen (4) und (6) im Abschnitt 86. Be
zeichnet man mit M", das Moment tiber der Stiitze x, mit y", die Aus
biegung dieser Stiitze, mit A", den von Knoten zu Knoten verander
lichen spezifischen Stiitzenwiderstand, so gelten fUr jeden der Stiitzen
punkte 1, 2 ... n - 1 folgende zwei Gleichungen 

M .. -1 +- 2r M", + Mo;+ 1 + !? (y", -1 - 2 Y '" + y 0:+ 1) = ° , \ 
1\1"'_1 -2 M;r + MZ+1 - S(Y"'-1 --2Y",+Y",+1) -.- A",ly",=o, 
wo 

r=;=2_(T...)9,1) e =E! =s sin~, P=tl!I...ESJ. 
S:If 5 9'-SIn9' r 

(1 ) 

Die erste dieser beiden Gleiehungen foIgt unmittelbar aus der Vier
momentengleichung (4) in 36, wenn man den Drehwinkel {} durch die 
Verschiebungen y ausdriickt. Die zweite Gleiehung erhaIt man aus 
der Gleichgewichtsbedingung (6) in 34 auf dem gleichen Wege wie 
Gl. (5) im vorangehenden Abschnitt. Man braucht in dieser Gleichung 
bloB 8=0, und die Stiitzenkraft Q"'+1-Q",=A",y", zu setzen. 

Da wir an den Enden momentenfreie Lagerung und starre Stiitzung 
vorausgesetzt haben, so gelten die Randbedingungen 

Mo=M".=o, Yo=Y,,=O. 

A", ist hier eine Funktion des Stiitzenzeiger x, und wir denken uns 
diese GroBe in der Form 

A",=C(a+({x» 

dargestellt. a und (x) seien bekannt, C ist dann der aus der Knick. 
bedingung zu bestimmende Parameter. 

Die beiden simultanen Differenzengleichungen (1) stell en wegen 
der Veranderlichkeit von A", Differenzengleichungen mit veranderlichen 
Koeffizienten vor. Wir beniitzen daher zu ihrer Losung das in 29 
dargelegte Naherungsverfahren. 

Die quadratische Matrix, von der wir zwecks Aufstellung der Form F 
ausgehen, sieht jetzt, wenn wir die zweite der Gleiehungen (1) mit e 

1) l' _ c ('1') = sin '1' - cp cos 9' kann in dem hier in Betracht kommenden 
- 5 ('1') 9' - sin 9' 

Bereich mit groDer Genauigkeit durch 2 _ (~)2 ersetzt werden. 

15* 
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multiplizieren, urn die Matrix symmetrisch zu machen, und wenn Wlr 

fUr 2S-A",l zur Abkiirzung /1-", setzen, folgendermaBen aus: 

Ml M2 M3 M, Mn - 1 Y, :v. :V3 Y, Yn - I 
~---~---------

Ml 21' 1 0 0 0 -2e I! 0 0 0 

M. 2" 0 0 e -2e I! 0 0 

Ma 0 21' 0 0 I! -21! e 0 

Mn- 1 0 0 0 0 ... 1 2 r 0 0 0 0 .. ·e -2e 
:)I, -2e e 0 0 0 e f l , -Se 0 0 0 

Y. e -2e e 0 0 --Se e fl. -51! 0 0 

:)13 0 e -2e e 0 0 -Se ell-s -Se····· 0 

Yn-1 0 0 0 0 e -2e 0 0 0 0 -Se efln-I 

Da die U", = 0, so wird F eine quadratische Form und zwar: 
n-1 n-1 .. -1 

F= 2) 2rM.,2+ 2) e(2S- A",l)y.,2+ 2 2) M.,M"+1 
.,=1 x=1 x=1 

.. -1 n-l + 2 2)(-S e) Y.,Yd 1 + 2 2)(- 2 e) MxYx 
x=1 x=1 
n-1 fJ-1 

+ 2,2 (! MX+1Y" + 2 2) e M XY"'+1 
x=1 x=1 

oder nach Herausheben der von x unabhangigen Faktoren in den 
Summen 

n-1 A-1 n-1 n-1 

F=2 r 2} M",2 +2 eS 2)Y",2 - e l2} Ax Y",2+ 2 ~ M",Md1 
x=1 x=1 x=1 ",=1 

n-l .. -1 .. -1 

- 2 S e 2} ')Ix 'Y d 1 - 4 e 1: M", 'Y x + 2 e 2) M", +t Y., (2 ) 
",=1 ",=1 x=1 

n-1 

+2e2}M",')I.,+1' 
"'=1 

Wir setzen nun als NiiherungslOsungen, die die Randbedingungen 
erfiillen, 

+" nx+ . ( + )nx ')1.,= 11 sm,,1I' f2 sm v 2 11" 
(3) 

M . nx + . ( + )nx x=gl sm" 11' g2 sm" 2 11" 

anI), wobei " eine spater noch zu bestimmende ganze ZaW ist, und 

') Die Funktionen sin v n x, sin (v + 2) n: X gehoren dem auf S.91 erorterten 
n n 

Orthogonalsystem an. 
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berechnen damit vorerst die einzelnen Summen: 
1'-1 1'-1 

.2 M",2 = .2 [g12 sin2 v :;rnX + 2 gl g'J sin'll :TtnX sin (oJ' + 2) "'"X 
x=1 AI=1 

+g211sin2 (v + 2):Ttnx] =~(g1l! + g1l2) , 
da 

n-1 1'-1 
~ . ~ nx n 

..:::;.; sm-v-;-="2' 
x=1 

~ sin'J (v + 2) :Tt X = ~ , 
..:::;.; n 2 
",=1 

n-1 

2} . :;rx. ( + )"X SIn v - sm v 2 - = 0 • 
n n 

x=l 

Ebenso erhalt man, wenn man g mit f vertauscht, 
n-1 

.2 Y x 2 = ~ (f1'J + f'J 2) • 
x=l 

229 

In der gleichen Weise findet man bei Beniitzung der oben angefiihrten 
Summenformeln 

1'-1 1'-1 

~M M = ~[g 'Jsinv",xsin1' :;r(X+1) 
..:::;.; .. ..+1 ...::::.; 1" n 
x=1 ",=1 

+ g1g2 (sin v nnx sin (v + 2) :Tt(X:~+sin('II+ 2) :Tt: sin v :Tt(xt 1)) 
+ gllll sin ('II + 2) "nX sin (v + 2) :Tt (x f 1)] 

= ~ [gIll COS V ~ + g2 i cos (v + 2)';'] 
und wenn man wieder g mit f vertauscht, 

1'-1 

.2 Y",Y",+l = ~ [(12 cosv~+ f,2COS ('II + 2)~J. 
x=1 

Wir berechnen weiter 
1'-1 n-1 

..2 M",y",=.2 [f1g1 sinll1':Tt"X + f'Jg'Jsin'J(,,+ 2):TtnX 
x=1 AI=1 

+(f1 g'J + (II gl) sin v n: sin (v + 2) ~~] = ~ [f1 gl + f,gll] 

und 
1'-1 1'-1 

~ " [ . n x. :Tt (X + 1) 
"'-' M",Yz+1 =...::::.; f l C1 sm"n sm" n 
x=1 :1=1 

+ fll g'J sin (v + 2) ""x. sin (v +~) n(Xn+1) + f'Jg1 sin v :TtnX sin (v + 2) n(x:-~ 

+ ft g9 sin" ''(x! 1) sin (v + 2) n :J =~ [f!g1 COSV.;. + fllg'J COS(V+2)~], 
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weshalb auch 
n-1 

2) M"+I y",=~ [fIg! cos", ~ + fig, cos(" + 2)~J . 
x=l 

n-1 
Urn die Summe .2 A.,y", ermitteln zu konnen, mussen wir uns 

x=1 

zunachst iiber den Verlauf von A", klar werden. Eine allzu genaue 
Anpassung von A., an den tatsachlichen Verlauf des Rahmenwider· 
standes in jedem EinzeHalle hlitte nicht viel Zweck, da ja bei prak. 
tischen Aufgaben auch die andern GroBen, wie S und J, meist mit 
vereinfachten Gesetzen in die Rechnung eingefiihrt werden. Viel 
wichtiger ist es, fiir A", eine Form zu wahlen, die einerseits geniigend 
anpassungsfahig, anderseits aber die A uswertung von .2 A., y., ein fUr 
aIle Mal in geschlossener Form ermoglicht. 

/ 

~--------b--------~ 
Abb. 43. 

o 
Abb. oj4. 

I 
I 
I 
I 

Wenn wir hier die eingangs erwahnte Anwendung auf die Berech
nung der Gurte offener Briicken in erster Linie ins Auge fassen,. so 
gilt fiir den Rahmenwiderstand A eines offenen Halbrahmens unter 
Beachtung der in Abb. 43 eingetragenen Bezeichnungen die Gleichung 

1 
A"=h ll b h /a ' 

__ 11: __ +_"'_ 
2EJq 3 EJ. 

Tragt man bei gegebenen Abmessungen den Rahmenwiderstand A", 
in den Punkten 1,2 ... n -1 auf, so erhlilt man die in Abb. 44 dar· 
gestellte kettenartige Linie, deren VerI auf zwischen 1 und n -- 1 ge· 
niigend genau durch 

A",= C [a+ ~of r (~-x)J 
dargestellt werden kann. Da GI. (4) drei Parameter enthlilt, so kann 
bei symmetrischem Gurtverlauf die durch diese Gleichung dargestellte . 
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Linie in 5 Punkten mit der wirklichen Ax' Linie zur Deckung gebracht 
werden. 

Wir erhalten damit: 
ft-1 

2.) AxYx2 = 2c[a+~ofr(~-x)]yx2 
:/:=1 

n-1 

= C ~ a (f12 + ~ 2) + C 2 ~of r (~ - x) [f1 2 sin'!. v lI:nx 
x=1 

+ 2 ft f2 sin v nnx sin (-v + 2) n: + {;2 sin2 (v + 2)lI:nX] 

=~[Vl f12 + 2 V2 fl f2 + Vaf22] , (5) 

wobei 

VI = a n om 2 =tU r (£oj" _ 1 - lI: ' + ~. ny rr::.' ( 1 1) 
[oj" - cos 2 v n 

V2 = 6tn nz" 6tn r (~;-y- 1~~s 2nn - ~~f;- COs~(~ + 1) ~), I (5') 

Vs = a n + Sin nzy ®in r ([Of ,,1-=t - ~ofr~~-C~~~2(~+~-)-~) . 
Mit den vorstehend berechneten Summenwerten nimmt F folgende 
Gestalt an: 

F =rn(gI2 +g22) + S e n(fl 2 +i22) -I! ~l (VI f12 + 2V2 fl f2 +V3 f22) 

+ n (g1 2 cos V ~+ ~22 COS(V + 2)~) 
- 5 en (f12 cosv ~ +~ 2 COS(V+2)~) - 2 e n(ft gl + f2g2) 

+2 en (ftgl COSV~+f2g2COS(V+2)~) 
oder 

F ='1 g12 +'2 g22 - 2 S Q 81 ft gl - 2 5 Q 52 f2 g2 1 
+ 52 [ Q 51 - Q 9lZ

V1J f12 + 52 [Q 52 - Q 9lz
va J f2 2 - S 2 Q 91.vd1 f2 ( 6 ) 

mit den Abkiirzungen: 

" "1 =, + COS V - • n 

"2 = ,+cos (v+ 2)!!. • n 

~=£.:. 
nS' 

8 =1-cos till: 
1 n ' 

52 = 1 - cos (v + 2) -;- , 

r=2-(~y; 
_ sin 'P 
(! = 'P - sin'P ; 

(6') 

<p=lV:J' 
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Zur Bestimmung der (und g stehen uns jetzt die 4 Extremalbedin· 
gungen 

(7) 

zur Verfiigung. Diese vier homogenen Gleichungen haben aber nur 
dann Losungen, wenn die Determinante D verschwindet. D = 0 ist 
sonach die Knickbedingung, aus der der Parameter 2! bestimmt 
werden kann, wenn aile anderen GroBen gegeben sind. Die Aus· 
rechnung von D liefert die Knickbedingung in der Form 

2!2.r1r2(v1vS-v21l) I 
+ 2 ~~Q (:1 r~ SIlIl~V3 r ll S11l) -'1 '\l(V1 SIl +V3S1~ 
+ 4 [Q S1 SIl -(J S1 S2 ('1 SIl +'2 S1)+'1 r2 S1 S2 - o. 

(8) 

1st 2! gefunden, so lassen sich die Gleichungen (7) aufI6sen, wenn 
man eine der Unbekannten, z. B. ft = K, wiIlkiirIich annimmt. Man 
erhaIt so aus den ersten drei Gleichungen 

f2=V~i[2S1- Zr
S12

i,>_VI m:] , ) 
2 u. 1 

g1 = K (i ~ S , gil = K Q!i Say [2 S1 - Z S12 li - VI 2!]. 
1'1 1'. V 2 :u r1 

f1=K, 
(9) 

Fiihrt man im Einzelfalle die so berechneten Zahlenwerte der fund 
g in die vierte det Gleichungen (7) ein, so muB diese genau erfiillt sein. 
Dies kann als Kontrolle ftir die Richtigkeit der Rechnung dienen. 

Es eriibrigt noch die F estsetzung der Zahl". Wir haben die Aus
biegung y", in der Form 

Y. = f1 sin v :x + t; sin (" + 2) :X 
angesetzt. D. h. wir haben angenommen, daB der n·feldrige Stab im 
allgemeinen in " oder v + 2 Halbwellen ausknickt, je nachdem sich 
f1 groBer als (2 oder umgekehrt ergibt. Diesen beiden Fallen ent
sprechen die zwei Wurzeln der Knickbedingung (8). Wir denken uns 
nun v veranderlich, aber ganzzahlig, dann wird den verschiedenen 
Werten von y bei sonst gleichbleibenden Verhaltn~ssen jeweils ein 
anderer Wert von 2! entsprechen. Wir wahlen daher aus der Gesamt· 
heit der Zahlen y, die zwischen v = 1 und n - 1 liegen (v kann nicht 
kleiner als 1 und nicht groBer als n - 1 sein), jenen Wert aus, der 
den GroBtwert von 2! liefert. Dieser Gr6Btwert von m: entspricht dem 
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Uhergang vom stabilen zum instabilen Gleichgewicht, also der ersten 
instabiIen Gleichgewichtsform des Stabes, die dann auch den tatsach
lichen Knickfall darstellt. 

Die Auflosung der Gleichung (8) hat daher mehrmals mit ver
schiedenen aufeinanderfolgenden Zahlen" zu erfolgen, urn den GroBt
wert von 2{ zu erhalten. 

Beispiel: In der Abb. 45 ist der gekrUmmte biegungssteife Obergurt eines 
'Lohsetriigers aus Flutieisen dargestellt. Die Rahmerthohen und die Feldweite 
sind in der Abbildung eingeschrieben. Gurtquersehnitt und Gurttragheitsmoment 
sind nahezu konstant.. Gurtquersebnitt F = 1070 em2, J = 103 ·10' em'. Die 

• I • I 
I 
~IE~-----------------8K092=97,36m'------------------~»1 

Abb. 45. 

grotite Gurtdruckkraft betragt 850 t. Die Quertrager haben 2.106 em' Trlig_ 
heitsmoment bei b= 18 m Entfernung der Haupttragwlinde. Der geforderte 
Sicherheitsgrad sei V' = 3,5. 

Man bestimmt zunaehst die Grose tp: Die Knieklast betrligt bei 3,5 faeber 
Sicherheit Sle = 3,5.850 = 2985 t. daher ist die Knickspannung 

2985 
ale = -- = 2,789 tfem9 

1070 

und da die Elastizitatsgrenze Ubersebritten ist, so ist der von a" abhangige 
Knickmodul bei Eintritt des unstabilen Gleiehgewichtszustandes mit 

, (3.1 -- a,,)9 (3,1- 2,789)2 f 9 E=ak .------ =2,789 ---- =210,5tem, 
0,0358 0,0358 

an Stelle des Elastizitlitsmoduls E. in Reebnung zu stellen 1). Damit erbalt man 

V'-- 29SS---
tp = 592 ---------- = 2,196 = 0,700 :re. 

210,5.103.10' 

In der naebfolgenden kleinen Tafel sind die in den einzelnen Pfostenebenen 
vorhandenen Rabmenwiderstlinde bereehnet und zusammengestellt: 

I h'3 h9 b 

I 
A..,tfcm Punkt h ... m bm h:/m 

31. 2 Jq I 

1 2,99 18,00 2,15 4010 6770 31,76 
2 4.99 18,00 4,05 11 230 29 680 7,24 
3 6,16 18,00 5,10 17080 I 53920 3,99 
4 6,45 18.00 5,43 19 2 50 63720 3,3i 

1) Die Formel fUr E' rUhrt von Engesser her und kann aus der Tetmajer-
1 

schen Geradenformel ak = 3.1 - 0,0114 -: und aus der Engesser.Karman-Forme} 
~ 

(')2 1 ale =31.9 E' I dureh Elimination von i gewonnen werden. 
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Wir set zen nun 

A", = C [a + Q:of" (~-x)J 
und tinden, wenn wir A", so anpassen, dati die Ersatzlinie in den Punkten 1, 2 

und 4 mit der tatsachlichen A-Linie Ubereinstimmt, aus den drei Gleichungen 

C(a+Q:of 3 r) = 31,76 , C (a+ Q:of 2 ")=7,24, C(a+ 1) = 3,37 
C = 0,H>35 , a = 19,6 und l' = 1,95. 

Somit lautet das fUr Ax einzufUhrende Gesetz, wenn wir den Faktor C un· 
bestimmt lassen, 

Wir berechnen zunachst mit einem versuchsweise angenommenen Wert von 
y = 3 die Beiwerte der Knickbedingung (8) 

_ sin 'P 0,809 . ('P)2 e=------= =°582 , '=2-:; =1,5 1 ; 
'P --,- sin 'P 2,199 - ° 809 ' •• 

:n :Jt " = , + cos y -; = 1,893 ; 5, = 1 - cos y -; = 0,617 j 

:n '. =,+ cos (Y+ 2)-; = 1,127; 

Weiter: 

v =an+6in nY lSin r ( 1 ______ 1 ____ ) 
, 2 (£of r - 1 :n 

(£of Y - cos 2 l' -; 

= 8.19,6 + 1220,3' 3.443 (~86- - _1_) = 8°3.4; 
2,5 4,293 

v2 = @:lin n: ISin r ( 1_ 2,; - --- ~-----;) 
(£01 r - cos --:n (£01 r - cos 2 (v + 1) n 

. = 122°,3'3,443 C'~78- 4,;86) = 543,3; 

+ ~. n r "". ( 1 1) va = a n '=1m - '=1m l' ----- - ---
2 (£ofr - 1 :Jt 

(£of r - COS 2 (v + 2) n 
= 8.19,6 + 1220,3' 3.443 (_1_. __ 1_) = 8°3,4. 

. 2,586 4,293 

Man erhalt somit fUr die Beiwerte in GI. (8) 

" '. (v. va - V22) = 1,893'1,127 (8°3,42 - 543.32) = 747000 ; 

~~~~+~~~~-~~~~+~~ 
= 8°3.4 [0,582 (1,893.1,3832 + 1,127 '0,617 2) - 1,893 ·1,127 (1,383 + 0,617)J 

!.l2S,z S.2_ !.ls, S2 ('. 52+'.S,)+', '.5, S2 
=-1534, 

= 0,5822'°,6172.1,3852 - 0,582 '°,617.1,383 (1,893.1,383 + 1,127. 0,61 7) 
+ 1,893.1,127 ,0,617. 1,383 = 0,423. 

Die Knickbedingung (8) lautet daher 

747300 !1(2 - 2·1534 m + 4 '0,423 = 0, 

woraus der Parameter !1( 

!1( = 0,002053 ± 0,001401 , 



Stabilitatsproblerne der Baustatik. 39. 235 
beziehungsweise 

5 5 
C1 = °,°°3454.8 - = ° 0276 -

I ' I ' 
5 S 

C~ = 0,000625.8 - = 0,005 2 -
I I 

folgen. 

\Vir flihren jetzt die gleiche Untersuchung mit ,. = 2 durch. Es ist jetzt: 

r 1 =2, 21 7i s,=0,293; 
r 2 = 1,510 j S2 = 1,000; 

VI = 610,6 , v2 = 480,7, va =, 866,0. 
Daher lautet die Knickbedingung 

996600 11:(2 + 2· 2040 12(- 4'°,5567 =- ° 
und hieraus 

III = 0,002047 ± 0,001384 . 
Somit 

S 5 5 S 
Ca = 0,003431· 8 T = 0,0274 T' C. = - °,°00663.8 T =-0,0053 1 , 

Die C- Werte nehmen etwas abo Der geringe Unterschied zwischen C1 und Ca 
Hii3t darauf schliefien, dal3 der 
Scheitel der C-Linie gerade 

c 
zwischen v = 2 und v = 3 CI3 --~ C,/Oro",6llYert) 
liegt, so dafi v = 3, wei! C1 // '" 

etwas grofier als C8 ist, der / "-
f dW / " Ur uns maBgeben e ert " 
ist. Urn dem Leser den Ver- / ]\ 
laut der beiden C-Linien (als I \ 

Funktion von v) zu zeigen, c;. C ' 
wurde noch die Knickbe- i,----·f--- ~ 
dingung ftir v = t und v = 4 _-!,~~/.J... __ .J... I __ +_'~---,L------,,--_v 
aufgelost. In Abb. 46 sind 0 1 z 3 \ ¥t 5 

die Linien veranschaulicht. \, 
v = 3 liefert also den 

Groi3twert 
S 

C=o,0276 1 ; \ 

damit berechnet sich der er
Abb. 46. 

forderliche Rahmenwiderstand im Mittelrahmen 
5 S 2895 

Am = 0,02 76 -I (19,6 + 1) = 0,569 - = 0,S69 -- = 2,869 t/cm. 
I 592 

Der vorhandene Rahmenwiderstand in Brtickenmitte ist, wie aus der Tafel 
auf S. 233 hervorgeht, 3,37 tfcm, also etwas grofier als erforderlich. 

Urn das Beispiel noch zu vervollstandigen, berechnen wir mittels der GI. (9) 
5 

die f- und g-Werte, die dem Grotitwert C=0,02 76 T oder 21=0,003454 ent-

sprechen. Man findet 

(g= - 0,945 K, gl = 0,190K.S , g2 = - 0,67S· K ·S , 
wobei K willktirlich ist. Somit wird mit v = 3 

·K(' 3;1l . 5;1l ) Yx = SIllT x-o,945 slD 3 x , 

M", = K ( 0,190 sin 3; x - 0,675 sin 5 t x) . 
Die Y",- und M",-Linie ist in Abb.47 dargestellt. 
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Die Verformungslinie des Gurtes im Kniekzustande zeigt deutlieh die ein
spannende Wirkung der sehr kurzen und steifen StUtzen 1 und 7. 

Mit Hilfe der vorberechneten y.., und M.., ist es schlietilieh ohne viel MUhe 
moglich, sieh ein Urteil Uber die Genauigkeit der Ergebnisse dureh Einsetzen 
der Zahlenwerte der m, y", und M..., in die Ausgangsgleichungen (1) zu bilden. 
Man erhlUt z. B. aus diesen heiden Gleiehungen mit x = 1 und mit 

31,76 S S 
A. = -- 0,569 -I = 5,36 -I' (Siehe die kleine Tafel auf S. 233·) 

3,37 
0- 2·1,51 .0,448 + 0,611 + °,582 (- 2,0,°51 +1,375) = 1,413 -1,411 =-0,002 
und 

0+ 2 '°,448 + 0,611 - (- 2'°,°51 + 1,375) - 5,36'°,°51 = + 1,609 - 1,648 
=-°,°39· 

Die Gleiehungen (1) werden also reeht gut erfUUt. Mit der gleichen Annllhe-

o 8 

Abb. 47. 

rung werden auch die Ubrigen Gleiehungen fUr x = 2, 3 ... befriedigt. Diese 
OberprUfung lll.fit erkennen, dati die NlI.herungslOsung sich nur um wenige 
Hundertteile von der genauen Losung unterscheiden kann. 

Hiltte man unter der Voraussetzung unveranderlichen Rahmenwiderstandes 
naeh Formel (19) S.226 gerechnet, so hlltte man A=6,19 tfern, also einen 
mehr als zweimal so grofien Wert wie oben, gefunden. 



IV. Partielle lineare Differenzengleichungen. 
§ 10. Allgemeines tiber partielle line are 

Differenzengleichungen. 

40. Einteilung und Form einiger wichtiger linearer 
D i fferenzengleichungen. 

Einleitende Bemerkungen. Wir haben bereits im ersten Kapitel 
die allgemeine Form einer partielJen Differenzengleichung kennen ge
lernt. Wenn wir uns auch in den folgenden Betrachtungen und An
wendungen stets auf den Fall beschranken werden, daB die abhangige 
Veranderliche lediglich eine Funktion zweier Variabeln x und y ist, 
so wollen wir doch erwahnen, daB auch mehr als zwei unabhangige 
Veranderliche vorkommen konnen. Jedenfalls mussen aber mindestens 
zwei unabhangige Variable vorhanden sein, da wir es sonst mit einer 
gewohnlichen Differenzengleichung zu tun haben. 

1st die abhangige Veranderliche w, deren Ermittlung das Endziel 
unserer Betrachtungen ist, lediglich von zwei Variabeln abhangig, etwa 
x und y, so konnen wir dieselben als Koordinaten in einer Flache 
deuten. Es ist nicht notwendig, daB im besonderen diese Flache 
eine Ebene ist und daB wir rechtwinkelige Koordinaten voraussetzen. 
Wir konnen vielmehr auf einer beliebigen krummen FHiche zwei Scharen 
von Kurven annehmen und die Kurven der einen Schar mit ... - 2, 

·-1,0, +1, +2 ... X ... , die der anderen Schar mit ... -2, 

- 1, 0, + 1 , + 2 ... y . .. der Reihe nach beziffert den ken. Den 
Schnittpunkt der Linie x der einen Schar mit der Linie y der anderen 
bezeichnen wir mit (x y), und diesem Punkte (x y) ist dann der Wert 
wzy zugeordnet. Wie schon bei den gewohnlichen Differenzenglei
chungen erortert, konnen wir w auch als eine Funktion der beiden 
Veranderlichen x und y auffassen und schreiben statt wmy auch w (x y) 
oder auch kurz, wenn kein MiBverstiindnis moglich ist, w. 

1m allgemeinen haben wir immer ein bestimmtes, abgegrenztes 
Gebiet gegeben, in welchem weiner vorgelegten partiellen Differenzen-
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gleichung geniigen muB. Die Begrenzung dieses Gebietes nennen 
wir den Rand. Der Fall, daB der Rand ganz oder teilweise im Un· 
endlichen liegt, ist nicht ausgeschlossen. Ebenso ist es moglich, daB 
die Flache, auf der wir x und y als Koordinaten deuten, so zusammen· 
hangt, daB die Kurvenscharen x = konst oder y = konst oder auch 
beide zugleich, geschlossene Kurven werden. 1m ersteren Falle ist 
es mi:iglich, daB der Rand in zwei getrennte, geschlossene Kurven 
zerfaIlt, im anderen verschwindet die Berandung iiberhaupt, wie dies 
z. B. bei einer KugelfJache der Fall ist, auf der wir Meridiane und 
Parallelkreise als Koordinaten einfiihren, wenn sich unser Gebiet iiber 
die ganze Kugelflache erstreckt. 

Abgesehen von diesen Ausnahmsfallen, haben wir es bei den 
praktischen Anwendungen, die wir im A\lge haben, fast ausschlieBlich 
mit viereckigen Gebieten zu tun, also mit Bereichen, die einerseits 
durch zwei Kurven der Schar x = konst, anderseits durch zwei Kurven 
der Schar y = konst begrenzt sind. Wir ki:innen dann immer den 
Koordinatenursprung in eine Ecke legen, und unser Gebiet erstreckt 
sich in diesem Fall von x=o bis x=n, bzw.von y=o bis y=m. 

Ebenso wie bei den gewi:ihnlichen Differenzengleichungen wollen wir 
auch hier der Funktion F, durch deren Nullsetzen wir eine partie lie 
Differenzengleichung gewonnen haben, die Beschrankung auferlegen, 
daB dieselbe eine lineare Funktion der abhangigen Variabeln W sei. 
Wir wollen also ausschlieBen, daB Potenzen von w oder Produkte von 
w mit ungleichen Indizes vorkommen. Man spricht dann von einer 
linearen partiellen Differenzengleichung und mit solchen wollen 
wir uns ausschlieBlich beschaftigen. 

Eine lineare partielle Differenzengleichung wird also mehrere be
nachbarte Werte von w in eine lineare Abhangigkeit bring en_ Der 
einfachste Fall ist der, daB F die Form 

F(w)= PIO W,dl>y+P01 wa;, y+1 + Poo W"'lI- u,ry= 0 

hat. PlO,[POI' Poo und U ki:innen Funktionen von x und y sein. Die 

Abb·48. 

Gleichung kann leicht auf die Form 

qlO Ax W +%1 Ay w+qoo W = U XY 

gebracht werden, in welcher nur erste 
Differenzen vorkommen. Jede der durch 
sie reprasentierten Gleichungen verkniipft 
die Funktion w an den drei in Abb.48 
hervorgehobenen Stellen. 

Der nachste einfache Fall ist der, 
daB W an den vier Stellen (x y), (x + 1, y), 
(x, y + 1), (x + 1 , Y + 1), also an den 
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vier Ecken eines Feldes (Abb. 49) durch eine lineare Relation ver
kniipft ist. Eine soIehe Gleichung hat im al1gemeinen die Fonn 

PIO W,dl, v + POI W x ,y+l + Pll W X +l> y+l + Poo W XII = U",y. 

Sie kann auch auf die Form 

qu A", Ay W + qlO Ax W + qOl Lly w+ %0 W = UXY 

gebracht werden. 
Die Koeffizienten P bzw. q k6nnen in beiden Fallen mit x und y 

veranderlich oder auch konstant sein. Man nennt partielle Differenzen-

.I+1 x ... Z 

Abb. 49. Abb. 50. 

gleichungen wie die beiden vorliegenden von der erst en Ordnung 
nach x und y. Uberhaupt bestimmt immer die h6chste Differenz in 
einer Richtung die Ordnung der Gleichung nach der betreffenden 
Richtung. So z. B. ist die Differenzengleichung, we1che die serhs in 
Abb. 50 hervorgehobenen Punkte verbindet, in bezug auf x von der 
zweiten Ordnung, in bezug auf y von der ersten Ordnung. Eine par-

31+ 1 

y 

y'+2 

y+-,-,1~ __ -

y 

y_1 

y\ y-Z :V~ 
\~ 

Abb. 52. 

tielle Differenzengleichung, die eine lineare Beziehung zwischen den 
Werten von W in den neun in der Abb. 51 hervorgehobenen Stellen 
herstellt, ist ebenso wie die durch Abb. 52 versinnbildlichte, die fUnf 
Stellen miteinander verbindet, von der zweiten Ordnung in bezug auf 
x und y. 
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Sind jedem Punkte (x y) nieht nur eine, sondern mehrere GroBen 
w, v, t ... , die wir als Funktion der unabhangigen Veranderlichen x 
und y betrachten konnen, zugeordnet, so miissen, damit w, v, t ... er
mittelbar sind, so viele Gleichungen 

F1(w,v,t ... x,y)=o 
F2 (w, v, t ... x, y)=o 
Fa (w, v, t .... x, y)= ° 

fur jede Stelle (x y) gegeben sein, als Unbekannte der Stelle zugeordnet 
sind. Man nennt diese Gleiehurigen ein simultanes System partieller 
Differenzengleichungen. Dieses System wird insbesondere linear ge
nannt, wenn die Funktionen Fl , F2 , Fa' eine lineare Abhangigkeit der 
Werte von w, v, t an der Stelle (x y) und deren Umgebung her
stellen. 

Partielle Differenzengleichungen, die aus einem Extremal
problem folgen. Aueh unter den partiellen Differenzengleichungen 
sind jene, we1che die Folge einer Extremalbedingung einer quadra
tisehen Form sind, fUr die Anwendung die wichtigsten. Wir konnen 
dabei ahnIich vorgehen, wie wir es bei dem analogen linearen Pro
blem in § 6 getan haben. Die quadratisehe Form wird hierbei infolge 
der zweidimensionalen Ausdehnung unseres Gebietes die Gestalt 

n m n m 
J = .LJ .LJ .LJ 2J a· k .',: W·' k' 

i=Ok=Oi'=Ok'=O"~ • 
(1 ) 

haben und demgemaB wird das Gleichungssystem 

( i=O,1 ... n) 
k=o,1 ... m 

.. m 

2J .2) a'ki'k' Wi'k' - Uil< = 0 
i'=Ok'=O 

(1 a) 

mit der Bedingung 

lauten. 

Damit diese Gleichungen die Form von partiellen Differenzen
gleichungen haben, ist es notwendig, daB aIle aik i'k" mit Aus
nahme jener versehwinden, bei denen die Differenzen der Indizes der 
Bedingung 

i-i' < r 
k-k' < s 

geniigen. Schreiben wir nunmehr wieder x statt i und y statt k und 
setzen wir 

und 

ft"<.. s, 
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so verkniipft unsere Differenzengleichung offenbar aile Werte von w, 
die innerhalb des Gebietes 

x+r, x~r, y+s, y-s 

(einschlieBlich der Berandung) gelegen sind. Es ist moglich, daB 'P 

und fl noch weiter eingeschrankt sind, so daB nur gewisse Werte
paare derselben gestattet sind. Dann sind nicht alle Stellen in dem 
vorgenannten Bereiche miteinander verkniipft. 

Die Koeffizienten geniigen hierbei selbstverstandlich der Be
dingung: 

(2) 

Eine partielle Differenzengleichung, die aus einem Extremalproblem 
folgt, liiBt sich demnach in der Form 

+r +8 

.2 ..2 aX,y;x+",y+,uwx+v,y+,,,=UXY (3) 
Y::::;-r,.,,=--8 

anschreiben, Aus der Bedingung (2) geht hervor, daB die Stell en, an 
denen W durch diese Gleichung 
verkniipft ist, stets so gruppiert 
sind, daB sie eine Figur bilden, 
die zur X - und Y -Achse sym
metrisch ist. Schreibt man die 
Koeffizienten a + + immer X,Y;X'V,Y!l 
zu den Strecken, deren End-
punkte die Koordinaten x, y und 
x + 'P , Y +.u haben, so kann man 
an Hand einer solchen Skizze, 
wie Abb. 53 ohne Schwierigkeiten 
das durch die Differenzenglei
chung repriisentierte Gleichungs
system aufstellen. Die einfachste 
partielle Differenzengleichung, die 
ist, ist in bezug auf x und y von 
Form 

Abb. 53. 

die Folge eines Extremalproblems 
der zweiten Ordnung und hat die 

Px, y; "'II W",y + Px, 1/; ",--1, y w x - 1, y+ Px, y; ",+1, II wx +1• y 

+p"" u; 0:,y-1 W""y-1 +P""y;x,y+1 'Wx ,y+1 = UZy 

wobei also r = s = 1 und auBerdem 

Px,y; ",-1,y-1 =P",y; x+1,y+1 =Pa:,y; ",-1,y+1 = Px,y; ,,+1,y-1 = 0 

ist. Wir werden dieser Differenzengleichung in den folgenden Bei
spielen ofters begegnen und sie dann kiirzer in der Form 

Dx(c:p w) +D/'jJ w)= UXY 
Bleich-Melan, Difierenzengleichungen. 16 
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schreiben, wobei Dx(gJw) einen Ausdruck von der Form 

Dx (cp w) = CPl (xy) Wx-1,y + CPo (x y) wxy +1J?1 (x+ 1, y) W"'+l,y 

und 

DJljJ w) = "Pl (x y) Wx,y-.l + "Po (x y) wxy + 1f'1 (x, Y + 1) W""y+1 

vorstellt. CPo' CPl' "Po und 1f'1 sind dabei willkiirliche Funktionen von 
x und y. 

Wir wollen von der Aufstellung weiterer spezieller Formen von 
solchen Differenzengleichungen absehen, die wir an Hand der Gl. (3) 
un schwer bilden konnen, und nur noch der Vollstandigkeit halber 
darauf aufmerksam machen, daB wir es immer mit Differenzenglei
chungen zu tun haben, die sowohl in bezug auf x wie y von gerader 
Ordnung sind. So ist die allgemein angeschriebene Gl. (3) in bezug 
auf x von der Ordnung 2 r, in bezug auf y von der Ordnung 2 s. 

41. Die Randbedingungen linearer partieller 
Differenzengleichungen. 

Die folgenden Betrachtungen gelten ganz allgemein, also nicht 
nur ftir so1che Gleichungen, die aus einem Extremalproblem folgen. 
Ebenso wie bei einer gewohnlichen Differenzengleichung, ist auch bei 
einer partiellen die Losung nicht eindeutig festgelegt, solange lediglich 
die Differenzengleichung gegeben ist. Dazu ist es notwendig, daB die 
abhiingige Variable w, die in einem bestimmten Gebiete einer gege
benen partiellen Differenzengleichung geniigen solI, noch bestimmten 
vorgegebenen Bedingungen am Rande unterworfen wird. Man nennt 
diese Bedingungen Randbedingungen und spricht auch von Rand· 
werten, die w oder lineare Funktionen von W am Rande und an den 
dem Rand benachbarten Stellen annehmen muB. Enthalten diese 
Randbedingungen kein von W freies Glied, so bilden sie ein homo
genes Gleichungssystem, und man bezeichnet die Randbedingungen 
dann als "h 0 mogen". 

Wir bemerken, daB die Bedingung, ein Ausdruck wie (1) moge 
ein Extrem werden, bereits die Randbedingungen liefert; denn das 
Gleichungssystem (1 a) enthiilt genau so viele Unbekannte w als Glei· 
chungen vorhanden sind, und die Unbestimmtheit der Lasung, die 
wir im folgenden beseitigen wollen, ist bei der partiellen Differenzen
gleichung nur dadurch aufgetreten, daB wir eine beliebige, vom 
Rande geniigend weit entfernte Stelle (x y) herausgegriffen haben und 
auf die abweichende Form dieser Gleichung fUr einen Punkt am 
Rande oder in der Nahe desselben nicht Rticksicht genommen haben. 

Wir wollen zunachst diese Verhiiltnisse bei der Gleichung unter
such en, die sowohl in bezug auf x als auch y von der ersten Ordnung 
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ist. Diese Gleichung verbindet jeweils die vier an den Ecken eines 
Feldes zugeordneten Werte von w. Bei einem viereckig begrenzten 
Gebiet von n·m Feldern werden wir sonach n·m Gleichungenhaben, 
die aber den (n + 1). (m + 1) Stellen entsprechend, an denen w vor
kommt, (n + 1). (m + 1) Unbekannte enthalten werden. Gemiill den 
n + m + 1 iiberzahligen Unbekannten sind noch ebenso viele Glei
chungen notwendig, damit die Losung eindeutig festgelegt wird. Wir 
konnen dies zum Beispiel dadurch erzielen, wenn wir langs zweier in 
einer Ecke zusammentreffender Rander des Gebietes die Werte von 
w vorgeben. 

Wir wollen weiter die Randbedingungen der Gleichung 

untersuchen. Bei einem Gebiet von n·m Feldern erhalten wir, wenn 
wir diese Gleichungen ftir aIle Stellen im Innern, ftir die Stellen am 
Rande aber nicht aufstellen, (n-1).(m-1) Gleichungen. In diesen 
Gleichungen werden aber (n + 1). (m + 1) - 4 Unbekannte vorkommen; 
denn ist z. B. x = n ein Rand des Gebietes und (n - 1, y) eine 
dies em Rande benachbartes im Innern des Bereiches gelegener Stelle. 
so wird, wenn wir die Gl. (4) fUr diesen Punkt anschreiben, auch der 
Wert von wander Stelle (n, y) in ihr enthalten sein. Wenn wir 
die Werte von w in den vier Ecken mitziihlen, haben wir insgesamt 
(n + 1)·(m+ 1) Unbekannte. Es ist demnach notwendig, daB noch 
2 (n + m + 1) Gleichungen, also z. B. die Werte von w langs des 
ganzen Randes unseres Bereiches, gegeben sind. Die Werte von u,J:Y 
langs des Randes sind in diesem Fall fUr die Aufgabe ohne Bedeutung, 
denn sie kommen in den Gleichungen iiberhaupt nicht vor. 

Ahnlich sind die Verhaltnisse bei Gleichungen von hoherer Ord
nung. Die Gleichung 

Px,y; x.Y wxy + Px,l/; x-2,yWx - 2 ,y+PX,y; x-I ,y Wx-1,y 

+ Px,y; x+1,y wx + 1 ,y + PX,y; "'+2,y W",+2,y 

+ P""y; "',y-1 Wx ,y-1 + Px,y; x,y+1 W""y+1 = UXy 

die in bezug auf x von der vierten Ordnung, in bezug auf y von der 
zweiten Ordnung ist, verkntipft je ftinf aufeinander folgende Stenen 
der X· Achse mit drei aufeinander folgenden Stenen der y. Achse: 
an den Riindern y = 0 und y = k werden daher dieselben Verhaltnisse 
bestehen wie in dem vorhergehenden Beispiel, und es wird geniigen, 
wenn langs dieser Rander die Werte w vorgegeben sind. An den 
beiden anderen Seiten wird es aber notwendig sein, daB noch eine 
weitere Bedingung binzukommt. Wenn wir die Differenzengleichung 
wieder fUr die diesen Randem benachbarten ersten Innenkoten auf-

16* 
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stellen, so werden in dieselbe die Werte von w am Rande x = 0 

bzw. x = n eingehen. AuI3erdem werden aber noch die Werte von 
w an den Stellen x = - 1 bzw. x = n + 1, also den ersten dem 
Rande benaehbarten AuBenknoten vorkommen. Es werden also, 
damit die Losung unserer Aufgabe eindeutig festgelegt ist, liings 
dieser Rander die Werte von w fur aIle Knoten mit den Abszissen 
x = 0 und x = - 1 bzw. mit x = n und x = n + 1 vorgegeben 
sein mussen. 

Durch ahnliehe Oberlegungen, die darauf beruhen, daB man die 
Zahl der Stellen, an denen w bei der Aufstellung der Differenzen· 
gleichung fiir ein bestimmtes Gebiet vorkommt, der Anzahl der ein· 
zelnen Gleichungen gegeniibersteIlt, kann man sich stets iiber die 
notwendigen Randbedingungen klar werden. Es ist ohne weiteres 
einzusehen, daB an Stelle der Werte von w auch lineare Verbindungen 
von w an den Stell en in der Niihe des Randes gegeben sein konnen. 
Diese Randbedingungen mussen aber natiirlich immer so beschaffen 
sein, daB sie nieht eine Folge der Differenzengleichung sind oder mit 
derselben in Widerspruch stehen. Solangedie Randbedingungen nicht 
gegeben sind, ist naturgemiiB .die Losung einer partiellen Differenzen· 
gleichung nieht eindeutig bestimmt. Da man jede lineare partielle 
Differenzengleichung als Sonderfall des Gleichungssystems 

II 

Z aik Yk = u i (i = 0, 1 •. , n) 
k=O 

auffassen kann, so folgt daraus, daB siehebenso wie bei gewohnlichen 
Differenzengleichungen die allgemeine Losung aus einer linearen Ver· 
bindung einer Anzahl partikularer Losungen zusammensetzt. 1st 
also fUr einen bestimmtenBereieh die partielle Differenzengleiehung 
gleichwertig mit n linearen Gleichungen, die aber n + p Unbekannte 
enthalten, so sind p partikulare, linear voneinander unabhangige Lo· 
sungssysteme vorhanden, und die allgemeine Losung enthalt p vorder· 
hand willkiirliehe Kons~ante, deren Bestimmung erst aus p weiteren 
Gleichungen moglich wird, we1che durch die vorgegebenen Randbe
dingungen reprasentiert werden. Gegeniiber den gewohnIiehen Diffe· 
renzengleichungen ist nur sofern ein Unterschied vorhanden, als bei 
diesen die Zahl der partikularen Losungen von der Ausdehnung des 
Gebietes im Gegensatz zu den partiellen Differenzengleichungen un
abhiingig ist. 
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§ 11. Der biegungssteife Rahmen. 

42. Der biegungssteife Rahmen mit unverschieblich gelagectem 
Rand. 

Einleitende Bemerkungen. Wir wollen in diesem und dem fol
genden Paragraphen an Hand einer Reihe von Beispielen, die der Bau
statik entnommen sind, zeigen, wie gewisse partielle Differenzenglei
ehungen einer Losung zuganglich sind, und dabei vor aHem bestrebt 
sein, zu solchen Resultaten zu gelangen, deren numerische Auswer
tung mit einem praktiseh noch ertraglichen Arbeitsaufwand moglich ist. 
Als allereinfachstes Beispiel behandeln wir zunachst die Berechnung 
von Rahmentragwerken von beliebiger Felderzahl. Darunter versteht 
man Konstruktionen, welche aus zwei Scharen dunner biegungssteifer 
Stiibe bestehen, die in einer Ebene liegen und an den Kreuzungs
stellen oder Knoten ebenfalls biegungssteif verbunden sind. Wir be
sehranken uns im folgenden gemaB der praktisehen Anwendung dieser 
Systeme auf gerade Stabe, obwohl sich das im folgenden entwickelte 
Verfahren mit entsprechenden Anderungen auch auf gekriimmte Stiibe 
iibertragen laBt. Weiter nehmen wir, obwohl ohne wesentlichen 
EinfluB auf die Formulierung unseres Problems, ebenfalls mit Riick
sieht auf die in der Technik gebrauchliche Anordnung an, daB die 
zwei Scharen aus parallelen Graden bestehen, die sich rechtwinklig 
kreuzen. Wir werden ein solches System als Rahmen bezeichnen, 
wenn die Be1astung in der Ebene der Stabe wirkt; am Rande oder 
langs Teilen desselben ist der Rahmen irgendwie gestiitzt, doch wollen 
wir vorerst voraussetzen, daB die 
Stiitzung so erfolge, daB die ein- y-1-t-----+----I-
zelnen Knoten keine Versehiebung, 1 

''''~1_ZEJY'1 L sondern lediglich eine Verdrehung rJ ly_1 

erfahren konnen" wenn das System M 

unter den auBeren Kraften eine De- y Elf ,..~+tE-It--++--
formation erleidet. Dies setzt weiter u:7 m 
voraus, daB wir den EinfluB der EJ. l 'iY =~!L 
axialen Kriifte, die in den einzelnen ly M 

Stiiben auftreten, auf die Deformation \l} 
des Systemes vernaehlassigen, was y-1.,.---.--.,._--. __ .....-
wir iibrigens wegen der Geringfiigig- x-"'Px=zf:x 
keit desselben gegenuber dem von 
der Biegung der Stiibe herriihrenden 

Abb. 54. 

Anteil stets tun wollen. Es kommt also vor aHem in diesem FaIle 
auf die Ermittlung des Verdrehungswinkels der Knoten an, womit 
unsere Aufgabe im wesentlichen gelost ist. 
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In Abb. 54 ist ein Teil unseres Rahmens dargestellt. Wie sich 
derselbe weiter fortsetzt und wie insbesondere der Rand aussieht, 
wollen wir vorderhand noch offen lassen. In der Abbildung sind die 
Stabe x ~ 1, x, x + 1 und y - 1, y, y+ 1 eingezeichnet; das 
Tragheitsmoment der erstgenannten Stabe sei Iy und JY + 1 zwischen 
den Knoten mit den Ordinaten y -- 1 und y, bzw. y und y + 1; 
das der letzteren J", und IX+1 zwischen den Knoten x - 1 und x, 
bzw. x und x + 1. Ebenso seien ly und 11/+1 bzw. lx und l,dl die 
entsprechenden Feldliingen. \Vir wollen ausdriicklich annehmen, daB 

1::ry-1 

Abb_ 55. 

J und 1 jeweils llur mit der 
Variabeln veriinderlich sind, die 
als Index angefiigt ist; von der 
anderen Variabeln sind diese 
GroBen unabhangig. Wir be
zeichnen ferner mit Eden 
Elastizitatsmodul des Konstruk
tionsmateriales und mit 7:",y den 
oben erwahnten Verdrehungs
winkel des Knotens (x y) 
(Abb.55). Diesen Winkel rech
nen wir dann positiv, wenn die 
Verdrehung im Uhrzeigersinne 
erfolgt. Die Biegungsmomente, 
die an den vier in einem Kno
ten (x y) zusammentreffenden 
Stabenden unter der auBeren 
Belastung im Rahmen auftreten, 
bezeichnen wir mit GXY ' H XY ' 

Llty und Ma;y' und zwar gehort im Knoten (xy) GXY und HXY zu dem in 
der negativen, bzw. positiven X- Richtung, LXY und Mx y aber zu d{'m in 
der negativen, bzw. positiven Y-Richtung abzweigendenStabe_ Diese Mo
mente sollen dann positiv bezeichnet werden, wenn sie so wirken, daB 
sie die Stabenden, an denen sie angreifen, im positiven Sinne verdrehen_ 

Die Differenzengleichung des Problems und seine Randbe
dingungen. Denkt man sich die Stiibe in den einzelnen Knoten nicht 
biegungsfest, sondern durch reibungsfreie Gelenke verbunden, so daB 
also die einzelnen Stabe zwischen benachbarten Knoten freiaufliegende 
Trager vorstellen, so sollen die auBeren Kriifte solche Biegungsmomente 
erzeugen, daB bei Belastung der vier in dem Knoten (x y) zusammen
treffenden Stabe mit diesen Momentenftachen der Stab zwischen den 
Knoten 

(x - 1, y) und (x y) im Knoten (x - 1, y) die Auflagerreaktion Px -1. y' 
im Knoten (x y) die Auflagerreaktion QXY' 
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(x y) und (x + 1, y) im Knoten (x y) die Auflagerreaktion PXY ' 

im Knoten (x + 1, y) die Auflagerreaktion Qx+1, y' 
(x, y - 1) und (xy) im Knoten (x, y-1) die Auflagerreaktion Rx, y-l' 

im Knoten (x y) die Auflagerreaktion SXy' 

(xy) und (x,y+1) im Knoten (xy) die Auflagerreaktion RXY ' 

im Knoten (x, y+ 1) die Auflagerreaktion SX,y+1 

ausiibt. Die Vorzeichen von P ,Q ,R~ und Swollen wir dabei xu xu ~y xy 
so wiihlen, daB die Momentenfiiiche eines positiven Momentes H 

xy 
ein positives P hervorruft. Ebenso gehort zu einem positiven G 

xy "'y 
ein .positives Q , zu einem positiven M y und L ein positives R "'u x "'y "'y 
bzw. ein positives S",y. Die Auflagerreaktionen sind also dann po-
sitiv gerichtet, wenn sie in bezug auf einen innerhalb des betrachteten 
Feldes gelegenen Querschnitt ein im Uhrzeigersinne drehendes Moment 
erzeugen. Daher gibt eine Momentenfiiiche der iiuBeren Kriifte, welche 
dem Vorzeichen nach mit der Momentenfliiche von H iibereinstimmt, xy 
ein positives P",y, aber ein negatives Q",+1, y und iihnlich fUr die 
anderen Stiibe. 

Nun ist bekanntlich (vgl. Abb. 56) bei einem freiaufliegenden Stabe 
von der Liinge lund dem Triigheits
moment J der E J-fache Verdrehungs
winkel "l eines Stabendes gleich dem 
Auflagerdruck der Momentenfliiche die-
ses Stabes an dem betreffenden Auf- Abb·56. 

lager. Besteht die Belastung aus den Kriiften T, deren Momenten
fliiche die Auflagerreaktionen links A und rechts B erzeugt und auBer
dem noch aus den an den Stabenden angreifenden Momenten M..4. und 
M B , wobei siimtliche GroBen in dem oben festgesetzten Sinne positiv 
gerechnet werden soli en, so ist 

Lost man die vorstehenden Gleichungen nach M..4. und MB auf, so 
findet man 

2 EJ 2 
M..4. =-Z-(ZT..4. +TB) --y(2 A +B), 

2EJ 2 
MB = -z- (z "lB + "l..4.) - y (2 B + A) . 

"Vendet man diese Formeln auf die vier Momente G, H, Lund M, 
die in einem Knoten angreifen, an, so erhiilt man 
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(1 ) 

Db' d Abk" zEJ:c d zEJy t a el wur e zur urzung q;",=-y;;- un 'Py=-z;;- gesezt. 

InfoIge des Gleichgewichtes des Knoten (x y) gegen Verd:r;ehen 
muB die Summe dieser vier Momente verschwinden. Es ist also 

G+H+L+ M=q;", (1x - 1, y +2 TXY) + 9?x +1 (2T"y +1,,+1, y) 
+'If'y (1x,y-l+ 2T",y)+"Py+l (2Txy +TX,y+1)- UXy=O, 

worin 

(2) 

einen Ausdruck vorstellt, der Iediglich von der iiuBeren Belastung ab
hiingig ist und der, wenn die auBere Belastung gegeben ist, leicht 
berechnet werden kann. 

Wir erhalten also £iir die Winkelverdrehung T eine partielle Diffe
renzengleichung, die in bezug auf x und y von der zweiten Ordnung 
ist und die wir mit dem schon verwendeten Symbol D auch ki.irzer 
in der Form 

anschreiben wollen. Wir haben diese Gleichung bereits in den ein
Ieitenden Bemerkungen uber partielle Differenzengleichungen erwiihnt 
und festgesteIIt, daB noch langs des Randes eine weitere Bedingung 
gegeben sein· muB, damit die Losung dieser Differenzengleichung ein
deutig festge1egt ist. Die Form dieser Randbedingung hangt natur
gemiiB davon ab, wie die Verhiiltnisse am Rande des Systems liegen. 

Wie wir bereits erwiihnt haben, werden wir uns im folgenden ge
miiB dem bei praktischen Anwendqngen fast ausnahmslos vorliegen
den Falle stets auf ein rechteckiges Gebiet, das einerseits von x = 0 

und x = n , andererseits von y = 0 und y = m abgegrenzt wird, 
beschriinken. 

Der einfachste Fall ist dabei der, daB die Stiibe liings des Randes 
fest eingespannt oder geklemmt sind, d. h_ daB r liings dieses Randes 
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verschwinden muB. Wir erhalten demnach langs eines solchen Randes, 
wie z. B. y = ° in Abb. 57, als homogene Randbedingung 

Txy=O fUr y=o. (4) 

Eine weitere fur die Anwendung wichtige Form des Randes ist die 
in dieser Abbildung fUr x = ° dargestellte; die Stabe sind hier am 
Rande gelenkig befestigt. Es muB also hier das Biegungsmoment fur 
den' nach innen fiihrenden Stab verschwinden und das bedingt, daB fUr 

x=o: H",y=IPX+1(21",y+1"'+I,y)-- UXy=o (5) 

gemaB GI. (1) sein muB, nach-
dem hier '/=m 

2 

U"'''=I+ (2PXy+QX+l,y) 
x 1 

ist und -12 (2 Q + PI) 
.% xy ~- ,Y 

verschwindet. Wir konnen 
dieser Randbedingung auch 
eine homogene Form geben, 
wenn wir das Gebiet uns bis 
zu den Knoten x = - 1 er
weitert denken und fUr x = 0 

Y=1TI-

y!:~ 
x=o x=1 
~ 

---x 
noch die Differenzengleichung aufstellen: 

D",(IP 1)+ D!lC'1'1) = U xy 

dafUr aber die Differenz von Gl. (3a) und (5): 

Abb. 57. 

tp",(rX - 1 ,y+ 2 'f",,,)+DJ'jl1) =0 fUr x=o, 

~ 
:r=n-1 x=n 

als Randbedingung vorschreiben. Ebenso wurde der Rand x = n 

oder 

tp.,+! (21",+1, y + 21,,)+ Dy(tp1) = 0 fUr x=n 

verlangen, und ganz abnliche Ausdriicke ergeben sich fiir einen 
Rand y = ° oder y = n, wenn die Stabe langs desselben gelenkig 
befestigt sind. 

Als dritte Moglichkeit wollen wir noch den Fall eines sogenannten 
freien Randes betrachten. Ein solcher freier Rand ist in Abb. 57 
fUr x = n und y = m dargestellt. Stellen wir in diesem Falle die 
Differenzengleichung fur einen Randknoten, also z. B. fiir einen 
Knoten langs des Randes x = n, auf, so enthalt die Gleichung, die 
das Verschwinden der Summe der Momente urn diesen Randknoten 
ausdriickt, nur die drei Momente G, Lund M, oder, was auf das-
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selbe hinauskommt, es muB in diesem FaIle das Moment H Null 
sein. Wir erhalten also, wenn wir fUr H den Wert gemaB Gl. (1) 
einsetzen, 

(6) 

Fur den Rand X= 0 wurden wir aus dem Verschwinden von G",y 

2t +r = 0 fur x=o "'y x-l,y • 

erhalten, und ganz iihnlich liefert ein freier Rand y = m, wegen 
M=o 

2 t",y +r"" y+l = 0 fur y=m 

und ein freier Rand y = 0, wegen L = 0 

2r +r = 0 fur y=o. xy x, y-l 

Es muB also fUr einen freien Rand immer die Summe von dem dop
pelten Verdrehungswinkel des betreffenden Randknoten und dem ersten, 
auBerhalb des vorgegebenen Bereiches gelegenen Nachbarknoten ver
schwind en_ Auch diese Randbedingungen sind homogen. 

Die Losung der homogenen partie1Jen Differenzengleichung 
D", (p't') + Dy (tp't')=A't' bei geklemmtem oder freiem Rand. 
Bevor wir uns mit der Lasung der inhomogenen Gl. (3), welche 
naturgemiiB das Endziel un serer Betrachtungen bildet, befassen, 
wollen wir uns zuerst kurz mit der entsprechenden homogenen 
Gleichung 

D",(rpr) + Dy('ljJr)=}.r (7) 
beschiiftig en. 

Wir versuchen, analog wie man es in der Theorie der partiellen 
Dlfferentialgleichungen zu tun pflegt, fiir r einen Ansatz in der Form 
eines Produktes 

r=XY, (8) 

des sen Faktor X lediglich von x, der andere, Y, nur von y abhiingig 
ist. Nachdem cp und "p nach unserer eingangs gemachten Voraus
setzung ebenfalls nur von x bzw. nur von y abhiingen, ergibt sich 

Dx(cpr)=YD(cpX) Dy (cpr)=XD(cp Y), 

und die homogene partielle Differenzengleichung nimmt, wenn man 
T = X Y einsetzt, die Form an 

XyfD(<pX) ~_ D(1pY)l =XYJ.. 
L X I Y J 

Diese Gleichung verlangt, daB der Klammerausdruck auf der linken 

Seite gleich A., also gleich einer Konstanten ist, und da allenfalls D (i X) 
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nur von x, D(iY) nur von y abhangig sein konnte, muB notwen-

d· . hI D (rp X) I h D(<pY) . .. Igerweise sowo X· . as auc -Y- eme Konstante sem. Wir 

erhalten also fUr X und Y die gewi:ihnlichen Differenzengleichungen 

D (iX) =2' 1 

D(iY) = 2". f 
und (9) 

i. ergibt sich dernnach mit 

2 =2' +2". 
Urn die Randbedingungen fUr einen geklemmten oder freien Rand 

zu erhalten, denen X bzw. Y genugen muB, wollen wir die hornogene 
Randbedingung fur T allgemein in der Form R (T) = 0 schreiben. Flir 
die Rander x = 0 und x = n wird dann diese Gleichung fUr diese 
Randausbildung Werte von T an Stellen mit verschiedenern x, aber 
immer dernse1ben y verbinden, so daB, wenn wir fur T den Wert 
T = X Y einsetzen, die Bedingung 

R(XY)= YR(X) = 0 

oder 
R(X)=o fur x=o und x=n 

erhaIten wird. Ahnlich ergibt sich langs der beiden anderen Rander 

R(Y)=o fur y=o und y=m. 

So fUhrt z. B. ein geklemmter Rand x = 0, bzw. Y = 0 wegen ·T = 0 

auf die Randbedingungen X = 0 (x = 0) und Y = 0 (y = 0), die freien 
Rander x = 0 und x = n wegen 2 T + T 1 = 0 auf my x - , y 

zX +X 1=0 fur x=o x x-

und wegen 2 TXY + Tx+ 1, y = 0 auf 

X +X fu··r z III .,+1 =0 x=n. 

Die Randbedingungen fur X und Y sind also homogen und als 
.. . . D (rp X) 1/ d D (1J' Y) 111 d Losung der Differenzengleichungen -X- = A un -Y- = A wer en 

wir die Eigen16sungen Xi und Yk, we1che durch die Eigenwerte 1/ 
und Ak bedingt sind, erhalten. Die Eigenli:isungen unserer hornogenen 
partiellen Differenzengleichung lauten daher 

ik_X· iYk 
TxV -

mit den diese Li:isungen bedingenden Eigenwerten 1 i k = Ai + It 
(10) 
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Ebenso wie bei dem analogen linearen Problem geniigen, wie sich 
leicht zeigen laBt, auch in dies em Falle die file der Orthogonalitiits
bedingung 

wenn wenigstens eine der beiden Ungleichungen 

i=t= i' 
oder 

k=t=k' 

(11) 

erfiillt ist. Urn dies einzusehen, brauchen wir bloB in der Gleichung (11) 
die gefundenen Werte 'l einzusetzen und erhalten fiir die Summe linker 
Hand den Ausdruck 

n m 
1: ~ Xi yk Xi'Y"'. 

",=011=0 

Wenn man in dieser Summe die Glieder so ordnet, daB man zuerst 
nach der einen Variabeln, etwa y, dann nach der anderen x summiert, 
so findet man ffir die eben angeschriebene Summe den Wert 

fJ m 
L;Xi Xi' .2 yk yL.f = 0 , 

",=0 1/=0 

denn die innere Summe muB wegen der Orthogonalitat der yk ver
schwinden. Gleichzeitig ist auch ersichtlich, daB es hinreichend ist, 
wenn eine der beiden Ungleichungen fur i oder k besteht. 

1st aber i = i' und zugleich k = k', so erstreckt sich die Doppel
summe fiber lauter Quadrate und muB daher einen positiven Wert 
haben. Dabei konnen wir es durch passende Wahl eines konstanten 
Faktors, mit dem 'lik zu multiplizieren ist, so einrichten, daB 

(11 a) 

wird und die Losungen normiert sind. Das ist der Fall, wenn die Xi und 
n m 

yk normierte Eigenlosungen sind, also .2(Xi)2= 1 und L;'(Yk)2= 1 ist. 
x=o 11=0 

Man kann nun weiter die Aufgabe stellen, eine vorgegebene Funk
tion innerhalb eines Gebietes 0 < x <n und 0 < y ~ m in eine Reihe, 
die nach den vorstehenden Eigenlosungen fortschreitet, zu entwickeln. 
Es sollen also in der Gleichung . 
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die Koeffizienten Uik bestimmt werden. Wir multiplizieren beiderseits 
mit XP yq und bilden die Summe 

nm n.mnm 
Z Z U",yXpxq=2J 2J 2J 2JXPXi yq Yk,uw 
x=Oy=O x=Oy=Oi=Ok=O 

Vertauscht man hierin rechter Hand die Summationsfolge, so erhiilt 
man fUr die rechte Seite 

Wegen der Orthogonalitiitseigenschaft der X und Y werden die inneren 
Summen dieses Ausdruckes nur dann nicht verschwinden, wenn i = P 
und k = q ist, 50 daB sich die vorstehende Gleichung unter der Vor
aussetzung normierter Eigenlosungen zu 

n m 
upq =2J 2., UXyXPyq 

x=O y=O 
( 12) 

vereinfacht. 

Entwicklung der Losung der inhomogenen Gleichung nach 
den Eigenlosungen bei freiem oder· geklemmtem Rand. Es ist 
nunmehr nicht schwierig, die Losung der inhomogenen partiellen 
Differenzengleichung (3) mit homogenen Randbedingungen zu finden. 
Entwickelt man die U", y mit Hilfe der Gl. (12) in eine Reihe 

wobei also Xi und yk die zu den Eigenwerten Ai und }.,~ gehorigen 
Eigenlosungen der gewohnlichen Differenzengleichungen 

D (cp X-) = li Xi, D ("p Yk) =).'/.: yk 

mit den entsprechenden homogenen Randwerten sind und 5etzen wir ferner 

so ergibt sich durch Einsetzen der Werte fur 'f",y in die zu losende 
partielle Differenzengleichung 

Hieraus erhiilt man, da diese Gleichungen fur beliebige x und y er
fullt sein miissen, 
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Unsere Aufgabe ist mithin gelost. Alleidings setzt diese Losung 
voraus, daB wir die EigenlOsungen X und Y sowie die Eigenwerte ;.: 
und l" in einfacher Weise, und nicht erst nach Auflosen der Frequenz. 
gleichung ermitteln kannen, damit eine praktische Anwendung uber
haupt ohne zu groBe Rechenarbeit moglich ist. Das ist aber nur dann 
der Fall, wenn sowohl cp als auch 1f' konstante GraBen sind. In diesem 
FaIle kann man die am Schlusse dieses Buches angegebenen Tabellen 
flir die Eigenlosungen benutzen und so viel Rechenarbeit ersparen. 
NIan hat dann immer noch, urn Tzy zu erhalten, bei einer Aus
dehnung von n und ni Fe!dern bei einem freien Rande Summen von 
(n+1)·(m+1), bei geklemmten Randern von (n-1).(m-1) 
Gliedern zur Berechnung von Uik und Tzy zu bilden. 

n m 
Darstellung der Losung T = I I Xi yk Cik durch eine ein-

;=0 k=O 
fache Summe. Wir kannen uns in einfacher Weise eine andere, fUr 
die numerische Rechnung bequemere Form der Lasung beschaffen, 
die auBerdem noch den Vorteil hat, daB sie auch fur den Fall, daB 
eine von den beiden GraBen ({i oder tp veranderlich. ist, nicht zu vie! 
Rechenarbeit verursacht und (las Auflasen der Frequenzgleichung mit 
variabC!n Koeffizienten vermeidet. Wir wollen ann ehmen, daB cp kon
stant, 1f' aber variabe! sei. Wir schreiben die Lasung 

n m Uik . k 

T=i~k~ li+ l~ X' Y 

durch Vertauschung der Summationsfolge 
n m Uik 

r=.2 Xi I '~+ ,If yk. 
i=O k=O A$ Ak 

Die inn ere Summe stellt dann offen bar die Lasung einer inhomogenen 
gewahnlichen Differenzengleichung vor, die nach den Eigenlosungen 
der homogenen Gleichung entwickelt worden ist. Wie man sich leicht 
iiberzeugt, hat diese inhomogene Gleichung die Gestalt 

(15) 
_ m yk m 

so daB wir also yi=.2 U:k If mit Uik=.2Y/Uj(Y) erhalten und 
k=O li+1k 11=0 

fur r sich der einfachere Ausdruck 

( 16) 
i=O 

ergibt. Denn urn die Lasung yi der vorstehend angeschriebenen in· 
homogenen Gl. (is) nach den Eigenlosungen der homogenen . 

D(V' y*k) + ~ y*k = l: y*k (17) 
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zu entwickeln, braucht man sich nur zu erinnem, daB diese Eigen-
16sungen yH nicht von 2/ abhiingen, und daher identisch sind mit 
den Eigenlosungen von D ('P yk) = 1Z yk, also den im vorhergehen
den bereits angewendeten L6sungen. Die Eigenwerte 1; sind aber 
mit 1i und 1~ durch die Beziehung 1; - 1i = l~ verkniipft, so daB 
It = 1ik = 1i -+ 11 wird und man tatsiichlich die Gl. (15) fiir yi 
erhiilt. Die GroBen u i k sind demnach die Koeffizienten der Entwick
lung von II;(Y) nach den EigenlOsungen der Gl. (17) oder 

D ('P yk) = 1'!. yk. 

Gelingt es, diese u i (y) in einer einfachen Weise zu bestimmen, 
so haben wir insofern einen Vorteil erreicht, als wir dann zur Berech-

nung der yi lediglich das Gleichungssystem (15), allerdings jedesmal 
flir ein anderes i aufzul6sen haben. Wir bemerken zu diesem Zwecke, 
daB sich die Uik gemiiB Gl. (12) aus 

berechnen; schreibt man diese Gleichung wiederum in der Form 

m n 
U ik = .2Yk .2Xi UXY 

1/=0 x=o 

und vergleicht diese Form mit dem Ausdruck 
m 

U ik = .2 yk IIi (Y), 
1/=0 

so sieht man ohne weiteres, daB die gesuchte Beziehung 

n 
ui(Y) = .2Xi U;Cy 

x=o. 
( 18) 

lautet. 
Man kann iibrigens dieses Resultat und diese Reduktion der Doppel-

5umme auf eine einfache Summe auch so erhalten, wenn man mit 
m __ n 

dem Ansatz 'l = .2 Xi yi und U "'Y = .2 Xi U i (y) direkt in die inhomo-
i=O ;=0 

gene Gleichung eingeht und dann iihnlich wie Seite 253 verfiihrt. 
Zusammenfassend sei also wiederholt: Urn die partielle Differenzen

gleichung 

n _ 

zu 16sen, verwenden wir den Ansatz 'l = .2 Xi yi. Die als homogen 
;=0 

vorausgesetzten Bedingungen, denen 'l am Rande zu geniigen hat, 
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liefern, wenn dieser Wert fur T in dieselbe eingesetzt wird, fur X' 
und yi ebenfalls homogene Randbedingungen, und zwar ergeben die 
Rander x = konstant die Bedingungen fUr Xi, die Rander y = kon· 

stant die Bedingungen fUr Y. Xi sind die Eigenlosungen der homo· 
genen gewohnlichen Differenzengleichung D (cp X) = A' X mit den 
Eigenwerten A/. 

Fur yi erhalten wir die inhomogene gewohnliche Differenzen· 
gleichung 

D (1p Vi) + A/ Yi=Ui (y), 

wobei U i (y) die Koeffizienten der Entwicklung 

(i=o,1,2 ... n) 
(y=o, 1, 2 ... m) 

n 
UZy = 2) Xi Ui (y) 

£=0 

vorstellen und nach friiheren durch 
n 

zu berechnen sind 1). 
uj(y) = 2) Xi Ux " 

X=O 

Entsprechend den Gleichungen (16) und (18) kommt es bei dieser 
wie bei allen folgenden Aufgaben darauf an, Summen von der Form 

r=rl 
C,g: = 2) ars ' brq 

1'=0 

zu berechnen. Di e GroBen a r s sind fur die Werte , = 0, 1, ... r 1 

und s = 0, 1, 2 .,. S1' die GraBen brq fur , = 0, 1""'1' und 
q= 0, 1 ... q 1 gegeben. Die Bestimmung der C,q kann ganz mecha
nisch nach den Regeln der Matrizenmultiplikation geschehen . 

• Bezeichnet namlich AT, das Schema oder die Matrix der Ele
mente a (1'=0, 1,2, '" 1'1- 1 • 1',) 

rs (5=0,1,2, ... S1-1, 51) 

und ebenso 

Brq die Matrix 

A = aOi a11 
1'8 

der Elemente b ((1'=0, 
r'l q=o, 

boo blO briO 

B r q = bOl bll brli 

bOg" bi'll .• brl'l, 

1, 2""1- 1, 1'1') 
1, 2 ... q1 - 1, q1 ,) 

1) 1m foIgenden sind stets die Losungen des inhomogenen Gleichungssystems 
durch einen horizontalen Strich von den EigenlOsungen unterschieden. 
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so bezeichnet man mit dem Produkt A B = C eine Matrix 
ra rq sq 

Coo COl •• C" 0 

COl Cu 

deren Elemente nach der Vorschrift 

gebildet worden sind. Nachdem wir bei den folgenden Aufgaben stets 
auf diese Matrizenmultiplikation gefiihrt werden, wird man gut tun, 
sich diese Vorschrift, nach der aus zwei Schemen von gegebenen 
Elementen ein Schema neuer Elemente zu bilden ist, recht gut ein
zupragen. Es empfiehlt sich also, die Matrizen so anzuordnen, daB 
in beiden entweder die Zeilen oder die Reihen nach dem Index 
fortschreiten, der beiden Matrizen gemeinsam ist. 1m vorliegenden 
Falle kann man sich eine Matrix, etwa B auf Pauspapier schreiben 
und, urn das Element C der neuen Matrix zu erhalten, so iiber A sq 
leg en, daB die Zeile s von A sich mit der Zeile q von B deckt. Das 
Element CSq der neuen Matrix wird dann gebildet, wenn man jedes 
Element der Zeile s der Matrix A mit dem an derselben Stelle in 
der Zeile q der Matrix B stehenden multipliziert und die so erhaltenen 
Produkte addiert. 

Beispiel: Berechnung eines Stockwerksrahmens von beliebiger Felder
anzahl. Wir wollen die praktiscbe Anwendung dieses Verfabrens an der Be
rechnung eines im Hochbau ziemlich haufig angewendeten Tragwerkes zeigen 

o,St/m 
y=J 

y=2 

10tlm 

y=1 ~Illlllllllill 
,/,=1 

l-12m. 

y=O ~ 

ostlm o.5t/m ~ 
1jJ-O,'I-
oSt:/m o.St/m ostlm 

IIlIIIIIIIII 111111111111 nll!llllllll~ 

1/'=0,0 10t/m -10 t:/m. 
ITIIIIIIIIII 111IIII11111I 

~~1 f,P -1 ,/,=1 fF-1 ip-1 

l-12m Z-12 m.. l-12m. l='12m... Z= 12 m.. 

1jJ=0,8 

x=2 x=J 
Abb. 5B. 

x=If x=5 x=1i 

(Abb.58). Dieser Stockwerksrahmen sei durch eine - wie man in der Praxis 
der Einfachheit halber stets annimmt - gleichmaf3ig verteilte Belastung, deren 
Wert in den einzelnen Fe1dern in der Zeichnung eingetragen ist, beansprucht. 
Der Rahmen sol1 in der Liingsrichtung aus 6 Feldern, in der Hohe aus 3 Ge
schossen bestehen. In der horizontalen Richtung sol1, wie wir annehmen wollen, 

Bleich.Melan, Differenzengleichungen. 17 
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2El.., . 
das Verhliltnis 'II.., = -1- konstant sem. Bei ungleichen Feldillngen I.., wird 

z 
dies allerdings zumeist nieht mehr genau der Fall sein, doch ist diese .Annahme 
nieht gar so unbereehtigt, da mit wachsender Feldillnge aueh das Trllgheits
moment, allerdings nicht in demselben Verhilltnis zunimmt. Rechnet man 
aber in dem Falle ungleicher Feldllingen mit konstantem J, wie man das 
gewohnlich bei durchlaufenden Trllgern zu tun pflegt, so wird man sieherlich 
ebenso einen Fehler begehen wie bei der von uns gemachten Annahme eines 
konstanten Wertes von rpx = 'II • 

Wir setzen also fUr die wagrechten Stll.be das Verhilitnis 'II = 1; fUr die 
senkreehten Stlibe solI dieses Verhilitnis von unten nach oben der Reihe nach 
die Werte 0,6, 0,4 und 0,2, wie dies aueh in der Zeichnung eingetragen ist, 
annehmen. 

1m Ubrig-en beziehen wir uns auf ein Koordinatensystem mit dem Ursprung 
in der link en unteren Ecke. Die X-Aehse legen wir horizontal, die Y-Achse 
senkreeht, und zwar die positiven Richtungen nach rechts, bzw. naeh oben. 
Die Randbedingungen lauteli dann naeh dem frUher Gesagten fUr die ein
gespannten Rlinder x = 0, x = n, :II = 0 

Txy = 0, 

wllhrend der Rand :II = m frei ist und daher hier 

2 ~..,y + Tx ,y+1 = 0 

fUr jI = m sein mUD. 
Wir berechnen zunachst die Werte U..,y fUr die einzelnen Knoten; nach

dem die vertikalen Stltbe nicht belastet sind und die Feldlangen in wagrechter 
Richtung gleieh grot.i sind, vereinfacht sieh die GI. (2) ZU 

2 
Uxy =1 [P"'-1. y+ 2 QXY + 2 P..,y+Q"'+1. y]. 

Die Momente der autieren Belastung sind nun in den belasteten Feldern, 
wenn man sich die horizontalen Stlibe tiber den StUtzen durchgesehnitten 

denkt, Parabeln mit der grotiten Ordinate in der Mitte von q ;~. Dieses Pa-

• • 2 ql2 1 
rabelsegment ais Belastung aufgebraeht, hat em Gewlcht von - .l. - = - q 13, 

3 8 12 

so dat.i der Auflagerdruck die Hltlfte hievon, das ist ..!.. q 13 betragt. Ftir einen 
24 

Knoten (x y), bei welchem das vorhergehende Feld belastet ist, erhalten wir, da 

und 

ist, fUr Uxy 

2Q .. , 2 qlB 
--I-=Y PX-l,lI=+12 

P"y= Q''''+1.y= 0 

UXy = __ 1_ qZS 
12 

und fUr einen Knoten, bei welch em das naehfolgende Feld belastet ist, 

UXy=+_t_qIB. 
. 12 

Wir haben die so errechneten Werte von Ux y in der folgenden Tabelle zu· 
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sammengestelIt; an den RlI.ndern, wo Einspannung vorhanden ist, kommt es 
auf U",y nicht an. 

UXY 

X= 1 2 3 4 5 
,,=1 -12 +12 -12 +12 -12 
,,=2 + 6 6 + 6 6 + 6 
"=3 - 6 + 6 - 6 + 6 -6 

Unsere nlichste Aufgabe ist, diese Uxy in eine Reihe von der Form 

U",y= ,1;u, (y)X' 

zu entwickeln. FUr Xi haben wir die Differenzengleichung 

D (rp X..,) =<p (6+6)X",=l Xx 

mit den Randbedingungen 
Xo=X,,=o. 

Die Losungen dieser Differenzengleichungen haben wir im Anhange bereits 
fUr verschiedene Felderzahlen zusammengestellt. In dem vorliegenden Faile 
ist n = 6, und wir entnehmen der Tabelle (1) im Anhang die folgenden Werte Xi 

und l' 
Xi 

'" ~ 
X= 1 2 3 4 5 

i=1 +0,28868 +0,5 +°,57735 +°,5 +0,28868 5,73205 
i=2 +°,5 +.0,5 ° -0,5 -0,5 5,00 
i=3 +°,57735 ° -0,57735 ° +°,57735 4,00 
i=4 +°,5 -0,5 ° +°,5 -°,5 3,00 
i=S +0,28868 -°,5 +°,57735 -0,5 +0,28868 2,26795 

Da diese EigenHisungen bereits normiert sind, berechnen wir u, (y) nach 
der Gleichung 

.n . n-1 . 
u, (y) = ~ UXyXZ ' =,1; U",yX..,', 

0:=0 z=l 

und das kann an Hand der beiden Tabellen fUr U und X ganz mechanisch 
nach den frUher angegebenen Regeln geschehen. Wir denken uns fUr den 

Augenblick u'Y statt u, (y) sowie fUr x",i X/x geschrieben und erhalten so zum 
Beispiel fUr i = 1 und y = 1 aus den Tabellen fUr U und X 

u1 (1)= - 12,0,28868 + 12·0,5 -12 ,0,577 35 
+ 12·0,5 - 12,0,28868 = - 1,8564. 

Die auf diese Weise ermittelten Werte fUr u/i(y) = U'y sind zu folgendem 
Schema zusammengestellt: 

u,(y) A.,=<p 1. 
Y= 1 2 3 

i=1 1,8564 + 0,9282 0,<}282 5,73205 
i=z 0 ° ° 5,00000 

i=3 6,9282 + 3,4641 3,464 1 4,00000 

i=4 ° ° ° 3,°0000 

i=5 - 25.8564 +12,9282 -12,9282 2,26795 

1py 0,6 0,4 0,2 
17* 
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Wir haben auch noch die Werte von ),/ = If I/ und 'ljJy hinzugenomrnen und 
haben nun alle Werte beisammen, die wir zurn Anschreiben des Gleichungs-

systems (15) flir Vi benotigen. 
So erhalten wir fUr i = 1 das Gleichungssystem fUr Yy 1 , wobei wir den 

Index 1 der Einfachheit halber einstweilen weglassen und fUr den Augenblick 

statt Yy 

Yo=o, 

oder 

nur Yy schreiben. 

0,6 (Yo + 2 Y,) + 0,4 (2 Y, + Y2 ) + 5,73205 Y, =-1,8564 
0,4 (Y, + 2 Y2) +0,2 (2 Y2 + Y 3 ) + 5,73205 Y2 =+ 0,9282 
0,2 (Y2 + 2 Y3 ) + 5,73 205 Ya = - 0,9 282 

7,73205 Y1 + 0,4 Y" = - 1,8564, 0,4 Y, + 6,93205 Y2 +0,2 Ya = + 0,9282 , 
0,2 Y2 + 6,13 205 Y3 =- 0,9282. 

Durch Auflosen erhalten wir 

Y 1 = - 0,24800 , 

FUr i = 2 sind alle lie (y) = 0; es verschwinden demnach aBe Yy2. FUr i = 3 

ergibt sich aber 

oder 

Yo=o 
0,6 (Yo + 2 Y,) + 0,4 (2 Y, + Y 2 ) + 4,0 Y, = - 6,9282 
0,4 (Y, + 2 Y2 ) + 0,2 (2 Y2 + Y 3 ) + 4,0 Y2 = + 3,4641 
0,2 (Y2 + 2 Y3 ) + 4,0 Y3 = - 3.4641 

6,0 Y1 + 0,4 Y2 = - 6,9282 , 0,4 Y, + 5,2 Y2 + 0,2 Y3 = + 3,4641 , 
0,2 Y2 + 4,4 Y3 = - 3,4041 

mit den Losungen 

Y 1 = - 1, 2074, Y2 = + 0,790 713, Y3 = - 0,82 3 237· 

FUr i = 4 verschwinden wegen u. (y) = 0 wiederum alle Y y'. FUr i = 5 lautet 
unser Gleichungssystem 

oder 

Yo=o 
0,6 (Yo + 2 Y,) + 0,4 (2 Y, + Y 2 ) + 2,2680 Y, = - 25,85 64 
0,4 (Y, + 2 Y2) + 0,2 (2 Y 2 + Ya) + 2,2680 Y2 = + 12,9282 
0,2 (Y2 + 2 Y3) + 2,2680 Ya = - 12,9282 

4,2680 Y, + 0,4 Y 2 = - 25,8564 
0,4 Y, + 3,4680 Y2 + 0,2 Y3 = + 12,9282 

0,2 Y2 + 2,6680 Ya = - 12,9282 
mit der Losung 

Y , = - 6,5 060 , Ya =-5,203 85· 

Die eben errechneten Werle fUr Yy sind zu der folgenden Matrix zusammen
gestellt: 

yi 
y 

y= 2 3 
i=l - 0,24800 + 0,15 2 72 -0,156 35 
i=2 0 ° 0 
i=3 -1,2074 +0,79°71 -0,82 3 24 
i=4 0 ° ° 
i=5 - 6,5060 + 4,778 36 - 5,2°3 85 

nnd gemiiti der Gleichung T = 1: Xi yi haben wir nunrnehr wiederum mit den 

einzelnen Elementen der Tabelle fUr Xi und der vorstehenden fUr yi die 
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bereits erklarte Matrizenmultiplikation vorzunehmen. Urn z. B. ~ fUr x = 3 , 
y = 2 zu berechnen, hat man aile Elemente der Reihe x = 3 der Matrix X 
mit den an der entsprechenden gleichen Stelle stehenden der Reihe y = 2 der 
Matrix Y zu multiplizieren und sodann zu addieren. Die Matrix der Ele
mente ~ wird man so anordnen, dati die Zeilen nach x fortschreitenj dann 
kommt ~xy bereits an die Stelle, welche dem Knoten (xy) entspricht, zu stehen. 
Wir erhalten z. B. fUr x = 3 und y = 2 

~xy = + 0,15 2 72.0 ,5774 + 0,790 713'(- 0,5774) + 4,7784. 0,5774 = 2,390 4. 

Die so berechneten Tx y sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt. Die 
T sind tatsachlich, wie es auch sein rnuti, urn x = 3 symmetrisch angeordnet. 
Wir hatten von dieser Symmetrie von Anfang an Gebrauch rnachen konnen, 
dadurch aber keine Vereinfachung der nurnerischen Rechnung erzielt. 

x=1 X=2 

y=3 - 2,022 5 + 2,5 238 
y=2 + 1,8801 - 2,3 129 
y=1 - 2,6468 + 3,1 290 

ix.V 

X=3 
- 2,61 94 

+ 2,3904 
- 3,202 3 

.. 
::: 
'i' 

Abb. 59. 

x =4 x=5 
+ 2,5 2 38 - 2,022 5 
- 2,3 129 + 1,8801 

+ 3,1290 - 2,6468 

Es erUbrigt noch die Berechnung der Momente G, H, Lund M nach 
Gleichung (I). Diese bereitet wohl keine weiteren Schwierigkeiten, so daf3 
wir uns darnit begnUgen konnen, auf die in der Abb. 59 eingeschriebenen 
Werte zu verweisen. 

Die Losung der partiellen Differenzengleichung Dx (p T') 
+ Dy (tpT) = Uxy fiir gelenkig gelagerten Rand. Wir wollen nun 
noch das in den vorhergehenden Abschnitten erorterte Verfahren auf 
den gelenkig gelagerten Rand ubertragen. Die Randbedingungen haben 
hierbei fur diesen Fall insofern eine andere Gestalt wie bei dem freien 
oder geklemmten Rand, als dieselbe.n in der homogenen Fonn 't an 
Stellen mit verschiedenem x und y verbinden. Nehmen wir zum Bei
spiel an, daB x = 0 und x = n zwei solche ge1enkig gelagerte Rander 
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sind, zwischen denen sich unser Gebiet erstreckt, so lauten die Rand· 
bedingungen nunmehr 

bzw. 
ip",(Z1",y+1"'_l,y) + Dy (/fJ'l') = 0 

ip", (z 1"'11 + 1"'+l,y) + Dy (1p1) = 0 

Urn die Losung der homogenen Gleichung 

fiir 

fur 
X= ° I. (20) 
x=n 

(x=0,1 ... n, y=o,1 ... m) 

mit den vorstehenden Randbedingungen zu erbalten, setzen wir fur 
T",y wieder 

Wie friiher findet man fur Xi bzw. yk die gewiibnlichen Differenzen· 
gleichungen 

Auf die Randbedingungen, den en Y zu unterwerfen ist, soIl hier nicht 
weiter eingegangen werden. Fiir X aber lauten sie, Wle man aus 
der Gleichung ersieht, wenn man den Wert fur T einsetzt: 

fiir x=O 
und 

fUr x=n. 

Es sind also die Xi, welche durch die Eigenwerte )./ bedingt sind, 
infolge der Randbedingungen auch noch von Ak abhangig. Urn dies 
z).lm Ausdruck zu bringen, schreiben wir statt X' jetzt Xik und ).;k 

statt A/, und erhalten die Eigenlosung 

rik=X ikyk 
XI/ XII' 

welche zu dem Eigenwerte Aik =).i k + A~ gehiirt. Prinzipiell unter
liegt es keiner Schwierigkeit, die Losung der inhomogenen Gleichung 

" m 
durch den Ansatz 1 = 2.,' ,2.,' Cik Xi k Y k zu liisen. Doch ist die 

i=ok=o 
Rechenarbeit bedeutend groBer wie fruher, da die Differenzen-
gleichungen fiir Xik fur m verschiedene A~, die in den Randwerten 
auftreten, aufzulosen sind. Man hat also wie fruher U in eine Reihe 

"'Y 
n m 

U = y1 "u. Xikyk 
"'y .£./ "'-' 'k 

i=O k=O 

zu entwickeln, deren Koeffizienten sich mit 
n m 

U. = ~ "U Xik yk 
Ik .£./ "'-' "'Y 

z=o 11=0 
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bestimmen, und erhiilt dann 

und somit fUr 'r 

n m Xikyk 

T=.L; L) H +l" U,k' 
i=O k=O d: k 

Es liegt nun der Gedanke nahe, diese Doppelsumme, ahnlich wie 
Wher in eine einfache Summe zu verwandeln. Dabei wollen wir es 
uns angelegen sein lassen, die Eigenlosungen Xik zu vermeiden, da 
dieselben umstandlich zu ermitteln sind, und selzen also 

n_k k 
T=ZXY. (21) 

/(=0 

Mit diesem Werte nimmt die inhomogene Gleichung 

D., (<pT) + Dy('I{'T)= V. y 
die Form 

an; wahlen wir yk so, daB es wie vordem eine Eigenlosung von 

D (II' yk) = lZ y~ 
mit den entsprechenden homogenen Randbedingungen wird, so ist 
der Ausdruck in der Klammer nurmehr von x abbiingig. Entwickeln 
wir also U"y nach den Eigenlosungen yk 

m 
Uxy = Zuk(x) yk, 

k=O 

was durch die bekannte Beziehung 
m 

Uk (x) = Z yk U"y 
y=o 

leicht bewirkt werden kann, so nimmt unsere Differenzengleichung 
die Gestalt 

iYk [D(ep Xk)+Xk l~] = i Uk (x) yk 
k=O k=O 

an, aus der die Gleichungen 

D(rpX~+Xk.lZ=Uk(X) (x=1,2, ... n-1) (22) 
sofort folgen. 

Die Randbedingungen, welchen }(k zu unterwerfen ist, kann man 
sich auch sehr leicht beschaffen, wenn man den Ausdruck fUr 

T=1: X" yl: 
,1,=0 



264 Partielle lineare Differenzengleichungen. 

in die Randbedingungen (19) einsetzt. Man findet 

({!'" (X~-l + 2 X!) +;,;: X; = 0 

bzw. 
fiirX=Oj. 

rur x=n 

Schreibt man die gewohnliche Differenzengleichung(zz) fiir j(k das erste· 
mal fUr x = 0, das letztemal fur x = n an und subtrahiert hier
von Gl. (23), so kann man die beiden fehlenden Gleichungen auch in 
der Form 

und 

anschreiben. 

fiir x=o 1 
fiir x=n 

Die EinfluBfunktion. Wir haben fUr T",y nach Gleichung (11) die 
Losung 

gefunden, worin 

war und wenden diese Formeln nun fur den besonderen Fall an, daB 
0,,, y lediglich an einer einzigen Stelle, namlich fUr x = lund y = ~, 
an der es den Wert Ur~ = 1 haben mage, von Null verschieden sei, 
wahrend es an allen anderen Stellen verschwindet. Die Gleichung 
rur Uik vereinfacht sich in diesem FaIle zu 

und wenn wir statt 'lXY jetzt 'lXII/;lI schreiben, urn zu kennzeichnen, 
daB es sich urn die durch UI;I) = 1 in (l, t}) hervorgerttfene Knoten
verdrehung handelt, so ergibt sich fur Txllrl) die Gleichung 

n m Xi Xiykyk 
_ ~,~ x I; II I) 

'lxllrl)- &0 ~ J../+J.~ . (25) 

Betrachten wir in dieser Gleichung (25) ~ und ~ als Variable, wah
rend x und y konstant ?ein mogen, so steHt sie offenbar die GroBe 
der Verdrehung des Knoten (x y) dar, wenn die Belastung U = 1 
tiber das Gebiet wandert. Wir nennen Txnl) die EinfluBfunktion der 
partiellen Differenzengleichung D", (p T) + D y ('P 'l) = U x y . 

Wie aus der Gleichung fUr T"'II~\j ohne weiteres zu ersehen ist, 
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ist die EinfluBfunktion in bezug auf x, y und ~,t) syrnmetrisch ge· 
baut, so daB 

TXII~~ = T.~xlI 

gilt. Es stellt dies eine spezielle Formulierung eines allgemeineren 
Prinzips in der Baustatik vor, niimlich des bekannten Satzes von 
der Gegenseitigkeit der Einwirkungen, daB die Ursache ,,1" in (~t) 
wirkend, in (x y) dieselbe Wirkung hervorruft, wie die Ursache ,,1" in 
(x y) wirkend, in (p) hervorbringt. 

Wegen der Bedingung TXII • ~ = T. t) XII komm t es also auf dasselbe 
hinaus, wie wenn man U = 1 in (xy) angreifen liiBt und die TlilJz,I' 

die hierdurch erzeugt werden, berechnet. T"nt) geniigt aIs Funktion 
der Variabeln ~ und t) dann offenbar der partiellen Differenzen
gleichung 

(~= 0,1 ... n) 
(t)=o, 1 ... m) 

mit Ausnahme der Stelle ~ = x und ~ = y; hier wird niimlich 

D,(I}?,'lZlIlig)+Dg('ljJTxl/Iit))= 1 (~=x, ~=y). 

'lZlIlit) erfullt femer die vorgeschriebenen homogenen Randbedingungen. 
Die praktische Anwendung dieser EinfluBfunktion besteht bekannt

lich darin, daB man sie dazu beniitzt, urn jene Belastung zu find en, 
die den groBten Wert 'l"'IJ;t) in einem bestimmten Knoten (xy) er
zeugt. Es wird niimlich fiir eine beliebige Belastung V,t) zufolge der 
Superposition 

11 m 
'l.,y =.2 .2 V.t)Tx II!;Il' 

,=0 ~=o 
(26) 

Man verfiihrt dann so, daB man jedem Knoten ~ t) den Wert von 
'lzng zuordnet, und dieser Wert gibt uns die GroBe von Tzy in dem 
festen Knoten (x y) an, wenn V = 1 in (~t)) wirkt. 

Wir konnen der Gleichung (25) fur die numerische Berechnung 
eine noch etwas einfachere Gestalt geben, wenn wir so wie friiher 
die Doppelsurnme auf eine einfache Summe reduzieren. Wir wahlen 
jetzt fur TXI/Iit) die Form 

als Variable betrachten wir ~ und t), wiihrend (x y) der Angriffspunkt 
der Belastung V:1!!I = 1 vorstellen solI. Es muB dann nach friiherem 

Y:" der Gleichung 
(~=o, 1 ... n) 
(tj=o,1 ... m) 
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mit Ausnahme von ~ = y geniigen. In dies em Faile wird 

Dg('I.f' Ygiy) + 2/ ~y= 1 (y=~). 

x; bzw. X: sind wiederum die Eigenlosungen von 

D~(qJXr) - 2Xr =0, 

und A. = A.' stellt den die Lasungen Xi dieser Gleichungen bedingen-• den Eigenwert vor. Wir hatten nunmehr U'I) in eine Reihe 
n . 

U. g =..E X~ Ui(~) 
i=O 

zu verwandeln, wobei die ui (~) durch die Gleichung 
n . 

Ui(~)=..E Ur\JX; 
r.=0 

gegeben sind. Man findet, da nur ein U. t) = 1 fur ~ = x und ~ = y 
nicht verschwindet, daraus 

Ui(~)=O fiir 1) 4= y, 

und es bleiben lediglich die u i (y) von Null verschieden. Fiir diese 
erhalt man aber 

(29) 

und daraus die oben angegebenen Gleichungen (26) und (27) fi.ir Y;y 
und rxHIJ' 

Beispiel: Die Ermittlung der Einflu13funktion fur ein Rahmen
tragwerk und ihre Anwendung. Wir haben bereits im vorher· 
gehenden Abschnitt die EinfluBfunktion unserer Differenzengleichung 
kennen gelernt und darauf hingewiesen, daB wir mit derselben in ein
facher Weise die Aufgabe lasen konnen, die Einwirkung einer beliebigen 
Belastung zu ermitteln. Bei den praktischen Anwendungen liegt die 
Sache nun zumeist nicht so einfach, nachdem es uns nicht so sehr 
auf die Ermittlung der EinfluBfunktion von r ankommt, als vielmehr 
auf die Bestimmung der Biegungsmomente G, H, Lund M Nach den 
Gleichungen (1) ist es aber ein leichtes, wenn die EinfluBfunktionen 
fiir die Winkelverdrehung bekannt sind, die Einflul3funktionen fUr ein 
Biegungsmoment zu finden; man erhiilt z. B. aus den EinfluBfunktionen 
r.IJ,II1Y und Tr.IJ x-l,y fUr die Winkelverdrehung in den Knoten (x y) 
und (x - 1 , y) mittels der durch die Gleichung 

(30) 

gegebenen Vorschrift ohne Schwierigkeit die Einflul3funktion G. l1XY • 

1m iibrigen verwenden wir G. ull1y wie T.IJ II1Y: wir betrachten x, y fest 
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und ~, t) als die Variabeln und ordnen jedem Knoten (~t)) den Wert 
Gr~1l:1I zu. Dieser Wert gibt dann die GroBe des Momentes Gin (xy) 
an, wenn U = 1 im Knoten (~t)) wirkt. 

Anderseits durfen wir nicht tibersehen, daB wir es bei praktischen 
Anwendungen nicht mit einem Belastungsglied U = 1 in einem ein
zelnen Knoten (~I:)) zu tun haben. Gewohnlich ist die Aufgabe so 
gesteIlt, daB nach dem EinfluB einer Einzellast, die tiber unser Trag
system oder tiber einzelne Teile desselben wandert und an jeder 
SteIle in einer bestimmten Richtung wirkt, beziiglich einer GroBe, z. B. 
des Biegungsmomentes an einer bestimmten Stelle gefragt wird. Wir 
gehen auch in dem vorliegenden Faile am besten davon aus, den 
EinfluB dieser wandernden Last auf die Winkelverdrehung festzustellen. 
Diese Last, die wir gleich ,,1" annehmen, lassen wir, wie es den 
tatsachlichen Verhaltnissen entspricht, langs der horizontalen Stii.be 
y = konstant und in der Richtung der negativen Achse wirken. Urn 
diese Aufgabe mit moglichst wenig Arbeitsaufwand zu losen, erinnern 
wir zunachst an den bekannten Satz von der Gegenseitigkeit der Ein
wirkungen. Es wird also diese Einzellast ,,1 ", im Punkte mit den 
Koordinaten ~ + ~ angreifend, in dem Knoten (x y) eine Verdrehung 
hervorrufen, die ebenso groB ist wie die Verschiebung des Punktes 
(l+~' t)) infolge des Momentes U = 1, welches den Knoten (x y) zu 
verdrehen sucht. Dabei ist betreffs der Vorzeichen nur darauf zu 
achten, daB Verschiebung und Kraft, bzw. Verdrehung und Moment 
im selben Sinne positiv gerechnet werden. Wenn wir also nach 
dem bisherigen Gebrauche T. positiv im Uhrzeigersinne rechnen, so 
muB ein positives Moment U = 1 in demselben Sinne drehen. Eben· 
so wird entsprechend der Richtung die Kraft P = 1 die Verschiebung 
des Angriffspunktes von P nach der Richtung der negativen Y-Achse 
positiv zu rechnen sein. Es kommt also nur darauf an, daB wir rur 
die Belastung von U = 1 in (x y) die Verschiebungen der einzelnen 
Stabpunkte in der Richtung, in der die Kraft, wenn sie an der be
treffenden Stelle steht, wirkt, ermitte1n, oder, wie wir kurzer sagen 
wollen, die Biegelinien der Stabe, die allenfalls belastet sein konnen, 
infolge U = 1 in (x y) bestimmen. U = 1 ruft aber nach fruherem 
in den einzelnen Knoten die Verdrehungen T"'lIn=Tr~ll:lI hervor, und 
wir haben unsere Aufgabe also darauf zuriickgefiihrt, die Biegungs
linien der horizontalen Stii.be, die im tibrigen unbelastet sind, aus den 
Verdrehungswinkeln an den Stabenden zu bestimmen. Das ist eine 
sehr einfache Aufgabe, nachdem die Differentialgleichung ftir die 
Durchbiegung w eines so1chen Stabes bei konstanten Tragheits
moment 



268 Partielle !ineare Differenzengleiehungen. 

lautet, wenn keine Belastung auf ibn einwirkt Die Randbedingungen 
lauten in unserem FaIle fiir die Stabenden 

und 

w = 0 fur x = 0 und x = l 

aw 
dX='To 

dw 
ax = 'Tz 

fur x=o 

fur x=l 

so daB sicb fUr w der Ausdruck 

ergibt; im Felde zwischen (~1) und (~+ 1,1) ist an der Stelle ~ daher 
als Ordinate 

T~ + 1;, g, = l~+1·~(1 -~) [(1 - ~).Tn","-~·T"+l, I)XII] 

aufzutragen und damit ist unsere Aufgabe gelOst. 

(31) 

y-2 

y-O 
.x-o 

,1Ft-o.ll 

1/'z-O,JJ6 

!p. -10 

'/1,-0,527 

'1'.1-08 

Wir zeigen die Anwendung des 
vorstehenden Verfahrens an der Auf· 
gabe, die Einfluti!inien des in Abb.60 
dargestellten Rahmentragwerkes zu 
ermitteln. tp und 'IJ1 haben fUr die 
einzelnen Stabe die in die Zeiehnung 
eingesehriebenen "Verte, sollen also 
beide nieht konstant sein. x = 0 

und x = n sind gelenkig gelagerte 
Rander j ,,= 0 ist ein eingespann
ter, ,,= m ein freier Rand. Wir 

.:c-.l wollen jetzt rSlll~ in der Form 
Abb. 60. m 

TI =.1}Xk",,,ylI k Yu k 
1iPIl k=O . 

darstellen und unsere erste Aufgabe ist es, die Eigenlosungen zu ermitteln. 
Nachdem "IJ1 nieht konstant ist, bleibt uns nichts anderes Ubrig, als die Eigen

werte als Wurzeln der Periodengleichuug wirkIich zu berechnen und die y k 

durch Auflosen eines linearen Gleichungssystems zu bestimmen. Da es sich 
aber nur um 2 Unbekannte handelt, ist diese Arbeit nieht sehr grofi. Wir 
erhalten mit BerUcksichtigung der Randbedingungen Yll k = 0 fUr ,. = 0 und 

Y/+ J + 2 ylIk = 0 fur" = m das foIgende homogene Gleichungssystem 
fUr Y 

2 (tp1 + tp~) Y1 + "IJ1s Yg = l YJ , 

tpg Y 1 + 2 V'2 Yg = l Yg • 

Wie man leicht bestatigt findet, hat dieses Gleiehungssystem dann rationale 
Losungen, wenn man tp1=(U9 _VB).W und 'tpg=2U'V'W setzt. Dann wird 
namlich 

4 = 2 U (U+2 v) W mit dem Losungssystem Y/=u, Yl = v 
A,. = 2 V (2 U - v) w mit dem Losungssystem y1g =v, Ygg = - u. 

Setzt man schliefilich noch fUr U den grofieren der beiden Werte eD-02 oder 
2 (} 0, fur v den kleineren hiervon, wobei e und (J der Einfachheit halber als 
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ganze Z.ahlen angenommen werden konnen. so erreicht man dadurch, dati 
auch die normierten Losungen rationale Zahlen werden, denn bei den an. 
gegebenen Losungen betragt 

N2 = u2 +v2 = ((l2+ ( 2)2 

und ist in diesem Faile das Quadrat einer ganzen Zahl. Nachdem es sich zu 
mindest bei der erst en Berechnung eines solchen Systemes immer urn eine 
mehr oder minder genaue Abschiitzung der Grotien "Pi und 1fJ2 handelt und 
nachdem der Einflufi von 'P und 1fJ auf das Resultat iiberhaupt nicht sehr groti 
ist, kann man es mittels der vorstehenden Ansiitze immer so einrichten, dafi 
im Interesse einer Vereinfachung der numerischen Rechnung die Eigenwerte ;. 
und die zugehorigen EigenlOsungen rationale Zahlen sind. 

"Vir setzen im vorliegenden Fane (l = 4, (1 = 3, W = 0,001 und erhalten 
damit die in der Abb. 60 eingetragenen Werte fUr "Pi und 1fJ. sowie als Eigen. 
werte und Losungssysteme nach den angegebenen Gleichungen 

y 
k= 1 
k=z 

1 

+0,96 
+0,28 

Yi' 
2 

+0,28 
-0,96 

'Vir schreiten nunmehr an die Berechnung der Xk. Mit Beriicksichtigung der 

Randbedingungen nimmt das Gleichungssystem fUr die Xxi ~ folgende Ge· 
stalt an 

11'1 (2 X;o + X;'t) = ukCo) 

-k+ ( , )-k+ -k+,k-k () 11'1 Xzo 2 'P1 111'2 XXI 11'2 X x2 II. X x1 = Uk 1 

II',X!l +2 ('P.+1I'3)X~2+ 1I'3 X;S+)·kX;2=uk(z) 

'P3 (X!2 + 2 X!s) = Uk (3) 

Dabei verschwinden aIle Uk (I;) mit Ausnahme von jenem, wo I;=x die Ab· 
szisse des Rnoten bedeutet, in welchem U = 1 angreift. Mit den aus Abb. 60 
zu entnehmenden Werten fUr 'PI' 11'2 und 11'3 sind daher fiir x = 0 die beiden 
folgenden Gleichungssysteme aufzuli:isen, wobei wir der RUrze halber im fol. 

genden statt X;~ nur X .. schreiben: 

k=1 

1,6 Xo + 0,8 Xl = 1 

0,8Xo+ 5,424 Xl +X. =0 

X, + 5,424 X. + 0,8 X3 = 0 

X2 +2X3 =0 

mit den Losungen 

k=2 

1,6 Xo +0,8 X, = 1 

0,8 X o+ 4,174 Xl +X2 =0 

Xl + 4,174 X. +0,8X3 =0 
X.+ ZX3=0 

Xtoo = + 0,676 81 beziehungsweise X\o = + 0,6962 5 

XtOl = - 0,103 63 

X10• = + 0,020 63 

Xloo = - 0,010 31 

X\1 = - 0,14249 

)(202 = + 0,03776 

X"os = - 0,01888 

Wir stellen diese Losungen zu der folgenden Matrix zusammen und setzen 

die Matrizen Y·l und die mit derselben identische Matriz Yy" daneben 
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1;=0 
k = 1 +0,6;-681 
k = 2 +0,69625 

yk 
~ 

1;=1 
- 0,1 03 63 
- 0,142 49 

Y=2 
+0,28 
-0,96 

1;=2 
+0,02063 

+°,°3776 

. y=t 

+0,9() 
+0,28 

yk 
1/ 

!;=3 
-0,01°31 
-0,01888 

Durch Multiplikation dieser drei Matrizen ergibt sich 
m 

TZIJ~IJ = L: Y: Y: XZ~ 
k=O 

fUr x = 0. Wir erhalten also mittels der vorangegebenen Werte die Einfluti
funktionen fUr di~ beiden Stellen x = 0, y = 1 und x = 0, y = 2. Wir stelleo 
die Losungen abermals in zwei Matrizen zusammen, an denen die betreffenden 
Werte schon an der Stelle steben, die der Lage des betreffenden Knoten im 
Tragwerk entspricht. 

Tn ZIJ fUr x = 0, y = 1 

!;=o !;=1 1;=2 !;=3 
~=2 - 0,005 225 +°,°10 446 -0,°°4 6°5 +°,002 3°2 
~= 1 + 0,678 331 -0,106 677 +°,021 973 - 0,010 986 

und fUr x= 0, y=2 
!;=o 1;=1 1;=2 !;= 3 

~=2 + 0,694726 -0,13Q443 +°,°36417 - 0,01 8209 
~= 1 - 0,00522 5 +°,01°446 -0,0046°5 +°,0023°2 

Es erUbrigt sich noch, die T~~ ZIJ fUr x = 1 zu berechnen. Die Gleichungs

systeme fUr X~ lauten nunmehr; 

k= 1 1,6Xo+o,8Xl = 0 
0,8 Xo + 5,424 Xl +Xg = 1 
Xl + 5,42 4 Xs+ 0,8 Xs= ° 

0,8Xs+,,6Xa =0 

k = 2 1,6Xo + 0,8 Xl = ° 
0, 8Xo + 4,174 Xl + Xl! = 1 
Xl + 4,174 Xl + 0,8 Xa = ° 

0,8 Xs -1- 1,6 Xa = ° 
Wir verfahren ebenso wie vordem und stellen die Losungen dieser Glei

chungen in einer Matrix zusammen, neben welche wir die Matrizen Yy k und 
y~k stellen 

-k 
X:x;~ 

!;=o 1;=1 1;=2 !;=3 
k=1 -- 0,103 628 +°,207 256 - 0,041 253 +0,020626 
k=2 - 0,142 490 +°,284979 - 0,075511 +°,°3775 6 

yk 
~ 

yk 
!I 

y=1 Y=2 y=1 y=2 
+°,96 +0,28 +°,96 +0,28 
+0,28 -0,96 +0,28 -0,96 
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Wir erhalten weiter die Einflufifunktionen ',I) xy fUr x = 1, Y = 1 

/;=0 /;=1 ~= 2 
~ = 2 + 0,010446 - 0,020 892 + 0,009 209 
1) = 1 - 0,1066 75 + 0,213349 - 0,043 939 

und flir x = 1, Y = 2 

/;=0 

~ = 2 - 0,139 443 
~=1 +°,01°446 

/;=1 

+ 0,278886 
- 0,020 892 

~=2 

- 0,07 2825 

+°,°°9 209 

/;=3 
- 0,004 605 
+°,021969 

/;=3 
+ 0,036 413 
- 0,004 605 

271 

Man kann librigens die Einflufilinie flir ein Biegungsmoment, sowie fUr jede 
andere Grofie auch direkt erhalten, ohne sich zuerst die Einflufilinien fUr die 
Winkelverdrehungen zu beschaffen. Man benUtzt dann am besten ein ganz 
allgemein verwendbares Verfahren, welches aber in diesem Falle keinen Ge
winn bezliglich der Rechenarbeit bedeutet, denn es verlangt die Auflosung der 
partiellen Differenzengleichungen flir jedes der Momente G, H, Lund M, so 
dafi man also in diesem Falle die Differenzengleichung fUr jeden Systemknoten 
viermal losen mufi, wlihrend wir mit einer einmaligen AufWsung das Auslangen 
fanden. Wir werden uns tibrigens mit diesem Verfahren der direkten Auf
findung der Einflufilinien spater bei anderen Beispielen noch ausftihrlich be
fassen und begnligen uns an dieser Stelle daher mit einem Hinweis auf die 
Ausflihrungen in § 12. 

43. Der seitlich verschiebliche Rahmen. 

Aufstellung der Differenzengleichungen. Wir wollen nunmehr 
annehrnen, daB der Stockwerksrahrnen in den einzelnen Geschossen 
nicht seitlich festgehalten ist, so daB also die einzelnen Horizontalshibe 
unter Urnstanden eine wagrechte Verschiebung erleiden k6nnen. 

Urn unsere Aufgabe 
in einer zweckentspre
chenden rnathemati-
schen Forrnulierung zu 
erhalten, betrachten wir 
wiederurn den Knoten 
(x y) und die vier, ihm 
unmittelbar be nachbar
ten Knoten. Die Be
zeichnung aller GroBen 
ist ebenso wie in dem 
bereits behandelten Fane 
gewahlt, und es sei des
wegen auf Seite 246 ver
wiesen. Nur erleidet jetzt Abb. 61. 

jeder Knoten neben der Verdrehung 1:"y noch auBerdern eine hori
zontale V erschie bung, so zwar, daB die Verbindungslinie der Knoten 
(x, y - 1) und ~x y) in dem aus der Abb. 61 ersichtlichen Sinne den 
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Winkel a mit der urspriinglichen Lage der Stabachse einschlieBt. Dieser y 
Winkel ist, da wir die Zusammendriickung der horizontaIen Stabe 
infolge axialer Kriifte vernachlassigen, fur aile Felder eines Geschosses 
gleieh und daher nur von y abhangig. Ferner bedeutet w;, den 
Winkel, den die Tangente an die Stabachse im Knoten (xy), W~,'+l 
den Winkel, den die Tangente an die Stabachse im Knoten (x, y + 1) 
mit der vorerwahnten Verbindungslinie der Knoten (x, y) und (x, y + 1) 
einschlieBt, wobei die V orzeichen von w' und w" so gewahlt sind, 
daB positiven Momenten an den Stabenden auch positive w' und w" 
entsprechen. 

Die Ausdrucke fur die Biegungsmomente G und H erleiden gegen
tiber dem seitlieh festgehaltenen Rahmen keine Anderung. 

Es ist wiederum 

und 

H = Pdl (2 'l.,y + 1'",+1, y) - 1
0

,2_ 1 (2 P",y + Q",+I, y)' 

In den Gleichungen fUr Lund M (vg). Seite 248, GI. (1)) ist nun
mehr an Stelle von l' w' und w" zu schreiben. Wie man aus Abb. 61 
sofort ersieht, wird bei unbelasteten vertikaIen Feldern 

L",y = "Py(2 w x,+ W~'Y_l)' 
MXY= "Py+t (2 W~y + w~,y+1)' 

Horizontal wirkende, an den Knoten angreifende Krafte sind durch 
diesen Ansatz naturlich nieht ausgeschlossen. 

Nun ist aber, wie man ebenfalls durch die AbbiIdung bestatigt 
findet, 

und 

so daB sich fUr Lund M die Ausdriicke 

L",y= "Py [2 'lxy + 1'""y_l - 3 av]' 
M",y = "P,,+1 [2 T",y + T"',V+ 1 - 3 aV+1] 

ergeben. Die Summe der Momente im Knoten (x y) muB aber wegen 
des Gleichgewichtes gegen Verdrehen verschwinden, und so erhiilt 
man aus 

G+H+L+M=o 

durch Einsetzen der vorstehenden Werte fUr G, H, Lund M 

Dx (ffJ 'l) + D" ("PT) = U",y + 3 (a" 'lfv + ay+1 11IY+l) . (34) 
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D", (qJT:) und Dy ("In:) bedeuten hierbei dieselben Ausdrucke wie 
Seite 248. Jeder Knoten, welchem die Winkelver,drehung 7: zugeordnet 
ist, liefert eine Gleichung von vorstehendem Typus. Nachdem aber 
neb en diesen GroBen 7: auch noch die zu jedem Geschosse gehorenden 
Winkeliinderungen uy in diesen Gleichungen vorkommen, benotigen wir 
noch flir jedes GeschoB eine weitere Gleichung, die wir erhalten, wenn wir 
das Gleichgewicht in horizontaler Richtung untersuchen. Wir denken uns 
zu diesem Zwecke alle Stiibe eines Stockwerkes zwischen den Knoten y 
und y - 1 durchschnitten. Betrachtet man nun den abgetrennten Teil, 
der die Knoten y = m bis y = y umfaBt, so mussen die an demse1ben 
angreifenden Horizontalkriifte im Gleichgewicht sein. Hierzu gehoren 
zuniichst die an den einzelnen Schnittstellen der Stiibe auftretenden 
Querkriifte. Ein solcher Stab, der an den Enden durch die Momente 

Lund M 1 beansprucht ist, gibt den Beitrag LXY+'ZM.r:..!..=.!. oder, 
xy "',y- Y 

wenn man die Werte fUr LZy und Mz,y-l nach den Gleichungen (33) 
einsetzt, 

3 1jJv (' ) --"- T -+-T -I .ry' "',y-l 2ay ' 
!I 

und zwar dann positiv, wenn diese Kraft in der Richtung der posltlven 
X· Achse wirkt. AIle Vertikalstiibe des Stockwerkes zwischen (x, y - 1) 
und (x y) geben daher die Summe 

3i!l .2(lz,,+TZ ,y_1-2U,,)=3i'y i(7:z"+7:z,,,_t)-6(n+1)1Yay. 
v z=o Y z=o Y 

Bezeichnet 
m 

Vy=~P'1 
~~'1I 

die Querkraft im Stockwerke zwischen den Knoten y und y - 1 in
folge der iiuBeren Belastung, wobei P'I die Summe der in dem Knoten 
mit der Ordinate 1] in horizontaler Richtung angreifenden Kriifte vor
stellt, und die dann positiv sein moge, wenn sie in der Richtung der 
positiven X-Achse wirkt, so findet man das verlangte Gleichungs.
system in der Form: 

3 ~Y 2(7:z,,+'lX,y-l)- 6(n+1) ~Yall+ Vy= o. (35) 
!I z=o 11 

Wir setzen dies en Wert und den analogen flir a,,+1 "1',,+1 in die GI. (34) 
ein und erhalten so 

Bleich·Melan, Differeozeogleichungen, 18 
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3 n 
Dx (qn:) + DJ'jJ T) - z (n+t) !do'IfJY+1 (T""y+1 +T",y) + 'lfJy (T",y +T""Y_l) 

(x=O, t ... n) 
(y= 1 .. . m-1) 

fur y = m lautet diese Gleichung, da hier 

M",y = 'lfJy +1 (2 Txy + T""y+1 - 3 u y +1) 

verschwinden muB, 
I 3 n 

Dx (cp T) + 'lfJy (2 TXY T Tx , Y-l) -"2 (n+ t) Idly (TXY + TX,y-l) 

- Vy~_+u (y=m). 
-z(n+1) xy 

Statt dessen kann man auch diese Gleichung in der Form 

3 n I 

Dx (cp T) + Dy('lfJT) - z (n +1) £o'l'Y+1 \T"" y+1 + T",y) 

+ '" (T + T ) - -~Y!Y--+ () L U 
Ty xy x,y-l'-z(n+1) 0:'1 xy 

anschreiben und dafur noch die Randbedingung fUr y = m 

(37) 

3 n , 
'lfJy +1 (2 T",y + Tx. y+1) - z (n + 1) ldo'PY+1 (Txy + Tx. y+l) = Q (38) 

hinzufUgen. Q bedeutet eine vorderhand noch willkiirliche GroBe, tiber 
die wir spater noch pass end verftigen werden. Mit Q = 0 wird die 
angeschriebene Randbedingung homogen, doch ist hiermit nicht viel 
erreicht. 

Wir wollen nun noch die Randbedingungen fiir die ubrigen Rander 
festsetzen. Fur y = ° ergibt sich wegen der Einspannung Txy = 0; 
die vertikalen Rander verlangen, wie schon frUher auseinandergesetzt, 
bei einem freien Rand, wie er in diesem Faile wohl immer vor· 
liegen wird, 

2Txy +Tx _ 1,y=O fur x=o 
und 

2 Txy + Tx+1,y = a fur x=n. 

Wir haben also fUr jeden Rand eine Bedingung und damit, wie 
man sich l-eicht uberzeugen kann, die Losung eindeutig festgelegt. 

Die Losung der Differenzengleichung. Wir wollen nunmehr die 
partielle Differenzengleichung 

3 n I 
Dx(cpT) + Dy('lfJT) - 2(11 + t) ~O'IfJY+l (Tx ,y+1 T TXY) + 'lfJy (T",y + T""Y_l) 

(x=o, 1 ... n) 
(y= 1, 2 ... m) 
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mit den Randbedingungen 

2TXy +Tx _ 1,y=0 

2 Txy +Tx+1,y = 0 

T =0 xy 

und 

fUr x = 0 

fUr x = n 

fUr y = 0 

275 

(39) 

fur y = m las en. Wir bemerken, daB die rechte Seite des Gleichungs
systems bis auf die willkurliche GraBe (2 aus der vorgegebenen Be· 
las tung zu ermitteln ist. (2 wahlen wir nun so, das die Losung T der 
Randbedingung 

2 T -l- T = 0 fur xy I x, Y + 1 y=m 

genugt. Das verlangt aber, daB Q der Gleichung 

3 n , 
(2=-_ ..... >'1j' (T +T) 

2 (n.~ 1) x='o y+l x, y+l xy' (y=m) 

oder, da fur y = m 

T,ry+T:t:.Y+l =-TXY 

wird, auch 

(y=m) 

genugt. \Vir losen diese partielle Differenzengleichung in der Weise, 
daB wir fur T den Ansatz 

wahlen. Die Randbedingungen fUr t und t soIlen dieselben wie fUr T 

sein, also insbesondere soIl fur y = m 

2 tXY + tx , y+l = 2 txy + tx , y+l = 0 

werden. t soIl der partiellen Differenzengleichung 

Dz (q; t)...L Dy ('t' t) - 2 (n ~1) !o1jJY +1 (tx, y+1 + t,,) + 1J'y (tXy -t- tx, Y-l) 

= J'y ly + Vy+-,ly±_~ + U 
2 (n + 1) xy 

genugen, wobei speziellVY+l1Y+l=0 fur y=m zu setzen ist, so daB 
2 (n+ 1) 

diese Gleichung rechter Hand des Gleichheitszeichens nur gegebene 
GroBen erhalt. t solI hingegen die Losung der partiellen Differenzen

gleichung 
18* 



276 Partielle !ineare Differenzengleichungen. 

3 n 
Dx (cp t) + Dy 1."1' t) - z(n + 1) ~~'PY+1 (tx, y+1 + t",y) 

) (X = 0, 1... n) (43) + '" (t +t =0 'y . x y "', Y -1 (y = 1, 2 ... m - 1) 
n 

Dx (cp t) + Dy (1jl t) - z (n ~ 1) ~o1jlY+1 (tx. y+1 + t",y) 

(X=O, 1 ... n) 
+ "I'y(t .. y + t,., y-l) = + 1 (y=m) 

sein. f2 bestimmen wir dann aus der Bedingung 
n n 

__ ~_J'.Y+1 ~ = 3 tpY+~ ~(t + t ) fUr y m 
(]-z (n+1);;:~"'y Z (n+t)x=o xy e xy = , 

und hieraus findet man 

0= 
- n 

1 _....l...'£~l. ~t 
z (n + 1);::0 xy 

flir y=m 

Es ertibrigt noch, die Losung der partiellen Differenzengleichung 

Dx(cpw)+Dy(1jlw)- z (n~1)~:1jlY+l (w:r,y+1 +WXy) 

+ 1jly(wxy + w"" y-l) = GZy 

zu zeigen. Die Randbedingungen haben wir bereits erorlert. Urn die 

Losungen W = t zu erhalten ist fUr G U + Vy ry + vy+ 1ry + 1 mit 
, zy xy :z(n+1) 

VY +1 = 0 ftir y = m zu setzen. Urn W = t zu erhalten, ist ftir GXY 
tiberall Null zu setzen, mit der Ausnahme von y = m, wo GZy = 1 
wird. Wir versuchen wiederum flir W einen Ansatz in der Form 

n 
W= 2,'Xk yk; 

k=O 

denn wir sind, urn zu einem verhiiltnismiiBig einfachen Resultat zu 
gelangen, genotigt, nach yk als Eigenlosungen zu entwickeln. Wir 
setzen 

n 

Gxy=~Ck(X)Yk 
k=O 

und erhalten so 

n n 
2)Yk[D(·cpXk)~i. Xk] __ 3 __ 2)Sk[J. _(.," +",)]yk 

k=O . k Z (n + 1) k=O k .,. y+ 1 'y 
n 

= 2)ck (X) yk . 
.1;=0 
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Wir ha ben hierbei D (ljJ Y k) = lk Y k gesetzt, fUr 

"Py +1' (w'" y+1 + W",y) + 'lfy (w"'Y + wx , y-l) = Dy ('If w) - ('lf y +1 + 'lfy) W 

und fur 
n 

2)X.,k=Sk 
x=o 

geschrieben. yk sind also die bereits verwendeten Eigenlosungen von 

D(ljJyk)-lkyk=O 

mit den Randbedingungen 

und 
Y k 

=0 
Y 

fur y=m 

fur y=O. 

Wir muss en in diesem FaIle allerdings noch eine weitere Einschran
kung einfuhren, namlich daB 'lfy = ljJy+l = ljJ konstant ist; denn nur 
clann gelangen wir zu dem von y freien Gleichungssystem fur Xk 

D(({!Xk)+).k Xk - (3, )Sk(i.k--ZI,')=Ck(X) 
. 2 nil 

mit den Randbedingungen 

k+ Ie zXx X x_1 =o fur x= 0 

und 
X k . X k 

2 x + x+1=0 fur x=n. 

Die Auflosung dieser gewohnlichen Differenzengleichung, bei der jede 
Gleichung wegen 

aIle Unbekannten enthaIt, bewirkt man wiederum, wenigstens bei 
einer groBeren Anzahl von Unbekannten, am besten so, daB man zu· 
nachst die Gleichung 

D (({! X*,k) +).k X*,k = ck (x) 

mit denselben Randbedingungen wie fur Xk lost. Sodann lost man 
die Gleichung 

und setzt nun 

Bezeichnet man 
n n 

.2 X*k mit S*·k und .2 X**·k mit S**·k, 
x=o 
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so wird 
Sk = S*·k + ftk S**,k, 

und unsere Differenzengleichung nimmt die Form an 

D qJ (X*,k + Pk X**,k) + Ak (X*,k + PkX**,k) 

- 2(n~ 1) (Ak - 2 "P).(5*,k +Pk 5**,k) = Ck (x). 

X*,k + Pk X**,k befriedigt aber die Differenzengleichung 

D qJ (X*,k + Pk X**,k) + 2k (X*,k + Pk X**,k) = ck (x) + ftk' 

und es muB also 

und hieraus 

sein. 

/1- =~3 __ (2 -2Ip)(S*,k+ ft S**,k) 
k 2 (n + 1) k k 

_3_(1 - 2 "P)5*,k 
2 (n + 1) k Ilk = ---------~--

1 - ___ 3 - (2 - 2 "p) S**,!.; 
2(n+1) k 

Hat man auf diese Weise Xk = 1 Xk fUr w = t und Xk = 2 Xk 
fiir w = t bereehnet, so ergibt schlieBlieh als Losung 

'l=.2) ykXk, 
wobei 

Es laBt sieh leicht zeigen, daB es auch 10 diesem Faile nur auf 

die Verhaltnisse '£ ankommt. Denn, wenn wir statt 'P e' qJ und 
1J1 

statt "p e "p schreiben, so werden die Eigenlosungen yk hierdurch 

fl.-1,5t. 
!I-If 

I3-J,zt. .",-0"; 

y-) 
1I-o,s 1J.-J,5t 

!I-t 

11-D,5 
P,-'t,ot 

y-1 '1-~0 '1-1,0 '1-~0 

1/1-0,5 

y-o 
~ 
roO r-1 :r-z :r.J 

Abb. 62. 

kennt man sofort, daB der 

nieht geandert, wahrend statt 1k nun· 
mehr e.tk auftritt. In den Gleiehungen 
fiir X steht nunmehr an Stelle X e X 
und statt S e S, wahrend die reehte 
Seite unverandert bleibt. An Stelle von 

X erhalten wir demnach ! als Losung, 
E 

und somit bekommen wir statt 'l nun-

mehr ~, da sieh e nieht geandert hat. 
E 

Setzt man in den Gl. (32) und (33) 
fUr die Momente G, H, Lund M an 
Stelle von qJ, "p und 'l diese neuen 
Werte e qJ, e"P und 'lie ein, so er

Wert dieser Momente ungeandert bleibt. 
Beispiel. Wir zeigen die Anwendung des vorstehend entwickelten Ver

fahrens an der Berechnung des in Abb. 62 dargestellten Rahmentragwerkes, 



Der biegungssteife Rahmen: 43. 279 

welches durch die in der Zeichnung eingetragenen Kriifte beansprucht wird. 
q; und "I' mogen die Werte 'P = 1 und "I' = 0,5 haben. Die Rohe der Ge
schosse betragen von oben nach unten 14 = 13 = 4,00 m; Is = 11 = 6,00 m. 
Wir berechnen zunachst die Querkrafte Vy in den einzelnen Geschossen und 

V I + V I +1 sodann die Grotien - Y Y Y+l Y • n betragt in dem vorliegenden FaIle 3. 
2(n+1) , 

Wir erhaIten: 

pI 
Y 

VI 
y 

Y=4 1,6 
1,6 

Y=3 3,2 
Y=2 3,6 4,8 

y=1 4,0 8,4 

y=o 12,4 

1 m 
Y 

4,0 
4,0 
6,0 
6,0 

Vyly+VY+tIY+t 
2(n+1) 

0,8 
3,2 
8,7 

15,6 

Die in diesem FaIle in Frage kommenden EigenlOsungen von 

D (,pY) -). Y =0 

mit den Randbedingungen Y= ° fUr Y = ° 
2 Yy + YY+t = ° fUr y = m = 4 

sind fUr konstante "I' im Anhang unter (3) zusammengestellt. Wir schreiben 
diese EigenlOsungen in Form einer Matrix hier nochmals an und fUgen gleich
zeitig die Eigenwerte ).k, die durch MuItiplikation der in der vorgenannten 
Tabelle angegebenen mit "I' = 0,5 hervorgehen, hinzu. 

k = 1 
k= 2 

k=3 
k=4 

y=1 
-7- 0,45 21 9 
+ 0,6839 2 

+ 0,566 51 
+0,08280 

Y/ 
Y=2 Y=3 Y=4 4 

,0,67624 + 0,559 14 + 0,15996 2,747754 
,°,15°25 -0,65091 -0,29324 2,109 843 
-0,690 96 +°,27 62 5 +°,354 02 1,390 157 
- 0,20663 +°,43285 - 0,87355 i 0,75 2246 

. . Vl+V I Wir haben nunmehr die oben angeschnebenen Grotien y y y+t y+t nach 
2 (n + 1) 

vorstehenden EigenlOsungen zu entwickeln. 'Vir schreiben also diese 'Verte 
in der Form der folgenden Matrix an: 

Y =, 1 

+0,8 
Y=4 
+ 15,6 

und erhalten die gesuchten Koeffizienten durch Multiplikation der Matrix fUr Y 

und fUr Vyl y + Vy+tlY + 1 nach der Vorschrift 
--z(n+1-)-

m 

C =Ckt= "~0VY-±!!Y+tYk. 
k ~ 2(n+1) y 

y=l 

Diese ck t , die im folgenden zusammengestellt sind, gehoren zur Berechnung 
von txy , bzw. zU dessen von x abhlingigen Faktor lXkk 

Ck l 

k=2 
+ ,),65 882 

k=3 
+ 3.9934 2 

k=4 
+0,18228 
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Wir haben somit alle Gronen, die zum Aufstellen der Gleichungen fUr die 1 Xk 
notwendig sind, ermittelt. 

Wegen der Symmetrie in der X -Richtung ist 1 XOk = 1 Xl, 1 Xl = 2 Xl 
und die Gleichungssysteme flir die lXk haben in diesem Falle die folgende 
Gestalt: 

mit 

(z + lJ 1Xl +1X1k= f.(i"k-1) ISk+Ckl, 

IXOk+(S +)'k) IX/ = f (l,,-1) 'Sk+Ckl 

lSk=2(lXOk+IX/) (k==1,2,3,4). 

Flir die Berechnung von t benotigen wir die Werte 2Xk j das Gleichungs
system fUr diese hat dieselbe Gestalt wie das oben angeschriebene, nur stehen 
an Stelle von Chi jetzt die Gronen c" 2 • Diese Grofien ck9 gehen aus Multipli
kation der Matrix 

y=1 
o 

Y=2 

° 
Y=3 

° 
Y=4 

1 

mit der Matrix fUr yk hervor. Wir erhalten also einfach 

ck = Y/. 
Flir Sk erhalt man wegen der Symmetrie der Losungen 

Sk = X/ + X/ + Xl + Xl = 2 (Xl + X1k), 

und wenn man diesen Wert einsetzt, bekommt man zwei Gleichungen mit zwei 
Unbekannten, deren Auflosung in diesem Faile am einfachsten direkt ohne Umweg 
tiber die Losungen des Gleichungssystems· D ('P W) + J. W = 1 erfolgt. 

Es handelt sich also um die Auflosung folgender Gleichungssysteme: 

k=1 
+ 3,436938 lXOk - 0,310816 IX/ = + 14,8S467 
- 0,3108161XOk + 6,436938 IXOk = + 14,85467 

k=1 
+ 3,436938 2X/_ 0,310816 9X/ = +0,15996 
- 0,310816 2XOk + 6,436938 2X/ = + 0,15906 

k=2 
+3,277461 IXl+o,167618 'X1k=+9,65882 
+0,1676f8 IXl+ 6,2774611X/=+ 9,65882 

k=2 
+ 3,277 461 2X/ + 0,167618 2X,k = - 0,293 24 + 0,167618 9Xok+ 6,277 461 9X/ = - 0,293 24 

k=3 
+ 3,097 5391Xl + 0,707 381 'X,k = + 3,99342 
+ 0,707 3811Xok + 6,097 5391X/ = + 3,99342 

k=3 
+ 3,097 359 2Xl+o,707 381 2X/ = +°,354°2 
+0,7073812XOk+6,0975392X,k=+0,35402 

k=4 + 2,938062 1Xok+ 1,185816 IX1k=+ 0,182 88 + 1,18S816 1XOk+ S,9380621X,k=+ 0,18288 

k=4 + 2,938062 2XOk + 1,185816 2X/ = - 0,87355 
+ 1,185816 2XOk + 5,938062 2X1k = - 0,873 5S 
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Die Losungen dieser Gleichungen sind im folgenden zusammengestellt; 
gleichzeitig sind die Summen angefiigt. 

1Xk 

X=O x=1 X=2 X=3 
k = 1 +4,55064 + 2,5 2 745 + 2,5 2745 +4,55064 
k=2 + 2,872 28 + 1,401 96 + 1,46196 + 2,87 228 
k=3 + 1,170 68 +0,5 19 11 +0,5 19 11 +1,17068 
k=4 +0,054 00 + 0,01 991 +0,01 99 1 +0,054 00 

2Xk 

x=o x=1 X=2 x=3 
k=1 +0,049 0028 + 0,027 2163 +0,0272163 +0,049 0028 
k = 2 - 0,08 72018 - 0,0443849 - 0,0443849 - 0,087 2018 
k=3 +0,103781 +0,046020 +0,046020 + 0,103 781 
k=4 - 0,258807 - 0,095427 - 0,095427 - 0,258807 

Zur Bestimmung von e benotigen wir die Werte 
n 

.l) Ix y 
",=0 

fiir y = m = 4. \Vir erhalten 

n 4 

.l) IXY = L 15k Y/ 
",=0 k=l 

n 
und .l) txy 

",=0 

n 4 

und Y; tory =.2: 25 k Y/ 
",=0 k=l 

15k 

+ 14,156 18 

+ 8,668 48 

+ 3,3795 8 

+ 0,147 83 

25 k 

+0,15 2 438 
- 0,263173 
+0,299 602 

, - 0,708 468 

durch Multiplikation der einzeiligen Matrizen 15k bzw. 25 k mit der Matrix 
von Y/, also von 

k = 1 

+14,15618 

+ 0,15996 

und finden 
n 

k=2 

+ 8,668 48 
k=3 

+ 3,37958 

bzw. von .25k 

- 0,263 17 - 0,299 60 

mit Y/ 

- 0,29324 + 0,354 02 

n 

- 0,873 55 

L Izy = + 0,78978 
",=0 

und .l) tzy = + 0,826 504. 
",=0 

Hieraus ergibt sich fUr e nach Gl. (44) 

e = l 0,7897 8 = 0,175421. 
16 3 

1 - 160,826504 

Urn nun schliefilich die gesuchten Winkelverdrehungen .. zu erhalten, berechnen 
wir uns zunachst die Werte 

die wir zu der folgenden Matrix zusammenstellen: 
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X=o 
+ 4,559 22 3 
+ 2,85 6 99 2 

+ 1,188861 

+°,00865° 

Xk 
x=1 

+ 2,53 221 5 
+ 1,4541 84 
+°,52 7178 
+ 0,0031 89 

X=3 
+ 2,532215 
+1,454 184 
+°,5 2 7 178 
+ 0,0031 89 

X=3 
+4,559 223 
+ 2,856 992 

+ 1,188861 
+ 0,008650 

Diese Matrix, mit jener der Y/ multip!iziert, gibt die gesuchte Matrix der 'x y, 

an welcher alle T bereits an der ihnen im Tragsystem entsprechenden Stelle 

stehen: 
l.xy 

x=o :r = 1 X=c 2 X=3 ;E.xy 
Y=4 + 0,3°4 83 -- 0, 162 47 + 0,1 62 47 + 0,3°4 83 +°,934 60 

Y=3 + 1,021 i7 --'--0,61 6 33 +0,616 33 + 1,021 77 + 3,27620 

y=2 + 2,68 9 15 .- 1,56596 + 1,5 6596 + 2,68915 + 8,5 1022 

y=1 + 4,689 81 + 2,438 50 + 2,438 5° +4,689 81 + 14,25662 

Schlietilich ergeben sich noch aus der GI. (36) die (Xy 1jJy, welche in unserem 
Faile die folgenden \\' crte annehmcn: 

Y=4 0,5 2 9 8 
y ~. 3 1,536 7 
Y ~= 2 3,5 22 9 
y=1 3,9910 

Damit sind aIle Werte gefunden, weJche zur Ermittlung der Biegungsmomente 
gemati den Gl. (32) und (33) notwendig sind. 

§ 12. Rostformige Tragwerke. 

44. Roste mit geraden Staben. 

Dnter einem Roste verstehen wir ein Tragwerk, welches ebenso 
wie ein Rahmen aus zwei Scharen von biegungssteifen Staben besteht. 
Wir beschranken uns, entsprechend der praktischen Anwendung, darauf, 
daB diese Stabe sich unter einem rechten Winkel schneid en , und 
behandeln zunachst den Fall, daB beide Stabscharen gerade sind. 
Zum Dnterschiede gegentiber dem Rahmen wirkt aber jetzt die Be
lastung senkrecht zu der Ebene, in der die Stabe liegen, so daB also 
zwischen Rahmen und Rost derselbe Unterschied wie zwischen Scheibe 
und Platte besteht. Der Rand des Rostes, den wir tibrigens im fol
genden stets rechtwinklig begrenzt annehmen wollen, sei irgendwie 
unterstiitzt; wir wollen hierauf in den folgenden Abschnitten noch 
ausftihrlicher zurUckkommen. 

Wir beziehen uns wiederum auf ein rechtwinkliges Koordinaten
system, dessen Ursprung wir in eine Ecke verlegen, und bezeichnen die 
Stabe der einen Schar der Reihe nach mit x = 0, 1 .,. n, die der anderen 
Schar mit y=o,1, ... ,m, so daB also (xy) den Schnittpunkt des 
Stabes x der ersten Schar mit dem Stabe y der anderen bedeutet. 
Die Lange eines zur x-Achse parallelen Stabes zwischen dem Knoten 
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(x - 1, y) und (x y) sei I"" das Tragheitsmoment desselben J ; bei den 
Staben der anderen Schar bezeichnet h und J. die Lange,'" bzw. das 
Tragheitsmoment im Felde zwischen de~ Knote~ (x, y - 1) und (x y). 
Das Tragheitsmoment ist jetzt selbstverstandlich urn die in der Ebene 
des Rostes gelegene 
Achse zu nehmen. Wie 
durch die Bezeichnung 
bereits ausgedruckt ist, 
soIl J, J, lund h x y x y 
wiederum lediglich von 
der Variablen abhangig 
sein, die als Index ange· 
fuhrt ist. 1m folgenden y-Z..L--f----+----+---_-l-__ 
werden wir es vornehm· 
lich mit dem Ausdruck 

-~ und l!Y_ zu tun 
EJ.., EJv 

X-1 x 

haben; wir setzen deshalb zur Abkurzung: 

und 

X+1 x+2 

Abb. 63. 

Diese Bezeichnungen sind ubrigens auch aus Abb. 63, die einen Teil 
eines Rostes in perspektiver Ansicht darstellt, ersichtlich. 

Durch die auBeren Krafte wird jeder Knoten eine Verschiebung 
senkrecht zur Ebene des Rostes erleiden, welche wir mit z be· 

xy 

zeichnen. Bezuglich der Vorzeichen von Belastung, Verschiebung und 
Biegungsmoment treffen wir dieselben Vereinbarungen, wie bei einem 
Balken uber zwei Stutzen. Kraft 
und Verschiebung werden nach 
derselben Richtung positiv ge
rechnet; die Biegungsmomente 
sollen dann positiv sein, wenn 
der Krummungsmittelpunkt des 
deformierten Stabes auf der Seite 
der negativen z x y liegt. 

Denken wir uns die Stabe 
knapp neben jedem Knoten 
durchschnitten, so erhalten wir 
frei aufliegende Trager uber eine 

/
);:;r1 

11.r 
Lx -1,y \ lX+1,y 

r}-r-,Y-J--/_l"":::X:.LY 11 {:~7 (J1,y) 
M:ry 

(xy-1). 

\ Mx ,y-1 

bffnung; an den Enden dieser Abb. 64· 

Trager muss en wir aber noch Biegungsmomente anbringen. Die 
Kenntnis dieser Knotenmomente genugt, urn den Verlauf der Biegungs
momente in den Feldern zu bestimmen. In Abb. 64 sind die vier in 
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dem Knoten (x y) zusammentreffenden Stabe herausgezeiehnet und 
an den Schnittstellen knapp neben den Knoten die in Rede stehenden 
Knotenmomente angebracht. Wie aus der Abbildung ersiehtlich 
ist, bezeichnen wir diese Momente fUr die zur X·Achse parallelen 
Stabe, also flir die Schar y = konstant mit L",,,, so daB also an 
den drei aufeinander folgenden Stellen: x - 1 ,x und x + 1 die 
Knotenmomente L -1 ' L . und L_+l !I auftreten. Bei den Stiiben 

~ ,y xy ..., 
der anderen Schar x = konstant sind die Knotenmomente mit M",,, 
bezeichnet. Dabei haben wir die stillschweigende Voraussetzung ge
troffen, daB keinerlei Torsionsmomente in den Staben auftreten, 
denn sonst waren die Knotenmomente bei einem Stabzuge zu beiden 
Seiten eines Knotens nicht gleich groB. 1st die Verbindung der Stabe 
in den Knoten nieht entsprechend ausgebildet, so werden aber im 
allgemeinen stets solche Torsionsmomente vorhanden sein. Das er
hellt daraus, daB die Winkel a",,,, welche die Aehsen der Stabe der 
Schar y = konst. nach der Deformation mit der urspriinglichen Lage 
einschlieBen, im allgemeinen mit y veranderlieh sein werden. Es 
werden demnach die Querschnitte jedes Stabes der Schar x = konst. 
zwischen zwei benachbarten Knoten (x, y) und (x, y + 1) gegeneinander 
verdreht und daher der Stab selbst tordiert, wenn nieht dafiir Sorge 
getragen wird, daB die Verbindung der Stabe keine soIche Torsions
momente iibertriigt und die Verbiegung der Stabe ungehindert vor 
sich gehen kann. Diese Forderung ist aber bei Ausfiihrungen wohl 
nie vollkommen erfiillt, und deshalb stellt die Vemachlassigung der 
Torsionsmomente eine Annaherung vor, zu der uns auch das Streben 
nach Vereinfachung der Rechnung flihrt. 

Die vier frei aufliegenden Trager, die in einem Knoten (x y) zu
sammentreffen und durch Zerschneiden der Stabe daselbst entstanden 
sind, geben infolge der auBeren Belastung im Knoten (x y) den Auf
lagerdruck T",y. Belastet man weiter diese frei aufliegenden Trager 
mit der Momentenflache, die infolge der auBeren Kriifte in diesen frei 
aufliegend gedachten Tragern entsteht, so ergibt diese Momentenflache 
als Belastung des Stabes zwischen den Knoten 

(x -1, y) und (x, y) die Auflagerreaktion P",y' 
(x y) und (x + 1, y) die Auflagerreaktion Q",y' 
(x, y -1) und (x y) die .Auflagerreaktion R ZY ' 

(x y) und (x, y + 1) die Auflagerreaktion S z y 
1m Knoten (x y). 

Die Aufstellung der Differenzengleichungen. Wir konnen die 
Differenzengleichungen des vorliegenden Problemes sofort in Form eines 
simultanen Systemes partieller Differenzengleiehungen erhalten, wenn 
wir von den bekannten Clapeyronsehen Gleiehungen ausgehen. Ver-
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schieben sich niimlich bei einem iiber mehrere Stiitzen durchlaufenden 
Balken die Stiitzen aus irgendeinem Grunde, so besteht zwischen den 
Biegungsmomenten M und den Senkungen dreier aufeinander folgen
der Stutzen die Gleichung: 

<p", M"'-l + 2 (C[!", + qJx+t)M", + <Pdl M"'+l 

+6(ZX+l-:- ZZ _ ZX-Zx-=:..!.) =-6 (Pxcp!'.+ QXCPX+l). 
, Ix + 1 Ix Ix Iz + 1 

Die Bedeutung der GraBen <p, P und Q ist dabei die gleiche, wie 
oben fur den zweidimensionalen Bereich erliiutert. 

Wir konnen die vorstehende Gleichung fiir jeden Knoten unseres 
Rostes zweimal anschreiben, und zwar das eine Mal fUr den zur 
X-Achse, das andere Mal fur den zur YAchse paralle1en Stab. Setzen 
wir zur Abkurzung fUr die Ausdrucke 

6 (PXY 'Ex + ~-'C!J'~) = U ) 
. Ix 'Ix+l "'Y (1) 

6 (Rxy'P.; + SXy~~) = V 
hy 'hY+l xy 

und weiter, wie wlr dies schon Seite 248 getan haben, den Ausdruck 

y", WX - l • y + 2 (Yx + Yx+t)WXY + Yx+ l W.,,+l = D(y W) 

und ahnlich 

WX+'t.Y~_ wxy _ (1),,..'1- W X - 1 . V === 0 (w), 
l" + 1 lx x 

so erhalten Wlr die beiden Gleichungen: 

Dx(<p L) + 6 D",(z) = - U",y' 

Dy(V' M) + 6 Dy (z) = - V",y. 

Nachdem aber jedem Knoten drei Unbekannte, namlich L, M und Z 

zugeordnet sind, benotigen wir fUr jeden Knoten noch eine dritte 
Gleichung. Diese erhalten wir, wenn wir das Gleichgewicht des Knotens 
senkrecht zur Ebene des Rostes untersuchen. Die Knotenmomente L 
des zur X -Achse paralle1en Stabes geben in der Richtung der auBeren 
Kraft den Beitrag 

LX-loy-Lxy _ Lxy-L~-l.Y= D (L ) 
1"'+1 lx '" xy' 

die Momente M aber den Beitrag 

1-!",-"Y+I-Mx_y'_ Mxy-Mx.Y_l = D (M ), 
hY+l hy Y xy 

die auBere Bclastung schliel3lich den Beitrag T",y' so daB man die 
fehlende Gleichung in folgender Gestalt findet: 

D",(L) + Dy(M) = - TXY· 
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Wir haben hiermit ein System von sim:ultanen partiellen DifIerenzen
gleichungen gefunden, mit dessen Auflosung wir uns im folgenden 
nach Klarstellung der RandbedingungeIi befassen werden. Wir machen 
darauf aufmerksam, daB unser Gleichungssystem dreimal so viel Un
bekannte aufweist, als es der statischen Unbestimmtheit des Systemes 
entspricht. Es ist dies jedoch. wie wir sehen werden, bei dem Ver· 
fahren, das wir im: folgenden einschlagen werden, kein Nachteil, und 
wir werden auch in Fiillen, wo sich durch Elimination das Gleichungs
system auf eine einzige partielle Differenzengleichung reduzieren liiBt, 
dem eben angeschriebenen simultanen System den Vorzug geben. 

Die Randbedingungen. Stellen wir das vorstehende simultane 
Gleichungssystem fiir die Innenknoten eines rechteckig begrenzten 
Gebietes auf, so erkennen wir, daB neben den Verschiebungen Z der 
Randknoten auch noch die Knotenmomente L",y fiir einen Rand 

!I-m +---r---r---r---t 

!~:-\ ----I--+--+--+ 
§-o+-__ -L ____ ~ __ ~__+ 

~x :NI 

Abb. 65. 

x = konst. und die Knotenmomente 
M fUr einen Rand y = konst. als 

ZI/ . 
iiberziihlige Unbekannte in den Glei-
chungen vorkommen. Wir benotigen 
also liings des Randes die Angabe 
zweier GraBen. 

Der einfachste Fall ist der, daB die 
Stiibe einer Schar am Rande frei auf
liegen, wie dies zum Beispiel in Abb. 65 
fUr den Rand x = 0 und x = n dar-

gestellt ist. Wir stellen dann unsere Differenzengleichungen das 
erstemal fur x = 1, das letztemal fUr x = n - 1 auf und brauchen 
nur zu beach ten, daB fUr 

x=o und x=n: LzlI=zzlI=o 

sein muB. Fiir die gestiitzten Riinder y = 0 und y = m ergibt sich 
iihnlich 

y=o und y=m: Mzy=zxlI=o. 

Von praktischer Bedeutung ist ferner ein freier Rand, wie er in Abb. 65 
fUr y = 0 und y = m dargestellt ist. Wir schreiben in dies em FaIle 
die Gleichung ( 2 c) nunmehr auch fiir die Randnoten an und haben 
zuniichst wiederum dafiir Sorge zu tragen, daB das Moment MZII hier 
verschwindet. Es ist also 

fiir y=o und y=m MzlI = o. 

AuBerdem muB aber auch die Querkraft in dem ersten auBerhalb 
unseres Gebietes liegenden Felde verschwinden. Nachdem die Quer
kraft im Felde der Differenz der Momente an den Stabenden pro
portional ist, ist also 
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flir y=o MX,Y-l -MXY=o undfUr y=m Mx,y+I-M",y=O, 
und daraus folgt im Verein mit der ersten Randbedingung 

fur y= 0 Mx, y-I = 0, 

fur y = m Mx , y + I = o. 

Ebenso ergibt sich fUr einen freien Rand x = 0 bzw. x = n 

fur x=o LXy=LX,y_I=O 
und fUr x=n LXy=LX,y+I=o. 

Wir wollen schlieBlich noch den Fall erartern, daB die Stabe an 
einem Rande, z. B. x = 0 eingespannt sind. Dann ist flir x = 0 

zunachst 
Zxy=o. 

Die andere Bedingung langs dieses Randes findet man, wenn man 
hier den Winkel ax,,' den die Stabachse nach der Deformation mit 
der ursprlinglichen Lage derselben einschlieBt, bestimmt und dann 
Null setzt. Flir axy ergibt sich aber, wie man leicht bestatigt findet, 

lC ='P.r+1(zL +L )+(?.L'Y'P.r+ 1+ Z..,+1.y-::- ZX Y flir x=o . 
.ry 6 xy x+1,y 1"'+1 1:"+1 

~lan kann diese Randbedingung auch in der homogenen Form 

( L 'L )+6 ZX - 1 • y fu"r qy z -r- . -- - = 0 x = 0 
:r x y x -I, Y Ix 

anschreiben, wenn man die Gleichung (za) auch noch fur die Rand· 
knoten x = 0 beifugt, hierbei Px y Null setzt und die erste Rand
bedingung Zxy = 0 beriicksichtigt. 

Die Eigenlosungen des homogenen Gleichungssystemes. Wir 
wollen uns zunachst mit den Eigenlasungen des homogenen Systemes 
kurz befassen, urn einen Einblick in die Natur der inhomogenen Glei
chungen zu erhalten. 

Wir betrachten das Gleichungssystem: 

Dx(qyL) +6Dx(z)=0 ) 
Dy (1jJM) + 6 Dy(z) = 0 

Dx(L)+ Dy (M) =Az 

und versuchen als Lasung die Ansatze: 

LXY = Xl:!: Yly, l'vf = Xm:!: Ym y, Z = ~x 'YJ y' 

Dabei sind die GraBen X und ~ lediglich von x, die GraBen Y und 
'YJ lediglich von y abhangig. 

Mit diesen Werten nimmt das Gleichungssystem die Gestalt an: 

YIDx(cpXI) +6'YJDx(~)=0 1 
XmDy1j'Ym)+6~Dy('YJ)=o . 
Yl D",(XI) + Xm Dy(Ym)=~ 'YJl 

(5) 
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Aus den beiden ersten dieser Gleichungen folgt 

Yi ='1] und Xm=~, 

so daB, wenn wir nun statt Ym Y und statt Xl X setzen, die letzte 
Gleichung auch nach Division durch z"''' in der Form 

D",(X) + DY(Y)=l 
~ 1J 

geschrieben werden kann. Nachdem der erste Summand nur von x, 
der zweite nur von y abhiingig sein konnte, die Summe aber gleich 
der von x und y unabhangigen GroBe 1 sein muB, so folgt aus der 
zuletzt. angeschriebenen Gleichung 

~z~(X) = l' und Dy~Y) = i.", (6) 

wobei l' und )." von x und y unabhangige GroBen vorstellen, wah· 
rend der Eigenwert 1 gleich 

l=1'+r W 
wird. 

Kiirzt man die erste der Gleichungen (5) durch Yl = f}, so erhiilt 
man in Verbindung mit den Gleichungen (6) fUr $ und X das simul· 
tane System gewohnlicher Differenzgleichungen 

D.,(cpX) + 6 0., (¢)= 0; } 
O",(X)=l ~. 

Ebenso ergibt sich fiir Y und 'I] das Gleichungssystem 

D"(,,,y)+60,,('I])=0, } 

0" (y) = 1" 1J 

(8) 

(9) 

Die Randbedingungen liefem mit den Ansatzen (4) fiir einen Rand 
x = konst. zwei homogene Gleichungen zwischen X und ~, fiir einen 
Rand y = konst. zwei homogene Gleichungen zwischen Y und f} • 

Erstreckt sich unser Gebiet also z. B. zwischen x = 0 und x = n, bzw. 
zwischen y = 0 und Y = m, so verlangen die unterstiitzten Rander 
x=o und x=n wegen 

L.,,,=X.'I]: X=o fi.ir x=o und x=n 

und wegen 

z:z:" = ~.1J: $=0 fi.ir x=o und X=n. 

A.hnIich muB fiir die unterstiitzten Rander y = 0 und y = m 

Y = 1J = 0 fi.ir fJ = 0 und 'I] = m 
sein. 
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Fiir die freien Rander x = 0 und x = n, bzw. y = 0 und Y = m 
ergeben die Wher abgeleiteten Randbedingungen 

Xa;=Xa;_l =0 fUr x=o, 
Xa;=Xa;+l=o fUr X=n 

und 
Yy= YY - 1 =0 fUr y=o, 
Yy = YyH =0 fUr y=m. 

Fiir eingespannte Rander endlich erhaIt man aus der homogenen Form 
der Randbedingungen 

x=o 

und 

~,"=o l 
q:>a;+1(2Xx+Xd1)+6~'O:+1 =oJ 

·<+1 

fUr x=n. 

Fiir die Rander y = 0 und y = m erhaIt man 

'YJy=o ) 
'11',,(2 Y" ---.:.- Y y - 1 ) + 6 '1~~1 = 0 fUr y = 0, 

( Y I 'YJyy=)o I 6 1111 +1 6\ fiir y=m. 
'II'y+1 2 yT y+1 T h--= Y+1 

Die homogenen gewohnlichen Differenzengleichungen (8) und (9) 
haben sonach homogene Randbedingungen. Es gehort also zu jedem 
Werle von It, bzw. It ein Losungssystem X', ~. und yl:, 'YJI:; l' und 
i.." bestimmen sich als Wurzeln einer Gleichung, deren Grad bei freien 
Randern gleich n + 1, bzw. m + 1 ist. 1st ein Rand gestiitzt oder 
geklemmr, so verringert sich der Grad der Gleichung urn eins; sind 
beide Rander geklemmt oder gestiitzt, um zwei, also auf n - 1, bzw. 
m - 1. n und m bedeuten wie bisher die Felderanzahlen. 

Da weiter die Determinante aus den Koeffizienten symmetrisch ist, 
bestehen die Orthogonalitiitsbedingungen 

(, =l= s) 

und 
m 

L.: 'YJ P 'YJ q = 0 (p =l= q) 
1/=0 II Y 

und damit weiter auch die Gleichung 

" m 
L.: L.: zt:1/ z;1/ = 0, (10) 

a;=0 1/=0 

Bleicb.Melan. Differenzeogleicbungen. 19 
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wenn zl' und z~ zu verschiedenen Eigenwerten 211 und ).,. gehorige 
Eigenlosungen sind. 

Sind, wie wir stets voraussetzen wollen, ~ und 'YJ normiert ortho· 
gonal so sind auch die z normiert und es ist also , xy 

n m 

L L'(zxY=1. 
Z~O y~O 

(1oa) 

Zur vollstandigen Losung der inhomogenen Gleichung benotigen 
wir weiter noch die Eigenlosungen des homogenen Systems 

Dx(rp L) + 6 Dx(z)=2L",y' 1 
Dy(1pM) + 6 Dy(z)=o, 

Dx(L) + Dy(M) =0. 

Der Ansatz L = X· 'YJ, M = ~ . Y und z = ~ .1] 

Gleichungssystem 

'YJ Dx (rpX)+ 6 'YJ. Dx(~)=2X'YJ '1 
~ Dy (11' Y) + 6~· Dy(1]) = 0, 

'YJ Dx(X) + ~ Dy(Y)= o. 

Die letzte Gleichung verlangt 

_ [);r (.Yl = + Qy J2') = ). * . 
~ '7 

Mit der zweiten der obigen Gl. (12) 

Dy(1p Y)+ 6 Dy('YJ) = 0 

(11 ) 

fiihrt jetzt zu dem 

( 12) 

ergibt sich also dasselbe simultane System gewbhnIicher Differenzen
gleichungen fiir 'YJ und Y und deshalb dieselben Eigenwerte 2 * = i" 
mit denselben zugehorigen Eigenlosungen Y und 1] wie vordem. Fur 
X und ~ lauten die Gleichungen nunmehr aber anders_ Die erste 
Gleichung ergibt 

und hierzu tritt noch 

Die Eigenlosungen dieses simultanen Systems sind naturgemaB 
von den friiheren verschieden. 

Die Losungen des inhomogenen Gleichungssystems. Ahnlich 
wie bei der in § 11 behandelten partiellen Differenzengleichung sind 
wir auch jetzt in der Lage, die Losungen der inhomogenen Gleichung 
nach den vorstehenden Eigenlosungen zu entwickeln. Wir erhalten 
dann zunachst Doppelsummen, die sich aber ebenso wie friiher in ein
fache Sum men verwandeln lassen. Hierbei werden wir schon aus 
dem Grunde da2;u gefiihrt, nach den von y abhangigen Eigenlosungen 
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zu entwickeln, weil diese Eigenlosungen fur beide oben angefuhrten 
Falle die gleichen sind. 

AuBerdem ware auch die Berechnung der X ziemlich umstandlich, 
wenn sie auch von A" abhangig sind. 

Die Losungen des inhomogenen Systems 

Dx(<pLXy)+60.,(z) =-UXy ,) 
Dy(1pM,,)+60 y (z) =0, 

Ox (L.,y) + Oy(M.,) = - TXY 

werden also m der Form 
m~ 

LX1/ = 2) Xi 17' , 
;=0 

m 
M =)' ti yi 

:zy ....,; 6 , 
\=0 

(15) 

darstellbar sein. Dabei sind die GroBen 'YJ\ und yi die oben 
erwahnten Eigenlosungen des Gleichungssystems (9), die zu dem 
Eigenwert it gehoren, mit entsprechenden homogenen Randbe-

dingungen. Die W erte ~i und Xi sind die Losungen eines inhomo 
genen Gleichungssystems, das wir uns auch in einfacher Weise direkt 
beschaffen konnen. Zu diesem Zwecke entwickeln wir die gegebenen 
GroBen U xy und TXY in eine Reihe, die nach den Eigenlosungen r/ 
fortschreitet. Die Koeffizienten dieser Entwicklungen 

m 

U",y= 2) U;(x) 'YJ' 
;=0 

und 
m 

TXY = 2) to (x) 17' 
;=0 

berechnen sich, wenn die 'YJ normiert sind, aus den bekannten Glei
chungen 

m 

t; (x) = 2) TXY 17y" 
1/=0 

( 16) 

Durch die Werte fur L, M, z, U und T nimmt das Gleichungs
system (14) die Gestalt an 

m _ _ m 
.2;'YJ'[D (qJXi) + 60.,(;')] =-~ 2)u;(x)'YJi, 

i=O ., i=O 

m 
.2; ~i [Dy (If' Yi) + 6 Oy (17i)] = 0, 

,=0 

i 17i r D.,eXi) +~i Dy (~i) J = - i t.ex)1}i. 
;=0 L TJ i=O 

19* 
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Die Gleichungen miissen fUr jedes y erfiillt sein; das ist nur moglich, 
wenn die Beziehungen 

D",(({Jj_')+6D",(~,_)=-u,(z), I 
D",(X')+ It ~i=_ t,(z) 

(17) 

bestehen. Wir setzen zur Vollstandigkeit noch das Gleichungs
system (9) zur Bestimmung der 1]i und yi her: 

D II (11' yi) -+ 6 0 ( 1]i) = 0 , } 

D,,(Y')=lt 1 
(9) 

und erhalten schlieBlich nach Ermittlung der Losungen vorstehender 
gewbhnlicher Differenzengleichungen die gesuchten Losungen der in
homogenen Gl. (14) aus den Ansatzen (15). 

Aus dem Gleichungssystem, welches die beiden UnbekanDlen X 
und ~ enthhlt, kann man leicht die t eliminieren, so daB man nur 
Gleichungen mit den Unbekannten X gewinnt, und kann sich auf 
diese Weise die numerische Auflbsung vereinfachen. Setzt man den 
Wert fiir~, der sich aus der zweiten Gleichung ergibt, in die erste 

ein, so erhhlt man eine Differenzengleichung vierter Ordnung fiir X 

;''' D(({JX)- 6 DO (X) = - u(x)·l" + 6 0 (t(x). (18) 

AusfiihrIich geschrieben lautet diese Gleichung fiir die Stelle z 

{)", X"'_2 + err; X .. - 1 + r", X", + ed1 Xd1 +&d'J idS = -l"·u (x) 
+ 6 rt(x+~ - I (x) _ I(X)-/(x-Di . 

• 1"'+1 I.., j 

Die Werte e",+1 und {)",+s ergeben sich aus den vorstehenden, wenn 
man x durch x + 1 bzw. x + 2 ersetzt. Die Gl. (18) ist bei einem 
System von n-Feldern das erstemal fiir x = 1. das letztemal fiir 
x = n - 1 anzuschreiben. GemaB den iiberzahligen Unbekannten 

X_ 1 , Xo und .f,., Xn - 1 treten noch vier Randbedingungen hinzu, 
und zwar fiir einen freien Rand 

X_ 1=XO=0 und Xn=~+1 =0, 

so daB die beiden ersten, bzw. die beiden letzten Gleichungen unter 
Beruckskhtigung dieser Randwerte die von (18) abweichende Gestalt 
erhalten: 
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"1 XI +B2 X\l +'!?3 Xs=-A"u(1)+6 [1(2) I~Q) - ~(!)~tiQ2J, 
2 l' 

B2 X1 +'12 X2+ BS.KS +{)4 X4 

= _ A" U(2) + 6 [I (3)~ t(2) _ t(2)-;-t(1)J, 
3 9 

{}n -2 Xn - 4 + Bn - 2 Xn - s + '1,,-2 Xn - 2 +Bn - 1 Xn - 1 (18a) 
= _ i" u (n _ 2) + 6 [I (n=]2=t(n - 2) _ t (n - 2) - t (n - 3)lJ ' 

In- 1 In - 2 -

{}n-l X n-S + Bn-l Xn - 2 + '1,,-1 Xn - 1 

= _).," u (n _ 1) + 6 ilt (n) - ~(n -1) _ t (n -1) - t (n - 2)1. 
I" In -1 c 

Fur den Fall des unterstutzten Randes hat man zunachst nur eine 

Randbedingung, die sich auf die X bezieht, namlich Xo = Xn = 0 . 

Die zwei noch fehlenden Gleichungen erhalt man, wenn man die 
zweite Gl. (17) fUr x = 0 und x = n anschreibt und die Bedingung 
~o = 0 bzw. ~n = 0 beachtet. So findet man 

D(Xo)=-t(o) und D(XJ=--t(nl 

oder auch in Verbindung mit Xo = 0 und X =0 
n 

Hiermit nehmen die Gl. (18) fUr x = 1 und x = 2 die Form an 

'It' Xl + Ell X2 + '!?3 X3 = _)"" u (1) + 6 [I (2) I t (1) __ 1 ~1) ] . 
2 1 

E2 Xl + '12 X2 + Bs .K3 + {)4 X4 

= _;'" U (2) + 611 (3) - 1(2) ._ 1 (2) -~(!lJ 
c Is t. 

(18b) 
bzw. fur x=n-2 und x=n-1 

{}n-2 Xn - 4 + Bn - 2 X n - s + 'In - 2 Xn - 2 + e,,-l X"-l 
= _ ).," u (n _ 2) + 6 [I (n -1) - 1 (n - 2) _ 1 (n - 2) - t (n - 3)J . 

In -1 In- 2 

{}"-l Xn - 3 + Bn-l Xn - Il + Y~-l Xn - l 

= _ ).," u (n _ 1) + 6l-_ t (n - 1) _ 1 (n - 1) - 1 ( n - 2)J . 
In In - 1 

'It' und 'I~-l sind dabei, wie man sich leicht iiberzeugen kann, 
abweichend von den anderen 'Ix nach der Vorschrift 

, __ {6 (_1 +_t...+~) _( -L ).'" l 
'11- 2 21,• 1,/2 1.2 flJl· flJ2 A. J' 

, ( 6 ( 1 + 1 + 1) . + ') ',,1 ),,,-1 = - 2} -I' 1--1- 2T2 -ilPn-l IPn .A. ( 
t n-I n-l" n 
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zu bilden. Hat man durch Auflosung dieser Gleichungen die X er· 
mittelt, so kann man die ~ am einfachsten aus der zweiten Glei· 
chung (17) mit 

- 1 -
~= - }." [D(X)+t] (19) 

berechnen. 
Das eben entwickelte Verfahren hat zur Voraussetzung, daB ledig· 

lich die Stiibe einer Schar belastet sind Wir mussen dann notwen· 
digerweise nach den Eigenlosungen jener Variablen entwickeln, in 
deren Richtung die unbelasteten Stiibe fallen. 

Fiir praktische Anwendungen findet man hiermit wohl in- den aller· 
meisten Fallen das Auslangen, denn der Fall, daB die Belastung auf 
beide Stabscharen wirkt, ist verhaItnismaBig selten. Man kann sich 
zwar dann noch immer in der Weise helfen, daB man die Losung 
durch Superposition bestimmt, indem man zunachst nur die Stiibe 
y = konst. belastet annimmt und wie eben erortert verfiihrt, also nach 
den EigenlOsungen 'I} entwickelt, dann aber fur die Belastung der 
Stabe der anderen Schar die Eigenlosungen in der anderen Richtung 
beniitzt. 

Es wird jedoch mitunter der Fall eintreten, daB man sich auf 
die Verwendung von Eigenlosungen einer Variablen beschriinken 
will. Dann kommt es darauf an, auch die Losung des Gleichungs· 
systems 

D.,(q;L)+6D.,(z)=o, ) 
Dy(V' M) + 6 Dy(z)= - V, 

D.,(L)+ Dy(M)=-T 

nach den bisher verwendeten EigenlOsungen 'I} zu entwickeln. 
setzen jetzt wiederum 

m_ 
L =2)X''I}i, 

i=O 
Z= i ~i'l}', \ 

1=0 

J 

hingegen aber 

Wir 

,(21 ) 

wobei die neu hinzugekommene GroBe I nur von x abhiingen soIl 
undO Y' und 'I}' wie frillier dem System von gewohnlichen Differenzen
gleichungen 

D(y)=l" 'I} (9) 

genugen. Durch Einsetzen der vorstehenden \Verte in das Gleichungs
system (20) erhalten wir 
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m _ 

.2 'Y)i[D(T Xi) + 6 DW)] = 0, 
i=O 

m _ _ 

.2(~i + I')D(1f' Yi) + 6 t D('Y)i) = - V, 
i=O 

m _ _ 

.2 'Y)i o (Xi) + (t i + Ii) D(Yi) = - T. 
i=O 

Setzt man fUr V: 
m m 

V = . .2 qi D ('Y)i) 
,=0 

und fur T: T = .2 ti fJ i , 
i=O 

(22) 

so erhiilt man fUr die GroBen Xi, ti und Ii das Gleichungssystem 

D(T~i)+6~W)=o, 6~i=qi' ." l (23) 
D(X') +12 ~i= - ti - At Ii=-ti - I.~ qi' 

Unsere Aufgabe ist daher im wesentlichen gelost. Die GroBen 
t; = t; (x) bestimmen sich nach fruherem aus der Gleichung 

und es ist nur noch notwendig, die qj zu ermitteln. Wir verfahren 
hierbei so, daB wir zunachst eine Funktion ([Jyt), welche fUr 
y = 0, 1 ... y - 1 , Y + 1 ... m verschwindet und nur fUr y = t) den 
Wert ,,1" annimmt, in der Form 

m 

([Jyt) = ,.2 fi(t) Dy ('Y)/) 
,=0 

darstelIen. Hat man die Koeffizienten fi (t) ermittelt, so kann Vy als 
Doppelsumme 

ausdriicken und fur die GroBen qi ergibt sich hieraus 
m 

qi = .2 Vt) fi(t)· 
t)=0 

SolI die Funktion ([Jyt) statt nach Dy ('Y)./) nach 'Y/y' entwickelt werden, 
so ergeben sich nach friiherem die Koeffizienten fIJi in der Gleichung 

m 

([Jy\) = . .2 fIJi (t)) 1J/ 
,=0 

mit 



t}=1 

t}=2 

1)=3 
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nachdem tPY~ nur fur y = I:} von Null verschieden ist und an dieser 
Stelle den Wert ,,1" annimmt, und es ist demnach 

Fassen wir tPY~ als Funktion der beiden unabh1ingigen Variablen y 
und I:} auf, so nimmt lPY~ innerhalb des Gebietes, das durch y = 0, 

I:} = 0 und y = m, I:} = m begrenzt wird, die folgenden Werte an 

1)=0 

1)=1 

l)=m-1 
n=m 

y=o 

1 

o 

o 
o 

y=1 
o 

o 
o 

Lauten die Randbedingungen fUr r;: r; = 0 

dann verschwindet naturlich auch das erste 
Jedenfalls nimmt aber die Funktion 

y=m-l y=m 

o 0 

o 0 

o 
o 

fUr y=o und y=m, 
und letzte Diagonalglied. 

QYI}= 0 (lPt/~)= CPt/-I,» - CPt/I) _ !I/» =-=_'!'I/+1.» 
II hg hY+1 

die Werte an 

y=1 y=2 y==3 y=m-3 y=m-2 y=rn-l 

1 ----
~ 

0 0 0 
hi h2 

o 

1 1 
---- 0 0 h, h2 ha hs 

o 

1 1 
0 

h3 -h;-h. ... 0 0 o 

1)=m-3 0 o o 1 

- h", _~ - h", _ 3 h,. - 3 
o 

1)=m-2 0 o o 1 1 

t}=m-1 0 o o o 
-- h"'_2 - h"_ 1 

GemiiB Gl. (24) kann QI/~ oftenbar durch die Entwicklung 

m m. 

Q = ~ iD ( i)_ ~Q~(Yu')D ( i) 
I/~ .L.J r;~ y r;y -.L.; ;." y r;y 

i=O i=O I 
(25) 

dargestellt werden. Man erkennt iibrigens sofort bei Betrachtung der 
angeschriebenen Matrix, daB 

QI/~= Dy(lPl/~)= Dn(lPI/ 11 ) 
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wird. Die Gl. (25) liefert daher die gesuchte Beziehung 
m . 

f/>1It) = ...J;~!' Oy (1]yi) , 
i=O I 

also 
Yt)i 

(,.(t))=,-". 
• "I 

Hiermit werden schlieBlich die gesuchten q,)./, 
m 

qi)./' = .2 Vt) Yu'· 
t)=O 
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Die GroBe der Biegungsmomente, auf die es bei der Berechnung 
in erster Linie ankommt, hiingt iibrigens auch in dies em Falle ledig
lich von dem Verhiiltnisse qJ!tp abo Denn setzt man BqJ statt qJ und 
e"P statt "P, so behiilt gemiiB Gl. (9) yi seinen Wert, wiihrend statt 

1]' jetzt e 17i und statt ).;' nun l:' auftritt. Ebenso findet man leicht 

bestiitigt, daB Xi seinen Wert (Gl. (17) bzw. (23) behiilt, wiihrend an 
Stelle von ~, der e-fache Wert treten muB. Damit sind auch die 
inhomogenen GI. (14) bzw. (20) erfiillt, denn U",y und V",y sind mit qJ 
bzw. "P proportional und fiir '"i (x) ist nunmehr e u, (x) bzw. fiir q, 
nun e q, zu setzen. Wiihrend also die Momente Lund M unveriindert 
bleiben, erhiilt man an Stelle von z nunmehr e'J z . 

"'y "'y 
Die Ermittlung der Eigenwerte und Eigenlosungen bei kon-

stanten Koeffizienten. Wir befassen uns im folgenden mit der Er
mittlung der Eigenwerte und Eigenlosungen und beschriinken uns 
hierbei wie fruher auf den Fall, daB tp und hll konstant sind, so daB 
wir es also zur Bestimmung der Eigenlosungen yi und 'YJi mit ge· 
wohnlichen Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten zu tun 
haben. Am einfachsten zu behandeln ist dabei der Fall des Rostes 
mit gestiitztem Rand; die Berechnung der Eigenlosungen mit freien 
Riindem verursacht bereits viel mehr Arbeit. 

Bei konstantem "P1I = "P und hy = h wird 

D ("P yi) = tp(6 + 6) yi 

o ('YJi) = ~hJji. 

so daB das Gleichungssystem, mit welchem wir uns im folgenden be
fassen, die Form annimmt: 

h "P (6 + 6) Y' + 6 6 'YJ' = 0 , } 

6 (Y') = h ).;' 1]' • 

Durch die Einfiihrung der neuen Unbekannten 

und mit 
H'=tph Y' 1 
Wi = h2).;' 
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lautet es 
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(6 +6)Hi+ 6 6 r/-=0,} 
6Hi=wi1Ji.· 

(29) 

Wir wenden uns zunachst dem Faile zu, daB die Rander parallel zur 
X ·Achse gestiitzt sind, und haben demnach die Randbedingungen: 

Hi = 1Ji = 0 fiir y = 0 und Y = m . 

Man kann sich leicht Losungen dieses Gleichungssystems beschaffen, 
wenn man den Ansatz 

verwendet. Nachdem dann 61Ji = 2 (~of ai - 1) enlll wird, werden 
wir Hi in der Form 

Hi= fliealll 

ansetzen miissen, worin fli eine von y unabhangige GroBe bedeutet. 
Wir konnen fli leicht bestimmen, wenn wir die Werte fUr Hi und l}i 

in der ersten Gleichung einsetzen und erhaIten so: 
6 (lrof al - 1) 

fli = - (lrof a~+2f . 
Hiermit liefert die zweite Gleichung die Beziehung zwischen OJi und a j 

2 fli (£of ai -- 1) = Wi 

oder 

__ 1 (lro! a,- 1)2 
W i - 2 ~ f + . ",,0"1 2 

Da diese Gleichung in ~of ai quadratisch ist, gehoren zu jedem ;.t zwei 
verschiedene Werte (£of ai' etwa (£of a/ und ~of a/,. und nachdem so· 
wohl + a.', + a." aIs auch - a.' und - a." diese Gleichung befrie-"'I 'I 'I 

digen, kann man die allgemeine Losung des Gleichungssystems (29) 
in der Gestalt 

r;i = A/ sin a/ y + B/ cos a/ y + A/, sin a/, y + B/, cos at y 
und 

Hi = fl/ (A/ sin a/ y + B/ cos a/ y) + fl;" (At sin at y + B/, cos at y) 

ansetzen. Der zugehorige Eigenwert lautet dann: 

wi= -12 (1- cos ",'~ __ 12 (1 - cos a,")2 (30 ) 
2 + cos a/ - 2 + cos a/' . 

Da Hi und r;i fUr y = 0 verschwinden miissen, muB B' = B" = 0 

sein; damit diese GroBen aber auch fUr y = m verschwinden, ist zu· 
nachst erforderlich, daB 

a/ = i ~ (i = 1 , 2 ... m - 1) 
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wi rd. A" muB aber Null sein, denn mit dem angegebenen Wert wird 
wegen der Gleichung (30) cos a/, stets groBer als 1. at ist also rein 
imaginar und an Stelle der trigonometrischen Funktion tritt die hyper
bolische, die niemals fur y = m verschwinden kann, was eben A" = 0 

bedingt. Wir erhalten demnach die Losung fur den gestiitzten Rand 

tji = Ai sin ai Y ! 
Hi = A .. 6(1 - COSltl) sin a. 

• (2 + cos Itl) , Y 
w. = __ 12 (1 - COS 1t1)2 

• 2 + cos Itl 

(31) 

mit 

ai = i: (i = 1, 2 .•. m - 1). 

Den willkiirlichen Faktor Ai' mit dem die Losungen multipliziert 
erscheinen, wahlen wir so, daB die tji normiert sind; die tji sind dann 
mit den Eigenlosungen der Differenzengleichung (.6 + .6) w = 1 w und 
den Randbedingungen w = 0 fiir y = 0 und y = m identisch, we1che 
wir bereits Seite 91 ermittelt haben. Die Eigenwerte wi und die 
Losungen Hi sind leicht nach den vorstehend entwickelten Gleichungen 
zu berechnen und zur Vereinfachung der Berechnung so1cher Systeme 
auch in den Tabellen (4) im Anhang zusammengestellt. 

Nicht ganz so einfach gestaltet sichdie Berechnung der Eigen. 
losungen und der Eigenwerte, wenn die zur X-Achse parallelen Rander 
frei sind. Das Gleichungssystem (29) hat in diesem Falle die Rand
bedingungen 

=0 fiir y=o 
und 

fiir y=m. 

Die Schwierigkeiten, die dabei auftreten, haben ihre Ursache darin, 
daB alle Koeffizienten A' A", B' und B" der allgemeinen Losung von 
Null verschieden sind und die Bestimmung von a/ und a/, aus einem 
System von zwei transzendenten Gleichungen erfolgen muB, deren 
Losung aber recht umstandlich wird. Wir sind daher bei der Ermitt
lung der Eigenwerte so vorgegangen, daB wir die Gleichung fur Wi' 

die wir durch Nullsetzen der Nennerdeterminante erhalten, aufgelost 
haben und die zugehorigen Losungssysteme Hi und tji direkt durch 
AufIosen der Gleichungen (29) ermittelt haben. Die Rechnung verein· 
facht sich ubrigens sofort, wenn wir die geraden und ungeraden Lo
sungen getrennt untersuchen. 

Wie man sich leicht iiberzeugen kann, erhalt man im vorliegenden 
FaIle bei m Feldern m + 1 Eigenwerte Wi und ebenso viele Losungs-
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systeme Hi, bzw. 'YJi. Dabei zahlt Wo = 0 als Doppelwurzel, zu 
der HO = H1 = 0 gehort, wahrend r/ = ko oder 1]1 = k1 Y sein kann. 
Naturlich ist auch ko + kt Y eine Losung. 

Auch diese EigenlOsungen sind im Anhang unter (5) flir ver. 
schiedene Felderanzahlen zusammengestellt. 

Sind auch die 1 .. und cP", konstant, so vereinfacht sich das Glei

chungssystem fUr die X und ~ zu der Gestalt: 

cpl(6+6)~ + 66~=-I.U(X)} 
6 X +11" ~= -l·t(x) 

(32 ) 

Diese Gleichungen kann man entweder mittels der Theorie der ge
wohnlichen Differenzengleichungen losen, oder, was bei einer kleinen 
Anzahl von Unbekannten einfacher ist, durch direkte Auflosung. Man 
geht dann am besten wiederum von dem Gleichungssystem flir die 

X aus, das "lan nach der Elimination der E aus dem vorstehenden 

System erhiilt. Man erhalt fUr die X die Differenzengleichung vierter 
Ordnung mit konstanten Koeffizienten: 

1" cpfl(6 +6) X - 6 62. X = -)''' flu(x) + 616t, 

oder ausfiihrlicher angeschrieben und fUr )," cp r- = k = w . J! h'z: gesetzt 
rp 11 

-6X.,_1I +X .. _1(24+k)- X., (36 -4k)+X"+1 (24+k)-6X .. _2 

= -)!' 111 u(x)+ 61 [t(x -1)- 2 t(x)+t(x+ 1)]. 

Die beiden ersten und beiden letzten Gleichungen haben wiederum 
eine etwas andere Gestalt. Sind die Rander £rei, so lauten sie: 

bzw. 

-X1(36 -4 k) +Xs(24+k) -6Xs 1 
= -A" r- u (1) + 61 [teo) - 2 t(1) + t (2)], 

X1(24+k)-~(36-4k)+Xs(24 +k)-6X, J 
= -1" 12 U(2) + 61 [t(1)- 2 t(2) + t(3)], 

(32a) 

- 6X .. _, +X .. _s (24+ k)- X"_'J(36 - 4 k)+X .. _1(24+ k) 
= _lIt ZSu(n- 2)+ 61 [t(n- 3) - 2 t(n- 2) + t(n-1)], 

- 6X .. _s + X"_'il(24+ k) - X .. _1 (36 - 4k) 
=-)!' ZSu(n-1)+ 61[t(n - 2) - 2 ten -1) + ten)]. 

Fur unterstutzte Rander nehmen diese Gleichungen aber, wie man 
durch Spezialisierung der Gleichungen (18b) sofort findet, die Form an: 
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- Xl (30 -- 4 k) + XI! (24 + k) - 6 X3 
= - 2" r ( 1) + 6 l [t (2 ) - 2 t ( 1 )] , 

Xl (24 +k) - XI! (36 -- 4 k) + X3 (24+ k) -'- 6X4 

= -2" l2 u (2) + 6l [t (3) - 2 t (2) + t (1)] 
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bzw. (32b) 

- 6X,,_( +X"-3 (24 +k) - X"_2 (36 - 4k)+X"_1 (24+k) j 
_ -2" ll!~ (n- 2) + 6l [t(n- 3) - 2 t(n- 2) + t(n -1)], 

- 6 X"_3 +X"_2 (24 + k) - X"-l (30 - 4 k) 
= -2" r u (n - 1) + 6l [t(n - 2) - 2 t(n - 1)]. 

M.:cy fiJr r.1 
z-J 

y-j 

y-" 

y-) 

y-2 
26.5§ y-1 

r------
I 

I 

1 
J 
I 
I 

I 

1 
I 
I L ___ ----

--~ r---, 
I 

i 
I 
I 

i 
I 

: 
I 
I 

I 
---___ --1 y-O 

I-O X-1 :r-2 x-J :r-'# 

.... bb. 66. 

Ein Beispiel. Wir zeigen die Anwendung des vorstehend entwickelten 
Verfahrens an der Berechnung einer Deckenkonstruktion, welche im Grundriti 
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in Abb. 66 dargestellt ist. Die drei in einem gegenseitigen Abstande von 4,00 m 
liegenden UnterzUge haben eine Spannweite von 16,00 m und tragen 7 Quer
rippen, so dati also ein System von 8 X 4 Feldern entsteht. Es ist demnach 
(x = konst. = 4,00 m, hg = konst. = 2,00 m. UnterzUge, sowie Quertrager liegen 
am Rande frei auf. Den Koordinaten-Ursprung legen wir in eine Ecke und 
lassen die X-Achse in die Richtung der Quertrager, die Y-Achse in die Rich
tung der UnterzUge fallen. Die Belastung moge aUs einer gleichmatiig ver
teilten Belastung von 500 kg pro m2 Deckenflache bestehen, sich jedoch 
lediglich auf die Quertrager Ubertragen, so dati sich fUr diese eine Belastung 
von 1000 kg fUr den laufenden Meter ergibt. Das Tragheitsmoment der Unter
zUge moge somal grotier sein als das der Quertrager. Setzen wir daher der 

h~ -1 -1 
Einfachheit halber h'''P=--=l- t , so wird also "P=o,st m und 

EJy 
I 4 50 t- 1m- 1 

rp = If J.e = -1-' 4- = 50 . 

Die Belastungsglieder V und T sind in dem vorliegenden FaIle von x und 
y unabhangig, und zwar wird nach der Gleichung (1) 

V = } q l'. rp = 400, 
da rpx und Ix konstante Grotien sind und 

l3 
P=Q=-q 

24 
fUr eine gleichmatiige Belastung q wird. V ist dabei eine unbenannte Zahl 

FUr T hingegen ergibt sich 
T=lq=41 • 

Wir benotigen zunachst die EigenlOsungen des Gleichungssystemes 

h "P (6 + 6) Y + 6 6 1} = ° 
6 Y=hi'''1} 

mit den Randbedingungen Y = 1} = ° fUr Y = 0 und y = m = 8. Die Grotien 
1'/ und Y sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt. Wir konnen dabei 
direkt die Werte aus der Tabelle (4) im Anhang benutzen, da wir "Ph= 1 
gewahlt haben. 

y=2 Y=3 Y=4 Y=5 Y=7 

+ 0,029 89 + 0,05523/+ 0,07216+ 0,07810 + 0,072 1°,+ 0,055 23,+ 0,029 89 
2 + 0,229 52 + 0,324 581+ 0,229 52 ° - 0,229 52:- 0,324 58 - 0,229 52 
3 + 0,7 1809 + 0,549 60,- 0,297 H - 0,777 25 - 0,297 44+ 0,549 60 + 0,7 18 09 
4 +1,5 ° :-1,5 , ° +1,5 i ° -1,5 
5 + 2,36954 - 1,81 3 57i- 0,981 So + 2,5 64 77,- °,981 50 - 1,81357+ 2,36954 
6 + 2,800 94 - 3,961131+ 2,80094 ° :- 2,800941+ 3,96113:- 2,80094 
7 + 2,05 2 48 - 3,792 48,+ 4,95511 - 5,363 381+ 4,955111- 3,792 48 + 2,05 2 48 

il y=1 \ Y=2 I Y=3 
, 1 + 0,191 34'+ 0,35355 1+ 0,461 94 

2 1°'35355 + 0,5 1+ 0,35355 
3 0,46194 + 0,35355 '- 0,191 34 
4 0,5 ° 1- 0,5 ; 
5 + 0,46194 - 0,35355 1

1

- 0,19134' 
6 + 0,35355 - 0,5 + 0,35355 
7 + 0,19 1 34 - 0,35355 + 0,461 94 

1Ji. 

Y=4 

+°,5 

° -0,5 

° 
+°,5 

° -0,5 

Y=5 y=6 I Y=7 

+0,461941+0,35355!+0,19134 
- 0,353 55 - 0,5 !- 0.353 55 
- 0,19134 + 0,353551+ 0,461 94 
+0,5 ° 1- 0,5 
,- 0,19134 - 0,353 55'+ °,461 94 
'- 0,35355 + 0,5 1- 0,35355 
+ 0,46194 - 0,353 55 + 0,19 1 34 
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i = 1 0,023781 
i = 2 0,380272 
i = 3 1,919246 
i = 4 6,000 000 
i = 5 - 14,185080 
i = 6 - 27,048302 
i=7 -41,274 0 58 
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Die Gleichungen zur Bereehnung der u (x) und t (x), das sind die Koeffi
zienten der Entwieklung von U"y und T",y naeh den normierten Eigenlosungen 
tj, vereinfaehen sieh, wei! U",y und T",y von x und :y unabhangig sind, zu 

tn-I m-I 

u,(x)=U 2 tjy', t,(x)=T 2 tj/ 
y=l y=l 

Dabei versehwinden diese Summen immer bei ungeraden EigenlOsungen, so 
dati sieh also fUr i = 2, 4 und 6 u = t = 0 ergibt und wir die folgenden Werte 
erhalten: 

u (x) t (x) 
x=o, x= 1, X= 2 x=o, x=1, X=2 

i=1 1005,46784 10,054 678 4 
i=2 0 0 
i=3 299,321 12 2,993211 2 
i=4 0 0 
i= 5 133,635 68 1,336 3568 
i=6 0 0 
i=7 39,7824 0,397 824 

Xunmehr folgt die Bereehnung der ~. und Xi. 
\Vir lOsen zunaehst die Gleiehungen fUr X, die wir Seite 300 unter (32) und 

(32 b) angesehrieben haben. In unserem FaIle tritt eine Vereinfachung dureh die 

Symmetrie ein; es ist ~.' = ~, i und X.' = X3 i; wir haben also mit einem Glei
ehungssystem mit nur zwei Unbekannten zu tun, und zwar lautet dieses, 
da autierdem u und t mit x nieht veranderlieh sind: 

'Yl(- 36 + 4 k) +Xg(24 +k) = - J.." 19 u- 61t 

2 X. (24 +k) +Xg(- 36+ 4 k) =- ')." 12u, 

worin wir },!' 12 rp = k gesetzt haben. Mit u und t versehwinden aueh die zu 
ungeraden EigenlOsungen gehorigen fund X. In der folgenden Tabelle stellen 
wir zunaehst die Werte k, J..II 12 u und 1 t fUr i = 1, 3, 5 und 7 zusammen, 
wobei 

rp (/)9 
k = rp 12 },!' = 0) V; Ii = 400 0} 

und 

A."/2 U=U.0} ~(~r= 8uO) 

wird. Aus diesen Werten bestimmen wir die Grotien 4 k - 36, k + 24 
2 (Ii + 24) sowie - A." 12 u - 61 t. Zur Bereehnung des X haben wir schlietiIieh 

- I 
noeh die Werte )." I = 0} -- = 2 0} aufgenommen, so dati aIle Grotien zur 

hi'IfJ 

Bereebnung der ~ und X in der folgenden Tabelle enthalten sind. 
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i= 1 
i=3 
i= 5 
i= 7 

i= 1 
i=3 
i=5 
i=7 

Partielle line are Differenzengleichungen. 

ro • k It I" 12 ·u 

- 0,023781 - 9,5 12 32 :+40,218 714 - 191,28664 
- 1,919 246 - 767,698 48 11,972840 - 4595,76736 
- 14,185080 - 5674,°32 ° + 5,345427 - 15165,062 4 
- 41,274°58 - 16509,6232 + 1,591296 - 13 135,848 7 

- u I" 12 - 6 Ix t 4k-36 2 (k+ 24) 

50,025 65 74,°49 28 + 14,48768 

+ 4523,93029 3 106,79392 + 743,698 48 
- 22 732,1280 5 650,03 2 ° +15 132,9899 

13126,3009 - 66074.4928 - 16485,6232 

i=1 
i=3 
i=5 
i= 7 

2(k+24} 

+ 28,97536 
- 1 487,39696 
- 11 300,064 ° 
- 32 97 1,246 4 

lJ." 

0,047562 
3,838 492 

- 28,370 160 
- 82,548 116 

Damit ergeben sich die folgenden Werte fUr X und $ 
Xi. 

x=1 X=2 

i= 1 + 0,184 272 -2,51112 
i=3 - 1,244 683 - 0,883 364 
i=5 - 0,570 368 4 - 0,383 592 2 
i=7 - 0,1702 543 - 0,113 846 5 

~i. 

x=1 X=2 

i = 1 + 785,067 + 958,956 
i = 3 t 3,537 547 + 2,93° 892 
i=5 0,2151053 + 0,1752501 
i=7 0,0220230 + 0,0179105 

Durch Multiplikation dieser Matrizen mit jenen 
gemiUi den Gleichungen 

I 

x=3 

+ 0,1 84 272 
-1,244 683 
- 0,570 368 4 
- 0,170 254 3 

x=3 

+ 785,06 7 + 3,537547 + 0,215 1053 + 0,0220230 

fUr Y und ~ konnen nun 

"'_. . m _. . til _ .. 

Lx y = I X'~', M", y = I ~. yo, Zx y = I ~.~. 
~1 ~1 ~1 

die gesuchten Knotenmomente und die Durcbbiegung der Knoten ermittelt 
werden. So ergibt sich fUr die Knotenmomente M der UnterzUge 

M in tm. 
"'Il 

x=1 I 
X=2 I X=3 

Y=1 + 26,5600 + 31,2189 + 26,5600 
Y=2 44,8275 + 54,1853 + 44,82 75 
Y=3 + 55,4939 + 68,2404 + 55,4939 
Y=4 + 58,9993 + 72,9718 + 58,9993 
Y=5 + 55,4939 + 68,2404 + 55,4939 
y=6 + 44,82 75 + 54,1853 +44,82 75 
Y=7 + 2b,5600 + 31,21 89 + 26,5600 
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ferner ftir die Knotenmomente Lxy der Querrippen 

L.,y in tm. 

x=1 I 
y=1 - 0,835 76 

! Y=2 - 0,113 06 
Y=3 +°,35377 

I Y=4 +°,5 1442 
Y=5 +°,35377 I 

y=6 -0,11306 
Y=7 -0,83576 i 

und schlie6lich fUr die Senkungen 

y=1 
Y=2 
Y=3 
Y=4 
Y=5 
y=6 
Y=7 

x=1 

+ 15 1,954 
+ 278,730 

+ 361,947 
+390 ,861 
+ 361,947 
+278,73° 
+ 151,954 

X=2 

-1,08 75 2 
-1,024 26 
-°,97°16 
-0,948 75 
-°,97°16 
-1,02 4 26 
- 1,087 52 

X=2 

+ 184,9 2 7 
+ 340,010 
+442,394 + 478,091 
+442,394 + 340 ,010 + 184,9 2 7 

X=3 

-0,83576 
- 0,11306 
+0,35377 

0,51442 

+°,35377 
-0,113 06 
-0,83576 

X=3 

+ 151,954 
+ 278,730 
+ 361 ,947 
+ 390 ,861 
+ 361,947 + 278,73° 
+ 151,954 
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Die Ilbliche Naherungsberechung, bei welcher die Unterzllge als frei auf
liegende Trager von 16 m Spannweite berechnet werden und die Einwirkung 
der Quertrager vernachlassigt wird, liefert hingegen die Knotenmomente M' 
fllr die UnterzUge in 

y=1 Y=2 Y=3 Y=4 Y=5 y=6 Y=7 
M'= 28,0 60,0 60,0 28,0 

wah rend die approximative Berechnung der Querrippen als durchlaufende Trager 
tiber vier feste StUtien fUr die Knotenmomente der Ietzteren die Werte liefert 

L'= 

y=1 

- 1,7143 

Y=2 
-1,142 9 

Y=3 
- 1,7143· 

Der in vier Punkten gestiitzte Rost mit freien Randern. Sind 
bei dem im vorhergehenden Abschnitt behandelten Beispiele die 
Rander x = 0 und x = n nicht unterstutzt, sondern frei, so andert 
sich der Rechnungsvorgang nicht wesentlich. Es werden lediglich 

die Randbedingungen fur X und ~ andere sein und deshalb die Glei

chungen fur X und ~ etwas anders lauten. Mit der Form dieser 
Gleichungen haben wir uns schon frUher ausfiihrlich beschaftigt. 
Ebensowenig bereitet die Losung der Aufgabe Schwierigkeiten, wenn 
die Belastung nicht langs der Quertrager, sondern langs der Unter
zuge wirkt. Man braucht dann bloB nach den Eigenlosungen in 
der anderen Richtung, also fur freie Rander zu entwickeln, die bis 
Felderzahlen m = 6 im Anhang ebenfalls tabellarisch zusammen
gestellt sind. 

Bleich.Melan, Differenzengleichungen. 20 
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Etwas anders liegen die Verhaltnisse bei dem Rost mit allseitig 
freien Randern. Wegen der Stabilitat ist zunachst notwendig, daB 
das System in diesem FaIle irgendwie unterstiitzt ist. In (Tberein
stimmung mit der zumeist iiblichen Anordnung wollen wir voraus
setzen, daB die Unterstiitzung in der Weise erfolgt, daB eine hin· 
reichende Anzahl von Knoten an einer Verschiebung senkrecht zur 
Ebene des Rostes verhindert wird, daB also in denselben z = 0 ist. 
Wir konnen die Auflagerdriicke, die in diesen festgehaItenen Knoten 
auftreten, auch zur auBeren Belastung rechnen und nach den Be
dingungen fragen, die dieses Kraftesystem erfUllen muB, damit unsere 
Aufgabe iiberhaupt einen Sinn hat. 

Urn diese Frage zu beantworten, entwickeln wlr zunachst die La· 
sungen des inhomogenen Gleichungssystems 

D x (<pL)+6Dx (z)=o, 

) Dy ('I'M) + 6 Dy (z) = o. (33) 
D (L) -L- D (M) = -- T x ' y, ry 

mit den Randbedingungen: 

L =0 fUr x=o, x=-,1 und x=n, x=n+11 ::ty 

und 

y=m+1 r 
(34) 

M=o fiir y=o, y=--1 und ~v=m, y, 

nach den Eigenlosungen des homogenen Systems, welches dadurch 
entsteht, daB man in der letzten der angeschriebenen Gleichungen 
- Tx y durch 1· z ersetzt. Wir haben uns bereits mit dies en Eigen
lasungen allgemein auf Seite 287 befaBt. Es kommt nach friiherem 
in dies em Faile darauf an, die Eigenlasungen der gewahnlichen 
Differenzengleichungen 

D (If? Xi) + 6 D(';i) = 0 und D ('I' yk) + 6 0 (r/) = 0 , } 

D(yk) =J.t r/ (35) 
D (Xi) = 1;' ';i 

mit den Randbedingungen 
X=o fUr x=-1, x=o 

y=o fUr y=-1, y=o 

und 

und 
x=n, X= n+1,} 
v=m v=m+1 - , -

zu ermitteln. Dabei sind 1/ = 0 und 1t = 0 doppe1te Eigenwerte 
fUr i = 0, i = 1 und k = 0, k = 1. Mit diesen Werten nehmen 
die zweiten der angeschriebenen Gleichungen die Form 

O(X)=o und O(Y)=o (37) 

an. Die allgemeine Lasung dieser Gleichungen lautet aber, wie man 
sich leicht iiberzeugen kann, 

z 
XO=Co' Xl=C1 Ll" 

v 
und yO = Ko, VI = Kl L h,l" (3 8) 

-.=1 ~l=l 
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wobei 1 und h die Fe1dweiten in der X - bzw. Y-Richtung vorstellen. 
Wegen der Randbedingungen mussen die willkurlichen Konstanten 
Co' C1 , Ko und K1 verschwinden, so daB sich also 

Xi = 0 fur i = 0 und i = 1 , 
Y k 

=0 fur k = 0 und k = 1 
(39) 

ergibt. 

Die zugehorigen Eigenlosungen ;0, e und r/, r/ genugen aber, 
wei! D (cp X) und D ('If' Y) mit X und Y verschwinden, den Diffe· 
renzengleichungen 

0(;)= 0 und 0(1]) = 0, 

so daB man als Eigenlosungen fUr die Eigenwerte Ao = A1 = 0 die 
Werte 

:]I 

;0 = Co ' e = c1 2) 1. , 
~=l 

erhalt. Die willkiirlichen Koeffizienten co' c1 ' ko und k1 bestimmen 
wir so, daB ;0, ;t, 1]0 und 1]1 normiert sind. 

Ahnlich wie beim Rahmen setzen wir jetzt die Losungen der in. 
homogenen Gleichung in der Form an 

n m n m 
Z - '\' '\'Zilc y -"\' ,-, I:inky 

- L.J L..J ik - ""-J L..J <,;./ ik' 
,=0 k=O i=u k=O 

Die analogen Summen fUr Lund M reduzieren sich hierbei wegen 
GI. (39) auf 

und 

L = i~ k~ Lik Yi/, = i~ k~ Xi 1]k Yik 1 

M=ili kJ: Mik.lik=ili ~ ;iYkYik'/ 

Die Bestimmung der Koeffizienten Yik kann leicht bewerkstelligt wer
den, wenn man T nach den Eigenlosungen zik entwickelt. 

xy 
Wir setzen 

,. m 
T = ,-, '\' T. zit 

xy L..J L..J .k 
i=o k=O 

mit 
11 m 1& m 

T. = '\' '\' T zit = '\' '\' T ;ink. 
'k L..J L..J xy L..J L..J xy ./ 

x=oy=O s=uy=O 

Die letzte der Gl. (33) gibt dann sofort die gewiinschte Beziehung 
fur die Berechnung der Yik 

Tik Tlk 

Yik=--f;'+J.-':;=- Aik' 

Nachdem nun Iik =A/ + It fur i = 0 oder i = 1 und k = 0 

oder k = 1 verschwindet, muB notwendigerweise auch Tik fur diese 
20· 
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Werte Null sein, damit sich £tir ril< und somit aueh £tir zein end
lieher Wert ergibt. Man erhalt demnaeh die vier Gleiehungen 

TOO = 0 , T10 = 0 , TOI = 0 , Tll = 0 

oder wenn man die obenstehenden Werte fUr T einsetzt, 
fl m n m III 

2) 2) TXY=o, 
x=o 1/=0 

2) .2 (TXY .2 I.) = 0 , 
111=01/=0 .=1 

n m III 1/ 

2) .2 T.,y (.2 1 •. .2 hI') =0 
111=01/=0 .=1 1'=1 

als Bedingungen. denen TXY geniigen muB. 
Die GraBen roo' 1'10' 1'01 und I'll sind unbestimmte GroBen, 

deren Wert fiir die Momente Lund M iibrigens ohne Bedeutung ist. 
Es ist sonach moglich, den Knoten emes Rostes die Verschie· 

bungen 
., // ., 1/ 

z* = roo ---:- 1'10 L' I. + 1'01 2) h.It + I'll .21 • . ~ h,I< 
.=1 ~1=1 .=1 ~1'=1 

zu erteilen, ohne daB demselben potentielle Energie zugefiihrt wird. 
Die Stabe bleiben gerade und verbiegen sich nieht. Man erkennt 
leicht, daB das Glied roo eine Parallelversehiebung des Rostes senk
reeht zu seiner Ebene, die Glieder mit 1'10 und 1'01 Drehungen urn 
die y- bzw. X-Achse bedeuten, die ersten drei Glieder also jene 
Verschiebungen vorstellen, die bei einem starren Korper maglich sind. 
Das Glied 

x '// 
I'll 2) I • . ..J: h~t 

,,=1 1'=1 

hingegen stellt Verschiebungen der Knoten vor, bei denen die Stabe 
zwar gerade bleiben, die Rostebene aber in ein Hyperboloid iiber
geht, so daB die Stabe die Erzeugenden des Hyperboloides sind. 
Wollen wir also die Verschiebungen der Knoten eines Rostes ein
deutig festlegen, so miissen wir die Verschiebungen von mindestens 
vier Knoten vorgeben, also etwa wie dies am haufigsten vorkommt, 
hier z = 0 verlangen. Wir bemerken noch, daB bei Ix = konst. und 
hy=konst. diese willkiirliche Verschiebung z die Form annimmt: 

z* = roo + rl0' x + rOlY + I'll xy. 

Es sei auf den U nterschied gegeniiber der Platte hingewiesen, bei 
der es geniigt, die Versehiebungen von nur drei Punkten vorzugeben. 
Das Auftreten des Gliedes mit dem Koeffizienten I'll ist beim Roste des
halb maglich, weil wir den Torsionswiderstand der Stabe vernachHissigt 
haben. Wir haben diesen grundlegenden Unterschied zwischen Platte 
und Rost deshalb besonders betont, weil sich hieraus immerhin gewisse 
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Bedenken dagegen ergeben, die Platte fUr eine approximative Berech
nung durch einen entsprechend engmaschigen Rost zu ersetzen. 

Von den Bedingungsgleichungen, die das System der auBeren 
Krafte TillY erfiilIen muB, driicken die ersten drei das Gleichgewicht 
derselben aus, wahrend die vierte auBerdem noch das Verschwinden 
des Deviationsmomentes in bezug auf die X· und Y·Achse verlangt. 
Diese vier Gleichungen sind gerade hinreichend, urn die Auflager
driicke des Rostes an den vier Auflagerstellen, welche wir zur Fest. 
haItung benotigen, zu bestimmen. Man kann diese vier Gleichungen 
fur T iibrigens auch in die einzige Bedingung zusammenfassen, daB 
das Deviationsmoment der auBeren Belastung auf zwei beliebige, zur 
X - und Y·Richtung parallele Achsen bezogen, verschwindet. 

Es ist selbstverstandlich, daB gewisse Anordnungen der Stiitzen 
unzuUissig sind, so z. B. drei Auflager langs eines Stabes. In den 
weitaus meisten Fallen werden die Unterstiitzungen in den Ecken 
eines Rechteckes liegen, dessen Seiten von den Staben gebildet wer
den. In dies em FaIle laBt man die beiden Achsen mit zwei Seiten 
dieses Rechteckes zusammenfallen und in dem Ausdruck fiir das 
Deviationsmoment kommt dann nur die Auflagerkraft der vierten Stiitze 
als Unbekannte vor. Sind a und b die Abstiinde des Schwerpunktes 
der auBeren Belastung, u und v die Abstande des Schnittpunktes der 
Achsen fUr das Deviationsmoment und p und q die Abstande des 
vierten Auflagerpunktes von der Y- bzw. X-Achse, und zwar positiv 
in denselben Richtungen wie die Koordinaten x und y, so wird der 
Auflagerdruck daselbst 

A __ (a - u) (b - v) • () 
- (P-u)(q-v) Q. 44 

Q bedeutet dabei die Resultie· 
rende der auBeren Belastung, 
und A ist in derselben Rich
tung positiv wie Q, also in der 
positiven Richtung von z zu 
rechnen. Man kann die vor
stehende Gleichung iibrigens zur 
Berechnung des vierten Auf
lagerdruckes stets auch dann 
beniitzen, wenn man das Achsen
kreuz durch drei Unterstiitzungs
punkte legen kann, wie dies in 

r J~ 
lL 

X , 111 

x,y .. 

---- f--- -- ...,r 

: xJ1JJ 

XzYz : 
1 

I , 

k-u--l I : 

'" a----· ... , I 
I~E~----p-----~., 

Abb. 67. 

Abb. 67 zur Darstellung gebracht ist. Die vier Knoten, in denen 
der Rost aufgelagert ist, sind mit Xl Y1' x!l Y!l' X3 Ys und X, y,P der 
Angriffspunkt der Resultierenden der iiuBeren Kriifte mit , bezeichnet 
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Das Achsenkreuz ist so gelegt, daB die drei erstgenannten Unter
stiitzungspunkte auf den Achsen liegen. Aile GroBen, welche zur 
Bereehnung des Auflagerdruekes im Knoten x,y, gemaB Gl. (44) not
wendig sind, sind in der Zeiehnung eingetragen; es ist selbstverstand
lich, daB fUr siimtliche Strecken (a, b, u, v ... usw.) die wirklichen 
Liingen einzusetzen sind. 

Hingegen unterliegen die GroBen U und· V, die in den Differenzen· 
gleichungen (2a) und (2b) (Seite 285) in dem Falle auftreten, wenn 
die Belastung nieht nur in den Knoten, sondern auch in den Feldern 
wirkt, keinen einschriinkenden Bedingungen. Man erkennt dies sofort 
daraus, daB die homogene Differenzengleichung: 

Dx(!pL)+ 6 Ox(z) =}.L, 

DJ'IJM)+ 6 Oyez) = 0, 

D",(L)+ Dy(M)=o 
mit den Randwerten: 

L=o fiir X= --- 1 , x=o und x=n, x=n+1 

und mit 

M=o fiir y=1, y=o und y=m, y=m+1 

keinen Eigenwert A = 0 besitzt, was sich an Hand der aus (12) fol
genden gewohnlichen Differenzengleichungen mit entsprechenden Rand· 
bedingungen naehweisen laBt. 

Der Bereehnung eines in vier Punkten unterstiitzten Rostes mit 
freien Riindern, der durch irgendwelche Kriifte belastet ist, hat also 
zunaehst die Ermittlung der Stiitzendriicke voranzugehen. Man ziihlt 
sodann diese Stiitzendriicke zu der iiuBeren Belastung, erhiilt so ein 
Kriiftesystem als Belastung, fUr welches eine Losung moglich ist, und 
verfiihrt dann eben so, wie in den bereits besprochenen Fiillen. In 
der Entwieklung fiir T fehlen selbstverstiindlich die Glieder mit den 
Koeffizienten roo' 1'10' 1'01 und I'll; auch Z enthiilt diese Glieder vor· 
liiufig noch nicht. 

Z wird aber im allgemeinen noeh nieht die Bedingung erfiillen, 
daB es an den Unterstiitzungsstellen versehwindet, sondern wird etwa 
die Werte Z«I,lh' Z«I.II., Z "'311. und Z«I.II. annehmen. Man muB dann 
noch eine solche Versehiebung 

«I 11 x 11 

z* = roo + rIO .2 1" + 1'01 .2 hi' + rll .2 1" .2 h,. 
,,=1 ,,=1 ,,=1 ,.=1 

iiberlagern, daB 

IIi IIi «Ii IIi 

roo + rIO .2 1 .. + r01 .2 h,It + I'll .J) 1" .2 hI' + Z«Iillj = 0 
,,=1 ,11=1 "=1 ,.=1 

(i=1. 2, 3, ') 
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wird. Aus dies en vier Gleichungen lassen sich unschwer die unbe
kannten Koeftizienten 1'00' 1'10' 1'01' I'll und mittelst derselben die 
tatsiichliche Verschiebung der Knoten bestimmen. Auf die Biegungs
momente haben, wie schon erwiihnt, diese Werte keinen EinfluB, so 
daB man sich im allgemeinen, wo es in erster Linie auf die Momente 
ankommt, diese Rechnung ersparen wird. 

Wir erwiihnen schlieBlich noch, daB die Auflagerstellen auch auf 
dem Rande selbst liegen konnen. 

EinfluBlinien. Wir behandeln nun die Aufgabe, die EinfluBlinien 
fiir die Knotenmomente zu ermitteln. Die Bezeichnungsweise aller 
GraBen ist die gleiche wie bisher; vorausgesetzt sei, daB die Last 
N = 1 langs der zur X-Achse parallel en Stabe wandert. 

Wir nehmen an, daB die Last augenblicklich in dem Felde zwi
schen den Knoten (~t)) und (l + 1, t)) stehen moge; dieses Feld 
hat die Lange lH1' Der Angriffspunkt der wandemden Last N = 1 
moge dabei von dem Knoten (l, t)) urn die Streeke 'lHl, von den 
Knoten (l + 1, t)) sonach urn die Strecke (1 ~ ') l~+1 entfernt sein. 
Die Koordinaten des Angriffspunktes der Last ~, , und t) sind dabei 
variabeI, wiihrend der Bezugspunkt (x y) festgehalten ist. Es handelt 
sich also urn die Bestimmung der Biegungsmomente LXY des Quer
triigers und M.,y des Unterzuges im Knoten (x y). 

Die Errnittlung der EinfluBlinien fiir eine Knotenverschiebung be· 
reitet keine Schwierigkeiten. Man braucht bloB in dem Knoten, fUr 
welchen die EinftuBlinie der Knotenverschiebung bestimmt werden 
5011, die Last N = 1 aufzustellen, und die Biegelinie jener Teile des 
Systems zu bestimmen, iiber welche die Last wandert. Fur die Er
mittlung der EinftuBlinien fiir die Knotenmomente ist damit aber 
noch nieht viel erreicht, denn es laBt sich nicht so wie beim Rahmen 
die Winkelverdrehung, jetzt die Knotenverschiebung als HilfsgroBe 
fUr die Bestimmung der Knotenmomente beniitzen. Wir verwenden 
deshalb zur Ermittlung der EinfluBlinien der Knotenmomente eine 
ganz allgemeine Methode; urn namlich in einem v-fach statisch un
bestimmten System die EinfluBlinie fiir irgendeine GroBe, z. B. X, zu 
tinden, geht man so vor, daB man den Zusammenhang in diesem 
v-fach statisch unbestimmten System in der Weise unterbricht, daB 
man gerade ein (v ~ 1 )-fach unbestimmtes System erhiilt, in welchem 
die GroBe X verschwindet. Bedeutet X ein Moment, so muB man 
also an der Stelle, wo X im gegebenen Tragwerk auftritt, ein Gelenk 
einschalten; ist X eine Axialkraft, so muB man sich an dieser Stelle 
eine hingsverschiebliche Hulse denken, welche aber Querkrafte und 
Momente iibertragen kann. Man hat nun bekanntlich dieses (v--1)-fach 
statisch unbestimmte System mit der Kraft X = ~ 1 zu belasten und 
die Deformation jener Teile, uber welche die Last wandert, zu be-
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stimmen. Die Verschiebungen dieser Systemteile in der Richtung 
der wandernden Last gem essen und durch die Verschiebung der An
griffspunkte von X dividiert, geben bereits die Ordinaten der EinftuB
linie fUr X. Man kann dieses Verfahren auch so abandern, daB man 
nicht mit der Kraft X = - 1 belastet, sondern mit einer solchen 
Kraft, daB die Verschiebung der Angriffspunkte von X gleich ,,-1" 
wird; dann entfallt die Division, und die Biegelinie ist ohne weiteres 
mit der gesuchten EinftuBlinie identisch. In dieser Formulierung kann 
man das Verfahren iibrigens auch zur Ermittlung der EinftuBlinien 
statisch bestimmter Systeme verwenden. Die Aufgabe ist bekanntlich 
in diesem Falle auf ein Problem der Kinematik des starren K6rpers 
zuriickgefiihrt. 

Um also die EinftuBIinie fiir das Biegungsmoment LXY im Kno
ten (x y) zu finden, denken wir uns den Stab y = konst. im Knoten x 

Abb.68. 

durch ein Gelenk unter-
brochen und jedes der 
beiden Stabenden im 
Gelenk durch solche 
Momente belastet, daB 
sie nach der Deforma
tion den Winkel «= - 1 
einschlieBen, wie dies in 
der Abb. 68 dargestellt 
ist. Hierbei ist daran 
fes tzuhal ten. daB nun
mehr l, t} die Variabeln, 
x, y aber den festen 

Bezugspunkt bedeutet; wir schreiben deshalb im folgenden Ms. ~~, 
LSIlE~ und ZSIIE~ statt M:z: y' L:z: y und z:z:y' um anzudeuten, daB 
diese GraBen mit lund t} veranderlich sind_ 

Nachdem auBer dem vorerwahnten MomenteL:z: y in (x y) keine 
andere Belastung vorhanden ist, werden die Gleichungen fiir alle 
Knoten (l, t}) mit Ausnahme des Knotens (xy) die homogene Form 
haben: 

D~(fP L) + 6 D~(z) = 0, 

D\J(lpM + 6 D~(z)= 0, 

D~(L)+ DIj(M)=o. 

Nur in dem Knoten (x y) erhalt die erste Gleichung eine abweichende 
Gestalt. Sie bringt namlich in der angeschriebenen Form zum Aus
druck, daB die Stabachse hier keine Ecke hat, sondern eine stetige 
Kurve ist. Das ist jetzt wegen der Einschaltung des Gelenkes nicht 
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mehr der Fall, und man erhalt hier mit den aus der Abb. 68 er
sichtlichen Bezeichnungen: 

6ro' =qJ~(2L~t)+-L~-1,t)) 6l = ~(z~t)-Z!-1,t)), 
~ 

6 ro" = qJ~+1 (2 L~t) +- L.+1, t)) 6 e" = _[_6- (Z.+1,t) - Z.t)) . 
• +1 

Nun ist aber ex = (ro" +- e") +- (ro' -l), wie man aus der Zeichnung 
leicht bestatigt findet, und dieser Wert gleich ,,- 1" gesetzt, gibt 
die gewiinschte Form der ersten Gleichung: 

D~(qJ L)+- 6 D~(z) = - 6. 

Urn demnach die Einftul3linie fUr das Knotenmoment Lxu ~t) zu 
finden, hat man die Biegungslinien der Stiibe eines Rostes zu be
stimmen, bei welchem Knotenmomente und Knotenverschiebungen· 
nachfolgendes Gleichungssystem befriedigen: 

D.(qJL) +- 6 D~ (z)=- UPp ) 

Dt) ('I'M) +- 6 Dt) (z) = 0 , 

D~(L)+- D~(M)=o. 

U~t) ist tiberall Null, ausgenommen im Knoten (x y), wo es nach 
Vorstehendem den Wert U = 6 annimmt. 

"'Y 
Daran andert sich auch nichts, wenn der Rost allseitig freie Rander 

besitzt und nur in vier Knoten unterstiitzt ist. Denn wegen des Gleich
gewichtes der auBeren Belastung treten keine Stiitzendriicke auf, und 
zudem unterliegen die GroBen U, wie wir bereits festgestellt haben, 
keiner einschrankenden Bedingung. Nur ist bei der Ermittlung der 
Biegungslinie darauf zu achten, daB die Knotenverschiebungen Z in 
den Sttitzen verschwinden. 

Die Auflosung des vorstehenden Gleichungssystemes gestaltet sich 
folgendermaBen: \Vir setzen zunachst nach Friiherem 

m 
M~t) = .2 ~~i YIj', 

i=O 

m 
Z.t) = .2 ~~i1]{ 

i=O 

Dabei sind yi und 1]' die Losungen des homogenen Systems gewohn
licher Differenzengleichungen 

D (V' Yi) +- 6 D (1]i) = 0 } 

D (Yi) = It 1]'. 

Die GroBen t. (~) sind fUr aIle ~ und i gleich Null; von den u i (~) 
sind hingegen nur ui(x) von Null verschieden. Dabei vereinfacht sich 
der Ausdruck fur Us (x) in diesem FaIle zu 
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so daB Wlr zur Berechnung der j(i und r die Gleichungssysteme 

D (q; Xi~-:t- 6 D (~i~ = - u, (~)} 
D(X')+).t ~'=o 

mit ui (~) = 0 fur ~ =j= x und u. (~) = 6 'YJ~' fiir ~ = x erhalten. 

Kennt man die GroBen Lzv n und LZll"+1,~' sowie zZHIJ und 
Zzv, HI, \» so ist die Biegungslinie des Stabes t) = konst, welche 
bereits die gesuchte EinfluBlinie fur Lzv vorstellt, zwischen den Knoten 
(~t) und (~ + 1, t) auf dieselbe Weise, wie dies beim Rahmen geschehen 
ist, zu erhalten. Wir bestimmen also die Momente, welche infolge 
der Belastung mit der durch die Momente an den Stabenden Lzv 01) 

und Lzv, .+1,1) hervorgerufenen Momentenfliiche erzeugt werden und 
. addieren hierzu den von der Verschiebung der Knoten herriihrenden 
Betrag. In der Entfernung C Zx+ 1 vom Knoten ~ t) ergibt sich sonach 
der Ausdruck fur die Ordinate E der EinfiuBlinie fUr Lzv ~I) im Felde 
1.+1 zwischen den Knoten (~t) und (~+ 1 , t) 

E=C ZZ ll,o-t-l,U-t-(1-C)zzUI) 

+1;+1 ~~], C) [LZll,l+I,IJ(1 +C)+LzU\J(z -C)]. (48) 
.+1 

Wandert hingegen die Last" 1" liings des Stabes ~ = konst., so er 
geben sich in ganz derselben Weise die Ordinaten der EinfiuBlinie 

E=C'ZZVo,I)+I+(1-C')zzYlIJ 

+ 2 n1-C) 
hlj+1' 6E], . [M.v.,H1(1-C')+MzYl I) (z-C')] 

9+1 

in dem Felde zwischen den Knoten (n) und (~, t) + 1) fur den All
stand C' hl)+1 von dem Knoten (~t). 

1st die EinfluBlinie fur das Biegungsmoment M zu ermitteln. so 
hiitte man von folgendem Gleichungssysteme ausz;;ehen: 

D.(q;L) +6 D. (z) = 0 I 
D~(V'M)+6DI)(z)=- Vol) 

D.(L) + DI)(M) =0, 

und konnte also jetzt nach den Eigenlosungen ti und Xi entwickeln, 

so daB sich fur ¥ und 1ji inhomogene Gleichungen ergeben. 
V'I) verschwindet uberall mit Ausnahme der Stelle (x y), wo es den 

Wert Vzv = + 6 erhiilt. 
Man kami aber auch in diesem Falle die Eigenlosungen 1Ji und 

yi benutzen, wenn man so verfiihrt, wie wir es Seite 294 auseinander
gesetzt haben. Man erhiiIt gemiiB den dort entwickelten Beziehungen: 
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m _ _ 

(50) M2:Y~~=: ~i+li) yi, J' 
Z:ey 1:\) =.J:~'; 'fJi. 

i=O 

Die Gleichungen fur X, ~ und I vereinfachen sich wegen T = 0 und 
ti=o zu 

D (gJ Xi) + 6 D ~: = 0., 1 
6 I = q', 

D (Xi) + A/, ~, = _ \' qi. 

Da gegenuber der Darstellung Seite 294 jetzt y und t) vertauscht 
sind, ergibt sich 

." . 
~-Yi 6 - y' 

fur ~ = x, sonst gleich Nulll, so daB sich die letzte der eben an
geschriebenen drei Gleichungen auch 

fur ~ = x, sonst gleich Null schreiben Hi.Bt. 

Sind die GroBen L:ey~~, M:ey~~ und z:ey~~ berechnet, so hat man 
ebenso wie fruher die Biegungslinie jener Stabe zu zeichnen, tiber 
we1che die Last wandert. Man erhiilt dann fUr die Ordinaten der 
EinfluBlinie die gleichen Ausdrucke, wie wir sie flir die EinfluBlinie 
fUr Lzy unter Gleichung (48) und (48a) angeschrieben haben. 

Hat man die EinfluBlinien fur Lund M fUr Bezugspunkte mit 
verschiedenem y zu berechnen, so wird man an Stelle des gewohn
lichen Gleichungssystemes (47) und (51) die Losungen der Gleichungen 

D(gJX*i)+6 D(~*i)= - u;*(~) 

D (X*L+- J.." ~*i = 0 , . 
bzw. (52) 

D (gJ X**') -l-- 6 D (~**i) = 0 

D (X**i) + A/, ~**i = -~ t**i(~) 

ermitteln. 
Dabei sind u,* (~) und t**i (~) tiberall Null mit Ausnahme von 

~=x. Rier wird u,*(x)=6 und t**i(x)=1; die zur Berechnung 
der EinfluBlinie von L notwendigen GroBen nehmen die Werte an 
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(53) 

m *i . . 
ZZII!I) = L) ~Z! 'YJ/ 1)1)" 

i=O 

und die zur Bestimmung der EinfluBlinie M gehorenden GroBen werden 

m **i . m **i . . 
LZ II!I) = L) Xx, Yy' 'YJI), MZ II!I) = L)(~,&'t ) Yy' YI)' 

>=0 i=O 

fur ! 9= x und 

m 

"( **i, 1)"0.Y! f" MzlI !\) = ~ ~Z~ T )'/' II I) ur 
,=0 

~ **iy' . 
ZZII!I)=":;';~X~ y''YJ t/· 

i=O 

I:=x, l (54) 

Die Losung des Problemes bei etwas allgemeinerer Gestalt 
der Koeffizienten. Wir haben uns bisher darauf beschriinkt, die 

Koeffizienten ffJ = ~ und ljJ = -"y- lediglich von x, bzw. von y abo 
'" EJ:r y EJy 

hiingig anzunehmen. 1m folgenden soll das Verfahren noch fur den 
Fall erweitert werden, daB ffJ und ljJ die Form 

und 'If",y = 'If",' ljJy (55) 

haben, wobei ffJx ' 'If", und ffJy ' ljJy willkiirIich gegebene Funktionen von 
x und y sind, denen wir gemiiB der statischen Bedeutung von ffJ",y 

und 'lfX!! lediglich die Beschrankung auferIegen, daB keine von ihnen 
innerhalb des vorgegebenen Bereiches verschwindet oder negativ wird. 
1m iibrigen sollen aber die Feldweiten lund h wie bisher nur von x 
bzw. von y abhiingig sein. Dabei gehort der Wert ffJ x y zu dem Stabe 
zwischen den Knoten (x-i, y) und (x, y), der Wert ljJxy zu dem 
Stabe zwischen (x, y - 1) und (x y). 

Die vorstehenden Ansiitze fur ffJ und Oil sind natiirIich nicht xy "Yxy 
alIgemein genug, urn mit ihnen in jedem Felde beliebig vorgegebene 
Werte von cp und 'tp darstellen zu konnen. Darauf kommt es aber 
nicht so sehr an als vielmehr auf den Umstand, den VerIauf von ffJ 
und 'If wenigstens angeniihert richtig darzustellen. Von. der haupt
siichlichen praktischen Bedeutung sind einige Spezialisierungen von ffJ 
und 'If, von denen wir eine, niimlich ffJy = ljJx = 1 bisher ausschlieB
lich behandelt haben. Von Interesse ist ferner der Fall ffJz = 'If" = 1, 
so daB also gerade das Umgekehrte wie in dem bislang erorterten 

Fane eintritt. Jetzt sind die Werte ffJ = ~ wohlliings der einzelnen 
" EJy 

parallelen Stiibe y = konst. in allen Feldern gIeich groB, iindern sich 
aber von Stab zu Stab. Das gleiche gilt fUr die Stiibe der anderen 
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Schar. Eine gewisse praktische Bedeutung hat weiter der in Abb. 69 
dargestellte Fall; die verschiedene Strichstarke versinnbildlicht die ver
schiedenen Tragheitsmomente der einzelnen Stabe. Ais Anwendung 
erwahnen wir die Fahrbahnkonstruktionen von Briicken, wo einer· 
seits die Randtrager als 
eigentliche Haupttrager der 
Briicke ausgebildet sind, an· 
dererseits aber auch die 
Fahrbahnlangstrager je nach 
dem sie belastenden Verkehr 
verschieden stark bemessen 
werden, wahrend fiir die 
Quertrager cp" mit x ver- Abb. 69· 

anderlich ist. In diesem Falle ist also cp =cp" und 1p=1p". 

Wir setzen im folgenden jetzt allgemein cp = cp" CPy und 'IjJ = 'IjJ" 'ljJy 

voraus und gehen zunachst daran, die Losungen fiir den Fall zu er
mitteln, wenn nur die Stabe y = konst. belastet sind. Wir wollen 
Eigenlosungen verwenden, die von den Variabeln y abhangig sind. 
Das .Gleichungssystem lautet bekanntlich in dies em Faile 

Dx(cpL) +6Dx(z)=- U, I 
Dy ('IjJ M)+ 6 Dy(z) = 0, 

D,,(L) + Dy(M) =-T. 
Wir verwenden jetzt die Ansatze 

m 

L =..:. 2: Xi 1)i, 
'fly i=O 

und hiermit wird 
m _.. m 

m 

Z = .2 ~i1)i, 
;'=0 

Dx(g; L) = 2: Dx (cp"Cpy x; 1]') = Z 1)i.Dx(CPx Xi), 
i=O y ;=0 

und eben so m 

D y ('IjJ M) = Z ~i D y ('P y Yi). 
i=O 

(56) 

(57) 

Unser Gleichungssystem nimmt also durch Einsetzen der Werte 
fiir L, M und z die Form an 

m 

m 

Z (~i D ('ljJy yi) + 6 ~i D (1)i)] = 0, 

;'=0 
m. _ . 

.2 [1]\ D(Xi) + e D (Yi)] = - T. 
\=0 'fly 'ljJx 
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Wir tragen nun dafiir Sorge, daB 1]i und Y' das 
Gleiehungssystern befriedigen 

D(V'u y)+6 0(1])=0,\ 

O(y)=A!L. 
rpy 

folgende homogene 

(58) 

Bei homogenen Randbedingungen ergeben sich dann die Eigen
losungen yi und 1]i, welche zu dem Eigenwerte Ai gehoren. Wir 
haben uns mit solchen simultanen Gleichungssystemen bereits am 
Sehlusse des Absehnittes liber die Eigenlosungen befaBt und konnen 
die dort erhaltenen Ergebnisse hier sofort anwenden. Es ist nur zu 

beaehten, daB wir statt f jetzt -!.. zu setzen haben. Es gilt also fiir 
., rpy 

die Koeffizienten u. der Entwicklung 

die Gleichung 

m 

u= ~Ui1]i 
i=O 

m 
", i 1 

Ui = LJ U 1]u· -, 
1]=0 rpl] 

und fUr die Koeffizienten ti in 

die Gleichung 

m 

T=~tifJi 
i=O rpy 

m 

ti= .2T..,i 
I}=O ·/n, 

so daB man sehlieBlieh fiir X! und ~i das Simultansystem gewohn
lieher DifferenzengJeiehungen 

erh3.lt. 

D(qJ.,Xi)+60(~i)=-Ui(X) I 
D(X)+~~i =-t.(x) 

'Pz • 

Sind aber die Stabe der Sehar x = konst. be1astet, 
sich urn die Auflosung des Gleiehungssystems 

D.,(qJL)+60.,(z)=o, 1 
Dy(V'M) + 6 Oy(z)= - V, 

O.,(L) + Oy(M)==- T. 
Wir wahlen nunmehr die Ansatze 

m ·m 

(59) 

so handelt es 

(60) 

m ,,1 -. 
L= LJ - X'1]', 

,=0 rpy 
z = ~ ~1]i, (61) 

i=O 
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und mit denselben nimmt das eben angeschriebene Gleichungssystem 
die Gestalt an 

m 

i=O 
m 

2} (Ii + ~i) D (1p II Yi) + 6 ~i 0 (rl) = - V, 
i=O 

m . _._. 

y, ~ 0 (Xi) + It +i~ 0 (Yi) 
~ qJy 'P:e 

=-T, 

yi und 1Ji mogen nun wieder die Eigenlosungen des homogenen 
Gleichungssystems mit homogenen Randbedingungen 

D('Py y)+6D(1J)=0 I 
D(y)=l ~ 

'Pu 

sein; dann lautet die zweite der vorstehenden Gleichungen 

(62) 

Es handelt sich also jetzt darum, die Koeffizienten qi der Entwicklung 

zu ermitteln. Wir verfahren dabei ganz ahnlich wie auf Seite 294 
und gehen zunachst davon aus, eine Funktion <PII~' welche fUr 
y = 0, 1 ... t) - 1, t) + 1 ... m verschwindet und nur fur y = t) den 
Wert ,,1" annimm t, in der Form 

darszutellen. Kennt man die Koeffizienten r;, so sind die qi durch 
m . 

qi=~r;Vij 
~=o 

gegeben, und es handelt sich also darum, die r~ zu ermitteln. Zu 
diesem Zwecke stellen wir <PIIU zunachst in der Form 

m .. 

<PII~ = .2 f}~ 1J~ 
; i=O 

mit 
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dar. Betrachtet man f/>y~ als Funktion der beiden Veranderlichen 

y und t,J, so ist 
m m . m 

,\'1 i i '\"l1Jt i '\"lD~ (Y ~ i 
D~(f/>yl))=Dy(f/>yl)) = .L.; {}~ D (1]y) = ~ q;-Dy(1)II) = ~ -------;:;- Dy(1)y). 

i=O ,=0 l) t=O 

Aus dem Ansatze fUr f/>yl) folgt aber 
m . . 

Dl) (f/>y l)) = .2 Dl) (r;) DII (1J~) 
i=O 

und weiter aus dem Vergleiche dieses Wertes mit dem vorher 

angeschriebenen 

und schlieBlich 

Setzen wir noch 
m . 

1J~ 
T = 2: I, (x) - , 

i=O 'Py 

(6za) 

so erhalten wir zur Bestimmung der ~i, X' und Ii das simultane 
System gewohnlicher Differenzengleichungen 

D (({!x Xi) + 6 D ai) = 0,) 
D(Xi)+A;~i = __ t.(x) _~!:!, (63) 

''fx I, 6'fx 

nachdem 

I'-~ 
< -6 

wird. In Verbindung mit den entsprechenden Randbedingungen ist 
demnach die vorgelegte Aufgabe gelost. 

Beispiel. Ermittlung der Einflu13linien fUr einen an den Ecken unter
stiitzten Rost. Als Anwendung der in den beiden vorhergehenden Abschnitten 
entwickelten Verfahren mogen die EinfluL3linien flir das Biegungsmoment M 
in dem Knoten x = 2, :y = 2 des in der Abb. 70 dargestellten Rostes ermittelt 
werden. Die Anordnung der Felder und ihre Lange ist aus der Zeichnung 
ersichtlich; die Unterstiitzung des Tragwerkes erfolge in den vier Ecken. Die 
inneren Trager mogen aUe das gleiche Tragheitsmoment I besitzen; das 
Tragheitsmoment der Randtrager I' sei grotier, und zwar sei I = 0,08 75 I'· 
Dementsprechend haben 'Px y und 'fx y die in der Zeichnung eingetragenen 
Werte. Setzen wir 'Pa: y = 'Px 'Py und 'fa: y = 'fx 'fy, so erhalt man mit 'Px = 1 
und 'fy = 1 fUr 'Py und 'fa: die nachfolgenden Werte 

:y = ° 2 

'Py = 0,08 75 1 
x= ° 1 2 

'fa: = 0,0875 

3 
1 

3 

4 
0,0875 

4 
0,08 75 
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Nach den Darlegungen Seite 311 erhalt man die Einflutilinie fiir ein Mo
ment M im Knoten (xy), wenn man die Biegungslinie des Systems bestimmt, 
dessen Momente MX1/'~ und LXII r~ und dessen Knotenverschiebungen zX1/ r~ 
durch das Gleichungssystem 

Dr(cpnLx1Ir~)+6D.(zX1/r~)=0, 1 
D~("Pn) MX1/r~)+6 DI)(zX1/~~) - VrU ' 

Dr (Lx 1/ rl) + DI) (MX1/ r~) - 0 

gegeben sind. Dabei verschwindet Vrl) Oberall mit Ausnahme in dem Knoten 

(x y), fOr we1chen die Einflul.ilinie zu bestimmen ist, und erhalt hier den Wert 
+ 6. Infolge der freien Rander sind jetzt die Randwerte durch die Gleichungen 

L=o fiir );=-1, ~=o bzw. );=4, ~= 5 
nnd 

M=o fUr 1)=-1, 1]=0 bzw. 1)=4, 1]=5 

gegeben. 

'1'lf,0O='1om :;:.1 
I 

y-If 

y-J 

=1 7J'xy·1 t 'Ix!J - 0,08 75 

y-z I 
~ 
~ 
n 

9=1 % 
:j.-

oJ.. 

1 
.7:=1 x-2 .:c-3 X= 

Abb. 70. 

1m vorliegenden Falle ist es wegen der Symmetrie natiirlich vollstandig 
gleichgiiltig, in welcher Richtung wir nach Eigenlosungen entwickeln. Wahlen 
wir hierfiir die Richtung der Y-Achse, so sind zunachst die Eigenlosungen 

y\ und 1)' als Losungen des Gleichungssystems (58) 

D (tpy Y) + 6 ~ 1) = 0 \ 

Q Y =It"'ll 
'Py 

mit den Randbedingungen 

Y = 0 fiir y = - 1 und y=o, bzw. 

Bleich-Melan, Differenzengleichungen. 

Y=4 und Y= 5 

21 
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zu berechnen. Wir lOsen dieses Gleichungssystem, indem wir den aus der 
zweiten Gleichung sich flir Yf ergebenden Wert 

1 L:,. Y 
Yf = A/' tpy-z- (66} 

in der ersten Gleichung einsetzen, und erhalten so 

ZSA," . 
-6-D ("I'y yi) + L:,. (tpy L:,. Y') = o. 

Der Ausdruck L:,. (tpy L:,. yi) wird aber, wie man sich leicht liberzeugen kauu, 

/:). (tpll/:). 0) = tpll-1 ~-2 - (2 tpY-l + Z tpl/) ~-1 + (rpY-l + 411'1/+ '1'1/+1) yt 
-(z tpl/+Z tpY+1) ~+1 +tpl/+1 ~+2' 

Nun ist tpo = tp, und 'P. = 'P2 = tpa = 1, und wenn man zunachst die ungeraden 
Losungen (Y1 =- Ya, Y 2 = 0) betrachtet, so erhiilt man mit i = 3 die Glei
chung 

Hieraus ergibt sich der Eigenwert 

Die Eigenwerte A2" und A," erhalt man als Wurzeln der quadratischen Glei
chung 

( Z2 A/') - 4--6-

( 41~Al') + 6+-6-
=0, 

oder ausgerechnet 

(ZS A/')2 + ~Z (16 + tpo) ZA/' + 108tp07+ 72 =0, 
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und hieraus ergibt sich 

;, " 6 (+ . 
• j = - -;:;Ts 16 <Po ± }' 242 + 11 <Po + <P02). 

Man kann leieht zeigen, dati diese Gleichung dann rationale Werte fUr )./' 
ergibt, wenn <Po so gewli.hlt wird, dati 

11 ( . 7 \ 
<Po = -2 {}-1 - 4{}) 

wird, wobei {} eine rationale Zahl ist. Naehdem man in der 'Vahl der <P bei 
der ersten Bereehnung ohnehin auf eine SehlUzung angewiesen ist und es aueh 
bei der genaueren Berechnung im allgemeinen auf eine ganz exakte Ober
einstimmung der wirkliehen Werte von <P mit dem der Reehnung zugrunde 
gelegten nieht so sehr ankommt, kann man sich die Bereehnung der Eigen
Hisungen immerhin etwas vereinfaehen, wenn man rationale Werte fUr). er
halt. Mit EinfUhrung von {} erhalt man 

<Po + r 242 + 11 <Po + <Po~ = 11 ({) - :) 

und 

-- (1 7' 
<Po - 1242 + 11 <Po + <P02 = - 11 '2 + 4 {})-

In unserem Falle ist {} = 1,925. und es ergibt sich 

)." __ 27,15 
,- 16 

Autier diesen Eigenwerten existiert noch die Doppelwurzel 

)./' = 0 (i = 0 und i = 1), 

zu der die Losungen Y = 0 gehoren. 
Nunmehr konnen die Y und sodann mittels Gleichung (66) die '1 berechnet 

werden. Dabei ist der willkUrliche Faktor, mit welch en diese Losnngen multi
pliziert werden konnen, so gewahlt, dati 

4 . 

2)~1J')2 = 0 

1/=0 <py 

wird. In der folgenden Tabelle sind die Eigenlosungen Y und '1 zusammen
gestellt. In Ubereinstimmung mit den frUheren Bezeichnungen schreiben wir 
jetzt I) statt y. 

1)=0 1)=1 1)=2 1)=3 1)=4 A/' 

i = 0 0 0 0 0 0 0 
J=1 0 0 0 0 0 0 

+0,085 817 +0,085 81 7 
3 

i = 2 0 + 0,122 290 0 ---
H2 

i=3 0 +0,536099 0 -0,536099 0 
6,13125 

--16 

i = 4 + 0,9<)3940 I - 1,400 551 +0,993940 I 0 
27,15 

0 -16 
21* 
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I 1)=0 I 1)=1 I 1)=2 I 1)+3 1)=4 

i= ° I +0,196657 + 0,196 657 +0,196657 + 0,196 657 + 0,196 657 
i=1 + 0,206 914 +0,103457 ° - 0,103 457 -0,206 914 
i = 2 

I 
- 0,070084 + °,460 553 + 0,680 818 +0,46°553 - 0,070084 

i = 3 - 0,030603 + 0,699 497 0 - 0,699 497 +°,°30603 
i = 4 -°,°12813 + 0,499 216 - 0,705 559 +°,499 216 - 0,012813 

Die nachste Aufgabe ist die Berechnung der Losungen Xi und ~, des in
homog-enen Gleichungssystems (63) (mit ti = 0) 

_. 6.~i 
D. ('1'. Xl) + 6 --1- = 0, 

6!_Xi + y,- (~, + q, (7;») = 0, 

I 'II'. 6 

dessen Randwerte X' = ° fUr l = - 1 und {= 0, bzw. ~ = 4 und l = 5 lauten. 

Die Werte q,V;) ergeben sich nach Gleichung (6za) durch Multiplikation der 
6 

Matrix 
V 

namlich von 
6' 

von 

l=o l = 1 

~=o ° ° 
~ = 1 ° ° 
~=2 ° 0 

~=3 ° ° 
1)=4 ° ° 

mit jener von yt, und man findet 

I 
l=o I l=1 

i= ° ° ° 
i=1 ° ° 
i= 2 0 ° 
i= 3 ° ° 
i= 4 ° ° 

l=2 

0 

° 
+1 

0 

° 

I l=2 

0 
0 

+ 0,122 290 
° 

- 1,400 55 1 

l=3 

0 
0 

0 

0 

0 

~=3 

0 
0 
0 
0 

0 I 

o 
o 
o 
o 
o 

l=4 

0 

0 

0 

0 

° 
Die Losung des oben angeschriebenen Gleichungssystems erfolgt zweck

mal3ig wiederum so, dal3 der aus der zweiten Gleichung sich ergebende Wert 

,,' = _ ..!.- (ql (~) )'/' + 6. X') 
" l;" 6 'P~ --I - (68) 

in der ersten Gleichung 5ubstituiert wird. Man erhalt 

_. 6 [ ql).;"l 6 _.J 
D~(rp.X')- 12).;" 6.-6-+ d'P1: 6. X') =0 

oder 
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Ausfuhrlich angeschrieben Iautet dieses Gleichungssystem mit q; = 1 
~ 

Xi ( + +12 A/') Xi + ( 4 12 As''\ -i V'.-1 ,-2- 2V'._1 2V'. -6- ,-1 'I'.-1+4V"+V'Hl--6--;X. 

( + -.L 12 At) -i + -i qi (I;) At 
- 2V', 2'1',+1 I -6- X H1 'I"+1~H2=-I.6,'--6-· 

FUr - 1.6, qi (~A/' ergeben sich mit den frUher ermittelten qi (~ A/' 

foIgende Werte, wobei _1 6 qiJI;)J.s" Iediglich fUr i = 2 und i = 4 an

geschrieben wurde, da es fUr die anderen i Null wird. 

i= 2 

i=4 

l= 1 

- OA89159 

+ 5,602 205 

_ 1 . .6, ql (I;) A/' 
6 

~= 2 

+ 0,978318 
-11,2044 10 

1;=3 

- 0,489159 
+ 5,602205 

Vnter BerUcksichtiguDg der Randwerte fUr X· haben wir demnach die 
Aufliisung foIgender GleichuDgssysteme Z\1 bewerkstelligen: 

i= 2 

5,373 21 4 X, - 3,928571 X~ +Xa = - 0,489159 
- 3,928 5i 1 X, + 6,285 714 5(2 - 3,928 571 Xa = + 0,978 318 

X, - 3,928572 X2 + 5,373 214 Xa = - °,489159 

i=4 
23,1875X,+ 0,5 2 5 X 2 +Xa=+ 5,602205 

0,5 25 X2 + 24,1 X2 + 0,525 Xa = - 11,204410 
X3 + 0,5 25 X2 + 23,1 875 Xa = + 5,602205 

Wegen der Symmetrie ist X, i = Xa i, so dati sich diese Arbeit auf die 
BerechDung zweier Vnbekannter aus zwei Gleichungen vereinfacht. Hat man 

die 5(i bestimmt, so findet man die ~i mitteIs der Gl. (68) und erhlilt schlief3-
iich die im foigenden zusammeDgestelIten Liisungen: 

i=2 
i=4 

i=2 
i=4 

1:=0 

° 
° 

+ 0,068 287 
+ 0,0031 19 

1;=1 

+ 0,083 617 
+ 0,241936 

l = 1 

+0,867335 
-0,141337 

Endlich bestimmen wir aus den 

5(i 

1;=2 

+ 0,2601 63 
! -0,475454 

~i 

l=2 

+ 1,269963 
-0,61 3985 

1;=3 

+ 0,083 617 
+ 0,241936 

);=3 

q, (I:) As" 
6 

durch Division 

1;=4 

° 

° 

+ 0,068 287 
+ 0,003119 

durch As" die 

'Vir schreiben gieich die Matrix der ;' + ii, die wir zur Be-

rechnuDg der M beniitigen, an 
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1;=1 1;=3 

i = 2 + 0,068 287 + 0,867 335 - 3,295 530 i + 0,867335 
i=4 +°,°°3 11 9, -0,141337 +0,2113861-0,141337 

Gemiiti den Gl. (61) sind nun noch aus den gefundenen 

X, ¥, Y, 'f} und [+ i die Grofien L, M und z zu berechnen. 
tate sind im folgenden zusammengestellt. 

n=o 
n=1 
n=2 
1)=3 
\) = 4 

~=o 

~=1 
\) = 2 

\) = 3 
1)=4 

I) = ° 
1)=1 
I) = 2 

1)=3 
1)=4 

° 
° 
° 
° 
° 

~=o 

o 
+ 0,102 402 
+°,°45516 
+ 0,102 402 

° 

l=O 

- 0,004 826 
+ 0,033 007 
+ 0,044 291 
+ 0,033 007 
- 0,004 826 

L",yp) fUr ;;;=2, Y=c2 

- 0,102 402 
+ 0,159 288 
-0,113772 
+ 0,159 288 
- 0,1 02 402 

I 1;=2 

- 0,13 8 757 
-- 0,117 536 
+ °,512 584 
-0,117536 
-0,138 757 

- 0,102 402 
+°,159 288 
-0,11377 2 

+°,159 288 
- 0,102 402 

M",yl'~ fUr X= 2, Y= 2 

° - 0,066048 
+°,3°4°16 
- 0,066048 

° 

° - 0,07 2 j08 

- 0,699 064 
- 0,07 2 708 

° 

° , - 0,066 048 
I + 0,030 416 

- 0,066048 

° 
Z",yP) fUr .r,~ 2, y,- 2 

!=1 

- 0,058 976 
+ 0,328 896 
+0,69021 9 
+ 0,328 896 
- 0,058 97 6 

!=2 

-- 0,081 137 
+ 0,278 374 
+ 1,297 816 
+ 0,278 374 
- 0,0811 37 

- 0,058 976 
+°,328896 
+0,690219 
+ 0,328 896 
- 0,058 97 6 

+°,068287 
+ 0,003 11 9 

'Verten von 

Die Resul-

!=4 

o 
o 

° 
° 
° 

l=4 

° + 0,012402 
+ 0,045 516 
+- 0,102 401 

° 

- 0,004826 
+ 0,033 007 
+ 0,044 291 
+ 0,033 oOi 
- 0,004 826 

Nachdem die Knotenverschiebungen in den Ecken wegen der festen Unter
stUtzung daselbst verschwinden mUssen, sind noch soIche Verschiebungen z" 
Uber die gefundenen 'Verte von z zu tiberlagern, dafi diese Bedingung auch 
wirklich erfUIlt ist. Das geschieht in dem vorliegenden FaIle ganz einfach 
dadurch, dafi der ganze Rost urn den Betrag z* = zuo = - 0,004826 parallel 
zu sich selbst verschoben wird. Man erhiilt sonach filr die Knotenverschie
bungen z - z * die Werte 

z' =z- z* 

!=o l;=1 !=2 !=3 !=4 

~=o ° - 0,054 150 -0,076 311 - 0,054 150 ° 
lJ = 1 + 0,037 833 + 0,333 722 + 0,283200 + 0,333 722 + 0,037 833 
~=2 + 0,049117 + 0,695 045 + 1,302642 + 0,695 045 + 0,049 Iii 
~=3 + 0,037 833 + 0,333 722 + 0,283 200 + 0,333 722 + 0,037 833 
1)=4 ° -0,054 156 - 0,076 311 - 0,054 150 ° 
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Ubertrligt sich die Last nur in den Kuoten selbst auf den Rost oder begnUgt 
man sich dam it, das aus den Knotenverschiebungen erhaltene Polygon an
naherungsweise durch eine stetig gekrlimmte Linie zu ersetzen und verzichtet 
man auf die Kontrolle, die sich durch Einsetzen der gefundenen Werte von 
Lxy p! und MXH~ in die Gleichung ergibt, so genligt es selbstverstlindlich, 
lediglich die Werte z' zu bestimmen. Man kann sich dann die Ermittlung der 
Grotien L<t:y PI und M<t:Y Pl ersparen. Will man bei unmittelbarer Belastung 
die Ordinaten der Einflufilinien in den einzelnen Feldern genauer ermitteln, so 
mnfi man sich dieselben nach GI. (48) bzw. (48a) bestimmen. 

""1<0 ,,?<1 "fr2 ''9<3 l=O 0=1 ,-2 l-3 ... -~ 

'0,03 73 ';'0,01+91 +0,0373 0,0, -0, 05'2 -0,0753 -0,05'2 0,0 

,=0 "l=0 , 

-:.05'2 -0,0,5,2 
[=1 

.. 0,,3337 +<,0,5950 ~:~~:0,3J37 +ip.zm +]O~'H O,JJJ7 

"J =2 [=2 +10,2832 +,1,3026 0,009-; +,0,6950, T\~3026 +1!M9JO 
-0,0,753 -02832 0,0¥9f 

Abb. 71. 

Die Einflutilinien flir das Biegungsmoment MXIIPI im Knoten ;r =.' 2, Y = 2 

sind in Abb. 71 zur Darstellung gebracht. Dabei ist angenommen, dati sich 
die Last llings der Stiibe x = konst. unmittelbar, llings der Stabe y = konst 
mittelbar auf die Knoten Ubertrligt. 

45. Roste mit einer gekriimmten Stabschar. 

Formulierung des Problemes. Wir erweitern im folgenden die 
bisherigen Betrachtungen noeh fiir den Fall, daB die Stabe der einen 
Schar gekriimmt sind, und haben hierbei speziell die Anwendung 
auf Bogenbriicken im Auge, die 
aus mehreren, parallel neben
einander stehenden, durch Quer
rippen miteinander verbundenen, 
gleichen Bogenrippen bestehen, 
wie dies in Abb. 72 zur Dar
steHung gebracht ist. Die ein
zelnen Bogen sollen dabei ent
weder an den Auflagern gelenkig 
gelagert (Zweigelenkbogen) oder 
aber fest eingespannt sein (ein- i I I I I I I I : 
gespannter Bogen); jedenfalls Abb, 72. 

sollen die Bogenwiderlager unverschieblich sein, so daB die die 
Bogenlager verbindende Sehne keine Langenanderung erfahren kann. 
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Unsere erste Aufgabe ·ist zunachst die Aufstellung der Differenzen
gleichungen. Wir denken uns auf der zylindrischen Rostflache ein 
Koordinatensystem gelegt, so daB den einzelnen Bogenrippen die 
GroBen y = 0, 1, 2 ... m, den Quertragem die GroBen x = 0, 1 ... n 
der Reihe nach zugeordnet sind. Wir bezeichnen ferner die Entfernung 
zweier aufeinanderfolgender Knoten (x - 1 , y) und (x y) in der Rich
tung der diese Knoten verbindenden Sehne mit s'" und den Abstand der 
einzelnen Bogenrippen y und y + 1 mit h. Die Tragheitsmomente der 
Bogenrippen seien mit Ix bezeichnet; dieselben sollen fUr die verschie
denen Felder eines Bogens verschieden, fiir dieselben Felder verschiedener 
Bogenrippen aber gleich sein, wie dies iibrigens schon durch den Index x 
zum Ausdruck gebracht ist. Das Tragheitsmoment der Querrippen 

I 
I 
I 

I I 
I I 
: I 
I I 
I I 

t-E----'-"--lx------;;""-IIEE'------ l.x+1·-----;,.~1 

Abb. 73. 

sei auf die horizontale Achse bezogen I y • Ferner setzen wir voraus, 
daB das Tragheitsmoment dieser Querrippen auf eine vertikale Achse 
bezogen sehr klein sei, bzw. daB die wagrechten Verschiebungen der 
Knoten beziiglich ihres Einflusses auf die ~iegungsmomente der Quer
rippen vernachlassigt werden konnen. Ebenso vernachlassigen wir auch 
den EinfluB der Torsion sowohl bei den Bogenrippen wie auch bei 
den Querrippen. Die Belastung wirke vertikaI, und werde durch die 
die Fahrbahn tragenden Stiitzen lediglich in den Knotenpunkten auf 
die Bogenrippen iibertragen. 

In der Abb. 73 ist eine einzelne Bogenrippe zwischen drei auf
einander folgenden Knoten (x - 1 y), (x y) und (x + 1, y) heraus
gezeichnet und hierbei die stetig gekriimmte Bogenachse, wie es fiir 
dies en Zweck statthaft ist, durch ein Polygon, dessen Ecken mit den 
Knoten zusammenfallen, ersetzt. 1m nicht deformierten Zustande schlieBt 
die Seite Sx zwischen den Knoten (x - 1, y) und (x y) den Winkel "." 
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nach der Deformation die diese Knoten verbindende Sehne den Winkel W xy 
mit der X -Achse, ein. Infolge der Deformation hat sich der Knoten C x y) 
urn den Betrag z gesenkt und gleichzeitig urn das Stiick w nach xy xy 

rechts verschoben. Aus der Abb. 73 kann dann sofort die Beziehung 

(WXy + e) - (WX+ l , y + l) - (ax - ad 1) = 0 (69) 

entnommen werden. e und e' sind dabei die Winkel, we1che die Stab· 
achse im Knoten (x y) nach der Deformation mit den Sehnen Sx und 
S,d 1 einschlieBt, und haben daher die Werte 

f/J", (2 L + L ) , - - f/Jx t! (2 L + L ) £=6 xy x-l,y' £ - 6 xy ",+1,Y' 

wobei rx jetzt den Ausdruck 

5", (70 )' rx= EJx 

bedeutet, und LXY das Biegungsmoment des Bogens im Knoten (x y) 
vorstellt. Die Verdrehung des Stabes sx' namlich der Winkel ax - w x' 
laBt sich aber leicht durch die Verschiebungen z und w darstellen. 
Man muB nur beachten, daB dieser Winkel ebenso wie z und w gegen
iiber den anderen Abmessungen des Tragwerkes sehr klein ist. 
Man kann dann leicht aus der Bedingung, daB sich die Lange der 
Seite s'" wenigstens in erster Annaherung nicht geandert hat und die 
Quadrate der Verschiebungen zu vernachlassigen sind, die Beziehung 
ableiten: 

W.ry-WX - 1 ,Y ZXy-ZX_l.y 
bx -- = Ix =a",-wx' 

wobei 
I",= Sx cos ax und b",=s", sin ax 

bedeuten. Mit diesen Werten nimmt die GI. (69) die Gestalt an 

Dx Cr L )+6Dx (z)=0. 

Wir machen darauf aufmerksam, daB fiir Ix = konst. D",(z) in den Aus

druck ~ Z iibergeht. D", (r L) hingegen laBt sich erst dann durch 

r (L, '" + 6) L ersetzen, wenn auBerdem noch I", cos a = konst. ist, eine 
Annahme, mit der man sich iibrigens oft behilft. 

Die Gleichung zwischen den Knotenmomenten M der Quertrager 
und den Knotenverschiebungen z andert sich gegeniiber den Ergeb· 
nissen der vorhergehenden Paragraphen nicht; wir erhalten wie friiher 

Dy ('I'M) + 6 Dy (z) = o. 

Es stehen uns noch zwei weitere Gleichungen zur Verfiigung, 
welche das Gleichgewicht des Knoten (x y) in horizontaler und verti
kaler Richtung ausdriicken. Bezeichnet H die Horizontalkomponente ",y 
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der Axialkraft im Bogen, so gibt die Bedingung, daB in der Richtung 
der X -Achse Gleichgewicht besteht, die Beziehung 

H re +1 ,y-H",y=0, 

also die Tatsache, daB der Horizontalschub konstant ist, und in 
unserem Falle lediglich von y abhangt. Wir schreiben dementspre
chend statt Hrey im folgenden H y ' 

Zu der Sum me der Vertikalkomponenten der in dem Knoten (x y) 
wirkenden Krafte liefert Hyden Beitrag 

H y (tga",+1 -tg"",)=Hlla"" 

worin a", = tg "",+1 - tg"", eine aus der Form des Bogens zu ermtt
telnde GroBe vorstellt. Die Biegungsmomente L"'II geben den Beitrag 

0~.!·Y- Lzy _ L zy -Lz + t • y = D (L) 
(" lz+t re 

und die Biegungsmomente M wie fruher einen soIchen von 

Mz,lI-t-Mz!i. _ Mzy -Mr,II+1= D (M) 
"y "11+1 II' 

SO daB wir, wenn T die in vertikaler Richtung wirkende Last 1m 
11111 

Knoten (x y) vorstellt, die Gleichung 

Hya",+ D",(L) + Dy (M) + T",y=o 
erhalten. 

Es liegt demnach das nachstehende System partieller Differenzen
gleichungen vor: 

D",(q;L) + 6 D",(z) = 0, ) 

Dy(",M)+ 6 DII(z) = 0, 

H" a", + D",(L) + Oy (M) + T = o. 

(7 1) 

Die Randbedingungen, denen die Losungen geniigen mussen, sind 
Ieicht zu bestinrmen. Die Quertrager sind stets an den Enden frei; 
daher muB fiir y = 0 

M=M =0 y y-l 

und rur y = m 
M y =MY + 1 =0 

sein. An den anderen Randern x = 0 und x = n sind beim ge
lenkig gelagerten Bogen die Randwerte 

L=z=o 

vorgeschrieben. Beim eingespannten Bogen tritt an Stelle der Glei
chung L = 0 die Bedingung, daB der eingespannte Querschnitt keine 
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Verdrehung erfahren darf und die Tangente der Stabachse vor und 
nach der Deformation zusammenfallen mull Es ist also 

l+w",=a", fUr x=o 
bzw. 

e+w",=a", fUr x=n. 

Setzt man in diese Gleichungen die Werte flir e', t; und W:x; - a., 
ein, so findet man die gesuchten Beziehungen mit 

fur X= 0 

und 

fur x= n. 

Fur aIle anderen Knoten haben die Gleichungen die normale Ge· 
stalt. Man kann naturlich auch die Gleichungen fur die Knoten x = 0 

und x = n in der Form 

anschreiben; die beiden Randbedingungen lauten dann aber 

ftir X= 0 

und 

( L I L \.+6 zx +.,y __ 
IP",+1 2 "'Y T ",+1, yi -1-- - 0 

""+. 
fur x=n. 

Entsprechend den n + 1 Unbekannten Hy fe~len jetzt aber noch 
n + 1 Gleichungen. Diese erhaIt man aus der Ubedegung, daB die 
Bogensehne ihre Uinge wegen der unverschieblichen Auflager beibe
halten muB. Es ist also 

WTly--WOy=o 

oder, wenn man beachtet, daB 

W",y- W",_1, y=tga",(z",y -Z",_l, y) 

ist und diese Gleichungen von x = 1 bis x = n summiert, 

A 

W"" - WOy = ,2tga",(z",,,- Z",-l, y). 
",=1 

Mit der bereits benutzten GroBe a",=tga",+1-tga", erhaIt man 
durch eine etwas andere Anordnung die. Summanden und mit Ruck· 
sieht darauf, daB Z fUr x = 0 und x = n versehwindet, 

A-1 
W -til =,2a Z =0. 

Till Oy ",=1 '" "'II 
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Die Auflosung der Differenzengleichung. Wir wenden uns nun
mehr der Auflasung unseres Gleichungssystemes zu, und wollen die 
Lasungen unter Verwendung von Eigenlasungen III der y. Richtung 
ermitteln.· Wir setzen also wie fruher 

m _ 

L=.2 Xi r/·, 
m m 

M=..2 giYi, Z= .2girl. (73) 
i=O i=O i=O 

Die iiuBere Belastung T entwickeln wir in eine Reihe 
xy 

m 
TXY=..2 tj (x) 'fji, 

i=O 

worin die Koeffizienten ti nach friiherem leicht bestimmt werden 
konnen; den Horizontalschub H stellen wlr ebenfalls in Form einer 
Reihe dar 

m 

Hy = 2," rj 1'Ji' 
;=0 

worin die GraBen ri (die von x und y unabhiingig sind) noch nicht 
bekannt sind. Mit dies en Ansatzen erhiilt man die folgenden Gleichungs
systeme fur Y und 1'J 

D (1jJ Y) + 6 D (17) = 0, } 
D(Y) =117 

mit den Randbedingungen 

fur y = 0 

und 

Yy = Yy + 1 = ° fiir y = m, 

also bereits bekannte Eigenlasungen. Fiir X und ~ ergibt sich aber 
das Gleichungssystem 

D (q; Xi) + 6 D (~i) = 0, } 

axri+D(Xi)+l~i+ti(x)' o. 

Dazu kommt noch die Gleichung 

we1che jetzt die Form 

n-1 

2)a",ZXY=o, 
",=1 

n-l 

.2 axt'=o 
x=1 

annimmt. Die Randbedingungen fiir ~ lauten 

gi=O fUr x=o und x=n. 

Als weitere Randbedingungen sind beim Zweigelenkbogen 

X'=o fur x = ° und x = n 

( 75) 

(76) 
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und beim eingespannten Bogen 

( X- .+ -i )+6 g;+1 
tp,,+1 2 x' X x + 1 , -z-=o 

"'+1 
fUr X= 0, 

( X- i+ x- i \ I 6g~-1 
tpx 2 x ",+1.ij -Z-=o 

x 
fur X= n 

zu erfiiilen. 

Bezuglich der Losung des Gleichungssystems fur ti und Xi, bei 
welchem in jeder Gleichung die Unbekannte 'i vorkommt, bemerken 
wir, daB die Auflosung auf die Weise etwas vereinfacht werden kann, 
wenn wir die Losungen in der Form 

Xi= X'i+ 'i X"i und £ i = ;'i --:- ,. ;"i - , 
ansetzen. Genilgt X'i dem Gleichungssystem 

D (tp X'i) + 6 0 Wi) = 0 , 

D(X'i)+2~/i ~ ti(x'j= 0 

und X"i und ;"i dem System 

D (cp X"i) + 6 0 W'i) = 0 , 

o (X"i) -+- A ~"i -L ax = 0, 

wobei die Randbedingungen fUr X', X", ;' und ;" dieselben Wle fur 

X und ~ sind, so kann man aus der Gleichung (76) leicht'i bestimmen, 
wenn man in dieselbe fiir ~ den \\lert fi -L'i f/i einsetzt. Man er· 
halt so n-l 

~ a.l: ~'i 
",=1 

r.=~--
t n-l 

~ a.r ~lIi 
",=1 

und kann jetzt X = X' + ' X" und ~ = e + ' X" berechnen. 
Die EinfluBlinien fur By. Auch bei dem vorliegenden Problem 

werden filr die praktische Verwendung die EinftuBlinien von beson
derer Bedeutung sein. Wir wollen uns daher ganz kurz mit der Er
mittlung derselben befassen und gehen zunachst daran, die EinftuB
linie fiir den Horizontalschub H zu bestimmen. Nachdem die Last
ubertragung lediglich in den Knotenpunkten stattfindet, ist diese Ein
ftuBlinie ebenso wie aile anderen ein Polygon; die Ecken der Poly
gone liegen unter den Knotenpunkten. Unsere Aufgabe vereinfacht 
sich gegenuber den friiher behandelten insofern ganz wesentlich, als 
es jetzt genugt, die Verschiebungen Z~l! der Knoten zu bestimmen. 

Urn die EinfluBlinie fur H zu erhalten, haben wir diese Knoten-
y 

verschiebungen, die bereits die Ordinaten der gesuchten EinfluBlinie 
vorstellen, filr den Fall zu ermitteln, daB sich die Angriffspunkte 
von H urn den Betrag b = ~ 1 gegeneinander verschieben. Infolge 

y 
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des Fehlens auBerer Krafte haben wir es jetzt mit dem Gleiehungs. 
system 

D~(cpL)+6D~(z)=0, I 
Du(tp M)+ 6 Du(z)= 0, 

Hl) a",+ D.(L) + Du(M)=o 
(77) 

zu tun. Die Randbedingungen bleiben gegeniiber friiher unverandert 
und lauten also wiederum 

Ml)=MI)-I=O fiir t)=o 
und 

Mu = 2lJI!+1 = 0 

und an den beiden anderen Randern 
beim Zweigelelenkbogen 

fiir t)=m 

L=z=o fiir l ~ 0 und ~ = n 

und beim eingespannten Bogen 

d (L + L ) I 6 Z~-I. n ~-un CPx 2)'1) !:-1.11 T -[- - 0 
.r 

z=o 

d (L + L ) I 6 Z'+l.~ z=o un CP~+1 .+I.l) 2 P! -r ··,;:;i-=O 
Hingegen gilt die Gleiehung 

n-1 
>: al'zp) = a 

,=1 

jetzt nur fUr t) + y, wahrend fiir t) = y 
,,-1 

fUr [= o. 

fUr [= 11. 

(78) 

W ny -- WOy = ~ a.zrlj = 1 1]8a) 
,=1 

wird. Zur Lasung verwenden wir dieselben Ansatze wie unter GI. (73). 
Dann andert sieh aueh das Gleichungssystem fUr Y und 'Yj nieht, und 
nur an Stelle des inhomogenen Systems fiir Xi und ti tritt jetzt 

D[ (cp Xi) + 6 D!:(~i)= 0, 

D.(Xi) +li ti + a.'i = o. 

Die fehlende Gleiehung zur Bestimmung der 'i findet man aber 
wie folgt 

,,-1 ,,-1 m '" ,,-1 

~ a.z.t)= ~ a! .2 ti'Yji = 5: 'fJi .L a.ti. 
,=1 1:=1 i=O i=O 1:=0 

Setzt man 
,,-1 

.2) a. ~i= ki' 
1:=1 

so sind die Werte ki also so zu bestimmen, daB die Funktion 
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tiberall versehwindet mit Ausnahme von t) = y, wo sie den Wert 
K = 1 annimmt. Es ist also 

y 
m 

k i = .2 Kt) 1J9i = 1Jyi, 
9=0 

und demnaeh lautet die fehlende Gleiehung 
n-1 

2--' al~!·i=1Jyi. (7Sb) 
[=1 

Die Lasung des vorliegenden simultanen Gleiehungssystems 

D(<pXi)+6 D(~i)=O, 
D (Xi)+A~i+ alri = 0, 

,,-1 

)' a[ ~i ~= Ilyi 
[=1 

kann wiederum vereinfaeht werden, wenn man die Lasung in der Form 

Xi = fiX"i, ~i ,= r. ~"i 
ansetzt. Die X"i, ~"i gentigen dem Gleiehungssystem 

D ((I' X'") -- 6 D (t'i) = 0, 

D(X"i) ;,~"i a.=o, 

wobei die Randbedingungen fiir X"i und ~"i dieselben wie fUr Xi und 
~i sein magen. Die Unbekannle r i kann dann aus der Gleiehung 

mit 

bestimmt werden. 

n-l 
n I:lli . 

r i ~ a,\> =1Jy' 
,-=1 

EinfluBlinien fiir die Biegungsmomente L des Bogens. Wie 
wir bei der Bestimmung der EinfluBlinien fiir die Biegungsmomente 
des Rostes bereits erartert haben, erhalten wir die EinfluBlinie des 
Biegungsmomentes im Knoten (x y) in der Weise, daB wir uns an dieser 
Stelle ein Gelenk eingesehaltet denken und die Biegungslinie des 
Systems fiir ein in dies em Gelenke angreifendes Momentenpaar be
slimmen. Diese beiden :\Iomente mussen so graB sein, daB der 
Winkel, den die Tangenten an die Stabaehsen im Gelenk einsehlieBen, 
den Wert - 1 erhalt. Man braueht bloB in Gl. (69) die reehte Seite 
dureh -- 1 zu ersetzen und erhalt 

(wxy + c) - (W X + 1Y + c/) - (ux - u.,+1) = - 1 

oder wenn man so wie friiher die Biegungsmomente L einfUhrt, 

D[(<pL)+6D.Cz)=-6 (fur 1;=x, t)=y). 
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Das zu losende Gleichungssystem lautet also in dies em FaIle 

D~(epL) +6D~(Z)=U'1 
D~ (tp M)+ 6 Dg(z)= 0, 

Ht)a~+ D~(L) + Dg(M)=o, 
(79) 

wobei U ii berall mit Ausnahme von t = x und t} = y verschwindet. 
An dieser Stelle erhiilt es den Wert 

Die Ansiitze 
U =-6. xy 

m m m_ 
L =.l} Xi fji, M=.l} ~'Yi, 

'=0 
z=.l} ~fji 

i=O i=o 

fiihren, wie man sich leicht iiberzeugt, zu dem gewohnlichen Gleichungs. 
system 

D (1fJ yi) + 6 0 (rl) = 0, 

o (yi) = 1i fji 
und 

D (ep Xi) + 6 0 W) = Ui (t), 
r i a~ + 0 (Xi) + 1 ~i = 0. 

Hierzu tritt noch die Gleichung 
.. -1 

..E a~gi =0. 
,=1 

Die GroBen ui (t) sind dabei die Koeffizienten der Entwicklung 
m 

Up) = .2 ui(t)fji, 
i=O 

und verschwinden daher fUr alle t + x. Fur t = x ist ui (x) von Null 
verschieden und hat den Wert 

ui (x) = - 6fjyi. 
Wir bemerken, daB sich die Auflosung des Gleichungssystems fur 

Xi, gi und ri vereinfachen liifit, wenn man 

setzt. X',~' bzw. X", f' befriedigen die Gleichungssysteme 

D(ep X,i) + 6 o Wi) = Ui(t) 

o (X'i) + 1 ti = 0 
und 

D (q; X''') + 60 W'i) = 0 

o (X"i) + M'ri + a~ = 0 

mit den gleichen Randbedingungen wie Xi und ~i . 
.. -1 

Dann wird ri wegen .l} a~ ~i = 0 
~=1 
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Einflul3linien fUr die Axialkrafte im Bogen. Nach den allgemein 
giiltigen Verfahren fur die Bestimmung einer EinfIuBlinie eines statisch 
unbestimmten Systems kann man bei der Ermittlung derselben fur die 
Axialkraft so vorgehen, daB man sich an der Stelle, fiir welche man 
die EinfluBlinie bestimmen 5011, einen Schnitt gefiihrt denkt und nun 
die beiden Seiten dieses Querschnittes gegeneinander in der Richtung 
der Tangente an die Stabachse an der Schnittstelle urn den Betrag 
J = - 1 verschiebt. Dabei diirfen sich aber die beiden Querschnitte 
nicht gegeneinander verdrehen, sondern mussen parallel bleiben und 
diirfen sich auch nicht in der Richtung senkrecht zur Stabachse gegen
einander verschieben. Die Biegungslinie des Systems stellt dann die 
gesuchte EinfluBlinie vor. Es lauft demnach unsere Aufgabe darauf 
hinaus, die Knotenverschiebungen zpJ' welche bereits die Ordinaten 
der EinfluBlinie unter den betreffenden Knoten vorstellen, zu ermitteln. 

Greifen wir einen beliebigen Knoten (~ t)) heraus, so !iefem dieselben 
lTberlegungen wie friiher fiir diesen Punkt die drei Differenzen
gleichungen D,(qJL)-:60z;(z)=o, I 

Dl) (qJ M) 1 6 OIl (z) =0, J 
a~H~+ Oz;(L) + O~ (M)=o. 

(80) 

Die rechten Seiten dieser Gleichungen sind gleich Null, nachdem 
keine auBeren Krafte vorhanden sind. Wir nehmen nun an, daB der 
Querschnitt, fiir welchen die EinfluBlinie zu bestimmen ist, auf dem 
Stabe zwischen den beiden Knoten 
(x - 1, y) und (x y) liegt. Dann wird, 
wie wir im folgenden zeigen wollen, 
fiir diese beiden Knoten die erste der 
eben angeschriebenen Gleichungen 
eine andere Form aufweisen. Denn 
die Beziehungen zwischen dem Ver
drehungswinkel w'" - ax dieses Stabes 
und den Verschiebungen Z und w der 
Knoten (x-1 ,y) und (x y), von denen 
wir ja bei der AufsteUung der ersten 
Gleichung ausgegangen sind, lauten 
jetzt anders, da sich die urspriingliche 
Lange Sx des Stabes zwischen (x- 1, y) 

Abb·74· 

und (x y) urn den Betrag J = 1 verringert hat. In Abb. 74 ist dieser 
Stab in der ursprunglichen Lage und in seiner Lage nach der De
formation dargestellt. Denkt man sich den Stab aus der deformierten 
Lage parallel zu sich urn das vertikale Stuck - ZX-l,y und horizontal 
urn - Wx-l,y verschoben, so kann man die gesuchte Beziehung 

2xy - ZX_I." - (j sin /Xx _ wx " - w.., _1,"+ (j cos /Xx 
ccX---wXy=--------ix --- ------- bx ---

Bleich·Melan, Differenzengleichungen. 22 
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sofort aus der Abbildung entnehrnen. Die Gleichung 

(W"'-l, y + 8) - (wxy + l) - a x - 1 + ax = 0 
liefert 

(~=x-1, 1)=)') 

und 
sin a~ 

D6(q?L)+6D~(z)=-6-1- (~=x, I)=y). 
~ 

Selbstredend rnuB auch in diesern FaIle fUr alle I) 

sein. Die Gleichung 

wpJ - W~_l, ~ = tg a, (zpJ - Z!-1, ~) 

gilt aber jetzt nicht fur I) = y und t = x. Wie aus obigem ohne 
weiteres folgt, wird nunmehr 

n 

W -w = "'tga (z -Z'-l ) ___ 1_=0 
ny oy .L.; t.Y "Y cos ax ' 

.=1 
so daB also 

11-1 

'" 1 .L.; a. Z.lI = cos~ 
.=1 .~ 

(81 a) 

ist. Fur aIle anderen I) =F y gilt 
11-1 

.2a~z.~=o. (81 b) 
.=1 

Zusammenfassend sei wiederholt, daB wir die Ordinaten der Ein
fluBlinie fUr die Axialkraft in einern Querschnitt des Stabes zwischen 
den Knoten (x - 1, y) und (x y) als Losungen Z.~ des Systems partieller 
Differenzengleichungen 

D, (q? L) + 6 D. (z) = U, 
D~ (If M) + 6 D~ (z) = 0, 

a,H~+D,(L)+ D~ (M)=o 
find en. Dabei ist U uberall Null mit Ausnahme der Knoten (x - 1, y) 
und (x y), und zwar ist 

U = _ U = 6 sin ax 
",-l,y "'Y Ix 

Zu diesem Gleichungssystem treten weiter die Gleichungen 
11-1 

und kg verschwindet 
wo es den Wert 

erhlilt. 

.2a,z.'lJ =k'g, 
.=1 

ebenfalls fur alle t} mit Ausnahme von I) = y, 

k =_1_ 
Y cos ax 
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Die Auflosung dieser Gleichungssysteme kann ohne Schwierig· 
keiten in ahnlicher Weise wie fruher geschehen. Hat man aber be
reits die EinfluBlinien fur die Momente L 1 und L sowie fur H x- ,y xy y 
bestimmt, so kann man aus der Superposition dieser Losungen auch 
in einfacher Weise die neuen Ordinaten der EinfluBlinie der Axial
kraft bekommen. Bedeuten namlich z' die Ordinaten der EinfluBlinie 
fUr das Moment Lx - l , y' z" die Ordinaten der EinfluBlinie fUr L",y 
und schliel3lich z* die Ordinaten der EinfluBlinie fUr Hy' so erg eben 
sich die gesuchten Ordinaten z der EinfluBlinie fur die Axialkraft aus 

. * 
_ sm (Xx ( '+") + z z---\-z Z ----. 

Ix cos (Xx 

22* 



Anhang. 

Eigenlosungen und Eigenwerte e1Dlger praktisch 
wichtiger Differenzengleichungen. 

I. Nonnierte Eigenlosungen der Differenzengleichung (~+ 6) Y = j.y mit 
den Randwerten YO=Yn=o fur n=2 bis n=6. 

i 

2 

3 
4 

i 

2 

3 
4 
5 

n=2 

i ).. 

+ 1,00000 4,000000 

i 1', i 1'2i 
! 

AI 
I 
I 

1 +0,70711 + 0,70711 
\ 

5,000000 
2 + 0,707 11 - 0,707 11 3,000000 

i 

2 

3 

n=4 

+ 0,50000 + 0,707 11 
+0.70711 0 
+ 0,50000 - 0,707 11 

n=5 

+0,50000 
- 0,707 11 
+0,50000 

5,414 21 4 
4,000000 
2,585786 

+ 0,37 1 75 
+0,601 50 
+0,60150 
+ 0,371 75 

+0,601 50 
+0,37175 
-0,37175 

+ 0,60150 
- 0,37 1 75 

+0,37175 
-0,60150 
+0,60150 
-0,371 75 

- 0,37175 
-0,60150 + 0,60150 

n=6 

+0,28868\ +0,,0000 I +0,577 35 
+0,50000 +0,50000. 0 

+ 0,50000 ! - 0,50000 0 
+ 0,577 35 ' 0 \. - 0,577 35 

+ 0,288 68 ! - 0,50000 + 0,577 35 

\ 
+ 0,50000 I + 0,288 68 
-0,50000 -0,50000 

I 0 I + 0,577 35 
...!-0,50ooo, -0,50000 
- 0,500 00 + 0,28868 

5,618034 
4,618034 
3,381 966 
2,381 966 

5,732051 
5,000000 
4,000000 
3,°00000 
2,267949 
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° 
1 
2 
3 
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5 
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2. Normierte Eigenlosungen der Differenzengleichung (6", + 6) Y = ;. y mit 
den Randbedingungen 2 Yo + y_ 1 = 0 und 2 Yn + Yn + 1 = 0 fUr n = I 

bis n =6. 

n=1 

i 'Yo' A/ 

° + 0,j07 11 +0,70711 3,000000 
1 + 0,70711 - 0,70711 1,000000 

n=2 

i 'Yo' I 'Yli 'Yg i J., 

° + °,325°6 i + 0,88807 +°,325°6 4,73 2 °51 
1 + 0,70711 ° -0,70711 2,000000 
z + 0,62 796 , -0,459 jO + 0,627 96 I 1,267949 

n=3 

i 'Yo' I Yl' I 'Y9' I Ys' I A/ 

° +0,20491 + 0,676 77 +0,67677 +0,20491 5,3°2 776 
1 +°,37175 + 0,601 50 - 0,601 50 . - °,371 75 3,618034 
2 +0,676 77 - 0,204 91 - 0,20491 +0,676 77 1,697 224 
3 +,0,601 50 - 0,37 1 75 + 0,37175 - 0,601 50 1,381960 

n=4 

i 'Yo' 'Y1;' I 
'Yii I Ysi I 'Y4 i A; 

I 

° +0,144 07 +0,51312 +0,65719 +°,51312 \+0,1 44 07 5,561 553 
1 +0,27°60 +0,653 28 ° -0,65328 -0,27060 4,414 214 
2 +0,35355 I +°,35355 -0,707 11 +0,353551 +0,35355 3,000000 
3 +0,653 28 -0,270 60 ° + 0,270 60 - 0,653 28 1,585786 
4 +0,59518 -0,334 23 +0,260 96 - 0,33423 + 0,595 18 1,438 447 

n=5 

i 'Yo' I 'Y1 ' I 'Y,s" 'Y3i I y .. i I 'Y5 i A/ 

° +0,10827 + 0,400 57 + 0,572 55 +°,572 55 +°,400 57 +0,10827 5,699 628 
1 +0,20727 +°,59682 +°,31756 -0,31756 - 0,59682 -0,207 27 4,879385 
2 +°,28583 +°,5°331 -°,4°618 - 0,4°6 18 +0,50331 + 0,285 83 3,760877 
3 +0,31756 +0,207 27 - 0,59682 +°,59682 - 0,207 27 - 0,317 56 2,652 7°4 
4 +0,637 64 -0,293 63 +°,°84 85 +°,°84 85 -°,293 63 +0,637 64 1,539495 
5 +0,59682 - 0,31756 +0,207 27 - 0,207 27 +°,31756 -0,59682 1,467911 

'Yo' \ 'Y1' I 'Yi' Ys' I yi 'Y5' 'Yoi i AI 

+ 0,085 15 + 0,322 00 +0,48855 + 0,548 42 +°,488 55 + 0,322 00 '+°,085 15 5,781 653 
+0,164 89 +°,522 72 +°,446 74 ° -0,440 74 - 0,522 72 -0,164 89 5,170086 
+ 0,23318 + 0,533 37 -0,07993 -0,556 34 - 0,07993 +0,53337 +0,233 18 4,28 7336 
+0,28080 +°,368 16 - 0,53442 ° +°,53442 - °,36816 - ,0,28080 3,311 108 
+ 0,27828 + 0,1 24 56 -°,471 64 +0,607 62 ' - 0,47 164 + 0,1 2456 + 0,278 28 2,447590 
+0,62766 - 0,30203 + 0,12173 ° -0,121 73 +0,30203 -0,627 66 1,518810 
+ 0,600 78 - °,31°35 + 0,18024 -0,143 24 + 0,180 24 - 0,3 10 35 +0,600 78 1,483420 
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3. Normierte Eigenlosungen der Differenzengleichung (6", + 6) Y = ). y mit 
den Randwerten Yo = 0 und 2 Yn + Yn+ 1 = 0 fur n = 1 his n =6. 

2 

n=1 

+ 1,00000 2,000000 

n=2 

-i-- 0,92388 i + 0,382 68 
+ 0,382 68 I - 0,923 88 

n=3 

4,414 21 4 
1,585786 

i y 1 i y.i Ya' ).. 

+ 0,63178 + 0,739 24 + 0,233 19 5,17°°86 
2 

3 
+ 0,75579 - 0,520 66 -0,397 11 3,311108 
+ 0,17 2 55 - 0,42812 + 0,88970 1,518810 

2 
3 
4 
5 

i 

2 

3 
4 

y 1 i 

+ °,45 218 
+ 0,683 92 
+ 0,566 51 
+ 0,08280 

y1i y.' 
+0,340 90 
+ 0,570 18 
+0,609 63 
+ 0,430 55 
+0,°4° 85 

Yl i y.i 

+ 0,267 78 +°,47°95 
+ 0,47 2 67 +0,5 1540 
+ 0,565 61 +°,0844° 
+°,5211 5 -0,44°82 
+ 0,33 6 °9 -0,55547 
+ 0,020 34 -0,05084 

n=4 

y.i Ya i y.i AI 

+ 0,67624 + 0,559 14 + 0,159 96 I 5,495 508 
+ 0,150 25 - 0,650 91 - 0,293 24 4,219 686 
- 0,690 96 + 0,276 25 +°,354°2 2,780 314 
- 0,206 63 +- 0,43 2 85 - 0,873 55 1,504492 

n=5 

Ya i y.i Y6' A. 

+ 0,601 19 +°.432 71 • +0,1 181 5 5,662 397 
I - 0,24312 - 0,615 96 - 0,223 39 4,757366 

- 0,499 54 + 0,47 1 33 i + 0,299 25 3,575°55 
i + 0,532 93 -0,153 15 - 0,3°3 83 2,5°4 °77 

+0,21 4 24 - 0,433 28 +0,868 49 1,501 107 

n=6 

Yai y.i Y5i I 
Y6i 

I 

I I ).. 

+°,56°48 +0,514781 +°,344 88 +0,09 1 75 5,758 716 
+0,08932 -0,41800 -0,5451 1 -0,176 39 5,090 401 
- 0,553 0 1 - 0,1 66 92 + 0,5 28 11 +0,2457 2 4,149 217 
-0,14828 +0,5662 5 -0,33° 69 -0,286 53 3,154 137 
+0,5 81 96 - 0,406 36 +°,089 66 +°,25 818 2,347 254 
+0,1 06 74 - 0,215 98 +°,43316 -0,86680 1,5002 75 
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4. EigenlOsungen des Systems von Differenzengleichungen 
(~re+6)H+6~",'I'/ =0, 

~reH=(J) '1'/ 

343 

mit den Randbedingungen Ho = '1'/0 = Hm = 'l'/m = 0 und normierten Werten 

von '1'/ fUr m = 2 bis m = 6 und m = 8. 

i = 1 

i = 2 

i = 3 

i = 1 
H 
'YJ 

i=2 H 
'YJ 

i=3 
H 
'7 

i=4 
H 
'7 

I 
i = 1 

I i = 2 

H i 

'7 

H 
'YJ 

i = 1 

H 
'YJ 

x=1 

H 
'YJ 

x=1 

+ 0,848 53 
+0,707 11 

- 6,000000 

X=2 

+ 0,848 53 -
+ 0,70711 

Wi 

1,2 

H + 4,24 2 64 - 4,24264 -18,0 
'YJ + 0,707 11 - 0,707 11 

m=4 

x=1 X=2 X=3 

+ 0,3 2458 + 0,459 03 + 0,324 58 
+0,5 +°,7°711 +°,5 

+2,1 21 32 ° - 2,12132 

+ 0,70 71 1 ° -0,707 11 

wi 

°,3802 ]2 

6,000000 

H + 3,961 13 - 5,60189 + 3,961 13 
- 27,°48 3°1 

'YJ +0,5 -°,7°7 11 +°,5 

m=; 

I 
I 

I x=1 X=2 X=3 I X=4 Wi 
I 

+ 0,15 165 + 0,24537 I + 0,24537 '+ 0,151 65 - 0,155 818 
+ 0,37175 +0,60150 +0,601 50 + 0,37 1 75 

+ 1,08001 + 0,66748 ! -0,66748 - 1,08001 - 2,481 35 
+ 0,60150 +0,37175 - 0,37 1 75 - 0,601 50 5 

+ 2,79379 - 1,726 66 - 1,726 66 + 2,79379 -12,15996 
+ 0,601 50 - 0,371 75 -0,37 1 75 + 0,601 50 

8 

+ 3,38795 - 5,481 82 + 5,48182 - 3,387 95 -32,973 17 
+°,371 75 - 0,601 50 +0,60150 -0,371 75 5 
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Anhang. 

5. Losungen des Systems von Differenzengleichungen 
(6.",+6)H+66",'I'/ =0 

6",H=w'l'/ 

345 

mit den Randbedingungen H_ 1 = Ho = H m = H m + 1 = 0 und normierten 
Werten von 'fJ ffir m = 1 bis m = 6. 

m=1 

x=o x=1 Wi 

i=o H 0 0 

+ 0,70711 +0,70711 ° 7J 

i = 1 H ° ° 
+°,7°7 11 - 0,70711 ° "l 

m=2 

x=o x=1 X=2 Wi 

i=o H ° ° 0 
+0,57; 35 + 0,577 35 + 0,577 35 ° "l 

i=1 H ° ° ° 
+ 0,70711 - 0,70711 ° "l ° 

i=2 H ° + 3,674 24 ° 
'1 -0,4°825 + 0,816 50 - 0,4°82 5 -9 

m=3 

\ x=o 
\ 

x=1 X=2 I X=3 Wi 
I 

i = ° 
H 

t ° ° 0 ° 
+°,5 +0,$ +°,5 +°,5 ° 

1'J 

i = 1 H ° ° ° 0 
+0,67082 +°,223 61 - 0,223 61 -0,67082 ° 

1'J 

i= 2 H 0 +1,2 + 1,2 ° -2,4 
1'J -0,$ +0,5 +0,5 -0,5 

i= 31 
H 0 +4,47 2 14 - 4,47 21 4 0 -20 
1'J - 0,223 61 + 0,07082 -0,67082 + 0,223 61 

x=o X=I X=2 X=3 X=4 w, 

H I 0 0 ° I ° ° 0 I 
'1 +0,447 2 1 +°,447 21 +0,447 21 + 0,447 21 +0,447 21 

H ° 0 ° ° ° ° 
'1 +0,632 45 +0,31 623 ° -0,31623 -0,632 4$ 

H ° +°,480 78 +0,74029 +°,48°78 ° -0,91082 
'1 - 0,527 85 +°,24294 +°,$69 83 +0,24294 -0,527 85 

H ° + 2,37 1 71 ° - 2,3717 1 ° 
'1 

1 
-0,31623 +0,632 4$ ° i - 0,63245 +0'3<6'31 -M 

H ° -4,127 25 + 5,60457 \ 
-4,127 25 

+0,1°461 9 -28,23204 
"l +0,14619 -0,49°9° +0,68942 I -°,49°9° 
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Variation der Konstanten . 
Verfahren von Lagrange 46, 
Verschwindende Eigenwerte 
Vollstlindige Differenzengleichun-
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@ Tasmenbum 
fiir Ingenieure und Arcbitekten 

Unter Mitwirkung von Prof. Dr. H. Baudisch-Wien, lng. Dr. Fr. Bleich-Wien, Prof. Dr. Alfred 
Hae-rpfer-Prag, Dozent Dr. L. Huber- Wien, Hoirat Prot. Dr. P. Kresnik-Briinn, Hoflat Prof. 

Dr. Ing. h. c. J. Melan-Prag, Ministerialrat Prof. Dr. F. Steiner-Wien 
Herausgegeben von 

Ing. Dr. Fr. Bleidl und Hofrat Prof. Dr. Ing. h. c. J. Melan 
Mit 634 Abbildungen im Text nnd auf einer Tafel. X, 706 Seilen. 1926. Gebunden RM 22.50 

Alles, was der Bauingenieur, Arcbitekt, Baumeister nnd Bautechniker an wichtigstem Wissensstoff, 
vor aHem aber an Tabellenmaterial, Formeln, Regelo nnd Bauvorschrifteo, beim Entwurf im Bureau ader 
an dec Baustelle benotigt, wird ibm in diesem neuen Taschenhucb auf mehr als 700 Seiten nnd an Hand 
von tiber 600 klaren Zeichnungeo, iibersichtlich geordnet, in gedriingter Kiirze nnd dennoch liickeolos zur 
Verfiigung gestelli. Damit diirfte das Taschenbuch sehr bald ZUID standigen RUstzeug jedes Baufach
mannes werden. Aber nieht nur iiir den Praktiker, sondem auch fur den Studierenden an technisehen 
Hochschulen, den hoheren Gewerbescbulen und ahnlicben Anstalten wird dieses Buch als Lehrbehelf nnd 
Nacbschlagewerk unentbehrIich werden. 

Das Taschenbuch tritt in dieser Neugestaltung an die Stelle des zuletzt 1924 in 56. Ausgabe er
schienenen Osterreichischen Ingenieur- nod Architektenkalenders und beriicksichtigt samtliche Bauvor
schriften Osterreichs uod der Nachfolgestaaten, dane ben aber auch alle reichsdeutschen nnd schweizerischen 
Bauvorschriften~ wo diese von denen Osterreichs und der Nachfolgestaaten abweichen, so daB mit diesem 
Werk samtlichen Ingenieuren und Arcbitekten das neuzeitlichste Taschenbueh des gesamten Ban
ingenieurwesens geboten ist. 

Die Beredtnung statism unbestimmter 
Tragwerke nam der Methode des 

Viermomentensatzes 
Von 

Dr.~Ing. Friedridl Bleidl 
Zweite, verbesserte nnd vermehrte Auflage. Mit 117 Abbildungen im Text. \YI, 220 Seiten. 1925. 

Gebunden RM 15.

Aus dem lnh.alt: 
1. Die Elastizitatsbedingungen der Methode des Viermomentensatzes. II. Tragwerke mit geraden oder 

schwach gekriimmten Staben von unveranderlichem Querschnitt. III. Beispiele fiir die Anwendnng der 
Methode des Viermomentensatzes. IV. Die Ermittlungen der Formanderungen von Stabzftgen nnd die 
DaIstellung der Biegelinien nach der Methode des Viermomentensatzes. V. Tragwerke aus geraden oder 
schwach gekriimmten Staben mit innerhalb der Stabtelder stetig veranderlichem Tragheitsmoment. 
VI. Tragwerke allgemeinster Form. 

Theorie 
und Beremnung der eisernen Briicken 

Von 

Dr.~lng. Friedridl Bleidl 
)Iit 486 Textabbildungen. XI, 581 Seilen. 1924. Gebunden RM 37.50: 

Aus dem lnhalt: 
Einleitung. - Erster Abschnitt: Die angreifenden Kratte. - Die bleibenden Lasten eiserner 

Briicken. - Die Verkehrslasten. - Schnee- und Winddruck. - Sonstige angreifende Krafte. - Dyna
mische Wirkungen der Verkehrslasten. - Zweiter Abschnitt: Grundlagen fiir die Bemessnng eisemer 
Briicken. - Festigkeitseigenschatten. - Sicherheitsgrad und zuIassige BeanspruchuDg. - Dritter Ab
schoitt: Die Knicksicherheit der gedriickten Glieder eisemer Briicken. - Knickformeln fiir gerade 
Stabe. - Theorie der Knickfestigkeit gerader Stabe. - Knickfestigkeit von Stiiben mit veriinderlichem 
Querschnitt und von gegliederten Staben. - Knickfestigkeit ebener Stabnetze. - Knicksicherheit der 
Druckgurte oUener Briicken. - Knicksicherheit von Bogentragem. - Ausbeulen der WAnde ~edriickter 
SUibe. - Vierter Abschnitt: Die ortlichen Anstrengungen in den BauteiIen eisemer Briicken.
Zug, Druck, Biegung nnd Verdrehung. - Die Niet- nnd Schranbenverbindungen. - Fiinfter Ab
schnitt: Die Berechnung der Fahrbahntafel eiserner Briicken. - DieFahrbahn. - Der Fahrbahnrost.
Secbster Abschnitt: Die Haupttrager der eisernen Briicken. - Allgemeine Erorterungen. - Vall
wandige Trager. - Fachwerkartige Trager. - Rahmenartige Ha,:,pttriiger. - Sieb~nter Abschnitt: 
Die Wind- und Querverbande der eisernen Briicken. - Die Wlndverbande. - DIe Querverb3.nde. 
A c h t erA b s c h nit t: Lager und Gelenke eiserner Briicken. 

Die mit (i) bezeichneten WeIke sind im Verlag von Julius Springer in Wien erschienen 
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Die Statik des ebenen Tragwerkes. Von Prof. Martin Orfining, 
Hannover. Mit 434 Textabbildungen. VIU, 706 Seiten. 1925. 

Gebunden RM 45.-

Die Tragfibigkeit statisdl unbestimmter Tragwerke aus 
Stahl bei beliebig haufig wiederholter Belastung. Von Prof. 
Martin GriDing, Hannover. Mit 6 Textabbildungen. IV, 30 Seiten. 1926. 

RM 3.30 

Statik fUr den Eisen- und Masdlinenbau. Von Prof. Dr.·lng. 
Georg Unold, Chemnitz. Mit 606 Textabbildungen. VIII, 342 Seiten. 1925. 

Gebunden RM 22.50 

Die Kraftfelder in lesten elastisdlen Korpem un d i h rep r a k -
tis c hen An wen dun gen. Von Privatdozent Dr.-Ing. Th. Wyss, Danzig. 
Mit 432 Abbildungen im Text und auf 35 Tafeln. IX, 368 Seiten. 1926. 

Gebunden RM 25.50 

Die Kniddestigkeit. Von Dr.-Ing. Rudolf Mayer, Privatdozent an der 
Technischen Hochschule in Karlsruhe. Mlt 280 Textabbildungen und 87 Ta
bellen. VIII, 502 Seiten. 1921 RM 20.-

Der durdllaufende Trager fiber ungleidlen Offnungen. Theorie 
gebrauchsfertige Formeln, Zahlenbeispiele. Von Prof. Dr.-lng. 'EmU Kam
mer, Darmstadt. Mit 303 Abbildungen im Text und auf 4 Tafeln. VIlJ, 
269 Seiten. 1926. RM 25.50; gebunden RM 27.-

Die Sidlerheit der Bauwerke und ihre Beredlnungnadl6renz
kriiften anstatt nam zuUissigen Spannungen. Von Dr.-Ing. 
Max Mayer, Duisburg. Mit 3 Textabbildungen. VI, 66 Seiten. 1926. 

RM 2.70 

Die linearen Differenzengleidlungen und ihre Anwendung in 
der Theorie der Baukonstruktionen. Von Privatdozent Dr. Paul 
Funk, Prag. Mit 24 Textabbildungen. VII, 8-1- Seiten. 1920. RM 3.-

Die Beremnung des symmetrisdlen Stotkwerkrahmens mit 
geneigten und lotremten Stindem mit Hilfe von Differen
zengleidlungen . . Von-Dr. techno Ing. J(jsef Fritsche, Prag. VI, 
·-~o·Seiten. 1923. RM.4.-

Sieben- und mehrstellige Tafeln der Kreis- und Hyperbel
funktionen und deren Produkte, sowie der Gammafunktion, 
nebst einem Anhang: Interpolations- und sonstige Formeln. Von Professor 
Keiichi Hayashi, Fukuoka, Japan, VI, 284 Seiten. 1926. 

RM 45.-; gebunden RM 48.-

Die Differentialgleichungen des Ingenieurs. Darstellung der flir 
lngenieure und Physiker wichtigsten gewohnlichen und partiellen Differential
gleichungen, einschlielllich der Niiherungsverfahren und mechanischen Hilfs
mittel. Mit besonderen Abschnitten tiber VaTiationsrechnung und lntegral
gleichungen. Von Privatdozent Prof. Dr. Wilhelm Hort, Oberingenieur 
der AEG-Turbinenfabrik, Berlin. Z wei t e, umgearbeitete und vermehrte 
Auflage unter Mitwirkung von Dr. phil. W. Birnbaum und Dr.- Ing. K. Lach
mann. Mit 308 Abbildungen im Text und auf 2 Tafeln. XII, 700 Seiten. 
1925. Gebunden RM 25.50 




