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Yorwort.

Lehrbiicher, in welchen die komplexe Methode zur Behand-
lung von Wechselstromproblemen auseinandergesetzt wird, gibt
es bereits mehrere. Dieselben setzen aber zumeist schon gewisse
Vorkenntnisse im komplexen Rechnen aus der Mathematik vor-
aus; zum Teil basieren sie auf der Verwendung der Exponential-
funktion und der Exponentialreihe mit komplexem Argument,
deren Differentiation und Integration in einwandfreier Weise aber
nur mit funktionentheoretischen Hilfsmitteln begriindet werden
kann.

Das vorliegende Lehrbuch leitet die Regeln der komplexen
Rechnung, soweit diese bendtigt werden, selbst ab. Trotz des
sehr elementaren Standpunktes, der eingenommen ist, diirfte die
mathematische Darstellung in jeder Hinsicht korrekt und nicht
dogmatisch sein. Aus der Wechselstromtechnik werden nur die
einfachsten Grundbegriffe als bekannt angenommen, wie der Be-
griff der sinusférmigen Wechselstromgréfie, des Ohmschen ‘Wider-
standes, der Induktivitit und der Kapazitit. Der Abschnitt I
bringt eine kurze aber vollstindige Ubersicht iiber die Zeitvek-
toren und deren Zusammensetzung zu Vektordiagrammen. Im
AnschluB an diese Geometrie der Zeitvektoren fithrt der Ab-
schnitt IT in die komplexe Behandlung der Vektordiagramme ein.
Es wurde dabei ganz besonderer Wert darauf gelegt, klar heraus-
zuarbeiten, warum einerseits j als reines vektorielles Symbol an-
zusehen ist, andererseits aber fiir die Zwischenrechnungen 42
gleich —1 gesetzt werden kann. Wie es sich oft zeigt, macht
gerade diese Tatsache dem Lernenden, der eine gute mathe-
matische Urteilskraft, aber wenig mathematische Erfahrung be-
sitzt, viele prinzipielle Schwierigkeiten.

Die benutzten mathematischen Hilfsmittel sind auf ein Mini-
mum reduziert. Die Sinusfunktion und die Kosinusfunktion fiir
reelles Argument sowie deren erster Differentialquotient ist alles,
was bendtigt wird. Die behandelten Beispiele zeigen aber, daB
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dieses Mafhalten an mathematischen Hilfsmitteln keine Ein-
schrankung in der Auswahl der Aufgaben mit sich bringt.

Der Abschnitt III behandelt die Kettenleiter besonders aus-
fihrlich, vor allem die Spulen- und die Kondensatorsiebkette.
Das Studium der Kettenleiter bietet auf der einen Seite dem
Lernenden reichliche Gelegenheit zur Einiibung in die Materie,
auf der anderen Seite illustriert es in iiberzeugender Weise die
Uberlegenheit der komplexen Methode. AuBerdem haben Sieb-
ketten in letzter Zeit Eingang auch in der Starkstromtechnik bei
Generatorschutzschaltungen gefunden. Die iibliche Benutzung
von hyperbolischen Funktionen mit komplexem Argument, welche
viele abschreckt, wurde vermieden ohne Beeintrichtigung der
Ergebnisse. So werden Ungleichungen aufgestellt, welche die
Wirkungsweise der Siebketten eindringlich klarlegen und die
Siebwirkung einer Kette leicht abzuschitzen gestatten.

Fiir die Auffindung von Vektoren-Ortskurven wird ein all-
gemeines Verfahren angegeben, das dem geometrischen Verfahren
mit wiederholten Inversionen sicher iiberlegen ist. Aufller dem
Anwendungsbeispiel des asynchronen Drehstrommotors im 15. Ka-
pitel gibt die Aufgabe 12 im Abschnitt IV die Anwendung des
Verfahrens auf einen Repulsionsmotor mit Ankererregung, wobei
sich, wie bekannt, die Ortskurve fiir den Stromvektor als eine
Parabel und fiir den Spannungsvektor als eine Kurve vierter
Ordnung erweist.

Allen denen, die sich mit der komplexen Symbolik der Wechsel-
stromtechnik griindlich vertraut machen wollen, mége das Buch
mit seinem elementaren aber doch korrekten Standpunkt ein zu-
verlissiger und sicherer Fiihrer sein.

Berlin, im Juli 1929.
L. Casper.
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1. Geometrie der Zeitvektoren.

1. Yorbemerkungen.

Die komplexe Rechenmethode mit Zeitvektoren hat zur Auf-
gabe, die Beziehungen zwischen Wechselstrémen und Wechsel-
spannungen, welche mit der Zeit rein sinusférmig verlaufen, hin-
sichtlich Amplituden und Phasenwinkeln rechnerisch in der ein-
fachsten Weise zu erfassen.

In fast allen Fillen ist die Aufgabenstellung die, daB eine
zeitlich sinusférmige Wechselspannung, die Klemmenspannung,
gegeben ist. Die Elemente der elektrischen Stromkreise, wie
Ohmsche Widerstinde, Induktivitaten und Kapazititen, werden
als konstant vorausgesetzt, d. h. unabhéngig von dem Momentan-
wert der durch sie hindurchgehenden Stréme. Zur Losung der
Aufgabe nimmt man zunédchst an, dafl die Stréme und iibrigen
Spannungen, welche ermittelt werden sollen, ebenfalls zeitlich
sinusformigen Charakter und gleiche Frequenz haben. Es gelingt
dann stets, mit Hilfe der noch abzuleitenden Regeln simtliche
Stromgleichungen und Spannungsgleichungen, welche die Pro-
blemstellung formulieren, zu befriedigen. Die Aufgabe ist damit
gelost und die Annahme, welche iiber den zeitlichen Charakter
der Stréme und Spannungen sowie deren Frequenz gemacht
wurde, hinterher gerechtfertigt.

Die komplexe Rechnungsweise griindet sich in der hier gegebenen
Darstellung auf die Lehre von den Zeitvektoren. Es ist daher an-
gebracht, zunéchst eine kurze, aber vollstandige Ubersicht iber
diese zu geben, wobei aber die Grundbegriffe und Grundlehren der
Wechselstromtechnik als bekannt vorausgesetzt werden miissen.

2. Definition der Zeitvektoren.

Jede zeitlich sinusférmig verlaufende Wechselstromgrofe a,
sei sie ein Strom oder eine Spannung, wird dargestellt durch
die Gleichung a = A sin(wt + ¢). (1)

Casper, Wechselstromaufgaben. 1



2 Geometrie der Zeitvektoren.

Wie bekannt, bezeichnet man die Konstante 4, welche gleich-
zeitig den groftmoglichen Augenblickswert von a vertritt, als
Amplitude, den Zeitfaktor w als Kreisfrequenz und den kon-
stanten Winkel ¢ als Phasenwinkel. Endlich bedeutet ¢ die Zeit,
die zumeist in Sekunden gez&hlt wird.

Andert sich der Zeitwinkel w? um 27 oder ein ganzes Viel-
faches dieser Grofle, so nimmt die Wechselstromgrofie a ihren
urspriinglichen Wert wieder an. Die Periodendauer oder die Zeit,
innerhalb welcher sich alle Zustinde der Wechselstromgrsfie a
wiederholen, ist daher 2n/w. Die Zahl der Perioden pro Se-
kunde, die Frequenz », wird damit w/2n. Es ist demnach
w=2nv.

Der konstante Phasenwinkel ¢ ist willkiirlich und héngt nur
von der Wahl des Anfangspunktes der Zeitzihlung ab. Seine
Einfiihrung wird notwendig, wenn mehr als eine Wechselstrom-
groBe zusammen betrachtet werden sollen. Denn die verschie-
denen Wechselstromgréfen werden nicht alle gleichzeitig durch
ihren Nullwert hindurchgehen, was der Fall sein miifite, wenn
man in Gleichung (1) den Phasenwinkel ¢ weglief3e.

Zur graphischen Veranschaulichung der Wechselstromgréfe o
sowie zur Erliuterung des Begriffes ihres zugehdorigen Zeitvektors
diene die untenstehende Abb. 1.

Man mache die Linge OP gleich der Amplitude 4, den
Winkel POQ gleich dem Phasenwinkel ¢, den Winkel QOX
gleich dem Zeitwinkel wt. Die Projektion von OP auf die
Achse 07, kiinftig die Zeitachse genannt, ist dann gleich

O_B=Asin(wt—|—<p)=a.

Rechnet man auf der Zeitachse eine Strecke vom Zentrum O aus
nach oben positiv, nach unten negativ, so stellt demnach die
Strecke OB den Augenblickswert der Wechselstromgréfe a dar.
Mit gleichmiBig wachsender Zeit nimmt der Zeitwinkel w? gleich-
miBig zu. Es rotiert der Punkt @, somit auch der Punkt P,
weil zwischen beiden der konstante Phasenwinkel ¢ bleibt, mit
gleichférmiger Geschwindigkeit um das Zentrum O herum. In
jedem Augenblick gibt die Projektion von P auf die festgehaltene
Zeitachse OY den Augenblickswert der betreffenden Wechsel-
stromgroBe. Es ist augenscheinlich, daB man von der Vorstellung
der Rotation der Punkte @ und P aber auch absehen kann,
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wenn man nur immer daran denkt, daB der Winkel QO X = wt
vollig beliebig dem Betrag nach gewdhlt wird.

Die oben eingefiihrte gerichtete Strecke OP, die durch ihren
Betrag OP = A und durch den Winkel POX = wt - ¢ cha-
rakterisiert ist, bezeichnet man als den Zeitvektor der Wechsel-
stromgréfe a. Ein Zeitvektor hat demnach sowohl einen Betrag
als auch eine Richtung, genau wie der Geschwindigkeitsvektor
oder der Kraftvektor in der Mechanik.
Man sagt auch, der Zeitvektor sei eine
gerichtete Grole.

Man sieht unmittelbar ein, daBl zu
einer gegebenen Wechselstromgréfle
nur ein einziger Zeitvektor mdoglich ist.
Die Zugehorigkeit ist ganz eindeutig,
denn zwei Zeitvektoren verschiedener
Gr6Be oder verschiedener Richtung
konnen bei der Rotation nicht in jedem
Augenblick dieselbe Projektion auf die Abb. 1.

Zeitachse geben. Ebenso erkennt man,

wie die Abb.1 es andeutet, daB zwei Wechselstromgréfien, die
in jedem Augenblick absolut gleich sind, aber entgegengesetztes
Vorzeichen haben, Zeitvektoren von gleichem Betrag aber ent-
gegengesetzter Richtung besitzen. Dies ist fast selbstversténd-
lich, aber sehr wichtig. Das Ergebnis driickt auch die folgende
leicht verstindliche Formelreihe aus:

@' = —a= —Asin(wt + ¢) = Asinfwt + (7 + ¢)].

Die Drehrichtung, in welcher man die Punkte P und @, also
den Zeitvektor rotieren l4ft, ist gleichgiiltig. In diesem Buch
ist als Drehrichtung die Drehung entgegengesetzt der Uhrzeiger-
bewegung gewihlt, wie das der Pfeil in Abb. 1 andeutet.

3. Addition von Zeitvektoren.

Es werde von einem elektrischen Stromkreis ein beliebiger
Knotenpunkt betrachtet, in den mehrere stromdurchflossene
Leiter zusammenstoBen. Dann ist nach einer von Kirchhoff
aufgestellten Regel in jedem Augenblick die algebraische Summe
der zuflieBenden Stréme gleich Null.

1*



4 Geometrie der Zeitvektoren.

Ebenso seien mehrere spannungserzeugende Stromkreiselemente
in Reihe geschaltet. Dann ist nach einer zweiten von Kirchhotf
aufgestellten Regel, die im folgenden zur besseren Unterscheidung
und aus einem anderen naheliegenden Grunde als Ohmsches Gesetz
bezeichnet wird, die Spannung zwischen den Enden der Serien-
schaltung in jedem Augenblick gleich der algebraischen Summe
der in den einzelnen Stromkreiselementen erzeugten Spannungen.

Nach der Kirchhoffschen Regel und dem Ohmschen Gesetz
hat es daher einen Sinn, Augenblickswerte von verschiedenen

WechselstromgroBen zu addieren.

Damit erhebt sich die wichtige

Frage, wie sich die Addition der

Augenblickswerte von Wechsel-

stromgréfen an den zugehérigen

Zeitvektoren auswirkt.

Zur Beantwortung der gestell-
ten Frage werde die Addition von
drei Wechselstromgroflen gleicher
Frequenz gezeigt. Die Ableitung

x wird aber ohne weiteres dartun,
ADb. 2. wie die Addition von mehr als
drei oder von nur zwei Wechsel-

stromgrofien ausgefiihrt werden muf.

Die drei Wechselstromgrofen seien a4, @,, @5 mit den Ampli-
tuden 4,, 4,, 4,, den Phasenwinkeln ¢, , @,, 5 und der gleichen
Frequenz . Die zugehorigen Zeitvektoren seien O P,, OP,, O P,,
die Projektionen auf die Zeitachse OB, OB,, OB;, wie in der
Abb. 2 angegeben. Wesentlich ist die Annahme, dafl alle Wechsel-
stromgrofen die gleiche Kreisfrequenz «w haben. Nur so bewahren
die zugehorigen Zeitvektoren gegenseitig unverriickt ihre Lage.
Man kann daher die Zeitvektoren in Abb. 2 simtlich als in Ruhe
beharrend betrachten, wenn man den Zeitwinkel wt als beliebig
grof} annimmt.

Die Summe der Augenblickswerte von a,, @,, @, ist die Summe
der Strecken OB, plus OB, plus OB,. Man mache zur Kon-
struktion P, P’ gleich und parallel O P,, hierauf P’ P gleich und
parallel O P;. Die Projektionen von P und P’ auf die Zeitachse
seien B bzw. B’. Nach ganz elementaren und bekannten Sitzen
aus der ebenen Geometrie darf man schreiben
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OB, = OB,
B,B = 0B,
B'B = 0B,

OF — 0B, + BB -+ BB =0F, -+ 0B, - 0B,.

Die Projektion OB von OP auf die Zeitachse gibt den Augen-
blickswert ler Summe der Wechselstromgréflen a, - a, -+ a5 an.
Man kann daher sagen, daf3 sich der Zeitvektor OP zu der Summe
der WechselstromgréBen genau so verhédlt wie die einzelnen Zeit-
vektoren zu den zugehorigen WechselstromgréBen. Der Vek-
tor OP ist somit der Zeitvektor der Summe der Wechselstrom-
grofen.

Da der algebraischen Summe von rein sinusférmigen Wechsel-
stromgréBen nach obigem ein Zeitvektor entspricht, folgert man
riickschlieBend, daB3 diese Summe wieder einen zeitlich rein sinus-
formigen Charakter hat. Dies Ergebnis kommt in der Gleichung

a=a,+ay+a;=4,sin(wt+ @)+ A4, sin (@t -+@,)+ A;sin (@ t+ @;)
= Asin(wt + @)

zum Ausdruck. Dabei ist die Amplitude 4 identisch mit der
Strecke OP und der Phasenwinkel ¢ identisch mit dem Win-
kel POQ.

Die in der Abb. 2 durchgefiihrte Addition von Zeitvektoren
ist dieselbe wie die aus der Mechanik bekannte Addition von
Kriften mittels des Kréftepolygons, die darin besteht, daB von
den Vektoren durch geeignete Parallelverschiebung ein Polygon
gebildet wird, indem man den Anfang jedes folgenden Vektors
an das Ende des vorhergehenden Vektors reiht. Die gerichtete
Strecke, welche den Anfang des ersten Vektors — in der Abb. 2
das Zentrum O — mit dem Ende des letzten Vektors verbindet
— in der Abb. 2 der Punkt P —, stellt den Summenvektor nach
Betrag und Richtung dar.

Man hitte, statt wie in Abb. 2 gezeigt, die Konstruktion auch
so ausfiihren kénnen, daB man mit dem Vektor O P, oder O P,
an Stelle mit dem Vektor O P, begonnen hétte. Man wire dann
in gleicher Weise zu einem resultierenden Zeitvektor gekommen.
Dieser Zeitvektor muB3 jedoch identisch mit dem friiher gefundenen
sein. Denn wére das nicht der Fall, so wiirden beide Zeitvektoren
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einen verschiedenen Augenblickswert ergeben, was unmdglich ist,
da in der algebraischen Addition der einzelnen Augenblickswerte
die Reihenfolge der Summierung gleichgiiltig ist.

Die Reihenfolge, in der man Zeitvektoren zu einem resultieren-
den Zeitvektor verkniipft, ist also ohne Einflu} auf das Ergebnis.

Sind speziell zwei Vektoren gleicher Richtung (p; = ¢,) ge-
geben, so sieht man aus der Konstruktion in Abb. 2, daf} aus der
Addition ein Vektor vom Betrage 4, + A, und dem Phasen-
winkel ¢ = @, = @, hervorgeht. Sind speziell zwei Vektoren
entgegengesetzter Richtung (g, = ¢, + ) gegeben, so fihrt die
Addition auf einen Vektor vom Betrage 4, — 4, und dem
Phasenwinkel ¢,, oder, was dasselbe ist, auf einen Vektor vom
Betrage 4, — A, und dem Phasenwinkel ¢,. Man erkennt, daB
man bei der Addition von Vektoren gleicher und entgegengesetzter
Richtung die Amplituden algebraisch addieren darf, wenn man
nur den Amplituden von Vektoren entgegengesetzter Richtung
das negative Vorzeichen gibt.

Aus der Darstellung der Wechselstromgréfle

a = Asin(wt + @)

und der Eigenschaft des zugehorigen Zeitvektors, daf sein Betrag
gleich der Amplitude 4 ist, folgt unmittelbar, daBl die Wechsel-
stromgrole o dauernd verschwindet, wenn der Zeitvektor den
Betrag Null hat, und daBl umgekehrt der Zeitvektor den Betrag
Null haben muf}, wenn die Wechselstromgréle dauernd ver-
schwindet. Speziell ergeben zwei Zeitvektoren von gleichem Be-
trag aber entgegengesetzter Richtung addiert einen Zeitvelktor
vom Betrag Null.

4, Vektordiagramme. Beispiele.

Die Aufstellung von Vektordiagrammen vermitteln die Kirch-
hoffsche Regel und das Ohmsche Gesetz.

Nach der Kirchhoffschen Regel mufl die Summe der nach
einem Knotenpunkt zuflieBenden Stréme in jedem Augenblick
gleich Null sein. Man bilde aus den Zeitvektoren der einzelnen
Stréme nach dem im vorigen Kapitel gegebenen Verfahren
(Abb. 2) den resultierenden Zeitvektor. Dessen Projektion auf die
Zeitachse gibt in jedem Augenblick die Summe der zuflieBenden
Stréme. Diese Summe muB nach der Kirchhoffschen Regel aber
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verschwinden, daher muB8 der Betrag des resultierenden Zeit-
vektors gleich Null sein. Indem man also die Stromvektoren
nach dem angegebenen Verfahren in beliebiger Folge geometrisch
aneinander reiht, kommt man auf einen resultierenden Vektor
vom Betrag Null, d.h. auf den Anfangspunkt des Ausgangs-
vektors zuriick. Man sagt: die Stromvektoren bilden ein ge-
schlossenes Polvgon. Geschlossene Polygone von Vektoren nennt
man auch Vektordiagramme.

Zu einem vollig entsprechenden Ergebnis fiir die Spannungs-
vektoren fithrt das Ohmsche Gesetz. Fir einen geschlossenen
Stromkreis eine sog. Masche, lautet dasselbe, wie man aus der
im vorigen Kapitel gegebenen Fassung erkennt, weil Anfang und
Ende der Serienschaltung zusammenfallen: die Summe der Einzel-
spannungen ist in jedem Augenblick gleich Null. Das gleiche
SchluBverfahren wie beim Stromknotenpunkt ergibt auch hier:
die Spannungsvektoren bilden ein geschlossenes Polygon.

Fir jeden Stromknotenpunkt des Leitungsgebildes erhdlt man
auf diese Weise ein Strompolygon, ebenso fiir jede Masche des-
selben Leitungsgebildes ein Spannungspolygon. Es sei n die Ge-
samtzah! dieser Polygone. Man kann dann mit Hilfe derselben n
unbekannte Vektoren ermitteln. Es mége zundchst in jedem
Polygon nur ein unbekannter Vektor vorkommen. Man bilde
von den bekannten Vektoren in beliebiger Reihenfolge, wie es
die Knotenpunkte und die Maschen je vorschreiben, die Summe,
wodurch sich je ein offenes Polygon ergibt. Addiert man hierauf
jeweils noch den unbekannten Vektor, so mufl man auf den Aus-
gangsvektor zuriickkehren. D. h.: der unbekannte Vektor ist die
Gerade, welche das offene Polygon zu einem geschlossenen macht
(SchluBlinie). Die Lange dieser Geraden gibt die Amplitude der
gesuchten Wechselstromgrofie an, die Richtung nach dem Aus-
gangsvektor den Phasenwinkel.

Kommen dagegen in einigen oder allen Polygonen mehr als
ein unbekannter Vektor vor, so ist es meist unméglich, die eben
angegebene Konstruktion zur Lésung durchzufithren. Oft gelingt
es zum Ziele zu kommen, wenn man zuerst die Polygone bildet,
in welchen nur je ein unbekannter Vektor auftritt. Sind diese
Vektoren dann ermittelt, so kénnen dieselben in den anderen
Polygonen wie die schon bekannten Vektoren behandelt werden.
Polygone, die frither zwei unbekannte Vektoren enthielten, ent-
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halten nun bloB einen unbekannten Vektor. Indem man in dem
Losungsverfahren in gleicher Weise weiter schreitet, ist es zu-
weilen moglich, alle unbekannten Vektoren der Reihe nach zu
ermitteln. In vielen Fillen kommt man jedoch in der angegebenen
Weise nicht zum Ziele. Bei solchen Problemen tritt der Nutzen
der komplexen Behandlung von Zeitvektoren besonders hervor.
Zur Summierung der bekannten Vektoren in den betrachteten
Polygonen muBl man GréBe und Richtung dieser Vektoren kennen.
Diese Daten werden von den Konstanten des elektrischen Strom-
kreises geliefert. Die Konstanten sind: der Ohmsche Widerstand,
die Induktivitit und die Kapazitit.
Um im folgenden jegliche Zweifel betreffs Vorzeichen auszu-
schlieBen, ist es zweckmiBig, kurz an bekannte Festsetzungen zu
erinnern. Wie in Abb. 3 angedeutet, moge zwi-
fii,f schen den Punkten 4 und B irgendein strom-
4 — 5 durchflossenes Leitungsgebilde eingeschaltet
0_5?_0 sein. Die Pfeilrichtung soll die beliebig fest-
___)‘ft setzbare positive Strom- und Spannungsrich-
Abb. 3. tung sowie die positive Richtung der diesbeziig-
lichen Differentialquotienten angeben. Diese
Festsetzung ist so zu verstehen. Der Strom im Leitungsgebilde
ist positiv, d. h. flieBt von 4 nach B, wenn der Strom um die
Zufihrungsleitung, von 4 nach dem Gebilde, magnetische Kraft-
linien erzeugt, die fiir einen Beobachter, der von 4 nach B wan-
dert, im Sinne des Uhrzeigers verlaufen. Die Spannung im Lei-
tungsgebilde ist positiv, d. h. von 4 nach B gerichtet, wenn das
Potential im Punkte B hoher ist als im Punkte 4. Ahnliches
gilt fiir die Differentialquotienten. Der Differentialquotient di/d?
ist positiv, d. h. von 4 nach B gerichtet, wenn die Kraftlinien,
die urspriinglich im Uhrzeigersinne verlaufen, sich verstérken
oder wenn die Kraftlinien, die urspriinglich entgegengesetzt dem
Uhrzeigersinne verlaufen, schwicher werden. Ebenso ist der
Differentialquotient de/d¢ positiv, d. h. von A4 nach B gerichtet,
wenn das Potential in B, das urspriinglich hoher als in 4 war,
noch héher wird oder wenn das Potential in B, das urspriinglich
niedriger als in 4 war, weniger niedrig geworden ist.
Als besondere Leitungsgebilde zwischen den Punkten 4 und B
betrachte man der Reihe nach: a) einen Ohmschen Widerstand,
b) eine Induktivitit und c¢) eine Kapazitit.



Vektordiagramme. Beispiele. 9

a) Ist zwischen den Punkten 4 und B ein Ohmscher Wider-
stand von der GroBe R eingeschaltet, der vom Strom i durch-
flossen wird, so ergibt die Messung, daB der Spannungsunter-
schied zwischen beiden Punkten in jedem Augenblick absolut
genommen gleich dem Produkt von ¢ und R ist, und zwar ist
das Potential im Punkte B niedriger, wenn der Strom von 4
nach B flieBt. Aus diesem Grunde kann man sagen, dal in dem
Ohmschen Widerstand eine Spannung ep erzeugt wird, deren
Gr6Be gegeben ist durch die Beziehung

eg = —Ri= —RJsin(wt + ¢), (2)
wenn 4 als sinusformiger Wechselstrom gesetzt war zu
t = J sin{wt + ¢@). (2a)

Die Ohmsche Spannung ep 14Bt sich auch schreiben, wie eine
leichte Umformung von Gleichung (2) zeigt,

eg = BJsin(wt + ¢ 4= 7). (2Db)
Sie ist wieder eine sinusformige WechselstromgroBe; ihr Zeit-
vektor ist, wie die Gegeniiberstellung von Gleichung (2a) und (2b)
angibt, gegeniiber dem Stromvektor um 180 Grad in der Phase
verschoben und hat den Betrag RJ.

b) Ist zwischen den Punkten 4 und B eine Selbstinduktion
von der GréBe L eingeschaltet, so ergibt die Messung, daB der
Spannungsunterschied zwischen beiden Punkten in jedem Augen-
blick absolut genommen gleich dem Produkt von L und di/d? ist;
und zwar ist das Potential in" B geringer als in A, sobald der
Differentialquotient di/dt einen positiven Augenblickswert hat.
Aus diesem Grunde kann man sagen, dafl in der Selbstinduktion
eine Spannung ey erzeugt wird, deren GréBe durch die Beziehung

di

er = Ldt L Js1n(wt+<p)~—wLJcos(wt—l—tp) (3)

gegeben ist, die man nach elementaren trigonometrischen Regeln
auch schreiben kann

e = —wLdJ sin {% — (wt + <p)} =wlJ sin(wt + o — %) . (3a)

Die induktive Spannung e; ist wieder eine sinusférmige Wechsel-
stromgréBe. Thr Zeitvektor ist, wie die Gegeniiberstellung von Glei-
chung (2a) und (3a) zeigt, gegeniiber dem Stromvektor um 90 Grad
nacheilend in der Phase verschoben und hat den Betrag wLJ.
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Ahnliches wie fir die Selbstinduktion L, gilt auch fir die
gegenseitige Induktion M. Nur kann der Koeffizient M der
gegenseitigen Induktion sowohl positiv wie negativ sein, da der
positive Richtungssinn im induzierenden FElement unabhéngig
vom positiven Richtungssinn im induzierten Element gewéhlt
werden darf.

¢) Zwischen den Punkten 4 und B befinde sich ein Konden-
sator mit der Kapazitdt C. Im Punkte B sei augenblicklich das
hohere Potential, und zwar um den Betrag e. Dann ist die Span-
nung von A nach B gerichtet zu denken und gleich e. Auf der
Belegung an B ist nach bekannten Sitzen der Elektrostatik die
positive Ladung Ce vorhanden, auf der Belegung an B die nega-
tive Ladung —Ce. Nimmt die Spannung um de zu, so ist nach
der Zeit dt die Ladung auf der Belegung an B gleich Ce + Cde,
auf der Belegung bei 4 gleich —Ce — Cde geworden. Die La-
dung auf B nimmt weiter zu, die Ladung auf 4 weiter ab, und

zwar hier in der Zeit dt um Cde oder in der Zeiteinheit um O%.

Es flieBen also in der Zufihrungsleitung bei 4 auf den Konden-
sator negative Ladungen zu von diesem Gesamtbetrag. Diese
Ladungen bewirken, wie auch das Experiment zeigt, um die Zu-
leitung herum Kraftlinien entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne,
stellen also einen negativen Strom dar. Aus diesem Grunde kann
man sagen, daB die Kondensatorspannung einen kapazitiven
Strom erzeugt, der gegeben ist durch die Gleichung

. de
g = — Ozt— .
Setzt man fiir e die sinusférmige Wechselspannung

e = Esin(wt + ¢) 4)

ein, so bekommt man
fg = —O%Esin(wt + @) = —wCEcos(wt + ¢),
und weiter, ganz wie bei Gleichung (3) und (3a),
i0=wOEsin(wt+(p——%>. (4a)

Der Kapazititsstrom ist ebenfalls sinusférmig. Sein Zeit-
vektor ist gegeniiber dem Spannungsvektor um 90 Grad nach-
eilend in der Phase verschoben und hat den Betrag w CE. Ebenso
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kann man aber auch sagen: Jeder durch eine Kapazitdt C hin-
durchflieBender sinusférmiger Wechselstrom von der Amplitude J
erzeugt an der Kapazitiat eine Spannung, deren Zeitvektor gegen-
iiber dem Stromvektor um 90 Grad voreilend in der Phase ver-
schoben ist und deren Amplitude J¢/wC betrigt. In eine Glei-
chung geschrieben lautet diese andere Fassung

e:-c‘j—”csin(wt+qo+%). (4b)

Einheiten. Wird der Ohmsche Widerstand B in Ohm, die
Induktivitdt L bzw. M in Henry, die Kapazitdt C in Farad, der
Strom J in Ampere, die Zeit ¢ in Sekunden gemessen, so ergibt
sich der Spannungswert in allen Gleichungen ausgedriickt in Volt.
Nach diesen Festsetzungen bietet es keine Schwierigkeit mehr,
die folgenden drei Beispiele von Vektordiagrammen zu behandeln.
1. Beispiel. Gegeben sei ein Stromkreis mit Ohmschem

Widerstand R, Selbstinduktion L und Kapazitit C' in Serien-
schaltung, gemiB nebenstehender Abb. 4,

welche auch die positiven Strom- und f 7
Spannungsrichtungen eingezeichnet ent- e TR
hilt, Es soll die Abhéngigkeit zwischen der A
Klemmenspannung # und dem Strom i L= 9‘“?
festgestellt werden. Abb. 4.

Nach dem Ohmschen Gesetz in der Vek-
torfassung mufl die Summe der Spannungsvektoren gleich Null
sein. Um die Beziehung zwischen den Vektoren der Klemmen-
spannung und des Stromes zu finden, nehme
man den Strom als gegeben an. Nach Wahl 2

eines MafBstabes fiir Strom und Spannung 3 /4/
zeichne man den Stromvektor OV mit dem  poe ™5 0/ 3
Betrag J, der willkiirlich ist, in beliebiger
Richtung, wie es dic Abb. 5 angibt. Hier- L""° |4
auf kann man ohne weiteres den Vektor S
der Ohmschen Spannung OP mit dem Be- l
. > | Th———Yp
trag BJ und in Opposition zum Strom- AbD. 5

vektor, den induktiven Spannungsvek-

tor OQ mit dem Betrag wLJ, der gegen den Stromvektor um
90° nacheilend gedreht ist, und den kapazitiven Spannungs-
vektor OS mit dem Betrag Jjw(C, der gegen den Stromvektor
um 90° voreilend gedreht ist, eintragen. Die Summierung der
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drei Spannungsvektoren ist einfach. Man macht P 7' gleich und
parallel 0@, hierauf T K gleich und parallel 08. Der Klemmen-
spannungsvektor muB} das offene Spannungspolygon OPTK zum
SchlieBen bringen. Daher ist KO der GréBe und Richtung nach
der Vektor der Klemmenspannung.

Zur rechnerischen Auffindung der Amplitude und des Phasen-
winkels der Klemmenspannung, wenn man diese Werte nicht
direkt dem Diagramm entnehmen will, betrachte man das recht-
winklige Dreieck mit den beiden Katheten

OP =RJ und KP=(wL—g)J
@ 7
sowie der Hypotenuse
OK=U.
Dieses Dreieck ergibt sofort alle gewiinschten Beziehungen. Nach
dem Pythagoras mufl sein

2
U=JVR2—|—(a)L—%) oder J =

U
o fon— o)

Ferner ist der Phasenwinkel ¢ zwischen Strom und Spannung
aus der folgenden Beziehung

(5)

1
(oL——m

P
t _—e— = 6
gp 0P 3 (6)

zu ermitteln.

2. Beispiel. Gegeben sei eine Parallelschaltung zwischen einer
Kapazitit C einerseits und einem Ohmschen Widerstand R sowie
einer Selbstinduktion L andererseits, die beide
fir sich in Serie geschaltet sind, wie es Abb. 6
darstellt. Die positiven Richtungen der Span-
nungen und Stréme sind in der Abb. 6 fest-
gelegt. Es soll die Abhangigkeit zwischen der
Klemmenspannung % und dem Strom ¢ fest-
gestellt werden!

Abb. 6. Man nehme den Strom 7; in der Drossel

als gegeben an und wihle den Spannungsma@-

stab sowie den StrommaBstab. Hierauf ziehe man, wie die Ab-
bildung 7 es erliutert, den Stromvektor 04 von ¢; beliebig.
Damit ist dann der Spannungsvektor am Ohmschen Wider-
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stand OP mit dem Betrag RJ; und in Opposition zum Strom-
vektor OA, sowie der Spannungsvektor PQ an der Selbstinduk-
tion mit dem Betrag wLJ; und mit 90° nacheilender Phasen-
verschiebung gegen den Stromvektor 04

gegeben. Der Vektor OQ ist die Summe /f 0

der beiden genannten Vektoren und stellt sd

den Vektor der Spannung e zwischen den 8 N
/ 2

Punkten K, und K, dar, denn seine Pro-
jektion auf die Zeitachse gibt in jedem 0 L

o

Augenblick die Summe der Augenblicks- & 4

~
werte der Spannungen am Ohmschen 3
Widerstand und an der Spule an. Diese 5 Abb. 7.

Summe ist nach dem Ohmschen Gesetz

die Spannung zwischen den Punkten K, und K,. Die Spannunge
ist gleichzeitig die Spannung an der Kapazitit C. Deshalb kann
man auch sofort den Vektor des Kapazitdtsstromes ¢c zeichnen.
Dieser Vektor A B steht senkrecht zum Vektor der Spannung e,
um 90° nacheilend, und hat den Betrag AB=wCE=wC-00Q.

Nach dem Knotenpunkt K, in Abb. 6, flieBen die Strome ¢y,
ic und —3. GemdB der Kirchhoffschen Regel in der Vektor-
fassung miissen die zugehorigen Zeitvektoren ein geschlossenes
Polygon bilden. Der Vektor BO ist daher der Vektor des Stro-
mes —i und umgekehrt der Vektor OB der Stromvektor von ¢
selbst. Die Strecke OB gibt aus diesem Grunde den Strom-
betrag J an.

Das Ohmsche Gesetz besagt im vorliegenden Fall noch, dal3
die Summe der Klemmenspannung % und der Spannung e gleich
Null ist. Nach einem friiher gefundenen Ergebnis mufl der Vektor
der Klemmenspannung « deshalb gleich, aber entgegengesetzt ge-
richtet dem Vektor der Spannung e sein. In Abb. 7 stellt OD
den Vektor der Klemmenspannung dar; es ist

OD=U=E=0qQ.

Zur Ableitung der Beziehung zwischen den Amplituden U
und J der Klemmenspannung und des Stromes sowie der Phasen-
winkel zwischen beiden, sofern man diese Werte nicht direkt mit
dem MaBstab dem Diagramm entnehmen will, betrachte man
das Spannungsdreieck OP @ und das Stromdreieck 04 B. Die
Winkel bei @ und bei 4 sind gleich, weil immer zwei Schenkel,
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infolge der Konstruktion, aufeinander senkrecht stehen. Das
rechtwinklige Spannungsdreieck liefert nach dem Pythagoras
U=FE=1J,-JR*+ w2L2, )
ferner noch
Ucosy = wLdJy,. (7a)
Das Stromdreieck hinwieder gibt mit Benutzung des Kosinus-
satzes
J? = w2C2U2 + J} — 20CUJcosy . (8)
Ersetzt man in Gleichung (8) den Faktor U cosy durch den Aus-
druck in Gleichung (7a), schlieBlich J; selbst durch einen Wert
aus Gleichung (7), so ergibt eine sehr einfache Umformung endlich
VRE + w22 9)
YA < ?LCYE + w?R2C
Zur Ermittlung der Phasenverschiebung zwischen % und 4 be-
denke man, daBl die Projektion OS des Stromvektors i und des

Stromvektors von ¢; auf den Spannungsvektor von u beide
‘gleich sind. Es ist daher

U=J

Jcosp = Jpsiny (10)
oder J
cos @ :—fsinx. (10a)
Aus dem Spannungsdreieck O P@ folgt weiter
. RJ,
smy = *T .

Setzt man diesen Ausdruck in die Gleichung (10a) ein, ersetzt
darauf J; durch den Wert aus Gleichung (7) und endlich J durch
den Wert aus Gleichung (9), so bekommt man durch eine ein-
fache Rechnung

R
VR® + 0?L2 . (1 — 0?LC)? + w?R20% )

(11)

cosp =

3. Beispiel. Gegeben seien zwei induktiv gekoppelte Strom-
kreise mit Ohmschem Widerstand B, bzw. R, und Selbstinduk-
tion L, bzw. L,. Der Koeffizient der gegenseitigen Induktion
sei M. Die positiven Richtungen, die fiir Stréme und Span-
nungen gleich sind, enthilt die Abb. 8 eingezeichnet. Es soll die
Beziehung zwischen der Klemmenspannung %; und dem Primér-
strom 4, festgestellt werden!
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Man nehme den Strom i, im Sekundédrkreis als gegeben an
und wihle den StrommaBstab sowie den SpannungsmaBstab.
Hierauf ziehe man, wie das die Abb. 9
erldutert, den Stromvektor 04 von i,
beliebig. Dann kann man sofort das
Spannungspolygon des Sekundérkreises |
konstruieren. Zuerst ziehe man den i Abb. 8'

Vektor der Spannung am Ohmschen

Widerstand OP mit dem Betrag R,.J, entgegengesetzt dem Strom-
vektor O4. Hierauf addiere man den Vektor P@ der Spannung
an der Selbstinduktion mit dem Betrag wL,J,, der gegen den
Stromvektor 04 um 90° nacheilt. .

Die SchluBlinie @O muB nach dem °
Ohmschen Gesetz den Vektor der
Kopplungsspannung darstellen, da
andere als die drei genannten Span-
nungen im Sekundirkreis nicht
wirksam sind. Der Augenblicks-
wert der Kopplungsspannung ist
allgemein

€M:~—M

diy

dt ’

Die Kopplungsspannung hat dem-
nach einen Zeitvektor, in Abb. 9
der Vektor @O, der dem Strom um 90° in der Phase nach-
eilt und den Betrag w MJ; aufweist. Die Kopplungsspannung
ist durch den Vektor ¢O ermittelt. Man findet darauf leicht den
Primérstrom 4;. Sein Zeitvektor OB eilt dem Vektor QO um
90° in der Phase vor, sein Betrag OB = J, ist gleich QO
dividiert durch w M. Der Winkel QOB ist ein Rechter.

Nun, wo der Stromvektor des Prim#rkreises ermittelt ist,
kann man auch das Spannungspolygon des Primérkreises zeichnen.
Im Primérkreis wirken: die Ohmsche Spannung, die Spannung
der Selbstinduktion, die Kopplungsspannung und die Klemmen-
spannung. Die Vektoren der drei ersten Spannungen sind im
Linienzug OS TV addiert. Es ist OS der Vektor der Kopplungs-
spannung mit dem Betrag wM.J,, welcher dem Vektor von i,
um 90° nacheilt, ST der Vektor der Spannung an der Selbst-
induktion mit dem Betrag wL,J,, welcher dem Vektor des
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Primirstromes %, um 90° nacheilt, TV der Vektor der Ohm-
schen Spannung mit dem Betrag R,J; und entgegengesetzt ge-
richtet dem Vektor von 4,. Die Schlufilinie des Spannungspoly-
gons, OSTV, mufl nach dem Ohmschen Gesetz der Vektor der
Klemmenspannung sein. Danach ist OV = U,.

Zur Ableitung der Beziehung zwischen den Amplituden U,
und J, sowie zur Ermittiung des Phasenwinkels ¢, zwischen %,
und 7,, sofern man diese GroBen nicht direkt mit dem MaBstab
dem Diagramm entnehmen will, betrachte man die Dreiecke OP @
und OVW sowie das Spannungsviereck OSTV. Die Winkel bei ¢
und S sind einander gleich, weil die zugehdrigen Schenkel nach
Konstruktion parallel laufen.

Dem Dreieck O PQ entnimmt man sofort die Beziehungen

wMJ, =J, VR 4 0L, (12)
cosy = f‘;ﬁ , (12a)
siny = ;R;‘;%l . (12b)

Das Dreieck OVW wird dadurch erhalten, da man vom End-
punkt V des Vektors OV ein Lot auf den Vektor des Primir-
stromes fillt; es ist daher rechtwinklig. Seine Katheten sind,
wie man miihelos aus dem Diagramm abliest,

VW= wLJ, —oMJ,cosy = ST — 87,

OW = R,J, + o MJ,sing = ZW + 0Z,
wahrend die Hypotenuse gleich der Amplitude U, der Klemmen-
spannung ist. Nach dem Pythagoras folgt dann

U, =VwLJ, — oMJ,cosy)? + (R, J, + o MJ,sing)?. (13)

Fiir den Phasenwinkel ¢, zwischen den Vektoren der Klemmen-
spannung %, und dem Primirstrom 4, ergibt das Dreieck OVW

" . VW oL, — oMJycosy
gy = oW  RiJ;+oMJ,sing -’

(13a)

In den Gleichungen (13) und (13a) ersetze man nun cosy
und siny durch die Ausdriicke (12a) und (12b). Hierauf kann
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man J, vermittels der Gleichung (12) entfernen. Eine miihelose
Rechnung liefert dann das Endergebnis

@ M 2 C021‘12 2 2
U= (R B e+ (B - g e o 09
6()2M2
‘“(L* LT
tg‘pl = w2 M2 (143)
R2 RZ + w2L2

Nach den vorangegangenen Festsetzungen tiber Zeitvektoren
und deren Zusammensetzung zu Vektordiagrammen kann zur
rechnerischen Behandlung der Zeitvektoren mittels der komplexen
Symbolik tbergegangen werden.

I1. Rechnerische Behandlung der
Zeitvektoren.

5. Definition des komplexen Symboles.
Séatze und Regeln.

Das rechnerische Verfahren mit der komplexen Symbolik be-
zweckt, die Diagramme von Zeitvektoren, von welchen im Vorher-
gehenden einige Beispiele gegeben worden sind, auf arithmetischem
Wege auszuwerten, wodurch zumeist umstdndliche geometrische
Betrachtungen, wie sie das zuletzt behandelte Beispiel schon an-
deutet, ganz vermieden werden.

Kiinftig mégen alle Zeitvektoren durch grofe deutsche Buch-
staben symbolisch bezeichnet werden, wiahrend mit dem ent-
sprechenden groflen lateinischen Buchstaben die Amplitude des
Vektors angegeben werden soll. Fiir den Augenblickswert der
Wechselstromgréflen, die zeitlich immer von rein sinusférmigem
Charakter sind, werden spéter je nach Bedarf die kleinen latei-
nischen Buchstaben ¢ und % mit entsprechenden Indizes genom-
men werden, wihrend die {ibrigen kleinen lateinischen Buchstaben
zur Bezeichnung von konstanten Gréflen vorbehalten bleiben.

Die Zeitvektoren, z. B. %, B, €, ..., werden nach dem im
3. Kapitel (Abb. 2) angegebenen geometrischen Verfahren sum-
miert zu einem resultierenden Vektor. Diese Operation soll sym-

Casper, Wechselstromaufgaben. 2
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bolisch durch das aus der Arithmetik entnommene Pluszeichen
versinnbildlicht werden. So besagt die folgende Gleichung
M=A+B+ECH .-,

daB der Zeitvektor % der resultierende Vektor aus den Zeit-
vektoren 9, B, €, ... ist. Da bei der Ausfiihrung der Addition
die Reihenfolge, in der die Vektoren 9, 8B, €, ... aneinander-
gereiht werden, gleichgiiltig ist, so ist es anch in der symbolischen
Darstellung gleich, in welcher Reihenfolge die Symbole U, %5, €, ...
durch das Pluszeichen verbunden werden.

Nahe liegt es, auch das Minuszeichen der Arithmetik symbo-
lisch zu verwerten. So soll das Minuszeichen vor einem Vektor
andeuten, daf3 der Vektor mit entgegengesetztem Richtungssinn
zu den anderen Vektoren addiert werden mufl. Sind solche andere
Vektoren nicht vorhanden, die hinzuaddiert werden sollen, so
besagt das Minuszeichen vor dem Vektor, dafl sein Richtungssinn
umzukehren ist. Der Vektor — % z. B. hat denselben Betrag B
wie der Vektor B, jedoch den umgekehrten Richtungssinn;
gleicherweise hat sein Augenblickswert den negativen Wert des
Augenblickswertes von 8. Das ist sehr wesentlich und gut zu
merken.

Es ist augenscheinlich, daB der ganz allgemeine Satz, wonach
gleiche GréBen zu gleichen Gréllen addiert wieder gleiche GréBen
ergeben, auch fiir das Rechnen mit Vektoren Giiltigkeit hat,
wenn man unter solchen Grofen die Zeitvektoren und unter der
Addition die im 3. Kapitel (Abb. 2) dargelegte Vektoraddition
versteht.

Nach diesen Darlegungen darf man in der Gleichung

NM=A+B+C4+.--- 4+ &
beiderseits den Vektor — % addieren, ohne daf die Gleichung
aufhért richtig zu sein. Durch die Addition erhélt man
M—-B=A4+B+€+4---+8—B.

Da die Reihenfolge, in der die Vektoren rechter Hand geschrieben
werden, véllig gleichgiiltig ist, so darf man diese Gleichung auch
schreiben

NM—B=B—B+A+C+---4 &.
Wenn man die Addition der Vektoren auf der rechten Seite nach
der Konstruktion des 3. Kapitels durchfiihrt, so erkennt man so-
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fort, daB die Vektoren B und —%B sich aufheben und einen
Vektor vom Betrag Null ergeben. Deshalb vereinfacht sich die
Gleichung zu der folgenden

NM—-—B=A+E+.--+ K.

Durch Vergleichung der Endgleichung mit der Ausgangs-
gleichung gelangt man zum Ergebnis, daB in einer Vektorgleichung
jeder Vektor von der einen Seite der Gleichung auf die andere
Seite gebracht werden darf, ohne daB die Gleichung aufhért
giiltig zu bleiben, wenn man nur das Vorzeichen des Vektors bei
dieser Operation umkehrt. Eine ganz entsprechende Regel ist
bereits aus der Gleichungstheorie der Arithmetik bekannt. Die
eben ausgesprochene Regel wird spiiter bei der Behandlung von
Vektorgleichung immerfort benutzt werden, chne daB dies be-
sonders hervorgehoben wird.

Fiir das Folgende ist es unumgénglich, die beiden nachstehen-
den Festsetzungen zu treffen.

Definition 1: Gegeben sei ein Zeitvektor U mit der Ampli-
tude 4. Dann soll a Y bzw. —a U einen neuen Vektor darstellen,
dessen Richtung mit % zusammenfillt bzw. die entgegengesetzte
ist, dessen Amplitude aber den Betrag a4 hat.

Definition 2: Gegeben sei ein Vektor ¥ mit der Ampli-
tude 4. Dann soll mit 7 ein Vektor bezeichnet werden, der
ebenfalls die Amplitude A4 hat, jedioch gegen den Vektor % um
90° im Sinne der Voreilung gedreht ist.

Es wird besonders hervorgehoben, daB der Ausdruck 79 kein
Produkt der beiden GréBen 7 und % andeuten soll. Der Buchstabe §
vor dem Vektorsymbol ¥ ist vergleichsweise so aufzufassen wie
etwa das Zeichen sin vor dem Winkel & in dem Ausdruck sin«.

Aus den beiden Definitionen lassen sich rasch einige Folge-
rungen ziehen. Fast unmittelbar einzusehen ist die

Folgerung 1: (¢ L 0)A=aA + 5.

Hier handelt es sich rechter Hand um die Addition zweier
Vektoren gleicher bzw. entgegengesetzter Richtung, welche mit
der gewdhnlichen arithmetischen Addition identisch ist. Man
kann statt der Vektoren unmittelbar die Betrige einsetzen, wo-
mit die Folgerung lautet

@+ b)Ad=ad4+bA.
Die Richtigkeit dieser Gleichung ist aus der Arithmetik bekannt.
2%
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Ebenso evident ist die

Folgerung 2: ajA=7ja¥,
deren formale Begriindung der Ubung des Lesers vorbehalten hleibt.

An der Abb. 10 ergeben sich weitere einfache Folgerungen.
Es sei OP der Vektor . Dann ist O R der Vektor —9. Gem3B
Definition 2 ist der Vektor 0@ gleich dem

— Vektor §9. Nun eilt der Vektor — 9 dem
/ \ Vektor 79 um 90° in der Phase voraus.
J \ Wendet man daher die Definition 2 auf
,?{;(—"u—‘—-'u—>¢,o diese beiden Vektoren an, so findet man
\ e /,’ sofort die

AN e Folgerung 3: 55 % = —9I.
\\‘%’-’// Die Abb. 10 zeigt noch mehr. Der Vek-
Abb. 10. tor OS ist dem Vektor j ¥ entgegengesetzt

gerichtet, daher gleich —j%. Anderer-
seits eilt er dem Vektor —% um 90° in der Phase voraus und
ist somit nach Definition 2 auch gleich j(—%). Durch Ver-
knilipfung beider Werte fiir den Vektor OS ergibt sich die

Folgerung 4: —i A = g(—A).

Nach dem Vorangegangenen ist man nun in der Lage, jeden
beliebigen Vektor %8 durch einen Bezugsvektor ¥ symbolisch aus-
" zudriicken. Man gelangt dazu dadurch,

dafl man den Vektor ¥ sich aus zwei

anderen Vektoren (Komponenten) durch

Addition entstanden denkt, wie das
Abb. 11a zeigt. Vom Endpunkt @ des

Vektors B ist auf den Vektor U ein Lot
gefallt, das’diesen im Punkte P trifft.
Die Komponenten sind die Vektoren OP und P¢, da diese
nach dem bekannten Verfahren addiert, den Vektor 0@ gleich %8
geben. Die eine Komponente OP liegt in Richtung des Vektors 9
oder entgegengesetzt zu diesem, je nachdem ob a positiv oder
negativ ist gem#B Definition 1, und habe den Betrag |a|4, wobei
|a| im allgemeinen der Betrag von a sein soll. Die andere Kom-
ponente liegt senkrecht zum Vektor 9 und habe den Betrag |b|4,
wobei im allgemeinen b auch negativ sein kann, gemifl De-
finition 2 und 1. Zundchst ist

0Q = OP + PQ,

Abb. 11a.
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ferner nach Annahme und Konstruktion
0Q=%B; OP=al; PQ=jb¥,
mithin nach Finsetzen dieser Ausdriicke
B=aW +76U. (15)

Diese Darstellung soll in abgekiirzter Form auch geschrieben
werden

B =(a+5b)%U. (15a)

Die Ausdriicke (15) bzw. (15a) geben die symbolische Dar-
stellung des Vektors ¥ durch den Bezugsvektor 9. Es sei auch
hier wiederum betont, dall der Ausdruck (15a) nicht das Pro-
dukt zweier Gréflen (¢ + jb) und 2 andeuten soll. Der Aus-
druck besagt lediglich und nichts mehr, als daBl der Vektor B
eine Komponente a 9 in Richtung des Vektors % und eine Kompo-
nente 76 hat, die senkrecht zum Vektor 9 steht, und zwar
diesen um 90 ° voreilt, wenn b positiv ist, dagegen um 90° nacheilt,
wenn b negativ ist.

Das Symbol (¢ + jb) bezeichnet man als den komplexen
Operator, der auf den Vektor U ausgeiibt worden ist. Ferner
heiflt ¢ der reelle Teil und b der imagindre Teil des Operators.
Sowohl a als auch b konnen beliebig positiv oder negativ sein.

Aus den Teilen a, b des Operators lassen sich unmittelbar das
Amplitudenverhéltnis der beiden Vektoren U und B sowie der
Phasenwinkel zwischen beiden bestimmen. Man liest aus der
Abb. 11a einfach ab

B*—0Q —0OP -+ PQ —a?A%+b2A? oder B=A Ja? L b2 (16)

b4 b
==
ad a
COS(p:?:V—a——’éﬁ—{——bé’ (17)
. b4 b
smqv—?—]/m.

Selbstverstindlich gelten die Beziehungen (16) und (17) fiir
alle moglichen Lagen des Vektors ¥ gegeniiber dem Vektor 9,
wenn auch der Ableitung nur die Abb. 11a zugrunde liegt, welche
a und b als positiv voraussetzt. Um sich davon zu iitberzeugen,
sollen auBler dem Fall, der in Abb. 11a dargestellt ist, noch die
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drei anderen moglichen Fille, denen die Abb. 11b, 11¢ und 11d

entsprechen, kurz durchdiskutiert werden. Seien & und f stets
positive Zahlen, so bekommt man
fiir die drei noch méglichen Fille

JjB & 4”\ 2. Fall: a =—«, b=4;
el 2% 3. Fall: a=—a, b=—p;
Abb. 11b. 4.Fall: a=0, b=-—p.

Diese Fille sind in den Abb. 11b, 11¢ und 11d dargestellt. Dal3
die Beziehung (16), welche das Verhaltnis der Amplituden von ¥
und 9B angibt, fiir alle vier Fille gilt, leuchtet ohne weiteres ein.

Abb. 11c. Abb. 11d.

Die folgenden Gleichungen werden ohne Text gegeben, da es
keinerlei Schwierigkeiten bieten wird, dieselben zu verfolgen, um
so mehr als ihre Ableitung genau der obigen fiir den 1. Fall ent-
spricht. Fir die Ausdriicke (15a) und (17) erhdlt man nach-
einander:

2. Fall (Abb.11b): B=—a A4 U= (—a +jh) } (152)
=(@+7o)A.
—a
cos {180 — @)} = —cosgp :Vo‘2+ ,82=Va2+b2’
a
0OSP = e a7
sin (180 — @) = sing — —F— — _° (17)

]/042-{— ,82 ]/a2+b2
3. Fall (Abb.1lc): B=—a¥A +j(— /3)91

15
= (—a+j(—p) Y a+7b>91}( K
cos (p — 180) = cos (180 — ¢) = —cosp = a1 _ng ‘/_2::'62’

X a

17)

cosQp =

e
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,8 —b

. b
smcp:l/m. (17)
4. Fall (Abb.11d): B=a A+ j(—p) U } (152)
= (& + j(—p) U= (¢ + jD)A.
& 1
cos (360 — @) = cosp = N = o (I
. L . B _ —b
sin (360 — @) = —sing VLR jae
. b
Sme Zm (17)

Von Interesse ist ein spezieller Fall des Operators (¢ -+ jb),
der dadurch gekennzeichnet ist, daf} sich der reelle Teil @ als cosy
und der imaginire Teil b als siny schreiben 148t. Unter dieser
Voraussetzung erbélt man fiir den Betrag B des Vektors 8 aus
der Gleichung (16)

B = A Ycosty + siny = A.

Ferner bekommt man fiir den Phasenwinkel ¢ zwischen 8 und %
aus der ersten der Gleichungen (17)

__siny
8 = Cosy — BY:
oder auch
p=y.
Das Ergebnis 148t sich so aussprechen: Der durch die Beziehung
B = (cosp + jsing) A (18)

definierte Vektor B entsteht aus dem Bezugsvektor U durch
reine Drehung desselben um den Winkel ¢ im Sinne der Vor-
eilung, ohne jegliche Anderung in der GréBe der Amplitude.
Fiir die meisten spéteren Zwischenrechnungen erweist sich
ein einfacher Satz als sehr niitzlich, der formuliert werden soll als
Satz 1: Zur Addierung der beiden Vektoren (& + jb)U und
(¢ + jd) A gilt die Gleichung

C=@+i)A+(c+jd)A={@a+c)+jb+ A,

in Worten: Zur Bildung des resultierenden Vektors aus zwei
Vektoren, die auf denselben Vektor bezogen sind, darf man die
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reellen Teile und die beiden imagindren Teile der Operatoren fiir
sich addieren, wodurch der Operator des resultierenden Vektors
entsteht hinsichtlich desselben Bezugsvektors.

Den Beweis zum eben ausgesprochenen Satz kann man miihe-
los der beistehenden Abb. 12 ablesen. Ebenso sicht man auch
sofort ein, daBl die Giltigkeit des
Satzes nicht auf die Addition von
nur zwei Vektoren beschrinkt bleibt,
sondern auch fiir die Addition von
beliebig vielen Vektoren bestehen
muf, indem sinngemiB alle reellen
Teile der Operatoren fiir sich und
alle imaginédren Teile fiir sich addiert
werden diirfen, wodurch der reelle
Teil bzw. imagindre Teil des zum
resultierenden Vektor zugehérigen
Operators hervorgeht.

Von ganz besonderer Wichtigkeit ist ein Satz, der in der
Folge abgeleitet wird und ein Ergebnis iiber die mehrfache Aus-
iibung von komplexen Operatoren auf einen Bezugsvektor aus-
spricht.

Aus dem durch die symbolische Gleichung

B=(a+7b)Y (15a)

definierten Vektor 8 kann man durch eine analoge symbolische
Gleichung den Vektor

C=(c+jd)B (19)
bilden. Dieser Vektor werde symbolisch, was sehr nahe liegt,
kurz folgendermaflen geschrieben

C=(c+jd@+id¥A, (20)
wobei man wiederum nicht auBler acht lassen darf, daf die Be-
ziehung (20) nur eine kurze und bequeme Zusammenfassung der
beiden Beziehungen (15a) und (19) ist.

Der Vektor € muf} sich aber auch direkt durch einen einzigen
Operator aus dem Vektor 9 darstellen, und zwar in der gelaufigen

Form 6= (x+jp)Y. (21)

Es fragt sich, in welcher Weise die GroSen &« und § von den
Groflen a, b, ¢ und d abhéngen.
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Zu dem ausgesprochenen Zweck konstruiere man sich zunéchst
den Vektor B aus dem Vektor 9, wie das die Abb. 13 zeigt. Es
ist OP der Vektor a ¥, P@Q der Vektor 6% und O@Q der Vektor 5.
Dann hat man als Langen, wie bekannt,

OP =ad, PQ=0bA, 0Q=B=AJa®+b2. (22
Ferner ist
o b
Va? + 52’ Vot + 52
Aus dem Vektor % konstruiert man sich in ganz entsprechender
Weise den Vektor €. Man macht OG@ gleich dem Vektor ¢B

und GS gleich dem Vektor jd - %. Dann ist O8 der Vektor €.
Nach dieser Konstruktion hat man als Léngen

0G =cB, GS=dB, 08=C=BYc2+d®> (22b)

(22a)

cos@ = sing; =

oder auch mit einfacher Benutzung der Ausdriicke (22)
0G = AcYa? + b2, GS = AdVa?+ b2, (22¢)

Hierauf félle man vom Endpunkt S
des Vektors € ein Lot auf den Vektor ¥,
das diesen im Punkte H trifft. Man be-
kommt dadurch die neuen VektorenO H
und H 8. Den Vektor € kann man dann
auch als Summe der Vektoren O H und
H S auffassen. Von diesen hat der erste
die gleiche Richtung wie der Vektor ¥,
wahrend der zweite dem Vektor ¥ um
90° in der Phase vorauseilt. Es ist dem-
nach im Sinne der Gleichung (21)

Ax =0H und Af =HS. (22d)
Nun liest man in Abb. 13 leicht ab, nachdem man die Aus-
driicke (22d) durch A4 dividiert hat,

OH _OK KH HS FH FS GK , FS
=A T4 a ﬂ:“_A“LA:'A‘“LT’

ferner
OK =0G-cosp,; KH=FG=GS. sing,;

G?z(ﬁ-singvl; FS =GS . cosg,.
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Mit Benutzung von (22a) und (22¢) formt man die letzten Aus-
driicke um in

OK =Aac; KH=Abd; GK=Abc; FS=Aad.
Setzt man diese Werte in die Ausdriicke oben fiir & und g ein,
80 bekommt man

= (@ac—bd); p=(bc+ad).
Damit sind die GréBen &« und § durch die anderen Gréflen a, b,
¢, d, wie gesucht, ausgedriickt. Man hat jetzt nur die Gleichun-
gen (20) und (21) miteinander zu verkniipfen, wobei die eben
gewonnenen Ausdriicke fiir & und § verwertet werden miissen.

So gelangt man zu dem angekiindigten
Satz 2
€ +id)(@+ib)A={@c—bd) +jbe+ad}.

Bei der Ableitung des Satzes auf Grund der Abb. 13 wurde
stillschweigend vorausgesetzt, daB die GroBen @, b, ¢, d der
beiden komplexen Operatoren sémtlich positiv sind. Nichtsdesto-
weniger gilt der Satz aber auch fiir alle Falle, wo einige dieser
GroBen oder alle negativ sind. Es wiire jedoch unnétig, alle
diese Fille, im ganzen sind es noch drei, hier durchzudiskutieren,
wie es entsprechend oben bei der Erklirung des Operators (a + jb)
geschehen ist. Diese Diskussion mége dem Leser zur Ubung vor-
behalten bleiben.

Vertauscht man in Satz 2 die Grofle ¢ mit @, ebenso d mit b,
so bekommt man die Beziehung

@470+ iU ={ac—bd) + jad + be)}.

Die rechte Seite der Gleichung ist unveridndert geblieben; auf der
linken Seite ist die Reihenfolge der Operatoren vertauscht. Man
schlieft daraus, daB die Reihenfolge der auf einen Vektor aus-
geiibten Operatoren fiir das Ergebnis gleichgiiltig ist.

Wihlt man fiir die Groé8en in Satz 2 speziell c = g und d= —b,
so findet man die Beziehung

@+ j(—=b)(a+jb)UA = (a® + bH)U.
Der resultierende Operator hat in diesem Fall nur einen reellen
Anteil. Man kann demnach durch einen geschickt gewihlten

Operator und dessen Ausiibung auf den bereits mit einem Ope-
rator behafteten Vektor diesen von dem komplexen Operator
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befreien. Dieses Ergebnis macht den Satz 2 zum wichtigsten
aller Satze iiber Operatoren; auf ihm basieren alle Erfolge der
komplexen Symbolik. Zwei Operatoren, wie (@ + 75) und
(@ + j(—¥b)), bei denen die reellen Teile einander gleich sind und
die imaginédren Teile sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden,
heiBlen konjugiert komplexe Operatoren.

Die Vektorgleichung, welche den Satz 2 ausmacht, ist ohne
weiteres nicht leicht im Gedéchtnis zu behalten. Es wire aber
recht umstdndlich, wenn man sich die Gleichung jedesmal bei
Gebrauch neu ableiten wollte. Aus diesem Grunde ist es sehr
zweckmiBig, daBl man eine Regel kennt, welche rein formal er-
laubt, das Ergebnis des Satzes 2 ohne Miihe hinzuschreiben. Die
Regel, spiter nur noch Grundregel genannt, ist die folgende:
»Man betrachte zunédchst in den Operatoren (a + jb) und
(¢ + j d), die nacheinander auf den Vektor U ausgetibt werden,
das Symbol j als eine Zahl, wie a, 5, ¢ oder ¢, und bilde das
Produkt der beiden Operatoren. Mittels der elementarsten Me-
thoden der Arithmetik erhilt man fir das Produkt den Aus-
druck ac + §2bd + j(ad + bc). Hierauf ersetze man 42 durch —1.
Dadurch entsteht aus dem Produkt ac — bd + j(ad + b¢),d. h.
der resultierende Operator der beiden Operatoren (@ + §b) und
{¢ +7d).” Die hiermit erlduterte Regel erfiillt in jeder Hinsicht
ganz die Anspriiche, welche man an eine Gedéichtnisregel iiber-
haupt stellen kann. Interessant an der Grundregel ist noch die
Identifizierung von 42 mit —1, wodurch der Anschiul an die
komplexe Arithmetik erreicht ist. Man darf jedoch nicht iber-
sehen, daBl das Gleichsetzen von §2 und —1 in der Zwischen-
rechnung nur den Sinn haben kann, den ersten Widerspruch, j als
gewohnliche Zahl betrachtet zu haben, durch einen zweiten Wider-
spruch, j2und —1 gleichzusetzen, nachtriglich wieder aufzuheben.

Auf jeden Fall kann man aber ganz auf die Grundregel ver-
zichten, wenn man es unbedingt will, und sich stets an den kor-
rekten Satz 2 halten. Fihrt man dies konsequent durch, d. h.
stellt man sich vollstindig auf den extremen Standpunkt, daB j
nur ein Symbol ist, das ohne den zugehdrigen Vektor keinen
Sinn hat, so wird man nie nétig haben, das Symbol j einmal
irgendwie mit algebraischen Zahlen vergleichen zu miissen.

Vor AbschluB3 dieser ersten Betrachtungen iiber das Rechnen
mit komplexen Symbolen erscheint es zweckmiBig, noch einen
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Satz abzuleiten, der sich bei Zwischenrechnungen sehr oft auf-
drangt und formuliert werden soll als

Satz 3: Sind zwei beliebige Vektoren % und B sowie ein
komplexer Operator (@ + jb), der ebenfalls beliebig ist, gegeben,
so gilt die Identitdt

(@ +ib)(A+ B) = (a + jb)A+ (a +7b) B.

Beweis: Man kann 8B durch 2 darstellen, etwa in der Form
(¢ + 75 A. Dann ist der Vektor A 4 B nach Satz 1

A+ B=A+ (& +jPHU={1+ &)+ jHY,
woraus fiir die linke Seite der Identitét mit Benutzung von Satz 2
folgt
(@ +55) (A + B) = (a +jb) {1 + &) + j A} A
={@+ax —b) +jb+bx +ap)}A.
Fiir die rechte Seite der Identitdt in Satz 3 erhédlt man zunachst
nach Satz 2

(@+ B A+ (@ + jb)(x +jB) U
= (a4 jb) A + {(ax — bp) + j(ba + af)} U,

dann, nach Anwendung von Satz 1,

{(a+aox—bf) +jb+bx+af)U.

Das ist aber derselbe Ausdruck wie der fiir die linke Seite der
Identitat gefundene Ausdruck, was zu beweisen war.

Dieser Satz, ebenso wie Satz 1, sind auBerordentlich leicht zu
merken und formal verstindlich, wenn man § wieder als gewShn-
liche Zahl betrachtet, ebenso die Vektoren 9 und 8, darauf die
Multiplikationen bzw. Additionen ausfiihrt.

Die im vorhergehenden abgeleiteten drei Satze reichen aus,
um sdmtliche Operationen mit komplexen Operatoren auszu-
fiilhren. Es kann daher jetzt zur Anwendung der Symbole auf
Probleme mit WechselstromgréBen geschritten werden.

6. Einfache Vektorgleichungen.

Als erste Anwendungen der Begriffe und abgeleiteten Regeln
der komplexen Symbolik mdgen die im 4. Kapitel geometrisch
behandelten Beispiele durchgerechnet werden. Dazu ist es aber
noch nétig, die im gleichen Kapitel aufgestellten Beziehungen
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zwischen Strom- und Spannungsvektoren bei Ohmschen Wider-
stdnden, Induktivitdten und Kapazititen symbolisch zu er-
fassen.

An den Enden eines Ohmschen Widerstandes R tritt eine
Spannung e auf, deren Zeitvektor € dem Stromvektor  ent-
gegengesetzt gerichtet ist und deren Amplitude gleich RJ ist.
Diese Beziehung lautet wegen Definition 1 symbolisch

Gr = —RS. (23)

Ebenso war gefunden, daf} die in einer Induktivitat L erzeugte
Spannung e; einen Zeitvektor €y hat, der dem Stromvektor
gegeniiber um 90° im Sinne der Nacheilung gedreht ist und
dessen Amplitude wLJ betrigt. Symbolisch driickt dies, ver-
moge Definition 1 und 2, die folgende Gleichung aus

Cp = —joLy=j(—oLy). (24)

Fiir die durch eine Gegeninduktivitit M erzeugte Spannung ey
lautet die Beziehung zwischen Spannungsvektor und Stromvektor

ganz analog
Cy=—JoMF=j(—oM). (24a)

Schlieflich war noch festgestellt, da8 der Vektor €y der Span-
nung an einem Kondensator ¢ dem Stromvektor § um 90°
vareilt und den Betrag J/wC hat. Der symbolische Ausdruck

dafir ist

.1
Go=j—53 (25)

oder auch, weil der Stromvektor dem Spannungsvektor nacheilt,
I=—j0CC; =j(—wl). (25a)

1. Beispiel. Nunmehr moge das erste der genannten Beispiele
vorgenommen werden, das sich auf die Serienschaltung von Ohm-
schem Widerstand R, Selbstinduktivitit L und Kapazitit C be-
zieht. Die Schaltung ist in Abb. 4 gezeigt. In dem Stromkreis
treten vier Spannungen auf. Deren Zeitvektoren sind:

1. an der Spannungsquelle: 11,

2. am Ohmschen Widerstand: — R,

3. an der Selbstinduktion: —jwL = j(—w L),

|
4. an der Kapazitit: I3
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Die Summe der Zeitvekt:,oren mufl nach dem Ohmschen Gesetz
gleich Null sein. Diese Uberlegung gibt

U—RS+j(—wL3) +j-5§=0. (26)

Schafft man die Vektoren auBler I auf die andere Seite der
Gleichung, so kommt

. a | s 1
= R3+jolY+i(—5p)3
oder in der festgesetzten Schreibweise nach Anwendung von Satz 1

Hz{R—{—j(wL—;la)}S. (26)

Wenn & vorgegeben ist, so enthalt die Gleichung (26a) die
Losung der Aufgabe, weil aus ihr unmittelbar die Amplitude U
und der Phasenwinkel zwischen 11 und § entnommen werden
kann. Aus den Gleichungen (16) und (17) bekommt man sofort

U= JVR2 (L—-»U)z, (26D)

oL — W
tgp = ——5—- (26¢)

Aber auch wenn die Spannung U vorgesehen ist, enthalten die
Gleichungen (26b) und (26c¢) alles, was benstigt wird, so dafl
nichts zu wiinschen iibrigbleibt. Trotzdem soll die Gleichung (26a)
so umgeformt werden, daB der Vektor § vom komplexen Symbol
befreit erscheint.

Die Gleichung (26a) reprisentiert einen Vektor, der gegen den
Stromvektor § um den durch die Gleichung (26¢) definierten
Winkel ¢ im Sinne der Voreilung gedreht ist. Um auf einen
Vektor in Richtung von § zu kommen, ist es nur nétig, diesen
Vektor um denselben Winkel ¢ zuriickzudrehen. Symbolisch
heiBt das: Man iibe auf den Vektor den Operator, wie bei der
Besprechung {iber die Anwendung des Satzes 2 hingewiesen

worden war, /1
R —+ 7 (;U — wL)
oder noch besser den Operator
1
R . (“’L - 56*)

/ 1
2 —
R—i—(wL wC)
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aus. Dann wird der resultierende Ovperator vor dem Vektor §
nach Satz 2

1\2
R <0)L——m)
2 1y + 2 1y
R—I—(wL——a—)—O—) R+(COL_56)
1 1
R<wL——) —RlwLl — —
. c C
+j It | ”1)2=1-
2 -
RM—(mL—E) R +<wL wC’)
Die Gleichung (26a) geht damit tiber in die folgende
1
(ol — —
R , (“’ 0)
3= s Tt @)

Rifor— LY
e wC

welche den gesuchten Ausdruck fiir den Vektor § darstellt.
Dieser Ausdruck, verwertet fiir die Gleichungen (16) und (17),
welche das Amplitudenverhéltnis und die Phasenverschiebung
berechnen, gibt weiterhin

2 _L)z
J:U' R+<wL a:)lOzz: /__U———z’
oo T oo 2
wL_wiC'
tg(p:_—R—,

was mit den Gleichungen (26b) und (26¢) iibereinstimmt. Die
letzte Gleichung sagt aus, daB § dem Vektor Il um einen Winkel
vorauseilt, dessen Tangente durch den angegebenen negativen
Ausdruck bestimmt ist, oder daBl § um einen Winkel nacheilt,
dessen Tangente durch einen gleich groBen, aber positiven Aus-
druck bestimmt ist. Das ist dieselbe Aussage wie die der Glei-
chung (26¢).

2. Beispiel. Als nichstes Beispiel nehme man die Schaltung
der Abb. 6 unter Beibehaltung der dortigen Bezeichnungen. Im
Knotenpunkt K, muB nach der Kirchhoffschen Regel in der
Vektorfassung sein

3=+ Jo- (28)
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Der Zeitvektor der Spannung am Kondensator ist gleich dem der
Spannung an der Serienschaltung vom Ohmschen Widerstand R
und der Drosselspule L und mull mit dem Zeitvektor der Klem-
menspannung U nach dem Ohmschen Gesetz Null ergeben. Diese
Uberlegung liefert die beiden Gleichungen

.1
U+jn S =0 (282)
U+ (=B +j(—wl)Je=0. (28b)
Aus diesen Gleichungen mufl man die Vektoren $¢ und $
durch den Vektoren 1l ersetzen und in die Gleichung (28) ein-

fithren. Zunédchst schafft man zweckmaéBigerweise die Vektoren
auf verschiedene Seiten der Gleichungen wie folgt

1 :
Joodc=—0; (B+jol)J;=1. (29)

Hierauf iibt man auf die erste Gleichung den Operator j(—wC)
= —jwC, auf die zweite den Operator.
R —aolL
B ofL2 +?R2+ pey iR
Dann liefert der Satz 2 (Grundregel)

. .1 .
(—wC)j—5Jc=Jc=7joll,

R . —wlL .
<R2+ oiz T1 72 ¥ szz) (B+joLl)Jr=23
R —olL
(R2 TR TS wZLZ)u
Geht man mit diesen Werten fiir §; und J¢ in die Gleichung (28)
ein, so bekommt man

R
S=(mpaim i roez) R+ i0CL

oder endlich nach Satz 1
R wl
§= {R2+ (00— +w2ﬁ)}u. (30)
Damit ist § durch I vollig bestimmbar.
In der vorliegenden Aufgabe interessiert aber noch das Ver-
héaltnis der Amplituden von Jz und §. Um das zu erhalten, ver-
binde man zunichst die Gleichungen (29) miteinander. Diese Uber-

legung gibt ] 1
?( wC\) Se= (B +jol)3r.
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Ubt man auf beide Vektoren der Gleichung den Operator joC
aus, so gibt der Satz 2 sofort

Je=jwC-(B+jol)Jp=(—w*L0+joRC)J.
Dieses Ergebnis, eingesetzt in die Gleichung (28), liefert weiter
=+ (—0*LC0+joCR) Y

oder nach Satz 1

§={(1 ~w2L0) +jwCR)}3;. (31)
Daraus ergibt die Gleichung (16) sofort das Amplitudenverhaltnis
L I = w?LO + PR (31a)

L

Fiir den Fall, daB zwischen L und C die Beziehung besteht
w2LC = 1, wenn also der Stromkreis in Resonanz mit der Netz-
frequenz ist, vereinfachen sich die Gleichungen (30) und (31a)
bedeutend. Eine miihelose Rechnung zeigt

R ] . R
S=gag (L Hiog) I (30a)
S —wor=2. (31b)
L

Ist insbesondere der Ohmsche Widerstand R klein gegen den
induktiven Widerstand o L der Spule, so hat man, weil die Kom-
ponente von J senkrecht zu 1 gegeniiber der Komponente in
Richtung von 1l vernachléssigt werden kann, statt {30a)

§=aau=20y. (30b)
Der Stromkreis wirkt wie ein Ohmscher Widerstand von der
GroBe L/RC. Gleichzeitig ist die Stromamplitude J; im Schwin-
gungskreis gro gegen die Amplitude des Netzstromes J. Aus
dem genannten Grunde fithrt diese Schaltung in der Radiotechnik
den Namen Schwungradschaltung.

3. Beispiel. Fiir das dritte Schaltungsbeispiel nach Abb. 8
kann man sofort die beiden Vektorgleichungen anschreiben, die
durch die beiden Vektorpolygone OPQ und OSTV in Abb. 9 ge-
geben werden,

—ByJp — oLy — joMF; =0, (31)
U — B —jolJ—joMJ=0. (32)
Casper, Wechselstromaufgaben, 3
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Aus Gleichung (31) 148t sich &, durch §; symbolisch ausdriicken
wie folgt

(By +joLy)J=—joM3, =j(—0oM)J,
Ubt man auf diese Vektorgleichung den Operator

R, wL,
R2+w2L2+7R2+mL2

aus, 80 gibt der Satz 2 in bekannter Weise

o _ (—o* ML, i w.MRz)
S = R;_*_szz R2+w2L2

Nun folgt damit aus Gleichung (32) leicht

M L, —woMR, )0

ul_R1\51+7wL1\51+7wM(Rz “wtL, +3 R';jsz

und durch Anwendung von Satz 2 sowie Satz 1

U, = {( 1+ B, Rga;gng) + ?w( — L, Rzi%)}dl (33)

Aus dieser Vektorbeziehung kann das Amplitudenverhiltnis
U,/J; und der Phasenwinkel ¢; unmittelbar entnommen werden.
Diese Rechnung ist so einfach, daBl sie hier nicht ausgefiihrt
werden soll, um so mehr als das Ergebnis bereits frither bei der
geometrischen Behandlung derselben Aufgabe mitgeteilt worden ist.

7. Allgemeine Folgerungen.

Bevor zu weiteren Anwendungen iibergegangen werden soll,
erscheint es am Platze, noch einige allgemeine, aber héchst ein-
fache Folgerungen iiber das Rechnen mit komplexen Symbolen
einzufiigen. Es wird sich dabei zeigen, dafl die Methoden der
komplexen Rechnung in den vorhergehend behandelten Beispielen
im wesentlichen bereits zur Geltung gekommen sind.

Bei der Ableitung des Satzes 2 und der wichtigen Grundregel
wurde der durch die beiden Gleichungen

B=(a+76)%U
C=(c+jd)B
definierte Vektor § in der gekiirzten Weise geschrieben
C=(c+jd)(a+3jb)U
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Es ist nur sinngemé8, wenn man den durch » analoge Gleichungen
9’Il - (al + 7b])%{’
Ay = (a2 + 76,) Uy,

(34)

S‘un = (an + 7bn) g{n—l
definierten Vektor schreibt
U = (@ £ 7bn) - . . (@5 4 jb2) (@1 + 76, A. (34a)
Um den Vektor 9, auf die vereinfachte und immer mogliche

Form (& 4 )% zu bringen, wende man den Satz 2 bzw. die
Grundregel auf den Vektor %, an. Diese geben iibereinstimmend

Uy == (@5 + 5by) (@1 + 7b1) A ={(@185 — b1 by) + 7 (a6, + a,51)} .
Das Gleichungssystem (34) geht damit in das folgende tiber
Uy = {(@, 05 — b16y) + (@16, + a,0,)} A,
Uz = (a5 + jbs) As,

Uy = (@n + 7bn) Wn1,
das nur noch aus (n—1) Gleichungen besteht. Man kann hier-
aus ¥U; direkt durch U darstellen wie vorhin %,. Dazu ist gemiB
der Grundregel nur (a;+ jbs) mit {(a,a, —b.by) +j(@,b,+a,b,)}
zu multiplizieren und nachtriglich j2 durch —1 zu ersetzen. Das
Gleichungssystem, welches ¥, definiert, vermindert sich weiter
um eine Gleichung. Nun ist es moglich, %, direkt durch 9 aus-
zudriicken. Indem man in der angegebenen Weise fortschreitet,
gelangt /man nach geniigender Wiederholung zu der vereinfachten
Form (¢ +jf) U firr den Vektor 9(,,. Es leuchtet unmittelbar ein,
daBl der Ausdruck (o4 jf) so durch schrittweises Multiplizieren
der Faktoren (a,+47b,), (@y+4b,), . .. (@, +7b,) entsteht, wobei
nach jeder einzelnen ausgefiihrten Multiplikation das Quadrat
von j durch —1 ersetzt wird. Man iibersieht aber sofort, daB3 es
nicht noétig ist, nach jeder Multiplikation 52 immer durch —1 zu
ersetzen. Man kann ebenso richtig die Potenzen von § zunichst
stehen lassen und gelangt dann allméhlich zu héheren Potenzen
von §, die zum SchluB nur richtig gedeutet werden miissen. Dazu
ist zu bedenken, dall j3 aus dem Produkt von 42 und j hervor-
geht, also gleich —j zu nehmen ist. Ganz dhnlich ist weiter, weil
3*

(341
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beim Multiplizieren mit einem neuen Faktor die Potenzen von j
gerade um 1 zunehmen,

Pejj=—ii=1,
P=gt =7,
Pe=pej= jj=—1,
=10 = —j, (84c)
Poqioj=—ij-j=1
usw.

Beim Ausmultiplizieren der als Zahlen gedachten Operatoren
ist die Reihenfolge der Operatoren (Faktoren) gleichgiiltig. Daraus
folgt, daBl in der Definitionsgleichung (34a) bzw. (34) die Reihen-
folge der ausgeiibten Operatoren bzw. der Zwischenvektoren ¥,
bis A,_; keinen Einflul auf das Ergebnis hat.

Ubungsheispiel. Man weise durch schrittweise Anwendung
der Grundregel oder des Satzes 2 nach, dafl die beiden folgenden
Gleichungen zu Recht bestehen:

4+73)2+75 B+ ) A= (—4T4+ 7T A;
24711 —-73)(3+72)(1 +j(—1) A=1309.
Nach dem Vorgenannten ist die allgemeine Gleichung zwischen
zwei beliebigen Vektoren U und B, welche lautet

(Cn+Gdn) - - . (2 + jds) (¢, + 7dy) B }
= (@ +7bs) . . - (@ +7b3) (a1 + 7B A,
ohne weiteres klar.

Um aus dieser Gleichung den Vektor % in direkter Weise
durch den Vektor 2 darzustellen, vereinfacht man die Operatoren
vor B und U auf dem oben angegebenen Wege. Die Vektor-
gleichung (35) wird dann immer die Gestalt annehmen

(r +70)B=(x+jpU. (352)
Aus dieser Gleichung kann man auf bereits bekanntem Wege den
Vektor B durch den Vektor ¥, oder auch umgekehrt ¥ durch B,
bestimmen. Dazu iibe man auf beide Seiten der Gleichung den
Operator ) . —é
FreTisye
aus. Mittels Satz 2 oder der Grundregel folgt darauf

LB . —xd
§B=(”;§+§2+y ;‘;ny)%t. (351)

(35)
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Damit ist die Gleichung (35) gelost. Man héitte zum Ausdruck
in Gleichung (35b) auch kommen kénnen, wenn man die Glei-
chung (35) rein formal in die folgende umgeschrieben

B = (@, + §ba) - - . (@5 + 5bp) (ay + f{b1)
(e +7dy) .. (63 + Jds) (61 + jdy)
dann Zéihler und Nenner vor YU durch Ausmultiplizieren nach der
Grundregel fiir sich vereinfacht hétte, wodurch entstanden wire
entsprechend Gleichung (35a)
o+ 96
B = T 70 oA,
Nach Erweiterung mit y —jd, der konjugiert komplexen Zahl,
und weiterer Anwendung der Grundregel auf Zihler und Nenner
kime hierauf

A,

xy 4 6 L0+
%:(},}2)_‘_?2 +7 y2+52ﬂy)9/[>
ein Ausdruck, der mit dem in Gleichung (35¢), wie der Ver-
gleich zeigt, identisch ist.
Sind drei beliebige Vektoren €, B und % gegeben, so kann
man fordern, daBl zwei Gleichungen von denselben befriedigt
werden miissen. Diese seien

(@1 +701)B + (¢ +7d)€ = (my +jn)) U, }

(@5 4 7b3) B + (c2 + 7dp) € = (my +- jmg) U
Hierin kann man die symbolischen Operatoren (a -+ 4b), (¢ +7d),
(m—+4jn) aus zusammengesetzten Operatoren nach Definitions-
gleichung (34a) entstanden denken.

Um z. B. den Vektor B direkt durch den Vektor 9 darzu-
stellen, was das Ziel der Aufgabe ist, iibe man auf die erste Glei-
chung den Operator (¢,+jd,) und auf die zweite Gleichung den
Operator (¢c; +jd,;) aus. Wegen Satz 3 darf man diese Operation
auf der linken Seite der Gleichungen gliedweise vornehmen. Das
Ergebnis ist

(¢ +jd2) (a +7b1) B + (c2 +jdy) (¢; +7d,) €

= (cy + jds) (my + jm1) U,
)
)

(36)

. . . ) (36a)
(1 +7dy)(ay +7by) B + (¢ + jdy) (cp + jdy) €

= (¢g + jdy) (mq + jmg) A.
Diese Gleichungen, welche ja nichts anderes als Vektoren dar-
stellen, darf man, indem man der einen das umgekehrte Vor-



38 Rechnerische Behandlung der Zeitvektoren.

zeichen gibt, vektoriell addieren. Es ergibt sich dadurch eine
Vektorgleichung, die nur die Vektoren B und U enthiilt. Denn
die Vektoren (c,+7jd,)(cy+7d;)& und (¢;+7d;)(ce+jdy) € sind
identisch und heben sich beim Addieren mit dem entgegen-
gesetzten Vorzeichen weg. Die Operatoren vor B und ¥ in der
neuen Gleichung werden nach der Grundregel vereinfacht. Die
weitere Auflésung, etwa nach 8B, geschieht hierauf in der oben
angegebenen Weise.

Ein Beispiel fiir 2 Vektorgleichungen mit 3 Vektoren, gemif3
(36), ist das vorhin im vorhergehenden Kapitel behandelte 3. Bei-
spiel. Dort treten die Vektoren 1,, § und J, auf.

Ganz dhnlich geschieht die Auflésung von Vektorgleichungen,
wenn 7 unbekannte Vektoren aus n Gleichungen durch einen be-
kannten Vektor ausgedriickt werden sollen. Es leuchtet ohne
weiteres ein, daB, wie schon das Beispiel mit zwei unbekannten
Vektoren zeigt, die Losungsmethode formal ganz dieselbe ist wie
die in der Arithmetik angewandte Methode bei der Auflgsung
von 7 linearen Gleichungen mit » Unbekannten. Dabei ist § wie
eine gewohnliche Zahl aufzufassen, mit der wie mit anderen un-
bestimmten Zahlen gerechnet werden kann. Die unbekannten
Vektoren entsprechen den Unbekannten der Arithmetik. Der be-
kannte Vektor ist einfach ein konstanter Faktor. Im allgemeinen
erhilt man fiir jeden unbekannten Vektor nach ausgefiihrter Auf-
l6sung einen Ausdruck, der im Z#hler und Nenner die GroBe j
in beliebigen Potenzen fiithrt. Zunédchst werden diese Potenzen
von 4 auf 4 selbst zuriickgefithrt, wie das die Gleichungen (34c)
zeigen. Hierauf wird der Nenner mit der ihm konjugiert kom-
plexen Zahl erweitert, so daBl die GroBe § im Nenner nach der
Grundregel verschwindet. Sieht man endlich j wieder als reines
Symbol an, so hat man die gesuchte Lésung des unbekannten
Vektors. Zusammenfassend kann man sagen: Fir alle Zwischen-
rechnungen darf man j als reine Zahl ansehen, deren Quadrat
mit —1 identisch ist; bei der Deutung der Losung jedoch ist §
nur das bekannte Symbol.

Ubungsbeispiel. Man bestimme aus den beiden Gleichungen
C+NB+EC+H(=3)C=Q1+DYU,
1+72)8+B+72)C=(1+73)U
den Vektor B vermittelst 2.
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Durch Ausiibung der Operatoren (2 4-§( —3)) und (3 4-j2) folgt
(4+77)B+ (12 +j(—5) €= (1 +75) U,
B+)B+ (12+4(—5)€C=(11443)A.
Subtrahieren der ersten Gleichung von der zweiten ergibt
10 + j(—2

B=1 : 9‘?((——6)) A
und schlieBlich Erweitern mit der Zahl 4 4 56

B=(1+j(-1A.

8. Ersatzschaltung fiir eine Leitung mit verteilter
Kapazitit, Induktivitit und Ohmscehen Widerstand.

Um an einem Zahlenbeispiel die angegebenen allgemeinen
Regeln zu erlautern, moége die in der untenstehenden Abb. 14
wiedergegebene Schaltung durchgerechnet werden. Eine solche

Schaltung legt man $r 2 £ L 38 3L

gewohnlich als Er-
satzschaltung der
Berechnung  von
Fernleitungen mit
verteilter Kapazi-
tat, Induktivitit
und Ohmschem Wi-
derstand zugrunde.
Die hier angegebenen Werte von R, L und C entsprechen einer
Fernleitung von rund 100 km Léinge. Der gesamte Ohmsche
Widerstand der Leitung ist 2R, die gesamte Induktivitit 2L
und die gesamte Kapazitdit 2C. Die Frequenz ist normal zu
50 Hertz angenommen. Die Bezeichnung der einzelnen Span-
nungen und Stréome sowie die positiven Richtungen sind der
Abbildung zu entnehmen.
Es seien gegeben
R=108; wL=2002; 1ol =>50008;
R, =400 bzw. =o0; wlL,= 3008 bzw. =oo.

a) Leitung am Ende offen (R, = ~, oL, = o). Zuerst soll
der einfachere Fall behandelt werden, dafl die Schaltungsele-
mente R,, L, fehlen, die Leitung also bei den Punkten 3 und 4

geoffnet ist.

Abb. 14.
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Wegen der gemachten Annahme flieBt im Leitungsstiick 2—3
kein Strom. Der Stromvektor §, ist gleich Null, ferner ist der
Spannungsvektor 11, = 11,. Fiir den Vektor &,,, der dem Strom
im Kondensator zwischen 2—4§ entspricht, erhidlt man
. 1,

15000
DiegKirchhoffsche Regel in der Vektorfassung ergibt fiir den
Knotenpunkt 2

Se=—joll,=— 37

. 1,
Je=0=J;+ J= 31_7m
oder, was dasselbe ist,
& g Lo
Y1 =7 5000
Setzt man das Ohmsche Gesetz fiir den geschlossenen Strom-
kreis 6—1—2—§ an, so folgt
U — Ry —joly; —U=U;—(10+47520)F ~ U =0,

daraus wieder U, = (10 +720) S, + 11,

Hierin ist §; durch Gleichung (37a) zu ersetzen. Die Sitze 2 und 1
liefern dann

1, = (10 +720)j gocc -+ 1, = (0,996 + j0,002)1L,. (37b)

(37a)

Nun berechne man den Vektor des Stromes im Kondensator
an I—6. Genau wie vorhin erhilt man

Spo=—jolCll; = (0,996 - §0,002) 11,

75000

_ (0002 0996,
(3@ ~ 775000 )

Hierauf wende man die Kirchhoffsche Regel im Knotenpunkt I an

(37¢)

So+ Jp==>7r oder JFo=J — Fo-
Durch Einsetzen von (37a) und (37¢) bekommt man
.1 0,002 . 0,996
X R i Sk bl
So = 9 5000 Ye (5000 775000 )11

0,002 1,996 (37d)

= (*3’0‘00_ T 7 5000 )11
Endlich gibt das Ohmsche Gesetz fiir den Stromkreis 7—0—1—6

B oL ;i
Uo— (3 +7%) S — =0 oder Uy=(+710)3+1;,



Ersatzschaltung fiir eine Leitung. 41

woraus durch Benutzung von (37b) und (37d) folgt

. 0,002 1,996 .
o= (5 +710)(— 35 -+ ) Ue -+ (0,996 -+ 0,002)11,,
M, = (0,992 + j0,004) 11, . (37e)

Damit ist die Spannung U, am Anfang der Leitung berechen-
bar, da die Spannung U, am Ende der Leitung gewdhnlich auf
einen bestimmten Wert eingehalten werden mufl. Das Ampli-
tudenverhaltnis der beiden Spannungen wird

= 70,9922 + 0,0042 = ~0,99 .

Die Spannung am Anfang der Leitung ist rund 1% geringer als
am Ende der Leitung einzuregulieren.

b) Belastung am Ende eingeschaltet. Nun mogen die Be-
lastungselemente R, und L, angeschlossen sein. In diesem Fall
bekommt man die folgenden Vektorgleichungen:

1. Stréme in den beiden Kondensatoren:
.1

&) Jp=—7 5000 Uy

B) S1o=—1 5055 s

2. Kirchhoffsche Regel fiir die Knotenpunkte 2 und 1:

&) Jp+ T =Jes

B) Jro+ Fo=J1s

3. Ohmsches Gesetz fiir die drei Stromkreise:

ZX) u2“—(5+?10)86—ue=0,

B) Ny —(104720) I —U; =03

7) Wo—(64+710)Jp—U; =0;

4. Strom in den Belastungselementen:

U, = (—400 — 7 300) (—.) = (400 +§300) S, .

Fir die acht unbekannten Vektoren J,, Sz Sir Sior Soo
Uy, Uy, Uy hat man im ganzen acht Vektorgleichungen erhalten,
die ausreichen, um simtliche Vektoren durch den als bekannt
anzusehenden Vektor 11, darzustellen. Die Auflésung geschieht
nach den im vorhergehenden Kapitel zusammengefaten Regeln.

Die Auflosung ist zahlenmaBig bequem; sie konnte sogar rein
zeichnerisch durchgefiihrt werden. Man berechne die unbekannten
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Vektoren in dieser Reihenfolge: J,, Uy, $i2y Sis Uys Uses Sor Uo-
Die Zwischenrechnung mége der Leser zur besseren Ubung selbst
ausfilhren. Zur Kontrolle folgen die Einzelergebnisse:

aus 4) S, = (0,0016 — j0,0012)1,,
aus 3 &) U, =(1,02 - 40,00)1,,
aus 1) S, = (0,000002 — §0,000204) 11, ,
aus 2 &) m —(0,0016 — §0,001)11, ,
aus 3 ) — (1,056 - § 0,032)1,, (38)
aus 15) S0 = (0,0000064 — 0,0002112) 11, ,
aus 2 f) S, = (0,0016 — §0,00079)11,,
aus 3y) U, =(1,072 + 4 0,044)11,,
U
Ui =1,073.

Die Spannung am Anfang der Leitung ist jetzt um rund 7%
hoher als am Ende der Leitung einzuregulieren.

Es erscheint von Bedeutung, die Leistungsbilanz der Leitung
aufzustellen. Aus der Theorie der sinusférmigen Wechselstréme
ist bekannt, dafl die in einer Spannungsquelle erzeugte bzw. ver-
brauchte Leistung gegeben ist durch das halbe Produkt von
Stromamplitude, Spannungsamplitude und dem Xosinus des
Phasenwinkels. Der Phasenwinkel ist identisch mit dem Winkel
zwischen Stromvektor und Spannungsvektor. Ist der Strom-
vektor  gegeben aus dem Spannungsvektor durch die Beziehung

= (& -+ jb) U, so ist, wie aus (16) und (17) bekannt, die Strom-

amplitude J=T Vm

und der Kosinus des Phasenwinkels
a
+o
Damit ergibt sich die Leistung N zu
=${UJcosep = $alU?2. (39)
Wendet man das Ergebnis auf den vorliegenden Fall an, so

erhilt man fiir die am Ende der Leitung abgegebene Leistung
aus der ersten der Gleichungen (38) den Wert

N, =0,0008 U?.
Um die am Anfang der Leitung aufgenommene Leistung zu be-
rechnen, mufl man sich erst die symbolische Beziehung zwischen

cos@p = N
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M, und §, aufstellen. Diese bekommt man durch Entfernen
von 11, in der zweitletzten und drittletzten der Gleichungen (38),
nach der im vorigen Kapitel aufgestellten Regel, zu

]y = (0,00146 —+ jb)11,.

Es ist nicht nétig, auch b zu berechnen, da es fir die Leistung
nicht gebraucht wird. Damit folgt fiir die Leistung am Anfang
der Leitung

N, =0,00073 U3 .
Hierin ist U, durch U, zu ersetzen vermifttels der letzten der
Gleichungen (38). Das gibt

N, =0,00073 - 1,0732 - U? = 0,00086 - U?.
Die in der Leitung verlorengegangene Leistung betrégt prozentual

N 0,00086 — 0,0008
0,00086

=c07%.

100

a—Ne___
=100

a

9. Verschiedene Kunstschaltungen.

a) Schaltung von Hummel. Da Drosselspulen auBer der
Selbstinduktion auch Ohmschen Widerstand enthalten, ist es
nicht moglich, mit Hilfe einer ein-
zigen Drosselspule Spannungen zu
erzeugen, die gegen den Strom um
90°in der Phase zeitlich verschoben
sind, d. h. deren entsprechende
Zeitvektoren aufeinandersenkrecht
stehen. Um dieses Ziel zu errei-
chen, muf man zu zusammen-
gesetzteren Schaltungen greifen. Eine solche Schaltung ist die
von Hummel, die in Abb. 15 schematisch dargestellt ist.

An den Klemmen I und 4 liegt die Klemmenspannung u.
In der Spule, deren Widerstand R, und deren Selbstinduktion L,
betrigt, soll ein Strom i, erzeugt werden, dessen Zeitvektor &,
genau senkrecht auf dem Vektor 11 der Klemmenspannung steht.

Zunachst erhdlt man fir den Vektor U,,; der Spannung an
den Klemmen 2 und 3 gemiB dem Ohmschen Gesetz die Be-
ziehung

Abb. 15,

Upy=—RB,J —jol, = —Ry 3.
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Daraus kann man den Vektor , durch den Vektor §; darstellen.
Man bekommt durch Ausiibung des Operators — 1 nach Satz 2

B,
R L
. — (L 'w_1><\»
Je <R2+7 g RU

Damit wird der Stromvektor §; in der Spule R,, L, vermittels
der Kirchhoffschen Regel und mit Berticksichtigung von Satz 1

R, 4+ R oL
- 24 Tl> J1
2
und der Spannungsvektor 11;, an der Spule selbst
. B+ R, .oL
Uy =(— By — jo L) 3 =(— By i (—o L) (B2 1+ 22 5,
oder mit Benutzung von Satz 2 (Grundregel)
By + R w*L L . R, 4+ R R
Ugy = {(—R3 ]Rz ® -+ R; 3)”{"7(“00[43 le ? — WLlsz)}Sl-

Hierauf 188t sich der Vektor I der Klemmenspannung sofort
bilden. Derselbe wird unter Benutzung des obigen Ausdruckes
von Uy; und Satz 1

33:31‘}‘32:(

U= —Upy — Uy = {( 1+ By & +2R wzz;[@) ]

+j<coL1+wL R‘+R2+ wl, )}Slj

Sollen die Vektoren 11 und §; aufeinander senkrecht stehen,
50 ist es nétig, daBl der reelle Teil des Operators in der Verkniip-
fungsgleichung (40) verschwindet. Man kommt dadurch auf die
folgende Dimensionierungsgleichung

R, + By 4 s hils g (41)

2

und hat es in der Hand, nach Belieben die Gréflen By, L; und R,
daraus zu bestimmen. Es sind R,, L; als gegeben aufzufassen,
wihrend von den erstgenannten drei GroBen zwei beliebig ge-
wahlt werden kénnen und die dritte sich aus der Dimensionie-
rungsgleichung ergibt. Uber die zweckmiBigste Wahl der drei
Groflen sehe man in der einschligigen Literatur nach.

Bei Leistungsmessungen mit Ferrari-Instrumenten ist es er-
forderlich, daB der in der Spannungsspule flieBende Strom der
Spannung zeitlich genau um 90° in der Phase nacheilt. Das
wird, wie sich gezeigt hat, durch die Schaltung von Hummel

(40)



Verschiedene Kunstschaltungen. 45

vollstdndig erreicht. Die Spannung liegt nicht direkt an der
Spannungsspule des Leistungsmessers, welche in der Schaltung
durch R,;, L; gekennzeichnet ist, sondern an den Klemmen I
und 4.

b) Schaltung von Gorges. Den gleichen Zweck verfolgt die
Schaltung von Gorges. Die Schaltung ist in Abb. 16 schema-
tisch dargestellt. In den Briicken-
zweigen 2—3 und 4—& liegen zwei
gleiche Zahlerspulen, deren Wider-
stand R; und deren Selbstinduktion L,
sei. Die iibrigen Briickenzweige werden
je durch einen Obmschen Widerstand R, i
gebildet. Den Verbindungssteg bildet 2

der Ohmsche Widerstand R;. Vor der
Spule befindet sich noch eine Drossel-
spule By, L;. Die Klemmenspannung
liegt an den Klemmen 7 und 5. Das & A
Ziel der Schaltung ist, zu erreichen,
daB der Vektor der Klemmenspan-
nung und der Stromvektor in den Spulen R;, L; aufeinander
senkrecht stehen.

Die als positiv gewdhlten Strom- und Spannungsrichtungen
sind in der Abb. 16 angegeben. Ferner sind die Stréme in den
verschiedenen Zweigen schon so bezeichnet, dafl sie der Kirch-
boffschen Regel fiir die Knotenpunkte und der Symmetrie in der
Briickenschaltung geniigen. Man spart so an unbekannten Strom-
vektoren und an Rechnung.

Durch Ansetzen des Ohmschen Gesetzes auf die beiden ge-
schlossenen Stromzweige 2—3—4—2 und 1—2—3—5—Xlemmen-
spannung #—I erhdlt man in sattsam bekannter Weise

—(By+joly) I — By(J1 — Jp) + BeJ=0;
—(By+joly) (I + Jo) — (B +joly) J; — B J+U=0.
Durch Ordnen nach den unbekannten Stromvektoren, wobei man

von den Satzen 1 und 3 Gebrauch macht, folgt

(By+ By +jolLy) §; — (By + By) 3o =03
A(BL+ Ry F oLy + L)t 3+ (B4 By + oLy Jo=1.
Es interessiert nur der Vektor &;. Ubt man auf die erste Glei-
chung den Operator (B,+ R,+jwl,) aus, auf die zweite den

Ly

AbDb. 16.
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Operator (B, -+ R,;) und addiert beide, so bekommt man, genau
wie es im 7. Kapitel ausgefiihrt wurde, mittels der Satze 2 und 1

(By + By + joL) (R, + By + jol)
+ (By+ R {(By + By +jw(Ly + L)} &, = (B + By) U
oder
{l(B: + R)(B, + B3) + (B, + By)(B, + By) — 0Ly L]
+jo[Ly (B, + B3) 4+ Ly(By + Ry) + (By + By) (Ly + LT}y [ (42)
= (B, + Rg) 1.

Damit die Vektoren $; und 1l aufeinander senkrecht stehen,
ist es erforderlich, daB der reelle Teil des Operators vor , in
Gleichung (42) verschwindet. Man findet so die Dimensionierungs-
gleichung '

(By + B;)(By + By) + (B, + By)(By + Bg) = w?Ly L. (43)
Uber die zweckméBigste Wahl der darin enthaltenen beliebigen
Grofen lese man in der einschligigen Literatur nach.

¢) Schaltung von Boucherot. Von Boucherot riihren einige

Schaltungen her, die zur Aufrechterhaltung eines konstanten

Stromes bei konstanter Klemmenspannung
nry dienen, auch bei variabler Belastung. Mit
diesen Schaltungen soll bezweckt werden, daf3
z. B. bei in Reihe geschalteten Glith- oder Bo-

& | genlampen der Strom unabhingig von der
L %T} ¢ Zahl der brennenden Lampen bleibt. Es moge

im folgenden nur eine der von Boucherot
angegebenen Schaltungen, die unter dem Na-
men ,,Kondensator-Transformatoren® bekannt
geworden sind, durchgerechnet werden.

Die Schaltung ist in Abb. 17 schematisch dargestellt. Der
Widerstand einer Lampe sei r,, die Zahl der Lampen gleich %.
Der Leser wird ohne weiteres verfolgen konnen, daf8 die beiden
untenstehenden Vektorgleichungen zu Recht bestehen
1

—nry S ::;55 e
—joL(J + F) —nr 3 +U=0.
Auf die erste Gleichung wendet man den Operator —jwC an.

Das ergibt nach Satz 2
Fe=jnr0Cy;.

Abb. 17.



Zusammengesetzte Stromkreise. Allgemeine Festsetzungen. 47

Den Wert fiir §, setzt man in die zweite Gleichung ein. So be-
kommt man wegen Satz 2 und Satz 1

jl~ol)y-Q+jarwC)§ —nr,§; +U0=0

oder {nr,(1 — wLC)+ jol} S, =1. (44)
Wihlt man L und C so, daB fiir die fest gegebene Kreisfrequenz w
die Beziehung gilt 0 LC =1
so wird . u

joLF =1 oder J =—j—=, (44a)

unabhingig vom Belastungswiderstand n ;.

Man wird leicht begreifen, dafl die Beziehung (44a) nur genau
gilt, wenn die Drosselspule L und der Kondensator C beide wider-
standsfrei sind. Diese Bedingung kann nie exakt erfiillt werden,
so daB der Belastungsstrom ¢, immerhin etwas, wenn auch in
geringem Mafle, mit der Zahl der eingeschalteten Lampen schwan-
ken wird.

10. Zusammengesetzte Stromkreise.
Allgemeine Festsetzungen.

Mit dem im Vorhergehenden gegebenen Sitzen und Regeln ist
man imstande, jeden beliebig gestalteten Stromkreis zu berechnen.
Trotzdem erscheint es zweckmiBig, noch einen sich unmittelbar
darbietenden Begriff zu fixieren, der den Uberblick iiber viele
Rechnungen erleichtert und die Zusammenhénge klarer hervor-
treten laft.

Fiir das Folgende soll zuweilen ein beliebiger Operator, (a -+ jb),
durch einen kleinen deutschen Buchstaben bezeichnet werden,
z. B. 3. Geben ferner zwei Operatoren, 3, und 3,, auf denselben
Vektor 9 angewandt, den gleichen resultierenden Vektor B, ist

also
B = 31%: 52%’

so moge diese Gleichheit der beiden Operatoren auch so aus-
gedriickt werden

1= b2
Diese Schreibweise liegt gewill nahe, trotzdem ein Operator ohne
den Vektor, auf den er ausgeiibt wird, keinen unmittelbaren
Sinn hat.
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Die beiden genannten identischen Operatoren 3, und 3, seien
in der ausfiihrlichen Schreibweise

p=a+7b; p=ct+ijd.
Es fragt sich, welche Beziehung wegen der Gleichheit der Opera-
toren unter den GroBen a, b, ¢, d besteht. Nach den Gleichun-
gen (16) und (17), die das Amplitudenverhiltnis und den Phasen-
winkel der Vektoren ¥ und B angeben, muf} sein

%:Va2+b2=1/c2+d2;

a [
=T e jera
. b d
sin @ =

Yat+8  JE+&E
Indem man die erste dieser drei Beziehungen fiir die beiden
anderen verwertet, findet man sofort
a=c¢ und b=d
und damit den

Satz 4: Zwei Operatoren kénnen dann und nur dann gleich
sein, wenn ihre reellen Anteile und ihre imaginiren Anteile je
unter sich gleich sind.

Die Quadratwurzel ]/d2+b2, welche dem Operator 3=a-bj
entspricht, heiBt der Absolutwert z des Operators 3z und wird
mit dem kleinen zugehdorigen lateinischen Buchstaben z bezeichnet.

a) Begriff des komplexen Widerstandes und Leit-
wertes. Es sei ein beliebiges Leitungsgebilde gegeben, das bei
der Klemmenspannung « den Strom ¢ aufnimmt. Die Beziehung
zwischen dem Stromvektor § und dem Spannungsvektor I lautet
symbolisch immer

= (a+75)U=1plU. (45)
Ubt man nach Satz 2 auf diese Vektorgleichung den Operator
s=ctid=grptigeg
aus, so verwandelt dieselbe sich in die folgende
pU=U=(c+jd) J=33J- (46a)
Nach Gleichung (16) ist ferner wegen (45)

oy =Yoo (45D)
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und wegen (45a)

U s a? s 1
7=2=V02+d2:]/(a2+bz)2 + (a® + b2 = Va2 152 (45¢)

woraus durch Multiplikation der beiden Ausdriicke folgt

yz=1. (45d)

Der Ubersicht halber werden die Gleichungen (45) noch einmal
zusammengestellt: §=yll, (45)
=353, (45a)

yz=1, (45d)

hz=13p=1, (45€)

J = yU, (45b)

U==zJ. (45¢)

Aus der Theorie der Gleichstréme ist bekannt, daB, wenn ein
Ohmscher Widerstand w (Leitwert 1) an einer Gleichspannung u
angeschlossen ist, ein Strom ¢ auftritt gemal den nachstehenden
Beziehungen

?=1lu,
= tw,
wl=1.

Die formale Ubereinstimmung dieser Beziehungen mit den Glei-
chungen (45b), (45¢) und (45d) ist ersichtlich. Aus diesem
Grunde heiBit y der absolute Leitwert, z der absolute Wider-
stand, in konsequenter Weise ) der komplexe Leitwert und 3 der
komplexe Widerstand des Leitungsgebildes.

Man darf nieht i{ibersehen, daBl genau so, wie am Wider-
stand w durch den Gleichstrom ¢ die Gleichspannung —iw er-
zeugt wird, die im komplexen Widerstand 3 erzeugte Spannung
sein mufl 13,

weil sie zusammen mit der Klemmenspannung U= 3& Null er-
gibt. Man muB daher in den Gleichungen (45) und (45a) noch
das negative Vorzeichen hinzusetzen, wenn man statt der Klem-
menspannung die im Leitungsgebilde hervorgerufene Spannung
nimmt.

Der Begriff des komplexen Widerstandes bzw. Leitwertes ist
der eingangs erwahnte Begriff, der fixiert werden sollte und der
sich fiir die spateren Anwendungen als sehr zweckmiBig erweist.

Casper, Wechselstromaufgaben. 4



50 Rechnerische Behandlung der Zeitvektoren.

b) Parallelschaltung. Es seien mehrere Leitungsgebilde
mit den Leitwerten f);, §), ... parallel geschaltet. Dann erhalten
alle dieselbe Klemmenspannung I, und jedes fiihrt einen Strom,
dessen Vektor durch die folgenden Gleichungen errechnet wird

Ji=9 U0 JFe=10U; ...; JF=pU.
Die Spannungsquelle fiihrt einen Strom ¢, der nach der Kirch-

hoffschen Regel durch die Summe der Einzelstrome gegeben ist.
Fiir den Vektor des Gesamtstromes erhilt man demnach

F=%h+ St +J=0U+yU+ -+ 51

und mit Benutzung von Satz 1

S=O1+ P+ -+ p) U=1pU. (46)

Die Parallelschaltung der gegebenen Leitungsgebilde kann da-

her durch ein einziges Leitungsgebilde mit dem komplexen Leit-
wert 4 ersetzt werden. Dabei ist 1) gegeben durch

h=91+9+ - +ba (46a)
unter Benutzung der oben festgesetzten Schreibweise.
¢) Serienschaltung. Es seien mehrere Leitungsgebilde mit
den komplexen Widerstinden 3,, 3,, ... hintereinander ge-
schaltet. Dann fiihren alle Leitungsgebilde denselben Strom, und
jedes erzeugt an seinen Endklemmen eine Spannung, deren
Vektor durch die folgenden Gleichungen errechnet wird

UL=—%3 W=—%J; -3 W=—J.

Die Spannungsquelle mufl nach dem Ohmschen Gesetz eine Span-
nung « aufbringen, die gleich der Summe der negativ genommenen
Einzelspannungen ist. Fiir den Vektor der Klemmenspannung
erhdlt man demnach

U= —W— - —W=3F gt T 8adn
und mit Benutzung von Satz 1
U=+t +mI=33 (47)

Die Serienschaltung der gegebenen Leitungsgebilde kann da-
her durch ein einziges Leitungsgebilde mit dem komplexen Wider-
stand 3 ersetzt werden. Dabei ist 3 gegeben durch

=Tt -t (47a)

unter Benutzung der oben angegebenen Schreibweise.
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11. Einfache Beispiele von zusammengesetzten
Stromkreisen.

1. Beispiel. Parallelschaltung und Serienschaltung von reiner
Selbstinduktion und Ohmschem Widerstand.

Gegeben sei als Leitungsgebilde 1 die Selbstinduktion L.
Wenn die Selbstinduktion allein an der Klemmenspannung
liegt, so gilt die Beziehung

U—jwLFI=0 oder U=jwL.
Daraus folgt definitionsgema
jr=jwL
und, da nach Satz 2 der Operator (a4 jb) sowie der Operator
—b

a .
P - Rl e ¥

nacheinander ausgelibt den Operator 1 ergeben

. 1 .1
91:7(_ﬁ)=—?ﬁ-
Als Stromkreis 2 nehme man einen Ohmschen Widerstand E.
Fiir diesen folgt in &hnlicher Weise
1
=R, Y= B

a) Parallelschaltung von B und L. Aus Gleichung (46a)
folgt unmittelbar

1 . 1
daraus wieder, da nach Satz 2 der Operator (a-4b) sowie der
Operator o Y
FERE T g
nacheinander ausgeiibt den Operator 1 ergeben und wegen Glei-
chung (45e) 1 1
F3 .l
§=7 1 T3 1 (48)
A A
b) Serienschaltung von R und L. Aus Gleichung (47a)
folgt unmittelbar das schon bekannte Ergebnis

3=R+jolL.

4%
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2. Beispiel. Parallelschaltung und Serienschaltung von reiner
Kapazitdit und Ohmschem Widerstand.

Gegeben sei als Stromkreis 1 die Kapazitit C. Wenn die
Kapazitit allein an der Klemmenspannung « liegt, gilt die Vektor-
beziehung

3 1 (1
U+7,63=0 oder u=—nm3=d_&ﬁﬂ

Daraus folgt gemiB Definition

. 1
1=1 (“;ﬁ)
und weiter genau wie oben
h =jwC.

Als Stromkreis 2 nehme man den Ohmschen Widerstand R,
fir den wieder ist

1
Pp= 5 und g =R.

a) Parallelschaltung von R und €. Aus Gleichung (46a)
folgt unmittelbar

1 .
daraus wieder
1
R . —wC
3="1 e (49)

P

Die Verkniipfungsgleichung zwischen dem Vektor 11 der
Klemmenspannung und dem Vektor § des Gesamtstromes lautet
damit

ll:( R —wCR? )\05

1+ w?2C%R? T 1+ w?C%R?
Fiir den Winkel ¢ zwischen dem Stromvektor und dem Span-
nungsvektor bekommt man hieraus in bekannter Weise

tgp = wCR. (50a)
Der Winkel ¢ ist daher kleiner als 3 z. Bezeichnet man den An-

teil, der an dem Winkel ¢ fehlt, um ihn zu #/2 zu machen, mit 9§,
so darf man schreiben

(50)

p=90—9;

1
tgp = tg (90 — 9) =Ctg5=tg_6'
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Dies ergibt mit Gleichung (50a) kombiniert

1

tgd
Gewohnlich ist das Produkt wC R sehr viel groer als die Ein-
heit. Man kann unter dieser Voraussetzung den Tangens des
Winkels durch den Winkel selber ersetzen, wodurch folgt

1
ausgedriickt im BogenmaBl. Der Winkel d heiBlt der Verlust-
winkel des Kondensators, weil er ein MaB ist fiir die Abweichung
des Leitungsgebildes vom ideellen Kondensator, fiir den ¢ =0 ist.

b) Serienschaltung von B und C. Aus Gleichung (47a)

folgt unmittelbar
. 1

Fiir den Phasenwinkel ¢ und den Verlustwinkel 6 bekommt man
hier, wie der Leser selbst ableiten moge,

1
tgp = wOR > (5la)

tgd = wCR. (51D)

In der Serienschaltung ist gewthnlich wC R sehr klein, so da8
tgd wieder durch d ersetzt werden kann.

3. Beispiel. Serienschaltung von zwei Kondensatoren mit
Parallelwiderstand.

Jeder technischer Kondensator besitzt neben der Kapazitiit
auch einen Ubergangswiderstand, der bedingt ist durch die mehr
oder minder gute Isolation zwischen den Plattenbelegungen.
Dieser Ubergangswiderstand ist daher als Parallelwiderstand zum
Kondensator anzusehen, so dall Spannungsvektor und Strom-
vektor nach Gleichung (50) berechnet werden miissen.

Die Beziehung zwischen Stromamplitude und Spannungs-
amplitude liest man leicht aus der Gleichung (50) ab. Man findet

B oOR 1 1
irecrr=' 7T

ot s

U:J-V
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Sind zwei Kondensatoren in Serie geschaltet, so fithren sie beide
denselben Gesamtstrom 7. Die Spannungsamplitude an jedem
Kondensator ist daher

1 1 1 1
L B Uy=J e oo
' Gy / 2 _1 ’ 2 d C, 2 1
Jor+ RO e
Daraus folgt das Verhiltnis der beiden Teilspannungen zu
2 + - ]'7
v, _0 |/" T RG
S=a1 — : (52)
U, C, . 1
v o

Das Spannungsverhéltnis ist nicht allein von den Kapazi-
taten, sondern auch von den Ubergangswiderstinden und der
Frequenz abhingig. Nur in dem Fall, wo e groB ist gegen 1/R, C,
und 1/B,C, oder wo R,C, = R,C,, wenn also die Ubergangs-
widerstinde durch zusitzliche Parallelwiderstinde richtig ab-
geglichen sind, wird der Wurzelausdruck gleich der Einheit und
das Spannungsverhiltnis gleich dem reziproken Kapazitétsver-
héltnis, d. h. unabhéngig von der Frequenz.

Der EinfluB der Frequenz auf das Spannungsverhiltnis 146t
sich am eindringlichsten durch einige Zahlen zeigen. Es seien
zwei Kondensatoren von je 0,01 Mikrofarad Kapazitit gegeben.
Die Kondensatoren sollen jedoch aus verschiedenen Fabrikations-
reihen entstammen, so daB der Ubergangswiderstand des ersten
2.107 Ohm, der des zweiten 5. 107 Ohm betragen mdége. Es ist also

1 108 1 108

7RG, =300 =° " gH =g T2
womit die obige Gleichung (52) iibergeht in
U, _ [ w? + 4
U, Vaor+25°

Die untenstehende kleine Tabelle gibt den Wert dieses Aus-
druckes fiir verschiedene Periodenzahlen an.
y= 0 1 2 5 10 50 Periden/sek.
©=2m= 0 628 12,56 31,4 62,8 314
UJU; =040 0,82 094 099 1,00 1,00
Man sieht, daB schon bei geringen Periodenzahlen das Span-
nungsverhiltnis gleich dem Kapazitatsverhaltnis reziprok wird.
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12. Briickenschaltungen fiir MeBzwecke.

Die Schaltung der Wheatstoneschen Briicke fiir Wechselstrom
ist dieselbe wie fiir Gleichstrom. Die nebenstehende Abb. 18 zeigt
die Schaltung der Briicke. Die Widerstinde in den vier Briicken-
zweigen sind Leitungsgebilde mit im all-
gemeinen komplexen Widerstinden. An den
Klemmen I und 2 liegt die Wechselspan-
nung, an den Klemmen 3 und 4 ein Telephon.
Die Widerstinde der Leitungsgebilde miissen
so abgeglichen werden, daf} das Telephon nicht
ertént. Dann ist die Spannung an den Klem-
men 3 und 4 gleich Null. Das Telephon er-
hélt keinen Strom, wihrend die Zweige 1—3
und 3—2 untereinander sowie die Zweige 1—4 und 4—2 unter-
einander gleichen Strom fithren. Aus diesen Annahmen lassen
sich die Briickenbedingungen ableiten.

Aus der Definition des komplexen Widerstandes geht hervor,
daB in den einzelnen Briickenzweigen die folgenden Spannungen
auftreten, und zwar in den in der Abb. 18 angegebenen Richtungen.

Abb. 18.

Zweig 1—3: —3%. Sy
Zweig 3-—-2: —335y;
Zweig 1—4: —%3s;
Zweig 4—2: —3,.Gs;
Briicke 3—4: 0.
Das Ohmsche Gesetz in der Vektorform ergibt, einmal an-
gewandt auf den geschlossenen Stromkreis 7—3-—4-—1, das andere
Mal auf den Stromkreis 3—2—4—3, die beiden Vektorgleichungen :

51t =0; —%I+u3=0,
welche sich auch schreiben lassen
3131 = 32325 3331 Fada-
Auf die erste Gleichung itbe man den Operator 3;, auf die zweite
Gleichung den Operator 3; aus. Dann folgt
883131 = 335225 B1dsDr = F18aes

wobei die zusammengesetzten Operatoren gemifl Satz 2 verein-
facht werden miissen. Da die Reihenfolge der symbolischen
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Operationen ohne EinfluB auf das Ergebnis ist, liefert die Ver-
kniipfung der beiden letzten Gleichungen das Endergebnis

Ba B2z = 31302 (33)
oder auch in der festgesetzten Schreibweise
3382 = G184 (63a)

Nach Satz 4 besagt die Gleichung (53) bzw. (53a), daB die
beiden komplexen Operatoren 333, und 3,3, gleiche reelle und
gleiche imagindre Anteile haben miissen. Diese Aussage enthilt
die gesuchte Briickenbedingung. Im folgenden soll dieselbe fiir
verschiedene Arten von komplexen Widerstinden im einzelnen
untersucht werden.

a) Wiensche Briicke, zur Messung einer Selbstinduktion durch
Vergleichung mit einer bekannten Selbstinduktion.

Die Wiensche MeBbriicke ist dadurch gekennzeichnet, daB die
komplexen Widerstinde 3, und 3, je durch eine Serienschaltung
von Selbstinduktion und Ohmschen Widerstand dargestellt wer-
den, wihrend die Widerstdnde 3, und 3, von rein Ohmschen
Widerstdnden herrithren. Man hat demnach wegen Gleichung (48a)

pi=~RB+jol;; 3p=~R+jols;
Bo= By 8= R,.

Daraus sind die Operatorenprodukte 333, und 3,3, zu bilden.

Eine einfache Rechnung ergibt mittels Satz 2

jods = BoBy +jowRyLy; 3134 = BBy +joR L.

Wegen der oben in Gleichung (53) mit Hilfe von Satz 4 abgelei-
teten Folgerung muBl nun sein
R,R;=R,R,; wR,L;=0wR,L,
oder auch
o (54
3 4 3
Wenn die Briicke so abgeglichen ist, daB das Telephon nicht
mehr ertént, kann man aus obiger Beziehung die Selbstinduk-
tion L, berechnen, sobald die Selbstinduktion L, bekannt ist.
Ebenso miissen die Widerstinde R, und R, bekannt sein; es
geniigt aber auch die Kenntnis des Verhéltnisses beider Wider-
stinde. Die Widerstinde R, und R;, die zu einem Teil von dem
unvermeidlichen Ohmschen Widerstand der Selbstinduktions-
spulen herriihren, zum andern Teil von den Stopselwiderstinden
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fir die Abgleichung, kénnen unbekannt bleiben. Wichtig an der
Beziehung (54) ist, dafl dieselbe die Frequenz der Spannungs-
quelle nicht enthélt. Die MeBfrequenz hat daher keinerlei Ein-
flufl auf das MeBergebnis.

b) Maxwellsche Briicke, zur Messung einer Kapazitit durch
Vergleichung mit einer bekannten Selbstinduktivitat.

Bei der Maxwellschen Briicke wird der Widerstand 3, dar-
gestellt durch einen rein Ohmschen Widerstand, der Widerstand 3,
durch eine Reihenschaltung von Selbstinduktion und Ohmschen
Widerstand, der Widerstand 3; durch Parallelschaltung eines
Kondensators und eines Ohmschen Widerstandes, der Wider-
stand 3, durch einen Ohmschen Widerstand. Zur besseren Uber-
sicht ist in Abb. 19 die Schaltung gezeichnet.

Mit Benutzung der in den Gleichungen (50) und (49) er-
haltenen Ergebnisse kann man die komplexen Widerstéinde
schreiben

w=2=~8; fp=R+joL;
_ 2
=Ry =77 fgomg +77 +ZS£3R§ :

Daraus sind wieder die Operatorprodukte 3,3, und 3,3, nach
Satz 2 zu bilden. Eine gewohnte Rechnung ergibt

Ry 4+ 0*LCR . oL — wCR,R
323 = Ry T,_T,znggs + 7 R; méé—gs ;
h13a= By Ry.

Aus der Gleichsetzung je der reellen und der imaginiren Bestand-
teile dieser Operatoren folgt

R1R4:R3%%%; O0=wl—wCR,R,.
Die letzte der beiden Gleichungen ergibt
L=CR,R, oder g =RyR,. (55)
Geht man mit diesem Resultat in die erste Gleichung hinein, so
kommt R\R,— R,R,. (558)

Das Ergebnis der Gleichungen (55) und (55a) kann man noch
iibersichtlich in die Doppelgleichung bringen

L
& =R, = R,R,. (55b)
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Das Verhéltnis L/C ist fiir die Messung fest gegeben. Um das
Telephon zum Schweigen zu bringen, mul man R, oder R, und
R, oder R, stopseln. Die Induktivitdt L ist zahlenmaBig gegeben,
ebenso miissen E; und R, bekannt sein. Dagegen ist es nicht
erforderlich, B, und R, zu wissen. Der Widerstand R, riihrt zum
Teil vom unvermeidlichen Ohmschen Widerstand der Selbstinduk-
tionsspule, zum Teil vom Stopselwiderstand her. Der Wider-

stand R; parallel zum

-
g Kondensator ist als Par-
| & « 7 al.lelschaltungdeslsolier-
L wo L widerstandes des Kon-
< . @ densators und eines zu-
» R (S geschalteten Widerstan-
des zu denken.

¢) Kapazititsbriicke
nach Schering, zur Mes-
sung der Kapazitit und des Verlustwinkels durch Vergleichung
mit bekannten Kapazitdten.

In einem idealen Kondensator, der nur Kapazitit besitzt,
kann durch Wechselstrom keine Leistung vernichtet werden, da
Strom und Spannung zeitlich um 90° phasenverschoben sind.
Stromvektor und Spannungsvektor stehen aufeinander senkrecht.
Tatsichlich haben die technischen Kondensatoren aber doch einen
Leistungsverbrauch, der davon herriihrt, daBl durch den Rich-
tungswechsel der Spannung mit jeder Halbperiode der Konden-
sator im gleichen Takt umgeladen wird und Hysteresiserscheinun-
gen im Dielektrikum auftreten. Um dem Leistungsverlust im
Kondensator, der bewirkt, daB Spannungsvektor und Strom-
vektor nicht mehr aufeinander senkrecht stehen, Rechnung zu
tragen, kann man sich entweder parallel oder in Serie zur Kapa-
zitit einen Ohmschen Widerstand geschaltet denken als Leistungs-
verbraucher. Bei der Durchrechnung des 2. Beispiels im 11. Ka-
pitel hat sich nun gezeigt, daB ein Parallelwiderstand zur Kapa-
zitit einen Verlustwinkel bewirkt, Gleichung (50b), der mit
wachsender Frequenz abnimmt. Dagegen bewirkt der Serien-
widerstand einen Verlustwinkel, Gleichung {51b), der mit wach-
sender Frequenz zunimmt. Durch Messungen ist festgestellt
worden, daB der Verlustwinkel mit der Frequenz tatsichlich
steigt. Es ist daher angebracht, daB man den Kondensator als

Abb. 19. Abb. 20.
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eine Serienschaltung von Kapazitdt und Ohmschen Widerstand
auffaBt. Dieser Auffassung entspricht die Briickenschaltung, die
in Abb. 20 dargestellt ist.

Es stellen €y, R, den zu messenden Kondensator dar, C, ist
ein verlustfreier Kondensator (Luftkondensator), R, und R, sind
induktionsfreie und kapazitatsfreie Widerstande, C,, 7, ist ein
verénderlicher geeichter Kondensator (Drehkondensator).

Auf die allgemeine Briickengleichung

388232 = 313432 (55)
kann man den zu 3, zugehérigen Leitwertoperator 1, (9,3, = 1)
ausiiben. Da die Reihenfolge, in der die Operatoren ausgeiibt
werden, gleichgliltig ist, so verwandelt sich die Briickengleichung
in die folgende Gleichung

Dadsdade = 31849432 = 3132 -
Mit Benutzung der Ergebnisse in Gleichung (51) hat man
zunéchst
51:R1+jw—01;§ 5227'701,2; 3s = Rs.
Der Widerstand in dem vierten Briickenzweig ist eine Parallel-
schaltung der Widerstande

. —1
B, und u—}—ym

oder, was dasselbe ist, der beiden Leitwerte

1
74 . oy

+7 1
h w?C? i wC?

1
E und

Daher erhélt man den Gesamtleitwert zu
1 ettt L el
Y=g T4 wtr,2 TITFatro
Da es umsténdlich wére, aus 9, noch 3 zu bilden, wurde oben
in der Briickengleichung (55) der Widerstand 3, durch den ent-
sprechenden Leitwert p, ersetzt.
Hierauf bilde man den Operator 1), 3, 3; durch zweimalige An-
wendung von Satz 2. Man bekommt in gewohnter Weise
0 1 ,—R3(1 rawtC?
Dad28s = 320_2 Trrec T w \B, T 1+ 4 rg"wfof) .
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Der reelle Anteil dieses Ausdruckes muB mit dem reellen Teil
von 3, itbereinstimmen ; ebenso miissen die entsprechenden imagi-
niren Anteile gleich sein. Diese Uberlegung liefert die beiden

Gleichungen
1

Bi=R, Toraci- (56)
R, 1
01_021?3'1+r4w04-134m04' (562)

14 re)
Statt der ersten Gleichung ist es zweckmilig, die aus dem Pro-
dukt von beiden Gleichungen und von w hervorgehende Gleichung
zu nehmen. Diese lautet
1

1+ re0?Ci+ 0wCyry- 0C Ry’
Nach dem Ergebnis des 2. Beispiels im 11. Kapitel, Gleichung (51b),
ist R,w(C, der Verlustwinkel 4, des Kondensators C,, ebenso
ryw Cy der Verlustwinkel , des Kondensators C;. Bedenkt man,
daB das Quadrat dieser Verlustwinkel eine gegen die Einheit
sehr kleine Zahl ist, so kann man die Gleichungen (56a) und (56b)
auch schreiben 1

R,wC, = RywC, (56b)

R,
01202E.1+34'604R4’ (560)
1
61 = 04 R4 mm . (56(1)

Die zweite dieser Gleichungen zeigt, da das Produkt wCy R,
selbst von der GréBenordnung von d;, also klein gegen 1 ist.
Aus diesem Grunde vereinfachen sich beide Gleichungen ohne
Beeintrichtigung der Genauigkeit zu

R
c, =0, IT: ,
6, =wC,R,. (561£)

Zur Erfiilllung der beiden Bedingungsgleichungen (56e) und
(66£), d. h. zum Abgleichen der Briicke, dient der Kondensator C,,
der verdnderlich ist, und der Stopselwiderstand R;, wihrend R,
und C, unveranderlich sind. Dem Werte nach miissen bekannt
sein R;, R,, C,, O, und die MeBfrequenz w. Der Verlustwider-
stand 7, des Kondensators C, ist ohne Einflufl auf die Messung
und kann unbekannt bleiben. Das ist eine sehr wesentliche Tat-
sache.

(b6e)
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d) Ubungsbeispiel. Man weise nach, daB die Abgleichbedin-
gungen fiir die in Abb. 21 dargestellte Briicke, zur Messung einer
Gegeninduktivitat, die folgenden sind:

T, 7, L
R )
Hierin ist M der Koeffizient der gegen-
seitigen Induktion zwischen der Spule
im Briickenzweig und der Vorschalt-
spule zum Briickeneingang.
Anleitung: Die in den Briicken-

zweigen auftretenden Spannungen sind: Abb. 21.
—ri 31— joLJ; —joM(J; + Jp);
— 73313
— 7232
—7TgJe -

Das Ohmsche Gesetz gibt die zwei Spannungsgleichungen
—7F + 13 FIOLY; +joM (I 4+ J) =0;
— 73 T s =0.
Diese beiden Gleichungen behandle man genau so, wie das oben
bei der Ableitung der allgemeinen Briickengleichung geschehen ist.

13. Geometrische Orter.

Gegeben sei eine symbolische Gleichung zwischen den Zeit-
vektoren ¥ und B mittels eines komplexen Operators, etwa in

der Form B=(a+jbU.

Die Groflen a und b mdgen irgendwie Funktionen einer beliebigen
GroBe s sein. Halt man den Vektor ¥ seiner Gréfe und Lage
nach fest, 14Bt aber die Variable s eine Reihe von Werten durch-
laufen, so &ndern sich auch die GroBen a und b, und es gehort
notwendig zu jedem neuen Wert von s ein neuer Wert des Vek-
tors 8. Die Kurve, auf welcher die Endpunkte des Vektors 9B
beim Durchlaufen aller Werte von s zu liegen kommen, heiBt
der geometrische Ort des Vektors 9.

In einfachen Féllen 148t sich der Charakter dieses geometri-
schen Ortes am Vektordiagramm ohne weiteres ablesen. Als Bei-
spiel sei ein gewodhnlicher Stromkreis aus Ohmschem Wider-
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stand R und Selbstinduktion L genommen. Nach dem Ohmschen
Gesetz geben der Vektor 1l der Klemmenspannung, der Vektor
—R der Ohmschen Spannung und der Vektor —jw L der
induktiven Spannung ein geschlossenes Spannungspolygon. Das
zeigt das Vektordiagramm in Abb. 22.

Man nehme den Stromvektor § als gegeben und fest an. Die
Selbstinduktion L mége die obengenannte Variable s darstellen.
Es ist ersichtlich, dafl die Komponente des Spannungsvektors 11
parallel zum Stromvektor, welche durch
0@ gegeben ist und deren Amplitude RJ
betragt, fir alle Werte von L dieselbe
ist. Die Komponente des Spannungsvek-
tors U senkrecht zum Stromvektor § ist
allein verdnderlich. Daraus folgt sofort,
daB der geometrische Ort der Endpunkte P
des Spannungsvektors 1l durch die Senk-
rechte zu § im Punkte @ gegeben ist,
und zwar kommt nur der Teil der Senkrechten oberhalb des
Stromvektors in Betracht, da L seiner Bedeutung nach keiner
negativen Werte fiahig ist.

Umgekehrt moége der Spannungsvektor 11 jetzt fest und ge-
geben sein. Welches ist dann der geometrische Ort des Strom-
vektors §? Einerlei wie L und sogar auch R verdnderlich sein
mogen, so ist auf jeden Fall der Winkel bei ) im Spannungs-
dreieck OQP ein rechter. Nach einem Satz aus der Planimetrie
folgt daraus sofort, daB der geometrische Ort der Endpunkte @
des Vektors R der Halbkreis iiber OP ist mit dem Radius
10P=1U. Ist nun L allein veriinderlich und R konstant, so
sieht man unmittelbar, dal der geometrische Ort von § eben-
falls ein Halbkreis ist, und zwar mit dem Radius U/2R.

Es wire unniitz, derart einfache Probleme iiber geometrische
Orter wie das obige mit Hilfe der komplexen Symbolik zu be-
handeln. Genau wie die komplexe Methode dort einsetzt, wo die
geometrische Behandlung von Vektordiagrammen uniibersicht-
lich wird, tritt der Nutzen der komplexen Rechenmethode sofort
hervor, wenn es sich darum handelt, geometrische Orter firr kom-
pliziertere Schaltungen zu ermitteln. Aus diegem Grunde sollen
ganz einfache Beispiele iiber geometrische Orter nicht weiter
durchgerechnet werden. Thre Behandlung fillt auBerhalb des

Abb. 22.
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Rahmens der komplexen Methode. Dagegen werde sofort zur
Untersuchung einer komplizierteren Gleichung zwischen zwei
Vektoren 9 und B iibergegangen, mit welcher der groBte Teil
der Probleme iiber geometrische Orter fiir elektrische Maschinen
behandelt werden kann.
Die erwihnte Gleichung zwischen den beiden Vektoren 9
und B soll lauten
{te+fs)+ilg+hs)}B={(a+bs)+jc+ds)}A. (57)
Hierin sind die GréBen a, b, ¢, d, e, f, g und A absolute Kon-
stanten; s ist die Veranderliche und tritt hochstens im ersten
Grade auf. Der Vektor 9

moge festgehalten wer- £
den, d. h. seiner GréBe T
und Richtung nach un- $ oo
verdnderlich sein. 0 Fu
Den Vektor B zer- ¢ po =7
lege man in zwei Kom-
ponenten, davon eine in Abb. 23.
Richtung des Vektors U,

die den Betrag x habe, und die andere senkrecht zum Vektor % und
vom Betrag y. Die erste Komponente kann man aus diesem

Grunde schreiben jz- A und die zweite § j‘z— A, wie es auch die Ab-
bildung 23 darstellt. Man kann den Vektor B jetzt setzen
z .y
B= (G + i)
und die Vektorgleichung (57) umformen in
{e+19)+ilg+r)} (G +i % U={a+b)+ilc+da)o. (570)
Die Anwendung des Satzes 2 ergibt daraus die neue Gleichung

(e+fs)z—(g+hs)y | .(g+rs)z+(e+[8)y
{ 4 +7 Y }QI

={(a+bs)+jlc+ds)}A.
Jetzt liegt es nahe, den Satz 4 auf die Gleichung (57b) an-
zuwenden. Dieser liefert sofort die beiden neuen Gleichungen

(e+fs)w:1(9+hs)y:(a+bs), (57¢)

(57b)

g+ hs)zt+ (e f9)y
A

= (¢ + ds). (57d)
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Aus diesen beiden Gleichungen ist die Variable s zu entfernen,
damit man nur eine Beziehung zwischen den Koordinaten x und y
des Punktes P in Abb. 23 bekommt. Lést man die beiden Glei-
chungen nach s auf, so folgt
s (fe—hy—bA)=ad —ex+gy;
cA—gx—ey=s-(hax+fy—dA).
Nun multipliziere man diese Gleichungen miteinander. Hierbei
fallt s heraus, und es ergibt sich nach leichtem Ordnen sowie
Kiirzen mit (eh — fg)
ah+de—‘cf—bgA_ych+af—be—dgA

2 2
Cry—e eh —fg eh — fg
ad — be (57e)
7T 42
+ eh—~ng =0.

Die Gleichung (57e) ist die analytische Darstellung des geo-
metrischen Ortes fiir den Vektor . Wenn man die Richtung
von U als Abszissenachse nimmt, so ist « die Abszisse und v die
Ordinate eines beliebigen Punktes der Ortskurve. Die erhaltene
Gleichung ist die Gleichung eines Kreises, wie man leicht mit
den Elementen der analytischen Geometrie findet. Denn be-
zeichnet man, wie in der Abb. 24 eingezeichnet, mit r den Radius
eines Kreises, mit x,, die Abszisse und mit y, die Ordinate des
Kreismittelpunktes, so folgt aus dem rechtwinkligen Dreieck MQ P

sofort (% — T)? -+ (Y — Yu)? = 72
oder auch
2 Yt — 28 & — 2y Y + A+ Yo — 12 =0.
Durch Gegeniiberstellung dieser Gleichung mit der Gleichung (57e¢)
findet man die Kreiskonstanten

1 .ah—i—de——c}‘—bg
Ty =5 - -4, (58a)
1 aftch—be—dyg
Yn =5 " =T -4, (58b)
d—b
w‘;“’n+y?n—7‘2=*—(:h _T; 4. (58¢)

Die letzte Beziehung gibt mit Benutzung der beiden ersten mittels

einfacher Umrechnung das Quadrat des Radius. Man bestatige
o __ 1 (ah+de-cf-bg)*+(af+ch-be-dg)?-4(ad-be)(eh-fg) ,,

=7 (eh = fq)? A%, (58d)
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Mit Hilfe der gefundenen Ausdriicke lassen sich die Kreis-
konstanten a,,, ¥, 7 aus den Konstanten der Vektorgleichung (57)
berechnen. Die Konstruktion des geometrischen Ortes bietet dann
keine Schwierigkeiten mehr, da sie mit Hilfe des Zirkels aus-
gefiihrt werden kann.

In den allermeisten Fillen gentigt es aber nicht allein, den
Kreis mit Hilfe der eben abgeleiteten Kreiskonstanten zu kon-
struieren. Vielmehr ist es aullerdem notwendig, zu wissen, welcher
Wert der Unabhéngigen s jedem einzelnen Kreispunkt entspricht.
Diese Aufgabe 16st eine verhéltnisméBig einfache Konstruktion,
welche ihrer Wichtigkeit halber im Folgenden abgeleitet werden soll.

Zu dem angegebenen Zwecke ist es angebracht, einen speziellen
Wert der Unabhéngigen s und des zugehdrigen Wertes von B
besonders hervorzuheben. Sehr nahe liegt es, den Wert co fiir s
zu nehmen. Der entsprechende Wert von 8B sei 8,. Nimmt
man in Gleichung (57) den Wert s sehr grof3 an, so ist e gegen fs,
ebenso g gegen ks, a gegen bs und ¢ gegen ds zu vernachlissigen.
Dann erhilt man

(fs + jhs) By = (bs + jds) U
oder nach Kiirzung mit s
(f + k) By = (b + jd) A. (59)

In der nebenstehenden Abb. 25 ist der Vektor B durch die
gerichtete Strecke OP, der Vektor 9B, durch die gerichtete
Strecke OP, dargestellt. Welchen Vektor reprisentiert dann die
Strecke P,P? Offenbar gibt dieser Vektor zu dem Vektor B,
addiert den Vektor 8.
Nun ist

Da ebenso war

sieht man, daB die
Strecke P, P mit dem
Vektor ¥ — B, iden-
tisch ist.

Axuf der Kenntnis des Vektors § — %, beruht die abzuleitende
geometrische Konstruktion. Um auf den Vektor 8 — B, zu

Casper, Wechselstromaufgaben. 5
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kommen, muB man die Operatoren auf der linken Seite der
Gleichungen (57) und (59) gleichmachen. Zu diesem Ende iibe
man auf die Gleichung (57) den Operator (f 4 jk) aus. Das
gibt mit Benutzung von Satz 2

{(ef + s — gh — 12s) + j(eh + 2fhs + {9)} B
={(af + bfs — ch — dhs) +j(cf + dfs + ah + bhs)}A.
Entsprechend iibe man auf die linke Seite und rechte Seite der
Gleichung (59) den Operator (e-+fs)-+j(g+hs) aus, wodurch
man diesmal mit Satz 2 erhilt '

{(ef +f2s — gh —h?*s) + j(eh + 2fhs + f9)} Bu
={(be+bfs —dg — dhs) + j(bg + dfs + de + bhs)}A.
Hierauf subtrahiere man die beiden obigen Gleichungen vektoriell.
Beachtet man fiir die linke Seite der Gleichungen den Satz 3,

fiir die rechten Seiten den Satz 1, so folgt
{(ef 4 fPs — gh — h?s) +j(eh + 2fhs + fg)} (B — Bu) } (60)
={(af +dg —ch —be) +j(cf + ah — bg — be)}A.

Die Tatsache, daB auf der rechten Seite der Gleichung (60)
die Unabhingige nicht mehr vorkommt und daB sie auf der linken
Seite der Gleichung nur linear auftritt, ist sehr wesentlich. Der
Vektor auf der rechten Seite der Gleichung ist daher zusammen
mit 9 ein unveranderlicher Vektor und werde zur Abkiirzung
mit § bezeichnet. Setzt man der Kiirze halber noch

ef —gh=4k; f—hr=I1; ehtfg=m; 2fh=n,
so nimmt die Gleichung die Gestalt an

{(k +18) + j(m + ns)} (B — B,) = 6. (60a)
Der Vektor § ist in Abb. 25 eingetragen. Es ist ndotig, den
Winkel ¢ zwischen diesem Vektor und dem Vektor 8 — B, zu
wissen. Nach den Formeln (17) erhédlt man
k+1s . m -+ ns
ing = .
Vik + 18)2 + (m + ns)?

cosg = V(& + 18)2 + (m 4 ns)? ’
LaBt man den Punkt P der Ortskurve nach P, zu wandern, bis
in unmittelbare Nahe von P,, so wird der Vektor B — B,, der
durch die Verbindung von P, und P gegeben ist, schlieBlich in
die Tangente im Punkt P, iibergehen. Setzt man daher in die
obigen trigonometrischen Formeln s = oo ein, so erhilt man den
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Kosinus bzw. Sinus des Winkels ¢, zwischen dem Vektor € und
der Tangente im Punkte P,. Das gibt

n
VB a2’ Vit 4 nt

Nun hat man alle Unterlagen beisammen, um das Dreieck P, SQ
in Abb. 25, das durch den Vektor €, den Vektor B— B, und
durch eine Parallele zur Tangente im Punkte P, gebildet wird,
rechnerisch zu erfassen. Die Strecke P,S ist beliebig gewéhlt;
der ihr gegeniiberliegende Winkel bei @ ist, wie eine einfache

planimetrische Uberlegung zeigt, gleich ¢, —¢@. Nach dem
Sinussatz muf} sein

COS @, = sing, =

AT _ p o sing
Q8 = P"Ssm(% — @)’

Wegen einer einfachen Formel aus der Trigonometrie darf man
diese Formel auch schreiben

QS =P, 8 . sing_

sing, - COS@p — coS@, -sing’

woraus sich wieder mit Benutzung der obigen Formel fiir cosg,
sing, cosg, und sing, ergibt

QS — P,S- Zli:&z (m + ns) . (60D)

Speziell erhalt man fir den Punkt P, bzw. Q,, der dem
speziellen Wert s = 0 entspricht, aus dieser Formel

Vlz T n?
QS = PuS |0 (60¢)
Subtrahieren der Gleichung (60¢) von (60b) liefert
2 2
QS — Q.8 = Q,Q = P, S- Vl S s, (60d)

Auf das Ergebnis der Gleichung (60d) griindet sich die an-
gekiindigte geometrische Konstruktion des zugehérigen Wertes
von s zu einem beliebigen Punkt P der Ortskurve. Man ziehe
vom Unendlichkeitspunkt P, durch den Punkt P, (fiir s = 0)
und durch den vorgegebenen Punkt P die geraden Linien. Dann
ist das auf einer Parallelen zur Tangente im Punkte P, abge-
schnittene Stick @,@ proportional der GréBe s, etwa p.s. Ist

5%
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nun beispielsweise noch der Punkt P, (fiir s = 1) gegeben, so
ist das entsprechende Stiick @,%,, das von der Geraden P,P,
abgeschnitten wird, gleich dem Proportionalitétsfaktor p selbst.
Man hat also

WG N

QoQ = QoQy-s oder s @0,
Wenn man den Abstand der Parallelen zur Tangente so wahlt,
daB Q,Q, gleich der Einheit wird, so gibt der Abschnitt @, un-
mittelbar die Unabhingige s an. Zur Konstruktion miissen daher
auBler dem Kreis noch die Punkte P,, P,, P, gegeben sein, die
man findet, wenn man die Vektoren B zu den Werten s = 0,
8§ =00, § =1 aus der Gleichung (57) errechnet.

14. Ubungsbeispiele iiber geometrische Orter.

Nach Ableitung der Formeln fiir die Mittelpunktskoordinaten
und den Radius des Kreises, den man als geometrischen Ort fiir
den durch eine hinsichtlich der Verdnderlichen s lineare Be-
ziehung aus dem Vektor ¥ definierten Vektor B erhilt, ist die
weitere Rechnung &dullerst einfach. Ks handelt sich dann nur
noch darum, die Zahlenwerte fiir den speziellen Fall einzusetzen.
Nicht immer hat man aber die Formeln vor sich zu unmittelbarer
Verfiigung. Man ist in diesem Fall gezwungen, sich die Formeln
selbst rasch abzuleiten. Es erscheint daher ganz zweckmilBig,
wenn im folgenden vor der eigentlichen Anwendung einige Ubungs-
beispiele gegeben werden. Diese Ubungsbeispiele werden sicher
insofern instruktiv sein, weil die ihnen zugrunde liegenden Vektor-
gleichungen nicht linear hinsichtlich der Unabhéngigen s sind und
somit die Tauglichkeit der hier gegebenen Methode bei Behand-
lung von ganz allgemeinen Vektorgleichungen zeigen.

1. Ubungsbeispiel. Gegeben sei die Vektorgleichung

(@+jbs)B = (c + jds) .
Der Vektor % werde festgehalten, wihrend s alle moglichen
reellen Zahlen durchlaufen soll. Welches ist dann der geometrische

Ort fiir die Endpunkte des Vektors % ¢
Lésung: Man setze, wie im Vorigen gezeigt ist,

B (5 +i%)
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und fiihre diesen Ausdruck in die Vektorgleichung ein. Indem
man sofort mittels Satz 2 den zusammengesetzten Operator ver-
einfacht, erhilt man

{(ax —Absz."/> + ?,(bszxA+ ay)} A= (c+ jds)U.

Nach Satz 4 mul} sein
ax —bsfy=cA; bs2xtay=dsd.
Aus der ersten der beiden letzten gewonnenen Gleichungen
findet man ax —cA
8% =
by
Geht man mit diesem Wert von s in die zweite Gleichung hinein,

nachdem man sie vorher quadriert hat, so bekommt man durch
leichte Umformung

[a(2? 4+ y?) —cAx]?2= iigzjlg ylax —cA).

Diese Gleichung, die analytische Darstellung der gesuchten
Ortskurve, ist vom vierten Grade hinsichtlich  und y, was
nicht weiter verwunderlich erscheint, da die Unabhingige s in
der Vektorgleichung quadratisch auftritt.

2. Ubungsbeispiel. Gegeben sei dieselbe Vektorgleichung. Nur
moége jetzt der Vektor 5 festgehalten werden. Man zeige, dall
der geometrische Ort fiir den Vektor ¥ analytisch durch die

Gleichung

cy®+ xy(cx —aB) = %—? (cx — aB)?

gegeben wird, welche vom dritten Grade ist.
3. Ubungsbeispiel. Gegeben sei die Vektorgleichung
jbs3B = (¢ + jds®) ¥,
in der s alle reellen Zahlen durchlaufen moége. Man zeige, dal
bei festgehaltenem Vektor ¥ die Gleichung fiir den geometrischen

Ort von B lautet
—blcx® =d3A%y,

wihrend bei festgehaltenem Vektor %8 die geometrische Ortskurve
des Vektors 9 analytisch dargestellt wird durch die Gleichung

2
(@24 g2y + o B2 ad =0,

welche vom fiinften Grade ist.
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15. Vektorgleichungen des asynchronen
Drehstrommotors. Ortskurve.

Das klassische Beispiel fiir die Behandlung von geometrischen
Ortern in der Elektrotechnik ist der asynchrone Drehstrommotor.
Es kann an dieser Stelle sich allerdings nicht darum handeln, die
im Sténderkreis und Léauferkreis des Motors auftretenden Span-
nungen genau zu analysieren. Vielmehr gehort diese Untersuchung
zur Theorie der elektrischen Maschinen. Hier wird daher die
Kenntnis dieser Spannungen vorausgesetzt. Aus den bekannten
Spannungen sollen die Vektorgleichungen aufgebaut, die nicht
interessierenden Vektoren in gewohnter Weise entfernt und aus
der iibrigbleibenden Vektorgleichung zwischen den interessierenden
Vektoren die geometrische Ortskurve ermittelt werden.

In der Theorie der elektrischen Maschinen wird gezeigt, daf3
in dem Stédnderkreis des Motors, und zwar in jeder Phase, die
folgenden Spannungen auftreten, falls man die Eisenverluste
vernachléssigt:

1. Die Klemmenspannung %. Ihr Zeitvektor ist 1.

2. Die Ohmsche Spannung, die dem Sténderstrom 7, dessen
Amplitude J, ist, um 180° zeitlich nacheilt und deren Amplitude
durch das Produkt vonr; und J; gegeben wird, wo r; den Ohm-
schen Widerstand einer Stinderphase bedeutet. Der Vektor der
Obmschen Spannung wird daher durch --r;J; dargestellt.

3. Eine induktive Spannung, die dem Stinderstrom um 90°
zeitlich nacheilt und deren Amplitude der Amplitude J; pro-
portional ist. Der Vektor dieser Spannung kann daher durch
den Ausdruck —jk,$; dargestellt werden.

4. Eine induktive Spannung, die dem Lauferstrom ¢,, dessen
Amplitiude J, ist, um 90° zeitlich nacheilt und deren Amplitude
proportional J, ist. Den Vektor dieser Spannung stellt man durch
den Ausdruck —jk;,$, dar.

Ebenso wird gezeigt, daBl in dem Léuferkreis des Motors die
folgenden Spannungen in jeder Phase auftreten:

5. Die Ohmsche Spannung, die dem Léuferstrom um 180°
zeitlich nacheilt und deren Amplitude gleich dem Produkt von J,
und 7, ist, wo r, den Ohmschen Widerstand einer Lauferphase
bedeutet. Der Vektor der Ohmschen Spannung wird daher durch
—ry 3, dargestellt.
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6. Eine induktive Spannung, die dem Léauferstrom um 90°
zeitlich nacheilt und deren Amplitude der Amplitude J, und der
Schliipfung s proportional ist. Der Vektor dieser Spannung kann
daher durch den Ausdruck —jsk,$, dargestellt werden. Die
Schliipfung ist die verdnderliche Unabhéngige; beim Stillstand
des Laufers hat man s = 1, bei Synchronismus des Laufers s = 0.

7. Eine induktive Spannung, die dem Sténderstrom i; um 90°
in der Phase zeitlich nacheilt und deren Amplitude der Amplitude
von 4, und der Schlipfung s proportional ist. Den Vektor dieser
Spannung stellt man dar durch den Ausdruck —jsk,; ;. Die
Theorie zeigt noch, dafl zwischen den Koeffizienten k., und kyy
Gleichheit besteht, was jedoch fiir das Folgende belanglos ist.

Die Summe der Spannungsvektoren unter 1. bis 4. werde
mit P, die der Vektoren unter 5. bis 7. mit £ bezeichnet. Diese
Festsetzung lautet in Gleichungen geschrieben

P=U—r I+ (=530 F 7 (—F23)
D= —rJ+i(—skI)+ij(—skyJy)-

Fiir jede Phase besteht solch ein Vektor B} und £. Bei Drei-
phasenmotoren hat man also die Vektoren Py, £, By, Oyr,
Brrr, Q- Dabel sind aus Symmetriegriinden die Amplituden
aller Vektoren ‘B untereinander und aller £ untereinander gleich.
Nur die Richtung ist verschieden, und zwar ist der Phasenwinkel
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Vektoren B bzw. £ immer
360° dividiert durch »n, wenn n die Zahl der Phasen bedeutet.
Mit je zwei beliebigen Phasen, einerlei ob zwei des Sténders oder
zwei des Léufers, kann man bei Sternschaltung einen geschlos-
senen Stromkreis bilden und auf denselben das Ohmsche Gesetz
anwenden. Vektoriell lautet das z. B. fiir die Phasen I und 11,
da die Phase II naturgemdf im umgekehrten Sinne wie die
Phase I durchlaufen wird,

Pr—Pur=0; Q—Yy=0
oder auch durch Heriiberschaffen des Vektors der Phase I1
Br=Brr; Ly==Y.
Vektoren, die verschiedene Richtung haben, kénnen jedoch nur
gleich sein, wenn jeder gleich Null ist. Diese Uberlegung gibt

im vorliegenden Fall
P =0; =0,
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was ausfiihrlicher geschrieben lautet
U—rJr+ 7=k J0) +7(—k12F) = 0;
7o e G (—8ky Jp) + j(—sky Jy) = 0.

Damit sind die Vektorgleichungen des asynchronen Dreh-
strommotors, sowohl fiir den Stédnder als fiir den Léufer, ge-
wonnen. Von den Vektoren interessiert nur der Klemmenspan-
nungsvektor 1l und der Sténderstromvektor ;. Der Vektor J,
ist zu eliminieren; das geschieht sehr einfach. Zunéchst schreibe
man die Vektorgleichungen folgendermaflen um

JRieFe =N+ (=7 +5(—kp) Ju3
(re+ 78ks) Jp = j(—sky; J1) -
Dann iibe man auf die erste Gleichung den Operator (r,-jsk,),
auf die zweite Gleichung den Operator jk,, aus, wobei man so-
fort Anwendung von Satz 2 und 3 macht. So erhdlt man die
beiden neuen Gleichungen '

(—skokyy 4 972ksp) Jo = (r2 + Jska) U — (ry7ry — ski k) Iy

+j(—risky —raky) 3y

(—skokys + §72k10) Jp = Ska - bay Iy
Wenn zwei Vektoren je einem dritten Vektor gleich sind, so sind
gie auch untereinander gleich. Diese Schlulifolgerung liefert die
neue Vektorgleichung
8k1okyy = (ra+ Jske) U— (ryry— ki ko) Jq + 7 (—718ky— 1rok1) J1
welche nach Ordnen unter Anwendung von Satz 1 lautet
{(7172+3k21k12“sk1k2)+7'(713k2+72k1)}31=(72+f3k2)u- (61)

Die Vektorgleichung (61) stellt eine Beziehung zwischen dem
Klemmenspannungsvektor und dem Sténderstromvektor dar.
Die unabhéngige Veranderliche s tritt linear auf. Die Beziehung
ist demnach ein Spezialfall der allgemeinen Beziehung (57). Halt
man den Vektor der Klemmenspannung fest, was allein praktisch
in Frage kommt, da die Klemmenspannung immer vorgegeben
ist, so beschreibt der Endpunkt des Stinderstromvektors bei ver-
dnderlicher Schliipfung einen Kreis. Im vorliegenden Fall sind
die Koeffizienten a, b, ¢, d, ¢, f, g, b, wie man durch Verglei-
chung der Vektorbeziehungen (57) und (61) findet,

a=ry; b=0; ¢=0; d=ky,; e=rry;
f=lkipkoy —biky; g=ryky; h=rik,.
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Durch Einsetzen dieser Werte in die Formel (58a), (58b) und (58d)
findet man miihelos die Kreiskonstanten zu

L}
T = Ly 2,
" (L) +(1 kk) by’
ky kyk,
kl2k2l
R ki 79 1 U ()
Ym = 2 2 ko) Ky’
-
kl klk2
kyp by
)
B 2 (4) (1 _ kk) b
I T ks
Die in allen drei Formeln (62) auftretende GréBe
kyok
—TZT:I (62a)

wird allgemein als die Gesamtstreuung des Motors bezeichnet
und mit ¢ abgekiirzt. Beim idealen streuungslosen Motor sind
némlich &, - k, und k&, - %y einander gleich, weshalb dann o gleich
Null wird. Mit der Abkiirzung ¢ nehmen die Kreiskonstanten
eine einfache Gestalt an. Es ergibt sich

1
Ty U l4o 1 U
xm‘—:—rl’zl——“'k*ll; ymz—T-—;l—z—-kfl;
o R
(kl) ky (62b)
l—o0 1 U
Ty = - .,
2 ry\2 ky
() o

Um die Schliipfung, wie frither gezeigt wurde, fiir jeden Kreis-
punkt in geometrischer Weise zu finden, ist es notwendig, die
Kreispunkte fiir die speziellen Werte s =0, s =1, s =00 zu
konstruieren. Dazu mufl man wieder die Stromvektoren fiir diese
Spezialwerte kennen. So erweist es sich als erforderlich, in der
Vektorgleichung (61), welche den Stromvektor mit dem Span-
nungsvektor verkniipft, den Operator vor dem Stromvektor reell
zu machen. Zunéchst fiihre man zur Vereinfachung in die Glei-
chung (61) die Streuung ¢ ein, wodurch man bekommt

{(’17”2 — 08k ky) - j(risky + ’2]01)} Sh=(ra+jsk)U. (63)
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Hierauf tibe man auf die Gleichung den Operator
(riry — oskyky) +j(—(rysky + 75 kq))
aus. Die Anwendung des Satzes 2 gibt dann
P+ P8I+ kit 4 2(1 — o) rympsh kot
. . 8 (63a)
={[r 3+ r182K5+ (1 — o) rysk k] +§[— 75 — oskE]k;} 1.
Aus dieser Beziehung kann man sofort den Wert « der Kompo-
nente von J, in Richtung von U, ebenso den Wert y der Kompo-
nente von J, senkrecht zu 1l ablesen. Man bestétige
. v 82k (1 —o)ryskk,
T PR Y SRR 2+ 22k + 2(1 — o) 7y roskoky
_ —]Cl(rg+08kg) U
y= 7212 4 0282 k2 kE + 3k + 1282 k3 + 2(1 — o) ryrasky kg
Speziell erhélt man fiir die Werte s = 0 und s = oo, was eine
einfache Rechnung ergibt,

xz

U;
(63D)

KiS
o H v, 1 U
0 7y .Er’ 0 71\ —E’
(%) +1 () +1
n ol
i TA-9g, U (63¢)
Zu 7 \2 7, 7 .T;
2 1 21 72 1
o +(k1>+2‘1 )% T,
y _ (4]
w— 2
g (" ek
i) a0 2 3

Zur Ermittlung des Anlaufpunktes geniigt es, wenn man die
Richtung des Stromvektors fiir s = 1 kennt. Zwar schneidet
dieser Vektor oder seine Verlingerung den Kreis noch in einem
zweiten Punkt, doch gibt es zumeist keinen Zweifel, welcher von
den beiden Punkten als der Endpunkt des Stromvektors in Frage
kommt. Fir den Winkel zwischen Strom und Spannungsvektor
liefert die Formel (17) und die obige Gleichung (63a) in gewohnter
Weise top — k(72 4+ oskl)

g = rr2 +r ks (1 — o) roskiky
Man hat nur noch nétig, in dieser Formel s =1 zu setzen. Es
geniigt wohl, wenn ganz kurz hingewiesen wird, daf man auch
die Punkte fiir s = 0 und s = oo auf diese Weise konstruieren
kann, wenn es zweifelsfrei ist, welcher von den beiden Schnitt-
punkten der Vektorgeraden mit dem Kreis genommen werden mulfl.

(634d)
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I11. Kettenleiter.

16. Trigonometrische Form des Operators.

Bei Definition des komplexen Operators im 5. Kapitel wurde
der Operator (@ + 7b) U erldutert. Der durch diese Operation aus
dem Vektor U hervorgegangene Vektor $B ist gegen den Vektor U
um einen Winkel ¢ im Sinne der Voreilung gedreht, der, wie
dort gezeigt wurde, aus den Formeln

a .. b
ot sSing = Var T B2
berechnet werden kann. Der Betrag B des Vektors 8 ist geméf
Gleichung (16) Va®+ b2-mal groBer als der Betrag 4 des Vek-
tors A. Bezeichnet man hinfort die Quadratwurzel }a24 b2

mit z, wie im 10. Kapitel festgesetzt, so lautet die Beziehung
zwischen den Betrigen B und 4

cosQ =

(17)

%:Va2+b2=z. (16)

Fir die Komponente a¥ des Vektors 8 in Richtung von ¥ be-
kommt man aus den Formeln (17)

a = Ya? + b2 cosp - U = zcosp¥.
Ahnlich folgt fiir die Komponente jb9 senkrecht zum Vektor ¥
§bUA = j Ja? + b2sing - A = jz singY.

Nach diesen Bemerkungen erkennt man unmittelbar, da man

den Vektor B durch die zwei identischen Ausdriicke darstellen darf
B=(a+ jb)A = (zcosp + jzsine)U, (64)
worin z und ¢ die obengenannte Bedeutung haben.

Man kommt zu dem durch die Gleichung (64) definierten
Vektor B auch so, daB man zunichst den Vektor ¥ um den
Winkel ¢ dreht, ohne seinen Betrag zu dndern. Dieser Vektor,
der so entsteht, sei B’. Nach Formel (18) gilt dann

B’ = (cosp + 7 sinp)Y . (64a)
VergroBert man den Absolutwert 4 des Vektors %', indem man

denselben mit z multipliziert, so geht der Vektor &8 hervor. Man
hat demnach auch

B = (a4 jb) = 2(cosp + jsing)NA. (64Db)
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Dall der einfache Operator (zcose -+ jzsing) und der zu-
sammengesetzte Operator z- (cosg - jsing) dasselbe besagen,
sieht man sofort ein, wenn man auf den letzteren den Satz 2

anwendet.
Mit Hilfe der trigonometrischen Form des Operators 148t sich
das Resultat des mmal ausgeiibten Operators (cosep + jsing)

B = (cosp + Jsing) ... (cosp + jsing)¥,
oder in zweckmaBiger abgekiirzter Schreibweise
B = (cosp + jsing)*Y,
sofort finden. Durch den Operator wird am Betrag des Vektors %
nichts gedndert, sondern der Vektor 9 jedesmal nur um den
Winkel ¢ gedreht. Der Vektor 9 hat also denselben Betrag wie
der Vektor ¥ und ist gegen diesen um den Winkel ngp, wegen
der n Operationen, gedreht. Die Formel (18) gibt daher sofort
das Ergebnis
B = (cosp + jsin@)*Y = (cosng + jsinne)YA. (65)

Durch eine dhnliche Betrachtung zeige der Leser, dal} die
folgenden Behauptungen zu Recht bestehen.

Behauptung 1:

(@ 4+ §6)"U = (zcosp + jzsin)"Y = 2*(cosne + jsinne)YA.

Behauptung 2:

z1(cos @y - jsing,) - 2, (cosp, + Jsiny) A = 2,2, (cos(p; + @s)
+ Jsin(@; + @s)).

Man hat nur zu beachten, daB jetzt auBer der Drehung des Vek-
tors gleichzeitig eine VergroBerung des Betrages eintritt. Die
Verallgemeinerung der Behauptung 2 auf mehr als zwei Opera-

toren liegt nahe, und es macht keine Miihe, das Ergebnis sofort
hinzuschreiben.

17. Spulen-Siebkette.

Bevor die Kettenleiter, bei deren Untersuchung der Nutzen
der komplexen Symbolik in besonders hervorragendem MafBe
hervortritt, in allgemeiner Weise behandelt werden, erscheint es
zweckmifBig, zundchst einen speziellen Kettenleiter ausfiihrlich
zu studieren. Die Rechnung gestaltet sich einfacher; die Dis-
kussion der Ergebnisse wird iibersichtlicher, wihrend die Ver-
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allgemeinerung spéter ohne Schwierigkeiten vorgenommen wer-
den kann.

Der zu untersuchende Kettenleiter ist in Abb. 26 schematisch
dargestellt. Er ist zusammengesetzt aus n gleich gebauten Ketten-
gliedern, die in der angegebenen Weise nur Selbstinduktion und
Kapazitdt enthalten. An das Kettenglied des Anfanges der Kette,
das 1. Kettenglied, ist ein Ohmscher Widerstand angeschlossen.
Das Kettenglied des Endes der Kette, das n-te Kettenglied, liegt
direkt an der Klemmenspannung «.

An erster Stelle sind die Strom-Spannungsgleichungen aufzu-
suchen. Es interessieren nur die Spannungen am Anfang und am

!
Szﬁu”T 3

(7)

Ende eines jeden Gliedes, z. B. 1; und U;_;, sowie der in jedes
Kettenglied eintretende Strom, z.B. §; und der aus jedem
Kettenglied austretende Strom, z. B. §;_;. Die Spannungen 1,
an den Kondensatoren und die von den Kondensatoren auf-
genommenen Strome J,; haben nur fir die Zwischenrechnung
eine Bedeutung. Wendet man das Ohmsche Gesetz auf den ge-
schlossenen Stromkreis an, der durch den k-ten Kondensator, die
Selbstinduktion %- L und die Spannung l;_; an der Verbindungs-
stelle des k-ten Gliedes mit dem (k£ — 1)-ten Gliede gebildet wird,
8o bekommt man

oL
uck_f’? Sk-1— gy =0,
oder auch I
Uopp = Uz +7'%* -1~

Der in dem Kondensator flieBende Strom eilt der Kondensator-
spannung um 90° nach. Mithin erhilt man weiter

St = (~ @O llex = 1|~ C (W1 + %5 S

was man unter Anwendung von Satz 3 und Satz 2 umformen

kann zu w2 LC
Sep =—J0CWg_1 + -5~ Fp-1-
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Hierauf iibe man die Kirchhoffsche Regel auf die Verbindungs-
stelle zwischen den beiden Induktivititen 4L und dem Konden-
sator des k-ten Kettengliedes aus. Die Regel lautet in diesem Falle

S + Sor — -1 =0,
oder, was dasselbe ist,
D= Jp-1 — Jek -
Ersetzt man den Stromvektor §,; durch den oben gefundenen
Ausdruck, so bekommt man mittels Satz 1

/ 2LC .
SkZ(l—-wz )Sk—l+7w0uk—1- (66)

Nun ist das Ohmsche Gesetz noch auf den SchluBteil des
k-ten Gliedes auszuiiben, und zwar auf den geschlossenen Kreis,
der durch den k-ten Kondensator, der Selbstinduktion {-L und
der Spannung 1; an der Verbindungsstelle zwischen dem %-ten
Kettenglied und dem (k- 1)-ten Kettenglied gebildet wird. Man

verfolgt leicht, dafl man dadurch die Vektorgleichung erhalt

.wL
W —j 5% S — Uz =0,

oder nach Ersetzung von J; und U,; durch die oben gefundenen
Ausdriicke, sowie nach Anwendung der Satze 3, 2 und 1
2 2
= (122 o L1 — 25
Zur Aufstellung des Gleichungspaares (66) und (66a) wurde,
wovon man sich noch nachtréglich iberzeuge, nur das k-te Ketten-
glied herangezogen, dies aber vollkommen. Da die Kette aus
n Gliedern besteht, kann man im ganzen n Gleichungspaare auf-
stellen, die alle aus (66) und (66a) hervorgehen, wenn man dort
fir k nacheinander sdmtliche Zahlen von 1 bis n einsetzt. Ent-
sprechend den 2n Gleichungen gibt es 2n unbekannte Vektoren,
ndmlich die Stromvektoren {, bis §, und die Spannungsvek-
toren U; bis U,. Der Fektor 1, ist identisch mit dem Klemmen-
spannungsvektor U, der Vektor $, identisch mit dem Strom-
vektor § der Spannungsquelle. Aus dem Gleichungspaar (66)
und (66a) entnimmt man miihelos, daf, wenn die Vektoren i
und U;_; bereits bekannt sind, die Vektoren {; und 1; sofort
und unverziiglich berechnet werden kénnen. Sind also die Vek-
toren U, und §, vorgegeben, so bekommt man aus dem ersten

Sii.  (66)
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Gleichungspaar (k = 1) die Vektoren §; und U;, aus dem zweiten
dann (k = 2) §, und U,, aus dem n-ten Gleichungspaar (k = n)
schlieBlich die Vektoren &, = § und 1, = U. An und fiir sich
sind deshalb die Vektoren U, und $, vollkommen willkiirlich.
Wegen des am Anfang der Kette eingeschalteten Widerstandes
besteht jedoch zwischen beiden Vektoren die Beziehung
Ny=7rZ,.

In dieser Gleichung ist beiderseits das positive Vorzeichen zu
nehmen, da die Richtung von U, und §, entgegengesetzt ist.
Man nimmt also den Vektor {, beliebig an, bestimmt aus der
obigen Gleichung 11, und geht mit diesen beiden Werten in die
n Gleichungspaare hinein.

Aus dem Dargelegten erkennt man, dafl man schrittweise alle
Vektoren & und U; nacheinander berechnen kann und daB zur
weiteren Erlduterung eigentlich weiter nichts mehr iibrigbleibt.
Die fernere Rechnung ist im Prinzip sehr einfach, und das Pro-
blem fithrt zu einer ganz eindeutigen Losung. Die angegebene
Losungsmethode gestattet jedoch nicht, den Einflu8 der Ketten-
gliedkonstanten C und L, der Endschaltung r sowie der Kreis-
frequenz « auf die Gréfle und Richtung der Vektoren U;, Jj in
itbersichtlicher Weise darzulegen. Um dieses Ziel zu erreichen,
mufB3 man eine andere Losungsmethode suchen. Da feststeht, daf
das Problem nur eine einzige Losung zuléft, ist es naheliegend,
einen Probeansatz zu versuchen, mit dem man in das Gleichungs-
paar (66) und (66a) hineingeht. Der Ansatz mége lauten

Je=1U; Wp=r'®. (67)

Der Sinn dieses Ansatzes ist der folgende. U und B seien zwei
unbekannte Vektoren, ebenso g ein unbekannter Operator. Ubt
man den Operator r im ganzen %k-mal hintereinander auf den
Vektor U aus, so soll der Stromvektor J; hervorgehen; iibt man
denselben Operator ebensooft auf den Vektor % aus, so soll der
Spannungsvektor 11; hervorgehen. Nun fiihre man den Ansatz (67)
in das Gleichungspaar (66) und (66a) ein. Wenn man bedenkt,
daB die Reihenfolge in der Ausiibung von Operatoren immer
gleichgiiltig ist, so nimmt das Gleichungspaar die Gestalt an

z’“‘ﬁ=z’“‘1(1 - wzw)%l +1 o lB.

o'LO
2L ; 2
b B :g’“‘l(l —°—°~2—0)§B +gk-1.7‘wL(1—Lf9)m.
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Diese beiden Gleichungen gehen aus den beiden folgenden
@? L C) .
g%I=<1————2f)%I+wa.‘B; (672)

1B =(1- 2558 +joL(1- 4%
hervor, wenn man auf diese den Operator ¢ im ganzen (k— 1)-mal
ausiibt, was man auf der rechten Seite der Gleichungen wegen
Satz 3 gliedweise ausfithren darf. Diese beiden Gleichungspaare
sind daher identisch. In dem letzten Gleichungspaar (67a) und
(67b) tritt die GroBe & nicht mehr auf. Dieses gilt daher fiir alle
Kettenglieder. Die Gleichungen (66) und (66a) werden daher
durch den Ansatz (67) tatsichlich befriedigt.

Wenn man den Probeansatz (67) speziell fiir das erste Ketten-
glied ausfithren will, so ben&tigt man den Ausdruck fiir die beiden
Vektoren §, und U,. Nach dem Ansatz miifite rein formal sein

Jo=2"A und Up=7y"B,
ohne daf man zunachst weill, welches die Bedeutung des Opera-

tors £ sein soll. Man beseitigt jedoch jeden Zweifel, sobald man
in Ubereinstimmung mit dem Ansatz setzt

(67b)

Sy=1tU sowie U =18

und weiter, vorlaufig wilikiirlich, annimmt

Se=2U; Uy=B.
Setzt man diese Ausdriicke in das Gleichungspaar (66) und (66a)
ein, so kommt man unmittelbar auf die bereits gefundenen Be-
stimmungsgleichungen (67a) und (67b) fir ¢, A und B. Man
darf daher den Operator t® mit 1 identifizieren und fiir alle
spateren Rechnungen z® = 1 annehmen.

Es gilt nun, den Operator ¢ zu berechnen. Zu diesem Zweck
ordne man das Gleichungspaar (67a) und (67b) nach den Vek-
toren U und B. Man erhilt dann unter Beriicksichtigung von
Satz 1 die neuen Gleichungen

(z— 1 +5"12-L—0) A= jo CB; (67¢)
ij(l—‘ff—")mz(g—1+?%’)%. (67d)

Nun iibe man auf die erste dieser Gleichungen den Operator
(x—1+3w2L0), auf die zweite den Operator jwC aus. Dabei
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beachte man den Satz 2. Ferner denke man an den allgemeinen
Satz, daB, wenn zwei Vektoren einem dritten Vektor gleich sind,
diese auch untereinander gleich sein miissen. Auf diese Weise
bekommt man eine Bestimmungsgleichung fiir ¢ allein, die lautet

(t—14+3w?L0)?U =—w?LC(1 — Lw?LC)¥,
oder, falls man zur Abkiirzung LC durch 4/w; ersetzt,
w2 w? [w?
(g—1+2;§) 21:4073(;3—1)9{. (67¢)

Bei der Auflésung der eben erhaltenen Gleichung nach r hat
man zwel Fille zu unterscheiden, je nachdem o gréfler oder
kleiner als w, ist.

1. Ist die Kreisfrequenz w groBer als die Eigenfrequenz w,,
so ist der Operator vor 9 auf der rechten Seite der Gleichung
reell und positiv. Nach Satz 2 ist speziell, wie man leicht er-
kennt, falls & positiv angenommen wird,

(Eya)f A=t o 4 a A=ad.
Durch Vergleichung dieser Beziehung mit der Beziehung (67¢)
schliet man sofort

(g;——l—{—?%) +22 ;0—1 fir (0>, (67f)

und, was auf dasselbe hinauskommt,

g_1—2 j:?—a—)rV(i——l fir o> o,. (67g)

2. Ist die Kreisfrequenz o kleiner als die Grundfrequenz w,,

so ist der Operator vor A auf der rechten Seite der Gleichung

reell und negativ. Nach Satz 2 ist speziell, wie man leicht er-
kennt, falls o positiv angenommen wird,

(£ V&) A =5+ Va-j+ Vol = —adL.

Durch Vergleichung dieser Beziehung mit der Beziehung (67¢)
schlie3t man sofort

o1 WP

(g—1+2%)~7(i2()] 1—}) fir o <w, (67h)
und durch Beriicksichtigung von Satz 1
?

g—1—27~—{—7<:}:2( 1/1——2) fir o <owq. (671)

()

Casper, Wechselstromaufgaben., 6
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Nach dem Gleichungspaar (67¢) und (67d) sind die Vek-
toren B und ¥ nicht mehr voneinander unabhdngig. Man {iibe

auf die erste der Gleichungen den Operator j(—g}a—,) aus. Dann
erhdlt man unmittelbar wegen Satz 2

B = <g—1—l—%w2LC‘>91=391,

.1
wobei zur Abkiirzung und zur Bequemlichkeit fiir die noch fol-
genden Uberlegungen gesetzt wurde

3:——;}';}5(5——1—}—%@2L0).

Jetzt ist im Ausdruck fir 3 wieder der Wert von x einzusetzen.
Man muf} auch hier abermals die beiden Fille, dafl w > w, oder
® < w,, wohl unterscheiden. Im ersten Fall ergibt die Zuhilfe-
nahme von Gleichung (67f)

I
i =Fji—=/5 -1 fir o>w,, (67k)
dagegen im zweiten Fall die Zuhilfenahme von Gleichung (67h)
2 T W,
6::&@*]/1—%‘3 fur w<(00- (671)

Zusammenfassend ist zu sagen, daf es zwei Losungspaare gibt,
welche das Gleichungspaar (66) und (66a) befriedigen, namlich
=i W=rind,

y 68
§ =y =l (95}

welche je dem oberen bzw. unteren Vorzeichen von g und 3
entsprechen. Es gelingt aber nicht, mit einem dieser Losungs-
paare auch die Anfangsbedingung der Kette zu erfiillen, welche
besagt, dafl die Vektoren J, und U, am Kettenanfang ganz be-
liebig angenommen werden diirfen. Fiir £ = 0 erhalt man z. B.
aus dem ersten Losungspaar (68), weil 1 =1, die beiden Aus-
driicke
Fo=U; und U, =3%,.

Man darf wohl §, willkiirlich wéhlen, weil man iiber ¥, frei ver-
fiigen kann. Der Vektor 11, ist dann aber vollstindig bestimmt
durch 3, und &, und nicht mehr willkiirlich. Man mufl daher
versuchen, mit der Summe der beiden Lésungen (68) zum Ziele
zu kommen. Man behilt dann zwei willkiirliche Vektoren %,
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und %,, womit man ohne weiteres bewirken kann, die Lésung
der Anfangsbedingung der Kette anzupassen. In der Tat ist es
nicht schwer, zu zeigen, dafl die Summe zweier beliebiger Losun-
gen des Gleichungspaares (66) und (66a) wieder eine Losung ist.
Fir die Gleichung (66) mége das kurz nachgewiesen werden;
fiir die Gleichung (66a) moge der Leser den ganz entsprechenden
Beweis selbst nachtragen. Sind &, U} sowie &, UY die beiden
Lésungen und setzt man daher

o1 =F-1+ -5 =+ Wi =W + Vs,

geht damit in die Gleichung (66) hinein, so miiBte mit Beriick-
sichtigung von Satz 3, wonach jeder Operator auf der rechten
Seite der Gleichung gliedweise ausgeiibt werden darf, sein

S+ S =(1—3?L0) Sy + (1 — 3?LC) 3y
+i0CW_; 4+ joC ;.

. . / 77 e . .
Nun ist aber, weil 3%, %, Se-1> 3r-1- Ur-1, U5 _1 Losungen sind,

=01 —30?LO) oy +j0CW_y;
H=(1—30?LO)SY 1 +joCU_;.

Durch Addition dieser beiden Gleichungen geht aber die obige
hervor, womit gezeigt ist, daB die Summe der Losungen wieder
eine Losung ist.
Indem man alle obigen Ergebnisse verwertet, kann man den
Losungsansatz nun allgemeiner fassen und setzen
=i + 5% W=l U — 153 Ys, (69)
wobei nach den Gleichungen (67k) und (671) 3, durch — 3, ersetzt
werden durfte. In dieser Losung treten zwei willkiirliche Vek-
toren U, und A, auf, welche gerade hinreichen, um die Losung
den Vektoren J, und 1, anpassen zu konnen. Fiir k& = 0 ist der
Operator 1* identisch mit 1. Diese Uberlegung gibt aus dem
Ansatz (69)
So=U+ U5 Upg=3U; — 3, %s.
Aus den beiden Gleichungen lassen sich die Vektoren 9; und ¥,
leicht bestimmen. Ubt man auf die erste dieser Gleichungen den
Operator 3, aus, addiert bzw. subtrahiert beide Gleichungen, so
findet man

51U =3(3:J0 + Uo); 51U =3 (3130 — W) (69a)
6*
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Damit ist der Ansatz (69) nicht nur dem Gleichungspaar (66)
und (66a), sondern auch der Anfangsbedingung der Kette an-
gepalt. Da das Problem, wie oben gezeigt wurde, nur eine einzige
Losung zulifBt, stellt der erwdhnte Ansatz diese Losung tatsich-
lich dar. Die HilfsgréBen g, 3, % sind nun alle ermittelt, worauf
die Losung genauer durchdiskutiert werden kann. Die beiden
Moglichkeiten, dafl die Netzfrequenz @ kleiner oder grofler als
die Eigenfrequenz w, ist, miissen wiederum besonders behandelt
werden. AuBerdem ist noch der Fall zu unterscheiden, daB beide
Frequenzen einander gleich sind. Mit der Diskussion dieses Falles
soll begounen werden.

Fall a: @ = @y. Aus Gleichung (67g) oder (67i) entnimmt
man, indem man @ = w, setzt, sehr einfach

Li=r=-—1
Daher kann man den Ansatz (69) durch den folgenden ersetzen,
wobei man fir %, + %, den neuen Vektor U, fir 3, %, — 3, YU,
den neuen Vektor 8B nimmt,
Qe = (—LFA; Wy = (—1)*B.

Fir ' =0 darf (—1)* nach Obigem durch 1 ersetzt werden.
Gleichzeitig gehen {; in §y und Uy in 1, tiber. Man findet daher
Jo=%; U¢=19B.

Die endgiiltige Losung ist somit {iberraschenderweise
Je= (—1F%s M= (— 1P, (70)

Die Diskussion ist sehr einfach. Nach Satz 2 ist der Ope-
rator (—1)%, wovon man sich selbst iiberzeuge, identisch mit der
rein arithmetischen Potenz (—1)*. Mit jedem neuen Kettenglied
kehren sowohl der Stromvektor $; als auch der Spannungs-
vektor 1, ihre Richtung um, ohne aber ihren Betrag zu &ndern.

Fall b: © < ®y. Aus Gleichung (671) entnimmt man den
Wert fiir ¢, der hier ein komplexer Operator ist. Dabei darf man
nicht tibersehen, daB die Identitdt gilt

w?\2 w1/ w?\2
(-2 22} -2) =1

Es kann demnach, wie man aus den Elementen der Trigono-
metrie weil}, gesetzt werden

w? cosp w7/ w? - sing
- =W

@ = lcos(2m — )’ w? 2 — ¢)
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Dadurch erhélt man fiir den Operator x die beiden folgenden
Ausdriicke
I, =cosp +jsing; L,=cos(2n— @)+ jsin2x — @),
und nach der Formel aus dem 16. Kapitel
¥ =cos (kg) + jsin(ke)
1 =cos(2knw — ke) + jsin (2knw — ko) = cos (ko) + 7 (—sin(ke)).
Verbindet man den Ansatz (69) mit den Gleichungen (69a)

und den Ausdriicken fiir ¢} und rf, so bekommt man fiir den
Spannungsvektor

Wy = {cos (k) + jsin(kp)} 3 (31 J0 + Uo)
+ {—cos (k@) + jsin (kp)} & (3, J0 — Uo)-

GemiB Satz 3 darf man diese Vektorgleichung folgendermaBen
ordnen

U = (coskg + jsinkg) 4 31 Jo + (—coskp + jsinke) $3 Jo

+ (coske + jsinke) 3 Uy + (coske + j(—sinke)) 1,
und weiter nach Satz 1, indem man je 13, S, und 41, als den
Grundvektor auffaBt,
W = Ugcosky + 53, Josinke.
Nun ist wegen der Anfangsschaltung der Kette
Ug =13,

ferner wegen der Gleichung (641)

2 V?_w?
61—w00 T et

Daher bekommt man nun endgiiltig

L2y et
Hk=<rcosk¢p+7%0 l/l——Z—gsmkcp) So - (71)

Es ist duBerst wichtig, daB in diesem Ausdruck fiir den
Vektor U die Kettengliednummer % nur in dem Winkel unter
den beiden trigonometrischen Funktionen auftritt. Das fordert
dazu heraus, vom Vektor 11, den Betrag zu berechnen, den man
in gewohnter Weise findet zu

/ 2
U, =J0Vrzcos2k¢p + %(1 — Z)ig)sinzkcp.
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Da die beiden trigonometrischen Funktionen den Hochstwert 1
haben, denselben aber nicht gleichzeitig erreichen, kann man die
obige Gleichung leicht in die folgende Ungleichung

. 4 ; wz
Uedye |/ 4 i1 - 2

und sogar weiter in die nachstehende Ungleichung umschreiben,
weil o << w,,

4
w3 C?"
Dann zieche man 7 aus der Wurzel heraus und bedenke, daB
Uy=rdJ,ist. So kommt man schlieBlich auf die wichtige Un-
gleichung

Uk<J0-V;;+

o - (T1a)

U
4 )
+ w2C%r?

1
in der weder die Kettengliednummer & noch die Betriebsfrequenz w
auftreten.

Indem man die Kapazitit C und den Schaltwiderstand r
geniigend grofl wihlt, ist es immer moglich zu bewirken, dafl die
Wurzel im Nenner der Ungleichung nicht viel gréfer als 1 aus-
fallt. Das heiBt aber, da§ die Spannung am Anfang der Kette U,
nicht viel kleiner als die angelegte Klemmenspannung U, = U
bleibt, wie gro3 auch die Zahl n der Kettenglieder gewédhlt werde.
Die Frequenz «w mull nur kleiner als die Eigenfrequenz w, sein
oder darf diese hochstens erreichen. Dieses Ergebnis ist zur Ver-
kniipfung in der Diskussion des nichsten Falles, w > w,, von
der grofften Wichtigkeit.

Sind die Werte w,, C, r insbesondere so gewdhlt, daB fiir
eine bestimmte Betriebsfrequenz w, die Beziehung gilt

2
r— %io 1-2, (71b)
so wird fir diese Frequenz der Spannungsvektor U; nach Glei-
chung (71)

Wy == (coske, + jsinke,) rJ, = (coske, + jsinke,) U, .
Man entnimmt diesem Ausdruck, wenn man sich der Ergebnisse

des vorigen Kapitels erinnert, dall der Spannungsvektor U; von
Kettenglied zu Kettenglied um den Winkel ¢, weitergedreht
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wird, wobei aber der Betrag des Vektors erhalten bleibt zu
Upy=U,=0U.

Fall ¢: w > wy. Aus Gleichung (67g) entnimmt man die
Werte fiir ¢, die hier reelle Operatoren sind. Man bekommt

1= (1—2 )m l*“l;

52:(1_22) 2%]/—0—1.

Es ist sehr leicht, sich zu iiberzeugen, daB g, der reziproke Wert
von t; ist. In der Tat findet man durch einfaches Ausmultipli-

zieren
w2\2 [ //;,T—z
gl'x2:<1———252)—(2——‘/‘(172“1>=1

Dem Ausdruck fiir ¢, liest man miihelos ab, daB g, fir w = w,
negativ ist. Da das Produkt von g, und g, positiv und gleich 1
ist, mufl daher r, auch negativ sein.

Der Ansatz (69) 1iBt sich wegen der reziproken Beziehung
zwischen g; und g, auch schreiben

: 1

0 = (EIf 52U — ’ 31”2) .
Berticksichtigt man die Ausdriicke fiir 3 9, und 3,9, aus dem
Gleichungspaar (69a), so erhilt man weiter
1
B
oder auch durch einfaches Ausmultiplizieren wegen Satz 3 und
Ordnen nach Satz 1

1/, 1 1/, 1
ung(&’f"F‘E)uo‘f-?(ﬁ—?{)%l%o,

. 1 1
uk:ﬁ?(&%o"f‘uo)— ‘?(%1%0—110)’

schlieBlich, weil I, = rJ, oder J, = —1; Uy, und mit Beriicksich-
tigung von Gleichung (67k) fiir 3,

e = {(21 + ) +7 ( a) wfm L/fz:l} U,.  (72)

Es ist von der groBten Wichtigkeit, daB die Kettenglied-
nummer jetzt als Potenz iiber einer reellen Zahl auftritt. Das
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fordert wieder dazu heraus, vom Vektor 1I; den Betrag zu bilden,
den man in sattsam bekannter Weise findet zu

_1 Co 1y (1 24 fer N
V=3 U"’V(?H =) 8 Gl 1)
Dieser Ausdruck lafit sich miihelos in die folgende Ungleichung
umschreiben, wenn man den zweiten quadratischen Summanden

unter der Wurzel wegliBt und mit [x| den positiven Betrag
von g bezeichnet,
1, 6 1k
Uk>§Lo'(]x1l + 12
oder auch ol
U, < —Ll‘ . (72a)

Jy |F + Tz, [F

Die Grofle ¢ wird nur gleich der negativen Einheit, wie bereits
unter Fall a gefunden wurde, wenn die Betriebsfrequenz w gleich
der Eigenfrequenz w, ist. Im vorliegenden Fall ist entweder |z, |
oder 1/|x,| eine Zahl groBer als 1. Da jede Zahl, die gréBer als
die positive Einheit ist, wenn sie geniigend oft potenziert wird,
eine beliebig groBe positive Zahl gibt, erkennt man aus der Un-
gleichung (72a), daB die Spannung U, am Anfang des Ketten-
leiters nur einen sehr geringen Bruchteil der am Ende angelegten
Netzspannung U = U, ausmacht, vorausgesetzt daB die Ketten-
gliederzahl geniigend groB wird. Bei Frequenzen dagegen unter
der Eigenfrequenz vermag, was die Diskussion unter Fall b ergab,
eine noch so groBe Gliederzah! die Spannung U, nicht so tief
herabzudriicken. Bei diesen Frequenzen bleibt die Anfangs-
spannung U, liber einer gewissen Grenze, die nahe an die Span-
nung U = U, gebracht werden kann, wie grof auch die Ketten-
gliedzahl sei. Der dieser Untersuchung zugrunde liegende Ketten-
leiter hat demnach die Eigenschaft, Spannungen mit Frequenzen
iiber der Eigenfrequenz zu unterdriicken und Spannungen mit
Frequenzen unter der Eigenfrequenz fast ungeschwécht hindurch-
zulassen, wenn man nur die Gliedzahl der Kette geniigend grof
wahlt. Dieses Aussieben von hoheren Frequenzen wird um so
griindlicher, je grofler die Gliederzahl der Kette ist.

Um sich einen Begriff von der Aussiebung der héheren Fre-
quenzen zu machen, ist es nicht unzweckmaBig, ein einfaches
Zahlenbeispiel vorzunehmen. Gegeben sei eine Frequenz w, die
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25% iiber der Eigenfrequenz liegt. Es ist daher o = 1,25 w,.
Man erhdlt dann fir #; nach Obigem den Wert

f=(1—2-1,252) +-25.Y1,252 — 1 = —0,17;
1_ _59.
P53

Besteht die Kette aus nur drei Gliedern, so ergibt die Unglei-

chung (72a)
20, U,

Uo<39 = 103"

Von der Netzspannung U, gelangt deshalb nur ca. 1% bis zum
Ohmschen Widerstand 7, um dort eine Wirkung auszuiiben.

Es bestehen keine Schwierigkeiten, die oben fiir die Span-
nungsvektoren l; durchgefiihrte Diskussion auch auf die Strom-
vektoren §; auszudehnen. Der Raumersparnis halber soll dies
aber hier nicht vorgenommen werden.

Die Ungleichungen (71a) und (72a) veranschaulichen in der
denkbar klarsten Weise die wesentlichste Eigenschaft der im vor-
liegenden Kapitel behandelten Spulensiebkette.

18. Zahlenbeispiel zur Spulensiebkette.

Bei der Behandlung der Spulensiebkette im vorigen Kapitel
waren ideale Selbstinduktionsspulen und Kondensatoren voraus-
gesetzt. Der prak-

tisch  unvermeid- 4 Fowl R owL 5%
bare Ohmsche Wi-
derstand vonSelbst-
induktionsspulen

hat eine dampfende
Wirkung auch auf
Spannungen, deren Frequenz unter der Eigenfrequenz liegt.
Immerhin ist diese Wirkung nicht so groBl wie die Siebwirkung
der Kette an sich fiir die hoheren Frequenzen. Um sich davon
zu tiberzeugen, ist es am besten, ein Zahlenbeispiel durchzu-
rechnen, das der Praxis entnommen ist (Generatorschutzschaltung).

Die Siebkette ist in Abb. 27 dargestellt und besteht aus drei
Gliedern. Die Kondensatoren sind wieder als ideal angenommen.
Dagegen weisen die Spulen einen betrichtlichen Ohmschen Wider-
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stand auf, um auch die Wirbelstromverluste in denselben zu
beriicksichtigen. Die Zahlenwerte sind die folgenden

R=10002; wL=10000Q; 1/owC =10000.
Die Frequenz, welche diesen Zahlen zugrunde liegt, ist leicht zu

bestimmen. Fiir die Eigenfrequenz war im vorigen Kapitel die
Definitionsgleichung aufgestellt worden

Wi LC =4,

Fir die vorliegende Frequenz hat man wegen der gegebenen

Zahlenwerte . 1

Damit folgt sofort w?

1.

w?LC 1
ot T WiLC T &

oder die gegebene Frequenz ist gleich der halben Eigenfrequenz.

Darauf ist zu bestimmen, wie grol der Endwiderstand r ge-
nommen werden mufl, damit fiir die gegebene Frequenz die
Déampfung moglichst gering ist. Dazu kann man die Formel (71 b)
benutzen. Bedenkt man, dafl wegen des Vorigen

2
~ 1000
sein muf}, weil wC = 1/1000 vorgegeben und w, = 2w ist, so
erhilt man

w,C

21000 1/7 T :
r=="3 -Vl—zzc\870.Q.
Um glatte Zahlen fiir die Rechnung zu erhalten, wéhle man
trotzdem r=9302.

Nun nehme man den Vektor J, des Anfangsstromes als ge-
geben an. Dann ist der Vektor der Anfangsspannung

Uy =950 3,.
Die Anwendung des Ohmschen Gesetzes auf die erste Masche gibt
Uy — 50 g — 7500 Jp — 950 Jo =0,
daraus gemifl Satz 1
U1 = (1000 + 7 500) J,-

Der Kapazititsstrom im ersten Kondensator betragt

1 1 : 5
et =1 1555 ter = —1 19 (1000 -+ 5 500) o = (0.5 — ) Jo -
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Somit bekommt man fiir den Stromvektor ; nach der Kirch-
hoffschen Regel

S = o — Fer = Jo — (0,5 — ) Jo = Jo -+ (0,5 + 1) Jo
= (0,5 + ) Jo-
Die Anwendung des Ohmschen Gesetzes auf die zweite Masche

liefert
Upo = Uy + 100 J; + 5 1000 §; = (1000 + 5 500) §

+ (100 +- 7 1000) (0,5 + 7) s,
oder nach leichtemn Ordnen mittels Satz 2 und Satz 1
s = (50 45 1100) 3,

Der Kapazitétsstrom im zweiten Kondensator wird dann

.1
802 =) 1000 U = 7 1000 (50 + 7 1100) So = {11 — 7 0 05) So-

Damit bekommt man fir den Stromvektor §, nach der Kirch-
hoffschen Regel

2 = J1 — Jee = (0,5 +9) Jg — (1,1 —70,05) Fy
= (—0,6 1,05 5,.

Die Anwendung des Ohmschen Gesetzes auf die dritte Masche
liefert

uc3 = uc2 + 100 82 + 7 1000 82
== (50 - 7 1100) I, + (100 + 7 1000) (—0,6 + 71,05) ,,
oder nach leichtem Ordnen
U5 = (—1060 - 7605) 5.

Der Kapazitatsstrom im dritten Kondensator betrigt danach

. | .1 .
Ses = —T 7900 Ues = —7 7pg0 (— 1060 + 7 605) Jy
= (0,605 + 7 1,06) §,.-

Hiermit erhalt man fir den Stromvektor § nach der Kirchhoff-
schen Regel den Wert

3= J — Jez = (—0,6 -+ 71,05) J; — (0,605 -+ 7 1,06) I,
=(—1,205 —50,01) §,.
Schliefilich gibt das Ohmsche Gesetz fiir die letzte Masche
U= U5+ 50 J -+ 55003
= (—1060 -+ 5 605) J, -+ (50 -+ 4 500) (—1;205 — §0,01) 3,



99 Kettenleiter.

&

oder wieder nach leichtem Ordnen
‘ U=(—1115+752) J,-
Jetzt sind alle Vektoren durch den Vektor J, ausgedriickt.

Fiir den Absolutwert U der Netzspannung bekommt man in
gewohnter Weise

U =J,-V1115% 4 22 =1115J,.

Der Prozentteil der Netzspannung, welcher bis zum Anfang der
Kette hindurchdringt, ist nach diesem Ergebnis

950 J,
11157,
Die Netzspannung gelangt demnach mit 85% ihres Betrages bis
zum Betriebswiderstand an den Anfang der Kette.

Zur Beurteilung der Siebwirkung dieser Kette ist es noch
erforderlich, die obige Rechnung noch fiir eine hohere Frequenz
durchzufithren. Diese Frequenz sei als das 3fache der obigen
Betriebsfrequenz, also das 1,5fache der Eigenfrequenz, gewihlt.
Die Leitungskonstanten sind in diesem Fall, wegen der dreifachen
Frequenz,

R=30082; wL=3000%8; 1llwC=1000382; r=295020.

Der Spulenwiderstand R ist ebenfalls dreimal so grofl genommen
worden, um die héheren Wirbelstromverluste zu beriicksichtigen.
Dagegen ist der Schaltwiderstand r derselbe geblieben.

Der Rechnungsgang ist genau wie oben. Daher sind im fol-
genden die Formeln ohne Text hingesetzt. Der Leser priife:

1. Uy =950 Jy;

2. Uy =1y+ 150, + § 1500 ,
— 950 8y + 150 Fo + § 1500 o = (1100 + 5 1500) §, ;

=85%.

Uy,
100 T= 100

. 3 . —3 .
3. Ser = —7 1000 Uy =3 1000 (1100 + 5 1500)
4' '\c}l - SO - SCI = SO - (475 + 7(_333)) SO

= S0+ (—45+73,3) Jp = (—3,5+73,3) y:
5. o2 = Uy + (300 + 4 3000) R

= (1100 +51500) S, + (300 4§ 3000) (—3,54+73,3) I
(9850 + j (—8010)) S ; ‘

f
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. 3 —3
6. Ser=—iom Moz = 1 1ong (— 9850 +j — 8010)
= (—24,03 + 7 29,55) Jo s

= (20,5 +3 <—26,3)) Jo’
8. Ty = U + (300 +3000) S, — (—9850 -+ (—8010) J,

+ (300 + 73000) (20,5 + 7 (—26,3))
— (75200 -+ § 45600) 30 ;

3
9. Ses =7 1000 %5 =7 1000 3 (75200 + j 45600) S,

= (136,8 + j(-—225,6)) Jp;

10. Fe=G, — Ses = (20,5 +7(—26,3)) §,
— (136,8 + 7(—225,6)) S,
= (—116,3 +7199,3) S,
11. U = U5 + (150 + 5 1500) § = (75200 + 7 45600) 3,
+ (150 4§ 1500) (—116,3 + 7 199.3) S,
= (—241200 — § 99000) S, ;

12. U = J, 2412002 + 990002 = 260000 J,, :
o 950J, o
13. 100 = 100 555007, = 037 %

Die Klemmenspannung U gelangt daher nur mit rund 0,4% ihres
Wertes an den Betriebswiderstand, wihrend bei der der niederen
Frequenz der Anteil 85% betrug. Die Siebwirkung ist bei der
geringen Gliederzahl der Kette, » = 3, schon recht hoch.

Das Hauptergebnis dieser Rechnung ist die Feststellung, daf}
der Einflufl des Ohmschen Widerstandes der Selbstinduktions-
spulen auf die Siebwirkung der Kette verhdltnismifig gering ist.
Man wird bei der Vorausberechnung und Dimensionierung solcher
Spulensiebketten stets den idealen Fall, wie er im vorigen Kapitel
zugrunde gelegt ist, annehmen, die Induktivititen und Kapazi-
titen demnach als ideal voraussetzen. Der allgemeine Ketten-
leiter, dessen Behandlung sich naturgemdfl in nicht so iibersicht-
licher Weise gestaltet, soll im néchsten Kapitel vorgenommen
werden.
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19. Der allgemeine Kettenleiter.

Im 10. Kapitel wurde der Begriff des komplexen Widerstandes 3
und des komplexen Leitwertes § eines beliebigen Leitungsgebildes
festgelegt. Dieser Begriff soll hier kurz wieder erlautert werden.
In einem beliebigen Leitungsgebilde, das irgendwie aus Ohmschen
Widerstanden, Induktivititen und Kapazitdten zusammengesetzt
sei, wilhle man zwei beliebige Punkte P und @. Nur vermittels
dieser beiden Punkte moge das Leitungsgebilde mit anderen
Leitungsgebilden oder mit der Klemmenspannung in Verbindung
stehen. Dann wird der durch P in das Leitungsgebilde hinein-
flieBende Strom ¢ in gleicher Amplitude und Phase zum Punkt @
hinausflieBen. Die positive Richtung des Stromes sei von P
nach @ angenommen. Um im Einklang mit den Festsetzungen
des 4. Kapitels zu bleiben, sei % die Spannung zwischen den
Punkten P und @, von P nach @ gerichtet. Sie ist positiv, wenn
das Potential in @ hoher ist als in P. Zwischen dem Vektor U
der im Leitungsgebilde erzeugten Spannung und dem Strom-
vektor § wird dann immer eine Beziehung folgender Art bestehen

U= — 58 >
wo 3 ein komplexer Operator ist. Dieselbe Beziehung 1aBt sich
mittels eines geeigneten Operators p, der so gewdhlt ist, daB
all i
gemein b3 90 = 9

wird, in die nachstehende identische Beziehung umschreiben
J=—plU.

Die komplexen Operatoren 3 und 1 heilen der komplexe Wider-
stand bzw. der komplexe Leitwert des Gebildes. Handelt es sich
bei dem Leitungsgebilde speziell um einen Ohmschen Widerstand,
so ist 3 =7 und § = 1/r.
Schreibt man
3=a+jb und y=c-jd,

so gibt die Anwendung des Satzes 2 die folgenden Gleichungen

. c . —d
p=a+ib=g mtig g )
. a . —b
I):c_f_?d:&'zfi—kbréhi_?c'z:‘dé’
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wenn die Definitionsgleichung 3% = % bestehen soll, wo U ein
willkiirlicher Vektor ist. In der Tat findet man sofort mittels
Satz 2
. e . o—d ) a . —b .

(C+7d)<02+d2+?c2+d2)%:(a2+ 52+7a2+ bz)(“+7b)91:91'

Fiir ein Leitungsgebilde allgemeiner Art, wie es eben be-
schrieben wurde, soll von nun an das Symbol der Abb. 28 benutzt
werden, wobei meistens die Punktbezeichnungen P und @ weg-
gelassen werden, dafir aber die Operatorenbezeich-
nung 3 oder p zugesetzt wird. LP— 4

Mit Hilfe der allgemeinen Leitungsgebilde lassen Abb. 25,
sich leicht zwel Arten von Kettengliedern bilden.
Es sind dies die in Abb. 29 und Abb. 30 dargesteliten Glieder, die
man als T-Glied bzw. II-Glied unterscheidet. Die Bezeichnung
leitet sich aus dem geometrischen Schema der Kettenglieder her.
Eigentlich  miifiten
die komplexen Ope- 13 13
ratoren in dieser Dar-
stellung 3, und 9,
heiflen, um erkennen
zu lassen, daB das
mit 1 bezeichnete Abb. 29. Abb. 30.
Leitungsgebilde nicht
elektrisch identisch mit dem als 3 bezeichneten Leitungs-
gebilde ist. Trotzdem soll diese nicht ganz exakte Bezeich-
nungsweise beibehalten werden, um nicht unnétige Indizes mit-
zuschleppen. Irgendwelche Verwechslungen sind auch gar
nicht zu befiirchten. Die einzelnen Kettenglieder, die alle die
gleichen Daten besitzen, werden nun derart aneinander gereiht,
daB die Punkte 3 bzw. £ eines Gliedes mit dem Punkte I bzw. 2
des nachfolgenden Gliedes direkt verbunden werden. An den
Punkten 7 und 2 des ersten Kettengliedes wird die Belastung
angeschlossen, die aus einem beliebigen Leitungsgebilde bestehen
kann und mit 3, bezeichnet werde. Dagegen liegt die Spannungs-
quelle an den Punkten 3 und 4 des letzten, des nten Ketten-
gliedes. Die Bezeichnung der Spannungs- und Stromvektoren
sind den Abb. 29 und 30 zu entnehmen.

Die Kettenglieder werden von 1 bis n numeriert. An den
Punkten 7 und 2 des ersten Gliedes hat man die Vektoren U,
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und &,, an den Punkten 3 und 4 des letzten Gliedes die Vek-
toren I, und §,, die identisch mit den Vektoren I und { der
Spannungsquelle sind. Daher gilt

a) Differenzengleichungen fiir die T-Kette. Zur Ableitung der
Vektorgleichungen geht man genau so vor wie bei dem bereits
frither behandelten Spezialfall der Spulensiebkette. Zunichst
nehme man ein Kettenglied von der 7T-Form, und zwar das
kte Glied. Dann liefert das Ohmsche Gesetz in bekannter Weise
U — 331 — Wee1 =0 oder Uep =431+ W1~ (74)
GemaB der Definition des Leitwertes ist

- Sak = t) uck .

Ersetzt man darin 1,; durch den obigen Ausdruck (74), wobei

man nach Satz 3 den Operator Y gliedweise ausfiihren darf, so
bekommt man

~Jer =Y 3Je-1 + H -1
Die Kirchhoffsche Regel besagt
e =Fp-1— Fox =Jp-1+ £95J-1 + 9 WM. (T4a)
Auf den Operator )3 wende man den Satz 2 an. Darauf addiere
man mittels Satz 1. Dadurch erhdlt man

St =L+ 393 Jp-1 + ey (74b)
Jetzt wende man das Ohmsche Gesetz zum zweiten Male an.
Es ergibt sich fiir den Spannungsvektor U; am Ausgang des

Kettengliedes W= 535S + Uos.
In dieser Gleichung ist der Ausdruck (74a) fiir den Vektor Jy

einzusetzen. Hierbei darf wegen Satz 3 der Operator 3 glied-
weise ausgeiibt werden. So folgt mit Benutzung von (74)

We=13530-1+1595F-1 + 239 Wt + $5Fe-1 + We—s -

Durch Addieren des ersten und vierten Gliedes auf der rechten
Seite mittels Satz 1 bekommt man

We=33e-1F+ 53953k + 23y Wy + Wp_q®
Auf das erste und zweite Glied auf der rechten Seite dieser neuen
Gleichung ist hierauf der Satz 3 anzuwenden. Dann ergibt sich

Up=3(e-1 + £933-0) + Wt + 339y
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Nun vereinfache man den Operator §3 = 39 nach Satz 2 und
addiere sinngemif nach Satz 1. So erhilt man endlich, indem
man noch die Gleichung (74b) hinzusetzt,

Je =1+ 398 Jp-1 + Y Wes; } (75)
W=30+490) Q-1+ A +39 Wy

b) Differenzengleichungen fiir die JI-Kette. Die Ableitung der

Vektorgleichungen fiir ein Kettenglied von der II-Form geschieht

analog. Zunachst ist wegen der Definition des komplexen Leit-

wertes o~ 1
—Je, k-1 =5 Uy .

Daraus folgt mit Hilfe der Kirchhoffschen Regel
ek = V-1 — Je,5-1 = Je-1 T FHWeq - (76)
Das Ohmsche Gesetz auf die Gliedmasche angewendet liefert,
indem man noch den obigen Ausdruck fiir den Vektor §,;, benutzt,
W =Wy s + 3306 = Weor + 5([p-1 + 3 We-a) + -
Wegen Satz 3 darf man den Operator 3 auf der rechten Seite
der Vektorgleichung gliedweise anwenden. So wird
W =Weor + 339 Wms + 331 - (76a)
Hierauf vereinfache man den Operator 3t mittels Satz 2 und
addiere dann mittels Satz 1. Auf diese Weise bekommt man

We =331+ A+ 339 Wy (76b)
Ferner ergibt sich nochmals aus der Definition des komplexen
Leitwertes X —1pll
—Jer =z YUy .

Hierauf ist fiir U; der Ausdruck von Gleichung (76a) einzusetzen
und nach Satz 3 gliedweise zu operieren. Dadurch ergibt sich

—Jot = 39Uy + 1939 We- s + 395 k-1 (76¢)
Weiterhin muBl nach der Kirchhoffschen Regel sein
Sk = Jgk — Jek
und wegen der Gleichungen (76) und (76¢)
S =T-1+ EYWe 1+ 39 Wes + 4939 Wt + 39381

Zunichst sind das zweite und dritte Glied dieser Gleichung gemiB
Satz 1 zu addieren, womit folgt

Je= -1+ 39831 FY Wt + 93590 4

Casper, Wechselstromaufgaben. 7
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Auf das dritte und vierte Glied der neuen Gleichung ist der
Satz 3 anzuwenden, der daraus liefert

=61+ 3930 F 9 (Mer + 239U _4) .

SchlieBlich ist der Operator §3 = 33 nach Satz 2 zu vereinfachen
und sind die Operatoren unter den gleichen Vektoren nach Satz 1
zu addieren. Man erhélt dann, indem man die Gleichung (76b)
nochmals hinschreibt,

Sk=(1+%1)5)?sk-1+1)(1+%1)%)11k-1;} (77)
W =331+ 14393 Wy

¢) Losung der Differenzengleichungen. Zur Aufstellung der
Gleichungspaare (75) und (77) wurde, wie ersichtlich, nur das
kte Kettenglied herangezogen, dieses aber vollkommen. Da die
Kette aus n gleichen Gliedern besteht, kann man im ganzen
n Gleichungspaare aufstellen, die alle aus dem Gleichungspaar (75)
bzw. (77} hervorgehen, wenn man dort fiir £ nacheinander alle
Zahlen von 1 bis n einsetzt. Entsprechend den 27 Gleichungen
kann man 27 unbekannte Vektoren, nimlich die Stromvektoren J,
bis §, und die Spannungsvektoren 1, bis II,, durch die beiden
ibrigbleibenden Vektoren 1, und §, darstellen. Die Vektoren U,
und J, sind daher vollkommen willkiirlich, wenn sie auch wegen
der Anfangsschaltung durch die Beziehung

o =300

verbunden sind, da 3, wiederum fiir sich vollkommen willkiirlich
ist. Aus dem Gleichungspaar entnimmt man miihelos, daf, wenn
die Vektoren J;_y, Up_; bereits bekannt sind, die Vektoren
und ; sofort und unverziiglich berechnet werden kénnen. Da
die Vektoren U, und , vorgegeben sind, bekommt man aus
dem ersten Gleichungspaar (k£ ==1) die Vektoren U; und g,
aus dem zweiten (k = 2) die Vektoren U, und J,, aus dem nten
Gleichungspaar (k = ») schlieBlich die Vektoren U, =1 und

Nach dem eben Dargelegten erkennt man, dafl man auch
beim allgemeinen Kettenleiter, genau wie frither beim Spezial-
fall der Spulensiebkette, schrittweise alle Vektoren J; und U,
nacheinander berechnen kann und daf zur weiteren Erlauterung
eigentlich nichts mehr ibrigbleibt. Die weitere Rechnung ist
im Grunde duBerst einfach, und das Problem fithrt zu einer ganz
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eindeutigen Losung. Die angegebene Losungsmethode gestattet
hier aber erst recht nicht, den Einflull der Kettengliedelemente 3
und 1 sowie der Anfangsschaltung 3, auf die Gréfie und Rich-
tung der Vektoren I, und §; tbersichtlich hervorzuheben. Zur
Erreichung dieses Zieles mul man eine andere Losungsmethode
suchen, die ganz analog der fritheren fiir die Spulensiebkette ist.
Man macht daher wieder versuchsweise den Ansatz

S =1*A und U =Y, (78)

worin ¢ ein unbekannter komplexer Operator, % und B un-
bekannte Vektoren sein sollen. Der Sinn dieses Ansatzes ist von
frither her gelaufig.

Nun gehe man mit obigem Ansatz in das Gleichungspaar (75)
bzw. (77) hinein. Im folgenden seien alle Operationen fiir Ketten-
leiter allein mit Gliedern von der I/-Form ausgefiihrt, weil die
Operationen fiir die andere Gliederform ganz analog sind. Man
erhilt aus dem Gleichungspaar (77)

FUA =P 114 295U+ F- 11+ 1y3) B,
8= U+ (1 4 49 B,

weil die Reihenfolge der Operatoren aligemein ganz gleichgiiltig
ist. Diese beiden Gleichungen gehen aus den folgenden beiden

w:(1+%ns)ﬁl+n(l+i%)%,}
tB=3A+1+593)B

hervor, wenn man auf letztere den Operator ¢ im ganzen (k—1)-
mal ausiibt, was man auf der rechten Seite der Gleichungen wegen
Satz 3 gliedweise ausfiihren darf. In dem neuen Gleichungspaar
kommt die GréBe % nicht mehr vor, so daBl der Operator g fiir
alle Kettenglieder derselbe ist, wie es der Ansatz (78) seinem
Sinn nach verlangt. Speziell fiir das erste Kettenglied muBl man
setzen

(78a)

o= Up=1B;

Ji=tr¥; U =:B.
Man kommt dann direkt auf das Gleichungspaar (78a). Daraus
folgt sofort, dafl im Ansatz (78) mit allen seinen Folgerungen
der Operator ¢! '= ¢° identisch mit 1 zu setzen ist, genau wie
das schon bei der Behandlung der Spulensiebkette gefunden
wurde.

T*
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Es gilt nun, den Operator ¢ zu berechnen. Zu diesem Ende
ordnet man das Gleichungspaar (78a) vermittels Satz 1 nach
den Vektoren U und B. Man erhilt in einfachster Weise

x—1—3p3)A=p(1-+193)B, }
U= —1-—193)B.

Nun iibe man auf die erste dieser Gleichungen den Operator
(t—1—1p3), auf die zweite den Operator y(1 4 19 3) aus. Dann
ergibt sich durch einfaches Vergleichen, ebenso wie friiher bei
der Spulensiebkette, und weil die Reihenfolge von Operatoren
gleichgiiltig ist,

(t—1—39*A =301 +- 19 %, (78¢)
als wichtige Bestimmungsgleichung fiir den Operator . Die
Gleichung ist hinsichtlich ¢ von quadratischem Charakter, daher
verhiltnismaBig einfach. Wenn ¢ daraus ermittelt ist, kann man
vermittels einer beliebigen Gleichung des Gleichungspaares (78b)
B durch U oder A durch B darstellen. Diese Darstellung wird
allgemein die Form haben

B=wA, (78d)
welche man erhilt, wenn man auf die eine der Gleichungen (78b)
einen geeigneten Operator austiibt. Wie man diesen zweckmiaflig
wihlt, ist sattsam bekannt und soll spéter in den Anwendungs-
beispielen besonders ausgefiithrt werden. Es fragt sich zunichst,
wie aus der Bestimmungsgleichung (78¢) der Operator ¢ ermittelt
werden kann.

Auf jeden Fall ist der Operator auf der rechten Seite der
Gleichung (78c), namlich n3(1 + 1Y), gemaB Satz 2 verein-
fachbar und darsteilbar durch eine komplexe Zahl, wie etwa

a+ b,
wobei ¢ und b, weil §) und ; vorgegeben sind, bekannte Gréfen
sind. Ebenso wird der Operator r —1— %93, nachdem der Aus-
druck 13 schon mittels Satz 2 vereinfacht ist, die Form haben
a+7p.

Hier sind die reellen Zahlen & und § vorldufig unbekannt. Die
Bestimmungsgleichung (78c) lautet jetzt mit den neuen Be-
zeichnungen

(78b)

(@ + ) (x +iHA=(a+jb)A. (78e)
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Fiir die meisten praktisch wichtigen Kettenleiter ist die Zahl b
gleich Null. Die Bestimmungsgleichung lautet dann einfacher
(@ +78) (& +jp)A=0a. (781)

Hier sind die reellen Zahlen « und £ leicht bestimmbar. Ist a

eine positive Zahl, so wird § =0 und « =:H/;, denn es ist
ohne weiteres einzusehen, dafl die folgende Formel richtig ist

+Va-£Ya- A =all. (79)

Ist @ negativ, so ist « =0 und f = ivja, denn diesmal ist
tz 2 -

nach Satz jLV—a-j Ly —a=ad. (79a)

Diese beiden Losungen wurden bereits bei der Behandlung der
Spulensiebkette gefunden und werden wieder bei der Unter-
suchung der spater vorgelegten Kettenleiter bendtigt werden.

Aber auch wenn die GréBe b nicht verschwindet, konnen die
Zahlen « und B sehr rasch ermittelt werden. Vereinfacht man
die linke Seite der Gleichung (78e) mittels Satz 2, so bekommt
man die neue

(62— 2420 U= (a+ib)¥%.

Aus dieser Vektorgleichung ergeben sich sofort nach Satz 4, wo-
nach zwei Operatoren nur dann gleich sind, wenn die reellen
und imaginiren Anteile je unter sich gleich sind, die beiden rein
arithmetischen Gleichungen

&t —f=aq; 2008 =5. (80)

Substituiert man in der ersten dieser beiden Gleichungen g ver-
mittels der zweiten Gleichung, so folgt durch einfaches Ordnen
2

(6?2 — a? —%— =0
und mittels der bekannten Losungsformel fiir quadratische Glei-
chungen a_j: V@
5 .

Das negative Vorzeichen der Wurzel kommt nicht in Frage,
da &2 sonst negativ werden miilite, was niemals eintreten kann,
weil & eine reelle Zahl ist. Durch weiteres Wurzelausziehen er-

hallt man ‘—?:1)2
a=iV“*§+, (80a)

a% =
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ferner durch Kombinierung dieses Wertes mit der zweiten Glei-
chung (80) 1 b

S (80b

Aus den Formeln (79), (79a), (80a), (80b) fir & und S folgt
allgemein, daB fiir diese GréBen je zwei Werte moglich sind, die
sich nur durch das entgegengesetzte Vorzeichen unterscheiden.
Nachdem man & und f gefunden hat, ist der Operator r aus der

Gleichung G—1—=3pA=4(6+ipUA (81)

zu bestimmen, was wieder sehr einfach ist. Man kann diese
Gleichung auch schreiben wegen Satz 1

A —A—4n3A=FaAL U
TN =A+3y3A+ aA 4589,

schlieBlich, wieder wegen Satz 1,

A=A +ip5 L LiHA.
Daraus ergibt sich am Ende
r=1+4y34+a47jp. (8la)
Man erhélt so auch fiir den Operator ¢ zwei Losungen, die mit z,
und g, unterschieden werden sollen.
Aus der ersten Gleichung des Gleichungspaares (78b) 148t

sich nun der unbekannte Vektor 8 durch den noch unbekannten
Vektor U darstellen. Es ist nidmlich mit Benutzung von Glei-
chung B 4 4pp)B =L@ +iH U
Da der Operator 1 durch die Beziehung (78d) definiert war,
welche lautete B = w9, so erkennt man, daB3 die beiden Aus-
driicke von 1, die den Werten ¢, und g, entsprechen, sich nur
durch das Vorzeichen unterscheiden. Es ist also —i, =tp, =1p.
Zieht man alle diese Ergebnisse zusammen, so kann man,
genau wie frither bei der Spulensiebkette, den Ansatz (78) ver-
allgemeinern zu

Se =11 +5%; W=rnd, —fw,. (82)
Speziell erhalt man fir den Eingang des ersten Kettengliedes
@=0 g+ % U =0 —nd,.

oder auch
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Aus den beiden (leichungen lassen sich endlich die beiden noch
unbekannten Vektoren U, und %, bestimmen, da die Vektoren 11,
und J, beliebig und vorgegeben sind. Genau wie frither bei der
Spulensiebkette findet man

A = (Fo + Up); WA =5(wFo—Uy).  (82a)

Nach diesen Ergebnissen kann zur Behandlung von weiteren
speziellen Kettenleitern geschritten werden.

20. Ersatzschaltung fiir Isolatorenketten.

Zur Berechnung der Spannungsverteilung an Héangeisolatoren
legt man sehr oft die in Abb. 31 dargestellte Ersatzschaltung zu-
grunde. In dem Schaltungsschema bedeutet C die Kapazitéit

c
______ ® I3C 7
N
Zc E‘ ic 3¢
2C 3
T § 3y iy
74 ,ffd 7 4 2
Abb. 31. Abb. 32.

zwischen zwei aufeinanderfolgenden Isolatorengliedern, ¢ die
Kapazitit eines Gliedes gegen Erde. Das erste Kettenglied ist
mit dem Leitungsmast unmittelbar verbunden. Die Spannung
am Eingang der Kette wird damit gleich Null in Formel

1, =0.

Das einzelne Kettenglied der angenommenen Ersatzschaltung,
die natirlich nur eine rohe Annaherung an die wirklichen Ver-
héltnisse geben soll, hat ersichtlich die Zusammensetzung, wie
sie die nebenstehende Abb. 32 zeigt. Das Kettenglied ist daher
von der II-Form. Die Bedeutung der Operatoren ) und 3 ist
rasch ermittelt. Fiir einen Kondensator mit der Kapazitit ¢
lautet die Beziehung zwischen Stromvektor und Spannungsvektor

J=—jwcll.
Daher ist wegen der Definition des komplexen Leitwertes

=joul.
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Fiir den Kondensator mit der Kapazitit C hat man eine ent-

sprechende Beziehung. Ubt man auf diese den Operator § % aus,
8o kommt

n= 7 w0 RE
Es ist demnach wegen der Definition des komplexen Widerstandes
.1
§=—J1,0-

Nun sind fiir die Anwendung die Operatoren f) und 3 miteinander
zu kombinieren. Man erhélt so weiter

¢

Ys=¢-

Die Bestimmungsgleichung fiir den Operator ¢ wird sehr ein-
fach. Man setze in Gleichung (78c) den eben erhaltenen Aus-
druck fiir H3 ein. Dann bekommt man die Gleichung

1 c\2 c lec
Aus dieser Gleichung findet man gem#f der Beziehung (79)
1e 1/e Ic
(f—1-25)u==)5)1+15-2
und weiter, wenn man g zur Abkiirzung durch p ersetzt, aus
Formel (81a) -
r=1+4oLVe+ic
Da die Spannung U1, gleich Null ist, ergibt die Gleichung (82a})
die neue Gleichung als Beziehung zwischen den Vektoren 9,

und s U, =w,.

Mithin folgt aus Ansatz (82) die Spannung eines beliebigen Iso-
lators gegen Erde

W=(1+1o+Ve+ie?) e —(1+ 30 —Vo +5e?) w3,
oder auch, was wegen Satz 1 sofort einzusehen ist,
W=[1+3e+Ve+1e?) —(1+te—Veo+1e?)] wu,.
Speziell wird fiir den Endisolator an der Netzspannung

N=1,=[1+3e+Veti0d) — (1 +310—TVeotie)w,.
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Die Operatoren vor dem Vektor w, im Ausdruck fiir den
Vektor 1 bzw. U, sind reell. Samtliche Spannungsvektoren 11;
sind gleichphasig und haben dieselbe Richtung. Es ist daher sehr
leicht, das Verh&ltnis der Spannungsamplituden zu bilden,
welches sich ergibt zu

Ue _(Q+de+Vo+ied) —(L+to—Vo+1ed) (83)
U Q+de+Ve+1e)" -0 +34e—Ve+1ie)"
wobei die Hilfsgrole ¢ durch den Quotienten der Kapazititen ¢
und C, also durch ¢

e=7
gegeben ist. Zumeist ist die Erdkapazitit ¢ klein gegen die gegen-
seitige Kapazitat C.

In der oft iiblichen Darstellungsweise der Kettenleiter mit
Hilfe von hyperbolischen Funktionen findet man statt der Lo-
sung (83) die folgende

U, Ginvk

U ™= Ginvn’

Hier muBl die GroBe » vorher durch die transzendente Hilfs-

leichun _
g g Sin % _ %VQ
bestimmt werden. Es besteht wohl kein Zweifel, daB der hier
aufgefundene rationale Ausdruck fir das Spannungsverhiltnis
einfacher auszuwerten ist als der sonst iibliche Ausdruck im
transzendenten Gewand, da in Formel (83) nur ganze Potenzen
und eine einfache Quadratwurzel zu berechnen sind, welche
Operationen sich mit dem Rechenschieber leicht ausfiihren lassen.
Zur Auswertung des transzendenten Ausdruckes bendtigt man
Tafeln iiber die hyperbolische Funktion &in, welche man nicht
immer zur Hand haben wird.

21. Kondensatorsiebkette.

*Das Gegenstiick zu der frither behandelten Spulensiebkette
bildet die Kondensatorsiebkette. Zwei aufeinanderfolgende Glieder
dieser Kette zeigt die Abb. 33. Als komplexe Widerstinde bzw.
Leitwerte erhilt man fiir die vorliegende Kette in bekannter Weise

I | a L1 !
0= lggy oder H=—joys  F= 1,6
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Die Spulen 2L zweier benachbarter Glieder sind parallel ge-
schaltet Der Gesamtleitwert der beiden Spulen ist iy 4 1y =19

=—j - Diese Spulen kénnen daher durch eine einzige Spule

mit der Induktlwtat L ersetzt werden. Ganz dhnlich war es bei
der vorhin behandelten reinen Kon-
densatorkette, wo je zwei parallel
liegende Kapazititen ic durch eine
einzige von der Grofle ¢ ersetzt wur-
den. Am Anfang der Kette sei ein
Obhmscher Widerstand r hinzugeschaltet,
wahrend an das Ende der Kette die Netzspannung U gelegt ist.

Zundchst ist der Operator pz zu bilden. Der Satz 2 ergibt
in bekannter Weise

1
b3 =~ %o -

Die Bestimmungsgleichung (78¢) fiir den Operator g lautet dann

1 1 2 1 1
(? —l+3 B’Eﬁ) U=~ sr¢ (1 - 4w2LO)S‘)I

oder, wenn man aus gleichen Griinden wie bei der Spulensieb-

kette LC durch ersetzt und w, als die Eigenfrequenz der
Kette bezelchnet,

(g—1+2 “8) o — 4“’"(“’“ )m (84)

Die Auflésung der Bestimmungsgleichung fiir ¢ gestaltet sich
gewohntermafen. Auch hier hat man die Fille zu unterscheiden,
dafl die Betriebsfrequenz w kleiner oder gréfler als die Higen-
frequenz w, der Kette ist. Im ersten Fall, ® << w,, wird der
Operator vor dem Vektor 9 auf der rechten Seite der Bestim-
mungsgleichung positiv; im zweiten Fall dagegen, w > w,, wird
derselbe Operator negativ. Man bekommt demnach mit Be-
nutzung der Formeln (79) und (79a)

j:2w°l/ﬂ — 1 wenn o < w,,
(84a)

2
y:}:2w°l/1—*, wenn w>a)0.]
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Daraus folgt wieder genau. wie bei der Formel (81a)

1—2% 4 g% 0]/ |
— 4+ - ,6—0—2— , wenn  w << Wy,

r= ju— (84b)
1~2w”i 2 1/ “’;, wenn @ > w,.

Durch einfache Anwendung des Satzes 2 bestitigt man miihe-
los, dafl der aus zwei zueinandergehorigen Operatoren g, und g,
neugebildete Operator 1,1, identisch mit 1 ist. '

Zur Aufstelling der Beziehung zwischen den unbekannten
Vektoren % und B des allgemeinen Losungsansatzes ziehe man
die erste Gleichung des Gleichungspaares (78b) heran. Dieselbe
lautet nach Einsetzung der Werte fiir y, 3 und g

i2w° /w"—l A, wenn w<w0;]

/ w?

.1 w? .

T2
Wy

'i2aﬂ "/1~~ <A, wenn w>w
l? m]/ w? ’ 0>

oder auch, nachdem man auf die Gleichung den Operator

ausgeiibt hat, wobei man den Satz 2 in iiblicher Weise anwendet,

. F2wL
j :f_:)f’_- A, wenn o < w,,
kR
w2
B = o L (84c)
F /_w"—_j-%, wenn ® > w,.
/ w?
]/ 1-2

Daraus folgt wieder fir den aus der Beziehung B = w9 defi-
nierten Operator v

2(UOL i
=, wenn o << w,,
/o
[t
= (84d)
2wy L -
- 2 wenn ow > wo .
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SchlieBlich ist noch wegen der Formeln (82a) und Satz 3
sowie Satz 1
By=m = wh= i+,
By =Wy = —10Wp = —3 (0 — 1) Jp,
wenn fiir v das obere Vorzeichen in den Formeln (84d) gewahlt
und an den Anfang der Kette der rein Ohmsche Widerstand r
zugeschaltet ist, da man U, =7 hat. Auf diese Weise wird
der Spannungsvektor U am kten Kettenglied gemi Ansatz (82)
W=rB+ 8B =ni+nJp—5im—1JF. (84)

Die Losung mu8 fiir die beiden Félle w < w, und w > w,
durchdiskutiert werden. Zunéchst ist aber noch der Grenzfall
®w = m, zu betrachten.

1. Fall: w =w,. Fir die Eigenfrequenz w, des Kettenleiters
ergibt jede Gleichung des Gleichungspaares (84b) als Operator
den Wert

L=L=—1.
Damit wird der allgemeine Losungsansatz fiir den Stromvektor
und Spannungsvektor

Qo= (=DFU; + (=10 Wy = (=1 (U + %) = (=1} U;
W = (=1 B; + (=1 B, = (=1)* (B, + By) = (—1F B.

Speziell fiir & = 0 ist, wie frither bewiesen wurde, der Operator
(—1)* identisch mit 1. Demnach ist

Jo=%; U =19.
So bekommt man endlich unter Verwendung dieser beiden Aus-

driicke
Sk:(—l)k Jos ukz(_l)kuo- (85)

Die Spannungen an allen Kettengliedern sind dem Betrage
nach gleich. Nur kehrt sich die Richtung des Spannungsvektors
von Glied zu Glied um. Das gleiche gilt auch fiir den Strom
und seinen Zeitvektor. Die Kette weist keine Dampfung auf.

2. Fall: w <w,. Hier werden die Operatoren r, und ,
gemif der ersten Gleichung (84b) beide reell. Man erkennt auch
weiter, daB der Operator r,, welcher dem negativen Vorzeichen
der Wurzel entspricht, negativ ist. Da auBlerdem g, =1 ist,
muB infolge davon auch der Operator r, negativ sein. Ferner:
ist r, dem Betrage nach kleiner als 1, so ist r; dem Betrage
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nach grofler als 1; umgekehrt: ist 1, dem Betrage nach grofer
als 1, so ist ¢; dem Betrage nach kleiner als 1.

Der Ausdruck (84f) fiir den Spannungsvektor U, 148t sich
nach Satz 3 auch schreiben

We=32iwo + 32170 — b+ 2857 Fs.
Addition entsprechender Glieder nach Satz 1 und der Ersatz
des 0perators jv durch den Ausdruck (84d) ergibt

— G4 s+ —zi‘)} 3. (86)
|2 V~ 1
L J

Der Betrag des Zeitvektors U, ist leicht zu bilden. Man er-
halt in bekannter Weise den Wert ‘

1 " (g — ol l? 1
Uk:?rt]o.l/ (@?4"&5)24—4%1—';
w?

1 e . E ez [P 1
:7U0-1/(g{+g§)2 g BB e
i1

Diese Gleichung verwandelt man leicht in die Ungleichung,
. 03 -

weil 23> 1, Ue> 4 Up- Y+ 5%

oder, wenn man den Betrag von r mit [g| bezeichnet und das

Ende der Kette nimmt

U, < 2U

FARESE

Da von den beiden Zahlen || und |r,| eine immer grofer
als 1 ist, also bei geniigend grofem n entweder |r;[* oder |r,["
beliebig grofl wird, so zeigt die Ungleichung (87), daf bei einer
Kondensatorsiebkette mit vielen Gliedern von der Klemmen-
spannung U nur ein sehr geringer Teil durch die Kette hindurch-
geht und am Anfang als Spannung U, erscheint, wenn die Be-
triebsfrequenz kleiner als die Eigenfrequenz der Kette ist. Diese
Spannung U, kann beliebig klein gemacht werden, wenn man
die Zahl der Kettenglieder grofl genug wihlt.

3. Fall: w > w,. Hier ist der Operator ¢ komplex und hat
nach Gleichung (84b) die beiden Werte

:(1 _ 2%’2) 4 j(:{: 2%’V1ﬂ—_§)

(87)
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Man hat nun zu beachten, dal der reelle Teil des Operators und
der imagindre Teil des Operators die Beziehung erfiillen

w§\2 @] /"V_;g 2__
(1—23) +(2EV1_J> ~1.

Infolgedessen darf man setzen

!

O3 _ o o™/ @
1——2&;5—00590, 2;L1~w2_sm¢p,

und ebenso aus den gleichen Griinden, sowie mit dem gleichen
Wert von ¢
2 w1/, @2 .
122 —cos(27— @) ; —2;(’V1—52=S1n(27t—(p).
Damit kann man fiir die beiden Werte des Operators ¢ schreiben
1, =cosp +jsing; 1, =cos(27m — @)+ jsin(2n — @).

Weiter folgt noch, wenn man den Operator y im ganzen kmal
hintereinander ausiibt, mit dem Ergebnis des 16. Kapitels:

¥ =cosko +jsinke;
s =cosk(2n — @) + jsink(2n — @)
=cos(2kn — ko) + jsin(2kn — ko) =coske + j (—sinke).

Der Ausdruck (84f) fiir den Spannungsvektor 1, 1Bt sich
nach Satz 3 auch schreiben

We=3zimIo+ 3zirJo— 2ebwJo+ 3hr S,
oder durch zweckméfBiges Addieren mittels Satz 1 und Satz 3
We =4l +2) r 3o+ 3 (2l — 20) w Jo-
Hierauf setze man die obigen Werte fiir i und 1, sowie den

Wert von tv aus der zweiten Gleichung (84d) ein. Dann bekommt
man nach leichter Zwischenrechnung

, L
U= (r coske —j 2y - smktp) Feo- (88)
@g
yr-a
Der Betrag von U, ist aus diesem vektoriellen Ausdruck
miihelos zu ermitteln. Man findet sofort in gewohnter Weise

2
U, = rJO]/cosquo + ;12— 4w‘2’i2 sin®ke. (88a)
1%

w?
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Die Gleichung kann man, dhnlich wie es friither bei der Behand-
lung der Spulensiebkette geschehen ist, wenn man bedenkt, daf3
cos @ und sin @ nicht zugleich den Wert -4-1 haben konnen, in
die folgende Ungleichung verwandeln

il
L (88D)

r2 w3

U < 001/1 +

Nimmt man speziell als Spannung Uj die Klemmenspannung U
am Ende der Kette (k = n), so lautet die Ungleichung auch

(P S (89)

272
I/1+wof S
r w?
1=
w

In dem Ausdruck fir den Betrag der Anfangsspannung U,
kommt die Gliedzahl n der Kette nicht vor. Diese Tatsache ist
aullerst wichtig. Denn sie besagt, da} fiir Betriebsfrequenzen, die
iiber der Eigenfrequenz der Kette liegen, die Anfangsspannung U
nicht unterhalb eines bestimmten Grenzwertes liegen kann, wie
grof auch die Gliederzahl der Kette gewihlt werde. Der Grenz-
wert wird durch die rechte Seite der Ungleichung (89) dargestellt.
Da andererseits fiir Betriebsfrequenzen unterhalb der Grund-
frequenz, wie die Diskussion unter Fall 2 zeigte, die am Anfang
der Kette auftretende Spannung U, durch Vermehrung der
Glieder beliebig klein gemacht werden kann, so erkennt man,
daB die Kondensatorsiebkette tatsiichlich eine Siebwirkung aus-
ibt, indem sie Frequenzen, die héher als die Eigenfrequenz sind,
verhaltnismaBig wenig geschwicht hindurchliafit, wihrend sie die
Frequenzen, die unterhalb der Eigenfrequenz liegen, fast véllig
unterdriickt.

Fiir Frequenzen, die in der Nihe der Eigenfrequenz w, liegen,
wird die Ungleichung (89) sehr ungiinstig fiir die Abschitzung
der Spannung U,. So nimmt fir o = w, die Ungleichung die
Gestalt an U, > 0, womit nichts anzufangen ist. Wie die Be-
handlung von Fall 1 gezeigt hat, ist aber U, dann sogar gleich U.
Das Versagen der Ungleichung in der Nihe der Eigenfrequenz
riihrt davon her, daB in Gleichung (88a), um auf die Ungleichung
zu kommen, sinkg gleich 1 gesetzt wurde, wiahrend sinke fir
® = w, gleich Null ist. In der Nahe der Grundfrequenz ist also
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die Abschitzungsformel nicht mehr genau genug, um Verwen-
dung zu finden. Man braucht aber trotzdem nicht zur genauen
Formel (88a) zu greifen, die reichlich unbequem ist, weil man
erst den Winkel ¢ aus einer der beiden Gleichungen

s SR—
cosqp:l—2%§; sin<p=2%]/1—%

bestimmen mufl. Man wei3 nimlich aus der Behandlung von
Fall 1, daB} fur die Eigenfrequenz U, = U ist, und darf schétzungs-
weise annehmen, dafl fiir Frequenzen in der Nahe der Eigen-
frequenz, welche aber hoéher als die Eigenfrequenz sein miissen,
die Spannung U, anndhernd gleich der angelegten Netzspannung U
sein wird.

Wihlt man den Ohmschen Widerstand » am Anfang der
Kette speziell so, daf fiir die Betriebsfrequenz w, die Beziehung

besteht L
g b0 C
IR I
w? w?

so erhilt man aus der Gleichung (88a) den Wert

Up =1rJy-Ycoslep + sin2kq = rJ, = U.
Die Klemmenspannung U gelangt dann ungeddmpft bis an den
Anfang der Kette.

Zum Schlufl mége noch kurz bemerkt werden, daf3, im Gegen-
satz zu den Siebketten, die einfache Parallel- oder Reihenschal-
tung von Drosselspule und Kondensator bei geniigend kleinen
Verlusten nur fiir eine scharf abgegrenzte Frequenz ganz undurch-
lassig oder ganz durchlissig sind.

IV. Verschiedene Aufgaben.
Zum 6. Kapitel.

Aufgabe 1. Gegeben sei ein einphasiger Stromwandler. Im
Sekundérkreis desselben treten die folgenden Spannungen auf:

a) —r,J,, die vom Ohmschen Widerstand der Sekundarwick-
lung herriihrt;

b) —jk2,J,, die von der Streuung der Sekundirwicklung im
Luftraum herriihrt;
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¢) —jky 3y, die von dem durch die Sekundarwicklung im
Eisenkern erzeugten magnetischen FluB3 herriihrt;

d) —jk,,3,, die von dem durch die Primarwicklung im Eisen-
kern erzeugten magnetischen FluBl herriithrt;

e) —RS,, die von dem Ohmschen Widerstand des Belastungs-
elementes (MeBinstrument) herrithrt;

f) —jK3,, die von dem induktiven Widerstand des Be-
lastungselementes herriihrt.

Da die den Spannungen unter ¢) und d) zugrunde liegenden
Flisse von Wicklungen mit der Windungszahl w, bzw. w, her-
vorgerufen werden, so mull die Beziehung gelten

b _
ks wy

Man bilde aus der Summe der obigen Spannungsvektoren die
Vektorgleichung fiir die Sekundirwicklung des Stromwandlers
und leite daraus die nachstehende Gleichung ab

a& @ k2o' + K LTy R o
\51““{_(k12+ ko )+? kys }\52'
Aus dieser Gleichung ergibt sich weiter das Amplitudenverhiltnis
der Strome, wie folgt zu
Ji w, /( k20+K)2 (72+R)2
- =—1/1 .
Jy wl-l/ + keas + 2%
Der Stromwandler arbeitet um so priziser, je mehr der Wert

der Wurzel sich dem Wert 1 nihert. Daraus folgt, daB man die Be-
lastungskonstanten R und K méglichst klein gegen ky, nehmen muB.

Aufgabe 2. Gegeben sei ein Serienmotor fiir einphasigen
Wechselstrom, gema dem Schaltbild in Abb. 34. Es ist I die
Erregerwicklung, /7 die Ankerwicklung,
111 die Wendepolwicklung, IV die Kom-
pensationswicklung. Der Strom 1 ist
allen vier Wicklungen gemeinsam, da
dieselben in Serie geschaltet sind. Es
treten die folgenden Spannungen auf:

a) —ry, die von dem gesamten
Ohmschen Widerstand aller Wicklungen
herriihrt;

b) —jk, die von der gesamten Selbstinduktion und gegen-
seitigen Induktion aller vier Wicklungen herriihrt, wobei & pro-
portional der Frequenz » des Wechselstromes ist;

Casper, Wechselstromaufgaben. 8
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¢) —c-n- J, die durch die Rotation in der Ankerwicklung
erzeugt wird. Diese Spannung ist offenbar proportional der
Drehzahl » des Ankers und dem durch die Wicklung I erzeugten
Feld, deshalb auch proportional dem Strom ¢. Das negative
Vorzeichen der Spannung mufl deshalb genommen werden, damit
aus derselben eine aufgenommene und keine abgegebene Leistung
hervorgeht, so wie das bei dem Ohmschen Widerstand r der Fall
ist. Die Erregerwicklung I muf} daher richtig gepolt sein, damit
die Maschine als Motor arbeitet.

Man bilde aus der Summe der obigen Spannungsvektoren die
Vektorgleichung fiir den Motor und leite die nachstehenden Glei-
chungen ab

U=@r+c-n+ib)5;

r+cn —k
S={edorrm o rar el

" . k
Y = "r¥en

Die letzte Gleichung zeigt, daf der Phasenwinkel ¢ zwischen
Strom und Spannung um so kleiner wird, je kleiner k ist. Da k
mit der Frequenz » wichst, so wihlt man fiir den einphasigen
Serienmotor statt der gewohnlichen Frequenz v = 50 Hertz oft
die geringere Frequenz » = 22 Hertz.

Zum 8. Kapitel.

Aufgabe 3. TFir eine nicht zu lange Leitung mit verteilter
Induktivitit und Kapazitdit kann man der Untersuchung die
in Abb. 35 dargestellte

! —_l\,_:fjgo\—o Ersatzschaltung  zu-
2k 3 ik 3t o grunde legen. Es be-
Tu c——‘l‘u fuo ° ° deuten: R der gesamte
-I— ! Ohmsche Widerstand

° Abb. 35. ~ Abb. 36. der Leitung, L die ge-
samte Induktivitit und

C die gesamte Kapazitit. Ferner sind 11, und J, die Vektoren an
der Abnahmestelle, I und ¥ die Vektoren an der Erzeugerstelle.

Man bestitige die Richtigkeit der folgenden Vektorgleichungen,
wobei die Vektoren U, und §, als beliebig und vorgegeben zu
betrachten sind:
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=W+ GFB+j30L)T;
§=Gp+ijoCl; ={1 —302L0)+j}wCR}IZ, + joCl,y;
U=U,+ER+jLol)l
—{R(1 — }0*LO) +j[0L(1 — }0*LC) + 0 CR}S,
+{1 —3w?LC)+ jLwCR},.

Bei Freileitungen bis zu 100 km Liange und bei den iiblichen
Periodenzahlen (v = 40 = 60 Hertz) ist die Grofe w?L C ungefahr
kleiner oder gleich 0,01, weshalb sie gegen die Einheit vernach-
lassigt werden kann. Die obigen Vektorgleichungen vereinfachen
sich dann zu

I=Q0+7j30CR)J+joCl,y;
U={R+j(@L+}oCR)}J+ (1 +jiwCR)Y,.

Eilt der Stromvektor §, dem Spannungsvektor U, um den
Winkel ¢, nach, so ist offensichtlich

J L —dJy .
Jo= <_U% cos @y + j —ﬁ’ smzpo> u,.

Man bestitigt leicht die Richtigkeit dieser Gleichung, wenn man
von dem durch die rechte Seite dargestellten Vektor in gewohnter
Weise den Betrag bildet und den Phasenwinkel zwischen dem-
selben und den Vektor 11, berechnet. Hierauf setze man den
Ausdruck von §, in die obigen vereinfachten Gleichungen ein
und priife die nachstehenden Gleichungen auf ihre Richtigkeit:

J, 1 J,
S = {(—U—: COSQ’JO + ?w CR*ﬁ:* sintpo)
(1 J, Jo .
+y(5w0RTj°;coszpo — ﬁ‘;—smzpo—{— wC)} Uy

J?2 :ng(cos% + % wCR sinqv,))z

+ (é—w CRcosp, — singp, + oC 3")2}
0
= [l 4 4 w2CrRE 4 w202 U}

o

+2wC %(é—wCR cos @, — sinqv,))] .
0

8*
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{(1 +R cos<p0+wL sm(p0 —}———wCRz—‘lsm(pO)
—}—y( wCR — R s1n(p0+a)L cos<p0
+ ~wCR2— ‘lcosq)O)} U
Leistungsverlust = —- R(~ J2 4+ 1 J}")) =1 RJ: (1 + J—2> .
2 |2 2 4 7z

Zum 10. Kapitel.
Wiederholung. Zundchst werde an den Leitwert und Wider-
stand eines Ohmschen Widerstandes, einer Kapazitét, sowie einer

Induktivitiat erinnert:
Ohmscher
Widerstand Induktivitat  Kapazitit

komplexer Widerstand 3 = R jowL vy

komplexer Leitwert f = % j ;—I{

Der komplexe Widerstand # und der komplexe Leitwert b

eines Leitungsgebildes héngen derart zusammen, dafl der Ope-

rator )3 = 4P identisch mit 1 ist. Daraus bestatigt man mittels
Satz 2 das Folgende:

joC

. . 3 '——_b
ist §=a 4 jb, so wird 13:_2_(:_52+7a2+b2;
. . 3 —d

ist p =c +jd, so wird § = 2+d2+7c2+d2'

Ferner ist zu beachten, daB bei Serienschaltung der resul-
tierende Widerstandsoperator gleich der Summe der Einzelwider-
stande wird, dagegen bei Parallelschaltung der resultierende Leit-
wertoperator gleich der Summe der Einzelleitwerte wird.

Aufgabe 4. Es ist der resultierende Leitwert fiir die in Abb. 36
dargestellte Parallelschaltung zu berechnen.

Die Widerstdnde der beiden Zweige sind je

3, =r—+jowlL; 3, = R.

Daraus folgen die entsprechenden Leitwerte

—wl 1
h, = 72+w2L2+?72—§—w2L2’ DZZ'E
Schliefilich ergibt die Addition der beiden Leitwerte nach dem
Satz 1 r 1 . —wl

l):rz_*_szz‘}‘f‘*‘?rz_*_szz'
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Aufgabe 5. Man zeige, daB die in Abb. 37 dargestellte Schal-

tung den Leitwert
w202y wC [ | (4 R L
b= seiata + & i u0n ST DM’!EA] E;DC

besitzt Abb, 37. Abb. 38.

Aufgabe 6. Man zeige, daB die in Abb. 38 dargestellte Schal-
tung den Leitwert

w*C%r? R ol wL
h= (w202r2 +1 + R? + w2L2> + j(w2027‘2 +1 RT—{—‘Q_)TI:2>
besitzt.
Soll die Schaltung wie ein reiner Ohmscher Widerstand wirken,
so mufB der imaginire Anteil des Leitwertoperators gleich Null
sein. Diese Uberlegung gibt die Bedingungsgleichung dafiir

A L
cﬁLCQL—Ey:RL-E.

Diese Bedingung wird erfiillt, einerlei welches die Frequenz w
sei, wenn A
r=R= VU .
In diesem Fall ergibt sich der einfache Wert fir § baw. 3
y=% und ;=R

Das heilt: die Schaltung arbeitet bei jeder Frequenz wie der
Ohmsche Widerstand R.

Aufgabe 7. Man zeige, daB die in Abb. 39 dargestellte Schal-
tung den Widerstand 3 =1 4 j 2 besitzt.

Abb. 39.

Aufgabe 8. Man zeige, daBl die in Abb. 40 dargestellte Schal-
tung wie ein Ohmscher Widerstand von der GroBe 1 wirkt.

Zum 12. Kapitel.

Aufgabe 9. Fir die in Abb. 41 dargestellte Briicke ist die
Briickenbedingung aufzusuchen.
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In den Zweigen 1 und 3 sind r; und 7, als die Verlustwider-
stinde der Kondensatoren, dagegen R; und R, als die Ober-
flachenwiderstinde der Kondensatoren aufzufassen. Die Leit-
werte ); und ; sind aus Aufgabe 6 be-
kannt. Wegen der allgemeinen Briicken-
<y '803‘ bedingung

B3de = Bada S
miite man aus den Leitwerten erst die
zugehdrigen Widerstande 3, und 3; bestim-
men. Man vermeidet jedoch unnétige Rech-
nungen, wenn man auf die Briickenbedin-
gung nacheinander die Operatoren f); und ),
in beliebiger Reihenfolge ausiibt. Dadurch kommt man auf die
neue Briickengleichung
D133 =955 3>

50 daB3 man die Leitwerte §); und y, unmittelbar verwerten kann.

Man zeige nun, daB das Telefon in der Briicke nur dann
stromlos bleibt, sobald die beiden folgenden Gleichungen erfiillt

Abb. 41.

sind m—*_&: ®*C3ry Ry +ﬁ.
GO 17T B T o+ 1T Ry
wCi Ry, wCy R,

Fiir den Fall, daB R, groB gegen R, und R, grol} gegen R,
ist, was meistens der Fall sein wird, vereinfachen sich die Glei-
chungen zu ¢, r R,

Cy ry R, "

Zum 13. Kapitel.

Aufgabe 10. Fiir den in Aufgabe 2 behandelten einphasigen
Serienmotor ist der geometrische Ort des Stromvektors § bei
festgehaltener Klemmenspannung 1l aber variabler Drehzahl
(n = unabhingige Veranderliche) festzustellen.

In der Vektorgleichung

U=(@F+en+ib)F

fithrt man, wie frither gezeigt wurde, fiir § den Ausdruck

S=(g+ig)n
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ein, wo ; U =z und % U = y die rechtwinkligen Koordinaten

von & bezogen auf die U-Achse sind. Man kommt dann auf die
beiden Gleichungen

1Mr-§—ccn k
—Tx—u%
_r+c n

aus welchen sich » leicht entfernen 1aBt, was auf die gesuchte

Gleichung fiihrt U\2 U\2
2 ) ==
2+ v+ 55) = ()

Es ist nicht schwer, aus dieser Gleichung, welche einen Kreis

darstellt, die Mittelpunktskoordinaten und den Radius abzulesen.

Man bestétige

U U

Ty =0; Ym = — 35> R =57

Aufgabe 11. Bei der in Aufgabe 3 behandelten Leitung soll
die Belastung derart variiert werden, dall zwar die Spannung U,
und der Verbraucherstrom J, konstant bleibt, der Phasenwinkel ¢,
dagegen als unabhingige Verinderliche alle mdéglichen Werte
von O bis 360° durchliuft. Welches ist der geometrische Ort
des Spannungsvektors U an der Erzeugerstelle der Leitung?

Man fiihre, dhnlich wie in der vorhergehenden Aufgabe, in
die bereits gefundene Vektorgleichung fir U, ndmlich

U= {(1 + R cosgvo + wL s1nq70 +5 L wom?e s1nq70)

—}—7( wCR— R~s1n¢0—}—wL cos<p0+4wCR2 °cosq70)}110,

fir U den Ausdruck
(5, +7,)
ein. Man kommt dann auf die beiden Gleichungen
x2—Uy= RJycospy+ (wL + }wCR? Jysing,,
y—3twCRUy=—RJysing, + (wL + L wCR2) Jycosqp,,
aus welchen sich die Unabhingige @, leicht entfernen 1at. Qua-

driert man beide Gleichungen und addiert sie darauf, so folgt
unmittelbar

(@ —Ug2+ (y — 30 CRU? = [R* + (L + } 0 ORY2]J3.



120 Verschiedene Aufgaben.

Aus dieser Gleichung, welche ebenfalls einen Kreis darstellt, lassen

sich miihelos die Mittelpunktskoordinaten und der Radius ablesen.

Aufgabe 12. Gegeben sei der in Abb. 42 dargestellte Repul-

sionsmotor mit Ankererregung. Es stellt I den Stromkreis eines

gewohnlichen Serienmotors ohne Kom-

U pensationswicklung und ohne Wendepol-

wicklung dar. Durch ein zweites kurz-

n geschlossenes Biirstenpaar wird der Strom-

1Y 1 kreis II gebildet. Die Ankerstréome I und

‘P die Sténderwicklung I erzeugen ein
gleichachsiges Feld.

Es treten die folgenden Spannun-

Abb. 42. gen auf:

) im Stromkreis I:
a) —jk,3,, die von der Selbstinduktion des Stromkreises I

herriihrt;
b) —¢,-n-3,, die von der Rotation und dem Feld der

Stinderwicklung I herriihrt;
€) —Cg - N+ Jp, die von der Rotation und dem Feld der

Ankerstréme II herriihrt;
d) —5k5;, 3,, die von der gegenseitigen Induktion der Wick-
lung II auf die Wicklung I herriihrt;

B) im Stromkreis I1:

e) —jk,3,, die von der Selbstinduktion des Stromkreises 11
herriihrt;

f) —7%;,3,, die von der gegenseitigen Induktion der Wick-
lung I auf die Wicklung II herriihrt;

g) —¢p-n-3,, die von der Rotation und dem Feld der
Ankerwicklung I herriihrt (Repulsionswirkung).

Die Ohmschen Widerstinde der Wicklungen sollen, um die
Rechnung zu vereinfachen, vernachlassigt werden.

Man begriinde die beiden Vektorgleichungen

U=(cy-n+7k) Iy + (o1 7+ §ka1) Ja
0=(crp.n+jky) Iy + 7k,
und die aus ihnen resultierende Gleichung

jk2H={(—k1k?+k12- kg — i €oyom®) + 7 (kgCy—Kype €3y — Koy - c12)"}31-
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1. Die Klemmenspannung 11 moge festgehalten werden. Da-
gegen soll die Drehzahl » alle moglichen Werte annehmen. Es
ist die Ortskurve des Stromvektors {, zu bestimmen.

In der gewohnten Weise erhalt man zur Ermittlung der Ko-
ordinaten z, ¥ die beiden folgenden Gleichungen

O=(—kykyt-kyp-kgy—Cyp- Coy MP)T— (K —kyy- Cyy—Fky - Crp) M-y
kU= (—kyky--kyg Koy —Crg° Coy - By~ (Kgcy — kg Coy—Kgy - Cyp) .

Fiir die graphische Konstruktion der Ortskurve ist es vorteilhaft,
fiir n eine Reihe von zweckmifBig gewahlten Werten anzunehmen
und aus den Gleichungen jeweils @ und y zu errechnen, was sehr
einfach ist, da # und y nur linear auftreten. Man erhilt auf
diese Weise nicht nur die Ortskurve, sondern auch gleichzeitig
auf derselben eine Drehzahlskala.

Um den Charakter der Ortskurve analytisch auszudriicken,
muB aus den beiden obigen Gleichungen die Drehzahl n entfernt
werden. Das gelingt dullerst miihelos, wenn man die Elimina-
tion geschickt vornimmt. Multipliziert man die erste Gleichung
mit y, die zweite mit « und subtrahiert beide, so geht daraus
eine Gleichung hervor, die # nur im ersten Grad enthélt. Durch
eine weitere einfache Rechnung kommt man auf die folgende
Gleichung der Ortskurve

(kyky — kyp- ko) - (2% + y2)2 + kU -y - (22 + y?)
15+ Coy » K3 - UP

2
22 =0.
(kaCy — kyg oy — kg * Cp)?

Sie ist vom vierten Grade.

2. Man nehme den Strom §, als fest an. Dann ist die Orts-
kurve fir die Klemmenspannung 11 analytisch gegeben durch
die Gleichung

Jillgey — kyp v Coy — kgq + C15)? kiky — kyo o k
5 120y 12 * Co1 21 * C12 iRy 12 * K1
v =2 2C15 + Cgy + Ky (Z/ k, Jl)’

welche, wie man aus der Form 2% = 2p(y—a) erkennt, eine
Parabel darstellt.

Die obige Kurvengleichung ist aus der Vektorgleichung
zwischen I und §, abzuleiten.
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