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Vorwort. 

Die bisher bei der Berechnung von Wechselstrom-Systemen 
angewandten Methoden sind verhiiltnismaBig kompliziert und 
uniibersichtlich. Schon die Durchfiihrung verhaltnismaBig ein
facher Aufgaben, wie die Berechnung eines ungleichmaBig induktiy 
belasteten Drehstromnetzes in Sternschaltung erfordert einen 
groBen Rechenapparat, dessen Umfang die Obersichtlichkeit er
schwert. 

Bei der Berechnung wurden bisher meist die Wirkstrome (bzw. 
Wirkleistungen) von den Blindstromen (bzw. -Leistungen) getrennt. 
Diese Trennung ist aber, wie die vorliegende Abhandlung zeigt, 
entbehrlich und sWrt nur die trbel'sichtlichkeit der Rechnung. 
Auch die Einfiihrung vieler neuer Begriffe, wieReaktanz, Induktanz, 
Impedanz, Admittanz, Suszeptanz etc_ wird besonders fur den 
Anfanger, dem diese Begriffe nicht in Fleisch und Blut iiber
gegangen sind, mehr Verwirrung als Klarheit schaffen. Die Wissen
schaft sollte viel mehr danach trachten, scheinbar komplizierte Vor
gange mit so einfachen Mitteln darzustellen, daB jeder Ingenieur 
dieselben wie das Alphabet, das Einmaleins oder den Reehensehieber 
beherrsehen kann und den Kopf fiir weitergehende wissensehaft
liehe Aufgaben freibehalt. Einen groBen Erfolg hatten zwar die 
hervorragenden Arbeiten von Steinmetz und la Cour durch 
Einfiihrung der komplexen GroBen in die Wechselstromreehnung. 
Aber es ist nicht zu verkennen, daB die Benutzung komplexer 
GroBen an das Begriffsvermogen groBe Anforderungen steUt, da 
man mit denselben schwer physikalische Vorstellungen verbinden 
kann. 

Grundlegende Reehnungsmethoden sollen aber nieht nur dem 
Meister, sondern auch dem Schiller und mittleren Ingenieur ver
standlich sein. Aber auch der erstere wird dan~bar sein, wenn 
er unnotigen Ballast iiber Bord werfen kann. 



IV Vorwort. 

Als allgemein bekannt, gebrauchlich und leieht verstandlieh 
darf lediglieh die Darstellung von Wechselstromspannungen und 
-Stromen, d. i. von sinusformig periodiseh verlaufenden Vor
gangen durch Zeitvektoren vorausgesetzt werden. Hieran kniipft 
die vorliegende Arbeit an, indem sie nur noch zwei Begriffe hinzu
fiigt, namlieh das 

Vektorverhiiltnis e fur die Darstellung eines Seheinwider

standes, und das 
Vektorprodukt e. i fiir die in einem Stromzweige aufge

nommene Gesamt-Leistung, wobei unter der letzteren der Inbegriff 
der Wirkleistung und Blindleistung (also ihre komplexe Summe) 
verstanden wird. 

Fiir die meisten Aufgaben ist sogar die Benutzung des letzt
genannten Begriffes (V ektorprodukt) entbehrlich, wahrend die Ein
fiihrung des VektorverhiHtnisses eine bisher vorhandene Liicke 
ausfiillt und fUr die neue Berechnung von Weehselstromsystemen 
grundlegend ist. In der nachfolgenden Arbeit sind als Beispiele 
nur induktive Widerstande benutzt. Fiir kapazitive Widerstiinde 
sind lediglich negative Phasenverschiebungen statt der positiven 
zwischen Strom und Spannung einzusetzen. 

Mit Hilfe der drei Begriffe e, i und .; sind nun aHe vorkommenden 
1 

Vektorgleichungen fast mechanisch anzusehreiben und es ist nur 
erforderlich, das Resultat fiir die gegebenen Spannungen oder 
Strome durch Zeichnung oder Ausrechnung zu ermitteln. Be
sonders die zeichnerische Umwertung der Vektorgleichungen ist 
so einfach und anschaulich, daB Fehler kaum dabei auftreten 
konnen oder sofort zu entdeeken sind. Auch die Entwicklung 
neuer Gesetzmal3igkeiten ist, wie an Beispielen erliiutert wird, 
leicht ausfiihrbar. 

Die Anwendung der neuen Berechnungsweise auf Generatoren, 
Motoren und Transformatoren ist nicht besonders behandelt, aber 
ohne wei teres moglich, da sich solehe Masehinen oder deren Teile 
immer durch einen induktiven Widerstand ersetzen lassen. 

Wiihrend man sonst zur Berechnung elektrischer Systeme die 
beiden Kirchhoffschen Gesetze 

Summe der Spannungen in einer Masehe = 0 
Summe der Strome an einem Knotenpunkte = 0 

benutzte, vereinigt eine Vektorgleichung diese heiden Gleirhungen 
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in einer eUlZlgen, wodurch sich fur die Behandlung eine liber
raschende Einfachheit ergibt. Dabei lltJ3t sich aber jederzeit eine 
Vektorgleichung in zwei einfache Gleichungen zerlegen, die bei
spielsweise die GroBe und Richtung oder den Wirk- und Blind
wert des Vektors angeben. Diese an sich bekannte Tatsache 
gewinnt dadurch an Wert, daB es moglich ist, aIle in Wechsel
stromrechnungen vorkommenden GroBen durch Vektoren und 
Produkte von Vekloren und Vektorverhaltnissen darzustellen. 
Ftir die Auswertung der Vektorgleichungen ist daher die Multipli
kation eines Vektors mit einem Vektorverhaltnis von Bedeutung, 
die durch Konstruktion zweier ahnlicher Dreie9ke leicht aus
ftihrbar ist. 

Die Einfiihrung des Vektorproduktes und seine physikalische 
Deutung fUhrt zur Aufstellung zweier neuer Gesetze liber die 
Gesamt-Leistungsaufnahme elektrischer Systeme. Das erate be
handelt die Leistungsznnahme bei Anderung des Stromes in einem 
Zweige. Das zweite besagt, daB die Leistungsaufnahme in einem 
Gleichgewichtszustande ein Minimum ist. 

Durch Benutzung des letztgenannten Gesetzes laBt sich eine 
weitere, ganz allgemein giiltige, neue Berechnungsweise aufstellen, 
welche als Resultat dieselben Vektorgleichungen ergibt, die vorher 
in anderer Weise aufgestellt werden konnten. 

Diese beiden neuen Gesetze bilden eine Erganzung der Kirch
hoffschen Gesetze. Wahrend die letzten von den Stromenund 
Spannungen in einem elektrischen System handeln, ~eben die 
neuen Gesetze liber die Leistungsaufnahme AufschluB. 

Der Weg, der den Verfasser zu der neuen Berechnungswei~ 
und den letztgenannten neuen Gesetzen fiihrte, ist nicht ganz so 
mlihelos gewesen, wie es der fast selbstverstandliche logische Auf
bau dieser Arbeit erwarten laBt. 

Das Pferd wurde von hinten aufgezaumt! Die Lekture delS 
auBerat klar geschriebenen Fopplschen Werkes, und zwar der 
Abschnitt tiber statisch unbestimmte Systeme im Briickenbau 
und die Geset.ze von CaHtigliano liber die Formanderungsarbeit 
brachten den Verfasser auf den Gedanken, daB ganz ahnliche 
Gesetze auch fUr elektrische Systeme, die ja auch auBerlich dem 
Maschensystem einer Briicke gleichen, bestehen muBten. Auf 
elementarem Wege konnte so das erste der beiden Gesetze fur 
G 1 e i c h s t rom gefunden werden, wahrend dl\S zweite zunachst 
verborgen blieb, do. die Analogie zwischen den mechanischen und 
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elektrischen Systemen keine vollstandige war oder wenigstens zu 
sein schien. 

Der Versuch der Dbertragung dieses ersten Gesetzes auf Wechsel: 
stromsysteme stieB auf erhebliche Schwierigkeiten, da eine ein
fache und ubersichtliche Berechnungsweise fur solche fehite. Nach
dem diese gefunden und auch tiber den Begriff des Vektorpro
duktes Klarheit gewonnen war, konnte das erste Gesetz unschwer 
auch fur Wechselstromsysteme bewiesen und gedeutet werden. 
Ein nochmaliger Vergleich mit den mechanischen Systemen 
brachte dann auch das zweite Gesetz als reife Frucht zutage, 
nachdem erkannt war, weshalb die Analogie zwischen mechanischen 
und elektrischen Systemen keine ganz vollkommene ist. 

Teite der vorliegenden Al'beit sind zwar bereits in der Elektro
technischen Zeitschrift, 1919, S. 645 und 1920, S. 505, veroffent
licht, aber die Darstellung war dort noch nicht so logisch auf
gebaut, wie es fur Studien- und Lehrzwecke erwiinscht ist. Das 
Material wurde daher nochmals gesichtet und erweitert, sowie 
durch neue Beispiele vervollstii.ndigt. Ferner wurde das zweite 
besonders wichtige Leistungsgesetz entwickelt und ein .einfacher 
Beweis darur erbracht, so daB nunmehr ein kurzes Lehrbuch 
der Berechnung von Gleich- und Wechseistrom-Systemen ent
standen ist. 

Der Verfasser spricht die Hoffnung aus, daB sich die neue Be
rechnungsweise sowohl auf den Hochschulen wie in der Praxis 
einburgern moge. FUr die Hochschulen ware es ferner ein dank
bares Arbeitsfeld, zu priifen, ob die zahIreichen bewahrten, unter 
Beriicksichtigung der Formanderungsarbeit aufgestellten Rechen
methoden aus dem Briickenbau sich auf die Elektrotechnik uber
tragen lassen! 

.Juli 1920. 
Der Verfasser. 



Einleitung. 
Bei der Losung von Wechselstrom-Problemen hat man sich 

mit Vorteil der Darstellung der Spannungen und Strome durch 
Zeitvektoren bedient. Auch bei den Widerstii.nden hat man den 
Scheinwiderstand in zwei Vektorkomponenten, namlich in den 
induktionsfreien Wirkwiderstand und in den induktiven (bzw. 
kapazitiven) Blindwiderstand zerlegt. Die letztere MaBnahme ent
behrt aber der Berechtigung, denn ein Scheinwiderstand ist keine 
dem Sinusgesetz unterworfene periodische, raumlich oder zeitlich 
veranderliche, sondern eine skalare, konstante GroBe, d. h. eine 
sog.Invariante. Es fehite daher bislang ein Verfahren, um in dem
selben Diagramm Spannungen, Strome und Widerstande darzu
stellen und ihre Beziehungen zueinander durch Vektorgleichungen 
zu verfolgen. Diese Lucke solI durch die vorliegende Arbeit aus
gefiillt werden. Dabei zeigt sich, daB Aufgaben, die bisher einen 
oft recht umfangreichen Rechenapparat erforderten, durch auBerst 
einfache Vektorgleichungen zu IOsen sind. Diese Vektorgleichungen 
sind am einfachsten und anschaulichsten graphisch zu losen. Wird 
eine rechnerische (trigonometrische) LOsung verlangt, so ist auch 
diese leicht zu erreichen, da der gesamte Gang der Rechenope
rationen und ihre Reihenfolge durch denAufbau der Vektorgleichung 
gegeben ist. Die Berechnung stellt sich daher ala eine handwerks
maBige - mehr oder weniger zeitraubende - Rechenarbeit dar. 

Die tibertragung der neuen Rechnungsweise auf ein Gleich
strom-System bedarf kaum einer Erlauterung, da dieses nur als 
ein Spezialfall eines Wechselstrom-Systems aufzufassen ist, bei 
dem aIle Spannungen und Strome phasengleich sind. 

Jede Vektorgleichung, z. B. (il = (i2 enthalt zwei Aussagen oder 
laBt sich in zwei Gleichungen zerlegen. Die erste besagt, daB die 
Effektivwerte El und E2 gleich sind, und die zweite, daB die Vek
toren in ihrer Richtung oder Phase ubereinstimmen, d. h. mit der 
Null-Zeit-Linie den gleichen Winkel f{J bUden. 

FUr die Effektivwerte aller Spannungsvektoren in einem 
Vektor-Diagramm ist ein gemeinsamer Spannungsma/3stab, fUr die 

Nat a \Is, Gleich- u. WechseistroJDllystem. 1 
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Effektivwerte der Stromvektoren ein gemeinsamer StrommaBstab 
zu wahlen. Diese beiden MaBstii.be konnen im tibrigen beliebig 
gewii.hlt werden. 

Der Scheinwiderstand z eines Stromkreises ist durch seinen 
ohmschen Widerstand r und seinen induktiven Widerstand wL 

(bZW. kapazitiven Widerstand - w1c) gegeben. 

z = Vrl + wilLI (bZW. z = Vr2 + wk, bzw. 

z = Vr2 + [WL - w~r) 
Diese Ausdrucksweise eines Scheinwiderstandes wiirde aber 

fUr die vektorielle Behandlung ungeeignet sein. 
Ein induktiver Widerstand besitzt zwei Eigenschaften: 
1. 1st er proportional der Effektivspannung E und umgekehrt 

proportional dem in ihm flieBenden Effektivstrom J. 
2. Verursacht er eine Phasenverschiebung tpdes Stromes gegen

tiber der Spannung. 
Diese beiden Eigenschaften lassen sich in einer einzigen Vektor

gleichung 
~ 

1) z = ~ zusammenfassen, 

worin ~ die Klemmenspannung an dem Widerstand und ~ der 
durch denselben flieBende Strom ist. Der Scheinwiderstand ist 

daher durch ein Vektorverhii.ltnis ~, Abb.l, in dem sich das Zeit-
~ 

element im Zahler und Nenner durch Division aufhebt, gegeben, 

d. h. durch das Verhaltnis !~ und den 1:: cp ( tg cp = ~L). 

Die Vektorgleichung z = ~ kann jederzeit wieder in zwei Glei

chungen zerlegt werden. 

W f .. Zhl . . h (I.~ enn emer a em remer a enwert 1St, so 1st auc z = ---~. 
a.", 

Wird daher z durch das (oHene) Dreieck BAC dargestellt, so ist 
es auch zulassig, dieses Dreieck durch ein ahnliches Dreieck zu 
ersetzen, dessen Seiten ~ und ~ in gleichem MaBe vergroBert. 
und verkleinert sind. 



Darstellung des Scheinwiderstandes durch ein Vektorverhaltnis. 3 

Wenn wese Darstellungsweise richtig sein solI, so muG 
der Scheinwiderstand offenbar unabhangig von dem gewahiten 
Koordinatensystem sein und unveriindert bleiben, wenn dasselbe 
gedreht oder parallel verschoben wird. Das ist tatsachlich auch 
der Fall. Urn derartig verdrehte Vektoren nicht mit den richtig 
gerichteten zu verwechseln, sind sie in den nachfolgenden Dar· 
stellungen eingeklammert. 

Wird nun derselbe Scheinwiderstand z, der zuvor an der Span
nung ~ den Strom ~ ergab, an eine Spannung anderer GroBe 
und Richtung e, Abb. 2, gelegt, so moge der Stromvektor i ent
stehen. Dann ist 

2) 

/ c / 

Abb.l. 

~ e 
z = - = --,-. 

~ I 

B 
8' 

---~ 

f r--------- / / '>/ 
A/ 

.! 

8 

()i \ v---o~ s;_,_':---.:-.z~i ~----- ,~ 

A ---A--

Abb.2. Abb.3. 

Bringt man daher ~ BAC der Abb. 1 in die Lage B' AC', 
Abb. 2, so ergibt sich, daB DF II B'C' sein muB. Daraus ergibt 
sich eine einfache Konstruktion von i, wenn e bekannt ist und 
umgekehrt 

3) 

Nach der Darstellung Abb. 3 sind aber nicht nur die Dreiecke 
BAC und DAF iihnlich, sondern auch die Dreiecke BAD und 
CAF, folglich 

4) 

e 
~ = "Q:' 

Dreht man daher das Dreieck BAD in die Lage B' AD', 1'10 ist 

i (e) 
~ = (~) also 

(e) 
~(~r 

1* 
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Aus Gleichung 3 und 4 ergibt sich, daB der Vektor i gleich ist 
dem Produkt des Vektors e in Gleichung 3 (oder ~ in Gleichung 4) 

mit einem Vektorverhaltnis ~~~ in Gleichung 3 (bzw. ((~ in 

Gleichung 4). 

Man kann daher in obigen Gleichungen die Klammern ganz 
fortlassen und 

5) • ~ C'< e 
l=e-=~-

~ ~ 

schreiben, wobei der Bruch ein VektorverhiUtnis darstellen soll, 
welches beliebig verdreht werden kann. Allgemein bedeutet die 
Multiplikation eines Vektors mit einem Vektorverhaltnis eine 
Veranderung seiner GroBe und eine Verdrehung desselben. 

Sind mehrere Scheinwiderstande ZlZ2Z3 vorhanden, so wird 
man sie vorteilhaft der Reihe nach an dieselbe Normalspannung ~ 
Abb. 4a, z. B. lOO Volt legen und die dabei auftretenden Normal
strome iii2ia mit den Phasenverschiebungen qJl qJ2qJa 1) ermitteln. 
Die Normalstrome ili2i3 sind daher gerichtete GroBen (Vektoren), 
da einerseits ihre Effektivwerte, andererseits ihre Richtungen 
durch die 1::: qJl qJ2qJ3 gegeben sind. Die betreffenden Schein-

widerstande sind somit durch die Vektorverhaltnisse ~ ~ ~ 
h 12 la 

bestimmt. 

Wird ein durch das Vektorverhaltnis ~ gekennzeichneter 
1 

Scheinwiderstand an eine Spannung c gelegt, so ist der dabei 
auftretende Strom 

. . e 
t = 1 . ~. 6) 

Liegen mehrere (z. B. 3) WiderstiLnde Zt Z2 Z3 parallel an der
selben Spannung e, so ist der Gesamtstrom 

it + i2 + i3 = it ~ + i2 ~ + i3 ~ = e (-~ + ~ + ~) 
= cit + i2 + ia 

~ . 

1) In den nacbfolgenden Beispielen sind durchweg induktive Widerstli.nde 
voraUBgesetzt. Sie geIten aber sinngemll.l3 auch fUr kapazitive Widerstli.nde, 
wobei Iediglich die Phasenverschiebung p negativ einzusetzen ist. 



Darst.ellung einer Leitfahigkeit durch ein Vektorverhaltnis. 5 

In Abb. 4a ist der Vektor il + i2 + b in bekannter Weise 
gebildet. Um daher den Summenstrom il + i2 + ia zu finden, 
braucht man nur die Spannung emit dem aus Abb. 4a ermittelten 

Vektorverhaltnis il + ~ + h zu multiplizieren. 

Liegen dagegenmehrere Widerstande ZI Z2 Z3 hi n tereinan der, 
so werden sie von dem gleichen Strom i durchflossen und die an 
den einzelnen Widerstanden auftretenden Spannungen el e2 e3 sind 

. ~ . ~ . ~ I e1 = t...-; e2 = t ,-; ea = t...-, aso 
It 12 la 

e1 + e2 + ea = i (~ + ~ + ~). 
Offenbar lassen sich 

die Vektorverhaltnisse 
hier nicht so einfach zu 
einem mittleren Vektor- " 
verhaltnis summieren wie 
in obigem Falle, da die 
Nenner ungleich sind. 

~. 

, , 
\ 

\ 

Fur hintereinander ge
schaltete Widerstande 
wird man daher zur Be
stimmung ihrer Vektor
yerhii.ltnisse besser nach 
Abb. 4b einen Normal-

-----;;'" 
/ 

Abb. 48.. Abb. 4b. 

strom ~ (statt einer Normalspannung~) zugrunde legen (z. B. 
1 Amp.) und die durch diesen Strom an den Widerstanden er
zeugten Spannungen fl f2 fa bestimmen. Dann sind die Wider
stande ZI Z2 Za gegeben durch die Vektorverhii.ltnisse 

f) f2 f3 
~' ~' ~. 

Offen bar sind die aus it und ~ in Abb. 4a und ~ und 11 in 
Abb. 4 b gebildeten Dreiecke einander ahnlich. Es ist daher 

~ fl ~ f2 ~ fa --;- = C"!::, -;- = 0::' --;- = ('::-
11 o\S 12 o\S 13 o\S 

Fur hintereinander geschaltete Widerstande erhiilt man 

el + ell + ea = i (1. + h + fa) = i Tl + T2 + Ta. 
~ ~ ~ ~ 
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Bei parallel gesohalteten Widerstanden wird man sich daher 
stets einer Normalspannung (~), bei hintereinander geschalteten 
eines Normalstromes (m bedienen 1). Von diesen Beziehungen wird 
im nachfolgenden haufig Gebrauch gemacht. 

Nachdem die Bedeutung eines Vektorverhaltnisses geklart ist, 
ist noch zu erlautern, was man sich unter einem Vektorprodukt 
vorzustellen hat. 

Zerlegt man in Abb. 5 ~ in den Wattstrom ~1 und den watt· 
losen Strom ~2' so ist 

7) ~ . ~ = ~ (~1 + ~2) = ~. ~1 + ~ . ~2 = I~I ·I~I . cos q; 
+ I~I . I~I . sin q;. 

~ • ~1 = I~I ·I~I . cos q;, die Watt
K=--..J.L..-&-----t' leistung, ist offen bar keine gerichtete, 

sondern eine skalare GroBe. Das 
Abb.5. Produkt ~. ~2 = I~I·I~I· sin q; ist da

gegen eine gerichtete GroBe, ein Vek
tor, der senkrecht auf ~ und ~2 steht 
und einen neuen MaBstab mit der 

r Einheit 1 Volt Amp. erfordert. Die 
I positive Richtung dieses Vektors ~ . ~2 

erhalt man bekanntlich, wenn man 
den ersten Faktor des Produktes, den 
Vektor ~ auf kiirzestem Weg (90°) 

Abb. 6. in die Richtung ~2 bringt und gleich
zeitig in der Richtung einer RechtB
schraube fortBchreitet. Wiirde man 
dagegen ~2 im Korkziehersinne nach ~ 
drehen, so wiirde die umgekehrte fort· 
schreitende Bewegung entstehen. Die 

Reihenfolge der Faktoren ist daher fiir das V orzeichen von Be
deutung, denn es ist 

~ • ~2 = - ~2 • ~. 

In der Vektorrechnung ist es gebrauchlich, das skalare (sog. 
innere) Vektorenprooukt in einer ( ), das vektorielle (sog. auBere) 
dagegen in einer [ ] zu schreiben. 

1) Diese doppelte Ausdrucksweise fiir den Scheinwiderstand entspricht 
den heiden reziproken BegriHen "Widerstand" und "Leitfll.higkeit", deren 
wechselweise Benutzung iiblich ist, je na.chdem die eine oder a.ndere sicb 
in der Rechnung als vorteilhafter erweist. 



Darstellung der Leistungsa.u1na.hme durch ein Vektorprodukt. 7 

8) 

Gleichung 7 wird daher richtiger in folgender Form geschrieben : 

(i . ~ = «(i . ~l) + [(i . ~2]' 

In Abb. 5 fiel (i mit der Ordinatenachse zusammen. 1st dieses 
nicht der Fall, wie in Abb. 6, so muB man auch (i in seine Kompo
nenten (il und (i2 zerlegen. Dann ist 

(i . ~ = «(il + (i2) (~t + ~2) = (~l . ~l + (i2' ~2) + [~l' ~2 + ~2' ~l]' 
Da aber (i2' ~l entgegengesetzt gerichtet ist wie (il . ~2' so 

schreibt man besser: 

9) (i . ~ =«(il . ~l + (i2 . ~Il) + [(il . ~2 - ~t . (i2]' 

Das Vektorprodukt muB ebenso wie das VektorverhlHtnis 
unabhangig von der zufalligen Wahl des Koordinatensystems sein. 
Der Beweis ist leicht zu erbringen, wenn man 

(il = E . cos CPI' (i2 = E sin CPl' 
~l = J . cos CP2' ~I = ~ sin CP2' 
setzt, dann ist 

(i. ~ = EJ (cos CPl' cos CP2 

+ sin CPI . sin CP2) 

10) 

+ EJ (sin CPt cos CP2 
- sin CP2 cos CPt). 

(i . ~ = EJ . cos cP 
+ EJ. sin cp. 

Gleichung 7 und 10 ergeben 
daher denselben Wert ffir das 

I I I 
I I I 
I I I 
i--+~--, 
~~.1--t 

Abb.7. 

Vektorprodukt. Das Wesen des Vektorproduktes wird noch durch
sichtiger, wenn man nach Abb. 7 die Augenblickswerte der Span
nung Ea, des Stromes J a und des Produktes Ea. J a darstellt. 
Es ist namlich 

Ea = y2 E sin (rot + CPI) 

J a = V2 J sin (rot + CP2) 

Ea Ja = 2 EJ sin (rot + CPl) sin (rot + CP2) = EJ COB (IPl - IP2) 

- EJ COB (2 rot + IPl + CP2)' 

11) EaJa = EJ cos cP - EJ cos (2 rot + CPI + CP2)' 

Die Momentanieistung wird daher durch eine Sinuslinie doppelter 
Frequenz (2 wI) dargestellt, welche um den Betrag EJ COB CP. 



8 BerechnungsoBeispiele. 

gegeQ die Ordinatenachse verschoben ist, und man kann sich 
somit den gesamten komplexen LeistungsfluB aus zwei Tellen 
zusammengesetzt denken, aus einem mittleren konstanten r~llen 
Tell EJ cos fIJ und einem mit doppelter Frequenz zwischen den 
Energiespeichern (Selbstinduktionen und Kapazitaten) bin und 
her pulsierenden imaginaren Tell EJ cos (2 wt + fIJI + flJ2)' Der 
Mittelwert des letzteren in einer Periode ist gleich Null, do. die 
positiven Telle durch die negativen aufgehoben werden; er gibt 
somit nach auBen keine Arbeit abo Vnter dem Vektorprodukt 
hat man sich daher die Summe eines (mittleren) konstanten 
LeistungsflusseB mit der Frequenz 0 und eines mit doppelter 
Frequenz (2 w) pulsierenden Leistungsflusses vorzustellen. 

Bei der Berechnung von Wechselstromsystemen kommt man 
im a.llgemeinen ohne Benutzung von Vektorprodukten aus. Nur 
wenn man die Veranderung der gesamten Leistungsaufna.hme 
eines Wechselstromsystems durch Hinzufiigung von Stromzweigen 
bestimmen .will, muB man die Vektorprodukte benutzen. 

Nach dieser Einleitung, die zum Verstandnis des Folgenden 
absichtlich etwas ausfiihrlicher gehalten ist, mogen einige praktische 
Aufgaben behandelt werden. 

1. Bereehnung einer Stiehleitung. Abb. 8, 9, 10. 

tAls Normalspannung zur Bestimmung der Widerstande zIzzza 
der einzelnen Leiterabschnitte wird die Zentralenspannung (:!; 

benutzt. Man denkt sich die einzelnen Leiterabschnitte ZI Z2 Za 
der Reihe nach an die Spannung (:!; gelegt, dann entstehen die 
Normalstrome iti2is, Abb. 9. Die Widerstande ZI Z2ZS sind daher 

durch die Vektorverhii.ltnisse ~, ~ , ~ gegeben. Durch die 
h 12 Is 

einzelnen Leiterabschnitte flieBen die Strome ii' il + i2, il + i2 + is, 
welche gleichfalls in Abb. 9 durch vektorielle Addition geblldet 
sind. Nun ist 

12) el = 11 ~~~; e2 = (il + i2) ~~~; es = (11 + 12 + 1s) ~~~, oder 

13) 
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In Abb. 10 ist die Konstruktion von el ell e3 durchgefiihrt. 
Um el zu finden, wird das aus il und h bestehende Dreieck Abb. 9 
so verdreht, daB h mit G: Abb. 10 zusammenfallt, sodann wird 
BC II DF gezogen, woraus sich el ~ AC ergibt. In gleicher Weise 
wird ell und ea gefunden, indem die aus il + i2 und i2 bzw. il + i2 + i3 
und ia hestehenden Dreiecke Abb. 9 verdreht nach Abb. 10 tiber
tragen und die entsprechenden Parallelen gezogen werden. 

A 

J ___________ J 
Abb.8. 

, ,.."", .. 
" v.,'41~J 
/I f 

II "{{I;d:.d) 
'/ 1/ d ' I J 
I II , 

I'" ,'1 
,I" I' 
I'q , 

'I' " I~ " 
't " 'r if 

1\ " r. ", I' __ 0 r!--
, " 
I" 
III' 

f.iil, f 
\ Oil' , 

(f~, 
(j~ 

Abb. 10. 

2. Berechnuug einer Ringleitung. Abb. 11, 12, 13. 

Die Belastung der Ringleitung ist in Abb. 11 a dargestellt 
und die Widerstande Zl bis z" Spannungsverluste el bis e4 und 
Strome ix, ix - i l etc. sind in die einzelnen Leitungsabschnitte 
eingetragen. Dabei ist der in den oberen Teil der Ringleitung 
eintretende Strom mit ix bezeichnet. Abb. 11 b stellt das zu
gehOrige Spannungsdiagramm dar. 

Die Widerstande Zl bis Z4 sind in diesem FaIle unter Zugrunde
legung eines Normalstromes ~ (entsprechend Abb. 4b) durch die 

Vektorverhaltnisse fl fa f3 f, Abb 12 gegeben. Dann ist 
~' ~' ~'~ . 
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Abb. 11a. Abb. 11 b. 

Aus Gleichung 15-17 folgt 

18) c2 = f. (~~ - ~). 
19) - f (e1 il + i2) 

ea - a f~-~· 

20) - f (e1 _ il + i2 + is) 
e4 - 4 fl ~ . 

Ferner muG 
21) e1 + e2 + ea + e4 = 0 sem. 

Daher ist 

22) 0 = ;:(fl + f2 + fa + f4) 

f2 . il + fa (il + (2) + f4 (il + iz + ia) 
~ 



/ 
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Berechnung einer Ringleitung. 

/ 

x' 

/ 

/ 

I 
I I 

Abb. 12.~ 

11 

Die in Abb. 13a und 13b dargest;ellte Konstruktion von c1 

ist durch den Aufbau der Formel 23 gegeben. In der Klammer 

stehen drei Vektoren ~l' ~2' ~3' deren jeder aus einem Vektor, 

z. B. i1 mal einem Vektorenrhii.ltnis (f f f2 f f ) besteht, 
1 + 2 + 3 + «. 

Abb. 13a. 
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Die 3 Vektoren Sl' S2' Sa sind vektoriell zu addieren, Abb. 13b, 

und der Summenvektor mit dem Vektorverhaltnis ~ zu multi
~ 

plizieren, urn CI zu finden. In ahnlicher Weise sind nach Gleichung 
18, 19,20 C2, Abb. 13c, c3, Abb. 13d, c4 • Abb. 13e, zu konstruieren. 

Abb. 13b. Abb. 13c. 

, 

Abb. 13d. 

, , , I , , 
, , 

',. 4',HzUJ 
J' I 

, ,.R-.f"I'Z"'-3) 
Abb. 13e. 

Da der ganze Gang der Konstruktionen an Hand der Abb.13a~e 
zu verfolgen ist, so k6nnen hier die Einzelheiten ubergangen 
werden. 

3. Berechnung eines Drehstromnetzes mit ungleicbma8iger induk. 
tiver Belsstung in Sternscbaltung l ). Abb. 14 und 15. 

Die Phasenspannungen, welche ungleich sein konnen, sind in 
Abb. 14 mit iiI ~2 ~3' die Sternspannungen mit ci c2 C3 und 

1) Diese Aufgabe ist mebrfa.ch von anerkannten Fachleuten mit viel 
Scharfsinn beha.ndelt, fiihrte aber stets zu umfangreichen Rechenoperationen, 
welche die OberBicht erschweren. Die Oberlegenheit der hier angewandten 
RechnungBweise, die mit einfachsten Mitteln ohne Zwischenoperationell 
unmittelbar zu einer Schlullformel fiihrt, ist daher iiberzeugend. 
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die Strome mit 1112 i3 bezeichnet. Die Widerstande ZI Z2Z3 

werden der Reihe nach an eine Normalspannung (;\;, Abb. 15, 
gelegt (wenn (;\;1 (;\;2 (;\;3 in der Phase urn je 1200 verschieden, ihrem 
Absolutwert nach daher gleich sind, wird man eine dieser Span
nungen, z. B. (;\;1 als Normalspannung benutzen), wodurch die 
Normalstrome il i2ia entstehen. Die Widerstande sind daher 

durch die Vektorverhaltnisse ~ ~ (;\; dargestellt. 
h 12 i3 

/ 
/ 

I 

I 

I 

I 

Ic- __ _ 
\ 

\ 
\ 

, , , , , 
(j2)' 

- -:--------=- -- -:.. -:.. ---------- ---
If; 

Abb. 14. 

Abb.15. 

Die Aufgabe ist offenbar gelost, wenn eine der Sternspan
nungen, z. B. C1 = PA' nach GroBe und Richtung bekannt ist, 
da hierdurch der Swrnpunkt P festgelegt ist. Es sind daher alle 
anderen GroGen c2, C3, iI' 12' is als Funktionen des Vektors c1 
darzustellen. 



14 

24) 

25) 

26) 

27) 

28) 

29) 

Berechnungs-Beispiele. 

C2 = C1 + ~3' 
Ca = C} - ~2' 

· • C} 
I} = h ~. 

· . C2 . C1 + (5;a 
12 = 12~· = 12 -~--. 

· . ea . e1 - ~2 
13 = 1a (5; = h --~-. 

Da femer i1 + i2 + ia = 0 ist, so ergibt sich 

c 1 = ~a~2 -:- i2~a = ~2' ~3 . _ ~3 • ~2 ., 
h+12+la h+12+1a h+12+'1a 

Die Konstruktion von CI, e2, Ca, iI' i2, is ist in Abb. 14 und 
15 eingetragen. 

Nach Gleichung 29 ist cI gleich der Differenz zweier Vektoren 

(5;2 -. _!_3 -,-- und ~3 -. -!~--;-. 
It + 12 + la It + '12 + 13 

Es wird daher 

AD = - ~2' js . 
It+12+1s 

und 

AF = + ~3' +!2 + . It 12 la 

in der oben erlii.uterten Weise gebildet und durch Summierung 
dieser beiden Vektoren mit umgekehrten Vorzeichen cI = PA 
konstruiert. 

Der Stromvektor i l ist gleich it ~ zu ermitteln und in 

. . c2 d' . ca gleicher Weise 12 = 12 ~ un Is = la ~. 

4. Bereehnnng einer Briiekensehaltnng, deren siimtliehe fiinf Zweige 
induktive Widerstiinde enthalten. Abb. 16, 17, 18. 

In den vorhergehenden Aufgaben konnten alle Spannungen 
und Strome als Funktion eines Spannungsvektors C dargestellt 
werden. In der vorliegenden Aufgabe ist die Zahl der voneinander 
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unabhangigen Spannungsvektoren groBer als eins. Es ist aber zu 
beach ten, daB samtliche Spannungsvektoren des Diagrammes, 
Abb. 16, bekannt sind, wenn zwei von einander unabhangige 
Vektoren, z. B. e1 und Co oder C1 und ca nach GroBe und Richtung 
ermittelt sind. Die Anzahl der unabhangigen Vektoren ist offenbal' 
gleich der Zahl der vorhandenen Knotenpunkte (0, D). Es werden 
sich daher zwei Vektorgleichungen mit zwei Unbekannten auf
stellen lassen. 

Die Netzspannung 
ist mit ~, die Span
nungen und Strome 
der Briickenzweige mit 
cle2eae4c5bzw. tli2 tai«i5 
bezeichnet. Die Pfeil
richtungen der Span
nungen e und Strome i 
sind so gewahlt, daB sie 
fur die Knotenpunkte C 
bzw. D den gleichen 
Richtungssinn besitzen. 
Ala N ormalspannung 
fUr die Bestimmung der 
Widerstii.nde ZI bis Zo ist 
die Spannung ~o ge
wahlt, Abb. 17. Die 
Widerstii.nde sind daher 
durch die Vektorver-

halt' ~o ~o ~o IDsse -.-, -.-, -;-, 
11 12 13 

~o ~o -.-, -.- gegeben. 
14 lz; 

A 

I I 
I 

I 

(k]~ '.h ':J~l 
-~ 

Abb. 16. 

\ 
\ 

\ 

.,'¥ \ 
\ 

\ 

Als unabhangige Variable werden im Interesse eines sym
metrischen Aufbaus der Vektorgleichungen c1 und ea gewahlt. 
Dann ist 

30) l'1 = el 33) e4 = ea - ~ 

31) e2 = c1 + ~ 34) eo = e1 + ('3 

32) ea = ca 35) 
. . e1 
11 = 11-

~o 
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36) 

37) 
. . ca la = laQ:O 

Berechnungs. Beispiele. 

38) 

39) 

Ferner ist 

40) 

daher 

42) 

43) 

41) 

e1 (il + i! + i5) + es is + ~ i2 = O. 

c1i5 + cs(ia+ i, +j6) - Q:i, = o. 
Stellt man aus Gleichung 42 c1 = II (ca) und aus Gleichung 43 

c1 = l2(ea) dar, so ist offenbar h(es) = l2(ea). 

Man kann daher aus derartigen Vektorgleichungen die Ver· 
anderlichen in der gleichen Weise eliminieren, wie aus gewohn. 
lichen linearen Gleichungen mit mehreren Unbekannten. Die Aus· 
rechnung ergibt: 

44) e = _ Q: i2 (ia + i,) + is (il + i,) 
1 (il + i2) (i3 + i,) + i6 (it + i2 + is + i.)' 

45) 

46) c5 = ('1 + e3 = + Q: (it +-l~){j~ + i!) i~ is i(i!3 + i2 + is + i,)' 

jlj, - jzis = 0 gibt die Bedingungfiir die Abgleichung der 
Wheatstoneschen Briicke. In dieser Vektorgleichung sind wieder 
zwei Gleichungen enthalten. 

Aus Gleichung 42 und 43 lassen sich noch interessante Be· 
ziehungen heinahe spielend herleiten, deren Auffindung auf ana· 
lytischem Wege groBe Schwierigkeiten hereiten wiirde. 

Wenn man aus diesen heiden Gleichungen is eliminiert, so 
erhii.lt man eine Beziehung zwischen c1 und es, welche unabhangig 
von is oder Zs ist. Man kann daher is sowohl nach seiner GroBe 
wie nach seiner Richtung oder beide Komponenten von Z6 be
liebig verandern. Durch die Elimination erhalt man 

47) e is + i, _ e il + i2 = Q: 
3 j2 + ii 1 i2 + j4 . 
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Sind aber hi2i3i, unveranderlich, so bedeuten die Vektor

verhaltnisse ~3 + ~, bzw. ~l + ~2 eine VergroBerung und VenIre-
12 + J, 12 + 14 

hung der Vektoren es bzw. - e1 urn konstante Werte. Dadurch 
verwandeln sich diese heiden Vektoren (AD bzw. CA) in AF bzw. 
GA. Da ihre Summe gleich ~ = BA sein solI, so ist AGBF ein 
Parallelogramm und alIe Dreiecke DAF, die bei einer Veranderung 
von is entstehen, miissen ahnlich sein. Das gleiche gilt von allen 
Dreiecken CAG. Setzt man in Gleichung 44 und 45 i5 = 00 ent
sprechend Zs = 0 (also KurzschluB zwischen D und C), so er
gibt sich 

48) 

Kist somit der KurzschluBpunkt. 
Auch in diesem Fall ist Gleichung 47 erfiillt, denn es ist 

~ . ~a + ~4 • + ~ . ~l + ~2 . =~. 
h+12+la+14 h+12+1a+14 

Eine zweite wertvolIe Beziehung erhalt man, wenn man von 
vornherein e1 und eo (statt e1 und ea) als unabhangige Verander
liche einfUhrt, oder wenn man aus Gleichung 34 es = e6 - e1 in 
Gleichung 42 und 43 einsetzt. Dann erhalt man 

49) e1 (it + i2) + eo is + ~ i2 = 0 

und 

50) 

Eliminiert man aus Gleichung 49 und 50 is, so ergibt sich 

51) e1 - eo ' ~a + ~4 , = _ ~ . ~2 + ~4 " 

h + 12 + la + 14 h + 12 + Is + 14 

Die rechte Seite der Gleichung 51 ist nach Gleichung 48 gleich 
. +. 

AK. Der Faktor , ~a ~4 • von e5 hedeutet eine Verdre-
h+12+ta+14 

hung und GroBenveranderung von - eo urn einen konstanten 
Wert. Daraus ergibt sich 

j:'CDK = Konstante 
DK 
DC = Konstante, 

d. h. aIle Dreiecke KDC sind ahnlich. 

Natalis, Gleich- u, Wechseistromsystem. 2 
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1st daher ein Vektor, z. B. e1 und der KurzschluBpunkt K 
bekannt, so ergibt sich daraus eine sehr einfache Konstruktion 
fUr alle iibrigen. .Ahnliche Beziehungen wiirden sich aufstellen 
lassen, wenn man h oder ie, is, i. eliminiert hatte. Es soll jedoch 
hierauf verzichtet werden, do. es dem Verfasser nur do.rauf ankam, 

Abb. 17. 

zu zeigen, in wie 
eleganter Weise man 
alle moglichen Ge-

setzmaBigkeiten 
durch die neue Dar
stellungsweise auf
decken kann. 

In Abb. 17 und 
180. und b ist die 
Konstruktion der 

Spannungen el und 
eli vollstii.ndig durch
gefiihrt. Dabei sind 

die Gleichungen 46 und 49 benutzt, aber in nachstehende Form 
gebracht, welche nur Vektoren und VektorverhiUtnisse enthalt: 

52) 

53) 

. i, . is. 
h-·--· -ls-·--· 

eli = (if ___ la + 1~ . Is. ~ 1, .' 
. +. +. 11+1z+1a+l, 11 11 l!i . +. Is 1, 

i:; + n: i2 
- e1 = e:; il + j! ~ it + is' 

In Abb. 17 sind zunii.chst aus den gegebenen Vektoren hi2iai,ili 
die Summen -Vektoren it + is, is + j" is + i, und it + i2 + is + i, 
gebildet. 

Sodann ist in Abb. 180. nach Gleichung 52 e:; konstruiert, 

indem in der oben erlauterten Weise die Vektoren it.-k.- und 
Is + 1. 

i2 ~ ennittelt und durch Subtraktion derselben der Zahler
la + 1, 

kto ' i, . is bildt't ve r 11 -. ---. - lz -. --. ge e IS. 
la+l, la+l, 

Sodann ist der Vektor 4 it + ~e + ~8 + i, konstruiert und durch 
18 + I. 
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Addition zu h + ill der Nennervektor iI + ill + i6 h + ~I ! ~8 + i. 
la 1& 

gebildet. 

Aua (i und dem VektorverhiUtnia NZii.hlerve~tor ergibt sich 
ennerve tor 

achlieBlich ell. 

Um - e1 zu finden, iat in Abb. ISb nach Gleichung 53 

ell.---k.-.- und (i..--k-. gebildet und aummiert. 
11+12 11+12 

I 
I 

I 
I 

_.J-

I~ 
I 

I I 
I I 

e·-, 
\ 

\ 
\ 

\ 

\ , , , , ~ 
\~ .. 

\ ~. 

\ '~~ ",II' 

I I 
I 

I \ , , 
, ," , , 

Abb.18a. 
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Abb. ISb. 

\ , 
\ , , , '... \ 

Durch Parallelverschiebung der gefundenen Vektoren e1 und ell 
na.ch Abb. 16 werden die Knotenpunkte D und C gefunden, wodurch 
da.s ganze Spa.nnungsd~agra.mm featgelegt iat. Die Ermittelung 

der Strome i1 = h ~, ill = is ~ etc. bietet keine Schwierigkeiten 

und ist in der Darstellung der "Obersichtlichkeit halber fort
gela.ssen. 

2* 



20 Erster Lehrsatz tiber die Leistungsaufnahme. 

o. Berechnung von WechseJstromsystemen mit induktionsrreier 
BeJastung und von GJeichstromsystemen. 

AIle vorstehenden Berechnungen bezogen sich auf Wechsel
strom und induktive oder kapazitive Belastungen. Sie gelten 
aber ebenso fiir induktionsfreie Belastungen und schlieBen als 
Spezialfall auch Gleichstrom ein. 

1m diesen Fallen klappen bei Gleichstrom und Einphasen
Wechselstrom aIle Spannungsdiagramme zu einer geraden Linie 
zusammen. 

6. Erster Lehrsatz liber die Leistungsaufnahme eJektrischer WechseJ· 
(und Gleich· )strom·Systeme. 

In der Einleitung war auseinandergesetzt, daB die gesamte 
Leistungsaufnahme eines von einem Wechselstrom durchflossenen 
Leitungsteiles, d. i. die komplexe Summe aus der Wattleistung 

c und der wattlosen Lei
stung, durch das Vek
torprodukt I e ausge
driickt ist. Es solI nun
mehr untersucht wer
den, wie sich die Lei
stungsaufnahme eines 
aus mehreren Leitung
steilen zusammenge
setzten Wechselstrom
systemes andert, wenn 
der Strom in einem der 

~3 
lJ'------t---=~------~":.4 Leitungszweige etwa 

Abb. 19. durch Veranderung sei
nes Widerstandes ge

andert wird. Der Erorterung moge als Beispiel das im Abschnitt 3 
behandelte Drehstromnetz mit ungleichmaBiger induktiver Be
lastung in Sternschaltung Abb. 19 zugrunde gelegt werden. Wir 
betrachten zwei Zustande. 

1m ersten sind in die drei Stromzweige AP, BP, CP die Schein
widerstande ZlZ2Z3 eingeschaltet und es ergeben sich dadurch 
die Sternspannungen el e2 e3 mit dem Sternpunkt P und die Strome 
Il t2t3 (in der Darstellung fortgelassen). Die Scheinwiderstande 
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sind wieder in der ublichen Weise durch die Vektorverhii.ltnisse 

~ ~ ~ bestimmt. 
It l~ 13 

1m zweiten Zustand sind die Widerstande Z2Za unverandert 
beibehalten, der Widerstand ZI dagegen unendlich groB, also ix = 0, 
gesetzt. Dadurch ergeben sich die Sternspannungen elellem 
mit dem Sternpunkt Po und die Strome in und hu (iI ist = 0). 

Die Verschiebung des Sternpunktes P nach Po ist durch den 
Vektor ex gekennzeichnet. 

54) 

55) 

56) 

57) 

58) 

Es konnen folgende Grundgleichungen aufgestellt werden: 

. . . . el . e2 • ea 0 
11 + t2 + ta = 11 ~ + 12 ~ + la ~ = . 

. . . ell . eUI 0 
tIl + tm = 12 -W + la T = . 

el = ex + eI· 
e2 = ex + en· 
ea = ex + eUI' 

Die Gesamtleistungsaufnahme fur den ersten Zustand ist 

~ie = ile1 + izez + iaea = ~ [ile; + ize~ + iae:] 
1-8 

und fiir den zweiten Zustand 

~ie = in ell + imem = ~ [i2 eir + iaeril 
II-III 

Die Leistungszunahme ist daher unter Berucksichtigung 
von Gleichung 56-58 

59) ~ie - ~ie = ~ [itel (ex + eI) + i2 (ex + elI)2 
1-8 II-III ] + ia (ex + em)2 - i2 cI2, - jac~ . 

Hierbei ist absichtlich in dem ersten Gliede der eine Faktor cl 

von e~ nicht durch ex + CI ersetzt. Die Ausrechnung ergibt: 

60) ~ic - ~ic = ~ [heleI + ex (ixCl + <iz + ia) Cx) 
1-3 II-III ] 

+ 2 ex (i2 ell + ia em) . 
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Das dritte Glied in der Hauptklammer ist = 0 nach Gleichung 55. 
Ferner ist aber nach Gleichung 54 

ilel + (iz + is) ex = - i2 e2 - iaea + i2 eX + iaex = - i2(e2 - ex) 
- ia(ea - ex) = - i2en - iaem =0. 

Daher ist 

(')1) ~.~. m m ileleI . 
~ te - ~ te = :I~l - :I~o = -~- = tl el_ 
1-8 II-III' 

Die Zunahme der aufgenommenen Leistung 911 - 9'lo ist also 
gleich dem Vektorprodukt aus dem endgiiltigenStrom i l nach 
der Einschaltung von Zl und der Leerlaufspannung eI vor der 
Einschaltung. 

Dieses Gesetz gilt auch fur Zl = 0 (KurzschluB von Zl)' wobei 
P mit A zusammenfliJlt. 

62) 

1-8 II-Ill 

Die Anderung der Leistungsaufnahme beim Obergang von 
einem beliebigen Zustand e, i zu einem anderen e', i' ergibt 
sich durch Aufstellung der Formel 61 fiir beide Zustande und 
Subtraktion voneinander. Es ist 

63) ~i'e' - :2ie = (i'l - il)eI. 
1-8 1-8 

Handelt es sich um eine unendlich kleine Anderung des Wider. 
standes ZI' so ist 

64) d:2ie 

Das in Gleichung 61 aufgestellte Gesetz 

65) 911 - 9'lo = i l eI 
gilt natiirlich nicht nur fiir das gewahlte Beispiel eines Dreh
stromnetzes, sondern allgemein und sinngemaB auch fUr induktions
freie Belastungen und damit auch fiir Gleichstromsysteme. 

Auf ein Anwendungsgebiet desselben moge hingewiesen werden, 
welches zur Zeit noch wenig erschlossen ist. Bei jeder Anderung 
in der Leistungsaufnahme eines elektrischen Systems treten an 
den Unterbrechungsstellen der Bchaltvorrichtungen Funken auf. 
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Die Starke der Feuererscheinungen ist jedenfalls eine Funktion 
der Leistungsveranderung, welche durch das Vektorprodukt i l eI 
charakterisiert ist. 

7. Zweiter Lehrsatz liber die Leistnngsaufnahme elektriseher 
Weehsel- (nnd Gleieh-)strom-Systeme. 

Als erstes Beispiel moge wieder das im Abschnitt 3 behandelte 
Drehstromnetz mit ungleichmaBiger induktiver Belastung in Stem
schaltung, Abb. 14, 15, zugrunde gelegt werden. 

Die Leistungsaufnahme der drei Zweige ist: 

67) ffi' • • 1 (. 2 +. 2 +. ") :I~ = l l Cl + l zCz + laCa = ~ hC! IZC2 lacs· 

Hierin konnen c2 und Ca als Funktionen von cl dargestellt 
werden. 

(vgl. Gl. 24) 
(vgl. Gl. 25) 

Cz = cl + ~3 
ca = el - liz· 

Die Spannungen cl e2 ca entsprechen einem Gleichgewichts
zustande des Systems. Denkt man sich nun an A und P, Abb. 14, 
eine Hilfsspannung von gleicher GroBe und Richtung wie cl an
gelegt, so wird im Punkte P weder Strom zuflieBen noch abflieBen. 
1st die angelegte Spannung dagegen cl + del' wobei dCl gegen
iiber Cl beliebig gerichtet sein kann, so wird der Gleichgewichts
zustand verandert, indem sich der Punkt P etwas verschiebt. Es 
ergibt sich dann 

6 d ffi Id·" •. , . ") 2dCl (. . de2 . dea) 
8) :I~=~ (hC!+hc~+lae" =T hCt+12Czdet+13'C3dCl' 

Da nach Gleichung 24 und 25 e2 und ca lineare Funktionen 
von ci sind, so ist dC 2 = del und dC3 = del' daher 

69) d m 2. . +. ) 2 (. . +.) 
dCI = ~ (11 el + 12 es la C3 = 11 + 12 13 • 

Da aber il + i2 + i3 = 0 ist, so gilt fiir den Gleichgewichts
zustand 

70) 

d. h. die Leistungsaufnahme im Gleichgewichtszustande ist ein 
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Minimum! DaB es sich um ein Minimum und kein Maximum 
handelt, geht daraus hervor, daB 

1 d2 9l 2( ... ) 0 
7 ) d2 el = -W 11 + 12 + 1a > 
ist, denn die Strome it, iz, i3' die bei der Spannung ~ auftreten, 
sind stete positiv (eine Pliasenverschiebung groBer als ± 90° ist 
nicht moglich I). Negative Widerstande, d. h. Widerstande, die 
Spannung erzeugen (statt zu vernichten) gibt es nicht. 

Aus Gleichung 70 ergibt sich eine neue Berechnungsweise fUr 
derartige Wechsel- (und Gleich-)stromsysteme. 

Man stellt nach Gleichung 67 die Leistungsaufnahme des 
ganzen Systems auf 

m 1 (. 2 +. 1I +. 2) 
;!~ = -W 11 e, bell Ises 

und setzt ez = el + (is und ea = el - (iz, dann iet 

72) 9l = ~ [il e~ + i2 (el + (i3)Z + ia (el - (i2)2] 

und 

73) 

74) 

d9l 0 2 [(. . . ) . I'C • I'C ] 
del = = -W 11 + 12 + Is el + 12.~s - Is ~2 

ia (i2 - i2 (ia 
el = il + b + is . 

Man erbalt somit das gleiche Resultat wie auf anderem Wege 
in Gleichung 29 abgeleitet. 

Oben ist nachgewiesen, daB fiir den Gleichgewichtezustand die 
Leistungsaufnahme ein Minimum ist. Es ist von Interesse zu unter
suchen, welche Werte die Leistungsaufnahme annimmt, wenn der 
Punkt P durch eine an AP gelegte Hilfsspannung cy beliebig in 
der Bildebene verschoben wird. 

Nach Gleichung 72 ist, wenn statt cl cy gesetzt wird, 

9ly = ~ [il c; + i2 (cy + (ia)2 + ia (ey - (i2)2 ] 

oder 

75) 9ly = ! [(it + i2 + ia)e; - 2 (ja(i2 - i2(i3) ey + i2(i: +ia(i~]. 
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Zunachst werde angenommen, daB die Hilfsspannung ey = a el 

sich nur nach der GroBe, aber nicht nach der Richtung andert, dann 
stellt 91y = f(ey) eine Parabel dar. Fiir ey = 0 ist 

76) m 1 (. ~. + . ~") 
·"0 = ([ 12 s la", 

fUr den Gleichgewichtszustand 

i3~a - ia~3 
ey = el = il + ia + ia 

(Gleichung 29) ist 

77) 

und fiir ey = 2 el ist 

78) ro 1 (. Il::! • R:2) ro ro + 1 (ia~2 - i2~3)a) 
:I~2tl = ~ 12 ~3 + 13 ""t = :110 = :I~g (f il + i2 + ia . 

Wird die Hilfsspannung nicht an AP, sondern an BP bzw. CP 
gelegt, so ist 9ly = f (ea) und 9ly = f (ea) gleichfalls je eine Parabel. 
Die Formeln fUr 9ly entsprechen den Gleichungen 76-78 unter 
zyklischer Vertauschung der GroBen il i2 ia, ~l ~2 ~a· 

Wird der Punkt P von dem Gleichgewichtszustand P, vgl. 
Abb. 19, aus nach einer beliebigen Richtung um den Vektor ex 
verschoben, so ist " 

79) 9lx = ~ [il (el + ex)2 + i2 (e2 + ex)2 + ia (ea + Cx)2] 

oder 

80) m _he~+i2e~+iae~+·2heI+j2e2+iaea 
:lIx - (\t ~. ex 

+ (it + i2 + ia) ex2 

~ . 
Das erste Glied ist gleich der Leistungsaufnahme 9Cg fiir den 

Gleichgewichtszustand, das zweite Glied ist = 0, da 

heI +i2 ea+iaca '+' +' "t 
~ = 11 12 la IS , 

Daher ist 

81) m = m + h + i2 + ia e" 
:Ill[ ;!~g ~. x' 



26 Zweiter Lehrsatz tiber die LeistungBaufnahme. 

Denkt man sich senkrecht iiber allen Punkten der Bildebene 
die zugehorige Leistungsaufnahme aufgetragen, so bilden die End
punkte aller dieser Lote nach Gleichung 81 ein Rotations-Parabo
loid, dessen Achse durch den Gleichgewichtspunkt P geht. 

Oben war nachgewiesen, daB die Leistungsaufnahme im Gleich
gewichtszustande ein Minimum ist, woraus eine neue einfache 
Berechnungsweise abgeleitet wurde. Als Beispiel wurde dabei ein 
elastisches System mit einem Freiheitsgrade (ein Knotenpunkt) 
zugrunde gelegt. Noch anschaulicher werden die Vorgiinge durch 
Vergleich mit einem Beispiel aus der Mechanik. Man denke sich 
in Abb. 14 die dre: Vektoren el c2 ca durch drei gespannte Zugfedem 
ersetzt, dann wird sich auch ein Gleichgewichtszustand einsteIlen, 
in welchem sich die drei Federkriifte ausbalancieren. In den drei 
Fedem wird in diesem FaIle eine bestimmte Arbeit aufgespeichert 
sein. Bewegt man nun den Stempunkt P der drei Fedem nach 
irgend einer Richtung, so wird die Arbeit urn den zugefiihrten 
Arheitsbetrag erhoht und der Punkt P wird nach Aufhebung der 
von au Ben zugefiihrten Kraft in seine Anfangslage zuriickkehren. 
Auch bier ist leicht nacHzuweisen, da6 die potentielle Energie 
im Gleichgewichtszustantie ein Minimum ist. 

Nunmehr moge ein System mit zwei Freiheitsgraden betrachtet 
und als zweites Beispiel die Berechnung der Briickenschaltung 
nach Abb. 16 benutzt werden. Auch bier kann man das Beispiel 
aus der Mechanik heranziehen, indem man statt der Spannungs
vektoren e1 e2 ea e, vier Zugfedem und statt des Vektors e6 eine 
Druckfeder annimmt. :Die fiinf Fedem werden sich auch in einen 
Gleichgewichtszustand einstellen. Da aber bier zwei elastisch 
bewegliche Knotenpunkte C und D vorhanden sind, so besitzt 
das System zwei Freiheitsgrade. Halt man zunachst den einen 
Knotenpunkt C fest und bewegt den zweiten D, so andert sich die 
Arbeitsaufnahme der Fedem und es la6t sich nachweisen, da6 
die Arbeitsaufnahme fiir den Gleichgewichtszustand D ein Minimum 
ist. Halt man nunmehr den Punkt D fest und bewegt den Punkt C, 
so gilt fiir diesen das gleiche. 

In derselben Weise gehen wir bei der Berechnung des 
elektrischen Systems mit mehreren Freiheitsgraden (Knoten
punkten) vor. 

Es werden wieder die Vektoren el und ea als unabhangige 
Variablen gewahlt, dann ist: 



82) 

83) 

84) 

85) 
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Cl = Cl 

C2 = c1 + ~ 

ca = ca 

c, = ca - ~ 

Cli = ci + ca 

o 0 C1 
11 = It (f 

o 0 e2 
12 = 12(f 

o 0 ca 
13 = Ia(f 

o 0 c, 
I, = I, (f 

o ,co 
10 = lli (f 

il + i2 + is = 00 

ia + i, + is = 00 

SCI = 1 
17Cl 

ael = 0 
SCa 

ae2 = 1 
SCI 

lJe2 = 0 
SCa 

lJCa = 0 
lJCI 

l.)ca = 1 
l.)ca 

Bc, = 0 
aC I 

l.)c, = 1 
l.)ca 

lJC6 = 1 BCli = l. 
aCI dCa 

m = il c1 + i2e2 + iaea + i,c, + ilicli 

1 [0 2 + 0 2 0 2 + 0 2 +' 2] = -~ It c, 12 e2 + la Ca 14 C, 15 Cs 0 

86) lJm 2 [0 l.)c1 0 ~C2 ' aCa ' ac, 0 BCo] 
aCI = (f hCl iJCI + b C2 SCI + laCa 8Cl + I,C, BCl + 15 eli Bel 0 

S t t o di Gl 0 h di W 8cl 8c2 e z man.ID ese etC ung e erte von 'Q'" ~ 0 0 0 .. 
ue l ue l 

aus Gleichung 82 ein, so erhalt man 

87) iJm _ 2 ilC1 + i2 e2 + i5 e5 - 2(' '+ '] - 0 - - - 11 + 12 10 - 0 

Se l ~ 

Hierdurch ist bewiesen, daB die partielle Ableitung der Leistungs
aufnahme nach ci gleich der Summe der Knotenpunktsstrome, 
do ho gleich 0 isto Setzt man in Gleichung 87 die Werle fUr e2 

und eli aus Gleichung 82, so erhalt man 

88) il ci + i2 (cl + ~) + is (Cl + ea) = 0, 
oder 
89) 

90) 

91) 
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92) 
oder 
93) 

Gleichung 89 und 93 entsprechen den Gleichungen 42 und 43, 
die friiher auf anderem Wege gefunden waren. Das Wechsel
stromsystem, Abb. 16, besteht aus zwei Maschen. Der vorstehend 
entwickelte Satz, daB die Leistungsaufnahme fur jeden Knoten
punkt bei einer Anderung des nach dem Knotenpunkt zeigenden 
Vektois (c1 bzw. c3) einMinimum ist, gilt aber offenbar fUr beliebig 
viele zusammenhangende Maschen und Knotenpunkte. Es lassen 
sich ganz allgemein so viel Beziehungsgleichungen aufstellen, als 
Knotenpunkte (Freiheitsgrade) vorhanden sind. 

Die im Abschnitt 6 und 7 entwickelten Siitze uber die Leistungs
aufnahme mogen nochmals zusammengefaBt werden: 

94) ~l - ~o = tIel' 
d~ 

95) dtl = CI' 

96) dd~ = 0 fur einen Knotenpunkt. 
el 

ll~ ll~ 
97) - = 0; - = 0 .. .. fur mehrere Knotenpunkte. 

del lle2 

8. Vergleiche zwischen den Arbeitsgesetzen fiir elektrische Systeme 
mit den Arbeitsgesetzen fiir mechaniscbe Systeme. 

Ganz ahnliche Arbeitsgesetze, wie die im Abschnitt 6 und 7 
aufgestellten, sind in der Statik der Baukonstruktionen von 
Castigliano entwickelt und haben hier sehr befruchtend gewirkt. 
Es ist daher lehrreich, einen Vergleich zwischen den Arbeits
gesetzen fiir diese ganz verschiedenen, in ihrem inneren Wesen 
aber ganz gleichartigen Gebiete zu ziehen. 

In der Statik der Baukonstruktionen unterscheidet man statisch 
bestimmte und statisch unbestimmte Systeme. Bei den ersteren 
sind die Beanspruchungen aller Glieder oder Teile unabhangig, bei 
den letzteren abhangig von der Formanderung des Systems. 
Castigliano hat nun fiir statisch unbestimmte Systeme, die im 
Briickenbau groBe Bedeutung haben, zwei wichtige Lehrsatze 
aufgestellt, welche nachstehend ins Gedachtnis zuriickgerufen 
werden mogen. 
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1. Wenn man die Durchbiegung eines Tragers an einer be
liebigen Stelle bestimmen will, so denkt man sich an dieser Stelle 
in gleicher Richtung eine veranderliche Kraft P angreifend und 
stellt die gesamte Formanderungs&rbeit A als Funktion von P 
auf, dann ist die Durchbiegung 

dA 
f = dp. 

2. Wenn man in einem statisch unbestimmten System die 
iiberzahligen Stiitzendriicke X, Y, .. oder die Krafte in den iiber
zahligen Staben U, V, .. oder die Einspannmomente MI , M2, ... 
als unabhangige Veranderliche einfiihrt und die gesamte Form
anderungsarbeit A als Funktion derselben ermittelt, so ist: 
lJA lJA 8A llA 'i)A ZiA 
dX = 0; ~y = 0 ... ; DU = 0; BV = 0 ... ; (1M! = 0; 8M2 = O .... 

Der Satz laBt sich daher auch aussprechf'n: 

Die Formanderungsarbeit wird durch die statisch unbestimmten 
GroBen zu einem Minimum. Aus obigen Gleichungen, deren Zahl 
gleich der der statisch unbestimmten GroBen ist, lassen sich die 
letzteren berechnen. Da die Formanderungsarbeiten proportional 
X2 bzw. U2 und M2 ... sind, so sind die ersten Ableitungen 

fJA lJA dA . I X U M db· h d h b· oX' /:iU' (1M proportlOna -, , ,un es erge en SIC a er el n 

unbestimmten GroBen n lineare Gleichungen mit n Unbekannten. 
Jede einzelne Stabkraft liiBt sich ebenfalls durch eine lineare 
Gleichung darstellen von der Form: 

P = Po + aX + bY + cU + dV + eMl + gM2 ••• 

Die Konstante Po entspricht einer Stabkraft, welche entstehen 
wiirde, wenn die statisch unbestimmten Krafte zunachst fort
gelassen wiirden, und die Beiwerte a, b, c, . . bezeichnet man als 
die EinfluBgroBen der unbestimmten Krafte. Die EinfluBgroBen 
entsprechen den zusatzlichen Stabkraften, welche entstehen, wenn 
man die Einheitskrafte bzw. -momente 

X = 1 kg, Y = 1 kg, U = 1 kg, V = 1 kg, Ml = 1 cmkg, M2 = 1 cmkg 
einsetzt. 

Die Durchfiihrung langerer Rechnungen ist zwar auch bei der 
Anwendung der Gesetze von der Formiinderungsarbeit nicht zu 
vermeiden, aber die Rechenarbeit wird meistens sehr vereinfacht, 
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und die Aufstellung der Bedingungsgleiehungen stellt mehr eine 
meehanisehe Arbeit dar. 

Bei der Betrachtung der obigen beiden Satze faIlt es auf, daB 

im ersten FaIle der Differentialquotient :~ eine endliehe GroBe, 

. . d dA b dA I' h NIl' D U hied 1m ZWeIten agegen dX ZW. dUg eIC u 1st. er nterse 

liegt darin, daB es sieh im ersten FaIle urn eine auBere Kraft 
handelt, die dureh die Bewegung ihres Angriffspunktes eine auBere 
Arbeit leistet, wahrend es sieh im zweiten FaIle urn innere Krafte 
handelt, die stets paarweise auftreten (X und - X bzw. U und 
- U) und deren auBere Arbeit daher gleieh Null ist. SteIlen 
wir nunmehr die entsprechenden Gesetze einander gegenuber 

la) :! = f 2a) ~ = 0 fur statiseh unbestimmte Systeme, 

d91 
I b) -d' = CI 

11 
2b) ~~ = 0 fUr elektrisch unbestimmte Systeme, 

so finden wir eine fast vollstandige Analogie. 
Setzt man in I a) statt der Kraft P den Strom il und statt der 

Durchbiegung f die Leerlaufspannung eI (fUr il = 0), so geht das 
eine Gesetz in das andere uber. Hier entsprieht offen bar il einer. 
auBeren Kraft, welehe eine auBere Arbeit il eI leistet. Beim Ver
gleieh des zweiten Gesetzes 2a, 2b findet man aber insdfem einen 
Untersehied, als der Kraft X nicht ein Strom, sondem eine 
Spannung e entsprieht. Offenbar riihrt dieses davon her, daB 
man zwar eine auBere Kraft P mit einem Strom i, eine innere 
meehanisehe Spannung X, - X dagegen nur mit einer inneren 
elektrisehen Spannungsdifferenz e, -e zwischen z'Wei Pankten, 
d. h. mit einer Relativspannung, vergleiehen kann. Ein wesent· 
lieher Unterschied zwischen den meehanisehen und elektrisehen 
Arbeitsgeset2en liegt aber darin, daB es sieh bei ersteren um eine 
Arbeit, mkg, bei letzteren dagegen um eine Leistung, Watt bzw. 

Volt Ampere oder mkkg handelt. Wenn trotzdem diese ihrem 
s· 

inneren Wesen nach ziemlieh verschiedenen Gesetze sieh ganz gleich. 
artig aufbauen, so liegt die SchluBfolgerung nahe, daB aIle diese 
Naturgesetze, die ein Minimum der Leistung bzw. Energie in 
mechanisehen, hydraulischen, thermischen, ehemischen und elek· 
trischen Systemen und ihren Kombinationen feststeIlen, in ein 
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alle moglichen Energieformen umfassendes allgemeines Natur
gesetz zusammengefaBt werden konnen. 

Der Inhalt eines solchen Gesetzes wurde etwa lauten, daB 
bei allen denkbaren Arbeits- und Energieformen und ihren Kom
binationen, bei denen sich ein Gleichgewichtszustand einstellt, 
stets die potentielle Arbeit bzw. die Energie im Gleichgewichts
zustand ein Minimum ist, wenn sie als Funktion der inneren Krafte 
oder Spannungen dargestellt wird. 

Ein allgemeiner mathematischer Beweis fur ein solches Gesetz 
wird kaum aufgestellt werden konnen, wohl aber ein logischer. 
Wenn sich ein System in einem Gleichgewichtszustande befindet, 
so muB offenbar bei einer Verschiebung aus diesem Gleichgewichts
zustande nach allen Richtungen die potentielle Arbeit bzw. Energie 
zunehmen. Eine Kugel auf einer schiefen Ebene befindet sich 
nicht im Gleichgewicht und strebt daher einem Punkte geringerer 
potentieller Energie zu. Wird dagegen ein Pendel aus seiner Gleich
gewichtslage nach rechts oder links heraus bewegt, so wird es 
stets der tiefsten Lage, d. h. dem Punkte zustreben, in dem die 
potentielle Energie ein Minimum ist. 

Das gleiche gilt sinngemaB von allen Gleichgewichtszustii.nden 
beliebiger Energieformen. 

Nachdem die Analogie statisch und elektrisch unbestimmter 
Systeme nachgewiesen ist, liegt es ferner nahe, aIle die bewahrten, 
unter Beriicksichtigung der Formanderungsarbeit aufgestellten 
Rechenmethoden aus dem Briickenbau daraufhin zu priifen, ob 
sie sich auf die Elektrotechnik ubertragen lassen. Es sei hier 
beispielsweise an den Satz von Maxwell uber die Gegenseitigkeit 
der Verschiebungen zweier Punkte erinnert, der etwa folgender
maBen lautet: 

Wenn die Belastung eines Punktes A einer Briicke durch die 
Last P am Punkte Beine Durchbiegung f verursacht, so entsteht 
dieselbe Durchbiegung f in A, wenn der Punkt B mit P belastet 
wird. 

Wenn in diesem Satz statt der Gewichtsbelastung eine Strom
belastung und statt der Durchbiegung eine Spannungsdifferenz 
gesetzt wird, so ist wahrscheinIich der Maxwellsche Satz auch 
fUr elektrische Systeme richtig. 

Aus diesen kurzen Andeutungen geht hervor, daB hier ein 
groBes, fruchtbares Arbeitsfeld vorhanden ist, welches noch er
schlossen werden muB. 
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Die Differentialgleichungen des Ingenienrs. Dar-
stellnng der fIlr die Ingenieurwissenschaften wichtigsten gew~hnlichen 
und partiellen Differentialgleichungen sowie der zu ihrer Lusung dienenden 
genauen und angenAherten Verlahren einschl. der mechanischen und 
graphischen Hilfsmittel. Von Dipl..Ing. Dr. phil. W. Hort. Zweite, 
nenbearbeitete Auflage. Mit etwa 255 Textfiguren. In Vorbereitung. 

Lehrbnch der Mathematik. Fllr mittlere technische Fachschulen 
der Maschinenindustrie. Von Prof. Dr. R. Neuendorif (Kiel). Zweite, 
verbesserte Auflage. Mit 262 Textfiguren. Gebunden Preis M. 12.-.* 

* Hierzu Teuerungszu8cbUige. 




