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Vorwort des Verfassers. 
Das vorliegende Buch entstand als Ausarbeitung von 15 Vorlesungen, 

welche der Verfasser im Friihjahr 1925 an der Moore-Schule fiir Elektro
ingenieure der Universitat Pennsylvania gehalten hat. 

Nach einer kurzen Einleitung iiber den Gegenstand der Theorie 
elektrischer Stromkreise geben die eraten fiinf Kapitel eine systema
tische und vollstandige Darlegung und Kritik der Heavisideschen 
Operatorenrechnung. Sie bildet eine direkte und weittragende Methode 
zur Losung der Differentialgleichungen elektrischer Stromkreise. 

Der Name Oliver Heaviside ist allen Ingenieuren gelaufig; das 
von ihm stammende Rechenverfahren wird jedoch nur· von wenigen 
angewandt, obwohl es recht bemerkenswerte Eigenschaften hat und 
sich nicht nur auf die elektrischen Schaltungen, sondern auch auf 
andere Aufgaben der mathematischen Physik anwenden laBt. Nach 
Ansicht des Verfassers kennen viele Kreise die Operatorenrechnung 
nur darum nicht, weil sie Heaviside in seinen eigenen Werken sehr 
undurchsichtig dargestellt hat. 1m vorliegenden Buch wird daher die 
Operatorenrechnung deduktiv aus einer Integralgleichung hergeleitet. 
Auf diesem Wege ergeben sich dann durch eine einfache und gleich
zeitig strenge Ableitung die Heavisideschen Rechenregeln und For
meln. Der Verfasser hofft, daB damit das Anwendungsgebiet der Opera
torenrechnung erweitert wird, und daB Ingenieure und Physiker sie 
nunmehr wegen ihrer bemerkenswerten Einfachheit ofter als bisher 
benutzen werden. 

Der zweite Abschnitt des Buches befaBt sich mit schwierigeren Auf
gaben der Theorie elektrischer Stromkreise und handelt insbesondere 
von der Ausbreitung von Strom und Spannung langs elektrischer V"ber
tragungsleitungen. Dieser Teil wird das besondere Interesse des 
Elektrotechnikers erwecken, da die Ergebnisse dar Theorie zwar meist 
bekannt, aber in der Literatur sehr verstreut sind und oft nur mit sehr 
betrachtlichen mathematischen Hilfsmitteln bewaltigt werden konnen. 
Wenn auch die im zweiten Teil angewandte Losungsmethode im wesent
lichen in den Regeln der Operatorenrechnung vorliegt, so hat der 
Verfasser dariiber hinaus Methoden und Entwicklungen abgeleitet, die 
sich bei Heaviside nicht finden. So ist z. B. die Formulierung der 
Aufgabe als Volterrasche Integralgleichung eine neue Darstellung, die 
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sich bei der numerischen Berechnung der Losung schwieriger Aufgaben 
als sehr niitzlich erweist. Dasselbe gilt von dem Kapitel iiber ve:riinder
Hche elektrische Stromkreise. 

Das Buch ist daher einmal eine dem Mathematiker vielIeicht er
wiinschte Einfiihrung in Entwicklung und Analyse der Operatoren
rechnung mit besonderer Anwendung auf die Theorie elektrischer 
Stromkreise. Dem Ingenieur dagegen solI es Methoden fiir die mathe
matische Behandlung von schwierigeren Aufgaben dieser Theorie an 
die Hand geben. 

Ich habe im Text nur an den StelIen Literaturangaben gemacht, 
wo die Ausfiihrungen notgedrungen kurz sind, und wo ich den Leser 
auf eine ausfiihrlichere und befriedigende Darstellung des behandelten 
Stoffes hinweisen wolIte. Statt dessen ist dem Anhang ein Verzeichnis 
von Originalaufsiitzen und Biichem gegeben, welches aIle mir be
kannten wichtigen Arbeiten enthiilt, ohne daB es jedoch Anspruch auf 
Vollstiindigkeit erhebt. Es ist durchaus moglich, daB einige wichtige 
Aufsiitze vergessen worden sind; der Verfasser bittet deshalb die Leser, 
auf solche Arbeiten ihn verweisen zu wollen. 

Es ist mir eine angenehme Pflicht, fiir die groBe Hille zu danken, 
deren ich mich bei der Abfassung des Buches erfreuen konnte. Zu
niichst danke ich Herm Dr. Harold Pender, Dekan der Moore-Schule 
fiir Elektroingenieure an der Universitiit Pensylvania. Ich verdanke 
fum die Einladung zur Abhaltung der Vortriige, aus denen das Buch 
entstanden ist, und sein dauemdes fordemdes Interesse wiihrend der 
Kurse selbst. Meinem Kollegen Herm R. S. Hoyt bin ich fiir eine 
sorgfiiltige Durchsicht und "Oberpriifung des Manuskriptes sowie der 
meisten angegebenen Formeln und anderer wichtiger Ratschliige zu 
Dank verpflichtet. So geht z. B. der auBerordentlich kurze Beweis 
der Formel III (1) auf einen friiher von Herm Hoyt gegebenen Be
weis zuriick. Friiulein Dorothy Angell hat aIle numerischen Rechnungen 
ausgefiihrt, die Abbildungen gezeichnet und eine sorgfiiltige Korrektur 
des ganzen Buches gelesen. 

Endlich danke ich der Amerikanischen Telefon- und Telegraphen
gesellschaft, insbesondere Herm O. B. Blackwell, fiir das groBe In
teresse, welches sie fiir die Untersuchungen gezeigt haben, die den Stoff 
dieses Buches bilden, und fiir die Anregung, die damaligen Vorlesungen 
in Buchform zu veroffentlichen. 

New York, Oktober 1926. 
John R. Carson. 



Vorwort der t:Jbersetzer. 
Die Heavisidesche Operatorenrechnung ist in Deutschland bisher 

wenig beachtet worden. Denn, obwohl an ihrer Leistungsfahigkeit 
kein Zweifel bestand, hat man mit Recht daran AnstoB genommen, 
daB Heaviside seine Methode nicht mathematisch bewiesen hat; so 
erschien die Operatorenrechnung zunachst als eine unnachahmliche, 
genial-intuitive Erfassung an sich nicht deutbarer Symbole. 

Dieses mangelnde Verstandnis der Elektrotechniker fur die Heavi
sidesche Denkweise hat seinen letzten Grund in einer ungenugenden 
Kenntnis der Funktionentheorie. Wer mit der von Fourier herriih
renden komplexen Integraldarstellung willkiirlicher Funktionen ver
traut ist, wird sich mit wenigen Lehrsatzen der Funktionentheorie die 
Regeln der Heavisideschen Rechenweise herleiten und erkennt dann 
in der Operatorenrechnung nicht etwa einen neuen mathematischen 
Kalkul, sondern vielmehr eine Stenographie fur die Auswertung be
stimmter Integrale auf komplexem Wege . 

. Wenngleich diese funktionentheoretische Wurzel ohne Zweifel das 
tiefste Wesen der Operatorenrechnung trifft, ist die Funktionentheorie 
dem Techniker zu fremd, als daB er ihre Gedankengange mit der notwen
digen Sicherheit auf seine Fragen anwenden konnte. Es war deswegen 
ein glucklicher Gedanke Carsons, das Fouriersche Doppelintegral, 
welches die Losung allgemein darstellt, durch seine gleichwertige 
Laplacesche Integralgleichung zu ersetzen. Denn hierdurch gelingt 
es, alle Regeln der Operatorenrechnung aus den Eigenschaften reeller 
bestimmter Integrale herzuleiten, die dem Techniker sicherlich keine 
begrifflichen Schwierigkeiten bereiten. 

Indem Carson zeigen konnte, wie man mit seinen einfachen 'Ober
legungen eine Fiille drangender technischer Fragen meistert, hat er 
dem forschenden und rechnenden Ingenieur eine neue Welt erschlossen, 
an deren Toren er bisher zogernd stehen blieb. Der deutsche Leser wird 
indes auf diesem Wege erst dann ungehindert vorangehen konnen, 
wenn er nicht mit Schwierigkeiten der Sprache und des Ausdruckes 
zu kampfen hat. 

Die vorliegende deutsche Ausgabe des Carsonschen Buches will 
daher mehr ala eine moglichst form- und wortgetreue Wiedergabe des 
englischen Originales sein; sie will vielmehr die englische Denkweise 
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in eine deutsche iibersetzen. Deshalb wurde der Stoff scharf gegliedert, 
an vielen Stellen durch Beweise mathematischer Formeln erganzt und 
im Zusammenhang hiermit methodisch wichtige Abschnitte, die dem 
Original als Anhang beigegeben waren, in den Text hineinverarbeitet. 

Alle diese '!nderungen haben natiirlich den Kern der Carsonschen 
Arbeit nicht treffen diirfen, und so hoffen wir, daB man die frische 
und lebendige Darstellung Carsons auch in der deutschen Ausgabe 
wiederfinden wird. In diesem Sinne wiinschen wir auch, daB das von 
den Ubersetzern zugefiigte Kapitel VIII dem Leser nicht als Fremd
korper erscheinen moge, sondern als eine willkommene Erganzung der 
mittels der Operatorenrechnung zu behandelnden Aufgaben nach der 
Seite der Starkstromtechnik. 

Das Carsonsche Buch will keine abschlieBende Darstellung des 
Gebietes der Operatorenrechnung sein; eine groBe Reihe von Fragen 
harrt noch der strengen und kritischen Durchforschung. Wenn die 
deutsche Ausgabe dazu beitragt, daB auch in Deutschland an dieser 
Aufgabe mitgearbeitet wird, hat sie ihrem Zweck erfiillt. 

Berlin, im Marz 1929. 

Franz Ollendorff. Karl Pohlhausen. 
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I. Die Grundges~tze der Ausgleichsvorgange 
in elektrischen Stromkreisen. 

1. Die Aulgabe der Operatorenrechnung. Da vom Leser keinerlei 
Kenntnisse vorausgesetzt werden sollen, beginnen wir mit einer kurzen 
Zusammenstellung der' physikaIischen Grundlagen: Es solI zunachst an 
einigen einfachen Beispielen die mathematische Formulierung der 
Gleichungen erlautert werden, welche die Ausgleichsvorgange in elek
trischen Netzen beherrschen. Dabei werden eine Reihe allgemeiner 
Lehrsatze abgeleitet werden, deren N utzanwendung sich im folgenden 
ergeben wird. 

Die Theorie der Ausgleichsvorgange in elektrischen Stromkreisen 
ist ein Teilgebiet der allgemeinen elektromagnetischen Theorie, das sich 
insbesondere mit den elektrischen Schwingungen in Iinearen Netzen 
befaBt. Unter einem Netz ist dabei eine Zusammenschaltung mehrerer 
einzelner Stromkreise oder Maschen zu verstehen, von denen jeder 
aus ohmischen, induktiven und kapazitiven Elementen aufgebaut ist. 
1st die Anzahl der voneinander unabhangigen Maschen endlich, so be
sitzt das Netz eine endliche Zahl von Freiheitsgraden und die Aufgabe 
wird mathematisch durch eine endliche Zahl von simultanen Iinearen 
DiHerentialgleichungen beschrieben. 1st dagegen die Zahl der Maschen 
unendlich und die GroBe der Elemente unendIich klein, so wird die 
Aufgabe durch eine partielle Differentialgleichung (meist vom Typ 
der Telegraphengleichung) wiedergegeben. 

Man hat in der Theorie der Ausgleichsvorgange zwei Hauptaufgaben 
zu unterscheiden. Zuerst muB man die Differentialgleichungen an Hand 
der physikaIischen Gesetze und auf Grund der besonderen Schaltung 
der Elemente des Systems aufstellen. Die zweite Aufgabe besteht in 
der AuflOsung der Differentialgleichungen und fiihrt zur Erkenntnis 
der besonderen Eigenschaften des vorgegebenen Systems. 

2. Die Grundgleichungen. Bei der Aufstellung der Gleichungen eines 
Netzes kann man verschiedene Wege einschlagen. Man kann z. B. 
von den Gleichungen der Maxwellschen Theorie ausgehen. Nach dieser 
Methode stellt das vorgegebene Netz ein mechanisches System dar, 
in welchem die Strome als Geschwindigkeiten gedeutet werden konnen. 
Schreiben wir also die Ausdr'iicke fiir die kinetische und potentielle 
Energie und fur die Energievergeudung des Systems an, so konnen 

Carson-Ollendorff, AusgleichsvorgAnge. 1 
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die Gleichungen des Netzes aus den allgemeinen Bewegungsgleichungen 
abgeleitet werden. 

Die einfachste und fiir unsere Zwecke ausreichende Grundlage fUr 
die Aufstellung der Netzgleichungen wird jedoch durch die Kirchhoff
schen Gesetze gegeben. Diese sagen aus: 

1. Die gesamte eingepragte elektromotorische Kraft fur irgendeinen 
geschlossenen Umlauf oder Stromkreis des Netzes ist gleich dem durch 
die Summe der ohmischen, induktiven und kapazitiven Widerstande 
hervorgerufenen Spannungsabfall. 

2. Die Summe aller in einem Knotenpunkt 7;uflieBenden Strome ist 
stets Null. 

Wir wollen diese Gesetze auf einen einfachell Stromkreis anwenden, 
urn Einblick in die physikalische Bedeutung der Grundelemente zu ge-

L winnen. Er sei na,ch Abb. 1 aus einem Wider-rml stand R, einer Induktivitat Lund einer Kapa
zitat 0 zusammengesetzt. Auf diese hintere4J.-

E ( e ander geschaltete Elemente wirke eine elektro-
~ T motorische Kraft E. Wird der Strom mit I be-
~ zeichnet, so ist der Spannungsabfall im Wider· 

/? stand gleich RI, in der Induktivitat gleich L :~ 
Abb. 1. Zur Differential- und im Kondensator gleich -oQ-, wobei Q die La
gielchung des Schwlngungs-

krelses. dung des Kondensators bezeichnet. Q und I sind 

durch die Beziehung I = ~~ oder Q = J I dt miteinander verkniipft. 

Wenden wir das erste Kirchhoffsche Gesetz auf die Summe der 
Spannungsabfallc im Stromkreis an, so erhalten wir 

dI Q 
RI + L de + (J = E . 

Multipliziert man beide Seiten mit I, so wird 

RI2 + d~ (! LI2) + :t ~~ = EI. 

Die rechte Seite dieser Gleichung gibt die von der eingepragten'Kraft ge. 
lieferte Leistung an, wahrend die Iinke Seite ein MaB fiir die im Strom
kreis pro Zeiteinheit verbrauchte Energie ist. Das erste Glied R 12 iet 
dabei der Anteil der Energie, der in Warme umgesetzt wird. Man wird 
daher einen Widerstand ala eine Vorrichtung definieren konnen, die 
elektrische Energie ausschlieBlich in Warme verwandelt. Das zweite 

. Glied :t (! LP) hingegen ist ein Mall fUr die Zunahme der magne

tischen Energie und das dritte Glied :t ~~ ein MaB fiir die Zunahme 
der elektrischen Energie. Eine Induktivitat ist demnach eine Vor-
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richtung zur Aufspeicherung von Energie des magnetischen Feldes 
und analog dient der Kondensator zur Speicherung der Energie des 
elektrischen Feldes. 

Wir haben bisher die einzelnen Elemente eines Stromkreises insofern 
idealisiert, als wir sie nur als "reine" Widerstande, Induktivitaten oder 
Kapazitaten angesehen haben. In Wirklichkeit wird naturlich jedes 
Element fur sich einen Tei! der Energie in Warme umsetzen oder im 
magnetischen oder elektrischen Feld aufspeichern. Die Zerlegung der 
Elemente eines Netzes in drei ideale Komponenten ist jedoch allgemein 
gebrauchlich und fiihrt bei richtiger Anwendung zu keinen fehlerhaften 
Folgerungen, wei! sie aua den Maxwellschen Feldgleichungen unmittel
bar hergeleitet werden kann. 

Wir gehen nunmehr zu dem allgemeinen Fall eines Netzes uber, 
welches aus n verachiedenen "Maschen" (Stromkreisen) zusammen
gesetzt ist. Wir beziffern die einzelnen Maschen von 1 bis n und die 
in ihnen auftretenden Strome mit II bis 1,,. und die entsprechenden 
Maschen-EMKe mit EI bis En. Weiter sei Lu , Rj; und Gii die Summe 
aller Induktivitaten, Widerstande und Kapazitaten, welche in der 
i-ten Masche hintereinander geschaltet sind und Lik Rik Gik die zuein
ander gehOrigen Kopplungselemente der Maschen i und k. Wir schrei
ben nun das erste Kirchhoffsche Gesetz fiir die Masche 1 an und 
erhalten 

(Lll :t + Rll + o:lf dt) II + (L12 :t + RIB + 0~2f dt)I2 + '" 

+ (LIn :t + Rln + o~ .. f dt)In = EI · 

Fur jede der ubrigen n Maschen des Netzes erhalten wir eine entspre
chende Gleichung, so daB sich also folgendes System ergibt: 

(Lll :t + Rll + ~l1f dt)II + ... + (LIn :t + Rln + o: .. f dt)In=EI , 
• • . . . . • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . " (1; 

(Lnl :t + Rnl + o:lf dt)II + ... + (Lnn ddt + Rnn + 0: .. f dt) In =En· 

Dieses simultane System linearer Differentialgleichungen stellt die 
grundlegenden Gleichungen H, H 

der Th.",i. el.ktrisch... :--~"t~ 
Stromkreise dar. Ihre Lo- £,) L L } E-

d D . di 1( 1 Z { Z 
sung un eutung 1st e I1 Iz y 
Aufgabe dieser Theorie .'" . . nh ' Abb. 2. System zweler gekoppelter Schwmgungskrelse. 
und 1m Zusamme ang 
mit dieser Losung wird aich der beate Weg zu einer Einfiihrung in die 
Operatorenrechnung ergeben. . 

1* 
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Als besonderes Beispiel fUr diese etwas allgemeinen fiberlegungen 
betrachten wir das Netz nach Abb. 2. Es besteht aus zwei Maschen. 
Das Kirchhoffsche Gesetz liefert die beiden Gleichungen: 

(L1 1t+ RI + ~fdt)Il +M :t I2 =E1 , 

d (d-l
, 1 f ) M dt II + Lqi R2 +02 dt 12 =E2o 

In diesem Beispiel sind also, wie durch Vergleich mit (I) folgt, die 
Eigen- und Gegenkoeffizienten gegeben durch 

L11 = L1 , 

0 11 = 0 1 , 

Rll = R1 , 

L22 = L2, 
0 22 = O2, 

R22 = R2, 

L12 =L21 = M, 

0 12 = 0 21 = 0, 

R12 = R21 = 0. 

Der als positiv angenommene Richtungssinn der Spannung und des 

Abb. S. Direkte Kopplung zweier Schwingungskreise. 

Stromes ist in der Abbil
dung durch Pfeile ange
zeigt. Das Vorzeichen der 
gegenseitigen Induktivitat 
M hangt yom Windungs
sinn der beiden Spulen abo 

Endlich wollen wir ffir 
das Beispiel der Abb. 3 

das Kirchhoffsche Gesetz anschreiben und erhalten 

{(L1 + La) ~ + (R1 + Rs) + (~l + ~Jf dt} 11 

- (La:t + Ra + ~ f dt) 12 = E1 , 

- (La d~ + Ra + ~af dt) 11 

+ {(L2 + L 3) :t + (R2 + Ra) + (~2 + ~Jf dt} 12 = E". 
Ein Vergleich mit GIeichung (I) zeigt, daB in diesem Fall 

L11 = L1 + La, 

Rll = R1 + Ra, 
I I I ---+--On - 01 0 3 ' 

L22 = L2 + L 3 , 

R22 = R2 + Ra , 
I 1 1 ---+,-

022 - O2 Oa' 

L12 = L21 = - L 3 , 

R12 = R21 = - Ra, 
1 1 1 

012 = 021 = - 0---;' 

Es sei bemerkt, daB auch hier das Vorzeichen der Gegenkoeffizienten 
R12 , L12 und 012 durch Verabredung festgelegt werden muB. Dreht 
man also Z. B. den Richtungssinn von 12 und E2 um, so miissen auch 
die Vorzeichen der Gegenkoeffizienten umgekehrt werden. 
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Das Gleichungssystem (1) besitzt im allgemeinen zwei wichtige Eigen
schaften, welche die Theorie elektrischer Stromkreise vereinfachen. 
Erstens sind die Gleichungen linear in Strom und Spannung und zweitens 
sind die Koeffizienten L;k' R jk und Gjk Konstante. Es gibt jedoch 
auch wichtige elektrotechnische Aufgaben, bei denen diese Bedingungen 
nicht erfiillt sind. Trotzdem ist die Losung des linearen Gleichungs
systems (1) mit konstanten Koeffizienten von grundlegender Bedeu
tung, zumal sie formal auch auf diejenigen Aufgaben ausgedehnt wer
den kann, bei denen nichtlineare Beziehungen und variable Koeffizien
ten auftreten. Wir werden spater kurz auf diese Erweiterung eingehen. 

Eine dritte wichtige Eigenschaft des Systems (1) wird durch die 
Reziprozitat der Koeffizienten gegeben: Es ist Ljk = L kj , Rjk = R k; 
und Gjk = Gk ;. Diese reziproken Beziehungen zeigen an, daB im 
Netz keine unbekannten Energiequellen oder Senken vorhanden sind. 
Es gibt aber auch Falle, bei denen die reziproken Beziehungen nicht 
erfiillt sind (z. B. Verstarker). Diese Ausnahmen haben jedoch fiir die 
angewandte mathematische Losungsmethode keine Bedeutung, da 
hierfiir die reziproke Beziehung nicht wesentlich ist. 

Wir kehren nunmehr zu den Gleichungen (1) zuriick und leiten aus 
ihnen die Energiegleichung abo Zu diesem Zweck multiplizieren wir 
die erste Gleichung mit 11' die zweite mit 12 usw. und addieren. Wir 
erhalten: 

:t2}2} ~ LJkI;h + :t2}2} ~ C: k QjQk+ 2}2}Rjk I jI k= 2}E;Ij. (2) 

In dieser Gleichung stellt die rechte Seite ein MaB fiir die von den ein
gepragten Kraften dem Netz zugefiihrte Leistung dar. Der erste Aus
druck der linken Seite ist hingegen ein MaB fiir die zeitliche Zunahme 
der magnetischen Energie 

-} 2}2}L ik I ;Ik' 

wahrend der zweite die Zunahme der elektrischen Energie angibt 

Der letzte Ausdruck 
.2.2 RikI;Ik 

endlich gibt an, welcher Energiebetrag im N etz in Warme umgewandelt 
wird. Wir haben also in der Gleichung (2) auf der linken Seite drei 
homogene quadratische Formen erhalten, und zwar ist die magnetische 
Energie und die erzeugte J oulesche Warme eine homogene quadra
tische Form der Strome, wahrend die elektrische Energie eine solche 
der Ladungen ist. In der Maxwellschen Theorie werden diese Be
ziehungen als Ausgangspunkt gewahlt und aus ihnen dann mit Hilfe 
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der Lagrangeschen Gleichungen die Gleichungen des Netzes ab
geleitet. 

Das System (1) stellt wegen der in ihm auftretenden Integralzeichen 
eigentlich ein System von Integro-Differentialgleichungen vor. Man 

kann es jedoch durch die Substitution 1= ~~ sofort in ein System 

von Differentialgleichungen iiberfiihren, welches lautet: 

(L1l::2+ R 1l : t + S11) Ql + ... + (Lln::2+ R ln : t + Sln) Qn =El , 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (3) 

( d2 d \ (d2 d ) Lnldt2 + Rnl dt + Snl)Ql + ... + Lnn dt2 + Rnn dt + Snn Qn =En· 

Hierbei ist zur Abkiirzung fiir 01 der Wert Sik geschrieben worden. 
It . 

Es ist meistens iiblich, vom Gleichungssystem (3) anstatt von (l)aus-
zugehen. 

3. Die Zwangsschwingungen. Bei der Untersuchung der Losung 
des Gleichungssystems (1) beginnen wir mit den erzwungenen Schwin
gungen (Zwangsschwingungen), da sie sowohl nach der theoretischen 
Seite als auch nach der praktischen von grundlegender Bedeutung 
sind. Sie bilden namlich den natiirlichen Vbergang zur Heaviside
schen Operatorenrechnung und Hefern zugleich die Grundlage fiir die 
Theorie der Wechselstrome. 

Um die Zwangsschwingungen eines Netzes zu ermitteln, setzen wir 
El = Fl eAt, wahrend samtliche iibrigen Spannungen E 2 ••• En Null 
sein sollen. Diese Annahme bedeutet wegen der Linearitat der Glei
chungen keinerlei Einschrankung, da das Superpositionsgesetz die Ober
lagerung der von denEinzelspannungenEl ... En erzeugten Wirkungen 
erlaubt. 

Wir nehmen fiir aIle Strome ein Zeitgesetz von derselben Form an: 

Ii=J;it (j=1,2,···,n), 

wobei J; eine Konstante sein solI. Die Richtigkeit dieser Annahme 
miissen wir durch Einsetzen in die Differentialgleichung verifizieren. 
Es folgt aus I j = J j eAt: 

und fUr A. < 0 

d 
dt1; = }...1; = }..Jj e4t 

t 

f d _1I_1J At 
I j t - 1" i - 1" i e . 

-00 

Setzen wir diese Beziehungen in die Differentialgleichung (1) ein und 
kiirzen den gemeinsamen Faktor eAt, so erhalten wir das folgende 
System algebraischer simultaner Gleichungen: 
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(.1L11 + R11 +*011)11 + .... + (AL1n + R1n +}01';)In =F1. 

(AL21 + R21 + *021) 11 + ... + (AL2n + R2n + }02n)In = 0, (4)' 

Man beachte, daB die Zeit aus diesen Gleichungen verschwunden ist. 
Gerade deshalb ist die Ermittlung der Zwangsschwingungen so ein
fach, da man unmittelbar von den Differentialgleichungen' zu alge
braischen Gleichungen iibergeht. In diesen n algebraischen Gleichungen 
sind die Stromamplituden J 1 ••• J n die Unbekannten, die hierdurch 
im allgemeinen eindeutig bestimmt sind. Wir erkennen, daB die oben 
angenommene Form der Losung "synchroner Strome" I; = J; eAt zu
lii.ssig ist. 

Setzt man 

so kann man das Gleichungssystem (4) noch einfacher schreiben: 

ZllJ1 + Z12 J 2 + ... + Z1n J n = F1, 
Z21 J 1 + Z22 J 2 + ... + Zs n J n = 0 , 

Zn1 J1 +Zn2J2+ ... +ZnnJn=O. 
Die LOsung des Systems lautet 

und 

J - Mil (1) F - Mil F 
; - D(l) 1 - D 1 

Ii = MDil F1eJ.t = ~el.t, 
Zil 

wobei D die Determinante bedeutet 

Z11 Z12 

Z21 Z22 
D= 

Zn1 Zn2 Znn 

(5) 

(6) 

(7) 

und Mil die Unterdeterminante der i-ten Kolonne der 1. Zeile ist. Bier
bei ist auBerdem noch auf das Vorzeichen zu achten. 

! Es soIl hier nicht naher auf die Theone der Determinanten ein
gegangen werden, auf der die Ableitung dieser Losung beruht. Es sei 
jedoch auf eine wichtige Eigenschaft hingewiesen. Aus Z;k = Zki folgt 
n.ii.mlich M;k = M k;. Hieraus wiederum leitet sich unmittelbar der 
Reziprozitatssatz ab, der folgendermaBen formuliert werden kann: 
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Wenn eine Spannung FeAt auf die i-te Masche eines Netzes auf
gedriickt wird, so betragt der Strom in der k-ten Masche, wie soeben 
abgeleitet, 

Driickt man dieselbe Spannung der k-ten Masche auf, so ist der Strom 
in der i- ten Masche 

Vergleicht man beide Ausdriicke und beachtet man, "daB Mik = M ki , 

so folgt unmittelbar, daB der Strom in der k-ten Masche, hervorgerufen 
durch eine Spannung in der i-ten Masche, gleich dem Strom in dieser 
Masche ist, wenn die gleiche Spannung der k-ten Masche aufgedriickt 
wird. Diese reziproke Beziehung besitzt eine groBe praktische Be
deutung. 

Bei vielen technischen Anwendungen auf zusammengesetzte Netze 
haben wir nun nur an zwei Maschen, namlich der "sendenden" und der 
"empfangenden" ein Interesse. In solchen Fallen ist es zweckmaBig, 
aIle iibrigen Maschen des Netzes aus den Gleichungen zu eliminieren. 
Nehmen wir also an, wir haben zwei elektromotorische Krafte El und 
Es in den Maschen 1 und 2 und wollen nur wissen, wie groB die Strome 
in diesen beiden Maschen und nicht in den iibrigen des Netzes sind, so 
losen wir das Gleichungssystem 3, 4, ... , n (n - 2) nach 13 • •• In auf 
und setzen in die ersten heiden Gleichungen ein. Wir erhalten dann 

ZllI1 + Z12 I S = E1 , 

Z21 I l + ZsSI,. = Es· 
(8) 

4. Die Losung ffir den eingeschwungenen Zustand. Diese Losung 
laBt sich unmittelbar aus den Zwangsschwingungen des gegebenen 
Systems ableiten. Wir nehmen an, daB 

Es = Ea = ... = En = 0 und El = F cos (co t - 8) . 

Nun ist bekanntlich 
1 ( . . ) cos x = 2" eU + e-U , 

so daB wir also schreiben konnen 

El = ! (Fet(rot-@)+ Fe-i(rot-@»), 

=! (cos8-isin8)Feirot + ! (cos8+isin8)Fe- irot , (9) 

= ~F'eiro'+ ~F"e-irot 
2 2 ' 

Man sieht also, daB die aufgedriickte Spannung sich aus zwei Gliedern 
zusammensetzt, von denen das eine mit e+iQ)t, das andere mit e-iQ)t ver-
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anderlich ist. Hieraus folgt wegen der Linearitat der Gleichungen, 
daB die Strome in der gleichen Weise aus zwei Gliedern aufgebaut 
sein miissen 

(10) 

Wir haben also nur in den oben abgeleiteten Zwangsschwingungen 
A. = iw bzw. A = - iw einzusetzen und erhalten 

,IF' 
J i = 2 ZII (iw) , 

J" _ ~ F" 
i-2Zil (-iw) (ll) 

und 
1 Fe-if). 1 Feie 

0 

I - orot + -- orot 
i - -2 Z-(O)e -2 Z ( .}e . II $W il -$W 

Das zweite Glied ist hierbei konjugiert komplex zum ersten, so daB: 

F.e-if) 0 

Ii = me Z c ) eorot 
il $W 

ro F i{rot - e) - Vle---e - Zil (iw) 

ro F i{rot- f)- <1» 
- Vle e 
- IZf1(iw) I 

F = IZ(iW)Tcos(wt-e-q.i)o 

(12) 

Wir erhalten also folgende Regel fiir die Berechnung des eingeschwun
denen Zustandes: 

Hat die eingepragte Spannung die Gestalt F cos (wt - e), so 

setze man in den Differentialgleichungen fiir d~ den Wert iw und be
stimme 

Z( . )=D(iw) 
~w M(iw) (13) 

durch die AuflOsung der algebraischen Gleichungen. Schreibt man 
dann 

Z(iw) = iZ(iw)iei <1> , 

so lautet die gesuchte Losung 

F 
1= IZ(iw)1 cos(wt-e- q.i). 

In diesem Satz haben wir in gedrangter Form den Inhalt der sogenannten 
symbolischen Losung von vielen Aufgaben der Wechselstromtechnik 
gefunden. 

o. Der allgemeine Schwingungszustand. Wir haben bisher nur 
Losungen betrachtet, bei denen der Strom von demselben Aufbau wie 
die eingepragte Spannung war. Der Strom war physikalisch gesprochen 
ein "erzwungener" Strom, der dieselbe Zeitabhangigkeit hatte wie die 
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ihn hervorrufende elektromotorische Kraft. Solche Strome sind aber 
im allgemeinen nur ein Teil des gesamten Stromes. 

Zu den erzwungenen Schwingungen treten im allgemeinen die Eigen
schwingungen hinzu: Das vollstandige Integral setzt sich also aUB 
den partikularen Integralen (Zwangsschwingungen) und der Losung 
der homogenen Gleichung ZUBammen. 

Man kann dies wie folgt ableiten. Es seien I~ . .. I~ die Losungen 
der homogenen Gleichungen: 

(Lll:e + Bll + o:J dt) 11 + ... + (Lin :t + Bin + o~ .. f dt) I~ -.: 0, 

••....•.•................•... (14) 

(Lnl :t + Bnl + o:J dt) 11 + ... + (Lnn d~ + Bnn + o: .. f dt)I~= O. 

1st dann II' .. In eine Losung des Systems (I), so ist 

II + 11, ... , In + I~ 
ebenfalls eine Losung. 

Um eine Losung des homogenen Systems (14) zu finden, nehmen' 
wir an, es existiere eine Losung von der Form: 

Ii = J;·it (i = 1, 2, ... , n), 

wobei also aIle Strome synchron schwingen. Dann ist wie friiher 

d f 1 'dt = A und dt = T' 

Wir setzen diese Losung in (14) ein, kiirzen mit eJ.' und erhalteri. 

Zll (A) Ji+ ... +Zln (A) J~ = 0, 

(15) 
ZndA)Ji+ ... +Znn(A)J~ = O. 

Dies ist fiir die Unbekannten J~ . .. J~ ein System von n homogenen 
Gleichungen. Falls eine endliche Losung existieren solI, muB nach 
einem bekannten Satz a,us der Theorie der Gleichungen die Deter
minante der Koeffizienten verschwinden: 

Zll (A) ... Zln (A) 

D(A) = =0. (16) 

Znl (A) ... Znn (A) 

Es mussen also aIle moglichen Werte von A, welche eine LOsung er
geben, Wurzeln der Gleichung D (A) = 0 sein. Wir bezeichnen diese 
Wurzeln mit AI' Aa, •.. , An' Sei A eine dieser Wurzeln, so kann das Ver-

hii.ltnis ;1 aUB (n - 1) beliebigen Gleichungen des Systems berechnet 
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werden. Setzen wir also 

l~ = 0 1 eAlt + O2 ei'2t + ... + CmeAmt , (17) 

so erhalt man I; ... l~, indem man I; in (n -1) beliebige Gleichungen 
des Systems einsetzt. Die m Konstanten 0 1 ... Om sind dabei zu
nachst willkiirlich. Sie bestimmen sich aus den vorgegebenen Grenz
bedingungen. 

Der Begriff der Grenzbedingungen ist in der Theorie der elektrischen 
Stromkreise von groBer Wichtigkeit. Die Grenzbedingungen beschrei
ben den physikalischen Zustand des Systems in dem Augenblick, 
in welchem die elektromotorische Kraft auf das System einzuwirken 
beginnt, oder in dem irgendein Wechsel in den Konstanten des Systems 
eintritt. Die Anzahl der unabhangigen Grenzbedingungen, die befrie
digt werden kann, ist gleich der Anzahl der Wurzeln der Gleichung 
D (A) = O. Es ist physikalisch unmoglich, mehr Grenzbedingungen 
anzugeben als dieser Zahl entspricht. 1st andererseits nicht diese Anzahl 
vorhanden, so ist die Losung unbestimmt und die Aufgabe nicht richtig 
gestellt. Als ein Beispiel von Grenzbedingungen denke man sich, daB 
zur Zeit t = 0 die Spannung an das Netz gelegt wird, und daB fiir t = 0 
samtliche Strome in den 1nduktanzen und aIle Ladungen in den Kon
densatoren Null sind. 

Bis hierher sind wir der klassischen Theorie der linearen Differential
gleichungen gefolgt. Wir haben gesehen, daB die Berechnung der Zwangs
schwingungen und des eingeschwungenen Zustandes eines Netzes eine 
einfache Aufgabe der elementaren Algebra ist. Die praktischen Schwie
rigkeiten der klassischen Theorie beginnen mit der Bestimmung der 
Konstanten 0 1 " • Om des allgemeinen Schwingungszustandes und mit 
der Berechnung der Wurzeln Al ..• An der Gleichung D (A) = O. An 
dieser Stelle bricht Heaviside mit der klassischen Methode und legt 
den Grund zu seiner originellen und weitreichenden Losungsmethode, 
i,ndem er bestimmte Grenzbedingungen und bestimmte Typen von ein
gepragten . Spannungen betrachtet, die fiir die Anwendungen von 
Wichtigkeit sind. Wir wollen jedoch nicht sofort den von Heaviside 
selbst geschaffenen Weg beschreiten, der unmittelbar zu seiner Methode 
fiihrt, sondern werden vorher eine Reihe wichtiger, grundlegender 
Satze ableiten, welche als Fiihrer zur Heavisideschen Operatoren
rechnung dienen konnen. 

II. Storungen des elektrischen Gleichgewichtes 
durch willkiirliche Krafte. 

6. Die Grenzbedingungen. Folgende vier Aufgaben sind fiir die 
technischen Anwendungen grundlegend: 
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A. Bestimmung der stationaren Strom- und Spannungsverteilung 
fiir den Fall, daB an ein N etz eine sinusformige Spannung angelegt wird. 
Diese Aufgabe umfaBt die Theorie der Wechselstrome; auf ihr baut 
sich die Berechnung von elektrischen Fernkraftiibertragungen und Ver
teilungsnetzen auf. 

B. Berechnung der Strom- und Spannungsverteilung fiir den Fall, 
daB an ein im Gleichgewicht befindliches Netz eine willkiirliche Span
nung angelegt wird; dabei bezeichnen wir ein Netz als im Gleich
gewicht befindlich, wenn seine Ladungen und Strome identisch gleich 
Null sind. 

C. Untersuchung des Einflusses von plOtzlichen Anderungen der 
Netzkonstanten auf Strom und Spannung. Diese Aufgabe liegt vor 
beim C>ffnen oder SchlieBen eines Schalters in einem unter Spannung 
stehenden Netz. 

D. Berechnung der freien Schwingungen eines Netzes mit will
kiirlich gegebenen Anfangsbedingungen. Auf diese Aufgabe werden wir 
jedoch nicht bis in aIle Einzelheiten eingehen: Denn zunachst hat 
sie nur eine geringe Bedeutung fUr die technischen Anwendungen. 
Weiter kann sieauf die Gruppe C der oben angefiihrten Grundaufgaben 
zurUckgefiihrt werden, wenn man den Anfangszustand des N etzes 
durch passend gewahlte und an bestimmten Stellen angelegte Spannun
gen darstellt. Endlich ist es wegen der willkiirlich vorgegebenen An
fangsbedingungen unmoglich, die Losungen dieser Aufgaben auf die
selbe kurze, Darstellung und Einfachheit zuriickzufiihren, die sich 
sonst mit der Operatorenrechnung erreichen laBt. Dabei ist die 
Losung solcher Aufgaben natiirlich ausfiihrbar. Man hat nach Berech
nung der Wurzeln der Gleichung D (I.) = 0 die Integrationskonstanten 
0 1 ••• 0 .. des allgemeinen Schwingungszustandes so zu bestimmen, 
daB die Anfangsbedingungen erfiillt sind. Heaviside hat mit Hilfe 
seines Energiesatzes fiir diese Konstanten einen einfachen Ausdruck 
angegeben, der aus den Anfangsstromen, den Induktivitaten und den 
Anfangsladungen der Kondensatoren zusammengesetzt isP. 

Bei der weiteren Entwicklung der Grundlagen der Operatoren
rechnung wollen wir von der Aufgabe B ausgehen. 

a) Die Losung der Aufgabe B ist im wesentlichen eine Verallgemeine
rung der Heavisideschen Theorie und bildet zugleich den Schliiasel 
fiir das Verstandnis und die Wertung der Operatorenrechnung. Sie 
fiihrt auf eine Reihe von Hilfssatzen, aus denen die Regeln der 
Operatorenrechnung ohne weiteres abgeleitet werden konnen. 

1 VgI. Wagner K. W.: "Der Satz von der wechseIseitigen Energie". 
E. N. T. Bd.2, H. 11, S.376. 1925. Vallarta, M. S.: "Heaviside's Proof of 
the Expansion Theorem". J. Am. Electr. Engs., April 1926, S. 387. 
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b) Die Losung der Aufgabe B enthalt zugleich die der Aufgabe C 
und somit auch als Grundlage der Theorie der Schaltvorgange. 

c) Die Losung der Aufgabe B fiihrt unmittelbar auf eine Erwei
terung der Theorie, bei der das Netz auch aus zeitlich veranderlichen 
Elementen zusammengesetzt sein kann. Auch diirfen diese Elemente 
durch nichtlineare Beziehungen miteinander verkniipft sein. 

Die Aufgabe B ist daher als Grundaufgabe der ganzen Theorie an
zusehen und die bei ihrer Losung abgeleiteten Satze konnen zugleich 
als die grundlegenden Theoreme gelten. 

7. Einheitssto8 der Spannung, tJbergangsleitwert. Wir betrachten 
zunachst ein Netz, welches im elektrischen Gleichgewicht ist. An 
irgendeinen Zweig dieses N etzes werde 
zur Zeit t = 0 der EinheitsstoB der 
Spannung gelegt. Dabei definieren 
wir als EinheitsstoB eine Spannung, 
welche den Betrag eins fiir aIle po
sitiven Zeitwerte hat, fiir aIle nega
tive Zeiten aber identisch verschwin
det (Abb. 4). Den hierbei entstehen

SP"'"""9 ,]1----
t-o Zeit 

Abb. 4. EinheltsstoB der Spannunll:. 

den Strom in der Masche n bezeichnen wir mit An1 (t) und nennen 
A n1 (t) den "Obergangsleitwert der Masche n in bezug auf die 
Masche 1, oder - ausfiihrlicher - den iibertragenen "Obergangsleitwert. 

Der "Obergangsleitwert spielt, abgesehen von seiner unmittelbaren 
physikalischen Bedeutung, eine grundlegende Rolle in der Operatoren
rechnung. Er kann durch folgende Aussage definiert werden: Der 
"Obergangsleitwert An1 (t) ist gleich dem Verhaltnis des Stromes im 
Zweig n zur GroBe der Spannung, welche zur Zeit t = 0 an den Zweig 1 
angelegt wird. Er ist demnach eine Funktion, welche fiir aIle negativen 
Zeiten Null ist und welche mit wachsender Zeit fiir aIle Systeme mit 
Verlusten sich entweder dem Wert Null oder einem konstanten Wert 
(dem Gleichstromleitwert) nahert. Es sei bemerkt, daB der "Ober
gangsleitwert eine stets durch das Experiment bestimmbare Funktion 
darstellt; mit seiner mathematischen Vorausberechnung werden wir 
uns spater zu befassen haben. 

Eine wichtige Eigenschaft des "Obergangsleitwertes Ail: (t) folgt 
unmittelbar aus dem Reziprozitatsgesetz: Af,I: (t) = Ak1 (t) 1. Diese 
Beziehung sagt aus, daB der "Obergangsleitwert unverandert bleibt, 
wenn man die Orte der Ursachen und der Wirkungen miteinander ver
tauscht. Es ist also insbesondere fiir den Ausdruck Ai k (t) gleichgiiltig, 
ob die Spannung im Zweig j angelegt und der Strom im Zweig k beob-

1 Eine .Ausnahme bildet der Fall, daB im Netz Energiequellen (Ver
starker UBW.) vorhanden sind. Vergleiche Ziffer 2, 
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achtet wird oder umgekehrt. 1m allgemeinen darf man also die Indizes j 
und k weglassen und einfach A (t) schreiben. Dabei muB man aber 
stets beachten, ob man es mit zwei verschiedenen Zweigen oder nur 
mit einem zu tun hat. 1m letztgcnannten Fall ist j = k zu setzen. 

Aus der Linearitat der Netzgleichungen folgt, daB fUr eine zur Zeit 
t = l' an ein im Gleichgewicht befindlichen N etz gelegte Gleichspannung 
E = E, der Strom entsteht 

E,A(t - 1'). 

Werden nun zu den Zeiten 0, 1'1' l' 2' ... , 1'n an ein und denselben Zweig 
jeweils die Gleichspannungen Eo, E1, E 2, •• " En angelegt, so super
ponieren sich aIle Einzelwirkungen und es resultiert der Strom: 

n 
EoA (t) + EIA (t-1'1)+E2 A(t-1'2) + ... +EnA (t-1'n) = 2: EjA (t-1'J). 

;=0 (1) 

Um dies auf unsere Aufgabe anzuwenden, nehmen wir an, daB dem Netz 
im Gleichgewichtszustand eine Spannung E (t) aufgedriickt wird, die 
folgenden Bedingungen genugt: 

1. Sie ist fur t < 0 identisch gleich Null. 
2. Sie hat den Wert E (0) fur 0 < t< ,1 t. 
3. Sie hat den Wert E (0) + L11E fur ,1 t < t < 2,1 t. 
4. Se hat den Wert E (0) + L11E + ,12 E fUr 2 L1t < t < 3L1t . 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • J 

so daB sie also im Zeitintervall (j -1) ,1 t < t < j ,1 t um L1 j E zu-nimmt. 
Offenbar ist dann der resuItierende Strom: 

EoA (t) + L11EA (t - L1t) + ... + L1nE A (t - nL1t). 

Verkleinert man das Zeitintervall mehr und mehr und geht schlieB
lich zur Grenze ,1 t ~ d t und jL1 t = l' U ber, so wird 

d 
L1iE = dTE (1') d1' 

und man erhalt an Stelle der Summe das bestimmte Integral 
t 

I(t) = E(O) A(t) + f A(t - 1')d~ E(7:) d-r. 
o 

Hierfur kann man einfacher schreiben 
t 

I (t) = :t f A (t - 7:) E (7:) d1' , 
o 

t 

= ddt f E(t - 1') A (7:) d1'. 
o 

(2) 

(3a) 

(3b) 
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Denn nach (3 b) ist 

I [t+At t] 
J(t) = lim LIt f E(t + L1t -7:) A (1;') d7:- f E(t -7:) A (7:) d7: 

At-.O 0 0 

I [HAt Helt 
= lim LIt J E(t + L1t -7:) A (7:) d7:- f E(t -7:) A (7:) d7: 

Llt~O 0 0 

HAt t J + f E (t - 7:) A (7:) d1' - f E (t - 1') A (7:) d1' . 
o 0 

Die ersten beiden Integrale geben beim Grenziibergang 
t t 

f :t E (t - 1') A (1') dT: = f ddT E (1') A (t - 7:) d1' , 
o 0 

wiihrend sich die beiden letzten auf 

lim LI\IE(t-1')A(1').L1t I = E(O) A(t} 
At-.G <=t 

reduzieren; damit ist die Identitiit von (2) und (3b) erwiesen, und 
man kommt von hier sogleich zu (3a) mittels der Substitution t - l' = 1". 

Dutch iihnliche Transformationen erhiilt man eine Reihe weiterer gleich
wertiger Formeln: 

t 

J(t) =A(O)E(t) +J A'(t-1')E(1')d7: (4a) 
o 

t 

= A (0) E(t) + f A'(1')E(t-1')d1' (4 b) 
o 

t 

=E(O)A(t)+fE'(t-1')A(1')d1' (4c) 
o 

t 
= E(O) A(t) + f E'(1') A(t - 1') d7:, (4 d) 

o 
wobei die Striche Differentiationen nach der Zeit bedeuten, also 

A'(t) = :t A (t). 

Diese Gleichungen sind die grundlegenden Formeln, welche die 
mathematischen Beziehungen zwischen dem Strom und der Form 
der angelegten Spannung, den Konstanten und der Schaltung des 
Netzes wiedergeben. Sie stellen den ersten Schritt zur Losung unsrer 
Aufgabe dar. Die unmittelbaren Folgerungen aus diesen Gleichungen 
konnen in den nachfolgenden Satzen ausgesprochen werden: 

1. Der tJbergangsleitwert eines elektrischen Netzes bestimmt mit
tels einer Quadratur das Verhalten des N etzes fiir aIle moglichen Formen 
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der angelegten Spannung. Er ist also die einzig notwendige GroBe zur 
theoretischen Beherrschung samtlicher Eigenschaften eines Systems, 
einschlieBlich seines eingeschwungenen Zustandes. 

2. Die angelegte Spannung und der Obergangsleitwert bestimmen 
gleichberechtigt den resultierenden Strom im Netz. Der Verlauf des 
Stromes kann also verandert werden entweder durch eine Anderung 
der Konstanten und der Schaltung des Netzes oder durch Anderung 
der Gestalt der angelegten Spannung. 

3. Da die angelegte Spannung auch unstetig sein kann, so bestimmen 
die Gleichungen nicht nur den Aufbau des Stromes, sondern sie geben 
auch an, wie das sich selbst uberlassene Netz bei abgeschalteter Spannung 
wieder in den Gleichgewichtszustand zurUckkehrt. Durch die For
meln (3a) bL'l (4d) ist also die gestellte Aufgabe auf die Bestim
mung des Obergangsleitwertes des Netzes zuruckgefuhrt. 

Wir werden zeigen, daB die abgeleiteten Formeln unmittelbar zu 
einer Integralgleichung fur den Obergangsleitwert fuhren. 

8. Beziehungen zwischen dem Schaltvorgang und dem eingeschwun
genen Zustand. Wir wollen die Beziehungen angeben, welche zwischen 
(4) und dem eingeschwungenen Zustand bestehen, und denken uns zu 
diesem Zweck zur Zeit t = 0 die Spannung E sin (£0 t + e) angelegt. 
Setzen wir dies in (4b) ein, so erhalten wir: 

wobei wie fruher 

1 (t) = A (0) E sin (£0 t + e) 
t 

+ E sin (£0 t + e) J cos £0 -r A' ('r) d-r 
o 

t 

- E cos (wt + e) J sinw-r A'('t') d't', 
o 

d 
A'('t') = diA('t') 

Der Endzustand ergibt sich fur t ~ 00. 

co 

E sin (£0 t + e) {A (0) + J cosW't' A'('t') d-r} 
o 

co 

-E cos (wt + e) U sinw-r A'(-r) d't'}. 
. 0 

(5) 

(6) 

Der mit wachsender Zeit verklingende eigentliche Ausgleichsvorgang 
ist also gegeben in 

co 

-Esin(wt + e) J cosW't' A'('t') d't' 
t 

co 

+ Ecos (wt + e) J sin £0 't' A'('t') d-r. 
t 

(7) 
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Wir wollen diese Ausdriicke fiir den eingeschwungenen Zustand mit 
den iiblichen Formeln vergleichen. Es sei die (symbolische) Impedanz 

des Netzes bei der Frequenz 2: gleich Z (iro), wobei 

Z(:w) = at(ro) + iP(ro). 

Der eingeschwungene Zustand ist dann 

E [at (ro)· sin (ro t + e) + P (ro) cos (rot + en. 
Ein Vergleich mit (6) ergibt dann den gesuchten Zusammenhang in 

und 

(l() 

at (ro) = A (0) + f cos roT A' ('r) dT 
o 

00 

(8) 

P(ro)=-fsinrotA'(T)dT. (9) 
o 

9. Die Integralgleichung fir den tlbergangsleitwert. Bisher haben 
:wir den tJbergangsleitwert als bekannt vorausgesetzt. In Wirk
lichKeit ist aber gerade seine Bestimmung der wesentlichste Teil 
unsrer Aufgabe. 

Beaviside ist an diese Bestimmung des "Obergangsleitwertes von 
der intuitiven und experimentellen Seite herangetreten. Eine exakte 
mathematische Methode griindet sich auf eine Integralgleichung 
von groBem Giiltigkeitsbereich, welche unmittelbar zur Bea viside
Bohen Rechnung in erweiterter Form· hinleitet. 

Wir legen an ein Netz zur Zeit t = 0 plotzlich eine Spannung eJlt, 

wobei p entweder positiv reell oder komplex mit positivem Realteil sein 
soIl.. Wie oben abgeleitet, kann der resultierende Strom in zwei Teile 
zerlegt werden: Der erzwungene Anteil, der dieselbe Zeitabhangig
keit wie ePt besitzt, und der freie Anteil, den wir zur Abkiirzung 
mit yet) bezeichnen. Der exponentielle oder erzwungene Anteil ist 

gleich Ze;;), wobei Z(p) dieselbe Gestalt wie die bekannte symbolische 

oder komplexe Impedanz Z(iro). Man erhalt Z(p) aus der Differential

gleichung, indem man, wie im ersten Kapitel abgeleitet wurde, :: .. 

durch pn ersetzt, mit eJlt kiirzt und die iibrigbleibende algebraische 
Gleichung auflOst. Die freie oder charakteristische Komponente yet) 
hangt auBer von dem Wert p noch von den Konstanten und von der 
Schaltung des Netzes abo Sie enthlilt aber nicht den Faktor ePt und ver
schwindet mit wachsender Zeit bei Systemen, die aus energieverzehren
den Elementen aufgebaut sind. Es ist also der resultierende Strom 

ePi 

J(t) = z (p) + y(t). (10) 

CarsoD-Ollendorff. AusgieiohsvorgAnge. 2 
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Kehren wir nunmehr zur Formel (3b) zuriick und ersetzen wir E(t) 
durch efl f, so ergibt sich: , 

I(t) = :e eflt f A (1'} e- PT dT. 
o 

Hierfiir kann man auch schreiben: 
00 00 :t {efltf A(T) e-PT dT-efltf A(T) e- PT dT}. 
o t 

Fiihrt man die Differentiation aus, so wird 
00 00 

I(t) =peflt ! A(T)e-PTdT-peflt ! A(T)e-PTdT+A(t). (II) 
o t 

Setzt man die beiden AusdrUcke (10) und (II), welche sich fiir I(t) 
ergeben haben, gleich und dividiert mit eflt , so erhaIt man 

00 00 

Z ~p) + yet) e- pt = p f A(T) e-PT dT - P f A(T) e- PT dT + A(t) e- P'.(12) 
o t 

Diese Gleichung gilt fiir aIle Werle von t. 1st nun der Realteil von p 
positiv, so verschwinden einige Glieder, wenn man t = 00 setzt, und es 
bleibt 00 

_1_ = fA (t) e- fit dt . 
pZ(p) 

o 
(13) 

Diese fur aIle positiven reeIlen Werte von p gultige Integral
gleichung bestimmt vollstandig den "Obergangsleitwert 
A (t). Auf ihr beruht die weitere Entwicklung und Diskussion der 
Operatorenrechnung, so daB die Gleichungen (3), (4) und (13) die volI
standige mathematische Formulierung unsrer Aufgabe darstelIen. Von 
diesen beiden Gleichungen ausgehend kann nunmehr die Losung er
mittelt werden, ohne daB man auf die Differentialgleichungen oder die 
Grenzbedingungen zuriickzugreifen braucht. 

III. Die Heavisidesche Aufgabe und die 
Operatorenrechnung. 

10. Die Stammfunktion. Die Entwicklungen der beiden ersten 
Kapitel ermoglichen eine systematische Untersuchung und AbleHung 
der Heavisideschen Operatorenrechnung. Wir gehen von den folgen
den Hauptsatzen aus: 

Wird zur Zeit t = 0 eine Spannung E (t) an ein im elektrischen 
Gleichgewicht befindliches Netz gelegt, so dienen zur Ermittlung des 
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Stromes zwei Gleichungen. Nachdem die "Obergangsfunktion durch 
die Integralgleichung bestimmt ist: 

00 

_1_ =fA(t) e-ptdt 
pZ(p) , 

o 

ergibt sich der Stromverlauf aus dem bestimmten Integral 
t 

I(t) = :t f A (t- T) B(T) dT. 
o 

(1) 

(2) 

Z(p) heiBt die zur "Obergangsfunktion A gehOrige Stammfunktion. 
Durch sie werden die Eigenschaften eines Netzes, seine Konstanten 
und Schaltung eindeutig festgelegt. Ersetzen wir p durch i co, wobei co 
die Kreisfrequenz bedeutet, so ist Z (i co) aIs die symbolische oder 
komplexe Impedanz aus der Theorie der WechseIstrome bekannt. 

Die oben angegebenen Gleichungen .(1) und (2) stellen die vollstan
dige Losung der aHgemeinen Aufgabe dar, bei der auch die zeitlichen 
Grenzbedingungen von vornherein befriedigt sind. Es wird also im 
Gegensatz zur elementaren Methode die nachtragliche explizite Be
stimmung der Integrationskonstanten vollstandig vermieden. 

Die hier gegebene Ableitung setzt voraus, daB die Netzgleichungen 

linear sind und daB eine Partikularlosung vom Typ ;~;) fiir positive 

Werte von p existiert. Wenn wir zunachst von einem Netz endllcher 
Ausdehnung ausgegangen sind, so bedeutet dies keine Einschrankung 
des Gultigkeitsbereiches. Die Gleichungen gelten nicht nur fiir ein 
endllches Netz mit einem endllchen System linearer Differentialglei
chungen, sondern auch fur unendlich groBe Netze und fiir "Obertragungs
leitungen, bei denen bekanntlich unendlich viele lineare Gleichungen 
oder partieHe Differentialgleichungen auftreten. Sie gelten demnach 
allgemein fiir aHe elektrischen oder dynamischen linearen Systeme 
mit konstanten Koeffizienten. 

Die aus den Gleichungen (1) und (2) zu bestimmende Unbekannte 
braucht nicht notwendigerweise der Strom zu sein. Es kann auch 
nach einer Ladung, einem Spannungsabfall oder irgendeiner anderen 
physikalischen GroBe gefragt sein. Wir tragen diesem Umstand Rech
nung, indem wir allgemeiner schreiben: 

00 

_1_ =fh(t) e-P'dt 
pH(p) , 

o 
t 

x (t) = :tfh (t - T) B(T) dT. 
o 

(3) 

(4) 

2* 



20 Die Heavisidesche Aufgabe und die Operatorenrechnung. 

Hierbei ist E (t) die Spannung und x (t) die zu bestimmende Unbekannte. 
Die symbolische Gleichung 

E 
x = H(p) (5) 

bezeichnen wir als Operatorengleichung. H(p) entspricht dabei 
der Impedanz Z (p) und ist genau wie diese zu bestimmen, braucht 
jedoch nicht die physikalische Bedeutung oder die Dimension einer 
Impedanz zu haben. In analoger Weise entspricht die Funktion h(t) 
dem "Obergangsleitwert im verallgemeinerten Sinne. Man bezeichnet 
sie auch zur Abkiirzung als Heavisidesche Funktion. Entsprechend 
nennen wir fortan H (p) die verallgemeinerte Stammfunktion. 

11. Die Operatorengleiehung. Wir gehen von folgender Aufgabe aus: 
An ein im Gleichgewichtszustand befindliches Netz wird zur Zeit t = 0 
der EinheitsstoB der Spannung gelegt. Es ist das Verhalten des Netzes 
zu berechnen. Diese Aufgabe lauft im wesentlichen auf die Bestimmung 
des "Obergangsleitwertes hinaus, Wir werden bei der weiteren Behand
lung und Kritik der Heavisideschen Methode die Losung dieser Aufgabe 
mit Hilfe der Integralgleichung stets in Parallele zur entsprechenden 
Losung nach Heaviside setzen. 

Heaviside geht von der Differentialgleichung aus. Er ersetzt den 

Differentialoperator :t durch das Symbol p und die Integration J dt 

durch ~. Damit wird die Differentialgleichung auf eine algebraische 
p . 

Gleichung zuriickgefiihrt. Weiter spezialisiert er die angelegte Span-
nung als EinheitsstoB und begrenzt damit die Giiltigkeit der Rechnung 
auf Zeitwerte t > O. Die formale Losung der algebraischen Gleichungen 
kann stets geschrieben werden 

1 
h = H(p) , (6) 

wobei h den verallgemeinerten "Obergangsleitwert oder die Heaviside
ache Funktion (Strom, Spannung, Ladung, Potential usw.) darstellt und 
H (p) die verallgemeinerte Stammfunktion ist. Liegt also z. B. die 
Aufgabe vor, den Strom in irgendeinem Zweig eines Netzes zu bestim
men, so schreiben wir 

1 
A= Z(p) , • (7) 

Die allgemeinere Schreibweise (6) ist jedoch erwiinscht, da sie auf den 
groBen Anwendungsbereich der Gleichung hinweist. 

Die Hea visideschen Operatorengleichungen 

1 
h=H(p)' 

1 
A = Z(p) 



Die Methode der Potenzreihen. 21 

sind nur symbolisch zu verstehen; es entsteht daher als Aufgabe der 
Operatorenrechnung, ihren physikalischen Inhalt und insbesondere 
die Bedeutung des Operators p darzulegen. Hierzu brauchen wir nur 
auf die Integralgleichung (13) des vorhergehenden Kapitels zuriick
zugreifen. Man erkennt, daB die Heavisideschen symbolischen Glei
chungen (7) und (6) identisch sind mit den Integralgleichungen: 

00 

_1_ =fA(t) e-fltdt. 
pZ(p) ", 

o 
00 

_1_ = fh (t) e- flt dt. 
pH(p) 

o 

(8) 

(9) 

Diese Integralgleichungen vermitteIn uns also die Deutung und das 
Verstandnis der Operatorengleichungen und liefern una zugleich durch 
ihre Losung die RegeIn fiir die Operatorenrechnung. Mit Hilfe dieses 
Satzes sind wir nunmehr in der Lage, die urspriingliche Aufgabe urn
zukehren und aus bekannten Losungen solcher Integralgleichungen 
den Sinn der Operatorengleichungen abzuleiten und die Losungen zu 
verifizieren. 

Heavisides eigene Anschauungen uber seine Methode der Losung 
solcher Aufgaben lassen sich etwa folgendermaBen schildern: 

Die Operatorengleichung h = H ~p) ist der Differentialgleichung voU

standig gleichwertig und muB daher auch samtliche fiir die Losung 
notwendigen Angaben enthalten, vorausgesetzt, daB wir verstehen, 
das Wesen der symbolischen Operatorengleichung richtig zu deuten. 
Diese richtige Auslegung gewinnen wir nach H ea viside durch Analogie
schlusse, indem wir die Operatorengleichung mit bekannten Losungen 
bestimmter Aufgaben vergleichen. Hieraus entspringen allgemeine 
RegeIn fUr die Umwandlung der Operatorengleichung in die gesuchte 
explizite Losung. 

12. Die Methode der Potenzreihen. Wir wahlen als Ausgangspunkt 
fur die erste Regel die folgende einfache Aufgabe: 

Ein Stromkreis besteht aus einem Widerstand Rin Reihe mit einer 
Induktivitat L. Es ist der durch den EinheitsstoB der Spannung ver
ursachte Strom A zu bestimmen. Die Differentialgleichung des Stromes 
lautet 

L dA + RA = 1 dt t> 0, (10) 

wobei A der Ubergangsleitwert ist. Ersetzt man :t durch p, so erhaIt 

man die Operatorengleichung 
1 

A = pL+R' (11) 
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Die Losung kann leicht direkt aus Gleichung (10) abgeleitet werden: 

1 ( -~) A = R 1 - e T • (12) 

Dabei bedeutet T = ! die Zeitkonstante des Kreises. Die Losung be

friedigt die Differentialgleichung und erfiillt die Grenzbedingung, denn 
fiir t = 0 ist der Strom gleich Null. 

Entwickelt man nun die Operatorengleichung binomisch nach Poten-

zen von.!. , so erhiilt man formal die unendliche geometrische Reihe 
p 

A = L(1~_1) =~[plT-(p1Tr+(p1Tr-(p~)'+··· J. (13) 
P pT 

Wir entwickeln andererseits die Losung (12) nach Potenzen von t: 

A = ~ [~ (!.-) _ ~ (!.-)2 + ~ (!.-)3 - ... ] R 1! T 2! T 3! T . (14) 

Durch Vergleich beider Entwicklungen sehen wir, daB die Operatoren

entwicklung in die der expliziten Losung durch die Deutung : gleich P, P n. 
iibergefiihrt wird. Dieser induktiv gewonnene Satz bildet die Grund-
lage der Heavisideschen Losung mitteIs Potenzreihen. 

Es muB hier jedoch auf zwei wichtige Bedingungen des Verfahrens 
hingewiesen werden. Erstens ist die Umwandlung der Operatoren-

gleichung in eine Losung nur bei der Entwicklung nach _1_ moglich. 
p 

Ersetzt man z. B. in der unentwickelten Operatorengleichung 

1 
A = -, (15) 

pTR (1 + p~) 
~ durch ;!' so erhiilt man 

A (16) 

Dieses Ergebnis ist faIsch. Entwickelt man andererseits nach steigen
den statt nach fallenden Potenzen von p, so ergibt sich 

1 
A = R [I-(pT) + (pT)2- ... ]. . (17) 

Rier ist kein Vergleich mit (14) moglich, und es kann daher dieser Ent
wicklung keine physikalische Bedeutung zugesprochen werden. Die 
Operatorengleichung kann aIso nur dann in eine explizite Losung um
gewandelt werden, wenn man die passende Entwicklung der Stamm
funktion oder richtiger ihres reziproken Wertes gefunden hat. 
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Endlich bemerken wir, daB wir beim Anschreiben der Operatoren
gleichung und bei ihrer Umwandlung in die Losung die Grenzbedin
gungen vollkommen auBer acht lassen konnten. Hierauf beruht der 
groBe Vorteil der Operatorenrechnung. Die Grenzbedingungen sind 
automatisch beriicksichtigt, vorausgesetzt, daB es sich um Bedingungen 
des Gleichgewichtes handelt. Dies solI noch ausfiihrlich am folgenden 
Beispiel erlautert werden. 

13. Einschalten eines Schwingnngskreises. Wir betrachten einen 
Stromkreis, der sich aus einem Widerstand R, einer Induktivitat L 
und einer Kapazitat 0 nach Abb. I zusammensetzt, und an den ein 
EinheitsstoB der Spannung gelegt wird. Gesucht wird die Aufladung 
des Kondensators. FUr seine Ladung Q gilt: 

(L ::1 + R :t + ~) Q = I, t> O. (IS) 

Man erhii.lt hieraus die Operatorengleichungen 

wobei gesetzt ist 

1 
Q= 1 ' 

Lpl+Rp+C 

Q = ( 1 I)' LpS I+-+~ pT pi 

1 

und 2_ 1 
w - LO' 

Entwickelt man binomisch, so wird 

Q= L~I [I - (pIT + ~) + (pIT + ;:y _(pIT + ;:r _ ... J, 
oder nach Potenzen von p geordnet: 

(19) 

(20) 

(21) 

_1_ [I _ Ct _ C2 + Cs + c, _ C6 _ C6 + ... J. (22) 
Lp2 p p2 r p' p6 p8 

Hierin ist 

Ersetzen wir auf Grund unsrer Rechenregel ~ durch t"" so erhalten wir 
di L" p n. 

e osung: 

(23) 
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Infolge des komplizierten Aufbaues der Koeffizienten erkennt man 
nicht ohneweiteres die Summe dieser Reihe. 1st jedoch R = 0, so 
folgt T = 00 und die Reihe vereinfacht sich zu 

o [:! (f~Cr - ~! (l~Cr + ~! (l~Cr - ... J, 
woraus unmittelbar folgt 

Q=O[I-COS t J. 
lLC 

(24) 

(25) 

Wir wollen diese Losung durch Vergleich mit der Losung der Differen
tialgleichung verifizieren. Diese lautet: 

(26) 

wobei kl und k2 Konstante sind, die aus den Grenzbedingungen bestimmt 
werden miissen, wahrend .Ill und A2 Wurzeln der Gleichung 

LA2 + RA+ ~ =0 (27) 

sind. Die Anfangsbedingungen (t = 0) mogen dem Gleichgewicht ent
dQ 

sprechen: Q und dt = O. Dann folgt 

und 

0+k1 +k2 =O, 
A1k1 + A2k2 = 0 

k AaC 
1 = -,---" 

"1 - "a 

k Al C 
2 =,---" 

"2 - "1 

L wobei nach (27) mit T = R 

.Ill =- 21T + V (frY - £02, 

A2 =- 21T - V (21TY -£02 . 

Entwickelt man nun 
Q = 0 + klCAt + k2Cl.. t , 

nach Potenzen von t, so wird 

(28) 

(29) 

(30) 

t t2 
Q = (0 + kl + k2) + (klAI + k2~) l! + (klAt + k2A~) 2! + .... (31) 

Fiihren wir fiir kl k2 Al A2 die oben berechneten Werte ein und ver
gleichen wir die erhaltene Reihe mit der aus der Operatorengleichung 
gefundenen, so erkennen wir sofort ihre Identitat. 

An dieses Beispiel kniipfen wir folgende Bemerkungen: 
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Zun.ii.chst haben wir gesehen, daB die Potenzreihenentwicklung oft 
sahr kompliziert im Aufbau der einzelnen Glieder wird, so daB man 
ihr Gesetz und ihre Summe nicht ohne weiteres erkennt. Dies ist be
sonders bei groBen, aus vielen Maschen zusammengesetzten Netzen der 
Fall. Die Berechnung der Koeffizienten der Reihe ist dann sehr miihsam. 

Andererseits ist aber auch die Losung solcher Aufgaben mit Hilfe 
der klassischen Methode oft mit wesentlich groBeren Schwierigkeiten 
verkniipft, so daB die praktische Durchfiihrung in Frage gestellt ist. 
Man hat namlich zunachst die Wurzeln von H (Ao) zu bestimmen. Dies 
erfordert bei komplizierten Netzen einen betrachtlichen Rechenaufwand. 
Dann muB man die Integrationskonstanten ermitteln, so daB die 
Losung den Grenzbedingungen geniigt. Wenn auch diese Rechnung 
vom theoretischen Standpunkt keine Schwierigkeiten besitzt, so ist 
die numerische Auswertung sehr umstandllch. 

Heaviside kommt also auf Grund von Analogieschliissen zu der 
Regel: 

Man entwickelt die rechte Seite der Operatorengleichung 

1 
h = H(P) (32) 

nach negativen Potenzen von p 

k = ao + a l + ~ + ... + a" + . . . (33) 
p pz p" 

und ersetze .~ durch t",. Die Operatorengleichung ergibt dann die expli-p n. 
zite LOsung in Gestalt einer Potenzreihe. 

1. alt aBtl a"t" 
Ib=ao+-+-+ ... +-+ ... l! 2! n! • (34) 

Vom Standpunkt einer mathematischen Theorie ist diese Ableitung 
auf Grund von Analogieschliissen durchaus ungeniigend. Deswegen ist 
es wichtig, diese Rechenregel direkt aus der IntegraIgleichung herzu
leiten. Wir nehmen an, daB in 

00 

P;(P) = fh(t) e-fltdt 
o 

die Funktion h(t) in eine Potenzreihe entwickelt werden kann: 

h + hI t + hBtB + ... 
o l! 2! • 

(35) 

(36) 

Setzen wir dies in (35) ein und integrieren gliedweise, so wird formal 
aus der rechten Seite: 

(37) 
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da 00 

S~"--e-'Jlt = _1_ fUr p > 0 
n! ~~ . (38) 

o 
Nun entwickeln wir die rechte Seite der Integralgleichung nach nega
tiven Potenzen von p: 

(39) 

wobei 

ao+~+~+~+ ... (40) p p2 p3 

die asymptotische Entwicklung von H ~p) ist. Vergleicht man beide 

Entwicklungen gliedweise, so erkennt man, daB hn = an und in "Ober
einstimmung mit Heaviside: 

al t a2 t2 

h(t) = ao + IT + 2! + . . . . (41) 

Diese Ableitung ergibt zwar ein richtiges Resultat, vom mathematischen 
Standpunkt sind jedoch betrachtliche Einwendungen zu machen. So 

hat z. B. die Entwicklung von H ~p) nur einen bestimmten Konvergenz

bereich, und nur in diesem ist die gliedweise Integration gestattet. 
Weiter haben wir angenommen, daB h(t) in eine Potenzreihe entwickel
bar ist. Diese Annahme ist eingehend zu priifen und nicht immer zu
lassig. Eine befriedigende Ableitung laBt sich auf folgendem Weg ge
winnen: 

Es sei H ~p) eine Funktion, welche die formale asymptotische Ent

wicklung hat: ~a .. 
~p" 
o 

und welche keine AnteiIe besitzt, die starker verschwinden ala jede 
noch so hohe Potenz von p. Eine solche Ausnahmefunktion wiirde 
z. B. e-'Jl sein. Unter dieser Einschrankung betrachten wir die Integral
gleichung und integrieren partielI. Wir erhalten: 

00 

H~P) = h(O) + Se-:Pth(l) (t) dt, (42) 
o 

wobei h(n) (t) ala Abkiirwng fiir :; .. h (t) geschrieben ist. Geht nun p 

gegen unendIich, so verschwindet das Integral und aus der asympto
tischen Entwicklung folgt: 

(43) 
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1 
1m Grenzfall hat H(p) den Wert ao. Also 

h(O) = ao• 

Integrieren wir nunmehr nochmals partiell, so wird 
00 

P (H~P) - ao) = hell (0) + S e- pt h(ll)(t) dt. 
o 

27 

(44) 

Wiederum werde p unendlich. In der Grenze wird die linke Seite der 
Gleichung zu a l und wir erhalten: 

hell (0) = a1 • 

Wir konnen auf diese Weise durch fortgesetzte parlielle Integration 
ableiten 

hen) (0) = an. 

Andererseits lautet die Taylorsche Entwicklung von h (t): 

h(t) = h (0) + hPI (0) t + he21 (0) t2 + . . . . (45) 
I! 2! ' 

wir erhalten also, wenn wir die Konvergenz dieser Entwick
lung vora Ulirsetzen: 

~t as t2 ~ afttR 

h(t) = ao + 1T+ 21+··· = L.; nl' (46) 
o 

Damit haben wir die Potenzreihenentwicklung abgeleitet. Es sei aber 
ausdriicklich bemerkt, daB die Konvergenz der Entwicklung damit 
noch nicht bewiesen ist. Es ist jedoch dem Verfasser kein physikalisches 
Beispiel bekannt, bei dem H (p) asymptotisch entwickelbar ist, ohne 
daB die Potenzreihe konvergiert. Andererseits gibt es aber viele physi
kalische Aufgaben, bei denen eine Losung in Form einer Potenzreihe 
nicht existiert. 

14. Technik der Reihenentwicklung. Die Entwicklung der Opera
torengleichung in eine explizite LOsung nennt Heaviside die "AIge
braisierung" der Gleichung. 1m Fall der Potenzreihenentwicklung be
ruht die Algebraisierung in der Entwicklung der Stammfunktion 

(47) 

Wir wollen jetzt diese Reihe als die Entwicklung nach einer wirklich 
existierenden Variablen p betrachten und nicht nur als eine symbo
lische Entwicklung. Die Reihe besitzt dann einen bestimmten Konver
genzbereich. Doch brauchen wir hierauf keine Riicksicht zu nehmen, 
da die eigentliche Entwicklung lautet 

(48) 
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Diese Reihe wird von Borel als assoziierte Funktion bezeichnet 
und spielt in seinen Untersuchungen uber die Summierbarkeit diver
genter Reihen eine groBe Rolle. 

Der Vorgang der "Algebraisierung" kann oft durch eine einfache 
binomische Entwicklung erzielt werden, wie es schon bei den oben be
handelten Beispielen der Fall war. Wenn eine Potenzreihe wirklich 
existiert, fiihrt folgender Weg zum Ziel: 

Wir schreiben 
1 1 

H (p) = H (!) = G(x) (49) 

und entwickeln G(x) nach Taylor: 

G(x) = G(O) + G(1)(O) :! + G(2) (0) :! + ... , (50) 

wobei 
G(n) (0) = [d"G(X)] . 

dx" z=o 
(51) 

B . h . Abk" G"(O)'t ezelC nen Wlr zur urzung -, ml an und ersetzen wir xn durch 
1 n. 

P'" so wird: 
(52) 

Obwohl dieser schulmaBige Weg der Algebraisierung immer richtig ist, 
kann man bei vielen Aufgaben aus dem Charakter der Funktion H (p) 
viel schneller eine Entwicklung erkennen. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung fur die Existenz einer 
Potenzreihen16sung ist also durch die Entwickelbarkeit der Funktion 
G(x) nach Potenzen von x gegeben. 

15. Kritik der PotenzreihenlOsung. Es wurde bereits erwahnt, daB 
bei einer bestimmten Klasse von Aufgaben, die sich mit Freileitungen 
und Kabeln befassen, eine Potenzreihe nicht existiert, wenn sich auch 
Reihen angeben lassen, die nach gebrochenen Potenzen von t fortschrei
ten. In allen Fallen jedoch, in denen Potenzreihen existieren, ist diese 
Losung jeder anderen in bezug auf Einfachheit der Ableitung uberlegen. 
Ihr groBerer Nachteil beruht darin, daB ihre Auswertung wegen der 
groBen Gliederzahl numerisch sehr umstandlich ist, es sei denn, daB 
sich unmittelbar die Summe der Reihe angeben laBt oder es sich nur 
um kleine Werte der Zeit t handelt. Dieser Nachteil haftet allen Potenz
reihen an. Heaviside selbst uberschatzt den Wert der Potenzreihen 
vom Standpunkt der angewandten Mathematik. Er verlangt von einer 
Losung, daB sie auch wirklich numerisch berechnet werden kann, 
und wendet sich gegen reine Mathematiker, von denen seiner Meinung 
nach oft Losungen angegeben werden, die eigentlich nur eine Um-
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sehreibung der gegebenen Differentialgleiehung bedeuten. Er sagt an 
einer Stelle: "Ieh bedaure, daB das Resultat so kompliziert ist. Es 
bestehen jedoeh nur zwei Mogliehkeiten: entweder kann man die Losung 
dureh eine unendliche Reihe oder durch ein bestimmtes Integral wieder
geben. Das Integral ist nutzlos, solange es nicht ausgewertet ist. Man 
muB also das Ergebnis in Form einer Reihe angeben." 1m Gegensatz 
hierzu sei bemerkt, daB Losungen in Form bestimmter Integrale oft 
wertvoll sind. Es sei nur auf die in neuerer Zeit so wiehtig gewordene 
PaBmethode zur Bereehnung soleher Integrale hingewiesen, welehe 
gesehlossene asymptotisehe Formeln der dargestellten Funktionen er
geben. Gerade die Eigensehaften der fur die Physik wiehtigen mathe
matisehen Funktionen sind nieht immer aus Reihenentwicklungen, 
sondern oft auf anderen Wegen erkannt worden. 

16. Die Methode der Partialbruchzerlegung. Wir wenden uns jetzt 
zu einer anderen fur die teehnisehen Anwendungen sehr wichtigen Form 
der Losung. Heaviside gibt diese zweite Losung ohne jeden Beweis; 
wir wollen deshalb zunachst ebenfalls nur ihre Methodik formulieren 
und sie erst spater aus der Integralgleichung herleiten. 

Wir gehen von der Operatorengleiehung aus: 

1 
h = H(p) (53) 

und konnen die Losung sehreiben: 

1 "ePit 

h = H(O) + f}PkHI(Pk)' (54) 

Darin sind PI' P2' ..• , P .. die n Wurzeln der Gleiehung H(p) = 0 und 

H' (Pk) = [dd H (p)] • (55) 
P P=Pi 

Diese Losung wurde von Heaviside als "the expansion theorem" be
zeiehnet. Man wiirde wohl besser und bezeichnender von einer Ent
wieklung naeh den eharakteristisehen oder Eigenschwingungen spre
chen. H ea viside hat, wie bereits bemerkt, einen Beweis dieser Losungs
methode nicht angegeben. Es ist spater von K. W. Wagner und un
abhangig hiervon durch M. S. Vallarta darauf hingewiesen worden, 
daB auf Grund einiger Andeutungen in Heavisides Sehriften ein Beweis 
.mit Hilfe des Residuen-Satzes erbracht werden kann. 

Die Ableitung dieser Form der Losung aus der Integralgleichung 
ist sehr einfach, wenn sich auch fUr manche Aufgaben einige Sehwierig
keiten ergeben. Sie folgt unmittelbar durch eine Partialbruchzerlegung 
aus co 

_1_ =fh(t) e-ptdt. 
pH(p) 

o 
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Es ist namIich: 
'II 

1 1 J; 1 
pH(p) = pH(O) + ..4./ (P-Pi)PiH'(Pi)' 

/=1 

(56) 

wobei wie oben PI' P2 ..• P'1I die n Wurzeln der Gleichung H(p) = 0 
sind und 

H' (PI) = [:pH (P)]P=PI 

Parlialbruchzerlegungen dieser .Art werden in der elementaren Algebra 
ausfiihrIich behandelt und auf ihre Giiltigkeit hin untersucht. 

Aus (56) folgt fiir die Integralgleichung 

'11 00 

P~(O) + ? (p_P/)lp1H'(P/) = /h(t)e-Ptdt. (57) 

Die Entwicklung der Iinken Seite dieser Gleichung legt nahe, auch 
fUr die rechte Seite eine ahnIiche Entwicklung zu versuchen. Wir 
setzen also 

h (t) = ho (t) + hi (t) + hs (t) + ... + h'1l (t) (58) 

'und unterwerfen die Teilfunktionen der Bedingung: 

00 

P~(O) = Sho(t)e-Ptdt. 
o 

C/J 

(59) 

( )1 H'( )=fkl(t)e-Ptdt, j=I,2, ... ,n. (60) 
P-PI Pi PI 

o 

Addiert man (59) und (60), so folgt mit (58) unmittelbar, daB Glei
chung (56) erfiillt wird. Wir erhalten also eine Losung von (56), voraus
gesetzt, daB ko ... k'1l aus (59) und (60) berechnet werden konnen. 

Nun ist 

(61) 

wobei der Realteil von A nicht positiv sein dad; diese Bedingung ist 
bei allen Aufgaben Iinearer elektrischer Netze erfiillt. Wir sehen dannt 
daB (57) und (58) befriedigt werden, wenn wir setzen: 

1 
ko (t) = ko = H (0) , 

(62) 
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Es folgt durch Summation aller Teillosungen unmittelbar die gesuchte 
Losung mittels Partialbruchzerlegungen: 

I n ePlt 

h (t) = H (0) + f: PI H' (PI) • (63) 

Wir haben bereits erwahnt, daB die Zerlegung der Funktion H (p) 
in Partialbriiche an einige einschrankende Bedingungen gekniipft ist. 

Es darf zunachst keine der Wurzeln den Wert Null haben. Ferner 

diirfen mehrfache Wurzeln nicht vorhanden sein und es darf H~P) an 

keiner Stelle unbestimmt sein. Diese Bedingungen sind bei endlichen 
Netzen immer erfiillt, oder konnen durch eine geringfiigige Abanderung 
der Operatorengleichung befriedigt werden. So kann man den Fall 
mehrfacher Wurzeln dadurch behandeln, daB man die Wurzeln zu
nachst ala voneinander verschieden annimmt und in der Losung den 
Grenziibergang verschwindender Differenz der Wurzeln ausfiihrt. Jeden
falls fiihrt die Methode der Partialbruchzerlegung stets dann zur Losung, 
wenn eine Losung durch Eigenschwingungen iiberhaupt existiert; denn 
die allgemeine Losung eines Systems linearer Differentialgleichungen, 

welches der Operatorengleichung h = H~P) aquivalent ist, lautet 

" h(t) = 0 0 + .2} 0 1 ePft , 
1 

wobei Pi' die i-te Wurzel der Gleichung H(p) = 0 und 0 0 , 01> .. " On 
die Integrationskonstanten darstellen, die in bekannter Weise aus den 
Grenzbedingungen zu bestimmen sind. Das Summenzeichen ist iiber 
samtliche Wurzeln von H (p) zu erstrecken und es ist angenommen, 
daB keine mehrfache Wurzeln oder der Wert Null ala Wurzel auftreten. 

Wir setzen diese bekannte Losung nun in die Integralgleichung ein 
und fiihren die Integration gliedweise aus. Wir erhalten: 

_1 __ 0 'J~ 
H(p) - 0 + P.L.J P _ PI • 

Setzt man p = 0, so ergibt sich unmittelbar 
1 

00 = H(O)' 

Um 0i zu bestimmen, setzen wir p = Pi + q, wobei q eine kleine GroBe 
sei, die wir spater Null werden lassen. Wir konnen dann schreiben 

o H(p) + "pH(p)O = 1. 
o .L.J P _ PI i 

1st nun p = Pi + q und geht q gegen Null, so erhalten wir in der Grenze 
mittela Taylorscher Entwicklung, wenn H(Pi) = 0 beachtet wird: 

, PIH'(P/) 0 1 = 1, 
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oder 

Es folgt damit 

womit wiederum die Losung durch Partialbruchzerlegung gefunden ist. 
17. Anwcndungen der Parlialbruchzerlegung. Wir wahlen dasselbe 

Beispiel wie bei der Losung mit Potenzreihen. Der EinheitsstoB der 
Spannung werde an ein aus einer Kapazitat 0 einem Widerstand R 
und einer Selbstinduktivitat L gebildetes System gelegt. Gefragt ist 
na.ch der Ladung Q des Kondensators. Die Operatorengleichung 
lautet 

oder 1 . 
Q= , 

L (pI + ~ + WI) 

wobei T = i und w2 = lo ist. 

Die Wurzeln der Gleichung H(p) = 0 sind zu bestimmen aus 

p2 + ~ + Wll = 0 
zu 

Pa = - 21p - JI (2IpY' - WI = - 21p - fJ· 

Weiter ist H'(p) = 2L (p + ;p), so da6 

H'(Pl) = 2fJL, 

und 
H'(P2) = -2fJL 

1 1 
H (0) = L WI = O. 

Setzen wir dies in (53) ein, so wird 

_ e- 2'P ( e+ Pc e- Pc ) 
Q-O- 2{JL -1----1-- . 

2P- {J 2P+ {J 

Es ist nun leicht na.chzuweisen, daB diese Losung die Grenzbedingungen 
befriedigt : 

Q = 0 und ~~ = 0 fur t = o. 
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I 2 1 st co > 2 T' so ist {3 rein imaginar 

und 
{3 = ico Jh - (2~wr = ico' 

t ) -- 1 
e 2P (WI cos w' t + - sin w' t 

Q=O- 2T. 

w' L [(2~r + W'2J 
Wir wollen die Methode der Partialbruchzerlegung mit der Potenz

reihenentwicklung kritisch vergleichen: 
Die Partialbruchentwicklung ist viel einfacher aus der Operatoren

gleichung abzuleiten und ihre numerische Auswertung ist weniger 
umstandlich. Mit Hille einer Tafel der Exponential- und trigonometri
schen Funktionen kann die Losung sofort fiir jeden beliebigen Wert 
von t angegeben werden, wahrend die Potenzreihenlosung fiir groBe 
Werte von t betrachtliche Rechenarbeit erfordert. Ein dritter wichtiger 
Vorzug der Partialbruchzerlegung beruht darauf, daB man ohne Rech
nung den allgemeinen Aufbau der Losung und insbesondere den EinfluB 
der einzelnen Elemente des Netzes erkennen kann. 

Gerade diese Eigenschaft der Partialbruchzerlegung ist fiir die 
technischen Anwendungen auBerordentlich wichtig. Eine Losung, 
welche sofort den Zusammenhang der Konstanten eines Netzes ergibt, 
auch wenn ihre Berechnung im einzelnen noch so umstandlich sein 
mag, ist jeder andern weit iiberlegen, die zwar einfacher numerisch 
auszuwerten ist, aber keinerlei Anhalt iiber den allgemeinen Aufbau 
enthiilt. 

Leider konnen all diese Vorteile der Partialbruchzerlegung, welche 
sich in besonders klarer Form an dem ausgefiihrten Beispiel gezeigt 
haben, nicht als spezifische Eigenschaften dieser Losung bezeichnet 
werden; denn die Bestimmung der Wurzeln der Stammfunktion wird 
praktisch unmoglich, wenn ein Netz mit einer groBeren Zahl von Frei
heitsgraden vorgegeben ist. Man ist dann nicht in der Lage, ohne 
weiteres den Aufbau der Losung zu erkennen und ihre Auswertung ge
staltet sich sehr miihsam. In solchen Fallen hiingt der Wert und die 
Brauchbarkeit der Partialbruchzerlegung wie der Potenzreihenent· 
wicklung davon ab, ob es gelingt, den erhaltenen Ausdruck zu sum
mieren. Besonders deutlich tritt dies bei den Aufgaben hervor, die 
sich mit Freileitungen oder Kabeln befassen. In diesem Fall sind 
unendlich viele Wurzeln der Gleichung H(p) = 0 vorhanden und die 
direkte Berechnung der Losung mittels der Partialbruchentwicklung 
ist mit Ausnahme eines Falles (des induktionsfreien Kabels) nahezu 
aussichtslos. 

Carson-Ollendorff, AusgieichsvorgAnge. 3 
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IV. Allgemeine 8iitze nnd Formeln fur die Losnng 
von Operatorengleichnngen. 

18. Umkehrung der urspriinglichen Aufgabe. Wir haben gesehen, 
daB die Operatorengleiohung 

1 
h = H(p) 

eine symbolisohe oder abgekiirzte Sohreibweise der Integralgleiohung 

1 00 

-- = J h{t)e-P'dt 
pH(p) 0 

(I) 

ist. Aus dieser Integralgleiohung hatten wir zwei wiohtige Formen der 
Heavisidesohen Losung: die Potenzreihenentwioklung und die Partial
bruohzerlegung abgeleitet. Wir hatten gezeigt, daB beide Darstellungen 
gleiohwertig sind, und es hatte sioh hieraus die Begriindung der Opera
torenrechnung auf deduktivem Wege an Stelle der induktiven SohluB
weise ergeben. 1m vorliegenden Kapitel wollen wir die Aquivalenz 
der beiden Gleiohungen dazu verwenden, einige allgemeine Lehrsatze 
und Formeln fiir die Losung der Operatorengleiohungen zu gewinnen. 
Denn wir konnen aus jeder moglichen Losung der Integralgleichung 
einer Losung der Operatorengleichung ableiten. Insbesondere werden 
wir also die Zeitfunktion als gegeben annehmen und dann mit Hilfe 
der Integralgleichung zwangslaufig die Losung der zugehOrigen Opera
torengleiohung erhalten. Diese reziproke Aufgabe kann physikalisoh 
gedeutet werden, indem sie die Frage nach dem sohaltteohnisohen 
Aufbau eines Systems beantwortet, in welchem fiir den Strom eine 
vorgegebene Kurvenform verlangt wird. 

19. Berechnung einigor bestimmter Integrale. Wir bemerken zu
naohst, daB eine groBe Anzahl von Integralen der Form 

00 J I{t) e-ptdt 
o 

(2) 

explizit bekannt sind. J edes dieser Integrale liefert uns also zugleich 
die Losung einer Operatorengleiohung. Es werden natiirlich nicht aIle 
diese Operatorengleichungen eine physikalisohe Bedeutung haben, aber 
fiir viele wird es zutreffen. Die fiir die technischen Anwendungen wich
tigsten Gleichungen sind in einer Tafel als Anhang des B'uches zusammen
gestellt. Wir werden spater bei der Behandlung spezieller Aufgaben 
stets auf diese Zusammenstellung zuriiokgreifen und geben hier die 
Ableitung dieser wichtigen Formeln, indem wir bei jedem Integral auf 
die fiir die Auswertung notwendige Substitution hinweisen. 
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00 00 1 
a) fe-p, e-Atdt = fe-(P+l)tdt =-

P+A' o 0 

00 t" 1 
b) fe-pt-dt=-

~ n! p"+l 

00 t" 1 
f e-pt e-Atdt ~ :--.,---;:-:---:-: 

n! - (p + A)R+l 
o 

n ganzzahlig und positiv, 

die Auswertung erfolgt mittels wiederholter partieller Integration. 

) fao -pl' 'tdt - A c e sm II. - 2 + A2 , 
o p 

]e-PlCOSAtdt= 2+P AI' 
o p 

35 

eHU - e-iH e+Ht + e-iU 
Man beachte sin A t = 2 i und cos A t = 2 und fiihrt 

damit die Integrale c) auf a) zuriick. 

co f e-P. (2t)" 1 
--=~---'----=--- d t = --= . 
tntl . 3 . 5 ... (2n·- 1) P"tp 

o 
fIl 

Die Substitution r p t = x fiihrt auf das Fehlerintegral: :"fe -u2 du. In 
o 

Es ist identisch (fit - J/;-) 2 = p t + -~ - 2 r A p . Das Integral 

lautet also 

3* 
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und geht mit t' = t V~ uber in: 

-Ja> - y;.p(V?- ~)2 
-2VI.p 1/i.. e , Vt d' 

e 'Y- 4 t. 
n y~t'¥t' 

o p 
- 1 

Man setze nunmehr 1 t' = u und --= = u und erhiilt die beiden 
f t' gleichen Integrale: 00 

--f -V!.p( u- ~ r 
2 e-2V1P 1/3- e U du r n 4 'i..' 

o VIi U2 

00 

-J!Tfe-VIP(u-~r 
2e-2V J. P V1i iIT duo 

o VIi 
Addiert man sie, so findet man fur das gesuchte Integral 

-d).-JOOe-V;:p(u-~r ( I) 
e- 2V J.p Y n y! I + US du 

o p und mit 

YIP ( u - !) = y, also YIP (I + ~s) du = dy 
ergibt sich 

00 -00 

f) je-(Pt++) =e-2~. 
fnt tp 

o 
Dieses Integral erhiilt man aus e) durch Differentiation nach p und 

Multiplikation mit 1 
fA 

g) 
00 

f e-ptJo(),t)dt= 1_, 
o fpZ +).s 

00 

fe-pte-UJ (i),t)dt= 1 
o 0 fpZ+2)'p' 

00 

fe-'PtJ,,(At)dt=! (r-;,p)", wobei r2=p2+A2. 
o 
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Man wertet diese Integrale aus, indem fur die Besselschen Funk
tionen ihre Definitionen mittels der Integraldarstellung 

+n 

J n (e) = 21n f eieCosP • t" 0-i) dfJ 

eingefiihrt werden. Durch diese Substitution werden die vorgelegten 
Integrale in Doppelintegrale nach t und fJ verwandelt, die durch Ver
tauschen der Integrationsfolge elementar integriert werden konnen. 

man setzt ft2 - ;'2 = u und erhalt 

-Cber die weitere Berechnung dieses Integrals vergleiche Riemann
Weberl. 

20. Der Satz von Borel. Wir zitieren zunachst ohne Beweis einen 
Satz von Bore}2, den wir spater oft anwenden werden. 

Sind drei Funktionen I(t), h(t) und 12(t) durch folgende Integral
gleichungen definiert: 

00 

F (p) = f I(t) e-Ptdt, 
o 

co 

Fl (p) = f 11 (t) e- pt dt, 
o 
co 

F2 (p) = f 12 (t) e- pt dt 
o 

und besteht zwischen F, F1 , F2 die Beziehung: 

F (p) = Fl (p) ·F2 (p) , 

(3) 

(4) 

1 Riemann-Weber: Die Differential- und Integralgleichungen der Mecha
nik und Physik, herausgegeben von Ph. Frank und R. v. Mises. 7. Aufl. 
Bd. II, S.544-546. Braunschweig 1927. 

2 Ein Bewei~ dieses wichtigen Satzes findet sich bei: Borel: LeQons sur 
les Series Divergentes (1901) S.104. Man vergleiche weiter auch Bromwich: 
Theory of Infinite Series, S.280-281. Ford: Studies on Divergent Series 
and Summability, S. 93-94 (erschienen als Bd. II der Michigan University 
Science (Mac Millan). Ein Beweis auf Grund der J aco biRchen Transformation 
eines Doppelintegrales steht bei Ed wards: Integral Calculus Bd. II, S.I4-15. 
1922. 
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so ist t 

I(t) = J 11 (.) 12 (t -.) d. 
o 

t (5) 

= J 12 (.) II (t - .) d •. 
o 

Mit diesem Satz konnen jetzt folgende Grundsatze der Operatoren
rechnung aus der Integralgleichung deduktiv abgeleitet werden. 

21. Der Additionssatz. LaSt sich in der Operatorengleichung h = H~P) 
die verallgemeinerte Stammfunktion H(p) in eine Summe von einzel
nen Gliedern zerlegen, so daB 

1 1 1 1 
H(p) = H1(p) + H2 (p) + ... + Hn(p) 

und kann man fiir die Operatorengleichungen der Summanden 
1 

hI = k-;{p} , 

1 
h2 = H2 (p)' 

die Losung angeben, so ist 

h = hI + h2 + ... + hn • 

(6) 

(7) 

Dieser Satz ist aus der Definition des Integrales heraus fiir eine endliche 
Anzahl von Summanden so einleuchtend, daB er keines besonderen Be
weises bedarf. Die Losung mittels Potenzreihen oder mittels der Par
tialbruchzerlegung sind Beispiele seiner Anwendung. 

22. Multiplikation der Stammfunktion mit dem Operator. Sind zwei 
Funktionen h (t) und g (t) durch die Operatorengleichungen 

1 
h= H(p) , 

1 (8) 

g = p-H(p) 

definiert, so folgt 
t 

g (t) = J h (.) d •• 
o 

Um diesen Satz zu beweisen, gehen wir von den Integralgleichungen 
aus 

00 

_1_ -fh() -ptd pH(p) - t e t, (9) 
o 

I I SOO - td 
p~[pH(p)j = p2H(p) = g(t)e p t. (10) 

o 
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Auf die zweite dieser Gleichungen kann unmittelbar der Borelsche 
Satz angewandt werden. Die Faktorfunktionen 11 und 12 des Borelschen 
Satzes sind dabei definiert durch die Gleichungen: 

00 t- = f 11 (t) e- pt dt , 
o 

P~(p) = JI2(t)e- Pt dt. 
o 

Ihre Losung ist bekannt: 
11 (t) = 1. 

12 (t) = h (t) • 

Mit dem Borelschen Satz folgt 
t 

get) = J h (7:) d7:. 
o 

(Il) 

(12) 

(13) 

23. Der Divisionssatz. Sind h = h(t) und g = get) definiert durch 
die Integralgleichungen 

1 
h= H(p) , 

p 
g = H(p) , 

so folgt hieraus, wenn h (0) = 0 ist: 

d 
get) = dt"h(t). 

Die Integralgleichungen ffir diesen Fall lauten: 

p; (p) = I h (t) e- pt dt, 
o 

p :(p) = H~P) = I get) e- pt dt. 
o 

Integriert man die erste Gleichung partiell, so wird 
00 

_ .. _I _ = h (0) + ~fh' (t) e- pt dt 
pH(p) p P , 

o 

wobei h' (t) = d~ h (t) . 

1st nun h (0) = 0, so erhalten wir 
00 

H~P) = f h' (t) e-pt dt. 
o 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 
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Ein Vergleich mit der Integralgleichung fUr get) zeigt sofort, daB 
g(t) = hi (t), da die Integraigieichung die Funktion eindeutig be
stimmt. 

Der Satz uber die Multiplikation der Stammfunktion mit einem 
Operator und der Divisionssatz begriinden die Heavisidesche 

1 t d 
Rechenregel, wonach p durch [dt und p durch de ersetzt werden 

konnen. 
24. Der Multiplikationssatz. Kann man in der Operatorengleichung 

1 
h = H (p) die verallgemeinerte Stammfunktion in ein Produkt 

zerlegen und geiten fur die FaIrtoren die Operatorengleichungen 
1 

hI = HI (p) , 

so folgt: 

1 
h2 = H.(p) , 

t 

h (t) = :t f ~ (1') h2 (t - 1') d1' , 
o 

t 

= :tf h2 (1') h] (t-1') d1'. 
o 

(18) 

(19) 

(20) 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem Borelschen Satz und den 
oben abgeleiteten Satzen. Die Integralgleichungen lauren: 

Definiert man nun eine Hilfsfunktion g (t) durch die Operatoren-
gleichung 1 

so folgt: 
g = pH(p)' 

1 (23) 
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und mit dem Borelschen Satz: 
t 

g (t) = Jhl (l') h2 (t - l') dl' , 
o 
t 

= Jh2 (l') hI (t - l') dl' . 
o 

41 

(24) 

Hieraus ergibt sich zunachst g(O) = 0 und weiter durch Vergleich der 
Operatorengleichungen fUr h und g mit dem Divisionssatz 

Man erhalt also: 

d 
h(l) = ([tg(t). 

t 

h (t) = :t J hdl') h2 (t-l') dl', 
o 

t 

= :t J h2 (l') hI (t - l') dl' . 
o 

(25) 

(26) 

Dieser Satz ist von Heaviside nicht angegeben. Er ist jedoch von 
Bedeutung bei Aufgaben, die sich mit Ausgleichsvorgangen langs 
Kabeln und Freileitungen befassen. 

25. Der Verschiebungssatz. Es seien h = h(t) und g = get) de£iniert 
durch die Integralgleichungen 

1 
h = H(p) , 

1 
(27) 

g = H(p + A) , 

wobei A ein positiver, reeller Parameter sei. Hieraus folgt 

t 

get) = [1 + AJ dt]e-I.th(t). (28) 
o 

Zum Beweis gehen wir wieder von den Integralgleichungen aus 

~l_-S"'h() -ptd 
pH(p) - t e t, 

o 

1 -S'" () -ptd pH(P+A)- gte t, 

(29) 

o 

Ersetzen wir in der ersten Gleichung p durch q + A, so wird 

(30) 
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Kehren wir zur urspriinglichen Bezeichnung zuriick (q = p), so ist 

(p+J.)i(p+J.) = Sh(t)e- 1t e- p'dt. 
o 

Die Integralgleichung fiir get) konnen wir nun schreiben 

'" (1 + ~) (p+J.)i(p+J.) = f g(t)e-P'dt. 
o 

(a) 

(b) 

Durch Vergleichen von (a) und (b) folgt mit Riicksicht auf 21 und 22 
t 

get) = [1 + AI dt]e-1-t h(t). 
o 

Aus dem Vorhergehenden ergibt sich ala Nebenresultat der Hilfssatz: 
Sind h(t) und get) definiert durch die Operatorengleichungen 

so folgt: 

1 
h = H(p) , 

g = (p + J.) ':(P + J.)' 

get) = h (t) e-1t • 

Den Beweis iiberlassen wir dem Leser ala Vbungsaufgabe. 
26. Der Ahnlichkeitssatz. Sind h(t) und get) definiert durch die 

Operatorengleichungen 
1 

-", = H(p)' 

1 
(31) 

g = H(J.p) , 

wobei A ein reeller, positiver Parameter ist, so folgt 

g (t) = h (1). (32) 

-Wir fiihren den Beweis, indem wir von den Integralgleichungen aus
gehen 

und ersetzen 
dann 

'" 
P;(P) = fh(t)e-p'dt, 

o 

'" 
PH1(J.p) = f g (t) e- P ' dt, 

o 

in der ersten p durch A q und t durch ~. 

1 _ f"'-",(T) -!lTd 
q H (J.q) - T e T • 

o 

(33) 

Es ergibt sich 

(34) 
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Vertauschen wir wieder q mit p und l' mit t, so ist 
00 

P H1().P) = f 71,( ~) e- 21t dt, (35) 
o 

woraus unmittelbar durch Vergleich mit der Integralgleichung fiir 
get) folgt: 

g (t) = 71, (1). (36) 

Dieser Ahnlichkeitsatz findet Anwendung bei der Transformation des 
ZeitmaJlstabes und bei der Elimination unbequemer Konstanten. 

27. Der Verzogernngssatz. Sind 71, = h(t) und g = get) definiert 
durch die Operatorengleichungen 

1 
71,= H(p)' 

e-1p 

g= H(p) , 

wobei A positiv und reell sein solI, so folgt 

g (t) = 0 fur t < A, 

get) = h(t-A) fur t > A. 

(37) 

(38) 

Man bezeichnet A dabei ala die Latenszeit. Der Verzogerungssatz ist 
bei Wellenerscheinungen langs Leitungen mit endlicher Fortpflanzungs
geschwindigkeit mit Vorteil anwendbar. Seinen Beweis fiihren wir 
folgendermaJlen: 

1st eine Hilfsfunktion k = k (t) durch die Operatorengleichung 

gegeben, so wird mit Hilfe des Multiplikationssatzes 
t 

g (t) = ;t f k (l') 71, (t - -r) dl' • 
o 

(39) 

(a.) 

Nun ist die Operatorengleichung k = e-1p aquivalent der Integral
gleichung 

-I.p 00 

e_ = Jk(t)e-Pfdt. 
p 0 

(40) 

Die Losung dieser Gleichung lautet, wie man durch Einsetzen leicht 
verifiziert, 

k (t) = 0 fur t < A, 

k (t) = 1 fur t > A . 
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Fiir (a) ergibt sich hiermit 

g (t) = 0 fiir t<A., 
t 

g (t) = :t f k (t - -r) d-r fiir t > A. , 
A 

g (t) = k (t --r) fiir t> A. . 

(41) 

28. Die Operatorengleiehung fiir beliebigen SpannungsstoB. Wir 
wollen den Multiplikationssatz zur Ableitung eines weiteren wichtigen 
Satzes benutzen, der sich auf eingepragte Spannungen beliebigen zeit
lichen Verlaufes bezieht. Wir befreien uns hierdurch von der bisherigen 
Beschrankung auf den EinheitsstoB der Spannung. Bereits friiher hatten 
wir mit x(t) das Verhalten eines Netzes bezeichnet, an welches eine 
willkiirliche Spannung U = I (t) zur Zeit t = 0 gelegt wird. Entspre
chend hatten wir das Verhalten desselben Netzes fiir den Fall eines 
EinheitsstoBes der Spannung mit k(t) gekennzeichnet. Es war 

und 

t 

x (t) = 1t f k (-r) f (t -- -r) d-r 
o 

;( ) = J k(t) e- l1t dt. 
p p 0 

Die Spannung U = I(t) sei nun so gegeben, daB das Integral 

ausgewertet werden kann: 

00 

fl(t) e- l1t dt 
o 

fl(t) e-l1tdt = F(p) . 
o . p 

(42) 

(43) 

(44) 

(45) 

Dies ist fiir viele Spannungsformen, insbesondere fUr sinusformige 
Spannung der Fall. 

Aus dem Multiplikationssatz folgt dann, daB x(t) durch die Integral
gleichung bestimmt wird: 

F(p) =foox(t)e-Ptdt. 
pH(p) 

o 
(46) 

Damit haben wir das Verhalten eines Netzes bei beliebig vorgegebe
ner Spannung zuriickgefiihrt a.uf die Losung einer Integralgleichung 
desselben Aufbaues wie im FaIle eines EinheitsstoBes der Spannung. 
Hiermit ist zugleich die formale Erweiterung der Operatorenrechnung 
auf Spannungen beliebiger Kurvenform gegeben. 
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Denn sei das Verhalten eines Netzes beim EinheitsstoB der Span
nung gegeben durch die Operatorengleichung 

1 
h= H(p) 

und ersetzen wir den EinheitsstoB der Spannung zur Zeit t = 0 durch 
eine beliebige Spannung mit der Operatorengleichung 

E = U(p} 

oder der gleichwertigen Integralgleichung 

lE(t)e-Ptdt= U~p), 

so ist das Verhalten des Netzes gegeben durch 

U(p) 
x (t) = H(p)' 

Dabei ist x(t) aus der Integralgleichung zu bestimmen 

U(p} =f""x(t)e-Ptdt. 
pH(p) 0 

(47) 

(48) 

(49) 

29. Die Losung mittels Hilfsgleichung. LaBt sich die Operatoren
gleichung 

auf die Form bringen 

1 
h = H(p} 

F(p) 
h=l+AK(p)' 

(50) 

(51) 

wobei A ein reeller Parameter ist, und sind die Hilfsfunktionen f = f(t) 
und k = k(t) definiert durch 

f =F(p), 

k =K(p) , 

so bestimmt sich h(t) durch die Volterrasche Integralgleichung 
t 

h(t) =f(t) -A:tfh(T)k(t-·t")dT. 
o 

Dieser Satz findet Anwendung, wenn die numerische Auswertung der 
Operatorengleichung und der aquivalenten Laplaceschen Integral
gleichung Schwierigkeiten bereitet. Wir werden spater zeigen, daB 
die wsung der Volterraschen Gleichung sich leichter durchfiihren 
laBt, oder daB mindestens die wichtigsten Eigenschaften von h(t) un-
mittelbar aus ihr erkannt werden k6nnen. 1 

Zum Beweis gehen wir wiederum aus von h = H ( ). Die Operatoren-
gleichung F (p) P 

h=l+AK(p) (52) 
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kann wegen h = H ~P) geschrieben werden 

K (p) 
h + A. H (p) = F (p), 

K(p) 
h = F (p) -A. H (p)' 

oder mit Anwendung des Borelschen Satzes: 
t 

h (t) = t (t) - A. :t J h (7:) k (t - 7:) d7: . 
o 

(53) 

(54) 

Alle diese Satze liefern uns gemeinsam mit der Integraltafel, der 
Losung mittels Potenzreihen und der Partialbruchzerlegung das 
Riistzeug fur die Anwendungen der Operatorenrechnung auf die Theorie 
der Ausgleichsvorgange. Ehe wir jedoch auf eine systematische 
Untersuchung der Ausgleichvorgange auf Kabeln und Freileitungen 
eingehen, werden wir vorher noch einige spezielle Beispiele behaIideln, 
an welchen wir kurz die Begriffe der asymptotischen und divergenten 
Entwicklungen einschlie13lich der fortgesetzten Differentiation (Heavi
sides fractional differentiation) klaren. 

30. Stromaufnahme des induktionsfreien Kabels. Wir verstehen 
unter einem induktionsfreien Kabel eine Leitung, welche aus einer ver
teilten Kapazitat 0 und einem verteilten Widerstand R besteht. Die In
duktivitat und Ableitung des Kabels sollen also vorerst vernachlassigt 
werden. Die Differentialgleichungen eines solchen Kabels lauten: 

RI=_oU 
ox ' 

OoU =_o! 
ot ox . 

(55) 

Hierbei ist x vom Kabelanfang gerechnet. lund U sind Strom und 

Spannung im Kabel an der Stelle x. Ersetzen wir :t durch den Opera

tor p, so entstehen die gewohnlichen Differentialgleichungen 

Rf=_dU 
dx ' 
d! 

pOU=-dx' 

Durch Elimination von U oder I erhalten wir 

d2 [ 
pRO·f = dx2 , 

d2 U 
pRO· U = dx2 ' 

(56) 

(57) 
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Die allgemeine Losung dieser Gleichungen lautet 

U=UIe- Yz + U2 e+ rz , 

1= VP; [UI e- rz+ U2 e+ rZ], 

wobei die Ausbreitungsziffer 
. y=yPCR 

47 

(58) 

ist. U lund U 2 sind Konstante, die aus den Anfangsbedingungen zu 
bestimmen sind. Der erste Ausdruck in der Klammer schildert die 
vom Leitungsanfang ausgehende Welle, wahrend der zweite die am 
Leitungsende reflektierte Welle darstellt. 

Wir wollen zunachst annehmen, daB das Kabel unbegrenzt ist; 
reflektierte Wellen konnen also jetzt nicht auftreten. An die Klemmen 
des Kabels (x = 0) wird die Spannung Uo gelegt. Es ist dann 

U= Uoe-zVPOR =Uoe-VaP . 

1= ljpO U e-ZVP-CR = l/PO U eVaP 
VRo YRo, 

wobei IX = x 2RC die Ortszeitkonstante genannt sei. 
Um die Operatorengleichungen abzuleiten, setzen wir 

heitsstoB der Spannung voraus. Wir erhalten: 

U=e-V~p,. 

1= VP; e-V~p. 
Am Kabelanfang ist x und IX gleich Null, also 

Uo = 1, 

Der Operatorengleichung 
10= V~· 
1- ljpO -VIr 

entspricht die Integralgleichung 

V:R = I1(t) e-ptdt. 
o 

Ihre Losung ist aus Formel (c) der Integraltafel bekannt: 

1= V-R~' 

(59) 

Uo als Ein-

(60) 

(61) 

(62) 

(63) 

Heaviside leitet dieses Ergebnis durch einen AnalogieschluB aus 
der Theorie der Warmeleitung abo Er schlieBt, daB die Operatoren-
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gleichung 
1= fP 

1 
die explizite Losung I = haben muB. Wir dagegen haben die 

fnt 
Losung direkt aus der Integralgleichung mit Hilfe des bestimmten 
Integrals gewonnen: '" 

1 f -pt 
l'P = ern, dt. 

o 
Wir ersehen aus Gleichung (63), daB anfangs (t = 0) der Eingangsstrom 
des Kabels unendlich groB ist. Das ist natiirlich ein physikalisch un
mogliches Ergebnis; es ergibt sich aus der Vernachlassigung der ver
teiIten Induktivitat langs des Kabels. Diese Induktivitat ist zwar sehr 
klein, sie bewirkt aber, wie wir spater zeigen werden, daB der Strom 
endlich bleibt. 

Wir wollen nun einen Schritt weiter gehen und auch die Ableitung G 
des Kabels beriicksichtigen. Die Differentialgleichungen sind in diesem 
Fall: d 

RI=- dxU, 

d 
(Op + G) U = - dx I. 

(64) 

Es ist also in der Operatorengleichung des Stromes an Stelle von Op 
der Ausdruck 0 p + G zu setzen. Wir erhalten demnach fUr ein Kabel 
mit Ableitung aus (61) 

wobei A= ~. 
I = Vpo .: G = V ~ (p + A) , 

Die entsprechende Integralgleichung lautet: 
00 

~ YO(PR+J..) = fI(t)e-Ptdt. 
o 

(65) 

(66) 

Wir wollen die Losung wiederum Bowohl mit Hilfe der Integral
gleichung wie nach HeaviBide unmittelbar aus der Operatoren
gleichung ableiten. 

Gleichung (66) konnen wir Bchreiben: 
00 

(1 + ~) YR (po+ J..) = f I (t) e-P'dt. 
o 

EB moge nun J (t) die LOsung der Integralgleichung 

'" 
1 =fJ(t)e-Ptdt 

Yp+J.. 
o 

(67) 

(68) 
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vorstellen, dann folgt unmittelbar mit dem Additionssatz und aus 
dem Satz iiber die Multiplikation der Stammfunktion mit einem Opera.
tor: 

I (t) = y' ~ [1 + AS dt] J(t) • (69) 
o 

Man erhalt also auf Grund der Integralformel (c) der Tafel und des 
Verschiebungssatzes 80113 Losung von (68) 

woraus folgt 

e- lt 
J(t) = --=, 

lnt 
t 

1/0 [ -U J -At ] 
I(t) = V nR eft + A \rt dt . 

o 

(70) 

Das in diesem Ausdruck auftretende Integral kann nicht geschlossen 
ausgewertet werden; wir erhalten jedoch mit partieller Integration 

t t t f e~~t dt = 2 f ;-ltd( (t) = 2 (t e-J.t + 2 A f e- lt (tdL (7l) 

o 0, 0 

Wiederholte Anwendung gibt folgende Entwicklung fiir das Integral: 

2 ,Fie-J..t [1 + 2U + (2At)1 + ... J. (72) 
Y 1·3 1·3·5 

Die Losung nach Heaviside ergibt sich unmittelbar aus der Ent
wicklung der Operatorengleichung: 

I = V i- (p + A) 

= V~O (1 + ;) (73) 

= lflJP[1 + ~(~) __ 1 (~)2 + ~ (~)3_ ... ]. VB 2 p 2·4 P 2·4·6 P 

lIt" 
Ersetzt man fP durch l' t und -;; durch -" so wird: n p n. 

I=y'0 [1+2At_(2At)2+ 1.3(2At)3 + ... J. (74) 
nRt 2 2·3·4 2·3·4·5·6 

Man kann zeigen, daB diese Reihe konvergiert und mit (70) iiberein
stimmt. 

Wenn die soeben behandelte einfache Aufgabe nur von geringer 
praktischer Bedeutung ist, so ist sie doch als Obergang zu den Losungen 
mit Hille asymptotischer Reihenentwicklungen methodisch von In-
teresse. . 

Carson·Ollendorff, AusgiefcbsvorglLnge. 4 
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Wir definieren eine asymptotische Reihe als eine Entwicklung, 
welche zwar divergent ist, sich aber zu numerischen Berechnungen fiir 
groBe Werte des Argumentes verwenden laBt. 

Kehren wir zur Gleichung (70) zuriick! Wir bemerken, daB die Aus
. wertung der Reihe (72) um so weitlaufiger wird, je groBere Werte von t 
gegeben sind. Dies gilt im verstarkten MaBe auch von der Heaviside
schen Losung wegen des alternierenden Vorzeichens der Glieder. Es 
liegt also hier ein Beispiel vor, bei dem die Losung in Gestalt eines 
bestimmten Integrales einfacher und leichter zu berechnen ist ala die 
Reihenentwicklung. 

Das bestimmte Integral in (70) kann, wenn A positiv ist, wie folgt 
umgeformt werden: 

(75) 

Das erste Integral laBt sich auf das Fehlerintegral zuriickfiihren 

(76) 

Weiter ist: 
ex) <Xl <X:l • 

_e_ dt = __ -=-d(e- At )= ---- --dt f -At 1 f 1 e- lt 1 f e-).t 
tt A It Aft 2A tft . 't t 

(77) 

Integriert man partiell, so wird: 
<Xl 

e- At 1 e- At 1· 3f e-J..t -----+- -dt Aft U2 eft 22AZ Pyt . 
t 

(78) 

Wiederholte Teilintegration gibt: 

ao 

(-1)" 1.3.S ... (2n+l)f e-U 
- -A-· 2 (2A)" ttl +1 Y t dt. 

t 

(79) 

Diese Reihe ist divergent, d. h. gehen wir geniigend weit in der Anzahl 
der Glieder, so beginnen sie wieder zu wachsen. Brechen wir jedoch 
mit dem n ten Glied ab, so ist der Fehler absolut kleiner ala 

1.3.5···(2n-l) 
(2At)" 
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Der Fehler beim Abbrechen der Entwicklung mit einem bestimmten 
Glied ist also kleiner als dieses Glied. Horen wir mit dem kleinsten Glied 
auf, so ist auch der Fehler am kleinsten und vermindert sich mit wach
sendem t dauernd. 

Wir konnen also (70) schreiben: 

(80) 

Dabei ist wegen A. = ~ der erste Ausdruck gleich -V ~, d. h. gleich 

dem Gleichstrom-Eingangsleitwert des Kabels. Die Entwicklung zeigt 
also, daB der Strom diesen Wert asymptotisch erreicht. 

Ffir das soeben behandelte Beispiel laBt sich aus der Operatoren
gleichung nicht unmittelbar eine asymptotische Entwicklung ableiten. 
Wir gehen daher jetzt zu einer Aufgabe fiber, bei welcher von Hea viside 
sowohl konvergente als auch divergente Reihenentwicklungen an
gegeben werden. 

31. Die Klemmenspannung an einem Kabel beim Aufladen fiber 
Kondensatoren. An ein Kabel mit verteiltem Widerstand R und Kapazi
tat 0 pro Langeneinheit werde fiber einen Kondensator 0 0 ein Einheits
stoB der Spannung gelegt. Die Spannung U an den Klemmen des 
Kabels ist zu berechnen. 

Wir kennen aus dem vorhergehenden Beispiel die Operatoren
gleichung fUr den Strom, wenn die Klemmenspannung gleich Uo ist: 

(81) 

Da der Spannungsabfall am Kondensator gleich 1-Uo ist, so flieBt 
im Kondensator der Strom 

(82) 

Durch Gleichsetzen der beiden Strome (Kirchhoffsches Gesetz) er
gibt sich die Operatorengleichung: 

Uo = pOo • 

pOo+ vPi 
Hierfiir kann man auch schreiben: 

I 
Uo=---==-

l+~l/~ 
0 0 r Rp 

. ,r I f(f. 
wobet Va = 00 V If 1st. 

(83) 

I 
(84) 

4* 
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Entwickeln wir (84) in eine geometrische Reihe, so wird 

u= 1-~+~--; ~+ (-ir + ... 

=1+; +(;y+ ... -[1+; +(;Y+···JV~ (85) 

= 1+ at + (at)2 + ... _ [2at + (2at)2 + (2at)2 + ... J~_l-
l! 2! 1 1·3 1·3·5 ~at· 

Aus der Integralgleichung wiirde sich die Losung folgendermaBen ab
leiten. Es ist 

(86) 

Die linke Seite kann geschrieben werden 

p ~ a - p ~ a ~ . (87) 

Mit Rilfe der im Anfang dieses Kapitels abgeleiteten Satze ergibt sich 
die Losung: t 

oder umgeformt: 

U(t) = e4t _ ~eat I e;;' dT, 
o 

co 

U (t) = 1 ~ eatf e-~~ d •. 
V n f 1: 

t 

(88) 

(89) 

Die Entwicklung des bestimmten Integrals mittels partieller Integration 
fiihrt unmittelbar zur Rea visideschen Losung in Gestalt der Reihe (85). 
Diese Reihe ist absolut konvergent, jedoch ist ihre Auswertung fur 
groBe Werte von t sehr umstandlich. Aus (89) kann man nun eine 
divergente asymptotische Entwicklung ableiten, die fur groBe Zeit
werte zur numerischen Berechnung wesentlich brauchbarer ist. Sie 
folgt aus den Rekursionsformeln der wiederholten partiellen Integration: 

(90) 
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Man erhalt schlieBlich 

(91) 

Diese Reihe ist divergent im Sinne der Reihe (79). Fiir die Spannung 
erhiilt man also 

1 [ 1 1·3 1·3·5· ] 
U(t) = 1'nat 1 -2at +(2at)2 - (2at)2 + .... (92) 

Fiir Werte at > 5 kann man hiernach U (t) sehr gut berechnen; ins

besondere geht also die Spannung U (t) asymptotisch wie 1 gegen 
Null. l' nat 

Wir wollen nunmebr zeigen, wie Heaviside dieselbe Aufgabe 
lost und aus der Operatorengleichung eine divergente EntwickIung 
ableitet. Wir gehen wiederum von der Operatorengleichung (84) aus, 
die man auch schreiben kann: 

v~ 
U = ---'---;:= 

I+V~· 
(93) 

Wir entwickeln den Nenner analog (85) und erhalten: 

Heaviside streicht nun den zweiten Klammerausdruck und er-
- 1 d" 

setzt -y p durch -= und pn durch dt n ' Es ergibt sich: 
lnt 

U = [1 + ~!!. + ~ ~ + ... ] 1 
a dt a2dt2 fnat' 

oder wenn man die Differentiationen ausfiihrt: 

1 [ 1 1·3 1·3·5 ] 
U = fnat 1- 2at + (2at)2 - (2at)3 + . .. . 

(95) 

(96) 

Dieses Beispiel ist typisch fur die Rechnungsweise von Heaviside. 
Er gibt diese EntwickIung ohne jede Erliiuterung und ohne Beweis. 
Insbesondere gibt er keinen Grund an, weshalb er in (94) die zweite 
Reihe streicht. Die einzelnen Glieder verschwinden zwar nach qer all
gemeinen Regel fUr ganzzahlige Potenzen von p, jedoch ist noch zu be
weisen, daB die ReihenentwickIung und gliedweise Deutung in diesem 
Fall erlaubt ist. Es ist klar, daB hiergegen vom mathematischen Stand-
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punkt wesentliche Bedenken erhoben werden konnen. Wir werden 
uns daher im nachsten Kapitel auf exakter Grundlage systematisch 
mit solchen Fragen beschaftigen miissen. V orerst wollen wir ein drittes 
Beispiel angeben, bei welchem Heaviside eine Losung mit diver
genter Reihe erhalt und bei der keine Glieder gestrichen werden. 

32. Stromaufnahme einer Leitung mit verteilter Induktivitat L,' 
Kapazitat Cund Widerstand R. Die Differentialgleichungen fiir Strom 
und Spannung lauten: 

(L :t + R) 1= - aax U , 
a a 

C at U=-ax 1 . 
(97) 

Ersetzt man :t durch p, so· wird: 
d 

(pL+R)1 = - dx U, 

d 
CpU=-dx 1 . 

(98) 

Formel (98) stimmt mit (64) iiberein, wenn man an Stelle von R den 
Ausdruck pL + B setzt. Bei einer unendlich langen Leitung erhalt 
man also fiir den Strom am Anfang die Operatorengleichung 

10 = V pl~ R Uo , (99) 

wobei U 0 die Klemmenspannung bezeichnet. 1st diese Spannung in 
Form eines EinheitsstoBes gegeben, so wird 

1= Vpl~R' 
Hierfiir kann man auch schreiben 

1 
1=, (100) 

ZVl+ /T' 
wobei Z = V~ den Wellenwiderstand der Leitung bedeutet, und 

T' = 2: ist. Die entsprechende Integralgleichung lautet 

. V 1 ~j'-"I(~dt. 
Z r+ ~ 0 

(101) 

Mit Hilfe der Formel (p) der Integraltafel erkennt man sofort die 
LOsung 

(102) 
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wobei Jo (i;,) die BesselscheFunktionersterOrdnung mit rein imagi

narem Argument ist. 
Heaviside kennt die Beziehung zwischen der Operatorengleichung 

und der Integralgleichung nicht und erhalt daher die Losung auf ganz 
anderem Wege. Er entwickelt (100) binomisch: 

1 [ 1 1 ·3 ( 1)2 1· 3·5 ( 1 )3 ] 
I = z 1 - T' P + 2! T' p - ~ T' p + ... (103) 

1 t" 
und ersetzt n durch -.: p n. 

Ilr t 1·3 (t)2 I.3.5(t)3 J 
1= z 1 - T' + (2!)2 T' - (3!)2 T' + .... (104) 

Damit hat er eine konvergente Entwicklung abgeleitet, deren Zusammen
hang mit (102) ibm jedoch entgangen ist. Da fur groBe Werte von t 
die numerische Auswertung sehr umstandlich ist, so gibt Hea viside 
noch eine zweite Reihe an, die man durch eine Entwicklung der Opera
torengleichung nach steigenden Potenzen von p erhaIt. Man kann 
(100) schreiben: 

1- 1 V' pT' - Z 2(1 +P;') 
oder binomisch entwickelt: 

(105) 

I = ~ [1 - pT' + ~ (PT')2 _ 1·3·5 (PT')3 + ... J ljpT' (106) 
Z 4 2! 4 3! 4 Y 2 . 

lId" 
Geht man von 1 jp p' zu 1 / tuber und ersetzt man p" durch dt'" 

VT V 2n T , 
so wird 

1= 1 [1 + T' + (1.3)2 (T') + (1·3·5)2 (T')3 + ... J (107) 
l~ 8t 2! 8t 3! 8t • 

Z Y hr 

In diesem Fall erkannte Heaviside, daB die abgeleitete divergente 
t 

Reihe die asymptotische Entwicklung von e - p' J 0 (i ;,) ist. Er erhielt 
also in tThereinstimmung mit (102) 

t 
e- P' (it\ 

I (t) = -ZJo T')' 

V. Asymptotische Losung von Operatorengleichungen. 
33. Der allgemeine asymptotische Entwicldungssatz. Die in den vor

hergehenden Kapiteln durchgefuhrten Untersuchungen der Heaviside
schen Methode zeigten, daB man zwei Klassen von Aufgaben unter
scheiden kann. 
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Die erste Klasse fiihrt auf den Typ der Operatorengleichung 

h=F(p)(p, (1) 

wahrend sich fiir die zweite Klasse die Form ergibt: 

(2) 
wobei k ganzzahlig ist. 

Rea viside selbst kennt diese Einteilung nicht, sondern erhii,lt 
asymptotische Entwicklungen mit folgendem Satz: 

Lautet die Operatorengleichung 

1 
h = H(p) 

und kann man entwickeln: 

h = ao + ~p + asps + ... + anpfl + ... 
+ (bo + blP + b2p2 + ... + bnpfl + ... ) fij, (3) 

so findet man eine - im allgemeinen divergente - Losung, wenn man 
die erste Reihe -bis auf das konstante Glied ao streicht und fiir fP den 

Wert 1 bzw. fiir pn den Wert ;; .. in die zweite Reihe einsetzt. Es 
tnt 

ergibt sich explizit: 

( d dB ) I 
h = ao + bo + b1 de + b2 dtB + . .. -= tn t 

1 r 1 1·3 1·3·5 ] = ao + fnt Lbo - b12t + b2 (2t)2 - ba (2t)3 - •••. 

(4) 

(5) 

Dieser Satz beruht auf der Erkenntnis, daB rJk fiir ganze positive k 
identisch verschwindet; trotzdem ist es nicht immer erlaubt,diesen 
'SchluB auf die ganze Reihe auszudehnen, weil es von vornherein nicht 
feststeht, ob diese Entwicklung gliedweise differentiiert werden darf. 
Man findet bei Reaviside keinen Rinweis, wann dieser Satz richtig 
ist. Es ist jedoch fiir eine einwandfreie Losung notwendig, daB wir 
die mathematischen Voraussetzungen dieses Satzes genauer unter
suchen und damit eine sichere Grundlage fiir seine Anwendungsmog
lichkeiten schaffen. 

34. Der asymptotische Entwicklungssatz fiir It = F(p) -VP· Wir be
ginnen mit den Operatorengleichungen der ersten Klasse und gehen 
zweckmaBigerweise von der entsprechenden Integralgleichung aus. Dabei 

setzen wir voraus, daB in h = H~P) = F(p) Vp die Funktion F(p) 

formal in eine Potenzreihe entwickelt werden kann: 

(6) 
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Die Integralgleichung fiir h (p) lautet 

F (p).}'1i = F <!!) = j h(t) e-J)tdt. (7) 
p lp 0 

Es moge nun eine Hillsfunktion k(t) durch die Integralgleichung defi
niert sein: 

Dann folgt wegen 

F(p) = j k (t) e-J)t dt . 
o 

00 

l~ = f ;-;; dt 
o 

aus (7), (8) und (9) mit dem Borelschen Satz: 
t 

(8) 

(9) 

h(t) = ~f k(1') dT. (10) 
¥n tt-1' 

o 

Differentiiert man (8) wiederholt nach p und setzt p = 0, so wird 
mit der Entwicklung (6) co 

bn = (- I)n f :"! k (t) dt . (ll) 
o 

Diese Gleichung ist nur sinnvolI, wenn das Integral fur aIle Werte 
von n konvergiert. Es we~den also den Funktionen k(t) und F(p) 
sehr weitgehende Einschrankungen auferlegt, welche wir zunachst als 
erfullt annehmen wollen. 

Wir schreiben nun (10) in der Form: 
t 

h (t) = _1 f k (1') dT • 

tnt Vl-; 
o 

(12) 

Erfiillt nun k(t) die durch (ll) geforderten Einschrankungen, so kann 

man (I - ; t! binomisch entwickeIn und (10) gliedweise integrieren. 

LaBt man dann die obere Integrationsgrenze gegen Unendlich gehen, 
so findet man die asymptotische Entwicklung: 

h (t) = r:t [j k (t) dt + ;t I;! k (t) dt + (~'t~2 J ~~ k (t) dt + ... ] (13) 

o 0 .0· 

oder wegen (ll) in trbereinstimmung mit dem Satz von Heaviside 

1 [ 1 1·3 1·3·5 ] 
. h(t) = tnt bo - bITt + b2 (2t)2 - bs (2t)3 +.... (14) 
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Diese Ableitung sagt nichts iiber den Charakter der asymptotischen 
Losungen aus. Man sieht jedoch unmittelbar, daB (13) und (14) das 
Verhalten des Integrales in (12) fiir groBe Werte von·t bestimmen, 
wenn k(t) geniigend rasch konvergiert. 

Kann also die Operatorengleichung h = H ~P) auf die Form 

h=F(p) fi 
gebracht werden und existiert fiir F(p) die Potenzreihe 

so erhalt man eine Losung in Gestalt einer im allgemeinen divergieren

den Reihe, wenn man fP durch 1 und p" (n ganzzahlig) durch ddt"n 
f nt 

ersetzt. 
1 ( 1 1·2, 1·3·5 ) 

h(t) =}Glt bo - b12t + b2 (2t)~ - ba (2t)3 + .... 
Dabei wird die Existenz einer Hilfsfunktion k = k(t) vorausgesetzt, 
die durch Operatorengleichung k = F (p) definiert ist und fiir welche 
das Integral existiert: 

J t" k(t) dt 
o 

(n=I,2,3, ... ). 

35. Beispiele fiir die asymptotische Entwicklung von h=F(p)yp. 
Wir wenden den im vorhergehenden Abschnittabgeleiteten Satz an 
auf die Berechnung der Stromaufnahme einer Leitung mit verteilter 
Induktivitat L, Kapazitat 0 und dem Widerstand R je Langeneinheit. 
FUr diese Aufgabe hatten wir mit IV (101) die Integralgleichung ge
funden 

d b .. t T' 2L 
a ellS = R' 

tion J o (i ;,) 

1 <Xl 

--;======::= = J J(t) e-ptdt 
zl/ 2 + 2p 0 

Y p T' 

(15) 

Ais Losung ergab sich mit der BesselschenFunk-

t 

e -1" (it) 
J (t) = -z-Jo T' . 

(16) 

Um die asymptotische Entwicklung abzuleiten, schreiben wir die Inte
gralgleichung: 

(17) 
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Es ist nun: 

und 

00 

I fe-Pt 
y p = y nt dt 

o 

00 

I fe-~~ 
-V p +;' =0 tnt e -ptdt , 

woraus mit dem Borelschen Satz folgt: 
t 

(18) 

(19) 

I J e- ~: 
I(t)=nZ YT(t_T)dT. (20) 

o 
Wir zerlegen nun das Integr~l in gleicher Weise wie (12) und erhalten 
ssymptotisch, indem wir fur groBe t die obere Integralgrenze nach 
00 riicken lassen, 

[fOO - ~ j~- 2, fOO - 2t 1 1 e 1 ft ---pi" 1·3 trt ----, 
n}'t }'t dt+ 2t TIe dt+ (2t)2. T!e '1' dt+··· . (21) 

o 0 0 

Da die bestimmten Integrale von t unabhangig sind, so ergibt sich: 

(22) 

Dieser Ausdruck ist identisch mit der asymptotischen Entwicklung von 
t 

---pi"J (. t) e 0 ~ T' . 

Ais zweites Beispiel wollen wir die Stromaufnahme eines Kabels 
mit verteiltem Widerstand R und verteilter Kapazitat C berechnen, 
wenn zur Zeit t = 0 eine Spannung von der Form U(t) = e- At angelegt 
wird. Wir ubergehen die formale Losung und geben sogleich den Aus
druck fur den Strom an: 

(23) 

t -va [ 1 f e-'-' ] = - --A --dT 
Rn ft It-T' 

o 
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Entwickelt man das Integral wie im vorhergehenden Beispiel asympto
tisch, so wird: 

lfO[ 1 1·3 1·3·5 ] 
1 = - V 1tXt 2 At + (2 A t)2 + (2 A t)3 + . .. . 

Die Operatorengleichung der Aufgabe lautet: 

1 = lie. PiP V R P-fA 

lJ7i P V"P 

(24) 

= V R· A (I + f) (25) 

= Vi[~ -(~r + (~r - . ··JfP. 
Wir erhalten also durch Anwendung des Heavisideschen Entwick
lungssatzes dasselbe Ergebnis wie Gleichung (24). 

Als drittes Beispiel wahlen wir eine Aufgabe, bei der die Entwick
lung nach dem Heavisideschen Satz versagt. Wir betrachten wieder 
ein Kabel, denken jedoch die Spannung U(t) = sin wt an die Klemmen 
angelegt. Der Gleichung (23) entspricht dann: 

t 

1= w lfO fcosw-r d-r:. V"llli }t--r 
o 

(26) 

Wiirden wir jetzt aber das Integral wie friiher in eine Reihe von Inte
gralen zerlegen, so wiirde jedes dieser Teilintegrale unendlich werden, 
so daB wir also keine asymptotisch giiltige Entwicklung erhielten. 

Gehen wir jedoch von der Operatorengleichung aus, so ist zuerst 
die Operatorengleichung der Spannung 

JOO -pt. d w 
o e SIDwt t = r+w2 (27) 

und 
I = l/~ wpfp 

V Rr+ wB • 
(28) 

Wir entwickeln nach dem Heavisideschen Satz 

(29) 

oder explizit: 

(30) 

Dieses Ergebnis ist jedoch falsch. Man iiberzeugt sich hiervon, wenn 
man direkt aus (26) den Strom fUr den eingeschwungenen Zustand ab-
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leitet. Man kann (26) schreiben 
t t 

I = w V ROn [cos w t f co;~ t dt + sin w t f Si;~ t dt] . 
o 0 

(31) 

Geht die Zeit gegen Unendlich, so erstrecken sich die Fresnelschen 
Integrale l von Null bis Unendlich und es wird 

I = V ~ ~ [cos w t + sin w t] • (32) 

Dieses Beispiel zeigt, welche V orsicht bei der Anwendung des 
Heavisideschen Entwicklungssatzes beobachtet werden muB, was 
man iibrigens auch aus der asymptotischen Entwicklung von (27) un
mittelbar erkennt. Es ist daher stets zweckmaBig, die auf diesem Wege 
gefundenen Ergebnisse mit andern Methoden nochmals zu priifen. 

36. Der asymptotische Entwicklungssatz fiir h = <P(pk {p). Hat 

die Operatorengleichung h = H~P) die Gestalt 

h = if> (pk -Vp) 
und kann if> in eine Potenzreihe entwickelt werden, so daB 

h = ao + a1pk -VP + a2p2k+l + as p3k+I -VP + "', 
so erhalt man wie oben eine im allgemeinen divergente L6sung, wenn 
man die Glieder mit den ganzzahligen Potenzen von p streicht: 

h = ao+ (alpk + asp3k+l + a5p5k+2+ ... ) yp. 
Die explizite Form der L6sung ergibt sich, indem man fP durch 11 I 

~ rnt 
und pn durch dP; ersetzt: 

( dk d3k +1 d6k +2 ) I 
h = ao+ aldtk + aSdtok+1 + a5dttk+2 + ... )nt 

_ (_l)k( 1.3 ... (2k-I)_ 1·3· .. (6k+l) ... ) 
-ao+ lnt a l (2t)k as (2t)3k+l + . 

Dieser Satz kann aus der Identitat 

co f e-Pt 1 

lnt dt;= Tp (33) 

abgeleitet werden. o 

Geht die Funktion 

F (p) = ll(t) e- pt dt (34) 
"_~~__ 0 

1 Vergleiche Jahnke-Emde: Funktionentafeln 8.23. 
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1 
fUr p -+ 0 gegen den Grenzwert --= gemaB: 

fp 

lim F(p) = ~, 
p-+O fp 

limf(t) = 1 . 
t-+co f nt 

so folgt 

Hierbei wird vorausgesetzt, daB f(t) gegen Null konvergiert und keine 
dauernd oszillierende Anteile oder Faktoren besitzt. 

Um das Wesen dieser Bedingungen zu k1i.i.ren, sei 

f(t) = a +bcoswt, 
fnt fn t 

(35) 

dann ist co 

lim J f(t) e-pt dt = ~, 
p-+OO fp 

(36) 

da der oszillierende Anteil von f(t) mit hOherer Ordnung verschwindet. 
Obwohl also die Limes-Bedingung ediillt ist, dad die Heavisidesche 
Regel nicht angewandt werden, weil die Funktion f(t) ein oszillierendes 
Gtied enthalt. Wir scheiden solche FaIle in Zukunft aus. 

Wir wollen nunmehr die Operatorengleichung k = rp (pT< fP) 
naher diskutieren und nehmen zunachst an, daB Ie = 0 ist, so daB 

k = rp(iPJ 
wird. Die entsprechende Integralgleichung ist 

(Ii (~) = J k(t) e-pt dt. (37) 

o 

Zunachst setzen wir voraus, daB rp (fP) entwickelt werden kann: 

rp (fp) = a + ~ yp + ~ p + as p fp + a4 ps + ... , 
ohne jedoch die Konvergenz dieser Reihe zu fordern. Weiter fwen 
wir Hilfsfunktionen g, gv gs, ... nach folgendem Schema ein: 

get) = h(t) - ao, 

gl(t) = get) _ at , 
fnt 

1· as 
gs(t) = t·gl(t) + ---=, 

2 tnt 
1· 3a 

gs(t) = t·gs(t) -~, 
29 tnt 
1·3·5 a7 

g4(t) = t·ga(t) + -W-. fnt· 

(38) 
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Setzen wir diese Funktionen der Reihe nach in die Integralgleichung (37) 
ein und diHerentiieren dann fortgesetzt nach p, so ergibt sich: 

(39) 

Erfilllt nun h(t) die oben fiir f(t) angeschriebenen Voraussetzungen, so 
folgt: 

lim g(t) = al • 
p-)ooo lnt 

limgl(t) = _ aa , 
p-)ooo 2qnt 

(40) 

Hiermit ergibt sich durch sukzessives Einsetzen 

1 [ 1 1·3 1·3·5· ] 
h(t) = ao + me a1- as 2t + ali (2t)2 - Goz (2 t)3 +... . (41) 

Dieselbe Reihe erhalt man auch aus dem Reavisideschen Entwick
lungssatz fiir k = O. 

Der Nachteil dieser Ableitung liegt darin, daB sie die Kenntnis 
oder Annahme der einschrankenden Voraussetzungen fiir h(t) fordert. 
Eine kritiklose Anwendung dieses Satzes kann zu falschen Ergebnissen 
fuhren. 1st jedoch aus irgendwelchen Griinden die Existenz einer 
Losung bekannt, die nach gebrochenen Potenzen von t fortschreitet, 
schreitet, so fiihrt dieser Rea visidesche Entwicklungssatz unmittel
bar zur verlangten Losung. 

37. Beispiele ffir die 8symptotische Entwicklung von h = tfJ (pI: fP). 
Wir beginnen mit der Berechnung der Spannungsverteilung langs 
eines induktionsfreien Kabels (Widerstand R, Kapazitat 0 pro Langen
einheit), an dessen Klemmen (x = 0) der EinheitsstoB der Spannung 
gelegt wird. 
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Wir hatten friiher die Spannung an der Stelle x des Kabels ermitteltzu 

U= e-Va:p , 

wobei oc = x 2 BG ist. Entwickeln wir nach p, so wird 

U = 1 _ locp + ocp _ ocp}ocp + (OCp)2 _'" 
l! 2! 3! 4! 

oder neu geordnet 

U = 1 - (1 + ~f + (OCi:)2 + ... ) roc p 

+ (OC P + (OCp)2 + (OCp)3 + ... ) 
2! 4! 6! . 

(42) 

(43) 

Heaviside streicht die Reihe mit den ganzzahligen Exponenten und 

ersetzt in bekannter Weise fP durch 1 und pn durch d" in der 
}.n t dt" 

ersten Reihe. Man erhitlt: 

(44) 

= 1 - V :J 1- ! (:t) + 5 \! (:tY - 7 \! (:tY + ... J. 
Diese Reihe konvergiert absolut. Wir haben es also hier mit einer Ent
wicklung zu tun, die nicht auf eine divergente asymptotische Reihe 
fiihrt. 

Es soll nun:r;nehr das Ergebnis auch mit Hilfe der Integralgleichung 

- Va:p 00 

_e __ =fU(t)e-Ptdt (45) 
p 0 

abgeleitet ,,:erden. Der Satz iiber die Multiplikation der Stamm
funktion mit dem Operator p liefert 

t 

U (t) = f <P(t) dt, 
o 

wobei <P(t) durch die Integralgleichung bestimmt ist: 

e-l'iXP = l <P(t) e -pt dt. 
o 

Nun ist mit'Formel (f) der Integraltafel: 

(46) 

(47) 
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Es folgt: 

und 

ex 

$(t) = ~ 11;: e -,~t 
2 V ':n t f t 

, 4t t =-. 
at 

Um diesen Ausdruck in (44) iiberzufiihren, schreiben wir: 

Das erste Integral hat den Wert (it, so daB man erhii.lt 

1 

U(t) = I _ ~f<X> e-~ dt. 
t :nt' or lor 

(48) 

(49) 

(50) 

(51) 

Entwickelt man e - -;: und integriert gliedweise, so ergibt sich die 
Reihendarstellung (44). Trotz ihrer absoluten Konvergenz ist jedoch 
diese Reihe fiir kleine Werte von t nur miihsam auszuwerten. Wir 
,gewinnen eine hierfiir geeignetere Form, wenn wir (49) schreiben 

Mit Hilfe von partiellen Integrationen ergibt sich schlieBlich 

de' -~[ (t') (t')2 l U = V net' 1 - '2', + 1· 3 '2 - ... J. (53) 

Diese divergente Entwicklung kann nicht unmittelbar aus der Opera
torengleichung abgeleitet werden. 

Als zweites Beispiel wollen wir die Endspannung fur ein unendlich 
langes induktionsfreies Kabel berechnen (Widerstand R und Kapazitii.t 0 
je Lii.ngeneinheit), wenn an dessen Ende ein Widerstand Ro zugeschaltet 
ist. Auf dieses Kabel wirke ein EinheitsstoB der Spannung. FUr die 
Stromaufnahme eines Kabels mit der Klemmenspannung U hatten 

wir fmher gefunden: U VO:. Andererseits muS dieser Strom aber 

h I · h 1 - U . W· h I I auc g elC R;- sem. lr er a ten a so 

1- U = U1/OP 
Ro VB ' (54) 

Carson-Ollendorff, Ausgieichsvorgange. 5 
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oder mit r~ = Ro Vi: 
u= 1 

1+~' 
(55) 

Um aus dieser Operatorengleichung die LOsung abzuleiten, entwickeln 
wir binomisch und erhalten: 

u= l-Jlf+(t)_(~)i+ ... 
=1-[1 +t+(~Y+ .. · JVf+[f+(tY+(lr+ ... J. 

(56) 

Streichen wir wieder die zweite Reihe und gehen in bekannter Weise 
von fP und pn zur expliziten Form in t tiber, so wird die asymptotische 
LOsung der gestellten Aufgabe 

[ Id ldi Jl U=I-I+--+--+ .. · -l dt ASdel Ynlt 

1 [ 1 1·3 J =1-f,i1t l- Ut +(2lt)2-'" . 

(57) 

Um diese Losung zu verifizieren, gehen wir von der etwas allgemeineren 
Operatorengleichung aus: 

11, = I 
P"YP + I 

(n ganzzahlig). (58) 

Auf diese Gleichung ftihrt eine groBe Zahl wichtiger Aufgaben. Auch 
(55) ist ein Spezialfall von (58), da. A mit Hilfe des Ahnlichkeitssatzes 26 
eliminiert werden kann. 

Multipliziert man Zahler und Nenner mit pn fi - 1, so wird: 

11, = p"}'i - I = pft.., P I 
p"'+1 _ I p2l>+1_1 p..,+1-1' 

oder mit einer Parlialbruchzerlegung: 
_ 2n 2n 

11, fp "p:'+1 I" P .. 
=2n+l £.J P-P .. -2n+l £.J P-P .. ' 

m=O m=O 

wobei na.ch der Kreisteilungsgleichung 
.2m", 
J--

Pm=e 2n+1 (m=O,I,2,3, ".,211.). 

Wir zerlegen auch 11, in eine Summe von Teilfunktionen 
2n 

k(t) = .2 km(t) 
m=O 

und betrachten die Operatorengleichung 

km = _1_ (p';,,+1fp _~) 
2n + 1 P - P..P - Pm • 

(59) 

(60) 

(61) 
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Auf Grund der Satze der vorhergehenden Kapitel lautet die Losung 

Om (0) ~ On ~ 1 (p;: 'J''''' ;,-') dT + 1 - , .. ,) • (62) 

o 
Wir haben nun folgende zwei FaIle zu unterscheiden: 

a) der Realteil von Pm ist positiv: Wir konnen dann schreiben 
t 

hm (t) = -- 1 + ePmt P",_ ~ d-c - 1 (63) 1 ( { ''+If -PmT }) 
2n+l yn f'r 

o 

= --- 1 + ePmt P",-- ~ d-c - 1 _ e ~!!!- ~ d-c , 1 ( { ,,+ lfOO -PmT } Pmt .. +lfOO -PmT ) 
2n + 1 yn fr yn 1'1' 

. 0 t 
00 (64) 

_ 1 ( p:+1epmtfe-pmT) 
- 2n + 1 1 - l'n t; d-c • 

t 

Die Auswertung des Integrals mit Hilfe fortgesetzter partieller Inte· 
gration fiihrt auf dieselbe asymptotische Reihe; welche wir aus (61) 
direkt mit dem Heavisideschen Entwicklungssatz gefunden hatten. 

b) Der Realteil von Pm ist negativ: Wir schreiben (62): 
t 

1 ( n+1I pmT ) hm(t) = __ 1- ep",t + P"'_ e d-c. 
2n+l yn tt-T 

Ii 

(65) 

Fiir groBe Werte von t geht ePmt gegen Null, wahrend das Integral in 
bekannter Weise asymptotisch entwickelt werden kann und somit 
zu demselben Ergebnis fiihrt, das sich unmittelbar mit dem Heaviside· 
schen Entwicklungssatz ergibt. 

Da nun jede der Teillunktionen hm(t) in dieser Weise asymptotisch 
entwickelt werden kann, so gilt dies auch fiir ihre Summe h(t), und 
damit ist aua der Integralgleichung dasselbe'Resultat abgeleitet, welches 
wir vorher mit dem Entwicklungssatz gefunden hatten. 

38. Der Einschwingvorgang bei Wechselstromen. Diese fiir die tech. 
nischen Anwendungen wichtige Aufgabe kann ebenfalls mit Hille von 
divergenten asymptotischen Reihenentwicklungen gelost werden. Wir 
greifen dabei auf den Satz fiir die Operatorengleichung eines beliebigen 
SpannungsstoBes (Ziffer 28) zuriick. Das Verhalten eines Netzes mit 
der Stammfunktion H(p), an welches zur Zeit t = 0 eine Spannung 
E (t) gelegt wird, ist danach durch die Operatorengleichung beatimmt 

U(p) 
x = H(p) , 

5* 

(66) 
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wenn E = U (p) die Operatorengleichung der angelegten elektromoto
rischen Kraft ist. Es gilt dann die Integralgleichung 

U~)=!E(t)e-'lJtdt, (67) 

1st die Spannung sinusformig, d. h. E(t) = sinwt, so erhiilt man mit 
Formel (h) der Integraltafel 

U(p) = pi 7 w2 (68) 

und wenn man fur diesen Fall x mit Xs bezeichnet, 

wp I 
x =---.--• pI + w2 H (p) . 

1st andererseits E(t) = cos wt, so wird mit Formel (i) der Tafel 
pI 

U(P)=p2+ W I 

und 
pI I 

x = Xc = pi + WI' H (p) • 

Wir wenden nunmehr den Entwicklungssatz an: 

und 

(69) 

(70) 

(71) 

(72) 

Wir identifizieren jetzt H~P) mit h(t) und ersetzen p" durch :;. Man 

erhaIt 
[ Id 'Id3 Id5 ] 

Xs = w de - w3dt'd + w5dt6 _ ••• h(t) (73) 

und 
(74) 

Wir haben nunmehr diese beiden Gleichungen zu deuten. Auf Grund 
der Ableitung hiitten wir in ihnen die asymptotischen Entwicklungen 
der Operatorengleichungen (69) und (70) zu sehen. Das ist jedoch 
nicht richtig. Trotzdem kommt beiden Gleichungen eine bestimmte 
physikalische Bedeutung zu, wie sich unmittelbar aus den expliziten 
Gleichungen der Aufgabe ergibt. 
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Diese expliziten Gleichungen hatten wir in III (4) gefunden: 
t t 

x.= :t f sin a)"!; • h(t--r) d-r = f sinw(t --r)h'(-r)d-r + h(O)sinwt, ,(75) 
o 0 

wobei h' (t) = d~~t) ist. Mit Hilfe einer bekannten trigonometrischen Be

ziehung konnen wir schreiben: 
t t 

Xs = sinwtf coswth'(t)dt-coswtf sinwtoh'(t)dt+h(O)sinwt. (76) 
o 0 

Weiter ist 
t '" '" 

f dt = f dt - f dt, 
o 0 t 

so daB wir erhalten 

'" '" x. = sin w t f cos wt· h' (t)dt - coswt f sin wt· h' (t)dt + h(O)sinwt 
o 0 (77) 

- j sinw(t - -r)h' (-r)d-r . 
o 

Die ersten drei Glieder stellen den eingeschwungenen Zustand im Falle 
einer sinusformigen elektromotorischen Kraft dar, wahrend das letzte 
Glied den beim Anlegen der Spannung auftretenden Ausgleichsvorgang 
wiedergibt. Wir bezeichnen es mit T s , so daB 

Ts = -!sinw(t--r)h'(-r)d-r 
o 

ist. Wir konnen auch schreiben 

'" 
Ts = - ~ Jhl(-r) d(cosw(-r - t)) 

t 
und integrieren partiell: 

Id IJ'" d2 

Ts = w dt h(t) + w cos w (-r - t) (hI h (-r)d-r. 
t 

(78) 

Setzen wir diese partielle Integration weiter fort, so erhalten wir schlieB
lich: 

( 1 d 1 d3 1 do (-1)"-1 dan-I) 
T.= wdt-(;)3dt3+W5dtO-···+ w2 " 1 dtan 1 h(t) 

'" 
+(-1)" Jsinw(-r-t) d2n +1 h(-r)d-r. 

w2n dt2n+l 

(79) 

t 

Diese Entwicklung stimmt mit Ausnahme des letzten Gliedes mit (73) 

iiberein. Ihre Konvergenz hangt von der Frequenz tn und dem Charakter 
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der Funktion h(t) abo Auch im Fall der Divergenz kann sie als asym
ptotische Reihe zur numerischen Auswertung benutzt werden. 

Das Ergebnis konnen wir in folgendem Satz aussprechen: Wird 
an ein Netz mit dem "Obergangsleitwert h(t) zur Zeit t = 0 eine sinus
formige Spannung gelegt, so kann der als Differenz zwischen dem 
Momentanwert und dem eingeschwungenen Zustand definierte freie 
Ausgleichsvorgang Ts durch folgende Reihe berechnet werden: 

( 1 d 1 d3 1 do (- 1) .. -1 d2n - 1 ) 
rode - ro3 dtJI + Wi"""dti" _ ..• + CQi .. -l dtS .. -1 h(t) (SO) 

mit dem Restglied: 

(81) 

Analog ergibt sich fiir den Fall einer cosinusformigen Spannung 

( 1 (],I 1 d4 1 dS ( - 1)" d~" ) 
To = 0)2 dtl - ro' de' + (;j6 dtS - ••• - ~ dt2n h(t) (82) 

mit dem Restglied 
00 

( - 1)" f dBR + 1 
~ cos ro(-r-t) dt2n+1h(T)d-r. (83) 

t 

39. Der Heavisidesche asymptotische Entwicklnngssatz fUr einige 
andere Operatorengleichnngen. Betrachtet man den Aufbau der asym
ptotischen Entwicklungen, die wir bisher mit Hille der Heavisideschen 
RegeIn aus den Operatorengleichungen gefunden hatten, so sind sie 
alle von folgender Form: 

1 (I. + b1 bs bs + ) ao+-ynt vo T+p+ti .... 

Es treten also stets gebrochene Exponenten der Zeit auf. Abgesehen von 
dieser Beschrankung hatten wir einige Male bemerkt, daB die H ea vis ide -
sche Entwicklung zu falschen Resultaten fiihrte. Wir wollen daher in 
diesem Abschnitt eine Abanderung und Erweiterung des Heaviside
schen Satzes bahandeIn, bei dar diesa Einschrankungen manchmal mit 
Erfolg vermieden werden. Wir beginnen mit der Operatorengleichung: 

h = F(p) 
G(p) 

und setzen voraus, daB F (p) sich formal entwickeIn HiBt: 

F(p) = bo + blP + b2 p2 + bar + ... , 
so daB 

(84) 

(85) 

(86) 
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OHenbar stellt Gleichung (84) eine Verallgemeinerung der Gleichung 
. I 

wenn G (p) gleich fi h = F(p)fP dar, denn sie geht in diese fiber, 
gesetzt wird. 

Es moge nun eine Funktion g = g(t) durch die Operatorengleichung 
I 

g = G(p) 

und eine Hilfsfunktion k = k(p) durch die Operatorengleichung 

k = pF(p) 

definiert sein. Dann folgt mit dem Borelschen Satze 
t 

(87) 

h(t) = f k(T) g(t - 1') dT . (88) 
o 

Setzen wir nun auf Grund eines Analogieschlusses zur Heaviside. 

schen Regel ffir G~P) die F,unktion g(t) und ersetzen wir pn durch :; , 

so wird die rechte Seite von (86): 

( bo + b1 :t + ba :;2 + ... ) g(t) • (89) 

Entwickeln wir weiter g(t - 1') nach Potenzen von 1', so erhalten wir 
aus (88) t t 

h(t) = g(t) f k (1') dT - g' (t) f ;! k(T) dT + ... 
o 0 

t t (90) 

+ (-1)n g(n) (t) Ir: k(T) dT + I k(T) Rn(t - 1') dT, n. o 0 

wobei Rn(t - 1') der Rest der Entwicklung von g(t - 1') ist. 
Wir setzen nun die Konvergenz von k(t) derart voraus, daB das 

Integral GO 

I:~ k(T)dT (n= 1,2,3, ... ), (91) 
o 

existiert. Es folgt dann aus der Integralgleichung: 
GO 

f k(t) e-ptdt = F(p) 
o 

und aus der Reihenentwicklung (85) 
GO I T" 
,k(T)dT= (-1)nbn . n. 

o 
Zerlegen wir nun: 

t 00 00 

f =f -f, 
o 0 t 

(92) 

(93) 
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so wird mit (93) aus (90) 

a:> 

+ J k(-r) Rn (t--r) d-r (94) 
o 

Ja:> {Td Tftd"} - k(-r) 1 - --- + ... + (- 1)" - - get) d-r l! dt n! dt" . 
t 

Die erste Reihe der rechten Seite dieser Gleichung stimmt mit (89) 
iiberein. Die Frage, inwieweit die Reihe (89) die asymptotische Ent
wicklung von h(t) darstellt, kann jedoch nicht allgemein beantwortet 
werden, sondernerfordert ffir jede spezielle Aufgabe eine besondere 
Untersuchung der Restintegrale von (94). Wir haben in (94) eine 
Verallgemeinerung des Entwicklungssatzes ffir die Operatorengleichung 
11, =F(p)fP abgeleitet, denn (94) geht in diesen Satz fiber, wenn man 

g (t) = !-. setzt. Die Ableitung dieser Erweiterung zeigt aber auch, 
l'nt 

welche Vorsicht bei der Deutung eines Operators angewandt werden 
muS. -

Eine zweite Erweiterung der Heavisideschen Entwicklungssatze 
gewinnen wir auf folgendem Wege. 1st die Funktion x(t) definiert 
durch das Integral 

t 

x (t) = ;t J eJ.(t- r) h(-r) d-r , 
o 

so kann man ffir positive Werte des Realteiles von A. schreiben 

it 
x(t) = H{J..) + yet) • 

(95) 

(96) 

Es konnen nun ffir einige wichtige FaIle asymptotische Entwicklungen 
von yet) angegeben werden, wahrend die der Integralgleichung (95) 
entsprechende Operatorenglelchung 

p 1 x=--·--p-J.. H{p) (96 a) 

sich bekanntlich nicht asymptotisch entwickeln laSt. Wir wollen daher 
fUr yet) eine entwickelbare Operatorengleichung ableiten. Die Glei
chungen (96) und (96a) sind miteinander durch die Integralgleichung 
verknfipft: . 

je- pt [yet) + ;~~J dt = p ~ J.. • H~P)· (97) 
o 
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Fiihren wir die Integration des zweiten Ausdruckes unter dem Integral
zeichen aus, so wird: 

'" f e- pt y(t) dt = P ~ A [H ~P) - H ~A)J (98) 
o 

und wir erhalten die Operatorengleichung 

y _ -P-I_I- - __ I_J 
- p-ALH(p) H(A)' (99) 

Setzen wir als Beispiel A. = iro und h(t) = I ,so folgt die auf Seite 60 
lnt 

bereits untersuchte Gleichung (26), fiir die wir damals keine richtige 
Entwicklung angeben konnten. Es ist in diesem Fall 

1 ,/- 1 ,17--
H(P> = rP und H(A) = r~ro. (100) 

Die Operatorengleichung lautet: 

y = P !iw [fP- Viro] 
- 1 (101) 

- p - P (I + J/iW)-
- "tp+ 1'iw -liw r -;;;-

oder nach Potenzen von {p entwickelt: 

1 [ P fp p2 p2 1'p ] 
y = fiw P - fiw + (iw) - (iw)fiw + ... . (102) 

Streicht man in "Obereinstimmung mit dem allgemeinen Entwicklungs-
,/- 1 satz die ganzen Potenzen von p und ersetzt man r P durch ---= und 

fnt 

pn durch :~, so ergibt sich jetzt folgende einwandfreie Entwick

lung: 

.(ld Id3 )1 (ld2 Id' )1 
Y = ~ W dt - w3 dt3 + ... 1'nt + w2 dt2 - w' dt' + ... -ynt' (103) 

I 
Verallgemeinert man ---= in h(t), so erhalt man die in (80) und (82) 

lnt 
abgeleiteten Ausdriicke der freien Ausgleichsvorgange im Fall einer 
angelegten Sinusspannung. -

Bei einigen weiteren wichtigen Aufgaben besitzt die Funktion h 
folgende asymptotische Entwicklung 

elt ( a l as ) h=1'nt ao+t+ta-+ .... (104) 

In diesem Fall versagt das Heavisidesche Verfahren wegen der auf
tretenden Exponentialfunktion. 1st jedoch der allgemeine Aufbau 
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der asymptotischen Entwicklung aus der Operatorengleichung durch 
folgende Vberlegung abzuleiten: 

Wir schreiben 
h(t) = eAtg(t) 

und setzen dies in die Integralgleichung ein, so daB 

00 1 f e -pteJ..t g(t) dt = --. 
o pH(p) 

(105) 

Durch Anwendung des Verschiebungssatzes erhiilt man 

[e-ptg(t)dt= (P+A)~(P+A) (106) 

oder als Operatorengleichung geschrieben: 

- p 
g - (p + }.) H (p + A) • (107) 

Existiert eine asymptotische Entwicklung, so muB g(t) sich nach 
negativen gebrochenen Potenzen von t entwickeln lassen. Diese Ent
wicklung kann unmittelbar durch den Heavisideschen Satz aus 
der Operatorengleichung gewonnen werden. 

Als Beispiel fiir die soeben aufgestellten Beziehungen wollen wir 
die asymptotische Entwicklung der Besselschen Funktion erster Ord
nung mit reellem Argument Jo(.A.t) aus der Operatorengleichung und 
Formel (m) der Integraltafel ableiten. Es ist 

je-PtJo(),t)dt= ,_ 1 . 
o fp2 +}.2 

Bekanntlich kann Jo(At) asymptotisch zerlegt werden in 

u(t) cos At + v(t) sin At, 

(108) 

(109) 

wobei u(t) und v(t) nach negativen gebrochenen Potenzen von t asym
ptotisch entwickelt werden konnen. 

Wir schreiben (109) 

~ eiU [u(t) - iv(t)] + ! e-W[u(t) + iv(t)] (110) 

und setzen diesen Ausdruck in das Integral (108) ein: 
00 

; f e- pt ei~t [u(t) - i v(t)] dt 
o 

+ ~fOOe-Pt e-iAt [u(t) + i v(t)] dt = __ 1_ 
2 lp2+}.2 

o 

(111) 
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oder wenn man p - i.:l. durch q und darauf q durch p ersetzt: 
ao ! J e -pI [u(t) - i v(t)] dt 
o ao (112) 

+~Je-Pte-2iJ.t[u(t)+iv(t)]dt= 1 
2 Yp2+2iAp· o 

Die Funktion e-Wt[u(t) + iv(t)] oszilliert und besitzt keine asympto
tische nach negativen gebrochenen Potenzen von t fortschreitende Ent
wicklung. Entwickelt man daher die rechte Seite von (112) nach ge
brochenen Potenzen von p, so gewinnt man auf Grund der in dies em 
Kapitel angegebenen Methoden die asymptotische Entwicklung von 

! [u(t) - i v(t)] . (113) 

Wir konnen also, allerdings nur im asymptotischen Sinne, die 
folgende Operatorengleichung aufstellen: 

. 2p 
u ~ '" v = ~:====~= 

1p2+2iAP 

= _2_ [I _ i ~J-I ,c (114) 
12iA 2A rP 

ind2 I 
= e - 4" r"l [1 - i : Ar -.;-;p. 

in 
Der Faktor e -, legt es nahe, u - iv durch e -,- (P- iQ) zu ersetzen. 
Dann ist 

P -iQ = V1 [1- i iAr1v-;p. (115) 
Entwickelt man rechts binomisch und ersetzt p" durch :~ und fp 

1 
durch ~/-' so folgt 

,nt 

oder 1/2[ 12 .32 ] P = Y nAt 1-2!(SAt)8+··· , 

1/2 [ 1 12.38 .52 ] 
Q= Yilt SAt- 3!(SAt)3 + ... , 

(116) 

und endlich die asymptotische Entwicklung: 

Jo(.:I.t) = Pcos (At - :) + Q sin (At - ~). (117) 

Fassen wir das Ergebnis des vorliegenden Kapitels zusammen, so 
muB man sagen, daB der derzeitige Stand dieser Theorie durchaus un-
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befriedigend ist. Besonders gilt dies fur die Anspruche des Physikers, 
der Rechenregeln fordert, die automatisch eine richtige asymptotische 
Entwicklung ergeben. Wir konnen jedoch bisher keine exakte Definition 
aufstellen, wann eine asymptotische Entwicklung zugleich die richtige 
Losung der Operatorengleichung ist, sondern es ist von Fall zu Fall 
eine spezielle mathematische Analyse der Restfunktion erforderlich. 

Insbesondere muB darauf hingewiesen werden, daB die Anwendung 
des Heavisideschen Entwicklungssatzes, vergleiche Ziffer 16 auf 
Operatorengleichungen, die im Nenner gebrochene Potenzen auf
weisen, im allgemeinen durchaus unzulassig ist. Die Funktionen
theorie lehrt die Ursacben fiir die fehlerhafte Deutung, indem sie zeigt, 
daB der Residuensatz auf verzweigten Riemannschen Flachen durch 
Hinzunahme der langs der Verzweigungsschnitte ertltreckten Kurven
integrale zu erganzen ist. Diese Verzweigungsschnittintegrale laBt 
der Heavisidesche Entwicklungssatz unbeachtet. 

Die hier gewonnenen Ergebnisse konnen daher nur als ein erster Ver
such gewertet werden und erheben keinen Anspruch auf Vollstandigkeit. 
Sie zeigen jedoch klar, daB, wenn uberhaupt eine asymptotische Ent
wicklung existiert, sie leicht durch den Heavisideschen Entwick
lungssatz direkt aus der Operatorengleichung gefunden werden k~nn, 
wobei sich auch die Integralgleichung von groBem Nutzen zeigt. FUr 
weitergehende Untersuchungen in dieser Richtung wird es sich aller
dings als zweckmaBig erweisen, die weiterfUhrenden Methoden der 
Funktionentheorie heranzuziehen. 

VI. Strom- und Spannungswellen langs eines 
induktionsfreien Kabels. 

40. Bedeutung der Ausgleichsvorgange im induktionsfreien Kabel; 
Strom- und Spannungsverteilung ffir ein Kabel unbegrenzter Lange. 
Eine der wichtigsten Anwendungen findet die Operatorenrechnung bei 
der Untersuchung des Verlaufes von Strom- und Spannungswellen 
langs einer Freileitung oder eines Kabels. Besonders einfach und uber
sichtlich gestalten sich die mathematischen Entwicklungen fur das 
induktionsfreie Kabel. Dieses Beispiel ist von groBem historischem 
Interesse, weil die ersten Untersuchungen von Lord Kelvin, die sich 
mit der Moglichkeit eines transozeanischen Telegraphenverkehrs be
fassen, sich auf ein induktionsfreies Kabel bezogen. Aber auch heute 
noch ist diese Theorie von grundlegender Bedeutung fiir den telegra
phischen "Oberseeverkehr. 

Den besten Einblick in die bei der "Obermittlung elektrischer Zeichen 
auftretenden Erscheinungen gewinnt man bei der Untersuchung einer 
unendlich langen Leitung, die durch eine an ihren Anfang angelegte 
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Spannung erregt wird. Wir befassen uns deshalb zunachst mit diesem 
Beispiel und werden spater sehen, daB die Losung fur eine unendlich 
lange Leitung auch auf den Fall einer Leitung endlicher Lange er
weitert werden kann, die am Ende belastet ist. 

Wir betrachten ein Kabel, dessen Anfang bei x = ° liegt und das 
sich langs der positiven x-Achse erstreckt; den Widerstand und die 
Kapazitat pro Langeneinheit bezeichnen wir mit R bzw. C. 1m Ka
pitel IV Gleichung(59) wurden bereits die Operatorengleichungen 
fur den Strom und die Spannung eines unendlich langen Kabels 
abgeleitet; dort fanden wir 

U = e- Va1i Uo , 

1= ;x yrxpe-Y;;P Uo = V~ e-VotP Uo. 
(I) 

(2) 

Dabei ist rx = x 2 RC und Uo die Spannung fur x = 0, d. h. am Kabel
anfang. Nehmen wir nun fUr Uo den EinheitsstoB der Spannung an, 
so wird 

I - ,r= 
1= Rx Yrxpe- rap • 

(3) 

(4) 

Die Losung der Gleichung (3) wurde bereits im vorhergehenden Kapitel 
in Gleichung (49) angegeben: 

I fT e -+ 
U = fn .¥r dT , 

o 

(5) 

. 4t 4 t 
wobel T = - = -_. eine Reihenentwicklung dieser Losung wurde ex x2R 0' 
ebenfalls bereits fmher genannt. Dieser Losung ist die Form gleich-
wertig 

(6) 

Diese zweite Form ist von besonderer praktischer Bedeutung, da man 
fur das in ihr auftretende Fehlerintegral Tafeln besitztl. 

Den Ausdruck fur den Strom leitet man am besten ab, indem man 
auf die Differentialgleichung IV (56) zuruckgreift. Es ist 

I d 
l=-Rdx U , 

Da nun 
d d dT 

dx = dT' dx' 

1 Vergleiehe Jahnke-Emde: Funktionentafeln S.31. 
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so folgt mit (5) 

woraus 

1 1 

dU 1 6 T d ( 4t ) 2 6 T 

dx = Vi 'rVT" dx x2 RO = - x Vi f:f ' 
1 

-- -- 1 
26'" V 0 --1----- --g T -xRfnT - nRt • 

(7) 

Wir wollen diesen Ausdruck fiir den Strom unmittelbar mit der Opera
torengleichung (4) verifizieren. Mit Formel (g) der Integraltafel er
gibt sich 

Offensichtlich lii.l3t sich dieser Ausdruck mit der Operatorengleichung 

in Einklang bringen, wenn man A = : wii.hlt. Die Losung von (4) 

lautet also dann in Vbereinstimmung mit (7) 

o -- 0--V-av- 1 
1= nRte 4t= nRt e T. 

FUr groBe Werte von t kann man die Exponentialfunktion entwickeln 
und erhalt: _2_ [1- (]-) + ~ (_~)2 - ... J. 

RxJ"iT T 2! T 

Die Ausgleichserscheinungen im induktionsfreien Kabel werden also 
durch die Formeln bestimmt: 

1 

IT 1 f~ 
1 6 T 2 

U = yn T fT d-r = 1- fi e-<- d-r (8) 

o 0 
und 

1 
-- -- 1 

2 6'" V 0 --
I=xRVil'T" = nRt e T, (9) 

wobei 4t 4t. 
-r = ~ = xl R 0 1St. 

41. Diskussion des Verlaufes von Strom und Spannung. Als wich
tigstes Ergebnis entnehmen wir der Formel (8), daB die Spannung 
im Abstand x vom Anfang des Kabels aus gemessen nur eine Funktion 

von x2 ~ 0 ist. Dasselbe gilt fUr die Form der Stromwelle, deren GroBe 
dagegen umgekehrt proportional dem Werte x R ist. Es ist daher 
mogIich, durch eine einzige Kurve fiir aIle Kabel die Strom-
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und Spannungswelle als Funktion der "numerischen Zeit" 

x14~ 0 wiederzuge ben. Beide Kurven sind in Abb. 5 und 6 dar

gestellt. Aus Abb. 5 erkennt man sofort, daB die Stromwelle fiir 
alle Werte t > 0 endlich ist, so daB sich also in einem idealen Kabel 
fur die Fortpflanzungsge- J. (.xRJ 

schwindigkeit der Wert Un- 0,5 

endlich ergeben wiirde. In WI 
Wirklichkeit kann natiirlich 
die Lichtgeschwindigkeit 0,3 

nicht iiberschritten werden. 0,3 

Dieser Widerspruch kommt 
dadurch zustande, daB das 0,1 

Kabel als induktionsfrei an- Q 

genommen wurde. Diese Ver
nachlassigung der Induktivi-
tat ergibt bei langen Kabeln 

/' 

I 
I 

I 
J 

1 2 

r--
~ 

'I 
'It 

'I:=,xZRC 
6 

Abb. 5. Zeitlicher Verlauf des Kabelstromes. 

nur geringe Abweichungen am Wellenkopf, vorausgesetzt, daB es sich 
urn Gleichstrom oder niederfrequenten Wechselstrom handelt. Wir 
werden hierauf noch ausfiihrlich bei der Untersuchung von Freileitungen 
zu sprechen kommen. 

FUr kleine Werte von T kann der Strom vernachlassigt werden. Von 
T = 0,2 ab beginnt er jedoch rasch anzusteigen und erreicht bei T = 2 
seinen groBten Wert 

2 e-O,6 2 
xR JG' 12 = xR fn 0,429. 

Von diesem Zeitpunkt ab fallt er langsam, urn schlieBlich nach 
2 _ {I _ ~ + ~ (~)2 _ ... } 

xRfn,; ,; 2!,; 

sehr langsam asymptotisch gegen Null zu gehen. FUr T = 100 betragt 
der Strom immer noch 11 0,7 

"D 0,6 
0,5 
0,11 
o,:J 
0,2 
0,1 

2 
~·0,1O. 
xR,n 

Auch die Spannung nach 
Abb. 6 ist bis T = 0,25 ver
nachlassigbar klein, urn 
dann langsam anzuwach
sen. Die Stelle des groBten 

o ./ 1 

:..---,.... 
,/ 

/' 

2 3 II 6 6 7 8 9 m 
'1:= .!!..L ,xl/He 

Abb. 6. ADstleg der KabelspaDDuDg. 

Anstieges liegt etwa bei T = i. Von da ab erfolgt der Aufbau wieder 
langsamer, urn schlieBlich asymptotisch nach 

U = 1 _ 2 (1-~ + _1_. _ ... ) fn,; 3,; 2! 5,; 
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gegen den Endwert zu streben. Dieser wird jedoch erst fiir sehr groBe T 

praktisch erreicht. Fiir T = 100 ist U erst auf 0,8876 gestiegen, wah
rend der Endwert U = 1 ist. 

Da die absolute Zeit t = Xl! 0 Tist, soergibtsich, daBdieEinschwing

zeit der Spannung proportional mit dem Quadrat der Kabellange stark 
anwachst. 

0,20 ...... -
Abb. 7 zeigt weiter, das 

Produkt aus Strom und Span
nung als Funktion der Varia
belen T; es ist ein MaB fiir den 
EnergiefluB im Kabel an der 
Stelle x. 0,10 

o 

I 
I 

II 

I 
./ 

/ 

42. Das Kelvinsche KR
Gesetz. Die universelle Ab
hangigkeit des Stromes und 

2 J " .; 6 '1 8 t- .9,.t 10 der Spannung von der nu-
.x3RC • h Z' 4t. 

Abb. 7. Der EnergiefluB 1m Kabel. mensc en elt T = Xl R 0 1st 
der wesentliche Inhalt des be

kannten KR-Gesetzes, welches also ein Ahnlichkeitsgesetz der 
Kabel ausspricht. Lord Kelvin befaBte sich zur Zeit der ersten 
transatlantischen Kabelprojekte mit der Theorie der Ausgleichvorgange 
in induktionsfreien Kabeln und leitete die durch (8) und (9) gegebenen 
Ausdriicke fiir Strom und Spannung abo Aus dem Begriff der nume
rischen Zeit formulierte er das inhaltlich aquivalente Gesetz der 
"Sprechgeschwindigkeit" im Kabel, welches aussagt, daB die 
Zahl der in der Zeiteinheit iibertragbaren Zeichen um
gekehrt proportional dem Produkt aus der gesamten Kapa
zitat und dem gesamten Widerstand des Kabels ist. Fiir 
diese beiden charakteristischen Konstanten waren die urspriinglichen 
englischen Bezeichnungen K und R gewahlt worden. Um den Sinn 
dieses Gesetzes zu verstehen, miissen wir auf einige Einzelheiten der 
Telegraphentechnik etwas ausfiihrlicher eingehen. 

Telegraphische Zeichen werden durch Punkte oder Striche dar
gestellt. Diese Zeichen entstehen dadurch, daB eine Spannung mehr 
oder weniger lang an das Kabel gelegt wird. In der Zeit zwischen zwei 
Zeichen ist das Kabel kurzgeschlossen. Wir ktinnen dieses KurzschlieBen 
formal durch eine negative Spannung ersetzen, welche in Reihe mit 
der positiv zeichengebenden Spannung geschaltet ist. Der Strom 
im Kabel beim Telegraphieren kann dann durch eine Reihe von der 
folgenden Gestalt wiedergegeben werden: 
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wobei I (t) durch (7) gegeben ist und tl die Zeitdauer des ersten Strom
impulses, t2 - tl die der ersten Pause und ta - t2 die Dauer des zweiten 
Zeichens usw. bedeutet. Nun ist wegen (7) 

1 

2e T 2 
I (t) = -----;;= = ---;r= (/J ('t') , 

xR,nr: xR,n 
4t 4t 

wobei 't' = x2 R 0 = K R (in der englischen Bezeichnung) ist. Nehmen 

wir an, daB 

4t2 
't'2 = x2 RO usw., 

so kann fUr eine Folge telegraphischer Zeichen geschrieben werden 

~ {(/J('t') - (/J (i - i 1) + (/J(i -'t'2) - ••• }. (ll) 
xRfn 

Halt man die relativen Zeitintervalle iI' i2' ... konstant, wahrend 
man sich die Kabellange verandert denkt, so sind die absoluten Zeit
intervalle tl , t2 , ••• aIle proportional zu x 2 RC oder zu KR und die 
Wellenform des ganzen Zeichens ist unabhangig von K R, sofern die 
numerischen Arbeits- und Ruhezeiten festgehalten werden. Hieraus 
folgt, daB die gesamte Zeitdauer eines Signals proportional X2C R 
(oder K R) ist. Wenn also die Teildauer eines gegebenen Signals (die 
Punkte und Striche) proportional dem K R-Wert eines Kabels sind, 
so ist die Wellenform des Ankunftsignales in bezug auf die Variable 't' 
invariant und die zur 1Jbertragung des Signales benotigte absolute Zeit 
ist proportional zum Wert K R. Nun wird die maximale Telegraphier
geschwindigkeit dadurch bestimmt, daB die erhaltenen Zeichen noch 
eine gut erkennbare Ahnlichkeit mit den gegebenen Zeichen besitzen 
miissen, so daB es also eine maximale zulassige Verzerrung der Zeichen 
gibt. Daraus folgt, daB zwei Kabel, deren Telegraphiergeschwindigkeiten 
sich umgekehrt wie die K R-Werte verhalten, dieselbe Zeichenverzer
rung besitzen. Dies ist die erste Folgerung des K R-Gesetzes von Kelvin. 
Ais zweites Ergebnis erkennen wir, daB bei gegebener Verzerrung fUr 
die doppelte Kabellange nur der vierte Teil der Telegraphiergeschwin
digkeit zulassig ist. 

Um diese Satze zu veranschaulichen, ist in den Kurven 1--;.- 4 der 
Abb. 8 die Verzerrung eines Punktzeichens durch ein Kabel dar
gestellt. Kurve 1 stellt die Gestalt eines Punktzeichens dar, wenn an 

das Kabelende die Spannung Eins wahrend der Zeit t = 2 x2
4R 0 angelegt 

wurde, wahrend die Kurven 2, 3 und 4 die Gestalt desselben Zeichens 
x2 RO 

wiedergeben, wenn die Zeitdauer der angelegten Spannung ~4-' 
Carson-Ollendodf. Ausgieichsvorgange. 6 
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1 x2 RO d 1 x2 RO b E' h k·· D d Z' h 2 -4- un 4: -4- etrug. lne noc urzere auer es elC ens, 

als ·Kurve 4 entspricht, andert die Gestalt des Ankunftzeichens nicht 

0,1 

v- \(1) 
, \(2) \ 
r \ \ 
f\ {J)\ \ 

Itw ~ ~r-... 

JO,.5 

0,'1 

0,3 

0,2 

0,0 

o 1 2 J '156 7 8 9 10 
II-t 

7:= x 2 Rf} 

mehr merklich, da die Tele
graphiergeschwindigkeit in 
diesem FaIle schon ihren 
theoretischen Maximalwert 
erreicht hat. Man kann 
diese Kurven in einem dop
pelten Sinne deuten. Ein
mal kann man die Kabel
Hi.nge x festhalten und die 
Zeitdauer des gegebenen 
Zeichens als veranderlich an-

Abb. 8. Fortpflanzung von Telegraphenzeichen. sehen; oder aber man nimmt 
stets dieselbe Zeitdauer an 

und andert die Kabellange. FUr den letzteren Fall zeigt die Abbildung 
die fortschreitende Verzerrung des Zeichens, wenn es durch das Kabel 
ubertragen wird. 

Ein Punktzeichen von der numerischen Zeitdauer T kann wie foJgt 
geschrieben werden: 

D = I ("r) fur T < T 

= I(T) -1(T- T) fiir T> T. 

Der zweite Ausdruck werde in eine Taylorsche Reihe entwickelt, so 
daB man erhalt: 

d T2 d2 

D=T d-r:1(T)-2!d-r:21(T)+ .... 

FUr hinreichend kleine Werte von T ergibt sich also 

D = T1'(T). (12) 

Hieraus folgt, daB fiir genugend kleine Zeitdauer die Gestalt der an
kommenden Welle gleich der Ableitung des Stromes ist und daB die 
Amplitude des Empfangszeichens proportional seiner Zeitdauer wird. 

Dieser Satz gestattet folgende Verallgemeinerung: Es moge ein 
Punktzeichen durch eine beliebige elektromotorische Kraft I (t) von 
der Zeitdauer T hervorgerufen werden. Dann ist die Gestalt des 
Empfangszeichen durch (III, 4) gegeben: 

t 

D=:tf/(T)I(t-T)dT fur t<T 
o 

'1' 

=;tf/(T)I(t-T)dT fur t>T. 
o 
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Man erhaJt also fUr t > T durch Reihenentwicklung von (t-r): 
l' T 

D = l'(t) J f(T) dT -l"(t) J T f(T) dT + ... 
o 0 

Fur hinreichend kleine Werte von T ~ I ist also angenahert: 
T 

D = l'(t) J f(T) dT. (13) 
o 

FUr hinreichend kleine Zeitdauer besitzt demnach das Empfangszeichen 
eine konstante Gestalt, die unabhangig von der Gestalt 
der aufgedruckten Spannung ist, und deren Amplitude dem 
Zeitintegral der aufgedriickten Spannung proportional ist. Diese Er
scheinung besitzt fiir die Telegraphie grundlegende Bedeutung. 

43. Das Kabel mit Ableitung. Hierunter verstehen wir ein Kabel, 
das auBer dem Widerstand R und der Kapazitat 0 noch eine gleich
maBig auf seine Lange verteilte Ableitung G besitzt. Die Vorgange 
auf einem solchen Kabel sind durch die Differentialgleichung (IV, 64) 
bestimmt. Die Operatorengleichungen fiir den Fall eines unendlich 
langen Kabels, an das am Anfang eine Spannung Uo gelegt ist, lauten: 

U = e-zVORp+RG Uo , 

1 = VP; + ~ e-zVORp+RG Uo • 

Schreiben wir zur Abkurzung 0 R x 2 = <X, R G x 2 = fJ und ~ = A. und 

setzen wir den EinheitsstoB der Spannung voraus, so erhalten wir 

U = e- Vexp + fJ , 

1 = V~ yp + A. e- Vexp+fJ. 

(14) 

(15) 

Diese Gleichungen sind bereits vollstandig im vorhergehenden Kapitel 
gelost worden. 

Wir wollen uns jedoch die Aufgabe stellen, Gleichung (14) auch mit 
Hilfe der Rea visideschen Methode zu IOsen und dabei auf die im 
vorigen Kapitel gegebene Losung der Operatorengleichung 

U = e-v.xp 
zuriickgreifen. Wir entwickeln die Exponentialfunktion (14) in eine 
Potenzreihe: 

U = 1 - y<xp + fJ + (oc P2; fJ) _ {ocp + fJ~rocp + fJ +... (16) 

und wenn man die ganzzahligen Potenzen streicht: 

U=I-{I+ ocPat fJ + (oc P5;fJ)Z +"·}Y<x P + fJ . (17) 

6* 
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Wir miissen jetzt den Ausdruck -Va.p + P diskutieren: Es ist 

fa.p+ P = fa.p (I + !pt = -Va.p(I + ~)t 
. = fa. p [I + ~ - -.!, (~)2 + l.~ (~)S - ... J . 2p 2. 2p 3. 2p . 

(IS) 

Identifizieren wir nun auf Grund der Heavisideschen Regel fp mit 

11 1 und ~ mit f dt, so wird: 
,:n;t P 

fa.p + P = ~{ 1+ ~: - (J.3?B + l~t (A t)S - ••• } _ (19) 

Wir ersetzen nun in (17) pfl durch :; .. und setzen dies in (19) ein: 

U = 1-{I + ~ (a. ~ + p) + ~ (a.2~ + 2a.P.! + (2) + -- .} 3! dt 5! dtB dt 
(20) 

x lfi: {I + ~ _ (J.t)- + 1.4 (i.t)3 _ ••• } r it I! 3! 5! . 

Diese Reihenentwicklung ist leider sehr kompliziert, auch ist es schwer, 
ihre Summe ohne weiteres anzugeben. Sie kann daher als ein typisches 
Beispiel dafiir angesehen werden, welche Nachteile den Heaviside
schen Losungen in Reihenform anhaften. Wir wollen deshalb die Losung 
auch auf Grund der Satze und Formeln des Kapitels IV in Angriff 
nehmen. Dabei werden wir zu einem auBerordentlich einfachen Er
gebnis kommen. 

Fiir die Spannung hatten wir (G1. 14) den Operatorenausdruck ge
funden: 

Die entsprechende Formel fiir ein Kabel ohne Ableitung lautete 

U=e-~. 

Um nun beide FaIle zu unterscheiden, wollen wir fUr diesen die Span. 
nung mit U(O) bezeichnen, so daB also: 

U(OI = e-~. 
Auf Grund des Versohiebungssatzes erhalten wir 

U(Ole- 1t = _P_ e-l'cx(p+J.) 
p+J. 

= -p- e-l'cxp+P 
p+J. 

Wir konnen also fiir (14) schreiben: 

U = p + J.. _P- e-VcxP+P 
P p+J. 

= (I + .!) . _P- e-l'cxp+p. 
P p+J. 

(21) 

(22) 

(23) 
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Es foIgt nun unmittelbar durch einen Vergleich mit (22), wenn man 

~ durch I dt ersetzt: p t 
U = (I+AI dt) U(O)e- J•t • (24) 

o 

Auf demselben Wege kann man aus (15) fiir den Strom ableiten: 
t 

1= (1 + A I dt) 1(0) e-J.t, (25) 
o 

wobei ](0) den Strom im ableitungsfreien Kabel bedeutet. FUr ein solches 
Kabel hatten wir friiher (18) und (19) gefunden 

4t 1 
at --

I f e T UIO) = -:= --_ dT, 
yn -rY-r 

o 

Va at 
]10) = -e-Tt 
. nRt ' 

womit die endgiiltige Losung unsrer Aufgabe ermittelt ist. 
Die Formeln (24) und (25) beweisen die tJberlegenheit der Losung 

mit bestimmten Integralen iiber die Reihenentwicklungen (20), auch 
geht aus ihnen klar der EinfluB der Ableitung auf die Strom- und 
Spannungsverteilung hervor. Die Ableitung andert das Ergebnis nach 
zwei Richtungen: einmal sind die Strom- und Spannungswellen durch 

den Faktor e- J•t gedampft, wobei A = ~ , und zweitens tritt eine Zusatz

welle auf, weiche der Ableitung proportional ist. 
Die Formeln (24) und (25) konnen leicht mit Hilfe einer numerischen 

Integration oder mittels eines Planimeters ausgewertet werden. Jedoch 
erkennt man fiir groBe Werte von t den Charakter der Wellen besser. 
wenn wir folgende Identitat anwenden: 

t <Xl <Xl 

I dt = I dt - I dt, 
o 0 t 

wodurch foIgt 
<Xl <Xl 

U = (1 + AI dt) UIO) e-).t- AIUIO) e-Atdt (26) 

und 
o t 

<Xl <Xl 

1= (1 + ;. I dt) 1(0) e-.tt - ;. I1IO) e- At dt . (27) 
o t 

Offensichtlich stellen die ersten beiden Integrale den eingeschwun
genen Zustand von Strom und Spannung dar, sie konnen durch Aus
wertung der bestimmten Integrale leicht berechnet werden. Schneller 
gelangt man jedoch zum Ziel, wenn man in der Operatorengleichung 
p = 0 setzt, wobei sich unmittelbar der eingeschwungene Zustand 
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ergibt. Dies verifiziert man leicht, wenn man bedenkt, daB p = :t = 0 

den Fall des Gleichstromes bedeutet. Wir erhalten also 
00 

(1 + A f dt) U(O) e-!.t = e- Vp = e- zVRG , 
o 

00 l/G)' lfG-(1 + A [ dt) 1(0) e-!.t = r R' e-V/i = r ]I e - zVRG • 

Setzen wir dies in (26) und (27) ein, so wird: 

U = e- zVRG - AJ U(O) e-1tdt, 
t 

1 = J!*e- ZVRG -;,,1 ]10) e-!.tdt. 

Fur die bestimmten Integrale ergibt die partielle Integration 
00 00 00 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

- A f U(O) e-!.tdt = f U(O) d (e-!.t) = - U(O) e- At - f e_!.td~:O) dt 
t t 

bei fortgesetzter Anwendung 

U= e- zVRG _ e- lt 1 + - + -- + '" U(O) - ( d dS ) 
A dt A2 dtB • , 

(32) 

VG - ( d dB ) 1 = _e- zVRG _ e-!.t 1 + - + -_. + ... 1(0) 
R Adt A2 dtS • 

(33) 

Fiihrt man die durch (8) und (9) gegebenen Ausdriicke fur U(O) und ]10), 

so konnen ffir groBe Werte von t Spannung und Strom leicht numerisch 
berechnet werden. 

44. Einschwingvorgiinge von Wechselstromen bei indnktionsfreien 
Kabeln ohne Ableitnng. Wir haben uns bisher nur mit den Strom
und Spannungswellen beschaftigt, die im Kabel durch einen am Anfang 
aufgedriickten EinheitsstoB der Spannung hervorgerufen werden. 
Fur die technischen Anwendungen hat jedoch auch der Fall Interesse, 
bei dem die aufgedriickte Spannung sinusf6rmigen Verlauf besitzt. 
Wir gehen ans von den Grundbeziehungen, welche die Berechnung 
des Stromes x (t) ffir die Spannung f (t) mittels der "Obergangs
funktion h regeln: 

t 

x(t) = :tf f(t - 7:) h(7:) d7: 
o 

t 
= f f(t - 7:) h' (7:) d7: 

o 



Einschwingvorga.nge von Wechselstromen bei induktionsfreien Kabeln. 87 

und setzen h(O) = 0 voraus, da es sich um ein Kabel handelt. 1st nun 
I (t) = sin £0 t, so schreiben wir 

t t 
x.(t) = sin £0 t J cosw th'(t) dt-cosw t J sin £0 th'(t) dt. (33a) 

o 0 

EntBprechend, wenn die aufgedriickte Spannung I(t) = coswt ist, 
t t 

xc(t) = cos £0 t J cos £0 t h' (t) dt+ sin £0 t J sin £0 t h' (t) dt . (33b) 
o 0 

Der Aufbau eines Wechselstromes oder einer Wechselspannung hii.ngt 
also von den Integralen ab 

t 
0= J coswth'(t)dt, 

o 
t 

S = J sinwth'(t)dt. 
o 

(33 c) 

FUr die Spannungswelle in einem induktionsfreien Kabel ohne Ab
leitung erhalten wir also mit Gleichung (8), wenn wir zur Abkiirzung 

, OtCO h 'b £0 = TSC reI en, 

(33d) 

b · . friih' 4t wo el Wle er -r = - . 
Ot 

Ahnlich ergibt sich mit (9) fiir die Stromwelle 

T _.!. 

o = -2-f(~ _~) 6 TOOS CO'.,; d-r, 
zRfii .,; 2 .,;l'T 

(33 e) 

o 
T 1 

S = ~f(~ -~) 6--;-sinco'T d-r. 
zRr" T 2 TrT 

o 

FUr kleine Werte von -r und £0' konnen diese Integrale ohne groBe 
Rechenarbeit ausgewertet werden, wahrend sie fiir groBe -r im wesent
liohen in die Fresnelschen Integrale iibergehen. Die Ermittlung des 
Einschwingvorganges eines Wechselstromes oder einer Wechselspannung 
in einem induktionsfreien Kabel bereitet also keine grundsatzliohen 
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Schwierigkeiten. Erleichtert wird die Berechnung dadurch, daB man 
fiiralle Werte ro' = ocro = konst. dieselben Integrale verwenden kann; 
dies folgt sogleich aus dem Kelvinschen Ahnlichkeitsgesetz. 

g4&r---~r--n--.-r-~-' 
u" 

In Abb. 9 zeigt die aus
gezogene Kurve das Anklin
gen der Spannung in einem 
Kabel, an dessen Anfang zur 
Zeit t = 0 die Spannung I(t) 

~r-~~-r--~.-r-~~~ 

o i--L-i--\I-:!r-.+--H;--t--H 'It = cos ro t angelegt wird. Da
~~ .z;ZIlC b . . t d· Fr el IS Ie equenz so ge-

-~~~~~~--~~~~H 

wii.hlt, daB ro' = OCt = 2n ist. 

Abb.9. Entatehung elnes WechselstromesJm 

Induktlonsfrelen Kabel (ro = 2 n II:' ~ c) . 

Die Kurve wurde nach Glei
chung (33b) und (33e) berech
net. Die gestrichelte Kurve 
stellt den eingeschwunge
nen Zustand der Span-

nung in demselben Kabel dar. Man erkennt, daB fiir die angegebene 
Frequenz der Aufbau der Spannung nahezu in einer Periode vollendet 
iBt und daB der Ausgleichsvorgang sich nur in der ersten Halbperiode 
bemerkbar macht. 

FUr eine hohere Frequenz ergibt sich jedoch ein ganz anderes Bild. 
In Abb.1O ist der Einschwingvorgang wiedergegeben, falls zur Zeit 

IL 0,028 
I/o 0,0211 

0,020 
0,016 

0,012 
0,008 
o,OfJII 

o 
-0,001f. 
-0,008 

f\ 
'\ 
\Xl 
In 
"'l 

\l'\./\ A 

J V-t/-illA \/\I\l\i\ 1\1\1\1\ 

t = 0 eine Spannung I (t) 
= sin rot von der Frequenz 

v V \I VVVV\J VVVV\ 

ro' = OCt = 10 n angelegt 

wiirde. CharakteriBtisch fiir 
dieses Beispiel ist, daB die An
fangsstromwelle sehr groB im 
VerhaltniB zum eingeschwun
genenZustandistund daB sich 

1 2 

Abb. 10. Entstehung elnea Wechselstromes 1m 

induktionsfreien Kabel (ro = 10 n II:' ~ c) . 

II- also eine recht erhebliche Ver
zerrung ergibt. In der Praxis 
wird man deshalb zur "Ober
mittlung von Zeichen solche 
Frequenzen nicht verwenden. 

Wendet man Hochfrequenz an, so wird der eingeschwungene Strom 
vernachIassigbar klein und der resultierende Strom kann mit guter 
Annaherung aus den Formeln (44, 81) und (82) berechnet werden. 
FUr eine sinusformige Spannung erhii.lt man also fiir groBe Werte 
von ro den Strom aus (9) 1 

2 d e T 

xRfiiw' d-c "}'"T 
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und fur eine aufgedruckte Cosinusspannung 
1 

2 d2 e < 

x R y n W'2 d-c 2 y:r 
D b . . . f ··h ' IXW d 4t a eI 1St Wle ru er w =""'4 un 7: = a gesetzt. 
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VII. Strom- und Spannungswellen langs Leitungen. 
45. Die Operatorengleichung der Leitungswellen. Wir gehen jetzt zu 

den viel wichtigeren, allerdings theoretisch schwierigeren Erscheinungen 
der Wellenausbreitung Hings Leitungen uber. Die Leitung be
sitzt im Vergleich zu dem fruher behandelten induktionsfreien Kabel 
neben gleichmaBig verteiltem Widerstand, Kapazitat und Ableitung 
eine ebenso raumlich stetig verteilte Selbstinduktion. Die Induktions
vorgange erschweren die mathematische Aufgabe bedeutend: Ihrem 
EinfluB erst ist das Auftreten wahrer "Wellen", ausgezeichnet durch 
eine endliche Frontgeschwindigkeit, zuzuschreiben, welche die 
Ausbreitungsvorgange in Leitungen von den diffusionsahnlichen Er
scheinungen der Stromung in induktionsfreien Kabeln grundlegend 
unterscheidet. Wahrend diese - einfachere - Theorie sehr wohl die 
Merkmale der Seekabeltelegraphie hinreichend beschreibt, ist sie zur 
Erfassung der feineren Fragen der Telegraphie ungeeignet; hier mu.6 die 
strengere Behandlung einsetzen. 

Wir zahlen vom Ursprung der Leitung die Koordinate x langs 
der Leitung; 1 bezeichne den Strom, U die Spannung am Orte x der 
Leitung. Die Wellenausbreitung wird dann durch die wohlbekannten 
Telegraphengleichungen beschrieben: 

(L :t + R) 1 = - a8x U, 
(1) 

(C :t + G) U = -. :x 1 . 

Nach Ersatz von :t durch p entstehen hieraus die totalen Differential-

gleichungen d 
(Lp + R)1 = - dx U , 

d 
(Cp+G)U=- dx1. 

Durch Elimination der Spannung folgt 
d2 

(Lp + R)(Cp + G)1 = dx21. 

(2) 

(3) 

Ahnlich ergibt die Elimination des Stromes die formal gleiche Be-
ziehung d2 

(Lp + R)(Cp + G) U = dx2 U . (4) 
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Die allgemeine Losung dieser Gleichung lautet 

U = UII e- YZ + Ube+ rz• 

Darin sind U II und U b zunachst willkiirliche Integrationskonstanten, 
wahrend die Raumziffer 'Y sich aus der charakteristischen Gleichung 
berechnet 

')'2 = (L p + R) (0 p + G). (5) 

Mittels Gleichung (2) folgt aus der angenommenen Spannungslosung 
der Strom 

1= Y (U e-Yz - U eYZ) = Cp + G (U e-YZ- U eYZ) (6) Lp+ R II B Y II B· 

Setzen wir eine unendlich lange Leitung voraus, so verschwindet die 
{lii.ngs fallender x schreitende) reflektierte Welle und wir erhalten 
einfacher 

(7) 

wobei UII die am Leitungsursprung (x = 0) angelegte Spannung miBt. 
FUr das Folgende erweist sich eine Umformung des Ausdruckes fiir 

die Raumziffer 'Y als zweckmaBig. Wir schreiben 

(8) 

wobei ersichtlich 
2 1 

a =LC' 

,,=..!:..(R +~) 
2 L C' (880) 

v = ! (: - ~). 
Spezialisieren wir nun auf U II = 1, also einen Einheitsstoll der Spannung, 
so entsteht die Operatorengleichung der Wellenausbreitung: 

- .!.Y<P + a)l-v' U=e II , 
(9) 

-.!.Y<P+"')-tli 

I = a ( 0 + :) p el'(; + «5)1 _ vi (10) 

Hiernach lassen sich Spannung und Strom aus einer iibergeordneten 
potentialartigen Funktion II ableiten: 

-.!.Y<P+W-tl' 
e II 

II= , 
l'(p + «5)1 - vi 

(ll) 



da identisch 

LOsung der Operatorengleichung. 

t 

f all u= -a -dt ax ' 
o 

t 
1= a(C + GJdt) II . 

o 
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(12) 

(13) 

46. Losung der Operatorengleichung. Die Aufgabe ist mittels (12) 
und (13) auf die Ermittlung der Funktionil aus der Operatorengleichung 
zuriickgefiihrt. Obwohl diese mittels der friiher genannten Rechen
regeIn und -tafeIn ohne Schwierigkeiten aufgelost werden kann, ist 
es hier einfacher, unmittelbar von der aquivalenten Integral
gleichung auszugehen: 

-~ }'CP + cI)'-t>' 
II 00 

ef =JII(t)e-flCdt. 
(p + 15)" - V" 0 

(14) 

Eine ahnliche Gleichung ist una bereits in der Sammlung von 
Integralen der Kapitels IV begegnet. Dort fanden wir die Identitat 

-Vp'+l "" __ 
~ = /e-fltJo("Vt2-).2)dt. (n) 

Als Integralgleichung aufgefaBt, definiert diese Beziehung eine ffir 
t < ). verschwindende Funktion und ffir t > .it die Besselsche Funktion 
0-ter Ordnung vom Argumente V t 2 - ). 2• Wir formen (n) in folgender 
Weise um: 

Zunachst Hefert die Substitution ).p= p', ~ = t' an Stelle von (n) 

_}'p"+'" co 

e = J e-P't' Jo(). Vt'2-I) dt' , 
fp" +AI 1 

(n I) 

und wenn wir nunmehr p' = p" + p setzen: 

-V~'+~)'+'" "" ____ _ 
e =Je-fl"t'{e-~tJo().Vt'2-1)}dt'. (n2) 
y(p" + 1')2 + AS 1 

Endlich fiihrt die Transformation p" = : p und t' = : t unter Benut

zung der Abkiirzungen {) = ~ p, v = i ~). auf a x 
-~}'(p+cI)'-t>' co 

e II = fe-pte-cltJo(ivYt2 x:)dt. (n3) 
f(p + 15)8 - va a 

aJ -
II 

Der Vergleich mit (14) lehrt nun unmittelbar 

II(t)= 0 fiir t < :; II(t) = e- clt J o (ivyt2 ::) fiir t> : • (15) 
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Hiermit sind Strom und Spannung nach (ll) und (12) bestimmt: 
t 

1=0 fiir t<:; 1= V~ .n(t)+aAfn(t)dt fur t>: (16) 

und 

U=Ofiirt< x. a' 
z ft e-dt.(-i)J (ivVrD _ XD) 

-d- x 1 aD x 
U=e a+ v - R d-r:furt>- (17) a a2 a ' 

r2--X2 
z -a 

wobei J 1 die Besselsche Funktion erster Ordnung bedeutet. Die 
Ableitung der Formel (17) bietet wegen der Unstetigkeit der Funktion n 
im Punkte t = ~ mathematische Schwierigkeiten: Wir mussen die a 
unstetige Funktion n (t) gemaB (12) nach X differenzieren. Um dies 
durchzufuhren, schreiben wir (15) in der Form 

n(t) - if>(t- :)e- ot Jo(ivVt2 - ::). (15a) 

Dabei ist if> (t- :) ala analytische Darstellung einer "Einheitswelle" 

aufzufassen, so daB if> = 0 fur t < ~ und if> = I fur t > ~. Offenbar a a 
ist (15) identisch mit (15a), aber die neue Darstellung erlaubt es, n (t) 
ala stetige Funktion aufzufassen. Entsprechend (12) differenzieren wir 
jetzt und erhalten 

-a all = {~if> (t-~)}e-LltJ (iv Vt2 XD) ax at a 0 a2 

-a if> (t -~) ~ e-LltJ (iV llt2 _ X2). 
a ax 0 r a2 

Hier wurde beachtet, daB 

~ if> (t -~) = - ~ ~ if> (t - ~) . ax a a at a 

Man bedenke nun, daB : t if> (t - :) stets verschwindet, mit Ausnahme 

des Zeitpunkts t = ~, wo dieser Ausdruck unbegrenzt groB ist. Anderera 
x 

seits gilt fiir t >-a t 

f~ if> (t -~)dt = 1 at a ' 
o 
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wobei nur der Zeitpunkt t = ~ einen Beitrag zum Integral gibt. Riera 
nach wird man bei Ausfiihrung der Operation 

t 

u=-afafldt ax 
o 

ohne weitere Schwierigkeiten auf Gleichung (17) gefiihrt. 
47. Losung durch Reihenentwicklung. Die Einfachheit der vor

stehenden Losungsmethode hangt wesentlich davon ab, daB wir· die 
Grundgleichung (14) auf eine Funktion unserer Integraltafeln zuriick
fiihren konnten; in solchen Fallen bedarf das Verfahren keinerlei 
weiteren Erlauterung. Aber man kann natiirlich nicht immer damit 
rechnen, fiir eine beliebig vorgegebene Operatorengleichung eine der
artige Identitat zu finden; daher wiirde es einen fiihlbaren methodischen 
Mangel bedeuten, wenn man in einem so wichtigen FaIle wie dem der 
Telegraphengleichung keinen anderen Losungsweg besaBe. 

Gliicklicherweise indes konnen wir unmittelbar aus der Opera
torengleichung eine Reihenentwicklung fiir die interessierenden GroBen 
herleiten. Der Einfachheit halber wollen wir uns hierbei auf die 
Spannungsgleichung beschranken: 

- ~V(p+J)'-l1' 
U = e a (9) 

und wollen weiterhin die Ableitung vernachlassigen (c5 = v), so daB 

U=e-~Vp'+2Jp, (9a) 

wobei T die Laufzeit ~ der Welle bedeutet; im iibrigen ist aber a 
das Folgende in gleicher Weise auf die Stromgleichung und auf den 
allgemeinen Fall v 9= c5 anwendbar. 

Indem wir zu (9 a) zuriickkehren, schreiben wir: 

( 2J) l 
-~P 1+-

U = e P l 
und entwickeln den Exponentialfaktor (1 + 2p~) in eine Binomial-

reihe: 

( 2 ~)t ~ ( ~ )2 ( ~ )3 1+-; =1+ p +ocz p +OC3 P + ... , 
so daB also in leicht verstandlicher Symbolik 

( 
()(2't' (j2 ()(a T ~a ()(, 't' ~, ) U = e-~P·e-J~exp - -p~ - ---pt.~ - ---;pa- _ .... 

Die Operatorengleichung 

u = exp (_ ()(2 T ~2 _ ()(s 't' ~a _ ()(, 't' <5' _ ••• ) 
P p2 p3 
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kann nun nach negativen Potenzen von p entwickelt werden: 

u=I+ PI+ ~+~+"" 
p l' P 

Ihre LOsung lautet 

u(t) = I + PIt + PstS + PaP + ... 
II 21 31 • 

Mit dem in Ziffer 27 genannten Verzogerungssatze folgt aus dem 
Vorangehenden 

U = 0 fur t <-r; 

U = e-"t(I + PI (t~T) + P2 (t-;/) + ... ) fiir t>-r. (18) 

Die Koeffizienten PI' P2' ... sind elementar berechenbar. Fiihrt 
man die Rechnung durch, so erkennt man leicht die tThereinstimmung 
der gefundenen Losung mit der oben angegebenen fiir den Sonderfall 
~ =V. 

48. Eigenschaften der Wellenstirn. Wir gehen nunmehr dazu iiber, 
die Grundziige der Ausbreitungsgesetze von Strom und Spannung an 
Hand der Gleichungen (16) und (17) zu schildern. Zunachst erkennt man, 

daB die Wellen eine endliche Frontgeschwindigkeit a = I 
1L O 

besitzen. Unabhangig von der Form des zeitlichen Spannungsverlaufes 
am Anfang der Leitung erreicht das Feld den Ort x der Leitung erst 

nach der Laufzeit T = ~. Dieses Ergebnis folgt lediglich aus der Voraus-a 
setzung verteilter Kapazitat und Induktivitat, wie man aus der Formel 
fUr die Frontgeschwindigkeit unmittelbar abliest. (Man erinnere sich, 
daB man beim induktionsfreien Kabel keine Frontgeschwindigkeit de
finieren konnte.) Die Existenz der Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist 
oft falsch gedeutet worden, insbesondere im Vergleich mit dem Begriff 
der Phasengeschwindigkeit, der fiir den eingeschwungenen Zu
stand von Bedeutung ist; daher mag eine kurze Erlauterung dieser 
Verhaltnisse hier am Platze seine 

Wie wir friiher gezeigt haben, erhalten wir den eingeschwungenen 
Zustand formal aus der Operatorengleichung, indem wir p durch iw 
ersetzen. Danach folgt aus (II) die Spannungsgleichung (in komplexer 
Schreibweise) 

-.!. V (iw + J)' - '" • eiwt (19) U=e II 

Durch Aufspaltung des Ausdrucks -V (iw + ~)2 - v2 in Real- und 
Imaginarteil findet sich 

U = e -u; ei '" (t-P-i) , (20) 
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wobei 
_ 15 • _ 1/ w2 + vii - 152 + Y (w 2 + v2 - 152) + 4 W S 152 

oc - pw ' P - r 2 w2 . (20a} 

Die Phasengeschwindigkeit betragt demnach ; . Da weiterhin stets 

{3 > 1 und sich erst in der Grenze w -+ 00 der Einheit nahert, hat man 
aus dieser Rechnung geschlossen, daB die Frontgeschwindigkeit von 
der Frequenz abhangt und erst bei deren unbegrenztem Anwachsen 
sich dem Grenzwert a nahere. In Wirklichkeit ist aber die Front
geschwindigkeit stets konstant gleieh a, wie auch die Form der er-

regenden Spannung sei, und der Quotient -} gibt nur die Fortpflanzungs

geschwindigkeit einer bestimmten Phase im eingeschwungenen Zustand 
a~. Dieser Unterschied ist sehr wichtig; viele MiBverstandnisse sind 
dadurch entstanden, daB man ihn nicht beachtet hat. 

Wir kehren nun zu den Gleichungen (16) und (17) zuruck. Man er
kennt, daB nach Verstreichen der Laufzeit die Spannung plOtzlich 

:I: 

auf den Wert e -Ii springt, wahrend entsprechend der Strom auf 

de -o~ V Lea ansteigt. Der Exponent laBt sich in der Form schreiben 

x (2~ + 2AC) yLC= x ({ Vi+ ~- V~) = ocx, 

wobei man in oc den Grenzwert der oben angegebenen Dampfungsziffer 
des eingeschwungenen Zustandes fur unbegrenzt anwachsende Frequenz 

erkennt. Almlich gibt -V Y den Wellenleitwert des eingeschwungenen 

Zustandes fUr den gleichen Grenzwert an. 
Wir nennen den Sprung der Spannungs- bzw. Stromwelle die 

Wellenstirn. Wenn anstatt eines EinheitsstoBes der Spannung am 
Leitungsanfang eine Spannung 1 (t) wirkt, ergibt sich demnach die 

Rohe der Wellenstirn zu I(O)e-o~ fur die Spannungund Vi 1(0) e- o-; 

fur den Strom. Dies folgt sofort aus der Identitat 
t t 

y(t) = :~ f I(t - 1') h(l') dl' = 1(0) . h(t) + f j' (t - or) h(l') dor , 
o 0 

worin man unter h die oben genannten Ausdrftcke fur die durch einen 
SpannungseinheitsstoB erregten Wellen zu verstehen hat. Der Schwanz 
der Welle, d. h. derjenige Anteil, der ffir t > or auf tritt, laBt sich aller
dings nicht so einfach darstellen; er ist sowohl von der Lange der durch
!aufenen LeitungBBtrecke alB auch von den zwei GrundgroBen lJ und '/J" 

abhii.ngig. 
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Die ideale, verlustfreie Leitung ist durch gleichzeitiges Verschwinden 
von Widerstand und Ableitung definiert; sie kann natiirlich nicht 
physikalisch realisiert werden. Hierfiir hat man lJ und v gleich 0 zu setzen 
und erhalt aus (16) und (17) 

1=0 fiir t<~· 1= V~ fiir t>~ a' a' 
(21) 

U=O fiir t<~· a' U=1 fiir t>~. a 

Strom und Spannung springen also nach Verstreichen der Laufzeit 
gleichzeitig auf ihre endgiiltigen Werte. Fiir einen SpannungsstoB I(t) 
am Leitungsanfang ergeben sich die Wellen 

1=0 fiir t<~· 1= J/i/(t - :) fiir t>~ a' a' (22) 
U=O fiir t<~· U=/(t-:) fiir t>~. a' a 

Hiernach pflanzen sich langs der verlustfreien Leitung die Wellen 
ohne jegliche Dampfung oder Verzerrung mit der konstanten Geschwin
digkeit a (gleich der Frontgeschwindigkeit) fort. Eine derartige Leitung 
stellt demnach eine ideale Energieiibertragung dar. 

Der behandelte Fall der verlustfreien Leitung besitzt nur theore
tisches Interesse. Dagegen kann eine verzerrungsfreie Leitung, der wir 
una jetzt zuwenden, in groBer Annaherung wi,rklich hergestellt werden. 
Sie gestattet die verzerrungsfreie Fortpflanzung der auf ihr verkehren
den Wellen; gerade diese Eigenschaft hat dem Leitungstyp seinen 
Namen gegeben. Die analytische Definition der verlustfreien Leitung 
lautet R A 

v= 2L -20=0. 

Hierfiir entsteht aus (16) und (17) 

t<~· 1= Vie 
-~~ 

t>~ 1=0 fiir a fiir 
a ' a ' 

-~~ 
U=O fiir t<~· U=e a fiir t>~. 

a ' a 

Fiir den SpannungsstoB I(t) am Leitungsa.nfang folgt also 

1=0 fiir 

-~~ ( X) U=O fiir t<:; U=e a·1 t-a-

fUr t>!!... a 

fiir t>!!... a 

(23) 

(24) 

(2480) 

Man erkennt, daB die Wellen langs der verzerrungsfreien Leitung 
zwar mit konstanter Geschwindigkeit (gleich der Frontgeschwindigkeit) 
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entlanglaufen, wobei sie indes eine Dampfung im MaBe e a erfahren. 

Eine derartige Leitung kann als ideal bezeichnet werden, insoweit es 
auf die Erhaltung der Wellenform ankommt; aber man muB dabei 
im allgemeinen betrachtliche Dampfungsverluste mit in Kauf nehmen. 
Wenn z. B. die Leitung im Normalzustande verschwindend kleine 
Ableitung besitzt, muB man eine besondere Zusatzableitung vorsehen, 
urn die Bedingung der Verzerrungsfreiheit zu erfiillen; dabei wird die 
wirksame Dampfung genau verdoppelt! Dennoch war die Entdeckung 
der grundlegenden Eigenschaften der verzerrungsfreien Leitung durch 
Heaviside einer der wichtigsten Schritte fiir die Entwicklung der 
leitungsgerichteten N achrichteniibertragung; er konnte zeigen, inwieweit 
man eine solche Leitung praktisch annahern kann und auf Grund dieser 
Erkenntnisse die erste richtige Theorie der Drahttelegraphie aufstellen. 

49. Das Ihnlichkeitsgesetz der Leitungswellen. Wenn die Leitungs
konstanten fJ und v ganz beliebige Werte annehmen, kann man die 
Eigentiimlichkeiten des Ausbreitungsvorganges nur an Hand .der 
strengen Formeln iibersehen; hierzu miissen die Eigenschaften der 
Besselschen FUnktionenJo undJ1 bekannt sein. Dies bereitet keinerlei 
Schwierigkeiten. Denn ffir kleine Argumente sind diese Funktionen 
tabuliert, wahrend sie ffir groBes Argument sehr einfache asymptotische 
Entwicklungen besitzen. Daher ist es leicht, den zeitlichen Veri auf 
von Spannung und Strom zahlenmaBig oder graphisch darzustellen. 
Hierzu ist es zweckmaBig, durch Einfiihrung des Wellenweges 

T= a·t (25) 

und der numerischen Dampfungs- und Verzerrungsziffer 

LI=~· V=~ 
a ' a 

(26) 

Spannung und Strom in der Form zu schreiben 

~I=e-LlzJo(iVYT2 x2)+(LI-V)je-LlTJo(iVYT2 x2)dT. (27) 

• 
Ll f e-LlT(-i) ·J1 (iVY-f2 - x2)d7: 

U = e- z+ Vx . 
1" 7:2 - x2 

(28) 

Dabei enthalten die rechtsstehenden AusdrUcke keinerlei auf eine 
spezielle Leitung beziigliche Daten mehr, so daB sie das Ahnlich
kei tsgesetz der Wellenfortpflanzung langs Lei tungen aus
sprechen: AIle Leitungen mit gleichem LI und V sind aquivalent, sofern 
man an Stelle der wahren Zeit den Wellenweg, an Stelle des Stromes die 

SpannungsgroBe ~ I einfiihrt. 

Carson-Ollendorff, Ausgleichsvorgange. 7 
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Die Abb. 11 bis 17 veranschaulichen die Gesetze (27) und (28), 
indem sie den zeitlichen Verlauf von Strom und Spannung an ver

J·z 
1,0 

"-
0,6 "- ........ "'-"", 

r-r--

schiedenen Leitungsorten und 
fur variable Werte von LI und 
V schildern. Zunachst zeigen 
Abb. 11 und 12 den Eingangs
strom einer Leitung unter der 
Wirkung eines EinheitsstoBes 
der Spannung. Dabei ist die 
Leitung als ableitungsfrei 

o 20 '10 60 80 100 120 1'10 160 190 200 (0 = 0) vorausgesetzt, und der 

J.Z 
1,0 

~ 

l:-a.t Stromverlauf wurde fur zwei 
Abb. 11. Eingangsstrom einer Leitung 

({- ~ = 0,0132). 
verschiedene Werte der nu
merischen Dampfung ausge
wertet. Man erkennt, daB der 
Strom sofort auf den Wert 

0,8 
\ Vi anspringt, um dann lang-

0,6 

0,3 

o 

1,11 

1,2 

1,0 

0,8 

0,6 

0," 

i"- ...... r- io-. 

20 '10 GO 80 100 120 1'10 '150 1110 200 
'7:-a.t 

Abb. 12. Eingangsstrom einer Leltung 

(-} ~ = 0,02645). 

-V r--
./ 

"B LI R 11"0 sam gema = 2 V L expo-

nentiell abzuklingen. 1m 
Orte x der Leitung flieBt kein 
Strom, solange 7: < x; dann 
springt er bis zur Rohe 

Vi e - A 11:, um weiterhin lang

sam gegen Null zu sinken, 
vorausgesetzt, daB LI x < 2. 
1st dagegen LI x > 2, so steigt 
der Strom von seinem An
fangswerte aus noch an und er
reicht ein Maximum, welches 
die eigentliche " Stirnhohe" 
betrachtlich ubertrifft. In den 
Abb. 13, 14 und 15 ist diese 
Erscheinung fUr eine ablei

~80 200 220· 2'10 260 280 JOO J20 .1'10 360 .1110 tungsfreie Leitung dargestellt. 
'l: =a.t Man erkennt, daB mit wach

Abb. 13. Stromwelle auf der Leitung 
sender numerischer Dampfung 

(II: = 200; {- ~ = 0,0132). und mit zunehmendem Wel-
lenweg der Schwanz mehr und 

mehr die Stirn uberwiegt. Geht man zu dem Grenzfall einer sehr 
langen Leitung uber, so sinkt schlieBlich die "Stirn" unter jeden 
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meBbaren Betrag und die Welle wird identisch mit dem friiher be
handelten Ausbreitungsvorgang in einem induktionsfreien Kabel. . In 
Abb. 15 und 16 sind des 

J'ZB+"ZfI 
bequemen Vergleichs hal
ber die entsprechenden 
Kurven fur eine Leitung 
und ein induktionsfreies 
Kabel nebeneinander dar
gestellt. Abb. 17 zeigt 
den EinfluB einer schwa
chen Verzerrung auf den 
Wellenschwanz. 

Die geschilderte An
naherung der Wellenform 
an die Ausbreitungsform 
einer Storung im induk
tionsfreien Kabel ist sehr 
bemerkenswert: sie zeigt, 
daB unter sonst gleichen 
Umstanden die Induk
tivitat keinen EinfluB auf 

5 

J 

z 
1 

o 

L 
V 

V 

~ 
V .... 

./ 
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180 ZOO 220 2'10 260 280 .100 .120 .1'10 .160 .180 
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Abb. 14. Stromwelle auf der Le1tung 

(z = 200; i~=0,02645). 
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,/ 

J 
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I 

die Ausbildung des Wel- 1J,1O I 
II lenschwanzes hat. 

In Abb. 18, 19 und 
20 ist der zeitliche An-
stieg der Spannung fur 
verschiedene Verhaltnisse 
gezeichnet. Nach dem 
Eintreffen der Wellenstirn 
nahert sich die Welle nur 
langsam ihrem Endwert. 
Abb. 20 zeigt den Span
nungsanstieg an einer 
nahezu verzerrungsfreien 
Leitung, wobei ersichtlich 
der Wellenschwanz fast 
verschwindet. 

50. Fortpflanzung von 
SinuBwellen. Bisher ha-

I 
J 
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Abb. 15. Strom in der Le1tung (i ~ . z = 10). 
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ben wir Strom- und Span- Abb. 16. Strom im Kabel. "C-.x:;C 
nungswellen untersucht, 
welche durch einen EinheitastoB der Spannung erregt werden. Von 
weit groBerem technischen Interesse ist die Erforschung der Vor-

7* 
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gange, welche der plOtzliche Eingriff einer am Leitungsanfang 
wirkenden Sinusspannung verursacht. Um diese Aufgabe zu iiber
sehen, spaltet man zweckmaBig die Wellen (27) und (28) in je zwei 
Komponenten: 

(29) 

Hier geben die iiberstrichenen Komponenten i(t) und U(t) gemaB De
finition die Differenzen zwi-

f0- P - .- .-
-' 

o,B 

0/1· 

"(J zoo 220 21/0 260 280 300 320 .11/0 360 J: 
o 
1& "(J 

Z"-at 

1L 0,6 
l{, 
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0,11 
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0,1 

o z 

Abb. 17. Strom auf der Leitung 

( 1 R 1 
11)=200; "2z +"2 GZ = 0,0353 

1 R 1 ) "2z-"2 GZ =0,01765. 

-......--i.---
./ 
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( 
6 8 10 12 111 16 18 20 

r:-{It 

Abb.18. Spannung auf der Le1tung (i;· II) = 3). 

schen den Gesamtwellen und 
den "Stirnwellen" an; sie 
schildern den eigentlichen Ver
zerrungsvorgang. Wirkt daher 
der SpannungsstoB f(t), so er
halt man nach Verstreichen 
der Laufzeit die Wellen 

° + f f(t - t1) l' (t1) dt , 
II) 

a (30) 

U = e-lhl (t- :) 
° + f I (t - t1) U' (t1) dt , 

wobei 

II) 

a 

1'= dl 
dt' 

gesetzt ist. 

U' = dU 
dt 

Die hier auftretenden Integrale konnen auf demselben Wege disku
tiert werden, den wir bei der entsprechenden Aufgabe des induktions
freien Kabels beschritten haben; sie ergeben wesentlich dieselben Wellen
typen, die wir dort kennenlernten. Daher ist der Hauptunterschied 
in den ersten Komponenten der Gleichung (30) gegeben, welche un
verzerrt mit der Frontgeschwindigkeit a fortschreitende Wellen daI'
stellen. Wenn daher am Anfang der Leitung eine sinusformige Span
nung sin OJ t wirkt, so erhalt man 
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_ t 

I V ~ = e- A x sin w (t - :) + f sin w (t - t1) ji (t1) d tl 
x 
a 

o 

U = e- A xsinw (t - :) + f sin w (t - t1) ff' (t1) dt1 

a 

fUr 
x 

t>a' 

fUr x t>-. 
a 

Offenbar sind die ersten Glieder dieser Ausdriicke identisch mit der 
wohlbekannten Spannungs- und Stromverteilung des eingeschwungenen 
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0,3 

Zustandes, vorausgesetzt, 
daB man die Betriebsfre- ~ 0,6 

quenz so wahlt, daB Damp
fungsziffer und Phasen
geschwindigkeit mit den 
entsprechenden Grenzwer
ten fUr unendlich anwach
sende Frequenz vertauscht 
werden diirfen. Anderer

0,2 

0,1 

.J 

----V ~ 

./ 
/' 
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/ 

seits nehmen die Integrale 
in (30) mit zunehmender 
Frequenz dauernd abo 
Hochfrequente Felder er
reichen daher im wesent

o 10 20 JO '10 60 60 70 80 90 100 
r;-(1t 

lichen ihren Endwert un
mittelbar nach Verstrei
chen der Laufzeit, und die 
verzerrten Wellenschwanze 

werden unmerklich 
schwach. AIle diese Ergeb
nisse folgen erst aus der 
Beriicksichtigung der In
duktivitat, so daB man 
ihre grundlegende Bedeu-
tung fiir aIle W echselstrom
iibertragungen erkennt, 

Abb. 19. Spannung auf der Leltung (~~. x = 6). 
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Allb.20. Spannung auf der Leitung 

(~~.X=3. ~GZ.X=2) 
2 Z ' 2 • 

wobei ihr die Abnahme der Verzerrung zu danken ist. Wir miissen 
indes darauf hinweisen, daB fiir sehr lange Leitungen und hinreichend 
groBer Dampfung die Integrale in (30) im allgemeinen durchaus zu 
beach ten sind, es sei denn, daB gleichzeitig die Frequenz sehr hoch 
ansteigt. Z. B. ist in langen Seekabeln die Wechselstromdampfung 
so groB, daB gerade die ersten Komponenten in (30) sehr klein werden 
und man merklich nur die zweiten Komponenten erhalt. In diesem 

(31 
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Falle ist also der Verzerrungsvorgang entscheidend, Wechselstrome 
sind dann fiir die Kabeltelegraphie ungeeignet. 

Diese Verhaltnisse lassen sich ein wenig einfacher iibersehen, wenn 
wir auf die entsprechende Diskussion der Wellenausbreitung im in
duktionsfreien Kabel zuriickgreifen. Der Vergleich zeigt, daB bei 
hinreichend hoher Frequenz das Integral (30) annahernd durch 

~j'(t) 
l/) 

gegeben ist. Daher lautet die gesamte Stromwelle 

1 (X) 1--e-Llzsinw t -- +-I'(t) 
Z a l/) 

(32) 

und ahnlich die Spannungswelle 

e-LlZsinw(t- :)+ ~U'(t). (32 a) 

Wenn nun die gesamte Dampfung L1 x groB ist, erreichen die voriiber
gehenden Komponenten der Wellen (32), (32a) Werte, welche die durch 
die ersten Glieder reprasentierten Felder des eingeschwungenen Zu
standes erheblich iiberwiegen. 

VIII. Wanderwellen auf Starkstromleitungen. 
61. Wanderwellen als trberspannungserreger. In der Theorie der 

elektrischen Nachrichteniibertragung sind die auf den tJbertragslei
tungen hin- und hereilenden Wellen nur Mittelglieder fiir den gewiinsch
ten technischen Arbeitsvorgang; sie sind als solche mit dem regularen 
Betriebe der hierfiir bestimmten Kabel und Leitungen untrennbar ver
kniipft. Demgegeniiber kommt den durch Schaltvorgange ausgelOsten 
freien Wanderwellen auf Starkstromleitungen nur voriibergehend eine 
selbstandige Bedeutung zu: Sie iiberlagern sich dann den betriebs
maBig auf der Leitung verkehrenden Wellen der normalen Frequenz 
und konnen an einzelnen Orten der Leitungen erhebliche tJberspan
nungen hervorrufen, welche die Isolation der Anlage gefahrden. Diese 
Wirkung steigert sieh noch betrachtlieh beim Eindringen der Wander
wellen in die Wicklungen von Maschinen und Transformatoren, weil 
dann nach MaBgabe des raumlichen Anwachsens der Wanderwellen
spannung dieht nebeneinander befindliehe Teile der Wieklungen eine 
hohe Spannung gegeneinander annehmen konnen, die in vielen Fallen 
den Durchschlag der Isolation einleitet. Man versucht die gefahr
lichsten Wirkungen dieser Wanderwellen abzuschwachen, indem man 
vor die zu schiitzenden Anlageteile gewisse Kombinationen von Wider-
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standen, Selbstinduktionen und Kapazitaten einbaut, welche die Form. 
und die Rohe der "Oberspannungswelle in geeigneter Weise umwandeln 
sollen. Wir stellen uns deshalb die Aufgabe, die Gesetze der Wander
wellen und ihre Verformung durch im Zuge der Leitungen befindliche 
Schutzvorrichtungen zu untersuchen. 

52. Operatorengleichung der Wanderwellen. Wanderwellen auf 
Starkstromleitungen unterliegen den allgemein giiltigen Gesetzen der 
Fortpflanzung elektromagnetischer Storungen, wie sie in den Tele
graphengleichungen mathematisch formuliert sind. Mit Rucksicht 
auf die numerischen Verhaltnisse ausgefiihrter Starkstromleitungen 
kann man inde~ die Aufgabe vereinfachen. Zunachst sind der Ohmsche 
Widerstand und die Ableitung meist so klein, daB man in erster Nahe
rung ganz von ihnen absehen darf, also mit einer verlustfreien Leitung 
rechnet. Sind die von den Wellen durchlaufenen Strecken indes so 
groB, daB die Dampfung durch die Leitungsverluste die Rohe der 
Wellen schon betrachtlich verringert hat, so kann man sich in der Regel 
mit der Kenntnis eben jener WellenhOhe begnugen, wahrend dil;l Ver
schleifung des Wellenschwanzes durch die Leitungsverzerrung kaum 
Interesse bietet; in zweiter Naherung darf man also die Leitung zu
mindest als verzerrungsfrei betrachten. 

Sind U, J Spannung und Strom der Wanderwelle am Orte x der 
Leitung, so geiten fur einen exponentiell mit e'Pt anwachsenden Vor
gang auf verlustfreier Leitung die Gleichungen 

'dU 
- dx =LpJ, (1) 

_ dl o!:: 0 U dx p, (2) 

darin ist L die Induktivitat, 0 die Kapazitat je Langeneinheit der 
Leitung. Eliminiert man den Strom, so folgt als Operatorengleichung 
der Spannungswelle 

(3) 

Die GroBe a = ~ besitzt hier~ach die Dimension einer Geschwindig-
,LO 

keit und erweist sich spater als Frontgeschwindigkeit der Welle, die 
fur Starkstromleitungen in guter Naherung mit der FortpfJanzungs
geschwindigkeit des gesamten Wellengebildes ubereinstimmt. 

Die Losungen der Gleichung der Spannungswelle lassen sich in der 
allgemeinen Form schreiben 

(4) 
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Aus ihnen ergibt sich mittels ortlicher Differentiation nach x gemaB 
Gleichung (1) die Operatorengleichung des Stromes 

1 p [-~X +~xl I=-.-.U e a -Ue a Lp a a e (5) 

oder mit Beachtung der Definition von a 

VG [-~X +~xJ U -~x U +~a; 1= -. U e a - U e a = ~e a -~e a L a e Z Z . (5a) 

Darin ist Z = ~ eine Konstante der Leitung, welche mit Rucksicht 

auf die Analogie der Stromgleichung mit dem Ohmschen Gesetz als 
Wellen widerstand bezeichnet wird. 

Fur die verlustbehaftete Leitung ohne Verzerrung gelten analog 
(1), (2) die Gleichungen 

dU 
- fiX = (L p + R) 1= L(p + /J) I , (6) 

wenn 

dl 
- dx = (0 p + G) U = 0 (p + /J) U , (7) 

/J= ~ = ~ == ~ (~ + ~) (8) 

gesetzt wird. Eliminiert man wiederum den Strom, so ergibt sich aIs 
Spannungsgleichung 

d2 U = LO( + /J)2 U = J1l + 15)2 U. 
d~ P ~ (9) 

Ihre Losung lautet 
-~x _Ex +~x +Ex 

U=Ua'e a' e a +Uee a' e a (10) 

und der Strom folgt 
U -~x _Ex U +~~x +~x 

I = -j-e a 'e a - ye a 'e a • (ll) 

Hierin haben a und Z genau die gleiche Bedeutung wie bei der verlust
freien Leitung; sie sind also von p unabhangig. Da das gleiche von 

J 

den Exponentialfaktoren e ± aX gilt, sind hinsichtlich der Operatoren
gleichung die fiir die verlustfreien und fur die der verzerrungsfreien 
Leitungen geltenden Wellengesetze als gleichwertig zu betrachten. 

53. Wanderwellen auf unbegrenzter Leitung. Ein EinheitsstoB der 
Spannung wirke auf eine unbegrenzte Leitung; wir fragen nach den 
von ihr erregten Wanderwellen. 

Fur die verlustfreie Leitung erhalt man nach (4) die Operatoren-
gleichung _ ~ x 

U = ea. (12) 
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Ihr entspricht als gleichwertige Integralgleichung 

-~z a 00 

_e _ = J e-pt-/(t).dt. 
p 0 

Man verifiziert durch Einsetzen unmittelbar die Losung 

U = f(t) = 0 fur 

U = f(t) = 1 fUr t > ~ . a 

105 

(13) 

Da der Strom sich aus 1 = ~ berechnet, folgt fur ihn der gleiche Zeit-

verlauf 
t>~ 1=0 fiir 

a ' (13a) 
1 1 fiir t<~. =z a 

Durch diese Formeln sind Wellen mit steiler Front dargestellt, welche 
sich mit der Geschwindigkeit a langs der Leitung fortpflanzen. Man 
erhalt also mittels der Operatorengleichung dieses Urbild der Sprung
wellen unmittelbar, ohne zuerst die Erscheinungen auf begrenzter 
Leitung kennen zu mussen. 

Fiir die verzerrungsfreie Leitung mit Verlusten laBt sich die oben 
durchgefiihrte Rechnung sogleich ubernehmen; man hat nur uberall 

iJ --z 
den Dampfungsfaktor e a hinzuzufugen. Beschranken wir uns hier 
auf die Spannungswelle, so gilt also 

U=o fiir 
x t>-
a ' 

(13b) lJ 
--z x U= I,e a fiir t<-. 

a 

Man kann dieses Ergebnis der Anschauung naher bringen, indem man 
{j 

--z 
sich die "Leitkurve" e a aufzeichnet und nun in den zwischen ihr 
und der x-Achse liegen
den Streifen eine Welle ff 1 

o 
mit der Geschwindig-
keit a einlaufen laBt 4.5 
(Abb. 21). Dabei bleibt ----also die steile Stirn er- O"""""""o.~,2=""4J<.lf=~-..L-L,---I-:--...L~....,~l-:6:--~~8-:---='210 
halten, nur ihre Hohe .£ oX 

nimmt exponentiell abo rAbb. 21. Wanderwelle auf verzerrungsfreier Leitung. 

Ganz analoge Er
scheinungen treten ein, wenn statt des EinheitsstoBes der Spannung 
eine nach vorgegebenem Zeitgesetz variable Spannung die Welle erregt. 
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Sei namIich Uo(t) diese Spannung, so folgt die Wanderwellenspannung 
am Orte x del' Leitung mit Beachtung von (13) 

Nun ist 

also 

d t . 

U = de f Uo(T)t(t - T)dT. 
o 

t(t) = 1 fiir t>~ 
a ' 

t(t) = 0 fiir t<~. 
a 

t(t - T) = 1 fiir 
x 

t-T>a-; 
x 

T<t-a-' 

f(t - T) = 0 fiir t-T<~' x T>t--. 
a ' a 

(14) 

Daher ist das obenstehende Integral nur bis zur Grenze t - ~ zu er· a 
strecken, und man erhii.lt 

(15) 

Ebenso gilt fiir den Strom 
Uo(t-~) 

l=.!!.-= a Z Z (15a) 

Nach Verstreichen del' Laufzeit : erscheint also die angelegte Span. 

nung U 0 in voller Hohe am Orte x del' Leitung, begleitet von einem 
ihr proportionalen Strome. Beide Wellen schreiten unverzerrt mit 
del' Frontgeschwindigkeit a vorwarts. Wenn die Leitung Verluste auf· 
weist, erhalt man auf genau dem gleichen Wege 

(15b) 

da del' Dampfungsfaktor bei del' Integration nach del' Zeit gemaB 
Gleichung (14) als Konstante behandelt werden kann. Auch hier bleibt 
also die Wellenform von dem Dampfungsvorgang unberiihrt, nul' die 
Wellenhohe nimmt beirn Fortschreiten langs del' Leitung abo 

54. Reflexionsgesetze. Gegeben sei eine begrenzte Leitung 1 del' 
Behr groBen Lange 8; Zl sei ihr Wellenwiderstand, a1 die FrontgeBchwin. 
digkeit auf ihr laufender Wanderwellen. An Bie ist eine zweite un· 
begrenzte Leitung mit den von Zl' a1 abweichenden Konstanten Z2' ~ 
angeschlossen. Es wird nach den Vorgangen am Knotenpunkt beirn 
Auftreffen einer Wanderwelle gefragt, welche durch einen am Anfang 
del' Leitung 1 angreifenden EinheitsstoB del' Spannung erregt werden. 
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Auf der Leitung 2 gelten fUr einen mit ePt exponentiell anklingenden 
Vorgang die Gesetze der unbegrenzten Leitung; sei Ua2 die am Knoten
punkt wirksame Spannung, so hat man als Spannungen und Strome 
der Leitung 2 in der Entfernung Xs vom Knotenpunkt 

-~z, 
Us = Ua.·e a, , 

U -~z. 
Is = Z:'·e a, 

(16) 

Auf der Leitung 1 dagegen hat man auch Wellen zu beachten, die 
vom Knotenpunkt gegen den Leitungsanfang hineilen; dort setzen 
wir also fUr eine Entfernung Xl vom Leitungsanfang 

p p _. 
---Zl -~l 

UI = Ua, e a, + Ue, e a, 

Ua -~z, Ue ~z, 
II=-'e a, ----'ea, 

Z1 Z1 

Strom- und SpannungsgroBen mussen am Knotenpunkt (Xl = 2, 
Xs = 0) stetig ineinander ubergehen. Demnach folgen die Beziehungen 

-~B ~B 
Ua, = Ua,e a, + Ue,e a, , 

Z _.P- s ~B 
_1 Ua, = Ua, e a, - Ue,ea, . 
Z2 

(17) 

Durch Addition und Subtraktion erhalt man die Wellen der Leitung 1 
ausgedriickt durch die Wellen der Leitung 2 

(17a) 

Beriicksichtigt man weiterhin, daB am Anfang der Leitung 1 (Xl = 0) 
ein EinheitsstoB der Spannung angelegt wird, so gilt dort als Grenz
bedingung 

oder 

Fur die am Knotenpunkt erregte Spannung gilt also die Operatoren
gleichung 

2 
(18) 
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und also allgemein fur die Spannungswelle der Leitung 2 
_Lz, 

_Lz. 2e a, 
U2 = Ua •. e a, - --------- (ISa) 

e:' ' [1 + !~J + e - :. ' [1 - !~J . 
.A.hnlich lauten die Operatorengleichungen der Spannungswellen auf 
Leitung 1 p P 

-8 --2:1 

-~z, (Zl) e a, .e a, 

Ua, • e a, = 1+ Za ~'[ Z J _L, [ ZJ 
e a, 1 + Z~ + e a, 1 - Z~ 

(19) 

_L, +Lz, 
+ -~ z, (Zl) e a, . e a, 

UB,' e a, = 1- Zg L,[ Z ] _~"[ Z ] 
e a, 1 + Z~ + e a, 1 - Z: 

(19a) 

Hieraus ergeben 8ich die Gleichungen der Stromwellen durch Division 
mit dem jeweils wirksamen Wellenwiderstand, so daB ihr zeitlicher 
Verlauf sich nur durch konstante Zahlen vom Spannungsverlauf unter-
8cheidet. 

Um die Reflexionsgesetze in reiner Form zu erhalten, sei die Leitung 1 
ala 8ehr lang vorausgesetzt, 80 daB die reflektierten Wellen den Leitungs

p 

anfang nicht erreichen. Streichen wir hiernach da8 mit e -a;:' behaftete 
Glied im Nenner der Operatorengleichungen, so vereinfachen sich diese in 

_Lz, -~z, 
Ua,' e a, = e a, 

+Lz, Za-Zl -~B -~(,-z) U . e a, = ---e a, . e a, 
6, Za + Zl 

(ISb) 

(19b) 

(19c) 

p 

Die Operatorengleichung fiir Ua, e -a. z, ergibt eine auf der Lei-
tung 1 mit der Frontgeschwindigkeit at vorwiirtslaufende Welle; sie 
8piegelt die unmittelbare Wirkung des EinheitsstoBes am Leitungs-
anfang. p 

.A.hnlich erkennen wir in UB, e + (hz, eine reflektierte Welle, welche 

nach der fiir das DurchIa.ufen der Leitungslange 8 erforderlichen Zeit ~ a,. 
am Knotenpunkt beider Leitungen entspringt und mit der Geschwindig
keit a l riickwarts eilt; maBgebend fiir ihre H6he ist der Reflexions
faktor Z9-Zl 

fr=z +Z· 
9 1 

(20) 
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Fur Z2 > Zl' also den tJbergang in eine Leitung von hoherem Wellen
widerstande, erhalt man einen positiven Reflexionsfaktor, so daB infolge 
der Reflexion eine relative Uberspannung vom Betrage entsteht 

2Z2 

1 + / r = Z2 + Z~ . 
Sie bleibt indes stets unterhalb 2 und erreicht diesen Grenzwert erst 
ffir Z2 -7- 00, also ein offenes Leitungsende. 1st dagegen Zl > Z2' so 
schlagt das V orzeichen der reflektierten Welle urn, die Gesamtspan
nung erniedrigt sich und verschwindet vollig fUr Z2 = 0 (KurzschluB 
am Leitungsende). 

Die in die Leitung 2 einziehende Welle ist ebenfalls eine Sprung
welle mit rechteckiger Wellenstirn, deren Rohe durch den Brechungs
faktor gegeben ist 

(21) 

Sie bewegt sich naturlich mit der ihrer Leitung eigentiimlichen Front
geschwindigkeit a2 vorwarts. 

55. Schalten fiber Schutzleitung. Man kann die Reflexion und Bre
chung am Knotenpunkt zweier Leitungen zur Umformung der in die 
eigentliche Leitung 2 eindringenden Wellen benutzen, indem man die 
Leitung 1 passend dimensioniert. Wir wollen die Wirkungsweise einer 
solchen Schutzleitung aus den allgemeinen Gleichungen des vorigen 
Abschnittes herleiten, indem wir jetzt die endliche Lange der Schutz
leitung berucksichtigen. Dabei beschranken wir uns auf die Knoten
pUnktsspannung, aus welcher die hauptsachlich interessierende Form 
derin die Leitung 2 eindringenden Welle nach Gleichung (16) sofort 
hergeleitet werden kann. 

Wir schreiben 
2 _11_8 I 

Ua,= p p = e a, ·/b·-----
Z Z -2E.s ' 

ea.8[1+Z~J+e-a,8[1-z~J l+fr. e a, 
(22) 

worin die Brechungs- und Reflexionsfaktoren des Knotenpunktes nach 
Gleichungen (20), (21) eingefuhrt sind. Den Bruch diirfen wir wegen 
Ilrl < 1 in eine bestandig konvergente geometrische Reihe entwickeln: 

Jeder Posten der Reihe stellt einen SpannungsstoB dar, wobei das 

note Glied nach der Zeit tn = .!... + 2 (n -I).!... = .!... (2n - 1) in der 
at at at 

Rohe Ib·(-I)n-1./rn- 1 auftritt. Als Gesamtspannung zu dieserZeit 
hat man also 

(22b) 
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Fiir die Wirkungsweise der Leitung 1 ist das V orzeichen des Reflexions
faktors I r von entscheidender Bedeutung. Sei zunachst Z2 > Zl voraus
gesetzt, was dem Aufladen einer Freileitung iiber ein Kabel entspricht; 
hierfiir wird Ir > O. Man erkennt, daB zuerst (n = 1) eine Uberspan
nung 1 + Ir auf tritt, welche in oszillierenden Spriingen auf den End
wert 1 abgebaut wird; bei dieser Schaltung wird also in der Leitung 2 
% ein abklingender Wellenzug er-

Jl200 regt, dessen Frequenz durch 
u""180 

160 
JII{} 

120 
100 
80 

die vierfache Laufzeit auf der 
Leitung 1 gegeben ist (Abb.22). 

SchaItet man umgekehrt die 
Leitung 2 iiber eine Leitung 1 
der Eigenschaft Z2 < Zl' also 

60 
I/O beispielsweise ein Kabel iiber 
20 --::- t eine Freileitung, so hat man 

o 1 J 5 7 9 11 13 15 17 19 Z1 23 252729 x oS fUr I r < 0 und demnach a, 
Abb. 22. Schalten einer FreUeitung fiber ein Kabel 

(Zl=50!J, Z,=500Q). 
U a't = t .. = 1 - II r In. 

Hier wird also anfangs nur die 

kleine Spannung 1 -l/r I = Z22 :2Z1 von der ankommenden Welle er

regt, und diese wachst nach Abb. 23 in monoton zunehmenden Spriingen 
bis auf den Endwert 1 an; die in die Leitung 2 eindringende Welle 

u % . besitzt somit eine stark abge-

UOO1~1f,2C'°OO:V-- - I ~, I~t - flachte Wellenstirn. Um also die o Wellenfront beim Schalten im 
giinstigen Sinne umzuformen, 
muB man der Schutzleitung 

01357 9111J151719212J25272.9xs stets einen h6heren Wellen
a1 widerstand geben als der Haupt

Abb.23. Schalten eines Kabels fiber eine FreUeitung leitung. 
(Zl = 500 {J, Z, = 50 {J). 

Von hier aus ergibt sich die 
wichtige Frage, wie sich eine solche Anordnung gegen Wellen verhalt, 
die aus der Hauptleitung kommen und tiber die Schutzstrecke in den 
Generator (oder Transformator) eindringen. Um sie zu beantworten, 
wollen wir uns iiberschlaglich die Apparatwicklung als eine Leitung 
von sehr hohem Wellenwiderstand vorstellen. Durch diese Verein
fachung wird die gestellte Frage der folgenden einfachen Behandlung 
zuganglich: 

56. Wirkung von Zwischenleitungen. Am Anfang der sehr langen 
Leitung 1 wirke ein EinheitsstoB der Spannung; wir fragen nach der 
Form der in eine unbegrenzte Leitung 2 hineinlaufenden Welle, wenn 
eine Zwischenleitung der Lange 8 die beiden Hauptleitungen trennt. 
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Fiir die Wellen der Leitung 2 gilt wieder Gleichung (16); ebenso 
konnen wir die fmher fiir die Leitung 1 hergeleiteten Beziehungen 
sogleich zur Beschreibung des Wellenvorganges auf der Zwischen
leitung iibernehmen, sofern man nur, der veranderten Bezeichnungs
weise entsprechend, die Indizes streicht: 

1 ( Z) 1'-8 
Ua =-2- U", I+ Z2 e" , 
U = -~ U (1 _ -~) e -~8 

e 2"' Z2 . 
Der in die Zwischenleitung eindringende Strom ist 

Ua_Us=_1 U [(I+~)e~8-(I-~)e-~8J 
Z Z 2 Z", Z2 Z2 . 

Die Spannungswellen auf der Leitung 1 schreiben wir 

Vernachlassigen wir die reflektierte Welle wegen der ala sehr groB 
vorausgesetzten Lange der Leitung 1, so wird U", = 1, wahrend sich 
Us, aus den Grenzbedingungen am Knotenpunkt der Leitung 1 und 
der Zwischenleitung bestimmt. Die erste Grenzbedingung fordert die 
Stetigkeit der Spannungen 

Ebenso muB der Strom stetig sein 

Wir wollen auch hier nur die Form der in die Leitung 2 eindringenden 
Welle zu ermitteln suchen, welche wesentlich mit dem zeitlichen Ver
lauf der Knotenpunktsspannung U a, iibereinstimmt: 

(23) 

Nennen wir Ib" I .. , die fiir den Knotenpunkt der Leitung 1 mit der 
Zwischenleitung giiltigen Reflexions- und Brechungsfaktoren, ebenso 
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die Faktoren fUr den Knotenpunkt der Zwischenleitung und der 
Leitung 2 Ib, und Ir" so konnen wir schreiben 

-_P- s, -P-8 
e a, .e a 

U a,= Ib, ·Ib,· ------P
-2-8 

l+fr •. I".e a 
Darin ist also definitionsgemaB 

Nun entwickeln wir, genau wie im vorigen Abschnitt, 

(23a) 

(8, S) P P 

Ua,= tb.lb,e- P a;-+/i .[I-I"lr,e- 2/i'+ (f"lr,)2 e- 4 /i8 -+ ... J 
und erkennen die Darstellung einer stufenformig veranderlichen Funk

tion, welche nach der Totallaufzeit to = ~ + ~ mit dem endlichen 
flt a 

Sprunge Ib s' Ib, einsetzt und dann immer nach Verlauf der doppelten 
Laufzeit der Zwischenleitung in geometrischer Progression springt. FUr 

die Zeit tn = to + (2 n - 2) : erhii.lt man als Gesamthohe der Spannung 

I - (- Ir.· I,,)" 2 Zs ] 
U a" ~ '" = lb •. Ib,· I + Irdr, = Zl + Zs [1- (- Ir. ·f,')". (24) 

Hier ist Z 2:Z mit dem Brechungsfaktor Ib fiir unmittelbaren "Ober-
1 a 12 

gang der Sprungwellen aus Leitung 1 in Leitung 2 identisch, so daB wir 
schreiben konnen 

U a" _ '" = Ib,,· [1 - (-Ir, ·Ir,)"] . 
1st nun Ir. ·Ir. > 0, so erfolgt der Aufbau der Welle oszillatorisch (vgl. 
Gleichung (22b) und Abb. 22); dies fordert fUr die Wellenwiderstiinde 
die Bedingung " 

Zs > Z > Zl oder Za < Z < Zl . 

Wenn also die Wellenwiderstande im Zuge der Wanderwelle monoton 
wachsen oder fallen, werden durch eine auflaufende Wanderwelle hinter 
der Zwischenleitung Schwingungsziige erregt. Will man diese gefahr
liche Erscheinung vermeiden, so muD man I,. ·1,. < 0, also 

Z2 >Z<Zl oder Z2<Z>Zl 

machen. Denn dann wird 

Die Welle erhalt einen flachen Kopf, der erste Sprung erreicht eine nur 
mii.Bige Rohe. Wenn insbesondere eine Apparatwicklung mit sehr hohem 
Wellenwiderstande gegen Sprungwellen aus einer Freileitung geschiitzt 
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werden solI, muB man zwischen Freileitung und Wicklung eine 
Schutzkabelstrecke vorsehen; dagegen konnen zufallig zwischen Frei
leitung und Wicklung liegende Wicklungen maBigen Wellenwiderstandes 
(Luftdrosseln, Ausli:iser, Stromwandler) gefahrliche Schwingiiberspan
nungen zur Folge haben. 

57. Umformong von Sprungwellen durch Spulen ond Kondensatoren. 
Zwischen zwei Leitungen 1 und 2 sei eine Drossel der Induktivitat L 
geschaltet; wir fragen nach der Form der in die Leitung 2 hinein
laufenden Welle, wenn an den Anfang del Leitung 1 (Lange 81) ein Ein
heitsstoB der Spannung gelegt wird. 

Fiir die Leitung 2 hat man als Spannungs- und Stromwellen 

_1'-z. 
Ua = Ua•• e II, , 

p 
l Ull, --;;-Z, - -.e w. 

2 - Zs 

Der Spannungsabfall in der Drossel ist Lp 
LpI2z,=o = UII,· z;-. 

Demnach lauten die Grenzbedingungen am Ende der Leitung 1 

_.1!.. +.1!., (Lp) 
Ua,e a, + Ue,e II, = UII, 1+ Zs ' 

p p 

U -a,' - U -a,8 - U .Zl 
II, e e, e - a, Zs· 

Fiir die Anfangsspannung der Leitung 2 findet man also mit Ua. = 1 
(groBe Lange der Leitung 1) 

_.1!.. -.1!.8 
2UII.e I'> 2e a. 

U a, = 1 + Zl + L P = 1 + Zl + Lp . 
Z. Zz Zs Zs 

(25) 

Diese Operatorengleichung laBt sich sofort mittels des Hea visideschen 
Entwicklungssatzes li:isen 

z, +Z. ( ') 
Ua,= _2 __ 2e-~ t-a, = Ib (1- e _z'iz, (t- :,)); t >.!.... (26) 

1+ Z1 1+~ ~ 
Z. Za 

Die steile Sprungwelle wird also in eine Welle mit exponentiell anstei
gender Stirn umgeformt, deren Zeitkonstante 

T=_L_ 
ZS+Zl 

betragt. 
Carson-Ollendorff, Ansglelchsvorginge. 8 
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In ganz ahnlicher Weise laBt sich die Wirkung eines Kondensators 
der Kapazitat 0 iibersehen, welche am Knotenpunkt parallel zur 
Leitung 2 geschaltet ist. Denn der Kondensator nimmt den Strom auf 

U/I.,·Op, 

so daB jetzt die Grenzbedingungen am Knotenpunkt lauten 

_1!...-" +1!...-" 
U/I.,e /I., + Ue,e /I., = U/I." 

-~~ • +~~ (Z ) U /I., e /I., - Ue, e /.I, = z: + Zl 0 P U /I., • 

FUr U/.I, = 1 folgt hieraus die Knotenpunktspannung 

-~" 2e /I., 

U/.I, = --Z-=----
1+ z:+ZlOp 

Die Losung dieser Operatorengleichung lautet 

2 ( Z, + z, 1 (t ' )) 
U = -- 1-e- Z"Z. a -a;-
~ Z ' 

l+~ 
Zz 

=lb(l-e-(;,+l-ji(t-:')); t>~. 
a,. 

(27) 

(2S) 

Man erhalt also qualitativ genau die gleichen Eigenschaften der in die 
Leitung 2 eindringenden Welle wie bei Verwendung einer Drossel, 
nur ist die fiirden zeitlichen Spannungsanstieg maBgebende Zeit-
konstante jetzt durch 0 

T=-l--l 
-+Zl Z2 

gegeben. Wahrend demnach bei der Anordnung mit Reihendrossel der 
Reihenwellenwiderstand beider Leitungen fiir die Abflachung der 
Wellenstirn maBgebend ist, kommt hierfiir bei der Anwendung eines 
Parallelkondensators der Wellenwiderstand der parallel geschalteten 
Leitungen in Frage. Durch passende Bemessung von Drossel und Kon
densator kann man einen genau gleichwertigen Schutz erzielen. Aqui
valente Werte von Kapazitat und Induktivitiit stehen in der Be
ziehung 

L = Zs + Zl = Z . Z o I I 2 l' 
-+-Zs Zl 

(29) 

6S. Umformung durch Schwingungskreise. Wir behandeln das Ein
dringen von Sprungwellen in die Leitung 2, wenn beide Leitungen nach 
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Abb. 24 durch eine Reihendrossel L getrennt sind und auBerdem noch 
am Ende der Leitung 1 eine Parallelkapazitat C liegt. Die Kondensator
spannung ist dann 

Ua• (1+ ~:) 
und der Kondensatorstrom 

U a. C P (1 + ~:) . 
Abb. 24. Schwingungskreis am Zu

sammenschluB zweier Leitungen. 

Demnach erhalten die Grenzbedingungen am Ende der Leitung 1 die 
Gestalt 

_-.!!...s L8 Lp 
Ua,e a, + Ue,e lS, = UlS,(I+z;-), 

--.!!..., ~·8 Z Lp 
UlS,e ls, -Ue,e lS, =Ua,[z:+ZlCp(~+z;-)J. 

Fiir Ut1., = 1 (EinheitsstoB der Spannung) folgt als Operatorengleichung 
der Spannung am Anfang der Leitung 2 

(30) 

Urn den Heavisideschen Entwicklungssatz anzuwenden, setzen 
wir den Nenner der Operatorengleichung gleich Null und erhalten fUr 
die singularen Werte p die charakteristische Gleichung 

oder 
L C· ~: . p2 + (Zl C + ~) p + (1 + ~:) = 0 

Z2 + 1 

p2 + (i + Z~ 0) p + Z~O = O. 
Die singularen Werte p sind also 

1 (Z2 1) 1/ 1 (Z2 1)2 Z2 + Zl 
Pl,2=-T L+Z10 ±V"4 y;+ ZIO - ZILO' 

Schwingungen treten auf, falls 

oder 

1 1 (Z2 1)2 L 1 ( L )2 
L 0 :;:;;;"4 L - ZlO; 0 :Z:"4 Z2 - ZIO 

OIL Zl Zl Z2 L + ZI Z2 0 :;:;;; 2 + 4 Z2 • 

Diese Bedingung ist fUr gleichwertige Kapazitat und Selbstinduktion 
nach Gleichung (29) stets erfiillt. Halten wir weiterhin an dieser Voraus
setzung fest, so findet man 

1 ±. 1 ZI ±. 1 
Pl,2 = - 0 Zl 'b r L 0 = - L 'b fLO . (31) 

8* 
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Der mit P multiplizierte, differentiierte Nenner ist 

p ~: = p [Zl C (1 + ~:) + (l + Zl C p) ~J 

= pl2 ~~ L C + (Zl C + ~) p = 2 ;, p (1 + ;, p) . 
Daher wird 

(p dN) =+ i. liL .2. (-1 + il%t) =_ 2il%t _2 Zl , 
dp 11=11, Z, yo rz; rz; z" 

(p dN) =_ i _yL-2 (-1- ;,1[Z;\ =+ 2il/Zl_~~-.! 
dp 11 = 11, Z2 fLO r z;) r z, Zs 

und die gesuchte Spannung fiir t > ~ . a l 

Z __ 1 (t-~) [ ei t~ e- i tl~ J 
U. =2~+2e OZ,\ ., +---==----

, 1+ I _2il/z1_2Z1 +2il%t_2Z1 Y Zs ZI r Z; z, (32) 

[ e-o~,(t-:Jo08C- ~ -'1')] -
=Ib 1- fLO; tg«p= l/Zzl. 008'1' r 1 

1m Zeitpunkt to = ~ erreicht die ankommende Welle den Knoten-
~ 

punkt; die Spannung der abgehenden Leitung ist dann noch gleich 
Null. Dann beginnt der Spannungsanstieg in einer schwach gedii.mpften 
Schwingung. Das Maximum liegt daher jedenfalls oberhalb lb. so daB 
man zwar eine Verschleifung der Wellenstim erzielt, dafiir aber eine 
mehr oder minder groBe "Oberspannung in Kauf nehmen muB. 

Wenn umgekehrt die ankommende Welle zuerst die Drosselspule 
durchlauft, wahrend der Kondensator am Anfang der Leitung 2 ein
geschaltet ist, ergeben sich ganz ahnlicheVerhiiltnisse; denn durch die 
Drossel tritt der Strom 

~:' + Ua• Cp = Ual(~2 + Cp), 

so daB die Spannung am Ende der Leitung 1 ist 

U., + LpUal(~2 +Cp) = Ua• [1 + Lp(~s +Cp)]. 

Nunmehr lauten die Grenzbedingungen am Ende der Leitung 1 

-~, -I-~B ,[ (1 )l Ua,e a, +U"e' a, = Ua, I+Lp Zs +Cp_, 

-~B +!!... (1) Ua,e a, -UtI,e a, = Ua"Zl Z. +Cp . 
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Hieraus folgt fiir einen EinheitsstoB der Spannung am Anfang der sehr 
langen Leitung 1 (Ua , = 1) die Anfangsspannung der Leitung 2 gemaB 
der Operatorengleichung 

-P-s -P-8 
2e a, Z2 2e a, 

Ua, = (1) = Z· Z ( L . (33) 
1 + (Lp+Zl) Z2 + Op 1 Z:+ \ 1 + Z~) (1 +Z2 Op) 

Diese Beziehung ist aber bis auf den Faktor ;: mit (30) identisch, 

sofem man die Indizes 1 und 2 miteinander vertauscht. Fiir den Fall 

~ = Zl Z2 konnen wir daher sogleich den Spannungsverlauf angeben 

e 0 z'.cos . 1 [ 
__ 1_ (t-:- IP )] 

U _Z20~ 1- fLO. ~l 
a - Z tgqJ= Z2' , Zl Zl + 2 COS IP ' 

Da ;: 0 Z~ :~2 = Z: :~2 mit dem Brechungsfaktor fUr Welleniiber
tritt aus Leitung 1 in Leitung 2 iibereinstimmt, erkennt man, daB 
durch die veranderte Anordnung des Schwingungskreises nur der Ab
lauf des Schwingungsvorganges beeinfluBt wird, wahrend die absolute 
Rohe der Sprungwelle hiervon unberiihrt bleibt. 

59. EinschaIten eines Kurzschlusseso Als Beispiel fiir den Verlauf 
der Sprungwellen auf einer Leitung mit Verlusten behandeln wir das 
Einschalten einer kurzgeschlossenen Schleife der Lange s; wir wollen 
den zeitlichen Anstieg des KurzschluBstromes bestimmen. Die Span
nungsgleichung lautet 

-~z -P- z +~z +P-z 
Uz = Uaoe a 0 e a + U.'e a . e a 

Der KurzschluB am Schleifenende verlangt 
-2~8 -2P-8 

U",=Ofiirx=s; U.=-Ua·e a. e a 

Wird nun am Anfang der Schleife ein EinheitsstoB der Spannung an-
gelegt, so gilt d P 

Ua+ U. = Ua (1_e- 2 -;8 0 e- 2 -;B) = 1, 

so daB man fiir Ua die Operatorengleichung findet 

I Ua =---,,------
-2~B -211- 8 

l-e a oe a 

Der in die Schleife eindringende Strom ist 

-2~8 -211-8 
I=Ua_U'_~ol+e a. e °a 

Z Z - Z -2~8 -211- 8 
l-e a. e a 

(34) 

(35) 



118 Wellen langs kiinstlicher Leitungen. 

Wir entwickeln den Nenner in eine bestandig konvergente geometrische 
Reihe 

I ( -2~8 -2~8)( -2~8 -2~8 -4~8 -4~8 ) I=--z l+e a· e a l+e a· e a +e a.e a + ... 

2 [ -2~8 -2~8 -4~8 -4~8 ) 1 
=Zl+e a·e a+e a· e a+···- Z-. 

In der Reihe erkennt man die Darstellung einer sprunghaft in Inter

vallen L1 t = 2 ~ ansteigenden Funktion; fiir Zeit tn = n L1 that der a 
Strom den Wert erreicht (Abb. 25) 

( _2~8)n+l 2 1- e a 1 
It=t,,= Z ~-Z 

t5 [ ~ \tOtg-8 --8 
a e a 

Z l--;r-. 
\toj - 8 

a 

(,-+)"]. (36) 
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Abb. 25. Entstehung elnes KurzschluLIstromes. 

Der Strom befolgt also, wenn man nur seine GroBe in den Zeiten tn 
beachtet, dasselbe Gesetz, das man fUr den Anstieg des Stromes in einer 
widerstandsbehafteten Drosselspule kennt: Es nahert sich in geometrisch 
abnehmenden Staffeln seinem Grenzwerte. Geht man indes auf die 
Zwischenzeiten ein, so erkennt man einen wesentlichen Unterschied als 
Kennzeichen des Wanderwellenvorganges: An Stelle der stetigen Strom
anderung sind die unstetigen Stromspriinge getreten. 

IX. Wellen Iangs kfinstlicher Leitungen. 
60. Die Kettenleiter. Wir untersuchen die Ausbreitung von Strom

und Spannungswellen langs kiinstlicher Leitungen. Diese bestehen aus 
kettenartig miteinander verbundenen Gliedern, wobei jedes Glied aus 
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einer konzentrierten Reihenimpedanz Zl und einer ebenfalls konzen
trierten NebenschluBimpedanz Z2 nach Art der Abb. 26 besteht. Wir 
setzen voraus, daB die anregende Spannung in der Mitte des ersten 
Gliedes angreift. Diese An-

nahme ist zwar nicht unbe- C~z: ! ;ut ! ,~Z1 ___ _ 
dingt notwendig, sie emp-
fiehlt sich indes sowohl in ~ Z2 22 ~ 
Hinsicht auf die praktisch Abb.26. Aufbau elnes Kettenlelters. ----
iibliche Ausfiihrung als auch 
auf gewisse Rechenvorteile bei der mathematischen Behandlung. Natiir
lich kann man auch andere Endschaltungen mit diesem Ansatz erfassen, 
wobei man nur die physikalischen Grenzbedingungen durch Einfiihrung 
einer geeigneten Anfangsimpedanz ein wenig abzuandern hat. Daher 
schrankt obige Annahme nicht die Allgemeinheit ein. 

Die Untersuchung der Eigenschaften kiinstlicher Leitungen ist fiir 
eine Reihe technisch-physikalischer Aufgaben von groBer Bedeutung: 
Zunachst benutzt man haufig kiinstliche Leitungen als Modell einer 
natiirlichen Leitung; hierbei muB man wissen, inwieweit die 
verglichenen Systeme in ihren kennzeichnenden Eigenschaften iiber
einstimmen. Aus der Losung der Aufgabe fiir die kiinstliche Leitung 
kann man sodann die entsprechenden Fragen fiir die natiirliche 
Leitung beantworten, indem man fiir feste (endliche) Werte der 
GesamtgroBe von Kapazitat, Ableitung, Induktivitat und Widerstand 
die Zahl der Glieder unbegrenzt wachsen laBt. Insbesondere besitzt 
die kiinstliche Leitung sehr ahnliche Eigenschaften wie eine gleich
maBig beschwerte natiirliche Leitung; daher geben ihre Gesetze 
in guter Naherung auch die Erscheinungen auf einer solchen"beschwerten 
Leitung" (z. B. Pupinleitung) wieder. Endlich benutzt man in steigen
dem MaBe kiinstliche Leitungen allgemeiner Art fiir Sonderzwecke; z. B. 
ergibt sich durch geeignete Schaltkombination der Glieder die Siebkette. 

61. Operatorengleiehung der Kettenleiter. Wir wollen die Opera
torengleichung und die symbolische Darstellung der Wellenfortpflan
zung langs kiinstlicher Leitungen aufstellen. Es bezeichne In den 
Strom im n-ten Gliede, I n - 1 den Strom des (n-I)-ten Gliedes usw. 
Fiir den Spannungsabfall langs des n-ten Gliedes ergibt dann das 
zweite Kirchhoffsche Gesetz: 

(I) 
Darin haben die Impedanzen die iibliche allgemeine Bedeutung fiir ex
ponentiell variable Strome und Spannungen. 

Die Differenzengleichung (1) besitzt eine formal ahnliche Losung 
wie die entsprechende Differentialgleichung. Der Ansatz 

(2) 
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wo Ia und 11'1 willkiirliche Summationskonstanten bedeuten, argibt 
durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung 

{(Z1 + 2Z2 ) - 2Z2 @:of r} {Ia e-nr + 11'/ enr} = 0, 

daher muB r der "charakteristischen Gleichung" gehorchen: 

tr' fr Zl+2Za Zl 
~o = 2Z = 1 + 2e; e = 4Z . 

2 ~ 

(3) 

Man erkennt aus Gleichung (2), daB r die Ausbreitungsziffer der 
kiinstlichen Leitung darstellt, welche das genaue Analogon zur Aus
breitungsziffer y der homogenen Leitung gemaB Gleichung (8) des 
Kapitela VII bildet. Diese FundamentalgraBe r ist nun durch Glei
chung (3) ala Funktion der Impedanzen Z1 und Zs gegeben; dabei kann 
man diesa Formel entweder symboliach deuten, indem man Z1 und Zs 
fiir die Betriebafrequenz in komplexer Form einsetzt, oder man berechnet 
sie fiir einen exponentiell ansteigenden Vorgang und erhalt dann die 
Operatorengleichung. 

Um nun r explizite zu finden, kann man sich der bekannten Um
kehrungaformel der Hyperbelfunktionen bedienen und folgert 

e!'= (1+2e)+Y{l+2e)2-1==("V1+e+Ye)s= (Yl+e--ve)-2. (4) 

Wir kehren ;etzt zu Gleichung (2) zuriick. Es mage angenommen 
werden, daB entweder die Leitung unendlich viel Glieder besitze, oder 
- was auf daaselbe hinauslauft - daB durch ein geeignetes Endglied 
die reflektierte Welle unterdriickt werde. Unter dar schon oben genann
ten Voraussetzung einer in der Mitte des Anfangsgliedes angreifenden 
Spannung nimmt dann Gleichung (2) die Form an 

In = Ia· e- nr• 

Insbesondere ergibt sich fiir das erste und zweite Glied 

10 = Ia; 11 = Ia e-r . 

(2a) 

Andereraeita liefert daa Kirchhoffsche Gesetz fUr das erste Glied 

Uo = (! Z1 +Z2) Io-Za I1 , 
so daB lag Z;t + Za (1- e- r )} = Uo· (5) 

Daher folgt 
(5&) 

worin Z ala Eigenimpedanz der kiinstlichen Leitung bezeichnet 
wird. FUr sie gilt nach (5) und (5a) die Definition 

11 1 11 11 

Z = Zs·(I-e- r )+2e = 2Z.·l'e+es = YZ1Za·fl +e· 
(6) 
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Hiermit kann die fortschreitende Strom welle geschrieben werden 

In = Uo Jf1+e - -Yepn . (7) 
lZlZB P+e 

Diese Formel laBt sich allerdings nicht so anschaulich physikalisch 
deuten wie die Gleichung der homogenen Leitungswelle 

I = Uo e- nr 
n Z ' 

aber sie wird sich fiir die Operatorenrechnung als iiberlegen erweisen. 
Bevor wir indes hierzu iibergehen und damit die Einschwingvorgange 
auf kiinstlichen Leitungen schildern, ist es zweckmaBig, zunachst die 
besonderen Eigentiimlichkeiten solcher Systeme im eingeschwungenen 
Zustand herzuleiten. 

62. Der Kettenleiter im eingeschwungenen Zustand. Wir greifen auf 
Gleichung (3) zuriick 

(tor r = 1 + 2e 
und spezialisieren jetzt auf die sogenannte Spulenleitung, indem 
wir die Reihenimpedanz als Spule der Induktivitat L, die NebenschluB
impedanz als Kondensator der Kapazitat G annehmen. Damit wird 
also symbolisch 

und 

Setzt man 

so entsteht 

roBLO 
e=--4-

F'=i·e; i= -V-I, 
I 

cos e = 1 - "2 ro2 L G 

(8) 

(Sa) 

und das Verhaltnis der Strome aufeinander folgender Glieder ist e -i 8 • 

FUr reelle e gleichen sich daher die Stromamplituden, und die Strom
welle wird nicht gedampft. 

Man erkennt nun aus Gleichung (8), daB e nur reell ist, solange 
der rechterhand stehende Ausdruck zwischen + 1 und -1 liegt; 

entsprechend muS ro zwischen 0 und 11 2 liegen. Demnach laBt die 
rLO 

Spulenleitung im eingeschwungenen Zustand Sinusstrome aller Fre
I 

quenzen dampfungsfrei durch, welche im Intervall 0 < f < 1/
n,LO 

liegen. 
Wenn wir in der betrachteten Anordnung Kapazitat und Induktivi

tat vertauschen, also setzen 

Zl=i~O; Z,,=iroL; e=-4ro~LO' 
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entsteht analog (8) 
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1 
(£ofr= 1-2w2LO' 

1 
cos e = 1 - 2 w2 La . 

(9) 

(9a) 

Durch die schon oben angewandte SchluBweise folgt hieraus, daB die 
Kette aIle Wellen ungeschwacht passieren laBt, deren Frequenzen 

oberhalb :w liegen, wahrend aIle Wellen mit unterhalb dieser 
4n La 

Grenze gelegenen Betriebsfrequenzen gedampft werden. Bekanntlich 
wird ein derartiges System als Kondensatorkette bezeichnet. 

Indem man verwickeltere Systeme von Impedanzen anwendet, ge
langt man zu Kettenleitern, welche nur Wellen innerhalb gewisser 
Frequenzbander den Durchtritt gestatten. Es wiirde zu weit fUhren, 
die Theorie dieser eigentlichen Sie bketten im einzeInen zu entwickeln; 
wir verweisen auf die ausgedehnte Sonderliteratur. Rier moge nur 
darauf hingewiesen werden, daB eine vollig dampfungsfreie Wellen
ausbreitung natiirlich nur stattfinden kann, solange innerhalb der 
Kettenglieder keine VerIuste auftreten. Tatsachlich besitzen indes 
aIle Apparate gewisse Verluste, so daB demgemaB der Kettenleiter 
Wellen aller Frequenz dampft; aber durch sorgfaltige Konstruktion 
kann man diese Dampfung innerhalb der Durchlassigkeitsbereiche sehr 
klein haIten. 

63. "Obergangsfunktion der Kettenleiter. Nach diesen Vorbereitungen 
wollen wir jetzt die "Obergangsfunktion einiger wichtigen Kettenleiter 
entwickeIn. Indem wir in (7) Uo = 1 setzen, folgt unmittelbar 

(7a) 

Wir beginnen mit dem Fall der Spulenkette, welche wegen ihrer Ein
fachheit und wegen ihrer technischen Bedeutung das groBte In
teresse besitzt. Der allgemeine Fall, in welchem neben Selbstinduktion 
und Kapazitat noch beliebiger Widerstand und Ableitung beriicksich
tigt wird, ist rechnerisch schwierig und solI hier nicht behandelt werden l . 

VieImehr wollen wir uns auf den wichtigen SonderfaIl einer "quasi
verzerrungsfreien" Leitung beschranken, welche durch 

Zl = pL + R = L(p +).), 
1 

Z2 = pO + G = 0 (p + ).) 
(10) 

1 VgI. den Aufsatz Transient Oscillations. J. Am. Electr. Engs. 1919, S.354. 
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mit einheitlichem A definiert ist. Damit entsteht 
L 

Zl Z2 = 0' 

~: = LO(p + A)2, 

20 e = T(P + A)2. 
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Nach Gleichung (7a) ist also In eine Funktion lediglich von (p + A): 

1 _( A) P 
In = Z" (p + A)'= 1 + p . (p + A) Z" (p + A) . (11) 

Nun setzen wir 1 
In = Z(P)' (12) 

Aus dem Verschiebungssatz folgt dann 
, 

In = (I + AJ dt)Ine-J.t, (13) 
o 

so daB die Aufgabe auf die Losung der Operatorengleichung fiir in 
zuriickgefiihrt ist. Mit Einfiihrung der kritischen Kreisfrequenz 

2 
ro =-

k fLO 
entsteht 

(14) 

Mit der Abkiirzung V% = Z erkennt man durch Multiplikation der 

Stammfunktion mit dem Operator und Formel (0) unserer Integral
tafel, daB 

OJ,,' 

In = ! . f J2n (,r) dT, (15) 
o 

wobei J1n die Besselsche Funktion der Ordnung 2n und des Argu
mentes T bedeutet. Die Beziehung (15) gibt also den Strom im n-ten Gliede 
einer verlustfreien Spulenkette an, wenn am Kettenanfang der Einheits
stoB der Spannung wirkt. FUr den Fall der quasi-verzerrungsfreien 
Kette mit Verlusten folgt daher mit (13) 

OJ~t t OJ"t 

In = e-J.t! J Jan(T) dT + ; J dTe-J.< J Jan (T1) dT1 • (16) 
o 0 0 
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Integriert man das zweite GIied partiell und beachtet In(O) = 0, so 
vereinfacht sich dieser Ausdruck in 

"'kt If -.. ~ In = Z e Wk J 2n ("r) d7: . (I6a) 
o 

Bevor wir die gefundenen Formeln diskutieren, wollen wir das Zeit
gesetz der verlustfreien Kette mittela einer Potenzreihenentwicklung 
herleiten. Hierzu schreiben wir (14) 

Hier entwickeln wir nach negativen Potenzen von p 

y = _1_ {(WJI:)2n+l _ 2 n + 2 (Wlc)2n+3 
n Z.22ta p 21.1! P 

(I4a) 

+ (2 n + 3) (2 n + 4) (Wlc)2n+ 5 _ + .. .1 
2'·2! P J. 

Gemii..B den Grundregeln der Operatorenrechnung ersetzen wir 1 .. durch 
p p 
,und finden n. 

I = ~{ 1 (w"t)2n+l_~~ (WJl:t)2n+3 
n Z (2 n + I)! 2 1! (2 n + 3)! 2 

+ (2 n + 3) (2 n + 4) (Wlct)2n+ 5 _ + ... } 
2!(2n+5)! 2 . 

Dies ist, wie man sich leicht iiberzeugt, gerade die Potenzreihe fiir die 
in Gleichung (15) auftretende Besselsche Funktion. 

Ein anderer Kettenleiter von gro.Ber technischer Bedeutung ist das 
kiinstliche Ka b el. Die Reihenimpedanz eines solchen Systems besteht 
aus einem Ohmschen Widerstand R, wahrend ala NebenschluB
impedanz ein Kondensator der Kapazitat 0 dient. Demnach gilt 

und also 

I 
ZI = pO, 

Z 
:z:=pRO; 

pRO e=-4-· 

(17) 

(17a) 

Wir entwickeln jetzt Gleichung (7 a) nach negativen Potenzen von e 
und erhalten 



"Obergangsfunktion der KettenIeiter. 125 

,,--;:r;- R 
Da nun r(!ZlZZ = 2"' so wird 

2 {( 2)" 2 n + 2 ( 2 )"+ 1 
I" = 2"R ROp - -2:T! ROp 

+(2n+3)(2n+4)(_2_)"+2_+ .•. } 
28 ·2! ROp . 

Ersetzt man jetzt 1. durch t"" so folgt schlieBlich p n. 

2 {1 (2t )" (2n+ 2) (2t )"+1 
I"=2"R n! RO -2.l!(n+1)! RO . 

+ (2n + 3) (2n + 4) (~)"+Z _ + ... } (19) 
21 .2! (n + 2)! RO . 

Diese Reihe ist fiir groBe n und t numerisch nur schlecht auswertbar; 
man identifiziert sie aber leicht mit der Besselschen Funktion n·ter 

Ordnung vom Argumente ;~, multipliziert mit einer Exponential. 

funktion 

(1980) 

Natiirlich kann man das Resultat an Hand der Formel (0) unserer 
Integraltafel auch direkt verifizieren. 

Es iiberschreitet den hier beabsichtigten Zweck, in gleicher Weise 
andere Kettenleiter zu untersuchen. Eine Erganzung in dieser Richtung 
bildet ein Aufsatz von Carson im Bell System Technical Journal, 
Juli 1923. Hier wollen wir lediglich die Spulenkette noch etwas ein· 
gehender untersuchen, was namentlich wegen ihrer nahe mit der Pupin. 
leitung iibereinstimmenden Eigenschaften gerechtfertigt erscheint. 

Fiir die verlustfreie Spulenkette hatten wir weiter oben abgeleitet 

I" = ! ]~Z" (t) d-r 
o 

und fiir eine quasi.verzerrungsfreie Kette 
wtt 

I" = ~f e-f'T J'fI." (-r) dT , 
o 

wobei gesetzt ist A R R 
ft = WI; = Loo,. = 2aL . 

Die Berechnung und das Verstandnis dieser Gleichungen erfordert 
die Kenntnis einiger Grundeigenschaften der Besselschen Funktionen, 
die im folgenden zusammengestellt sind. 
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64. Einiges fiber BesseIsche Funktionen. Die Besselschen Funk
tionen ersterArt In(x) und (- i)nJn(ix) sind fiir ganze positiven(ein
schlieBlich n = 0) durch die absolut konvergenten Reihen definiert 

x" {X2 X4 
In(x) = 2"n! 1-2(2n+2)+2-4-(2n+2)(2n+4) 

x6 
} 

- 2-4-6-(2n+2) (2n+4) (2n+6) + ---

+ 2-4-6-(2n+2)~~n+4) (2n+6) + ---}. 
Wir setzen voraus, daB hierin x eine reelle Zahl bedeute_ 

Sei x> n, so benutzt man zweckmaBig die asymptotischen Ent
wicklungen 

In(x) = V 3f2X {PnCOS (x - 2n: 1 n) - Qn sin (x _ 2n: 1 n )}, 

mit 

Pn=l 

(_ -)nJ (- ) = ~{l- 4n2 -1 + (4n2 -1)(4nl -9) 
~ n ~x f23fx l!(8x) 2!(8x)1 

_ (4n2-1)(4n2-9)(4n2-25)} 
3! (8X)3 

(4n2-1)(4n2-9) (4n2-1) (4n2-9) (4n2 -25) (4n2 -49) 
2! (8X)3 + 3! (8X)3 -+ ---, 

4n2 -1 (4n2-1) (4n2-9) (4n2-25) 
Qn = -----sx- - 3! (8X)3 + - ----

Hiernach wachst also (- i)nJn(ix) mit x unbegrenzt an und nahert sich 
schlieBlich der Funktion 

e'" 

Dagegen besitzt I n (x) Schwingungscharakter und strebt fiir wach
sendes x gegen 

Fiir aIle n gilt 

112 ( 2n+ 1 ) (;Xcos x--4-n -

!In(X)dx=l
o 

Die Eigenschaften von In(x) lassen sich qualitativ folgendermaBen 
schildern: 

FUr 0 < x < n ist die Funktion sehr klein und positiv; sie ver
sehwindet bei x = O. (mit Ausnahme von n = 0)_ In der Umgebung 
von x = n beginnt die Funktion anzusteigen und erreieht dieht ober-
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halb x = n ein Maximum. Dann beginnt sie zu pendeln gema.6 der 
oben genannten cos-Entwicklung. Der AusnahmefaIl n = 1 zeichnet 
sich nur durch Jo (0) = 1 aus, wahrend im iibrigen auch diese Funktion 
gleiches Verhalten zeigt. 

Etwas genauere Formeln ffir den asym.ptotischen Charakter dieser 
Besselschen Funktion hat ZobeP gegeben: 

J,,(x) = B,,(x) cosD" (x) ffir x>n, 
wobei gilt 

D (x)=x l+-+-arosIn--- ---n [N' m . m ml 1 ] 2n+ 1 
" Xl X X 4xB ( ml)t 4 

I--
XI 

und 

D' (x) = dD .. (x) = Yl- mB + .!. ml 1 

1--;;s n dx Xl 2 x' ( ml)2 

mit der Abkfirzung 

Diese Naherungsausdriicke gelten nur ffir x > n; sie werden um so 
genauer, je gro.6er x und n werden, sindjedoch fUr aIle n > 1 praktisch 
brauchbar. Die veranderliche Frequenz der Schwingung ist in gleicher 
Genauigkeit 

1, 1 1/ mB 3 m2 1 
2n Dn (x)=2n· r1-x.-+2X4(I_ ::Y· 

Als Frequenz ist bier der reziproke Wert der zwischen zwei auf
einander folgenden NullsteIlen liegenden Zeit definiert. In der Um
gebung eines solchen Punktes verhalt sich also die Funktion wie eine 

. d Fr W D~(x) Is· d S· k mIt er equenz 2n = ~ pu Ieren e InUS urve. 

Wir geben nun noch einige Naherungsformeln, die unter Verzicht 
auf die oben innegehaltene Genauigkeit ffir x > n und n > 2 eine rasche 
"Obersicht gestatten. In diesem Bereich ist namlich 

J" (x) = h".lf2 cos (q"x - e,,), yn;; 

1 Bell System Technical Journal, Juli 1923. 
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und 
III ",~ jJ,,(x)dx=l+.-!!.. -sin(q"x-8,,), 

o L nz 

wobei zur Abkiirzung gesetzt ist 

( 
1 )* n2 

h" = ----ns =,..., 1 + 4z. , 
1--

Zl 

H I 

q = 1--
" Z8 , 

2n+l . (n) 8"=-4-n-narCSID x . 

60. Wellen in der Spulenkette. Die "Obergangsfunktion der verlust
freien Spulenkette, also der Strom unter der Einwirkung eines Einheits-

J. z stoBes der Spannung, kann 
211 jetzt in den Abb. 27, 28 und 
~5 29 fiir das O-te, 3-te und 5-te 

~ 
1,0 

h ,... ~ lr 1....-

I ~I "\/ 'V ~ 'oJ " 

o fO 20 JO 110 
z;- CZJl't 

Abb. 27. 1lbergangsfunktlon der Spulenkette fllr 
das Anfangsglled. 

J·Z 

:1~lliftff~ffiftti~1iffil 
o 10 20 JO IIQ 

7:= wk e 
A bb. 28. 'Ubergangsfunktlon fllr das drltte GUod 

elner Spulenkette. 
J·Z 

:I~III ill11........-r-r-r-ffij~tffiffi 
o 10 20 30 110 

"C= "'kt 
Abb.29. 'Ubergangsfunktlon fllr das fllnfte Glled 

e1ner Spuienkette. 

Glied kurvenmitBig dargestellt 
werden. Diese Schaubilder 
vermitteln zusammen mit der 
strengen oder genaherten For
mel einen hinreichenden Ein
blick in den Aufbau des Aus
gleichsvorganges und seine 
Abhangigkeit von der Zahl 
der Glieder und den Ketten
leiterkonstanten. Man beachte 
insbesondere, daB der Strom 

wahrend der Zeit 0 < t < 2n 
COlo 

(= n iLl as) sehr klein ist. 

Die Spulenkette verhalt sich 
also makroskopisch wie eine 
Leitung, langs deren sich Wel
len mit einer "Frontgeschwin-

digkeit" von ~Io = ~ ~o Glie

dern pro Zeiteinheit fortpflan
zen. Diese Geschwindigkeit 
entspricht aber keiner physi

kalisch realen endlichen Laufzeit der Welle, da der Strom, mikro
skopisch betrachtet, schon fiir alle t > 0 einen endlichen Wert besitzt. 
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Nach Verstreichen dieser scheinbaren Laufzeit t = ,~ schwingt 
,LO 

der Strom um den Wert ! mit steta zunehmender Frequenz und ab

nehmender Amplitude. Diese Amplitude folgt naherungsweise der Be-
ziehung J.z 

1\ 
1 1 l~ 

Z·lh-(!~r V~, 
wahrend die variable Frequenz 
in 

;~ V1 -(!:tY 

1,2 

o,a 
0,6 

1\ ~J 1\ 
IV V 

) 

"" ,1\ /I 111/\ ,,/I If"- --
V\I u V 'v 'c:: ~: 

gegeben ist. Die Schwingun- 4Z 
gen streben also schlieBlich in 0 

samtlichen Gliedern gegen die 
Grenzfrequenz (kritische Fre
quenz) , aberdieser Zustand 

10 '0200 220 2'10 260 280 JIJO J20 .1'10 JfiO JI(J 
'C- wkt 

Abb. 30. "Ubergangsfunktion ffir das 100. GHed 
einer Spulenkette. 

wird um so spater erreicht, je hOher die Ordnungszahl n des betrach
teten Gliedes ist. In den Abb. 30, 31 und 32 ist die Vbergangsfunktion 

1,0 

·42 
(J 
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/ 
I I 
I 

: , 
II 

__ LLi 

\ ~ ~ f-- t---

V V 

060 08(J 1000 1030 101/0 1060 1080 11(J0 1120 
"C= ~t 

Abb.31. "Ubergangsfunktion ffir das 
600. GHed einer Spulenkette. 
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Abb. 32. "Ubergangsfnnktion ffir das 
1000. GHed einer Spulenkette. 

fiir das 100-ste, 500-ste und lOOO-ste Glied einer Spulenkette gezeichnet. 
Die Untersuchung so hoher Gliedzahlen besitzt fiir den Vergleich mit 
der Pupinleitung besonderes Interesse; denn obwohl man an sich ver
lustfreie Leitungen nicht realisieren kann, zeigen sich doch an einem 
solchen Modell die Eigenschaften des Ausbreitungsvorganges in reinster 
Form. Um den Vergleich mit den Verhaltnissen in einer idealen homo
genen Leitung zu ermoglichen, sind in das gleiche Schaubild die Kurven 
des Stromverlaufes fur Leitungswellen eingetragen. Er ist unstetig, da 
er fiir aile n < at identisch verschwindet und erst zu diesem Zeitpunkt 

Carson-Ollendorff, Ansgleichsvorg8.nge. 9 
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plotzlich auf seinen Endwert Vi = ~ springt. In der Spulenleitung 

dagegen existiert keine wohldefinierte Signalgeschwindigkeit und keine 
Wellenstirn; dem entstehenden Gleichstrom sind zudem Schwingungen 
iiberlagert. Hierbei hat man aber zu beachten, daB man nach obigem 
bei makroskopischer Betrachtung eine scheinbare Ausbreitungsgeschwin-

digkeit yom Betrage ~I 1 pro Glied definieren kann, und daher kann 
rLO 

auch von einer wirklichen Wellenfront gesprochen werden; nur ist 
diese flacher als bei der homogenen Leitung, und die Steilheit nimmt 
mit zunehmender Gliedzahl abo Beispielsweise hat die Wellenstirn 
im 500-sten Glied nur noch ca. 60 % der im lOO-sten Glied wirksamen 
Steilheit. 

Die iiberlagerten Schwingungen sind sehr bemerkenswert. Ihre 
Frequenz nimmt mit zunehmender Ordnungszahl nab, erst mit wach
sender Zeit strebt sie iiberall gegen die kritische Frequenz. Fiir Zeiten 

t :> ~ verklingt die Schwingungsamplitude gemaB II 1 ,so daB der 
a r :nat 

Strom in allen Gliedern gleich Vi wird. Die Stromwelle in einer Pupin

leitung strebt also asymptotisch gegen den entsprechenden Vorgang 
auf der homogenen Leitung und pendelt urn den Endwert mit abneh
mender Amplitude und wachsender Frequenz. Hierbei gilt ein einfaches 
Ahnlichkeitsgesetz, wenn man die Wellenspannungen J·Z iiber den 

Latenzwegen 2 at = ~~ auftragt, wobei universell ffir aIle Pupin-
r LO 

leitungen die gleichen Kurven resultieren. 
Von groBer praktischer Bedeutung neben dem behandelten Fall 

des EinheitsspannungsstoBes ist die Erregung der Welle durch eine 
Wechselspannung. Fiir die verlustfreie Leitung hat man hierbei im 
wesentlichen die Eigenschaften der Integrale zu untersuchen 

"'kt 

fSin ~TJfI(T)dT, 
WII: 

o 
Wkt 

fcos~TJfI(T)dT • WI> 
o 

Wie oben bedeutet hier ro.,. die kritische Frequenz der Leitung. Wegen 
der betrachteten mathematischen Schwierigkeiten fiihren wir diese 
Aufgabe hier nicht durch, jedoch verweisen wir auf einen Aufsatz 1, 

der diese Fragen eingehend behandelt. 

1 Trans. A.I.E.E. 1919 oder Bell System Technical Journal, Juli 1923. 
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X. Die endliche, belastete Leitung. 
66. Grenzbedingungen der endliehen Leitung. Bisher haben wir 

die Wellenfortpflanzung Hings unbegrenzter, natiirlicher oder kiinst
licher Leitungen untersucht. Es ergab sich, daB die "Obergangsfunktion 
diese wichtigen Systeme durch relativ einfache und wohlbekannte 
Transzendenten ausgedriickt werden kann, welche die Erscheinungen 
der Wellenausbreitung vollstandig zu iibersehen gestatten. lodes sind 
hiermit nur die allerersten Fragen der Leitungstheorie beantwortet; 
denn man arbeitet ja stets mit Leitungen endlicher Lange, welche am 
Ende durch eine frei wahlbare Impedanz Ze belastet sind. Gleichzeitig 
muB man beriicksichtigen, daB die Generator-EMK nicht unmittel
bar auf die Leitung einwirkt, sondern der Strom vor dem Eintritt in 
die Leitung den inneren Spannungsabfall iiber die Generatorimpedanz 
Za zu iiberwinden hat. Wir miissen daher die Wellenausbreitung auf 
derart verallgemeinerten Leitungssystemen studieren. 

Es sei Z =Z(p) der Wellenwiderstand der Leitung und y(p) die 
Ausbreitungsziffer, beide GroBen fiir einen exponentiell ansteigenden 
Vorgang entsprechend den Vorschriften der Operatorenrechnung er
mittelt. Ala allgemeine Losung fiir die Leitungswellen hat man dann 
Strome und Spannungen von der Form zu erwarten 

U = Uaoe-ya:+ Ub·eya:, 

I Ua _ Ub =zoe ra:-zoeya: 
(1) 

U a und U/I sind zunachst willkiirliche Integrationskonstanten. Sie 
bestimmen sich aus den Grenzbedingungen, welche die oben genannten 
besonderen Eigenschaften des Leitungsendes (Belastung) und des 
Leitungsanfanges (Generator) analytisch ausdriicken. So erhalt man 
fiir das Leitungsende (x = 8) 

oder wegen (1) Ze.,=,·Ia:=8 = Ua:=11 

z Z 
~e-r8U -~er8Ub = U eY8 + U e- Y8 Z a Z abo 

Hiemach kann die reflektierte Welle ala Vielfaches der einfallenden 
Welle ausgedriickt werden: 

Ub = ~ ~::-e-2Y8Ua; (>8 = ~~o (2) 

Die dabei auftretende dimensionslose Zahl (>8 kann ala numerische 
Belastung bezeichnet werden. 

FUr den Leitungsanfang erhalten wir, wenn E die Generator-EMK 
bezeichnet, die Grenzbedingung 

U r1J =o = E - Zao1a:_o 0 

9* 
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Mit (1) folgt 

oder 

Die endliche, belastete Leitung. 

Z. ea=z· (3) 

Analog zu (Ie kann man !!a ala numerischen Generatorwiderstand 
deu ten. Durch Zusammenfassung von (2) und (3) foIgt 

und alao 

U = E. 1 + eo 
a . (1 + e.) (1 + e.) - (1 - e.)(1 - e.) e- 2y,' 

_ - (1 _ eo) e- 2y , 
Ub-E·--------~--~~--------~ 

(1 + e.)(1 + eo) - (1 - e.)(1 - e.) e- 2y.' 

e-YZ+ l-eo e-y(28-Z) 

I =~. l+eo (4) 
II: Z+Z.I_I-e •. I -eo . e-2y,· 

1 + e. 1 + e. 
Fassen wir hierin E ala EinheitsstoB auf, so gibt die abgeleitete 

Beziehung sogleich die Operatorengleichung der ObergangsfunktionH an: 

• -yz + -y(28-z) 1 
H=~.e Pae = __ 

Z I-Pl.PS.e- 2YB Zz(p)· 

Hierin ist zur Abkiirzung gesetzt 
. Z 

A = Z+Z.' 

I-e. Z-Z. 
I'a = 1 + e. = Z + Z. ' 

I-e. Z-Z. 
1'. = 1 + e. = Z + .Z. ' 

(5) 

und es sind Z, y, Za' Ze und die aus ihnen zusammengesetzten Ausdriicke 
im allgemeinen Funktionen von p. 

67. Refiexion an den Leitungsenden. Der Operatorengleichung (5) 
entspricht die gleichwertige Integralgleichung 

(J) 

pz~ (p) = f e-P ' HII: (t) dt. 
o 

Wir entwickeln jetzt Z,.I(X) nach dem Schema 

1 . e- Y Z e-y{28- z) e- y{2' + z) I 
z'" (p) = A • -z + A,u. Z + A,ua,u. Z 

e- y(4,-Z) e- y{4B+ z) + ). P;a 1': . ---Z--- + ). ,u~ ,u: . ---Z---+ .... 

(6) 

(7) 
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Man beachte nun, daB ~z- mit der Operatorengleichung der unbegrenz-

ten Leitung beim Auftreten eines EinheitsstoBes identisch ist, deren 
Ubergangsfunktion mit h(t) bezeichnet sei. Wir erkennen dann in 

-y(28-X) 

_8 --z-- die unter den gleichen Bedingungen giiltige Operatoren-

gleichung des Punktes (28 - x), dessen "Obergangsfunktion also sinn
gemaB als h28 _I&(t) zu schreiben ist; entsprechende "Oberlegungen gelten 
fiir samtliche Glieder der Entwicklung (7), 

Diese Bemerkung liefert uns sogleich die formale Losung der gestellten 
Aufgabe: Wir erhalten den Ausbreitungsvorgang als ein Spiel hin- und 
riicklaufender Wellen, die abwechselnd am Leitungsanfang und -ende 
reflektiert werden, Um dies einzusehen, definiere man eine Folge von 
Funktionen v durch die Operatorengleichungen 

Vo = A(p) = A I Vl = A'#. 
V2 = A'#a'#. 
va = A'#a'#; 

J 
mit deren Hilfe aus dem Additionssatz, Kapitel III, sogleich folgt 

t 

H rIJ (t) = :t J d-r {vo (t--r) hrIJ (-r) + vdt--r) h2B - x (-r) 

(8) 

o + V2 (t--r) h2 a+ 1& (-r) + .. ,}, (9) 

Wenn man also die "Obergangsfunktion der unbegrenzten Leitung 
kennt und auBerdem die Operatorengleichungen (8) losen kann, so er
gibt sich der gesuchte Ausgleichsvorgang der endlichen belasteten 
Leitung mittels Quadraturen, Freilich wird man dabei im allgemeinen 
weitlaufige Rechnungen durchzufiihren haben, die nur durch die Be
deutung der gerade in Rede stehenden Frage zu rechtfertigen sind, 

Wir wollen, ohne hier naher auf solche Einzelfragen einzugehen, 
aus der gewonnenen Endformel (9) einige allgemeine Satze herleiten, 
Zunachst zeigt das erste Glied der Losungsreihe den Strom im Punkte x 
der unbegrenzt gedachten Leitung, welcher von einem am Leitungs
anfang tiber die Generatorimpedanz wirkenden EinheitsspannungsstoB 
erzeugt wird; Vo = vo(t) gibt die entsprechende Spannung an den Klem
men der eigentlichen Leitung an, Das zweite Glied zeigt eine am 
Leitungsende reflektierte Welle, welche ihre Entstehung, wie ihre 
Proportionalitat mit #e lehrt, der dort vorhandenen Inhomogenitat 
der Impedanz verdankt; denn sie verschwindet bei vollstandiger End
anpassung Ze = Z, Ebenso erkennt man im dritten Gliede eine am 
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Leitungsanfang reflektierte Welle usw., so daB man tatsachlich in der 
angeschriebenen Reihe den wohlbekannten Mechanismus der Wellen
ausbreitung wiederfindet. 

Unsere allgemeine Losung nimmt eine besondere einfache Gestalt 
in dem Sonderfalle Za = ka• Z, Z e = ke• Zan, wenn ka und ke reelle Zahlen 
sind. Es ist dann 

und demnach 

1 
Vo = 1+ ka ' 

1 1- k. 
vl = 1 + ka • 1 + k. ' 

1 1 - k. 1- kG 
va = 1 + ka • 1 + k • • 1 + kG ' 

(10) 

Gilt insbesondere ka = 0, k. = 1, so erhalten wir eine Leitung, die 
durch eine ihrem Wellenwiderstand gleiche Endimpedanz geschlossene 
ist und auf deren Anfang ein von einem unendlich starken Generator 
erzeugter EinheitsstoB der Spannung einwirkt. Hierfiir reduziert sich 
(11) auf 

wie es nach der Definition der Funktion hm (t) sein muB. 
Sei jetzt ka = 0 und ke = 00, so beschreibt (11) das Verhalten einer 

leerlaufenden Leitung unter sonst gleichen Anfangsbedingungen: 

Hm (t) = hm (t) -h2 ,_z(t) -~s+z (t)+ h4 ,-1& (t) +.... (12) 

Endlich findet man fiir gleichzeitig verschwindendes ka und ke den Strom
verlauf in einer kurzgeschlossenen Leitung: 

Hm (t) = hm (t) + h2 ,- z (t) + h2 s+ z (t) + h4,- z (t) +.... (13) 

68. Ersatzschaltungen zur Darstellung der renektierten Wellenziige. 
Auch die Operatorengleichungen (8) fiihren ohne explizite Ausrechnung 
zu interessanten Folgerungen. Denn fiir einen Stromkreis, welcher die 
Impedanzen Za und Z in Reihenschaltung enthalt, resultiert als Teil
spannung an Z fiir eine Gesamt-EMK yom Betrage 1 

Z 
Vo = Z+Z .. = A.. 

in "Obereinstimmung mit der analytischen Definition (8). Es wirke jetzt 
diese Teilspannung auf einen zweiten Kreis, in welchem die Impedanzen 
Z - Z. und 2 Z. hintereinander geschaltet sind, so daB also die Gesamt
impedanz Z + Ze gleicht. Die Teilspannung an der Impedanz Z - Z. 
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ist dann 
Z-Z. Z Z-Z. A. 

VI = Vo' Z _ Z2 + 2Z. = Z + Za . Z + Z. = fl. 

ebenfalls identisch mit (8). Denkt man sich weiterhin VI auf die Reihen
schaltung der Impedanzen 2 ZI und Z - ZI wirkend, so stellt sich langs 
Z - ZI der Spannungsabfall ein 

V2 = A. fla fl •• 

Setzt man dieses Verfahren fort, so kann man also die Funktionen (8) 
alB zeitlichen Verlauf gewisser Spannungskomponenten in einfach kon
struierbaren Ersatzstromkreisen der Anschauung naherbringen. 

Wir wollen jetzt die bisher sehr allgemein gehaltenen Vberlegungen 
auf ein moglichst einfaches Beispiel anwenden. Bei verwickelteren Auf· 
gaben namlich wird das Wesentliche der mathematischen Methode 
durch weitlaufige Formeln verschleiert; der allgemeinste Fall kann nur 
noch durch numerische Rechnung beherrscht werden. In der Tat gehort 
die Entwicklung der Wellengesetze fur komplizierte Belastungssysteme, 
wenn man zahlenmaBig verwertbare Resultate erzielen will, zu den 
schwierigsten Aufgaben der mathematischen Physik; andererseits gibt 
gerade hier die formale Losung (9) ohne Rechnung die Grundzuge der 
zu erwartenden Erscheinungen an. 

69. Einschalten einer kapazitiv belasteten Freileitung. AlB Beispiel 
untersuchen wir eine verlustfreie Leitung der Lange 8, welche durch 
eine Kapazitat Co belastet ist. Wir fragen nach dem Stromverlauf an 
irgendeinem Leitungsorte x < 8, wenn zur Zeit t = 0 am Leitungs
anfang ein EinheitsstoB der Spannung einsetzt. 

Wir setzen ~ = Z, -V LC = !; die "Obergangsfunktion der un· 

begrenzt gedachten Leitung ist dann nach den oben ausgefuhrten 
Rechnungen (Z = Wellenwiderstand, a = Frontgeschwindigkeit) 

hx = 0 fur 
x 

t < a' 
1 

fur 
x 

hx=Z t>-. a 

Die Endimpedanzen sind fur unser Beispiel 

1 
Za=O; Z.=~O 

p 0 

Mit Rucksicht auf (5) wird daher 
1 

Z-~ 
pOo ZOop-l 

A. = 1, fllJ = 1, fl. = 1 = Z 0 + 1 • Z+- oP 
pOo 
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Demnach lauten nach (8) die Operatorengleichungen 

'00 = 1, 
ZOop-I 

'01 = '02 = ZOo P + I ' 

(ZOOP-I)Z 
'Os = '04 = ZOop+I ' 

. (ZOoP-I)S 
'Os = '06 = ZOop+I ' 

Man hat also die Operatorengleichung zu losen 

V =(ZOoP-I)" 
" ZOoP+ I ' 

(14) 

wobei V" wahlweise 'OS "-1 oder Vtn bedeutet. Zunachst laSt sich mittels 
Ahnlicheitstransformation der Parameter ZOo eliminieren, indem wir 
schreiben 

cp = (P-I)" 
" p+I 

(I4a.) 

zu beatimmen suchen. Wir zielen hier auf eine fiir die Zahlenrechnung 
mOglichst geeignete Form und behandeln zuerst die Hilfsgleichung 

11" = (P;2)" = (p"-2~ p"-1_2Sn (n2-;-I) p"-1+ ... +(-I)"2")P\. (15) 

Die LOsung ergibt sich explizit, indem man I .. durch t~ ersetzt und die 
p n. 

d" 
Grundbedeutung des Operators pfl = dt" beachtet: 

( d" n d,,-l ) ttl 
11,,(t) = dtn - 2l! dt,,-l + ... + (-1)"2" n! 

= 1-~ 2t + n(n-I)(2t)S + ... + (-1)" (2t).. (I5a) 
I!I! 2! 2! n! • 

Schreibt man 

( p - 2)" I 
11 .. = -P- = I(p) , 

so folgt 
cp _ (P - I)" _ P + I P I 
,,- p+I --p-p+II(p+I) 

=(1+ ~)P~II(P\I). 
Mit Riicksicht auf den Verschiebungssatz ist also 

t 
(ji" (t) = (1 + J dt) 11" (t) e- t • (16) 

o 
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Nachdem oben an gefunden ist, gibt diese Beziehung die Funktion 
lJ>n(t) an, und damit ist auch Vn bekannt; demnach ist das System 
VI' V2 ' ••• vollstandig bestimmt; iibrigens kann man das Ergebnis 
leicht mittels Partialbruchentwicklung verifizieren (Z;iffer 16). 

Nunmehr liefert Gleichung(9) nach Einsetzen der vorstehend an
gegebenen Ausdriicke das Gesetz des zeitlichen Stromverlaufes 

Hx(t) = ~{Vo(t-:)+VI(t_28;X)+V2(t_28:X)+ .. l (17) 

wobei die Funktionen Vk ffir negative Argumente identisch verschwinden. 
FUr x = 0 erhalt man den in die Leitung einziehenden Strom 

Ho(t) = ~ {Vo(t)+ VI(t- 2:)+V2(t- 2a8)+v3(t - ~8)+V4(t-~)+ ... } 
= ! {1+2VI(t- 2 :) + 2 V3 (t- 4a8) + 2 V5(t- 6:)+ ... }. (17a) 

Abb.33 zeigt den hiernach berechneten Stromverlauf fUr das Beispiel 

y(Ls) (Os), ~ = 10. 1m Schaltmoment t = 0 springt der Strom 

auf den Wert Zl , den er in 0 < t < ~ beibehalt. Zur Zeit t = 28 er-a a 
reicht die erste reflektierte J.,J' 

1,2 Welle den Leitungsanfang und 
der Strom nimmt plotzlich um 1,0 

~ zu, fallt indes langsam bis 0,8 

Z . 48 b . di a6 zur eIt t = a a ; III esem , 

'" t\/\ lP<t "\J \[ ~ 
A ~ 

rIl ~ 
Augenblick wachst er abermals 0,1f 

um ~ sprunghaft an. Dieser 0,2 

Vorgang wiederholt sich in regel-

17 f1 ,~ 

.. D' Z 't' t 11 28 maJJlgen eI III erva en a' wo-

bei der Strom jeweils zwischen 
zwei Spriingen abfallt. In das 

~ o " 0,1 0,2 0,3 o,lf 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 
c:-~ - m'iu. 

Abb. 33. E1nschalten einer kapazitlv beiasteten 
Frelleltung. 

gleiche Schaubild ist die Ubergangsfunktion eines Schwingungskreises 
eingetragen, welcher aus einer Induktivitat sL und einer Kapazitat Go 
besteht; diese Vergleichsfunktion ergibt natiirlich eine stetige Kurve. 
Die in die Leitung einziehende Stromwelle pendelt also, wie man aus 
dem Schaubilde erkennt, um den Strom des genannten Schwingungs
kreises in unstetigen Spriingen; diese "mittlere -Ubergangsfunktion" 
des verlustfreien Schwingungskreises ist dabei durch 

gegeben. 
vi· sin f8~ Lo 
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70. Volterrasche Integralgleichungen. Wir wenden uns jetzt einer 
80nderen Methode zur Berechnung von Ausgleichsvorgangen zu, welche 
allgemein auf verwickelte Netzsysteme anwendbar ist und sich auch 
fUr die hier behandelten Fragen der belasteten Leitung als niitzlich er
weist. Diese Methode beruht auf der Anwendung der Volterraschen 
Integralgleichung. Es wird sich zeigen, daB neben der hierdurch ge
wonnenen mathematischen Pragnanz eine fUr numerische Rechnungen 
sahr geeignete LOsungsform gefunden werden kann. 

Eine Integralgleichung ist eine Beziehung, in welcher die un
bekannte Funktion unter einem Integralzeichen in die Gleichung ein
geht. Die Gleichung ist gelost, wenn man die unbekannte Funktion 
gefunden hat. 

Wir benotigen fUr das Folgende nur einige grundlegende Kenntnisse 
iiber die einfachsten Klassen solcher Integralgleichungen. Schon in 
Kapitel m sind wir auf die Laplacesche Gleichung gestoBen 

00 

F(p) = f e-Ptl(t)dt. (18) 
o 

Sie verdient vom Standpunkt der reinen Analysis kein besonderes 
Interesse, weil ihre formale Auflosung sogleich angegeben werden kann 
und dann mit der Theorie des Fourierschen Doppelintegrales identisch 
wird. Ihre fruchtbarste Anwendung findet sie in der Operatorenrech
nung, die sich hiernach letzthin die Aufgabe stellt, die formalen Integral
lOsungen der Mathematik in praktisch brauchbare Formeln zu kleiden. 

Die nachst der Laplaceschen Gleichung einfachsten Integral
gleichungen sind die Volterraschen Integralgleichungen, von denen 
wir weiterh!n Gebrauch machen werden. Eine Volterrasche Gleichung 
fordert fUr die unbekannte Funktion <P(x) 

z 

<P(x) = f(x) + f K(x - y) <P(y) dy. (19) 
o 

Ihre AuflOsung gewinnt man formal leicht durch die Neumann
ache Reihe mittels ·sukzessiver Naherungen. Hierzu machen wir den 
Ansatz <P (x) = <Po (x) + <PI (x) + <P2 (x) + ... 
und bestimmen die einzelnen Glieder der Entwicklung nach 

<Po(x) = I(x) , 
z 

<Pl(x) = f K(x - y) <Po(y) dy, 
o 

z 
<Ps(x) = J K(x - y) <Pl(y) dy, 

o I 

(20) 

(2080) 
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Man uberzeugt sich durch Einsetzen in die Ausgleichsgleichung, daB 
diese Losung formal allen Bedingungen genugt; auch HiBt sich leicht 
zeigen, daB sie fUr beschrankte K unbedingt konvergent ist. Dennoch 
ist sie fiir praktische Zwecke unbrauchbar, weil sie zu langsam kon
vergiert und keine Diskussion des Resultats erlaubt. 

Eine PotenzreihenlOsung kann, falls sie existiert, mittels wieder
holter Differentiation gebildet werden. Denn es gilt 

4>(0) = 1(0) , 
Z 

4>' (x) = rex) + 4>(0) K(x) + f K(y) 4>' (x-y) dy, (21) 
o 

4>' (0) = f'(0) + 4> (0) K (0) , . . 

so daB man nacheinander aile Ableitungen von 4>(x) an der Stelle x=O 
berechnen kann. Nach dem Taylorschen Satze hat man also 

4> (x) = 4> (0) + l~ 4>' (0) + ;~ 4>" (0) + . . . . (21 a) 

Indes ist auch diese Losung im allgemeinen nur fiir kleine x brauch
bar. 

Hiernach ist man auf numerische Auflosungsverfahren angewiesen. 
Von den verschiedenen sich darbietenden Moglichkeiten scheint die 
schrittweise numerische Berechnung am raschesten zum Ziele zu fuhren; 
dies bestatigt auch eine ausfUhrliche Untersuchung von G. Prasad, 
welche er auf dem MathematikerkongreB Toronto 1924 uber den gleichen 
Gegenstand vortrug. Wir transformieren hierzu in der Ausgangs
gleichung x - y =?], also dy = - d?] und erhalten 

z 

4>(x) = I(x) + f K(?]) 4> (x -?]) d?], (22) 
o 

worin, urn es zu wiederholen, lund K bekannt sind. Wir teilen jetzt 
den Bereich 0 < ~ < x in kleine Intervalle d und schreiben zur Ab
kiirzung 

I(nd) = I'll' 
K(nd) = Kn. 

Aus der Integralgleichung selbst hat man sogleich den Anfangswert 
der gesuchten Funktion 

4>(0) = 4>0 = 10 (23) 
und fur x = d 

d 

4>(d) = 4>1 = It + f K(?])· 4>(d -?]) d?]. 
o 
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FUr hinreichend kleine d ist nun nach dem Mittelwertsatz der Integral
rechnung 

so daB 
CPl = 11 + d. 4)1 Ko ~ 4)0 Kl • 

Dies ist eine lineare Gleichung fiir CP1: 

CP1 = I d [11 + CPo K1 :] . 
I-Ko • 2 

(24) 

(24a) 

Hat man bieraus CP1 berechnet, so folgt auf ahnlichem Wege eine Glei
chung fiir CPs 

CPs = Is + d [4)°2K2 + 4)llK l + 4)s2Ko], (24b) 

woher CPs bekannt ist. So fortschreitend erhalt man fiir CPa 

cP _ I + d [4)0 Ks + 4)1 Ks + 4)2 Kl + 4)3 Ko] (24c) 
3- 3 2 I I 2· 

Man erkennt, daB man CP(x) sukzessiv nach der Rekursionsformel er
halt 

/ + d [4)oK" + 4)l K"_ l + 4)2 K"_1 + ... + 4)"_lKl] 

CPn = .. 2 I I I 2. (24d) 

1-2Kod 

Die Integralberechnung wurde bier, wie auch in den unten aus
gefiihrten Beispielen, mittela der Simpsonschen Regel bewerkstelligt. 
Natiirlich kann man hierfiir genauere Verfahren anwenden. FUr alle 
praktischen Genauigkeitsanspriiche genugt indes diese einfache Methode 
vollauf, und man erhOht die Genauigkeit notwendigen Falles am besten 
durch Verkleinerung der Integrationsschritte d. 

71. Ausgleichserscheinungen in Vierpolen. Ein Vierpol besteht aus 
einem beliebigen Netz mit zwei "Anfangsklemmen" und zwei "End

klemmen" nach Abb. 34, das keine 
~a~Ia~-r _____ l-~I~e~e inneren Energiequellen enthalten 

Vat rll. moge. Zuerst denken wir una die 
~ ~ 1/ Endklemmen e _ e kurzgeschlossen 
a e 

Abb. 34. Vlerpoi. und zwischen die Anfangsklemmen 
a - a die Spannung 1 angelegt. Der 

resultierende Strom an den Anfangsklemmen sei Baa(t) = Baa' ahnlich 
der Endstrom Bea(t) = Sea; Baa kann ala Eigen-Vbergangsfunktion, 
Bea ala Gegen-"Obergangsfunktion bezeichnet werden. 

Seien umgekehrt die Anfangsklemmen a - a kurzgeschlossen und 
ein EinheitsstoB der Spannung an die Endklemmen gelegt, so stromt 
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diesen del Strom See(t) = See zu und zwischen den Anfangsklemmen 
flieBt der Strom Sae(t) = Sae. Infolge des Ausschlusses innerer Energie
quellen gilt der Reziprozitatssatz Sea = Sae. Durch Angabe der drei 
Funktionen Saa, See' Sae = Sea ist dann das Vierpolsystem vollstandig 
bestimmt. Es wirke jetzt eine Spannung U a = U a (t) zwischen den 
Anfangsklemmen, ebenso eine Spannung Ue = Ue(t) zwischen den 
Endklemmen. Der Anfangsstrom I a betragt dann 

t t 

Ia(t) = :tf Ua('r)Saa(t-·)d.+ :tf Ue(.)Sae(t-·)d., (25) 
o 0 

wahrend gleichzeitig zwischen den Endklemmen der Strom auftritt 
t t 

Ie (t) = :tf Ua(.) Sea(t -.) d. + :t f Ue(.) See(t -.) d.. (26) 
o 0 

Wir betrachten die Reihenschaltung zweier Vierpole, deren "Ober
gangsfunktionen mit Saa, Sea' Sae, See fiir den ersten, T aa , Tea, 
T as und T e. fiir den zweiten Vierpol bekannt seien. Wir fragen nach 
der "Obergangsfunktion des kombinierten Vierpoles, wenn die Reihen
schaltung durch Verbindung der Endklemmen des ersten Vierpoles 
mit den Anfangsklemmen des zweiten 
nach Abb. 35 hergestellt wird. 

Es wirke ein EinheitsstoB der Span
nung auf die Anfangsklemmen des kom
binierten Systems bei gleichzeitigem 
KurzschluB der Endklemmen. An der 
Kuppelstelle beider Vierpole tritt hier

Abb. 35. Relhenschaitung zweler 
Vlerpoie. 

bei die Kupplungsspannung Um l auf, und der Kupplungsstrom istIm l · 

Dieser bestimmt sich fiir bekanntes Uml entweder aus der Gleichung 
des ersten Vierpoles (Endstrom) 

t 

1m, = Sea (t) :t f Um,(.) See(t -.) dr: 
o 

oder als Anfangsstrom des zweiten Vierpoles 
t 

1m, = :t f Um,(r:) Taa (t - r:) d •. 
o 

Der Vergleich ergibt 
! 

(27) 

(28) 

:t f Um1 (·) [S.e(t - r:) + Taa(t - r:)] dr: = Sea(t)· (29) 
o 
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Auf genau dem gleichen Wege findet man fiir die an der Kupplung auf
tretende Spannung U ma' falls der EinheitsstoB der Spannung auf 
die Endklemmen des Vierpoles 2 wirkt und die Anfangsklemmen des 
ersten Vierpoles kurzgeschlossen sind, 

t 

:t f Um,('r) [Suet -T) + T",,(t -T)]dT = T".(t). (30) 
o 

Mittels (29), (30) bestimmen sich also U ml und U ml fiir bekannte "Ober
gangsfunktionen der Einzelvierpole durch Auflosung je einer Volterra
Behan Integralgleichung. 

Wenn W"", W 66> W IJ8 die "Obergangsfunktionen des resultierenden 
Vierpoles bezeichnen, hat man fiir bekannten zeitlichen Verlauf der 
Kupplungsspannungen U m 1 und U m I sogleich die Berechnungs
formeln 

und 

e 

W"" = S",,(t) - :t f Um,(T) S".(t - T) dT, 
o 

t 

W .. = Tu(t) - :t f Um,(T) Suet - T) dT 
o 

t 

W"e = We" = :t f Um,(T) T.,,(t - T) dT 
o 

t 

= :tf Um.(T)S".(t-T)dT. 
o 

(31) 

(31 a) 

Hiermit ist die Aufgabe, die "Obergangsfunktion des resultierenden Ge
bildes aus den "Obergangsfunktionen der Schaltkomponenten zu finden, 
ebenfalls auf die Losung der oben genannten Vol terraschen Integral
gleichung zuriickgefiihrt. 

72. Schalten einer Leitung fiber Widerstand. Ein einfa.ches Beispiel 
moge die Methode erlautern. Wir behandeln daB Einschalten einer 
unbegrenzt langen Leitung mit verteilten Widerstanden R, Kapazitii.
ten C und Induktivitaten L iiber einen Eingangswiderstand Ro; gesucht 
wird der Verlauf der Klemmenspannung U der Leitung. 

In die Leitung tritt der Strom ein 
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Er gleicht dem Widerstandsstrom -i; (I - U), so daB durch Vergleich 

I/Lp+R 

U = Y Op (32) 

R + l/Lp + R 
o y Op 

Diese Operatorengleichung der gesuchten Spannung konnten wir natiir
lich unmittelbar in Angriff nehmen, obgleich man hierbei weitlii.ufige 
Zahlenrechnungen in Kauf nehmen muB; es soIl indes die Aufgabe 
mittels der soeben entwickelten Methode direkt formuliert werden. 

Die "Obergangsfunktion der Leitung (VierpoI2) ist bekannt: 

A (t) = ~ e-e t J o (i e t); Z = V ~; e = ~ . 
Demnach nimmt die Leitung den Strom auf 

t ;tI U(-r)A(t--r)d-r. 
o 

Do. er gleich dem Widerstandsstrom io (I - U) sein muB, hat man 

also t 

U(t)=I-Ro;tf U(-r)A(t--r)d-r. 
o 

}Uhrt man die Differentiation aus, so kommt 
t 

U(t) = 1-Ro A (0) . U(t) - RofU(-r)A' (t - or) d-r. 
o 

Nun ist A~O) = ~ und 

A'(t) = ee-et[iJ1(iet) -Jo(iet)] ~ . 

AuBerdem moge Ro = Z gewii.hlt werden; hiermit folgt 
t 

U(t) = ! + ~ f U(t --r)[Jo(ie-r) - iJdie-r)]e-eTd-r , 
o 

wobei das Integral nach dem im vorigen Abschnitt gezeigten Verfahren 
transformiert wurde. Endlich setzen wir der Einfachheit halber (! = 1 
und finden als Integralgleichung unserer Aufgabe , 

U(t) = ! + ! I U(t--r)[Jo(i-r) -iJ1(i-r)]e-Td-r 
o 

(33) 
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Bevor wir zu ihrer numerischen Losung iibergehen, wollen wir das Er
gebniB abzuschatzen suchen; gerade eine solche Moglichkeit bildet 
einen besonderen Vorteil der Fassung der Aufgabe ala Integralgleichung. 

Die Funktion :t e - t J 0 (i t) ist fiir t = 0 gleich ( -1) und strebt mit 

wachsendem t rasch gegen Null; U(t) hat nach der Operatorengleichung 

(32) den Anfangswert ! und den Endwert 1; beide Funktionen ver

laufen monoton. Aus dem Mittelwertsatz schlieBen wir deshalb 
ext 

U(t) = ! - ! U(t) J :t [e-tJo(it)] dt; at < 1. (34) 
o 

Hier kann sogleich integriert werden 

U(t) = ! - ! U(t)·[e-extJo(iatt) -1], (34 a) 

also folgt 
(35) 

Diese Beziehung liefert fiir aIle at S 1 die richtigen Anfangs- und End
werte der Spannung; es gilt daher angenahert 

1 
U(t)=~ . ~~ 

1 +e-tJo(it) 

Wir kennen hiermit den qualitativen Verlauf der Spannung und ins
besondere ihr asymptotisches Anwachsen gegen den Grenzwert 1; 

denn wegen lime-tJo(it) = 1 wird 
t-+oo f2nt 

/!.1,D 
~ 

~8 

0,6 ~ , 
-

~ 
..-

limU(t)=,..." 11; t;;;:::8. (35 b) 
t-+oo 1 +--= 

--

fbt 

Freilich sind Naherungen der 
hier benutzten Art nicht stets 
moglich und, auch nicht immer 
ausreichend genau. Daher ver
gleichen wir das Resultat mit dem 
Ergebnis der schrittweisen nume
rischen Auflosung der Integral

o 1 2 3 'I 5 6 7 87:=9 t 10 gleichung nach dem im vorigen 
Abb. 36. Spannungsanstleg belm Schalten !ner Abschnitt beschriebenen Ver-

Le1tung iiber Widerstand. fahren. In Abb. 36 ist der zeit-
- - -- Niherungslosung, -- strenge Loaung. liche Verlauf der Spannung ge
maB beiden Methoden aufgezeichnet; die gestrichelte Kurve ist nach 
Gleichung (35a) fiir at = 1 konstruiert, die ausgezogene Linie ent
spricht der strengen numeriBchen Losung. 
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73. Integralgleichungen der Einschwingvorgange in endlichen Lei
tungen. Wir wollen die oben entwickelte Methode auf die Wellenfort
pflanzung langs endlicher Leitungen erweitern. Es seien Saa (t), Sae (t) 
und See(t) die Ubergangsfunktionen der am Ende kurzgeschlossenen 
Leitung. Nach (13) gilt explizit 

Saa(t) = ho(t) + 2h2s(t) + 2h4s (t) + "', 
Sae(t) = 2[hs(t) + h3s(t) + h5s(t) + ... ]. 

Aus Symmetriegriinden gilt weiterhin Saa = See. 
Zur Zeit t = 0 wirke jetzt fiber die Generatorimpedanz Za die EMK 

E(t) auf die Leitung, welche am Ende (x = 8) durch die Impedanz Ze 
belastet sei; am Leitungsanfang tritt hierbei eine Spannung Ua auf, 
ebenso am Ende die Spannung Ue . Die Leitung nimmt also den Strom 
auf t t 

Ia(t) = :t f Saa(t - r) Ua(7:) dr- :tf Sae(t - r) Ue(r) dr. (36) 
o 0 

Ahnlich folgt der Endstrom 
t 

I.(t) = - :t f Sae(t - r) Ua(r) dr + :t f See(t - r) Ue(r) dr. (37) 
o 0 

Nun ist dieser Endstrom dem Belastungsstrom gleichzusetzen; be
zeichnet also hz (t) die Ubergangsfunktion der Belastungsimpedanz, 
so hat man zufolge dieser Grenzbedingung 

t 

Ie(t) = :t f he(t - r) Ue(r) dr. 
o 

(38) 

Andererseits flieBt der Eingangsstrom unter der Wirkung der Spannungs
differenz E(t) - Ua durch die Generatorimpedanz Za' so daB mit 
ha (t) als Ubergangsfunktion der Generatorimpedanz die Stromgleichung 
entsteht t 

Ia(t) = :t J ha(t - r){E(r) - Ua(r)}dr. (39) 
o 

Aus (36), (39) einerseits, (37), (38) andererseits lassen sich die Strome 
leicht eliminieren, so daB wir erhalten 

t t 

J[Saa(t - r) + aa (t - r)] Ua(r) dr - J Sa.(t - r) Ue(r) dr 
o 0 

t (40) 
= J aa(t-r)E(r)dr 

o 
Carson-Ollendorff, Ausgieichsvorgange. lO 
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und 
t t 

ISae(t -.,;) Ua(.,;) d.,; + [[Se.(t -.,;) - a. (t - .,;)] U.(.,;) dT = O. (40 a) 

Dies sind zwei simultane Volterrasche Integralgleichungen fUr 
U a und U 6' welche fUr bekannte tJbergangsfunktionen und bekannte 
Form der aufgedriickten Spannung hierdurch vollstandig bestimmt sind. 

Die numerische Losung des allgemeinen Falles entsprechend den 
Gleichungen (40) und (4Oa) ist fUr verwickelte Gestalten von Za und Z. 
natiirlich weitlaufig; sie rechtfertigt sich deshalb nur bei erheblicher 
technischer Bedeutung der behandelten Frage. Dennoch ist die numeri. 
sche LOsung im allgemeinen immer noch klassischen Losungsformen 
vorzuziehen, weil sie nicht bei formalen Resultaten stehenbleibt. 

1m folgenden wollen wir die allgemeinen Methoden der beiden letzten 
Abschnitte auf zwei Beispiele anwenden; im ersten solI eine Naherung 
benutzt werden, wahrend wir im zweiten das numerische Verfahren an· 
wenden. 

74. Sehalten eines kapazitiv belasteten Kabels; quantitative Ver· 
gleiehsreehnungen. Ein induktionsfreies KabElI mit dem Widerstand R 
und der Kapazitat 0 je Langeneinheit ist am Ende (x = 8) durch 
einen Kondensator der Kapazitat 0 0 belastet. Gesucht wird die Konden· 
satorspannung fUr einen EinheitsstoB der Spannung am Kabelanfang. 

Zuerst berechnen wir die tJbergangsfunktion des kurzgeschlossen 
gedachten Kabels .auf Grund der Ergebnisse der Ziffer 30. Mit Be. 
achtung von (13) ergibt sich: 

1/0 4P 16P S6P 
Saa(t) = See(t) = r nRi{1 + 2e-T + 2e--t-+ 2e--j-+ ... }, 

(41) 

wobei {J = 8
2:0 gesetzt ist. Hiermit gewinnt man fUr den Endstrom 

die Formulierung t 

Sa.(t) - :t SU(";) ·Se.(t - T) dT. 
o 

Er muB mit dem Ladestrom 0 0 ~~ des Kondensators iibereinstimmen. 
Demnach ist , t 

Oo·U(t) = ISa.(T)dT-IU(T)S.,(t-.,;)dT (42) 
o 0 

die Integralgleichung dieser Aufgabe. Um nun ohne Diskussion aller 
Feinheiten die in (41) ausgesprochenen GesetzmaBigkeiten qualitativ 
iibersehen zu konnen, beschranken wir uns auf den Fall eines langen 
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Kabels. Die ersten Glieder der Entwicklung (41) sind dann groB gegen 
die nachfolgenden, und es wachst Sa.(t) sehr langsam an, wahrend 
S •• (t) sich zeitlich rasch andert. Indem man daher in (42) U(t -T) 
mit U (t) vertauscht, erhalt man 

und also 

t t 

OoU(t) = J Sa. (T) dT- U(t)· J See(T)dT 
o 0 

t 

J Sa. ('T:)dT 
1 0 

U(t) = Co· -~-t~-

1 + ~of S,.(T)dT 
o 

(42a) 

(43) 

Diese Beziehung gibt den Verlauf der Kondensatorspannung fUr lange 
Kabel recht gut wieder. Man erkennt, daB U zur Zeit t = 0 verschwindet, 
mit zunehmender Zeit indes gegen Eins strebt. Insbesondere hat man 
fur groBe Zeiten das asymptotische Gesetz 

t 

J Sa.(T)dT 

U(t) = O-t---. (43 a) 

J S •• (T)dT 
o 

Es stimmt mit der entsprechenden Spannungskurve des am Ende 
offenen Kabels uberein, wie man durch den Grenzubergang 0 0-0 
leicht verifiziert. 

Eine derartige qualitative Beschreibung von Schaltvorgangen ge
nugt in der Tat haufig. Wir wollen hier, urn die Brauchbarkeit solcher 
Methoden auch quantitativ beurteilen zu konnen, noch ein Beispiel 
behandeln, fUr welches der Verlauf der Schaltvorgange genau bekannt 
ist: Gesucht werde der Spannungsanstieg im Punkt x einer homogenen 
Leitung mit den Grundkonstanten L, 0, R beim Eingriff eines Einheits
stoBes der Spannung am Leiturigsanfang. Wenn h",(t) die V"bergangs
funktion fUr den Punkt x der Leitung bedeutet, ist der Strom am 
gleichen Orte eben durch h", gegeben, wobei diese Funktion durch 
Gleichung (16, Kap. VII) explizit dargestellt ist. Wenn U (t) die 
Spannung am gleichen Punkt ist, gewinnt man andererseits fur den 
Strom den Ausdruck t 

:e fU(T) ho(t - T) dT, 
o 

so daB der Vergleich beider Werte liefert 
t 

h,At) = :t f U(T) ao(t - T) dT. 
o 

(44) 

10* 
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R xRJlO 
Mit den Abkiirzungen T = et - A; e = 2L; A = TY L ist nun 

h(JJ = V~ e-(71+.4) Jo(i YT(T + 2 A) T> 0 

und die Integralgleichung laBt sich schreiben 
P 

d~f U(T-T)e- TJ o(iT)aT=e-(P+.4)Jo(iYT(T+A). (4480) 
o 

Dagegen fanden wir friiher die geschlossene Losung 
'1' 

U(T) = e-.4+ A.e_.4fe-TiJl(ifT('r+2A») aT. 
IT{T+2A) 

° Aus der Integralgleichung lassen sich sogleich obere und untere Grenzen 
fiir U (T) herleiten; denn es gilt 

U(T) < -.4 J o (qT(T + A») - U (T) 
= 6 Jo(iT) - a 

und 
'1' 
fe-TJo{iT) Ua{T)dT 

U(T)d::° '1' = Ub(T). 
fe-<Jo{iT)dT 
o 

Beide Formeln fiihren zu den richtigen Anfangs- und Endwerten 
fiir U, namlich e-.4 fiir t = 0 und 1 fur t ~ 00. Da weiterhin 

Ua<U<Ub, 

so erhii.lt man eine bessere Naherung in ~ (Ua + Ub); auch sie besitzt 

die richtigen Grenzwerte. Aus der folgenden Zahlentafel ist der quan
titative Genauigkeitsgrad einer solchen "Oberschlagsrechnung fiir den 
Fall A = 3 zu entnehmen, wobei man die Brauchbarkeit unserer 
Methode erkennt: 

T Ua Ub 
1 U 2(U. + Ub ) strenge LOsung 

° 0,05 0,05 0,05 0,05 
2 0,25 0,12 0,18 0,17 
4 0,39 0,19 0,29 0,26 
6 0,50 0,23 0,36 0,32 
8 0,57 0,27 0,42 0,37 

10 0,64 0,31 0,47 0,41 
12 0,69 0,34 0,51 0,44 
15 0,74 0,38 0,56 0,48 
18 0,78 0,41 0,60 0,52 
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75. Schalten einer induktiv-Ohmisch belasteten Leitung. Ein Einheits
stoB der Spannung wirkt auf eine Leitung der Lange 8, deren Grund
groBen L, R, C seien. Am Ende (x = 8) ist die Leitung durch eine 
Drossel Lo parallel mit einem Widerstande Ro belastet. Gesucht wird 
der zeitliche Verlauf des Belastungsstromes. 

FUr die Endspannung U (t) ergibt sich der Endstrom der Leitung 
t 

8 ae (t)-:ef U(T)See(t-T)dT. 
o 

Er gleicht dem von der Belastung aufgenommenen Strome 
t III Ro U(t) + Lo U(T) dt. 

o 

Demnach gehorcht U der Integralgleichung 

1 t 1 , 
[Ro + 8 ee (0)] U(t) = 8 ae (t) -! U(T) [Lo + See(t - T)] dT. (45) 

Hier sind die KurzschluB-tThergangsfunktionen See und Sa. durch 
/-

die Ziffer 46 gegeben, und 8. e (0) ist gleich V ~; um daher (45) 

numerisch zu integrieren, bedarf es nun nur noch bestimmter Zahlen
werte fiir die Konstanten. Wir wahlen 

Ro = ~ = 1935 Q , 

Lo = 0,4 Henry, 

R 
2L = (! = 292 sec-1 , 

a = 1 = 1 105.104 
fLO' , 

8=100. 

Hiermit liefert die numerische Integration 
einen Spannungsverlauf entsprechend Abb. 37. 
Die Spannung verschwindet identisch, solange 

1L 0,01 
{1, 

0,06 

0,05 

OjJI/. 

qOJ 

0,IJ2 

0/l1 
o 

1\ 
\ 
\ 

\ 

" r--
95 100 105 110 115 120 

r:-~tLt 

Abb.37. Spannungsverlauf 
am Ende einer lnduktiv
Ohmisch belasteten Leitung. 

at < 100, also die Laufzeit der Welle nicht erreicht ist. Dann springt 
-lOOg 

sie auf e -et = e a an und beginnt sodann infolge der Saugwirkung 
der Drosselspule rasch abzusinken. Die Wellenreflexion am Leitungs
ende ist wegen Ro = Z unbedeutend und daher auf dem Schaubilde 
nicht sichtbar. Der Widerstandsstrom ist natiirlich bis auf den MaB-

stabsfaktor ~o durch die Spannungskurve gegeben. 
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76. Entwicklung nach Eigenschwingungen der endlichen Leitung. 
Wir haben bisher von dem Heavisideschen Entwicklungssatz keinen 
Gebrauch gemacht, weil diese Methode am wenigsten entwicklungsfahig 
ist und der meisten Einschrankungen bedarf. AuBerdem verschleiert 
sie, obwohl sie der klassischen Losungsform am nachsten kommt, die 
physikalische Seite der Ausgleichsvorgange, da sie nicht unmittelbar 
von den mit Lichtgeschwindigkeit auf der Leitung verkehrenden 
Wellen ausgeht. Man kann sie iiberdies praktisch nur auf den Fall 
des induktionsfreien Kabels mit N utzen anwenden. 

Das Wesen der Partialbruch-Entwicklung nach den Eigenschwin
gungen des Systems besteht, wie hier wiederholt sei, in dem Aufsuchen 
der Pole Pl' P2' ... , Pk' ... , Pk der Operatorengleichung 

I 
A = Z (p)' 

denn mittels dieser Polwerte lautet die Losung 

I ; ePkt 

A(t) = Z(O) + .2., PkZ'(Pk)' 
1 

(46) 

wobei der Fall mehrfacher Pole auszuschlieBen ist. 
Wir wenden diese Formel auf das Einschalten einer am Endekurz

geschlossenen Leitung der Lange 8 an, welche durch einen Einheits
stoB der Spannung am Leitungsanfange erregt wird. lndem wir zu 
Gleichung (5) zuriickkehren und dort A. = /-la = /-le = 1 setzen, folgt 
als Operatorengleichung 

A - ~ [oj 1'(x - 8) _ (0 + G) [oj 1'(x - 8) 
'" - Z @)in1'8 - P 1'@)iny8' 

(47) 

wobei im allgemeinen Falle 

I' = Y(Lp + R) (Op + G) . (48) 

Die Eigenwerte Yk' in welchen A",(p) Pole aufweist, bestimmen sich 
als Wurzeln der transzendenten Gleichung 

Sin 1'8 = 0 (49) 

mit Ausnahme von I' = O. Die Zahl der Wurzeln ist unbegrenzt; sei 
I'm die mote Wurzel, so ist 

.m:n 1 2 
Ym=~8' m= , , ... ,00. 

Die entsprechenden Eigenwerte Pm finden sich durch Auf16sung der 
Gleichung (47) nach p, wobei man I' = I'm einzusetzen hat. Die Funk
tion A",(t) bestimmt sich dann mit Beachtung von (46) explizit 

Ax (t) = {(Op + G) IF.oj 1'5x - 8)} + "'(0 + £) [oj 1'",x ePmt. (50) 
6m1'8 p~o.L,; Pm dYm 

8Y ... dPrn 
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FUr das induktionsfreie Kabel ohne Ableitung (G = 0, L = 0) ergibt 
moh wegen 'JI = VROp 

9 1 mlns 
Pm = 'JIm BO = - rRO 

und 

Demnach wird 
co . mini 

1 2 2} mn ---t A (t) =-+- cos-x'e "RO. 
'" 8R 8R 8 

(50a) 
m=l 

Diese Formel eignet sich wegen ihrer raschen Konvergenz recht gut 
zur Schilderung der Einschwingvorgange; sie ist fiir den genannten 
Sonderfall des induktionsfreien Kabels vielleicht die einfachste Losungs
form. Allein diese groBen Vorziige sind an zwei Bedingungen gekniipft: 
An die Vernachmssigung der Selbstinduktion des Kabels und an die 
Wahl besonders einfacher Grenzbedingungen, namlich des kurzgesohlos
senen Leitungsendes. Wir werden sehen, daB gerade diese Bedingungen 
fiir die Brauchbarkeit des Heavisideschen Entwicklungssatzes wesent
lich sind. 

FUr eine Leitung mit den Konstanten L, R, 0, G besteht zwischen 
'JI und p die Beziehung 

mit den Abkiirzungen 

e = ! [~ + ~J, 

a = ! [~ - ~J, 
1 

a = lLO' 

Demnach ist 
1/-9 (12 . 1/(mn)2 as Pm = - e ± a y 'JIm + as = - e ± ~a y -8- - aB ,'JIm = 1,2, ... 

und 
dYm 1 . 1/(mn)2 as 

'JImdpm=as(pm+e)=±~ay --;- -as· 

Vernachlassigt man der Einfachheit halber die Ableitung G, so 
liefert (46) 

mn 
A",(t)=~+2aO" oos8 x Sin(atl/(mn)2_~:)e-Pt. (51) 

8 R 8 ~ JI (': nr _ S Y 8 a 
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Schreiben wir 

so kann man (51) umformen: 

1 aC e- pt { mn 
Ax (t) = s R + ----;- 2) ~ sin ---;- (flm at - x) 

ftm·---;- (51 a) 

+ sinmsn(flmat+ X)}. 

Man sieht haufig diese Form der Losung als Wellendarstellung an, 
indem man die eingehenden Reihenglieder als hin- und rticklaufende 
Wellen deuten kann. In Wahrheit haben wir indes in (51a) eine Summe 
von Eigenschwingungen vor uns, deren jede zur Zeit t = 0 angestoBen 
wird; die Wellenauffassung besteht daher zwar formal zu recht, hat aber 
mit den fmher betrachteten Leitungswellen von definierter Front
geschwindigkeit nichts gemein. 

Die Reihe (51a) ist nur bedingt konvergent und daher fUr die Dis
kussion der Ausbreitungsvorgange wenig geeignet. Nur in dem Sonder
fall L = 0 geht sie in die obengenannte zweckmaBige Form tiber, 
welche das Einschalten des induktionsfreien Kabels beschreibt. 

In den hier behandelten Beispielen haben wir die einfachsten Grenz
bedingungen, den KurzschluB am Leitungsende gewahlt, weil man dann 
die Wurzeln Pk leicht bestimmen kann. Wenn dagegen die Leitung 
mit willkiirlich vorgegebenen Impedanzen belastet ist, andert sich der 
Rechnungsgang, und es ist dann - von einigen sehr einfachen Fallen 
abgesehen - nicht moglich, diese Eigenwerte anzugeben. Die Ent
wicklung nach Eigenschwingungen ist also zwar formal tiberaus leicht 
angebbar, aber die numerische Behandlung der so erhaltenen Gleichun
gen stoBt im allgemeinen auf praktisch untiberwindliche Schwingungen; 
aus diesem Grunde wird diese Losungsform fortan ausgeschieden. DaB 
tibrigens die Entwicklung nach Eigenschwingungen der Aufgabe nicht 
angepaBt ist, erkennt man durch Betrachtung der ersten Periode des 
Schaltvorganges: Wir wissen, daB innerhalb der Laufzeit der Welle 
tiber die Leitung hin die Gestalt der Welle von der Belastung am fernen 
Ende unabhangig ist. In der Eigenschwingungslosung bestimmen indes 
diese Grenzbedingungen bereits jedes einzelne Glied der Entwicklung, 
so daB sich bei der Summation die Einfltisse der Belastung innerhalb 
der Laufzeit gegenseitig aufheben mtissen. Obwohl also die Eigen
schwingungslosung mathematisch streng gilt, kann sie vom physikali
schen Standpunkt nicht befriedigen. 
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XI. Einfiihrung in die Tbeorie der veranderlichen 
Stromkreise. 

77. Ausgleichsvorgange gemaB inner en Systemanderungen. In den 
vorangehenden Kapiteln haben wir stets zeitlich invariante Stromkreise 
vorausgesetzt. Indessen wiinscht man bei vielen wichtigen Fragen der 
Technik nicht nur die Ausgleichsvorgange beim p16tzlichen Eingriff 
eines SpannungsstoBes auf einen festen Stromkreis zu kennen, sondern 
auch die Wirkungen der plotzlichen Anderung einer Stromkreis"kon
stanten" oder die Einfuhrung eines veranderlichen Stromelementes. 
Wir wollen im folgenden zeigen, daB diese Fragestellung mittels einer 
einfachen Erweiterung der bisher entwickelten Methoden beherrscht 
werden kann. 

Die einfachsten und gleichzeitig wichtigsten FaIle dieser Art be
treffen die Wirkungen eines plOtzlichen Kurzschlusses oder der 
plotzlichen Stromoffnung in einem leistungfuhrenden System. 
Diese speziellen Aufgaben mogen als Einfiihrung den allgemeinen 
Fragen vorangestellt werden. 

78. Der plotzliche KurzschluB. Wir betrachten das System nach 
Abb.38, welches der Allgemeinheit wegen aus zwei Teilen A und B 
bestehen moge. Es werde durch eine a 
EMK E (t) gespeist, welche zwischen ,ho ~ 
den Punkten a und b eine Spannung! ~ 
U (t) erzeugt. Diese Spannung ist nach b 

Abb 38 ErsatzbiId elnes Kurzschlusses. 
bekannten Methoden berechenbar, .. 
wenn E (t) und die Konstanten des Systems angegeben sind. 

Es trete nun plOtzlich zwischen den Punkten a und b ein Kurz
schluB auf. Wir fragen nach seiner Wirkung auf die Stromverteilung 
im System. Rier gilt der Satz: 

Die Wirkung des Kurzschlusses ist gleichwertig dem 
plOtzlichen Eingriff der Spannung 

U' (t) = - U(t) (1) 

am KurzschluBorte auf das sonst spannungslose System. 
Fur bestehenden KurzschluB (t > 0) lassen sich demnach die Strome 

in zwei Komponenten aufspalten. Die Strome des gesunden Systems, 
welche von E (t) erzeugt werden; sie regeln sich nach bekannten Gesetzen. 
Ihnen uberlagern sich die KurzschluBstrome, welche von U' (t) herruhren; 
sie lassen sich ebenfalls mittels bekannter Verfahren ermitteln, da 
U (t) seinerseits mit der Verteilung der Strome des gesunden Systems 
festliegt. 

Durch diese Aufspaltung ist die Berechnung eines p16tzlichen 
Kurzschlusses auf die Ermittlung der Strome eines festen Systems 
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beim p16tzlichen Eingriff eines SpannungsstoBes zuriickgefiihrt. Diese 
Aufgabe ist in den vorangehenden Kapiteln behandelt worden, so daB 
keine neuen Hilfsmittel erforderlich sind. 

79. Plotzliehe Stromunterbreehung. In ahnlicher Weise laBt sich 
die Wirkung einer plotzlichen Stromunterbrechung untersuchen, wobei 

Abb. 39. Ersatzblld fiir plOtzliche 
stromunterbrechung. 

allerdings die tatsachliche Durchrech
nung mathematisch etwas weitlaufiger 
ist. Wir behandelndasNetz nachAbb.39, 
wobei die elektromotorische Kraft E (t) 
im Zweige a b des konstant gedachten 
Netzes den Strom I (t) erzeuge. Gesucht 

ist die Wirkung einer plotzlichen Unterbrechung dieses Zweiges. Wir 
schicken der Losung der Aufgabe folgenden Satz voran: 

Die Wirkung der Stromunterbrechung des Zweiges ab 
zur Zeit t = 0 ist gleichwertig dem p16tzlichen Eingriff 
einer Spannung U(t), welche im Zweige a b den Strom 
- I(t) erzeugt, der dem Strom des geschlossenen Zweiges 
entgegengesetzt gleich ist. 

Obwohl dieser Satz inhaltlich dem Ersatzbild fUr plotzlichen Kurz
schluB analog ist, bestimmt er doch die Spannung U (t) noch nicht 
explizit. Denn es sei die Dbergangsfunktion des Netzes yom Zweige 
ab aus betrachtet gleich Aa b (t). Aus obigem Satz folgt dann 

e :t f U (or) Aab (t - -r) d-r = - I (t) , t > 0 (2) 
o 

eine Vol terrasche Integralgleichung fur die gesuchte Spannung. 
Hat man hieraus U (t) ermittelt, so k6nnen die Strome in irgendeinem 
Teil des Netzes wie ublich berechnet werden. Sie bestehen aus zwei 
Anteilen: Dem von der elektromagnetischen Kraft E (t) im intakten N etz 
erzeugten Strom superponiert sich der von U (t) nach der Unterbrechung 
des Zweiges ab im Netz hervorgerufene Strom. 

Durch diese Aufspaltung ist der Fall der Stromunterbrechung auf die 
Bestimmung der Stromverteilung in einem konstanten Netz unter der 
Wirkung einer p16tzlich einsetzenden EMK zuriickgefiihrt, so daB auch 
hier keine neue Aufgabe zu 16sen ist. 

80. Veranderliehe Leitungselemente. In den vorangehenden Fallen 
des plotzlichen Kurzschlusses oder der plotzlichen Stromunterbrechung 
handelt es sich um unstetige Veranderungen des Netzzustandes. Der 
allgemeine Fall, der die beschriebenen in der Grenze mit enthalt, wird 
durch ein Netz mit zeitlich beliebig variablem Leitungselement dar
gestellt. Wir nennen ein derartiges Netz varia bel, halten indes weiter 
an der Voraussetzung der Linearitat fest, d. h. die GroBe der Leitungs-
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elemente hangt nicht von Strom oder Spannung explizit abo Derartige 
Systeme sind etwa das Karner-Mikrophon, welches einen veranderlichen 
Widerstand enthalt, der von einer auBeren Energiequelle gesteuert wird, 
oder das Kondensatormikrophon, welches aus einem Kondensator 
veranderlicher Kapazitat besteht; endlich ein Induktionsgenerator, bei 
dem das variable Element die Gegeninduktion zwischen Stander und 
Laufer ist, welche durch die Lauferdrehung geandert wird. Der Sonder
fall eines veranderlichen Widerstandes mage in die allgemeine Theorie 
solcher Systeme einfuhren. 

81. Mikrophontheorie. Wir behandeln ein N etz, welches von der 
EMK. E (t) im Zweige 1 gespeist wird und im Zweige n einen verander
lichen Widerstand r = r(t) enthalt; diese Schreibweise deutet an, 
daB der Widerstand eine Zeitfunktion ist. Es mage In(t) den Strom 
des Zweiges n bedeuten und angenommen werden, daB vor Beginn 
der Zeitzahlung (t = 0) das System im Gleichgewicht gewesen sei. 

Das genannte System kann als ein konstantes Netz aufgefaBt wer
den, indem man das veranderliche Leitungselement r(t) eliminiert 
und eine elektromotorische Zusatzkraft - r(t)In(t) einsetzt. Diese 
EMK. ist also entgegengesetzt gleich dem Spannungsabfall langs des 
veranderlichen Leitungselementes. 

Hiernach wird der Strom im veranderlichen Netzzweig durch die 
Integralgleichung bestimmt 

t t 

In (t) = :t f E (t) A 1n (t - 1') dT - :t f r (r) In (1') Ann (t - 1') dT. (3) 
o 0 

Der erste Anteil nennt den Strom Io(t), welcher den veranderlichen 
Netzzweig bei Abwesenheit des veranderlichen Elementes durchstramen 
wiirde. Indem wir daher in (3) zur Vereinfachung den Index n unter
drucken, erhalten wir fUr den Strom im veranderlichen Netzzweig die 
Integralgleichung 

t 

I(t)=Io(t)- ;tfr(T)I(T)A(t-T)dT (4) 
o 

und fUr die Spannung langs des veranderlichen Widerstandes 

U(t) = r(t)·I(t). (5) 

Nachdem hieraus I (t) und U (t) ermittelt sind, kann man die Strom
verteilung im Netz als -oberlagerung zweier Anteile berechnen; der 
erste entsteht durch die Einwirkung der EMK. E (t) im Zweige 1, der 
zweite ahnlich als Folge der Spannung U (t) im Zweige n des konstanten 
Netzes. Durch diese Rechnungsart wird also das veranderliche Element 
eliminiert. 
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Ein einfaches Beispiel moge das Verfahren erliiutern. In einen 

Kreis vom Widerstande 1 und von der Induktivitiit !, in welchem a 
ein Gleichstrom 10 flieBt, wird zur Zeit t = 0 plotzlich ein Widerstand r 
eingeschaltet. Gesucht ist der Stromverlauf I (t). Hierfiir hat man 

A (t) = Vbergangsfunktion des konstanten Netzes 

= 1- e-o ' 

r(t) = r 

und die Integralgleichung der Aufgabe lautet 
t 

I(t) = 10 -r :tJ(I-e-O ')I(t- y)dy 
o 

oder nach Integration 
t 

I(t) = 10 - raj l(t - y) e-Oll dy. 
o 

(6) 

(6a) 

Wenn die Losung nach dem Schema der unten angegebenen Formel (7) 
entwickelt wird, erhiilt man mit a t = x ohne Schwierigkeiten 

l(t) = 10 {I - r (1 - e1 (x) e- III) + r2 (1 - e2 (x) e- III) 

- r3 (1 - es (x) e-"') + ... } , 
wobei die Funktion en(x) mittels 

x Xl x3 X,,-1 

en (x) = 1 + 11 + 2! + 3T + ... + (n-l)! 

ala Summe der ersten n Glieder der Exponentialreihe definiert ist. 
FUr aIle endllchen r kann die Reihe geschlossen summiert werden mittela 
der Identitiit 

III J X,,-1 

1 - en (x) e- III = e- III (n-l)! dx. 
o 

Die Einfiihrung dieser Gleichung ergibt 
II) 

I(t) =Io(I-TJ e- 11+r)lIIdx) 
o 

1 + re-(lHI'" 

= 10 1 +r ' 
wie man natiirlich auch unmittelbar leicht hatte schlieBen konnen. 

Die Volterrasche Gleichung (4) kann formal auf dem folgenden 
Wege gelOst werden: Wir setzen eine losende Reihe an 

I (t) = 10 (t) - II (t) + 12 (t) - In (t) + ... (7) 
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und bestimmen die einzelnen Reihenglieder durch die Folge 
t 

1, (tJ ~ :, ~ r (,J 1, (,J A (t - ,J d, 11 

Ik+l (t) = :t f r (r) Idr) A (t - r) dr 
o 

(8) 

Man zeigt durch Einsetzen, daB diese Reihe der Integralgleichung 
wirklich geniigt; weiterhin liiBt sich auch der Nachweis ihrer absoluten 
Konvergenz leicht fiihren. 

Wahrend diese Reihenlosung im allgemeinen fiir Zahlenrechnungen 
wenig geeignet ist, kann man sie mit Vorteil zur Diskussion des Strom· 
verlaufes in den wichtigen Fallen benutzen, daB E (t) und r (t) har
monisch mit der Zeit veranderlich sind. Wird dann namlich die 
Frequenz der EMK mit F bezeichnet und diejenige der Widerstands
anderung mit t, so erkennt man leicht, daB der Strom des konstanten 
Netzes schlieBlich in einen Wechselstrom der Frequenz F iibergehtl. 
Denn das bestimmte Integral fUr Io(t) ist zerlegbar in den ein
geschwungenen Strom der Frequenz Fund einen schlieBlich ver
schwindenden Ausgleichsstrom. 

Die fiktive EMK, welche als Erzeuger des Stroms I 1 Ct) betrachtet 
werden kann, ist To(t)IoCt); dieser Ausdruck strebt gegen das Produkt 
zweier ungleichfrequenter Harmonischer und kann daher in zwei Kom
ponenten mit den Kombinationsfrequenzen F + t und F - t auf
gespalten werden. Indem man diese "Oberlegung fortsetzt, erkennt 
man leicht, daB jeder Teilstrom der Folge II' ... , In ein Wechselstrom 
ist, welcher aber aus Kombinationsschwingungen nach folgendem 
Schema besteht: 

Stromkomponente 

10 
II 
12 
13 
14 

Kombinationsschwingungen 

F 

F+f, F-f 
F+2f, F, F-2f 

F+3f, F+f, F-f, F-3f 
F+4f, F+2f, F, F-2f, F-4f 

Man hat hierbei zu beachten, daB die Stromkomponenten, mathe
matisch gesprochen, Mehrfachintegrale von steigender Ordnungszahl 

1 Man beachte, daB der Anfang t = 0 unserer Zeitzahlung willkiirlich ge
wahlt ist und daB man die Widerstandsanderung zu einer Zeit beginnen lassen 
kann, zu welcher 10 (t) als eingeschwungen angesehen werden darf. Indem 
man sich also auf hinreichend groBe Zeiten beschrankt, kann der ganze Vor
gang als eingeschwungen angesehen werden. 
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enthalten, so daB z. B. In(t) aus einem n-fachen Integral iiber Io(t) 
zu berechnen ist. Entsprechend erfordern diese Komponenten mit 
wachsender Ordnungszahl zunehmende Einschwingzeiten, so daB man 
nicht etwa aus der Zeitkonstante des unveranderlichen Netzes auf die 
Gesamteinschwingzeit schlieBen darf. 

Aus der angegebenen Tafel entnimmt man fiir den eingeschwungenen 
Strom durch passende Umordnung der Reihenglieder die Darstellung 

+00 
2) Ancos (0 + nw) t + Bnsin(Q + nw) t; 

n=-oo 
Q=2nF, w=2nl. 

Es ist bemerkenswert, daB diese Reihe nur dann in die wohlbekannte 
Fourier-Reihe iibergeht, wenn entweder F = 0 ist oder ein gauzes 
Vielfaches von I betragt. Die Kenntnis des eingeschwungenen Zustandes 
besitzt betrachtliche praktische Bedeutung und wird weiter unten 
genauer diskutiert werden. 

Wir schlieBen aus den erhaltenen Formeln auf einen grundlegenden 
Unterschied im Verhalten konstanter und veranderlicher Netzsysteme: 
Bei jenen besitzen erzwungener Strom und erzwungene Spannung im 
eingeschwungenenZustande die gleichenFrequenzen, wahrend bei diesen 
eine unbegreuzte Reihe von Kombinationsschwingungen entsteht. 

In dem friiheren Beispiel ist das veranderliche Leitungselement ein 
Widerstand ret). 1st dagegen eine Induktivitat A(t) variabel, so ist 
die Spannung entsprechend 

d 
TtA(t) I(t). 

Der Fall veranderlicher Kapazitat kann behandelt werden, indem man 

~ = S und S = S + (J (t) setzt; dann wird der Spannungsabfalllangs 

des variablen Elementes 
e 

vet) = (J(t) !I(T) dT. 
o 

Ahnlich verursacht eine veranderliche Gegeninduktion zwischen den 
Zweigen m und n die Spannungen 

d 
Tt p (t) In (t) 

in m, und in n 

82. Der Indnktionsgenerator. Dieses System kann in einer hin
reichend aHgemeinen Form folgendermaBen beschrieben werden: Ge
geben sind ein unveranderlicher Primar- und ein ebenfalls unverander
licher Sekundarkreis, deren Gegeninduktivitat M = I(t) nach einem 
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vorgeschriebenen Gesetz von auBen her verandert werden kann. Ge
sucht wird der Primar- und Sekundarstrom, wenn zur Zeit t = 0 an 
den Primarkreis plotzlich die EMK E (t) angelegt wird. In der Schreib
weise der Operatorenrechnung sind also die Gleichungen zu losen 

ZllIl - pM· t(t) 12 = E(t) , 

- pM· t (t) II + Z22I2 = o. 
(9) 

Darin bedeuten Zn und Z22 die Eigenimpedanzen von Primar- und 
Sekundarwicklung; M· t (t) ist die veranderliche Gegeninduktivitat, 

E (t) ist die aufgedruckte EMK und p ist der Differentialoperator :t· 
Mittels der Grundgleichungen konnen diese Gleichungen als simultane 
Integralgleichungen geschrieben werden: 

t 

II(t) = :t f dyAll (t - y) (E(y) + M :t [t(y) 12 (y)]) , 
o (9a) 

t 

I 2 (t) = M ddyf dy A 22 (t - y) :t [I (y) II (y)] . 
o 

Hierin hat man unter An und A22 die Eigen-Dbergangsfunktionen des 
Primar- und Sekundarkreises zu verstehen (also fur vollige Entkopp
lung M = 0). Wir sehen sie hier, nach der ublichen Methode bestimmt, 
als bekannt an. Die Losung des Gleichungssystems setzen wir in Form 
unendlicher Reihen an 

Io(t) = Xo(t) + X 2 (t) + X 4 (t) + ... + X 2n (t) + ... , 
I 2 (t) = YI(t) +Ya(t) + Ya(t) + ... . (10) 

Die aufeinanderfolgenden Glieder der Reihen sind dabei definiert durch 
t 

Xo(t) = :tfdYAll(t-y)E(y) = Io(t) , 
o 

t 

d f d Y 1 (t) =M([t dyA 22 (t-y)dy[t(y)Xo(y)] , 
o 

(11) 
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An Hand der Beziehung 
t 

] (t) = :t f I (y) A (t - y) d y 
o 

laBt sich die Reihenentwicklung physikalisch erlautern. Denn zunii.chst 
ist Xo(t) gleich dem Strom des frei gedachten Primarkreises unter der 
Wirkung der EMKE(t); die erste Stromkomponente Y1(t) im Sekundii.r
kreis gleicht dem Strom des frei gedachten Sekundarkreises, welchen 

die EMK M :t I (t) Xo (t) erzeugt; X 2 (t), die zweite Stromkomponente des 

Primarstromes, verdankt ihre Entstehung der EMK :t I(t) Y1 (t) im frei 

gedachten Primarkreis usw. Die Gesamtstrome erscheinen also zu
sammengesetzt aus einer Folge abwechselnd an Stander und Laufer 
gespiegelter Wirkungen. In dem wichtigen Sonderfall einer rein harmo
nischen Variation sowohl der aufgedriickten EMK als auch der Gegen
induktivitat mit den Frequenzen Fund I erkennt man leicht, daB im 
eingeschwungenen Zustande jede Komponente aus einem Satz von 
Kombinationsschwingungen besteht. Insbesondere enthalt Xo nur die 
FrequenzF; Y1 wird schlieBlich zweifach periodisch mit den Frequenzen 
F + I und F - I; X 2 ist dreifach periodisch mit den Schwingungszahlen 
F + 2 I, Fund F - 2 I; Y 3 enthalt vier Perioden mit den Frequenzen 
F + 3 I, F + I, F - 3 I usw. 

83. Wechselstrome veranderlicher Stromkreise. FUr den wichtigen 
Fall harmonisch schwingender EMKe und periodisch veranderlicher 
Elemente kann man sich meist auf den eingeschwungenen Zustand 
beschranken, wahrend die Anlaufvorgange auBer Betracht bleiben 
diirfen. Wenn dann die Anderungen der Leitungselemente hinreichend 
klein sind, erhii.lt man fur den eingeschwungenen Zustand eine Reihen
darstellung, in welcher jedes Glied als eingeschwungen betrachtet wird. 
Diese Rechnungsart besitzt, wie oben gezeigt, eine besonders einfache 
physikalische Bedeutung. Wir wollen ein geeignetes derartiges Ver
fahren an Hand eines Systems mit veranderlichem Widerstand er
lautern. Beachtet man, daB wir lediglich den eingeschwungenen Zu
stand kennenlernen wollen, so konnen wir die Losung auf die symbo
lische Gleichung griinden: 

I _I _ret)] 
- 0 z . (12) 

Darin bedeutet ret) das veranderliche Widerstandselement; ]0 ist der 
Strom bei fortgedachtem veranderlichen Widerstand, und Z ist die 
innere Impedanz des Systems, yom veranderlichen Netzzweig aus ge
messen. Die genaue Bedeutung dieser GroBe und ihre analytische Form 
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ist oben gegeben. Nun ist 

10 = IoeiQt (Realteil) 

= ~ (I eiQt + j e- iQt ) 2 0 0 , 
(13) 

wobei 10 den konjugiert komplexen Wert zu 10 andeutet, so daB (13) 
reell ist. Ahnlich schreiben wir den veranderlichen Widerstand 

r· . 
r(t) = T(etwt +e- trot ) 

= r eirot (Realteil) = r cos w t. 
(14) 

Hierbei ist r reell angenommen, womit die Zeitzahlung festliegt; dies 
beschrankt nicht die Allgemeinheit, weil der Beginn der Zeitzahlung fiir 
den eingeschwungenen Zustand unwesentlich ist. 

Die symbolische Impedanz ist aus der Wechselstromtheorie bekannt. 
Sie ist im allgemeinen eine frequenzabhangige komplexe Zahl. Ihr 

D . 
Sonderwert fiir die Frequenz 211', sei mit Z(iQ) =Zo bezeichnet, wahrend 

fiir die Frequenz (D tltnru) gesetzt wird Z(i (Q + nw») = Zn. Zur 

Losung von (12) machen wir den Ansatz 

1= 10 + 11 + 12 + . . . (15) 

und bestimmen die einzelnen Glieder der Entwicklung mittels 

__ r(t)I 
11 - Z 0' 

. . 
r (t) 

I h +1 =-zIn • 

(16) 

Man verifiziert diese Losung leicht durch Einsetzen in die Ausgangs
gleichung (12). Indem wir mit der ersten Gleichung (16) beginnen, 
erhalten wir bei Beachtung von (13), (14) 

11 =- 4~ (e irot + e- irot ) (IoeiQt + Ioe- iQt) 

=- 4~ (Ioei(Q+ro)t+ Ioe-i(Q+ro)t + Ioei(Q-w)t + loe-i(Q-ro)t) 

oder _.!...- (ei(Q+o:»t ei(Q-ro)t) 
11 - 2 10 z + z' (17) 

1 -1 

wenn man hier nur den Realteil beibehalt. Durch Fortsetzung dieses 
Verfahrens findet man aus 

I __ r{t) I 
2 - Z 1 

in analoger Weise 
_ (.!...)2 (e i (Q+2W)t ei (Q-2w)t eiQt (1 1 )) 

12 - 2 10 Z Z + Z z +-z Z-+z- . (17a) 
1 2 -1 -2 0 1 -1 

Carson·Ollendorff, Ausgleichsvorgiinge. 11 
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Hiernach erhalt man also den eingeschwungenen Zustand in Form 
einer Reihe, deren Glieder Kombinationsfrequenzen gemaB der Tafel 
auf S. 157 enthalten. 

FUr hinreichend kleine Widerstandsanderungen ist diese wsung 
sahr brauchbar, weil die Reihe rasch konvergiert. Dennoch kann die 
Reihe gelegentlich divergent sein, sogar wenn die vollstandige wsung 
der Aufgabe absolut konvergiert. Das Paradoxon erklart sich daraus, 
daB man die Reihe fiir den eingeschwungenen Zustand als Summe 
von Grenzwerten (fiir lim) erhalt, wahrend man aus der allgemeinen 

t-HO 

Reihenlosung den eingeschwungenen Zustand als Grenzwert der Reihen-
summe abzuleiten hat. Diese beiden GroBen sind im allgemeinen 
nicht gleich, wenn diese Operationen nicht vertauschbar sind. 

Aus diesem Grunde ist es von Interesse, eine andere Methode zur 
Berechnung des eingeschwungenen Zustandes zu entwickeln, welche 
die genannten Schwierigkeiten umgeht. Allerdings miissen wir una eine 
ausfiihrliche KonvergenzuiJ.tersuchung der neuen Methode versagen, 
weil sie einerseits betrachtliche mathematische Schwierigkeiten zu bieten 
scheint, andererseits aber fiir die meisten physikaIischen Fragen die 
Konvergenz von vornherein auBer Frage steht. 

Wir beginnen wieder mit der oben behandelten Aufgabe und machen 
den Ansatz 

+1& 

1= ! ,27 [Am ei(.Q+moo)t + Am e-i(.Q + moo)t] 
-1& 

+1& 
(18) 

= .2) Am ei(.Q+mw)t (Realteil). 
-1& 

Hier wurde vorausgesetzt, daB die Summation von + n zu - n 
erstreckt wird, wobei schlieBlich der Grenziibergang n ---+ 00 vorgenom-

men werden solI. Wie friiher bedeutet Am den zu Am konjugiert kom
plexen Wert, so daB (18) rein reell ist. 

Setzt man jetzt (18) in die symbolische Gleichung (12) ein, so er
halten wir mittels (13) und (14) 

! .2){A",ei (.Q+mCb)t+ Ame-i(.Q-moo)t} = ! 10ei .Qt+ ! loe-Wt 
_ (19) 

- 2"z (eiwt + e- irot) .2){Am ei(.Q+mro)t+ Am e-i(.Q+mco)t}. 

Nach naheliegender Vereinfachung und Streichen der konjugiert kom
plexen GroBen wird hieraus 

,27Am ei(.Q+mro)t = 10 eiS1t _ ; .2) Am ei(.Q+(m+ l)ro)t 

(19a) 
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Schreibt man 

und vergleicht die gleichfrequenten Glieder in (19a), so entsteht 

.An = -hn.An_1 

.Am = -hm (.A m - 1 + .A m +1) 

.Ao = lo-ho (.A-l + .AI) 
0< Iml <no 

163 

(20) 

(21) 

Man erkennt, daB mit Riicksicht auf (21) nunmehr von.An beginnend, 
jeder Koeffizient durch den vorangehenden ausgedriickt werden kann. 

Ahnlich wird 
.A - - h,,_2 A,,_3 1 

n-2 - 1 h h 
- n-2 ,,-11-h,,_lhn . 

Man erkennt hieraus, daB man fiir m > 0 setzen kann 

.Am =-hmOm.Am_ l , 

wobei Om den Kettenbruch bedeutet 

1 1 
I-h", h"'+l· ---

I-h"'+l h"'+2 1 
I-hn-lh" . 

(21 a) 

(21 b) 

(22) 

Ganz analog verlauft die Ermittelung von .A_m• Setzen wir zur Ver
einfachung 

.A_ m = .A~, Z_m = Z~ und i- = h~, 
-'" 

so entsteht auf dem gleichen Wege die Rekursionsformel 

.A~ = -h~O~.A~_I' 

worin O~ als Kettenbruch gewonnen wird 

1 
--,-, - I 
I-h",h"'+l·l_h' --",,--- 1 

'" + 1 '" + 2 ---.---.------.--. 
. I-h~_lh~ . (22a) 

Gehen wir jetzt zur Grenze n -+ 00 iiber, so erhii.lt man fiir die Om 
und O~ an Stelle der endlichen unendliche Kettenbriiche, wahrend die 
Formeln im iibrigen unverandert giiltig bleiben. Zusammenfassend 
hat man also 

.A~ = -h~.O~·.A~_l 
11* 
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und 
Ao = 10 - (hoAl + h~A~), 

so daB 
A 10 

0= I-hohlCl-hoh~C{" 

Damit sind samtliche Koeffizienten als Funktionen von 10 gewonnen. 
Praktisch ist der Wert dieses Verfahrens natiirlich abhangig von 

dem Konvergenzgrad der Kettenbriiche. Obwohl wir keinen strengen 
Beweis hierfiir geliefert haben, konnen wir damit rechnen, daB die wsung 
fUr aIle physikalisch moglichen Systeme absolut konvergiert; indes 
miiBte man diese Frage genauer untersuchen. Trotz dieser Unsicherheit 
kann man das Verfahren zweifellos dann anwenden, wenn physikalische 
"Oberlegungen das Ergebnis zu kontrollieren gestatten. Z. B. kommt 
man auf diesem Wege zu der in der Technik iiblichen Theorie der 
Induktionsmaschine, die oben entwickelt worden ist, wobei man als 
Nebenresultat Erscheinungen findet, welche die iibliche Behandlungs
art entweder iiberhaupt nicht enthalt oder verfalscht. 

84. Nichtlineare Stromkreise. In den oben behandelten Beispielen 
wurde vorausgesetzt, daB die veranderlichen Leitungselemente explizite 
Zeitfunktionen sind. Dies lauft auf die Forderung hinaus, daB diese 
Anderungen durch unbekannte auBere Kriifte verursacht werden, 
welche in die Systemgleichungen nicht explizit eingehen. Demgegen
iiber hat man gelegentlich einen andern Typ variabler Leitungselemente 
zu untersuchen, bei welchem namlich die Anderung nicht explizit von 
der Zeit abhangt, sondern eine Funktion beispielsweise des durch dies 
Element flieBenden Stromes (einschlieBlich seiner Ableitungen) ist. Z. B. 
hangt die Induktanz einer Eisendrossel nach MaBgabe der Sattigung 
von der Stromstarke abo Die Gleichung eines derartigen Stromkreises 
kann, wenn wir den Zusammenhang zwischen Induktanz und Strom 
als eindeutig voraussetzen, in der symbolischen Form geschrieben werden. 

oder 
Z I + rJ> (I) = E (t) I 
ZI=E(t)-rJ>(I(t)). 

(23) 

Dabei ist unter Z natiirlich die Impedanz des unveranderlich gedachten 
Netzes zu verstehen, dessen tJbergangsfunktion mit A (t) bezeichnet sei. 

Die Beziehung (23) laUt sich deuten als Gleichung des Stromes I (t) 
in einem Stromkreis der unveranderlichen Impedanz Z unter der Ein
wirkung der EMK E(t) - rJ>(I(t)). Demnach kann man mittels der 
friiher angegebenen Beziehung fiir den Strom die Integralgleichung 
herleiten: t t 

l(t)= ;tJA (t-Y)E(Y)dY-;tJA(t-y) fJJ[l(y)]dy. (24) 
o 0 
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Das erste Integral gibt den Strom Io(t) des fest gedachten Netzes 
unter der Wirkung der Spannung E(t) an; hiermit wird 

t 

I (t) = 10 (t) - :tf A (t - y) 4> [I (y)] dy • 
o 

Diese Integralgleichung kann durch sukzessive Approximation gelost 
werden. Z. B. kann man, falls das Verfahren konvergiert, I als Grenz
wert einer unendlichen Folge darstellen 

.. 0' In (t) , ... , (25) 
wobei 

t 

II (t) = Io(t) - Ii; f A(t - y) 4> [Io(y)] dy 
o 

I.., (') ~ 1,(') ~ :,j A (' ~ y) <I>[I.(y)] dy. i 
(26) 

Wir wollen die Diskussion der nichtlinearen Stromkreise hier nicht 
fortfiihren, weil sie mathematisch kompliziert ist und nur begrenztes 
technisches Interesse besitzt. Wir verweisen fUr weitergehende Studien 
auf einen Sonderaufsatzl iiber diesen Gegenstand. 

XII. Anwendung des Fourierschen Integralsatzes auf 
die Theorie der Ausgleichsvorgange. 

85. Fouriersche Beihe und Fouriersches Integral. Man benutzt bei 
der Behandlung elektrotechnischer Aufgaben haufig mit Vorteil die 
Fouriersche harmonische Analyse. Demgegeniiber hat man sich vor 
dem Gebrauch des Fourierschen Integralsatzes bisher meist gescheut, 
weil er zu groBe mathematische Kenntnisse voraussetze. Mittels der 
harmonischen Analyse kann man nur eine periodische Funktion dar
stellen; ihr ist das Fouriersche Doppelintegral methodisch iiberlegen, 
indem es eine im ganzen Existenzbereich willkiirliche Funktion beschrei
ben kann; einige aus mathematischen Grunden notwendige Konvergenz
bedingungen der Funktion sind in physikalischen Aufgaben stets er
fiillt. 

Bevor wir den Fourierschen Integralsatz auf die Theorie der Aus
gleichsvorgange anwenden, seien in Kiirze die mathematischen Grund
lagen des Fourierschen Gedankenganges zusammengestellt. Wir zielen 

1 Phys. Rev., Febr. 1921. 
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hierbei weniger auf eine mathematisch vollig strenge Behandlung, 
als vielmehr auf eine physikalisch begriindete Betrachtung, indem wir 
zur mathematischen Erganzung dieser "Obedegungen auf Sonder
darstellungen verweisen; insbesondere vergleiche man das Werk von 
Byerly fiber Fouriersche Reihen und Kugelfunktionen. 

Eine Funktion tP(t) sei im Bereiche 0 < t < T endlich und ein
deutig erklart und besitze hochstens endlich viele Maxima, Minima 
und Unstetigkeiten. In seinem Definitionsbereiche kann tP(t) in die 
Fourierreihe entwickelt werden 

tP(t) = ! Ao+ i [An cos (2;n t) + Bn sin (2;n t)J. 
1 

Darin sind die Fourierkoeffizienten An und Bn bestimmt mittels 
T 

(1) 

An=~ftP(t)cOsc;nt)dt. (2) 
o 
T 

Bn = ; S (/J (t) sin e;n) dt. (3) 
o 

Durch Zusammenfassung der trigonometrischen Funktionen entsteht 
die gleichwertige Form 

n 

(/J(t) = !Fo+.L;Fn·cOs(2;nt-en) (4) 
1 

wenn man setzt 
Fn=yA!+B!, 
£\ B .. 
(7n = arctg A ... 

(5) 

Diese Entwicklung ist innerhalb des Definitionsbereiches von tP(t) 
unabhangig von der besonderen Gestalt dieser Funktion fiberall gUltig; 
wir konnen diesen Gfiltigkeitsbereich erweitem, wenn wir die Funktion 
fiber T hinaus periodisch fortsetzen 

tP (t + kT) = tP (t); k = 1, 2, 3, ... , N. 

In der Grenze N ~ ex:> wird dann tP eine ffir alle Zeiten erkUi.rte 
periodische Funktion; umgekehrt ist die Fourierreihe nur dann ein 
aquivalenter Ausdruck der dargestellten Funktion, wenn diese perio
disch ist, wahrend andernfalls die Reihe nur ffir ein beschranktes Zeit
intervall gUltig ist. 

Es werde jetzt eine nichtperiodische Funktion tP(t) betrachtet, 
welche folgenden Bedingungen unterworfen ist: FUr t ~ ex:> strebe 

(/J(t) gegen Null, und das Integrall(/J(t)dt sei absolut konvergent. 
o 
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Natiirlich kann man eine solche Funktion nicht in eine Fourier
reihe entwickeln; sie kann aber durch die Grenzform der Reihe fiir 
unendlich anwachsende Grundperiode T dargestelIt werden. In diesem 
Sinne wird die Funktion als periodisch mit einer unendlich groBen 
Periodendauer betrachtet, so daB die Entwicklung aIle endlichen 
(positiven und negativen) Zeitwerte einschlieBt. Indem wir diesen 
Grenziibergang formal ausfiihren, entsteht aus der Reihe durch immer 
engeres Aneinanderriicken der Glieder ein Integral 

00 

~ (t) = ~ f F (co) cos (co t - 8 (co» dco . 
o 

(6) 

Die Koeffizientenfunktion F(co) wird jetzt ebenfalls durch ein Integral 
gegeben ! 

F (co) = {[i ~ (t) cos co tdtr + [[ ~ (t) sin co tdtr} (7) 

und es iBt 00 

f Q') (t) sin ro t dt 

tg 8 (co) = 0-::00:-----

f Q') (t) COB ro t dt 
o 

(8) 

Die drei Formeln (6), (7), (8) bilden den Inhalt des Fourierschen 
Integralsatzes. 

Fiir die physikalischen Anwendungen ist es zweckmaBig, an Stelle 
der reellen trigonometriBchen Funktionen die komplexen Exponential
funktionen einzufiihren. Dies geschieht mittels der Identitat 

ei9 = cos8+ isin8; i = ¥ l. 

Mit der Abkiirzung 2; = COo laBt sich die Fourierreihe (1) umformen in 

+00 

~ (t) = .2 F (i n coo) einru,t , 
-00 

wobei nun einheitlich fiir aIle n 
T 

F (i n coo) = ~ J (/) (T) . e -inru •• dt . 
o 

In ahnlicher Weise nimmt das Fourierintegral die Gestalt an 
+00 

~(t) = f F(ico) eiwtdco 
-00 

00 +00 

= 21,,5 ~(T) dT S eiru(t-T)dco • 
o -00 

(9) 

(10) 

(II) 

(12) 
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86. Wechselstrom-Schaltvorgange. Wir untersuchen die Wirkung 
einer periodischen EMK E(t) mit der Schwingungsdauer T, welche 
zur Zeit t = - NT auf einen Stromkreis der komplexen Impedanz 
Z (i 00) geschaltet wird. FUr alle t > - NT kann die EMK nach 
Gleichung (9) als Fourierreihe geschrieben werden 

wobei 

+~ 2n 
E(t) = L)F(inooo)eiflw,t; 000 = T' 

-~ 

'1' 

F (i n 000) = ~ f E (.,;) e-iflro,T a.,; . 
o 

FUr t > - NT resultiert also der Strom 
+~ 

I = 2F(~ nwo) eiflwot + I'. 
_~ Z(~nwo) 

l' ist der zur Zeit -NT entstandene Ausgleichsstrom. Wenn nur 
nach dem Stromverlauf fiir positive Zeiten t > 0 gefragt wird, so ist 
bei hinreichend groBem I NT I der Ausgleichsstrom merklich verkhmgen, 
und man erhii.lt einfach 

+GO 
1= .2F (inwo) eiMJot 

_~ Z(inwo) • (13) 

Diese Formel beruht, wer Herleitung nach, wesentlich auf der Annahme 
eines periodischen Verlaufes von E (t) schon fiir hinreichend groBe 
negative Zeiten. Verschwindet dagegen E (t) fiir negative Zeiten, so 
hat man das Fouriersche Integral zu benutzen und findet dann 
schlieBlich das fiir beliebige Zeiten gUltige Stromgesetz 

+00 

I =fF(iW) iwtd 
Z(iw) e 00 (14) 

-~ 

00 +~ 

1 f feiW(t-T> 
=2n E(.,;)d.,; Z(iw)doo. (15) 

o -~ 

Diese Integrale lehren den Verlauf des Stromes fiir einen plotzlich 
zur Zeit t = 0 an den Kreis angelegten SpannungsstoB E (t). Sie 100en 
also auf mathematisch-formalem Wege die Grundaufgabe der Theorie· 
der Ausgleichsvorgange, welche im vorangehenden mittels der Opera
torenrechnung behandelt worden ist. 

Die explizite Berechnung der lntegrale (14) und (15) bietet im all
gemeinen betrachtliche mathematische Schwierigkeiten; sie muB sich 
funktionentheoretischer Verfahren bedienen, insbesondere in einfachen 
Fallen der Residuenrechnung. Eine solche SchluBweise kann beispiels-
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weise zum Beweise des Heavisideschen Entwicklungssatzes heran
gezogen werden. Verglichen mit der Operatorenrechnung sind indes 
solche Verfahren nicht einfacher, sondern sie verschleiern gerade die 
Einfachheit der Heavisideschen Rechnung. 

Obwohl also bei der unmittelbaren Behandlung von Ausgleichs
vorgangen der Fouriersche Integralsatz keine nennenswerten Vorteile 
bringt, zeigt er sich doch fUr die Untersuchung einiger weiterer Auf
gaben als brauchbarer Rechenbehelf, wie an einigen Beispielen nach
gewiesen werden solI. 

87. Integraldarstellung der tl"bergangsfunktion. Man kann die Uber
gangsfunktion A (t) eines Stromkreises leicht als Fourierintegral ge
winnen, ohne auf die allgemeinen Formeln (14), (15) zuruckgreifen zu 
mussen. Denn ein EinheitsstoB kann mittels der Identitat ausgedriickt 
werden 

~(I ~f<XlsinwtdW)={O, t<O, (16) 
2 +:rr, w I, t > O. 

o 

Es wirke nun ein EinheitsstoB der Spannung auf eine Impedanz Z(iw), 
welche wir mittels 

1 ei8 (w) • 

Z(iw) = I Z(iw) 1= oc.(w) + ~fJ(w) (17) 

in Wirkleitwert oc. und Blindleitwert fJ aufspalten, wobei alle Werte 
sich auf den eingeschwungenen Zustand der Kreisfrequenz w beziehen. 

Der erste Posten der Summe (16) besitzt die Frequenz Null und er-

zeugt somit einen Strom ! oc. (0); dagegen enthalt das Integralglied aIle 

Frequenzen. Die Elementarspannung 

2 I. d - -- sm wt w 
:rr, w 

erregt den gleichfrequenten Teilstrom 

! . w I Z~iW) I sin(wt + e(w») dw. 

Der Gesamtstrom gibt die Ubergangsfunktion an 
<Xl 

A (t) = ~ oc. (0) + ~-J' sinew t ~ (9 (w» 
2 :rr, wIZ(~w)1 

o 
<Xl 

I IJoc(w) . 
= 2 oc. (0) + 7i -;;;- sm w t dw 

o 
<Xl 

+ ~f P(w) cos wt dw. 
:rr, w 

o 

(IS) 

(19) 
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Den gleichen Gedankengang kann man natiirlich auf jede andere 
SystemgroBe anwenden; man hat lediglich die Impedanz Z durch die 
auf jene gesuchte GroBe bezogene, verallgemeinerte Impedanz H(iw) 
zu ersetzen und nach 

H(!W) = a(w) + i b(w) 

zu schreiben 
aD aD 

1 1 Ja(w) • 1 Jb(W) k(t) = -2 a (0) + - -sIDwtdw + - -coswtdw. 
11: W 11: W 

o 0 

(20) 

Kehrt man hier das Vorzeichen von t urn, so entsteht 
aD aD 

k(-t) = 21 a (0) -~f a(w) sinwtdw + ~fb(W) coswtdw. (21) 
11: W 11: W 

o 0 

Durch Zusammenfassung von (20) und (21) erhii.lt man 
aD 

k(t) - k(- t) = ~J a(w) sinwt dw , (22) 
11: W 

o 
aD 

k(t) + k(- t) = a(O) + ~fb(W) coswtdw. (23) 
11: W 

o 

Wenn k(t) fUr negative Zeiten identisch 
positiven Zeiten 

verschwindet, gilt fUr aIle 

aD 

k(t) = ~J a(w) sinwtdw 
11: W 

o 
aD 

=a(O) +~fb(W)coswtdW 
11: W 

o 

(24) 

t > O. 

(25) 

Demnach braucht man zur Berechnung von k(t) nur eines der bestimm
ten Integrale auszuwerten. Das Verhalten des Systems ist also voll
standig bestimmt, wenn die Frequenzabhii.ngigkeit entweder des Real
teiles oder des Imaginarteiles des komplexen Leitwertes bekannt ist. 

1m allgemeinen ist es schwierig, die Ausdriicke (24), (25) tatsach
lich zu berechnen, es sei denn, daB sie mit bekannten Integralen identifi
ziert werden konnen. Eine numerische Losung kann indes in manchen 
Fallen mit geringem Aufwand hergestellt werden; wir erlautern die 
wahlweise auf (24) oder (25) anzuwendende Methode an Gleichung (24) 
in der Form 

aD 

h(t) = ~f~ . a (~) sin A- dA-1I:.iI. t . (26) 
o 
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Mit wachsender Zeit nahert sich dieses Integral dem Werte 
00 

a(O)· .. ~J t sinAdA = a(O) , (27) 
o 

der natiirlich mit dem stationaren Zustand iibereinstimmt. Wir schrei
ben nun 

hIt) ~ ~[[ ~ a(;) ,inldH [~ aU) ,",AdA], (28) 

wobei x eine reelle, sonst willkiirliche Zahl bedeuten moge. Hat man 
sich fiir ein bestimmtes x entschieden, so kann der erste Posten der 
Summe mechanisch oder numerisch bestimmt werden; der zweite 
Posten dagegen laBt sich durch wiederholte Teilintegration nach dem 
Schema entwickeln: 

00 00 It a(4)sinAdA=-f~ a(;)d(cosJ.) 
z z 

(29) 

Denn fiir das gesuchte Integral entspringt hierbei die Reihe 

~ cos x {I - ~ + -~ - ... l ~ a (~) 
:rr; dx2 dx4 J x t 

- ~sinx{.!£ - ~ + ... } !a(~) 
:rr; dx dx3 X t' 

(30) 

welche h(t) fiir hinreichend groBe x und t befriedigend wiedergibt. 
Obwohl man auch hierbei weitlaufige Rechnungen auszufiihren 

hat, kann das Verfahren doch fUr groBe t gute Dienste leisten; anderer
seits gibt die Operatorenrechnung schnell arbeitende Rechenbehelfe 
fiir kleine t. Durch Kombination beider Methoden kann man also die 
gesamte Losung numerisch rasch gewinnen. Von diesem Gesichtspunkt 
aus muB das Fouriersche Integral als eine wichtige Erganzung der 
Operatorenrechnung betrachtet werden. 

88. Abschiitzung von Einschwingvorgiingen. Das vorstehend be
schriebene Verfahren kann auf den Fall harmonisch pUlsierender 
EMKe ausgedehnt werden. Wir gehen von den Integralen aus 

'" 
[ 1 1 fSin}'t ] cos co t 2" + 1i -A- d)' (31) 

o 
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und 

sin ro t [! + -~ f:i~;' t dA J. (32) 
o 

Sie verschwinden fiir negative t, stalleD dagegen fiir positive Zeiten die 
Funktionen cos rot und sinrot dar. Demnach gestatten sie die Behand
lung von Ausgleichsvorgangen, welche von plotzlich einsetzenden 
harmonischen Spannungen ausgelost werden. 

DieseAnwendungsmoglichkeit ist praktisch sehr wichtig, weil die 
strenge Berechnung von Wechselstrom-Ausgleichsvorgangen in langen 
Ferniibertragungssystemen iiberaus verwickelt ist; anderseits hangt von 
ihrer Beherrschung die Giite der Signaliibertragung abo 

Wir formulieren die Aufgabe an einem Netz, das durch seine auf 
den eingeschwungenen Zustand bezogene Impedanz 

Z(i ro) = I Z (i ro) I e-iB(ro) 

definiert ist; auf dieses System wirke die zur Zeit t = 0 plOtzlich ein
setzende EMK der GroBe E cos rot. Man kann dann den entstehenden 
Strom stets in der Form schreiben 

l(t) = ! 'z (~co) d(l + e) cos (ro t - B) + O'sin (rot - B)} (33) 

1 E 
= 2 Y(l + e)2+ 0'2 ·,Z (iro) , cos (rot - B - 8); (34) 

a 
tg8=1+/?· 

Hierin sind e, 0' und 8 Funktionen der Zeit, die wir jetzt zu bestimmen 
haben; ffir negative Zeiten muB e = -1,0' = 0 gelten, wahrend mit 
wachsender positiver Zeit e -1, 0' - 0 streben muB. 

Die in Gleichung (34) eingehende Amplitudenfunktion 

-!-l' (l + e)2 + 0'2 

ist die Einhiillende des Ausgleichsvorganges; die Kenntnis dieser 
Kurve geniigt haufig, wahrend Einzelheiten im Verlauf derMomentan
werte von geringer Bedeutung sind, so daB man sich dann auf die 
Berechnung der Einhiillenden beschranken kann. 

Wir gewinnen e und 0' mittels Gleichung (31), indem wir wie im 
vorigen Abschnitt vorgehen: 

"" 
e = !f {Pro (A) + Pro {- A)} sin A t~;' 

o 
(35) 
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(J = ~ f{Qw(A) + Qw(- A)} sin A t ~l 
o 

(36) 

Darin ist gesetzt 
IZ(iw)1 

P ro{A) = I Z (iw + il) I cos [(B eo + A) - B{eo)] , (37) 

IZ(iw)1 . 
Qw(A) = I Z (iw + iA) I sm [(Reo + A) - B(eo)] . (38) 

Man beachte nun, daB fur negative t definitionsgemaB e = - 1 und 
(f = 0 ist. Durch Vergleich mit (22) (23) und (20) folgt dann fur t > 0 
die gleichwertige Darstellung 

<Xl 

1 + e = !f{Pw(A) + Pw(-A)}sinAt d
l
l (39a) 

o 

(39b) 

und 

(J = ! f{Qro(A) + Qru(- A)} sin A t ¥ (40 a) 
o 

(40 b) 

Diese Formeln haben sich zur Berechnung vieler wichtiger Fern
ubertragungssysteme, insbesondere von Pupinleitungen, als sehr brauch
bar erwiesen. Nahere Einzelheiten einer Theorie der Einschwing
vorgange in Pupinleitungen gemaB der dargelegten Methode sind in 
einem Aufsatzl des Verfassers enthalten. 

89. Verzerrung in tJbertragungssystemen. Ein ideales Verfahren 
elektrischer Nachrichtenubertragung fordert, daB die empfangenen 
Zeichen ein moglichst formgetreues Abbild der ausgesandten Signale 
werden. Die Abweichung von dieser Forderung heiBt die Verzerrung. 
Das Fouriersche Integral gibt sowohl die hinreichenden und not
wendigen Bedingungen der Verzerrungsfreiheit an, als auch in ver
zerrenden Systemen die hierfur maBgebenden Einflusse. 

Es sei f (t) die EMK des Senders; das V"bertragungssystem wird 

1 Bell System Technical Journal, Oktober 1924. 
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durch die auf den eingeschwungenen Zustand bezogene "V'bertragungs
impedanz" beschrieben 

Z (iw) = jZ (iw) I e-iB(ro). 

Wir schreiben I(t) ala Fourierintegral 
ao 

I(t) = !fF(w)cos{wt-B(w))dw. 
o 

Der Empfangsstrom ist also 
ao 

1 f F(w) I (t) = n IZ (iw) I cos (wt-B (00) -B (00)) dw. 
o 

(41) 

(42) 

Diese Gleichung lehrt, daB die Sendespannung grundsatzlich An
teile aller Frequenzen zwischen Null und Unendlich enthalt, so daB also 
F(w) fiir alle 00 existiert. Praktisch darf man indes immer annehmen, 
daB F(w) mit Ausnahme eines gewissen Frequenzbereiches vernach
lassigbar klein ist. Dieser Hauptfrequenzbereich hangt von der Art 
des Signales abo Beispielsweise liegen bei langsamer Zeichengebung die 
Hauptfrequenzen zwischen 0 und 20 Perioden pro Sekunde; in der 
Telephonie dagegen erstreckt sich das fiir die V'bertragung wesentliche 
Spektrum bis hinauf zu etwa 4000 Perioden/sec. 

Es seien jetzt diese Verhaltnisse dahin spezialisiert, daB die Haupt-

frequenzen des ausgesandten Signales I (t) zwischen ;~ und ;~ liege~. 
Die Gleichungen (41), (42) vereinfachen sich dann durch Einschrankung 
des Integrationsbereiches in 

ro, 

I(t) = ~-f F(w)cos{wt-B(w)dw, (43) 

co, 

1 f F(w) . 
I (t) = n IZ (iw) I cos (wt-B(w) -B(w) dw. (44) 

COl 

Weiterhin mage im Hauptfrequenzbereiche WI < 00 < 002 merklich 
gelten 

jZ(iw)1 = K, 

B(w) = 00'''&, 

wobei K und,,& konstant sind. Aus (44) findet man dann als Empfangs
zeichen 

"" 
I(t) = n~f F(w) cos (w(t-T)-B(w)dw (45) 

"'1 
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und alao mit Riicksicht auf (43) 
I 

I (t) = K·/ (t -.) . 
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Das empfangene Signal stimmt alaounter diesen Bedingungen mit 
der Form des ausgesandten Zeichens iiberein; es ist lediglich um die 
"Laufzeit" • gegen das Sendersignal verspatet. Demnach erfolgt die 
"Obertragung verzerrungsfrei, und wir folgern: 

FUr eine verzerrungsfreie Signaliibertragung ist notwendig und hin
reichend, daB die "Obertragungsimpedanz innerhalb des Hauptfrequenz
bereiches des Signales konstanten Betrag und linear mit der Frequenz 
zunehmenden Phasenwinkel besitzt. 

Wenn lediglich der Betrag der "Obertragungsimpedanz von der 
Frequenz unabhangig ist, kann man schlieBen, daB ausgesandtes und 
empfangenes Signal in der relativen spektralen Energieverteilung 
innerhalb des Hauptfrequenzbereiches iibereinstimmen. Man beachte, 
daB hierbei die Erhaltung der Zeichenform nicht verbiirgt ist; ist 
gerade diese Forderung wichtig, so muB man nach dem oben ge
nannten Satze sowohl den Betrag ala auch die Phasenlaufzeit konstant 
halten. 

90. Energie nnd Leistnng von Ausglcichsspannnngen. In vielen 
Fallen sind die Gesetze der in elektrischen Systemen auftretenden 
Ausgleichsspannungen nicht genau bekannt, sondern sie konnen zahlen
maBig nur durch Angabe von Mittelwerten erfaBt werden. Die exakte 
LOsung der Gleichungen der Ausgleichsvorgange verliert dann ihren 
Sinn, und man begniigt sich zweckmaBig mit der Ermittelung der 
Gesamtenergie und der effektiven Strome des Ausgleichsfeldes. FUr 
die Berechnung dieser Mittelwerte ist das Fouriersche Integral hervor
ragend geeignet; seine Anwendung beruht hierbei auf einem wichtigen 
Satze, den man Lord Rayleighl verdankt. 

Die im Bereiche 0 < t < T definierte Funktion ~(t) sei ala Fourier
integral dargestellt: 

mit 

ao 

~(t) = II/(eo)1 cos [eot-6>(eo)] deo (46) 
o 

T T 
/ (eo) = {[f ~ (t) coseotdt]2 + [f ~ (t) sineotdtlS}l, (47) 

o 0 
'1' 
J!p (tl sin mt dt 

tg6>(eo) = -;;;0'1',..---

J!p (tl cos mt dt 
° 

1 Phil. Mag. Bd. 27, S. 466. 1889. 



176 Anwendung des Fourierschen Integralsatzes. 

dann gilt p .., 

J[(/) (t)]1 dt = !fl/(w)IBdw. (48) 
o 0 

Der Rayleighsche Satz transformiert also das Zeitintegral in ein 
Frequenzintegral. Diese Moglichkeit besteht allgemeiner. Wenn im 
Bereiche 0 < t < T zwei Funktionen (/)l(t) und (/)1I(t) durch Fourier
integrale wiedergegeben werden 

so ist 

CID 

(/)dt) = !fl/dw)!cos[wt-@dw)]dw, 
o .., 

(/)2 (t) = ! filII (00) I cos [wt -@..1 (00)] dw, 
o 

p .., 

(49) 

(50) 

J (/)dt) (/)2 (t) dt = ! Jlh (00)1·1/2 (00)1 cos (@1-@2)dw. (51) 
o 0 

Diese Satze folgen aus den Orthogonalitatseigenschaften der trigono
metrischen Funktionen. Um an Bekanntes anzukniipfen, denke man 
sich periodisch in T variable Wechselstrome und -spannungen, welche 
in ihre Fourierkomponenten zerlegt seien. Man findet dann das 
Effektivquadrat der Spannung oder des Stromes durch Addition der 
Quadrate aller Teilharmonischer; dem Grenzwert dieser Summenformel 
ffir unbegrenzt anwachsende Periodendauer entspricht die erste der 
oben genannten Gleichungen. Ahnlich berechnet man die Leistung 
periodisch schwankender Strome und Spannungen als Summe der 
Einzelleistungen, wobei jede Einzelleistung dem Produkt der Betrage 
gleichgeordneter Harmonischer mit dem Cosinus ihrer Phasendifferenz 
gleicht; ffir unendlich zunehmende Periodendauer folgt hieraus die 
zweite der angegebenen Formeln. Um dies einzusehen, definiere 
man nur die zu integrierenden Funktionen formal iiber T hinaus 
durch (/)(t) = (/)l(t) = (/)s(t) = 0 ffir t > T. 

Diese Ergebnisse sollen jetzt auf die Theorie der Ausgleichsvorgange 
angewandt werden: Wir untersuchen die Wirkung einer nur in 0 < t < T 
existierenden Spannung U (t) auf ein System mit der Impedanz 

Z(iw) = IZ(iw) le'P(w). 

Spannung und Strom konnen als Fourierintegrale geschrieben werden 
ao 

U(t) = !fl/(w)lcos(wt-@(W»dW, (52) 
o 

ao 

1 f It (ro) I I (t) = n IZ (iro) I cos (wt -8 (00) - p (00» dw. (53) 
o 
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Nach dem Rayleighschen Satze ist 

fao l! _ i.f'" If (wl 12 
1 dt - n IZ(iwlllidco. 

o 0 

Sei weiterhin In der vom Zweige n mit der Impedanz 

Zn (i co) = I Z (i co) I eia;(co) 
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(54) 

verbrauchte Strom, Un (t) die Spannung dieses Zweiges, so ist sein 
Energieverbrauch 

'" "" f I f II/(wl1 2 • W n = Un (t)In (t) dt = li· IZ (iWlII!Z (~co)! cosoc (co)dco. (55) 
o 0 

Diese Beziehungen fiir mittleren Strom und Gesamtenergie sind 
auch fiir verwickelte Netze leicht auswertbar. Insbesondere ist die 
Stromgleichung fiir eine Diskussion sehr geeignet, weil der Integrand 
steta positiv ist und deshalb das Integral jedenfalls leicht numerisch 
berechnet werden kann. 

91. Selektivitat gegen Storungen. Wir wenden die Rayleighschen 
Satze auf die Theorie selektiver Stromkreise an, wobei insbesondere 
die Wirkung unregelmiiBiger StOrspannungen (Telephongerausche, 
RundfunkstOrungen) untersucht werden solI. Der Verlauf der StOr
spannungen ist in der Regel nicht bekannt. Man muB unter diesen 
Umstanden ihr Frequenzspektrum statistisch zu ermitteln suchen, 
und auf dieser Grundlage kann dann die Energie und der effektive 
Strom des StOrvorganges berechnet werden. 

Wir wollen zuerst die in 0 < t < T auftretende Storungsspannung 
ala bekannt annehmen; sie kann ala Fourierintegral geschrieben 
werden 

"" 
I (t) = l!J F (co) cos (cot-8 (co» d.co, 

o 
(56) 

wobei Amplitudenfunktion F(co) und Phasenfunktion 8(co) aus f(t) 
jedenfalla grundsiitzlich angegeben werden konnen. Nach (55) folgt 

T "" 

~ f [I (t)]I.at = nIp f F2 (co) dco . (57) 
o 0 

Wir lassen jetzt T unbegrenzt wachsen. Fiir irgendeine uilregel
maBig verlaufende Storung wert sich dann das durch T dividierte 
Zeitintegral einer definierten Grenze, dem Mittelwert von I(t). Daher 

Carson-Ollendorff, AusgleichsvorllAnge. 12 
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kann man schreiben 
00 

t':n = ~f R(w)dw; 
I 

R (w) =.T F2 (w). (58) 

o 

Die Funktion R(w) heillt das statistische Freq uenzspektrum der 
Storung. Wirkt die Storung auf eine Impedanz Z(iw), so ruft sie also 
den durch 00 

2 _ I I R(wl 
1m-n- IZ(iwll 2dw (59) 

o 

bestimmten Strom hervor. Diese Gleichung kann umgekehrt dazu 
benutzt werden, das Frequenzspektrum der Storung zu messen. Man 
spezialisiere hinzu das selektive System als Siebkette, welche nur im 
schmalen Bereich Wl < w < W2 Strom durchliiBt. Fiir hinreichend 
kleine DurchlaBbreite W2 - w l wird dann 

00 

1'1. _ R(wmlf dw 
m- 3t IZ(iwliZ ' 

(60) 
o 

wenn man die Mittelfrequenz Wm definiert mittels 

(61) 

Kennt man also durch Rechnung oder Messung die Impedanzcharakte
ristik I Z(iw) I der Kette, so liefert die gewonnene Gleichung ein Hills
mittel, nach Messung des mittleren Stromes das Frequenzspektrum der 
Storung zu berechnen. 

Wenn die Siebkette aIle auBerhalb des DurchlaBbereiches liegenden 
Frequnzen vollstandig ausloscht, erhalt man fiir das mittlere Strom
quadrat 

"'I 
2 _ If R(w 

1m - n- IZ(iwlI 2dw , (62) 

"'. 
I R( , I dw = n- w) IZ(iwlI2; (63) 

"'. 
Verlangt man mit Riicksicht auf die regular zu empfangenden Signale 
einen festen DurchlaBbereich W2 - w l , so lehren die Gleichungen (62), (63) 
das prinzipielI nicht unterschreitbare Minimum der Storwirkung. Denn 
die Empfangsanordnung muB notwendig diejenigen Energieanteile 
der Storung aufnehmen, deren Frequenzen in den DurchlaBbereich 
fallen. Diese Grenze fiir die Abschwachung der Storungen ist mit der 
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Konstruktion des Empfangsapparates einerseits, der Struktur der 
Storungen andererseits untrennbar verkniipft1. 

Wir haben im vorangehenden die Anwendungen des Fourier
integrales auf die Theorie der Ausgleichsvorgange nur andeuten konnen. 
Denn eine vertiefte Untersuchung aller hiermit zusammenhangenden 
Fragen ist eine Aufgabe, die der Entwicklung der Operatorenrechnung 
gleichwertig ist, und die daher den Rahmen dieses Buches iiberschreitet. 
Eine Einfiihrung in die Behandlung von Ausgleichsvorgangen mittels 
des Fourierintegrales, welche sich insbesondere des Verfahrens der 
Integration im Komplexen bedient, findet man in einem Aufsatz von 
T. c. F ry2. 

1 Eine eingehende Behandlung dieser wichtigen Aufgaben findet sich in 
folgenden Arbeiten: Transient Oscillations in Electric Ware Filters, Bell 
System. Technical Journal, Juli 1923. - Selective Circuits and Static 
Interference, Trans. A. I. E. E. 1924. - An Application of the Periodogramm 
to Wireless (Burch and Bloesma), Phil. Mag., Feb. 1925. - The Theory of 
the Schrotteffekt (Fry), Journal Franklin Institute, Februar 1925. 

2 The Solution of Circuit Problems, Phys. Rev., August 1919. 
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