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Vorwort des Verfassers.

Das vorliegende Buch entstand als Ausarbeitung von 15 Vorlesungen,
welche der Verfasser im Friithjahr 1925 an der Moore-Schule fiir Elektro-
ingenieure der Universitdt Pennsylvania gehalten hat.

Nach einer kurzen Einleitung iiber den Gegenstand der Theorie
elektrischer Stromkreise geben die ersten fiinf Kapitel eine systema-
tische und vollstindige Darlegung und Kritik der Heavisideschen
Operatorenrechnung. Sie bildet eine direkte und weittragende Methode
zur Lésung der Differentialgleichungen elektrischer Stromkreise.

Der Name Oliver Heaviside ist allen Ingenieuren geldufig; das
von ihm stammende Rechenverfahren wird jedoch nur- von wenigen
angewandt, obwohl es recht bemerkenswerte Eigenschaften hat und
sich nicht nur auf die elektrischen Schaltungen, sondern auch auf
andere Aufgaben der mathematischen Physik anwenden la8t. Nach
Ansicht des Verfassers kennen viele Kreise die Operatorenrechnung
nur darum nicht, weil sie Heaviside in seinen eigenen Werken sehr
undurchsichtig dargestellt hat. Im vorliegenden Buch wird daher die
Operatorenrechnung deduktiv aus einer Integralgleichung hergeleitet.
Auf diesem Wege ergeben sich dann durch eine einfache und gleich-
zeitig strenge Ableitung die Heavisideschen Rechenregeln und For-
meln. Der Verfasser hofft, daBl damit das Anwendungsgebiet der Opera-
torenrechnung erweitert wird, und daBl Ingenieure und Physiker sie
nunmehr wegen ihrer bemerkenswerten Einfachheit ofter als bisher
benutzen werden.

Der zweite Abschnitt des Buches befaBt sich mit schwierigeren Auf-
gaben der Theorie elektrischer Stromkreise und handelt insbesondere
von der Ausbreitung von Strom und Spannung lings elektrischer Uber-
tragungsleitungen. Dieser Teil wird das besondere Interesse des
Elektrotechnikers erwecken, da die Ergebnisse der Theorie zwar meist
bekannt, aber in der Literatur sehr verstreut sind und oft nur mit sehr
betriachtlichen mathematischen Hilfsmitteln bewaltigt werden konnen.
Wenn auch die im zweiten Teil angewandte Losungsmethode im wesent-
lichen in den Regeln der Operatorenrechnung vorliegt, so hat der
Verfasser dariiber hinaus Methoden und Entwicklungen abgeleitet, die
sich bei Heaviside nicht finden. So ist z. B. die Formulierung der
Aufgabe als Volterrasche Integralgleichung eine neue Darstellung, die
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sich bei der numerischen Berechnung der Losung schwieriger Aufgaben
als sehr niitzlich erweist. Dasselbe gilt von dem Kapitel iiber verdnder-
liche elektrische Stromkreise.

Das Buch ist daher einmal eine dem Mathematiker vielleicht er-
wiinschte Einfithrung in Entwicklung und Analyse der Operatoren-
rechnung mit besonderer Anwendung auf die Theorie elektrischer
Stromkreise. Dem Ingenieur dagegen soll es Methoden fiir die mathe-
matische Behandlung von schwierigeren Aufgaben dieser Theorie an
die Hand geben.

Ich habe im Text nur an den Stellen Literaturangaben gemacht,
wo die Ausfithrungen notgedrungen kurz sind, und wo ich den Leser
auf eine ausfiihrlichere und befriedigende Darstellung des behandelten
Stoffes hinweisen wollte. Statt dessen ist dem Anhang ein Verzeichnis
von Originalaufsitzen und Biichern gegeben, welches alle mir be-
kannten wichtigen Arbeiten enthélt, ohne dafl es jedoch Anspruch auf
Vollstandigkeit erhebt. Es ist durchaus moglich, daBl einige wichtige
Aufsitze vergessen worden sind; der Verfasser bittet deshalb die Leser,
auf solche Arbeiten ihn verweisen zu wollen.

Es ist mir eine angenehme Pflicht, fiir die groBe Hilfe zu danken,
deren ich mich bei der Abfassung des Buches erfreuen konnte. Zu-
néchst danke ich Herrn Dr. Harold Pender, Dekan der Moore-Schule
fiir Elektroingenieure an der Universitdt Pensylvania. Ich verdanke
ihm die Einladung zur Abhaltung der Vortrige, aus denen das Buch
entstanden ist, und sein dauerndes forderndes Interesse wahrend der
Kurse selbst. Meinem Kollegen Herrn R. S. Hoyt bin ich fiir eine
sorgfiltige Durchsicht und Uberpriifung des Manuskriptes sowie der
meisten angegebenen Formeln und anderer wichtiger Ratschlige zu
Dank verpflichtet. So geht z.B. der auBlerordentlich kurze Beweis
der Formel III (1) auf einen frither von Herrn Hoyt gegebenen Be-
weis zuriick. Fraulein Dorothy Angell hat alle numerischen Rechnungen
ausgefiihrt, die Abbildungen gezeichnet und eine sorgfiltige Korrektur
des ganzen Buches gelesen.

Endlich danke ich der Amerikanischen Telefon- und Telegraphen-
gesellschaft, insbesondere Herrn O.B. Blackwell, fiir das gro8e In-
teresse, welches sie fiir die Untersuchungen gezeigt haben, die den Stoff
dieses Buches bilden, und fiir die Anregung, die damaligen Vorlesungen
in Buchform zu verdffentlichen.

New York, Oktober 1926.
John R. Carson.



Vorwort der Ubersetzer.

Die Heavisidesche Operatorenrechnung ist in Deutschland bisher
wenig beachtet worden. Denn, obwohl an ihrer Leistungsfahigkeit
kein Zweifel bestand, hat man mit Recht daran Ansto genommen,
daB Heaviside seine Methode nicht mathematisch bewiesen hat; so
erschien die Operatorenrechnung zunichst als eine unnachahmliche,
genial-intuitive Erfassung an sich nicht deutbarer Symbole.

Dieses mangelnde Verstandnis der Elektrotechniker fiir die Heavi-
sidesche Denkweise hat seinen letzten Grund in einer ungeniigenden
Kenntnis der Funktionentheorie. Wer mit der von Fourier herriih-
renden komplexen Integraldarstellung willkiirlicher Funktionen ver-
traut ist, wird sich mit wenigen Lehrsidtzen der Funktionentheorie die
Regeln der Heavisideschen Rechenweise herleiten und erkennt dann
in der Operatorenrechnung nicht etwa einen neuen mathematischen
Kalkiil, sondern vielmehr eine Stenographie fiir die Auswertung be-
stimmter Integrale auf komplexem Wege.

'Wenngleich diese funktionentheoretische Wurzel ohne Zweifel das
tiefste Wesen der Operatorenrechnung trifft, ist die Funktionentheorie
dem Techniker zu fremd, als daB er ihre Gedankengénge mit der notwen-
digen Sicherheit auf seine Fragen anwenden konnte. Es war deswegen
ein gliicklicher Gedanke Carsons, das Fouriersche Doppelintegral,
welches die Losung allgemein darstellt, durch seine gleichwertige
Laplacesche Integralgleichung zu ersetzen. Denn hierdurch gelingt
es, alle Regeln der Operatorenrechnung aus den Eigenschaften reeller
bestimmter Integrale herzuleiten, die dem Techniker sicherlich keine
begrifflichen Schwierigkeiten bereiten.

Indem Carson zeigen konnte, wie man mit seinen einfachen Uber-
legungen eine Fiille dringender technischer Fragen meistert, hat er
dem forschenden und rechnenden Ingenieur eine neue Welt erschlossen,
an deren Toren er bisher zogernd stehen blieb. Der deutsche Leser wird
indes auf diesem Wege erst dann ungehindert vorangehen konnen,
wenn er nicht mit Schwierigkeiten der Sprache und des Ausdruckes
zu kdmpfen hat.

Die vorliegende deutsche Ausgabe des Carsonschen Buches will
daher mehr als eine méglichst form- und wortgetreue Wiedergabe des
englischen Originales sein; sie will vielmehr die englische Denkweise
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in eine deutsche iibersetzen. Deshalb wurde der Stoff scharf gegliedert,
an vielen Stellen durch Beweise mathematischer Formeln ergéinzt und
im Zusammenhang hiermit methodisch wichtige Abschnitte, die dem
Original als Anhang beigegeben waren, in den Text hineinverarbeitet.

Alle diese Anderungen haben natiirlich den Kern der Carsonschen
Arbeit nicht treffen diirfen, und so hoffen wir, da man die frische
und lebendige Darstellung Carsons auch in der deutschen Ausgabe
wiederfinden wird. In diesem Sinne wiinschen wir auch, daf das von
den Ubersetzern zugefiigte Kapitel VIII dem Leser nicht als Fremd-
korper erscheinen moge, sondern als eine willkommene Ergénzung der
mittels der Operatorenrechnung zu behandelnden Aufgaben nach der
Seite der Starkstromtechnik.

Das Carsonsche Buch will keine abschlieBende Darstellung des
Gebietes der Operatorenrechnung sein; eine grofe Reihe von Fragen
harrt noch der strengen und kritischen Durchforschung. Wenn die
deutsche Ausgabe dazu beitrigt, daB auch in Deutschland an dieser
Aufgabe mitgearbeitet wird, hat sie ihrem Zweck erfiillt.

Berlin, im Mirz 1929.
Franz Ollendorff. Karl Pohlhausen.
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I. Die Grundgesetze der Ausgleichsvorginge
in elektrischen Stromkreisen.

1. Die Aufgabe der Operatorenrechnung. Da vom Leser keinerlei
Kenntnisse vorausgesetzt werden sollen, beginnen wir mit einer kurzen
Zusammenstellung der physikalischen Grundlagen: Es soll zunéichst an
einigen einfachen Beispielen die mathematische Formulierung der
Gleichungen erldutert werden, welche die Ausgleichsvorginge in elek-
trischen Netzen beherrschen. Dabei werden eine Reihe allgemeiner
Lehrsitze abgeleitet werden, deren Nutzanwendung sich im folgenden
ergeben wird.

Die Theorie der Ausgleichsvorginge in elektrischen Stromkreisen
ist ein Teilgebiet der allgemeinen elektromagnetischen Theorie, das sich
insbesondere mit den elektrischen Schwingungen in linearen Netzen
befaBt. Unter einem Netz ist dabei eine Zusammenschaltung mehrerer
einzelner Stromkreise oder Maschen zu verstehen, von denen jeder
aus ohmischen, induktiven und kapazitiven Elementen aufgebaut ist.
Ist die Anzahl der voneinander unabhingigen Maschen endlich, so be-
sitzt das Netz eine endliche Zahl von Freiheitsgraden und die Aufgabe
wird mathematisch durch eine endliche Zahl von simultanen linearen
Differentialgleichungen beschrieben. Ist dagegen die Zahl der Maschen
unendlich und die GroBe der Elemente unendlich klein, so wird die
Aufgabe durch eine partielle Differentialgleichung (meist vom Typ
der Telegraphengleichung) wiedergegeben.

Man hat in der Theorie der Ausgleichsvorginge zwei Hauptaufgaben
zu unterscheiden. Zuerst mufl man die Differentialgleichungen an Hand
der physikalischen Gesetze und auf Grund der besonderen Schaltung
der Elemente des Systems aufstellen. Die zweite Aufgabe besteht in
der Auflésung der Differentialgleichungen und fithrt zur Erkenntnis
der besonderen Eigenschaften des vorgegebenen Systems.

2. Die Grundgleichungen. Bei der Aufstellung der Gleichungen eines
Netzes kann man verschiedene Wege einschlagen. Man kann z. B.
von den Gleichungen der Maxwellschen Theorie ausgehen. Nach dieser
Methode stellt das vorgegebene Netz ein mechanisches System dar,
in welchem die Stréme als Geschwindigkeiten gedeutet werden konnen.
Schreiben wir also die Ausdriicke fiir die kinetische und potentielle
Energie und fiir die Energievergeudung des Systems an, so konnen

Carson-Ollendorff, Ausgleichsvorginge. 1
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die Gleichungen des Netzes aus den allgemeinen Bewegungsgleichungen

abgeleitet werden.
Die einfachste und fiir unsere Zwecke ausreichende Grundlage fiir

die Aufstellung der Netzgleichungen wird jedoch durch die Kirchhoff-
schen Gesetze gegeben. Diese sagen aus:

1. Die gesamte eingepragte elektromotorische Kraft fiir irgendeinen
geschlossenen Umlauf oder Stromkreis des Netzes ist gleich dem durch
die Summe der ohmischen, induktiven und kapazitiven Widerstinde
hervorgerufenen Spannungsabfall.

2. Die Summe aller in einem Knotenpunkt zuflieBenden Strome ist
stets Null.

Wir wollen diese Gesetze auf einen einfachen Stromkreis anwenden,
um Einblick in die physikalische Bedeutung der Grundelemente zu ge-

L winnen. Er sei nach Abb. 1 aus einem Wider-

stand R, einer Induktivitit L und einer Kapa-
zitdt C zusammengesetzt. Auf diese hinterein-
¢ ander geschaltete Elemente wirke eine elektro-

£
e motorische Kraft £. Wird der Strom mit I be-
zeichnet, so ist der Spannungsabfall im Wider-
stand gleich RI, in der Induktivitdt gleich LZ—f

R

Abb. 1. Zur Differential- i i 9_ i i
gleichung des Sohwingangs. und im Kondensator gleich 5, wobei @ die La

krelses. dung des Kondensators bezeichnet. @ und I sind

durch die Beziehung I = ‘;—? oder Q = fI dt miteinander verkniipft.

Wenden wir das erste Kirchhoffsche Gesetz auf die Summe der
Spannungsabfélle im Stromkreis an, so erhalten wir ’

a , Q
RI+LS +5=E.

Multipliziert man beide Seiten mit I, so wird

d /1 d @?
RE+ 2 (5LP)+ 22 —p1.
Die rechte Seite dieser Gleichung gibt die von der eingeprigten Kraft ge-
lieferte Leistung an, wihrend die linke Seite ein MaB fiir die im Strom-
kreis pro Zeiteinheit verbrauchte Energie ist. Das erste Glied R I? ist
dabei der Anteil der Energie, der in Wirme umgesetzt wird. Man wird
daher einen Widerstand als eine Vorrichtung definieren kénnen, die
elektrische Energie ausschlioBlich in Warme verwandelt. Das zweite

‘Glied :—t(% LI2> hingegen ist ein MaB fiir die Zunahme der magne-
2

tischen Energie und das dritte Glied %% ein MaB fiir die Zunahme

der elektrischen Energie. Eine Induktivitit ist demnach eine Vor-
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richtung zur Aufspeicherung von Energie des magnetischen Feldes
und analog dient der Kondensator zur Speicherung der Energie des
elektrischen Feldes.

Wir haben bisher die einzelnen Elemente eines Stromkreises insofern
idealisiert, als wir sie nur als ,,reine’“ Widerstinde, Induktivititen oder
Kapazitdten angesehen haben. In Wirklichkeit wird natiirlich jedes
Element fiir sich einen Teil der Energie in Wérme umsetzen oder im
magnetischen oder elektrischen Feld aufspeichern. Die Zerlegung der
Elemente eines Netzes in drei ideale Komponenten ist jedoch allgemein
gebriauchlich und fiihrt bei richtiger Anwendung zu keinen fehlerhaften
Folgerungen, weil sie aus den Maxwellschen Feldgleichungen unmittel-
bar hergeleitet werden kann.

Wir gehen nunmehr zu dem allgemeinen Fall eines Netzes iiber,
welches aus n verschiedenen ,,Maschen (Stromkreisen) zusammen-
gesetzt ist. Wir beziffern die einzelnen Maschen von 1 bis #» und die
in ihnen auftretenden Stréme mit I, bis I, und die entsprechenden
Maschen-EMKe mit E, bis E,,. Weiter sei L;;, R;; und C;; die Summe
aller Induktivititen, Widerstinde und Kapazititen, welche in der
j-ten Masche hintereinander geschaltet sind und L, R;, C;, die zuein-
ander gehorigen Kopplungselemente der Maschen § und k. Wir schrei-
ben nun das erste Kirchhoffsche Gesetz fiir die Masche 1 an und
erhalten

(Ln"% + By + éfdt) I, + (leg? + B + C’Lu.fdt> I, +
+ (Lan gz + Run+ g [U) T = By

Fiir jede der iibrigen n Maschen des Netzes erhalten wir eine entspre-
chende Gleichung, so daB sich also folgendes System ergibt:

(Lndt+R11 oA fdt)Il ‘I"( 1n dt+R1"+C fdt)_[ =FE,,

(Zn g+ Bun - fdt)11+ + (Langrt Bant g fdt)z —E,

Dieses simultane System linearer Differentialgleichungen stellt die
grundlegenden Gleichungen £
der Theorie elektrischer [—-—o.nnnrb—| ‘——d]ﬂﬂﬂp—-!
Stromkreise dar. Ihre Lo- ¢
sung und Deutung ist d1e
Aufgabe dieser Theorie,
und im Zusammenhang
mit dieser Losung wird sich der beste Weg zu einer Einfiihrung in die
Operatorenrechnung ergeben. '

Abb. 2. System zweier gekoppelter Schwingungskreise.

1*

0
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Als besonderes Beispiel fiir diese etwas allgemeinen Uberlegungen
betrachten wir das Netz nach Abb. 2. Es besteht aus zwei Maschen.
Das Kirchhoffsche Gesetz liefert die beiden Gleichungen:

d 1 d
(Lagi+ B+ C—lfdt)ll +M 5 I,=E,
d a 1 B
bIEA +<L2;i—éR2 +a fdt) I,=E,.
In diesem Beispiel sind also, wie durch Vergleich mit (1) folgt, die
Eigen- und Gegenkoeffizienten gegeben durch
Ly, =L, Ly, = Ly, Ly =Ly =M,
Cy =0y, Oy = Cy, Ca =0y =0,
By=ER,, By = Ry, By, =Ry =0.

Der als positiv angenommene Richtungssinn der Spannung und des
Stromes ist in der Abbil-

(P bl dung durch Pfeile ange-

I %"’J | zeigt. Das Vorzeichen der
P . gegenseitigen Induktivitit

£ ey hingt vom Windungs-
l z, L 7 [ sinn der beiden Spulen ab.

Endlich wollen wir fiir
das Beispiel der Abb. 3
das Kirchhoffsche Gesetz anschreiben und erhalten

(@ + L0 G+ B+ B + (5 + ) [ae) 1y
- (Lad% + Ra + C%J‘dt) I, = El:

Abb. 3. Direkte Kopplung zweier Schwingungskreise.

—(Logr+ Bt g Jar) 1y
T+ L) G+ Re+ B + (5 + ) [t} L=y

Ein Vergleich mit Gleichung (1) zeigt, daB in diesem Fall
L11=L1+L3: L22=L2+L3, L13=L21=—L3,
R11=R1+R3; R22=R2+R3, R12=R21=—-—R3,

1 1 1 1 1 1 1

1 1
oate oo tey o, oo

Es sei bemerkt, da auch hier das Vorzeichen der Gegenkoeffizienten
Ry, L;; und C;, durch Verabredung festgelegt werden muB. Dreht
man also z. B. den Richtungssinn von I, und E, um, so miissen auch
die Vorzeichen der Gegenkoeffizienten umgekehrt werden.
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Das Gleichungssystem (1) besitzt im allgemeinen zwei wichtige Eigen-
schaften, welche die Theorie elektrischer Stromkreise vereinfachen.
Erstens sind die Gleichungen linear in Strom und Spannung und zweitens
sind die Koeffizienten L;,, R;; und C;, Konstante. Es gibt jedoch
auch wichtige elektrotechnische Aufgaben, bei denen diese Bedingungen
nicht erfiillt sind. Trotzdem ist die Losung des linearen Gleichungs-
systems (1) mit konstanten Koeffizienten von grundlegender Bedeu-
tung, zumal sie formal auch auf diejenigen Aufgaben ausgedehnt wer-
den kann, bei denen nichtlineare Beziehungen und variable Koeffizien-
ten auftreten. Wir werden spéater kurz auf diese Erweiterung eingehen.

Eine dritte wichtige Eigenschaft des Systems (1) wird durch die
Reziprozitit der Koeffizienten gegeben: Es ist L;; = Ly;, R;, = Ry;
und C;, = Cy;. Diese reziproken Beziehungen zeigen an, daf im
Netz keine unbekannten Energiequellen oder Senken vorhanden sind.
Es gibt aber auch Fille, bei denen die reziproken Beziehungen nicht
erfiillt sind (z. B. Verstirker). Diese Ausnahmen haben jedoch fiir die
angewandte mathematische Losungsmethode keine Bedeutung, da
hierfiir die reziproke Beziehung nicht wesentlich ist.

Wir kehren nunmehr zu den Gleichungen (1) zuriick und leiten aus
ihnen die Energiegleichung ab. Zu diesem Zweck multiplizieren wir
die erste Gleichung mit I,, die zweite mit I, usw. und addieren. Wir
erhalten:

S 2 It 5 3 Y o 0@t X SRty 1= S'B 1, @)

In dieser Gleichung stellt die rechte Seite ein MaB fiir die von den ein-
geprigten Kriften dem Netz zugefithrte Leistung dar. Der erste Aus-
druck der linken Seite ist hingegen ein MaB fiir die zeitliche Zunahme
der magnetischen Energie

1
52> > Ly I,

withrend der zweite die Zunahme der elektrischen Energie angibt
1 1
5 225, U

22 By I

endlich gibt an, welcher Energiebetrag im Netz in Warme umgewandelt
wird. Wir haben also in der Gleichung (2) auf der linken Seite drei
homogene quadratische Formen erhalten, und zwar ist die magnetische
Energie und die erzeugte Joulesche Warme eine homogene quadra-
tische Form der Strome, wihrend die elektrische Energie eine solche
der Ladungen ist. In der Maxwellschen Theorie werden diese Be-
ziehungen als Ausgangspunkt gewéhlt und aus ihnen dann mit Hilfe

Der letzte Ausdruck
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der Lagrangeschen Gleichungen die Gleichungen des Netzes ab-
geleitet.

Das System (1) stellt wegen der in ihm auftretenden Integralzeichen
eigentlich ein System von Integro-Differentialgleichungen vor. Man

kann es jedoch durch die Substitution I =%(t—? sofort in ein System

von Differentialgleichungen iiberfiihren, welches lautet:
d? d d? d

(Luga+t Bug;+8u) @+ + (Lungat Buing, +814) @u=Ey,
d? d d? d

(Lasga+ Bargy+ Sa)@+ - + (Lan gt Bungy+ San) @ =E,.

Hierbei ist zur Abkiirzung fiir ai— der Wert S;; geschrieben worden.

Es ist meistens iiblich, vom Gleichungssystem (3) anstatt von (1) aus-
zugehen.

3. Die Zwangsschwingungen. Bei der Untersuchung der Losung
des Gleichungssystems (1) beginnen wir mit den erzwungenen Schwin-
gungen (Zwangsschwingungen), da sie sowohl nach der theoretischen
Seite als auch nach der praktischen von grundlegender Bedeutung
sind. Sie bilden namlich den natiirlichen Ubergang zur Heaviside-
schen Operatorenrechnung und liefern zugleich die Grundlage fiir die
Theorie der Wechselstréme.

Um die Zwangsschwingungen eines Netzes zu ermitteln, setzen wir
E, = F, ¢*, wihrend sidmtliche iibrigen Spannungen E, ... E, Null
sein sollen. Diese Annahme bedeutet wegen der Linearitit der Glei-
chungen keinerlei Einschrankung, da das Superpositionsgesetz die Uber-
lagerung der von den Einzelspannungen E, . . . E,, erzeugten Wirkungen
erlaubt.

Wir nehmen fiir alle Strome ein Zeitgesetz von derselben Form an:

Ii:Jje“ (7:1) 2:"':’"’):

wobei J; eine Konstante sein soll. Die Richtigkeit dieser Annahme
miissen wir durch Einsetzen in die Differentialgleichung verifizieren.
Es folgt aus I; = J; e*t:

d
;l—tl,-=}.-1,-=}.J,e“
und fiir 1 <0

¢

1 1,

‘J‘I,-dtzfl,-:—l—J,e-‘.
— 00

Setzen wir diese Beziehungen in die Differentialgleichung (1) ein und

kiirzen den gemeinsamen Faktor !, so erhalten wir das folgende

System algebraischer simultaner Gleichungen:
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(AZu+ But70u) I+ -+ (3Lan+ Bin+ 3 Cra) L= Py,

/ 1 1
\}'L21+ R21+7021> L+ -+ (Z-Lz'n'f' Rzn‘l'zozn)In =0, (4)

()‘Lnl—}- ‘Rﬂl+_}:0ﬂ1>11 4+t (lLﬂn"l— Rnn+%0wn)1n =0.
Man beachte, daB die Zeit aus diesen Gleichungen verschwunden ist.
Gerade deshalb ist die Ermittlung der Zwangsschwingungen so ein-
fach, da man unmittelbar von den Differentialgleichungen zu alge-
braischen Gleichungen iibergeht. In diesen » algebraischen Gleichungen
sind die Stromamplituden J, ... J, die Unbekannten, die hierdurch
im allgemeinen eindeutig bestimmt sind. Wir erkennen, dafl die oben
angenommene Form der Losung ,,synchroner Strome* I; = J; e*t zu-
lassig ist.
Setzt man 1
ALjy + Ry + 5 Cie = Zsi(2) = Zyy,

so kann man das Gleichungssystem (4) noch einfacher schreiben:

Z11J1+Z12J2+"'+Z1an=F1,

ZigpyJy+ ZgyJg+ -+ Zypy Jn =0, (5)
Zp Iy + Zyods+ -+ Zppdy=0.
Die Losung des Systems lautet
Co M;q (A M.
| R T R
und u 7
L= Faett =7, (©)
wobei D die Determinante bedeutet
Zu le e Zln
Z21 Zzz o Zzn
D=|. . . . ... (7)
an Zn2 an

und M, die Unterdeterminante der j-ten Kolonne der 1. Zeile ist. Hier-
bei ist auBerdem noch auf das Vorzeichen zu achten.

"Es soll hier nicht ndher auf die Theorie der Determinanten ein-
gegangen werden, auf der die Ableitung dieser Losung beruht. Es sei
jedoch auf eine wichtige Eigenschaft hingewiesen. Aus Z;, = Z,; folgt
némlich M;;, = M,;. Hieraus wiederum leitet sich unmittelbar der
Reziprozititssatz ab, der folgendermaBen formuliert werden kann:
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Wenn eine Spannung Fe'* auf die j-te Masche eines Netzes auf-
gedriickt wird, so betrdgt der Strom in der k-ten Masche, wie soeben
abgeleitet,

e My Feit
e

Driickt man dieselbe Spannung der k-ten Masche auf, so ist der Strom
in der j-ten Masche
%ﬂ‘ Fet.

Vergleicht man beide Ausdriicke und beachtet man, daB M;, = M,;,
so folgt unmittelbar, daf der Strom in der £-ten Masche, hervorgerufen
durch eine Spannung in der j-ten Masche, gleich dem Strom in dieser
Masche ist, wenn die gleiche Spannung der k-ten Masche aufgedriickt
wird. Diese reziproke Beziehung besitzt eine groBe praktische Be-
deutung.

Bei vielen technischen Anwendungen auf zusammengesetzte Netze
haben wir nun nur an zwei Maschen, niamlich der ,,sendenden‘ und der
»empfangenden® ein Interesse. In solchen Fillen ist es zweckmiBig,
alle iibrigen Maschen des Netzes aus den Gleichungen zu eliminieren.
Nehmen wir also an, wir haben zwei elektromotorische Krifte £, und
E, in den Maschen 1 und 2 und wollen nur wissen, wie gro8 die Strome
in diesen beiden Maschen und nicht in den iibrigen des Netzes sind, so
l6sen wir das Gleichungssystem 3, 4,..., % (r —2) nach I;... I, auf
und setzen in die ersten beiden Gleichungen ein. Wir erhalten dann

Z1111+Z12[2=E1, (8)
Zn I, + Zgy Iy =E,.

4. Die Losung fiir den eingeschwungenen Zustand. Diese Lésung
laBt sich unmittelbar aus den Zwangsschwingungen des gegebenen
Systems ableiten. Wir nehmen an, da8

By=E;=---=E,=0 und E,=Fcos(wt—0).

Nun ist bekanntlich )
cosz = 5 (e + e7i7),

so daBl wir also schreiben kénnen
El — %(Fei(‘”“"’) + Fe"i(‘”‘—e)),
= %(eos@ — i 8in @) Fetot + —;— (cos @+ isin@) Fe—tot  (9)
— _%F'eiwe + % F'e—iwt ,

Man sieht also, dal die aufgedriickte Spannung sich aus zwei Gliedern
zusammensetzt, von denen das eine mit et?®¢ das andere mit e~ ¢ ver-



Der allgemeine Schwingungszustand. 9

dnderlich ist. Hieraus folgt wegen der Linearitdt der Gleichungen,
daB die Strome in der gleichen Weise aus zwei Gliedern aufgebaut
sein miissen

I; = Jjeot 4 Jjemiot (j=1,2,...,n). (10)
Wir haben also nur in den oben abgeleiteten Zwangsschwingungen
A =1iw bzw. 1 = — 1w einzusetzen und erhalten
,_1 F b1 F
=3 z,Ge T T 2z ()
und
1 Fei® . . Fé® it
L=z Ga®"t 5 Z—im®

Das zweite Glied ist hierbei konjugiert komplex zum ersten, so daB:
10
it
ERe (zw) ¢
F i(wt— 6)
=Re —F—e
Zil (zw) (12)
i(wt— O—F)

F
=Re 1z G

F
= TZGo)] cos(wt— 6O — D).
Wir erhalten also folgende Regel fiir die Berechnung des eingeschwun-
denen Zustandes:

Hat die eingeprigte Spannung die Gestalt F cos (wt — 0), so

setze man in den Differentialgleichungen fur 7 den Wert i und be-

stimme
D (i w)

M (tw)

Z(iw) = (13)
durch die Auflosung der algebraischen Gleichungen. Schreibt man
dann i®
Z(iw)=|Z(Ew)|e",
so lautet die gesuchte Losung

I= cos (wt — 6O — D).

F
[ZGw)|

In diesem Satz haben wir in gedréingter Form den Inhalt der sogenannten
symbolischen Losung von vielen Aufgaben der Wechselstromtechnik
gefunden.

5. Der allgemeine Schwingungszustand. Wir haben bisher nur
Losungen betrachtet, bei denen der Strom von demselben Aufbau wie
die eingepragte Spannung war. Der Strom war physikalisch gesprochen
ein ,erzwungener Strom, der dieselbe Zeitabhingigkeit hatte wie die
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ihn hervorrufende elektromotorische Kraft. Solche Stréme sind aber
im allgemeinen nur ein Teil des gesamten Stromes.

Zu den erzwungenen Schwingungen treten im allgemeinen die Eigen-
schwingungen hinzu: Das vollstindige Integral setzt sich also aus
den partikuldren Integralen (Zwangsschwingungen) und der Lésung
der homogenen Gleichung zusammen.

Man kann dies wie folgt ableiten. Es seien I7... I, die Losungen
der homogenen Gleichungen'

( 1 dt + By + J-dt) n+---4+ (Ll,, 7 + Rl,,—l- J.dt) =0,
(Lo g+ Burt g fdt)11+ ++ (Langy+ Bant g [dt) L=
Ist dann I,... I, eine Losung des Systems (1), so ist

L+n5n.. I,+1,
ebenfalls eine Losung.
Um eine Losung des homogenen Systems (14) zu finden, nehmen:
wir an, es existiere eine Losung von der Form:

I =Jj-ét (i=1,2...,m),

wobei also alle Stréme synchron schwingen. Dann ist wie frither
d 1
it =1 und Idt =7

Wir setzen diese Losung in (14) ein, kiirzen mit ¢** und erhalten
Zy, (%) J§' +Z1n(l)J' =0,
e (15)
an(}')J;' +Z1m(A)Jn_O

Dies ist fiir die Unbekannten Jj...J;, ein System von » homogenen
Gleichungen. Falls eine endliche Losung existieren soll, muf3 nach
einem bekannten Satz aus der Theorie der Gleichungen die Deter-
minante der Koeffizienten verschwinden:

’ Zy (l) -Zu.(l) l

D} = (16)

Zigy(A) . Zyy(4) ’
Es miissen also alle moglichen Werte von A, welche eine Lésung er-

geben, Wurzeln der Gleichung D (2) = 0 sein. Wir bezeichnen diese
Wurzeln mit 4, 4,, . .., 4,. Sei 4 eine dieser Wurzeln, so kann das Ver-

héltnis 7 aus (n — 1) beliebigen Gleichungen des Systems berechnet

Jl
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werden. Setzen wir also

I =C,e"t 4 Cyet 4 - - + O, etm, (17)
so erhilt man I}, ... I;, indem man /] in (n — 1) beliebige Gleichungen
des Systems einsetzt. Die m Konstanten C, ... C,, sind dabei zu-

néchst willkiirlich. Sie bestimmen sich aus den vorgegebenen Grenz-
bedingungen.

Der Begriff der Grenzbedingungen ist in der Theorie der elektrischen
Stromkreise von grofer Wichtigkeit. Die Grenzbedingungen beschrei-
ben den physikalischen Zustand des Systems in dem Augenblick,
in welchem die elektromotorische Kraft auf das System einzuwirken
beginnt, oder in dem irgendein Wechsel in den Konstanten des Systems
eintritt. Die Anzahl der unabhéngigen Grenzbedingungen, die befrie-
digt werden kann, ist gleich der Anzahl der Wurzeln der Gleichung
D (4) =0. Es ist physikalisch unméglich, mehr Grenzbedingungen
anzugeben als dieser Zahl entspricht. Ist andererseits nicht diese Anzahl
vorhanden, so ist die Losung unbestimmt und die Aufgabe nicht richtig
gestellt. Als ein Beispiel von Grenzbedingungen denke man sich, dafl
zur Zeit ¢ = 0 die Spannung an das Netz gelegt wird, und daf fiir £ = 0
simtliche Strome in den Induktanzen und alle Ladungen in den Kon-
densatoren Null sind.

Bis hierher sind wir der klassischen Theorie der linearen Differential-
gleichungen gefolgt. Wir haben gesehen, daf3 die Berechnung der Zwangs-
schwingungen und des eingeschwungenen Zustandes eines Netzes eine
einfache Aufgabe der elementaren Algebra ist. Die praktischen Schwie-
rigkeiten der klassischen Theorie beginnen mit der Bestimmung der
Konstanten C ... C,, des allgemeinen Schwingungszustandes und mit
der Berechnung der Wurzeln 4, ... A, der Gleichung D (1) =0. An
dieser Stelle bricht Heaviside mit der klassischen Methode und legt
den Grund zu seiner originellen und weitreichenden Losungsmethode,
indem er bestimmte Grenzbedingungen und bestimmte Typen von ein-
gepriagten Spannungen betrachtet, die fir die Anwendungen von
Wichtigkeit sind. Wir wollen jedoch nicht sofort den von Heaviside
selbst geschaffenen Weg beschreiten, der unmittelbar zu seiner Methode
fiihrt, sondern werden vorher eine Reihe wichtiger, grundlegender
Séatze ableiten, welche als Fiihrer zur Heavisideschen Operatoren-
rechnung dienen kdonnen.

II. Storungen des elektrischen Gleichgewichtes
durch willkiirliche Kriifte.

6. Die Grenzbedingungen. Folgende vier Aufgaben sind fir die
technischen Anwendungen grundlegend:
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A. Bestimmung der stationiren Strom- und Spannungsverteilung
fiir den Fall, daf an ein Netz eine sinusformige Spannung angelegt wird.
Diese Aufgabe umfafit die Theorie der Wechselstrome; auf ihr baut
sich die Berechnung von elektrischen Fernkraftiibertragungen und Ver-
teilungsnetzen auf.

B. Berechnung der Strom- und Spannungsverteilung fiir den Fall,
daB an ein im Gleichgewicht befindliches Netz eine willkiirliche Span-
nung angelegt wird; dabei bezeichnen wir ein Netz als im Gleich-
gewicht befindlich, wenn seine Ladungen und Stréme identisch gleich
Null sind.

C. Untersuchung des Einflusses von pltzlichen Anderungen der
Netzkonstanten auf Strom und Spannung. Diese Aufgabe liegt vor
beim Offnen oder SchlieBen eines Schalters in einem unter Spannung
stehenden Netz.

D. Berechnung der freien Schwingungen eines Netzes mit will-
kiirlich gegebenen Anfangsbedingungen. Auf diese Aufgabe werden wir
jedoch nicht bis in alle Einzelheiten eingehen: Denn zunichst hat
sie nur eine geringe Bedeutung fiir die technischen Anwendungen.
Weiter kann sie auf die Gruppe C der oben angefiihrten Grundaufgaben
zuriickgefithrt werden, wenn man den Anfangszustand des Netzes
durch passend gewdhlte und an bestimmten Stellen angelegte Spannun-
gen darstellt. Endlich ist es wegen der willkiirlich vorgegebenen An-
fangsbedingungen unmoglich, die Losungen dieser Aufgaben auf die-
selbe kurze Darstellung und Einfachheit zuriickzufithren, die sich
sonst mit der Operatorenrechnung erreichen laBt. Dabei ist die
Losung solcher Aufgaben natiirlich ausfithrbar. Man hat nach Berech-
nung der Wurzeln der Gleichung D (1) = 0 die Integrationskonstanten
C, ... C, des allgemeinen Schwingungszustandes so zu bestimmen,
daB die Anfangsbedingungen erfiillt sind. Heaviside hat mit Hilfe
seines Energiesatzes fiir diese Konstanten einen einfachen Ausdruck
angegeben, der aus den Anfangsstromen, den Induktivititen und den
Anfangsladungen der Kondensatoren zusammengesetzt ist!.

Bei der weiteren Entwicklung der Grundlagen der Operatoren-
rechnung wollen wir von der Aufgabe B ausgehen.

a) Die Losung der Aufgabe B ist im wesentlichen eine Verallgemeine-
rung der Heavisideschen Theorie und bildet zugleich den Schliissel
fiir das Verstindnis und die Wertung der Operatorenrechnung. Sie
fithrt auf eine Reihe von Hilfssitzen, aus denen die Regeln der
Operatorenrechnung ohne weiteres abgeleitet werden konnen.

1 Vgl. Wagner K. W.: ,Der Satz von der wechselseitigen Energie‘.
E.N.T. Bd. 2, H. 11, S. 376. 1925. Vallarta, M. S.: ,,Heaviside’s Proof of
the Expansion Theorem‘. J. Am. Electr. Engs., April 1926, S. 387.
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b) Die Losung der Aufgabe B enthalt zugleich die der Aufgabe C
und somit auch als Grundlage der Theorie der Schaltvorginge.

c) Die Losung der Aufgabe B fiihrt unmittelbar auf eine Erwei-
terung der Theorie, bei der das Netz auch aus zeitlich verinderlichen
Elementen zusammengesetzt sein kann. Auch diirfen diese Elemente
durch nichtlineare Beziehungen miteinander verkniipft sein.

Die Aufgabe B ist daher als Grundaufgabe der ganzen Theorie an-
zusehen und die bei ihrer Losung abgeleiteten Sitze koénnen zugleich
als die grundlegenden Theoreme gelten.

7. EinheitsstoB der Spannung, Ubergangsleitwert. Wir betrachten
zundchst ein Netz, welches im elektrischen Gleichgewicht ist. An
irgendeinen Zweig dieses Netzes werde
zur Zeit ¢t = 0 der EinheitsstoB der
Spannung gelegt. Dabei definieren
wir als Einheitssto eine Spannung, 7
welche den Betrag eins fiir alle po-
sitiven Zeitwerte hat, fiir alle nega- 1 .
tive Zeiten aber identisch verschwin- Lo Zeit

Abb. 4. Einheitssto8 der Spannung.
det (Abb. 4). Den hierbei entstehen-
den Strom in der Masche n bezeichnen wir mit 4,; (f) und nennen
A,,() den Ubergangsleitwert der Masche n in bezug auf die
Masche 1, oder — ausfiihrlicher — den iibertragenen Ubergangsleitwert.

Der Ubergangsleitwert spielt, abgesehen von seiner unmittelbaren
physikalischen Bedeutung, eine grundlegende Rolle in der Operatoren-
rechnung. Er kann durch folgende Aussage definiert werden: Der
Ubergangsleitwert A,, () ist gleich dem Verhéltnis des Stromes im
Zweig n zur GréBe der Spannung, welche zur Zeit ¢ = 0 an den Zweig 1
angelegt wird. Er ist demnach eine Funktion, welche fiir alle negativen
Zeiten Null ist und welche mit wachsender Zeit fiir alle Systeme mit
Verlusten sich entweder dem Wert Null oder einem konstanten Wert
(dem Gleichstromleitwert) nihert. Es sei bemerkt, daB der Uber-
gangsleitwert eine stets durch das Experiment bestimmbare Funktion
darstellt; mit seiner mathematischen Vorausberechnung werden wir
uns spéter zu befassen haben.

Eine wichtige Eigenschaft des Ubergangsleitwertes Ajx (t) folgt
unmittelbar aus dem Reziprozitatsgesetz: Ajx (8) = A,; (£) 1. Diese
Beziehung sagt aus, daB der Ubergangsleitwert unveréndert bleibt,
wenn man die Orte der Ursachen und der Wirkungen miteinander ver-
tauscht. Es ist also insbesondere fiir den Ausdruck 4, (¢) gleichgiiltig,
ob die Spannung im Zweig j angelegt und der Strom im Zweig & beob-

Spannung

1 Eine Ausnahme bildet der Fall, daB im Netz Energiequellen (Ver-
starker usw.) vorhanden sind. Vergleiche Ziffer 2.
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achtet wird oder umgekehrt. Im allgemeinen darf man also die Indizes j
und % weglassen und einfach A(¢) schreiben. Dabei muB man aber
stets beachten, ob man es mit zwei verschiedenen Zweigen oder nur
mit einem zu tun hat. Im letztgenannten Fall ist j = £ zu setzen.

Aus der Linearitdt der Netzgleichungen folgt, daB fiir eine zur Zeit
t=17 an einim Gleichgewicht befindlichen Netz gelegte Gleichspannung
E = E, der Strom entsteht

E.A(t—71).
Werden nun zu den Zeiten 0, 7,,7,, ..., 7, an ein und denselben Zweig
jeweils die Gleichspannungen E,, E,, E,, ..., E, angelegt, so super-
ponieren sich alle Einzelwirkungen und es resultiert der Strom:

n
EoA () + By A(t—1) + By A(1—7)) + - - - + B A (t—7,) = S B, A (t—)).
i=o0
(0))
Um dies auf unsere Aufgabe anzuwenden, nehmen wir an, daB dem Netz
im Gleichgewichtszustand eine Spannung E(t) aufgedriickt wird, die
folgenden Bedingungen geniigt:
Sie ist fiir £ << 0 identisch gleich Null.
Sie hat den Wert E (0) fiir 0 < t<< A¢.

. Sie hat den Wert E (0) + 4, E fiir 4t <t <2A4¢.
. Sle hat den Wert E(O)+A E—l—A E fir 2At<t<3At

3’

80 daB sie also im Zeitintervall (j — 1) 4t <t < 7At um A4; E zu-nimmt.
Offenbar ist dann der resultierende Strom:

BoA(t)+ A, BEA(t—Aty+ -+ + A, EA(t —nAt).

Verkleinert man das Zeitintervall mehr und mehr und geht schlieB-
lich zur Grenze A¢—>dt und jA¢ = 7 iiber, so wird

s

d
4, = E@dr

und man erhilt an Stelle der Summe das bestimmte Integral
: d
I(t) = E(0) A(t)+fA(t—r);EE(z)dr. @)
J v
Hierfiir kann man einfacher schreiben

t
I(t) =%fA(t—r)E(r)dr, (3a)
0

t
=2 [Bt—va@r. (3b)
0
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Denn nach (3b) ist

t4+4t
I(t) = lim ——[fE(t-}—At—r)A r)dz_fE t~r)A(r)dr]

t+At t+A4¢
= lim Atl:fE(t—I—At—r)A(r)dt—fE(t—t)A(r)dr

At>0
t+4t
+ f E(t—1) A(‘c)dt—fE(t—t)A(t)dt]

Die ersten beiden Integrale geben beim Grenziibergang

. d : d
J‘WE(t—t)A(r)drE B A(t—7)dr,
0 0

wahrend sich die beiden letzten auf
im %[E(t—t)A(t)-At | = E(0) A()
T=¢

reduzieren; damit ist die Identitit von (2) und (3b) erwiesen, und
man kommt von hier sogleich zu (3a) mittels der Substitutiont —7 =7".
Durch #hnliche Transformationen erhalt man eine Reihe weiterer gleich-
wertiger Formeln:

I(t) = A(0) E(t) +6fA’(t—t)E(r)d7: (4a)
= A(0) E(t) +0f A' (1) B(t—7) dv (4b)
=E(0) A(t) -}—jE'(t——t)A(t)dt (4¢c)
=E(0)4() +d]!E’(1)A(t—r) dv, (44d)

wobei die Striche Differentiationen nach der Zeit bedeuten, also
d
’ —_— —
A'(t)=Z;40).

Diese Gleichungen sind die grundlegenden Formeln, welche die
mathematischen Beziehungen zwischen dem Strom und der Form
der angelegten Spannung, den Konstanten und der Schaltung des
Netzes wiedergeben. Sie stellen den ersten Schritt zur Losung unsrer
Aufgabe dar. Die unmittelbaren Folgerungen aus diesen Gleichungen
kénnen in den nachfolgenden Sitzen ausgesprochen werden:

1. Der Ubergangsleitwert eines elektrischen Netzes bestimmt mit-
tels einer Quadratur das Verhalten des Netzes fiir alle méglichen Formen
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der angelegten Spannung. Er ist also die einzig notwendige Grée zur
theoretischen Beherrschung sémtlicher Eigenschaften eines Systems,
einschlieflich seines eingeschwungenen Zustandes.

2. Die angelegte Spannung und der Ubergangsleitwert bestimmen
gleichberechtigt den resultierenden Strom im Netz. Der Verlauf des
Stromes kann also verindert werden entweder durch eine Anderung
der Konstanten und der Schaltung des Netzes oder durch Anderung
der Gestalt der angelegten Spannung.

3. Da die angelegte Spannung auch unstetig sein kann, so bestimmen
die Gleichungen nicht nur den Aufbau des Stromes, sondern sie geben
auch an, wie das sich selbst iiberlassene Netz bei abgeschalteter Spannung
wieder in den Gleichgewichtszustand zuriickkehrt. Durch die For-
meln (3a) bis (4d) ist also die gestellte Aufgabe auf die Bestim-
mung des Ubergangsleitwertes des Netzes zuriickgefiihrt.

Wir werden zeigen, daB die abgeleiteten Formeln unmittelbar zu
einer Integralgleichung fiir den Ubergangsleitwert fiihren.

8. Beziehungen zwischen dem Schaltvorgang und dem eingeschwun-
genen Zustand. Wir wollen die Beziehungen angeben, welche zwischen
(4) und dem eingeschwungenen Zustand bestehen, und denken uns zu
diesem Zweck zur Zeit ¢t = 0 die Spannung E sin (w ¢ 4 @) angelegt.
Setzen wir dies in (4b) ein, so erhalten wir:

I(t)=A(0)Esin (ot + 0)

t
+ Esin (wt + @)fcoser'(r) dr
0
¢ ()
— Ecos (wt+ 0) fsinw'rA’('r) dr,
0

wobei wie frither
, d

Der Endzustand ergibt sich fiir ¢ — co.

Esin(wt+ 0){4(0) + [ coswr 4’ (x)dr}
0

© (6)

—E cos (wt+ @){f sinw T A4’ (1) dr}.
. 0

Der mit wachsender Zeit verklingende eigentliche Ausgleichsvorgang
ist also gegeben in

— Esin (0t + @)fcosw‘rA’('r) dr
{

w (7)
+ Ecos(wt+ ) [ sinwt A’ (v)dr.
t
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Wir wollen diese Ausdriicke fiir den eingeschwungenen Zustand mit
den iiblichen Formeln vergleichen. Es sei die (symbolische) Impedanz

des Netzes bei der Frequenz 2% gleich Z (iw), wobei

Z—(}w—)= o (@) + i B (®).
Der eingeschwungene Zustand ist dann
E [0 (w)-sin (wt + O) 4 f(w) cos (wt + O)].
Ein Vergleich mit (6) ergibt dann den gesuchten Zusammenhang in

« (@) = 4(0) + [ coswr 4 (z) dv (8)
und °

B(w)=—[sinwtd (v)dz. 9
0

9. Die Integralgleichung fiir den Ubergangsleitwert. Bisher haben
wir den Ubergangsleitwert als bekannt vorausgesetzt. In Wirk-
lichkeit ist aber gerade seine Bestimmung der wesentlichste Teil
unsrer Aufgabe.

Heaviside ist an diese Bestimmung des Ubergangsleitwertes von
der intuitiven und experimentellen Seite herangetreten. Eine exakte
mathematische Methode griindet sich auf eine Integralgleichung
von groem Giiltigkeitsbereich, welche unmittelbar zur Heaviside-
schen Rechnung in erweiterter Form hinleitet.

Wir legen an ein Netz zur Zeit ¢ = 0 pl6tzlich eine Spannung e?:,
wobei p entweder positiv reell oder komplex mit positivem Realteil sein
soll. Wie oben abgeleitet, kann der resultierende Strom in zwei Teile
zerlegt werden: Der erzwungene Anteil, der dieselbe Zeitabhéngig-
keit wie e?® besitzt, und der freie Anteil, den wir zur Abkiirzung

mit y(f) bezeichnen. Der exponentielle oder erzwungene Anteil ist
%, wobei Z (p) dieselbe Gestalt wie die bekannte symbolische
oder komplexe Impedanz Z(iw). Man erhalt Z(p) aus der Differential-

. . d
gleichung, indem man, wie im ersten Kapitel abgeleitet wurde, o

gleich

durch p" ersetzt, mit e?* kiirzt und die iibrigbleibende algebraische
Gleichung auflést. Die freie oder charakteristische Komponente y(z)
hingt auBer von dem Wert p noch von den Konstanten und von der
Schaltung des Netzes ab. Sie enthilt aber nicht den Faktor e?t und ver-
schwindet mit wachsender Zeit bei Systemen, die aus energieverzehren-
den Elementen aufgebaut sind. Es ist also der resultierende Strom

1) = 75+ ¥(0). (10)

C Ollendortf, Ausgleichsvorgange. 2
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Kehren wir nunmehr zur Formel (3b) zuriick und ersetzen wir E ()
durch e??, so ergibt sich:

t
I() = 4ot [4 @) e " dx.
0
Hierfiir kann man auch schreiben:
[o¢] [ee]
%{e"ffl(‘r) P ar—ent [ A() e_’"dr}.
0 t
Fiihrt man die Differentiation aus, so wird

I(t) =pe? [A(r) e P dv —pert [ A(t)e P dr+ A(f). (11)
0 t

Setzt man die beiden Ausdriicke (10) und (11), welche sich fiir I(t)
ergeben haben, gleich und dividiert mit e?¢, so erhdlt man

@© ©
Z‘};T) +y@e " = pafA(f) e " dr — p;rA(r) P dv 4+ A@l) e (12)

Diese Gleichung gilt fiir alle Werte von ¢. Ist nun der Realteil von p
positiv, so verschwinden einige Glieder, wenn man ¢ = oo setzt, und es
bleibt ©
s =[A@eriar. (13)
pZ(p) 0
Diese fiir alle positiven reellen Werte von p giiltige Integral-
gleichung bestimmt vollstindig den Ubergangsleitwert
A (). Auf ihr beruht die weitere Entwicklung und Diskussion der
Operatorenrechnung, so daB die Gleichungen (3), (4) und (13) die voll-
stindige mathematische Formulierung unsrer Aufgabe darstellen. Von
diesen beiden Gleichungen ausgehend kann nunmehr die Lésung er-
mittelt werden, ohne daf man auf die Differentialgleichungen oder die
Grenzbedingungen zuriickzugreifen braucht.

III. Die Heavisidesche Aufgabe und die
Operatorenrechnung.

10. Die Stammfunktion. Die Entwicklungen der beiden ersten
Kapitel ermoglichen eine systematische Untersuchung und Ableitung
der Heavisideschen Operatorenrechnung. Wir gehen von den folgen-
den Hauptsétzen aus:

Wird zur Zeit ¢ = O eine Spannung E(f) an ein im elektrischen
Gleichgewicht befindliches Netz gelegt, so dienen zur Ermittlung des
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Stromes zwei Gleichungen. Nachdem die Ubergangsfunktion durch
die Integralgleichung bestimmt ist:

1 @
?ZGV=JAUN"“dh M

ergibt sich der Stromverlauf aus dem bestimmten Integral
=2 aq d 2
u—;f(~r<>r @

Z(p) heiBt die zur Ubergangsfunktlon A gehérige Stammfunktion.
Durch sie werden die Eigenschaften eines Netzes, seine Konstanten
und Schaltung eindeutig festgelegt. Ersetzen wir p durch ¢ w, wobei w
die Kreisfrequenz bedeutet, so ist Z (¢ w) als die symbolische oder
komplexe Impedanz aus der Theorie der Wechselstrome bekannt.

Die oben angegebenen Gleichungen (1) und (2) stellen die vollstén-
dige Losung der allgemeinen Aufgabe dar, bei der auch die zeitlichen
Grenzbedingungen von vornherein befriedigt sind. Es wird also im
Gegensatz zur elementaren Methode die nachtrigliche explizite Be-
stimmung der Integrationskonstanten vollstindig vermieden.

Die hier gegebene Ableitung setzt voraus, daB die Netzgleichungen

linear sind und daB eine Partikularlésung vom Typ Ze:;;) fiir positive

Werte von p existiert. Wenn wir zunédchst von einem Netz endlicher
Ausdehnung ausgegangen sind, so bedeutet dies keine Einschriankung
des Giiltigkeitsbereiches. Die Gleichungen gelten nicht nur fiir ein
endliches Netz mit einem endlichen System linearer Differentialglei-
chungen, sondern auch fiir unendlich groBe Netze und fiir Ubertragungs-
leitungen, bei denen bekanntlich unendlich viele lineare Gleichungen
oder partielle Differentialgleichungen auftreten. Sie gelten demnach
allgemein fiir alle elektrischen oder dynamischen linearen Systeme
mit konstanten Koeffizienten.

Die aus den Gleichungen (1) und (2) zu bestimmende Unbekannte
braucht nicht notwendigerweise der Strom zu sein. Es kann auch
nach einer Ladung, einem Spannungsabfall oder irgendeiner anderen
physikalischen GréBe gefragt sein. Wir tragen diesem Umstand Rech-
nung, indem wir allgemeiner schreiben:

1 [+ o]
T =fh(t) e-?tdt, 3)
0

t
2 () = %fh (t — 1) E(x)de. 4)
0

2%
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Hierbei ist B (t) die Spannung und z(¢) die zu bestimmende Unbekannte.

Die symbolische Gleichung

E
x——m (5)

bezeichnen wir als Operatorengleichung. H(p) entspricht dabei
der Impedanz Z(p) und ist genau wie diese zu bestimmen, braucht
jedoch nicht die physikalische Bedeutung oder die Dimension einer
Impedanz zu haben. In analoger Weise entspricht die Funktion A (¢)
dem Ubergangsleitwert im verallgemeinerten Sinne. Man bezeichnet
sie auch zur Abkiirzung als Heavisidesche Funktion. Entsprechend
nennen wir fortan H(p) die verallgemeinerte Stammfunktion.

11. Die Operatorengleichung. Wir gehen von folgender Aufgabe aus:
An ein im Gleichgewichtszustand befindliches Netz wird zur Zeit ¢ = 0
der Einheitssto8 der Spannung gelegt. Es ist das Verhalten des Netzes
zu berechnen. Diese Aufgabe lduft im wesentlichen auf die Bestimmung
des Ubergangsleitwertes hinaus. Wir werden bei der weiteren Behand-
lung und Kritik der Heavisideschen Methode die Losung dieser Aufgabe
mit Hilfe der Integralgleichung stets in Parallele zur entsprechenden
Losung nach Heaviside setzen.

Heaviside geht von der Differentialgleichung aus. Er ersetzt den

Differentialoperator % durch das Symbol p und die Integration f dt

durch i. Damit wird die Differentialgleichung auf eine algebraische

Gleichung zuriickgefithrt. Weiter spezialisiert er die angelegte Span-
nung als Einheitssto und begrenzt damit die Giiltigkeit der Rechnung
auf Zeitwerte ¢ >0. Die formale Lésung der algebraischen Gleichungen

kann stets geschrieben werden
1
h=gm (6)
wobei h den verallgemeinerten Ubergangsleitwert oder die Heaviside-
sche Funktion (Strom, Spannung, Ladung, Potential usw.) darstellt und
H(p) die verallgemeinerte Stammfunktion ist. Liegt also z.B. die
Aufgabe vor, den Strom in irgendeinem Zweig eines Netzes zu bestim-

men, 8o schreiben wir )

L J
=7 (7
Die allgemeinere Schreibweise (6) ist jedoch erwiinscht, da sie auf den
groBen Anwendungsbereich der Gleichung hinweist.
Die Heavisideschen Operatorengleichungen
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sind nur symbolisch zu verstehen; es entsteht daher als Aufgabe der
Operatorenrechnung, ihren physikalischen Inhalt und insbesondere
die Bedeutung des Operators p darzulegen. Hierzu brauchen wir nur
auf die Integralgleichung (13) des vorhergehenden Kapitels zuriick-
zugreifen. Man erkennt, daBl die Heavisideschen symbolischen Glei-
chungen (7) und (6) identisch sind mit den Integralgleichungen:

1 'y _

AT =0fA (Beidt., ®
1 by _

A5 =0fh(t) e-Ptdt. )

Diese Integralgleichungen vermitteln uns also die Deutung und das
Verstidndnis der Operatorengleichungen und liefern uns zugleich durch
ihre Losung die Regeln fiir die Operatorenrechnung. Mit Hilfe dieses
Satzes sind wir nunmehr in der Lage, die urspriingliche Aufgabe um-
zukehren und aus bekannten Ldsungen solcher Integralgleichungen
den Sinn der Operatorengleichungen abzuleiten und die Losungen zu
verifizieren.

Heavisides eigene Anschauungen iiber seine Methode der Losung

solcher Aufgaben lassen sich etwa folgendermaBen schildern:

Die Operatorengleichung » = fl_l('p_) ist der Differentialgleichung voll-

stindig gleichwertig und mufl daher auch sémtliche fiir die Losung
notwendigen Angaben enthalten, vorausgesetzt, da8 wir verstehen,
das Wesen der symbolischen Operatorengleichung richtig zu deuten.
Diese richtige Auslegung gewinnen wir nach Heaviside durch Analogie-
schliisse, indem wir die Operatorengleichung mit bekannten Lésungen
bestimmter Aufgaben vergleichen. Hieraus entspringen allgemeine
Regeln fiir die Umwandlung der Operatorengleichung in die gesuchte
explizite Losung.

12. Die Methode der Potenzreihen. Wir wihlen als Ausgangspunkt
fiir die erste Regel die folgende einfache Aufgabe:

Ein Stromkreis besteht aus einem Widerstand R in Reihe mit einer
Induktivitit L. Es ist der durch den Einheitsstol der Spannung ver-
ursachte Strom A zu bestimmen. Die Differentialgleichung des Stromes

lautet dd
L—d-t~+RA=l, t>0, (10)

wobei A der Ubergangsleitwert ist. Ersetzt manad?dureh p, so erhalt
man die Operatorengleichung

1
A=1r% 11)
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Die Losung kann leicht direkt aus Gleichung (10) abgeleitet werden:

¢
1 ——

A=§(1—e T). 12)

Dabei bedeutet 7' = % die Zeitkonstante des Kreises. Die Losung be-

friedigt die Differentialgleichung und erfiillt die Grenzbedingung, denn
fiir ¢ = 0 ist der Strom gleich Null.

Entwickelt man nun die Operatorengleichung binomisch nach Poten-

1 . . . .
zen von -, 80 erhilt man formal die unendliche geometrische Reihe

G -G o
Wir entwickeln andererseits die Losung (12) nach Potenzen von i:
a=5 () —a@) +als) — ] a9

Durch Vergleich beider Entwicklungen sehen wir, da8 die Operatoren-
entwicklung in die der expliziten Losung durch die Deutung % gleich %
iibergefiihrt wird. Dieser induktiv gewonnene Satz bildet die Grund-
lage der Heavisideschen Losung mittels Potenzreihen.

Es muB hier jedoch auf zwei wichtige Bedingungen des Verfahrens
hingewiesen werden. FErstens ist die Umwandlung der Operatoren-
gleichung in eine Losung nur bei der Entwicklung nach L moglich.
Ersetzt man z. B. in der unentwickelten Operatorengleichung

=1 (15)

1
. . pTR (1 + p_T)
? durch 1> S0 erhilt man

A=—"

—_— (16)
¢

i+ )

Dieses Ergebnis ist falsch. Entwickelt man andererseits nach steigen-

den statt nach fallenden Potenzen von p, so ergibt sich

A= [1—@D)+@ETrP—---1. . am

Hier ist kein Vergleich mit (14) méglich, und es kann daher dieser Ent-
wicklung keine physikalische Bedeutung zugesprochen werden. Die
Operatorengleichung kann also nur dann in eine explizite Lésung um-
gewandelt werden, wenn man die passende Entwicklung der Stamm-
funktion oder richtiger ihres reziproken Wertes gefunden hat.
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Endlich bemerken wir, daBl wir beim Anschreiben der Operatoren-
gleichung und bei ihrer Umwandlung in die Lésung die Grenzbedin-
gungen vollkommen auBler acht lassen konnten. Hierauf beruht der
groBe Vorteil der Operatorenrechnung. Die Grenzbedingungen sind
automatisch beriicksichtigt, vorausgesetzt, dal es sich um Bedingungen
des Gleichgewichtes handelt. Dies soll noch ausfiihrlich am folgenden
Beispiel erldutert werden.

13. Einschalten eines Schwingungskreises. Wir betrachten einen
Stromkreis, der sich aus einem Widerstand R, einer Induktivitit L
und einer Kapazitit C nach Abb. 1 zusammensetzt, und an den ein
Einheitssto8 der Spannung gelegt wird. Gesucht wird die Aufladung
des Kondensators. Fiir seine Ladung @ gilt:

d? d 1
(Lg+RG+g5)e=1, t>0. (18)
Man erhilt hieraus die Operatorengleichungen
1
Q=—"7> (19)
Lp*+ Rp + <
l
(20)
Copf1+ L +2
wobei gesetzt ist ¥ ( + p’)

_L 2 1
T =% und w?= ic
Entwickelt man binomisch, so wird

1 w?

0= 25— Gt 3+ o )~ 51— e

oder nach Potenzen von p geordnet:

1 [ C3 %3 Ce
1 __ 2, B, 4 B__7 el 29
Lp"[l P +p"+ ?° p“+ ] (22)
Hierin ist .
01=T-,
1
02'—602_?—2—)
w? 1
63—2? T3>
3wt 1

Ersetzen wir auf Grund unsrer Rechenregel 2 durch = 1> 80 erhalten wir
die Losung:

2 @ t ° 18
e=f[m—am—entestag— ) @
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Infolge des komplizierten Aufbaues der Koeffizienten erkennt man
nicht ohne weiteres die Summe dieser Reihe. Ist jedoch R =0, so
folgt 7' = oo und die Reihe vereinfacht sich zu

L

woraus unmittelbar folgt

Q=cC [1 — cosy%] : (25)

Wir wollen diese Lésung durch Vergleich mit der Losung der Differen-
tialgleichung verifizieren. Diese lautet:

Q = O + kyeht+ kyehst. (26)

wobei %, und k, Konstante sind, die aus den Grenzbedingungen bestimmt
werden miissen, wihrend 4, und A, Wurzeln der Gleichung

LE+Ri+45=0 @7

sind. Die Anfangsbedingungen (¢ =0) moégen dem Gleichgewicht ent-
sprechen: @ und ?g = 0. Dann folgt

0+k1+k2=07
Aky+ dgly =0 (28)
und
by =20
1= 2 —2.°
11102 (29)
kz:)-z—ll’
wobei nach (27) mit T=%
1 1\2
e e Y (L~
27 <2T> (30)

Entwickelt man nun
Q= C + ket + kyett,

nach Potenzen von ¢, so wird
2
Q=(C+ b+ ) + (e + ko) 4+ (B B+ B2 g5+ -0 (3D)

Fithren wir fiir &, k, 4, A, die oben berechneten Werte ein und ver-
gleichen wir die erhaltene Reihe mit der aus der Operatorengleichung
gefundenen, so erkennen wir sofort ihre Identitét.

An dieses Beispiel kniipfen wir folgende Bemerkungen:
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Zunichst haben wir gesehen, da3 die Potenzreihenentwicklung oft
sehr kompliziert im Aufbau der einzelnen Glieder wird, so daB man
ihr Gesetz und ihre Summe nicht ohne weiteres erkennt. Dies ist be-
sonders bei groen, aus vielen Maschen zusammengesetzten Netzen der
Fall. Die Berechnung der Koeffizienten der Reihe ist dann sehr miihsam.

Andererseits ist aber auch die Losung solcher Aufgaben mit Hilfe
der klassischen Methode oft mit wesentlich groBeren Schwierigkeiten
verkniipft, so daB die praktische Durchfiihrung in Frage gestellt ist.
Man hat ndmlich zunidchst die Wurzeln von H (1) zu bestimmen. Dies
erfordert bei komplizierten Netzen einen betrachtlichen Rechenaufwand.
Dann muB man die Integrationskonstanten ermitteln, so daB die
Losung den Grenzbedingungen geniigt. Wenn auch diese Rechnung
vom theoretischen Standpunkt keine Schwierigkeiten besitzt, so ist
die numerische Auswertung sehr umsténdlich.

Heaviside kommt also auf Grund von Analogieschliissen zu der

Regel:
Man entwickelt die rechte Seite der Operatorengleichung
1
~ H(p) (32)
nach negativen Potenzen von p
— e I ST SN
_a°+p+p2+ +p,.+ (33)

und ersetze pl; durch % Die Operatorengleichung ergibt dann die expli-
zite Losung in Gestalt einer Potenzreihe.

a,t?
n!

hz%_}_al_,!t_i_a;_i’_i_“__}_ 4o (34)

Vom Standpunkt einer mathematischen Theorie ist diese Ableitung
auf Grund von Analogieschliissen durchaus ungeniigend. Deswegen ist
es wichtig, diese Rechenregel direkt aus der Integralgleichung herzu-
leiten. Wir nehmen an, daf8 in

2]
1
- . = —pt
SH) 6[' h(t) e-»t dt (35)
die Funktion A(¢) in eine Potenzreihe entwickelt werden kann:

2
ho+ by Bl (36)

Setzen wir dies in (35) ein und integrieren gliedweise, so wird formal
aus der rechten Seite:

B b B
p Tttt o (37)
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da

f——e P’—pnﬂ fir p>0. (38)

Nun entwickeln wir die rechte Seite der Integralgleichung nach nega-
tiven Potenzen von p:

Tttt (39)

wobei

ap+ =+ + §+-~- (40)

die asymptotische Entwicklung von m ist. Vergleicht man beide

Entwicklungen gliedweise, so erkennt man, da8 %, =a, und in Uber-
einstimmung mit Heaviside:

h(t) =ao+ % +“2 (41)

Diese Ableitung ergibt zwar ein richtiges Resultat, vom mathematischen
Standpunkt sind jedoch betrﬁ,chtliche Einwendungen zu machen. So

hat z. B. die Entwicklung von —— H( nur einen bestimmten Konvergenz-

bereich, und nur in diesem ist die gliedweise Integration gestattet.
Weiter haben wir angenommen, da8 % (¢) in eine Potenzreihe entwickel-
bar ist. Diese Annahme ist eingehend zu priifen und nicht immer zu-
lassig. Eine befriedigende Ableitung 148t sich auf folgendem Weg ge-
winnen:

Es sei Ti%ﬁ eine Funktion, welche die formale asymptotische Ent-
wicklung hat:

ma"
I

und welche keine Anteile besitzt, die stirker verschwinden als jede
noch so hohe Potenz von p. Eine solche Ausnahmefunktion wiirde
z.B. e7? sein. Unter dieser Einschrankung betrachten wir die Integral-
gleichung und integrieren partiell. Wir erhalten:

m = h(0) _|_J'e PtRM (4) dt, (42)

wobei 2™ (t) als Abkiirzung fiir tnh(t) geschrieben ist. Geht nun p

gegen unendlich, so verschwindet das Integral und aus der asympto-
tischen Entwicklung folgt:
1 el a,

~ En 43
H(p) ¢ -’ (43)
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Im Grenzfall hat —— ( ) den Wert a,. Also
h(0) = a,.

Integrieren wir nunmehr nochmals partiell, so wird
Mﬁ——%) =B (0) + [e-2th® () at. (44)
0

Wiederum werde p unendlich. In der Grenze wird die linke Seite der
Gleichung zu @, und wir erhalten:

AV (0) =a,.
Wir konnen auf diese Weise durch fortgesetzte partielle Integration
ableiten A (0) = a,.

Andererseits lautet die Taylorsche Entwicklung von & (f):

B =ho) + 2O L OOF 4 (45)

wir erhalten also, wenn wir die Konvergenz dieser Entwick-
lung voraussetzen:

h()—ao—}— + (46)

Damit haben wir die Potenzreihenentwicklung abgeleitet. Es sei aber
ausdriicklich bemerkt, daB die Konvergenz der Entwicklung damit
noch nicht bewiesen ist. Es ist jedoch dem Verfasser kein physikalisches
Beispiel bekannt, bei dem H(p) asymptotisch entwickelbar ist, ohne
daB die Potenzreihe konvergiert. Andererseits gibt es aber viele physi-
kalische Aufgaben, bei denen eine Losung in Form einer Potenzreihe
nicht existiert.

14. Technik der Reihenentwicklung. Die Entwicklung der Opera-
torengleichung in eine explizite Losung nennt Heaviside die ,,Alge-
braisierung* der Gleichung. Im Fall der Potenzreihenentwicklung be-
ruht die Algebraisierung in der Entwicklung der Stammfunktion

T =+ et ot (47)

Wir wollen jetzt diese Reihe als dJe Entwwklung nach einer wirklich
existierenden Variablen p betrachten und nicht nur als eine symbo-
lische Entwicklung. Die Reihe besitzt dann einen bestimmten Konver-
genzbereich. Doch brauchen wir hierauf keine Riicksicht zu nehmen,
da die eigentliche Entwicklung lautet

2
ao+ B+ B (48)
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Diese Reihe wird von Borel als assoziierte Funktion bezeichnet
und spielt in seinen Untersuchungen iiber die Summierbarkeit diver-
genter Reihen eine groBe Rolle.

Der Vorgang der ,,Algebraisierung® kann oft durch eine einfache
binomische Entwicklung erzielt werden, wie es schon bei den oben be-
handelten Beispielen der Fall war. Wenn eine Potenzreihe wirklich
existiert, fithrt folgender Weg zum Ziel:

Wir schreiben

1 1
T = 1, =0 (49)
Hp) 4 (%)
und entwickeln G(z) nach Taylor:
G@) =6(0) + GD(0) §; + GV O 5+ -+, (50)
wobei
ar @
amo) =L (51)

{J
Bezeichnen Wll‘ zur Abkurzung ”mlt a, und ersetzen wir 2" durch

g0 5O wird :

G (x) = —ay+ 2 + 2+ (52)

1
H(p)
Obwohl dieser schulméBige Weg der Algebralslerung immer richtig ist,
kann man bei vielen Aufgaben aus dem Charakter der Funktion H (p)
viel schneller eine Entwicklung erkennen.

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer
Potenzreihenlésung ist also durch die Entwickelbarkeit der Funktion
G(x) nach Potenzen von x gegeben.

15. Kritik der Potenzreihenlosung. Es wurde bereits erwahnt, daf
bei einer bestimmten Klasse von Aufgaben, die sich mit Freileitungen
und Kabeln befassen, eine Potenzreihe nicht existiert, wenn sich auch
Reihen angeben lassen, die nach gebrochenen Potenzen von ¢ fortschrei-
ten. In allen Fillen jedoch, in denen Potenzreihen existieren, ist diese
Lésung jeder anderen in bezug auf Einfachheit der Ableitung iiberlegen.
Ihr groBerer Nachteil beruht darin, daB ihre Auswertung wegen der
groBen Gliederzahl numerisch sehr umstédndlich ist, es sei denn, da8
sich unmittelbar die Summe der Reihe angeben 148t oder es sich nur
um kleine Werte der Zeit ¢ handelt. Dieser Nachteil haftet allen Potenz-
reihen an. Heaviside selbst iiberschitzt den Wert der Potenzreihen
vom Standpunkt der angewandten Mathematik. Er verlangt von einer
Losung, daB sie auch wirklich numerisch berechnet werden kann,
und wendet sich gegen reine Mathematiker, von denen seiner Meinung
nach oft Losungen angegeben werden, die eigentlich nur eine Um-
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schreibung der gegebenen Differentialgleichung bedeuten. Er sagt an
einer Stelle: ,,Ich bedaure, daB das Resultat so kompliziert ist. Es
bestehen jedoch nur zwei Moglichkeiten: entweder kann man die Losung
durch eine unendliche Reihe oder durch ein bestimmtes Integral wieder-
geben. Das Integral ist nutzlos, solange es nicht ausgewertet ist. Man
muB also das Ergebnis in Form einer Reihe angeben.” Im Gegensatz
hierzu sei bemerkt, daB8 Losungen in Form bestimmter Integrale oft
wertvoll sind. Es sei nur auf die in neuerer Zeit so wichtig gewordene
PafBmethode zur Berechnung solcher Integrale hingewiesen, welche
geschlossene asymptotische Formeln der dargestellten Funktionen er-
geben. Gerade die Eigenschaften der fiir die Physik wichtigen mathe-
matischen Funktionen sind nicht immer aus Reihenentwicklungen,
sondern oft auf anderen Wegen erkannt worden.

16. Die Methode der Partialbruchzerlegung. Wir wenden uns jetzt
zu einer anderen fiir die technischen Anwendungen sehr wichtigen Form
der Losung. Heaviside gibt diese zweite Losung ohne jeden Beweis;
wir wollen deshalb zunichst ebenfalls nur ihre Methodik formulieren
und sie erst spéater aus der Integralgleichung herleiten.

Wir gehen von der Operatorengleichung aus:

1
h= 0) (53)
und kénnen die Losung schreiben:
n
1 £PEt
= S 54
b=t 2T (64)

Darin sind p,, Ps, - - ., P, die n Wurzeln der Gleichung H(p) = 0 und

H(p) =4 H(p)

\dp (55)

p=mk
Diese Losung wurde von Heaviside als ,,the expansion theorem‘ be-
zeichnet. Man wiirde wohl besser und bezeichnender von einer Ent-
wicklung nach den charakteristischen oder Eigenschwingungen spre-
chen. Heaviside hat, wie bereits bemerkt, einen Beweis dieser Losungs-
methode nicht angegeben. Es ist spiter von K. W. Wagner und un-
abhingig hiervon durch M. S. Vallarta darauf hingewiesen worden,
daB auf Grund einiger Andeutungen in Heavisides Schriften ein Beweis
.mit Hilfe des Residuen-Satzes erbracht werden kann.

Die Ableitung dieser Form der Lésung aus der Integralgleichung
ist sehr einfach, wenn sich auch fiir manche Aufgaben einige Schwierig-
keiten ergeben. Sie folgt unmittelbar durch eine Partialbruchzerlegung
aus

o]
1 p— — pt
pH(p)—Bl‘h(t)e Pty
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Es ist ndmlich:

1 1 1
vBG) ~ 5B 2 G mn E G (6)
wobei wie oben p;, p, ... p, die n Wurzeln der Gleichung H(p) =0
sind und
‘o) = [
B () =[7H0)],_,
Partialbruchzerlegungen dieser Art werden in der elementaren Algebra
ausfiihrlich behandelt und auf ihre Giiltigkeit hin untersucht.

Aus (56) folgt fiir die Integralgleichung

1y S B oo
PH<°>+12 ®— ) 2 B (P)) Of h()emvtds. (57)

Die Entwicklung der linken Seite dieser Gleichung legt nahe, auch
fir die rechte Seite eine dhnliche Entwicklung zu versuchen. Wir
setzen also

h(t) = ho () + hy (&) + ha () + -+ + hn () (58)
und unterwerfen die Teilfunktionen der Bedingung:

(oo}
;El@ =[ho@yertar. (59)
0

o]
1
R— —pt ) = 2, ... .

(® — p5) ps H' (py) Jh’ (We~rtat, j=1,2,....m (60)
Addiert man (59) und (60), so folgt mit (58) unmittelbar, daf Glei-
chung (56) erfiillt wird. Wir erhalten also eine Losung von (56), voraus-
gesetzt, daB kg . .. h, aus (59) und (60) berechnet werden konnen.

Nun ist

e}

fe“e—v'dt = ,,—1,1’ (61)
0

wobei der Realteil von A nicht positiv sein darf; diese Bedingung ist

bei allen Aufgaben linearer elektrischer Netze erfiillt. Wir sehen dann,
daB (57) und (58) befriedigt werden, wenn wir setzen:

1

By (f) = =1,23,...,n.

ePst .
;s H (ps)° 1
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Es folgt durch Summation aller Teillosungen unmittelbar die gesuchte
Losung mittels Partia.lbruchzerlegungen'

ePst

MO = 7+ 2 nEG) (63)

Wir haben bereits erwihnt, daB d1e Zerlegung der Funktion H (p)
in Partialbriiche an einige einschrinkende Bedingungen gekniipft ist.

Es darf zunichst keine der Wurzeln den Wert Null haben. Ferner
diirfen mehrfache Wurzeln nicht vorhanden sein und es darf

H(p) (7’)
keiner Stelle unbestimmt sein. Diese Bedingungen sind bei endlichen

Netzen immer erfiillt, oder konnen durch eine geringfiigige Abéanderung
der Operatorengleichung befriedigt werden. So kann man den Fall
mehrfacher Wurzeln dadurch behandeln, daB man die Wurzeln zu-
nichst als voneinander verschieden annimmt und in der Losung den
Grenziibergang verschwindender Differenz der Wurzeln ausfiihrt. Jeden-
falls fithrt die Methode der Partialbruchzerlegung stets dann zur Losung,
wenn eine Losung durch Eigenschwingungen iiberhaupt existiert; denn
die allgemeine Losung eines Systems linearer Differentialgleichungen,

welches der Operatorengleichung b = ﬁ dquivalent ist, lautet

”
h(t) = Cy + 3 C; €1t
1

wobei p;, die j-te Wurzel der Gleichung H(p) =0 und C,, C,, ..., C,
die Integrationskonstanten darstellen, die in bekannter Weise aus den
Grenzbedingungen zu bestimmen sind. Das Summenzeichen ist iiber
simtliche Wurzeln von H(p) zu erstrecken und es ist angenommen,
daB keine mehrfache Wurzeln oder der Wert Null als Wurzel auftreten.

Wir setzen diese bekannte Losung nun in die Integralgleichung ein
und fiithren die Integrat;ion gliedweise aus. Wir erhalten:

-
H ® 2’ p— Pz
Setzt man p = 0, so ergibt sich unmittelbar
1
Co = m .

Um C; zu bestimmen, setzen wir p = p; + ¢, wobei ¢ eine kleine Gréfe
sei, die wir spater Null werden lassen. Wir kénnen dann schreiben

Z pH(p)C,

Ist nun p = p; + g und geht ¢ gegen Null, so erhalten wir in der Grenze
mittels Taylorscher Entwicklung, wenn H (p;) = 0 beachtet wird:

p;H' (p) C;=1,
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oder 1

G ntm
Es folgt damit
h (t) p— _1~ + 2 _ﬂ;
H(0) v B ()’
womit wiederum die Lésung durch Partialbruchzerlegung gefunden ist.
17. Anwendungen der Partialbruchzerlegung. Wir wihlen dasselbe
Beispiel wie bei der Losung mit Potenzreihen. Der EinheitsstoB der
Spannung werde an ein aus einer Kapazitdt C' einem Widerstand B
und einer Selbstinduktivitdt L gebildetes System gelegt. Gefragt ist
nach der Ladung @ des Kondensators. Die Operatorengleichung
lautet 1

1
Lpz‘*‘RP'}‘?

oder
1

Q=L(1ﬁ+%+w")’

ipo L N
wobei T_E und =710 ist .

Die Wurzeln der Gleichung H(p) = 0 sind zu bestimmen aus

zu
1 1\2 1
plz—ﬁ'l' (ﬁv) — —_ﬁ'*‘ﬂa
1 1\2 1
m=—g7— | (32) —0*=—57—#
Weiter ist H' (p) =2L p+—21~T), so daB
H'(p) =2BL,
H'(p) = —2BL
und
1 1
HO)~ Zai = -

Setzen wir dies in (53) ein, so wird
t

e 2T [ ot+Bt Bt
@=C—331 (1 -

1
a7 P aptf
Es ist nun leicht nachzuweisen, da8 diese Losung die Grenzbedingungen
befriedigt: iQ

Q=0 und 7‘-=0 fir ¢t=0.
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1 . s .
Ist @® > 57, so ist f rein imaginir
. 1 \2 .
ﬁ—szl_<—2Tw> =10
t

e_if (w' cosw’t + %Tsinw't)
C

1\2
o[+

Wir wollen die Methode der Partialbruchzerlegung mit der Potenz-
reihenentwicklung kritisch vergleichen:

Die Partialbruchentwicklung ist viel einfacher aus der Operatoren-
gleichung abzuleiten und ihre numerische Auswertung ist weniger
umsténdlich. Mit Hilfe einer Tafel der Exponential- und trigonometri-
schen Funktionen kann die Losung sofort fir jeden beliebigen Wert
von ¢ angegeben werden, wihrend die Potenzreihenl6sung fir groBe
Werte von ¢ betrichtliche Rechenarbeit erfordert. Ein dritter wichtiger
Vorzug der Partialbruchzerlegung beruht darauf, dal man ohne Rech-
nung den allgemeinen Aufbau der Losung und insbesondere den Einflu3
der einzelnen Elemente des Netzes erkennen kann.

Gerade diese Eigenschaft der Partialbruchzerlegung ist fiir die
technischen Anwendungen auBerordentlich wichtig. Eine Losung,
welche sofort den Zusammenhang der Konstanten eines Netzes ergibt,
auch wenn ihre Berechnung im einzelnen noch so umstédndlich sein
mag, ist jeder andern weit iiberlegen, die zwar einfacher numerisch
auszuwerten ist, aber keinerlei Anhalt iiber den allgemeinen Aufbau
enthilt.

Leider konnen all diese Vorteile der Partialbruchzerlegung, welche
sich in besonders klarer Form an dem ausgefiihrten Beispiel gezeigt
haben, nicht als spezifische Eigenschaften dieser Losung bezeichnet
werden; denn die Bestimmung der Wurzeln der Stammfunktion wird
praktisch unméglich, wenn ein Netz mit einer groBeren Zahl von Frei-
heitsgraden vorgegeben ist. Man ist dann nicht in der Lage, ohne
weiteres den Aufbau der Losung zu erkennen und ihre Auswertung ge-
staltet sich sehr mithsam. In solchen Féllen hangt der Wert und die
Brauchbarkeit der Partialbruchzerlegung wie der Potenzreihenent-
wicklung davon ab, ob es gelingt, den erhaltenen Ausdruck zu sum-
mieren. Besonders deutlich tritt dies bei den Aufgaben hervor, die
sich mit Freileitungen oder Kabeln befassen. In diesem Fall sind
unendlich viele Wurzeln der Gleichung H(p) =0 vorhanden und die
direkte Berechnung der Losung mittels der Partialbruchentwicklung
ist mit Ausnahme eines Falles (des induktionsfreien Kabels) nahezu
aussichtslos.

Carson-Ollendorff, Ausgleichsvorginge. 3

und

Q:
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IV. Allgemeine Siitze und Formeln fir die Losung
von Operatorengleichungen.

18. Umkehrung der urspriinglichen Aufgabe. Wir haben gesehen,
daB die Operatorengleichung
1

h=am

eine symbolische oder abgekiirzte Schreibweise der Integralgleichung

1 @

YT ofh(t)e"‘dt ()]
ist. Aus dieser Integralgleichung hatten wir zwei wichtige Formen der
Heavisideschen Losung: die Potenzreihenentwicklung und die Partial-
bruchzerlegung abgeleitet. Wir hatten gezeigt, daB beide Darstellungen
gleichwertig sind, und es hatte sich hieraus die Begriindung der Opera-
torenrechnung auf deduktivem Wege an Stelle der induktiven Schlu8-
weise ergeben. Im vorliegenden Kapitel wollen wir die Aquivalenz
der beiden Gleichungen dazu verwenden, einige allgemeine Lehrséitze
und Formeln fiir die Losung der Operatorengleichungen zu gewinnen.
Denn wir konnen aus jeder moglichen Lésung der Integralgleichung
einer Losung der Operatorengleichung ableiten. Insbesondere werden
wir also die Zeitfunktion als gegeben annehmen und dann mit Hilfe
der Integralgleichung zwangsldufig die Losung der zugehorigen Opera-
torengleichung erhalten. Diese reziproke Aufgabe kann physikalisch
gedeutet werden, indem sie die Frage nach dem schalttechnischen
Aufbau eines Systems beantwortet, in welchem fiir den Strom eine
vorgegebene Kurvenform verlangt wird.

19. Berechnung einiger bestimmter Integrale. Wir bemerken zu-
néchst, daB eine groBe Anzahl von Integralen der Form

Ofw/(t) ePidt @)

explizit bekannt sind. Jedes dieser Integrale liefert uns also zugleich
die Losung einer Operatorengleichung. Es werden natiirlich nicht alle
diese Operatorengleichungen eine physikalische Bedeutung haben, aber
fiir viele wird es zutreffen. Die fiir die technischen Anwendungen wich-
tigsten Gleichungen sind in einer Tafel als Anhang des Buches zusammen-
gestellt. Wir werden spiter bei der Behandlung spezieller Aufgaben
stets auf diese Zusammenstellung zuriickgreifen und geben hier die
Ableitung dieser wichtigen Formeln, indem wir bei jedem Integral auf
die fiir die Auswertung notwendige Substitution hinweisen.
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Fompt goit [ 1
—pt p—i — [ e—tp+2 _—
a) Je ettdt J'e dt L
F " 1
b) Ie“’tn—!dt= i
° n ganzzahlig und positiv,
° in 1
—pt__ ,—At _
Jertme it = e

die Auswertung erfolgt mittels wiederholter partieller Integration.

Fe-9tgi -
c) 6[6 ? smltdt—p”_p,
fe"‘cosltdt = F—f_—ﬁ,
fe””‘e"f“sinldtz @——I-/f)"‘_-i_-ﬁ’
0
~(!'e“"e‘f“cos}.tdt = ﬁﬂm .
Man beachte sin 4§ = ﬂi—e—ti—l—t und cos At = Ei—“;——e_‘ﬁ und fiihrt

damit die Integrale c¢) auf a) zuriick.

d) fe_:d‘ ==,
Vit Ip
0
# e= 7t (21)n di— L
J7t1.3:5 - @n—1) pryp

(=1

z
Die Substitution }pt= « fiihrt auf das Fehlerintegral: %fe""” du.
T

zzt+

‘ —
e) f‘/l " dt=e¢2V"7,

2\ 2 S
Es ist identisch (}/E—t — V%} =pt+ ~j3 —27YAp. Das Integral
lautet also

— 7 \2
o 7 - VM—V%)
PR /£ Ry
i tye

0
3*
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und geht mit ¢’ = tV% iber in:
o
| v(ve-LY
6—21/).1)"/& e \ Vt) de .

4/7" —
i Vi vy
0 P

Man setze nunmehr ¢ = » und —v = und erhdlt die beiden
gleichen Integrale: I

®

i —Vﬂ;(u—lz
2e—2V—’-—1’7V—};{ = u)~du,
s
[l

- lfi e Y
T VT

0 P
Addiert man sie, so findet man fiir das gesuchte Integral

d)_ _12
Ak w;(, )(1+ o) du
und mit 0
V).—p(u—l)—y, also m(l—i—%)du:dy

ergibt sich i VH

V=

—®

e~ V'dy = e—2Vip

®©

f) e"‘ (P‘ +‘::‘) e-2‘ﬂ—7

Y=t 73

Dieses Integral erhalt man aus e) durch Differentiation nach p und

Multiplikation mit }’_7.

g) e ?tJy(At)dt=

YP’

8 °;=9

1
e Pte= 4 J (A1) dt = ——,
;!‘ VP + 24p
fe“"J,, (At) dt = %(r;p)", wobei 72 = p? + A2,
0
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Man wertet diese Integrale aus, indem fiir die Besselschen Funk-
tionen ihre Definitionen mittels der Integraldarstellung
1 + = X
: in (g~
Tu) = i [ e =) ap
eingefiihrt werden. Durch diese Substitution werden die vorgelegten
Integrale in Doppelintegrale nach ¢ und § verwandelt, die durch Ver-
tauschen der Integrationsfolge elementar integriert werden kénnen.
b _ —AVpr+1
h — ot ] 12— A2 dt:e_—_—
) f ¢ oY ) I +1

A

man setzt ]/t2 — J2 =4 und erhilt

T %
6[6 pVut+2 Jo (u) ﬁﬁd“

Uber die weitere Berechnung dieses Integrals vergleiche Riemann-
Weber?.

20. Der Satz von Borel. Wir zitieren zundchst ohne Beweis einen
Satz von Borel2, den wir spiter oft anwenden werden.

Sind drei Funktionen f(¢), f,(¢) und f,(f) durch folgende Integral-
gleichungen definiert:

F(p) = [f(t)yeruae,
0

Fy(p) = [h®ertat, (3)
0

Fy(p) = [fa(t) Pt dt
0

und besteht zwischen F, F,, F, die Beziehung:
F(p) = F,(p)-Fy(p), (4)

1 Riemann-Weber: Die Differential- und Integralgleichungen der Mecha-
nik und Physik, herausgegeben von Ph. Frank und R. v. Mises. 7. Aufl.
Bd. II, S. 544—546. Braunschweig 1927.

2 Ein Beweis dieses wichtigen Satzes findet sich bei: Borel: Legons sur
les Séries Divergentes (1901) S.104. Man vergleiche weiter auch Bromwich:
Theory of Infinite Series, S. 280—281. Ford: Studies on Divergent Series
and Summability, S. 93—94 (erschienen als Bd. II der Michigan University
Science (Mac Millan). Ein Beweis auf Grund der Jacobischen Transformation
eines Doppelintegrales steht bei Edwards: Integral Calculus Bd. II, S.14—15.
1922.
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so ist ¢
1o =Jh@ht—vdr

: (5)
=0ff2<r)f1<t—~r)dr.

Mit diesem Satz konnen jetzt folgende Grundsitze der Operatoren-
rechnung aus der Integralgleichung deduktiv abgeleitet werden.

21. Der Additionssatz. LaBt sich in der Operatorengleichung 4 = ﬁ
die verallgemeinerte Stammfunktion H(p) in eine Summe von einzel-
nen Gliedern zerlegen, so dafl

1 1 1 1
o)~ He T he T TELe ©)
und kann man fiir die Operatorengleichungen der Summanden

by =
1 ™

die Losung angeben, so ist
h=hy+hy+ - - +h,.

Dieser Satz ist aus der Definition des Integrales heraus fiir eine endliche
Anzahl von Summanden so einleuchtend, daB er keines besonderen Be-
weises bedarf. Die Losung mittels Potenzreihen oder mittels der Par-
tialbruchzerlegung sind Beispiele seiner Anwendung.

22. Multiplikation der Stammfunktion mit dem Operator. Sind zwei
Funktionen % (¢) und ¢ (f) durch die Operatorengleichungen

1
h= 2
H(p)’
) ®)
7= pHp

definiert, so folgt
t
g(t)=ofh(r)dr.

Um diesen Satz zu beweisen, gehen wir von den Integralgleichungen
aus

S .
m_ofh(t)e g, ©)

1 1 ® _
p-PH(P] ~ PP H(p) :J‘g(t)e Pt

(10)
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Auf die zweite dieser Gleichungen kann unmittelbar der Borelsche
Satz angewandt werden. Die Faktorfunktionen f, und f, des Borelschen
Satzes sind dabei definiert durch die Gleichungen:

—1==Jﬁxne-ﬂdt,

P
- (11)
1
m foz (%) e—Pidt.
0
Thre Losung ist bekannt:
fl (t) =1 »
O =10 a2
Mit dem Borelschen Satz folgt
t
g = [r(@m)dz. (13)
0

23. Der Divisionssatz. Sind % = h(f) und g = g(t) definiert durch
die Integralgleichungen

(14)
so folgt hieraus, wenn % (0) = 0 ist:

) =h). (15)

Die Integralgleichungen fiir diesen Fall lauten:

1 f ot
-——pH(p)—arh(t)e vt s,

p _ 1 _w —
pH(p)'_H(p)_bj‘g(t)e rtdt.

Integriert man die erste Gleichung partiell, so wird

[eo]
1 _ O 1 o—nt
H = +pojh (t) e—7tdt, (16)

wobei 1(f) = - (1)

Ist nun % (0) = 0, so erhalten wir

[+ o]
1 , ot
m—ojh (1) e—?t dt. (17)
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Ein Vergleich mit der Integralgleichung fiir g(¢) zeigt sofort, daB
g(¢) = k'(t), da die Integralgleichung die Funktion eindeutig be-
stimmt.

Der Satz iiber die Multiplikation der Stammfunktion mit einem
Operator und der Divisionssatz begrinden die Heavisidesche

1 ¢
Rechenregel, wonach 7 durch f dt und p durch —g—t ersetzt werden
0

koénnen.
24. Der Multiplikationssatz. Kann man in der Operatorengleichung
h = ﬁp) die verallgemeinerte Stammfunktion in ein Produkt
H (p) = H,(p)-H, (p) (18)
zerlegen und gelten fiir die Faktoren die Operatorengleichungen
1
1= F o (p)
11(17) (19)
hy =
H 2
so folgt: 2(2)

d

o = g [ M@k,
’, (20)

d
= ?z_tf”'Z )k E—1)dT.

0
Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem Borelschen Satz und den
oben abgeleiteten Sétzen. Die Integralgleichungen lauten:

1
pHp)  PpH,p) " pH(:n)

f h(t) e-?tdt, (1)

= —pt
A ofhl(t)e st s,

(22)

— | hy(t) e Pt dt.
pH,(p) Of 0
Definiert man nun eine Hilfsfunktion g (!) durch die Operatoren-

gleichung 1

g = pH (p)’
so folgt: P ®)

I S ) e-?tdt, 23)
P H,(p) sz(p) f"’()e (
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und mit dem Borelschen Satz:

t
g = [hy (@) by (t — ) dr,
° (24)

1
= fh2 () by (t—7)d7.
0

Hieraus ergibt sich zunéchst g(0) = 0 und weiter durch Vergleich der
Operatorengleichungen fiir 2 und g mit dem Divisionssatz

d
k() =—Z79(1). (25)
Man erhalt also:

13
b = [ @ he—oar,
° (26)

t
- Tj‘tfhz (@) by (t —7) d.
0

Dieser Satz ist von Heaviside nicht angegeben. Er ist jedoch von
Bedeutung bei Aufgaben, die sich mit Ausgleichsvorgingen lings
Kabeln und Freileitungen befassen.

25. Der Verschiebungssatz. Es seien # = %(¢) und g = g(¢) definiert
durch die Integralgleichungen

1
b=,
I=Hp+an°

wobei A ein positiver, reeller Parameter sei. Hieraus folgt

¢
g =[1+4[atle-n(. 28)
0

Zum Beweis gehen wir wieder von den Integralgleichungen aus
l @
— = it 1
pH(p) .fh(t) em?tdt,
° (20)

l @
PHG D) = Jlg(t) e~?tdt¢,
0

Ersetzen wir in der ersten Gleichung p durch ¢ + 4, so wird

1 1

— e —At,—qt
T EGTD a|'h(t)e et dt. (30)
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Kehren wir zur urspriinglichen Bezeichnung zuriick (¢ = p), so ist

RS Y MO
b+ HHG+ A Bf’”(t)e evtdt. (a)

Die Integralgleichung fiir g(¢) konnen wir nun schreiben

p 1 o
U+ ernEesa —of"‘t’e >t ®)

Durch Vergleichen von (a) und (b) folgt mit Riicksicht auf 21 und 22

gt =[14 1S at]e-*n ().
0

Aus dem Vorhergehenden ergibt sich als Nebenresultat der Hilfssatz:

Sind A () und g(¢) definiert durch die Operatorengleichungen
1

h=H(p)’

- P
I=+nEG+2°
g(t) =h(t)e?t.
Den Beweis iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

26. Der Ahnlichkeitssatz. Sind 4(f) und g(f) definiert durch die
Operatorengleichungen '

so folgt:

1
h"—w,
1

I=H0Gp

(C2))

wobei A ein reeller, positiver Parameter ist, so folgt

g =n (7). (32)

Wir fithren den Beweis, indem wir von den Integralgleichungen aus-
gehen

l o
P~ fh(t)e-wdt,
°. (33)
1
—Hp) =fg(t) e-vtdt,
0

und ersetzen in der ersten p durch A ¢ und ¢ durch % Es ergibt sich
dann

q Hl(lq) = !h <%> e~¢rdrv. 34
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Vertauschen wir wieder ¢ mit p und 7 mit ¢, so ist

THI(Tm =(‘fh(;>e-“dt, (35)

woraus unmittelbar durch Vergleich mit der Integralgleichung fiir
g(t) folgt:
t
() =(5). (36)

Dieser Ahnlichkeitsatz findet Anwendung bei der Transformation des
ZeitmaBstabes und bei der Elimination unbequemer Konstanten.

27. Der Verziogerungssatz. Sind 7 = k() und g = g(t) definiert
durch die Operatorengleichungen

1
h=——
H(p)’
v (37)
I=Hw"
wobei A positiv und reell sein soll, so folgt
-0 i
g(?) ir t<A4, (38)

gty =h(t—A) fir t>A4.

Man bezeichnet A dabei als die Latenszeit. Der Verzogerungssatz ist
bei Wellenerscheinungen lings Leitungen mit endlicher Fortpflanzungs-
geschwindigkeit mit Vorteil anwendbar. Seinen Beweis fithren wir
folgendermaflen:

Ist eine Hilfsfunktion % = & (f) durch die Operatorengleichung

k=e?? (39)
gegeben, so wird mit Hilfe des Multiplikationssatzes

t
g() = éij @ h(t—7)dr. ()
0

Nun ist die Operatorengleichung & = ¢~*? équivalent der Integral-

gleichung
—ip

= fr@ertdr. (40)
0

Die Losung dieser Gleichung lautet, wie man durch Einsetzen leicht
verifiziert,

E@)=0 fir t<A4,

k@=1 fir t>4.
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Fiir (a) ergibt sich hiermit

g()=0 fir ¢t <2,
g(t)_dtj'h(t 7)dtr fir t> 2, (41)
gt)=h(t—7) fir t>4.

28. Die Operatorengleichung fiir beliebigen SpannungsstoB8. Wir
wollen den Multiplikationssatz zur Ableitung eines weiteren wichtigen
Satzes benutzen, der sich auf eingeprigte Spannungen beliebigen zeit-
lichen Verlaufes bezieht. Wir befreien uns hierdurch von der bisherigen
Beschrinkung auf den EinheitsstoB der Spannung. Bereits frither hatten
wir mit x(f) das Verhalten eines Netzes bezeichnet, an welches eine
willkiirliche Spannung U = f(¢) zur Zeit ¢ = 0 gelegt wird. Entspre-
chend hatten wir das Verhalten desselben Netzes fiir den Fall eines
EinheitsstoBes der Spannung mit %(¢) gekennzeichnet. Es war

t

2 =5 [h@fe—d (42)
und ’
1 @®
m= brh(t) e~?tdg. (43)

Die Spannung U = f(f) sei nun so gegeben, daf das Integral

frwe v (44)
0
ausgewertet werden kann:
ff(t)e it = F‘p) (45)

Dies ist fiir viele Spannungsformen, insbesondere fiir sinusférmige
Spannung der Fall.

Aus dem Multiplikationssatz folgt dann, daf () durch die Integral-
gleichung bestimmt wird:

F(p)
H(p)

=fx () e-2tdt. (46)
0

Damit haben wir das Verhalten eines Netzes bei beliebig vorgegebe-
ner Spannung zuriickgefiihrt auf die Losung einer Integralgleichung
desselben Aufbaues wie im Falle eines EinheitsstoBes der Spannung.
Hiermit ist zugleich die formale Erweiterung der Operatorenrechnung
auf Spannungen beliebiger Kurvenform gegeben.
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Denn sei das Verhalten eines Netzes beim Einheitssto der Span-
nung gegeben durch die Operatorengleichung

1
h—H(p)

und ersetzen wir den Einheitssto der Spannung zur Zeit ¢ = 0 durch
eine beliebige Spannung mit der Operatorengleichung

E=U(p)
oder der gleichwertigen Integralgleichung

f E(f)e-vtdt= U;p) 47)

so ist das Verhalten des Netzes gegeben durch
_U
2 (1) = g(p- (48)
Dabei ist z(f) aus der Integralgleichung zu bestimmen

pH p) J'x(t)e ey, (49)

29. Die Losung mittels Hilfsgleichung. L&Bt sich die Operatoren-
gleichung

1
. . b= g (50)
auf die Form bringen P o)
= (»
h=1Tkm: (1)

wobei A ein reeller Parameter ist, und sind die Hilfsfunktionen = f(¢)
und % = k(t) definiert durch

f=F(p),

k= K(p),
80 bestimmt sich %(¢) durch die Volterrasche Integralgleichung

i
W) =f () — A [h(@) k(s —7) de.
0

Dieser Satz findet Anwendung, wenn die numerische Auswertung der
Operatorengleichung und der &quivalenten Laplaceschen Integral-
gleichung Schwierigkeiten bereitet. Wir werden spéter zeigen, da
die Losung der Volterraschen Gleichung sich leichter durchfiihren
148t, oder daBl mindestens die wichtigsten Eigenschaften von #%(¢) un-
mittelbar aus ihr erkannt werden kénnen. 1

Zum Beweis gehen wir wiederum aus vonh = o) Die Operatoren-

gleichung F(p)

h=112K) (52)
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kann wegen h = ﬁ geschrieben werden
E@® _
h=F(p) — g2
H(p)’

oder mit Anwendung des Borelschen Satzes:
P
h(t)=f(t)—lﬁfh(‘r)k(t—r)dr. (54)
0

Alle diese Sitze liefern uns gemeinsam mit der Integraltafel, der
Losung mittels Potenzreihen und der Partialbruchzerlegung das
Riistzeug fiir die Anwendungen der Operatorenrechnung auf die Theorie
der Ausgleichsvorginge. Ehe wir jedoch auf eine systematische
Untersuchung der Ausgleichvorginge auf Kabeln und Freileitungen
eingehen, werden wir vorher noch einige spezielle Beispiele behandeln,
an welchen wir kurz die Begriffe der asymptotischen und divergenten
Entwicklungen einschlieBlich der fortgesetzten Differentiation (Heavi-
sides fractional differentiation) kldren.

30. Stromaufnahme des induktionsfreien Kabels. Wir verstehen
unter einem induktionsfreien Kabel eine Leitung, welche aus einer ver-
teilten Kapazitdt C' und einem verteilten Widerstand R besteht. Die In-
duktivitit und Ableitung des Kabels sollen also vorerst vernachléssigt
werden. Die Differentialgleichungen eines solchen Kabels lauten:

oU

RI=—752
oU oI (55)

Cor =5z

Hierbei ist « vom Kabelanfang gerechnet. I und U sind Strom und
Spannung im Kabel an der Stelle . Ersetzen wir g-t durch den Opera-
tor p, so entstehen die gewShnlichen Differentialgleichungen

RI= —‘%,
pcU=—3, ©)
Durch Elimination von U oder I erhalten W‘il‘
pRC-I= % ,
pRCO-U="T. ) @



Stromaufnahme des induktionsfreien Kabels. 47

Die allgemeine Losung dieser Gleichungen lautet

U="U,e" 724 Uyetr?,
I= %g[Ule_”"l‘ Uset7?], @8
wobei die Ausbreitungsziffer -

. y=1VpCR
ist. U, und U, sind Konstante, die aus den Anfangsbedingungen zu
bestimmen sind. Der erste Ausdruck in der Klammer schildert die
vom Leitungsanfang ausgehende Welle, wihrend der zweite die am
Leitungsende reflektierte Welle darstellt.

Wir wollen zunichst annehmen, daB das Kabel unbegrenzt ist;
reflektierte Wellen konnen also jetzt nicht auftreten. An die Klemmen
des Kabels (x = 0) wird die Spannung U, gelegt. Es ist dann

U= Uye—*V2CR = e—Vor,

»C — 0 — (59)
I = VI%’ Uo e—szCR = l/p_Rq Uo el/ap B

wobei & = 22RC die Ortszeitkonstante genannt sei.
Um die Operatorengleichungen abzuleiten, setzen wir U, als Ein-
heitssto der Spannung voraus. Wir erhalten:

U=e¢Vor

_ (60)
I= |/ %e—vﬂp.

Am Kabelanfang ist « und « gleich Null, also

U,=1,
»C (61)
I, = ]/% )
Der Operatorengleichung
I= VER‘Z (62)

entspricht die Integralgleichung

-0— o
‘/p—R = 'o[m) e—Ptdt.

Ihre Losung ist aus Formel (c) der Integraltafel bekannt:

1=)2% (63)

Heaviside leitet dieses Ergebnis durch einen AnalogieschluB8 aus
der Theorie der Wirmeleitung ab. Er schlieBt, daB die Operatoren-
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gleichung
I=1Vp

die explizite Losung I = —1_—t haben mufl. Wir dagegen haben die

44

Losung direkt aus der Integralgleichung mit Hilfe des bestimmten
Integrals gewonnen: ®

L= J"‘ 2 at.

1Z3 (EX

0
Wir ersehen aus Gleichung (63), da anfangs (¢ = 0) der Eingangsstrom
des Kabels unendlich gro8 ist. Das ist natiirlich ein physikalisch un-
mégliches Ergebnis; es ergibt sich aus der Vernachlissigung der ver-
teilten Induktivitdt lings des Kabels. Diese Induktivitit ist zwar sehr
klein, sie bewirkt aber, wie wir spéter zeigen werden, daB der Strom
endlich bleibt.
Wir wollen nun einen Schritt weiter gehen und auch die Ableitung G

des Kabels beriicksichtigen. Die Differentialgleichungen sind in diesem
Fall: d

RIZ—d—ZU’

(64)
Cr+aU=—>=r.

Es ist also in der Operatorengleichung des Stromes an Stelle von Cp
der Ausdruck Cp + G zu setzen. Wir erhalten demnach fiir ein Kabel
mit Ableitung aus (61)

1=+, (65)

., @
wobei ﬂ.—-c;.

Die entsprechende Integralgleichung lautet:

@

14/C 2

=V cleth_ [1@e=rtar. (66)
0

Wir wollen die Losung wiederum sowohl mit Hilfe der Integral-
gleichung wie nach Heaviside unmittelbar aus der Operatoren-
gleichung ableiten.

Gleichung (66) kénnen wir schreiben:

(1+%> |/R(p+l) fl(t) e—Ptds. (67)

Es mége nun J (t) die Lﬁsung der Integralglelchung
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vorstellen, dann folgt unmittelbar mit dem Additionssatz und aus
dem Satz iiber die Multiplikation der Stammfunktion mit einem Opera-
tor:

I@) = Vg [1 + lJ‘dtJJ(t) ) (69)
0

Man erhilt also auf Grund der Integralformel (¢) der Tafel und des
Verschiebungssatzes als Losung von (68)

T o= Mt
®= Vi

—2
1) = ,,R[ .y f ' ] (70)

Das in diesem Ausdruck auftretende Integral kann nicht geschlossen
ausgewertet werden; wir erhalten jedoch mit partieller Integration

woraus folgt

t

t t
— At '
J%dt=2fe—ltd(ﬁ)=2 te—“+2zfe—“}/idt. (71)
0 0 0 '

Wiederholte Anwendung gibt folgende Entwicklung fiir das Integral:
_ 24t (2A)?
27%e “[1+ st 1gs ] (12)
Die Losung nach Heaviside ergibt sich unmittelbar aus der Ent-
wicklung der Operatorengleichung:

1= [/% @+ 7
2 )

-Velea - 1<>2+%<%>3—---]-

1

Yt
_ 22t (211)2 132488
I= nRt[l+___2.3.4+ 5.3.4.5.6 +] (74)

Man kann zeigen, daB diese Reihe konvergiert und mit (70) iiberein-
stimmt.

Wenn die soeben behandelte einfache Aufgabe nur von geringer
praktischer Bedeutung ist, so ist sie doch als Ubergang zu den Losungen
mit Hilfe asymptotischer Reihenentwicklungen methodisch von In-
teresse. '

Carson-Ollendorff, Ausgleichsvorginge. 4

Ersetzt man }p durch 7= d durch 7> 80 wird:
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Wir definieren eine asymptotische Reihe als eine Entwicklung,
welche zwar divergent ist, sich aber zu numerischen Berechnungen fiir
groBle Werte des Argumentes verwenden laSt.

Kehren wir zur Gleichung (70) zuriick! Wir bemerken, dal die Aus-
wertung der Reihe (72) um so weitldufiger wird, je groBere Werte von ¢
gegeben sind. Dies gilt im verstirkten MaBe auch von der Heaviside-
schen Losung wegen des alternierenden Vorzeichens der Glieder. Es
liegt also hier ein Beispiel vor, bei dem die Losung in Gestalt eines
bestimmten Integrales einfacher und leichter zu berechnen ist als die
Reihenentwicklung.

Das bestimmte Integral in (70) kann, wenn A positiv ist, wie folgt
umgeformt werden:

f —”dt~f _“dt—f . (75)

Das erste Integral liBt sich auf das Fehlerintegral zuriickfiihren

_“dt—‘[ f_“ (76)

Weiter ist:
F et ! 1 e J‘Z-"-‘
—dt=— —i) = — 57 —dt.
J 7 dt Yt 27 dle=*) = 0 2}', P d (77)
Integriert man partiell, 8o wird:
e——lt 1 e——lt 1‘3f e—)l.t
T T o e T — o9 %9 r— dt. 7
Aye 2% 4y +2“7~”t 2yt (78)

Wiederholte Teilintegration gibt:

e h e M 1, 1.3 1.3 e 3-5--~(2n—1)]
fﬁ ST R T i
t

(=1 1-3.5---2n41) [ e~
I 2 (24)" T
t

(79)

Diese Reihe ist divergent, d. h. gehen wir geniigend weit in der Anzahl
der Glieder, so beginnen sie wieder zu wachsen. Brechen wir jedoch
mit dem nten Glied ab, so ist der Fehler absolut kleiner als

1-3.5---(2n—1)
2Af)n
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Der Fehler beim Abbrechen der Entwicklung mit einem bestimmten
Glied ist also kleiner als dieses Glied. Héren wir mit dem kleinsten Glied
auf, so ist auch der Fehler am kleinsten und vermindert sich mit wach-
sendem ¢ dauernd.

Wir konnen also (70) schreiben:
_1/AC ¢ _ 41 _ 1.3 1.3.5
I= V—R'_i— k¢ [m @it T eap ] (80)

Dabei ist wegen A =% der erste Ausdruck gleich V%, d. h. gleich

dem Gleichstrom-Eingangsleitwert des Kabels. Die Entwicklung zeigt
also, daBl der Strom diesen Wert asymptotisch erreicht.

Fiir das soeben behandelte Beispiel 148t sich aus der Operatoren-
gleichung nicht unmittelbar eine asymptotische Entwicklung ableiten.
Wir gehen daher jetzt zu einer Aufgabe iiber, bei welcher von Heaviside

sowohl konvergente als auch divergente Reihenentwicklungen an-
gegeben werden.

31. Die Klemmenspannung an einem Kabel beim Aufladen iiber
Kondensatoren. An ein Kabel mit verteiltem Widerstand R und Kapazi-
tat C pro Langeneinheit werde iiber einen Kondensator C, ein Einheits-

stoB der Spannung gelegt. Die Spannung U an den Klemmen des
Kabels ist zu berechnen.

Wir kennen aus dem vorhergehenden Beispiel die Operatoren-
gleichung fiir den Strom, wenn die Klemmenspannung gleich U, ist:

1=)%u,. (81)

Da der Spannungsabfall am Kondensator gleich 1— U, ist, so flieBt
im Kondensator der Strom

Ie=0Cop(1—=1T,). (82)

Durch Gleichsetzen der beiden Strome (Kirchhoffsches Gesetz) er-
gibt sich die Operatorengleichung:

U, = __pﬁ'__c . (83)
pCo+ l/%
Hierfiir kann man auch schreiben:
Upm=—t = (84)
g e
pu— Gl Bp P
. 1 C .
wobei ]/c_z =0 l/f ist.

4%
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Entwickeln wir (84) in eine geometrische Reihe, so wird

R e

:1+1+(1)2+ —H G V— -
AN bt

Aus der Integra.lgleichung wiirde sich die Losung folgendermafien ab-
leiten. Es ist
mro

Die linke Seite kann geschrieben werden

1 1 a
p—a_p—al/:p' (87)

Mit Hilfe der im Anfang dieses Kapitels abgeleiteten Sétze ergibt sich
die Losung:

= f U (1) e~7tdt. (86)

U(t) = e

o]
U(t) = V:;e‘”
t

Die Entwicklung des bestimmten Integrals mittels partieller Integration
fiihrt unmittelbar zur Heavisideschen Losung in Gestalt der Reihe (85).
Diese Reihe ist absolut konvergent, jedoch ist ihre Auswertung fiir
groBe Werte von ¢ sehr umstéindlich. Aus (89) kann man nun eine
divergente asymptotische Entwicklung ableiten, die fiir groBle Zeit-
werte zur numerischen Berechnung wesentlich brauchbarer ist. Sie
folgt aus den Rekursionsformeln der wiederholten partiellen Integration:

f;:’dt~—— L, d(e=a7)

@

—at ar

1 €

== ¢ — ——2 det
alft “t Tt

(88)

* ,—ar
a e
—pe“‘ d

oder umgeformt:

(89)

(90)

©

e” 1 1 gt
= al’r+ ﬁtj‘;ﬁd(e )

@

e—at e—at 1.3 e —arv

= _-————:+——— —dT.
O R A T
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Man erhilt schlieBlich

e~ % 1 1.3 1.3-5
aﬁ[l_z_erm‘m—t)sJ“"']' e
Diese Reihe ist divergent im Sinne der Reihe (79). Fiir die Spannung
erhalt man also

1 1 1-3 1.3.5
U(t):ﬁ[l—m'f"m'—m'}-"']. (92)

Fiir Werte a¢ > 5 kann man hiernach U (¢) sehr gut berechnen; ins-

besondere geht also die Spannung U (¢) asymptotisch wie 1 gegen
Null. Vmat
Wir wollen nunmehr zeigen, wie Heaviside dieselbe Aufgabe
16st und aus der Operatorengleichung eine divergente Entwicklung
ableitet. Wir gehen wiederum von der Operatorengleichung (84) aus,
die man auch schreiben kann:
V P
- (93)

1+V€

Wir entwickeln den Nenner analog (85) und erhalten:

v=[1—)Erz_z)ry (2 ]y

Lt (e e L (]

Heaviside streicht nun den zweiten Klammerausdruck und er-

U=

(94)

setzt }/; durch y_l:t und p” durch l;i-tn; Es ergibt sich:
T

1d 1 42 1
U=t intamt o e (95)
oder wenn man die Differentiationen ausfiihrt:
1 1 1.3 1-3-5
U=l st per e | (60)

Dieses Beispiel ist typisch fiir die Rechnungsweise von Heaviside.
Er gibt diese Entwicklung ohne jede Erliuterung und ohne Beweis.
Insbesondere gibt er keinen Grund an, weshalb er in (94) die zweite
Reihe streicht. Die einzelnen Glieder verschwinden zwar nach der all-
gemeinen Regel fiir ganzzahlige Potenzen von p, jedoch ist noch zu be-
weisen, daB die Reihenentwicklung und gliedweise Deutung in diesem
Fall erlaubt ist. Es ist klar, dafl hiergegen vom mathematischen Stand-
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punkt wesentliche Bedenken erhoben werden kénnen. Wir werden
uns daher im ndchsten Kapitel auf exakter Grundlage systematisch
mit solchen Fragen beschéftigen miissen. Vorerst wollen wir ein drittes
Beispiel angeben, bei welchem Heaviside eine Lésung mit diver-
genter Reihe erhélt und bei der keine Glieder gestrichen werden.

32. Stromaufnahme einer Leitung mit verteilter Induktivitit I,
Kapazitit Cund Widerstand R. Die Differentialgleichungen fiir Strom
und Spannung lauten:

7}
57t R)I=—50U,
< a) 68::: (97)
CriU=—5;1.
Ersetzt man aa_t durch p, so wird:
(L+R)I=—7-0,
g (98)
CpU=—721.

Formel (98) stimmt mit (64) {iberein, wenn man an Stelle von R den
Ausdruck pL + R setzt. Bei einer unendlich langen Leitung erhilt
man also fiir den Strom am Anfang die Operatorengleichung

_]/ pC
IO_ pL+RU07 (99)

wobei U, die Klemmenspannung bezeichnet. Ist diese Spannung in
Form eines EinheitsstoBes gegeben, so wird

_1/_»¢
I_VpL+R'

Hierfiir kann man auch schreiben

1

= (100)
z|/1+ o

wobei Z = V£ den Wellenwiderstand der Leitung bedeutet, und

T = 2—£ ist. Die entsprechende Integralgleichung lautet

Vps+

Mit Hilfe der Formel (p) der Integraltafel erkennt man sofort die
Losung

I=

= fe peI(8)dt. (101)

¢

10 =5 (i), (102)
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wobei Jg (¢ ( T’) die Besselsche Funktion erster Ordnung mit rein imagi-

ndrem Argument ist.

Heaviside kennt die Beziehung zwischen der Operatorengleichung
und der Integralgleichung nicht und erhilt daher die Losung auf ganz
anderem Wege. Er entwickelt (100) binomisch:

1 1 1.3/ 1\2 1.3.5/ 1 \3

I:E[I—Fp_}_?!(ﬂ)_— 3! <7Tp>+:] (103)

und ersetzt iﬂ durch t—",:

P n!
17 t 1.3 /t\2 1.3.5/t\3

I=z[l~p+aslr) —wr@) +] 00
Damit hat er eine konvergente Entwicklung abgeleitet, deren Zusammen-
hang mit (102) ihm jedoch entgangen ist. Da fiir groBe Werte von ¢
die numerische Auswertung sehr umstindlich ist, so gibt Heaviside

noch eine zweite Reihe an, die man durch eine Entwicklung der Opera-
torengleichung nach steigenden Potenzen von p erhidlt. Man kann

(100) schreiben: 1 Y
I=21/—"0 (105)
{lEgs
oder binomisch entwickelt:
_1 _ T’ 1-3 pT"N\2 1.3.5/p7T"\3 T’
1=z =+ 5 ) =5 ) +"'WT- (106)
Geht man von —}F zu ;t iiber und ersetzt man p™ durch ;T:"
sz V2" T

S T )

In diesem Fall erkannte Heaviside, dafl die abgeleitete divergente

Reihe die asymptotische Entwicklung von e T Jo (z i) ist. Er erhielt
also in Ubereinstimmung mit (102)
z

I() = 3 Jo(”).

V. Asymptotische Lisung von Operatorengleichungen.

33. Der allgemeine asymptotische Entwicklungssatz. Die in den vor-
hergehenden Kapiteln durchgefiihrten Untersuchungen der Heaviside-
schen Methode zeigten, daB man zwei Klassen von Aufgaben unter-
scheiden kann.
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Die erste Klasse fithrt auf den Typ der Operatorengleichung

h=F(p)Vp, )
wahrend sich fiir die zweite Klasse die Form ergibt:
h= @ (1*Vp), )

wobei k ganzzahlig ist.
Heaviside selbst kennt diese Einteilung nicht, sondern erhilt
asymptotische Entwicklungen mit folgendem Satz:
Lautet die Operatorengleichung
1

T H(p)
und kann man entwickeln:

h=uay+ a,p+ ayp*+...+a,p"+ - -
+ b+ bip+ b+ b+ ) Ve, ()

so findet man eine — im allgemeinen divergente — Losung, wenn man
die erste Reihe 'bis auf das konstante Glied a, streicht und fiir }p den

Wert V_ bzw. fiir p* den Wert d i i die zweite Reihe einsetzt. Es

ergibt sich explizit:
d d? 1
h=ao+ b+ by 3+ bagt o) = @

ynt
-3 1-3-5 :'

1
=0t [l by b — b

Dieser Satz beruht auf der Erkenntnis, da8 p* fir ganze positive &
identisch verschwindet; trotzdem ist es nicht immer erlaubt, diesen
"SchluB auf die ganze Reihe auszudehnen, weil es von vornherein nicht
feststeht, ob diese Entwicklung gliedweise differentiiert werden darf.
Man findet bei Heaviside keinen Hinweis, wann dieser Satz richtig
ist. Es ist jedoch fiir eine einwandfreie Losung notwendig, daB wir
die mathematischen Voraussetzungen dieses Satzes genauer unter-
suchen und damit eine sichere Grundlage fiir seine Anwendungsmég-
lichkeiten schaffen.

34. Der asymptotische Entwicklungssatz fiir i = F(p) ]/Zz Wir be-
ginnen mit den Operatorengleichungen der ersten Klasse und gehen
zweckméBigerweise von der entsprechenden Integralgleichung aus. Dabei

setzen wir voraus, daf in h = ( = F(p) |p die Funktion F(p)

formal in eine Potenzreihe entwickelt werden kann:

F(p)=by+ byp+ bp* + byp*+ - - - . (6)
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Die Integralgleichung fiir 4 (p) lautet

F@p _ F®) _ oo
— A== = | h(t)e~Pdt. 7
» Tt L (7)
Es mége nun eine Hilfsfunktion k(f) durch die Integralgleichung defi-
niert sein:

F(p) = [Ek(t)e?tdt. ®)
0
Dann folgt wegen -
1 e Pt
—==|-—=dt 9)
Tp V=t
0
aus (7), (8) und (9) mit dem Borelschen Satz:
: .
1 k(T)
= = —_— d .
1 () anw — (10)
0
Differentiiert man (8) wiederholt nach p und setzt p = 0, so wird
mit der Entwicklung (6) ©
b, = (— 1)ﬂf:7"!k(t)dt. (11)

0
Diese Gleichung ist nur sinnvoll, wenn das Integral fiir alle Werte
von 7% konvergiert. Es we:den also den Funktionen k(¢) und F(p)
sehr weitgehende Einschrinkungen auferlegt, welche wir zunachst als
erfiillt annehmen wollen.
Wir schreiben nun (10) in der Form:
¢

) = -1 | 2O gr. (12)
Jmt 17

0
Erfillt nun k() die durch (11) geforderten Einschréankungen, so kann

man ( 1— %)_é binomisch entwickeln und (10) gliedweise integrieren.
\

LaBt man dann die obere Integrationsgrenze gegen Unendlich gehen,
so findet man die asymptotische Entwicklung:

ht—*lA mktdt-{—iwiktdt_kﬁmtzktdt_*_”_ 13
()_ﬁi[ (®) 27 | Tr k@ dt+ G [ 57 k(@) J (13)
0 0 b

oder wegen (11) in Ubereinstimmung mit dem Satz von Heaviside

1 1 1.3 1.3-5
M=o —bgthgp—bp o] a9
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Diese Ableitung sagt nichts iiber den Charakter der asymptotischen
Losungen aus. Man sieht jedoch unmittelbar, daB (13) und (14) das
Verhalten des Integrales in (12) fiir groBe Werte von-¢ bestimmen,
wenn %(f) geniigend rasch konvergiert.

Kann also die Operatorengleichung » =
h=F@p)|p
gebracht werden und existiert fiir #(p) die Potenzreihe
F(p)=60+b1p+b2p2+ ctt —I_bnp”.'l- Tt

so erhélt man eine Losung in Gestalt einer im allgemeinen divergieren-

( ) auf die Form

den Reihe, wenn man }p durch Vi_t und p* (n ganzzahlig) durch %ﬂ
T
ersetzt.
h(t) =

1 1 . 1.3.5
ﬁ(bo_blﬂ-i'bz(zt)z by 57w (27 + - )

Dabei wird die Existenz einer Hilfsfunktion & = %k(¢) vorausgesetzt,
die durch Operatorengleichung % = F(p) definiert ist und fiir welche
das Integral existiert:

ft"k(t)dt n=1,2,3,...).
(1}

35. Beispiele fiir die asymptotische Entwicklung von h = F(p) ]/17.
Wir wenden den im vorhergehenden Abschnitt abgeleiteten Satz an
auf die Berechnung der Stromaufnahme einer Leitung mit verteilter
Induktivitit L, Kapazitit C und dem Widerstand R je Lingeneinheit.
Fiir diese Aufgabe hatten wir mit IV (101) die Integralgleichung ge-
funden

1 ®

ET—;f ?——-bfl(t)e Ly (15)

dabei ist 7" = —-. Als Losung ergab sich mit der Besselschen Funk-
tion J, (zT) L

I(t) = Jo( ). (16)

Um die asymptotische Entwicklung abzuleiten, schreiben wir die Inte-
gralgleichung:

—pt
afI(t)e Peds. (17)

27 )+ o
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Es ist nun: .
1 e~ Pt
— = | —dt (18)
14
e ¥
und
_2t
1 r
/_—;; = eym e""dt, (19)
‘/P+T7

woraus mit dem Borelschen Satz folgt:
¢
1m=-21-°—_4r. (20)
nZ Yzt —7)
0

Wir zerlegen nun das Integra:l in gleicher Weise wie (12) und erhalten
asymptotisch, indem wir fiir groBe ¢ die obere Integralgrenze nach
o riicken lassen,

2¢ °
. a 2¢ — 2t
. Vi =g L3N0 g,y
77 Vt dt+ J e di + 2| 2 e dt + . (21)
0 0 (
Da die bestimmten Integrale von £ unabhingig sind, so ergibt sich:
1 1 12.32 12.32.52
R R WO T (22)
i =) 2! 31
Vorr| () 2 o

Dieser Ausdruck ist identisch mit der asymptotischen Entwicklung von

¢
— .t
e TJo(zT,).

Als zweites Beispiel wollen wir die Stromaufnahme eines Kabels
mit verteilblem Widerstand R und verteilter Kapazitit C berechnen,
wenn zur Zeit ¢ = 0 eine Spannung von der Form U (f) = e~** angelegt
wird. Wir iibergehen die formale Lisung und geben sogleich den Aus-
druck fiir den Strom an:

= 1)
l’ Ra dtf (23)
—Aiz
i _zp 1 f_d,].
¥t i Yi—=
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Entwickelt man das Integral wie im vorhergehenden Beispiel asympto-
tisch, so wird:

c r1 1.3 , 1-3.5 1
Iz‘b?ﬂ—ni[er(zu)z"‘“(zn)fF"'J' (24)

Die Operatorengleichung der Aufgabe lautet:

:VE. pip
s s

9] 2 3 —
Vel + (& =i
Wir erhalten also durch Anwendung des Heavisideschen Entwick-
lungssatzes dasselbe Ergebnis wie Gleichung (24).

Als drittes Beispiel wihlen wir eine Aufgabe, bei der die Entwick-
lung nach dem Heavisideschen Satz versagt. Wir betrachten wieder
ein Kabel, denken jedoch die Spannung U (f) = sin w¢ an die Klemmen
angelegt. Der Gleichung (23) entspricht dann:

COS(DT .
I—w]/RnJ.“_T (26)

Wiirden wir jetzt aber das Integral wie frither in eine Reihe von Inte-
gralen zerlegen, so wiirde jedes dieser Teilintegrale unendlich werden,
so daB wir also keine asymptotisch giiltige Entwicklung erhielten.

Gehen wir jedoch von der Operatorengleichung aus, so ist zuerst
die Operatorengleichung der Spannung

¢ —pt . _ w
Je sinwtdt = Frot (27)
und _ —
0 ,
-}z 521 (28)

Wir entwickeln nach dem Heavisideschen Satz
V3@ @l e

Cr1 1.3.5
I=— Rnt[m“(zwt)3+"'] (30)

oder explizit:

Dieses Ergebnis ist jedoch falsch. Man iiberzeugt sich hiervon, wenn
man direkt aus (26) den Strom fiir den eingeschwungenen Zustand ab-
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leitet. Man kann (26) schreiben

14
I=wl/§0-[coswtJ.coswtdt+smwtfﬁﬂdt} (31)
v Vi
0

Geht die Zeit gegen Unendlich, so erstrecken sich die Fresnelschen
Integrale! von Null bis Unendlich und es wird

I—V [coswt+ sinwi]. (32)

Dieses Beispiel zeigt, welche Vorsicht bei der Anwendung des
Heavisideschen Entwicklungssatzes beobachtet werden muB, was
man iibrigens auch aus der asymptotischen Entwicklung von (27) un-
mittelbar erkennt. Es ist daher stets zweckmaBig, die auf diesem Wege
gefundenen Ergebnisse mit andern Methoden nochmals zu priifen.

36. Der asymptotische Entwieklungssatz fiir h = P (p* VE)) . Hat

die Operatorengleichung b = z— ( ) die Gestalt

h= @ (p*|p)
und kann @ in eine Potenzreihe entwickelt werden, so daB
h=ao+ o pVp + @y pP*H i gy p R Y p +

80 erhdlt man wie oben eine im allgemeinen divergente Losung, wenn
man die Glieder mit den ganzzahligen Potenzen von p streicht:

hza‘,—l— (alp"—i—a,:.,p‘”‘“—{—a p5k+2+ . ) 1/——

Die explizite Form der Losung ergibt sich, indem man }p durch V_L_
und p» durch ersetzt
d3k+1 dok+2 1
h_a0+<aldtk+a3dtok+1+a5am-—2 )i—n——t
L (—=1p/ 1.3...2k—1) 1.3-..(6k+1) |
=@+ .'/—ﬂ ( 1 (2" — a3 (2t)3*+1 + )
Dieser Satz kann aus der Identitat
e~ P! 1
—dt == 33
abgeleitet werden. 0
Geht die Funktion
f f(®) e=vtd (34)

1 Verglelche Jahnke-Emde: Funktionentafeln S.23.
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fiir p = 0 gegen den Grenzwert — V gemif:
P

lim F(p) = —,

>0 ¥p

so folgt ) 1
t> Vﬂt

Hierbei wird vorausgesetzt, da f(f) gegen Null konvergiert und keine
dauernd oszillierende Anteile oder Faktoren besitzt.
Um das Wesen dieser Bedingungen zu kléren, sei

fly = % 4 bemet (35)
}nt Yt
dann ist
lim ff(t) e Ptdt — =, (36)
p>00 Y

da der oszillierende Anteil von f(f) mit hoherer Ordnung verschwindet.
Obwohl also die Limes-Bedingung erfiillt ist, darf die Heavisidesche
Regel nicht angewandt werden, weil die Funktion f(¢) ein oszillierendes
Glied enthilt. Wir scheiden solche Fille in Zukunft aus.

Wir wollen nunmehr die Operatorengleichung % =@ (p*p)
niaher diskutieren und nehmen zunichst an, daB k& = 0 ist, so daB

h=o(1p)

wird. Die entsprechende Integralgleichung ist
Q(VT”) = Ih(t) ot dt. 37)
0

Zunichst setzen wir voraus, daBl @ (}/{;—) entwickelt werden kann:

o(Yp)=a+a,Vp+ap+apyVp+ap®+---,
ohne jedoch die Konvergenz dieser Reihe zu fordern. Weiter fiihren

wir Hilfsfunktionen g, g;, ¢,, ... nach folgendem Schema ein:
g(t) = h(t) —
1.
Bl =t-au0+ 5= (38)
BT
1.3
g5(t) = t-ga(t) — ya:
3 5 a,

ga(t) = t-95(8) + V i
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Setzen wir diese Funktionen der Reihe nach in die Integralgleichung (37)
ein und differentiieren dann fortgesetzt nach p, so ergibt sich:

lim [g(f)e—?tdt = -2,
12

p>00
lim ftgl(t)e—mdt=—#,
P (39)
1-3a

hm tga(t) e p‘dt———é,

f g2 (t) Vo
lim [ tgy(t)e=rtdt = — 359
>0 0

2y

Erfiillt nun A(f) die oben fiir f(f) angeschriebenen Voraussetzungen, so

folgt:

limg(t) = 2%,
P> Jtt
a

li ) =——2,
,,inmgl() 2ty mt
: 1-3 4 (40)
hmg2(t)=2T —
P> t fmt

1-3-5 a,
lim gg(t) = — 100 %1
pflwgs() B Yat

Hiermit ergibt sich durch sukzessives Einsetzen
1 1.3 1.3.5°
h(t)=ao+ﬁ[a1 O35 + s g — G g T (4D

Dieselbe Reihe erhdlt man auch aus dem Heavisideschen Entwick-
lungssatz fiir £ = 0.

Der Nachteil dieser Ableitung liegt darin, daB sie die Kenntnis
oder Annahme der einschrinkenden Voraussetzungen fiir %(f) fordert.
Eine kritiklose Anwendung dieses Satzes kann zu falschen Ergebnissen
filhren. Ist jedoch aus irgendwelchen Griinden die Existenz einer
Losung bekannt, die nach gebrochenen Potenzen von ¢ fortschreitet,
schreitet, so fiihrt dieser Heavisidesche Entwicklungssatz unmittel-
bar zur verlangten Losung.

37. Beispiele fiir die asymptotische Entwicklung von h = & (p* |/ p).
Wir beginnen mit der Berechnung der Spannungsverteilung lings
eines induktionsfreien Kabels (Widerstand R, Kapazitit C pro Lingen-
einheit), an dessen Klemmen (z = 0) der EinheitsstoB der Spannung
gelegt wird.
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Wir hatten frither die Spannung an der Stelle x des Kabels ermitteltzn
U=e¢Var, (42)

wobei « = z2RC ist. Entwickeln wir nach p, so wird

xp | ap plap | (xp)?
U=1_VL+°;' u3y!a+o;!

oder neu geordnet
(xp)? oy
U=1—(1+5++--)fap
ap ap) (o p)
+(F+E+ ).
Heaviside streicht die Reihe mit den ganzzahligen Exponenten und

ersetzt in bekannter Weise }p durch ——y.l_t und p" durch g.;_ in der
T 'n
ersten Reihe. Man erhilt:

U=1—(1+§‘—!%+°5‘—f§;+~--)}/;:,

R o R e e I I

YA ) e () .

Diese Reihe konvergiert absolut. Wir haben es also hier mit einer Ent-
wicklung zu tun, die nicht auf eine divergente a,symptotlsche Reihe
fiihrt.

Es soll nunmehr das Ergebnis auch mit Hilfe der Integralgleichung

(43)

o~ Var
4

abgeleitet werden. Der Satz iiber die Multiplikation der Stamm-
funktion mit dem Operator p liefert

= f U(t) e=7tdt (45)

.
v =Joma, (46)
0
wobei @(¢) durch die Integralgleichung bestimmt ist:
e=Yor = [ D(t)e—rtdt. (47)
0 :

Nun ist mit Formel (f) der Integraltafel:
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Es folgt: e
o= Ly/re 48
T 2= tyt (48)
und
v _1
Ut) = L_fL: dr mit ¢ =2 (49)
Vno (A% «
Um diesen Ausdruck in (44) iiberzufiihren, schreiben wir:
@© _l @® ——
1 e ° 1 e °
Ut‘—“f_f _dT—ﬁ‘:J‘ —dT.
(@) Vno 12K Vo) z¥= ' (50)
Das erste Integral hat den Wert f , so daB man erhilt
w 1
U(t)~1—ife "t
bn =¥z (51)
1

Entwickelt man e * und integriert gliedweise, so ergibt sich die
Reihendarstellung (44). Trotz ihrer absoluten Konvergenz ist jedoch
diese Reihe fiir kleine Werte von ¢ nur miihsam auszuwerten. Wir
gewinnen eine hierfiir geeignetere Form, wenn wir (49) schreiben

,

t 1
T v —% 1 [e77
U=¢J‘]/1d e “)=lze t ——|==dr. (52)
1 £ T PAE AV 1
0 0

Mit Hilfe von partiellen Integrationen ergibt sich schlieBlich

ra 1 ’ 7\ 2
U:V%e“z"[l_(fz-)+1-3(%) —-] (53)
Diese divergente Entwicklung kann nicht unmittelbar aus der Opera-
torengleichung abgeleitet werden.

Als zweites Beispiel wollen wir die Endspannung fiir ein unendlich
langes induktionsfreies Kabel berechnen (Widerstand R und Kapazitit C
je Langeneinheit), wenn an dessen Ende ein Widerstand R, zugeschaltet
ist. Auf dieses Kabel wirke ein Einheitsstol der Spannung. Fiir die
Stromaufnahme eines Kabels mit der Klemmenspannung U hatten

wir frither gefunden: U VC% Andererseits mufl dieser Strom aber

1—
auch gleich — v sein. Wir erhalten also
0

1-U Cp ~
A O (54)

Carson-Ollendorff, Ausgleichsvorgiange. S
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oder mit le— = R, V%

1

=
14+ V7
Um aus dieser Operatorengleichung die Losung abzuleiten, entwickeln
wir binomisch und erhalten:

01+ ()~ + -

—i o E (B
Streichen wir wieder die zweite Reihe und gehen in bekannter Weise

von Yp und p" zur expliziten Form in ¢ iiber, so wird die asymptotische
Losung der gestellten Aufgabe
1d 1 d? 1
U= 1—[1 tag T raat ]T—Tt
1 1 1.3
=l —m Ty
Um diese Losung zu verifizieren, gehen wir von der etwas allgemeineren
Operatorengleichung aus:

U= (55)

(56)

(67)

.
fp+1
Auf diese Gleichung fiihrt eine groBe Zahl wichtiger Aufgaben. Auch
(55) ist ein Spezialfall von (58), da A mit Hilfe des Ahnlichkeitssatzes 26
eliminiert werden kann.
Multipliziert man Zéhler und Nenner mit p® ﬁ — 1, so wird:
ip—1 Ve 1

h=pzn+1_1=p2n+1_1—p20+1_1’ (59)

oder mit einer Partialbruchzerlegung:

2n

]/p'— pr+ 1 3
B= m__ P (60)
2n+1m=op—p,,. 2n+1m=op—p,,,

(n ganzzahlig), (58)

wobei nach der Kreisteilungsgleichung
.2man
Pm=e 201 (1 =0,1,2,3, ..., 2n).

Wir zerlegen auch 4 in eine Summe von Teilfunktionen
2n
k() = 3 hn(t)
m=0
und betrachten die Operatorengleichung

3 1 (o' Vp J2
"'_2n+1(p—pm_p—pm)' (61)
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Auf Grund der Sitze der vorhergehenden Kapitel lautet die Losung

1
1 "1 0 pnE—1)
b (8) = (

om_ — ePmt
2n 41 y; },; dr +1 € ) . (62)
0
Wir haben nun folgende zwei Fille zu unterscheiden:
a) der Realteil von p,, ist positiv: Wir kénnen dann schreiben

t
b () = 5o (1 + e”"“{p’” f “}’;'"'d ~1 }) (63)

1 pn+1me_pm, epmgpn-}-l —PmT
= 1 Pmt ) I — —1 = —_—d
2n+1( te {anyt dv } V= 153 B
) 0

t
+1 a
* Dmt (*,—DmT
SRR Sy § () LD
2n+1 V= V=
t

Die Auswertung des Integrals mit Hilfe fortgesetzter partieller Inte-

gration fiihrt auf dieselbe asymptotische Reihe, welche wir aus (61)

direkt mit dem Heavisideschen Entwicklungssatz gefunden hatten.
b) Der Realteil von p,, ist negativ: Wir schreiben (62):

(64)

o 1 w+p'" ew 65
0 = gorg(1—e yt_, : (65)

Fiir groBe Werte von ¢ geht e?=? gegen Null, wihrend das Integral in
bekannter Weise asymptotisch entwickelt werden kann und somit
zu demselben Ergebnis fiihrt, das sich unmittelbar mit dem Heaviside-
schen Entwicklungssatz ergibt.

Da nun jede der Teilfunktionen A,,(¢) in dieser Weise asymptotisch
entwickelt werden kann, so gilt dies auch fiir ihre Summe A(¢), und
damit ist aus der Integralgleichung dasselbe Resultat abgeleitet, welches
wir vorher mit dem Entwicklungssatz gefunden hatten.

38. Der Einschwingvorgang bei Wechselstromen. Diese fiir die tech-
nischen Anwendungen wichtige Aufgabe kann ebenfalls mit Hilfe von
divergenten asymptotischen Reihenentwicklungen gelést werden. Wir
greifen dabei auf den Satz fiir die Operatorengleichung eines beliebigen
SpannungsstoBes (Ziffer 28) zuriick. Das Verhalten eines Netzes mit
der Stammfunktion H(p), an welches zur Zeit ¢ = 0 eine Spannung
E (t) gelegt wird, ist danach durch die Operatorengleichung bestimmt

_U(p)

=" (66)

b*
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wenn B = U(p) die Operatorengleichung der angelegten elektromoto-
rischen Kraft ist. Es gilt dann die Integralgleichung

Yo _ [pye-vtar, (67)
p 0

Ist die Spannung sinusférmig, d. h. E(f) = sinwt?, so erhdlt man mit
Formel (k) der Integraltafel

L _@p
U(p) = 5 (68)
und wenn man fir diesen Fall  mit x, bezeichnet,
v, =22 L (69)

PP+ H(p)

Ist andererseits E (t) = cos wt, so wird mit Formel (i) der Tafel

p2
V) =i

und . 1
P e B 0
Wir wenden nunmehr den Entwicklungssatz an:
—P(pyB2\_L
T, = (1 + wa) T -
(B -+ L
und \ .
= (5 2
(72)

&)+ ]mw

=@ -G+ -

Wir identifizieren jetzt mit & (f) und ersetzen p" durch —d—. Man

hil H(p) P
erhalt
1d 1 43 1 ds
%=bm‘ﬁﬁ+ﬁﬁ—mﬁw (73)
und

1 a2 1 at 1 ds
ve=|wram— wran t aras— B0 (74)

Wir haben nunmehr diese beiden Gleichungen zu deuten. Auf Grund
der Ableitung héitten wir in ihnen die asymptotischen Entwicklungen
der Operatorengleichungen (69) und (70) zu sehen. Das ist jedoch
nicht richtig. Trotzdem kommt beiden Gleichungen eine bestimmte
physikalische Bedeutung zu, wie sich unmittelbar aus den expliziten
Gleichungen der Aufgabe ergibt.
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Diese expliziten Gleichungen hatten wir in ITI (4) gefunden:
P ¢
v,= 3, [sinot - ht—7) dr = [ sinw(t — 1)k (t)dt + h(0)sinwt, (75)
0 0
dh(t)

wobei k' (f) =
ziehung konnen wir schreiben:

ist. Mit Hilfe einer bekannten trigonometrischen Be-

¢ ¢
z, = sinwtfcoswth’(t) dt—coswtfsinwt-h’(t)dt—l—h(O)sinwt. (76)
0 0

Weiter ist ¢ o o
Jat=[at— [at
0 0 :
so daB} wir erhalten
z, = sinw tfcoswt <K (t)dt — coswtfsinwt-h’(t)dt—l— h(0)sinwt
0 0 (77)
— [sinw (@ —7)¥ (v)dz.
0
Die ersten drei Glieder stellen den eingeschwungenen Zustand im Falle
einer sinusformigen elektromotorischen Kraft dar, wihrend das letzte

Glied den beim Anlegen der Spannung auftretenden Ausgleichsvorgang
wiedergibt. Wir bezeichnen es mit 7', so da8

T, = — [sinw (t — 1)k’ (r)d* (78)
0
ist. Wir konnen auch schreiben
T, =— %J‘h’(r) d(cos (T — 1))

und integrieren partiell:
T, = wdth(t)+chosw(r ) 5 2 hmdr

Setzen wir diese partielle Integration weiter fort, so erhalten wir schlie8-
lich:

(14 1 a2 1 d° (— 1)n-1 g2n-1
7= (gﬁ— wdp T avas T gt gans 1) h(?)

(79)

dt2"+1

— 1) 3 . d2n+1
+( wz: J'smw(‘r—t) h(r)dT.
t

Diese Entwicklung stimmt mit Ausnahme des letzten Gliedes mit (73)

iiberein. Ihre Konvergenz hingt von der Frequenz % und dem Charakter
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der Funktion A(f) ab. Auch im Fall der Divergenz kann sie als asym-
ptotische Reihe zur numerischen Auswertung benutzt werden.

Das Ergebnis kénnen wir in folgendem Satz aussprechen: Wird
an ein Netz mit dem Ubergangsleitwert A (f) zur Zeit { =0 eine sinus-
formige Spannung gelegt, so kann der als Differenz zwischen dem
Momentanwert und dem eingeschwungenen Zustand definierte freie
Ausgleichsvorgang 7', durch folgende Reihe berechnet werden:

1d 18 , 1 d (=1t dint
(i —wiiat avam = "+ gt gasm) BO(60)

mit dem Restglied:

—_— 4 2n+1
S Jenw@—1 S e h()dr. 81)

t

®

Analog ergibt sich fiir den Fall einer cosinusférmigen Spannung

_(ld@ 1@ 1d (=1 dn
To=(Qrgn—wraa T wvin = "~ o gav)hO (62
mit dem Restglied
— 1) d2'l+1
( w“) J‘cos o(t—1) saarih(v)dT. (83)

t

39. Der Heavisidesche asymptotische Entwicklungssatz fiir einige
andere Operatorengleichungen. Betrachtet man den Aufbau der asym-
ptotischen Entwicklungen, die wir bisher mit Hilfe der Heavisideschen
Regeln aus den Operatorengleichungen gefunden hatten, so sind sie
alle von folgender Form:

ot b+ B ),

=

Es treten also stets gebrochene Exponenten der Zeit auf. Abgesehen von
dieser Beschrinkung hatten wir einige Male bemerkt, dal die Heaviside-
sche Entwicklung zu falschen Resultaten fiihrte. Wir wollen daher in
diesem Abschnitt eine Abédnderung und Erweiterung des Heaviside-
schen Satzes behandeln, bei der diese Einschrinkungen manchmal mit
Erfolg vermieden werden. Wir beginnen mit der Operatorengleichung:

_Fp
h=Gw 4
und setzen voraus, dal F(p) sich formal entwickeln 1a8t:
Fp)=0by+bp+ b 0>+ b30°+ -, (85)

so daB 1
b= (by+ b p+ b p*+ bs#‘*‘"')@m- (86)
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Offenbar stellt Gleichung (84) eine Verallgemeinerung der Gleichung

. N .. 1 .
h=F (p)}/; dar, denn sie geht in diese iiber, wenn 1) gleich ﬂ
gesetzt wird.
Es mége nun eine Funktion g = g () durch die Operatorengleichung

1

9= @ (87)
und eine Hilfsfunktion % = k(p) durch die Operatorengleichung
k=pF(p)

definiert sein. Dann folgt mit dem Borelschen Satze

13
h(t) = g’ k(z)g(t —7)dv. (88)

Setzen wir nun auf Grund eines Analogieschlusses zur Heaviside-
schen Regel fiir G_;pj die Funktion g(¢) und ersetzen wir p» durch ‘%’:7,

so wird die rechte Seite von (86):

d a?
(b0t brgs + baga+ -+ )9 (89)
Entwickeln wir weiter g(¢ — ) nach Potenzen von 7, so erhalten wir
aus (88) . .

o) =g [r@dr—g @ [ L@ de+ -
0 0 (90)

t t
+ (—1)ngm (t)_!;ﬁ k(z)dz +6fk(1:) R, (t—7)dT,
wobei R, (¢ —7) der Rest der Entwicklung von g (¢ — 7) ist.

Wir setzen nun die Konvergenz von k(f) derart voraus, daB das
Integral ®

f;i;k(r)dz (n=123,...). (91)
0
existiert. Es folgt dann aus der Integralgleichung:
S k(@) e—rtdi =F(p) (92)
: 0
und aus der Reihenentwicklung (85)
f;—, k(r)dr = (—1)nb,. (93)
0

Zerlegen wir nun:

=
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so wird mit (93) aus (90)

d d? a3
1) = (b + bygy + bags + bag + -+ )g(®

+fk(1) R,(t—1)dt (94)

—J‘k { 1'dt+ : (_1)"n|dtn}g(t)

Die erste Reihe der rechten Seite dieser Gleichung stimmt mit (89)
iiberein. Die Frage, inwieweit die Reihe (89) die asymptotische Ent-
wicklung von k(¢) darstellt, kann jedoch nicht allgemein beantwortet
werden, sondern erfordert fiir jede spezielle Aufgabe eine besondere
Untersuchung der Restintegrale von (94). Wir haben in (94) eine
Verallgemeinerung des Entwicklungssatzes fiir die Operatorengleichung
h= F(p)ﬁ abgeleitet, denn (94) geht in diesen Satz iiber, wenn man

g(t) = ]/L—t setzt. Die Ableitung dieser Erweiterung zeigt aber auch,
T

welche Vorsicht bei der Deutung eines Operators angewandt werden
mul. —

Eine zweite Erweiterung der Heavisideschen Entwicklungssitze
gewinnen wir auf folgendem Wege. Ist die Funktion x(f) definiert
durch das Integral

t
2() = 3 [ 4= 2n() dv, (95)
0

8o kann man fiir positive Werte des Realteiles von A schreiben

At
@) = gy + ¥ - (96)

Es konnen nun fiir einige wichtige Fille asymptotische Entwicklungen
von y(t) angegeben werden, wihrend die der Integralgleichung (95)
entsprechende Operatorengleichung

—_r 1

TTp—1"H (862)
sich bekanntlich nicht asymptotisch entwickeln 148t. Wir wollen daher
fiir y(f) eine entwickelbare Operatorengleichung ableiten. Die Glei-
chungen (96) und (96a) sind miteinander durch die Integralgleichung
verkniipft:

»t T - 1

fe 90 + ga;) 4= 527 7 07)

0
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Fithren wir die Integration des zweiten Ausdruckes unter dem Integral-

zeichen aus, so wird:
®

1 71 1 7
Jer vt == a6~ ) (98)
0
und wir erhalten die Opera,torengleichung
_p
v= 323w~ n) (99)

Setzen wir als Beispiel 1 = i und A(f) = VI—_t’ so folgt die auf Seite 60
T

bereits untersuchte Gleichung (26), fiir die wir damals keine richtige
Entwicklung angeben konnten. Es ist in diesem Fall

1 — 1 —
Die Operatorengleichung lautet:

= ﬁ_:l(l_{_ViE)_ (101)
Vp+Vio Jio ®
oder nach Potenzen von 1/; entwickelt :
_ Ly el PV
R Lt R Rt - R B

Streicht man in Ubereinstimmung mit dem allgemeinen Entwicklungs-
satz die ganzen Potenzen von p und ersetzt man }p durch i—% und
T
p* durch
lung:

/1 d 1 a3 1 1 a% 1 a4

v=i(oaq—wast "')V*,ﬁJf(@ﬁé—m—tﬁ " )‘:t (103)
1

Verallgemeinert man T‘_t in A(t), so erhdlt man die in (80) und (82)
T

d > S0 ergibt sich jetzt folgende einwandfreie Entwick-

abgeleiteten Ausdriicke der freien Ausgleichsvorginge im Fall einer
angelegten Sinusspannung. —
Bei einigen weiteren wichtigen Aufgaben besitzt die Funktion A
folgende asymptotische Entwicklung
Y
'12
h= t(a0+ §+) (104)
In diesem Fall versagt das Heavisidesche Verfahren wegen der auf-
tretenden Exponentialfunktion. Ist jedoch der allgemeine Aufbau
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der asymptotischen Entwicklung aus der Operatorengleichung durch
folgende Uberlegung abzuleiten:

Wir schreiben
h(t) = et g()

und setzen dies in die Integralgleichung ein, so daB

F 1
—ptgit =—. 105
6].e e*tg(t)dt Y A7) (105)
Durch Anwendung des Verschiebungssatzes erhalt man
F 1
—pt - - 106
fe="004t = GorEg T (109)
oder als Operatorengleichung geschrieben:
— p
1= NEGT A" (107)

Existiert eine asymptotische Entwicklung, so muB g(f) sich nach
negativen gebrochenen Potenzen von ¢ entwickeln lassen. Diese Ent-
wicklung kann unmittelbar durch den Heavisideschen Satz aus
der Operatorengleichung gewonnen werden.

Als Beispiel fiir die soeben aufgestellten Beziehungen wollen wir
die asymptotische Entwicklung der Besselschen Funktion erster Ord-
nung mit reellem Argument Jy(A¢) aus der Operatorengleichung und
Formel (m) der Integraltafel ableiten. Es ist

F 1
2] (A)dt = ——. 108
6[ e~ PtJ (1) iR (108)
Bekanntlich kann J,(Af) asymptotisch zerlegt werden in
w(t) cos At + v(t) sin At (109)

wobei % () und v(f) nach negativen gebrochenen Potenzen von # asym-
ptotisch entwickelt werden koénnen.

Wir schreiben (109)
S e u(t) — iv()] + 3 e~ u(t) + iv()] (110)

und setzen diesen Ausdruck in das Integral (108) ein:

5 et et ui) — o1 dt
0

(111)

1 v . 1
+ 5 | e~ Pte—it [u(t) +iv()]dt =
2 :)l‘ Y2+ 22
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oder wenn man p — 34 durch ¢ und darauf ¢ durch p ersetzt:

—j —9¢ [u(t) — i v(t)] dt
(112)

2J‘ —pt —21lt[u(t)+7«v(t)]dt_m.

Die Funktion e‘z“"[u (¢) + v (t)] oszilliert und besitzt keine asympto-
tische nach negativen gebrochenen Potenzen von ¢ fortschreitende Ent-
wicklung. Entwickelt man daher die rechte Seite von (112) nach ge-
brochenen Potenzen von p, so gewinnt man auf Grund der in diesem
Kapitel angegebenen Methoden die asymptotische Entwicklung von

3 @) —iv()]. (113)
Wir konnen also, allerdings nur im asymptotischen Sinne, die
folgende Operatorengleichung aufstellen:
__2p
VP2 +2ikp

=V22M[ —_ } yp (114)

S SIS

Der Faktor ¢~ 4 legt es nahe, u — iv durch e—— ‘ (P—1Q) zu ersetzen.

Dann ist
—ie=)2[1—iZ] M. (115)

Entwwkelt man rechts binomisch und ersetzt p» durch und }/‘

U— v =

E

durch ) 80 folgt

V
1l 12.32 123052 12.32.50.72
P—i@= nu[ TV8At T 20(8Af T VBI(8ALE T 41(8 by _]
oder .32
]/nAt[ T 8/1t)*+ "]’
(116)

2 11 12.32.
e=V e lsm— s + )
und endlich die asymptotische Entwicklung:
Jo(lt)=Pcos<Zt—%>+Qsin (lt——Z—). (117)

Fassen wir das Ergebnis des vorliegenden Kapitels zusammen, so
muBl man sagen, daB der derzeitige Stand dieser Theorie durchaus un-



76 Strom- und Spannungswellen lings eines induktionsfreien Kabels.

befriedigend ist. Besonders gilt dies fiir die Anspriiche des Physikers,
der Rechenregeln fordert, die automatisch eine richtige asymptotische
Entwicklung ergeben. Wir kénnen jedoch bisher keine exakte Definition
aufstellen, wann eine asymptotische Entwicklung zugleich die richtige
Losung der Operatorengleichung ist, sondern es ist von Fall zu Fall
eine spezielle mathematische Analyse der Restfunktion erforderlich.

Insbesondere muBl darauf hingewiesen werden, daf die Anwendung
des Heavisideschen Entwicklungssatzes, vergleiche Ziffer 16 auf
Operatorengleichungen, die im Nenner gebrochene Potenzen auf-
weisen, im allgemeinen durchaus unzuldssig ist. Die Funktionen-
theorie lehrt die Ursachen fiir die fehlerhafte Deutung, indem sie zeigt,
daB der Residuensatz auf verzweigten Riemannschen Flichen durch
Hinzunahme der lings der Verzweigungsschnitte erstreckten Kurven-
integrale zu ergénzen ist. Diese Verzweigungsschnittintegrale laBt
der Heavisidesche Entwicklungssatz unbeachtet.

Die hier gewonnenen Ergebnisse kénnen daher nur als ein erster Ver-
such gewertet werden und erheben keinen Anspruch auf Vollstéandigkeit.
Sie zeigen jedoch klar, daBl, wenn iiberhaupt eine asymptotische Ent-
wicklung existiert, sie leicht durch den Heavisideschen Entwick-
lungssatz direkt aus der Operatorengleichung gefunden werden kann,
wobei sich auch die Integralgleichung von grofem Nutzen zeigt. Fiir
weitergehende Untersuchungen in dieser Richtung wird es sich aller-
dings als zweckmiBig erweisen, die weiterfiihrenden Methoden der
Funktionentheorie heranzuziehen.

VI. Strom- und Spannungswellen lings eines
induktionsfreien Kabels.

40. Bedeutung der Ausgleichsvorginge im induktionsfreien Kabel;
Strom- und Spannungsverteilung fiir ein Kabel unbegrenzter Linge.
Eine der wichtigsten Anwendungen findet die Operatorenrechnung bei
der Untersuchung des Verlaufes von Strom- und Spannungswellen
langs einer Freileitung oder eines Kabels. Besonders einfach und iber-
sichtlich gestalten sich die mathematischen Entwicklungen fiir das
induktionsfreie Kabel. Dieses Beispiel ist von groBem historischem
Interesse, weil die ersten Untersuchungen von Lord Kelvin, die sich
mit der Moglichkeit eines transozeanischen Telegraphenverkehrs be-
fassen, sich auf ein induktionsfreies Kabel bezogen. Aber auch heute
noch ist diese Theorie von grundlegender Bedeutung fiir den telegra-
phischen Uberseeverkehr.

Den besten Einblick in die bei der Ubermittlung elektrischer Zeichen
auftretenden Erscheinungen gewinnt man bei der Untersuchung einer
unendlich langen Leitung, die durch eine an ihren Anfang angelegte



Bedeutung der Ausgleichsvorginge im induktionsfreien Kabel. 'y

Spannung erregt wird. Wir befassen uns deshalb zunichst mit diesem
Beispiel und werden spiter sehen, dal die Losung fiir eine unendlich
lange Leitung auch auf den Fall einer Leitung endlicher Linge er-
weitert werden kann, die am Ende belastet ist.

Wir betrachten ein Kabel, dessen Anfang bei « =0 liegt und das
sich langs der positiven z-Achse erstreckt; den Widerstand und die
Kapazitdt pro Langeneinheit bezeichnen wir mit B bzw. C. Im Ka-
pitel IV Gleichung (59) wurden bereits die Operatorengleichungen
fir den Strom und die Spannung eines unendlich langen Kabels
abgeleitet; dort fanden wir

U=eVe?U,, @)
=L Yapetmy, =)oy )
= Rz *P€ o_l/Re 0-

Dabei ist &« = 22 RC und U, die Spannung fiir z = 0, d. h. am Kabel-

anfang. Nehmen wir nun fir U, den EinheitsstoB der Spannung an,

so wird —

U=eVer, (3)
l —

I=m]/ocpe‘y“_”- 4

Die Losung der Gleichung (3) wurde bereits im vorhergehenden Kapitel
in Gleichung (49) angegeben:

z _1

1 (e =
U:“‘: ;d, 5
l/nofrl/z v (6)

. 41 41 . . . . ..
wobei 7= ~ = m®ERo> ©ine Reihenentwicklung dieser Losung wurde

ebenfalls bereits frither genannt. Dieser Losung ist die Form gleich-
wertig 1
53
U=1— 2 (e-"dr. (6)
V=
0
Diese zweite Form ist von besonderer praktischer Bedeutung, da man
fiir das in ihr auftretende Fehlerintegral Tafeln besitzt?.
Den Ausdruck fiir den Strom leitet man am besten ab, indem man

auf die Differentialgleichung IV (56) zuriickgreift. Es ist
14d

I=—

Rdx

4 _4d dr
dx  dr dx’

Da nun

! Vergleiche Jahnke-Emde: Funktionentafeln S.31.
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so folgt mit (5)

_1 .1
dU _1e ° i( 4t >_~ 2 e °
dx V= t}z ¢x\=*RC zfz Jz’
woraus L
_ 2e _ o ——i— (7

T xR ]’nt nRBt®
Wir wollen diesen Ausdruck fiir den Strom unmittelbar mit der Opera-
torengleichung (4) verifizieren. Mit Formel (g) der Integraltafel er-
gibt sich N
)

2yl l e y/C
h=ce »Yp V E=ym ) ®
Offensichtlich 148t sich dieser Ausdruck mit der Operatorengleichung

in Einklang bringen, wenn man A = % wihlt. Die Losung von (4)

lautet also dann in Ubereinstimmung mit (7)

— — 1
Ceu C -7

n Rt nRt®
Fiir groBe Werte von ¢ kann man die Exponentialfunktion entwickeln

und erhélt:
o () Hu(E) =)

Die Ausgleichserscheinungen im induktionsfreien Kabel werden also
durch die Formeln bestimmt:

I =

1
__1_
1 M s
U=—=|—Fdt ‘—l—-—-_ e~ vdt (8)
E] t'/‘t B
0
und
_L .
2 e ° I/C’ -
= —— = |/ — T, 9
zR|n Yz nRt® )
. 41 4t .
wobei T‘———'&—:mlst.

41. Diskussion des Verlaufes von Strom und Spannung. Als wich-
tigstes Ergebnis entnehmen wir der Formel (8), daB die Spannung
im Abstand x vom Anfang des Kabels aus gemessen nur eine Funktion
von e R o ist. Dasselbe gilt fiir die Form der Stromwelle, deren Gréfe

dagegen umgekehrt proportional dem Werte xR ist. Es ist daher
moglich, durch eine einzige Kurve fiir alle Kabel die Strom-
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und Spannungswelle als Funktion der ,numerischen Zeit*
4t
—iro Wiederzugeben. Beide Kurven sind in Abb.5 und 6 dar-

gestellt. Aus Abb. 5 erkennt man sofort, daB die Stromwelle fiir
alle Werte ¢ >0 endlich ist, so daf3 sich also in einem idealen Kabel

fir die Fortpflanzungsge- , .

schwindigkeit der Wert Un- 45

endlich ergeben wiirde. In ,, T
Wirklichkeit kann natiirlich /

die  Lichtgeschwindigkeit 47 /

nicht iiberschritten werden. 42

Dieser Widerspruch kommt

dadurch zustande, daf das o7

Kabel als induktionsfrei an- 7 7 3 m 7
genommen wurde. Diese Ver- z=_2‘%
nachléssigung der Induktivi- Abb. 5. Zeltlicher Verlauf des Kabelstromes,

tét ergibt bei langen Kabeln
nur geringe Abweichungen am Wellenkopf, vorausgesetzt, da8 es sich
um Gleichstrom oder niederfrequenten Wechselstrom handelt. Wir
werden hierauf noch ausfiihrlich bei der Untersuchung von Freileitungen
zu sprechen kommen.

Fiir kleine Werte von t kann der Strom vernachléssigt werden. Von
7 = 0,2 ab beginnt er jedoch rasch anzusteigen und erreicht bei 7 = 2
seinen groBten Wert

2_ M 2 G499,
zR|yn |2 zRY=n

Von diesem Zeitpunkt ab fillt er langsam, um schlieBlich nach
2

e O Rl

sehr langsam asymptotisch gegen Null zu gehen. Fiir v =100 betrigt

der Strom immer noch 124
2 % 06 —
—-0,10. 85 —
zR|=n Z,;
Auch die Spannungnach  g2|—,

Abb. 6 ist bis7=0,25 ver- ¥ [ A
nachlissigbar klein, um ¢ 7 2 J ¥ § 6 7 & a7
dann langsam anzuwach- t" zoRe

sen. Die Stelle des griiBten Abb. 6. Anstieg der Kabelspannung.

Anstieges liegt etwa beir=%. Von da ab erfolgt der Aufbau wieder
langsamer, um schlieBlich asymptotisch nach

AR

Yrz
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gegen den Endwert zu streben. Dieser wird jedoch erst fiir sehr grofe ¢
praktisch erreicht. Fiir 7 = 100 ist U erst auf 0,8876 gestiegen, wah-
rend der Endwert U = 1 ist.

2R C
Da die absoluteZeit t = ;.

zeit der Spannung proportional mit dem Quadrat der Kabelldnge stark
anwéachst.
Abb. 7 zeigt weiter, das

7 ist, soergibtsich, daB die Einschwing-

(xR
Produkt aus Strom und Span-
e A nung als Funktion der Varia-
// belent; es ist ein MaB fiir den
/ Energieflu im Kabel an der

om / Stelle .
42. Das Kelvinsche KE-
7 Gesetz. Die universelle Ab-
v hiangigkeit des Stromes und
R ac:y‘/_tm der Spannung von der nu-

xRC

merischen Zeit T = x:ﬁ ist
der wesentliche Inhalt des be-
kannten K R-Gesetzes, welches also ein Ahnlichkeitsgesetz der
Kabel ausspricht. Lord Kelvin befaBite sich zur Zeit der ersten
transatlantischen Kabelprojekte mit der Theorie der Ausgleichvorginge
in induktionsfreien Kabeln und leitete die durch (8) und (9) gegebenen
Ausdriicke fiir Strom und Spannung ab. Aus dem Begriff der nume-
rischen Zeit formulierte er das inhaltlich &quivalente Gesetz der
»Sprechgeschwindigkeit“ im Kabel, welches aussagt, daf die
Zahl der in der Zeiteinheit iibertragbaren Zeichen um-
gekehrt proportional dem Produkt aus der gesamten Kapa-
zitdt und dem gesamten Widerstand des Kabels ist. Fir
diese beiden charakteristischen Konstanten waren die urspriinglichen
englischen Bezeichnungen K und R gewihlt worden. Um den Sinn
dieses Gesetzes zu verstehen, miissen wir auf einige Einzelheiten der
Telegraphentechnik etwas ausfiihrlicher eingehen.

Telegraphische Zeichen werden durch Punkte oder Striche dar-
gestellt. Diese Zeichen entstehen dadurch, daB eine Spannung mehr
oder weniger lang an das Kabel gelegt wird. In der Zeit zwischen zwei
Zeichen ist das Kabel kurzgeschlossen. Wir konnen dieses KurzschlieBen
formal durch eine negative Spannung ersetzen, welche in Reihe mit
der positiv zeichengebenden Spannung geschaltet ist. Der Strom
im Kabel beim Telegraphieren kann dann durch eine Reihe von der
folgenden Gestalt wiedergegeben werden:

I —I(@—t)+ I —t) —I(@t—tg)+ I(t—1t)—---, (10)

Abb. 7. Der EnergiefluB im Kabel.
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wobei I (¢) durch (7) gegeben ist und #, die Zeitdauer des ersten Strom-
impulses, ¢, — ¢, die der ersten Pause und #; — £, die Dauer des zweiten
Zeichens usw. bedeutet. Nun ist wegen (7)

1

2¢ © 2
cRfzzr «R|= K

I() =

wobei 7= :55'4% = ;—; (in der englischen Bezeichnung) ist. Nehmen
wir an, daB 4t
W= R0
41,
Ty = 2RO usw. ,
so kann fiir eine Folge telegraphischer Zeichen geschrieben werden
2
—{@(1) —D(r—71)+ DT —7) —-+-}. (11)
xRYn
Halt man die relativen Zeitintervalle 7,, 7,, ... konstant, wiahrend
man sich die Kabellinge verdndert denkt, so sind die absoluten Zeit-
intervalle ¢,, ¢,, ... alle proportional zu z2RC oder zu KR und die

Wellenform des ganzen Zeichens ist unabhéingig von K R, sofern die
numerischen Arbeits- und Ruhezeiten festgehalten werden. Hieraus
folgt, daB die gesamte Zeitdauer eines Signals proportional z2CR
(oder K R) ist. Wenn also die Teildauer eines gegebenen Signals (die
Punkte und Striche) proportional dem K R-Wert eines Kabels sind,
so ist die Wellenform des Ankunftsignales in bezug auf die Variable 7
invariant und die zur Ubertragung des Signales benétigte absolute Zeit
ist proportional zum Wert K R. Nun wird die maximale Telegraphier-
geschwindigkeit dadurch bestimmt, daB die erhaltenen Zeichen noch
eine gut erkennbare Ahnlichkeit mit den gegebenen Zeichen besitzen
miissen, so daB es also eine maximale zulissige Verzerrung der Zeichen
gibt. Daraus folgt, daB zwei Kabel, deren Telegraphiergeschwindigkeiten
sich umgekehrt wie die K R-Werte verhalten, dieselbe Zeichenverzer-
rung besitzen. Dies ist die erste Folgerung des K R-Gesetzes von Kelvin.
Als zweites Ergebnis erkennen wir, dal bei gegebener Verzerrung fiir
die doppelte Kabellinge nur der vierte Teil der Telegraphiergeschwin-
digkeit zuldssig ist.

Um diese Sitze zu veranschaulichen, ist in den Kurven I1--4 der
Abb. 8 die Verzerrung eines Punktzeichens durch ein Kabel dar-

gestellt. Kurve I stellt die Gestalt eines Punktzeichens dar, wenn an

2
das Kabelende die Spannung Eins wiahrend der Zeit ¢ = 2z 4R ¢ angelegt

wurde, wihrend die Kurven 2, 3 und 4 die Gestalt desselben Zeichens
z2RC
4 b

wiedergeben, wenn die Zeitdauer der angelegten Spannung
" Carson-Ollendorff, Ausgleichsvorginge. 6
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% a:*fC und l ud fC betrug. Eine noch kiirzere Dauer des Zeichens,
als Kurve 4 entspricht, andert die Gestalt des Ankunftzeichens nicht

mehr merklich, da die Tele-

Jos5

(' \(1} graphiergeschwindigkeit in
0¥ \ \ diesem Falle schon ihren
03 @) theoretischen Maximalwert

/ \ \ erreicht hat. Man kann
4z (3)\ \ diese Kurven in einem dop-
s m \ pelten Sinne deuten. Ein-
40 \\ | | | mal kann man die Kabel-

i —— linge x festhalten und die
5 7 & 9 w Zeitdauer des gegebenen

L
5

|
0o 7 2 J ¢

z= I;‘},} 7  Zeichensalsverinderlichan-

Abb. 8. Fortpflanzung von Telegraphenzeichen. Se}len; oder aber man nimmt

stets dieselbe Zeitdauer an

und &ndert die Kabellinge. Fiir den letzteren Fall zeigt die Abbildung

die fortschreitende Verzerrung des Zeichens, wenn es durch das Kabel

iibertragen wird.

Ein Punktzeichen von der numerischen Zeitdauer 7' kann wie folgt

geschrieben werden:

D=1I(x) fir =<T
=It)—I(x—1T) fir v>T.
Der zweite Ausdruck werde in eine Taylorsche Reihe entwickelt, so
daB man erhilt:

D= T—~I(t) 2,d Ll P

Fiir hinreichend kleine Werte von 7' ergibt sich also
D=TI'(7). (12)
Hieraus folgt, daB fiir geniigend kleine Zeitdauer die Gestalt der an-
kommenden Welle gleich der Ableitung des Stromes ist und daB die
Amplitude des Empfangszeichens proportional seiner Zeitdauer wird.
Dieser Satz gestattet folgende Verallgemeinerung: Es mége ein
Punktzeichen durch eine beliebige elektromotorische Kraft f(f) von
der Zeitdauer 7T hervorgerufen werden. Dann ist die Gestalt des
Empfangszeichen durch (III, 4) gegeben:

t

:di.]‘ f@It—7)dr fir t<T
0
T

=%ff(1)1(t—t)dr fir ¢>1T.
0
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Man erhilt also fiir # > 7' durch Reihenentwicklung von (t—1):

T T
D=T() {f(t) dT—I”(t)‘{rf(r) dt+4---

Fiir hinreichend kleine Werte von 7' <1 ist also angenihert:

vy
D=T() af f(z)de. (13)

Fiir hinreichend kleine Zeitdauer besitzt demnach das Empfangszeichen
eine konstante Gestalt, die unabhingig von der Gestalt
der aufgedriickten Spannung ist, und deren Amplitude dem
Zeitintegral der aufgedriickten Spannung proportional ist. Diese Er-
scheinung besitzt fiir die Telegraphie grundlegende Bedeutung.

43. Das Kabel mit Ableitung. Hierunter verstehen wir ein Kabel,
das auBer dem Widerstand R und der Kapazitit C noch eine gleich-
maBig auf seine Linge verteilte Ableitung G besitzt. Die Vorginge
auf einem solchen Kabel sind durch die Differentialgleichung (IV, 64)
bestimmt. Die Operatorengleichungen fiir den Fall eines unendlich
langen Kabels, an das am Anfang eine Spannung U, gelegt ist, lauten:

U= e sVCRp+RG [J
R
I = V?R_ + % e—2VORP+RG [],

Schreiben wir zur Abkiirzung CRz? = «, RG22 = f§ und % = A und
setzen wir den EinheitsstoB der Spannung voraus, so erhalten wir

U =e—V¢p+5, (14)
I=V% |/p+le°'°‘?’+'9. (15)

Diese Gleichungen sind bereits vollstindig im vorhergehenden Kapitel
gelost worden.

Wir wollen uns jedoch die Aufgabe stellen, Gleichung (14) auch mit
Hilfe der Heavisideschen Methode zu lésen und dabei auf die im
vorigen Kapitel gegebene Lésung der Operatorengleichung

U =eVar

zuriickgreifen. Wir entwickeln die Exponentialfunktion (14) in eine
Potenzreihe:

_1_W+(ap+ﬁ) (ap+ﬁ)3!V«p+ﬁ+,_. (16)
und wenn man die ganzzahligen Potenzen streicht:
U— {1+°tp+ﬁ+(ocp+ﬂ) +- }m. (17)

6*
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Wir miissen jetzt den Ausdruck ]/ocp -F—? diskutieren: Es ist
g
V«p+ﬁ = Yap (1+ ) —Yap(1+3)

1 /4 1.3/ 4\3
= Van 1 gy — 5 () + 57 (5p) =
Identifizieren wir nun auf Grund der Heavisideschen Regel }p mit

1 wmal mlt [dt, so wird:

V=t

(18)

V«p+ﬂ=]/,,t{1+ﬂ—‘ﬁ,,—‘.’? L;-t(“)s_...}, (19)

Wir ersetzen nun in (17) p” dure

U=1—{1+3~!(aﬁ+ﬂ)+—7<a2d~t§+2aﬂ%+ﬂz)+"'}

Diese Reihenentwicklung ist leider sehr kompliziert, auch ist es schwer,
ihre Summe ohne weiteres anzugeben. Sie kann daher als ein typisches
Beispiel dafiir angesehen werden, welche Nachteile den Heaviside-
schen Lésungen in Reihenform anhaften. Wir wollen deshalb die Losung
auch auf Grund der Sitze und Formeln des Kapitels IV in Angriff
nehmen. Dabei werden wir zu einem auBerordentlich einfachen Er-
gebnis kommen.

Fiir die Spannung hatten wir (Gl. 14) den Operatorenausdruck ge-
funden:

(20)

U=e¢e—Var+8,
Die entsprechende Formel fiir ein Kabel ohne Ableitung lautete
U=¢e—Var,

Um nun beide Félle zu unterscheiden, wollen wir fiir diesen die Span-
nung mit U@ bezeichnen, so daB also:

U® = ¢~Vap, (21)
Auf Grund des Verschiebungssatzes erhalten wir

UOg—it— _P le—Va(p+‘-)
? (22)
= 7 e Vap+8 .
V4
Wir konnen also fiir (14) schreiben:
U=2t% _ii e—Vap¥F
P P (23)

=(1 +"§)'pf—1 e—Vart@,
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Es folgt nun unmittelbar durch einen Vergleich mit (22), wenn man

1

) durch f dt ersetzt: .

U=Q1+2fdt)uoe—2e, (24)
0

Auf demselben Wege kann man aus (15) fiir den Strom ableiten:

i
I=Q0+2[dt)1oe—2t, (25)
0

wobei I(® den Strom im ableitungsfreien Kabel bedeutet. Fiir ein solches
Kabel hatten wir frither (18) und (19) gefunden

@,

U — L_f ¢ 4,
y=J) )
0

C &
0 =1 _— ¢g—
I. VnRte 4,

womit die endgiiltige Losung unsrer Aufgabe ermittelt ist.

Die Formeln (24) und (25) beweisen die Uberlegenheit der Losung
mit bestimmten Integralen iiber die Reihenentwicklungen (20), auch
geht aus ihnen klar der EinfluB der Ableitung auf die Strom- und
Spannungsverteilung hervor. Die Ableitung édndert das Ergebnis nach
zwei Richtungen: einmal sind die Strom- und Spannungswellen durch

den Faktor e~*¢ geddmpft, wobei 1 —= g , und zweitens tritt eine Zusatz-

welle auf, welche der Ableitung proportional ist.

Die Formeln (24) und (25) kénnen leicht mit Hilfe einer numerischen
Integration oder mittels eines Planimeters ausgewertet werden. Jedoch
erkennt man fiir groBe Werte von ¢ den Charakter der Wellen besser,
wenn wir folgende Identitit anwenden:

t ® @

Jat=[at— [ae,

0 0 ¢
wodurch folgt

U= (14 A[dt)U®e=— ) [U® ¢—3t4y (26)
und i :
I=(142fd)Ioe=tt— ) [T ¢=1tgs, (27)
0 t

Offensichtlich stellen die ersten beiden Integrale den eingeschwun-
genen Zustand von Strom und Spannung dar, sie kénnen durch Aus-
wertung der bestimmten Integrale leicht berechnet werden. Schneller
gelangt man jedoch zum Ziel, wenn man in der Operatorengleichung
p = 0 setzt, wobei sich unmittelbar der eingeschwungene Zustand
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ergibt. Dies verifiziert man leicht, wenn man bedenkt, dal p = % =0
den Fall des Gleichstromes bedeutet. Wir erhalten also

1+ Aofdt) U®e—it = ¢—VF = ¢—2VRG (28)

(1 +lbrdt).[w)e_“—l/ Vﬂ-—l/: —zVR—G. (29)

Setzen wir dies in (26) und (27) ein, so wird:

U=e—”Vﬁ—lfU(°’e‘“dt, (30)
I= V%e""/ﬁ—— AII“” et dt. (31)
Fiir die bestimmten Integrale ergibt die partielle Integration
— }.fU(‘” e=Mdt = wa) d(e=t) = — U® e"“—fe_“dg;m dt
t t
bei fortgesetzter Anwendung
U= e—2VRG_ e"“(l + -2 }.dt + Aﬂd;tﬂ + .- ) vo, (32)

G — dz
I=V§C_ZVRG—6_“<1 +‘m+ mz'i' . .)I(O). (33)

Fiihrt man die durch (8) und (9) gegebenen Ausdriicke fiir U® und 1(®,
80 konnen fiir groBe Werte von ¢ Spannung und Strom leicht numerisch
berechnet werden.

44, Einschwingvorginge von Wechselstromen bei induktionsfreien
Kabeln ohne Ableitung. Wir haben uns bisher nur mit den Strom-
und Spannungswellen beschiftigt, die im Kabel durch einen am Anfang
aufgedriickten EinheitsstoB der Spannung hervorgerufen werden.
Fiir die technischen Anwendungen hat jedoch auch der Fall Interesse,
bei dem die aufgedriickte Spannung sinusférmigen Verlauf besitzt.
Wir gehen aus von den Grundbeziehungen, welche die Berechnung
des Stromes () fir die Spannung f(f) mittels der Ubergangs-
funktion % regeln:

t
2() = 5 [1¢ — 1) h(r) dr
0

i
= [t —n k(@) de
0
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und setzen % (0) = 0 voraus, da es sich um ein Kabel handelt. Ist nun
f(t) = sin w £, so schreiben wir

¢ ¢
z,(t) = sinwtfcoswth'(t)dt—coswtfsinw th'(t)dt. (33a)
0 0
Entsprechend, wenn die aufgedriickte Spannung f(¢) = cosw? ist,
¢ ¢
z,(t) = cosw tfcoswth’(t) dt+sinw tfsinw th'(t)dt. (33b)
0 0

Der Aufbau eines Wechselstromes oder einer Wechselspannung hingt
also von den Integralen ab

2
C= [coswth'(t)dt,
°, (33¢)
S = [sinwth (t)dt.
0

Fiir die Spannungswelle in einem induktionsfreien Kabel ohne Ab-
leitung erhalten wir also mit Gleichung (8), wenn wir zur Abkiirzung

o = o%schreiben, ¢ _ 1
0=L_fe——°°$’ldr.
1E; T}z
. (33d)
z _ 1
1 [e *sinw’r
s= [
0

wobei wie friher 7 = %—t.
Ahnlich ergibt sich mit (9) fiir die Stromwelle

Tcos 't (33¢)
o daflt- e

, 1

2 1 1 e_Tsinm’r
S=——|(=——+%)———d=.
xRVnJ‘<T 2> 25 v
0

Fiir kleine Werte von 7 und o’ kénnen diese Integrale ohne grofie
Rechenarbeit ausgewertet werden, wihrend sie fiir groBe 7 im wesent-
lichen in die Fresnelschen Integrale iibergehen. Die Ermittlung des
Einschwingvorganges eines Wechselstromes oder einer Wechselspannung
in einem induktionsfreien Kabel bereitet also keine grundséitzlichen



88 Strom- und Spannungswellen lings eines induktionsfreien Kabels.

Schwierigkeiten. Erleichtert wird die Berechnung dadurch, daBl man
fiir alle Werte o’ = aw = konst. dieselben Integrale verwenden kann;

dies folgt sogleich aus dem Kelvinschen Abnlichkeitsgesetz.
In Abb. 9 zeigt die aus-

%0,03 \ A\ \Y gezogene Kurve das Anklin-
402 ; \ \ gen der Spannung in einem
/II \ [i [ ‘\ Kabel, an dessen Anfang zur

o ! I l \ Zeit t=0 die Spannung f(t)
o | 4¢_ =cos wt angelegt wird. Da-

! i l { l \J " bei st die Frequenz so ge-
T \l/ [\ wihlt, daB o' =%"= 27 ist.
4% ,l' \ j \ J \ Die Kurve wurde nach Glei-
-gme chung (33b) und (33e) berech-
Abb. 9. Entstehung eines Wechsel \;m“lim net. Die gestrichelte Kurve
induktionsfreien Kabel (w =2nm). stellt den eingeschwunge-

nen Zustand der Span-

nung in demselben Kabel dar. Man erkennt, daB fiir die angegebene

Frequenz der Aufbau der Spannung nahezu in einer Periode vollendet

ist und daB der Ausgleichsvorgang sich nur in der ersten Halbperiode
bemerkbar macht.

Fiir eine hohere Frequenz ergibt sich jedoch ein ganz anderes Bild.

In Abb. 10 ist der Einschwingvorgang wiedergegeben, falls zur Zeit
t=0 eine Spannung f(¢)

7 Z'zji P\ = sin a; twvon der Frequenz
%fg IR o = — = 10 @ angelegt
0072 (R wiirde. Charakteristisch fiir
0,008 l’ Y dieses Beispiel ist, daBl die An-
0,00: W Av VA A A AARAAAR fangs?tropwelle szhr groB im
0008 VUUUUVYVVYVVY Verhiltnis zum eingeschwun-
-0,008 genen Zustand ist und daB sich

7 z J__4¢ * also eine recht erhebliche Ver-

xR gerrung ergibt. In der Praxis

Abb.10. B cines Wechselstromes Im  cirqd man deshalb zur Uber-
induktionsfreien Kabel ("’=10”Z'TC)' mittlung von Zeichen solche

Frequenzen nicht verwenden.

Wendet man Hochfrequenz an, so wird der eingeschwungene Strom

vernachlassigbar klein und der resultierende Strom kann mit guter

Anniherung aus den Formeln (44, 81) und (82) berechnet werden.

Fir eine sinusformige Spannung erhilt man also fiir groBe Werte
von @ den Strom aus (9) 1

2 d

2RVn o’ dv

z

1£3
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und fiir eine aufgedriickte Cosinusspannung
1

2 e °

cRYnw?de YT

. . . ’ 41
Dabei ist wie frither 0’ = %’ und 7 = —- gesetzt.

VII. Strom- und Spannungswellen lings Leitungen.

45. Die Operatorengleichung der Leitungswellen. Wir gehen jetzt zu
den viel wichtigeren, allerdings theoretisch schwierigeren Erscheinungen
der Wellenausbreitung lings Leitungen iiber. Die Leitung be-
sitzt im Vergleich zu dem frither behandelten induktionsfreien Kabel
neben gleichmiBig verteiltem Widerstand, Kapazitit und Ableitung
eine ebenso raumlich stetig verteilte Selbstinduktion. Die Induktions-
vorginge erschweren die mathematische Aufgabe bedeutend: Ihrem
EinfluB erst ist das Auftreten wahrer ,,Wellen‘, ausgezeichnet durch
eine endliche Frontgeschwindigkeit, zuzuschreiben, welche die
Ausbreitungsvorginge in Leitungen von den diffusionsdhnlichen Er-
scheinungen der Stromung in induktionsfreien Kabeln grundlegend
unterscheidet. Wéhrend diese — einfachere — Theorie sehr wohl die
Merkmale der Seekabeltelegraphie hinreichend beschreibt, ist sie zur
Erfassung der feineren Fragen der Telegraphie ungeeignet; hier mufl die
strengere Behandlung einsetzen.

Wir zéhlen vom Ursprung der Leitung die Koordinate x langs
der Leitung; I bezeichne den Strom, U die Spannung am Orte x der
Leitung. Die Wellenausbreitung wird dann durch die wohlbekannten
Telegraphengleichungen beschrieben:

d b7} :
5 8) 1= . .
b7} 7
(05 +6)U=—5;1.
Nach Ersatz von % durch p entstehen hieraus die totalen Differential-

gleichungen d

(2)
Crp+OU=—121.

Durch Elimination der Spannung folgt

(Lp+ B)(Cp+ @ = 1. ®)
Ahnlich ergibt die Elimination des Stromes die formal gleiche Be-
wiobung Lo+ R)(Cp+OU= 20 ()
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Die allgemeine Losung dieser Gleichung lautet
U=U,e 7?4 U,et72,

Darin sind U, und U, zunichst willkiirliche Integrationskonstanten,
wihrend die Raumziffer y sich aus der charakteristischen Gleichung

berechnet y2=(Lp+R)(Cp+@). (5)

Mittels Gleichung (2) folgt aus der angenommenen Spannungslésung
der Strom

I= Lp+R(Ue 1% —Uget?) =
Setzen wir eine unendlich lange Leitung voraus, so verschwindet die
(langs fallender x schreitende) reflektierte Welle und wir erhalten
einfacher U=U,e12,

Cr+@ o, ™
y a El .

C’“+G(U —Uge?®. (6)

J:

wobei U, die am Leitungsursprung (x = 0) angelegte Spannung miBt.
Fiir das Folgende erweist sich eine Umformung des Ausdruckes fiir
die Raumziffer y als zweckmiBig. Wir schreiben

1

2= lp+ 9 —9], (8)

wobei ersichtlich

1

a2 = 'EE,
1/R Q

b=5(Z+7) (8a)

1 R

G
Spezialisieren wir nun auf U, = 1, also einen EinheitsstoB der Spannung,
8o entsteht die Operatorengleichung der Wellenausbreitung:

— %vm, )

—ﬁvm
=a(C + ————— . 10
( ) Vo + 6 — 9
Hiernach lassen sich Spannung und Strom aus einer iibergeordneten
potentialartigen Funktion I ableiten:
- %vm
_¢ (11)
Yo +op—2"
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da identisch
U= —a|==dt, (12)

I=a(0+Gfdt)H. (13)

46. Losung der Operatorengleichung. Die Aufgabe ist mittels (12)
und (13) auf die Ermittlung der Funktion /7 aus der Operatorengleichung
zuriickgefithrt. Obwohl diese mittels der frither genannten Rechen-
regeln und -tafeln ohne Schwierigkeiten aufgelost werden kann, ist
es hier einfacher, unmittelbar von der dquivalenten Integral-
gleichung auszugehen:

—2Vo+ o v
e

Yo +02—+*

Eine ahnliche Gleichung ist uns bereits in der Sammlung von
Integralen der Kapitels IV begegnet. Dort fanden wir die Identitét

-—J'H(t)e it (14)

P+l

Als Integralgleichung aufgefaBt, definiert diese Beziehung eine fiir
t < A verschwindende Funktion und fiir £ > 4 die Besselsche Funktion
0-ter Ordnung vom Argumente }#* —A2. Wir formen (n) in folgender
Weise um:

Zunichst liefert die Substitution Ap=7p’, l =1" an Stelle von (n)

=fe-"‘Jo(}/t“—12)dt. (n)
A

— Vo 2 @ R

e , g0

= | e~ ¥ Jy(AVt'2—1 dt,, nl
e o(2112—1) (@1
und wenn wir nunmehr p’ = p”’ 4 u setzen:

— Vo +ui @ N
N e A

Endlich fithrt die Transformation p” = % p und ¢ =%t unter Benut-

zung der Abkﬁrzungen == = i%}. auf

Vo+oy—v 3

e _set (s g %2
V(p-l—é — te=tJg\iv ) 2 ——5 ) dt. (n 3)

Der Vergleich mit (14) lehrt nun unmittelbar
II(t)=0 fir¢t < % ; II(t) = e“"Jo(iv t’——g—:) fir ¢t > %. (15)
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Hiermit sind Strom und Spannung nach (11) und (12) bestimmt:

12
I=0 far t<%; I=V%'H(t)+aAfﬂ(t)dt fiir t>% (16)
z

und a
U=0 firt< =;
¢ 2
z e—dt(=dy (iv 15—3—)
=3 x 1 a? . z
U=e +o = dv furt>7, (17)
Tz'—;z

E3E)

wobei J; die Besselsche Funktion erster Ordnung bedeutet. Die
Ableitung der Formel (17) bietet wegen der Unstetigkeit der Funktion I7

im Punkte ¢t = % mathematische Schwierigkeiten: Wir miissen die

unstetige Funktion 77 (¢) gemdB (12) nach z differenzieren. Um dies
durchzufiihren, schreiben wir (15) in der Form

x2

@) = di(t—%:—)e—‘"Jo (ithz—;). (15a)
Dabei ist @ (t-— %> als analytische Darstellung einer ,,Einheitswelle*

aufzufassen, so daB @ = 0 fiir ¢t < %und @ =1 fir t > %-. Offenbar

ist (15) identisch mit (15a), aber die neue Darstellung erlaubt es, I7 (%)
als stetige Funktion aufzufassen. Entsprechend (12) differenzieren wir
jetzt und erhalten

o a x . ]/ z?
—G;a—x={a—t¢<t—;)}e~dt¢]0(’”] t2—72>
z\ @ . z2?
—a® (t— E—> 32 "o (@Q)Vt"‘—a;) .
Hier wurde beachtet, da
9 z\__ 120 z
= 0(—7)=—2am2(—3)
Man bedenke nun, daB 9 D (t —Z) stets verschwindet, mit Ausnahme
ot a

des Zeitpunkts ¢ = %, wo dieser Ausdruck unbegrenzt groB ist. Anderer-

seits gilt fiir ¢ >~:~ ;

7] z

0
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wobei nur der Zeitpunkt ¢ = %- einen Beitrag zum Integral gibt. Hier-
nach wird man bei Ausfithrung der Operation

t

oII
0

ohne weitere Schwierigkeiten auf Gleichung (17) gefiihrt.

47. Losung durch Reihenentwicklung. Die Einfachheit der vor-
stehenden Losungsmethode hiingt wesentlich davon ab, daB wir die
Grundgleichung (14) auf eine Funktion unserer Integraltafeln zuriick-
filhren konnten; in solchen Fillen bedarf das Verfahren keinerlei
weiteren Erliuterung. Aber man kann natiirlich nicht immer damit
rechnen, fiir eine beliebig vorgegebene Operatorengleichung eine der-
artige Identitéit zu finden ; daher wiirde es einen fithlbaren methodischen
Mangel bedeuten, wenn man in einem so wichtigen Falle wie dem der
Telegraphengleichung keinen anderen Losungsweg besiSe.

Gliicklicherweise indes konnen wir unmittelbar aus der Opera-
torengleichung eine Reihenentwicklung fiir die interessierenden GroBen
herleiten. Der Einfachheit halber wollen wir uns hierbei auf die
Spannungsgleichung beschranken:

z 2
U a7 9)
und wollen weiterhin die Ableitung vernachlissigen (6=v), so da8
U =e—7Vp'+20p, (9a)

wobei 7 die Laufzeit % der Welle bedeutet; im iibrigen ist aber

das Folgende in gleicher Weise auf die Stromgleichung und auf den
allgemeinen Fall v &= § anwendbar.
Indem wir zu (9a) zuriickkehren, schreiben wir:

20 %
U= —”’(”76)
und entwickeln den Exponentialfaktor <1+276) in eine Binomial-
reihe: 3
24 ) 5\2 5\3
(1+5) =1+ gta(g)+ulz)+
so daB also in leicht versténdlicher Symbolik

2 azTd® oyt Ot
U=¢e—P.e—97 (_uzf 3 4 _....)
exp P r* P
Die Operatorengleichung
o2 3 4
u = exp ('_%; _%;26 __%;35 _')
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kann nun nach negativen Potenzen von p entwickelt werden:

u=1+b4 By By

Thre Losung lautet
u(t)_l_l_ﬁl +ﬁ2 ﬂs§s+"

Mit dem in Ziffer 27 genannten Verziégerungssatze folgt aus dem
Vorangehenden

U=0 fir t<t;
U—e““(l+ﬂ1(t—1)+52(t;!ﬂ+“'> fir t>7. (18)

Die Koeffizienten 8,, f,, ... sind elementar berechenbar. Fiihrt
man die Rechnung durch, so erkennt man leicht die Ubereinstimmung
der gefundenen Loésung mit der oben angegebenen fiir den Sonderfall
é=nw.

48. Eigenschaften der Wellenstirn. Wir gehen nunmehr dazu iiber,
die Grundziige der Ausbreitungsgesetze von Strom und Spannung an

Hand der Gleichungen (16) und (17) zu schildern. Zunichst erkennt man,

daB die Wellen eine endliche Frontgeschwindigkeit a—u%

besitzen. Unabhéngig von der Form des zeitlichen Spannungsverlaufes
am Anfang der Leitung erreicht das Feld den Ort = der Leitung erst

nach der Laufzeit 7 = % . Dieses Ergebnis folgt lediglich aus der Voraus-

setzung verteilter Kapazitit und Induktivitdt, wie man aus der Formel
fir die Frontgeschwindigkeit unmittelbar abliest. (Man erinnere sich,
daf man beim induktionsfreien Kabel keine Frontgeschwindigkeit de-
finieren konnte.) Die Existenz der Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist
oft falsch gedeutet worden, insbesondere im Vergleich mit dem Begriff
der Phasengeschwindigkeit, der fir den eingeschwungenen Zu-
stand von Bedeutung ist; daher mag eine kurze Erlduterung dieser
Verhéaltnisse hier am Platze sein.

Wie wir frither gezeigt haben, erhalten wir den eingeschwungenen
Zustand formal aus der Operatorengleichung, indem wir p durch tw
ersetzen. Danach folgt aus (11) die Spannungsgleichung (in komplexer
Schreibweise) . )

U= e—;V(zm-{‘d) -0 . giot (19)
Durch Aufspaltung des Ausdrucks ]/m + 0)2 — 9?2 in Real- und
Imaginarteil findet sich

U= e_u;"”(‘—ﬂ%), (20)



Eigenschaften der Wellenstirn. 95

wobei
4 0?4 02— 0%+ (w0 + 0?2 — 87) + 4282
a=m; B= .

2 w?

(20a)

Die Phasengeschwindigkeit betridgt demnach % . Da weiterhin stets

B > 1 und sich erst in der Grenze w — co der Einheit nahert, hat man
aus dieser Rechnung geschlossen, da die Frontgeschwindigkeit von
der Frequenz abhingt und erst bei deren unbegrenztem Anwachsen
sich dem Grenzwert @ ndhere. In Wirklichkeit ist aber die Front-
geschwindigkeit stets konstant gleich @, wie auch die Form der er-
regenden Spannung sei, und der Quotient —;~ gibt nur die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit einer bestimmten Phase im eingeschwungenen Zustand
an. Dieser Unterschied ist sehr wichtig; viele MiBverstindnisse sind
dadurch entstanden, da man ihn nicht beachtet hat.

Wir kehren nun zu den Gleichungen (16) und (17) zuriick. Man er-
kennt, daB nach Verstreichen der Laufzeit die Spannung plotzlich

z
auf den Wert ¢ @ springt, wihrend entsprechend der Strom auf

— z

-6
V% e % ansteigt. Der Exponent 148t sich in der Form schreiben

R AN Rqy/C , Aq7/L
z(5z +50) VL0 ==(3 f*"z*l@):”’
wobei man in « den Grenzwert der oben angegebenen Dampfungsziffer
des eingeschwungenen Zustandes fiir unbegrenzt anwachsende Frequenz

erkennt. Ahnlich gibt ‘/% den Wellenleitwert des eingeschwungenen

Zustandes fiir den gleichen Grenzwert an.

Wir nennen den Sprung der Spannungs- bzw. Stromwelle die
Wellenstirn. Wenn anstatt eines Einheitsstoes der Spannung am
Leitungsanfang eine Spannung f(f) wirkt, ergibt sich demnach die

—sZ —sZ
Hohe der Wellenstirn zu f(0)e ¢ fiir die Spannung und‘/:g— f(0)e @
fiir den Strom. Dies folgt sofort aus der Identitét

t t
v =2 [1t—nr@ar=10) 20+ [ re—pe s,
0 0

worin man unter » die oben genannten Ausdriicke fiir die durch einen
SpannungseinheitsstoB erregten Wellen zu verstehen hat. Der Schwanz.
der Welle, d. h. derjenige Anteil, der fiir ¢ > v auftritt, 148t sich aller-
dings nicht so einfach darstellen; er ist sowohl von der Lénge der durch-
laufenen Leitungsstrecke als auch von den zwei Grundgrofen 6 und v
abhéngig.
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Die ideale, verlustfreie Leitung ist durch gleichzeitiges Verschwinden
von Widerstand und Ableitung definiert; sie kann natiirlich nicht
physikalisch realisiert werden. Hierfiir hat man ¢ und v gleich 0 zu setzen
und erhilt aus (16) und (17)

I=o0 fir 1<2; 1=V% far 1> 2,
@1
U=0 fir t<—; U=1 fir t>—.
a a
Strom und Spannung springen also nach Verstreichen der Laufzeit
gleichzeitig auf ihre endgiiltigen Werte. Fiir einen SpannungsstoB f(¢)
am Leitungsanfang ergeben sich die Wellen

.. z _1/¢€ z .. z
I =0 fir t<—; I—-V%f(t——;) fiir t>7z_’

(22)
U=0 fir t<>; U=,‘(t——Z—) fir t>2.
Hiernach pflanzen sich lings der verlustfreien Leitung die Wellen
ohne jegliche Démpfung oder Verzerrung mit der konstanten Geschwin-
digkeit a (gleich der Frontgeschwindigkeit) fort. Eine derartige Leitung

stellt demnach eine ideale Energieiibertragung dar.

Der behandelte Fall der verlustfreien Leitung besitzt nur theore-
tisches Interesse. Dagegen kann eine verzerrungsfreie Leitung, der wir
uns jetzt zuwenden, in groBer Annaherung wirklich hergestellt werden.
Sie gestattet die verzerrungsfreie Fortpflanzung der auf ihr verkehren-
den Wellen; gerade diese Eigenschaft hat dem Leitungstyp seinen
Namen gegeben. Die analytische Definition der verlustfreien Leitung

lautet
Hierfiir entsteht aus (16) und (17)
z
I=0 fir t<i; I= ge ’a fiir t>£,
a L
s (24)
U=0 fir t<>; U=e @ fir t>>.

Fiir den Spannungssto8 f(f) am Leitungsanfang folgt also
. C - .
I=0 fir t<-; 1_—_1/;4 “ft—=) far ¢>%.
. (24a)

.. x —d— x ..
.U=O fiir t<—a—; U=e “-f(t——;) fiir t>%.

Man erkennt, daB die Wellen lings der verzerrungsfreien Leitung
zwar mit konstanter Geschwindigkeit (gleich der Frontgeschwindigkeit)
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—sZ
entlanglaufen, wobei sie indes eine Ddmpfung im Mafle e ¢ erfahren.

Eine derartige Leitung kann als ideal bezeichnet werden, insoweit es
auf die Erhaltung der Wellenform ankommt; aber man muB dabei
im allgemeinen betriachtliche Dampfungsverluste mit in Kauf nehmen.
Wenn z. B. die Leitung im Normalzustande verschwindend kleine
Ableitung besitzt, muBl man eine besondere Zusatzableitung vorsehen,
um die Bedingung der Verzerrungsfreiheit zu erfiillen; dabei wird die
wirksame Dampfung genau verdoppelt! Dennoch war die Entdeckung
der grundlegenden Eigenschaften der verzerrungsfreien Leitung durch
Heaviside einer der wichtigsten Schritte fiir die Entwicklung der
leitungsgerichteten Nachrichteniibertragung; er konnte zeigen, inwieweit
man eine solche Leitung praktisch annéhern kann und auf Grund dieser
Erkenntnisse die erste richtige Theorie der Drahttelegraphie aufstellen.

49. Das Ahnlichkeitsgesetz der Leitungswellen. Wenn die Leitungs-
konstanten é und v ganz beliebige Werte annehmen, kann man die
Eigentiimlichkeiten des Ausbreitungsvorganges nur an Hand der
strengen Formeln iibersehen; hierzu miissen die Eigenschaften der
Besselschen Funktionen J, und J; bekannt sein. Dies bereitet keinerlei
Schwierigkeiten. Denn fiir kleine Argumente sind diese Funktionen
tabuliert, wihrend sie fiir groBes Argument sehr einfache asymptotische
Entwicklungen besitzen. Daher ist es leicht, den zeitlichen Verlauf
von Spannung und Strom zahlenmé#Big oder graphisch darzustellen.
Hierzu ist es zweckméBig, durch Einfiihrung des Wellenweges

T=a-t (25)
und der numerischen Démpfungs- und Verzerrungsziffer

4=2, y=2 (26)

a a

Spannung und Strom in der Form zu schreiben

]/%I= e=42J, (i V Yr2—a?)+ (4 —V)je"“Jo(iV V2= dr. (27)

U:e—Az+ foe_Al(—i)‘Jl(iV.V‘tz——$z)d‘£. (28)

]/'.,2 R

Dabei enthalten die rechtsstehenden Ausdriicke keinerlei auf eine
spezielle Leitung beziigliche Daten mehr, so daB sie das Ahnlich-
keitsgesetz der Wellenfortpflanzung lings Leitungen aus-
sprechen: Alle Leitungen mit gleichem 4 und V sind dquivalent, sofern
man an Stelle der wahren Zeit den Wellenweg, an Stelle des Stromes die

Spannungsgrofe l[g I einfiihrt.

Carson-Ollendorff, Ausgleichsvorginge. 7
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Die Abb.11 bis 17 veranschaulichen die Gesetze (27) und (28),
indem sie den zeitlichen Verlauf von Strom und Spannung an ver-
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Abb. 11, Eingangsstrom einer Leituilg
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Abb. 12. Eingangsstrom einer Leitung
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Abb. 13, Stromwelle auf der Leitung

(z = 2003 % ; = 0,013

2).

schiedenen Leitungsorten und
fiir variable Werte von 4 und
V schildern. Zunéchst zeigen
Abb. 11 und 12 den Eingangs-
strom einer Leitung unter der
Wirkung eines Einheitssto3es
der Spannung. Dabei ist die
Leitung als ableitungsfrei
(@ = 0) vorausgesetzt, und der
Stromverlauf wurde fiir zwei
verschiedene Werte der nu-
merischen Dampfung ausge-
wertet. Man erkennt, daB der
Strom sofort auf den Wert

C .
V; anspringt, um dann lang-

Rq/C

5 Vf expo-
nentiell abzuklingen. Im
Orte = der Leitung flieBt kein
Strom, solange v < z; dann
springt er bis zur Héhe

C . .
l/ Z ¢~ 17, um weiterhin lang-

sam gegen Null zu sinken,
vorausgesetzt, dal Adz< 2.
Ist dagegen Az >2, so steigt
der Strom von seinem An-
fangswerte ausnoch an und er-
reicht ein Maximum, welches
die eigentliche ,,Stirnhche
betrachtlich ibertrifft. In den
Abb. 13, 14 und 15 ist diese
Erscheinung fiir eine ablei-
tungsfreie Leitung dargestellt.
Man erkennt, daBl mit wach-
sender numerischer Démpfung
und mit zunehmendem Wel-
lenweg der Schwanz mehr und

sam gemiB 4 =

mehr die Stirn iiberwiegt. Geht man zu dem Grenzfall einer sehr
langen Leitung iiber, so sinkt schlieBlich die ,,Stirn‘“ unter jeden
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meBbaren Betrag und die Welle wird identisch mit dem frither be-
handelten Ausbreitungsvorgang in einem induktionsfreien Kabel. " In

Abb. 15 und 16 sind des
bequemen Vergleichs hal-
ber die entsprechenden
Kurven fiir eine Leitung
und ein induktionsfreies
Kabel nebeneinander dar-
gestellt. Abb. 17 zeigt
den EinfluB einer schwa-
chen Verzerrung auf den
Wellenschwanz.

Die geschilderte An-
néherung der Wellenform
an die Ausbreitungsform
einer Stérung im induk-
tionsfreien Kabel ist sehr
bemerkenswert: sie zeigt,
daB unter sonst gleichen
Umstinden die Induk-
tivitat keinen EinfluB auf
die Ausbildung des Wel-
lenschwanzes hat.

In Abb. 18, 19 und
20 ist der zeitliche An-
stieg der Spannung fiir
verschiedene Verhaltnisse
gezeichnet. Nach dem
Eintreffen der Wellenstirn
nahert sich die Welle nur
langsam ihrem Endwert.
Abb. 20 zeigt den Span-
nungsanstieg an einer
nahezu verzerrungsfreien
Leitung, wobei ersichtlich
der Wellenschwanz fast
verschwindet.

50. Fortpflanzung von
Sinuswellen. Bisher ha-
ben wir Strom- und Span-
nungswellen untersucht,

Z26' 9%
/
5 /
e
4 /(
3 A
/ d
2 7
7
0
780 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380
T=atl
Abb. 14, Stromwelle auf der Leitung
1 R
(z =200; 7= 0,02645) .
J(%I) —
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Abb. 15. Strom in der Leitung (% g ‘L= 10).
7-(4%) -
o /
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—_ 4t
Abb. 16. Strom im Kabel. ©~ z3p0

welche durch einen EinheitsstoB der Spannung erregt werden. Von
weit groBerem technischen Interesse ist die Erforschung der Vor-

*
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ginge, welche der plotzliche Eingriff einer am Leitungsanfang
wirkenden Sinusspannung verursacht. Um diese Aufgabe zu iiber-
sehen, spaltet man zweckmiBig die Wellen (27) und (28) in je zwei
Komponenten:

I 7a=e"42+1t
V ‘ @ fir 7>ax. (29)
U=e 4=+ T()

Hier geben die iiberstrichenen Komponenten I_(t) und ﬁ(t) gemiaf De-
finition die Differenzen zwi-

7-Ze*5%

26— ——F=r—T—T— schen den Gesamtwellen und
42 den ,,Stirnwellen an; sie

/ schildern den eigentlichen Ver-
o zerrungsvorgang. Wirkt daher
o4 der Spannungssto8 f(¢), so er-
0 halt man nach Verstreichen
780 200 220 240 260 280 300 320 340 360 B0 jor Laufzeit die Wellen

T=al
Abb. 17. Strom auf der Leitung
1R '
(zzzoo; §7+—Gz_00353 IV%r«e“"”f(t——%)
Tr-362 =0,01765). 0
Vs +[1e—t) It
% z
05 o e (30)
a4 =t x
T U=et5f(1—2)
43 / 0
42 vd +[1e—t) U@,
47 7 -
02 4 6 8 W 1 W 6 B W wobe
=gt - dI =, dU
’ ()
I'=2a U=

Abb. 18. Spannung auf der Leitung (; 5 z= 3)

gesetzt ist.

Die hier auftretenden Integrale kénnen auf demselben Wege disku-
tiert werden, den wir bei der entsprechenden Aufgabe des induktions-
freien Kabels beschritten haben; sie ergeben wesentlich dieselben Wellen-
typen, die wir dort kennenlernten. Daher ist der Hauptunterschied
in den ersten Komponenten der Gleichung (30) gegeben, welche un-
verzerrt mit der Frontgeschwindigkeit a fortschreitende Wellen dar-
stellen. Wenn daher am Anfang der Leitung eine sinusférmige Span-
nung sin w ¢ wirkt, so erhalt man
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— t
L . \ . = .
IVZ,=e“’“smw(t—%)—}—fsmm(t—tl)I(tl)dtl fir ¢> -,
z

z
0

U=et5sino(t—= )+ [smo@—t) U t)dy, fir >
x

a8

a

Offenbar sind die ersten Glieder dieser Ausdriicke identisch mit der
wohlbekannten Spannungs- und Stromverteilung des eingeschwungenen
Zustandes, vorausgesetzt,

daB man die Betriebsfre- (%0’6

quenz so wahlt, dal Damp- o5 /(‘//
fungsziffer und Phasen- ou

geschwindigkeit mit den ’ %

entsprechenden Grenzwer- %9

ten fiir unendlich anwach- 02 ,/

sende Frequenz vertauscht o7 /

werden diirfen. Anderer- ’

seits nehmen die Integrale 7% 20 3 w 0 60 w 0 90 w0
in (30) mit zunehmender z-ot
Frequenz dauernd ab. Abb. 19. Spannung auf der Leitung (%% x=6).

Hochfrequente Felder er-
reichen daher im wesent- , ;45
lichen ihren Endwert un- %
mittelbar nach Verstrei- goos
chen der Laufzeit, und die
verzerrten Wellenschwianze 004
werden unmerklich

schwach. Alle diese Ergeb- ~ 40%
nisse folgen erst aus der

—

Beriicksichtigung der In- 0 7 2 3 4 6

3
duktivitdt, so daBl man &=

ihre grundlegende Bedeu- Abb. 20. Spannung auf der Leitung

tung fiir alle Wechselstrom- (—;g-z: ; %GZ -x=2)-
iibertragungen  erkennt,

wobei ihr die Abnahme der Verzerrung zu danken ist. Wir miissen
indes darauf hinweisen, daB fiir sehr lange Leitungen und hinreichend
groBer Dampfung die Integrale in (30) im allgemeinen durchaus zu
beachten sind, es sei denn, daB gleichzeitig die Frequenz sehr hoch
ansteigt. Z. B. ist in langen Seekabeln die Wechselstromddmpfung
so groB, daB gerade die ersten Komponenten in (30) sehr klein werden
und man merklich nur die zweiten Komponenten erhalt. In diesem

(31
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Falle ist also der Verzerrungsvorgang entscheidend, Wechselstrome
sind dann firr die Kabeltelegraphie ungeeignet.

Diese Verhiltnisse lassen sich ein wenig einfacher iibersehen, wenn
wir auf die entsprechende Diskussion der Wellenausbreitung im in-
duktionsfreien Kabel zuriickgreifen. Der Vergleich zeigt, daB bei
hinreichend hoher Frequenz das Integral (30) annihernd durch

15
2@
gegeben ist. Daher lautet die gesamte Stromwelle
1 . 1=
—Z-e—‘"‘mnw(t—%)—*—gl’(t) (32)
und éhnlich die Spannungswelle
. x )
e‘“smw(t—;)-{—;U(t). (32a)

Wenn nun die gesamte Dampfung A« groB ist, erreichen die voriiber-
gehenden Komponenten der Wellen (32), (32a) Werte, welche die durch
die ersten Glieder reprisentierten Felder des eingeschwungenen Zu-
standes erheblich iiberwiegen.

VIII. Wanderwellen au