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Yorwort.

Aus dem groBen Gebiete der technischen Warmelehre 1i8t sich
als ein Teilgebiet die Lehre von der Wirmeiibertragung abspalten.
Mit diesem Worte , Warmeiibertragung* soll die Gesamtheit jener
Erscheinungen bezeichnet werden, welche in der Uberfithrung einer
Wirmemenge von einer Stelle des Raumes nach einer anderen Stelle
bestehen. Diese Erscheinungen, welche durch die Worte — Wirme-
leitung, Wéarmeiibergang und Wiarmestrahlung — gekennzeichnet
gind, spielen in der gesamten anorganischen und organischen Natur
-eine tiberaus wichtige Rolle. Von besonderer Bedeutung sind sie fiir die
Technik, wie das die nachstehenden drei Gruppen von Beispielen zeigen.

Die erste Gruppe umfaBt die Feuerungsanlagen mit ihren Neben-
einrichtungen, so die Dampfkessel mit ibren Uberhitzern und Vor-
wiarmern, die Kondensatoren, die gesamten Feuerungsanlagen der
Ziegelei-, Zement-, Kalk-, Glas- und Porzellan-Industrien, der che-
mischen Industrie und des Hiittenwesens, die Winderhitzer der Eisen-
hiittenwerke, sowie iiberhaupt alle Arten von Regeneratoren und
Rekuperatoren und die Apparate der Kilteindustrie und der Heizungs-
und Liiftungstechnik.

Die zweite Gruppe betrifft jene Aufgaben, die in der Beseitigung
einer schadlichen Erwirmung bestehen, so bei der Ableitung der Rei-
bungswirme aus Lagern, bei der Kiihlung der Zylinder von Verbrennungs-
motoren und Kompressoren und insbesondere bei der Kiihlung elek-
trischer Maschinen.

Bei der dritten Gruppe handelt es sich um die Aufgabe, einen Raum
oder einen Korper gegen Wirmeaufnahme oder Wirmeabgabe mog-
lichst zu schiitzen, also um die Aufgabe der Isolierung.

Die Aufgaben der Gruppe 1 und 2 verlangen méglichste Vermehrung,
die Aufgaben der Gruppe 3 mdoglichste Beschrinkung der Warmeiiber-
tragung.

Durch zahlreiche theoretische und experimentelle Arbeiten ist die
physikalische Natur der verschiedenen Arten der Warmeiibertragung
ziemlich geklart. Dagegen ist unsere Fihigkeit, die Vorginge messend
und vor allem rechnend zu verfolgen, nur sehr gering und doch ist es
klar, daB es in all den obengenannten Fallen der Technik nicht geniigt,
wenn sie die Mittel kennt, welche die Wiarmeiibertragung steigern oder
mindern, sondern sie will durch Rechnung die Wirkung einer Ma8-
nahme zahlenmiBig vorausbestimmen kénnen. Diesem dringenden
Bediirfnis der Technik steht aber, wie schon oben erwahnt, die Unzu-
linglichkeit unseres Wissens entgegen. Daf} dieses Miverhiltnis zwischen
Bediirfnis und Fahigkeit immer noch besteht, muB bei der Bedeutung
der gestellten Aufgabe befremden. Mit der Erklirung, der man haufig
begegnet, daB lediglich ein Ubersehen dieses Gebietes seitens der tech-
nischen Forschung vorliege und daB das Versiumte nun schleunigst
nachzuholen sei, ist die Lage nicht gekennzeichnet. Die Griinde miissen
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tiefer liegen; sie konnen erst am Schlusse des Buches eingehender be-
sprochen werden. Wir miissen uns vorerst mit der kurzen Erklirung
begniigen, daBl sich die technische Forschung immer wieder durch die
einfache Erscheinungsform der Vorginge verleiten lie, mit zu nahe-
liegenden Vorstellungen und zu einfachen rechnerischen Hilfsmitteln
an die Probleme heranzutreten. Man wollte mit einfachen Faustformeln
auskommen und die darin vorkommenden Beiwerte lediglich *durch
Versuchsreihen bestimmen, aber dabei hatte man sich noch nicht iiber-
zeugt, ob diese Formeln auch annéhernd der Ausdruck der Naturgesetze
sind — oder kiirzer — man suchte Zahlenwerte noch bevor die Gesetze
bekannt waren.

Erst die letzten beiden Jahrzehnte brachten Arbeiten, welche er-
kennen lassen, daBl wir am Beginn eines neuen Fortschritts stehen.
Diese Arbeiten zeigen aber, daf} fiir jeden, der sich mit den Aufgaben
der Wirmeiibertragung befaBlt, sei er Ingenieur oder technischer Phy-
siker, die Notwendigkeit besteht, auler mit den Erfahrungen der Praxis
auch mit den einschligigen wissenschaftlichen Grundlagen vertraut
zu sein. Der Erwerb dieser Kenntnisse ist aber dadurch ungemein
erschwert, daB die einschligigen Arbeiten in den verschiedensten Lehr-
biichern und Zeitschriften der Technik, der Experimentalphysik, der
theoretischen Physik und der reinen Mathematik verstreut sind und
dafl die Art der Darstellung je nach dem Leserkreis, fiir den die Ar-
beiten bestimmt sind, eine sehr verschiedene ist.

Aus dem Gesagten ist zu erkennen, dafl eine Zusammenfassung
und einheitliche Darstellung des ganzen Gebietes im Interesse der
Technik liegt. Das vorliegende Buch ist ein Versuch, diesem Bediirfnis
gerecht zu werden. Bei seiner Abfassung stellte ich mir die Aufgabe,
unsere gegenwirtige Kenntnis von den Gesetzen der Wérmeleitung
in festen Korpern, Flissigkeiten und Gasen zusammenzustellen, so-
weit sie fiir die technische Forschung oder unmittelbar fiir die Praxis
von Nutzen ist'). In Anbetracht der Eigenart des Gebietes kam es
mir aber darauf an, auch die Grenzen und Liicken unseres Wissens
klar hervortreten zu lassen. Deshalb habe ich die behandelten Probleme
nicht ausschliefilich nach Mafgabe ihrer Losbarkeit gewihlt, sondern
mit Auswahl und in tunlichster Kiirze auch solche Probleme besprochen,
deren Loésung zur Zeit noch nicht gelingt.

Es darf hier die Bemerkung eingeschaltet werden, daB die mathe-
matisch-physikalischen Methoden, die in diesem Buche entwickelt werden,
auch bei der Lésung anderer technischer Aufgaben sinngeméfle Anwen-
dung finden koénnen, so bei der Entgasung von Brennstoffen, ferner
bei dem Auflosen fester Koérper in Flissigkeiten, bei der Trocknung
feuchter Koérper und iiberhaupt bei allen Vorgingen mit Diffusion.

An mathematischen Kenntnissen habe ich nur die Grundziige der
hoheren Mathematik vorausgesetzt. Was dariiber hinausgeht, wie
etwa den Begriff der Randwertaufgaben, die Fourierschen Roihen
1) Meine urspriingliche Absicht, auch die Vorginge der Verdampfung und
Kondensation und die Vorginge der Wirmestrahlung zu behandeln, mufBte
ich aufgeben, da ich nach der jahrelangen Unterbrechung, die die Bearbeitung
des Buches durch den Krieg erfahren hatte, bald zu einem Abschlufl kommen muBte.
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oder die Besselschen Funktionen, habe ich im Buche selbst entwickelt,
denn ich wollte es unbedingt vermeiden, denLeser auf rein mathematische
Lehrbiicher verweisen zu miissen, deren Studium ihm neuerdings Zeit
gekostet hatte. Allerdings diirfen diese Entwicklungen nicht in dem
Sinne verstanden werden, wie der Mathematiker seine Lehrsitze dar-
legt und beweist. Es kam mir vielmehr darauf an, an Hand der be-
sprochenen physikalischen Vorginge Zweck und Methode eines mathe.
matischen Verfahrens zu zeigen, soweit dies fir das Verstiandnis des
Buches notwendig ist. Wenn dann der Leser auf diese Weise das Wesen
der mathematischen Operation erfafit hat, dann wird es ihm viel leichter
sein, an Hand der einschligigen mathematischen Literatur sich noch
weiter zu orientieren, falls er aus personlichen Griinden hierzu das
Bediirfnis haben sollte.

Die Formeln, die am Ende der Ableitungen sich ergeben, enthalten
haufig Potenzfunktionen, Exponentialfunktionen, natiirliche Loga-
rithmen und Reihen ; sie wiirden also zu umstéindlichen und zeitraubenden
Zahlenrechnungen fithren. Ich habe diesem Nachteil dadurch zu be-
gegnen gesucht, dal ich die Formeln fiir die hdufigst vorkommenden
Gebiete durchgerechnet und die Ergebnisse in Zahlentabellen oder
Kurvendarstellungen zusammengestellt habe. Ich hoffe damit vor
allem einem Bediirfnis der Praxis entgegengekommen zu sein.

Auf den ersten Seciten des Anhanges findet der Leser einc Zusammen-
stellung der im Buch gebrauchten Buchstabenbezcichnungen. Ich
habe mich natiirlich zuerst bemiiht, mit den vom Ausschuf} fiir Einheit
und Formelgréfen vorgeschlagenen Bezeichnungen auszukommen, muBte
aber bald das Unmégliche dieses Vorhabens einsehen. Ich kam viel-
mehr zu der Uberzeugung, daB es grundsitzlich nicht méglich ist, dic
gesamte Naturwissenschaft und Technik auf eine gréBere Zahl von
Bezeichnungen festzulegen. Es hétte geniigt, fiir dic Dimensionen des
Raumes, die Zeit und dic Temperatur einheitliche Bezeichnungen fest-
zulegen und im ibrigen jedem Zweig der Technik, wie etwa dem
Wasserkraftmaschinenbau oder der Elektrotechnik die Ausarbeitung eines
gesonderten Systemes zu iiberlassen. Dies wire moglich gewesen und
hitte sich dann auch wirklich eingefithrt. Ich habe nun versucht,
unter Anpassung an die heute meist gebrauchlichen Bezeichnungen ein
solches System fiir das Gebiet der Wirmeiibertragung aufzustellen.

Bevorich dieses Vorwort schlieBe, méchte ich noch der Jahre gedenken,
in denen ich im Laboratorium fiir technische Physik an der Technischen
Hochschule in Miinchen titig war. Da die Wirmeiibertragung zu den
bevorzugten Arbeitsgebieten dieses Laboratoriums gehort, fand ich hier
nicht nur die Einfiihrung in die wissenschaftliche Behandlungsweisc
der Probleme, sondern auch einen ersten Einblick in die einschlagigen
Bediirfnisse der Praxis. Ich ergreife die Gelegenheit, um meinem ver-
ehrten Lehrer, Herrn Professor Knohlauch, von dem ich auch noch
in spiiteren Jahren vielfache Anregung erhalten habe, meinen verbind-
lichsten Dank auszusprechen.

Miinchen, im Oktober 1920.
H. Grober.
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Einleitung.

Nach der im Vorwort gegebenen Definition umfaft der Begriff
,,Wirmeiibertragung** die Gesamtheit jener Erscheinungen, die in der
Uberfilhrung einer Warmemenge von einer Stelle des Raumes nach
einer anderen Stelle bestehen. Diese Ortsverinderung der Warme ist
auf drei ihrem Wesen nach ginzlich verschiedenen Wegen mdoglich.
Diese drei Arten des Wirmetransportes sollen nun in ihren Haupt-
ziigen gekennzeichnet werden.

Die erste Art der Wirmeiibertragung ist diejenige durch Leitung.
Sie ist dadurch ausgezeichnet, da3 ihr Auftreten an das Vorhanden-
sein von Materie gebunden ist und daf3 ein Warmeaustausch nur zwischen
den unmittelbar benachbarten Teilchen des Korpers stattfindet. Man
kann sich den Vorgang so vorstellen, daBl die Warme von Teilchen zu
Teilchen weiterwandert.

Die zweite Art der Wirmeiibertragung ist die Warmeiibertragung
durch Konvektion oder Fortfithrung. Sie tritt auf, wenn mate-
rielle Teilchen eines Korpers ihre Stelle im Raum #ndern, wobei sie
ihren Wirmeinhalt mit sich fortfithren. Dieser Vorgang findet in
stromenden Fliissigkeiten und Gasen statt und ist, falls nicht in der
ganzen stromenden Masse Temperaturgleichheit herrscht, stets von
der Wirmeleitung von Teilchen zu Teilchen begleitet. Solange wir
nur Stellen im Innern der Strémung betrachten, solange wir uns also
um die Vorgange an den festen Begrenzungswinden und an der Ober-
fliche nicht kiimmern, konnen wir die beiden ersten Arten des Wirme-
transportes in der Bezeichnung Wiarmeleitung in stréomenden
Koérpern zusammenfassen. Wenn wir dagegen die festen Begrenzungs-
winde mit in die Betrachtung hereinziehen, so werden wir im allge-
meinen einen Wiarmeausstauch zwischen den Winden und den stro-
menden Korpern beobachten, der dadurch zustande kommt, da8 die-
jenigen Teilchen des Korpers, die in der Nihe der Wand sind, von dieser
Wand Wirme aufnehmen und mit sich fortfilhren. Man nennt diesen
Wiirmeaustausch den Wiarmeiibergang durch Konvektion, auch
kurz den Warmeiibergang.

Eine besondere Art des Wirmeiiberganges ist dann gegeben, wenn
an der Grenze zwischen Wand und Strémung eine Aggregatzustands-
anderung des stromenden Korpers eintritt. Es ist dies der Fall beim
Wirmeiibergang von Heizflichen an verdampfende Fliissigkeiten, von
sich kondensiercnden Dimpfen an Kiihlflichen und beim Auftauen
und Gefricren.

Grober, Wirmeleitung und Wiarmeiibergang. 1



2 Einleitung,.

Bei allen Vorgingen des Wirmetransportes durch Konvektion
haben wir eine wichtige Unterscheidung zu machen hinsichtlich der
Ursachen der Stromung. Wenn in einer Flissigkeits- oder Gasmasse
ortliche Temperaturungleichheiten vorhanden sind, so sind dieselben
von Ungleichheiten der Dichte begleitet und diese fithren zu einer
Strémung in der Masse. Sind nun diese Dichteungleichheiten dic einzige
Ursache der Stromung, so sprechen wir von einer freien Strémung
(auch von einem Stromungsfeld aus inneren Ursachen). Vielfach sind
aber noch andere von auflen kommende Ursachen fiir das Auftreten
und Fortbestehen der Stromung vorhanden. Ist im Grenzfall deren
Wirkung so groBl, dafl die Ungleichheiten der Dichte keinen Einfluf}
gewinnen kénnen, so sprechen wir von eciner aufgezwungenen Stro-
mung (von einem Stromungsfeld aus &ufleren Ursachen).

Die dritte Art der Wiarmeiibertragung ist dahn gegeben, wenn die
Wiarme an einer Stelle des Raumes in cine andere Energieform iiber-
geht, in dieser Gestalt den Raum durchmifit und an einer zweiten Stelle
sich ganz oder teilweise in Wiarme zuriickverwandelt. In dieser groBen
Gruppe von Erscheinungen ist der wichtigste Fall der voriibergehende
Ubergang in strahlende Energie, kurz die Warmestrahlung genannt.

Diese verschiedenen Arten des Wirmetransportes treten, selten
allein auf, sondern meist in irgendeiner Weise miteinander kombiniert.
Sie kénnen dann den Eindruck einer durchaus einheitlichen Erscheinung
machen und unter Umstinden kann es sogar zweckmiBig sein, sie in
der Rechnung als solche zu behandeln. Zwei Fille sind da herauszu-
heben.

Der erste Fall ist der Warmeverlust, den ein heiler Korper erleidet,
der an Luft grenzt und sich ohne kiinstliche Kiihlung abkihlt. Er
verliert seine %V'zlrme durch Strahlung in die kdltere Umgebung sowie
durch Leitung und Konvektion seitens der umgebenden Luft. In diesem
Falle faflt man die drei Arten des Warmetransportes zusammen unter
dem Namen Gesamtabkithlumg bzw. bei einem kalten Kdérper in
heiler Umgebung unter dem Namen Gesamterwédrmung.

Eine zweite hiervon ganz verschiedene Art der Zusammenfassung
ist dann moglich, wenn dieselbe Warmemenge aus einem ersten stro-
menden Kérper an die feste Begrenzungswand dieser Stréomung tiber-
geht, diese Wand durchsetzt und auf der Gegenseite in einen zweiten
stromenden Kérper iibertritt. Dieser Vorgang in seiner Gesamtheit
betrachtet heifit Wiarmedurchgang.



I. Die Wirmeleitung in festen Korpern.

Die analytische Theorie der Wéarmeleitung nimmt auf das molekulare
Gefiige der Stoffe keine Riicksicht, sie betrachtet also die Materie nicht
als eine Vielheit von einzelnen Massenpunkten, sondern als Kontinuum.
Dies hat zur Folge, dafi wir uns bei allen Ableitungen dic betrachteten
Riume und auch die Differentiale dieser Rdume doch noch groli vor-
stellen miissen im Vergleich zur GréBe der Molekiile und auch im Ver-
gleich zum Abstand zweier Molekiile.

Wo nicht ausdriicklich das Gegenteil bemerkt ist, sollen die Kérper
als homogen und isotrop vorausgesetzt werden.

A. Die mathematischen Grundlagen.

1. Das Temperaturfeld und das Feld des Wiirmeflusses.

a) Das Temperaturfeld. Dic mathematische Physik spricht von dem
,Feld einer Zustandsgrofie in einem gegebenen Augenblick® und sie
versteht darunter die Gesamtheit der Werte, die diese ZustandsgroBie
(Dichte, Temperatur, Geschwindigkeit usw.) an allen Stellen ecines
Raumes in dem gegebenen Augenblick aufweist, und zwar betrachtet
sie diese Werte im Hinblick auf ihre GréBe und riumliche Verteilung.

Rechnerisch findet das Feld seine Darstellung durch eine Gleichung.
Bezeichnet z. B.: T die absolute Temperatur, x, y, z die Raum-
koordinaten im kartesischen System und r die Zeit, so ist eine
Gleichung von der Form

T= F (x’ )?1 Z’ T)
der rechnerische Ausdruck eines Temperaturfeldes. In Zylinderko-
ordinaten wiirden wir erhalten:

T=TF(r, ¢, 2, 7)
und in Kugelkoordinaten

T=F(r, ¢ v 1)
und endlich konnen wir uns noch der vektoriellen Darstellung bedienen
mit der Schreibweise

T=TF (r, 1)

wobei dann der Ort nicht durch drei Raumkoordinaten, sondern durch
den Radiusvektor r festgelegt ist.

Wenn man in einem solchen Feld von einem beliebigen Punkt aus
nach den verschiedenen Richtungen des Raumes vorwirts schreitet, so

l*
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beobachtet man im allgemeinen eine Anderung dieser Zustandsgrofe.
Sind fiir alle Richtungen bei unendlich klein gehaltenen Schritten auch
diese Anderungen unendlich klein, so heiBt das Feld in diesem Punkt
stetig. Ist auch nur in einer Richtung die Anderung von endlichem
Betrag, dann heift das Feld im untersuchten Punkt unstetig. Diese
Bezeichnungen werden auf das ganze Feld iibertragen, indem man
ein Feld, das gar keine Stelle unstetigen Verlaufes enthilt, als ein stetiges
Feld bezeichnet.

Unter einem ,,Aufpunkt* versteht die mathematische Physik in
erster Linie jenen Punkt eincs Feldes, fiir den der Aufgabe gemiB die
ZustandsgroBe zu bestimmen ist, in zweiter Linie iiberhaupt einen fiir
die Betrachtung besonders hervorgehobenen Punkt.

Was sonst noch an Begriffen aus der Lehre der skalaren- und der
Vektorfelder zu erliutern ist, soll an dem Beispiele des Temperatur-
feldes entwickelt werden.

Nach dem oben Gesagten ist das Temperaturfeld im Innern eines
Kérpers die Gesamtheit der Temperaturen an allen Stellen im Korper.
Da die Temperatur eine skalare GroBe ist, d. h., da eine einzige Zahl
mit ihrem Vorzeichen geniigt, um ihren Wert festzulegen, so heif3t auch
das Temperaturfeld ein skalares Feld.

Ist das Temperaturfeld im Punkt A stetig, so werden sich von A
aus immer-solche Richtungen finden lassen, in denen sich die Temperatur
gar nicht dndert. Man gelangt so zu
Nachbarpunkten, die die gleiche Tem-
peratur wie Punkt A besitzen und die
man zu Ausgangspunkten fir neue
Schritte wahlen kann. Durch fortge-
setzte Wiederholung dieses Verfahrens
wird im Korper eine Fliache festgelegt,
die nur Punkte gleicher Temperatur ent-
halt, also eine Fliche konstanter Tem-
peratur oder eine isothermische Fliche.
In Fig. 1 ist ein Stiick eines Temperatur-
feldes mit eingezeichneten Isothermen

Fig. 1. Temperaturfeld mit O, O 46, 04206 usw. dargestellt.
Isothermen. Hierbei ist — wie auch im folgenden
— unter @ die Temperatur zu ver-
stehen, bei noch ganzlich willkiirlich gelassenem Nullpunkt der
Zihlung. Da an derselben Stelle nicht zwei Temperaturen zugleich
herrschen konnen, so kénnen sich auch zwei Flachen verschiedenen
Temperaturwertes niemals schneiden. Ferner kann eine Fliache kon-
stanter Temperatur innerhalb eines Kérpers keine Begrenzung besitzen,
sondern sie mufl entweder an der Oberfliche endigen oder sie muB in
sich geschlossen sein und ganz im Innern des Kérpers verlaufen.

b) Der Temperaturgradient. AuBer den bereits erwahnten Richtungen
von A aus gibt es noch eine einzelne, ausgezeichnete Richtung, nimlich
jene Richtung, bei der die Anderung der Temperatur am groBten ist.
Sie ist z. B. (vgl. Fig. 1) fiir den Punkt A gegeben durch die kiirzeste
Verbindung von A aus nach der nichstgelegenen, isothermischen Fliche,




Das Temperaturfeld und das Feld des Wirmeflusses. 5

also durch die Richtung des Lotes auf diese Fliche. Der Betrag dieser
Anderung bei festgehaltener GroBe des Schrittes ist umgekehrt pro-
portional der Lénge des Lotes. Es ist also durch die Beschaffenheit
des Feldes in unmittelbarer Nahe des Punktes A ein Vektor bestimmt,
dessen Richtung die obengenannte Richtung stirkster Anderung ist,
und dessen absoluter Betrag gleich dem Wert der Temperaturinderung
pro Lingeneinheit dieses Weges ist. Das Vorzeichen des Vektors wollen
wir so festlegen, dafBl wir ihn positiv nennen in der Richtung der zu.
nehmenden Temperatur. Dieser Vektor heifit der Gradient des Tem-
peraturfeldes im Punkt A oder kurz der Temperaturgradient, der Tem-
peraturanstieg. Bezeichnet @ die Temperatur, so wird dieser Vektor
durch das Symbol ,,grad @* dargestellt. Der negative Wert dieses Vek-

tors also ,,— grad @‘ heifit das Temperaturgefille.
Der absolute Betrag des Gradienten ist von der Dimension: Grad

X m—1;

In vielen Schriften wird die Wahl iiber das Vorzeichen so getroffen,
daB das Temperaturgefille mit 4 grad @ bezeichnet wird. Sehr héufig

wird auch statt des Symboles ,,grad* das Symbol ,,\/‘ verwendet, z. B.
in der technischen Mechanik von Foéppl.

Ebenso wie fiir den Punkt A 1a8t sich fiir jeden Punkt des Feldes
der Gradient bestimmen. Die Gesamtheit dieser Vektoren bildet ein
neues Feld, das Feld des Temperaturgradienten. Die Schar der Flichen
konstanter Temperatur bestimmt zugleich das Feld dieses Vektors,
denn die Richtungen der Vektoren sind gegeben durch die Linienschar
der orthogonalen Trajektorien dieser Flachen und die absoluten Betrige
der Vektoren sind dem Abstand zweier aufeinanderfolgender Flichen
umgekehrt proportional mit einem Proportionalititsfaktor, der von den
gewdhlten MaBeinheiten abhingt.

¢) Der WirmefluB. Jeder Korper, in dem nicht vélliges Temperatur-
gleichgewicht herrscht, ist von Warmestromungen erfiillt. Zur mathe-
mathischen Darstellung dieses Stromungsfeldes bedienen wir uns eines
neuen Vektors &), der als WiarmefluB bezeichnet sein soll. Seine
Bedeutung ergibt sich aus der folgenden Definition:

,sunter dem WirmefluB an einer Stelle des Feldes versteht man
einen Vektor, der durch seine Richtung die Richtung der Warmestro-
mung und durch seinen absoluten Betrag die Stirke oder Intensitit
der Warmestromung angibt. Diese Intensitit wird gemessen durch die
Wiarmemenge, die durch ein Flichenstiick von der GréBe, ,,Eins®,
das man an der untersuchten Stelle senkrecht zur Stromungsrichtung
anbringt, in der Zeiteinheit hindurchstrémt.*

Der Vektor ist also von der Dimension

[ W.E. ]
m? - Std.

Fiir einen festen Korper, in dem die Wirmeiibertragung ausschlief-
lich durch Leitung erfolgt, kann der WirmefluBl an einer Stelle in ein-
facher Weise aus der Beschaffenheit des Temperaturfeldes in unmittel-
barer Nihe dieser Stelle abgeleitet werden. Da fiir jede Stelle im In-
neren eines homogenen und isotropen Korpers der physikalische Zu-
stand symmetrisch zur Richtung des Temperaturgefilles ist, so kann die
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Wirme nur in Richtung des Temperaturgefilles selbst strémen. Die
beiden Vektoren Temperaturgradient und Wirmeflul miissen also in
einer Geraden liegen. Und weil die Wiarme erfahrungsgemif immer
in Richtung des Temperaturgefilles strémt, so haben die beiden Vek-
toren entgegengesetzte Richtung. Die nichstliegende Annahme iiber
die Intensitdt der Warmestromung ist die, den Warmeflufl der ersten
Potenz des Temperaturgefalles proportional zu setzen und in der Tat
ist diese Annahme bereits von Biot und Fourier gemacht worden.
Die Wahl der Exponenten ,Eins‘ ist nicht gerade willkiirlich zu nennen,
denn schon diese beiden Forscher haben versucht sie theoretisch zu
begriinden ; aber ihre Berechtigung hat sich doch erst dadurch erwiesen,
dal alle Folgerungen aus ihr mit der Erfahrung iibereinstimmen. -

Die beiden Annahmen iiber Richtung und Grofle des Warmeflusses
ermoglichen uns die Aufstellung der einen Grundgleichung der Wirme-
leitung. Diese lautet:

Q=21 (—grad@)=—ji-grad@. . . . ... (1)
und bringt den Zusammenhang zwischen dem Feld des Warmeflusses
und dem Temperaturfeld in mathematischer Form zum Ausdruck.

Da auf jeder Seite der Gleichung nur ein Vektor steht, so miissen
die beiden Vektoren in einer Geraden liegen. Daf3 ihre Richtung ent-
gegengesetzt ist, erhellt aus dem entgegengesetzten Vorzeichen. Der
Proportionalititsfaktor 4 ist eine skalare Gréfe und seinem Werte nach
von der Natur und dem physikalischen Zustand jenes Korpers abhéngig,
der das Feld erfiillt. Er hei3t die Warmeleitfahigkeit (innere Warmeleit-
fahigkeit), der Substanz. Die W.L.F. ist wie alle Stoffwerte mit Druck
und Temperatur verinderlich. Sowohl der Zahlenwert bei einer be-
stimmten Temperatur als auch die Anderungsgesetze mit Temperatur
und Druck sind nur durch den Versuch zu bestimmen.

Durch Einsetzen der Dimensionen von £, und grad € erhilt man
die Dimension der W.L. F. zu

m. Std. Grad]’

d) Der Wiirmetransport durch eine beliebige Fliche. Nach der Defini-
tion des Warmeflusses geht durch ein Flichenstiick von der Grdfe
,Eins*“, das senkrecht zum Temperaturgradienten steht, die Wirme-
menge £\ in der Zeiteinheit in Richtung des Gradienten hindurch.

Ein Flichenstiick von der Grofle df, dessen Normale mit dem Gra-
dienten den Winkel a bildet, wird dann von einer Wiarmemenge durch-
setzt, deren absoluter Betrag gegeben ist durch

lg|=|Q| -df -cosa=— 1-|grad@|-cosa-df . . . (2a)

Diesem absoluten Betrag kann man in zweierlei Weise eine Richtung
zuordnen. Das Nichstliegende ist von der Wirmemenge zu sprechen,
die durch df in Richtung des Gradienten hindurchtritt, also in einer
Richtung, in der df nicht seine ganze GréBe darbietet. Diese Auffas-
sung kommt zum Ausdruck in der Gleichung ;

q=—~1-grad@ -{cosa-dff . . . . . .. (2b)
Andererseits kann man auch von einem Wirmetransport normal zum
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¥lichenelement sprechen. In diesem Falle kommt zwar die ganze
Fliche df, dafiir aber nur die Normalkomponente des Wéarmeflusses
in Rechnung. Dem entspricht dic Gleichung

On=—A-{grad@ - cos ajdf= — i grad, @ -df . . . (2¢)

Ist nicht ein einzelnes Flachenstiick, sondern ecine Fliche von end-
licher Ausdehnung gegeben und soll ferner die Rechnung iiber den Zeit-
raum von 7 == 0 bis T = 7 ausgedehnt werden, so ist die gesamte Wirme-

menge ,

Q:~l/dr-/gradn@~df C e e e (2d)

0 Tlache
Durch diese Gleichung sind alle Fragen nach dem Wirmetrans.
port in einem Korper auf die Frage nach der Beschaffenheit des Tem-
peraturfeldes zuriickgefiihrt. Die Bestimmung des Temperaturfeldes ist
somit die Hauptaufgabe der analytischen Theorie der Wéarmeleitung.

¢) Der Laplacesche Differentialparameter 426. Die nachstehende
Doppelgleichung

_/-grad,,@-dfzdiv(gradé?)-dV:A"@-dV oL (8)
o

ist fiir den Kenner der Lehre von den Vektorfeldern ohne weiteres ver-
stindlich. Sie enthilt in ihrem ersten Teil den GauBschen Satz, in
ihrem zweiten Teil eine Anwendung der Vektorformel Nr. IT im Anhang.
Fiir den Leser, welcher diese Lehre nicht kennt, sei der Differential-
parameter 4%@ aus dem Oberflichenintegral heraus erklart. Eine Ab-
leitung oder ein Beweis soll dies nicht sein.

Wir fassen im Temperaturfeld einen Punkt A ins Auge, legen um
ihn eine sehr kleine Kugel und zerteilen ihre Oberfliche in unendlich
kleine Flachenstiicke df. Ferner legen wir durch jedes Flichenstiick
die Normale und nennen die nach auflen gerichtete Normale positiv,
die nach dem Mittelpunkt gerichtete Normale negativ. Der Temperatur-
anstieg in Richtung der duBeren Normalen heit dann - grad,®.

Wenn nun bei einer solchen sehr kleinen Kugel die Temperatur in
Richtung aller dulleren Normalen steigt, also in Richtung aller inneren
Normalen sinkt, dann ist sicher die Temperatur im Mittelpunkt der
Kugel niederer als auf der Oberfliche, oder mit anderen Worten, die
Temperatur ist im Punkte A niederer als in seiner unmittelbaren néchsten
Umgebung. Sind die Werte grad @ fiir alle einzelnen Flachen df positiv,
so ist sicher auch das Integral, genommen iiber die geschlossene Fliche O, |
positiv und zwar um so mehr, je niederer die Temperatur im Punkt A
ist, verglichen mit der Umgebungstemperatur.

Im gegenteiligen Falle, dafl die Temperatur in Richtung aller duleren
Normalen sinkt, ist der Wert des Integrales negativ und die Temperatur
im Mittelpunkt der Kugel hoher als auf der Oberfliche.

Im dritten Falle, daf} fir cinige Flichenstiicke die Temperatur in
Richtung der dulieren Normalen steigt, fiir andere Flichenstiicke fallt,
kann der Wert des Integrales positiv oder negativ ausfallen.
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Aber immer ist der Wert des Integrales ein Mall dafiir, in welchem
Sinne die Temperatur im Aufpunkt vom Durchschnittswert der Um-
gebungstemperatur abweicht. Das Integral gibt also eine wichtige
Eigenschaft des Feldes im Aufpunkt an und man hat deshalb dafiir das
kurze Symbol 426 eingefiihrt.

A20 heiBt der Laplacesche Differentialparameter oder auch der
Differentialparameter 2. Ordnung. In der Literatur finden sich auch
die Bezeichnungen V/% und A. Seine Dimension ist

[ Grad ]
Meter?

Fiir den Fall des rechtwinkelig, geradlinigen Koordinatensystems
soll nun der Wert von 42@ berechnet werden, dagegen sei wegen des
Wertes im Zylinder- und Kugelkoordinatenssystem auf dic Vcktor-
formeln Nr. IX verwiesen.

Zuerst wollen wir ein Temperaturfeld annehmen, in dem die Tem-

peratur nur in der Richtung
|Y der X-Achse veriinderlich
ist und zwar nach der

D= Funktion @ = F(x).
T _'__% Zur Bestimmung des
e ' Oberflachenintegrals geben

wir jetzt dem Raumelement
die Gestalt eines Wiirfels
mit den Kantenlingen Dx,
Dy und Dz. Diejenigen
z —— 1. ul Wiirfelflichen, welche senk-
‘ X %*dc recht auf der Y- und der

Fig. 2. Ableitung von 420 fiir rechtwinkelig- Z-Achse stehen, liefern kei-
goradlinige Koordinaten. nen Beitrag zum Ober-
flichenintegral, weil nach

Voraussetzung die Temperatur von y und z unabhingig ist. Es ver-
bleiben also nur die beiden Wiirfelflichen Dy - Dz. Bezeichnen wir mit

< d 0) dé
= und (a——
X Xo X X, + Dx

den Temperaturanstieg an den Stellen x, und x, + Dx, in Richtung der
wachsenden x gemessen, so nimmt das Integral die einfache Gestalt an
dx dx .
Xo Xo + Dx
Das Minuszeichen tritt deshalb auf, weil der Temperaturanstieg immer
in Richtung der auBeren Normalen zu zéhlen ist, fiir die Stelle x; also
in Richtung abnehmender x.
Fassen wir den Differentialquotienten nach x als eine neue Funktion
@ (x) von x auf, so kénnen wir den letztgeschriebenen Ausdruck auf
die Form

{9 (%o + Dx) — @(x,)} - Dy - Dz
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bringen und darin @(x,+Dx) nach einer Taylorschen Reihe ent-
wickeln :
Dx , Dx* ,
@ (X + Dx)=9p(x) + T ? (x) + 37 ? (x).
Da Dx ein sehr kleiner Wert ist, konnen in dieser Reihe die Glieder von
héherer als erster Potenz vernachlassigt werden. Daraus wird

, d@
@ (xe+ Dx) — @ (xq) = ¢'(x) - Dx:a;i -Dx
und fiir das Oberflichenintegral ergibt sich
2
/grad“Q-dfzg—x@—z— -Dx-Dy -Dz=4%0.4dV.

O

In diesem Falle ist also der 2. Differentialparameter mit dem 2. Dif-
ferentialquotienten identisch.

Ist im allgemeineren Falle die Temperatur nach allen drei Richtungen
veranderlich, so fithrt eine Wiederholung des Gedankenganges fiir die
v- und die z-Richtung zur Gleichung

72060 020 920

é/-grad“Q-df=<W—+—W+W> -Dx-Dy-Dz=4%@ -dV.

f) Die allgemeine Aufgabe der analytischen Theorie der Wirme.
Die allgemeine Aufgabe lifit sich in nachstehende Fassung bringen:
»Xs soll in einem homogenen und isotropen Kérper die Temperatur-

verteilung fiir einen gegebenen Augenblick t bestimmt werden, wenn
bekannt ist:

1. Die Temperaturverteilung zu einem anderen, fritheren oder spi-
teren Augenblick (z. B. zur Zeit 7 = O, also die Anfangstem-
peraturverteilung).

2. Die Einwirkung der Umgebung des Korpers auf seine Oberfliche.
(Es kann z. B. angenommen sein, daf} durch irgendwelche MaB-
nahmen von auflen der Oberfliche des Kérpers eine bestimmte
Temperverteilung aufgezwungen wird und zwar kann diese sowohl
zeitlich konstant als zeitlich verinderlich sein.)«

Die Bedingungen unter 1. und 2. heifien die Grenzbedingungen und

es heiflt 1. die zeitliche und 2. die rdumliche Grenzbedingung.

2. Die Ableitung der Differentialgleichung.

a) Der Grundgedanke. Um die Darstellung méglichst einfach zu
gestalten, setzen wir einige Vereinfachungen, zu denen wir doch spiter
aus mathematischen Griinden gezwungen wiirden, schon jetzt fest.
Erstens soll das Feld von einem einzigen, homogenen Korper erfiillt
sein, zweitens soll dieser Korper als isotrop-angenommen werden.
Drittens sollen die W.L.F., das spezifische Gewicht und die spezifische
Wirme — das sind diejenigen Stoffwerte, die in der Differentialgleichung
als Koeffizienten auftreten werden — als unabhiingig vom Druck und
von der Temperatur angenommen werden. Viertens sollen keine
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Aggregatzustandsanderungen im Felde auftreten. Uber teilweise Auf-
hebung dieser Annahmen siehe spiter S. 103 Abschnitt G.

Der Grundgedanke bei Ableitung der Diffcrentialgleichung ist, daB
die Wirmemenge, die im Inneren eines abgeschlossenen Raumes dV
aus anderen Energiearten entsteht, zum Teil im Inneren des Raumes
selbst bleibt und zu einer Vermehrung des Warmeinhaltes der ein-
geschlossenen Massen fiihrt und zum anderen Teil durch die Oberflache
des Raumes nach auflen tritt. Die im Raumelement dV erzeugte Wirme
mdge mit q,, dic verbleibende Wirme mit q, und die austretende Wirme
mit g, bezeichnet werden. Dann gilt die Gleichung

43 =05+ qs

b) Die Berechnung der einzelnen Wirmemengen. Die entstehende
Warmemenge. Hierbei ist fiir die Rechnung ganz gleichgiiltig, aus
welchen anderen Energiearten die Wirme entstcht; man trigt dem cin-
fach dadurch Rechnung, dafl man innerhalb des Feldes das Vorhanden-
sein von Warmequellen annimmt. Die Ergiebigkeit dieser Quellen ist
durch die Aussage gegeben, sic sollen innerhalb der Raumeinheit und
innerhalb der Zeiteinheit dic Wiarmemenge W hervorbringen. Damit
ergibt sich fiir die Warmemenge die inunerhalb des Raumes dV und
in der Zeit dr erzeugt wird, der Ausdruck

G =W-dV.dr;

Diese Warmequellen kénnen im Feld sowohl stetig als unstetig ver-
teilt sein; durch geeignete Definitionen lassen sich auch flichen-, linien-
und punktformige Warmequellen einfiihren und endlich kann ihre Er-
giebiglkeit sowohl zeitlich konstant als zeitlich verinderlich sein. In
jedem Falle mul} aber das ganze System von Wirmequellen in seinem
raumlichen und zeitlichen Verlauf gegeben sein.

Die aufgespeicherte Warmemenge. Im Aufpunkt moge wih-

rend der Zeiteinheit die Temperatursteigerung 9y 20 beobachten sein.

Bezeichnet y die Dichte des Koérpers und ¢ die spezifische Warme der
Gewichtseinheit, so ist die Warmemenge, die in der Zeit dr, im Raum dV
gebunden wird, gleich
30
q2=c-y-~8—r—-dV-dr;

Dic austretende Warmemenge. Sie berechnet sich mit Hilfe
von Gleichung (2d) aus der Beschaffenheit des Temperaturfeldes. Wenn
df ein Element der Oberfliche des Raumes dV ist, und wenn wieder
wie oben die Flichennormale nach auBlen positiv gerechnet wird, dann
ergibt sich fiir die Wirme, die den Raum dV in der Zeiteinheit verlafit,
der Wert

— Z/graan -df
o

und dies ist nach Gleichung (3) gleich —1.4%20@-dV. Fir den Zeit-

raum dr wird daraus
qy==—4-4*0-dV-dr.
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¢) Die Differentialgleichung. Die Bedingungsgleichung q,=q,-+q
nimmt jetzt die Form an
\V~dV-dt=c-y~%g-dV-dr—7.-A20-dV-dt
oder
[ : 1
WO_t por-low .. 4
ot c-y c-y
Dicse Gleichung ist die zweite Grundgleichung der Wirmeleitung.
Sie ist cine partielle Differentialgleichung mit der Zeit und den drei
Koordinaten des Raumes als unabhingigen und der Temperatur als
abhiingigen Verinderlichen. Sie ist vom ersten Grad (linear), weil in
ihr die abhiingige Verdnderliche @ nur in der ersten Potenz auftritt;
dagegen ist sie von der zweiten Ordnung, weil sie in 420 die zweiten
Ableitungen des @ nach den Raumkoordinaten enthidlt. 4, y und ¢
sind der Voraussetzung gemifl konstante Koeffizienten, und W eine
gegebene Funktion des Ortes und der Zeit.
Bei Einfiihrung eines Koordinatensystems nimmt die Gleichung die
nachstehenden Formen an: (vgl. Vektorformeln IX im Anhang)

in kartesischen Koordinaten:

00 1 [¢*0  0°0 3”9) 1
o W<BT+W+3? _*—c_; f(x,y,z,7) . . (4b)

in Zylinder-Koordinaten:

00 A (620 1 960 1 920 p2@° 1
%:c_&('"a? CE TR g T ) Toy fE e . )

c-y
in Kugel-Koordinaten :
00_ 1 (10 206 156 cxy 10,1 i)
bt c-p \9r2 "1 or r20y?  r2-siny Jy ri-siny O¢?

+ % A ppr). . .. 4d)

wobei bei den Kugelkoordinaten ¢ die geographische Lange und v
den Polabstand, also 90° minus geographische Breite bedeuten.

3. Die Grenzbedingungen.

Jene gesuchte Funktion, die das Temperaturfeld in seinem raum-
lichen und zeitlichen Verlauf wiedergeben soll, muB} in erster Linie der
Differentialgleichung geniigen, um iiberhaupt mit dem Energieprinzip
vertriglich zu sein. Dafl dies aber noch nicht hinreicht, um die Funk-
tion eindeutig zu bestimmen, ergibt sich aus der Bedeutung der Differen-
tialgleichung. Diese sagt aus, wie die zeitliche Temperaturinderung
an einer Stelle des Feldes abhingt von der Beschaffenheit des Feldes
in unmittelbarer Nihe dieser Stelle und von der Ergiebigkeit der dort
befindlichen Wiarmequellen. Sie gibt also nur den Zusammenhang
zwischen den ridumlichen und den zeitlichen Anderungen der Tem-
peratur. Um die Temperaturverteilung selbst finden zu koénnen, mull
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also erstens fiir jede Stelle des Feldes der Ausgangspunkt bekannt sein,
von dem aus die positiven und negativen zeitlichen Anderungen zu zihlen
sind, und zweitens muf fiir diejenigen Raumelemente, die an der Ober-
fliche des Feldes liegen, d. h. fiir diejenigen Stellen, an welchen die
Beschaffenheit des Feldes unmittelbar von auBen beeinfluflt wird, die
Art dieser Beeinflussung bekannt sein.
Der Mathematiker sieht in der gesuchten Gleichung
O=F( 1 ()

worin wir uns unter &, 7, ¢ ein beliebiges Koordinatensystem vorstellen
miissen, eine Angabe iiber den Verlauf der Zustandsgrofle @ innerhalb
eines vierdimensionalen Gebietes und er verlangt zur eindeutigen Los-
barkeit der Aufgabe, das Vorhandensein verschiedener Bedingungen
an der Berandung dieses Raumzeitgebietes. In Anlehnung an dieses
Bild nennt man in der mathematischen Physik die Bedingungen, die
auBer der Differentialgleichung noch erfillt sein miissen, die Rand-
bedingungen und nennt die Aufgaben selbst Randwertaufgaben.

a) Die zeitlichen Grenzbedingungen bestehen in der Angabe einer
skalaren Ortsfunktion @ = F (&, 7, {) = F (t), die die Temperaturver-
teilung zu einer gegebenen Zeit darstellt. Diese Temperaturverteilung
kann ganz willkiirlich sowohl stetig als unstetig angenommen werden.
In den meisten Fillen besteht dann die Aufgabe darin, das Temperatur-
feld in seinem spiteren Verlauf zu berechnen. Die Aufgabe ist im Prinzip
immer 16sbar, wenn auch der gegenwirtige Stand der Mathematik nicht
immer ausreicht um die Ldsung auch wirklich zu finden.

Es ist aber auch die Frage berechtigt, aus welchen friiheren Tem-
peraturverteilungen eine gegebene Temperaturverteilung entstanden sein
kann. Verfolgt man ein gegebenes Temperaturfeld in seinem zeitlichen
Verlaufe nach riickwiirts, so wird man immer zu einer unstetigen Tem-
peraturverteilung gelangen und von da ab wird ein weiteres Verfolgen
des Temperaturverlaufes sinnwidrig. Die Frage nach dem fritheren
Zustand eines Feldes wird in diesem Buche nicht besprochen werden,
da sie im allgemeinen nur funktionentheoretisches Interesse bietet.
Weitere Angaben finden sich in:

Enzykl. d. math. Wiss. II. A. 7c. S. 564/565.

» po » V. 4. S. 177/178.

b) Die riumlichen Grenzbedingungen. Die mathematische Physik
kennt in der Lehre von den Randwertaufgaben drei Arten von Rand-
wertvorschriften, die alle drei auch in der Lehre von der Warmeleitung'
ihre Bedeutung besitzen.

Die erste Art der Randbedingung besteht in der Angabe der Tem-
peraturverteilung auf der Oberfliche des Temperaturfeldes als Funk-
tion des Ortes und der Zeit und zwar muf} sich die Angabe iiber alle
Punkte der Oberfliche erstrecken. Die Funktion selbst ist durchaus
willkiirlich und kann sowohl in bezug auf den Ort als auf die Zeit stetig
oder unstetig sein. Wir werden aber in diesem Buch nur Fille betrachten,
in denen die Oberflichentemperatur entweder konstant oder doch nur
periodisch verénderlich ist.

Die zweite Art der Randbedingung besteht in der Angabe des
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Wiarmeflusses durch jedes Stiick der Oberfliche und zwar wieder als
Funktion des Ortes und der Zeit. Auch diese Angabe ist fiir die ganze
Oberfliche notwendig, die Funktion selbst durchaus willkiirlich.

Die dritte Art der Randbedingung endlich besteht in der Angabe
der Umgebungstemperatur & und in der Angabe eines Gesetzes fiir
den Warmeaustausch zwischen der Oberfliche des Korpers und seiner
Umgebung. Dieser Wirmeaustausch oder Wirmeiibergang wird im
I1. Hauptteil noch eingehend besprochen werden und es wird sich dabei
zeigen, daB dieser Warmeiibergang duflerst verwickelten Gesetzen unter-
worfen ist. Aus mathematischen Griinden ist man aber gezwungen
ein sehr einfaches Gesetz zugrunde zu legen. Als solches wird in der
mathematischen Physik das Newtonsche Abkiihlungsgesetz gewshlt.
Dies besteht in der Annahme, daB die Wéarmemenge q, die ein Ober-
flichenelement d F von der Temperatur @, in der Zeit dz an die Um-
gebung von der Temperatur ¢ abgibt, dem Temperaturunterschied
(©y — B), der GroBe von dF und von dr direkt proportional ist, also
durch die Gleichung

q=a (@, — 9)-dF - -dr

gegeben ist. Der Proportionalitatsfaktor a heilt die Warmeiibergangs-
zahl (= W.U.Z.) und ist ein reiner Erfahrungswert. (In der physikalischen
Literatur findet man dafiir auch die irrefithrende Bezeichnung ,,4uBere
Wirmeleitfahigkeit ‘). Setzt man in die letzte Gleichung die Dimension
von q, @y, #, AF und dr ein, so erhdlt man

m? - Std. - Grad’

Diese Warmemenge q, die das Oberflichenelement dF abgibt,
muB ihm aus dem Inneren des Korpers durch Leitung zustrémen. Sie
mufl also aus der Normalkomponente des Temperaturgradienten —
gemessen in unmittelbarer Ndhe der Oberfliche=(grad,@), — be-
rechnet werden konnen. Gleichung (2) liefert dafiir

q=—21-(grad; @), -dF-dr.
Aus diesen beiden Werten fiir q ergibt sich

(grad,,@)(,:—%.(@o—ﬂ) 8

Diese Gleichung stellt die dritte Art der Randbedingung dar. Sie
kennzeichnet ein Problem dann eindeutig, wenn fiir alle Oberflichen-
teile # und « als Funktionen des Ortes und der Zeit gegeben sind. Diese
Funktionen sind vollstandig willkiirlich.

Eine zeichnerische Darstellung veranschaulicht am besten das
Wesen dieser drei Arten von Oberflichenbedingungen. In den drei
Teilen der nachstehenden Fig. 3 stellt jeweils dF ein Element der Korper-
oberfliche und n die nach auBen positiv gezihlte Normale dar; als
Ordinaten sind die Temperaturen aufgetragen.

Bei der ersten Randwertangabe ist der Wert der Oberflachentem-
peratur @, gegeben, dagegen gehort die Neigung der Temperaturkurve
an der Oberfliche und damit die austretende Wirmemenge zu den

Dimension [a] =
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gesuchten Groflen. Bei der zweiten Randwertangabe ist es gerade um-
gekehrt. Bei der dritten Randwertangabe ist auf der dufleren Normalen
ein Punkt gegeben, durch den alle Tangenten gehen miissen, die man

\i

'\\{i,‘.-\(ym{. &s

.

S

Fig. 3. Dic drei Arten der Oberflichenbedingungen.

in der Oberfliche an die Temperaturkurven legen kann. Dieser Punkt
liegt um die Strecke 1 :a von der Oberfliche entfernt. Gesucht ist
hier sowohl die Oberflichentemperatur als auch die austretende Wirme-
menge.

Fiir das Verhiltnis « : 4 wollen wir den Buchstaben h und die Be-
nennung ,,relative Wirmeiibergangszahl® einfiihren.

B. Uber die Losung von Raﬁdwertaufgahen.

Wihrend der Abschnitt A der Aufstellung der Grundbegriffe und
ciner Besprechung des Wesens der Randwertaufgabe gewidmet war,
sollen in diesem Abschnitt die analytischen Methoden die aus dem
mathematischen Ansatz heraus zur Losung dieser Aufgaben fithren,
erdrtert werden.

Diese analytischen Methoden haben ihren ersten Ausgang von den
Aufgaben der analytischen Theorie der Wirmeleitung durch Fourier
genommen, sind dann auf andere Gebiete der mathematischen Physik
iibertragen worden und in der reinen Mathematik, losgelost von jeder
physikalischen Deutung weiter ausgebaut worden.

Wenn im folgenden diese Methoden wieder ganz vom Standpunkt
der Theorie der Warmeleitung aus abgeleitet werden, so geschieht dies
nicht in Wiirdigung der historischen Verhiltnisse, sondern im Interesse
einer leichtfaBlichen Darstellung. Die einzelnen Rechenoperationen
sollen hierbei nicht so sehr durch mathematisch streng richtige Er-
wigungen bewiesen, als vielmehr durch physikalische Deutung erklirt
werden.

Die erste Einfilhrung soll durch dic Berechnung "einer mdglichst
charakteristischen Aufgabe gegeben werden. Wenn dann Zweck und
Wesen der einzelnen analytischen Methoden durch dieses Beispiel etwas
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gekennzeichnet sind, sollen dicselben Methoden durch eine nochmalige,
allgemeiner gehaltenc Besprechung in ihrer umfassenden Bedeutung
gezeigt werden.

1. Die einfiihrende Aufgabe.

a) Der Wortlaut. Eine unendlich ausgedehnte planparallele Platte
von der Dicke 2X, die aus einem Stoff mit den Werten 2, y und ¢ besteht,
besitzt zur Zeit v = O eine solche Temperaturverteilung, dafl die Tem-
peratur nur vom Abstand von den beiden Oberflachen abhingt, daf} also
die Flichen konstanter Temperatur durch Ebenen parallel zu den Ober-
flichen gebildet werden. Die Oberflichen selbst stehen einer Temperatur
9 gegeniiber und die relative Wirmeiibergangszahl besitze beiderseits

Fig. 4. Abkiihlung einer Platte,

denselben Wert h. Wirmequellen sind keine vorhanden. — KEs ist zu
berechnen, wie sich diese Anfangstemperaturverteilung im Laufe der
Zeit unter dem Einflusse der Wiarmeleitung und der Wirmeabgabe
durch die Oberflichen &ndert. .

b) Der mathematische Ansatz. Der erste Schritt zur Losung ist
die Wahl eines Koordinatensystems. Wir legen ein rechtwinkeliges
Achsenkreuz so fest, dafl die Y-, Z-Ebene in der Mitte zwischen den
beiden Oberflichen liegt. Die X-Achse durchdringt dann die Platte
an beliebiger Stelle senkrecht. Die Anfangsbedingung heifit jetzt in
mathematischer Ausdrucksweise

01=0 = F(X)

worin F(x) eine im Bereich — X <« x <7 + X willkiirlich gegebene,
stetige oder unstetige Funktion von x ist.
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Da die Platte in der Y- und Z-Richtung unendlich ausgedehnt ist,
da also eine Berandung, die irgendeinen Einflufl ausiiben kénnte, nicht
vorhanden-ist, so mu8 auch fiir spitere Zeiten die Temperaturverteilung
von y und z unabhingig bleiben. Aus diesem Grunde und weil keine
Warmequellen vorhanden sind, vereinfacht sich die Grundgleichung

(4b) auf die Form
00 A 020 020

DT oy e o
Hierbei ist fiir den Quotienten 1 : (c-y) der Buchstabe a eingefiihrt.
a heiflt die Temperaturleitfahigkeit (= T.L.F.) und ist ebenso wie 1, ¢

und y ein reiner Stoffwert. Durch Einsetzen der Dimensionen ergibt sich
2

Std.

In der Literatur findet man hiufig statt a die Schreibweise a®. Da
hierdurch die Ausdriicke und Formeln nicht einfacher, sondern eher
umstidndlicher werden, habe ich mich diesem Brauche nicht angeschlossen.
Hierauf ist beim Vergleich mit anderen Schriften zu achten.

Die raumliche Grenzbedingung setzt sich fiir diese Aufgabe aus
zwei Teilen zusammen.

Fir x = 4 X ist grad,, @ im Sinne der dulleren Normalen, also im
Sinne der positiven X-Achse zu rechnen. Auch fiir x = — X ist
grad, ® im Sinne der #ufleren Normalen zu rechnen; dies gibt aber
hier die Richtung der negativen X-Achse.

Damit ergeben sich aus Gleichung (5) wenn ¢ = 0 gesetzt, die beiden
Bedingungsgleichungen:

Dimension [a] =

. ) 00 )

fir x=+X: +H— h.@;

fir x=—X: —?—Qz—-h-Q.
: ox

Die Frage nach dem weiteren Verlauf des Temperaturfeldes heifit mathe-
matisch ausgedriickt, es soll @ bestimmt werden als Funktion der Ver-
#nderlichen x und t und der Parameter a, h und X.

Die nachstehenden 5 Gleichungen heilen der mathematische An-
satz des Problems

Gegeben:
2
Differentialgleichung . . . g—g = a-%{g e e e e e (a)
Zeitliche Grenzbedingung . @,_o=Fx) . . . . . . . . .. (b)
Riéumliche Grenzbedingung (%g) =—h-O_,x. .. . . (c)
x=+X
Raumliche Grenzbedingung <%—g) =+4+h-Op x. .. .. (d)
x=-X
Gesucht : ' :

Die Temperaturfunktion: & =@ (x, 7,a,h,X) . . . . . . .. (e)
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¢) Das Aunfsuchen partikuliirer Integrale. Um die Temperaturfunk-
tion zu finden, beginnen wir mit dem Aufsuchen von Funktionen, die
vorerst nur die eine Bedingung zu erfiillen haben, daf} sie der Differential-
gleichung geniigen. '

In erster Linie versuchen wir es mit einer Funktion, die aus einem
Produkt von zwei Teilfunktionen besteht, von denen die eine nur von 7,
die andere nur von x abhingt, also mit einer Funktion, die sich schreiben
lafit

Q(r,x)=@((n) pE).......... (@0

Damit sind vorldufig eine groBe Anzahl von Funktionen von der
Betrachtung ausgeschlossen; wenn aber dieser erste Ansatz zur Lésung
fithrt, so brauchen wir uns iiber diese Einschrinkung keine Bedenken
zu machen, denn die 4 Gleichungen (a) bis (d) legen das Problem ein-
deutig fest; es kann also auBer der gefundenen Losung keine zweite
Losung mehr geben. Wenn allerdings dieser erste Ansatz nicht zum
Ziele fithren sollte, dann miiBten wir auch die anderen Funktionen be-
riicksichtigen.

- Bezeichnet in iiblicher Weise ¢'(7) und " (x) die erste bzw. zweite
Ableitung, so gibt der obige Ansatz (f) der Differentialgleichung (a)
die Form
¢'(1) p(x) =a @(7) y'(x)
Wenn es gelingt Funktionen zu finden, welche so beschaffen sind, daB

¢'(1) = p-@(r) und p"(x) = q* y(x)
worin p und q willkiirliche, konstante GréBen sind, so ergibt sich fiir
solche Funktionen aus der Differentialgleichung eine Bedingungs-
gleichung fiir p und g, welche lautet
p=a-q?

Solche Funktionen gibt es in der Tat. Aus den Grundformeln der

Differentialrechnung folgt, daB

eP” bei einmaliger Differentiat. iibergeht in p- ep*
sin (q,x) bei zweimaliger Differentiat. iibergeht in (— q,2) - sin (q;x)
cos (q,x) bei zweimaliger Differentiat. iibergeht in (— q,2) - cos (qox).
Zur Vermeidung der Indizes sei kiinftig m statt q, und n statt q, ge-
schrieben.

Auf Grund dieser Darlegungen setzen wir als ersten Versuch

O = eP* . sin (mx)
und erhalten dann zwischen p und m die Beziehung
p= —m?-a.

Wir konnen also nur eine der beiden GréBen p oder m willkiirlich
wihlen, die andere ist dann durch die letzte Gleichung festgelegt. Wir
lassen m willkiirlich und erhalten: p = — m?-a.

Damit wird die Gleichung

@ = e - m*a 7. 5in (mx)
eine Losung der Differentialgleichung und sie bleibt dies auch dann
noch, wenn wir die rechte Seite mit einer willkiirlichen Zahl C multi-
plizieren. Denn wenn wir die Funktion einmal nach 7 und zweimal

Grober, Wirmeleitung und Wirmeiibergang. 2
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nach x differenzieren, so bleibt der Faktor C ungeindert, er fillt also
beim Einsetzen in die Differentialgleichung beiderseits fort.
O=C.e—m 2 T.ginmx). . . . ... .. (@)
heiBt ein partikulares Integral der Differentialgleichung (a).
Ganz in derselben Weise 148t sich zeigen, daBl auch die Gleichung
@ =e—1n""2"T. cog (nX)
die Differentialgleichung befriedigt, und daB
@=D.e—"2aT.cos(nx). . . . . . . .. (h)
ebenfalls ein partikulires Integral ist, wenn D eine beliebige Zahl ist.

In diesen beiden Losungen (g) und (h) sind das Wertesystem ,,m, n*
und das Wertesystem ,,C, D durchaus willkiirlich, d. h. die einzelnen
Werte konnen die Zahlenreihe von — ~ bis + oo stetig durchlaufen.
Diese Willkiir besteht aber nur solange, als man die Gleichungen (g) und
(h) lediglich als Losungen der Differentialgleichung betrachtet. Sie wird
erstmalig beschréinkt durch die Oberflachenbedingungen.

d) Das Anpassen der partikuliiren Losungen an die riiumlichen Grenz-
bedingungen. Aus dem Integral: @ = C-e~™m"2 7. 5in (mx) folgt durch
Differenzieren: Tx C.e~ma 7. (4 m)cos (mx). Mit diesen beiden
Werten erhalten die Randbedingungen (c) und (d) die Gestalten:
firx= 4 X: C.e—m"2-t. (4 m).cos mX)=—h-C.¢~ ™ 2 %.gin (mX)

oder (4 m)-cos{(m X) == (— h)-sin (m X)),
firx= — X: C.e-m"-a°7. (4 m).cos (—m-X)
=+h-C.e—m"a tgin(—mX)
oder(—m).cos(mX)=+4h-sin(mX) . . . .. .. (i)

Dies zeigt vor allem, daBl die Werte C durch die raumliche Grenz-
bedingung immer noch willkiirlich gelassen werden, denn sie haben sich
aus der Gleichung herausgehoben. Sodann ergibt die Rechnung, da@l
die beiden Oberflichen der Platte dieselbe Bedingungsgleichung fiir m
liefern. Wir multiplizieren sie beiderseits mit X und fassen m X alg
die Unbekannte auf:

(mX)-cos (mX)= — (hX)-sin (mX)
mX
~X

Die Losung dieser transzendenten Gleichung finden wir am besten
auf graphischem Wege, indem wir die beiden Kurven

mX
-

zeichnen. Da u; = u, sein muf}, so bezeichnet jeder Schnittpunkt beider
Linien eine Wurzel der Gleichung (i,).

Fig. 5 stellt die beiden Funktionen dar. u; besteht aus den unendlich
vielen Zweigen der Tangenskurve, v, ist eine Gerade, die durch den
Ursprung geht und unter einem negativen Winkel gegen die X-Achse
geneigt ist. Aus der Tatsache, daB die Gerade die Tangenskurve in un-

oder tg (mX)=

= tg (mX) und u,=
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endlich vielen Punkten schneidet, erkennt man, dall die Gleichung
fir (mX) unendlich viele Wurzeln (g, &, &...) hat, Sie sind paarweise

& b2
-derx
-4 *m A
Sl
| 25
qz
: . . mX
Fig. 5. Zeichnerische Losung der Gleichung: tg (m.X) = —gx-
37
Al -zd o s Az Prx e | %x
wd
o |
L~ 1 u M1
-nAX ; | ! *n X
x| 4 & 4
- b, =coly (n X
=1

Fig. 6. Zeichnerische Losung der Gleichung cotg (nX) = + %.

ihrem absoluten Werte nach gleich, aber mit entgegengesetzten Vor.
zeichen behaftet; fiir uns kommen nur die positiven Werte in Betracht.

2*
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Die Wurzeln liegen in den Intervallen

721 bisx; gﬂ bis 27; gn bis 37; usw.,
wihrend in den dazwischenliegenden Intervallen keine Wurzeln liegen.
Die Lage innerhalb dieser Intervalle hingt von der Grofle (hX) ab;
nur der Wert ¢ = 0 ist fest.

Die Zahlentafel Nr. 1 gibt die ersten 6 Wurzeln &, fiir die Werte
hX = 0 bis hX = oo wieder; die Werte m;, m,, usw. sind daraus durch
Division mit X zu finden.

Zahlentafel Nr. 1.

. z
Wurzeln der Gleichung: tge=— X
- 3 —
hX & | 2, £ & & &

oo 0 3,14 6,28 9,42 12,57 15,71
= =27 =3n =3z =4n

1000 0 3,14 6,27 9,41 12,56 15,69
100 0 3,11 6,22 933 | 1245 15,56
50 0 3,08 6,16 9,24 12,33 15,41
20 0 2,99 5,99 9,00 12,04 15,07
10 0 2,86 5,76 8,70 11,71 14,74
4,0 0 2,57 5,35 8,30 11,34 14,41

1,0 0 2,03 4,91 7,98 11,09 14,21

0,6 0 1,84 4,80 7,91 11,05 14,18
0,1 0 1,63 4,73 7,86 11,01 14,15
0,01 0 1,58 4,71 7,85 11,00 14,15

0 0 1,57 4,71 7,85 11,00 14,15

[y | om Spme Yfym Wt

In derselben Weise ist das zweite Integral
O=D.c—0"27.cos(nx)

zu untersuchen. Seine erste Ableitung lautet:

gg: D.e-n*:a-7.(_n).sin (nx).
Auch fiir dieses Integral zeigt die Rechnung, daf} erstens die D = Werte
aus der Rechnung herausfallen und zweitens, daB die beiden Ober-

flichen wieder nur eine Bedingungsgleichung fiir ,,nX‘ liefern. Sie heifit:
(nX)-sin (nX) = + (hX)-cos (nX)
(nX)

(0 - ®

oder cotg(nX) = +
Fig. 6 zeigt die beiden Kurven.
(n X)

vy =cotg (nX) und v, == + (h—X)
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Auch diese transzendente Gleichung besitzt unendlich viele, ge-

trennt liegende Wurzeln (8, 8, . . ., 6y . . .) und zwar liegen sie
gerade in jenen Intervallen, die von den ¢ = Werten freigelassen wurden.

Tabelle Nr. 2 enthilt die 6-Wurzeln.

Zahlentafel Nr. 2.

Wurzeln der Gleichung: cotg d = %(
hX oy EN d5 3, d

- 1,57 4,71 7,85 11,00 14,15
=1, n 28/3" =8,z =7 =%%n

1000 1,57 4,71 7,84 10,98 14,13

100 1,56 4,66 7,71 10,88 14,00

50 1,54 4,62 7,70 10,78 13,87

20 1,50 4,49 7,49 10,51 13,55

10 1,43 4,30 7,22 10,20 13,22

4,0 1,26 3,93 6,81 9,78 12,87

1,0 0,86 3,42 6,43 9,52 12,65

0,5 0,65 3,29 6,36 9,47 12,61

0,1 0,31 3,17 6,30 9,43 12,57

0,01 0,10 3,14 6,28 9,42 12,57

0 0,00 3,14 6,28 9,42 12,57

=0 = =2x l =3 =4z

Die Willkiir, die in den partikuldren Integralen enthalten war,
ist jetzt dadurch beschrinkt, daB die m-Werte und die n-Werte die
Zahlenreihe nicht mehr stetig durchlaufen diirfen, sondern nur mehr
bestimmte, getrennt liegende Werte

& 6
mi=§~ und n; = Yl
annehmen kénnen. Die C- und D-Werte sind dagegen noch ganz will-
kiirlich. Die folgenden Gleichungen stellen unendlich viele, verschiedene
Temperaturverteilungen vor, die alle mit der Differentialgleichung
vertriglich sind und zugleich die rdumlichen Grenzbedingungen er-
filllen. ‘
@ =D,.-e-m"2-7.cos (n, - X)
0 = — J— —_ JE— —

- . — —_ — .

O =C;-e—ma-t.gin (m; x) O =D;.-e~n-a-T.cos (n;-X)
usw, usw.

O =C,-e~m' 2 7. 5in (m, x)
0 =C,-e— ™27 5in (m,x)

Die jetzt noch vorhandene Unbestimmtheit, die in der Willkiir
der C- und D-Werte liegt, wird durch die Anfangsbedingung beseitigt.
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e) Das Anpassen der Losungen an die zeitliche Grenzbedingung.
Setzt man in den Gleichungen (1) fiir v den Wert Null ein, so wird die
Exponentialfunktion zu ,,Eins® und man erhilt fiir die zu den Glei-
chungen (1) gehorigen Anfangstemperaturverteilungen die Werte:

O, — g = C,-sin (my; X) | O, .= Dy cos(nx)
6, .y = C, sin (0, x) ’ O.—¢ = D,- cos (nyx)
usw. : usw.

Um eine klarere Vorstellung von diesen Temperaturverteilungen
zu geben, sollen sie fiir den Fall hX == 2; X = n; also h = 2/x auf-
gezeichnet werden. Aus den Tabellen sind die Werte zu entnehmen:

m; = 0,000; m, = 0,735; m, = 1,618; m, = 2,575
n, = 0,350; n, = 1,160; n,=2,095; mn,= 3,065
In den Figg. 7 und 8 sind diese Anfangstemperaturverteilungen ge-
zeichnet und zwar unter der Annahme, daB die Koeffizienten
Ci=C=...C=Dj=...Dj=. .. =+1 sind.
Man sieht ohne weiteres, daB keine dieser Verteilungen mit der
durch Fig. 4 vorgegebenen Temperaturverteilung iibereinstimmt. Aber
es ist vielleicht moglich, durch Ubereinanderlagern mehrerer solcher
Temperaturverteilungen sich der vorgegebenen Temperaturverteilung
in geniigender Weise zu nidhern und zwar wird man dieses Ubercin-
anderlagern, dieses Summieren in der Weise vornehmen, dall man
jene Temperaturverteilungen, welche giinstig sind, stirker in Rechnung
setzt, also mit einem groBen Koeffizienten C oder D versieht, wihrend
man die ungiinstigen Temperaturverteilungen in ihrem Einflufl schwicht,
gegebenen Falles ganz ausschaltet, also C bzw. D sehr klein oder gleich
Null wahlt. Der Leser moge sich vorliufig denken, dal diese Bestim-
mung der Koeffizienten C und D auf dem Wege des Prohierens erfolge.
Ist dies geschehen, so gilt die Gleichung:

F(x) == C, - sin (m;x) + Cy+sin (myx) + . . . -+ Dy - cos (n;x) +

oder F(x) = X {Ci-sin (m;x) -+ Dj- cos (nix)} N (1))
i=

Fiir eine beliebig spiatere Zeit gilt dann infolge der Gleichungen ()

i=
D(x, 1) =2 {()i~e—1“i:'ﬂ" -sin (m;x) + Dj-e—m*-2-7. cos (nix)}. (n)
i=i

Diese Gleichung ist die gesuchte Losung der Aufgabe.

Es wiire nun eigentlich noch der Beweis zu erbringen, daf}, wenn
die einzelnen Gleichungen (1) der Differentialgleichung und den raum-
lichen Grenzbedingungen geniigen, dafi dann auch ihre Summe noch
denselben Bedingungen geniigt — also der Nachweis, da3 die allge-
meine Losung aus Teilldsungen (aus den partikuliren Losungen) zu-
sammengesetzt werden darf. Der Leser kann jedoch diesen Beweis
unschwer selbst durchfiihren, indem er mit Gleichung (n) die einschligigen
Differentiationen vornimmt und diese Werte dann in die Gleichung
(a) bzw. (c) und (d) einfithrt. Die Bedingung dafiir, daf} die allgemeine
Lésung aus Teillésungen aufgebaut werden kann, ist die, dafl sowohl
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die Differentialgleichung als auch die Gleichung der Randbedingung
lineare und homogene Gleichungen sind.

f) Besprechung der Losung. Durch die Gleichung (n) ist die Tempe-
ratur als Funktion des Ortes und der Zeit eindeutig festgelegt, und zwar
erscheint diese Funktion als Summe zweier unendlicher Reihen. Jedes’
Glied dieser Reihen ist ein Produkt aus einer konstanten GréBe, einer
Exponentialfunktion und einer trigonometrischen Funktion.

Die sin- und cos-Funktionen schwanken in ihrem Wert zwischen
den Grenzen -1 und — 1; die Exponentialfunktion nimmt von 1
gegen 0 zu stetig ab, wenn der Wert des Exponenten abnimmt, sie ist
also immer kleiner als 1, wenn der Exponent kleiner als 0 ist. Vgl.
Zahlentafel Nr. 27 im Anhang. Die Zahlenwerte C und D sind so be-
schaffen, dafl schon die Gleichung (m), welche noch keine Exponential-
funktion enthilt, konvergent ist, weil ja @, ., = F (x) iberall endlich
ist. Durch das Hinzutreten der Exponentialfunktion wird die Kon-
vergenz der Reihe wesentlich verstirkt, wie die folgende Uberlegung
erkennen lifit. Die Werte m; und n; wachsen, wie Tabelle 1 und 2
zeigen, mit steigendem ,,i*“ annihernd in arithmetischer Progression.
Die Exponenten — m®-a-t und — n?-a-t wachsen deshalb, bei
festgehaltenem a und 7, in annahernd geometrischer Progression. Damit
nihert sich aber die Exponentialfunktion mit wachsender Ordnung ,,i*
des Gliedes sehr rasch der Null, das heiBt das Glied, dessen Faktor
sie ist, verschwindet. Es ist deshalb fiir die Exponentialfunktion in
diesem Zusammenhang der Name ,,Konvergenzfaktor der Reihe‘ iiblich.

Mit wachsendem Wert 7 nimmt die Wirkung des Konvergenzfaktors
zu, so daB sich fiir grofe Werte 7 jede dér beiden Reihen auf ihr erstes
Glied reduziert. )

Wir konnen nunmehr die Bedeutung der Gleichung (n) wie folgt
erklaren:

»Jede willkiirlich gegebene Anfangstemperaturverteilung kann be-
trachtet werden als die Ubereinanderlagerung mehrerer teils ein-
facher, teils komplizierter periodischer Temperaturverteilungen. Alle
diese Temperaturverteilungen streben dem Ausgleich zu, und zwar
klingen die komplizierten ‘Temperaturverteilungen rascher ab, so daB
zum Schlusse die einfachen Verteilungen allein das Problem beherrschen.

Durch die Losung dieser Aufgabe ist ein Weg gezeigt worden, der
bei sehr vielen Aufgaben der Wirmeleitung zum Ziele fiihrt. Aber
die Darstellung war ganz auf diese eine Aufgabe zugeschnitten und
sie war liickenhaft, indem wichtige mathematische Erorterungen durch
Zuhilfenabme plausibler Vorstellungen umgangen wurden.

Soweit es dem Zwecke des Buches entspricht, sollen nun diese Mangel
durch eine Darstelluing der analytischen Methoden auf allgemeinerer
Grundlage ausgeglichen werden, und zwar unter Zugrundelegung
der Differentialgleichung

00

- —=a. .- A?
. a- 4%

also bei fehlenden Warmequellen.
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2. Uber das Aufsuchen partikuliirer Losungen.

Wenn es auch nicht moglich ist, allgemein giltige Anweisungen
fiir das Aufsuchen von partikuliren Losungen zu geben, so gibt es doch
einige Regeln, deren Verwendung in den meisten Fallen zu partikuliren
Losungen fiihrt. Sehr oft gibt auch der Verlauf eines physikalischen
Vorganges selbst, so wie man ihn aus der Erfahrung kennt, einen Hin-
weis auf jene Funktionen, die man zuerst in Erwagung ziehen soll.

a) Mathematische Erwiigungen. Die allgemeinste Form einer linearen,
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit einer abhéngigen
Verinderlichen & und den zwei unabhéngigen Verinderlichen u und v
lautet :

90 9%0 8%0 20 790
1 W+m.%—-8;+n?3—172+0-(ﬁ+p'3—€+q O+r=0. (6
worin 1, m, ....r Funktionen nur von u und v, nicht aber von @ sind.
In dem Sonderfall, daB r—= 0, dafl also die Gleichung homogen ist
und daB die Koeffizienten 1, m ... q konstante GréBen sind, in diesem
Falle also fiithrt der Ansatz
O=C-e®u.oBV=C-e%utf-v = (7

immer auf ein partikuldres Integral.
Um dies zu zeigen, bilden wir die Ableitungen:

?_Qz(j.a.ea'u.eﬂv] ! @2_07:0,(12.30:11_6{%
au iﬁQ_——C.a.ﬂ.eau.eﬂV auz
76 du-dv 920

;___=C.ﬂ.eau_e[}v

— R2.pcu, o fv.
7y Cp’ e%l.g

ov?

Setzen wir diese Ableitungen in die Differentialgleichung (6) ein,

so hebt sich C-c¢®u-cfv aus der Gleichung weg und es bleibt
lca?4+m-a-f+n-f2+oa+p-f+q=0 . ... (8

Diese Gleichung wollen wir die Koeffizienten-Gleichung nennen.
Wir sehen jetzt, dafl der Ansatz (7) immer dann ein Integral der Diffe-
rentialgleichung (6) ist, wenn a und 8 so gewihlt sind, daB die Be-
dingung (8) erfilllt ist. Es darf also nicht nur C, sondern auch einer
der beiden Werte o oder f§ willkiirlich gewdhlt werden, der andere ist
dann aus (8) zu bestimmen. Diese Gleichung (8) ist quadratisch; sie
liefert also je nach Beschaffenheit ihrer Diskriminante entweder

zwei verschiedene, reelle Werte oder
zwei gleiche, reelle Werte oder
zwei verschiedene, komplex-konjugierte Werte.

Damit wird aber auch das Integral selbst komplex. Dieser Fall
der komplexen Losung ist dadurch wichtig, daB sich aus ihm zwei reelle
Losungen gewinnen lassen, indem man die Lésung in einen reellen und
einen rein imaginiren Teil spaltet.

Hierzu als Beispiel nochmals die Differentialgleichung:
06 _, 2
9z = 9x?
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Deutet man in der Gleichung (6) u als die x-Koordinate und v als

die Zeit, so wird
l=—a;p=1, m=n=o0o=q=r=0
und die Gleichung (8) nimmt die Gestalt an
—da* a4 =0 oder f=a®-a.

Der Ansatz: @=C-e®2't-0¢x jst also ein Integral der Diffe-
rentialgleichung.

Da die Temperaturleitfahigkeit a immer cin positiver Wert ist,
so wiirde bei ebenfalls positivem ,,a** die Temperatur mit wachsendem
iiber alle Grenzen hinaus wachsen. Aus diesem Grunde sind bei Wirme-

leitproblemen nur solche Werte von a zu gebrauchen, dic cin negatives
a? ergeben, d. h. a ist rein imaginar anzunehmen.

Wir setzen a = *+1-q, worin q eine willkiirliche reelle Grofie ist.
Das Integral heifit jetzt
6 =(C- e—q'~u-t. etiq-x
Mit Hilfe der bekannten Analysisformel
eTiX = cosx +1i-sinx
lassen sich hieraus die beiden komplexen Lésungen bilden:
0, +i-0,=C,-e—92"7 (cos (qx) + 1 sin (g x))
O, +160,=C,- e~ 227 (cos (gx) — 1 - sin (g x)).

Indem man die beiden Gleichungen addiert und dann den reellen
Teil links gleich dem reellen Teil rechts, ebenso den rein imaginiren
Teil links gleich dem rein imaginiren Teil rechts setzt, erhilt man die
beiden Losungen
_G+GC
-2
C—GC,

2

In der zweiten Gleichung laBt sich die imagindre Einheit i auf
beiden Seiten streichen. Setzt man noch
C,+C, (O

— et | 2 — O
3 D und 5 C,

so ergeben sich wieder die beiden Lésungen (g) und (h) der einfithrenden
Aufgabe.

Wir kennen nun bereits 4 Losungen unserer Differentialgleichung,
néamlich

0,

Le—a'a .08 (qx)

i-@,=1i- ce~ @ actigin (g X)

1. und 2. Lésung: @ = C.e~Tat.e £i-a-x

3. und 4. Losung: @ = C-c—9"2 "'sg; (q X)
in denen C und q willkiirliche Wertesysteme sind. Alle 4 Lésungen
sind dadurch ausgezeichnet, daB sie aus einem Produkt zweier Teil-
funktionen mit nur je einer Verdnderlichen bestehen.
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Es sind aber auch Funktionen bekannt, bei denen diese Teilung nicht
moglich ist. 2. B.
1 Gt
die 5. Losung: 0=C-—1/—,-e far,
T
Dall dies tatséchlich ein Integral der Differentialgleichung ist, er-
kennt man, wenn man die nachstehenden partiellen Ableitungen bildet
und in die Differentialgleichung einsetzt.

89_C._l__“‘“’—((l;f)’.{(q—x)“_}_j
ot Ve darr 21
und
(q — x)* o
920 ~—C~—1-A o v (q—x)* 1)
x> 7 /7 43272 2actf

[o o]
Eine 6. Losung ist @=C~/e“q’-dq;
X

2-Ja-7

b) Physikalische Erwigungen. In Anlehnung an frithere Erfahrungen
wollen wir gleich mit einem Ansatz beginnen, der aus einem Produkt
zweier Teilfunktionen besteht, von denen die eine nur die Zeit z, die
andere nur die drei Koordinaten &, 7, { des Raumes als Argument ent-
halt. Also

O=C-p(v)-w(& n, &) setzen.

Die physikalischen Erwigungen bezichen sich nun auf die Wahl
der Funktion ¢ (7). Ist aus der Art der gestellten Aufgabe zu ersehen,
daff die Temperatur an allen Stellen im Feld einen mit der Zeit periodi-
schen Verlauf erwarten 1ift, so wird man fiir ¢ (7) eine in 7 periodische
Funktion versuchen. Vergleiche dariiber spiter im Abschnitt D.

Ist dagegen das Problem so beschaffen, daB alle vorhandenen Tempe-
raturunterschiede ihrem Ausgleich zustreben, so empfiehlt es sich,
fiir .7 eine Exponentialfunktion mit negativem Exponenten zu setzen:

O@=C.e~Prey,n ) ... .. ... (9)
Da nicht nur C, sondern auch p eine vorerst noch durchaus will-
kiirliche  GroBe ist, so kénnen wir — 'in Erinnerung an frithere Ergeb-

nisse — schon hier fiir p eine andere willkiirliche GréBe (q) einfiihren,
nach der Gleichung p = q®-a. Dadurch gewinnen wir spiter ecine
einfachere Schreibweise. Der Ansatz (9a) nimmt damit die Form an:

O=Cetart.y& ) ... ... . (9b)
Setzt man die hieraus abgeleiteten Werte
00

%—t—_—(—q‘z).a.c.e—q"a-r,w und
A20 =C.e—a*-a-t ,Azw
in die Differentialgleichung ein, so vereinfacht sich diese zu
A+ qtp=0 . . ... N ()}
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Durch den Ansatz (9) ist der Vorteil erzielt worden, daB die Zahl
der unabhingigen Verinderlichen um eine, ndmlich am 7, geringer
geworden ist; in dem Falle z. B., da8 das Temperaturfeld nur von einer
Koordinate abhéngt, ist statt einer partiellen nur eine gewdhnliche
Differentialgleichung zu l6sen.

Die Gleichung (10) — die haufig als die Pockelsche Differential-
gleichung bezeichnet wird — ist nach

der Laplaceschen Differentialgleichung 4%p = 0 und
der Poissonschen ) Ay = +4m-p

die wichtigste partielle Differentialgleichung der mathematischen Physik.
Es ist deshalb iiber die Eigenschaften der Gleichung und iiber ihre
Losungen eine ausgedehnte Literatur vorhanden. Niheres siehe: Enzykl.
d. math. Wiss. II. A. 7c, Seite 540 u. ff.

¢) Drei wichtige Sonderfille der Gleichung A%y + q%-y = 0.

In Form (10) ist die Pockelssche Differentialgleichung noch auf
kein Koordinatensystem beschriankt. Mit Hilfe der Vektorformeln
Nr. IX laBt sich die Pockelssche Differentialgleichung fiir die drei
wichtigsten Koordinatensysteme umformen. Fiir uns kommen vor
allem jene einfachsten Fille in Betracht, in denen der TFemperatur-
verlauf nur von einer Koordinate abhingt.

Rechtwinkelig, geradlinige Koordinaten.

y sei von y und z unabhingig. Dies fiihrt aus Vektorformel IXa
zur Gleichung

d2
d._;£2+qz.,,,=0................(11a)

Die beiden Gleichungen
p=C"cos (qx) und yp = C-sin (qx)
sind zwei Losungen dieser Differentialgleichung, wie man sich leicht
durch Nachrechnen iiberzeugen kann. Es sind dies die bekannten- os-
zillierenden Funktionen, deren Amplitude konstant ist, also rein peri-
odische Funktionen. Sie sind in Fig. 9a fiir den besonderen Fall C = 1
und q = 1 gezeichnet.

Zylinder-Koordinaten. Es sei angenommen, daB y nur von r
allein abhangt. Dann vereinfacht sich die Vektorformel Nr. IXb und
wir erhalten

v 1dy 2. =
drzrdr+q1/)---0............(11b)

Diese Gleichung besitzt ebenfalls zwei Losungen, welche beide os-
zillierende Funktionen mit dem Argument (qr) sind. Die Amplitude
nimmt jedoch mit wachsendem Argument ab, wie aus der zeichnerischen
Darstellung in Fig. 9b zu ersehen ist.



Uber das Aufsuchen partikuldrer Ldsungen. 29

Die beiden Funktionen heiflen die Besselschen oder Zylinderfunk-
tionen nullter Ordnung, und zwar werden sie unterschieden als die
Besselschen Funktionen

nullter Ordnung von der ersten Art mit dem Symbol J,
” zweiten ¥ » » 3 YO‘

3 3 ”

0(3/ \_L__Jz/ -

70 ;
SN
jw —
0(‘\ e 1 m— e

e Expm m—
cos x
i v
2 J 4 5 A 7 & g 0
o@ 7 w e L ahETT

Fig. 9a, b und ¢. Losungen der Pockelsschen Differentialgleichungen.
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. Da es nicht moglich ist, die Funktionen durch kurze analytische
Ausdriicke wiederzugeben, hat man ihre Werte in Tafeln zusammengestellt,
ghnlich den Tafeln der trigonometrischen Funktionen. Vgl. Jahnke und
Emde, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Teubner, Leipzig
1909. Gekiirzt im Anhang. Zahlentafel Nr. 29.

Die Differentialgleichung (11b) heifit die Besselsche Differential-
gleichung nullter Ordnung und ihre Lésungen werden geschrieben:

p=C-Jy(qr) und y = C- Y, (qr).

Kugel-Koordinaten. Wenn y wieder nur von r abhingt, ergibt
sich aus Vektorformel Nr. IXc:

dzy 2 dy . _
dr5‘+~;'a£+q 'Q/—O e e e e e e e e e e (llc).
Die beiden Gleichungen
sin (qr) cos(qr)
p=C. - —Zund vy =C.-
Y (ar) v (ar)

sind Losungen dieser Gleichung, wovon man sich durch Ausrechnen
der Differentialquotienten und Einsetzen in Gleichung (1le) tber-
zeugen kann. Es sind wiederum oszillierende Funktionen, deren Ampli-
tuden mit wachsendem Argument (qr) sehr rasch, und zwar noch
rascher als die Besselschen Funktionen abnehmen. Dies zeigt Fig. 9c.

Zusammenfassung. Diese drei Sonderfille sollen wegen ihrer
Wichtigkeit den nachfolgenden Abschnitten iiber das Anpassen partiku.
larer Integrale an die Grenzbedingungen zugrunde gelegt werden. Da-
mit die drei Fille gemeinsam besprochen werden konnen, soll die maB-
gebende Koordinate mit & hezeichnet werden; sie ist dann je nach dem
Falle als x, r oder r zu deuten. Die Flichen konstanter Temperatur
sind durch Gleichungen & = const und die Oberfliche des Kérpers
durch die Gleichung & = &, gekennzeichnet.

Ein partikulires Integral der Wirmeleitungsgleichung hat dann

die Form
O=Cre~ 92 Tey(qt) . .. .. .. .. (12

3. Uber das Anpassen an die Oberflichenbedingung.
Wir wollen sofort den allgemeinsten Fall, namlich den der dritten
Randwertangabe, besprechen.

Unter Verwendung des partikuliren Integrals (12) nimmt die Ober-
flichenbedingung (5) die Form an:

—qt-a-7, d_ _ Ca—qt-a-7, .
C. e [&wmfi»—h&(q [Wqﬂh
oder q (g &) = —h-y(q-&)

In dieser Gleichung ist g eine vorerst noch willkiirliche Grofe, welche
aber jetzt durch Anpassen an die Oberflichenbedingung bestimmt



Uber das Anpassen an die Oberflichenbedingung. 31

werden soll. Wir multiplizieren 'beide Seiten mit &, und fassen dann
(q * &) als Unbekannte auf.

_a-&) _vyla-§)
(h-&) v'@-&)
Den Quotienten auf der rechten Seite von Gleichung (13) kénnen

wir als eine einzige Funktion von (q + &,) auffassen, deren Eigenschaften
wir nun untersuchen wollen.

Die Funktion y (q - &) ist nach den obigen Erérterungen eine um
die (q * &)-Achse oszillierende Funktion. Es gibt also unendlich viele,
getrennt liegende Werte
(q&,), fir welche die Funk-
tion den Wert Null an-
nimmt. Vergleiche Fig. 10.

Zwischen je zwei solchen ! m r

Nullstellen liegt ein Maxi- S |
mum oder Minimum der 1€ \

Funktion. Die abgeleitete

Funktion y’(q,) hat also Fig. 10. Zur Gleichung (13).

gerade dort ihre Nullstellen,

wodie urspriingliche Funktion ihre gréBten Ausschlige hat und umgekehrt.

Die rechte Seite von Gleichung (13) stellt also eine Funktion dar,
die dort ihre Nullstellen hat, wo die urspriingliche Funktion zu Null
wird und die an den Nullstellen der abgeleiteten Funktion gleich + oo
unendlich wird. Sie besteht also stets aus unendlich vielen Zweigen
dhnlich der Tangens- und Kotangensfunktion.

Die linke Seite der Gleichung (13) stellt eine Gerade dar, die durch
den Ursprung geht, und gegen die Abszissenachse unter dem Winkel
{(— 1) : (h-&) geneigt ist. Sie schneidet jeden der unendlich vielen
Zweige der obigen Kurve einmal.

Es gilt deshalb der Satz:
Die Gleichung (13) besitzt unendlich viele, getrennt liegende Wurzeln.

(Ch'-fo), (QZ'E()) Coe e e (ijo) e e e

d. h. es gibt unendlich viele Temperaturverteilungen, die mit der Dif-
ferentialgleichung der Wirmeleitung und mit der raumlichen Grenz.-
bedingung vertréglich sind.

Ferner gilt der Zusatz:

Fir h = oo, also fiir Vorgiinge, bei denen die Oberfliche des Korpers
stindig auf der Temperatur Null gehalten wird, gehen diese Wurzeln in die
Nullstellen der Funktion y(qé,) tber. Und fir h = 0, also fiir Vor-
ginge ohne Wirmeabgabe (ideale Isolierung) sind die Wurzeln gleich
den Nullstellen der abgeleiteten Funktion o (q * &).

Aus dem Wertesystem (q;* &) ist dann durch Division mit &, das
Wertesystem q; zu berechnen.

Alle Funktionen, welche sowohl der Differentialgleichung als auch
der Oberflichenbedingung geniigen, werden ,,ausgezeichnete Losungen‘

...... e (13

.-"I'/‘,
7Sy
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genannt. Sie enthalten als laufende Koordinaten die Zeit und die drei
Raumkoordinaten und ferner noch den Parameter q; derselbe ist nicht
mehr willkiirlich, sondern an bestimmte, getrennt liegende Werte g;
gebunden, die man ,ausgezeichnete Werte™ heif3t.

4. Uber das Anpassen an die Anfangsbedingung.

Es besteht nun die Aufgabe, die allgemeine Losung aus solchen
ausgezeichneten Lésungen aufzubauen, und zwar so, dal die allge-
meine Losung fir 1 = 0 in die willkiirlich vorgegebene Anfangstempe-
raturverteilung iibergeht. Es handelt sich also hierbei um die Ent-
wicklung willkiirlich gegebener Funktionen nach oszillierenden Funk-
tionen.

Wir beschrinken uns hierbei auf die Darstellung willkiirlicher Funk-
tionen durch die Sinus- und Cosinus-Funktionen und durch die Bessel-
schen Funktionen nullter Ordnung, erster und zweiter Art.

a) Fouriersche Reihen mit vorgegebenen Parametern m und n. Diese
Ausfithrungen stellen die Ergénzung zur Berechnung der einfithrenden
Aufgabe dar. Vergleiche Seite 22 und 23.

Es besteht die Aufgabe, eine im Bereiche — X < x < + X willkiirlich
gegebene Funktion F (x) in eine Reihe zu entwickeln von der Gestalt
der Gleichung (m) Seite 22.

i=
Fx)=2 {C- sin (mx) -+ D;- cos (nx)},. . . . . (14)
i—0
wobei die Werte m; und n; aus den unendlich vielen Losungen der Glei-
chungen (i) und (k)
m-X
h-X
bekannt sind.

Die Aufgabe ist gelost, wenn die Koeffizienten C; und D; so bestimmt
sind, daB die Gleichung fiir jeden Wert von x, der zwischen + X und
— X liegt, erfiillt ist.

=tg(m-X) und + E—lX{ = cotg (n - X)

Hilfsformeln: Um die Erdrterung spiater nicht unterbrechen zu
miissen, sollen einige Hilfsformeln im voraus abgeleitet werden.

+X
Das Integral [ sin (m; X) - sin (my x) - dx geht bei Anwendung der
X '
trigonometrischen Formel sin a - sin 8 = /,(cos (@ — f§) — cos (a - f)) liber
+X .
in das Integral } -/{cos (m; — my) x — cos (m; + my) x} dx und dies ist
°x

sin (m; —mg) X sin (m; + my) X
m; — my m; + my

gleich
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Durch Anwendung der trigonometrischen Formel
sin(a+f) =sina-cosff + cosa-sinf
erhilt dieser Ausdruck den Wert .
my, * 8in (mX) + cos (mX) — m; - sin (myX) - cos (m; - X)
m;% — my?

Da die Werte m; und my der Oberflichenbedingung gemif3 gewahlt
sind, folgt aus Gleichung (i;) von Seite 18, dal

my - cos (mX) h

2

m; - cos (m;X)
sin (m;X) h und sin (my + X)
also auch
my + cos (my + X) - sin (m;X) = m; - cos (m;X) - sin (m X))

Es folgt daraus, dal der Wert des Integrals fiir beliebig heraus-
gegriffene Losungen (beliebige Nummern i und k) immer gleich Null
ist. Eine Ausnahme macht nur der Fall i = k also m; = m,, weil dann
auch der Nenner mi? — m? gleich Null ist. Fiir i = k nimmt das vor-
gegebene Integral die Form an

FE X in (2 m;X)
in? (mx).dx = 2 |= — S A
/sm (m;x) dx-—2{2 im,

Es ist also dann von Null verschieden.
So ergibt sich die erste Hilfsformel:

+X
sin (m;x) - sin (myx) -dx = 0 fir i £ k
>0 , i=k

12

“x
Ganz ebenso ist die zweite Hilfsformel abzuleiten. Sie lautet:

+ X
cos (n; - x) - cos (nyx) -dx =0 firi-£k
”» >0 , i=k

-x

Die dritte Hilfsformel heif3t:

+ X
- d
/sin (m;x) - cos (ng - x)dx =0 { fir ;i ll: u

Die Bestimmung der Koeffizienten C; und D;.

Um in der Gleichung
Fx)=. .. ... + C; - sin (m;x) + Cy - sin (mx) + .
.. + D; - cos (njx) + Dy - cos (ng x) -+ .
irgend einen der Koeffizienten z. B. C; zu bestimmen, multipliziere
man beide Seiten der Gleichung mit sin (mx):dx und integriere von

— X bis 4 X. Hierbei sei — ohne erst zu beweisen — vorausgesetzt,
daB die Reihe gliedweise integriert werden darf. Es ergibt sich dann

Grober, Wirmeleitung und Wirmeiibergang. 3
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+X
[F(x) - gin (m;x) - dx =

+X +X
. +Ci-/sinz(m,x)-dx+Ck-/sin(mkx)-sin (mx) -dx + . .
-X —-X
+X + X
+. ..+ Di-fcos(nix)-sin (mix)-dx-i—Dk-/cos(nkx)-sin (m;x)-dx+
~x - X

Den drei Hilfsformeln gemiB verschwinden auf der rechten Seite
simtliche Integrale mit Ausnahme desjenigen mit sin® (m;x) und es
bestimmt sich dann der Wert C; zu

+X
f F(x) - sin (mx) - dx
C =24 N ¢ 1: 1)
f gin? (m;x) - dx
~-x

Zur Bestimmung des Koeffizienten D; multipliziert man sinngemif}
Gleichung (14) beiderseits mit cos (njx) - dx und erhalt durch dasselbe
Rechenverfahren

+ X
/F(x) - cos (nyx) - dx
D, ===

. . (15b)

s G P
/0082 (n;x) - dx
-

Sind auf diese Weise simtliche Koeffizienten C und D bestimmt,
so stellt in der Tat die unendliche Reihe rechts in Gleichung (14) den
Wert der Funktion F(x) innerhalb des Intervalles — X <7 x <7+ X dar.
Es wire nun streng genommen notwendig, eine unendliche Anzahl
von Koeffizienten zu bestimmen. Da aber fiir alle gewchnlich vor-
kommenden Funktionen F(x) die Reihen ziemlich rasch konvergieren,
und zwar aus Griinden, deren Erorterung hier zu weit fithren wiirde,
so kann man sich fast immer mit einer geringen Anzahl von Gliedern
begniigen.

b) Die Fourierschen Reihen in ihrer gewidhnlichen Gestalt. In ver-
schiedenen Gebieten der Physik und der Technik gibt es Aufgaben,
die die Entwicklung einer willkiirlich vorgegebenen Funktion in eine
Reihe mit Sinus- und Cosinus-Funktionen erfordern, die aber keine
einschrinkende Bedingung nach Art der dritten Randbedingung auf-
stellen. Die sich dabei ergebende Reihe ist cs, die im allgemeinen mit
dem Namen ,,Fouriersche Reihe‘* bezeichnet wird.

Da die Parameter m und n hier durch keine Randbedingung be-
schrankt sind, wahlt man sie gleich der Reihe der positiven, ganzen
Zahlen. Um die Schreibweise zu vereinfachen, denkt man sich ferner
den Mafstab auf der X-Achse so gewihlt, daf X =z wird. Die Auf-
gabe heiBt dann:

,Es ist eine im Bereich —a<{x<+= willkiirlich gegebene
Funktion F(x) in eine Reihe zu entwickeln von der Form:
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@
Fx)=2 {ai-sin(ix)-{—b,-cos(ix)}
0,1,2...
oder ausfithrlicher geschrieben
8y-8in0 4 a;.8in X 4 a,-8in2x+ . . . .
+ by-cos0 +by-cosx + by-cos2x4 . . .

Solange die Koeffizienten a; und by willkiirlich sind, heiflt die Reihe
eine trigonometrische Reihe, erst durch die Bestimmung der Koeffizi-
enten wird sie zur Fourierschen Reihe.

Wir bendtigen wieder 3 Hilfsformeln, die sich von den oben abge-
leiteten nur dadurch unterscheiden, daB die m; und n; nicht mehr Wurzeln
der transzendenten Gleichung, sondern die positiven ganzen Zahlen
sind und daB als Integrationsgrenzen statt — X und 4 X nunmehr
—n und + 7z gelten.

Hilfsformeln.
+ 7 1 +
/cos(ix)-cos(kx)-dx=-2~/{cos(i —k)x—cos(i-{—k)x} dx

sin(i—k)-x sin(i+ k)=
i—k i+k
Hierin sind i und k ganze Zahlen, also auch (i — k) und (i 4+ k).
Da der Sinus eines ganzen Vielfachen von sz immer Null ist, so ist der
Wert des Integrals immer Null, wenn i von k verschieden ist. Ist i =k,
50 behilt der zweite Bruch rechts den Wert Null. Der erste Bruch wird
0 :0, also unbestimmt. Es ist aber

. sin(i—k)z .

R T
Der Wert des Integrals wird also gleich #. In dem Sonderfall, daB i
und k beide gleich Null sind, nimmt auch der zweite Bruch den Wert
an und das Integral wird gleich 2 z. Wir erhalten so die

+a
1. Hilfsformel: /cos (ix)-cos (kx)-dx=0 firi%k

-7

=n , i=k>0
S5 27[ 2 1 == k == 0
Eine entsprechende Rechnung liefert die anderen beiden Hilfsformeln:
+n .
2. Hilfsformel: /sin (ix)-sin (kx)-dx =0 firizXk
a -7
=T 9 i= k>0
=0 , i=k=0;
+ 7
3. Hilfsformel: /siq (ix)-cos (kx)-dx=0 ,, ik
s
=0 » i=k > 0
=0 , i=k=0.
3*
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Die Bestimmung der Koeffizienten.

Zur Bestimmung eines Koeffizienten z. B. b, multipliziere man
beide Seiten der trigonometrischen Reihe mit cos (kx)-dx und inte-
griere von — ;z bis +x. Man erhilt so

4+
/F(x)-cos(kx)-dx:

-7
+ 7 + 7

.. +m-/sin(ix)-cos(kx)-dx—}—ak-/sin(kx)-cos(kx)-dx—{— ..

-7 -1
+n +n
. +b;-/cos(ix)-cos(kx)-dx +bk-/cosz(kx)-dx+ .....
-7 -
= ..,. +04+by-n4+0.4 ...
Daraus
1 T
bk=—7-z—-/F(x)-cos(kx)-dx
Ebenso wird o

+ 7
a.k=——'_ll;-/F (x)-sin (kx)-dx.

Diese beiden Formeln gelten fiir alle Werte von k. Eine Ausnahme
macht nur der Wert k = O wegen des dritten Falles in Hilfsformel 1
und 2. Um zu vermeiden, daf man fiir a, und b, eigene Formeln an-
geben muB, setzt man in iiblicher Weise statt der trigonometrischen
Reihe eine Reihe von der Form:

F(x)= C,-sinx + C,y-8in2x 4 . .
+ Yy Dy + Dy -cosx + Dy-cos2x + .

Samtliche Koeffizienten C; und D; — auch D; — sind jetzt aus
den Formeln (17) zu bestimmen.

... (16)

4+
1 .
Ci=;!;!l?‘(x)-sm(1x)-dx e e v o e .. (179)

+
Dx=—-~}t—’/F(x)-cos(ix)-dx B § WA )]

Eine Reihe von der Form (16), deren Koeffizienten nach Gleichung
(17) bestimmt sind, heiit eine Fouriersche Reihe.

Die Dirichletschen Bedingungen.

>

Bei dieser Ableitung sind zwei Voraussetzungen stillschweigend
als erfilllt angenommen worden. Erstens, da die beiden Integrale
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wirklich einen endlichen, eindeutigen Wert besitzen und

zweitens, daB das Integral der unendlichen Reihe gleich der Summe
der Integrale der einzelnen Glieder ist, also daB die Reihe gliedweise
integriert werden durfte.

Damit diese Voraussetzungen tatséchlich zutreffen, mufl die Funk-
tion F(x) bestimmten, allerdings sehr freien Bedingungen geniigen.
Diese Bedingungen, die sogenannten Dirichletschen Bedingungen lauten:

,Die Funktion F(x) muf im Intervall —a<x<J- & iiberall
eindeutig, endlich und integrierbar sein und sie darf in diesem Bereich
nur eine endliche Anzahl von Maxima und Minima und nur eine end-
liche Anzahl von Unstetigkeitsstellen aufweisen.«

Hierbei ist noch zu bemerken, daf
die Funktion also sehr wohl einige Un-
stetigkeitsstellen besitzen darf. Be-
zeichnet in Fig. 11 der Wert x=a
eine solche Unstetigkeitsstelle, ferner
F (a — 0) den Funktionswert.dicht vor
der Unstetigkeitsstelle, F (a + 0) den
Funktionswert unmittelbar nachher, so
liefert die Fouriersche Reihe beim Grenz-
iibergang von unten bzw.oben die rich-
tigen Werte F (a — 0) und F (a+0). Fiir
x = a selbst ergibt sich das arithmeti-
sche Mittel aus F (a — 0) und F (a + 0).

N E—

T T S -

Die Funktion F (x) kann auf ver-
schiedene Weise gegeben sein: Fig. 11. Werte der Fourierschen
1. Durch ein analytisches Gesetz, %{eihe an Unstetigkeitsstellen,

also durch eine Berechnungs-
vorschrift, z. B. durch die Gleichung F (x) = 3 + 2x + x2

2. Durch eine zeichnerische Darstellung. Z. B. durch eine fort-

laufende Kurve, die von einem MeBgerat aufgezeichnet wurde.

3. Durch zahlenmiflige Angabe einer Anzahl getrennt liegender

Funktionswerte, also z. B. durch eine Zahlentabelle, welche
Instrumentablesungen enthilt.

Beziiglich der Darstellung von Funktionen, die nach Absatz 2 und 3
gegeben sind, sei auf den Abschnitt iiber Fouriersche Reihen in dem
Taschenbuch ,,Die Hiitte* verwiesen. Wir wollen uns im folgenden
die Funktion immer durch ein Gesetz gegeben denken.

Die Fortsetzung iiber den gegebenen Bereich hinaus.

Lafit man in der Fourierschen Reihe x tiber den Bereich — 1 <x<+ 7
hinaus wachsen, so zeigt sich folgendes:

Sinus und Cosinus éndern ihren Wert nicht, wenn man das Argu-
ment um ein ganzzahliges Vielfache von 2z vermehrt. Da in der
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Reihe (16) i und k ganze Zahlen sind, so &ndern die einzelnen Glieder
der Reihe und damit die Reihe selbst ihren Wert nicht, wenn man von
(kx) zu k- (x + 2x) zu k - (x + 4x) usw. ibergeht. Die Reihe stellt
also eine periodische Funktion mit der Periode 27 dar. Das vorge-
gebene analytische Gesetz wird dagegen fiir die Funktion F (x) im
allgemeinen einen nicht periodischen Verlauf zeigen. Z. B. F (x) =
3 + 2x + x2. Die Ubereinstimmung zwischen der angegebenen Funk-
tion und der Fourierschen Reihe erstreckt sich also nur auf das Ge-
biet — 7t < x < 4+ n. AuBerhalb weichen die Darstellungen im all-
gemeinen voneinander ab, wie dies Fig. 12 zeigt.

; e
L @
X &
’ #\
0 1 /J \-r . {‘
/! QJ Q(\QJ
/ @

Fig. 12. Fortsetzung der Fourierschen Darstellung iiber das Gebiet —z < x{ + =
hinaus.

Die reinen Sinus- und reinen Cosinusreihen.

Die Gleichung (16) 1aBt sich zerlegen, und zwar so, daB F (x) =
f, (x) -+ £, (x) ist, wobei zu setzen ist:
fi(x)=C,'sinx +C,-sin2x+4 . . . . . und
f,(x) =1,-Dy+ D, cosx + D, cos2x + . . . .
Diese beiden Reihen werden als reine Sinus- und reine Cosinus-
reihen bezeichnet.
1. Die reinen Sinusreihen. )
Der Sinus ist eine ungerade Funktion, das heiBit es ist

+ sin (— x) = — sin (+ x),

die Funktion geht also beim Ubergang von einem positiven zum gleich-
groBen negativen Argument in den gleichgroBen, aber entgegenge-
setzten Funktionswert iiber. Es wird deshalb -auch die reine Sinus-
reihe stets eine ungerade Funktion sein, also F (— x) = — F (+ x);
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vgl. Fig. 13. Und umgekehrt kann eine ungerade Funktion immer
nur durch eine reine Sinusreihe wiedergegeben werden.

Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, da die Kurve nicht not-
wendig durch den Koordinatenursprung zu gehen braucht, obwohl
die reine Sinusreihe immer fiir x = 0 den Wert Null liefert. Da8 hier
kein Widerspruch vorliegt, erkennt man aus den obigen Ausfithrungen
iiber den Wert der Funktion an Unstetigkeitsstellen. Allerdings wird
dann die Reihe fiir x nahe an Null sehr schwach konvergent.

2. Die reine Cosinusreihe.
Der Cosinus ist eine gerade Funktion, das heiit es ist
+ cos (— x) = + cos (+ x),

die Funktion behalt also beim Ubergang vom positiven zum gleich-
grofien, negativen Argument ihren Wert bei. Es ist deshalb die Cosinus-

-+

£z,

L

7

;{____,__.-____

Fig. 13. Eine ungerade Funktion. Fig. 14. Eine gerade Funktion.

reihe stets eine gerade Funktion, also F (— x) = F (+ x) (vgl. Fig. 14)

und umgekehrt Ja8t sich eine gerade Funktion immer nur durch eine
reine Cosinusreihe darstellen.

Die Form der Gleichung (16) zeigt also, daB sich jede willkiirlich
gegebene Funktion als Ubereinanderlagerung einer geraden und einer
ungeraden Funktion auffassen 1aBt.

Der Bereich erstreckt sich von x = — X bis x = + X.

Wenn man nicht, wie dies auf Seite 34 angenommen ist, den MaB-
stab auf der x-Achse beliebig wihlen kann, so hat man in Gleichung (16)

statt x die GrofBle x —;% einzufithren. Man erhilt so
. X'm ) X'
F(x)=Cl-smT(—+Cz-sm2 <~ + ..

. .+§D0+Dl-cosx—x—75+D2-coszxx"+. C .. (18)
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und ck__ /F(x)sm(kT)dx .. ... (19a)

Dy = X/F(X) cos(

Die so dargestellte Funktlon ist periodisch mit der Periode 2 X.

¢) Die Fourierschen Integrale. Nachdem nun die Moglichkeit er-
wiesen ist, eine im Bereich — X <7 x <7 X willkiirlich gegebene Funktion
nach trigonometrischen Funktionen zu entwickeln, ist die Frage be-
rechtigt, ob nicht die Methode sich so erweitern 148t, daB sie auch fiir
den Bereich — 0o < x < + oo gilt. Dies ist tatsichlich der Fall; um
dies zu zeigen, gehen wir von der Gleichung (18) aus:

F (x) = o+2 {Ck sin () -+ De-cos (1 57) |

k=1
In diese Gleichung setzen wir die Werte Cy und D, aus den Gleichungen
(19) ein, in denen wir jetzt zur Vermeidung von Verwechslungen &
statt x schreiben. Es ergibt sich dann:

)d ... ... (19b)

F(x)— 1 /F(s)d§+
:i{ :/XF sin(k-%)-sin(k%)d&

4-—/F(§) cos >~cos(k?{£—)-d§}
ufme Qe+ i / )-eos (S ) 4

Dabei ist die letzte Umformung mlt Hilfe der trigonometrischen Formel
sina-sinfl + cosa - cos B = cos (a — f)

durchgefiihrt. Da der Cosinus eine gerade Funktion ist, kénnen wir

die beiden Summanden in einen zusammenfassen, indem wir nicht

von k== + 1 bis k = 4 oo, sondern von k = — o bis k = + oo sum-
mieren; also den ersten Summanden als k = 0-Glied mit hereinziehen.
k=400 +X
FM=55 > [F@-costcZE—x)-de
k=-—oo —X
k= -+ o0

- > 2 fF(s) cos (k- 2 (& —x) - dé

k——oo
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Lassen wir nun X iiber alle Grenzen hinaus wachen, so wird = : X eine

sehr kleine GroBe, die wir dq nennen wollen; k - 3 hennen wir dann q.

Die unendliche Summe geht gleichzeitig in ein Integral {iber und wir
erhalten
1 g=+00 §=+o00
F(X)=2—-/dq'/F(E)-OOS(q'(S—X))-dE- RNCI)
nq=—-oo f=—o00
Die Formel (20) zeigt die Darstellung einer gegebenen Funktion
durch Fouriersche Integrale. Durch mathematische Erwigungen, die
hier zu weit fithren wiirden, lifit sich beweisen, daB die Gleichung (20)
fiir alle Werte — oo < x<{ 4 oo richtig ist, wenn die vorgegebene
Funktion F (x) iiberall stetig und eindeutig ist, nur eine endliche Anzahl
Maxima und Minima besitzt und sich fir £ =+ oo und £ = — o s0
der Null ndhert, dal das Integral

+ 00
f F (£)-d & endlich bleibt.
- 00

Die Fourierschen Integrale fiir gerade und ungerade
Funktionen.
Mit Hilfe der trigonometrischen Formel
cos (@ —f)=cosa-cosfB + sina-sinf
liBt sich die Gleichung (20) auf die Form

+oo  +oo -
1
F(x)= ﬂ/dq-/F (&) - { cos (q &) * cos (qx) -+ sin (q&) - sin (qx)}-d&
bringen und dies la8¢ sich in F (x) = f; (x) + f, (x) spalten, wenn man setzt:
+ o0 + 00
1
() =g [-da- B (©) - cos (a8) - cos (q) 4
+ 0o + 00

l ~
=2n'/c°s(qx)'dQ'/F(S)~cos(qE)'d£ . . (21a)

1 +00 + oc
f, (x) = 5 -/sin (qx) -dgq '/F (&) -sin(qé&)-d& . . (21h)
T — 00 — 00

Wegen der oben erwahnten Eigenschaften der Sinus- und der
Cosinusfunktion ist f; (x) eine gerade und f, (x) eine ungerade Funktion.
Man kann also, wie das in Fig. 15 veranschaulicht ist, jede Funktion
als Ubereinanderlagerung einer geraden und einer ungeraden Funktion
auffassen.

Die Fourierschen Integrale sind hier aus den Fouricrschen Reihen
heraus abgeleitet worden. Es sei aber bemerkt, daB es ebenso még-
lich ist, die Fourierschen Integrale vollkommen selbstindig abzuleiten.
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o+

* T

Fig. 15. Darstellung einer Funktion als Summe aus einer geraden und einer
ungeraden Funktion.

d) Reihen mit Besselschen Funktionen. Als Losung der Gleichung
(11b), der Besselschen Differentialgleichung nullter . Ordnung hatten
wir die Besselschen Funktionen J, und Y, kennen gelernt, von denen
die erste eine gerade, die zweite eine ungerade Funktion ist. Wir wollen
nun die Entwicklung einer im Bereich 0 < r <1 willkiirlich gegebenen
Funktion nach Besselschen Funktionen besprechen, und zwar wollen
wir nur die Funktion J, (nx) beriicksichtigen, weil wir bei den spéteren
Aufgaben nur mit geraden Funktionen uns beschédftigen werden. Die
Funktion Y, (mx) lassen wir als eine ungerade Funktion aufler Betracht.

Aus der Oberflichenbedingung 3. Art folgt, daf3

[dir (Jo (nr)]r=R = —h- [Jo (nr)}

sein mufl. Eine Formel iiber das Differenzieren Besselscher Funk-
tionen besagt, daB J, (x) = — J; (x) ist, worin J, (x) die Besselsche
Funktion erster Ordnung, erster Art ist. Mit dieser Formel wird die
obige Gleichung gleich
n-J; (mR)= 4 h-J,(nR).
Dies ist nach Seite 31 eine transzendente Gleichung mit den unend-
lich vielen Wurzeln...n;, ny, ...
Die Reihenentwicklung hat die Form

i= 4+ 0

F@)=D,+ _Z,'ll)l-J0 (mr) -« . . . .. (22)

r=R

Zur Bestimmung des Koeffizienten Dy multipliziere man beide
Seiten mit r. J, (ngr)-dr und integriere vonr = 0 bis r = + 1;
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+1 +1
[rF@ Jo(pr)-dr= . . . + Dy [r- o (nir)- Ty (myr) - dr
0 0

+1
+Dk-fr-J02(nkr)-dr+ C
0

Aus drei Hilfsformeln, die den oben erwihnten Hilfsformeln analog
sind, ergibt sich, daB alle Glieder rechts verschwinden, mit Ausnahme
desjenigen mit Jy2 (—). Aus der Lehre iiber das Integrieren Bessel-
scher Funktionen folgt, dall

+1

/r- Jo2(ngr) dr = —;—le (ngT)
b
ist. Man erhilt jetzt den Wert Dy zu

+1
fr-F(r)-Jo(nkr)-dr
0

— .. . . (23a
) De J2 (ngr) ( )
Diese Formel gilt fiir alle Werte von k =1 an; fir k = 0 gilt
+1
D,=2 [r-F(r)-dr . . .. . .. . . (23b)
i}

Wegen weiterer Einzelheiten iiber die Darstellung willkiirlich ge-
gebener Funktionen durch Reihen und Integrale mit Besselschen Funk-
tionen sei auf die einschligige mathematische Literatur verwiesen.
Z. B. ,,Die Theorie der Besselschen Funktionen“ von Paul Schaf-
heitlin. Teubners Sammlung: Mathematisch-physikalische Schriften
fir Ingenieure und Studierende.

Nachdem in den vorstehenden beiden Abschnitten die nétigen physi-
kalischen und mathematischen Grundbegriffe und analytischen Methoden
erortert worden sind, kénnen in den nachfolgenden Abschnitten die
einzelnen Aufgaben aus dem Gebiet der Differentialgleichung (4a)

06 1
‘W’:a"ﬁz@—% c-y W

besprochen werden.

Wir werden uns hierbei ausnahmslos auf solche vereinfachte Falle
beschrinken, in denen entweder die Ergiebigkeit der Wirmequellen
oder die zeitliche Anderung der Temperatur oder auch beide zugleich
gleich Null sind. Es liegt der Gedanke nahe, mit diesem letzten, ein-
fachsten Fall zu beginnen und dann zu den beiden anderen Fallen iiber-
zugehen: Bei genauerer Uberlegung habe ich es jedoch als zweckmifig
befunden, mit der Besprechung der zeitlich veranderlichen Temperatur-
felder ohne Wirmequellen, also mit dem Gebiet der Differentialgleichung

%(?:a-Azﬁ

zu beginnen.
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C. Die zeitlich verinderlichen Temperaturfelder
ohne Wirmequellen.
Die Temperaturunterschiede streben dem
Ausgleich zu.

Die Differentialgleichung %? =a.A4%0.

Wir werden uns auch da nochmals eine Beschrinkung auferlegen,
indem wir in den nachstehenden 5 Aufgaben nur solche Fille besprechen,
bei denen das Temperaturfeld nur von einer Koordinate abhingt. In
Aufgabe Nr. 1, 2 und 3 ist die Temperatur nur in einem endlichen Be-
reich dieser Koordinate zu bestimmen. In Aufgabe 4 und 5 erstreckt
sich die Temperaturfunktion ins Unendliche.

Aufgabe 1. Die Platte.

»Eine unendlich grofie planparallele Platte von der Dicke 2X gebe
durch ihre beiden Oberflichen ihre Warme an die Umgebung ab. Die
Wirmeiibergangszahl habe beiderseits den gleichen Wert a und die
Umgebungstemperatur & sei auf beiden Seiten gleich Null. Zur Zeit
v = 0 besitze die Platte iiberall die einheitliche Temperatur @ = 6.
Ferner seien die Stoffwerte 4, ¢ und y, also auch a bekannt. — Es sind
die Gestalt des Temperaturfeldes und der Betrag des Wirmeverlustes
in ihrer Abhdngigkeit von der Zeit zu bestimmen.*

a) Der mathematische Ansatz. Die Aufgabe unterscheidet sich von
der einfithrenden Aufgabe nur dadurch, daB die Anfangstemperatur nicht
mit x sich andert, sondern konstant ist. Wir erhalten deshalb den mathe-
matischen Ansatz ’

. . . 00 3%0
Differentialgleichung : G =& BeE
Riumliche Grenzbedingung: fiir x = + X: %g = —h"0,
» ” ’ x:——X:—g@—:—i—h-@.
ox

Zeitliche Grenzbedingung: fiir 7 = 0: @ = 6,.

b) Berechnung des Temperaturfeldes. Als partikulire Integrale der
Differentialgleichung kennen wir bereits:

@ =C-e-™ 2 %.gin (mx) und @ =D-e~ 1 2"7.cos (nx)
Nun ist die Temperaturverteilung von Anfang an systematisch zur
Y-Z-Ebene gewesen und sie wird es auch wihrend der ganzen Dauer
des Temperaturausgleiches bleiben, weil Umgebungstemperatur und
W.U.Z. auf beiden Seiten gleich sind. Die Temperaturfunktion kann
deshalb nur eine gerade Funktion sein und wir kénnen das erste parti-
kulire Integral schon jetzt ausschalten. Um das verbleibende Integral
der Oberflachenbedingung anzupassen, miissen die Werte n der Gleichung
(nX) - sin (nX) = (hX) - cos (nX)
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entsprechend gewihlt werden. Die Wurzeln dy = (n,X) dieser Gleichung
sind bekannt und in Tafel 2 zusammengestellt.

Aus den so entstehenden, unendlich vielen Teillssungen baut sich
die allgemeine Losung auf, zu:

k =00
O =2ZD;-e—m" a7 . cos (nyx).
k=1

Die Werte Dy sind darin so zu bestimmen, dafi sie der Anfangs-
bedingung
0
@, = 2 Dy - cos (ny x) geniigen.
1

Sie ergeben sich also aus der Gleichung (15b)

+X
J8e+ cos (i) - dx 2 - sin (0 X)
e - x = i k
Dy =% Oc sin (0 X) - cos (g X) + (n X)
/cos2 (ngx) -dx
“x

Mit der. abgekiirzten Schreibweise & fiir (nyX) erhalten wir die
Temperaturfunktion in der Gleichung:
k =o00

. sin §y -2t ( x)
0 =06, 226k+sin6k-cos6k'e X' . cos 6k-i .. . (24a)
k=1

Die Werte dx in dieser Gleichung sind die Wurzeln der mehrfach
erwihnten, transzendenten Gleichung, deren einziger Parameter (hX)
ist; sie sind also selbst Funktionen dieses Parameters. Damit kénnen
wir Gleichung (24a) in der Form schreiben:

‘ ar X
9 = 90 . ¢ (hX, —X—Z, —X-:> ....... (24b)
Wenn auch das Problem, physikalisch betrachtet von sehr vielen
einzelnen GroBen abhéngt, so lassen sich diese doch so in Gruppen
zusammenfassen, dafl zum Schlusse eine Funktion mit nur 3 Verander-
lichen bleibt.

Wir erwihnen noch den Sonderfall, daB8 h als unendlich grof3 gelten
kann, daB also die beiden Oberflichen auf der Temperatur Null gehalten
werden. Dann gehen (nach S. 31) die 6-Werte in die Nullstellen der
cos-Funktion iiber, also in die Werte

!
27[,2-7!,27'6,. « e e . —§ .

Der Sinus dieser Werte ist immer gleich 4 1; und die Gleichung 24
nimmt die Form an:

4 [ _(m\a_s n ox 1 _(3,) 3 x

0=00-;-{e (2) X -cos<§oi>—§-e (2 ) X .cos(gn.i)
1

+-5—e. B .}:QC-Q)(

253
X2’ X
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¢) Zeichnerische Darstellung des Temperaturfeldes Wir wollen hierzu
einen speziellen Fall zugrunde legen und zwar eine Betonmauer von
80 cm Stédrke. Die Ubertemperatur @, der Mauer iiber die Umgebungs-
temperatur zur Zeit t = 0 wollen wir gleich 1° nehmen. Hat sie einen
anderen Wert, so brauchen wir den MaBstab auf der Temperaturachse
nur entsprechend zu dehnen oder zu verkiirzen.

Die W.U.Z.: a sei gleich 10,8 angenommen.

1. Vorbereitende Rechnung.

Aus Tabellen ist zu entnehmen: 1 = 0,6 [—gtd.—Gra—d
y = 2000 [ ke ]
¢= [kg Grad}
daraus berechnet sich a = Pivw = = 0,0011 { ]
Ferner wird h = 108 = 18,0 [——
0,6 m

und hX = 18,0.0,40 = 7,2.

2. Die Werte d; aus der Oberflichenbedingung.

Die Wurzeln §; = (ny - X) der transzendenten Gleichung sind in
Zahlentafel Nr. 2 als Zwischenwerte fir (hX) = 7,2 zu entnehmen.
Die ersten 5 Wurzeln sind hier zusammengestellt:

k=1 k=2 ' k=3 k=4 k=5

i
!
[
|
i
|

im BogenmaB: & . . . . . 1,38 | 418 | 7,08 | 1003 | 1308

im GradmaB: & . . . . . 799’ 239930" . 45°27° | 214°54’ | 29°13’

JFir spiter notwendig: | i |

- sin dk = 0,9820 | — 0,8616| 0,7127 | —0,5722| 0,4882
cos dk= | 01891 |— 05075 07015 | —0,8202) 08744

1 l

3. Die ausgezeichneten Lésungen fy (x) = cos (ngx) = cos (6,(-%\)-

Um diese Losungen zeichnen zu kénnen, wollen wir die Lage der
ersten, zweiten usw. Nullstelle und ebenso die Lage der Maxima und
Minima feststellen. Ist x, die Lage der ersten Nullstelle, so liegen bei
3x,y, 8%, Tx, usw. die weiteren Nullstellen; bei 2x,, 6x,, 10x, die Minima
und bei 0, 4x,, 8x, die Maxima.

Die erste Nullstelle findet sich aus der Bedingung

cos (ék X) :0:003%7



Abkithlung der Platte. 47

_n X 157-040 0,628
T2 & & 0 &

. Die Rechnung ergibt die Werte der nachstehenden Tabelle fiir x,,
2x,.... [in Metern]. '

oder Xo

k=1 k=2 k=3 k=4 k=25

1. Nullstelle x, . . . . . . 0,455 0,151 0,089 0,083 0,048
Minimum 2x, . . . . . 0,301 0,178 0,126 0,096

2. Nullstelle 3x, . . . . . ) 0,452 0,266 0,188 0,144
Maximum 4x, . . . . . 0,355 0,250 0,192

3. Nullstelle 5x, . . . . . 0,444 0,313 0,240
Minimum 6x, . . . . . 0,376 0,288
4. Nullstelle 7x, . . . . . 0,438 | 0,336
Maximum 8x, . . . . . 0,384

5. Nullstelle 9%, . . . . . ! ! 0,432

4. Dic Bestimmung der Koeffizienten Dy.
2. sin (ny X)
(ng X)) + sin (ng X)- cos (ng X)
liefert mit Hilfe der Werte aus der vorletzten Tabelle
D, = +1250; D,= — 0,373; D, = + 0,188;
D, = —0,109; D, = 4 0,072.

Die Gleichung D, =

at

&

5. Berechnung von e~

Hier wollen wir zwei Fille herausgreifen, erstens zur Zeit 7 = 0
und zweitens zur Zeit v =5 [std.]

Zu 1. :Der Wert t = 0 macht den Exponenten zu Null und damit
die Exponentialfunktion zu Eins. Die unter 4. errechneten Werte Dy

stellen also die maximalen Ausschlige der Funktionen cos (6;( . %) = fi(x),

also der ausgezeichneten Lgsungen dar.

., ar 0,0011.5 .,
Zu 2.: Der Wert v =35 gibt x5~ ’O,T =0,0344; damit er-

hilt man :

|

ik:l k=2 k=23 k=4 k=25

1
BAFe | 00655 | 0,601 | 1,725 | 3,465 | 5,885
Exponentialfunktion . . . . 0,94 0,55 0,18 0,03 0,00
Do ™" . . .. [ + 1,175 | — 0,203 | + 0,033 | — 0,003 0
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6. Zeichnerische Darstellung des Temperaturfeldes,
1.: Anfangstemperaturverteilung; fir 7 =0 liefert uns die Be-
rechnung:
0 =6, {1,250 - cos (3,45x) — 0,373 - cos (10,4x) 4 0,188 - cos (17,7x)
— 0,109 - cos (25,1 - x) 4- 0,072 - cos (32,7)x — +. ...}
=0 (I -+ II—IV4+V— 4.}

" v § Tl
721 \ I-& 1l Vo 0/ 124
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Fig. 16. Darstellung der Anfangstem- . Fig. 17. Darstellung einer spiteren Tem-
peraturverteilung O7=o =1 durch eine peraturverteilung durch eine Fourier-
Fouriersche Reihe. sche Reihe.

In dieser letzten Form sind unter I, II,. .. die einzelnen Teillosungen
zu verstehen. Dieselben sind in Fig. 16 sowohl einzeln als in ihrer alge-
braischen Summe dargestellt.

Man ersieht daraus, daB die 1. Teillssung sehr verschieden ist von der
Anfangstemperaturverteilung @, = const = 1, dal man sich aber dieser
Verteilung um so mehr nahert, je mehr Teillssungen man iibereinander
lagert. Man sieht aber zugleich, daB 5 Teillssungen noch nicht geniigen,
um die Anfangsverteilung richtig zeichnerisch darzustellen. Bei spéteren
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Temperaturverteilungen liegen die Verhaltnisse wesentlich giinstiger. Wir
gehen deshalb tiber zu

2.: Temperaturverteilung fir v = 5.

Die Rechnung liefert:

0 =0.-{1,175 - cos (3,45x) — 0,203 - cos (10,4x) -+ 0,033 - cos (17,7x)
— 0,003 - cos (25,1x) + 0}
= @fI' — II' + III’ — IV’}.

Schon die Rechnung lifit erkennen, dall 3—4 Glieder der Reihe
geniigen, um die Temperatur genau zu bestimmen. In Fig. 17 sind wieder
die einzelnen Teillosungen sowie ihre Summe gezeichnet. Man ersieht
aus dieser Zeichnung, daB sich nach 5 Stunden erst dic #uBBersten Schichten

der Mauer betriachtlich abgekiihlt haben, wihrend die inneren Schichten
noch fast vollig ihre Anfangstemperatur besitzen.

d) Bercehnung des Wirmeverlustes Q.

- Dice drei Arten der Berechnung.

1. Art der Berechnung: Dem Oberflichenstiick dy - dz stromt aus
dem Inneren des Korpers in der Zeit dr die Wirmemenge

—/(£> -dy-dz-dr
0x /= +X
zu. Um die gesamte, abgegebene Wirme Q zu berechnen, mufl man

obigen Ausdruck iiber die beiden Oberflichen und den Zeitraum 0 -7 t
< 1, integrieren.

2. Art der Berechnung: Das Oberflichenstiick dy - dz gibt in der
Zeit d7 an die Umgebung die Warmemenge

a'O=4+x)dy-dz-dr

ab. Diescr Ausdruck ist ebenfalls iiber beide Oberflichen und den ganzen
Zeitraum zu integrieren.

3. Art der Berechnung: Das Raumelement dx-dy - dz der Platte
hat innerhalb des Zeitraumes von 0 bis 7 sich um den Betrag . — 0,
abgekiihlt. Es hat hierbei die Warmemenge

ey (0, — 0;) dx - dy - dz

verloren. Dieser Ausdruck ist fiir den Zeitpunkt r auszuwerten und
dann iiber den ganzen Raum zu integrieren.

Ableitung der Gleichung.

Wir wihlen dic dritte Art der Berechnung. Aus der Gleichung (24a)
des Temperaturfeldes folgt sofort, daf}

w .
Oy — 0, = D Dy (1_0-&"%?)-(305 (m%)
1

Grober, Wirmeleitung und Wirmeiibergang. 4
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ist. Damit ergibt sich fiir den Warmeverlust Q eines Plattenstiickes
von der GréBe Y - Z die Gleichung

+X
[o o]
U .2t
Q=C'7Y'Z'/21/ Dk~(l—e . X')cos~<6k'§—>-dx.
Zx

Die Reihe darf gliedweise integriert werden, d. h. es darf die Stel-
lung von Integral- und Summenzeichen vertauscht werden. Es ergibt sich:

oc , +X
o
QTC}"Y-Z; Dy (1—e” "X )/Xcos(ék x) dx

Die Ausfithrung der Integration und das Einsetzen des Wertes von
Dy liefert das Endergebnis:
k=oc

2 s T
Q=cp-2X-Y-Z6, 22 sin®dy ( L ax—) (258).

“= 8y® + Oy - sin By - cos Oy,

Der erste Teil dieses Ausdluckes — nédmliche-y-2X-Y-Z-6, —
stellt den urspriinglichen Wirmeinhalt des Kérpers, gemessen iiber
Umgebungstemperatur, dar; wir wollen ihn mit (W.J.), bezeichnen.
Der Rest des Ausdruckes — die unendliche Summe — ist ein reiner
Zahlenwert und stets kleiner als Eins. Er gibt an, welcher Bruchteil
des urspriinglichen Warmeinhaltes die Platte bereits verlassen hat
und ist lediglich eine Funktion der Grofle dy bzw. (hX) einerseits und

;(z andererseits. Wir kénnen deshalb der Gleichung (25a) die Form
geben : Q= (W.J), ¥ (hX, xz) ........ (25D)

1w

asp-

Fig. 18. Zu Gleichung (25b). Abszisgen: a-7/X?
Parameter: h- X
Ordinaten: Funktion & in Gleich. (25b).

Die zahlenmiBige Berechnung dieser Funktion ist eine sehr umstand-
liche und zeitraubende Arbeit. Ich habe deshalb die Funktion fiir mehrere
Werte ihrer Verinderlichen berechnet und in untenstehender Zahlen-
tafel zusammengestellt. Dem Zeichen ¥ ist der Zeiger 3 beigegeben
um auf die zugehorige Zahlentafel hinzuweisen.
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Zahlentafel Nr. 3.
Wirmeverlust der Platte.

heX = 00 50 10 4 2 1 0,5 0,2 0,1

% =002 | 0,13 | 0,12 | 0,09 | 0,06 | 0,03 | 0,02 | 0,01 | 0,00 | 0,00
005 | 025 | 023 | 018 | 0,12 | 0,07 | 0,04 | 0,02 | 0,01 | 0,01

01 | 036 | 034|027 | 020 012! 0,08 | 005 | 003 | 0,02

05 | 076 | 075 | 069 | 0,58 | 046 | 0,32 | 0,20 | 0,09 | 0,05

1,0 | 093 | 092 | 08 | 081 | 069 | 053 | 0,35 | 0,17 | 0,10

20 | 099 | 099 | 008 | 0,96 | 0,89 | 0,78 | 0,59 | 0,31 | 0,17

50 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,99 | 0,98 | 0,88 | 0,63 | 0,39

10,0 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,99 | 0,84 | 0,62

200 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,93 | 0,81

50,0 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,99 | 0,92

Aufgabe 2. Der Zylinder.

,»Ein unendlich langer Kreiszylinder vom Radius R gebe durch seine
Oberfliche seine Wirme an die Umgebung ab. Die W.U. Z. besitze
den Wert a und die Umgebungstemperatur & sei gleich Null. Zur Zeit
7 = ( besitze der Zylinder iiberall die einheitliche Temperatur @ = 6.
Ferner seien die Stoffwerte 4, ¢ und y, also auch a bekannt. .— Es sind
die Gestalt des Temperaturfeldes und der Betrag des Warmeverlustes
in ihrer Abhingigkeit von der Zeit zu bestimmen.*

a) Der mathematische Ansatz. Als geeignetes Koordinatensystem
ergibt sich von selbst das Zylinderkoordinatensystem. Der Vorgang
spielt sich unabhéngig von ¢ und z ab, ist also nur von der einen Ko-
ordinate r abhingig. Es ergibt sich der mathematische Ansatz:

70 (320 1 340
or 9rz2 ' r Or )
. . a6
Oberflachenbedingung: (—-) =—h-O;.p
9 r=R

I

Differentialgleichung:

Anfangsbedingung : 0 =0, fir 0<_r<R.

=0
b) Berechnung des Temperaturfeldes. Da es sich um einen Vorgang
handelt, bei dem Temperaturunterschiede ihrem Ausgleich zustreben
setzen wir (vgl. S. 27)
O=D.e~v27.y(r)
Durch- Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt sich fiir y (r)
die Gleichung
dp(r) 1 dyp@) , , _
e triTa Teve=0
Esist dies die schon frither erwihnte Besselsche Differentialgleichung
(11b), deren Lésungen bekannt sind als die beiden Besselschen Funk-

4%
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tionen von der nullten Ordnung. Die Funktion J,(nx) ist eine gerade,
die Funktion Y, (mx) eine ungerade Funktion. Aus denselben Griinden
wie bei der vorhergehenden Aufgabe ist auch hier die ungerade Funk-
tion unbrauchbar und es verbleibt so als einziges partikulires Integral

O@=D.c—na1.J (nr)
Die Oberflachenbedingung liefert fiir n die Gleichung

und dies gibt nach 8. 42 die transzendente Gleichung
(nR)-J; (nR) = + (hR)- J,(nR),
welche unendlich viele Wurzeln g, = (ny - R) besitzt. Zahlentafel Nr. 4
gibt die ersten 4 Wurzeln dieser Gleichung fiir verschiedene Werte
des Parameters wieder.
Zahlentafel Nr. 4.
Waurzeln der Gleichung: p-J; ()= +h-R.Jy(p);

i
(h-R) “ Hy T' ] By E M5
! ,
i t
o 2405 5520 | 8654 | 11,792 | 14,931
50 235 | 541 . 848 | 1,56 |  —
20 22 . 526 | 825 11,27 | -
10 217 | 503 | 796 1094 | -
4 1,906 | 4,60 7,52 1054 | -
1,0 1,253 408 716 - 1027 | ~
0,5 0940 | 39 7,00 . 1022 -
0,1 0443 ' 3,86 P 7,03 1019 -
0,05 0315 . 38 | 702 1018 | -
0,00 0000 382 ! 7016 |, 10,174 13,324
v | |

Aus unendlich vielen Teillssungen 148t sich die allgemeine Lésung
zusammensetzen

O = 2 Dy -e~mhat. Jo(nyr).
1

Hierin sind die Koeffizienten D, mit Hilfe von Formel (23a) zu
bestimmen :

. 1 . Jy(nR
(mxR)  J¥(ngR) + J 20 R)’

-6,-2
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Mit Einfithrung der Bezeichnung uy fiir (nyR) ergibt sich die Gleichung
des Temperaturverlaufes zu:
k =00

—0.. Sl ) e ( T)
0 =0, 1%12;% T 4 T ¢ R dlmg) - - - (@6)

at T
—_—.Oc-cb(hR, ud §>. ... . (26D)

Die Funktion des Temperaturfeldes entspricht also vollkommen
in Form und Bauart der Gleichung (242 und b) bei der Platte.

Im Sonderfall, da hR unendlich groB ist, wird J, (uy) stets gleich
Null und es entsteht statt (26) die Gleichung:
k=00
2 1 at r

=0, DLl E (k) = 6,0 (2 _)
O=0 20 T " J"("“ R) 0P \ge &)
k=1

¢) Berechnung des Wirmeverlustes . Der Wirmeverlust, den ein
Raumteil dv des Zylinders erleidet, wenn er von &g auf @, abgekiihlt
wurde, ist gleich

c'y (0, —6)-dv
Hierin ist dv =r-dp-dr-dz

und &, — O, = ZDk (1 — e~ m*at). Jy(nyr).

Durch Integration iiber ein Stiick des Zylinders von der Linge Z
ergibt sich:

p=27
z=12

X0
Q=c-y ZDK-(l—e—“’“")r-JO(nkr)~dr-dtp~dz
_ Z=0!
r=0 $=0

o0
N r=R
=2'n'c-y-Z-2Dk-(1—e—"" 1 fr - Jo(nyr) - dr
r=0
1

R2
=2. ... ... c—d
) P 1 (k)

k =00

. : 1 Ji* (ux)
=Rn-Z-c-v-0.. 4 — . o SL OO
7 Y ¢ g ,uk2 Joz (,uk) -+ Jl" (Mk)

(1—cm® %) @70)

B P e

Hierin ist wieder (W.J.), der urspriingliche Wirmeinhalt und ¥
die in nachstehender Tabelle wiedergegebene Funktion.
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Zahlentafel Nr. 5.

Wirmeverlust des Zylinders.

10,0 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 100 | 1,00 | 1,00 ' 0,86
1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1.00 | 1,00
|

i ; i

; ]
bR = o 50 | 20 | 10 | 4 1,0 | 05 | 01
: I 1
=001 | 022 ‘ 018 | 015 | 0,1l ? 0,05 | 0,02 | 001 000
H 1 i
0,05 045 | 042 | 038 | 032 i 0,21 | 0,08 | 0,05 ' 001
0,1 061 | 0,58 | 054 | 048 | 037 | 0,15 | 0,09 = 002
0,25 08¢ | 081 | 079 | 075 | 062 | 023 | 020 ' 0,05
0,5 096 | 095 | 094 | 092 | 085 | 0,55 | 0,36 ' 0,09
1,0 100 | 1,00 | 1,00 | 099 | 098 | 079 | 059 018
2,5 100 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 100 " 0,98 | 089 | 039
5,0 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 \ 1,00 | 1,00 | 099 | 062
1

25,0 1,00 0,99

i

Aufgabe 3. Die Kugel.

,,Eine Kugel vom Radius R gebe durch ihre Oberfliche ihre Wirme
an die Umgebung ab. Die W.U.Z. habe den Wert a und die Umgebungs-
temperatur ¢ sei gleich Null. Zur Zeit v =0 besitze die Kugel iiberall
die einheitliche Temperatur @,, ferner seien die Stoffwerte 1, ¢ und y,
also auch a bekannt. — Es sind die Gestalt des Temperaturfeldes
und der Betrag des Wiarmeverlustes in ihrer Abhéngigkeit von der
Zeit zu bestimmen.*

a) Der mathematische Ansatz. Da die Temperatur nur von r allein
abhangt, ergibt das Kugelkoordinatensystem den Ansatz:

o 2 /o M
Differentialgleichung : ‘;—Qt— =a- (%T? % . %g)

Oberflichenbedingung : (%—?) = —h-0; - 3.

r=R

Anfangsbedingung: O, . ,=0, fir 0<r<R;

b) Die Berechnung des Temperaturfeldes. Der Versuch
O =D -e-927-y(r)
zu setzen, fithrt auf die schon bekannte Gleichung (11¢) fiir g (r). Die
Lésungen dieser Gleichung sind bekannt zu
cos (mr) g p.Snan)
(mr) (nr)
Von diesen Losungen ist die erste eine ungerade Funktion und

deshalb fiir das vorliegende Problem nicht brauchbar. Es bleibt des-
halb nur

sin (nr)

@ =1 .e—ntar. (nr) .
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Die Werte n bestimmen sich aus der Oberflichenbedingung
[d sin (nr)} - _h. [sm (nr)]
dr (nr) R (nr) Jragr
(nR) : cos (nR) == (1 — hR) - sin (nR)
(I — hR) = (nR) - cotg (nR)

Die ersten vier Wurzeln v, dieser transzendenten Gleichung sind
in der nachstehenden Zahlentafel zusammengestellt.

Zahlentafel Nr. 6
Wurzeln der Gleichung: »:-cos » = (1 — h-R)-sinw.

h R ¥y I oy

vy | Yy

|
i i |

: i
oo 3,14 ! 6,28 ! 9,42 12,57
50 3,08 ; 6,12 i 9,24 12,31
20 298 598 | 898 12,00
10 284 | 572 866 11,65
4 2,45 i 5,23 : 8,20 11,25
1,0 1,57 ; 4,71 7,85 10,99
0,5 1,17 | 4,60 f 7,79 i 10,95
0,1 0,54 1 4,52 ' 7,74 f 10,91
0,05 0,39 | 4,51 : 7,72 10,91
0,00 0,00 ; 4,49 i 7,72 10,90

"In der allgemeinen Losung sind nun noch die Koeffizienten Dy
zu bestimmen; dies geschieht mit Hilfe der Aufangsbedingung

2\ SH ll r
l._).‘-‘() - D]\ k
]1kl

k=1
Mit Hilfe der ctwas abgednderten Gleichung (15a) ergibt sich

R

/@c -(nr)sin(nr)-d-

D, — O . sin (ng R) — (nx R) - cos (n, R)
k = =

R ¢"“ (g R) = sin (ng R)- cos (ng R’
fsin2 (nr)-dr

i)
Mit Einfiithrung der Bezeichnung vy fiir (ny R) entsteht die Gleichung
des Temperaturfeldes:

r
k=wo y at sin "R
S 1y — Pk - COS i - Pk
O =6, 2’2 kK ke ®.__ 1 (28a)
1y, — 8in ¥y - COS Vi ’ T
k=1 k R

at r
0‘:-(I><hR,R-§,§> ... .(28D)
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Fiir den Sonderfall hR = oo ist sin », = 0, also

k=1

k= Y sin (1',(%)
€ =0, : e R Lo, o2 i)
22 CoS P - € ( r) o, (D( .

R¥ R
"!k .—E

¢) Die Berechnung des Wirmeverlustes Q. In dem Ausdruck c-y -
(@ — Or)-dv ist dv=r%-sing-de - dy-dr und

oC
0. 6. = (1= emrae) S o)
6, 2Dk 1—e R

1

Die Integration iiber die ganze Kugel liefert:
p=+n

=3 ﬂ
'k—w .

R
—da-coy- DD (1 —m'u)./_ﬂwm 2.
ey ZDk ( © / (nyr) dr
1
k=

1 i — 2 Rt
= fjipvsn.c.y.gc. 5’6._3..(81“1”‘_ ¥ COSx) -(1 —e "“R‘) (288
3 S v — Binvg - cos vy

k=1
(WJ)OS”7<hR,R°).................(29b)

Die Werte der Funktion sind wieder in nachstehender Tabelle Nr. 7
zusammengestellt.
Zahlentafel Nr. 7.

Wirmeverlust der Kugel.

hR = o 50 20 10 | 4 10 | 05 | 01
%’ = 0,01 031 | 027 | 0,22 | 016 | 0,09 | 0,03 | 0,02 | 0,00
0,05 061 | 057 | 0,53 | 046 | 032 | 0,12 | 007 | 0,02
0,1 077 | 075 | 0,71 | 0,66 | 051 | 023 | 013 | 0,03
0,25 095 | 094 | 0,92 | 090 | 080 | 047 | 0,29 | 0,07
0,5 100 | 099 | 099 | 099 | 09 | 0,71 | 049 | 014
1,0 100 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,92 | 0,74 | 025
2.5 100 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,97 | 052
5,0 100 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,77
10,0 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 095
25,0 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 100 | 1,00 | 1,00 | 0,99
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Besprechung der Aufgaben 1, 2 und 3.

Der gemeinsame Charakter der drei Aufgaben kommt schon bei
ihrer Aufstellung im Wortlaut, sodann bei ihrer Lisung in den ange-
wandten Methoden und zuletzt im Endergebnis klar zum Ausdruck.
Das Temperaturfeld héingt nur von einer Koordinate & ab und es kommt
nur eine Korperabmessung in Betracht. Wir wollen diese mit L bezeichnen
und je nach Fall als H, R oder R deuten.

Dann ist die Gleichung des Temperaturfeldes in allen drei Fillen

von der Form
at &
9=6.0(nL,37 £),

wobei @ bei allen drei Aufgaben eine Funktion von ganz gleichem
Charakter ist. Die zahlenmiBigen Abweichungen werden wir unten
bei den Zahlenbeispielen besprechen.

Die Gleichung des Temperaturverlustes lautet

Q=(W.J), ’I’(hL, %)

Fiir die Funktion ¥ gilt das Gleiche, was oben bei der Funktion @
gesagt wurde. :

Die Funktion @ 1aBt sich, als eine Funktion mit 3 Veridnderlichen
natiirlich nicht in einer einzigen Tabelle oder Zeichnung darstellen,
wie wir das bei der Funktion ¥ taten.

Wir bezeichnen als Temperatur der Mitte bei der Platte die Temperatur
in der Mittelebene, beim Zylinder in Achse und bei der Kugel im Mittel-
punkt. Setzen wir in der Gleichung des Temperaturfeldes & = 0, so
erhalten wir eine Funktion mit zwei Veranderlichen
a-t
T
welche den Verlauf der Temperatur der Mitte darstellt und sich in einer
Tabelle oder durch eine Kurvenschar darstellen lieBe. Gleiches gilt,
wenn man & = L setzt, fiir die Oberflichentemperatur.

h-L und

Der EinfluBl der relativen Warmeiibergangszahl h=a: 4

Dieser Einfluf} erhellt am besten aus nachstehender Zeichnung Nr. 19.
Bei Besprechung der dritten Randbedingung (s. S. 14) hatten wir die
Bedeutung der GroBe 1 :h in der zeichnerischen Darstellung des Tem-
peraturfeldes kennen gelernt.

Ist in einem ersten Fall h sehr klein, also 1 :h sehr groB, so liegt
der Punkt, durch den alle Tangenten an die Temperaturkurve gehen
miissen, sehr weit auflen und die Temperaturkurven werden sehr flach.
Dies besagt, dafl der Unterschied zwischen Oberflichentemperatur und
Temperatur der Mitte nie schr gro§ werden wird, oder mit anderen Worten,
daB sich der Korper in seiner ganzen Dicke ziemlich gleichmafig ab-
kithlen wird.
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Wenn dagegen in einem zweiten Falle h sehr grof, also 1 :h sehr
klein ist, so liegt der Schnittpunkt der Tangenten sehr nahe der Ober-
fliche und die Temperaturkurven

__md werden sehr steil werden. Dies
] bringt zum Ausdruck, daB sich
e der Korper in seinen &uflleren
s =5 Schichten sehr rasch abkiihlt, wih-
e R R rend die tiefer gelegenen Schichten,
vor allem die Mitte nur sehr
S S| ERSES el langsam nachfolgt.
: ) 1&-“....:_
o
' 1. Zahlenbeispiel.
I- 1 Drei Kérper aus Sandstein,
}/'— \{ eine Platte, eine Sdule und eine
Kugel von der Dicke bzw. vom
]//—JH\ ! Durchmesser 20 cm sollen zur Zeit
\1: 7 =0 eine einheitliche Temperatur
’/,—-ﬁ | haben und dann in eine niederere
N r_ Umgebungstemperatur  gebracht
—~ %t j%-— werden. Welchen Bruchteil ihres
— Wirmeiiberschusses haben sie nach

Verlauf von einer Stunde verloren,

Fig. 19. Abkiihlung einer Platte bei i = -
kleinen und bei groBen Werten h = a/A. :(fllxllrxlne:lzvi:‘g' U.2.=60 ange

Aus den physikalischen Tabellen entnehmen wir fiir Sandstein

W. E.
b =06 T Grad Da"a"a“ﬁ
o5¢ W.E. a == —’——-m
m
= 0,00118 —_.
y = 2300 2 kg 00018 .

Mit diesen Stoffwerten und mit L = 0,1 und =1 wird

_ 60
ar _ 0,00118-1
== o, M

Damit wird ¥, der Bruchteil der abgegebenen Wérmemenge
fiir die Platte aus Tabelle 3 : ¥ = 0,09;
5 sy Sdule . 5:¥ =0,l17;
» 5 Kugel . 1:¥ =027,
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Nach Ablauf von 10 Stunden haben wir mit

atr

1= 1,118
fir die Platte: ¥ = 0,59

LH ” Sa'ule ![l = 0,85

[P} Kugell YV = 0,96

Diese Betrige mogen vielleicht manchem Leser etwas gering er-
scheinen. Allein ich erinnere an einen Vorgang, den man im Winter
an den Sdulen von Gebduden beobachten kann und der zeigt, wie lang-
sam solche Wiarmeleitvorginge verlaufen. Wenn etwa eine Woche lang
starke Kalte geherrscht hat und es tritt plotzlich Tauwetter ein, so be-
schlagen sich die Séulen der Gebaude mit einer Eisschicht, die man
noch 1—2 Tage nach Eintritt des Tauwetters vorfinden kann. Es ist
dies ein Beweis dafiir, daB nach dieser langen Zeit sogar die Oberfliche
noch unter null Grad kalt ist. Die inneren Schichten werden dann sicher
noch kalter sein.

Eine genaue messende Verfolgung solcher Vorginge wire sehr wohl
geeignet, um daraus durch ein riickwirts Verfolgen des Rechnungs-
ganges die W.U.Z. zu bestimmen.

2. Zahlenbeispiel.

Vier Kugeln von 10 ¢m Durchmesser bestehend aus chemisch reinem
Kupfer, Eisen, Sandstein und Kork sollen zur Zeit v = 0 eine einheit-
liche Temperatur besitzen. Sie werden dann in Flissigkeit von niederer
(oder hoherer) Temperatur gebracht und dort kraftig bewegt; a = 1000.
Welchen Bruchteil ihres Wiarmeiiberschusses haben sie nach Ablauf
von 3 Minuten an dic Umgebung abgegeben.

|
Kupfer Eisen Sandstein Kork
A== 320 45 ; 0,6 0,08
Aus phys. Tabellen { ¢ = 0094 | 0115 ' 022 I ord. 03
y = 8 900 7700 2300 ! 240
a—-2 1 o038 0058 | o0gol2 | 00011
Durch Rechnung ey
h=% 3,13 22,2 1670 12500
Mit diesen Werten und mit
R~=0,05mu. z =1/, Std.
ergibt sich: hR = 0,157 1,11 83 625
at .
T 7,6 1,2 0,025 ! 0,022
Aus Tabelle Nr. 7: ¥ = 0,94 ! 0,95 0,45 ’ 0,47
AuBerdem ist (W.J.),=| 0446 ' 0474 0270 | 003
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3. Zahlenbeispiel.

Wir wollen wieder mit denselben vier Kugeln des vorhergehenden
Zahlenbeispieles denselben Abkiihlungsvorgang durchfiihren, aber jetat
die Frage stellen: Innerhalb welchen Zeitraumes haben die Kugeln den
halben Betrag ihres Warmeinhaltes abgegeben.

Diese Frage nach der Halbwertzeit lduft darauf hinaus, daB wir
jenen Wert von ar : R? suchen, fiir den ¥ =1/yist und aus diesem Wert
dann 7 berechnen.

- Kupfer Eisen Sandstein Kork
Nach 2. Zahlenbeispiel:
h-R= 0,157 1,11 83 625
Aus Tabelle Nr. 7ist ¥=1/, .
bei einem Wert 2. .=| 14 0,25 0,032 0,030
Nach 2. Zahlenbeispiel:
a
00025 152 23,2 0,48 0,44
Durch Division: . .. 7= 0,0092 0,0108 0,067 0,068
= 83 Sek. | 39 Sek. 4,0 Min. 4,1 Min.

Beachtenswert ist hier der Vergleich zwischen der Kupferkugel und
der Eisenkugel. Kupfer und Eisen stimmen in Dichte und spezifischer
Wiarme fast iiberein. Dagegen hat Kupfer einen etwa 7mal so hohen
Wert der W.L.F. 1 als Eisen. Trotzdem kiihlen sich beide etwa gleich
rasch ab. Die Erklirung dafiir ist folgende: Der hohe Wert A erhoht
zwar den Wert a7 : R? und fiihrt damit zu gréofleren Werten ¥; aber
der hohe Wert 4 vermindert die relative iufere W.U.Z. h = a : 1 und
damit wieder den Wert ¥, wie das aus Zahlentafel Nr. 7 abzulesen ist.

Aufgabe 4. Der allseitig unendlich ausgedehnte Korper.

,»,In einem allseitig unendlich ausgedehnten Kérper ist ein Koordi-
natensystem x, y, z festgelegt. Zur Zeit 7 = 0 mdge im Korper eine

r&
| A%

Y G S S
|

—~——

X

-0
Fig. 20. Allseitig uncndlich ausgedehnter Koérper. — Temperaturverteilung
nur von einer Koordinate abhingig.

solche Tefnperaturverteilung herrschen, dall die Temperatur nur mit x
gich #ndert und zwar nach dem Gesetz @,., = F (x). Die Flichen
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gleicher Temperatur sind also lauter Ebenen parallel zur y-z-Ebene.
Die Stoffwerte 2, ¢ und y gelten als bekannt. — Es ist zu untersuchen,
wie sich diese Anfangstemperaturverteilung mit der Zeit dndert.*

a) Der mathematische Ansatz. Da sich der Korper allseitig ins
Unendliche erstreckt, so fallt die Oberflichenbedingung weg und es
verbleibt

P60 ) %0
A

Anfangsbedingung: @,_, = F(x).

Differentialgleichung : o

b) Losung mit Verwendung der Fourierschen Integrale. Wir gehen
aus von den partikuldren Integralen:

O=C-e “*".sin(qx) und @ =D-e~""*" cos (qx).

Da die Oberflichenbedingung fehlt, kénnen die Werte ¢ die Zahlon
stetig durchlaufen und zwei aufeinanderfolgende Werte von ¢ unter-
scheiden sich nur um das Differential dq. Ferner kénnen wir statt der
willkiirlichen Koeffizienten C und D die Werte aus zwei willkiirlichen
Funktionen f;, und f, von q setzen, also

C=1,(q) und D =1, (q)

So koénnen wir aus Teillosungen die allgemeine Losung autbauen;
die unendliche Summe wird hierbei wegen der Stetigkeit der q-Werte
zum Integral

+4-00

0 =/e”q"“{f1 (q) - sin (qx) + f, (q) - cos (qx) } dq
0

Zur Bestimmung der noch willkiirlichen Funktionen f, und f, dient
die Anfangsbedingung. Aus der letzten Gleichung erhalten wir fiir
7 =0 die Bedingung:

F (x) /{f1<q> sin (qx) + £, (q) - cos (¢x) | dq.

Die Formel Nr. 20 iiber Fouriersche Integrale kénnen wir auf die
Form bringen:

=00 £=+00

F(x)= /dq[ (&) {cos (g&) - cos (qx) + sin (g€) - sin (g x)} dé.

Damit beide Gleichungen fiir F (x) iibereinstimmen, muB sein:

+ o
L@ = [F - sin@9)-as

+
L= [F@-cos@h-ae
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Die Gleichung des Temperaturfeldes heifit damit:

=] +
0=/e—q"a't-dq-/F(§)~cos(q-(§—x))-d§ . . . (30)
1] -

Wird fiir irgendeine Funktion F diese zweimalige Integration durch-
gefithrt, so kommen im Endergebnis die Gréflen q und & nicht mehr vor.
Dies ist vielmehr nur noch eine Funktion von a, 7 und x.

Hier ist noch zu bemerken, dafl die Gleichung (30) nur dann anwend-
bar ist, wenn die Funktion den Bedingungen fiir die Anwendbarkeit
der Fourierschen Integrale entspricht, also insbesondere, wenn sie mit
unendlich wachsendem x sich so rasch der Null nahert, dafl

+ o
[F (x) - dx endlich bleibt.
- ®

Dadurch verliert die Gleichung (30) erheblich an praktischer Be-
deutung. Es gibt aber noch eine zweite vielseitigere Methode.

¢) Lisung mit Verwendung des GauBschen Fehlergesetzes. Wenn
die vorgegebene Funktion F(x) diese Bedingung nicht erfiillt, wenn sie
also im Unendlichen endlich bleibt, oder sich doch nicht so rasch der
Null nihert, dafl das Integral endlich bleibt, so fithrt der angegebene
Weg nicht zum Ziel. Wir erinnern uns dann daran, daf3 unsere Diffe-
rentialgleichung auch noch andere partikulire Integrale besitzt (vgl.
S. 27), z. B.
1 %
O=C ——=.¢
Vr
Bevor wir dies Integral naher besprechen kénnen, miissen wir eine
rein mathematische Betrachtung aus dem Gebiete der Wahrscheinlich-
keitsrechnung einschalten.

Das Gaufische Fehlergesetz.

Wir wollen einen Vorgang betrachten, der den Gesetzen der Wahr-
scheinlichkeit unterworfen ist und wihlen dazu den Schufl aus einer
SchuBSwaffe. Wenn wir ein Trefferbild von sehr vielen Schiissen be-
trachten, so sehen wir, daB die Schiisse nahe der Mitte dichter liegen
als am Rande. Tragen wir die zu einer bestimmten Abweichung 4
gehorige Dichte y in einem Koordinatensystem auf, so erhalten wir
die in Fig. 21 stark ausgezogene Kurve. Diese Kurve folgt dem Gesetz

C gt A
1 _eg'A;

y = .

Vn g
hierin sind C; und g zwei Gré8en, deren Bedeutung sogleich erklart wird;
sie sind beide bei der stark gezeichneten Kurve gleich 1 gewahlt. Gibt
man dem Parameter g einen groBeren Wert, rechnet damit die Gleichung

neu durch, und tragt das Ergebnis graphisch auf, so verlduft die Kurve
steiler und schmaler, das heiBt die Schiisse gruppieren sich niher um




Temperaturen abklingend. — Der allseitig unendlich ausgedehnte Korper. 63

die Mitte oder mit anderen Worten, der Schiitze und das Gewehr haben
genauer geschossen. Daher heiflt g der Genauigkeitsfaktor.

Die Wahrscheinlichkeit w, dal das Stiick d4 der 4-Achse getroffen
wird, ist — wenn wir von einer Streuung in der Breite absehen — gleich

w=y-d4 :%'g,e— #-40a4.

Und die Wahrscheinlichkeit W, daB die ganze 4-Achse getroffen
wird, ergibt sich durch Integration von — oo bis + co. Diese Wahr-

Fig. 21. Fehlergesetz.

scheinlichkeit ist aber gleich der Anzahl der Schiisse, denn die Wahr-

scheinlichkeit, da8 der einzelne Schufl die unendlich lange A-Achse
trifft, ist ja gleich 100/, = 1. Es ist

. A=+
W = ~(5; e~ @4 . dgA
Vn
A= -

Nun ist nach den Lehren der Integralrechnung (z. B. Hiitte, Mathe-
matik, IV. F, . Nr. 10)

+ A
fe‘z'-dz:: V.

Damit wird W = Cy; d. h. C; bedeutet die Anzahl der Schiisse. In
der Zeichnung bedeutet w den schmalen Streifen iiber d4 und W sowie
(, die ganze Flache unter der Kurve. Diese Fliche ist aber unabhéngig
vom Wert g und immer gleich C,.

Wir heben aus dieser Besprechung des Fehlergesetzes folgendes hervor:
Die Gleichung

G e
Yy 1/; g-e
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stellt die in Fig. 21 gezeichnete Kurvenschar dar. Mit wachsendem
Wert des Parameters g wird die Kurve steiler, mit abnehmendem Wert
wird sie flacher.

Die GroBe C, stellt die Fliache dar, die zwischen der Abszissenachse
und den einzelnen Kurven liegt. Diese Fliche ist bei allen Kurven gleich,
also unabhéngig vom Parameter g. Wenn der Scheitel nicht auf der
y-Achse liegt, sondern bei 4 = 4,, wenn also eine Koordinatenverschie-
bung eingetreten ist, nach der Gleichung 4° =4 — A, s0 heilt das
Gauflsche Fehlergesetz
G —gt- (40,

———a . 0
Va ®

y:

Das partikuliare Integral der Wiarmeleitungsgleichung.

Wir betrachten nun unser partikulares Integral

e,

O=C .
T

Dabei fallt die Ahnlichkeit mit dem Gauflschen Fehlergesetz sofort auf,
und wir brauchen nur statt der willkiirlichen Konstanten C eine neue
Konstante C, einzufithren nach der Gleichung

¢ 1

- T . ﬁ;
und die Ahnlichkeit wird zur Ubereinstimmung. Es tritt

& an Stelle von 4
X ‘u ’y LR Ao und

! g

]/m bR ERl ” .

Wenn wir in unserem allseitig unendlich ausgedehnten Korper zu

einer Zeit, die wir 7, nennen wollen, eine solche Temperaturverteilung
vorfinden, daB sic der Gleichung

C, 1 _ =0t
¢ 4arT,

V= Vdar,
entspricht (in Fig. 22 die ausgezogene Kurve), so kénnen wir aus ihr
eine beliebig spitere Temperaturverteilung ableiten, indem wir den
Wert 7, einsetzen (in der Figur die strichpunktierte Linie). Umgekehrt
kénnen wir nun fragen, aus welcher frithcren Temperaturverteilung muf}
die vorgegebene Temperaturverteilung entstanden sein. Wir wissen, daf
die Kurve fir abnehmendes 7 — also fiir zunehmendes 1 : Y4az —
immer steiler wird, bis sie schlieBlich sich in einen unendlich schmalen
Streifen von der Breite d x zusammenzieht (in der Figur die gestrichelte
Linie). Die Ordinate wird dann an dieser Stelle unendlich grof, weil
die Fliche unter der Kurve endlich bleiben muB.

Wir wollen noch die Wirmemenge berechnen, die in einem unendlich
langen Prisma, das wir uns parallel zur x-Achse aus dem Korper heraus-
geschnitten denken, enthalten ist. Der Querschnitt des Prismasseidy - dz.
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Aus der Gleichung
dQ=c-y- -6 -dy-dz-dx
ergibt sich durch Integration

+
¢ 1 _E-x¢
Q=rc-y-dy-dz ]/,- 1/-4—408 427 rdx=c-y-dy-dz-C,.
7 at

Die GréoBe C, stellt also, in einem Mafistab, der von dem Werte ¢ - p
abhingt, den Wirmeinhalt des Prismas dar. Da in Richtung der y- und

Fan
L/

Fig. 22. Methode der Quellpunkte.

z-Achse kein Temperaturgefille vorhanden ist, so mull diese Wirmee
menge von 7 unabhingig sein, also muBl C; auch vom physikalischen
Standpunkt aus konstant sein.

Die Lésung der Aufgabe.

Wir erinnern uns jetzt daran, dafl der erste Weg (unter b) dann
nicht zum -Ziele fithrt, wenn sich die Anfangsverteilung nicht durch ein
Fouriersches Integral darstellen 148t. Wir kénnen uns aber diese An-
fangsverteilung durch Aneinanderreihung von Einzelverteilungen gebildet
denken, von denen jede dem Gesetze

C 1 _(E=x¢
@:—-lim1=0—}—,-—:- ] 4av

Grober, Wirmeleitung und Wirmeiitbergang. 5
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gehorcht (vgl. Fig. 23). Da die Temperatur in jeder so gebildeten unend-
lich diinnen Schicht d¢ endlich ist, also ihr Warmeinhalt unendlich klein
sein muB, ist auch die Konstante C,
nur unendlich klein, namlich

J'/)_,.-— - T- C — ,_ig,j_ = 01 =0 * d&
= F(E) * dst.

[~ @=F(E) Fir den Grenzfall 7 = 0 lagern

sich diese Einzeltemperaturveptei-

L1 l _ lungen aneinander, wahrend sie sich
i B 00 e S ] 7f  fiir spatere Zeiten auch iibereinan-
e der lagern. Wir erhalten so fiir

A das Temperaturfeld zur Zeit 7 die

Fig. 23. Methode der Quellpunkte.  Gleichung:

Fau¥
“J

oo

R S S
= == F(E) ‘e 4at df ...... (31)
]/n ]/4& T
Diese Losung ist allgemeiner als Gleichung (30), weil in ihr F(x)
eine ganz willkiirlich gegebene Funktion sein darf.
Das vorstehend geschilderte Verfahren wird in der mathematischen
Physik meist als die Methode der Quellpunkte bezeichnet.

Aufgabe 5. Der einseitig unendlich ausgedehnte Korper.

Wir denken uns von dem allseitig unendlich ausgedehnten Korper,
der der letzten Aufgabe zugrunde gelegt war, jene Halfte, die auf der
negativen x-Seite liegt, weggenommen. Es verbleibt dann ein Korper,

dessen Oberfliche die

8 Y-Z-Ebene ist und der
~ sich auf der einen Seite

) — dieser Ebene ins Un-
3 ~_ endliche erstreckt. Wir
_ wollen diesen Korper
il .w den einseitig unendlich
- ausgedehnten Koérper
6% nennen. Die Aufgabe 5
_ lautet dann: ,,Ein ein-
IR seitig unendlich ausge-
dehnter Korper besitze

& zur Zeit v =0 iiberall

Fig. 24. Einseitig unendlich ausgedehnter Korper. — die elnhglthch;“ Te’ﬁl'
Temperaturverteilung nur von einer Koordinate pe?a,tur c- rur alle
abhiingig, Zeiten T >0 werde seine

Oberfliche konstant auf
der Temperatur null gehalten. — Es ist fiir beliebige Zeiten die Tem-
peraturverteilung und der Wirmeverlust zu berechnen.
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a) Berechnung des Temperaturfeldes. Wir verwenden den Kunst-
griff, da8 wir uns die Funktion F(x) fiir negative x erginzen, und zwar
als eine ungerade Funktion, so daB F (—x) = — F(x) (vgl. Fig. 24).

Dann bleibt die Temperaturverteilung aus Symmetriegriinden auch
fur spatere Zeiten eine ungerade Funktion und der Funktionswert bleibt
fir x = 0 immer gleich Null. Damit bleibt die Oberflichenbedingung
stets erfiillt.

Wir wollen nun die Gleichung (31) fiir unsere erginzte Temperatur-

verteilung anschreiben und dabei das Integral durch die Grenze £ = 0
in zwei Teile spalten'

+ ®
_E-x*
0= 1/ ]/m {/ @- ds+/(s> o= e d&}
T

+0

Beachten wir nun, dafl F(£) fiir positive Werte von & immer glelch
+ 6 und fiir negative Werte von & immer gleich — @ ist, so erhalten wir

+ @ +0
0=0 1 - ae -65 e
at . —_ e art .
“Va vem{/ ;

Hier fithren wir eine neue Integrationsvariable ein, indem wir setzen:
E—__~—X=n; &= 77-]/4a'c +x; dé= ]/4-a~t-d17.
]/4at .
Es sind dann auch die Integrationsgrenzen zu #ndern:
statt £ = 4 oo ergibt sich = +
» 5 = — 0 » 5y = — Q0

und ”» EZiO % y N=

Damit wird die Gleichung fiir @:

n =+ -
1 Ydar
Q=0 —. /e—ﬂ'-dn ~fc"’i'-dn .
V” Ve —X
BRZTY
Da e~ eine zu 75 = 0 symmetrische Funktion, also eine gerade

Funktion ist, so ist nach Fig. 25 folgende zweimalige Umformung ge-
stattet:

Q= —w

+x
l/4ar N =
2 l4 at

O =06g- /e"’t cdy = QC»_f"% dy .. (33m)

Va == Va g

Viat
Das letztgeschriebene Integral stellt die in Fig. 25 schraffierte Fliche
dar und ist lediglich eine Funktion seiner oberen Grenze.

o*
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Der Ausdruck
Z
F(z) = —= /e"?’-dn = G (z)

)
V)
ist eine in der angewandten Mathematik sehr hiufig vorkommende GréBe
und wird das GauBsche Fehlerintegral G (z) genannt.

d

*e

7

Fig. 25. Zur Umformung in Gleichung (32a).

“Wir bekommen fiir das Temperaturfeld die Gleichung

@zec.c;(—i_;). ... . (32b)

4ar1

Die Werte des GauBschen Fehlerintegrals sind in der Tabelle Nr. 28 im
Anhang zusammengestellt. In Anlehnung an die Gleichungen des Tem-
peraturfeldes bei Platte, Zylinder und Kugel kénnen wir auch schreiben:

@:@C-tps(‘g). (320

Die Werte dieser Funktion sind in Zahlentafel Nr. 8 zusammengestellt.
Zahlentafel Nr. 8.

Temperaturverlauf im einseitig unendlich ausgedehnten Kérper.

at art
0,0 1,00 2,0 0,38
0,1 0,97 3,0 0,32
0,2 0,89 4,0 0,28
0,3 0,80 50 0,25
0,4 0,74 6,0 0,23
0,5 0,68 7,0 0,21
0,6 0,63 8,0 0,19
0,7 0,60 9,0 0,18
0,8 0,58 10,0 0,17
0,9 0,55 20,0 0,12
1,0 0,53 100,0 0,06
(1,14) (0,50) o 0,00




Temperaturen abklingend. — Der einseitig unendlich ausgedehnte Korper. 69

Wir wollen jetzt die Frage stellen, mit welcher Schnelligkeit sich eine
gegebene Temperatur nach dem Inneren des Kérpers fortpflanzt. Wir
bilden die inverse Funktion zu Gleichung (32c¢), schreiben also

at 0
= Funkt. (50)

Daraus gewinnen wir die Zeit 7, die eine bestimmte Temperatur braucht,
um bis zur Tiefe x vorzudringen, zu

x?2 0
T = 2 Funkt. (@—c>

Ist im besonderen Fall @ die Hilfte von @¢, so ist nach Tabelle Nr. §
der Wert der Funktion gleich 1,14.

Hierzu ein kurzes Zahlenbeispiel:

Wann ist in einem einseitig unendlich ausgedehnten Korper bei
Kupfer, Eisen, Sandstein und Kork die Temperatur 1/, @¢ bis zur Tiefe
von 1 cm, 1 dm und 1 m vorgedrungen ?

Da in der Gleichung x im Quadrat vorkommt, so braucht man die
Zeiten, die man fiir 1 cm ausgerechnet hat, nur mit 100 und 10 000 zu
multiplizieren, um die Werte fiir 1 dm und 1 m zu erhalten.

Kupfer Eisen Sandstein Kork
a= 0,38 0,058 0,0012 0,0011
Firlemistz =0,000114 = | 114 Ll4 L4 IRC
a 3800 580 2 T
Fir 1 em = | 1,08 Sek. 7,1 Sek. 5,7 Min. 6,2 Min.
Fir 1 dm 7 = [1Min.,48Sek| 12 Min. 9'/, Std. 10t/5 Std.
Fir I m = 3 Std. 20 Std. 40 Tage 43 Tage

b) Die Berechnung des Wirmeverlustes. Von den auf S. 49 ge-
kennzeichneten Wegen beniitzen wir diesmal den ersten Weg.

dQ:-l-dy-dz-.(a—Q> -dr.
ox X==0

Da die Temperaturverteilung von y und z unabhéngig ist, ergibt
sich fiir eine Fliche Y -Z der Betrag

Q@ _  ,.y.z. (28 x :
x=0

(¢ (1))~ 7

Fiir x = 0 wird die Exponentialfunktion zu Eins und es ergibt sich
Q_ _ Z-Y-Z-@C-——l_——-i: — ]/1'0'7' «Oc-Y-Z. . . (33)

]/4&1 ]/E aT-T
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Man ersi?ht daraus, daB3 der Warmeverlust durch die Oberfliche sich
wie 1 : J/7 indert, daB er also im ersten Augenblick unendlich groB ist.
Die Wirmemenge, die in dem endlichen Zeitraum von 7 =0 bis

1 = 71, austritt, ergibt sich durch Integration.

Mit [ — dv =27, wird
Ve
Q= —%.ﬁ"cﬁ-ﬁ;-%y.z. . . (34a)
4

Die ausgetretene Warme wachst also wie V7. Die GréBe Vi-c-yist
ein reiner Stoffwert, den wir mit b bezeichnen wollen. Man konnte
diesen Wert die Wirmeeinstrom-Fahigkeit oder wie sich bei Aufgabe 6
und 7 zeigen wird, auch die Warmespeicherfahigkeit nennen. Da sich
jedoch die volle Bedeutung dieser Zahl zur Zeit noch nicht itberblicken
1aBt, mochte ich von der Einfithrung eines Namens noch absehen und
nur von dem ,,b-Werte** sprechen.

Q=—-113-V7ob-0c-Y-Z . . ... ..., (34D).

Zusatz.

Die Aufgabe Nr. 5 kénnen wir vom Standpunkt der Randbedingungen
aus als eine Randwertaufgabe erster Art oder als eine solche von der
dritten Art mit dem Wert h = oco auffassen. Fiir eine endliche relative
W.U.Z. ,,h 1aBt sich Aufgabe ebenfalls durchfiihren. — Wir wollen
hier aber nur das Ergebnis aus der mathematischen Literatur iber-
nehmen [z. B. aus Riemann-Weber, Die partiellen Diff.-Gleich. der
math. Phys. 4. Aufl. Vieweg 1901. II. Band. S. 99. Gleich. (15).

B 1 /x‘z
Q—QC-G(Q] E)
L+ a0 | 14 /x2 ar
+ 600X ‘ll—G<§ 1/37+ Vg(hx)e>}
oder

@=ac-q>(’if hx).

x?’
Uber eine Verallgemeinerung anderer Art siehe spéater S.106.

D. Die zeitlich veriinderlichen Temperaturfelder
ohne Wiirmequellen.
Temperatur periodisch verdnderlich.
Die Differentialgleichung %Qr =a-4%0.

Unter dieser Uberschrift wollen wir eine Reihe von Vorgingen zu-
sammenfassen, denen folgendes gemeinsam sein soll.. Erstens, es soll
die Temperatur der Oberfliche oder die Temperatur der Umgebung rein
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periodischen, zeitlichen Schwankungen unterworfen sein. Als Gesetz
dieser Schwankungen sei im allgemeinen das Gesetz der harmonischen
Schwingung vorausgesetzt. Zweitens soll stets angenommen sein, daB
der Vorgang schon so lange dauert, da die urspriingliche Temperatur-
verteilung ihren Einfluf} verloren hat, daf also das Temperaturfeld nur
mehr unter dieser Einwirkung von aufBlen steht.

In erster Linie wird hierbei immer nach der Gestalt des Temperatur-

feldes gefragt sein, in zweiter Linie nach dem WarmefluB3 durch die
Oberfléache.

Allgemeines.

Die gesuchte Temperaturfunktion muf3 vor allem der Differential-
gleichung

00 ) .
FPiaL A% geniigen.

Einer Anfangsbedingung unterliegt sie nicht, da nach #nnahme die
Anfangstemperaturverteilung schon ausgeglichen sein soll.

Dagegen ist sie an einc Oberflichenbedingung gebunden. Diese lautet

entweder 6@y = O - cos (2 g . r>
0
oder Oy = O - sin (2 z 7:).
Ty -

Hierin bedeutet @¢ den maximalen Ausschlag der Schwankung und 7,
die Dauer einer ganzen Periode. Beide Bedingungen sind durchaus
gleichwertig, denn wir brauchen nur den Nullpunkt der Zeitachse um
7/, zu verschieben, also eine Phasenverschiebung von 7/, eintreten zu
lassen, um die beiden Funktionen in einander iiberzufithren. Wir werden
deshalb im weiteren nur die cos-Funktion beriicksichtigen.

Zwecks Aufsuchen partikulirer Integrale setzen wir

Die physikalischen Erwagungen, die wir auf S. 27 anstellten, hatten
uns bei Vorgingen, die einem stetigen Temperaturausgleich zustreben,
zur Annahme ¢ (7) = e~ " gefiihrt.

Bei der gegebenen Annahme einer periodischen Oberflichentemperatur
ist sicher zu erwarten, dafl auch in den tieferliegenden Schichten sich
die Temperatur mit der Zeit periodisch #ndert. Die Exponentialfunktion
ist deshalb in obiger Form nicht brauchbar. Erinnern wir uns aber, daB
nach den Lehren fiir das Rechnen mit komplexen GriBlen die Gleichung gilt

et = cos (pr) +i-sin (p1),

so erscheint es immerhin gerechtfertigt, mit dieser Funktion den Versuch
zu machen.

Wir setzen wieder in Anlehnung an Fritheres p = g% und erhalten

Ozeii.q,ia‘r'w(fyn) C)
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und dies fithrt mit
90 . fiqa
= +i.q2.a.eF00AT,
5, — +i-q*-ae
und mit
A0 =TT gy
zur Bedingungsgleichung fiir v, welche lautet
AT (i-q})-p=0.
Dies ist die schon bekannte Pockelsche Differentialgleichung (10.),

nur mit der Besonderheit eines negativen und rein imaginéren Parameters.
Aus der Lehre von den komplexen Grofleniibernehmen wir die Formel

V—“izi(l—i)-]/%;

mit ihrer Verwendung kénnen wir die Pockelssche Differentialgleichung

schreiben B
A‘.’y)i[i(l_l)\‘/%.q} 1/):0, ...... (35)

so daB jetzt an Stelle der reellen Gréfle q der fritheren Betrachtungen

die komplexe GroBe -
+(I'—1)- ]/%-q tritt.

Nach diesen einleitenden Ausfithrungen, die fiir eine ganze Gruppe
von Aufgaben gelten, kann jetzt zur Besprechung einzelner Aufgaben
iibergegangen werden; hierbei sollen nur solche Fille erértert werden,
bei denen die Temperatur nur von einer Koordinate abhingt.

Aufgabe 6. Der einseitig unendlich ausgedehnte Korper.

,,Bei einem einseitig, unendlich ausgedehnten Korper werde durch
irgendwelche Einwirkung von auflen die Oberflichentemperatur zu
periodischen Schwankungen um den Wert Null gezwungen. Das Gesetz
dieser Schwankungen sei das der harmonischen Schwingung. — Es
sind die Gestalt des Temperaturfeldes und die Grofe des Warmeflusses
durch die Oberfliche in ihrer Abhingigkeit von der Zeit zu bestimmen.*

a) Die Gestalt desTemperaturfeldes. DerAnsatz: @ =e T (x)
ist ein partikulires Integral der Wirmeleitungsgleichung, falls y(x) eine
Losung der Gleichung:

4z i J? .
(_lxl;__ [i’.(l _i)]/gq} -p(x) = 0 ist.

Die Gleichung y(x) = C - TP Viax ist eine solche Losung. Mit
jhrer Verwendung ergibt sich fiir @ der Ausdruck

ch.e—i-q'-:rr 'C:t(l——i)l/i'q.\’:C'c»#_-]/gqx.e—b(q'af%_- {yqx).
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Dieser Ausdruck geht mit Hilfe der Formele—1? = cos ¢ — i - sin ¢,
iiber in:

O=C-e* V;'q"‘-‘cos (q2~a-ti‘/1§qx) —i-gin (qzoa-rj-_l/%qx”

Diese komplexe Losung laBt sich in einen reellen und einen rein
imaginéren Teil spalten, so daBB @ = @, 4 i 6, ist.

Dabei wollen wir noch folgendes beachten: Nach den Eigenschaften
der Exponentialfunktion wiirde das -}--Zeichen im Exponenten besagen,
dafl die Temperaturschwankungen mit zunehmender Tiefe unter der
Oberfliche immer mehr zunehmen miiften, eine Annahme, die mit der
Erfahrung sichtlich in Widerspruch steht. Wir miissen deshalb aus
physikalischen Griinden die beiden oberen Zeichen ausschalten. Es
bleiben dann die beiden Lésungen:

0, = Cl-eﬁllé'q'x-cos(q"at — V%qx) und

@22Cz.e—‘l/é"q-x.sin(q?at_V%qx>.

Zur Bestimmung der beiden willkiirlichen Konstanten C und q
beniitzen wir die Oberflichenbedingung, indem wir in beiden Gleichungen
x = 0 setzen. Wir erhalten

0020'210; (q®*-a-7)

und vergleichen dies mit den Oberflachenbedingungen von S. 71. Daraus
ist zu folgern:

1. daBl C= @¢ und ¢? :};- 2?« zu setzen sind und
)

2. daB die beiden Losungen insoferne gleichwertig sind, als sie den
beiden schon als gleichwertig erkannten Anfangsbedingungen geniigen.

Wir beriicksichtigen deshalb ferner nur mehr die eine Losung, z. B. die
cos-Funktion.

Die Gleichung des Temperaturfeldes heifit dann:

@:@C-e—xlva""-cos(x-‘/i——2——n-t> ... . (86)

a-1, T,

Bei Besprechung dieses Ergebnisses konnen wir zweierlei Standpunkt
einnehmen. Einmal koénnen wir einen bestimmten Zeitpunkt festhalten
und die Gestalt des Temperaturfeldes in diesem Augenblick unter-
suchen, also ein Momentbild der Temperaturkurve aufnehmen. Das
andere Mal konnen wir eine unendlich diinne Schicht in der Tiefe x ins
Auge fassen und die zeitlichen Verianderungen, welche die Temperatur
in dieser Schicht erleidet, verfolgen.
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Wir beginnen mit der ersten Betrachtungsweise und zwar zuerst
mit der einfachen Funktion
f; (x) = G- cos (x- l—).
a7,
Diese Gleichung stellt eine cosinus-Linie oder eine Wellenlinie dar.
Der grofite Ausschlag (die maximale Amplitude) ist gleich @¢. Die Linge
einer ganzen Welle ergibt sich aus

7
—— = 27.

Zu: Wellenlinge = 2- V- a - 7,.

Die Wellenberge stehen bei x; = 0; x, = 2 1/ 7oA To; Xy =4-Ym a1,
usw.

Die Funktion f, (x) = @¢- cos (x- alL — 2. ;> stellt eine gleiche
0

Wellenlinie dar, nur ist die ganze Linie um den Betrag (2.-7x-1): 7,
in Richtung der positiven x-Achse verschoben. Bei stetig wachsendem ¢
wandert also die ganze Wellenlinie in dieser Richtung, sie bildet einen
Wellenstrahl. Da nach der Wellenlehre

Fortpflanzungsgeschw. = Wellenlinge : Schwingungsdauer
ist, so ist die Geschwindigkeit, mit der ein Punkt der Welle, z. B. ein
Maximum wandert gleich

In Gleichung (36) tritt nun im Vergleich zur letztuntersuchten Glei-
chung noch die Exponentialfunktion hinzu. Sie verdndert weder die
Phasenverschiebung, noch die Fortpflanzungsgeschwindigkeit oder die

Wellenla.nge Aber sie bewirkt

ein sehr rasches Abnehmen

des groBten Ausschlages mit
fortschreitendem x.

Fig. 26 zeigt zwei auf-

einanderfolgende Momentan-

- bilder der Temperaturkurve.

e Waihlen wir nun die zweite

Betrachtungsweise, indem wir

) A den Temperaturverlauf in der
VEar ! Tiefe x beobachten! Wir
v ‘ ; miissen dann x als den fest-
A5 _ gehaltenen Parameter und v
' als die Veriinderliche auf-
Fi - lauf bei periodisch ver- assen. Es zeigt sich dann,

& 2a?ndzﬁlc}ggﬁ&g)%ﬁaihe:fenlzgl;ra.tur daB @y sich mit 7 ebenfalls
nach dem Cosinusgesetz &n-

dert. Die Dauer einer Schwingung ist gleich 7o, also unabhéngig von der
Tiefe x. Dagegen tritt mit wachsendem x ein Zuriickbleiben in der Phase

(e

&
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— ein Nachhinken — ein, das durch den Ausdruck

_X1 % -
Ty = 2Vn-a gegeben ist.

Auch der groBte Ausschlag dndert sich mit x, denn es ist

T
-x- V=
(Odnax= B¢ - e A hr
Man kann nun die Frage stellen, in welcher Tiefe x haben die Temperatur-
schwankungen auf den y-ten Teil ihres Oberflichenwertes abgenommen.
Um dies zu finden, ist die Gleichung

—X- 4
%: e Va'"" nach x aufzulGsen.
_7 ey ot
X= = loge = 1/& 7, - funkt ().

Man sieht daraus, daBl sich die Temperaturschwankungen in um so
groferer Tiefe noch bemerkbar machen, je grofler die Temperaturleit-
fahigkeit a ist und je langsamer die Schwankungen verlaufen.

Die Werte von funkt (v) sind hier zusammengestellt.
Zahlentafel Nr. 9.

1'» ; Y10 t ) E Y50 1 Y100 Y1200

2,599 3,808

funkt. (»)% 1,209 ' 1,690 $

b) Der Wirmefiu durch die Oberfliche. Wir berechnen den Warme-
fluB wieder nach der ersten Art, also aus dem Temperaturgefalle an der
Oberflache.

00

1Q=—1- (81{

worin d F ein Element der Oberfliche ist. Durch Differenzieren der
Gleichung (36) nach x ergibt sich

80 V= T
ix — 6Oc- V&To Va {Sm< To)
+oos<x V—-—-—2n )}
To

00 7 v
(_3_x—>x=0:—00']/a~1:0 {cos2n ;;—sm2n ?(;}

= -+ B¢- Vl V2. sin (2n£——£)-

at, 7, 4

) +dF-dr,
x=0
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A

c-y

2n T @

—.sin {27 ——=-1. @¢-F.dr
To %o

Daraus ergibt sich mit a =

- Ty

/2 T X ]
=+]/Z-c-yd/fwos(%t;;—}—g)~@0-F~dr.

Wiirden wir den Ausdruck iiber die Zeitdauer einer ganzen Periode
integrieren, so wiirden wir den Wert Null erhalten. Wir miissen uns
deshalb die Frage vorlegen, wie grof ist die Warmemenge, die die Ober-
fliche wihrend einer halben Periode durchsetzt? oder mit anderen
Worten: wie grof ist die Warmemenge, die der Korper in der Zeit 7,/2
aufzuspeichern vermag ?

Den Wert n/4 konnen wir weglassen, denn er bedeutet nur eine
zeitliche Phasenverschiebung. Die Integration liefert dann

/27,
=7F0,80-)r,-b-0-F . (37b.)

Die aufgespeicherte Wirmemenge ist also dem Werte b und der
Wurzel aus ‘der Zeitdauer 7, proportional. Die nachstehende kleine
Tabelle zeigt einige Werte der Wurzel /7, - b fiir 7, = 1 Minute, 1 Stunde
und 1 Tag.

. (37a)

Kupfer Eigen Sandstein Kork

A= 320 45 0,6 0,08
c= 0,094 0,115 0,22 rd. 0,3

y= 8900 7700 2300 240

A-coy | 268000 40 000 304 5,8

Vicy 517 200 17,4 24

1 Min. l Vo= 0129 66,7 25,8 2,24 0,31
1 Std. Vo = 1,000 517 200 17,4 2.4
Tag Voo = 4,90 2530 980 85,1 11,8

¢) Verallgemeinerung der Aufgabe.

Es soll nunmehr angenommen

werden, daB nicht fir die Oberflichentemperatur @,, sondern fiir die
Umgebungsbemperatur ©® das Anderungsgesetz vorgeschrieben sei. Es
soll gelten:
¥ == ¢ cos (27;- L)-
To
Ferner sei die relative W.U.Z. h = a : 1 bekannt. Wir wollen fiir
diesen Fall die Gleichung des Temperaturfeldes nicht selbst ableiten,
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sondern aus der Enzykl. der math. Wissenschaften V. 4. S. 186, iiber-
nehmen. Darnach ist

1 —_—
O =Yg B —.¢ xV? a:]':n :
’ 14 2 2n
h. a7,  hi-ar,
I T
T n h. at,
cos| 2n——x|/ — —arctg———-2.. ]. . (38).
'[0 &T g P

1 L
+ h%-art,
Diese Gleichung kénnen wir als eine Erweiterung der Gleichung (36)
auffassen. Wir erkennen dies am besten, wenn wir aus ihr die Ober-
flichentemperatur @, berechnen, indem wir x = 0 setzen.

00=190-‘/ -cos(2n—:~—arctg'—l—')
1+V 3 .
h%a 7, h2ar

Die Oberflichentemperatur befolgt also ebenfalls das Gesetz einer
harmonischen Schwingung, nur tritt gegeniiber der erzeugenden Schwin-
gung der Raumtemperatur ein Zuriickbleiben in der Phase ein, ent-
sprechend dem Ausdruck mit arctg.

Ferner unterscheiden sich die beiden Schwingungen durch die Gréfe

des maximalen Ausschlages. Es tritt eine Verminderung ein, entsprechend
dem Wert des Ausdruckes

2.
= funkt (h?a 7;) = funkt <a—b:—°>.

1 +Vh2ar + —hé_a;

Zahlentafel Nr. 10.
Werte von funkt (h2agz).

h?az¢ funkt h2as funkt
o) 1,00 5 0,54
1000 0,96 2 0,41
500 0,94 1 0,32
100 0,87 0,5 0,24
50 0,82 0,1 0,12
10 0,64 0,0 0,00

Fiir die innerhalb einer halben Periode aufgespeicherte Wirmemenge
ergibt sich jetzt ohne weitere Rechnung

Q=1080-funkt (h2-a-7)) - YVo-b-9c-F . . . . (39)
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Die vorstehend abgeleiteten GesetzmiBigkeiten finden hauptsichlich
Anwendung, wenn man untersucht, wie sich die taglichen und jihrlichen
Temperaturschwankungen im Erdboden nach der Tiefe fortpflanzen (vgl.
E. Riecke, Lehrbuch der Physik. Leipzig 1912. 5. Aufl. II. Bd. S. 729).
Fiir uns ist die Aufgabe vor allem wichtig als Vorbereitung zur nichsten
Aufgabe.

Aufgabe 7. Die Platte.

,»Bei einer planparallelen Platte von der Dicke 2 X werde durch
irgendwelche Einwirkung von auflen den beiden Oberflichen eine perio-
disch verinderliche Temperatur aufgezwungen. Das Gesetz dieser Ver-
anderlichkeit sei fiir beide Seiten dasselbe, namlich:

G, = B¢ - cos 27:%.
0
Es sind die Gestalt des Temperaturfeldes und die GroBe des Wirme-

flusses durch die Oberfliche zu bestimmen.*

a) Das Temperaturfeld. Entsprechend den Ausfithrungen von 8. 71
beginnen wir mit dem Ansatz
0 —_ e+iq.a".w(x)’
wobei wieder y (x) der Bedingung zu geniigen hat

de 1/1 ]
Tt [(1—1)]/5(;} p=0.

Zwei Losungen dieser Gleichung sind:

y(x) = cos‘(l —i)]/%qx} und p (x) = sin {(1 — i)]/%q x}.

Da nach der ganzen Stellung der Aufgabe das Temperaturfeld sym-
metrisch zur Ebene x = 0 sein muf, so kann ¢ (x) nur eine gerade Funktion
sein und die zweite Losung kommt fiir uns nicht in Betracht.

Bevor wir diese Losung weiter verwerten kénnen, miissen wir einige
Sitze iiber Hyperbelfunktionen besprechen. :

Hyperbelsinus und -Cosinus.
Wenn z = u +i-v eine komplexe GroBe ist, so ist (nach Jahnke
und Emde 8.11, Zeile 9 v. 0.)
cos(u—1i-v)=Cpfv-cosu+iGinv-sinu.
Fiir u = v wird daraus
cos((l —i)u) = @pfu-cosu+i-Ginu-sinu.
Wir bezeichnen @pju-cosu mit f,(u)
und Ginu.sin u mit f; (v)
und wollen nun diese beiden Funktionen besprechen.

1. Die Funktion {; (u).
Der Hyperbelcosinus ist eine gerade Funktion, die fiir das Argument
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Null den Wert ,,1¢ besitzt und sich mit wachsendem positivem und
negativem Argument dem Wert -+ oo nihert. Die cos-Funktion ist die
bekannte, gerade Funktion mit den Nullstellen + Y/,7r, + 3/, usw.
Das Produkt beider Funktionen wird eine oszillierende Funktion sein,
die in ihren Nullstellen mit der cos-Funktion iibereinstimmt, deren Aus-
schlige aber mit wachsendem Argument stdndig wachsen. Als Produkt
zweier gerader Funktionen ist f;(u) auch eine gerade Funktion (siehe
Fig. 27).

(A

=
|

|
’-- oA
I 4 cosfee) Loj

E.Fa’."]' a) a’j;‘f.r .(H,.J:

SO

; -4 T § 4 iaa ERE

EEEEE ARy e

— e &

fESRaREERSSScast QENSEVERSERREER)

= - | D S § S S S 77 (N N N N D [ S

Fig. 27. Funktion f, (u) = cosu-Cof u. Fig. 28. Funktion f, (u) =sinu-&inu.

2. Die Funktion f; (u).

Der Hyperbelsinus ist eine ungerade Funktion, die fiir das Argument
Null den Wert ,,0 besitzt und sich mit wachsendem, positivem Argument
dem Wert - oo, mit wachsendem, negativem Argument dem Wert — oo
nihert. Die sin-Funktion ist die bekannte, ungerade Funktion mit den
Nullstellen 0, + 7, + 27, .... Das Produkt aus beiden muf} eine oszil-
liecrende Funktion sein, mit den Nullstellen der sin-Funktion, deren
Ausschldge aber mit wachsendem Argument stindig wachsen. Als Pro-
dukt zweier ungerader Funktionen ist f;(u) wieder eine gerade Funktion
(s. Fig. 28).

Die Werte beider Funktionen sind in Zahlentafel Nr. 11 bis zum
Argument 8,0 zusammengestellt.
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Zahlentafel Nr. 11.
Werte von cos (u) - €of (u) und Gin (u) - Sin (u).
|
u f, (0) f,(u) u f (u) | f (u) u £, (u) f, ()

E] c

0,00 40,000 +1,00 2,75 | 42,971 —17,26 5,50 —86,2 | +87,2

0,25 +0,063 . +1,00 3,00 41,41 | —9,97 5,75 —79.4 : +135
0,50 +0,250 1 40,99 3,25 —1,42 1 —12,8 6,00 —55,6 | +194
0,75 40,56 | +0,95 3,50 —5,82 | —15,5 6,25 —17,90 | +259

1,00 | +,099 | +0,83 3,7 | —12,2| —174 6,50 +72,0 | +325
1,25 +1,52 | +0,60 4,00 | —20,6 | —17,9 6,75 +194 | 380
1,50 | +2,12 | +0,166 | 4,25 | —31,5 i —15,6 7,00 +362 | 412
1,75 | +2,7 | —0,53 4,50 | —44,0 : —9,49 7,25 +580 | +399
2,00 | +3,30 | —1,57 4,75 | —57,7 1 +2,27 7,50 +850 | 4309
2,25 | +3,66 | —3,01 5,00 —71,1 | +21,3 7,75 +1154 | +115
2,50 | +3,62 | —491 5,25 —81,7 - +49,1 8,00 +1474 | —220

Aufstellung der allgemeinen Lésung.

Fiir den Ausdruck w (x)= cos {(l—-i)]/{,_-qx} kénnen wir jetzt

schreiben

p (x) =1 (VEax) +if,(fqx).
Ferner ist nach einer schon ofters gebrauchten Formel

eT 1927 cos (q%a ) +i-sin (q2a 7).
Das Produkt e"i%®™ .4 (x) ist also auch eine komplexe Grofle.
Wir erhalten
O,-+i-60,=cos (q®a7) - fc(]/gqx) —sin (q%a ) - fs(]/%_qx)

+i- {cos (q2a7) - fs(]/g- qx) -+ sin (q%a7) - fc(]/gqx)}
oder durch Trennung des reellen vom imaginiren Teil und multiplizieren
mit je einer willkirlichen Konstanten:

0,=C- cos (q?a7) - f,()/3 ax) — C-sin (q%a7) - £, (/3 9x)
O, =D - cos (q%aT) fg(]/%~ qx) 4+ D -sin (g2%ar) - fc(l/%'qx).

Aus diesen beiden Losungen bilden wir durch Addieren die allgemeine
Losung:

6 = cos (¢®2 1) {C-fc (V%qx) +D-1, (V;QX>
— sin (g% 7) - { C.f, (V%qx) —D-f, (Vg—qx) }

Anpassen an die Oberflichenbedingung.

Diese allgemeine Losung enthalt drei noch willkiirliche Konstanten,
niamlich q, C und D. Zu ihrer Bestimmung dient die Oberflichen-
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bedingung. Wir setzen x = + X; da f; und f; gerade Funktionen sind,
spielt das — Zeichen keine Rolle.

0y = B¢ - cos (2n-1> =

To

{C-fc( %—qX‘)+D-fs<1/%qx>=cos(q2at)

— {C-fs <V%q X)-D-fc (-l/;q X) Isin (q% ar).

Diese Gleichung ist fiir jeden Wert von t erfiillt, wenn
1. 2n-—t% = q%art;

2. der Faktor von cos (q*a 7) gleich 6O, ist,
3. der Faktor von sin (q% a 7) gleich Null ist.

Aus der ersten Bedingung folgt, dal ¢ = + f—:— ist. Damit wird
0

T “/ﬁ~X2 .
auch qV—z— X=+ 2ty + M und zugleich

Die Bezeichnung M wird nur der kiirzeren Schreibweise wegen
voriibergehend eingefiihrt. Die Bedingungen 2 und 3 lauten jetzt:

C'fc(M) +D'fs (M) '—_90:
C-f, (M) — D £, (M) = O.
00 -f, (M) _ i
fFon+eon M P ot on”

Daraus: C =

Die Gleichung des Temperaturfeldes.

Nachdem jetzt die Willkiir der drei Konstanten aufgehoben ist, ist
auch die Gleichung des Temperaturfeldes festgelegt. Sie lautet:

0 = E‘LW)_%?}—(M’) : “f (M) - £, (;;( M) + 1, (M) f(% M)} cos (2n rf,>

X x (o T !
— {fc (M)-fs(XM>—fs (M) - £, (}—( M)}sm (275;0)} e ... (400)
Um diese Gleichung nochmals umformen zu kénnen, leiten wir eine
kleine Hilfsformel ab.

Wir gehen aus von der trigonometrischen Formel: C - cos f - cosa —
C-sin B -sina=C-cos(e + ), und setzen in ihr C.-cos f = A und C-.
sin f = B. Dann wird C? = A% + B? und tgfi = g; setzen wir dies in die
erste Gleichung ein, so erhalten wir die Hilfsformel: )

A-.cosa— B-sina = yAZ + Bz‘COS(G + M‘Ctgg)-

Grober, Wirmeleitung und Wirmeiibergang. 6
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Diese Hilfsformel wenden wir nun auf Gleichung (40a) an, indem
wir den Faktor von cos an Stelle von A, den Faktor von sin an Stelle
von B setzen. Die Rechnung ergibt dann

At B2=V=fpﬁ M) + £.2 (N sz(i ) ] z(.’i. )l
VA® + D) + £2 00 | £2 (g M) + 12 (5 M) |
und mit diesem Ausdruck wird Gleichung (40a) zu:
f2 (—i M)+ 12 (—x- \I)

o—o..l/ X X

- 20D+ 20D
. X o, ' X
£, (M) -1, (i M) — £, (M) - f, (XM)

X X
fo oy (SM) L1 o0 (S
M) - f (x“> LR f (X\l)

Die Gleichungen (40a und b) kann
man in gekiirzter Form schreiben:

(40b)

4
cos | 27— 4+ arctg
T

0 =00 (;\r, = ;() .. (40¢)
1]

X2
wobeiM = + —I/ Fa X

-, alsoeine Funk-
To

tion von o0 jst. Das Verhiltnis O ¢

X‘)
ist also eine Funktion von nur 3 Ver-
T, T X
#nderlichen, nimlich 2% —, =
X2 1 X

Zur Besprechung des Ergebnisses
cignet sich am besten Gleichung (40h).
Sie lift erkennen, daf3 dic Tempera-
turkurve ein Wellenstrahl ist, der von
x = + X gegen x = O fortschreitet.
Die GrofBe der Ausschlige nimmt
Fig. 29. Zu Gleichung (41): Werte Mit wachsender Tiefe ab nach der

von funkt (x/X, M). Gleichung

oo / + £2 (x M) "
x max —— I\I + f (Nl—) e s 4 e e

= @ - funkty, (X , M).

Die Werte dieser Funktion sind aus Fig. 29 und Tabelle Nr. 12 zu
ersehen. Fiir ein gegebenes Problem miissen die Temperaturkurven jeder
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Phase des Vorganges (also dic Wellenlinien) innerhalb der beiden zn-
gehorigen M-Linien verlaufen.

Zahlentafel Nr. 12.

] f(-?( )—}-fs (x-M)

Werte von |/ —

TE(M) + 2 (M)

= funkt (%, M>,

| [ N o
xX=1 0 e ¥ ]\ 3ls Hav s I */s fa |1
i i ' f ] |
! ; ] 1 i
M=00! 1,00 | 100 , 100 1.00 L,00 ! 1.00 [ 1L,oO | 1,00 | 1,00
0,5/ 098 | 098 : 098 | 0,98 0,98 ; 0,98 | 0,98 | 0,99 i 1,00
1,0| 0,77 5 0,77 | 0,77 | 0,78 0,79 | 0,81 ! 0,85 ! 0,91 | 1,00

1,5 047 | 047 | 047 | 048 | 0,52 © 058 | 0,68 ' 083 | 100
20 0,27 ;. 027 : 028 | 030 | 0,36 045 ' 058 = 0,77 1,00
4,01 004 | 0,04 : 005 | 008 | 0,13 022 037 | 064 . 100
0,00 | 0,00 oo | 001 | 002 @ 005 | 0,14 | 0,36 1,00

0 000 | 0,00 | 000 | 0,00 ' 0.00 | 000 | 000 | 000
Aus der Gleichung (40b) folgt ferner, daB die Wellenlinge nicht
konstant ist, sondern mit abnehmendem x abnimmt.
b) Der WirmefiuB durch die Oberfliiche. Diec Berechnung stiitzen wir
wieder auf die Gleichung
00

dQ=—i- (3;) _drde

Den Differentialquotienten bilden wir aus Gleichung (40a), indem
wir beriicksichtigen, dfll}

M
dx f( )ZX f(}\“)

Es wird (—f)- =

9x
T DX “f O£ (5 M)+ £ 00+ (XM cos (27 :

— {fc (M) f;(i M) —f.(M)-f,’ (;f M) } gin (271- 710) ]

Dies LiBt sich wieder mit der letzten Hilfsformel umformen. Gleich-
zeitig soll X fiir x gesetzt \wrden

06 O¢ T .
(8x)x=4x £ (M) + 12 (M) 1/“ () + £2 (D)} - (£ (M) -+ £ D)
f (M- £ (M) — £, (M) - £ (M)
mq(z"?ﬁ‘ B, ()1, () F LD f 4<M>)'

Dies in die Gleichung fiir d Q eingesetzt, gibt:

. ) RO+ £2 (M) M LA ) W
dQ= — i 6¢ LI X 3(2,1-;;—} arctg_:_) dF-dr

6*
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Die Stirke des Warmeflusses durch die Oberfliche ist also ebenfalls
eine periodische Funktion mit der Periode 7,. Gegeniiber der Funktion
der Oberflichentemperatur tritt eine Phasenverschiebung ein, die durch
das Glied mit arctg zum Ausdruck kommt.

Die Warmemenge, welche in der Zeit einer halben Periode durch die
beiden Oberflichen (= 2 F) hindurchtritt, ergibt sich durch Integration.

M
Que=F 4 - Oc- V—-—'r—°-2F-
Dies 148t sich noch umformen, denn es ist:
Aty Lt aX 1arg o i

X2 X7 aX amx 0V

Damit entsteht:

£ (M) + £, (M)

_ . 1
Q10/2:+C"}/'4X]5'00'm' *ﬁzfm .. (423:)

Dieses Ergebnis 1aft sich in einfacher Weise deuten: Der Ausdruck
c-y-2XF-20 stellt die Warmemenge dar, die die Platte aufnehmen
wiirde, wenn sie sich in ihrer ganzen Dicke von — @¢ auf 4 @ erwirmen
wiirde. Wir nennen diese Warmemenge (W. J.),.

Der Ausdruck — V— ist eine Funktion mit der einzigen Ver-

und gibt an, welcher Bruchteil dieser Energie

b

wirklich aufgespeichert wird.
Wir kénnten also schreiben:

—
Qi e = (W. J.), - funkt (]/na 3( )

o

Um aber in Ubereinstimmung zu kommen mit unseren fritheren

Formeln Nr. 25b, 27b und 29b, betrachten wir (a 7,) : X2 als Verander-
liche und erhalten:

QTU/QZ(W' J-)o'!p]g (‘?’X}—;g) e e e e e e (42b)

Zahlentafel Nr. 13.
Platte mit periodischen Oberflichentemperaturen.

8z, a1 az 8% L)
xz v X2 v X? Flx v Xz v

000 | 000 ] 04 | 025 ]| 1,1 |04 | 18 | 060 | 50 | 0%
005 009 | 05 | 028 | 12 [ o047 | 19 | 062 | 60 | 092
010 | 012 | 06 | 031 | 13 | 049 | 20 | 064 | 70 | 004
015 | 015 | 07 | 03¢ | 14 | o5 | 25 | 072 | 80 | 09
020 [ 018 | 08 | 037 | 15 | o054 | 30 | 078 | 90 | 09
025 | 0201 09 | 0301 16 |05 | 35 | 082 |100 | 097
030 | 022 | 10 042 | 1,7 |05 | 40 | 086 | o | 1,00
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Die Werte dieser Funktion ¥, sind in Zahlentafel Nr. 13 und in Fig. 30
zusammengestellt.

10 T | I

| | | -
20 Jo %0 50

Fig. 30. Platte mit periodischer Oberflichentemperatur:
Abszissen: a - 7,/X2
Ordinaten: @5 aus Gleichung (42)b.

Die Funktion wurde berechnet unter Anwendung nachstehender Formeln:

f,’(u) =({—d-u(cos u-Gofu)=cosuGin-u—sinu.Cofu

f/(w)= dd—u (sinu - &inu)=sinu-Cofu+cosu- Sinu.

Also f/%(u) -+ 1f,/%u) =2 (cos®u - Bin*u + sin®u - Cof?u).
Damit wird dann:
f7(0) +1%(v) costu. Gintu + sin®u- GofPu_, cotg?u- Zg?u -1
f2(u) +£2(w) ~ “cos’u- Goffu +sin?u-Ginfu  ~ cotgiu + Tgiu
Ferner ist oft fiir Zahlenrechnung die nachstehende Formel von Vorteil:
cos®u - Gof?u + sin?u - Gin%u =1 ((cos (2u) + Gof (2u))
Sie ist abzuleiten mit Hilfe der Formeln

2 Gof?u = Cof (2u) + 1 und 2 Gin%u = Gof (2u) — 1 bei Jahnke und Emde,
Seite 9, Ziffer 7, Potenzen.

Gleichung (42b) besagt nun, daB die Wirmemenge, die eine Platte
wihrend einer halben Periode aufzuspeichern vermag, erstens dem Wert
(W. J.), proportional ist. Sie ist also bei gleicher Oberfliche der Platte
cinerseits der Dicke 2 X und andererseits der spezifischen Warme pro
Raumeinheit, also dem Produkt c - ¥ proportional. Von diesem Wert
(W.J.)o kommt aber zweitens nur ein Bruchteil in Rechnung — ein
Bruchteil, der um so grofer ist, je groBer der Wert (a z,) : X2 ist.

Fir die Zwecke der Praxis 1aBt sich diese GesetzmiBigkeit noch
wesentlich vereinfachen. Da die Stoffwerte vor allem bei hohen Tempera-
turen nur sehr ungenau bekannt sind, so ist auch bei der Rechnung ein
geringerer Grad von Genauigkeit gestattet. Solange wir uns auf solche
Werte des Argumentes (a - 7, : X?) beschrinken, welche gréBer als 0,5
und kleiner als 4 sind, konnen wir fiir die Funktion ¥;; niherungsweise
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dic Potenzfunktion

(3T _ ) a-ro)+°v5
Yj“( X® )‘0’44 (Xz

setzen (vgl. die durch Ringe angedeuteten Werte in Fig. 30).
Fiir die withrend einer halben Periode aufgespeicherte Wirme ergibt
sich damit der Wert
VIR \)u,s

Q,,2=:4.X-F-Qc-c.y.o,44.(c—_;- =

= FVOL- 090, 7, b- 5
Es sei aber nochmals daran erinnert, dafl diese Naherungsgleichung
nur fir das Gebiet

at
0,5 57 <4

ailt.
SchluBbemerkung:

Die GesetzmiBligkeiten, die in dieser und der vorhergehenden Aufgabe
abgeleitet wurden, bilden die Grundlage fiir cine wissenschaftlich ein-
wandfreie Betrachtung und Bercchuung der Wirmespeicher, die aus
festen Korpern bestehen; — also der steinernen Winderhitzer von Hoch-
ofenanlagen, sowie iiberhaupt aller Arten von Regeneratoren. In zweiter
Linie gelten diese selben Gedankengiinge auch bei der Beurteilung des
Einflusses starker Mauern auf die Beheizung von Gebauden, also bei
der Frage der unterbrochenen oder durchgehenden Beheizung. In
dritter Linie sind sie der Ausgangspunkt fiir die Beurteilung der Wand-
wirkung in Zylindern von Dampfmaschinen, Verbrennungsmotoren
und Kompressoren.

Es war bisher stets angenommen worden, daf} die erzeugende Tem-
peraturschwankung (Oberflichen- oder Raumtemperatur) nach dem Ge-
setz der harmonischen Schwingung verlaufe. Ist ein anderes Gesetz
gegeben, so 1aBt sich dieser allgemeine Fall immer durch Anwendung der
Fourierschen Reihenentwicklung auf den Fall der harmonischen Schwin-
gung zuriickfithren. Meist werden 2—3 Glieder der Reihe geniigen.

E. Die zeitlich konstanten Temperaturfelder ohne
Wirmequellen.
Die Differentialgleichung 426 =0, .

Allgemeines.

Dic Uberschrift iiber diesem Abschnitt will keineswegs  besagen,
dall bei den nachstchenden Problemen ‘gar keine Wirmequellen wirk-
sam sein sollen. Im Gegenteil: wenn wir von dem durchaus belang-
losen Falle der vollstindigen ortlichen Temperaturgleichheit absehen
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wollen, so verlangt schon das Vorhandensein von Temperaturunter-
schieden auch das Vorhandensein von Wirmequellen. Sie miissen
aber — so will die Uberschrift sagen — auBerhalb des Feldes liegen
und diirfen sich nur durch ihre Einwirkung auf die Oberfliche bemerk-
bar machen. Wir werden davon bei der Erdrterung der Randwert-
sngaben zu sprechen haben.

Die Differentialgleichung.

Wenn wir die Grundgleichung der Warmeleitung, also Gleichung (4a)
auf zeitlich konstante Temperaturfelder ohne Wirmequellen anwenden,
so milssen wir darin (0@/0t) und W gleich null setzen. Damit fill
auch ,,a aus der Gleichung fort und es verbleibt als Bedingung fiir @
die einfache Gleichung

A20=0 . . . ... e e e . (43)
Diese Gleichung spielt in der Physik eine iiberaus wichtige Rolle,
indem sie die Grundgleichung der Potentialtheorie ist. Sie ist unter
dem Namen ,,Laplacesche Diffcrentialgleichung” bekannt. TIhr ent-
spricht vor allem die rdumliche Verteilung des Gravitationspotentiales
in einem Felde, wenn die das Potential erzeugenden Massen auferhalb
des Feldes liegen, ferner die Potentialverteilung im elektrostatischen
Feld, wenn keine Ladungen im Feld selbst sind und endlich die Ver-
teilung des Geschwindigkeitspotentiales jeder stationdren, wirbel.
freien Stromung in einer reibungslosen, inkompressiblen Fliissigkeit.
Es sei deshalb der Leser auf die Lehrbiicher iiber Potentialtheorie
verwiesen, wenn er sich eingehender, als es hier geschehen kann, mit
dem vorliegenden Problem befassen will.

Die Grenzbedingungen.

Vor allem fillt die zeitliche Grenzbedingung fort, denn die kon-
stanten Temperaturfelder sind als jener Endzustand aufzufassen, dem
cin Temperaturfeld mit wachsender Zeit zustrebt, wenn die Oberflichen-
bedingungen konstant sind. Dieser End- oder Beharrungszustand ist
von der urspriinglichen Temperaturverteilung unabhiingig und allein
durch die Oberflichenbedingungen bestimmt.

Bei den Oberflichenbedingungen oder ridumlichen Grenzbedin-
gungen unterscheiden wir auch hier wieder dieselben drei Arten, die
wir auf Seite 12 usw. abgeleitet haben, jedoch bestehen jetzt einige
Vorschriften dariiber, welche Angaben notwendig, aber auch hinreichend
sind, um ein Problem eindeutig zu kennzeichnen. Bei den einzelnen
Aufgaben, die wir besprechen werden, wird es meist sich von selbst
ergeben, inwieweit die Angaben willkiirlich gewihlt werden diirfen.
Eine allgemeine Erorterung dieser Einschrinkungen wiirde hier zu
weit fithren. Es sei deshalb auf die einschligige Literatur verwiesen:
Enzykl. der math. Wiss. II. A. 7b, Seite 486/487. Eindeutigkeitssatz
und Existenzsatz

Einteilung des Gebietes.

In den Aufgaben Nr. 8,9 und 10 sollen solche Falle besprochen
werden, bei denen das Temperaturfeld nur von einer Koordinate ab-
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hingt. Die Grundgleichung der Wirmeleitung, die in der Form (43)
immer noch eine partielle war, wird jetzt zu einer gewdhnlichen Dif-
ferentialgleichung. Wir erhalten die nachstehenden 3 Formen.

2
Geradlinige Koordinaten: %;@5 =0. .. .. .... (44a)
s . @0 1 do )
Zylinder-Koordinaten: a-;z—[—?-m— =0 .. . . (44D)
. @ 2 deé
Kugel-Koordinaten : o2 —r—-d—r_O ... (44c)

In Aufgabe Nr. 11 wird dann noch ein Beispiel gerechnet werden,
bei dem das Temperaturfeld von zwei Koordinaten abhingt. Hier
ist dann die Differentialgleichung wieder eine partielle.

Aufgabe 8. Platte.

,»Fiir eine planparallele Platte von der Dicke A sind die Gestalt
des Temperaturfeldes und der Warmeflu§ durch die Platte zu bestimmen,
und zwar unter Beriicksichtigung der verschiedenen Arten der Ober-
flachenbedingung.*

2
a) Einleitung. Aus der Differentialgleichung :il—x? =0 ergibt sich

. d . . .
durch einmalige Integration d—f = C,, worin C, die erste Integrations-

konstante ist. Das Teraperaturgefille im Inneren der Wand ist also
konstant. Die nochmalige Differentiation liefert:

O=C-x+4+C. . . . . ... (45a)
Die Temperaturkurve ist demnach eine gerade Linie mit dem Ab-
schnitt C, auf der Ordinatenachse und der Neigung C,.

b) Die erste Art der Randbedingung auf heiden Seiten. Fiir x=0
soll die Temperatur derx Wert @, fiir x=4 den Wert @, besitzen. —
Durch Einsetzen dieser Werte erhalten wir:

C, =6, und cl.—.@2 ; o,
Die Gleichung des Temperaturfeldes lautet damit.
X
0=01+(@2—01)'Z e e e e e e (45b)

Die Wiarmemenge Q, die in der Zeiteinheit durch die Oberfliche Y - Z
hindurchtritt, ist:
- . 02 it @1 r [W. ].FJ.]
Y A "

¢) Bei x=0 die zweite Art der Randbedingung. Durch die Ober-
flaiche x =0 trete in der Zeiteinheit und pro Flacheneinheit die Wirme-
menge q in die Platte ein. Ferner sei fiir x =0 die Temperatur gleich
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0, gegében. Die Konstante C, ist wieder gleich @,. Aus den beiden
Gleichungen

de dé

a=—h gy wd G=51
ergibt sich C;= — % und damit die Gleichung des Temperaturfeldes zu
@*——@1—%-1:. R 7T.T. |

d) Beiderseits die dritte Art der Randbedingung. Die Umgebungs-
temperatur sei auf der einen Seite gleich @, auf der anderen Seite
gleich ¥, und die zugehérigen W. U. Z. seien gleich a; und a,.

Bezeichnen wir mit @, und 6, wieder die beiden Oberflachentempe-
raturen, so gilt nach der Definition der 3. Randwertangabe :

N dée
Fiir x=0: -—l-(&—)x:Oza{(ﬁl—@l) A |
Fﬁrx:A:—f—ft-(iQ) = (J—6,) ... . I
dx /xea
Ferner ist wegen des geradlinigen Temperaturverlaufes
d@) _(d@) _6,— 06,
(—(E' x=0— E; X=A‘—T‘ . '- . . . . . III
Lie Gleichungen lassen sich in der Form schreiben: |
A de
01 - @1 = — (‘1*1"?1; o s e e e 4. I
A de
s —COp= - —— L . II
J: = 6, %az dx
do
02_(')1: A'd—x........ MIII
A de
01 = ’19'1 ’+‘ — -d—x ....... I
A de
6, =0, — (&;—+~A>- o (I - III)
A 1) d6
Durch Subtr. O = ($; — 9,) + (CL_ + 4 +£ dx
Daraus ist: C; = LI Tl , weil C; :ii-g ist
A1 4 1 S dx
a A ay
und es ist aus I: C, = &, + 1 % 01*, weil Cy = &), ist.
aq 1 4 1
a o,
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Als Endergebnis erhalten wir die Gleichung des Temperaturfeldes:

. 1 X\ 02 - 7’}'] =
=1 + <(_L_l I 7). T | T . . (4De)

& A
und der WiarmefluB durch die Platte wird:

Gy — %

Q= FUa Y L=k (dh— 0)-Y 74 . . . (45f)

worin k die sogenannte Wiarmedurchgangszahl (W.D.Z.) bezeichnet.

W.E.
m? - std. Std.

e) Bei x = 0 die zweite Art und heix = A die dritte Art der Rand-
bedingung. Durch dic Flicheneinheit der Oberfliche x = 0 trete in
der Zciteinheit die Wirmemenge g ein und durch die Oberfliche x = 4
gebe die Platte ihre Wirme an die Umgebung von der Temperatur
¥, ab. Die W.U.Z. sei «,.

Withrend dic Konstante € ohne weiteres gegeben ist durch
_de  q
Tdx T
erfordert dic Bestimmmung von C, eine kleine Rechnung. Wir wissen,
daB C, gleich @, ist, miissen also von #, ausgchend zuerst @, und von
diesem aus @, bestimmen,

Es ist Dimension [k] =

o

Die Bedingung fiir die Oberfliche x == 4 ist
q = (Oy — &) " qy oder 0, = 9, -+ q.

oty
. 0 g de . 4 R
Daraus 6, = C,= 0, — dx A=, o L R (Z[—‘ t /1)(1'
Endlich die Gleichung des Temperaturfeldes:
1 4 x¢
) — S — 2 ) g .. .45
o 02*(a2+2 /.,) 4 #5g)

f) Zeichnerisches Verfahren. Siche Fig. 31. Dic iiber das Tempe-
raturfeld verlangten Angaben lassen sich in sehr einfacher Weise auf
zeichnerischem Wege gewinnen, wenn man sich Fig. 3 vergegenwirtigt
und wenn man aus der Gleichung (45a) die Tatsache entnimmt, daf}
der Temperaturverlauf im Innern der Platte geradlinig ist.

Bei der ersten Randwertangabe sind die Temperaturen @) und 6,
und damit auch die Punkte C und D unmittelbar gegeben.

Bei den Angaben der 2. Art ist der Punkt C und auch die Neigung
der Geraden CD durch ihre Tangente zu — (q : ) gegeben. Durch
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die Gerade, die man von C aus unter diesem Winkel zieht, wird der
Punkt D gefunden-

Bei der 3. Art ist der Punkt A durch die Werte ¢, und (4 : ;) und
der Punkt B durch &, und 4 : a; gegeben. Die Verbindungslinie beider
Punkte liefert, dic Punkte ¢ und D und damit auch @; und &,

Bei der Vereinigung zweier Arten von Randwertangaben, wie im
Falle unseres 4. Beispieles, ist Punkt A durch ¢, und (4 : a,) gegeben,

4

Tig. 31. WirmefluB durch cine planparallele Platte: Temperaturfeld iin Beharrungs-
zustand.

ferner dic Neigung der Geraden durch den Wert — (q : 4). Bei dem
Beispiel, das in Fig. 31 gezeichnet ist, wire q negativ einzufiihren,
weil die Warme bei x = 0 die Platte verlift, also im Sinne der nega-
tiven x-Achse stromt.

Aufgabe 9. Das Rohr.

,,Fiir ein zylindrisches Rohr vom inneren Radius R; und vom duBeren
Radius R, sind die Gestalt des Temperaturfeldes und der Warmefluf
durch dic Wandung zu bestimmen, und zwar unter Beriicksichtigung
der verschiedenen Arten der Oberflichenbedingungen.

Der Zeiger ,,i bezeichne stets Innenseite.

s s A R .. AuBenseite.
a) Einleitung. Die Differentialgleichung F};?? + ?1%7(2 =0 lésen
wir, indem wir voriibergehend d @/dr = U sctzen:
W, U _ g oder AU 41

dr T U T
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Durch Integration: nU = —Inr 4+ InC, oder U-r = C,.
Fiir U wieder seinen Wert eingesetzt gibt:
do dr L .
Cyi=r- ar oder d@ = C; - - und dies gibt durch nochmalige Inte-
gration:
0=Cl'h1r+02 L T T ..(46&)

Die Temperaturkurve ist also hier eine logarithmische Linie.

b) Die erste Art der Randbedingung fiir Innen- und AuBenseite.
d. h. es sind die Temperaturen ©; und @, gegeben. Damit gibt Glei-
chung (46a):
fiir 1'=Ri: @i=Cl']IlRl+Cz

firre=R,: @,=C IRy +C,

_ @i_ga .

Daraus Cl——m,
__Oi-lnRa——Qa-lnRi
und Ce=—"TR,—mnR,

und dies 1aBt sich in zweierlei Art umformen:

. . (0; —6,)
Entweder: C, =60, + R, —InE, -In R
oder = 6 + (61— 6,) -In R;
Ce InR, InR, —In R; r

DemgemaB lassen sich auch zwei Formen fiir die Gleichung des Tempe-
raturfeldes aufstellen:

0, — 6, 0,— 0,
O = Cp+ Cp-lnr=0u + gy e I Ra — gy, Io
6.— 6,
=@a+lnR lnR'(l R,—Inr). .. ..
oo . (46Y)
- . i'_ a . :
= @; — RR_IhE, “(Inr—WnRY . . ...

Um die Wirmemenge zu berechnen, welche durch die Wandung
eines Rohrstiickes von der Linge Z hindurchtritt, legen wir innerhalbh
der Wandung eine Zylinderfliche vom Radius r fest. Also R; <{r<{R,.

Durch diese Fliche geht dann in der Zeiteinheit die Warmemenge:

Q= —Ai-2rnZ- ((ig) hindurch.
dr,r
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., dO 6, — 06, 1 o .
Aus (46D) ist ar~ bR, IR, Tt und damit wird
. Qi_@a .
Qz—+l-2n-z-l—m. « s 4 s (4{)0)

Fir die Zwecke der nichsten Aufgabe leiten wir noch die nach-
stehende Gleichung ab.

. de . . _ _ Q1
Weil Cl~r-a—;13t, ist Qg =—21-27Z.C, oder C, = ~ T a7
¢) Die zweite Art der Randbedingung an der Innenseite und erste
Art an der AuBenseite. Gegeben ist die Warmemenge Qz, die innerhalb
der Rohrlinge Z in der Zeiteinheit erzeugt wird, und die Temperatur 6,.
In der Gleichung @ =C,;-In r + C, ist nach den letzten Ausfiih-
rungen des Absatzes b) der Wert C, bestimmt; es heiBt also

. Qz 1
=" gaz T tG
Diese Gleichung fiir r = R, angewandt, liefert
_ Q 1
02—— 08+ T'm'h‘lRﬂ.

Nunmehr sind die Konstanten C, und C, bekannt und die Gleichung
des Temperaturfeldes lautet:

_ Qz 1
0=6,+ = c—— (R, —Tnx) . . . .. (46d)

d) Beiderseits die dritte Art der Randbedingung. Die Temperatur
des Innenraumes sei ¢, die Temperatur des AuBenraumes ¢,, die
W.U. Z. seien a; und a,. ‘

Zur Bestimmung der beiden Konstanten C; und C, gehen wir aus
von den beiden Oberflachenbedingungen :

. de
fiir I‘—Rj. *l-(a—r)i—ai(ﬁi——&). R |
. de
fir r =R,: —A(H?)a=aa.(@a— S IR | |
Ferner iibernehmen wir aus Abschnitt a die Beziehungen:
d"é')) G (d 0) G
(d—ri——ﬁzund d—rn——E B 1 ]
Aus den Gleichungen: &; = C,-InR; +-C, . . . . IV
und: @ =C;-InR,4-C, . . . .V

bilden wir durch Subtraktion: @; — @, = C;- (InR; — In R,).
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Aus diesen 5 Gleichungen bestimmen wir nun die beiden Konstanten
C; und C;:

Aus T und III: % — 0, = 2 G
(lj Ri
. TT . 5 ar_m:_iﬁl

4 Ry

(8 — #) — (O 0)-:—01(’ 4 iR—)

Durch Addition: -
aiR;  a,
Darnn'wr (IV-V.) (O; — 0)=C;- (In R, — InR,).

Durch Addition: (== h— y y
(InR, — InR,) — (" “?»
a

ai Ry | -

Zur Bestimmung von' C, errechnen wir aus

I und IITI den Wert 6;=149; + ;- >

M., I, , O=0—C.—~

a, Ry

Gleichung IV () = & + C;- (rp/].?- —1In Ri>

Damit gibt

. v c2==ﬂﬂ—-cr(a ﬁR 4—han)~
a "

Wir erhalten als Endergebnis die Gleichung des Temperaturfeldes in
zwei Formen

?(}i - 193 yl

0= - R T (mR
[ | 1 — S S

aR TR T R,

—InR; + In r) .

(46e).
=P, + — 9 —

]
; n 7 .(a i —HnRa———lnr) Coe
v @ N~ atAva E
; Rr; _I In ]{l ~l Uy R‘n

Die Warmemenge, die aus dem Zylinder von der Linge Z austritt
berechnet sich zu:

do s .
Q=-—-2.2.vra.-%. (dr)'"_"'hz'(“

_ _“(19 — {)) 2“1Z

] G-2al L ).
R+ R+ R,

Ru
(% — 8,) - 2nZ
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Hierin miissen wir uns unter k, eine W.U.Z. vorstellen, die nicht auf
die Flicheneinheit, sondern sogleich auf die Lingeneinheit des Rohres
bezogen wird. Wir erhalten darum

W.E.

Dimension [k,] = _— -~ =

e) Auf der Innenseite zweite Art und auf der Aulenseite dritter Art
der Randwertangabe. Gegeben ist die Wirmemenge Q,, die innerhalb
der Rohrlinge Z in der Zeiteinheit gebildet wird und ferner die Tempe-
ratur ¥, des AufBenraumes und die W.U. Z. a,.

Es ist nach den Ausfilhrungen am Schlusse des Absatzes b):

_ Q% 1

G=—7 577

Ferner ist nach Absatz d):
Cy=dy —C, - (577'-1)7 I In Rﬂ).
2 il

Mit diesen beiden Konstanten wird die Gleichung der Temperaturkurve

a N Q 1
0—?’)u+(aﬂ.Ra+lan——ln1>-T--2ﬂZ . (46g)

Uber eine Verallgemeinerung der Aufgabe fiir ein Rohr mit mehreren
Wandschichten siehe spiter Seite 105.

Aufgabe 10. Die Hohlkugel.

»Fur eine Hohlkugel vom inneren Radius R; und vom #ufleren
Radius R, sind die Gestalt des Temperaturfeldes und der Warmeflufl
durch die Wandung zu bestimmen, und zwar unter Beriicksichtigung
der verschiedenen Arten der Oberflichenbedingungen.

a) Einleitung. Zur Lisung der Differentialgleichung

eo | 2 40 _

dr? —rw'ﬁ;_-o

setzen wir wieder voriibergehend %:U. Also:

£+2E=0 oder ﬂl—: ._2.(1_1'_;
dr T

dies gibt durch Integration:
InU=2.Inr-}-InC, oder U .r?=C,.
Fir U wieder seinen Wert eingesetzt, gibt:

(ii—?-rgz()l; oder d@=C,. d

r
.
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Durch Integration gelangen wir zur Gleichung des Temperaturver-
laufes:

@:(-%)-cl+02 e (47a)

Dies ist die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel.

Die Ableitung der einzelnen Gleichungen erfolgt ganz in derselben
Weise wie beim Zylinder. Es werden deshalb bei der Kugel die Glei-
chungen nicht abgeleitet werden, sondern nur das Endergebnis ange-
geben werden.

b) Die erste Randbedingung fiir Innen- und AuBenseite. Gegeben :
6 und 6,.

Gleichung des Temperaturfeldes:

TR
Ri R, (47Db)
. 6-6, (2 1)
0—01“{’—-1—'—__—1— T-—-ﬁ; .....
R R,
Wirmemenge Q=47x1- ?’_Qf e e e (47¢c)
R R,

¢) Fiir die Innenseite die zweite Art und fiir die AuBenseite die erste
Art der Randwertangaben. Gegeben: Q und 6),.

’ Temperaturfeld : 0=0,+ 43 T (% — —é——) ....... (47d)
a.

d) Beiderseits die dritte Art der Randbedingung. Gegeben: &, &,
und gqj, a,.

Temperaturfeld : »
_ 9 — 19:1 ( 11 )
O=d-— R & dﬁw'7§—77+Rﬁm)"
Ri¥- + Rq- R + Rata, (47¢e)
o ﬂl - 198. ‘ l l l )
O=dt—7—]_ R, ’1'*'(T“§;+Raz-a,,
Ria T R.R, T Rzia,
Wirmemenge Q=4x1- ek S (471)
g i R.—R, 4

Ri R K | R
¢) Fiir die Innenseite die zweite Art, fiir die AuBenseite die dritte
Art der Randwertangabe. Gegeben: Q und ¥,, a,.

Temperaturfeld: @ = 9, + 4 _Q v (%;_RL+T%_2%—> ..... (47g)
N a Va3
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Bemerkung,.

Der Temperaturbeharrungszustand in der Hohlkugel ist besonders
geeignet zur Messung der Wiarmeleitfahigkeit von Bau- und Isolier-
stoffen. Vgl. W. Nuflelt, Die Wirmeleitfahigkeit von Warmeisolier-
stoffen. Dissertation Miinchen, Technische Hochschule 1907. Im Aus-
zug: Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1908, S. 906. In dieser Arbeit ist
auch der Fall behandelt, daB die duBere Umhillung statt durch eine
Kugel durch einen Wiirfel gebildet ist.

Aufgabe 11. Eindringen der Wirme in den einseitig
unendlich ausgedehnten Korper durch eine Kreisfliiche.

,,Ein einseitig, unendlich ausgedehnter Kérper (vgl. Aufg. Nr. 5)
besitze urspriinglich iberall die Temperatur null. Seine Oberfliche
sei mit Ausnahme einer Kreisfliche vom Radius R vollstindig isoliert.
Nun werde von einem gegebenen
Augenblick an die ganze Kreisfliche wrr
auf der Temperatur @y gehalten. :::L
Dann wird von der Kreisfliche aus e .
dauernd Wirme in das Feld ein- B S N
stromen. — Es ist zu untersuchen, s X L
welchem Beharrungszustand die
Temperaturverteilung mit der Zeit
zustrebt und wie grof} die Warme-
menge ist, die im Beharrungszu-
stand wahrend der Zeiteinheit durch
die Kreisfliche in den Kérper ein-
dringt.

a) Der mathematische Ansatz.
In Fig. 32 ist ein Zylinder-Koordi-
natensystem r, @, z so im Korper
festgelegt, daB die positive Z-Achse %
vom Mittelpunkt der Kreisfliiche  wig 32 Einseitung unendlich ausge-
aus nach dem Innern des Kérpers  dehnter Korper: Eindringen der Wirme
geht. Dann ergibt sich aus der durch eine Kreisfliche.
ganzen Art der Aufgabe, daBl das
Temperaturfeld von der Koordinate ¢ unabhingig ist, daf also die Flichen
konstanter Temperatur Rotationsflichen sind, deren Erzeugende nur
von r und z abhiéngen. Es ist auch ohne weiteres einzusehen, dafl diese
Erzeugenden ungefihr den in Fig. 32 durch die Kurven @ = const
gekennzeichneten Verlauf haben.

Die Wirmeleitungsgleichung (4c¢) nimmt die Form an

20 1 00 9?20

b T A
ort r or oz2

+E

0.

Die Oberflachenbedingungen lauten:

1. Fiir alle Punkte innerhalb der Kreisfliche muB8 die Temperatur-
funktion den Wert @y annehmen.

Grbéber, Wirmeleitung und Wiarmeiibergang. 7
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2. AuBerhalb der Kreisfliche mull wegen der vollkommenen Iso-
lierung der Oberfliche der WirmefluB durch die Oberflache
gleich null sein; es muB also fiir alle diese Punkte das in Richtung
der z-Achse gemessene Temperaturgefille gleich null sein.

3. Fiir alle Punkte des Feldes, die von der Kreisfliche unendlich
weit entfernt sind, muf} die Temperatur zu null werden.

In mathematischer Ausdrucksweise lautet dies : Die Losung 6@ = O(r, z)
der Aufgabe muf} auler der Differentialgleichung noch den Bedingungen
geniigen:

1. fir z=0 und r< R mul @ = const = @ sein,

2. »» z=20 23 1'>R » ?__0_ =0 ”
0z

3a. ,, beliebiges r und z = o mul @ =0 "

3b. ) 32 Z , IT=X 33 0=0 s

b) Das Aufsuchen von partikuliiren Integralen und die allgemeine
Losung. Auf Grund fritherer Erfahrungen versuchen wir es wieder
zuerst mit einem Produkt zweier Funktionen:

O=2Zz)R()
wobei R nur Funktion von r und Z nur Funktion von z sein soll. Da
die Temperatur mit wachsendem z sehr rasch abnimmt, setzen wir
fir Z (z) die Exponentialfunktion ¢~ ™* in der wir mit ,,m* eine will-
kiirliche GroBle bezeichnen. Dann nimmt die Differentialgleichung
die Form an

—-mz d2R(I‘) —mz 1 dR(I‘) 2 - mz _
e R + e ~;~—d—l_-~—+—m-e R (r) =0,
d2R(r) 1 dR(r) . _
oder e T -+ m?-R(r)=0.

Diese Gleichung ist die uns schon bekannte Besselsche Differential-
gleichung nullter Ordnung (Gleich. 11b) mit den Lgsungen
Rry=C-Jy,(m-ryund R(r) =D-Y,(m-r1)

Von diesen beiden Lésungen ist nur die erste brauchbar, denn die
zweite Losung nimmt fiir r = 0 den Wert unendlich an, steht also im
Widerspruch mit der 1. Oberflichenbedingung. Die allgemeine Losung
heillt jetzt in vorliufiger Form

k=ow

@:ch.e~—“ll.']‘o (n\k I‘).
k=0

Da aber keine Randwertbedingung von der 3. Art vorgeschrieben
ist, also auch fiir m keine der transzendenten Gleichungen besteht, kénnen
die Werte m die Zahlenreihe stetig durchlaufen und zwei aufeinander-
folgende Werte von m unterscheiden sich nur um dm. Ferner kénnen
wir statt des willkiirlichen Wertesystemes C eine willkiirliche Funktion
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f(m) von m einfilhren. Die unendliche Summe geht in ein Integral
iiber und wir erhalten als allgemeine Losung:

O=[t(m).-e”™ - Jymr)-dm . . . . ... (48
0

¢) Bestimmung der willkiirlichen Funktion f(m) mit Hilfe der Ober-
flichenbedingung. Die 1. Bedingung verlangt, dall das Integral

OZ:QZ_[f(m)-JO(mr)-dm
0

fiir r <R den konstanten Wert @y haben muB. Dagegen schreibt
sie fiir den Bereich r > R nichts vor. Andererseits darf aber die Funktion
diesen konstanten Wert gicht beibehalten, weil sich nach der Bedingung 3a
mit wachsendem z die Funktion der Null nihern muf.

Das obige Integral, das wir als eine Funktion des Parameters r auf-
zufassen haben, mul} also einen sogenannten diskontinuierlichen Ver-
lauf haben. '

Die 2. Oberflichenbedingung liefert ein ganz ahnliches Ergebnis.
Sie verlangt, dal das Integral

(Z—g>z=o= _(fm'f(m)'Jo(mr)-dm

fir r = R gleich null ist. Im Bereich r <R ist sie ganz willkiirlich,
nur darf sie hier nicht gleich null bleiben, sonst wiirde durch die Kreis-
fliche keine Wirme in den Kérper eintreten.

Nun kennt die Mathematik tatsichlich bestimmte Integrale,
welche die Eigenschaft besitzen, dafl sich ihr Funktionscharakter mit
einem bestimmten Wert des Parameters plétzlich é@ndert, sogenannte
diskontinuierliche Faktoren.

Am meisten bekannt ist das Integral

o0
/sm (r:l_@.cos (mr)-dm das fir r<R den Wert x/2
fir r = R den Wert z/4
fiir r >R den Wert 0

annimmt. [Vgl. Fig. 33a].

Ganz ahnliche bestimmte Integrale lassen sich. auch mit Bessel-
schen Funktionen bilden. (Vgl. Riemann-Weber, Partielle Diff.-
Gleich. 1. Bd., Seite 195/196).

Das Integral (vgl. Fig. 33b):

(-

[/M.Jo(mr)-dm hat fiir r < R den Wert 7/2

m

und fiir r >R den Wert arc sin (—I:—)
7*
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und das Integral [vgl. Fig. 33c]:

a0

/sin(mR)-Jo(mr)-dm hat fir r << R den WertV_R:Zl—__;
. —r
0

und fir r>>R den Wert 0.

Fig. 33c zeigt sofort, dall das letzte Integral der Bedingung 2 ohne
weiteres geniigt und Fig. 33b zeigt, da das vorletzte Integral der Be-

| |
|

£ !
a i !l

I

: | ik ' ==

T . £ . S *"—"""‘-"‘"1‘" {:E}x;"/g? Py s

o !
|
|

Fig. 33. Diskontinuierliche Faktoren.

dingung 1 geniigt, wenn man noch einen konstanten Faktor anfiigt,
der die konstante Ordinate zu @ macht.

Setzen wir deshalb in der allgemeinen Losung (48)

2 sin (m R)
f(nl)z;t—'@c'—ln—‘
so ist die Gleichung
@:_2.00./Sm(mﬁ-Jo(mr)-e_"‘z-dm ... . (49)
7 m

“die gesuchte Gleichung des Temperaturfeldes.

d) Der WirmefluB durch die Kreisfliche. Wir wollen vorerst den
WirmefluB durch eine Ringfliche mit dem Radius r und der Breite d r
betrachten.

Das Temperaturgefalle senkrecht zur Oberfliche ist aus Gleichung (49):

960 2 d
i = 26 intmR)-J,(mr)-dm
(b‘Z)z-—-o 7 Cﬂ/sm( )+ Jo(mr)

—_—~£ O —: l:ﬁir alle r<ZR.

YR

T
Damit Qr,dr=+}.'400'l—/-§2—.f—§'

dr.
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Dieser Ausdruck ist zugleich ein Maf fiir die Ergiebigkeit der Warme-
quellen, die wir uns auf den einzelnen Ringflichen angeordnet denken
miissen, damit die Temperatur @¢ auch wirklich erhalten bleibt. Aus
Fig. 33c ist abzulesen, dafl diese Ergiebigkeit von einem Kleinstwert
in der Mitte der Scheibe an bis zur Ergiebigkeit unendlich am Rande
zunimmt. Trotzdem ist der Warmetransport durch die ganze Kreis-
fliche endlich, weil

r-dr - B
—_—— = | — RZ__ 2 =R
T = VR

Es ergibt sich
Qreis = +44-R-0g . . . . . . . .. (50)

also nicht der Fliche des Kreises, sondern nur der ersten Potenz des
Radius proportional.

Bemerkung.

Diese Aufgabe 1Bt sich in verschiedener Weise verallgemeinern.
Man kann vor allem das Temperaturfeld untersuchen, bevor der Be-
harrungszustand eingetreten ist, also das zeitlich veridnderliche Feld;
ferner kann man fiir die Kreisfliche nicht die erste Randwertangabe,
sondern die zweite oder dritte Randwertangabe vorschreiben. Man
gelangt so zu einer Gruppe von Aufgaben, welche die Grundlage zu
bilden hat fiir eine wissenschaftlich einwandfreie Beurteilung einer
Reihe technischer Probleme. Fiir die Zwecke dieses Lehrbuches ist
diese Aufgabe vor allem deshalb wichtig, weil sie die Anwendung der
diskontinuierlichen Faktoren zeigt.

F. Die zeitlich konstanten Temperaturfelder mit
Wirmequellen. ‘
Die Differentialgleichung - 426 + 1/4- W = 0.

Vom Standpunkt der Potentialtheorie aus entsprechen die Tempe-
raturfelder mit Wirmequellen, der Potentialverteilung, wenn sich die
Massen oder Ladungen innerhalb des Feldes selbst befinden. Diese
Potentialverteilung muBl der Poissonschen Differentialgleichung

A2y =+ 4mp
[vgl. Seite 28] geniigen.

Wie in der Potentialtheorie die Massen, so kénnen hier die Wéarme-
quellen sowohl stetig verteilt, als auch flichenhaft, linien- oder punkt-
formig angeordnet gedacht werden.

Vom technischen Standpunkt aus sind die wichtigsten Wirme-
quellen dieser Art der sogenannte Energieverlust beim Fortleiten elek-
trischer Energie und beim Magnetisieren und Ummagnetisieren von
Eisen. Die obige Differentialgleichung und ihre Lisungen bilden die
Grundlage fiir eine wirmetechnisch einwandfreie Berechnung von
elektrischen Leitungen, Transformatoren und Maschinen.
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Aufgabe 12. Der Zylinder.

,»In einem Zylinder vom Durchmesser 2 R werde durch Umwand-
lung anderer Energiearten in der Zeiteinheit und Raumeinheit die Warme-
menge W erzeugt. — Wie grof} ist die Temperatur an der Oberfliche
und in der Achse des Zylinders, wenn die Raumtemperatur gleich ¢
und die W. U.Z. gleich a ist?“

Der mathematische Ansatz ist sofort gegeben:
Differentialgleichung:

&0 1 do W 0
drr "r odr 0 2

Oberflichenbedingung:
de

—1 (Tr>n= - (On — B).

Zur Lésung der Differentialgleichung setzen wir (d @/dr) = U und
multiplizieren beide Seiten mit r - dr:

r-dU+U-dr+—7\y-r'dr=O

oder
d(Ur) = —VTV-r-dr.~
Durch Integration folgt daraus:
40 W r?
-7 e o
de W r C
oder r="7 T T

Die nochmdlige Integration liefert:

w ‘
O = —H-r2+Cl-lnr+(,2.
Zur Bestimmung der Integrationskonstanten C, beniitzen wir die vor-
letzte Gleichung, also den Ausdruck fiir das Temperaturgefille. Fir
r = 0 also fiir die Achse muBl dieses Temperaturgefille jedenfalls gleich
Null sein. Dies ist aber nur méglich, wenn C; = 0 ist. Die Konstante C,
ergibt sich aus der Oberflichenbedingung:
W-R < — W R? )
-4 <“ “é_f) =~ tG-?
W R? 27
oder €, = 0+ 247+ (14 ’g)
Mit diesen beiden Konstanten ergibt sich dann die Gleichung des Tempe-
raturfeldes zu

W R? 22 r\?
(—):I?’t’"ﬂ‘(lﬁ-(m—“<§)) e e e e (513:)



Berithrung verschiedenartiger Korper. 103

Aus dieser Gleichung folgt dann:

. ) . W R2 2 l)
Temp. i. d. Achse: 6O, = 34 + 57 (1 + R (51Db)
WR2 21 WR
Temp. a. d. Oberfl.: 00 == 1? + Tl'a‘ﬁ’ = ¢ + '“z—a‘ ¢ e e (510)
Unterschied: 60, — @y = ‘—% ...... . . . (81d)

Hier ist vor allem zu beachten, daB der Unterschied @, — 6@, mit
dem Quadrat des Radius wichst.

G. Verschiedene Sonderfiille.

Wir haben auf Seite 9 vor Ableitung der Differentialgleich. (4)
verschiedene vereinfachende Annahmen getroffen, ohne uns iiber die
Bedeutung oder auch iiber die Zuldssigkeit dieser Annahmen irgend-
wie Rechenschaft abzulegen. Dies soll nun, soweit c¢s dem Zwecke
dieses Lehrbuches entspricht, nachgeholt werden, und zwar sollen diese
cinschrinkenden Annahmen einzeln aufgehoben werden.

1. Das Feld ist von mehreren, verschiedenartigen Korpern
erfiillt.

a) Allgemeines. Unsere einschrinkende Annahme besagte in mathe-
matischer Ausdrucksweise, daB die Stoffwerte 4, ¢ und y innerhalb
des ganzen Feldes stetig sein sollen. Ist dagegen nach unserer jetzigen
Voraussetzung das Feld von mehre-
ren, verschiedenartigen Korpern
erfiillt, so sind diese Stoffwerte nur
innerhalb gewisser Teilgebiete des
Feldes stetig, an der Grenzflache
zweier solcher Teilgebiete aber un-
stetig.

Innerhalb eines jeden solchen
Teilgebietes mufl die Temperatur-
funktion der Differentialgleichung
(4) geniigen. Fiir jene Oberflachen-
bezirke der Teilgebiete, die zugleich
die Begrenzung des ganzen Feldes
bilden, miissen die Oberflichen- : ..
bedingungen nach den Ausfith- . e oo
rungen der fritheren Abschnitte ge- ronmstolle enie norschisdoartpr
geben sein. Dagegen haben wir jetzt Kérper.
noch zu untersuchen, welchen Be-
dingungen der Temperaturverlauf an den Trennungsflichen der Teil-
gebiete unterworfen ist, das heiflt, wie sich die Temperaturfunktion an
den Unstetigkeitsstellen der -, c- und y-Werte verhilt.

In Fig. 34 soll ein kleiner Raumteil aus der Gegend einer Trennungs-
tliche dargestellt sein. Die beiden sich beriihrenden Kérper und ihre
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physikalischen GréBen seien durch die Zeiger ,,1°“ und ,,2* unterschieden.
df ist ein Element der Trennungsfliche. Die Normale zu df werde
positiv gerechnet in Richtung 1 gegen 2.

Wir stellen nun folgende Uberlegung an:

Die Warmemenge, die den Korper 1 durch das Flachenstiick df
in der Zeit dr verlafBt, ist:

d@) . (d@)
dQ, = — ll(?l; . df-dz, worin dn ),
den Temperaturanstieg in Richtung der positiven Normalen bezeichnet
und zwar gemessen im Korper 1 dicht an der Trennungsflache.

Die Warmemenge, die durch df in der Zeit dv in den Korper 2
eintritt, ist:

dQ,= — }LZ-(%L' df.-dr.

Da das Flachenstiick d f als ein unkérperliches Gebilde weder Wirme
zuriickbehalten, noch hinzufiigen kann, mufl dQ, = d Q, sein. Also auch

zl-(‘f£>l=;.2-(%)2. 52

Aus der Tatsache, daBl die Gréfie A an der untersuchten Stelle un-
stetig ist, folgt, dal auch das Temperaturgefille an dieser Stelle unstetig
sein muB, und zwar gilt das nicht nur fiir den Beharrungszustand, sondern

auch fiir den verdnderlichen Zu-

i stand. Durch Gleichung (52)
sind die beiden Grenztemperatur-

3 gefalle einander zugeordnet. Ist
“\\\& zum Beispiel, wie in Fig. 35 ge-
I Na zeichnet, der Temperaturverlauf

\ (‘} a, b, ¢ im Korper 1 gegeben,
™ %) so ist damit zugleich fiir die Tem-
ﬂ \ ‘ peraturkurve im Kérper 2 die
: N Neigung der Anfangstangente
N gegeben — aber vorerst nur die
-2 ; ~+  Neigung noch nicht die Lage der
Tangente. Wir kommen damit
zu der Frage, ob an der Grenze
Fig. 35. Temperaturfeld an der Beriihrungs- zweier Korper nicht nur der
stelle zweier verschiedenartiger Korper. Temperaturgradient,  sondern
auch die Temperatur selbst un-

stetig ist, also zu der Frage nach dem Temperatursprung. Diese Frage
lafBt sich heute auf Grund zuverlissiger Messungen dahin beantworten,
daB bei vollkommener Beriihrung der beiden Kérper kein Temperatur-
sprung eintritt. Als eine solche vollkommene Berithrung kann z. B.
gelten, wenn zwei Metalle verlotet sind, wenn sich zwei Korper lings
vollkommen ebener, polierter Flichen beriihren oder wenn der eine
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Korper ein plastischer Korper ist, der fest gegen die Oberflache des
anderen Korpers gepref3t ist.

Berithren sich dagegen die Kérper liangs rauher Oberflichen, so
tritt scheinbar ein Temperatursprung ein, der aber nur durch ein sehr
starkes Temperaturgefalle in der diinnen Luftschicht vorgetduscht
wird. Es ist vom mathematischen Standpunkte aus sehr wohl mog-
lich, diesem scheinbaren Temperatursprung durch Einfithrung eines
Uberleitungskoeffizienten Rechnung zu tragen. Allein es ist schon
sehr schwierig, den Rauhigkeitsgrad der beiden Oberflichen zahlen-
mabig festzulegen; noch viel schwieriger ist es, dann diesem Rauhig-
keitsgrad wieder zahlenméBig einen Warmeiiberleitungskoeffizienten zu-
zuordnen. Aus diesem Grunde will ich auf die Besprechung der unvoll-
kommenen Berithrung verzichten und, ohne es besonders zu betonen,
stets vollkommene Beriihrung annehmen. Dann wird stets (@))= (6),
und die beiden Zweige der Temperaturkurve in Fig. 35 schlielen sich
aneinander an.

Hijer ist noch eine Bemerkung einzuschalten: Nach den Lehren
der kinetischen Gastheorie tritt bei sehr verdiinnten Gasen zwischen
Gefiflwandung und Gas ein Temperatursprung auf. Dieser Wider-
spruch ist dadurch zu erkliren, daB die kinetische Gastheorie die Materie
nicht mehr als Kontinuum auffallt, wie das die analytische Theorie
der Wirmeleitung (siehe Seite 1) tut, und daB deshalb die betrachteten-
Réume nicht mehr gro} sind im Vergleich zur Grofe oder zum Abstand
der Molekiile.

Damit sind die allgemeinen Erorterungen iiber den Verlauf der
Temperaturfunktion an den Trennungsflichen erledigt und wir kénnen
nun zur Losung von Aufgaben iibergehen.

b) Verallgemeinerung der Aufgabe !
Nr. 9 iiber das Rohr. ,,Fiir ein Rohr, '
dessen Wandung aus zwei konzentri-
schen Schichten besteht, ist der Warme- |
fluB durch die Wandung zu bestimmen, | v/ - .
wenn fiir die Innen- und AuBenseite die | YA 2R 7\
dritte Art der Randwertangabe vorliegt. | |
Wenn man die Bezeichnungen der | ¢
nebenstehenden Fig. 36 beniitzt, so ist | | v/
gegeben: R;, R, und R,, ferner 4, i,, «,| VA, | !
aj, a, und %, &,. NN\ 7
Dieselbe Warmemenge Q, die in der | { f
Zeiteinheit vom Innenraum an die { |
Innenwand iibergeht, muB auch die a. o T '
Innenschicht durchsetzen, dann die ' ' [
Aullenschicht durchsetzen und endlich Fig. 36. Rohrwand, aus verschie-
von der Auflenwand in den AuBenraum denen Schichten bestehend.
iibertreten. Wenn wir fiir den Wirme-
transport durch die beiden Schichten die Gleichung Nr. 46¢ aus der
Aufgabe Nr. 9, erstc Randwertangabe, zu Hilfe nehmen, so erhalten
wir fiir Q nachstehende 4 Gleichungen:
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Q=2Rin-Z 0 (P — &)

_ Qi - Qm
=2aZ-h pR TR,
¢ @m "' Qa
=2l kR R,
=2R, 7w Zay (0, — B)
oder
Q 1 .
PEVACY TR
Q IR,—-hR; .
2nZ A =0 — O
Q IR,-InRk,
’27': 7 * la = Om 01

Q 1 .
7w R~

Aus diesen 4 Gleichungen ergibt sich durch Addition und Umstellung
' ‘ & — D

1 InR, —InR; InR,—InRy, 1
ai Ry + Ai + Ja T Wk,

Die Aufgabe liBt sich nun abermals erweitern, indem man nicht
zwei, sondern beliebig viele Schichten annimmt. Man braucht dann
nur in Gleichung (53) noch weitere Glieder von der ¥Form

IR, —InR, 1 4, Ry
Ap, q Ap,a  Rq
einzufiiggen. Fir manche Rechnungen kann die zweite Schreibweise
dieser Glieder zweckméifBiger sein.

¢) Verallgemeinerung der Aufgabe Nr. 5 iiber den einseitig, unend-
lich ausgedehnten Korper. Zur Losung der Aufgabe Nr. 5 hatten wir
uns eines Kunstgriffes (Seite 67) bedient, den wir dahin auffassen
kénnen, daB zwei unendlich ausgedehnte Korper von den Temperaturen
+6¢ und — @g mitsammen in Berithrung gebracht werden und dann
ihre Temperaturen ausgleichen. Wihrend aber damals die beiden Korper
aus gleichem Stoff waren, sollen sie jetzt aus verschiedenen Stoffen
bestehen.  Wir kommen so zu folgendem Wortlaut fiir die Aufgabe:

,,Ein einseitig, unendlich ausgedehnter Korper ,,1¢ aus einem Stoffe
mit den Werten 4, ¢, und y, werde mit einem zweiten, unendlich aus-
gedehnten Korper ,,2° mit den Stoffwerten 1, c, und y, in Beriihrung
gebracht. Vor der Berithrung war die Temperatur im ersten Korper
einheitlich gleich ©;, im zweiten Korper gleich @,. — Welches ist der
weitere Temperaturverlauf ?*

Q=2n% .. (53)
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Zur Zeit 1=0 ist der Temperaturverlauf im Felde an der Stelle
x =0 unstetig. Aber schon nach der unendlich kurzen Zeit dr ist
diese Unstetigkeitsstelle verschwunden und durch ein sehr steiles Tempe-
raturgefille in der Nahe von x =0 ersetzt. Die am Anfang verschie-
denen Werte @y, o und @y _ ; haben sich zu dem Wert 6,, ausgeglichen.

Die Funktion 0= @ (x, ) hat folgendem mathematischen Ansatz
Zu geniligen:

Im Bereich x >0 der Differentialgleichung:
00 *0

? p =3 - W e e e e e e e I
Im Bereich x <0 der Differentialgleichung :
7o 00
T e gy 1
An der Trennungsfliche fiir x =0, v > 0:
Occp =0 =6y . . . .. ... .1
An der Trennungsfliche fir x=0, 7> 0:
., (66 _ 0 (~)> ;
Ay (H)_*_O_ 2.2'(—(1—; _0. e e e e e IV
Im Anfang fir t=0; x> 0:
- @ = @1 L V
Im Anfang fir 1=0; x<{0:
0=0, ............VI

Um die Rechnung abzukiirzen, wollen wir eine Tatsache als bekannt
annehmen, die wir sonst erst nach langer Rechnung erhalten wiirden.
Wenn diese Annahme uns
zu einer Temperaturfunk- i 19y
tion fiihrt, die allen Glei- - A
chungen I—VI geniigt, so
ist damit auch die Richtig-
keit der Annahme selbst
erwiesen, weil es nur eine
Losung gibt, die allen 6
Gleichungen entspricht.

Diese Annahme betrifft
die Temperatur @, der
Berithrungsebene. Solange _~5
wir nichts anderes wissen,
werden wir etwa vermuten, VA
daf unmittelbar nach Auf- Fig. 37. Temperaturausgleich zwischen ver-
losung der Unstetigkeits- schiedenartigen Korpern,
stelle ein Anfangswert von
O, auftritt, der sich dann mit der Zeit asymptotisch einem blei-
benden Wert nihert. Allein dies ist nicht der Fall: sofort nach Auf-
losung der Unstetigkeitsstelle stellt sich cin fester Wert @, ein, der
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withrend der ganzen Dauer des Vorganges unverdndert bleibt. Dies
ist die Tatsache, die wir vorerst unbewiesen hinnehmen wollen. Der
Vorteil, den wir damit erreichen, ist der, daf8 sich unsere Aufgabe in
zwei Aufgaben Nr. 5 spalten 1aBt, wofiir wir in Gleichung (32b) die
Losung bereits gefunden haben.

(Gl 32Db): @ = 0O G(%V%)
at

Diese Gleichung, zusammen mit Fig. 37, ergibt:

fir positives x: @ =06, — (O — 0)- G <2V ) ...... VII

fiir negatives x: @ = 0,, + (@, — Oy): G<2 ]/E%) ... . VIII
a,7
Fiir x = 0 crgeben beide Gleichungen vorschriftsgemia den Wert O,
weil das GauBsche Fehlerintegral fiir x = 0 den Wert null hat. Wir
miissen nun noch den Wert @, bestimmen. Hierzu beniitzen wir
Gleichung IV.
Beachten wir, daB

d 1 +x 1 2 _x
***** G — =+ . — e fat
<2l/ar> T 2.Yar V=& *

und daB = V71 -c-y=Db ist, so erhalten wir

80) - 8 4 x\
Ay (5} o 44+ (0; — Or) ix (G (”“—4al i))

1
- 0,— 6,,
Vo +1/ (0y— On)

ebenso A (86> - (02 _ Om)
0

*\ox /- Vm
Mit diesen Ausdriicken wird Gleichung IV.
b, - (01 - 0m) = b2 (02 - Qm)
oder (02 - Om) : (Qm - 01) = bl : bZ'
Erkliren wir diese Gleichung an Hand unserer Fig. 37, so besagt
sic: Der Punkt @, teilt die Strecke @, — @, im umgekehrten Ver-
hiltnis der zugehorigen b-Werte. Die Grenztemperaturunterschiede

(@, — 6,) und (O, — 6,) hiingen also vom Verhiltnis der b-Werte
die Grenztemperaturgefille aber vom Verhaltnis der W.L. F. ab.

=+ }*1' (91 - Qm) :

2. Der Korper ist nicht isotrop.

a) Allgemeines. Iin isotroper Stoff ist ein solcher, bei dem alle physi-
kalischen Eigenschaften von der Richtung unabhingig sind; weitaus
die meisten Stoffe sind isotrop. Das gebriuchlichste Beispiel eines
anisotropen Korpers sind die Kristalle. Die analytische Theorie der
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Wirmeleitung in Kristallen ist ein wichtiger Zweig der theoretischen
Physik geworden — doch liegt die Hauptbedeutung dieser Theorie
auf rein mathematischem Gebiet. Wir wollen deshalb auf diese Theorie
nicht weiter eingehen und begniigen uns damit, einige Begriffe aus
dieser Lehre zu iibernehmen.

In einem isotropen Korper ist die Warmeleitfahigkeit an einer Stelle
unabhiingig von der Richtung und deshalb durch eine einzige Zahlen-
angabe vollkommen bestimmt — sie ist ein reiner Skalar. Anders bei
einem Kristall; hier gibt es, durch das innere Gefiige hervorgerufen,
ausgezeichnete Richtungen und die Wirmeleitfahigkeit wird fir diese
ausgezeichneten Richtungen im allgemeinen verschiedene Werte haben;
aber auch jeder willkiirlich dazwischen liegenden Richtung entspricht
ein anderer Wert der W. L. F. Es ist deshalb die W.L. F. in einem
anisotropen Kérper eine physikalische Gréof3e, die erst gegeben ist durch
Angabe des zu jeder Richtung gehérigen Wertes. Eine Grofle dieser
Art heiBt ein Tensor. Ein Tensor ist keine richtungslose Grofle wie
der Skalar und keine einfach gerichtete GroBe wie der Vektor. Ein
Beispiel fiir einen Tensor, das jedem Ingenieur
bekannt ist, ist der Spannungszustand in
einem deformierten, elastischen Korper (Span-
nungsellipsoid).

b) Verschiedene anisotrope Xorper. Der
wichtigste Fall eines anisotropen Korpers ist
das Holz. Infolge der Faserung und der Aus-
bildung von Jahresringen (Zylinderflichen)
gibt es in jedem Punkte eines Stammes drei
ausgezeichnete Richtungen, ndmlich (vgl.
Fig. 38). I axial, II radial und III tangential.
Meist unterscheidet man jedoch nur ,,in Rich-
tung der Faser* = I und ,,senkrecht zur
Richtung der Faser = II und III. Ob es
wirklich berechtigt ist, die Richtungen II | ,
und IIT als gleich anzusehen, bezweifle ich. - | o
Die Werte der W. L. F. in diesen Richtungen
sind natiirlich nur durch den Versuch zu ] . )
bestimmen. Fig. 38. Die drei ausgezeich-

neten Richtungen im Holz:

Niachst den Holzern kommen als aniso- T = axial, 1T radial, IIT tan-
trope Korper solche Korper in Betracht, die gential.
aus einzelnen Teilen in regelmafBiger Weise
zusammengeschichtet sind. Dabei miissen die Abmessungen der einzelnen
Teile klein gegen die Abmessungen des ganzen Korpers sein. Solche zu-
sammengesetzte Korper sind: verschiedene Konstruktionen im Hoch-
bau und in der Wirme- und Kilte-Isoliertechnik, ferner die Wick-
lungen der Elektromagnete usw. und die Plattenpakete und Draht-
biindel der Magnetkerne u. a. m.

¢) Die W.L.F. von geschichteten Korpern. , Ein Korper bestehe
aus lauter gleichen Schichten von der Dicke 4. Jede Schicht bestehe
ihrerseits wieder aus n planparallelen Platten von den Dicken 6, . .. 4,
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und den W.L.F. 4, ..... An. — Welches ist die W. L. F. des ganzen
Korpers senkrecht zur Lage der Schichten und parallel zur Lage der
Schichten ?*

1. Senkrecht zur Lage der Schichten .

Wir geben dem Korper eine solche Temperaturverteilung, dafl die
Plattenebenen zu Flachen konstanter Temperatur werden. Im Behar-
rungszustand wird dann durch jede Platte die gleiche Wirmemenge Q
pro Flichen- und Zeiteinheit hindurchgehen. Diese Warmemenge
ist gegeben zu

Fig. 39. Die geschichteten Kérper.

@,— 06 0, — 6 O,_1—0
S MV Rl SN Jht i JUE Bt Rt S
Qs 1 61 52 " 6n
OdeI‘ 00—01=""Qs'%
1
Oy
01—02=——Q9'—A_;
0Oy
Qn—x"‘gn:-Qs'T
n
Durch ‘ & | O On
Addition 00“@"=_Q5'{Z+7;+ SRR o B

Denken wir uns jetzt die Schicht durch eine einheitliche Platte von
der Dicke A ersetzt und von einer solchen W. L. F. 1;, daf} sie bei der-
selben Temperaturdifferenz @, — @, von derselben Wirmemenge Q
durchflossen wird, so gilt fiir diese Ersatzplatte

@y — 0, 4
Q= — Ag+ 0A =" oder QO_QI'Z“QS._}: R § |
Durch Vergleich von I und II folgt:
4
s = 3 5o (54a)

G &,
nt T "
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2. Parallel zur Lage der Schichten. i,.

Wir geben jetzt dem Koérper eine solche Temperaturverteilung,
daB die Flichen konstanter Temperatur durch parallele Ebenen ge-
bildet sind, die die Platten senkrecht durchsetzen. In Fig. 39 sind durch
die gestrichelten Geraden zwei solche Ebenen mit den Werten 6, und 6,
angedeutet. Ihr Abstand sei , 1. In der Richtung senkrecht zur Bild-
cbene sei die Abmessung des Plattenpaketes gleich ,,1*. Dann strémen
lings der einzelnen Platten folgende Wirmemengen:

0y — 6,

langs der 1. Platte: Q= —4" i 8- 1;

i3 EX] 2 H] qg——* —22“0‘31:1—‘“@}3 62 1,

33 2 n 7 qll ;v" %{ @b 6[1 1 y
0:1 - Qb

lings der ganz. Schicht: Q,= —— (Ay e O A O .. Apdy) IIT

1
Ersetzen wir wieder die Schicht durch eine einheitliche Platte von
solcher W. L. F. 1,, daB bei gleichem Temperaturgefille (@, — Oy) :1
die gleiche Warmemenge Qp hindurchgeht, so gilt fiir diese Platte

Q=—14 Q‘““l—g" AL v
Durch Vergleich von III und IV:
lp=11.61+l2.02+A' . -+}'n'6n (54b)

3. Das Verhiltnis 1,: 4,.
Die Gleichungen (54a und b) ergeben ‘

A 1 (6 & 0 \ ,
7:-=Z§'(i+ ﬁ+--~‘i‘z§)'(6l'Al+62'A2+ coe F 0,0 4) . (540)

Ist die Leitfahigkeit einer einzelnen Platte sehr groB, so wird das
entsprechende Glied in der ersten Klammer gleich null, also fortfallen,
in der zweiten Klammer wird das entsprechende Glied sehr grofl und
damit auch das Verhéltnis 4, : A.

Ist umgekehrt die W. L. F. einer Platte sehr klein, so wird das be-
treffende Glied der zweiten Klammer fortfallen und das der ersten
Klammer sehr gro. Damit wird auch das Verhaltnis A, : 4; sehr grof3.

Wie auch die Leitfihigkeiten verteilt sein mogen, das Verhdltnis
ist immer groBer als ,Eins“. Es erreicht seinen Kleinstwert ,,Eins®
erst, wenn alle 1 gleich sind, also wenn die Schicht homogen und iso-
trop ist. Uber eine experimentelle Bestimmung von 1, und 4, vgl.
L. Ott. Untersuchungen zur Frage der Erwirmung elektrischer Ma-
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‘schinen. — Mitteil. iib. Forsch.-Arb. vom Verein d. Ing., Heft 35, 36.
Berlin 1906.

¢) Bemerkung. Nach diesen Beispielen anisotroper Kérper ist es
sehr wohl méglich, daf3 bei technischen Aufgaben die W. L. F. als Tensor
aufgefallt werden mufl. Es sei deshalb hier auf die einschligige, mathe-
matische Literatur verwiesen, z. B.:

Enzykl. d. math. Wiss. V. 4. Seite 181.

Winkelmann, Handbuch der Physik, Band-Wirme.

In vielen Fillen wird es aber moglich sein, die W. L. F. als Skalar
zu betrachten, nimlich iiberall dort, wo das Temperaturfeld nur von einer
Koordinate abhéingt und diese Koordinatenrichtung mit einer Haupt-
achse des Tensors zusammenfillt. (Vgl. das oben besprochene Platten-
paket.)

3. W.L. F., spezifische Wirme und spezifisches Gewicht
sind vom Druck und von der Temperatur abhiingig.

a) Die Abhiingigkeit vom Druck. Bei festen Korpern sind diese
Werte nur in sehr geringem Malle vom Druck abhingig. Nun treten
aber in jedem festen Korper, dessen Inneres Temperaturunterschiede
aufweist, Spannungen auf, die unter dem Namen ,,Temperaturspan-
nungen‘ bekannt sind. Diese Spannungen — ebenso wie die ihnen
verwandten Gufispannungen — sind von sehr hohem Betrage und
es ist deshalb das Bedenken keineswegs von der Hand zu weisen, daf3
unter so hohen Driicken auch die an sich schwache Abhingigkeit der
Stoffwerte vom Druck von EinfluB werde. Etwas Sicheres ist jedoch
hieriiber nicht bekannt, denn einerseits fehlen die experimentellen
Angaben fir diese Abhingigkeitsgesetze und andererseits wird die
Berechnung ungemein schwierig, sobald man diese Abhangigkeit be-
riicksichtigen will.

b) Die Abhiingigkeit von der Temperatur. Xs gibt Legierungen,
deren Ausdehnungskoeffizient gleich Null, deren spezifisches Gewicht
also von der Temperatur unabhingig ist. Ebenso mag es auch Stoffe
geben, deren W. L. F. oder deren spezifische Wiarme von der Temperatur
unabhingig ist. Aber es werden dies so seltene Ausnahmen sein, daf}
sie fiir uns nicht in Betracht kommen. Wir haben vielmehr 2, ¢ und y
als Funktionen der Temperatur anzusehen.

Die Differentialgleichung (4)

J

o

ist deshalb ;vf'ichtiger zu schreiben:

?g =1£(0) 4*0 4+ £, (0)- W.

Die Methoden, die wir bisher zur Losung der Aufgaben angewandt
hatten, bestanden in dem Zusammensetzen der allgemeinen Loésung
aus Teillosungen. Dies darf aber nur geschehen, solange die Differential-
gleichung linear ist. Unsere obige Gleichung ist jedoch wegen des
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Gliedes f, (0) + A% @ nicht mehr linear und das Verfahren mit den Teil-
losungen versagt. Man ist deshalb aus rechnerischen Griinden ge-
zwungen, die Stoffwerte 1, ¢ und y doch als unabhiingig von der Tempe-
ratur anzunchmen, obwohl man die Unrichtigkeit dieser Annahme
erkannt hat. Es sei hier ausdriicklich betont, dafl die bestehende Ver-
inderlichkeit dieser Werte mit der Temperatur oft eine sehr starke
ist und dal} deshalb die mit konstanten Stoffwerten errechnete Tem-
peraturverteilung von der tatsidchlich sich einstellenden erheblich ab-
weichen kann (vgl. NuBlelt, Dissert. Seite 22).

4. Vorgiinge mit Anderung des Aggregatzustandes oder der
chemischen Natur.

a) Allgemeines. Die reinen Schmelz- und Erstarrungsvorginge
miissen wir hier ausschalten, da bei ihnen immer Konvektionsstrome
auftreten; dagegen ist das Vordringen des Frostes in feuchtem Erd-
boden cin Vorgang, der sich rechnerisch verfolgen liflit und der als Bei-
spiel fiir eine Gruppe von Erscheinungen gelten soll. die insbesondere
in der chemischen Industrie hiiufig vorkommen.

Fiir unsere Zwecke 1ifit sich das Wesentliche dieser Vorginge in
folgenden vier Sitzen aussprechen:

1. Es findet eine Anderung des Aggregatzustandes oder der che-
niischen Natur des Korpers, der das Feld erfiillt, statt.

2. Hierbei treten latente Warmemengen auf.

3. An der Umwandlungsstelle @ndern dic Stoffwerte Z, ¢ und yp
sprungweise ihren Wert.

4. Es treten keine Konvektionsstrome auf.

b) Das Vordringen des Frostes in feuchtem Erdboden. , Ein feuchter
Erdboden besitzt im Anfang iiberall die Temperatur @, Von einem
gegebenen Augenblick an wird die Oberfliche konstant auf der Tem-
peratur @ gehalten. Das Gefrieren des Erdbodens erfolgt bei der Tem-
peratur @, und zum Gefrieren der Gewichtseinheit feuchten Erdreiches
muf} die Wirmemenge Q, entzogen werden. — Welches ist die Gleichung
des Temperaturfeldes und wie rasch dringt die Frostgrenze vor?*

Der mathematische Ansatz. .

In Fig. 40 ist die Tiefe unter der Bodenoberfliche als dic eine Ko-

ordinate x und dic Temperatur als die andere Koordinate @ angenommen.

Mit & ist cin verdnderlicher Wert auf der x-Achse bezeichnet, der die

angenblickliche Lage der Frostgrenze angibt. Die physikalischen Grifen

werden mit dem Zeiger ,,1°° bezeichnet, wo sic fir den gefrorenen Boden
und mit .27, wo sie fiir den ungefrorenen Boden gelten.

1. Differentialgleichungen :

Q) S0}
. e 00 020
Im gefrorenen Teil, d. i. fiir x<T&: ——=a;- 5. 1a
‘T ¢x*
96 o2
. . . . 4 0 14 0
Im ungefrorenen Teil, d.i. fiir x >&: —=a, —% . Ih
2 T ® ox?

Grober, Wirmeleitung und Wirmeiibergang. 8
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2. Anfangsbedingung:

Fir 1=0 mu @y=const=@ sein . . . . . . . . . . .. . II
3. Randbedingungen:

An der Oberflache: fir x=0 und 10 mufl &,=6; . . . . . 111

In sehr groflen Tiefen: fir x=occ und 70 mu @,=6@. . . IV

An der Frostgrenze: firx=¢£ und v >0 muB @, = 6, =0, = const V

J‘(-‘ff! ARy .. \ ],'_' — T’-_’_' = :_.:_-.__:
RN\ !
NN
O | &
RARRY .
g\ -
N :
CQ‘ g : #
N §§ é{ 3
S & o
3 @ WY (2)
é \\ %)

Fig. 40. Vordringen des Frostes in feuchter Erde.

4. Der Gefriervorgang:

Wenn wir beobachten, dal die Frostgrenze in der Zeit dv um die
Strecke d £ vorgeriickt ist, so ist eine Erdmasse von dem Volumen F.d §
erstarrt, wenn mit F das beobachtete Stiick der Frostgrenze bezeichnet
ist. Bei diesem Vorgange ist die Wirmemenge Qg-y,- F-d§& freige-
worden. Diese Wirmemenge mufl nun — zusammen mit der aus dem
noch ungefrorenen Boden kommenden Wirmemenge — durch den
gefrorenen Boden abgeleitet werden Es gilt also die Gleichung:

~ q.(_?ﬁ) dr-F=—Qyyp F-dé— 2. <M) F-dr
§—0 §40

0x
e 1 (28) 5 (29)
oder -a‘;——m'(}u] "‘8? £0 2,2 % £40 .. .. VI

Durch diese 6 Bedingungen ist die Temperaturfunktion eindeutig
bestimmt.

Die Losung der Aufgabe.

In Aufgabe Nr. 5 haben wir das GauBsche Fehlerintegral als eine
Losung unserer Differentialgleichung kennen gelernt. Sind C; D; und
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C, D, vier willkiirliche Konstanten, so ist

i)

6)1 - Cl + Dl . G (
eine partikulire Losung von Ia und
O,=Cy-+D,- G(

b
)
eine partikulire Losung von Ib.

Da nun G(0)=0 und G(co)=1 ist, so liefern die Bedingungs-
gleichungen III und IV die Beziehungen :
fiir x=0: 0,=C,+0=0; und
fiir x=o00: 0,=0C,+D, =6,

Damit also Bedingung IIT und IV erfiillt sind, muB3

Cl’: 0[ und 023 011 - D2
gesetzt werden.

Unsere obigen partikuliren Losungen heiflen jetzt

0,=0;,+D,-G(——_). ... ... VI
1 1+ Dy <2]/317) &

Oy=0p—D,- [1—G(—=)). .. .. VIIIb
2 11 2( (2‘/&2‘5)>

" Die Bedingung II ist ebenfalls erfiillt, denn die Gleichung VIII
ergibt fiir 7 = 0 den Wert 6, = Oy1.

Als néchste Bedingung, die zu erfiillen ist, betrachten wir Bedingung V,
den Temperaturwert in der Frostgrenze. Fiir x = &liefern die Gleichungen
VII und VIII: ’

3 3
2] D, G ]| = —D,{1—G . = @
1+ Dy (2 Valr) Ou : ( (2 Va,t )) !

Da D, und D, konstante GroBen sind, kann diese Doppelgleichung
nur dann fiir jeden Wert von 7 erfiillt sein, wenn auch die GauBschen
Fehlerintegrale konstante GroBen sind. Dies ist aber nur dann még-
lich, wenn sich £ so mit 7 #ndert, daB die Argumente der Funktion G
konstant sind, da also & mit ]/ 7 proportional ist. Ist q ein Propor-
tionalit&tsfaktor, so gilt die Gleichung

E=q-Vr .. ... IXa

Durch Differenzieren ergibt sich daraus die Geschwindigkeit d&/dv
mit der die Frostgrenze vorriickt. Es ist
d¢__a
dt 2.V7¢
Die Geschwindigkeit des Vorriickens ist also zu Beginn sehr grof3
(im ersten Augenblick unendlich gro) nimmt dann aber rasch ab.

8*
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Aus der Doppelgleichung ergibt sich ferner
&T@I_ and D, — __Q_H—_Qéo,
G — 1 b G("“‘:_
2 l/al T 2Van
Mit Hilfe dieser beiden Werte und unter Verwendung von

Gleichung IXa nehmen die partikuliren Losungen VIIa und VIIIa
die Form an:

D, =

2
O, 01 + (0, — Br) 22T

g\ VIIb
G|—I=
( 2V a, >
a (5—1-/"_:)
Oy = O — (O — O)— 2T VIIIb
q
1—Gl-——
2Va,
Zur Bestimmung der letzten Unbekannten q dient Bedingung VI:
Es ist — 0; %, "qQI . »/_lﬁ;c— 4‘:11
g4} Vam
( 2Va, )
) _ ‘g
und <0L 91) = G —6r 1 e~ 4qa\.
Ox/x=g-n G 9 Varo
2Va,
Ebenso ist: <0—0—2> = ’j"(OH —. 00) A
0X/x=g+0 1 C(——ﬂ—__— Vaytx
Vaa,
Mit diesen Differentialquotienten wird Gleichung VI:
_a -
dé& y) e 4m Ay e 4m
Qo 72 dz = = (@y—Op) — = = (O—6y) - —— Y
dz Ya,7n q._ Va, 171 ol a
G == -G | ==
V4&1 1/432/

Unter Verwendung von Gleichung IXb und unter Einfilhrung von
b = Vi c-y ergibt sich:
q? q
Va e 4ot e im ,

Qu7a g d= by (@~ Op) 1+ by (O — O~

PERY ARt X
G|—=—= 1-G
(1/4a,> ! 1'/4212)
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Dies ist eine transzendente Gleichung mit der einen Unbekannten q.
Sie wird am besten auf graphischem Wege geldst, indem man sie in
der Form

const - ¢ = Funkt (q) schreibt

Die linke Seite stellt eine Gerade durch den Ursprung des Ko-
ordinatensystems dar. Die rechte Seite gibt eine transzendente Kurve.
Gerade und Kurve schneiden sich immer, aber immer nur in einem
Punkte, so daf also die Gleichung X stets eine Wurzel, die wir g, heiflen
wollen, besitzt. Mit diesem Wert ¢, gibt dann Gleichung IXa den
augenblicklichen Stand der Frostgrenze und die Gleichungen VIIb und
VIIIb geben die Gestalt des Temperaturfeldes.

H. Das Prinzip der Ahnlichkeit.

Das Prinzip der Ahnlichkeit gestattet uns aus dem mathematischen
Ansatz einer Aufgabe, also aus der Differentialgleichung und den rdum-
lichen und zeitlichen Randbedingungen, eine Reihe von Folgerungen
abzuleiten, ohne dafl wir die Gleichung zu lésen brauchen. Deshalb ist
es in allen jenen Fillen von Bedeutung, in denen eine Lisung aus mathe-
matischen Griinden nicht méglich ist.

Der Gedankengang bei Aufstellung des Ahnhchkeltsprmmpes beruht
darauf, dafl man alle tiberhaupt méglichen Temperaturfelder in Gruppen
von unter sich verwandten — sogenannten ,ihnlichen Feldern® —
zusammenfalt, dann das Gemeinsame einer jeden Gruppe, also ihr Kenn-
zeichen hervorhebt und endlich die physikalischen und mathematischen
Eigenschaften eines Feldes als Funktionen dieses Kennzeichens dar-
stellt. Die Gesichtspunkte, nach denen die Felder in Gruppen zusammen-
gefallt werden, also das Wesen der Ahnlichkeit, kénnen erst spater
erortert werden

Wir wollen nun das Prinzip der Ahnlichkeit an dem Beispiel der
zeitlich verdnderlichen Temperaturfelder ohne Wiarmequellen ableiten.

1. Die Bestimmungsstiicke des ersten Feldes.

Durch das Fehlen von Warmequellen ist festgelegt, daB das Tem-
peraturfeld der Differentialgleichung

00

Gy =& 4,0 . oo I
zu geniigen hat. Diese Differentialgleichung ist die erste Angabe
iber das Feld. Die zweite Augabe betrifft die Begrenzung des Tem-
peraturfeldes, also die Gestalt des Korpers, in dem sich der Vorgang
abspielt. Sie ist gegeben z. B. durch die Angabe: n = seitiges, gerades
Prisma mit der Hoéhe 1; und den Seitenlangen 1, 1,....1,. Oder durch

eine Funktion
(&0 lL... )=0

mit den Raumkoordinaten &, #, { als laufenden Koordinaten und den
Korperabmessungen 1,...1, als Parametern.
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Statt die Parameter ,,1‘ alle einzeln anzugeben, ist es zweckmaBiger,
cine Abmessung z. B. 1, als die Bezugsgrofe zu wihlen und die anderen
“Abmessungen durch ihr Verhiltnis zu dieser BezugsgroBe festzulegen.
Dann nimmt die letzte Gleichung die Gestalt an:

p . ]‘1 12 )__ »
f}(&:ﬂ,c;lo,n,n--..——o ....... 11

Durch die Gestalt der Funktion f; kommt zum Ausdruck, welcher
Art die Oberfliche des Korpers ist, ob Kugel oder Ellipsoid usw. Das
Wertesystem 1;/1,, L/1, ....1,/l, kennzeichnet von diesen Flichen eine
Schar unter sich geometrisch dhnlicher Flachen und der Wert 1, greift
aus dieser Schar eine bestimmte, einzelne Fliche heraus.

Die dritte Angabe ist die zeitliche Grenzbedingung, bestehend
in einer Angabe iiber das Temperaturfeld zur Zeit v = 0. Also in einer
Gleichung

. . 11 1n>
01=0_f2<§’777 C,lo,—g...*l—‘; ....... III.

Die vierte und letzte Angabe iiber das Problem besteht in der
Angabe der raumlichen Grenzbedingung, die wir vorerst der Einfach-
heit wegen nur von der ersten Art und zeitlich konstant annehmen
wollen. Diese vierte Angabe lautet dann:

Fiir alle Wertezusammenstellungen &, %, {, die der Bedingung f; = 0
geniigen, also fiir alle Punkte der Oberfliche muf} sein:

L, 1, 1 '
@z>o=f3<§,n,c;lo,]—1,—13...—ll‘) ....... 1v.
0 %0 0

Unter der Losung des Problems verstehen wir dann eine Gleichung,
welche die Gestalt des Temperaturfeldes wiedergibt, und welche all-
gemein die Form hat:

1
d’(f,?/,@,@;t,a,lo,Tl...#)_—-O ....... V.
0 0

2. Das zweite Temperaturfeld.

Zur Ableitung des Prinzipes der Ahnlichkeit ziehen wir noch ein
zweites Feld zum Vergleich heran. Dieses Feld soll ebenfalls ohne Warme-
quellen, im iibrigen aber hinsichtlich seiner Form und seiner Grenz-
bedingungen vollkommen beliebig sein. Fiir dieses Feld gelten dann
ebensolche fiinf Gleichungen, wie fiir das erste Feld, wobei wir die Funk-
tionen und GrioBen des zweiten Feldes durch das Zeichen ' unterscheiden
wollen. Es seien nur zwei dieser Gleichungen als Beispiel angeschrieben.

e
o7

’ 1,y ! ! 1, e U
(?)t’sozfz(f"r] C 0,1,.¢.~127). AR | §
0
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Wir beginnen nun damit die Willkiir dieses zweiten Feldes allmah-
lich einzuschrianken, indem wir das zweite Feld dem ersten immer ahn-
licher machen.

1. Die beiden Felder sollen von geometrisch dhnlichen Fléachen be-
grenzt sein. Damit die beiden Felder iiberhaupt von der gleichen Art
sind, miissen die Funktionen f, und f,’ die gleichen sein. Damit sie aber
auch &dhnlich sind, miissen die Parameter und die Koordinaten alle
im selben Verhiltnis gedehnt sein. Nennen wir dieses Dehnungsverhéltnis
1, 80 gelten die Gleichungen

=& Iy = vl
=wmn, ud ———— 1 ... ... Vla

I=n- L =1y
. 1]' l1 : ln’ ln
Deshalb gilt auch = =3; ... usw, bis...- ="+
L'l Ll

&
i -
s L5 Il =
e AR O i

Fig. 41. Zwei dhnliche Temperaturfelder: » = 3; ve = {.

2. Es gelte als nichste Einschrinkung die Annahme, daB beide
Felder am Anfange einander ,,ahnlich* waren. Dies will sagen, daB
zur Zeit v = 0 zwischen den Temperaturen an éhnlich gelegenen Stellen,
die Beziechung bestanden hat

Ov_og=v9g-0i=¢g .. .......VIb
wobei vg ebenfalls ein im ganzen Feld konstanter Wert ist.

Wir konnen uns also den Anfangszustand des zweiten Feldes dadurch
aus dem des ersten Feldes abgeleitet denken, dafl wir zuerst jene Ko-
ordinatenachsen, auf denen wir die Lingen aufgetragen haben, im
Verhiltnis », und dann die Temperaturachse im Verhiltnis vg dehnen.

In Anlehnung an die Begriffe ,,dhnlich* und ,,affin‘ in der Geometrie
wire es richtiger, die beiden Temperaturfelder ,,affin‘“ zu nennen, denn
das Wort ,,ihnlich® wiirde verlangen, daB der Zahlenwert »e gleich dem
Zahlenwert »; sei. Dies soll aber nicht verlangt werden. Es hat sich jedach
im Prinzip der mechanischen Ahnlichkeit dieser allgemeinere Begriff ,,ihn-
lich* bereits eingebiirgert und wir iibernehmen ihn im selben Sinne.

Die Werte ,,grad @ werden dadurch iiberall im Verhéltnis »g :4,
und die Werte 420 in Verhiltnis vg : »? verindert. Die obenstehende
Fig. 41 veranschaulicht das Gesagte fiir Temperaturfelder, welche nur
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von zwei Koordinaten abhiingen. Bei Feldern mit 3 Dimensionen geht
natiirlich diese leichte Anschaulichkeit verloren.

Wenn der Anfangszustand beider Felder in dem so umschriebenen
Sinne dhnlich ist, dann ist f," = f,. Es nimmt dann dic Gleichung T71’
dic Form an:

1 L, ,
1'(.)-0,'=0=f2<v1-§, v w8y ol —li, ... —r) e i |
0 0 -
3. Wir nehmen an, dafi die Oberflichentemperaturverteilungen bei
beiden Feldern ebenfalls dhnlich seien, daf3 also fiir die Oberflichen-
temperaturen die Beziehung gelte:

"vs0=70"0:>y,
wobei vg den gleichen Zahlenwert, wie in Gleichung V1b habe.
Dann muB fir alle Punkte &, %', {' der Oberfliiche nachstehende
Gleichung erfillt sein

; . « 11 lu
vo-Ovsy =1, (Vl'ty vy, e S, vy, i )
0 0
4. Wir nchmen nun noch den Mabstab der Zeiten verschicden an

nach der Gleichung
'=»-t .. ... ......Vlc

und vergleichen also die Felder immer nur in solchen Augenblicken,
die im Verhiltnis », von Zeitanfang abliegen. Zwei solche Zeitpunkte
nennen wir entsprechende Augenblicke. Entsprechende Zeitriume stehen
dann ebenfalls im Verhiltnis »,. Wir dehnen damit auch die Zeitachse
unseres mehrdimensionalen Systemes.

5. Da der Korper, der das Feld erfillt, als homogen und isotrop an-
genommen sci, und da ferner die Stoffwerte innerhalb eines jeden Feldes
als unabhingig von der Temperatir gelten sollen, so sind a und a’ fiir
jedes Feld konstante GroBen. Es gilt also fiir alle Zeiten und fiir allo
Stellen in Feld die Gleichung

a’=mr-a . .. ... .....VId

3. Die Ahnlichkeit beider Felder.

Wir haben in den vorstehenden Absitzen verschiedene Beziehungen
zwischen den beiden Feldern aufgestellt, die wir kurz als die Ahnlich-
keit der Randbedingungen bezeichnen koénnen. Sie besagen vorerst
nur, daB die Temperaturfelder an der Berandung des Raum-Zeit-Gebietes
einander shnlich sind, aber noch nicht, daBl dies auch im Inneren der
Fall sein muB. Die Losung fiir die zweite Aufgabe kénnen wir deshalb
vorerst nur in der Form

1 1
' (VI'E, LR/ 7’1'C7 1«'@'0, Vo T, V@, 1’1'107 S e ’n’) =0
Iy ly
schreiben; wir diirfen noch nicht annehmen, dafl @' = @ sei.
Nun wollen wir uns die Frage vorlegen: Unter welchen Bedingungen
bleiben dic Felder — zu entsprechenden Zeiten betrachtet — auch
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im weiteren Verlaufe des Wirmeleitvorganges @hnlich im Sinne der
Gleichung

@’ ='V@'@2

Oder mit anderen Worten : Unter welchen Bedingungen sind die beiden
Felder auch im Inncren des vierdimensionalen Raum-Zeit-Gebietes
ghnlich?

Und dies liuft auf die mathematischen Fragen hinaus: Wie sind
die Werte », vg, ¥, und », zu wihlen, damit @° = @ wird? Konnen
die Werte v willkiirlich angenommen werden oder miissen zwischen ihnen
irgendwelche Beziehungen bestehen ?

Zur Beantwortung dieser Fragen gelangen wir durch nachstehende
Uberlegung :

Ist die Funktion @° gleich der Funktion @, so besagt dies, dal der
mathematische Ansatz im gestrichenen System identisch ist mit dem
Ansatz im ungestrichenen System, daf} also vor allem die Differential-
gleichungen identisch sind, denn nur gleiche Ansdtze liefern gleiche
Losungen. Wir schreiben die Differentialgleichung I’ in der Form

e 0O _ 70 . g

VY ot "
und setzen darunter die Gleichung I

00
- = a-4%0.
07
Diese Gleichungen sind dann identisch, wenn sie sich nur durch einen
beiderseits gleichen Faktor unterscheiden, wenn also

Vg Wy Py .
0770 hder AT =1ist . . . . ... VI
Ve 72 Copt

Die Ahnlichkeit der Grenzbedingungen an sich ist also noch nicht
hinreichend um die vollstindige Ahnlichkeit zu gewihrleisten, sondern
es muf} zwischen den y-Werten die Beziehung VII bestehen. In welcher
Weise dies méglich ist, soll an drei Beispielen gezeigt werden:

1. Bei gegebenen Stoffen in beiden Feldern und gegehenem Verhiltnis
entsprechender Léngen — also bei gegebenen v, und v sind die Felder
zu vergleichen zu Zeitpunkten die im Verhaltnis

sT= v =i, = (2 2) : (1,%-a)
vom Zeitanfang abhegen.

2. Bei gegebenen Stoffen und gegebenen Zeitpunkten — also ge-
gebenen », und v, — sind die entsprechenden Léangen zu wihlen wie

L == Vi = AT A
3. Bei gegebenen Zeitpunkten und gegebenem Verhiltnis der Lingen —

also gegebenem »; und », — sind Stoffe zu wéihlen, deren Temperatur-
leitfihigkeiten sich verhalten wie

a' ta=y, = v, =~0%17):12 7).
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Diese Uberlegungen zeigen, daB sich zu einem gegebenen ersten
Feld, also zu einem gegebenen Wertesystem a, 7, 1, nicht nur ein zweites,
vollstindig #hnliches System a’, 7', 1’y finden 1aft, sondern beliebig
viele. Wir kénnen also die Gleichung VII erweitern:

at a't’ a't"
2 L L

=...=Fo ... VIII

wobei wir uns unter Fo einen festen Zahlenwert vorstellen miissen.
Bei bestehender Ahnlichkeit der Grenzbedingungen ist dieser Zahlen-
wert das gemeinsame Kennzeichen fiir alle unter sich vollstindig #hn-
lichen Felder, das Charakteristikum oder die ,,KenngriBe* dieser
Gruppe vollstindig dhnlicher Felder.

Wir werden in diesem Buche noch mehrere solche KenngroBen fest-
legen und wollen deshalb zu ihrer Bezeichnung ein Verfahren wihlen, das
sie von anderen Groflen sofort unterscheidet. Wir wihlen dazu immer die
ersten zwei Buchstaben aus dem Namen eines Forschers, der sich auf diesem
Gebiet hervorgetan hat (Fo = Fourier).

Wir konnen jetzt die Gesichtspunkte, nach denen die Felder in Grup-
pen zusammengefaBt wurden, also das Wesen ihrer Ahnlichkeit (vgl.
S. 117) genauer bestimmen.

Die Gesamtheit aller iiberhaupt méglichen Temperaturfelder ordnen
wir so in Gruppen, daB wir vorerst alle jene Felder zusammen nehmen,
die durch Flichen gleicher Art, durch affine Flichen, begrenzt sind
und fir deren Anfangs- und Oberflichentemperaturverteilung die
Gleichung ' = vg - O gilt.

Solche Felder nennen wir Felder gleicher Art. Aus einer solchen
Klasse von Feldern gleicher Art greifen wir nun wieder jene Felder
heraus, die durch geometrisch #hnliche Flichen begrenzt sind, das
sind jene Felder also, deren Koordinatenachsen im einheitlichen Ver-
hiltnis » gedehnt sind. — Wir nennen dies einc Gruppe von #&hnlich
berandeten Feldern.

Endlich heben wir aus einer solchen Gruppe wieder die Untergruppe

aller jener Felder hervor, die die gleiche Kenngréfic Fo = 37 besitzen.

1?
Fiir die Felder einer Klasse gilt dann
@<9,§,7]C;E—‘t,—,£...15)=0 A . €1
" 1o 1y
und fiir die Felder einer Untergruppe: .
o(0,60 0% )=0 . ... ... IXb
)

Das Temperaturfeld hangt also nicht von den Paramectern a, v und I,
im einzelnen ab, sondern nur von- ihrer Zusammenstellung (at) : 1;%.
Dadurch ist also die Zahl der Argumente der Temperaturfunktion um
zwei vermindert worden, und darin liegt die groe Bedeutung des Prin-
zipes der Ahnlichkeit, die wir allerdings erst im zweiten Hauptteil des
Buches voll kennen lernen werden.
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Anmerkung. Wir hatten fiir die Temperaturen an entsprechenden
Stellen die Beziehung @' = vg- O vorgeschrieben. Nun hat sich aber
aus der Gleichung VII (erste Form) das vg auf beiden Seiten heraus-
gehoben. Dies besagt der Zahlenwert vg darf ganz willkiirlich gewahlt
werden, er mufl nur im ganzen Feld, einschlieBlich der Berandung
konstant sein. Wir diirfen aber noch weiter gehen, indem wir statt
VIb die Gleichung

O =90 +60,. . . . ... .. .. Vle

setzen, in der wir mit @, eine rdaumlich und zeitlich konstante Grofle
bezeichnen. Solange némlich in dem mathematischen Ansatz nur
Temperaturunterschiede und Differentiale der Temperatur vorkommen,
hebt sich die konstante Zusatzgrofle @, aus der Rechnung stets heraus.

4. Das Prinzip der Ahnlichkeit und der Wirmeflus.

Wir wollen uns die Frage stellen: Von welchen stofflichen Eigen-
schaften des wirmeleitenden Korpers hangt es ab, wieviel Wiarme bei
gegebener Oberflichentemperaturverteilung in gegebener Zeit ein ge-
gebenes Stiick der Kérperoberfliche durchdringt.

Zu diesem Zweck vergleichen wir zwei Korper aus verschiedenen
Stoffen, die geometrisch &hnlich sind und &hnliche Grenzbedingungen
besitzen, also zwei Felder der gleichen Gruppe. Diese beiden Felder
sollen sich nun so &ndern, daf} sie in gleichen Zeiten immer #hnlich bleiben.
Dadurch legen wir », = 1 fest. Damit nun die Bedingung zur voll-
stindigen Ahnlichkeit, namlich

Va* Vs

=1
’Vlz

erfiillt ist, mull v, = 32 oder », = ]/ v sein. Wir miissen also das GréBen-
verhiltnis beider Korper so wihlen, daB 19 : 1) = Va’ : Ya wird.
Die Warmemenge, die durch ein gleichgrofies Stiick df der Ober-
flichen dic Korper verlifit, ist
06’ 00
1Q = — V. 2= . = e fe e s .
dQ Y T df-d7z und dQ A on df.dsz.
Da unsere beiden Felder vollstindig shnlich sind, so gilt fiir jeden
beliebigen Zeitpunkt

00 90 _ vy

;3?3—n‘ "

Mit diesem Wert ergibt sich
dQ" 7 ve XN wve ¥ V‘&?"f}; V}:ﬁ;"? v
QT w Ay TV rey TV Ty T

b ist die gesuchte stoffliche Eigenschaft. Wir sehen nun auch,
weshalb bei den Randwertaufgaben erster Art in der Berechnung der

Wiarmemengen die Werte 1/1-c -y aufgetreten sind.
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5. Die Ahnlichkeit bei Randwertaufgaben dritter Art.

Bei Randwertaufgaben dritter Art haben wir den mathematischen
Ansatz:
. o 00 2
1. Dic Differentialgleichung CE 4*0
. v e . ¢ P l]. lﬂ
2. Die Anfangsbedingung 6., ==1,| &, ¥, ¢, 1o, i
AN 0 0/
3. Die Oberflichenbedingung

3a) (grad, @)y = — h (O, — &)
3b) ﬂ=f3<§, s G o, }‘ . L)
0

Wir vergleichen nun zwei Felder mit d@hnlichen Randbedingungen,
welche durch die Beziehungen VI miteinander verbunden sind. Diese
lauten:

Vi = - |; fiir die it® Abmessung als Beispiel.

O =vg-0 + O,

!

T =T
a' =, T
h' =, - h.

Damit nun diese beiden Felder vollstindig dhulich sind, miissen
sie demselben mathematischen Ansatz geniigen.

Aus der Differentialgleichung folgt wieder wie frither, daB
T a’l . T' a"' r’l’

P e a - .
Parlr _also i t=%"T o L =2 0 =~ ... To
" I 172

sein muB. Dazu liefert aber nun die Oberflichenbedingung noch eine
zweite Vorschrift. Fir das gestrichene System gilt:

%:Q - (grady @) = vy -vg-h- (Oy — ).
1
Denn es ist @) — & = (v9- O + 0) — (vg. D + O) =6+ (0 — F).

Damit nun diese Oberflichenbedingung identisch ist mit derjenigen
(3a) des ungestrichenen Systems, mull

Yo ve -y, oder v, -y =1 sein.
L4
TUnd dies gibt als zweite Kenngréfle [Bi = Biot]
h-ly=h"-1)=h"-1)"= . . ... =Bi..... (X)

In dem Prinzip der Ahnlichkeit haben wir nun den tieferen Grund
erkannt, weshalb es uns stets méglich war, bei Randwertaufgaben dritter
Art (vgl. z. B. Aufgabe Nr. 1, 2 und 3) das Ergebnis in die allgemeine
Form zu bringen

5

L

@:00-@(5 at

, Fo, Bi>.



Das Prinzip der Ahnlichkeit. 125

6. SchluBbemerkung.

Das Prinzip der Ahnlichkeit bei Wirmeleitvorgingen ist ebenso wie
das Prinzip der mechanischen Ahnlichkeit nur ein Sonderfall eines viel
allgemeineren Prinzips. Dieses erscheint in zweierlei Gestalt, meist
als die Lehre von den Dimensionen oder seltener als das allgemeine
Prinzip der Ahnlichkeit. Seine theoretische Bedeutung fiir die reine
Wissenschaft ist enorm. FEine praktische Anwendung hat es bisher
fast nur in der Hydrodynamik als Grundlage fiir Modellversuche ge-
funden (Schleppversuche in Schiffsbaulaboratorien und Versuche der
Gottinger Modellversuchsanstalt fiir Arodynamik). Uber seine Anwen-
dung auf Wirmeleitvorgiinge in strémenden Kérpern siehe NuBelt,
Habilitationsschrift S. 6 u. 12, und Gréber, Beziehungen zwischen
Theorie und Erfahrung in der Lehre vom Wirmeiibergang. Gesundheits-
ingenieur 1912, S. 929.

Weiteres iiber das Prinzip der Ahnlichkeit wird im TI. Hauptteil
des Buches zur Sprache kommen.

Literatur: Enzyklop. d. math. Wiss. IV. 6. S. 478/479 und F. Klein.
Zeitschr. f. Math. u. Physik 1902 (47).



II. Die Wiirmeleitung in Fliissigkeiten und
Gasen und der Wirmeiibergang.

Es ist eine bekannte Erfahrungstatsache, dafl der Warmeaustausch
zwischen einer bewegten Fliissigkeit und ihren festen Begrenzungs-
winden durch eine Verstirkung der Bewegung erheblich gesteigert
werden kann. Diese Vermehrung des Wiarmeaustausches ist aber nur
durch einen erhghten Aufwand an mechanischer Energie zu erkaufen.
Es liegt nun der Gedanke nahe — und in der Tat sind auch schon dies-
beziigliche Vorschlige gemacht worden — diesen Zusammenhang zwischen
aufgewendeter, mechanischer Energie und erzieltem Wirmeaustausch
durch den Versuch zu ergriinden und in zahlenméBiger Weise festzulegen,
um ihn dann bei Berechnung des Wirmeaustausches wieder beniitzen
zu konnen. Allein die beiden Vorginge sind doch viel zu verwickelt
und hiingen von zu vielen GroBen ab, als daB es moglich wire, sie ledig-
lich auf Grund von Messungen in Beziehung zu bringen. Es wird viel-
mehr notig sein, die beiden Vorginge so griindlich als moglich ihrem
Wesen nach zu erforschen. Den Ausgangspunkt dafir bilden die Er-
gebnisse der Hydrodynamik.

Die wichtigsten Lehren der Hydrodynamik sollen als bekannt voraus-
gesetzt werden, ebenso die Grundziige der mathematischen Elastizitéts-
theorie. Wenn trotzdem -einiges aus der Hydrodynamik nochmals
abgeleitet wird, so geschieht dies erstens zum Zwecke der Wiederholung
und Zusammenfassung und zweitens zur Ableitung von Rechenvor-
schriften der Vektoranalysis sowie iiberhaupt zur Gewohnung an die
vektorielle Darstellungsweise.

A. Das allgemeine Problem.

1. Die Grundbegriffe.

a) Die Eigenschaften der stromenden Fliissigkeit. Die Physik unter-
scheidet zwischen tropfbaren Fliissigkeiten oder Fliissigkeiten im engeren
Sinne und elastischen Fliissigkeiten oder Gasen. Leider besitzt unsere
deutsche Sprache kein Wort, welches diese beiden Begriffe klar zusammen-
fassen wiirde. Wir miissen deshalb bei dem Worte Fliissigkeiten immer an
seine Bedeutung im weiteren Sinne denken, also die Gase mit einbeziehen.

Bevor wir in eine Erorterung der Stromungsvorginge selbst ein-
treten konnen, miissen wir uns eine Vorstellung von den wesentlichen
Eigenschaften der Fliissigkeiten machen.
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Vor allem wollen wir uns die Fliissigkeiten — also auch die Gase —-
als Kontinua denken. Nur dort, wo von den Ergebnissen der kinetischen
Gastheorie die Rede sein sollte, miissen wir diese Vorstellung voriiber-
gehend aufgeben.

Die zweite Betrachtung gilt der Verénderlichkeit der Massendichte.
Das einfachste Bild einer Fliissigkeit ist in dieser Hinsicht das Bild
einer raumbestindigen Fliissigkeit, d. h. eines Korpers, dessen Gestalt
zwar beliebig geéindert, dessen Volumen aber weder durch Druck- noch
durch Temperaturinderungen beeinflult werden kann.

In erster Anndherung entsprechen alle tropfbaren Fliissigkeiten
dieser Bedingung.

Die dritte Aussage betrifft die Verschiebbarkeit der einzelnen Teile
der Flissigkeit gegeneinander. In Hinblick darauf ist die einfachste
Vorstellung die einer reibungsfreien oder idealen Fliissigkeit. Denken
wir uns im Innern einer Fliissigkeit eine kleine Fliche, so kénnen bei
Reibungsfreiheit die Flissigkeitsteilchen, die zu beiden Seiten der Fliche
angrenzen, auf einander keine Tangentialspannungen, sondern nur
Normalspannungen iibertragen und diese Normalspannungen miissen in
ihrer Grofe unabhingig sein von der Orientierung des Flichenelementes
im Raum, also von der Richtung der Normalen. Der Spannungszustand
in einer idealen Fliissigkeit ist also ein Skalar. AuBerdem liegt es im
Wesen der idealen Fliissigkeit, dafl diese Normalspannungen nur Druck
und keine Zugspannungen sein kénnen. Der Spannungszustand ist also
ein skalarer Druck, der sog. Pascalsche Druck; er sei mit p bezeichnet.

Der Gegensatz zur idealen oder reibungsfreien Flissigkeit ist die
reale oder zihe Flissigkeit. Bei dieser konnen lings einer solchen ge-
dachten Flache auch Schub- oder
Tangentialspannungen  iibertragen z
werden und ferner ist die zdhe
Fliissigkeit imstande, bis zu einem
geringen Betrage auch Zugspan-
nungen aufzunehmen. Der Span-
nungszustand in einer bewegten,
zdhen Flissigkeit entspricht also
durchaus dem drei achsigen Span-
nungszustand in einem deformierten,
elastischen Korper; er ist wie dieser
ein Tensor. Fig. 42. Bezeichnungsweise der

Wir bezeichnen mit ¢ Normal- Spannungen.
spannungen und mit 7 Tangential-
spannungen und zwar sei als Beispiel (s. Fig. 42) ox ein Normaldruck
auf ein Flichenelement, das senkrecht zur x-Richtung steht. Wiahrend
in der mathematischen Elastizitdtstheorie die Zugspannungen positiv
gerechnét werden, werden hier die Druckspannungen positiv gerechnet.
7yy ist eine Tangentialspannung, die auf ein Flachenelement wirkt,
das senkrecht zur x-Richtung steht. Die Kraft selbst wirkt in Richtung
der positiven y-Achse. Der erste Zeiger bezeichnet also immer das
Flachenelement, auf welches die Kraft wirkt, der zweite Zeiger gibt
dann die Richtung der Kraft an.
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Bezeichnen wir mit &, #, { drei aufeinander senkrechte, im iibrigen
aber beliebige Richtungen, so lehrt die Hydrodynamik (z. B. Lamb,
S. 660), daB fiir eine festgehaltene Stelle im Raum die Summe der drei
Normaldriicke o¢, 0y, o; konstant ist, wie auch das System im Raum
orientiert sei. Also

Og+0y+o0g=....=0x+ 0,4+ 0,

Wir kénnen nun einen skalaren Druck p entsprechend dem Pascal-
schen Druck bei den idealen Fliissigkeiten definieren, indem wir p gleich
dem arithmetischen Mittel aus drei zueinander senkrechten Druck-
spannungen setzen. Wir gelangen so zu der Definitionsgleichung fiir p:

pp= OO Getboptor sy
: 3 3
Sowohl fir p als auch fiir die ¢ gilt

kg }

Dimension (p) = [ >
m?

b) Das Stromungsfeld. Zur Darstellung des Stromungszustandes ciner
Fliissigkeit beniitzen wir den Begriff des physikalischen Feldes und
zwar gibt es hier zwei grundsitzlich verschiedene Arten, dieses Feld zu
betrachten.

Ist N irgend eine skalare oder 3 irgend eine vektorielle Eigenschaft
des Feldes (z. B. Temperatur, Dichte, Druck, Geschwindigkeit), so werden
wir im allgemeinen diese Eigenschaft als eine Funktion des Ortes und
der Zeit auffassen miissen. Die Zeit wollen wir durch ihren Wert 7, den
Ort durch den von einem festen Punkt aus gezogenen Radiusvektor ¢
oder durch drei Koordinaten &, #, { bezeichnen. Wir gelangen so zu
der sog. Eulerschen Darstellungsweise, deren rechnerischer Ausdruck die
Gleichungen sind

N =Funkt (v, 7)=Funkt (& %, {, 7)
N = Funkt (r, 7)=Funkt (&, 4, {, 7).

Zu einer zweiten Art der Darstellung gelangen wir, indem wir die
Eigenschaft N bzw. 3% nicht den Stellen des Raumes, sondern den ein-
zelnen Massenteilchen zuordnen, wobei wir das einzelne Massenteilchen
durch seine Lage zur Zeit 7 = 0 kennzeichnen, also durch einen Vektor ;.
Wir gelangen so zu der Lagrangeschen Darstellungsweise mit den
Gleichungen:

N = Funkt (ry, 7)=Funkt (& i o 7)

Nee —— = = — — — — —

In beiden Arten der Darstellung erscheint die untersuchte Feld-
eigenschaft als eine Funktion der Zeit. Diese zeitliche Verinderlichkeit
haben wir nun noch genau zu untersuchen und zwar wollen wir zuerst
nur an eine skalare Feldeigenschaft denken.

1. Art der Anderung. Wenn wir unser Augenmerk fortgesetzt auf
denselben Punkt des Raumes richten, so werden wir an dieser Stelle
immer wieder neue Teilchen der Fliissigkeit antreffen und fiir jedes
dieser Teilchen wird N einen anderen Wert haben. Es ergibt sich so
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eine Verinderlichkeit des N mit der Zeit — eine Veriénderlichkeit, die
sich immer auf dieselbe Stelle des Raumes bezieht. Man nennt sie die

,JJokale Anderung* und bezeichnet sie mit dem Symbol —8—1\2

ot

2. Art der Anderung. Diesmal wollen wir unsere Betrachtung zwar
auf einen Augenblick beschrinken, dafiir aber auf das Feld in seiner
ganzen Ausdehnung erstrecken. Mit anderen Worten: wir wollen ein
Momentbild des Feldes von N aufnehmen. Dieses Momentbild kénnen wir
wie ein unveriinderliches oder stationdres Feld betrachten. Schreiten
wir von unserem Aufpunkt aus in Richtung des Gradienten von N um
die Strecke ds fort, so ist die Anderung von N auf diesem Wege gleich
(grad N)- ds. Wenn der Schritt nicht in Rlehtung des Gradienten erfolgt,
sondern in einer anderen Richtung d8, die mit dem Gradienten den
Winkel a bildet, so ist die Anderung von N auf diesem Wege gleich

rad N|-|d8 |- cosa=(grad N, d8).
g [-1d5

Dieses skalare Produkt heiBt die stationire Anderung von N, weil
dabei angenommen ist, daB das Feld wihrend der Ausfiihrung des
Schrittes stationdr bleibt.

3. Art der Anderung. Diese Art ergibt sich, dann, wenn wir unser
Augenmerk fortgesetzt auf dasselbe Teilchen richten. Es ist die
Anderung, die der Wert N im Laufe der Zeit fiir dasselbe Massen-
teilchen erfahrt und heiBt die substantielle oder totale Anderung

D
von N. Sie sei mit »&ol; bezeichnet.

Die Anderung, die N fiir dasselbe Teilchen in der Zeit dt erfahrt,
setzt sich zusammen aus der Anderung, die eintreten wiirde, auch wenn
das Teilchen an derselben Stelle bliebe und aus der Anderung, die ein-
tritt, weil das Teilchen in dieser Zeit um d§ fortgeschritten ist. Die
Gleichung

DN oN

H?d o ——-dt -+ (d8, grad N)
ist dann fiir das betrachtete Teilchen richtig, wenn man {fiir den
Schritt d8 den Wert w - dz einsetzt. Man erhilt so

DN N
et 1 R 61
o= e, grad N) (563)
Die Gréfe (v, grad N) nennt man das konvektive Glied der Anderung.
Diese Gleichung 148t sich noch fiir jedes beliebige Koordinatensystem
umformen. In kartesischen Koordinaten z. B. heiflt sie

DN ©oN N oN ON
dTA 8 -—I—- 8X-4Wy'a—y'+wz'——2‘; PR .(56b)

Auch wenn die untersuchte Feldgrofe ein Vekior ist, 1aBt sich die
totale Anderung aus der lokalen und der konvektiven Andelung Zu-
sammensetzen; wir miissen nur beachten, dafl bei einem Vektor die
Anderung im allgememen in einer Anderung seines absoluten Betrages

Grober, Warmeleitung und Wirmeiibergang. 9
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und in einer Anderung seiner Richtung besteht. Fiir einen Vektor 9t gilt

DR N
T a7 + (w,grad)M . . . . . .. (56¢)

In kartesischen Koordinaten zerfillt diese Vektorgleichung in die
drei Komponentengleichungen

DN, 9N, & Ny ONx | 0Ny

dr ~ a0 g, TV )
DNy, Ny 0Ny N, aN, ¢- . (86d)
dv — ar TMTg TV YT

e e e )

Diese Gleichungen gelten natiirlich auch dann, wenn die GroBe N
die Geschwindigkeit m selbst ist. Fiir die Beschleunigung gilt also
Dw 0w

Pl + (w,grad)mw . . . . . . . . (87)

2. Aufstellung der Differentialgleichungen.

Wir denken uns im Innern des Feldes durch eine geschlossene Flache F
ein kleines Raumteilchen d V abgegrenzt und gelangen zu drei von-
einander unabhingigen Differentialgleichungen, indem wir auf dieses
Raumteilchen drei physikalische Grundgesetze anwenden. Es fithrt

das Prinzip der Erhaltung der Materie zur Kontinuititsgleichung,

die mechanische Grundgleichung .» Bewegungsgleichung,
das Prinzip der Erhaltung der Energie ,, Gleichung der Energien.

a) Die Kontinuitiitsgleichung. Ist d V das Volumen des erwéhnten
Raumteiles und @ die Massendichte an der untersuchten Stelle, so ist
o - dV der Masseninhalt des Raumes. Wir denken uns das Raumteilchen
an seiner Stelle festgehalten, dann kommt fiir die Anderung seines
Masseninhaltes nur die

lokale Anderung g—g Y
in Betracht. Dieser Zuwachs an Masse muf} gleich der algebraischen
Summe der einstrémenden Massen sein. Wir fithren die Rechnung zuerst
fiir raumbestindige Fliissigkeiten durch.

1. Die Kontinuitatsgleichung fiir raumbestindige Flussig-
keiten.

Fiir solche Fliissigkeiten ist ¢ weder mit der Temperatur noch mit
dem Druck verinderlich, also (9p/d7) = 0 und damit auch die Gesamt-
einstromung gleich Null.

Bezeichnen wir mit df ein Element der Oberfliche F von dV, ferner
mit 4- n seine nach auflen gerichtete Normale und mit w die Geschwindig-
keit an der Stelle df, so ist ¢ - df - w, die in der Zeiteinheit durch df
austretende Fliissigkeit. Dieser Betrag ist fiir alle df auszurechnen und
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zu summieren. g kann hierbei als eine konstante Gré8e vor die Klammer
gesetzt werden. So wird die Ausstromung gleich

Q'Zmn-df.

Der Wert der Summe héngt aufler von der Gréle von F und damit
vom Volumen des Raumteiles nur ab von der Art der Geschwindigkeits.
verteilung an der untersuchten Stelle. Es kommt darauf an, ob aus dem
Innern des Raumes Fliissigkeit hervorquillt, ob die Strémung nach auBen
divergiert. Aus diesem Grunde hat man fiir die Summe den Namen
Quelle oder Divergenz des Vektors eingefithrt. Es ist dafiir das Symbol
div gebrauchlich. Wir gelangen so zu der Definitionsgleichung

Doy df =divw-dv, . . .. .. (58)
P
welche den GauBschen Satz ausspricht (vgl. S. 7).

In dieser bisherigen Ableitung ist die Divergenz erst ein Vorstellungs-
behelf. Damit sie auch fiir die Rech-
nung brauchbar wird, mull sie sich y
in Koordinatenform kleiden lassen. dy

Dies soll nun fiir kartesische Koordi- _,‘1—__—,__,
naten geschehen. Rig nat % dx

Zu diesem Zwecke geben wir dem
Raumteilchen voriibergehend die Ge-
stalt eines rechteckigen Korpers mit
den Kanten dx, dy und dz. Auch
fiie Geschwindigkeit zerlegen wir in Fig. 43. Zu: Ableitung der Diver-
ihre Komponenten wy, wy, w,. Wenn genz ,,div w* in rechtwinkelig, ge-
wir beachten, daB wir stets die radlinigen Koordinaten.
duflere Normale positiv zu rechnen
haben, so kénnen wir aus Fig. 43 ablesen, dal in Richtung der x-Achse

|
|
I
I
i

die Flissigkeitsmasse wy -dydz einstromt, und

i » (Wx + —s—xw- ) -dy dz ausstrémt.

Das Ergebnis ist eine Ausstrémung

in der x-Richtung im Betrage von. . . . . . . . aav;xdx.dy -dz
a—ﬂ' dy-dz-dx
Fiir die y- und z-Richtung ergibt sich durch zykhsche oy
Vertauschung von x, yund z . . . . . . . OV 4r . dx. dy
0z :
Die Summe fiir alle drei Richtungen: (%Yx_x %‘:{y —i—aawz)dx.dy.dz

Dies ist nach Gleichung (58) gleich divw -dV.
9%
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Fiir kartesische Koordinaten gilt also
A

. 8Wy
div i = 54 +3Z e . (59)

Die Vektorformeln Nr. VIIIb und VIIIc geben den Ausdruck fiir
die Divergenz auch in Zylinder- und Kugelkoordinaten. Sie sind durch
denselben Gedankengang abgeleitet, nur ist dem Volumen eine andere
Gestalt gegeben.

Mit Hilfe des Divergenzbegriffs laBt sich die gesamte Ausstrémung
an Masse aus dem Volumelement dV gleich ¢ - divmw - dV setzen. Da
sie fiir raumbestiandige Fliissigkeiten gleich Null sein muB, so ist

divim=0 . . ... ..., (60).

Dies ist die Kontinuitdtsgleichung fiir raumbestidndige Flissigkeiten.

2. Die Kontinuititsgleichung fiir nicht raumbestandige
Flussigkeiten.

Wir hatten bei der raumbesténdigen Fliissigkeit gefunden, dafl durch
das Flichenelement df der Oberfliche in der Zeiteinheit die Masse
@ - Wy - df austritt. Derselbe Wert gilt auch hier und er ist ebenso wie
dort iiber alle Oberflichenelemente zu summieren. Jetzt mul} aber
wegen der riumlichen Verinderlichkeit der Massendichte das g unter
dem Summenzeichen bleiben und es ergibt sich die

Ausstromung :29 oy - df
¥
und dies ist mit Hilfe des GauBschen Satzes (Gleichung 58) gleich
div (o - w) - dV.

Nun ist nach dem Prinzip der Erhaltung der Materie der Zuwachs
an Masse im Inneren des Raumteiles gleich der gesamten Einstrdmung
bzw. gleich der negativen Ausstromung durch die Oberfliche. Dies fiihrt
zur Kontinuitdtsgleichung in der ersten Form:

0o . _
Wﬁ—dw (0-w)y=0...... ... (61a)

Diese Gleichung wollen wir noch auf eine andere Form bringen und
bei dieser Gelegenheit eine Formel aus der Vektoranalysis ableiten, die
wir noch ofter brauchen werden.

. Y . d wy
Nach Gleichung (59) ist: div (p ) = 05 -+ Wx. g

0wy

+ 0 7y + Wy s

Durch Addition:

. Dwe  Dwy  Dw, ? 9 9
div om) = o- (77 + 7y a‘;>+< Vagy + Wy v u5e)




Allgemeines Problem. — Aufstellung der Differentialgleichung. 133

Und hieraus folgt durch Anwendung von Gleichung (59) und Gleichung
(562, b) die Vektorformel IIT (im Anhang)

div (o m) = g - divw + (mw, grad p).
Die Anwendung dieser Vektorformel auf Gleichung (61a) fithrt zu

gez + (w, grad g) + p-divio =0

und aus diesem Ausdruck ergibt sich die zweite Form der Kontinuitits-
gleichung:

(61b)
Do .
oder —.==J.divip=0. .. . .
e dz

b) Die Bewegungsgleichung. Wir beginnen mit dem Aufsuchen der
Kriafte, welche auf das in dV enthaltene Massenteilchen einwirken.
Erstens kommt hier eine Massenkraft in Be-
tracht, namlich die Schwere &. Ist g die Erd-
beschleunigung nach Gréf3e und Richtung, so ist

B=g-p-dV.

Zweitens kommen Oberflachenkrifte in Rech-
nung; es sind dies die Krafte p, welche die
umgebenden Fliissigkeitsteilchen auf die Ober-
flache von dV ausiiben. Da die Fliissigkeit als
zédh vorausgesetzt wird, so werden diese Krifte
im allgemeinen nicht senkrecht auf die Ober-
flache wirken. Nach den Lehren der Mechanik
lassen sich diese Krifte immer auf eine Einzel-
kraft ® und auf ein Kriftepaar & zuriick-
filhren. Der Vektor & ist der nach GréB8e und
Richtung zu bestimmende Momentenvektor des Fig. 44. Schwerkraft
Kriftepaares. und Oberflichenkrifte

: s sp s ) an einem unendlich
Als erl'mng der Obe-rfla‘chenkratte 1st'aliso Kleinen Teilchen einer
eine Verschiebung und eine Drehung des Teil- zihen Fliissigkoit.
chens zu erwarten.

Aus der Dynamik iibernehmen wir zwei Gleichungen:

R

Die dynamische Grundgleichung:
Masse x Beschleunigung = Summe aller Krifte

Dw
q7 = @ -+ R

Die Momentengleichung fiir einen beliebigen Momentenpunkt:

e-dV x

Anderung des Dralles = Moment des Kriftepaares
D3 -8
dz o
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Die Drehung.

Denken wir uns voriibergehend das Raumelement als Kugel, so ist fiir
jede Richtung, die & auch annehmen mag, die Drehachse eine freie Achse
und wir erhalten, wenn wir unter @ das Trigheitsmoment der Kugel in be-
zug auf einen Durchmesser und unter udie Winkelgeschwindigkeit verstehen

fu

Nun ist das Trigheitsmoment der Kugel der 5. Potenz des Durch-
messers proportional und in der mechanischen Grundgleichung ist die
dort vorkommende Masse g - dV nur der 3. Potenz des Durchmessers
proportional. Wenn wir also das Volumen dV so wihlen, dal die Masse
eine unendlich kleine Gréfle erster Ordnung ist, so ist das Trigheits-
moment unendlich klein héherer Ordnung. Da die Winkelbeschleunigung
nicht unendlich groB werden kann, darf sich || von Null nur um eine
unendlich kleine GréBe hoherer Ordnung unterscheiden, d. h. die Tangen-
tialkomponenten der Krafte p erzeugen kein resultierendes Drehmoment.

Die Verschicbung.

Es handelt sich im folgenden um die Bestimmung der resultierenden
Einzelkraft . Diese Rechnung soll unter Beschrinkung auf das karte-
sische Koordinatensystem durchgefilhrt werden, einerseits um das
Rechnen mit Tensoren zu vermeiden und andererseits um verschiedene
Ergebnisse der mathematischen Elastizitatstheorie in ihrer gebréuch-
lichen Form iibernehmen zu kénnen (vgl. F6ppl, Band : Festigkeitslehre).

aé I Bei einem Korper, der das Hookesche
Lo T T h Gesetz befolgt, sind die nachstehenden
;’ | drei GréBen zu beachten:
| ," E der Elastizitiatsmodul,
ﬂ'y | | m die Poissonsche Konstante,
! / G der Schubelastizitdtsmodul.
e i 2y Zwischen diesen GroBen besteht die Be-
——— ziehung .
dx E-m
) e — G, ..... (al)
Fig. 45. Forminderung infolge der m+1
Schubspannungen. so daB also schon zwei dieser Stoffwerte

das elastische Verhalten des Stoffes be-
stimmen, weil sich aus ihnen immer mittels Gleichung a, die dritte
berechnen laBt.
Fiir die Dehnung der Lingeneinheit oder die spezifische Dehnung ex in
der Richtung x gilt:

1 1 1 m+1 o, 40,40
ex=—ﬁ'(ux-—E(ay—f-az)):f(ax._m__-— x n:’ z) . . (b))

Schreibt man die entsprechenden Gleichungen fiir ey und ez an und addiert
dann, so erhidlt man die Gleichung
1 m—2
ex+ey+ez=f<j —m—(ax+oy+lfz) ...... (Cl)
Endlich ist noch die spezifjsche Anderung des vor der Forménderung rechten
Winkels zwischen dx und dy gegeben durch

°§ 0n __ Txy _ Pyx .
Hta=o G
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Aus dieser Gleichung, sowie aus den entsprechenden Gleichungen fiir die
anderen Winkelinderungen folgt:

T .=tyx=G(§+9j)

Xy oy  0x
— . —cf®n aE)

zyz_zzy_G<a—-z+»a—§ ........ (dl)
cf 0§

Alle diese Folgerungen aus dem Hookeschen Gesetz gelten — ebenso
wie das Hookesche Gesetz selbst — nur fiir feste Korper und auch hier
nicht fiir alle. Aber das Bild, unter dem die mathematische Physik die
realen Fliissigkeiten betrachtet, 148t sich so sehr mit dem Bild eines dem
Hookeschen Gesetze gehorchenden Korpers in Ubereinstimmung bringen,
daB fiir jede der vier Gleichungen a, bis d; eine entsprechende fir Flissig-
keiten giit.

.
~ Tyr
Tt e o (I,
Ty -4
& a
3 rr~'-'-r""r
.dy i M Y s
-, P =
o, -
- - - e e
A —————— ¥y,
: Tt e N e
Try Tox ~Fx
/.!'J'
A 8
.l'"yx

Fig. 46. Zug- und Schubspannungen an einem Parallelepiped.

In Fig. 46 ist ein Volumelement dx, dy, dz der Fliissigkeit mit den
Normal- und Tangentialspannungen, die an seinen Oberflichenteilen wirken,
gezeichnet. Die Figur unterscheidet sich von der entsprechenden Figur
der FElastizitatstheorie nur dadurch, daf die Normalspannungen mit
umgekehrtem Vorzeichen eingetragen sind.

Die Ecke A riickt mit der Geschwindigkeit w, nach rechts; die Ecke B

in derselben Richtung mit der Geschwindigkeit
Ow,
ox

w, + -d’x.
Die Grofe
ow.
_—Xdx
tx
ist alto ein MaB fiir die Geschwindigkeit, mit der die Kante dx ihre Linge
iindert. Also

ow, _ Oey ]
ox 0z
Man nimmt nun an, daB bei Flissigkeiten, die Normalspannungen mit

den Dehnungs-Geschwindigkeiten in derselben Weise zusammenhéngen

wil% :)ei den festen Korpern die Normalspannungen mit den Dehnungen
selbst.

Ist A eine den E analoge, elastische Konstante der Fliissigkeit, 5o
erhalten wir (bei Vorzeichenwechsel fiir die ¢) aus b, die Gleichung:
Eex E’Wx 1 (ox+ay+oz m+l>
= —_——,——) ..

o ox A m X m

.+ (by)
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Aus Gleichung (e,) folgt mit

¢ 6wx 8Wy f)wz .
Ft'(€x+8y+£z)= oz + 7y + 37 =div

daB fiir die Divergenz der Ausdruck gilt:

. —1 m-—2 —3 m—2
dxvm=T~T-(ax+ay+az)=T — P (e2)

1st die Fliissigkeit raumbestindig, so ist div v =0 und die Poissonsche
Konstante muB den Wert 2 annehmen.

Die zweite Annahme iiber die Eigenschaften der Flissigkeiten betrifft
dic Schubspannungen, hier innere Reibungen genannt.

Die Ecke A (in Fig. 46) bewegt sich mit der Geschwindigkeit w, nach
rechts und die Ecke C mit der Geschwindigkeit (wy -0 w, /0y -d y) in der-
selben Richtung. Die GroBe cw, [0y ist also ein Mal fiir die Geschwindig-
keit, mit der sich die Kante AC um A dreht. Ebenso ist awy [ox die Dreh-
geschwindigkeit der Kante AB um A. Und der Ausdruck

owy ~Cwy
oy dx

ist die Geschwindigkeit, mit welcher der urspriinglich rechte Winkel
zwischen dx und dy sich dndert. Wihrend bei den festen Koérpern die
Schubspannungen den Winkelinderungen proportional sind, werden bei
den Flissigkeiten die Schubspannungen den Anderungsgeschwindigkeiten
proportional gesetzt. Ist u eine dem G analoge elastische Konstante, so ist

’

cw, Cw
—r = X y
’xy—’yx*‘“( ey T ox >

cw, cw
- — y 2 Y d
tyz—tzy”"(*é’z_""}‘_W) (dg)

ow, [A%
. - 7 x
‘zx—‘xz—”< F +'?;T) J

An Stelle von Gleichung (a,) gilt

A-m
m+1

Diese in den Gleichungen a, bis d, ausgesprochenen Aussagen iiber

die inneren Kréfte einer realen Fliissigkeit erméglichen es uns jetzt die
Verschiebung des Teilchens zu berechnen.

Wenn wir nach dem D’Alembertschen Prinzip die Trigheitskraft

mit in Rechnung setzen und die ibrigen Kriifte aus Fig. (46) ablesen,
so gelangen wir fiir das Gleichgewicht in der x-Richtung zu d¢t Gleichung

g~gx-dx.dy-dz———l-;—%-dx-dy-dz—}—?(ﬁ%—’f-dy-dz-dx
-+ 3;;‘-(iz-clx-dywg-%\;x~dx-(1y‘dz = (.
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Durch Vereinfachung und Umstellung entsteht daraus:
9'%‘%‘=a-gx—§?§+ 8gyy‘+?g;"

'%va=9-g Z?Jrat”wtat” (62a)

Die beiden letzten Gleichungen sind aus der ersten durch zyklische
Vertauschung der Zeiger entstanden.

Die Werte der o und 7 sind nunr noch mit Hilfe der Gleichungen a, bis d,
zu bestimmen.

Zur Bestimmung von ¢¢ /¢ x gehen wir von Gleichung (b,) aus.
(Wx _ 4. (8D, mAL

dx 4 (m 7 m )
oy = 3p 4. m Owx

m + 1 m+1 9x
Wenn wir vom ersten Ausdruck rechts ein p abspalten, ergibt sich:

2 —m Am 9wy

ox:p_{‘m—klp_m-{»l' ox

A-m
ferner ist e =24 nach Gleichung (a,).

Es ergibt sich nun

¢

L ow .
Ox = P +§,u~d1vm —2;¢7§ N (1))
Durch Differentiation wird daraus
0oy op 2 0 02wy
T9x T ax 3M5x dl\m—rZ‘u-?;
0 Tyx 0Tux e . . .
- Zur Bestimmung von Sy und 5 differenzieren wir Gleichung

{dy) nach y bzw. z
oy T \9y? toxe dy
0T, x ( o, 0%y )

T “\ox. 0z T Fra

0ty x . (b"-’wx o2 0wy )
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Durch Summieren erhalten wir fiir die Oberflichenkrifte in x-Richtung

(Gleichung 62a, 1. Gleichung)

[ [o
30,( Oty | 0Tzx

,A___+_._'_ =

dx ' 0y 0z
g g
+’u88y~+ Bi“év
R e
= ;i zy ;)——dlvw + g - A%wy }-,u-;—dlvm

Dies kénnen wir nochmals vereinfachen; ferner schreiben wir gleich
die entsprechenden Gleichungen fiir die y- und z-Richtung darunter
und erhalten damit fiir die letzten Glieder der Gleichungen (62a)

1 op . 19 .
(—l‘v— . Rx = — /U_X +/,l, . A Wy 'l"' 3 M 8* div 10
I_-R, - dp + A2 + di

dv y = 8 Mne AWy 'usu 1V 1D
1 _ _op .

avv*‘ Rz_— a +/I, A W, + /19—- div o

1

Rl et d == e . 2 _— . 1
v His grad p + u Am+3,u grad div

Die Bewegungsgleichungen.

Die dynamische Grundgleichung (S. 133 und Gleichung 62a) fiir
zihe, nicht raumbestindige Fliissigkeiten ergibt sich nun in der Form

. 8;) | ] ; (62b)
0 gy T8 Ty, tur A g T dive
0- ];:V =g-g—gradp + u- 4*w +%M‘gmddivm
Die Dimensionen in dieser Gleichung wollen wir nun noch kurz

besprechen :

o stellt die Masse der Raumeinheit dar, ist also im kg-m-std-System
von der Dimension kg+!-std +2-m—+4.

u der Reibungkoeffizient ist von der Dimension kg +!-std+!-m—2.
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Damit ergibt sich, da die einzelnen Glieder der Gleichung (62b)
von der Dimension sind: kg - m—3, sie stellen also Krifte auf die Raum-
einheit dar und die Gleichung ist als analytischer Ausdruck fiir ein
Kriftepolygon aufzufassen. Im einzelnen bedeuten:

0 %ZE die von der Beschleunigung erzeugte Trigheitskraft,
o - g die Erdanziehung,

— grad p das Druckgefille,

W (A w - %gra,d div m) die Wirkung der inneren Reibung.

Die Gleichung der mechanischen Energie.

Uber die Umwandlung mechanischer Energien verschiedener Art
untereinander und in nicht mechanische Energien gibt eine Gleichung
AufschluB3, die wir aus Gleichung (62a) ableiten wollen. Wir multipli-
zieren die Gleichungen (62a) der Reihe nach mit wy - dV, wy -dV und
w, - dV addieren

X

Q'Wx'Dd‘: AV =g gy Wy -dV + wy- (—

dox | Otyx 3‘[“).
7x oy t 0z v

Integrieren wir iiber den Raum V, so liefert die linke Seite:
1 Dwy? 1 Dwy?2 1 Dw,? ) ¢ Dm?*
/Q<2dz+2dt+2 / dr
v
Die ersten Glieder der rechten Seite ergeben:
_/Q(Wx gx + Wy gy + W, g) 'dV=/Q'(m’ﬂ) -dVv.
v v

Die zweiten Glieder der rechten Seite erfordern eine lingere Rechnung.
Nach dem Beispiel

ﬁryx‘ Owy - 0wy * Tyx 0 Wy
ox ox WX Hx

Wy *

gerechnet, ergeben sich zwei Gruppen von Werten:

) ) Owg - 0x | OWx'Tyx  OWg - Tyx
Die erste Gruppe: — + 3y + 57

Ux

0wy -0y 3\#,, Tay Owy - Txy
oy 0z ox

_ ow, - g, 0w,

2" Txz 8Wz"fyz
5z T ax T oy
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stellen wir um, in die Reihenfolge

5% (— ox - Wy + Txy "Wy + Tx, * W,)

b (—/O_)r__ (= 0y Wy + Ty, - Wy + Tyx - Wy)
(o
(}'

0z

- (— 0, W + Ty - Wy A+ Ty - Wy).

Da der erste Zeiger immer diejenige Fliche des kleinen, recht-
eckigen Korpers bezeichnet, auf welche die betreffende Spannung
wirkt, so stehen in den Klammern

Az _gmme—————mm . . N
ol .~ | immernur Spannungen beisammen,
) | | | welche auf dic gleiche Fliche
ot 0 + wirken.
‘.-" 1 i b AT o . . .
el T ¥ S Bezeichnen wir die auf
! : /If/ dy - dz wirkende Kraft mit 1,
! {‘ / : dZ 'dX ’ L3 ” IJ)
| 4 |
) /» R Ty dx - dy R 33 I T)
7R o so haben wir
Fig. 47. Zusammensetzen der Schub- unter — ox die x-Komponente vony,
und Zugspannungen am selben Flichen- +1 ,
clement. IR XYy )' 29 s L
3y +sz sy Z- iR} » &

zu verstehen und die erste Gruppe von Gliedern liefert nach der Inte-
gration:

e 9 v
v/ {8; (x, )+ ;};(U, w) + & (3 m)} dx-dy-dz

= [{@x, w)-dy-dz + (y, )-dz - dx + (3, w) - dx-dy}.
7
Da das skalare Produkt aus Kraft und Geschwindigkeit die Arbeit
der Kraft in der Zeiteinheit darstellt, so ist die erste Gruppe von Gliedern
ein Ausdruck fiir die Arbeit der Oberflichenkrafte. Hitte das Volum.
element nicht die rechteckige Gestalt, so hitte uns die Vektorenrechnung
den Ausdruck

/(p, ) - df geliefert.
F

Die zweite Gruppe von Gliedern

ow ow ow
—o gy TRy T Ee gy

ow ow 0wy
—-0y°8—yy+71y"'9‘zl+fxy'a—xb

ow ow, ow,
) 2 -}. T —_ L2
Pz ox T YE By
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gibt durch Umstellen:

" Dwy Iwy ow, Owy 8wy>
_(a"a oy Iy -0 ?)z>+rxy (8V+3x

dwy  Bw, <8w, Owy
+ T, (3z+ )+ nxe (2 + 50 )

Mit Hilfe der Gleichungen (d,) fiir r und der Gleichung (63) fir o
lassen sich die Spannungen durch die Gréflen g und p und die Eigen-
schaften des Geschwindigkeitsfeldes ausdriicken. Die Ausfiihrung dieser
Rechnung gibt fiir die zweite Gruppe von Gliedern den Wert:

fp -divip-dV —lu.fDiss. Funkt. (). d V.

Hierbei ist Diss. Funkt. (w) zur Abkiirzung gesetzt fiir:

Owyx\2 3Wy>2 <8w <'ﬁwx Iwy <8w, )2
2(7{) “(”ﬂ‘{. +2(52) T T a) 5 Tay

Es ist dies die von Lord Rayleigh eingefiihrte D1ss1pabionsfunktion.
Sie ist ein Differentialoperator gerade so wie z. B. die Divergenz oder
der Gradient, wenn auch von viel verwickelterer Bauart.

Nunmehr sind die einzelnen Glieder von Gleichung (64a) bekannt.
In etwas abgednderter Reihenfolge ergibt sich:

fo (g, ) - dV+fp, df_/ -dV — /p divip-dV

+,u/Dlss.-Funktr. w-dV . . . (64h)
v

Die einzelnen Glieder sind von der Dimension mkg - std—1. Die
Gleichung besagt, daBl die Arbeit der Schwerkraft und die Arbeit der
Krifte, die auf die Oberfliche des Raumes wirken, erstens zur Erh6hung
der kinetischen Energie der Massen o - dV verwendet wird, zweitens als
Kompressionsarbeit in der Materic a,ufgespelchert wird und drittens

infolge der Zihigkeit der Fliissigkeit in andcre Encrgiearten (Wirme)
verwandelt wird,

¢) Die allgemeirie Energiegleichung. Die Gleichung 64 stellt bereits
eine Beziehung zwischen Energien dar, jedoch nur vom Standpunkt der
mechanischen Energien aus betrachtet und auflerdem bildet diese
Gleichung lediglich eine Umformung der Bewegungsgleichung. Im
folgenden soll nun eine neue, unabhiingige Gleichung aufgestellt werden,
die sich zudem auf die Gesamtenergie bezieht.

Wir denken uns an einer Stelle im Feld einen Raum von der Grée V
festgehalten. Dann muf die Anderung der in V enthaltenen Energie
gleich sein der Arbeit, welche die duBeren Krifte auf die in V enthaltene
Masse ausiiben, plus der von aufBlen durch die Oberfliche eintretenden
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Energie und zwar haben wir bei letzterer zu unterscheiden: die Energie,
die als Wirme auf dem Wege der Wirmeleitung in das Innere gelangt
und die Energie, die mit der Materie als deren Energieinhalt in den
Raum hereingefilhrt wird. Es gilt also:

Anderung En = A 4 Eng - Enp;.
Ist & der gesamte Energieinhalt der Masseneinheit, so ist g - - dV
der Energieinhalt eines Raumelementes und
Oge o 0 gy 2
e V=g Ve 3
dessen lokale Anderung.

Die Arbeit A ist aus Gleichung (64b) bekannt.

Zur Berechnung der Energie Eny beniitzen wir wie bei festen Kérpern
denselben Vektor 9, den Wirmeflu. Es ist

= —1i-grad 6.
Fiir die aus dem Raum V austretende Wiarme ergibt sich
Eny= [—i-grad @-df = — 1- [420-dV.
7 v
bei Anwendung des GauBschen Satzes und der Vektorformel Nr. II
(vgl. Gleichung Nr. 3).

Zur Berechnung der Energie Eny filhren wir einen dem Warmeflu8
entsprechenden Vektor § ein, den wir etwa den konvektiven Energiefluf3
nennen konnten. Durch eine Fliche von der GréBe ,,Eins” stromt in
der Zeiteinheit die Fliissigkeitsmenge p -mw mit dem Energieinhalt
(¢ - € - w) hindurch. Wir setzen

E=p-¢'mw
und erhalten deshalb bei Anwendung des GaufBschen Satzes fir dic
aus dem Volumen V austretende Energie den Betrag

—Eny = [p-&-w,-df = [div(g-e ) aV.
¥ v
Durch Anwendung der Vektorformel Nr. III entsteht daraus

+ Enyp = —/s-div(g-m)-dV—f(g-w,grads)-dV
v v

dVv

und mit Hilfe der Kontinuititsgleichung (61a)

Eng = /s . gs -dV — /g - (m, grad ¢) - dV.
v v
Nachdem nun die einzelnen Glieder bekannt sind, ergibt sich, wenn
man zugleich den Raum V unendlich klein werden liBt:
o¢ oo o 0o
) at+s§;—A+l 4%0 + ¢ P
und hieraus durch Fortstreichen des beiderseits gleichen Gliedes und
Anwendung von Gleichung (56a):

De - 42
g-a;_A—f--ZAQ e e e e e e (65a)

— o - (w, grad ¢)
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Die totale Anderung des Energieinhaltes ist also gleich der Arbeit
der duBeren Krifte plus der durch Leitung eintretenden Wirme.

Die Gesamtenergie ¢ setzt sich zusammen aus der kinetischen Energie
0-1,w2 und aus der inneren Energie u. ) o

Aus der Thermodynamik wissen wir, dafl der Wirmeinhalt i gleich
u 4+ pv ist. Damit wird

e=1,w>+u="10w41i—pv
De Dw? Di Dp . Dv
wdergy mehi gy Tegr e ey
Dw? Di Dp .
=g tegy g, ~pdive.

Wenn wir diesen Wert in Gleichung (65a) einsetzen und gleichzeitig
fir A den Wert aus Gleichung (64b) iibernehmen, so erhalten wir die
Gleichung der Gesamtenergie in der 2. Form:

Di Dp 2 .
N e N . . t e
e 4 " dr A+ A4%0 4-p - Diss. Funkt 1p (65D)

Aus der Thermodynamik entnehmen wir ferner, dafl i — ¢, - @ + const
ist — wobei sich c¢,” auf die Masseneinheit bezieht — und erhalten da-
mit eine dritte Form:

_,.DO__Dp
S P

d) Die Differentialgleichungen fiir den Bebarrungszustand. Da wir
uns im ganzen folgenden Buch nur mit Vorgingen im Beharrungszustand
befassen werden, soll im nachstehenden das System der Differential-
gleichungen fiir den Beharrungszustand zusammengestellt werden.

In den Gleichungen (56), z. B. (56a):

DN oN
A7 T 5y T(m grad N)

=4-4260 +u- Diss. Funkt m . . (65¢)

hatten wir die Beziehungen zwischen den substantiellen, den lokalen
und den stationiren Anderungen einer Feldgrofe aufgestellt. Beim
Beharrungszustand sind nun die lokalen Anderungen gleich Null und
die stationdiren Anderungen bleiben allein iiber.

Wir erhalten also beim Beharrungszustand fiir eine nicht raum-
bestindige Flissigkeit:

Die Kontinuititsgleichung:
div(p-w)=0. .. ... .. ... (66)

Die Bewegungsgleichung:
e (w, grad w)=p-g — grad p+u (42w 4§ grad div w). . (67)

Die Energiegleichung:
0-cy’ - (w, grad @) — (w, grad p) = 1- 426 +p- Diss. Funkt (m) . . (68)
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Hierzu kommt noch die Zustandsgleichung:
Funkt (p, o, T) =Funkt (p, g, @ +const)=0. . . . (69)

Dieses Gleichungssystem enthilt

als unabhingige Verdnderliche: Die drei Koordinaten des Raumes in
vorerst noch willkiirlichem Koordinaten-
system

als abhéngige Veranderliche: ¢ die Massendichte,
p den Druck,
@ die Temperatur,
w die Geschwindigkeit;

als konstante Koeffizienten: ¢ die Erdbeschleunigung,
u

[ ! Stoffwerte.
)

Die Losung dieses Gleichungssystemes besteht in vier Gleichungen
zwischen je einer abhingigen Verdnderlichen und den drei Koordinaten
des Raumes. Diese Gleichungen sind der analytische Ausdruck fiir die
gesuchten vier Felder, namlich

das Feld der Dichte,

das Feld des Druckes,
das Temperaturfeld,

das Geschwindigkeitsfeld.

Durch diese vier Gleichungen (66) bis (69) ist jedoch das Problem
noch nicht eindeutig bestimmt, denn es fehlt noch die Angabe der
Randbedingungen.

3. Die Randwertangaben.

a) Die untersuchten Riume. 1. Fall. Die Fliissigkeit moge durch
eine Offnung in einen Hohlraum, der von festen Winden begrenzt ist,
eintreten, den Hohlraum vollstindig ausfiillen und dann durch eine
zweite Offnung wieder austreten. Die Begrenzung des Feldes besteht
in diesem Falle erstens aus den festen Winden, zweitens aus der Ein-
trittsoffnung und drittens aus der Austrittsoffnung.

2. Fall. Ein Korper beliebiger Gestalt moge allseitig von Stromung
umspiilt werden; die Abmessungen des Stromungsfeldes mogen ferner
so grof} sein im Vergleich zu den Abmessungen des Kérpers, dafl das
Feld als unendlich ausgedehnt gelten kann. Die Begrenzung des Feldes
besteht dann aus der unendlichen Ferne, bis zu der sich das Feld er-
streckt, und aus der im Innern liegenden Begrenzung durch die Kérper-
oberfliche.

3. Fall. Es konnen freie Fliissigkeitsoberflichen auftreten, d. h.
Flachen, an denen die Fliissigkeit an Luft grenzt. Es tritt dies bei den
Fillen 1 und 2 dann ein, wenn sich die Fliissigkeit von der festen Be-
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grenzung ablést. Das bezeichnendste Beispiel sind die freien Fiﬁssig-
keitsstrahlen.

Um das darzustellende Gebiet zu beschrinken setzen wir stets voraus,
daB keine freien Fliissigkeitsoberflichen auftreten sollen. Es sind dann
im wesentlichen nur mehr zwei Arten von Randbedingungen zu beriick-
sichtigen, namlich erstens an festen Begrenzungswianden und zweitens
an den Ein- und Austrittsstellen, wozu wir in erweitertem Sinne auch
die unendliche Ferne im Fall 2 zihlen kénnen.

Die festen Begrenzungswinde werden verschieden benannt. Be-
trachten wir ein Problem vom hydrodynamischen Standpunkte aus,
so heiBen sie die Leitflichen der Strémung. Legen wir dagegen mehr
Bedeutung auf den Vorgang der Wirmeleitung oder des Wiirmeiiber-
ganges, so nennen wir sie die wirmeabgebenden oder wirmeaufnehmenden
Flachen. Auch Heiz- oder Kiihlflichen werden sie genannt.

b) Die Randbedingungen an den festen Begrenzungswiinden.

Der Randwert der Geschwindigkeit.

Es ist ohne weiteres klar, dafl die Geschwindigkeit in unmittelbarer
Nahe der Wand keine Komponente senkrecht zur Wand haben kann,
daB sie also hochstens parallel zur Wand gerichtet sein kann. Die Ver-
suche weisen aber darauf hin, dafl mit groBter Wahrscheinlichkeit iiber-
haupt kein Gleiten an der Wand stattfindet, daB also die Geschwindig-
keit 10, der Fliissigkeit an der Wand gleich Null ist. Ist die feste Wand
selbst in Bewegung, so ist unter mw, die Relativgeschwindigkeit der
Fliissigkeit zur Wand zu verstehen. (Genaueres iiber die Grenzschicht
vgl. spater S. 156.)

Der Randwert der Temperatur.

Wihrend das Geschwindigkeitsfeld naturgemiB in der festen Wand
seine Begrenzung findet, ist dies beim Temperaturfeld nie der Fall,
denn dieses erstreckt sich stets durch die Oberfliche des festen Korpers
hindurch in dessen Inneres und bei einer Wand auch noch auf den Raum
jenseits der Wand. Aus mathematischen Griinden ist man jedoch
gezwungen, das Temperaturfeld zu begrenzen, indem man es nur inner-
halb der Fliissigkeit untersucht und fiir die Heiz- und Kiihlflichen eine
bestimmte Temperaturverteilung vorschreibt. Man kiimmert sich hierbei
nicht darum, durch welche MaBnahmen innerhalb des Kérpers oder

jenseits der Wand diese Temperaturverteilung erzielt und aufrecht
erhalten werden kann,

Es handelt sich jetzt um die Frage: Wenn die Temperatur &, der
festen Begrenzungswand vorgeschrieben, also bekannt ist, wie groB ist
dann der Grenzwert, dem die Fliissigkeitstemperatur mit Anndherung
an die Wand zustrebt? Zur Beantwortung dieser Frage erinnern wir
uns an die Erorterungen iiber den Temperatursprung an der Beriihrungs-
fliche zweier verschiedenartiger Kérper (S. 104). Die Beriihrung zwischen
einer Fliissigkeit und ihrer Leitfliche kann als eine vollkommene im
Sinne der dortigen Ausfiihrungen gelten. Aus diesem Grunde und weil

Gréber, Wirmeleitung und Wirmeiibergang 10
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auch ein. Haften an der Wand stattfindet, konnen wir mit Sicherheit
annehmen, daB zwischen Fliissigkeiten und Heiz- oder Kiihlflichen kein
Temperatursprung stattfindet, daB also der Grenzwert der Fliissigkeits
temperatur gleich @, ist.

Randwerte fiir Druck oder Dichte sind an den festen Be-
grenzungswinden nicht vorzuschreiben. :

¢) Die Randbedingungen an der Ein- und Austrittsstelle. Als solche
kénnen in Betracht kommen: Der Druck an der Eintrittsstelle und der
Gegendruck an der Austrittsstelle, die mittlere Geschwindigkeit im
Eintritts- oder Austrittsquerschnitt (meist gegeben durch das Flissig-
keitsvolumen pro Zeiteinheit und die Grofie des Eintritts- bzw. Austritts-
querschnittes), die mittlere Temperatur im Eintritts- oder im Austritts-
querschnitt.

Es wire schr schwierig vom rein mathematischen Standpunkt aus
zu bestimmen, welche von all diesen Randbedingungen gegeben sein
miissen, damit sie im Verein mit den Differentialgleichungen (66), (67)
und (68) und der Zustandsgleichung (69) ein Problem eindeutig festlegen.

Fiir unsere Zwecke geniigt cs, wenn wir spiter bei den einzelnen Auf-
gaben die Frage vom physikalischen Standpunkt aus betrachten und uns
fragen: wie miissen die duBeren Bedingungen beschaffen sein, damit
ein gedachter Vorgang mdéglich, aber auch nur in einer Weise mog-
lich ist?

4. Das allgemeine Stromungsproblem.

Der Begrift der iiuBeren und inneren Ursachen. Im Interesse einer
kurzen Ausdrucksweise sollen die beiden in der Uberschrift genannten
Begriffe eingefiihrt werden.

Solange wir den Vorgang in sciner Gesamtheit als Vqrgang der
Bewegung und des Temperaturausgleichs ins Auge fassen, haben wir
die Verschicdenheiten in den Randwerten als die einzigen Ursachen
fiir Strémung und Temperaturunterschiede zu betrachten. — Wenn wir
dagegen den Bewegungsvorgang fiir sich allein ins Auge fassen, also
das Geschwindigkeitsfeld allein herausgreifen, so erscheinen uns dic
Randwerte des Druckes und der Geschwindigkeit als die dufleren Ur-
sachen fiir die Bewegung, iulere Ursachen deswegen genannt, weil sie
von aufBerhalb des Feldes herriihren. SinngemiB miissen wir dann die
verschiedene Wirksamkeit der Schwere auf Massenteile verschiedener
Dichte (z. B. infolge von Temperaturunterschieden) als innere Ursachen
bezeichnen.

Ganz ebenso liegen die Verhiltnisse, wenn wir das Temperaturfeld
fiir sich allein betrachten. Die Verschiedenheit in den Randwerten der
Temperatur sind als die duBeren Ursachen, die Kompressions- und die
Reibungswirme als die inneren Ursachen firr das Auftreten und das
Fortbestehen der Temperaturunterschiede im Feld anzusehen. Von
mathematischer Seite betrachtet, erscheinen die &uBeren Ursachen immer
als Randwertangaben, die inneren Ursachen als die entsprechenden
Glieder der Differentialgleichung z. B. o -g in Gleichung (67) oder
¢ - Diss.-Funkt. m in Gleichung (68).
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Das allgemeine Strémungsproblem und seine vereinfachten
Sonderfalle.

Jeder zeitlich unverinderliche Stromungsvorgang — sei er aus dem
Gebiet der technischen Hydraulik, der theoretischen Hydrodynamik,
aus der Stromungslehre der technischen Thermodynamik oder der Lehre
vom Wiarmeiibergang — verlauft so, dal er mit den drei Differential-
gleichungen, der Zustandsgleichung und den Randbedingungen in Uber-
einstimmung ist. Wenn es umgekehrt nicht nétig ist, bei der Losung
solcher Aufgaben immer von dem ganzen, sehr verwickelten Ansatz
auszugehen, so riihrt dies daher, daB bei den Aufgaben aus den oben-
genannten Sondergebieten immer ein Teil der inneren und #uBleren
Ursachen vernachlissigbar klein ist.

Je nach dem Wegfall von inneren oder dufleren Ursachen gelangen
wir zu nachstehendem Schema fiir die Einteilung des allgemeinen Pro-
blemes in vereinfachte Sonderfille.

Bewegung: duBere Ursachen: : .
Temperaturunterschiede: Temperaturgleichheit: } Reine Hydrodynamik.
Bewegung: Ruhe: Wirmeleitung in festen Kor-
Temperaturunterschiede: #duBere Ursachen: pern ohne Wirmequellen
Bewegung: dulere Ursachen: einfache Strémungsvorginge
Temperaturunterschiede: innere Ursachen: der techn. Thermodynamik.
Bewegung: innere Ursachen: | Wirmeiibergang bei freier
Temperaturunterschiede: #duBere Ursachen: f Stromung.

Bewegung: duBere Ursachen: Wirmeiibergang bei aufge-
Temperaturunterschiede: #@uBere Ursachen: zwungener Stromung.

B. Die Hydrodynamik.

1. Allgemeines.

a) Wirbelfreie und wirbelbehatftete Felder. Die mathematische Physik
beniitzt zur Einteilung der Vektorfelder den Begriff des Linienintegrales.

Wir ziehen innerhalb des Feldes eine
geschlossene Kurve s und fassen einen
Punkt A dieser Kurve sowie die Grofle
des Vektors 3t an dieser Stelle ins Auge.
Ferner greifen wir von A aus in irgend
cinem Umlaufsinn das Wegstiick d 8 auf der
Kurve s heraus.

Wir bilden dann das skalare Produkt
aus 9t und d8, nimlich |RN|-|d8|-cosa
= (%, d8).

Wenn wir von A ausgehend die ganze W]frilga;al‘fir%iennggZ%Z?e%igg;l-
Kurve s umlaufen, fiir. jedes Wegstiick.dg behafteten Felder: Linien-
das skalare Produkt bilden und alle diese integral des Vektors.
skalaren Produkte addieren, so erhalten

wir das Linienintegral des Vektors 9t lings der geschlossenen Kurve.
Sein Wert ist é (9, ds).

10*
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Bei wirbelfreien Feldern mufl der Wert dieses Linienintegrals fiir
jede Kurve, die man im Feld ziehen kann, gleich Null sein. Ist dies der
Fall, dann 1iBt sich das Feld des Vektors ;& aus dem Feld einer skalaren
GroBe y ableiten, indem man setzt

N = grad y,
wobei y der Gleichung
v A% =0,
also den Bedingungen des gewohnlichen Potentials geniigen mufl. Man
nennt deshalb die wirbelfreien Stromungen auch Potentialstromungen.

Kann im gegenteiligen Fall an irgend einer Stelle des Feldes eine
geschlossene Kurve gefunden werden, fiir welche das Linienintegral nicht
verschwindet, so heillt das Feld ein Wirbelfeld und der Wert:

l@/m,ds)
s

des Linienintegrales ist ein Ma8 fiir die Stirke des Wirbels. Das Wirbel-
feld 148t sich aus keinem skalaren Feld ableiten.

Die Hydrodynamik lehrt nun, daf in den realen, also zihen Fliissig-
keiten, sobald sie mit festen Wanden in Beriihrung sind, keine Potential-
strémungen moglich sind. Wie Fig. 49 zeigt,
ist es immer moéglich, eine geschlossene
Kurve zu finden, fiir welche das Linien-
integral nicht verschwindet. In dieser Figur
ist ein Teil einer Strémung lings einer
festen Wand gezeichnet. Wihlt man im
Integrationsweg die Strecken AD und BC
senkrecht zu den Stromungslinien, so ist
das Linienintegral fiir diese Strecken gleich
Null. Wenn Wirbelfreiheit bestehen soll, muf3

B D
Fig. 49. Wirbel in einer zihen [ wods = — _/ w - ds sein.
A C

Fliissigkeit in der Néhe der
Wand. Es wiirde also fiir die Geschwindigkeit

lings der Wand ein Wert grofer als Null

verlangt werden. Da dies bei zéhen Flissigkeiten wegen des Haftens an

der Wand nicht méglich ist, kénnen bei zdhen Fliissigkeiten, die an
feste Winde grenzen, keine wirbelfreien Strémungen auftreten.

Bei idealen oder reibungsfreien Fliissigkeiten — die allerdings in

Wirklichkeit nicht vorkommen — wire wirbelfreie Stromung méglich.

b) Geordnete und ungeordnete Stromung. In einer klaren Flissigkeit
kann man den Stromungszustand durch fein verteilte, schwebende
Teilchen eines festen Korpers sichtbar machen.

Bei geniigend langsamer Strémung in gerader Leitung werden die
Bahnen der einzelnen Teilchen ungefihr parallele Linien sein und selbst
bei Kriimmungen in der Leitung werden die Bahnen ein geordnetes
System von Kurven bilden.

Bei sehr groen Geschwindigkeiten dagegen werden auch in gerader
Leitung die schwebenden Teilchen ganz unregelméfBig durcheinander-
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schwirren und wenn es moglich wire, die Wege der einzelnen Teilchen
zu verfolgen, so wiirde man erkennen, dafl sie sich auf ganz unregel-
miBigen, sich vielfach durchschlingenden, oft riicklaufigen Bahnen
bewegen und daf} iberdies diese Bahnen sich fortgesetzt andern. Im
allgemeinen Sprachgebrauch nennt man dies eine wirbelnde Bewegung.

Den erstgeschilderten Stromungszustand nennt man die geordnete
Stromung, die Stromlinienbewegung oder Laminarbewegung, der zweit-
geschilderte Stromungszustand heilit die ungeordnete Stréomung oder
die Turbulenz.

¢) Die Differentialgleichungen der Hydrodynamik. Das Kennzeichen
der hydrodynamischen Probleme ist das Fehlen von Temperaturunter-
schieden im Feld. Damit wirklich keine Temperaturunterschiede im
Feld auftreten, miissen sowohl die d&ulleren als auch die inneren Ursachen
dafiir fehlen. Es miissen also die Leitflichen lings ihrer ganzen Aus-
dehnung eine einheitliche Temperatur haben und dieselbe Temperatur
mul auch die Fliissigkeit an der Eintrittsstelle besitzen. Ferner miissen
in den Differentialgleichungen die Glieder, welche die inneren Ursachen
verkérpern, vernachlissigbar klein sein Dadurch fillt aus dem mathe-
matischen Ansatz die Gleichung (68) weg.

Ferner nimmt man in der Hydrodynamik immer p als konstant
im ganzen Feld an. Damit wird in der Bewegungsgleichung (67) erstens
divw = 0, und zweitens entfillt das Glied mit p-g, denn in einer
Fliissigkeit, die iiberall gleiche Dichte hat und auBlerdem keine freie
Oberfliche besitzt, kann die Schwerkraft keine Wirkung ausiiben.

Wir erhalten also in den beiden Gleichungen:

divio=0 . . .... .. e (70)
o (mw,grad)w= —gradp +p-4%w . . . . . .. (71)
den mathematischen Ausdruck fiir dic Bewegungsgesetze.

Der mathematische Ansatz fiir einc Aufgabe aus der Hydrodynamik
besteht in den beiden Differentialgleichungen, einer Angabe iiber Form
und GroBe der Leitflichen und iiber die notwendigen Randbedingungen.
— Als Losung einer solchen Aufgabe gelten zwei Gleichungen, welche
p und m als Funktionen des Ortes wiedergeben.

Die heutige Mathematik besitzt jedoch kein Verfahren, um diese
Gleichungen wirklich zu finden, also die Aufgabe zu 16sen. Der Grund
liegt darin, daB Gleichung (71) wegen des Gliedes (v, grad) 1 eine in
quadratische Gleichung ist, so daB also die allgemeine Losung nicht
mehr aus Teilldsungen zusammengesetzt werden darf.

Die vollstindige Ausniitzung des mathematischen Ansatzes ist also
nicht moglich. Aber wir besitzen im Prinzip der Ahnlichkeit ein Hilfs-
mittel, welches uns gestattet, aus diesem Ansatz auch ohne Ldsung,
eine Reihe wichtiger Erkenntnisse abzulesen.

2. Das Prinzip der Ahnlichkeit.

a) Stromungsvorgiinge mit dhnlichen Randbedingungen. Wir ver-
gleichen zwei (oder mehrere) Stromungen, die gewissen einschrinkenden
Bedingungen hinsichtlich ihrer Randwerte unterworfen sind und die wir
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kurz als das ungestrichene und das gestrichene System unterscheiden
wollen. Diese einschrinkenden Bedingungen sind:

1. Beide Stromungen sind von der gleichen Art — also z. B. beides
sind Strémungen durch gerade zylindrische Rohre (Fig. 50), oder beides
sind Stromungen durch Rohrkriimmer von einem viertel Bogen (Fig. 51).
Dann gelten die Gleichungen

L= ()l
W=l 0 ... (12)
"= (m)i-li

[ I i
el

- z;
Fig. 50. Affine Riume (Stromungen Fig. 51. Affine Riume (Stromungen
gleicher Art). gleicher Art).

2. Diese erste Bedingung soll nun noch weiter eingeschrinkt werden,
indem die durchflossenen Riume nicht nur affin, sondern geometrisch
ahnlich sein sollen. Die », miissen also alle unter sich gleich sein und
es gilt:

li,':’l)]'li e e e e e e e e (73&)

3. Die Geschwindigkeitsverteilung im Eintrittsquerschnitt soll bei
beiden Strémungen so gegeben sein, daf fiir dhnlich gelegene Stellen
dieser Querschnitte die Beziehung gilt

W=vg M. . . . ... (73b)

Diese Gleichung verlangt, daB die Geschwindigkeiten an den sich
entsprechenden Stellen gleiche Richtung besitzen und daf ihre absoluten
Betrige in cinem konstanten Verhdltnis stehen. Da wir in beiden
Systemen zihe Fliissigkeiten annehmen, so wird an den festen Begren-
zungswinden sowohl 1 als auch w’ gleich Null.

4. Die Randwerte des Druckes werden wir in erster Linie so wihlen,
daB fiir ahnlich gelegene Stellen der Berandung die Beziehung gilt,
p'=v,-p. Der Umstand, daB in den Differentialgleichungen nicht der
Wert des Druckes selbst vorkommt, sondern nur der Druckgradient,
besagt, daB der Stromungszustand nur vom Druckgefille und nicht
vom Absolutwert des Druckes abhingt. (Bei Gasen macht sich der
Druck allerdings durch einen verinderten Wert der Dichte g bemerkbar.)
Wir konnen deshalb, wenn wir mit p;’ eine im ganzen Feld konstantce
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Drucksteigerung bezeichnen, die Randbedingung fiir den Druck er-
weitern zu:
Pp=wpp. ... .o .. (T30)

5. Die Stoffwerte o und u sollen im ganzen Feld konstant sein. Es
gelten deshalb die Gleichungen

=ver0 . . ... .o (73d)
wW=vy-p ... R (1 13))

und zwar gelten diese Gleichungen im Gegensatz zu den Gleichungen (73a

his 73¢) nicht nur an der Berandung, sondern auch im ganzen Inneren
des Feldes.

Zwei oder mehrere Systeme, welche die Bedingungen 72 und 73b—e
erfiilllen, bilden eine Klasse von Stromungen gleicher Art. Aus dieser
Klasse greifen wir alle jene Felder heraus, die von geometrisch dhnlichen
Flichen begrenzt sind, fiir welche also statt der Gleichung (72) die engere
Bedingung (73a) gilt. Diese Felder bilden dann eine Gruppe von dhnlich
berandeten Strémungen.

Trotz dieser Ahnlichkeit der Randwerte, werden die Felder in ihrem
Innern und an der Austrittsstelle noch ganz verschiedenen Geschwindig-
keits- und Druckverlauf aufweisen; wenigstens haben wir vorerst noch
kein Recht anzunehmen, daB3 sie auch im Innern dhnlich seien.

Dic Frage, unter welchen Bedingungen die Gleichungen (73b u. c)
auch im ganzen Inneren gelten, werden wir im nichsten Absatz beant-
worten. Wir werden dort zu entscheiden haben, ob die Verhaltnisse »;, vy,
1y, ¥ und v, und der konstante Druck p, beliebig gewéhlt werden diirfen
oder ob zwischen ihnen irgendwelche Bezichungen bestehen miissen.

b) Stromungsvorginge mit vollstindiger Ahnlichkeit. Sind die Felder
von 1 und p in ibrer ganzen Ausdehnung #hnlich, so sind sic durch
diesclben Funktionen Fy, und F,, zwischen den Raumkoordinaten und den
Parametern i und ¢ darstellbar. Dies setzt aber umgekehrt voraus, dali
die Differentialgleichungen, deren Losung sic sind, identisch sind.

Fiir das ,,ungestrichene® System gelten die Differentialgleichungen
(70) und (71) in der auf S. 149 geschriebenen Form. Fiir das ,,gestrichene’
System gelten dieselben beiden Gleichungen, jedoch mit den gestrichenen
GroBen. Setzt man deren Werte mit Hilfe der 5 Gleichungen (73a—e)
ein, so ergeben sich fiir das gestrichene System die Gleichungen:

edivie =0 . . . ... e e (T0%)

V";—pwi-g~(m,grad)m=:’~p-(—gradp) -}—%ﬁ cu-Adw L. (T1%)
v’l Il ll

Sollen die beiden Gleichungssysteme identisch sein, so diirfen sich
die entsprechenden Gleichungen nur durch beiderseits gleiche Faktoren
unterscheiden.

Aus der Kontinuititsgleichung folgt:
Py 0
" - O



152 Wirmeleitung in Fliissigkeiten.

Diese Gleichung liefert also keine Bedingung fiir », und .
In der Bewegungsgleichung lautet der beiderseits gleiche Faktor:
VorVyt Wy Vuevy
T T T o e e

Aus dieser Doppelgleichung kénnen wir die nachstehenden 3 Be-
ziehungen ablesen :

Bt JOL S

e ) (76a)

Vo'Vw-M _ 1 . . . s (764a)
Y

Yoo N ) (77a)

M Ve

Wir konnen diesen Beziehungen noch eine andere Form geben,
indem wir auf die Bedeutung der Werte » aus den Gleichungen (73)
zuriickgreifen. Zugleich verallgemeinern wir auf mehr als zwei Systeme:

1[ " lll
gradp'glwzzgra,d p’-—é,-'%;,-é:gra.dp -T%W:.:Eu. (75b)
ewly_ oWl ot h" g (76b)
p I w
Ao d 0 mdp 1 (77b
grad p o = grad p H,.w,—gl‘&P oW T a . (77b)

Hierbei sind Eu (= Euler), La (= Lagrange) und Re (= Reynolds)
unbenannte Zahlenwerte.

¢) Die drei KenngroSen Eu, La und Re. Die drei Gleichungen (75b
bis 77b) sind immer erfiillt, wenn zwei oder mehrere Systeme einander
vollstindig dhnlich sind, oder mit anderen Worten: Fiir alle unter sich
vollstindig dhnlichen Systemc sind die Grofen Eu, La und Re drei
konstante GroBen. Umgekehrt ist es nicht nétig, alle drei Gleichungen
zu priifen, wenn man untersuchen will, ob Felder, die &hnlich berandet
sind, auch im Innern #hnlich sind. Dies erhellt aus nachstehenden Uber-
legungen.

Vor allem hiitten wir aus der Doppelgleichung nur zwei Beziehungen
ableiten diirfen. Da die drei Beziehungen (75) bis (77) alle drei gleich-
wertig sind, ist es der Willkiir iiberlassen, welche von ihnen wir jetzt
ausscheiden. Wir entscheiden uns fiir das Weglassen von Gleichung (77).

Es verbleibt uns noch die Beantwortung der Frage, ob nicht schon
eine der beiden Bedingungen (75) oder (76) zum Nachweis der vollstén-
digen Ahnlichkeit geniigt:

Innerhalb einer Gruppe von édhnlich berandeten Systemen konnen
wir Untergruppen von Systemen vollstindiger Ahnlichkeit bilden. Jede
solche Untergruppe ist dann charakterisiert oder gekennzeichnet durch
ihr zusammengehoriges Wertepaar Eu und Re. Wenn nun beim Uber-
gang von einer Untergruppe zu einer anderen sich die beiden Kenn-
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groBen Eu und Re immer so andern, daf sie einander eindeutig zugeordnet
bleiben, dann ist durch die eine KenngréBe auch immer die andere mit-
bestimmt. Es geniigt dann zum Nachweis der vollstindigen Ahnlichkeit
zweier dhnlich beranderter Systeme die Gleichheit einer GroSle in beiden
Systemen.

Die experimentelle Forschung hat nun Strémungsvorginge unter-
sucht, hat die Grofen: grad p, g, w, 1, und y gemessen und aus ihnen
die Werte
)

Q.Wz-—_Eu und

grad p-

ewl o
u

berechnet. Dabei hat sich gezeigt, da8 tatsichlich eine eindeutige Zu-
ordnung zwischen Eu und Re besteht, die man z. B:'in einem Schaubild
durch einen Kurvenzug oder in einer Rechnung durch eine Interpolations-
formel darstellen kann (vgl. spater S.157).

Es besteht also eine Funktion zwischen den beiden Kenngrsfen die
wir die Kennfunktion nennen wollen und die wir in den beiden Formen

Eu = Fg,(Re) und Re =Fg, (Eu) . . . . . . . (78a)

schreiben koénnen. Da die GroBe Re nur eine der beiden abhingigen
Verdnderlichen (p und ) enthélt, so ist es fiir Rechnung und Versuch
zweckméBiger nicht Eu sondern Re als Kenngréfe zu wahlen. Re ist
die sog. Reynoldsche Zahl, so genannt nach Osborne Reynolds, der
das Ahnlichkeitsprinzip aufgestellt und auch selbst experimentell ver-
wertet hat.

Die Gottinger Modellversuchsanstalt macht bei ihren Versuchen von
dem Prinzip der Ahnlichkeit weitgehendsten Gebrauch. Da es sich bei
den Versuchen fiir die Flugtechnik Immer nur um Luft von normaler Tem-
peratur und Atmosphérendruck handelt, haben ¢ und ¢ immer denselben
Wert. Man nimmt deshalb in der Flugtechnik nur das Produkt w-1, als
Charakteristikum und hat dafiir die Bezeichnung ,,Kennwert* eingefiihrt.
Dieser Bezeichnung habe ich das Wort ,,Kenngrofe* nachgebildet. Der
Kennwert ist demnach nur ein spezialisierter Fall der Kenngrofe.

Das Prinzip der Ahnlichkeit lehrt also, daf fiir alle Zhnlich berandeten
Probleme die Gestalt des Geschwindigkeitsfeldes und die Gestalt des
Druckfeldes Funktionen der GréBe Re sind.

Handelt es sich nicht um #hnlich berandete Probleme, sondern um
Probleme der gleichen Art, so treten in den Kennfunktionen noch die
Groflen 1,/1,, L/1,—1;/l, als weitere Argumente zu Re hinzu.

d) Druckverlust und Widerstand. Das technische Interesse richtet
sich meist nicht auf die Gestalt des Geschwindigkeits- und des Druck-
feldes, sondern auf den Druckverlust, der in einer Leitung stattfindet,
oder auf den Widerstand, den ein Kérper bei der Bewegung in einer
Fliissigkeit erfahrt.

Der Druckverlust.

Wenn wir in die Gleichung (78a, erste Form) den Wert fiir Eu ein-
setzen, so erhalten wir sofort
. w2

ly

gradp=g -FggRe). . . . . . . . (78D)
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Fiir den Druckunterschied an éhnlich gelegenen Stellen A und B gilt

PATDPE _ ¢ W poRe) . . . ... . (18¢)
Iy ly
Der Stromungswiderstand W.
Der Ausdruck grad p in Gleichung (71) ist von der
1 Kraft Kraft

Dimension : o =
Linge Liange?  Liange®’

stellt also zugleich eine Kraft pro Raumeinheit dar. Wir kénnen deshalb
in der Doppelgleichung (74) statt

v die GroBe 1—\;

4] <
einfilhren und gelangen dann durch eine Wiederholung der ganzen
Betrachtung zu der Gleichung

-2
W2 FRe) . . o . ... (18d)
10 ]0
oder zur Gleichung
Wy .
T W He = Fye (Re);

darin ist He(= Helmholtz) eine neue KenngroBe.

Bemcrkung: Hitten wir oben, als wir von den drei Beziehungen (75)
bis (77) die eine willkiirlich ausschalteten, nicht (77), sondern (75) ausge-
schaltet, so widren wir zu den nachstchenden Gleichungen gelangt:

La=F (Re) . . . . .. ... .. (793)
wew o -
grad p= Gz Fra@e).o o oo oo (79b)
PA=Pp  u-w -
__.T‘: 102 FL:L(R(‘) ........ (190)
W o ouw, -
]—052—];@——BK1(P\/L‘) ........ (lgd)
In (79d) ist % . ;}% = Ki (== Kirchhoff) wieder eine neue Kenngrofle.
o .

Wenn auch die Gestalt der Funktionen F nur durch den Versuch
vollig zu bestimmen sind, so ist es doch moglich, noch einige Eigen-
schaften der Funktionen auf rein theoretischem Wege zu ergriinden
und damit dem Versuch vorzuarbeiten. Es bezieht sich dies auf das
Verhalten der Funktionen fiir #uflerst kleine und duflerst grofle Werte
von Re.

3. Die vereinfachten Stréomungszustiinde.

a) Der Fall geringer Triigheitswirkung. Die Hauptschwierigkeit fiir
das Lésen des Differentialgleichungssystemes (70) und (71) besteht in
dem quadratischen Charakter des Ausdruckes (w, grad) w. Gerade
wegen dieses quadratischen Charakters aber nimmt der Einfluf§ des
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Gliedes p - (w, grad) 1 mit abnehmender Geschwindigkeit sehr rasch ab
und wir konnen uns eine so langsame Stromung denken, daB der Ein-
fluB des Tragheitsgliedes ganz verschwindet und die Strémung nur
mehr unter dem EinfluB der Zahigkeit steht. Fiir sehr kleine Werte
von w und damit von (w - 1, - o/u = Re) vereinfacht sich das Differential-
gleichungssystem auf
divw=0.. ... N ¢ (1)]
gradp=p-4%0 . . . . . . . .. (7la)

Dies sind die Gleichungen der sog. langsamen Bewegung. Prandtl hat
dafiir den noch bezeichnenderen Ausdruck ,schleichende Bewegung*
eingefithrt (vgl. Enzykl. d. math. Wiss. IV. 15. 8. 73)

Fiir diese Gleichungen ist es moglich gewesen, in besonders einfachen
Fillen die vollstindige mathematische Losung zu finden. Wir wollen
jedoch diese Losungen nicht besprechen, sondern uns den Aussagen des
Ahnlichkeitsprinzipes iiber diesen Strémungszustand zuwenden.

Die Doppelgleichung (74) reduziert sich auf die einfache Gleichung

f—p. _ Yu* Vw
w0
. 1.2
oder grad p - Iy’ =Const; . . . . . . .. .. (a)
u-w
Wir multiplizieren die Gleichung mit
u 1

o-w-l, Re
und erhalten:
gradp-ly
0wt
Aus dieser Gleichung folgt, daB fiir keine Werte der Kenngrofe Re
die Kennfunktion eine gleichseitige Hyperbel (Eu - Re = Const,) ist. Fiir
die schleichende Bewegung gilt deshalb

Eu:ConstlElé. .o . . . . (80a)

- w2
gra;dp:g—l—ol~—é—g-(}onstl. .. . . . . (80D)
G |
und Y—i:g—l‘i-m-(}onstz s o e ... (800)
0 0

Ganz entsprechende Gleichungen lassen sich auch mit der Kenngrofie
La aufstellen. In der obigen Gleichung (a) ist die linke Seite nichts anderes
als die KenngroBle La. Es gilt also:

TLa=0Const; . ... . . . . .. ... (8la)
grad p = ”1. 2W -Const, . . . . . . .. . . (8lb)
o
W u-w
i—(;é == '-i;’—z—— . Const2 .......... (810)

b) Der Fall geringer Zihigkeit. Fiir sehr groBe Geschwindigkeiten
wird — wiederum wegen des quadratischen Charakters von p - (, grad) w
— der EinfluB der Trigheit sehr rasch wachsen und es wird darum
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die Ziahigkeit immer mehr zuriicktreten im Vergleich zur Tragheit. Fiir
sehr grofic Werte von w und damit auch von Re konnen wir das Diffe-
rentialgleichungssystem (70) und (71) vereinfachen auf

divm=0 ... .. ... ...... (70)
gradp= —p-(w,grad)m . . . ... ... (71b)

Dies sind die Gleichungen der idealen oder reibungsfreien Fliissigkeit.
Die Lésungen, die wir aus ihnen gewinnen konnten, wiirden Strémungen
ergeben, die mit der Bedingung des Haftens an der Wand, also mit der
Randbedingung nicht in Einklang zu bringen sind. Man gelangt jedoch
zu einer guten Ubereinstimmung mit der Erfahrung, wenn man diejenige
Potentialstromung aufsucht, welche bei einer reibungsfreien Fliissigkeit
auftreten wiirde, und dann nach dem Vorschlage von Prandtl annimmt,
daB sich langs der Leitflichen eine diinne Fliissigkeitsschicht befindet,
innerhalb deren die Geschwindigkeit vom Wert der Potentialstromung
auf den Wert Null sinkt.

Die Annahme dieser Prandtlschen Grenzschicht ist keineswegs eine
rein willkiirliche Annahme. Die Beobachtung von.Strémungen hat viel-
mehr ergeben, dafl dieser rasche Geschwindigkeitsabfall in unmittel-
barer Nihe von Kérperoberflichen tatsichlich auftritt. Wir kénnen
in dieser Lehre von den Grenzschichten eine neue, aber durch genauere
Kenntnis verfeinerte Auffassung der alten Lehre von der ,,adharierenden
Schicht® erblicken.

Genaueres iiber diese Grenzschicht vergleiche den Aufsatz iiber
Fliissigkeitsbewegung von Prandtl im Handwoérterbuch der Natur-
wissenschaften, Bd. 4. Hier sei nur noch hervorgehoben, daf} die Dicke
dieser Grenzschicht eine Funktion der Kenngréfle Re ist.

Fiir eine Stromung, welche der vereinfachten Bewegungsgleichung
(71b) geniigt, geht die Doppelgleichung (74) in die einfache Gleichung

2 .
Yo P iber. Aus dieser folgt: % = Ku = Const; . . (b)
) " 0 W,

Die KenngroBle Eu ist also konstant . . . . . . . . ~ . . (82a)
Ferner ist
0w
grad p = I Consty. . . . . ... (82b)
0
und W _Q W Const, . . .. ... (82c)
1p? l

Durch Multiplikation der Gleichung (b) mit Re ergibt sich

La=Constz-Re . . . . . .. .......(8a)

ferner gilt: grad p = l—t—ﬁ«“i -Constz-Re . . . . . ... ... (83b)
o

und: TVYE =~ l. ;v -Consty-Re . . . . . . .. ... (83¢)
o o

¢) Der allgemeine Fall der gleichzeitigen Wirkung von Zihigkeit
und Triigheit. Auf Grund der vorstehenden Erwiigungen iiber die ver-
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einfachten Stromungszustinde konnen wir uns, auch ohne Versuch,
ein ungefihres Bild von dem Verlauf der Funktion Eu = F (Re) machen.

Fiir sehr kleine Werte von Re ist die Kennfunktion durch die gleich-
seitige Hyperbel (Eu - Re = Const,) darstellbar (vgl. Fig. 52). Fiir sehr

|

FiFe) ) fiir Hleine Werfe e

\S

\\:\

\\‘~~ N f//f’/e/ﬁry/_v/fe%f/e/?e
_____ co== T
______ const;

a / f / _1 —————— _
Y w—a [l

consl,
Fig. 52. Verlauf{der Funktion Eu = F (Re).

groBe Werte von Re fillt die Kurve mehr und mehr mit der Geraden
Eu = Const; zusammen.

Der Ubergang vom einen zum anderen Grenzfall wird ungefihr so
sein, wie er in Fig. 52 durch die gestrichelte Linie dargestellt ist. Der
genauere Verlauf ist nur durch den Versuch zu ermitteln.

Ganz entsprechend liegen die Verhiltnisse bei der anderen Kennfunktion
La = F (Re). Vgl. Fig. 63.

Re
!
la
i
F{(Re) furkierne Worte e
const, | =" onsts
A2 g%*°
N
- Re

Fig. 53. Verlauf der Funktion La = F (Re).

4. Das Prinzip der Ahnlichkeit als Grundlage fiir Versuche.

a) Allgemeines. Der Wert des Ahnlichkeitsprinzipes liegt haupt-
sdchlich darin, daBl es die leitenden Gesichtspunkte liefert fiir ein ratio-
nelles Anlegen, Durchfihren und Auswerten von Versuchen. Unter-
suchungen, welche mit Hilfe von Ahnlichkeitsbetrachtungen durch-
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gefilhrt werden konnen, zeichnen sich durch eine Vielseitigkeit der
Ergebnisse bei verhiiltnisméfig geringer Zahl von Versuchsreihen aus.
Freilich ist der Nutzen, den die Praxis aus dem Prinzip der Ahnlichkeit
ziehen kann, zur Zeit noch gering, weil sich die technische Forschung
bei der Durchfiihrung ihrer Versuche dieses Hilfsmittels leider in viel
zu geringem Mafle bedient hat. Nur die Hydrodynamik macht hier
eine Ausnahme. Die Erfolge, die sie bei ihren Versuchen erzielt hat,
sollte ein Anlal sein, das Prinzip auch bei Versuchen auf anderen Ge-
bieten heranzuziehen. Es soll deshalb nachstehend der Grundgedanke
der hydrodynamischen Versuche erértert werden.

Ohne das Prinzip der Ahnlichkeit 14Bt sich aus den Differential-
gleichungen (70) und (71) nur das eine herauslesen, daf3 die Gestalt des
Geschwindigkeits- und des Druckfeldes von der Grofe der linearen Ab-
messungen, von den Randwerten der Geschwindigkeit und des Druckes
und von der physikalischen Natur der strémenden Fliissigkeit — gekenn-
zeichnet durch die Stoffwerte p und u — abhiingt. Aber wir erkennen
nicht wie diese Abhingigkeit beschaffen ist und um dies zu finden, sind
wir auf den Versuch angewiesen.

Beschrinken wir uns vorerst auf Felder in geometrisch ahnlichen
Réumen, so handelt es sich hierbei um die Bestimmung einer Funktion
mit vier Argumenten —1y, W, pund 4 —, und dies ist eine duflerst untiber-
sichtliche und umstiindliche Aufgabe. Das Prinzip der Ahnlichkeit hilft
nun, indem es zeigt, dafl die Stromungsvorginge nicht von den vier
GrC\Ben im einzelnen abhingen, sondern nur von ihrer Zusammenstellung

wele pe
u

die die Reynoldsschen Zahl heiB3t.

Am besten erkennt man die Vereinfachung, wenn man ¥ersucht,
die Versuchsergebnisse zeichnerisch darzustellen. Wihrend man ohne
das Prinzip der Ahnlichkeit eine Funktion mit vier Argumenten dar-
stellen miifite, was auf einem Blatt gar nicht méglich wire, geniigt bei
Verwendung dieses Prinzipes das Zeichnen einer einzigen Kurve, nimlich
der Kennfunktion.

Die Art und Weise, wie das Prinzip bei experimentellen Unter-
suchungen sich verwenden 148t, wollen wir an einem méglichst einfachen
Stromungsvorgang zeigen.

Wir denken uns eine gleichmifig dahinstrémende Luftmasse, deren
Stromungsgeschwindigkeit 1w, sei. In diese Stréomung bringen wir einen
Korper, der Einfachheit halber eine Kugel vom Durchmesser d. Dann
wird die Stromung auf die Kugel eine Kraft W ausiiben und wir wollen
uns die Aufgabe stellen, das Gesetz dieser Kraft durch den Versuch
zu finden.

Aus der Gleichung (78d) ersehen wir, daB es sich hierbei um die
Bestimmung der Kennfunktion Fg,(Re) handelt.

Wir werden uns zunichst mit Hilfe einer geeigneten Versuchsein-
richtung eine solche Stromung herstellen und in ihrer Mitte eine Kugel
befestigen. Dann messen wir die Grofien w,, d und W und entnehmen
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die Werte p und p aus der physikalischen Literatur. Aus diesen Werten
berechnen wir die beiden Kenngrséfien
wo-dp W d

" = Re, unda?W::Hel.
Der Versuch ordnet also die beiden Zahlenwerte einander zu im
Sinne der Gleichung .

W d w-d-
Hel ZF}{e . (R(‘l) oder —Jg . W = FHe <—‘u—g).

Dieser eine Versuch gibt uns aber den Widerstand nicht nur fiir
den einen untersuchten Fall, sondern auch fiir alle mit diesem @hnlichen
Fille.

Wir nehmen z. B. fiir eine zweite Stromung an: o' = o, y' =y,
aber w' =1/, w und d’ =2d, dann ist Re’ = Re, also auch He’ = He
und es wird:

W 2d W d ,
P il 9_W20d9r W =W.
4

Dieser eine Versuch gibt uns also AufschluB iiber die ganze Unter-
gruppe der vollstindig #@hnlichen Stromungen.

Um zu anderen Werten Re,, Re; usw. zu gelangen, brauchen wir
nur in unserer Versuchseinrichtung die Stromungsgeschwindigkeit stufen-
weise zu steigern. Durch Messung dieser Geschwindigkeit und Berechnung
der Kenngroflen gelangen wir so zu neuen zusammengehorigen Werte-
paaren He, und Re,, ...., He; und Re;, .... usw. und wir bestimmen
damit punktweise die ganze Kennfunktion.

Da nun bei jedem Werte R; zugleich die ganze Untergruppe der
zugehorigen ahnlichen Probleme mit untersucht ist, so ist durch diese
eine Versuchsreihe das Widerstandsgesetz fiir die ganze Gruppe der
dhnlich berandeten Probleme untersucht, also fiir alle Stromungs-
geschwindigkeiten, alle Kugeldurchmesser und alle Arten von Fliissig-
keiten (und zwar tropfbare Fliissigkeiten und Gase).

Es gibt eine Kontrolle fiir diese SchluBfolgerungen; sie besteht in
einer Wiederholung der Versuche mit Kugeln von anderem Durchmesser
oder mit anderen Flussigkeiten. Fallen dann die Werte, die man aus
diesen Versuchsreihen fiir die Kennfunktion gewinnt, vollstandig mit
den Werten aus der ersten Versuchsreihe zusammen, so ist damit der
Beweis erbracht, daf wirklich nicht die Grofien w,, d, o und g im einzelnen,

sondern nur jhre Zusammenstellung Word-o mafgebend ist. Soweit

bisher solche Versuche mit verschiedenen Korpern angestellt worden
sind, haben sie die Richtigkeit der Ahnlichkeitsbetrachtungen erwiesen.
Uber die Versuche, die in der Géttinger Versuchsanstalt mit Kugeln
gemacht wurden, siehe Zeitschr. f. Motorluftschiffahrt u. Flugtechnik,
Miinchen, Jahrg. 1914, S. 140.

Wir konnen hier eine kurze Bemerkung einschalten iiber die Ver-
inderlichkeit der vier Bestimmungsgrélen w,, d, ¢ und u. Die GroBen
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w, und d konnen die Zahlenreihe stetig durchlaufen; bei den Stoffwerten
p# und p miissen wir unterscheiden zwischen tropfbaren Fliissigkeiten
und Gasen. Bei den tropfbaren Fliissigkeiten sind die Stoffwerte an
getrenntliegende Zahlenwerte gebunden. Bei Gasen gilt diese Ein-
schrinkung nur fiir die Zahigkeit, die Dichte kann dagegen die Zahlen-
reihe stetig durchlaufen, wie nachstehende Uberlegung zeigt. Nach
Gleichung (73¢): p’ + p'e =1, -p kann man dem Druckfeld einen
rdumlich konstanten Druck p’, iiberlagern, ohne damit die Ahnlichkeit
zu storen. .

Da dieser Uberdruck p‘, die Zahlenreihe stetig durchlaufen kann,
so kann damit bei Gasen der Dichte ¢ jeder beliebige Wert gegeben
werden. Die Zahigkeit 1 wird dabei nicht beeinfluflt, weil bei Gasen
nach den Lehren der kinetischen Gastheorie und nach Versuchen die
Zshigkeit innerhalb weiter Grenzen vom Druck unabhingig ist.

Bei Versuchen mit Kérpern, welche mehr als eine Abmessung be-
gitzen, miissen wir uns entweder nur auf geometrisch dhnliche Korper
beschrinken, oder wir miissen die Kennfunktionen erweitern auf die

Form
w-l-o 1 L \
F( °~,—1...._‘....).
u 10 10
Zum Schlusse noch einige Bemerkungen iiber die MaBeinheiten bei
Zahlenrechnungen.

In der Hydrodynamik ist es iiblich mit der Sekunde als Zeiteinheit
zu rechnen und nicht wie in der Thermodynamik mit der Stunde. Wir
fithren deshalb die Stréomungsgeschwindigkeit in der Sekunde ein und
bezeichnen sie mit w. Es gilt dann

1
~ 73600

Den Druck messen wir in kg/m? ebenso wie in der Thermodynamik.
Wir gewinnen damit zugleich den Vorteil, daB derselbe Zahlenwert
auch den Druck in m/m Wassersiule angibt.

Die Massendichte p ist von der Dimension

w w.

Masseneinheit kg - sec?
———— also i
Raumeinheit m

und die Zahigkeit x4 von der Dimension l—i—;ﬁv-—.

Die Léngen 1 gelten natiirlich immer in Metern.
Die Dimension des Kennwertes Re = w -d : o - u~! ist dann

sec m!  kg-sec kg-m?-sec?

m kg - sec?  m? kg - m* - sec?
-m - _ —

Es ist also Re eine dimensionslose GroBe, wie iiberhaupt simtliche
Kenngroflen dimensionslos sind.

b) Die Stromung senkrecht gegen einen Zylinder. In der Gottinger
Modellversuchsanstalt sind von Dr. ing. O. Féppl Versuche durch-
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gefithrt worden, um den Widerstand zu bestimmen, den ein gespannter
Draht erfihrt, wenn er quer, — also senkrecht zu seiner Achse — durch
die Luft bewegt wird.

Aus der Verdffentlichung dieser Versuche in der Zeitschr. f. Motor-
luftschiffahrt und Flugtechnik 1910, S. 261 und 1912, S. 66 ist das
"nachstehende Schaubild entnommen.

Entsprechend dem Ge-
brauch der Aerodynamik o A iy
ist als Abszisse nicht die L Q1
KenngroBe Re, sondern g
der Kennwert w,-d (vgl 4
S. 153) und als Ordinate
die GroBe

w1 d o 1

I'd graf ) —
aufgetragen. .

Durch eine einfache | |
Dehnung der MaBst&be o gozs Jose gons  Groe §rzs grso
auf den Achsen lifit sich " Fig. 54. Verlauf der Funktion
daraus die Beziehung W
He = Fyu. (Re) ableiten. d-1 g wy?
Der Vergleich mit Fig. 52
zeigt eine fast véllige Ubereinstimmung zwischen beiden Figuren,
ein Beweis fiir die Richtigkeit des Prinzipes der Ahnlichkeit und fiir die
Richtigkeit unserer rein theoretisch gewonnenen Voraussagen iiber die
Stromungen mit geringer Trigheitswirkung und mit geringer Zihigkeit.

¢) Die Stromung im geraden Rohr. Wir denken uns ein gerades
Rohr von kreisformigem Querschnitt, welches in die Wandung eines
groflen Gefilles eingesetzt ist.

Die Flissigkeit im Gefd wird in geniigender Entfernung von der
Rohréffnung in Ruhe sein. Innerhalb des Rohres wird sich in gréBerem
Abstand vom Rohranfang ein Strémungszustand einstellen, der von
einem Querschnitt zum nichsten sich nicht mehr &ndert. Im groBen
Gefall in der Nihe des Rohranfanges und in den ersten Teilstrecken
des Rohres selbst findet der Ubergang von der Ruhe zur gleichbleibenden
Stromung statt. Es lassen sich also bei der Strémung im Rohr zwei Ge-
biete unterscheiden, erstens der Rohranfang, das ist die Rohrstrecke,
auf der sich noch die Stérung durch die Einstrémstelle bemerkbar macht
und die freie Rohrstrecke, bei der sich der Strémungszustand nicht
mehr @ndert.

—

F (wy - ).

Die Aussagen des Ahnlichkeitsprinzipes.
Fiir den Druckverlust im Rohr folgt aus dem Ahnlichkeitsprinzip:
d on-d-p L 4§
dp: =F<——"—“~—Q = ) e
gracp 0 wy® H d’d (84a)
Hierin bezeichnet ), die mittlere Geschwindigkeit im Querschnitt,
L die Lange des Rohres oder den Abstand der MeBstelle von Rohranfang

Griober, Wirmeleitung und Wirmeiibergang. 11
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und § die mittlere Hohe der kleinen Erhebungen, welche die Rauhigkeit
der Rohrwand bilden.

Diese Gleichung besagt also, dafl das Druckgefille erstens von der
Kenngriofie Re, zweitens von der Rohrlinge und drittens von der Rauhig-
keit der Rohrwand abhingt. Hierbei ist zu beachten, daB nicht die
direkt gemessene Rohrlinge L, sondern die reduzierte oder auf den Durch-
messer d bezogene Rohrlinge L : d mafigebend ist. Wir konnen dafiir
auch den Ausdruck ,,Durchmesserlinge* einfiihren, in Anlehnung an
den Sprachgebrauch der inneren Ballistik, welche die Linge der Ge-
schiitzrohre in Kaliberlingen miBt. Ganz ebenso ist nicht die absolute
Rauhigkeit § sondern die relative Rauhigkeit 6 : d mafigebend. Wenn
es auch nicht méglich sein wird, die relative Rauhigkeit zahlenmaBig
auszusdriicken, so soll uns doch der Ausdruck d : d stets daran erinnern,
daB die Rauhigkeit der Rohrwand zu beriicksichtigen ist.

Die Gestalt der Funktion F in Gleichung (84 a) ist trotz der gewaltigen,
technischen Bedeutung der Stréomung in Rohren immer noch nicht
bekannt. Insbesondere fehlen die experimentellen Angaben fiir die
Abhingigkeit von der Rohrlinge. Wir miissen uns deshalb mit der
Besprechung der Strémung im zweiten Teil der Rohrstrecke begniigen,
also mit der Funktion

Fig. 55. Parabolische Geeschwindigkeitsverteilung im Rohr bei geordneter Stromung.

Das Gesetz von Poiseuille.

Bei der Stromung im geraden Rohr kénnen wir in erster Linie an-
nehmen, daB sich die einzelnen Fliissigkeitsteilchen auf geraden Linien
parallel zur Achse bewegen.

Wir betrachten einen niederen Fliissigkeitszylinder (vgl. Fig. 55)
von der Hohe dz und von Radius r und bestimmen

1. die Wirkung der Zahigkeit auf seine Mantelfliche: u- ((1-3 2:r-;-dz.

2. den Druckunterschied auf seine beiden Crundflichen:
—gradp-r?-m-daz.
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Da die Strémungsgeschwindigkeit konstant in bezug auf z ist, da
also keine Beschleunigung eintritt, miissen beide Krafte gleich sein.
Dies gibt

dow= %;1 -grad p-r-dr oder integriert o = Const — 41-‘& -grad p - 2.

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten dient uns die Rand-
bedingung fiir o, némlich: fir r = R ist @ = 0. Wir erhalten dann

o= grad p (R? —r?).
4-u
Es ergibt sich also eine parabolische Geschwindigkeitsverteilung iiber
den Querschnitt.

Die Fliissigkeitsmenge W, welche in der Zeiteinheit den Querschnitt
durchflieBt, ergibt sich durch Integration. Es ist
R B

W= w-Zrn-dr:gy—t-gradp-/r(Rz—rz)-dr=£-gradp-R4.
4 du 4 8u

Fiihren wir eine mittlere Geschwindigkeit w,, ein, so errechnet sich
damit fiir W der zweite Ausdruck
W = R?n - wp,.
Durch Gleichsetzen beider Ausdriicke, Einfithrung von d = 2 R und
Umstellen entsteht die Gleichung

2

grad p - = La = 32.
* Wm
Wir multiplizieren noch beiderseits mit
_ P paw. L
om-d o bzw. Re
und erhalten: rad d __ Eu =32 ! (84Db)
: g p-g_wmz—— u = e c

Der Vergleich mit Gleichung (80a) zeigt véllige Ubereinstimmung. Er
zeigt ferner, daB fiir geordnete Stromung im Rohr der Wert Const, = 32 ist.

Der Grund, weshalb uns hier die Berechnung des Stromungsfeldes
moglich war, ist der, daB bei der Stromung im geraden Rohr die Ge-
schwindigkeit in der z-Richtung, der Vektor grad v in der r-Richtung
liegt. In der Gleichung (71) ist also das Glied (w, grad) m ein skalares
Produkt von zwei aufeinander senkrechten Vektoren und dies ist fiir
alle Werte der Vektoren gleich Null. Bei Strémungen in nicht gekriimmten
Leitungen bleibt deshalb die Tragheit auch bei hohen Geschwindigkeiten
ohne Wirkung. Wir werden sehen, inwieweit die Versuche mit dieser
theoretischen Voraussage iibereinstimmen.

Die Ergebnisse der Versuche.

LiaBt man eine Flissigkeit mit geringer Geschwindigkeit durch ein
Rohr stromen und mifit man gleichzeitig den Druckverlust, so zeigt
gich, daf dieser Druckverlust dem durch Gleichung (84b) gegebenen

11*
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Gesetz gehorcht, Wenn man nun die Geschwindigkeit steigert, so be-
folgt der Druckverlust immer dasselbe Gesetz und zwar noch bei ziem-
lich hohen Geschwindigkeiten. Ganz plotzhch tritt jedoch eine Ande-
rung ein und der Druckverlust befolgt ein anderes Gesetz, welches sich
sehr gut durch die Gleichung

.d- —n
Eu = const - <ﬂ7d_0> e e e e e . . .(B40e)
darstellen 1iBt. Die Geschwindigkeit, bei der dieser plotzliche Wechsel
eintritt, heiBt die kritische Geschwindigkeit, und der Strémungszustand
in diesem Augenblick der kritische Zustand. Versuche mit verschie-
denen Rohrdurchmessern und verschiedenen Fliissigkeiten haben ergeben,
daB der kritische Zustand immer dann eintritt, wenn die Reynoldsche
Zahl den Wert
Reyi; = 2000 bis etwa 3000 erreicht.

Zahlentafel Nr. 13a.
Kritische Geschwindigkeit in Metern pro Sekunde.

krit. Geschwind. bei d =
1 cm 5cem | 10cm | 20em | 30 cm

t @108 0

0° ! 1,69 0,128 2,64 0,53 0,26 0,13 0,09
Luft 200 1,79 0,119 3,00 0,60 0,30 0,15 0,10
1 at 40° | 1,89 0,111 3,40 0,68 0,34 0,17 0,11
100° | 2,15 0,094 4,57 0,91 0,46 0,23 0,15

09 1,69 0,639 | 0,528 | 0,105 | 0,053 | 0,026 ;, 0,017
Luft 200 ¢ 1,79 0,595 | 0,602 | 0,120 | 0,060 | 0,030 | 0,020
5 at 400 | 1,89 0,557 | 0,680 | 0,136 = 0,068 | 0,034 | 0,023
100t | 2,15 0,468 | 0,918 | 0,184 | 0,092 | 0,046 | 0,031

0% 1,69 1,278 | 0,264 | 0,052 | 0,026 | 0,013 | 0,009
Luft 20° | 1,79 1,190 | 0,300 | 0,060 | 0,030 ! 0015 | 0,010
10 at 40° | 1,89 1,114 | 0,340 | 0,068 | 0,034 | 0,017 | 0,011
1000 | 2,15 0,935 | 0,457 | 0,091 | 0,046 | 0,023 | 0,015

0%} 183 102,0 | 0,359 | 0,072 | 0,036 | 0,018 | 0,012
200 | 102 101,8 | 0,200 | 0,040 | 0,020 | 0,010 | 0,007

Wasser 40° 67| 10,2 | 0132 | 0,026 | 0,015 | 0,007 | 0,005
100° 29 97,7 | 0,060 | 0,012 | 0,006 | 0,003 | 0,002
Olivens! 18° | 9400 | 93,8 200 | 4,0 | 20 ) 1,0 0,7

Glyzerin l 180 100000' 1285 | 156 | 31 156 | 7,8 5,2

Reynolds selbst hat diese Beobachtungen bereits gemacht. Bei
einer zweiten Versuchsreihe leitete er in einen Wasserstrom, der in einer
Glasrohre floB, diinne, gefirbte Fliissigkeitsfiden ein. Solange wy,, also
auch Re sehr klein war, blieben die Faden als feine gerade Linien erhalten ;
sobald aber w, so stark gesteigert wurde, daB Re = Rey,; wurde, trat
plotzlich und zwar gleichzeitig mit der Anderung im Druckgefille ein
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Zerstoren oder ein Sichauflosen der Fliissigkeitsfiden ein. Die Fliissig-
keitsteilchen stromten nicht mehr auf parallelen Bahnen, sondern sie
legten ginzlich ungeordnete Wege zuriick: es war statt der Stromlinien-
bewegung die Turbulenz eingetreten (vgl. S. 149). Der ganze Charakter
des kritischen Stromungszustandes deutet darauf hin, dal} es sich hierbei
um ein Labilwerden der Stromlinienbewegung handelt.

Uber die Zahlenwerte der GréBen const und n in Gleichung (84c)
herrscht heute noch keine volle Klarheit.

Im Handwoérterbuch der Naturwissenschaften gibt Prandtl an
fiir rauhe Rohre

d Oy - d- )~ 02
radp- — - =0,266(ﬂ—-—) ... (84d
grad p 0 o P (84d)

wahrend ich aus den Versuchen von NuBelt (Habilit.-Schrift, 8. 27,
Zahlentafel 7) berechnen konnte

d W - d - o)~ 02t
rad p - ——— = 0,107 (—"—'——) e . (84e
grad p o on? P (84e)

Die beiden Gleichungen (84d und e) brauchen keineswegs im Wider:
spruch zu stehen, da in den Werten const und n vor allen die Rauhig-
keit und vielleicht auch der Einflufl der Rohrléinge zum Ausdruck kommt.
Jedenfalls ist sicher, da der Wert des Exponenten ,,n‘ sich mit zunehmen-
der Rauhigkeit der Null nihert, so dafl also wahrscheinlich Prandtl
mit einem glatteren Rohr rechnet, als NuBelt bei seinen Versuchen ver-
wendet hat (es war dies ein nahtlos gezogenes Messingrohr von 22,01 m/m
innerem Durchmesser).

Zahlenbeispiel.

Fiir ein nahtlos gezogenes Messingrohr von 2,2 em Durchmesser und
stromende Luft von 0° und 760 m/m Barometerstand soll das Druckgefille
bestimmt werden, wenn die Strémungsgeschwindigkeit co=30 m/sec betragt.

Fiir Zahlenrechnungen ist es bequemer nicht mit der Massendichte g,

sondern mit dem spezifischen Gewicht y zu rechnen. Die Gleichung (84e)
lautet dann

od -\ - 021
gradp - - ‘,,@_,,,2, = 1,76 - 1072 (9¥L~‘1ﬁ"~) ... (84)
Y Wy "
In dieser Gleichung ist allerdings der Klammerausdruck keine dimen-
sionslose Grofle mehr.

it <1505 o2
M1td-0,022[m],7—1,293[;—n§,,u—1,69 10 .

2
p=10333 L%] und g = 30 55]

2 Isec
ergibt sich

grad p == 1,76 - 10— 2 -

1,293 - 900 <3o 10,022-1,293 06)'0,21
0,022 1,69

= 58,4 lﬁ%] pro 1 Meter Rohrlinge
= §8,4 [m/m Wassersiule] pro 1 Meter Rohrlinge.



166 Wiirmeleitung in Fliissigkeiten.

C. Die Wiirmeleitung in stromenden Korpern bei
aufgezwungener ’Stromung.

1. Allgemeines.

a) Abgrenzung des Gebietes. Wie schon in der Ubersicht auf S. 147
angedeutet, soll das Gebiet dieses Abschnittes dadurch gekennzeichnet
sein, daB fiir die Entstehung und Unterhaltung sowohl der Bewegung
als auch der Temperaturunterschiede nur duBere Ursachen in Betracht
kommen sollen.

Wir nehmen also an, daB zwischen der Temperatur der Flissigkeit
an der Eintrittsstelle, auch Anfangstemperatur @, genannt, und der
Wandtemperatur @y ein Unterschied bestehen soll. Dagegen wollen
wir annehmen, daB die inneren Ursachen fiir Temperaturunterschiede,
also Kompressionswiarme und Reibungswirme vernachlissighar klein
sein sollen.

Die Energiegleichung (68) im Ansatz des allgemeinen Problemes
vereinfacht sich dann auf die Form

o-cp - (w, grad @)= 14-4%26
mit g - ¢, =y-c, geht dies iiber in
(w, grad @)=a-A4%260 . . . . ... .. (85)

und diese Gleichung ist die Gleichung der Wirmeleitung in stromenden
Korpern.

Die értlichen Temperaturverschiedenheiten werden — nach MaB-
gabe ihrer GroBe und der Eigenschaften der Zustandsgleichung — zu
ortlichen Verschiedenheiten der Dichte fiihren und diese letzteren werden
dann als innere Bewegungsursachen zusammen mit den &duBeren Be-
wegungsursachen den Strémungszustand bestimmen. Wie oben erwéhnt,
sollen in diesem Abschnitt nur Strémungszustinde besprochen werden,
bei denen nur duBere Bewegungsursachen auftreten. Wir miissen uns
also auf Fille beschranken, in denen g konstant ist. Dadurch entfdllt
erstens die Zustandsgleichung aus dem mathematischen Ansatz und
zweitens geniigen die Kontinuitits- und die Bewegungsgleichung mit
ihren Randbedingungen von p und w zur eindeutigen Festlegung des
Druck- und des Geschwindigkeitsfeldes.

Der Hauptvorteil, den die Ausschaltung der inneren Ursachen ge-
bracht hat, besteht darin, daB das ganze Problem in zwei Teilprobleme
zerfallt, die wir kurz unterscheiden wollen als den hydrodynamischen
Teil, das ist die Bestimmung des Druck- und des Geschwindigkeitsfeldes
und den thermischen Teil, das ist die Bestimmung des Temperaturfeldes.
Fiir den hydrodynamischen Teil gelten in unverénderter Weise die Er-
gebnisse des vorigen Abschnittes B.

b) Der mathematische Ansatz. Fiirden hydrodynamischen Teil gilt
1. Die Kontinuitidtsbedingung: div i =0.

2. Die Bewegungsgleichung: g (w, grad w) = —grad p +p - 4% w.

3. Die Randwertangaben fiir p und m.
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Fiir den thermischen Teil gilt

1. Gleichung der Warmeleitung: (1o, grad @) =a- 420.
2. Die Randwertangaben fir 6.

Als Lésung des Problems gelten die drei Gleichungen
p=fp(§’7]: C)) = w(ésnr C): 0=f@(§an: C)

Auch dieses Problem ist im allgemeinen einer analytischen Behand-
lung nicht zuginglich. Wir beniitzen deshalb wieder das Prinzip der
Ahnlichkeit, um aus dem mathematischen Ansatz das heraus zu holen,
was die Theorie zu bieten vermag.

¢) Das Prinzip der Ahnlichkeit. Zu den Kennzeichen einer Gruppe
dhnlich berandeter Probleme gehoren auch hier in erster Linie dieselben
Kennzeichen, wie in der reinen Hydrodynamik. Es sind dies die geome-
trische Ahnlichkeit der durchflossenen Réume und die Giiltigkeit der
Gleichungen 73 fiir die Berandung. Also

e N 13
w =10 . (73b)
P +p=wnp. ... .. ...(13c)
o =v0. . (73d)
W=ve-po .« . . . . ... (13)

Dazu treten nun noch zwei weitere Angaben: Wenn die Stoffwerte 4,
cp, und p im ganzen Feld als konstant angenommen werden, so ist von
selbst innerhalb des ganzen Feldes die Bedingung erfiillt

a'=wyca . ... . ..., (86a)

Ferner kommt noch die Bedingung fiir die Ahnlichkeit der Randwerte
von @ hinzu. Da in der Gleichung (85) nicht der Absolutwert der Tem-
peratur, sondern nur seine Ableitungen grad @ und 426 vorkommen,
so konnen wir ebeuso wie in Gleichung (73¢) setzen .

O +0,=v9-0 ... ... ... (86b)

Solange die Werte » willkiirlich gew#hlt sind, gewahrleisten die
Bedingungen (73) und (86) nur die Ahnlichkeit der Felder an ihrer Be-
grenzung. Damit die Felder auch in jhrem ganzen Inneren &hnlich sind,

miissen die Werte » den untenstehenden Gleichungen (87a—c) gemil
gewshlt werden.

Yw 0
N (1 £
=9 (' a)
YorVw Yo _ Pulw 87b
~ o vﬁ""""()
Yw e _, Yo
. —vavlz.........(87c)

Da wir erkannt haben, daBl unter den gewihlten, einschrinkenden
Bedingungen das Geschwindigkeitsfeld vom Temperaturfeld unabhéngig
ist, so schlieBen wir hier — wie in der reinen Hydrodynamik — daB
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fiir alle Stromungen mit dhnlichen hydrodynamischen Randbedingungen
die Gleichheit der Werte

v-heo g

Ji
allein geniigt als Kennzeichen fiir vollstindige Ahnlichkeit des Ge-
schwindigkeits- und des Druckfeldes.

Sollen auflerdem auch die Temperaturfelder dhnlich sein, so muf
noch die Bedingung (87c¢) erfiillt sein. Wir vereinfachen sie zu

W,

Vw N
und erkennen, dafl in Gleichung (86b) nicht nur der Wert &,, sondern
auch der Wert vg willkiirlich gewahlt werden kann.
Mit Beriicksichtigung der Bedeutung von » folgern wir aus der letzten
Gleichung:

a Y — . .. Pe (= Péclet).

wel, Wl w L
Innerhalb einer Gruppe dhnlich berandeter Probleme ist also das
Druck- und das Geschwindigkeitsfeld nur vom Werte Re und das Tem-
peraturfeld nur von den beiden Werten Re und Pe abhiingig.

Aus ZweckmiBigkeitsgriinden wollen wir neben der Kenngrofe Pe
noch eine andere Kenngrofe St (= Stanton) ableiten:

Wenn uns irgendeine Grofe u in ihrer Abhingigkeit von zwei unab-
hiingigen Veriinderlichen x und y bekannt ist, so konnen wir daraus jeder-
zeit ein anderes Abhingigkeitsverhiltnis ableiten, indem wir u statt als
Funktion von x und y als Funktion von x und (x-y) darstellen.

Auf Grund dieser Uberlegung wollen wir spiter das Temperaturfeld
bei manchen Aufgaben nicht in seiner Abhingigkeit von Re und Pe dar-
stellen, sondern von Re und Re.Pe. Hierbei ist

_w-he a _ea_ A _g ... (88
Re.Pom —— -5 oo = == = ¢ g (88)

Durch diese Umformung haben wir statt Pe eine neue KenngroBe ein-
gefithrt, deren Vorzug es ist, daB sie nur aus Stoffwerten besteht, also

selbst ein reiner Stoffwert ist.

Dic Temperaturgradienten in dhnlichen Feldern.
Wir verglichen zwei (oder mehrere) Felder mit #hnlichen Rand-
bedingungen und mit den Werten
Iy und 1, fiir die Bezugsléngen
®,) und @, fir die Anfangstemperaturen
O'w und Oy fiir die Wandtemperaturen.

Fiir diese Randwerte gilt nach (86b)
: 0, + 0., =v9- 0,
Oy’ + 0, =9 Ow
(911,’ - QW, = %o (@a — QW)
Wir dividieren diese Gleichung durch die Gleichung 1y = # -1, und
erhalten

0, - Oy 3 O, — @w_
Iy <} Iy
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Sind nun die beiden Felder nicht nur an der Berandung, sondern
auch in ihrem Innern shnlich, ist also Re’ = Re und Pe’ = Pe, so gilt
derselbe Zahlenwert yg nicht nur fiir die Randwerte, sondern auch fiir
zwei beliebige, dhnlichgelegene Punktpaare des ganzen Inneren. Denken
wir uns als solche Punktpaare die Endpunkte zweier &hnlich gelegener,
kleiner Strecken d8 und d8’, so gilt fiir den Temperaturanstieg lings
dieser Strecken die Gleichung

d¢ Ye de , Yo
a8 = ds oder grad 6 = grad 6.

Wenn wir die letzte Gleichung durch die vorletzte Gleichung divi-
dieren, so erhalten wir: .

. 1} 1

4@~ =grad@ 0 = . .
grad @ 0. — O grad @ O O

Die Kenngrofle Ma (= Mach) ist also konstant fiir alle vollstindig

ahnlichen Probleme, sie ist also eine Funktion von Re und Pe.

Iy
0, — Ow

d) Der Wirmeiibergang. Ebenso wie in der Hydrodynamik das
Interesse der Technik nicht auf die Gestalt der Felder gerichtet ist,
sondern auf den Druckverlust und die Krifte, so kommt es auch bei
diesem Gebiet der Technik nicht auf die Gestalt der Temperaturfelder
an, sondern auf den Energietransport in Feld und vor allem auf den
Wirmeaustausch zwischen Fliissigkeit und Wand.

Die Bestimmung der Temperaturfelder stellt also nur eine Vorstufe
auf dem Wege zur Losung dar. Schon bei Ableitung der Gleichung der
Gesamtenergie hatten wir (S. 142 u. 143) die beiden Vektoren . und €

eingefiihrt. Wir konnen also fiir den EnergiefluB an einer Stelle des
Feldes setzen:

. = Ma.

grad @ -

Q4+C=—1-gradO@+p-¢c-w.

Hierin ist 4-grad @ jene Warmemenge, die durch Leitung fortge-
schafft wird, und ¢-¢-w ist jene Energie, die als Energieinhalt mit
der Materie durch die Strémung fortgetragen wird.

Ist nach dem Energietransport durch ein Flichenstiick df gefragt,
8o kommen nur die Normalkomponenten der beiden Vektoren Q und €
in Frage.

Fiir den Energieinhalt der Raumeinheit miiten wir nach S. 143
streng genommen

e=Y,witi—-pv
setzen. Da aber den einschrinkenden Annahmen dieses Abschnittes zu-
folge alle anderen Energieinderungen gegeniiber den Warmemengen zu ver-
nachléssigen sein sollen, so kénnen wir schreiben: g=i=1y. ¢p- O + const.

Da es sich immer nur um Energieunterschiede handelt, kann das
konstante Zusatzglied auch wegbleiben.

Wir erhalten also fiir den Energietransport durch ein Flachenstiick df
den Wert



170 Wirmeleitung in Fliissigkeiten.

— A grady@-dfty.c,- @-wy-df . ... L (90)

Wenn wir uns die Aufgabe stellen aus der Gestalt des Geschwindig-
keits- und des Temperaturfeldes den Wirmeaustausch zwischen einer
stromenden Fliissigkeit und ibren festen Begrenzungswinden zu be-
stimmen, so stehen uns zur Losung dieser Frage zwei Wege offen.

1. Weg. Wir konnen durch Integration des Ausdruckes (90) den
Energietransport durch den Eintrittsquerschnitt und dann ebenso fiir
den Austrittsquerschnitt berechnen. Der Unterschied zwischen beiden
ist der Energieaustausch der Fliissigkeit mit der Wandung.

Hierbei ist zu beachten, da wir wohl immer diejenige Warmemenge,
welche durch Leitung den Eintritts- oder Austrittsquerschnitt passiert,
vernachléssigen kénnen.

Wenn F, der Eintritts- oder Anfangs- und F, der Austritts- oder
Endquerschnitt ist, so erhalten wir fiir die Warmemenge Q, die in der
Zeiteinheit an die Wandung tbergeht, den Wert

Q:y-cp-f@-wn-df-——y-cp-f@~W“-df .o .. (90a)
Fa ¥

Die Anfangstemperatur @, wird meistens iiber den ganzen Anfangs-
querschnitt konstant sein. Wir konnen dann @, vor das Integralzeichen
setzen und erhalten fiir das erste Integral den Wert

0, fwn df=6,- (Wm)F—-O -V

Fiir die Endtempera,tur 0, definieren wir einen Mittelwert nach der
Definitionsgleichung (vgl. spiter S. 176).

0e~[wn-df=fw“- O. df.
¥ P

Fiir die ausgetauschte Wirme Q ergibt sich dann
Q=cpp-(0.—6,)-V . ... .... (90Db)
Innerhalb einer Gruppe dhnlich berandeter Probleme ist
erstens V =koeff; - w . 1,2
und es ist ferner nach Definition von a:

A
C'y:—a“',

W’-lo> YRS k(;;:fl

also ¢-p - V== 1 koeff - 10(
0, — 6,

zweitens - ® = koeff, - grad @

und nach Gleichung (89) ist

gra.d@=—8a~@w

]0
Mit diesen beiden Beziehungen ergibt sich:
Q=11 (0, — O) - koeff, - koeff - Fiyra (Re, Pe)

=41 (O, —OW o 7 (Re, Pe) . . . (90¢)

. FMa (Re, Pe)
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2. Weg. Den Ausdruck (90) kdnnen wir auch auf ein Element der
Begrenzungsfliche anwenden. Mit Anndherung an die Wand wird die
Normalkomponente der Geschwindigkeit immer kleiner und an der
Wand selbst wird iiberdies auch die Geschwindigkeit selbst zu Null.
Der ganze Ausdruck (90) reduziert sich also auf den ersten Summanden,
und es ergibt sich

dQ= — 1-grad, 0.df

und dies geht mit Verwendung von Gleichung (89) iber in
1Q= — 2.2 =0,

l0
Wollen wir die Warmemenge berechnen, welche an die ganze Obor-

flache F iibergeht, so haben wir iiber I zu integrieren

Q=—1- 0. — Ow

L
Diese Gleichung lafit sich noch etwas umformen, weil fiir geometrisch

shnliche Flichen F :1, = koeff- 1, ist. Sie wird dann identisch mit der
bereits oben abgeleiteten Gleichung (90c¢)

Q=+z-(@a~0W).1o-¥/(Y;;‘;°i—€i, V—fo-lo-) . . . (90c)

Fua (Re, Pe) - df.

- Funkt (Re, Pe) - F.

d. h. die iibergehende Wirmemenge ist proportional der Wirmeleit-
zahl A, dem Unterschied zwischen Anfangstemperatur der Fliissigkeit
und Wandtemperatur und der ersten Potenz der linearen Abmessungen.
Der Proportionalititsfaktor ist eine Funktion der KenngréBlen Re
und Pe.

Dehnen wir unsere Betrachtung auf die ganze Klasse der Probleme
gleicher Art aus, so erweitert sich der Proportionalititsfaktor zu

¥ (Re, Pe, Lfl,....L/l,....).

Die Gestalt dieser Funktion ¥ kann nur durch den Versuch bestimmt
werden. Leider hat die experimentelle Forschung diesen Weg zur direkten
Bestimmung des Wirmeiibergangs bisher noch nicht beschritten, son-
dern stets nur den Weg iiber die W.U. Z. eingeschlagen.

e) Die Wirmeiibergangszahl, geschichtlicher Riickblick. Der Weg,
auf dem wir bisher zu den Gesetzen fiir den Warmeiibergang zu gelangen
trachteten, entspricht der mathematisch - physikalischen Forschungs-
weise.

Wir miissen nun auch den zweiten Weg besprechen, die technisch
empirische Forschung. Zu diesem Zwecke miissen wir etwas weiter
ausholen und in kurzen Worten auf die Entwicklung dieser Forschungs-
weise eingehen.

Die Bestrebungen, bei der Bemessung von Heizflichen die Schitzung
durch die Berechnung zu ersetzen, begannen damit, daf man sich die
in die Augen fallendsten Einfliisse klar machte. Die Erfahrung hatte
gezeigt, dafl die ausgetauschte Wirmemenge um so gréfBer wird, erstens
je grofer die wirmeaufnehmende oder wirmeabgebende Fliche T ist
und zweitens je grofer der Unterschied zwischen der Temperatur der
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Fliissigkeit ty und der Temperatur der Wand t ist. Ferner war es selbst-
verstiandlich, daB sie im Beharrungszustand der Zeit 7 proportional ist.

Es ergibt sich damit der Ansatz:

Q = Funkt (ty — tg), F)- 7z . . . . .. (91a)
worin von der Funktion vorerst nur bekannt ist, daB sie mit jedem der
beiden Argumente wichst.

Diese Funktion hat man stets dadurch in willkiirlicher Weise speziali-
siert, daB man sie als ein Produkt von zwei Teilfunktionen mit je einem
Argument auffaBte und daB man jeder Teilfunktion die Gestalt einer
Potenzfunktion mit positivem Exponenten gab. Man nahm also an, daB
die in der Zeiteinheit iibergehende Warmemenge einer noch unbekannten
Potenz der Fliche und einer anderen ebenfalls noch unbekannten Potenz
der Temperaturdifferenz proportional ist. Dies gibt die Gleichung

Q=oa-(tp—twm-Fu.z . . . .. ... (9lh)

Den Proportionalitidtsfaktor a nannte man die &uBere Warme-
leitfahigkeit der Wand und seinen reziproken Wert (1 : a) den Uber;
gangswiderstand. Heute ist fiir o allgemein die Bezeichnung Warme-
iibergangszahl gebriduchlich. Fir den Exponenten n, findet man
nur selten andere Werte als ,eins”. Dagegen sind fiir n, besonders in
alteren Arbeiten verschiedene zwischen eins und zwei gelegene Werte
angegeben. In neuerer Zeit wird aber auch fiir n, immer héufiger der
Zahlenwert eins angenommen, so dafl wir schreiben miissen:

Q=a (tp—tw) - F-z ... ... . (91¢)

Dieser ungemein einfache Ansatz wiirde in der Tat auch zu einfachen
Rechnungen fithren, wenn es moglich wére, fiir die Wahl des Wertes a
einfache und zuverlissige Regeln aufzustellen, oder wenn man diese
Werte in Tabellen zusammenstellen kénnte, etwa so wie die Dichte,
die spezifische Wirme usw.

DaB dies aber nicht moglich ist, zeigte sich um so klarer, je mehr
man sich mit dem Problem befaBte. Jede neuere Experimentalunter-
suchung zeigte den Vorgang von einer neuen Seite und vermehrte die
Zahl derjenigen GroBen, welche den Warmeiibergang beeinflussen.

Langsam wurde man so zu der Erkenntnis gefithrt, dal der Ansatz
(91 c) nur scheinbar einfach ist, daB er die Schwierigkeiten des Warme-
iibergangsproblemes nicht 16st, sondern nur in die Wahl des Wertes a
zusammendringt. ’

Die suBere Wirmeleitfihigkeit war usrpiinglich als ein reiner Stoff-
wert gedacht, als ein Wert, der nur von der physikalischen Natur der
Fliissigkeit und der Substanz der Wandung abhingt. Als ein Beweis
fiir diese Auffassung mogen die Angaben aus der #lteren Literatur
dienen, welche Wirmeiibergangszahlen nennen und zu ihrer Bezeich-
nung nur angeben: von Wasser an Eisen, von Wasser an Messing, von
Messing an Wasser, von Mauerwerk an Luft usw. Insbesondere inter-
essierte die Frage, ob der Ubergangswiderstand groBer ist, wenn die
Wirme vom festen Korper an die Fliissigkeit itbertritt oder umgekehrt. —
Obwohl diese Ansicht, nach welcher a ein reiner Stoffwert sein sollte,
schon sehr frilh als unhrichtig erkannt wurde, so hat sie sich doch
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in manchen Schriften recht lange erhalten und zwar weniger in der tech-
nischen Literatur als in den Lehrbiichern der Physik.

Die niichstliegence Verbesserung, die man an dem Ansatz (91c)
vornahm, bestand in der Beriicksichtigung der Strémungsgeschwin-
digkeit. Es war ja bekannt, daB bei sonst gleichbleibenden Verhalt-
nissen die Erhohung der Stromungsgeschwindigkeit zu einer Vermeh-
rung der iibergehenden Wirmemenge fithrt, In iiblicher Weise ver-
suchte man auch diese Abhingigkeit durch eine Potenzfunktion aus-
zudriicken. Man setzte:

a=a,+C -0 .. .. .. ..., (92a)

worin C stets positiv und m zwischen 0 und 1 gewdhlt war. Sehr héufig
findet sich der Ansatz:

a=ay+C Vo .. ... ... . (92b)

Der Wert a, bedeutete jene W.U.Z., welche fiir sogenannte ruhende
Luft einzusetzen ist, also bei Vorgéngen, bei denen die Luft nicht durch
suBere Ursachen, sondern nur durch innere Ursachen, namlich durch
den Auftrieb infolge verschiedener Erwdrmung in Bewegung gehalten
wird.

Sehr bald versuchte man auch die Beschaffenheit der Heiz- und
Kiihlflachen in der Formel zum Ausdruck zu bringen, denn man
hatte erkannt, dafl der Grad der Rauhigkeit der Wand und ihre Ver-
unreinigung durch Rufl, Kesselstein oder andere Ablagerungen aus der
Stromung von grofem EinfluB8 auf den Warmeiibergang sind.

Ferner mufite man vermuten, dafl nicht nur die Temperaturdifferenz
(ty — tw), die ja schon in den Gleichungen (91) zum Ausdruck kommt,
den Wirmeiibergang bestimme, sondern, daf auch die absolute Héhe
der Temperatur, bei welcher der Warmeiibergang erfolgt, zu beriick-
sichtigen seien, also etwa ty oder tw oder auch beide Werte. Diese
Frage wurde sehr oft in unklarer Weise vermengt mit der Frage nach
der GroBe des Exponenten n, in der Potenz (tp — tyy)m:.

Ein anderer Umstand, der cbenfalls zur Verwirrung Anlaf8 gibt,
ist der Begriff | Flussigkeitstemperatur”, und wir miissen uns
deshalb mit den verschiedenen Anschaungen iiber die Temperaturver-
teilung in der Flissigkeit bekannt machen.

Die #ltere Auffassung ging dahin, dafl man innerhalb eines Quer-
schnittes nur mit zwei Temperaturen zu rechnen habe, mit der Wand-
temperatur tw und mit der im ganzen Querschnitt gleichen Fliissigkeits-
temperatur ty. Die Differenz (t; — ty) bedeutete dann den Temperatur-
sprung, welcher zusammen mit dem Ubergangswiderstand die Intensitét
des Wirmeiiberganges bestimmen sollte. Dies dhnelt durchaus jener
dlteren hydraulischen Auffassung iiber das Geschwindigkeitsfeld, wo-
nach im ganzen Querschnitt eine konstante Geschwindigkeit und an
der Wand ein Gleiten, also ein Geschwindigkeitssprung angenommen
wird. Die Annahme wurde spiiter erginzt durch die Lehre von der ad-
hirierenden Schicht. Eine diinne Flissigkeitshaut spaltet sich — so
besagt diese Lehre — von der iibrigen Flissigkeitsmasse ab und haftet
fest an der Wand. Der Geschwindigkeitssprung wird also durch diese
Annahme von der Wand weg nach dem Inneren der Fliissigkeit verlegt.
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Wir diirfen in dieser Auffassung einen, wenn auch noch fehlerhaften
Vorldufer, der Prandtlschen Lehre von den Grenzschichten erblicken.
Ubrigens hat die Lehre von der anhaftenden Schicht in der Hydraulik
nur geringe Bedeutung gewonnen. Um so mehr hat sie die Lehre vom
Wirmeiibergang beherrscht. Sie filhrte zu der Vorstellung, daf in der
ganzen bewegten Fliissigkeit die einheitliche Temperatur tp herrscht,
und dafl dann diese Temperatur innerhalb der diinnen anhaftenden
Schicht von tp bis tyw steigt oder sinkt. Da die Fliissigkeit innerhalb
der Schicht als vollkommen bewegungslos galt, so glaubte man nach
den Gesetzen fiir die Warmeleitung in festen Korpern den Wiarme-
durchgang durch diese Fliche berechnen zu koénnen. Mit der Bezeich-
nung A fiir die Dicke der Schicht, erhielt man

Q= — = tw tW Foq

Da sich aber kein Anhalt fmden lieB, welchen Zahlenwert man fiir A
einsetzen miisse, so war auch durch diese Deutung des Vorganges die
Schwierigkeit nicht behoben, sondern nur in die Wahl der Grole 4
statt der Wahl der Gréfle a verlegt.

Interessant ist, in welcher Weise die experimentelle Forschung von
diesen anhaftenden Schichten Notiz nahm. Man empfand das Auf-
treten dieser Schichten bei der Strémung im Versuchsapparat als ein
storendes Moment, als eine Erscheinung, die den naturgem#fBien Warme-
austausch behindert und man suchte deshalb in den Versuchsein-
richtungen diese anhaftende Schicht durch rotierende Biirsten und
andere Vorrichtungen immer wieder zu entfernen. Gerade dadurch
aber, dafl man diesen Schichten eine solche Bedeutung beimaf, verbot
es sich von selbst, die Ergebnisse dieser Versuche auf Falle der Praxis
zu iibertragen, bei denen sich ja diese Schichten ungehindert ausbilden
kénnen.

Auf die Dauer vermochte sich die Lehre von der anhaftenden Schicht
nicht zu halten, vor allem auch nicht die Vorstellung einer in der ganzen
bewegten Masse gleichen Querschnittstemperatur. Sie wurde durch die
Versuche mehrfach widerlegt.

Wenn aber einmal feststeht, dafl die Temperatur im Querschnitt
nicht gleichen Wert besitzt, so entsteht die Frage, was man dann unter
der Temperatur der Fliissigkeit verstehen soll. Wir wollen uns bei diesen
Erérterungen an das Beispiel der Strémung im geraden Rohr mit kreis-
formigem Querschnitt halten, weil fir diesen Fall direkte Messungen
vorliegen und weil sich die Darstellung an diesem Beispiel am ein-
fachsten gestaltet.

Gelegentlich einer Untersuchung iiber den Wirmelibergang von
stromender Luft an Rohrwandungen, habe ich die Temperaturverteilung
im Querschnitt des Rohres bestimmt, indem ich mit einem verschieb-
baren Thermoelement die Temperatur an verschiedenen Stellen des
Durchmessers gemessen habe. Diese Messungen habe ich bei verschie-
denen Stromungszustinden und an mehreren Stellen lings des Rohres
wiederholt und dabei stets dasselbe Ergebnis ersielt, nimlich eine un-
gefihr parabolische Temperaturverteilung lings des Durchmessers.
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Fig. 56a stellt ein solches Messungsergebnis dar. AuBerdem habe ich
mit einem verschiebbaren Pitotrohr die Geschwindigkeitsverteilung iiber
den Querschnitt bestimmt. Die zu Fig. 56a gehoérige Geschwindigkeits-
verteilung stellt Fig. 56b dar.

Von einer Fliissigkeitstemperatur kurzweg kann also iiberhaupt
nicht gesprochen werden, sondern nur von einer mittleren Fliissigkeits-
temperatur; aber auch iiber diese Mittelwertbildung sind noch zweierlei
Auffassungen méglich.

Fig. 56a. Temperaturverteilung Fig. 56b. Geschwindigkeitsverteilung
im Rohr. im Rohr.

1. Die mittlere Temperatur im Querschnitt. Wir denken uns den
ganzen Querschnitt ¢ des Rohres in kleine Elemente do zerlegt, messen
die zu jedem do gehdrige Temperatur & (bei beliebig gewihltem Null-
punkt) und definieren die mittlere Temperatur @q im Querschnitt
durch die Gleichung

e)Q:%/@-da ... (93a)

Dieser Mittelwert bezieht sich nur auf die Querschnittsfliche und
beriicksichtigt in keiner Weise das Vorhandensein einer Stromung.
Er kann gefunden werden durch Abtasten des Querschnittes mit einem
Thermoelement und nachherige Berechnung mit Gleichung (93a) oder
durch direkte Messung mit Hilfe eines Widerstandsthermometers, welches
quitterartig iiber den ganzen Querschnitt ausgespannt ist.

2. Die mittlere Temperatur der Fliissigkeit. Wir denken uns wieder
den Querschnitt in seine Elemente do zerlegt, messen die zu jedem do
gehorige Temperatur sowie die Normalkomponente w, der Geschwindig-
keit w und bilden den Ausdruck & - w,-de. Wir multiplizieren also
die Temperatur nicht mit dem Flichenelement do, sondern mit dem
Volumelement, welches dieses do durchstromt. Wir definieren dann die
mittlere Temperatur Oy der Fliissigkeit durch die Gleichung

f@-a)n-do

s 1 .
@F“’_" fw;‘—.—;i—;———%‘iufgwn'dﬁ e v e (931))

[

Dieser Mittelwert ist als die mittlere Temperatur der Fliissigkeits-
masse zu bezeichnen. Er 148t sich bestimmen entweder durch Messung
der Temperatur- und Geschwindigkeitsverteilung und Berechnung nach
Gleichung (93b) oder durch Einbau einer Mischvorrichtung (z. B. einer
kleinen Kammer) unmittelbar. nach dem Querschnitt und Messen der
einheitlich gemachten Flissigkeitstemperatur,
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Fiir den in Fig. 56a u. b gezeichneten Fall ergibt sich
@Q -— 0\#’ = 0}825 (@Achse_‘ QW)
Op — Oy = 0,434 (Oarchse — Ow)

Der Unterschied zwischen beiden Mittelwerten ist also ganz be-
triachtlich. Was hier fiir das kreisrunde Rohr abgeleitet wurde, gilt
in sinngemdfler Weise auch fiir alle anderen Strémungsarten.

Der auf S. 170 gewonnene Mittelwert der Temper&tur deckt sich
mit dem eben abgeleiteten Wert Op. Spiter werden wir sehen, daB fiir
alle Wirmeiibergangsberechnungen nur der Mittelwert @y in Betracht
kommt. Leider ist bei den Versuchen zur Bestimmung der W.U.Z.
bisher auf diese Unterscheidung in der Mittelwertbildung sehr wenig
geachtet worden und darin liegt ein weiterer Grund fiir die Unzuver-
lassigkeit des bis heute vorliegenden Versuchsmateriales.

Wir haben bisher als Umstinde, welche den Wert der W.U.Z. be-

einflussen, kennen gelernt:

. Die physikalische Natur des strémenden Kmpers,

. die Strémungsgeschwindigkeit;

. die Beschaffenheit der Heiz- und Kiihlflichen besonders hin-
sichtlich Rauhigkeit und Reinheit;

. die absolute Temperaturhohe, bei der sich der Vorgang abspielt;

. die mittlere Fliissigkeitstemperatur.

Dazu kommt nun noch als 6. iiberaus wichtiger Umstand die Art
der Stromung tiberhaupt. Es handelt sich hierbei darum, ob die Stro-
mung lings einer ebenen Wand erfolgt oder senkrecht gegen eine solche,
ol die Fliissigkeit in einem Rohr oder auBlen um ein Rohr ( || oder |
zur Achse) flieBt, ob das Rohr eng oder weit, gerade oder gekriimmt
ist, usw. Es ist zu erwarten, daB fiir diese verschiedenen Aufgaben
nicht nur der Absolutwert der W.U.Z. verschieden ist, sondern daf}
vor allem verschiedene Gesetze gelten fiir den EinﬂuB der iibrigen
Faktoren.

In dem Bestreben die Lehre vom Warmeiibergang mdoglichst einfach
zu halten, hat man es lange Zeit vermieden, diese Erkenntnis, die sich
unbedingt aufdringen mubBte, zu beriicksichtigen. Insbesondere konnte
man sich nicht dazu entschlieBen, fiir die verschiedenen Stromungsarten
mit verschiedenen GesetzmiBigkeiten zu rechnen.

Fast alle experimentellen Arbeiten gehen von der Annahme aus,
daB sich die Funktion

QDO =

O

a = Funkt (a, g, u, w, tg, ly). - - . . (94a)
zerlegen 148t in ein Produkt von Einzelfunktionen nach der Art:
a="1@) f(0) f3(u)....usw. . . . .. . (94b)

Viele Forscher gingen noch weiter in der Willkiir ihrer Annahmen,
indem sie fiir diese Teilfunktionen von vornherein das Potenzgesetz
annahmen. Wenn nun auch fiir die Strémung im geraden Rohr sich auf
Grund der Versuchsergebnisse diese Annahme als zweckméBig erwiesen
hat, so ist es doch verfehlt, sich bei allen Strémungsarten ohne weiteres
auf das Produkt von Teilfunktionen festzulegen.
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Des weiteren hat es sich gezeigt, dafl nicht alle Stellen der Heiz-
und Kiihlflichen von gleicher Wirksamkeit sind, mit anderen Worten,
daB die W.U.Z. lings einer und derselben Heizfliche im allgemeinen
verdnderlich ist. Wir miissen deshalb statt Gleichung (91c) genauer
schreiben :

dQ=a - (tg —tw)-dF-z . . . . . .. (91d)

Da dic W.U.Z. « eine Funktion von mindestens 7 Verdnderlichen ist,
g0 ist ihre Bestimmung eine &uBerst miihevolle Sache. Wir wollen des-
halb versuchen, ob sich nicht wieder mit Hilfe des Ahnlichkeitsprinzipes
die Zahl der Veriinderlichen vermindern lafit.

f) Die Wirmeiibergangszahl und das Prinzip der Ahnlichkeit. Fiir
die Warmemenge d Q, die in der Zeiteinheit an das Flichenstiick df iiber-
geht, gilt nach der Definition fiir a die Gleichung:

dQ =a - (O — Oy) - df
Zufolge den Ausfithrungen von 8. 171 gilt aber auch
dQ = — i-grad, @ -df.
Daraus folgt:
1

Or — Oy
In diese Gleichung setzen wir den Wert von grad® aus Gleichung (89)
ein und erhalten

= — A-grad, 0.

Zum Schlusse noch kénnen wir von der Gruppe éhnlich berandeter
Probleme zu Klasse von Problemen gleicher Art iibergehen:

L 1
a:-%.w(Re,Pe,l—l,ig,....> ...... (95b)
0 0 0

Die Gleichung (95a) stellt gegeniiber Gleichung (94a) eine wesent-
liche Verminderung der unabhingigen Verinderlichen dar, indem die
einzelnen Verinderlichen zu den beiden KenngréBen

vl-e a
M w-l,
zusammengefaBt erscheinen.
Die Temperatur tp kommt dadurch zum Ausdruck, dafBl die Stoff-
werte a, 4 und ¢ mit der Temperatur verinderlich sind.
Bemerkung: Wenn wir die Wirmemenge Q berechnen wollen,
die nicht an ein Flichenelement dF, sondern an die ganze Fliche I
iibertritt, so miissen wir die Gleichung 91d integrieren. Wir erhalten
Q= [a(Or — Ow) - dF;
#
hierin sind sowohl a als auch (@p — @) lings der Fliche F veriinderlich,
sie miissen also unter dem Integralzeichen verbleiben und deshalb ist
die Berechnung des Warmeiiberganges mit Hilfe der W.U.Z. immer
eine umstindliche Arbeit. Es ist darum die Frage berechtigt, ob nicht

Grober, Wirmeleitung und Warmeiibergang. 12
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ein anderes Rechenverfahren ohne Beniitzung der W.U.Z. méglich ist.
Bei der Warmeleitung in festen Kérpern haben wir gesehen, daB fiir
Randwertaufgaben dritter Art die Kenntnis der W.U.Z. notwendig ist.
Ebenso werden wir spiter sehen, dafl bei Aufgaben iiber den Warme-
durchgang die W.U.Z. Zahlen fiir beide Seiten der Wandung bekannt
sein miissen. Dagegen ist es bei Aufgaben iiber den Wirmeiibergang
allein sehr wohl méglich, ohne den Begriff der W.U.Z. auszukommen,
wie wir durch Ableitung der beiden Gleichungen (90¢) bewiesen haben,
und zwar stellt im Vergleich zu diesem Weg die Verwendung der
W.U.Z. einen Umweg dar.

Es ergibt sich daraus die Forderung, dafl die experimentelle For-
schung sich nicht mit der Ermittlung der W.U.Z. begniigen darf, sondern
daBl sie auch gleichzeitig die Funktion ¥ in Gleichung (90¢) ermit-
teln musB.

g) Uber die Zahlenwerte A, c,, y und u. Diese Stoffwerte sind aus
den Zahlentabellen der physikalischen Literatur zu entnehmen. Da
aber diese Stoffwerte alle mit der Temperatur sich #ndern, so entsteht
die Frage, bei welcher Temperatur sie aus den Tabellen entnommen
werden miissen.

Der nichstliegende Gedanke ist der, die mittlere Temperatur Ty
der Fliissigkeit als mafgebend zu betrachten. Allein wir wiirden damit
die groBe Bedeutung auBer acht lassen, welche der Temperatur Tw
der Rohrwand zukommt. Wir wollen deshalb beide Temperaturen
beriicksichtigen und fiir die Gréfien 4, ¢, ¥ und p Mittelwerte ein-
fiihren, welche durch nachstehende vier Gleichungen definiert sind.

T,
. 1 /
I = s—r—- | & AT
" T =Ty

TF

1
Cp,m = - / ¢, dT

w

1

Ty
Ym:ﬁw‘};“:ﬁ y-dT

T“

1 o
iy = 5~ [ - dT,
fon = Ty /,u
T‘V

Es miissen also die Gesetzmiilligkeiten bekannt sein, nach welchen
die Stoffwerte von der Temperatur abhéingen. Bei allen Arbeiten, welche
groBere Genauigkeiten erfordern, also vor allem bei Forschungsarbeiten
muf nach diesen Gleichungen gerechnet werden. Fiir dic meisten tech-
nischen Aufgaben dagegen geniigt es, wenn wir eine mittlere Temperatur
T, durch die Gleichung

T+ Tw
Tm““ "T
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definieren und die Stoffwerte bei dieser mittleren Temperatur T, aus ihren
Tabellen entnehmen.

Das Wesen sowohl des genaueren als auch des einfacheren Verfahrens
besteht darin, dall wir die Temperaturen Ty und Ty als gleichwertig
annehmen und das hat zur Folge, da die Rechnung gleiche Werte fiir
den Wirmeiibergang liefert, wenn die Wirme von der Fliissigkeit an
die Wand oder wenn sie von der Wand an die Fliissigkeit iibergeht.
Inwieweit dies richtig ist, 1&Bt sich aus dem bis heute vorliegenden
Versuchsmaterial noch nicht beurteilen.

Wir haben uns in diesen Erorterungen iiber die Wahl der Stoffwerte
an den Vorschlag gehalten, welchen NuBelt in seiner Arbeit ,,Der Wirme-
ibergang im Rohr™ (Z. d. V. d. 1. 1917 8. 685) macht. In fritheren Arbeiten
hat NuBelt die Temperatur Tw und Tr getrennt in die Rechnung ein-

gefithrt. Nach der #iteren NuBeltschen Annahme miiBten wir z. B. die
Gleichung (95a) in der Form

1o (W'la'PF W-L,)
@ s—=F | —
Aw ’ by ap
schreiben, worin mit Ay die W.LF. bei der Temperatur der Wand und

mit gp, up und ap diese Stoffwerte bei der Temperatur Ty bezeichnet
sind. Die neue NuBeltsche Annahme dagegen gibt der Gleichung (952)

die Form:
10 (W'll)'em W'lo>
a-——=F’ —_———y —— ]
’lm Ma thn a

Fiir den Wérmeiibergang im Rohr haben die Versuche die neuere Annahme
besser bestétigt als die dltere.

2. Die Stromung im geraden Rohr mit kreisférmigem Quer-
schnitt.

Wir beginnen mit diesem Strémungsvorgang, weil hierfiir die hydro-
dynamischen Verhiltnisse am besten bekannt sind, und weil auch iiber
dem Wirmeiibergang im Rohr die besten theoretischen und experi-
mentellen Arbeiten vorliegen. Unter diesen Arbeiten stehen drei Arbeiten
von Professor Nuflelt weit voran. Sie sind nicht nur deshalb wichtig,
weil fast unsere ganze einwandfreie Kenntnis vom Warmeiibergang in
Rohren auf diese Arbeiten zuriickzufiihren ist, sondern mehr noch des-
halb, weil sie den Weg zeigen, auf dem sich die Methoden der mathe-
matischen Physik bei Aufgaben des Wirmeiiberganges verwenden lassen.

a) Der Wortlaut der Aufgabe. In die Wandung eines groBen Be-
hilters ist ein gerades Rohr von kreisférmigem Querschnitt eingesetat.
Der Durchmesser des Rohres sei d, seine Linge L und seine Rauhigkeit d.
Durch dieses Rohr soll in der Zeiteinheit eine Fliissigkeitsmenge vom
Gewichte G strémen. Die Anfangstemperatur T, soll im ganzen Ein-
trittsquerschnitt konstant scin, ebenso sei die Wandtemperatur Tw
lings des ganzen Rohres konstant. Die Stoffwerte der Fliissigkeit (tropf-
bare Fliissigkeit oder Gas) namlich 4, ¢, y und u sollen bekannt sein.

Es sind nachstehende 3 Fragen zu beantworten:

1. Wie dndert sich die mittlere Fliissigkeitstemperatur lings des

Rohres?

12*
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2. Wie groB ist die Wirmemenge, die auf der Rohrstrecke z = 0

bis z = L ausgetauscht wird ?

3. Wie groB ist die W.U.Z. in den verschiedenen Entfernungen vom
Rohranfang ?

7z

Ba

Fig. 57. Abkiihlung der Fliissigkeit lings des Rohres.

Uber die Stromungsgeschwindigkeit.
Fiir das Fliissigkeitsgewicht G gilt die Gleichung

don
6= Wy

Da sich laings des Rohres Temperatur und Druck &ndern, so wird
sich vor allem bei Gasen das spezifische Gewicht y lings des Rohres
indern. Nachdem aber G und d fiir alle Querschnitte konstant sind,
so miissen zufolge der obigen Gleichung sich wy, und y immer so &ndern,
daB ihr Produkt (w,, -y) léngs des ganzen Rohres konstant bleibt.

Wahl des Temperaturnullpunktes.

Die Bezeichnung @ besagt, da wir den Temperaturnullpunkt be-
liebig gewihlt haben. Es vereinfacht die Schreibweise, wenn wir alle
Temperaturen von der Wandtemperatur aus zihlen. Dann miissen
wir setzen:

Ow=0

0y =T, — Ty

Op = Tp— Ty | und oF-—Tw _ Op
0, =T, — Ty To —Tw 6,
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b) Die Aussagen des Ahnlichkeitprinzipes. Wenn wir den Durch-
messer d des Rohres als Bezugseinheit 1) wihlen, so haben wir als Argu-
mente unserer Kennfunktionen

. N wn-dp a z 6)
die GroBen( y v ad)

Hierbei haben wir nur das erste Rohrstiick von der Liange z betrachtet.
Fiir die ganze Rohrlinge brauchen wir lediglich das dritte Argument
in L/d abzudndern.

Der Begriff ,,Klasse von Problemen der gleichen Art‘ umfaf8t hier
alle Stromungen in geraden Rohren mit kreisférmigem Querschnitt,
also die Stromungen aller Arten von Gasen und tropfbaren Fliissigkeiten
und bei allen Geschwindigkeiten, aber auch in allen méglichen Rohren
unabhingig vom Durchmesser, der Linge und der Rauhigkeit.

Eine ,,Gruppe ahnlich berandeter Probleme® greift alle jene Stro-
mungen heraus, die in geometrisch dhnlichen Rohren verlaufen, also
in Rohren mit gleicher Durchmesserlinge L/d und mit gleicher, relativer
Rauhigkeit d/d.

1. Der Temperaturverlauf lings des Rohres.

Innerhalb einer Gruppe &hnlich berandeter Probleme ist

@”‘—E—@E = koeff - grad @; und nach Gleichung (89) ist:

grad @ = %a— - Fy. (Re, Pe).
Daraus folgt @, — @y = koeff - @, - Fyy, (Re, Pe)
oder Oy = 0, - (1 — koeff - Fy, (Re, Pe)).
Durch Einfiihrung einer neuen Funktion @ fiir 1 — koeff. Fy, und

gleichzeitige Erweiterung auf die ganze Klasse von Problemen gleicher
Art, ergibt sich

z 0
@F=Qa-®<Re, Pe, El_’a> s e e . . . . (96a)
2. Der Wirmeaustausch ergibt sich sofort aus Gleichung (90¢) zu:
Q=~—l-@a-d~T<Re, Pe, %‘-,%) .. .. (96b)
3. Die W.U.Z. folgt aus Gleichung (95b) zu:
yl L é
a=7-p (Re, Pe, o, a) ....... (96¢)

¢) Die analytische Losung der Aufgabe. Prof. Nuflelt hat in einem
Aufsatz in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure (1910,
S. 1154) den Wirmeiibergang im geraden, zylindrischen Rohr unter
einigen vereinfachenden Annahmen besprochen. Wir folgen bei der
nachstehenden Erorterung im allgemeinen der NuBeltschen Arbeit.
Es sollen die folgenden drei vereinfachenden Annahmen gelten: :

1. Wollen wir uns auf die geordnete Strémung (also Re <7 Reyy.)
beschranken,
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2. nehmen wir an, dafl dic Wandung des Rohres absolut glatt
ist (0 =0), :

3. soll das Rohr mit der Wandungstemperatur @y =0 nicht direkt
in die GefdiBwandung eingesetzt, sondern noch eine Beruhigungstrecke
mit der Wandungstemperatur @, vorgeschaltet sein. Dadurch gewinnen
wir den Vorteil, daf3 wir die Stérungen der Strémung durch den Rohr-
anfang nicht zu beriicksichtigen brauchen und bei Beschrinkung auf
geordnete Stromung die parabolische Geschwindigkeitsverteilung zu-
grunde legen konnen (S. 161).

Aufstellung des mathematischen Ansatzes.
Die Grundgleichung der Wirmeleitung bei aufgezwungener Stromung
(Gleichung 85) lautet
(v, grad @) =a. 420
und geht bei Verwendung von Zylinderkoordinaten iiber in:

00 00 00 <o@ 100 1 20 26
Yoy Ve g TV g = g Ty e To?+8)

Hierin setzen wir nach den Lehren der Hydrodynamik (parabolische
Geschwindigkeitsverteilung S. 162)

r\2
wp=0; Wp=0; w,=2.w,,- l——<~ﬁ> .

2

—_— Ny . 20
Aus Symmetriegriinden diirfen wir ferner -—— =0 setzen und end-
14

0

lich nehmen wir —, vorerst nur unter Berufung auf NuBelt — an,
9 2 ©
00 . S 20 1006

daf —— vernachlissighar klein sei gegen i -}»?—5?- Dadurch ver-
oz or

cinfacht sich die Differentialgleichung und wir gelangen zu dem mathe-
matischen Ansatz:

Ditferentialgleichung :
70,106 _tw(,_ (x)).76,
ort " r Or a R oz’
1. Oberflichen- oder Wandbedingung
fir 2>0 und r = R; mufl @ = 0 sein.
2. Oberflichen- oder Eintrittsbedingung
fir z=0 und r <R muf} & = @, sein.
Gesucht: Eine Funktion @ = @ (r, z), welche diesen Bedingungen
genligt.
Aufsuchen partikulirer Integrale.
Wir versuchen wieder die Annahme
0 =g(z) y();
Nachdem die Temperatur der Fliissigkeit mit zunehmender Rohr-
linge sich stdndig dem Werte @, = 0 nihert, setzen wir fiir ¢ (z) eine
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Exponentialfunktion mit negativem Exponenten und zwar sogleich
. a
in der Form @ =D e~ Tt P ().

Hierin sind q und D willkiirliche Konstanten.

Wenn wir die entsprechenden Ableitungen von @ bilden und diese

in die partielle Differentialgleichung einsetzen, so vercinfacht sich diese
zu der gewohnlichen Differentialgleichung

yr) Ldy(E) EA% )
aE Troa T (1 - (E) ) v =0,

dz d ' \2
oder van, 1 dy@n 4 <1 — (3%) ) “y(qr) =0.

d@* " qr d(qn)

Die Losung dieser Gleichung ist eine Funktion vy (qr, qR), fiir welche
sich ein geschlossener Ausdruck nicht angeben 1a8t. NuBelt gibt dafiir-
eine unendliche Reihe; ihre zeichnerische Darstellung wire eine Kurven-
schar. Betrachten wir die Funktion einmal als bekannt, so lautet ein
Teilintegral der Differentialgleichung:

a

@ =D ¢ W ywr -y (qr, gR)

Statt der willkiirlichen Konstanten q bestimmen wir die Gréfe
(qR); hierzu dient dic Wand-
bedingung, welche bei allen
Werten z > 0 und r = R den
Wert @ = 0 vorschreibt. Also

v (qR, qR) =y, (qR) = 0;
w1 (qR) ist eine oszillie-

rende Tunktion. Von den
unendlich vielen Nullstellen
derselben hat Nuflelt dic
ersten drei Nullstellen be-
rechnet.

(qR)y = vy = 2,705 ;

(qR)I =N = 6:66)

(qR), = 2, = 10,3;

+ TR

il

(qR), = n,. _'_'_'__Il };_.__.-
Es gibt also unendlich . . .
viele Teillosungen von der Fig. 58. Die Funk%o?f/nR)Ro (t/R), B, (r/R),

Form 2

—pte 22 r
Dn -e 2rwn- R Loy E—, Pn
Wir kénnen neue Funktionen R, einfihren, nach der Gleichung

r r
Rn <§> =y (7’11 : R’ Vn)-

Die von NuBelt mit den ersten drei Werten », berechneten Funktionen
R, Ry, R, sind in Fig. (58) dargestellt.
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Aus diesen unendlich vielen Teillssungen R, muB die allgemeine
Losung so zusammengestellt werden, dafl auch die Eintrittsbedingung
erfiillt wird. Hierzu — also zur Bestimmung der Konstanten D, —
dient ein Verfahren, das demjenigen bei den Fourierschen Reihen &hn-
lich ist. Nach NuBelt sind dic ersten drei Werte:

Dy = 4+ 1,477 - 0,;
D, = — 0,810 - O,;
D, = 4 0,385 - O,.

Die Gleichung des Temperaturfeldes wird dann durch eine
unendliche Reihe dargestellt:
2 r
®a(g)

0=1477-6, ¢ ¥ T w
— 08100, ¢ 2 GRR-

Bl

®
Wis
&
TN
=) =
SNa——

0,385 60, %% FE E-R, (IE{)
R e e e e e e e e (97a)
a Z T
oder o—6. (i §)
:@ad)(P ‘3%) . (97b)

Wir sehen also, daB die Gestalt des Temperaturfeldes nur von der
Kenngrofie Pe und dem Abstand z/d des Querschnittes vom Rohranfang
abhiingt und iiberdies kommen beide Werte nicht als zwei selbstindig
Argumente vor, sondern sie sind als Produkt zu einem Argument ver-
einigt.

Die GroBe ]?e-fT

stabes als Rohrlinge auffassen und gewinnen dann -durch die nach-
stehende Zeichnung ein Bild der Temperaturverteilung im Rohr.
Verfolgt man an Hand dieser Figur den Temperaturverlauf lings
des Rohres fiir festgehaltene Werte r/R (dargestellt durch die heller
schraffierte Fliche), so sieht man, daB die &uBersten Schichten fast plotz-
lich die Temperatur der Wand annehmen, und daB die iibrigen Schichten
nach MaBgabe ihrer Entfernung von der Wand nachfolgen.
Betrachten wir alsdann die Figur bei festgehaltenen Werten Pe - z/d,
so erkennen wir in den querstehenden Kurven (dunkler schraffierte
Fliche) die Darstellung der Temperaturverteilung in den einzelnen
Querschnitten. Die anfingliche Temperaturverteilung veréndert sich
zuerst rasch und dann immer langsamer; sie nihert sich hierbei
mehr und mehr der parabelihnlichen Gestalt der Funktion R, in
Fig. 58. Wenn wir uns an die Erorterungen iiber den Konvergenz.
faktor (S. 24) erinnern, so konnen wir dies Ergebnis auch aus Gleichung
(97a) ablesen. Die Temperaturverteilungen R, mit hoheren Zeigern ,,n*

kénnen wir bei entsprechender Dehnung des MaB-
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klingen mit zunehmendem z sehr rasch ab, bis zuletzt nur mehr das
erste Glied der Reihe iiberbleibt. Wir haben also hier zwei Stufen des
Vorganges zu unterscheiden ; die erste Stufe, welche sich vom Rohranfang
bis zu einem Wert z;, — den wir Schwellenwert nennen wollen — er-
streckt, steht noch unter dem EinfluB der Anfangstemperaturverteilung.
Bei der zweiten Stufe, welche vom Schwellenwert z; an bis zum Rohr-
ende reicht, ist der EinfluB der Anfangstemperaturverteilung bereits
verschwunden. Wir wollen keine neuen Bezeichnungen einfiihren, son-
dern nur von der ersten und zweiten Stufe sprechen.

a  z
md &

Fig. 69. Temperaturfeld im Rohr, nach analytischer Berechnung.

Die mittlere Fliissigkeitstemperatur @.
Aus der Definitionsgleichung (93b) fiir @ einerseits und der Gleichung

r\2
W=2~Wm<l — (—R—> )
andererseits ergibt sich

R r\2
/@'2‘Wm(l“‘(§))'2r‘ﬂ:‘dr
0
R r\2
f2-wm<1“<§>>~2r7t'dr.
6

Man dividiere Zihler und Nenner des Bruches durch 2 - w,, - 2 - R2n
und setze r/R = y:

1
fo-a—y)-y-dy
Op =2

e
[ —y)-y-dy.
0
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Der Wert des Integrales im Nenner ist 1/,; das Integral im Zahler
148t sich auswerten, indem man fir € seinen Wert aus Gleichung (97a)
einsetzt und die Reihe gliedweise integriert. Man gelangt so zu einer
neuen Reihe, deren ecrstes Glied z. B. lautet:

- a VA 1
1,477 - O, '9—3’°58'wTR'ﬁ-4-/R0 (y) - (1 — y¥ -y-dy.
0

Dieses Integral 168t sich mit Hilfe der Angaben tiber die Funktion R,
bei NuBelt berechnen. Sein Wert wurde zu 0,1389 gefunden. Der
Koeffizient des ersten Gliedes der Reihe wird damit gleich 0,821. In
derselben Weise wurden auch die anderen Glieder der Reihe berechnet
und es ergab sich:

Oy = 0821 - 0, o~ TG 4 00987 - 0, -0~
4 mmgrereom 00135 @y 0" MBS ST L L L L (98a)
- VA
AV =0, @,( vk d) ....... . (98Db)
as Es liBt sich also das Ver-

~— hiltnis Oy : @, durch eine Funk-
tion mit nur dem cinen Argn-
) ment Pe - z/d darstellen.

Yo a7 az a3 Das Verhiltnis ist fiir den
Fig. 60a. Temperatursenkung lings des Wert Null des Argumentes gleich

Rohres, nach analytischer Berechnung. »eins’, und nabert sich mit
Abszissen: (Pe - z/d) wachsendem Argument asymp-

Ordinaten: @F : @a == ¢1 (Pe . Z/d). totisch der Null.

4

Die iibergegangenc Warmemenge @ ist nach Gleichung (90Db)
gleich

- 3 2
Q= (}p'))-(@a - 0‘1@1(1)0?1“)) 'ilzji'wm

d?m . 2
ch"}}"_li—'wm'0.1'<1'"‘®1<Pe"d—)> coee . (99)

Wenn wir fiir z den Wert L einsetzen, geben diese Gleichungen den
Wirmeaustausch fiir die ganze Rohrlinge.

Das Temperaturgefille gegen dic Wand.
Durch Differentiation folgt aus Gleichung (97a)

T
r=R

d
a z
22280 B GiTE T 41,0060 285 g T ks L .| . . (100a)

%V<Ped>.........(100b)
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Den Verlauf der Funktion y Zeigt Fig. 60b. Fiir den Wert Null des
Argumentes beginnt die Funktion mit dem Wert co, nimmt dann stetig
ab und ndhert sich ebenso

wie die Funktion @; asymp- P
totisch dem Werte Null. ' |
Jo+h—t
Die Wirmeiibergangs- ||
zahl a. 01N
Fiir die Wirmemenge dQ, | ™\ | j &l
die innerhalb der Rohrstrecke ' S— : !
dz an die Wandung iibergeht, A N ’ e ——S8 SN
lassen sich die beiden Glei- o 47 a2 g2 =
chungen Fig. 60b, Temperaturgefille gegen die Rohr-
00
dQ=—1- ( ) d-r-dz wand, nach analytischer Berechnung.
or Abgzissen: (Pe - z/d)
und dQ=0a-60y-d-x.dz _ —d (38
aufstellen. Aus ihnen folgt: Ordinaten: —- ( P r) =% (Pe- 7/d).

zZ

. (o@) L_ 7‘(”?)

" L S S 4
or d @D, (Pe-—%)

Den Verlauf der Funktion y zeigt Fig. 60c. Fiir das Argument Null
ist der Funktionswert unendlich
groB3. Er nimmt dann sehr rasch —
ab und bleibt von einem be- 40 -
stimmten Argumentwert an s \ —1
praktisch konstant. Es ist dies 4, N
jener Schwellenwert, welcher die
erste Stufe von der zweite Stufe , [
trennt. Fir Werte des Argu- [ | | |
mentes, welche iiber diesem ! | , | :
Schwellenwert liegen, reduzieren ' a7 4z 43
sich die beiden Reihen (98) und

Fig. 60c. Wirmeiibergangszahl, nach
(100) auf ihre ersten Glieder und & analytischer Berechnung.

) ,
=+ 2y (rek). on

der Quotient der beiden Funk- Abszissen: (Pe - z/d);
tionen hat dann fiir alle Argu- . d Po- z/d
mente den Wert 2,996 : 0,821 Ordinaten: & -7 = ¢ (Pe- z/ >

= 3,65. Die Lage des Schwellen-
wertes hangt natiirlich von der gewihlten Gena,ulgkelt ab. Rechnet
man mit einer Genauigkeit von 19, so wird

a Z ~
(Wm 3 d) =005 . . .. ... .(l02)

Die vorstehende Rechnung weicht in ihrer zweiten Hilfte zum Teil
von der NubBeltschen Arbeit ab.

Es hat ndmlich NuBelt seine ganze Berechnung fiir die mittlere Tem-
peratur ©qdes Querschnittes (vgl s, 175) und nicht wie wir es stets halten



188 : Wirmeleitung in Fliissigkeiten.

wollen, fiir die mittlere Temperatur O der Flissigkeit durchgefithrt. Fiir
die zweite Stufe des Vorganges ist Oy 1,4lmal so grof als 6q; fir die
erste Stufe ist das Verhiltnis verinderlich zwischen 1,00 und 1,41. Ebenso
hat NuBelt die W.U.Z. durch die Gleichung

dQ=2a-(tq —tw)-dF .z
definiert, wihrend wir die Gleichung (91d)

dQ=a-(tp — tw)-dF-¢
gelten lassen. Infolgedessen sind die Werte, welche NuBelt fir a be-
rechnet, 1,00 bis 1,4Tmal grofler als die in Fig. 60c dargestellten Werte.

Beurteilung des Rechnungsganges.

Bevor wir zu einer Besprechung der gefundenen Ergebnisse vom
physikalischen Standpunkte aus iibergehen, wollen wir uns itber den
Wert der Ergebnisse in bezug auf Genauigkeit und Zuverlissigkeit klar
werden.

Vor allem sei nochmals hervorgehoben, dafl der ganze Rechnungs-
gang nur fir geordnete Strémung gilt.

Bei Gelegenheit der Aufstellung der Differentialgleichung (S. 182)
haben wir verschiedene, vereinfachende Annahmen gemacht, von denen
dig eine Annahme

020 9260 1 96

fz* ~9r* ' r Jr
nicht weiter begriindet wurde.

Eine genauere Rechnung wiirde uns zeigen, daB diese Bedingung
fiir die zweite Stufe des Vorganges geniigend erfiillt ist. Fir Werte des
Argumentes (Pe - z/d), welche dagegen wesentlich unterhalb des Schwellen-
wertes liegen, trifft unsere Annahme nicht mehr zu, vor allem nicht
fiir die Stellen z = 0 und r = R. Hier ist nicht nur § 6/0z, sondern auch

2
8202 unendlich groB. An dieser Stelle findet also eine sehr starke
axiale Warmeabstromung durch Leitung statt und dies macht das
genauer Bestchen der Eintrittsbedingung bei vorgeschalteter Beruhigungs-
strecke unméglich. Andererseits lassen sich aber keine anderen Eintritts-
bedingungen aufstellen, welche die tatsichlichen Verhdltnisse besser
wiedergeben, ohne dabei die rechnerischen Schwierigkeiten allzusehr
zu erhéhen. Wir diirfen also nicht erwarten, daf die Zahlenwerte, welche
in den Ergebnissen unserer mathematischen Berechnungen enthalten
sind, vollkommen richtig sind. Dagegen werden die GesetzmaBigkeiten,
die wir aus unseren gewonnenen Gleichungen herauslesen koénnen,
ihrem Sinne nach richtig sein.

Es ist hier die Stelle eine Bemerkung iiber den Wert einer
solch rein analytischen Behandlung von Aufgaben iiber den Warme-
iibergang einzufiigen. Im Wesen dieser Vorginge liegt es begriindet,
daB sie einer mathematischen Behandlung erst nach Einfithrung ganz
erheblich vereinfachender Annahmen zugénglich werden. Damit werden
natiirlich die Ergebnisse rein zahlenmafBig genommen, stets ungenau.
In der Gewinnung dieser Zahlenergebnisse liegt aber auch gar nicht
der Hauptwert solcher Berechnungen, sondern in der Klidrung unserer
Anschauung vom Wesen der Vorgénge.



Aufgezwungene Stromung. — Im geraden Rohr. 189

Schon die Fassung des Wortlautes der Aufgabe, insbesondere die
Aufstellung der Randbedingungen zwingen uns zum Nachdenken iiber
die den Vorgang beeinflussenden Umstinde, erleichtern uns aber auch
gleichzeitig das Auffinden dieser Umstdnde. Die Gestalt des Geschwindig-
keits- und des Temperaturfeldes, welche bei der Berechnung der Wérme-
mengen nur als Zwischenergebnisse aufzufassen sind, gewidhren einen
Einblick in die Art des Warmetransportes im Feld. Die Schluflergeb-
nisse endlich, welche sich auf die Wirmemengen beziehen, sind zwar
nicht zahlenméfig, aber doch ihren wesentlichen Grundziigen nach richtig.
Der experimentellen Forschung verbleibt dann nur noch die Aufgabe,
die- Ergebnisse der Theorie nachzupriifen und zu verbessern.

d) Die Aussagen der Theorie fiir die geordnete Stromung. Das Prinzip
der Ahnlichkeit hatte uns gelehrt, daB der Temperaturabfall Oy : &,
langs des Rohres und auch die W.U.Z. von den GroBen

z 0 "
(Re, Pe, T E) abhéngt.

Weitere Aufschliisse kénnen wir aus der analytischen Losung ge-
winnen. Diese zeigt, dal bei vollstindig glatten Rohren und bei geord-
neter Stromung die Gr68e Re als Argument verschwindet. Der Grund
ist folgender: Das Temperaturfeld ist zwar in seiner Gestalt von der
Gestalt des Geschwindigkeitsfeldes abhangig. Da dieses aber — solange
nur Re < Reyyy ist, — vom speziellen Wert Re unabhingig ist, so ist
auch das Temperaturfeld bei Re < Reyy, vom Werte Re unabhingig.

Uber den Einflu des letzten Argumentes, der relativen Rauhigkeit
0:d, vermag uns die Theorie keinen AufschluB3 zu geben; wir miissen
uns auch bei der weiteren Besprechung auf glatte Rohre beschrinken.

Es verbleiben dann nur mehr die beiden Verénderlichen Pe und z/d
und hier zeigt sich nochmals eine Vereinfachung, indem sich diese beiden
zu dem einen Argument

Pe . a-z inigen 1
e A v dE vereinigen lassen.

Davon ist in den Figg. 60 bereits Gebrauch gemacht. Fiir eine Be-
sprechung der -Ergebnisse vom physikalischen Standpunkte aus ist
jedoch diese Vereinigung nicht zweckméBig. Wir wollen hier lieber
die Funktionen als solche mit zwei Argumenten bestehen lassen; ihre
zeichnerischen Darstellungen haben also durch Kurvenscharen und
nicht durch einzelne Kurven zu erfolgen, und zwar konnen diese Kurven-
scharen aus den entsprechenden Einzelkurven der Figg. 60 durch einfache
Dehnung des Abszissenmaflstabes abgeleitet werden.

Die Anderung der Flissigkeitstemperatur des Rohres.

In Fig. 6la sind die Durchmesserlingen z/d als Abszissen und die
Werte Oy : 0, als Ordinaten aufgetragen. Die Kurven sind Kurven

konstanter KenngroBe Pe. Fig. 6la ist ein Bild der Gleichung
Op: 0, = d)d-ﬂ)(

Wp-d z
:d'
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Die einzelnen Kurven zeigen, wie sich die Fliissigkeit bei den ver-
schiedenen Strémungszustinden lings des Rohres abkiihlt. Hierbei sind
die einzelnen Strémungszustinde durch ihre Kenngréfle (wy -d):a ge-
kennzeichnet. Die Art der Temperatursenkung mit wachsender Rohr-
liange ist bei allen Werter? der KenngroBen dieselbe; der absolute Betrag
der Senkung ist dagegen von der KenngriBe abhingig. Die Temperatur
fallt um so rascher, je kleiner 1: Pe ist, also je kleiner wy,, je kleiner d
und je grofler a ist.

10

054

Tig. 61a. Temperatursenkung lings des Rohres nach analytischer Berechnung.
Abszissen: z/d;

wl'ﬂ
Parameter:

Ordinaten: 6y : @,.

>

w20 & w7 5 &2 7 & 57 /g

Fig. 61b. Wirmeiibergangszahl nach analytischer Berechnung.
Abszissen: z/d;

W -
Parameter: 2

Njae

Ordinaten: a -

Die Warmeibergangszahl,
Die Fig. 61b stellt die Gleichung

Wnd z

ol )
47T Y=o a 'd
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graphisch dar. Sie zeigt, daBl bei jedem Wert der Kenngrofle (wy, - d/a)
die W.U.Z. mit wachsendem z abnimmt und sich stetig dem festen

Wert 3,649 - gnéi,hert.

e) Die Aussagen der Theorie fiir turbulente Stromung. Da es nicht
moglich ist, das turbulente Stromungsfeld durch einen einfachen, ana-:
lytischen Ausdruck darzustellen, so ist es auch nicht moglich, der Dif-
ferentialgleichung eine so einfache Gestalt zu geben, daf ihre Integration
moglich wire. /

Wir miissen deshalb beim turbulenten Strémungszustand auf eine
analytische Behandlung der Aufgabe verzichten und sind in der Haupt-
sache auf den Versuch angewiesen. Jedoch befihigt uns die Theorie
noch in mancher Hinsicht dem Versuch vorzuarbeiten.

Die Wiarmeleitung in einer turbulenten Fliissigkeit.

Wenn wir bei einer turbulenten Fliissigkeit ein Fliissigkeitsteilchen
auf seiner Bahn verfolgen, so kénnen wir seine Bewegung in eine stetig
fortschreitende und in eine oszillierende zerlegen. Das Feld der fort-
schreitenden Bewegung kann nach verschiedenen Messungen durch
eine Kurve dargestellt werden, welche der Parabel dhnlich ist (Fig. 56b),
nur daf} sie einen breiteren Scheitel besitzt. Man darf annehmen, daB
der Charakter dieser Kurve, sowie einmal Turbulenz eingetreten ist,
sich nicht mehr wesentlich #ndert, also vom speziellen Wert Re ziemlich
unabhingig ist. Das Temperaturfeld, das unter dem EinfluB dieses
unverinderlichen Strémungsfeldes allein entstiinde, wiirde dem in Fig. 59
dargestellten dhnlich sein und wiirde also vom Werte Re ziemlich un-
abhingig sein, solange nur Re ™ Reyy;, ist.

Nun kommt noch die Wirkung der oszillierenden Bewegung dazu.
Da die Schwingungen der Teilchen in allen Richtungen erfolgen, so
erfolgen sie auch in Richtung des Radius, also in Richtung eines starken
Temperaturgefilles. Sie bewirken damit einen Warmetransport durch
Konvektion, welcher in seiner Wirkung einer Vermehrung der W.L.F.
gleichkommt. Es kann als wahrscheinlich gelten, dafl der Mittelwert
der Schwingungsdauer eines Teilchens und der Mittelwert der Ausschlige
cines Teilchens von dem Zahlenwert der Kenngréfe Re abhéingt. Daraus
ware dann zu schlieBen, da auch die scheinbare Vermehrung der W.L.F.
von Re abhingt. ‘

Man hat versucht, der Turbulenz durch Einfilhrung eines erhéhten
Wertes von 4 — der sog. Turbulenzwiirmeleitfihigkeit — Rechnung zu
tragen. Lsist dies ein Ausweg, welcher dem der Einfihrung einer Turbulenz-
reibungsziffer in der Hydrodynamik nachgebildet ist. Obwohl ich den
Gedanken einer scheinbaren Vermehrung der W.L.F. fiir geeignet halte,
die Vorstellung zu unterstiitzen, so erwarte ich mir doch von einer Uber-
nahme dieses Begriffes in die Zahlenrechnung keinen Vorteil, da fiir
die Wahl des Turbulenzwertes jeder Anhalt fehlt.

Nachdem nun unserer Hilfsvorstellung gemiB die Turbulenz in ihrer
Wirkung nur einer Vermehrung der W.L.F. gleichkommt, so diirfen
wir annehmen, daB auch bei der turbulenten Strémung das Temperatur-
feld in seinen wesentlichen Ziigen der Darstellung in Fig. 59 entspricht
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und dal fiir die Werte (@ : 6,) und (a - d/1) dhnliche GesetzmiBigkeiten
gelten, wie sie durch die Figg. 6l1a und 61b gegeben sind, vor allem
daf} die Warmetibergangszahl lings des Rohres abnimmt.

Die Wirkung der Prandtlschen Grenzschicht.

Wiahrend bei der geordneten Strémung im ganzen Feld ein einheit-
licher Strémungszustand herrscht, bestehen bei der turbulenten Stro-
mung zwei Gebiete verschiedener Stromungsart infolge des Auftretens
der Laminarbewegung in der Grenzschicht an der Wand.

Die Wirkung dieser Grenzschicht auf den Warmeiibergang zeigt unter
Zuhilfenahme des Begriffes der Turbulenzleitfahigkeit die folgende
Uberlegung: In der Grenzschicht herrscht eine geringere W.L.F. als
im tbrigen Feld. Infolgedessen wird (bei gleicher Temperaturdifferenz
(tp — tw) der Wirmeiibergang mit abnehmender Dicke der Grenz-
schicht zunehmen. Da nun wahrscheinlich die Dicke der Grenzschicht
in geringem MaBe mit zunehmendem Werte Re abnimmt, so ist zu er-.
warten, dal der Wirmeiibergang mit wachsendem Re ebenfalls etwas
zunimmt.

Die Rauhigkeit der Rohrwand.

MaBgebend ist, wie schon frither erwdhnt, die auf den Durchmesser
bezogene Rauhigkeit d/d.

Die Rauhigkeit der Wand beeinflufit in geringem Grade den Eintritt
der Turbulenz, indem eine grofle Rauhigkeit den kritischen Wert der
Reynoldsschen Zahl etwas herabdriickt. Vor allem aber beeinflufit
sie die Gestalt des Geschwindigkeitsfeldes, was durch einen vermehrten
Stromungswiderstand nachweisbar ist. Uber diese Beeinflussung des
Geschwindigkeitsfeldes ist Genaueres nicht bekannt und deshalb kann
die Wirkung der Rauhigkeit auf den Warmeiibergang nur durch den
Versuch ermittelt werden.

f) Kurze Zusammenfassung der theoretischen Ergebnisse. Die Theorie
ist also nicht imstande das Problem des Wirmeiiberganges im Rohr
vollstindig zu 16sen, sondern sie muf die endgiiltige Losung des Problemes
der experimentellen Forschung zuweisen.

Die Leistungen der Theorie bestehen vor allem in der Aufstellung
der beiden Gleichungen (96a) und (96c¢)

) o Wy d-g Wy d 1£>
@F.@a'——@( H b a ’d’d
a4 (wm-d-g W - d E—E)
@Y u  a ’dd

Durch diese beiden Gleichungen ist vor allem das eine erreicht, daf3
der experimentellen Forschung eine klare und physikalisch einwandfrei
formulierte Aufgabe gestellt ist. Zweitens ist durch diese Gleichungen
die Zahl der unabhingigen Verinderlichen in den gesuchten Funktionen
von 7 auf 4 herabgemindert.

Dariiber hinaus sagt die Theorie voraus, daf die KenngréBe
(Wi - d - p/u) von geringem EinfluB ist, so daBl sie in erster Annahe-
rung aus den Gleichungen fortgelassen werden kann.



Aufgezwungene Stromung. — Im geraden Rohr. 193

Uber den ungefihren Charakter der Funktionen

Wnd z) (Wm'd z)

D; - const (““él““, “d"> und Y3 = const. T d

gibt die Theorie weitgehendste Aufschlisse. Nur iiber den Einflufi
der Rauhigkeit 6/d vermag die Theorie nichts auszusagen.

g) Die Ergebnisse der experimentellen Arbeiten.

Die Versuche von NuBelt (Habilitationsschrift).

Der Versuchsapparat bestand in der Hauptsache aus einem nahtlos
gezogenen Messingrohr von 22,01 m/m innerem Durchmesser, welches auf
der AuBenseite durch kondensierenden Dampf auf gleichm#Biger, hoher
Temperatur gehalten wurde. Durch das Innere dieses Rohres stromte
das untersuchte Gas.

Die Stromungsgeschwindigkeit wurde aus dem Gasvolumen berechnet
und die Oberflichentemperatur mittels Thermoelemente direkt gemessen.
Die Temperaturen im Inneren des Gasstromes bestimmte NuBelt mit
Hilfe eines Widerstandsthermometers, welches iiber den ganzen Rohr-
querschnitt gitterartig ausgespannt war und welches lings des ganzen
Rohres verschoben werden konnte. NuBelt bestimmte also damit den
Mittelwert tq im Querschnitt und nicht die mittlere Temperatur tg
des Gases.

Die Zahlentafeln Nr. 3, 4 und 5 der Verdffentlichung geben eine Zu-
sammenstellung der Versuchsablesungen und der errechneten W.U.Z.

NuBelt fiihrte simtliche Versuche mit demselben Rohr durch, er
verzichtete also auf eine Bestimmung des Einflusses von Rohrdurch-
messer und Rauhigkeit der Wand. Auch der Einflul der Rohrlinge
1aBt sich aus den NuBeltschen Versuchen nicht feststellen, da meist
mit derselben MeBstrecke gearbeitet wurde. Die NuBeltschen a-Werte
konnen als Mittelwerte lings einer Rohrstrecke von etwa 25 Durchmesser-
langen gelten, die in der Niahe des Rohranfanges liegt.

Dagegen untersuchte NuBelt die Abhiingigkeit der W.U.Z. von der
Stromungsgeschwindigkeit w,, und von der physikalischen Natur des
stromenden Korpers, also von seinen Stoffwerten g, 1, ¢, und p und
zwar verdnderte er diese Werte durch Verwendung verschiedener Gase
(PreBluft, Leuchtgas und Kohlensiure) und bei PreBluft noch iiberdies
durch Verinderung des Druckes (rd. 1,15, 2, 4, 7, 10, 13 und 16 at.).
Fliissigkeiten hat NuBelt nicht untersucht.

NuBelt beschrinkt sich also darauf, die Gestalt der Funktion in
der vereinfachten Gleichung

« & Funkt 5 , <Vl’£“~519 Y’H-‘*) . ... (103a)
A @9\ w a
zu finden. Da nach unseren obigen theoretischen Ausfithrungen die
KenngréBe Re von geringem Einfluf} ist, so konnen wir die Gleichung
zuniichst einmal weiter vereinfachen, indem wir setzen:

d W d

- -z = Funkt 8 1z L (104a)
. (& %)

Gréber, Wirmeleitung und Warmeiibergang. 13
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Um nun diese Funktion zu finden, kann man etwa wie folgt vorgehen :

Man berechnet fiir einen beliebig herausgegriffenen Versuch die
Werte (wp, - d/a) einerseits und (a - d/1) andererseits, und tréigt in einem
Schaubild z. B. den ersten Wert als Abszisse, den zweiten Wert als Or-
dinate auf. Aus Griinden, die wir spiater kennen lernen werden, wahlt
man zweckmifBigerweise gleich ein logarithmisches Koordinatensystem.
Man erhilt so im Schaubild einen Punkt, welcher den herausgewihlten
Versuch darstellt, z. B. Versuch Nr. 37 in Fig. 62.

Zahlentafel Nr. 14.

Versuchswerte nach Nuflelt.

W - L - d | .
Nr. 1 v_vma_d o % Nr.| p ‘ ‘L'%«g a- —3— ‘Nr.% P ‘Ea:J:—l a %
| | T
1 397 | 6,28 | 25 | 1447 13,15 46 | 3942 | 2342
2 812! 6,72 | 26 L 2876 1 15,83 | 47 | 8110 | 34,58
3 1153 | 6,61 | 27| . 6660 @ 29,2448, 19030 | 64,8
4 1890 | 836 |28 % | 12880 | 49,82 491 38050 | 116,8
5% 3625 1643 [ 298 | 23660 | 824050 [ 2 | 53750 | 152,0
6w | 5388 23,95 |30 7 133920 | 112,6 | 51 | = | 54350 | 153,6
TS| 7430 31,68 (311 £ 46300 | 14,0 | 52 B | 55900 | 158,0
817 110460 | 41,95 | 32| = 147100 | 1334 |53 £ !57100 | 164,0
9 2 13270 | 5030 |33 | 57 800 l 168,2 | 54 1 80320 | 212,0
10 ‘ 116300 | 58,85 [ 341 165700 | 186,0 | 55 j J 87 800 | 222,0
11, 117650 | 64,00 [ 351 | 1856 1855 |56 | 96500 | 268,0
1221920 77,65 | 36 3406 | 19.50 | 57 | 99 850 | 254,5
13| 24900 | 82,75 | 37| 6175 | 27,88 |58 | 5430 . 29,38
14 A0 8,72 |38 | 12020 (48,08 |50 = 10410 | 43,20
15 S 1471 9,99 139 = | 23000 803 |60| ™ 28330 96,1
16 3363 . 18,33 [ 402 & 135400 | 111.8 | 61 | — ' 55400 | 168,9
17| . 6545 | 20.80 |40b: = 135750 | 104,6 |62 £ | 77100 | 2183
181 % 13060 | 52,60 [ 41 F 51200 1469 [63: " 96700 | 2334
19| 2 (13050 | 495 [42 ! = | 53280 | 159,6 |64 [ 5010 32,52
20| o 20470 | 72,7 | 43 53800 | 148,3 | 65 < | 10950 ' 46,15
210 § 26500, 87.8 |44 ! 78500 2150 | 66 ' © | 9900 | 42,40
22| 7 31700 {106.8 | 45 91600 | 243.0 | 67 - | 28 500 | 95,3
23 140850 (1241 |7 T T 68 5 | 58450 | 168,7
24 ' 44580 |132.7 ; ' 690 7 177800 | 215.6
' | H :

In derselben Weise stellt man erst einmal alle jene Versuche dar,
welche mit Luft vom selben Druck ausgefiihrt wurden, also alle jene
Versuche, fiir welche annihernd gleiche Stoffwerte gelten. Die Versuche
unterscheiden sich aber durch verschiedene Strémungsgeschwindigkeit w,
und verschiedene W.U.Z. und ergeben damit verschiedene Werte

W - d und aé.

a A
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Die so entstehenden Punkte kann man durch eine Kurve verbinden
und diese Kurve ist das Abbild der gesuchten Funktion in Gleichung
(104a). In Fig. 62 ist dies die stark ausgezogene Linie.

Wir kénnen nun noch eine Probe auf die Richtigkeit des Prinzipes
der Ahnlichkeit machen. Nach diesem Prinzip gehért zu einem will-
kiirlich gewshlten Argumentwert (wy, - d/a) ein ganz bestimmter Funk-
tionswert (a -d/A), und dieser Wert ist unabhiingig davon, wie sich
das Argument im einzelnen zusammensetzt.

Wenn wir also aus den NuBleltschen Versuchen eine Versuchsreihe
mit anderem Druck der PreBluft, also mit anderen Werten a heraus-
greifen, so mul die Kurve, welche diese Versuchsreihe liefert, sich vollig

25

2,0~

&5 Jg J5 fo

ot
N

X

Abszissen: log ';V%.Jj‘_

Fig. 62, Versuchsergebnisse von NuBelt d:
Ordinaten: log & - T
mit der Kurve der ersten Versuchsreihe decken. NuBelt hat im ganzen
7 Versuchsreihen mit Drucken von 1—16 at durchgefiihrt. Die Fig. 62
stellt in den gestrichelten Linien diese Kurven dar. Man erkennt daraus,
dafl sich diese Kurven nur fiir Argumentwerte, welche gréBer als 10000
sind, véllig decken; fir kleinere Werte des Argumentes weichen die
Kurven sehr stark voneinander ab. Der nichstliegende Gedanke, daf3
es sich bei diesen niederen Argumentwerten um geordnete Strémung
handelt, kann nicht richtig sein, denn auch bei der geordneten Strémung
miifiten sowohl nach dem Ahnlichkeitsprinzip als nach der analytischen
Loésung die Kurven sich decken. '

Eine geniigende Erklirung fiir diese Erscheinung vermag ich nicht
zu geben. Jedenfalls ist das eine sicher, daf die Gleichung (104a) fiir
diese geringen Stromungsgeschwindigkeiten nicht mehr richtig ist, ent-
weder weil die Kenngréfle Re nicht mehr ohne EinfluB ist, oder weil

13+
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sich infolge der geringen Geschwindigkeit der Auftrieb der wirmeren
Luftteilchen bemerkbar macht, so daB die Aufgabe nicht mehr in das
Gebiet dieses Abschnittes C gehort, weil neben den duBeren auch noch
innere Bewegungsursachen auftreten. Eine vollige Klirung diirften wohl
nur weitere Versuche bringen.

Wir miissen uns deshalb auf das Gebiet (wy -d/a) > 10000 be-
schrinken. Hier zeigt sich, daB sich die Kurven fiir PreBluft bei ver-
schiedenen Drucken und auch fiir Leuchtgas und Kohlensiure voll-
stindig decken, daf also fiir dieses Gebiet die Gleichung (104a) richtig ist.

Ferner zeigt sich, da die Kurve im logarithmischen Koordinaten-
system eine Gerade wird, daB sich also die Funktion durch eine Potenz-
funktion darstellen 1aBt. Es ergibt sich die Gleichung:

d . d) 0,786
auqumm-(“ % ..... . (104b)
a
oder wenn wir Wy = §6~(1)—6—Wm einfithren, erhalten wir
4 g - d>0,786
a=—=18] ( ) . (104c)

NuBelt selbst gibt in seiner Habilitationsschrift den Wert 15,90
statt 18,1 an, weil er damals noch mit dem Wert Aw,,q auf der linken
Seite der Gleichung gerechnet hat.

Die Gleichung (104 ¢) kann noch ergéinzt werden. Durch ein genaueres:
Auswertungsverfahren fand NuBelt, dafl die Kenngrée Re nicht ganz
ohne Einfluf} ist. Aus den Gleichungen (32), (51) und (44¢) der NuBlelt -
schen Arbeit 148t sich die genauere Gleichung

.d -0\~ 0,064 .\ 0,850
o2 :koeff-(-—vf"ﬂ—d—@_> -(Yvﬂ-—@) . . . (103b)
yi .M a
ableiten.

Wegen der geringen Verinderlichkeit der ersten Potenzfunktion

ist diese genauere Formel von geringer praktischer Bedeutung.

Andere Versuche mit Gasen und Dimpfen.

Aufler den NuBeltschen Versuchen seien noch die nachstehenden
Versuche angefiihrt. Sie sind nach der Zeit ihrer Verdifentlichung
geordnet:

Josse, ,,Versuche iiber Oberflichenkondensatoren, insbesondere fiir
Dampfturbinen‘‘. Zeitschr. d. Ver. d. Ing. 1909, S. 328.

Jordan, ,,On the rate of heat transmission between fluids and metal
surfaces“. Proc. Instit. of Mech. Eng. 1909, II, S. 1317.

Rietschel, ,,Untersuchungen iiber Wirmeabgabe, DruckhShenverlust
und Oberflichentemperatur bei Heizkorpern unter Anwendung grofler
Luftgeschwindigkeiten®. Mitteilung der Priifungsanstalt fiir Heizungs-
und Liiftungseinrichtungen. Heft 3. Techn. Hochschule Berlin 1910.

Gréber, ,,Der Warmeiibergang stromender Luft an Rohrwandungen®.
Mitteil. iiber Forschungsarbeiten. (Ver. d. Ing.). Heft 130.
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Poensgen, ,,Uber die Warmeiibertragung von strémendem, iiberhitztem
Wasserdampf an Rohrwandungen und von Heizgasen an Wasser-
dampf”. Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1916. 8. 27.

Aus allen diesen Versuchen kénnen wir — ebenso wie wir es bei den

NuBeltschen Versuchen getan haben — die zusammengehorigen Werte-

d und 2m d
A a

paare a-

20 30 40 50

Fig. 63. Wirmeiibergangszahl na.ch verschxedenen Versuchen.

Abszissen: log

Ordinaten: log (a %}

berechnen und in einem logarithmischen Koordmatensystem auftragen
und erhalten, damit Kurven, welche die Funktion in Gleichung (104a)
darstellen.
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Da bei Flissigkeiten die Wirmeleitfahigkeit 4 und ihre Abhingigkeit
von der Temperatur nur sehr ungeniigend bekannt sind, so lifit sich aus
den Versuchen mit Fliissigkeiten die GroBe (w,, - d/a) nicht mit gentigender

Genauigkeit berechnen. Aus diesem Grunde miissen wir uns bei dieser
ganzen Betrachtung auf die Versuche mit Gasen und Dampfen beschrinken.
Betreffs des Warmeiiberganges bei Wasser verweise ich auf die Versuche
von A. Soennecken, ,,Der Wirmeiibergang von Rohrwinden an stro-
mendes Wasser”, Dissert. Techn. Hochschule Miunchen 1910. Wihrend
der Drucklegung des Buches erschien die Arbeit von Prof. M. Jakob der
Phys. techn. Reichsanstalt, iiber die W. L. F. von Wasser. Sie konnte
jedoch nicht mehr beriicksichtigt werden.

Die Fig. 63 ist eine Zusammenstellung dieser Funktionen fiir alle
angegebenen Versuche. Auf den ersten Blick scheint die Ubereinstim-
mung zwischen den einzelnen Versuchen eine sehr gute zu sein. Allein
‘es liegt hier ein logarithmisches Koordinatensystem vor und bei dem
gewithlten MaBstab bedeutet ein Ordinatenunterschied von 5 mm eine
Abweichung zwischen den Versuchswerten von 309/, so daB zwischen
den einzelnen Versuchen doch ganz erhebliche Unterschiede bestehen.
Dies kann uns aber nicht iiberraschen, wenn wir bedenken, daf} es sich
hierbei um Versuche mit ganz verschiedenen Versuchsanordnungen und
unter ganz verschiedenen Versuchsbedingungen handelt. Bei Bewertung
dieser Versuchsunterschiede sind folgende 10 Punkte zu beachten:

1. Die Wirmeiibergangszahlen, welche sich aus den einzelnen Ver-
suchsanordnungen ergeben, sind entweder Mittelwerte iiber verschiedene
Rohrliangen oder sie beziehen sich auf Querschnitte in verschiedenen
Abstinden vom Rohranfang. Mit anderen Worten, die Gleichung (104a)
und damit auch unsere Darstellung in Fig. 63 beriicksichtigt das Argu-
ment z/d nicht. Uberdies sind die hydrodynamischen und die thermischen
Eintrittsbedingungen bei den einzelnen Versuchen ganz verschieden,
indem ein Teil der Versuche mit einer vorgeschalteten Beruhigungs-
strecke, ein anderer Teil ohne eine solche durchgefiihrt wurde.

2. Das Schaubild 63 beriicksichtigt die Kenngrofle Re nicht. Wir
wissen zwar aus den friiheren, theoretischen Erorterungen, daf fiir
manche Stromungsbereiche die Reynoldsche Zahl tatsdchlich auf die
Gestalt des Temperaturfeldes ohne merklichen EinfluB ist; allein wir
konnen in keiner Weise angeben, welches die Kennzeichen und die Grenzen
dieser Bereiche sind. Es besteht somit die Moglichkeit, dall wir den
Einflull der Kenngréfle Re auch dort vernachliassigt haben, wo dies
nicht zuldssig gewesen wire.

3. Der Einflu der relativen Rauhigkeit 6/d ist in der Zusammenstel-
lung 63 nicht beriicksichtigt.

4. Die meisten Versuche beziehen sich auf turbulenten Stromungs-
zustand. Wir kénnen jedoch nachtriglich nicht mehr feststellen, ob
sich nicht Versuche oder Versuchsreihen darunter befinden, welche
mit geordneter Stromung durchgefiihrt wurden.

5. Bei geringer Stromungsgeschwindigkeit besteht die Moglichkeit,
dafl sich der Auftrieb der wirmeren und damit leichteren Gasschichten
gegeniiber der Hauptstrémung bemerkbar macht.

6. Die Stoffwerte 1, ¢, p und u sind von der Temperatur abhingig,
sie werden also innerhalb des Feldes je nach Abstand von der Rohr-
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wandung und vom Rohranfang verschieden grof} sein. Die Wahl der
mittleren Temperatur T, (vgl. S. 178) und damit die Bestimmung
der Mittelwerte 1,, usw. war ziemlich willkiirlich und damit ist sicher-
lich auch die Moglichkeit einer Fehlerquelle gegeben.

7. Nach der Art, wie diese Mittelwerte A, usw. berechnet sind, wére
es gleichgiiltig, ob die Wirme von der Wand an das Gas oder vom Gas
an die Wand iibergeht. Ob dies tatsichlich richtig ist, vermag nur der
Versuch zu entscheiden. Die bisher vorliegenden Versuche geben jedoch
dariiber noch keinen Aufschluf.

8. Bei den meisten Versuchen ist bei der Temperaturmessung im
Gasstrom die mittlere Temperatur Tq im Querschnitt gemessen worden.
Die Berechnung der W.U.Z. wurde aber dann mit Hilfe der Gleichungen
von S. 205 durchgefiihrt und dabei nicht beachtet, dafl T nicht gleich Ty
ist. Dadurch kénnen Fehler bis zu einem Hochstmafl von 30°/, vor-
kommen.

9. Unsere Kenntnis der Zahlenwerte 4 (und damit auch der Zahlen-
werte a) bei den einzelnen Gasen und Dampfen und ihrer Verinderlichkeit
mit der Temperatur ist eine so unsichere, dafi wir hier mit nicht un-
bedeutenden Fehlerquellen rechnen miissen.

10. Dieser letzte Punkt betrifft die eigentlichen Versuchsfehler.
Jeder Ingenieur oder Physiker, der schon Versuche auf dhnlichem Gebiet
gemacht hat, weil, wie schwer es hier ist, nicht nur Meffehler, sondern
auch Falschmessungen zu vermeiden. Vor allem kommen Fehler vor
bei der Bestimmung der Wirmeverluste und bei den Temperaturmes-
sungen (vgl. Knoblauch und Hencky, Anleitung zu genauer techn.
Temperaturmessung, Miinchen, Oldenbourg, 1919).

Wenn man die Bedeutung dieser 10 Punkte beriicksichtigt, wird man
es nicht mehr befremdend finden, dafl das Schaubild 63 keine bessere
Ubereinstimmung zwischen den Versuchen aufweist. Es ist nicht mdg-
lich, durch nachtrigliche Beriicksichtigung obiger 10 Punkte das Schau-
bild noch zu berichtigen, teils weil wir heute noch nicht in der Lage
sind, diese Einfliisse zahlenm#Big in Rechnung zu setzen, teils weil die
verdffentlichten Versuchsberichte nicht geniigenden Aufschlufl tiber die
Versuchsbedingungen geben.

So kénnen wir denn heute das Problem des Wirmeiiberganges im
geraden Rohr trotz der vielen vorliegenden Versuche noch immer nicht
als geldst betrachten.

Notwendigkeit weiterer Versuche.

Aus diesem Grunde ist eine zusammenfassende Experimentalunter-
suchung auf breitester Grundage und unter Beriicksichtigung aller bis-
her erwidhnten, theoretischen Erwigungen durchaus nétig.

Die Versuchsanordnung miiBte so beschaffen sein, daf im selben
Apparat ein moglichst ausgedehntes Gebiet untersucht werden kénnte.
BEs ist von der Versuchseinrichtung zu verlangen:

1. Einwandfreie Verwirklichung der beiden wichtigsten hydrodynami-
schen und thermischen Eintrittshedingungen, namlich des direkten Ab-
flusses aus einem groflen Gefafl ohne Beruhigungsstrecke und der Stro-
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mung mit vorgeschalteter Beruhigungsstrecke. Der erste Fall ist der
technisch weitaus wichtigere.

2. Verianderlichkeit der bezogenen Rohrlinge 1/d bei festgehaltenem
Durchmesser.

3. Verénderlichkeit des Durchmessers d bei festgehaltenem 1/d.

4. Messung der mittleren Fliissigkeitstemperatur ty und nicht tq.

5. Verinderlichkeit der Fliissigkeits- und Wandtemperatur, még-
lichst auch unter Ausdehnung auf das Gebiet unter Null Grad durch
Verwendung von Kilteanlagen.

6. Verinderlichkeit des Druckes von hohem Druck bis zu starkem
Vakuum.

7. Verwendbarkeit wverschiedener Gase, iiberhitzter Démpfe und
tropfbarer Fliissigkeiten.

8. Ubergang der Wiarme von der Wand an die Fliissigkeit und um-
gekehrt.

9. Verwendbarkeit von Rohren verschiedener Oberflichenbeschaf-
fenheit.

10.¢ Veriinderliche Lage des Rohres, nimlich wagrecht und senk-
recht; im letzteren Falle sowohl Strémung von oben nach unten als
auch umgekehrt,

11. Verwendbarkeit von Rohren verschiedenen Querschnittes (vgl.
spiater S. 214).

12. Die Moglichkeit bei jedem Versuch auch den Druckverlust zu
messen. Diese Forderung ist vor allem aus praktischen Griinden sehr
wichtig (s. S. 208). Sie ist aber auch notwendig, um die Verhiltnisse
des kritischen Zustandes studieren zu konnen. Es besteht ndmlich die
Vermutung, dafl beim Vorhandensein von groen Temperaturdifferenzen
im Rohrquerschnitt der Ubergang von der geordneten Stromung zur
turbulenten Strémung allméhlich stattfindet und nicht wie bei dem
Rohrproblem der reinen Hydrodynamik plétzlich (S. 164).

Diese Versuche werden natiirlich in erster Linie auf die Bestimmung
der W.U.Z. gerichtet sein. Dazu tritt aber als eine gleich wichtige Auf-
gabe die direkte Bestimmung des Verhiltnisses ,,Endtemperaturdif-
ferenz zu Anfangstemperaturdifferenz‘, also die Bestimmung der Funk-
tion @ in der Gleichung (96a)

z

(1 — t) © (b0 — ) = @ (Be, P, %, 2.

Damit diese Versuche voll ausgeniitzt werden konnen, damit aus

ihnen auch wirklich alles herausgeholt werden kann, was sie zu bieten

vermdogen, ist eine genaue Kenntnis der Stoffwerte 4, ¢;, y und g und

ihrer Abhingigkeit von Druck und Temperatur unbedingteVoraussetzung.

Hier weist aber unser Wissen noch ganz betréchtliche Unsicherheiten

und Liicken auf, hauptséchlich hinsichtlich der Warmeleitfihigkeit von

Dampfen und Flissigkeiten. Es miillite deshalb den geforderten Wirme-

iibergangsversuchen eine eigene experimentelle und theoretische Arbeit
iiber diese Stoffwerte vorangehen.
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Beziiglich der Darstellung der Versuchsergebnisse durch eine
Gleichung méchte ich auf zwei Punkte hinweisen: Wenn man den Zu-
sammenhang zwischen einer GréBe und ihren zwei Ursachen unter-
sucht, so ist es iiblich, da man zuerst die zweite Ursache unverindert
laBt und den Zusammenhang zwischen Wirkung und erster Ursache
bestimmt. Dann wird die erste Ursache unveréndert gelassen und der
EinfluB der zweiten Ursache ebenso untersucht. Man nimmt dabei
stillschweigend an, dafl die beiden Zusammenhénge voneinander gegen-
seitig unabhingig sind -oder mathematisch ausgedriickt, daf sich die
gesuchte Funktion nach dem Muster

z=F(xy) =5 x) Ly
in Teilfunktionen zerlegen 1aBt.

Damit schaltet man aber von vornherein und ohne jede Berechtigung
eine ganze Reihe von Funktionen aus der Betrachtung aus.

Wo es aber auf Grund genauer Prifung méglich und berechtigt
ist, diese Zerlegung vorzunehmen, da ist sie allerdings im Interesse einer
bequemen Verwendung der Formel zu empfehlen.

Aus dem gleichen Grunde ist auch die Verwendung der Potenz-
funktion fiir die einzelnen Teilfunktionen iiberall dort zu empfehlen,
wo es sich mit der verlangten Genauigkeit vereinbaren laft. Aber auch
hier muf} eine genaue Priifung vorausgehen. Z. B. in Fig. 63 bestitigen
die Versuche von NufBlelt, Grober und Jordan das Potenzgesetz,
wihrend ihm die Versuche von Josse und Poensgen widersprechen.
Vom theoretischen Standpunkte aus ist das Potenzgesetz in keiner
Weise zu begriinden, allein die Genauigkeit der bisher vorliegenden Ver-
suchsergebnisse gestattet es, das Potenzgesetz anzuwenden. -

Eine vorlaufige Gleichung fir a.
Von allen Gleichungen, die fir die W.U.Z. aufgestellt wurden, ist
die Gleichung
d (L™ Wm'd>“’
a T—Const (a—) ( ) (1054a)

am besten mit der Theorie und den Ergebnissen der Versuche in Einklang
zu bringen
Zur Bestimmung des Exponenten n, liefert die Figur 63 die Be-

ziehungen:
lOg (W.!_.I;:_q)l = 5/000 und lOg (a . ‘%)1 = 2,4’1’
log <Wma‘ d)z = 2,500 und log <a %)2 = (,43.
Daraus n, = 2,41 — 043 198 0,79,

5,00 — 2,50 2,50

Lim
und log (Const . (E> ) = 0,46 — 2

Ly\m
Const - (H—) = 0,0288.
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Um n, zu bestimmen, bringen wir Gleichung (105a) auf die Form
a=Const - LPt-d~Utm=md. 3. m.g=0 (105b)

Unter den Versuchen von Rietschel befinden sich auch solche,
welche den EinfluBl des Durch-
messers bei unveranderter
Lange feststellen. Es ergab 7
sich dabei der Exponent fiir d
gleich — 0,16; mit n, = 0,79 ;
ergibt sich also “TT I ELEF 1

1-+n,-—079=0,16 ' [

oder n, = — 0,05; 5 | | '

Zahlentafel Nr. 31 im An- RRERE |

|
hang und Fig. 64 geben % ' L - -
den Verlauf der Potenzfunk- g 4 @ 49
tion x-0.05 wieder (vgl. auch  Fig. 64. Potenzfunktion: Abszissen: x
Fig. 61b). Ordinaten: x—0,05,

Nehmen wir nun an, daf
bei den Versuchen, die in Fig. 63 dargestellt sind, durchschnittlich
L/d gleich 50 war, so ist mit

L\ 0.05
(E) = 0,822 der Wert: Const = 0,0351.

Bis zur endgilltigen Klarung der GesetzmaBigkeit durch weitere
Versuche kann also als behelfsmiflige Formel die Gleichung gelten:

5\ — 0,08 .d\0,79
g = 0,035 - (_I.‘_) . (W‘_“E>

7 d a
‘ e 1
oder mit Einfithrung von o = 3600 "m
—005 . d\0.79
a% =225 - (g) (‘%) ..... (105¢)

Zur Besprechung dieser Formel und zugleich auch um die Zahlenrech-
nung zu erleichtern, geben wir (105¢) noch die Gestalt:

A
G = 22,517 0054010 o070 L L. (105d)
== 22,5 . BL : B(l . Bw . Bp’ T o o« o (1056)

wobei wir mit B die Koeffizienten bezeichnen, welche den EinfluB der
einzelnen Groflen L, d, w, p und T wiedergeben. Hierbei ist B, ¢ von
der physikalischen Natur der strémenden Fliissigkeit abhingig. Die
Tabellen Nr. 30 bis 38 im Anhang enthalten die Werte dieser Potenz-
funktionen innerhalb des technisch wichtigsten Bereiches.

Der erste Koeffizient zeigt, daB die Abhingigkeit des a von der Rohr-
lange sehr gering ist. Wenn die Lénge des Rohres von 10 em aunf 10 m
wichst, nimmt By nur von 1,122 auf 0,89 ab.
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Auch der Einflul des Durchmessers ist nicht sehr groB. Einer Zu-
nahme des Durchmessers von 5 m/m bis auf 1000 m/m entspricht nur eine
Abnahme des B; von 2,33 auf 1,000.

Dagegen ist der EinfluBl der Stromungsgeschwindigkeit betrichtlich.
Wenn o von 4 m/sec auf 8 m/sec steigt, so wichst B, von 2,99 auf
5,16.

Die Grofle B, ¢ ist wie schon oben erwidhnt von der physikalischen
Natur des strémenden Mediums abhingig. Wir miissen uns deshalb
zur weiteren Besprechung einen bestimmten Korper als Beispiel wihlen.
Tropfbare Fliissigkeiten scheiden zu diesem Zwecke aus, weil fiir sie dic
Werte A nur sehr ungeniigend bekannt sind. Wir wollen deshalb als
Beispiel ein ideales Gas wahlen. Bei diesem ist die W.L.F. und die
spezifische Warme vom Druck unabhingig.

Fiir das spezifische Gewicht gilt: y, = », - p, wenn mit y, das spezi-
fische Gewicht bei p [at] und mit p, das spezifische Gewicht bei 1 [at]
bezeichnet wird. Dann wird

] A-pm.cn y)
Bp,T - (iln_p)r n (gﬂ)T' p" :BT'Bp-

Fir B, = p®7? gilt ohne weiteres dieselbe Abhingigkeit wie fiir B,,.

Die Grofle By endlich ist bei den einzelnen Gasen natiirlich ver-
schieden; bei demselben Gase aber nur mehr eine Funktion der mittleren
Temperatur T,, der Fliissigkeit.

Fiir Luft z. B. gelten die Gleichungen

273
(or = (01)o - e
7, = 0,00167 LF 0’0001%7“7) YT
1+ T

¢, = 0,2315 - (1 4- 0,00134 T).

Mit diesen Gleichungen ergibt sich fiir Luft die in der nachstehenden
Zahlentafel Nr. 15 festgelegte Abhiangigkeit des By von Ty,.

Zahlentafel Nr. 15.
Abhéngigkeit des Br von Ty bei Luft.

Tn Br T Br Tin Bt Tm i Br

100 0,307 350 0,150 600 0,108 850 0,089
150 0,242 400 0,137 650 0,104 900 0,087
200 0,204 450 0,128 700 0,099 950 0,084
250 0,181 500 0,120 750 0,095 1000 0,082

300 : 0,162 550 0,113 800 0,092 - |-

Es nimmt also bei Luft die W.U.Z. mit steigender Temperatur Ty, ab.
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Zahlenbeispiel fiir Luft.

Es sei gegeben: d = 0,04 [m], L = 3,0 [m]; w = 25 m/sec.
p=61[at]; tp= 4 200C; tyy = + 200°C.

Wie groB ist die W.U.Z.?

Es ist Ty = 2939; Ty = 473°; damit T, = 383°.

Also ¢ =225-By, - By - Bo - B, ' Bp

=225-0,95 1,67 -12,71 - 4,11 - 0,144
W.E.
m? - stdl - Grad]’

h) Die Berechnung der Endtemperatur T,. Nachdem nunmehr
die Gesetze fiir die W. U. Z. bekannt sind, ist es moglich, den Verlauf
der Flissigkeitstemperatur lings des Rohres und damit auch die End-
temperatur zu berechnen. Zu diesem Zwecke betrachten wir ein Rohr-
stiick von der Linge dz und
stellen fiir dieses Raumelement
die Warmebilanz auf. 7

Mit der Stromung wird die
Wirmemenge
d2 .
dQ=— o,y G wedy e
in den Raum hereingeschafft. ‘ j

Die gleiche Warmemenge
dQ=a-d-n-dz- (Ty — Tw)
geht bei Beharrungszustand in _¢ '

= 268

™
-

der Zeiteinheit an die Rohrwand :, o g _I’ l_.d’“
iiber. Durch Gleichsetzen folgt - — —
daraus:
aus Fig. 65. Zu: Berechnung der End-
d Ty 4-dz temperatur T,.

Ty —Tw w-d-y-cp

Wenn wir diese Gleichung iiber die Rohrlinge integrieren, so miissen
wir beriicksichtigen, daB « eine Funktion von z ist. Wir erhalten also

z=1L
Te '_TW —

4
1 = — da-
T, Ty w-d-y o /a dz
z2=0
und wenn wir fiir a seinen Wert aus Gleichung (105¢) einsetzen:

L
19 —4 bl w-d>0:79 1 :
1 ————gz o— 2 . -0,05,
Il@a 3600 - w-d-c, -y d 22’5( a d—-0,0S/z dz
0

. d\ —o02t 0,95
= — 0,0263 - (M) : <_L_)
a d
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Durch Delogarithmieren :

0, o~ 0,0263 (“’ d)"021 (3‘—)"""95
0,

ow-d L
:¢<T, 'a—) L (106b)

Diese Gleichung ist nichts anderes als eine vereinfachte Form der Glei-
chung (96a), die wir direkt ausdem Prinzip der Ahnlichkeit gefolgert hatten.
Um die Gleichung (106a) zu besprechen, geben wir ihr die Form

—_ A% 4 — 1,16, 9 — 0,21 W g4 0,28
0, : 0, = ¢ ~ 00 LAV 0 IR TR | (106¢)

Die Zahlentafel iiber die Exponentialfunktion e~ X" (Nr. 27 im
Anhang) zeigt, dafl der Wert der Exponentialfunktion mit zunehmendem
Argument x abnimmt und zwar bei x = 3 bereits den geringen Wert
0,05 erreicht hat.

Aus Gleichung (106¢) ersehen wir, dal Rohrlinge und Rohrdurch-
messer auf den Wert des Exponenten und damit auf das Verhaltnis
6, :0, von groBem Einfluf sind, dafl dagegen Strémungsgeschwindig-
keit und Temperaturleitfihigkeit von geringem Einflul sind. (Weiteres
tiber den EinfluB der Grofien L, d, w und a auf die Endtemperatur
siehe Zahlenbeispiel.)

Zahlenbeispiel:

Durch ein Rohr von der lichten Weite 4 [ecm] und der Linge 2 [m]
strome Luft von 1 {at] mit einer Geschwindigkeit von 10 Metern in
der Sekunde. Die Anfangstemperatur der Luft sei 20° C. Die Tempe-
ratur der Wand gleich 100° C. — Wie grof ist die Austrittstemperatur?

Um die Temperaturleitfahigkeit aus den Tabellen entnehmen zu
koénnen, miissen wir die mittlere Temperatur t,,, vorerst einmal schitzen,
in unserem Beispiel t,, = 70° C und erhalten dann a = 0,102.

Ferner ist: d = 0,04 [m], L = 2,0 [m], o = 10 {m/sec.]

6, = 20 — 100 = — 80.
Dann wird der Exponent in Gleichung (106¢) gleich
' 1 1 .
— 0,0263 - 2,00 O’QSIW'W - 0,10202
1 1
= — 0,0263 - 19300239 162 - 0,62

= — 0,82.

Zur Berechnung der einzelnen Potenzen kénnen die Zahlentabellen
fir die Potenzen x® im Anhang beniitzt werden. Wir erhalten

O, = (—80)-e "= _80.0,44 = — 35,2
oder t, = 100 — 35,2 = 64,89 C.
Wir miissen nun noch nachpriifen, ob wir eingangs die mittlere Tempe-
ratur t, richtig geschitzt haben.

Zu diesem Zwecke konnen wir angenihert den Durchschnittswert
der Temperatur Ty gleich dem arithmetischen Mittel aus T, und T,
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setzen. Und t, setzen wir nach Seite 178 gleich dem arithmetischen
Mittel aus tp und tw. Wir erhalten also naherungsweise

tm=—;—(tw+ ------- ) N ¢ 174}

Fiir unser Zahlenbeispiel gibt dies: t,, = 71,4° C. Wenn wir ein-
gangs t,, ganz erheblich falsch geschiétzt hétten, so miifiten wir nun
die ganze Rechnung mit dem errechneten t,, wiederholen. Meist wird
sich jedoch dies eriibrigen, denn wegen des geringwertigen Exponenten
-+ 0,21 ist eine Anderung der Temperaturleitfihigkeit ,,a* nur von
geringem EinfluB.

In den nachstehenden Rechnungen soll gezeigt werden, welchen
Einflul eine Verinderung der Gréfen L, d, w und a auf das Verh#lt-
nis @, : 0@, ausiibt.

a) bei L= 1 [m)] wird 0,:0, =0,66;
= 2 » = 0,44;
== 4 3y = 0,21; )

b) bei d = 0,02 [m] wird 0,:60, = 0,16;
= 0:04' ) i = 0:44:
= 0,08 ’ = 0,70;

c) bei w = 5,0 [m/sec] wird 0,:6, = 0,39;
== 10,0 3 = 0’44’
=200 , = 0,50;

d) bei a = 0,051 [m2std] wird 6,: 60, = 0,50;
= 0,102 . —044;
= 0,204 . = 0,39.

i) Die Berechnung von Heiz- und Kiihlrohren!). Durch ein Rohr
von gegebener Wandtemperatur soll in der Zeiteinheit ein gegebenes
Fliissigkeitsvolumen von einer bestimmten Anfangstemperatur auf
eine verlangte Endtemperatur abgekiihlt (bzw. erwirmt) werden. Es
sind Rohrdurchmesser, Rohrlinge und Stromungsgeschwindigkeit so
zu ermitteln, dafl erstens die verlangte Temperaturinderung wirklich
erreicht wird und daB8 zweitens bei moglichst klein gehaltenem Rohr
der Druckverlust eine vorgeschriebene Héhe nicht iiberschreitet.

Nachdem die Temperaturen t,, t, und tw vorgeschrieben sind,
ist auch das Verhiltnis @,: @, vorgeschriecben und daraus lafit sich
mit Hilfe der Tabelle iiber die Exponentialfunktion bestimmen, welchen
Wert der Exponent ,,Ex‘“ in Gleichung (106c) haben muff. Wir er-
halten also die Bedingungsgleichung

—0,0263 - 10,95 . d ~ 1,16 . ¢y~ 021 . g + 0.2t — Ex
Ex

oder 10,95 .d—1,16 . (p — 021 — 38 o Zg, - -« o .. (108)

worin Zg einen Wert bedeutet, der in vorbereitender Rechnung aus
Ex und a sich bestimmen laBt.

1) Die Redaktion des Gesundheitsingenieurs gestattete mir den Abdruck
dieser Berechnung, welche ich zuerst im Heft 26 des Jahrg. 1920 veroffentlicht habe.
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Eine zweite Beziehung zwischen L, d und o ist durch die Bedingung
gegeben, dafl der Druckverlust eine vorgeschriebene Héchstgrenze
nicht iberschreiten darf. Bezeichnet p, den Druck im Anfangs., p,
den Druck im Endquerschnitt, so ist nach Gleichung (84f)

Po — Pa _ . ~2'?,.&,2.<w.d.y' —0,21
= 1,76 - 10 d P )
oder p, — Pa = 1,76 - 10~ 2. L1,00. 4~ 1,21 . (1,79 . 0,79 . 4y + 0,21

oder L1,00.d—121. 1,79 — 57 . 7(?%’:‘;%‘57 =Zgp;. . . - (109)

Zy ist wieder ein Wert, der in gesonderter Rechnung zu bestimmen ist.

Der Koeffizient 1,72 10—2 und der Exponent — 0,21 beziehen sich
auf ein Rohr mit sehr glatter Oberfliche (nahtlos gezogenes Messinir:hr).
Fiir rauhe Rohre sind die entsprechenden Zahlenwerte noch nicht bekannt.
— In einer friitheren Verdffentlichung in Gesundheitsingenieur 1920 Heft 26
habe ich mit dem Koeffizienten 1,76 - 10— 6 gerechnet, weil ich dort den
Druck in kg/em? angegeben habe. In der vorstehenden Rechnung ist jedoch
der Druck in kg/m? oder in mm Wassersiule einzusetzen.
Eine dritte Beziehung endlich ist dadurch gegeben, dafl durch das
Rohr ein bestimmtes Fliissigkeitsvolumen V in der Zeiteinheit stromen
mufl. Es ist also

2.

‘—14—”-m=v oder d2~w=§—-V=ZV. ... . (110)
worin Zy ein dritter in vorbereitender Rechnung zu bestimmender
Wert ist.

Stellen wir nun die Gleichungen (108, 109, 110) zusammen, so er-
kennen wir, daB hier ein Gleichungssystem von 3 Gleichungen mit
3 Unbekannten vorliegt, daB also die drei Gréfen L, d und o ein-
deutig bestimmt sind. Oder mit anderen Worten, die drei Bedingungen :
einvorgeschriebenes Verhiltnis @,: @,, ein vorgeschriebener Druckverlust
Pe — Pa und ein vorgeschriebenes, sekundliches Fliissigkeitsvolumen V
bestimmen die Abmessungen des Rohres und die Stromungsgeschwin-
digkeit eindeutig.

L0 . - Li6 . p— 021 = Zg
LL00.d- 12 . 1,7 = Zp
d200 . 1,00 — Zy

Aus den drei Gleichungen lifit sich L und « eleminieren und man

. 105, Zv20
erhilt d40 = ZoL,08. Gt
oder mit geniigender Annaherung '
44 = Zg 108, 2V 111
Q ZR1'00 « e e ( {L)
Zio 1,00
ferner W= ‘dvao'f e e e e e . . (111Db)
duat
und L=17Zg- N £ 8 D X))

oL
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Zahlenbeispiel:

Dieser ganze Rechnungsgang soll an Hand eines Zahlenbeispieles
ichmals besprochen werden. Zur Berechnung der vorkommenden
tenzfunktionen dienen die Zahlentafeln im Anhang.

Vorgeschrieben sei:

das sekundliche Luftvolumen . . . V = 0,012 m?/sec
der Druck der Luft . . . . . . . p=1at

der Druckverlust . . . . . . .. Pe — Pa = Y50 atb

die Wandtemperatur. . . . . . . tw = 1000 C

die Anfangstemperatur. . . . . . ty, = 200 C

der Abwidrmeverlust . . . . . . . 8, : 6, = 0,10.

Gesucht ist die Abmessung des Rohres und die Stromungsgeschwin-
igkeit. )
I.) Vorbereitende Rechnung:
Oy = —80°C; 6, =0,10-(— 80) = — 89; t, = 920 (

£y, = %(100 4 20 Z 92) =780 C.

Aus den physikalischen Tabellen im Anhang ist dann zu entnehmen

a =0,106; y=10,975;
ferner ist = 2,06 - 106,

Zu 6,:0, =010 gehért zufolge Tabelle Nr. 27 ein Exponent
Ex = — 2,30.

. 2,3
Aus Gleichung (108): Zq = 38- 010608 = 143.
, 200 106-0,:21
'Y} %) (].09): ZR = 57 . Of’gﬁ‘aﬁw == 18,2 ' 104.
v ” (110): Zy = —;{-0,012 =153-10-2
11.) Hauptrechnung:
Aus Gleichung (111a): d* = 1431.9. 1,58 1074 23,6-10-8
ung e 82 100 =
d? =485 -10~*
d =220 10-2= 0,022 m.
: . _1,63-10-2
Aus Gleichung (111b): © = 185 10-1 = 31,5 m/sec.
21,21
. ., (11le): L = 1,82-105- 00220 50 m.

Diese drei berechneten Werte fiir d, L und o sind die einzig mog-
lichen und richtigen Werte, solange die drei vorgegebenen Bedingungen
aufrecht erhalten werden. Es kann nun der Fall eintreten, daB einer
der drei Werte aus konstruktiven Griinden nicht brauchbar ist. So kann
z. B. das errechnete Rohr zu lang sein. Dann gibt es drei Wege der

Grober, Warmeleitung und Wirmeiibergang, 14
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Abhilfe: entweder man nimmt einen gréBeren Abwirmeverlust @, : 0,
in Kauf — oder man liBt einen grofleren Druckverlust p, — p, zu —
oder man begniigt sich mit der Erwidrmung eines geringeren Fliissig-
keitsvolumens V.

Die Zahlentafeln Nr. 16a, 16b und 16c¢ zeigen die Wirkung dieser
drei MafBlnahmen, jedesmal ausgehend von dem obigen Zahlenheispiel
als Normalfall.

Zahlentafel Nr. 16a.

Druckverlust und sekundliches Volumen unverindert.
Abwirmeverlust: 109/, 200/, 30°/,.

8(~ : @u d i 1. w

109/, 0,0220 370 315
20/, 0,0200 2,31 | 38,5
309/, 0,0186 1,65 : 4.2

Zahlentafel Nr, 16b.

Abwéarmeverlust und sekundliches Volumen unverindert.
Druckverlust: /5, /4 und /54 at.

Pa — Pe d ] L w
; ; -
Yeo at 0,0220 3,70 31,5
a9 at 0,0194 - 3,36 40,7
/0 at 0.0147 2,99 70,6

Zahlentafel Nr. 16c.

Abwirmeverlust and Druckverlust unveridndert.
Sekundliches Volumen: 12, 9 und 6 Liter/Sekunde.

; ) ]

V d : L : @
0,012 0,0220 3,70 i 315
0,009 0,0191 3,18 31,5

1.5

0,006 0.0156 2,48 i 3

Man sieht aus dieser Zusammenstellung, daB alle drei MafBnahmen
auch wirklich eine Verkiirzung des Rohres bewirken, dafl aber ganz
betriichtliche Milderungen in den vorgeschricbenen Bedingungen not-
wendig sind, um eine merkliche Verkiirzung des Rohres zu erzielen.
Hat deshalb die Rechnung eine Rohrlinge ergeben, welche um vieles
groBer ist, als aus konstruktiven Griinden zuldssig ist, so muB man
die Fliissigkeit auf mehrere Rohre verteilen, d. h. man mufl zum Réhren-
biindel oder Réhrenkessel iibergehen.
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Das Roéhrenbiindel.

Die Gesetze fiir Warmeiibergang und Druckverlust gelten fiir das
Rohr eines Biindels ebenso wie fiir das einzelne Rohr. Wir kiénnen
deshalb die Gleichungen (108) und (109) unverindert ibernehmen.
Dagegen hat das einzelne Rohr bei einem Biindel von z Rohren nur
den z. Teil des ganzen Volumens aufzunehmen. In Gleichung (110)
ist also statt Zy zu setzen Zy :z.

Es liegt jetzt ein Gleichungssystem von 3 Gleichungen mit 4 Unbe-
kannten (d, L, @ und z) vor, die Aufgabe ist also nicht mehr eindeutig
bestimmt und wir kénnen eine der 4 Unbekannten beliebig annehmen.
Vom rechnerischen Standpunkte aus ist es vollstindig gleichgiiltig,
welche Gréfle wir wiihlen, allein in der Praxis kommen wohl nur zwei
Fille in Frage, entweder man kann die Anzahl der Rohre frei wihlen,
was meist bei geringer Rohrzahl der Fall sein wird, oder man kann die
Lange der Rohre annehmen, wenn fiir die Baulinge des Rohrbiindels
eine Vorschrift besteht.

1. Bei beliebig gewihlter Rohrzahl- z.

Da z bekannt ist, ist nur d, L und o zu berechnen und dies erfolgt
in der oben angegebenen Weise, nur ist statt Zy in Gleichung (110)
der Wert Zy : z zu setzen.

Auch dieser Fall sei durch ein Zahlenbeispiel erlautert (vgl. Zahlen-
tafel Nr. 17).

Zahlentafel Nr. 17.
Wirmeiibergang im Rohrbiindel.

Rohrzahl d L 1 w
1 0,0958 96,5 31,5

7 362 718 | 31,5

19 220 3,70 | 31,5
37 158 2,50 | 31,5

61 123 187 31,5

Hierbei sind alle Versuchsbedingungen aus dem obigen Zahlen-
beispiel tibernommen, nur ist fiir V der viel groBere Wert, 0,228 [m3/sec],
also fiir Zy der Wert 0,290 genommen.

Man beachte, daB die Strémungsgeschwindigkeit von der Rohr-
zahl unabhingig ist.

2. Bei beliebig gewdhlter Rohrlinge.

Wir schreiben das Gleichungssystem (108, 109, 110) an und bringen
alle unbekannten Grofien auf die linke Seite, alle bekannten Gréflen
auf die rechte Seite:

d-116. ¢ - 02 =Zo - L-09% _ . (108!
d—-t2t. @+ LW =7y - L-100 , (109!
d200 . F100.z+100=Zy . . .. ., (110}

Wir potenzieren die Gleichung (108!) mit — 1,04, worauf sie lautet:
d+121. g+ 02 = Zg~1,04. [,+0,99

14%
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und multiplizieren diese neue Gleichung mit der Gleichung (109!).
Das Endergebnis ist:

w20 = Zp - Zq— 104 . L, ~ 001
oder mit geniigender Anngherung
1
== ZR * Z?’-dg I

eine Gleichung, aus der sich w? leicht mit Hilfe der Zahlentafel Nr. 35
auswerten 146t. Es zeigt sich auch, daBl w von Zy und damit also von V
unabhéngig ist und dafBl aus diesem Grunde w in Zahlentafel Nr. 16¢
und Nr. 17 immer denselben Wert haben mufte.

Aus Gleichung (109!) folgt dann

d+12t

w?

L - @l
Zr

woraus mit Hilfe von Zahlentafel Nr. 37 und Nr. 38 selbst bekannt

ist. Und dann liefert noch Gleichung (110!) fiir die Anzahl der Rohre:

Zy
Fo

Die Durchrechnung eines Zahlenbeispieles diirfte sich hier eriibrigen.

....... . (113)

Z =

. (114)

3. Die Stromung in gerader Leitung mit nicht kreis-
formigem Querschnitt.

Der Wirmeiibergang im geraden, kreisférmigen Rohr ist die einzige,
wirklich eingehend untersuchte Aufgabe iiber den Wirmeiibergang.
Da bei diesen Versuchen meist zwei konzentrische Rohre verwendet
wurden, so ergaben sich damit von selbst auch einige Erfahrungen
iiber den Wirmeiibergang in Ringspalten; weil jedoch diese Ring-
spalten meist von Wasser durchflossen waren, und uns fiir Wasser der
Wert der W. L. F. nur ganz ungeniigend bekannt ist, so erlauben uns
diese Versuche nicht, unsere Theorie hieran zu priifen.

Dagegen kénnen wir die Versuche von Jordan (s. Seite 196) heran-
ziehen. Jordan hat auBer seinen drei Versuchsreihen mit freiem, kreis-
formigem Querschnitt auch zwei Versuchsreihen mit ringférmigem
Querschnitt angestellt, indem er in dem inneren, Iuftdurchstrémten
Rohr einen zylindrischen Kern so lagerte, dall nur ein ringférmiger
Durchflulquerschnitt frei blieb. — Jordan findet nun, dafl er die
W. U. Z. fiir diese Ringspalte gleichsetzen kann, der W. U. Z. in einem
Rohr mit freiem Querschnitt, wenn er den Durchmesser dieses Ver-
gleichsrohres gleich dem vierfachen Quotienten aus Ringquerschnitt,
geteilt durch den wirmeabgebenden Umfang setzt. Bezeichnet D den
dulleren, d den inneren Durchmesser des Ringes, so ist der Vergleichs-
durchmesser gleich

D%—d2
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Jordan gibt zwar nicht an, wie er zu dieser GréBe fiir den Vergleichs-
durchmesser kommt, aber er findet seine Annahme durch den Versuch
vollauf bestitigt.
Spater hat dann NuBelt (Zeitschr. d. Vereines deutsch. Ing. 1913,
S. 199) durch theoretische Betrachtungen unter Verwendung der
Prandtlschen Lehre vonden Grenzschichten (s. Seite 156)
gefunden, daB diese Beziehung eine viel allgemeinere
Giiltigkeit hat, indem sie nicht nur fir den Ring- b E]
querschnitt, sondern fiir alle Formen des Quer-
schnittes gilt (vgl. auch den Begriff des hydrauli-
schen Radius in den Lehrbiichern der Hydraulik).
Die W.U.Z. fir einen beliebig geformten Quer-
schnitt ist gleich der W.U.Z. in einem Vergleichs-
rohr, wenn wir dessen Durchmesser annehmen zu
4.-F

dy="g ... ... (115a)

Hierbei ist F die Fliche des durchflossenen Quer-  Fig. 66a, b, c.
schnittes und S derjenige Teil des Umfanges, durch Zu: Wirmeiiber-

den die Warme ein- oder austritt. Dies gibt: gang in Leitungen

1. Fir den Ringquerschnitt mit den Durchmessern mlfblrlzgsgﬁglﬁtg.em

D und d

D2 — 2

bei Warmeaustausch nach auflen undinnen: dy = %__*T%_ =D--d(115b)
2 __ Jq2

" Y " ,, allein dsz d . . . (115¢)
D
2 __d2

33 D) IR innen allein dv=D d (}—- . (115d)

2. Fiir den rechteckigen Querschnitt mit den Seitenlingen a und b
4-a-b 2ab

b i .- 8 i . = =

ei W.-Austausch durch alle 4 Seiten dy 2 (L b a+b(115e)
. . 4-ab

’ " nurdurch die2 Seitena:dy = 9a =2b . . . (115f)

. y . , eineSeitea: dv=4zb=4b ... (115g)

Die iibrigen Seiten des Rechteckes gelten hierbei als vollkommen
warmeundurchldssig (in Fig. 66 durch Schraffur angedeutet).

Die Werte von dy in Gleichung (115¢) fiir die verschiedenen Seiten-
verhiltnisse a: b gibt die nachstehende Tabelle:

Zahlentafel Nr. 18.
Wirmetibergang in Leitung mit rechteckigem Querschnitt.

]1,1:1 } 1,5:1 2:1 1 3:1 10:1 | 100:1

a:b=| 1:1
dy=| »

] 1,05b ‘ 1,20b ] 1,33b ‘ 1,50b | 1,82b | 2,00b
|
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Die vorlaufige Gleichung fiir ¢ (Gleichung 105) gilt mit unverdnderten
Beiwerten Const, n;, und n, auch fiir beliebige Querschnittsformen,
wenn man fiir d die Bezugsgrofie dy einfiihrt.

Diese Behauptung stiitzt sich vorerst nur auf die theoretischen
Betrachtungen von NuBlelt und bei Ringspalten auf den einmaligen,
experimentellen Nachweis durch die beiden Versuchsreihen von Jordan.
Eine eingehende, experimentelle Prifung dieser Behauptung ist des-
halb unbedingt notwendig, und zwar ware diese Prifung im unmittel-
baren Zusammenhang mit den auf Seite 201 geforderten Versuchen
durchzufiihren.

Esist oben vorausgesetzt worden, daB ein Teil des Umfanges vollkommen
wirmeisolierend verkleidet sei und es wurde deshalb angenommen, daf3
dieser Teil dann fir die Wirmeaufnahme bzw. -Abgabe nicht in Frage
kime. Dies ist nur bei tropfbaren Flissigkeiten streng richtig. Wegen
der Wirkung der Wirmestrahlung kénnen bei Gasen diese Teile des Umfanges
sehr wohl am Wirmeaustausch teilnehmen, vor allem bei hohen Tem-
peraturen. Sie erhalten von den eigentlichen Heizflichen Warme zugestrahlt,
erwirmen sich dadurch selbst iiber die Gastemperatur und wirken auf diese
Weise ebenfalls als Heizflichen.

4. Die Stromung in gekriimmter Leitung.
(Rohrkrimmer und Rohrspirale).

Wir konnen den Warmeiibergang im gewohnlichen Rohr mit kreis-
formigem Querschnitt und im Rohr mit belichigem Querschnitt als
zwei durchaus gleichartige Probleme auffassen, solange nur die Achse
des Rohres gerade ist und der Querschnitt seine Grofe und Form auf
der ganzen Rohrlinge beibehalt.

Wenn wir dagegen zu Rohren iibergehen, deren Achse gekriimmt
ist, so kommen wir zu einem Stréomungsfeld, welches wesentlich ver-
schieden ist von dem Stromungsfeld im geraden Rohr.

Wir bezeichnen mit d den Innendurchmesser des Rohres, mit D
den Windungsdurchmesser einer Rohrspirale und wir driicken die Lange
entweder durch die bezogene Linge L:d des Rohres oder durch die
Anzahl N der Windungen aus.

Es gilt dann L =N-D -a.

Die Ganghéhe der Spirale kénnen wir in den meisten Fallen ver-
nachldssigen.

Fir N=1/, und N =1/, erhalten wir aus der Rohrspirale den
gewohnlichen Rohrkriimmer.

Wir nehmen des weiteren an, dafl das Zuleitungsrohr zur Spirale
oder zum Kritmmer aus einem sehr langen, geraden Rohr von gleichem
Durchmesser wie das Spiralrohr bestehe und sich tangential an die
Spirale anschliefe. Das Zufiihrungsrohr soll ferner gleiche Temperatur
mit dem zustromenden Gas haben, so daB der Wirmeiibergang erst
mit der Kriimmung beginnt. Sinngem#Be Annahmen sollen auch fir
das Ableitungsrohr gelten.

Die KenngréBen fiir geometrische Ahnlichkeit sind

D L d
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Aus den Lehren dev reinen Hydrodynamik ist uns der Stréomungs-
zustand im Zuleitungsrohr bekannt: An der Wand wird sich die Prandtl-
sche Grenzschicht ausbilden, in der die Geschwindigkeit von Null bis
zu einem endlichen Betrage ansteigt, weiter nach innen zu wird die
Geschwindigkeit immer mehr wachsen und in der Rohrmitte ihren
Hoéchstwert erreichen. Tritt nun die Fliissigkeit mit dieser Geschwindig-
keitsverteilung in die Krimmung ein, so besitzen die mittleren Schichten
(der Kern) infolge der groBten Ge-
schwindigkeit auch die grofite Trag-
heit; siec werden also am stirksten
geradeaus streben und gegen dic )
Wand prallen. Dies gilt aber nicht ﬂ i
nur fiir den Rohranfang, sondern ¢ r7 -
fiir den ganzen Verlauf der Spirale. éf

Das Stromungsfeld in der Spirale wird Y i

also nicht nur in einer fortschrei- - .

tenden Bewegung bestehen, sondern 1§

dlesg wn'd. uberlagg‘rt sein von einer Fig. 67. Sekundirstromung in
zweiten, eciner kreisenden Bewegung einem Rohrkriimmer.

nach neben stehender Fig. 67 [vgl.

auch: Isaachsen, Innere Vorginge in stromenden Fliissigkeiten und
Gasen. — Sckundarstromungen. — Zeitschr. d. Vereines deutscher
Ing. 1911, Seite 216].

Durch diese kreisende Bewegung werden immer wieder die inneren
noch nicht abgekiihlten bzw. noch nicht erwiirmten Flissigkeitsmassen
nach aullen getrichen. Wir werden deshalb beim gekrimmten Rohr
cinen wesentlich stirkeren Wirmeiibergang zu crwarten haben als beim
geraden Rohr, und zwar um so gréler, je klciner D im Vergleich zn d ist.

Nach den Ausfiihrungen des Abschnittes C. 1.c. kommen die Kenngroien

/ L D 6)
> Yo T
(he. e, o g
oder zufolge Gleichung (88)

die KenngréBen (Po, St, L D (Z) in Betracht.

d>da

Wir crhalten also, wenn die Rohrwandtemperatur ty iiberall kon-
stant ist, aus dem Prinzip der Ahnlichkeit die beiden Gleichungen:

te—tw (w-d p-a L D 5) .
e LI i i § - (116a)
d w-d p-a L D ¢
cfer(GREL TR e

Uber den Charakter der Funktionen @ und y 148t sich nur wenig
voraussagen. Wir wissen lediglich, dal die Wirmeiibergangszahl mit

w-d .
wachsendem —— zunimmt.
a

o L/d  abnimmt
» D/d abnimmt.
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Ferner kénnen wir voraussagen, daBl die Funktionen (116) in die
entsprechenden Funktionen fiir das gerade Rohr iibergehen, wenn
sich das Argument D/d dem Werte unendlich nahert.

Die genauere Bestimmung der Funktionen ist nur durch Versuche
moglich, die aber bisher noch nicht vorgenommen wurden. Das Problem
ist also noch ungeldst.

5. Die Stréomung um einen Zylinder.

Die bisher besprochenen Probleme sind dadurch ausgezeichnet,
dal} die Stromung von den Leitflichen, welche zugleich die Heiz- (oder
Kiihl-)flachen sind, ganz umschlossen ist. Im Gegensatz dazu soll nun-
mehr die Stromung den wirmeabgebenden (oder -aufnehmenden)
Korper umspiilen.

a) Die Stromung senkrecht gegen einen Zylinder. Der allseitig un-
endlich ausgedehnte Raum sei von einer tropfbaren oder elastischen
Fliissigkeit erfiillt, die mit paralleler und tiberall gleicher Geschwindig-
keit w strome. In diese Stromung werde dann ein sehr langer Zylinder
vom Durchmesser d so hereingelegt, dall seine Achse senkrecht zur
Richtung von w steht. Die Temperatur der Fliissigkeit in geniigender
Entfernung vom Zylinder sei t,, die Temperatur der Zylinderober-
fliche gleich ty.

Setzen wir vorerst einmal die beiden Temperaturen einander gleich,
so haben wir ein Problem der reinen Hydrodynamik vor uns. Nach
den Lehren derselben [vgl. am besten: Handwoérterbuch der Natur-
wissensch. Band 4 ,,Fliissigkeitsbewegung‘‘ von Prof. L. Prandtl] bilden
sich bei einigermafBen héherer Stromungsgeschwindigkeit an der Vorder-
und an der Riickseite des Zylinders zwei giénzlich verschiedene Stro-
mungszustinde aus. An der Vorderseite stellt sich eine geordnete (und
zwar mit Ausnahme der Grenzschicht drehungsfreie) Stromung ein.
Dagegen cntstehen an der Riickseite zwei grolle Wirbel, die jedoch
sehr instabil sind und meist in kleinere Wirbel zerfallen, also zur Turbu-
lenz fithren. Auch in dem allgemeineren Fall, daf t, von tw verschieden
sind, wird sich an Vorder- und Riickseite ein verschiedener Stromungs-
zustand einstellen und damit sind dann auch wesentlich verschiedene
Verhiltnisse fiir den Warmeiibergang gegeben. ,

Die genauere Untersuchung dieser Verhiltnisse ist vorerst von
tberwiegend theoretischem Interesse. Fiir die Technik sind zwei Fragen
von Interesse:

1. Wie groB ist die W.U.Z. ¢ im Mittel iitber den Umfang des

~Zylinders genommen ?

2. Wie grof} ist die Warmemenge Q, welche ein Abschnitt des

Zylinders von der Lange L in der Zeiteinheit abgibt?

Hierbei sei der Zylinder als so lange angenommen, dafl die be-
sonderen Verhéltnisse an den Enden nicht ins Gewicht fallen. Aus
dem Prinzip der Ahnlichkeit folgt:

a:];.w<l‘.’_;§ a-g fi) ... (117a)

d a  ou’d
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Die Gestalt dieser Funktion ist zur Zeit noch nicht bekannt; sie
{48t sich nur durch Versuche bestimmen.
Aus der Gleichung: Q = a - F - (t, — t;) folgt dann mit Verwendung
von Gleichung (117a):
—). .« (117b)

Q=n'1'L'(ta-’°w)‘ll)< a ' a’d

b) Die Stromung durch ein Rohrbiindel. (Strémung an der AuBen-
seite der Rohre.) Die Rohre, deren &uBerer Durchmesser d ist, seien
nach den Ecken eines gleichseitigen Dreieckes
angeordnet. Der Abstand zweier Rohrachsen = . D Y

w-da-pg o

sei s, die Oberflichentemperatur der Rohre v \I\/r/‘\
gleich tw und die Anfangstemperatur der * = |-%) o {75
Fliissigkeit gleich t,. — T (%) T
Fiir jedes Rohr der ersten Rohrreihe AN 6
gelten die im vorigen Abschnitte erérterten ~ ‘7 / ~ \G A
Gesichtspunkte, denn an die erste Rohr- »——~ | i ) L
reihe stromt die Fliissigkeit mit (nahezu) 72 < % 7 )
geordneter Stromung heran. Dagegen ver- S
1aBt die Fliissigkeit die erste Rohrreihe in L \-7) 1 _
ginzlich turbulentem Zustand. An die zweite =+~ () | (s )
sowie an alle spiteren Rohrreihen stromtalso =~ /. 7 7
die Flissigkeit bereits mit Turbulenz heran. TN LT
Die Stromungsbilder an der Vorderseite — = L) __l\")‘
aber auch an der Riickseite — werden hier L c
anders sein als bei der ersten Rohrreihe. Fig. 68. Stromung durch ein
Wir kénnen deshalb annehmen, daB die Rohrbiindel.

Wirmeiibergangsverhéltnisse bei der zweiten
bis letzten Rohrreihe unter sich gleich sind, dafl sie aber verschieden
sind von denen der ersten Rohrreihe. .

Fiir die spiteren Rohrreihen ergibt sich aus dem Ahnlichkeitsgesetz :

d w-dag s 5)
= RS- B 118
* 7 1/’( a’' p'd d (118)

Die Gestalt dieser Funktion kénnte ebenfalls nur durch Versuche
bestimmt werden.

6. Die Modellregel.

Aus der Fiille der iiberhaupt méglichen Stromungsvorginge haben
wir vier Fille zur Besprechung herausgegriffen. Es sind dies

die Strémung im geraden Rohr,

. " in der Rohrspirale,

" ' senkrecht gegen einen Zylinder,
) T, durch ein Rohrbiindel.

Diese Fille zeichnen sich einerseits durch Einfachheit, anderer-
seits durch technische Wichtigkeit aus und wir konnen sie deshalb
als Fundamentalaufgaben des Wirmeiiberganges bezeichnen. Wir
muBten uns hierbei darauf beschrinken, mit Hilfe des Prinzipes der
Ahnlichkeit die symbolischen Gleichungen fiir die Kennfunktionen
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aufzustellen und mufiten dann die Bestimmung der Kennfunktioncen
selbst der experimentellen Forschung iiberweisen. Das Ahnlichkeits-
prinzip erscheint so nur als ein Hilfsmittel fiir die technische Forschung
und dic Praxis hat nur indirekten Vorteil aus ihm.

Es gibt aber eine Anwendung

'Y Gomgr des Ahnlichkeitsprinzipes, welche der

i Praxis direkt zugute kommt, nim-

/ ' lich in der Modellregel. Wir wollen

diese an dem Beispiel cines Rohren-

[ - . kessels von der nchen gezeichneten
- 7759 Form (Fig. 69) besprechen.

- Durch das Innere der Rohre

| stréme kondensierender Dampf, so

5 daf} die Oberfliche der Rohre ziem-

i lich genau auf der Temperatur

tw = 1000 C gehalten werde. Eine

Fliissigkeit strome mit der Tempe-

ratur t, in den Apparat ein und

Flissiqr- —=— : ' = verlasse ihu mit der Temperatur t,.

P I—_ﬂ H i Wir wollen nun annchmen, daB

|
! T von dem Apparat cine Ausfithrung
! in einer bestimmten Grofle gegeben
S T sei und dall nun die Aufgabe vor-
g ! . . . e |
IV cancensor liege, einen neuen Apparat ingréferer

(oder kleincrer) Ausfiihrung zu ent-
werfen. Es ergibt sich nun die
Frage, wic kann man Erfahrungen,
die am ersten Apparat gemacht wurden, bei der Berechnung des gréBeren
Apparates verwerten? Dazu dient die Modellregel.

Wir bezeichnen mit

d den duBeren Durchmesser der Rohre,

D den Durchmesser des Kessels,

s den Abstand zweier Rohre,

H die Héhe des Fliissigkeitsraumes (= Lange der Heizrohre).

Dann liefert das Prinzip der Ahnlichkeit die symbolische Gleichung:

Fig. 69. Rohrenkessel.

trc——-t\v (\V'd a0 D H s 0
i q) > Ty TR Ty Ty ’___)
a u d’d’d
Die Bestimmung dieser Funktion @ ist natiirlich wegen der vielen
Argumente eine sehr umsténdliche Arbeit.

Wenn wir jedoch die Einschrinkung treffen, dafl der zweite Apparat
in allen seinen Teilen dem ersten Apparat geometrisch #hnlich sein
soll und wenm wir ferner uns auf die Verwendung der gleichen Fliissig-
keit bei annidhernd denselben Temperaturen beschrinken, dann redu-
ziert sich die Kennfunktion auf die einfachere Form

ty, — tw

u:cb,ed(w»d) R e § 17!
t, — ty
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wobei wir unter w die Geschwindigkeit an irgend einer Stelle, zum Bei-
spiel im Eintrittsquerschnitt (Eintrittsstutzen) verstchen.

Wird nun verlangt, dall der neue Apparat bei gleicher Wandtempe-
ratur tw und gleicher Anfangstemperatur t, auch gleiche Endtempe-
ratur t, liefern solle, so muf

(W - d) gotwart = (W - d) Moden
sein oder in unserer fritheren Schreibweise
vy =1 .. . .. ... .. (20a)
Eine zweite Bedingung fiir », und » liefert die Vorschrift, daf

der neue Apparat n mal mehr (oder weniger) Fliissigkeit erwirmen
soll als das ,,Modell*, d. h.

Ypove =N . . . . . . . . . . (120b)
sein mub.
Aus den beiden Gleichungen (120) folgt dann:
1
¥y =n und p, = T

Damit sind also sofort Grofie und Strémungsgeschwindigkeit fiir
den neuen Apparat gegeben.

Wenn es auch nicht in allen Fillen zweckmifBig sein wird, die ge-
plante Ausfithrung in allen Teilen vollkommen geometrisch dhnlich
mit der vorhandenen Ausfithrung durchzukonstruieren, so sind doch
auch fiir diesen Fall wichtige Anhaltspunktc durch die Modellregel
gegeben.

7. Der Wirmedurchgang.

Bei den bisher besprochenen Aufgaben handelte es sich stets um den
Wirmeaustausch zwischen einer Korperoberfliche und einer stromen-
den, tropfbaren oder gasférmigen Fliissigkeit, also um den Wirme-
iitbergang. Im folgenden sollen nun solche Fille besprochen werden,
bei welchen der Wirmeaustausch zwischen zwei Fliissigkeiten, die
durch eine feste Wand getrennt sind, stattfindet. '

Je nach der Form der trennenden Wand unterscheidet man Wirme-
durchgang durch ebenc Winde und Wirmedurchgang durch Rohr-
wandungen.

a) Die Wirmedurchgangszahl [= W, D. Z.] fiir ebene Wiinde.
Gegeben sei: Die Dicke A der Wand,
Die W. L. F. 1 der Wand,
Die Temperaturen t; und t, beider Fliissigkeiten.
und die W. U Z. @; und @, auf beiden Seiten der Wand.
Gesucht sei: Die in der Zciteinheit durch die Fliche F der Wand
hindurchgehende Wirmemenge Q.

Zur Losung gehen wir von dem Gedanken aus, dafl im Beharrungs-
zustand die Warmemenge, die von der ersten, wirmeren Fliissigkeit
an die Wand iibergeht, gleich ist der Warmemenge, die die Wand durch-
setzt und gleich ist der Warmemenge, die auf der anderen Seite von
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der Wand an die zweite, kiltere Fliissigkeit iibertritt. Es ergeben sich
damit fir Q die drei Gleichungen:
-Q

L Q=10 F-(t; — tw,) oder tw, —t, = T

1. Q___A.F.W’-_IZEV’_Z
Q

III~ Q = Oy * F . (tW,2 -— tZ) Odel‘ tW,Z — t‘2 = ﬁ

Entnimmt man aus I. und III. die Werte fiir tw; und tw, und
setzt sie in I1. ein, so ergibt sich:

Q-4 Q Q

TTF Ztl—al~F_t2—a2-F0der
Q (A 1 1)_
—F-' 7—*——(?1--{"--&-2‘ ‘_‘tl_t’z oder
1
Q:—I—T—r-F~(tl-t2)-—=k~F-(tl—-t2) . . (121)
o Ty

wobei zur Abkiirzung gesetzt ist: -

1 W. E.
k=q9—7 1 [mz-Gra,d~Stde. e (1222)
231 (278

k heift die Warmedurchgangszahl und ihr reziproker Wert 1/k der

Wiarmedurchgangswiderstand.
Setzt sich die Wand aus mehreren Schichten mit den Dicken Ay,

Ay, usw. und den W. L.F. J, 41, usw. zusammen, so erweitert sich
der Ausdruck fiir k zu der Form

k =

1
1 47 4 1
e T
a kI az
Im anderen Grenzfall, daf die Wand aus nur einer Schicht von
sehr geringer Dicke und von sehr guter W. L. F. besteht — z. B. bei
diinnen Kupferrohren — verschwindet der Wert 4/ gegen 1/a; und 1/a,
und es wird dann tw; = tw, = tw;
Fiir k ergibt sich dann die Gleichung
k = —1—1——1 e e (122¢)
— =
o4 O
und fiir die einheitliche Wandtemperatur folgt dann aus Gleichung I
und III die Beziehung
a (b —tw) =g (b — b)) -« - o . . - (123)
Gt tat
a; + o,

. (122b)

oder tw =
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d. h. die Temperatur der Wand stellt sich so ein, dall die beiderseitigen
Temperaturunterschiede sich umgekehrt wie die zugehorigen W.U. Z.
verhalten.

b) Die Wirmedurchgangszahl tiir Rohre.

Gegeben sei: der innere Durchmesser d; des Rohres,

der #uBere Durchmesser d, ,, '

die innere W.U. Z. a;,

die duBere W.U. Z. a,,

die Temperatur t; der inneren Flussigkeit,
die Temperatur t, der dufleren Fliissigkeit,
die W. L. F. der Wand i.

Gesucht sei die Warmemenge d Q, welche innerhalb der Zeiteinheit
und innerhalb der Linge d z des Rohres von innen nach auBlen durch
die Rohrwandung stromt.

Zur Losung gehen wir von dem gleichen Gedanken aus wie bei der
ebenen Wand. Wir erhalten dann die drei Gleichungen:

. d
.[. d Q = di'ﬂ' dZ s (ti—‘—t\v’j) Odel‘ ti — t’W,i = a)—'ﬂ-t.-&*?"z'
_ . twi—tw,a
II.dQ—zﬂ dz /L"i;l-’a‘a_lndi
+dQ

II.dQ=d,-m-dz-ay: (bw,s — ta) oder tw o —ty = 3——F——

dQ Ind, —Ind; < 1 1 )
A Sy PR =l -\ G e Ta
1
oder d Q=mn-dz 1 _’_lnda——lndi i (b — ty)
ai-di 27» aa’da
=m-dz kgone - (b — ta) . . . . . . (124)
worin zur Abkiirzung gesetzt ist:
o 1 W.E.
Rolr = =7 +lnda—-lndi 1 lm.Grad- Std.
a; - d; 2.2 @, - dy

Wihrend wir also bei der ebenen Wand eine W. D. Z. fiir die Flichen-
einheit erhielten, bekommen wir beim Rohr eine W. D. Z. fiir die Langen-
einheit des Rohres.

Bei den Ableitungen der W.D.-Zahlen hatten wir auf jeder Seite
der Wand mit nur einer einheitlichen Fliissigkeitstemperatur gerechnet.
Dies wird aber, solange es sich um endliche Fliissigkeitsmassen handelt,
keineswegs der Fall sein; vielmehr werden sich die Fliissigkeitstempe-
raturen auf beiden Seiten im Sinne der Strémungsrichtungen dauernd
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dandern. Je nach der gegenseitigen Stromungsrichtung beider Fliissig-
keiten zueinander unterscheiden wir deshalb

den Wiarmedurchgang im Gleichstrom,
”» ’ im Gegenstrom und
» » im Kreuzstrom.

Die beiden ersten Arten werden auch unter dem Namen Parallel-
strom zusammengefa Bt.

Wir werden uns im Nachstehenden nur mit dem Gleichstrom und
dem Gegenstrom befassen und verweisen beziiglich des Kreuzstromes
auf die Arbeit von NuBelt: ,,Der Wirmeiibergang im Kreuzstrom®.
Zeitschr. d. Vereines deutscher Ing. 1911, Seite 2021.

¢) Der Wirmedurchgang im Gleichstrom.

1. Die Frage nach den Endtemperaturen der Fliissig-
keiten. ,Eine wirmere Fliissigkeit ,,FEins* und eine kiltere Fliissig-
keit ,,Zwei‘ sollen einen Wirme-
austauschapparat im Gleich-
strom durchstrémen. Gegeben
sind die Abmessungen des

| Apparates, die Warmedurch-
}/". % gangszahl k (konstant langs der
| ganzen Stromung angenommen).
i Die Wasserwerte W; und W, der
: in der Zeiteinheit den Apparat
1 durchstromenden Fliissigkeiten
: und die Anfangstemperaturen
)
I
1
1

/

b

.’l
[
s -.f'ﬁ;

o

\s
A

\
\

\

E o (R ——

& ar ty,5 und ty , beider Fliissigkeiten.

) il 7y — Gesucht sind die Endtempera-

s e turen ty, und to..*

Fig. 70. Gleichstrom (Buchstaben- Unter der Voraussetzung,
bezeichnung). dafl der Apparat nach aufien

keine Wirme verliert, ist die
Wirmemenge, welche die wirmere Fliissigkeit abgibt, gleich der Warme-
menge, welche die kiltere aufnimmt; es ist also

Q=W (tyq—tie) = — Wy (tgs —tae) . . . (126)

Eine zweite Beziehung zwischen den Temperaturen erhalten wir,
indem wir denselben Gedanken auf die Wirmemenge d Q anwenden,
welche innerhalb des Flichenstiickes d F ausgetauscht wird (vgl. Fig. 70).
Wir erhalten :

dQ=W,; (—dt;) und
dQ=W,- (+dt)

1 1
Da.ra,us:d(tlwtg):-dQ-<W—;+W2) e L (a)

Fird Q ergibt sich aus dem Begriff der W. D. Z. die dritte Gleichung:
dQ=k-(t; ~t)-dF. . . . . . . . . (b)
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Aus den Gleichungen (a) und (b) folgt
d_(gl_';f‘l)z__< 1 +_1_> .k-dF

th—t W, W,
Integriert iiber die ganze Fliche F ergibt dies:

ty e t? e ( 1 1

In—%—=22= | L ) . k-F . ... (27a

t'1,:1 - t2.a Wl V"2/> ( )
oder

¢ 1,1 )

Yo — e _ o= (b)) ke (127b)

t‘l,a - tQ,a

Aus dieser Gleichung folgt, dafl die Temperaturdifferenz zwischen
beiden Flissigkeiten lings der Trennungswand nach dem Gesetze der
Exponentialfunktion abnimmt, sich also mit wachsendem F dem Werte
Null n#hert.

\‘_ {’gcap
SR
e T
¢t - —-—— —
J_’ ’--”
- ~ : Lo baa

2 f

il

|

| -
\ |
| \

| 1
I

! \
I

I

i

I

I

I

I

[

(]
R ——
e

Fig. 71. Gleichstrom (Verlauf der Temperaturen).

Die. Gleichung (127b) liefert nur die Endtemperaturdifferenz. Um
die Endtemperaturen t; ,, und ty,, selbst zu finden, formen wir (127b)
um, indem wir beide Gleichungsseiten von ,,Eins* subtrahieren. Wir
erhalten

1 1
(b0 = 1) =t = to) = (b = t50)- (1 — ™ (W #52) %¥) a2

Aus den beiden Gleichungen (126) und (128) folgt:

= e _i,+1_.k.F) |
tye AW (tr,a — toa \1-9 (Wl Wz) (129a)

- W S [ SIS T W
t?,a - t“l,e o= —“Tlﬁ;‘ (tl,a ——t:gya) : (1 — e (W1 + Wg)‘ k F) (129b)

tl,a

Die linken Seiten der beiden Gleichungen stellen die Temperatur-
dnderungen dar, welche die beiden Flissigkeiten auf ihrem Wege er-
leiden und geben damit zugleich die Endtemperaturen selbst an.
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Mit unendlich wachsendem F wird

bro=toe =t - . . .. ...
und
+ W,
tl,a - too = W—lﬁ%}; - (tl.,a ““ tz,a) soe e . (130)
— ‘Kf1
toa—tmzwflﬁ;'(tl,a‘—tz,a) e e

Aus den Gleichungen (129) und (130) konnen wir iiber die beiden
Kurven, welche den Verlauf der Fliissigkeitstemperaturen in Fig. 71
darstellen, folgendes aussagen: Beide Kurven haben eine gemeinsame,
horizontale Asymptote, welche so liegt, daB sie die Eintrittstemperatur-
differenz im umgekehrten Verhiltnis der Wasserwerte teilt. Die Kurven
selbst stellen Exponentialfunktionen nach der Gleichungy =a - (1 —e~?7)
dar.

Nach Gleichung (123) wiirde bei unendlich diinner Wandstirke
die Kurve der Wandtemperatur tyw so zwischen beiden Temperatur-
kurven verlaufen, daBl der Abstand beider Kurven im umgekehrten
Verhaltnis der W. U. Z. ¢, und a, geteilt wiirde.

Die gesamte ausgetauschte Wirmemenge @Q ergibt sich aus den
beiden Gleichungen (126) und (129a oder b) zu:

. 1 1
Q= % (br,a — boa) - <1 —e” (ﬁ*ﬁ)""‘“). . (181a)
1 2
W, k-
| (” w) W,
= (tl.a_t&a) 'Wl' :
14 Wi
W,
(W, k- F
= (b4 — to,) * Wy - Funkt,, | =L, 4_,> ..... 131b
( 1,a 2,&) 1 19 W2 W1 ( )

In dieser Gleichung stellt (t;, — t2, ) - W, jene Wirmemenge dar,
welche einer villigen Abkiihlung der wirmeren Fliissigkeit bis auf die
Anfangstemperatur der kilteren Fliissigkeit entsprechen wiirde. Der

. Wl k- F
zweite Ausdruck, Funkt,, (Wz, W,
dieser Warme wirklich ausgetauscht wird. Zahlentafel Nr. 19 stellt
den Wert dieser Funktion in Abhingigkeit von ihren beiden Argu-
menten dar.

> gibt an, welcher Bruchteil von

Zahlenbeispiel.

»In einem Gleichstrom -Warmeaustauscher sollen stiindlich 250
Liter einer heiflen Fliissigkeit vom spezifischen Gewicht 1,1 [kg dm?]
und der spezifischen Warme 0,727 [W. E.-kg~1- Grad — 1] gekiihlt
werden; ihre Anfangstemperatur sei 1200 C. Zur Kiithlung stehen stiind-
lich 1000 Liter Wasser von 10° C zur Verfiigung. Die Kiihlflache sei
5 [m?*] und die W. D. Z. gleich 20 [W. E. - m—2- Grad —1- Std. - 1]. —
Wie groB} ist die gesamte ausgetauschte Warmemenge? Wie grof8 sind
die Endtemperaturen beider Flissigkeiten 2
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Wir bestimmen in vorbereitender Rechnung:
W, = 250-0,727-1,1 = 200
W, = 1000 - 1,000 - 1,0 = 1000

W, 200 1

W, 1000 5
k-F_20:5 1
W, 200 2’

Zahlentafel Nr. 19.

Wiirmeaustausch im Gleichstrom.
Zeiger ,,1¢ bedeutet die wirmere Fliissigkeit.

’ |
= =10 0,033 0,10 0,28 0,39 0,63 0,86 | 0,96 ’ 1,00
2 ;

s | 0033 010 | 028 | 039 | 063 | 08 095 | 099
5 | 0033 ! 010 | 028 | 030 | 062 | 08¢ | 091 | 095
. 0,033 | o010 | 028 | 038 | 061 0,81 | 0,89 | 0,91
1 0033 010 | 027 | 038 | 058 | 076 | 081 | 083
: 0033 | 010 | 026 | 035 | 052 | 063 | 066 | 067
1 | 0033 | 0090 | 025 | 032 | 043 | 049 | 050 | 0,50
2 | 0033] 009 | 021 | 02 | 032 | 033 | 033 | 033
5 | 0032 | 008 | 014 | 016 | 017 | 017 | 017 | 0,17
0o | 0028 006 | 0,00 | 000 | 0,00 | 009 | 009 | 0,09
20 | 002¢ | 004 | 005 | 005 | 0,05 | 005 | 005 | 0,05
50 | 0016 | 002 | 002 | 002 | 002 | 002 | 002 |.002
100 | 0009 | 001 | 001 | 001 | 001 | 001 | 001 | 001
o | 0,000 0,00 : 000 000 | 0,00 000 | 000 | 000

Aus Zahlentafel Nr. 19 lesen wir ab:
1 1
Funkty, (g ~2—) ~ 0,38.

Ferner ist Wy - (t;, — tga) = 200 - (120 — 10) = 22 000 [VZ;(IE.]
Die Gleichung (131b) liefert dann als Wert fiir die ausgetauschte Wirme:
Q = 22000 - 0,38 = 8 250 [W. E./std.].

Die Endtemperaturen der Fliissigkeiten ergeben sich mit diesem
Werte Q aus Gleichung (126):
8250 i
t’l,a _— tl,e = W = 41,30, oder tl,e: 78,70 G,

8250
to, a “t‘z.ezm

= 8,3% oder ty , = 18,3° C.

Grober, Wirmeleitung und Wirmeiibergang. 15
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2. Die Frage nach der erforderlichen Heiz- oder Kithlflache.

,,Eine wirmere Fliissigkeit vom stiindlichen Wasserwert W, (= 20)
soll in einem Gleichstrom-Wirmeaustauscher von einer gegebenen
Anfangstemperatur t; , (= 120° C) auf eine verlangte Endtempe-
ratur ty . (= 58° C) abgekiihlt werden. Zur Verfiigung steht eine
kaltere Fliissigkeit vom stiindlichen Wasserwert W, (= 400) und der
Anfangstemperatur ts , (= 20° C). — Wie grofl berechnet sich die
erforderliche Kiihlfliche, wenn die W. D. Z. zu k (= 10,0) geschétat ist 2

Die Aufgabe liBt sich mit den bereits abgeleiteten Gleichungen
losen, so daB wir den Gang der Aufgabe sofort an dem Zahlenbeispiel
besprechen koénnen.

Wir gehen aus von der Gleichung (126), aus welcher sich die iiber-
gehende Wiarme Q zu

Q = 20- (120 — 58) = 20 - 62
berechnet. Setzt man diesen Wert in Gleichung (131b) ein, so ergibt sich
w: k. F> _ 20 - 62
Funkty < W, W, )~ 20. (120 — 20)

Wir brauchen also nur in Zahlentafel Nr. 19 in der Horizontalreihe
W,/W, = 1/,, den Funktionswert 0,62 zu suchen, um damit den Wert
des zweiten Argumentes zu finden. Wir lesen ab:

Eli = 1,0 und berechnen daraus

_— 20__ 2
F=1,0 10—2[m].

= 0,62.

Mit dieser Kiihlfliche ist dann der Wirmeaustauscher zu entwerfen.

In Wirklichkeit ist die Rechnung nicht so kurz, wie hier angedeutet

ist, denn man mufB nun erst nachsehen, wie die geschitzte W.D. Z.

mit, diesem Entwurf (Form

2 und Gréfe der Heizfliche,

Stréomungsgeschwindigkeit

usw.) vertriglich ist. Ohne

ein ofteres Probieren und

» Neurechnen wird es hierbei
~ . nicht abgehen.

L ' d) Der Wirmedurchgang
' \: im Gegenstrom. ,,Eine wir-
\ e, mere Fliissigkeit ,,Eins“ und
eine kiltereFlissigkeit,, Zwei‘
sollen einen Warmeaustausch-
apparat im Gegenstrom
durchstromen. Gegeben sind
die Abmessungen des Appa-
Fig. 72. Gegenstrom (Buchstabenbezeichnung).  rates, die Warmedurchgangs-

zahl k (konstant lings der
ganzen Stromung angenommen), die Wasserwerte W; und W, der in der
Zeiteinheit den Apparat durchstrémenden Fliissigkeiten und die An-
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fangstemperaturen t; , und t , belder Fliissigkeiten. — Gesucht sind
die Endtemperaturen ty,, und ty .

In der Fig. 72 und in der nachfolgenden Rechnung ist die Annahme
getroffen, dafl die GroBe der Fliche F von derjenigen Seite aus gezihlt
wird, an welcher die wirmere Fliissigkeit ,,Eins‘ einstrémt.

Derselbe Gedankengang, der uns beim Gleichstrom zur Gleichung
(128) gefithrt hat, fithrt uns hier beim Gegenstrom zur Gleichung (132),
welche mit Gleichung (126) gleichlautend ist.

Q=W;-(b1a—tie) =— Wy (tpa —toe) . . . (132)

Dagegen ergibt sich wegen der entgegengesetzten Stromungsrlchtung

eine Vorzeicheninderung im Vergleich zum Gleichstrom, wenn wir
den Wirmedurchgang innerhalb des Flichenelementes d F berechnen.
Es ist

dQ=W, (—dt)

dQ=W, (—dt)

Daraus d(tl—tz)——dQ(W1 %,-) e e e e e e (a)
2

Dazu kommt d @ =k (t; —t;)-dF . . . . . . .. .. ... (b)

Dividieren wir Gleichung (a) durch Glelchung (b) und integrieren
sie von F = 0 bis F = F, so erhalten wir die beiden Gleichungen (133),
welche den Gleichungen (127) entsprechen.

bio — tya 11
In ?1—&__—{2’0 (W Wz) k-F v e . (133&)
— 1 1
M:e“(ﬁ_ﬁ) R (1331b)
tl,a - t"2e

Aus dieser letzten Gleichung folgt, daBl die Temperaturdifferenz
zwischen den beiden Fliissigkeiten sich nach dem Gesetze der Exponential-
funktion &ndert, und zwar ndhern sich die beiden Temperaturkurven
mit wachsendem F, wenn W, > W, ist und sie laufen auseinander,
wenn W, < W, ist.

Zur Bestimmung der Endtemperaturen der Fliissigkeiten beniitzen
wir die beiden Gleichungen (132) und (133b). Aus diesen beiden Glei-
chungen ergeben sich die beiden Unbekannten:

tl‘e:‘(W2_Wl)'t%«';'E‘;W2't2,a"(l —E). L (134&)

1

und ty, = W2 = Wa) ‘f‘f“ngVl ];“ =8 . s4b)
1

In diesen Gleichungen sowie in den nachstehenden Gleichungen
ist E zur Abkiirzung gesetzt fiir die Exponentialfunktion

11 W.\ kF

N ~(wmw) wr_ (%)W

Die gesamte durch die Trennungswand ausgetauschte Wirme Q
16*
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ergibt sich aus Gleichung (132) und aus einer der beiden Gleichungen
(134) zu:
(t1a — t20) - (1 — E)

=W, W, 135
Q 1 2 Wz .... Wl ‘E ( 3 3;)
1—E
= (t1,0 — ton) Wy ——p—
1 -G E
W,
‘W, k-F
— t‘l,a - tz’a) . W]. . Funkt%(ﬁi, —le'—) . (135b)
Zahlentafel Nr. 20.
Wiirmeaustausch im Gegenstrom.
Zeiger ,,1¢ bedeutet die wérmere Flissigkeit.
k-F ‘
T x| ] e -
v——VJ =0 0,033 0,10 0,28 0,39 0,63 0,86 0,95 1,00

3 0,033 | 0,10 0,28 0,39 0,63 0,86 0,95 1,00
7 0,033 | 0,10 0,28 0,39 0,62 0,86 0,94 1,00
3 0,033 | 0,10 0,28 0,38 0,61 0,85 0,94 1,00
1 0,033 | 0,10 0,28 0,38 0,60 0,83 0,93 1,00
3 0,033 | 0,10 0,26 0,36 0,57 0,78 0,89 1,00
1 0,033 | 0,10 0,25 0,34 0,51 0,68 0,77 1,00
2 0,033 | 0,09 0,23 0,29 0,39 0,46 0,49 0,50
5 0,032 | 0,08 0,16 0,18 0,20 0,20 0,20 0,20
10 0,028 | 0,06 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10
20 0,024 | 0,04 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05
50 0,016 | 0,02 ¢,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02
100 0,010 | 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
00 0,00 0,00 0.00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
i | |
Diese Gleichung entspricht der Gleichung (131b) beim Gleichstrom.
Die Werte der Funktion sind in Zahlentafel Nr. 20 zusammengestellt.
Infolge der Ahnlichkeit der Gleichungen (131b) und (135b) diirfte
gich die Durchrechnungen von Zahlenbeispielen fiir den Gegenstrom
eriibrigen.
e¢) Vergleich zwischen Gleichstrom und Gegenstrom. Bezeichnen
wir mit 9, die Temperaturdifferenz an der Eintrittsstelle der wérmeren
Fliissigkeit und mit 9y diejenige an der Austrittsstelle der wérmeren
Fliissigkeit, so folgt unter Zuhilfenahme der drei Figuren 73 aus den
beiden Gleichungen (127b) und (133b) die Gleichung

e _o(Srrwo)® L. (36

in welcher das positive Vorzeichen fiir den Gleichstrom, das negative
fiir den Gegenstrom gilt.
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Nach den Eigenschaften der Exponentialfunktion ex (vgl. Zahlen-
tafel Nr. 27 im Anhang) ist dp kleiner als #;, wenn der Exponent x
negativ ist, und @y ist gréBer als ¢, wenn der Exponent x positiv.
Nun gilt fiir den Gleichstrom

1 1
= — |+ | kF;
x (Wl +W2>
es ist hier stets x negativ, wie sich auch die Werte W, und W, zueinander
verhalten mégen. Die Temperaturdifferenz
zwischen beiden TFliissigkeiten nimmt also
stets ab, wenn wir in Richtung der wirmeren
Flissigkeit fortschreiten (vgl. Fig. 73a).
Anders ist es beim Gegenstrom, wofir
der Exponent
. 1 1 .
Hier miissen wir zwei Fille unterscheiden.

Erstens, wenn W, > W, ist. Dann ist x Fig. 73a. Gleichstrom
negativ und 9y ist kleiner als &, (vgl. Fig.73b). (W, < Wy).

by PP

N |
o \ [

N
!

Fig. 73b. Gegenstrom (W, < W,). Fig. 73¢c. Gegenstrom (W, > W,).

&a

N
L

L,

-4

Zweitens, wenn W; > W, ist. Dann ist x positiv und 9 ist groBer
als &, (vgl. Fig. 73¢).

Bei vielen Rechnungen ist es von Vorteil, wenn man die durchschnitt-
liche Temperaturdifferenz lings der ganzen Trennungswand kennt. Diese
durchschnittliche Temperaturdifferenz dp berechnet sich nach der Defini-

tionsgleichung
¥
dp-F= [8.4F.
0
Sy
1— 31 s
Es ist dp =9 9 = 9, funks,, (J)
¥ %o
n ——
'90

Uber die Zahlenwerte dieser Funktion vgl. die nachstehende Zahlen-
tafel Nr. 21, welche zum Teil unter Beniitzung der Zahlentafel Nr, 1 aus
dem Buche von Hausbrand aufgestellt ist.
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Zahlentafel Nr. 21.

Durchschnittliche Temperaturdifferenz.

T | i |

Y% | 9 Iy dp %% | % Oy ¥p

¥ P do | Yo o | o %o %o
0,05 0,32 0,18 0,48 1,00 1,00 5,0 2,49
0,06 0,34 0,19 0,49 1,1 1,05 6,0 2,79
0,07 0,35 0,20 0,50 1,2 L10 7,0 3,09
0,08 0,37 0,25 0,54 1,3 1,14 8,0 3,36
0,09 0,38 0,30 0,568 1,4 1,19 9,0 3,64
0,10 0,39 0,35 0,62 1,5 1,23 10,0 3,91
0,11 0,41 0,40 0,66 1,6 1,28 11,0 4,17
0,12 0,42 0,45 0,69 1,7 1,32 12,0 4,43
0,13 0,43 0,50 0,72 1,8 1,36 13,0 4,68
0,14 0,44 0,60 0,79 1,9 1,40 14,0 4,93
0,15 0,45 0,70 0,84 2,0 1,44 15,0 5,17
0,16 0,46 0,80 0,89 3,0 1,82 16,0 5,41
0,17 0,47 0,90 | 0,95 4,0 2,16 20,0 6,34

Bei den meisten technischen Aufgaben ist fiir eine der beiden Fliissig-
keiten eine bestimmte Temperaturverminderung oder Temperatur-
steigerung vorgeschrieben. Damit ist dann nach Gleichung (126) bzw.
(132) auch die gesamte zu-iibertragende Wéarmemenge gegeben. Bevor
man dann dazu tbergehen kann, die erforderliche Heiz- oder Kiihl-
fliche zu berechnen, muB man sich entscheiden, ob man Gleich- oder
Gegenstrom verwenden will. Die Gleichungen (131) und (135) geben
den Zusammenhang zwischen der auszutauschenden Warmemenge und
der GroBe der Heizfliche. Wir dividieren Gleichung (131) durch Gleichung
(135) und erhalten:

W, \kF w. W\ kF
-1+ = - ____1 - 1—-—" _1
Q Gleichstrom 1—e ( ’) s 1 W, ® ( v ) W
- W\ EF
Q Gegenstrom | — o (1 -W,) W 14 %3
2
W, k F>
_ .WI k F . . . 0 . » - - . 0

Der Wert dieses Verhiltnisses ist in der nachstehenden Zahlen-
tafel Nr. 22 zusammengestellt. Es zeigt sich, dafl bei gleichen Ver-
haltnissen der Gleichstrom niemals mehr Wirmeaustausch ergibt als
der Gegenstrom, daB dagegen bei annihernd gleichen Wasserwerten
beider Fliissigkeiten und groBeren Werten (k - F/W;) durch den Gleich-
strom nur ein geringerer Wirmeaustausch erzielen lifit als im Gegen-
strom — im Grenzfall nur die Halfte.
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Zahlentafel Nr. 22.
Q G(leichstrom

Verhiltnis: —Q‘m
N E ! I -
kwf = S ] 2 3 | o
i
| i |
W ! ? l ;
wl =0 1,00 . 1,00 . 1,00 1,00 1,00 | 100 | 1,00
2 | { |
&1 1,00 1,00 | 1,00 1,00 | 098 | 097 | 095
1 1,00 1,00 1,00 097 ' 092 : 087 | 0,83
1] 1,00 | 1,00 0,94 08 072 | 065 |, 0,50
5[ 1,00 | 08 089 | 085 0,85 | 0,85 ‘ 0,85
201 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00
o | 1,00 | 1,00 1,00 | 1,00 1,00 1,00 1,00

Wenn die Wasserwerte der Fliissigkeiten aber wesentlich verschieden
sind oder wenn von den Flissigkeiten nur ganz geringe Temperatur-
anderungen verlangt sind, so sind die beiden Stromungsarten einander
gleichwertig. Man wird sich deshalb stets fiir den Gegenstrom ent-
scheiden, wenn nicht Griinde anderer Art, z. B. konstruktive Griinde,
zum Gleichstrom zwingen.

D. Die Wirmeleitung in stromenden Korpern bei
freier Stromung.

1. Allgemeines.

a) Das Wesen der zu hesprechenden Vorgiinge. Aus der Ubersicht
auf Seite 147 entnehmen wir, daf die Aufgaben dieses Abschnittes
dadurch gekennzeichnet sein sollen, dafl die Temperaturunterschiede
im Feld lediglich durch #duBlere Ursachen, die Bewegungen dagegen
lediglich durch innere Ursachen unterhalten werden. Wir erkennen
am besten das Wesen der zu besprechenden Vorginge an dem nach-
stehenden Beispiel:

,»Ein sehr groBer Raum sei mit einer ruhenden Flissigkeit (in den
meisten Fillen mit einem Gas) von der Temperatur tp (= Raum-
temperatur) und dem Druck pg gefiillt. Die Wandung des Raumes
habe ebenfalls die Temperatur tg. Nun werde in das Innere dieses
Raumes ein Korper von gegebener Gestalt und Grélie hineingebracht.
Durch irgendwelche Warmequellen im Inneren des Koérpers soll dafiir
gesorgt sein, daf} jeder Punkt seiner Oberfliche konstant auf der Tem-
peratur tyw gehalten wird.”

Wir nehmen ty >ty an. Dann wird sich folgender Vorgang ab-
spielen:

Die Fliissigkeitsschicht, welche der Korperoberfliche direkt an-
liegt, wird von dieser durch Leitung erwidrmt und gibt einen Teil dieser
Wiarme wieder durch Leitung an die nichstliegenden Schichten weiter usf.
Durch diesen Vorgang werden die der Kérperoberfliche benachbarten
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Schichten alle erwidrmt; sie werden dadurch spezifisch leichter, er-
fahren einen Auftrieb und stromen nach oben. Damit fithren sie Wirme
mit sich fort und machen zugleich den Platz frei fiir nachstrémende,
kiiltere Luft. Auf diese Weise wird das Temperaturgefille in der Nihe
der Oberfliche verstarkt und dies ist wieder die Ursache fiir ein ver-
mehrtes Abstromen der Warme aus dem Korper. Im Laufe der Zeit
wird sich ein Beharrungszustand einstellen, sowohl hinsichtlich des
Bewegungszustandes der Fliissigkeit als auch hinsichtlich der Tempe-
raturverteilung in der Fliissigkeit.

Jene Gebiete, welche von der Korperoberfliche geniigend weit
abliegen, erleiden keine wesentliche Temperaturerhohung, damit auch
keinen Auftrieb und keine Bewegung. Von der Riickstromung (der
Abwirtsstromung) kann man absehen, wenn der Raum grof genug
im Vergleich zum heiBen Korper gewihlt wurde. An der Kérperober-
fliche selbst wird — entsprechend den Lehren der Hydrodynamik -
die Flissigkeit haften, also w gleich Null sein.

Fig. 74. Geschwindigkeitsverteilung in der Nihe einer freihingenden heiBen Kugel.
1. bei aufgezwungener Strémung,
II. bei freier Stromung.

Das obenstehende Bild gibt einen Vergleich zwischen der Geschwin-
digkeitsverteilung bei aufgezwungener Stréomung I (von unten ange-
blasener Kugel oder Zylinder) und der Geschwindigkeitsverteilung bei
freier Stromung 1L

b) Aufstellung der Differentialgleichung. Da wir uns wieder auf
das Gebiet des Beharrungszustandes beschrinken wollen, so bildet
das Differentialgleichungssystem, welches wir auf Seite 143 aufgestellt
haben, den Ausgangspunkt fir unsere Betrachtung. Wir koénnen uns
darauf beschrinken nachzusehen, welche Vereinfachungen an diesen
Gleichungen fiir unser Spezialgebiet zuldssig sind.

Die Kontinuititsgleichung miissen wir unverdndert iibernehmen.

In der Bewegungsgleichung fiihren wir zweckmifigerweise als Massen-
kraft nicht die Schwere, sondern den Auftrieb ein. Es berechnet sich:

Gewicht der Raumeinheit Fliissigkeit bei t°® =¢-g.
» ”» » ) I tR0 = QR " g-

Au{tﬁeb T 3 2 ER) tO = (Q - QB) ° B'
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Ist g der Ausdehnungskoeffxzxent der Fliissigkeit, so ist

1
= 0" 1 -{—]3 - und op = QO.T—";B—'{;,
. (1 1 N gy Betg—t)
daraus: Q_QR—Q"(I—H% 1+ﬁtk)—l+ﬁt'kl+ﬁtn
. 1 ,
_Q-m‘ﬁ'(t’—'tn)-

In den meisten Fallen kann man den Bruch niaherungsweise gleich
,,Eins* setzen und erhalt damit fiir den Auftrieb* der Raumeinheit
Fliissigkeit den Aunsdruck

—o B (t—tg)-g;
In der Energiegleichung konnen wir jene Glieder streichen, welche

der Ausdruck innerer Ursachen fiir Temperaturunterschiede sind.
Auf diese Weise gelangen wir zu dem mathematischen Ansatz:

divip-m)=0. .. .. ...... (138)

o (w, gradyw= —f-(t —tg)-o-g —gradp—i-u(A w
+ 4 grad div ) . . (139)
0 ¢y g(w,gradt) =2 -Azt Ce e e (140)

Dazu kommen nun noch die Randbedingungen:

Der Druck muBl in gréBerer Entfernung vom Korper den Wert pg
annehmen, die Temperatur der Fliissigkeit mufl an der Korperober-
fliche den Wert ty und in groBler Entfernung den Wert tg annchmen
und die Geschwindigkeit muf} sowohl an der Kérperoberfliche als auch
in grofler Entfernung gleich Null werden.

Der hauptsichlichste Unterschied gegeniiber den Aufgaben bei
aufgezwungener Stromung (vergl. Abschnitt C. I. a) besteht darin,
daB sich jetzt der hydrodynamische Teil der Aufgabe nicht mehr selbst-
stindig behandeln und vorwegnehmen lafit, weil jetzt das Stromungs-
feld vom Temperaturfeld nicht mehr unabhingig ist.

Als Losung der Aufgabe sind drei Gleichungen zu suchen, welche
w, p und t als Funktionen des Ortes darstellen.

Eine Integratlon der Gleichungen ist aber aus mathematischen
Griinden auch in den einfachsten Fillen nicht moglich. Wir sind des-
halb hier ausschlieBlich auf die Aussagen des Ahnlichkeitsprinzipes
angewiesen.

¢) Das Prinzip der Ahnlichkeit. Vergleichen wir zwei Vorgange
bei geometrisch dhnlichen Koérpern und dhnlichen Randbedingungen,
so gilt an den Berandungen des Feldes:

1= - 1
PR =%, PR+ Po e (141a)
tw’ — tg’ = - (tw — tgr)
ferner gilt fiir die Stoffwerte:
N =v-k pf=w (3[
ey =weeey; W=y ;L G (141Db)
¢ =ves 8 =)
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Soll nun die geometrische Ahnlichkeit nicht nur an der Berandung,
sondern auch im ganzen Innern gelten, so miissen die Werte » im ganzen
Feld konstante GréBen sein und es muBl die weitere Gleichung

w=wvy-w .. ... ... .. (l41¢)
erfiillt sein.
Es fragt sich nun, ob diese vollstindige Ahnlichkeit iiberhaupt
moglich ist und wie gegebenenfalls die Werte » gewsdhlt werden miissen.
Fiir das zweite System gelten die Gleichungen (138) bis (140) eben-
falls, jedoch mit den gestrichenen GréBen. Setzen wir fir diese ge-
strichenen Grofen ihre Werte aus den Gleichungen (141) ein, so er-
halten wir das Differentialgleichungssystem:

yg':lUdiv @ w=0....... . (138)
1

S Y Pw o ’
W grad p 4+ . we(oen) o (1399

ViVt

‘o, g (w,grad t) = o3 SAeAt L. L (1407)
1

Vw " Vg
Vi
Diese Gleichungen miissen mit den Gleichungen (138) bis (140)
identisch sein, sie diirfen sich also nur je um einen beiderseits gleichen,
konstanten Faktor unterscheiden. Dies liefert:

Vo Ve Vg

Vw .
o - — = — = unbestimmt;
o
" 0
1 It {8t v
9
g2 » M * Py
YO W ey v = R = T
7 N » n?
v VI
v Vw Vg ViV
Vo Vo Vg =t
4 LA 7

Von diesen Gleichungen liefert die erste wegen des unbestimmten
Ausdruckes 0:0 keine Beziehung fiir die Werte »v. Im ganzen ver-
bleiben dann noch 4 Gleichungen als Bezichungen zwischen den 10
Werten .

Diese 4 Gleichungen lieflen sich nun in verschiedener Weise kombi-
nieren und dementsprechend kime man spiter auch zu verschiedenen
Zusammenstellungen der Groflen l;,, g usw. in den KenngréBen. Da
nun keine von diesen Zusammenstellungen grundsitzliche Vorziige
hat, so wollen wir dieselbe Kombination wie NuBelt wihlen, um mit
dessen Arbeit in Ubereinstimmung zu bleiben.

Wir erhalten aus I und IV:
Vo Vs M=V - - - . - . . . . (142a)
aus I und IIT:
Vo Py==Pp - « + « . « + « . . (142D)



Freie Stromung. — Allgemeines. 235

aus II und IV unter Verwendung von (142a):

R T T T (142¢)
aus V und VI unter Verwendung von (142a):
Vu Ve Vg =1 « « « o « v o o (1424d)

Nun ist »y unter den Randbedingungen nicht enthalten und kann
also jeden beliebigen Wert haben; das gleiche gilt fiir »,, weil durch
geeignete Wahl von p, jeder Wert von ¥, mit den Ahnlichkeitsbedin-
gungen (141) der Randwerte vertriglich gemacht werden kann. In-
folgedessen fallen diese Gleichungen, welche », und v, enthalten,
weg und es verbleiben nur die Gleichungen (142c¢) und (1424d).

Wir fiihren in diese beiden Gleichungen fiir die ,,»* ihre Werte
aus den Gleichungen (141) ein, verallgemeinern die Uberlegung zu-
gleich auf mehr als zwei Systeme und fithren das spezifische Gewicht y
statt der Massendichte g ein:

o 72y —tw) L% 7’2'(,'02w' —w)F e ... (43a)
m-g ne-g
i x
und — = = ... =St ... (143b)
Cp M-8 Cpp-8

Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich, daB innerhalb einer
Gruppe ahnlich berandeter Probleme auch im Innern der Felder Ahn-
lichkeit herrscht, wenn die Kenngroflen Gr (= Grashof) und St ( =
Stanton) gleichen Wert haben oder mit anderen Worten, dal Tempe-
raturfeld, Geschwindigkeitsfeld und Druckfeld innerhalb einer Gruppe
ghnlich berandeter Probleme nur mehr Funktionen der KenngréBen Gr
und St sind.

Fiir die gesamte vom Korper in der Zeiteinheit abgegebene Wirme
gilt die Gleichung

Q=41 -(tw —tg) 1o+ ¥ (Gr, St) . . . .. (144a)
und fiir die W. U. Z. die Gleichung

Beide Gleichungen sind in derselben Weise aufgestellt wie die Glei-
chungen (90c¢) und (95a).

Wenn der wirmeabgebende Korper in den verschiedenen Rich-
tungen verschiedene Abmessungen aufweist,.so erweitern sich die Funk-
tionen auf die Argumente:

L1, ln)
(Gr, St, L .

Andererseits ist auch eine Verminderung der Argumente moglich.
Wir erinnern uns an den Abschnitt B. III. in der reinen Hydrodynamik.
welcher betitelt ist ,,Die vereinfachten Stromungszustinde‘.

Wir hatten dort zuerst aus der Gesamtheit aller Strémungszustande
jene Stromungszustdinde herausgegriffen, welche mit so geringer Ge-
schwindigkeit verlaufen, daB3 in den Differentialgleichungen der Aus-
druck g - (w, grad) m gestrichen werden konnte. Wir waren damit
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zu den Stromungen mit geringer Trigheitswirkung oder zur sogenannten
mschleichenden Bewegung gelangt. Dieser selbe Gedanke laBt sich
auch hier bei der freien Stromung rechnerisch durchfiihren und er fiihrt
uns zu den Kennfunktionen:

Q=1 (tw—tg) 1l ¥ (%i_) ...... (144D)
— A Gr
und ¢ = To‘* Y <—§> ...... . (145b)

In diesen Gleichungen ist

Gl'_loa"yz'(t)\v——tn)'/3'Cp‘ .
= o S L. (146)

Den entgegengesetzten Grenzfall bildet die Stromung mit geringer
Zahigkeit, bei dem also in der Bewegungsgleichung das Gliedy - (4% w +...
gestrichen werden kann. Fiir diesen zweiten Grenzfall gelten die Kenn-
funktionen:

G N
Q = A (tw - tR) . l(, 4 <-S—E2-) ..... . (1440)
— 2 Gr
und CL—"‘——TO—‘ w(s—té) Co e . (1450)
mit dem Werte:
Gr 129 (bw — tg) - B - g ¢t
S = 7 N e - )

Durch welche besondere Verhiltnisse das Eintreten des einen anderen
Grenzzustandes bedingt ist, liBt sich heute noch nicht einwandfrei
feststellen (vgl. iiber diese beiden Grenzfille die Ausfihrung in der
NuBeltschen Originalarbeit).

Die Gestalt der Funktionen ¥ und vy in den 6 Gleichungen (144)
und (145) ist noch nicht bekannt und kann nur durch den Versuch
ermittelt werden.

Die Theorie vermag ung jedoch noch einige weitere Aufschliisse
zu liefern, wenn wir uns auf die freie Stromung in Gasen beschrinken.

2. Die freie Abkiihlung eines Korpers in einem Gas.

a) Allgemeines. Wir nehmen wieder im Interesse einer einfachen
Ausdrucksweise an, dafl der Korper heiBer ist als das ihn umgebende
Gas. Ist das Gegenteil der Fall, so miifiten wir von einer freien Er-
wiarmung sprechen, einem Vorgang, der sich von dem erstbesprochenen
nur dadurch unterscheidet, dafl die Stromung von der Korperober-
fliche aus nach abwiarts gerichtet ist.

Ist die umgebende Fliissigkeit ein Gas, so lassen sich fiir die Stoff-
werte noch einige Gesetzmafligkeiten aufstellen.



Freie Stromung. — Freie Abkiihlung in einem Gas. 237

Nach den Lehren der kinetischen Gastheorie gilt fiir Gase die
Gleichung
A=c-p-cy g
worin ¢ ein reiner Zahlenwert ist, der nur von der Atomzahl des Gases
abhiingt. Durch Versuche ist die Gleichung bestitigt und sind die
Werte ¢ bekannt (vgl. Zeile 1 der untenstehenden Zahlentafel Nr. 23).

Ferngr gilt die aus der Thermodynamik bekannte Gleichung
o
ey

in welcher » ebenfalls ein nur von der Atomzahl abhingiger Zahlen-
wert ist (vgl..Zeile 2 der Zahlentafel).

Infolgedessen muf auch der Wert

:}{’

et
# HCpg

nur von der Atomzahl abhingen (vgl. Zeile 3).

Zahlentafel Nr. 23.

e und % abhiingig von der Atomzahl.

Atomzahl l 1 2 | 3 4 5 6
' }
L e= 2,50 L74 | 151 1,23 1,28 1,24
2. | a= 1,66 1,46 | 1,27 1,28 1,28 1,25
3. | efn= | 150 | 1,24 119 0,96 1,00 0,99
| ), ‘

Solange wir uns also bei unseren Betrachtungen auf Gase gleicher
Atomzahl beschrinken (und die Erdbeschleunigung als konstant be-
trachten), konnen wir annehmen, daf der Abkiihlungsvorgang von der
Kenngrofle St unabhingig ist.

Beriicksichtigen wir, daB bei Gasen der Ausdehnungskoeffizient £
gleich 1:T ist, so erhalten wir fiir die verbleibende Kenngrofe Gr
den Wert:

Ip? - p* - (Tw — Ty),
ul-g-T ’

Die GroBe § ist aber ebenso wie 4 und y von der Temperatur abhingig,
und wir diirften deshalb unsere ganze Betrachtung nur fiir geringe
Temperaturunterschiede Tyw — Ty gelten lassen.

NufBlelt beweist jedoch in seiner Arbeit, daB auch bei gréSeren
Temperaturunterschieden sich die Kennfunktionen auf die eine Ver-
#nderliche Gr beschrinken, wenn man fiir die Temperatur, die W. L. F.,
die Dichte und die Zahigkeit, die Mittelwerte einfiihrt, welche sich aus
den untenstehenden Definitionsgleichungen ergeben:
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Tw
Tw e
Lt gir T
T, Tw—Tgr T Tyg—Tg
T Tw —Tr
e T v e I
1 T\V
lm=m‘ l'dT o e e . . . . e e e e e,
Ti

. Tw (148)
ltm:m‘fﬂ'dT e e e e e e e e e e e e
Tr
T

w Tw
1 _ 7213 AT _y,-213
O = VIR = T e SR
Tr T

R

Damit erhalten wir fiir den Warmeverlust des Koérpers (ohne Strah-
lung) in der Zeiteinheit die Gleichung:

13 - yn? - (Tw —~ T
Q=}~m'(TW"TR)‘10'¥I<0 ’;;’“,#(2‘_”,1‘ ‘,‘)). .. (149)
m m
und fiir die W. U. Z. die Gleichung
= Am <103 Y (Tw — TB.))
a = I Y gt T ) . . (150)

Die Gestalt dieser Funktionen kann wieder nur durch den Ver-
such bestimmt werden, und zwar werden diese Funktionen sich ver-
schieden ergeben, je nach Gestalt und Lage des sich abkiihlenden
Koérpers.

Die wichtigste und auch am meisten untersuchte Aufgabe ist die
Abkiihlung des wagerecht gelagerten Zylinders in atmosphérischer Luft.
Technisch wichtige Beispiele sind das dampferfiillte Rohr und der strom-
durchflossene elektrische Leitungsdraht.

b) Die freie Abkiihlung eines wagrecht gelagerten Zylinders in Luft.
Von den vier experimentellen Arbeiten, welche iiber dieses Problem
vorliegen, sind drei mit diinnen Dréhten, die vierte mit Rohren von
2—9 cm durchgefithrt worden. Diese Arbeiten sind:

1. Kennelly, Wright und Bylevelt. — The convection of heat from
small copper wires. Trans. Amer. Inst. Elect. Engin. 28. Januar
1909, S. 363.

2. Langmuir. — Convection and conduction of heat in gases. Physical
rewiew. 1912. 34. S. 401.

3. Bylevelt. — Die kiinstliche Konvektion am elektrischen Hitz-
drahte. Diss. Dresden 1915.

4. F. Wamsler. — Die Wirmeabgabe geheizter Korper an Luft.
Mitteil. iib. Forsch.-Arb. Heft 98/99. 1911.

Uber die Versuchsbedingungen dieser vier Arbeiten gibt die nach-

stehende Zusammenstellung AufschluB.
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Versuche Stoff Durchm. Raum- Oberflichen-| Druck
von o im m/m temp. temp. m/m Hg
Kennely, 0,1143 L e o .
Wright und| Kupfer 0,2616 | rd. 18° C 3?93? é"s 1‘2%03“
Bylevelt 0,6907
0,0404 o
0,0691 107° C
Langmuir Platin | 0,1264 rd. 27° C bis 750
0,2508 1600° C
0,510
Nickel und 0,043 17 bis 48,60 C bis .
Bylevelt |~ pyntal 1,00 210 c | 1683°C 750
20,5
. 33 . .
Wamsler Sch‘mled- 48 16 bis 56 bis 115
eigen 290 C 2380 C
76
89 i

Berechnet man fiir jeden Versuch dieser vier Arbeiten die Werte
d®-y*- (Tw — Tg)

gyt T
und trigt sie dann in einem logarithmischen Koordinatensystem auf, so
erhiilt man die nachstehende Fig. 75.

|

a-—(;—iund

|e Woﬁ Y r‘?’?‘.ﬁ'ﬂﬁrf‘,ﬁ {f?ﬁzz'.f \Byleral

;# = Lamgmyir
. ¥ 5yffrdf:f

45 ——

|
!
o I 4 }#’mm/é,r
| 1 L.
|
| |

|
!
|
|
{

|
4

S5 -# =3 2 <1 @ ¢t 42 43 4E 4G 47
Fig. 75. Kennfunktion bei einem wagerechten Zylinder und bei freier Strémung

Vgl. Gleich. (151).
3.y (Tw—TR)
Abszissen: ]Og WM

Ordinaten: o 7
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Die Punkte aller Versuche stimmen soweit iiberein, dafi sich durch
sie in zwangloser Weise eine Kurve hindurchlegen lifit. Die Kurve
stellt in logarithmischen Koordinaten das Abbild der Funktion y vor in
der Gleichung

d d¥- 92 (Tw—T
,1._7_:,,,( v w R)) ... .asy
; g pt- Ty

Die einzelnen Punkte der Figur weichen ziemlich weit voneinander ab
und bei genauerer Untersuchung zeigt sich, daB diese Abweichungen durch-
aus nicht willkiirlich sind, sondern daB eine deutlich erkennbare RegelmédBig-
keit besteht. Die Abweichungen sind also keine ausschlieBliche Folge von
Versuchsfehlern, sondern sie lassen erkennen, daB eine GesetzmiBigkeit —
allerdings von untergeordnetem Einfluff — in dem Ansatz (151) nicht zum
Ausdruck kommt. Welcher Art diese GesetzmiBigkeit ist, 1t sich aus
den Versuchen nachtriiglich nicht mehr feststellen.

Da die Berechnung der Kenngréfle Gr eine sehr umstindliche Arbeit
ist, so ist fiir die wichtigsten Werte der Raumtemperatur, némlich
tg =09, 20° und 40° C eine Tabelle ausgerechnet. Die Tabelle Nr. 24 ist
fiir einen Zylinderdurchmesser d = 0,01 m und fiir einen Barometer-
stand b = 760 mm berechnet. Die so errechnete Kenngrofle sei deshal
als Gr yonausig bezeichnet. :

Zahlentafel Nr. 24.
Kerngrofle Gr, abhiingig von tw und tR.

. tg = 00 C tr = -+ 20°C tp = -+ 40°C
W
tm Gr vorl. tm i Gr vorl. tm Gr vorl.
- 200 — 121 — 500000 | — 115 — 637 000 — 108 — 566 000
—~ 150 — 85 — 189000 | — 77 - 176 000 -~ 69 — 161 000
— 100 — 53 — 59700 — 45 — 60 500 -— 37 — 59600
— 50 — 26 — 16 900 — 16 — 20200 - 8 — 22300
F 0 0 0 + 10 — 3700 4+ 19 — 6400
-+ 50 4 24 + 7300 4+ 35 + 3800 + 45 + 1200
100 48 10400 58 7200 70 4 500
150 70 11 500 82 8 600 93 6 300
200 92 11 600 104 9100 114 7200
250 112 11 600 125 9 200 137 7300
300 131 11 100 144 9 000 158 7 200
350 152 10 500 165 8 500 178 7 100
400 170 9 900 185 8 100 198 6 800
450 190 9 300 203 7700 217 6 500
500 208 8 600 221 7 400 236 6 100
550 227 8 000 240 6 900 255 5 900
600 244 7 600 258 6 500 272 5 600
650 261 7100 275 6 200 201 5 300
700 278 | 6 700 292 5 800 308 5 000
750 295 6 300 309 5 500 327 4 700
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Betrigt der Barometerstand nicht 760 m/m, sondern b m/m und ist
der Durchmesser des Zylinders nicht 0,01 [m], sondern d [m], 8o ist
der tatsichliche Wert der Kenngrsfle

b\2 /d\8
Gr___(%ﬁ) (6“0“1"> Grom « « « v« . (162)

Fiir den ersten Faktor sind die Werte fiir b = 760 bis b = 700 m/m
in nachstehender Tabelle zusammengestellt.

et

Zahlenbeispiel.

In einem Raum von 20°? C ist ein heifles Rohr von 200° Oberflichen-
temperatur wagrecht gelagert. Der Durchmesser des Rohres ist 3,3 em
und der Luftdruck betrigt 715 mm. — Wie grof ist die Warmemenge,
welche das Rohr in der Zeiteinheit an den Raum abgibt?

1. Die Berechnung der W. U. Z.:

Fiir tg = 20°C und tw = 200° C entnehmen wir aus Tabelle Nr. 24 den
Wert Gr v =9100 und berechnen dann mit Gleichung (152) den Wert

715\% (0,033\3
ar=(Zeo) (g0 - 9100
= 0,89 - 35,9 - 9100 = 290 000.
Aus der Fig. 175 lesen wir ab, dall zu Gr = 290000 der Wert
a }% = 10,59 gehort.
Aus Tabelle Nr. 24 entnehmen wir t,, = 104° und damit aus Tabelle
N. 40, i, = 0,0265.

Es ergibt sich jetzt o =

b= 760 ‘ 750
(b/760)2 | 1,00 ‘ 0,98

1
|
|
i
!

0,95

0,0265
0,033
2. Berechnung der Warmemenge Q:

Nach der Gleichung: Q == a - (bw — tg ) - F erhalten wir fiir die Warme-
menge, die ein Stiick von der Linge L des Rohres in der Stunde abgibt:
Q = 8,50 - (200 — 20) - 0,033 -7z - L = 158,6 - L [W. E/std.].

Der Wirmeverlust durch Strahlung ist natiirlich hierbei noch nicht
berticksichtigt.

1059—-850{ W. E. ]

m? - std. Grad]’

Der Wiarmeverlust von Dampfleitungen.

Bei isolierten und nackten Dampf- und Warmwasserleitungen
schwanken die Oberflichentemperaturen zwischen tw = 30° C und
tw =200° C und dariiber. Bei einer Raumtemperatur von tg = 20° er-
gibt sich mit diesen Werten, dafl Gry,y zwischen 1000 und 10000 schwankt..

Die Rohrdurchmesser bewegen sich im allgemeinen in den Grenzen
d=1cm bis d =30cm. Daraus ergibt sich, daBl die KenngréBe in
dem Bereich von Gr = 10® bis Gr = 2,7.108 liegt.

Grober, Wirmeleitung und Wirmeiibergang. 16
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Wie sich aus der Fig. 75 entnehmen 148t, kann man fir dieses Gebiet
die Kennfunktion durch eine Potenzfunktion, und zwar durch die
Gleichung darstellen:

a~~;~:0,468-Gr1/4. C e o . . (153a)
m
1 ctls — s
oder o= 0’4,68.(1"/‘. l 4 .<TW TR) .. . . (153b)
g A © 2 Tl‘n .

Fiir die Warmemenge Q/L, welche die Li#ngeneinheit des Rohres in der
Zeiteinheit an die vorbeistreichende Luft abgibt, errechnet sich der Wert

QL=oa-d- -7 (Tw — Ty)

0468 ., A-p'r (Ty — Tp)%
=n- dh . ;
gl/A ‘u,lla Tm /s
= 0,01385 - ' - Funkt (tw, tg, b) « . . . . . (154)

Zur zahlenmiBigen Berechnung dienen die beiden nachstehenden
Zahlentafeln Nr. 25 und Nr. 26. Der zweiten Zahlentafel ist hierbei
eine Raumtemperatur tg von -+ 20° C zugrunde gelegt.

Zahlentafel Nr. 25.
Werte der Potenz d 0,75.

d a’ls d a'l d a’ls d a’
0,01 | 0,032 0,06 | 0,121 0,11 0191 | 0,16 o 0,253
2 | (053 7 0,136 12 0,200 17 0,265
3 | 0,072 8 | 0,150 13 0,216 18 0,277
4 | 0,090 9 | 0,164 14 | 0,229 19 0,288
0,06 | 0,105 010 | 0178 015 | 0241 | 020 0,299

Zahlentafel Nr. 26.
cyth (T — Tg)'h
Werte von 0,01385. 222 CW = ") ™ poi 1 _ 203 abs.

wh T Y
| oty (T — Ty}
by t l (Tw— Tg)*ls ¢ 0,01385 2'_7:1_ . (_YLT_T/EL.‘
o o H—_’fmlT ‘ wo m '
i b =760 mm | b = 730 mm | b = 700 mm
40 30 10,1 148 i 146 143
60 40 23,8 349 ] 344 337
80 49 39,0 580 i 568 555
100 58 56,0 802 795 768
120 68 73,5 1068 1048 1028
140 77 91,7 1333 1308 1282
160 86 111,0 1600 1570 1528
180 . 95 129,6 1880 1830 1795
200 104 150,0 2164 2120 | 2080

In der Gleichung (154) ist das Glied 1-y':-p~": innerhalb des
Bereiches, welchen die Zahlentafel Nr. 26 umfa(it, fast ganz unabhéingig
von der Temperatur und dem Barometerstand. Es hat bei t, = 104°
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und b = 700 mm seinen Kleinstwert mit 1000 und bei t, = 30° und
b = 760 mm seinen Grofitwert mit 1060.

Wie einfach die Berechnung des Warmeverlustes mit Hilfe der
Gleichung (154) und der beiden Zahlentafeln sich gestaltet, zeigt das
nachstehende Beispiel:

Zahlenbeispiel.

Wie grof} ist die Warmemenge, welche die Langenheit eines Rohres
in der Zeiteinheit an die Luft abgibt, wenn der Durchmesser des Rohres
5 cm, der Barometerstand 715 mm, die Raumtemperatur 20° C und
Rohrwandtemperatur 160° C betrigt?

Aus den Tabellen lesen wir direkt ab:

? = d° - Funkt (tw, tg, b)

4

W-E
= 0,105 - 1549 = 163 std m G
Zum Schlusse sei aber nochmals darauf hingewiesen, dafi die Glei-
chung (154) nur innerhalb des Bereiches gilt, welchen die beiden Zahlen-
tafeln umfassen, und daB die Warmestrahlung noch nicht beriick-
sichtigt ist. ’

¢) Die anderen Aufgaben iiber freie Abkiihlung.

Der geneigte und der senkrechte Zylinder.

Wir hatten bisher stillschweigend vorausgesetzt, daB der Zylinder
so lange sei, dall die Wirkung der Enden nicht von Bedeutung ist.

Wenn wir diese einschrinkende Voraussetzung aufheben, so miissen
wir in die Kennfunktionen die bezogene Linge L :d als weiteres Argu-
ment aufnehmen.

Verallgemeinern wir unsere Betrachtung noch weiter, indem wir
einen Zylinder betrachten, der unter dem Winkel w gegen die Wag-
rechte geneigt ist, so kommt auch dieser Winkel noch als weiteres
Argument hinzu. Zum Beispiel lautet die Gleichung (150) in diesem Falle:

—_ 1 L
a———-d—-y)(Gr,E, )

Die Art dieser Funktion ist noch ginzlich unbekannt. Wir kénnen
nur die eine Eigenschaft voraussagen, daB sie fiir den Grenzfall ,,0 = O¢¢
in die Funktionen, die fiir das wagerechte Rohr gelten, iibergehen miissen.

Der andere Grenzfall — das senkrechte Rohr — ergibt sich, wenn
man o = 90° setzt. Fiir die freie Abkiihlung des senkrechten Rohres
sind mir keine Veréffentlichungen iiber Versuche bekannt. Dagegen
kenne ich einen nicht verdffentlichten Versuch aus dem Laboratorium
fiir techn. Physik Miinchen:

Ein Rohr wurde durch einen elektrischen Heizkérper in seinem
Inneren geheizt und zwar so, dafl auf die Langeneinheit des Rohres
tiberall dieselbe Heizenergie traf. Das Rohr wurde senkrecht aufgehéingt
und durch Thermoelemente an verschiedenen Stellen die Oberflichen-
temperatur gemessen.

16*
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Wir erwarteten, daB das Rohr oben hohere Oberflichentemperatur
aufweisen wiirde als unten, weil oben die Luft bereits erwirmt ist, also
geringere Kiihlwirkung besitzt als unten.

Der Versuch ergab nun gerade das Gegenteil, das
Rohr war oben kilter als unten. Wenn man fiir diese
befremdende ‘Tatsache mnachtriglich eine Erklarung
sucht, so geht man am besten von der Gleichung

dQ =a - (tw — tg) - dx -dl
dQ/dl
¥

aus. Wir hatten bei der oblgen Voraussage angenommen,
dafl a lings des Rohres konstant sei oder sogar von
unten nach oben abnimmt. Hierbei war die Vorstellung
mafigebend, daf die Luft so stréme, wie die linke
Seite der Fig. 76 andeutet. Bei sehr langen Rohren
sind aber vom hydrodynamischen Standpunkte aus sehr
wohl Bedenken moglich, ob eine solche Stromung stabil
ist, ob sich nicht vielmehr die Stromung in einzelne
Stufen unterteilt, so wie dies die rechte Seite der
Figur andeutet. Dann wére bei den oberen Stromungen
Strsmune lines eine stirkere Beweguné anzunehmen und damit ein
s seokrech.  hoherer Wert der W.U.Z. und das wirde, wie die
ten, heiBen obige Gleichung zeigt, zu einer Verminderung der Rohr-
Rohres. wandtemperatur fithren. Es wire also damit die Ab-
nahme der Temperatur tw nach oben erklirt.
Da der oben angefithrte Versuch nur einmal ausgefiihrt wurde (und
deshalb auch nicht verdffentlicht wurde), so wire eine nochmalige,
einwandfreie Priifung des Ergebnisses duBerst wichtig.

/ Vg /,’ //// / // Ebene Heizfldachen.

Ahnliche Strémungsvor-
ginge werden sich bei
ebenen senkrechten Heiz-

oder = tg +

- S =

! /—h—\—\:

e — -
- P T
) P

— e e L ,

-'—;F-—.*:**“—‘-h e

3

.
e,
e —

Fig, 76. Freie

\ ~\\

N,

7 R %, flachen einstellen, und zwar
gV r I3 /', werden sich hier geringe
2 // Verschiedenheiten —zeigen,

je nachdem die Heizflache

o /‘ in eine Wand eingelassen
/S e x,,_f—’ ist oder frei im Raume
S S A LA S AS S S S // hangt. Fig. 77 Fall Tund 1.
2HH LA LA S L S #i / g (anzandere Stromungs-

Flg 7. Verschiedene Lagerung von ebenen verhéltnisse und damit auch

Heizflichen im Raum, ganz andere GesetzmaBig-

keit werden sich ergeben,

wenn die Heizfliche wagrecht angeordnet ist und hier ist es von

wesentlichem EinfluB}, ob die Heizfliche in die Decke oder in den Boden

eingelassen ist (Fall IIT und IV) oder ob sie frei im Raume aufgehingt
ist (Fall V).
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Bisher war stets angenommen, dall die Abmessungen des Raumes
sehr grof} seien gegen die Abmessungen der wirmeabgebenden Flachen.
Ist dies nicht der Fall oder liegt der Korper in der Nahe der Wandungen
des Raumes, so gehen die Raumausmafle oder die Lage des Korpers
ebenfalls in die Kennfunktionen ein. So wird z. B. ein Dampfleitungs-
rohr, welches in der Ecke zwischen Wand und Decke verlegt ist, ganz
andere Strémungen bewirken und damit anderen Warmeverlust auf-
weisen als ein Rohr, welches frei durch einen groBen Raum gefiihrt ist.

Die isolierenden Luftschichten.

Wir bezeichnen mit A die Dicke, mit H die Hoéhe und mit B die
Breite der Luftschicht (vgl. Fig. 78), ferner mit T, und T, die Tem-
peraturen der beiden Fldachen, welche die
Luftschicht begrenzen und wihlen ferner A
zur Bezugsgréfe; dann treten in den Kenn-
funktionen die Argumente

A3 92 - (T, —T,) »L B>
( o & To A auf.

Solange dieLuftschichten nichtallzu schmal
sind, wird ihre Wirkung voun der Breite nicht
-sehr beeinfluBt werden. Dagegen wird das
Verhaltnis L: 4 stets von groBem Einfiuf sein.

Bei Luftschichten, welche im Vergleich zu
ihrer Héhe sehr dick sind, wird der Stromungs-
zustand sehr einfach sein (vgl. Fig. 78). Die
Luft wird sich an der heifleren Oberfliche
erwirmen, dadurch leichter werden und empor-
steigen. Dann wird sie an der oberen Begren-
zungsfliche der Luftschicht hiniiberstreichen
nach der Seite der kilteren Wand, sich dort
abkiihlen usw. Diese einfache Strémung der
Luft, dieses Zirkulieren wird jedoch nur ein- !
treten, wenn der Hohlraum geniigend weit im . .
Verhiltnis zur Hohe ist. Bei sehr groBen %%,;r;i'schﬁﬁit‘?%‘;ﬁﬁzﬁuﬁ?
Werten L : 4, also bei hohen und diinnen der Luftstromung).
Luftschichten, wird diese eben beschriebene
Stromung wahrscheinlich labil werden. Welcher Strémungszustand sich
dann einstellt, 1Bt sich nicht voraussagen. Ich vermute, daB sich die
Strémung in einzelne Hohenschichten unterteilt, dhnlich wie dies in
der rechten Seite der Fig. 76 fiir das senkrechte Rohr dargestellt ist.

Bei allen Versuchen, die iiber die freie Abkithlung von Kérpern in
Luft angestellt werden, halte ich es fiir 4uBerst wichtig, daB noch vor
Messung der Warmemengen die hydrodynamische Seite der Probleme
nach Moglichkeit geklart wird. Vielleicht ist es méglich, durch Rauch-
fiden die Luftbewegungen sichtbar zu machen, ohne daB dabei der
urspriingliche Strémungsvorgang gestért wird.
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Ubersicht fiber die am hiufigsten vorkommenden Buchstaben-

bezeichnungen,
X, Y, z | rechtwink. geradl. Koordinaten A | Warmeleitfahigkeit
r, g, 7 | Zylinder-Koordinaten a | Temperaturleitfahigk-it
1, ¢, ¥ | Kugel-Koord. mit ¢ als geogr. b b = Wert (s. 8. 70)
Lange und 1« als Polabstand o | Warmeiibergangszahl
v | Zeit k | Warmedurchgangszahl
t | Temperatur (Celsius) w | Stromungsgeschwind. in m/std.
T » (absolut) o | Stromungsgeschwind. in m/sek.
p | Druck
e Massendichte
y . | spez. Gewicht
v i ,, Yolumen
Q | Wiarmemenge
R | Gaskonstante
¢ spezif. Wéarme bei festen und
fliissigen Korpern
cp | spezif. Warme bei Gasen
Cv 2 »» » L2
% | Verhiltnis cp:cy.
¢ | Erdbeschleunigung
Ubersicht iiber die gewihlten Temperaturbezeichnungen.
t Temperatur in der 100-Teilung. Nullpunkt = Eispunkt
T ’ o ' ' = absoluter Nullpunkt
2] v v e . . je nach Aufgahe
3 bei Wiarmeleitung: Raumtemperatur
) » Wirmedurchgang: Differenz zwischen den beiden Fliiss-Temp.
T, Oberflachen-Temperatur bei Wirmeleitung in festen Kérpern
Tw Wand- W " ' ,» Fliissigkeiten
TF mittl. Temperatur der Fliissigkeit in einem Querschnitt. S. Seite 175.
T o v (Hilfsbegriff f. d. Rechnung). S. Seite 178 u. 207.
T Temperatur in einem Innenraum
Ta ' s 5  AuBenraum
T, » der wirmeren Fliissigkeit
T, »s ,» Kkalteren s
Ta Anfangstemperatur
Te Endtemperatur
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Die Dimensionen einiger GroBen.

Zeit: Std Kraft: kg
Linge: m Temperatur: Grd (100 teil.)
_ [ Grd] kg
grad T = p—~ y = —n’ﬁ]
s Grd (kg - Std?
42T = me = " m? ]
_ [ W.E. ]t a cewichts-
[ kg V= kg Grd Einheit
P= mg“
, W.E.m |+ q Map-
" kg & V= kg Grd- Std2| Binheit
grad p = m? ] )
_ _ Voo on = | VB 1 4 Raum-
O oy = | S gimr] il
_ m
€= |sta® e
u = I——qt—(ﬁ] fiir die Massen- Einheit
w= ‘?%:_@] e
W= | A= [“_—‘}/E—'} X
W= m - Std - Grd
dw [ m ] a = [_'in_z]
dt - L Std2J Std
dioro— [ L] b WE
V0= |"8td | m?. Grd - Std /s
= L a=| - WE
|m - Std |m2 - Std - Grd
1 r
Diss. Funkt () = m-] =[_ WE -
)= | siae k= o
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Anhang.

Ubersicht iiber die KenngrBen.

Seite
Gebiet mathem. Ausdruck Bezeichnung des
. Buches
ar .
7 : Fo = Fourier 122
Wirmeleitung
in festen Korpern -
h-1, Bi = Biot 124
‘w1
9*%‘ < : Re = Reynolds . 152
rad b | Eu=Eul 152
g 1Y o W u == Euler
| _
.
Hydrodynamik | grad p — La = Lagrange 152
w. L He == Helmholtz 154
103 g N W2
w2 :_ . .
F-;“G‘; , Ki= Kirchhoff 154
!
; |
a !
— Pe = Peclet 168
wy-1
Wirmeiibergang 2 .
bei aufgezwungener St = Stanton 168
« Cpry-8g
Stromung
rod 6. 10 Ma= Mach 169
& 62— Ow =
3,.2, _ .
Ly (ty — )" 8 Gr = Grashof 235
Wirmeiibergang wg
bei freier
Stromung A
' St == Stanton 235

Cp-y-8
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Formeln aus der Vektoranalysis.

U und V = skalare GréBen. U und B = Vektoren.
{2} = absoluter Betrag eines Vektors, also GroB8e ohne Richtung,

I grad (U-9%) = U-grad ¥;
II. divgrad U = 42 U;

III. div (U, %) = U-div¥ + (%A, grad U);

Iv. — dU %U-{— (mw, grad U)
v wobei 7 die Zeit und w die
Stromungsgeschwindigkeit ist;

V. C(li-i—[ gﬁ[+ (1w, grad) A

VI. QIn-dfzfdiVSJI-dv; GauBscher Satz;
dche Vol.

. dU\* (0U\* (9U\% | in rechtw. geradl
v 0= 1/ G+ G+ (B | ™

VIII. a)diVQI_ 8 + 3 + } in rechtw. geradl. Koord.

1 04, 8A
T

} in Zylinderkoord.

o) :_1_.f?r*‘Ar+ I osiny-Ay, 1 8A¢}inKugel-
* dr  resing oy r-siny d¢ ) koord.

_ U | 8*U | U

IX. a) 557 + = + - 5 2} in rechtw. geradl. Koord.
02U 19U 1 22U 82U
b) =73 - Tor T 8902 + 5 2} in Zylinderkoord.
¢) _®U 2 3U+l 0?0  cosy 98U
T2 T r Or xR .siny gy

1 U} .
172‘-?112—1/) . %E} mn Kugelkoord.
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Exponentialfunktion e ¥~ und e = %

Anhang.

Zahlentafel Nr. 27.

X

X etX e X x etx l e X X etX e X
i\ !

00 | 1,00 | 1,00 15 450 | 022 30 | 201 | 0,050
ol | 1,11 | 090 16 4,95 | 020 3,1 220 | 0,045
02 | 122 o082 1,7 545 | 0,18 32 | 245 | 0,041
03 | 1,3¢ 074 18 6,05 | 0,17 33 | 270 | 0,087
04 1,49 0,67 1,9 6,63 0,15 3,4 30,0 0,033
05 | 167 061 2,0 7,30 | 0,14 35 | 331 | 0,030
06 | 182 | 055 | 21 812 | 0,12 36 | 366 | 0,027
07 | 200 049 22 | 903 | o011 37 | 405 | 0025
0,8 2,22 | 045 2,3 9,98 0,10 3,8 44,7 0,022
09 | 248 | 041 24 | 1,0 | 0001 | 39 | 492 0020
10 | 272 | 037 25 | 123 0,083 | 40 54,6 = 0018
1,1 3,00 . 0,33 2,6 13,5 0,074 4,1 59,9 | 0,017
12 | 332 | 030 27 | 148 | o067 | 42 | 667 0015
1,3 3,60 | 027 2,8 16,4 0,061 4,3 74,0 | 0,014
1,4 4,06 1 0,25 2,9 18,2 0,055 44 81,5 . 0012

|
| |
Zahlentafel Nr. 28.
GauBsches Fehlerintegral: G (x) = 2 / e~ ¥ . dx.
Vr
0

X G (x) X G (x) X G (x) X G (x)
0,05 0,056 0,55 0,563 1,05 0,862 1,55 0,972
010 | 0,113 060 0,604 1,0 | 0880 | 1,60 0,976
0,15 0,168 0,65 0,642 1,15 0,896 1,65 0,980
020 | 0,223 070 0678 1,20 0910 | 170 | 0984
025 | 0276 075 | 0711 1,25 0,923 175 | 0987
030 | 0,329 080 0,742 1,30 0934 | 180 | 0,990
035 | 0,379 085 | 0771 1,35 0944 | 185 | 0991
040 | 0419 090 = 0797 1,40 0052 | 190 | 0993
0,45 0,476 0,95 0,821 145 0,960 1,95 : 0,994
050 | 0521 1,00 = 0843 1,50 0966 | 200 @ 0995

i
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Zahlentafel Nr. 29.

Besselsche Funktionen Jo(x) und Yq(x).

251

X Jo(x) Yo (x) X Jo(x) Yo (x)
0,0 1,00 - 5,0 —0,18 — 0,50
0,5 0,94 — 0,59 5,5 — 0,01 — 0,53
1,0 0,77 + 0,23 6,0 4015 — 044
1,5 051 |~ -+ 0,66 6,5 + 0,26 —0,24
2,0 0,22 + 0,83 7,0 + 0,30 — 0,01
2,5 —005 | 40,78 75 + 027 + 0,22
3,0 ~026 | +056 8,0 + 0,17 +0,37
3,5 ~038 | +02 8,5 + 0,04 + 0,43
40 —040 | 4007 90 | —0,09 +0,38
45 —~0,32 10,34 9,5 —0,19 40,25
Zahlentafel Nr. 30.
Potenz: x".
n=-0,16.
X x" x I x" x x?
J

0,005 2,33 0,025 1,81 0,12 1,40
6 2,27 30 1,75 14 1,37

7 2,21 35 1,71 16 1,34

8 2,17 40 1,67 18 1,31

9 2,13 45 1,64 20 1,29

10 2,09 50 1,62 25 1,24
12 2,03 0,06 1,57 30 1,22
14 1,98 7 153 40 1,16
16 1,94 8 1,50 50 1,12
18 1,90 9 147 70 1,06
0,020 1,87 0,10 145 1,00 1,00
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Zahlentafel Nr. 31.
Potenz: x".
n=— 0,05.
x x" x xt x xt
0,1 1,12 - - L= -
2 1,08 2,0 0,97 20 0,86
3 1,06 3,0 0,95 30 0,84
4 1,05 40 0,93 40 0,83
5 1,04 5,0 0,92 50 0,82
6 1,03 . 6,0 0,91 60 0,81
7 1,02 70 0,91 70 0,81
8 1,01 8,0 0,90 80 0,80
9 1,01 9,0 0,89 90 0,80
10 1,00 10,0 0,89 100 0,79
Zahlentafel Nr. 32.
Potenz: x".
n =+ 0,21.
x xt X xI X xt X xt
0,006 0,342 0,045 0,52 0,56 0,86 6,0 1,46
7 0,352 50 | 053 6 0,90 7,0 1,50
8 0,362 60 0,55 7 0,93 8,0 1,55
9 0,372 70 0,57 8 0,95 9,0 1,59
10 | 0,380 80 0,59 9 0,98 10,0 1,62
12 | 0395 90 0,60 1,0 1,00 15,0 1,75
14 | 0,408 0,100 0,62 1,5 1,09 20,0 1,88
16 0,420 12 0,64 2,0 1,16 25,0 1,97
18 0,431 14 0,66 2,5 1,21 30,0 2,04
20 0,439 16 0,68 3,0 1,26 35,0 2,11
25 | 0,461 18 0,70 35 1,30 40,0 2,17
30 | 0478 20 01 4,0 13¢ | 450 2,22
35 0,495 30 0,77 4,5 1,37 50,0 2,28
0,40 | 0,510 0,4 0,83 5,0 1,40 - -
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Zahlentafel Nr. 33.
Potenz: xo,
n =+ 0,79.
X ! x" x x" x x" X xt
|
0,01 0,025 0,1 0,16 1,0 1,00 10 | 6,17
2 0,046 2 | 028 2 1,73 15 | 847
3 0,063 3 0,39 3 2,38 20 10,7
4 0,079 4 049 4 2,99 25 12,7
5 0,093 5 0,68 5 3,56 30 14,7
6 0,108 6 0,67 [{] 4,11 35 16,6
7 0,122 7 0,76 i 4,65 40 18,4
8 0,135 8 0,84 8 5,16 45 20,2
0,09 0,148 0,9 | 0,92 9,0 ¢ 5,66 50 21,9
| I
Zahlentafel Nr. 34.
Potenz: x™.
n=+0,95.
x x! x xt x x" x xt
01 | ol 1,1 1,10 2,5 2,39 10,0 8,9
2 02 1,2 1,19 3,0 2,83 15,0 13,1
3 . 032 1,3 1,29 35 3,20 20,0 17,3
4 | o4 14 1,38 40 3,72 25,0 21,2
5 | 052 1,5 1,47 45 4,17 30,0 25,1
6 | 062 16 1,56 5,0 4,60 35,0 29,1
7 ] 0,71 1,7 1,65 60 5.47 40,0 33,1
8 081 18 1,74 70 6,34 45,0 37,0
9 | 09 1,9 1,83 8,0 7,20 50,0 41,0
Lo i 1,00 2,0 1,93 9,0 8,05 - —
Zahlentafel Nr. 35.
Potenz: x".
n=+1,05.
1
x x? x ’ xn X xP x ox?
| ‘ !
|
10 11,2 50 1; 60,5 90 | 113 400 l 537
20 23,3 60 ; 73,3 100 | 126 500 | 684
30 35,5 70 86,7 | 200 260 600 | 822
40 48,0 80 | 100 300 308 700 | 966
i |
z |
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Zahlentafel Nr. 36.
Potenz: x™.
n=+1,16.
X xt X x" X x"
0,005 0,0021 0025 | 00141 0,12 0,085
6 26 30 171 14 102
7 32 B 205 16 119
8 37 40 239 18 137
9 42 45 274 20 155
10 48 50 | 309 29 173
12 59 60 | 383 2 191
14 71 0 | 457 26 209
16 83 80 ‘» 533 28 229
18 95 90 612 30 247
0,020 0,0107 0100 | 0,692 — —
i
Zahlentafel Nr. 37.
Potenz: x™.
n =+ 1,21.
x x" X x" X x"
0,005 0,0016 0,025 0,0115 0,12 0,077
6 21 30 144 14 93
7 25 35 174 16 109
8 29 40 204 18 125
9 34 45 234 20 143
10 38 50 266 22 160
12 47 60 335 24 178
14 58 70 403 26 196
16 68 80 473 28 215
18 78 90 543 0,30 0,233
0,020 0,0088 0,100 | 00817 - —_
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Zahlentafel Nr. 38.

Potenz: x".
n=+1,79.
‘ 1
X } xn X ; x? x x1
| |
l \

01 | 0016 10 | 1000 10 61,7
2 . 0056 20 | 346 20 24
3 L 0,116 3,0 ’ 7,13 30 442
4 0194 40 | 119 40 741
5| 0289 50 | 178 50 | 1096
6 | 0401 60 247 60 | 1514
7 0527 7,0 32,4 70 | 1995
8 0,670 8,0 41,7 80. | 2541
9 0,828 9,0 51,3 9 | 3162

1,0 1,000 100 617 100 3802

Zahlentafel Nr. 39.

Ubersicht iiber die Werte

y [kg/m3] = spez. Gewicht,

¢ [W.E./kg] = spez. Warme der Gewichtseinheit,

c.y [W.E./m3] = spez. Wirme der Raumeinheit,

4 [W.E./m. Std. Grad] = Warmeleitfihigkeit,

i [m

c-y LStd.
b =Vi-c-y [W.E./m2 Grd. Std.":] = b-Werte |Defin. S. 70].

o =

] = Temperaturleitfahigkeit [Definition S. 16],

Anmerkung: 1. Die Angaben der physikalischen und technischen
Literatur iiber spezifische Warmen und vor allem iiber W.L.F. sind
dulerst unsicher und die hier angegebenen Dezimalstellen diirfen keines-
wegs iiber den Grad der Genauigkeit tiuschen.

2. Die Angaben: z. B. fiir Steinkohle ist 4 = 0,12-—0,15 besagt nur,
daB solche Angaben in der Literatur gefunden wurden. Die wirklichen
Abweichungen kénnen je nach Reinheit. noch grofler sein,

3. Die Physik rechnet 4 in grcal/em . Sek. Grad, deshalb sind deren
Zahlen fiir 1 360mal kleiner.

4. Fiir die Lektiire englischer Schriften seiangegeben:1[B.T.U.] =1
British Thermal Unit = 0,252 WE, 1 Inch = 2,539 ¢cm und 1 FuBl = 12
Zoll = 0,3048 m.
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Anhang,

a) Metalle und Legierungen bei 20—40° C.

26Pb + 7Cd + 52 Bi + 15 Sn

y c cy A \ a \ b
i
Aluminium, - gegossen 2560 0,21 L a7 175 | 0,31 310
» gehdmmert 2750 i I
11250 f
Blei bis | 0,031 | 350 30 0,086 | 100
11370
FluB- und SchweiBeisen 7800 | 0,12 40
Flu8. und Schweilstahl 7860 | bis 920 bis 0,056 | 210
GuBeisen 7250 | 0,14 60
Gold 19300 | 0,031 600 250 0,41 390
8300 | 260
Kupfer, gegossen bis 0094 | 820 bis 0.37 500
8900 > 340 4
v gewalzt 8950
Nickel, gegossen 8350
8600 | 011 | 940 | 50 | 0,053 | 220
»  gewalzt bis
8900
Platin 21400 | 0,032 | 690 60 0,087 | 220
Silber, gegossen 10470 _
.  gehammert 10550 | 0096 | 590 360 0,61 460
Zink, gegossen 6860 )
., gewalzt 7160 | 0,093 | 630 ! 95 0,15 | 260
Zinn, gegossen | 7200
. gewalzt 7400 | 0056 | 410 54 | 0,13 | 150
8400
. bi
Messing, gegossen 87t)sO | 0,002 74
8400 bis 820 bis 0,1 260
{ 0,099 97
» gewalzt bis
8730 |
RotguB 85,7 Cu + 7,2 Zn + a
64 Sn + 06N | — | 0091} — 8L}~ —
: 8400
Neusilber bis 0,095 | 810 25 0,03 140
8700 1
85,4 Ni + 7,6 Fe + 04 Si — lolo4 — o m | — |
Woods Legi ) 1 l
00 gierung _ 0035 | — t 11,6 1 N




Anbang.

b) Holz, Glas und verschiedene Stoife bei 20—40° C.

267

y c c-y \ Y a b
Eichenholz, lufttrocken 1690 bis | 0,31 000057 | 13
; 9;331?, 057 | 570
, frisch 1980 1.0,18] 0,00031 | 10
Kiefernholz, lufttrocken 31’%8& — — || 0,31 — —
. bi
» frisch 3?8801 S1— — 11014 — —
Fichtenholz, lufttrocken 356%})>is
. 400bis| 065 | 300 | — | — 4 —
» frisch 1070
Teackholz {604 bis ‘:__ . Ta},};‘v _~_~ ——_‘7
» 642 10,16
3150
Flintglas bis | 0117 | 410 | 0515 | 00013 | 15
3900
2450
Crownglas bis 0,17 440 | 0,63 0,0014 | 17
2720
Glas 10 Na,AO + 14 ]~3‘ 6«:;—7—7 S
S sALO, 4 TISio ] T - — 082 | — | —
Glas 79PbO + 2180, | — | — | — |os9 | — | —
' 2240
Porzellan bis 0,25 600 |09 0,0015 | 23
2500
1000 N
Kautschuk® bis — — 0,1 bis _ —_—
2000 4
‘ 1200 o2 ||
Steinkohle bis 0,31 420 bis | 0,0003 | 7,5
1500 0,15
Retortenkohle —_ 0,2 — 3.7 —_
_ w00 || |
Graphit bis | 0,2 420 4,2 0,010 42
2300
Kesselstein o — — — 1 bis 3 — —_—
. o 880 bis. ) -
Eis 020 | 05 | 450 | 08 | 00018 | 19

Gréber, Wirmeleitung und Wirmeiibergang.
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¢) Erdreich und Baustoffe bei 20—40° C.

y c c-y A a b
Erdreich (aus Miinchen, lettig mit 2040 |+ — — | 045 _ N
Isarschotter) ;
FluBsand, feinkornig, 0°/, Feuchtigk. | 1520 | — | — | 028 | — | —
» » 6’90/0 ”” . 1640 -_ — 0,97 - —_
Feiner Quarzsand 1%, » — 0,191 — | 0,06 — |-
Gewachsener Boden, lehmiger, toniger 2020 o
Feinsand, 14°/, Feuchtigk. - - 2 - T
. " | 2510 bis 2,7 bis o
Granit 3050 0,19 | 530 ] 0,0059 | 40
Gneis 20008 02 | 510 34 | 00087|41
e 2700 bis | ) 1,14bis .
Basalt 3200 0,2 | 570 2,42 0,003 |32
2520 bis 1.8 bis .
Marmor 92850 0,2 | 540 30, 0,0045 | 36
, 2200 bis |0, 17bis —
Sandstein 2500 | 0,22 460 — — —
Kalkstein | 2122 o202 429 | — - =
" aus feinem Material 1662 — — | 0,58 —_ -
» » grobem 1987 — | — | 080 — =
Natursandstein, grau, aus Schongau
in Schwaben, frisch bearbeitet | 2259 _— — | 1,44 R
Desgl. 6 Monate getrocknet 2261 — | — | 1,1 — |-
Schiefer 2816 | 0,181| 510 — — —
Kreide 1800bis, — i~ 08 | — -
Gips, gegossen 970 | 0,26 | 250 | 0,32 | 0,0012| 9
Baugips, 3 Wochen kiinstl. getrocknet | 1250 | — — 0,37 e
Zement, gepulvert 14[10905}[))iS — | — | 0,058 - —
Zement, abgebunden 2000 | 0,27 | 540 | 0,78 | 0,0015 |21
Beton I (1:2:2; 1/, Jahr getrocknet) | 2180 0,66
, T (1:12; 2 Wochen , )| 2050 | 021 |440| 76 | 0001618
Hochofenschlackenbeton 560 —_ — | 0,19 — —
Rheinische Schwemm- oder Isolier- _
bimsteine 630 — — | 0,14 — =
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y ¢ e y'\ A a |b
T 1400 bis {0,18bis 0,34 bis
Ziegelsteine 1700 | 0,22 310 0,44 0,0013 | 11
Ziegelmauerwerk, frisch 1570 bis | _ — | 0,82 — -
1630 bis

1420 bis 0,45 _

” trocken 1460 —_ — y —
” sehr altes 1850 — — | 0,35 — |~

. 0,27 bis
Hohlziegelmauerwerk — — = o8 R
Bruchsteinmauer — — — 1,123 lb s —

) T 1600 bis o
Kalkmértel, trocken - 1650 — i e
. 1750 bis !

. frisch 80 | — | — | % — |—
Asbestschiefer 1783 —_ — 10,19 ' o —
GuBasphalt 2100 0,22 | 460 | 0,60 | 0,0013 17
Stampfasphalt 1680 | 021 [850 | — | — |—
Linoleum . 183 | — | — 016 | — |—
Korkmentlinoleum o 536 | — | — | 007 | — |—

i
d) Fouerfeste Steine bei hoheren Temperaturen.
A bei den Temperaturen
4 2000 C | 600° C | 1000° C
]
Silica - 0,56 088 | 119
Dinas - 0,74 093 | 1,13
Schamotte 1716 0,61 066 | 082
Magnesit - — 1,29 { 1,43
feuerfester Ton I - zwischen 360° und 600°: 4=0,7 bis 0,8
» , I — ,, 8800 , 7500: 21=1,31

17*
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¢) Wiirmeschutzmittel bei 20—40° C.

¥ c jeryl 4 a b
Stark expandierter Korkschrot 1-—2m/m| 47,6 0.33 15,7 0,029 | 0,0019| 0,67
' ” ’ 3—5m/m| 454 ’ 15,0 | 0,033 | 0,0022| 0,71
Gewdhnliches Korkmehl 1—3 m/m 61} — | — 0035 — —
” Korkschrot 3—5 m/m 8% | — — 10,042} — —
Siigemehl 216 — | — 0065 — —
Bliitterholzkohle 215 | — — 10052, — —
Torfmull, trocken — — — | 0,046 — —
160 0,055
” natur-feucht bis — — is — —
195 0,070 ’
Kieselgur, lose I 42 [ 021176 | — | — | —
” » II 350 | — | — 10066 — —
Rheinischer Bimskies 120 m/m 30l | — | — | 0019 — | —
’ »  15—20 m/m 292 | - — 102 — —
Hochofenschaumschlacke 360 | — — 10,005, — —
Asbest ) 576 | — | — o140 — | —
2500 )
Hochofenschlacke bis 0,18 (500 — — —
3000
Schafwolle 136 — | — |0,037| — —
Seide (Abfallseide) 101 | — — | 0041| — —
»w » als Zopf) 147 | — — | 0,043 — —
Rohseide 66| 032 — | — — —
Baumwolle 81 — — 10,050 — —
Stark expandierter Korkstein 57bs! 033 | 19,0{ 0,035 0,0019 0,81
Expand., nicht imprélgr}i:rtgfo(rl;tein 163 | 043 | 70 — — —
» » » 206 | 0,31 | 64 - —_ | —
Naturleichtkorkstein 157 | 0,42 | 66 — — —
Mit Pech gebundener Korkstein 180 | 0,36 | 68 — — —
0,04
Asphaltierter Korkstein 197 | — — | his — -
0,06
Krokplatte I 60 | — . — 1003 — —
» I 200 | — | — | 0045 — | —
» 111 400 | — | — | 0059 — —
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y c cy| 4 a b
Gebrannter Kieselgurformstein I 200 | — — [ 00671 — —
» 11 200 | — — 10059 — | —
. 111 300, — | — 10070 — —
. . v 450 | — — 10016 — -
Isolierbimsteine 630 | — | — |0l | — | —
1
Hochofenschlackenbeton 550 | — — 1019 | — | —

f) Wirmeschutzmitiel bei hGheren Temperaturen.

A bei der Temperatur
7 |0 C [100°C 2000 G[300°C [400° C [ 500°C
Korkmehl 1—3 m/m 161 | 0,031! 0,048 0055 — | — | —
Blatterholzkohle 215 | 0,060 0,063, — — — —
Kieselgur, lose 350 | 0,052| 0,066 | 0,074| 0,078] — | —
Asbest 576 | 0,130 | 0,167 | 0,180 | 0,186 | 0,192 | 0,198
Schafwolle 136 | 0,033 | 0,050 — — — —
Seide 101 0038 0051 — | — | — | —
Seidenzopt 147 {0039] 0052 — | — | — | —
Baumwolle 81 |-0,047 | 0,059 — — — —
Gebrannt. Kieselgurformstein 200 | 0,064 | 0,078 | 0,002 0,106 | 0,120 —
g) Fliissigkeiten bei 20—40° C.
y c cty A a b
Wasser 1600 | 1,00 | 1000 | 052 | 00005 | 22
o 10,54 bis 0,15 bis | T ao
Alkohol 790 |906e"| 470 | V50" | 00004 | 9.2
Benzol 900 | O3LBLs| 330 | 012 | 000036 | 63
Glyzerin wasserfrei 1260 | 058 | 730 | 025 | 0,00031 | 13,5
w509, H,0 1130 | 081 | 920 | 036 | 000039 | 18
Olivendl 1 o6| 043 | 390! 015 | 000088 | 7,6
Mineral. Schmiersle 920 | 04 370 | 01 | 000027 | 6,1
Petroleum 800 | 05 400 | 013 | 000032 | 72
Quecksilber 13600 | 0033 | 450 | %AP8 | o012 | 53

A Wasser= 0,4769 - (1 4 0,002984 t).
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Anhang.

Zahlentafel Nr. 43.
a) Zahigkeit von Fllissigkeiten:

265

Werte von g - 10°%, z. B. fiir Wasser bei 18°: u = 0,000107 [kg -E?;}-
m
1890 50° 100°
Benzol. . ... . . ... .. 67 44 26
Wasser . . ... ... ... 107 56 29
Alkohol . . . . . . .. .. . 133 71 —
Quecksilber . . . . . . . .. 162 142 122
Olivenél . . . . . . . . . .. 9 400 — —_
Glyzerin . . . . . . .. ... 10000 -— —

b) Zahigkeit von Gasen und Didmpfen.

Werte von u-10°% z. B. fiir Luft bei 300° C ist: u = 0,00000289 [kg ﬁg}-
m

Gasart 0v C 100° C | 200° C | 300° C | 400° C | 500°¢ C
Sauerstoff . . 1,84 2,34 2,79 3,19 3,56 3,89
Loft . . .. .. 1,69 2,15 2,53 2,89 3,21 3,53
Stickstoff . . . . 1,63 2,06 2,44 2,77 3,08 3,36
Kohlensiure . . . 1,40 1,88 2,32 2,72 3,09 3,43
Wassgerdampf 0,89 1,04 1,17 1,29 1,39 1,50
Wasserstoff . . . 0,85 1,05 1,23 1,38 1,53 1,66

Diese Zahlentafel ist berechnet mit Hilfe der nachstehenden Formel, welche
von — 100° C bis 4 1200° C giiltig ist:

R
fp = 1, —2—23 %ﬁ mit den Werten
1+
T
Gasart 7, - 10° C
'S_auﬁerstoff 1,84 128
Luft - 1,69 _ 14
Stickstoff B 1,63 mo
Kohlensiure B B 1,40 260
Wasserdampf 0,89 0
Wasserstoff 0,85 74




SchlufBwort.
Geschichtlicher Riickblick.

Das Bestreben der Warme von Stellen hoherer Temperatur zu Stellen
niederer Temperatur iiberzutreten ist eine Tatsache, die dem Menschen
seit den frithesten Zeiten bekannt ist. Mit Mitteln, die dem jeweiligen
Stand seiner Kenntnisse und Fahigkeiten entsprachen, suchte er diese
Vorgiinge zu fordern, wo er sie als niitzlich und zu hemmen, wo er sie
als schidlich erkannt hatte. So war er im Laufe der Zeiten in aus-
reichendem MaBe zu Kenntnissen und Fahigkeiten gelangt — ausreichend
fiir die Bediirfnisse des tdglichen Lebens und der Gewerbe.

Die Wissenschaft fand erst spat Interesse an diesen Vorgéngen.
Wie Ernst Mach in seinen ,,Prinzipien der Warmelehre* dargelegt,
begann die wissenschaftliche Erforschung dieses Gebietes am Ende
des 18. Jahrhunderts und zwar mit Untersuchungen iiber Wéairme-
leitung in festen Korpern und iber Warmestrahlung. Die analytische
Theorie der Wiarmeleitung, die in diesem Riickblick allein besprochen
werden soll, ist von Biot und Fourier begriindet worden. Sie ging
aus von einigen wenigen aus der Erfahrung sich ergebenden Annahmen
iiber die Grundtatsachen der Wirmeleitung, kleidete diese Annahmen
in mathematische Form und entwickelte aus ihnen durch rein analytische
Methoden die Grundsitze der Warmeleitung. In erster Linie gehort
dieser Theorie das Interesse der mathematischen Physiker und der
Mathematiker, da die analytischen Methoden, die diese Theorie schuf,
den Ausgangspunkt bildeten fiir einen neuen Aufschwung der theoreti-
schen Physik und fiir eine durchgreifende Umgestaltung und Erwei-
terung des Funktionsbegriffes in der reinen Mathematik. Von physikali-
scher Bedeutung ist diese Theorie durch die Losung vieler Aufgaben,
die sie gebracht hat. Zugleich fiihrte sie aber zu der Erkenntnis, da8
nur Fille von ausgesuchter Einfachheit einer rein theoretischen Be-
trachtung zuginglich sind. Diese Beschriinktheit in der Anwendung
verbunden mit mathematischer Kompliziertheit ist der Grund, weshalb
diese Theorie in die technische Wissenschaft wenig Eingang gefunden hat.

Neben dieser mathematisch-physikalischen Forschungsweise ent-
wickelte sich seit dem Anfang des 19. Jahrhunderts noch eine andere
Richtung, welche die technisch-empirische Forschung genannt werden
gsoll und die von Péclet ihren Ausgang nimmt. In demselben Mafe,
als sich neben den Gewerben und zum Teil aus den Gewerben heraus
die Technik entwickelte und damit neue und ungewohnte Aufgaben
entstanden, trat das Bediirfnis hervor, die bisherige gewerbliche Erfah-
rung durch die Berechnung zu ersetzen. Das Hauptinteresse herrschte
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fiir den Warmedurchgang durch Heiz- und Kiihlflichen und fiir die
Wirmeabgabe heiBer Kérper an die Umgebung. Man ging von der
Vorstellung aus, daB die tibertragene Warmemenge einerseits der GréBe
der Heizfliche, andererseits dem Unterschied zwischen Wandtemperatur
und mittlerer Fliissigkeits- bzw. Umgebungstemperatur proportional sei.
Man stellte also die Formel auf

Q=uqa F-(tw—tg) . .. (vergl. Seite 172)

und nahm an, daf der Proportionalititsfaktor a, den man die Warme-
tibergangszahl nannte, im wesentlichen konstant sei. Bald zeigte sich
aber, daf} einerseits der Begriff mittlere Fliissigkeitstemperatur ein sehr
unsicherer ist und daB andererseits die Wirmeiibergangszahl weit ent-
fernt ist, eine Konstante zu sein, sondern ihrerseits wieder von allen mog-
lichen Einfliissen in ganz erheblichem Mafle abhingt. Es folgten zahl-
reiche Untersuchungen und Abbandlungen, um die Verinderlichkeit
dieser beiden Groen festzulegen. Bei dem Mangel an leitenden, theore-
tisch begriindeten Gesichtspunkten konnte aber diese technisch-empirische
Forschung nur langsam zu Ergebnissen gelangen, und die rasch vor-
wirtsstrebende Technik mufite sich deshalb ohne ein festgegriindetes
Wissen behelfen. Personliche Erfahrung Einzelner, sowie die traditionelle
Erfabrung der Firmen mufiten tber diese Schwierigkeiten hinweghelfen.
So ist es erklarlich, daf3 der Erfolg dieser technisch-empirischen Forschung
kein abgeschlossenes Wissensgebiet ist, sondern nur eine uniibersehbare
Fiille von Einzelergebnissen, die losgelst von ihren verwandten Problemen
erscheinen. Uniibersichtlichkeit und Liickenhaftigkeit sind die Eigen-
schaften, die das ganze Gebiet zur Darstellung und Mitteilung so un-
geeignet machen und daraus erklart sich auch, dafl selbst iiber Teil-
gebiete nur wenig zusammenfassende Darstellungen bestehen. Zu diesen
obengenannten Merkmalen der Uniibersichtlichkeit und Liickenhaftig-
keit kommt noch als Drittes die Unsicherheit. Nicht nur Abweichungen,
sondern auch folgenschwere Widerspriiche zwischen den Ergebnissen
der verschiedenen experimentellen Arbeiten untereinander und zwischen
diesen und den Erfahrungen der Praxis sind keine Seltenheit. Bei der
hervorragenden technischen Bedeutung der Wirmeiibertragung machen
sich diese Mingel nur umso stirker filhlbar und deshalb hat auch die,
Technik immer wieder die Forderung nach einem Ausbau dieses Wissens-
gebietes aufgestellt.

In den beiden letzten Jahrzehnten hat sich deshalb das Interesse
der mafBgebenden technischen und wissenschaftlichen Kreise erneut den
Fragen der Wirmeiibertragung zugewandt. In Deutschland war es
vor allem der Verein deutscher Ingenieure, der im Jahre 1897 Professor
Mollier mit einer zusammenfassenden Darstellung der bis dahin er-
schienenen Arbeiten beauftragte, und dann eine groflere Anzahl von
experimentellen Arbeiten veranlafte und finanziell sicherstellte. Die
meisten derselben wurden in Miinchen im Laboratorium fiir technische
Physik, das unter der Leitung Professor Knoblauchs steht, durch-
gefiihrt. AuBlerdem haben sich auch andere Forschungsinstitute mit
Versuchen iiber Warmeiibertragung befaf3t.

Unter den theoretischen Arbeiten stehen die Arbeiten von Professor
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W. Nuflelt obenan; sie bilden insoferne einen Wendepunkt, als es
NuBelt gelungen ist, die technisch-empirische Forschungsweise mit
der mathematisch-physikalischen zu vereinen. Als Ziel behilt NuBlelt
die Losung technisch-wichtiger Aufgaben scharf im Auge, bedient sich
aber zur Losung dieser Fragen in vorbildlicher Weise der Methoden
der mathematischen Physik. Wenn wir heute hoffen diirfen, daBl uns
die néchste Zeit wesentliche Fortschritte in unserem Wissen von der
Warmeiibertragung bringt, so verdanken wir dies in erster Linie den
Arbeiten NuBelts.

Aussichten fiir die Zukunft.

Was nun die Aussichten fir die Zukunft betrifft, so 148t sich nur
das eine mit Sicherheit voraussagen, daf fir viele technische Aufgaben
die Moglichkeit einer streng wissenschaftlichen Losung vorerst nicht zu
erwarten ist, daB also die Erfahrung des einzelnen und die Erfahrung
der Firmen nicht zu entbehren sein werden. Gerade deshalb muB} aber
diese Erfahrung auf eine héhere Stufe gestellt werden. Um diesen Satz
zu erkliren, miissen wir etwas weiter ausholen.

Es ist das Kennzeichen der Erfahrung, der reinen Erfahrung,
daB sie die Vorginge nur ihrer duBeren Erscheinung und Wirkung nach
betrachtet und daB lediglich Erfolg und MiBerfolg fritherer Tatigkeit
entscheidend sind fiir spitere Entschliisse. Diese Erfahrung, die sich
zum Teil mit den Begriffen Praxis und Routine deckt, hatte zu groBen
Erfolgen gefithrt und bildet fiir viele Schaffensgebiete die einzige Richt-
linie. Zu ihrem Nachteil zahlt es, daB eine lange Lehrzeit und auch 6fterer
MiBerfolg zu den notwendigen Voraussetzungen fiir ihren Erwerb ge-
héren und daB sie ihrer Natur gemd8 dort versagen mull, wo neuartige
bisher ungekannte Aufgaben zu lésen sind.

Anders ist es, wenn die Erfahrung ihren Ausgang nimmt von einem.
festbegriindeten Wissen und erst dort einsetzt, wo die Grenzen dieses
Wissens iiberschritten werden. Wer die Vorginge nicht nur ihrer Er-
scheinungsform, sondern auch ihrem Wesen nach kennt, und wer fiir
einige besonders typische Fille die streng richtige Lésung vollkommen
beherrscht, der wird, indem er schwierigere Félle mit diesen vorbildlichen
Fillen vergleicht, rascher Erfahrung sammeln und wird besonders bei
neuartigen Problemen sicherer sein im Urteil als derjenige, der diese
Richtlinien entbehren muf.

Diese Ausfiihrungen iiber die Erfahrung sind stark schematisiert
und doch ermdglichen sie es uns, den obigen Satz von der Vervollkom-
mung der Erfahrung dahin zu ergiinzen, dafl sie nicht ausschlieBlich
aus dem Erleben hervorgehen darf, sondern sich auf ein mdglichst aus-
gedehntes, einwandfreies Wissen stiitzen muB. Von diesem Gedanken
ausgehend betrachte ich es als die Hauptaufgabe dieses Buches, eine
zusammenfassende, einheitliche Darstellung der Lehre von der Warme-
leitung in festen Korpern, Flissigkeiten und Gasen zu geben. Ich habe
mich bei der Darstellung nicht gescheut auch die Fehler und Méngel dieses
Gebietes klar hervortreten zu lassen. Ja es war sogar meine Absicht,
durch die systematische Besprechung des Gebietes einmal zu zeigen,
wie gering unsere wirklich einwandfreie Kenntnis in der Lehre von der
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Wiirmeiibertragung ist. Wenn es mir dabei gelungen sein sollte, das
Vertrauen zu erschiittern, das noch vielfach gegeniiber den iiblichen
Faustformeln mit den Wirmeiibergangszahlen herrscht, so wiirde das
durchaus in meiner Absicht gelegen haben. Wir stehen mit der Art,
wie diese Wirmeiibergangszahlen heute gehandhabt werden, noch auf
derselben Stufe, auf der der Maschinenbau stand, als man mit Hilfe
der Redtenbacherschen Verhiltniszahlen aus dem Kurbelzapfen her-
aus das ganze Dampfmaschinengetriebe konstruierte. Diese Stufe muf
iiberwunden werden und das ist nur moglich auf Grund wissenschaft-
lich einwandfreier Forschung. Deshalb ist auf den n#chsten Seiten eine
Zusammenstellung jener Aufgaben der wissenschaftlichen Forschung
gegeben, welche mir als die vordringlichsten und wichtigsten erscheinen
und ich betrachte es als die zweite Aufgabe dieses Buches, die theore-
tische Vorarbeit fiir diese Aufgaben zu liefern.

Forschungsaufgaben.

Als Einleitung zu diesem Abschnitt stelle ich den Satz voran, daf
ein erfolgreiches Weiterbauen auf diesema Gebiete ohne griindliche
mathematische Kenntnisse nicht méglich ist. Es gentigt nicht, daf}
man nur Versuche anstellt; solche Versuche ohne feste theoretische
Grundlage fithren nur zu einer Vermehrung der ohnehin schon umfang-
reichen Literatur, ohne aber wissenschaftlichen Fortschritt zu bedeuten
oder fir die Praxis brauchbares Zahlenmaterial zu liefern.

Wenn nun auch zur Gewinnung neuer Ergebnisse umfangreiche
mathematische Entwicklungen nicht gescheut werden diirfen, so ist
es andererseits unbedingt notwendig, die erhaltenen Ergebnisse wieder
auf eine so einfache Gestalt zu bringen, daf3 ihre Anwendbarkeit in der
Praxis gewihrleistet ist. Dazu dient vor allem die Anwendung der Zahlen-
tabelle oder noch besser des Schaubildes an Stelle der Formel. Dies
setzt aber wieder voraus, dafl im Endergebnis entweder von vornherein
nur wenig Verinderliche auftreten, oder daf3 sich ihre Zahl durch Zu-
sammenfassen vermindern laft. Wie dies mit Hilfe des Begriffes der
KenngroBe moglich ist, habe ich im vorliegenden Buch an vielen Bei-
spielen gezeigt.

Ich komme nun zur Besprechung der drei Aufgabegruppen.

1. Bereits Fourier hat mit Hilfe der analytischen Theorie der Wirme-
leitung eine Rejhe von Aufgaben geldst, die zwar unter Annahme sehr
einfacher physikalischer Bedingungen aufgestellt waren, die aber doch
vom technischen Standpunkte aus von grofler Bedeutung sind. Die
Ergebnisse erschienen meist in recht unhandlicher Form, hiufig als
unendliche Reihen. Wenn diese Reihen auch rasch konvergieren, so
sind sie doch fiir die Praxis nicht brauchbar. Aus diesem Grunde hat das
Wissen Fouriers und seiner Nachfolger, vom technischen Standpunkt
aus betrachtet, ein Jahrhundert véllig brach gelegen. Es erscheint mir
nun dulerst wichtig, daBl auBler bei den Aufgaben, die bereits in diesem
Buche besprochen sind, noch bei einer Reihe von anderen Aufgaben
die Resultate in eine vereinfachte Form iibergefiihrt werden und daB
noch einige andere Aufgaben aus dem Gebiet der Warmeleitung in festen
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Koérpern, soweit sie technisch wichtig und bisher nech nicht geldst sind,
neu in Angriff genommen werden. Diese erste Gruppe umfaBt also
rein rechnerische Aufgaben. -

2. Die zweite Aufgabengruppe fallt der Experimentalphysik zu. Es ist
dies die Bestimmung der Warmeleitfahigkeit, der spezifischen Warme, der
Dichte und der Temperaturleitfahigkeit einer Reihe technisch wichtiger
Stoffe. Als solche Stoffe kommen in Betracht verschiedene Werkstoffe
des Maschinenbaues, Baustoffe des Hochbaues und Wirmeisolierstoffe,
ferner verschiedene Fliissigkeiten, wie Wasser, Ole usw. und endlich
noch Gase und Dampfe. Hierbei ist wichtig, daf} sich die Untersuchungen
auf das ganze Temperaturbereich erstrecken, bei welchem der Stoff
technische Verwendung findet; also z. B. bei den Baustoffen der Feue-
rungstechnik bis hinauf zu Temperaturen iiber 1000° "Als besonders
‘wichtig méchte ich die Bestimmung der Warmeleitfdhigkeit von Fliissig-
keiten hervorheben. Ich bin mir dessen wohl bewuBt, daB ich mit den
beiden letzten Aufgaben?) an die experimentelle Technik sehr hohe Anfor-
derungen stelle. Allein bei der Wichtigkeit der Aufgaben miissen sich
eben Mittel und Wege finden lassen, um die experimentellen Schwierig-
keiten zu iiberwinden. Bei allen diesen Versuchen kommt es iibrigens
nicht so sehr darauf an, besonders hohe Genauigkeit zu erzielen, sondern
es ist viel wichtiger, daB der untersuchte Stoff hinsichtlich seiner Zu-
sammensetzung moglichst genau bezeichnet wird. Insbesondere wire
eine Angabe zu verlangen, in welchem Sinne und innerhalb welcher
Grenzen die untersuchten physikalischen GréBen mit der Reinheit des
Stoffes und sonstigen Eigenschaften schwanken. Um es nochmals zu
wiederholen, die genaue Stoffbeschreibung, gegebenenfalls durch Angabe
einer chemischen Analyse, ist viel wichtiger als die Erzielung einer grofien
Anzahl Dezimalstellen im Endergebnis. Hand in Hand damit miilte
eine systematische Priifung der in der Literatur verbreiteten Zahlenwerte
gehen, um die falschen oder unsicheren Zahlen, die sich von einem
Buch ins andere fortvererben, wieder ausmerzen zu kénnen.

3. Das wichtigste ist, daf sich die technische Forschung in eingehender
und systematischer Weise mit’' dem Problem des Wirmeiiberganges
befaBt. Vor allem muB sich die Erkenntnis Bahn brechen, daf3 die Art
der Stromung, insbesondere die Form der warmeabgebenden Flichen
in erster Linie zu beachten sind, denn diese bestimmen das Gesetz, nach
dem der Wirmeaustausch stattfindet. Die physikalische Natur des
stromenden Kérpers (ob es sich etwa um Wasser, Ol oder Luft handelt)
kommt erst beim Einsetzen der Zahlenwerte in die Rechnung in Frage.

In den Abschnitten C und D des II. Hauptteiles dieses Buches sind
eine Reihe von Aufgaben besprochen worden, welche sich durch besonders
einfache Randbedingungen und zugleich durch technische Wichtigkeit
auszeichnen. Um einen kurzen Ausdruck zu gebrauchen, méchte ich
diese Aufgaben als die Fundamentalaufgaben des Wiarmeiiberganges
bezeichnen und ich erblicke in ihnen zugleich die obengenannten vor-
bildlichen Fille, welche der Praxis als Vergleich dienen kénnen, bei
der Losung von schwierigen und neuartigen Aufgaben. Leider sind bis-

1) Die zweite Aufgabe ist inzwischen von Prof. Jakob gelost worden.
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her nur fiir zwei dieser Aufgaben die Kennfunktionen anniahernd bestimmt.
Hier besteht nun fiir die technisch-experimentelle Forschung die Auf-
gabe, auch fiir die iibrigen Probleme die Kennfunktion zu bestimmen.
Durch Losung dieser Aufgaben liefert aber die Forschung nicht nur
ein Zahlenmaterial, welches fiir die Technik unmittelbar von Nutzen
sein wird, sondern sie stellt zugleich der theoretischen Forschung ein
Tatsachenmaterial zur Verfiigung, von dem wir uns eine weitere Ver-
tiefung unserer Kenntnis vom Wesen der Warmeiibertragung erhoffen
diirfen.

Zum Schlufl noch einige Worte iiber die Bedeutung, welche der Lehre
von der Wirmeiibertragung bei den grofien Gegenwartsaufgaben der
Technik zukommt.

Der Krieg mit seinen vielseitigen Folgeerscheinungen hat uns
einen wirtschaftlichen Zusammenbruch von solcher Schwere gebracht,
wie sich dies vordem niemand auszudenken vermochte. Unsere gegen-
wirtige Brennstoffnot ist teils als Ursache, teils als Folge dieses Zu-
sammenbruches zu betrachten. Jedenfalls ist ein wirtschaftlicher Wieder-
aufbau ohne Uberwindung der Brennstoffnot nicht zu denken. Durch
Vermehrung der Kohlenférderung und durch Ausbau der Wasserkrifte
allein wird dies niemals mdoglich sein. Es ist vielmehr notwendig, dafl
die Technik die Forderung einer gr68tmaoglichen Sparsamkeit im Energie-
verbrauch weit mehr als bisher in den Vordergrund stellt. Dies gilt
vor allem. hinsichtlich der Verwendung der Wirme und damit haben
sich, als die groflen Gegenwartsaufgaben der Technik herausgebildet:
Steigerung der Wirtschaftlichkeit des Verbrennungsprozesses in den
Feuerungen, Verbesserung der Warmeiibertragung auf das Heizgut, Ver-
minderung der Abwirme oder Wiederverwendung der Abwirme, Umstel-

“lung unserer Industrien auf die einheimischen Brennstoffe, Torf und
Braunkohle und damit die Aufgabe der Veredlung dieser Stoffe durch
Vergasung und Trocknung, sodann groftmoglicher Wiarmeschutz im
Maschinenbau und Hochbau und vieles andere mehr. Diese Probleme
sind aber nur losbar bei genauer Kenntnis der Gesetze, nach denen
die Warmeiibertragung vor sich geht, und aus diesem Grunde kommt
einer wissenschaftlichen Vertiefung der Lehre von der ,Warmeiiber-
tragung‘ in der gegenwirtigen Zeit ganz besondere Bedeutung zu.

Von diesem Gedanken ausgehend hoffe ich, daBl dies Buch dazu
beitragen moge, die Warmewirtschaft in der Technik zu fordern.
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