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Vorwort. 
A~s dem großen Gebiete der technischen Wärmelehre läßt sich 

als ein Teilgebiet die Lehre von der Wärmeübertragung abspalten. 
Mit diesem Worte "Wärmeübertragung" soll die Gesamtheit jener 
Erscheinungen bezeichnet werden, welche in der überführung einer 
Wärmemenge von einer Stelle des Raumes nach einer anderen Stelle 
bestehen. Diese Erscheinungen, welche durch die Worte - Wärme
leitung, Wärmeübergang und Wärmestrahlung - gekennzeichnet 
sind, spielen in der gesamten anorganischen und organischen Natur 
-eine überaus wichtige Rolle. Von besonderer Bedeutung sind sie für die 
Technik, wie das die nachstehenden drei Gruppen von·Beispielen zeigen. 

Die erste Gruppe umfaßt die Feuerungsanlagen mit ihren Neben
einrichtungen, so die Dampfkessel mit ihren Uberhitzern und Vor
wärmern, die Kondensatoren, die gesamten Feuerungsanlagen der 
Ziegelei-, Zement-, Kalk-, Glas- und Porzellan-Industrien, der che
mischen Industrie und des Hüttenwesens, die Winderhitzer der Eisen
hüttenwerke, sowie überhaupt alle Arten von Regeneratoren und 
Rekuperatoren und die Apparate der Kälteindustrie und der Heizungs
und Lüftungstechnik. 

Die zweite Gruppe betrifft jene Aufgaben, die in der Beseitigung 
einer schädlichen Erwärmung bestehen, so bei der Ableitung der Rei
bungswärme aus Lagern, bei der Kühlung der Zylinder von Verbrennungs
motoren und Kompressoren und insbesondere bei der Kühlung elek
trischer Maschinen. 

Bei der dritten Gruppe handelt es sich um die Aufgabe, einen Raum 
oder einen Körper gegen Wärmeaufnahme oder Wärmeabgabe mög
lichst zu schützen, also um die Aufgabe der Isolierung. 

Die Aufgaben der Gruppe 1 und 2 verlangen möglichste Vermehrung, 
die Aufgaben der Gruppe 3 möglichste Beschränkung der Wärmeüber-
tragung. -

Durch zahlreiche theoretische und experimentelle Arbeiten ist die 
physikalische Natur der verschiedenen Arten der Wärmeübertragung 
ziemlich geklärt. Dagegen ist unsere Fähigkeit, die Vorgänge messend 
und vor allem rechnend zu verfolgen, nur sehr gering und doch ist es 
klar, daß es in all den obengenannten Fällen der Technik nicht genügt, 
wenn sie die Mittel kennt, welche die Wärmeübertragung steigern oder 
mindern, sondern sie will durch Rechnung die Wirkung einer Maß
nahme zahlenmäßig vorausbestimmen können. Diesem dringenden 
Bedürfnis der Technik· steht aber, wie schon oben erwähnt, die Unzu
länglichkeit unseres Wissens entgegen. Daß dieses Mißverhältnis zwischen 
Bedürfnis und Fähigkeit immer noch besteht, muß bei der Bedeutung 
der gestellten Aufgabe befremden. Mit der Erklärung, der man häufig 
begegnet, daß lediglich ein übersehen dieses Gebietes seitens der tech
nischen Forschung vorliege und daß das Versäumte nun schleunigst 
nachzuholen sei, ist die Lage nicht gekemlZeichnet. Die Gründe müssen 
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tiefer liegen; sie können erst am Schlusse des Buches eingehender be· 
sprochen werden. Wir müssen uns vorerst mit der kurzen Erklärung 
begnügen, daß sich die technische Forschung immer wieder durch die 
einfache Erscheinungsform der Vorgänge verleiten ließ, mit zu nahe
liegenden Vorstellungen und zu einfachen rechnerischen Hilfsmitteln 
an die Probleme heranzutreten. Man wollte mit einfachen Faustformeln 
auskommen und die darin vorkommenden Beiwerte lediglich 'durch 
Versuchsreihen bestimmen, aber dabei hatte man sich noch nicht über
zeugt, ob diese Formeln auch annähernd der Ausdruck der Naturgesetze 
sind - oder kürzer - man suchte Zahlenwerte noch bevor die Gesetze 
bekannt waren. 

Erst die letzten beiden Jahrzehnte brachten Arbeiten, welche er
kennen lassen, daß wir am Beginn eines neuen Fortschritts stehen. 
Diese Arbeiten zeigen aber, daß für jeden, der sich mit den Aufgaben. 
der Wärmeübertragung befaßt, sei er Ingenieur oder technischer Phy
siker, die Notwendigkeit besteht, außer mit den Erfahrungen der Praxis 
auch mit den einschlägigen wissenschaftlichen Grundlagen vertraut 
zu sein. Der Erwerb dieser Kenntnisse ist aber dadurch ungemein 
erschwert, daß die einschlägigen Arbeiten in den verschiedensten Lehr
büchern und Zeitschriften der Technik, der Experimentalphysik, der 
theoretischen Physik und der reinen Mathematik verstreut sind und 
daß die Art der Darstellung je nach dem Leserkreis, für den die Ar
beiten bestimmt sind, eine sehr verschiedene ist. 

Aus dem Gesagten ist zu erkennen, daß eine Zusammenfassung 
und einheitliche Darstellung des ganzen Gebietes im Interesse der 
Technik liegt. Das vorliegende Buch ist ein Versuch, diesem Bedürfnis 
gerecht zu werden. Bei seiner Abfassung stellte ich mir die Aufgabe, 
unsere gegenwärtige Kenntnis von den Gesetzen der Wärmeleitung 
in festen Körpern, 1!'lüssigkeiten und Gasen zusammenzustellen, so
weit sie für die technische Forschung oder unmittelbar für die Praxis 
von Nutzen isti). In Anbetracht der Eigenart des Gebietes kam es 
mir aber darauf an, auch die Grenzen und Lücken unseres Wissens 
klar hervortreten zu lassen. Deshalb habe ich die behandelten Probleme 
nicht ausschließlich nach Maßgabe ihrer Lösbarkeit gewählt, sondern 
mit Auswahl und in tunlichster Kürze auch solche Probleme besprochen, 
deren Lösung zur Zeit noch nicht gelingt. 

Es darf hier die Bemerkung eingeschaltet werden, daß die mathe
matisch -physikalischen Methoden, die in diesem Buche entwickelt werden, 
auch bei der Lösung anderer technischer Aufgaben sinngemäße Anwen
dung finden können, so bei der Entgasung von Brennstoffen, ferner 
bei dem Auflösen fester Körper in Flüssigkeiten, bei der Trocknung 
feuchter Körper und überhaupt bei allen Vorgängen mit Diffusion. 

An mathematischen Kenntnissen habe ich nur die Grundzüge der 
höheren Mathematik vorausgesetzt. Was darüber hinausgeht,wie 
p,twa den Begriff der Randwertaufgaben, die Foul'ierschen Reihen 

1) Meine ursprüngliche Absicht, auch die Vorgänge der Verdampfung und 
Kondensation und die Vorgänge der Wärmestrahlung zu behandeln, mußte 
ich aufgeben, da ich nach der jahrelangen Unterbrechung, die die Bearbeitung 
des Buches durch den Krieg erfahren hatte, bald zu einem Abschluß kommen mußte. 
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oder die Best;elschen Funktionen, habe ich im Buche selbst entwickelt, 
denn ich wollte es unbedingt vermeiden, denLeser auf rein mathematische 
Lehrbücher verweisen zu müssen, deren Studium ihm neuerdings Zeit 
gekostet hätte. Allerdings dürfen diese Entwicklungen nicht in dem 
Sinne verstanden werden, wie der Mathematiker seine Lehrsätze dar
legt und beweist. Es kam mir vielmehr darauf an, an Hand der be
sprochenen physikalischen Vorgänge Zweck und Methode eines mat.he
matischen Verfahrens zu zeigen, soweit dies für das Verständnis des 
Buches notwendig ist. Wenn dann der Leser auf diese Weise das Wesen 
der mathematischen Operation erfaßt hat, dann wird es ihm viel leich tel' 
sein, an Hand der einschlägigen mathematischen Literatur sich noch 
weiter zu orientieren, falls er aus persönlichen Gründen hierzu das 
Bedürfnis haben sollte. 

Die Formeln, die am Ende der Ableitungen sich ergeben, enthalten 
häufig Potenzfunktionen, Exponentialfunktionen, natürliche Loga
rithmen und Reihen; sie würden also zu umständlichen und zeitraubenden 
Zahlenrechnungen führen. Ich habe diesem Nachteil dadurch zu be
gegnen gesucht, daß ich die Formeln für die häufigst vorkommenden 
Gebiete durchgerechnet und die Ergebnisse in Zahlen tabellen oder 
Kurvendarstellungen zusammengestellt habe. Ich hoffe damit vor 
allem einem Bedürfnis der Praxis entgegengekommen zu sein. 

Auf den ersten Seiten des Anhanges findet der Leser eine Zusammen
stellung der im Buch gebrauchten Buchstabenbezeichnungen. Ich 
habe mich natürlich zuerst bemüht, mit den vom Ausschuß für Einheit 
und Formelgrößen vorgeschlagenen Bezeichnungen auszukommen, mußte 
aber bald das Unmögliche dieses Vorhabens einsehen. Ich kam viel
mehr zu der überzeugung, daß es grundsätzlich nicht möglich ist, die 
gesamte Naturwissenschaft und Teehnik auf eine größere Zahl von 
Bezeichnungen festzulegen. Es hätte genügt, für die Dimensionen des 
Raumes, die Zeit und dic Temperatur einheitliche Bezeichnungen fest
zulegen und im übrigen jedem Zweig der Technik, wie etwa dem 
Wasserkraftmaschinenbau oder der Elektrotechnik die Ausarbeitung eines 
gesonderten Systemes zu überlassen. Dies wäre möglich gewesen illld 
hätte sich dann auch wirklich eingeführt. Ich habe nun versucht, 
unter Anpassung an die heute meist gebräuchlichen Bezeichnungen ein 
solches System für das Gebiet der Wärmeübertragung aufzustellen. 

Bevor ich dieses Vorwort schließe, möchte ich noch der Jahre gedenkell, 
in denen ieh im Laboratorium für technische Physik an der Technischen 
Hochschule in München tätig war. Da die Wärmeübertragung zu dell 
bevorzugten Arbeitsgebieten dieses Laboratoriums gehört, fand ich lJicr 
nicht nur die Einführung in die wissenschaftliche Behandlungsweisc 
der Probleme, sondern auch einen ersten Einblick in die einschlägigen 
Bcdürfnisse der Praxis. Ich ergreife die Gelegenheit, um meinem ver
ehrten Lehrer, Herrn Professor Kno blaueh, VOll dem ich auch noch 
in späteren Jahren vielfache Anregung erhalten habc, meinen verbind
lichsten Dank auszusprechen. 

Münchcn, im Oktober 1!)20. 
H. Gröber. 



Inhaltsverzeichnis. 
Seite 

Vorwort. . . . . . . . . . . . . . III 
Einleitung . . . . . . . . . . . . I 
I. Die Wärmeleitung in lesten Körpern. 

A. Die mathematischen Grundlagen .... . . . 3 
1. Das Temperaturfeld und das Feld des Wärmeflusscs 3 
2. Die Ableitung der Differentialgleichung . . . 9 
3. Die Grenzbedingungen .......... 10 

B. (rber die Lösung von Randwertaufgaben 14 
1. :r.ie einführende Aufgabe ......... 15 
2. "pber das Aufsuchen partikulärer Lösungen . . 25 
3. !,)beI' das Anpassen an d!-e Oberflächenbedingung 30 
4. Uber das Anpassen an die Anfangllbedingung . . 32 

C. Die zeitlich veränderlichen Temperaturfelder ohne \Värme
quellen. Die Temperaturunterschiede streben dem Aus-
gleich zu . . . . . . . 44 
Aufgabe 1. Die Platte 44 

.• 2. Der Zylinder 51 
3. Die Kugel . . . . . 54 
1, 2 und 3. Besprechung . . . . . . . . . . 57 
·1. Der allseitig unendlich ausgedehute Körper 60 
5. Der einseitig unendlich ausgedehute Körper 66 

D. Die zeitlich veränderlichen Temperaturfelder ohne \Värmc· 
quellen. Temperaturen periodisch veränderlich. 70 
Allgemeines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 
Aufgabe 6. Der einseitig unendlich ausgedehnte Körper 72 

" 7. Die Platte . . . . . . . . . . 78 
E. Die zeitlich konstanten 'l'emperaturfelder ohne Wärme-

quellen . . . . . . . 86 
Aligemeince . . . . . . . . 86 
Aufgabe 8. Platte 88 

9. Das Rohr. 91 
10. Die Hohlkugel .................. 95 
11. Eindringen der \Värme in den einseitig unendlich aus-

gedehuten Körper durch eine Kreisfläche ..... 97 
F. Die zeitlich konstanten Temperaturfelder :mit Wärme-

quellen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101 
Aufgabe 12. Der Zylinder . . . . . . . . . . . . . . 102 

G. Verschiedene Sonderfälle ............ 103 
J. Das Feld ist von mehreren verschiedenartigen Körpern erfüllt. 103 
2. Der Körper ist nicht isotrop. . . . . . . . . . . . . 108 
3. Ä und Cp sind von Druck und Temperatur abhängig. . 1I2 
4. Vorgänge mit Änderung des Aggregatzustandes oder der chemi-

schen Natur . . . . . . . . 113 
H. Prinzip der Ähnlichkeit 117 

1. Bestimmungsstücke des ersten Feldes. 117 
2. Das l';weite Temperaturfeld . 118 
3. Die Ähnlichkeit beider Felder . . . . . . . . 120 
·1. Das Prinzip der Ähnlichkeit und der Wäl'mefluß 123 
5. Ähnlichkeit bei Randwcrtaufgaben dritter Art. . 124 
6. Schlußbemcrkung. .... . . . . . . . . . . . 125 

H. Die Wärmeleitung in Flüssigkeiten und Gasen und der Wärmeübergang 
A. Das allgemeine Problem . . . . . . 126 

1. Grundbegriffe .. . . . . . . . . . 126 
2. Aufstellung der Differentialgleichungen 130 



Inhaltsverzeichnis. 

3. Die Randwertangaben ..... 
4. Das allgemeine Strömungsproblem 

B. Die Hydrodynamik. . . . . . . 
1. Allgemeines . '.. . . . . . . . . 
2. Das Prinzip der Ahnlichkeit . . 
3. Die vereinfachten. Strömungszustände . . . . . . . 

VTI 

Seite 
144 
146 
147 
147 
149 
154 
157 4. Das Prinzip der Ähnlichkeit als Grundlage für Versuche 

C. Die Wärmeleitunginströmenden Körpern bei aufgczwungcncr 
Strömung ................... ; . . . . . . 166 

. I. Allgemeines . '.' . . . . . . . . . . . . . . . . . . '.' . 166 
2. Die Strömung im geraden Rohr mit kreisförmigem Querschnitt. 179 
3. Strömung in gerader Leitung mit nicht kreisförmigem Querschnitt 212 
4. Die Strömung in gekrümmter Leitung (Rohrkrümmer und Rohr-

spirale) ........ . . . 214. 
5.' Die Strömung um einen Zylinder ........ . . . . . . 216 
6. Die Modellregel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217 
7. Der Wärmedurchgang . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219 

D. Die Wärmeleitung in strömenden Körpern bei freier Strö-
mung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231 
1. Allgemeines . . . . . . . . . . . . . . . . . 231 
2. Die freie AbkühJung eines Körpers in einem Gas 236 

Anhang . . 246 
Schlußwort . . . . . . . . . . 266 

Literatur -Angaben. 
Fourier, M., Analytische Theorie der Wärme. Deutsche Ausgabe von Wein

stein. - Berlin. Springer. 1884. 
Enzyklopädie der math. Wissenschaften - Berlin u. Leipzig. Teubnel'. 
Weber, H., Die partiellen Differentialgleichungen der math. Physik. - 2 Erle. 

Braunschweig. Vieweg. '1910. 
Gans, R., Einführung in die Vektoranalysis. - Berlin-Leipzig. Teubner. 1909. 
Schafheitlin, P., Die Theorie der Besselschen Funktionen. Aus math. u. 

physik. Schriften für lngen. u. Studier. - Bd. 4. Teubner. 1908. 
Jahnke u. Emde, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Aus math. 

u. physik. Schriften f. lngen. u. Studier. - Bd. 5. Teubner. 1909. 
Kr aus, F., Die Grundgesetze der Wärmeleitung und ihre Anwendung auf platten

förmige Körper. - Berlin. Springer. 1917. 
Lamb, H., Lehrbuch der Hydrodynamik. - Teubner. 1907. 
Prandtl, L., Abriß der Lehre von der Flüssigkeits- und Gasbewegung. 

Sonderdr. a d. Handwörterb. d. Naturw. Bd. 4. Jena Fischer. 191it 
Nußelt, W., Die Wärmeleitfähigkeit von Wärmeisolierstoffen. - Diss. München 

1907 u Mitt. über Forsch.-Arb. H. 63 u. 64. 
Derselbe, Der Wärmeübergang in Rohrleitungen. - Habil.-Schrift Dresden 

1909 u. Mitt. über Forsch.-Arb. H. 89. 
Derselbe, Der Wärmeübergang im Rohr. - Zeitschr. d. Ver. deutsch. lngen. 

1917. S. 685. 
Derselbe, Grundgesetz des Wärmeüberganges. - Gesundh.-Ingen. 1915 S.42. 
Derselbe, Die Oberflächenkondensation des Was~erdampfes. - Zeitschr. d. 

Ver. deutsch. lngen. 1916. S. 541. 
Kno blauch u. Hencky, Anleitung zu genauer, technischer Temperaturmessung. 

- München. Oldenbourg. 1919. 
Landolt - Börnstein - Roth, Physikalisch-chemische Tabellen. - Berlin. 

Springer. 1912. 
Ausführliche Literaturübersicht bei: 

Soennecken, A., Der Wärmeübergang von Rohrwänden an strömendes Wasser. 
- Diss. München 1910. 

Po e ns gen, R., über Wärmeübertragung von strömendem, überhitztem Wasserdampf 
an Rohrwandungen und von Heizgasen an Wasserdampf. - Diss. München 1914. 



Verzeichnis der Zaltlentafeln. 
Keite 

• -10 
1. Wurzeln der GleIChung: tg e = lI.x . 20 

Ö 
2. Wurzeln der Gleichung: cotg J = h . X 21 

3. Wärmeverlust der Platte. . . . . . . . . . . . 51 
4. Wurzeln der Gleichung: 1"" J1(.«) = + hR· .fot«) . 52 
5. Wärmeverlust des Zylinders . . . . . . . . . . 54 
ß. Wurzeln der Gleichung v· cos v = (l - h . J{,) sin l' 55 
7. Wärmeverlust der Kugel. . . . . . . . . . . . . . /iG 
8. Temperaturverlauf im einseitig unendlich ausgedehnten Körper 68 
9. Werte von ~ . log v/log e . . . . . 7/i 

10. Werte von lu~kt (h2 • a· 1'0) •• • • . • 77 
11. Werte von cos u· ~of u und sin u· ®in u 80 

12. Werte von funkt (i· M) ....... 83 

13. Planparallele Platte mit periodischer Oberflächentemp. 84 
13a. Kritische Geschwindigkeit (in Metern pro Sekunde) . 164 
14. VersuchswertenachNußelt. . . . . ..... . . 194 
15. Abhängigkeit der Werte BT von Tm bei Luft . . . . 204 
16. Berechnung von Heiz· und Kühlrohren . . . . . . . 210 
17. Wärmeühergang im Rohrbündel . . . . . . . . . . . 211 
18. Wärmeühergang in Leitung mit rechteckigem Querschnitt 213 
19. Wärmeaustallf;ch im Gleichstrom . . . .. ..... 225 
20. WärmeaustauBch im Gegenstrom . . . . 228 
21. Durchschnittliche Temperaturdifferenz . . 230 
22. Verhältnis: Gleichstrom/Gegenstrom. . . 231 
23. 10 und ~ abhängig von der Atomzahl . . 237 
24. Kenngröße GI' abhängig von tw und tR 240 
25. Werte der Potenz dO.7G. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242 
26. Hilflltabelle für die Berechnung des Wärmeverlustes von Rohrleitungen 242 

Anhang. 
27 .. Exponentialfwiktioll . . . 250 
28. Gaußsches Fehlerintegral . 250 
29. Besselsche Funktionen . . 251 
30. Potenz: xn; n = --- 0,16 . 251 
31. n ~, -- 0,05 . 252 
:12. n . -1- 0,21 . 252 
33. n f- 0,79 . 253 
34. II •.. j- 0,95 . 253 
35. 11 i 1,05 . 253 
36. 11 c - i- 1,16 . 254 
37. n i 1,21 . 254 
:18. " "n ~!. 1,79. .. . ...... 255 
:J9. Spez. Gewicht, spez. Wärme, Wärmeleitfähigkeit usw. von festen Körpern 

und Flüssigkeiten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255 
40. Wärmeleitfähigkeit, ~pez. Wärme, spez. Gew. von Luft. . . . . . . 262 
41. Temperaturleitfähigkeit von Luft . . . . . . . . . . . . . . . . . 263 
42. Wärmeleitfähigkeit, spez. Wärme, spez. Gew. und Temperaturleitfähig-

keit von Wasserdampf. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264 
43. Zähigkeit von Flüssigkeiten und Gasen . . . . . . . . . . . . . . 2ßIi 



Einleitung. 
Nach der im Vorwort gegebenen Definition umfaßt der Begriff 

"Wärmeübertragung" die Gesamtheit jener Erscheinungen, die in der 
überführung einer Wärmemenge von einer Stelle des Raumes nach 
einer anderen Stelle bestehen. Diese Ortsveränderung der Wärme ist 
auf drei ihrem Wesen nach gänzlich verschiedenen Wegen möglich. 
Diese drei Arten des Wärmetransportes sollen nun in ihren Haupt
zügen gekennzeichnet werden. 

Die erste Art der Wärmeübertragung ist diejenige durch Lei tung. 
Sie ist dadurch ausgezeichnet, daß ihr Auftreten an das Vorhanden
sein von Materie gebunden ist und daß ein Wärmeaustausch nur zwischen 
den unmittelbar benachbarten Teilchen des Körpers stattfindet. Man 
kann sich den Vorgang so vorstellen, daß die Wärme von Teilchen zu 
Teilchen weiterwandert. 

Die zweite Art der Wärmeübertragung ist die Wärmeübertragung 
durch Konvektion oder Fortführung. Sie tritt auf, wenn mate
rielle Teilchen eines Körpers ihre Stelle im Raum ändern, wobei sie 
ihren Wärmeinhalt mit sich fortführen. Dieser Vorgang findet in 
strömenden Flüssigkeiten und Gasen statt und ist, falls nicht in der 
ganzen strömenden Masse Temperaturgleichheit herrscht, stets von 
der Wärmeleitung von Teilchen zu Teilchen begleitet: Solange wir 
nur Stellen im Innern der Strömung betrachten, solange wir uns also 
um die Vorgänge an den festen Begrenzungswänden und an der Ober
fläche nicht kümmern, können wir die heiden ersten Arten des Wärme
t.ransportes in der Bezeichnung Wärmeleitung in strömenden 
Körpern zusammenfassen. Wenn wir dagegen die festen Begrenzungs
wände mit in die Betrachtung hereinziehen, so werden wir im allge
meinen einen Wärmeausstauch zwischen den Wänden und den strö
menden Körpern beobachten, der dadurch zustande kommt, daß die
jenigen Teilchen des Körpers, die in der Nähe der Wand sind, von dieser 
Wand Wärme aufnehmen und mit sich fortführen. Man nennt diesen 
Wärmeaustausch den Wärmeübergang durch Konvektion, auch 
kurz den "Värmeübergang. 

Eine besondere Art des Wärmeüberganges ist dann gegeben, wenn 
an der Grenze zwischen Wand und Strömung eine Aggregatzustands
änderung des strömenden Körpers eintritt. Es ist dies der Fall beim 
Wärmeübergang von Heizflächen an verdampfende Flüssigkeiten, von 
sich kondensierenden Dämpfen an Kühlflächen und beim Auftauen 
und Gefrieren. 

G r Ö b er, Wänneleitung und Wärme übergang. 1 



2 Einleitung. 

Bei allen Vorgängen des Wärmetransportes durch Konvekt.ion 
haben wir eine wicht.ige Unterscheidung zu machen hinsichtlich der 
Ursachen der Strömung. Wenn in einer Flüssigkeits- oder Gasmasse 
örtliche Temperaturungleichheiten vorhanden sind, so sind dieselben 
von Ungleichheiten der Dichte begleitet und diese führen zu einer 
St.römung in der Masse. Sind nun diese Dichteungleichheiten die einzige 
Ursache der Strömung, so sprechen wir von einer freicll Strömung 
(auch von einem Strömungsfeld aus inneren Ursachen). Vielfach sind 
aber noch andere von außen kommende Ursachen für das Auftreten 
und Fortbestehen der Strömung vorhanden. Ist im Grenzfall deren 
Wirkung so groß, daß die Ungleichheiten der Dichte keinen Einfluß 
gewinnen können, so sprechen wir von einer aufgezwungcnen Strö
mung (von einem Strömungsfeld aus äußeren Ursachen). 

Die dritte Art der Wärmeübertragung ist dahn gegeben, wenn die 
Wärme an einer Stelle des Raumes in eine andere Energieform über
geht, in dieser Gestalt den Raum durchmißt und an einer zweiten Stelle 
sich ganz oder teilweise in 'Wärme zurückverwandelt. In dieser großen 
Gruppe von Erscheinungen ist der wichtigste Fall der vorübergehende 
übergang in strahlende Energie, kurz die WärlllPf<trahlung genannt. 

Diese verschiedenen Arten des Wärmetransportes treten. selten 
allein auf, sondern meist in irgendeiner Weise miteinander kombiniert. 
Sie können dann den Eindruck einer durchaus einheitlichen Erscheinung 
machen und unter Umständen kann es sogar zweckmäßig sein, sie in 
der Rechnung als solche zu behandeln. Zwei Fälle sind da herauszu
heben. 

Drr erste Fall ist der Wärmeverlust, den ein heißer Körper erleidet, 
der an Luft grenzt und sich ohne künstliche Kühlung abkühlt. Er 
verliert seine Wärme durch Strahlung in die kältere Umgebung sowie 
durch Leitung und Konvektion seitens drr umgebenden Luft. In diesem 
Falle faßt man die drei Arten des Wärmetransportes zusammen unter 
dem Namen Gesamtabkühlumg bzw. bei einem kalten Körppr in 
heißer Umgebung unter dem Namen GCBamterwärmung. 

Eine zweite hiervon ganz verschiedene Art der Zusammenfassung 
ist dann möglich, wenn dieselbe Wärmemenge aus einem ersten strö
menden Körper an die feste Begrenzungswand dieser Strömung über
geht, diese Wand durchsetzt und auf der Gegenseite in einen zweiten 
strömenden Körper übertritt. Dieser Vorgang in seiner Gesamtheit. 
betrachtet heißt Wärmedurchgang. 



1. Die Wärmeleitnng in festen Körpern. 
Die analytische Theorie der Wärmeleitung nimmt auf das molekulare 

Gefüge der Stoffe keine Rücksicht, sie betrachtet also die Materie nicht 
als eine Vielheit von einzelnen Mass0npunkten, sondern als Kontinuum. 
Dies hat zur Folge, daß wir uns bei allen Ableitungen die betrachteten 
Räume und auch die Differentiale dieser Räume doch noch groß vor
stellen müssen im Vergleich zur Größe der Moleküle und auch im Ver
gleich zum Abstand zweier Moleküle. 

Wo nicht ausdrücklich das Gegenteil bemerkt ist, sollen die Körper 
als homogen und isotrop vorausgesetzt werden. 

A. Die mathematischen Grundlagen. 

1. Das Temperaturfehl und das Feld des Wäl'meflusses. 
a) Das 'l'emperaturfeld. Die mathematische Physik sprIcht von dem 

"Feld einer Zustandsgröße in einem gegebenen Augenblick" und sie 
vprsteht darunter die Gei"amtheit der Werte, dip di0se Zustandsgröße 
(Dichte, Temperatur, Geschwindigkeit usw.) an allen Stellen eines 
Raumes in dem gegebenen Augenblick aufweist, und zwar betrachtet 
sie diese Werte im Hinblick auf ihre Größe und räumliche Verteilung. 

Rechnerisch findet das Feld seine Darstellung durch eine Gleichung. 
Bezeichnet z. B.: T die absolute Temperatur, x, y, z die Raum
koordinaten im kartesischen System und r die Zeit, so ist eine 
Gleichung von der Form 

T = F (x, y, z, r) 

der rechnerische Ausdruck eines Temperaturfeldes. In Zylinderko
ordinaten würden wir erhalten: 

T = F (r, cp, z, r) 
und in Kugelkoordinaten 

T = F (r, cp, 11', r) 
und endlich können wir uns noch der vektoriellen Darstellung bedienen 
mit der Schreibweise 

T = F (1', r) 

wobei dann der Ort nicht durch drei Raumkoordinaten, sondern durch 
dpn Radiusvektor r festgelegt ist. 

Wenn man in einem solchen Feld von einem beliebigen Punkt aus 
nach den verschiedenen Richtungen des Raumes vorwärts schreitet, so 

1* 
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beobachtet man im allgemeinen eine Änderung dieser Zustandsgröße. 
Sind für alle Richtungen bei unendlich klein gehaltenen Schritten auch 
diese Änderungen unendlich klein, so heißt das Feld in diesem Punkt 
stetig. Ist auch nur in einer Richtung die Änderung von endlichem 
Betrag, dann heißt das Feld im untersuchten Punkt unstetig. Diese 
Bezeichnungen werden auf das ganze Feld übertragen, indem man 
ein Feld, das gar keine Stelle unstetigen Verlaufes' enthält, als ein stetiges 
Feld bezeichnet. 

Unter einem "Aufpunkt" versteht die mathematische Physik in 
erster Linie jenen Punkt eines Feldes, für den der Aufgabe gemäß die 
Zustandsgröße zu bestimmen ist, in zweiter Linie überhaupt einen für 
die Betrachtung besonders hervorgehobenen Punkt. 

Was sonst noch an Begriffen aus der Lehre der skalaren- und der 
Vektorfelder zu erläutern ist, soll an dem Beispiele des Temperatur
feldes entwickelt werden. 

Nach dem oben Gesagten ist das Temperaturfeld im Innern eines 
Körpers die Gesamtheit der Temperaturen an allen Stellen im Körper. 
Da die Temperatur eine skalare Größe ist, d. h., da eine einzige Zahl 
mit ihrem Vorzeichen genügt, um ihren Wert festzulegen, so heißt auch 
das Temperaturfeld ein skalares Feld. 

Ist das Temperaturfeld im Punkt A stetig, so werden sich von A 
aus immer-solche Richtungen finden lassen, in denen sich die Temperatur 

:Fig. 1. Temperaturfeld mit 
L'!othermen. 

gar nicht ändert. Man gelangt so zu 
Nachbarpunkten, die die gleiche Tem
peratur wie Punkt A besitzen und die 
man zu Ausgangspunkten für neue 
Schritte wählen kann. Durch fortge
setzte Wiederholung dieses Verfahrens 
wird im Körper eine Fläche festgelegt, 
die nur Punkte gleicher Temperatur ent
hält, also eine Fläche konstanter Tem
peratur oder eine isothermische Fläche. 
In Fig. 1 ist ein Stück eines Temperatur
feldes mit eingezeichneten Isothermen 
e, e + 0, e + 20 usw. dargestellt. 

Hierbei ist - wie auch im folgenden 
- unter e die Temperatur zu ver

stehen, bei noch gänzlich willkürlich gelassenem Nullpunkt der 
Zählung. Da an derselben Stelle nicht zwei Temperaturen zugleich 
herrschen können, so können sich auch zwei Flächen verschiedenen 
Temperaturwertes niemals schneiden. Ferner kann eine Fläche kon
stanter Temperatur innerhalb eines Körpers keine Begrenzung besitzen, 
sondern sie muß entweder an der Oberfläche endigen oder sie muß in 
sich geschlossen sein und ganz im Innern des Körpers verlaufen. 

b) Der Temperaturgradient. Außer den bereits erwähnten Richtungen 
von A aus gibt es noch eine einzelne, ausgezeichnete Richtung, nämlich 
jene Richtung, bei der die Änderung der Temperatur am größten ist. 
Sie ist z. B. (vgl. Fig. 1) für den Punkt A gegeben durch die kürzeste 
Verbindung von A aus nach der nächstgelegenen, isothermischen Fläche, 
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also durch die Richtung des Lotes auf diese Fläche. Der Betrag dieser 
Änderung bei festgehaltener Größe des Schrittes ist umgekehrt pro· 
portional der Länge des Lotes. Es ist also durch die Beschaffenheit 
des Feldes in unmittelbarer Nähe des Punktes A ein Vektor bestimmt, 
dessen Richtung die obengenannte Richtung stärkster Änderung ist, 
und dessen absoluter Betrag gleich dem Wert der Temperaturänderung 
pro Längeneinheit dieses Weges ist. Das Vorzeichen des Vektors wollen 
wir so festlegen, daß wir ihn positiv nennen in der Richtung der zu· 
nehmenden Temperatur. Dieser Vektor heißt der Gradient des Tem
peraturfeldes im Punkt A oder kurz der Temperaturgradient, der Tem
peraturanstieg. Bezeichnet f) die Temperatur, so wird dieser Vektor 
durch das Symbol "grad (9" dargestellt. Der negative Wert dieses Vek
tors also ,,- grad (9" heißt das Temperaturgefälle. 

Der absolute Betrag des Gradienten ist von der Dimension: Grad 
X rn-i; 

In vielen Schriften wird die Wahl über das Vorzeichen so getroffen, 
daß das Temperaturgefälle mit + grad 8 bezeichnet wird. Sehr häufig 
wird auch statt des Symboles "grad" das Symbol ,,\7" verwendet, z. B. 
in der technischen Mechanik von Föppl. 

Ebenso wie für den Punkt A läßt sich für jeden Punkt des Feldes 
der Gradient bestimmen. Die Gesamtheit dieser Vektoren bildet ein 
neues Feld, das Feld des Temperaturgradienten. Die Schar der Flächen 
konstanter Temperatur bestimmt zugleich das Feld dieses Vektors, 
denn die Richtungen der Vektoren sind gegeben durch die Linienschar 
der orthogonalen Trajektorien dieser Flächen und die absoluten Beträge 
der Vektoren sind dem Abstand zweier aufeinanderfolgender Flächen 
umgekehrt proportional mit einem Proportionalitätsfaktor, der von den 
gewählten Maßeinheiten abhängt. 

c) Der Wärmefluß. Jeder Körper, in dem nicht völliges Temperatur
gleichgewicht herrscht, ist von Wärmeströmungen erfüllt. Zur mathe
mathischen Darstellung dieses Strömungsfeldes bedienen wir uns eines 
neuen Vektors Q, der als WäJ;mefluß bezeichnet sein soll. Seine 
Bedeutung ergibt sich aus der folgenden Definition: 

"Unter dem Wärmefluß an einer Stelle des Feldes versteht man 
einen Vektor, der durch seine Richtung die Richtung der Wärmeströ· 
mung und durch seinen absoluten Betrag die Stärke oder Intensität 
der Wärmeströmung angibt. Diese Intensität wird gemessen durch die 
Wärmemenge, die durch ein Flächenstück von der Größe, "Eins", 
das man an der untersuchten Stelle senkrecht zur Strömungsrichtung 
anbringt, in der Zeiteinheit hindurchströmt." 

Der Vektor ist also von der Dimension 

[ W.E. ] 
m2 • Std. 

Für einen festen Körper, in dem die Wärmeübertragung ausschließ
lich durch Leitung erfolgt, kann der Wärmefluß an einer Stelle in ein
facher Weise aus der Beschaffenheit des Temperaturfeldes in unmittel
barer Nähe dieser Stelle abgeleitet werden. Da für jede Stelle im In
neren eines homogenen und isotropen Körpers der physikalische Zu
stand symmetrisch zur Richtung des Temperaturgefälles ist, 80 kann die 
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Wärme nur in Richtung des Temperaturgefälles selbst strömen. Die 
beiden Vektoren Temperaturgradient und Wärmefluß müssen also in 
einer Geraden liegen. Und weil die Wärme erfahrungsgemäß immer 
in Richtung des Temperaturgefälles strömt, so haben die beiden Vek
toren entgegengesetzte Richtung. Die nächstliegende Annahme über 
die Intensität der Wärmeströmung ist die, den Wärmefluß der ersten 
Potenz des Temperaturgefälles proportional zu setzen und in der Tat 
ist diese Annahme bereits von Biot und Fourier gemacht worden. 
Die 'Wahl der Exponenten ,Eins" ist nicht gerade willkürlich zu nennen, 
denn schon diese beiden Forscher haben versucht sie theoretisch zu 
begründen; aber ihre Berechtigung hat sich doch erst dadurch erwiesen, 
daß alle Folgerungen aus ihr mit der Erfahrung übereinstimmen .. 

Die beiden Annahmen über Richtung und Größe des Wärmeflusses 
ermöglichen uns die Aufstellung der einen Grundgleichung der Wärme
leitung. Diese lautet: 

0= ;. . (- grad e) = - i.· grad e. . . . . . . (1) 
und bringt den Zusammenhang zwischen dem Feld des Wärmeflusses 
und dem Temperaturfeld in mathematischer Form zum Ausdruck. 

Da auf jeder Seite der Gleichung nur ein Vektor steht, so müssen 
die beiden Vektoren in einer Geraden liegen. Daß ihre Richtung ent
gegengesetzt ist, erhellt aus dem entgegengesetzten Vorzeichen. Der 
Proportionalitätsfaktor ;. ist eine skalare Größe und seinem Werte nach 
von der Natur und dem physikalischen Zustand jenes Körpers abhängig, 
der das Feld erfüllt. Er heißt die Wärmeleitfähigkeit (innere Wärmeleit
fähigkeit), der Substanz. Die W.L.F. ist wie alle Stoffwerte mit Druck 
und Temperatur veränderlich. Sowohl der Zahlenwert bei einer be
stimmten Temperatur als auch die Änderungsgesetze mit Temperatur 
und Druck sind nur durch den Versuch zu bestimmen. 

Durch Einsetzen der Dimensionen von 0 und grad e erhält man 
die Dimension der W. L. F. zu 

[ W. E. ] 
m. Std. Grad . 

d) Der Wärmetransport durch eine beliebige Fläche. Nach der Defini
tion des Wärmeflusses geht durch ein Flächenstück von der Größe 
"Eins", das senkrecht zum Temperaturgradienten steht, die Wärme
menge Q in der Zeiteinheit in Richtung des Gradienten hindurch. 

Ein Flächenstück von der Größe df, dessen Normale mit dem Gra
dienten den '''inkel a bildet, wird dann von einer Wärmemenge durch
setzt, deren absoluter Betrag gegeben ist durch 

Iql=IOI·df·cosa=-J.·lgradel·cosa·df ... (2a) 
Diesem absoluten Betrag kann man in zweierlei Weise eine Richtung 

zuordnen. Das Nächstliegende ist von der Wärmemenge zu sprechen, 
die durch df in Richtung des Gradient<ln hindurch tritt, also in einer 
Richtung, in der df nicht seine ganze Größe darbietet. Diese Auffas
sung kommt zum Ausdruck in der Gleichung 

q=-i,.grade·{cosa·df} .... (21)) 
AlKlcrerseits kann man auoh von einem 'Värmetransport normal zum 



Das Temperatul'feld und das Feld des WärmefluBses. 7 

Flächenelement sprechen. In diesem :Falle kommt zwar die ganze 
Fläche df, dafür aber nur die Normalkomponcnt€ des 'Värmeflusses 
in Rechnung. Dem entspricht die Gleichung 

qn = - l· {grade. cos a}df = - I.' gradn e . df ... (2c) 

Ist nicht ein einzelnes Flächenstück, sondern eine Fläche von end· 
licher Ausdehnung gegeben und soll ferner die Rechnung über den Zeit· 
raum von T = 0 bis T = T ausgedehnt werden, so ist die gesamte Wärme· 
menge 

1 

Q= - ljdT .jgradne. df 
o Fläche 

.... (2d) 

Durch dic8e Gleichung sind alle Fragen nach dem Wärmetrans· 
port in einem Körper auf die li'rage nach der Beschaffenheit des Tem· 
peraturfeldes zurückgeführt. Die Bestimmung des Temperaturfeldes ist 
somit die Hauptaufgabe der analytischen Theorie der Wärmeleitung. 

c) Der Laplacesche Differentialparamet(\r LJ2 e. Die nachstehende 
Doppelgleichung 

jgradue.df=diV(grade).dV=,12e.dV ... , (3) 
o 

ist für den Kenner der Lehre von den Vektorfeldern ohne weiteres ver· 
ständlich. Sie enthält in ihrem ersren Teil den Gaußsehen Satz, in 
ihrem zweiren Teil eine Anwendung der Vektorformel Nr. II im Anhang. 
Für den Leser, welcher diese Lehre nicht kennt, sei der Differential· 
parameter Ll 2e aus dem Oberflächenintegral heraus erklärt. Eine Ab· 
leitung oder ein Beweis soll dies nicht sein. 

Wir fassen im Temperaturfeld einen Punkt A ins Auge, legen um 
ihn eine sehr kleine Kugel und zerteilen ihre Oberfläche in unendlich 
kleine Flächenstücke df. Ferner legen wir durch jedes Flächenstück 
die Normale und nennen die nach außen gerichtete Normale positiv, 
die nach dem Mittelpunkt gerichtete Normale negativ. Der Temperatur. 
anstieg in Richtung der äußeren Normalen heißt dann + gradne. 

Wenn nun bei einer solchen sehr kleinen Kugel die Temperatur in 
Hichtung aller äußeren Normalen steigt, also in Richtung aller inneren 
Normalcn sinkt, dann ist sicher die Temperatur im Mittelpunkt der 
Kugel niederer als auf der Oberfläche, oder mit anderen Worten, die 
Temperatur ist im Punkte A niederer als in seiner unmittelbaren nächsten 
Umgebung. Sind die Werte grad e für alle einzelnen Flächen df positiv, 
so ist sicher auch das Integral, genommen über die geschlossene Fläche 0, I 
positiv und zwar um so mehr, je niederer die Temperatur im Punkt A 
ist, verglichen mit der Umgebungstemperatur. 

Im gegenreiligen Falle, daß die Temperatur in IUehtung aller äußeren 
Normalen sinkt, ist der Wert des Integrales negativ und die Temperatur 
im Mittelpunkt der Kugel höher als auf der Oberfläche. 

Im dritten li'alll' , (laß für einigp Fliichemltüeko die Temperatur in 
Itichtung der iiußel'l'1l NormaleIl ,;teigt, für andere Flächenstiicke fällt, 
kann der \Vert des Integrales positiv oder negativ ausfallen. 
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Aber immer ist der Wert des Integrales ein Maß dafür, in welchem 
Sinne die Temperatur im Aufpunkt vom Durchschnittswert der Um· 
gebungstemperatur abweicht. Das Integral gibt also eine wichtige 
Eigenschaft des Feldes im Aufpunkt an und man hat deshalb dafür da:; 
kurze Symbol L1 2e eingeführt. 

L1 2 e heißt der Laplacesche Differentialparameter oder auch der 
Differentialparameter 2. Ordnung. In der Literatur finden sich auch 
die Bezeichnungen '\J2 und .1 . Seine Dimension ist 

[ _~rad ]. 
Meter 2 

Für den Fall des rechtwinkelig, geradlinigen Koordinatensystems 
soll nun der Wert von L12@ berechnet werden, dagegen sei wegen des 
Wertes im Zylinder. und Kugelkoordinatenssystem auf die Vektor. 
formeln Nr. IX verwiesen. 

Zuerst wollen wir ein Temperaturfeld annehmen, in dem die Tem· 
peratur nur in der Richtung 
der X·Achse veränderlich 
ist und zwar nach der 

y 

D~ 
Wl?J- - - - - - -- - -----~ 4 
~-- -- -------~ 

I I 
I I 

I 
I 

Funktion (-) = F(x). 
Zur Bestimmung des 

Oberflächenintegrals geb()n 
wir jetzt dem Raumelement 
die Gestalt eines Würfels 
mit den Kantenlängen Dx, 
Dy und D z. Diejenigen 
Würfelflächen, welche senk· 
recht auf der y. und dC'l' 

Fig. 2. Ableitung von J2B fiir rechtwinkelig. Z·Ach:;e stehen, liefern kei· 
goradlinige Koordinaten. nen Beitrag zum Ober· 

flächen integral , weil nach 
Voraussetzung die Temperatur von y und z unabhängig ist. Es ver· 
bleiben also nur die beiden \Vürfelflächen Dy . Dz. B(w'ichnen wir mit 

(~~) 
". 

und (de) 
dx "'+ Dx 

den Temperaturanstieg an den Stellen X o und Xo + D x, in Richtung der 
wachsenden x gemessen, so nimmt das Integral die einfache Gestalt an 

-(~~) .DY.DZ+(~~) .Dy·Ur.. 
x, x,+ Dx 

Das Minuszeichen tritt deshalb auf, weil der Temperaturanstieg immer 
in Richtung der äußeren Normalen zu zählen ist, für die Stelle Xo also 
in Richtung abnehmender x. 

Fassen wir den Differentialquotienten nach x als eine neue Funktion 
ffJ (x) von x auf, so können wir den letztgeschriebenen Ausdruck auf 
die Form 
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bringen und darin lP(xo+Dx) nach einer Taylorschen Reihe ent
wickeln: 

Dx, Dx2 " 
lP(xo + Dx) = lP(xo) + l! IP (x) + TIP (x). 

Da. Dx ein sehr kleiner Wert ist, können in dieser Reihe die Glieder von 
höherer als erster Potenz vernachlässigt werden. Daraus wird 

d2e 
lP(xo+Dx) -1P(xo) = 1P'{x)· Dx= dx2 ' Dx 

und für das Oberflächenintegral ergibt sich 

J d2@ 
grad ne . df = - . D x . Dy . Dz = L12 e . d V. 

dx2 

o 
In diesem Falle ist also der 2. Differentialparameter mit dem 2. Dif

ferentialquotienten identisch. 
Ist im allgemeineren Falle die Temperatur nach allen drci Richtungen 

veränderlich, so führt eine Wiederholung des Gedankenganges für die 
y- und die z-Richtung zur Gleichung 

Jgrad e. d f = ( B2 e + B2@ + 82 e) . D x . Dv . D z = L12 e . d V 
n Bx2 8y2 8z2 " • 

o 
f) Die allgemeine Aufgabe der analytischen Theorie der Wärme. 

Die allgemeine Aufgabe läßt sich in nachstehende Fassung bringen: 
"Es soll in einem homogenen und isotropen Körper die Temperatur

verteilung für einen gegebenen Augenblick r bestimmt werden, wenn 
bekannt ist: 

1. Die Temperaturverteilung zu einem anderen, früheren oder spä
teren Augenblick (z. B. zur Zeit r = 0, also die Anfangstem
peraturverteilung). , 

2. Die Einwirkung der Umgebung des Körpers auf seine Oberfläche. 
(Es kann z. B. angenommen sein, daß durch irgendwelche Maß
nahmen von außen der Oberfläche des Körpers eine bestimmte 
Temperverteilung aufgezwungen wird und zwar kann diese sowohl 
zeitlich konstant als zeitlich veränderlich sein.)" 

Die Bedingungen unter l. und 2. heißen die Grenzbedingungen und 
es heißt 1. die zeitliche und 2. die räumliche Grenzbedingung. 

2. Die Ableitung der Differentialgleichung. 
a) Der Grnndgedanke. Um die Darstellung möglichst einfach zu 

gestalten, setzen wir einige Vereinfachungen, zu denen wir doch später 
aus mathematischen Gründen gezwungen würden, schon jetzt fest. 
Erstens soll das Feld von einem einzigen, homogenen Körper erfüllt 
sein, zweitens soll dieser Körper als isotrop· angenommen werden. 
Drittens sollen die W.L.F., das spezifische Gewicht und die spezifische 
Wärme - das sind diejenigen Stoffwerte, die in der Differentialgleichung 
als Koeffizienten auftreten werden - als unabhängig vom Druck und 
von der Temperatur angenommen werden. Viertens sollen keine 
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Aggregatzustandsänderungen im Felde auftreten. Über teilweise Auf
hebung dieser Annahmen siehe später S. 103 Abschnitt G. 

Der Grundgedanke bei Ableitung der Differentialgleichung ist, daß 
die ''Värmemenge, die im Inneren eines abgeschlossenen Raumes dV 
aus anderen Energiearten entsteht, zum Teil im Inneren des Raumes 
selbst bleibt und zu einer Vermehrung des Wärmeinhaltes der ein
geschlossen('n Massen führt und zum anderen Teil durch die Oberfläche 
des Raumes nach außen tritt. Die im Raumel(·ment, dV erzeugte Wärme 
möge mit ql' die verbleibende Wärme mit q2 und die austretende Wiirme 
mit qa ]JP7.eiehnet werden. Dann gilt die Glrichung 

ql = Q2+qa' 

b) Die Berechnung d{lr I'inzelnen Wäl'memengl'n. Dip ent:;tehcndl' 
Wärmemenge. Hierbei ist für die Hechnung ganz gleichgültig, aus 
"'elchen anderen Encrgien.rt,('n die \Värme entsteht; man trägt dem ein
fach dadurch Rechnung, daß man innerhalb des Feldes das Vorhanden
sein von Wärmequellen annimmt. Die Ergiebigkeit dieser Quellen ist 
durch die Aussage gegeben, sie sollcn innerhalb der Raumeinheit und 
innerhalb der Zeiteinheit die \Värmemenge W hervorbringen. Damit 
ergibt sich für die Wärmemenge die innerhalb des Raumes dV und 
in der Zeit dr erzeugt wird, der Ausdruck 

ql = W· d V . d i; 
Diese Wärmequellen können im Feld sowohl stetig als unstetig ver

teilt sein; durch geeignete Definitionen lassen sieh auch flächen-, linien
und punktförmige Wärmequellen einführen und endlich kann ihre Er
giebiglwit sowohl zeitlich konstant als zeitlich veränderlich sein. In 
jedem Falle muß aber das ganze System von Wärmequellen in seinem 
räumlichen und zeitlichen Verlauf gegeben sein. 

Die aufgespeicherte Wärmemenge. Im Aufpullkt möge wäh-

rend der Zeiteinhcit die Temperatursteigerung ~~ zu beobachten sein. 

Bezeichnet y die Dichte des Körpers und c die Bpezifische Wärme der 
Gewichtseinheit, so ist die Wärmemenge, die in der Zeit dr, im Raum dV 
gebunden wird, gleich 

Be 
q2 = e . y . Ti . d V . d i; 

Die austretellde Wärmemenge. Sie berechnet sich mit Hilfe 
von Gleichung (2d) aus der Beschaffenheit des Temperaturfeldes. Wenn 
df ein Element der Oberfläche des Raumes dV ist, und wenn wieder 
wie oben die Flächennormale nach außen positiv gerechnet wird, dann 
ergibt sich für die Wärme, die den H.aum dV in der Zeiteinheit verläßt, 
der Wert 

- i../ gradne· df 
o 

und dies ist nach Gleichung (3) gleich - i.. . L1 2 e . rl V. Für (len Zeit
mum cl r wird damus 
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c) Die Differentialgleichung. Die Bedingungsgleichung ql = q2 + qs 
nimmt jetzt die Form an 

oder 

'iJ8 
W· d V . cl r = c . y . ~- . d V . d r - I . . ,12 e . d V . d r 

'iJr 

'iJ"e =~.,128+_1_.W ....... (4a) 
ur c· y c . y 

Diese Gleichung ist die zweite Grundgleichung der Wärmdeitung. 
Sie ü;t eine partielle Differentialgleichung mit der Zeit und den drei 
Koordinaten des Raumes als unabhängigen und der Temperatur als 
abhängigen Veränderlichen. Sie ist vom erskn Grad (linear), weil in 
ihr die abhängige Veränderliche 8 nur in der ersten Potenz auftritt; 
dagegen ist sie von der zweiten Ordnung, weil sie in .,128 die zweiten 
Ableitungen des 8 nach den Raumkoordinatcn enthält. 2, y und c 
sind der Voraussetzung gemäß konstante Koeffizienten, und Weine 
gegebene Funktion des Ortes und der Zeit. 

Bei Einführung eines Koordinatensystems nimmt die Gleichung die 
nachstehenden Formen an: (vgI. Vektorformeln IX im Anhang) 
in kartesischen Koordinat{m: 

'j)8 ), ({)~e ,(P8 {}28) I 
,~ = ~-. -;,lO + ~2 + -~2 + ~ . f (x, y, z, r) . 
ur e.y ux- uy uz c·y 

. (4b) 

in Zylinder-Koordinaten: 

'iJe I, (0 28 I 'iJe 1 lJ28 ,(P8') 1 
-= -- ~-----:;--+ ~._+--:;-._< -+-- +~·f (r, rp, z, r) or e·y 'iJr- r 8r r- 'iJrp2 i) z2 c·y 

. (4c) 

in Kugel-Koordinaten: 

8e I, ('iJ 2 8 2 'i)f) 1 i) 2 8 cos 1p 8e 1 'ij28) 
-ar = c . y' 0 rZ + r . d r + f2 81p2 + r2 . sin 1p . 'iJ 1p + r2 . sin tp . () rp2 

1 + -. f (r, f/J, 1p, r). . • . . (4d) 
c·y . 

wobei bei den Kugelkoordinaten rp die geographische Länge und 1p 

den Polabstand, also 90° minus geographische Breite bedeuten. 

3. Die Grenzbedingungen. 
Jene gesuchte Funktion, die das Temperaturfeld in seinem räum

lichen und zeitlichen Verlauf wiedergeben soll, muß in erster Linie der 
Differentialgleichung genügen, um überhaupt mit dem Energieprinzip 
verträglich zu sein. Daß dies aber noch nicht hinreicht, um die Funk
tion eindeu~ig zu bestimmen, ergibt sich aus der Bedeutung der Differen
tialgleichung. Diese sagt aus, wie die zeitliche Temperaturänderung 
an einer Stelle des Feldes abhängt von der Beschaffenheit des Feldes 
in unmittelbarer Nähe dieser Stelle und von der Ergiebigkeit der dort 
befindlichpl1 \Värmcquellen. Sie gibt also nur den Zusammenhang 
zwischen elen räumlichen und den zeitlichen Änderungen der Tem
peratur. Um die Temperaturverteilung selbst finden zu können, muß 
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also erstens für jede Stelle des Feldes der Ausgangspunkt bekannt sein, 
von dem aus die positiven und negativen zeitlichen Änderungen zu zählen 
sind, und zweitens muß für diejenigen Rau melemente , die an der Ober· 
fläche des Feldes liegen, d. h. für diejenigen Stellen, an welchen die 
Beschaffenheit des Feldes unmittelbar von außen beeinflußt wird, die 
Art dieser Beeinflussung bekannt sein. 

Der Mathematiker sieht in der gesuchten Gleichung 

g = F (~, 1], C, r), 

worin wir uns unter ~, 1], C ein beliebiges Koordinatensystem vorstellen 
müssen, eine Angabe über den Verlauf der Zustandsgröße g innerhalb 
eines vierdimensionalen Gebietes und er verlangt zur eindeutigen Lös· 
barkeit der Aufgabe, das Vorhandensein verschiedener Bedingungen 
an der Berandung dieses Raumzeitgebietes. In Anlehnung an dieses 
Bild nennt man in der mathematischen Physik die Bedingungen, die 
außer der Differentialgleichung noch erfüllt sein müssen, die Rand
bedingungen und nennt die Aufgaben selbst Randwertaufgaben. 

a) Die zeitlichen Grenzbedingungen bestehen in der Angabe einer 
skalaren Ortsfunktion g = F (~, 1], C) = F (t), die die Temperaturver
teilung zu einer gegebenen Zeit darstellt. Diese Temperaturverteilung 
kann ganz willkürlich sowohl stetig als unstetig angenommen werden. 
In den meisten Fällen besteht dann die Aufgabe darin, das Temperatur
feld in seinem späteren Verlauf zu berechnen. Die Aufgabe ist im Prinzip 
immer lösbar, wenn auch der gegenwärtige" Stand der Mathematik nicht 
immer ausreicht um die Lösung auch wirklich zu finden. 

Es ist aber auch die Frage berechtigt, aus welchen früheren Tem
peraturverteilungen eine gegebene Temperaturverteilung entstanden sein 
kann. Verfolgt man ein gegebenes Temperaturfeld in seinem zeitlichen 
Verlaufe nach rückwärts, so wird man immer zu einer unstetigen Tem
peraturverteilung gelangen und von da ab wird ein weiteres Verfolgen 
des Temperaturverlaufes sinnwidrig. Die Frage nach dem früheren 
Zustand eines Feldes wird in diesem Buche nicht besprochen werden, 
da sie im allgemeinen nur funktionentheoretisches Interesse bietet. 
Weitere Angaben finden sich in: 

Enzykl. d. math. Wiss. 11. A. 7 e. S. 564(565. 
V. 4. S. 177(178. 

b) Die räumlichen Grenzbedingungen. Die mathematülehe Physik 
kennt in der Lehre von den Randwertaufgaben drei Artcn von Rand
wertvorschriften, die alle drei auch in der Lehre von der Wärmeleitung 
ihre Bedeutung besitzen. 

Die erste Art der Randbedingung besteht in der Angabe der Tem
peraturvcrteilung auf der Oberfläche des Temperaturfeldes als Funk
tion des Ortes und der Zeit und zwar muß sich die Angabe über alle 
Punkte der Oberfläche erstrecken. Die Funktion selbst ist durchaus 
willkürlich und kann sowohl in bezug auf den Ort als auf die Zeit stetig 
oder unstetig sein. Wir werden aber in diesem Buch nur Fälle betrachten, 
in denen die Oberflächentemperatur entweder konstant oder doch nur 
periodisch veränderlich ist. 

Die zweite Art der Randbedingung besteht in der Angabe des 
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Wärmeflusses durch jedes Stück der Oberfläche und zwa.r wieder als 
Funktion des Ortes und der Zeit. Auch diese Angabe ist für die ganze 
Oberfläche notwendig, die Funktion selbst durchaus willkürlich. 

Die dritte Art der Randbedingung endlich besteht in der Angabe 
der Umgebungstemperatur {} und in der Angabe eines Gesetzes für 
den Wärmeaustausch zwischen der Oberfläche des Körpers und seiner 
Umgebung. Dieser Wärmeaustausch oder Wärmeübergang wird im 
II. Hauptteil noch eingehend besprochen werden und es wird sich dabei 
zeigen, daß dieser Wärmeübergang äußerst verwickelten Gesetzen unter
worfen ist. Aus mathematischen Gründen ist man aber gezwungen 
ein sehr einfaches Gesetz zugrunde zu legen. Als solches wird in der 
mathematischen Physik das Newtonsche Abkühlungsgesetz gewählt. 
Dies besteht in der Annahme, daß die Wärmemenge q, die ein Ober
flächenelement dF von der Temperatur 8 0 in der Zeit d't' an die Um
gebung von der Temperatur {} abgibt, dem Temperaturunterschied 
(@o - {}), der Größe von dF und von d't' direkt proportional ist, also 
durch die Gleichung 

q=a·(8o - {}) ·dF·dr 

gegeben ist. Der Proportionalitätsfaktor a heißt die Wärmeübergangs
zahl (= W.Ü.Z.) und ist ein reiner Erfahrungswert. (In der physikalischen 
Literatur findet man dafür auch die irreführende Bezeichnung "ä.ußere 
Wärmeleitfä.higkeit"). Setzt man in die letzte Gleichung die Dimension 
von q, 8 0, {}, dF und dr ein, so erhält man 

D' . [] W.E. 
ImenSlon a = m2 . Std .. Grad; 

Diese Wärmemenge q, die das Oberflächenelement dF abgibt, 
muß ihm aus dem Inneren des Körpers durch Leitung zuströmen. Sie 
muß also aus der Normalkomponente des Temperaturgradienten -
gemessen in unmittelbarer Nähe der Oberfläche = (gradn8)0 - be
rechnet werden können. Gleichung (2) liefert dafür 

q = -).. (grad1l 8)0' dF· dr. 

Aus diesen beiden Werten für q ergibt sich 
a 

(gradn@)o= - T . (eo - (}) . . . • • • • • (5) 

Diese Gleichung stellt die dritte Art der Randbedingung dar. Sie 
kennzeichnet ein Problem dann eindeutig, wenn für alle Oberflächen
teile {} und a als Funktionen des Ortes und der Zeit gegeben sind. Diese 
Funktionen sind vollständig willkürlich. 

Eine zeichnerische Darstellung veranschaulicht am besten das 
Wesen dieser drei Arten von Oberflächenbedingungen. In den drei 
Teilen der nachstehenden Fig. 3 stellt jeweils dF ein Element der Körper
oberfläche und n die nach außen positiv gezählte Normale dar; als 
Ordinaten sind die Temperaturen aufgetragen. 

Bei der ersten Randwertangabe ist der Wert der Oberflächentem
peratur 8 0 gegeben, dagegen gehört die Neigung der Temperaturkurve 
an der Oberfläche und damit die austretende Wärmemenge zu den 
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gesuchten Größen. Bei der zweiten Randwertangabe ist es gerade um
gekehrt. Bei der dritten Randwertangabe ist auf der äußeren Normalen 
ein Punkt gegeben, durch den alle Tangenten gehen müssen, die man 

&rotl,,~. T 

Fig. 3. Die drei Arten der Obcrflächenbcdingungcn. 

in der Oberfläche an die Temperaturkurven legen kann. Dieser Punkt 
liegt um die Strecke J. : a von der Oberfläche entfernt. Gesucht ist 
hier sowohl die Oberflächentemperatur als auch die austret.ende Wärme· 
menge. 

Für das Verhält.nis a : ). wollen wir den Buchstaben h und die Be
nennung "relative Wärmeübergangszahl" einführen. 

B. Über eHe Lösung von Randwertaufgaben. 
Während der Abschnitt A der Aufstellung der Grundbegriffe und 

einer Besprechung des Wesens der Randwertaufgabe gewidmet war, 
sollen in diesem Abschnit.t die analytischen Met.hoden die aus dem 
mathematischen Ansatz heraus zur Löfltmg dieser Aufgaben führen, 
erörtert werden. 

Diese analytischen Methoden haben ihren ersten Ausgang von den 
Aufgaben der analytischen Theorie der Wärmeleitung durch }<'omipl' 
genommen, sind dann auf andere Gebiete der mathematischen Physik 
übertragen worden und in der reinen Mathematik, losgelöst von jeder 
physikalischen Deutung weiter ausgebaut worden. 

Wenn im folgenden diese Methoden wieder ganz vom Standpunkt 
der Theorie der Wärmeleitung aus abgeleitet werden, so geschieht dies 
nicht in Würdigung der historischen Verhältnisse, sondern im Interesse 
einer leichtfaßlichen Darstellung. Die einzelnen Rechenoperationen 
sollen hierbei nicht so sehr durch mathematisch streng richtige Er
wägungen bewiesen, als vielmehr durch physikalische Deutung erklärt 
werden. 

Die erste Einführung soll durch die Berechnung 'einer möglichst 
charakteristischen Aufgabe gegeben werden. Wenn dann Zweck und 
Wesen der einzelnen analytischen Methoden durch dieses Beispiel etwas 
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gelwnllzeichnet sind, sollen dieselben Methoden durch eine nochmalige, 
allgemeiner gehaltelw Besprechung in ihrer umfassenden Bedeutung 
gezeigt werd{\n. 

1. Die eiufiihl'ellde Aufgabe. 
n) Der W ol'tlaut. Rine unendlich ausgedehnte plan parallele Platte 

von der Dicke 2X, die aus ('inem Stoff mit den Werten J., y und e besteht, 
besitzt zur Zeit T = 0 eine solche Temperaturverteilung, daß die Tem
peratur nur vom Abstand von den beiden Oberflächen abhängt, daß also 
die Flächen konstanter Temperatur durch Ebenen parallel zu den Ober
flächen gebildet werden. Die Oberflächen selbst stehen einer Temperatur 
{) gegenüber und die relative 'Värmeübergangszahl besitze beiderseits 

-x 

, 
/ 

/ 
/ /' , , , , 

/ ' , " / , 
// 

~:-----

,.8 

Fig. 4. Abkühlung einer PlattE:'. 

, , 
\ 

denselben Wert h. Wärmequellen sind keine vorhanden. - Es ist zu 
berechnen, wie sich diese Anfangstemperaturverteilung im Laufe der 
Zeit unter dem Einflusse der Wärmeleitung und der Wärmeabgabe 
durch die Oberflächen ändert. 

b) Der mathematische Ansatz. Der erste Schritt zur Lösung ist 
die Wahl eines Koordinatensystems. Wir legen ein rechtwinkeliges 
Achsenkreuz so fest, daß die Y-, Z-Ebene in der Mitte zwischen den 
heiden Oberflächen liegt. Die X-Aehse durchdringt dann die Platte 
an beliebiger Stelle senkrecht. Die Anfangsbedingung heißt jetzt in 
mathematischer Ausdrucksweise 

(-)r=O = F(x) 

worin F (x) eine im Bereich - X < x < + X willkürlich gegebene, 
stetige oder unstetige Funktion von x ist. 
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Da die Platw in der Y - und Z-Richtung unendlich ausgedehnt ist, 
da a.lso eine Berandung, die irgendeinen Einfluß ausüben könnte, nicht 
vorhanden ist, so muß auch für spätere Zeiwn die Temperaturverwilung 
von y und z unabhängig bleiben. Aus diesem Grunde und weil keine 
Wärmequellen vorhanden sind, vereinfacht sich die Grundgleichung 
(4b) auf die Form 

'i}f) ;. 'i}2e v2e 
--=--·--=a·-· 
iJ-r c . y 'i}x2 'i}x2 

Hierbei ist für den Quotienten l : (c . y) der Buchstabe a eingeführt. 
80 heißt die Temperaturleitfähigkeit (= T.L.F.) und ist ebenso wie A, c 
und y ein reiner Stoffwert. Durch Einsetzen der Dimensionen ergibt sich 

2 

Dimension [a] = S~.· 
In der Literatur findet man häufig statt a die Schreibweise 802• Da 

hierdurch die Ausdrücke und Formeln nicht einfacher, sondern eher 
umständlicher werden, habe ich mich diesem Brauche nicht angeschlossen. 
Hierauf ist beim Vergleich mit anderen Schriften zu achten. 

Die räumliche Grenzbedingung setzt sich für diese Aufgabe aus 
zwei Teilen zusammen. 

Für x = + X ist gradn f) im Sinne der äußeren Normalen, also im 
Sinne der positiven X-Achse zu rechnen. Auch für x = - X ist 
gradn f) im Sinne der äußeren Normalen zu rechnen; dies gibt aber 
hier die Richtung der negativen X-Achse. 

Damit ergeben sich aus Gleichung (5) wenn D = 0 gesetzt, die heiden 
Bedingungsgleichungen : 

für x= +X: 

für x= -X: 
oe 

- 'i}x = -h· e. 
Die Frag.-- nach dem weiteren Verlauf des Temperaturfeldes heißt mathe
matisch ausgedrückt, es soll f) bestimmt werden als Funktion der Ver
änderlichen x und -r und der Parameter 80, hund X. 

Die nachstehenden 5 Gleichungen heißen der mathematische An
satz des Problems 
Gegeben: 

Differentialgleichung 

Zeitliche Grenzbedingung . 

Räumliche Grenzbe<lingung 

Räumliche Grenzhrdingnng 

Gesucht: 

Be 'i}2e 
1fT = a· 'i}x2 

e.=o = F(x) 

(~e) =-h.ex=+x. 
uX x=+x 

( lJf)) ~ = +h·f)x=-x. 
ux x=-x 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

Die Temperaturfunktion : e = rp (:x:, 'l', a, h, X) . . ...... (e) 
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c) Das Aufsuchen partikulärer Integrale. Um die Temperaturfunk
tion zu finden, beginnen wir mit dem Aufsuchen von Funktionen, die 
vorerst nur die eine Bedingung zu erfüllen haben, daß sie der Differential-
gleichung genügen. . 

In erster Linie versuchen wir es mit einer Funktion, die aus einem 
Produkt von zwei Teilfunktionen besteht, von denen die eine nur von r, 
die andere nur von x abhängt, also mit einer Funktion, die sich schreiben 
läßt 

$(r,x)=IP(T)·'IjI(X) .... .... ,. (f) 

Damit sind vorläufig eine große Anzahl von Funktionen von der 
Betrachtung ausgeschlQssen; wenn aber dieser erste Ansatz zur Lösung 
führt, so brauchen wir uns über diese Einschränkung keine Bedenken 
zu machen, denn die 4 Gleichungen (a) bis (d) legen das Problem ein
deutig fest; es kann also außer der gefundenen Lösung keine zweite 
Lösung mehr geben. Wenn allerdings dieser erste Ansatz nicht zum 
Ziele führen sollte, dann müßten wir auch die anderen Funkt,ionen be
rücksichtigen. 
_ Bezeichnet in üblicher Weise IP'(r) und 'IjI/(x) die erste bzw. zweite 

Ableitung, so gibt der obige Ansatz (f) der Differentialgleichung (a) 
die Form 

(p'(r)· 'IjI(x) = a· IP (T) . 'IjI"(X). 

Wenn es gelingt Funktionen zu finden, welche so beschaffen sind, daß 
IP'(r) = p'lJ?(r) und 'IjI"(x) = q2. 'IjI(x) 

worin p und q willkürliche, konstante Größen sind, so ergibt sich für 
solche Funktionen aus der Differentialgleichung eine Bedingungs
gleichung für p und q, welche lautet 

p = a' q2 
Solche Funktionen gibt es in der Tat. Aus den Grundformein der 

Differentialrechnung folgt, daß 
cl" bei einmaliger Differentiat. übergeht in p. ept 

sin (q1x) bei zweimaliger Differentiat. übergeht in (- q12) . sin (q1x) 
cos (q2X) bei zweimaliger Differentiat. übergeht in (- q22 ) • cos (q2X). 
Zur Vermeidung der Indizes sei künftig m statt ql und n statt q2 ge
schrieben. 

Auf Grund dieser Darlegungen setzen wir als ersten Versuch 
e = ept • sin (mx) 

uno erhalten dann zwischen p und m die Beziehung 
p = - m 2 ·a. 

Wir können also nur eine der beiden Größen p oder m willkürlich 
wählen, die andere ist dann durch die letzte Gleichung festgelegt. Wir 
lassen m willkürlich und erhalten: p = - m2 • a. 

Damit wird die Gleichung 
e = e - m'·a·r. sin (mx) 

eine Lösung der Differentialgleichung und sie bleibt dies auch dann 
nQch, wenn wir die rcchte Seite mit einer willkürlichen Zahl C multi
plizieren. Denn wenn wir die Funktion einmal nach T und zweimal 

Gröber, Wäl'meleitung und Wärmeübergang. 2 
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nach x differenzieren, so bleibt der Faktor C ungeändert, CI' fällt also 
beim Einsetzen in die Differentialgleichung beiderseits fort. 

e=C.e-m··"·~·sin(mx) ........ ,(g) 
heißt ein partikuläres Integral der Differentialgleichung (a). 

Ganz in derselben Weise läßt sich zeigen, daß auch die Gleichung 
e = e- u""'<' cos (nx) 

die Differentialgleichung befriedigt, und daß 
e = D· e- u'·"·'. cos (nx) ......... (h) 

ebenfalls ein partikuläres Integral ist, wenn D eine beliebige Zahl ist., 
In diesen beiden Lösungen (g) und (h) sind das Wertesystem "m, n" 

und das Wertesystem "C, D" durchaus willkürlich, d. h. die einzelnen 
Werte können die Zahlenreihe von -:xl bis + 00 stetig durchlaufen. 
Diese Willkür besteht aber nur solange, als man die Gleichungen (g) und 
(h) lediglich als Lösungen der Differentialgleichung betrachtet. Sie wird 
erstmalig beschränkt durch die Oberflächenbedingungen. 

d) Das Anpassen der partikulären Lösungen an die räumlichen Grenz
bedingungen. Aus dem Integral: e = C . e - Jn' . a . T. sin (m x) folgt durch 

Differenzieren: ~~ = C . e - Jll' .". T. (+ m) cos (m x). Mit diesen beiden 

Werten erhalten die Rand bedingungen (c) und (d) die Gestalten: 

für x = + X: C·e- m'· a · t • (+ m)·cos (mX)= - h·C·e- m""'''sin(mX) 
oder (+ m) ·cos(mX) = (- h)·sin(mX), 

fürx= -X: C·e-m'·a'T·(+m).cos(-m·X) 
= +h·C·e- m"a·1.sin(-mX) 

oder(-m).cos(mX)= +h·sin(mX) ....... (i1) 

Dies zeigt vor allem, daß die Werte C durch die räumliche Grenz
bedingung immer noch willkürlich gelassen werden, denn sie haben sich 
aus der Gleichung herausgehoben. Sodann ergibt die Rechnung, daß 
die beiden Oberflächen der Platte dieselbe Bedingungsgleichung für m 
liefern. Wir multiplizieren sie beiderseits mit X und fassen m X als 
die Unbekannte auf: 

(mX) . cos ( m X) = - (hX)' sin (mX) 
mX 

oder tg (mX) = - hJ( ..... (i~) 

Die Lösung dieser transzendenten Gleichung finden wir am besten 
auf graphischem Wege, indem wir die beiden Kurven 

mX 
u1 = tg (mX) und u2 = - h Jt 

zeichnen. Da u1 = u2 sein muß, so bezeichnet jeder Schnittpunkt heider 
Linien eine Wurzel der Gleichung (i2). 

Fig.5 stellt die beiden Funktionen dar. U1 besteht aus den unendlich 
vielen Zweigen der Tangenskurve, U2 ist eine Gerade, die durch den 
Ursprung geht und unter einem negativen Winkel gegen die X-Achse 
geneigt ist. Aus der Tatsache, daß die Gerade die Tangenskurve in un-
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endlich vielen Punkten schneidet, erkennt man, daß die Gleichung 
für (mX) unendlich viele Wurzeln (ei' e2 , e3 • •• ) hat, Sie sind paarweise 

iu
, 

-f'uc 

lL. 

mX 
Fig. 5. Zeichnerische Lösung der Gleichung: tg (m. X) = - h X' 

- nA' 

-u-

Fig. 6. Zeichnerische Lösung der Gleichung cotg (nX) = + ~~. 

ihrem absoluten Werte nach gleich, aber mit entgegengesetzten Vor. 
zeichen behaftet; für uns kommen nur die positiven Werte in Betracht. 

2* 
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Die Wurzeln liegen in den Intervallen 

n b' 2" Isn; ~n bis 2n; ~n bis 3n; usw., 

während in den dazwischenliegenden Intervallen keine Wurzeln liegeIl. 
Die Lage innerhalb dieser Intervalle hängt von der Größe (hX) ab; 
nur der Wert c = 0 ist fest. 

Die Zahlentafel Nr. 1 gibt die ersten 6 Wurzeln Cn für die Werte 
h X = 0 bis h X = 00 wieder; die Werte ffil' ID2, usw. sind daraus durch 
Division mit X zu finden. 

~ 

Zahlentafel Nr. 1. 

Wurzeln der Gleichung: tgl1 = - h ~ X' 
~ .. 

I 
I 
I 

hX 111 112 E3 I EI 

I I 
I 

0 
3,14 6,28 9,42 

00 
=2n =3n =n 

1000 0 3,14 6,27 9,41 
100 0 3,ll 6,22 9,33 
50 0 3,08 6,16 9,24 
20 0 2,99 5,99 _ 9,00 
10 0 2,86 5,76 8,70 
4,0 0 2,57 5,35 8,30 
1,0 0 2,03 4,91 7,98 
0,5 0 1,84 4,80 7,91 
0,1 0 1,63 4,73 7,86 
0,01 0 1,58 4,71 7,85 

0 0 
1,57 4,71 7,85 

"/2 %n 6/2n 

In derselben Weise ist das zweite Integral 

e = D·e-n'·n· 1 .cos(nx) 

I 
i 

I 

i 

I 

I 

I 

zu untersuchen. Seine erste Ableitung lautet: 
'iJe 
- = D· e- n'·n·T. (- n)·sin (nx). 
'iJx 

116 

I 
Ee 

12,57 15,71 
= 3n =4n 
12,56 15,69 
12,45 15,56 
12,33 15,41 
12,04 15,07 
ll,71 14,74 
ll,34 14,41 
ll,09 14,21 
ll,05 14,18 
ll,OI 14,15 
ll,OO 14,15 
ll,OO 14,15 
7/,n V/zn 

Auch für dieses Integral zeigt die Rechnung, daß erstens die D = Werte 
aus der Rechnung herausfallen und zweitens, daß die beiden Ober
flächen wieder nur eine Bedingungsgleichung für "nX" liefern. Sie heißt: 

oder 

(nX)' sin (nX) = + (hX)' cos (nX) 
(nX) 

cotg (n X) = + (hX) 
Fig. 6 zeigt die beiden Kurven. 

(nX) 
V l = CQtg (nX) und V2 =, + (h xf 

. . (k) 
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Auch diese transzendente Gleichung besitzt unendlioh viele, ge
trennt liegende Wurzeln (151) 152 • • ., r5n • • .) und zwar liegen sie 
gerade in jenen Intervallen, die von den s = Werten freigelassen wurden. 
Tabelle Nr. 2 enthält die r5-Wurzeln. 

Zahlen tafel Nr. 2. 

Wurzeln der Gleichung: cotg d = h ~ X' 

hX °1 °2 °3 J, d5 

1,57 4,71 7,85 1l,00 14,15 
00 = I/an = 3/an = i/an = 7/2n = e/an 

1000 1,57 4,71 7,84 10,98 14,13 
100 1,56 4,66 7,77 10,88 14,00 
50 1,54 4,62 7,70 10,78 13,87 
20 1,50 4,49 7,49 10,51 13,55 
10 1,43 4,30 7,22 10,20 13,22 
4,0 1,26 3,93 6,81 9,78 12,87 
1,0 0,86 3,42 6,43 9,52 12,65 
0,5 0,65 3,29 6,36 9,47 12,61 
0,1 0,31 3,17 6,30 9,43 12,57 
0,01 0,10 3,14 6,28 9,42 12,57 

0 
0,00 3,14 6,28 9,42 12,57 
=0 =n =2n =3n =4n 

, . 
Die Willkür, die in den partikulären Integralen enthalten war, 

ist jetzt dadurch beschränkt, daß die m-Werte und die n-Werte die 
Zahlenreihe nicht mehr stetig durchlaufen dürfen, sondern nur mehr 
bestimmte, getrennt liegende Werte 

Si r5 i mj=- und ni =-X X 
annehmen können. Die C· und D·Werte sind dagegen noch ganz will· 
kürlich. Die folgenden Gleichungen stellen unendlich viele, verschiedene 
Temperaturverteilungen vor, die alle mit der Differentialgleichung 
verträglich sind und zugleich die räumlichen Grenzbedingungen er· 
füllen. 

e = 01·e-m,'.a·'.sin(m1x) 
e = °2 , e - ma"' a· f. sin (m2x) 

e = Ci' e - mi·· a· f. sin (mi' x) 
usw. 

e = D1· e-nl'·a.~. cos (nI' x) 

e= - - - -

e = Di · e- n!·a·~. cos (ni' x) 
usw. 

• (1) 

Die jetzt noch vorhandene Unbestimmtheit, die in der Willkür 
der 0- und D-Werte liegt, wird durch die Anfangsbedingung beseitigt. 
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e) Das Anpassen der Lösungen an die zeitliche Grenzbedingung. 
Setzt man in den Gleichungen (1) für r den Wert Null ein, so wird die 
Expon('fltialfunktion zu "Eins" und man erhält für die zu den Glei· 
chungen (1) gehörigen Anfangswmperaturverteilungen die Werte: 

er = 0 = Cl' sin (mIX) 
{1. = () = C2 · sin (m2 x) 

usw. 

er = 0 = D l · cos (nix) 
e, = 0 = D2 • cos (n2 x) 

usw. 

Um eine klarere Vorstellung von diesen Temperaturverteilungen 
zu geben, sollen sie für den Fall hX = 2; X = n; also h = 2jn auf
gezeichnet werden. Aus den Tabellen sind die 'Verte zu entnehmen: 

ml = 0,000; m2 = 0,735; ma = 1,618; m4 = 2,575 
n l = 0,350; n2 = 1,160; na = 2,095; n t = 3,065 

In den Figg. 7 und 8 sind diese Anfangstemperaturverteilungen ge
zeichnet und zwar unter der Annahme, daß die Koeffizienten 

Cl = C2 = ... Ci = Dl = ... Di = ... = + 1 sind. 
Man sieht ohne weiteres, daß keine dieser Vcrteilungen mit d('l' 

durch Fig. 4 vorgegebenen Temperaturverteilung übereinstimmt. Aber 
('s ist vielleicht möglich, durch übereinanderlagern mehrerer solcher 
Temperaturverteilungen sich der vorgegebenen Temperaturverteilung 
in genügender Weise zu nähern und zwar wird man dieses Über('in
anderlagern , dieses Summieren in der Weise vornehmen, daß man 
jene Temperaturverteilungen, welche günstig sind, stärker in Rechnung 
setzt, also mit einem großen Koeffizienten C oder D versieht, während 
man die ungünstigen Temperaturverteilungen in ihrcm Einfluß schwächt, 
gegebenen Falles ganz ausschaltet, also C bzw. D sehr klein oder gleich 
Null wählt. Der Leser möge sich vorläufig denken, daß diese B.tim
mung der Koeffizienkn C und D auf dem Wege des Prohierens erfolge. 
Ist dies geschehen, so gilt die Gleichung: 

F(x) = Cl' sin (mIX) + C2 • sin (m2 x) + ... + D1 · cos (nix) + 
i = "'{ 1 oder F (x) = }; Ci' sin (miX) + Di · cos (nix)J . . . . . . . . 
1=1 

(m) 

Für eine beliebig spätere Zeit gilt dann infolge der Gleichungen (1) 

f[> (x, T) = i = 00 {Ci . C - mj'· a -r . sin (mi x) + Di . e - nj'· a· r. cos (niX)}. (n) 
1~1 

Diese Gleichung ist. die gesuchtc Lösung der Aufgabe. 
Es wli.re nun eigentlich noch der Beweis zu erbringen, daß, wenn 

die einzelnen Gleichungen (1) der Differentialgleichung und den räum
lichen Grenzbedingungen genügen, daß dann auch ihre Summe noch 
denselben Bedingungen genügt - also der Nachweis, daß die allge
meine Lösung aus Teillösungen (aus den partikulären Lösungen) zu
sammengesetzt werden darf. Der Leser kann jedoch diesen Bewei" 
unschwer selbst durchführen, indem er mit Gleichung (n) die einschlägigen 
Differentiationen vornimmt und diese Werte dann in die Gleichung 
(80) bzw. (c) und (d) einführt. Die Bedingung dafür, daß die allgemeine 
Lösung aus TeiIlösungen aufgebaut werden kann, ist die, daß sowohl 
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die Differentialgleichung als auch die Gleichung der Randbedingung 
lineare und homogene Gleichungen sind. 

f) Besprechung der Lösung. Durch die Gleichung (n) ist die Tempe
ratur als Funktion des Ortes und der Zeit eindeutig festgelegt, und zwar 
erscheint diese Funktion als Summe zweier unendlicher Reihen. Jedes' 
Glied dieser Reihen ist ein Produkt aus einer konstanten Größe, einer 
Exponentialfunktion und einer trigonometrischen Funktion. 

Die sin- und cos-Funktionen schwanken in ihrem Wert zwischen 
den Grenzen + 1 und - 1; die Exponentialfunktion nimmt von 1 
gegen 0 zu stetig ab, wenn der Wert des Exponenten abnimmt, sie ist 
also immer kleiner als 1, wenn der Exponent kleiner als 0 ist. Vgl. 
Zahlentafel Nr. 27 im Anhang. Die Zahlenwerte C und D sind so be
schaffen, daß schon die Gleichung (m), welche noch keine Exponential
funktion enthält, konvergent ist, weil ja er = 0 = F (x) überall endlich 
ist. Durch das Hinzutreten der Exponentialfunktion wird die Kon
vergenz der Reihe wesentlich verstärkt, wie die folgende überlegung 
erkennen läßt. Die Werte mi und ni wachsen, wie Tabelle 1 und 2 
zeigen, mit steigendem "i" annähernd in arithmetischer Progression. 
Die Exponenten - mi2 • a . 1: und - ni2 • a . 1: wachsen deshalb, bei 
festgehaltenem a und T, in annähernd geometrischer Progression. Damit 
nähert sich aber die Exponentialfunktion mit wachsender Ordnung "i" 
des Gliedes sehr rasch der Null, das heißt das Glied, dessen Faktor 
sie ist, verschwindet. Es ist deshalb für die Exponentialfunktion in 
diesem Zusammenhang der Name "Konvergenzfaktor der Reihe" üblich. 

Mit wachsendem Wert 1: nimmt die Wirkung des Konvergenzfaktors 
zu, so daß sich für große Werte 1: jede der beiden Reihen auf ihr erstes 
Glied reduziert. . 

Wir können nunmehr die Bedeutung der Gleichung (n) wie folgt 
erklären: 

"Jede willkürlich gegebene Anfangstemperaturverteilung kann be
trachtet werden als die übereinanderlagerung mehrerer teils ein
facher, teils komplizierter periodischer Temperaturverteilungen. Alle 
diese Temperaturverteilungen streben dem Ausgleich zu, und zwar 
klingen die komplizierten 'Temperaturverteilungen rascher ab, so daß 
zum Schlusse die einfachen Verteilungen allein das Problem beherrschen." 

Durch die Lösung dieser Aufgabe ist ein Weg gezeigt worden, der 
bei sehr vielen Aufgaben der Wärmeleitung zum Ziele führt. Aber 
die Darstellung war ganz auf diese eiue Aufgabe zugeschnitten und 
sie war lückenhaft, indem wichtige mathematische Erörterungen durch 
Zuhilfenahme plausibler Vorstellungen umgangen wurden. 
. Soweit es dem Zwecke des Buches entspricht, sollen nun diese Mängel 

durch eine Darstellung der analytischen Methoden auf allgemeinerer 
Grundlage ausgeglichen werden, und zwar unter Zugrundelegung 
der Differentialgleichung 

'[je = a. LPe 
ih 

also bei fehlenden Wärmequellen. 



Über das Aufsuchen partikulärer Lösungen. 25 

2. TIber das Aufsuchen partikulärer Lösungen. 
Wenn es auch nicht möglich ist, allgemein gültige Anweisungen 

für das Aufsuchen von partikulären Lösungen zu geben, so gibt es doch 
einige Regeln, deren Verwendung in den meisten Fällen zu partikulären 
Lösungen führt. Sehr oft gibt auch der Verlauf eines physikalischen 
Vorganges selbst, so wie man ihn aus der Erfahrung kennt, einen Hin
weis auf jene Funktionen, die man zuerst in Erwägung ziehen soll. 

a) ]Uathematische Erwägungen. Die allgemeinste Form einer linearen, 
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit einer abhängigen 
Veränderlichen @ und den zwei unabhängigen Veränderlichen u und v 
lautet: 

,(P@ fN9 'i}2@ 'i)@ 'i)@ 
1·'i}u2+m·'i}u.l]v-+n'i}v2+o,ou +P·'i}v+q·@+r=O. (6) 

worin 1, m, .... r Funktionen nur von u und v, nicht aber von @ sind. 
In dem Sonderfall, daß r = 0, daß also die Gleichung homogen ist 

und daß die Koeffizienten 1, m '" q konstante Größen sind, in diesem 
Falle also führt der Ansatz 

@= C· e U • U • etJ·v = C· e uu +ß' v 

immer auf ein partikuläres Integral. 
Um dies zu zeigen, bilden wir die Ableitungen: 

o@ 
- = C· a· e U • U • e{Jv 
'i)u ~@ 
(J"'F.:'l. ~g-=C·a·ß·euu.e{Jv 

17 uu'UV 
~=C'ß'eau'etJv 
(;Iv 

. . . . . . . (7) 

Setzen wir diese Ableitungen in die Differentialgleichung (6) ein, 
so hebt sich C . e UU , c{Jv aus der Gleichung weg und es bleibt 

1 . a2 + m . a . ß + n . ß2 + 0 a + p . ß + q = 0 . . . . (8) 
Diese Gleichung wollen wir die Koeffizienten-Gleichung nennen. 

Wir sehen jetzt, daß der Ansatz (7) immer dann ein Integral der Diffe
rentialgleichung (6) ist, wenn a und ß so gewählt sind, daß die Be
dingung (8) erfüllt ist. Es darf also nicht nur C, sondern auch einer 
der beiden Werte a oder ß .willkürlich gewählt werden, der andere ist 
dann aus (8) zu bestimmen. Diese Gleichung (8) ist quadratisch; sie 
liefert also je nach Beschaffenheit ihrer Diskriminante entweder 

zwei verschiedene, reelle Werte oder 
zwei gleiche, reelle Werte oder 
zwei verschiedene, komplex-konjugierte Werte. 

Damit wird aber auch das Integral selbst komplex. Dieser Fall 
der komplexen Lösung ist dadurch wichtig, daß sich aus ihm zwei reelle 
Lösungen gewinnen lassen, indem man die Lösung in einen reellen und 
einen rein imaginären Teil spaltet. 

Hierzu als Beispiel nochmals die Differentialgleichung: 
oe 'i}2@ 
-=a·_· 
~h; 'i}x2 
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Deutet man in der Gleichung (6) u als die x-Koordinate und v als 
die Zeit, so wird 

I = - a; p = 1; m == II -_ce 0 = q = r = 0 

und die Gleichung (8) nimmt· die Gestalt an 

- a~ . a -+- ß = 0 oder ß = a~ . 3. 

Der Ansatz; e = C . e a' a • , • ,-,,, x itit also l'in Integral der Diffe
rentialgleichung. 

Da die Temperaturleitfähigkcit a immer ('in positiver Wert ist, 
so würde bei ebenfalls positivem "a2 " die Temp('ratur mit wachsendem r 
über alle Grenzen hinaus wachsen. Aus diesem Grunde sind bei Wärme
leitproblemen nur solche Werte von a zu gebrauchen, die ein negatives 
a2 ergeben, d. h. a ist rein imaginär anzunehmen. 

Wir setzen a = .±. i . q, worin q eine willkiirli(~he reello Größe ist. 
Das Inh'gral heißt jetzt 

f) = C' e-(I'·,,·,. e±i.q·x. 

Mit Hilfe der bekannten Analysisformel 

e ± ix = cos x .±. i . sin x 

lassen sich hieraus die beiden komplexen Lösungen bilden; 

f)l + i . f)2 = Cl . e - q'. a·'. (cos (q x) + i . sin (q x)) 
(31 + i . f)2 = C2 • e - q' . a . r . (cos (q x) - i . sin (q x) ). 

Indem man die bei den Gleichungen addiert und dann den reellen 
Teil links gleich dem reellen Teil rechts, ebenso den rein imaginären 
Teil links gleich dem rein imaginären Teil rechts s('tzt, erhält man die 
bei den Lösungen 

e - Cl-+-CZ ·e-q'a-·r,cOs(cIX) 
1- 2 

. f) i C1-CZ ·e-q'·a·'.sin(qx) 1· "z=' 2 

In der zweiten Gleichung läßt Hich die imaginäre Einheit "i" auf 
beiden Seiten streichen. Setzt man noch 

Cl + Cz = D und ~l - C2 = C 
2 2' 

so ergeben sich wieder die beiden Lösungen (g) und (h) der einführenden 
Aufgabe. 

Wir kennen nun bereits 4 Lösungen unser('r Differentialgleichung, 
nämlich 

1. und 2. Lösung; (3=C.e- Q'a r .e ±i·q·x 

3. und 4. Lösung; (3 = C . ( - q' . a . r • sin (q x) 
cos 

in denen C und q willkürliche Wertesysteme sind. Alle 4 LöHungen 
sind dadurch ausgezeichnet, daß sie aus einem Produkt zweier Teil
funktionen mit nur je einer Veränderlichen bestehen. 
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Es sind aber auch Funktionen bekannt, bei denen diese Teilung nicht 
möglich ist. ~. B. 

(q - x)' 

e 1-~ 
die 5. Lösung: • = C·_·e . 

Vr 
Daß dies tatsächlich ein Integral der Differentialgleichung ist, er

kennt man, wenn man die nachstehenden partiellen Ableitungen bildet 
und in die Differentialgleichung einsetzt. 

('I - x)' ., 
'8 e = c . _1 . c - "4al . { (q - x)- __ 1_1 
(j 7: Vr 4 a 7:2 2 7: J 

und 
('I - x)' 

lJ~e = C.~:-. e - 4"ä1 . { (q - X)2 __ 1_1. 
llx2 Vi 4 a2 1 2 2a d 

00 

Einc 6. Lösung ist e = c ./ e - q' . d q ; 
x 

2 'Ja' ~ 

b) Physikalische Erwägungen. In Anlehnung an frühere Erfahrungen 
wollen wir gleich mit einem Ansatz beginnen, der aus einem Produkt 
zweier Teilfunktionen besteht, von denen die eine nur die Zeit 1, die 
andere nur die drei Koordinaten ~, 'Yj, C des Raumes als Argument, ent
hält. Also 

e = C· <p (1) 'ljJ (~, 'Yj, C) setzen. 

Die physikalischen Erwägungen beziehen sich nun auf die Wahl 
der Funktion rp (1). Ist aus der Art der gestellten Aufgabe zu ersehen, 
(bß die Temperatur an allen Stellen im Feld einen mit der Zeit periodi
schen Verlauf erwarten läßt, so wird man für rp (1) eine in 1 periodische 
Funktion versuchen. Vergleiche darüber später im Abschnitt D. 

Ist dagegen das Problem so beschaffen, daß alle vorhandenen Tempe
raturunterschiede ihrem Ausgleich zustreben, so empfiehlt es sich, 
für. 1 eine Exponentialfunktion mit negativem Exponenten zu setzen: 

e=C'e-Pl'ljJ(~, 'Yj, C) ........ (9a) 

Da nicht nur C, sondern auch p eine vorerst noch durchaus will
kürliche' Größe ist, so können wir - 'in Erinnerung an frühere Ergeb
nisse - schon hier für p eine andere willkürliche Größe (q) einführen, 
nach der Gleichung p = q2. a. Dadurch gewinnen wir später eine 
einfachere Schreibweise. Der Ansatz (9a) nimmt damit die Form an: 

e=C.e-q'·a'l'ljJ(~, 'Yj, C) ....... (9b) 
Setzt man die hieraus abgeleiteten 'Verte 

~~ =(-q2)·a.C.e- q·,,·r.1p und 

,12e = C. e- q'·a· •. ,121p 

in die Differentialgleichung ein, so vereinfacht sich diese zu 
,121p+q2'ljJ=O . . . . .. .. (10) 
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Durch den Ansat.z (9) ist der Vorteil erzielt worden, daß die Zahl 
der unabhängigen Veränderlichen um eine, nämlich tim ., geringer 
geworden ist; in dem Falle z. B., daß das Temperaturfeld nur von einer 
Koordinate abhängt, ist statt einer part.iellen nur eine gewöhnliche 
Differentialgleichung zu lösen. 

Die Gleichung (10) - die häufig als die Pockeische Differential
gleichung bezeichnet wird - ist nach 

der Laplaceschen Differentialgleichung LJ2tp = 0 und 
der Poissonschen " LJ2tp = + 4 n . e 

die wichtigste partielle Differentialgleichung der mathematischen Physik. 
Es ist deshalb über die Eigenschaften der Gleichung und über ihre 
Lösungen eine ausgedehnte Literatur vorhanden. Näheres siehe: EnzykI. 
d. math. Wiss. 11. A. 7 c, Seite 540 u. ff. 

c) Drei wichtige Sonderfälle der Gleichung LJ2tp + q2 . tp = O. 
In Form (10) ist die Pockelssche Differentialgleichung noch auf 

kein Koordinatensystem beschränkt. Mit Hilfe der VektorIormeln 
Nr. IX läßt sich die Pockelssche Differentialgleichung für die drei 
wichtigsten Koordinatensysteme umformen. Für uns kommen vor 
allem jene einfachsten Fälle in Betracht, in denen der Temperatur
verlauf nur von einer Koordinate abhängt. 

Rechtwinkelig, geradlinige Koordinaten. 

tp sei von y und z unabhängig. Dies führt aus Vektorformel IXa 
zur Gleichung 

d2tp + q2 . tp = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . (Ha) 
dx2 

Die beiden Gleichungen 

tp = C' cos (qx) und tp = C' sin (qx) 

sind zwei Lösungen dieser Differentialgleichung, wie man sich leicht 
durch Nachrechnen überzeugen kann. Es sind dies die bekannten· os
zillierenden Funktionen, deren Amplitude konstant ist, also rein peri
odische Funktionen. Sie sind in Fig. 9a für den besonderen Fall C = 1 
und q = 1 gezeichnet. 

Zylinder-Koordinaten. Es sei angenommen, daß tp nur von r 
allein abhängt. Dann vereinfacht sich die Vektorformel Nr. IXb und 
wir erhalten 

d2tp +!.. dtp + q2. tp = 0 ............ (Hb) 
dr2 r dr 

Diese Gleichung besitzt ebenfalls zwei Lösungen, welche beide os
zillierende Funktionen mit dem Argument (qr) sind. Die Amplitude 
nimmt jedoch mit wachsendem Argument ab, wie aus der zeichnerischen 
Darstellung in Fig. 9b zu ersehen ist. 
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Die beiden Funktionen heißen die Besselschen oder Zylinderfunk
tionen nullter Ordnung, und zwar werden sie unterschieden als die 
Besselschen Funktionen 

nullter Ordnung von der ersten Art mit dem Symbol Jo 

" " " zweiten " " " " Y o' 

Fig. 9a. 

Fig. 9b. 

Fig. 90. 

Fig. 9 a, bund c. Lösungen der Pockelsschen Differentialgleichungen. 
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. Da cs nicht möglich ist, die ]i-'unktionen durch kurze analytische 
Ausdrücke wiederzugeben, hat man ihre Werte in Tafeln zusammengestellt, 
ähnlich den Tafeln der trigonometrischen Funktionen. Vgl. Jahnke und 
Emde, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Teuhner, Leipzig 
1909. Gekürzt im Anhang. Zahlentafel Nr. 29. 

Die Differentialgleichung (11 h) heißt die Besselsche Differential
gleichung nullter Ordnung und ihre Lösungen werden geschrieben: 

1p = C . J o (q r) und 1p = C' Yo (qr). 

Kugel-Koordinaten. Wenn 1p wieder nur von I' abhängt, ergibt 
sich aus Vektorformel NI'. IXc: 

d21p 2 d1p 0 

dr:! + r' dr + q- '1/' = 0 . . . . . . . . . ... (llc). 

Die beiden Gleichungen 

C sin (qr) If = .. _._-
(qr) 

cos (qr) 
und 1/' = C . ---

(qr) 

sind Lösungen diesrr Gleichung, wovon man sich durch Ausrechnen 
der Differentialquotienten und Einsetzen in Gleichung (Uc) über
zeugen kann. Es sind wiederum oszillierende Funktionen, deren Ampli
tuden mit wachsendem Argument (qr) sehr rasch, und zwar noch 
rascher als die Besselschen Funktionen abnehmen. Dies zeigt Fig. 9c. 

Zusammenfassung. Diese drei Sonderfälle sollen wegen ihrer 
Wichtigkeit den nachfolgenden Abschnitten über das Anpassen partiku. 
lärer Integrale an die Grenzhedingungen zugrunde gelegt werden. Da
mit die drei Fälle gemeinsam besprochen werden können, soll die maß
gebende Koordinate mit ~ bezeichnet werden; sie ist dann je nach dem 
Falle als x, I' oder I' zu deuten. Die Flächen konstanter Temperatur 
sind durch Gleichungen ~ = const und die Oberfläche des Körpers 
durch die Gleichung ~ = ~o gekennzeichnet. 

Ein partikuläres Integral der Wärmeleitungsgleiehung hat dann 
difl Form 

3. Übel' das Anpassen an die Obel'flächenbedingnng. 
Wir wollen sofort den allgemeinsten Fall, nämlich den der drittpn 

Randwflrtangabe, besprechen. 
Unter Verwendung des partikulären Integmls (12) nimmt die Ober

flächen bedingung (5) die Form an: 

C· c- q'. n·'. [~1p (q . ~) L = - h . C· e- q' . il . T. [1p (q . ~) 10 
oder q . 1p'(q • ~o) = - h . 1p (q . ~o) 

In dieser Gleichung ist q eine vorerst noch willkürliche Größe, welche 
aber jetzt durch Anpassen an die Oberflächenbedingung bestimmt 
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werden soll. Wir multiplizieren 'beide Seiten mit ~o und fassen dann 
(q . ~o) als Unbekannte auf. 

(q • ~o) 1jI (q . ~o) 
- (h -:-~o) 1jI'(q . ~o) . . . . . . .. . . . . . . (13) 

Den Quotienten auf der rechten Seite von Gleichung (13) können 
wir als eine einzige Funktion von (q . ~o) auffassen, deren Eigenschaften 
wir nun untersuchen wollen. 

Die Funktion 1jJ (q . ~o) ist nach den obigen Erörterungen eine um 
die (q . ~o)-Achse oszillierende Funktion. Es gibt also unendlich viele, 
getrennt liegende Werte 
(q~o), für welche die Funk
tion den Wert Null an
nimmt. Vergleiche Fig. 10. 

Zwischen je zwei solchen 
Nullstellen liegt ein M:axi- ~(fTJ~ 
mum oder Minimum der 
Funktion. Die abgeleitete 
Funktion 1jJ'(q~o) hat alilo Fig. W. Zur Gleichung (13). 
gerade dort ihre Nullstellen, 
wo die ursprüngliche Funktion ihre größten Ausschläge hat und umgekehrt. 

Die rechte Seite von Gleichung (13) stellt also eine Funktion dar, 
die dort ihre Nullstellen hat, wo die ursprüngliche Funktion zu Null 
wird und die an den Nullstellen der abgeleiteten Funktion gleich ± 00 

unendlich wird. Sie besteht also stets aus unendlich vielen Zweigen 
ähnlich der Tangens- und Kotangensfunktion. 

Die linke Seite der Gleichung (13) stellt eine Gerade dar, die durch 
den Ursprung geht, und gegen die Abszissenachse unter dem Winkel 
(- 1) : (h . ~o) geneigt ist. Sie schneidet jeden der unendlich vielen 
Zweige der obigen Kurve einmal. 

Es gilt deshalb der Satz: 
Die Gleichung (13) besitzt unendlich viele, getrennt liegende Wurzeln. 

(ql . ~o), (q2' ~o) . . . . . (q\' ~o) . . . • . 

<1. h. es gibt unendlich Yiele Temperaturverteilungen, die mit d('r Dif
ferentialgleichung der Wiirmeleitnng und mit drr räumlichen Grenz
bedingung verträglich sind. 

Ferner gilt der Zusatz: 
Für h = 00, also für Vorgänge, bei denen die Oberfläche des Körper:> 

ständig auf der Temperatur Null gehalten wird, gehen diese Wurzeln in die 
Nullstellen der Funktion 1jI(q~o) über. Und für h = 0, also für Vor
gänge ohne Wärmeabgabe (ideale Isolierung) sind die Wurzeln gleich 
den Nullstellen der abgeleiteten Funktion 1jJ (q . ~o)' 

Aus dem Wertesystem (qj' ~o) ist dann durch Division mit ~o das 
Wertesystem qi zu berechnen. 

Alle Funktionen, welche sowohl der Differentialgleichung als auch 
der Oberflächenbedingung genügen, werden "ausgezeichnete Lösungen" 
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genannt. Sie enthalten als laufende Koordinaten die Zeit und die drei 
Raumkoordinaten und ferner noch den Parameter q; derselbe ist nicht 
mehr willkürlich, sondern an bestimmte, getrennt liegende Werte qj 
gebunden, die man "ausgezeichnete Werte" heißt. 

4. Über das Anpassen an die Anfangsbedingung. 
Es besteht nun die Aufgabe, die allgemeine Lösung aus solchen 

ausgezeichneten Lösungen aufzubauen, und zwar so, daß die allge
meine Lösung für 7: = 0 in die willkürlich vorgegebene Anfangstempe
raturverteilung übergeht. Es handelt sich also hierbei um die Ent
wicklung willkürlich gegebener Funktionen nach oszillierenden Funk
tionen. 

'Wir beschränken uns hierbei auf die Darstellung willkürlicher Funk
tionen durch die Sinus- und Cosinus-Funktionen und durch die Bessel
sehen :Funktionen nullter Ordnung, erster und zweiter Art .. 

a) Fouriersehe Reihen mit vorgegebenen Parametern mund n. Diese 
Ausführungen stellen die Ergänzung zur Berechnung der einführenden 
Aufgabe dar. Vergleiche Seite 22 und 23. 

Es besteht die Aufgabe, eine im Bereiche - X< x< + X willkürlich 
gegebene Funktion F (x) in eine Reihe zu entwickeln von der Gestalt 
der Gleichung (m) Seite 22. 

i= 00 

F (x) = 1: {Ci' sin (miX) + D j • cos (njx)},. . . . . (14) 
i-O 

wobei die Werte Illi und nj aus den unendlich vielen Lösungen der Glei
chungen (i) und (k) 

m·X - -- = tg (m . X) und 
h·X 

bekannt sind. 

n·X + -- = cotg (n . X) 
h·X 

Die Aufgabe ist gelöst, wenn die Koeffizienten Ci und D I so bestimmt 
sind, daß die Gleichung für jeden Wert von x, der zwischen + X und 
- X liegt, erfüllt ist. 

Hilfsformplll: Um die Erörterung später nicht unterbrechen zu 
müssen, sollen einige Hilfsformeln im voraus abgeleitet werden. 

+x 
Das Integral/sin (mI' x) . sin (mk x) . dx geht bei Anwendung der 

-x 
trigonometrischen Formel sin a . sin ß = IMcos (a - ß) - cos (a + ß)) über 

+x 
in das Integral t ./\ cos (mi - mk) x - cos (mi + mk) x} dx und dies ist 

-x 

gleich 
sin (mj - mk) X sin (mi + mk) X 
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Durch Anwendung der trigonometrischen Formel 

sin (a ± ß) = sin a . cos ß ± cos a . sin ß 

erhä.lt dieser Ausdruck den Wert 

2 mk . sin (miX) . cos (mkX) - mj . sin (mkX) . cos (mi' X) 
mjll- mkll 

33 

Da die Werte mj und mk der Oberflächenbedingung gemäß gewä.hlt 
sind, folgt aus Gleichung (il ) von Seite 18, daß 

ml . cos (miX) = _ hund mk· cos (mkX) = _ h, 
sin (miX) sin (mk . X) 

also auch 
mk . cos (mI;: . X) . sin (miX) = mj . cos (miX) . sin (mkX) 

Es folgt daraus, daß der Wert des Integrals für beliebig heraus
gegriffene Lösungen (beliebige Nummern i und k) immer gleich Null 
ist. Eine Ausnahme macht nur der Fall i = k also ml = mt> weil dann 
auch der Nenner ml2 - ml2 gleich Null ist. Für i = k nimmt das vor
gegebene Integral die Form an 

+x 
j . 2 ( ) d 2 {X sin (2 miX) } sm mix·· X = - - --':---'--'-

2 4mj 
-x 

Es ist also dann von Null verschieden. 
So ergibt sich die erste Hilfsformel : 

+x j Sin (mix)· sin (mkx) . dx = 0 für ~ *- k 
" >0 " l=k. -x 

Ganz ebenso ist die zweite Hilfsformel abzuleiten. Sie lautet: 
+x Jcos (ni· x) . cos (nkX) . d x = 0 für ~ *- k 

" >0 " 1 = k. -x 
Die dritte Hilfsformel heißt: 

+x 

JSin (mix)· cos (nk . x) . dx = 0 f für ~ *- kund 
" 1 = k. 

-x 

Die Bestimmung der Koeffizienten Ci und Di. 

Um in der Gleichung 

F(x) =. . . . . . + Ci· sin (miX) + Ck . sin (mkx) +. . . . 
+. . . . . . + Di . cos (niX) + Dk . cos (nI;: x) +. . . . 

irgend einen der Koeffizienten z. B. Ci zu bestimmen, multipliziere 
man beide Seiten der Gleichung mit sin (mix) . dx und integriere von 
- X bis + X. Hierbei sei - ohne erst zu beweisen - vorausgesetzt, 
daß die Reihe gliedweise integriert werden darf. Es ergibt sich dann 

Gröber, Wiirmeleitung und Wiirmeübergang. 3 
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+x 
IF(x) . sin (mix) . dx = 
-x 

+x +x 
. + Ci' I sin2 (mi x) . dx + Ck ·/sin (mkx) . sin (mix) . dx + 

-x -x 
+x +x 

+ ... + Di · jcoS(nix)' sin (miX) 'dx + Dk· !cos(nkx)'sin (mlx)·dx+ 
-x -x 

Den drei Hilfsformeln gemäß verschwinden auf der rechten Seite 
sämtliche Integrale mit Ausnahme desjenigen mit sin2 (miX) und es 
bestimmt sich dann der Wert Ci zu 

+x 
jF(x) . sin (miX) . dx 

C -x 
I = ----,+'x.,------

!sin2 (miX) . dx 
-x 

. . . . . . . . . .. (15a) 

Zur Bestimmung des Koeffizienten Di multipliziert man sinngemäß 
Gleichung (14) beiderseits mit cos (nix) . dx und erhält durch dasselbe 
Rechen verfahren 

+x 
jF(x) . cos (nix) . dx 

D -x i = ....-.:::c..+.,..--=:x;------

!cos2 (niX) . dx 
-x 

. . . . . . . . . . . . (15 b) 

Sind auf diese Weise sämtliche Koeffizienten C und D bestimmt, 
so stellt in der Tat die unendliche Reihe rechts in Gleichung (14) den 
Wert der Funktion F(x) innerhalb des Intervalles - X< x < + X dar. 
Es wäre nun streng genommen notwendig, eine unendliche Anzahl 
von Koeffizienten zu bestimmen. Da aber für alle gewöhnlich vor· 
kommenden Funktionen F(x) die Reihen ziemlich rasch konvergieren, 
und zwar aus Gründen, deren Erörterung hier zu weit führen würde, 
so kann man sieh fa~t immer mit. einer gt'ringen Anzahl von Gliedern 
begnügen. 

b) Die. }'ourierschell Reihen in ihrer gewöhnlichen Gestalt. In ver
schiedenen Gebieten der Physik und der Technik gibt es Aufgaben, 
die die Entwicklung einer willkürlich vorgegebenen Funktion in ein!' 
Reihe mit Sinus- und Cosinus-Funktionen erfordern, die aber keine 
einschränkende Bedingung nach Art der dritten Randbedingung auf· 
stellen. Die sich dabei ergebende Reihc ist es, die im allgemeinen mit 
dem Namen "Fouriersehe Reihe" bezeichnet wird. 

Da die Parameter mund n hier durch keine Randbedingung be
schränkt sind, wählt man sie gleich der Reihe der positiven, ganzen 
Zahlen. Um die Schreibweise zu vereinfachen, denkt man sich ferner 
den Maßstab auf der X-Achse so gewählt, daß X = Tl wird. Die Auf
gabe heißt dann: 

"Es ist eine im Bereich - Tl < X < +:7T willkürlich gegebene 
Funktion F (x) in eine Reihe zu entwickeln von der Form: 
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F(x)=1: {aj,Sin(iX)+bj,COS(iX)} 
0,1,2, .. . 

oder aUflführlicher geschrieben 
ao·sinO+al·sinx+~·sin2x+ ... 

+ bo ' cos 0 + ~ . cos x + b2 • cos 2 x + . .. .• 
Solange die Koeffizienten aj und b j willkürlich sind, heißt die Reihe 
eine trigonometrische Reihe, erst durch die Bestimmung der Koeffizi
enten wird sie zur Fourierschen Reihe. 

Wir benötigen wieder 3 Hilfsformeln, die sich von den oben abge
leiteten nur dadurch unterscheiden, daß die mj und nj nicht mehr Wurzeln 
der transzendenten Gleichung, sondern die positiven ganzen Zahlen 
sind und daß als Integrationsgrenzen statt - X und + X nunmehr 
- Jt und + n gelten. 
Hilfsformeln. 

+n +n J cos (i x) . cos (kx)· dx = ~ !{cos (i - k) x - cos (i + k) x} dx 

-n -n 
= sin (i - k) . Jt + sin (i + k) n 

i-k i+k 
Hierin sind i und k ganze Zahlen, also auch (i - k) und (i + k). 

Da der Sinus eines ganzen Vielfachen von nimmer Null ist, so ist der 
Wert des Integrals immer Null, wenn i von k verschieden ist. Ist i = k, 
so behält der zweite Bruch rechts den Wert Null. Der erste Bruch wird 
o : 0, also unbestimmt. Es ist aber 

1. sin (i - k)n _ . 
1m (' k) -Jt, 
j~k 1-

Der Wert des Integrals wird also gleich Jt. In dem Sonderfall, daß i 
und k beid«il gleich Null sind, nimmt auch der zweite Bruch den Wert Jt 

an und das Integral wird gleich 2 n. Wir erhalten so die 
+n 

1. Hilfsformel : J cos (ix)· cos (kx) . d x = 0 für i::;t: k 
-n 

=n "i=k>O 
= 2Jt " i = k = 0 

Eine entRprechende Rechnung liefert die anderen beiden Hilfsformeln : 
+n 

2. Hilfsformel : J sin (ix). sin (kx). d x = 0 für i::;t: k 
-n 

+n 

= Jt "i = k>O 
= 0 "i = k = 0; 

3. Hilfsformel: !SiIl.(iX),COS(kX).dx=O "i::;t:k 
-n 

=0 "i=k>O 
=0 "i = k = O. 

3* 
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Die Besti m m ung der Koeffizienten. 

Zur Bestimmung eines Koeffizienten z. B. bk multipliziere man 
heide Seiten der trigonometrischen Reihe mit cos (kx) . dx und inte
griere von - n bis + 1l. Man erhält so 

+1< f F(x) -cos (kx)· dx = 
-1< 

+1< +1< 

+ al-fSin (ix) ·cos (kx)· dx + ak· fSin (kx)· cos (kx). dx + 
-n -IT 

+1< +1< 

+ bl-fCOS(iX),COS(kx).dx + bk.!cOS2 (kX).dX + 
-R -x 

Daraus 
+n 

ht = ! ·f F (x) . cos (kx)· dx 
-n 

Ebenso wird 
+" 

ak = ! ·f F (x) . sin (kx). dx. 
-n 

Diese beiden Formeln gelten für alle Werte von k. Eine Ausnahme 
macht nur der Wert k = 0 wegen des dritten Falles in Hilfsformel 1 
und 2. Um zu vermeiden, daß man für aG und bo eigene Formeln an
geben muß, setzt man in üblicher Weise statt der trigonometrischen 
Reihe eine Reihe von der Form: 

F (x) = Cl· sinx + C2 • sin2x + 
+ 1/2 Do + D1 • cosx +D2 ·cos2x + 

. . . (16) 

Sämtliche Koeffizienten Ci und D i - auch Do - sind jetzt aus 
den Formeln (17) zu bestimmen. 

+1< 

Ci = !fF(x).sin(iX).dX ....... (17a) 
-1< 

+1< 

D1 = !fF(X).COS(iX).dX ....... (17b) 
-1< 

Eine Reihe von der Form (16), deren Koeffizienten nach Gleichung 
(17) bestimmt sind, heißt eine Fouriersche Reihe. 

• Die Dirichletschen Bedingungen . 

Bei dieser Ableitung sind zwei Voraussetzungen stillschweigend 
als erfüllt angenommen worden. Erstens, daß die beiden Integrale 
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wirklich einen endlichen, eindeutigen Wert besitzen und 
zweitens, daß das Integral der unendlichen Reihe gleich der Summe 

der Integrale der einzelnen Glieder ist, also daß die Reihe gliedweise 
integriert werden durfte. 

Damit diese Voraussetzungen tatsächlich zutreffen, muß die Funk
tion F (x) bestimmten, allerdings sehr freien Bedingungen genügen. 
Diese Bedingungen, die sogenannten Dirichlet.schen Bedingungen lauten: 

"Die Funktion F (x) muß im Intervall -:7t < X < +:7t überall 
eindeutig, endlich und integrierbar sein und sie darf in diesem Bereich 
nur eine endliche Anzahl von Maxima und Minima und nur eine end
liche Anzahl von Unstetigkeitsstellen aufweisen." 

Hierbei ist noch zu bemerken, daß 
die Funktion also sehr wohl einige Un
stetigkeitsstellen besitzen darf. Be
zeichnet in Fig. 11 der Wert x = a 
eine solche UnstetigkeitBstelle, ferner 
F (a - 0) den Funktionswert.dicht vor 
der Unstetigkeitsstelle, F (a + 0) den 
Funktionswert unmittelbar nachher, so 
liefert die Fouriersche Reihe beim Grenz
übergang von unten bzw. oben die rich
tigen Werte F (a - 0) und F (a+O). Für 
x = a selbst ergibt sich das arithmeti
sche Mittel aus F (a - 0) und F (a + 0). 

Die Funktion F (x) kann auf ver-

I I 
I I 

~' r(a.-o) I 
I I 
rrF(a; 
I , 

r(a.-c) I 
I I 
: I 
I I 
I I 

i I 

I 
I I 
r--- -,(- -4- ".('---1 

schiedene Weise gegeben sein: Fig. 11. Werte der Fourierschen 
I. Durch ein analytisches Gesetz, Reihe an Unstetigkeitsstellen. 

also durch eine Berechnungs-
vorschrift, z. B. durch die Gleichung F (x) = 3 + 2 x + x2• 

2. Durch eine zeichnerische Darstellung. Z. B. durch eine fort
laufende Kurve, die von einem Meßgerät aufgezeichnet wurde. 

3. Durch zahlenmäßige Angabe einer Anzahl getrennt liegender 
Funktionswertc, also z. B. durch eine Zahlentabelle, welche 
Instrumentablesungen enthält. 

Bezüglich der Darstellung von Funktionen, die nach Absatz 2 und 3 
gegeben sind, sei auf den Abschnitt über Fouriersche Reihen in dem 
Taschenbuch "Die Hütte" verwiesen. Wir wollen uns im folgenden 
die Funktion immer durch ein Gesetz gegeben denken. 

Die Fortsetzung über den gegebenen Bereich hinaus. 

Läßt man in der Fourierschen Reihe x über den Bereich - n < x < + :tt 
hinaus wachsen, so zeigt sich folgendes: 

Sinus und Cosinus ändern ihren 'Vert nicht, wenn man das Argu
ment um ein ganzzahliges Vielfache von 2:tt vermehrt. Da in der 
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Reihe (16) i und k ganze Zahlen sind, so ändern die einzelnen Glieder 
der Reihe und damit die Reihe selbst ihren Wert nicht, wenn man von 
(kx) zu k . (x + 211:) zu k· (x + 411:) usw. übergeht. Die Reihe stellt 
also eine periodische Funktion mit der Periode 211: dar. Das vorge· 
gebene analytische Gesetz wird dagegen für die Funktion F (x) im 
allgemeinen einen nicht periodischen Verlauf zeigen. Z. B. F (x) = 
3 + 2x + x 2• Die übereinstimmung zwischen der angegebenen Funk· 
tion und der Fourierschen Reihe erstreckt sich also nur auf das Ge· 
biet - n < x < + 11:. Außerhalb weichen die Darstellungen im 8011-
gemeinen voneinander ab, wie dies Fig. 12 zeigt. 

'V 
/i . R, 

q}~ 

" ~'"I ,/~ 
JO 

I ~\ 
I t 

I~ .~ 
I '\ ~~ 

I ,r;,~ 

20 

--t---- ZJc ---~ + 

Fig. 12. Fortsetzung der Fouriersehen Darstellung über das Gebiet - n < x < + n 
hinaus. 

Die reinen Sinus· und reinen Cosinusreihen. 

Die Gleichung (16) läßt sich zerlegen, und zwar so, daß F (x) = 
f1 (x) + f2 (x) ist, wobei zu setzen ist: 

f1 (x) = Cl' sin x + C2 • sin 2x + ..... und 
f2 (x) = 1/2 , Do + D1 • COS X + D2 ' cos 2x + .. 

Diese beiden Reihen werden als reine Sinus· und reine Cosinus· 
reihen bezeichnet. 

1. Die reinen Sinusreihen. 
Der Sinus ist eine ungerade Funktion, das heißt es ist 

+ sin (- x) = - sin (+ x), 

die Funktion geht also beim übergang von einem positiven zum gleich. 
großen negativen Argument in den gleichgroßen , aber entgegenge· 
setzten Funktionswert über. Es wird deshalb "auch die reine Sinus· 
reihe steb! eine ungerade Funktion sein, also F (- x) = - F (+ x); 
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vgl. Fig. 13. Und umgekehrt kann eine ungerade Funktion immer 
nur durch eine reine Sinusreihe wiedergegeben werden. 

Es sei ausdrücklich darauf hingewiesen, daß die Kurve nicht not
wendig durch den Koordinatenursprung zu gehen braucht, obwohl 
die reine Sinusreihe immer für x = 0 den Wert Null liefert. Daß hier 
kein Widerspruch vorliegt, erkennt man aus den obigen Ausführungen 
über den Wert der Funktion an Unstetigkeitsstellen. Allerdings wird 
dann die Reihe für x nahe an Null sehr schwach konvergent. 

2. Die reine Cosinusreihe. 
D~r Cosinus ist eine gerade Funktion, das heißt es ist 

+ cos (- x) = + cos (+ x), 

die l!'unktion behält also beim Übergang vom positiven zum gleich
großen, nega.tiven Argument ihren Wert bei. Es ist desha.lb die Cosinus-

+ 

.,. 

-.;c ~x 

Fig. 13. Eine ungerade Funktion. Fig. 14. Eine gerade Funktion. 

reihe stets eine gerade Funktion, also F (- x) = F (+ x) (vgl. Fig. 14) 
und umgekehrt läßt sieh eine gerade Funktion immer nur durch eine 
reine Cosinusreihe darstellen. 

Die Form der Gleichung (16) zeigt also, daß sich jede willkürlich 
gegebene Funktion als übereinanderlagerung einer geraden und einer 
ungeraden Funktion auffassen läßt. 

Der Bereich erstreckt sich von x = - X bis x = + X. 

Wenn man nicht, wie dies auf Seite 34 angenommen ist, den Maß
stab auf der x-Achse beliebig wählen kann, so hat man in Gleichung (16) 

statt x die Größe x.~ einzuführen. Man erhält so 

. x'n . x'n 
F (x) = Cl . sm --x- + C2 • sm 2 --x- + . . . . 

1 . x'n x'n + 2 Do + Dl • COS X + D2 • cos 2 X- +. . . . . . (18) 
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und Ck = ~ . J~~X) sin (k n~x) dx ....... (19a) 
..,.x 

Dk = 4f;~X)' cos (k n~ x) dx ....... (19b) 
-x 

Die so dargestellte Funktion ist periodisch mit der Periode 2 X. 
c) Die Fouriersehen Integrale. Nachdem nun die Möglichkeit er

wiesen ist, eine im Bereich - X < x< X willkürlich gegebene Funktion 
nach trigonometrischen Funktionen zu entwickeln, ist die Frage be
rechtigt, ob nicht die Methode sich so erweitern läßt, daß sie auch für 
den Bereich - 00 < x < + 00 gilt. Dies ist tatsächlich der Fall; um 
dies zu zeigen, gehen wir von der Gleichung (18) aus: 

k = 00 

F (x) = ~ Do + ~ { Ck • sin ( k x;) + Dk . COS ( k x;) J 
k=l 

In diese Gleichung setzen wir die Werte Ck und Dk aus den Gleichungen 
(19) ein, in denen wir jetzt zur Vermeidung von Verwechslungen ~ 
statt x schreiben. Es ergibt sich dann: 

+x 

F (x) = }. 4 J F (~) . d ~ + 
-x 

k~oo +x 

~ { ~ J F ($) . sin (k . ~"l) . sin (k X;) d ~ 
k = 1,:!.. - x 

+x 

+ ~ f F (~) . cos ( k ~;) . cos ( k ~;) . d ~ } 
-x 

= ~ ~ f; ~~). d ~ + ~ ·2;' J~~~)' cos (k ~ n (~ - x») . d~. 
- X k=1,2 .. - x 

Dabei ist die letzte Umformung mit Hilfe der trigonometrischen Formel 

sin a . sin ß + cos a . cos ß = cos (a - ß) 
durchgeführt~ Da der Cosinus eine gerade Funktion ist, können wir 
die beiden Summanden in einen zusammenfassen, indem wir nicht 
von k = + 1 bis k = + 00, sondern von k = - 00 bis k = + 00 sum
mieren; also den ersten Summanden als k = O-Glied mit hereinziehen. 

k=+oo +x 

F (x) = J_ ~ fF W . cos (k . ?!.- (~ - x» . d ~ 
2X X 

k=-oo -x 
k=+oo -x 

= ~ . ""' .n. ·fF m . cos (k . n (~- x» . d r 
2n ~ X X 

k--oo -x 



Ober das Anpa.ssen an die Anfangsbedingung. 

Lassen wir nun X über alle Grenzen hinaus wachen, so wird 11: : X eine 

sehr kleine Größe, die wir dq nennen wollen; k . ~ nennen wir dann q. 

Die unendliche Summe geht gleichzeitig in ein Integral über und wir 
erhalten 

q~+oo s~ +00 

F (x) = 21iifdq. f F (~). cos (q . (~- x»· d~ .... (20) 
q=-oo s=-oo 

Die Formel (20) zeigt die Darstellung einer gegebenen Funktion 
durch Fouriersehe Integrale. Durch mathematische Erwägungen, die 
hier zu weit führen würden, läßt sich beweisen, daß die Gleichung (20) 
für alle Werte - 00 < x< + 00 richtig ist, wenn die vorgegebene 
Funktion F(x) überall stetig und eindeutig ist, nur eine endliche Anzahl 
Maxima und Minima besitzt und sich für ~ = + 00 und ~ = - 00 so 
der Null nähert, daß das Integral 

+00 J Fm· d ~ endlich bleibt. 
-00 

Die Fouriersehen Integrale für gerade und ungerade 
Funktionen. 

Mit Hilfe der trigonometrischen Formel 
cos (a - ß) = cos a . cos ß + sin a . sin ß 

läßt flieh die Gleichung (20) auf die Form 
+00 +00 

F (x) = 2~f dq·f F (~) '1 cos (q~) . cos (qx) + sin (q~). sin (qx)}. d~ 
-00 -00 

bringen und dies läßt sich in F (x) = f1 (x) + f2 (x) spalten, wenn ma.n setzt: 
+00 +00 

f1 (x) = 21n·I dq·f F W . cos (q~) . COfl (qx) d~ 
-00 -00 

1;[00 f+oo 
=2n)cOS(qx)'clq' FW·cos(q~)·d~ .. (2la) 

-00 -- LX) 

+00 +0.0 

f2 (x) = 2~-7, I sin (qx) . cl q ·f·F (~) . sin (q~) . d ~ .. (21 b) 
-00 -CXJ 

Wegen der oben erwähnten Eigenschaften der Sinus- und der 
Cosinusfunktion ist f1 (x) eine gerade und f2 (x) eine ungerade :Funktion. 
Man kann also, wie das in Fig. 15 veranschaulicht ist, jede Funktion 
als übereinanderlagerung einer geraden und einer ungeraden Funktion 
auffassen. 

Die Fourierschen Integrale sind hier aus den Fouriersehen Reihen 
heraus abgeleitet worden. Es sei aber bemerkt, daß es ebenso mög
lich ist, die Fouriersehen Integrale vollkommen selbständig abzuleiten. 
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+ 

-z 

Fig. 15. Darstellung einer Funktion als Summe aus einer geraden und einer 
ungeraden Funktion. 

d) Reihen mit Besselschen Funktionen. Als Lösung der Gleichung 
(11 b), der Besselschen Differentialgleichung nullter . Ordnung hatten 
wir die Besselschen Funktionen J o und Yo kennen gelernt, von denen 
die erste eine gerade, die zweite eine ungerade Funktion ist. Wir wollen 
nun die Entwicklung einer im Bereich 0 < r < 1 willkürlich gegebenen 
Funktion nach Besselschen Funktionen besprechen, und zwar wollen 
wir nur die Funktion J o (nx) berücksichtigen, weil wir bei den späteren 
Aufgaben nur mit geraden Funktionen uns beschäftigen werden. Die 
Funktion Yo (mx) lassen wir als eine ungerade Funktion außer Betracht. 

Aus der Oberflächen bedingung 3. Art folgt, daß 

[; (Jo(nr)] = -ho [Jo(nr)] 
r r=R r=R 

sein muß. Eine Formel über das Differenzieren Besselscher Funk· 
tionen besagt, daß J o' (x) = - J1 (x) ist, worin J 1 (x) die Besselsche 
Funktion erster Ordnung, erster Art ist. Mit dieser Formel wird die 
obige Gleichung gleich 

n . J 1 (nR) = + h . Jo (nR). 

Dies ist nach Seite 31 eine transzendente Gleichung mit den unend. 
lieh vielen Wurzeln ... nj, nk, ... 

Die Reihenentwicklung hat die Form 
i-+ 00 

F (r) = Do + I Dj • J o (njr) . . . . . . . . (22) 
i CII 1, 2 .. , 

Zur Bestimmung des Koeffizienten Dk multipliziere man beide 
Seiten mit r· J o (nkr)· dr und integriere von r = 0 bis r = + 1; 



"Über das Anpassen an die Anfangsbedingung. 

+1 Jr. F (r)· Jo (nkr). dr = 
o 

+1 
+ D1-J r· Jo (nir). Jo (nkr). dr 

o 
+1 

+ Dk· Jr. J02 (nkr ). dr + 
o 
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Aus drei Hilfsformeln, die den oben erwä.hnten Hilfsformeln analog 
sind, ergibt sich, daß a.lle Glieder rechts verschwinden, mit Ausnahme 
desjenigen mit J 02 (-). Aus der Lehre über das Integrieren Bessel
scher Funktionen folgt, daß 

+1 

Ir. J02 (nkr ) dr = ! J12 (nk r) 

ist. Man erhält jetzt den Wert Dk zu 
+1 Jr. F(r). Jo (nkr).dr 

Dk=~- ....... (23a) 

Diese Formel gilt für alle Werte von k = 1 an; für k = 0 gilt 
+1 

Do=2 !r.F(r).dr ......... (23b) 
o 

Wegen weiterer Einzelheiten über die -Darstellung willkürlich ge
gebener Funktionen durch Reihen und Integrale mit Besselschen Funk
tionen sei auf die einschlägige mathematische Literatur verwiesen. 
Z. B. "Die Theorie der Besselschen Funktionen" von Paul Schaf
heitlin. Teubners Sammlung: Mathematisch-physikalische Schriften 
für Ingenieure und Studierende. 

Nachdem in den vorstehenden beiden Abschnitten die nötigen physi
kalischen und mathematischen Grundbegriffe und analytischen Methoden 
erörtert worden sind, können in den nachfolgenden Abschnitten die 
einzelnen Aufgaben aus dem Gebiet der Differentialgleichung (4a) 

lJe 1 
-=a·LJ2f) + --·W 

. lJf c'Y 
besprochen werden. 

Wir werden uns hierbei ausnahmslos auf solche vereinfachte Fälle 
beschränken, in denen entweder die Ergiebigkeit der Wärmequellen 
oder die zeitliche Änderung der Temperatur oder auch beide zugleich 
gleich Null sind. Es liegt der Gedanke nahe, mit diesem letzten, ein
fachsten Fa.ll zu beginnen und dann zu den beiden anderen Fällen über
zugehen; Bei genauerer überlegung habe ich es jedoch als zweckmäßig 
befunden, mit der Besprechung der zeitlich veränderlichen Temperatur
felder ohne Wärmequellen, also mit dem Gebiet der Differentialgleichung 

zu beginnen. 

lJf) 
- = a·LJ28 
~h; 
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C. Die zeitlich veränderlichen Temperaturfelder 
ohne Wärmequellen. 

Die Temperaturunterschiede streben dem 
Ausgleich. zn. 

Die Düferentialgleichung ~~ = a • .1 2(9. 

Wir werden uns auch da nochmals eine Beschränkung auferlegen, 
indem wir in den nachstehenden 5 Aufgaben nur solche Fälle besprechen, 
bei denen das Temperaturfeld nur von einer Koordinate abhängt. In 
Aufgabe Nr. 1, 2 und 3 ist die Temperatur nur in einem endlichen Be
reich dieser Koordinate zu bestimmen. In Aufgabe 4 und 5 erstreckt 
sich die Temperaturfunktion ins Unendliche. 

Aufgabe 1. Die Platte. 
"Eine unendlich große planparallele Platte von der Dicke 2X gebe 

durch ihre beiden Oberflächen ihre Wärme an die Umgebung ab. Die 
Wärmeübergangszahl habe beiderseits den gleichen Wert a und die 
Umgebungstemperatur {} sei auf heiden Seiten gleich Null. Zur Zeit 
r = 0 besitze die Platte überall die einheitliche Temperatur (9 = 8 c• 

Ferner seien die Stoffwerte A, c und y, also auch a bekannt. - Es sind 
die Gestalt des Temperaturfeldes und der Betrag des Wärmeverlustes 
in ihrer Abhängigkeit von der Zeit zu bestimmen." 

a) Der matheJllatische Ansatz. Die Aufgabe unterscheidet sich von 
der einführenden Aufgabe nur dadurch, daß die Anfangstemperatur nicht 
mit x sich ändert, sondern konstant ist. Wir erhalten deshalb den mathe
matischen Ansatz 

D'ff t' 1 1 . h 08 iJ2(9 
I eren la g elO ung: ]T = a· ~X2' 

Räumliche Grenzbedingung: für x = + X: ~~ = - h . (9, 

08 
" " " x=-X: Tx =+h'(9. 

Zeitliche Grcnzbedingung: für • = 0: 8 = Be. 
b) Berechnung des Temperaturfeldes. Als partikuläre Integrale der 

Differentialgleichung kennen wir bereits: 
(9 = C . e- m' . n . f • sin (m x) und e = D . e- n' . a . t • cos (nx) 

Nun ist die Temperaturverteilung von Anfang an systematisch zur 
Y-Z-Ebene gewesen und sie wird es auch während der ganzen Dauer 
des Temperaturausgleiches bleiben, weil Umgebungstemperatur und 
W.ü.Z. auf beiden Seiten gleich sind. Die Temperaturfunktion kann 
deshalb nur eine gerade Funktion sein und wir können das erste parti. 
kuläre Integral schon jetzt ausschalten. Um das verbleibende Integra.l 
der Oberflächen bedingung anzupassen, müssen die Werte n der Gleichung 

(nX) . sin (l1X) = (hX) . cos (nX) 
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entsprechend gewählt werden. Die Wurz«»n dk = (nkX) dieser Gleichung 
sind bekannt und in Tafel 2 zusammengestellt. 

Aus den so entstehenden, unendlich vielen Teillösungen baut sich 
die allgemeine Lösung auf, zu: 

k -00 
f) = I Dk • e- Bk" • a .• • cos (nkx), 

k-l 

Die Werte Dk sind darin so zu bestimmen, daß sie der Anfangs
bedingung 

00 

f)c = I Dk . cos (nkx) genügen. 
1 

Sie ergeben sich also aus der Gleichung (15b) 
+x J f)c' cos (nkx) . dx . 

D = - x = @ 2 . sm (nkX ) 
k J+ X C sin (nkX) . cos (nkX) + (nkX) 

cos2 (nkx) . dx 
-x 

Mit der. abgekürzten Schreibweise «5k für (nkX) erhalten wir die 
Temperaturfunktion in der Gleichung: 

k =00 

8 = f)c' ~ 2 d ~in{){)k jt' e - 6.' . a~, •. COS (dk • Xx). . . (2480) 
~ k+sm k,cos u k 
k-l 

Die Werte dk in dieser Gleichung sind die Wurzeln der mehrfach 
erwähnten, transzendenten Gleichung, deren einziger Parameter (hX) 
ist; sie sind also selbst Funktionen dieses Parameters. Damit können 
wir Gleichung (2480) in der Form schreiben: 

f) = 80 . (/) (hX, ~~, ~) ....... (24b) 

Wenn auch das Problem, physikalisch betrachtet von sehr vielen 
einzelnen Größen abhängt, so lassen sich diese doch so in Gruppen 
zusammenfassen, daß zum Schlusse eine Funktion mit nur 3 Veränder
lichen bleibt. 

Wir erwähnen noch den Sonderfall, daß h als unendlich groß gelten 
kann, daß also die heiden Oberflächen auf der Temperatur Null gehalten 
werden. Dann gehen (nach S. 31) die d-Werte in die Nullstellen der 
cos-Funktion über, also in die Werte 

~n, ~n, ;n, ..... (k -~) n. 

Der Sinus dieser Werte ist immer gleich ± 1; und die Gleichung 24 
nimmt die Form an: 

4 { (1<)' a . • ('Tl' x) 1 (8)' a·. (3 x) f)=f) .-. e- 2" 'XI·cos -.-- --·e- in ·xo.cos -n·-
c n 2X 3 2 X 
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c) Zeichnerische Darstellung des Temperaturfeldes. Wir wollen hierzu 
einen speziellen Fall zugrunde legen und zwar eine Betonmauer von 
80 cm Stärke. Die übertemperatur Be der Mauer über die Umgebungs. 
temperatur zur Zeit t = 0 wollen wir gleich 10 nehmen. Hat sie einen 
anderen Wert, so brauchen wir den Maßstab auf der Temperaturachsp. 
nur entsprechend zu dehnen oder zu verkürzp.n. 

Die W. Ü. Z.: a sei gleich 10,8 angenommen. 

1. Vorbereitende Rechnung. 

Aus Tabellen ist zu entnehmen: ;. = 0,6 (m. :d.EÖradJ 

y=2000(~] 

r w. E. J 
c = 0,27 kg Grad 

daraus berechnet sich a = ~ = 0,001l [smd
2 

]. 
c Y t .. 

Ferner wird h = 10,8 = 18,0 [~] 
0,6 m 

und hX = 18,0·0,40 = 7,2. 

2. Die Werte I5k aus der Oberflächen bedingung. 

Die Wurzeln I5k = (Uk • X) der transzendenten Gleichung sind in 
Zahlentafel Nr. 2 als Zwischenwerte für (hX) = 7,2 zu entnehmen. 
Die ersten 5 Wurzeln sind hier zusammengestellt: 

I 

I 

k=1 k=2 k=3 k=4 k=li 

im Bogenmaß: dk . 1,38 I 4,18 7,08 10,03 13,08 
im Gradmaß : dk 79°6' 239°30' 45°27' 214°54' 29°13' 
,Für später notwendig: : ! 

sin ok = 0,9820 1- 0,8616 0,7127 1-0,57221 0,4882 
(lOS dk = 0,1891 - 05071) 0,7015 ' - 08202 0,8744 , , i ' 

3. Die ausgezeichneten Lö~nlllgen fk (x) = COS (Uk X ) = COS (Ok' il 
Um diese Lösungen zeichnen zu können, wollen wir die Lage der 

ersten, zweiten usw. Nullstelle und ebenso die Lage der Maxima und 
Minima feststellen. Ist Xo die Lage der ersten Nullstelle, so liegen bei 
3xo, 5xo, 7xo usw. die weiteren Nullstellen ; bei 2xo, 6xo, 10xo die Minima 
und bei 0, 4xo, 8xo die Maxima. 

Die erste Nullstelle findet sich aus der Bedingung 

(
-Il xo) n cos Uk' -X = 0 = cos lf 
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oder 
n X 

xo=_·_= 
2 Ök 

1,57·0,40 0,628 
Ök =~. 

. Die Rechnung ergibt die Werte der nachstehenden Tabelle für xo, 
2xo" .. [in Metern]. . 

k=l k=2 k=3 
'1 

k=4 

I 
1. Nullstelle Xo 0,455 0,151 0,089 0,063 

Minimum 2Xo 0,301 0,178 0,126 
2. Nullstelle 3 Xo 0,452 0,266 0,188 

Maximum 4xo 0,355 0,250 
3. Nullstelle 5xo 0,444 0,313 

Minimum 6Xo 0,376 
4. Nullstelle 7Xo 0,438 

Maximum 8xo 
5. Nullstelle 9xo 

4. Die Bestimmung der Koeffizienten 

Die Gleichun Dk = _ 2: sin (nk X) 
g (nk X) + sm (nk X) . cos (nk X) 

liefert mit Hilfe der Werte aus der vorletzten Tabelle 

D} = + 1,250; Dz = - 0,373; D3 = + 0,188; 
D t = - 0,109; D ö = + 0,072. 

a< 
5. Berechnung von e-d•1 'Xi' 

k=5 

0,048 
0,096 
0,144 
0,192 
0,240 
0,288 
0,336 
0,384 
0,432 

Hier wollen wir zwei Fälle herausgreifen, erstens zur Zeit T = 0 
und zweitens zur Zeit T = 5 [std.) 

Zu 1. :Der Wert t = 0 macht den Exponenten zu Null und damit 
die Exponentialfunktion zu Eins. Die unter 4. errechneten Werte Dk 

stellen also die maximalen Ausschläge der }'unktionen cos ( bk . ~) = fk(x), 

also der ausgezeichneten Lösungen dar. 
'at 00011 ·5 . 

Zu 2.: Der Wert t = 5 gibt -11 =' 11 = 0,0344; damit. er· 
X 0,40 

hält man 

I 

I k=l k=2 k=3 
I 

k=4 k=o 

i ar 
cJk . X2' 0,0655 0,601 1,725 I 3,465 5,885 

Exponl'lltialfunktion . . , 0,94 0,55 0,18 I 0,03 0,00 
Dk·e····· . . I + 1,175 - 0,203 + 0,033 - 0,003 0 
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6. Zeichnerische Darstellung defl Temperaturfeldefl. 

1.: Anfangstemperaturverteilung ; für r = ° liefert uns die Be
rechnung: 

(-J = (-Je • { 1,250' cos (3,45x) - 0,373' cos (10,4x) + 0,188' cos (17,7x) 
- 0,109 . cos (25,1 . x) + 0,072' cos (32,7)x - + _ ... } 

= €Je . I I-lI + III - IV + V - + ... J. 
P 

f.~ 

f,f 

/.0 

(l,~ 

(l,1J 

Q1 

q6 

Q 

t?~ 

q,J 

\ q2 
\ , 

q, , ' , \ 

Fig. 16. ,Darstellung der Anfangstem
pel'aturverteilung O~ _ 0 = 1 durch eine 

Fouriersche Reihe. 

(J.1 

(J.~ 

a.J ,r.qi' 

q~ 

Fig. 17. Darstellung einer späteren Tem
peraturverteilung durch eine Fourier

Bche Reihe. 

In dieser letzten Form sind unter I, II, ... die einzelnen Teillösungen 
zu verstehen. Dieselben sind in Fig. 16 sowohl einzeln als in ihrer alge
braischen Summe dargestellt. 

Man ersieht daraus, daß die 1. Teillösung sehr verschieden ist von der 
Anfangstemperaturverteilung €Je = const = 1, daß man sich aber dieser 
Verteilung um so mehr nähert, je mehr Teillösungen ma.n übereinander 
lagert. Man sieht aber zugleich, daß 5 Teillösungen noch nicht genügen, 
um die Anfangsverteilung richtig zeichnerisch darzustellen. Bei späteren 

" 
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Temperaturverteilungen liegen die Verhältnisse wesentlich günstiger. Wir 
gehen deshalb über zu 

2.: Temperaturverteilung für r = 5. 
Die Rechnung liefe~t: 

e = ec ' {1,175 . cos (3,45x) - 0,203' cos (1O,4x) + 0,033' cos (17,7x) 
- 0,003' cos (25,1 x) .±. 0) 
= er/I' - II' + III' - IY'). 

Schon die Rechnung läßt erkennen, daß 3-4 Glieder der Reihe 
genügen, um die Temperatur genau zu bestimmen. In Fig. 17 sind wieder 
die einzelnen TeilIösungen sowie ihre Summe gezeichnet. Man ersieht 
aus dieser Zeichnung, daß sich nach 5 Stunden erst dic äußersten Schichten 
der Mauer beträchtlich abgekühlt haben, während die inneren Schichten 
noch fast völlig ihre Anfangstemperatur besitzen. 

d) Berechnung des Wärmeverlustes Q. 

Die drei Arten der Berechnung. 

1. Art der Berechnung: Dem Oberflächenstück dy' dz strömt aus 
dpm Inneren des Körpers in der Zeit cl r die Wärmpmenge 

_ ;, . (U e ) . d y . dz . d r 
()x x= ±x 

zu. Um die gesamte, abgegebene Wärme Q zu berechnen, muß man 
obigen Ausdruck über die beiden Oberflächen und den Zeitraum 0 < 1: 

< 1:0 integrieren. 

2. Art der Berechnung: Das Oberflächenstück dy . dz giht in der 
Zeit dT an die Umgebung dip Wärmemenge 

a' e(x=±X)' dy· dz' <Ir 

ab. Dieser Ausdruck ist ebenfalls über beide Oberflächen und den ganzen 
Zeitraum zu integrieren. 

3. Art der Berechnung: Das Raumelement dx' dy . dz der Platte 
hat innerhalb des Zeitraulllps von 0 bis r sich um den Betrag e~ - (1 r 

abgekühlt. Es hat hierbei die Wärmemenge 

c' Y' (ec - e,) . dx . dy' dz 

verloren. Dieser Ausdruck ist für den Zeitpunkt T auszuwerten und 
dann über den ganzen Raum zu integrieren. 

Ableitung der Gleichung. 

Wir wählen die dritte Art der Berechnung. Aus der Gleichung (24a) 
des Temperaturfeldes folgt sofort, daß 

00 

ec - e1 = ~ Dk • (l-e - t\"'y.). cos (Ok' ~) 
1 

Gröber, Wärmeleitung lind Wänneilbergang. 4 
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ist. Damit ergibt sich für den Wärmeverlust Q eines Plattenstückes 
von der Größe Y . Z die Gleichung 

Q ~ c . r Y Z /} D, . ( 1-e - • ~) "'" -(ö, . ~) d x 
-x 1 

Die Reihe darf gliedweise integriert werden, d. h. es darf die Stel
lung von Integral- und Summenzeichen vertauscht werden. Es ergibt sich: 

oc +x 

Q = cy' y. Z~ Dk • (1- e-öl.ai.:) .Jcos (bk'~)' dx 
1 -x 

Die Ausführung der Integration und daR Einsetzen des Wertes von 
Dk liefert das Endergebnis: 

k=oo 

_ ... ') . ' .. _ .~ sin2 (jk ( __ öl ••• a !) Q - e y _ X t Z ee 2 -" ., () '.i -5: l-e x. (25a). 
Uk- + k' sm Uk' COS Uk 

k= 1 

Der erste Teil dieses Ausdruckes - nämlich c' y . 2X . Y . Z . ee -
stellt den ursprünglichen \Värmeinhalt des Körpers, gemessen über 
Umgebungstemperatur, dar; wir wollen ihn mit (\V.J.)o bezeichnen. 
Der Rest des Ausdruckes - die unendliche Summe - ist ein reiner 
Zahlenwert und stets kleiner als Eins. Er gibt an, welcher Bruchteil 
des ursprünglichen Wärmeinhaltes die Platte bereits verlassen hat 
und ist lediglich eine Funktion der Größe (jk bzw. (hX) einerseits und 

~: andererseits. Wir können deshalb der Gleichung (25a) die Form 

geben: Q=(w.J.)o·l[I3(hX, ~:) ........ (25b) 

Fig. 18. Zu Gleichung (2Gb). Abszissen: a· fjX2 
Paramcter: h· X 

9,0 

Ordinaten: Funktion IP' in Gleich. (2Gb). 

Die zahlenmäßige Berechnung dieser Funktion ist eine sehr umständ. 
liehe und zeitraubende Arbeit. Ich habe deshalb die Funktion für mehrere 
Werte ihrer Veränderlichen berechnet und in untenstehender Zahlen
tafel zusammengestellt. Dem Zeichen l[I ist der Zeiger 3 beigegeben 
um auf die zugehörige Zahlent.afel hinzuweisen. 
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Zahlentafel Nr. 3. 
Wärmeverlust der Platte. 
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2 1 I 0,5 \ 0,2 \ 0, I 

I 
I 

I &1 0,13 0,05 
I 

X 2 = 0,02 0,12 0,09 0,03 I 0,02 

0,05 0,25 0,23 0,18 0,12 0,07 I 0,04 

I 
I 

0,1 0,36 0,34 0,27 0,20 0,12 I 0,08 
0,5 0,76 0,75 0,69 0,58 0,46 I 0,32 
1,0 0,93 0,92 0,89 0,81 0,69 

I 
0,53 I 

I 

2,0 0,99 0,99 0,98 0,96 0,89 0,78 

I 5,0 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 0,98 
10,0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 I 1,00 i 
20,0 1,00 

I 
1,00 1,00 

I 
1,00 1,00 

1 1,00 I 
50,0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 ! 

I I 

Aufgabe 2. Der Zylinder. 

0,01 0,00 

0,02 0,01 
0,05 0,03 
0,20 0,09 
0,35 0,17 
0,59 0,31 
0,88 0,63 
0,99 0,84 
1,00 0,93 
1,00 0,99 

I 

, 

0, 00 

01 
02 
05 
10 
17 
39 
62 
81 
92 

0, 
0, 
0, 
0, 
0, 
0, 
0, 
0, 
0, 

"Ein unendlich langer Kreü;zylinder vom Radius R gebe durch seine 
Oberfläche seine Wärme an die Umgebung ab. Die 'V. Ü. Z. besitze 
den Wert a und die Umgebungstemperatur {} sei gleich Null. Zur Zeit. 
t = 0 besitze der Zylinder überall die einheitliche Temperatur @ = ee. 
Ferner seien die Stoffwerte 2, c und y, also auch a bekannt. ,- Es sind 
die Gestalt des Temperaturfeldes und der Betrag des Wärmeverluste!! 
in ihrer Abhängigkeit von der Zeit zu bestimmen." 

a) Der mathematische Ansatz. Als geeignetes Koordinatensystem 
ergibt sich von selbst das Zylinderkoordinatensystem. Der Vorgang 
spielt sich unabhängig von cp und z ab, ist also nur von der einen Ko
ordinate l' abhängig. Es ergibt sich der mathematische Ansatz: 

öe __ a. (_52_@_L_1 . 'ae) Differentialgleichung: - T 
l) r lir2 l' 51' 

( He 
Oberflächenbedingung : -) = - h· er _ R 

,l)I' r=R 

Anfangsbedingung : e = ee für 0< l' < R. 
r~O 

b) Berechnung des Temperaturfeldes. Da es sich um einen Vorgang 
handelt, bei dem Temperaturunterschiede ihrem Ausgleich zustreben 
setzen wir (vgl. S. 27) 

e = D . e -q' a T • 1p (r) 

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt sich für V' (r) 
dip Gleichung 

d~(r) + !_. d1p(r) + q2.111 (r) = O. 
dr2 r dr T 

Es ist dies die schon früher erwähnte Besselsche Differentialgleichung 
(11 ?), deren Lösungen bekannt sind als die beiden Besselschen Funk-

4* 
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tionen von der nullten Ordnung. Die Funktion Jo(nx) ist eine gerade, 
die Funktion Yo (mx) eine ungerade Funktion. Aus denselben Gründen 
wie bei der vorhergehenden Aufgabe ist auch hier die ungerade Funk· 
tion unbrauchbar und es verbleibt so als einziges partikuläres Integral 

e = D . c -' u" a' t. J o (n r) 

Die Oberflächen bedingung liefert für n die Gleichung 

ldd Jo (11 I)] = - h· [Jo (llJ)] 
r r=R r=R 

und dies gibt nach S. 42 die transzendente Gleichung 

(nR)· J 1 (nR) = + (hR). J o (nR), 

welche unendlich viele Wurzeln 11k = (nk' R) besitzt. Zahlentafel Nr. 4 
gibt die ersten 4 Wurzeln dieser Gleichung für verschiedene Werte 
des Parameters wieder. 

Zahlentafel Nr. 4. 

Wurzeln der Gleichung: f/.' J 1 (,,) = + h· R· Jo(f/.); 

(h· R) f/.1 ,U2 "3 f/.4 

00 2,405 5,520 8,654 11,792 14,931 
50 2,35 5,41 8,48 11,56 
20 2,29 5,26 8,25 11,27 
10 2,17 5,03 7,96 10,94 

4 1,906 4,60 7,52 10,54 
1,0 1,253 4,08 7,16 10,27 
0,5 0,940 3,96 7,09 10,22 
0,1 0,443 3,86 7,03 10,19 
0,05 0,315 3,85 7,02 10,18 
0,00 0,000 3,832 7,OHi 10,174 13,324 

Aus unendlich vielen Teillösungen läßt sich die allgemeine Lösung 
zusammensetzen 

00 

e = ::2 Dk . e- IIk', at . JO(nkr). 

1 

Hierin sind die Koeffizienten Dk mit Hilfe von Formel (23a) zu 
best,immen: 

R 
ec/r - JO(nkr) . ur 

Dk = - ---,IJ~:---:--_ 
J 12(nkr ) 

= e ,2- _1_. J1(nkR 
c (nkR ) J o2(nkR) + J 12(nkR )' 
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Mit Einführung der Bezeichnung Pk für (nkR) ergibt sich die Gleichung 
des Temperaturverlaufes zu: 

k = 00 

8 = 8 . ~ 2 ~ . J1(,uk) .- J'k"~: . J ( ~) 
c ~ Pk J 02(Pk) + J12(Pk) e R o,uk R (26a) 

k = 1 

( ar r) = ec • (/) hR, R2' Ir . . (26b) 

Die Funktion des Temperaturfeldes entspricht also vollkommen 
in Form und Bauart der Gleichung (24a und b) bei der Platte. 

Im Sonderfall, daß hR unendlich groß ist, wird Jo (Pk) stets gleich 
Null und es entsteht statt (26) die Gleichung: 

k = 00 

8 = ec ' ~p:' Jl(~k) . e-#k" ~: . JO(Pk .~) = 8 c ·f/J (~, ~). 
k=l 

c) Berechnung des Wärmeverlustes Q. Der Wärmeverlust, den ein 
Raumteil d v des Zylinders erleidet, wenn er von 8c auf e~ abgekühlt 
wurde, ist gleich 

c·y·(ec-e,)·dv 

Hierin ist dv = r' dtp· dr' dz 

und 8c - 8, = ~Dk (1 - e- m.'a,) . JO(nkr). 

Durch Integration über ein Stück des Zylinders von der Länge Z 
ergibt sich: 

R2 
= 2. . . . . . . ). - . J1 (,uk) 

Pk 
k = 00 

2 Z '.Cl ~ 1 J 12 (Pk) (1 - w . ~-.!) (27 ) = R 1t • • C • Y • Ö'. 4 -- • ---- --- -- . - c 'R" a 
c ,uk2 J 02 (Pk) + J}2 (Pk) 

k = 1 . 

= (W.J.)o· 'P5 (h . R, a~2l) ................ (27b) 

Hierin ist wieder (W.J.)o der ursprüngliche Wärmeinhalt und 'P 
die in nachstehender Tabelle wiedergegebene Funktion. 
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hR= 

aJ; 

Ri" = 0,01 

0,05 
0,1 
0,25 
0,5 
1,0 
2,5 
5,0 

10,0 
25,0 

00 

0.22 

0,45 
0,61 
0,84 
0,96 
1,00 
1,00 
1,00 
1,00 
1,00 

Wärmeleitung in festen Körpern. 

Zahlentafel Nr. 5. 
Wärmeverlust des Zylinders. 

50 

0,18 

0,42 
0,58 
0,81 
0,95 
1,00 
1,00 
1,00 
1,00 
1,00 

20 

0,15 

0,38 
0,54 
0,79 
0,94 
1,00 
1,00 
1,00 
1,00 
1,00 

10 

0,11 

0,32 
0,48 
0,75 
0,92 
0,99 
1,00 
1,00 
1,00 
1,00 

4 

0,0,) 

0,21 
0,37 
0,62 
0,81) 
0,98 
1,00 
1,00 
1,00 
1,00 

1,0 

0,02 

i 0,08 
I 0,15 
I 0,23 

i ~:~~ 
\' 0,98 

1,00 
1,00 
1.00 

Aufgabe 3. Die Kugel. 

0,5 0,1 

0,01 0,00 

0,05 0,01 
0,09 0,02 
0,20 0,05 
0,36 ' 0,09 
0,59 0,18 
0,89 0,39 
0,99 0,62 
1,00 I 0,86 
1,00 i 0,99 

"Eine Kugel vom Radius R gebe durch ihre Oberfläche ihre Wärme 
an die Umgebung ab. Die W.ü.Z. habe den Wert a und die Umgebungs
temperatur {) sei gleich Null. Zur Zeit 1: = 0 besitze die Kugel überall 
die einheitliche Temperatur 8 c, ferner seien die Stoffwerte Ä, c und y, 
also auch a bekannt. - Es sind die Gestalt des Temperaturfeldes 
und der Betrag des Wärmeverlustes in ihrer Abhängigkeit von der 
Zeit zu bestimmen." 

a) Der mathematische Ansatz. Da die Temperatur nur von r allein 
abhängt, ergibt das Kugelkoordinatensystem den Ansatz: 

Differentialgleichung: ? 8 = a. (~2~ + ~ . (~ 8). 
2 1: 6r- l' i l' 

( 28' 
Oberflächen bedingung : $'I) =' - h· 8 r = R' 

er r = R 

Anfangsbedingung : 8 r = 0 = ec für 0< r < R; 

b) Die Berechnung des Temperaturfeldes. Der Versuch 
8 = D . e- q' n T • 1p (r) 

zu setzen, führt auf die schon bekannte Gleichung (He) für 1p (r). Die 
Lösungen dieser Gleichung sind bekannt zu 

e = c. cos (mr) und D. sin (nr). 
(mr) (nr) 

Von diesen Lösungen ist die erste eine ungerade Funktion und 
deshalb für das vorliegende Problem nicht brauchbar. Es bleibt des· 
halb nur 

sin (nr) 
8 = D· e-n'a r . ---. 

(nr) 
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Die ·Wert.e n bestimmen sich aus der Oberflächenbedingung 

[ cl sin (nf)] _ h [Sin (nf)] 
flr (i1f) \' = R - - , (nr) . \' = It 

(nR) , C08 (nR) =(1 - hR) ':;in (nR) 
(1 - hR) = (nR) . cotg (nR) 

Die erswn vier Wurzeln Vk dieser transzendenten Gleichung sind 
in der nachstehenden Zahlentafel zusammengestellt, 

Zahlentafel NI', 6, 

Wurzeln der Gleichung: v' COB V = (1 - h ' R) . sin v. 

hR I') )'2 Va V4 

oe 3,14 6,28 9,42 12,57 
50 3,08 6,12 9,24 12,31 
20 2,98 5,98 8,98 12,00 
10 2,84 5,72 8,66 11,65 
4 2,45 5,23 8,20 11,25 
1,0 1,57 4,71 7,85 10,99 
0,5 1,17 4,60 7,79 10,95 
0,1 0,54 4.52 7,74 10,91 
0,05 0,39 4,51 7,72 10,91 
0,00 0,00 4,49 7,72 10,90 

. In der allgemeinen Lösung sind nun noch die Koeffizienten Dk 
zu bestimmen; dies geschieht mit Hilfe der Anfangsbedingung 

k= GO 

e [ _ I~ = f.Je = ~ Dk .~in(nk r) 
- .::::;.; (nk r ) 

k = 1 

)Iit Hilfe der etwas abgeänderten Gleichung (I5a) ergibt fo;ich 
R J ec ' (nr) sin (nr), cl.' 

D = 0 _____________ = e . 2 sin (nk R) - (nk R) . cos (nk R) 
k JR C (nkR)-sin(nkR).cos(nk R )' 

sin2 (nr)· clr 
o 

Mit Einführung der Bezeichnung Vk für (nk R) entsteht die Gleichung 
des Tempe r aturfeldes: 

k - <Xl a f tiill (Vk' ~ ) 
~ sin 1'k -I'k' COS I'k _. "k', --, R 

(00) = ec 2. . eR. • (28a) 
l'k - SIn l'k' COS Vk r 

k=l ~'R 

. . (28b) 
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Für den Sonderfall h R = 00 ist sin Vk = 0, also 

k = '" a' sin (Vk ~) 
e = ec ' ~2 'COSVk' e - ",," R'. -(-----r)- = ec ' (/) (~~, ~). 

k=1 l!k' R 
c) Die Berechnung des Wänneverlustes Q. In dem Ausdruck e' Y' 

(ee - e~)· dv ist dv = r2 • sin ep. dep' dtp' dr und 
00 

F.l _/,;I -:2D (1 Ilk •. a.r) sin (nk r ) 
U c Ur - k' - e . . 

(nk' r) 
1 

Die Integration über die ganze Kugel liefert: 
'1'=+'" 

Q=c·y Jl#~ . ( I - e - ~.,,) . ~"~;)') ." ,in 9' . d9'.d~. d, 

'1'=0 
",=0 

'" R 
V ( -ukaa.) jSin(nkr) = 4n· c· y . ~ Dk· 1 -- e . --(nk r) r 2. dr 
1 0 

k = 00 

_ 4 R3 /,;I ~6 1 (sin Vk - Vk' COSVk)2 (1 - Vk a ') --- n·c·y·uc· '-'. . -e R' (298) 
3 Vk3 Vk - smVk'cos Vk 

k=1 

= (W. J')O·l[I7 (hR, ~:) ................. (29b) 

Die Werte der :Funktion sind wieder in nachstehender Tabelle Nr. 7 
zusammengestellt,. 

Zahlen tafel Nr. 7. 
Wärmeverlust der Kugel. 

hR= 00 50 20 10 4 1,0 0,5 0,1 

!L l' 
ll2 = 0,01 0,31 0,27 0,22 0,16 0,09 0,03 0,02 0,00 

0,05 0,61 0,57 0,53 0,46 0,32 0,12 0,07 0,02 
0,1 0,77 0,75 0,71 O,ÜÜ 0,51 0,23 0,13 0,03 
0,25 0,95 0,94- 0,92 0,90 0,80 0,47 0,29 0,07 
0,5 1,00 0,99 0,99 0,99 0,96 0,71 0,49 0,14 
1,0 1,00 1,00 1,00 1,00 l,OO 0,92 0,74 0,25 
2,5 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,97 0,52 
5,0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,77 

10,0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,95 
25,0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 
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Besprechung der Aufgaben 1, 2 und 3. 
Der gemeinsame Charakter der drei Aufgaben kommt schon bei 

ihrer Aufstellung im Wortlaut, sodann bei ihrer Lösung in den ange
wandten Methoden und zuletzt im Endergebnis klar zum Ausdruck. 
Das Temperaturfeld hängt nur von einer Koordinate ~ ab und es kommt 
nur eine Körperabmessung in Betracht. Wir wollen diese mit L bezeichnen 
und je nach Fall als H, R oder R deuten. 

Dann ist die Gleichung des Temperaturfeldes in allen drei Fällen 
von der Form 

e=ec'c;p (hL,~~, ~), 
wobei c;p bei allen drei Aufgaben eine Funktion von ganz gleichem 
Charakter ist. Die zahlenmäßigen Abweichungen werden wir unten 
bei den Zahlenbeispielen besprechen. 

Die Gleichung des Temperaturverlustes lautet 

Q=(W.J.)o· P(hL, ~:). 
Für die Funktion IJI gilt das Gleiche, was oben bei der Funktion (/J 

gesagt wurde. 
Die Funktion (/J läßt sich, als eine Funktion mit 3 Veränderlichen 

natürlich nicht in einer einzigen Tabelle oder Zeichnung darstellen, 
wie wir das bei der Funktion P taten. 

Wir bezeichnen als Temperatur der Mitte bei der Platte die Temperatur 
in der Mittelebene, beim Zylinder in Achse und bei der Kugel im Mittel
punkt. Setzen wir in der Gleichung des Temperaturfeldes ; = 0, so 
erhalten wir eine Funktion mit zwei Veränderlichen 

h·L und ~~ 
V 

welche den Verlauf der Temperatur der .Mitte darstellt und sich in einer 
Tabelle oder durch eine Kurvenschar darstellen ließe. Gleiches gilt, 
wenn man; = L setzt, für die Oberflächentemperatur. 

Der Einfluß der relativen Wärmeübergang~zahl h = a : I .. 

Dieser Einfluß erhellt am besten aus nachstehender Zeichnung Nr. 19. 
Bei Besprechung der dritten Randbedingung (s. S. 14) hatten wir die 
Bedeutung der Größe 1 : h in der zeichnerischen Darstellung des Tem
peraturfeldes kennen gelernt. 

Ist in einem ersten Fall h sehr klein, also 1 : h sehr groß, so liegt 
der Punkt, durch den alle Tangenten an die Temperaturkurve gehen 
müssen, sehr weit außen und die Temperaturkurven werden sehr flach. 
Dies besagt, daß der Untm;chied zwitlchen Oberflächentemperatur und 
Temperatur der Mitte nil' sehr groß werdell wird, oder mit anderen \Vorten, 
daß skh der Körper in seiner ganzen Dicke ziemlich gleichmäßig ab
kühlen wird. 
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Wenn dagegen in einem zweit.en Falle h sehr groß, also 1 : h sehr 
klein ist, so liegt der Schnittpunkt dcr Tangenten sehr nahe der Ober· 

--- r---. --
-

-
-

fläche und die Temperaturkurven 
werden sehr steil werden. Die~ 
bringt zum Ausdruck, daß sich 
der Körper in sf'inen äußeren 
Schicht.en sehr rasch abkühlt, wäh
rend die tiefer gelegenen Schichten, 
vor allem die Mitte nur sehr 
langsam nachfolgt. 

1. Zahlellbeispiel. 

Fig. 19. Abkühlung einer Platte bei 
kleinen und bei großen Werten h = a/ A. 

Drei Körpcr aus Sandstein, 
eine Platte, eine Säule und eine 
Kugel von der Dicke bzw. vom 
Durchmesser 20 cm sollen zur Zeit, 
T = ° eine einheitliche Temperatur 
haben und dann in eine niederere 
Umgebungstemperatur gebracht 
werden. Welchen Bruchteil ihres 
Wärmeüberschusses haben sie nach 
Verlauf von einer Stunde verloren, 
wenn die W. Ü. Z. = 6,0 ange
nommen wird. 

Aus den physikalischen Tabellen entnehmen wir für Sandstein 

A. - ° 6 __ W. K __ 
- , m' Std . Grad 

W.E. 
c=0,22 k- G d 

g' ra 

kg 
y = 2300-

m3 

DarauH 
0,6 

a = 0,2fT300 
m2 

= 0,00118-· 
std. 

Mit diesen Stoffwerten und mit L = 0,1 und T = 1 wird 

Damit wird lJ', 

für die Platte 

" " Säule 

" Kugel 

h L = ~ . L = ~'~ . 0,1 = 1,0, , 

0,00118 . 1 __ = ° 118. 
0,01 ' 

der Bruchteil der abgegebenen 

aus Tabelle 3 : lJ' = 0,09; 

" " 5:lJ'=0,17; 
7 : lJ' = 0,27; 

Wärmemenge 
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Nach Ablauf von 10 Stunden haben wir mit 
&. 
L2 = 1,118 

für die Platte: 

.. 
" Säule: 
" Kugel: 

IJI = 0,59 
IJI = 0,85 
'I' = 0,96. 

59 

Diese Beträge mögen ,;ielleieht manchem Leser etwas gering er
scheinen. Allein ich ('rinnere an einen Vorga.ng, den man im Winter 
an den Säulen von Gebäuden beobachten kann und der zeigt, wie lang
sam solche 'Värmeleitvorgänge verlaufen. Wenn etwa eine Woche lang 
starke Kälte geherrscht hat und es tritt plötzlich Tauwetter ein, so be
schlagen sich die Säulen der Gebäude mit einer EisBchicht, die man 
noch 1-2 Tage nach Eintritt des Tauwetters vorfinden kann. Es ist 
dies ein Beweis dafür, daß nach dieser langen Zeit sogar die Oberfläche 
noch unter null Grad kalt ist. Die inneren Schichten werden dann sicher 
noch kälter sein. 

Eine genaue messende Verfolgung solcher Vorgänge wäre sehr wohl 
geeignet, um daraus durch ein rückwärts Verfolgen des Rechnungs
ganges die W.Ü.Z. zu bestimmen. 

2. Zahlenbcispiel. 

Vier Kugeln von 10 cm Durchmesser bestehmd aus chemisch reinem 
Kupfer, Eisen, Sandstein und Kork sollen zur Zeit r = 0 eine einheit
liche Temperatur besitzen. Sie werden dann in Flüssigkeit von niederer 
(oder höherer) Temperatur gebracht und dort kräftig bewegt; a= 1000. 
Welchen Bruchteil ihres Wärmeüberschusses haben sie nach Ablauf 
von 3 Minuten an die Umgebung abgegeben. 

Kupfer Eisen tlandstein Kork 

{Ä '- 320 45 0,6 0,08 
Aus phys. Tabellen c = 0,094 0,115 0,22 rd. 0,3 

1'= 8900 7700 2300 240 

n.roh Roohn ... !a~, , l, 0,38 0,058 0,0012 O,OOIl 

h=~ 3.13 22,2 1670 12500 ;., 

Mit diesen Werten und mit. 
R = 0,05m u. ~ =l/20 Std. 
ergibt sich: hR= 0,157 1,11 83 625 

al 
7,0 1,2 0,025 0,022 R2' 

Aus Tabelle Nr. 7: fJf= 0,94 0,90 0,40 0,47 
Außerdem ist (W. J.)o = 0,446 ü,474 0,270 0,039 
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3. Zahlenbeispiel. 

Wir wollen wieder mit denselben vier Kugeln des vorhergehenden 
Zahlenbeispieles denselben Abkühlungsvorgang durchführen, aber jetzt 
die Frage stellen: Innerhalb welchen Zeitraumes haben die Kugeln den 
halben Betrag ihres Wärmeinhaltes abgegeben. 

Diese Frage nach der Halbwertzeit läuft darauf hinaus, daß wir 
jenen Wert von ar : R2 suchen, für den '1' = IMst und aus diesem Wert 
dann r: berechnen. 

Kach 2. Zahlenbeispiel: 
h·R= 

Aus Tabelle Kr. 7 ist 1J!=1/2 
b ·· W aJ el elllem ert R2' . 

K ach 2. Zahlen beispiel: 
a 

0,0025 -
Durch Division: ... J = 

. Kupfer Eisen Sandstein Kork 

0,157 1,11 83 625 

1,4 0,25 0,032 0,030 

152 23,2 0,48 0,44 

0,0092 0,0108 0,067 0,068 

33 Sek. 39 Sek. 4,0 Min. 4,1 Min. 

Beachtenswert ist hier der Vergleich zwischen der Kupferkugel und 
der Eisenkugel. Kupfer und Eisen stimmen in Dichte und spezifischer 
Wärme fast überein. Dagegen hat Kupfer einen etwa 7 mal so hohen 
Wert der W.L.F. I. als Eisen. Trotzdem ,kühlen sich beide etwa gleich 
rasch ab. Die Erklärung dafür ist folgende: Der hohe Wert;' erhöht 
zwar den Wert ar : R2 und führt damit zu größeren Werten '1'; aber 
der hohe Wert;' vermindert die relative äußere W.Ü.Z. h = a : ;. und 
damit wieder den Wert '1', wie das aus Zahlentafel Nr. 7 abzulesen ist. 

Aufgabe 4. Der allseitig unendlich ausgedehnte Körper. 
"In einem allseitig unendlich ausgedehnten Körper ist ein Koordi

natensystem x, y, z festgelegt. Zur Zeit r = 0 möge im Körper eine 

F(. ) 

-(} 

Fig. 20. Allseitig unendlich ausgedehnter Körper. - Temperaturverteilung 
nur von einer Koordinate abhängig. 

solche Temperaturverteilung herrschen, daß die Temperatur nur mit x 
sich ändert und zwar nach dem Gesetz er _ 0 = F (x). Die Flächen 
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gleicher Temperatur sind also lauter Ebenen parallel zur y-z-Ebene. 
Die Stoffwerte Ä, c und y gelten als bekannt. - Es ist zu untersuchen, 
wie sich diese Anfangstemperaturverteilung mit der Zeit ändert." 

a) Der mathematische Ansatz. Da sich der Körper allseitig ins 
Unendliche erstreckt, so fällt die Oberflächenbedingung weg und es 
verbleibt 

(j e (,2g 
Differentialgleichung: ll"T = a· lJ x2' 

Anfangsbedingung: 8.=0;= F(x). 

b) Lösung mit Verwendung der Fourierschen Integrale. Wir gehen 
aus von den partikulären Integralen: 

e = C . e- '1""". sin (qx) und e = D· e- '1"[\". cos (qx). 

Da die Oberflächenbedingung fehlt, können die Werte q die Zahlen 
stetig durchlaufen und zwei aufeinanderfolgende Werte von q unter
scheiden sich nur um das Differential dq. Ferner können wir statt der 
willkürlichen Koeffizienten C und D die Werte aus zwei willkürlichen 
Funktionen fi und f2 von q setzen, also 

C = fi (q) und D = f2 (q) 

So können wir aus Teillösungen die allgemeine Lösung aufbauen; 
die unendliche Summe wird hierbei wegen der Stetigkeit der q-Werte 
zum Integral 

+00 

e = /e- q•· a .• {fi (q). sin (qx) + f2 (q). cos (qx) I dq. 
o 

Zur Bestimmung der noch willkürlichen Funktionen f i und f2 dient 
die Anfangsbedingung. Aus der letzten Gleichung erhalten wir für 
T = 0 die Bedingung: 

oe 

F (x) = f{ f i (q)' sin (qx) + f2 (q) . eos (qx) I dq. 
o 

Die Formel Nr. 20 über Fouricrsche Integrale können wir auf die 
Form bringen: 

'1=00 $=+00 

F (x) = ~_./ dq ./ F (~){ cos (q~) . cos (q x) + sin (q~) . sin (qx)} d~. 
'1=0 5=-00 

Damit beide Gleichungen für F (x) übereinstimmen, muß sein: 
+CX> 

f1 (q) = ~./ Fm· sin (q,;)' d~ 
-00 

+co 

f2 (q) = ~_./ F (~). eos (q~) . d';. 
-co 
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Die Gleichung des Temperaturfeldes heißt damit: 
<Xl + <Xl 

e = Je-ql.a.~. dq .J F(~) . cos (q . (~-x))' d ~ ... (30) 
U -a:J 

Wird für irgendeine Funktion :F diesc zweimalige Int~gration durch
geführt, so kommen im Endergebnis die Größen q und ~ nicht mehr vor. 
Dies ist vielmehr nur noch eine Funktion von a, • und x. 

Hier ist noch zu bemerken, daß die Gleichung (30) nur dann anwend
bar ist, wenn die Funktion den Bedingungen für die Anwendbarkeit 
der Fourierschen Integrale entspricht, also insbesondere, wenn sie mit 
unendlich wachsendem x sich so rasch der Null nähert, daß 

+00 JF (x) . dx endlich bleibt. 
-<0 

Dadurch verliert die Gleichung (30) erheblich an praktischf'r Br
deutung. Es gibt aber noch eine zweite vielseitigere Methode. 

c) Lösung mit Yerw('ndung lIes Haußschl'n Fehlergl'setzes. Wenn 
die vorgegebene Funktion F(x) diese Bedingung nicht erfüllt, wenn sie 
also im Unendlichen endlich bleibt, oder sich doch nicht so rasch df'r 
Null nähert, daß das Integral endlich bleibt, so führt der angegebene 
Weg nicht zum Ziel. Wir erinnern uns dalm daran, daß unsere Diffe
rentialgleichung auch noch andere partikuläre Integrale besitzt (vgl. 
S. 27), z. B. 

Bevor wir dies Integral näher besprechen können, müssen wir eine 
rein mathematische Betrachtung ans dem Gebif'tl' der Wahrscheinlich
keitsrechnung einschalten. 

Das Gaußsehe Fehlergesetz. 

Wir wollen einen Vorgang betrachten, der den Geset.zen der Wahr
scheinlichkeit unterworfen ist und wählen dazu df'n Schuß aus einer 
Schußwaffe. Wenn wir ein Trefferbild von sehr Yielf'n Schüssen bc
t.rachten, so sehen wir, daß die Schüsse nahe der Mitte dichter liegen 
als am Randf'. Tragen wir die zu einf'r bf'stimmten Abweichung LI 
gehörige Dichte y in einem KoordinatensYRtf'11l auf, so erhalten wir 
die in Fig. 21 stark ausgezogf'ne Kurve. Diese Kurve folgt dem Gesetz 

Cl _gi. A'. 
Y=-rn· g · e , 

hierin sind Cl und g zwei Größen, deren Bedeutung sogleich erklärt wird; 
sie sind beide bei der stark gezeichneten Kurve gleich 1 gewählt. Gibt 
man dem Parameter g einen größeren Wert, rechnet damit die Gleichung 
neu durch, und trägt das Ergebnis graphisch auf, so verläuft die Kurve 
steiler und schmaler, das heißt die Schüsse gruppieren sich näher um 
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die Mitte oder mit anderen Worten, der Schütze und das Gewehr haben 
genauer geschossen. Daher heißt g der Genauigkeitsfaktor. 

Die Wahrscheinlichkeit w, daß das Stück dLi der LI·Achse getroffen 
wird, ist - wenn wir von einer Streuung in der Breite absehen - gleich 

Cl _ g'.A' 
W = y. dLl =-. g. e . dLl. vn 

Und die Wahrscheinlichkeit W, daß die ganze LI·Achse getroffen 
wird, ergibt sich durch Integration von - 00 bis + 00. Diese Wahr· 

y 

~' .. ,\ 
I , 

I , 
I , 

" \ ... g -2 
I , 

I , 

I ' , 

Fig. 21. Fehlergesetz. 

scheinlichkeit ist aber gleich der Anzahl der Schüsse, denn die Wahr· 
scheinlichkeit, daß der einzelne Schuß die unendlich lange LI·AchRe 
trifft, ist ja gleich 100% = 1. Es ist 

.1- -I- 00 

W 0-= -Yi: J e- IIIJI. dgLi 

4~ - 00 

Nun ist nach den Lehrpll der Integralrechnung (z. B. Hütt{', Matht>· 
matik, IV. F, f. Nr. 10) 

+'" 
!e-z'.dz = Vn . 
-00 

Damit wird W = Cl; d. h. Cl bedeutet die Anzahl der Schüsse. In 
der Zeichnung bedeutet w deu schmalen Streifen über (U und W sowie 
C\ die ganze Fläche unter der Kurve. Diese Fläche ist aber unabhängig 
vom Wert g und immer gleich Cl' 

Wir heben aus diesel' Besprechung des Fehlergesetzes folgendes hervor: 
Die Gleichung 
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stellt die in Fig.21 gezeichnete Kurvenschar dar. Mit wachsendem 
Wert des Parameters g wird die Kurve steiler, mit abnehmendem Wert 
wird sie flacher. 

Die Größe Cl stellt die Fläche dar, die zwischen der Abszissenachse 
und den einzelnen Kurven liegt. Diese Fläche ist bei allen Kurven gleich, 
also unabhängig vom Parameter g. Wenn der Scheitel nicht auf der 
y-Achse liegt, sondern bei .1 = .10' wenn also eine Koordinatenverschie
bung eingetreten ist, nach dm Gleichung LI' = .1 - .1 0' i'!0 heißt das 
Gaußsehe Fehlergesetz 

Cl -g" (.i-tlo)'. v=-·g·e . Vn 
Das partikuläre Integral der Wärmeleitungsgleichung. 

Wir betrachten nun unser partikuläres Integral 
1 (s-x)' e = C· --·e- -4fit' 

{T 
Dabei fällt die Ähnlichkeit mit dem Gaußschen Fehlergesetz sofort auf, 
und wir brauchen nur statt der willkürlichen Koni'!tanten C eine neue 
Konstante Cl einzuführen nach der Gleichung 

und die Ähnlichkeit wird 

~ 
x 
1 

C=~._l_ 
yn y4a 

zur Übereinstimmung. Es tritt. 
an Stelle von LI 

" Ll o und 

V 4a i " " "g. 

Wenn Wlf m unserem allseitig unendlich ausgedehnten Körper zu 
einer Zeit, die wir Tl nennen wollen, eine solche Temperaturverteilung 
vorfinden, daß sie der Gleichung 

Cl 1 _ (s-x)' e = --=' --=·e 4aT, yn V4aTI 
entspricht (in Fig.22 die ausgezogene Kurve), so können wir aus ihr 
eine beliebig spätere Temperaturverteilung ableiten, indem wir den 
Wert t'2 einsetzen (in der Figur die strichpunktierte Linie). Umgekehrt 
können wir nun fragen, aus welcher früheren Temperaturverteilung muß 
die vorgegebene Temperaturverteilung entstanden sein. Wir wissen, daß 
die Kurve für abnehmendes t' - also für zunehmendes 1 : V 411 T -

immer steiler wird, bis sie schließlich sich in einen unendlich schmalen 
Streifen von der Breite d x zusammenzieht (in der Figur die gestrichelte 
Linie). Die Ordinate wird dann an dieser Stelle unendlich groß, weil 
die Fläche unter der Kurve endlich bleiben muß. 

Wir wollen noch die 'Wärmemenge berechnen, die in einem unendlich 
langen Prisma, das wir uns parallel zur x-Achse aus dem Körper heraus
geschnitten denken, enthalten ist. Der Querschnitt des Prismas sei dy· dz. 
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Aus der Gleichung 

dQ = C' Y' e· dy . dz . dx 

ergibt sich durch Integration 

+00 Jc 1 (s-x)' 
Q= c'Y'dY'dz ,/~. ,r-_·e-~·dx=c·y·dy·dz·CI' 

vn v4aT 
- 00 

Die Größe Cl stellt also, in einem Maßstab, der von dem Werte c . Y 
abhängt, den Wärmeinhalt des Prismas dar. Da in Richtung der y. und 

, . , , 

-'_.-

r---------- ~ ----------------~ 

, 
I 
I 

Fig. 22. Methode der Quellpunkte. 

z-Achse kein Temperaturgefälle vorhanden ist, so muß diese Wärme. 
menge von T unabhängig sein, also muß Cl auch vom physikalischen, 
Standpunkt aus konstant sein. 

Die Lösung der Aufgabe. 

Wir erinnern uns jetzt daran, daß der erste Weg (unter b) dann 
nicht zum -Ziele führt, wenn sich die Anfangsverteilung nicht durch ein 
Fouriersches Integral darstellen läßt. Wir können uns aber diese An· 
fangsverteiIung durch Aneinanderreihung von Einzelverteilungen gebildet 
denken, von denen jede dem Gesetze 

. Cl 1 _(;-x)' 
e = hm, = 0 Vn . V 4a T • e 4a< 

G r Ö b er. Wänneleitung und Wärmeübert,lang. 5 



66 Wärmeleitung in festen Körpern. 

gehorcht (vgl. Fig. 23). Da die Temperatur in jeder so gebildeten unend
lich dünnen Schicht d~ endlich ist, also ihr Wärmeinhalt unendlich klein 

sein muß, ist auch die Konstante Cl 
nur unendlich klein, nämlich 

-

Fig.23. 

.. .. 
-1tT 

I 

Cl = - ~g--- = er = 0 . d~ 
c' Y' dy· dz 

= F{~)' d~. 

Methode der Quellpunktp. 

Für den Grenzfall 'I: = 0 lagern 
sich diese Einzeltemperaturve,tei
lungen aneinander, während sie sich 
für spätere Zeiten auch übereinan
der lagern. Wir erhalten so für 
das Temperaturfeld zur Zeit 'I: die 
Gleichung: 

+00 

e = - . - --. F(I:)'e 4ar ·dl: I I J -($ ' xl' 

Vn y4ir" " ...... (31) 

--- 00 

Diese Lösung ist allgemeiner als Gleichung (30), weil in ihr F(x) 
eine ganz willkürlich gegebene Funktion sein darf. 

Das vorstehend geschilderte Verfahren wird in der mathematischen 
Physik meist als die Methode der Quellpunkte bezeichnet. 

Aufgabe 5. Der einseitig unendlich ausgedehnte Körper. 
Wir denken uns von dem allseitig unendlich ausgedehnten Körper, 

der der letzten Aufgabe zugrunde gelegt war, jene Hälfte, die auf der 
negativen x-Seite lif'gt., weggenommen . Es verbleibt dann ein Körper, 

-.z; 

Fig. 24. Einseitig unendlich ausgedehnter Körper. -
'femperaturverteilung nur von einer Koordinate 

abhängig. 

dessen Oberfläche die 
Y-Z-Ebene ist und der 
sich auf der einen Seite 
dieser Ebene ins Un
endliche erstreckt. Wir 
wollen diesen Körper 
den einseitig unendlich 
ausgedehnten Körper 
nennen. Die Aufgabe 5 
lautet dann: "Ein ein
seitig unendlich ausge
dehnter Körper besitze 
zur Zeit 'I: = 0 überall 
die einheitliche Tem
peratur ec. Für alle 
Zeiten 'I: > 0 werde seine 
Oberfläche konstant auf 

der Temperatur null gehalten. - Es ist für beliebige Zeiten die Tem
peraturverteilung und der Wärmeverlust zu berechnen." 
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a) Berechnung des Temperaturleldes. Wir verwenden den Kunst
griff, daß wir uns die Funktion F(x) für negative x ergänzen, und zwar 
als eine ungerade Funktion, so daß F (-x) = - F (x) (vgl. Fig. 24). 

Dann bleibt die Temperaturverteilung aus Symmetriegründen auch 
für spätere Zeiten eine ungerade Funktion und der Funktionswert bleibt 
für x = 0 immer gleich Null. Damit bleibt die Oberflächenbedingung 
stets erfüllt. 

Wir wollen nun die Gleichung (31) für unsere ergänzte Temperatur
verteilung anschreiben und dabei das Integral durch die Grenze ~ = 0 
in zwei Teile spalten: 

+0 + (Xl 

I I f J- (~ -Xli J {s - xl' } f) = - ... -= . F(~) . e - 4af . d~ + F(~) . e -~ . d~ . 
vn V 4a. 

- co ±o 
Beachten wir nun, daß F(~) für positive Werte von ~ immer gleich 

+ ec und für negative Werte von ~ immer gleich - ee ist, so erhalten wir 
+ co +0 

I 1 { ! {s - Xli J- (s - Xli ) 
€J = €J c ' Vn' V4a. e - 4af . d~ - e - -4iif . d~ 

± 0 - co 

Hier führen wir eine neue Integrationsvariable ein, indem wir setzen: 

:/- x = 1); ~ = 1)' V4a. + x; d~ = V~· d1'J. 
V4a• . 

Es sind dann auch die Integrationsgrenzen zu ändern: 

und 

statt ~ = + 00 ergibt sich 1) = + 00 

,,~=-oo " ,,1)=-00 

" ~=.±O " " 
-x 

1) = -===. v'4a. 
Damit wird die Gleichung für €J: 

1
17=+<0 ]~ -x I 

€J=e c' \:r' fe~~'d1'J - c_I~1~d1). 
V 1,= --..:....._ 17==-00 

Y4a~ 

Da e - 1,1 eine zu 1] = 0 symmetrische Funktion, also eine gerade 
Funktion ist" so ist nach Fig.25 folgende zweimalige Umformung ge
stattet: 

+x 
Y4n~ '1= ,+x 

€J=€JC'-!=·fe-1t.d1'J=€Jc.-2_·fe-f,,1~d1'J ... (3~) 
v'n 1/= -x vn 1/=0 

Y4a< 

Das letztgeschriebene Integral stellt die in Fig. 25 schraffierte Fläche 
dar und ist lediglich eine Funktion seiner oberen Grenze. 

ö· 
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Der Ausdruck 
2 z 

F(z) = V;j'e-'I1·.d'Yj = G (z) 

o 
ist eine in der angewandten Mathematik sehr häufig vorkommende Größe 
und wird das Gaußache Fehlerintegral G (z) genannt. 

-';1 

Fig. 25. Zur Umformung in Gleichung (32a) . 

. Wir bekommen für das Temperaturfeld die Gleichung 

8=8e.G(V4Xar)' ........ (32b) 

Die Werte des Gaußschen Fehlerintegrals sind in der Tabelle Nr. 28 im 
Anhang zusammengestellt. In Anlehnung an die Gleichungen des Tern
peraturfeldes bei Platte, Zylinder und Kugel können wir auch schreiben: 

8 = 8 e · $8 (:~r . . . . . .... (32c) 

Die Werte dieser Funktion sind in Zahlentafel Nr. 8 zusammengestellt. 

Zahlentafel Nr. 8. 
TemperatUlverla.uf im einseitig unendlich ausgedehnten Körper. 

a~ 
~ 

ar 
~ Xi x2 

0,0 1,00 2,0 0,38 
0,1 0,97 3,0 0,32 
0,2 0,89 4,0 0,28 
0,3 0,80 5,0 0,25 
0,4 0,74 6,0 0,23 
0,5 0,68 7,0 0,21 
0,6 0,63 8,0 0,19 
0,7 0,60 9,0 0,18 . 
0,8 0,58 10,0 0,17 
0,9 0,55 20,0 0,12 
1,0 0,53 100,0 0,06 

(1,14) (0,50) 00 0,00 
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Wir wollen jetzt die Frage stellen, mit welcher Schnelligkeit sich eine 
gegebene Temperatur nach dem Inneren des Körpers fortpflanzt. Wir 
bilden die inverse Funktion zu Gleichung (32c), schreiben also 

:: = Funkt. (:0) 
Daraus gewinnen wir die Zeit r, die eine bestimmte Temperatur braucht, 
um bis zur Tiefe x vorzudringen, zu 

r = :2 . Funkt. (~ J 
Ist im besonderen Fall @ die Hälfte von ee, so ist nach Tabelle Nr. 8 

der Wert der Funktion gleich 1,14. 

Hierzu ein kurzes ZahlenbElispiel: 
Wann ist in einem einseitig unendlich ausgedehnten Körper bei 

Kupfer, Eisen, Sandstein und Kork die Temperatur 1/2 ec bis zur Tiefe 
von 1 cm, 1 dm und 1 m vorgedrungen? 

Da in der Gleichung x im Quadrat vorkommt, so braucht man die 
Zeiten, die man für 1 cm ausgerechnet hat, nur mit 100 und 10 000 zu 
multiplizieren, um die Werte für 1 dm und 1 m zu erhalten. 

Kupfer Eisen Sandstein Kork 

a= 0,38 0,058 0,0012 0,0011 
Für lern ist l' = 0,000114 = 1,14 1,14 1,14 1,14 

a 3800 = 580 = 12= 0= 
Für I cm l' = 1,08 Sek. 7,1 Sek. 5,7 Min. 6,2 Min. 
Für 1 dm f = IMin., 48Sek 12 Min. 91/ 2 Std. 101/ 3 Std. 
Für 1 m f= 3 Std. 20 Std. 40 Tage 43 Tage 

b) Die Berechnung des Wärmeverlustes. Von den auf S. 49 ge
kennzeichneten Wegen benützen wir diesmal den ersten Weg. 

dQ=_)..dY·dZ.('iJe) ·dr. 
'iJx x=o 

Da die Temperaturverteilung von Y und z unabhängig ist, ergibt 
sich für eine Fläche y. Z der Betrag 

dQ = _ J" y. z. (_~ G ( X)) . ec 
dr 'iJx V4ar 

x=o 

'j)~x (G (y:ar)) = li~;;' :~-.e- 4~" 
Für x = 0 wird die Exponentialfunktion zu Eins und es ergibt sich 

dQ = _ ).. y. Z. @c' _! . 2_ = _ 1 jA' c· Y . eo ' y. Z ... (33) dr y4ar Vn V . n· r 
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Man ersieht daraus, daß der Wärmeverlust durch die Oberfläche sich 
wie 1 : y:rändert, daß er also im ersten Augenblick unendlich groß ist. 

Die Wärmemenge, die in dem endlichen Zeitraum von r = 0 bis 
r = 1:"0 austritt, ergibt sich durch Integration. 

Mit i>, . d, ~ 2 v"; wiro 

Q= - :7i'v'T-c~Y·iT.;·ec'Y'z . .. (34a) 

Die ausgetretene Wärme wächst also wie VTo' Die Größe VJ:C.y ist 
ein reiner Stoffwert, den wir mit b bezeichnen wollen. Man könnte 
diesen Wert die Wärmeeinström-Fähigkeit oder wie sich bei Aufgabe 6 
und 7 zeigen wird, auch die Wärmespeicherfähigkeit nennen. Da sich 
jedoch die volle Bedeutung dieser Zahl zur Zeit noch nicht überblicken 
läßt, möchte ich von der Einführung eines Namens noch absehen und 
nur von dem "b-Werte" sprechen. 

Q = - 1,13' vro ' b ·ee· y. Z ... (34b). 

Zusatz. 
Die Aufgabe Nr. 5 können wir vom Standpunkt der Randbedingungen 

aus als eine Randwertaufgabe erster Art oder als eine solche von der 
dritten Art mit dem Wert h = 00 auffassen. Für eine endliche relative 
W. Ü. Z. "h" läßt sich Aufgabe ebenfalls durchführen. - Wir wollen 
hier aber nur das Ergebnis aus der mathematischen Literatur über
nehmen [z. B. aus Riemann-Weber, Die partiellen Diff.-Gleich. der 
math. Phys. 4. Auf I. Vieweg 1901. H. Band. S. 99. Gleich. (15). 

oder 

e=ec'(])(:~' hX). 
Über eine Verallgemeinerung anderer Art siehe später S. 106. 

D. Die zeitlich veränderlichen Temperatul'felder 
ohne Wärmequellen. 

Temperatur periodisch veränderlich. 

Die Differentialgleichung ~ ~ = a· ,12e. 

Unter dieser Überschrift wollen wir eine Reihe von Vorgängen zu· 
sammenfassen, denen folgendes gemeinsam sein soll. Erstens, es soll 
die Temperatur der Oberfläche oder die Temperatur der Umgebung rein 
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periodischen, zeitlichen Schwankungen unterworfen sein. Als Gesetz 
dieser Schwankungen sei im allgemeinen das Gesetz der harmonischen 
Schwingung vorausgesetzt. Zweitens soll stets angenommen sein, daß 
der Vorgang schon so lange dauert, daß die ursprüngliche Temperatur
verteilung ihren Einfluß verloren hat, daß also das Temperaturfeld nur 
mehr unter dieser Einwirkung von außen steht. 
. In erster Linie wird hierbei immer nach der Gestalt des Temperatur
feldes gefragt sein, in· zweiter Linie nach dem Wärmefluß durch die 
Oberfläche. 

Allgemeines. 
Die gesuchte Temperaturfunktion muß vor allem der Differential

gleichung 
8e A2.a .• fii = a· LJ & genugen. 

Einer Anfallgsbedingung unterliegt sie nicht, da nach "'lllnahme die 
Anfangstemperaturverteilung schon ausgeglichen sein soll. 

Dagegen ist sie an eine Oberflächenbedingung gebunden. Diese lautet 

entweder (30 = ec . cos (2 ~ .• ) 
oder 8 0 = ec . sin (2 ~ .). 
Hierin bedeutet ec den maximalen Ausschlag der Schwankung und .0 
die Dauer einer ganzen Periode. Beide Bedingungen sind durchaus 
gleichwertig, denn wir brauchen nur den Nullpunkt der Zeitachse um 
71,/2 zu verschieben, also eine Phasenverschiebung von n/z eintreten zu 
lassen, um die beiden Funktionen in einander überzuführen. Wir werden 
deshalb im weiteren nur die cos-Funktion berücksichtigen. 

Zwecks Aufsuchen partikulärer Integrale setzen wir 

e = qJ (1') . VJ (~, 'Y), ~). 

Die physikalischen Erwägungen, die wir auf S.27 anstellten, hatten 
uns bei Vorgängen, die einem stetigen Temperaturausgleich zustreben, 
zur Annahme qJ (.) = e -]l T geführt. 

Bei der gegebenen Annahme einer periodischen Oberflächentemperatur 
ist sicher zu erwarten, daß auch in den tieferliegenden Schichten sich 
die Temperatur mit der Zeit periodisch ändert .. Die Exponentialfunktion 
ist deshalb in obiger Form nicht brauchbar. Erinnern wir uns aber, daß 
nach den Lehren für das Rechnen mit komplexen Größen die Gleichung gilt 

e ± i pT = cos (p 1') + i . sin (p .), 

80 erscheint es immprhin gerechtfertigt, mit dieser Funktion den Versuch 
zu machen. 

Wir setzen wieder in Anlehnung an Früheres p = q2a und erhalten 

e = e ± i . q'. a . l • VJ (~, 'Yj, C) 
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und dies führt mit 

und mit 
Ll 28 = e ± j.ql·a·1. Ll2.rp 

zur Bedingungsgleichung für 1jJ, welche lautet 

LI ~ "+ (i. q2) . 1jl = o. 
Dies ist die schon bekannte PockeIsche Differentialgleichung (10.), 

nur mit der Besonderheit eines negativen und rein imaginä.ren Parameters. 
Aus der Lehre von den komplexen Größenübemehmen wir die Formel 

V-i= + (I-i).~; 
mit ihrer Verwendung können wir die Pockelssche Differentialgleichung 
schreiben 

Ll2.rp+ [+(I-i). ~·qr·1jJ=O,' .•... (35) 

so daß jetzt an Stelle der reellen Größe q der früheren Betrachtungen 
die komplexe Größe 

± (1"- i)' V}·q tritt. 

Nach diesen einleitenden Ausführungen, die für eine ganze Gruppe 
von Aufgaben gelten, kann jetzt zur Besprechung einzelner Aufgaben 
übergegangen werden; hierbei sollen nur solche Fälle erörtert werden, 
bei denen die Temperatur nur von einer Koordinate abhängt. 

Aufgabe 6. Der einseitig unendlich ausgedehnte Körper. 
"Bei einem einseitig, unendlich ausgedehnten Körper werde durch 

irgendwelche Einwirkung von außen die Oberflächentemperatur zu 
periodischen Schwankungen um den Wert Null gezwungen. Das Gesetz 
dieser Schwankungen sei das der harmonischen Schwingung. - Es 
sind die Gestalt des Temperaturfeldes und die Größe des Wärmeflusses 
durch die Oberfläche in ihrer Abhängigkeit von der Zeit zu bestimmen." 

a) Die Gestalt des Temperaturfeldes. Der Ansatz: 8 = e -j. q'. a·1 '1jl(x) 
ist ein partikuläres Integral der Wärmeleitungsgleichung, falls 1jl(x) eine 
Lösung der Gleichung: 

~:~ - [+ (I-i)-V~q r 1jl(x) = 0 ist. 

Die Gleichung 1jl(x) = C . e ± (1 -I) vi q x ist eine solche Lösung. Mit 
ihrer Verwendung ergibt. sich für e der Ausdruck 

L\ C - i . q' . n . T ± (l - I) V! . qx C ± vt qx - i . (q. ß1 ± Vi qx). 
1'7 = . e . C =·e· c 
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Dieser Ausdruck geht mit Hilfe der Formel e -I . rp = cos cp - i . sin cp, 
über in: 

(J=C·e ± Vl·q ·X. \cos (q2. a .1' + V~x) -i·sin (q2. a .1' + V~qx)} 
Diese komplexe Lösung läßt sich in einen reellen und einen rein 

imaginären Teil spalten, so daß @ = @l + i (Ja ist. 

Dabei wollen wir noch folgendes beachten: Nach den Eigenschaften 
der Exponentialfunktion würde das +-Zeichen im Exponenten besagen, 
daß die Temperaturschwankungen mit zunehmender Tiefe unter der 
Oberfläche immer mehr zunehmen müßten, eine Annahme, die mit der 
Erfahrung sichtlich in Widerspruch steht. Wir müssen deshalb aus 
physikalischen Gründen die beiden oberen Zeichen ausschalten. Es 
bleiben dann die beiden Lösungen: 

-v1·q·x ( 1fT) 8 1 = 01, elf. cos q2a• - V 2"qx und 

Ll C - V~ . q . x • (2 1 /f ) 
l72 = 2' e . sm q a. - V 2" q x . 

Zur Bestimmung der heiden willkürlichen Konstanten C und q 
benützen wir die Oberflächenbedingung, indem wir in beiden Gleichungen 
x = 0 setzen. Wir erhalten 

LI COS "'0 = 0·. (q2. 0. •• ) 
sm 

und vergleichen dies mit den Oberflächenbedingungen von S. 71. Daraus 
ist zu folgern: 

1. daß 0 = @e und q2 = ~. 2:n; zu setzen sind und 
a .0 

2. daß die heiden Lösungen insoferne gleichwertig sind, als sie den 
beiden schon als gleichwertig erkannten Anfangsbedingungen genügen. 
Wir berücksichtigen deshalb ferner nur mehr die eine Lösung, z. B. die 
cos·Funktion. 

Die Gleichung des Temperaturfeldes heißt dann: 

1/ n ( 11- ) -X'y- :rr: 2:rr: 
8 = @e . e a .~ •• cos x -- - - .• 

a· lo .0 
• .•. (36) 

Bei Besprechung dieses Ergebnisses können wir zweierlei Standpunkt 
einnehmen. Einmal können wir einen bestimmten Zeitpunkt festhalten 
und die Gestalt des Temperaturfeldes in diesem Augenblick unter· 
suchen, also ein Momentbild der Temperaturkurve aufnehmen. Das 
andere Mal können wir eine unendlich dünne Schicht in der Tiefe x ins 
Auge fassen und die zeitlichen Veränderungen, welche die Temperatur 
in dieser Schicht erleidet, verfolgen. 
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Wir beginnen mit der ersten Betrachtungsweise und zwar zuerst 
mit der einfachen Funktion 

f1 (x) = €Je' cos (x . -V n -). 
a· t o 

Diese Gleichung stellt eine cosinus-Linie oder eine Wellenlinie dar. 
Der größte Ausschlag (die maximale Amplitude) ist gleich €Je. Die Länge 
einer ganzen Welle ergibt sich aus 

X· 11-'TC - =2n. 
a· 't'o 

Zu: Wellenlänge = 2· V'TC' a· t o. 

Die Wellenberge stehen bei Xl = 0; x2 = 2 -yn. a .~; Xa = 4· -Yn. a· .0 

IlSW . 

. Die Funktion f2 (x) = €Je' cos (x., / ~- - 2 'TC' !) stellt eine gleiche Va .• 0 To 
Wellenlinie dar, nur ist die ganze Linie um den Betrag (2· n· .) : t o 
in Richtung der positiven x-Achse verschoben. Bei stetig wachsendemr 
wandert also die ganze Wellenlinie in dieser Richtung, sie bildet einen 
Wellenstrahl. Da nach der Wellenlehre 

Fortpflanzungsgeschw. = Wellenlänge: Schwingungsdauer 
ist, so ist die Geschwindigkeit, mit der ein Punkt der Welle, z. B. ein 
Maximum wandert gleich 

G h · d' k . 2,/n. a esc WIll Ig mt = v--. 
t o 

In Gleichung (36) tritt nun im Vergleich zur letztuntersuchten Glei
chung noch die Exponentialfunktion hinzu. Sie verändert weder die 
Phasenverschiebung, noch die Fortpflanzungsgeschwindigkeit oder die 

Fig. 26. Temperaturverlauf bei periodisch ver· 
änderlicher Oberflächentemperatur. 

Wellenlänge. Aber sie bewirkt 
ein sehr rasches Abnehmen 
des größten Ausschlages mit 
fortschreitendem x. 

Fig. 26 zeigt zwei auf
einanderfolgende Momentan
bilder der Temperaturkurve. 

Wählen wir nun die zweite 
Betrachtungsweise, indem wir 
den Temperaturverlauf in der 
Tiefe x beobachten! Wir 
müssen dann x als den fest
gehaltenen Parameter und 't' 
als die Veränderliche auf
fassen. Es zeigt sich dann, 
daß €Jx sich mit t ebenfalls 
nach dem Cosinusgesetz än

dert. Die Dauer einer Schwingung ist gleich t o, also unabhängig von der 
Tiefe x. Dagegen tritt mit wachsendem x ein Zurüqkbleiben in der Phase 
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- ein Nachhinken - ein, das durch den Ausdruck 

xv~ . rx = -2 -- gegeben 1st. :n: . a 

Auch der größte Ausschlag ändert sich mit x, denn es ist 

-x'V '" 
(€Jx)max = 8 0 . e af,. 

Man kann nun die Frage stellen, in welcher Tiefe x haben die Temperatur
schwankungen auf den v·ten Teil ihres Oberflächenwertes abgenommen. 

Um dies zu finden, ist die Gleichung 

1 -x· V n 
_ = e a . f. nach x aufzulösen. 
v va. ro log v ,I--

x = -.-- = va· t'o' funkt (v). 
n loge 

Man sieht daraus, daß sich die Temperaturschwankungen in um so 
größerer Tiefe noch bemerkbar machen, je größer die Temperaturleit
fähigkeit a ist und je langsamer die Schwankungen verlaufen. 

Die Werte von funkt (v) sind hier zusammengestellt. 

Zahlen tafel Nr. 9. 

1,299 1,690 2,208 2,599 3,898 

b) Der WärmetluB durch die Oberfläche. Wir berechnen d~n Wärme
fluß wieder nach der ersten Art, also aus dem Temperaturgefälle an der 
Oberfläche. 

dQ=_;..(~8) .dF.dr, 
(1x x=o 

worin d F ein Element der Oberfläche ist. Durch Differenzieren der 
Gleichung (36) nach x ergibt sich 

lJ 8 yn _ 1/ n { . (Vn r ) -=-80 , -.e xVa' f Sln x' -. -2:n:-
fJx aro a ro ro 

+ cos (x 'V 1i- - 2:n:~) } 
at'o ro 

- = - €Je' --. cos 2n . - - sm 2:n: . -(08) V--n { r. r } 
~x x=o a'~ ~ ~ 

11_;[_- ( r n' 
= +- €Je' -'-' V2. sin 2:n: --- --J' 

a ro t'o 4 
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Daraus ergibt sich mit a = . _A_ 
c·y 

,j--,/2n . ( 1: n) d Q = - V }. . c . y. V-' sm 2n· - - - . @e . F . d 1: 
To • 1:0 4 

Würden wir den Ausdruck über die Zeitdauer einer ganzen Periode 
integrieren, so würden wir den Wert Null erhalten. Wir müssen uns 
deshalb die Frage vorlegen, wie groß ist die Wärmemenge, die die Ober
fläche während einer halben Periode durchsetzt? oder mit anderen 
Worten: wie groß ist die Wärmemenge, die der Körper in der Zeit 10/2 
aufzuspeichern vermag? 

Den Wert n/4 können wir weglassen, denn er bedeutet nur eine 
zeitliche Phasenverschiebung. Die Integration- liefert danll 

,r~-1/21 
Q'o/:l = + V}, 0 Y . V -;; . ee . F . . (37 a) 

= + 0,80· Vr~· b . ec . F. . . (37b.) 

Die aufgespeicherte Wärmemenge ist also dem Werte b und der 
Wurzel aus 'der Zeitdauer To proportional. Die nachstehende kleine 
Tabelle zeigt einige Werte der Wurzel 1"10 . b für To = 1 Minute, 1 Stunde 
und 1 Tag. 

Kupfer Eisen I Sandstein I Kork 

A= 320 I 45 0,6 I 0,08 
C= 0,094 0,115 0,22 rd.O,3 
y= 8900 7700 2300 240 

,i.c·/, 268000 40000 

I 
304 5,8 

1"1 ·c ./, 517 200 17,4 2,4 

1 Min. I V~= 0,129 66,7 25,8 I 2,24 0,31 
1 Std. 

I 
lho= 1,000 517 200 

I 
17,4 2,4 

I Tag V;'; = 4,90 2530 980 85,1 11,8 

c) Verallgemeinerung der Aufgabe. Es soll nunmehr angenommen 
werden, daß nicht für die Oberflächen temperatur @o, sondern für die 
Umgebungstemperatur {} das Änderungsgesetz vorgeschrieben sei. Es 
soll gelten: 

{} = {}e' cos (2n. ~J 
Ferner sei die relative W.ü.Z. h = a : ). bekannt. Wir wollen für 

diesen Fall die Gleichung des Temperaturfeldes nicht selbst ableiten, 
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sondern aus der Enzykl. der math. Wissenschaften V. 4. S. 186, über
nehmen. Darnach ist 

8 = {Jc' v· . e V a~" . V:~=--l --- ---~ -x 2 1f • 

, 2n 2n 
1 + ---- + -_.

h2 .aTo h2 • aTo 

T n V~2-~a:o 
cos (2n- - x l 1- - arctg --. __ .-.) .. (38). 

To V a To 1 + 1 r--;r,--
V h2 .a1:'0 

Diese Gleichung können wir als eine Erweiterung der Gleichung (36) 
auffassen. Wir erkennen dies am besten, wenn wir aus ihr die Ober
flächentemperatur 8 0 berechnen, indem wir x = 0 setzen. 

8 0 = {Jc' ~/ 1 . cos (2n~ - arctg -' -' -.) 11 2n 2n To ••• 
1+ --+--

h2a To h2 a 1:'0 

Die Oberflächentemperatur befolgt also ebenfalls das Gesetz einer 
harmonischen Schwingung, nur tritt gegenüber der erzeugenden Schwin
gung der Raumtemperatur ein Zurückbleiben in der Phase ein, ent
sprechend dem Ausdruck mit arctg. 

Ferner unterscheiden sich die beiden Schwingungen durch die Größe 
des maximalen Ausschlages. Es tritt eine Verminderung ein, entsprechend 
dem Wert des Ausdruckes 

V -V 2: 2n ~ funkt (h'aT,) ~ funkt (a~:,)-
1+ .--+-h2aTo h2ar 

Zahlentafel NI'. 10. 
Werte von funkt (h2 a. ~o). 

h2 a r funkt h2ar funkt 

00 1,00 5 0,54 
1000 0,96 2 0,41 
500 0,94 1 0,32 
100 0,87 0,5 0,24 
50 0,82 0,1 0,12 
10 0,64 0,0 0,00 

Für die innerhalb einer halben Periode aufgespeicherte Wärmemenge 
ergibt sich jetzt ohne weitere Rechnung 

Q = +O,80·funkt.(h2 • a· To}' VTo' b· De · F .... (39) 
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Die vorstehend abgeleiteten Gesetzmäßigkeiten finden hauptsächlich 
Anwendung, wenn man untersucht, wie sich die täglichen und jährlichen 
Temperaturschwankungen im Erdboden nach der Tiefe fortpflanzen (vgl. 
E. Riecke, Lehrbuch der Physik. Leipzig 1912.5. Auf I. H. Bd. S. 729). 
Für uns ist die Aufgabe vor allem wichtig als Vorbereitung zur nächstt>n 
Aufgabe. 

Aufgabe 7. Die Platte. 
"Bei einer planparallelen Platte von der Dicke 2 X werde durch 

irgendwelche Einwirkung von außen den beiden Oberflächen eine perio· 
disch veränderliche Temperatur aufgezwungen. Das Gesetz dieser Ver· 
änderlichkeit sei für beide Seiten dasselbe, nämlich: 

• @o = @c' cos 2n-. 
·0 

Es sind die Gestalt des Temperaturfeldes und die Größe des Wärme· 
flusses durch die Oberfläche zu bestimmen." 

a) Das Temperaturleid. Entsprechend den Ausführungen von S. 71 
beginnen wir mit dem Ansatz 

@=e+iq'at.V'(x), 

wobei wieder V' (x) der Bedingung zu genügen hat 

d2 [ ,/1 ]2 
d:;' + (1 - i) V 2" q . V' = O. 

Zwei Lösungen dieser Gleichung sind: 

"I' (x) = cos{ (1 - i) -V~ q x} und V' (x) = sin {(I - i) V~q x}. 

Da nach der ganzen Stellung der Aufgabe das Temperaturfeld sym· 
metrisch zur Ebt>ne x = 0 sein muß, so kann V' (x) nur eine gerade Funktion 
sein und die zweite Lösung kommt für uns nicht in Betracht. 

Bevor wir diese Lösung weiter verwerten können, müssen wir einige 
Sätze über Hyperbelfunktionen besprechen. 

Hyperbelsinus und ·CosinuR. 

Wenn z = u + i· v eine komplexe Größt> ist, so ist (nach Jahnke 
und Emde S.ll, Zeile 9 v. 0.) 

cos (u - i· v) = ij;of v· cos u + i (sin v . sin u. 
Für u = v wird daraus 

cos (1 - i) u) = ij;of u . cos u + i . (sin u . sin u. 

Wir bezeichnen ij;of u . cos u mit fc (u) 
und (sin u . sin u mit fs (u) 

und wollen nun diese beiden Funktionen besprechen. 

l. Die Funktion fc (u). 
Der Hyperbelcosinus ist eine gerade Funktion, die für das Argument 
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Null den Wert ,,1" besitzt und sich mit wachsendem positivem und 
negativem Argument dem Wert + 00 nähert. Die cos-Funktion ist die 
bekannte, gerade Funktion mit den Nullstellen ± 1/27{" ± 3/27{, usw. 
Das Produkt beider Funktionen wird eine oszillierende Funktion sein, 
die in ihren Nullstellen mit der cos-Funktion übereinstimmt, deren Aus
schläge aber mit wachsendem Argument ständig wachsen. Als Produkt 
zweier gerader Funktionen ist fc (u) auch eine gerade Funktion (siehe 
Fig. 27). 
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]cig. 27. Funktion fc (u) = cos u . trof 11. Fig. 28. Funktion fs (u) = sin u ·!Sin u. 

2. Die Funktion fs (u). 

Der Hyperbelsinus ist eine ungerade Funktion, die für das Argument 
Null den Wert ,,0" besitzt und sich mit wachsendem, positivem Argument 
dem Wert + =, mit wachsendem, negativem Argument dem Wert - 00 

nähert. Die sin-Funktion ist die bekannte, ungerade Funktion mit den 
Nullstellen 0, + 7{" ± 27{" •••• Das Produkt aus beiden muß eine oszil
lierende Funktion sein, mit den Nullstellen der sin-Funktion, deren 
Ausschläge aber mit wachsendem Argument ständig wachsen. Als Pro
dukt zweier ungerader Funktionen ist fs (u) wieder eine gerade Funktion 
(R. Fig. 28). 

Die Werte beider Funktionen sind in Zahlentafel Nr. II bis zum 
Argument 8,0 zusammengestellt. 

+ 
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Zahlen tafel Nr. 1l. 
Werte von cos (u) . @;of (u) und (sin (u) . Sin (u). 

u fs (u) I fc (u) \I 

I fs (11) ! fc (u) I 11 fs (u) I fe (u) I 
0,00 

I . 
I +2,97 I -7,26 -86,2 i +87,2 +0,000 i +1,00 2,75 5,50 

0,25 +0,063 i +1,00 3,00 i + 1,41 I -9,97 5,75 -79,4 : +135 
0,50 +0,250· +0,99 3,25 I -1,42 i -12,8 6,00 -55,6 +194 
0,75 +0,56 +0,95 3,50 I -5,82 1-15'5 6,25 -7,90 +259 
1,00 +,099 +0,83 3,75 -12,2 -17,4 6,50 +72,0 +325 
1,25 +1,52 +0,60 4,00 -20,6 I -17,9 6,75 +194 +380 
1,50 +2,12 +0,166 4,25 -31,5l -15,6 7,00 +362 +412 
1,75 +2,75 -0,53 4,50 -44,0 ; -9,49 7,25 +580 +399 
2,00 +3,30 -1,57 4,75 

I 

+850 +309 -57,7 \ +2,27 7,50 
2,25 +3,65 -3,01 5,00 -71,1 i +21,3 7,75 +1154 +1l5 
2,50 +3,62 -4.91 5,25 -81,7 +49,1 8,00 +1474 -220 

Aufstellung der allgemeinen Lösung. 

Für den Ausdruck 'IjJ (x) = cos {(l- ilVtqx} können wir jetzt 
schreiben 

'P (x) = fc (Vt qx) + ifs(Ylqx). 
Ferner ist nach einer schon öfters gebrauchten Formel 

e +iq"u = cos (q2 a .) + i . sin (q2 a .). 

Das Produkt e+iqlar •. 'IjJ (x) ist also auch eine komplexe Größe. 
Wir erhalten 

9 1 +i· 8 2 =cos (q2 a l')' fc (Vlqx) - sin (q2 a l')' fshl!"qx) 

+ i . {cos (q2 a .) . fs(-VI· qx) + sin (q2 a l') . fc (itqx)} 

oder durch Trennung des reellen vom imaginären Teil und multiplizieren 
mit je einer willkürlichen Konstanten: 

9 1 = C· cos (q2 a l') . fc(V:f q x) - C· sin (q2 a l') . fs(V!qx) 

9 2=D· cos (q2 a l') . fseVt- qx) + D· sin (q2 a l')' fc(-fi qx). 

Aus diesen beiden Lösungen bilden wir durch Addieren die allgemeine 
Lösung: 

9 = cos (q2 a .l· { C . fc (vi qx ) + D· fs (-Vi qx ) J 

- sin (q2a .l . { c· fs (-Vi· q x) - D . fc (-Vi qx) l 
Anpassen an die Oberflächenbedingul1g. 

Diese allgemeine Lösung enthält drei noch willkürliche Konstanten, 
nämlich q, C und D. Zu ihrer Bestimmung dient diE' Oberflächen. 



Temperaturen periodisch veränderlich. - Platte. 81 

bedingung. Wir setzen x = ± X; da fc und fs gerade Funktionen sind, 
spielt das - Zeichen keine Rolle. 

fJo = ee' cos (2n.~) = 

{ C . f c (Vi q x) + D· f s (vi q x) } cos (q2 ar) 

{ c· fs (v} q x) -D· f c (vi q x) } sin (q2 aT). 

Diese Gleichung ist für jeden Wert von T erfüllt, wenn 
T 

1. 2n.~=q2aT; 

2. der Faktor von cos (q2 a T) gleich fJc ist, 
3. der Faktor von sin (q2 a T) gleich Null ist. 

Aus der ersten Bedingung folgt, daß q = ± 1/ 2 ,: ist. Damit wird V a To 

T V~ auch q V- X = .± ~ = + M und zugleich 
2 a To 

q·V~·x = + iM. 
Die Bezeichnung M wird nur der kürzeren Schreibweise wegen 

vorübergehend eingeführt. Die Bedingungen 2 und 3 lauten jetzt: 
C' fc (M) + D . f s (M) = fJc, 

C· fs (M) - D . f c (M) = O. 
fJc . fc (M) fJc . fs (M) 

Daraus: C = fc2 (M) + fs2 (M) und D = fc2 (M) + f s2 (M) 

Die Gleichung dNl Temperaturfeldes. 

Nachdem jetzt die Willkür der drei Konstanten aufgehoben ist, ist. 
auch die Gleichung des Temperaturfeldes festgelegt. Sie lautet: 

e = f c2 (M) ~ fs2 (M)' [{fe (M)· fc(~ 1\1) + f. (NI)· fR(~ M)} eos (2n r:-) 
- {fc(l~1)'fs(~M)-fs(M)'fc(~M)}sin(2n~)] ..... (40a) 

Um diese Gleichung nochmals umformen zu können, leiten wir eine 
kleine Hilfsformel ab. 

Wir gehen aus von der trigonometrischen Formel: C· cos ß . cos a -
C . sin ß • sin a = C . cos (a + ß), und setzen in ihr C· cos ß = A und C· 

sin ß = B. Dann wird C2 = A2 + B2 und tg ß =~; setzen wir dies in die 

erste Gleichung ein, so erhalten wir die Hilfsformel : 

A . cos a - B . sin a = VA 2 + B2 . cos (a + arctg~). 
G r ö b er. Wärmeleitung lind Wiinneübergang. 6 
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Diese HilfRfornwl we-nden wir nun auf Gleichung (40a) an, indem 
wir den Faktor von eos an Stelle von A, den Faktor von sin an Stelle 
von B setzen. Die Rechnung ergibt dann 

VA2 + R~ = V{fo-2 -(M-) -+ -f,-2 (-i\'[-:) }-. {"-fr-2- ("-~-l\-;-i )--1--f-,2--:-(X-:O: .-1\-'---'1) } 

und mit, diesem Au~druck wird Gleichung (4011) 7.U: 

-I- f.() 

+Q,2.' -F-----

1l' 31. 

-1.0 

Fig. 29. Zu GIeichun.~ (41): Wert!' 
von funkt (x/x, l\f). 

Die Cleichungen (40a und b) kann 
man in gekürzter Form schreiben: 

( 1 x) ß = ßc ' r{J ;\C, <0' X ' , , (40e) 

wobei M == .i-li'!!' x~, also eine Funk-
I a 1 0 

tion \'on ;Z20 ist. Das V<'l'hältnis e:@c 

ist also eine Funkt.ion von nur 3 Ver. 

.. 1 l' h .. l' I a To 1 X am er IC en nam lC 1 X2' -, -X' 
1 0 

Zur Besprechung des Ergebnissel'! 
eignet. sich am best,pll Gle-ichung (40h). 
Sie läßt. erkennen, daß die Tempera
turkurve ein Wellen strahl ist, der von 
x = ± X gegen x = 0 fortschreitet. 
Die Größe der Ausschläge nimmt 
mit wachsender Tiefe ab nach oer 
Gleichung 

(8) = @c.l/;~~(~~) -~ f'~(x~0 
x ßI&X fc2 (l\I) + f,2 {l\f) 

. • . . . , (41) 

= @e . funkt)2 (i ' l\I). 
Die Werte dieser Funktion sind aus Fig. 29 und Tabelle Nr, 12 zu 

ersehen. Für ein gegebenes Problem müssen die Temperaturkurven jeder 
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Phase des Vorganges (also die _Wellenlinim) innerhalb der beiden zp· 
gehörigen M-Linien verlaufen. 

Zahlen t.afel Nr. 12. 

r Vfc2(iM)+fR2(f·l\f) x 
"{'rte von ---- --- . ._--. ---- ~ funkt (- 1\I) 

fc2 (1\I) + fR! (M) X" 

x/X = 0 11 2/8 3 ' 41 5/ 6/ 7 .I 
/8 / 8 18' ! S /8 /8 

l\f = 0,0 1,00 1.00 1.00 1,00 1,00 i 1.00 1.0n l,nn 1.00 
0,5 0,98 0,98 0,98 0,98 0,98 0,98 0,98 0,99 1,00 
1,0 0,77 0,77 0,77 0,78 0,79 0,81 0,85 0,91 1,00 
] ,!) 0,47 0,47 0,47 0,48 0,52 0.58 0,68 0,83 1.00 
2.0 0,27 0.27 0.28 0.30 0,36 i 0041; I 0.58 0,77 1,00 
4,0 0.04 0,04 0,0.; 0.08 0,13 0,22 0,37 0.(;4 1.00 
8,0 0,00 0,00 0,01 0,01 0,02 0,0/) 0,14 O,31i 1,00 

° 0,00 0,00 0,00 0,00 0.00 0.00 0,00 0,00 

Aus der Gleichung (40b) folgt ferner, daß die Wellenlä.nge nicht 
konst.ant ist., sondern mit abnehmendem x abnimmt. 

b) Der Wärmefluß durch die Obllrfläche. Dil' Brrechnung stiitzcn wir 
wieder auf die Gleichung 

d Q = - )" ('iJ e) . d F. d r. 
lJx x=x 

Den Differentialquotientrn bilden \vir aus Gleichung (40ft), indem 
wir berücksichtigen, daß 

"e Es wird -'-- = 
'iJx 

cl (x.) l\L f' (X ,') -- f - Ni = - .-, M . 
dx ,," X X. 

f~f(~I) ~'fs2TM)'~' [{fc (M) . fe' (~. I\I)+ fs (NI) .fS' (~M)} eos (2;r.~) 
- {fc (lVI). f/(i M) -fs(M).f/ (X M) } sill (2n.~) l 

Dies lii.ßt. sich wieder mit der let-zt<>n HilfflfornH'1 nmformpll. Glril'h
zcit.ig soll X für x gesetzt wrrden. 

(8 €J) = €Jc .. ~. ,llf.2 (M) + f2 (M)l' (f '2 (M)+flT(~1)J 
~x x~:I:x f r 2 (M)+f,2(M) X Vt C g c , 

(
T fe (l\f). fR' (M) - f, (NI) • {c' (1\'1») 

. ('os 2 n 10 + arclg f c (.M) . fr' (M) + fR (NI). f; (M)/ . 

Dies in die Gleichung für d Q eingesetzt., gibt,: 

, Vfc'2 (lVI) ~+{s'2 (M) NI (r --=-) d Q = - /,' ec ' .~----~ .. -. -. eos 2:1" --+ aretg- . dF· d r. 
fc2 (1\-1) + fs2 (1\'1) X To --=-; 

6* 
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Die Stärke des Wärmeflusses durch die Oberfläche ist also ebenfalls 
eine periodische Funktion mit der Periode !o. Gegenüber der Funktion 
der Oberflächentemperatur tritt eine Phasenverschiebung ein, die durch 
das Glied mit arctg zum Ausdruck kommt. 

Die Wärmemenge, welche in der Zeit einer halben Periode durch die 
beiden Oberflächen (= 2 F) hindurchtritt, ergibt sich durch Integration. 

- 11: M!o Qt/2= + ;".€Jc. -·-·-·2F. 
o -:-Xn 

Dies läßt sich noch umformen, denn es ist: 

it To A!o a· X A a·!o I 
X· n = X' n . a. X = ä' n:-X2' X = c· y. M2 . X. 

Damit entsteht: 
_ "1 1 /fc'2 (M) + f s'2 (M) 

Q'o/2 = + c· y' 4 XE· @c . 2 M' V -42 (M) + f s2 (M) . . (42a) 

Dieses Ergebnis läßt sich in einfacher Weise deuten: Der Ausdruck 
c . y . 2 X F . 2 (je stellt die Wärmemenge dar, die die Platte aufnehmen 
würde, wenn sie sich in ihrer ganzen Dicke von - @c auf + @e erwärmen 
würde. Wir nennen diese Wärmemenge (W. J.)o. 

Der Ausdruck 2 ~. -V~ ist eine Funktion mit der einzigen Ver-

änderlichen M = Vn X2, und gibt an, welcher Bruchteil dieser Energie 
aTo 

wirklich aufgespeichert wird. 
Wir könnten also schreiben: 

Qt,/2 = (W. J.)o.funkt CVn~ ~2). 
Um aber in übereinstimmung zu kommen mit unseren früheren 

Formeln Nr. 25b, 27b und 29b, betrachten wir (a !o) : X2 als Veränder
liche und erhalten: 

Q.,/2 = (W. J')O·1J'13 (~:o) ....... (42b) 

Zahlentafel Nr. 13. 
Platte mit periodischen Oberflächentemperaturen. 

0,00 I 0,00 0,4 I 0,25 1,1 

I 
0,44 1,8 0,60 5,0 I 0,90 

0,05 0,09 0,5 0,28 1,2 0,47 1,9 0,62 6,0 0,92 
0,10 0,12 0,6 0,31 1,3 0,49 2,0 0,64 7,0 0,94 
0,15 0,15 0,7 0,34 1,4 

I 
0,52 2,5 0,72 8,0 0,95 

0,20 0,18 0,8 0,37 1,5 0,54 3,0 0,78 9,0 0,9(; 
0,25 0,20 0,9 0,39 ],6 

I 
0,56 3,5 0,82 10,0 I 0,97 

0,:30 0,22 1,0 i 0,42 I 1,7 0,59 4,0 0,86 00 I 1,00 I 
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Die Werte dieser Funktion 1[113 sind in Zahlentafel Nr. 13 und in Fig. 30 
zusammengestellt. 

~O 

"'" 

() 

-
p ~ 

-
./ 

.-,...-
/' 

./' 
/ 

() 1,0 z,o .1,0 1.0 J;O 

Fig. 30. Platte mit periodischer Oberflächentemperatur: 
Abszissen: a· 1:0/X2. 
Ordinaten: lJ!13 aus Gleichung (42)b. 

Die Funktion wurde berechnet unter Anwendung nachstehender Formeln: 

f '(U)=dd (COBU' ~ofu)=cosu Sin· u-sin u· ~ofu 
C u 

f.'(u) = ddu (sin u . @iin u) = sin u . (Eof u + cos u . @iin u. 

Also fC'2(U) + f.'2(u) = 2· (cos2u. @5in2u + sin2u· (EoI2 U). 

Damit wird dann: 

fc'2(U) + f.'2(U) 

fC2 (u) + fs2 (u) 

Ferner ist oft für Zahlenrechnung die nachstehende Formel von Vorteil: 

cos2u . (Eoj2u + sin2 u· @5in2 u =~. «cos (2u) + ~of (2u» 

Sie ist abzuleiten mit Hilfe der Formeln 

2 ~of2u = ~of (2u) + 1 und 2 @5in2 u = ~of (2u) -1 bei J ahnke und Emde, 
Seite 9, Ziffer 7, Potenzen. 

Gleichung (42b) besagt nun, daß die Wärmemenge, die eine Platte 
während einer halben Periode aufzuspeichern vermag, erstens dem Wert 
(W. J.)o proportional ist. Sie ist also bei gleicher Oberfläche der Platte 
einerseits der Dicke 2 X und andererseits der spezifischen Wärme pro 
Raumeinheit, also dem Produkt C· Y proportional. Von diesem Wert 
(W. J.)o kommt aber zweitens nur ein Bruchteil in Rechnung - ein 
Bruchteil, der um so größer ist, je größer der Wert (a <0) : X2 ist. 

Für die Zwecke der Praxis läßt sich diese Gesetzmäßigkeit noch 
wesentlich vereinfachen. Da die Stoffwerte vor allem bei hohen Tempera
turen nur sehr ungenau bekannt sind, so ist auch bei der Rechnung ein 
geringerer Grad von Genauigkeit gestattet. Solange wir uns auf solche 
Werte des Argumentes (a' .0 : X 2) beschränken, welche größer als 0,5 
und kleiner als 4 sind, können wir für die Funktion '1'13 näherungsweise 
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die Potenzfunktion 

1J113 (a ~:o) = 0,44. (a~:o) + 0,5 

HetzeIl (vgl. liie durch Ringe angedeuteten Werte in :Fig.30). 
Für die während einer halben Periode anfgespeiehert~ Wärme ergibt 

sieh damit. der Wert 

Q ,'l = "+ 4 . X . F . e . c . y . 0 44 J_A_ . _-.:~) O,G 
.. c, \c. y X2 

- 1 
=- -t:Vul· 0,9 &c· V!o' b· X· 

Es sei aber nochmals daran erinnert, daß diese Nähe~gsgleiehung 
nur für das Gebiet 

gilt. 

SchI u ßbemerkuug: 

Die Gest'tzmäßigkciten, die in dieser und der vorhergehenden Aufgabe 
abgeleitet wurd('n, bilden die Grundlage für eine wis>:lcnschaftlich ein· 
wandfreie Betrachtung und Berc('hulIllg der \Värmespeicher, die au'! 
festen KÖl'pel'll bestehen; - also der steinernen \Vinderhitzer "on Hoch· 
ofenanlagen, sowie überhaupt aller Arten von Regeneratorell. In zweiter 
Linie gelten diese selben Gedankengänge auch bei der Beurteilung des 
Einflusses starker Mauern auf die Beheizung von Gebäuden, also bei 
der Frage der unt!:'rbroehenen oder durchgehenden Beheizung. In 
dritter Linie sind sie der Ausgangspunkt für die Beurteilung der Wand· 
wirkung in Zylindern "on Dampfmaschinen, Verbrennungsmotoren 
und Kompressoren. 

Es wal' bü;her stets angenommen worden, daß die erzeugende Tem· 
peratursehwankung (Oberflächen. oder Raumtemperatur) nach dem Ge· 
Het.z der harlllOlÜHehen Schwingung verlaufe. IHt ein anderes Geset.z 
gegeben, so läßt sich dü.'ser allgemeine Fall immer durch Anwendung der 
J<'ourieri3chen ReiheneIltwicklung auf den Fall der harmonischen Schwin· 
gung zurückführen. Meist werden 2-3 Glieder der Reihe genügen. 

K Die zeitlich konstanten rrempel'atnrfeldel' ohne 
Wärmequellen. 

JHe Differentialgleichung 42 e = o .. 

Allgemeines. 
Die Überschrift üuer diesem Abschnit.t will keineswegs besagen, 

daß bei den nachstehenden Problemen 'gar keine Wärmequellen wirk· 
sam sein sollen. Im Gegenteil: wenn wir von dem durchaus belang. 
losen Falle drr vollständigen örtlichen Temperaturglcichhrit absehen 
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wollen, so verlangt schon das Vorhandensein von 'l'emperaturunter. 
schieden auch das Vorhandensein von 'Värmequellen. Sie müssen 
aber - so will die Überschrift sagen - außerhalb des Feldes liegen 
und dürfen sich nur durch ihre Einwirkung auf die Oberfläche bemerk· 
bar macherl. 'Vir werden davon bei der Erörterung der Randwert· 
angaben zu sprechen haben. 

Die Differentialgleichung. 

Wenn wir die Grundgleichung der Wärmeleitung, also Gleichung (4a) 
auf zeitlich konstante Temperaturfelder ohne Wärmequellen anwenden, 
so müssen wir darin (o@jor) und W gleich null setzen. Damit fällt 
auch "a" aus der Gleichung fort und es verbleibt als Bedingung für e 
die einfache Gleichung 

Ll2@=O .......•.••. (43) 
Diese Gleichung spielt in der Physik eine überaus wichtige Rolle, 

indem sie die Grundgleichung der Potentialtheorie ist. Sie ist unter 
dem Namen "Laplacesche Differentialgleichung" bckalmt. Ihr ent· 
sprieht vor allem die räumliehe Vertdhmg des Gravitationspotentiales 
in einem .Felde, wenn die das Potential erzeugenden Massen außerhalb 
des Feldes liegen, ferner die Potentialverteilung im elektrostatischen 
Feld, wenn keine Ladungen im Feld selbst sind und endlich dic Ver· 
teilung des Geschwilldigkeitspotentia.Ies jeder stationären, wirbel
freien Strömung in einer reibungslosen, inkompressiblen Flüssigkeit. 

Es sei deshalb der Leser auf die Lehrbücher über Potentialtheorie 
verwiesen, wenn er sich eingehender, als es hier geschehen kann, mit 
dem vorliegenden Problem befassen will. 

Dic Grenzbcdillgungcll. 
Vor allem fällt die zeitliche Grenzbedingung fort, denn die kon· 

stanten 'l'emperaturfelder sind als jener Endzustand aufzufassen, dem 
ein Temperaturfeld mit wachsender Zeit zustrebt, wenn die Oberflächen. 
bedingungen konstant sind. Dieser End· oder Beharrungszustand ist 
von der ursprünglichen Temperaturvertcilung unabhängig und allein 
durch die OberflächenbedingungeIl bestimmt. 

Bei den Oberflächenbedingungen oder räumlichen Grenzbedin· 
gungen unterscheiden wir auch hier wieder dieselben drei Arten, die 
wir auf Seite 12 usw. abgeleitet haben, jedoch bestehen jetzt einige 
Vorschriften darüber, welche Angaben notwendig, aber auch hinreichend 
sind, um ein Problem eindeutig zu kennzeiehnen. Bei den einzelnen 
Aufgaben, die wir besprechen werden, wird es meist sich von selbst 
ergeben, inwieweit die Angaben willkürlich gewählt werden dürfen. 
Eine allgemeine Erörterung dieser Einschränkungen würde hier zu 
weit führen. Es sei deshalb auf die einschlägige Literatur verwiesen: 
Enzykl. der math. Wiss. H. A. 7b, Seite 486j487. Eilldeutigkeitssatz 
und Existenzsatz 

Einteilung des Gebietes. 

In den Aufgaben Nr. 8,·9 und 10 sollen solche Fälle besprochen 
werden, bei denen das Temperaturfeld nur von einer Koordinate ab· 
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~ängt. Die Grundgleichung der Wärmeleitung, die in der Form (43) 
Immer noch eine partielle war, wird jetzt zu einer gewöhnlichen Dif
ferentialgleichung. Wir erhalten die nachstehenden 3 Formen. 

G dlin' K d' d2@ 0 era Ige oor maten: dx2 = . . . . 

d 2@ I d(-) 
Zylinder-Koordinaten: -d 2 + - . -d = 0 

r r r 

d2@ 2 d(-) 
Kugel-Koordinaten: -d 2 + -. -d = 0 

r r r 

. (44a) 

'. (44b) 

. . (44c) 

In Aufgabe Nr. 11 wird dann noch ein Beispiel gerechnet werden, 
bei dem das Temperaturfeld von zwei Koordinaten abhängt. Hier 
ist dann die Differentialgleichung wieder eine partielle. 

Aufgabe 8. Platte. 
"Für eine planparallele Platte von der Dicke L1 sind die Gestalt 

des Temperaturfeldes und der Wärmefluß durch die Platte zu bestimmen, 
und zwar unter Berücksichtigung der verschiedenen Arten der Ober
flächen bedingung." 

a) Einleitung. Aus der Differentialgleichung ~:~ = 0 ergibt sich 

d h · I' I . d (-) C . C d' te I te t' ure emma Ige ntegratlOn dx = 1> warm 1 le ers n gra IOns-

konstante ist. Das Temperaturgefälle im Inneren der Wand ist also 
konstant. Die nochmalige Differentiation liefert: 

(-) = Cl . X + C2 • • • • • • • • • • (45a) 

Die Temperaturkurve ist demnach eine gerade Linie mit dem Ab
schnitt O2 auf der Ordinatenachse und der Neigung Cl' 

b) Die erste Art der Randbedingung auf heiden Seiten. Für x = 0 
soll die Temperatur den Wert (-)1' für x = LI den Wert (-)2 besitzen. -
Durch Einsetzen dieser Werte erhalten wir: 

C .0 d C _ @2 - (31 
2 = \':f1 un 1 - LI . 

Die Gleichung des Temperaturfeldes lautet damit. 
x 

8 = 8 1 + ((-)2 - (1)' -:I . . . . .... (45b) 

Die Wärmemenge Q, die in der Zeiteinheit durch die Oberfläche Y . Z 
hindurehtritt, ist: 

(3 - e [W E] Q= -),. _~_1. y. Z· S~d.: ...... (45c) 

c) Bei x = 0 die zweite Art der Randbedingnng. Durch die Ober
fläche x = 0 trete in der Zeiteinheit und pro Flächeneinheit die Wärme
menge q in die Platte ein. Ferner sei für x = 0 die Temperatur gleich 
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8 1 gegeben. Die Konstante O2 ist wieder gleich @1' Aus den beiden 
Gleichungen 

d8 d@ 
q = - A.. d x und 01 = di 

ergibt sich 0 1 = - 1 und damit die Gleichung des Temperaturfeldes zu 

@=81 - i ·x ..... '.' ... (45d) 

d) Beiderseits die dritte Art der Randbedingung. Die Umgeblmgs
temperatur sei auf der einen Seite gleich 1}1, auf der anderen Seite 
gleich {}2 und die zugehörigen W. Ü. Z. seien gleich a1 und ~. 

Bezeichnen wir mit @1 und 8 2 wieder die beiden Oberflächentempe
raturen, so gilt nach der Definition der 3. Randwertangabe : 

Fürx=ü: _A..(d@) =al·(1}1-@1) .... I 
dx x=o 

Fürx=Li: +A..(d@) =~·(1}2-@2) II 
dx x=iI 

Ferner ist wegen des geradlinigen Temperaturverlaufes 

( d8) =(d@) = f)2 - _~. . .. •• III 
dx x=o dx x=iI Li . 

Lie Gleichungen lassen sich in der Form schreiben: , 

A df) fA - @1 = - --. - . . . . . . . I 
a1 dx 
A elf) 

{}2 - f:)2 = + a
2 

• dx . . , . , , . . . . II 

elf) 
f)2 - (-)1 = Li, - III 

dx 

. . I 

(II + III) 

Durch Subtr. 0 = (1}1 - {}2) + (~ + LI + i:). dd@' 
,al ~ x 

° I f}2 - {}l '1 C' d@'t 
Daraus ist; 1 = I' T-rI' WeI 1 = dx 18 

-+-+-
al A a 2 

d . t I ° -Q I {}2 - {}l 'I C 1'_). t un es 1S aus ; 2 = 'U'l + a~' 1 Li I ' WeI 2 = &1 1S , 

-+-+-
a1 A a 2 
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Alt; Endergebnis erhalten wir die Gleichung des Temperaturfeldes: 

LI {) ( 1 X') ( {}2 - iJ1 ) ~ \7 = 1 + Ul + I . -l-~---l ..... (4ae) 
-1- -I --
01 I. ((2, 

und der Wärme fluß durch die Platte wird: 

worin 

Es 

k die sogenalUlte Wärmedurchgangszahl 

. D' . [k] W.E. 1st ImenSlOn =., d S 1 m- . st . , t(. 

(W.D.Z.) bezeichnet. 

e) Bei x = 0 die zweite Art und bei x = Li die dritte Art der Rand· 
bedingung. Dureh die Flächeneinheit der Oberfläche x = 0 trete in 
der Zeiteinheit die Wärmemenge q ein uml durdl die Oberfläche x = .d 
gebe die Platte ihre 'Värme an die Umgebung von der Temperatur 
{}z ab. Die W.ü.Z. sei u.~. 

\Vährend die Konstante (\ ohue weiteres gegclJ<'ll i,.,t dureh 

C_ de _ q 
~1 - cr; - - ;, 

erfordert die Be~tümnung von C2 eine kleine Rechnung. Wir wissen, 
daß Cz gleich e1 ist, müssen also von {}2 ausgelll'nd zuerst e~ und von 
diesem aus e1 bestimmen. 

Die Bedingung für die Oberfläche x =.d i:<t 

(j = ((92 - {}2) . {1.,. oder (3 .• ) = IJ., + ~. 
- • (tz 

Daraus e1 = C2 = e2 - ~lll-_(Jx~-· J ~ O2 j(j -I- ,(.1,. 1 ,- O~ -I- (! + ~-)q. o. ~ .~ A 

Endlich die Gleichung des Tl'lllperaturfeltlcs: 

( 1 J X') f) = {)2 + -- +-- - , . ll· . . . . . (45g) 
Oz ;. /. , 

f) Zeichnerisches Verfahren. Siehe Fig. 31. Die über das Tempe
raturfeld verlangten Angaben lassen sich in sehr einfacher Weise auf 
zeichnerischem Wege gewinnen, wenn man sich Fig. 3 vergegenwärtigt 
und wenn man aus der Gleichung (45a) die Tatsache entnimmt, daß 
der Temperaturverlauf im Innern der PlattB geradlinig ist. 

Bei der ersten Randwertangabe sind die Temperaturen (31 lind f)'!. 
und damit aueh die Punkte C und D unmittelbar gegeben. 

Bei den Angaben der 2. Art ist der Punkt C und au eh die Neigung 
der Geraden CD dureh ihre Tangente zu - (q : J.) gegeben. Durch 
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die Gerade, die man von C aUe; unter diesem Winkel zieht, wird der 
Punkt D gefunden.-

Bei der 3. Art i!:it der Punkt A durch die Werte {}l und 0. : all und 
der Punkt B durch {}2 und). : <l: gegeben. Die Verbindungslinie beider 
Punkte liefert die Punkte C und D und damit aueh e1 und e2• 

Bei der Vereinigung zweier Arten von Randwertangabeu, wie im 
Falle unseres 4. Beispieles, ist Punkt A durch {}l und (A : al) gegeben, 

Fig.31. Wärmefluß durch eine planparallele Platte: Tcmperaturfeld im Beharrungs. 
zu~tand. 

ferner die Neigung der Geraden durch den Wt·rt - (q : J.). Bei dem 
Beispiel, das in Fig. 31 gezeichnet ist., wäre q negativ einzuführen, 
weil die Wärme bei x = 0 die Platte verläßt, also im Sinne der nega· 
tiven x·A0hsc strömt. 

Aufgabe 9. Das Rohr. 
,,:Für ein zylindrisches Rohr vom inneren Radius R j und vom äußeren 

J:{,adius Ru sind die Gestalt des Temperaturfeldes und der Wärmefluß 
durch dic 'Vandung zu bestimmen, und zwar unter Bcrück::;ichtigung 
der veröehiedcllen Arten der Obcrflächellbedingungell." 

Der Zeiger ,/' bezeichne stets Innenseite. 
"a" Außenseite. 

(12e 1 de 
a.) Einleitung. Dic Differentialgleichung 'df2' + r . Jf = 0 lösen 

wir, indem wir vorübergehend d e /dr = U !:ietzen: 

dU + :Q. = 0 oder ~U dr 
d r l' r l' 
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Durch Integration: In U = -lnr + In Cl oder U' r = Cl' 
Für U wieder seinen Wert eingesetzt gibt: 

Cl = r . d 8 oder d e = Cl . dr und dies gibt durch nochmalige Inte-
dr r 

gration : 
8 = Cl' In r + Cs • . . • . • . . . (46a) 

Die Temperaturkurve ist also hier eine logarithmische Linie. 

b) Die erste Art der Randbedingung für Innen- und Außenseite. 
d. h. es sind die Temperaturen 8 i und ea gegeben. Damit gibt Glei· 
chung (46a): 

Daraus 

und 

für r = R j : ei = Cl ·In R j + C2 

für r oe Ra: ea = Cl ·ln Ra + C2 

C _ 8 i -ea . 
1 - In R1 - In Ra' 

c _ 8 i • ln Ra - ea·ln R j 

2 - In Ra-lnRi -

und dies Iä.ßt sich in zweierlei Art umformen: 

Entweder: 
(ei - ea) 

C2 = 8 a + lnRa-lnRj ·ln Ra 

oder ( ' Ll (ei-ea) lnR 
'2 = Oi + In Ra -lnRi ' I' 

Demgemä.ß lassen sich auch zwei Formen für die Gleichung des Tempe
raturfeldes aufstellen: 

. • : : : : : : \. • (46b) 

Um die Wärmemenge zu berechnen, welche durch die Wandung 
eines Rohrstückes von der Länge Z hindurchtritt, legen wir innerhalb 
der Wandung eine Zylinderflä.che vom Radius r fest. Also R j <r<Ra • 

Durch diese Fläche geht dann in der Zeiteinheit die Wärmemenge: 

Qz = - i.. . 2 r n Z· (dde) hindurch. 
r,r 
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A ("6 b)' d 8 8 1 - 8 a 1 d d . ird us ~ 1st dr = -In Ra _ In R i . r un amlt w 

8 i -8a • 
QZ= + Ä.2:n;,Z·InRa _InRi •.•... (46e) 

Für die Zwecke der nächsten Aufgabe leiten wir noch die nach
stehende Gleichung· ab. 

Weil Cl = r· ~~ ist, ist Qz = - Ä· 2:n;Z· Cl oder Cl = - ~z. 2:.Z· 

c) Die zweite Art der Randbedingung an der Innenseite und erste 
Art an der Außenseite. Gegeben ist die Wärmemenge Qz, die innerhalb 
der Rohrlänge Z in der Zeiteinheit erzeugt wird, und die Temperatur 8a. 

In der Gleichung 8 = Üt • In r + Cs ist nach den letzten Ausfüh· 
rungen des Absatzes b) der Wert Cl bestimmt; es heißt also 

Qz 1 
8 = - -r . 2 :n; . Z ·In r + Cs' 

Diese Gleichung für r = Ra angewandt, liefert 

Qz 1 
C2 = (Ja + T' 2 :n;. Z ·In Ra. 

Nunmehr sind die Konstanten Cl und C2 bekannt und die Gleichung 
des Temperaturfeldes lautet: 

Qz 1 
8=(Ja+Y·2:n;.Z·(InRa -Inr) ..... (46d) 

d) Beiderseits die dritte Art der Randbedingung. Die Temperatur 
des Innenraumes sei {}j, die Temperatur des Außenraumes {Ja, die 
W. Ü. Z. seien ai und aa. . 

Zur Bestimmung der beiden Konstanten Cl und C2 gehen wir aus 
von den beiden Oberflächenbedingungen : 

für r= R1: 

für r = Ra: 

Ferner übernehmen wir aus Abschnitt a die Beziehungen: 

( d-8) = Cl und (d8) = Cl 
dri Ri dra Ra 

Aus den ~leichungen: 8 1 = Cl' )n R j + C2 

nnd: 8 a = Cl·lnRa + C2 

bilden wir durch Subtraktion: (i)i - (i)a = Cl' (ln Rj -ln Ra). 

I 

II 

III 

IV 
V 
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Am~ diesen 5 Gleiehungen bestimmen wir nun die beiden Konstanten 
Cl und C2 : 

Aus I und III: 

.. n ,. fII: 

Durch Addition: (#i - #n) - (e j - ea) = - Cl' (~+-}.-' ) 
aiRi an'Ra 

Darunter (IV-V.) (ei - e3 ) = Cl ' (ln R j - 1nRa ). 

Durch Addition: 

Zur Bestimmung von' C2 errechnen wir aus 

I und III rien Wert Bj = l)j + Cl' }.R' 
ai 'i 

11 ., III " " 

Damit gibt Gleichung IV ('2 = {}j + Cl' (Uj}R
j 

- In R i) 

" 
V O2 = 1?" - Cl ,( ÄR + In Ha) . 

aa' a 

Wir erhalten als Endergebnis die Gleichung des Temperaturfe1des in 
zwei Formen 

Ll 0. {}i - #.\ (i, 1 R I ) 
('Y = Vj - '-, -.- - n j + n r 

), Ra ), . (Lj Rj . - + In ---.:. + --------- . 
aiRi R i aa' Ra 

{}i - #" ( ), ) = l~" + . ' ---. ---+lnRa -Inr 
I, 1 Ra ). . an . Ra . -+ n-+---

ajRj R j Un ' R" 

J~e). 

Die Wärmemenge, die aus dem Zylinder von der I..äng<, Zaustritt, 
berechnet sieh zu: 

Qz = - ), . 2 ' r :r ' Z . (: ~) = - i, . 2:r Z . CI 

... (4üf). 
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Hierin müssen wir uns unter kz eine W.ü.Z. vorstellen, die nicht auf 
die Flächeneinheit, sondern sogleich auf die Längeneinheit des Rohres 
bezogen wird. Wir erhalten darum 

D' . [k 1 W. E. 
ImenSlOn - z = m. std. Gf(f.' 

e) Aur der Innenseite zweite Art und auf der Außenseite dritter Art 
der Randwertangabe. Gegeben ist die Wärmemenge Qz, die innerhalb 
der Rohrlänge Z in der Zeiteinheit gebildet wird und ferner die Tempe. 
ratur {Ja des Außenraumes und die \V. Ü. Z. aa. 

Es ist nach d('ll Ausführungen am Schlusse deR Absat,zes b); 

CI = _ Qz._l_. 
). 2:rrZ 

Ferner ist nach Abflatz d): 

C2 = {}a -- Cl . (-"R -I- In Ra)' • 
\Ua ' a 

)!it diesen beiden Konstanten wird die Gleichung der Temperaturkurve 

, ;. .)' Qz 1 e = {}i' + (-R + In Ra - In [ . --;;-' 2 Z . . . (46g) 
\aa' a A n-, 

Über eine Verallgemeinerung der Aufgabe für ein Rohr mit mehreren 
Wandschichten siehe später Seit~ 105. 

Aufgabe 10. Dip Hohlkugel. 
"Für eine Hohlkugel vom inneren Radius R j und vom äuß('ren 

Radius Ra sind die Gestalt des Temperaturfeldes und der Wärmefluß 
dureh die Wandung zu bestimmen, und zwar unter Berücksichtigung 
der vprsehi('denen Artpn der Oberflä0henbedingungen." 

a) Einleitung. Zur LÖflung dN Differentialglpichung 

d2 e 2 de 
dr2 +-r'dr-=O 

sptzen . . d "1 h 1 dt) U AI WIr WlP ('1' voru )prge ('nr rlr =. so: 

dU U dU d\' 
--+2-=0 oder --= -2-; 
dr r U r 

dies gibt durch Integration: 

InU=2·lnl'+lnCl oder U,r2 =C\. 

Für U wieder seinen Wprt, eingesetzt., gibt: 

dde . 1'2 = Cl; oder d t) = Cl . ~. 
r ~ 
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Durch Integration gelangen· wir zur Gleichung des Temperaturver
laufes: 

Dies ist die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel. 
Die Ableitung der einzelnen Gleichungen erfolgt ganz in derselben 

Weise wie beim Zylinder. Es werden deshalb bei der Kugel die Glei
chungen nicht abgeleitet werden, sondern nur das Endergebnis ange
geben werden. 

b) Die erste Randbedingung füt Innen- und Außenseite. Gegeben: 
@1 und eil.' 
Gleichung des Temperaturfeldes: 

e = e. _ e, - eil. . (_1 __ ~) 
I 1 1 R j r ... J (47b) 

R j - Ra 

Wärmemenge Q=4nl. ~j-e; ........ (47c) 

Rj - Ra 

c) Für die Innenseite die zweite Art und für die Außenseite die erste 
Art der Randwertangaben. Gegeben:Q und eil.' 

Temperaturfeld: e=ell.+~.(~--I-) . ...... (47d) 
4n). r Ra_ 

d) Beiderseits die dritte Art der Randbedingung. Gt'geben: {J" {Ja 

und a" aa. 
'l'emperaturfeld: . 

e = {Jj .- --_._-- -{)j =ßa ---- -. (_1 _ ~ + _1._, ) "I 
l Ra-R j ). R j r R,2· aj , 

--+-----+-2-
Rj2' Uj R".R j Rllua (47e) 

{}j - {Ja ( 1 l ).) e - {J + ---;;---:=~---o -----.- - - +--
-- 11 l Ra - R j l r Ra Ra 2 • aa. . 

-, - +---+ -.-Rj 2 aj RaR j R""u,, 
{Jj - {Ja 

Wärmemenge Q=4nl·. R -R l ..... (47f) 
_1._+ a '+--2-
R j 2 aj Ra' R j Ra' aa 

e) Für die Innenseite die zweite Art, für die Außenseite die dritte 
Art der Randwertangabe. Gegeben: Q und {Ja. aa. 

Temperaturfeld: e={Jn+ 4Q-J.-·(.!.~ R1 +R :. ) ..... (47g) 
n. raa aa 
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Bemerkung. 

Der Temperaturbeharrungszustand in der Hohlkugel ist besonders 
geeignet zur Messung der Wärmeleitfähigkeit von Bau- und Isolier
stoffen . Vgl. W. Nußelt, Die Wärmeleitfähigkeit von Wärmeisolier
stoffen. Dissertation München, Technische Hochschule 1907. Im Aus
zug: ZeitschI'. d . Ver. deutsch . Ing. 1908, S. 906. In dieser Arbeit ist 
auch der Fall behandelt, daß die äußere Umhüllung statt durch eine 
Kugel durch einen Würfel gebildet ist. 

Aufgabe 11. Eindringen der Wärme in den einseitig 
unendlich ausgedehnten Körper durch eine Kreisfläche. 

"Ein einseitig, unendlich ausgedehnter Körper (vgl. Aufg. Nr. 5) 
besitze ursprünglich überall die Temperatur null. Seine Oberfläche 
sei mit Ausnahme einer Kreisfläche vom Radius R vollständig isoliert. 
Nun werde von einem gegebenen 
Augenblick an die ganze Kreisfläche 
auf der Temperatur @e gehalten. 
Dann wird von der Kreisfläche aus 
dauernd Wärme in das Feld ein
strömen. - Es ist zu untersuchen, 
welchem Beharrungszustand die 
Temperaturverteilung mit der Zeit 
zustrebt und wie groß die Wärme
menge ist, die im Beharrungszu
stand während der Zeiteinheit durch 
die Kreisfläche in den Körper ein
dringt. " 

a) Der mathematische Ansatz. 
In Fig. 32 ist ein Zylinder-Koordi
natensystem r, rp, z so im Körper 
festgelegt, daß die positive Z-Achse 
vom Mittelpunkt der Kreisfläche 
aus nach dem Innern des Körpers 
geht. Dann ergibt sich aus der 
ganzen Art der Aufgabe, daß das 

.r 

Fig. 32. Einseitung unendlich ausge
dehnter Körper: Eindringen der Wärme 

durch eine Kreisfläche. 

Temperaturfeld von der Koordinate ({J unabhängig ist, daß also die Flächen 
konstanter Temperatur Rotationsflächen sind, deren Erzeugende nur 
von I' und z abhängen. Es ist auch ohne weiteres einzusehen, daß dies.e 
Erzeugenden ungefähr den in Fig. 32 durch die Kurven e = const 
gekennzeichneten Verlauf haben. 

Die Wärmeleitungsgleichung (4c) nimmt die Form an 

V2 e 1 () e 'iJ2 e 
lJr2 + -;::. Vr + OZ2 = O. 

Die Oberflächenbedingungen lauten: 
1. Für alle Punkte innerhalb der Kreisfläche muß die Temperatur

funkt,ion den Wert @e annehmen. 

G r Ö b er, Wärmeleitung und Wärmeübergang. 7 
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2. Außerhalb der Kreisfläche muß wegen der vollkommenen Iso
lierung der Oberfläche der Wärmefluß durch die Oberfläche 
gleich null sein; es muß also für alle diese Punkte das in Richtung 
der z-Achse gemessene Temperaturgefälle gleich null sein. 

3. Für allc Punkte des Feldes, die von der Kreisfläche unendlich 
weit entfernt sind, muß die Temperatur zu null werden. 

In mathematischer Ausdrucksweise lautet dies: Die Lösung e = (/)(r, z) 
der Aufgabe muß außer der Differentialgleichung noch den Bedingungen 
genügen: 

1. für z = 0 und r<R muß e = const = ee sein, 

2. z = 0 r> R ~!! = 0 
" " "llz 

3a. " 
3b. " 

beliebiges rund z = 00 muß 8 = 0 

z " r=oo " 8=0 

" 

" 
b) Das Aufsuchen von partikulären Integralen und die allgemeine 

Lösung. Auf Grund früherer Erfahrungen versuchen wir es wieder 
zuerst mit einem Produkt zweier Funktionen: 

8 = Z (z) . R (r) 

wobei R nur Funktion von r und Z nur Funktion von z sein soll. Da 
die Temperatur mit wachsendem z sehr rasch abnimmt, setzen wir 
für Z (z) die Exponentialfunktion e- mz , in der wir mit "m" eine will
kürliche Größe bezeichnen. Dann nimmt die Differentialgleichung 
die Form an 

e - m z. d2 R (r) + e - 111 z. ~. d R (~). + m2 . e - m z. R (r) = 0, 
d r2 r dr 

oder d 2 R (r) + ~. d R ~) + m2 . R (r) = o. 
d r 2 r d r 

Diese Gleichung ist die uns schon bekannte Besselschc Differential
gleichung nullter Ordnung (Gleich. 11 b) mit den Lösungen 

R (r) = C· Jo (m 'r) und R (r) = D ' Yo (m 'r) 

Von diesen beiden Lösungen ist nur die erste brauchbar, denn die 
zweite Lösung nimmt für r = 0 den Wert unendlich an, steht also im 
Widerspruch mit der 1. Oberflächenbedingung. Die allgemeine Lösung 
heißt 'jetzt in vorläufiger Form 

k = '" 
LI ""..., C - ,\I Z J ( ) 0' = ~ k' e ' . 0 n1k r . 

k-O 

Da aber keine Randwertbedingung von der 3. Art vorgeschrieben 
ist, also auch für m keine der transzendenten Gleichungen besteht, können 
die Werte m die Zahlenreihe stetig durchlaufen und zwei aufeinander
folgende Werte von m unterscheiden sich nur um dm. Ferner können 
wir statt des willkürlichen Wert~syst~mt's C eint' willkürliche Funktion 
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f (m) von m einführen. Die unendliche Summe geht in ein Integral 
über und wir erhalten als allgemeine Lösung: 

a> 

e= jf(m).e- mz •• Jo(mr).dm ....... (48) 
o 

c) Bestimmung der willkürlichen Funktion f(rn) mit HiUe der Ober
llöchenbedingung. Die 1. Bedingung verlangt, daß das Integral 

00 

ez=o= jf(m)·Jo(mr).dm 
o 

für r< R den konstanten Wert Oe haben muß. Dagegen schreibt 
sie für den Bereich r > R nichts vor. Andererseits darf aber die Funktion 
diesen konstanten Wert uicht beibehalten, weil sich nach der Bedingung 3a 
mit wachsendem z die Funktion der Null nähern muß. 

Das obige Integral, das wir als eine Funktion des Parameters rauf. 
zufassen haben, muß also einen sogenannten diskontinuierlichen Ver. 
lauf haben. 

Die 2. Oberflächen bedingung liefert ein ganz ähnliches Ergebnis. 
Sie verlangt, daß das Integral 

00 

(~~)z=o = -I m.f(m)·Jo(mr).dm 
o 

für r > R gleich null ist. Im Bereich r < R ist sie ganz willkürlich, 
nur darf sie hier nicht gleich null bleiben, sonst würde durch die Kreis· 
fläche keine Wärme in den Körper eintreten. 

Nun kennt die Mathematik tatsächlich bestimmte Integrale, 
welche die Eigenschaft besitzen, daß sich ihr Funktionscharakter mit 
einem bestimmten Wert des P~rameters plötzlich ändert, sogenannte 
diskontinuierliche Faktoren. 

Am meisten bekannt ist das Integral 
00 I Sin (m R) 
----·C08 (mr) ·dm das für r<R den Wert n/2 

m 
o für r = R den Wert n/4 

für r > R den Wert 0 
annimmt. [Vgl. Fig. 33a]. 

Ganz ähnliche bestimmte Integrale lassen sich auch mit Bessel· 
sehen Funktionen bilden. (Vgl. Ri<.'lUann·Weber, Partielle Diff.· 
Gleich. 1. Bd., Seite 195/196). 

Das Integral (vgl. Fig. 33h): 
QO 

m . J o (m r)· d m hat für r ~ R den Wert n/2 [
Sin (mR) 

und für r> R den Wert are sin (~ ) 
7* 
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und das Integral [vgl. Fig. 33e]: 
co r sin (m R)· Ja (m r)· dm hat für r< R den Wert _ 1 _ 

b iW-~ 
un~ für r> R den Wert O. 

Fig. 33e zeigt sofort, daß das letzte Integral der Bedingung 2 ohne 
weiteres genügt und Fig. 33 b zeigt, daß das vorletzte Integral der Be-

b o 

Fig. 33. Diskontinuierliche Faktoren. 

dingung 1 genügt, wenn man noch einen konstanten Faktor anfügt, 
der die konstante Ordinate zu e c macht. 

Setzen wir deshalb in der allgemeinen Lösung (48) 

2 sin (m R) 
f(m) =-·ec· ---

n m 
so ist die Gleichung 

00 

e=.!ec.J sin(mR) .Jo(mr).e-mz.dm .... (49) 
n m 

o 
die gesuchte Gleichung des Temperaturfeldes. 

d) Der Wärmefluß durch die Kreisfläche. Wir wollen vorerst den 
Wärmefluß durch eine Ringfläche mit dem Radius r und der Breite d r 
betrachten. 

Das Temperaturgefälle senkrecht zur Oberfläche ist aus Gleichung (49) : 
00 

(~ez") = -.!ec!Sin(mR).Jo(mr).dm 
(I Z~O n 

(1 

2 1 = - - .eo---- für alle r<R. 
n ~-vw=-~ 

r 
Qrdr= + ) .. 4ec·,r"dr. 

• V R2 - r 2 
Damit 
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Dieser Ausdruck ist zugleich ein Maß für die Ergiebigkeit der Wä.rme
quellen, die wir uns auf den einzelnen Ringflächen angeordnet denken 
müssen, damit die Temperatur €Je auch wirklich erhalten bleibt. Aus 
Fig. 33c ist abzulesen, daß diese Ergiebigkeit von einem Kleinstwert 
in der Mitte der Scheibe an bis zur Ergiebigkeit unendlich am Randfl 
zunimmt. Trotzdem ist der Wärmetransport durch die ganze Kreis
fläche endlich, weil 

00 R I r· d r _ = [- v'R2 -"f2] = R. 
v'R2 - r 2 0 

Es ergibt sich 
QKreis = + 4 J. . R . €Je . . • . • . (50) 

also nicht der Fläche des Kreises, sondern nur der ersten Potenz des 
Radius proportional. 

Bemerkung. 
Diese Aufgabe läßt sich in verschiedener Weise verallgemeinern. 

:Man kann vor allem das Temperaturfeld untersuchen, bevor der Be
harrungszustand eingetreten ist, also das zeitlich veränderliche Feld; 
ferner kann man für die Kreisfläche nicht die erste Randwertangabe, 
sondern die zweite oder dritte Randwertangabe vorschreiben. Man 
gelangt so zu einer Gruppe von Aufgaben, welche die Grundlage zu 
bilden hat für eine wissenschaftlich einwandfreie Beurteilung einer 
Reihe technischer Probleme. Für die Zwecke dieses Lehrbuches ist 
diese Aufgabe vor allem deshalb wichtig, weil sie die Anwendung der 
diskontinuierlichen Faktoren zeigt. 

F. Die zeitlich konstanten Temperatnrfelder mit 
Wärmequellen. 

Die Differentialgleichung' Ll2€J + IJA' W = o. 
Vom Standpunkt der Potentialtheorie aus entsprechen die Tempe

raturfeider mit Wärmequellen, der Potentialverteilung, wenn sich die 
Massen oder Ladungen innerhalb des Feldes selbst befinden. Diese 
Potentialverteilung muß der Poissonschen Differentialgleichung 

[vgl. Seite 28] genügen. 
L121p = + 4ne 

Wie in der Potentialtheorie die Massen, so können hier die Wärme
quellen sowohl stetig verteilt, als auch flächenhaft, linien- oder punkt
förmig angeordnet gedacht werden. 

Vom technischen Standpunkt aus sind die wichtigsten Wärme
quellen dieser Art der sogenannte Energieverlust beim Fortleiten elek
trischer Energie und beim Magnetisieren und Ummagnetisieren von 
Eisen. Die obige Differentialgleichung und ihre Lösungen bilden die 
Grundlage für eine wärmetechnisch einwandfreie Berechnung von 
elektrischen Leitungen, Transformatoren und Maschinen. 
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Aufgabe 12. Der Zylinder. 
"In einem Zylinder vom Durchmesser 2 R werde durch Umwand

lung anderer Energiearten in der Zeiteinheit und Raumeinheit die Wärme
menge Werzeugt. - Wie groß ist die Temperatur an der Oberfläche 
und in der Achse des Zylinders, wenn die Raumtemperatur gleich {} 
und die W. ü. Z. gleich a ist 1" 

Der mathematische Ansatz ist sofort gegeben: 
Differentialgleichung: 

d2e 1 de W ----+-. - +--- =0. clr2 r dr ). 
Oberflächenbedingung : 

- ). (de) = a. (eR - 0). 
dr R 

Zur Lösung der Differentialgleichung setzen wir (d e/dr) = U und 
multiplizieren beide Seiten mit r· dr: 

W 
r· dU + U· ur + y. r· dr = 0 

ouer 
W . 

d(Ur)=-y.r.dr. 

Durch Integration folgt daraus: 
de W r 2 

r· (fr = - ---r 2" + Cl 

de W r Cl 
oder -- = --.- +-. 

dr ;. 2 r 

Die nochmalige Integration liefert: 

e = - ~ . r2 + Cl· In r + C2• 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten Cl benützen wir die vor
letzte Gleichung, also den Ausdruck für das Temperaturgefälle. Für 
r = 0 also für die Achse muß dieses Temperaturgefälle jedenfalls gleich 
Null sein. Dies ist aber nur möglich, wenn Cl = 0 ist. Die Konstante C2 

ergibt sich aus der Oberflächenbedingung : 

_ ;.. ( _ ;.).~) = a. (- :;. R2 + C2 _ {} ) 

oder C2 = {} + W R2. (1 + 2 ).). 
4). aR 

Mit diesen beiden Konstanten ergibt sich dann die Gleichung des Tempe
raturfeldes zu 

(~ = .,? + ~: ~~ (1 + a2 ~ - (~r) . . . . . . . (lila) 
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Aus dieser Gleichung folgt dann: 

W R2 ( 2 J.) 
Temp. i. d. Achse: {311l = {} + 4T' 1 + a R 

W R2 2 J. WR 
Temp. a. d. Obern.: {30 = {} + 4T' aR = & + 2 a . 

Unt€rschied: 
WR2 

{3m - {30= -~ 
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(51 b) 

(51c) 

(51d) 

Hier ist vor allem zu beachten, daß der Unt€rschied {3m - (30 mit 
dem Quadrat des Radius wächst. 

G. Verschiedene Sonderfälle. 
Wir haben auf Seite 9 vor Ableitung der Differentialgleich. (4) 

verschiedene vereinfachende Annahmen getroffen, ohne uns über die 
Bedeutung oder auch über die Zulässigkcit dieser Annahmen irgend
wie Rechenschaft abzulegen. Dies soll nun, soweit es dem Zwecke 
dieses Lehrbuches entspricht, nachgeholt werden, und zwar sollen diese 
einschränkenden Annahmen einzeln aufgehoben werden. 

1. Das Feld ist von mehreren, verschiedenartigen Körperll 
erfüllt. 

a) Allgemeines. Unsere einschränkende Annahme besagte in mathe
matischer Ausdrucksweise, daß die Stoffwerte )., c und y innerhalb 
des ganzen Feldes stetig sein sollen. Ist dagegen nach unserer jetzigen 
Voraussetzung das Feld von mehre
ren, verschiedenartigen Körpern 
erfüllt, so sind diese Stoffwerte nur 
innerhalb gewisser Teilgebiete des 
Feldes stetig, an der Grenzfläche 
zweier solcher Teilgebiete aber un
stetig. 

Innerhalb eines jeden solchen 
Teilgebietes muß die Temperatur
funktion der Differentialgleichung 
(4) genügen. Für jene Oberflächen
bezirke der Teilgebiete, die zugleich 
die Begrenzung des ganzen Feldes 
bilden, müssen die Oberflächen
bedingungen nach den Ausfüh
rungen dcr früheren Abschnitte ge
geben sein. Dagegen haben wir jetzt 
noch zu untersuchen, welchen Be

.l<'ig. 34. Temperaturfeld an der Berüh
rungHstelle zweier verschiedenartiger 

Körper. 

dingungen der Temperaturverlauf an den Trennungsflächen der Teil
gebiete unterworfen ist, das heißt, wie sich die Temperaturfunktion an 
den Unstetigkeitsstellen der A-, c- und y-Werte verhält. 

In Fig. 34 soll ein kleiner Raumteil aus der Gegend einer Trennungs
fläche dargestellt sein. Die beiden sich berührenden Körper und ihre 
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physikalischen Größen seien durch die Zeiger ,,1" und ,,2" unterschieden. 
df ist ein Element der Trennungsfläche. Die Normale zu df werde 
positiv gerechnet in Richtung 1 gegen 2. 

Wir stellen nun folgende überlegung an: 

Die Wärmemenge, die den Körper 1 dureh das Flächenstück df 
in der Zeit d i verläßt, ist: 

cl Ql = - Al (~~)1' df, d i, worin (~~)1 
den Temperaturanstieg in Richtung der positiven Normalen bezeichnet 
und zwar gemessen im Körper 1 dicht an der Trennungsfläche. 

Die Wärmemenge, die durch df in der Zeit di in den Körper 2 
eintritt, ist: 

Da das Flächenstück d f als ein unkörperliches Gebilde weder Wärme 
zurückbehalten, noch hinzufügen kann, muß d Ql = d ~ sein. Also auch 

(de) (de) Al'dn 1= )'2' dn 2' ....•... (52). 

Aus der Tatsache, daß die Größe A an der untersuchten Stelle un
stetig ist, folgt, daß auch das Temperaturgefälle an dieser Stelle unstetig 
sein muß, und zwar gilt das nicht nur für den Beharrungszustand, sondern 

auch für den veränderlichen Zu
stand. Durch Gleichung (52) 

a. 

o 

sind die beiden Grenztemperatur· 
gefälle einander zugeordnet. Ist 
zum Beispiel, wie in Fig. 35 ge
zeichnet, der Temppraturvcrlauf 
a, b, c im Körper 1 gegeben, 

'" so ist damit zugleich für die Tem
peraturkurve im Körper 2 die 

o 
, gegeben - aber vorerst nur die ~
" ';::: Neigung der Anfangstangente 

,,_ Neigung noch nicht die Lage der 
-------+-------- Tangente. Wir kommen damit 

zu der Frage, ob an der Grenze 
Fig.35. Temperaturfeld an der Berührungs- zweier Körper nicht nur der 
stelle zweier verschiedenartiger Körper. Temperaturgradient, sondenl 

auch die Temperatur selbst un
stetig ist, also zu der Frage nach dem Temperatursprung. Diese Frage 
läßt sich heute auf Grund zuverlässiger Messungen dahin beantworten, 
daß bei vollkommener Berührung der heiden Körper kein Temperatur
sprung eintritt. Als eine solche vollkommene Berührung kann z. B. 
gelten, wenn zwei Metalle verlötet sind, wenn sich zwei Körper längs 
vollkommen ebener, polierter Flächen berühren oder wenn der eine 



Berührung verschiedenartiger Körper. 105 

Körper ein plastischer Körper ist, der fest gegen die Oherfläche des 
anderen Körpers gepreßt ist. 

Berühren sich dagegen die Körper längs rau her Oberflächen, so 
tritt scheinbar ein Temperatursprung ein, der aber nur durch ein sehr 
starkes Temperaturgefälle in der dünnen Luftschicht. vorgetäuscht 
wird. Es ist vom mat,hematischen Standpunkte aus sehr wohl mög
lich, diesem scheinbaren Temperatursprung durch Einführung eines 
Überleitungskoeffizienten Rechnung zu tragen. Allein es ist schon 
sehr schwierig, den Rauhigkeitsgrad der beiden Oberflächen zahlen
mäßig festzulegen; noch viel schwieriger ist es, dann diesem Rauhig
keitsgrad wieder zahlenmäßig einen Wärmeüberleitungskoeffizienten zu
zuordnen. Aus diesem Grunde will ich auf die Besprechung der unvoll
kommenen Berührung verzichten und, ohne es besonders zu betonen, 
stets vollkommene Berührung annehmen. Dann wird stets ((91)0= ((92)0 
und die beiden Zweige der Temperaturkurve in Fig. 35 schließen sich 
aneinander an. 

Hier ist noch eine Bemerkung einzuschalten: Nach den Lehren 
der kinetischen Gastheorie tritt bei sehr verdünnten Gasen zwischen 
Gefäßwandung und Gas ein Temperatursprung auf. Dieser Wider
spruch ist dadurch zu erklären, daß die kinetische Gastheorie die Materie 
nicht mehr als Kontinuum auffaßt, wie das die analytische Theorie 
der Wärmeleitung (siehe Seite I) tut, und daß deshalb die betrachteten' 
Räume nicht mehr groß sind im Vergleich zur Größe oder zum Abstand 
der Moleküle. 

Damit sind die allgemeinen Erörterungen über den Verlauf der 
Temperaturfunktion an den Trennungsflächen erledigt und wir können 
nun zur Lösung von Aufgaben übergehen. 

b) Verallgemeinerung der Aufgabe 
Nr. 9 über das Rohr. "Für ein Rohr, 
dessen Wandung aus zwei konzentri
schen Schichten besteht, ist der Wärme
fluß durch die Wandung zu bestimmen, 
wenn für die Innen- und Außenseite die 
dritte Art der Randwertangabe vorliegt." 

Wenn man die Bezeichnungen der 
nebenstehenden Fig. 36 benützt, so ist 
gegeben: Rj, Rm und Ra, ferner }.j, Aa, 

aj, aa und {}j, {}a. 

Dieselbe Wärmemenge Q, die in der 
Zeiteinheit vom Innenraum an die 
Innenwand übergeht, muß auch die 
Innenschicht durchsetzen, dann die 
Außenschicht durchsetzen und endlich Fig. 36. Rohrwand, aus verschie-
von der Außenwand in den Außenraum denen Schichten bestehend. 
übertreten. Wenn wir für den Wärme-
transport durch die beiden Schichten die Gleichung Nr. 460 aus der 
Aufgabe Nr. 9, erste Randwertangabe, zu Hilfe nehmen, so erhalten 
wir für Q nachstehende 4 Gleichungen: 
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Q = 2 R j n . Z· aj Uh - @j) 

= 2 n Z . },j'_ @j - @m -
In Rm -In R j 

Z ' @1lI - @a 
= 2 n· ,," . In Ra _ In R~-

= 2 Ra n· Z aa (@a - {}a) 

oder 

Q 
-~-.-- - lh -- tJ j 2nZ aj R j -

Q In Rm -InR; ---. ------- = @. - (-) 
2nZ Ai I III 

Q In Ra - In Rm _ e _ e 
-2 n z' Aa - 1IJ a 

Aus diesen 4 Gleichungen ergibt sich durch Addition und Umstellung 

Q = 2 n Z . {}j - Da . . (53) 
1 In Rm - In R j In Ra - In Rm 1 --+---- + +---Uj R j Aj A" aa Ra 

Die Aufgabe läßt sich nun abermals erweitern, indem man nicht 
zwei, sondern beliebig viele Schichten annimmt. Man braucht dann 
nur in Glciclrung (53) noch weitere Gliede_r von der Form 

~n R Jl-=:- In Rq odcr ._1_ In ~ 
Ar, q )'1', q Rq 

einzufügen. :Für manche Rechnungen kann die zweit,e Schreibweise 
dieser Glieder zweckmäßiger sein. 

e) Verallgemeinerung der Aufgabe Nr. 5 über den einseitig, unend· 
lieh ausgedehnten Körper. Zur Lösung der Aufgabe NI'. 5 hatten wir 
uns eines Kunstgriffes (Seite 67) bedient, den wir dahin auffassen 
können, daß zwei unendlich ausgedehnte Körper von den Temperaturen 
+ @c und - @c mitsammen in Berührung gebracht werden und dann 
ihre Temperaturen ausgleichen. Während aber damals die beiden Körper 
aus gleichem Stoff waren, sollen sie jetzt aus verschiedenen Stoffen 
bestehen. Wir kommen so zu folgendem Wortlaut für die Aufgabe: 

"Ein einseitig, unendlich ausgedehnter Körper" 1" aus einem Stoffe 
mit den Werten Al' Cl und Yl werde mit einem zweiten, unendlich aus
gedehnten Körper ,,2" mit den Stoffwerten ~, C2 und Y2 in Berührung 
gebracht. Vor der Berührung war die Temperatur im ersten Körper 
einheitlich gleich @1> im zweiten Körper gleich @2' - Welches ist der 
weitere Temperaturverlauf ?" 
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Zur Zeit T = 0 ist der Temperaturverlauf im Felde an der Stelle 
x = 0 unstetig. Aber schon nach der unendlich kurzen Zeit dT ist 
diese Unstetigkeitsstelle verschwunden und durch ein sehr steiles Tempe. 
raturgefälle in der Nähe von x = 0 ersetzt. Die am Anfang verschie
denen Werte ex=+ 0 und ex=- 0 haben sich zu dem Wert em ausgeglichen. 

Die Funktion e = (/> (x, T) hat folgendem mat.hematischen Ansatz 
zu genügen: 

Im Bereich x > 0 der Differen tialgleichun g : 

iJe 82 e 
2'T =a1 · ox2 

Im Bereich x< 0 der Differentialgleichung: 

(j e 'jJ2e 
() T = ~. lix2 

An der Trennungsfläche für x = 0, T.> 0: 

I 

II 

ex=+u=ex=-o=elll ••••••••• LU 

An der Trennungsfläche für x = 0, T> 0: 

. ('Oe) ((je) 
1.1 ' d x + 0 = A2 ' d x _ 0 • • • • • • • • IV 

Im Anfang für T = 0; x > 0 : 
V 

Im Anfang für T = 0; x< 0: 
VI 

Um die Rechnung abzukürzen, wollen wir eine Tatsache als bekannt 
annehmen, die wir sonst erst nach langer Rechnung erhalten würden. 
Wenn diese Annahme uns 
zu einer Temperaturfunk
tion führt, die allen Glei
chungen I-VI genügt., so 
ist damit auch die Richtig
keit der Annahme selbst 
erwiesen, weil es nur eine 
Lösung gibt, die allen 6 
Gleichungen entspricht. 

Diese Annahme betrifft 
die Temperatur em der 
Berührungsebene. Solange 
wir nichts anderes wissen, 
werden wir etwa vermuten, 
daß unmittelbar nach Auf
lösung der Unstetigkeits
stelle ein Anfangswert von 

Fig. 37. Temperaturausgleich zwischen ver
schiedenartigen Körpern. 

em auftritt, der sich dann mit der Zeit asymptotisch einem blei
benden Wert nähert. Allein dies ist nicht der :Fall: sofort nach Auf
lösung der Unstetigkeitsstelle stellt flich ein fester Wert em ein, der 
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während der ganzen Dauer des Vorganges unverändert bleibt. Dies 
ist die Tatsache, die wir vorerst unbewiesen hinnehmen wollen. Der 
Vorteil, den wir damit erreichen, ist der, daß sich unsere Aufgabe in 
zwei Aufgaben Nr. 5 spalten läßt, wofür wir in Gleichung (32b) die 
Lösung bereits gefunden haben. 

(Gl. 32 b): e = ec ' G(} V::} 
Diese Gleichung, zusammen mit Fig. 37, ergibt: 

für positives x: e = em - (ern - e1) . G (} -V~:) . . VII 

für negatives x: VIII 

Für x = 0 ergeben beide Gleichungen vorschriftsgemäß den Wert em , 
weil das Gaußsche Fehlerintegral für x = 0 den Wert null hat. Wir 
müssen nun noch den Wert em bestimmen. Hierzu benützen wir 
Gleichung IV. 

Beachten wir, daß 

-d~G( ~ 1~) ~ ± 2+~~' t~·e- 4:' 
und daß ;- = iI-:-C:-y = b ist, so erhalten wir 

la 

}'I.(iJe) = -+ Al' (e1- em)'!-(G ( -+ x~)) 
\8 x + 0 (j x 11 4al i 

= -+- Al' (eI - em )· ./ 1 = + }1 . (eI - em) 
val:n: i v 1Ci 

. ('(Je) b2 /_1 e 
A2 es- = - ./-' (02 - "m)' 

uX -0 V:n:i . 
ebenso 

Mit diesen Ausdrücken wird Gleichung IV. 

b1 • (eI - em ) = - b2 (e2 - em ) 

oder (e2 - em ) : (em - e1) = b1 : b •. 

Erklären wir diese Gleichung an Hand unserer Fig. 37, so besagt 
sie: Der Punkt em teilt die Strecke e2 - e1 im umgekehrten Ver
hältnis der zugehörigen b-Werte. Die Grenztemperaturunterschiede 
(e2 - em) und (em - e1) hängen also vom Verhältnis der b-Werte 
die Grenztemperaturgdälle aber vom Verhältnis der W. L. F. ab. 

2. Der Körper ist nicht isotrop. 
a) Allgemeines. Ein isotroper Stoff ist ein solcher, bei dem alle physi

kalischen Eigenschaften von der Richtung unabhängig sind; weitaus 
die meisten Stoffe sind isotrop. Das gebräuchlichste Beispiel eines 
anisotropen Körpers sind die Kristalle. Die analytische Theorie der 
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Wärmeleitung in Kristallen ist ein wichtiger Zweig der theoretischen 
Physik geworden - doch liegt die Hauptbedeutung dieser Theorie 
auf rein mathematischem Gebiet. Wir wollen deshalb auf diese Theorie 
nicht weiter eingehen und begnügen uns damit, einige Begriffe aus 
dieser Lehre zu übernehmen. 

In einem isotropen Körper ist die Wärmeleitfähigkeit an einer Stelle 
unabhängig von der Richtung und deshalb durch eine einzige Zahlen
angabe vollkommen bestimmt - sie ist ein reiner Skalar. Anders bei 
einem Kristall; hier gibt es, durch das innere Gefüge hervorgerufen, 
ausgezeichnete Richtungen und die Wärmeleitfähigkeit wird für diese 
ausgezeichneten Richtungen im allgemeinen verschiedene Werte haben; 
aber auch jeder willkürlich dazwischen liegenden Richtung entspricht 
ein anderer Wert der W. L. F. Es ist deshalb die W. L. F. in einem 
anisotropen Körper eine physikalische Größe, die erst gegeben ist durch 
Angabe des zu jeder Richtung gehörigen Wertes. Eine Größe dieser 
Art heißt ein Tensor. Ein Tensor ist keine richtungslose Größe wie 
der Skalar und keine einfach gerichtete Größe wie der Vektor. Ein 
Beispiel für einen Tensor, das jedem Ingenieur 
bekannt ist, ist der Spannungszustand in 
einem deformierten, elastischen Körper (Span
nungsellipsoid). 

b) Verschiedene anisotrope Körper. Der 
wichtigste Fall eines anisotropen Körpers ist 
das Holz . Infolge der Faserung und der Aus
bildung von Jahresringen (Zylinderflächen) 
gibt es in jedem Punkte eines Stammes drei 
ausgezeichnete Richtungen, nämlich (vgl. 
Fig. 38). I axial, II radial und III tangential. 
Meist unterscheidet man jedoch nur "in Rich-
tung der Faser" = I und "senkrecht zur 
Richtung der Faser" = II und III. Ob es 
wirklich berechtigt ist, die Richtungen II 
und III als gleich anzusehen, bezweifle ich. 
Die Werte der W. L. F. in diesen Richtungen 
sind natürlich nur durch den Versuch zu 
bestimmen. 

Nächst den Hölzern kommen als aniso
trope Körper solche Körper in Betracht, die 
aus einzelnen Teilen in regelmäßiger Weise 

! 
I 

----.~ 

I 

I 
I 

)1 

, 

]<,ig. 38. Die drei ausgezeich
neten Richtungen im Holz: 
I = axial, 1I radial, III t.an

gpntial. 

zusammengeschichtet sind. Dabei müssen die Abmessungen der einzelnen 
Teile klein gegen die Abmessungen des ganzen Körpers sein. Solche zu
sammengesetzte Körper sind: verschiedene Konstruktionen im Hoch
bau und in der Wärme- und Kälte-Isoliertechnik, ferner die Wick
lungen der Elektromagnete usw. und die Platten pakete und Draht
bündel der Magnetkerne u. a. m. 

c) Die W. L. F. von geschichteten Körpern. "Ein Körper bestehe 
aus lauter gleichen Schichten von der Dicke A. Jede Schicht bestehe 
ihrerseits wieder aus n planparallelen Platten von den Dicken bv ... bn 
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und den W. L. F. Al" . , .. ).n' - Welches ist die W. L. F. des ganzen 
Körpers senkrecht zur Lage der Schichten und parallel zur Lage der 
Schicht~1l ?" 

1. Senkrecht zur Lage der Schichten ;.,. 

Wir geben dem Körper eine solche Temperaturverteilung, daß die 
Plattenebenen zu Flächen konstanter Temperatur werden. Im Behar
rungszustand wird dann durch jede Platte die gleiche Wärmemenge Q 
pro Flächen- und Zeiteinheit hindurchgehen. Diese Wärmemenge 
ist gegeben zu 

Fig. 39. Die geschichteten Körper. 

Qs = - ).1 • eo - e1 = _ ~ e1 - e2 = 
Öl 152 

Oder eo - e1 = - Qs' ~ 
Al 

e1 - e2 = - Qs' 152 

~ 

Durch LI LI { Öl b2 
Addition 170 - IYn = - Qs' ~ + 1; + .... I 

Denken wir uns jetzt die Schicht durch eine einheitliche Platte von 
der Dicke ,1 ersetzt und von einer solchen W. L. F. ).8' daß sie bei der
selben Temperaturdifferenz eo - en von derselben Wärmemenge Q 
durchflossen wird, so gilt für diese Ersatzplatte 

eo - en ,1 
Qs = - ).8' --,1-- oder eo - eil = - Qs' As . . . II 

Durch Vergleich von I und II folgt: 
,1 

. . . . . . (Ma) 
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2. Purallel zur Lage der Schichten. Ap • 

Wir geben jetzt dem Körper eine solche Temperaturverteilung, 
daß die Flächen konstanter Temperatur durch parallele Ebenen ge.
bildet sind, die die Platt.en senkrecht durchsetzen. In Fig. 39 sind durch 
die gestrichelten Geraden zwei solche Ebenen mit den 'Werten ea und eb 

angedeutet. Ihr Abstand sei ,,1". In der Richtung senkrecht zur Bild
ebene sei die Abmessung des Plattenpaketes gleich ,,1 H. Dann strömen 
längs der einzelnen Platten folgende Wärmemengen: 

längs der 1. Platte: 

" " 2. 

" " n " 

ea-eb q1 = - }'1' -1- .151 . 1 ; 

ea-eb 
q2 = - }"2 • ----- .152 . 1 ; 

I 

ea-eb 
längs der ganz. Schicht: Qp = - --1- . (J.1 . 151 + }"2 152 + ... + lnl5n) III 

Ersetzen wir wieder die Schicht durch eine einheitliche Platte von 
solcher W. L. F. Ap , daß bei gleichem Temperaturgefälle (ea - eb) : I 
die gleiche Wärmemenge Qp hindurchgeht, so gilt für diese Platte 

ea-eb 
Qp = - Ap . I • LI . 1 . • . • • • • • • . IV 

Durch Vergleich von III und IV: 

A _A1·«51 +A2 ·152 +· 
P - LI . . . (Mb) 

3. Das Verhältnis }'p: Apo 

Die Gleichungen (5411, und b) ergeben 

Ap 1 (151 «52 «5n).Q " 
Ä. = Ll2' Al + ~ + ... +- l~ . (vl' Al +- «52 , ~ +- ... +- «5n • I,) . (54c) 

Ist die Leitfähigkeit einer einzelnen Platte sehr groß, so wird das 
entsprechende Glied in der ersten Klammer gleich null, also fortfallen, 
in der zweiten Klammer wird das entsprechende Glied sehr groß und 
damit auch das Verhältnis Ap : As . 

Ist umgekehrt die W. L. F. einer Platte sehr klein, so wird das be
treffende Glied der zweiten Klammer fortfallen und das der ersten 
Klammer sehr groß. Damit wird auch das Verhältnis ).p : ).S sehr groß. 

Wie auch die Leitfähigkeiten verteilt sein mögen, das Verhältnis 
ist immer größer als "Eins". Es erreicht seinen Kleinstwert "Eins" 
erst, wenn alle ). gleich sind, also wenn die Schicht homogen und iso
trop ist. über eine experimentelle Bestimmung von ).p und ).8' vgl. 
L. Ott. Untersuchungen zur Frage der Erwärmung elekt.rischer Ma-
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schinen. Mitteil. üb. Forsch.-Arb. vom Verein d. Ing., Heft 35, 36. 
Berlin 1906. 

c) Bemerkung. Nach diesen Beispielen anisotroper Körper ist es 
sehr wohl möglich, daß bei technischen Aufgaben die W. L. F. als Tensor 
aufgefaßt werden muß. Es sei deshalb hier auf die einschlägige, mathe
matische Literatur verwiesen, z. B.: 

Enzykl. d. math. Wiss. V. 4. Seite 181. 
Winkelmann, Handbuch der Physik, Band-Wärme. 
In vielen Fällen wird es aber möglich sein, die W. L. F. als Skalar 

zu betrachten, nämlich überall dort, wo das Temperaturfeld nur von einer 
Koordinate abhängt und diese Koordinatenrichtung mit einer Haupt
achse des Tensors zusammenfällt. (Vgl. das oben besprochene Platten
paket.) 

3. W. L.1!'., spezifische Wärme l\lUI spezifisches Gewicht 
sind vom Druck und VOll der Temperatur abhängig. 

a) Die Abhängigkeit vom Druck. Bei festen Körpern sind diese 
Werte nur in sehr geringem Maße vom Druck abhängig. Nun treten 
aber in jedem festen Körper, dessen Inneres Temperaturunterschiede 
aufweist, Spannungen auf, die unter dem Namen "Temperaturspan
nungen" bekannt sind. Diese Spannungen - ebenso wie die ihnen 
verwandten Gußspannungen - sind von sehr hohem Betrage und 
es ist deshalb das Bedenken keineswegs von der Hand zu weisen, daß 
unter so hohen Drücken auch die an sich schwache Abhängigkeit der 
Stoffwerte vom Druck von Einfluß werde. Etwas Sicheres ist jedoch 
hierüber nicht bekannt, denn einerseits fehlen die experimentellen 
Angaben für diese Abhängigkeitsgesetze und andererseits wird die 
Berechnung ungemein schwierig, sobald man diese Abhängigkeit be
rücksichtigen will. 

b) Die Abhängigkeit von der Temperatur. Es gibt Legierungen, 
deren Ausdehnungskoeffizient gleich Null, deren spezifisches Gewicht 
also von der Temperatur unabhängig ist. Ebenso mag es auch Stoffe 
geben, deren W. L. F. oder deren spezifische Wärme von der Temperatur 
unabhängig ist. Aber es werden dies so seltene Ausnahmen sein, daß 
sie für uns nicht in Betracht kommen. Wir haben vielmehr I., c unct y 
als Funktionen der Temperatur anzusehen. 

Die Differentialgleichung (4) 

'i:Je 1 
- = a· i.l 2 E) + --. W 
Vi . c·y 

~ 

ist deshalb wichtiger zu schreiben: 

~) e = f l (e) . !V fi + f2 (e) . W. 
(. T 

Die Methoden, die wir bisher zur Lösung dpl' Aufgaben angewandt 
hatten, bestanden in dem Zusammensetzen der allgemeinen Lösung 
aus Teillösungen. Dies darf aber nur geschehen, solange die Differential
gleichung linear ist. Unsere obige Gleichung ist jedoch wegen des 
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Gliedes f1 (e) . .12 e nicht mehr linear und das Verfahren mit den Teil· 
lösungen versagt. Man ist deshalb aus rechnE'rischen Gründen ge· 
zwungen, die Stoffwerte A, c und y doch als unabhängig von der Tempe. 
ratur anzunehmen, obwohl man die Unrichtigkeit dieser Annahme 
erkannt hat. Es sei hier ausdrücklich betont, daß die bestehrnde Ver. 
änderlichkcit dieser Werte mit der Temperatur oft eine sehr starke 
ist und daß de;;halb die mit konstanten Stoffwerten errechnete Tem· 
peraturVf,rteilung von der tatsächlich sich einstellenden erheblich ab· 
weich"ll kann (vgl. Nußelt, Dissert. Seite 22). 

4. VOl'gänge mit .:{llderullg des Aggregatzustandes oder der 
chemischen Natm'. 

a) Allgemeines. Die reinen Schmelz· und Erstarrllngsvorgänge 
müssen wir hier aussehaltpn, da bei ihnen immer Konvektionsströme 
auftret.en; dagegen ist das Vordringt'n des Frost,es in feuchtem Erd· 
boden <:in Vorgang, dpr Rich rechnerisch vf'rfolgen läßt und der als Bei· 
spiel für eine Gruppe VOll Erscht'immgen geltf'n soll. dir iw;;b('sondere 
in der chemischt'n Industrie häufig vorkommrn. 

Für unsere Zwecke läßt sich das Wespntliche dieser Vorgänge in 
folgC'nden vier Sätzen aussprechen: 

1. Es findet eine Änderung des Aggregatzustandes oder der che
mischen Natur des Körpers, der das Feld erfüllt, statt. 

2. Hierbei treten latente 'Wärmemengen auf. 
:3. An der Umwandlungsstelle ändern die Stoff Werte }., c und y 

sprungweise ihren Wert. 
4. Es tret.rn keine Konvektionsströme auf. 
b) Das Vordringen des Frostes in feuchtem Erdboden. "Ein feuchtet 

Erdboden besitzt im Anfang überall die Temperatur en. Von einem 
gegebenen Augenblick an wird (He Ob('rfläche konstant auf der Tem
peratur fh gehalten. Das Gefriprpn rle~ Erdbodens erfolgt bei der Tem
peratur eo und zum Gdrieren der Gewichtseinheit feuchten Erdreiehc:l 
muß die Wii,rmempnge Qo entzogen werden. - Welches ist dip Gleichung 
des Temperatmfl'ldes lind wie rasch dringt die Fl'ostgrenze vor?" 

Der mathematischp Am;atz. 
In Fig. 40 ist, die Tiefe unter der Bodenoberfläche als die eine Ko

ordinate x und die Temperatur als die andere Koordinate e angcnommen. 
:\lit $ ist ('in veränderlicher Wert auf der x-Achse bezeichnet, dl'r die 
allgenbJicldiche Lage der Frostgrenze angibt. Die physikalischen Größen 
werden mit dem Zeiger" 1" bezeichnet, wo sie für den gefrorenen Boden 
lind mit ,,2", wo sie für den ungefrorenen Roden gelt.en. 

I. Differentialgleichungen: 

Im gefrorenen Teil, cl. i. für x < ~: 'iJe iye 
{! i = al • () x 2 • 1a 

1 m ungefrOl'ellen Teil, d. i. fiir x:>;: 1b 

Gröber, Wiinneleitung und Wärmeübergang. 8 
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2. Anfangsbedingung : 

Für t = 0 muß e2 = const = en sein II 

3. Randbedingungen : 

An der Oberfläche: für x = 0 und t:> 0 muß e1 = e1 • • • • • III 

In sehr großen Tiefen: für x = 00 und t > 0 muß e2 = eIl' . . IV 

An der Frostgrenze : für x = ~ und t > 0 muß e1 = e2 = eo = const V 

-x 

Fig. 40. Vordringen des Frostes in feuchter Erde. 

4. Der Gefriervorgang: 

Wenn wir beobachten, daß die Frostgrenze in der Zeit dt um die 
Strecke d ~ vorgerückt ist" so ist eine Erdmasse von dem Volumen F· d ~ 
erstarrt, wenn mit F das beobachtete Stück der Frostgrenze bezeichnet 
ist. Bei diesem Vorgange ist die WärmemengeQo' Y2 . F . d ~ freige
worden. Diese Wiirmemenge muß nun - zusammen mit der aus dem 
noch ungefrorenen Boden kommenden \Värmemenge - durch den 
gefrorenen Boden abgeleitet werden. Es gilt also die Gleichung: 

_ ).1 • ( 8 e ) . d t . F = - Qo . Y2 . F . d ~ _ A2 • ( '0 e) . F . (h 
OX ';-0 OX 5+0 

oder dd~· =-Q 1 . (;'1' (~e) _ ;'2(~e) ) .... VI 
t 0 • Y2 U X ;-0 0 x HO 

Durch diese 6 Bedingungen ist die Temperaturfunktion eindeutig 
bestimmt. 

Die Lösung dcr Aufgabe. 

In Aufgabe Nr. 5 haben wir das Gaußsche Fehlerintegral als eine 
Lösung unserer Differentialgleichung kennen gelernt. Sind Cl D1 und 
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O2 D2 viel' willkürliche Konstanten, so ist 

81 = 01 + D1 ' G (,IX ) 
2 Val 't' 

eine partikuläre Lösung von Ia und 

82=02+D2' G( ,~) 
2 Va2't' 

eine partikuläre Lösung von Ib. 
Da nun G(o)=O und G(oo)=l ist, so liefern die Bedingungs

gleichungen III und IV die Beziehungen 

für x=O: e1=01+0=81 und 
für X = 00 : e2 = O2 + D2 = 811• 

Damit also Bedingung III und IV erfüllt sind, muß 

01 = el und O2 = 8n - D2 

gesetzt werden. 
Unsere obigen partikulären Lösungen heißen jet.zt 

81 =el +D1 , G( ,~_). , 
2 Val 't' 

VlIa 

82 =811 - D2 '(1- G( x )) 2y'a2 't' 
, .... VIIIb 

Die Bedingung II ist ebenfalls erfüllt, denn die Gleichung VIII 
ergibt für 't' = 0 den Wert e2 = eIl' 

Als nächste Bedingung, die zu erfüllen ist, betrachten wir Bedingung V, 
den Temperaturwert in der Frostgrenze . Für x = ~ liefern die Gleichungen 
VII und VIII: 

e l + D1 • G (2:a1't') = eIl - D2 (1- G (2la2;)) = e o 
Da D1 und D2 konstante Größen sind, kann diese Doppelgleichung 

nur dann für jeden Wert von 't' erfüllt sein, wenn auch die Gauß sehen 
Fehlerintegrale konstante Größen sind. Dies ist aber nur dann mög
lich, wenn sich ~ so mit 't' ändert, daß die Argumente der Funktion G 
konstant silld, daß also ~ mit ~ proport.ional ist.. Ist q ein Propor
tionalitatsfaktor, so gilt die Gleichung 

~ = q ,v'f . . . . . . . . . .. IXa 

Durch Differenzieren ergibt sich daraus die Geschwindigkeit d~/dT: 
mit der die Frostgrenze vorrückt. Es ist 

d~ q 
d 't' = 2. v"l: .............. IXb 

::Qie Geschwindigkeit des Vorrückens ist also zu Beginn sehr groß 
(im ersten Augenblick unendlich groß) nimmt dann aber rasch ab. 

8* 
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Aus der Doppelgleichung ergibt sich ferner 

8 0 - 81 8 Il - 8 0 

D1 = ( ~ ) und D2 = ~ ) 
G 2v'a'1:; I -- G( 2" Va2~ 

Mit Hilfe dieser heiden Werte und unter Verwendung VOll 

Gleichung IXIl nehmen die part.ikulären Lösungen VIIa und VIlla 
die Form an: 

...... VIIb 

G (-~-) 11'--
e2 = en - (eu - (10)-- 2(_~r ___ )_ .... VIIIb 

I-G 2{a
2 

Zur Bestimmung der letzt.en Unbekannten q dient. Bedingung VI: 

ql 

. (ö (12) - (8u - (-10) e - 4.-1, 
Ebf'llSO lRt.: j) x x = 5+0 = ~-= G(-~~q _)" . v'~m 

V4a; 
Mit diesen Differentialquotienten wird Gleichung VI: 
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Dies ist eine transzendente Gleichung mit der einen Unbekannten q. 
Sie wird am besten auf graphischem Wege gelöst, iridem man sie in 
der Form 

const . q = Funkt (q) schreibt 

Die linke Seite stellt eine Gerade durch den Ursprung des Ko
ordinatensystems dar. Die rechte Seite gibt eine transzendente Kurve. 
Gerade und Kurve schneiden sich immer, aber immer nur in einem 
Punkte, so daß also die Gleichung X stets eine Wurzel, die wir qo heißen 
wollen, besitzt. Mit diesem Wert qo gibt dann Gleichung IXa den 
augenblicklichen Stand der Frostgrenze und die Gleichungen VIIh und 
VlIIb geben die Gestalt des Temperaturfeldes. 

H. Das Prinzip der Ähnlichkeit. 
Das Prinzip der Ähnlichkeit gestattet uns aus dem mathematischen 

Ansatz einer Aufgabe, also aus der Differentialgleichung und den räum
lichen und zeitlichen Randbedingungen, eine Reihe von 1l'olgerungen 
abzuleiten, ohne daß wir die Gleichung zu lösen brauchen. Deshalb ist 
es in allen jenen Fällen von Bedeutung, in denen eine Lösung aus mathe
matischen Gründen nicht möglich ist. 

Der Gedankengang bei Aufstellung des Ähnlichkeitsprinzipes beruht 
darauf, daß man alle überhaupt möglichen Temperaturfelder in Gruppen 
von unter sich verwandten - sogenannten "ähnlichen Feldern" -
zusammenfaßt, dann das Gemeinsame einer jeden Gruppe, also ihr Kenn
zeichen hervorhebt und endlich die physikalischen und mathematischen 
Eigenschaften eines Feldes als Funktionen dieses Kennzeichens dar
stellt. Die Gesichtspunkte, nach denen die Felder in Gruppen zusammen
gefaßt werden, also das Wesen der Ähnlichkeit, können erst später 
erörtert werden. 

Wir wollen nun das Prinzip der Ähnlichkeit an dem Beispiel der 
zeitlich veränderlichen Temperaturfelder ohne Wärmequellen ableiten. 

1. Die Bestimmungsstücke des ersten Feldes. 
Durch das Fehlen von Wärmequellen ist festgelegt, daß das Tem

peraturfeld der Differentialgleichung 
fJ(9 
1fT = a . Ll 2(9 . . . . . . • . • . • . I 

zu genügen hat. Diese Differentialgleichung itJt die ers te Anga be 
über das Feld. Die zweite Allgübc betrifft die Begrenzung des Tem
peraturfeldes, also die Gestalt des Körpers, in dem sich der Vorgang 
abspielt. Sie ist gageben z. B. durch die Angabe: n = seitiges, gerades 
Prisma mit der Höhe 10 und den Seitenlängen Iv 12 , ••• In. Oder durch 
eine Funktion 

f (~, 1J, ,; 10, 11 ", In) = 0 

mit den Raumkoordinaten ~, 17, , als laufenden Koordinaten und den 
Körperabmessungen 10 •• .In als Parametern. 
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Statt die Parameter ,,1" alle einzeln anzugeben, ist es zweckmäßiger, 
eine Abmessung z. B. 10 als die Bezugsgröße zu wählen und die anderen 

• Abmessungen durch ihr Verhältnis zu dieser Bezugsgröße festzulegen. 
Dann nimmt die letzte Gleichung dic Gestalt an: 

Durch die Gestalt der Funktion f1 kommt zum Ausdruck, welcher 
Art die Oberfläche des Körpers ist, ob Kugel oder Ellipsoid usw. Das 
Wertesystem 11/1°' 12/10 • • • • InJlo kennzeichnet von diesen Flächen eine 
Schar unter sich geometrisch ähnlicher Flächen und der Wert 10 greift 
aus dieser Schar eine bestimmte, einzelne Fläche heraus. 

Die dritte Angabe ist die zeitliche Grenzbedingung, bestehend 
in einer Angabe über das Temperaturfeld zur Zeit 7: = O •. Also in einer 
Gleichung 

@~=O=f2(~,1], C;lo, t ... ~:) ....... IH. 

Die vierte und letzte Angabe über das Problem besteht in der 
Angabe der räumlichen Grenzbedingung, die wir vorerst der Einfach· 
heit wegen nur von der ersten Art und zeitlich konstant annehmen 
wollen. Diese vierte Angabe lautet dann: . 

Für alle Wertezusammenstellungen ~, 1], C, die der Bedingung f1 = 0 
genügen, also für alle Punkte der Oberfläche muß sein: 

LI ( 11 12 In) Ö'$>o=f3 ~,1],Cilo'I;;' 10'" 10 •.••... IV. 

Unter der Lösung des Problems verstehen wir dann eine Gleichung, 
welche die Gestalt des Temperaturfeldes wiedergibt, und welche all· 
gemein die Form hat: 

f1) (~,1" C, @; 7:, a, 10' ~: ... t) = o ....... V. 

2. Das zweite Temperaturfeld. 
Zur Ableitung des Prinzipes der Ähnlichkeit ziehen wir noch ein 

zweites Feld zum Vergleich heran. Dieses Feld soll ebenfalls ohne Wärme· 
quellen, im übrigen aber hinsichtlich seiner Form und seiner Grenz· 
bedingungen vollkomlllen beliebig sein. Für dieses Feld gelten dann 
ebensolche fünf Gleichungen, wie für das erste Feld, wobei wir die Funk· 
tionen und Größen des zweiten Feldes durch das Zeichen' unterscheiden 
wollen. Es seien nur zwei dieser Gleichungen als Beispiel angeschrieben. 

'iJ@' ~ '. A2Q' I'. 17l'-a LJI7... • ••••• 

Hr. 
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Wir beginnen nun damit die Willkür dieses zweiten Feldes allmä.h
lieh einzuschränken, indem wir das zweite Feld dem ersten immer ähn
licher machen. 

1. Die beiden Felder sollen von geometrisch ähnlichen Flächen be
grenzt sein. Damit die beiden Felder überhaupt VOll der glßichen Art 
sind, müssen die Funktionen f l und f l ' die gleichen sein. Damit sie aber 
auch ähnlich sind, müssen die Parameter und die Koordinaten alle 
im selben Verhältnis gedehnt sein. Nennen wir dieses DehnungsverhältniB 
Vi> so gelten die Gleichungen 

~' = VI' e; 
I 

rl =vI·rl; 

~' = VI'~; 
1/ 11 Deshalb gilt auch 1'=}; ... usw. 
o 0 

!I' 

J<'ig. 41. Zwei ähnliche Temperaturfelder: VI = 3; vt3 = ,f. 

VIa. 

2. Es gelte als nächste' Einschränkung dic Anna,hme, daß beide 
:Fe1dcr am Anfangc einandcr "ähnlich" waren. Dies will sagen, daß 
zur Zeit'!: = 0 zwil:!chcn den Temperaturen an ähnlich gelegenen Stellen, 
die Beziehung bestanden hat 

(9"'=0 = vfr(9.=o ......... Vlb 
wobei ve ebenfalls ein im ganzen Feld konstanter Wert ist. 

Wir können uns also den Anfangszustand des zweiten Feldes dadurch 
aus dem des ersten Feldes abgeleitet denken, daß wir zuerst jene Ko
ordinatenachsen, auf denen wir die Längen aufgetragen haben, im 
Verhältnis VI und dann die Temperaturachse im Verhältnis V@ dehnen. 

In Anlehnung an die Begriffe "ähnlich" und "affin" in der Geometrie 
wäre es richtiger, die beiden Temperaturfelder "affin" zu nennen, denn 
das Wort "älmlich" würde verlangen, daß der Zahlenwert ve gleich dem 
Zahlenwert VI sei. Dies soll ab!ir nicht verlangt werden. Es hat sich jedoch 
im Prinzip der mechanischen Ahnlichkeit dieser allgemeinere Begriff "ähn
lich" bercits eingebürgert und wir übernehmen ihn im selben Smne. 

Die Werte "grad (9" werden dadurch überall im Verhältnis Ve: VI 

und die Werte JZ(9 in Verhältnis ve : Vlz verändert. Die obenstehende 
Fig. 41 veranschaulicht das Gesagte für Temperaturfelder, welche nur 
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von zwei Koordinaten abhängen. Bei l~eldern mit 3 Diment>iollen geht 
natürlich diese leichte Anschaulichkeit verloren. 

Wenn der Anfangt>zustand beider Felder in dem so umschriebenen 
Sinne ähnlich h;t, dann ist f2' = f2. Es nimmt dann die Gleichung In' 
die Form an: 

l'e.f)"=o=f2(VI'~' 1'1·(,.1'1"; J'I·lo. _!1-, ... ~~) ..... 111' 
o 0' 

3. 'Vir nehmen an, daß die Oberflächentemperaturverteilungen bei 
beiden Feldern ebenfalls ähnlich seien, daß also für die Oberflächen
temperaturen die Beziehung gelte: 

f)','>U=1'0'&'>O, 

wobei VB dcn gleichen Zahlenwert, wie in Gleichung VI b habe. 
Dann muß für alle Punkte ~', r;', ~' der Obcrflüehe nachstehende 

Gleichung erfüllt sein 

.~)' . . 10 

4. Wir nehmen nun noch den Maßstab der Zeiten verschieden an 
nach der Gleichung , 

r = I',· r ..... VIc 

und vergleichen also die Felder immer nur in I;olchen Augenblicken, 
die im Verhältnis 1', von Zeitanfang abliegen. Zwei I;olche Zeitpunkte 
nennen wir entsprechende Augenblicke. Entsprechende Zeiträume stehen 
dann ebenfalls im Verhältnis 1',. Wir dehnen damit auch die Zeitachse 
unseres mehrdimensionalen Systemes. 

5. Da der Körper, der das :Feld erfüllt, all; homog(~n und isotrop an
genommen sei, und da ferner die Stoffwerte innerhalb einet> jrden Feldes 
als unabhängig von der TPIl1}Jeratth gelten sollen, so sind a und a' für 
jedes Feld konstante Größpn. Es gilt al:oo für alk Zpiten und für alle 
Stellen in li'eld die Gleidnmg 

a' == 1'a ' a .... Vlll. 

3. Die Ähnlichkeit beider Felder. 
Wir haben in den vorstehenden Absätzen verschiedene Bpziehungen 

zwischen den beiden Feldern aufgestellt, die wir kurz als die Ähnlich
keit der Randbedingungen bezeichnen können. Sie besagen vorerst 
nur, daß die Temperaturfelder an der Berandung des Raum-Zeit-Gebietes 
einander ähnlich sind, aber noch nicht, daß dies auch im Inneren der 
Fall sein muß. Die Lösung für die zweite Aufgabe können wir deshalb 
vorerst nur in der Form 

(/)' (1'I'~' VI' 'fj, VI' C, ve' f), 1',' T, Va' a, }'I 'lo,:~ . . . {:) = 0 

schreiben; wir dürfen noch nicht annehmen, daß (/)' = (/) sei. 
Nun wollpn wir uns die Frage vorlegen: Unter welchen Bedingungen 

bleiben die Felder - zu entsprechenden Zeiten betrachtet - auch 
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im weiteren Verlaufe des Wärmeleitvorganges ähnlich im Sinne der 
Gleichung 

(-)' = Pi;?' €}? 

Oder mit anderen Worten: Unter welchen Bedingungen sind die beiden 
Pelder auch im Inneren des vierdimensionalen Raum-Zeit-Gebietes 
ähnlich? 

Und dies läuft auf die mathematischen :Fragen hinaus: Wie sind 
die Werte PI,/'®, V t und Va zu wählen, damit $' = (j'J wird? Können 
die Werte v willkürlich angenommen werden oder müssen zwischen ihnen 
irgendwelche Beziehungen bestehen? 

Zur Beantwortung dieser Pragen gelangen wir durch nachstehende 
Überlegung: 

Ist die Punktion $' gleich der Funktion $, so besagt dies, daß der 
mathematische Ansatz im gestrichenen System identisch ist mit dem 
Ansatz im ungestrichenen System, daß also vor allem die Differential
gleichungen identisch sind, denn nur gleiche Ansätze liefern gleiche 
Lösungen. Wir schreiben die Differentialgleichung I' in der Porm 

/1(-) t€} '1'0 .) 
-- . ;:;- = /'" . -0 . a· . LI-€} 
Pt uT V( 

und set:Wll darunter die Gleichung I 

oe - = a·Ll2€}. 
f)r 

Diese Gleichungen sind dann identisch, wenn sie sieh nur durch einen 
beiderseits gleichen Paktor unterscheiden, wenn also 

...... VII 

Die Ähnlichkeit der Grenzbedingungen an sich ist also noch nicht 
hinreichend um die vollständige Ähnlichkeit zu ge'\vährleisten, sondern 
es muß zwischen den v-Werten die Beziehung VII bestehen. In welcher 
Weise dies möglich ist, soll an drei Beispielen gezeigt werden: 

1. Bei gegebenen Stoffen in beiden Peldern und gegebenem Verhältnis 
entsprechender Längen - also bei gegebenen Va und v, sind die Pelder 
zu vergleichen zu Zeitpunkten, die im Verhältnis 

T' : T = v, = VI2/Va = (10'2. a) : (102 • a') 

vom Zeitanfang abliegen. 

2. Bei gegebenen Stoffen und gegebenen Zeitpunkten - also ge
gebenen v, und Va - sind die entsprechenden Längen zu wählen wie 

10' : 10 = 1'1 = V1'a ~ = Va'-;- T' : V;-:--:r. 
3. Bei gegebenen Zeitpunkten und gegebenem Verhältnis der Längen -

also gegebenem 1'1 und 1'. - sind Stoffe zu wählen, deren Temperatur. 
leitfähigkeiten sich verhalten wie 

a' : a = Va = V12 : Pt = (1'2. T) : (12. T'). 
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Diese Überlegungen zeigen, daß sich zu einem gegebenen ersten 
:Feld, also zu einem gegebenen Wertesystem a, !, 10 nicht nur ein zweites, 
vollständig ähnliches System a', .', 1'0 finden läßt, sondern beliebig 
viele. Wir können also die Gleichung VII erweitern: 

a" ." T"2 = ... = Fo 
o 

. VIII 

wobei wir uns unter Fo einen festen Zahlenwert vorstellen müssen. 
Bei bestehender Ähnlichkeit der Grenzbedingungen ist dieser Zahlen
wert das gemeinsame Kennzeichen für alle unter sich vollständig ähn
lichen Felder, das Charakteristikum oder die "Kenngröße" dieser 
Gruppe v?llständig ähnlicher Felder. 

Wir werden in diesem Buche noch mehrere solche Kenngrößen fest
legen und wollen deshalb zu ihrer Bezeichnung ein Verfahren wählen, das 
sie von anderen Größen sofort unterscheidet. Wir wählen dazu immer die 
ersten zwei Buchstaben aus dem Namen eines Forschers, der sich auf diesem 
Gebiet hervorgetan hat (Fo = Fourier). 

Wir können jetzt die Gesichtspunkte, nach denen die Felder in Grup
pen zusammengefaßt wurden, also das Wesen ihrer Ähnlichkeit (vgl. 
S. 117) genauer bestimmen. 

Die Gesamtheit aller überhaupt möglichen Temperaturfelder ordnen 
wir so in Gruppen, daß wir vorerst alle jene Felder zusammen nehmen, 
die durch Flächen gleicher Art, durch affine Flächen, begrenzt sind 
und für deren Anfangs- und Oberflächentemperaturverteilung die 
Gleichung (3' = 1'19 • (3 gilt. 

Solche Felder nennen wir Felder gleicher Art. Aus einer solchen 
Klasse von Feldern gleicher Art greifen wir nun wieder jene Felder 
heraus, die durch geometrisch ähnliche Flächen begrenzt sind, das 
sind jene Felder also, deren Koordinatenachsen im einheitlichen Ver
hältnis 1'1 gedehnt sind. - Wir nennen dies eine Gruppe von ähnlich 
berandcten Feldern. 

Endlich heben wir aus einer solchen Gruppe wieder die Untergruppe 

aller jener :Felder hervor, die die gleiche Kenngröße Fo = :! besitzen. 
o 

Für die :Felder einer Klasse gilt dann 

(j) ( (3, ~, tl ~; ~o~, ~> .. ~:) = 0 . . . . . . . IXa 

und für die Felder einer Untergruppe: 

(/) ( (3, ~, 'f], ~, al/) = 0 IXb. 

Das Tl>mperaturfeld hängt also nicht von den Parametern a, • und 10 

im einzelnen ab, sondern nur von" ihrer Zusammenstellung (a.) : 102 • 

Dadurch ist also die Zahl der Argumente der Temperaturfunktion um 
zwei verm~!ldert worden, und darin liegt die große Bedeutung des Prin
zipes der Ahnlichkeit, die wir allerdings erst im zweiten Hauptteil des 
Buches voll kennen lernen werden. 
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An m e l' k u n g. Wir hatten für die Temperaturen an entsprechenden 
Stellen die Beziehung @' = ve' @ vorgeschrieben. Nun hat sich aber 
aus der Gleichung VII (erste Form) das Ve auf beiden Seiten heraus
gehoben. Dies besagt der Zahlenwert V@ darf ganz willkürlich gewählt 
werden, er muß nur im ganzen Feld, einschließlich der Berandung 
konstant sein. Wir dürfen aber noch weiter gehen, indem wir statt 
VI b die Gleichung 

@'=V!3'@ +@c ........••. VIe 

setzen, in der wir mit @c eine räumlich und zeitlich konstante Größe 
bezeichnen. Solange nämlich in dem mathematischen Ansatz nur 
Temperaturunterschiede und Differentiale der Temperatur vorkommen, 
hebt sich die konstante Zusatzgröße @c aus der Rechnung stets heraus. 

4. Das Prinzip der Ähnlichkeit und der Wäl'mefluß. 
Wir wollen uns die Frage stellen: Von welchen stofflichen Eigen

schaften des wärmeleitenden Körpers hängt es ab, wieviel Wärme bei 
gegebener Oberflächentemperaturverteilung in gegebener Zeit ein ge
gebenes Stück der Körperoberfläche durchdringt. 

Zu diesem Zweck vergleichen wir zwei Körper aus verschiedenen 
Stoffen, die geometrisch ähnlich sind und ähnliche Grenzbedingungen 
besitzen, also zwei :Felder der gleichen Gruppe. Diese heiden Felder 
sollen sich nun so ändern, daß sie in gleichen Zeiten immer ähnlich bleiben. 
Dadurch legen wir V t = 1 fest. Damit nun die Bedingung zur voll
ständigen Ähnlichkeit, nämlich 

Va' Vt = 1 
VI2 

erfüllt ist, muß Va = VI2 oder VI = YVa 8ein. Wir müssen also das Größen
verhältnis beider Körper so wählen, daß 1'0 : 10 = Va' : Va wird. 

Die Wärmemenge, die durch ein gleichgroßes Stück df der Ober
flächen die Körper verläßt, ist 

, ,'8@' (j@ 
dQ =-).·ön,·df.dr und dQ=-).· on ·df·dr. 

Da unsere beiden Felder vollständig ähnlich sind, so gilt für jeden 
beliebigen Zeitpunkt 

()@' fj@ V(-) 

-('Jn' : '8n =--;';-' 

.Mit diesem Wert ergibt sich 

d Q' i: V(-) ).'~'@ ).'"1 Fc'-. -'.-i )::Gi / b' (ü:r=-r~=T' VVa = T' V l'!c. y '1'(-) = V-A.. c.~ . V@= b . I'/'). 

b ist die gesuchte stoffliche Eigenschaft. Wir sehen nun auch, 
weshalb bei den Randwertaufgaben erster Art in der Berechnung der 
Wärmemengen die Werte V)., c· y aufgetreten sind. 
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5. Die Ähnlichkeit bei Ramlwertaufgaben dl'itter Art. 
Bei Randwertaufgaben dritter Art haben wir den mathematischen 

Ansatz: 

1. Die Differentialgleichung ~ ~ = a . ,12@ 

2. Die Anfangsbedingung e, = u = f2 ( ~, 'I" C, 10, ~: • • • -~~) 
3. Die Oberflächenbedingung 

3a) (gradn @)o = - h (tJo - f}) 

3b) f} = f3 (~, ~I, C, 10, -~!- . . . !:)-
Wir vergleichen nun zwei Felder mit ähnlichen Randbedingungen, 

welche durch die Beziehungen VI miteinander verbunden sind. Diese 
lauten: 

I'i = VI' li für die i~ Abmessung als Beispiel. 
tJ' = v@.@ + @c 
.,;' = v • . .,; 
a' = Va' .,; 

h'.= Vb' h. 
Damit nun diese beiden Felder vollständig ähnlich sind, müssen 

sie demselben mathematischen Ansatz genügen. 
Aus der Differentialgleichung folgt wieder wie früher, daß 

1'a' v. a . .,; a' . .,;' a'" .,;'" _ 
- V12 = 1 also 11' = --i'2- = . . . = 10"'2 = . . . . Fo 

sein muß. Dazu liefert aber nun die Oberfläehenbedingung noch eine 
zweite Vorschrift.. Für das gestrichene System gilt: 

v@ • (gradn @) = Vb' V@' h· (@o -&). 
1'1 

Denn es ist go' - f}' = (V(f<)' tJ + ec) - ('1119. {} + @c) = ~'19' (e - f}). 

Damit nun diese Oberflächenbedingung identisch ist mit derjenigen 
(3a) des ungestrichenen Systems, muß 

v@ d l' - = 1'19 • l'h 0 er 'Vb' VI = sem. 
VI 

lind dies gibt als zweite Kenngröße [Bi = Biot] 

h . 10 = h' . 10' = h" .10" = . . . . . = Bi. . . . . (X) 

In dem Prinzip der Ähnlichkeit haben wir nun den tieferen Grund 
erkannt, weshalb es uns stets möglich war, bei Randwertaufgaben dritter 
Art (vgI. z. B. Aufgabe Nr. 1, 2 und 3) das Ergebnis in die allgemeine 
Form zu bringen 

@=ec.(/)(-i-, ~~, hL)=ec·(/)(I, Fo, Bi). 
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6. Schlußbemerkullg. 
Das Prinzip der Ahnlichkeit bei Wärmeleitvorgängen ist ebenso wie 

das Prinzip der mechanischen Ahnlichkeit nur ein Sonderfall ein€'s viel 
allgem€'ineren Prinzips. Dieses erscheint in zweierlei Gestalt, meist 
als die Lehre von den Dimensionen od€'r seltener als das allgemeine 
Prinzip der Ahnlichkeit. Seine theoretische Bedeutung für die reinA 
Wissenschaft ist enorm. Eine praktische Anwendung hat es bisher 
fast nur in der Hydrodynamik als Grundlage für Modellversuche ge
funden (Schleppversuche in Schiffsbaulaboratorien und Versuche der 
Göttinger ModeUversuchsanstalt für Ärodynamik). Über seine Anwen
dung auf \Värmeleitvorgänge in strömenden Körpern siehe Nuß e 1 t , 
Habilitationsschrift S. 6 u. 12, und Gröber, Beziehungen zwischen 
Theorie und Erfahrung in der Lehrc vom Wärmeübergang. Gesundheit,s
ingenieur 1912, S. 929. 

Weiteres über das Prinzip der Ähnlichkeit wird im TI. Hauptteil 
des Buches zur Sprache kommen. 

Literatur: Enzyklop. d. math. Wiss. IV. 6. S. 478/479 und F. Klein. 
Zeitschr. f. Math. u. Physik 1902 (47). 



11. Die 'Värnleleitung in Flüssiglieiten und 
Gasen und der 'Värmeühergang. 

Es ist eine bekannte Erfahrungstatsache, daß der Wärmeaustausch 
zwischen einer bewegten Flüssigkeit und ihren festen Begrenzungs
wänden durch eine Verstärkung der Bewegung erheblich gesteigert 
werden kann. Diese Vermehrung des Wärmeaustausches ist aber nur 
durch einen erhöhten Aufwand an mechanischer Energie zu erkaufen. 
Es liegt nun der Gedanke nahe - und in der Tat sind auch schon dies
bezügliche Vorschläge gemacht worden - diesen Zusammenhang zwischen 
aufgewendeter, mechanischer Energie und erzieltem Wärmeaustausch 
durch den Versuch zu ergründen und in zahlenmäßiger Weise festzulegen, 
um ihn dann bei Berechnung des Wärmeaustausches wieder benützen 
zu können. Allein die beiden Vorgänge sind doch viel zu verwickelt 
und hängen von zu vielen Größen ab, als daß es möglich wäre, sie ledig
lich auf Grund von Messungen in Beziehung zu bringen. Es wird viel
mehr nötig sein, die beiden Vorgänge so gründlich als möglich ihrem 
Wesen nach zu erforschen. Den Ausgangspunkt dafür bilden die Er
gebnisse der Hydrodynamik. 

Düi wichtigsten Lehren der Hydrodynamik sollen als bekannt voraus
gesetzt werden, ebenso die Grundzüge der mathematischen Elastizitäts
theorie. Wenn trotzdem einiges aus der Hydrodynamik nochmals 
abgeleitet wird, so geschieht dies erstens zum Zwecke der Wiederholung 
und Zusammenfassung und zweitens zur Ableitung von Rechenvor
schriften der Vektoranalysis sowie überhaupt zur GE'wöhnung an die 
vektorielle DarstellungswE'ise. 

A. D3:FI allgemeine Problem. 

1. Die Grundbegriffe. 
a) Dill Eigenschaften der strömenden Flüssigkeit. Die Physik unter

scheidet zwischen tropfbaren Flüssigkeiten oder Flüssigkeiten im engeren 
Sinne und elastischen Flüssigkeiten oder Gasen. Leider besitzt unsere 
deutsche Sprache kein Wort, welches diese beiden Begriffe klar zusammen
fassen würde. Wir müssen deshalb bei dem Worte Flüssigkeiten immer an 
seine Bedeutung im weiteren Sinne denken, also die Gase mit einbeziehen. 

Bevor wir in eine Erörterung der Strömungsvorgänge selbst ein
treten können, müssen wir uns eine Vorstellung von den wesentlichen 
Eigenschaften der Flüssigkeiten machen. 
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Vor allem wollen wir uns die Flüssigkeiten - also auch die· Gase -
als Kontinua denkell. Nur dort, wo von den Ergebnissen der kinetischen 
Gastheorie die Rede sein sollte, müssen wir diese Vorstellung vorüber
gehend aufgeben. 

Die zweite Betrachtung gilt der Veränderlichkeit der Massendichte. 
Das einfachste Bild einer Flüssigkeit ist in dieser Hinsicht das Bild 
einer raumbeständigen Flüssigkeit, d. h. eines Körpers, dessen Gestalt 
zwar beliebig geändert, dessen Volumen aber weder durch Druck- noch 
durch Temperaturänderungen beeinflußt werden kann. 

In erster Annäherung entsprechen alle tropfbaren Flüssigkeiten 
dieser Bedingung. 

Die dritte Aussage betrifft die Verschiebbarkeitder einzelnen Teile 
der Flüssigkeit gegeneinander. In Hinblick darauf ist die einfachste 
Vorstellung die einer reibungsfreien oder idealen Flüssigkeit. Denken 
wir uns im Innern einer Flüssigkeit eine kleine Fläche, so können bei 
Reibungsfreiheit die Flüssigkeitsteilchen, die zu beiden Seiten der Fläche 
angrenzen, auf einander keine Tangentialspannungen, sondern nur 
Normalspannungen übertragen und diese Normalspannungen müssen in 
ihrer Größe unabhängig sein von der Orientierung des Flächenelementes 
im Raum, also von der Richtung der Normalen. Der Spannungszustand 
in einer idealen Flüssigkeit ist also ein Skalar. Außerdem liegt es im 
Wesen der idealen Flüssigkeit, daß diese Normalspannungen nur Druck 
und keine Zugspannungen sein können. Der Spannungszustand ist also 
ein skalarer Druck, der sog. Pascalsehe Druck; er sei mit p bezeichnet. 

Der Gegensatz zur idealen oder reibungsfreien Flüssigkeit ist die 
reale oder zähe Flüssigkeit. Bei dieser können längs einer solchen ge
dachten Fläche auch Schub- oder 
Tangentialspannungen übertragen 
werden und ferner ist die zähe 
Flüssigkeit imstande, bis zu einem 
geringen Betrage auch Zugspan
nungen aufzunehmen. Der Span
nungszustand in einer b~wegten, 
zähen Flüssigkeit entspricht also 
durchaus dem drei achsigen Span
nungszustand in einem deformierten, 
elastischen Körper; er ist wie dieser 
ein Tensor. 

Wir bezeichnen mit ° Normal
spannungen und mit T Tangential

z ~
z.~ 

~ 

4 
I 

I I 
, I 
, I 

----~7 
-----~ 

Fig. 42. Bezeichnungsweise der 
Spannungen. 

spannungen und zwar sei als Be~spiel (s. Fig.42) 0x ein Normaldruck 
auf ein Flächenelement, das senkrecht zur x-Richtung steht. Während 
in der mathematischen Elastizitätstheorie die Zugspannungen positiv 
gerechnet werden, werden hier die Druckspannungen positiv gerechnet. 
Txy ist eine Tangentialspannung, die auf ein Flächenelement wirkt, 
das senkrecht zur x-Richtung steht. Die Kraft selbst wirkt in Richtung 
der positiven y-Achse. Der erste Zeiger bezeichnet also immer das 
Flächenelement, auf welches die Kraft wirkt, der zweite Zeiger gibt 
dann die Richtung der Kraft an. 
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Bezeichnen wir mit ~, rj, C drei aufeinander senkrechte, im übrigen 
aber beliebige Richtungen, so lehrt die Hydrodynamik (z. B. La mb, 
S. 6ßO), daß für eine festgehaltene Stelle im Raum die Summe der drei 
Normaldrücke Og, 01}' 0; konst.ant, ist, wie auch das System im Raum 
orientiert sei. Also 

0 5+ 0'1+ a;= . ... = 0x + Oy+ az . 

Wir können nun einen skalaren Druck 11 entsprechend dem Pascal
i"chen Druck bei den idealen Flüssigkeiten definieren, indem wir p gleich 
dcm arithmetischen Mittel aus drei zueinander senkrechten Druck
spannungen setzen. \Vir gelangen so zu der Definitionsgleichung für p: 

aS. + a~. + Oz Og + o'i + Oe: -+- P = -----3---- = --3--- . . . . . . (55) 

Sowohl für p aIR auch für die ° gilt 

Dimension (p) = [::~]. 
b) Das Strömungsl'eld. Znr Darstellung dps Stl'ömullgszustandes einer 

Flüssigkeit benützen wir den Begriff des physikalischen Feldes und 
zwar gibt es hier zwei grundsätzlich verschiedene Arten, dieses Feld zu 
betrachten. 

Ist N irgend eine skalare oder sn irgend eine vektorielle Eigenschaft. 
des Feldes (z. B. Temperatur, Dichte, Druck, Geschwindigkeit), so werden 
wir im allgemeinen diese Eigenschaft als eine ]1'unktion des Ortes und 
der Zeit auffassen müssen. Die Zeit wollen wir durch ihren Wert r, den 
Ort durch den von einem festen Punkt aus gezogenen Radiusvektor t 

oder durch drei Koordinaten ~, 'f), C bezeichnen. Wir gelangen so zu 
der sog. Eulerschen Darstellungsweise, deren rechnerischer Ausdruck die 
Gleichungen sind 

N = Funkt (t, r) = ]funkt (~, 1/, C, r) 

sn = Funkt (t, r) = Funkt (.;, 1), C, r). 

Zn einer zweiten Art der Darstellung gelangen wir, indem wir die 
Eigensehaft. N bzw. 91 nicht den Stellen des Raumes, sondern den ein
zelnen :\lasspnteilehen zuordnen, wobei wir das einzelne lVIassenteilchen 
durch seine I,age znr Zeit r = 0 kennzeichnen, also durch einen Vektor 1:0 , 

\Vir gelangen so zu dpr Lagrangps0hen Darst.ellungsweise mit den 
Gleichungen: 

In beiden Arten der Darstellung erscheint die untersuchte ]1'eld
eigenschaft als eine :I!'unktion der Zeit. Diese zeitliche Veränderlichkeit 
haben wir nun noch genau zu unt,ersuchpn und zwar wollen wir zuerst 
nur an eine skalare Feldeigensehaft denkell. 

1. Art der Änderung. Wenn wir unser Augenmerk fortgesetzt auf 
denselben Punkt des Raumes richten, so werden wir an dieser Stelle 
immer wieder neue Teilchen der Flüssigkeit antreffen und für jedes 
dieser Teilchen wird N einen anderen \Vert haben. Es ergibt sich so 
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eine Veränderlichkeit des N mit der Zeit - eine Veränderlichkeit, die 
sich immer auf dieselbe Stelle des Raumes bezieht. Man nennt sie die 

"lokale Änderung" und bezeichnet sie mit dem Symbol ~ ~ . 
2. Art der Änderung. Diesmal wollen wir unsere Betrachtung zwar 

auf einen Augenblick beschränken, dafür aber auf das Feld in seiner 
ganzen Ausdehnung erstrecken. Mit auderen Worten: wir wollen ein 
Momentbild des Feldes von N aufnehmen. Dieses Momentbild können wir 
wie ein unveränderliches oder stationäres Feld betrachren. Schreiten 
wir von unserem Aufpunkt aus in Richtung des Gradienten von N um 
die Strecke ds fort, so ist die Änderung von N auf diesem Wege gleich 
(grad N)· ds. Wenn der Schritt nicht in Richtung des Gradienten erfolgt, 
sondern in einer anderen Richtung ds, die mit dem Gradienten den 
Winkel a bildet, so ist die Änderung von N auf diesem Wege gleich 

I grad N 1·1 d~ I· cosa=(gradN, d~). 

Dieses skalare Produkt heißt die stationäre Änderung von N, weil 
dabei angenommen ist, daß das Feld während der Ausführung des 
Schrittes stationär bleibt. 

3. Art der Änderung. Diese Art ergibt sich. dann, wenn wir unspr 
Augenmerk fortgesetzt auf dasselbe Teilchen richren. Es ist die 
Änderung, die der Wert N im Laufe der Zeit für dasselbe Massen
reilchen erfährt und heißt die substantielle oder totale Änderung 

N S· . . DN b . h von . le seI mIt d t' ezelC net. 

Die Änderung, die N für dasselbe Teilchen in der Zeit dt' erfährt, 
setzt sich zusammen aus der Änderung, die eintreten würde, auch wenn 
das Teilchen an derselben Stelle bliebe und aus der Änderung, die ein
tritt, weil das Teilchen in dieser Zeit um d~ fortgeschritten ist. Die 
Gleichung 

ist dann für das betrachtete Teilchen richtig, wenn man für den 
Schritt d~ den Wl'rt w· dT einsetzt. Man erhält. so 

DN iJN -<f.r = (17: + (w, grad N) . , , . , (56a) 

Die Größe (m, grad N) nennt man das konvektive Glied der Änderung. 
Diese Gleichung läßt sich noch für jedes beliebige Koordinatensystem 
umformen. In karresischen Koordinaten z, B. heißt sie 

DN oN oN oN oN 
-d =~+wx'-<;l-+Wy'~+wz '-'-5- .. , (56b) 

T vi vX vy vZ 

Auch WClm die untersuchte Feldgröße ein Vektor ist, läßt sich die 
totale Änderung aus der lokalen und der konvektiven Änderung zu
sammensetzen; wir müssen nur beachren, daß bei einem Vektor die 
Änderung im allgemeinen in einer Änderung seines absoluren Betrages 

G r ö b er. Wärmeleitung und Wärmeübergang. 9 
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und in einer Änderung seiner Richtung besteht. Für einen Vektor 91 gilt 

D9l l)91 er; = lJ-r + (m, grad) 91 . . . . . . . (56c) 

In kartesischen Koordinaten zerfällt diese Vektorgleichung in die 
drei Komponentengleichungen 

DNx 8 Nx lJ N" l) Nx oN" I -d-- = -",- + w"-\1-- + wy -Q- + Wz --~ 
-r 0 r "x u... ('z 

PNy_= lJNy +w °N'"~+w ßNy +w ~~L .. (56d) 
d r l! -r x 8" y lJ... z f z 

----.---~--- J 
Diese Gleichungen gelten natürlich auch dann, wenn die Größe 91 

die Geschwindigkeit m selbst ist. Für die Beschleunigung gilt also 

Dm 0 m 
. d-r = cl. + (m, grad) m . . . . . . . . (57) 

2. Aufstellung der Dift'erentialgleichungen. 
Wir denken uns im Innern des Feldes durch eine geschlossene Fläche F 

ein kleines Raumteilchen d V abgegrenzt und gelangen zu drei von
einander unabhängigen Differentialgleichungen, indem wir auf diesel' 
Raumteilchen drei physikalische Grundgesetze anwenden. Es führt 

das Prinzip der Erhaltung der Materie zur Kontinuitätsgleichung, 
flie mechanische Grundgleichung " Bewegungsgleichung, 
das Prinzip der Erhaltung der Energie " Gleichung der Energien. 
a) Die Kontinuitätsgleichung. Ist d V das Volumen des erwähnten 

Raumteiles und e die Massendichte an der untersuchten Stelle, so ist 
e . dV der Masseninhalt des Raumes. Wir denken uns das Raumteilchen 
an seiner Stelle festgehalten, dann kommt für die Änderung seines 
Masseninhaltes nur die 

Ä 8e lokale nderung fFr . d V 

in Betracht. Dieser Zuwachs an Masse muß gleich der algebraischen 
Summe der eimltrömenden Massen- sein. Wir führen flie Rechnung zuerst 
für raum beständige Ji'lüssigkeiten durch. 

1. Dip Kontinuitätsgleichung für raumbeständige Flüssig
keiten. 

Für solche Flüssigkeiten ist e weder mit der Temperatur noch mit 
dem Druck veränderlich, also (lJej'ih) = 0 und damit auch die Gesamt· 
einströmung gleich Null. 

Bezeichnen wir mit df ein Element der Oberfläche F von dV, ferner 
mit + n seine nach außen gerichtete Normale und mit m die Geschwindig. 
keit an der Stelle df, so ist e . df . W n die in der Zeiteinheit durch df 
austretende Flüssigkeit. Dieser Betrag ist für alle d f auszurechnen und 



Allgemeines Problem. - Aufstellung der Differentialgleichung. 131 

zu summieren. e kann hierbei als eine konstante Größe vor die Klammer 
gesetzt werden. So wird die Ausströmung gleich 

e' ~Wn ·df. 
F 

Der Wert der Summe hängt außer von der Größe von F und damit, 
vom Volumen des Raumteiles nur ab von der Art der Geschwindigkeits
verteilung an der untersuchten Stelle. Es kommt darauf an, ob aus dem 
Innern des Raumes Flüssigkeit hervorquillt, ob die Strömung nach außen 
divergiert. Aus diesem Grunde hat man für die Summe den Namen 
Quelle oder Divergenz des Vektors eingeführt. Es ist dafür das Symbol 
div gebräuchlich. Wir gelangen so zu der Definitionsgleichung 

~Wn' df = div w· dV, ...... (58) 

l!' 

welche den Gaußschen Satz ausspricht (vgl. S. 7). 

In dieser bisherigen Ableitung ist die Divergenz erst ein Vorstellungs
behelf. Damit sie auch für die .Rech-
nung brauchbar wird, muß sie sich 
in Koordinatenform kleiden lassen. 
Dies soll nun für kartesische Koordi
naten geschehen. 

Zu diesem Zwecke geben wir dem 
Raumteilchen vorübergehend die Ge
stalt eines rechteckigen Körpers mit 
den Kanten dx, dy und dz. Auch 
die Geschwindigkeit zerlegen wir in 
ihre Komponenten W x, wy , W z. Wenn 
wir beachten, daß wir stets die 
äußere Normale positiv zu rechnen 

y 

Fig. 43. Zu: Ableitung der Diver
genz "div ro" in rechtwinkelig, ge

radlinigen Koordinaten. 

haben, so können wir aus Fig. 43 ablesen, daß in Richtung der x-Achse 

die Flüssigkeitsmasse W x • dy dz einströmt, und 

( W x + 'iJ'iJ:x • dX) . dy dz ausströmt. 

Das Ergebnis ist eine Ausströmung 

in der x-Richtung im Betrage von .. 

Für die y- und z-Richtung ergibt sich dureh zyklische 
Vertauschung von x, y und z ....... . 

lJwxdx . dy· dz 
lJx . 

lJwYd d -- y. z ·dx 
'iJy 
'iJwz -dz.dx.dy 'iJz . 

Die Summe für alle drei Richtungen: ( 'iJwx 'iJwy 'iJwz) -+-+- dx.dy.dz 
lIx 'iJx 'iJz 

Dies ist nach Gleichung (58) gleich div w • dV. 
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Für kartesische Koordinaten gilt also 

d . _'iJwx 8wy +Dwz 
IV tll - <;l + <,J <;l' 

uX uy uz 
........... (59) 

Die Vektorformeln NI'. VIIIb und VIllc geben den Ausdruck für 
die Divergenz auch in Zylinder- und Kugelkoordinaten. Sie sind durch 
denselben Gedankengang abgeleitet, nur ist dem Volumen eine andere 
Gestalt gegeben. 

Mit Hilfe des Divergenzbegriffs läßt sich die gesamte Ausströmung 
an Masse aus dem Volumelement dV gleich e . div ttJ • dV setzen. Da 
sie für raumbeständige Flüssigkeiten gleich Null sein muß, so ist 

div tll = 0 . . . . . . . . . . . . . . (60). 
Dies ist die. Kontinuitätsgleichung für raumbeständige Flüssigkeiten, 

2. Die Kontinuitätsgleichung für nicht ranmbeständige 
Flihlsigkei ten. 

Wir hatten bei der raumbeständigen Flüssigkeit gefunden, daß durch 
das Flächenelement df der Oberfläche in der Zeiteinheit die Masse 
e . tlln • df austritt. Derselbe Wert gilt auch hier und er ist ebenso wie 
dort über alle Oberflächenelemente zu summieren. Jetzt muß aber 
wegen der räumlichen Veränderlichkeit der Massendichte das e unter 
dem Summenzeichen bleiben und es ergibt sich die 

Ausströmung = :2 e tlln 'df 

F 

und dies ist mit Hilfe des Gaußsehen Satzes (Gleichung 58) gleich 
div (e • tll) . dV. 

Nun ist nach dem Prinzip der Erhaltung der Materie der Zuwachs 
an Masse im Inneren des Raumteiles gleich der gesamten Einströmung 
bzw. gleich der negativen Ausströmung durch die Oberfläche. Dies führt 
zur Kontinuitätsgleichung in der ersten Form: 

~e +div(o.tll)=O . , ..... , . (61a) 
ui '-

Diese Gleichung wollen wir noch auf eine andere Form bringen und 
bei dieser Gelegenheit eine Formel aus der Vektoranalysis ableiten, die 
wir noch öfter brauchen werden. 

GI . 'iJ Wx 17 e 
Nach ,. eichung (59) ist: dIV (e IV) = e-iJ-x + W x 'lJx 

8 W y 'iJ e + e By +wY ' 8y 

'iJ W z l! e 
+e 8z + wz'Fz 

Durch Addition: 

d' ('iJ W x 17 Wy 8 wz) ( 'i) e 'i) e lJ e) IV (e tll) = e' -- + - + -- + W - + W - + W z - • 
(7X 8y 13z x ox YiJy 'iJz 
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Und hieraus folgt durch Anwendung von Gleichung (59) und Gleiehung 
(56a, b) die Vektorformel III (im Anhang) 

div (e lll) = e . div tu + (tu, grad e)· 
Die Anwendung dieser Vektorformel auf Glt'ichung (61a) führt Zll 

~e + (tu, grad e) + e' div tu = 0 
0"; 

und aus diesem Ausdruck ergibt sich die zweite Form der Kontinuitäts
gleichung: 

oder 

De d' 0 ~-~ + e· IV tu = d.,; 

~ . !>~ + div tu = 0 e d.,; 

: : : : . \. • (61 b) 

b) Die Beweg1lllgsgleichung. Wir beginnen mit dem Aufsuehen der 
Kräfte, welehe auf das in dV enthaltene Massenteilchen einwirken. 
Erstens kommt hier eine Massenkraft in Be
tracht, nämlich die Schwere ®. Ist 9 die Erd
beschleunigung nach Größe und Richtung, so ist 

® = g. e' dV. 

Zweitens kommen Oberfläehenkräfte in Rech
nung; es sind dies die Kräfte p, welche die 
umgebenden Flüssigkeitsteilchen auf die Ober
fläche von dV ausübeIl. Da die Flüssigkeit als 
zäh vorausgesetzt wird, so werden diese Kräfte 
im allgemeinen nicht senkrecht auf die Ober
fläche wirken. Nach den Lehren der Mechanik 
lassen sich diese Kräfte immer auf eine Einzel-
kraft 9l und auf ein Kräftepaar 5l' zurück-
führen. Der Vektor 5l' ist der nach Größe und 
Richtung zu bestimmende Momentenvektor des 
Kräftepaares . 

Als Wirkung der Oberflächenkräfte ist also 
eine Versehiebung und eine Drehung des Teil
chens zu erwarten. 

./<'ig. 44. Schwerkraft 
und Obcrflächenkräfte 
an einem unendlich 
kleinen Teilchen einer 

zähcn Flü~~igkcit. 

Aus der Dynamik übernehmen wir zwei Gleichungen: 
Die dynamische Grundgleichung : 

Masse X Beschleunigung Summe aller Kräfte 
Dtu 
'd .,; e·dV X ® + 9l. 

Die Momentengleichung für einen beliebigen Momentenpullkt: 

Änderung des Dralles Moment des Kräftepaares 
D~ 

d.,; 5l'. 
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Die Drehung. 
Denken wir uns vorübergehend das Raumelement als Kugel, so ist für 

jede Richtung, die ~ auch annehmen mag, die Drehachse eine freie Achse 
und wir erhalten, wenn wir unter e das Trägheitsmoment der Kugel in be
zug auf einen Durch messer und unter u die Winkelgeschwindigkeit verstehen 

8u e·e. 1h =K. 

Nun ist das Trägheitsmoment der Kugel der 5. Potenz des Durch
messers proportional und in der mechanischen Grundgleichung ist die 
dort vorkommende Masse e . dV nur der 3. Potenz des Durchmessers 
proportional. Wenn wir also das Volumen dV so wählen, daß die Masse 
eine unendlich kleine Größe erster Ordnung ist, so ist das Trägheits
moment unendlich klein höherer Ordnung. Da die Winkelbeschleunigung 
nicht unendlich groß werden kann, darf sich I ~ I von Null nur um eine 
unendlich kleine Größe höherer Ordnung unterscheiden, d. h. die Tangen
tialkomponenten der Kräfte p erzeugen kein resultierendes Drehmoment. 

Die Ver:;chiebung. 
Es handelt sich im folgenden um die Bestimmung der resultierenden 

Einzelkraft ffl. Diese Rechnung soll unter Beschränkung auf das karte
sische Koordinatensystem durchgeführt werden, einerseits um das 
Rechnen mit Tensoren zu vermeiden und andererseits um verschiedene 
Ergebnis:;e der mathematischen E\astizitätstheorie in ihrer gebräuch
lichen Form übernehmen zu können (vgl. Föpp\, Band: Festigkeitslehre). 

ff __ --- -, 
I / 
I I 
I I 
I I 
I I 
I ___ ---- cl,! ---

Bei einem Körper, der das Hookesche 
Gesetz befolgt, sind die nachstehenden 
drei Größen zu beachten: 

E der Elastizitätsmodul, 
m die Poissonsche Konstante, 
G der SchubelastizitätsmoduJ. 

Zwischen diesen Größen besteht dic Be
ziehung. 

.!.~= 2 G 
ru + 1 ' . Fig. 45. Formänljerung infolge der 

Sehubspannungen. so daß also schon zwei dieser Stoffwerte 
das elastische Verhalten des Stoffes be

stimmen, weil sich aus ihnen immer mittels Gleichung 0.1 die dritte 
berechnen läßt. 

Für die Dehnung der Längeneinheit oder die spezifische Dehnung Ex in 
der Richtung x gilt: 

e =.!..(u -..!..(u +u))=.!.(u .m+l_ux +Uy +Uz) .. (bi) 
X EX m Y Z EX m m 

Schreibt man die entsprechenden Gleichungen für Ey und ez an und addiert 
dann, BO erhält man die Gleichung 

1 m-2 
EX + Ey + EZ=E" ---m-(ux + uy + Uz} . . . . .. (Cl) 

Endlich ist noch die speziijsche Änderung des vor der Formänderung rechten 
WinkelR zwischen d x und dy gegeben durch 

C e + a 1] = J X Y = f y X • 

(Jy (Jx G G 
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Aus dieser Gleichung, sowie aus den entsprechenden Gleichungen für die 
anderen Winkeländerungen folgt: 

, (c S 0 'I) fx,,=fvx=G ~+~ . ,. oy vX 

fyz=fZy=G(~~+H) 

r zx = rxz = G(~~ + ~ ~) 
Alle diese Folgerungen aus dem Hookeschen Gesetz gelten - ebenso 

wie das Hookesche Gesetz selbst - nur für feste Körper und auch hier 
nicht für alle. Aber das Bild, unter dem die mathematische Physik die 
realen Flüssigkeiten betrachtet, läßt sich so sehr mit dem Bild eines dem 
Hookeschen Gesetze gehorchenden Körpers in Übereinstimmung bringen, 
daß für jede der vier GJei<,hungen a1 bis d1 eine entsprechende für Flüssig
keiten gilt. 

C 
...Pt'xy 

Ai!! ...9T:: '-'y ' ...P.:c 
~:::.iF.dz 

°L z :> 

o 

~------ ..9rl 

~f ' tU 
::.:.z.... . d.z; 

.:r 6",' ..!f 

dx 
8 

E 
tj..a! 

Fig. 46. Zug- und Schubspannungen an einem Parallelepiped. 

In Fig. 46 ist ein Volumelement dx, dy, dz der Flüssigkeit mit den 
Normal- und Tangentialspannungen, die an seinen Oberflächenteilen wirken, 
ge7.eichnet. Die Figur unterscheidet sich von der entsprechenden Figur 
der Elastizitätstheorie nur dadurch, daß die Normalspannungen mit 
umgekehrtem Vorzeichen eingetragen sind. 

Die Ecke A rückt mit der Geschwindigkeit Wx nach rccht8; die Ecke B 
in derselben Richtung mit der Geschwindigkeit 

Die Größe 

oWx . 
Wx + ox ·d.x. 

oWx 
-,-dx 

C'X 

ist alm ein Maß für die Geschwindigkeit, mit der die Kante d x ihre Länge 
ändert. Also 

oWx CEx 
ax=~' 

Man nimmt nun an,. da~ bei. Flüs~igkeiten, die Normalspannungen mit 
den Dehnungs.Geschwmdlgkelten m derselben Weise zusammenhängen 
wie bei den festen Körpern die NormalRpannungen mit den Dehnungen 
selbst. 

Ist A eine den E analoge, elastische Konstante der Flüssigkeit, so 
erhalten wir (bei Vorzeic~enwechsel für die u) aus b1 die Gleichung: 

(EX _ oWx _.]_(ux+uy+uz m+l) 
iJ f - () x - A, m - Ux --yu-- .... (bi) 
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Aus Gleichung (Cl) folgt mit 

o (,'W" oWy oWz • 
-:-;- - (Ex + lIy + Bz) = -,,- + --;;-- + -,,-- = dlV lU 
{, t '. ~, x v y v z 

daß für die Divergenz der Ausdruck gilt: 

. -1 m-2 -3 m-2 
dlvm=A·~·(ux+Uy+uz)=A -rn'P' .. (c2) 

Ist die }l'lüssigkeit raumbeständig, BO ist div III = 0 und die Poissonsche 
Konstante muß den Wert 2 annehmen. 

Die zweite Annahme über die Eigenschaften der }l'lüslligkeiten betrifft 
die Schubspannungen, hier innere Reibungen genannt. 

Die Ecke A (in l<'ig. 46) bewegt sich mit der Geschwindigkeit Wx nach 
rechts und die Ecke C mit der Geschwindigkeit (w x + 0 w JO Y . d y) in der
selben Richtung. Die Größe oWx/o y ist also ein Maß für die Geschwindig
keit, mit der sich die Ka,ntc AC um A dreht. Ebenso ist owy/ox die Dreh
geschwindigkeit der Kante AB um A. Und der Allsdruck 

oWx cWy 

oy + d~ 
ist die Geschwindigkeit, mit welcher der ursprünglich rechte Winkel 
zwischen dx und dy sich ändert. Während bei den festen Körpern die 
Schubspannungen den Winkeländerungen proportional sind, werden bei 
den Flüssigkeiten die Schubspannungen den Anderungsgeschwindigkeiten 
proportional gesetzt. Ist p. eine dem G analoge elastische Konstante, so ist 

....... (d.) 

An Stelle von Gleichung (al) gilt 

A·m 
III + 1 = 2 p- . . . . . . . . . . . . (al) 

Diese in den Gleichungen a2 bis ~ ausgel:!prochenen AUl:!sagen über 
die inneren Kräfte einer realen Flüssigkeit ermöglichen es uns jetzt die 
Verschiebung des Teilchens zu berechnen. 

Wenn wir nach dem D'Alembertschen Prinzip die Trägheitl:!kraft 
mit in Rechnung setzen und die übrigen Kräfte aus Fig. (46) ablesen, 
BO gelangen wir für das Gleichgewicht in der x-Richtung zu dlr Gleichung 

d d d (9Gxd d d {)?:YX (!·gx· x. y. z--· x· y. z+----.dy.dz·dx Bx . ily' 

(}?:zx cl d d Dw" d I d 0 +"l}Z' '.l' x· y-(!. d?:·· X·(Y· z= . 
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Durch Vereinfachung und Umstellung entsteht daraus: 

e' !>Wx = (J' gx _80-" + 1.lryX + ~rzxl 
dr lJx 1.ly llz 

Dwy lJoy 1.lrZy lJrXY 
e' dr = (J.gy--1.l-y-+ lJz +--lJX- .... (62a) 

Dw1. (Joz ('lrxz (JryZ 

Q '-dt- = (!. 91. - Tz +1);[ + -By-

Die beiden letzten Gleichungen sind aus der ersten durch zyklische 
Vertauschung der Zeiger entstanden. 

Die Werte der 0 und r sind nun noch mit Hilfe der Gleichungen a2 bis <4 
zu bestimmen. 

Zur Bestimmung von () 0 /8 x gehen wir von Gleichung (b2) aus. 

~~vx = Li. (3 P _ 0 Ill_-~') 
lJx m x m , 

31' m iJw" 
0" = lli--tI -- A m+ i' lJ x . 

Wenn wir vom ersten Ausdruck rechts ein p abspalten, ergibt sich: 

2 - In A III lJ ""x 
Ox =p+--p----.-. 
. m+l m+l fix 

Nun ist nach Gleichung (c2) 

2-m A III , 
---.p = -·--·dlvttl 
m+l 3 m+l 

. A'1ll 
ferner 1st --- = 2 ft nach Gleichung (a2). 

m+l 

Es ergibt sich nun 
I 2 .' ,iJwx 

0x = P ,- - ft . dIV tu - 2 fl-c -. . . . . . . (63) 
3 ci x 

Durch Differentiation wird daraus 

lJ 0x {; P 2 () . (J2 W x 
- -- = - -. - - --- ft - (bv rtJ + 2 fl--' 

lJx 0 x 3 0 x lJx 

oryX lirzx . . . . 
Zur Bestimmung VOll ------ lIlId -- dIfft'reuZlercn WIr Gleichung 

liy lJz 
(d2) nach y bzw. z: 

~_ry " = fl (~~~x + _ iJ2~)' 
li y (J y2 () X . 8 y 

d?zx = Il (V~~~~z +- ~;i~x)-
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Durch Summieren erhalten wir für die Oberflächenkräfte in x.Richtung 
(Gleichung 62a, 1. Gleichung) 

lJox-j lJl'yx+()l'zx_ 
- lJ-X- - -~-y '(jz-

ö P 2 II d' ö2 wx a2 w x 
- B x - 3"" ö X IV In +,u lJx2- +,u -ax2 

l)2wx (j2 Wy 

+ ,u -a y2 +,u Bx 'll y 

(J2 wx 1J2 wz 
+,u -BZ!i +,u c,x ' Vz 

l'P 2 ö', 2 (J, 
= - (} x - -a,u' vx dlv tU + I" J Wx +,u 1)-X dlv w, 

Dies können wir nochmals vereinfachen; ferner schreiben wir gleich 
die entsprechenden Gleichungen für die y. und Z'.Richtung darunter 
und erhalten damit für die letzten Glieder der Gleichungen (62a) 

1 R op J" 1 II d' tTV' x -(iX +,u' -Wx+a/I'8x IVIV 

1 ---, R 
dV y 

IIp 2 1 Ö , - - + ,u ,.1 w + - ,u-- dlv IV ay y 3 8y 

1 R Bp .1 2 I Ö d' 
d V' z = - -$z +,u , wz +:3,u WZ IV IV 
---._----

-~. m = - grad p + ,u , L1 2w +!,t.t' grad div w 
dV 3 

Die Bewegungsgleichungen, 
Die dynamische Grundgleichung (S, 133 und Gleichung 62a) für 

zähe, nicht raumbeständige Flüssigkeiten ergibt sich nun in der Form 

Dwx llP' .1 2 1 dd' e . (ff = e 'gx - l}x + ,u , Wx + '3,u , d x IV IV 

Dwy II p 2 I 0, 
e' ~ = e' gy - ~ y +,u' .1 wy + 3,u' /') y dlvlV 

Dwz 1I P~2 1 8 d' e ' -- = (! 'gz - -- + ,u' LJ Wz + -,u .-- IV In 
dl' B z 3 0 z 

, (62b) 

(!, ~; = (!' 9 - grad p +,u' L1 2w +}"" graddivw 

Die Dimensionen in dieser Gleichung wollen wir nun noch kurz. 
besprechen: 

e stellt die Masse der Raumeinheit dar, ist also im kg.m.std.System 
von der Dimension kg + 1. stcl + 2 , m - 4, 

,u der Reibungkoeffizient ist von der Dimension kg + 1 , std + 1 , m - 2, 
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Damit ergibt sich, daß die einzelnen Glieder der Gleichung (62b) 
von der Dimension sind: kg . m-3 , sie stellen also Kräfte auf die Raum
einheit dar und die Gleichung ist als analytischer 4usdruck für ein 
Kräftepolygon aufzufassen. Im einzelnen bedeuten: 

e . ~: die von der Beschleunigung erzeugte Trägheitskraft, 

e . 9 die Erdanziehung, 

- grad p das Druckgefälle, 

fl (Li ttJ + } grad div ttJ) die Wirkung der inneren Reibung. 

Die Gleichung der mechanischen Energie. 

Über die Umwandlung mechanischer Energien verschiedener Art 
untereinander und in nicht mechanische Energien gibt eine Gleichung 
Aufschluß, die wir aus Gleichung (62a) ableiten wollen. Wir multipli
zieren die Gleichungen (62a) der Reihe nach mit W x . dV, wy . dV und 
W z . dV addieren 

Dwx d ( 80x 1JiyX 8izx) I e'wx'--' V=e·gx·wx·dV+wx· --+--+- ·dV 
di (Ix liy (lz (64a) 

---- = -------------
---- = -------------

Integrieren wir über den Raum V, so liefert die linke Seite: 

Je' (! Dw~~ +! DWy2 + ~ DWz2) . d V = Jft D ttJ2 . dV. 
2 di 2 di 2 di 2 di 

V v 

Die ersten Glieder der rechten Seite ergeben: 

Je (wx gx + wy gy + Wz gz) . dV = Je . (IV, 9) . dV. 
v v 

Die zweiten Glieder der rechten Seite erfordern eine längere Rechnung. 
Nach dem Beispiel 

(I i yx ()wx · l'yx (I W x 
Wx ' 8X"= 8x - l'yx'rx 

gerechnet, ergeben sich zwei Gruppen von Werten: 

G liwx . °x 17Wx . i yx + lJwx . i zx 
Die erste ruppe: - 17X + 'i}y 'i}z 

__ 8wy . oy + liwy . i zy 8wy · l'XY 

'i}y lJz + (Ix 
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stellen wir um, in die Reihenfolge 

8 
OX (- °x . Wx + Txy . Wy + Tx •. wz) 

o 
+.~ (- Oy' Wy + Tyz . Wz + Tyx . wx ) 

uy 
() 

+ --- (- Oz . Wz + T .. W x + Tz y • W v ). oZ ZX J 

Da der erste 
eckigen Körpers 

Zeiger immer diejenige .Fläehe des kleinen, recht
bezeichnet, auf welche die betreffende Spannung 

-0' 

-!"l'-
..,,,-'" I (; 

wirkt, :-;0 stehen in den Klammern 
immer nur Spannungen beisammen, 
welche auf die gleiche Fläehe 
wirkeIl. 

- I (- - -- ',- -- Bezeichnen wir die auf 
I 
I dy . dz wirkende Kraft mit 6, 

dz·dx 
dX'dy 

so haben wir 

" 
" 

" 1), 
." 3, 

:F'ig. 47. Zusammensetzen der Schub· 
und Zugspannungen am sei ben Flächen· 

element. 

unter - Ox die x-Komponente von 6, 

" 
+Txz"Z- " 6, 

zu verstehen und die erste Gruppe von Gliedern liefert nach der Inte
gration: 

J'{ V 0 u} .. _- (~. IV) + -- (1) Itl) + -- (1 Itl) dx· dy . dz OX A oy' oz 0' 
\ 

= /1 (!, lll)' dy. dz + (1), Itl)· dz· dx + (a, Itl)· dx· dy}. 
1j' 

Da das skalare Produkt aus Kraft und Geschwindigkeit die Arbeit 
der Kraft in der Zeiteinheit dan,;tellt, so ist die erste Gruppe von Gliedern 
ein AUi:>druck für die Arbeit der Oberflächenkräfte. Hätte das Volum
element nicht die rechteekige Gestalt, so hä.tte uns die Vektorenrechnung 
den Ausdruck 

/(P, tu) . df geliefert. 
F 

Die zweite Gruppe von Gliedem 

oWx oWx i:)wx 
-Ox' (Ix + TyX'Ty" + Tzx'8z" 

8 Wy 0 Wy fi Wy 
- Oy' -Q- + Tz Y • -",- + Txy ' -Q-

uy uZ ux 

8 W z I U Wz I a Wz 
--. Oz' '1JZ -r- Txz' OX T Tyz ' 'j)y 
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gibt durch Umstellen: 

( zhvx liw). l1Wz) + ('lhVx + l1Wy) 
- ,ox lIx + Oy' ~y- + 01. ~z r xy ' lly -~ 

(llWy llWz) (llwz liWx') +r.· --+- +7: . -~+--. 
p ilz oy zx lJx lJz 

Mit, Hilfe der Gleichungen (d2) für r und der Gleichung (63) für 0 

lassen sich die Spannungen durch die Größen ft und p und die Eigen. 
schaften des Geschwindigkeitsfeldes ausdrücken. Die Ausführung dieser 
Rechnung gibt. für die zweite Gruppe von Gliedern den Wert: 

J p . div m • d V - p. J Diss. Funkt. (m) . d V. 
\" \" 

Hierbei ist Diss. Funkt,. (m) zur Abkürzung gesetzt für: 

2 (8",wx) 2 + 2 (llWy)2+ 2 (~~~)2 + (&Wx+~~,,~)2+ (lJWy + üwz)2 
vx , 'j!~, , VZ, lJy lix 17z lIy 

+ (~~~ + l),~~)~ ___ ~_ (div ro)2. 
fiX "z ,~ 

Es ist dies die von Lord R.ayldgh eingeführte Dissipationsfunktion. 
ßie ist ein Differentialoperator gerade so wie z. B. die Divergenz oder 
der Gradient, wenn auch von viel verwickelterer Bauart. 

Nunmehr sind die einzelnen Glieder von Gleichung (64a) bekannt. 
In etwas abgeänderter R.eihenfolge ergibt sich: 

Je Dw2 J f! . (0,10)' d V + J(P, ro)· d f = '2' ([l' d V -J p. div tu· d V 
y F v Y 

+,uJDiss .. Funlü.Il,J.dV ... (64h) 
Y 

Die einzelnen Glieder sind von der Dimension mkg· std-1. Die 
Gleichung besagt, daß die Arbeit der Schwerkraft und die Arbeit der 
Kräfte, die auf die Oberfläche des R.aumes wirken, erstens zur Erhöhung 
der kinetischen Energie der Massen e . dV verwendet wird, zweitens aIR 
Kompressionsarbeit in der :M:ateric aufgespeichert wird und drittens 
infolge der Zähigkeit der Flüssigkeit in andere Energiearten (Wärme) 
verwandelt wird. 

c) Die allgemeine Energiegleichung. Die Gleichung 64 stellt bereits 
eine Beziehung zwischen Energien dar, jedoch nur vom Standpunkt der 
mechanischen Energien aus betrachtet und außerdem bildet diese 
Gleichung lediglich eine Umformung der Bewegungsgleichung. Im 
folgenden soll nun eine neue, unabhängige Gleichung aufgestellt werden. 
die sich zudem auf die Gesamtenergie bezieht. 

Wir denken uns an einer Stelle im Feld einen Raum von der Größe V 
festgehalten. Dann Ip.uß die Änderung der in V enthaltenen Energie 
gleich sein der Arbeit, welche die äußeren Kräfte auf die in V enthaltene 
Masse ausüben, plus der von außen durch die Oberfläche eintretenden 
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Energie und zwar haben wir bei letzterer zu unterscheiden: die Energie, 
die als Wärme auf dem Wege der Wärmeleitung in das Innere gelangt 
und die Energie, die mit der Materie als deren Energieinhalt in den 
Raum hereingeführt wird. Es gilt also: 

Änderung En = A + EnI + Enn . 

Ist e der gesamte Energieinhalt der Masseneinheit, so ist f! . e . dV 
der Energieinhalt eines Raumelementes und 

0ee fit:: 'iJe <IV iJT dV = e . ·fii . dV + e· fiT 

dessen lokale Änderung. 
Die Arbeit A ist aus Gleichung (64b) bekannt. 
Zur Berechnung der Energie EnI benützen wir wie bei festen Körpern 

denselben Vektor 0, den Wärmefluß. Es ist 
0= - ).. grad 8. 

Für die aus dem Raum V austretende Wärme ergibt sich 

EnI = J - ).. grad (-j . df = - A . f,12 8 . dV. 
F v 

bei Anwendung des Gaußschen Satzes und der Vektorformel Nr. II 
(vgl. Gleichung Nr. 3). 

Zur Berechnung der Energie Enn führen wir einen dem Wärmefluß 
entsprechenden Vektor ij; ein, den wir etwa den konvektiven Energiefluß 
nennen könnten. Durch eine Fläche von der Größe "Eins" strömt in 
der Zeiteinheit die Flüssigkeitsmenge (!. tU mit dem Energieinhalt 
(e . e . w) hindurch. Wir setzen 

~=e'e'w 
und erhalten deshalb bei Anwendung des Gaußschen Satzes für die 
aus dem Volumen V austretende Energie den Betrag 

- EnJI = Je' e . W n . df = J div (e . e . ro) . dV. 
}<' v 

Durch Anwendung der Vektorformel Nr. III entsteht daraus 

+ Enn = - Je. div (e . w) . dV - J(e' w, grad e) . dV 
v v 

und mit, Hilfe der Kontinuitätsgleiehung (61It) 

Enn = Je. ~~ .. dV - Je· (w, gra~ F)' dV. 
v v 

Nachdem nun die einzelnen Glieder bekannt sind, ergibt sich, wenn 
man zugleich den Raum V unendlich klein werden läßt: 

e . :: + e ~; = A + A . Ll2(-j + e . :; - e . (w, grad e) 

und hieraus durch Fortstreichen des beiderseits gleichen Gliedes und 
Anwendung von Gleichung (5630): 

De . 
e . di = A + ) .. Ll2g ..•... (6530) 
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Die totale Änderung des Energieinhaltes ist also gleich der Arbeit 
der äußeren Kräfte plus der durch Leitung eintretenden Wärme. 

Die Gesamtenergie e setzt sich zusammen aus der kinetischen Energie 
e·1j2w2 und aus der inneren Energie u. . 

Aus der Thermodynamik wissen wir, daß der Wärmeinhalt i glClch 
u -+ pv ist,. Damit wird 

e = Ij2w2 -+ u = Ij2W2 -+ i - pv 

und 
De Dw2 Di Dp Dv 

e . cl i: = ej 2 • di -+ e d. - e . v . dT - e ' P' d.· 

Dw2 Di Dp . 
= e/2' dr -+ e d-:r- (fT - p . dlV W. 

Wenn wir diesen Wert in Gleichung (65a) einsetzen und gleichzeitig 
für A den Wert aus Gleichung (64b) übernehmen, so erhalten wir die 
Gleichung der Gesamtenergie in der 2. Form: 

e· Pi _ EJl.=}..,d28-+,u.Diss.Funktlv ... (65b) 
dr d. 

Aus der Thermodynamik entnehmen wir ferner, daß i = cp'· 19 -+ const 
ist - wobei sich cp' auf die Masseneinheit bezieht - und erhalten da
mit eine dritte Form: 

, D e D p , A. e D' F' k e . cp . dr - d r = 1\ • Lr -+,u' ISS. un t W . (65c) 

d) Die Differentialgleichungen für den Beharrungszustand. Da wir 
uns im ganzen folgenden Buch nur mit Vorgängen im Beharrungszustand 
befassen werden, soll im nachstehenden das System der Differential
gleichungen für den Beharrungszustand zusammengestellt werden. 

In den Gleichungen (56), z. B. (56a): 

DN lJN 
-1- = ~ -+ (w, grad N) ( . v. 

hatten wir die Beziehungen zwischen den substantiellen, den lokalen 
und den stationären Änderungen einer Feldgröße aufgestellt. Beim 
Beharrungszustand sind nun die lokalen Änderungen gleich Null und 
die stationären Änderungen bleiben allein über. 

Wir erhalten also beim Beharrungszustand für eine nicht raum
beständige Flüssigkeit: 

Die KontinuitätRgleichung: 
div (e' w) = o. . . . . . . . . . . (66) 

Dip Bewegungsgleichung: 

e . (w, grad w) = e' g - grad p -+,u (il 2 ro +~ grad div w). . (67) 

Die Energiegleichnng: 
Q' cr'· (w, grad (9) - (IV, grad p) = A' ,d28+,u. Diss. Funkt (w) . . (68) 
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Hierzu kommt noch die Zustandsgleichung: 

Funkt (p, (!> T) = Funkt (p, (1, @ + const) = o. . . . (69) 

Dieses Gleichungssystem enthält' 

als unabhängige Veränderliche: Die drei Koordinaten des Raumes in 
vorerst noch willkürlichem Koordinaten
system; 

als abhängige Veränderliche: e die J\Iassendichte, 
p den Druck, 
e die Temperatur, 
ltl die Geschwindigkeit; 

als konstant.e Koeffizienten: g die Erdbeschleunigung, 
,u I 
cp' ~ Sooffwerte. 
I. J 

Die Lösung dieses Gleichungssystemes besteht in vier Gleichungen 
zwischf'n je einer abhängigen Veränderlichen und den drei Koordinaten 
des Raumes. Diese Gleichungen sind der analytische Ausdruck für die 
gesuchten vier Felder, nämlich 

das Feld der Dichte, 
das Feld des Druckes, 
das Temperaturfeld, 
das Gesch windigkei tsfeld. 

Durch diese vier Gleichungen (66) bis (69) ist jedoch das Problem 
noch nicht eindeutig bestimmt, denn es fehlt noch die Angabe der 
Randbe.dingungen. 

3. Die Ramlwertangaben. 
a) Die untersuchten Räume. 1. Fall. Die Flüssigkeit möge durch 

eine Öffnung in einen Hohlraum, der von festen Wänden begrenzt ist, 
eintreten, den Hohlraum vollständig ausfüllen und dann durch eine 
zweite Öffnung wieder austreten. Die Begrenzung des Ff'ldes besteht 
in diesem Falle erstens aus den feshm Wänden, zweitens aus der Ein
trittsöffnung und drittens aus der Austrittsöffnung. 

2. Fall. Ein Körper beliebiger Gestalt möge allseitig von Strömung 
umspült werden; die Abmessungen des Strömungsfeldfs mögen ferner 
so groß sein im Vergleich zu den Abmessungen des Körpers, daß das 
Feld als unendlich ausgedehnt gelten kann. Die Begrenzung des Feldes 
besteht dann aus der unendlichfn Ff'rne, his zu der sich das Feld er
streckt, und aus der im Innern liegendpn Begrenzung durch die Körper
oberfläche. 

3. Fall. Es können freie Flüssigkeitsoherflächen auftreten, d. h. 
Flächen, an denen die Flüssigkeit an Luft grenzt. Es tritt dies bei den 
Fällen 1 und 2 dann ein, wenn sich die Flüssigkeit von der festen Be-
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grenzung ablöst. Das bezeichnendste Beispiel sind die freien Flüssig
keitsstrahlen. 

Um das darzustellende Gebiet zu beschränken setzen wir stets voraus, 
daß keine freien Flüssigkeitsoberflächen auftreten sollen. Es sind dann 
im wesentlichen nur mehr zwei Arten von Randbedingungen zu berück
sichtigen, nämlich erstens an festen Begrenzungswänden und zweitens 
an den Ein- und Austrittsstellen, wozu wir in erweitertem Sinne auch 
die unendliche Ferne im Fall 2 zählen können. 

Die festen Begrenzungswände werden verflchieden benannt. Be
trachten wir ein Problem vom hydrodynamischen Standpunkte aus, 
so heißen sie die Leitflächen der Strömung. Legen wir dagegen mehr 
Bedeutung auf den Vorgang der Wärmeleitung oder des Wärmeüber
ganges, so nennen wir sie die wärmeabgebenden oder wärmeaufnehmenden 
Flächen. Auch Heiz- oder Kühlflächen werden sie genannt. 

b) Die Randbedingungen an den festen Begrenzungswii.nden. 

Der Randwert der Geschwindigkeit. 

Es ist ohne weiteres klar, daß die Geschwindigkeit in unmittelbarer 
Nähe der Wand keine Komponente senkrecht zur Wand haben kann, 
daß sie also höchstens parallel zur Wand gerichtet sein kann. Die Ver
suche weisen aber darauf hin, daß mit größter Wahrscheinlichkeit über
haupt kein Gleiten an der Wand stattfindet, daß also die Geschwindig
keit Wo der Flüssigkeit an der Wand gleich Null ist. Ist die feste Wand 
selbst in Bewegung, so iF;t unter Wo die Relativgeschwindigkeit der 
Flüssigkeit zur Wand zu verF~tehen. (Genaueres über die Grenzschicht 
vgl. später S. 156.) 

Der Rand wert der Te m pera tu r. 

Während das Geschwindigkeitsfeld naturgemäß in der festen Wand 
seine Begrenzung findet, ist dies bcim Temperaturfeld nie der Fall, 
denn dieses erstreckt sich stets durch die Oberfläche des festen Körpers 
hindurch in dessen Inneres und bei einer Wand auch noch auf den Raum 
jenseits der Wand. Aus mathematischen Gründen ist man jedoch 
gezwungen, das Temperaturfeld zu begrenzen, indem man es nur inner
halb der Flüssigkeit untersucht und für die Heiz- und Kühlflächen eine 
bestimmte Temperaturverteilung vorschreibt. :Man kümmert sich hierbei 
nicht darum, durch welche Maßnahmen innerhalb des Körpers oder 
jenseits der Wand diese Temperaturverteilung erzielt und aufrecht 
erhalten werden kann. 

Es handelt sich jetzt um die Frage: Wenn die Temperatur ew der 
festen Begrenzungswand vorgeschrieben, also bekannt ist, wie groß ist 
dann der Grenzwert, dem die Flüssigkeitstemperatur mit Annäherung 
an die Wand zustrebt? Zur Beantwortung dieser Frage erinnern wir 
uns an die Erörterungen über den Temperatursprung an der Berührungs
fläche zweier verschiedenartiger Körper (S. 104). Die Berührung zwischen 
einer Flüssigkeit und ihrer Leitfläche kann als eine vollkommene im 
Sinne der dortigen Ausführungen gelten. Aus diesem Grunde und weil 

G r Ö b er. Wiirmeleitung und Wärmeüberga ng 10 
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auch ein. Haften an der Wand stattfindet, können wir mit Sicherheit 
annehmen, daß zwischen Flüssigkeiten und Heiz. oder Kühlflächen kein 
Temperatursprung stattfindet, daß also der Grenzwert der Flüssigkeits 
temperatur gleich 8 w ist. 

Randwerte für Druck oder Dichte sind an den festen Re· 
grenzungswänden nicht vorzuschreiben. 

c) Die Randbedingungen an der Ein- und AustrittssteJIe. Als solche 
können in Betracht kommen: Der Druck an der Eintrittsstelle und der 
Gegendruck an der Austrittsstelle, die mittlere Geschwindigkeit im 
Eintritts- oder Austrittsquerschnitt (meist gegeben durch das Flüssig. 
keitsvolumen pro Zeiteinheit und die Größe des Eintritts. bzw. Austritts· 
querschnitteR), die mittlere Temperatur im Eintritts· oder im Austritts· 
querschnitt. 

Es wäre sehr schwierig vom rein mathematischen Standpunkt aus 
zu bestimmen, welche von aJI diesen Randbedingungen gegeben sein 
müssen, damit sie im Verein mit den Differentialgleichungen (66), (67) 
und (68) und der Zustandsgleichung (69) ein Problem eindeutig festlegen. 

Für unsere Zwecke genügt es, wenn wir später bei den einzelnen Auf
gaben die Frage vom physikalischen Standpunkt aus betrachten und uns 
fragen: wie müssen die äußeren Bedingungen beschaffen sein, damit 
ein gedachter Vorgang möglich, aber auch nur in einer Wpise mög
lich ist? 

4. Das allgemeine Strömungs})roblem. 
Der Bl'griff der. äußeren und inneren Ursachen. Im Interesse einer 

kurzen Ausdrucksweise sollen flic beiden in der überschrift genannten 
Begriffe eingeführt werden. 

Solange wir den Vorgang in seim·r Gesamtheit als V.,-gang der 
Bewegung und des Temperaturausgleichs iI).s Auge fassen, haben wir 
die Verschiedenheiten in den Randwerten als die einzigen Ursachen 
für Strömung und Terhperaturunterschiede zu betrachten. - Wenn wir 
dagegen den Bewegungsvorgang für sich allein ins Auge fassen, also 
das Geschwindigkeitsfeld allein herausgreifen, so erscheinen uns diC' 
Randwerte des Druckes und der Geschwindigkeit als die äußeren Ur· 
sachen für die Bewegung, äußere Ursachen deswegen genannt, weil sie 
von außerhalb dC's }'eldcs Iwrrührpll. Sinngemäß müssen wir dann die 
vcrschiC'dene Wirksamkeit der Schwere auf Massenteile verschiedener 
Dichte (z. B. infolge von TC'mperatllrunterschieden) als innero Ursachen 
bezeichnen. 

Ganz ebenso liegen die Verhältnisse, wenn wir das Temperaturfeld 
für sieh allein betrachten. Die Verschiedenheit in den Randwerten der 
Temperatur sind als die äußeren Ursachen, die Kompressions. und die 
Reibungswärme als die inneren Ursachen für das Auftreten und das 
}'ortbestehen der Temperaturunterschiede im Feld anzusehen. Von 
mathematischer Seite betrachtet, erscheinen die äußeren Ursachen immer 
als Randwertangaben, die inneren Ursachen als die entsprechenden 
Glieder der Differentialgleichung z. B. e' 9 in Gleichung (67) oder 
I' . Diss.-Funkt. W in Gleichung (68). 
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Das allgemeine Strömungsproblem und seine vereinfachten 
Sonderfälle. 

Jeder zeitlich unveränderliche Strömungsvorgang - sei er aus dem 
Gebiet der technischen Hydraulik, der theoretischen Hydrodynamik, 
aus der St.römungslehre der technischen Thermodynamik oder der Lehre 
vom Wärmeübergang - verläuft so, daß er mit den drei Differential
gleichungen, der Zustandsgleichung und den Randbedingungen in über. 
einstimmung ist. Wenn es umgekehrt nicht nötig ist, bei der Lösung 
solcher Aufgaben immer von dem ganzen, sehr verwickelten Ansatz 
auszugehen, so rührt dies daher, daß bei den Aufgaben aus den oben
genannten Sondergebieten immer ein Teil der inneren und äußeren 
Ursachen vernachlässigbar klein ist. 

,Te nach dem Wegfall von inneren oder äußeren Ursachen gelangen 
wir zu nachstehendem Schema für die Einteilung des allgemeinen Pro
blemes in vereinfachte Sonderfälle. 
Bewegung: 
Temperaturuntel'schiede: 

äußere Ursachen: } R' H d d 'k 
Temperaturgleichheit: eme y ro ynaml . 

Bewegung: 
Temperatul'untel'srhiede: 

Ruhe: } Wärmeleitung in festen Köl'-
äußere Ursachen: pern ohne Wärmequellen 

Bewegung: 
Temperaturuntrrschiede: 

äußere Ursachen: } einfache Strömungsvol'gänge 
innere Ursachen: der teclm. Thermodynamik. 

Bewegung: innere Ursachen: 1 Wärmeübergang bei freier 
äußere Ursachen: I Strömung. Temperaturunterschiede : 

Bewegung: 
Temperaturunterschiede : 

äußere Ursachen: } Wärmeübergang bei aufge-
äußere Ursachen: zwungener Strölllung. 

B. Die Hydrodynamik. 
1. Allgemeines. 

a) WirbeUreie und wirbelbehaftete Felder. Die mathematische Physik 
benützt zur Einteilung der Vektorfelder den Begriff des Linienintegrales. 

Wir ziehen innerhalb des Feldes eine 
geschlossene Kurve s und fassen einen 
Punkt A dieser Kurve sowie die Größe 
des Vektors 91 an dieser Stelle ins Auge. 
Ferner greifen wir von A aus in irgend 
einem Umlaufsinn das Wegstück d ~ auf der 
Kurve s heraus. 

Wir bilden dann das skalare Produkt 
aus 91 und dß, nämlich 191i 'jdßI' cosa 
= (91, dß). 

Wenn wir von A ausgehend die ganze 
Kurve s umlaufen, für jedes Wegstück d~ 
das skalare Produkt bilden und alle diese 
skalaren Produkte addieren, so erhalten 

Fig. 48. Kennzeichen der 
wirbelfreien und der wirbel
behafteten Felder: Linien

integral des Vektors. 

wir das Linienintegral des Vektors 91 längs der geschlossenen Kurve. 

Sein Wert ist j(91, dß). 

10* 
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Bei wirbelfreien Feldern muß der Wert dieses Linienintegrals für 
jede Kurve, die man im Feld ziehen kann, gleich Null sein. Ist dies der 
Fall, dann läßt sich das Feld des Vektors 91 aus dem Feld einer skalaren 
Größe 1p ableiten, indem man setzt 

91 = grad 1p, 
wobei 1p der Gleichung 

LJ21p = 0, 

also den Bedingungen des gewöhnlichen Potentials genügen muß. Man 
nennt deshalb die wirbelfreien Strömungen auch Potentialströmungen. 

Kann im gegenteiligen Fall an irgend einer Stelle des Feldes eine 
geschlossene Kurve gefunden werden, für welche das Linienintegral nicht 
verschwindet, so heißt das Feld ein Wirbelfeid und der Wert: 

~ 191,d~) 
des Linienintegrales ist ein Maß für die Stärke des Wirbels. Das Wirbel. 
feld läßt sich aus keinem skalaren Feld ableiten. 

Die Hydrodynamik lehrt nun, daß in den realen, also zähen Flüssig. 
keiten, sobald sie mit festen Wänden in Berührung sind, keine Potential. 

Fig. 49. Wirbel in einer zähen 
Flüssigkeit in der Nähe der 

Wand. 

strömungen möglich sind. Wie Fig. 49 zeigt, 
ist es immer möglich, eine geschlossene 
Kurve zu finden, für welche das Linien· 
integral nicht verschwindet. In dieser Figur 
ist ein Teil einer Strömung längs einer 
festen Wand gezeichnet. Wählt man im 
Integrationsweg die Strecken AD und Be 
senkrecht zu den Strömungslinien, so ist 
das Linienintegral für diese Strecken gleich 
Null. Wenn Wirbelfreiheit bestehen soll, muß 

B D 

Jw ·ds = -Jw· da sein. 
A C 

Es würde also für die Geschwindigkeit 
längs der Wand ein Wert größer als Null 

verlangt werden. Da dies bei zähen Flüssigkeiten wegen des Haftens an 
der Wand nicht möglich ist, können bei zähen Flüssigkeiten, die an 
feste Wände grenzen, keine wirbelfreien Strömungen auftreten. 

Bei idealen oder reibungsfreien Flüssigkeiten - die allerdings in 
Wirklichkeit nicht vorkommen - wäre wirbelfreie Strömung möglich. 

b) Geordnete und ungeordnete Strömung. In einer klaren Flüssigkeit 
kann man den Strömungszustand durch fein verteilte, schwebende 
Teilchen eines festen Körpers sichtbar machen. 

Bei genügend langsamer Strömung in gerader Leitung werden die 
Bahnen der einzelnen Teilchen ungefähr parallele Linien sein und selbst 
bei Krümmungen in der Leitung werden die Bahnen ein geordnetes 
System von Kurven bilden. 

Bei sehr großen Geschwindigkeiten dagegen werden auch in gerader 
Leitung die schwebenden Teilchen ganz unregelmäßig durcheinander. 
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schwirren und wenn es möglich wäre, die Wege der einzelnen Teilchen 
zu verfolgen, so würde man erkennen, daß sie sich auf ganz unregel. 
mäßigen, sich vielfach durchschlingenden, oft rückläufigen Bahnen 
bewegen und daß überdies diese Bahnen sich fortgesetzt ändern. Im 
allgemeinen Sprachgebrauch nennt man dies eine wirbelnde Bewegung. 

Den erstgeschilderten Strömungszustand nennt man die geordnete 
Strömung, die Stromlinienbewegung oder Laminarbewegung, der zweit· 
geschilderte Strömungszustand heißt die ungeordnete Strömung oder 
die Turbulenz. 

c) Die Differentialgleichungen der Hydrodynamik. Das Kennzeichen 
der hydrodynamischen Probleme ist das Fehlen von Temperaturunter. 
schieden im Feld. Damit wirklich keine Temperaturunterschiede im 
Feld auftreten, müssen sowohl die äußeren als auch die inneren Ursachen 
dafür fehlen. Es müssen also die Leitflächen längs ihrer ganzen Aus· 
dehnung eine einheitliche Temperatur haben und dieselbe Temperatur 
muß auch die Flüssigkeit an der Eintrittsstelle besitzen. Ferner müssen 
in den Differentialgleichungen die Glieder, welche die inneren Ursachen 
verkörpern, vernachlässigbar klein sein Dadurch fällt aus dem mathe· 
matischen Ansatz die Gleichung (68) weg. 

Ferner nimmt man in der Hydrodynamik immer (! als konstant 
im ganzen Feld an. Damit wird in der Bewegungsgleichung (67) erstens 
div tu = 0, und zweitens entfällt das Glied mit (!' g, denn in einer 
Flüssigkeit, die überall gleiche Dichte hat und außerdem keine freie 
Oberfläche besitzt, kann die Schwerkraft keine Wirkung ausüben. 

Wir erhalten also in den beiden Gleichungen: 

div 111 = 0 . . . . . . (70) 

e' (ro, grad) ro = - grad p + fl . Lj2ltJ (71) 

den mathematischen Ausdruck für dic Bewegungsgesetze. 
Der mathematische Ansatz für eine Aufgabe aus der Hydrodynamik 

besteht in den beiden Differentialgleichungen, einer Angabe über Form 
und Größe der Leitflächen und über die notwendigen Randbedingungen. 
- Als Lösung einer solchen Aufgabe gelten zwei Gleichungen, welche 
p und tu als Funktionen des Ortes wiedergeben. 

Die heutige Mathematik besitzt jedoch kein Verfahren, um diese 
Gleichungen wirklich zu finden, also die Aufgabe zu lösen. Der Grund 
liegt darin, daß Gleichung (71) wegen des Gliedes (IU, grad) tu eine in IU 
quadratische Gleichung ist, so daß also die allgemeine Lösung nicht 
mehr aus Teillösungen zusammengesetzt werden darf. 

Die vollständige Ausnützung des mathematischen Ansatzes ist also 
nicht möglich. Aber wir besitzen im Prinzip der Ähnlichkeit ein Hilfs· 
mittel, welches uns gestattet, aus diesem Ansatz auch ohne Lösung, 
eine Reihe wichtiger Erkenntnisse abzulesen. 

2. Das Prinzip der Ähnlichkeit. 
a) Strömungsvorgänge mit ähnlichen Randbedingungen. Wir ver· 

gleichen zwei (oder mehrere) Strömungen, die gewissen einschränkenden 
Bedingungen hinsichtlich illrer R'lndwerte unterworfen sind und die wir 
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kurz als das ungestrichene und das gestrichene System unterscheiden 
wollen. Diese einschränkenden Bedingungen sind: 

1. Beide Strömungen sind von der gleichen Art - also z. B. beides 
sind Strömungen durch gerade zylindrische Rohre (Fig. 50), oder beides 
sind Strömungen durch Rohrkrümmer von einem viertel Bogen (Fig. 51). 
Dann gelten die Gleichungen 

10' = (~'I)O .10 I 
11' = (vlh .11 ••••••••••• (72) 

i(: (~i~ 

+J ·~· · · · l 
i . 'f/~ ...... . .. + 
~----z: ..: 

Fig. 50. Affine Räume (Strömungen 
gleicher Art). 

Fig. 51. Affine Räume (Strömungen 
gleicher Art). 

2. Diese erste Bedingung soll nun noch weiter eingeschränkt werden, 
indem die durchflossenen Räume nicht nur a.ffin, sondern geometrisch 
ähnlich sein solleil. Die 1'1 müssen also alle unter sich gleich sein und 
es gilt: 

~:: VI=li} ....... . .. (73a) 

3. Die Geschwindigkeitsverteilung im Eintrittsquerschnitt soll bei 
beiden Strömungen so gegeben sein, daß für ähnlich gelegene Stellen 
dieser Querschnitte die Beziehung gilt 

w'=vw·w . .......... (73b) 

Diese Gleichung verlangt, daß die Geschwindigkeiten an den sich 
entsprechenden Stellen gleiche Richtung besit.zen und daß ihre absoluten 
Bet.räge in einem konstanten Verhältnis stehen. Da wir in beiden 
SystenH'n zU,he Flüssigkeiten annehmen, so wird an den festen Begren
zungswänden sowohl ro als auch w' gleich Null. 

4. Die Randwerte des Druckes werden wir in erster Linie so wählen, 
daß für ähnlich gelegene Stellen der Berandung die Beziehung gilt, 
p' = vJl' p. Der Umstand, daß in den Differentialgleichungen nicht der 
Wert des Druckes selbst vorkommt, sondern nur der Druckgradient, 
besagt, daß der Strömungszustand nur vom Druckgefälle und nicht 
vom Absolutwert des Druckes abhängt. (Bei Gasen macht sich der 
Druck allerdings durch einen veränderten Wert der Dichte (} bemerkbar.) 
Wir können deshalb, wenn wir mit Pe' eine im ganzen Feld konstante 
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Drucksteigerwlg bezeichnen, die Randbedingung für den Druck er· 
weitern zu: 

p' + Pe' = ~'p' p. . . ..... (73c) 

5. Die 8toffwerte e und p, sollen im ganzen Feld konstant sein. Es 
gelten deshalb die Gleichungen 

e' = v" . e . . . . . . . . . . . (73d) 
p,'=vl'·[t . .......... (73e) 

und zwar gelten diese Gleichungen im Gegensatz zu den Gleichungen (73a 
bis 73c) nicht nur an der Berandung, sondern auch im ganzen Inneren 
des Feldes. 

Zwei oder mehrere Systeme, welche die Bedingungen 72 und 73b-e 
erfüllen, bilden eine Klasse von Strömungen gleicher Art. Aus dieser 
Klasse greifen wir alle jene Felder heraus, die von geometrisch ähnlichen 
Flächen begrenzt sind, für welche also statt der Gleichung (72) die engere 
Bedingung (73a) gilt. Diese Felder bilden dann eine Gruppe von ähnlich 
berandeten Strömungen. 

Trotz dieser Ähnlichkeit der Randwerte, werden die Felder in ihrem 
Innern und an der Austrittsstelle noch ganz verschiedenen Geschwindig
keits- und Druckverlauf aufweisen; wenigstens haben wir vorerst noch 
kein Recht anzunehmen, daß sie auch im Innern ähnlich seien. 

Die Frage, unter welchen Bedingungen die Gleichungen (73b u. c) 
auch im ganzen Inneren gelten, werden wir im nächsten Absatz beant
worten. Wir werden dort zu entscheiden haben, ob die Verhältnisse v" v\\", 
l'll' 1'!! und v" und der konstante Druck Pe beliebig gewählt werden dürfen 
oder ob zwischen ihnen irgendwelche Beziehungen bestehen müssen. 

b) Strömungsvorgänge mit vollständiger Ähnlichkeit. Sind die Felder 
von tU und p in ihrer ganzen Ausdehnung ähnlich, so sind Hic durch 
dieselben Funktionen F ID und F p zwischen den Raumkoordinaten und den 
Parameternp, und e darstellbar. Dies Hl'tzt aber umgekehrt voraUH, daß 
die Differentialgleichungen, deren LöHlWg sie sind, identisch sind. 

Für das "ungestrichene" System gelten die Differentialgleichungen 
(70) und (7l) in der auf S. 149 geschriebenen Form. Für das "gestrichene" 
System gelten dieselben beiden Gleichungen, jedoch mit den gestrichenen 
Größen. Setzt man deren Werte mit Hilfe der 5 Gleichungen (73a-e) 
ein, so ergeben sich für das gestrichene System die Gleichungen: 

-'~ . div tU = 0 . . . . . . . . .. (70*) 
1'1 

.) 

"" '1\,"_ . e . (tU, grad) Ul = l'll . (- grad p) + )'ft' ,"w . p, . LI IV (71 *) 
1'1 1'1 1'12 

Sollen die beiden Gleichungssysteme identisch sein, so dürfen sich 
die entsprechenden Gleichungen nur durch beiderseits gleiche Faktoren 
unterscheiden. 

Aus der Kontinuitätsgleichung folgt: 
Vw 0 
1'1 0 
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Diese Gleichung liefert also keine Bedingung für 'Vw und VI' 

In der Bewegungsgleichung lautet der beiderseits gleiche Faktor: 

'V(I • 'Vw2 _ 7'p _ 'V'" • 'Vw ----2- ......... (74) 
'VI 'VI 'VI 

Aus dieser Doppelgleichung können wir die nachstehenden 3 Be
ziehungen ablesen: 

'Vp • _'V_I_. = 1 
'Vi 'V(I''Vw2 

'V(I''Vw''V1 = 1 
'V'" 

2 
'Vp ·_'VJ_=1 
'VI 'V",' l'w 

(75a) 

(76a) 

(77a) 

Wir können diesen Beziehungen noch eine andere Form geben, 
indem wir auf die Bedeutung der Werte 'V aus den Gleichungen (73) 
zurückgreifen. Zugleich verallgemeinern wir auf mehr als zwei Systeme: 

d 10 10' ad" 10" E gm p '-- = grad p' '-,-, = gr p'" "2 = . = "u. (75b) 
/?·w2 /? ·w 2 e ·w 

e . w .10 e' . w' . 10' e" . w" . 10" 
- -

f,l, p' " ,u 
= Re. (76b) 

1 2 1 '2 10"2 
grad p. _0_ = grad p' . _,_0_, = grad p". " ". = . = La. (77b) 

f,l,'w f,l, ·W P ·w 

Hierbei sind Eu (= Euler), La (= Lagrange) und Re (= Reynolds) 
unbenannte Zahlenwerte. 

c) Die drei KenngröBen Eu, IJ3 und Re. Die drei Gleichungen (75 b 
bis 77b) sind immer erfüllt, wenn zwei oder mehrere Systeme einander 
vollständig ähnlich sind, oder mit anderen Worten: Für alle unter sich 
vollständig ähnlichen Systeme sind die Größen Eu, La und Re drei 
konstante Größen. Umgekehrt ist es nicht nötig, alle drei Gleichungen 
zu prüfen, wenn man untersuchen will, ob Felder, die ähnlich berandet 
sind, auch im Innern ähnlieh sind. Dies erhellt aus nachstehenden über
legungen. 

Vor allem hätten wir aus der Doppelgleichung nur zwei Beziehungen 
ableiten dürfen. Da die drei Beziehungen (75) bis (77) alle drei gleich
wertig sind, ist es der Willkür überlassen, welche von ihnen wir jetzt 
ausscheiden. Wir entscheiden uns für das Weglassen von Gleichung (77). 

Es verbleibt uns noch die Beantwortung der Frage, ob nicht schon 
eine d~r beiden Bedingungen (75) oder (76) zum Nachweis der vollstän
digen Ähnlichkeit genügt: 

Innerhalb einer Gruppe von ähnlich berandeten Systemen können 
wir Untergruppen von Systemen vollständiger Ähnlichkeit bilden. Jede 
solche Untergruppe ist dann charakterisiert oder gekennzeichnet durch 
ihr zusammengehöriges Wertepaar Eu und Re. Wenn nun beim über
gang von einer Untergruppe zu einer anderen sich die beiden Kenn-
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größen Eu und Re immer so ändern, daß sie einander eindeutig zugeordnet 
bleiben, dann ist durch die eine Kenngröße auch immer die andere mit· 
bestimmt. Es genügt dann zum Nachweis der vollständigen Ähnlichkeit 
zweier ähnlich beranderter Systeme die Gleichheit einer Größe in beiden 
Systemen. 

Die experimentelle Forschung hat nun Strömungsvorgänge unter. 
sucht, hat die Größen: grad p, (2, W, 10 und", gemessen und aus ihnen 
die Werte 

grad p . _10_ = Eu und ~~ = Re 
e' w2 

'" 

berechnet. Dabei hat sich gezeigt, daß tatsächlich eine eindeutige Zu· 
ordnung zwischen Eu und Re besteht, die man z. Rin einem Schaubild 
durch einen Kurvenzug oder in einer Rechnung durch eine Interpolations. 
formel darstellen kann (vgl. später S. 157). 

Es besteht also eine Funktion zwischen den beiden Kenngrößen die 
wir die Kennfunktion nennen wollen und die wir in den beiden Formen 

Eu = F Eu (Re) und Re = F Re (Eu) . . . . . . . (78a) 

schreiben können. Da die Größe Re nur eine der beiden abhängigen 
Veränderlichen (p und tu) enthält, so ist es für Rechnung und Versuch 
zweckmäßiger nicht Eu sondern Re als Kenngröße zu wählen. Re ist 
die S?g. Reynoldsche Zahl, so genannt nach Osborne Reynolds, der 
das Ähnlichkeitsprinzip aufgestellt und auch selbst experimentell ver· 
wertet hat. 

Die Göttinger J\iodellversuchsanstalt macht bei ihren Versuchen von 
dem Prinzip der Ahnlichkeit weit~ehendsten Gebrauch. Da es sich bei 
den Versuchen für die Flugtechnik Immer nur um Luft von normaler Tem· 
peratur und Atmosphärendruck handelt, haben p und (! immer denselben 
Wert. Man nimmt deshalb in der Flugtechnik nur das Produkt w .10 als 
Charakteristikum und hat dafür die Bezeichnung "Kennwert" eingeführt. 
Dieser Bezeichnung habe ich das Wort "Kenngröße" nachgebildet. Der 
Kennwert ist demnach nur ein spezialisierter Fall der Kenngröße. 

Das Prinzip der Ähnlichkeit lehrt also, daß für alle ähnlich berandeten 
Probleme die Gestalt des Geschwindigkeitsfeldes und die Gestalt des 
Druckfeldes Funktionen der Größe Re sind. 

Handelt es sich nicht um ähnlich berandete Probleme, sondern um 
Probleme der gleichen Art, so treten in den Kennfunktionen noch die 
Größen 11/10' 12/lo-1j/lo als weitere Argumente zu Re hinzu. 

d) Druckverlust und Widerstand. Das technische Interesse richtet 
sich meist nicht auf die Gestalt des Geschwindigkeits. und des Druck· 
feldes, sondern auf den Druckverlust, der in einer Leitung stattfindet, 
oder auf den Widerstand, den ein Körper bei der Bewegung in einer 
Flüssigkeit erfährt. 

Der Druckverlust. 

Wenn wir in die Gleichung (78a, erste Form) den Wert für Eu ein· 
setzen, so erhalten wir sofort 

(}. w2 
grad p =-1 -. FEu(Re) ........ (78b) 

o 
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:Für den Druckunterschied an ähnlich gelegenen Stellen A und B gilt 

PA - PB = e ,w~. F".u (R,e) (78 ) "" . . . .. c 10 Jo 

Der Strömungswider::;tand ·W. 

Der Ausdruck grad P in Gleichung (71) ist von der 

. . 1 Kraft Kraft 
DlluenslOn: Länge . Länge2 = 1.ängc3 ; 

stellt also zugleich eine Kraft pro Raumeinheit dar. Wir können deshalb 
in der Doppelgleich.ung (74) statt 

vp die Größe l'\\: 
1'1 VI3 

einführen und gelangen dann durch eine Wiederholung der ganzen 
Betrachtung zu der Gleichung 

oder zur Gleichung 

W (lw2 
ya = -1-' FHc (Re) . . . . ..... (78d) 

o 0 

W 10 
----. --- = He = FR (Rl')' 103 e. w2 c· , 

darin ist He( = HeImholtz) eine neue Kenngröße. 
Bemerkung: Hätten wir oben, als wir von den drei Beziehungen (75) 

bis (77) die eine willkürlich ausschalteten, nicht (77), sondern (75) ausge
~chaltet, so wären wir zu dell Ila('h~tehenden Gleichungen gelangt: 

La = FLa (Re) . . . . (79a) 

t-t.\V 
grad p = IT ·l!'La (Re) . (79 b) 

PA - PB = t-t· w F (R ,) (79c) 
10 102 La' , 

\V fA,' \V T.' I> • '(79d) 
-13 = -12- -"Ki (ne) 

o . 0 

I d) ' \V 1,,2 K' ( K' 11 ff) . d' K '"ße n (79 I~t - .. -.-- = I = Irc 1 10 wIe er eme neue enngro . 
103 t-t. w 

'Vcnl1 auch die Gestalt der :Funktionen F nur durch den Versuch 
völlig zu bestimmen sind, so ist es doch möglich, noch einige Eigen
schaften der Funktionen auf rein theoretischem Wege zu ergründen 
und damit dem Versuch vorzuarbeiten. Es bezieht sich dies auf das 
Verhalten der Funktionen für äußerst kleine und äußerst große Werte 
von Re. 

3. Die V('l'eillfac]lten Strömnngsznställde. 
a) Der Fall geringer Trägheitswirkung. Die Hauptschwierigkeit für 

das Lösen des Differentialgleichungssystemes (70) und (71) besteht in 
dem quadratischen Charakter des Ausdruckes (tu, grad) tu. Gerade 
wegen dieses quadratischen Charakters aber nimmt der Einfluß des 
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Gliedes e . (tU, grad) w mit abnehmender Geschwindigkeit sehr rasch ab 
und wir können uns eine so langsame Strömung denken, daß der Ein· 
fluß des Trägheitsgliedes ganz verschwindet und die Strömung nur 
mehr unter dem Einfluß der Zähigkeit steht. Für sehr kleine Werte 
von w und damit von (w .10 , elft = Re) vereinfacht sich das Differential. 
gleichungssystem auf 

div tU = 0 . . . . . . . . . . . . (70) 
grad p = ,u . L1 2w . . . . . . (71 a) 

Dies sind die Gleichungen der sog. langsamen Bewegung. Prandtl hat 
dafür den noch bezeichnenderen Ausdruck "schleichende Bewegung" 
eingeführt (vgl. Enzykl. d. math. Wiss. IV. 15. S. 73) 

Für diese Gleichungen ist es möglich gewesen, in besonders einfachen 
Fällen die vollständige mathematische Lösung zu finden. Wir wollen 
jedoch diese Lösungen nicht besprechen, sondern uns den Aussagen des 
Almlichkeitsprinzipes über diesen Strömungszustand zuwenden. 

Die Doppelgleichung (74) reduziert sich auf die einfache Gleichung 

oder . . . . . . . • • . (a) 

Wir multiplizieren die Gleichung mit 

_J'_ 1 

und erhalten: 
gradp.lo, 1 
---- =Eu = Constl - .....•. (80a) 

e' w 2 Re 
Aus dieser Gleichung folgt, daß für keine Werte der Kenngröße Re 

die Kennfunktion eine gleichseitige Hyperbel (Eu· Re = Constl ) ist. Für 
die schleichende Bewegung gilt deshalb 

und 

e' w 2 1 grad p = -1- • - . Const!. . . . . . . (80b) 
'0 Re 

(80c) 

Ganz entsprechende Gleichungen lassen sich auch mit der Kenngröße 
La aufstellen. In der obigen Gleichung (a) ist die linkc Seite nichts anderes 
als die Kenngröße La. Es gilt also: 

La = Oonst! ... 

(t·w 
grad p = V . Oonst1 

(8Ia) 

(8Ib) 

W (t·w lJi = V' Oonst2 •••••••••• (8Ie) 

b) Der Fall geringer Zähigkeit. Für sehr große Geschwindigkeiten 
wird - wiederum wegen des quadratischen Charakters von e . (w, grad) W 
- der Einfluß der Trägheit sehr rasch wachsen und es wird darum 
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die Zähigkeit immer mehr zurücktreten im Vergleich zur Trägheit. Für 
sehr großc Werte von w und damit auch von Re können wir das Diffe
rentialgleichungssystem (70) und (71) vereinfachen auf 

div w = 0 ............. . 
grad p = - e . (tu, grad) ttJ ••.••••.. 

(70) 
(71 b) 

Dies sind die Gleichungen der idealen oder reibungsfreien Flüssigkeit. 
Die Lösungen, die wir aus ihnen gewinnen könnten, würden Strömungen 
ergeben, die mit der Bedingung des Haftens an der Wand, also mit der 
Randbedingung nicht in Einklang zu bringen sind. Man gelangt jedoch 
zu einer guten übereinstimmung mit der Erfahrung, wenn man diejenige 
Potentialströmung aufsucht, welche bei einer reibungsfreien Flüssigkeit 
auftreten würde, und dann nach dem Vorschlage von Prandtl annimmt, 
daß sich längs der Leitflächen eine dünne Flüssigkeitsschicht befindet, 
innerhalb deren die Geschwindigkeit vom Wert der Potentialströmung 
auf den Wert Null sinkt. 

Die Annahme dieser Prandtlschen Grenzschicht ist keineswegs eine 
rein willkürliche Annahme. Die Beobachtung von· Strömungen hat viel
mehr ergeben, daß dieser rasche Geschwindigkeitsabfall in unmittel
barer Nähe von Körperoberflächen tatsächlich auftritt. Wir können 
in dieser Lehre von den Grenzschichten eine neue, aber durch genauere 
Kenntnis verfeinerte Auffassung der alten Lehre von der "adhärierenden 
Schicht" erblicken. 

Genaueres über diese Grenzschicht vergleiche den Aufsatz über 
Flüssigkeitsbewegung von Prandtl im Handwörterbuch der Natur
wissenschaften, Bd. 4. Hier sei nur noch hervorgehoben, daß die Dicke 
dieser Grenzschicht eine Funktion der Kenngröße Re ist. 

Für eine Strömung, welche der vereinfachten Bewegungsgleichung 
(71 b) genügt, geht die Doppelgleichung (74) in die einfache Gleichung 

Vp v(>·vw2 "b -=----u er. 
VI VI 

. gradp·l 
Aus dIeser folgt: 0 = Eu = COllSt3 

(! . W 22 

Die Kenngröße Eu ist also konstant . . . . . . . . ~ . 
Ferner ist 

. w2 
grad p = y . Const3 • 

o 
W e·w2 

und 13 = -1- . Const4 
o 0 

Durch Multiplikation der Gleichung (b) mit Re ergibt sich 

La = Consta . Rc . . . 

ferner gilt: 

und: 

p·w 
grad p = T2"- . Consta . Re 

o 
W p·w 13 = J2 . Const, . Re 
o 0 

. (b) 

(82a) 

(82b) 

(82e) 

(83a) 

(83b) 

(83c) 

c) Der allgemeine Fall der gleichzeitigen Wirkung von Zähigkeit 
und Trägheit. Auf Grund der vorstehenden Erwägungen über die ver-
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einfachten Strömungszustä.nde können wir unll, auch ohne Versuch, 
ein ungefähres Bild von dem Verlauf der Funktion Eu = F (Re) machen. 

Für sehr kleine Werte von Re ist die Kennfunktion durch die gleich
seitige Hyperbel (Eu, Re = Constl ) darstellbar (vgl. Fig.52). Für sehr 

F(I?ej/iJrlrleineWerlel?e 

const, 
-/(e 

Fig. 52. Verlauflder Funktion Eu = F (Re). 

große Werte von Re fällt die Kurve mehr und mehr mit der Geraden 
Eu = Consta zusammen. 

Der übergang vom einen zum anderen Grenzfall wird ungefähr so 
sein, wie er in Fig.52 durch die gestrichelte Linie dargestellt ist. Der 
genauere Verlauf ist nur durch den Versuch zu ermitteln. 

Ganz entsprechend liegen die Verhältnisse bei der anderen Kennfunktion 
La = F (Re). Vgl. Fig. 53. 

Lo f' (grofSl 
f(~e) tI 

.Fig. 53. Verlauf der Funktion La = F (Re). 

'(Jerte~e 

4. Das Prinzip der Ähnlichkeit als Grnndlag'e fÜl' Versuche. 
a) Allgemeines. Der Wert des Ähnlichkeitsprinzipes liegt haupt

sä.chlich darin, daß es die leitenden Gesichtspunkte liefert für ein ratio
nelles Anlegen, Durchführen und Auswerten von Versuchen. Unter
suchungen, welche mit Hilfe von Ähnlichkeitsbetrachtungen durch-
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geführt werden können, zeichnen sich durch eine Vielseitigkeit der 
Ergebnisse bei verhältnismäßig geringer Zahl von Versuchsreihen aus. 
Freilich ist der Nutzen, den die Praxis aus dem Prinzip der Ähnlichkeit 
ziehen kann, zur Zeit noch gering, weil sich die t.echnische Forschung 
bei der Durchführung ihrer Versuche dieses Hilfsmittels leider in viel 
zu geringem Maße bedient hat. Nur die Hydrodynamik macht hier 
eine Ausnll>hme. Die. Erfolge, die sie bei ihren Versuchen erzielt hat, 
sollte ein Anlaß sein, das Prinzip auch bei Versuchen auf anderen Ge
bieten heranzuziehen. Es soll deshalb nachstehend der Grundgedanke 
der hydrodynamischen Versuche erörtert werden. 

Ohne das Prinzip der Ähnlichkeit läßt sich aus den Differential
gleichungen (70) und (71) nur das eine herauslesen, daß die Gestalt des 
Geschwindigkeits. und des Druckfeldes von der Größe der linearen Ab
messungen, von den Randwerten der Geschwindigkeit und des Druckes 
und von der physikalischen Natur der strömenden Flüssigkeit - gekenn
zeichnet durch die Stoffwerte (! und fl - abhängt. Aber wir erkennen 
nicht wie diese Abhängigkeit beschaffen ist und um dies zu finden, sind 
wir auf den Versuch angewiesen. 

Beschränken wir uns vorerst auf Felder in geometrisch ähnlichen 
Räumen, so handelt es sich hierbei um die Bestimmung einer Funktion 
mit vier Argumenten -10' w, (! undfl -, und dies ist eine äußerst unüber
sichtliche und umständliche Aufgabe. Das Prinzip der Ähnlichkeit hilft 
nun, indem es zeigt, daß die Strömungsvorgänge nicht von den vier 
Größen im einzelnen abhängen, sondern nur von ihrer Zusammenstellung 

w . I . (! 
---~-- = Re, 

!t 

die die Reynoldsschen Zahl heißt. 
Am besten erkennt man die Vereinfachung, wenn man ~ersucht, 

die Versuchsergebnisse zeichnerisch darzustellen. Während man ohne 
das Prinzip der Ähnlichkeit eine Funktion mit vier Argumenten dar
stellen müßte, was auf einem Blatt gar nicht möglich wäre, genügt bei 
Verwendung dieses Prinzipes das Zeichnen einer einzigen Kurve, nämlich 
der Kennfunktion . 

Die Art und Weise, wie das Prinzip bei experimentellen Unter
suchungen sich verwenden läßt, wollen wir an einem möglichst einfachen 
Strömungsvorgang zeigen. 

Wir denken uns eine gleichmäßig dahinströmende Luftmasse, deren 
Strömungsgeschwindigkeit Wo sei. In diese Strömung bringen wir einen 
Körper, der Einfachheit halber eine Kugel vom Durchmesser d. Dann 
wird die Strömung auf die Kugel eine Kraft Wausüben und wir wollen 
uns die Aufgabe stellen, das Gesetz dieser Kraft durch den Versuch 
zu finden. 

Aus der Gleichung (78d) ersehen wir, daß es sich hierbei um die 
Bestimmung der Kennfunktion FHe(Re) handelt. 

Wir werden uns zunächst mit Hilfe einer geeigneten Versuchsein
richtung eine solche Strömung herstellen und in ihrer Mitte eine Kugel 
befestigen. Dann meseen wir die Größen wo' d und W und entnehmen 
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die Werte e und,u aus der physikalischen Literatur. Aus diesen Werten 
berechnen wir die beiden Kenngrößen 

)\'0' d· e W d 
.......:;...--=- = Rel und -d 3 . --2 = Hel' 

,u 0 e' w 

Der Versuch ordnet also die beiden Zahlenwerte einander zu im 
Sinne dp-r Gleichung 

W d (w. d· e) 
. Hel =FHe . (Re1) oder dS' e' w2 = FHe ,u • 

Dieser eine Versuch gibt uns aber den Widerstand nicht nur für 
den einen untersuchten Fall, sondern auch für alle mit diesem ähnlichen 
Fälle. 

Wir nehmen z. B. für eine zweite Strömung an: fl' = e, ,u' =,u, 
aber w' = 1/2 wund d' = 2d, dann ist Re' = Re, also auch He' = He 
und es wird: 

W' 2d W d , 
8ds' w2= dS fl' w2 oder W = W. 

e-~r 

Dieser eine Versuch gibt uns also Aufschluß über die ganze Unter
gruppe der vollständig ähnlichen Strömungen. 

Um zu anderen Werten Re2, Res usw. zu gelangen, brauchen wir 
nur in unserer Versuchseinrichtung die Strömungsgeschwindigkeit stufen
weise zu steigern. Durch Messung dieser Geschwindigkeit und Berechnung 
der Kenngrößen gelangen wir so zu neuen zusammengehörigen Werte
paaren He2 und Re2, •••• , Hei und Rej, .... usw. und wir bestimmen 
damit punktweise die ganze Kennfunktion. 

'Da nun bei jedem Werte R j zugleich die ganze Untergruppe der 
zugehörigen ähnlichen Probleme mit untersucht ist, so ist durch diese 
eine Versuchsreihe das Widerstandsgesetz für die ganze Gruppe der 
ähnlich berandeten Probleme untersucht, also für alle Strömungs
geschwindigkeiten, alle Kugeldurchmesser und alle Arten von Flüssig
keiten (und zwar tropfbare Flüssigkeiten und Gase). 

Es gibt eine Kontrolle für diese Schlußfolgerungen j sie besteht in 
einer Wiederholung der Versuche mit Kugeln von anderem Durchmesser 
oder mit anderen Flüssigkeiten. Fallen dann die Werte, die man aus 
diesp-n Versuchsreihen für die Kennfunktion gewinnt, vollständig mit 
den Werten aus der ersten Versuchsreihe zusammen, so ist damit der 
Beweis erbracht, daß wi~klich nicht die Größp-n wo' d, fl und,uim einzelnen, 

sondern nur ihre Zusammenstellung wo' d· e maßgebend ist. Soweit 
,u 

bisher solche Versuche mit verschiedenen Körpern angestellt worden 
sind, haben sie die Richtigkeit der Ähnlichkeitsbetrachtungen erwiesen. 
Über die Versuche, die in der Göttinger Versuchsanstalt mit Kugeln 
gemacht wurden, siehe Zeitschr. f. Motorluftschiffahrt u. Flugtechnik, 
München, Jahrg. 1914, S. 140. 

Wir können hier eine kurze Bemerkung einschalten über die Ver
änderlichkeit der vier Bestimmungsgrößen wo, d, fl und,u. Die Größen 
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Wo und d können die Zahlenreihe stetig durchlaufen; bei den Stoffwerten 
It und e müssen wir unterscheiden zwischen tropfbaren Flüssigkeiten 
und Gasen. Bei den tropfbaren Flüssigkeiten sind die Stoffwerte an 
getrenntliegende Zahlenwerte gebunden. Bei Gasen gilt diese Ein
schränkung nur für die Zähigkeit, die Dichte kann dagegen die Zahlen
reihe stetig durchlaufen, wie nachstehende Überlegung zeigt. Nach 
Gleichung (73c): p' + p'e = Pp' P kann man dem Druckfeld einen 
räumlich konstanten Druck p'e überlagern, ohne damit die Ähnlichkeit 
zu stören. 

Da dieser überdruck p'e die Zahlenreihe stetig durchlaufEm kann, 
so kann damit bei Gasen der Dichte e jeder beliebige Wert gegeben 
werden. Die Zähigkeit ,,/, wird dabei nicht beeinflußt, weil bei Gasen 
nach den Lehren der kinetischen Gastheorie und nach Versuchen die 
Zähigkeit innerhalb weiter Grenzen vom Druck unabhängig ist. 

Bei Versuchen mit Körr ern , welche mehr als eine Abmessung be
sitzen, müssen wir uns entweder nur auf geometrisch ähnliche Körper 
beschränken, oder wir müssen die Kennfunktionen erweitern auf die 
Form , (w . 10 • e 11 lj ) 

1< --,u--' I;; .... I;; . . .. . 

Zum Schlusse noch einige Bemerkungen über die Maßeinheiten bei 
Zahlenrechnungen. 

In der Hydrodynamik ist es üblich mit der Sekunde als Zeiteinheit 
zu rechnen und nicht wie in der Thermodynamik mit der Stunde. Wir 
führen deshalb die Strömungsgeschwindigkeit in der Sekunde ein und 
bezeichnen sie mit w. Es gilt dann 

1 
w= 3600' w. 

Den Druck messen wir in kgjm2 ebenso wie in der Thermodynamik. 
Wir gewinnen damit zugleich den Vorteil, daß derselbe Zahlenwert 
auch den Druck in rn/rn Wassersäule angibt. 

Die Massendichte e ist von der Dimension 

Masseneinheit also _!(g . s~~ 
Raumeinheit m4 

kg . see 
und die Zähigkeit lt von der Dimension -~-2-

m 

Die Längen 1 gelten natürlich immer in Metern. 
Die Dimension des Kennwertes Re = w . d . (! . ,u-1 ist dann 

m kg . sec2 m2 kg . m4 • sec2 
-' m· -----.--~~= 
sec m4 kg . sec kg . m4 • sec2 

Es ist also Re eine dimensionslose Größe, wie überhaupt sämtliche 
Kenngrößen dimensionslos sind. 

b) Die strömung senkrecht gegen einen Zylinder. In der Göttinger 
Modellversuchsanstalt sind von Dr. ing. O. Föppl Versuche durch-
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geführt worden, um den Widerstand zu bestimmen, den eil). gespannter 
Draht erfährt, wenn er quer, - also senkrecht zu seiner Achse - durch 
die Luft bewegt wird. 

Aus der Veröffentlichung dieser Versuche in der Zeitsehr. f. Motor. 
luftschiffahrt und Flugtechnik 1910, S. 261 und 1912, S. 66 ist das 
nachstehende Schaubild entnommen. 

Entsprechend dem Ge-
brauch der Aerodynamik IV _1 

d ·l '~ . ro.; ist als Abszisse nicht die 
Kenngröße Re, sondern 
der Kennwert wo' d (vgl. 
S. 153) und als Ordinate 
die Größe 

W 1 d 
-- -.--=He· . 
1 . d (!' 0)2 I 

aufgetragen. 

t;Q f.--

(19 
«(;I 
q7 

\ ((6 

"-qs-
((v-

q.1 
q.z 

-

-

Durch eine einfache '4> .d 
Dehnung der Maßstäbe 

~' 
qQ'!S (J,Q5Q (/1l1J fI- fllZS (J.ISQ 

() 

auf den Achsen läßt sich Fig. 54. Verla.uf der Funktion 
daraus die Beziehung W . _ 1_ = ]< (11' . rll 
He = F He (Re) ableiten. (1·1 e· wo! O· 

Der Vergleich mit Fig. 52 
zeigt eine fast völlige Übereinstimmung zwi~?hen beiden Figuren, 
ein Beweis für die Richtigkeit des Prinzipes der Ahnlichkeit und für die 
Richtigkeit unserer rein .theoretisch gewonnenen Voraussagen über die 
Strömungen mit geringer Trägheitswirkung und mit geringer Zähigkeit. 

c) Die Strömung im geraden Rohr. Wir denken uns ein gerades 
Rohr von kreisförmigem Querschnitt, welches in die Wandung eines 
großen Gefäßes eingesetzt ist. 

Die Flüssigkeit im Gefäß wird in genügender Entfernung von der 
Rohröffnung in Ruhe sein. Innerhalb des Rohres wird !;lieh in größerem 
Abstand vom Rohranfang ein Strömungszustand einstellen, der von 
einem Querschnitt zum nächsten sich nicht mehr ändert. Im großen 
Gefäß in der Nähe des Rohranfanges und in den ersten Teilstrecken 
des Rohres selbst findet der Übergang von der Ruhe zur gleichbleibenden 
Strömung statt. Es lassen sich also bei der Strömung im Rohr zwei Ge· 
biete unterscheiden, erstens der Rohranfang, das ist die Rohrstrecke, 
auf der sich noch die Störung durch die Einströmstelle bemerkbar macht 
und die freie Rohrstrecke, bei der sich der Strömungszustand nicht 
mehr ändert. 

Die Aussagen des Ähnlichkeitsprinzipes. 

Für den Druckverlust im Rohr folgt aus dem Ähnlichkeitsprinzip : 

d d ",,(Wm·d. g L b) 
gra p' -e- '- Olm2 =.J' -'--p..- -' cl' cl. . • . . • (84a) 

Hierin bezeichnet Olm die mittlere Geschwindigkeit im Querschnitt, 
L die Länge des Rohres oder den Abstand der Meßstelle von Rohranfang 

Grüher, Wärmeleittwg und Wänneübergang. Il 



162 Wärmeleitung in Flüssigkeiten. 

und lJ die mittlere Höhe der kleinen Erhebungen, welche die Rauhigkeit 
der RohrwaiJ.d bilden. 

Diese Gleichung besagt also, daß das Druckgefälle erstens von der 
Kenngröße Re, zweitens von der Rohrlänge und drittens von der Rauhig
keit der Rohrwand abhängt. Hierbei ist zu beachten, daß nicht die 
direkt gemessene RohrlängeL, sondern die reduzierte oder auf den Durch
messer d bezogene Rohrlänge L : d maßgebend ist. Wir können dafür 
auch den Ausdruck "Durchmesserlänge" einführen, in Anlehnung an 
den Sprachgebrauch der inneren Ballistik, welche die Länge der Ge· 
schützrohre in Kaliberlängen mißt. Ganz ebenso ist nicht die absolute 
Rauhigkeit () sondern die relative Rauhigkeit lJ : d maßgebend. Wenn 
es auch nicht möglich sein wird, die relative Rauhigkeit zahlenmäßig 
auszusdrücken, so soll uns doch der Ausdruck <5 : d stets daran erinnern, 
daß die Rauhigkeit der Rohrwand zu berücksichtigen ist. 

Die Gestalt der Funktion F in Gleichung (84a) ist trotz der gewaltigen, 
technischen Bedeutung der Strömung in Rohren immer noch nicht 
bekannt. Insbesondere fehlen die experimentellen Angaben für die 
Abhängigkeit von der Rohrlänge. Wir müssen uns deshalb mit der 
Besprechung der Strömung im zweiten Teil der Rohrstrecke begnügen, 
also mit der Funktion 

z 

Fig. 55. Pa.ra.bolische Gellchwindigkeitsverteilwlg im Rohr bei geordneter Strömung. 

Das Gesetz VOll Poiseuille. 

Bei der Strömung im geraden Rohr können wir in erster Linie an· 
nehmen, daß sich die einzelnen FliiHsigkeitsteilchen auf geraden Linien 
parallel zur Achse bewegen. 

Wir betrachten einen niederen Flüssigkeitszylinder (vgl. Fig. 55) 
von der Höhe dz und von Radius r und bestimmen 

dw 
1. die Wirkung der Zähigkeit auf seine Mantelfläche: f1,. d r . 2 . r· n . dz. 

2. den Druckunterschied auf seine bei den Grundflächen: 
- grad p . 1'2 ·n . dz. 
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Da die Strömungsgeschwindigkeit konstant in bezug auf z ist, da 
also keine Beschleunigung eintritt, müssen beide Kräfte gleich sein. 
Dies gibt 

-1 
d W = -- . grad p . r . dr oder 

2# 

1 
integriert w = Const - -- . grad p . r2 • 

4", 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten dicnt uns die Rand
bedingung für w, nämlich: für r = Rist w = O. Wir erhalten dann 

w = grad p (R2 _ 1'2). 
4·", 

Es ergibt sich also eine parabolische Geschwindigkeitsverteilung über 
den Querschnitt. 

Die Flüssigkeitsmenge W, welche in der Zeiteinheit den Querschnitt 
durchfließt, ergibt sich durch Integration. Es ist 

W =J:. 2rn· dr = 2n. grad p.JRr (R2 - r2). dr = ~.grad p. R4. 
4", 8# o 0 

Führen wir eine mittlere Geschwindigkeit Wm ein, so errechnet sich 
damit für W der zweite Ausdruck 

W=R2n · wm . 
Durch Gleichsetzen beider Ausdrücke, Einführung von d = 2 Rund 

Umstellen entsteht die Gleichung 

d2 
grad p . -- = La = 32. 

,u'wrn 

Wir multiplizieren noch beiderseits mit 

# bzw. _1_ 
W rn ' d· e Re 

d 1 
und erhalten: grad p. ---2 = Eu = 32· -- ...... (84b) 

e.wrn Re 
Der Vergleich mit Gleichung (80a) zeigt völlige Übereinstimmung. Er 

zeigt ferner, daß für geordnete Strömung im Rohr der Wert Const1 = 32 ist. 
Der Grund, weshalb uns hier die Berechnung des Strömungsfeldes 

möglich war, ist der, daß bei der Strömung im geraden Rohr die Ge· 
schwindigkeit in der z-Richtung, der Vektor grad ro in der r-Richtung 
liegt. In der Gleichung (71) ist also das Glied (ltl, grad) ro ein skalares 
Produkt von zwei aufeinander senkrechten Vektoren und dies ist für 
alle Werte der Vektoren gleich Null. Bei Strömungen in nicht gekrümmten 
Leitungen bleibt deshalb die Trägheit auch bei hohen Geschwindigkeiten 
ohne Wirkung. Wir werden sehen, inwieweit die Versuche mit dieser 
theoretischen Voraussage übereinstimmen. 

Die Erge bnisse der Versuche. 

Läßt man eine Flüssigkeit mit geringer Geschwindigkeit durch ein 
Rohr strömen und mißt man gleichzeitig den Druckverlust, so zeigt 
sich, daß dieser Druckverlust dem durch Gleichung (84 b) gegebenen 

11* 
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Gesetz gehorcht. Wenn man nun die Geschwindigkeit steigert, so be
folgt der Druckverlust immer dasselbe Gesetz und zwar noch bei ziem
lich hohen Geschwindigkeiten. Ganz plötzlich tritt jedoch eine Ände
rung ein und der Druckverlust befolgt ein anderes Gesetz, welches sich 
sehr gut durch die Gleichung 

Eu = const. (wm ~d' e )-n ........ (84c) 

darstellen läßt. Die Geschwindigkeit, bei der dieser plötzliche Wechsel 
eintritt, heißt die kritische Geschwindigkeit, und der Strömungszustand 
in diesem Augenblick der kritische Zustand. Versuche mit verschie
denen Rohrdurchmessern und verschiedenen Flüssigkeiten haben ergeben, 
daß der kritische Zustand immer dann eintritt, wenn die Reynoldsche 
Zahl den Wert 

Rekrit = 2000 bis etwa 3000 erreicht. 

Zahlentafel Nr. 130.. 
Kritische Gesoh windigkeit in Metern pro Sekunde. I krit. Gesohwind. bei d= 

10m /50m /lOom/20om/30om 

0° I 1,69 0,128 2,64 0,53 0,26 0,13 0,09 
Luft 20° i 1,79 0,119 3,00 0,60 0,30 0,15 0,10 
1 at 40° i 1,89 0,111 3,40 0,68 0,34 0,17 O,ll 

100° i 2,15 0,094 4,57 0,91 0,46 0,23 0,15 

I 00 I 1,69 0,639 0,528 0,105 I 0,053 
I 

0,026 
I 

0,017 

I Luft I 200 1,79 0,595 0,602 0,120 ! 0,060 0,030 0,020 
5 at I 40° I 1,89 0,557 0,680 0,136 I 0,068 I 0,034 

i 
0,023 i 

! 100° 2,15 0,468 0,918 0,184 I 0,092 0,046 0,031 
I 

"" 

1,69 I 

I 
I 

I 

I 0° 1,278 0,264 0,052 0,026 I 0,013 0,009 
Luft 20° 1,79 1,190 0,300 0,060 I 0,030 i 0,015 0,010 

i I 
I 

10 at 40° 1,89 1,114 0,340 

I 
0,068 

I 
0,034 0,017 0,011 

100° 2,15 0,935 0,457 0,091 0,046 I 0,023 0,015 

I 0° 183 102,0 0,359 0,072 I 0,036 0,018 I 0,012 
20° 102 101,8 0,200 0,040 i 0,020 0,010 

I 

0,007 
Wasser 40° 67 101,2 0,132 0,026 

i 
0,015 0,007 0,005 

100° 29 97,7 0,060 0,012 I 0,006 0,003 0,002 

livenöl I 18° / 9400 / 93,8 20,0 
/ 

4,0 
/ 

2,0 
/ 

1,0 I 0,7 I o 
Glyzerin 

/ 
18° /100000/ 128,5 I 156 

I 
31 

I 
15,6 

I 
7,8 I 5,2 

Reynolds selbst hat diese Beobachtungen bereits gemacht. Bei 
einer zweiten Versuchsreihe leitete er in einen Wasserstrom, der in einer 
Glasröhre floß, dünne, gefärbte Flüssigkeitsfäden ein. Solange W m , also 
auch Re sehr klein war, blieben die Fäden als feine gerade Linien erhalten; 
sobald aber Wm so stark gesteigert wurde, daß Re = Rekrit wurde, trat 
plötzlich und zwar gleichzeitig mit der Änderung im Druckgefälle ein 
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Zerstören oder ein Sichauflösen der Flüssigkeitsfäden ein. Die Flüssig
keitsteilchen strömten nicht mehr auf parallelen Bahnen, sondern sie 
legten gänzlich ungeordnete Wege zurück: es war statt der Stromlinien
bewegung die Turbulenz eingetreten (vgl. S. 149). Der ganze Charakter 
des kritischen Strömungszustandes deutet darauf hin, daß es sich hierbei 
um ein Labilwerden der Stromlinienbewegung handelt. 

über die Zahlenwerte der Größen const und n in Gleichung (84c) 
herrscht heute noch keine volle Klarheit. 

Im Handwörterbuch der Naturwissenschaften gibt Prand tl an 
für rauhe Rohre 

d (w . d . e) -0,25 
grad p' 2 = 0,266 ~-- . . . . (84d) 

e' W m ft 
während ich aus den Versuchen von Nußelt (Habilit.-Schrift, S. 27, 
Zahlentafel 7) berechnen konnte 

d (Wm ' d . e)- 0,21 grad p' -~-~ = 0,107 .... (84e) 
e' W m 2 ft 

Die beiden Gleichungen (84d und e) brauchen keineswegs im Wider: 
spruch zu stehen, da in den Werten const und n vor allen die Rauhig
keit und vielleicht auch der Einfluß der Rohrlänge zum Ausdruck kommt. 
Jedenfalls ist sicher, daß der Wert des Exponenten "n" sich mitzunehmen
der Rauhigkeit der Null nähert, so daß also wahrscheinlich Prandtl 
mit einem glatteren Rohr rechnet, als Nußelt bei seinen Versuchen ver
wendet hat (es war dies ein nahtlos gezogenes Messingrohr von 22,01 rn/rn 
innerem Durchmesser). 

Zahlen beispiel. 
Für ein nahtlos gezogenes Messingrohr von 2,2 cm Durchmesser und 

strömende Luft von 0° und 760 mim Barometerstand soll das Druckgefälle 
bestimmt werden, wenndieStrömungsgeschwindigkeitw=30m/sec beträgt. 

Für Zahlenrechnungen ist es bequemer nicht mit der Massendichte e, 
sondern mit dem spezifischen Gewicht y zu rechnen. Die Gleichung (84e) 
lautet dann 

d _ 2 (Will' d . Y) - 0.21 grad p .---- = 1,76 ' 10 ---- . . . . (84f) 
y' wm2 ft 

In dieser Gleichung ist allerdings der Klammerausdruck keine dirnen
sionslose Größe mehr. 

Mit d = 0,022 [m], ,,= 1,293 [~], ft = 1,69.10- 6 [kg ~:td] 
p = 10333 [k~] und W m = 30 [ kg ] 

m ,sec 
ergibt sich 

d = 176.10- 2 ,1,293' 900. (30' 0,022· 1,293,106)-0,21 
gra p, 0 022 1 69 , , 

= 58,4 [!~] pro 1 Meter Rohrlänge 

= 58,4 [rn/rn Wassersäule] pro 1 Meter Rohrlänge. 
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C. Die Wärmeleitung in strömenden Körpern bei 
a ufgezwllngener /Strömung. 

1. Allgemeines. 
a) Abgrenzung des Gebietes. Wie schon in der übersicht auf S. 147 

angedeutet, soll das Gebiet dieses Abschnittes dadurch gekennzeichnet 
sein, daß für die Entstehung und Unterhaltung sowohl der Bewegung 
als auch der Temperaturunterschiede nur äußere Ursachen in Betracht 
kommen sollen. 

Wir nehmen also an, daß zwischen der Temperatur der Flüssigkeit 
an der Eintrittsstelle, auch Anfangstemperatur €Ja genalmt, und der 
Wandtemperatur ew ein Unterschied bestehen soll. Dagegen wollen 
wir annehmen, daß die inneren Ursachen für Temperaturunterschiede, 
also Kompressionswärme und Reibungswärme vernachlässigbar klein 
sein sollCll. 

Die Energiegleichung (68) im Ansatz des allgemeinen Problemos 
vereinfacht sich dann auf die Form 

(! • cp ' . (w, grad e) = A. • ,d2 €J 

mit (! . cll ' = y. cp geht dies über in 

(w, grade)=a.,d2€J ......... (85) 

und diese Gleichung ist die Gleichung der Wärmeleitung in strömenden 
Körpern. 

Die örtlichen Temperaturverschiedenheiten werden - nach Maß
gabe ihrer Größe und der Eigenschaften der Zustandsgleichung - zu 
örtlichen Verschiedenheiten der Dichte führen und diese letzteren werden 
dann als innere Bewegungsursachen zusammen mit den äußeren Bc
\vegungsurRachen den Strömungszustand bestimmen. Wie oben erwähnt, 
sollen in diesem Abschnitt nur Strömungszustände besprochen werden, 
bei denen nur äußere Bewegungsursachen auftreten. Wir müssen uns 
also auf Fälle beschränken, in denen (! konstant ist. Dadurch entfällt 
erstens die Zustandsgleichung aus dem mathematischen Ansatz und 
zweitens genügen die Kontinuitäts- und die Bewegungsgleichung mit 
ihren Randbedingungen von p und tU zur eindeutigen Festlegung des 
Druck- und des Geschwindigkeitsfeldes. 

Der Hauptvorteil, den die Ausschaltung der inneren Ursachen ge
bracht hat, besteht darin, daß das ganze Problem in zwei Teilprobleme 
zerfällt, die wir kurz unterscheiden wollen als den hydrodynamischen 
Teil, das ist die Bestimmung des Druck- und des Geschwindigkeitsfeldes 
und den thermischen Teil, das ist die Bestimmung des Temperaturfeldes. 
Für den hydrodynamischen Teil gelten in unveränderter Weise die Er
gebnisse des vorigen Abschnittes B. 

b) Der mathematische Ansatz. Für den hydrodynamischen Teil gilt 

l. Die Kontinuitätsbedingung : div tU = O. 
2. Die Bewegungsgleichung: (! (m, grad w) = -grad p +/);. J2 n,. 
3. Die Randwertangaben für p und w. 
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Für den thermischen Teil gilt 
1. Gleichung der Wärmeleitung : (w, grad @) = a . .1 2 8. 
2. Die Randwertangaben für 8. 
Als Lösung des Problems gelten die drei Gleichungen 

P = fp ($,1], C); w = fw ($,1], C); @= fe ($, 1j, Cl. 
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Auch dieses Problem ist im allgemeinen einer analytischen Behand· 
lung nicht zugänglich. Wir benützen deshalb wieder das Prinzip der 
Ähnlichkeit, um aus dem mathematischen Ansatz das heraus zu holen, 
was die Theorie zu bieten vermag. 

c) Das Prinzip der Ähnlichkeit. Zu den Kennzeichen einer Gruppe 
ähnlich berandeter Probleme gehören auch hier in erster Linie dieselben 
Kennzeichen, wie in der reinen Hydrodynamik. Es sind dies die geome· 
trische Ähnlichkeit der durchflossenen Räume und die Gültigkeit der 
Gleichungt"n 73 für die Berandung. Also 

l{ =v,·li . 
w'=Vb)'w 

p' + Pe' = vp • p . 
e' = v(>· e . 
p,' = v,u . p, . 

(73a) 
(73b) 
(73c) 
(73d) 
(73e) 

Dazu treten nun noch zwei weitere Angaben: Wenn die Stoffwerte A, 
cp und e im ganzen Feld als konstant angenommen werden, so ist von 
selbst innerhalb des ganzen Feldes die Bedingung erfüllt 

a'=va·a ........... (86a) 

Ferner kommt noch die Bedingung für die Ähnlichkeit der Randwerte 
von 8 hinzu. Da in der Gleichung (85) nicht der Absolutwert der Tem. 
peratur, sondern nur seine Ableitungen grad @ und L12@ vorkommen, 
80 können wir ebcnso wie in Gleichung (73c) setzen 

@' +@c=ve' @ .•••.•••. (86b) 

Solange die Werte 11 willkürlich gewählt sind, gewährleisten die 
Bedingungen (73) und (86) nur die Ähnlichkeit der Felder an ihrer Be· 
grenzung. Damit die Felder auch in ihrem ganzen Inneren ähnlich sind, 
müssen die Werte v den untenstehenden Gleichungen (87a-c) gemäß 
gewählt werden. 

(87 a) 

VQ·Vw vp V",'l'w ---vr = ~ = ~2- (87b) 

Yw' ve V® 
--y,- =Va · V12 ... ...•. • (870) 

Da wir erkannt haben, daß unter den gewählten, einschränkenden 
Bedingungen das Geschwindigkeitsfeld vom Temperaturfeld unabhängig 
ist, so schließen wir hier - wie in der reinen Hydrodynamik - daß 
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für alle Strömungen mit ähnlichen hydrodyna.mischen Randbedingungen 
die Gleichheit der Werte 

WOIoO(!=Re 
p, 

allein genügt als Kennzeichen für vollständige Ähnlichkeit des Ge
schwindigkeits- und des Druckfeldes. 

Sollen außerdem auch die Temperatudelder ähnlich sein, so muß 
noch die Bedingung (87 c) erfüllt sein. Wir vereinfachen sie zu 

~-1 - , 
"'W°'PJ 

und erkennen, daß in Gleichung (86b) nicht nur der Wert 8e, sondern 
auch der Wert "'8 willkürlich gewählt werden kann. 

Mit Berücksichtigung der Bedeutung von", folgem wir aus der letzten 
Gleichung: 

a a' a" 
--1 =----'--1 '=-,,----1" = 0 0 ° Pe (= Pticlet). wo 0 wo 0 w· 0 

Innerhalb einer Gruppe ähnlich berandeter Probleme ist also d~s 
Druck- und das Geschwindigkeitsfeld nur vom Werte Re und das Tem
peraturfeld nur von den heiden Werten Re und Pe abhä.ngig. 

Aus ZweckmäßigkeitsgrÜllden wollen wir neben der Kenngröße Pe 
noch eine andere Kenngröße St (= Stanton) ableiten: 

Wenn uns irgendeine Größe u in ihrer Abhängigkeit von zwei unab
hängil$6n Veränderlichen x und y bekannt ist, so können wir daraus jeder
zeit em anderes Abhängigkeitsverhältnis ableiten, indem wir u statt am 
Funkti~n von x und y.als Funktion von x und (x 0 y) darstellen. 

Auf Grund dieser Überlegung wollen wir später das Temperaturfeld 
bei manchen Aufgaben nicht in seiner Abhängigkeit von Re und Pe dar
stellen, sondern von Re und Re· Pe. Hierbei ist 

Re. Pe = w· 10 , (! • ~ __ = (!. a = . __ i!._ = St . . . . (88) 
p w.~ p cp'p.g 

Durch diese Umformung haben wir statt Pe eine neue Kenngröße ein
geführt, tieren Vorzug es ist, daß sie nur aus Stoffwerten besteht, also 
selbst ein reiner Stoffwert ist. 

Die Temperaturgradienten in ähnlichen Feldern. 

Wir verglichen zwei (oder mehrere) Felder mit ähnlichen Rand
bedingungen und mit den Werten . 

1'0 und 10 für die Bezugslängen 
8a' und Ba für die Anfangstemperaturen 

8'w und Bw für die Wandtemperaturen. 
}'ür diese Randwerte gilt nach (86b) 

Ba' + 8e' = ve' e" 
Bw' + 8 e' = V(9' ew 

Ba' - ew' = 1'0' (8a - 8 w). 

Wir dividieren diese Gleichung durch die Gleichung 10' = 'VI .10 und 
erhalten 

Ba' --- 8 w' "'19 ea - f::)w 
10' = ~. --1-0-' 
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Sind nun die beiden Felder nicht nur an der Bemndung, sondern 
auch in ihrem Innern ähnlich, ist also Re' = Re und Pe' = Pe, so gilt 
derselbe Zahlenwert 118 nicht nur für die Randwerte, sondern auch für 
zwei beliebige, ähnlichgelegene Punktpaa.re des ganzen Inneren. Denken 
wir uns als solche Punktpaare die Endpunkte zweier ähnlich gelegener, 
kleiner Strecken dß und dß', so gilt für den Temperaturanstieg längs 
dieser Strecken die Gleichung 

d8' 118 df) , 1I@ 
-d ' =-·-d oder grad 8 =_. grad 8. 

ß 1'1 ß 111 

Wenn wir die letzte Gleichung durch die vorletzte Gleichung divi
dieren, so erhalten wir: 

Ll 10 Li' l~ 
grad 17 8 8 = grad Ö' ~-;s-; =. . . = Ma. 

a - H W Ö'a - 17W 

Die Kenngröße Ma (= Mach) ist also konstant für alle vollständig 
ähnlichen Probleme, sie ist also eine Funktion von Re uRd Pe. 

Li 10 grad 17· f) f) = FMa (Re, Pe). • . . . . . (89) 
a- "w 

d) Der Wärmeübergang. Ebenso wie in der Hydrodynamik das 
Interesse der Technik nicht auf die Gestalt der Felder gerichtet ist, 
sondern auf den Druckverlust und die Kräfte, so kommt es auch bei 
diesem Gebiet der Technik nicht auf die Gestalt der Temperaturfelder 
an, sondern auf den Energietransport in Feld und vor allem auf den 
Wärmeaustausch zwischen Flüssigkeit und Wand. 

Die Bestimmung der Temperaturfelder stellt also nur eine Vorstufe 
auf dem Wege zur Lösung dar. Schon bei Ableitung der Gleichung der 
Gesamtenergie hatten wir (S. 142 u. 143) die beiden Vektoren 0 und (E 
eingeführt. Wir können also für den Energiefluß an einer' Stelle des 
Feldes setzen: 

0+(1= - A· grad 8+e·e. tu. 

Hierin ist A· grad 8 jene Wärmemenge, die durch Leitung fortge
schafft wird, und e· e . tu ist jene Energie, die als Energieinhalt mit, 
der Materie durch die Strömung fortgetragen wird. 

Ist nach dem Energietransport durch ein Flächenstück df gefragt, 
so kommen nur die Normalkomponenten der beiden Vektoren (} und (E 
in Frage. 

Für den Energieinhalt der Raumeinheit müßten wir nach S. 143 
streng genommen 

e =1/2W2+i-p v 

setzen. Da aber den einschränkenden Annahmen dieses Abschnittes zu
folge alle anderen Energieänderungen gegenüber den Wärmemengen zu ver
nachlässigen sein sollen, so können wir schreiben: e = i = 'Y. Cp • 8 + const. 

Da es sich immer nur um Energieunterschiede handelt, kann das 
konstante Zusatzglied auch wegbleiben. 

Wir erhalten also für den Energietransport durch ein Flächenstück df 
den Wert 
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-A.gradn@·df+y,cp·@·wn·df ...... (90) 
Wenn wir uns die Aufgabe stellen aus der Gestalt des Geschwindig

keits- und des Temperaturfeldes den Wärmeaustausch zwischen einer 
strömenden Flüssigkeit und ihren festen Begrenzungswänden zu be
stimmen, so stehen uns zur Lösung dieser Frage zwei Wege offen. 

1. Weg. Wir können durch Integration des Ausdruckes (90) den 
Energietransport durch den Eintrittsquerschnitt und dann ebenso für 
den Austrittsquerschnitt berechnen. Der Unterschied zwischen heiden 
ist der Energieaustausch der Flüssigkeit mit der Wandung. 

Hierbei ist zu beachten, daß wir wohl immer diejenige Wärmemenge, 
welche durch Le~tung den Eintritts- oder Austrittsquerschnitt passiert, 
vernachlässigen können. 

Wenn Fa der Eintritts- oder Anfangs- und Fe der Austritts- oder 
Endquerschnitt ist, so erhalten wir für die Wärmemenge Q, die in der 
Zeiteinheit an die Wandung übergeht, den Wert 

. Q=y.cp-!@.,Yn·df-y.cp-je.,Yn·df .... (90a) 
Fa }'c . 

Die Anfangstemperatur e a wird meistens über den ganzen Anfangs
querschnitt konstant sein. Wir können dann e a vor das Integralzeichen 
setzen und erhalten für das erste Integral den Wert 

ea-jWn' df=@a' (wmLFa = e a • V 
Fa 

Für die Endtemperatur ee definieren wir einen Mittelwert nach dßt' 
Definitionsgleichung (vgl. später S. 176). 

ee}wn·df= JWn' e· df. 
}I\ Fe 

Für die ausgetauschte Wärme Q ergibt sieh dann 
Q = cp ' y. (ea - ee) . V . . . . 

Innerhalb einer Gruppe ähnlich berandeter Probleme ist 
erstens V = koefft • w· 102 

und es ist ferner nach Definition von a: 
A. 

c.y=-;, 

. ( w . 10 ) koeH1 also c· y. V =). ·koeff1 .10 -a- = ),.10 ----pe-' 
ga-ee 

zweitens 10 koeffz . grad e 
und nach Gleichung (89) ist 

e -ew grad€)= a 1 ·}t'lIIa(l{,e, Pe). 
o 

Mit diesen heiden Beziehungen ergibt sich: 
1 

Q = A. .10 , (ea - e w)' koeff!. koeff2 Pe . F Ma (Re, Pe) 

• (OOb) 

= + A. • (ea - ew) .10 • IJf (Re, Pe) . . . . • . (90c) 
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2. Weg. Den Ausdruck (90) können wir auch auf ein Element der 
Begrenzungsfläche anwenden. Mit Annäherung an die Wand wird die 
Normalkomponente der Geschwindigkeit immer kleiner und an der 
Wand selbst wird überdies auch die Geschwindigkeit selbst zu Null. 
Der ganze Ausdruck (90) reduziert sich also auf den ersten Summanden, 
und es ergibt sich 

d Q = - J,. gradn e· df 

und dies geht mit Verwendung von Gleichung (89) über in 

e -ew dQ= -I.' a I ~.FMa(Re, Pe).df. 
o 

Wollen wir die Wärmemenge berechnen, welche an die ganze Obor
fläche F übergeht, so haben wir über F zu integrieren 

e -ew 
Q = -;.,. ~l--' Funkt (Re, Pe)· F. 

o 
Diese Gleichung läßt sich noch etwas umformen, weil für geometrisch 

ähnliche Flächen F : 10 = koeff . 10 ist. Sie wird dann identisch mit der 
bereits oben abgeleiteten Gleichung (90c) 

( w.lo· e a) 
Q=+A·(e,,-ew)·lo·P fl 'w-:ro ••• (90c) 

d. h. die übergehende Wärmemenge ist proportional der Wärmeleit
zahl A, dem Unterschied zwischen Anfangstemperatur der Flüssigkeit 
und Wandtemperatur und der ersten Potenz der linearen Abmessungen. 
Der Proportionalitätsfaktor ist eine Funktion der Kenngrößen Re 
und Pe. 

Dehnen wir unsere Betrachtung auf die ganze Klasse der Probleme 
gleicher Art aus, so erweitert sich der Proportionalitätsfaktor zu 

P (Re, Pe, 11/10 , ••• li/lo' ... ). 
Die Gestalt dieser Funktion rp kann nur durch den Versuch bestimmt 

werden. Leider hat die experimentelle Forschung diesen Weg zur direkten 
Bestimmung des Wärmeübergangs bisher noch nicht beschritten, son
dern stets nur den Weg über die W. Ü. Z. eingeschlagen. 

e) Die Wärmeübergangszahl, geschichtlicher Rückblick. Der Weg, 
auf dem wir bisher zu den Gesetzen für den Wärmeübergang zu gelangen 
trachteten, entspricht der mathematisch - physikalischen Forschungs
weise. 

Wir müssen nun auch den zweiten Weg besprechen, die technisch 
empirische Forschung. Zu diesem Zwecke müssen wir etwas weiter 
ausholen und in kurzen 'V orten auf die Entwicklung dieser Forschungs
weise eingehen. 

Die Bestrebungen, bei der Bemessung von Heizflächen die Schätzung 
durch die Berechnung zu ersetzen, begannen damit, daß man sich die 
in die Augen fallendsten Einflüsse klar machte. Die Erfahrung hatte 
gezeigt, daß die ausgetauschte Wärmemenge um so größer wird, erstens 
je größer die wärmeaufnehmende oder wärmeabgebende Fläche Fist 
und zweitens je größer der Unterschied zwischen der Temperatur der 
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Flüssigkeit tF und der Temperatur der Wand tw ist. Ferner war es selbst
verständlich, daß sie im Beharrungszustand der Zeit 't' proportional ist. 

Es ergibt sich damit der Ansatz: 

Q = Funkt «tw - t F), F) . 't' ...... (91a) 
worin von der Funktion vorerst nur bekannt ist, daß sie mit jedem der 
beiden Argumente wächst. 

Diese Funktion hat man stets dadurch in willkürlicher Weise speziali
siert, daß man sie als ein Produkt von zwei Teilfunktionen mit je einem 
Argummt auffaßte und daß man jeder Teilfunktion die Gestalt einer 
Potenzfunktion mit positivem Exponenten gab. Man nahm also an, daß 
die in der Zeiteinheit übergehende Wärmemenge einer noch unbekannten 
Potenz der Fläche und einer anderen ebenfalls noch unbekannten Potenz 
der Temperaturdifferenz proportional ist. Dies gibt die Gleichung 

Q = a· (tF - tw)n l ' Fn •. 't' . . ...... (91 b) 
Den Proportionalitätsfaktor a nannte man die äußere Wärme

leitfähigkeit der Wand und seinen reziproken Wert (1 : a) den über; 
gangswiderstand. Heute ist für a allgemein die Bezeichnung Wärme
übergangszahl gebräuchlich. Für den Exponenten n2 findet man 
nur selten andere Werte als "eins". Dagegen sind für n l besonders in 
älteren Arbeiten verschiedene zwischen eins und zwei gelegene Werte 
angegeben. In neuerer Zeit wird aber auch für n l immer hänfiger der 
Zahlenwert eins angenommen, so daß wir schreiben müssen: 

Q=a·(tF-tw)·F·'t' ....... (91c) 
Dieser ungemein einfache Ansatz würde in der Tat auch zu einfachen 

Rechnungen führen, wenn es möglich wäre, für die Wahl des Wertes a 
einfache und zuverlässige Regeln aufzustellen, oder wenn man diese 
Werte in Tabellen zusammenstellen könnte, etwa so wie die Dichte, 
die spezifische Wärme usw. 

Daß dies aber nicht möglich ist, zeigte sich um so klarer, je mehr 
man sich mit dem Problem befaßte. Jede neuere Experimentalunter
suchung zeigte den Vorgang von einer neuen Seite nnd vermehrte die 
Zahl derjenigen Größen,welche den Wärmeübergang beeinflussen. 

Langsam wurde man so zu der Erkenntnis geführt, daß der Ansatz 
(91c) nur scheinbar einfach ist, daß er die Schwierigkeiten des Wärme
übergangsproblemes nicht löst, sondern nur in die Wahl des Wertes a 
zusammendrängt. . 

Die äußere Wärmeleitfähigkeit war usrpÜDglich als ein reiner Stoff
wert gedacht, als ein Wert, der nur von der physikalischen Natur der 
Flüssigkeit und der Substanz der Wandung abhängt. Als ein Beweis 
für diese Auffassung mögen die Angaben aus der älteren Literatur 
dienen, welche Wärmeübergangszahlen nennen und zu ihrer Bezeich
nung nur angeben: von Wasser an Eisen, von Wasser an Messing, von 
Messing an Wasser, von Mauerwerk an Luft usw. Insbesondere inter· 
essierte die Frage, ob der übergangs,,"iderstand größer ist, wenn die 
Wärme vom festen Körper an die lflüssigkeit übertritt oder umgekehrt. -
Obwohl diese Ansicht, nach welcher a ein reiner Stoffwert sein sollte, 
schon sehr früh als unrichtig erkannt wurde, so hat sie sich doch 
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in manchen Schriften recht lange erhalten und zwar weniger in der tech
nischen Literatur als in den Lehrbüchern der Physik. 

Die nächstliegenoe Verbesserung, die man an dem Ansatz (91c) 
vornahm, bestand in der Berücksichtigung der Strömungsgeschwin
dlgkeit. Es war ja bekannt, daß bei sonst gleichbleibenden Verhält
nissen die Erhölmng der Strömungsgeschwindigkeit zu einer Vermeh
rung der übergehenden Wärmemenge führt. In üblicher Weise ver
suchte man auch diese Abhängigkeit durch eine Potenzfunktion aus
zudrücken. Man setzte: 

. . . (9280) 

worin C stets positiv und m zwischen 0 und 1 gewählt war. Sehr häufig 
findet sich der Ansatz: 

a = ao + C . yw . . . . . . . . . . (92b) 

Der Wert ao bedeutete jene W.ü.Z., welche für sogenannte ruhende 
Luft einzusetzen ist, also bei Vorgängen, bei denen die Luft nicht durch 
äußere Ursachen, sondern nur durch innere Ursachen, nämlich durch 
den Auftrieb infoIge verschiedener Erwärmung in Bewegung gehalten 
wird. 

Sehr bald versuchte man auch die Beschaffenhei t der Heiz- und 
Kühlflächen in der Formel zum Ausdruck zu bringen, denn man 
hatte erkannt, daß der Grad der Rauhigkeit der Wand und ihre Ver
unreinigung durch Ruß, Kesselstein oder andere Ablagerungen aus der 
Strömung von großem Einfluß auf den Wärmeübergang sind. 

Ferner mußte man vermuten, daß nicht nur die Temperaturdifferenz 
(tl!' - t w), die ja schon in den Gleichungen (91) zum Ausdruck kommt, 
den Wärmeübergang bestimme, sondern, daß auch die absolute Höhe 
der Temperatur, bei welcher der Wärmeübergang erfolgt, zu berück
sichtigen seien, also etwa t F oder tw oder auch beide Werte. Diese 
Frage wurde sehr oft in unklarer 'Weise vermengt mit der Frage nach 
der Größe des Exponenten n1 in der Potenz (tF -tW)ll,. 

Ein anderer Umstand, der ebenfalls zur Verwirrung Anlaß gibt, 
ist der Begrüf "Flüssigkeits temperatur", und wir müssen uns 
deshalb mit den verschiedenen Anschaungen über die Temperatnrver
teilung in der Flüssigkeit bekannt machen. 

Die ältere Auffassung ging dahin, daß man innerhalb eines Quer
schnittes nur mit zwei Tempeuturen zu rechnen habe, mit der Wand
temperatur tw und mit der im ganzen Querschnitt gleichen Flüssigkeits
temperatur tF' Die Düferenz (t~, - tw) bedeutete dann den Temperatur
sprung, welcher zusammen mi1 dem Übergangswiderstand die Intensität 
des Wärmeüberganges bestimmen sollte. Dies ähnelt durchaus jener 
älteren hydraulischen Auffassung über das Geschwindigkeitsfeld, wo
nach im ganzen Querschnitt eine konstante Geschwindigkeit und an 
der Wand ein Gleiten, also ein Geschwindigkeitssprung angenommen 
wird. Die Annahme wurde später ergänzt durch die Lehre von der ad
härierenden Schicht. Eine dünne Flüssigkeitshaut spaltet sich - so 
besagt diese Lehre - von der übrigen Flüssigkeitsmasse ab und haftet 
fest an der Wand. Der Geschwindigkeitssprung wird also durch diese 
Annahme von der Wand weg nach dem Inneren der Flüssigkeit verlegt. 
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Wir dürfen in dieser Auffassung einen, wenn auch noch fehlerhaften 
Vorläufer, der Prandtlschen Lehre von den Grenzschichten erblicken. 
übrigens hat die Lehre von der anhaftenden Schicht in der Hydraulik 
nur geringe Bedeutung gewonnen. Um so mehr hat sie die Lehre vom 
Wärmeübergang beherrscht. Sie führte zu der Vorstellung, daß in der 
ganzen bewegten Flüssigkeit die einheitliche Temperatur tF herrscht, 
und daß dann diese Temperatur innerhalb der dünnen anhaftenden 
Schicht von tF bis tw st~igt oder sinkt. Da die Flüssigkeit innerhalb 
der Schicht als vollkommen bewegungslos galt, so glaubte man nach 
den Gesetzen für die Wärmeleitung in festen Körpern den Wärme
durchgang durch diese Fläche berechnen zu können. Mit der Bezeich
nung LI für die Dicke der Schicht, erhielt man 

Q=_J.tF-tw.F.t" 
LI 

Da sich aber kein Anhalt finden ließ, welchen Zahlenwert man für LI 
einsetzen müsse, so war auch durch diese Deutung des Vorganges die 
Schwierigkeit nicht behoben, sondern nur in die Wahl der Größe ,1 
statt der Wahl der Größe averlegt. 

Interessant ist, in welcher Weise die experimentelle Forschung von 
diesen anhaftenden Schichten Notiz nahm. Man empfand das Auf
treten dieser Schichten bei der Strömung im Versuchsapparat als ein 
störendes Moment, als eine Erscheinung, die den naturgemäßen Wärme
austausch behindert und man suchte deshalb in den Versuchsein
richtungen diese anhaftende Schicht durch rotierende Bürsten und 
andere Vorrichtungen immer wieder zu entfernen. Gerade dadurch 
aber, daß man diesen Schichten eine solche Bedeutung beimaß, verbot 
es sich von selbst, die Ergebnisse dieser Versuche auf Fälle der Praxis 
zu übertragen, bei denen sich ja diese Schichten ungehindert ausbilden 
können. 

Auf die Dauer vermochte sich die Lehre von der anhaftenden Schicht 
nicht zu halten, vor allem auch nicht die Vorstellung einer in der ganzen 
bewegten Masse gleichen Querschnittstemperatur. Sie wurde durch die 
Versuche mehrfach widerlegt. 

Wenn aber einmal feststeht, daß die Temperatur im Querschnitt 
nicht gleichen Wert besitzt, so entsteht die Frage, was man dann unter 
der Temperatur der Flüssigkeit verstehen soll. Wir wollen uns bei diesen 
Erörterungen an das Beispiel der Strömung im geraden Rohr mit kreis
förmigem Querschnitt halten, weil für diesen Fall direkte Messungen 
vorliegen und weil sich die Darstellung an diesem Beispiel am ein
fachsten gestaltet. 

Gelegentlich einer Untersuchung über den Wärmeübergang von 
strömender Luft an Rohrwandungen, habe ich die Temperaturverteilung 
im Querschnitt des Rohres bestimmt, indem ich mit einem verschieb
baren Thermoelement die Temperatur an verschiedenen Stellen des 
Durchmessers gemessen habe. Diese Messungen habe ich bei verschie
denen Strömungszuständen und an mehreren Stellen längs des Rohres 
wiederholt und dabei stets dasselbe Ergebnis er~ielt,. nämlich eine un
gefähr parabolische Temperaturverteilung längs des Durchmessers. 
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Fig. 56a stellt ein solches Messungsergebnis dar. Außerdem habe ich 
mit einem verschiebbaren Pitotrohr die Geschwindigkeitsverteilung über 
den Querschnitt bestimmt. Die zu Fig. 56a gehörige Geschwindigkeits. 
verteilung stellt Fig. 56b dar. 

Von einer Flüssigkeitstemperatur kurzweg kann also überhaupt 
nicht gesprochen werden, sondern nur von einer mittleren Flüssigkeits. 
temperatur; aber auch über diese Mittelwertbildung sind noch zweierlei 
Auffassungen möglich. 

Fig. 56a. Temperaturverteilung 
im Rohr. 

Fig. 56b. Geschwindigkeitsverteilung 
im Rohr. 

1. Die mittlere Temperatur im Querschnitt. Wir denken uns den 
ganzen Querschnitt a des Rohres in kleine Elemente da zerlegt, messen 
die zu jedem da gehörige Temperatur e (bei beliebig gewähltem Null. 
punkt) und definieren die mitt.lere Temperatur eQ im Querschnitt 
durch die Gleichung 

. . . (93a) 

a 

Dieser Mittelwert bezieht sich nur auf die Querschnittsfläche und 
berücksichtigt in keiner Weise das Vorhandensein einer Strömung. 
Er kann gefunden werden durch Abtasten des Querschnittes mit einem 
Thermoelement und nachherige Berechnung mit Gleichung (93a) oder 
durch direkte Messung mit Hilfe eines Widerstandsthermometers, welches 
quitterartig über den ganzen Querschnitt ausgespannt ist. 

2. Die mittlere Temperatur der Flüssigkeit. Wir denken uns wieder 
den Querschnitt in seine Elemente da zerlegt, messen die zu jedem da 
gehörige Temperatur sowie die Normalkomponente W n der Geschwindig. 
keit W und bilden den Ausdruck e · Wn . da. Wir multiplizieren also 
die Temperatur nicht mit dem Flächenelement da, sondern mit dem 
Volumelement, welches dieses da durchströmt. Wir definieren dann die 
mittlere Temperatur eF der Flüssigkeit durch die Gleichung 

Je. w . da 
n 1 

eF=(J J =V Ije.wn'da . .... (93b) 
wn.da 0 

a 
a 

Dieser Mittelwert ist als die mittlere Temperatur der Flüssigkeits
masse zu bezeichnen. Er läßt sich bestimmen entweder durch Messung 
der Temperatur. und Geschwindigkeitsverteilung und Berechnung nach 
Gleichung (93b) oder durch Einbau einer Mischvorrichtung (z. B. einer 
kleinen Kammer) unmittelbar. nach dem Querschnit,t und Messen der 
einheitlich gemachten Flüssigkeitstemperatur. 
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Für den in Fig. 56a u. b gezeichneten Fall ergibt sich 
eQ - e\V = 0,825 (eAChse - e w) 
e F - e w = 0,434 (eAchse-eW) 

Der Unterschied zwischen beiden Mittelwerten ist also ganz be
trächtlich. Was hier für das kreisrunde Rohr abgeleitet wurde, .gilt 
in sinngemäßer Weise auch für alle anderen Strömungsarten. 

Der auf S. 170 gewonnene Mittelwert der Temperatur deckt sich 
mit dem eben abgeleiteten Wert (}F' Später werden wir sehen; daß für 
alle Wärmeübergangsberechnungen nur der Mittelwert eF in Betracht 
kommt. Leider ist bei den Versuchen zur Bestimmung der W.ü.Z. 
bisher auf diese Unterscheidung in der Mittelwertbildung sehr wenig 
geachtet worden und darin liegt ein weiterer Grund für die Unzuver
lässigkeit des bis heute vorliegenden Versuchsmateriales. 

Wir haben bisher als Umstände, welche den Wert der W.ü.Z. be-
einflussen, kennen gelernt: 

1. Die physikalische Natur des strömenden Körpers; 
2. die Strömungsgeschwindigkeit ; 
3. die Beschaffenheit der Heiz- und Kühlflächen besonders hin-

sichtlich Rauhigkeit und Reinheit; 
4. die absolute Temperaturhöhe, bei der sich der Vorgang abspielt; 
5. die mittlere Flüssigkeitstemperatur. 
Dazu kommt nun noch als 6. überaus wichtiger Umstand die Art 

der Strömung überhaupt. Es handelt sich hierbei darum, ob die Strö
mung längs einer ebenen Wand erfolgt oder senkrecht gegen eine solche, 
o~ die Flüssigkeit in einem Rohr oder außen um ein Rohr ( 11 oder J.. 
zur Achse) fließt, ob das Rohr eng oder weit, gerade oder gekrümmt 
ist, usw. Es ist zu erwarten, daß für diese verschiedenen Aufgaben 
nicht nur der Absolutwert der W.Ü.Z. verschieden ist, sondern daß 
vor allem verschiedene Gesetze gelten für den Einfluß der übrigen 
Faktoren. 

In dem Bestreben die Lehre vom Wärmeübergang möglichst einfach 
zu halten, hat man es lange Zeit vermieden, diese Erkenntnis, die sich 
unbedingt aufdrängen mußte, zu berücksichtigen. Insbesondere konnte 
man sich nicht dazu entschließen, für die verschiedenen Strömungsarten 
mit verschiedenen Gesetzmäßigkeiten zu rechnen. 

Fast alle experimentellen Arbeiten gehen von der Annahme aus, 
daß sich die Funktion 

a = Funkt (a, (bI', w, tF, 10), .... (94a) 
zerlegen läßt in ein Produkt von Einzelfunktionen nach der Art: 

a = fda) . f2 (e) . f3 {I') .... usw ....... (94b) 
Viele Forscher gingen noch weiter in der Willkür ihrer Annahmen, 

indem sie für diese Teilfunktionen von vornherein das Potenzgesetz 
annahmen. Wenn nun auch für die Strömung im geraden Rohr sich auf 
Grund der Versuchsergebnisse diese Annahme als zweckmäßig erwiesen 
hat, so ist es doch verfehlt, sich bei allen Strömungsarten ohne weiteres 
auf das Produkt von Teilfunktionen festzulegen. 



Aufgezwungene Strömung. - Allgemeines. 177 

Des weiteren hat es sich gezeigt, daß nicht alle Stellen der Heiz
und Kühlflächen von gleicher Wirksamkeit sind, mit anderen Worten, 
daß die W.ü.Z. längs einer und derselben Heizfläche im allgemeinen 
veränderlich ist. Wir müssen deshalb statt Gleichung (91c) genauer 
schreiben: 

dQ = a . (tF - tw) . dF . 7: ••••••• (91d) 

Da die W.Ü.Z. a eine Funktion von mindestens 7 Veränderlichen ist, 
so ist ihre Bestimmung eine äußerst mühevolle Sache. Wir wollen des
halb versuchen, ob sich nicht wieder mit Hilfe des Ähnlichkeitsprinzipes 
die Zahl der Veränderlichen vermindern läßt. 

f) Die Wärmeübergangszahl und das Prinzip der Ähnlichkeit. Für 
die Wärmemenge d Q, die in der Zeiteinheit an das Flächenstück df über
geht, gilt, nach der Definition für a die Gleichung: 

dQ = a . (eF - ew) . df. 

Zufolge den Ausführungen von S. 171 gilt aber auch 
rl Q = - i . . gradn e . d f. 

Daraus folgt: 
1 

a = - } .. gradn e . eF _ ew' 

In diese Gleichung setzen wir den Wert von grade aus Gleichung (89) 
ein und erhalten 

A 
(1. = - r' Fi\fa (Re, Pe) . . . . .... (95a) 

o . 
Zum Schlusse noch können wir von der Gruppe ähnlich berandeter 

Probleme zu Klasse von Problemen gleicher Art übergehen: 

A ( 11 12 ) a = - f'1jJ Re, Pe, l' f' .... . ..... (95b) 
o 0 0 

Die Gleichung (95a) stellt gegenüber Gleichung (94a) eine wesent
liche Verminderung der unabhängigen Veränderlichen dar, indem die 
einzelnen Veränderlichen zu den beiden Kenngrößen 

w·lo·Q a 
und 

!l w·lo 
zusammengefaßt erscheinen. 

Die Temperatur tF kommt dadurch zum Ausdruck, daß die Stoff
werte a, fl und Q mit der Temperatur veränderlich sind. 

Bemerkung: Wenn wir die Wärmemenge Q berechnen wollen, 
die nicht an ein Flächenelement dF, sondern an die ganze Fläche F 
übertritt, so müssen wir die Gleichung 91d integrieren. Wir erhalten 

Q = f CL • (eF - ew) . d F; 
]' 

hierin sind sowohl a als auch (eF - e w) längs der Fläche F veränderlich, 
sie müssen also unter dem Integralzeichen verbleiben und deshalb ist 
die Berechnung des Wärmeüberganges mit Hilfe der W.Ü.Z. immer 
eine umständliche Arbeit. Es ist darum die Frage berechtigt, ob nicht 

Gröber, Wärmeleitung und Wärmeübergang. 12 



178 Wärmeleitung in Flüssigkeiten. 

ein anderes Rechenverfahren ohne Benützung der W.ü.Z. möglich ist. 
Bei der Wärmeleitung in festen Körpern haben wir gesehen, daß für 
Randwertaufgaben dritter Art die Kenntnis der W.Ü.Z. notwendig ist. 
Ebenso werden wir später sehen, daß bei Aufgaben über den Wärme
durchgang die W.Ü.Z. Zahlen für beide Seiten der Wandung bekannt 
sein müssen. Dagegen ist es bei Aufgaben über den Wärmeübergang 
allein sehr wohl möglich, ohne den Begriff der W.Ü.Z. auszukommen, 
wie wir durch Ableitung der beiden Gleichungen (90c) bewiesen haben, 
und zwar stellt im Vergleich zu diesem Weg die Verwendung der 
W.Ü.Z. einen Umweg dar. 

Es ergibt sich daraus die Forderung, daß die experimentelle For
schung sich nicht mit der Ermittlung der W.Ü.Z. begnügen darf, sondern 
daß sie auch gleichzeitig die Funktion lJ1 in Gleichung (90c) ermit
teln muß. 

g) tJber die Zahlenwerte A, Cp , Y und fl. Diese Stoffwerte sind aus 
den Zahlentabellen der physikalischen Literatur zu entnehmen. Da 
aber diese Stoffwerte alle mit der Temperatur sich ändern, so entsteht 
die Frage, bei welcher Temperatur sie aus den Tabellen entnommen 
werden müssen. 

Der nächstliegende Gedanke ist der, die mittlere Temperatur TF 

der Flüssigkeit als maßgebend zu betrachten. Allein wir würden damit 
die große Bedeutung außer acht lassen, welche der Temperatur Tw 
der Rohrwand zukommt. Wir wollen deshalb beide Temperaturen 
berücksichtigen und für die Größen Ä, cp , y und fl Mittelwerte ein
führen, welche durch nachstehende vier Gleichungen definiert sind. 

T 

i·m = 1'_1 T'J~ dT 
F -. W T w 

T., 

cp,m = T, ~T·!.cp' dT 
F W " 

w 

T 1 ,F 

Ym = 1'p _ Tw j Y . d T 
T". 

1 JTF 

!tm = 'I,--rl'~' fl' d T. 
p- ·w 

Tw 

Es müssen also die Geset.zmäßigkeiten bekannt sein, nach welchen 
die Stoffwerte von der Temperatur abhängen. Bei allen Arbeit,en, welche 
größere Genauigkeiten erfordern, also vor allem bei Forschungsarbeiten 
muß nach diesen Gleichungen gerechnet werden. Für dic meisten tech
nischen Aufgaben dagegen genügt es, wenn wir eine mittlere Temperatur 
Tm durch die Gleichung 
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definieren und die Stoffwerte bei dieser mittleren Temperatur Tm aus ihren 
Tabellen entnehmen. 

Das Wesen sowohl des genaueren als auch des einfacheren Verfahrens 
besteht darin, daß wir die Temperaturen Tw und TF als gleichwertig 
annehmen und das hat zur Folge, daß die Rechnung gleiche Werte für 
den 'Värmeübergang liefert, wenn die Wärme von der Flüssigkeit an 
die Wand oder wenn sie von der Wand an die Flüssigkeit übergeht. 
Inwieweit dies richtig ist, läßt sich aus dem bis heute vorliegenden 
Versuchsmaterial noch nicht beurteilen. 

Wir haben uns in diesen Erörterungen über die Walu der Stoffwerte 
an den Vorschlag gehalten, welchen Nußelt in seiner Arbeit "Der Wärme
übergang im Rohr" (Z. d. V. d. I. 1917 S. 685) macht. In früheren Arbeiten 
hat Nußelt die Temperatur Tw und TF getrennt in die Rechnung ein
geführt. Nach der älteren Nußeltschen Annahme müßten wir z. B. die 
Gleichung (95a) in der Form 

~-F. (W'IO'(lF W'lo) a· - l\[ ,--
..lw n ""F aF 

schreiben, worin mit AW die W.L.F. bei der Temperatur der Wand und 
mit (lF' ItF und aF diese Stoffwerte bei der Temperatur TF bezeichnet 
sind. Die neue Nußeltsche Annahme dagegen gibt der Gleichung (95a) 
die Form: 

a'~=FMa(W'lo'(lm, ~~()). 
Am ffm am 

Für den Wärme übergang im Rohr haben die Versuche die neuere Annahme 
besser bestätigt als die ältere. 

2. Die Strömung im geraden Rohr mit kreisfi51'migem Quer
schnitt. 

Wir beginnen mit diesem Strömungsvorgang, weil hierfür die hydro
dynamischen Verhältnisse am besten bekannt sind, und weil auch über 
dem Wärmeübergang im Rohr die besten theoretischen und experi. 
mentellen Arbeiten vorliegen. Unter diesen Arbeiten stehen drei Arbeiten 
von Professor Nußelt weit voran. Sie sind nicht nur deshalb wichtig, 
weil fast unsere ganze einwandfreie Kenntnis vom vVärmeübergang in 
Rohren auf diese Arbeiten zurückzuführen ist, sondern mehr noch des· 
halb, weil sie den Weg zeigen, auf dem sich die Methoden der mathe· 
matischen Physik bei Aufgaben des Wärmeüberganges verwenden lassen. 

a) Der Wortlaut der Aufgabe. In die Wandung eines großen Be
hälters ist ein gerades Rohr von kreisförmigem Querschnitt eingesetzt. 
Der Durchmesser des Rohres sei d, seine Länge L und seine Rauhigkeit 15. 
Dureh dieses Rohr soll in der Zeiteinheit eine Flüssigkeitsmenge vom 
Gewichte G strömen. Die Anfangstemperatur Ta soll im ganzen Ein· 
trittsquerschnitt konstant sein, ebenso sei die Wandtemperatur Tw 
längs des ganzen Rohres konstant. Die Stoffwerte der Flüssigkeit (tropf. 
bare Flüssigkeit oder Gas) nämlich A, cp , 'Y und ß sollen bekannt sein. 

Es sind nachstehende 3 Fragen zu beantworten: 
I. Wie ändert sieh die mittlere Flüssigkeitstemperatur längs des 

Rohres? 

12* 
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2. Wie groß ist die Wärmemenge, die auf der Rohrstrecke z = 0 
bis z = L ausgetauscht wird? 

3. Wie groß ist die W.ü .Z. in den verschiedenen Entfernungen vom 
Rohranfang ? 

~~ ______ ~ __________________ ~J Be 

z ---..J , 
~'~~-----+----L------------~3~1 
I I 

_~a-.~; ~.~~F~t~~ ~.~~e. ~
.: I 

»)) r: f 
Fig. 57. Abkühlung der Flüssigkeit längs des Rohres. 

über dic Strömungsgeschwindigkeit. 

Für das Flüssigkeitsgewicht G gilt die Gleichung 
d2n 

G=T 'Wm ./'. 

Da sich längs des Rohres Temperatur und Druck ändern, so wird 
sich vor allem bei Gasen das spezifische Gewicht y längs des Rohres 
ändern. Nachdem aber G und d für alle Querschnitte konstant sind, 
so müssen zufolge der obigen Gleichung sich Wm UIid Y immer so ändern, 
daß ihr Produkt (wm ' y) längs des ganzen Rohres konstant bleibt. 

Wahl des Temperaturnullpunktes. 

Die Bezeichnung e besagt, daß wir den Temperaturnullpunkt be
liebig gewählt haben. Es vereinfacht die Schreibweise, wenn wir alle 
Temperaturen von der Wandtemperatur aus zählen. Dann müssen 
wir setzen : 



Aufgezwungene Strömung. - Im geraden Rohr. 181 

b) Die Aussagen des Ähnlichkeitprinzipes. Wenn wir den Durch
messer d des Rohres als Bezugseinheit 10 wählen, so haben wir als Argu
mente unserer Kennfunktionen 

. .. (wrn • d . (! a z <5 ) 
dIe Großen f.l' Wm . d' d' cl . 

Hierbei haben wir nur das erste Rohrstück von der Länge z betrachtet. 
Für die ganze Rohrlänge brauchen wir lediglich das dritte Argument 
in Lid abzuändern. 

Der Begriff "Klasse von Problemen der gleichen Art" umfaßt hier 
alle Strömungen in geraden Rohren mit kreisförmigem Querschnitt, 
also die Strömungen aller Arten von Gasen und tropfbaren Flüssigkeiten 
und bei allen Geschwindigkeiten, aber auch in allen möglichen Rohren 
unabhängig vom Durchmesser, der Länge und der Rauhigkeit. 

Eine "Gruppe ähnlich berandeter Probleme" greift alle jene Strö
mungen heraus, die in geometrisch ähnlichen Rohren verlaufen, also 
in Rohren mit gleicher Durchmesserlänge Lid und mit gleicher, relativer 
Rauhigkeit <5/d. 

1. Der Temperaturverlauf längs des Rohres. 
Innerhalb einer Gruppe ähnlich berandeter Probleme ist 

Er-eJ!' a d = koeff . grad e; und nach Gleichung (89) ist: 

e 
grad e = da . FMa (Re, Pe). 

Daraus folgt ea - eF = koeff· ea . FMa (Re, Pe) 
oder eF = ea · (1 - koeff . FMa (Re, Pe». 

Durch Einführung einer neuen Funktion <l> für 1 - koeff. F~ra und 
gleichzeitige Erweiterung auf die ganze Klasse von Problemen gleicher 
Art, ergibt sich 

eF = ea . <l> (Re, Pe, i,~) . . . . . . . (9&) 

2. Der Wärmeaustausch ergibt sich sofort aus Gleichung (90c) zu: 

Q = - A . ea . d . 1J1 (Re, Pe, ~, ~) . . (96b) 

3. Die W.ü.Z. folgt aus Gleichung (95b) zu: 

A ( L <5) a = cl . 1jJ Re, Pe, d' cl ....... (96c) 

e) Die analytische Lösung der Aufgabe. Prof. Nuß e 1 t hat in einem 
Aufsatz in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure (1910, 
S. 1154) den Wärmeübergang im geraden, zylindrischen Rohr unter 
einigen vereinfachenden Annahmen besprochen. Wir folgen bei der 
nachstehenden Erörterung im allgemeinen der Nußeltschen Arbeit. 
Es sollen die folgenden drei vereinfachenden Annahmen gelten: 

1. Wollen wir uns auf die geordnete Strömung (also Re< RekritJ 
beschränken, 
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2. nehmen wir an, daf.! die Wandung des Rohrcs absolut glatt 
ist, (0 = 0), 

3. soll das Rohr mit der Wandungstemperatur ew = 0 nicht direkt 
in die Gefäßwandung eingesetzt, sondern noch eine Beruhigungstrecke 
mit der Wandungstemperatur ea vorgeschaltet ;lein. Dadurch gewinnen 
wir den Vorteil, daß wir die Störungen der Strömung durch den Rohr
anfang nicht zu berücksichtigen brauchen und bei Beschränkung auf 
geordnete Strömung die parabolische Geschwindigkeit:;verteilung zu
grunde legen .können (S. 161). 

Aufstellung des mathematischen Ansatzet'. 

Die Grundgleichung der Wärmeleitung bei aufgezwungener Strömung 
(Gleichung 85) lautet 

(llJ, grad (9) = a . LP e 
und geht bei Verwendung von Zylillderkoordinaten über in: 

u(9 ve oe (02e 1 (Je 1 '(;2(9 (j2e) w"-+W ·~-+w ·--=a· ---+--.-+_ .. -. -+--. 
I Clr 'P C cp z oz _ Cl 1'2 l' Cl' 1'2 Otp2 OZ2 

Hierin setzen wir nach den Lehren der Hydrodynamik (parabolisehe 
Geschwindigkeitsverteilung S. 162) 

1\'1'=0; wp=O; Wz=2'Wlll'(1-(~r} 
~ ... .. . '0. 2 8 

Aus Synunetrwgrundcn durfen WIr ferner 'CC:-2 = 0 setzen und end
rJcp 

lich nehmen wir -. vorerst nur unter Berufung auf Nußelt - an, 
Cl2(9 o2g 1 'iJ e 

daß --. vernachlässigbar klein ::;ei g(~gen -,-+ - -c-' Dadurch ver-
Clz" Cl 1'2 l' 01' 

dnfacht ::;ieh die Differentialgleichung und wir gelangen zu dem mathe
matischen Ansatz: 

Differentialglejchung : 

'iJ2 e + _~ .. f) e = 2 w ll2, (1- (~) 2) . ~ e ; o 1'2 l' Cl l' a R 0 z 

1. Oberflächen- oder Wandbedingung 
für z > 0 und l' = R; muß (9 = 0 sein. 

2. Oberflächen- oder Eintrittsbedingung 
für z = 0 und l' < R muß e = ea sein. 

Gesucht: Eine Funktion e = </J (r, z), welche diesen Bedingungen 
genügt. 

Aufsuchen partikulärer Integrale. 

Wir versuchen wieder die Annahme 
e = cp (z) . 1p (1'); 

Nachdem die Temperatur der Flüssigkeit mit zunehmender Rohr
länge sich ständig dem 'Werte ew = 0 nähert, setzen wir für cp (z) eine 
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Exponentialfunktion mit negativem Exponenten und zwar sogleich 
a 

111 der Form e = D . e - q" 2Wm 'z'V' (1'). 

Hierin sind q und D willkürliche Konstanten. 
Wenn wir die entsprechenden Ableitungen von e bilden und diese 

in die partielle Differentialgleichung einsetzen, so vereinfacht sich diese 
zu der gewöhnlichen Differentialglciehung 

d2 V'(r) 1 dIjJ (1') ( _ (" r )\ 2) 
- dr2 + r -- -(Ir + q2 1 - R . V' (1') = 0, 

oder d2 V' (qr) + _~. d V' (qr) + (1 ~ (~')2) . - (q r) = O. 
d (qr)2 qr d (qr) q R IjJ 

Die Lösung dieser Gleichung ist eine Funktion '1p (qr, qR), für welche 
sich ein geschlossener Ausdruck nicht angeben läßt. Nu ße I t gibt dafür
eine unendliche Reihe ; ihre zeichnerische Darstellung wäre eine Kurven
schar. Betrachten wir die Funktion einmal als bekannt, so lautet ein 
Teilintegral der Differentialgleichung: 

a e = D . e - (qR)' . 2 ' w;;;W-' Z • V' (q1', qH,) 

Statt der willkürlichen Konstantcn q bestimmen wir die Größe 
(qR); hierzu dient die Wand-
bedingung, welche bei allen 
Werten z > 0 und r = R den 
Wert e = 0 von;chreibt. Also 

"I' (qR, qR) = V'1 (qR) = 0; 

V'1 (qR) ist eine oszillie
rende ·Funktion. Von den 
unendlich vielen Nullstellen 
derselben hat Nußelt die 
ersten drei Nullstellen be
rechnet. 

(qR)o = 1'0 = 2,705; 
(qRh = 1'1 = 6,66; 
(qR)2 = J'2 = 10,3; 
•••• == .. == ...• 
(qR)n = 1'11' 

11 

1/ 
[A 11 

19 

~ 1\ 
- 7'H [} fl 

1\ " 
1\ 

1\ 

- -1 

vW ~t--. 
1 

11 1\ 
1\ 

1\ 
1\ 

I' 11 l\ 

1\ I' ~ '}'H 

11 

1\ 1/ 
1\ 1) 1/ 

;:; 
1-1-

Es gibt also unendlich 
viele Teillösungen von der 
Form 

Fig. 58. Die Funktionen Ro (r/R), Rt (rfR), 
R2 (r/R) 

Do . e - "n·· 2 • '~n: ~ R' . V' (1'n ~, 1111 ) 

Wir können neue Funktionen Rn einführen, nach der Gleichung 

Ro (~) = V' (1'0' i, 1'n). 
Die von Nu ßclt mit den ersten drei Werten 1'0 berechnetfln }i'unktionen 

Ro, R 1, R2 sind in Fig. (58) dargestellt. 
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Aus diesen unendlich vielen Teillösungen Rn muß die allgemeine 
Lösung so zusammengestellt werden, daß auch die Eintrittsbeclingung 
erfüllt wird. Hierzu - also zur Bestimmung der Konstanten Dn -

dient ein Verfahren, das demjenigen bei den Fouriersehen Reihen ähn
lich ist. Nach Nußelt sind die ersten drei Werte: 

Do =c + 1,477' ea ; 
D1 = - 0,810 . ea ; 

Dz = -+ 0,385 . ea . 

Die Gleichung des Temperaturfeldes wird dann durch eine 
unendliche Reihe dargestellt: 

oder 

e = 1,477' ea · c- 3,558· W",~R' i. Ro (~) 

0 810 e -22178.--~-··~ R (r) - '"'e' w'R R' -,a mIR 

-t 0 385 LI - 53 05 . _a - . ~ R (1') 
.. -, . ()'a . e ' Will' R R· 2 R 

- + 
e = ea (/> (_a_.~,~) 

wm·R R R 

.... (97a) 

= ea . tP (Pe. j, i) .. . . . . . . . . . (97b) 

Wir sehen also, daß die Gestalt des Tempe1'aturfeldes nur von dm 
Kenngröße Pe und dem Abstand zld des Querschnittes vom Rohranfang 
abhängt und überdies kommen beide Werte nicht als zwei selbständig 
Argumente vor, sondern sie sind als Produkt zu einem Argument ver
einigt. 

Die Größe Pe' j können wir bei entsprechender Dehnung des Maß

stabes als Rohrlänge auffassen und gewinnen dann 'durch die nach
stehende Zeichnung ein Bild der Temperaturverteilung im Rohr. 

Verfolgt 1llan an Hand dieser Figur den Temperaturverlauf längs 
des Rohres für festgehaltene Werte r/R (dargestellt durch die heller 
schraffierte Fläche), so sieht man, daß die äußersten Schichten fast plötz
lich die Temperatur der Wand annehmen, und daß die übrigen Schichten 
nach Maßgabe ihrer Entfernung von der Wand nachfolgen. 

Betrachten wir alsdann die Figur bei festgehaltenen Werten Pe . zld, 
so erkennen wir in den querstehenden Kurven (dunkler schraffierte 
Fläche) die Darstellung der Temperaturverteilung in den einzelnen 
Querschnitten. Die anfängliche Temperaturverteilung verändert sich 
zuerst rasch und dann immer langsamer; sie nähert sich hierbei 
mehr und mehr der parabelähnlichen Gestalt der Funktion R o in 
Fig. 58. Wenn wir uns an die Erörterungen über den Konvergenz
faktor (S. 24) erinnern, so können wir dies Ergebnis auch aUS Gleichung 
(97a) ablesen. Die Temperaturverteilungen Ru mit höheren Zeigern "n" 
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klingen mit zunehmendem z sehr rasch ab, bis zuletzt nur mehr das 
erste Glied der Reihe überbleibt. Wir haben also hier zwei Stufen des 
Vorganges zu unterscheiden; die erste Stufe, welche sich vom Rohranfang 
bis zu einem Wert Zg - den wir Schwellenwert nennen wollen - er· 
streckt, steht noch unter dem Einfluß der Anfangstemperaturverteilung. 
Bei der zweiten Stufe, welche vom Schwellenwert Zs an bis zum Rohr
ende reicht, ist der Einfluß der Anfangstemperaturverteilung bereits 
verschwunden. Wir wollen keine neuen Bezeichnungen einführen, Bon
dem nur von der ersten und zweiten Stufe sprechen. 

8 

a z 
",d'([' 

Fig. 59. Temperaturfeld im Rohr, nach analytischer Berechnung. 

Die mittlere Flüssigkeitstemperatur @F' 

Aus der Definitionsgleichung (93b) für eF einerseits und der Gleichung 

andererseits ergibt sich 

w = 2 . W m (I - (~r) 

i@· 2 . W rn (I - (~r)· 21' . n' dr 
eF = =-------i 2 . W m ( 1 - (ir} 2 rn· d r. 

Man dividiere Zähler und Nenner des Bruches durch 2· Wm ·2· R2.Jt 
und setze r/R = y: 

1 

J@'(1-y2),y'dY 
@F=-'--O-_____ _ 

1 • 

J(1-y2),y'dY. 
o 
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Der Wert des Integrales im Nenner ist 1/4; das Integral im Zähler 
läßt sich auswerten, indem man für e ;,;eineu Wert aus Gleichung (97n) 
einsetzt und die Reihe gliedweise integriert. Man gelangt so zu einer 
nenen Reihe, deren erstes Glied z. B. lautet: 

a z 1 
1,477·f}a·e-3.558·wm:&'n;.4}Ho(y) '(1 ~"y~)'y'dy, 

o 
Dieses Integral läßt sich mit Hilfe der Angabl'll über die Funktion R o 

bei Nußelt berechnen, Sein Wert wurde zu 0,1389 gefunden. Der 
Koeffizient des ersten Gliedes der Reihe wird damit gleich 0,821. In 
derselben Weise wurden auch die anderen Glieder der Reihe berechnet 
und es ergab sich: 

'(oe 

tJ,§ 

(J 

, -U(iö4'~' ~ -~87,_E~ ej<.=0,821,f}a'e . Wm'd'+0,0987'@a'e 'IVm'd' 

~--

0 /ü 

az + 0,0135 . ea · e - 212,18 . Wm • d + .... (98a) 

(98b) ( a z) 
= ea • $1 wm ' d . d . . . . . . 

tJ,Z (l,J 

Es läßt sieh also daB Ver
hältnis eF : ea durch eine .Funk
tion mit nur dem einen Argu. 
ment Pe . zld darstellen. 

Fig. 60a. Temperatursenkung längs des 
Rohres, nach analytischer Berechnung. 

Das Verhältnis ist für den 
Wert Null des ArgUl11rllte::; gleich 
"eins', und nähert sieh mit 
wachsendem Argument a,;,;ymp
totiseh der Null. 

Abszissen: (Pe . z/d) 
Ordinaten: el!' : Ba = 11i1 (Pe· z/d). 

Die übergegallgelle Wärmemenge Q Ü.,t nach Gleichung (90b) 
gleich 

Q = cp . y . ( ea -- eil . $1 (Pe. -i) ) . d:n . Will 

d2 (( \ ) = cp • y . ~4~ . Will . e,,' 1 - $1 \Pe . ·i) .... (99) 

Wenn wir für z den Wert L einsetzen, geben diese Gleichungen den 
'Värmeaustausch für die ganze Rohrlänge. 

Das Temperatnrgefälle gegen die Wand. 

Durch Düferent.iation folgt aus Gleichung (97 a) 

( d e) e" { > -14634 ._,,_.~ 
-~-- = - - . 2,996' e . w ... d d + 
dr r-R d 

-887·_a_ .. ~ -21218-"-'~ } + 2,228' e . Will' d d + 1,006 . e ' Wm' d d +; .. (100a) 

(lOOb) 
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Den Verlauf der Funktion X zeigt Fig. 60b. Für den Wert Null des 
Argumentes beginnt die Funktion mit dem Wert 00, nimmt dann stetig 
ab lmd nähert sieh ebenso 
wie die Funktion (/)1 asymp-
totisch dem Werte Null. 

Die W-ärmeübergallgs
zahl a. 

~OH\!--+-

4 0 +-'--1.-+-1--

1,0 

o 

o 

]'ür die Wärmemenge d Q, 
die innerhalb der Rohrstreeke 
dz an die Wandung übergeht, 
lassen sich die beiden Glei
chungen 

dQ=_;,.(8e) .d-n.dz 
01' R 

Fig. 60b. Temperaturgefälle gegen die Rohr
wand, nach analytischer Berechnung. 

Abszissen: (Pe· z/d) 
und d Q = a . eJ<' . d . n . d z 
aufstellen. Aus ihnen folgt: Ordinaten: @:. ( ~ ~) = X (Pe· z/d). 

a= ( Oe) 1 A X (Pe. i) A ( Z ) 

- A' 8r R' eJ<' = + er ( z_) = + er' lp Pe·Cf . (101) 
rtJ1 Pe '---

, d 

Dcn Verlauf der Funktion -1jJ zeigt Fig. 60c. Für das Argument Null 
ü;t der Funktionswert unendlich -
groß. Er nimmt dann sehr rasch 
ab und bleibt von einem be- 6. 

stimmten Argumentwert an So 

praktisch konstant. Es ist dies j( 

jener Schwcllenwert, welcher die 1 

erste Stufe von der zweite Stufe i! 

trennt. Für Werte des Argu
mentes, welche über diesem 
Schwellenwert liegen, reduzieren 
sich dic beiden Reihen (98) und 
(100) auf ihre ersten Glieder und 
der Quotient der bei den Funk
tionen hat dann für alle Argu
mente den Wert 2,996 : 0,821 

.0 

,0 

,0 

<' 

~ 

l, Q 
17 

= 3,65. Die Lage des Schwellen

-

~I 
1II 

I 
-- - I-

0 
0,1 O,z 4.1 

Fig. 60c. Wärmeüb8rgangszahl, nach 
analy.tischer Berechnung. 

Abszissen: (Pe ,z/d); 

Ordinaten: a· ~ = 1/J (Pe· z/d). 

wertes hängt natürlich von der gewählten Genauigkeit ab. Rechnet 
man mit einer Genauigkeit von 1% , so wird 

(~d-' dZ ) = 0,05 ........ (102) 
"m s' 

Die vorstehende Rechnung weicht in ihrer zweiten Hälfte zum Teil 
von der Nußeltschen Arbeit ab. 

Es hat nämlich N ußel t seine ganze Berechnung für die mittlere Tem
peratur 8Q des Querschnittes (vgl. S. 175) und nicht wie wir es stets halten 
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wollen, für die mittlere Temperatur 8F der Flüssigkeit durchgeführt. Für 
die zweite Stufe des Vorganges ist 8F 1,41mal so groß als 8Q; für die 
erste Stufe ist das Verhältnis verä.nderlich zwischen 1,00 und 1,41. Ebenso 
hat NußeIt die W.O.Z. durch die Gleichung 

dQ=a·(tQ -tw}·dF'"J 
definiert, während wir die Gleichung (9Id) 

dQ = a· (tF - tw)' d Jj'. J: 

gelten lassen. Infolgedessen sind die Werte, welche N ußelt für a be
rechnet, 1,00 bis 1,41mal größer als die in Fig. 60c dargestellten Werte. 

Beurteilung des Rechnungsganges. 
Bevor wir zu einer Besprechung der gefundenen Ergebnisse vom 

physikalischen Standpunkte aus übergehe~, wollen wir uns über den 
Wert der Ergebnisse in bezug auf Genauigkeit und Zuverlässigkeit klar 
werden. 

Vor allem sei nochmals hervorgehoben, daß der ganze Rechnungs
gang nur für geordnete Strömung gilt. 

Bei Gelegenheit der Aufstellung der Differentialgleichung (S. 182) 
haben wir verschiedene, vereinfachende Annahmen gemacht, von denen 
di~ eine Annahme 

02 8 f)2 8 1 13 @ 

'iJ Z2 <: 0 r 2 + r '1Ji 
nicht weiter begründet wurde. 

Eine genauere Rechnung würde uns zeigen, daß diese Bedingung 
für die zweite Stufe des Vorganges genügend erfüllt ist. Für Werte des 
Argumentes (Pe· z/d), welche dagegen wesentlich unterhalb des Schwellen. 
wertes liegen, trifft unsere Annahme nicht mehr zu, vor allem nicht 
für die Stellen z = 0 und r = R. Hier ist nicht nur 'iJ8jl3z, sondern auch 
'iJ 2 8 
(I Z2 unendlich groß. An dieser Stelle findet also eine sehr starke 

axiale Wärmeabströmung durch Leitung statt und dies macht das 
genau~r Bestehen der Eintrittsbedingung bei vorgeschalteter Beruhigungs
strecke unmöglich. Andererseits lassen sich aber keine anderen Eintritts
bedingungen aufstellen, welche die tatsächlichen Verhältnisse besser 
wiedergeben, ohne dabei die rechnerischen Schwierigkeiten allzusehr 
zu erhöhen. Wir dürfen also nicht erwarten, daß die Zahlenwerte, welche 
in den Ergebnissen unserer mathematischen Berechnungen enthalten 
sind, vollkommen richtig sind. Dagegen werden die Gesetzmäßigkeiten, 
die wir aus unseren gewonnenen Gleichungen herauslesen können, 
ihrem Sinne nach richtig sein. 

Es ist hier die Stelle eine Bemerkung über den Wert einer 
solch rein analytischen Behandlung von Aufgaben über den Wärme
übergang einzufügen. Im Wesen dieser Vorgänge liegt es begründet, 
daß sie einer mathematischen Behandlung erst nach Einführung ganz 
erheblich vereinfachender Annahmen zugänglich werden. Damit werden 
natürlich die Ergebnisse rein zahlenmäßig genommen, stets ungenau. 
In der Gewinnung dieser Zahlenergebnisse liegt aber auch gar nicht 
der Hauptwert solcher Berechnungen, sondern in der Klärung unserer 
Anschauung vom Wesen der Vorgänge. 
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Schon die Fassung des Wortla.utes der Aufgabe, insbesondere die 
Aufstellung der Randbedingungen zwingen uns zum Nachdenken über 
die den Vorgang beeinflussenden Umstände, erleichtern uns aber auch 
gleichzeitig das Auffinden dieser Umstände. Die Gestalt des Geschwindig
keits- und des Temperaturfeldes, welche bei der Berechnung der Wärme
mengen nur als Zwischenergebnisse aufzufassen sind, gewähren einen 
Einblick in die Art des Wärmetransportes im Feld. Die Schlußergeb
nisse endlich, welche sich auf die Wärmemengen beziehen, sind zwar 
nicht zahlenmäßig, aber doch ihren wesentlichen Grundzügen nach richtig. 
Der experimentellen Forschung verbleibt dann nur noch die Aufgabe, 
die Ergebnisse der Theorie nachzuprüfen und zu verbessern. 

d} Die Aussagen der Theorie für die geordnete Strömung. Das Prinzip 
der Ähnlichkeit hatte uns gelehrt, daß der Temperaturabfall eF : 8 a. 
längs des Rohres und auch die W. Ü.Z. von den Größen 

(Re, Pe, ~, !) abhängt. 

Weitere Aufschlüsse können wir aus der analytischen Lösung ge
winnen. Diese zeigt, daß bei vollständig glatten Rohren und bei geord
neter Strömung die Größe Re als Argument verschwindet. Der Grund 
ist folgender: Das Temperaturfeld ist zwar in seiner Gestalt von der 
Gestalt des Geschwindigkeitsfeldes abhängig. Da dieses aber - solange 
nur Re< Rekrit ist, - vom speziellen Wert Re unabhängig ist, so ist 
auch das Temperaturfeld bei Re< Rekrit vom Werte Re unabhängig. 

Über den Einfluß des letzten Argumentes, der relativen Rauhigkeit 
/j: d, vermag uns die Theorie keinen Aufschluß zu geben; wir müssen 
uns auch bei der weiteren Besprechung auf glatte Rohre beschränken. 

Es verbleiben dann nur mehr die beiden Veränderlichen Pe und zjd 
und hier zeigt sich nochmals eine Vereinfachung, indem sich diese beiden 
zu dem einen Argument 

z a·z 
Pe . d = w . d 2 vereinigen lassen. 

m 

Davon ist in den Figg. 60 bereits Gebrauch gemacht. Für eine Be
Kprechung der 'Ergebnisse vom physikalischen Standpunkte aus ist 
jedoch diese Vereinigung nicht zweckmäßig. Wir wollen hier lieber 
die Funktionen als solche mit zwei Argumenten bestehen lassen; ihre 
zeichnerischen Darstellungen haben also durch Kurvenscharen und 
nicht durch einzelne Kurven zu erfolgen, und zwar können diese Kurven
scharen aus den entsprechenden Einzelkurven der Figg. 60 durch einfache 
Dehnung des Abszissenmaßstabes abgeleitet, werden. 

Die Änderung der Flüssigkeitstemperatul' des Rohres. 

In Fig. 6la sind die Durchmesserlängen zjd als Abszissen und die 
Werte 8 F : ea als Ordinaten aufgetragen. Die Kurven sind Kurven 
konstanter Kenngräße Pe. Fig. 6la ist ein Bild der Gleichung 

. (w. d Z)' 
8 F : 8a=rpiJ~O 7' d . 
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Die einzelnen Kurven zeigen, wie sich die Flüssigkeit bei den ver
schiedenen Strömungszuständen längs des Rohres abkühlt. Hierbei sind 
die einzelnen Strömungszustände durch ihre Kenngröße (wm . d) : a ge
kennzeichnet. Die Art der Temperatursenkung mit wachsender Rohr
länge ist bei allen WerteIT der Kenngrößen dieselbe; der absolute Betrag: 
der Senkung ist dagegen von der Kenngröße abhängig. Die Temperatur 
fällt um so rascher, je kleiner I: Pe ist, also je kleiner wm , je kleiner d 
und je größer a ist. 

Fig. 61 a. 

'-0 
t:::::: t--- H-L'\' -- - I-- o:-~ i71%!7 

\\ .............. r---r-- ~. 
1\' ........ '-
\ '" ........ r-- -@ 

12 .. 
\ ........ '"' --........ --\ '" ~ --I\..~ ~:> -=::: -- - r--

0 ........ ....., - t:-.-
10 ZO J(J I'() Z> 6(J !7 0(1 !Xl r.~ 

o 
Temperatursenkung längs des Rohres nach analytischer Berechnung. 

Abszissen: zjd; 

6,0 

5,0 

~o 

3,0 

~o 

1,0 

IL\~ 1"-

w · d 
Parameter: _,_u_; 

a 
Ordinaten: Eil?: ea' 

i'-..... ~ =:i ~~ ~ t-- ~ 
~ ~ -.; -::'ct>,: 

b 

-- - - ,- -+ 
10 Ztl .JO f1() 7 6 (1 ;IJI fit) ,9tJ m 

Fig. 6Ib. Wärmeübergangszahl nach analytischer Berechnung. 
Abszissen: zjd; 

w ·cl 
Parameter: _m __ ; 

a 

Ordinaten: a· ~. 

Die Wärmeübergangf!zahl. 

Die Fig. 61 b stellt die Gleichung 

a· ~ = \V6~O (Wmi-~_, ~) 
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graphisch dar. Sie zeigt, daß bei jedem Wert der Kenngröße (wm • dia) 
die W.ü.Z. mit wachsendem z abnimmt und sich stetig dem festen 

Wert 3,649· ~ nähert. 

e) Die Aussagen der Theorie für turbulente Strömung. Da es nicht 
möglich ist, das turbulente Strömungsfeld durch einen einfachen, ana~ 
lytischen Ausdruck darzustellen, so ist es auch nicht möglich, der Dif
ferentialgleichung eine so einfache Gestalt zu geben, daß ihre Integration 
möglich wäre. 

Wir müssen deshalb beim turbulenten Strömungszustand auf eine 
analytische Behandlung der Aufgabe verzichten und sind in der Haupt
sache auf den Versuch angewiesen. Jedoch befähigt uns die Theorie 
noch in mancher Hinsicht dem Versuch vorzuarbeiten. 

Die Wärmeleitung in einer turbulenten Flüflsigkeit. 

Wenn wir bei einer turbulenten Flüssigkeit ein ]'lüssigkeitsteilchen 
auf seiner Bahn verfolgen, so können wir seine Bewegung in eine stetig 
fortschreitende und in eine oszillierende zerlegen. Das Feld der fort
schreitenden Bewegung kann nach verschiedenen Messungen durch 
eine Kurve dargestellt werden, welche der Parabel ähnlich ist (Fig. 56b), 
nur daß sie einen breiteren Scheitel besitzt. Man darf annehmen, daß 
der Charakter dieser Kurve, sowie einmal Turbulenz eingetreten ist, 
sich nicht mehr wesentlich ändert, also vom speziellen Wert Re ziemlich 
unabhängig ist. Das Temperaturfeld, das unter dem Einfluß dieses 
unveränderlichen Strömungsfeldes allein entstünde, würde dem in Fig. 59 
dargestellten ähnlich sein und würde also vom Werte Re ziemlich un
abhängig sein, solange nur Re> Rekrit. ist. 

Nun kommt noch die Wirkung der oszillierenden Bewegung dazu. 
Da die Schwingungen der Teilchen in allen Richtungen erfolgen, so 
erfolgen sie auch in Richtung des Radius, also in Richtung eines starken 
Temperaturgefälles. Sie bewirken damit einen Wärmetransport durch 
Konvektion, welcher in seiner Wirkung einer Vermehrung der W.L.F. 
gleichkommt. Es kann als wahrscheinlich gelten, daß der Mittelwert 
der Schwingungsdauer eines Teilchens und der Mittelwert der Ausschläge 
eines Teilchens von dem Zahlenwert der Kenngröße Re abhängt. Daraus 
wäre dann zu schließen, daß auch die scheinbare Vermehrung der W.L.F. 
von Re abhängt. 

Man hat versucht, der Turbulenz llurch Einführung eines erhöht,en 
Wertes von Ä - der sog. Turbulenzwärmeleitfähigkeit - Rechnung zu 
tragen. Es ist dies ein Ausweg, welcher dem der Einführung einer Turbulenz
reibungsziffer in der Hydrodynamik nachgebildet ist. Obwohl ich den 
Gedanken einer scheinbaren Vermehrung der W.I,.F. für geeignet ~alte, 
die Vorstellung zu unterstützen, so erwarte ich mir doch von einer Über
nahme dieses Begriffes in die Zahlenrechnuug keinen Vorteil, da für 
die Wahl des Turbulenzwertes jeder Anhalt fehlt,. 

Nachdem nun unserer Hilfsvorstellung gemäß die Turbulenz in ihrer 
Wirkung nur einer Vermehrung der W.L.F. gleichkommt, so dürfen 
wir annehmen, daß auch bei der turbulenten Strömung das Temperatur
feld in seinen wesentlichen Zügen der Darstellung in Fig. 59 entspricht 
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und daß für die Werte (eF : ea) und (a . dj A) ähnliche Gesetzmäßigkeiten 
gelten, wie sie durch die Figg. 61a und 61 b gegeben sind, vor allem 
daß die Wärmeübergangszahl längs des Rohres abnimmt. 

Die Wirkung der Prandtlschen Grenzschicht. 
Während bei der geordneten Strömung im ganzen Feld ein einheit

licher Strömungszustand herrscht, bestehen bei der turbulenten Strö
mung zwei Gebiete verschiedener Strömungsart infolge des Auftretens 
der Laminarbewegung in der Grenzschicht an der Wand. 

Die Wirkung dieser Grenzschicht auf den Wärmeübergang zeigt unter 
Zuhilfenahme des Begriffes der Turbulenzleitfähigkeit die folgende 
Überlegung: In der Grenzschicht herrscht eine geringere W.L.F. al'! 
im übrigen Feld. Infolgedessen wird (bei gleicher Temperaturdifferenz 
(tF - tw) der Wärmeübergang mit abnehmender Dicke der Grenz
schicht zunehmen. Da nun wahrscheinlich die Dicke der Grenzschicht 
in geringem Maße mit zunehmendem Werte Re abnimmt, so ist zu er-, 
warten, daß der Wärmeübergang mit wachsendem Re ebenfalls etwas 
zunimmt, 

Die Raulügkeit der Rohrwand. 
Maßgebend ist, wie schon früher erwähnt, die auf den Durchmesser 

bezogene Rauhigkeit I5/d. 
Die Rauhigkeit der Wand beeinflußt in geringem Grade den Eintritt 

der Turbulenz, indem eine große Rauhigkeit den kritischen Wert der 
Reynoldsschen Zahl etwas herabdrückt. Vor allem aber beeinflußt 
sie die Gestalt des Geschwindigkeitsfeldes, was durch einen vermehrten 
Strömungswiderstand nachweisbar ist. Über diese Beeinflussung des 
Geschwindigkeitsfeldes ist Genaueres nicht bekannt und deshalb kann 
die Wirkung der Rauhigkeit auf den Wärmeübergang nur durch den 
Versuch ermittelt werden. 

f) Kurze Zusammenfassung der theoretischen Ergebnisse. Die Theorie 
ist also nicht imstande das Problem des Wärmeüberganges im Rohr 
vollständig zu lösen, sondern sie muß die endgültige Lösung des Problemes 
der experimentellen Forschung zuweisen. 

Die Leistungen der Theorie bestehen vor allem in der Aufstellung 
der beiden Gleichungen (96a) und (96c) 

/,;l • /,;l _ Er, (wm . d . e Will' d ~ ~) 
O'F . O'a -- 'I!' P, , a 'd' d 

a'~ =1p(Wm~d'e_, wma~~' ~, :) 
Durch diese beiden Gleichungen ist vor allem das eine erreicht, daß 

der experimentellen Forschung eine klare und physikalisch einwandfrei 
formulierte Aufgabe gestellt ist. Zweitens ist durch diese Gleichungen 
die Zahl der unabhängigen Veränderlichen in den gesuchten Funktionen 
von 7 auf 4 herabgemindert. 

Darüber hinaus sagt die Theorie voraus, daß die Kenngröße 
(wm • d . elp,) von geringem Einfluß ist, so daß sie in erster Annähe
rung aus den Gleichungen fortgelassen werden kann. 
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über den ungefähren Charakter der Funktionen 

rn (wm . d z) . (wm . d z) 
'Vo = const --a-~-' cl und "Po = const -a-' Cf 

gibt die Theorie weitgehendste Aufschlüsse. Nur über den Einfluß 
der Rauhigkeit b/d vermag die Theorie nichts auszusagen. 

g) Die Ergebnisse der experimentellen Arbeiten. 

Die Versuche von Nußelt (Habilitationsschrift). 
Der Versuchsapparat bestand in der Hauptsache aus einem nahtlos 

gezogenen Messingrohr von 22,01 rn/rn innerem Durchmesser, welches auf 
der Außenseite durch kondensierenden Dampf auf gleichmäßiger, hoher 
Temperatur gehalten wurde. Durch das Innere dieses Rohres strömte 
das untersuchte Gas. 

Die Strömnngsgeschwindigkeit wurde aus dem Gasvolumen berechnet 
und die Oberflächentemperatur mittels Thermoelemente direkt gemessen. 
Die Temperaturen im Inneren des Gasstromes bestimmte Nußelt mit 
Hilfe eines Widerstandsthermometers, welches über den ganzen Rohr
querschnitt gitterartig ausgespannt war und welches längs des ganzen 
Rohres verschoben werden konnte. Nußelt bestimmte also damit den 
Mittelwert t Q im Querschnitt und nicht die mittlere Temperatur t F 
des Gases. 

DieZahlentafelnNr.3, 4 und 5 der Veröffentlichung geben eine Zu
sammenstellung der Versuchsablesungen und der errechneten W.ü.Z. 

Nußelt führte sämtliche Versuche mit demselben Rohr durch, er 
verzichtete also auf eine Bestimmung des Einflusses von Rohrdurch
messer und Rauhigkeit der Wand. Auch der Einfluß der Rohrlänge 
läßt sich aus den Nuß e I tschen Versuchen nicht feststellen, da meist 
mit derselben Meßstrecke gearbeitet wurde. Die Nußcltschen a-Werte 
können als Mittelwerte längs einer Rohrstrecke von etwa 25 Durchmesscr
längen gelten, die in der Nähe des Rohranfanges liegt. 

Dagegen untersuchte Nußelt die Abhängigkeit der W.ü.Z. von der 
Strömungsgeschwindigkeit W m und von der physikalischen Natur des 
Htrömenden Körpers, also von seinen Stoffwerten e, A, cl' und fl und 
zwar veränderte er diese Werte durch Verwendung verschiedener Gase 
(Preßluft, Leuchtgas und Kohlensäure) und bei Preßluft noch überdies 
durch Veränderung des Druckes (rd. 1,15, 2, 4, 7, 10, 13 und 16 at.). 
Flüssigkeiten hat Nußelt nicht untersucht. 

Nu ßel t beschränkt sich also darauf, die Gestalt der Funktion in 
der vereinfachten Gleichung 

d . (Wm·d· e wm'd) a· ., = Funkt (~ ~) ~--_._-,_ .. - .... (103a) 
I, d' d fl a 

zu finden. Da nach unseren obigen theoretischen Ausführungen die 
Kenngröße Re von geringem Einfluß ist, so können wir die Gleichung 
zunächst einmal weiter vereinfachen, indem wir setzen: 

a .. ~- = Funkt (0 Z) (.wm • ~) • (104a) 
A d' ;j a 

G rö be r. Wärmeleitllng und Wärmeübergang. 13 



194 WärmeleitWlg in Flüssigkeiten. 

Um nun diese Funktion zu finden, kann man etwa wie folgt vorgehen: 
Man berechnet für einen beliebig herausgegriffenen Versuch die 

Werte (wm . dia) einerseits und (a' diA) andererseits, und trägt in einem 
Schaubild z. B. den ersten Wert als Abszisse, den zweiten Wert als Or. 
dinate auf. Aus Gründen, di~ wir später kennen lernen werden, wählt 
man zweckmäßigerweise gleich ein logarithmisches Koordinatensystem. 
Man erhält so im Schaubild einen Punkt, welcher den herausgewählten 
Versuch darstellt, z. B. Versuch Nr. 37 in Fig. 62. 

Nr./ 

2 
3 
4 

,Will ·d I 
p a 1 

397
1 812 

I 153 
1890 
3625 

6,28 
6,72 
1i,61 
8,36 

16,43 
6 10 5388 23,95 
7 ..... ! 7 430 I 31,68 

8 " :. 10 4liO I 41,9,) 
fJ § 1 13 270 50,30 , ... 

10 i " Ui 300 158'85 
11' ~ 17 650 64,00 
12 I 21 fJ20 77,65 
13 I 24 900! 82,75 

-~: I ----~!~~r-::~~ 

!~ I.; ~ ;~~ ~ ;::~~ 
J 8! cO 130liO 52,60 
19 I ~ 13050 49,1> 
20 '20470 72.7 

"g 
21 e' 2ß ,')00 87.8 
22 ' 31 700 106.8 

. 40850 124,1 
, 44 f>80 ] 32.7 

Zahlentafel Nr. 14. 
Versuchswerte nach Kuß e 1 t. 

• Will' d, 
--~i 

a 

I I I 
25 I, I 1447 i 13,15 
26 I 1 2 87H i 15,83 
2i ! j 6 660 i 29,24 
28 0: I 12 880! 49,82 
29 ~ I 23 6liO: 82,40 
30 " i 33 920 1 112,6 
31 .: I 46300 ! 141,0 :: ' 

32 '": 47100 i 133,4 
33 I 57 800 1 168,2 
34 I {)5700 i 18ö,0 
3ii : -1-r85U'-18,1>5 
3ß I 3406119,1>0 
37 i ß175, 27,88 
38 .; 12 020 ;.. 48,08 
39 0: 23 000 'I' 80,3 
40a' g 35400 1111,8 
40b: r-: 35750 104,6 

" 41 I § 51 200 'I 14G,9 
42 !" 53 280 159,ß 
43 53800 I 148,3 
44 I ,78500 ! 211),0 
4f> I • 91 600 I 243,0 

-----------,--- .. _-------

46 ! I 3 942 I 23,42 
47 : i 8 HO I 34,58 
48 , i 19030 64,8 
49 ; I 38050 Il6,8 
50 i ~ 153750 152,0 
51 I..... 54350 153,G 
52 "g I 55900 158,0 
53, e i 57100 164,0 
54 : 80320 I 212,0 

5(j : 96 500 268,0 
55 i 87 800 1 222'0 

fi7! I 99 850 254,5 
--i38-I---15430~:as 

!)!)'.. 10 410 I 43,20 
ßO I ;:; • 28330 '

1 
96,1 

In i " ! 55400 I 168,9 
62 i E ~ 77 100 I 218,3 
_~ ___ : !lß 700 . 233,4 
ti4, I' 5010! 32,52 
liß ..; I 10 950 I 46,15 
(i{) <C 9 900 42,40 
li7 28 500 95,3 
ß8 ] 58450 168,7 
()f) 77 800 215.fi 

In derselben Weise stellt man erst einmal alle jene Versuche dar, 
welche mit Luft vom seI ben Druck ausgeführt wurden, also alle jene 
Versuche, für welche annähernd gleiche Stoffwerte gelten. Die Versuche 
unterscheiden sich aber durch verschiedene Strömungsgeschwindigkeit "'m 
und verschiedene W.ü.Z. und ergeben damit verschiedene Werte 

wm·d d 
a und ar' 
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Die so entstehenden Punkte kann man durch eine Kurve verbinden 
und diese Kurve ist das Abbild der gesuchte~ Funktion in Gleichung 
(104a). In Fig. 62 ist dies die stark ausgezogene Linie. 

~ir können nun noch eine Probe auf die Richtigkeit des Prinzipes 
der Ahnlichkeit machen. Nach diesem Prinzip gehört zu einem will
kürlich gewählten Argumentwert (wm . dia) ein ganz bestimmter Funk
tionswert (a' d/i..), und dieser Wert ist unabhängig davon, wie sich 
das Argument im einzelnen zusammensetzt. 

Wenn wir also aus den Nußeltschen Versuchen eine Versuchsreihe 
mit anderem Druck der Preßluft, also mit anderen Werten a heraus
greifen, SO muß die Kurve, welche diese Versuchsreihe liefert, sich völlig 

/ 
'$ 

i:! flJ 
" '11 

a 

14~ot __ .? V 
1,Q 

f~Q 

~ -" '.J7 
;Vat - r--

7at '/ 
JS .;" ,~ Jo 

ht ----/~ "," / 

Z"t-- -- .- / 
/ 

'" ------ ~/_ -

1at / 

J,Q 

Abszissen: log wod 
Fig.62. Versuchsergebnisse von Nllßelt ~. 

Ordinaten: log a . X 

mit der Kurve der ersten Versuchsreihe decken. Nußelt hat im ganzen 
7 Versuchsreihen mit Drucken von 1-16 at durchgeführt. Die Fig. 62 
stellt in den gestrichelten Linien diese Kurven dar. Man erkennt daraus, 
daß sich diese Kurven nur für Argumentwerte, welche größer als 10000 
sind, völlig decken; für kleinere Werte des Argumentes weichen die 
Kurven sehr stark voneinander ab. Der nächstliegende Gedanke, daß 
es sich bei diesen niederen Argumentwerten um geordnete Strömung 
handelt, kann nicht richtig sein, denn auch bei der geordneten Strömung 
.müßten sowohl nach dem Ähnlichkeitsprinzip als nach der analytischen 
Lösung die Kurven sich decken. 

Eine genügende Erklärung für diese Erscheinung vermag ich nicht 
zu geben. Jedenfalls ist das eine sicher, daß die Gleichung (104a) für 
diese geringen Strömungsgeschwindigkeiten nicht mehr richtig ist, ent
weder weil die Kenngröße Re nicht mehr ohne Einfluß ist, oder weil 

13* 
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sich infolge der geringen Geschwindigkeit der Auftrieb der wärmeren 
Luftteilchen bemerkbar macht, so daß die Aufgabe nicht mehr in das 
Gebiet dieses Abschnittes C gehört, weil neben den äußeren auch noch 
innere Bewegungsursachen auftreten. Eine völlige Klärung dürften wohl 
nur weitere Versuche bringen. 

Wir müssen uns deshalb auf das Gebiet (wm • dIa) > 10 000 be
schränken. Hier zeigt sich, daß sich die Kurven für Preßluft bei ver
schiedenen Drucken und auch für Leuchtgas und Kohlensäure voll
ständig decken, daß also für dieses Gebiet die Gleichung (104a) richtig ist. 

Ferner zeigt sich, daß die Kurve im logarithmischen Koordinaten
system eine Gerade wird, daß sich also die Funktion durch eine Potenz
funktion darstellen läßt. Es ergibt sich die Gleichung: 

d (W . d)O.786 
a·T=0,0291. ~ ...... (104b) 

1 
oder wenn wir OOm = 3600 Wm einführen, erhalten wir 

d (00 . d)O.786 
a = T = 18,1· ~ ....... (104c) 

Nußelt selbst gibt in seiner Habilitationsschrift den Wert 15,90 
statt 18,1 an, weil er damals noch mit dem Wert ÄWand auf der linken 
Seite der Gleichung gerechnet hat. 

Die Gleichung (104c) kann noch ergänzt werden. Durcheingenaueres: 
Auswertungsverfahren fand Nußelt, daß die Kenngröße Re nicht ganz 
ohne Einfluß ist. Aus den Gleichungen (32), (51) und (44c) der Nußel t
sehen Arbeit läßt sich die genauere Gleichung 

d (w .d· e)-O.o64 (w .d)O.850 
a .1" = koeff· . m • -~- ••• (103b) 

". ,J1, a 
ableiten. 

Wegen der geringen Veränderlichkeit der ersten Potenzfunktion 
ist diese genauere Formel von geringer praktischer Bedeutung. 

Andere Versuche mit Gasen und Dämpfen. 

Außer den Nußeltschen Versuchen seien noch die nachstehenden 
Versuche angeführt. Sie sind nach der Zeit ihrer Veröffentlichung 
geordnet: 
J osse, "Versuche über Oberflächenkondensatoren, insbesondere für 

Dampfturbinen". Zeitsehr. d. Ver. d. lng. 1909, S. 328. 
Jordan, "On the rate of heat transmission between fluids and metal 

surfaces". Proc. Instit. of Mech. Eng. 1909, II, S. 1317. 
Rietschei, "Untersuchungen über Wärmeabgabe, Druckhöhenverlust 

und Oberflächentemperatur bei Heizkörpern unter Anwendung großer 
Luftgeschwindigkeiten" . Mitteilung der Prüfungsanstalt für Heizungs
und Lüftungseinrichtungen. Heft 3. Techn. Hochschule Berlin 1910. 

Gröber, "Der Wärmeübergang strömender Luft an Rohrwandungen". 
Mitteil. über Forschungsarbeiten. (Ver. d. lng.). Heft 130. 
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198 Wärmeleitung in Flüssigkeiten. 

Poensgen, "Über die Wärmeübertragung von strömendem, überhitztem 
Wass6l'dampf an Rohrwandungen und von Heizgasen an Wasser· 
dampf". Zeitschr. d. Ver, deutsch. lng. 1916, S.27. 
Aus allen diesen Versuchen können wir - ebenso wie wir es bei den 

Nußeltschen Versuchen getan haben - die zusammengehörigen Werte· 

d wm·d 
paare a ');" und a 

l/ 
,/ 

/ 
/ 

Jordo 7I ./ 
IJ 

~~~ 
/7/ 

//. 
11 [t~/ 

/~Z .\ 
~/ 

Crööt 
/. . . 

W~e/t :/ 
\ -' ------ . 

17'~ f'PoenSj \s'n /y' 
/ 

/{/ 

l-/ I 
JoS5/ 

/ 
./ 

2,0 3,0 
Fig. 63. Wärmeübergangszahl na.ch verschiedenen Versuchen. 

w ·d 
Abszissen: log _m_; 

a. 

Ordinaten: log (a. ~). 

berechnen und in einem logarithmischen Koordinatensystem auftragen 
und erhalten, damit Kurven, welche die Funktion in Gleichung (10411,) 
darstellen. 

-

6,tJ 
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Dabei Flüssigkeiten die Wärmeleitfähigkeit Ä. und ihre Abhängigkeit 
von der Temperatur nur sehr un~enügend bekannt sind, so läßt sich aus 
den Versuchen mit Flüssigkeiten dIe Größe (wm . dia) nicht mit genügender 
Genauigkeit berechnen. Aus diesem Grunde müssen wir uns bei dieser 
ganzen Betrachtung auf die Versuche mit Gasen und Dämpfen beschränken. 
Betreffs des Wärmeüberganges bei Wasser verweise ich auf die Versuche 
von A. Soennecken, "Der Wärmeübergang von Rohrwänden an strö
mendes Wasser". Dissert. Techn. Hochschule München 1910. Während 
der Drucklegung des Buches erschien die Arbeit von Prof. 1\1. Jako b der 
Phys. techno Reichsanstalt, über die W. L. F. von Wasser. Sie konnte 
jedoc.h nicht mehr berücksichtigt werden. 

Die Fig. 63 ist eine Zusammenstellung dieser Funktionen für alle 
angegebenen Versuche. Auf den ersten Blick scheint die Übereinstim
mung zwischen den einzelnen Versuchen eine sehr gute zu sein. Allein 
es liegt hier ein logarithmisches Koordinatensystem vor und bei dem 
gewählten Maßstab bedeutet ein Ordinatenunterschied von 5 mm eine 
Abweichung zwischen den Versuchswerten von 30%, so daß zwischen 
den einzelnen Versuchen doch ganz erhebliche Unterschiede bestehen. 
Dies kann uns aber nicht überraschen, wenn wir bedenken, daß es sich 
hierbei um Versuche mit ganz verschiedenen Versuchsanordnungen und 
unter ganz verschiedenen Versuchsbedingungen handelt. Bei Bewertung 
dieser Versuchsunterschiede sind folgende 10 Punkte zu beachten: 

1. Die Wärmeübergangszahlen, welche sich aus den einzelnen Ver
suchsanordnungen ergeben, sind entweder Mittelwerte über verschiedene 
Rohrlängen oder sie beziehen sich auf Querschnitte in verschiedenen 
Abständen vom Rohranfang. Mit anderen Worten, die Gleichung (104a) 
und damit auch unsere Darstellung in Fig. 63 berücksichtigt das Argu
ment z/d nicht. Überdies sind die hydrodynamischen und die thermischen 
Eintrittsbedingungen bei den einzelnen Versuchen ganz verschieden, 
indem ein Teil der Versuche mit einer vorgeschalteten Beruhigungs
strecke, ein anderer Teil ohne eine solche durchgeführt wurde. 

2. Das Schaubild 63 berücksichtigt die Kenngröße Re nicht. Wir 
wissen zwar aus den früheren, theoretischen Erörterungen, daß für 
manche Strömungsbereiche die Reynoldsche Zahl tatsächlich auf die 
Gestalt des Temperaturfeldes ohne merklichen Einfluß ist; allein wir 
können in keiner Weise angeben, welches die Kennzeichen und die Grenzen 
dieser Bereiche sind. Es besteht somit die Möglichkeit, daß wir den 
Einfluß der KenngröBe Re auch dort vernachlässigt haben, wo dies 
nicht zulässig gewesen wäre. 

3. Der Einfluß der relativen Rauhigkeit bjd ist in der Zusammenstel
lung 63 nicht berücksichtigt. 

4. Die meisten Versuche beziehen sich auf turbulenten Strömungs
zustand. Wir können jedoch nachträglich nicht mehr feststellen, ob 
sich nicht Versuche oder Versuchsreihen darunter befinden, welche 
mit geordneter Strömung durchgeführt wurden. 

5. Bei geringer Ström!mgsgeschwindigkeit besteht die Möglichkeit, 
daß sich der Auftrieb der wärmeren und damit leichteren Gasschichten 
gegenüber der Hauptströmung bemerkbar macht. 

6. Die Stoffwerte A, cp ' y und /h sind von der Temperatur abhängig, 
sie werden also innerhalb des Feldes je nach Abstand von der Rohr-
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wandung und vom Rohranfang verschieden groß sein. Die Wahl der 
mittleren Temperatur Tm (vgl. S. 178) und damit die Bestimmung 
der Mittelwerte Ätn usw. war ziemlich willkürlich und damit ist sicher
lich auch die Möglichkeit einer Fehlerquelle gegeben. 

7. Nach der Art, wie diese Mittelwerte Ätn usw. berechnet sind, wäre 
es gleichgültig, ob die Wärme von der Wand an das Gas oder vom Gas 
an die Wand übergeht. Ob dies tatsächlich richtig ist, vermag nur der 
Versuch zu entscheiden. Die bisher vorliegenden Versuche geben jedoch 
darüber noch keinen Aufschluß. 

8. Bei den meisten Versuchen ist bei der Temperaturmessung im 
Gasstrom die mittlere Temperatur T Q im Querschnitt gemessen worden. 
Die Berechnung der W.ü.Z. wurde aber dann mit Hilfe der Gleichungen 
von S. 205 durchgeführt und dabei nicht beachtet, daß T Q nicht gleich TF 
ist. Dadurch können Fehler bis zu einem Höchstmaß von 30% vor
kommen. 

9. Unsere Kenntnis der Zahlenwerte ). (und damit auch der Zahlen
werte a) bei den einzelnen Gasen und Dämpfen und ihrer Veränderlichkeit 
mit der Temperatur ist eine so unsichere, daß wir hier mit nicht un
bedeutenden Fehlerquellen rechnen müssen. 

10. Dieser letzte Punkt betrifft die eigentlichen Versuchsfehler. 
Jeder Ingenieur oder Physiker, der schon Versuche auf ähnlichem Gebiet 
gemacht hat, weiß, wie schwer es hier ist, nicht nur Meßfehler, sondern 
a.uch Falschmessungen zu vermeiden. Vor allem kommen Fehler vor 
bei der Bestimmung der Wärmeverluste und bei den Temperaturmes
sungen (vgl. Knoblauch und Hencky, Anleitung zu genauer techno 
Temperaturmessung, München, Oldenbourg, 1919). 

Wenn man die Bedeutung dieser 10 Punkte berücksichtigt, wird man 
es nicht mehr befremdend finden, daß das Schaubild 63 keine bessere 
übereinstimmung zwischen den Versuchen aufweist. Es ist nicht mög
lich, durch nachträgliche Berücksichtigung obiger 10 Punkte das Schau
bild noch zu berichtigen, teils weil wir heute noch nicht in der Lage 
sind, diese Einflüsse zahlenmäßig in Rechnung zu setzen, teils weil die 
veröffentlichten Versuchsberichte nicht genügenden Aufschluß über die 
Versuchsbedingungen geben. 

So können wir denn heute das Problem des Wärmeüberganges im 
geraden Rohr trotz der vielen vorliegenden Versuche noch immer nicht 
als gelöst betrachten. 

N otwendigkei t wei terer Versuche. 

Aus diesem Grunde ist eine zusammenfassende Experimentalunter
suchung auf breitester Grundage und unter Berücksichtigung aller bis
her erwähnten, theoretischen Erwägungen durchaus nötig. 

Die Versuchsanordnung müßte so beschaffen sein, daß im selben 
Apparat ein möglichst ausgedehntes Gebiet ~ntersucht werden könnte. 
Es ist von der Versuchseinrichtung zu verlarlgen: 

1. Einwandfreie Verwirklichung der beiden wichtigsten hydrodynami
schen und thermischen Eintrittsbedingungen, nämlich des direkten Ab
flusses aus einem großen Gefäß ohne Beruhigungsstrecke und der Strö-
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mung mit vorgeschalteter Beruhigungsstrecke. Der erste Fall ist der 
technisch weitaus wichtigere. 

2. Veränderlichkeit der bezogenen Rohrlänge lid bei festgehaltenem 
Durchmesser. 

3. Veränderlichkeit des Durchmessers d bei festgehaltenem lid. 
4. Messung der mittleren Flüssigkeitstemperatur t F und nicht t Q • 

5. Veränderlichkeit der Flüssigkeits- und Wandtemperatur, mög
lichst auch unter Ausdehnung auf das Gebiet unter Null Grad durch 
Verwendung von KälteanlageIl. 

6. Veränderlichkeit des Druckes von hohem Druck bis zu starkem 
Vakuum. 

7. Verwendbarkeit verschiedener Gase, überhitzter Dämpfe und 
tropfbarer Flüssigkeit.en. 

8. übergang der Wärme von der Wand an die Flüssigkeit und um
gekehrt. 

9. Verwendbarkeit von Rohren verschiedener Oberflächenbeschaf
fenheit. 

10.,Veränderliche Lage des Rohres, nämlich wagrecht und senk
recht; im letzteren Falle sowohl Strömung von oben nach unkn als 
auch umgekehrt. 

11. Verwendbarkeit von Rohren verschiedenen Querschnittes (vgl. 
später S. 214). 

12. Die Möglichkeit bei jedem Versuch auch den Druckverlust zu 
messen. Diese Forderung ist vor allem aus praktischen Gründen sehr 
wichtig (s. S. 208). Sie ist aber auch notwendig, um die Verhältnisse 
des kritischen Zustandes studieren zu können. Es besteht nämlich die 
Vermutung, daß beim Vorhandensein. von großen Temperaturdifferenzen 
im Rohrquerschnitt der übergang von der geordneten Strömung zur 
turbulenten Strömung allmählich stattfindet und nicht wie bei dem 
Rohrproblem der reinen Hydrodynamik plötzlich (S. 164). 

Diese Versuche werden natürlich in erster Linie auf die Bestimmung 
der W.ü.Z. gerichtet sein. Dazu tritt aber als eine gleieh wichtige Auf
gabe die direkte Bestimmung des Verhältnisses "Endtemperaturdif
ferenz zu Anfangstemperaturdifferenz", also die Bestimmung der Funk· 
tion (/> in der Gleichung (96a) 

(~-tw): (ta-tw)=lP(Re,Pe, ~, !} 
Damit diese Versuche voll ausgenützt werden können, damit aus 

ihnen auch wirklich alles herausgeholt werden kal'l.ll, was sie zu bieten 
vermögen, ist eine genaue Kenntnis der Stoffwerte A, cp , y und f1 und 
ihrer Abhängigkeit von Druck und Temperatur unbedingte Voraussetzung. 
Hier weist aber unser Wissen noch ganz beträchtliche Unsicherheiten 
und Lücken auf, hauptsächlich hinsichtlich der Wärmeleitfähigkeit von 
Dämpfen und Flüssigkeiten. Es müßte deshalb den geforderten Wärme
übergangsversucheneine eigene experimentelle und theoretische Arbeit 
über diese Stoffwerte vorangehen. 
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Bezüglich der DarsteHung der Versuchsergebnisse durch eine 
Gleichung möchte ich auf zwei Punkte hinweisen: Wenn man den Zu
sammenhang zwischen einer Größe und ihren zwei Ursachen unter
sucht, so ist es üblich, daß man zuerst die zweite Ursache unverändert 
läßt und den Zusammenhang zwischen Wirkung und erster Ursache 
bestimmt. Dann wird die erste Ursache unverändert gelassen und der 
Einfluß der zweiten Ursache ebenso untersucht. Man nimmt dabei 
stillschweigend an, daß die beiden Zusammenhänge voneinander gegen
seitig unabhängig sind oder mathematisch ausgedrückt., daß sich die 
gesuchte Funktion nach dem Muster 

z = F (x, y) = f1 (x) . f2 (Y) 
in Teilfunktionen zerlegen läßt. 

Damit schaltet man aber von vornherein und ohne jede Berechtigung 
eine ganze Reihe von Funkt.ionen aus der· Betracht.ung aus. 

Wo cs aber auf Grund genauer Prüfung möglich und berechtigt 
ist, diese Zerlegung vorzunehmen, da ist sie allerdings im Int.eressc einer 
bequemen Verwendung der Formel zu empfehlen. 

Aus dem gleichen Grunde ist auch die Verwendung der Potenz
funktion für die einzelnen Teilfunktionen überall dort zu empfehlen, 
wo es sich mit der verlangten Genauigkeit. vereinbaren läßt. Aber auch 
hier muß eine genaue Prüfung vorausgehen. Z. B. in Fig. 63 bestätigen 
die Versuche von Nußelt, Gröber und Jordan das Potenzgesetz, 
während ihm die Versuche von Josse und Poensgen widersprechen. 
Vom theoretischen Standpunkte aus ist das Potenzgesetz in keiner 
Weise zu begründen, allein die Genauigkeit der bisher vorliegenden Ver
suchsergebnisse gestattet es, das Potenzgesetz anzuwenden. 

Eine vorläufige Gleichung für a. 

Von allen Gleichungen, die für die W.ü.Z. aufgestellt wurden, ist 
die Gleichung 

a' ~ = Const· (~r'. (Wn~' dY' ..... (105a) 

am 'besten mit der Theorie und den Ergebnissen der Versuche in Einklang 
zu bringen 

Zur Bestimmung des Exponenten ~ liefert die Figur 63 die Be, 
ziehungen: 

log (w1:. d)l = 5,000 und log (a' -~)l = 2,41, 

log (wIDa' d)2 = 2,500 und log (a. -1-) 2 = 0,43. 

2,41 - 0,43 1,98 
Daraus n2 = 5,00 _ 2,50 = 2,50 = 0,79; 

und log (const. (~)n') = 0,46 - 2 

Const· (~r' = 0,0288, 
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Um n l zu bestimmen, bringen wir Gleichung (105a) auf die Form 

a = Const· LD,. d-(l+D,-D,).),. wmD •. a- D• (105b) 

Unter den Versuchen von Rietschel befinden sich auch solche, 
welche den Einfluß des Durch· 
messers bei unveränderter 
Länge feststellen. Es ergab 
sich dabei der Exponent für d 
gleich - 0,16; mit n2 = 0,79 
ergibt sich also 

1 + n l - 0,79 = 0,16 
oder fi l = - 0,05; 

Zahlentafel Nr. 31 im An
hang und Fig. 64 geben 
den Verlauf der Potenzfunk

p 

Q 

'S-(/ 

o 

I\r-. I 

0 qs 1,0 40 

tion x- 0,05 wieder (vgl. auch Fig. 64. Potenzfunktion: Abszissen: x 
Fig. 61b). -Ordinaten: x-O,05. 

Nehmen wir nun an, daß 
bei den Versuchen, die in Fig. 63 dargestellt sind, durchschnittlich 
Lid gleich 50 war, so ist mit 

(~rO'05 = 0,822 der Wert: Const = 0,0351. 

Bis zur endgültigen Klärung der Gesetzmäßigkeit durch weitere 
Versuche kann also als behelfsmäßige Formel die Gleichung gelten: 

d (L)- 0,05 (w . d)0,79 a . - = 0,035' _ . _1l1_ 

A d ,a 

oder mit Einführung von w = 36~0- W m 

d (L)-0'05 (w. d)O.79 
a' --X = 22,5' cl . --a . . . . . (105c) 

Zur Besprechung dieser Formel und zugleich auch um die Zahlenrech
nung zu erleichtern, geben wir (105c) noch die Gestalt: 

A a = 225 L- 0.05 . d - 0,16. wO,79 . --, aO,79 

= 22,5' BL 

(105d) 

(105e) 

wobei wir mit B die Koeffizienten bezeichnen, welche den Einfluß der 
einzelnen Größen L, d, w, p und T wiedergeben. Hierbei ist Bp, T von 
der physikalischen Natur der strömenden Flüssigkeit abhängig. Die 
Tabellen Nr.30 bis 38 im Anhang enthalten die Werte dieser Potenz
funktionen innerhalb des technisch wichtigsten Bereiches. 

Der erste Koeffizient zeigt, daß die Abhängigkeit des a von der Rohr
länge sehr gering ist. Wenn die Länge des Rohres von 10 cm auf 10 m 
wächst, nimmt BL nur von 1,122 auf 0,89 ab. 



204 Wärmelei tung in Flüssigkeiten. 

Auch der Einfluß des Durchmessers ist nicht sehr groß. Einer Zu
nahme des Durchmessers von 5 rn/rn bis auf 1000 rn/rn entspricht nur eine 
Abnahme des Bd von 2,33 auf 1,000. 

Dagegen ist der Einfluß der Strömungsgeschwindigkeit beträchtlich. 
Wenn (t) von 4 m/sec auf 8 m/sec steigt, so wächst B", von 2,99 auf 
5,16. 

Die Größe Bp , T ist wie schon oben erwähnt von der physikalischen 
Natur des strömenden Mediums abhängig. Wir müssen uns deshalb 
zur weiteren Besprechung einen bestimmten Körper als Beispiel wählen. 
Tropfbare Flüsl'!igkeiten scheiden zu diesem Zwecke aus, weil für sie die 
'Verte A nur sehr ungenügend bekannt sind. Wir wollen deshalb ab 
Beispiel ein ideales Gas wählen. Bei diesem ist die W.L.F. und die 
spezifische Wärme vom Druck unabhängig. 

Für das spezifische Gewicht gilt: Yp = YI . p, wenn mit Yp das spezi. 
fische Gewicht bei p [at) und mit Yl das spezifische Gewicht bei 1 [atJ 
hezeichnet wird. Dann wird 

B T = (A . YID 
• CpD

) . pD = (!~) . pO = Rr . B . 
p, An T an T P 

Für Bp = pO,79 gilt ohne weiteres dieselbe Abhängigkeit wie für B, •. 
Die Größe BT endlich ist bei den einzelnen Gasen natürlich ver

schieden; bei demselben Gase aber nur mehr eine Funktion der mittleren 
Temperatur Tm der Flüssigkeit. 

Für Luft '1,. B. gelten die Gleichungen 

273 
(elh = ((h)o .-1' 

J. = 0 00167 ~L~t~~OOI94 T) . V~ 
~I , 117 

1 + -T-

ell = 0,2315 . (1 + 0,00134 T). 

Mit diesen Gleichungen ergibt sich für Luft die in der nachstehenden 
Zahlentafel Nr. 15 festgelegte Abhängigkeit des BT von Tm. 

Zahlentafel Nr. 15. 

Abhängigkeit des BT von Tm bei Luft. 

Tm 

100 I 0,307 350 0,150 600 
I 

0,108 850 0,089 
150 I 0,242 400 0,137 650 0,104 900 0,087 
200 I 0,204 450 0,128 700 0,099 950 0,084 
250 I 0,181 500 0,120 750 0,095 1000 0,082 
300 1 

I 
0,162 550 0,1l3 800 0,092 - I -

Es nimmt ahm bei Luft die W. ü.Z. mit steigender Temperatur Tm ab. 
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Zahlenbeispiel für Luft. 

Es sei gegeben: d = 0,04 [m], L = 3,0 [m]; W = 25 rn/sec. 

p = 6 [at]; tF = + 20° C; tw = + 200° C. 

Wie groß ist die W.ü.Z.? 

Es ist !F = 293°; Tw = 473°; damit Tm = 383°. 

Also a = 22,5 . B L . Bd . Bw . Bp • B r 

= 22,5 . 0,95 . 1,67 . 12,71 ·4,11 . 0,144 

[ W.E. ] 
= 268 Gd' m2 • stdl· ra 

h) Die Berechnung der Endtem:peratur Te. Nachdem nunmehr 
die Gesetze für die W. Ü. Z. bekannt sind, ist es möglich, den Verlauf 
der Flüssigkeitstemperatur längs des Rohres und damit auch die End
temperatur zu berechnen. Zu diesem Zwecke betrachten wir ein Rohr
stück von der Länge dz und 
stellen für dieses Raumelement 
die Wärme bilanz auf. ~ 

Mit der Strömung wird die 
Wärmemenge 

d2n Tr 
d Q = - cp • Y . 4 . w . d TF 

in den Raum hereingeschafft. 7; 

Die gleiche WärIpemenge J: t------+-+-------1 ~ J,;, 
d Q = a . d . n . dz . (TF - Tw) 

geht bei Beharrungszust.and in 
der Zeiteinheit an die Rohrwand 
über. Durch Gleichset.zen folgt ~------- l • I 
daraus: 

dTF 4·dz 
=-u· -. 

Fig. 65. Zu: Berechnung der End
temperatur Te' 

TF - Tw w . d . 'Y . cp 

Wenn wir diese Gleichung über die Rohrlänge integrieren, so müssen 
wir berücksichtigen, daß a eine Funktion von z ist. Wir erhalten also 

z=L 

In =;.- • a·dz Te-Tw 4 J 
Ta - Tw w . d . Y . cp 

z=o 

und wenn wir für a seinen Wert aus Gleichung (105c) einsetzen: 

L 

In _e = . - . 22 5 -- . ----- z - 0.05. d z e - 4 l (W' d)0.79 1 J' 
ea 3600· W • d . cp • 'Y d ' a d - 0.05 

o 

(W'd)-0.21 (L)O.95 
= - 0 0263· -- .-, a d 
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Durch Delogarithmieren: 
Be -00263' (",.d)-O,21. (~)+O.95 
Ba = e' " d. (106 a) 

=qJ((()~d, ~) ..... . (106 b) 

Diese Gleichung ist nichts anderes als eine vereinfachte Form der Glei
chung (96 a), die wir direkt aus dem Prinzip der Ähnlichkeit gefolgert hatten. 

Um die Gleichung (106a) zu besprechen, geben wir ihr die Form 
Q • Q _ -0,0263·L+O· .. ·'l-1,1··W-O•21 .,,+O,21 (106 ) 
l7e . l7a - e . . .. c 

Die Zahlentafel über die Exponentialfunktion "e - x" (NI'. 27 im 
Anhang) zeigt, daß der Wert der Exponentialfunktion mit zunehmendem 
Argument x abnimmt und zwar bei x = 3 bereits den geringen Wert 
0,05 erreicht hat. 

Aus Gleichung (106c) ersehen wir, daß Rohrlänge und Rohrdurch
messer auf den Wert des Exponenten und damit auf das Verhältnis 
Be : ea von großem Einfluß sind, daß dagegen Strömungsgeschwindig
keit und Temperaturleitfähigkeit von geringem Einfluß sind. (Weiteres 
über den Einfluß der Größen L, d, wund a auf die Endtemperatur 
siehe Zahlen beispiel. ) 

Zahlenbeispiel: 
Durch ein Rohr von der lichten Weite 4 [cm] und der Länge 2 [m] 

ströme Luft von 1 [at] mit einer Geschwindigkeit von 10 Metern in 
der Sekunde. Die Anfangstemperatur der Luft sei 20° C. Die Tempe
ratur der Wand gleich 100° C. - Wie groß ist die Austrittstemperatur ? 

Um die Temperaturleitfähigkeit aus den Tabellen entnehmen zu 
können, müssen wir die mittlere Temperatur t,n vorerst einmal schätzen, 
in unserem Beispiel ~ = 70° C und erhalten dann a = 0,102. 

Femel' ist: d = 0,04 [m], L = 2,0 [m], w = 10 [rn/sec.] 
ea = 20 - 100 = - 80. 

Dann wird der Exponent in Gleichung (106c) gleich 

_ 00263.200 0,95. 1 . _1_ .0102°,21 
, , 0;04 1,16 10°,21 ' 

1 1 
= - 0,0263 . 1,93 00239 . 162 ·0,62 , , 
= - 0,82. 

Zur Berechnung der einzelnen Potenzen können die Zahlentabellen 
für die Potenzen xn im Anhang benützt werden. Wir erhalten 

Be = (- 80) . e ... 0,82 = - 80 . 0,44 = - 35,2 

oder t'e = 100 - 35,2 = 64,8° C. 

Wir müssen nun noch nachprüfen, ob wir eingangs die mittlere Tempe
ratur tm richtig geschätzt haben. 

Zu diesem Zwecke können wir angenähert den Durchschnittswert 
der Temperatur TF gleich dem arithmetischen Mittel aus Ta und Te 
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setzen. Und tm setzen wir nach Seite 178 gleich dem arithmetischen 
Mittel aus tF und tw. Wir erhalten also näherungsweise 

1( ta+te) ) t m = '2 tw + --2--- ........ (107 

Für unser Zahlenbeispiel gibt dies: tm = 71,4 0 C. Wenn wir ein
gangs tm ganz erheblich falsch geschätzt hätten, so müßten wir nun 
die ganze Rechnung mit dem errechneten t m wiederholen. Meist wird 
sich jedoch dies erübrigen, denn wegen des geringwertigen Exponenten 
,,+ 0,21" ist eine Änderung der Temperaturleitfähigkeit "a" nur von 
geringem Einfluß. 

In den nachstehenden Rechnungen soll gezeigt werden, welchen 
Einfluß eine Veränderung der Größen L, d, wund a auf das Verhält
nis @e : ea ausübt. 

a) bei L = r [rn] wird ee: ea = 0,66; 
2 

" 
= 0,44; 

4 
" 

= 0,21; 

b) bei d = 0,02 [m] wird ea : ea = 0,16; 
0,04 

" 
= 0,44; 

0,08 
" 

= 0,70; 

c) bei (0= 5,0 [rn/sec] wird. ee: ea = 0,39; 
= 10,0 " = 0,44; 
= 20,0 

" 
= 0,50; 

d) bei a= 0,051 [m2std] wird ee: @a = 0,50; 
-- 0,102 = 0,44; 
= 0,204 

" 
= 0,39. 

i) Die Berechnung von Heiz- und Kühlrohren 1). Durch ein Rohr 
von gegebener Wandtemperatur soll in der Zeiteinheit ein gegebenes 
Flüssigkeitsvolumen von einer bestimmten Anfangstemperatur auf 
eine verlangte Endtemperatur abgekühlt (bzw. erwärmt) werden. Es 
sind Rohrdurchmesser, Rohrlänge und Strömungsgeschwindigkeit . so 
zu ermitteln, daß erstens die verlangte Temperaturänderung wirklich 
erreicht wird und daß zweitens bei möglichst klein gehaltenem Rohr 
der Druckverlust eine vorgeschriebene Höhe nicht überschreitet. 

Nachdem die Temperaturen te, t a und t w vorgeschrieben sind, 
ist auch das Verhältnis ee: eil. vorgeschrieben und daraus läßt sich 
mit Hilfe der Tabelle über die Exponentialfunktion bestimmen, welchen 
'Vert der Exponent "Ex" in Gleichung (106c) haben muß. Wir er
halten also die Bedingungsgleichung 

- 0,0263 . LO,95 . d - 1,16 . (0 - 0,21 . a + 0,21 = Ex 
Ex 

oder LO,95. d -1,16. w- 0,21 = 38 -- = ZQ .. (108) 
aO,21 ' 

worin ZQ einen Wert bedeutet, der in vorbereitender Rechnung aus 
Ex und a sich bestimmen läßt. 

1) Die Redaktion des Gesundheitsingenieurs gestattete mir den Abdruck 
dieser Berechnung, welche ich zuerst im Heft 26 des Jahrg. 1920 veröffentlicht habe. 
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Eine zweite Beziehung zwischen L, d und w ist durch die Bedingung 
gegeben, daß der Druckverlust eine vorgeschriebene Höchstgrenze 
nicht überschreiten darf. Bezeichnet Pa den Druck im Anfangs., Pe 
den Druck im Endquerschnitt, so ist nach Gleichung (84f) 

Pe - Pa = 1 76 . 10- 2 • " • w2 • ( W • d . r") - 0,21 
L' d p 

oder Pe - Pa = 1,76· 10- 2. L 1,00. d - 1,21 • w 1,79 • ,,0,79. f.t + 0,21 

od L I00 d 1 1 79 Pe - Pa - Z . (109) er , . - ,2 • w1, = 57· ,,0,79 'pO,21 - ;a, .•.• 

ZR ist wieder ein Wert, der in gesonderter Rechnung zu bestimmen ist. 
Der Koeffizient 1,72. 10 - 2 UIld der Exponent - 0,21 beziehen sich 

auf ein Rohr mit sehr glatter Oberfläche (nahtlos gezogenes Messingrohr). 
Für rauhe Rohre sind die entsprechenden Zahlenwerte noch nicht bekannt. 
- In einer früheren Veröffentlichung in Gesundheitsingenieur 1920 Heft 26 
habe ich mit dem Koeffizienten 1,76· 10 - 6 gerechnet, weil ich dort den 
Druck in kg/cm2 aniegeben habe. In der vorstehenden RechnUIlg ist jedoch 
der Druck in kgJm oder in mm Wassersäule einzusetzen. 

Eine dritte Beziehung endlich ist dadurch gegeben, daß durch das 
Rohr ein bestimmtes Flüssigkeitsvolumen V in der Zeiteinheit strömen 
muß. Es ist also 

d 2 'n 4 
~4- . W = V oder d2 • W = n . V = Zv· . . . . (UO) 

worin Zv ein dritter in vorbereitender Rechnung zu bestimmender 
Wert ist. 

Stellen wir nun die Gleichungen (108, 109, HO) zusammen, so er
kennen wir, daß hier ein Gleichungssystem von 3 Gleichungen mit 
3 Unbekannten vorliegt, daß also die drei Größen .L, d und w ein
deutig bestimmt sind. Oder mit anderen Worten, die drei Bedingungen: 
einvorgeschriebenes Verhältnis ee: ea , ein vorgeschriebener Druckverlust 
Pe - Pa und ein vorgeschriebenes, sekundliches Flüssigkeitsvolumen V 
bestimmen die Abmessungen des Rohres und die Strömungsgeschwin
digkeit eindeutig. 

Aus den drei 

erhält 

LO,95. d - 1,16. w- 0,21 = ZQ 

L1.00. d- 1,21 • W 1,79 = ZR 

d 2,oo • wI,OO = Zv 

Gleichungen läßt sich L und w eleminieren und man 
. ZV 2,Ol 

d4,Ol = ZQl,05. --
ZR 1,00 

oder mit genügender Annäherung 

ferner 

und 

Zv 2,oo 
d4=ZQ1,05. __ ~ 

ZR1,OO 
(lUa) 

(lU b) 

(lU c) 
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Zahlenbeispiel: 

Dieser ganze Rechnungsgang soll an Hand eines Zahlenbeispieles 
• chmals besprochen werden. Zur Berechnung der vorkommenden 
t,enzfunktionen dienen die Zahlentafeln im Anhang. 
Vorgeschrieben sei: 

das sekundliehe Luftvolumen . 
der Druck der Luft . 

V = 0,012 m3jsec 
p = 1 at 

der Druckverlust . . . Pe - Pa = 1/50 at 
die Wandtemperatur . . t w = 100° C 
die Anfangstemperatur . t a = 20° C 
der Abwärmeverlust . . ee : ea = 0,10. 

Gesucht ist die Abmessung des Rohres und die Skömungsgeschwin-
igkeit. . 

1.) Vorbereitende Rechnung: 

ea = - 80° C; ee = 0,10· (- 80) = - 8 0 ; t a = 92° C 

t -~(100 20+92)_780 C m-2 + 2 - . 

Aus den physikalischen Tabellen im Anhang ist dann zu entnehmen 

a = 0,106; Y = 0,975; 
ferner ist f-t = 2,06 . 10-: G. 

ZU ee: ea = 0,10 gehört zufolge Tabelle Nr. 27 ein Exponent 
Ex = - 2,30. 

Aus Gleichung (108); ZQ = 38· 0 1~:O'21 = 143. , 

(109) : 
200 lOB '0,21 

ZR = 57 . 09750,79 . 2 060,21 = 18,2· 104• , , 

(HO) : 
4 . 

Zv = :3.0,012 = 1,53 .10- 2 . 

IL) Hauptrechnullg: 

Aus Gleichung (lU a); d4 = 1431,05. 1,532 .10- 4 = 236.10- s 
18,2· 104 ' 

d2 = 4,85 . 10- 4 

Aus Gleichung (lU b): 

d = 2,20· 10- 2 = 0,022 m. 

153.10- 2 
(0 = _L ___ = .31,5 m/sec. 

. 4,85,10- 4 

" 
(IlIc): 

o 0221,~1 
L = 1,82 . 105 '-~I,51,79 = .3,70 rn. 

Diese drei berechneten Werte für d, L und w sind die einzig mög
lichen und richtigen Werte, solange die drei vorgegebenen Bedingungen 
aufrecht erhalten werden. Es kann nun der Fall eintreten, daß einer 
der drei Werte aus konstruktiven Gründen nicht brauchbar ist. So kann 
z. B. das errechnete Rohr zu lang sein. Dann gibt es drei Wege der 

Gröber. Wärmeleitung und Wärmeübergang. 14 
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Abhilfe: pntwedeT man nimmt pinen größeren Abwärmeverlust 8 e : 811. 
in Kauf - oder man läßt einen größeren Druckverlust Pe - Pa zu -
oder man begnügt Rieh mit rlpr Erwärmung eines geringeren FliiR:'-lig. 
keitsvolumens V. 

Die Zahlentafeln Nr. 16n, l6b und 16c zeigen die Wirkung die;::er 
drei Maßnahmen, jf'rlf'smal ausgphend von dem obigen Zahlenhei:'-lpif'l 
111" Normalfall. 

Zahlen tafel Nr. 16a. 
Druckverlusl und sekundlicheR Volumen unverändert. 

AbwiirmeV(>rlu~t: 10% , 20%' 30°/0-

f1,,: Q" d L w 

10% 0,0220 :l,70 31,5 
20% 0,0200 2,31 38,5 
30% 0,018(; 1,65 44,2 

Zahlentafel Nr. 16b. 
Ahwärmeverlust und sekundlich es Volumen unverändert. 

Druckverlust: 1/5°' 1130 und 1/10 at. 

pa - p~ (I L w 

1/60 at 0,0220 3,70 31,5 
1/30 at 0,0194 3,36 40,7 
1110 at 0,0147 2,99 70,5 

Za 1.11'1\ ta.fe I N r. 16e. 
AbwärllleYNluHl. und Druckverlust unvi'ländert. 

Sfkundliehes Volumen: 12, 9 und 6 LiterjSekundl'. 

\' d L Iv 

0,012 0,0220 3,70 31.5 
0,009 0,0191 3,18 31,5 
0,006 0.01 fi(i 2,48 31.1; 

.Man sieht, aUR dieR<>r ZURamnwI1Rj,ellung, daß alle drei Maßnahmen 
auch wirkJich eine Verkürzung deR Rohres bewirken, daß aber ganz 
b<>triicht.lichc Milderungen in d0n vorgeschriebenen B<>dingungen not· 
wendig sind, um eine merkliehe Verkürzung des Rohres zu erzielen. 
Hat deshalb die Rechnung l'in0 Rohrlängf' ergeben, welche um vieles 
größer ist, aIR aus konstruktiven Griinden zulässig ist, so muß man 
die Flüssigkeit auf mehrere Rohre vertf'iIen, d. h. man muß zum Röhren· 
bündel oder Röhrenkessel übergehen. 
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Das Röhrenbündel. 
Die Gesetze für Wärmeübergang und Druckverlust gelten für das 

Rohr eines Bündels ebenso wie für das einzelne Rohr. Wir können 
deshalb die Gleichungen (108) und (109) unverändert übernehmen. 
Dagegen hat das einzelne Rohr bei einem Bündel von z Rohren nur 
den z. Teil des ganzen Volumens aufzunehmen. In Gleichung (llO) 
io;t alo;o statt Zv zu setzen Zv : z. 

Es liegt jetzt ein G1eichungssystem von 3 Gleichungen mit 4 Unbe
kannten (d, L, wund z) vor, die Aufga~e ist also nicht mehr eindeutig 
bestimmt und wir können eine der 4 Unbekannten beliebig annehmen. 
Vom rechnerischen Standpunkte aus ist es vollständig gleichgültig, 
welche Größe wir wählen, allein in der Praxis kommen wohl nur zwei 
Fälle in Frage, entweder man kann die Anzahl der Rohre frei wählen, 
was meist bei geringer Rohrzahl der Fall sein wird, oder man kann die 
Länge der Rohre annehmen, wenn für die Baulänge des Rohrbündels 
eine Vorschrift besteht. 

1. Bei beliebig gewählter Rohrzahl . z. 
Da z bekannt ist, ist nur d, L und w zu berechnen und dies erfolgt 

in der oben angegebenen Weise, nur if,t !'ltatt Zv in Gleichung (110) 
der Wert Zv: z zu setzen. 

Auch dieser Fall !'lei durch ein Zahlenbeispiel erläutert (vgl. Zahlen
tafel Nr. 17). 

Zahlentafel Nr. 1'7. 
Wärmeübergang im Rohrbündel. 

Rohrzahl d L cu 

0,0958 26,5 31,5 
7 362 7,18 31,5 

19 220 3,70 31,5 
37 158 2.50 31,5 
61 123 1,87 31,fi 

Hierbei sind alle Versuchsbedingungen aus dem obigen Zahlen
beispiel übernommen, nur ist, für V der viel größere Wert 0,228 [m3jsec], 
also für Zv der Wert 0,290 genommen. 

Man beachte, daß die St,rämungsgeschwindigkeit von der Rohr
zahl unabhängig ist. 

2. Bei beliebig gewählter Rohrlänge. 
Wir schreiben das Gleichungssystem (108, 109, llO) an und bringen 

alle unbekannten Größen auf die linke Seite, alle bekannten Größen 
auf die rpchte Seite: 

d - 1,16. W - 0,21 = ZQ' L- 0,95 (108!) 
d - 1.21. W + 1,79 = ZR . L - 1,00 (109!) 
d 2,OO ·w+l.oo·z+l.oo=Zv (HO!) 

Wir potenzieren die Gleichung (108!) mit - 1,04, worauf sie lautet: 
d + 1,21 . W + 0,22 = ZQ - 1,04 . L + 0,99 

14* 



212 Wärmeleitung in Flüssigkeiten. 

und multiplizieren diese neue Gleichung mit der Gleichung (109 I). 
Das Endergebnis ist: 

w 2,01 = ZR . ZQ- 1,04. L - 0,01 

oder mit genügender Annäherung 

2 _ • 1 
w - ZR ZQ 1,05 .••••.•...•• (1l2 

eine Gleichung, aus der sich w2 leicht mit Hilfe der Zahlentafel Nr. 35 
auswerten läßt. Es zeigt sich auch, daß w von Zv und damit also von V 
unabhängig ist und daß aus diesem Grunde w in Zahlentafel Nr. 16c 
und Nr. 17 immer denselben Wert haben mußte. 

Aus Gleichung (109!) folgt dann 
L· W1,79 

d + 1,21 = . . . . . . . . . (1l3) 
ZR 

woraus mit Hilfe von Zahlentafel Nr. 37 und Nr. 38 selbst bekannt 
ist. Und dann liefert noch Gleichung (llO!) für die Anzahl der Rohre: 

Z = d;vw .,. . . . . . . . (1l4) 

Die Durchrechnung eines Zahlenbeispieles dürfte sich hier erübrigen. 

3. Die Strömung in gerader Leitung mit nicht kreis
förmigem Querschnitt. 

Der Wärmeübergang im geraden, kreisförmigen Rohr iet die einzige, 
wirklich eingehend untersuchte Aufgabe über den Wärmeübergang. 
Da bei diesen Versuchen meist zwei konzentrische Rohre verwendet 
wurden, so ergaben sich damit von selbst auch einige Erfahrungen 
über den Wärmeübergang in Ringspalten; weil jedoch diese Ring
spalten meist von Wasser durchflossen waren, und uns für Wasser der 
Wert der W. L. F. nur ganz ungenügend bekannt ist, so erlauben uns 
diese Versuche nicht, unsere Theorie hieran zu prüfen. 

Dagegen können wir die Versuche von Jordan (s. Seite 196) heran
ziehen. Jordan hat außer seinen drei Versuchsreihen mit freiem, kreis
förmigem Querschnitt auch zwei Versuchsreihen mit ringförmigem 
Querschnitt angestellt, indem er in dem inneren, luftdurchströmten 
Rohr einen zylindrischen Kern so lagerte, daß nur ein ringförmiger 
Durchflußquerschnitt frei blieb. - Jordan findet nun, daß er die 
W. Ü. Z. für diese Ringspalte gleichsetzen kann, der W. Ü. Z. in einem 
Rohr mit freiem Querschnitt, wenn er den Durchmesser dieses Ver
gleichsrohres gleich dem vierfachen Quotienten aus Ringquerschnitt, 
geteilt durch den wärmeabgebenden Umfang setzt. Bezeichnet D den 
äußeren, d den inneren Durchmesser des Ringes, so ist der Vergleichs
durchmesser gleich 

D2_d2 

--4-- . 7l D2 _ d2 
4 . ----- = - -- ----

Dn D 
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Jordan gibt zwar nicht an, wie er zu dieser Größe für den Vergleichs. 
durchmesser kommt, aber er findet seine Annahme durch den Versuch 
vollauf bestätigt. 

Später hat dann Nußelt (Zeitsehr. d. Vereines deutsch. Ing. 1913, 
S. 199) durch theoretische Betrachtungen unter Verwendung der 

a 

Prand tIschen Lehre von den Grenzschichten (s. Seite 156) 
gefunden, daß diese Beziehung eine viel allgemeinere 
Gültigkeit hat, indem sie nicht nur für den Ring
querschnitt, sondern für alle Formen des Quer
schnittes gilt (vgl. auch den Begriff des hydrauli
schen Radius in den Lehrbüchern der Hydraulik). ah I§ 

Die W. Ü. Z. für einen beliebig geformten Quer. .aJ:1j"--_ ........ .,.... 

schnitt ist gleich der W. Ü. Z. in einem Vergleichs. 
rohr, wenn wir dessen Durchmesser annehmen zu 

4·F 
dv =-

S 
. . . . . . (1l5a) 

Hierbei ist }' die Fläche des durchflossenen Quer. 
schnittes und S derjenige Teil des Umfanges, durch 
den die Wärme ein· oder austritt. Dies gibt: 

1. Für den Ringquerschnitt mit den Durchmessern 
D und d 

Fig. 66a, b, c. 
Zu: Wärmeüber
gang in Leitungen 
mit rechteckigem 

Querschnitt. 

bei Wärmeaustausch nach außen und innen: dv = ~ ~ :2 = D - d (115 b) 

" 
allein 

" innen allein 

D2_ d 2 
dv = -c::D::---

D2_d2 
dV=--d--

(115c) 

(115d) 

2. Für den rechteckigen Querschnitt mit den Seitenlängen a und b 

bei W.-Austausch durch alle 4 Seiten: 
4·a·b 2ab 

dy = 2 + b) =--b (115e) . (a a + 

" " 

" " 

nur durch die 2 Seitena: d y = 4;: b = 2b 

eineSeitea: dy = 4ab =4b 
a 

(115f) 

(115g) 

Die übrigen Seiten des Rechteckes gelten hierbei als vollkommen 
wärmeundurchlässig (in Fig. 66 durch Schraffur angedeutet). 

Die Werte von dy in Gleichung (115e) für die verschiedenen Seiten· 
verhältnisse a : b gibt die nachstehende Tabelle: 

Zahlen tafel Nr. 18. 
Wärmeübergang in Leitung mit rechteckigem Querschnitt. 

a:b= 1: 1 1,1: 1 1,5: 1 2: 1 3: 1 10:1 1CO: 1 
----T---7-------,,------+----:----7---~__+_ . ----

b 1,05b 1,20b 1,50b 1,82b 2,OOb 
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Die vorläufige Gleichung für a (Gleichung 105) gilt mit unveränderten 
Beiwerten Const, n t und n2 auch für beliebige Querschnittsformen, 
Wenn man für d die Bezugsgröße dv einführt. 

Dietlc Behauptung tltützt sich vorerst nur auf die theoretischen 
Betrachtungen von Nußelt und bei Rillgspalten auf den einmaligen, 
experimentellen Nachweis durch die beiden Versuchsreihen von Jordan. 
Eine eingehende, experimentelle Prüfung dieser Behauptung ist des
halb unbedingt notwendig, und zwar wäre diese Prüfung im unmittel
baren Zusammenhang mit den auf Seite 201 geforderten Versuchen 
durchzuführen. 

Es ist oben vorau~gesetzt worden, daß ein Teil des Umfanges vollkommen 
wärmeisolierend verkleidet sei und es wurde deshalb angenommen, daß 
dieser Teil dann für die Wärmeaufnahme bzw. -Abgabe nicht in 1!'rage 
käme. Dies ist nur bei tropfbaren Flüssigkeiten streng richtig. Wegen 
der Wirkung der Wärmestrahlung können bei Gasen diese Teile des Umfanges 
sehr wohl am Wärmeaustausch teilnehmen, vor allem bei hohen Tem
peraturen. Sie erhalten von den eigentlichen Heizflächen Wärme zugestrahlt, 
erwärmen sich dadurch selbst über die Gastemperatur und wirken auf diese 
Weise ebenfalls als Heizflächen. 

4. Die Strömung in gekrümmter Leitung. 
(Rohrkrümmer und Rohrspirale). 

Wir können den 'Värmeübergang im gewöhnlichen l{ohr mit kreis
förmigem Querschnitt und im l{ohr mit beliebigem Querschnitt als 
zwei durchaus gleichartige Probleme auffassen, I:lolange nur die Achse 
des Rohres gerade ist und der Q.uen3chnitt seiue Größe und Form auf 
der ganzen Rohrlänge beibehält. 

Wenn wir dagegen zu Rohren übergehen, deren Ach:;e gekrümmt. 
ist, so kommen wir zu einem Strömungsfeld, welches wesentlich ver
schieden ist von dem Strömungsfeld im geraden Rohr. 

Wir bezeichnen mit u den Innendurchmesser des l{ohres, mit D 
den Windungsdurchmesser einer Rohrspirale und wir drücken die Länge 
entweder durch die bezogene Länge L: d des Rohres oder durch die 
Anzahl N der Windungen aus. 

Es gilt dann L = N· D ·n. 
Die Ganghöhe der Spirale können wir in den meisten Fällen ver

nachlässigen. 
Für N = 1/4 und N = 1/2 erhalten wir aus der Rohrspirale den 

gewöhnlichen Rohrkrümmer. 
Wir nehmen des weiteren an, daß das Zuleitungsrohr zur Spirale 

oder zum Krümmer aus einem sehr langen, geraden Rohr von gleichem 
Durchmesser wie das Spiralrohr bestehe und sich tangential an die 
Spirale anschließe. Das Zuführungsrohr soll ferner gleiche Temperatur 
mit dem zuströmenden Gas haben, so daß der Wärmeübergang erst 
mit der Krümmung beginnt. Sinngemäße Annahmen sollen auch für 
das Ableitungsrohr gelten. 

Die Kenngrößen für geometrische Ähnlichkeit sind 
D L . <5 
cl' cl und cl; 
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Aus den Lehren der reiw'u Hydrodynamik ist. uns der Strömung8-
zustand im Zuleitung8rohr bekannt: An der 'Vand wird sich die Prandtl
Kehe Grenzi'ichieht ausbilden, in <lt'r die Geschwindigkeit von Null bi8 
zu einem endlichen Betrage ansteigt, \\piter nach innen zu wird die 
Geschwind.igkeit immer mehr wachsen und in der Rohrmitte ihren 
Höch"twert. erreichen. Tritt nun die Flüssigkeit mit dieser Geschwindig
keitsverteilung in die Krümmung ein, KO besitzen die mittleren Schichten 
(der Kel1l) infolge der größten Ge. 
8chwillcligkeit aueh die größte Träg
heit; sic wenlen also !tm stärksten 
geradeaus streben und gegen die 
Waud prallen. Dies gilt aber nicht 
nur für den Rohranfang, 80ndern 
für den ganzcn Verlauf der Spirale. 
Da8 Stl'ömungsfeld in der Spirale wird 
also nicht nur in einer fortschrei
tenden Bewegung bestehen, sondern 
diese wird überlagert sein von einer Fig. 67. Sekundärströmung in 
zweiten, einer kreisenden Bewegung einem Rohrkrümmer. 
!lach neben stehender Fig. ()7 [vgl. 
auch: haaclu:ien, Innere Vorgänge in ströuwnden Ji'liii:iHigkeitcn und 
GaseIl. - Sekundärströmungen. - Zeitsehr. d. Vereines deutscher 
lng. WH, Seite 216]. 

Durch diese kreisende Bewegung werden immer wieder die inneren 
noch nicht abgekühltClJ bzw. noeh nicht erwärmten FliiKsigkeitsmassen 
nach außen getrieben. Wir werden d.eshalb boim gekrümmten Rohr 
einen wesentlich stärkeren 'Värmeübergang zu erwarten haben als beim 
geraden Rohr, und zwar um so größer, je kleiner D im Vergleich zu d ist. 

Nach den Ausführungen des Abschnittes C. I.c. kommcn die Krnngrößen 

( L D ~) 
\ lte. }'('. -cf' -;:f'tl 

oder zufolge Gleichung (88) 

die Kenngrößen (p(" St, ~,~, ~) in Betracht. 

Wir erhalkll also, wenn die Hohrwandtemperatur tw überall kon
stant ist, aus dem Prinzip der Ahlllichkeit die beiden Gleichungen: 

t e - t w . __ (j> (~~~ !!' a ~_ D .~) (116a) 
ta - tw - a' ft ' d ' d ' d, 

a . ~_ = 111 (w. d L~ L D ~) (H6b) 
A. r a' {t ' d' d' d. 

über den Charakter . der Funktionen ([J und V' läßt sich nur wenig 
voraussagen. Wir wissen lediglich, daß die Wärllleübergang~zahl mit 

w·d 
wachsendem -- zunimmt. 

a 
Lid abnimmt 
D/d abnimmt. 
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Ferner können wir voraussagen, daß die Funktionen (116) in die 
entsprechenden Funktionen für das gerade Rohr übergehen, wenn 
sich das Argument D/d dem Werte unendlich nähert. 

Die genauere Bestimmung der Funktionen ist nur durch Versuche 
möglich, die aber bisher noch nicht vorgenommen wurden. Das Problem 
ist also noch ungelöst. 

5. Die Strömung um einen Zylinder. 
Die bisher besprochenen Probleme sind dadurch ausgezeichnet, 

daß die Strömung von den Leitflächen, welche zugleich die Heiz- (oder 
Kühl-)flächen sind, ganz umschlossen ist. Im Gegensatz dazu soll nun
mehr die Strömung den wärmeabgebenden (oder -aufnehmenden) 
Körper umspülen. 

a) Die Strömung senkrecht gegen einen Zylinder. Der allseitig un
endlich ausgedehnte Raum sei von einer tropfbaren oder elastischen 
Flüssigkeit erfüllt, die mit paralleler und überall gleicher Geschwindig
keit w ströme. In diese Strömung werde dann ein sehr langer Zylinder 
vom Durchmesser d so hereingelegt, daß seine Achse senkrecht zur 
Richtung von w steht. Die Temperatur der Flüssigkeit in genügender 
Entfernung vom Zylinder sei t a , die Temperatur der Zylinderober
fläche gleich t w. 

Setzen wir vorerst einmal die beiden Temperaturen einander gleich, 
80 haben wir ein Problem der reinen Hydrodynamik vor uns. Nach 
den Lehren derselben [vgl. am besten: Handwörterbuch der Natur
wissensch. Band 4 "Flüssigkeitsbewegung" von Prof. L. Prand tl] bilden 
sich bei einigermaßen höherer Strömungsgeschwindigkeit an der Vorder
und an der Rückseite des Zylinders zwei gänzlich verschiedene Strö
mungszustände aus. An der Vorderseite stellt sich eine geordnete (und 
zwar mit Ausnahme der Grenzschicht drehungsfreie) Strömung ein. 
Dagegen entstehen an der Rückseite zwei große Wirbel, die jedoch 
sehr instabil sind und meist in kleinere Wirbel zerfallen, also zur Turbu
lenz führen. Auch in dem allgemeineren Fall, daß ta von tw verschieden 
sind, wird sich an Vorder- und Rückseite ein verschiedener Strömungs
zustand einstellen und damit sind dann auch wesentlich verschiedene 
Verhältnisse für den Wärmeübergang gegeben. 

Die genauere Untersuchung dies~r Verhältnisse ist vorerst von 
überwiegend theoretischem Interesse. Für die Technik sind zwei Fragen 
von Interesse: 

1. Wie groß ist die W. Ü. Z. a im Mittel über den Umfang des 
Zylinders genommen? 

2. Wie groß ist die Wärmemenge Q, welche ein Abschnitt des 
Zylinders von der Länge L in der Zeiteinheit abgibt? 

Hierbei sei der Zylinder als so lange angenommen, daß die be
sonderen Verhältnisse an den Enden nicht ins Gewicht fallen. Aus 
dem Prinzip der Ähnlichkeit folgt: 

a = i . ljJ (~\i-~, a ~-({, 1) . . . . . . . (117 a) 
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Die Gestalt dieser Funktion ist zur Zeit noch nicht beka.nnt; sie 
läßt sich nur durch Versuche bestimmen. 

Aus der Gleichung: Q = a . F . (ta - tw ) folgt dann mit Verwendung 
von Gleichung (117 a) : 

Q = n . A. • L· (ta _ tw) . tp (w ~ d, a ~ (!, :) ••• (117b) 

b) Die Strömung durch ein Rohrbündel. (Strömung an der Außen
seite der Rohre.) Die Rohre, deren äußerer Durchmesser d ist, seien 
nach den Ecken eines gleichseitigen Dreieckes 
angeordnet. Der Abstand zweier Rohrachsen 
sei s, die Oberflächentemperatur der Rohre 
gleich tw und die Anfangstemperatur der 
Flüssigkeit gleich tao 

Für jedes Rohr der ersten Rohrreihe 
gelten die im vorigen Abschnitte erörterten 
Gesichtspunkte, denn an die erste Rohr
reihe strömt die Flüssigkeit mit (nahezu) 
geordneter Strömung heran. Dagegen ver
läßt die Flüssigkeit die erste Rohrreihe in 
gänzlich turbulentem Zustand. An die zweite 
sowie an alle späteren Rohrreihen strömt also 
die Flüssigkeit bereits mit Turbulenz heran. 
Die Strömungsbilder an der Vorderseite -
aber auch an der Rückseite - werden hier 
anders sein als bei der ersten Rohrreihe. 

Wir können deshalb annehmen, daß die 
Wärmeübergangsverhältnisse bei der zweiten 

Fig. 68. Strömung durch ein 
Rohrbündel. 

bis letzten Rohrreihe unter sich gleich sind, daß sie aber verschieden 
sind von denen der ersten Rohrreihe. 

Für die späteren Rohrreihen ergibt sich aus dem Ahnlichkeitsgesetz: 

. d _ (w . da· (! s () ) 
a y - tp -80-' -,u' d' cl ...... (118) 

Die Gestalt dieser Funktion könnte ebenfalls nur durch Versuche 
bestimmt werden. 

6. Die l\lodellregel. 
Aus der Fülle der überhaupt möglichen Strömungsvorgänge haben 

wir vier Fälle zur Besprechung herausgegriffen. Es sind dies 
die Strömung im geraden Rohr, 
" in der Rohrspirale, 

" senkrecht gegen einen Zylinder, 

" " 
durch ein Rohrbündel. 

Diese Fälle zeichnen sich einerseits durch Einfachheit, anderer
seits durch technische Wichtigkeit aus und wir können sie deshalb 
als Fundamentalaufgaben des Wärmeüberganges bezeichnen. Wir 
mußten uns hierbei darauf beschränken, mit Hilfe des Prinzipes der 
Ähnlichkeit die symbolischen Gleichungen für die Kennfunktionen 
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aufzustellen und muUtell dann die Bel:ltiml1lung der Kennfunktionell 
Helbst der experimentellen Forschung überweisen. Das Ähnliehkeih;
prinzip erscheint so nur als ein Hilfsmittel für die technische ForHchung 
und dic Praxil:l hat nur indirekten Vorteil au::; ihm. 

fiti"sJig

kt'f --

Fig. 69. Röhrenkessel. 

Es gibt aber eine Anwendung 
del:l Ähnlichkeitsprinzipes, welche der 
Praxis direkt zugute kommt, näm· 
lieh in der 31odellregel. Wir wollen 
die::;c an d(,111 Beispiel eines RöhrelJ
kessels von dl'r neben gezeichneten 
Form (Fig. 69) besprechen. 

Durch da~ Innere der Rohre 
l:ltröme kondensierender Dampf, so 
daß die Oberfläehe der Rohre ziem
lich genau auf der Temperatur 
tw = 100° C gehalten werde. Eine 
Flüssigkeit ströme mit der Tempe
ratur tu in den Apparat ein und 
verlasl:le ihn mit der Temperatur te
Wir wollen nun annehmen, daß 
von dem Apparat eine AUl:lführullg 
in einer bestimmten Größe gegebell 
sei und daU nun dic Aufgabe vor
liege, einen neuen Apparat ingrößel'cr 
(oder kleinerer) Ausführung zu ent
werfCll. Es ergibt sich nUll die 
Frage; wie kauulllan Erfahrungen, 

die am ersten Apparat gemacht wurden, bei der Berechnung des größeren 
Apparates verwerten? Dazu dient die Modellregel. 

Wir bezeichnen mit 
d den äul3eren Durchmesser der Rohre, 
D den Durehmesser des Kessels, 
s den Ab'ltand zweier Rohre, 
H die Höhe des Flüssigkeitsraumes (= Länge der Heizrohre). 

Dann liefert das Prinzip uer Almliehkeit die symbolische Gleichung: 

t~e =_~'!.. = q) (\v . d, a . !!, Ed-, .!fl- , dS , -ub_)· 
t" - tw a fl, ( 

Die Bestimmung dieser :Funktion (/> ist natürlich wegen der vielen 
Argumente eine sehr umständliche Arbeit. 

Wenn wir jedoch die Einschränkung treffen, daß der zweite Apparat 
in allen seinen Teilen dem er~ten Apparat geometril>ch ähnlich sein 
soll und weim wir ferner uns auf die Verwendung der gleichen :Flüssig
keit bei annähernd denselben Temperaturen beschränken, dann redu
zier;t sich die Kennfullktion auf die einfachere Form 

te -tw 
t t = </Jre<l (w . LI) 
a- 'w 

. . ... (119) 
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wobei wir unter w die Geschwindigkeit an irgend einer Stelle, zum Bei
spiel im Eintrittsquerschnitt (Eintrittsstutzen) verstehen. 

Wird nun verlangt, daß der llcue Apparat bei gleicher Wandtempe
ratlIr tw und gleicher Allfangstemperatur t" auch gleiche Endtempe
ratur te liefern solle, so muß 

(w . d) Entwurf = (w . dhlouell 
sein odcr in unserer früheren Schreibweise 

Vw • VI = 1 . . . . . . . . . . (120a) 

Eine zweite Bedingung für J'w und VI liefert die Vorschrift, daß 
der neue Apparat n mal mehl' (oder weniger) Flüssigkeit erwärmen 
Boll alB dat:! "i\Iodell", d. h. 

VI' . v" = n .......... (120b) 
sein muß. 

Aus den beiden We!chungen (120) folgt dann: 
1 

V I = 11 und ~'w = -. 
n 

Damit sind also sofort Größe und tltrömungsgeschwindigkeit für 
den neuen Apparat gegeben. 

Wenn es aueh nicht in allell .Fällen zweckmäßig sein wird, die ge
plante Ausführung in allen Teilcn vollkomllJl'1l geometrisch ähnlich 
mit der vorhandenen Ausführung durchzukonstruieren, so sind doch 
auch für diesen Fall wichtige Anhaltspunkt{) durch die Modellregel 
gegeben. 

7. Der Wäl'medurchgallg. 
Bei den bisher besprochenen Aufgaben handelte etl flich stets um den 

Wärmeaustausch zwischen einer Körperoberfläche und einer strömen
den, tropfbaren oder gasförmigen Flüssigkeit, also um den Wärme
übergang. Im folgenden sollen nun :;olche Fälle besprochen werden, 
bei welchen der Wärmeaustauf;ch zwischen zwei Flüssigkeiten, die 
durch eine feste Wand getrennt sind, stattfindet. 

Je nach der Form der trennenden Wand untel'f;cheidet man Wärme
durchgang durch ebene Wände und Wäl'medurchgang durch Rohr
wandungen. 

a) Die Wärmedurchgangszahl [= W. D. Z.] für ebene Wände. 
Gegeben sei: Die Dicke LI der Wand, 

Die W. L. F. ). der Wand, 
Die Temperaturen t l und t2 beider Flüssigkeiten. 

und die W. Ü Z. al und <Ijj auf beiden Seiten der Wand. 
Gesucht sei: Die in der Zeiteinheit durch die :Fläche :F der Wand 

hindurchgehende Wärmemenge Q. 
Zur Lösung gehen wir von dem Gedanken aus, daß im Beharrungs

zustand die Wärmemenge, die von der ersten, wärmeren Flüssigkeit. 
an die Wand übergeht, gleich ist der Wärmemenge, die die Wand durch
setzt und gleich ist der Wärmemenge, die auf der anderen Seite von 
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der Wand an die zweite, kältere Flüssigkeit übertritt. Es ergeben sich 
damit für Q die drei Gleichungen: 

I. Q = al . F . (tl - tw 1) oder tw I - ~ = - QF 
' , al' 

H. Q = 1 . F. tW,1 ~ tW,2 

IH. Q = ~ . F . (tw z - tz) oder t w z - tz = Q F ' , Clz . 

Entnimmt man aus I. und IH. die Werte für tW,1 und tW,2 und 
setzt sie in H. ein, so ergibt sich: 

Q·LI Q Q -- = tl - -- - t z - -- oder 
l·F al·F ~·F 

~. (~+~+~) = t l - t2 oder 
F 1 al Clz 

1 
Q = 1 LI ( . F . (tl - t 2) = k . F . (tl - t z) • • (121) 

-+-+-
al A Clz 

wobei zur Abkürzung gesetzt ist: . 

k ____ l __ [ W.E. ] 
- 1 LI 1 m 2 • Grad· Stde. .... (122a) 
-+-+-al 1 Clz 

k heißt die Wärmedurchgangszahl und ihr reziproker Wert l/k der 
Wärmedurchgangswiderstand. 

Setzt sich die Wand aus mehreren Schichten mit den Dicken Ll r, 
Ll n , usw. und den W. L. ]'. AI, An, usw. zusammen, so erweitert sich 
der Ausdruck für k zu der Form 

k = LI LI 1 ... (122b) 
1 I n 1 -+,+-,-+ .... +
al /1.1 /l.n Clz 

Im anderen Grenzfall, daß die Wand aus nur einer Schicht von 
sehr geringer Dicke und 'von sehr guter W. L. F. besteht - z. B. bei 
dünnen Kupferrohren - verschwindet der Wert LIlA gegen I/al und l/a2 
und es wird dann tW,1 = tW,2 = tw ; 

Für k ergibt sich dann die Gleichung 
1 

k = --- . . . . . . . . . . (122c) 
1 1 -+-al az 

und für die einheitliche Wandtemperatur folgt dann aus Gleichung I 
und III die Beziehung 

al·(tl-tw)=az·(tw-tz) ... (123) 

oder tw = Ut . t l + az . t z_ 
al+~ 
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d. h. die Temperatur der Wand stellt sich so ein, daß die beiderseitigen 
Temperaturunterschiede !;lich umgekehrt wie die zugehörigen W. ü. Z. 
verhalten. 

b) Die Wärmedurchgangszahl für Rohre. 

Gegeben sei: der innere Durchmesser d j des Rohres, 
der äußere Durchmesser da " " 
die innere W. Ü. Z. a;, 

die äußere W. Ü. Z. aa, 
die Temperatur t j der inneren Flüssigkeit, 
die Temperatur ta der äußeren Flüssigkeit, 
die W. L. F. der Wand ) .. 

Gesucht sei die Wärmemenge d Q, welche innerhalb der Zeiteinheit 
und innerhalb der Länge d z des Rohres von innen nach außen durch 
die Rohrwandung strömt. 

Zur Lösung gehen wir von dem gleichen Gedanken aus wie bei der 
ebenen Wand. Wir erhalten dann die drei Gleichungen: 

+dQ 
I. d Q = d j • n· dz . aj . (tj - t w j) oder tl - t w i = ----. 

, 'clj • n . cl z· aj 

II. dQ=2.n.dz.A.~~!j-tw,a. 
In da -ln dj 

+dQ 
III. d Q = da·n· d z· aa' (tw,a - ta) oder tW,a - ta = d-----d---' 

a·n· z·a" 

d Q In da - In d j d Q (1 1) 
II. = (tj - tu) - --. ----+--

2 . n . d z Ä n . d z ,dl . Uj da . an 

1 
oder d Q = n· dz - 1 In da -In dj l' (tj - tal 

aj . d j + - 2·). + aa ~ d" 

(124) 

worin zur Abkürzung gesetzt ist: 

k 1 [W. E. ] 
RoIJr = -, 1 -- In da - In-~---l- m· Grad· Std. . 

aj • dj + --~-Ä--+ an :- da 

Während wir also bei der ebenen Wand eine W. D. Z. für die Flächen
einheit erhielten, bekommen wir beim Rohr eine W. D. Z. für die LängPll
einheit des Rohres. 

Bei den Ableitungen der W. D.-Zahlen hatten wir auf jeder Seite 
der Wand mit nur einer einheitlichen Flüssigkeitstemperatur gerechnet. 
Dies wird aber, solange es sich um endliche Flüssigkeitsmassen handelt, 
keineswegs der Fall sein; vielmehr werden sich die Flüssigkeitstempe
raturen auf beiden Seiten im Sinne der Strömungsrichtungen dauernd 
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ändern. Je nach der gegenseitigen Strömungsrichtung beider Flüssig
keiten zueinander unterscheiden wir deshalb 

den Wärmedurchgang im Gleichstrom, 
" im Gegenstrom und 

" " 
im Kreuzstrom. 

Die beiden e:.:sten Art.en werden 
strom zusammengefaßt. 

auch unter dem Namen Parallel-

Wir werden uns im Nachstehenden nur mit dem Gleichstrom und 
dem Gegenstrom befassen und verweisen bezüglich des Kreuzstromes 
auf die Arbeit von Nußelt: "Der 'Värmeübergang im Kreuzstrom". 
Zeitsehr. d. Vereines deut.schrr Ing. 1911, Seite 2021. 

c) Der Wärmedmchgang im Gleichstrom. 
1. Die Frage na,ch den Endtemperaturen der Flüssig

kei ten. "Eine wärmere Flüssigkeit "Eins" und eine kältere Flüssig-
keit "Zwei" sollen einen Wärme
austauschapparat im G lei ch
strom durchströmen. Gegeben 

T-~~;;;:,>::::=--_---!{ sind die Abmessungen des 
&',1 Apparates, die Wärmednrch
tz,. gangszahl k (konstant längs der 

ganzen Strömung angenommen). 
Die Wasserwerte W1 und W 2 der 
in der Zeiteinheit den Apparat 
durchströmenden Flüssigkeiten 
und die Anfangstemperaturen 
t1,a und t.2,a beider Flüssigkeiten. 
- Gesucht sind die Endt.empera
turen t1,e und t2,e'" ~-----------r--------~ 

Fig. 70. Gleichstrom (Buchstaben
bezeichnung). 

Unter der Voraussetzung, 
daß der Apparat nach außen 
keine Wärmc verliert, ist die 

Wärmemenge, welche die wärmere Flüssigkeit. abgibt, gleich der Wärme
menge, welche die kält.ere aufnimmt; es ist also 

Q = W1 . (t1,n - t'J,") = - W2 . (~,a - t 2,e) '" (126) 

Eine zweite Beziehung zwischen den Temperaturen erhalten wir, 
indem wir denselben Gedanken auf die Wärmemenge d Q anwenden, 
welche innerhalb des Flächenstückes d F ausgetauscht wird (vgl. Fig. 70). 
Wir erhalten: 

d Q = WI . (- d t 1) und 
d Q = W2 • (+ d t 2) 

Daraus:d(tl-t2)=-dQ'(~1+~J .... (a) 

Für d Q ergibt sich aus dem Begriff der W. D. Z. die dritte Gleichung: 

d Q = k· (tl - t2)· dF ......... (b) 
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Aus den Gleichungen (a) und (b) folgt 

d (tl --=~2,;, _ (~+ _1 ) . k • d F 
t l - t 2 WI W2 

Integriert über die ganze Fläche F ergibt dies: 

ln~!'~= t 2,e = - (~+~) . k · F ... . (127a) 
t[,n -- t 2,n Wt Vi 2 

oder 
t1,e - t 2,e - (~ + -~) . k . F --- --- --= e \\ I W, 
tl,n - t 2,a 

. (127b) 

Aus dieser Gleichung folgt, daß die Temperaturdifferpnz zwischen 
beiden Flüssiglwiten längs der Trennungswand nach dem Gesetze der 
Exponentialfunktion abnimmt, sich also mit wachsendem F dem Werte 
Null nähert. 

I 

--------------------- l 
I 

; I t."a. -lt:e 

, .. 
,,' : t.J.e-tJl.a 

I 
I tz ____ _______________ ____ J 

-------- r----------~ 

Fig. 71. Gleichstrom (Verlauf der Temperaturen). 

Die. Gleichung (127b) liefert nur die Endtemperaturdifferenz. Um 
die Endtemperaturen tl,e, und t'2,e> selbst zu finden, formen wir (127b) 
um, indem wir heide Gleichungsseiten von "Eim;" subtrahieren. Wir 
erhalten 

(tl,a - t 1,e) - (t2,a - tz,e) = (t1,a - t2,a)' (1 - c- (~, + ~J 'k'F) (128) 

Aus den beiden Gleichungen (126) und (128) folgt: 

(129a) 

(129b) 

Dit> linken Seiten der beiden Gleichungen stellen die Temperatur
änderungen dar, welche die beiden Flüssigkeiten auf ihrem Wege er
leiden und geben damit zugleich die Endtemperaturen selbst an. 
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Mit unendlich wachsendem F wird 

und 

tj - t - + Wz . (tl - t2 ) ,a 00 - W1 + W2 _,a ,B (130) 

- W1 . (t - t ) 
~,a - t", = W1 + W2 l,n 2,a 

Aus den Gleichungen (129) und (130) können wir über die beiden 
Kurven, welche den Verlauf der Flüssigkeitstemperaturen in Fig. 71 
darstellen, folgendes aussagen: Beide Kurven haben eine gemeinsame, 
horizontale Asymptote, welche so liegt, daß sie die Eintrittstemperat,ur
differenz im umgekehrten Verhältnis der Wasserwerte teilt. Die Kurven 
selbst stellen Exponentialfunktionen nach der Gleichung y = a . (1 - e - b ") 

dar. 
Nach Gleichung (123) würde bei unendlich dünner Wandstärke 

die Kurve der Wandtemperatur t w so zwischen beiden Temperatur
kurven verlaufen, daß der Abstand beider Kurven im umgekehrten 
Verhältnis der W. Ü. Z. Ul und U2 geteilt würde. 

Die gesamte ausgetauschte Wärmemenge Q ergibt Rich aus den 
beiden Gleichungen (126) und (129a oder b) zu: 

Q = ~l~ ~2. (t1,n- tz,a)· (1- e- (~, +~}k.F) .. (13Ia) 

_ (1 + ~1) .~~ 1- e w, W, 
= (t1,a -tz,a) . W1. --------W~-··_-

1 +--W2 

, (W1 k· F) 
= (tl,a - t 2,a) . W1 . 1!unkt19 \ W

2
' ·W

1
, ..••• (131 b) 

In dieser Gleichung stellt (tl,a - tz,a ) . W1 jena Wärmemenge dar, 
welche einer völligen Abkühlung der wärmeren Flüssigkeit bis auf die 
Anfangstemperatur der kälteren Flüssigkeit entsprechen würde. Der 

zweite Ausdruck, Funkt19 (WWt, ~.:..!) gibt an, welcher Bruchteil von 
2 W1 

dieser Wärme wirklich ausgetauscht wird. Zahlentafel Nr. 19 stellt 
den Wert dieser Funktion in Abhängigkeit von ihren beiden Argu
menten dar. 

Zahlenbeispiel. 

"In einem Gleichstrom -Wärmeaustauscher sollen stündlich 250 
Liter einer heißen Flüssigkeit vom spezifischen Gewicht 1,1 [kg dm3] 

und der spezifischen Wärme 0,727 [Wo E. . kg - 1. Grad - 1] gekühlt 
werden; ihre Anfangstemperatur sei 120 0 C. Zur Kühlung stehen stünd. 
lich 1000 Liter Wasser von 10 0 C zur Verfügung. Die Kiihlfläche sei 
5 [m2] und die W. D. Z. gleich 20 [Wo E. . m - 2. Grad - 1. Std. - 1]. -

Wie groß ist die gesamte ausgetauschte Wärmemenge 1 Wie groß sind 
die Endtemperaturen beider Flüssigkeiten 1" 
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Wir bestimmen in vorbereitender Rechnung: 

W1 = 250 . 0,727 . 1,1 = 200 
Ws = 1000 . 1,000 . 1,0 = 1000 
W 1 20Q 1 
-=--=-
W 2 1000 5 

k·F 20·5 1 
W1 = 200 =2; 

Zahlen tafel N r. 19. 
Wärmeaustausch im Gleichstrom. 

Zeiger ,,1" bedeutet die wärmere Flüssigkeit. 

k·F 
W1 = ~'o I 

10 .~ t 1 2 3 

W1 =0 
W2 

0,033 0,10 0,28 0,39 0,63 0,86 0,96 

Ih 0,033 0,10 0,28 0,39 0,63 0,86 0,95 

n 0,033 0,10 0,28 0,39 0,62 0,84 0,91 

Tri 0,033 0,10 0,28 0,38 0,61 0,81 0,89 

t 0,033 0,10 0,27 0,38 0,58 0,76 0,81 

i 0,033 0,10 0,26 0,35 0,52 0,63 0,66 
1 0,033 0,09 0,25 0,32 0,43 0,49 0,50 
2 0,033 0,09 0,21 0,26 0,32 0,33 0,33 
I) 0,032 0,08 0,14 0,16 0,17 0,17 0,17 

]0 0,028 0,06 0,09 0,09 0,09 0,09 0,09 
20 0,024 0,04 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05 
50 0,016 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 

100 0,009 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 

I 00 0,000 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 

Aus Zahlen tafel Nr. 19 lesen wir ab: 

Funkt19 (!' ~) = 0,38. 

F . W 0 [W.E.) 
erner 1st l' (tl,a - t 2,a) = 200· (120 - lO) = 220 0 -td 

s . 
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00 

1,00 

0,99 
0,95 
0,91 
0,83 
0,67 
0,50 
0,33 
0,17 
0,09 
0,05 

.0,02 
0,01 
0,00 

Die Gleichung (131 b) liefert dann als Wert für die ausgetauschte Wärme: 

Q = 22000 . 0,38 = 8250 [Wo E./std.]. 
Die Endtemperaturen der Fllissigkeiten ergeben sich mit diesem 

Werte Q aus Gleichung (126): 

t1,a - t 1,e = 82: = 41,30 ; oder t 1,e= 78,7° G, 

8250 
t2• a-t2,e = 1000=8,30 ; oder ~.e= 18,3° C. 

G r Ö b er. Wänneleltung und Wilrmellbergang. 15 
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2. Die Frage nach der erforderlichen Heiz- oder Kühlfläch('. 

"Eine wärmere Flüssigkeit vom stündlichen Wasserwert W1 (= 20) 
soll in einem Gleichstrom-Wärmeaustauscher von einer gegebenen 
Anfangstemperatur t 1, a (= 120° C) auf eine verlangte Endtempe
ratur t1,e (= 58° C) abgekühlt werden. Zur Verfügung steht eine 
kältere Flüssigkeit vom stündlichen Wasserwert Wz (= 400) und der 
Anfangstemperatur ta, a (= 20° C). - Wie groß berechnet sich die 
erforderliche Kühlfläche, wenn die W. D. Z. zu k (= 10,0) geschätzt ist 1" 

Die Aufgabe läßt sich mit den bereits abgeleiteten Gleichungen 
lösen, so daß wir den Gang der Aufgabe sofort an dem Zahlenbeispiel 
besprechen können. 

Wir gehen aus von der Gleichung (126), aus welcher sich die über
gehende Wärme Q zu 

Q = 20 . (120 - 58) = 20 . 62 
berechnet. Setzt man diesen Wert in Gleichung (131 b) ein, so ergibt sich 

( W1 k.F) 20·62 
Funkt19 Wz ' W1 = 20 . (120 _ 20) = 0,62. 

Wir brauchen also nur in Zahlentafel Nr. 19 in der Horizontalreihe 
W1/W2 = 1/20 den Funktionswert 0,62 zu suchen, um damit den Wert 
des zweiten Argumentes zu finden. Wir lesen ab: 

kF 
W

1 
= 1,0 und berechnen daraus 

20 
F = 1,0· 10 = 2 [m2J. 

Mit dieser K:ühlfläche ist dann der Wärmeaustauscher zu entwerfen. 
In Wirklichkeit ist die Rechnung nicht so kurz, wie hier angedeutet 

ist, denn man muß nun erst nachsehen, wie die geschätzte W. D. Z. 
mit diesem Entwurf (Form 

I 
I 

I 

I 
t,,6 

It~a. 

I I 
I- -----!-r-I --- r---~ 

,'J "df 

und Größe der Heizfläche, 
Strömungsgeschwindigkeit 

usw.) verträglich ist. Ohne 
ein öfteres Probieren und 
Neurechnen wird es hierbei 
nicht abgehen. 

d) Der Wärmedurchgang 
im Gegenstrom. "Eine wär
mere Flüssigkeit "Eins" und 
eine kältereFlüssigkeit, ,Zwei" 
sollen einen Wärmeaustausch
apparat im Gegel1strom 
durchströmen. Gegeben sind 
die Abmessungen des Appa

Fig. 72. Gegenstrom (BuchBtabenbezeichnung). rates, die Wärmedurchgangs-
zahl k (konstant längs der 

ganzen Strömung angenommen), die Wasserwerte W1 und W2 der in der 
Zeiteinheit den Apparat durchströmenden Flüssigkeiten und die An-
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fangstemperaturen t 1, a und t:J, a beider Flüssigkeiten. - Gesucht sind 
die Endtemperaturen t 1 , e und t 2, e'" 

In der Fig. 72 und in der nachfolgenden Rechnung ist die Annahme 
getroffen, daß die Größe der Fläche F von derjenigen Seite aus gezählt 
wird, an welcher die wärmere Flüssigkeit "Eins" einströmt. 

Derselbe Gedankengang, der uns beim Gleichstrom zur Gleichung 
(126) geführt hat, führt uns hier beim Gegenstrom zur Gleichung (132), 
welche mit Gleichung (126) gleichlautend ist. 

Q = W1 • (t1,a - t 1,e) = - W 2 • (t2,a - t 2,e) • • • (132) 
Dagegen ergibt sich wegen der entgegengesetzten Strömungsrichtung 

eine Vorzeichenänderung im Vergleich zum Gleichstrom, wenn wir 
den Wärmedurchgang innerhalb des Flächenelementes d F berechnen. 
Es ist 

d Q = W1 . (- d t l ) 

d Q = W 2 • (- d t 2) 

Daraus d (tl - t 2) = - d Q (~l - ~J 
Dazu kommt d Q = k· (tl - t2) • d F 

(a) 

(b) 

Dividieren wir Gleichung (a) durch Gleichung (b) und integrieren 
sie von F = 0 bis F = F,_ so erhalten wir die beiden Gleichungen (133), 
welche den Gleichungen (127) entsprechen. 

(133a) 

t 1,e - ~,a . - (..!.. _..!..) k· F (I33b) 
-'-'''---=- = e W 1 W, • • . • • • 
t 1,a - t 2e 

Aus dieser letzten Gleichung folgt, daß die Temperaturdifferenz 
zwischen den beiden Flüssigkeiten sich nach dem Gesetze der Exponential
funktion ändert, und zwar nähern sich die beiden Temperaturkurven 
mit wachsendem F, wenn W2 > WI ist und sie laufen auseinander, 
wenn W2 < WI ist. 

Zur Bestimmung der Endtemperaturen der Flüssigkeiten benützen 
wir die beiden Gleichungen (132) und (I33b). Aus diesen beiden Glei
chungen ergeben sich die beiden Unbekannten: 

_(W2 - W I ) . tJ,a . E + W2 • t 2,a . (1 - E) 
t1,e - W2 - W1 • E . (I34a) 

d (W2 - W I ) . t 2,a + WI . t 1,a . (1 - E) 
un t:J,e = W2 - WI • E . . (I34b) 

In diesen Gleichungen sowie in den nachstehenden Gleichungen 
ist E zur Abkürzung gesetzt für die Exponentialfunktion 

_ (...!. _ ...!.) . k . F _ (1 _ W,) . k F 
e. W, w, =e ,v, 'V,. 

Die gesamte durch die Trennungswand ausgetauschte Wärme Q 
15'" 
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ergibt sich aus Gleichung (132) und aus einer der beiden Gleichungen 
(134) zu: 

Q = W . W (t1,a - t 2,a) . (1 - E~ 
. 1 2 W2 - W1 . E . (135ft) 

1-E 
= (tl,. - t'2,a) . W1 . --W-~ 

l-~-.!.E w 2 

(W1 k· F) 
= t'1,. - t 2,a)' W1 • Funkt20 ,W2' WI ., (135b) 

Zahlentafel Nr. 20. 

'Wärmeaustausch im Gegenstrom. 
Zeiger ,,1" bedeutet die wärmere Flüssigkeit. 

k·F 
'3'0 Tlu i t 2 3 W1 = 00 

W1=0 0,033 i 0,10 0,28 0,39 0,63 0,86 0,95 1,00 
W 2 

I 
Hli 0,033 0,10 0,28 0,39 0,63 0,8G 0,95 1,00 
'2~ 0,033 0,10 0,28 0,39 0,62 0,86 0,94 1,00 
-(ö 0,033 0,10 0,28 0,38 0,61 0,85 0,94 1,00 

.1 0,033 0,10 0,28 0,38 O,GO 0,83 0,93 1,00 5 

t 0,033 0,10 0,2G 0,36 0,57 0,78 0,89 1,00 
I 0,033 0,10 0,25 0,34 0,51 0,G8 0,77 1,00 
2 0,033 0,09 0,23 0,29 0,39 0,46 0,49 0,50 
5 0,032 0,08 O,IG 0,18 0,20 0,20 0,20 0,20 

10 0,028 0,06 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 
20 0,024 0,04 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05 0,06 
50 0,016 0,02 C,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 

100 0,010 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 
00 0,00 0,00 0.00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 

Diese Gleichung entspricht der Gleichung (131 b) beim Gleichstrom. 
Die Werte der Funktion sind in Zahlentafel Nr. 20 zusammengestellt. 

Infolge der Ähnlichkeit der Gleichungen (131 b) und (135b) dürfte 
sich die Durchrechnungen von Zahlen beispielen für den Gegenstrom 
erübrigen. 

e) Vergleich zwischen Gleichstrom und Gegellstrom. Bezeichnen 
wir mit {}o die Temperaturdifferenz an der Eintrittsstelle der wärmeren 
Flüssigkeit und mit {}F diejenige an der Austrittsstelle der wärmeren 
Flüssigkeit, so folgt unter Zuhilfenahme der drei Figuren 73 aus den 
beiden Gleichungen (127b) und (133b) die Gleichung 

{}F =e-(,~, ± ,~JkF 
{}o 

..... (136) 

in welcher das positive Vorzeichen für den Gleichstrom, das negative 
für den Gegenstrom gilt.. 
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Nach den Eigenschaften der Exponentialfunktion eX (vgl. Zahlen
tafel Nr. 27 im Anhang) ist {JF kleiner als {Jo, wenn der Exponent x 
negativ ist, und {JF ist größer als {Jo, wenn der Exponent x positiv. 
Nun gilt für den Gleichstrom 

x = - (~+~) kF; 
W1 W2 

es ist hier stets x negativ, wie sich auch die Werte W1 und Ws zueinander 
verhalten mögen. Die Temperaturdifferenz 
zwischen beiden Flüssigkeiten nimmt also 
stets ab, wenn wir in Richtung der wärmeren 
Flüssigkeit fortschreiten (vgl. Fig. 73a). 

Anders ist es beim Gegenstrom, wofür 
der Exponent 

x = - ( ~l - ~J . k F gilt. 

Hier müssen wir zwei Fälle unterscheiden. 
Erstens, wenn W2 > W1 ist. Dann ist x 

negativ und {JF ist kleiner als {Jo (vgl. Fig. 73b). 

F 

Fig. 73a. GleiehAt,rom 
(W1 <W2), 

Fig. 73 b. Gegenstrolll (W1 < W2). Fig. 730. C-.egenstrom (W1 > Ws), 

Zweitens, wenn W1 > W2 ist. Dann ist x positiv und {JF ist größer 
als {Jo (vgl. Fig. 73c). 

Bei vielen Rechnungen ist es von Vorteil, wenn man die durchschnitt· 
liche Temperaturdifferenz längs der ganzen Trennungswand kennt. Diese 
durchschnittliche Temperaturdifferenz /}D berechnet sich nach der Defini. 
tionsgleichung 

Es ist 

:;F 
1--

.'fn =:;0 ~ = /}o· funkt21 (:;r). 
In 2 :;0 

/}o 

Über die Zahlenwerte di~ser Funktion vgl. die nachstehende Zahlen· 
tafel Nr. 21, welche zum TeIl unter Benützung der Zahlentafel Nr. 1 aus 
dem Buche von Hausbrand aufgestellt ist. 
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Zahlentafel N r. 21. 
Durchschnittliche Temperaturdüferenz. 

IfF ! IfD IfF IfD IfF 
I IfD IfF 

I IfD I I 
If~ Ifo Ifo {Jo Ifo 

I 
Ifo {Jo Ifo ! 

i i 

0,05 0,32 0,18 0,48. 1,00 1,00 5,0 2,49 
0,06 0,34 0,19 0,49 1,1 1,05 6,0 2,79 
0,07 0,35 0,20 0,50 1,2 ],10 7,0 3,09 
0,08 0,37 0,25 0,54 1,3 1,14 8,0 3,36 
0,09 0,38 0,30 0,58 1,4 1,19 9,0 3,64 
0,10 0,39 0,35 0,62 1,5 1,23 10,0 3,91 
0,11 0,41 0,40 0,66 1,6 1,28 11,0 4,17 
0,12 0,42 0,45 0,69 1,7 1,32 12,0 4,43 
0,13 0,43 0,50 0,72 1,8 1,36 13,0 4,68 
0,14 0,44 0,60 0,79 1,9 1,40 14,0 

I 
4,93 

0,15 0,45 0,70 0,84 2,0 1,44 15,0 5,17 
0,16 0,46 0,80 0,89 3,0 , 1,82 16,0 I 5,41 
0,17 0,47 0,90 0,95 4,0 I 2,16 20,0 I 6,34 

Bei den meisten technischen Aufgaben ist für eine der beiden Flüssig. 
keiten eine bestimmte Temperaturverminderung oder Temperatur
steigerung vorgeschrieben. Damit ist dann nach Gleichung (126) bzw. 
(132) auch die gesamte zu übertragende Wärmemenge gegeben. Bevor 
man dann dazu übergehen kann, die erforderliche Heiz· oder Kühl
fläche zu berechnen, muß man sich entscheiden, ob man Gleich· oder 
Gegenstrom verwenden will. Die Gleichungen (131) und (135) geben 
den Zusammenhang zwischen der auszutauschenden Wärmemenge und 
der Größe der Heizfläche. Wir dividieren Gleichung (131) durch Gleichung 
(135) und erhalten: 

_ (1+ W')kF W1 _ (1- w.) .kir 
Q GI . h t 1 - e W. W, 1 - W e w. w, 

elC s rom 2:_----:;:::;;-_ 

Q Gegenstrom = 1 - (1- W,) kF' 1 + W1 - e w. w, -
W2 

(W1 ~) Funk~9 W;;' W1 

= FUnkt20(:~' ~) 
. . . . . . . (137) 

Der Wert dieses Verhältnisses ist in der nachstehenden Zahlen· 
tafel Nr. 22 zusammengestellt. Es zeigt sich, daß bei gleichen Ver· 
hältnissen der Gleichstrom niemals mehr Wärmeaustausch ergibt als 
der Gegenstrom, daß dagegen bei annähernd gleichen Wasserwerten 
beider Flüssigkeiten und größeren Wer~n (k . FjW1) durch den Gleich
strom nur ein geringerer Wärmeaustausch erzielen läßt als im Gegen. 
atrom - im Grenzfall nur die Hälfte. 
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Zahlentafel NI'. 22. 

V 1 "lt' Q Gleichstrom 
er Ja lllS: Q Gegenstrom 

k F , 2 3 W1 = 1~ 00 T(j 2 

W1 
W2 = 0 1.00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 

1 1,00 1,00 1,00 1,00 0,98 0,97 0,95 "0 
l. r, 1,00 1,00 1,00 0,97 0,92 0,87 0,83 

1,GO 1,00 0,94 0,84 0,72 0,65 0,50 
f'j 1,00 0.88 0,89 0,85 0,85 0,85 0,85 

20 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 
00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 

Wenn die Wasserwerte der Flüssigkeiten aber welientlich verschieden 
sind oder wenn von den Flüssigkeiten nur ganz geringe Temperatur
änderungen verlangt sind, so sind die beiden Strömungsarten einander 
gleichwertig. Man wird sich deshalb stets für den Gegenstrom ent
scheiden, wenn nicht Gründe anderer Art, z. B. konstruktive Gründe, 
zum Gleichstrom zwingen. 

D. Die Wärmeleitnng in strömenden Körperll bei 
freier Strömung. 

1. Allgemeines. 
a) Das Wesen der zu besprechenden Vorgänge. Aus der Übersicht 

auf Seite 147 entnehmen wir, daß die Aufgaben dieses Abschnittes 
dadurch gekennzeichnet sein sollen, daß die Temperaturunterschiede 
im Feld lediglich durch äußere Ursachen, die Bewegungen dagegen 
lediglich durch innere Ursachen unterhalten werden. Wir erkennen 
am besten das Wesen der zu besprechenden Vorgänge an dem nach
stehenden Beispiel: 

"Ein sehr großer Raum sei mit einer ruhenden Flüssigkeit (in den 
meisten :Fällen mit einem Gas) von der Temperatur t R (= Raum
temperatur) und dem Druck PR gefüllt. Die Wandung des Raumes 
habe ebenfalls die Temperatur t R . Nun werde in das Innere dieses 
Raumes ein Körper von gegebener Gestalt und Größe hineingebracht. 
Durch irgendwelche Wärmequellen im Inneren des Körpers soll dafür 
gesorgt sein, daß jeder Punkt seiner Oberfläche konstant auf der Tem
peratur t w gehalten wird." 

Wir nehmen tw > t R an. Dann wird sich folgender Vorgang ab
spielen: 

Die Flüssigkeitsschicht, welche der Körperoberfläche direkt an· 
liegt, wird von dieser durch Leitung erwärmt und gibt einen Teil dieser 
Wärme wieder durch Leitung an die nächstliegenden Schichten weiter usf. 
Durch diesen Vorgang werden dic der Körperoberfläche benachbarten 
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Schichten alle erwärmt; sie werden dadurch spezifisch leichter, er
fahren einen Auftrieb und strömen nach oben. Damit führen sie Wärme 
mit . sich fort und machen zugleich den Platz frei für nachströmende, 
kältere Luft. Auf diese Weise wird das Temperaturgefälle in der Nähe 
der Oberfläche verstärkt und dies ist wieder die Ursache für ein vel" 
mehrt.es Abströmen der Wärme aus dem Körper. Im Laufe der Zeit 
wird sich ein Beharrungszustand einstellen, sowohl hinsichtlich des 
Bewegungszustandes der Flüssigkeit als auch hinsichtlich der Tempe
raturverteilung in der Flüssigkeit. 

Jene Gebiete, welche von der Körperoberfläche genügend weit 
abliegen, erleiden keine wesentliche Temperaturerhöhung, damit auch 
keinen Auftrieb und keine Bewegung. Von der Rückströmung (der 
Abwärtsströmung) kann man absehen, wenn der Raum groß genug 
im Vergleich zum heißen Körper gewählt wurde. An der Körperober
fläche selbst wird - entsprechend den Lehren der Hydrodynamik -
die Flüssigkeit haften, also ltJ gleich Null sein . 

. i 

1 1 I I fIt Ir 

Fig. 74. Geschwindigkeitsverteilung in der Nähe einer freihängenden heißen Kugel. 
I. bei aufgezwungener Strömung, 

II. bei freier Strömung. 

Das obenstehende Bild gibt einen Vergleich ~wischen der Geschwin
digkeitsverteilung bei aufgezwungener Strömung I (von unten ange
blasener Kugel oder Zylinder) und der Geschwindigkeitsverteilung bei 
freier Strömung n. 

b) Aufstellung der Differentialgleichung. Da wir uns wieder auf 
das Gebiet des Beharrungszustandes beschränken wollcn, so bildet 
das Differentialgleichungssystem, welches wir auf Seite 143 aufgestellt 
haben, den Ausgangspunkt für unsere Betrachtung. Wir können uns 
darauf beschränken nachzusehen, welche Vereinfachungen an diesen 
Gleichungen für unser Spezialgebiet zulässig sind. 

Dic Kontinuitätsgleichung müssen wir unverändert übernehmen. 
In der Bewegungsgleichung führen wir zweckmäßigerweise als Massen

kraft nicht die Schwere, sondern den Auftrieb ein. Es berechnet sich: 
Gewicht der Raumeinheit Flüssigkeit bei t O = e . g. 

" " " "" t R 0 = eR • g. 
Auftrieb " " "" tO = (e - eR)' g. 
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Ist ß der Ausdehnungskoeffizient der Flüssigkeit, so ist 
1 I 

(2 = (20' ITFf lind I!n, = r!o' -Cf:- ß . t;; 

(' 1 1) r!o ß· (tR - t) 
daraus: e - eR = eo 1 + ß t - 1 + ß tR =1 + 1ft' 1 + ß tn, 

1 p 
= - e' 1 + ß t R . /) . (t _. t R )· 

In den meisten :Fällen kann man den Bruch näherungsweise gleich 
"Eins" setzen und erhält damit für den Auftrieb' der Raumeinheit 
Flüssigkeit den Ausdruck 

- e . ß . (t - t R) . g; 

In der Energiegleichung können wir jene Glieder streichen, welche 
der Ausdruck innerer Ursachen für Temperaturunterschiede sind. 

Auf diese Weise gelangen wir zu dem mathematischen Ansatz: 
div (e . tu) = 0 . . . . . . . . . . . (138) 

I! . (w, grad) tv = - ß . (t - tn,) . !! . g - grad p + ,u (LI ~ ltJ 

+ -} grad div w) (139) 

!! . ep ' g (tv, grad t) = }, . Ll2 t ....... (140) 
Dazu kommen nun noch die Randbedingungen : 

Der Druck muß in größerer Entfernung vom Körper den Wert PR 
annehmen, die Temperatur der Flüssigkeit muß an der Körperober
fläche den Wert tw und in großer Entfernung den Wert tR annehmen 
und die Geschwindigkeit muß sowohl an der Körperoberfläche als auch 
in großer Entfernung gleich Null werden. 

Der hauptsächlichste Unterschied gegenüber den Aufgaben bei 
aufgezwungener Strömung (vergl. Abschnitt C. I. a) besteht darin, 
daß sich jetzt der hydrodynamische Teil der Aufgabe nicht mehr selbst
ständig behandeln und vorwegnehmen läßt, weil jetzt das Strömungs
feld vom Temperaturfeld nicht mehr unabhängig ist. 

Als Lösung der Aufgabe sind drei Gleichungen zu suchen, welche 
tu, p und t als Funktionen des Ortes darstellen. 

Eine Integration der Gleichungen ist aber aus mathematischen 
Gründen auch in den einfachsten 1!~ällen nicht mö~lich. Wir sind des
halb hier ausschließlich auf die Aussagen des Ahnlichkeitsprinzipes 
angewiesen. 

c) Das Prinzip dm' Ähnlichkeit. Vergleichen wir zwei Vorgängo 
bei geometrisch ähnlichen Körpern und ähnlichen Randbedingungcll, 
80 gilt an den Berandungen des Feldes: 

l' = VI ·1 I 
PR' = l'p . PR + Po ...... (141a) 

tw' - t R ' = Vt . (tw - t R ) 

ferner gilt für die Stoffwert.e: 
;,' =P"'Ä.; 
c p ' = Pe' ep ; 

e' = P{>' e; 

ß' = PP' {J l 
ft: = vf( • !t J 
9 = l'g' 9 

. . . . . . (141 b) 
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Soll nun die geometrische Ähnlichkeit nicht nur an der Berandung, 
sondern auch im ganzen Innern gelten, so müssen die Werte v im ganzen 
Feld konstante Größen sein und es muß die weitere Gleichung 

ro' = Vw • ttJ • . • . . . • • • • (141 c) 
erfüllt sein. 

Es fragt sich nun, ob diese vollständige Ähnlichkeit überhaupt 
möglich ist und wie gegebenenfalls die Werte v gewählt werden müssen. 

Für das zweite System gelten die Gleichungen (138) bis (140) eben
falls, jedoch mit den gestrichenen Größen. Setzen wir für diese ge
strichenen Größen ihre Werte aus den Gleichungen (141) ein, so er
halten wir das Differentialgleichungssystem : 

Vo ' vw . div (n . w) = o ........ (138') 
'VI <:-

V 2 
l'Q . ....!... • (} . (m, grad) ttJ = vII' Vt . v p • vg • (- ß . (t - tR) . (} . g) 

VI 

Vp V,, . Vw , 
---- . grad p +---2-- . fJ' ( .••• ) (139 ) 

VI Vj 

Vw • Vt VA,' Vt -
vI!' Ve 'vg ' --' (} • cll ' g' (ttJ, grad t) = --2-' i.· L12 t .. (140') 

~ ~ 

Diese Gleichungen müssen mit den Gleichungen (138) bis (140) 
identisch sein, sie dürfen sich also nur je um einen beiderseits gleichen, 
konstanten Faktor unterscheiden. Dies liefert: 

Vw 0 b' 
Vn . -- = -0· = un estlmmt; 

, VI 

II IU IV 

v VI 
Vw . Vt VA, • Vt 

vl.'·vc·Vg·~=~. 

Von diesen Gleichungen liefert die erste wegen des unbestimmten 
Ausdruckes 0: 0 keine Beziehung für die Werte v. Im ganzen ver
bleiben dann noch 4 Gleichungen als Beziehungen zwischen den 10 
Werten v. 

Diese 4 Gleichungen ließen sich nun in verschiedener Weise kombi
nieren und dementsprechend käme man später auch zu verschiedenen 
Zusammenstellungen der Größen 10' e usw. in den Kenngrößen. Da 
nun keine von diesen Zusammenstellungen grundsätzliche Vorzüge 
hat, so wollen wir dieselbe Kombination wie Nußelt wählen, um mit 
dessen Arbeit in Übereinstimmung zu bleiben. 

Wir erhalten aus I und IV ~ 
(l42a) 

aus I und III: 
(142 b) 
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aus II und IV unter Verwendung von (142a): 
vp' Vt • vg • 'Pe2 • VI3 = l'p,2 

aus V und VI unter Verwendung von (142a): 
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(142c) 

V,,' 'Pe' 'Pg = v;. • • • • • •••• (142d) 

Nun ist 'Pw unter den Randbedingungen nicht enthalten und kann 
also jeden beliebigen Wert haben; das gleiche gilt f~r 'Pp, weil durch 
geeignete Wahl von Po jeder Wert von vp mit den Ahnlichkeitsbedin
gungen (141) der Randwerte verträglich gemacht werden kann. In
folgedessen fallen diese Gleichungen, welche Vw und vp enthalten, 
weg und es verbleiben nur die Gleichungen (142c) und (142d). 

Wir führen in diese beiden Gleichungen für die "v" ihre Werte 
aus den Gleichungen (141) ein, verallgemeinern die Überlegung zu
gleich auf mehr als zwei Systeme und führen das spezifische Gewicht I' 
statt der Massendichte e ein: 

103 . 1'2 . (tw - t R ) . ß 10'3. 1"2. (tw' - tR ') . ß' 
-{i2-:g------- = -- ft'2 . g' ... = Gr (143a) 

A. A.' 
und ---- = -,-,--,- = ... = St 

cp'fl'g cp·ft·g 
(143b) 

Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich, daß innerhalb einer 
Gruppe ähnlich berandeter Probleme auch im Innern der Felder AhIl
lichkeit herrscht, wenn die Kenngrößen Gr (= Grashof) und St ( = 
Stan ton) gleichen '''ert haben oder mit anderen Worten, daß Tempe
raturfeld, Geschwindigkeitsfeld und Druckfeld innerhalb einer Gruppe 
ähnlich berandeter Probleme nur mehr Funktionen der Kenngrößen Gr 
und St sind. 

Für die gesamte vom Körper in df'r Zf'iteinheit abgegebene Wärme 
gilt die Gleichung 

Q = A. • (tw - t1t) . 10 . lJ' (Gr, St) . . . . . (144a) 

und für die W. Ü. Z. die Gleichung 
-A 

a = -1- . 'IjJ (Gr, St) . . . . . . . . (145a) 
o 

Beide Gleichungen sind in derselben Weise aufgestellt wie die Glei
chungen (90c) und (95a). 

Wenn der wärmeabgebende Körper in den verschiedenen Rich
tungen verschiedene Abmessungen aufweist" so erweitern sich die Funk
tionen auf die Argumente: 

( 11 12 In) 
Gr, St, l' l' ... 'I . 

o 0 0 

Andererseits ist auch eine Verminderung der Argumente möglich. 
Wir erinnern uns an den Abschnitt B. III. in der reinen Hydrodynamik. 
welcher betitelt ist "Die vereinfachten Strömungszustände" . 

Wir hatten dort zuerst aus der Gesamtheit aller Strömungszustände 
jene Strömungszustände herausgegriffen, welche mit so geringer Ge
schwindigkeit verlaufen, daß in den Differentialgleichungen der Aus
druck e' (ro, grad) ro gestrichen werden konnte. Wir waren damit 
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zu den Strömungen mit geringer Trägheitswirkung oder zur sogenannten 
"schleichenden Bewegung" gelangt. Dieser selbe Gedanke läßt sich 
auch hier bei der freien Strömung rechnerisch durchführen und er führt 
uns zu den Kennfunktionen : 

Q = ;.. (tw - t R ) .10 . lJI (~~) ...... (144b) 

- A (Gr) und a = ~" . 1p St" . (145b) 

In diesen Gleichungen ist 

Gr 1 3 . ')'2 . (tw - t R ) . f3 . c 
- - ...-Q.------------p . 
St - fl· }. ' 

. . . . . . (146) 

Den entgegengesetzten Grenzfall bildet die Strömung mit geringer 
Zähigkeit, beidemalsoinderBewegungsgleiohungdasGliedfl· (Ll2 tll + ... 
gestrichen werden kann. Für diesen zweiten Grenzfall gelten die Kenn· 
funktionen: 

Q = A . (tw - t R ) . 10 " 'P (~:~) " ..... (144c) 

- ;, (Gr) 
und a = 10 . 1p St2 ." . (1450) 

mit dem Werte: 

Gr 103 . ')'2 . (tw - t R ) . ß . g . cp2 
St2 = ;'2 . .. . . . (147) 

Durch welche besondere Verhältnisse das Eintreten des einen anderen 
Grenzzustandes bedingt ist, läßt sich heute noch nicht einwandfrei 
feststellen (vgl. über diese beiden Grenzfälle die Ausführung in der 
Nußeltschen Originalarbeit). 

Die Gestalt der 1!'unktionen lJ' und 1p in den 6 Gleichungen (144) 
und (145) ist noch nicht bekannt und kann nur durch den Versuch 
ermittelt werden. 

D!e Theorie vermag un~ jedoch noch einige weitere Aufschlüsse 
zu liefern, wenn wir uns auf die freie Strömung in Gasen beschränken. 

2. Die freie Abkühluug eines Körpers in einem Gas. 
a) Allgemeines. Wir nehmen wieder im Interesse einer einfachen 

Ausdrucksweise an, daß der Körper heißer ist als da;s ihn umgebende 
Gas. Ist das Gegenteil der Fall, so müßten wir von einer freien Er· 
wärmung sprechen, einem Vorgang, der sich von dem erstbesprochenen 
nur dadurch unterscheidet, daß die Strömung von der Körperober. 
fläche aus nach abwärts gerichtet ist. 

Ist die umgebende Flüssigkeit ein Gas, so lassen sich für die Stoff· 
werte noch einige Gesetzmäßigkeiten aufstellen. 
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Nach den Lehren der kinetischen Gastheorie gilt für Gase die 
Gleichung 

I. = /3 • ft . Cv • g 

worin e ein reiner Zahlenwert ist" der nur von der Atomzahl des Gases 
abhängt. Durch Versuche ist die Gleichung bestätigt und sind die 
Werte e bekannt (vgl. Zeile 1 der untenstehenden Zahlentafel Nr. 23). 

Fer. gilt die aus der Thermodynamik bekannte Gleichung 

in welcher x ebenfalls ein nur von der Atomzahl abhängiger Zahlen
wert ist (vgl. Zeile 2 der Zahlentafel). 

, 
Infolgedessen muß auch der Wert 

e I, 
= St 

x ft.cp'g 

nur von der Atomzahl abhängen (vgl. Zeile 3). 

Zahlen tafel NI'. 23. 
li und " abhängig von der Atol1lzahl. 

Atomzahl 2 3 4- r; G 

1. e= 2,50 1,74 1,51 1,23 1,28 1,24 
2. x= 1,66 1,40 1,27 1,28 1,28 1,25 
3. e/x = 1.50 1,24 1,19 0,96 1,00 0,99 

Solange wir uns also bei unseren Betrachtungen auf Gase gleicher 
Atomzahl beschränken (und die Erdbeschleunigung als konstant be
trachten), können wir annehmen, daß der Abkühlungsvorgang von der 
Kenngröße St unabhängig ist. 

Berücksichtigen wir, daß bei Gasen der Ausdehnungskoeffizient ß 
gleich 1 : T ist, so erhalten wir für die verbleibende Kenngröße Gr 
den Wert: 

103 • 1'2 . (Tw - TR ). 

11,2. g . T ' 

Die Größe ß ist aber ebenso wie ft und y von der Temperatllr abhängig, 
und wir dürften deshalb unsere ganze Betrachtung nur für geringe 
Temperaturunterschiede Tw - TR gelten lassen. 

Nuß e 1 t beweist jedoch in seiner Arbeit, daß auch bei größeren 
TElmperaturunterschieden ,sich die Kennfunktionen auf die eine Ver
änderliche Gr beschränken, wenn man für die Temperatur, die W. L. F., 
die Dichte und die Zähigkeit, die Mittelwerte einführt, welche sich aus 
den untenstehenden Definitionsgleichungen ergeben: 
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Tw In Tw 
I 1 J dT TR 

Tm =Tw-Tl!.· T = TW-Tl!.: 
Ta 

T __ Tw -Tl!. 
m - In Tw - hl TR · . . . . . . . . . ~ . . . . . . . . 

T.v 

Am = 1 .JA'dT 
Tw-Tl!. 

Tl< 

(148) Tw 

Pm =Tw~Tl!.·J jJ'dT 
Ta 

Tw Tw 

rm = 1 . Jr . d T = 1'0' 273 . Jr d T = 1'0 . 273 . 
TW-Tl!. TW-Tl!. T Tm 

Tc TR 

Damit erhalten wir für den Wärmeverlust des Körpers (ohne Strah
lung) in der Zeiteinheit die Gleichung: 

Q = Am. (Tw - TR ) .10 .1]1 (103
• "m2

• (:wT- TR ») ... (149) 
. g'pm . m 

und für die W. Ü. Z. die Gleichung 

- Am (108 • Ym2 • (Tw - Tl!.») a = -1- . 1p • 2 • T . . . . . . . . (150) 
o g pm m 

Die Gestalt dieser Funktionen kann wieder nur durch den Ver. 
such bestimmt werden, und :(.war werden diese Funktionen sich ver· 
schieden ergeben, je nach Gestalt und Lage des sich abkühlenden 
Körpers. 

Die wichtigste und auch am meisten untersuchte Aufgabe ist die 
Abkühlung des wagerecht gelagerten Zylinders in atmosphärischer Luft. 
Technisch wichtige Beispiele sind das dampferfüllte Rohr und der strom· 
durchflossene elektrische Leitungsdraht. 

b) Die freie Abkühlung eines wagrecht gelagerten Zylinders in Luft. 
Von den vier experimentellen Arbeiten, welche über dieses Problem 
vorliegen, sind drei mit dünnen Drähten, die vierte mit Rohren von 
2-9 cm durchgeführt worden. Diese Arbeiten sind: 

1. Kennelly, Wright und Bylevelt. - The convection of heat from 
small copper wires. Trans. Amer. lnst. Elect. Engin. 28. Januar 
1909, S. 363. 

2. Langmuir. - Convection and conduction of heat in gases. Physical 
rewiew. 1912. 34. S. 401. 

3. Bylevelt. - Die künstliche Konvektion am elektrischen Hitz· 
drahte. Diss. Dresden 1915. 

4. F. Wamsler. - Die Wärmeabgabe geheizter Körper an Luft. 
Mitteil. üb. Forsch.·Arb. Heft 98/99. 1911. 

über die Versuchsbedingungen dieser vier Arbeiten gibt die nach· 
stehende Zusammenstellung Aufschluß. 
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Stoff 

Kupfer 

Durchm. 
im mim 

01143 , 
0,2616 
0,6907 

Raum
tempo 

rd. 18° C 

\ 
OberfläChen-\ 

tempo 

36° C bis 

I 198° C 

Druck 
mim Hg 

150 bis 
1500 

--- 1---- ----- -
0,0404 

I 

I 
0,0691 107° C 

ngmuir Platin I 0,1264 rd. 27° C bis 750 I 
\ 

0,2508 1600° C 
La 

0,510 

B ylevelt 
Nickel und 0,043 17 bis 48,6° C bis 750 

Tantal 1,00 21° C 168,3° C 

20,5 

Schmied-
33 

56 bis amsler 48 16 bis 715 
eisen 76 29° C 238° C 

W 

89 

Berechnet man für jeden Versuch dieser vier Arbeiten die Werte 
d d3 . 1'2 . (Tw - TR ) 

a ' -. und ---- - ----
;,. g . #2. Tm 

und trägt sie dann in einem logarithmischen Koordinatensystem auf, so 
erhält man die nachstehende Fig. 75. 

Fig. 75. 
- .$ - 9 -J -2 -1 (J '1 '2 '3 11/ 's -6 '7 

Kennfunktion bei einem wagerechten Zylinder und bei freier Strömung 
Vgl. Gleich. (151). 

d3 • r 2 (Tw-TR) 
Abszissen: log -.""!--'-;,---:::--

g' ,u2. Tm 

Ordinaten: a ~. 
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Die Punkte aller Versuche stimmen soweit überein, daß sich durch 
sie in zwangloser Weise eine Kurve hindurchlegen läßt. Die Kurve 
stellt in logarithmiRchen Koordinaten daR Abbild der Funktion"P vor in 
der Gleichung 

. . . . . . (151) 

Die einzelnen Punkte der Figur weichen ziemlich weit voneinander ab 
und bei genauerer Untersuchung zeigt sich, daß diese Abweichungen durch. 
aus nicht willkürlich sind, sondern daß eine deutlich erkenn bare Regelmäßig. 
keit besteht. Die Abweichungen sind also keine ausschließliche Folge von 
Versuchsfehlern, sondern sie lassen erkennen, daß eine Gesetzmäßigkeit -
allerdings von untergeordnetem Einfluß - in dem Ansatz (151) nicht zum 
Ausdruck kommt. Welcher Art diese Gesetzmäßigkeit ist, läßt sich aus 
den Versuchen nachträglich nicht mehr feststellen. 

Da die Berechnung der Kenngröße Gr eine sehr umständliche Arbeit 
ist, so ist für die wichtigsten Werte der Raumtemperatur, nämlich 
tR= 0°,20° und 40° C eine Tabelle ausgerechnet. Die Tabelle Nr. 24 ist 
für einen Zylinderdurchmesser d = 0,01 m und für einen Barometer. 
stand b = 760 mm berechnet. Die SQ errechnete Kenngröße sei deshalb 
als Gr vorläufig bezeichnet,. 

Zahlentafel Nr. 24. 
Kerngröße Gr, abhängig VOll tw und tR. 

tw 
tR = 0° C tR = + 20° C tR = + 40° C 

GrvOrl tm Grvorl t m Grvorl 

-200 -- 121 - 700000 -115 - 637000 -108 - 566000 
-- 150 - 85 - 189000 - 77 - 176000 - 69 - 161000 
-100 -- 53 - 59700 - 45 - 60500 - 37 - 59600 
- 50 - 26 - 16900 - 16 - 20200 - 8 - 22300 

=F 0 0 0 + 10 - 3700 + 19 

I 
- 6400 

+ 50 + 24 + 7300 + 35 + 3800 + 45 + 1200 
100 48 10400 58 7200 70 , 4500 
150 70 11500 82 8600 93 I 6300 
200 92 11600 104 9100 114 7200 
250 112 11600 125 9200 137 7300 

300 131 11100 144 9000 158 7200 
350 152 10500 165 8500 178 

I 
7100 

400 170 . 9900 185 8100 198 I 6800 
450 190 9300 203 7700 217 6500 
500 208 8600 221 7400 236 6100 

550 227 8000 240 6900 255 5900 
600 244 7600 258 6500 '272 I 5600 
650 261 i 7100 275 6200 291 I 5300 
700 278 ! 6700 292 5800 308 5000 
750 295 6300 309 ii 500 327 4700 

1 I I 
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Beträgt der Barometerstand nicht 760 mim, sondern b mIm und ist 
der Durchmesser des Zylinders nicht 0,01 [m], sondern d [m), so ist 
der tatsächliche Wert der Kenngröße 

Gr = (7:0Y . (O~lrGr vorl. ....... (152) 

Für den ersten Faktor sind die Werte für b = 760 bis b = 700 rn/rn 
in nachstehender Tabelle zusammengestellt. 

I 

I 
\ 700_ b- I 760 75u 740 730 720 710 

(b/760)2 , 1,00 0,98 0,95 0,92 0,90 0,87 i 0,85 , 

Zahlenbeispiel. 

In einem Raum von 20 0 C ist ein heißes Rohr von 200° Oberflächen
tk)mperatur wagrecht gelagert. Der Durchmesser des Rohres ist 3,3 cm 
und der Luftdruck beträgt 715 mm. - Wie groß ist die Wärmemenge, 
welche das Rohr in der Zeiteinheit an den Raum abgibt? 

1. Die Berechnung der W. Ü. Z.: 
Für tR = 20°0 und tw = 200° o entnehmen wir aus TabelleNr. 24 den 

Wert Gr vorl. =9100 und berechnen dann mit Gleichung (152) den Wert 

G = (715)2 0 (0,033)3 . 9100 
r 760 0,010 

= 0,89 . 35,9 . 9100 = 290 000. 
Aus der Fig. 175 lesen wir ab, daß zu Gr = 290000 der Wert 

a . A: = 10,59 gehört. 

Aus Tabelle Nr. 24 entnehmen wir tm = 1040 und damit aus Tabelle 
N. 40, Am = 0,0265. 

E 'b' h . 0,0265 [W. E. ] 
"s ergl t SIe Jetzt a = 0,033 . 10,59 = 8,50 m2. std. Grad . 

2. Berechnung der Wärmemenge Q: 
Nach der Gleichung: Q = a . (tw - tR) . F erhalten wir für die Wärme

menge, die ein Stück von der Länge L des Rohres in der Stunde abgib~: 
Q = 8,50 0 (200 - 20)·0,033·n· L = 158,6· L [Wo E/stdo]. 

Der Wärmeverlust durch Strahlung ist natürlich hierbei noch nicht 
berücksichtigt. 

Der Wärmeverlust von Dampfleitungen. 

Bei isolierten und nackten Dampf- und Warmwasserleitungen 
schwanken die Oberflächentemperaturen zwischen tw = 30° 0 und 
tw = 200 0 0 und darüber. Bei einer Raumtemperatur von t R = 20 0 er
gibt sich mit diesen Werten, daß GrvorJ. zwischen 1000 und 10 000 schwankt. 

Die Rohrdurchmesser bewegen sich im allgemeinen in den Grenzen 
d = 1 cm bis d = 30 cm. Daraus ergibt sich, daß die Kenngröße in 
dem Bereich von Gr = 103 bis Gr = 2,7.108 liegt. 

Gröber, Wärmeleitung UIld Wärmeübergang. 16 
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Wie sich aus der Fig. 75 entnehmen läßt, kann man für dieses Gebiet 
die Kennfunktion durch eine Potenzfunktion, und zwar durch die 
Gleichung darstellen: 

d 
a' Äm = 0,468 . Gr 1/4, . . . . . • (153a) 

oder a= 0,468 .d-'t..!·y'/ •. (Tw-TR)'/' .. 
g 'I. P. 1/. Tm 

. (153b) 

Für die Wärmemenge QjL, welche die Längeneinheit des Rohres in der 
Zeiteinheit an die vorbeistreichende Luft abgibt, errechnet sich der Wert 

QjL = a' d'n' (Tw - TR ) 

=n. 0,468 . d 'I •. Ä· Y 1/ • • (Tw - TR) 'I. 
g 1/. fL 'I. Tm 'I. 

= 0,01385 . d'!. . Funkt (tw, t R, 9) . . . . . . (154) 
Zur zahlenmäßigen Berechnung dienen die beiden nachstehenden 

Zahlentafeln Nr. 25 und Nr. 26. Der zweiten Zahlentafel ist hierbei 
eine Raumtemperatur tR von + 20° C zugrunde gelegt. 

d 

0,01 
2 
3 
4 

0,05 

40 
60 
80 

100 
120 
140 
160 
180 
200 

da/. d 

0,032 0,06 
(",053 7 
0,072 8 
0,090 9 
0,105 0,10 

Zahlentafel Nr. 25. 
Werte der Potenz dO,75. 

d'/' d 

0,121 0,11 
0,136 12 
0,150 13 

d'l. 

0,191 
0,200 
0,216 

I 
0,164 14 0,229 
0,178 0,15 0,241 

d 

0,16 o 0,253 
17 0,265 
18 0,277 
19 0,288 

0,20 0,299 

Zahlentafel Nr. 26. 
). . r 'I. (Tw - TR) 'I. . 

Werte von 0,01385· -_. bel TR = 293° a.ba. 
p'/. Tm 'I. 

t . 
m 

oe 

30 
40 
49 
58 
68 
77 
86 
95 

104 

I 1,. r'/. (Tw - TR)'I. 
!(Tw-TR)'I, • 0,0l385~,~. Tm 11. 

[' Tm 'I. I-----c------,=------
I b =760mmlb=730mm Ib =700mm 

! 10,1 148 I 
23,8 349 1

1 

39,0 580 
56,0 
73,5 
91,7 

111,0 
129,6 
150,0 

802 
1068 
1333 
1600 
1880 
2164 

146 
344 
568 
795 

1048 
1308 
1570 
1830 
2120 

143 
337 
555 
768 

1028 
1282 
1528 
1795 
2080 

In der Gleichung (154) ist das Glied A' y'/2 . fL - 'I. innerhalb des 
Bereiches, welchen die Zahlentafel Nr. 26 umfaßt, fast ganz unabhängig 
von der Temperatur und dem Barometerstand. Es hat bei tm = 104 0 
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und b = 700 mm seinen Kleinstwert mit 1000 und bei t m = 30° und 
b = 760 mm seinen Größtwert mit 1060. 

Wie einfach die Berechnung des Wärmeverlustes mit Hilfe der 
Gleichung (154) und der beiden Zahlentafeln sich gestaltet, zeigt daR 
nachstehende Beispiel: 

Zahlen beis11iel. 
Wie groß ist die Wärmemenge, welche die Längenheit eines Rohres 

in der Zeiteinheit an die Luft abgibt, wenn der Durchmesser des Rohres 
5 cm, der Barometerstand 715 mm, die Raumtemperatur 20° C und 
Rohrwandtemperatur 160° C beträgt ~ 

Aus den Tabellen lesen wir direkt ab: 

~ = d 'I •. Funkt (tw, tR , b) 

W·E 
= 0,105·1549 = 163 d Gd' st . m· r. 

Zum Schlusse sei aber nochmals darauf hingewiesen, daß die Glei
chung (154) nur innerhalb des Bereiches gilt, welchen die beiden Zahlen
tafeln umfassen, und daß die Wärmestrahlung noch nicht berück
sichtigt ist. 

c) Die anderen Aufgaben über freie Abkühlung. 

Der geneigte und der senkrech te Zylinder. 

Wir hatten bisher stillschweigend vorausgesetzt, daß der Zylinder 
so lange sei, daß die Wirkung der Enden nicht von Bedeutung ist. 

Wenn wir diese einschränkende Voraussetzung aufheben, so müssen 
wir in die Kennfunktionen die bezogene Länge L : d als weiteres Argu
ment aufnehmen. 

Verallgemeinern wir unsere Betrachtung noch weiter, indem wir 
einen Zylinder betrachten, der unter dem Winkel w gegen die Wag
rechte geneigt ist, so kommt auch dieser Winkel noch als weiteres 
Argument hinzu. Zum Beispiel lautet die Gleichung (150) in diesem Falle: 

-A L 
a = d''IjJ(Gr'd' w) 

Die Art dieser Funktion ist noch gänzlich unbekannt. Wir können 
nur die eine Eigenschaft voraussagen, daß sie für den Grenzfall ,,0) = 0" 
in die Funktionen, die für das wagerechte Rohr gelten, übergehen müssen. 

Der andere Grenzfall - das senkrechte Rohr - ergibt sich, wenn 
man w = 90° setzt. Für die freie Abkühlung des senkrechten Rohres 
sind mir keine Veröffentlichungen über Versuche bekannt. Dagegen 
kenne ich einen nicht veröffentlichten Versuch aus dem Laboratorium 
für techno Physik München: 

Ein Rohr wurde durch einen elektrischen Heizkörper in seinem 
Inneren geheizt und zwar so, daß auf die Längeneinheit des Rohres 
überall dieselbe Heizenergie traf. Das Rohr wurde senkrecht aufgehängt 
und durch Thermoelemente an verschiedenen Stellen die Oberflächen
temperatur gemessen. 

16* 



244 Wärmeleitung in Flüssigkeiten. 

Wir erwarteten, daß das Rohr oben höhere Oberflächentemperatur 
aufweisen würde als unten, weil oben die Luft bereits erwärmt ist, also 
geringere Kühlwirkung besitzt als unten. 

Fig. 76. Freie 
Strömung längs 
eines senkrech-

ten, heißen 
Rohres. 

Der Versuch ergab nun gerade das Gegenteil, das 
Rohr war oben kälter als unten. Wenn man für diese 
befremdende Tatsache nachträglich eine Erklärung 
sucht, so geht man am besten von der Gleichung 

oder 

dQ = a· (tw - t:a.)· dn· dl 

dQJdl 
tw=t:a.+-d-a' 'n 

aus. Wir hatten bei der obigen Voraussage angenommen, 
daß a längs des Rohres konstant sei oder sogar von 
unten nach oben abnimmt. Hierbei war die Vorstellung 
maßgebend, daß die Luft so ströme, wie die linke 
Seite der Fig. 76 andeutet. Bei sehr langen Rohren 
sind aber vom hydrodynamischen Standpunkte aus sehr 
wohl Bedenken möglich, ob eine solche Strömung stabil 
ist, ob sich nicht vielmehr die Strömung in einzelne 
Stufen unterteilt, so wie dies die rechte Seite der 
Figur andeutet. Dann wäre bei den oberen Strömungen 
eine stärkere Bewegung anzunehmen und damit ein 
höherer Wert der W. Ü. Z. und das würde, wie die 
obige Gleichung zeigt, zu einer Verminderung der Rohr
wandtemperatur führen. Es wäre also damit die Ab
nahme der Temperatur tw nach oben erklärt. 

Da der oben angeführte Versuch nur einmal ausgeführt wurde (und 
deshalb auch nicht veröffentlicht wurde), so wäre eine nochmalige, 
einwandfreie Prüfung des Ergebnisses äußerst wichtig. 

Fig. 77. Verschiedene Lagerung von ebenen 
Heizflächen im Raum. 

Ebene Heizflächen. 
Ähnliche Strömungsvor

gänge werden sich bei 
ebenen senkrechten Heiz
flächen einstellen, und zwar 
werden sich hier geringe 
Verschiedenheiten zeigen, 
je nachdem die Heizfläche 
in eine Wand eingelassen 
ist oder frei im Raume 
hängt. Fig. 77 Fall I und II. 

Ganz andere Strömungs
verhältnisseund damit auch 
ganz andere Gesetzmäßig
keit werden sich ergeben, 

wenn die Heizfläche wagrecht angeordnet ist und hier ist es von 
wesentlichem Einfluß, ob die Heizfläche in die Decke oder in den Boden 
eingelassen ist (Fall III und IV) oder ob sie frei im Raume aufgehängt 
ist (Fall V). 
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Bisher war stets angenommen, daß die Abmessungen des Raumes 
sehr groß seien gegen die Abmessungen der wärmeabgebenden Flächen. 
Ist dies nicht der Fall oder liegt der Körper in der Nähe der Wandungen 
des Raumes, so gehen die Raumausmaße oder die Lage des Körpers 
ebenfalls in die Kennfunktionen ein. So wird z. B. ein Dampfleitungs
rohr, welches in der Ecke zwischen Wand und Decke verlegt ist, ganz 
andere Strömungen bewirken und d.amit anderen Wärmeverlust ,auf
weisen als ein Rohr, welches frei durch einen großen Raum geführt ist. 

Die isolierenden Luftschichten. 

Wir bezeichnen mit LI die Dicke, mit H die Höhe und mit B die 
Breite der Luftschicht (vgl. Fig. 78), ferner mit Tl und T2 die Tem
peraturen der beiden Flächen, welche die 
Luftschicht begrenzen und wählen ferner LI 
zur Bezugsgröße ; dann treten in den Kel1l1-
funktionen die Argumente 

( LP . y2. (Tl - T2) ,~ !.) 
9 . fl2 • Tm 'LI 'LI auf. 

Solange dieLuftschichten nicht allzu schmal 
sind, wird ihre Wirkung von der Breite nicht 
sehr beeinflußt werden. Dagegen wird das 
Verhältnis L: LI stets von großem Einfluß sein. ~ 

H 

Bei Luftschichten, welche im Vergleich zu 
ihrer Höhe sehr dick sind, wird der Strömungs
zustand sehr einfach sein (vgl. Fig. 78). Die 
Luft wird sich an der heißeren Oberfläche 
erwärmen, dadurch leichter werden und empor
steigen. Dann wird sie an der oberen Begren
zungsfläche der Luftschicht hinüberstreichen 
nach der Seite der kälteren Wand, sich dort 
abkühlen usw. Diese einfache Strömung der 
Luft, dieses Zirkulieren wird jedoch nur ein
treten, wenn der Hohlraum genügend weit im 
Verhältnis zur Höhe ist. Bei sehr großen 
Werten L: LI, also bei hohen und dünnen 
Luftschichten, wird diese eben beschriebene 

Fig. 78. Luftschichten als 
Wärmeschutz (Darstellung 

der Luftströmung). 

Strömung wahrscheinlich labil werden. Welcher Strömungszustand sich 
dann einstellt, läßt sich nicht voraussagen. Ich vermute, daß sich die 
Strömung in einzelne Höhenschichten unterteilt, ähnlich wie dies in 
der rechten Seite der Fig. 76 für das senkrechte Rohr dargestellt ist. 

Bei allen Versuchen, die über die freie Abkühlung von Körpern in 
Luft angestellt werden, halte ich es für äußerst wichtig, daß noch vor 
Messung der Wärmemengen die hydrodynamische Seite der Probleme 
nach Möglichkeit geklärt wird. Vielleicht ist es möglich, durch Rauch
fäden die Luftbewegungen sichtbar zu machen, ohne daß dabei der 
ursprüngliche Strömungsvorgang gestört wird. 



Anhang. 
V bersieht über die am häufigsten vorkommenden Buchstaben

bezeichnungen. 

x,y, z 
r, p, z 
r, p, 1/J 

t 
T 

rechtwink. geradl. Koordinaten A Wärmeleitfähigkeit 
Zylinder-Koordinaten a Temperaturleitfähigk':it 
Kugel-Koord. mit p als geogr. b b = Wert (s. S. 70) 

Länge und 1/J als Polabstand CI I Wärmeübergangszahl 
Zeit k I Wärmedurchgangszahl 
Temperatur (Celsius) w i Strömungsgeschwind. in m/std. 

" (absolut) w Strömungsgeschwind. in m/sek. 
p Druck 

f? Massendichte 
y. spez. Gewicht 
v Volumen 
Q Wärmemenge 
R Gaskonstante 
c spezif. Wärme bei festen und 

flüssigen Körpern 
cp spezif. Wärme bei Gasen 

c" 
x Verhältnis cp: c\,o 
g Erdbeschleunigung 

Vbersicht über die gewählten Temperaturbezeichnungen. 

Temperatur in der lOO-Teilung. Nullpunkt = Eispunkt 
= absoluter Nullpunkt 
je nach Aufgabe 

bei Wärmeleitung: Raumtemperatur 
" Wärmedurchgang: Differenz zwischen den beiden Flüss-rI'emp. 

Oberflächen-Temperatur bei Wärmeleitung in festen Körpern 
Wand- " Flüssigkeiten 
mittl. Temperatur der Flüssigkeit in einem Querschnitt. S. Seite 175. 

(Hilfsbegriff f. d. Rechnung). S. Seite 178 u. 207. 
Temperatur in einem Innenraum 

Außenraum 

" der wärmeren Flüssigkeit 
" kälteren 

Anfangstemperatur 
Endtemperatur 
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Die Dimensionen einiger Größen. 

Zeit: Std 
Länge: m 

[ Grd] grad T = 1Il 

p = [ kg_] 
m2 

grad p= f~] l m3 

g = [8:2] 

w = [ S~~] 

dw [m] cll' = Std2 

div ro = [s~-] 

4 2 ro = [-~_.] 
m· Std 

Kraft: kg 
Temperatur: Grd (lOOteil.) 

y= [~~] 

(! = [kg ;td2] 

[ W. E. ] 
Cv = kg. Grd 

f. d. Gewichts
Einheit 

, [W. E. In ] f. d. Maß-
g . c\· = kg. Grd. Std2 Einheit 

Cv = Cv . y = [_Wo E. __ ] f. d. Ralllll-
m 3 Grd Einheit 

u = [S~2 ] fiirdie "lassen-Einheit 

J. --- (_..-J:~], 
• - m· Std . Grd 

a=[;~] 

b = [_. W. E. _] 
m2 • Grd· Std 'I, 

[ W.E. ] 
a = m2. Std . Grd 

k = [ W. E. _]-
m Z • Std . Gtd 
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tibersicht fiber die KenngröBen. 

mathem. Ausdruck Bezeichnung 

I lfo = Fourier 

Seite 
des 

: Buches 
I 
I 

Wärmeleitung I 
in festen Körpern 1---------

h·lo 

1
122 

/--

Hydrodynamik 

Wärmeübel'gang 
bei aufgezwungener 

- Strömung 

Wärmeübergang 
bei freier 
Strömu~g 

Bi = Biot . 124 , 

~--_'!--=-~ Re = Reynolds . 152 

____ fI' ____ [ __________ 1 

grad p ~ ! Eu = Euler 11 152 

i· 

(! w 

102 
grad p._-

fI'·w 

1--
La = Lagrange ! 152 

·-----·---------1'-------
I 

, 

i He = Helmholtz I 154 

W 
102-----1--------1---

Ki = Kirchhoff ! 154 
1l·~w 

a 
wo'!' 

d 10 
gra 8·.a 11> 

ua- OfW 

103 .,,2. (tw-tR)· P 
~2.g 

Pe= Peclet 168 

St= Stanton 168 

169 

Gr = Grashof 235 

---------1------------

St = Stanton 235 
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Formeln aus der Vektoranalysis. 

U und V = skalare Größen. ~ und !8 = Vektoren. 
i ~ I = absoluter Betrag eines Vektors, also Größe ohne Richtung. 

I. grad (U· 1Jl) = U· grad 1Jl; 

H. divgrad U = .1 2 U; 

III. div (U, 1Jl) = U· div ~ + (~, grad U); 

dU 8U 
IV. d = - + (w, grad U) ) 

1.' lJ 1.' wobei 1.' die Zeit und III die 
d lJl 0 lJl Strömungsgesehwindigkeit ist; 

V. dT = -iT + (w, grad) lJl 

VI. {lJln·df= !divlJl.dv; Gaußsoher Satz; 
'häebe Vol. 

1 /(lJ U)2 (lJ U)2 (8 U)2 } in 
VII. I grad U ! = V 1fX + ]y + rz rechtw. geradl. 

Koord. 

V I d· lJ Ax 8 Ay (l Az } . h dl II . a) IVIJl=ax- + ay + -wz- m ree tw. gera . Koord. 

b) 1 l! r . Ar 1 0 Arp li Az }. l' d =_._--+_._-+- m Zym erkoord. 
r lir r '8q; '8z 

e) 

2 _02U 82U 82U}. 
IX. a) LI U - 8x2 + (ly2 + -8z2 m reehtw. geradl. Koord. 

b) 
82 U 1 (7 U 1 '82 U li2 U} . . = -"'2 + -~ + "2 . 9""2 + ~ m Zy1mderkoord. cr r ur r urp uz 

c) 
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0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 
1,1 
1,2 
1,3 
1,4 

x 

6,05 
0,10 
0,15 
0,20 
0,25 
0,30 
0,35 
0,40 
0,45 
0,50 

Anhang. 

Zahlentafel Nr. 27. 

Exponentialfunktion e + x und e - x. 

1,00 1,00 1,5 4,50 0,22 3,0 20,1 
1,11 0,90 1,6 4,95 0,20 3,1 22,0 
1,22 0,82 1,7 5,45 0,18 3,2 24,5 
1,34 0,74 1,8 6,05 0,17 3,3 27,0 
1,49 0,67 1,9 6,63 0,15 3,4 30,0 
1,67 0,61 2,0 7,39 0,14 ... ~ iJ,n 33,1 
1,82 0,55 2,1 8,12 0,12 3,6 36,6 
2,00 0,49 2,2 9,03 0,11 3,7 40,5 
2,22 0,45 2,3 9,98 0,10 3,8 44,7 
2,48 0,41 2,4 11,0 0,091 3,9 49,2 
2,72 0,37 2,5 12,3 0,083 4,0 54,6 
3,00 0,33 2,6 13,5 0,074 4,1 59,9 
3,32 0,30 2,7 14,8 0,067 4,2 66,7 
3,60 0,27 2,8 16,4 0,061 4,3 74,0 
4,06 0,25 2,9 18,2 0,055 4,4 81,5 

Zahlentafel Nr. 28. 
x 

2 . 
Gaußsches Fehlerintegral: G (x) = rn Je -x' . dx. 

0 

G(x) x G(x) x G(x) x 

0,056 0,55 0,563 1,05 0,862 1,55 
0,113 0,60 0,604 1,10 0,880 1,60 
0,168 0,65 0,642 1,15 0,896 1,65 
0,223 0,70 0,678 1,20 0,910 1,70 
0,276 0,75 0,711 1,25 0,923 1,75 
0,329 0,80 0,742 1,30 0,934 1,80 
0,379 0,85 0,771 1,35 0,944 1,85 
0,419 0,90 0,797 1,40 0,952 1,90 
0,476 0,95 0,821 1,45 0,960 1,95 
0,521 1,00 0,843 1,50 0,966 2,00 

I 
I 
I 

_. x 
e 

0,050 
0,045 
0,041 
0,037 
0,033 
0,030 
0,027 
0,021> 
0,022 
0,020 
0,018 
0,017 
0,015 
0,014 
0,012 

G (x) 

0,972 
0,976 
0,980 
0,984 
0,987 
0,990 
0,991 
0,993 
0,994 
0,995 
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Zahlentafel Nr. 29. 

Besselsche Funktionen Jo(x) und Yo(x). 

x Jo(x) Yo(x) I x Jo(x) Yo(x) 

0,0 1,00 --- (X'. 5,0 - 0,18 -0,50 
0,5 0,94 - 0,59 5,5 - 0,01 - 0,53 
1,0 0,77 + 0,23 6,0 + 0,15 - 0,44 
1,5 0,51 + 0,66 6,5 + 0,26 -0,24 
2,0 0,22 + 0,83 7,0 + 0,30 - 0,01 
2,5 - 0,05 + 0,78 7,5 + 0,27 + 0,22 
3,0 - 0,26 + 0,56 8,0 + 0,17 + 0,37 
3,5 - 0,38 + 0,25 8,5 + 0,04 + 0,43 
4,0 - 0,40 + 0,07 9,0 - 0,09 + 0,38 
4,5 - 0,32 + 0,34 9,5 - 0,19 + 0,25 

Zahlen tafel Nr. 30. 

Potenz: xll • 

II = - 0,16. 

x x n x x ll I x x ll 

0,005 2,33 0,025 1,81 0,12 1,40 
6 2,27 30 1,75 14 1,37 
7 2,21 35 1,71 16 1,34 
8 2,17 40 1,67 18 1,31 
9 2,13 45 1,64 20 1,29 

10 2,09 50 1,62 25 1,24 

12 2,03 0,06 1,57 30 1,22 
14 1,98 7 1,53 40 1,16 
16 1,94 8 1,50 50 1,12 
18 1,90 9 1,47 70 1,06 

0,020 1,87 0,10 1,45 1,00 1,00 
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Zahlentafel Nr. 31. 

Potenz: xn. 
n- - 0,05. 

x xn X x n X x n 

0,1 1,12 
2 1,08 2,0 0,97 20 0,86 
3 1,06 3,0 0,95 30 0,84 
4 1,05 4,0 0,93 40 0,83 
5 1,04 5,0 0,92 50 0,82 
6 1,03 6,0 0,91 60 0,81 
7 1,02 7,0 0,91 70 0,81 
8 1,01 8,0 0,90 80 0,80 
9 1,01 9,0 0,89 90 0,80 

1;0 1,00 10,0 0,89 100 0,79 

Zahlentafel Nr. 32. 

Potenz: xn • 
n = + 0,21. 

x x x x 
, 

I 
I 

0,006 0,342 0,045 I 0,52 0,5 0,86 6,0 1,46 
I 

7 
I 

0,352 50 
I 

0,53 6 0,90 7,0 1,50 
8 0,362 60 0,55 7 0,93 8,0 1,55 
9 

I 
0,372 70 0,57 8 0,95 9,0 1,59 

10 0,380 80 0,59 9 0,98 10,0 1,62 

12 0,395 90 0,60 1,0 1,00 15,0 1,75 
14 0,408 0,100 0,62 1,5 1,09 20,0 1,88 
16 0,420 12 0,64 2,0 1,16 25,0 1,97 
18 0,431 14 0,66 2,5 1,21 30,0 2,04 
20 I 0,439 16 0,68 3,0 1,26 35,0 2,11 

25 I 0,461 18 0,70 3,5 1,30 40,0 2,17 

30 0,478 20 0,71 4,0 1,34 45,0 2,22 

35 0,495 30 I 0,77 4,5 1,37 50,0 2,28 

0,040 0,510 0,4 I 0,83 5,0 1,40 - i 
-

I 

I 
I 

! ! 
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Zahlentafel Nr. 33. 
Potenz: XU• 

n- + 0,79. 

I 
I 

1 I I x X U x I X U x 1 x n x x n 
I I I I I 

0,01 0,025 0,1 0,16 1,0 1,00 10 6,17 
2 0,046 2 0,28 2 1,73 15 8,47 
3 0,063 3 0,39 3 2,38 20 10,7 
4 0,079 4 0,49 4 2,99 25 12,7 
5 0,093 5 0,58 5 3,56 30 14,7 
6 0,108 6 0,67 6 4,11 35 16,6 
7 0,122 7 0,76 7 ·4,65 40 18,4 
8 0,135 8 0,84 8 5,16 45 20,2 

0,09 0,148 0,9 0,92 9,0 5,66 50 21,9 

Zahlen tafel Nr. 34. 
Potenz: xn. 

u= +0,95. 

x x x 

I 
I I I 0,1 0,11 1',1 1,10 2,5 2,39 10,0 8,9 

2 I 0,22 1,2 1,19 3,0 I 2,83 15,0 i 13,1 I 
I 

I 
3 i 0,32 1,3 1,29 3,5 3,29 20,0 17,3 
4 i 0,42 1,4 1,38 4,0 3,72 25,0 21,2 I 

I 
5 I 0,52 1,5 1,47 4,5 4,17 30,0 25,1 
6 I 0,62 1,6 1,56 5,0 4,60 35,0 29,1 
7 

I 
0,71 1,7 1,65 6,0 I 5,47 40,0 33,1 

8 0,81 1,8 1,74 7,0 6,34 45,0 37,0 
I 9 I 0,90 1,9 1,83 8,0 7,20 50,0 41,0 

1,0 
I 

1,00 2,0 1,93 9,0 8,05 - -

I 

Zahlen tafel Nr. 35. 
Potenz: xU • 

u- + 1,05. 

x x x x 

10 11,2 50 

\ 

60,5 90 I 113 400 537 
20 23,3 60 73,3 100 I 126 500 684 
30 35,5 70 86,7 200 260 600 822 
40 

I 
48,0 80 

I 

100 300 398 700 966 
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Zahlentafel Nr. 36. 

Potenz: xn. 
n = + 1,16. 

x xll X xll I x x ll 

0,005 0,0021 0,025 0,0141 0,12 0,085 
6 26 30 171 14 102 
7 32 35 205 16 119 
8 37 40 239 18 137 
9 42 45 274 20 155 

10 48 50 309 22 173 
12 59 60 383 24 191 
14 71 70 457 26 209 
16 83 80 533 28 229 
18 95 90 612 30 247 

0,020 0,0107 0,100 0,0692 

Zahlen tafel Nr. 37. 

Potenz: xll • 

n = + 1,21. 

x xll x xll X x ll 

0,005 0,0016 0,025 0,01l5 0,12 0,077 
6 21 30 144 14 93 
7 25 35 174 16 109 
8 29 40 204 18 125 
9 34 45 234 20 143 

10 38 50 266 22 160 

12 47 60 335 24 178 
14 58 70 403 26 196 
16 68 80 473 28 215 
18 78 90 543 0,30 0,233 

0,020 0,0088 0,100 0,0617 
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Zahlentafel Nr. 38. 

Potenz: X U• 
u= + 1,79. 

x X U x X U x X U 

0,1 0,016 1,0 1,000 10 61,7 
2 0,056 2,0 3,46 20 214 
3 0,116 3,0 7,13 30 442 
4 0,194 4,0 1l,9 40 741 
[, 0,289 5,0 17,8 50 1096 
Cl 0,401 6,0 24,7 60 1514 
7 0,527 7,0 32,4 70 1995 
8 0,670 8,0 41,7 80 2541 
9 0,828 9,0 51,3 90 3162 

1,0 1,000 10,0 61,7 100 3802 

Zahlen tafel Nr. 30. 

Übersicht über die Werte 

y (kg/m3] = spez. Gewicht, 

c [W. E./kg] = spez. Wärme der Gewichtseinheit, 

c·y [Wo E./m3] = spez. Wärme der Raumeinheit, 

), [Wo E./m. Std. Grad] = Wärmeleitfähigkeit, 

Cl = c\ [s7~.J = Temperaturleitfähigkeit [Definition S. 16], 

b =v'~.c '1' [W.E./m2 • Grd. Stll. 1/,] = b-Werte IDefin. S. 70]. 

An mer kung: 1. Die Angaben der physikalischen und technischen 
Literatur über spezifische Wärmen und vor allem über W. L. F. sind 
äußerst unsicher und die hier angegebenen Dezimalstellen dürfen keines-
wegs über den Grad der Genauigkeit täuschen. . 

2. Die Angaben: Z. B. für Steinkohle ist Ä. = 0,12-0,15 besagt nur, 
daß solche Angaben in der Literatur gefunden wurden. Die wirklichen 
Abweichungen können je nach Reinheit noch größer sein. 

3. Die Physik rechnet Ä. in gr calfcm . Sek. Grad, deshalb sind deren 
Zahlen für Ä. 360 mal kleiner. 

4. Für die Lektüre englischer Schriften seiangegeben: 1 [B. T. U.] = 1 
British Thermal Unit = 0,252 WE. 1 Inch = 2,539 cm und 1 Fuß = 12 
Zoll = 0,3048 m. 
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a) Metalle und Legierungen bei 20-40 0 C. 

Aluminium, -gegossen 
" gehämmert 

Blei 

r e er a \ b 
I 

I . I 1 I 
2560 i 021 I 557 I 175 I 031 I 310 
2750 i' i ' I' 
;}J~: I 0,031 I~ -;;/-0-,0-8-6-1 100 

::::::: ~::.-:;-- ;:: 10.1; :-:'-1: 0," 1210 
Gußeisen 7250 I 0,14 I ! 60 I 
Gold 19300 I 0,031 I 600 I~I 0,41_ 390 

83?OI i 12601 I 
bIS ! ° 09 I 820 i b' I ° 37 1 500 89001,.4 1 1 18 1, , I I 340 1 

--.-- 8
8
350
950 1--'1----1--1 I--

I I I ' 

,.waIzt ':' I 0,11 I 940 i 50 1

1 

0,053 1I 220 

P-I-a-tin------------- 2~: I 0,032 1690 ---00 0,087 220-
10470 --1--

1

' 

10550 0,056 I 590 . 360 0,61 460 

Zink, gegossen ------- - 6860 - ---\---1------------
" gewalzt 7160 0,093 1 650 \ 95 0,15 250 

_z_~~_n_, g_g:_!_~~_:_:n ___ --_-_-_-_ ,_._--_-~~. ;!o":: _O'0ö6J 410 1~~~3 __ 100 
8400 I ! bis 1 

8700 0,092 11 74 
8 00 bis 820 bis 

4. I 0099 . 97 bIS' , 
8730 I I 

-Ro-t-gu-ß-8-5,-7-C-u-+-7-,-2-Z-n-+-I---------,--- ---'-- --

0,091 - I 51 6,4 Sn + 0,6 Ni I 
--------------·1-----------1----1,--

8400 I I I 
bis 'I' 0,095 1 810 I 25 

8700 I I 
___________ .. __ '._ ~ __ ---.-___ 1 __ - _____ 1 __ 

85,4 Ni + 7,6 Fe + 0,4 Si - i 0104 I - 38 _ i_ 

-W-o-o-ds-Le-g-ie-r-u-n-g------I-----. 0',035 '-----·--~,5- ----\--

26 Pb + 7 Cd + 52 Bi + 15 Sn I 

Kupfer, gegossen 

" 
gewalzt 

Nickel, gegossen 

Silber, gegossen 
" gehämmert 

" 
gewalzt 

0,1 260 

Messing, gegossen 

Neusilber 0,03 140 
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b} Holz, Glas und verschiedene Stoffe bei 20-400 C. 

r c I c·y I 2 a b 

690 bis \ 
\ li 0,31 0,00057 13 1030 0,57 I 570 

930 bis ! -.l 0,18 0,00031 10 1280 

Eichenholz, lufttrocken 

frisch 
~-~--_.~----~--~- -.------------I·---I~-

Kiefernholz, lufttrocken 

frisch 

310 bis 
760 

380 bis 
1080 

11°,31 

1- 0,14 
--~--------_.- ----------~------ ---

Fichtenholz, lufttrocken 

frisch 

Teackholz 

Flintglas 

Crownglas 

Glas 10 Na2ü + 14 B20 a + 
5 Al20 a + 71 Si02 

--------------_.-
Glas 79 PbO + 21 Si02 

350 bis 
000 

400 bis 0,65 
1070 

604 bis 
642 

3150 

390 

11 0,33 
-.l 0,16 

bis 0,117 410 0,515 0,0013 15 
3900 

2450 
bis 0,17 I 440 0,63 I 0,0014 17 

2720 

0,82 

0,39 
----~------~--.--------------1---1--

2240 
Porzellan 0,0015 23 

2500 
bis I 0,25 600 0,9 

------~---_.~---- ~--~-------------

Kautschuk' 
1000 
bis 

2000 
0,1 bis 

0,2 
-----~-~----------------- --~-------

1200 
bis 0,31 

0,12 
bis 0,0003 7,5 Steinkohle 420 

1500 0,15 
-------- --_._------------~--

Retortenkohle 0,2 3,7 

1900 I 
Graphit bis 0,2 420 I 4,2 0010 I 42 

~es~~~~tein ==~~=-==. 2300 - _ 1lbis3 ~~--=--
Eis 889~gis 0,5 450 0,8 0,0018 19 

Gröber, Wänneleitung und Wärmeübergang. 17 
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c) Erdreich und Baustoffe bei 20-400 C, 

r a b 

1520 I - 1-=-0,28 .~-~ 
1640 . - 1 - I 0,97 - -

Flußsand, feinkörnig, 0% Feuchtigk, 

" "6,9% ,, 

Feiner Qllarzsand 1% " - I 0,19 i - 0,05 - -

Gewachsener Boden, lehmiger, tonige;· ---1----------
F' d 0F h'k 2020 -'- 2 ---eInsan , 1~ /0 euc tlg , 1 __ 1 _______ _ 

Granit 
3050 'I 3,5 ' 

2510 bis 019 i 530 12,7 bis 00059 40 

------------------1----------
2400 bis 02 1 "10 34 00067141 Gneis 

.\!7oo 'I IJ I' , 
.- ---- ---1-2-730-20-~-i-' 11 -;;"-;'-7-0· !-I'-1~4-~1-' s -0-,00-3- -32-

2520 bis I 02 1
1 540 1,8 bis 00045 36 

Basalt 

Marmor 2850' 30' 
-------I-22-oo--b-i-s 10,17bisl 460 __ '_0- -_--1--

2500 0,22 - i -Sandstein 

Kalkstein 
----_······_·_-_··-···--1·---1-------1-

2122 0,202 429 - - 1-
" 

aus feinem Material 1662 - - 0,58 - 1 -

_-",-, __ ,,_gr_o_b_e_m __ ,_, _____ 1 __ 1_9 __ 8_7_ -=---=- 0,80' -=_[i.=. 
Natursandstein, grau, aus Schongau I 

in Schwaben, frisch bearbeitet 
Desgl. 6 Monate getrocknet 

Schiefer 

Kreide 

2259 
2251 

1,44 
1,11 

1800 bis I 08 
2600 - - , 

_G_ip_s_, _g_eg_o_sse_n _________ I_·~_=_9_7,_0_,_- 0,26 I~~_ 0;32 0,0012 I) 
Baugips, 3 Wochen kÜDstl. getrocknet 1 z50 - - 037 
----------------------1-----1---1-- ' 
Zement, gepulvert 1400 bis 

1950 0,058 

--------------1----1-,---;-----------
2000 0;27 540 0,78 0,0015 21 Zement, abgebunden 

----------------1---------------
Beton I (1: 2 :2; 1/2 Jahr getrockntt) 

" II (1: 12; 2 Wochen " ) 
2180 
2050 0,21 440 

0,66 
0,76 0,0016 18 

-----------------1----1-------------
_H_o_ch_o_fe_n_s_ch_l_a_ck_e_n_b_e_to_n _______ I __ 5_5_0._ - - 0,19 -=-I.=. 
Rheinische Schwemm- oder Isolier-

bimsteine 630 0,14 I 
I 
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r 

Ziegelsteine 1400 bis 0,18bis 310 0,34 bis 00013 II 
1700 0,22 0,44' 

---------------1---------.----
1570 bis 

1630 - - 0,82 
. 1 bis 1420blS _ 045 _ _ 

146) - 1 ' 

1850 - - I 035 - ---------liO';7biS!---
- - 0,28 - -

---I-I---I~I-
- - - 2,1 - -

-- --- - -- .-----I--16-00-bl-·S-I---.-----1--- -

Kalkmörtel, trocken 1650 - I
1 

- :", - - 1_-
1750 bis 

,. frisch 1800 - - I 0,68 I -

Ziegelmauerwerk, frisch 

trocken 

sehr altes 

HohJziegeJma.uerwerk 

Brnchsteinmaner 

_~_~_ße_:s_t;_:hl_~l_:f_er ________ ---_-_-I-__ ~_:-:---~ 4~ I ~: 1~~13 ~7 
Stampfasphalt _______________ 1680 0,21 \ 350 I 1___ 1 -

Linoleum 1183 - - I 0,16 • - -

Ko,km.ntHool,nm - - ---- - "" 1--=-1--=--1--0,07 --=:----=-

d) Feuerfeste Steine bei höheren Temperaturen. 

Ä bei den Temperaturen 
r 

200° C 600° C I 10000 C 
I 

Silica - 0,56 0,88 
! 

1,19 

Dinas - 0,74 0,93 i 1,13 I 
------ --

Schamotte 1716 0,51 0,66 0,82 

Magnesit -- - 1,29 I ],4;~ 
1 

--~ --

feuerfester Ton I zwischen 360 0 und 600°: Ä=0,7 bis 0,8 

" " Il - " 380° " 
750 0 : Ä = 1,31 

17* 
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e) Wärmeschutzmittel bei 20-40° C. 

r 

476 I I 
Stark expandierter Korkschrot 1-2 m/m , 0,33 15,7 i 0,029 0,0019 0,67 

" " " 
3-5m/m 45,4 15,0 I 0,033 0,0022 0,71 

-- ----

Gewöhnliches Korkmehl 1-3 rn/rn 161 - - i 0,035 -1-
" 

Korkschrot 3-5 rn/rn 85 - 0,042 - -
---------~ 

Sägemehl 215 - 0,055 
~I-=-------

Blätterholzkohle 215 -=-1 0,052 -=--I-=--Torfmull, trocken - 0,045 - -
160 0,055 

" 
natur-feucht bis - bis -[ ~ 195 0,070 

-------- -
Kieselgur, lose I 242 0,21 76 - - -

" " 
II 350 - - 0,056 - -

-- --~~ -------~---

Rheinischer Bimskies 1-20 mim 301 - - 0,079 - -
" " 15-20 rn/rn 292 -- - 0,2 - -

._--1--- -~-----

Hochofenschaumschlacke 360 - - 0,095 

Asbest 576 
--1--

0,140 - -
--- ._-------------_. -_._- ----------~ -------------

2500 
Hochofenschlacke bis 0,18 500 - - -

3000 
--------_.----~---- --~--I-------

Schafwolle 136 

~t-
0,037 

Seide (Abfallseide ) 101 - - 0041 

" ( " 
als Zopf) 147 - - 0,043 

Rohseide 56 032· -

Baumwolle 81 ~I-=- 0,050 

Stark expandierter Korkstein 57 bis 
0,33\19,0 0,035 0,0019 0,81 61 

Expand., nicht imprägnierter Korkstein 163 0,43 I 70 

" " " 
206 0,31 6<1, - - -
-------------

Naturleichtkorkstein 157 0,42 66 - - -
----------------

Mit Pech gebundener Korkstein 190 0,36 68 - - -
----------

Asphaltierter Korkstein 197 - -
0,04 

bis - -
0,06 

--------
Krokplatte I 6O - - 0,035 - -

" 
II 200 - - 0,045 - -

" 
III 400 - - 0,059 - -
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Gebrannter Kieselgurformstein I 200 I 1 - I 0,0671 
II 200 I I - 0,059 
Irr 300 - - I 0,070 - -

~_~ ___ ~5~_1_-__ -_I_O_,Oi_6 _-__ -_-_ 

630 - - I 0,14 - -
-------- ---
Isolierbimsteine 
H-oc-h-o-fe-n-sc-h-Ia-c-ke-n-b-e-to-n------'5s01--=-- -=-1-0'19-- ,--=--1-=-

f) Wärmeschutzmittel bei höheren Temperaturen. 

Korkmehl 1-3 mim 
Blätter holzkohle 
Kieselgur, lose 
Asbest 
Schafwolle 
Seide 
Seidenzopf 
Baumwolle 
Gebrannt. Kieselgurformstein 

'Y I A bei der Temperatur 

00 0 [IOOGO [20000 [3oooe [4000 0 [5009 0 

161 
215 
350 
576 
136 
101 
147 

81 
20:) 

0,031 I 0,048 0,055 [ -
0,050 1 0,063 
0,052 0,066 0,074 0,078 
0,130 i 0,167 0,]80 0,186 0,192 0,198 
0,033\ 0,050 
0,038 0,051 
0,039 0,052 

-0,047 0,059 
0,064 0,078 0,092 0,106 0,120 

g) Flüssigkeiten bei 20-40° C. 

a b 

Wasse~ ________________ 1000 1,00 1000 ~,52_I_O,0005 22 

Alkohol 790 0,54 biS. 470 0,15 bis I 00004 92 0,64 . 0,20' , 
------~---------~--

Benzol 900 0,~~~i3 330 0,12 I 0,00036 6,3 

Glyzerin wasserfrei--------~ 1260 0,58 730 -0;251 0,0003! 13,5 

" 50% H2ü 1130 0,81 920 0,36 I 0,00039 18 

~livenöl ____ ~-~~~==~==_= 916 0,43 390- ~?~15 I 0,00038 7,6 
Mineral. Schmieröle 920 0,4 370 I 0,1 0,00027 6,1 

- ----- . "---------~ 

Petroleum 800 0,5 400 0,13 0,00032 

Quecksilber 13600 

I 

Ä Wasser = 0,4769' (1 + 0,002984 t). 

0,033 450 5,4 bis 
7,1 0,012 

7,2 

53 
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Zahlentafel Nr. 43. 

a) Zähigkeit von Flüssigkeiten: 

Werte von fk . 10", z. B. für Wasser bei 18 0 : ft = 0,000l07 l kg . :~ ] . 

18° 50° 100 0 

Benzol. 67 44 26 
Wasser 107 56 29 
Alkohol 133 71 
Quecksilber 162 142 122 
Olivenöl 9400 
Glyzerin .. 100000 

IJ) Zähigkeit von Gasen und Dämpfen. 

Werte von ft·l0", z. B. für Luft bei 300 0 eist: fk=0,00000289 [kg~~]. 

Gasart 0" C 100" C 200 0 C 300 0 C 400" c: 500" C 

],84 2,34 2,79 3,19 3,56 
1,69 2,15 2,53 2,89 3,21 
],63 2,06 2,44 2,77 3,08 
1,40 1,88 2,32 2,72 3,09 
0,89 1,04 1,17 1,29 1,39 
0,85 1,05 1,23 1,38 1,53 

Diese Zahlentafel ist berechnet mit Hilfe der nachstehenden Formel, welche 
von -100 0 C bis + 1200° C gültig ist: 

C 
1 + 273 l/T . 

1]T = 1]0 --C-· V 273 mIt den Werten 
1+1' 

Gasart 1]0 . 10" C 

Sauerstoff 1,84 128 
·----------------------------1----'-----1-------
Luft 1,69 114 
--.. --.-... -_·_------------_·_------1----'----------
Stickstoff 1,63 110 

._----------- --_._-_._-- ------
Kohlensäure 1,40 260 

- ·_-------------1----'--------1---------
Wasserdampf 0,89 0 
. 

Wasserstoff 0,85 74 



Schlußwort. 
Geschichtlicher Rückblick. 

Das Bestreben der Wärme von Stellen höherer Temperatur zu SteHen 
niederer Temperatur überzutreten ist eine Tatsache, die dem Menschen 
seit den frühesten Zeiten bekannt ist. Mit Mitteln, die dem jeweiligen 
Stand seiner Kenntnisse und Fähigkeiten entsprachen, suchte er diese 
Vorgänge zu fördern, wo er sie als nützlich und zu hemmen, wo er sie 
als schädlich erkannt hatte. So war er im Laufe der Zeiten in aus
reichendem Maße zu Kenntnissen und Fähigkeiten gelangt - ausreichend 
für die Bedürfnisse des täglichen Lebens und der Gewerbe. 

Die Wissenschaft fand erst spät Interesse an diesen Vorgängen. 
Wie Ernst Mach in seinen "Prinzipien der Wärmelehre" dargelegt, 
begann die wissenschaftliche Erforschung dieses GebieteS' am Ende 
des 18. Jahrhunderts und zwar mit Untersuchungen über Wärme
leitung in festen Körpern und über Wärmestrahlung. Die analytische 
Theorie der Wärmeleitung, die in diesem Rückblick allein besprochen 
werden soll, ist von Biot und Fourier begründet worden. Sie ging 
aus von einigen wenigen aus der Erfahrung sich ergebenden Annahmen 
über die Grundtatsachen der Wärmeleitung, kleidete diese Annahmen 
in mathematische Form und entwickelte aus ihnen durch rein analytische 
Methoden die Grundsätze der Wärmeleitung. In erster Linie gehört 
dieser Theorie das Interesse der mathematischen Physiker und der 
Mathematiker, da die analytischen Methoden, die diese Theorie schuf, 
den Ausgangspunkt bildeten für einen neuen Aufschwung der theoreti
schen Physik und für eine durchgreifende Umgestaltung und Erwei
terung des Funktionsbegriffes in der reinen Mathematik. Von physikali
scher Bedeutung ist diese Theorie dl.lrch die Lösung vieler Aufgaben, 
die sie gebracht hat. Zugleich führte sie aber zu der Erkenntnis, daß 
nur Fälle von ausgesuchter Einfachheit einer rein theoretischen Be. 
trachtung zugänglich sind. Diese Beschränktheit in der Anwendung 
verbunden mit mathematischer Kompliziertheit ist der Grund, weshalb 
diese Theorie in die technische Wissenschaft wenig Eingang gefunden hat. 

Neben dieser mathematisch-physikalischen Forschungsweise ent
wickelte sich seit dem Anfang des 19. Jahrhunderts noch eine andere 
Richtung, welche die technisch-empirische Forschung genannt werden 
soll und die von Peclet ihren Ausgang nimmt. In demselben Maße, 
als sich neben den Gewerben und zum Teil aus den Gewerben heraus 
die Technik entwickelte und damit neue und ungewohnte Aufgaben 
entstanden, trat das Bedürfnis hervor, die bisherige gewerbliche Erfah
rung durch die Berechnung zu ersetzen. Das Hauptinteresse herrschte 
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für den Wärmedurchganq durch Heiz· und Kühlflächen und für die 
Wärmeabgabe heißer Körper an die Umgebung. Man ging von der 
Vorstellung .aus, daß die übertragene Wärmemenge einerseits der Größe 
der Heizfläche, andererseits dem Unterschied zwischen Wandtemperatur 
und mittlerer Flüssigkeits. bzw. Umgebungstemperatur proportional sei. 
Man stellte also die Formel a.uf 

Q = a· F· (tw - tF) ... (vergl. Seite 172.) 

und nahm an, daß der Proportionalitätsfaktor a, den man die Wärme· 
übergangszahl nannte, im wesentlichen konstant sei. Bald zeigte sich 
aber, daß einerseits der Begriff mittlere Flüssigkeitstemperatur ein sehr 
unsicherer ist und daß andererseits die Wärmeübergangszahl weit ent
fernt ist, eine Konstante zu sein, sondern ihrerseits wieder von allen mög
lichen Einflüssen in ganz erheblichem Maße abhängt. Es folgten zahl
reiche Untersuchungen und Abhandlungen, um die Veränderlichkeit 
dieser beiden Größen festzulegen. Bei dem Mangel an leitenden, theore
tisch begründeten Gesichtspunkten konnte aber diese technisch-empirische 
Forschung nur langsam zu Ergebnissen gelangen, und die rasch vor· 
wärtsstrebende Technik mußte sich deshalb ohne ein festgegründetes 
Wissen behelfen. Persönliche Erfahrung Einzelner, sowie die traditionelle 
Erfahrung der Firmen mußten über diese Schwierigkeiten hinweghelfen. 
So ist es erklärlich, daß der Erfolg dieser technisch-empirischen Forschung 
kein abgeschlossenes Wissensgebiet ist, sondern nur eine unübersehbare 
Fülle von Einzelergebnissen, die losgelöst von ihren verwandten Problemen 
erscheinen. Unübersichtlichkeit und Lückenhaftigkeit sind die Eigen
schaften, die das ganze Gebiet zur Darstellung und Mitteilung so uno 
geeignet machen und daraus erklärt sich auch, daß selbst über Teil· 
gebiete nur wenig zusammenfassende Darstellungen bestehen. Zu diesen 
obengenannten Merkmalen der Unübersichtlichkeit und Lückenhaftig
keit kommt noch als Drittes die Unsicherheit. Nicht nur Abweichungen, 
sondern auch folgenschwere Widersprüche zwischen den Ergebnissen 
der verschiedenen experimentellen Arbeiten untereinander und zwischen 
diesen und den Erfahrungen der Praxis sind keine Seltenheit. Bei der 
hervorragenden technischen Bedeutung der Wärmeübertragung machen 
sich diese Mängel nur umso stärker fühlbar und deshalb hat auch die, 
Technik immer wieder die Forderung nach einem Ausbau dieses Wissens
gebietes aufgestellt. 

In den beiden letzten Jahrzehnten hat sich deshalb das Interesse 
der maßgebenden technischen und wissenschaftlichen Kreise erneut den 
Fragen der Wärmeübertragung zugewandt. In Deutschland war es 
vor allem der Verein deutscher Ingenieure, der im Jahre 1897 Professor 
Mollier mit einer zusammenfassenden Darstellung der bis dahin er
schienenen Arbeiten beauftragte, und dann eine größere Anzahl von 
experimentellen Arbeiten veranlaßte und finanziell sicherstellte. Die 
meisten derselben wurden in München im Laboratorium für technische 
Physik, das unter der Leitung Professor Knoblaueh:> steht, durch
geführt. Außerdem haben sich auch andere Forschungsinstitute mit 
Versuchen über Wärmeübertragung befaßt. 

Unter den theoretischen Arbeiten stehen die Arbeiten von Professor 
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W. Nußelt obenan; sie bilden insoferne einen Wendepunkt, als es 
Nußelt gelungen ist, die technisch-empirische Forschungsweise mit 
der mathematisch-physikalischen zu vereinen. Als Ziel behält Nußelt 
die Lösung technisch-wichtiger Aufgaben scharf im Auge, bedient sich 
aber zur Lösung dieser Fragen in vorbildlicher Weise der Methoden 
der mathematischen Physik. Wenn wir heute hoffen dürfen, daß uns 
die nächste Zeit wesentliche Fortschritte in unserem Wissen von der 
Wärmeübertragung bringt, so verdanken wir dies in erster Linie den 
Arbeiten Nußelts. 

Aussichten für die Zukunft. 

Was nun die Aussichten für die Zukunft betrifft, so läßt sich nur 
das eine mit Sicherheit voraussagen, daß für viele technische Aufgaben 
die Möglichkeit einer streng wissenschaftlichen Lösung vorerst nicht zu 
erwarten ist, daß also die Erfahrung des einzelnen und die Erfahrung 
der Firmen nicht zu entbehren sein werden. Gerade deshalb muß aber 
diese Erfahrung auf eine höhere Stufe gestellt werden. Um diesen Satz 
zu erklären, müssen wir etwas weiter ausholen. 

Es ist das Kennzeichen der Erfahrung, der reinen Erfahrung, 
daß sie die Vorgänge nur ihrer äußeren Erscheinung und Wirkung nach 
betrachtet und daß lediglich Erfolg und Mißerfolg früherer Tätigkeit 
entscheidend sind für spätere Entschlüsse. Diese Erfahrung, die sich 
zum Teil mit den Begriffen Praxis und Routine deckt, hatte zu großen 
Erfolgen geführt und bildet für viele Schaffensgebiete die einzige Richt
linie. Zu ihrem Nachteil zählt es, daß eine lange Lehrzeit und auch öfterer 
Mißerfolg zu den notwendigen Voraussetzungen für ihren Erwerb ge
hören und daß sie ihrer Natur gemäß dort versagen muß, wo neuartige 
bisher ungekannte Aufgaben zu lösen sind. 

Anders ist es, wenn die Erfahrung ihren Ausgang nimmt von einem. 
festbegründeten Wissen und erst dort einsetzt, wo die Grenzen dieses 
Wissens überschritten werden. Wer die Vorgänge nicht nur ihrer Er
scheinungsform, sondern auch ihrem Wesen nach kennt, und wer für 
einige besonders typische Fälle die streng richtige Lösung vollkommen 
beherrscht, der wird, indem er schwierigere Fälle mit diesen vorbildlichen 
Fällen vergleicht, rascher Erfahrung sammeln und wird besonders bei 
neuartigen Problemen sicherer sein im Urteil als derjenige, der diese 
Richtlinien entbehren muß. 

Diese Ausführungen über die Erfahrung sind stark schematisiert 
und doch ermöglichen sie es uns, den obigen Satz von der Vervollkom
mung der Erfahrung dahin zu ergänzen, daß sie nicht ausschließlich 
aus dem Erleben hervorgehen darf, sondern sich auf ein möglichst aus
gedehntes, einwandfreies Wissen stützen muß. Von diesem Gedanken 
ausgehend betrachte ich es als die Hauptaufgabe dieses Buches, eine 
zusammenfassende, einheitliche Darstellung der Lehre von der Wärme
leitung in festen Körpern, Flüssigkeiten und Gasen zu geben. Ich habe 
mich bei der Darstellung nicht gescheut auch die Fehler und Mängel dieses 
Gebietes klar hervortreten zu lassen. Ja es war sogar meine Absicht, 
durch die systematische Besprechung des Gebietes einmal zu zeigen, 
wie gering unsere wirklich einwandfreie Kenntnis in der Lehre von der 
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Wärmeübertragung ist. Wenn es mir dabei gelungen sein sollte, das 
Vertrauen zu erschüttern, das noch vielfach gegenüber den üblichen 
Faustformeln mit den Wärmeübergangszahlen herrscht, so würde das 
durchaus in meiner Absicht gelegen haben. Wir stehen mit der Art, 
wie diese Wärmeübergangszahlen heute gehandhabt werden, noch auf 
derselben Stufe, auf der der Maschinenbau stand, als man mit Hilfe 
der Redtenbacherschen Verhältniszahlen aus dem Kurbelzapfen her
aus das ganze Dampfmaschinengetriebe konstruierte. Diese Stufe muß 
überwunden werden und das ist nur möglich auf Grund wissenschaft
lich einwandfreier Forschung. Deshalb ist auf den nächsten Seiten eine 
Zusammenstellung jener Aufgaben der wissenschaftlichen Forschung 
gegeben, welche mir als die vordringlichsten und wichtigsten erscheinen 
und ich betrachte es als die zweite Aufgabe dieses Buches, die theore
tische Vorarbeit für diese Aufgaben zu liefern. 

Forsch ung:-;aufg ab en. 

Als Einleitung zu diese.qt Abschnitt stelle ich den Satz voran, daß 
ein erfolgreiches Weiterbauen auf diesem Gebiete ohne gründliche 
mathematische Kenntnisse nicht möglich ist. Es genügt nicht, daß 
man nur Versuche anstellt; solche Versuche ohne feste theoretische 
Grundlage führen nur zu einer Vermehrung der ohnehin schon umfang
reichen Literatur, ohne aber wissenschaftlichen Fortschritt zu bedeuten 
oder für die Praxis brauchbares Zahlenmaterial zu liefern. 

Wenn nun auch zur Gewinnung neuer Ergebnisse umfangreiche 
mathematische Entwicklungen nicht gescheut werden dürfen, so ist 
es andererseits unbedingt notwendig, die erhaltenen Ergebnisse wieder 
auf eine so einfache Gestalt zu bringen, daß ihre Anwendbarkeit in der 
Praxis gewährleistet ist. Dazu dient vor allem die Anwendung der Zahlen
tabelle oder noch besser des Schaubildes an Stelle der Formel. Dies 
setzt aber wieder voraus, daß im Endergebnis entweder von vornherein 
nur wenig Veränderliche auftreten, oder daß sich ihre Zahl durch Zu
sammenfassen vermindern läßt. Wie dies mit Hilfe des Begriffes der 
Kenngröße möglich ist, habe ich im vorliegenden Buch an vielen Bei
spielen gezeigt. 

Ich komme nun zur Besprechung der drei Aufgabegruppen. 
1. Bereits Foud er hat mit Hilfe der analytischen Theorie der Wärme

leitung eine Reihe von Aufgaben gelöst, die zwar unter Annahme sehr 
einfacher physikalischer Bedingungen aufgestellt waren, die aber doch 
vom technischen Standpunkte aus von großer Bedeutung sind. Die 
Ergebnisse erschienen meist in recht unhandlicher Form, häufig als 
unendliche Reihen. Wenn diese Reihen auch rasch konvergieren, so 
sind sie doch für die Praxis nicht brauchbar. Aus diesem Grunde hat das 
Wissen Fouriers und seiner Nachfolger, vom technischen Standpunkt 
aus betrachtet, ein Jahrhundert völlig brach gelegen. Es erscheint mir 
nun äußerst wichtig, daß außer bei den Aufgaben, die bereits in diesem 
Buche besprochen sind, noch bei einer Reihe von anderen Aufgaben 
die Resultate in eine vereinfachte Form übergeführt werden und daß 
noch einige andere Aufgaben aus dem Gebiet der Wärmeleitung in festen 
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Körpern, soweit sie technisch wichtig und bisher n@ch nicht gelöst sind, 
neu in Angriff genommen werden. Diese erste Gruppe umfaßt also 
rein rechnerische Aufgaben. 

2. Die zweite Aufgabengruppe fällt der Experimentalphysik zu. Es ist 
dies die Bestimmung der Wärmeleitfähigkeit, der spezifischen Wärme, der 
Dichte und der Temperaturleitfähigkeit einer Reihe technisch wichtiger 
Stoffe. Als solche Stoffe kommen in Betracht verschiedene Werkstoffe 
des Maschinenbaues, Baustoffe des Hochbaues und Wärmeisolierstoffe, 
ferner verschiedene Flüssigkeiten, wie Wasser, Öle usw. und endlich 
noch Gase und Dämpfe. Hierbei ist wichtig, daß sich die Untersuchungen 
auf das ganze Temperaturbereich erstrecken, bei welchem der Stoff 
technische Verwendung findet; also z. B. bei den Baustoffen der Feue
rungstechnik bis hinauf zu Temperaturen über 1000°. . Als besonders 
wichtig möchte ich die Bestimmung der Wärmeleitfähigkeit von Flüssig
keiten hervorheben. Ich bin mir dessen wohl bewußt, daß ich mit den 
beiden letzten Aufgaben 1) an die experimentelle Technik sehr hohe Anfor
derungen stelle. Allein bei der Wichtigkeit der Aufgaben müssen sich 
eben Mittel und Wege finden lassen, um die experimentellen Schwierig
keiten zu überwinden. Bei allen diesen Versuchen kommt es übrigens 
nicht so sehr darauf an, besonders hohe Genauigkeit zu erzielen, sondern 
es ist viel wichtiger, daß der untersuchte Stoff hinsichtlich seiner Zu
sammensetzung möglichst genau bezeichnet wird. Insbesondere wäre 
eine Angabe zu verlangen, in welchem Sinne und innerhalb welcher 
Grenzen die untersuchten physikalischen Größen mit der Reinheit des 
Stoffes und sonstigen Eigenschaften schwanken. Um es nochmals zu 
wiederholen, die genaue Stoffbeschreibung, gegebenenfalls durch, Angabe 
einer chemischen Analyse, ist viel wichtiger als die Erzielung einer großen 
Anzahl Dezimalstellen im Endergebnis. Hand in Hand damit müßte 
eine systematische Prüfung der in der Literatur verbreiteten Zahlenwerte 
gehen, um die falschen oder unsicheren Zahlen, die sich von einem 
Buch ins andere fortvererben, wieder ausmerzen zu können. 

3. Das wichtigste ist, daß sich die technische Forschung in eingehender 
und systematischer Weise mit' dem Problem des Wärmeüberganges 
befaßt. Vor allem muß sich die Erkenntnis Bahn brechen, daß die Art 
der Strömung, insbesondere die Form der wärmeabgebenden Flächen 
in erster Linie zu beachten sind, denn diese bestimmen das Gesetz, nach 
dem der Wärmeaustausch stattfindet .. Die physikalische Natur des 
strömenden Körpers (ob es sich etwa um Wasser, Öl oder Luft handelt) 
kommt erst beim Einsetzen der Zahlenwerte in die Rechnung in Frage. 

In den Abscqnitten C und D des H. Hauptteiles dieses Buches sind 
eine Reihe von Aufgaben besprochen worden, welche sich durch besonders 
einfache Randbedingungen und zugleich durch technische Wichtigkeit 
auszeichnen. Um einen kurzen Ausdruck zu gebrauchen, möchte ich 
diese Aufgaben als die Fundamentalaufgaben des Wärmeüberganges 
bezeichnen und ich erblicke in ihnen zugleich die obengenannten vor
bildlichen Fälle, welche der Praxis als Vergleich dienen können, bei 
der Lösung von schwierigen und neuartigen Aufgaben. Leider sind bis-

1) Die zweite Aufgabe ist inzwischen von Prof. Jakob gelöst worden. 
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her nur für zwei dieser Aufgaben die Kennfunktionen annähernd bestimmt. 
Hier besteht nun für die technisch-experimentelle Forschung die Auf. 
gabe, auch für die übrigen Probleme die Kennfunktion zu bestimmen. 
Durch Lösung dieser Aufgaben liefert aber die Forschung nicht nur 
ein Zahlenmaterial, welches für die Technik unmittelbar von Nutzen 
sein wird, sondern sie stellt zugleich der theoretischen Forschung ein 
Tatsachenmaterial zur Verfügung, von dem wir uns eine weitere Ver· 
tiefung unserer Kenntnis vom Wesen der Wärmeübertragung erhoffen 
dürfen. 

Zum Schluß noch einige Worte über die Bedeutung, welche der Lehre 
von der Wärmeübertragung bei den großen Gegenwartsaufgaben der 
Technik zukommt. 

Der Krieg mit seinen vielseitigen Folgeerscheinungen hat uns 
einen wirtschaftlichen Zusammenbruch von solcher Schwere gebracht, 
wie sich dies vordem niemand auszudenken vermochte. Unsere gegen· 
wärtige Brennstoffnot ist teils als Ursache, teils als Folge dieses Zu· 
sammenbruches zu betrachten. Jedenfalls ist ein wirtschaftlicher Wieder
aufbau ohne Überwinäung der Brennstoffnot nicht zu denken. Durch 
Vermehrung der Kohlenförderung und durch Ausbau der Wasserkräfte 
allein wird dies niemals möglich sein. Es ist vielmehr notwendig, daß 
die Technik die Forderung einer größtmöglichen Sparsamkeit im Energie
verbrauch weit mehr als bisher in den Vordergrund stellt. Dies gilt 
vor allem hinsichtlich der Verwendmlg der Wärme und damit haben 
sich, als die großen Gegenwartsaufgaben der Technik herausgebildet: 
Steigerung der Wirtschaftlichkeit des Verbrennungsprozesses in den 
Feuerungen, Verbesserung der Wärmeübertragung auf das Heizgut, Ver
minderung der Abwärme oder Wiederverwendung der Abwärme, Umstel· 
lung unserer Industrien auf die einheimischen Brennstoffe, Torf und 
Braunkohle und damit die Aufgabe der Veredlung dieser Stoffe durch 
Vergasung und Trocknung, sodann größtmöglicher Wärmeschutz im 
Maschinenbau und Hochbau und vieles andere mehr .. Diese Probleme 
sind aber nur lösbar bei genauer Kenntnis der Gesetze, nach denen 
die Wärmeübertragung vor sich geht, und aus diesem Grunde kommt 
einer wissenschaftlichen Vertiefung der Lehre von der "Wärmeüber. 
tragung" in der gegenwärtigen Zeit ganz besondere Bedeutung zu. 

Von diesem Gedanken ausgehend hoffe ich, daß dies Buch dazu 
beitragen möge, die Wärmewirtschaft in der Technik zu 'fördern. 
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