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Vorwort zur ersten Auflage.

Ausgangspunkt, Umrisse und Ziel einer Lehre von den unend-
lichen Reihen liegen nicht fest. Auf der einen Seite kann die ge-
samte hGhere Analysis als ein Anwendungsfeld ihrer Theorie ange-
sehen werden, weil alle Grenzprozesse — einschlieBlich Differentiation
und Integration — auf die Untersuchung unendlicher Zahlenfolgen
oder Reihen zuriickgehen; auf der anderen Seite, in einem strengsten,
aber darum auch engsten Sinne, gehéren in ein Lehrbuch der unend-
lichen Reihen nur deren Definition, die Handhabung der damit ver-
bundenen Symbolik und die Konvergenztheorie.

Unter Beschrinkung auf diese Teile behandeln die ,Vorlesungen
tiber Zahlen- und Funktionenlehre®, Band I, Abteilung 2, von A. Prings-
hetm unsern Gegenstand. Es konnte nicht die Absicht sein, mit dem
vorliegenden Buche etwas Ahnliches zu bieten.

Meine Ziele waren andere: Alle Betrachtungen und Untersuchungen
der hoheren Analysis zusammenzufassen, bei denen die unendlichen
Reihen im Vordergrund des Interesses stehen, moglichst voraussetzungs-
frei, von den ersten Anfiangen an, aber fortfilhrend bis an die aus-
gedehnte Front der gegenwirtigen Forschung, und alles dies moglichst
lebendig und leicht faBlich, doch selbstverstindlich ohne den gering-
sten Verzicht auf Exaktheit, dargestellt, um so dem Studierenden eine
bequeme Einfilhrung und einen reichen Einblick in das vielgestaltige
und fesselnde Stoffgebiet zu geben, — das schwebte mir vor.

Aber der Stoff wuchs unter den Hianden und widersetzte sich
der Gestaltung. Um etwas Handlich-Brauchbares zu schaffen, mubte
darum das Gebiet beschrankt werden. Dabei setzte unvermeidlich
eine gewisse Willkiir ein, deren Walten nun die Form des Buches
und damit seinen Wert bestimmt. Doch leiteten mich immer die Er-

fahrungen, die ich im Unterricht gesammelt — das gesamte Stoff-
gebiet habe ich mehrfach in Vorlesungen und Ubungen an den Uni-
versititen Berlin und Kénigsberg behandelt —, und die Zwecke, fiir die

das Buch bestimmt sein soll: Es soll dem Studierenden bei den Vor-
lesungen eine zuverlissige und griindliche Hilfe bieten und gleichzeitig
2ur Durcharbeitung des ganzen Sioffes im Selbststudium geeignet sein.



VI Vorwort.

Dies letzte lag mir besonders am Herzen und mag die Form der Dar-
stellung begreiflich machen. Da es, besonders fiir die jingeren Semester,
im allgemeinen leichter ist, eine rein mathematische Deduktion nachzu-
priifen, als das Zwangslaufige des Gedankenzusammenhanges zu erkennen,
habe ich mich stets bei den begrifflichen Schwierigkeiten linger aufge-
halten und sie durch mannigfache Erlduterungen zu beheben versucht.
Und ist mir dadurch auch viel Raum fiir Sachliches verloren gegangen,
so hoffe ich doch, daB es der Lernende mir danken wird.

Fir unumginglich habe ich es gehalten, mit einer Einfiihrung
in die Lehre von den reellen Zahlen zu beginnen, damit die ersten
Konvergenztatsachen auf einem soliden Boden wachsen. Hieran schlieB3t
sich eine schon ziemlich weitfiihrende Theorie der Zahlenfolgen und
endlich die eigentliche Lehre von den unendlichen Reihen, die dann
gleichsam in zwei Stockwerken aufgebaut wird, einem Unterbau, in
dem mit den bescheidensten Mitteln gearbeitet und doch schon der
klassische Teil der ganzen Lehre, etwa bis zu Cawuchys Analyse al-
gébrique, dargelegt wird, und einem Oberbau, der dann von ihrer
weiteren Entwicklung im 19. Jahrhundert ein Bild zu geben versucht.

Aus den schon genannten Griinden fehlen viele Gegenstinde, denen
ich an und flir sich gern noch Aufnahme gewihrt hitte. Die halb-
konvergenten Reihen, die FEulersche Summenformel, Eingehenderes
tiber die Gammafunktion, der Problemenkreis der hypergeometrischen
Reihe, die Theorie der Doppelreihen, die neueren Untersuchungen iiber
Potenzreihen und besonders eine griindlichere Ausgestaltung des letzten
Kapitels iiber divergente Reihen, alles dies mufite ich — schweren
Herzens — beiseite lassen. Dagegen habe ich Zahlenfolgen und Reihen
mit komplexen Gliedern unbedingt aufnehmen zu miissen geglaubt.
Da aber ihre Theorie derjenigen im Reellen fast parallel lduft, habe
ich von Anfang an alle hierfiir in Betracht kommenden Definitionen
und Sitze so formuliert und bewiesen, daB sie ungedndert in Giiltig-
keit bleiben, moégen die auftretenden ,beliebigen« Zahlen reell oder
komplex sein. Das Zeichen © soll diese Definitionen und Sitze noch
besonders kenntlich machen.

Bei der Auswahl der Aufgaben — die {brigens auf Originalitat
keinerlei Anspruch machen, bei deren Zusammenstellung vielmehr die
vorhandene Literatur ausgiebig benutzt worden ist — habe ich mich
bemiiht, die praktische Verwendung in den Vordergrund zu stellen
und ein Spiel mit theoretischen Finessen beiseite zu lassen. Darum
findet man z. B. besonders zahlreiche Aufgaben zum VIII. Kapitel und
nur ganz wenige zum IX. Kapitel. Die Losungen der Aufgaben oder
auch nur Anleitungen dazu beizufiigen, verbot leider der Raum.

Die wichtigsten Abhandlungen, zusammenfassenden Darstellungen
und Lehrbiicher iiber unendliche Reihen sind am Schlusse des Buches
vor dem Register aufgefiihrt.



Vorwort. vil

Bei der Korrektur haben mich die Herren R. Courant, E. Jacobs-
thal, H. Rademacher und H. Vermeil in freundlicher Weise unterstiitzt,
Den Herren Jacobsthal und Rademacher verdanke ich ganz besonders
viele Ratschlige und Verbesserungen sachlicher und formaler Art.
Ihnen allen sei hier noch einmal der herzlichste Dank ausgesprochen.

Auch dem Verlage, der sich in diesen schwierigen Zeiten den
mathematischen Wissenschaften in so weitherziger Weise zur Verfiigung
gestellt hat und auch bei der Drucklegung dieses Buches auf alle
Wiinsche bereitwillig eingegangen ist, mochte ich an dieser Stelle
meinen Dank sagen.

Konigsberg, September 1921.
Konrad Knopp.

Vorwort zur zweiten Auflage.

Da die zweite Auflage so iiberraschend schnell notwendig geworden
ist, durfte angenommen werden, daB die erste im groBen und ganzen
den richtigen Weg gegangen war. Es ist daher ihre Gesamtanlage
unverdandert beibehalten, im einzelnen aber Seite fiir Seite im Ausdruck
und in der Beweisfiihrung gebessert worden. Etwas groBere Anderungen
oder Einfiigungen finden sich besonders auf den Seiten 35, 40, 46,
95ff., 124ff, 185ff, 193, 204ff., 210ff, 284, 323ff.,, 338f, 360f,
372, 429—433.

Vollstindig neu bearbeitet und wesentlich erweitert wurde das
letzte Kapitel iiber divergente Reihen, das nun schon einigermaBen in
die Theorie selbst hineinfithrt und von der gegenwirtigen Arbeit auf
diesem. Gebiete ein Bild gibt.

Bei der Redaktion der neuen Auflage und bei den Korrekturen
hat mich Herr Dr. F. Lettenmeyer auf das sorgfiltigste unterstiitzt.

Konigsberg, Dezember 1923.
Konrad Knopp.
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Einleitung.

Das Fundament, auf dem das Gebdude der hoheren Analysis
ruht, ist die Lehre von den reellen Zahlen. Unausweichlich hat jede
strenge Behandlung der Grundlagen der Differential- und Integral-
rechnung und der anschlieBenden Gebiete, ja selbst schon die strenge
Behandlung etwa der Wurzel- oder Logarithmenrechnung, hier ihren
Ausgangspunkt zu nehmen. Sie erst schafft das Material, in dem dann
Arithmetik und Analysis fast ausschlieBlich arbeiten, mit dem sie
bauen konnen. ' ‘

Nicht von jeher war das Gefiihl fiir diese Notwendigkeit vor-
handen. Die groBen Schépfer der Infinitesimalrechnung — Leibniz
und Newton') — und die nicht weniger groBen Ausgestalter der-
selben, unter denen vor allem Euler?) zu nennen ist, waren zu be-
rauscht von dem gewaltigen Erkenntnisstrom, der aus den neu er-
'schlossenen Quellen floB, als daB sie sich zu einer Kritik der Grund-
lagen veranlaBt fiihiten. Der Erfolg der neuen Methode war ihnen
eine hinreichende Gewihr fiir die Tragfestigkeit ihres Fundamentes.
Erst als jener Strom abzuebben begann, wagte sich die kritische
Analyse .an die Grundbegriffe: etwa um die Wende des 18. Jahr-
hunderts, vor allem unter dem machtigen EinfluB von Gauf®) wurden
solche Bestrebungen stiarker und stirker. Aber es wihrte noch fast
ein Jahrhundert, ehe hier die wesentlichsten Dinge als vollig geklart
angesehen werden durften.

Heute gilt die Strenge gerade in bezug auf den zugrunde liegenden
Zahlbegriff als die wichtigste Forderung, die an die Behandlung jed-
weden mathematischen Gegenstandes zu stellen ist, und seit den letzten
Jahrzehnten des vergangenen Jahrhunderts — in den 60er Jahren
wurde von Weiersiraf*) in seinen Vorlesungen und im Jahre 1872

Y) Gottfried Wilhelm Lesbniz, geb. 1648 in Leipzig, gest. 1716 in Hannover.
Isaac Newton, geb. 1643 in Woolsthrope, gest. 1727 in London. Beide sind
unabhidngig voneinander zur Entdeckung der Grundlagen der Infinitesimal-
rechnung gelangt.

2) Leonhard Euler, geb. 1707 in Basel, gest. 1783 in Petersburg.

3) Karl Friedrich Gauf, geb. 1777 in Braunschweig, gest. 1855 in Gottingen.

%) Karl Weierstraf8, geb. 1815 in Ostenfelde, gest. 1897 in Berlin. Die von
ibm in seinen Vorlesungen seit 1860 vorgetragene Lehre von den reellen
Zahlen hat erst neuerdings durch einen seiner Schiiler, G. Mittag-Lefjler, eine
sorgfiltige Darstellung gefunden in dessen Abhandlung: Die Zahl, Einleitung
zur Theorie der analytischen Funktionen, The Téhoku mathematical Journal,
Bd. 17, S. 157—209. 1920.

Knopp, Unendliche Reihen. 2. Aufl. 1



2 Einleitung.

von Cantor') und von Dedekind?) sozusagen das letzte Wort in der
Sache gesprochen — kann keine Vorlesung, kein Werk, das die grund-
legenden Kapitel der hoheren Analysis behandelt, Anspruch auf Giiltig-
keit machen, wenn es nicht von dem gereinigten Begriff der reellen
Zahl seinen Ausgangspunkt nimmt.

Seit jenen Jahren ist darum die Lehre von den reellen Zahlen
so oft und in so mannigfacher Art dargestellt worden, daB es iiber-
flissig erscheinen konnte, eine erneute und in alle Einzelheiten
gehende Darlegung derselben?®) zu geben; denn mit dem vorliegenden
Buche (wenigstens seinen spiteren Kapiteln) mochten wir uns nur an
solche wenden, die mit den Anfangsgriinden der Differential- und
Integralrechnung schon vertraut sind. Indessen diirfen wir uns doch
nicht blo mit einem solchen Hinweis auf anderweitige Darstellungen
begniigen. Denn eine Theorie der unendlichen Reihen wiirde, wie
aus den spiteren Entwicklungen hinlinglich klar werden wird, durch.
aus in der Luft schweben, wollte man ihr nicht in dem System der
reellen Zahlen das feste Fundament geben, auf dem sie sich allein
griinden kann. Darum und um beziiglich der Voraussetzungen, auf
denen wir aufbauen wollen, nicht die geringste Unklarheit zu lassen,
wollen wir im folgenden diejenigen Begriffe und Tatsachen aus der
Lehre von den reellen Zahlen durchsprechen, deren wir weiterhin
benétigen. Aber es soll sich dabei keineswegs um einen nur auf
knapperen Raum zusammengedringten, sonst liickenlosen Aufbau jener
Lehre handeln, sondern lediglich um eine moglichst deutliche Hervor-
hebung der Hauptgedanken, der wesentlichsten Fragestellungen und
ihrer Antworten. In bezug aut diese freilich wollen wir durchaus
liickenlos und ausfithrlich sein und uns nur bei allen weniger prin-
zipiell wichtigen Einzelheiten, wie auch bei den nicht mehr im Rahmen
dieses Buches liegenden Fragen nach Vollstindigkeit und Einzigkeit
des Systems der reellen Zahlen, mit kiirzeren Andeutungen begniigen.

1) Georg Cantor, geb. 1845 in Petersburg, gest. 1918 in Halle, — Vgl.
Mathem. Annalen, Bd. 5, S. 123. 1872.

2) Richard Dedekind, geb. 1831 in Braunschweig, gest. ebenda 1916. — Vgl.
dessen Schrift: Stetigkeit und irrationale Zahlen, Braunschweig 1872.

3) Eine besonders leicht fafiliche und alle Hauptsachen bringende Dar-
stellung findet sich in H. v. Mangoldt, Einfiihrung in die hohere Mathematik,
Bd. I, 2. Aufl.,, Leipzig 1919. — Scharf und knapp (aber gerade darum fiir den
Anfinger etwas schwerer zugidnglich) ist die Darstellung in G. Kowalewsks,
Grundziige der Differential- und Integralrechnung, Leipzig 1909. — Ein strenger
und bis in die letzten Einzelheiten ausfiihrlicher Aufbau des Systems der reellen
Zahlen findet sich in A. Loewy, Lehrbuch der Algebra, I. Teil, Leipzig 1915,
und in A. Pringsheim, Vorlesungen iiber Zahlen- und Funktionenlehre, I. Band,
I. Abteilung, Leipzig 1916 (vgl. auch die Besprechung des letzteren Werkes
durch H. Hahn, Gott. gel. Anzeigen 1919, S. 821/47).



Erster Teil.
Reelle Zahlen und Zahlenfolgen.

I. Kapitel.

Grundsitzliches aus der Lehre von den reellen Zahlen.

§ 1. Das System der rationalen Zahlen und seine Liicken.

Was heiBt es, wenn wir sagen, daB wir eine bestimmte Zahl
,kennen* oder daB sie uns ,,gegeben‘ sei, oder daB wir sie ,,berechnen®
konnen? Was heiBt es, wenn jemand sagt, er kenmne V2 oder die
Zahl z, oder er kinne 1/5— berechnen? Solche und dhnliche Fragen
sind leichter gestellt als beantwortet. Sage ich, es sei V2 = 1,414,
so ist das offenbar falsch, denn 1,414.1,414 ist nicht = 2, wie man
durch Ausrechnen sofort bestitigt. Sage ich vorsichtiger, es sei
V§= 1,4142135 wusw., so ist auch das keine stichhaltige Antwort und
zundchst vollig sinnlos; denn es handelt sich doch zum mindesten
darum, wie es weiter geht. Und das ist nicht ohne weiteres gesagt.
Auch wird dieser Ubelstand nicht beseitigt, wenn man noch mehr
Ziffern des angefangenen Dezimalbruchs angibt, mdgen es auch einige
hundert sein. In diesem Sinne mag man wohl sagen, dall noch niemand
den Wert von V2 ganz vor Augen, sozusagen vollstindig in Hinden
gehabt hat, — wihrend uns etwa die Aussage, daB V9 = 3 oder daB
35:7 =5 ist, eine restlos vollstindige und befriedigende diinkt. Nicht
besser steht es ersichtlich mit der Zahl 7 oder irgendeinem Loga-
rithmus, einem sin oder einem cos aus den Tafeln. Trotzdem haben
wir das sichere Gefithl: V2 oder z oder log 5 haben einen ganz be-
stimmten Wert und wir kennen ihn auch schon. Nur iiber die exakte
Bedeutung solcher Aussagen fehlt uns die klare Vorstellung. Wir
wollen versuchen, sie uns zu verschaffen.

Nachdem wir eben iiber die Berechtigung einer Aussage wie
»ich kenne V2« oder ihnlichen zweifelhaft geworden sind, miissen
wir folgerichtigerweise auch die Berechtigung einer Aussage wie ,ich
kenne die Zahl — 23« oder ,mir wird (zum Zweck irgendeiner Rech-

1*



4 I. Kapitel. Grundsitzliches aus der Lehre von den reellen Zahlen.

nung) die Zahl § gegeben nachpriifen. Ja, auch der Sinn einer Aus-
sage wie ,ich kemme die Zahl 97¢ oder ,zu irgendeiner Berechnung
wird mir =2 und b =15 gegeben®, wire nachzupriifen; es wire also
auch die Frage nach dem Sinn oder dem Begriff der natiirlichen Zahlen
1, 2, 3,... zu stellen. _

Bei dieser letzten Frage fiih!t man aber schon deutlich, dal} sie
liber das Gebiet der Mathematik hinauslangt, daB sie in eine andere
Gedankenordnung gehért als die, die wir hier entwickeln wollen.
Dem ist in der Tat so.

Keine Wissenschaft ruht ausschlieBlich in sich selbst. Die Trag-
fahigkeit ihrer letzten Grundlagen entlehnt eine jede aus anderen
Schichten, die iiber ihr oder unter ihr liegen, — der Erfahrung, der
Erkenntnistheorie, der Logik, der Metaphysik oder anderen. Irgend
etwas muB} jede Wissenschaft schlechthin als gegeben hinnehmen, um
dann von da aus weiterzubauen. Und eine Kritik der Grundlagen
und ein daran ansetzender strenger Aufbau einer Wissenschaft hat
lediglich die Vorfrage zu erledigen, was in diesem Sinne als ,ge-
geben“ angenommen werden soll, oder besser: welches Mindestmaf3
an Voraussetzungen unbedingt gemacht werden mufl, um aus ihnen
alles iibrige zu entwickeln.

Fiir unseren Fall, den Aufbau des Systems der reellen Zahlen,
sind diese Untersuchungen langwierig und mithsam; ja es muf} ein-
gestanden werden, daB sie in restlos befriedigender Weise iiberhaupt
noch nicht zu Ende gefiihrt-worden sind. Es wiirde daher den Rahmen
des vorliegenden Buches bei weitem tiberschreiten, wenn hier alles
notige nach dem heutigen Stande der Wissenschaft ausgefiihrt werden
sollte. Wir wollen uns daher nicht zwingen, alles auf einem Minimum
von Voraussetzungen aufzubauen, sondern wollen sofort einen Kreis
von Tatsachen als bekannt (oder ,gegeben“, ,gesichert? ...) hin-
nehmen, dessen Herleitung aus einem geringeren Mall von Voraus-
setzungen jedem gelidufig ist. Ich meine das System der rationalen
Zahlen, also der ganzen und gebrochenen, positiven und negativen
Zahlen einschlieBlich der Null. Jedem ist auch in der Hauptsache
gelaufig, wie dies System aufzubauen ist, falls man — als geringeres
MaB3 von Voraussetzungen -—— nur die geordnete Folge der wnatiirlichen
Zahlen 1, 2, 3, ... und deren Verkniipfungen durch Additon und Multi-
plikation als ,gegeben® ansieht. Denn jeder weifl, — wir deuten
dies nur fllichtig an, — wie aus dem Bediirfnis, die Multiplikation
umzukehren, die gebrochenen Zahlen entstehen, und aus dem Be-
diirfnis, die Addition umzukehren, die negativen Zahlen und die Nulll).

1) Eine ausfiihrliche Darstellung eines solchen Aufbaus findet sich aufier
in den in der Einleitung (S. 2) genannten Werken von Loewy und Pringsheim
noch bei O. Hélder, Die Arithmetik in strenger Begriindung, Leipzig 1914, und
O. Stolz und J. A. Gmeiner, Theoretische Arithmetik, 3. Aufl., Leipzig 1911.
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Die Gesamtheit der solchergestalt geschaffenen Zahlen wird als
das System der rationalen Zahlen bezeichnet. Eine jede derselben
kann mit Hilfe hochstens zweier natiirlicher Zahlen, eines Bruch-
striches und ev. eines Minuszeichens vollstindig oder ziffernmaBig
»gegeben' oder | hingeschrieben, ,zur Kenntnis gebracht werden. Wir
bezeichnen sie zur Abkiirzung mit kleinen lateinischen Buchstaben:
a,b,...,z,9,... Die wesentlichsten Eigenschaften dieses Systems
sind nun diese:

1. Die rationalen Zahlen bilden eine geordnete Menge, d. h. zwischen
irgend zweien von ihnen, etwa g und b, besteht stets eine und nur
eine der drei Beziehungen

a<b, a="0, a>bt)

und diese Anordnung der rationalen Zahlen gehorcht einer Anzahl
von ganz einfachen Gesetzen, den sogenannten Amnordnungssitzen.

Von diesen Sitzen, die wir im iibrigen als bekannt ansehen
wollen, sind die folgenden Grundgesetze der Anordnung allein
wesentlich:

1. Es ist stets a =a ?).

2. Aus g =1> folgt b=a.

3. Aus a =1"5, b= c folgt a =c.

4. Aus a <b, b < c oder aus a < b, b <c folgt a << ¢ ?).

2. Je zwei der rationalen Zahlen konnen auf vier verschiedene,
als die vier Spezies Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division
bezeichnete Arten miteinander verkniipft werden. Diese Rechenope-
rationen sind stets und mit eindeutigem Ergebnis ausfiihrbar, mit
alleiniger Ausnahme der Division durch 0, welche nicht definiert ist
und als schlechtweg unausfithrbare oder sinnlose Operation anzusehen
ist. Sie gehorchen auflerdem einer Anzahl einfacher Rechengesetze,
den sog. Grumdgesetzen der Arvithmetik und den daraus hergeleiteten
weiteren Regeln.

Auch diese sehen wir als jedem bekannt an und stellen hier nur
ganz kurz diejenigen Grundgesetze der Arithmetik zusammen, aus
denen mit Sicherheit alle iibrigen rein formal (d. h. nach den Ge.
setzen der reinen Logik) hergeleitet werden konnen.

1) In der Beziehung o >b ist nur eine andere Schreibweise fiir die
Beziehung & < a zu sehen. Man kime also prinzipiell mit dem einen Zeichen
» <% aus.

2) Uber dieses trivial anmutende ,Gesetz“ vgl. die Bemerkung S. 28.

3) Die Negationen der drei Anordnungsbeziehungen a < b, a=b, a >b
werden der Reihe nach durch a = b (,,grofier oder gleich¥, ,mindestens gleich,
pnicht kleiner als“), a 3 b (,ungleich*), a <<b bezeichnet. Jede schliefit also
genau eine der drei Anordnungsbeziehungen aus und 14fit es unentschieden,
welche der beiden andern giiltig ist.

l.

2.
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I. Kapitel. Grundsitzliches aus der Lehre von den reellen Zahlen.

I. Addition. 1. Zu je zwei Zahlen g und b gibt es sfefs eine
dritte Zahl ¢, die die Summe von a4 und b genannt und mit ¢ -+ b
bezeichnet wird.

2. Aus g =a', b= folgt stets ¢ +b=4a' - V'

3. Es ist stets a 4-b =05+ a. (Kommutationsgesetz.)

4. Es ist stets (a +b) -+ ¢ =a -+ (b 4 ¢). (Assoziationsgesetz.)
5. Aus a < b folgt stets a ¢ << b+ c. (Monotoniegesetz.)

II. Subtraktion. Zu je zwei Zahlen 4 und b gibt es sfefs eine
dritte Zahl ¢, fiir die ¢ ¢ =1 ist.

III. Multiplikation. 1. Zu je zwei Zahlen g und b gibt es stets
eine dritte Zahl ¢, die das Produkt von a und b genannt und mit
ab bezeichnet wird.

2. Aus a =4/, b =10 folgt stets ab=4a'bd".

3. Es ist stets ab=ba. (Kommutationsgesetz.)
4. Es ist stets (ab)c=a(bc). (Assoziationsgesetz.)
5. Es ist stets (¢ 4 b)¢ = ac + be. (Distributionsgesetz.)

6. Aus a < b folgt, falls ¢ positiv ist, stets ac < bc. (Mono-
toniegesetz.)

IV. Division, Zu je zwei Zahlen ¢ und b, deren erste nicht
gleich O ist, gibt es stets eine dritte Zahl ¢, fiir die ac = b ist.

Aus diesen wenigen Grundgesetzen ergeben sich, wie betont, alle
bekannten Rechenregeln und es vollziehen sich weiterhin alle mathema-
tischen Schliisse ausschlieflich nach den Gesetzen der reinen Logik.
Unter diesen nimmt eines wegen seines von Haus aus mathema-
tischen Charakters eine besondere Stellung ein, ndmlich

V. das sog. Induktionsgesetz, das auch als Grundgesetz der natiir-
lichen Zahlen den Grundgesetzen der Arithmetik selbst zugerechnet
werden kann und das wir so formulieren wollen:

Wenn irgendeine Aussage von einer natiirlichen Zahl # abhingt
(z. B. ,Fiir » > 10 ist stets 2" > %®* oder #hnliches), und wenn
a) diese Aussage fiir # = p richtig ist und
b) wenn; unter % irgendeine natiirliche Zahl > p verstanden,
aus ihrer Richtigkeit fiir n=1p¢, =p+1,..., =k stets
auch ihre Richtigkeit fiir # =k 4 1 gefolgert werden kann,
so ist jene Aussage fiir jede natiirliche Zahl #» > p richtig. (Bei den
Anwendungen dieses Gesetzes ist meist p =1; auch empfiehlt es
sich oft, =0 zuzulassen.)
Endlich nennen wir noch einen Satz, der im Bereich der ratio-
nalen Zahlen sofort beweisbar ist, der aber bald nachher einen prin-
zipiellen Charakter gewinnen wird, nimlich den
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VL. Satz des Eudoxus. Sind g und b irgend zwei positive ratio-
nale Zahlen, so gibt es stets eine natiirliche Zahl n, so daB nb > 4 ist?).
Diese vier Verkniipfungen zweier rationaler Zahlen fiihren als
Ergebnis stets wieder zu einer rationalen Zahl. Und in diesem Sinne
bildet das System der rationalen Zahlen eine geschlossene Gesamthett,
den sogenannten natiirlichen Rationalititsbereich oder Zahlkorper. Eine
solche Geschlossenheit in bezug auf die vier Spezies besitzt offenbar
die Gesamtheit aller natiirlichen oder die aller ganzen (positiven und
negativen) Zahlen noch nicht. Diese sind sozusagen zu spirlich gesit,
um allen Anforderungen zu geniigen, die die vier Spezies an sie
stellen konnen.
Diesen natiirlichen Rationalititsbereich und die in ihm gelienden
Gesetze also — wund nur diese — schen wir als gegeben, bekannt,
gesichert an.

Nur das Rechnen mit Ungleichungen und absoluten Betrigen pflegt
manchen etwas weniger geldufig zu sein. Wir stellen darum die wichtigsten
Regeln kurz und ohne Beweis zusammen:

1. Ungleichungen. Hier folgt alles aus den Anordnungs- und den Mono-

toniegesetzen. Es gilt speziell:

1. Die Monotoniesdtze sind umkehrbar, d. h. aus a +¢ < b+ ¢ folgt

stets, dai @ << b ist; und dies folgt auch aus a'c < bz, falls ¢ >0 ist.

2. Aus a << b, ¢ < d folgt stets a4-c < b-d. .

3. Aus a < b, ¢ < d folgt, falls b und ¢ positiv sind, daf ac < bd ist.
1
_a‘ .
Und diese Sitze, sowie die Anordnungs- und Monotoniegesetze gelten (mit
sinngemifien Einschrinkungen) auch mit den Zeichen ,<, >, = und #“
an Stelle von , <%,

4. Aus a < b folgtstets — b <C — a, und falls a4 positiv ist, auch %— <

II. Absolute Betrige. Definition: Unter |a |, dem absoluten Betrag von a,
versteht man die positive unter den Zahlen +a und —a, falls @ &= 0 ist, und
die Zahl 0, falls ¢ =0 ist. (Es ist also |0]=0 und fiir @ & 0 stets |a|>0.)

Es gelten u. a. die Sitze:

1. |a]=|—al. 2. |ab]=]al-|b].
1j_1 b _1b]
;1_[}—] und ‘;x_lal’ falls a &+ 0.

4. |a+b|<|a|-+b]; |a+b|=]a|—[b| undsogar [a+b| = ||a| —[b]|.
5. Die beiden Beziehungen |a|<r und —ry <a <+ sind vollig
gleichbedeutend; ebenso die Beziehungen |z —a| <7 und a —v <z <a+7
6. Es bedeutet |a —b| den Abstand der Punkte a und b bei der
gleich nachher beschriebenen Veranschaulichung der Zahlen auf der

Zahlengeraden.

Desgleichen sehen wir es als bekannt an, daB und wie man
sich die GroBenbeziehungen der rationalen Zahlen durch die Lage
von Punkten auf einer Geraden, der Zahlengeraden, veranschaulichen
kann: Man markiert auf ihr ganz beliebig zwei verschiedene Punkte O

1) Dieser Satz wird meist (doch mit Unrecht) nach Archimedes benannt;
er findet sich schon bei Euklid, Elemente V, Def. 4.

3.
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und E als Nullpunkt (0) und Einheitspunkt (-~ 1) und ordnet nun all-
gemein der Zahl g = g (g > 0, p =0, ganzzahlig) denjenigen Punkt P
zu, den man erhilt, wenn man den (elementar-geometrisch sofort zu

konstruierenden) gt Teil der Strecke OF von O aus |p|-mal hinter-
einander abtrdgt, und zwar in der Richtung OFE, falls $ > 0 ist, in
der entgegengesetzten Richtung, falls $ negativ ist. Den gewonnenen
Punkt nennen wir kurz den Punkt a, und die Gesamtheit der auf
diese Weise den rationalen Zahlen entsprechenden Punkte wollen wir
kurz die rationalen Punkte der Zahlengeraden nennen. — Diese Gerade
denkt man sich gewdéhnlich von links mach rechis gezogen und E
rechts von O gewdhlt. Dann bedeuten die Worte positiv und negativ
offenbar soviel wie rechts von O und links von O; und allgemein be-
deutet ¢ << b, daB g links von b, b rechts von a gelegen ist. Mit
Hilfe dieser Ausdrucksweise' konnen wir den abstrakten Beziehungen
zwischen den Zahlen oft eine durch die Anschauung leichter zu er-
fassende Form geben.

Das ist nun in kurzen Strichen das Fundament, das wir als ge-
sichert annehmen wollen. Durch die Beschreibung desselben wollen
wir nun auch den Zahlbegriff selbst als charakterisiert ansehen, d. h.
wir wollen ein System von begrifflich wohl unterschiedenen Dingen
(Elementen, Zeichen) als ein Zahlensystem, seine Elemente als Zahlen
ansprechen, wenn man — zunichst ganz kurz gesagt — mit ihnen
im wesentlichen ebenso operieren kann, wie mit den rationalen Zahlen.

Diese noch etwas ungenaue Aussage wollen wir so prizisieren:

Es liege ein System S von wohlunterschiedenen Dingen vor, die
wir mit e, §, ... bezeichnen. Dann wollen wir S als ein Zahlensystem,
seine Elemente «, #, ... als Zahlen ansprechen, wenn die Zeichen «,
B, ... zunidchst einmal irgendwie ausschlieBlich mit Hilfe der ratio-
nalen — also letzten Endes der natiirlichen — Zahlen hergestellt
sind?), und wenn das System iiberdies den folgenden vier Bedin-
gungen geniligt:

1. Zwischen je zwei Elementen ¢ und f aus S besteht stets
eine und nur eine der drei Béziehungen
e<f, «=8, ae>f?
(man sagt kurz: S ist geordnet); und diese Anordnung der Elemente

von S gehorcht denselben Grundgesetzen 1, wie die gleichbenannten
Beziehungen im System der rationalen Zahlen 3).

1) Beispiele werden wir in § 83 und § 5 kennen lernen; im Augenblick
denke man an Dezimalbriiche oder #dhnliche aus rationalen Zahlen aufgebaute
Zeichen. — Im iibrigen vgl. hierzu die Fufinote 1 auf S. 32.

?) Vgl. hierzu die Fufinoten 1 und 8 auf S. 5.

3) Uber den sozusagen praktischen Inhalt dieser Beziehungen ist dabei
nichts gesagt; « < f kann das iibliche  kleiner bedeuten, es kann aber auch
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2. Es sind vier verschiedene, als Addition, Subtraktion, Multi-
plikation und Division bezeichnete Verkniipfungen je zweier Ele-
mente ¢ und B aus S erkldrt; diese sind — mit einer einzigen,
sogleich zu nennenden Ausnahme (s. 3) — stets und mit eindeutigem
Ergebnis ausfithrbar und gehorchen dabei denselben Grundgesetzen 2,
I—IV, wie die gleichbezeichneten Verkniipfungen im System der
rationalen Zahlen 1),

3. Jeder rationalen Zahl 148t sich ein Element aus S (und alle
ihm gleichen) so zuordnen, daB, wenn etwa den rationalen Zahlen a
und b die Elemente ¢ und § aus § entsprechen, nun

a) zwischen ¢ und f# dieselbe der drei Beziehungen 1. besteht,
wie zwischen ¢ und b; und daB

b) das Ergebnis der Verkniipfungen « 4 8, ¢« — 8, «-f, «:
auch stets dem Ergebnis der Verkniipfungen ¢ b, a — b, a-b, a:b
zugeordnet ist. [Hierfiir sagt man wohl auch kiirzer: S enthilt ein
Teilsystem S° — namlich die Gesamtheit aller Elemente aus S,
die einer rationalen Zahl zugeordnet sind —-, welches dem System
der rationalen Zahlen dhnlich und isomorph ist?).] Ein hierbei
der rationalen Zahl O entsprechendes Element aus S (und alle ihm
gleichen) kann man dann kurz als die ,Null¢ aus S bezeichnen.
Die unter 2. genannte Ausnahme bezieht sich dann auf die Division
durch die Null3).

pfrtiber¥,  links von¥,  hoher¥,  tiefer“,  spiter®, ja schlieflich jedwede An-
ordnungsbeziehung (also etwa auch ,griofier“) bedeuten. Diese Bedeutung mufi
nur eindeutig festgelegt sein.

1) Auch beziiglich des praktischen Inhalts dieser 4 Verkniipfungsarten gilt
eine analoge Bemerkung wie soeben bei den Zeichen = und <. — Man wird
noch bemerkt haben, dafi die Subtraktion schon vollstindig mit Hilfe der
Addition, die Division schon vollstindig mit Hilfe der Multiplikation erklirt
werden kann. Es sind also letzten Endes nur zwei Verkniipfungen, die schlecht-
weg als bekannt angesehen werden miissen.

?) Man nennt zwei geordnete Systeme éhnlich, wenn sich ihre Elemente
einander so zuordnen lassen, daff zwischen zwei Elementen des einen Systems
dieselbe der drei Beziehungen 4, 1 besteht wie zwischen den ihnen entsprechen-
den Elementen des andern. Und man nennt zwei Systeme in bezug auf die
mit ihren Elementen moglichen vier Verkniipfungen isomorph, wenn das
Resultat der Verknlipfung zweier Elemente des einen Systems wiederum dem
Resultat der gleichnamigen Verkniipfung der entsprechenden Elemente des
andern Systems zugeordnet ist.

%) Die 3te der Forderungen, durch die wir den Zahlbegriff hier charakte-
risieren, ist iibrigens schon eine Folge der lten und 2ten, Diese Bemerkung
ist flir unsere Zwecke nicht wesentlich; da sie aber vom methodischen Stand-
punkt aus bedeutungsvoll ist, deuten wir den Beweis kurz an: Nach 4, 2 gibt
es ein Element [, fiir das ¢+ ¢ =« ist. Aus den Grundgesetzen 2, I folgt
dann ganz leicht, daB dassclbe Element { fiir jedes o aus S die Gleichung
¢+ { =« erfiilllt. Dieses Element ¢ (und alle ihm gleichen) nennt man das in
bezug auf die Addition neutrale Element oder kurz die ,Null* aus S. Ist dann



10 I Kapitel. Grundsitzliches aus der Lehre von den reellen Zahlen.

4. Sind ¢ und § zwei beliebige Elemente aus S, die zur ,,Null«
des Systems beide in der Beziehung ,,>* stehen, so soll es stets
eine natiirliche Zahl » geben, so daB nf > « ist. Hierbei bedeutet
nf die Summe g+ g+ ...4 §, die #-mal den Summanden § hat.
(Postulat des Eudoxus; vgl. 2, VL)

An diese abstrakte Charakterisierung des Zahlbegriffs kniipfen
wir noch die folgende Bemerkung?): Enthilt das System S auBer den
auf Grund der Zuordnung 3 den rationalen Zahlen entsprechenden
Elementen keine weiteren davon verschiedenen, so ist unser System
S iberhaupt nicht wesentlich von dem System der rationalen Zahlen
verschieden; sondern es unterscheidet sich von ihm letzten Endes
nur durch die (rein duBerliche) Bezeichnung der Elemente oder durch
die (rein praktische) Bedewtung, die wir diesen Zeichen geben, —
also im Grunde nicht viel wesentlicher, als wenn wir die Ziffern ein-
mal mit arabischen, ein andermal mit rémischen oder chinesischen
Zeichen schreiben, und als wenn sie einmal Temperaturen, ein ander-
mal Geschwindigkeiten oder elektrische Ladungen bedeuten. Wenn
wir also von der &uBerlichen Bezeichnung und der praktischen Be-
deutung absehen, konnten wir geradezu sagen, das System S sei mit
den rationalen Zahlen identisch, und kénnen in diesem Sinne geradezu
a=uwa, b=_4,... setzen.

o« von dieser ,Null“ verschieden, so gibt es weiter ein Element ¢, fiir das
ae = ¢ ist; und es zeigt sich wieder, dafi dieses selbe Element ¢ dieser Gleichung
fiir jedes o aus S geniigt. Man nennt ¢ (und alle ihm gleichen Elemente) das
in bezug auf die Multiplikation neutrale Element oder kurz die ,Eins“ aus S.
Die durch wiederholte Additionen und Subtraktionen dieser ,Eins“ erzeugten
Elemente aus S (und alle ihnen gleichen) wird man dann als die ,ganzen
Zahlen“ aus S bezeichnen. Die aus diesen durch beliebige Divisionen ent-
stehenden weiteren Elemente (und alle ihnen gleichen) bilden dann das in
Rede stehende Teilsystem S’ von S, von dem hiernach unmittelbar klar ist,
daff es zum System der rationalen Zahlen dhnlich und dsomorph ist. — Tat-
sichlich ist also unser Zahlbegriff schon durch die Forderungen 4, 1, 2 und 4
festgelegt.

1) Wir haben den Zahlbegriff durch eine Anzahl ihn charakterisierender
Eigenschaften festgelegt. Eine kritische Grundlegung der Arithmetik, von der
in dem Rahmen dieses Buches nicht die Rede sein kann, miifite nun genau
untersuchen, inwieweit diese Eigenschaften voneinander unabhidngig sind, ob
also eine von ihnen als beweisbare Tatsache aus den anderen gefolgert werden
kann oder nicht. Ferner miifite gezeigt werden, dafi keines jener Grundgesetze
mit einem der andern in Widerspruch steht, — und noch manches andere.
Diese Untersuchungen sind miihsam und konnen auch heute noch nicht als
abgeschlossen angesehen werden. Nidheres dariiber bei 4. Loewy, 1. c. Als eine
besonders interessante Tatsache heben wir hervor, dafi z. B. das Kommutations-
gesetz der Addition als beweisbarer Satz aus den iibrigen Grundgesetzen
gefolgert werden kann (Hilbert: Jahresber, d. Dtsch. Math, Ver., Bd. 8, S. 180.
1900). Das Gesetz 2, I, 3 diirften wir also streichen, ohne daf dadurch der
Autbau der Arithmetik eine Anderung erfiihre.
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Enthdlt aber das System S auBer den obengenannten noch weitere
davon verschiedene Elemente, so werden wir sagen, S umfasse das
System der rationalen Zahlen, es sei eine Erweiterung desselben. Ob
es lberhaupt solche umfassenderen Systeme gibt, steht natiirlich im
Augenblick noch ganz offen; doch werden wir im System der reellen
Zahlen nun sehr bald ein solches kennen lernen.

Nachdem wir uns so {iber das MaB von Voraussetzungen geeinigt
haben, iiber das nicht mehr gestritten werden soll, werfen wir noch
einmal die Frage auf: Was heift es, wenn wir sagen, wir kennten die
Zahl V'2 oder die Zahl n oder dhnliches?

Es muB zunichst als durchaus paradox bezeichnet werden, dafB3
es eine Zahl, deren Quadrat = 2 ist, in dem bisherigen System noch
nicht gibt?), oder geometrisch gesprochen, daB der Punkt 4 der
Zahlengeraden, dessen Entfernung von O gleich der Diagonale des
Quadrates mit der Seite OFE ist, mit keinem der oben eingefiihrten
rationalen Punkte zusammenfillt. Denn einerseits liegen die rationalen
Zahlen dicht, d. h. zwischen irgend zwe: verschiedenen von ihnen
lassen sich noch beliebig viele weitere angeben (denn ist a < b,
so liegen die # rationalen Zahlen, die die Formel a—{—vb—_—a fiir

n41
y=1, 2,..., n liefert, offenbar alle zwischen 4 und b und sind

voneinander und von a und b verschieden)  Andererseits aber
liegen sie sozusagen noch nicht dicht genug, um alle denkbaren
Punkte zu bezeichnen. Vielmehr, wie sich die Gesamtheit aller
ganzen Zahlen als zu spirlich erwiesen hat, um allen durch die
vier Spezies an sie gestellten Forderungen zu geniigen, so erweist
sich jetzt wieder die Gesamtheit aller rationalen Zahlen als zu liicken-

1) Beweis: Eine natirliche Zahl gibt es jedenfalls nicht, deren Quadrat
=2 ist, da 1?=1 ist und die Quadrate aller iibrigen natiirlichen Zahlen >4

sind. Es kime also fiir \/E nur eine (positive) gebrochene Zahl % in Betracht,
bei der also ¢ >2 und zu p teilerfremd (der Bruch also in gekiirzter Form)
gedacht werden kann. Lifit sich aber ? nicht weiter kiirzen, so ist dasselbe

2 .
mit dem Bruch <§> = Z—g der Fall, der also nicht gleich der ganzen Zahl 2

2
sein kann. Oder etwas anders gefafit: Aus (%) =2 folgte p? =242, wonach

p eine gerade Zahl, etwa =27 wire. Aus p? =42 =242 folgte aber ¢% =2+?
wonach auch ¢ eine gerade Zahl sein miifite, — im Gegensatz zu der An-
nahme, daf p und ¢ zueinander teilerfremd sein sollten. Es ist also wniemals

2
(ﬁ) =92. Diese Tatsache soll schon Pythagoras bekannt gewesen sein (vgl.
q

M. Cantor, Gesch. d. Mathem., Bd. 1, 2. Aufl., S. 142 u. 169. 1894).
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haft'), um den weitergehenden Forderungen, die die Wurzelrechnung an
sie stellt, zu geniigen. Trotzdem hat man das Gefiihl, daB auch diesem
Punkte 4 oder also dem Zeichen V2 ein ganz bestimmter Zahlenwert
zukommt. Welche greifbaren Tatsachen liegen diesem Gefiihl zugrunde?

Es ist zunichst offenbar dies: Man weil zwar genau, daB fiir
V2 die Angaben 1,4 oder 1,41 oder 1,414 usw. falsch sind, daB
diese (rationalen) Zahlen zum Quadrat erhoben vielmehr < 2 bleiben,
also zu klein sind. Man weiB aber gleichzeitig, daB die Angaben 1,5
oder 1,42 oder 1,415 usw. in demselben Sinne zu groB sind, daB
also der zu erfassende Wert zwischen den entsprechenden zu kleinen
und zu groBen Angaben liegen miiBte. Und was uns trotz dieser
,Falschheit“ der Angaben die Uberzeugung gibt, hiermit den Wert V' 2
irgendwie doch erfaBt zu haben, kann nur dies sein: Wir besitzen
etn Verfahren, um die obigen Angaben soweit fortzusetzen, wie wir
wollen; wir kénnen also Paare von Dezimalbriichen mit je 1,2, 3,...
Stellen angeben, die sich jeweils nur um eine Einheit in der letzten
Stelle, also bei » Stellen ({)", unterscheiden, und von denen der
eine Bruch zu klein, der andere zu groB3 ist. Da dieser Unterschied,
wenn wir nur die Anzahl  der Stellen groB genug machen, so klein
gemacht werden kann, wie wir wollen, da das Verfahren also den
zu erfassenden Wert zwischen zwei Zahlen einzuklemmen lehrt, die so
eng beieinander liegen, wie wir wollen, so sagen wir mit einer zu-
nichst etwas kithnen Metapher: durch dies Verfahren sei uns V2
selber ,gegeben®, auf Grund dieses Verfahrens  kennten* wir V2 selbst,
wir kénnten V'2 ,berechnen usw.

Genau so liegen die Dinge bei jedem andern Wert, der nicht
durch eine rationale Zahl selbst bezeichnet werden kann, also z. B.
bei 7, log 2, sin 10° usw. Wenn wir sagen, wir kennten diese Zahlen,
so liegt dem jedesmal nichts anderes zugrunde als dies: Wir kennen
ein (in den meisten Fillen sehr beschwerliches) Verfahren, um in
idhnlicher Weise, wie eben bei V2 genauer gezeigt, den zu erfassen-
den Wert zwischen immer dichter und schlieBlich beliebig dicht sich
zusammenschliefenden (rationalen) Zahlen einzuspannen.

Um diese Dinge etwas allgemeiner und schirfer zu erfassen,
schalten wir eine vorldufige, aber doch fiir alles folgende durchaus
grundlegende Betrachtung {iber Folgen rationaler Zahlen ein.

1) Gerade dies ist das Paradoxe und der unmittelbaren Anschauung
schwer zugingliche, daf auf der Zahlengeraden schon eine (im eben defi-
nierten Sinne) dichte Menge von Punkten markiert ist, und dafi dies doch nicht
alle Punkte der Geraden sind. — Vergleichsweise kann man dies so be-
schreiben: Die ganzen Zahlen bilden eine erste grobe Einteilung in Ficher;
die rationalen Zahlen fiillen diese Ficher wie mit feinem Sande aus, der aber
fiir den schirferen Blick notwendig noch Liicken lassen mufi. Diese nun aus-
zufiillen, wird unsere niichste Aufgabe sein.
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§ 2. Rationale Zahlenfolgen®).

Bei der vorhin angedeuteten Berechnung von V2 bildeten wir
nacheinander wohlbestimmte rationale Zahlen. Von der speziellen
Dezimalbruchform wollen wir uns hierbei freimachen und beginnen
mit folgender

Definition: Ldft sich auf Grund irgendeines gesetzmifligen Bil- 5.
dungsverfahrens der Rethe nach eine 1., eine 2., eine 3., ... (rationale)
Zahl bilden, und entspricht somit jeder natiirlichen Zahl n eine und
nur eine wohlbestimmie (vationale) Zahl %, so sagt man, daf} diese Zahlen

Xy, Xy, Xy e Ty e

(in  dieser den natiirlichen Zahlen enisprechenden Anordnung) eine
Zahlenfolge bilden. Wir bezeichnen sie kurz mit (x,) oder mit

(@4 @y, - - )

Beispiele.
1 . 1 1 1 1
1 Tp=m also die Folge <;~) oder 1, g 6.
2. x, = 2", also die Folge 2, 4, 8, 16, ...
8. x,=a", also die Folge a, a?, 43, ..., bei der a eine gegebene Zahl
sein soll.

4, @, =%[{1—(—1)"], also die Folge 1, 0,1, 0, 1, 0, ...

5. xz, = dem nach » Ziffern abgebrochenen Dezimalbruch fiir ‘/_E,

6. x =(;~——1)—,1———1 also die Folge 1 _1 +~1— -1

¢ Yn " ) ) 3 ) 3 y 1 y e

7. Es soll @, =1, a,=1, ;=2,+2,=2 und allgemein soll fir n=>3
stets @, = &, 1+, _o sein. Man erhiilt so die Folge 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...,
die gewohnlich als die Zahlenfolge von Fibonacci bezeichnet wird,

A S T

9. 2, %, f?f_, %, ..4,”—;-“—1,

10. 0, % g- i %, ...,11;—1,.

11. #, =der n'e Primzahl, also die Folge 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, ..

12. DieFolgel,—g—, %, %g, —%,...,bei derallgemeinx,,=(1+%4—...—}-%).
Bemerkungen. ' 7.

1. Das Bildungsgesetz kann ganz beliebig sein. Es braucht insbesondere
nicht in einer expliziten Formel zu bestehen, die es gestattet, bei gegebenem
n das zugeordnete z, direkt zu berechnen. Bei Beispiel 6, 5, 7 u. 11 ist dies
offenbar nicht ohne weiteres moglich. Und bei einer zahlenmiéBig vorgelegten
Folge braucht weder das Bildungsgesetz (vgl 6, 5 u. 12) noch sonst irgend-
eine Regelmifiigkeit unter den aufeinanderfolgenden Zahlen in die Augen zu
fallen (vgl. 6, 11).

~ 1) Auch in diesem Paragraphen bedeuten alle vorkommenden Buchstaben-
grofien noch stets vationale Zahlen.
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2. Manchmal ist es vorteilhaft, die Folge mit einem , Q%% Gliede z,,
oder gar einem (— 1)t oder (—2)%* Gliede #_,, #_, beginnen zu lassen.
Wir wollen dann trotzdem als n'e Glied stets dasjenige bezeichnen, welches
den Index # trigt. Bei 6, 2, 3 u. 4 kann man z. B. ohne weiteres ein 0% Glied
oder auch ein (—1)*s oder (—2)%* voranstellen. In solchem Falle ist also
das ,erste“ Glied nicht das Anfangsglied der Folge. Die Bezeichnung ist dann
(%9, @1y -+.) bzw. (x_,, 24, ...), und nur wenn iiber den Anfang der Nume-
rierung kein Zweifel besteht, oder wenn er ganz belanglos ist, schreiben wir
kurz (z,) zur Bezeichnung der Folge.

3. Eine Zahlenfolge wird oft besonders als umendliche bezeichnet. Dies
Beiwort soll dann nur betonen, dafi auf jedes Glied noch weitere folgen. Man
sagt dann auch, dafi es sich um wunendlich viele Glieder handle. Allgemein
spricht man von endlich vielen oder unendlich vielen Dingen, je nachdem diese
Dinge eine durch eine bestimmte natiirliche Zahl angebbare Anzahl haben
oder nicht. Auch weiterhin wird — wie wir gleich jetzt betonen wollen —
das Wort ,unendlich® immer nur eine symbolische Bedeutung haben, durch
die ein wohlbestimmter (meist sehr einfacher) Sachverhalt abkiirzend bezeich-
net wird.

4. Haben alie Glieder einer Folge ein und denselben Wert ¢, so sagt
man, die Folge sei identisch gleich ¢ und schreibt wohl z,=c. Allgemein
schreiben wir (z,) = (x,’), wenn die beiden Folgen (z,) und (z,/) Glied fiir
Glied iibereinstimmen, wenn also fiir jeden in Betracht kommenden Index
T, =x, ist.

5. Oft ist es zur Veranschaulichung einer Zahlenfolge bequem, sich ihre
Glieder als Punkte auf der Zahlengeraden zu markieren oder markiert zu
denken. Wir haben dann eine Punkifolge vor uns. Doch ist hierbei zu be-
achten, dafi in einer Zahlenfolge ein und dieselbe Zahl mehrmals, ja ,unend-
lich oft“ auftreten kann (vgl. 6, 4). Dann ist der entsprechende Punkt mehr-
mals, evtl. unendlich oft zu zdhlen, d. h, als Glied der Punktfolge zu be-
trachten.

6. Eine andere Art der Veranschaulichung besteht darin, dafi man in
einem rechtwinkligen Achsenkreuz die Punkte mit den Koordinaten (n, x,),
fir n=1,2, 8,..., markiert und der Reihe nach durch geradlinige Strecken
verbindet. Der entstehende geradlinig-gebrochene Linienzug gibt dann ein
Bild der Zahlenfolge.

Die Untersuchung der hiermit eingefiihrten Zahlenfolgen nach
den mannigfachsten Gesichtspunkten wird nun den Hauptgegenstand
aller folgenden Kapitel bilden. Insbesondere wird es sich dabei um
Feststellungen oder Aussagen handeln, die fiir alle Glieder der Folge
gelten, oder wenigstens fiir alle Glieder, die hinier einem bestimmien
stehen!). Im Hinblick auf diese letztere Einschrinkung sagt man
wohl, daB es bei der betreffenden Feststellung ,auf endlich viele
Glieder nicht ankdme“ oder daB sie sich nur auf das infinitdre Ver-
halten der Folge bezoge. Als erste Beispiele solcher Feststellungen
filhren wir folgende Definitionen cin:

1) Z. B.: Alle Glieder der Folge 6, 9 sind >1. Oder: Alle Glieder der
Folge 6, 2, die hinter dem 6%® stehen, sind >> 100 (ktirzer: fiir » > 6 ist
z, > 100).
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Definitionen. 1. Eine Folge soll beschrinkt') heiflen, wenn es
eine positive Zahl K gibt, so dap fiir alle Glieder die Ungleichung

|e,|£K oder —K<L#, <K

n ==

gilt. K heift dann eine Schranke fiir dic Betrige der Glieder der Folge.

Bemerkungen und Beispiele.

1. Ob in der Definition 8 | < K“ oder ,<Z K“ steht, ist ziemlich gleich-
gliltig. Denn ist stets (d. h. fiir alle in Betracht kommenden Indizes #)
|2, | < K, so gibt es auch eine Konstante K’, so dafi stets |w,|< K’ ist;
denn offenbar kann jedes K’ > K dafiir gew#hlt werden. Ist umgekehrt stets
| 24 | < K, so ist erst recht |, |< K. In jedem Einzelfall kann der Unter-
schied natlirlich trotzdem sehr wesentlich werden.

2. Eine Schranke K von (z,) kann also durch jede grofere Zahl ersetzt
werden.

3. Die Folgen 6, 1, 4, 5, 6, 9, 10 sind offenbar beschrinkt; 6, 3 ist es
auch, falls |a|<1 ist. Die Folgen 6, 2, 7, 8, 11 sind es sicher nicht. Ob die
Folge 6, 12 und ob 6, 3 fiir ein jedes |a|>1 beschrinkt ist oder nicht, ist
nicht ohne weiteres zu sehen.

4. Weifi man nur, daf es eine Konstante K, gibt, fiir die stets z, < K,
bleibt, so soll die Folge nach rechts (oder: nach oben) beschrinkt, K, selbst
eine obere (oder: rechte) Schranke der Folge heifien. Gibt es eine Konstante K,,
fiir die stets z, > K, bleibt, so soll (x,) nach links beschvinki, K, eine uniecre
Schranke der Folge heifien. Hierbei brauchen K, und K, nicht positiv zu sein.

5. Ist eine Folge nach rechts beschrinkt, so braucht es doch unter ihren
Zahlen keine grofite zu geben. So ist z. B. 6, 10 nach rechts beschrinkt,
und doch wird jede Zahl dieser Folge von jeder folgenden iibertroffen, so daf
keine die grofite sein kann?). Entsprechend braucht eine nach links be-
schriinkte Folge kein kleinstes Glied zu enthalten; vgl. 6, 1 und 9. — Mit
dieser zundchst paradox anmutenden Tatsache mache sich der Anfinger wohl
vertraut! — Unter endlich vielen Werten gibt es natiirlich stets sowohl einen
groften als einen Kkleinsten, d. h einen solchen, der von keinem der iibrigen
Werte iibertroffen, und einen solchen, der von keinem untertroffen wird. (Es
diirfen aber mehvere dem grofiten oder dem kleinsten Werte gleich sein.)

1. Eine Folge soll monoton wachsend oder zunehmend heifen,
wenn Stets

xn _S. .’E"+1

ist, dagegen monoton fallend oder abnehmend, wenn stets
xn 2 xn+1

ist. Betde Arten werden auch kurz als monotone Folgen bezeichnet.

1) Diese Bezeichnung scheint von C. Jordan, Cours d’analyse, Bd. 1,
S. 22, Paris 1893, eingefithrt worden zu sein.

%) Der Anfinger lasse sich nicht durch oft gehdrte Redewendungen wie
diese beirren: ,Fir unendlich grofies n sei z, =1 und es sei also 1 die grofite
Zahl der Folge“. So etwas ist barer Unsinn (vgl. hierzu auch 7, 8). Denn
die Glieder der Folge sind die Zahlen 0, %, %, §, ... und von diesen ist keine
=1, sondern eine jede <_1. Und ein ,unendlich grofies n“ gibt es nicht.

8.

9.
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Bemerkungen und Beispiele.

1. Eine Folge braucht natiirlich weder monoton wachsend, noch monoton
fallend zu sein; vgl. @, 4, 6, 8. Doch sind monotore Folgen sehr hédufig und
im allgemeinen bequemer zu iiberschauen als die nicht monotonen. Darum ist
es zweckmifBig, sie durch eine besondere Benennung:-auszuzeichnen.

2. Statt wachsend miifite man genauer ,nicht fallend, statt fallend ge-
nauer ,nicht wachsend“ sagen; doch ist das meist nicht iiblich. Soll in be-
sonderen Fillen das Gleichheitszeichen ausgeschlossen werden, soll also stets
Xp < Xpy, bzW. 2, >x, ., sein, so nennt man die Folge im engeren Sinne
monoton wachsend bzw, fallend.

3. Die Folgen 6, 2, 5, 7, 10, 11, 12 und 6, 1, 9 sind monoton; die erst-
genannten steigend, die andern fallend. 6, 3 fillt monoton, falls 0 <a <1 ist,
steigt dagegen monoton fiir @ > 1; fiir a <C 0 ist sie nicht monoton.

4. Die Bezeichnung ,monoton® riihrt von C. Neumann her (Uber die
nach Kreis-, Kugel- und Zylinderfunktionen fortschreitenden Entwicklungen,
S. 26/27. Leipzig 1881).

Wir kommen nun zu einer Definition, der die groBte Aufmerk-
samkeit zu schenken ist, und bei der man nicht miide werden darf,

sich ihren Inhalt bis in die letzten Konsequenzen klarzumachen,

III. Eiwne Folge soll als Nullfolge bezeichnet werden, wenn sie
folgende Eigenschaft besitzt: Wenn eine beliebige positive Zahl e
gegeben wird, so soll die Ungleichung
wﬂ‘ < €
durch alle Glieder, von hichstens endlich vielen') Ausnahmen ab-
gesehen, erfiillt werden. Oder anders ausgedriickt: Wenn eine beliebige
positive Gréfe ¢ gewdhlt wird, so soll sich stets eime Zahl n, so
angeben lassen, daf

fiir alle  n>mn, stets |x,|<¢

1st.
Bemerkungen und Beispiele.

1. Sind diese Bedingungen bei einer vorgelegten Folge fiir ein bestimmies ¢
erfiillbar, so sind sie um so eher fiir jedes grofiere ¢ erfiillbar (vgl. 8, 1), nicht
aber fiir jedes kleinere. (Bei 6, 10 z. B. sind die Bedingungen fiir ¢ =1, und
also jedes grofiere ¢ erfiillt, wenn man #n,=0 nimmt; fiir e=} dagegen sind
sie nicht erfiillbar.) Bei einer Nullfolge sollen aber die Bedingungen fiir jedes
positive ¢, insbesondere also auch fiir jedes sehr kleine ¢ > 0 erfiilibar sein.
Daher formuliert man die Definition etwas nachdriicklicher gewdhnlich so:
(#a) ist eine Nullfolge, wenn jedem noch so kleinen ¢ >0 eine Zahl n, so ent-

spricht, daf nun
fir alle n>mn, stets lz,|<¢

ist.
2. Die Folge 6, 1 ist offenbar eine Nullfolge; denn fiir

1 . .
n> — st stets |x,|<Ce¢,
&

. . 1
wie auch ¢ > 0 gegeben wird. Es geniigt also ;= S« nehmen.

1 Vgl. 7, 8.
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3. Die Stelle, von der an die Betrige der Glieder einer vorgelegten Folge
bei gegebenem ¢ stets < ¢ bleiben, wird natiirlich im allgemeinen von der
Grofie der Zahl & abhingen und im grofien und ganzen um so weiter rechts
liegen (d. h. #, wird um so gréfier sein), je kleiner das ¢ gegeben wird (vgl. 2).
Um diese Abhingigkeit der Zahl n, von ¢ zu betonen, sagt man oft deutlicher
ndem gegebenen ¢ solle eine Zahl n, =1, () so entsprechen, daf ...%

4. Es braucht #, keine ganze Zahl zu sein.

5. Die Vorzeichen der z, spielen hierbei keine Rolle, da | —, | = | @, | ist,
und also keine oder beide < & sind. Demnach ist auch @, 6 eine Nullfolge.

6. Bei einer Nullfolge braucht kein Glied gleich 0 zu sein, Alle Glieder
aber, deren Index sehr grof ist, werden sehr klein sein miissen. Denn wihle

ich etwa s=1~66(1)—0—0—0, so muf ja doch fiir alle #, die eine gewisse Zahl #n,
tibersteigen, |xn]<m(%m sein. Ebenso fiir ¢= 1010 und jedes andere ¢.

1. Auch die unter 6, 3 genannte Folge (a”) ist, falls |a| < 1 ist, eine Nuilfolge.

Beweis. Ist a =0, so ist die Behauptung trivial, da dann fiir jedes ¢ >0
stels |z, | <& ist. Ist nun 0 <{|a |<C1, soist (nach 8, I, 4) 7}1—1> 1. Setzen
i

wir also 1
——=14p, soist p>0.
la]
Dann ist aber fiir jedes n > 2
(a) A+p)">1+np.

Denn fiir n =2 ist (14+p)2=1+2p+p2>1+2p, die Beziehung also sicher
richtig. Ist schon filr n =k > 2 festgestellt, dafi

A+p)f>1+kp
ist, so folgt nach 2, III, 6, daf

A+ > (k) (L +p) =1+ (E+Dp+Ep* > 1+ G+1)p
ist, daB also unsere Beziehung auch fiir » =%+ 1 richtig ist. Nach 2, V ist
sie also fiir jedes n > 2 richtig?).
Danach ist nun
1 1
—1 _‘_‘n P_ < ‘;’t—P ’

[#a|=]a" |=]a]"

1
EETI

also, wie auch ¢ >0 gegeben sein mag

|z, | =!a"| <& fiir alle n>i.
pe

8. Nach 7. sind aufier der unter 2. genannten Folge (—:l—) insbesondere

. 1 1 1 4\"
auch die Folgen <Z_">’ <37>, (W)’ <<~5—>) usw. Nullfolgen,

9. Ahnlich wie in 8, 1 gilt hier die Bemerkung, daf es bei der Defi-
nition 10 ziemlich gleichgiiltig ist, ob dort ,<&“ oder , <&“ steht. Denn
ist fiir » > n, stets |, | < &, so ist um so mehr |z, | < ¢. Ist umgekehrt fiir
jedes ¢ >0 zun#chst », nur so bestimmbar, dafi fiir n > n, stets |z, | e ist,

1) Der Beweis lehrt sogar, dafi (a) fiir »>2 richtig ist, wofern nur
14+p>0, also p>—1, aber = 0 ist. Fiir p=0 und fiir n =1 geht (a) in
eine Gleichung iiber. — Die Beziehung (a) nennt man die Bevnouliische Un-
gleichung. (Jak. Bernoulli, Prop. arithm. de seriebus, 1689, Satz 4.)

Knopp, Unendliche Reihen. 2. Aufl. 2
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so wiahle man eine positive Zahl ¢, < ¢; ihr mui dann eine Zahl #, so ent-
sprechen, dafi fir » >>n, stets |z, | < ¢ ist. Dann ist aber

fiir alle %>, stets |z,|<{e¢;

die Bedingungen sind also auch in der alten Form erfiillbar. — Ganz dhnlich
erkennt man, daf es ziemlich gleichgiiltig ist, ob in der Definition 10 > #,“
oder ,>ny“ steht. — In jedem Einzelfall dagegen mufi dieser Unterschied

natiirlich wieder beachtet werden.

10. Obgleich in einer Zahlenfolge jedes Glied vollig fiir sich dasteht,
einean festbestimmten Wert hat und keinerlei Beziehung zu den vorangehenden
oder nachfolgenden Gliedern zu haben braucht, so pflegt man doch irgend-
welche beim Durchgehen der Folge (von links nach rechts) beobachteten
Eigentiimlichkeiten ,den Gliedern z,“ oder ,dem allgemeinen Gliede der Folge“
zuzusprechen. So sagt man etwa bei 6, 1: die Glieder werden Kkleiner; bei
6, 2: die Glieder werden grofier: bei 6, 4 oder 6, 6: die Glieder schwanken
auf und ab; bei 6, 11: das allgemeine Glied kann nicht durch eine explizite
Formel erhalten werden usw. usw. — In diesem Sinne wollen wir das eigen-
tiimliche Verhalten der Glieder einer Nullfolge dadurch umschreiben, daf wir
sagen: Die Glieder werden beliebig klein, oder: sie werden unendlich klein'), —
womit nicht mehr und nicht weniger gesagt werden soll, als was die Defi-
nition 10 enthdlt, ndmlich dafi bei jedem noch so hkleinen ¢ >0 die Betrige
der Glieder doch schlieflich (d. h. fiir alle Indizes #, die eine passende Zahl #,
iibersteigen; oder kiirzer: von einer Stelle an) kleiner als & sind?).

11. Eine Nullfolge ist eo ipso beschrinkt. Denn wihlen wir ¢=1, so
muf es eine Zahl n, geben, so dafi fiir n > n, stets |a,|<C1 ist. Unter den
endlich vielen Betrigen |z, |, |2, !, ..., |, | gibt es aber (vgl. 8, 5) einen
groften, der = M sei. Dann ist fir K = M + 1 ersichtlich stets |z, | < K.

12. Wir betonen noch ausdriicklich, daf es zum Nachweis, ob eine vor-
gelegte Folge eine Nullfolge ist, unbedingt erforderlich ist, dafi bei vor-
geschriebenem ¢ >0 das zugehdrige =, wirklich angegeben werden kann.
Ebenso: wenn von einer Folge (x,) vorausgesetzt wird, daf sie eine Null-
folge ist, so wird eben damit als mdglich vorausgesetzt, daB zu jedem ¢ das zu-
gehorige n, wirklich angegeben werden kann. Im Gegensatz hierzu mache
man sich genau klar, was es heifit, dafi eine Folge (%,) keine Nullfolge ist.
Es heifit dies: Nicht bei jeder positiven Zahl ¢ ist von einer Stelle ab immer
[#,| < e; — sondern also: Es gibt eine spezielle positive Zahl ¢,, derart, daf
von keiner Stelle an stets |, | < ¢, ist; es ist vielmehr hinter jeder Stelle immer
wieder einmal (und also fiir unendlich viele Indizes) |z, | = &.

13. Endlich deuten wir noch an, wie man sich den Charakter einer Folge
als Nullfolge geometrisch anschaulich machen kann:

Bei der Veranschaulichung 7, 5 haben wir es mit einer Nullfolge zu tun,
wenn die Glieder der Folge von einer Stelle ab (fiir n > #,) alle dem Infervall®)

1y Diese Ausdrucksweise rithrt von A. L. Cauchy her (Anal. alg.,, S. 4 u. 26).

2) Von einem monotonen Verhalten braucht dabei natlirlich keine Rede
zu sein (vgl. 6, 6). In jedem Falle kdnnen auch schon einige |&,| < ¢ sein,
deren Index < n, ist.

3) Als Intervall bezeichnen wir ein Stiick der Zahlengeraden, das zwischen
zwei bestimmten ihrer Punkte liegt. Je nachdem man diese Punkte selbst noch
zum Intervall hinzurechnet oder nicht, nennt man es abgeschlossen oder offen.
Wenn nichts Besonderes gesagt ist, sollen im folgenden die Intervalle stets
@bgeschlossen gedacht werden. (Bei 10, 13 ist das nach 10, 9 gleichgtiltig.)
Ist a der linke, b der rechte Endpunkt eines Intervalles, so nennen wir dieses
kurz das Intervall a...b.
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—&...+¢ angehbren. Nennen wir ein solches Intervall kurz eine ¢- Umgebung
des Nullpunktes, so kénnen wir sagen: (x,) ist eine Nullfolge, wenn in jeder
(noch so kleinen) £-Umgebung des Nullpunktes doch alle Glieder der Folge,
von héchstens endlich vi len Ausnahmen abgesehen, gelegen sind.

Bei der Veranschaulichung '7, 6 ziehen wir durch die beiden Punkte (0, + ¢)
Parallelen zur Abszissenachse und kdnnen sagen: (x,) ist eine Nullfolge, wenn
das ganze Bild der Folge (x,) — von einem endlichen Anfangsstiick abge-
sehen — in jedem solchen (noch so schmalen) ¢-Streifen um die Abszissenachse
gelegen ist,

14. Der Begriff der Nullfolge, die ,beliebig klein gegebene positive
Grofie &%, die uns von nun an ein nicht mehr zu entbehrendes Hilfsmittel sein
wird und die darum einen Grundpfeiler fiir den Aufbau der gesamten Analysis
bildet, scheint zuerst 1655 von J. Wallis (s. Opera I, S. 382/3) benutzt worden
zu sein. Der Sache nach findet sie sich aber schon bei Euklid, Elemente V.

Nun sind wir schon eher in der Lage, den Sachverhalt zu er-
fassen, der der oben erdrterten Bedeutung von V2 oder & oder log 5
zugrunde liegt, Indem wir — wir bleiben bei dem Beispiel V2 —
einerseits die Zahlen

z, = 1,4; z, = 1,41; zy = 1,414; xr, =1,4142; ...
und andrerseiis die Zahlen

y,=15; y,=1,42; y,=1415; y, =1,4143;...
bilden, stellen wir offenbar zwei (rationale) Zahlenfolgen (z,) und (y,)
nach einem ganz bestimmten (wenn auch sehr miihsamen) Verfahren
auf. Und zwar sind beide monolon, die Folge (z,) wachsend, die
Folge (y,) fallend. Uberdies ist stets 2 < y,, aber der Unterschied
beider, also die Zahlen

Y — 2= dn

bilden nach 10, 8 eine Nullfolge, da ja dn=j(l)7 ist. Diese Tatsachen
sind es offenbar, die uns das Gefiihl geben, daB wir V2 ,kennen¥,
daB wir es ,berechnen“ konnen usw. obgleich — wie wir oben

sagten — noch niemand den Wert V2 sozusagen vollstindig vor
Augen gehabt hat. — Deuten wir diese Dinge noch etwas anschau-
licher auf der Zahlengeraden, so haben wir offenbar dies (vgl. Fig. 1,
S. 24): Die Punkte z, und y, begrenzen ein Intervall J, von der
Lange d,; die Punkte x, und y, ebenso ein Intervall J, von der
Linge d,. Dieses zweite Intervall liegt aber wegen

xl g x? < y‘.,’ é yl

ganz in dem ersten. Ebenso begrenzen die Punkte z, und y, ein
Intervall J; von der Lénge d,, das ganz in J, liegt; und allgemein
begrenzen die Punkte z, und y, ein Intervall J von der Linge d,,
das ganz in J _, liegt. Und die Lingen dieser Intervalle bilden eine
Nullfolge, es schniiren sich die Intervalle — wie man vermutet —
um eine ganz bestimmte Zahl zusammen, schrumpfen auf einen ganz
bestimmten Punkt ein.

PA
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Wir haben nur noch zu priifen, inwieweit diese Vermutung das
richtige trifftt — Dazu geben wir allgemeiner die folgende

Definition. Liegt eine monoton steigende Folge (x,) und eine mono-
lon fallende Folge (y,) vor, deren Glieder fiir jedes n die Bedingung

n S Yn
erfiillen, und bilden die Differenzen

d" = yn —Z
eine Nullfolge, so wollen wir kurz sagem, es sei uns eine Intervall-
schachtelung gegeben. Das n' Intervall J erstreckt sich von x, bis y,,
und d, ist seine Lange. Die Schachtelung selbst soll dann kurz durch (J],)
oder durch (x,|y,) bezeichnet werden.
Unsere oben ausgesprochene Vermutung findet nun ihre erste
Bestitigung in dem folgenden

Satz. Es gibt hichstens eime (rationale) Zahl s, die allen Inter-
vallen einer Intervallschachielung angehirt, die also fiir jedes n die

Ungleichung 5 <s<y
erfillt?).
Beweis: Gibe es neben s noch die davon verschiedene Zahl ¢,
die auch fiir alle # die Ungleichung
¢, <y,
erfiillte, so ware fiir alle » neben
, <s <y,

noch (s. 3,1, 4)
—y, L -5 -z,

so daB nach 8,1, 2 und 8,11, 5 stets

—d,Ls—s<Ld, oder |s—s|Ld,
ware. Wihlen wir also ¢ = |s — s'|, so wire niemals, also auch von
keiner Stelle ny ab, d, < ¢, — was der Voraussetzung, (d,) sei eine
Nullfolge, widerspricht. Die Annahme, daB zwei verschiedene Punkte
allen Intervallen angehéren, ist also unzuldssig, — w. z. b. w.?).

Bemerkungen und Beispiele.
n—1 nt+1 n—1 n+41 P 2

) =T Ao Ju= s s =

Man iiberzeugt sich sofort, daffi hier wirklich eine Intervalischachtelung vor-

1. Es sei 2, =

1) Fiir spiter merken wir hier gleich an, daB dieser Satz auch fiir den
Fall unveréndert giiltig bleibt, wenn die auftretenden Zahlen beliebige reelle
Zahlen sind.

?) Anschaulich gesprochen sagt der Beweis: Wenn s und s’ allen Inter-
vallen angehoren, so ist die Lidnge aller Intervalle mindestens gleich dem Ab-
stande |s—s'| von s und s’ (s. 8, I, 6); diese Léingen kdnnen also keine Null-
folge bilden.
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liegt, da ja stets Zn < Fpgy < VYntr < Ya und da fir « >—2— auch stets d, < ¢
€

bleibt, wie auch &> 0 gewihlt wird,
Die Zahl s=1 gehort hier allen J, an, da stets n_?l<1 <n_;i—_1 ist.
n

Neben 1 kann also keine zweite Zahl allen Intervallen angehéren.

2. (Jn) sei folgendermafien definiert: J,*) sei die Strecke 0 ... 1, J, davon
die linke Hilfte, J, die rechte Hilfte von J,, J, wieder die linke Hilfte von
Js usw. Diese Intervalle sind offenbar ineinander geschachtelt, und da J, die

1
Linge 4, =on hat und da diese Zahlen eine Nullfolge bilden, so liegt eine

Intervallschachtelung vor. Nach leichter Uberlegung findet man, dafi die Folge
der 2, aus den Zahlen

11,15 1.1 1 _a
0 T a T TeaT e
besteht, deren jede zweima] hintereinander genommen werden mufi, und daf
die Folge der y, mit 1 beginnt und dann aus den je zweimal hintereinander
zu nehmenden Zahlen
1— 1 1 1 1 3 1 1 1 1
22’ 2 8 8’ 2 8 32 3277
besteht. Da nun

0,

1 1 1 1 1 ( 1> 1
Tietat Tyl <
und
1 1 1 1 ( 2) 1
=== —gmai-s\twu/~3
ist?), so ist flir jedes n stets x, <<} <y, und also s =1 die einzige Zahl, die
allen diesen Intervallen angehdrt. Durch (J,) wird hier also die Zahl } ,er-
fafit* oder ,bestimmt¥, (J,) schrumpft auf die Zahl } zusammen,

3. Wenn eine Intervallschachtelung (J,) vorliegt und eine Zahl s bekannt
geworden ist, die allen J, angehort, so ist diese Zahl s durch (J,) nach unserem
Satze vollig eindeutig bestimmt. Wir sagen daher schirfer: die Schachtelung
(Ja) definiere oder erfasse die Zahl s, oder s sei der durch die Schachtelung ge-
gebene Wert; oder auch: s sei der inmerste Punkt aller Intervalle.

4. Ist s irgendeine gegebene rationale Zahl und setzt man fir n=1, 2, ...
Tn=5— 1 und y, =s- —}1—, so ist (x,|y,) ersichtlich eine Intervallschachtelung,
n

durch die die Zahl s selbst erfafit wird. Aber auch wenn stets x, =s und y,=s
gesetzt wird, ist (24| y,) eine Schachtelung, durch die die Zahl s erfafit wird. —
Man kann hiernach also in der mannigfachsten Art eine Intervallschachtelung
bilden, die eine gegebene Zahl definiert. — '

) Wir lassen den Index hier von 0 an laufen (vgl. 7, 2).
%) Fir irgend zwei Zahlen g und b und jede natiirliche Zahl % gilt bekannt-
lich die Formel

a® - bo¥=(a—10) (a-k_1+ak_2b+...—|—abk_2+bk—1),
woraus speziell die fiir « 4 1 giiltigen Formeln

—a* _k
1+a+...—|—u75—1=1—a— und a-|-u2+...+ak=1_i.a
l1—a 1—a

folgen,
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Unser Satz erledigt nun aber sozusagen nur die eine Hailfte unserer
oben ausgesprochenen Vermutung: Wenn iiberhaupt eine Zahl s allen
Intervallen einer Schachtelung angeliért, so gibt es neben ihr keine
zweite, sie ist vielmehr durch die Schachtelung eindeutig erfaBt.

Die andere Halfte der Vermutung aber, daB es ndmlich auch
immer eine (rationale) Zahl s gebe, die allen Intervallen einer Schach-
telung angehorte, diese Vermutung ist #77¢g — und gerade dies wird
uns der AnlaB zur Erweiterung des Systems der rationalen Zahlen
werden,.

Das zeigt folgendes Beispiel: Ist wie oben S. 19 z, =14, z,=141,...;
y.=15; 9,=142;..., so gibt es keine rationale Zahl s, fiir die stets
2, < s <y, wire. Setzen wir ndmlich

) =a, und 9, =92

so bilden auch die Intervalle J,’=g,/...y," eine Schachtelung?!). Nun war

aber stets z,’ =, <2 und y,’ = 9,2 > 2 (denn so waren ja die Dezimalbriiche
#, und y, gewihlt), also »,’ <2 <y,’. Ebenso folgte aus z, < s <4y, durch
(nach 8,1, 3 erlaubtes) Quadrieren, dafi stets z,/ < s2 < 9,/ sein miifite. Nach
unserm Satz 12 miifite also s? =2 sein, was aber nach dem Beweis S. 11,
Fufinote, unmdglich ist. Es gibt also hier sicher keine (rationale) Zahl, die
allen Intervallen angehorte. .

Was in solchem Falle nun zu tun ist, wollen wir im folgenden

Paragraphen untersuchen.

§ 3. Die irrationalen Zahlen.

Mit der Tatsache, daB es keine rationale Zahl gibt, deren Qua-
drat = 2 ist, daB also zur Losung der Aufgabe xz? = 2 das System
der rationalen Zahlen zu liickenhaft, zu unvollkommen ist, miissen wir
uns abfinden. Aber nicht nur in diesem einen Falle, sondern zur
Losung vieler tausend anderer Aufgaben erweisen sich die rationalen
Zahlen als ein unzureichendes Material. Fast alle dic Werte, die wir

[
durch Vn, durch log#n, sine, tge usw. zu bezeichnen pflegen, sind
im System der rationalen Zahlen nicht vorhanden und kénnen daher
ebensowenig glatt hingeschrieben, ebensowenig unmittelbar ,erfaBt“

oder ,ziffernmiBig gegeben“ werden wie V2. Das Material ist zu
grob fiir diese feineren Zwecke.

Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen geben uns nun einen
Fingerzeig, wie wir uns ein geeigneteres Material schaffen koénnen:
Auf der einen Seite sahen wir namlich, daB hinter dem Gefiihl, wir

1) Denn aus &, < ap+1-< yn+1 < ¥, folgt — da alles positiv ist — nach

3, I, 8 durch Quadrieren, dafi auch #,/ < #/n+1<9'n+1 <9, ist; und weiter
ist ¥’ — @ = (Y + ) (., — @), also, da die &, und y, fiir alle  stets < 2 sind:
4 1 &

V' =z, << o also <&, sobald = < T

10 ist, was nach 10, 8 von einem ge-

wissen #, ab sicher der Fall ist.
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kennten V2, im wesentlichen nur die Kenntnis eines Verfahrens lag,
eine ganz bestimmte Intervallschachtelung anzugeben, fiir deren Kon-
struktion natiirlich die Losung der Aufgabe 2? = 2 die Veranlassung
gab!). Auf der andern Seite sahen wir, daB, wenn eine Intervall-
schachtelung (] ) iiberhaupt eine angebbare (d.h.also immer noch:
rationale) Zahl s enthilt, diese Zahl s vollig eindeutig durch die
Schachtelung bestimmt ist, so eindeutig, daB es eigentlich ganz gleich-
giiliig ist, ob ich die Zahl s direkt gebe (hinschreibe, nenne), oder
ob ich statt ihrer die Schachtelung (]) angebe, — mit dem stll-
schweigenden Zusatz, daB ich mit der letzteren eben die dadurch
eindeutig eingespannte oder definierte Zahl s meine. In diesem Sinne
leisten beide Angaben (beide Zeichen) ganz dasselbe, beide konnen
gewissermaBen als gleich angesehen werden, so dafi wir also geradezu

(J,)=s oder (z,]y,)=s
schreiben konnen. Und demgemiB werden wir nicht nur sagen ,Die
Schachtelung (] ) bestimmt die Zahl s“, sondern ,(J,) ist nur ein
anderes Zeichen fiir die Zahl s oder schlieBlich ,,(J,) ¢s¢t die Zahl s¢,
— genau wie wir in dem Dezimalbruch 0,333... nur ein anderes
Zeichen fiir die Zahl 3, oder eben die Zahl % selbst zu sehen ge-
wohnt sind.

Es ist nun auBerordentlich naheliegend, auch bei denjenigen
Intervallschachtelungen, die keine rationale Zahl s enthalten, wverswchs-
weise cine dhnliche Ausdrucksweise einzufiihren. Bedeuten also z. B.
z, und y, die vorhin im Anschluf} an die Aufgabe x? = 2 konstruierten
Zahlen, so konnte man sich — da es doch im System der rationalen

1) Der Kern dieses Verfahrens ist doch dieser: Man stellt fest, daf 12 <2,
22 > 2 ist und setzt demgemidf z,=1, y,=2. Man teilt nun das Intervall

Jo=%y ...y, in 10 gleiche Teile und priift fiir die Teilpunkte 1+ -1%,
k=0,1,2,...,9,10, ob ihr Quadrat <2 oder >2 ist. Man findet, daf
k=0,1,2, 8, 4 ein zu kleines, k=5, 6, ..., 10 ein zu grofies Quadrat liefern und

setzt demgemids x, =1,4 und y,=1,5, teilt das Intervall J =z, ...y, wieder
in 10 gleiche Teile, stellt die entsprechende Priifung fiir die Teilpunkte an usw.
Das bekannte Verfahren, \/5 auszuziehen, soll lediglich die jedesmalige Priifung
zu einer moglichst mechanischen machen. — Ebenso fiihrt z. B. die Aufgabe
10% = 2 (also die Bestimmung des Briggschen log 2) auf folgende Schachtelung:
Da 109 <2, 10' > 2, so setzt man hier x,=0, y,=1 und teilt Jo=2,...9,

in 10 gleiche Teile, Fiir die Teilpunkte i% priift man nun, ob 10’“10<2 oder

> 2, d. h. ob 10% <~ 210 oder >> 210 ist. Auf Grund dieser Priifung wird man
z,=03, y, =04 setzen. Das Intervall J, =z, ...y, teilt man erneut in

10 gleiche Teile, stellt die entsprechende Priifung fiir die Teilpunkte %+T%
an, wird auf Grund derselben z,=0,30 und y,=0,31 setzen usw. — Dieses

naheliegende Verfahren ist fiir die praktische Berechnung natiirlich viel zu
mithsam,
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Zahlen keine einzige Zahl gibt, deren Quadrat = 2 ist — nun ent-
schlieBen, zu sagen: diese Schachtelung (x,|y,) bestimme den ,, wahren<,
nur eben mit Hilfe der rationalen Zahlen nicht bezeichenbaren ,,Wert
von V2¢ sie spanne unzweideutig diese Zahl ein, also schlieBlich:
»Sie sei ein neugeschaffenes Zeichen fiir diese Zahl“ oder kurz: ,sie
sei diese Zahl selbst“. Und entsprechend in jedem andern Falle.
Ist (J) = (x,|y,) irgendeine Schachtelung und gibt es keine rationale
Zahl s, die allen ihren Intervallen angehort, so kénnte man sich doch
entschlieBen zu sagen: Diese Schachtelung erfasse einen ganz be-
stimmten — nur eben mit Hilfe der rationalen Zahlen nicht unmittel-
bar bezeichenbaren — Wert, sie definiere zwar eine ganz bestimmte,
aber im System der rationalen Zahlen leider nicht vorhandene Zahl,
sie sei ein neu geschaffenes Zeichen flir diese Zahl, oder kurz: sie
sei diese Zahl selbst, — die dann im Gegensatze zu den rationalen
eine irrationale Zahl genannt werden miiB3te.

Da erhebt sich nun allerdings die Frage: Geht denn das ohne
weiteres an? Darf man das tun? Darf man diese neuartigen Sym-
bole, also die Intervallschachtelungen (z,|y,), ohne weiteres als Zahlen
bezeichnen? Die folgenden Betrachtungen sollen zeigen, daB dem
keinerlei Bedenken entgegenstehen.

Zunichst 14Bt uns die Veranschaulichung dieser Dinge auf der
Zahlengeraden (s. Fig. 1) unsern EntschluB durchaus berechtigt er-

6

x| x| o n Y '.)éb'f lye
-~y
Jp
7 7 !
Yo

Fig. 1.

scheinen. Wenn wir durch irgendeine Konstruktion auf der Zahlen-
geraden einen Punkt P markiert haben (z. B. indem wir von O nach
rechts die Diagonale des Quadrates mit der Seite OE abtragen, od. 4.),
so kann man auf mannigfache Art eine Intervallschachtelung angeben,
die den Punkt P erfaBt; z. B. so: Man denke sich zunichst die simt-
lichen ganzen Zahlen% 0 markiert. Unter ihnen wird es genau eine

geben, sie heie p, so dall P auf der Strecke von p einschlieBlich
bis (p 1) ausschlieBlich liegt. Wir setzen demgemiB z,= p,
Yo =1 + 1 und teilen das Intervall J; =gz, ...y, in 10 gleiche Teile?).

*) Statt 10 kann man natiirlich auch irgendeine andere natiirliche Zahl = 2
nehmen. Genaueres dariiber s, § 5.



12. § 3. Die irrationalen Zahlen, 25

Die Teilpunkte sind p - 1% (mit 2=0,1,2,...,10) und unter ihnen
muB es wieder genau einen geben, etwa p—}—»fa—, so daB P zwischen

r,=p+ _I.% einschlieBlich und v, =p+ k11‘gl ausschlieBlich gelegen

ist. Das Intervall J, =, ...y, teilen wir erneut in 10 gleiche Teile usw.
Denken wir uns dieses Verfahren ohne Ende fortgesetzt, so erhalten
wir eine ganz bestimmte Schachtelung (] ), deren simtliche Inter-
valle J. den Punkt P enthalten. Aufer P kann auch kein zweiter Punkt P’
in allen Intervallen J, gelegen sein; denn dann miiBten ja alle Inter-
valle die ganze Strecke PP’ enthalten. Das ist aber unmoglich, da die

Liangen der Intervalle < J, hat die Linge %) eine Nullfolge bilden.

Zu jedem willkiirlich auf der Zahlengeraden gegebenen Punkt P
(mag es ein rationaler Punkt sein oder nicht) gibt es also — offenbar
sogar viele verschiedene — Intervallschachtelungen, die diesen Punkt
und keinen andern enthalten. Und hier — d. h. bei der geometri-
schen Veranschaulichung auf der Zahlengeraden — erscheint uns auch
das umgekehrte durchaus plausibel: Wenn wir irgendeine Schachte-
lung haben, so scheint es ¢mmer einen (und also nach dem eben
gegebenen Beweise auch nur diesen einen) Punkt zu geben, der allen
Intervallen derselben angehért, der also durch sie bestimmt wird. Wir
glauben dies jedenfalls aus unserer Vorstellung von der Liickenlosigkeit
der Geraden unmittelbar erschlieBen zu konnen?).

Hier bei der geometrischen Veranschaulichung hitten wir also
vollige Gegenseitigkeit: Jeder Punkt 14Bt sich durch eine passende
Intervallschachtelung erfassen und jede Schachtelung erfaBt immer
genau einen Punkt.

Die Anschauung der sogenannten Liickenlosigkeit einer Geraden
ist aber zweifellos etwas sehr Verschwommenes, begrifflich kaum in
voller Schirfe zu Erfassendes; sie darf daher — wie iibrigens alle
nur der Anschauung entnommenen Vorstellungen — bei der Grund-
legung der Analysis nicht selbst das letzte Fundament, sondern héch-
stens einen Wegweiser zur Schaffung desselben bilden. Daher ver-
mogen wir aus der besprochenen geometrischen Veranschaulichung
der in Rede stehenden Dinge zwar nicht gleich einen befriedigenden
Satz abzulesen, aber wir gewinnen aus ihr ein hohes MaB von Ver-
trauen in die ZweckmaiBigkeit und Berechtigung unseres Entschlusses,
die Intervallschachtelungen als Zahlen aufzufassen, den wir nun in der
folgenden Definition prazisieren:

1) Der Satz, der diese Tatsache der ,Liickenlosigkeit der Geraden“ aus-
driicklich postuliert — denn nach einem Bewers darf man hier nicht fragen,
da es sich ja lediglich um eine Beschreibung der Form unserer Anschauung von
der geraden Linie handelt — heifit das Cantor- Dedekindsche Axiom.
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Definition: Wir wollen von jeder Intervallschachtetung (],) oder
(x,|v,) sagen, sie definiere, oder kurz: sie sei eine wohlbestimmte Zahl.
Zur Bezeichnung derselben gebrauchen wir das Zeichen der Intervall-
schachielung selbst, und nur zur Abkiirzung ersetzen wir diese durch
einen kleinen griechischen Buchstaben und schreiben in diesem Sinne

ehwa (Jn) oder (x,|yn) =0

Dies erscheint nun trotz allem als ein sehr eigenmichtiger und
willkiirlicher Schritt, und wir miissen nachdriicklichst die oben auf-
geworfene Frage wiederholen: Geht das ohmne weiteres an? Dirfen
wir denn ohne weiteres die eben definierten rein begrifflichen Dinge
— nimlich die Intervallschachtelungen (bzw. das durch eine solche
erfaBte oder eingespannte, noch durchaus fragwiirdige Etwas) — als
Zahlen ansprechen? Sind es denn Zahlen in demselben Sinne wie
die rationalen Zahlen, — oder priziser: in dem Sinne, wie wir den
Zahlbegriff durch die Bedingungen 4 festgelegt haben?

Die Antwort kann einzig darin bestehen, dall wir entscheiden,
ob die Gesamtheit aller nur denkbaren Intervallschachtelungen bzw.
der dafiir eingefiihrten Symbole (],) oder (z,|y,) oder ¢ ein System
von Dingen bildet, das den genannten Bedingungen 4 geniigt?), dessen
Elemente also — so konnen wir diese Bedingungen kurz rekapi-
tulieren — aus den rationalen Zahlen abgeleitet sind und 1. sich
ordnen, 2. sich nach vier Spezies verkniipfen lassen, hierbei den
Grundgesetzen 1 und 2, I—IV gehorchen, deren System 3. ein zu
den rationalen Zahlen #hnliches und isomorphes Teilsystem enthilt
und 4. das Postulat des Eudoxus erfiillt.

Erst wenn diese Entscheidung im giinstigen Sinne ausgefallen
ist, so wire alles in Ordnung; denn dann hitten unsere neuen Zeichen
ihren Zahlcharakter bewiesen, es wire festgestellt: es sind Zahlen,
deren Gesamtheit wir dann als das System der reellen Zahlen be-
zeichnen werden.

Die genannte Entscheidung bietet nun nicht die geringsten Schwie-
rigkeiten, und wir kénnen uns daher bei der Ausfilhrung der Einzel-
heiten kurz fassen: ‘

Die Intervallschachtelungen — also unsere neuen Zeichen (z, | y,) —
sind jedenfalls nur mit Hilfe der rationalen Zahlzeichen aufgebaut,
und es bedarf also nur der Erledigung der Punkte 4, 1—4. Hierbei
werden wir folgendermaBen zu Werke gehen: Gewisse unter den
Schachtelungen definieren eine rationale Zahl®), also etwas, dessen
Bedeutung und dessen Verkniipfungsarten schon festgelegt sind. Man

) D. h. ¢ ist eine abkiirzende Bezeichnung fiir die Intervallschachtelung
(J») oder (24]¥) -

%) Man lese daraufhin diese Bedingungen nun noch einmal durch!

3) Wir wollen solche Schachtelungen kurz als rationalwertig bezeichnen.
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nehme nun zwei solche rationalwertigen Schachtelungen, etwa (x,'y,) = s
und (z,’|y,’) =s. Dann kénnen wir an den rationalen Zahlzeichen s
und s’ sofort feststellen, ob s <<, = oder > s’ ist, und konnen sie
auch mit Hilfe der vier Spezies miteinander verkniipfen. Man hat
nun lediglich zu versuchen, dasselbe direkt an den Schachtelungen fiir
s und §’ selbst zu erkennen bzw. vorzunehmen und endlich das Er-
gebnis auf die Gesamtheit aller Schachtelungen zu tbertragen. Ein bei
den rationalwertigen Schachtelungen beweisbarer Satz (A) wird uns also
jedesmal Veranlassung zu einer entsprechenden Definition (B) sein.
Wir stellen diese Paare je eines Satzes (A) und einer Definition (B)
zundchst kurz zusammen®): ’

Gleichheit: A. Satz. Sind (x,|y,)=s wund (z,|y,)=75" zwei
rationalwertige Intervallschachtelungen, so ist dann und nur dann s = s,
wenn neb

ne 8” x‘n é y’n Mnd x“’é y?l’
auch stets

iste). Ly g yn, und stets x r Vs

n =

Auf diesen Satz griinden wir nun die
B. Definition. Zwei belicbige Intervallschachtelungen o = (x,|y,)

!) Man deute sich jedesmal den Inhalt von Satz und Definition auf der
Zahlengeraden.

%) Auf die sehr einfachen Beweise der Sidtze 14 bis 19 wollen wir aus
den allgemeinen, S. 2 dargelegten Griinden nicht eingehen. Sie werden dem
Leser, sobald er die Gegenstinde des II. Kapitels beherrscht, nicht die ge-
ringsten Schwierigkeiten machen, wéhrend sie jetzt befremdlich wirken wiirden;
sie sollen uns iiberdies in dem dortigen Kapitel als Ubungsaufgaben dienen.
Nur als Stichprobe und Anleitung flir die spdteren Aufgaben wollen wir hier
den Satz 14 beweisen:

a) wenn s= s ist, so ist neben z, < s <y, auch stets 2,/ < s <y,’, woraus
sofort folgt, daff auch stets x, <y, und stets z,’ <y, sein muf.

b) Wenn umgekehrt stets 2, <y, ist, so muB auch s <s’ sein. Denn wire
s>¢/, also s—s' >0, so kénnte man, da (y, —x,) eine Nullfolge ist, einen
Index p so wihlen, daf

Yp—x,<s—5
ist. Da aber sicher s <y, ist, so miifite auch noch x,— s >0 sein. Daher
konnte man weiter einen Index » so wihlen, daf

yr' -z, < X, — s’
ist. Wegen ' < s’ miifite hiernach auch y,’ <_#, sein. Wihlt man nun eine
natiirliche Zahl m, von der sowohl p als # iibertroffen werden, so wire mit
Riicksicht auf das Steigen und Fallen unserer Zahlenfolgen erst recht ¥, <, —
entgegen der Voraussetzung, dafi stets x, < y,’ sein solite. Es muf also wirk-
lich s < s’ sein.

Vertauscht man bei dem ganzen Beweise die gestrichenen und die un-
gestrichenen Grofien, so ergibt sich ebenso: wenn stets x,’ < v, ist, so muf
s’ < s sein. — Ist also stets sowohl z, <,/ also auch z,’ <y,, so muf s =’
sein, — w. z. b, w,

14.
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und o = (z,’|y,’) sollen dann und nur dann einander gleich heifien,

wenn stets ®, <y, und stets x, <y,

ist.
Bemerkungen und Beispiele.

1. Die Zahlen z, und z,” einerseits und die Zahlen y, und y,” anderer-
seits brauchen natiirlich gar nichts miteinander zu tun zu haben. Es ist das
nicht verwunderlicher, als dafi dufierlich so ganz verschiedene rationale Zahlen
wie 2, 2% und 0,375 als ,gleich“ angesprochen werden. Die Gleickheit ist
eben etwas, was nicht a priori feststeht, sondern was definitionsweise fest-

gelegt werden muf und was mit einer — rein duBierlich aufgefafiten — starken
Verschiedenheit durchaus vertriglich ist.
2. Die Schachtelung (%—11?3;21—) und die Schachtelung 12, 2 sind
n

nach unserer jetzigen Definition einander gleich.

3. Nach 14 ist z. B. (s —nl

1
s+ ;) =s=(s|s), wenn das letztere Zeichen

eine Schachtelung bedeutet, bei der alle linken und alle rechten Intervallenden

=s sind. Speziell ist (——1- + —1—> =(0]0)=0.
n 7
4. Es mui nun noch festgestellt werden — was aber so einfach ist, dafi

wir nicht weiter darauf eingehen, daf (vgl. Fufinote 2 der vorigen Seite) auf
Grund dieser Definition a) stets ¢ =0 ist!), b) aus ¢=0" stets ¢/ =¢ und
c) aus ¢ =0/, o/ =0” stets ¢=o¢" folgt.

Ungleichheit: A. Satz. Sind (x,|y,)=s und (2,'|y,))=75 zwei
rationalwertige Intervallschachtelungen, so ist dann wund nur dann
s < s, wenn

zwar stets x, <y,’, aber micht stets x,<vy,,
sondern fiir mindestens eine natiivliche Zahl m also y, < Zp ist?).

B. Definition. Sind o= (x,|y,) und o’ = (x,’|y,)) zwei belicbige
Intervallschachtelungen, so soll dann und nur dann o < o' heiflen, wenn
zwar stets x, <y, aber nicht stets y,' <y,

sondern fiir mindestens eine natiirliche Zahl m also vy, < xp ist.

Bemerkungen und Beispiele.

1. Nach Def. 14 und 15 ist nun ersichtlich die Gesamtheit aller nur
denkbaren Intervallschachtelungen geordnet. Denn zwischen irgend zweien von
ihnen, etwa ¢ und ¢/, besteht entweder Gleichheit oder es ist mindestens einmal
yp<x,,’ — und dann ist 0 < ¢/, oder mindestens einmal ¥,/ <®. — und
dann ist ¢’ << ¢ zu nennen. Die beiden letzten Fille kénnen auch nicht zu-
gleich eintreten, da dann, wenn m grofier als » und p ist, um so mehr y,’n < x;n

1) Hier erkennt man nun, dafi dieses ,Gesetz“ keineswegs trivial ist: Es
mufi eben erst gezeigt werden, dafi auf Grund der Definition der Gleichheit
tatsdchlich jede Intervallschachtelung sich selber ,gleich“ ist, d. h, dafi die
Bedingungen jener Definition erfiillt sind, wenn fiir die zu vergleichenden
Intervallschachtelungen beidemal dieselbe Schachtelung genommen wird.

2) Und entsprechend flir s > ¢, d. h. " <s.
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sein miifite, was doch keinesfalls moglich ist. Es besteht also zwischen o
und ¢’ tatsichlich immer eine und nur eine der drei Beziehungen

6 <o, o=0, o <o;
die Gesamtheit unserer neuen Zeichen ist also durch 14 und 15 geordnet.

2. Auch hier miifite nun in allen Einzelheiten festgestellt werden, daff
die reinen Anordnungssitze 1 bei der eingefithrten Definition der Gleichheit
und Ungleichheit giiltig bleiben, Das bietet nach dem Muster des Beweises
in der Fufinote zu Satz 14 so wenig prinzipielle Schwierigkeiten, daf wir
darauf nicht weiter eingehen: Die Anordnungssdtze bleiben tatsichlich alle giltig.

3. Auf Grund von 14 und 15 ist nun auch fiir jedes =

%y L6 L Yoo
Was heifit dies? Es bedeutet, daf jede der rationalean Zahlen z, gemifi
14 und 15 nicht grofier als die Intervallschachtelung o = (%,|y,) ist. Oder:

Greift man eine spezielle der Zahlen z,, etwa z,, heraus und bezeichnet sie
kurz mit x, so kann (s. 14, Bem. 8)

1! 1)
= =|g—=| = = (]
@ =) =« (w - |x+n oder (z)z)
gesetzt werden, und unsere Behauptung lautet dann
(] 2) < (@] 90)-

Wire das aber nicht der Fall, so wire fiir mindestens einen Index #

v, <%, dh 9.z,
was dann fiir ein m oberhalb » und » um so mehr

Ym < Tm

zur Folge hitte, — was sicher nicht sein kann. Ebenso findet man, daf stets
agy,, ist. Hiernach ist also o fiv jedes n als swischen x, und y, oder also als
im Intervall J, gelegen anzusehen. Und dafi es neben ¢ keine davon verschie-
dene Zahl ¢’ geben kann, die die gleiche Eigenschaft besifie, 1dfit sich nun
auch leicht zeigen. Gé#be es ndmlich eine Schachtelung ¢’ = (#,'|¥,), so daf
fir jeden bestimmten Index p gleichfalls », <o’ <y, wiire, so besagte die linke
Hilfte hiervon genauer (vgl. 3), daB (#,|#,) < (#.|¥,) und nach 14 und 15
also z, <y, fir jedes n erfiillt ist. Da dies insbesondere fiir n=p richtig
sein muB, so ist flir jedes p also x,<y,’, was nach 14 und 15 bedeutet, dafi
6< ¢ sein mufi. Ebenso bedeutet die rechte Hilfte, daf ¢’ <o sein mufi. Es
ist also notwendig ¢'=0, w. z. b. w.

4. Nach 195 ist dann und nur dann ¢ >0, also positiv zu nennen, wenn
(z,|¥n) > (0]0), wenn also fiir einen passenden Index p einmal z, >0 ist.
Dann ist aber, da die x, ansteigen, erst recht fiir alle n >p stets z, > 0.
Wir konnen also sagen: ¢ = (2,|y,) ist dann und nur dann positiv, wenn von
einem gewissen Index an alle Intervallenden positiv sind. — Genau Ent-
sprechendes gilt natiirlich fiir ¢ << 0.

5. Ist hiernach ¢ > 0 und fiir alle » = p stets x, > 0, so bilde man nun

eine neue Intervallschachtelung (z,’|y,/) =¢/, indem man z,/’=g,/=...= xp’__l
simtlich =, setzt, sonst aber alle 2’ und y den entsprechenden Gréfien z

und y gleichmacht. Nach 14 ist offenbar ¢ == ¢’, und wir konnen sagen: Ist
¢ positiv, so gibt es stets ,gleiche“ Intervallschachtelungen, bei denen alle
Intervallenden positiv sind. Genau Entsprechendes gilt fiir o < 0.

In bezug auf die Ordnungsfihigkeit hitten also unsere Intervall-
schachtelungen durchaus ihren Zahlcharakter bewahrt. Nicht schwerer
ist dies beziiglich der Verkniipfungsmoéglichkeiten festzustellen.
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Addition: A. Satz. Sind (x,|vy,) und (x,|y,) 2wei beliebige
Intervallschachtelungen, so st auch (\z"—}—x" |y, -+ 9,.) eine solche;
und sind die ersten beiden rationalwertig und = s bzw. =5s', so ist

es auch die dritte, und diese bestimmt die Zahl s - s'.1)

B. Definition. Sind (z,|y,) =0 und (x,|y,) =10 zwei beliebige
Intervallschachtelungen und bezeichnet man die daraus abgeleitete Schachte-
lung (x, =2, y, +v,)) mit o”, so sagt man, es sei

o' =o0-+d
und nennt o' die Summe von o und o

Subtraktion: A. Satz. Mit (x,|y,) ist auch (—y,| —x,) eine
Intervallschachielung; und ist die erste rationalwerttg und =s, so ist
es auch die zweite, und diese definiert die Zahl — s.

B. Definition. Ist o = (,|y,) eine beliebige Intervallschachtelung,
so sagt man von der Schachtelung (—y, | —x,) =10, es sei
o=—o
und nennt o zu o entgegengesetzt., — Unler der Differenz zweier

Intervallschachtelungen versteht man dann die Summe der ersten und
der zur zweiten entgegengesetzien.

Multiplikation: A. Satz. Sind (z,|y,) und ( @, x|y, zwei beliebige
positive Intervallschachtelungen und ersetzt man sie nitigenfalls (nach
15, 5) durch zwei ihnen gleiche, ber denen sdmtliche Intervallenden
positiv (oder wenigstens micht negativ) sind, so ist auch (x,x,’|y, yn
eine solche; und sind die beiden ersten rationalwertig und = s bzw. s',
so ist es auch die dritte, und diese bestimmt die Zahl ss'.

B. Definition. Sind (x,|y,)=0 und (x,'|y,) =0 zwei beliebige
positive Intervallschachtelungen, bei denen simtliche Intervallenden

positiv sind — was nach 15,5 keine Einschrinkung bedeutet — und
bezeichnet man die daraus abgeleitete Schachtelung (x, .|y, v,’) mit o”
so sagt man, es set o — o

und nennt o das Produkt von o und o'

Die geringen Modifikationen, die an dieser Definition vorzunehmen
sind, falls ¢ oder o’ oder beide negativ oder O sind, {iberlassen wir dem
Leser und betrachten von jetzt ab das Produkt irgend zweier Intervall-
schachtelungen als definiert.

Division: A. Satz. Ist (x,|y,) eine positive Intervallschachielung
1) eine
Z,

n

mit lauter positiven Intervallenden (vgl. 15, b), so ist auch (yl
solche; und ist die erste rationalwertig und =s, so ist es auch die

2weite, und diese bestimmt den Wert %

1) Beziiglich des Beweises vgl. die Fufin. 2 auf S. 27.
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B. Definition. Ist (x,|y,) = o eine belicbige positive Intervallschach-
telung mit lauter positiven Intervallenden (vgl. 15, b), so sagt man von

der Schachtelung <y1~ ;) =0, es sei
n | Y , 1

0 = -
g

und nennt o zu o reziprok. — Unier dem Quotienten einer ersten
durch eine zweite, positive Intervallschachielung versteht man dann das
Produkt der ersten mit der reziproken zur zweiten.

Die geringen Modifikationen, die an dieser Definition vorzunehmen
sind, falls ¢ bzw. die in den Nenner tretende Intervallschachtelung
negativ ist, kénnen wir wieder dem Leser iiberlassen und beirachten
von jetzt ab den Quotienten irgend zweier Schachtelungen, deren
zweite von O verschieden ist, als definiert. — Ist (z,|y,)=0=0,
so kann man durch eine analoge Betrachtung nicht zu einer ,rezi-
proken Schachtelung gelangen: Die Division durch O bleibt auch hier
unmoglich.

Das Ergebnis der bisherigen Betrachtungen ist nun dieses:

Durch die Definitionen 14 bis 19 ist das System aller Intervall-
schachtelungen im Sinne von 4,1 geordnet, und im Sinne von 4, 2
kénnen seine Elemente nach den vier Spezies verkniipft werden. Auf
Grund der jedesmal vorangestellten Sdtze 14 bis 19 besitzt dies
System auBerdem in der Gesamitheit aller rationalwertigen Intervall-
schachtelungen ein Teilsystem, das im Sinne von 4, 3 zum System
der rationalen Zahlen &#hnlich und isomorph ist. Wir haben nur noch
zu zeigen, daB es auch das Postulat des Eudoxus erfiillt. Sind aber
(*,]9,) =0 und (x,|y,’) =0 irgend zwei positive Intervallschachte-
lungen mit lauter posiiiven Intervallenden (vgl. 15, 5), so seien x,
und y, zwel bestimmte dieser Enden. Dann besagt der Satz des Eu-
doxus, daB es eine natiirliche Zahl  gibt, fiir die px,, > ¥y, ist. Dann
ist aber die nach 16 zu bildende Schachtelung po gemiB 18 wirk-
lich > ¢

Es wire nun lediglich in allen Einzelheiten noch festzustellen
(vgl. 14,4 und 15, 2), daB die durch 16 bis 19 definierten vier
Spezies zwischen den Intervallschachtelungen den Grundgesetzen 2
gehorchen. Diese Feststellung macht wieder nicht die geringsten
Schwierigkeiten und wir wollen uns daher der Mithe der Austiihrung
entheben?). Die Grundgesetze der Avithmetik, und damit der ganze

1) Beztiglich der Addition z. B. wire zu zeigen:

a) Die Addition ist stets ausfilhrbar. (Das folgt unmittelbar aus det
Definition.)

b) Die Addition ist eindeutig; d. h. aus ¢ =¢’, =17 (im Sinne von 14)
folgt 0 +7v=0'+417, — wenn die Summen nach 16 gebildet werden und die
Priffung der Gleichheit wieder nach 14 geschieht. In entsprechendem Sinne
wire weiter zu zeigen:
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im System der rationalen Zahlen giiltige Rechenapparat, bleiben tat-
sdchlich in Giiltighert.

Damit aber haben sich die Intervallschachtelungen nun in jeder
Beziehung im Sinne von 4 als Zahlen bewihrt: Das System aller
Intervallschachtelungen ist ein Zahlensystem?), die Schachtelungen
selbst sind Zahlen®).

Dieses System bezeichnen wir fortan als das System der reellen
Zahlen. Es ist im Sinne der Ausfithrungen von S. 11 eine Erweiterung
des Systems der rationalen Zahlen, weil es ja auBer den rational-
wertigen Intervallschachtelungen auch noch andere gibt.

Dies System der reellen Zahlen entspricht {iberdies in umkehrbar-
eindeutiger Weise den simtlichen Punkten der Zahlengeraden.
Denn auf Grund der Ausfithrungen von S. 23/24 konnen wir unmittelbar
sagen: Jeder Schachtelung o entspricht ein und nur ein Punkt, —
ndmlich der eine auf Grund des Cantor-Dedekindschen Axiomes allemal
als vorhanden betrachtete, allen Intervallen J, gemeinsame Punkt. Und
zwei Schachtelungen ¢ und ¢’ entspricht dann und nur dann derselbe
Punkt, wenn sie im Sinne von 14 einander gleich sind. Jeder reellen Zahl
o (d. h. also: allen untereinander gleichen Intervallschachtelungen) ent-
spricht genau ein Punkt und jedem Punkt genau eine Zahl. Den auf diese

c) Es ist stets o +7=17-40.

d) Es ist stets (¢4o0)+7=0+(c+7).

e) Aus o <o folgt stets ¢-+1< ¢’ 4 7. — Und #dhnlich bei den drei
anderen Verkniipfungen.

Y) Die Art, wie wir den Zahlbegriff unter 4 festgelegt haben, ist natiir-
lich nicht die einzig mogliche. Vielfach werden auch Dinge, die der einen
oder andern der dort aufgefiihrten Forderungen nicht geniigen, doch noch als
Zahlen bezeichnet. So kann man z, B. auf das konstruktive Hervorwachsen
der in Rede stehenden Dinge aus den rationalen Zahlen verzichten und irgend-
welche Dinge (z. B. Strecken oder Punkte od. dhnl.) schon als Zahlen ansprechen,
falls sie den Bedingungen 4, 1—4 geniigen, also kurz gesagt dem soeben von
uns geschaffenen System dhnlich und isomorph sind. — Dieser vom mathema-
tischen Standpunkt aus durchaus berechtigten Auffassung des Zahlbegriffs,
nach der also allgemein isomorphe Systeme im abstrakten Sinne als identisch
gelten, wird man aber erkenntnistheoretische Bedenken entgegenstellen miissen. —
Eine andere Modifikation des Zahlbegriffs werden wir gelegentlich der komplexen
Zahlen kennen lernen,

2) Ob man, wie wir es tun, die Intervallschachtelungen o = (. | ¥x) = (Ja)
selbst als Zahlen anspricht, oder ob man sich ein hypothetisches Ding eingefiihrt
denkt, das allen Intervallen J, angehort (vgl. 15, 8) und das nun erst recht
eigentlich die durch die Schachtelung erfafite Zahl und somit das allen ,gleichen“
Schachtelungen Gemeinsame sei, ist schlieilich belanglos und reine Geschmacks-
sache. — Die Gleichung o= (x,|y,) dirfen wir (vgl. S. 26, Fufn. 1) von nun
an jedenfalls nach Belieben lesen: entweder ,o ist eine abkiirzende Bezeich-
nung fiir die Schachtelung (z,|y,)“ oder ,o ist die durch die Schachtelung
(| ¥n) definierte Zahl“,
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Weise einer bestimmten Zahl entsprechenden Punkt nennt man deren
Bild und kann nun sagen: Das System der reellen Zahlen lift sich
umkehrbar eindeutig auf die Punkie ciner Geraden abbilden.

§ 4. Vollstindigkeit und Einzigkeit des Systems der
reellen Zahlen.

Noch zwei letzte Bedenken sind zu zerstreuen?'): Wir gingen in
§ 3 von der Tatsache aus, daB das System der rationalen Zahlen zu
liickenhaft war, um allen Anforderungen zu geniigen, die bei den ele-
mentaren Rechenoperationen an dasselbe gestellt werden konnen. Unser
neu geschaffenes Zahlensystem, das wir fiir das folgende kurz das
System Z nennen wollen, ist in dieser Beziehung gewiB leistungsfahiger,
denn es enthilt ja z. B. eine Zahl o, fiir die o® = 2 ist?). Es bleibt
aber doch die Méglichkeit, daB das neue System Z noch in &hnlicher
Weise Liicken aufwiese wie jenes oder in anderer Weise noch einer
Erweiterung fahig wire,

Wir werfen demgemaB die Frage auf: Ist ein System Z denkbar,
das im Sinne von 4 als ein Zahlensystem anzusehen ist, welches
samtliche Zeichen des Systems Z, aber aufler diesen noch weitere, von
jenen verschiedene Elemente enthdli?®)

Es ist leicht zu sehen, daB dies nicht moglich ist, daB vielmehr
der folgende Satz gilt:

Vollstindigkeitssatz. Das System Z aller recllen Zahlen ist keiner 20.
mit den Bedingungen & vertriglichen Erweiterung mehr fihig.

Beweis: Es sei Z ein System, das den Bedingungen 4 geniigt
und das samtliche Elemente aus Z enthilt. Ist dann « ein beliebiges
Element aus Z, so lehrt 4,4, indem man dort fiir § die in Z und
also auch in Z enthaltene Zahl 1 wihlt, daB es eine natiirliche Zahl
p > «, und ebenso, daB es eine andre natiirliche Zahl ' > — « gibt.
Dann ist — " < & < p. *) Geht man die (endlichvielen) ganzen Zahlen

von — p’ bis p durch, so muB es unter ihnen eine letzte geben,
welche < ¢ ist. Nennt man diese g, so ist
gSe<g+1.

Wendet man auf dieses Intervall, wie schon mehrfach, die
10-Teilungsmethode an, so erhilt man eine ganz bestimmte Intervall-

1) Vgl. hierzu die Schlufiworte der Einleitung (S. 2).

%) Denn ist o = (z,|y,) die Schachtelung, die wir S. 19 im Anschluf an
die Aufgabe z?=2 gebildet haben, so ist nach 18 o¢%=(z,?]y,%). Wegen
2,2 <2 und y,%2>2 ist dann aber ¢> =2, w, z. b. w.

%) Z miifite dann also in #hnlichem Sinne eine Erweiterung von Z sein,
wie Z selbst eine Erweiterung des Systems der rationalen Zahlen ist.
4) An dieser Stelle gewinnt das Postulat des Eudoxus seine prinzipielle
Bedeutung,
Knopp, Unendliche Reihen. 2. Aufl. 3
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schachtelung (x,|y,). Und daB nun die hierdurch erfaBte reelle Zahl &’
nicht =z« sein kann, lehrt ein Beweis, der dem in 13, 3 gegebenen
wortlich nachgebildet werden kann. Jedes Element von Z ist also

einer reellen Zahl gleich, so daB Z keine von den reellen Zahlen
verschiedenen Elemente enthalten kann.

Und ein letztes Bedenken wire dieses: Wir sind zwar auf eine
verhiltnismiBig naheliegende, aber immerhin willkiirliche Art zur
Bildung des Systems Z gelangt. Selbstverstandlich wird man auch
andere Wege einschlagen konnen, um die Liickenhaftigkeit des Systems
der rationalen Zahlen zu iiberwinden. (Schon im néchsten Paragraphen
werden wir andere, gleichfalls sehr gangbare Wege dieser Art kennen
lernen.) Und es wire nun denkbar, daB man auf einem anderen Wege
auch zu anderen Zahlen gelangte, — d. h. zu Zahlsystemen, die sich
in mehr oder minder wesentlicher Weise von dem von uns geschaffenen
unterscheiden. — Die hiermit angedeutete Frage wire so zu prézisieren:

Auf irgendeinem Wege sei man, vom System der rationalen
Zahlen ausgehend, zur Konstruktion eines Systems § von Elementen
gelangt, welches wieder, wie unser System Z, den Bedingungen 4
geniigt (also als ein Zahlsystem anzusprechen ist), welches aber im
Gegensatz zum System der rationalen Zahlen noch der folgenden
weiteren Forderung geniigt, die man (wegen des eben bewiesenen
Satzes) gewchnlich als das Vollstindigkeitspostulat zu bezeichnen pflegt:
Auf Grund von 4, 3 enthdlt 3§ Elemente, die den rationalen Zahlen
entsprechen. Ist dann (z,|y,) irgendeine Intervallschachtelung und
sind r, und p, Elemente aus 3, die nach 4, 3 den rationalen Zahlen
x, und y, zugeordnet sind, so lautet die Forderung, daB 3 immer
mindestens ein Element 8 enthalien soll, das fiir jedes n den Bedingungen

n S8, geniigh.

Dann lautet das aufgeworfene Problem genauer: Kann sich ein
solches System 3 in irgendwelchen wesentlichen Eigenschaften vom
System Z der reellen Zahlen unterscheiden, oder miissen sie vielmehr
in dem -ganz prizisen Sinn als wesentlich identisch angesehen werden
(vgl. S.9/10), daB sie Zhnlich und isomorph aufeinander bezogen
werden konnen?

Der folgende Satz, der dies Problem in dem zu erwartenden
Sinne 16st, bedeutet dann den Abschlufl des Aufbaues des Systems

" der reellen Zahlen.

21.

Einzigkeitssatz. [Jedes derartige System 3 muf auf das von uns
geschaffene System Z der reellen Zahlen dhnlich und isomorph bezogen
werden konmnen. Es gibt also tm wesentlichen nur ein solches System.

Beweis: Nach 4, 3 enthilt § ein Teilsystem 3/, dessen Elemente
sich den in Z enthaltenen rationalen Zahlen &hnlich und isomorph
zuordnen lassen und die wir darum kurz die rationalen Elemente
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aus 3 nennen konnen. Ist dann ¢ =(%,|y,) irgendeine reelle Zahl,
so. enthdlt § gemill unserer neuen Forderung ein Element 3, das
fiir jedes n den Bedingungen r, <3<y geniigt, wenn g, undy, die
den rationalen Zahlen z, und y, entsprechenden Elemente aus § sind.
Durch diese Bedingungen ist aber das Element 3 eindeutig be-
stimmt. Denn gibe es neben 3 noch ein anderes Element 8, das
gleichfalls fiir alle » die Bedingungen r, <8 <y, erfiillte, so folgt
wortlich wie beim Beweise von 1%, daB fiir alle »
nn_gng‘é_g"’
d. h. = dem nichtnegativen unter den beiden Elementen 3 — 8’ und
8’ — 8 sein miiBte. Ist nun # eine beliebige positive rationale Zahl,
t das ihr entsprechende Element in § (also in 3’), so muB wegen
der Ahnlichkeit und der Isomorphie von 8’ mit dem System der
rationalen Zahlen neben y, —a, <7 auch y —y <t fir einen
passenden Index p erfiillt sein, Fiir jedes solche 1 wire also

18 —4¢| <.
Bedeutet also r, ein spezielles solches r und bedeutetr,, n =1, 2,...,
dasjenige nach 4, 2 sicher in § vorhandene Element, das #-mal als
Summand gesetzt die Summe 1, ergibt, so sieht man, daB fiir jedes
n=1,2,... auch "'Ié—?’,lé%

sein miilte. Da 3 aber das Postulat 4, 4 erfiilllt, so muB hiernach
3 =g sein,

Ordnen wir nun dies eindeutig bestimmte Element 3 und die
reelle Zahl ¢ einander zu, so wird deutlich, dal 3 ein Teilsystem g*
enthilt, dessen Elemente sich denen des Systems Z aller reellen Zahlen
dhnlich und isomorph zuordnen lassen. Daf ein solches System g*
aber keiner mit den Bedingungen 4 vertriglichen Erweiterung mehr
fahig ist, sondern also 8* mit 3 selber identisch sein muB, war der
Inhalt des vorhin bewiesenen Vollstindigkeitssatzes. Damit ist gezeigt,
daB 3 und Z sich dhnlich und isomorph aufeinander beziehen lassen
und also als wesentich identisch anzusehen sind: Das wvon uns ge-
schaffene System Z aller reellen Zahlen ist im wesentlichen das etnzig
mogliche, das den Bedingungen 4 und dem Vollstindigkeitspostulat
gendigt.

Fassen wir nach diesen etwas abstrakten Betrachtungen das
Hauptergebnis unserer ganzen Untersuchung noch einmal zusammen,
so konnen wir sagen:

Neben den uns vertrauten rationalen Zahlen gibt es noch andere,
die sogenannten irrationalen Zahlen. Eine jede von ihnen 4Bt sich
(und zwar auf viele Arten) durch eine geeignete Intervallschachtelung
erfassen (bestimmen, geben, ...). Diese irrationalen Zahlen reihen
sich widerspruchslos dem System der rationalen Zahlen ein und zwar

3*
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derart, dall von dem System Z aller rationalen und irrationalen Zahlen
zusammen die unter 4 formulierten Bedingungen erfillt sind, daB
man — kurz gesagt — mit ihnen allen formal genau so, in der Wir-
kung aber erfolgreicher rechnen kann, wie mit den rationalen Zahlen
allein. Dieses umfassendere System ist iiberdies keiner mit den Be-
dingungen 4 vertrdglichen Erweiterung mehr fahig, und wesentlich
das einzige System von Zeichen, das diesen Bedingungen 4 und zu-
gleich dem Vollstindigkeitspostulat geniigt.

Wir nennen es das System der veellen Zahlen.

Seine Elemente, die reellen Zahlen, sind es, mit denen wir weiter-
hin und zunichst ausschlieBlich arbeiten. Eine spezielle reelle Zahl
gilt uns dann und nur dann als gegeben (bekannt, bestimmt, definiert,
berechenbar, ...), wenn sie entweder eine rationale Zahl ist und also
mit Hilfe der natiirlichen Zahlen, nétigenfalls unter Hinzuziehung eines
Bruchstrichs und eines Minuszeichens vollstindig hingeschrieben werden
kann, oder wenn uns — und dies gilt in jedem Falle — eine sie
definierende Intervallschachtelung gegeben?) ist.

Sehr bald werden wir indessen sehen, dal} es an Stelle der Intervall-
schachtelungen noch viele andere Wege und Arten gibt, durch die eine
reelle Zahl definiert werden kann. In dem MaBe, wie wir solche Wege
kennen lernen werden, werden wir die eben genannten Bedingungen,
unter denen uns eine Zahl als gegeben gilt, dann auch erweitern.

§ 5. Die Systembriiche und der Dedelkindsche Schnitt.

Einige von den Intervallschachtelungen abweichende, fiir Theorie
und Praxis besonders wichtige Arten, reelle Zahlen zu definieren,
wollen wir sogleich angeben.

Zunichst braucht die Schachtelung nicht immer in der von uns
betrachteten Form (z, |y,) gegeben zu sein. Oft 1Bt sie sich bequemer
schreiben. So sahen wir schon, daB} ein Dezimalbruch, z. B. 1,41421...,
sofort als Intervallschachtelung aufgefaBt werden kann, indem man

x, =14; x,=141; xz,=1414; ...,
also allgemein gz, gleich dem nach # Stellen abgebrochenen Dezimal-
bruch setzt und nun y, aus x, durch Erhdhung der letzten Ziffer um

. . . . 1
eine Einheit herleitet: y, =, - o7

In den Dezimalbriichen haben wir also lediglich eine besonders be-
queme und iibersichtliche Angabe von Intervallschachtelungen zu sehen?).

1) Also durch die eben beschriebene wollstindige Angabe ihrer (rationalen)
Intervallenden.

2) Ihr Nachteil liegt darin, dafi man nur selten die GesetzmiBigkeit in
der Aufeinanderfolge der Ziffern — also das Bildungsgesetz der x, und y, —
durchschauen kann.
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Es ist klar, daB die Rolle, die die Grundzahl 10 hierbei spielt,
keine wesentliche ist. Ist g irgendeine natiirliche Zahl > 2, so kénnen
wir ganz ebenso systematische Briiche (oder kiirzer: Systembriiche)
mit der Grundzahl g einfilhren: Eine gegebene reelle Zahl ¢ bestimmt

zunichst eindeutig eine ganze Zahl $ (% O) durch die Bedingung

p<o<p+ti.

Das ganzzahlige Intervall J, von p bis p -+ 1 werde nun in g gleiche
Teile geteilt. Zu jedem dieser Teile rechnen wir hierbei — und
ebenso bei den folgenden Schritten — den linken, michi aber den
rechten Endpunkt. Dann gehort ¢ einem und nur einem dieser Teile
an, d. h. es gibt unter den Zahlen 0,1, 2,..., g — 1 eine und nur
eine — wir wollen sie kurz eine ,Ziffer nennen und mit z, be-
zeichnen —, so daB 1

P2 <ocp -
ist. Das hierdurch bestimmte Intervall J, tellen wir nun erneut in g
gleiche Teile, und ¢ wird wieder einem und nur einem derselben an-
gehoren, d. h. es wird wieder eine bestimmte ,Ziffer z, geben, so daB3

R R R

ist. Das hierdurch bestlmmte Intervall ]2 teilen wir erneut in g
gleiche Teile usw. Die hierdurch bestimmte Intervallschachtelung

(J.)=(z,]y,), fir die
x—p+ + . +z" :;"El_

(n==1,2,3,...)

Zat1

=p "f“ + & o ;T - g"—{ + o

ist'), definiert offenbar die Zahl ¢, so daB ¢ = (x,|y,) ist. Nach Ana-
logie der Dezimalbriiche werden wir nun aber

o=p+ 0,222, ...
schreiben diirfen, — wobei dann allerdings die Grundzahl g dieses

Systembruches aus dem Zusammenhange heraus bekannt sein mub.
Es gilt also der

Satz 1. Jede veelle Zahl lift sich auf eine und wesentlich nur 22.
eine?) Art durch einen Systembruch mit der Grundzahl g darstellen.

1) Dafi eine Intervallschachtelung vorliegt, ist ja unmittelbar klar, da stets
ZTpy S Ty < Y < Yy ist und y, —2, = glz nach 10, 7 eine Nullfolge bildet.

2) Die geringe Anderung, die in unserm Verfahren eintritt, wenn wir den
Intervallen jedesmal den rechten und #nicki den linken Endpunkt zurechnen,
wird sich der Leser wohl allein zurechtlegen konnen. Das Ergebnis ist dann
und nur dann ein anderes, wenn die gegebene Zahl ¢ eine rationale ist, die
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Als bekannt betrachten wir den weiteren sich auf diese Dar-
stellung beziehenden

Satz 2. Der Systembruch fiir eine reelle Zahl o fillt — welches
auch die gewihlte Grundzahl g > 2 sein mag — dann und nur dann
periodisch aus, wenn o rational ist*).

Besonders vorteilhaft ist oft die Wahl g = 2; man nennt dann
das Verfahren zur Erfassung der Zahl ¢ kurz die Halbierungsmethode,
den resultierenden Systembruch, dessen Ziffern dann nur 0 und 1 sein
konnen, einen dyadischen Bruch. Diese Methode besteht also, etwas
allgemeiner angesehen, darin, da man von einem bestimmten Intervall
J, ausgeht, von seinen beiden Hilften nach irgendeiner Regel oder unter
irgendeinem Gesichtspunkt eine bestimmte auswihlt und mit J, be-
zeichnet, — dal man sodann von J, wieder eine bestimmte der beiden
Hilften mit J, bezeichnet usw. Man erfalt dann stets eine wohl-
bestimmte reelle Zahl, die durch die Art der jedesmaligen Auswahl
zwischen den beiden Hilften véllig eindeutig definiert ist 2).

In den Systembriichen sehen wir hiernach, wie in den Dezimal-
briichen, lediglich eine besonders bequeme und iibersichtliche Form
der Angabe einer Intervallschachtelung. Sie sollen demgemiB zur
Definition reeller Zahlen fortan ebenso zugelassen werden, wie jene.

Ein wenig tiefer liegt der Unterschied zu den Intervallschachte-
lungen bei der folgenden Methode, eine reelle Zahl zu erfassen.

Auf irgendeine Weise seien uns zwei Klassen A und B von
Zahlen gegeben?), doch so, daB folgenden drei Bedingungen geniigt ist:

1) Jede der beiden Klassen enthilt mindesiens eine Zahl.

2) Jede Zahl der Klasse 4 ist < jeder Zahl der Klasse B.

3) Wenn eine beliebige positive (kleine) Zahl ¢ vorgeschrieben

mit einer Potenz von g als Nenner geschrieben werden kann, oder also, wenn
der Punkt ¢ einmal Endpunkt eines unserer Intervalle ist. — In der Tat sind
die beiden Intervallschachtelungen

p+0,2,2... 2, (2 —1D(g—1Eg—1... und p+0,22...2._,2.00...
gemidf 14 einander gleich, wenn die Ziffer z. =1 gedacht wird. In jedem
andern Falle sind zwei nicht identische Systembriiche auch gemifi 14 nicht
gleich. — Dafi hiervon abgesehen die Darstellung jeder reellen Zahl ¢ durch
einen Systembruch mit der Grundzahl g eine vollig eindeutige ist, wird sich
der Leser leicht selbst beweisen konnen.

) Wir sehen hier die ,abbrechenden“ Systembriiche der Einfachheit
halber als periodisch mit der Periode (0 an. — Dafi jede rationale Zahl durch
einen periodischen Dezimalbruch dargestellt werden kann, hat schon J. Wallis,
De algebra tractatus, S. 364, 1693, bewiesen. Dafi umgekehrt jede irrationale
Zahl stets und nur auf eine Weise durch einen nicht-periodischen Dezimalbruch
dargestellt werden kann, hat erst O. Stolz (s. Allgemeine Arithmetik I, S. 119,
1885) allgemein bewiesen,

2) Ein Beispiel war schon unter 12, 2 gegeben worden.

3) Z. B : A enthilt alle rationalen Zahlen, deren dritte Potenz <5, B alle
rationalen Zahlen, deren dritte Potenz > 5 ist, — od. &dhnl.
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wird, so soll sich aus A4 und B je eine Zahl — etwa 4’ aus 4 und
b’ dus B — so auswihlen lassen, dal
V—d <e

ist!). — Dann gilt der

Satz 8. Es gibt stets eine und nur eine rveelle Zahl o derart, daf
tfiir jede Zahl a aus A und fiir jede Zahl b aus B die Beziehung

a<o<£b

Beweis: DaBl es nicht zwei verschiedene solche Zahlen, etwa ¢
und o, geben kann, ist wieder sofort klar. Dann setzt man |6 — o' | = ¢,
so wire entgegen der Bedingung 3) fiir jedes Paar von Elementen 4
und b aus 4 und B stets b —a > ¢.

Es gibt also hochstens eine solche Zahl ¢.. Man findet sie so:
Nach Voraussetzung gibt es in 4 wenigstens eine Zahl ¢, und in B
wenigstens eine Zahl b,. Ist hier a, = b,, so ist ihr gemeinsamer
Wert ersichtlich die gesuchte Zahl o. Ist aber a, 4 b,, also nach 2)
a, < by, so wiahlen wir zwei rationale Zahlen < a, und y, g b, und
wenden auf das durch sie bestimmte Intervall /, die Halbierungsmethode
an: Wir bezeichnen die linke oder die rechte Halfte mit J,, je nachdem
in der linken Hilfte (Endpunkie einschlieflich) noch ein Punkt der
Klasse B liegt oder micht. Nach derselben Regel bezeichnen wir w1eder
eiie bestimmte Hilfte von J, mit J, usw.

Die Intervalle J,, J,, ..., J,, ... bilden, weil nach der Halbierungs-
methode gewonnen, eine Schachtelung

(]n) = (xn l yn) = 0.
Sie haben iberdies gemiaB ihrer Bildungsweise die Eigenschaft, daB
weder links vom linken Endpunkt eine Zahl aus B noch rechts vom
rechten Endpunkt eine Zahl aus 4 liegen kann.

Daraus folgt aber sofort, daB die erfaBte Zahl ¢ die verlangte
Eigenschaft hat. Wire namlich eine spezielle Zahl 4 aus A, entgegen
der Behauptung, > g, also a — ¢ > 0, so wihle man aus der Folge
der Intervalle J, ein spezielles aus, etwa ] =, Y, dessen Linge
<a-—oist. Wegen z, <0<y, wire dann

gilt.

yp—agyp—xp<a—o, dh y <a
wihrend doch rechts vom rechten Endpunkt y von J, tatsichlich
kein Punkt aus A mrehr liegt. Wire andrerseits einmal b < o, so

1) Man sagt kurz: Die Zahlen der beiden Klassen kommen einander beliebig
nahe. Bei dem Beispiel der vorangehenden Fufinote sieht man sofort, daf die
Bedingungen 1) und 2) erfiillt sind; daf auch 8) erfiillt ist, erkennt man, wenn
man sich (etwa nach der 10-Teilungsmethode) zwei nur in der letzten Ziffer
um eine Einheit unterschiedene #-stellige Dezimalbriiche z, und y, herstellt,

fiir die ,3 <5, 9,° > 5 und bei denen »n so gewihlt ist, dafi T:)—;;<e ist.
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folgte analog fiir einen geeigneten Index ¢, daB b < z, sein miiBte,
wihrend doch links vom linken Endpunkt eines Intervalles tatsachlich
kein Punkt aus B mehr liegt. Es muf also stets a < 0 < b sein, w.z.b. w.

Nur ein besonderer Fall hiervon ist der folgende Satz, der eine
Erweiterung und Erginzung des Satzes 12 auf den Fall bildet, daB
die dort auftretenden Zahlen beliebig reell sind. Bei seiner Formu-
lierung nehmen wir die sehr naheliegenden Definitionen 28—28 des
folgenden Paragraphen vorweg:

Satz 4, Ist (x,) eine monoton wachsende, (y,) eine monoton
fallende Folge beliebiger vecller Zahlen, ist fiir jedes n diberdies x, <y,

n =

und bilden die Differenzen y, — x, = d,, eine Nullfolge, so gibt es stets
eine und nur eine reelle Zahl o, so daf3 fiir alle n stets

2, <0<y,

ist. — Wir sagen dann wieder (vgl. Definition 11): Die vorgelegien
Folgen definieren eine Intervallschachtelung (x,|y,) und o sei die
durch sie (eindeutig) definierte Zahl.

Beweis: Bildet man aus allen linken Intervallenden z, eine
Klasse A4, aus allen rechten Enden (y,) eine Klasse B von reellen
Zahlen, so geniigen diese offenbar den Bedingungen 1) bis 3) zu Satz 3,
der nun sofort die Richtigkeit unserer jetzigen Behauptung ergibt.

Bemerkungen und Beispiele.

1. Statt der Forderung 3) ist es oft bequemer zu fordern, daf z. B. jede
rattonale Zahl entweder zu 4 oder zu B gehort (wie dies im Beispiel der
letzten Fufinote der Fall war). Dann ist ndmlich, da die rationalen Zahlen
dicht liegen, die Forderung 3) won sclbst erfiillt. Um dies einzusehen, braucht
man sich n#dmlich nur die ganze Zahlengerade in gleiche Teile von einer
Linge < ¢/2 geteilt zu denken. Einmal mufi es dann vorkommen, daf in zwei
Nachbarteilen aus beiden Klassen 4 und B gleichzeitig mindestens je eine Zahl
liegt. Deren Abstand ist dann, wie es 3) verlangt, sicher <.

2. Oft ist es noch bequemer, alle reellen Zahlen auf die Klassen 4 und B
zu verteilen. Dann ist die Forderung 3) natiirlich erst recht von selbst erfiillt.

3. Sind die Klassen 4 und B gem#fi einer der eben besprochenen Arten
gegeben, so sagt man, es sei ein Dedekindscher Schnitt im Bereich der
rationalen bzw. reellen Zahlen gegeben; und auch die etwas allgemeinere An-
gabe von zwei Klassen, wie sie unserm Satze zugrunde liegt, wollen wir kurz
einen Schnitt nennen und mit (4 [ B) bezeichnen. — Unser Satz kann dann
kurz dahin ausgesprochen werden: Ein Schunitt (A{B) definiert stets eine wohl-
bestimmie veelle Zahl 6. Und sein Beweis besteht einfach darin, daf aus der
Angabe des Schnittes die Angabe einer bestimmten Intervallschachtelung her-
geleitet wird, die eine Zahl ¢ mit den verlangten Eigenschaften liefert.

4. Da hiernach jeder Schnitt sofort eine bestimmte Intervallschachtelung
liefert, wollen wir fortan auch die Schnitte zur Erfassung (Bestimmung, Defi-
nition, ...) von reellen Zahlen zulassen; und wir schreiben, wenn der Schnitt
(4 |B) die Zahl ¢ definiert, nun auch kurz

(4|B)=0.
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5. Das Umgekehrte ist natlirlich auch der Fall und noch einfacher zu
sehen: Ist die Schachtelung (z,|y.) =0 vorgelegt und bildet man aus allen
linken Intervallenden z, eine Klasse 4, aus allen rechten Enden eine Klasse B,
so liefern diese Klassen ersichtlich einen Schnitt, durch den gleichfalls die
Zahl ¢ definiert wird. — Eine Schachtelung kann hiernach als ein spezieller
Schnitt aufgefafit werden.

6. Nach der letzten Bemerkung ist die Methode der Schnitte (zur Er-
fassung reeller Zahlen) an Allgemeinheit der der Schachtelungen {iiberlegen.
Sie ist auch anschaulich ebenso bequem zuginglich wie diese. Denn nehmen
wir etwa den Schnitt (4 |B) in der etwas spezielleren unter 2) besprochenen
Form als Schnitt im Bereich der reellen Zahlen, so besagt unser Satz: Wenn
man alle Punkte der Zahlengeraden in zwei Klassen 4 und B verteilt, z. B.
die einen schwarz, die andern weifi gefirbt denkt, und wenn dabei 1) von
jeder Art wenigstens ein Punkt da ist, wenn 2) jeder schwarze Punkt links
von jedem weillen Punkt liegt und 3) auch wirklich jeder Punkt entweder
schwarz oder weifi gefirbt ist, so miissen die beiden Klassen an einer ganz
bestimmten Stelle zusammenstofien und links von dieser Stelle ist alles schwarz,
rechts davon alles weiS.

7. Man hiite sich aber, die eben gegebene Veranschaulichung fiir einen
Beweis zu halten. Hiitten wir uns nicht vorher mit Hilfe der Intervallschach-
telungen die reellen Zahlen geschaffen, so wire unser Satz iiberhaupt gar nicht
zu beweisen, — ebensowenig wie wir beweisen konnten, daf jede Schachtelung
eine Zahl definiert. Wir entschlossen uns nur — und der Erfolg gab uns
vollauf recht — jede Schachtelung als Zahl anzusprechen. Genau so kann man
sich — und das ist tatsichlich der Ausgangspunkt R. Dedekinds?!) beim Auf-
bau des Systems der reellen Zahlen — entschliefien, jeden Schnitt im Bereich
der rationalen Zahlen als ,,yeelle Zahl“ anzusprechen; und man hitte dann
nur, ganz entsprechend unsern Untersuchungen in § 3, auch hier zu priifen, ob
das erlaubt ist, ob ,es denn angeht*; d. h. man hitte festzustellen, ob die Ge-
samtheit aller solcher Schnitte (4 | B) im Sinne der Bedingungen 4 ein Zahlen-
system bildet, — was nicht schwieriger ist als unsere analogen Feststellungen
in § 3.

Von nun ab bilden die reellen Zahlen unser zunichst ausschlieB-
liches Arbeitsmaterial. Dabei werden wir den Zusatz ,reell“ nach
Belieben auch weglassen diirfen: Unter ,,Zahl“ verstehen wir bis auf

weiteres siets eine reelle Zahl.

Aufgaben zum I. Kapitel.

1. Aus den Grundgesetzen 1 und @ sollen die wichtigsten weiteren Rechen-
regeln hergeleitet werden, z. B. a) das Produkt zweier negativer Zahlen ist
positiv; b) aus a 4 ¢ < b -} ¢ folgt stets a << b; c) fir jedes a ist a-0 =0 usw.

2. Wann gilt in 8, 1, 4 ein Gleichheitszeichen?
8. Man stelle die folgenden Zahlen als dyadische (triadische) Briiche dar:

13 1 1 10

2’ 8’ 8’ 1 17’
fir /2, /8, x und e gebe man die Anfangsziffern der dyadischen (triadischen)
Darstellung.

n__ gn

4, Fir die Folge 6, 7 ist xn:ﬁ——ﬂv, wenn ¢ und g die Wurzeln der
o —

1) Stetigkeit und irrationale Zahlen, Braunschweig 1872.
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quadratischen Gleichung 2?=2-1 bedeuten. (Anl: Die Folgen («") und (8%
haben dasselbe Bildungsgesetz wie die Folge 6, 7.)
9. Man bilde die Folge (z,), die fir # =1 durch die Formel

Tn+1=ax, +bxn-1
geliefert werden, in welcher a und b gegebene positive Zahlen und die An-
fangsglieder z,, #, =0, 1; =1, 0; =1, «; =1, # oder beliebig sind (« und g
sollen hierbei die positive und die negative Wurzel der Gleichung 2®=ax +b
bedeuten). Man gebe fiir jeden der Fille eine explizite Formel fiir x,.

6. Ist J,, J,, Joy ... eine Folge ineinander geschachtelter Intervalle,
tiber deren Lingen sonst nichts bekannt ist, so gibt es mindestens einen Punkt,
der allen J, angehort.

7. Eine reelle Zahl ¢ ist irrational, wenn man eine wachsende Folge
ganzer Zahlen (g,) so finden kann, daB ¢,o niemals eine ganze Zahl ist, daf
aber (¢,0—p,) eine Nullfolge wird, wenn p, die zundchst bei g,0 gelegene
ganze Zahl bedeutet,

8. Man zeige, daf in (z, | y,) Intervallschachtelungen vorliegen, wenn

12+22+"’+("-1Jf y =12+22—|—...—l—n2

a) x, = o » o ) n=1,2,..);
b) 0 <= <y, und fiir n =1 stets xn+1=\/5;r:3’:r Ynt+1=% @nt V)i

) 0Lz, <<y, » » n " Tt =% @t Ya) :V,.+1=Vm;
DO<a, <y, » »  n n Yar1=3@ A Tatr=VITut1)
e 0<la <y » » ” ” xn+1=\/5na» Ynt1=%@nt1+9a)5
HOo<a <<y » » n " :Vn+1=\/m, Ty i1 =3 @t Ynt1);
B 0<m <<y n » ” ? Ynt1 =% @+ ) xn+1=xn.yn

nt1
.gesetzt wird und bestimme in den Fillen a) und g) die dadurch definierte Zahl.
(Vgl. hierzu Aufgabe 91 und 92.)

II. Kapitel
Reelle Zahlenfolgen,

§ 6. Beliebige reelle Zahlenfolgen und Nullfolgen.

Wir greifen nun noch einmal auf unsere Betrachtungen in § 2
zurlick, verallgemeinern sie aber dadurch, daB jetzt alle auftretenden
Zahlen beliebige reelle Zahlen sein diirfen. Da sich mit diesen formal
genau so operieren lifit wie mit den rationalen Zahlen, so werden
bei dieser Verallgemeinerung die Definitionen und Sitze des § 2 im
wesentlichen ungedndert bleiben. Wir kénnen uns daher kurz fassen.

23. O Definition'). Entspricht jeder natiirlichen Zahl n=1, 2,3, ... je

eine wohlbestimmie Zahl x,, so bilden diese Zahlen
Ty, Xgy Ly ooey Ty vn s

eine Zahlenfolge.

1) Uber die Bedeutung des Zeichens O vgl. das Vorwort, sowie spiter
den Anfang des § 52.
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Die Beispiele 6, 1—12, sind natiirlich auch hier zuldssig. Ebenso be-
halten die Bemerkungen 7, 1—6, volle Giiltigkeit. Wir geben noch ein paar
Beispiele, bei denen es nicht ohne weiteres zu sehen ist, ob die auftretenden
Zahlen rational sind oder nicht.

Beispiele: 1. Es sei a=10,3010..., d. h, gleich dem Dezimalbruch,
dessen erste Ziffern auf Grund der Aufgabe 10%=: 2 in der Fufinote von S. 23
bestimmt wurden, und nun

T, =a" fir n=1,2,3,...
1
atn’

8. Man wende auf das Intervall J,=0...1 die Halbierungsmethode an
und nehme das erste Mal die linke Hilfte, die beiden folgenden Male die rechte
Hilfte, bei den nichsten 3 Schritten wieder die linke, dann 4mal die rechte
Hilfte usw. Die definierte Zahl heifie 1) (welchen Wert hat sie ungefihr?),
und es werde nun xz, der Reihe nach

2. Bei derselben Bedeutung von a sei z, =

=+b, —b, +717; ""1*) +b2: —'bg; +l; _'l‘: +b3’ .
b b b? b?
gesetzt,
4. Bei derselben Bedeutung von b werde x, der Reihe nach
=1—-0b, 14+b, 1—-0%, 1402, 1 -0, 1403,...
gesetzt,

5. Bei derselben Bedeutung von 4 und b sei x, der Mittelpunkt der Strecke
zwischen beiden, also x, =} (a4 b); x, sei der Mittelpunkt zwischen z, und b;
x; der zwischen #, und a; x, der zwischen x; und b; — es sei also allgemein
%p 4+, der Mittelpunkt zwischen g, und a oder aber b, je nachdem x gerade
oder ungerade ist.

Definitionen: ©1. Eine Zahlenfolge (x,) heift beschrinkt, falls es 24.
eine Konstante K gibt, so daf fiir alle n die Ungleichung

erfillt ist. e, | < K

2. Eine Zahlenfolge (x,) heifft monoton wachsend, wenn stets
T, S @,y U8t monoton fallend, wenn stets x, >z, ,, ist.

Alle bei 8 und 9 gemachten Bemerkungen behalten ihre volle Giiltigkeit.

Beispiele: 1. Die Folgen 28, 1, 2, 4 und 5 sind ersichtlich beschriinkt.
Die 8. ist es nicht und zwar weder nach rechts noch nach links; denn es ist

sicher 0 <<b < —1— und also L . 2m ;( m und somit — L < —m. Man kann
2 pm pm

also stets Glieder der Folge angeben, die >> K oder < — K sind, wie grof auch die
Konstante K gewihlt wird. — Bei 5. folgt die Beschrinktheit daraus, daf alle
Glieder zwischen a4 und b liegen.

2. Die Folgen 28, 1 und 2 sind monoton fallend; die andern sind nicht
monoton.

Auch die Definition 10 der Nullfolge und die daran gekniipften
Bemerkungen — man lese sie nochmals sorgfiltig durch! — bleiben
ungeindert,

1) Als dyadischer Bruch geschrieben ist b =0,01100011110,.
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ODefinition. Eine Folge (x,) soll als Nullfolge bezeichnet werden,
wenn nach Wahl einer beliebigen positiven Zahl € sich stels eine Zahl
N = ny(€) so angeben laft, dap fir alle n > n, dic Ungleichung
erfiillt ist. @, | <e

Beispiele. 1. Die Folge 28,1 ist eine Nullfolge, denn der Beweis 10, 7
gilt fiir beliebige reelle a, fiir die |a| <1 ist.

2. Auch 23, 2 ist eine Nullfolge, denn hier ist ‘x,,“<;ll—, also <&,

sobald # =>> —1
&

Uber die Nullfolgen — sie werden weiterhin eine vorherrschende
Rolle spielen — beweisen wir noch eine Anzahl ganz einfacher, aber
im folgenden unausgesetzt angewandter Sitze. Ganz naheliegend sind
zundchst die folgenden beiden:

OSatz 1. Ist(x,) eine Nullfolge und (a,) trgendeine beschrinkte
Zahlenfolge, so bilden auch die Zahlen

etne Nullfolge. x, =a,z,

Beweis. Esseistets |4, | < K und ¢ > 0 werde gegeben. Dann
1aBt sich nach Voraussetzung #, so angeben, daB} fiir alle # > n, stets

&
|2, | <
ist. Dann ist aber fiir dieselben # auch stets
1 &
fxn,l = Ianl.‘xnl<K'}_{_ =¢£.

Also ist (x,') eine Nullfolge. — Wir sagen kurz: Eine Nullfolge ,darf“
mit beschriankten Faktoren mulipliziert werden?).

Beispiele. 1. Mit (z,) ist auch 10z, %, 10z, %, 10z;, .. . eine
Nullfolge.

2. Bedeutet (z,) die Nullifolge 28, 2 und (,) die Folge 28, 5, so ist (4, %)
wieder eine Nullfolge.

3. Eine Folge, deren simtliche Glieder denselben Wert, etwa den Wert ¢
haben, ist gewifi beschrinkt. Mit (x,) ist daher auch (cz,) eine Nullfolge.

Speziell sind also (2) , (ca), fir |a] <1, usw. Nullfolgen.

OSatz 2. Ist (x,) etne Nullfolge und geniigen die Glieder der
Folge (x) fiir alle n von einer Stelle an der Bedingung |x,'| < |x
oder allgemeiner der Bedingung

]1’"" gK'IJZJ"l,

in der K eine beliebige (feste) positive Zahl bedeutet, so ist auch (z,)
eine Nullfolge.

1) Das ,darf“ sie natiirlich auch ohne besondere Erlaubnis. Gemeint ist
mit dieser Ausdrucksweise nur, daB, wenn wir es tun, ihre im Augenblick
wesentliche Eigenschaft — ndmlich eine Nullfolge zu sein — nicht gestort wird,

nl



27 § 6. Beliebige reelle Zahlenfolgen und Nullfolgen. 45

Beweis. Ist die Bedingung |x,’| < K- |%,| fiir n > m erfiillt und wird
¢ > 0 gegeben, so ldBt sich nach Voraussetzung #, > m so angeben,

daB fiir alle n > #n, stets |x,| < ;—{ bleibt. Da fiir dieselben » dann
auch |x,'| < ¢ ist, so ist (x,’) eine Nullfolge.
Etwas tiefer liegen schon die folgenden Sitze:

OSatz 1. Ist (x,) eine Nullfolge, so ist auh jede Teilfolge (v,) 7.
derselben eine Nullfolge?).

Beweis. Ist fir n > n, stets |z, | < ¢, so ist fiir diese #n von selbst

auch EXESPR P

die ja mit » sicher auch k6 > #, ist.

OSatz 2. Eine beliebige Folge (x,) werde in zwei Teilfolgen (x,’)
und (x,') zerlegt, derart, daf also jedes Glied von (x,) einer und nur
einer dieser beiden Teilfolgen amgehori. Sind dann (x,') und (z,”)
beides Nullfolgen, so ist auch (x,) selbst eine solche.

Beweis. Wihlt man eine Zahl ¢ > 0, so gibt es nach Voraus-
setzung eine Zahl #/, so daB fiir » > »’ stets || < ¢ ist und ebenso
eine Zahl »”, so daB fiir n > n” stets |x,”| < ¢ ausfallt. Die Glieder z,/,
deren Index < #' ist, und die Glieder ., deren Index < n” ist,
haben innerhalb der urspriinglichen Folge (z,) wohlbestimmte Nummern.
Ist n, die groBte derselben, so ist fir # > n, offenbar stets |z, | <e,
w. z. b. w.

OSatz 3. Ist (x,) eine Nullfolge und (x,') eine beliebige Umord-
nung?) derselben, so ist auch (x,') eine Nullfolge.

Beweis. Fiir n > n, sei stets |x,| <<e. Unter den Nummern,
die die endlich vielen Glieder x,, «,, ..., Z,, in der Folge (z,’) tragen,
sei #' die groBte. Dann ist ersichtlich fir # > # stets |z,| < &
also ist auch (z,") eine Nullfolge.

OSatz 4. Ist (z,) eine Nullfolge und entstehi die Folge (x,’) aus
ihr durch irgendwelche endlich vielen Anderungen®), so ist auch (,)
etne Nullfolge.

1) Bilden k, <k, <hk;<...<h,< ... irgendeine Folge natiirlicher
Zahlen, so sagt man, dafi die Zahlen

x = oy »=1,2,38,..)

n

eine Tetlfolge der gegebenen Folge bilden.
®) Ist k,, ky, ..., kn, ... eine Folge natiirlicher Zahlen von der Be-

schaffenheit, da jede natiirliche Zahl in ihr ein- und nur einmal vorkommt,
so sagt man, dafi die Folge der Zahlen
’
Ol =y
eine Umordnung der gegebenen Folge sei.
8) Wir wollen diesen Begriff so prizisieren: Wenn man eine beliebige
- Folge dadurch verdndert, daff man endlich viele Glieder weglifit oder einfiigt
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Der Beweis folgt unmittelbar aus der Tatsache daB fiir ein passen-
des ganzzahliges p 20 von einer Stelle ab z, ==, +p sein muB3. Denn
sind die z, fir n g n, ungedndert geblieben und hat x, in der
Folge (z,') die Nummer »' bekommen, so ist in der Tat fiir n > »’ stets

xn, = xn+p’
wenn p =n, —n' gesetzt wird?)

Satz 5. Sind (z,’) und (x,”) zwei Nullfolgen und steht die Folge (x,)
zu thnen in der Beziehung, daf3 von einer Stelle m an stets

v, Lx, <w,) (n>m)
ist, so ist auch (x,) eine Nullfolge.

Beweis. Nach Wahl von ¢ > 0 kann ny > m so gewahlt werden,
daB fiir n > n, stets —e <z, und x,” < + ¢ bleibt. Fiir diese »
ist dann von selbst —e¢ <, < +¢, d h |z, [<e, w.z. b w

Das Rechnen mit den Nullfolgen endlich wird durch die beiden
folgenden Sitze begriindet:

OSatz 1. Sind (x,) und (x,) zwei Nullfolgen, so ist auch
(yn) = (CE" + xn’)’
d. h. die Folge, deren Glieder die Zahlen y, ==, + x,' sind, eine Null-
folge. — Kiirzer:  Zwer Nullfolgen , diirfen gliedweis addiert werden.

Beweis. Wird ¢ > 0 beliebig gewdhlt, so gibt es nach Voraus-
setzung (vgl. 10, 12) je eine Zahl n, und n,, so daB

fir n>mn, stets |z,|< 2— und fiir #>mn, stets |z/|< g

ist. Ist dann n, eine Zahl, die >#n, und > n, ist, so ist fiir n > n,

vl =lent 2/ | <o, |+ /() <5+
(y,) ist also eine Nullfolge.

Da mit (z,) nach 26, 3 (oder 10, 5) auch (— ) eine Null-
folge ist, so ist nach dem eben Bewiesenen auch (y,’) = (z, —z,’)
eine solche, d. h. es gilt der

OSatz 2. Mit (x,) und (x,) ist auch (y,)=(x, — ) eine Null-
folge. Oder Kkiirzer: Nullfolgen , diirfen gliedweis subtrahicrt werden.

Bemerkungen.

1. Da man zwet Nullfolgen gliedweis addieren darf, so darf man es auch
mit drejen oder mit irgendeiner bestimmien Anzahi von Nullfolgen tun, Denn

oder abdndert (oder alles zusammen) und die so verinderte Folge neu numeriert
als Folge (z,’), so wollen wir sagen, (x,) sei durch endlich viele Anderungen
aus (x,) hervorgegangen.

1) Gerade wegen dieses Satzes sagt man wohl, die Eigenschaft einer
Folge, Nullfolge zu sein, beziehe sich nur auf das infinitdre Verhalten ibrer
Glieder (vgl. S. 14).

?) Nach 3, II, 4.
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ist dies schon fiir (p —1) Nullfolgen ('), (®."), ..., (x:f'l)) bewiesen, ist
élso schon (xn'+xn"+---+x,(f_1))
als Nullfolge erkannt, so liefert Satz 1 dasselbe fiir die Folge (x,) fiir die
Tn= (2t + 2P V) 2P
ist. Der Satz gilt also filr jede feste Anzahl von Nullfolgen.
2. Daf zwei Nullfolgen auch gliedweis miteinander multipliziert werden
ndlirfen¥, ist nach 26, 1 ohne weiteres klar, da ja die Nullfolgen nach 10, 11

von selbst beschridnkt sind.
8. Eine gliedweise Division dagegen ist im allgemeinen nicht erlaubt,

was z. B. schon daraus zu ersehen ist, daf fiir ein x, & 0 ja stets x_":1 ist.
n

. 1 1 . . . . . .
Nimmt man gar z, = —, x,’=—3, so liefern die Quotienten —~ nicht ein-
" " Z,

mal eine beschrinkte Folge!
4. Auch bei anderen Folgen (z,) kann man zundchst nur wenig tiber

die Folge (—1—) der reziproken Werte aussagen. Naheliegend, aber oft niitz-
Tn

lich ist der folgende

OSatz 3. Hat die Folge (|x,|) der absoluten Betvige der Glieder von ()
eine noch positive unteve Schranke, existiert also eine Zahl y >0, so daf stets

2, | Zy>0
bleibt, so ist die Folge (—:~> der rveziproken Werle beschvdnkt.

'n
" In der Tat folgt aus |, | =y >0 sofort, daf mit K = 1 stets
B ’

bleibt. | %
Um weiterhin in der Anwendung unserer Begriffe sowie in der
Bildung und Durchfilhrung von Beispielen weniger beengt zu sein,
schalten wir einen Abschnitt iiber Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

und Kreisfunktionen ein.

<K

§ 7. Potenz, Wurzel und Logarithmus. Spezielle Nullfolgen.

Wie es bei der Besprechung des Systems der reellen Zahlen
nicht unsere Absicht war, alle Einzelheiten erschépfend auszufiihren,
sondern nur die Grundgedanken klarzustellen und im iibrigen den
von jedem ja durchaus beherrschten Rechenapparat als bekannt hin-
zunehmen, so wollen wir uns auch jetzt bei der Besprechung von
Potenz, Wurzel und Logarithmus nur auf eine scharfe Klarstellung
der Definitionen beschrinken, im {ibrigen aber die Einzelheiten ihres
Gebrauchs als jedem bekannt annehmen. .

I. Potenzen mit ganzzahligen Exponenten.

Ist z eine beliebige Zahl, so ist das Zeichen z* fiir ganze positive
Exponenten % bekanntlich definiert als das Produkt von % Faktoren,
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die simtlich =« sind. Es handelt sich hierbei also gar nicht um
etwas sachlich Neues, sondern nur um eine abkiirzende Schreibweise
fiir etwas schon Bekanntes. Ist x 9=0, so ist dariiber hinaus noch
die Festsetzung zweckmifBig, es soll

x® die Zahl 1, x~% den Wert II (k=1,2,3,...)
X

bedeuten, so dall dann x? fiir jedes ganzzahlige p%o definiert ist. —
Bei diesen Potenzen mit ganzzahligen Exponenten betonen wir nur
die folgenden Tatsachen:

1. Fiir beliebige ganzzahlige Exponenten $ und ¢ (%O) gelten
die drei Grundregeln /

xPpl=Pts; gP.yP = (x y)p; (xp)q = gP1,
aus denen sich alle {ibrigen Regeln herleiten lassen, die das Rechnen
mit Potenzen beherrschen?).

2. Da es sich bei einer Potenz mit ganzzahligen Exponenten
nur um eine wiederholte Multiplikation bzw. Division handelt, hat ihre
Berechnung natiirlich nach 18 und 19 zu geschehen. Wenn also z
positiv ist und etwa durch die Schachtelung (r, |y,) erfaBt wird, deren
Intervallenden similich > 0 sind (vgl. 15, 5 u. 6), so gilt neben

x=(x,|y,) sofort auch %= (zk|yF)
fiir jeden ganzzahligen positiven Exponenten; und ahnlich — bei sinn-
gemiBen Einschrinkungen — fiir # < 0 oder £ < 0.
3. Flr positive * hat man auBerdem
EHLZ gk =
P S et e nachdem le
ist, — wie dies sofort aus x%l durch Multiplikation (s. 8, I, 3) mit z*
folgt. — Und ebenso einfach findet man:
Sind #,, z, und der ganzzahlige Exponent %k positiv, so ist
wl’céxf je nachdem 751;%
4. Fir ganzzahlige positive Exponenten # und beliebige a und b
gilt die Formel

@+ =a"+ (1) a1 4 () an-2p2 ..
+ () arrok 4 (M),
in der (Z) fir 1 <k < die Bedeutung

<n>_n(n-l)(n—‘Z)...(n—k—l—l)
k)71 .2 . 8 ... &k

hat und () =1 gesetzt werden kann. (Binomischer Lehrsatz.)
0 g .

1) Hierbei ist fiir die Basis x bzw. ¥ der Wert 0 nur zulissig, falls der
zugehorige Exponent positiv ist,
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II. Wurzeln.

Ist jetzt 4 eine beliebige positive reelle und % eine positive ganze
Zahl, so soll unter b
’ Va

eine Zahl verstanden werden, deren k'¢ Potenz = @ ist. Was uns hier

interessiert, ist lediglich die Existenzfrage: Gibt es eine solche Zahl,

und inwieweit ist sie durch das gestellte Problem bestimmt?
Dariiber gilt der

Satz. Es gibt stets eime und nur eine positive Zahl &, die 30.
die Gleichung £ — g (a>0)

ko,
erfiillt. Man schreibt & == Va und nennt & die k** Wurzel aus a.

Beweis. Eine solche Zahl kann unmittelbar durch eine Intervall-
schachtelung bestimmt und damit also auch ihre Existenz nachgewiesen
werden: Wir benutzen die 10-Teilungsmethode. Da 0¥ =0 < a, da-
gegen, falls p eine natiirliche Zahl > g bedeutet, p¥ > p > a ist, so
gibt es eine und nur eine ganze Zahl g >0, fiir die

gF<a<(g+1f
ist'). Das durch g und g--1 bestimmte Intervall J, teilen wir in
10 gleiche Teile und gelangen in der nun schon oft durchgefiihrten
Art zu einer bestimmten der Ziffern 0, 1, 2, ..., 9, die etwa 2z, heiBen
moge, und fir die

z_l k ( Zl+l k
<g+10> <a<(g+555)
ist, usw. usw. Wir gelangen also. zu einer Intervallschachtelung
(J.) = (=,],), deren Intervallenden wohlbestimmte Werte der Form

I/ ST, nl g _
=g+t pt Tt =123

und

_ 4 %y Zn—1 Zy+1
ynﬁg+m+ﬁ+-~-+*ﬁm o

haben. Ist & =(x,|y,) die dadurch bestimmte Zahl, so folgt, da hier
alle Intervallenden > O sind, nach 29, 2 sofort, daB

& = (x| ¥5)

ist. Da aber nach Konstruktion stets ¥ <a < 4% ist, so mubB nach
§ 5, Satz 4 £ — g
sein. — Daf} diese Zahl ¢ iiberdies die einzige positive Losung des

Problems ist, folgt unmittelbar aus 29, 3, da hiernach fiir ein positives

&, & auch &:&F, d h. F=q ist.

1) g ist die letzte der Zahlen 0, 1, 2, ..., p, deren kte Potenz < a ist.
Knopp, Unendliche Reihen. 2. Aufl. 4
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Ist k& eine gerade Zahl, so ist auch — ¢ eine Losung des Pro-
blems. Doch werden wir diese im folgenden niemals heranziehen,
sondern unter der k%2 Wurzel aus einer positiven Zahl a nur die
durch 80 villig eindeutig bestimmie positive Zahl £ verstehen?). —
Fiir ¢ — 0 setzt man auch Vg — 0.2

Auf die bekannten Regeln iiber das Rechnen mit Wurzelzeichen
gehen wir nicht weiter ein, setzen sie vielmehr als jedem geldufig
voraus, und beweisen nur noch die folgenden einfachen Sitze:

Aus 29, 3 folgt sofort der

Eo_ k—
Satz 1. Ista > 0 und a, > 0, so ist Va.;—\/al, je nachdem a%a1
ist. — Ferner gilt der
, .
Satz 2. Ist a >0, so st (\/a) eine monotone Zahlenfolge; und
zwar - 1st
— 3/"
a>\/a>h/z>...>1, wenn a > 1,
dagegen .
a<1/a<1/a<...<1, wenn a < 1
ist. (Fiir a =1 ist die Folge natiirlich =1.)
Beweis. Aus a > 1 folgt nach 29, 3: g#+1 > 4" > 1, und also
nach dem vorigen Satze, indem man die #(n - 1)'® Wurzel zieht:
n__ mtl__
\/a > Va >1.
Da sich fir a << 1 sdmtliche Ungleichheitszeichen umkehren, so ist
schon alles bewiesen. — Hieraus folgt endlich der
‘ Satz 8. Ist a >0, so bilden die Zahlen
n,—
%, = Va—1

eine (nach dem vorigen Satze momnotone) Nullfolge.
Beweis. Fiir @ = 1 ist die Behauptung trivial, da dann z, =0
n— n,—
ist. Ist aber ¢ >1 und also auch Va>1, d. hz, = Va—1>0,

so schlieBen wir folgendermaBen: Aus ln/; =1z, folgt nach der
Bernoullischen Ungleichung (s. 10, 7), daf auch

a=1+42)>1+nz, >nz,
ist. Folglich ist 2 = |, | < —2, also (z,) nach 26,1 oder 2 eine
Nullfolge.

1) Hiernach ist also z. B. Va? wicht stets =z, sondern stets = |x]|.
k-
?) Fiir negative ¢ wollen wir})/a gar nicht definieren; doch kann man

o~ k- k—
falls & ungerade ist, Y& =—1a] setzen.



82. § 7. Potenz, Wurzel und Logarithmus. Spezielle Nullfolgen. 51

Ist aber 0 < a < 1, so ist %> 1 und somit nach dem eben er-

haltenen Ergebnis ({‘/_T_ B 1)
a

eine Nullfolge. Multipliziert man diese gliedweise mit den Faktoren

{/a, die wegen a < \17a_< 1 jetzt sicher eine beschrinkte Folge bilden.
so ergibt sich nach 26, 1 sofort, daB auch

(1 —ln/;) und also auch ()
eine Nullfolge ist, — w. z. b. w.

III. Fotenzen mit rationalen Exponenten.

Wir sehen wieder im wesentlichen als bekannt an, wie von den
Wurzeln mit ganzzahligen Exponenten zu den Potenzen mit beliebigen

?
rationalen Exponenten iibergegangen wird: Unter a? mit ganzzahligem

p%o, g > O versteht man bei positivem a die durch

? —\P
ot = Va)
eindeutig definierte wieder positive Zahl. Falls p > 0, darf auch

4
noch ¢ = 0 sein; man hat dann unter 4? den Wert 0 zu verstehen.

Bei diesen Festsetzungen gelten unverdndert die drei Grund-

regeln 29, 1, also die Formeln
a' a’ = ar+r’; arhr = (ab)r; (ar)r'z art’

fiir beliebige rationale Exponenten, so daB das Rechnen mit diesen
Potenzen formal dasselbe ist wie bei ganzzahligen Exponenten. Diese
Formeln enthalten dann auch gleichzeitig alle Regeln fiir das Rechnen
mit Wurzeln, da ja jede Wurzel nun als Potenz mit rationalem Ex-
ponenten geschrieben werden kann. — Von den weniger bekannten

Folgerungen beweisen wir noch, weil fir das Folgende besonders
wichtig, die Sitze:

Satz1. Ist a > 1, so ist dann und nur dann gleichzeitig a” > 1, 32.
wenn v > 0 ist. Ebenso ist bei positivem a <1 dann und nur dann
gleichaeitig a* << 1, wenn r > 0 ust.

Beweis. Nach 81,2 sind 4 und 1q/; entweder beide grofer

—\»
oder beide kleiner als 1; nach 29 gilt fir ¢ und (1q/a> = q'" dann und
und nur dann dasselbe, wenn p > 0 ist,

~ Satzla. Ist die rationale Zahl r > 0 und sind beide Basen po-
sitiv., so st a'% a,", je nachdem aéal ist.
Der Beweis ergibt sich sofort nach 81,1 und 29, 3.
4%
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Satz 2. Ist a > 0 und die rationale Zahl v 2wischen den ratio-
nalen Zahlen ' und " gelegen, so liegt auch a' stets zwischen a”
und a'*) und umgekehrt — mag a <, = oder > 1, 7' <, = oder
> ¢ sein.

Beweis. Ist zunidchst ¢ >1 und # < 7 < #"”, so ist

rr
»
a

, ' S
ar==qr.q"— " = —y
o

Nach dem vorigen Satze ergibt sich hieraus schon die Richtigkeit
unserer Behauptung fiir diesen Fall. Fiir die andern moglichen
Fille aber ist der Beweis genau ebenso leicht. — Aus diesem Be-
weise folgt sogar genauer der

Satz 2a. Ist a > 1, so enispricht dem griferen (rationalen)
Exponenten auch der grifieve Wert der Potenz. Ist dagegen a <1
(jedoch positiv), so liefert der groPBere Exponent die kleinerve Potenz.
— Ganz speziell also: Ist die (positive) Basis a ==1, so lefern ver-
schiedene Exponenten auch verschiedeme Potenzen. — Hieraus
folgt nun weiter der

Satz 3. Ist (r,) eine beliebige (rationale) Nullfolge, so bilden
auch die Zahlen @ —an—1 (a>0)

eine Nullfolge. Ist (r,) monoton, so ist es auch (x,).

n

—_ n
Beweis. Nach 31, 3 sind <1n/a — 1) und (\/% — 1) Nullfolgen.

Ist also ¢ >> 0 gegeben, so kann man #, und #n, so wihlen, daB

1

. l’n._
fir n > #n, stets Va—1i <¢

.02_1

ist. Ist dann m eine ganze Zahl, die sowohl #, als #, iibertrifft, so

< &

und fiir # >> n, stets

71 1
liegen die Zahlen Kuﬁ — 1> und <a " 1) betde zwischen — ¢ und

- ¢, oder also
1 1
a™ und ¢ ™ beide zwischen 1 — ¢ und 1 - .

Nach Satz 2 liegt dann auch a’ zwischen denselben Grenzen, wenn 7
zwischen —% und —|—;}1 liegt. Nach Voraussetzung kann man aber

1o so wihlen, dal fiir alle n > n,
1 1 1
stets |7”‘<E Oder '—'Z<7n<+a

) Das Wort ,zwischen kann nach Belieben stets mit oder stets okne
EinschluB der beiderseitigen Gleichheit verstanden werden, — aufier wenn

a=1 und also auch alle Potenzen 4" =1 sind.
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ist; fiir # > n, ist dann also a™ zwischen 1 — ¢ und 1 -}- & gelegen.
Fiir di ist al
ir diese » ist also la’”—ll<e,
(4 — 1) somit eine Nullfolge. — DaB dieselbe monoton ist, falls
(r,) es ist, ergibt sich unmittelbar aus Satz 2a.

Diese Sitze bilden nun die Grundlage fiir die Definition der

1V. Potenzen mit beliebigen reellen Exponenten.
Hier gilt zunichst der

Satz. Ist (x,|y,) eine beliebige Intervallschachtelung (mit ratio- 88.
nalen Intervallenden) und a positiv, so ist

fiir a1 auch o= (a"|a"
wnd fir a <1 auch o= (a’|a™)
emme Intervallschachtelung. Und ist (x,|y,) rationalwertig und =7,
50 ist o= a’.

Beweis. Daf} in beiden Fillen die linken Folgen monoton steigen,
die rechten monoton fallen, folgt unmittelbar aus 82, 2a. Nach
demselben Satze ist auch stets a”» < a’r (fiir a > 1) bzw. a"n < %"
(fir a < 1). DaB endlich in beiden Fillen die Lingen der Intervalle
eine Nullfolge bilden, folgt mit Hilfe von 26 sofort aus

Z, -, x,
la'n — ™| — | a¥n™"n — 1 |.4%;

denn der erste Faktor ist hier nach 82, 3 eine Nullfolge, da ja

(¥, — x,) nach Voraussetzung eine Nullfolge mit rationalen Gliedern
ist. Der zweite Faktor aber ist beschrinkt, weil stets

0<a™<a" baw. <™

ist, je nachdem ¢ > 1 oder <1 ist.
Da endlich, wenn (z,|y,) =7 ist, 7 fiir jedes # zwischen z_ und
y, liegt, so liegt nach 82, 2 auch 4" stets zwischen 4™ und a¥», so

daB nach § 5, Satz 4, notwendig ¢ = a” sein muB.
Auf Grund dieses Satzes entschlieBen wir uns zu der folgenden

Definition. Ist a >0 und ¢ = (x,|y,) eine beliebige reelle Zahl,
so soll . .
fm an [
(= (@™ a™m fir a <1
gesetzt werden?).

1) Dieses Paar 38 aus Satz und Definition ist methodisch ein Paar
von genau gleicher Art wie die unter 14—19 zusammengestellten: Was im
Falle rationaler Exponenten beweisbar ist, wird im Falle beliebiger Expo-
nenten zum Range einer Definition erhoben, — deren Zweckmifigkeit dann
gepriift werden mufi.
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Diese Definition wird man natiirlich nur dann als eine zweck-
miBige bezeichnen konnen, wenn sich der dadurch festgelegte Be-
griff der allgemeinen Potenz wesentlich denselben Gesetzen unter-
ordnet, denen die bisherige Potenz mit rationalem Exponenten ge-
horchte. DaB dies tatsachlich im weitesten MaBle der Fall ist, wird
durch die folgenden Feststellungen erwiesen.

1. Fiir rationale Exponenten liefert die neue Definition dasselbe
wie die bisherige.

2. Ist =g, so ist a®=a%.})

3. Fiir zwei beliebige reelle Zahlen ¢ und g’ gelten bei positivem
a und b die drei Grundregeln

- al = a9+9'; (aa, be) — (a b>e; (ae>e' _ aea"
so daB mit den jetzigen allgemeinen Potenzen formal genau so ge-
rechnet werden kann, wie mit den bisherigen speziellen.

Auf die iiberaus einfachen Beweise dieser Tatsachen wollen wir
nun, wie S.47 betont, nicht weiter eingehen?); desgleichen wollen
wir uns bei der nun ohne weiteres moglichen Uberiragung der Sitze
32, 1—3, auf allgemeine Potenzen mit der neuen Formulierung und
ein paar Stichworten fiir den Beweis begniigen. Es gelten also die
gegeniiber 32, 1—3 verallgemeinerten Sitze:

Satz1. Ist a>1, so ist dann und nur dann gleichzeitig a® > 1,
wenn @ > 0 ist. Ebenso ist bei (positivem) a > 1 dann und nur dann
gleichzeitig ae < 1, wenn 9 > 0 ist. ,

Denn nach 82, 1 ist z. B. beiz > 1 dann und nur dann ¢" > 1,
wenn z, > 0 ist.

Satz 1a. Ist die reelle Zahl ¢ > 0 und sind beide Basen positiv,

s0 st a"%ale, je nachdem aéal ist.

Beweis nach 32,1a und 185.

1) Diese formal sehr trivial erscheinende Aussage lautet etwas ausfiihr-
licher: Sind (z,|¥.) =0 und (z,'|¥.’) = ¢’ zwei Intervallschachtelungen, die ge-
mif 14 als gleich anzusehen sind, so sind auch diejenigen Schachtelungen
einander gleich (wieder gemdf 14), durch die nach D-=finition 88 die Po-
tenzen a2 und 4¢ geliefert werden,

?) Alg Stichprobe skizzieren wir den Beweis der ersten der drei Grund-
regeln: Ist e= (%{J’n) und E" = (xnlb’n’); so ist nach 16 9+@,= (xn'*‘xn'!yn'*’yn')
und also — wir denken uns ¢ >1 —:

a? = (a%|a¥s), a? = (% lat'),  a?te = (%t | a¥n ).

Da nun alle Intervallenden (als Potenzen mit rationalen Exponenten) positiv
sind, so ist nach 18

al. aé" = (axn .azn,[ayn -a"n’) .
Weil aber fiir rationale Exponenten die erste der 3 Grundregeln schon als
gliltig erwiesen ist, so ist diese letzte Schachtelung derjenigen fiir a®te’ nicht
nur gemif 14 gleich, sondern sogar Glied fiir Glied mit ihr tibereinstimmend.
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Satz 2. Ist a >0 und o zwischen @ und o” gelegen, so liegt
auch a® stets zwischen a° wnd a° . — Der Beweis ist genau derselbe
wie unter 82, 2. Er liefert genauer den

Satz 2a. Ist a>1, so entspricht dem groferem Exponenten
auch der grifere Wert der Potenz; ist a < 1 (jedoch positiv), so liefert
der groPere Exponent die kleinere Potenz. Speziell: Ist a <1, so
liefern verschiedene Exponenten auch verschiedene Potenzen. — Und
aus diesem Satz folgt wieder genau wie unter 32, 3 der abschlieBende

Satz 8. Ist(p,) eine belicbige Nullfolge, so bilden auch die Zahlen
@, =a’» —1 (a > 0)
esne Nullfolge. 1Ist (o) monoton, so ist es auch (x,).
Als eine spezielle Anwendung erwihnen wir noch den
Satz 4. Ist (x,) eine Nullfolge mit lauter positiven Gliedern, so
ist fiir jedes positive o auch

r “
xn - xn

Glied einer Nullfolge. — So ist (—%) fir jedes « >0 eine Nullfolge.
" .
1
Beweis. Ist ¢ > 0 beliebig gegeben, so ist auch ¢* eine posi-
tive Zahl, Nach Voraussetzung kann man also #, so bestimmen, daf
fir n > n, stets 1
]xnl =x7l < Ea
ist. Dann ist aber fir n > n, nach 38, 1a auch
xna = Ixn/’ <e,
womit schon alles bewiesen ist.
Durch diese Entwicklungen ist das Rechnen mit den allgemeinen
Potenzen in seinen Grundziigen festgelegt.

V. Logarithmen.
Die Grundlage fiir die Definition der Logarithmen bildet der
Satz. Sind a >0 und b > 1 reelle, sonst ganz beliebige Zahlen, 36.
so gibt es stets eine und nur eine veelle Zahl &, fiir die

. § —
ist. b a

Beweis. DabB es hdchstens eine solche Zahl geben kann, folgt
schon aus 88§, 2a, weil die Basis ¥ mit verschiedenen Exponenten
potenziert nicht denselben Wert a ergeben kann. Und daf es eine
solche Zahl gibt, beweisen wir wieder konstruktiv durch Angabe einer

sie bestimmenden Intervallschachtelung — etwa durch 10-Teilung:
Da b>1 ist, so ist (b—”)::% nach 10, 7 eine Nullfolge, und es

gibt also, weil a und -i— positiv sind, je eine natiirliche Zahl p und g,

fir die b P<q und b %< %_ oder 0 >a
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ist. Geht man nun die ganzen Zahlen von —p bis ¢ durch, indem
man sie sich in den Exponenten von b gesetzt denkt, so muf} es
unter ihnen eine, und kann es nur eine geben -— sie heile g —
fir die bg é a, aber bg+1 >a

ist. Das hierdurch bestimmte Intervall Jy=g...(g+-1) teilen wir
in 10 gleiche Teile und gelangen ganz entsprechend wie S. 49
zu einer ,Ziffer« z,, fiir die

b 1°<a aber b 1 >a
ist, — und gelangen durch Wiederholung des Teilungsverfahrens zu

einer ganz bestimmten Intervallschachtelung
zll

[zo=g+fpt ot o G
§:<x11’yn) mit - 1 Zn—1 Z,,—y—l
l”‘“m*-* Tt T g

b La < b
ist, fiir die also gemall 83

fur die stets

b=a
ist. — Dieser Satz gibt uns die Berechtigung zu folgender
Definition: Sind a > 0 und b > 1 beliebig gegeben, so heifst die
durch b — 4

eindeutig bestimmte veelle Zahl & der zur Basis b genommene
Logarithmus von a; in Zeichen

g = ”loga .
(g mennt man wohl auch die Kennziffer, die Gesamtheit der Ziffern
2,2, 24 ... die Mantisse des Logarithmus.)

Von einem Logarithmensystem spricht man, wenn man die
Basis b ein fiir allemal festgelegt denkt und nun die Logarithmen
aller moglichen positiven Zahlen @ zu dieser Basis b sich genommen
denkt. Man 14Bt dann das b bei blog, weil iiberfliissig, gewdhnlich
fort. Sehr bald wird sich als Basis fiir alle theoretischen Betrach-
tungen ganz naturgemiB eine bestimmte, gewoéhnlich mit ¢ bezeich-
nete reelle Zahl empfehlen; das auf dieser Basis aufgebaute Loga-
rithmensystem wird dann das natiirliche genannt. Fiir praktische
Zwecke dagegen ist bekanntlich die Basis 10 am bequemsten; die
auf ihr aufgebauten Logarithmen werden die Briggschen genannt. Es
sind die Logarithmen, die in den gewchnlichen Tafeln zu finden sind?).

1) Selbstverstindlich kann man auch auf einer positiven Basis b, die kleiner
ist als 1, ein Logarithmensystem aufbauen. Doch ist das wenig tiblich. Ubrigens
waren die ersten von Napier 1614 berechneten Logarithmen auf einer Basis
b<1 aufgebaut was besonders fiir die Logarithmen der trigonometrischen
Funktionen kleine Vorteile bietet. . :
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Die Regeln fiir das Rechnen mit Logarithmen setzen wir, wie bei
den Potenzen, wieder als bekannt voraus und begniigen uns mit der
bloBen Angabe der wichtigsten. Ist die Basis b > 1 beliebig, aber
im folgenden festliegend gedacht, und bedeuten a, @/, a” ... irgend-
welche positive Zahlen, so ist

1. log(a’a”) =loga' +4 loga”.

2. log1l = 0; log%:~10ga; logh=1.

8. loga® = ploga (p beliebig, reell).

4. logaéloga’, je nachdem aéa’ ist; speziell:
20 ;i >

5. logaZO, je nachdem azl.

6. Sind b und b, zwei verschiedene Basen (> 1) und sind & und
&, die Logarithmen derselben Zahl 4 zu diesen beiden Basen, also

& ="lloga, &, =bloga,
E = fl'blogb1 )

— wie dies sofort aus (a=)b*=05,% folgt, wenn man beiderseits die
Logarithmen zur Basis b nimmt und 37, 2 und 3 beachtet.

7. (—~4—), nw=—2,8,4,..., ist eine Nullfolge. In der Tat ist

SO ist

1

1 1 T
logn < &, sobald logn > - oder also »n > b¢ ist.

V1. Die Kreisfunktionen.

Eine ebenso strenge, d. h. die geometrische Anschauung als
Beweisgrund prinzipiell vermeidende und lediglich auf den Begriff der
reellen Zahl gegriindete Einfilhrung der sogenannten Kreisfunktionen,
also des sin eines gegebenen Winkels?'), seines cos, tg, ctg usw. ist
an dieser Stelle noch nicht moéglich. Wir werden spater (§ 24) darauf
zuriickkommen. Trotzdem aber wollen wir diese Kreisfunktionen zur
Bereicherung der Anwendungen und zur Belebung der Beispiele (aber

1) Die Winkel werden wir im allgemeinen nach dem sog. Bogenmaf
messen. Denkt man sich in einem Kreise vom Radius 1 den Radius von einer
bestimmten Anfangslage aus gedreht, so mifit man den Drehungswinkel durch
die Mafizahl des Weges, den dabei der Endpunkt des beweglichen Radius
zurlickgelegt hat, — und zwar positiv, wenn die Drehung im Gegensinne des
Uhrzeigers geschieht, andernfalls negativ. — Ein Winkel ist also hiernach eine
reine Zahl; ein gestreckter Winkel hat die Mafizahl 4 oder — =, ein

rechter Winkel die Mafizahl +% oder —-%. Jedem bestimmt orientierten

Winkel kommen unendlich viele Mafizahlen zu, die sich voneinander aber nur
um ganzzahlige Vielfache von 2, also um volle Drehungen, unterscheiden.
Die Mafizahl 1 kommt dem Winkel zu, dessen Bogen gleich dem Radius ist,
der also im Gradma$ etwa = 57017/ 44”8 ist.
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selbstverstindlich niemals zu Beweisen allgemeiner Sitze) unbedenklich
heranziehen, soweit ihre Kenntnis aus den Elementen als bekannt
angesehen werden kann.

37a. So stellt man z. B. sofort die beiden einfachen Tatsachen fest:

1. Sind e, &, ..., &, ... irgendwelche Winkel (d. h. also: irgendwelche

Zahlen), so sind (sinw,) und (cosc)

beschrdnkte Zahlenfolgen; und
2. die Folgen .
sin «,, cOS ¢ty
) we (2
n n

sind (nach 26) Nullfolgen, denn ihre Glieder entstehen aus denen der Null-

folge ( %) durch Multiplikation mit beschrédnkten Faktoren,
7

VII. Spezielle Nullfolgen.

Als weitere Anwendung der nun festgelegten Begriffe wollen wir
noch eine Anzahl spezieller Zahlenfolgen untersuchen:
3s8. O1. Ist |a| <1, so ist neben (@) sogar (na®) eine Nullfolge.
Beweis. Ahnlich wie unter 10,7 schlieBen wir so'): Fiir a=0
ist die Behauptung trivial; fiir 0 < 4| < 1 kann
1

e+

mit ¢ > 0 gesetzt werden. Da hier im Nenner alle Summanden positiv
sind, ist fir n > 1

la] —_—ﬁ, also  |a"| =

n 1 n 1.2
la [<~<;1->—-2~);, also |na ]<m
und es wird also 2=
|na"| < ¢ sein, sobald —o—lvg <e€
ist, d. h. fiir alle
Das somit bewiesene Resultat ist sehr bemerkenswert: Es besagt
doch, daB fiir groBe » der Bruch (:_ o sehr klein, also sein Nenner

sehr vielmal grofer ist als der Zihler. Dieser Nenner ist aber fiir
¢ =0 konstant =1, und wenn g eine sehr kleine positive Zahl ist,
so wichst er sehr langsam mit #. Unser Ergebnis aber zeigt, daB,
wenn nur un hinreichend groB genommen wird, der Nenner doch vielmal

groBer ist als der Zihler, Die Stelle gy, von der an |n a” =(_1£5);
unterhalb eines gegebenen ¢ liegt — es hatte sich n,=1 -+ 829
ergeben — liegt ja in der Tat sehr weit rechts, nicht nur wenn e,

") Nur dafi ¢ und ¢ jetzt nicht rational zu sein brauchen.
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sondern auch wenn g= —(17 — 1 sehr klein (d. h. |a| sehr nahe an 1
gelegen) ist. Wesentlich ist und bleibt nur: Wie auch |z < 1 und
¢ > 0 gegeben sein mogen, stets ist von einer leicht angebbaren Stelle
an sicher |na"| <¢.%)

Aus diesem Ergebnis kann man viele andere, z. B. die noch
paradoxere Tatsache herleiten:

02. Ist|a| < 1 und o beliebig reell, so ist auch (n*a®) eine Nullfolge.

Beweis. Ist ¢ <0, so ist dies nach 10,7 wegen 26, 2 selbst-
1

verstiandlich; ist ¢« > 0, so setze man lozla =a,, so daB nach 85,1a
auch die positive Zahl g, < 1 ist. Nach dem vorigen Ergebnis ist
dann (naq,") eine Nullfolge. Nach 83,4 ist also auch
[na,™*, d. h n%la|* oder |n®an|
also schlieBlich (nach 10, 5) auch n%g» selber Glied einer Nullfolge.
(Wenn man sich « sehr groB gegeben denkt und |¢| nur sehr
wenig unterhalb 1, so ist dieses Resultat natiirlich noch merkwiirdiger
als das vorige?).)

8. Ist 6 >0, so st <l_oga_n> eine Nullfolge®), z2u welcher Basis b >1
n
die Logarithmen auch gemommen sein mogen.
Beweis. Wegen b>1, 0> 0 ist (nach 35,1a) auch "> 1.

Also ist ((?:—)7’) nach 1. eine Nullfolge. Bei gegebenem ¢ > 0 ist da-
her von einer Stelle an — ectwa fiir alle » > m — stets
Z n <&'= —% .
Nun ist aber jedenfalls (5 b
| logn _ g4l _pr g1
N T

wenn g die Kennziffer von log # bedeutet (so daB g < logn < g -+ 1 ist).
Wird also # > b™ genommen, so ist log # und also erst recht g -1 > m,
und folglich der letzte Wert gema3 der Wahl von m

. 1 .
<b" L —¢ dhoesist B g fiir n > ny = b".
b()' nO'
. 1 n
!) Indem man wie oben |[a4|=-——, |na"|=—-—— setzt, kann man
1+o (1+0"
auch sagen: (14 p)® wird — bei positivem o — stdrker grof oder auch
starkey unendlich grof als n selbst, — womit wieder (vgl. '?,3) nicht mehr
und nicht weniger gesagt werden soll, als daf unsere Folge eben eine
Nullfolge ist. — Fiir spdter sei noch bemerkt, daf die in 1 und 2 bewiesenen

Ergebnisse auch fiir komplexe a gelten, wenn nur |a| <1 ist,
) In entsprechender Umschreibung wie vorhin sagt man hier: (14 o)*
wir stdrker unendlich grop als jede noch so grofie (feste) Potenz von n selbst!
3 Jlog n wird schwdcher grof als jede noch so kleine (aber feste und
positive) Potenz von » selber.t
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4. Sind « und B beliebige positive Zahlen, so ist

@ﬁg
n/f

eine Nullfolge —, mag « noch so grof und f§ noch so klein seint).

B

Beweis. Nach 3. ist <l—(:,£g> wegen - >0 eine Nullfolge; nach
Wz

83,4 also auch die vorgelegte Folge.
n___
5. (wn)E<\/n—1) ist eine Nullfolge. (Auch dieses Resultat ist
sehr merkwiirdig. Denn fiir groBes # ist auch der Radikand eine
groBe Zahl; dafiir allerdings auch der Wurzelexponent. Und es ist

von vornherein nicht zu sehen, wer von beiden — Radikand oder
Exponent — sozusagen der stiarkere ist.)

[ — -
Beweis. Es ist fir n > 1 jedenfalls Vn > 1, alsoz, = Vn —1
sicher > 0. Dabher sind in

n=(ta) =1+ ], 4.+ ()"

alle Summanden positiv. Folglich ist speziell

n 2 n(n—1) 2
n > <2>xu = 1'-2—-:13"
oder
2 2 4
2 __* 9
Tn ‘<n——]§ n_n')
"3
Hieraus folgt
2
'w‘n' < "v‘xr”
n?

so daB (x,) =<\7n— 1> nach 26,3 und 35,4 in der Tat eine Null-
folge ist.

6. Ist (x,) eine Nullfolge, deren Glieder simtlich > —1 sind, so
bilden fiir jedes (feste) ganzzahlige k auch die Zahlen

eine Nullfolge®).

1) ,Jede noch so grofie (feste) Potenz von logn wird schwécher grof
als jede noch so kleine (feste) Potenz von » selber.*

?) Daf man, sobald #»>>1, fir »—1 den hochstens so grofien Wert

n—yg schreibt, ist ein oft niitzlicher Kunstgriff, um die Rechnung zu verein-
fachen.

%) Durch die Voraussetzung, dafi allc x, > —1 sind, soll nur bewirkt
werden, dafi die Zahlen z,’ fiir alle »n definiert sind. Von einer gewissen
Stelle an ist dies eo ipso der Fall, da (z,) eine Nullfolge sein soll und also
von einer Stelle an sicher |z,! <1, mithin z, > —1 sein mu$.
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Beweis. Nach der S. 21, Fufin. 2, erwdhnten Formel folgt, wenn

R
darin ¢ =V'1 -}z, und b =1 gesetzt wird, daB?)
’ Tn
n = 7% k=1 [k _ -2
(Vl-}-x,,) —}—(Vl—i—x,,) +...+1
also, da im Nenner alles positiv und der letzte Summand =1 ist:
lxnll é [xnl’
woraus nach 26,?sofort die Behauptung folgt.
7. Ist (x,) eine Nullfolge von derselben Art wie in 6., so bilden
auch die Zahlen
Yn == log (1 + wn)

eine Nullfolge.

X

3

Beweis. Ist b > 1 die Basis der Logarithmen und ¢> 0 ge-

geben, so setzen wir
b —1=¢, 1—-0b =g,
und die kleinere der beiden (eo ipso positiven) Zahlen & und ¢,
gleich ¢. Nun wihlen wir n, so groB, daB fiir n > n, Stets lw,| < ¢
ist. Dann ist fiir diese # erst recht ‘
—g<z,<e, dh V<14 < bte,
also (nach 83,2 oder 87, 4)
|ynl = llog(l —{—xn)l <&,

womit alles bewiesen ist.

8. Ist (w,) nochmals eine Nullfolge wic in 6., so bilden auch die

Zahlen 2n = (14 x,)°— 1
eine Nullfolge, wenn o eine beliebige reelle Zahl bedeutet.
Beweis. Nach 7. und 26, 3 bilden die Zahlen

0, =0-log(1+=z,)
eine Nullfolge. Nach 88§, 3 gilt dann dasselbe von den Zahlen

b —1=(1+4z)0—1=2, w.z. b, w.

§ 8. Konvergente Zahlenfolgen.

Definitionen.

Bei der Betrachtung des Verhaltens einer vorgelegten Zahlen-
folge haben wir bisher in der Hauptsache darauf geachtet, ob sie eine
Nullfolge ist oder nicht. Indem wir diesen Gesichtspunkt in nahe-
liegender Weise ein wenig erweitern, gelangen wir zu dem wichtigsten
Begriff, mit dem wir uns iiberhaupt zu beschiftigen haben, nimlich
dem der Konvergenz einer Zahlenfolge.

1) Wir denken uns k=2, da fiir k=1 die Behauptung trivial ist.
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Die Eigenschaft einer Zahlenfolge (z,), Nullfolge zu sein, haben
wir (vgl. 10,10) schon dahin beschrieben, daB wir sagten: Ihre Glieder
werden klein, werden beliebig kletn mit wachsendem ». Wir konnten
auch sagen: IThre Glieder nihern sich mit wachsendem » dem Werte O
— allerdings ohne ihn im allgemeinen jemals zu erreichen; aber
sie ndhern sich diesem Werte in dem Sinn belichig, als die Betrige
der Glieder (also doch ihre Abstinde von 0) unter jede noch so kleine
Zahl ¢( > 0) herabsinken. Ersetzen wir bei dieser Auffassung den
Wert 0 durch irgendeine andere reelle Zahl £, so wiirde es sich um
eine Zahlenfolge (z,) handeln, bei der die Abstinde der Glieder von
der bestimmten Zahl & — also nach 8,11, 6. die Werte |z, — & —
mit wachsendem # unter jede (noch so kleine) Zahl ¢ > 0 herabsinken.
Wir prizisieren diesen Sachverhalt zu folgender

ODefinition. Ist (x,) eine vorgelegte Zahlenfolge und steht sie zu
einer bestimmiten Zahl & in der Beziehung, daf3
@, =&Y
eine Nullfolge bildet, so sagt man, die Folge (x,) konvergiere gegen £,
oder sie sei- konvergent mit dem Grenzwerte &, oder thre Glieder
ndherten sich dem (Grenz-) Werte &, sie strebtem gegen &, hditen
den Limes &. Und man driickt diese Tatsache durch die Symbole
x,—§ oder lima, = §
aus. Man schreibt auch, um deutlicher zu machen, dafy die Anniherung
an & dadurch vor sich geht, daff der Index n immer gréfler und grofer
genommen wird, vielfach
x,—§ fiir n-—>co oder lima, = § ?)
n>
Indem wir die Definition der Nullfolge in die neue Definition
mit hineinnehmen, kénnen wir auch sagen:

Es strebt x,— & fiir n—o00 (oder lim & = &), wenn nach Wahl
>

von &> 0 sich stets eine Zahl ny=ny(c) so angeben lift, daf fir

alle n > ny tmmer )
|z, — &< ¢

ausfdllt.
Bemerkungen und Beispiele.

1. Statt zu sagen ,(z,) ist eine Nullfolge", konnen wir jetzt kiirzer
»%n —> 0% schreiben. Die Nullfolgen sind konvergente Zahlenfolgen mit dem
speziellen Grenzwerte .

2. Sinngemif gelten daher alle unter 10 gemachten Bemerkungen auch
jetzt, da es sich ja nur um eine naheliegende Verallgemeinerung des Begriffs
der Nullfolge handelt.

1) Oder, was nach 10,5 auf genau dasselbe hinauslduft (& —g,) oder
iwn - 5\ .

2) Sprich: ,x, (strebt) gegen & fiir » gegen 00" bzw. ,Limes z, fiir n
gegen OO ist gleich &«
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3. Nach 81, 3 und 38, 5 strebt fiir a >0
{‘/E -1 und 11'/;{—» 1.

4. Ist (z,!y,) =0, so strebt x,,—-»o- und auch y, —o. Denn es ist
|2, —o| und auch |y,—0|Z|yn—2al,
so dafi beide nach 26, 2 zugleich mit (y,—x,) eine Nullfolge bilden.
5. Fur z, = —-(;llt also fiir die Folge 2 ~1— :1— i E
n n 1 ) 2 H 3 ) 4 b 5 ?
strebt ¢, -1, denn |z,—1|= —;lz— bildet eine Nullfolge.

5
S

6. Geometrisch gesprochen bedeutet z,>&, daf alle Glieder mit hin-
reichend hohem Index in der Nidhe des festen Punktes £ gelegen sind. Oder
schdrfer (vgl. 10, 13), daB in jeder &-Umgebung von & alle Glieder mit
hochstens endlich vielen Ausnahmen gelegen sind!). — Bei der Veranschau-
lichung '7, 6 ziehen wir durch die beiden Punkte (0,, £ 4 &) Parallelen zur
Abszissenachse und konnen sagen: Es strebt z,-» &, falls das ganze Bild der
Folge (z,), von einem endlichen Anfangsstiick abgesehen, in jedem solchen
(noch so schmalen) ¢-Streifen gelegen ist.

7. Auf das entschiedenste zu verwerfen ist eine oft gehorte laxe Aus-
drucksweise, die flir 2, — £ sagt ,filr n =00 sei z,=£&". Denn eine natirliche
Zahl n =00 gibt es nicht und #, braucht miemals =& zu sein. Es bandelt sich
durchaus nur um einen, durch alles vorangehende nun wohl hinreichend ge-
klirten Anniherungsprozefi, von dem es gar keinen Zweck hat, sich ihn in
irgendeiner Form vollendet zu denken. (In dlteren Lehrblichern und Abhand-
lungen findet man jedoch hidufig die symbolische Schreibweise ,limz, =¥,

n=®
gegen die sich, weil sie ja nur symbolisch gemeint ist, nichts sagen lafit,
— aufier eben, dafi sie ungeschickt ist und daB die Schreibweise ,u = 00"
notwendig Verwirrungen iiber den Begriff des Unendlichen in der Mathematik
stiften muf.)

8. Strebt 2, — &, so bezeichnet man die einzelnen Glieder *der Folge (z,)
auch wohl als Ndherungswerte von & und die Differenz § — 2, als den Fehler,
der dem Nidherungswerte z, anhaftet.

9. Die Bezeichnung ,konvergent* scheint zuerst von J. Gregory (Vera
circuli et hyperbolae quadratura, Padua, 1667), die Bezeichnung ,divergent“ (40)
von Bernoulli (Brief an Leibniz vom 7. 4. 1713) gebraucht zu sein.

An die Definition von Konvergenz schlieBen wir sogleich die-
jenige der Divergenz:

ODefinition 1, Jede Zahlenfolge, die nicht im Sinne der Definition 40.
89 konvergiert, heifit divergent.

Hiernach sind z. B. die Folgen @6, 2, 4, 7, 8, 11 sicher divergent.

Unter den divergenten Folgen zeichnet sich eine Art durch be-
sondere Einfachheit und Durchsichtigkeit des Verhaltens aus, z. B.
die Folgen (%), (n), (¢") mit a > 1, (logn), u. a. Das ihnen Gemein-
same ist ersichtlich, daB die Glieder mit wachsendem # jede noch
so hohe Schranke iibersteigen. Man sagt darum wohl auch, sie

1) Vielfach sagt man dafiir auch kiirzer: In jeder ¢-Umgebung von &
sollen ,fast alle* Glieder der Folge gelegen sein. Doch hat die Aussage ,fast
alle auch noch andere Bedeutungen, z. B. in der Lehre von den Punktmengen.
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strebten nach + oo, sie (bzw. ihre Glieder) wiirden unendlich groB,
Wir prézisieren den Sachverhalt in folgender

Definition 2. Hat die Folge (x,) die Eigenschaft, daf8 nach Wahl
einer beliebigen (grofen) positiven Zahl G sich immer noch eine Zahl n,
so angeben lifit, daf fiir alle n > n, stets

2, > G7)

ist, so wollen wir sagen, (x,) divergiere gegen -- o0, strebe nach -+ oo.
oder sei bestimmt divergent mit dem Gremzwert 4 00?); und wir
schreiben dann ’
x,—+ oo (fiir n—>o0) oder limz, =--oco b lima, =-'oc.
n->»®o
Es bedeutet nur eine Vertauschung von rechts und links, wenn
wir weiter definieren:

Definition 3. Hat die Folge (x,) die Eigenschaft, daff nach Wahl
einer beliebigen (absolut grofen) megativen Zahl — G sich immer noch
eine Zahl n, so angeben lift, daf3 fiir alle n > n, stets

v, <—G
ist, so wollen wir sagen, (x,) divergiere gegen — oo, strebe nach
— o0 oder sei bestimmi divergent mit dem Grenzwert — oo; und
wir schreiben

x,— — 0o (fir n—o0) oder limax, =—o00 buw. limz, = — .
n->®o

Bemerkungen und Beispiele,

1. Die Folgen (n), (»%), (n% fiir « >0, (log#), (log%#) ftir « > 0 streben
gegen - 00, diejenigen, deren Glieder entgegengesetzte Werte haben, streben
gegen —0O0.

2. Allgemein: Strebt x, - 00, so strebt z,’=—2z,—>—00 und um-
gekehrt. — Darum geniigt es weiterhin im wesentlichen, die Divergenz —» 4- 00
zu betrachten. .

3. In geometrischer Sprache bedeutet z, — -- 0O natiirlich, daf, wie man
auch (sehr weit rechts) einen Punkt + G wihlen mdge, doch alle Punkte z,,
von hochstens endlich vielen Ausnahmen abgesehen, noch rechts von ihm ge-
legen sind. — Bei der Veranschaulichung ¢, 6 besagt es: Wie hoch oberhalb
der Abszissenachse man auch eine Parallele zu ihr ziehen moge, es liegt doch
das ganze Bild der Folge (x,) — von einem endlichen Anfangsstiick abgesehen
— noch oberhalb derselben.

1) Man beachte, daf hier nicht nur von den Beirdgen |z, , sondern von
den Zahlen z, selbst gefordert wird, dafi sie >> G sein sollen.

?) Manchmal sagt man sogar — in scheinbarer “Verdrehung der Tat-
sachen —, die Folge konvergiere gegen +00. Es hat dies seinen Grund
darin, dafi das in Definition 2 beschriebene Verhalten in vieler Beziehung
dem der Konvergenz (89) sehr nahe steht. Wir schliefien uns indessen dieser
Ausdrucksweise nicht an, obwohl ein Mifiverstindnis niemals zu befiirchten
wire. — Analog bei —00.
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4. Das Streben gegen -~ 0O braucht kein monotones zu sein; so ist z. B.
auch die Folge 1, 2,2, 22,3, 2%, 4,24, ...k, 9k ... gegen + 00 divergent.

5. Die Folge 1, —2, 438, —4, ..., (~=1)»'#%, ... ist weder nach 400
noch nach — o0 divergent, — Dies veranlafit uns noch zu der

Definition 4. Von einer Folge (x,), die entweder im Sinne der
Definition 89 konvergiert, oder im Sinne der Definitionen 40, 2 und 3
bestimmt divergiert, wollen wir sagen, dap sie sich (fiir n— o) be-
stimmt verhdls. Alle ibrigen Folgen, die also weder konvergieren
noch bestimmt divergieren, sollen unbestimmt divergent oder kurz un-
bestimmt heifien?).

Beispiele und Bemerkungen.

1. Die Folgen [(—1)*], {(—2)*], (a") ftir a £ —1, ebenso die Folgen 0,1,
0,20304,... und 0,—1,0, —2,0,—3, ..., ferner die Folgen 6, 4, 8 sind
ersichtlich unbestimmt divergent.

2. Dagegen weist die Folge (| a"|) fiir beliebiges reelles g, und weisen die
Folgen (3" + (—2)"), (n+(—1)*log n), (#®+(— 1)" n), trotz aller Unregelmibig-
keiten im einzelnen, doch ein bestimmies Verhalten auf,

3. Die geometrische Deutung des unbestimmten Verhaltens ergibt sich
unmittelbar daraus, daf weder Konvergenz (s. 89, 6) noch bestimmte Diver-
ganz (s. 40, 3, Bem. 3) stattfinden soll.

4. Aus 2, -+ 00 und aus z, - — 00 folgt, falls alle Glieder & 0 sind ?),

1
stets %——»0; denn aus |z,|>G = —l— folgt ja sofort i—m—[ < ¢. — Dagegen
- s—\ n

n

braucht aus 2,— 0 sich kein bestimmtes Verhalten fiir <xl) zu ergeben.
N n

— 1\»
Beispiel: Fur z, = (—%M strebt x, — 0, aber (—1—> ist unbestimmt divergent. —
Ln
Dagegen gilt ersichtlich der leicht zu beweisende

Satz: Ist (x,) eine Nullfolge, deren Glieder eimevlei Vorzeichen haben,
so ist die Folge <xL) bestimmt divergent; — wund nativlich gegen 4 0O oder
n

gegen — OO, je nachdem alle %, positiv oder alle negaliv sind.

1) Es handelt sich also um drei typische Verhaltungsweisen einer Zahlen-
folge, ndmlich: a) Konvergenz gegen eine Zahl &, gemif 39; b) Divergenz
gegen -+ 00; gemif 40, 2 u. 3; c) keins von beiden. — Da das Verhalten b)
manche Analogien mit a) und manche mit c) aufweist, schwankt hier der
Sprachgebrauch. Man rechnet b) zwar allgemein zur Divergenz (die Aus-
drucksweise, die in der vorigen Fufinote erwihnt wurde, lifit sich nicht konse-
quent durchhalten), spricht aber andrerseits doch von den ,Grenzwerten“ + 00
oder — 00. — Wir sprechen also in den Fillen a) und b) von einem bestimmten,
im Falle c¢) von einem unbestimmten Verhalten; im Falle a), und nur in
diesem, von Konvergenz, in den Fdllen b) und c) von Divergenz. — Statt ,be-
stimmt und unbestimmt divergent® sagt man auch ,eigentlich und uneigentlich
divergent*. Da aber, wie betont, die bestimmte Divergenz noch viele Ana-
logien mit der Konvergenz aufweist und bei ihr noch von einem Grenzwert
gesprochen wird, erscheint es nicht ratsam, diesen Fall gerade als den der
eigentlichen Divergenz zu bezeichnen,

%) Von einer Steile an ist dies von selbst der Fall.

Knopp, Unendliche Reihen. 2. Aufl, 5
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Zur bequemeren Verstindigung in hiufig vorkommenden Fillen
fihren wir endlich noch die folgende Ausdrucksweise ein:

CDefinition 5. Stehen zwei Zahlenfolgen (x,) und (v,), die wicht
zu Ronvergieren brauchen, zueinander in der Beziehung, daf3 der Quotient
xn
In
fiir n— —-oc einem bestimmien endlichen und von O verschie-
denen Grenzwert zustrebt'), so wollen wir sagen, beide Folgen seien

asymptotisch proportional und schreiben dafiiv kurz

xn ~ yn ‘
Ist dieser Grenzwert speziell gleich 1, so nennen wir die Folgen
asymptotisch gleich und schreiben prignanter

~/
So ist z. B. Zy =2V

1 P /

Vi Iovm,  log (572 +23) ~logn, Vutl--\n~
1424 +u~on?, 124224, . Lut Lad,

Diese Bezeichnungsweisen rithren im Prinzip von P. du Bois-Reymond
her (Annali di matematica pura ed appl. (2) IV, S. 338, 1870/71).

An diese Definitionen schlieBen wir nun sogleich eine Anzahl
einfacher, aber durchaus grundlegender

Séitze iiber Lonvergente Zahlenfolgen.
OSatz 1. Eine konvergente Zahlenfolge bestimmt ihren Gremzwert
vollig eindeutig ®).
Beweis. Hat man x,-—~ ¢ und zugleich x, — &', so sind (z, — &)
und (x, — &) Nullfolgen. Nach 28, 2 ist dann auch

(@, — & — (&, — &)= (& — 9

eine Nullfolge, d. h. es ist § =&, w.z b. w.®).

1) Die z, und y, miissen dann von selbst von einer Stelle ab =+ 0 sein.
Fiir alle n soll dies durch die obige Definition nicht gefordert sein.

2) Durch eine konvergente Zahlenfolge ist also ihr Grenzwert ebenso ein-
deutig definiert (erfafit, bestimmt, gegeben, ...), wie durch eine Intervallschach-
telung oder einen Dedekindschen Schnitt die dort eingespannte Zahl. Daher
kénnen wir von nun an eine reelle Zahl auch als gegeben ansehen, wenn wir
eine gegen ste konvergievende Zahlenfolge kennen. Und sagten wir frither kurz,
eine Intervallschachtelung (x,|y,) oder ein Dedekindscher Schnitt (4 |B) oder
ein Systembruch sez eine reelle Zahl, so konnen wir jetzt mit demselben Rechte
sagen, eine gegen & konvergierende Zahlenfolge (z,) sed die reelle Zahl &, in
Zeichen: (z,)=&. Niheres liber diese von G. Cantor zu seinem Aufbau der
Lehre von den reellen Zahlen benutzte Auffassung s. S. 76 und 92.

3) Der hier zuietzt benutzte, im ersten Augenblick vielleicht verbliiffende
Schluff ist einfach der: Wenn man von einem bestimmten Zahlenwert « wei,
daff fiir jedes >0 stets || < s ist, so muf notwendig «=0 sein. Denn
wire o £ 0, so wire |o|>0. Wihlt man fir £ nun die Zahl {|e/, so ist
doch die Beziehung |«|3% e gewif nicht richtig. Es muf also doch a=0
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OSatz 2. Eine konvergente Zahlenfolge (x,) ist stets beschrankt.
Und ist stets |z, | < K, so gilt fiir den Grenzwert &, daf |&| < K ist?).

Beweis. Strebt z £, so 1at sich nach Wahl von ¢ >0 die
ganze Zahl m so angeben, daB fir n > m stets

§—e<x, <E+e.

Ist also K eine Zahl, die die endlich vielen Werte |z, |, (%], ...,
x, | und |&| - ¢ ibertrifft, so ist ersichtlich stets

Und wire nun |&| > K, so wire |§| — K> 0 und also von einer
Stelle an €)=z, <o, — & < |¢] - K,

also Ix”[ > K, entgegen der Bedeutung von K.

OSatz 2a. Aus wx,—& folgt |z, |— &

Beweis. Es ist (s. 3,11, 4)

1

also (|, | — |&|) nach 26, 2 zugleich mit (z, —¢&) eine Nullfolge.

OSatz 8. Hat die konvergente Zahlenfolge (x,) lauter von O wver-
schiedene Glieder und ist auch thr Grenzwert &0, so ist die
Folge (xi) beschrinkt, oder: so gibt es eine Zahl y >0, so daf} stets

|2,| =y >0 ist; die Zahlen |x
untere Schranke.

| Desitzen also eine moch positive

Beweis. Nach Voraussetzung ist |&|=¢ >0, und es gibt
also eine ganze Zahl m, so daB fir » > m stets |x, — &| << e und
also |z, | > 1]|¢&| ist?). Bezeichnet man die kleinste der endlich vielen

positiven Zahlen |z, |, |2,], ..., |, | und }|&| mit p, so ist auch
noch y >0 und stets |z, | >, r}igK:%, w. z. b. w.

Wendet man, wenn eine gegen ¢ konvergierende Zahlenfolge (x,)
vorliegt, auf die Nullfolge (x, — &) die Sitze 27, 1 bis 5 an, so hat
man unmittelbar die Satze:

OSatz 4, Ist (x,) eine Teilfolge von (x,), so folgt
aus x, -~ stets x| —&.

sein. Ebenso: weifi man von einem bestimmten Zahlenwert «, dafi fiir jedes
§>0 stets « << K+ ¢ ist, so mufi sogar die Ungleichung o« < K erfiillt sein.
Das hier in Rede stehende Schluiverfahren ,Ist fir jedes ¢ >0 stets |a| <e,
so ist notwendig o= 0% ist genau das schon von den griechischen Mathema-
tikern (vgl. Euklid, Elemente X) stindig benutzte und spiter als Exhaustions-
methode bezeichnete Verfahren.

1) Hier ist auf das Gleichheitszeichen in | §|< K“ auch dann nicht zu
verzichten, wenn fiir alle » stets |z, | << K ist.

%) Fur » > m sind also von selbst alle z, + 0.
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OSatz 5. Ldft sich cine Folge (x,) so in zwei Teilfolgen?) zer-
legen, daf jede derselben gegen & komvergiert, so ist das auch mit (x,)
selbst der Fall.

OSatz 6. Ist (x,’) eine beliebige Umordnung von (x,), so folgt
aus  x,—&  stets oz —E&.

OSatz 7. Strebt x,— & und entsteht (x,]) aus (x,) durch endlich
viele Anderungen, so strebt auch x| —§.

Satz 8. Strebt x,’ — & und ebenso x,” — & und steht die Folge (x,)
zu den Folgen (x,) und (x,") in der Beziehung, daf3 von einer Stelle m
an stets <z

xn’ g x‘n = n
ist, so strebt auch x,—§.
Das Rechnen endlich mit den konvergenten Zahlenfolgen wird

durch die folgenden vier Sitze begriindet:

OSatz 9. Aus x,—& und y,—n folgt stets (x,4-,)—&4 7,
und das entsprechende gilt fiir die gliedweise Addition irgendeiner
festen Anmzahl -— etwa p — konvergenter Zahlenfolgen.

Beweis.. Mit (x,—§) und (y, —#) ist nach 28, 1 auch
((z, + ¥,) — (£ 4+n)) eine Nullfolge. — Ebenso folgt nach 28, 2 der

CSatz 9a. Aus x,—& und y,—n folgt stets (x,—y,)—&—1.

OSatz 10. Aus x,— & und y,— n folgt stets x,y, — &n, und das
entsprechende gilt fiir die gliedweise Multiplikation irgendeiner festen
Anzahl — etwa p — Rkonvergenter Zahlenfolgen.

Speziell: Aus x, -»& folgt stets cx,— c&, welche Zahl auch c
bedeuten mige.

Beweis. Es ist

%y Yy — €0 = (2, = &)y, + (v — 1) &;
und da hier rechterhand zwei Nullfolgen gliedweise mit beschrinkten
Faktoren multipliziert und dann addiert sind, so ist der Ausdruck
selbst Glied einer Nuilfolge, w. z. b. w.

OSatz 11. Aus x,—& und vy, —n folgt, falls alle x, = 0 sind
und auch & == 0 ist, stets
y"

n
— =,
Tn s

Beweis. Es ist
_jir_l___l__AynE'_x,,WEQn_ﬂ\E_(xn_é)n
€, & weE @, & ’

Hier steht im Zihler aus denselben Griinden wie soeben eine Null-

folge, und die Faktoren - 1 sind nach Satz 3 beschrankt. Also ist

&z,

1 Oder drei oder irgendeine bestimmie Anzahl.
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der ganze Ausdruck wieder Glied einer Nullfolge. — Nur ein Spezial-
fall hiervon ist der

OSatz 11a. Ausx,— & folgt, falls alle x, und auch & von O ver-
schieden sind, daf} stets 1

— >
strebt *). z,

Diese grundlegenden Sitze 8—11 fiihren nach wiederholter An-
wendung zu dem folgenden umfassenderen

OSatz 12. Es sei R = R (2, 2™, 2%, ..., a®) ein Ausdruck, der
durch endlich viele Additionen, Subtraktionen, Multiplikationen und
Divisionen aus den Buchstaben oV, 2@, ..., &P unter Hinzunahme be-
liebiger Zahlenkoeffizienten gebildet ist®) und es seien

(=), (@), ..., ()
p gegebene Zahlenfolgen, die der Reihe nach gegen £V, E®, .. [ £® kop-
vergieren. Dann strebt die Folge der Zahlen
R" =R (x(?:): xr(f)x ceey x;mp) _’R(é(l); 5(2)> vees E(p)):
falls weder bei der Berechmung der Glieder R, noch der des Wertes
R(Em, E® L, E(m) die Division durch O verlangt wird.

Auf Grund dieser Sitze beherrschen wir die formale Handhabung
konvergenter Zahlenfolgen. Wir geben noch einige weitere

wrel =

Beispiele.
1. Aus w,— & folgt bei a >0 stets 42.

7 &
a’s - a*.
Denn

@ —af =af (@ E 1)
ist nach 83,3 eine Nullfolge.
2. Aus gz, — £ folgt, falls alle x, und auch & >0 sind, daf auch

strebt. log a, —~log ¢

Beweis. Es ist

log z, — log & = log fé_’f = log (1 + In E—_E) ,

was nach 88,7 eine Nullfolge ist, da mit a, >> 0 auch

x,,——E>_1 ist.

3. Unter denselben Voraussetzungen wie bei 2. strebt auch

R 20 > E°
bei beliebigem reellem . n

1) Bei den Sitzen 3, 11 und 11a ist an den Voraussetzungen nur wesent-
lich, daf der in die Nenner tretende Grenzwert & 0 ist, denn dann sind
von einer Stelle ab die im Nenner stehenden Glieder von selbst = 0,
und man brauchte nur ,endlich viele Anderungen”vorzunehmen, damit dies
stets der Fall ist,

%) Ktrzer: eine rationale Funktion der p Variablen x(”, x(g), vy 2® mit
beliebigen Zahlenkoeffizienten,
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Beweis, Es ist

; \ xn—s e
eefi o)

was nach 38,8 eine Nullfolge ist, da ?l:g> —1 ist und fiir » — 00 gegen 0

! &

strebtl). (Hierzu bildet noch 85,4 eine gewisse Erginzung.)

Der Cauchysche Grenzwertsatz und seine Verallgemeinerungen.

Wesentlich tiefer und weiterhin von grofler Bedeutung ist eine
Gruppe von Grenzwertsitzen®), die in ihrer einfachsten Form von
Cauchy®) herriihren und in neuerer Zeit nach verschiedenen Rich-
tungen hin erweitert wurden. Es gilt zunidchst der einfache

OSatz 1. Ist(x,,x,,...) etne Nullfolge, so bilden auch die arith-
metischen Mittel &+t ta
@,/ == BRI TE n=0,1,2,...,

eine Nullfolge.
Beweis. Wird ¢ > 0 gegeben, so kann man m so wihlen, daB

fiir n > m stets |x {<% ausfillt, Dann ist fiir diese »

n

Nl xo—i—xl +x,,, [ En—m

ni = n*l I Z n-+1 )
Und da nun im Zihler des ersten Bruches rechterhand eine feste Zahl
steht, so kann man weiter n, > m so bestimmen, daB fir n > n,

dieser Bruch < Q bleibt. Dann ist fiir n > n, aber stets 1x” | <e,
— und unser Satz schon bewiesen. — Ein wenig allgemeiner, aber
doch eine unmittelbare Folgerung ist der

OSatz 2. Strebtx,—&, so streben auch die arithmetischen Mittel

’ LLO+$| _}_':xn
T = e —¢

Beweis. Mit (x, — &) ist nach Satz 1 auch

@o =+ @ =8+ t@a=8 .,
n+1 It

eine Nullfolge, w. z. b. w.

Y) Die Bedeutung der Beispiele 1. bis 3. ist — in die Sprache der Funk-
tionenlehre {ibertragen — die, dafi die Funktion a® an jeder Stelle, die Funk-
tionen log x und z? an jeder positiven Stelle stetig sind.

2) Das Studium dieser Sitz