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Vorwort.

Das Buch behandelt die Theorie der linearen Differential-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten mit Riicksicht auf ihre
Anwendungen in Physik und Technik, ohne jedoch selbst An-
wendungen zu geben. Nur Pendel, Doppelpendel und Wage sind
etwas naher erdrtert, um die Theorie zu illustrieren, im ibrigen
sei aber beziiglich der Anwendungen verwiesen auf:

Hort: Technische Schwingungslehre. Berlin: Juls Springer,

und auf folgende Lehrbucher:

Abraham: Theorie der Elektrizitat. Leipzig: B. G. Teubner. — Foppl:
Vorlesungen uber technische Mechamk. Leipzig: B. G. Teubner. —
Hamel: Elementare Mechanik. Leipzig: B. G. Teubner. —Lorenz:
Technische Physik. Munchen und Berlin: Oldenbourg. — Love: Lehr-
buch der Elastizitat. Leipzig: B. G. Teubner. —Schaefer: Einfuhrung
in die theoretische Physik. Leipzig: Veit & Comp.

Diese Biicher werden im Text héufig zitiert werden.

Von den Differentialgleichungen mit nicht konstanten Koeffi-
zienten enthélt das Buch im IV. Kapitel nur diejenigen, die sich
auf Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten zuruck-
fuhren lassen. Bezliglich der Schwingungsprobleme, die auf andere
Differentialgleichungen fiihren, sei verwiesen auf:

Duffing, G.: Erzwungene Schwingungen be1 veranderlicher Eigenfrequenz
und 1hre technische Bedeutung. Braunschweig: Vieweg & Sohn. —
Hamel, G.: Uber erzwungene Schwingungen bei endlichen Ampli-
tuden. Math. Ann. 86, 1922. — Hamel, G.: Uber die lineare Daffe-
1entialgleichung 2. Ordnung mit perlodlschen Koeffizienten. Math. Ann.
73, 1912,

sowie auch auf die Lehrbucher der Besselschen Funktionen.

Im V. Kapitel sollte bloB gezeigt werden, wie sich die par-
tiellen Differentialgleichungen auf gewohnlichezuriickfiihrenlassen.

Im tbrigen sei beziiglich der partiellen Differentialgleichungen
verwiesen auf:

Weber: Die partiellen Differentialgleichungen der theoretischen Physik.

Braunschweig: Vieweg & Sohn.

Im VI. Kapitel wird gezeigt, daB sich die Differenzenglei-
chungen mit konstanten Koeffizienten in analoger Weise behan-
deln lassen wie die Differentialgleichungen. Weitere Literatur
uber Differenzengleichungen findet man in:

Funk: Die linearen Differenzengleichungen und ihre Anwendung m der
Theorie der Baukonstruktionen. Berlin: Julius Springer.

Berlin, im Oktober 1923,
E. Schneider.
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1. Kapitel.
Gewohnliche Differentialgleichungen’).

§1. ay+cy=0.

Die Gleichung ist die Differentialgleichung der ungedampiten
Schwingung. Die Punkte bedeuten Dafferentiationen nach der Zeit.
a und ¢ sollen beide positiv sein. a i ist das Beschleunigungsglied
und cy das Kraftglied. Das Integral der Differentialgleichung ist

(1) y= Kcoswt-+ Lsinwi.

Hierbei sind K und L willkurliche Konstanten und w ist so
zu bestimmen, daf die Differentialgleichung erfullt wird. Zu dem
Zweck bilde ich

9j=w(— Ksinwt + Leoswt),

2
(2) oty

Setze ich (2) in unsere Differentialgleichung ein, so ist
(3) —aw*+c=0.

Daraus folgt

4) » =VE

a

Die Konstanten K und L missen nun aus den Anfangsbedin-
gungen bestimmt werden. Ist zur Zeit ¢t = 0:y = y, und ¢ = v,,
8o ist

== K,
(%) "
Yo=w L.
Daraus ergibt sich
(6) y=yocoswt—l—-y2sinwt.
w

1) Vgl. zu diesem Kapitel das 3. Kapitel im Forsyth, ,,Eehrbuch der
Differentialgleichungen®, Braunschweig, Vieweg & Sohn. Die dort benutate
symbolische Methode ist aber wohl nicht nach jedermanns Geschmack.

Schnei1der, Differentialgleichungen. 1
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I. Kap. Gewohnliche Differentialgleichungen

Fiihre ich statt der Konstanten K und L neue Konstante &
und » ein durch die Gleichungen:

K = ksinx
(7)
L =kcosx,
kE=7VK?+ L?
()
oy = —
gx=7T>
so kann ich (1) auf die folgende Form bringen:
(9) y = ksin(x + wt).

Das ist eine sog. Sinusschwingung (Abb.1). k ist die Ampli-
tude, % -+ wt die Phase und w die Frequenz. Fiir die Schwin-
gungsdauer 7 ergibt sich:

2x a0
(10) r=7=2nl/?-

¥ Andere ich in (9) die
willkiirliche Konstante »

um izt— , so tritt an Stelle

¢ des sin der cos.
Sind z und y 2 Lo-
Abb. 1 sungen unserer Differen-
T tialgleichung, so ist auch
z = & -+ 1y eine Losung, weil die Koeffizienten @ und ¢ der Dif-
ferentialgleichung reell sind. Man kann den Vorgang geometrisch
iibersichtlich darstellen, wenn man sich dieser Losung z bedient.

Ich schreibe:

(11) x=kcos(x + wt)

(12) 1y =t ksin (x + wi)

und addiere

(13) ¢ 41y =z = k[cos ( + w?) + isin (% 4+ wt)] = ket + o,

SN
S
R
x

Jede komplexe Zahl kann man nun als einen Punkt P dar-
stellen oder, wie man auch sagen kann, als einen vom Koor-
dinatenanfangspunkt ausgehenden Vektor OP. TUnser Vektor z
hat die Lange % und schlieBt mit der Achse des Reellen den
Winkel (% 4 wt) ein. Mit der Zeit ¢ dreht er sich also aus der
Anfangslage ke** mit der konstanten Geschwindigkeit w. Die
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Punkte @ und R fiihren dabei einfache Schwingungen aus (Abb. 2).
Aus (13) folgt nun: -

. . z:/_
(14) z=1twke*to)l=jwz=¢ 2wz.

Durch Differentiation wird also der Vektor z um 90° ge-
dreht und mit @ multipliziert, Durch nochmalige Differen-
tiation ergibt sich

(15) Z2=1dmwz=— %z

Durch zweimalige Differentiation wird also der Vektor z
um 180° gedreht und mit ®w? multipliziert. Ich hatte also
in unserer Differentialgleichung auch den komplexen Ansatz
z = lke**+ o machen konnen und wire dadurch genau so auf
die GIL. (3) gekommen.

Analog erhalte ich y
- | T
(16) [edt=-"—m—iZ =¢ '3 2. T et
T w 1) v BV
1
Durch Integration wird also der vt 7
Vektor z um 90° in entgegengesetzter k — xx é >

Richtung gedreht und durch o divi-

diert.
Bilde ich 2 Funktionen
28 = a?
an ai?,
2V =cy?, Abb. 2.

so folgt unsere Differentialgleichung aus der Gleichung
d

18 — (B =0.

(18) dt( +V)=0

In der Physik stellt die Gl (18) den Satz von der Erhaltung
der Energie dar.

Beispiele.

I. Bei mechanischen Schwingungen bedeutet E die kinetische
Energie und V' die potentielle Energie.

1. Hangt an einem elastischen Stabe eine Masse m und fithrt
Schwingungen aus, so gilt unsere Differentialgleichung nach dem
H ookschen Gesetz, falls die Masse m gegen die Masse des Stabes
vetnachlassigt werden kann. Die Zahl @ ist gleich der ange-
hangten Masse m und das ¢ ist je nach der Befestigungsart ver-
schieden. Vgl. Hutte, Des Ingenieurs Taschenbuch (Berlin,

1*



4 I. Kap. Gewohnliche Differentialgleichungen.

Ernst & Sohn) I, 547, wo die Durchbiegung angegeben ist. Die
Durchbiegung ist aber LZL—

Ahnliche Verhaltnisse liegen bei Spiralfedern vor. Vgl
Hutte, I, 597.
2. Bei Drehschwingungen ergibt sich zunichst die Gleichung
d2

@ .
a—cﬁ;—l_ csing =0,

wobei a das Trigheitsmoment und ¢ die Direktionskraft ist. Ist
nun aber @ soklein, daf} der sin durch den arc ersetzt werden kann,
so geht die obige Gleichung in die Gleichung unseres Paragraphen
iuber: Fadenpendel (Hamel: El. M. Nr. 66, Hort: T. Schw.§ 1),
physisches Pendel (Hamel: EL. M. Nr. 195, Hort: T. Schw. § 3),
Bifilarpendel (Hort: T. Schw. § 4), Magnetnadel im Magnetfelde
(Hort: T. Schw. § 4), Rollpendel (Hamel: EL. M. Nr. 241).

3. Bei Torsionsschwingungen eines Drahtes, an dem eine
Masse héngt, gilt unsere Differentialgleichung, falls das Tragheits-
moment des Drahtes vernachlassigt werden kann gegen das der
angehdangten Masse (Schafer: Th. Ph. I, 532).

II. Bei elektrischen Schwingungen ist
E=31LQ*=1}LJ?

die magnetische Energie, wobei L der Koeffizient der Selbst-

induktion, @ die Elektrizitatsmenge und Q=J die Strom-
starke ist. 1
V—

5K &

ist die elektrische Energie, wobei K die Kapazitat ist (Abra-
ham: Th. d. EL § 40 und 63).
Die Differentialgleichung lautet demnach

LG+ Q=0

oder . 1
LJ+ f.]: 0.

Die Formel (10) wird:

1=2nYLK (Thomsonsche Formel).

Unsere Differentialgleichung hat wie alle homogenen Diffe-
rentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten die Eigentumlich-
keit, daf3 durch Differentiation eine neue Gleichung derselben Art
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entsteht: ay + ¢y = 0, in der nur y durch 7y ersetzt ist. Es gilt
also bei mechanischen Schwingungen dieselbe Differentialgleichung
tur die Elongation, die Geschwindigkeit und die Beschleunigung.
Bei elektrischen Schwingungen gilt dieselbe Differentialgleichung

fur die Elektrizitatsmenge ¢ und die Stromstarke J = Q.

§ 2. Grenzbedingungen.

Die Differentialgleichung des vorigen § tritt auch auf bei
Problemen, wo sich zunachst eine partielle Differentialgleichung
ergibt, die dann aber auf unsere totale Differentialgleichung zuruck-
gefuhrt wird. Vgl. V § 1. Die unabhangige Variable ist dann
meist nicht die Zeit ¢, sondern eine raumliche Koordinate x. Ich
schreibe daher das Integral §1 (9)

1) y =ksin(x + wx).
An Stelle der Anfangsbedingungen fur ¢ = 0 treten hier Grenz-

bedingungen fur x = 0 und z = 1.
Es sind dabei folgende 4 Grenzbedingungen wichtig:

a) y(0)=0, y (1)=0,
b) ¥ (0)=0, ¢ (1)=0,
c) ¥ (0)=0, y (1)=0,
d ¥y ©0)=0, ¥ (1) =0.

Diese Grenzbedingungen treten z. B. auf bei Longitudinal-
schwingungen von Stdben, je nachdem die Enden frei oder fest
sind, bei Luftschwingungen in Rohren, je nachdem die Rohren-
enden offen oder geschlossen sind und bei Warmebewegungen in
Staben, je nachdem die Stabenden auf der konstanten Tempera-
tur O gehalten oder warmeundurchlassig bedeckt sind. Die Be-
dingungen fur die Integrationskonstanten 4 und » werden in den
4 Fallen:

a) ksinx =0, ksin (% 4+ w) = 0,
3) b) ksinx = 0, wkcos (% + w) =0,
¢) wkcosx =0, Esin (% 4+ w) =0,
d) wkcosx =0, wkecos(x 4+ w) =0

Diese Gleichungen sind naturlich, wenn  nicht besondere
Werte hat, nur durch & = 0 zu erfullen. Es sind nun zwei Fragen
von Wichtigkeit:

I. Welchen Wert mufl o (resp. die Konstanten unserer Diffe-
rentialgleichung) haben, damit die Grenzbedingungen (2) erfull-
bar sind ?
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II. Wenn o diesen Wert nicht hat, welches sind dann die
unstetigen Funktionen, die unsere Differentialgleichungen und die

Grenzbedingungen (2) erfiillen ?

p=d  pez Jd

Abb. 3.

I. Aus der Gl. (3) ergibt sich fur » und w:

a) x=0, W= um,
b) x=0, o= (u—ax,

@ o z—37, we=@—Pz, (@=1273. )
d) %——-—-;—[, w=pumn,

so daB wir folgende Losungen erhalten (Abb. 3):
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a) y=ksnunez,
b) y=ksin(u—%
) y=lkeos(u— i) e,
d) y=rkcosunax.

),

(5) (v=1,2,3..)

o

II. Um eine unstetige Funktion zu erhalten, die unsere
Differentialgleichung und die Grenzbedingungen (2) erfullt, bilde
ich 2 Funktionen: )

Yy = kysin(x; + wa),

Yo = kysin (3, + 0 @),

von denen y, die untere und y, die obere Grenzbedingung be-
friedigt.

a) %, =20, Ry = — @,

b) #,=0, %z=%—w,
(6) c) x1=%, Ry = —w,

d) 71=%, z2=%—w.

Ich nehme nun im Intervall O bis 1 einen beliebigen Punkt «
an und bilde die unstetige Funktion y derart, daf im Intervall
0 bis & ¥y =y, und im Intervall & bis 1 y = ¥, sein soll. Die
Unstetigkeit liegt dann lediglich im Punkte «. Da die Kon-
stanten k; und k, noch ganz beliebig bleiben, kann ich die Art
der Unstetigkeit im Punkte & noch in ganz bestimmter Weise
vorschretben. Es soll dort etwa y selbst stetig sein.

(7) Yp{o) = (),
kysin (% + o) = kysin (%, + 0 &).

Ich kann daher %, und k, durch eine Konstante k ausdrucken.

) yl=ks%n(x2+woc)s%n(xl—i—w:c),
Yy = ksin (%, + w &) sin (%, + w ) .

Der Sprung, den die 1. Ableitung an der Stelle &« macht, ist
Y3 (6) — 45(&) = o ksin (0 — ).

Ich kann nun k so bestimmen, daf dieser Sprung gerade 1 ist.

9) Yi(x) —yala) =1, .

T wsin (g — #y)
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Demnach ist nach GIl. (8):

sin (2, + w &) sin (%, + w )
- w sin (%, — %)
__sin (%, + o &) sin (%, + w )
a w sin (3y — 3;)

Y b

Y )

oder, wenn ich die Konstanten aus Gl. (6) einsetze:

a) g, = sina)(l—'oc)sina)x gy = sinwocsir}w(l——x) ’
wsin w wsinw
b) g, = cosw(l — x)sinwa g — sinw & cosw (1 — ) ’
(10) . W cos w wfzosw
¢) y, — sinw (1 — &) coswx g = coswoasinw (1 — ) ,
W COS W - w COS
d) gy = cosw (1 — fx)coscox ’ yzzeoswoccos?)(l——x) ‘
—wsinw —wsinw

Diese Losungen finden im § 16 Verwendung.
Ist ¢ =0, so daB wir also die Differentialgleichung

(11) Y =0

haben, so wird w = 0 und die Gl (10a), b), ¢) gehen in die fol-
genden {iiber:

a) =1 — )=z, Yy =0 (1 —2),
(12) b) hh=a, ?/2= o,
c) yy=1—u, Yo=1—2z,

Diese Losungen finden im § 15 Verwendung.
Im Falle d) werden y, und y, unendlich. Entwickle ich y,
und y, nach Potenzen, so erhalte ich:

== (- 550+ )

"= —
T YU L P
2 o
ey
B
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Nenne ich die in den eckigen Klammern stehenden Ausdriicke
7, und #,, so ist

1 2 1 1 a1
¢ —_ o 2 — —_— . 2 e —
(12d) =5 (0 — 05—, =5 — ot s —
An Stelle der Gl. (11) tritt hier die Gleichung
114d) 7 =1.
AuBerdem erfullt  die Bedingungen (2d), (7), (9)
Vit
(2508 \\\\ /,/'/
— ey =
1 1
Do 4T :
I 1
Grundril? ]{ ; ~7:31 - Schrift I
| } >
E | s
o ! : Schmtt Il //,
x, {| i Schmtt - - yy=1-0r
| } T~
L oy :
| 1 1 .
"*‘Ifz x‘] ¥ 2 2‘51, Schnitt I
Abb. 4.

Deute ich 2 und « als rechtwinklige Koordinaten in der Ebene
und y als raumliche Koordinate senkrecht dazu, so stellt (12a)
2 hyperbolische Paraboloide dar. Von ihnen kommt nur der im
Innern des Quadrates (x =0, =1, &« =0, & = 1) liegende
Teil mn Betracht. Uber der Diagonale stoBen die beiden Para-
boloide lings einer Parabel in einer scharfen Kante zusammen
und sind zu dieser Kante symmetrisch, da y in « und & sym-
metrisch ist. Die Rander des Quadrats bilden die beiden Scheitel-
erzeugenden der Paraboloide. Es verschwindet dort y (Abb. 4).
Deute ich (12b und ¢) in ahnlicher Weise, so erhalte 1ch 2 unter
45° ansteigende Ebenen, die durch die z- und o-Achse hin-
durchgehen (Abb. 5). Deute ich schlieBlich (12d), so ergeben sich
2 Rotationsparaboloide. Sie schneiden die x, x-Ebene in 2 K1eisen,
deren Mittelpunkte die Ecken (x =1, x = 0) und (x =0, & = 1)
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des Quadrates sind und deren Radius §}3 ist. Uber die Dia-
gonalen des Quadrates schneiden sich die Paraboloide in einer
Parabel, die aber im Gegensatz zu (a) ihre konvexe Seite nach
unten kehrt (Abb. 6).

Zum SchluB sei noch er-
wahnt, dafl die Bedingungen
(2) Spezialfalle folgender all-
gemeineren Bedingungen sind :

o, (13) poy(0) + ¢o% (0) =0,

py(l) + 91#(1) =0.
Y2

4

Schrik

oyl Schnitt I X Oy

Schmitt L R7}
Y

R e U J TR S

~
SN L

Schrtt

x % Iy
Abb. 5.
Diese Grenzbedingungen treten z. B. bei den Warmebewegungen

in einem Stabe auf, wenn die Stabenden Warme ausstrahlen. Es
[+ 4

Grundrid

oy % :—:/’\ Schritt I

77 iS—

Schnttil ,_/-[\\
2 Schritt i

<~ Z,

Abb. 6.

ergeben sich bei diesen Grenzbedingungen statt der Gl. (6) fur
%, und 2, die transzendenten Gleichungen

(14) tgn, = — 202, tg (xy + ) = — L2,
Po Y21
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§3. ay—cy=0.

An Stelle der trigonometrischen Funktionen des § 1 treten
hier hyperbolische Funktionen. @ und ¢ sollen wieder positiv sein.

Es ist
5 " y = KGojwt+ L&nawt,
j=o(K&nwt+ LEofwi),
(2) y =y,
J (3) aw:—c=0,
(4) 0)=-'/-C—. Y
a
koo Soll zur Zeit t = 0:y == y,
und 9 = 7, sein, so ist:
K Z
= y0=K7
I
Z/O—wL: Ve oLof %
. k
(6) ?/=?1{0@Dlwt _% ]
Yo ~.
+ —=Ginwt.
Abb. 7. w Abb. 8.

Tch kann nun wieder statt K und L neue Konstanten k und »
einfihren. Tch muB dabei jedoch 2 Fille unterscheiden:

|K|<|L| |K|>|L]
K=FLkGinx , K = kGojx
D L ko, @) L~ ki,
k=7VI*— K® , k=YK — 12
A R
Aq % = 7 igA—K s
©) y=FkGin(x+ i) 9) y = kGof(x + wi).

Bei den trigonometrischen Funktionen kann man es durch
Anderung der Konstanten » um % erreichen, daf an Stelle des

sin der cos tritt. Bei den hyperbolischen Funktionen ist das
nicht der Fall; die beiden Losungen (9) und (9') sind wesentlich
voneinander verschieden (Abb.7 und 8).

Fur die geometrische Deutung der Losungen (9) und )
kann ich entsprechende Uberlegungen anstellen wie in §1. Hs ist:
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(11) x=k@o](x + wt),
(12) y=k&in(x+ wl).

Deute ich auch hier x und % als horizontale und vertikale
Koordinate eines Punktes P, so durchliuft, wenn { von — oo
bis -+ co wachst, der Punkt P die gleichseitige Hyperbel
(13) 22—yt =2,

deren Parametergl. (11) und (12) ist, und zwar fur positive £ den
rechten Zweig, fiir negative & den linken Zweig (Abb.9). Ich will
den Vektor OP dann wieder mit z bezeichnen. Hierbei ist jedoch
zu bemerken, dall k nicht etwa die Lange des Vektors ist und

% - wt nicht etwa der Win-

kel, den er mit der horizonta-
len Achse einschliefft. Nenne
7Z jch diese beiden Gréfen I
und ¢, so ist vielmehr
P =FkCo2(x + wt),
tgp = ITg(x + wi).
Differenziere ich die Glei-
chungen (11) und (12), so
erhalte ich:
2= kGn(x 4+ wt),
(14 (% + wi)

Abb. 9. 7=k Coj(x + wi).

Es werden also horizontale und vertikale Komponente mit-
einander vertauscht und auBerdem beide mit « multipliziert.
Den Vektor, dessen Komponenten x und y sind, will ich mit z
bezeichnen. Eine Differentiation von z entspricht dann also
geometrisch eine Spiegelung an der Winkelhalbierenden des
1. Quadranten und eine Multiplikation mit w. Wéchst ¢ von
— oo bis -+ oo, s0 durchlduft z die gleichseitige Hyperbel:

P2 —a? = k2,
und zwar fur positive £ den oberen Zweig, fur negative k den
unteren Zweig. Aus (1) folgt durch 2malige Differentiation:
= w*k Cof(x + wi),
Y= wkGin(x + wi).
Durch eine 2malige Differentiation wird also z in seiner

Richtung nicht geandert, sondern nur mit w? multipliziert. SchlieB-
lich folgt aus (11) und (12) noch:

(15)
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/xdt=—c]%@in(x+a)t),
(16)
/ydt—————f)—@of(z—i— wi).

Einer Integration entspricht also eine Spiegelung an der
‘Winkelhalbierenden des 1. Quadranten und eine Division durch .

§ 4. Die Grenzbedingungen im aperiodischen Fall.

Ich ersetze wieder in den Losungen (9) des vorigen Paragraphen
¢ durch «:
(1) y=kGn(x+wz) oder () y=FkCoj(x+ wn)
und betrachte dieselben Grenzbedingungen wie im § 2
a) y(0)=0, y(1)=0,
b) y(0)=0, ¥(1)=0,
¢ ¥(©0)=0, y1)=0,
d ¥ © =0, y(1)=0.

(@)

Man erkennt, dafl diese Grenzbedingungen fur keinen Wert
von @ durch den Aunsatz (1) oder (1') zu befriedigen sind. Ich
muf vielmehr die Losung y aus 2 Losungen, y, und y,, zusammen-
setzen, von denen y, die untere, ¥, die obere Grenzbedingung be-
friedigt. Ich bezeichne die Gleichungen mit denselben Nummern
wie die entsprechenden Gleichungen im § 2. Im Gegensatz zum
§ 2 muB ich hier fur die 4 Unterfalle von (2) gesonderte Ansatze
machen:

a) Y=k Gy +0r), Y=~ 60+ o),
b) =k Gin(ee, +w), Y= ky Cof(x,+ 0a),
e) Yy =k Cof(x;+wa), y,=k,Gin(x,+owx),
d) g =1k Coj(ee; +wa), Y=k, Cof(xy+ wa),

Aus den Grenzbedingungen (2) folgt in allen 4 Fallen

(6) %, =0, Hyg = — @,
daB
Y ) g =k Ginwr, =k Ginw (x— 1),
b) y, =k Gnowz, Yy =rhy Cojow (x—1),
c) y =k Cofow, Yy = ky Ginew (x — 1),
d) =k Cjwe, Yo =ky Cojow (x —1).
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Genau wie im § 2 nehme ich nun einen Punkt & an, an dem
die beiden Losungen zusammenstofen sollen. Soll in diesem
Punkte y stetig sein, so kann man, wie im § 1, &, und &, durch
eine Konstante k ersetzen:

a) y; =kCinw(x —1)Ginwz, ¥, =Ek6inna Ginw(@®—1),
b) y; =k Cojow (v — 1) Ginwez, y,=EkGinwa ECojw(x—1),
c) ¥, = kGinw (o — 1) Cofwx, y,=Fk CojwaGinw (x—1),
d) y, =k Cojw(x —1)Cofwz, y,==Fk Cojwa Cojw(x—1).

(7

Soll schlieBlich der Sprung, den ¥ an der Stelle & macht.
gerade 1 sein, so ergeben sich als endgultige Losungen:

2) _Gino(l —«)Cinwe . _ GinwaGinw (1 —2)

Y= » Ginw BT wGinw ’

b) _ Gl —uo)Cinwa __ Ginw o Cojw (1 —1x)

h= @ Goj o y Y= w Cojw ’

®) _ Ginw(l —a)Cjoz \ _ CjwaCine (1 —2)
) %= w Gofw » B= » Gofw

d) _ Cojo(l —«)Cofwa . _ GofwaCriol —1)

= —wGinw R —w Ginw ’

Haben wir wieder statt der Bedingungen (2) die allgemeine
Bedingung

9 2oy (0) + g4 (0) =0, 101?/(1)“]"91?/,(1):07

so sind die Falle a), b), ¢), d) in folgender Weise zu unterscheiden:

a) D%, "oy,
Do P

p L2 <, 82>,
Po Y2

o |22>1, Mkl,
Po P1

a |22, “ol
Po P

Es ergeben sich dann fur x; und x, statt (6) die folgenden
transzendenten Gleichungen
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Go W o
) Tem=—2%, st o)=L

) g% Do g (%2 ”

o~ eV} w

B 3gn=—L2 Gigls+w) =12,

pO ]91

(10) © .
0 Ogm=—2% T+ o) =22,

Po Y2

d) @tg"l:_%z—o, @tg(zz—l—w):_%_

Von den Gl. [84a), b), ¢)] kann man genau so wie im § 2 zu dem
Fall ¢ = 0 ubergehen.

§5 ay+by+cy=0.

Zu der Differentialgleichung des § 1 ist hier das Glied by
hinzugetreten, das ich mit Rucksicht auf die Anwendungen als
Dampfungsglied bezeichnen will. Es ist hier am praktischsten,
einen komplexen Ansatz zu machen

(1) y=ke,

wobei # und k& komplexe Zahlen semn sollen. Es ist dann

4j = nkert
(2) Yy =mn2ket.
Dadurch geht die Differentialgleichung iiber in
(3) an®+bn-t+c=0,
1 —
4 —_ (= —
4) n—Za( b+ 710> —4ac).
Es sind nun 3 Falle zu unterscheiden:
I <4ac.
n ist dann komplex. Ich setze
n=pf+i0.
Dann ist
. b
T
(47)

w =~1~]/4ac——bz.

2a
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Es ist dann sowohl der reelle als auch der imaginare Be-
standteil von (1) ein Integral unserer Differentialgleichung.
Der imaginare Bestandteil ist

¥
~ (Abb. 10)
ﬁ (1) y=kettsin (% + wi),
ke” wobei an Stelle der komplexen
Konstanten & von (1) die beiden
reellen Konstanten % und x» ge-
iz z treten sind. (1;) stellt eine ge-
5 i< < g 7 dampfte Schwingung dar. Be-
¢ trachte ich y fiir die Zeiten ¢,
T 37
t+ 5, t+T, t+7. ..oy, WO-

Toht 2
e bei nach § 1(10) v = —a’:— ist, s0

Abb. 10.
10 erhalte ich

¥, = keflsin (% + wt),

y2=keﬁt+ﬁ5sin(x—}—wt—l—n):—eﬂgyl,
ys = kefttPrgin (s -+ wt 4 27) = - efry,,
pry 28T 365
Yy, =ke 2 gin(x+wt+3a)=—e Zy,.
Es ist daher
(5) ‘91|=t?/z'=|_?{3l=_”=eﬂ%
AR
und
(6) ﬁ=}£§=..‘=eﬁt,
Ys Ys

Fur das Zeitintervall 21 ist also |y,| die mittlere Proportionale

zu |y,_1| und | %,,;| und fur das Zeitintervall 7 ist y, die mittlere

Proportionale zu y, _ o und #,,o. €F* <0der auch ef E) heilt das
Dampfungsverhaltnis. Da nach (5) und (6)

In|y,| —In|y|=F5.

111?/1: - ].Il?/,,+2 = ,BT’
heilit Sz (oder auch ,8%) das logarithmische Dekrement.
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Nach (1;) ist ¥ = 0, wenn

1
) t=—(—z+pa). (£=0123.)
Fur die Mitten der Nullstellen, d. h. fur
1/ 7
8 =—|—x 7 =
®) t= (st pa+3)
Ist y=-+keft wenn u=0,2,4...
y=—keft wenn u=1,3,5...

Die Kurve y beruhrt also an diesen Stellen die beiden Ex-
ponentiallinien keft und — keft. Diese Beruhrungsstellen sind
aber nicht die extremen Werte der Funktion. Um diese auf-
zusuchen, bilde ich aus (1j)

(2n) j=rkeft[wcos(x + wt) + fsin(x + wi)].

Es 1st also y = 0, wenn

tg(« +ot) =—2.
B

Setze ich nun 7
eree 1 x—l—wt:yn-{—%—i—(p.

s0 ist B
9) tgp=-—.
7 ist also Null, wenn
1 7
(10) =5(—x+w+—2-+tp)- (0=0,1,23...)

Vergleiche ich (8) mit (10), so erkenne ich, daB hier die ex-
tremen Werte nicht in der Mitte der Nullstellen liegen, sondern
um ¢ von der Mitte entfernt. Ist b> 0, so ist nach (47) f
und nach (9) ¢ negativ. Die extremen Werte liegen also vor
der Mitte.

II. b2 >4ac.

Es sind dann in (4) beide n reell und die allgemeine Losung
der Differentialgleichung ist

(1) y = kyemt -+ kyent.
Es ist also y = 0, wenn
k
In (— —2>
(711) ‘e Tk
Ny — Mg '

Schne1der, Differentialgleichungen. 2
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Aus (].II) bilde ich
@) g =n ket + nykyent,
H g = nik, em? + nik,emt.
Es ist also 7 = 0, wenn

k
In __2_2_>
( ny ey

10 =

(104) / P

und y =0, wenn ln(——”%]]:z)

(11) - b
Ny — My

Es sind daher 4 Falle zu unterscheiden:

A. n; und n, haben gleiches, %k, und k, verschiedenes Vor-
zeichen. Es sei|k,|>|k,|. Dann existiert nach (7), (10) und (11)

Y

z

! Abb. 11. Abb. 12.

t

eine reelle Nullstelle, ein reelles Extremum und ein reeller Wende-
punkt. Wir haben noch folgende Unterfalle:
4d.x) 6>0, k>0 (Abb. 11), y) b<0, k>0,
p) >0, k<O, d) b<0, k <0.
Die Figuren fur die Falle 3, y, § erhalt man aus Abb. 11 durch
Umklappen um die t-Achse, um die y-Achse resp. um beide Achsen.
B.n, und n, sowie k, und k, haben gleiches Vorzeichen. Dann
existieren weder reelle Nullstellen, noch reelle Extreme, noch reelle
Wendepunkte. Es sind dieselben Unterfdlle zu unterscheiden wie
bei A (Abb. 12).
C. n; und n, sowie k;, und k, haben verschiedenes Vor-
zeichen (Abb. 7).
D. n; und n, haben verschiedenes, %, und %, haben gleiches
Vorzeichen (Abb. 8).

III. ®»=4ac.
Die Gl (3) hat dann eine Doppelwurzel
b
(4111) n=p=—7—

2a°
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Die allgemeine Losung unserer Differentialgleichung ist dann
(Lrm) y = (ky + kyt) e"*.

Aus dieser Gleichung folgt namlich

J=(nk, +nkyt-+k)e?,
(211) . 0 2 nt
§=n2ky +n?kyt 4 2nk,) e,

Setze ich diese Werte in unsere Differentialgleichung ein, so
ergibt sich die folgende Gleichung:

(@n*+bdbn+c)k;+ (an?+bn+c)kyt+ 2an 4 b)k,=0.

Diese Gleichung ist fur beliebige &k, und k, erfullt, wenn
folgende beiden Gleichungen bestehen:

3) f(n) = ant+bn4c=0,
, df(n) B
(3) T =2an+b=0.

Das ist aber gerade die Bedingung dafiir, dafl = eine Doppel-
wurzel von (3) ist. Aus (1) und (24;) folgt nun:
(7111) y=0, wenn t=—7]ii,
2

nky +ky
nky,

Nullstelle und Extremum y
sind also reell. Der Verlauf
von yist &hnlich wie im Falle
II 4 und wir haben die ent-
sprechenden 4 Unterfalle wie
dort.

Versucht man hier eine —
ahnliche geometrische Deu-
tung wie im § 1, so erhalt

(1011 g=0, wenn (=

Ay

man den Vektor
z=kefteitx+ ot

Diese dreht sich eben-
falls mit der konstanten Ge-
schwindigkeit w, wird aber
beiseinerDr.ehung.vergroﬁert Abb. 13.
resp. verkleinert, je nachdem
f positiv oder negativ ist. Sein Endpunkt beschreibt dabei eine
logarithmische Spirale. Ein wesentlicher Unterschied gegen § 1

2%
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besteht z. B. darin, da3 ¥ nicht mehr sein Max. oder Min. erreicht,
wenn 2z vertikal ist, sondern um den oben berechneten Winkel ¢
frither, wenn b resp. f neg. ist und um ¢ spater, wenn b resp. f
pos. ist. y wird namlich ein Extremum, wenn %4 =0, d. h.
wenn. 2 horizontal ist. z und 2 liegen aber bei der gedampften

Schwingung nicht mehr wie bei der ungeddmpften um 12{ , son-

dern um %i(p auseinander (Abb.13).

§ 6. Die Energie.

Es sei I eine Funktion von 4 und V eine Funktion von y.
Ich entwickle beide Funktionen nach Potenzen und breche die
Entwicklung' nach den quadratischen Gliedern ab.

6B\ (B
_ oV (82V>
@) V—V0+(—a—y)oy+% ).

Nun bilde ich die Gleichung
d (0F ) av
3) T ( 0

oyl " dy
Setze ich (1) und (2) ein, so wird
2R\ . 0V) (02 V) .
@ (e + (75, + () =0

Das ist eine sogenannte inhomogene Differential-
gleichung, wie wir sie nachher im § 12 betrachten werden.

0
Ist aber (a—;:) = 0, so hat (4) die Form der Gleichung
0

§ 1. Die Gl. (3) besagt dann dasselbe wie die Gleichung
§1 (18).
mg I. Bei mechanischen Schwingungen ist E die kine-
0
Abb. 14 i che Energie, -§ der Impuls, V das Potential, — Z_V
" Yy
die Kraft und die Gl. (3) besagt, daB die Anderung des Impulses
gleich der wirkenden Kraft ist. Bei dem Pendel der Abb. 14 ist
z. B. die Energie

(5) E=4{m(o)p.
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Rechne ich die potentielle Energie von der tiefsten Lage T'
aus, so ist

(6) V=mgl(l— cosp).
) Es ist daher ( 92 E’) .
‘ o) ="
ov
9Y/e
o2V
Nach §1 (5) ist daher
(10) T=27 ] / L.
g
II. Bei elektrischen Schwingungen ist £ die magnetische
0E OF .
Energie, 56 =37 =L@ =LJ der InduktionsfluB (vgl. z. B.
Orlich: ,Kapazitdt und Induktivitat S.123), V die elektrische
0
Energie und — -ﬁ% = — % die elektromotorische Kraft. Die
Gleichung (3) wird: d Q
(11) —E(LJ)+—IZ=O'

Sie besagt, dafl die Anderung des Induktionsflusses gleich der
elektromotorischen Kraft ist.

Ist nun auBler der Kraft — — noch eine Kraft vorhanden,

dy
die kein Potential besitzt und die proportional der Geschwindig-
keit ¢ ist, so gilt statt (3) die Gleichung
a (OE ) av
dt \dy/

Das letzte Glied stellt die Dampfung dar. Als Dampfung
kommt fur ein Pendel der Luftwiderstand in Betracht (Hamel:
EL M. Nr. 72), fur eine Magnetnadel, die in einem geschlossenen
Leiter schwingt, auBlerdem die Induktion (Hort: T. Schw. § 6).

Bei elektrischen Schwingungen tritt, wenn der Ohmsche
Widerstand beriicksichtigt wird, an Stelle von (11) die Gleichung:

d
(13) %(LJ)—I-RJ—[—%=O

(12)
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oder i ) 1
(14) LQ+RQ+EQ=0
oder 1
(15) LJ+RJ+fJ=O.

§7. ay”+cy=0.
Die Striche sollen Differentiationen nach z bedeuten. Das
allgemeine Integral ist:
(1) y=KcoswxCojwx + Leoswzr@inwx
+ MsinwxCoiwz 4+ NsinwzCinwe.
Daraus folgt namlich:
'=w[(L+ M)coswzCfowx+ (K+N)coswzCinwx
+ (N— K) sinwxCjwr 4+ (M— Lysinwx Sinwx],
yY'=2w2[NcoswzCofwx + McoswrGinwx
(2) — Lsinwx@jwr — K sinwzGinwe],
Y =20*[(M—L)coswxCojwz + (N—K) coswzGinwx
— (N4 K)sin wzCof wz — (L+ M) sin w x Ginw ],

y///l= - 4 w4y R
Setze ich das in unsere Differentialgleichung ein, so ist:
(3) —dawty +cy=0,
1 47¢
4. —_ —— —.
(4) w V2 ]/ p

Die K, L, M, N berechnen sich nun aus den Grenzbedingungen.
Diese konnen z. B. darin bestehen, daf3 an den Grenzen =10
und & =1 je 2 der Groflen v, ¥/, v/, ¥ vorgeschrieben sind.
Das gibt im ganzen 36 Moglichkeiten.

Soll z. B. y(0) = yo, ¥(0) = %0, ¥'(1) = ¢¥, 4/”(1) = 1" sein,
so ist:

K = Yo
[— (sin w cos w + Ginw Cof w) ¥, + costw %
4 w
s
2 w?

~ costw + Cof?w

—+ (cos w Binw — sin w Eof w)

%'
cos w Eoj w ng} ,



§8. ay”’'—cy=0. 23

. i i Yo
M o—_ = X
M cos?w + CofZw [+ (sinw cos w - Sinw Cof @) g, + Cof
-+ (sin o Coj !/1
y’
+ cos w Coj w aﬁ] ,
1
.+ o e
V= + Gofw {(COS o — Coj2w) Yy + (s1nw cos w

, Yo y
— @mw@ofw); -+ 2003w(€0fw2w2

yi” ]

Die obige Differentialgleichung tritt auf:

1. bei einer Eisenbahnschwelle auf nachgiebiger Unterlage
(Foppl: T. M. IIT, 260);

2. wenn eine schwimmende elastische Platte durch eine
Einzellast belastet wird. Sie gilt dann aber nur in groBler Ent-
fernung von dieser Einzellast (Lorenz: T. Ph. IV, 486);

3. bei rotierenden Trommeln (Lorenz: T. Ph. § 62);

4. bei zylindrischen Flussigkeitsbehaltern (Lorenz: T. Ph.
§ 63).

§8. ay”—cy=0.

Das allgemeine Integral ist:

(1) y=K@fjwx+ Leoswr+ MGinwx+ Nsinwz.

Daraus folgt:

Y=o (KGnwz— Lsinwz + M Cofwz + Ncoswz),
@) Yy = w?(K Cfwzr — Leoswx + MGinwz — Nsinwz),
¥y’ = (KGinwn+ Lsinwz + M Cojwzr — Neoswa),

4

Yy =oty.
Setze ich das in unsere Differentialgleichung ein, so ist

(3) awty—cy=20,

4) 0= l/—~.
a

Die K, L, M, N bestimmen sich aus den Grenzbedingungen.
Sind diese in K, L, M, N homogen, so lassen sich die Grenzbedin-
gungen nur fur gewisse w erfullen. w ist dann also nicht durch (4)
als bestimmt gegeben anzusehen, sondern die Fragestellung lautet
dann wie im §2 I so: Welchen Wert mufi o resp. die Konstanten
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unserer Differentialgleichung haben, damit die Grenzbedingungen
erfiillbar sind ?

Sollen etwa an den Grenzen z = 0 und z = 1 je 2 der GréBen
¥, ¥, ¥, y” verschwinden, so kombinieren sich also 2 der

Gleichungen: a) y(0)=K+L=0,
) b) ¢ (0)=M+N=0,
® ) ¥'(0)=K—L=0,

d) ¥"(0)=M—-N=0,

mit 2 der Gleichungen:

e) (1) =KGCojw+ Leosw + MGinw + Nsinw =0,

f) ¥(1)=KGinw — Lsinw+ M Gofew + Ncosw =0,
() g) ¥’ (1) =K Cojw — Leosw + MGinw — Nsinw =0,

h) y”(1) = KGinw + Lsinw + M Cofw — Ncosw = 0.

Ich unterscheide nun 2 Fille, je nachdem die beiden ge-

gebenen der Gl [5a), b), ¢), d)] fiir 2 der GroBen K, L, M, N
Null ergeben oder nicht.

I. Im 1. Falle ergeben sich folgende Determinanten als Be-
dingungsgleichungen fur w, wenn ich & statt Sin w usw. schreibe-

&  s| ~ _ . . acef,

6 o =0 oder Fg—tg=0 im Falle: b deh.

& s| s . . aceg,

8, —s =0 oder sin =0 im Falle: bdht

& s ~ . aceh,

6, —e =0 oder 3Ig+4+tg=0 im Falle: bdgh

¢ c . aefg,

&, —s =0 oder Fg-+tg=0 im Falle: b?iegf.

%’ _Z =0 oder cos =0 im Falle: ngehg,

@3_5 . ac h,

c. —-c}=0 oder Fg—tg=0 1m Falle: bd%g.
II. Im 2. Falle ergeben sich die folgenden Determinanten :
Iabgh,
C4+c&4s| _ . . jecdef,
G—s G+to =0 oder cos@pj+1=0 1mFalle.1adfg,
begh.
abge,
|[€+c &+s| Ca s . Jedeg,
€—c G—s =0 oder 3g—tg =0 im Falle: adhf

beh f,
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abgf,

|€+c&+s|_ o [aagy
|&+s C—c =0 oder sin =10 im Falle: adhg
befe.

abhe,

Il%:zgi—z =0 oder sin = 0 imFaHe:{;’ife%z
begh

abhi,

Lo e : dfh,
c§+§@f2 =0 oder  Tg+tg=0 lmFaHe'{g,deg,
becge.

abel,

{g;:%:s =0 oder 1—cosCpj=0 im Falle: degﬁ:
befg

Die Resultate sind in der Tabelle zusammengestellt. Werden
nun die w den Gleichungen entsprechend gewdhlt, so kénnen die
K, L, M, N aus den 2 gegebenen der GI. [5a), b), ¢), d)] und aus
einer von den 2 gegebenen der Gl [5e), f), g), h)] bis auf einen
konstanten Faktor berechnet werden. Die Resultate sind eben-
falls in der Tabelle zusammengestellt.

Unsere Differentialgleichung tritt z. B. auf bei den Biegungs-
schwingungen von Staben. Vgl. V§3 (I). Es ergibt sich da
zunachst eine partielle Differentialgleichung, die aber auf unsere
zuruckgefuhrt wird. Die Grenzbedingungen haben dabei folgende
Bedeutung:

1. Freies Stabende . . . L y'=0, ¥ =0.
2. Eingeklemmtes Stabende. . . y =0, ¢ =0.
3. Drehbar gelagertes Stabende Y , ¥ =0.

i

§9. ay”"+by’'+cy=0.

Diese Gleichung hat Ahnlichkeit mit der des § 5. Die Glei-
chungen von §7 und 8 sind in ihr als Spezialfdlle enthalten. Esist:

@ y=rke?,

”ZnZkenzx’
2) { gomke
Yy = ntke®,
3) ant+bn®+c=0,
1 -
(4) = ——(— b4 16— 4ac).

2a



§9. ay””+by”"+cy=0. 27

Wie mm § 5 sind nun wieder 3 Fille zu unterscheiden :
I b <4ac.
n? ist dann komplex. Ich setze:

n=-+w+im,.
Dann ist:

wg—coz—————b
2
L 2a’

(5)
2w, wy =?1(; V4ac — b2.

Das Integral kann ich dann in folgender Form schreiben:

1) y = KGojw,zcosw,x + LGinw,; xcos w,x
+ MGofw,zsinw,x + N Sinw;xsinw,.

Ist b =0, so ist w; = w, und wir haben den Fall des § 7

II. 2> 4ac.

n2 ist dann reell. Man muB folgende Unterfille unterscheiden:

ITA. a und ¢ haben ungleiches Vorzeichen: Es ist in (4)
ein 72 positiv ein n? negativ.

IIB. o und ¢ haben gleiches, b hat das entgegengesetzte
Vorzeichen: Es sind in (4) beide n? positiv.

IIC. @, b und ¢ haben gleiches Zeichen: Es sind in (4) beide
n? negativ.

Das allgemeine Integral lautet nun in den 3 Fallen
(1714) y= KGofw,z + LGinw,x + Mcosw,x + N sin w2,
(A n) y = KGCojw,z + LCGinw,x + M Coj wy,z + NGinw,z,
(1z¢) y= Kcosw;x + Lsinw,z+ Mcosw,x + N sin w,@ .

Die weiteren Rechnungen sind ahnlich wie im vorigen
Paragraph. Sind z. B. die Grenzbedingungen

y(0)=y(0)=0

y(1) =y (1) =0,
so ergeben sich fur w; und w, folgende Gleichungen:
1 _, 1 .
Cojw; — cos w, or Ginw, — Z);sm @y _
w; Ginw, + w,sinw, Cof wy — cos w,

(64) 2w w,(Cofw; cos w, —1) + (wf — w3) Ginw;sinw, =0,
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Cojw; — Cnfw, i@inwl ——Ginw,
W, 5 =
0, Ginw; — w,Ginw, Cojw, — Cof w,
(65) 20,0, @Cofo,Cofw, — 1) — (wf + }) Binw,; Ginw, =0,
1 . .
COS (0 — COS Wy ?lsm Wy — o, sinaw, |
— w;sinw; -+ w,sinw, COS (7 — COS (y

(60) 2wy, (1 — coswy cos wy) — (w? + w3) sin w, sin w, = 0.
Ist 6 =0, so ist im Falle 4: w; = w,. Die Gleichung (6,)
geht dann in die Gleichung
1 — Gojwecosw =0
von §8 iiber.

III. b*=4ac.
Die Gleichung (3) hat dann die beiden Doppelwurzeln
b
(4111) nZiV_T.
2a

Man muf folgende Unterfille unterscheiden :

IIT A. o und b haben gleiches Vorzeichen -
(ira) y=(K-+Lx)coswz + (M + Nz)sinwz; w=V§E

IITB. a und b haben ungleiches Vorzeichen 5
(Yirp) vy = (K+Lx)Cofwx + (M+Nz)Ginwa; w=]/ 5

Ed i
§ 10. Zai%= 0.

i=0

Die bisher betrachtetenGleichungen sind Spezialfalle der obigen.
do
Es soll in ihr unter dT:Z die GroBe y selbst verstanden sein. Ein

Integral ist

(1) Yy = ke"®,
d/b‘/I/ J— 3 R
(2) dz = n' ke,

Setze ich das in unsere Differentialgleichung ein, so ist:

?
ne N —
ke Dan =0.
1=0
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§10. Ya, 0.

= ‘da =

Setze ich nun: »

®3) 2 an=f(@),

1=0

so ist also (1) ein Integral unserer Differentialgleichung, wenn »
eine Losung der Gleichung

(4) f(n) =0

ist. Das ist eine Gleichung pte" Grades, die also p-Losungen hat.
Das allgemeine Integral ist also:

P
(5) y=Dk.ew".
u=1

Sind unter den Wurzeln von (4) 2 konjugiert komplex, so
setze ich .
Ny = ﬁy+ LWy

by = | b | €71
und bilde den reellen oder imaginaren Bestandteil der Partikular-
Iosung £, ¢"«®. Der imaginare Bestandteil ist

| &, | f%sin (2, + w0, @) .

Diese Partikularlsung mit den beiden willkiirlichen Konstan-
ten \ kul und », ersetzt die beiden Partikularlosungen, die zu den
konjugierten komplexen n, gehoren.

Hat (4) eine (r 4 1)-fache Wurzel, d. h. werden in (5) (r 4 1)
Groflen n, einander gleich, so ziehen sich die zugehorigen Kon-
stanten £, in eine einzige Konstante zusammen. Es gehen also
r-Konstanten verloren. Um die notige Anzahl von Konstanten
zu erhalten, mufl ich statt (1) folgenden allgemeineren Ansatz
machen:

(6) y = ka*e®,
Nun gilt bekanntlich die Formel

@f(@)g@ _ 2@ &f(@) =g (@)

dxz ’ dx" dxz—r

Setze ich hierin

(7

2=0

f(e) = a,
g(x) = €7,
80 ist:
(8) @ =k nle(i\ —/,L_, L= pall— 2%
dov = "¢ e, ”)(,u—x)!n v
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Setze ich diesen Ausdruck in die Differentialgleichung ein, so
ergibt sich, wenn ich gleich umordne
u_ P

(9) 2 (Z az(i—_%n"/> (f:)x“—" =0.

=0 1=z

Nun ist nach (3) £
fn) = Zai nt.
=0
Daraus folgt: »
df 7!
1 - = —
(10) dn- zs%u—xw"

1=x
Setze ich dies in (9) ein, so ist:

w

(11) VAT (M) a0,

%=0
Diese Gleichung ist erfullt fur u =0,1,2...7, wenn:
a*f
dn*
Diese Gleichung besagt, dafl n eine (r -~ 1)-fache Wurzel der
Gleichung

(12) fir x=0 ..r.

(4) f(n) =0
ist. Fur jede Wurzel n der Gl. (4) ergibt sich also folgende Losung
7
en s Z klt le )
=0

wobei 7 -1 die Multiplizitat der Wurzel ist. Die Losung hat
dann r - 1 willkurliche Konstante.

§11. by +cy=C.

Obige Differentialgleichung ist inhomogen. Bei solchen Glei-
chungen setzt man das Integral zusammen aus einem partikularen
Integral und dem allgemeinen Integral der homogenen Glei-
chungen :

(1) bij +cy=0.
Das partikulare Integral ist hier einfach die Konstante
c
(2) y =

Cc
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Das allgemeine Integral der homogenen Gleichung ist:
(3) y = ke (n=—%\)~
Das allgemeine Integral ist also:
(4) y=Lpner,

Soll z. B. zur Zeit ¢t = 0, y = y, sein, so ist nach (4) k = y, — 9
und daher: ¢

_ G ( ¢ ) C
(5) y=—7T\h—7) " -
Fur den SchlieBungsextrastrom gilt z. B. die Gleichung:
aJ
22 1L RJ =
Loy + B =1,

und es ist: y = 0. Daher ist nach (5)

R
g £ _ B -5

R R

Fur den Offnungsextrastrom ist:

aJ
und Yo="%" Daher ist: 5 R,
J==¢ L
R

§12. ay+cy=C.
c
Das partikuldire Integral ist wie im § 11 die Konstante o

wahrend sich das allgemeine Integral aus § 1 ergibt. Es ist also:
(1) y-———f——i—ksin(x—}—wt).

Differentialgleichungen der obigen Form erhalt man, wenn
man bei mechanischen Schwingungen die Reibung nicht propor-
tional der Geschwindigkeit ansetzt, sondern konstant annimmt.
Sie ist dann so anzunehmen, dafl sie stets der Geschwindigkeit
entgegenwirkt, also positiv, wenn 7 negativ, und negativ, wenn
9 positiv:



a
c
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(2) ay + cy = + C fur neg,. v,
(3) ay + ¢y = —C fur pos. g.
Die Losungen sind dann
(4) y=—|——§—+ksin(z—}—cut) fur neg. v,
¢ . . .
(5) y=——c——l—ksm(z—[—wt) fur pos. 9.
y Die Konstanten % sind nun
[ so zu bestimmen, daf} an den
» Stellen
LL (6) t:-l—(2M+1n—x)
o 2 y
¥ (u=0,1,2..),

wo die Losungen (4) und (5)
ineinander iibergehen, dieser
7 Ubergang stetig erfolgt. Es
muB zu dem Zweck an den

Abb, 15. Stellen (6) & um 2-0— abneh-
men, und zwar so oft, bis k <—0—- Die Schwingung ble(;bt dann
unterwegs stehen. In der Abb.cl5 ist

z (—f— =71~ und % beginnt bei 4) .

T2

§13. by 4+ cy = Csin(y + o).

In dieser Differentialgleichung ist das Glied, das die Gleichung
inhomogen macht, nicht wie im vorigen Paragraph konstant,
sondern eine sin-Funktion. Xs ist praktisch, dieses Ghed in
komplexer Form anzunehmen. Ich schreibe also die Differential-
gleichung folgendermafien :

(1) by + cy = Cer gt

y setzt sich nun wieder zusammen aus einem partikularen Integral
7, von (1) und dem allgemeinen Integral y, derhomogenen Gleichung.
Es ist

2) Y = reot,

wobei r noch geeignet zu bestimmen ist. Setze ich (2) in (1)
ein, so ist:

(3) (brw 4 ¢)rer@t = (v grot
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oder c 5
e c—ibw
4 =" —(Cev—_-
) r biow 4+ ¢ Ce e+ b2’
r ist also komplex. Ich setze:
r=|r|ee,
(5) | 7] =CYVct + b2 w?,
e=7r+¢,
bw

Das Integral y, kann ich also schreiben, wenn ich nun wieder
zu reellen Grofen iibergehe:

() yr=|r|sin(e + 01).

Hierzu tritt nun noch das Integral y, der homogenen Gleichung
by +cy=0. Esist

(8) Yo = kert,
bn+c¢c=0,
c
(9) n=— ? )
so dafl das allgemeine Integral lautet:
(10) y=|r|sin(o + wt) + kent.

Die Integrationskonstante % sei z. B. dadurch bestimmt, daf3
fur { =0 y = y, sein soll. Dann ist:

(11) k=y,—|r|sing.

N7
~
~

In Abb. 16 ist speziell 9 =0 an- /77 |
genommen.
Die Gleichung dieses Paragraphen e
ist die Differentialgleichung dererawun- "9 | |"}~{_|
genen Schwingung, Csin (y + wi)istdie 17
erregende Schwingung, |r|sin (o + w?) \/ \/ \/
die erzwungene Schwingung. Hat z. B.

eine Leitung den Widerstand R und die
Selbstinduktion L und liegt an den
Enden die Klemmspannung Esin (y + wt), so gilt fiir die Strom-
starke J die Gleichung

(12) LJ+ RJ =Esin(y + wt).

Schneider, Differentialgleichungen 3

Abb. 16.
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§14. ay + by + cy = Csin (y + w¥).
Zu der Differentialgleichung des vorigen Paragraphen ist hier

noch das Beschleunigungsghed a7 hinzugetreten. Ich gehe wieder
zu komplexen Groflen uber:
(1) ay+by+cy=_Cereavt,

Das allgemeine Integral setzt sich nun wieder zusammen aus
einem partikularen Integral ¥, und dem allgemeinen Integral der
homogenen Gleichung, das sich aus § 5 ergibt. Ich nehme y, in
folgender Form an:

(2) Yy = et

Setze ich das in unsere Differentialgleichung ein, so ist

(3) (—aw? - biw -+ ¢)rev@t = O erveiot
oder
4) Cet?7=(¢c—aw?+ibw)r.

Es miilte nun untersucht werden, fur welchen Wert von w
bei gegebenem C die Amplitude r der erzwungenen Schwingung
am grofiten wird. Es ist jedoch bequemer, hier den umgekehrten
Weg einzuschlagen und die extremen Werte von C bei gegebenem
festzustellen. Ich bezeichne nach §10 (3) die Klammer mit
f () und differenziere das Quadrat des absoluten Betrages der
Klammer nach w. Es ist

[fGw) 2= (c — aw?)? + B2w?,

d
P ]]‘(iw) P=—4aw(c—aw?) -+ 20w.
Dieser Ausdruck verschwindet fur:
w, =0,
(5) 1 — 57
= —1dac— 20,
Wy =5~ dac b
Ist 4ac> 202 so erhalte ich fiir den 1. Wert das Maximum :
(6) fEw) =c
und fur den 2. Wert das Minimum:
. b .
™ f(@wz)=b(§a+mz>-

Ist 4ac <2082, so ist nur fur w = 0 ein extremer Wert vor-
handen, und zwar ein Minimum. Physikalisch ist die Bedeutung
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des Minimums die, daf hier die erzwungene Schwingung re**?
durch die kleinste, bei gegebenen @, b, ¢ ausreichende erregende
Schwingung C' ¢!t hervorgerufen wird. Hs ist also der Fall der
besten Wirkung. Mit abnehmendem b kann C nach (7) sogar
beliebig klein werden. Ist b sehr klein, so sind (5):

. i
Ty =75 4dac— 20>

und der aus § 5 (4) fur die freie Schwingung geltende Wert

b i
= 2
7 ZaiZthLac b

nicht sehr verschieden. Die beste Wirkung liegt dann also in
der Nahe der Resonanz, wenn die Periode der freien und der
erzwungenen Schwingung beinahe gleich sind. Die Phasen-
verschiebung zwischen der erregenden Schwingung Cet7 @ und

der erzwungenen Schwingung re'”*ist dann nahezu —-. (Sle ist ge-

4

JT c
— —1/- w=VE
nau B , wenn w / ) . w=VE

a
Die Verhaltnisse lassen
sich gut in der Abb. 17
iibersehen, wo die kom-
plexen Zahlen durch
Vektoren dargestellt

sind. Es 1st
AB=c,
BC = —aw?,
CD=1ibw,

AD =c—aw?-+1bw.

Bei variablem
durchlauft D eine Pa-
rabel. Den verschiede-
nen b entsprechen die
verschiedenen Parabeln,

0
(272} .
A = c a 1__,5
Abb. 17, Abb. 18.

den verschiedenen ¢ die verschiedenen Anfangspunkte des Vek-
tors AD. In Abb. 18 ist @ =1 angenommen. Fur ¢ = 10 sind

3*
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die verschiedenen Minima gezeichnet. Man sieht, dafl das Minimum
sich mit wachsendem b gegen w = 0 verschiebt und undeutlich
wird.

Enthalt z. B. eine Leitung, die an eine Klemmspannung
Esin (y + wt) angeschlossen ist, die Selbstinduktion L , den Wider-
stand R und die Kapazitdt K, so ist, wenn J die Stromstarke
bedeutet,

(8) LJ+RJ—{-71(—det=E'Sin(7+wt),
oder, wenn ich zu komplexen Groflen tibergehe und differenziere,
(9) LJ + RJ-}—-jl{«J:EiweWe“"t.

Durch Vergleich mit (1) erhalte ich
a=1, C=FKio,
b=ER, y=J,
C = —IE .
Es entsteht ein sinusférmiger Wechselstrom Jsin(y + wt), und
zwar ist nach (4)
J— 1 Ew . E

—sz—i——ll?—}—iRw R—}—i(Lw——ﬁ)

Den Nenner der rechten Seite bezeichnet man als Widerstands-
operator. Ich setze zur Abkurzung

(10)

1
(1n S=Lw—K—w,
(12) T=R-+:8.
Dann ist B
J=i;.

Das ist eine Verallgemeinerung des Ohmschen Gesetzes. S be-
zeichnet man als Querwiderstand. Er verschwindet, wenn

1
0 ==,
VLK
(10) geht dann in die gewohnliche Form des Ohmschen Gesetzes

iiber. Besteht die Leitung aus 2 Stiicken, die hintereinander
geschaltet sind, so addieren sich die Operatoren 7'; und 7, vek-
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toriell. Besteht die Leitung aus 2 Stucken, die nebeneinander
geschaltet sind, so addieren sich die reziproken Widerstandsope-
ratoren (Leitfahigkeiten) vektoriell:
1 1 1
T T
Diese Addition kann man auf 2 Arten ausfihren:
1. Ich bestimme zu 7', und 7', die reziproken komplexen

Zahlen Ti und Ti durch Inversion am Einheitskreis. Dann
1 2

addiere ich Ti und TL vektoriell und bestimme zur Summe S
11 2

wieder die reziproke Zahl T

durch Inversion.

2. Ich zeichne uber einer
Strecke AC 2 rechtwinklige
Dreiecke AC Bund AC D, deren
Katheten sich wie R, zu S resp.
R, zu S, verhalten, und zwar
nach unten, wenn S positiv und
nach oben, wenn § negativ ist.
Nun teile ich die Katheten 4 B

und 4 D im Verhaltnis 1 Tesp.

1 B
7 Die entstehenden Strecken

2
AE und AF addiere ich vek- Abb. 19.
toriell und bringe die Resultante AH
A G mit dem Kreis iiber A C in H zum Schnitt. Dann ist R = 1a
und S = H—O Der Bewews ergibt sich leicht aus der Abb.,

AG R 4i8 R, 8

wenn man beachtet, daff ~> L "1 — 1 ynd 2. "_"2_1. In

T
1 2
der Abb. 19 ist speziell R, =4, 8;=—6, R, =2, S, =4.

§15. y'= F(x).

Zu dieser inhomogenen Differentialgleichung mége noch eine
der folgenden 3 Grenzbedingungen treten [§ 2 (2)]:

a) y(0)=0 y(1)=0,
(1) b) y(0)=0 (1) =0,
¢) ¥(0)=0  y(1)=0.
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Das Integral ist offenbar:
y=fdfo(x)dx—{— K+ Lz,

wobei die Konstanten K und L so bestimmt werden mussen,
daB die Grenzbedingungen befriedigt werden. Ich will jedoch
hier einmal ganz anders verfahren, indem ich die im § 2 gegebenen
unstetigen Losungen der homogenen Differentialgleichung:

(2) y'=0

benutze. Nenne ich die Losungen G (z, «) (Gre ensche Funktion),
so ist nach § 2 (12):

I1—«)x, wenn x <o,
a) Gl{rw)=
x(l—a), wenn x>,
3) b) G—(x,oc):{x’ wenn x <&,
&, wenn > &,
) G(x,oc):{l—(x’ wenn ¥ <&,
] — =, wenn > «&.
Die Funktion G (z, o) hat dann folgende Eigenschaften:
() G (2, 0) =0,
(LI) a) G(0,4)=G(,a)=0,
b) G0,a) =G (L,a)=0
¢) ¢0,6) =G(1,5)=0,
(IID) G —0,0) —GF(x+0,0)=1,
(III) G (x,2+0) — G (x,z — 0)=1.

Aus den Eigenschaften (I), (II), (I1I') folgt, daB eine Losung
unserer Differentialgleichung folgendes Integral ist:

(4) y=—f1G’(x,oc)F(zx)d<x.
d

Wegen (II) erfullt namlich y die Grenzbedingungen. Es mul}
also noch bewiesen werden, dafl y auch die Differentialgleichung
erfillt. Es ist:

(5) y = — flG’(x, &)F(x)do .
0

Wenn ich nun weiter differenziere, mul} ich beachten, dafB
G'(z, ) an der Stelle # = o unstetig ist. Es ist:
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(6) Y= —fo”(x, x)F(x)da — G(x,x — 0) F(x)
0

—flG”(x, x)F(a)do + & (x, x + 0) F (x)

oder wegen (I):
Y] y'=[¢F(z+0)— G,z — 0)]F (2)
und daher wegen (III')

y'=F(x).
Beispiele fiir die Grenzbedingungen (1a):
T 1
F(z) = a® y=—Q1—2a)faarda —2[(l —a)a"da,
6
ant?— o ’
Yy=————.
(n+1)(n+2)
z 1
Fe)=e* y=—(1—a)fae*da—zaf(l—a)e~da,
0 z

1
y.—_zz_(e’””—xe"—]—x——l).

§16. y'+ 0?y=F(x).

Zu der Differentialgleichung mdégen die Grenzbedingungen

§ 2 (2) hinzutreten
[a) y(0)=0 y(1) =0,
) { b) y(0)=0 y(1)=0,
¢) y(0)=0  y(1)=0,
) vo=0  ym=o.

Man kann wie im vorigen § die obige inhomogene Differential-
gleichung losen mit Hilfe der im § 2 gegebenen unstetigen Lo-
sungen der homogenen Differentialgleichung :

@) Y+ oty =0.

Es ist nach §2 (10):

sinw(l — &)sinwx
, wenn <&,

W S
(Ba) G(x,0)=1{ .
sinw o sinw (1 — )

w sin o

, wenn x> &,
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cosw (1 — «)sinwx
(wcosc)u , wenn x <&,
3b) Gz, ) ={ .
(3D) (= &) sinw o cosw (1 — )
, wenn x> &,
 COS W
sinw (1 —«)coswe
(a)coszu , wenn <&,
3c Gz, x) = .
(3¢) (@ &) cos w & sin w (1 — )
© 6os i , wenn x> &,
cosw(l —«a)coswz
—wsne , wenn xz<«,
3d) G(z,x) =
3d) (% &) cosw & cosw (1 — )
- , wenn > &.
— wsinw

Die Funktion G (z, &) hat dann folgende Eigenschaften, die
man aus den Ausdricken (3) leicht herleiten kann:

I (2, &) - 02 G(z,0) = 0.
{a) G (0, %) =0 G(1l,x) =0,
b) G(0,x) =0 G(l,x) =0,

(I Yo) @O0 =0 G(lLa)—0

d) F0,6)=0  @1a)=0.
(II1) Gl —0,0) — @6 +0,6) = 1.
(I1I) G,z +0) —F(z,z —0)=1.

Aus den Eigenschaften (I), (II), (I1I') folgt, daB eine Losung
unserer Differentialgleichung folgendes Integral ist:

(4) y=—f1G(x,0c)F(oc)dzx.
0

Wegen (II) erfiillt ndmlich y die Grenzbedingungen. Es mufl
also noch bewiesen werden, dall y auch die Differentialgleichung
erfiillt. Es ist L
(5) Y= —J Gz, 0)F(x)do .

Wenn ich nun weiter differenziere, muf} ich beachten, daB
@ (2, &) an der Stelle # = o unstetig ist Es ist:

Y = —f & (x, ) F (o) do — G (2,2 — 0)F (x)
0

—flG”(x, a)F(a)ydo 4+ G (x, x 4 0) F (x)
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§ 17. i‘a% = S0,
oder wegen (I): |
y”=0f1cu2G(x, &) F(x)da + [(F(z, 2 + 0) — F(z,z — 0)] F(z) .
Nach (4) ist daher:

(M) Y+ 0ty = [¢(z,3 + 0) — ¢z, 2 — 0)]F (2)
und wegen (I1I') ¥+ wty = F(2).

Beispiel fur die Grenzbedingung (la):

T

sinw(l-—=2) [ .
F(z) = = y = _———(-,——*—)/e””smwocdoc
w sinw
1
sinwz

/e"“sinw(l —x)do.

x

w sin @

(x —1)sinw + e"*sinw — "sinwx
(n* 4+ w? sinw )

y
In derselben Weise 188t sich die Differentialgleichung
y— oty = F(2)

behandeln mit Hilfe der im § 4 gegebenen unstetigen Losungen.

§ 17. j’(oigz—;{ =ZC,L6"‘.'L””.

=0 "

Ich betrachte zunachst die folgende Differentialgleichung :

Vi
dl
(1) E aLd_j% = CYM e ®,
1=0
Ein partikulares Integral ist:
(@) y =1, ",
D i :
) araus folgt &y s e
d x ' *

Setze ich (3) in (1) ein, so wird:

P
m,, T
(4) 7" " > aomy, = C, ",
1=0
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Setze ich nun zur Abkurzung:

?
(5) 7,%) a, My, = fu,
80 ist: 7',uf,u = O[L s
Cy
(6) Tu £ .
f,tL

Das partikulare Integral der in der Uberschrift stehenden
Differentialgleichung ist nun einfach

(7) y=_>re"".
12

Ist auf der rechten Seite der Differentialgleichung ein m,

komplex .
P My = fu + 1wy,

so nehme 1ch auch das zugehorige C, komplex an. Ich kann
dann das entsprechende Glied auf die folgende Form bringen:
C ' ®sin(y, + w,2).

Die Methode versagt, wenn m, eine Wurzel der Gleichung

(8) é’oazn@ =f=0

ist, weil dann nach (5) 7, = oo wird. In diesem Falle verfahrt
man genau wie im § 10 fiir den Fall verfahren wurde, daf} (8)
eine (r - 1)-fache Wurzel besaB. Ich setze jetzt voraus, dal m,
eine r-fache Wurzel von (8) ist. Dann ist ein partikulares In-
tegral

(9) y=r, 2 emﬂx’

wenn 7, geeignet bestimmt wird. Setze ich namlich (8) in (1)
ein, so folgt genau wie im § 10

”
meEY d*f TN 41— ™y, T
(10) " IL %=0 (W>n:mu<”>x - Oﬂe o

Da nun m, eine r-fache Wurzel von (8) sein soll, ist

(2

W)n—m=0 fur x=0...(r—1).
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§ 18. 2%(1,7:”2 = %Cyw .

Daher ist nach (10)

d’f)

7 =C,,

# (dnT n=tiy, #
O

(),

dn’ n=ny,

Lautet z. B. die Gleichung (1) speziell folgendermafen:

(11) Ty =

P
dy
(12) Z“a‘; -0,
so hat (7) die r-fache Wurzel 0. Ebenso ist rechts m, =0.
Es ist (d’f)
=rla,.
an’/, _,
Nach (9) und (11) ist daher:
C T
(13) Y= py xr.

§ 18. Zpa@% =ZC,,907.
=0 b4

Ich betrachte zundchst die folgende Differentialgleichung:
D

TY _ oo
(1) Dlast=0,a.

=0

Ein partikulares Integral ist:

(2) Y Izy’rr,vﬂf

r»=0
wenn die r,, geeignet bestimmt werden. Aus (2) folgt:

7

dly X » Y= — N ’V! v — 1
o= D= i Dar = D

v =1 Vv =1

Fuhre ich einen neuen Summationsbuchstaben ein:» = v — 3,
50 ist, wenn ich den Strich von »" gleich wieder unterdriicke,
dy G i)
®) T =2

=0




44 I. Kap. Gewohnliche Differentialgleichungen.

Setze ich (3) in (1) ein, so wird:
P y-2 ,
Z (r+o)!
Za, ry,r-}.sz =ny7’.
=0 »=0
Ordne ich die Summe um, so kann ich schreiben:
7 yr-v .
(v +2)! ,
@ (S =y

wobei ich noch festsetzen mubB, dal @, =0, wenn ¢ > p. Setze
ich nun noch zur Abkurzung:

p) !
) 2T,
so folgt aus (4): )
y -
0, wenm »=0...y—1
(6) ;Cyzryv+z“‘{oy’ wenn = .

Das sind y -+ 1 lineare Gleichungen fiir die y + 1 Unbe-
kannten r,, des Ansatzes (2). Schreibe ich sie in extenso hin,
so erhalte 1ch:

0007‘70_‘-6017‘?1"{—0027‘72 +--~+CO,7—1T~/,y—1+CO,~/ 7’77-—":0,
CroTy1tCrafya ..ot 0p yoaly yo14 61, p-17yy =0,
(6’) 0207'?2+"-+02,7—37';/,7—1"}“02,y——27'y7=0:
Cr=1,07y, -1 Cp-1,17, =0,

&0 Ty=0Cy.

Ich kann sie also von der letzten beginnend leicht sukzessiv
auflosen :

T, ., = ~———07
Y=o
7, 0
r 1__0"/—1,1"%*/____ ¢-1,10
vy 717 - ’
' Cy-1,0 €y-1,0C, 0
(6”) c 7 ¢ 7.
— r=2,1%y.9-1 7-2,27yy
Ty,p-2= = o - =
y—-2,0 y-2,0
C;,_gylcy“]'loy _ Cy_g)zo«/
Cy-2,00~1,00,0 Cy-2,0C0
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§ 19. 1:21’(1,de~ ;%C”Lx P

Das partikulare Integral der in der Uberschrift stehenden
Differentialgleichung ist:

(7) y =33,

yv=0
wobei die emnzelnen 7,, aus den Gl. (6”) zu berechnen sind. Haben
wir statt (1) die Gleichung:
P
dl
®) Dt =0y,
=17

so ist also @,= 0 fiir 4=0...r —1 und daher nach (5) auch
¢,,=0fiir t=0...r— 1. In den Gleichungen (6) sind dann die
Ty 0...7, -1 nicht enthalten. Diese GroBen bleiben dann also
willkiirhch.

Vi

§19. ST Y _ Sy areme

1==0

Die Gleichung § 14 und 15 sind Spezialfalle der obigen
Differentialgleichung. Ich betrachte wieder zunachst folgende
Gleichung:

o &y y mya
@ Za,,w:Oww e,
=0
Ein partikulares Integral ist:
Y
2) y =" Dy

v=0

wobei die 7, , , in folgender Weise zu bestimmen sind: Nach der
schon in § 10 benutzten Formel:

d'fg ‘v (5\ dif dgtm*
dax —ZC)?‘Z—?}: dxr—*

ist, wenn ich
f(@) = &,
7

g(x) = Zry,“, x”

r=0
setze:

a* f(x) = m?e™u®,

dx* &
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dr-*g(x ! !
g( ) — E’ry!”, 8 ____xv—1,+z’

W, e

Z 2( ) v—(z_/)], m,ﬂ,,“,xv—zw

oder, wenn ich die Bezeichnung der Summationsbuchstaben andere,
indem ich » durch ¢ — »% und » durch »" 4 ¢ — » ersetze und
die Striche gleich wieder unterdrucke:

(3) =" ZZ( ) (V—}-y m‘:_xr*/,#ﬂ'*ﬂxv'

Setze ich das in (1) ein, so ist:

D, v ymx .
m,, = 2\ (v -+ %)! _
e E E E a@(ﬁ —m' "7 x”:C’yum’emﬂ’”.

p! (Z 7Y+ %
1=0 %=0 »=0

Ich ordne nun die dreifache Summe um:

222 ( )Oj + %) m,ft_ﬁry,,u v+zxv— C',,ux

r=0 x=0 1=x

Setze ich die gleichhohen Potenzen von « einander gleich, soist :

Oy i\ () ] 0, wennv=0...y—1
@ > (1) e, = '

v! “ Cyp, Wenn y=y .,

=0 1=¢
Ich setze zur Abkurzung:

1=a

Dann ist nach (4)

=7 _ .
6) Zcm"ww+z= 0, wenny=0...y—1
P " Cyu, Wenn y = y.

Das sind dieselben Gleichungen wie im vorigen Paragraph.
Sie konnen also auch ebenso sukzessiv aufgel6st werden.

Das partikulare Integral der in der Uberschrift stehenden
Differentialgleichung ist:

Y.
(7) Yy = ;; emﬂa;vz;b,ry‘thvy

wobei sich die r,,, aus (5) und (6) ergeben.
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2 ———17'(90)

Die Losung der homogenen Gleichung ist:

D
(1) y =2 k‘uen'um:
u=1
wobei die 7, die Wurzeln der Gleichung
D
@) f(n) = Sant =0
1=

smd. Ich versuche nun, ein Integral der inhomogenen Gleichung
zu finden, indem ich in (1) die %, nicht als Konstanten, sondern
als Funktionen von x betrachte. Dann ist:

Y =3 un, S
Dk =0.
J '—Zkunue'u _I_Zkuny

Ich setze weiter: S km, S —

und fahre so fort. Dadurch erhalte ich schlieBlich :

Ich setze nun:

Dann ist

(3) %=Zku ‘ue",u + Sk, np PP

Es ist also-
(4) dw”' Zkunug!‘ fur i—1...p—1,
(6) Dk, e =0 fur ¢=0...p—2.

Setze ich (3) und (4) in unsere Differentialgleichung ein, so ist

?
> a, 3 kum e+ S kny & = F (2).
=0

Die 1. Summe kann ich aber wie folgt umformen:

Skt S a,my .
Sie ist daher nach (2) Null. Zur Bestimmung der k; habe ich
also die p-Gleichungen

0 fur 1=0....p—2
k. my, " * { P==
2 ke Fa) fur i =p—1.
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Dieses Gleichungssystem laflt sich leicht nach den ), auf-
losen. Es ist
F(z)e "n?
6 k{€ —_—
( ) ) II (n;c - ny)

e

Daher ist nach (1)

7 e ? dx
( ) Z H(nu - nv)

v

Damit ist die Losung der Differentialgleichung auf eme Inte-
gration zuruckgefihrt.

Die Falle, in denen diese Integration wirklich durchfithrbar
ist, lassen sich allerdings, wie in den §§ 15—17 gezeigt, ohne den
Umweg iiber das Integral behandeln. Auch war dabei die Losung
der Gl. (2) nicht erforderlich.

Beispiele-
I. F(z) = ¢m*,

- 1 -
/F(a)e n,ta:dx —_— e(m n,u):v’

m — n,

e""wa(m) e iy = ! —e",

m—n,

P
1
y=e Z(m — ) I (my — my)"

=1
II. Ist zweitens

F(x) = G(x)e"?,

wobei G(z) eine ganze rationale Funktion vom rten Grade sein
soll, so ist

[G(m)em_nﬂ)zdxz ¢

(m— nﬂ)x

m — 1,
_ G'(x) G (x) . G0()
{G{(x) m—n‘u—l—(m""n’,u)z_—” ' +(_1) (m_nl()r},

»
mx 1
e 2 (m—n,) L (m, —m,)
F@ @ 69 () }

{G(x) —m""n‘u (m—nu)z
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I1. Kapitel. Systeme von 2 gewdiéhnlichen
Differentialgleichungen®).

§ 1. (61?]1-'- C1Y1 =0
asis + cays = 0.

Die Losung dieser Glei-
chungen ist nach I §1(9):

Yy = kysin(xy + w;?),

1 .
(1) Yo = kysin (xy 4 wy ).

Denke ich mir g, und g,
als rechtwinkligce Koordina-
ten 0Q’ und Q'@ in einer
Ebene (siche Abb. 20), so
stellen sie eine Kurve dar, de-
ren Parametergleichung mit
¢ als Parameter (1) ist. Es ist
eine sogenannte Lissajou-
sche Figur, wie sie beispiels-
weise auf dem Schirm der
Braunschen Rohre er-
scheint. Vgl. Zenneck:

,,Elektromagnetische
Schwingungen und drahtlose
Telegraphie‘‘ (Stuttgart, Fer-
dinand Enke). Kap. II, § 3.
Ich kann mir ihre Gestalt in
folgender Weise veranschau-
lichen: Ich nehme zu (1)noch
eine 3. Koordinate hinzu:

(2) y5 = kycos(xy + w,1).

? Ungekoppelte Schwingungen.

o
)
|
¥ |
|
o~ %i
I
l/,g }/
5 0 4 ¢ 5B
7
Abb. 20

Abb 21.

Dann bestimmen nach I, § 1 5, und ¢, einen Punkt P’, der sich
auf dem Kreise um O vom Radius &, mit der Winkelgeschwindig-
keit w,; bewegt. In P’ trage ich senkrecht zur Ebene des
Kreises y, noch einmal als P’P auf. Der Punkt P beschreibt dann
eine Sinuslinie auf dem Zylindermantel vom Durchmesser 2, . Die

1) Vgl. zu diesem Kapitel M. Wien: »Uber die Riickwirkung eines
resonierenden Systems. Wied. Ann. Bd. 61, 1897.

Schnei1der, Differentialgletchungen.

4
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Projektion dieser Sinuslinie auf die Ebene %, y, gibt nun unsere

Kurve (1) (siehe Abb. 21, in der %, — »; = %
Fiihre ich 3 Einheitsvektoren g,, &,, £, ein und bezeichne ich den

raumlichen Vektor O P mit Zz, so ist
(3) 2 == kysin(s¢; + wqt) gy + kosin (s, -+ wyt) &, -+ Ky cOS (2, + w4t) &5.

und w, = 3w, ist).

Ist speziell w; = w,, so kann ich dafur schreiben
z==coswi(kysinsx, &, + kysinx,e, + &, cosx, €5)
+ sinw ¢ (kycos 2y &4 + kyCOS 258, — kysins gg).
Die 1. Klammer ist der Wert von z fuir ¢ = 0 und die 2. Klammer

der Wert von z fur ¢ = ;— . Ich kann daher schreiben:
w
% = cos iz (0) -+ si t‘(”)
= coswtz(0) s1nwz2—w.

Da wir also z durch 2 feste Vektoren ausdriicken kénnen,
muBl 2z bei veranderlichem ¢ eine ,.ebene’* Kurve beschreiben,
und zwar als Schnitt mit dem Kreiszylinder eine Ellipse. Die
Projektion auf die Ebene &, ¢, ist wieder eine Ellipse, die auch
in eine Strecke ausarten kann. Ist speziell noch k, =k, und

7T . . . . . .
#y My =g, 80 ist die Projektion ein Kreis.

§ 2 auyi+cunyr+ @y =0,
a21Y1 + e Ys + Co2 Y2 =0.
Diese Differentialgleichungen sind die Differentialgleichungen

der gekoppelten Schwingungen bei Beschleunigungskopplung.
a,, und ay; sind die Kopplungskoeffizienten. Ich mache den Ansatz ;

Beschleunigungskopplung

1 Yy = r ksin(x + wi),
Yo = o ksin(x -+ wt).

Dadurch gehen die Differentialgleichungen iiber in folgende
homogenen Gleichungen fiir »; und 7,:
2) (= @ 0% + ¢11) 11 — G027y =0,
— Oy WP 1y + (— Gy + Cyp) 7y =0,

Sie sind nur 1lésbar, falls ihre Determinante verschwindet.
Daraus folgt fiir w? die Gleichung:
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—a w2+ ¢ — a1, 02
(3) 11 11 12 —0.
— gy W? — O 0 + Cyy
(32) (@1 Aoy — @y Gay) W* — (g1 €39 + GgpCqq) WP - €199y = 0.

Ich fuhre folgende Abkiirzungen ein:

C11 2 Co2 9 Q19 Aoy
(4) L
an ! QAo " Q11 Az
Dann wird (3a)
(5) (I —a)wt— i+ rm) 0+ 7375 =0.

1 2 9 9 2
6) o =gg gy O+ 7R V0T — 720 + ayiyh).

Ist 0 <a <1, so ist w? reell und positiv. Aus einer der beiden
Gleichungen (2) kann man dann r;, und r, bis auf einen gemein-
samen konstanten Faktor berechnen, Aus der 1. Gleichung (2)

folgt:

7y = -+ a2,
(7) 1 12 ;
Tg = — 03 0% = €y .
Nach (6) gibt es nun zwei nicht nur durch das Vorzeichen

verschiedene w. Ich will sie w; und wy; nennen, Die allgemeine
Losung unserer Differentialgleichung ist dann :

® B ryrkrsin (e + @pt) + ik sin (g + o 1),
Yo = Torkysin (s¢; + @it) + raprkyrsin (¢ + wpr?) .

Ich betrachte nun noch 2 Spezialfalle:
a) Ist die Kopplung schwach (o klein), so ist in (6):

: 5 5 N 2a y2y?
VR — 2 + dayiyh — i — y + oL,
Yr— Y
1 ( aﬁﬁz) ayryir 1
wr = |y )y arnvi 1
! ] T—a\V? T ye) =1 T ey tyon
ay}
=7 +t 572 =y
2(y1— i)
9)

_1/Y (e aﬁy?z)_ ayiym 1
wII'—Vl__.a(?’II %) = 2(73—731)-*— pRess

gy —

120 i)

Ware keine Kopplung vorhanden, so wiirde das 1. System
mit der Frequenz y;, das 2. mit der Frequenz y; schwingen.
4%
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Durch die Verkopplung wird also die groBere Frequenz weiter
vergroflert zu o; und die kleinere weiter verkleinert zu wy;.

b) Ist 92 = y2; = 92, so ist nach (6)
wi’_ 21+1/(;___ yz —,
1—a 1——1/&

(10)
5 1 —Ja y2
wir =7 = = -
1—a 1+47Ya
Nach (7) ist
L= A 7* P @5 7?
an Yl —Aa ! 14 Ve’
1 —
1Y ) Y i (2
2l = St = .
1— }[ a 2 1+ 1/5
Daher ist nach (8), wenn ich den r;; und r,; gememnsamen
2
Faktor ] ”__ i die willkiirhche Konstante ky und den 7
—Je 2
und 7,77 gememsamen Faktor — in die willkiirliche Kon-

stante k;; hinneinnehme 14+ Ya
(12) { Y= Gpo *H- ky s'%n (31 + wrt) + kr s?n (%11 + wnrt)],

Yo = gy Yal— krsin (x; + ort) + kyrsin ez + ont)].
oder mit anderer Bezeichnung der willkiirlichen Konstanten
(13) Y=y _[—{—choswIt—i—LIsiant—}—KHcosa)Ut—i—LHsinwut],
Yo=0ayVa[— Kcoswyt— Lisinw;t+ Kypcos wyt -+ Lysinwggt]

Die Konstanten bestimmen sich aus dem Anfangszustand
folgendermaflen :

Klzl(é/y_)__@:\ L=t (glg_ Y2 )
(14) 2\a;  ay, Va/ 207 \@iy a4

1(@_{_ Y20 >, L 1 <1J£+ Y0 )

= = 1= =
2 \ay, oy Va 2wy \ay, ayy }/a,'

Ist speziell yp0 = 79 = Y59 = 0, s0 ist also-

Y1 =% Yo (cOSwrt -+ coswyrt),

(15)
Yo =1 Y10 I/Mﬂ (cos wyrt — cos wr k)
Q19 Tyg
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§3. anyr+ cruyr + c12y2=0,
Co1 Y1 + o2 Yo + CoaYy2 =0.

Diese Differentialgleichungen sind die Differentialgleichungen
der gekoppelten Schwingungen bei Kraftkopplung.
Durch den Ansatz:

Yy, =11 ksin(x + wt),

Kratftkopplung.

(1

gehen sie uber n:

Yo = 1o ksin(x 4 wt)

(—apn®® + )yt cpry =0,
Cor 71 T (— Q@ - Cop) 75 = 0.

Diese homogenen Gleichungen sind nur losbar, falls

(2)

(3) — ay; 0% + ¢y C12 —0

oder Co1 — Qg 0* + Coy
(3a)  ayy Ay — (@11 090 + A33011) W% + (€41 C22 — €15Cy1) = 0.

Ich fuhre folgende Abkuirzungen ein:

C11 9 Cop 9 C19Coy
4 — = ’ - = y - =
@ a1 ! Qgo " QAyy Aag
Dann wird (3a)
(3) ot — G+ e+ (i — o) =0;

daraus folgt:
(6) @ =0+ 7 £ 3V — i) + 4o

Ist 0 < ¢ < y3y%;, so ist w?reell und positiv. Aus der 1. GL (2)
folgt nun:

(7

T3 = C125
Ty == Oy W% — ¢y .
Die allgemeine Losung unserer Differentialgleichung ist dann
wieder, wie in § 2:
yy = 1y rkrsin(xr - wpt) 4 7y kg sin (e + wprt),
Yo = Torkysin (7 + wrt) + 75 pp by sin (s + oypgt)
Ich betrachte noch 2 Spezialfalle:
a) Ist die Kopplung schwach (¢ klein), so ist in (6):
T e T 5 9 2¢
Vo3 — 7302+ 4o =i — v + =

i— v’

(8)
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N / c c
= 2 —_— = YA EACEY
1 ’/ 7it B—yy 1 T2 i—
(9) — Y .
Wy = V}’%I— R 2 - A R L
vi— Vi 2y (yr— 711

Ware keine Kopplung vorhanden, so wiirde das 1. System
mit der Frequenz y;, das 2. mit der Frequenz y;; schwingen.
Durch die Verkopplung wird also die groflere Frequenz weiter
vergrifert su w; und die kleinere weiter verkleinert zu oy;.

b) Ist speziell p% = y% = %, so ist nach (6)
w3 =72+ Ve,
W=yt —7e.

Nach (7) folgt daher

(10)

711 = T111 = G125
(11) To1 = O3 (7’2 + V—C-) —Cy=+ay VC_:
ryrr = ayy (2 — e) — ey = — ay V.

Es ist daher nach (8)

Y1 = Cyo [+ Ky sin (7 + opt) + kyrsin (xpr + or1t)],

Yo = ayy Ve [— kysin (s + wyt) — kyrsin (xgr + opt)].
oder mit anderer Bezeichnung der willkiirlichen Konstanten:
=c, [+ Kicoswst+Lysinwyt+ Kpcoswpt~+ Lysinwnt],

(12)

(13) Y
y2=a111/(7[—KIcoswlt—LISinwlt—]—KIIcostt—l—Lnsina)Ht].

Die Konstanten bestimmen sich aus dem Anfangszustand
folgendermafBen:

Klzi(_@_ Y0 ) L — 1 (_@/'1_0_ y‘zo_>
G2 ay Ve ’ 2w \ei a7y ’

1 [y 7
(? + Y20 4) ’ Ly— 5 (ﬂ + Jzo/_) ]
12 ayYe Wr Vs ay e

(14)

1
K= 5

Ist speziell y, = 2; = 9, = 0, so ist also:

Y1 = % Y10(cOs ;¢ + cos wyrt),

15 a
(15) Yo = 4 Y10 ‘/_gﬁzi (cos wy;t — cos wyt) .
Qg2 C12
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§4. anYi+ cunyr+ ey + c2y2 =0,
oy Y1 + Co1Y1 + Ao Ye + C22Y2=0.

Diese Differentialgleichungen sind die Differentialgleichungen
fur gekoppelte Schwingungen, wenn gleichzeitig Beschleunigungs-
und Kraftkoppelung vorliegt. Durch den Ansatz

(1) y, =rksin(x + wt),
1Yy = Tokesin(x + wi)

gehen unsere Differentialgleichungen iber in:

(— a0+ e) r+ (— A 0® + ¢4p) 7, =0,

(— gy @2+ C1) 7y + (— A 0® + Ca) T, = 0.

(2)

Diese homogenen Gleichungen sind nur losbar, falls:

— W+ cyy — 0% + €y

— @y W* + 0y — Gy WP - Cpp

(3) —0.

Ich fuhre folgende Abkirzungen ein:

A, = lau a12‘
‘ gy G |
(4) Ay — Gy Cig + C11 Q12
Qa1 Cop Con Aoz
A, = [ Cu Glzf
dann ist: a2
(5) Agow* — Ay0? + 4, = 0.

Diese Gleichung gibt aufgelost:

1 ——
(6) w? = 24, (AziVAg - 4A0A4)'
Aus der 1. Gleichung (2) folgt:
(7) Ty =ta,0®— cp,
Ty = — Oy 0 + €51

Es sind nun folgende Falle zu unterscheiden (vgl. I1§9):
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I. A2—44,4,>0.

I4. AyA,4, haben gleiches Vorzeichen. Dann sind in (6)
beide w reell und die allgemeine Losung unserer Differential-
gleichung lautet, wie im §2 und 3,

(8T 4) ¥y = ryrkysin (% + rt) 4+ ryprkysin (e + o f),
Yp = Torkrsin (7 + wrt) -+ vy kyrsin (71 + wprl) -

IB. A,A4, haben gleiches und 4, hat das entgegengesetzte
Zeichen. Dann ist der Ansatz (1) nicht mehr brauchbar. Es
muf} an Stelle des sin der @in treten. Die allgemeine Losung lautet:
8I1B) 1= 7k &in (s¢p + wrt) + 1111k Sin (eepr + wprt),

Yo = Tark; Gin (27 + w1t) + 1ok Gin (2 + wprt),
oder es mub} je nach den Grenzbedingungen an Stelle eines &in
oder beider @in der €of treten. An Stelle von (6) tritt die Gleichung
1
T 24,

IC. A,4, haben ungleiches Vorzeichen. Dann ist in (6) ein
Paar o reell, ein Paar imaginar. Die allgemeine Losung lautet:
810 Y1 = ryrkrsin (e + wrt) 4 1k &in (e + oyt

Yy = Tarkysin (¢ ++ r?) - rop1 by &in (37 + ogr 1) -

Die Bedingung A3 — 44,4,>0 kann man auch durch die
folgende ersetzen: Es mull a,, = a,, und ¢;, = ¢, sein und der
Ausdruck [vgl. § 6 (7)]

2B (%,y) = ap @ + 20,5y + apy?
muB emne nositive Form sein, d. h. er darf fiir keinen Wert von «
und y NuH oder negativ werden. Der Beweis ist genau so, wie
er in III, § 3 fiir 3 Differentialgleichungen durchgefuhrt wird.
Die Bedingungen, da3 ¥ eine positive Form ist, sind:
a; >0, Ay >0,
Oy Ggy — >0
II. 43—44,4,<0.

Statt (1) miussen wir hier den folgenden Ansatz machen:

(6 .B) w? (— 4, + VH—ZAOALI)'

Y= lee"t,
Yy = 1y ke,

(1 II)

Fiir die weiteren Rechnungen vgl. § 8, in dessen Differential-
gleichungen die unseren als Spezialfall enthalten sind fiir
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by = by, = by = by, = 0. In der allgemeinen Losung § 8 (8.4)
st daher f; = —f;; und w; = w;; zZu setzen.

Ich will nun die Gl. (6) noch geometrisch diskutieren. Ich
fuhre folgende Abkiirzungen ein (vgl. (4) in § 2 und 3):

Cu Co2 19 Qg1 C12Ca1

2 2
=V ——=7u =20, ——==c
(9) Lot oo @1y Qg G131 oy

Q91 Cy2 Q19 Co1

>

=b.

Q11 Ay Gy Aoy
Dann ist nach (6)

1 9 B 9 2
10)w*= 5 g i 7i—= b4 iy —bP —4(l—a) Girh—o)

Es ist nun von besonderem Interesse, in welcher Weise w?
abhangt von den Frequenzen »} und y2;, die vor der Verkoppe-

lung bestanden. Da »% und y% in (10) symmetrisch vorkommen,
geniigt es, die eine Abhangigkeit zu betrachten. Ich setze:

2(l —a@)w? =y,

2 _
Yir==%.

<Y
)

(11)
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Dann wird (10):
(12) y=z+ oty + 280+,
& =yi—b,
(13) p=2ayi—yi—b,
y=0I—bF+41—a)c.
(12) stellt eine Hyperbel dar mit den beiden Aymptoten
y=2z+a+p,
Yy = o —f.
Zu den verschiedenen y gehdren also verschiedene Hyperbeln,

die alle dieselben Asymptoten besitzen. Der Schnittpunkt der
Hyperbel mit der a-Achse ist:

y — o
2(x —p)
Es sind 2 Falle zu unterscheiden:
I. y=p? Es gehoren zu jedem = 2 reelle y. Ist v <z,, so
ist ein y pos. und ein y neg. Ist x> %,, so sind beide y pos.
II. y <p% Es gibt ein Intervall x; bis z,, in dem keine
reellen y existieren. Die Grenzen dieses Intervalles sind:

}=—ﬂiffii

Ist # <z,, so ist wie in I ein y pos. und ein y neg. Ist
xy <@ <, so sind a) beide ¥ neg., wenn z, und z; < — & und
b) beide y pos., wenn z, und z, > —o. Ist x> x,, so sind beide
y pos. Die Abb. 22 ist gezeichnet fiir den Fall x> 0f <a?l).

Xy =

y
Lo

§ 5. Geometrische Deutung der Resultate.

In §4 (8 I 4) haben wir Schwingungen vor uns, die sich aus
2 einfachen Schwingungen zusammensetzen, also von folgender
Gestalt sind:

(1) y=yr+ yu = krsin ey + w;t) 4 kyysin(sy; 4+ ogt).

Man kann sie in @hnlicher Weise geometrisch deuten wie die
einfachen Sinusschwingungen in I, § 1. Ich betrachte also den
Vektor (Abb. 23):

(2) =25 + Ry = kl ez by + oo 1) + kn' ez e+ eoprt) .

1) Vergleiche die Hyperbel in der Abb. 4 der Wien schen Arbeit.
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z; ist ein Vektor, der sich um den Koordinatenanfangspunkt
mit der Geschwindigkeit w; dreht. Der Vektor z; fithrt nun
2 Bewegungen aus: 1. dreht er sich um seinen Anfangspunkt
mit der Geschwindigkeit w;; und 2. bewegt sich sein Anfangs-
punkt auf dem Kreise um O vom Radius &;. Der Endpunkt von =z
beschreibt dabei eine Epi- oder Hypozykloide, je nachdem ow;
und w;y; gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen haben. Man
kann nun so fortfahren und zu den 2 Schwingungen noch mehr
hinzufugen und erhilt dann Zykloiden hoéherer Ordnung. Man
sieht hier einen Zusammenhang zwischen der Darstellung perio-
discher Bewegungen von Himmelskérpern durch Zykloiden nach
Ptolemaus und der Dar-
stellung periodischer Funk-
tionen durch trigonome-
trische Reihen nach Fou-
rier.

N

Abb. 23. Abb. 24.

Man kann die Gleichung (2) aber auch noch auf andere Weise
interpretieren.
Ich fuhre neue Buchstaben ein:

%1+ %pg oy + oy
k1=kl+kII9 %1=_2—, a)1=—-2———-,

3) » x ) w
T — ¥I1 1 — 011
k2=kl—kll' xzz_ﬁ___.__z , CU2=———_2——'—,
@) np =y + %3, wr = w; + w,,
"= % %y W = Wy — Og.

Die Gl (2) kann ich dann schreiben:
2 = [kI e’b("z"l‘ﬁ’zt) + klle—'i(?'z‘l'wzt)] e@("l + oy t) s

2 = [k cos (35 ++ wyt) + ¢ kysin(sy -+ wyt)] et aterd),

(3)
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Der Ausdruck in der Klammer stellt eine Ellipse mit den
Achsen k&, und %, dar. Der Endpunkt von z durchlauft die Ellipse
derartig, dall der entsprechende Punkt P auf dem Kreise mit
dem Radius k; mit der Geschwindigkeit w, lauft. Ist w, =0,
also w; und w;; entgegengesetzt gleich, so hat die groBe Achse
der Kllipse die feste Richtung »,. Ist dagegen w; =0, so dreht

sich die Ellipse mit der Geschwindigkeit w, (Abb. 24).
Ist z. B.

]CI=-2]{I, xy = 5 COI=—|—].30),

ky==~%, ®ip =
so ist die Gl (1)

y=2kcos1l3wt + kcosllwt (s. Abb. 25 u. 26)
Nach (3) ist:

wu=—11a),

CIERSIE]

DRl

by = 3F, xlzg, 0, =w,

ky=1F, %y =0, wy,=12w.
Die GI. (5) wird daher . (1) ot

2= (8kcos12wt + i ksinl2wit)e *°

w 1. 12

SO o
B

oreSanl

] 77525
27 NN

WALy

Abb. 27.

Der Endpunkt von z beschreibt dabei die Kurve Abb. 27.
Die Abb. (26) stellt sogenannte Schwebungen dar, die um so
ausgeprigter sind, je weniger k; und k;; voneinander verschieden
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sind. Ist k; = k;; = k, so entartet die Ellipse von (5) zu einer
Strecke und (5) geht uber in:
(6) z = 2kcos (¢ + wyt) etlrrt o),

w1 72

24 73 2
Abb. 29.

Daraus folgt eine neue Darstellung der Schwingung (1) namlich.
) Y = Yy Yy = 2 kcos (x, -+ wyt)sin (3, + w,?).

Im obigen Falle ist:
(1Y  y=rk(cosl3wt -+ cosll wt). Siehe Abb. 28 u. 29,

6) z—=2kcosl2wie (5490 Siche Abb. 30,
(7Y y=2kcosl2wtcoswi. Siche Abb.29.

In §2und 3 (15) hatten wir auBer einer Schwingung der
Gestalt (1’) noch eine Schwingung:

(1) y=k(—cosl3wt-+ cosllwt).
Es ist daher: 3n
%l="‘2—: Hy =TT,
T TT
%II=?: 7‘52:’?9

(7 Y=y Y, = 2ksinl2wisinwt, siehe Abb.31.
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Schwingungen (1) und (1”) haben nach Abb. 29 und 31 die
Eigentumlichkeit, daf die eine immer dort ihre grofiten Werte
annimmt, wo die andere die kleinsten hat und umgekehrt.

Man kann also nach (1) und (7) die Summe zweier Schwingungen
Y7 + yir ersetzen durch das Produkt der Schwingungen w,y,.
Manchmal ist auch der umgekehrte Weg praktisch, das Produkt

Y= Y1 Yo = kysin (e, + o,1) kysin (2, + w,1)

durch eine Summe zu ersetzen. Zu diesem Zweck schreibe ich
die obige Gleichung folgendermafien:

y == ky sin (%, + 1) ky cos <z2 — —g— -+ w2t> .

Ty 2z

1
@ i
ll
1
)2 |
SN
/]
A, L7 ks x, \\ I
[ "' e
<7 ¢
<7
Abb. 32,

Dann ist nach (4):
¥ =Yy + yu = k[sin (% + wrt) + sin(xpr + ont)],
ky ko

7
70=—2—, wp =yt % — 5 wp = Wy 4 @y,

T
211231—”2“{"“2—, Wy = 0 — W,

Fur die Anwendungen ist besonders wichtig das Integral
f Y1 Yo dt. Schreibe ich nun herfur f yrdt -+ f yrrdt, so erkennt
man sofort, daB im allgemeinen das Integral Null sein wird.
Eine Ausnahme bildet nur der Fall: 0, = w, = w, denn dann ist:

wr=2m,

wp =0,

-

fylg/zdt =fyudt =f7csinzndt = 2 Ty ey 008 (3, — 7).
0 0 0
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Das Integral verschwindet also nur dann, wenn s, — %, = 90°.

Ist z. B. ky=3%, x#, = 30°,
by = %y = 0°,
so ist k= % »y = — 60°,

xyp = 120°. Siehe Abb. 32.
Flieflen z.B. in der Spule eines Dynamometers 2 Wechselstrome
Jy =|Jy|smn(x; + wyt) und I, =|J,|sin (%, + w,t),
so ist die Ablenkung proportional:
f Jy - Jyds.

Habenalso diese beiden Wechselstrome verschiedene Frequenz,
so findet keine Ablenkung statt.
Haben sie gleiche Frequenz, so ist:

T
/J1J2dt=”z‘lJlHszCOS(’ﬁ*”z)
0

§ 6. Die Lagrangeschen Gleichungen: 1., Form.

Es sei B eine Funktion von ¢, 9, und V eine Funktion von
Y1, Y. Ich entwickle beide Funktionen nach Potenzen und
breche die Entwicklung nach den quadratischen Gliedern ab:

oF oF
B— E+()m+%ﬁ%

6t E 2 . 02 E
+§K§};> dit2 ((9y10J) Jl‘%+(8 ) Jz}

oV
V—V+(U%+G§a

(1)

Y,

8217) < a2V > <52V)
+§[<@? ¥+ 2 ——“10%0%2/24‘ ’@‘OZ

Nun bilde ich die Gleichungen:

@)

d <0E> av

9t \o E R
3) Y1 Y

0 <6E’) ov -0

ot 07 + ‘9?/2 '
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Es ergibt sich:

62E> < 0t E > . <0V> (02V> ( oy )
(01/% bt 097, 07, 02/2—!— 0¥/ + oyi oy1+ 9y, 0%,/ Y2

02F ) . <02E> . <0V) ( o2V ) <02V)
- - - — =0.
(0010% 0?/1+ s va 9y, o+ 09,09, 0% + 03 V2=

Vergleiche ich diese Gleichungen mitden Differentialgleichungen
§ 4, so ist:

2 . a
22 (-0
6?/1 0 8y2 0

02E 02K 02F
T = Q1 FH o = Mgy T A
9yi 91 04,09,

O Ner ey a2y
a3 T 8y, by,

. Ist also a,, = a,; und ¢,y = ¢y, s0 lassen
sich die Funktionen

E = a3 + 2 a150: Yo + @903,
V=rcuyi+2c41Ys+ Coa¥s,

aufstellen und damit die Differentialglei-
chung § 4 auf die obige Form (3) bringen.

Bei mechanischen Schwingungen ist £
die kinetische Energie, V das Potential und
die Gl (3) sind die Lagrangeschen Glei-
chungen (Hamel: El. M. Nr. 329).

1. Es sei bei dem Doppelpendel der
Abb 33 T, das Triagheitsmoment des 1. Glie-
des um den Drehpunkt D, und 7', das Trig-
heitsmoment des 2. Gliedes um den Drehpunkt D,. m; und m,
seien die Massen der beiden Glieder. Dann ist:

(8) 2E = (T, + my b3) @f —+ 2 (aybymy cos f) o1 @y + T 33,
(9) V=—myga,cos(x + ¢;) — myg[bycos (f + ¢;) + a,cos @,].
Nach (1) und (2) st daher
(10)  2E = (T + myb3) @i + 2 (a,b,my cos B) @y @ + To 93,
(11) V = — (my a,cos & + myb, cosf -+ myay) g
+ (m, a, sinx + myb, sin f) g ¢,
+ 3 [(mya, cose - m,bycosf) g pf + myayg il

Schneider, Differentialgleichungen. 5

(7)
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Soll die Lage « f die Ruhelage sein, so mu83 der 2. Summend
von V verschwinden, denn

My @ Sina -+ myb,sin f
my + my

ist die z-Koordinate des gemeinsamen Schwerpunktes S. Bei
der Ruhelage muBl aber xg = 0 sein. Damit sind die GL (5) er-
fullt. Rechne ich ferner die potentielle Energie nicht von der
durch D,, sondern von der durch S gehenden Horizontalen aus,
so verschwindet in (11) auch das 1. Glied. Dieses Glied ist auf
die Gl. (6) ja auch ohne EinfluB. Ich kann daher schreiben:

Zg

(12) 2V = (m,a, cos & -+ myb,cosf) g o + m,a,g @}.
Liegen D; D, S; in einer Geraden, so ist &« = =0 und
die Gl. (10) und (12) werden
(10a) 2F = (T + myb3) @F + 2a,b,m; ¢y @ + T2 43,
(12a) 2V = (myay + myby) g 9t + maay g 3.
Dreht sich speziell das 1. Glied um seinen Schwerpunkt (¢, = 0)
und ist b, =a,=a, T+ mybi=T,, so ist
(10Db) 2E = Tyqi + 2a®mypy 9y + T3,
(12b) 2V =myag i + myag g3

Wir haben dann den Spezialfall § 2,b) (Hamel: El. M. Nr. 310).

2. Ich will nun noch ein
2. Beispiel anfithren, welches
zeigen soll, daf die Verkopp-
lung zweier Schwingungen
auch eine derartige sein kann,
daf die Ausdricke (7) keine
einfache physikalische Be-
deutung haben. Hangt nam-
lich an dem 1. Korper noch
" ein 3. wie etwa bei der Wage,
so ist ganz entsprechend zu
(10) und (12) (Abb. 34)

28 = (T') + myb5 + mg b3) ‘77% + Tz‘igg + T3 43

+ 2 (ag by m, CO8 fy) Py @y + 2 (azbymy cos B3) @1 @3,
2V = (mya; cos & -+ my by cos By 4 mg by cos fB,) g ¢

+ myayg @3 4 myazg @3 .

Abb. 34.

(13)
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Wir bekommen dann 3 Gleichungen von der Form:
G11 @1+ G P+ G Py + A Ps =0,
(14) l g1 P+ Uop Py + Conpp = 0.

Ug1 P1 + Ag3P3 + C3303 =10
Hierbei ist:

ayy =Ty -+ myb} + myb3, a1 = aybymycosf,,
(18)  agp=T,, ty3 = agbzmgcosfy,
Ggg=Tj.
¢y = (my ay cosx 4 myb, cosf; + mgbycosfs) g,
(16) Cog = My 0y,
Cg3 == M30q39 .
Setze ich

(17) myay cosx + my by cos By + my by cos Py = y* (my + my + my),

so ist g die Ordinate des Schwerpunktes der ganzen Kette, wenn
ich mir die Gewichte m,g und myg in D, und D, konzentriert
denke. Ist y* = 0 (astatisches Gleichgewicht), so ist nach (16)
auch ¢;; = 0. Die Gleichungen (14) lauten dann

Q3 Q1+ e Pp b ay35 =0,
(18) Ggy Py ~F Gga Py + Coo 02 = 0,
Qg1 Py + A3y Py + 3303 = 0.
Aus diesen Gleichungen kann man {; eliminieren
(@11 @z — @) P2+ @11 €, o — 12 013 P5 = 0,
(@11 @33 — @fs) Py + @y Ca3 3 — G123 P = 0.

Das ursprungliche Problem von 3 Freiheitsgraden ist also auf
2 Freiheitsgrade zuriickgefuhrt, und zwar ist:

(19)

~ R a
A1 = Qg1 0gp — Qg3 C11 = 0110225
~ 2 a

(20) Qoo = (13 A3z — i3, Cog = Q11 C33 5
~ ~
Ayg == U9y = — Q1303.

Auch hier kann man, da @, = @y, die Ausdrucke (7) bilden,
sie haben aber keine einfache physikalische Bedeutung.
Ist die Gelenkkette symmetrisch, d. h. ist a,= a3, b, = b,
My =My, Ty==Ty5, B =—p, so ist:
5%
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Gy = gy = (T} 4+ 2myb3) Ty — a2 bimicos?fB,,
€1y = Cop = (T + 2my ) mya,yg,
8yp = Gy = — (@ bymy cos )2

Wir haben dann wieder den Spezialfall § 2b.

Vgl. Felgentrager: ,, Theorie, Konstruktion und Gebrauch
der feineren Hebelwage‘ (Teubner 1907); Pflieger-Haertel:
,,Uber die kleinen Schwingungen einer dreigliedrigen ebenen Ge-
lenkkette, zugleich ein Beitrag zur Theorie der einfachen Hebel-
wage** (Diss. Jena 1914).

3) Gleichungen von der Form § 2 erhidlt man ferner, wenn
ein Stab, dessen Masse vernachlassigt werden kann, von 2 Massen
m, und m, belastet wird. Ks ist dabei:

¢11 = €93 = Elastizitatsmodul - Tragheitsmoment des Stab-
querschnittes,
Oy = %My, Qo == Xyp My, Oy == Hoy My, Ggy = Xy My

Die » heiflen EinfluBzahlen. Sie hdngen von den Auflage-
bedingungen ab. (Lorenz, T.Ph.IV, 192)

4) Ein Problem, bei dem Kraft- und Beschleunigungskopp-
lung gleichzeitig vorliegen, ist der Schlingertank nach Frahm
(Hort, T. Schw. § 121)

§7 anyi+ enyr +01292=0,
bo1 Y1 + @2y + C22y2 = 0.

Diese Differentialgleichungen sind die Gleichungen der Ge-
schwindigkeitskopplung. Es ist hier am besten, die Lésung in
komplexer Form anzusetzen:

gy = r ketton,

Yo = ryk oD,

(1

Es ist dann sowohl der reelle Bestandteil von (I) als auch
der imagmare eine Losung. Setze ich (1) in unsere Differential-
gleichung ein, so ist:

(—apw?+cy)r + byiwr, =0,

(2) .
byt 1y + (— 0?4 cop) 7, = 0,
(3) I[ —ay w? + ey bzt | -0
bytw — 307 + cyy ,

|
!
(3a) @y a9 @ — (@11 Cop + AgpCyy — bi3byy) 0 + Cq1C95 = 0.
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Ich fithre folgende Abkiirzungen ein:
(4) o e ) 2 bys by —b.

= V71> — =i
(211 Qoo Qq1 Aoy

Dann kann ich (3a) schreiben:
(5) ot — i+ — b @+ yiyir =0,
aufgelost:
6) @=30F+ru—0L3V0I— 2 —2b (74 1) + b2
Aus der 1. Gl. (2) folgt nun:
r= —bptw,
To = —apw® + ¢y .
Die allgemeine Losung unserer Differentialgleichung ist:
Yy = rirkp € IO gy gy by ev et eny
Yo = Torky et Hor) - py kg et ent)
Ich betrachte nun 3 Spezialfille.
a) Ist die Kopplung schwach (b klein), so ist in (6)

(7)

(8)

]/( ‘711)"—217 71+711)+bz—71_7u b}’;’l“?u

Yr — 7‘})‘1,
» |/ _ b - b
(9) " 711 2(}?) — %)’
Yir
Wi = T‘— = —T"——.
11 ] 7+ o v+ T — %)
b) 7% = VH = y? b L
(10) w? = y? 7i7]—4by2+b2

oder bei schwacher Kopplung (b,, klein')
W=y +yY—b

(10a 1 ——
) w=7+5]—0.
Ist speziell b, = — b,; und ist a;; = a,, = @, so ist
w? =2y _b2_1
(10b)

lbﬂ
ifa'
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Nach (7) ist daher in erster Annaherung:
rip =711y =byty,
Tor = — y by Torr = + 7 by -
Es_ist daher nach (8), wenn ich den allen r gemeinsamen

Faktor yb, in die willkiirlichen Konstanten % hineinnehme und
dann zu reellen GroBen iibergehe:

Yy = krsin (7 + wrt) + krpsin (3¢ + wyg?),

Yo = kycos (s -+ wyt) — kyycos (357 + wprt).
©) y71 =0 (cyy = 0).
Aus (6) folgt dann

(11)

wi=7y1—"b,
wir=0.
Aus (8) folgt dann, da mach (4) — a;; %+ ¢y = a4y, b ist,
Y1 = byprkysin (s; + w;t) = by wr(Kpcoswyt + Lysinwyt),
Y = a1 bkrcos (s + wpt) + k=04, (Lycosw t— Kysinw; )+ K.

Die Konstanten bestimmen sich aus dem Anfangszustand
folgendermafen :

Y10 Y10
KI = b ) Ll = b 3
12 W1 12 W7
boy ¥
21 Y10
Ki1= 90— B)
Gap W1

§8. an¥r+ b1y + criyr + a2 Yo + b12Ye + c12y2 =0,

a1 Y1+ Va1 Y1 + 21 Y1 + aze Vs + b2 Yo + Caaye = 0.
Durch den Ansatz:

(1)

gehen die Differentialgleichungen uber in:

@) fin()ry 4+ fia(n)rg =0,
. far ()1 + foa(m)ry = 0,

wobei:

(2a) frn)=an?+bn+c.

Die homogenen GI. (2) sind nur loshar, falls:

f11(n) f12(n)
=0
@) fa1(n) faz (n)

y, = r ke,

Yo = rok e,
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Setze ich (2a) in (3) ein und fuhre die folgenden Abkir-

zungen ein:
A, = Qg1 2
A1 Ao
A, = Q11 byp 2
A1 byp by sy
@) A, — | ttgq €1 + €11 gz | + b1y b2
g1 Cag Ca1 Qo b2y bgp
A4, — b1y €12 + | 611 b1z
by Cop | Ca1 Doo
A, = €11 C12
Ca1 Ca)
so kann ich schreiben:
(3) Agnt + A;n3 + A0+ Agn + 4, =0.
Aus der 1. Gl (2) ergibt sich dann:
) ry = +f12(n) P
ry=—fn(n).
Bezuglich der Diskussion der Gl. (5) vergleiche den folgenden
Paragraph.

Es sind 3 Fille zu unterscheiden:

A. Alle n sind komplex. Ich setze dann: n = f+ ¢w. Dann
ist nach (7)

1= +[ap(f2 — @®) + byf + (o] + 1w [2a5,0 + by,],
rg= —[ay (FF— 0®) + by + eyl —iw[2ay,8 + byl.

Setze ich nun: rn=4|n e,

so ist ry=—|r|ee,

|| = V[“lz (B% — @®) + b+ c1o + [2a10 f + by 0,

|ro] = Vo (B — @) + by B + P + [2an f + byPo?,
W (2ay5 + byy)

Uyo (B — @0?) + by B -+ c1p ’

0 (2a,p + by)
@ (B2 — @) + by f+ ey

tg oy =
(7a)

tg o, =
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Fiihre ich nun noch statt der komplexen Integrationskon-
stanten % von (1) 2 reelle Konstanten k¢ und » ein, so lautet die
allgemeine Losung unserer Differentialgleichungen :

y1=+|7’111k16ﬂ1t Sin(gll '—i—MI ’—l-a)lt)
+ | roor | b 1t sin (0111 -+ 11 + w1 t),
Yo = —|ror| ks S sm (021 + #1 + wyt)

t .
— |rorr | brr 1 sin (0,17 + %11 + wpt) .

(84)

B. 2 Wurzeln n sind komplex, 2 reell. Die Losungen lauten dann
Yy = ripkp € g kg @t kel sin (o + % + 1),

(SB) n,t n,,t pt
Yo="rorkre” + ropp ke’ + ke’ sin (g, + % + wi).

C. Alle Wurzeln n sind reell. Die Losungen lauten dann

N6 ;b Nyt Nypl
Y=rikie” -t rigkpe® ke ™ -+ ripkwe™

_ 7,8 7,1 Nyt nypt
Yo="rarkie " + roprkyr e - roppr by e M+ vy ke -

(80)

Sind die beiden Wurzeln n; und ny; einander glsich, so kann
man die beiden Partikularlésungen folgendermalen zusammen-
fassen it

Yoo+ Yo =ik + k) e
t
Yar + Yorr = ror (br + kpp) €7

Die beiden Integrationskonstanten %; und k;; ziehen sich also
in eine Konstante zusammen. Es geht also eine Integrations-
konstante verloren. Ich nehme nun zunichst einmal an, die
beiden Wurzeln wiren wenig vonemnander verschieden und schreibe

Ny = Nyt €.
Nach (7) und d=m Taylorsehen Satz ist dann

aflz(”]) azflz(”l)
6%1 5?13 ’

+ &

i = fra (npr) = fru () + ¢
Die Summe der beiden Partikularlosungen ist dann also
Va1 + Yair = fio (ng) Br €'

+ <f12 (nr) + ¢ O (m) + & Ol ULI)) kgpe'tet.

anl (97{“}
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Nun entwickle ich auch noch est

3 o .
Y1+ Y= {k‘z.fm(nz) + kn (flz (ng) + ¢ %2751%1) -+ & ‘ fézn(;l))

(1 L gt + 8242 +'H)}enlt,

y,1+y111={(k1+ krg) f12(n1)+8k11( 611 () _|_f12(n1)t> } ot

Ich fuhre neue Konstanten ein:
kp + by = ky,
€ kII = kz .

Wird nun ¢ unendlich klein, so kann ich mir die willkurlichen
Konstanten k; und kz; derart unendlich grofl denken, dafl &, und
k, endlich bleiben. Die obige Rethe bricht dann mit den hin-
geschriebenen Gliedern ab

0 :
y11+?/111=+{k1f12(n1)+k2< flaz 1) —+ f1a () )}e .
Entsprechend folgt :
3/21—}—y211=—{7c1f21(n1)+k ( + fa ”1))}8 2t

In diesen Losungen kommen nun Wleder die erforderlichen
2 Integrationskonstanten vor.

afﬂ (’I’b])

§ 9. Tabellen fiir die Gleichung 4. Grades.

Nach dem vorigen § hangt die Integration der Differential-
gleichung von der Auflosung der Gl. 4. Grades ab. Die Auf-
losung einer solchen Gleichung ist aber bekanntlich eine um-
standliche Sache und gibt unubersichtliche Resultate. Nun ist
es zunachst von Wichtigkeit, zu wissen, ob die Wurzeln reell
oder komplex sind, denn im letzten Falle kommt eine wirkliche
Schwingung zustande, im 1. Falle eine aperiodische Bewegung.
Diese Frage kann man jedoch nach dem Sturmschen Satz ent-
scheiden, ohne die Gleichung wirklich auflésen zu mussen. Auch
die Anwendung des Sturmschen Satzes erfordert einen ziemlichen
Rechenaufwand. Ich habe die Resultate in der folgenden Tabelle
zusammengestellt, die je nach den Vorzeichen der d. b, ¢ die
Anzahl n der reellen Wurzeln angibt. Verschwindet eine der
Grofien d, b, ¢, so miissen, wie die Tabelle zeigt, noch weitere
GroBen berechnet werden.
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d b c n = Anzahl der reellen Wurzeln der Gleichung
-0 >0 Zg é a* ta ¥t ay i tagr+a,=0
<0 0 wenn zur Abkurzung gesetzt ist:
<0 21b =3al—8a,
d=0 D>0 415, =2(a,a,—6a3)
c+0 D<0 2| by, =a,a;—164a,
640 b >0(2{c =b(Ba;b,—2a,b-+4b,)—45b?2
c=0 b <0 0 1¢c =b(3a,by—agb)—4b,0,
D'=04\|d =cy(byc—becy)—bycy
=075 050
¢'>0 2| D =4a,cc,—8c2+(al—4a,)c?
B0 <0 0| D =b2—4bb,
¢ =0 D”"=0|4 | ¢/ =b}(—azb+2a,b,)+b3(—3a,b;+4Db,)
b=0 D”< 0|2 | D"=4a,b,0,—8b3+(ai—4a,) b?
by >0 2
b, =0 b,<0 0
by=0 4

Sind die Wurzeln komplex, so ist es ferner von Wichtigkeit,
zu wissen, ob der reelle Teil positiv, negativ oder Null ist, denn
im 1. Falle haben wir eine Schwingung mit zunehmender, im
2. Falle eine mit abnehmender Amplitude und im 3. Falle eine
ungedimpfte Schwingung. Auch diese Frage kann entschieden
werden, ohne die Gleichung auflésen zu miissen, nédmlich mit
Hilfe des Cauchyschen Residuensatzes. Da aber auch hier
ein ziemlicher Rechenaufwand erforderlich ist, habe ich die
Resultate in der folgenden Tabelle zusammengestellt, die angibt,
wieviel Wurzeln mit positivem, wieviel mit negativem und wie-
viel ohne reellen Bestandteil vorhanden sind.

Es sind also die reellen Bestandteile aller 4 Wurzeln negativ,
falls >0, a,>0, ¢>0, ¢g<o0,
oder anders geschrieben, falls:

a;>0; a,>0; a; ag a, a; 0
1 a,a,|>0.

0 a,a,

1 a,
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Anzahl der Wurzeln
e ) ! ;)n;st. obne ;Iég reellen Bestandteil der Gleichung
\ —;0\ 3101 |a*4a;2°+ayr®+a,wta,=0
|\ _ 3 10| 1 |wenn e=a,a,—a,
— N n \ T ol 3 g=ai+ala,—a,aa3
0 1121
| — 1 0ls3
I, - + 3 0\ 1
0 11211 ‘
+:0 ‘T—0——3_
_ ERDE
0| -+ 1 10| 3
0 12| 1|
O — 4 100
— + 210} 2
a 0 2 (2] 0
150 2 10| 2
#\M;o\ 21012
I 0o 4|
T n 2 0 2
0 02 2
50 2102
s h I =a3—4a,
0 —30 2 2
0
+ +;0|1 0140

Diese Bedingungen hat Hurwitz auf Gleichung nfe® Grades
verallgemeinert [Mathem. Annalen 46 (1875)].

Die Auflosung der biquadratischen Gleichung mit Hilfe der
kubischen Resolvente empfiehlt sich nur dann, wenn die kubische
Resolvente kein absolutes Glied besitzt. Die Bedingung hier-
fiir ist

a} —4daya, +8a; =0.
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Dieser Spezialfall ist fur uns wichtig, da die beiden Schwin-
gungen dann entweder von gleicher Dampfung oder von gleicher
Frequenz sind. Ich habe die Resultate in der dritten Tabelle
zusammengeschrieben.

§ 10. Die Lagrangeschen Gleichungen 2. Form.

Es sei E eine Funktion von vy, Yo T1> Y und K,, K, seien
Funktionen von ¥, ¥y, Y1, ¥s» ¥1» ¥,. Ich entwmkle nach
Potenzen und breche die Entwicklung von E nach den quadra-
tischen Gliedern, die Entwicklung von K, und K, nach den
linearen Gliedern ab.

B =H,+ <‘§§;)0y‘+ (%f;)yﬁ (gi) G (ji) &
o g oE)
| e
+( ) g+ (aylay2)0”1y2+<aJ>)J’+2(6y10J1) i
. Ker(aK) 1+(6K> "
L] e
K,= K20+<K) 1+(aly{)yz

0K,

Ay

oK,
09,

+(55:

)+ (o) o (G

Nun bilde ich die Gleichungen

d(&E) O0E

\ ai\ay) "y, T

@ 9(0F)_OF _
dt\oy, 9y, %

ot ()
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(4)

(6)

II. Kap. Systeme von 2 gewohnlichen Differentialgleichungen.

Es ergibt sich:

(e o R 2
K o B
9 09,09, 0y, 69, Y 09,99, 0J2

~(550),~ ()= (eams)

9y:/4 0 h 9y, 0y, cwy2

02 F ) . 02E ) .

ay Y — (aylay.‘ Uo =K,
02K\ . 02 ) ( 02K ) ( 02F >
<f’)—7“‘§)oy2+(\0y Tyaoie T \ag,ap.),

0F

0
( ) (02E> < 02E )
0y3 b2 0y, 0y, oyl
02K )
9 — ]y, =K,.
<8y20y2) Y2 (87/203/1 oJ1 :

Vergleiche ich diese Gleichung mit der Diffgl. § 8, so ist:

O)

oF
(03/) + K1 =0,
OF
(ay) + Kpy= 0.

B
Ya'o 2 0y, 04,0y \0y, 09,/ 99
0

0
_@@) (%) — ( B ) (%) _
93 /o Yolo 109 0y /,

Bei mechanischen Schwingungen ist £ die kinetische Energie
und K, K,sind die Lagrangeschen Kraftkomponenten (Hamel:
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0 0K
Bl M. Nr. 329). Ist (—El) =< ,2) =0, so ist nach (B)
99 /o 09y /o

by, = —by;. Das ist in den folgenden Beispielen der Fall.
1. Raumtliches Pendel (Hamel: El. M. Nr. 67). Esist (Abb. 35)

E=4mPant(a+ g9 (@ + ¢+ 4mP gt
(8E> = ! mPBwsin2«,
0

8py)e 2
0t F
23] -
0pi/e
7 02
(7) (6£> = ml2 w2cos2 x,
170
02 E
( B >=mlzcosin2(x,
9y 0y /g
K
<6<p2> = mP?sin’a,
270
K; =—mglsm(x + @)
(8) Ky = —mglsinx,
(o)
= —mglecosc.
01/, Abb. 35.
Nach (5) und (6) ist daher
o=)/Ls
lecos o
ay,=ml?,
(9) 2 )2 b . mglsinzfx
¢ = —mPw cosZoc—I—mglcosoc—m—
@, = ml?sin?x,
\ blz=—bzl=—~mlzwsin2(x=—2mlsinoc]/glcosoc.

2. Schiff mit Schiffskreisel (Hamel: El. M. Nr.332, Hort:
T. Schw. §83, Foppel: T. M. VI, 220).
3. Elektron im magnetischen Felde (Hort: T.Schw. §121).
4, Zentrifugalregulator (Hort: T. Schw. § 60).
5. Schwingendes Luftfahrizeug (Hort: T. Schw. § 70).
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§ 11. Lose Kopplung.

Ist f,, klein, d. h. die Kopplung lose, so schreibe ich ef;,
statt f;,. Dann lautet die charakteristische Gleichung nach §8 (3)
(1 F(n) = f11(n) fa2 (n) — €f12(n) fo; (n) = 0.

Die n sind von ¢ abhangig. Ist ¢ klein genug, so kann ich
schreiben

dn
®) m=mot ()
wobei n, eine Wurzel der Gleichung
(3) Feog=f11(n)f3e(n) =0
ist. Statt (1) kann ich nun schreiben
oF
(4) Feeot (0) =0,
der e /=0
"5 (aF> o
(5) 0e oo =0
Nun 1sb: nene
oF of 0fy\ dn
(6) (E)S:OZ (fn—aff‘*‘fzz—a;—l)%“fmfn-

Setze ich hier n, ein, so ist wegen (5), wenn ich die ent-

stehende Gleichung nach S quflose:

de
(7) ﬂ = T12 (1) f21 (1)
d 05y 0fy :
‘ f11 (1) (—Tfn )n + fo5 (ng) ( 8fn )n

Die Wurzeln von (3) sind nun die Wurzeln 74, von f, (n)
und 7y, von fy, (n). Daher ist

dn F1a (4) T, (14)
7 anm 12 (My9) 751 (79 )
(7a) de faz (M10) (2 gy myg + byy)
(D) dn, - T1a (mag) fag (1150)

de t11 (mag) (2 @g3 Mag 1 byy) '

Da (7a) und (7b) ganz gleich gebaut sind, kann ich mich im
folgenden auf (7a) beschranken. Kommen in beiden Freiheits-
graden wirkliche Schwingungen zustande, so sind n, und =,
komplex

(8)

Nyg = 1o -+ 1 @y,

gy = Pyg 1 % gy,
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wobei By wy, Dampfung und Frequenz der 1., Sy, w,, Ddmpfung
und Frequenz der 2. Schwingung vor der Verkopplung sind.
dn,

€
kopplung mit der 2. erfahrt. Es ist nun von besonderer Wichtig-
keit wie diese Anderung von w,,, d. h. der Frequenz der
2. Schwingung, abhdngig ist. w, kommt nun in (7a) in dem
Gliede fy (n,4) vor. s ist namlich

fas (n1g) = @9y Mip =+ bygyg ~+ Cuo s

b c

292 . 22 2 2
= —2pf; — = f3 -+ wi-

Qoo Qo2

Setze ich also (8) in f,, (ny,) ein und trenne Reelles und
Imagindres, so ist
9) foz (Ry) = P +1Q,
wobei
(10) P = ay@3) + os[(Br0 — f20)* — @lo]; @ =20, (10— fag) W10-

Statt also die Abh#ngigkeit des Ausdruckes (7a) von wj, zu
untersuchen, kann ich zunachst einmal die Abh#ngigkeit von P
untersuchen. Setze ich noch:

ist die Anderung, die die 1. Schwingung durch die Ver-

f1z (710) fa1 (0) .
11 heMaolfnlo) _ g g,
1) 2 a1 Mo + by +e
dn;, R+418
(12) Te ~P+iQ’
(13) dﬂl_PR+QS da)l__P;S’-—-RQ

- PEr@’  de T PFQ

Die beiden Ausdriicke sind ganz shnlich gebaut. Stelle ich
sie graphisch als Funktion von P dar, so erhalte ich folgende
Kurven (Abb. 36):

Tst speziell B = 0, so ist [Abb. 371)]

dp _ QS8 doy_ PS
de P4 Q% de P4 @
Um R zu berechnen setze ich
fia (m19) = fi2 + 12,
for (10) = fo1 + 2 f51 -

1) Vgl. die Abb. 3 der Wienschen Arbeit.

Schnei1der, Differentialgleichungen. 6
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Ferner folgt aus fi; (ny,) = 0:

_ by
/310 9 @y b

9
w2 — ‘n biy
0="""7T"735"
an 4oy

an
de
r—ﬁvm;z g Rh5E IW
B H_Hﬁj N P
R (L L
3 Abb. 36
r

T,
S

P
le—p) 0.
N 14 14
Abb, 37.

Nach der 1. Gleichung und (8) ist:

2 a3y 1y + by =200y w44

Daher ist
R4 ig = fela—fals) +ilfiafh +fiafa)
24 ayq 04,
o fiefa+ fafy

2051wy

2 a1 1
Die Gleichung R = 0 ist also erfullt, wenn

[2 1519 + D12] [@01 (Lo — i) + by Pro + €21l
+ [2 a9 1o + bor] @15 (Bl — wio) + by Bro+ 0l = 0.
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§ 12. Geringe Dimpfung.
Sind die b klein, so will ich sie mit ¢ bezeichnen. Ich setze
dann zur Abkurzung and 4o — ? ),

f(m) =fn) + ebn.

Die charakteristische Gleichung lautet dann
l/f\u(n) + ebyn ]?12(”) + &by _
?21 () + &by n fos(n) 4 €byym

Ist ¢ so klein, daB &2 vernachlassigt werden kann, so ist

so daB

ny  F=

dn
2) n=1tw -+ (ds)e so,
wobei ¢ w eine Wurzel der Gleichung
(3) Fs:O(n)=O>
ist. Statt (1) kann ich nun schreiben:
d
@ FeTsot (3 _ce=0.
ele=g
oder: ( B o
(5) CE
n=1w
Die Gl (3) ist in § 4 ausfithrlich behandelt. Nach (1) ist
© (6 ‘dfll—l—bun f12+b12n . df f11 fu l
B = d
de/c—o ] . 21_*_172l f22+b22 ’
f21 f22
Nun 1st

fA_ df dn dn
de  dn de = 2an de’
Daher ist nach (5) und (6)
dn dn
2‘7”11% + by 2“12%4‘ bys
far GG ) faa (6 0)
fun G ) fie i)
dn dn
2C‘zlﬁ + by 2ap de + by
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dn by foy (1) = bygfay (10) — by fro () + by iy (i)
de 2[“11]?22 (tw) — “12?21(1'0’) - az1?12(iw) + “22?11(“0)]’
dn — @2 (D11 89y — Dys gy — by @5 + Dyyyy) — (b1 Cap — D15 Cay — by G154 bypcyy)
de — 40? (@11 Gy — Oyp091) + 2(@y1 Coy — G150y — g1 1y U Cyy)

Dieser Ausdruck ist reell. Wenn also die & klein genug
sind, andern sie die Frequenz w nicht, sondern bewirken nur
einen Dampfungsfaktor. Ich setze zur Abkiirzung

a b b, a
4, — 11912 nfe |
@1 b3 b1 Qo
byc ¢y b
- 11 612 et
b1 Con Co1 bog
Dann kann ich mit Benutzung von § 4 (4) schreiben
f— w4, — 4,
T —4w?d,+ 24,

Setze ich fiir w den Wert aus § 4 (6) ein, so ist

A
; 2—1]10(442 A3 — 44, 4,) — 4,

£27E 44,4,
A 4 A1A2—2A0Ai
44,7 44,Y45 — 44,4,

Stelle ich diesen Ausdruck als Funktion von c¢,; oder c,,
graphisch dar, so erhalte ich, da A, und A; von ¢;; resp. ¢y
unabhiingig und 4, 4; A, von c,; resp. ¢y, linear abhingig sind,
eine Kurve von der Art

B =

y=a i“bx te .
22 4 ex + d
Sie hat den Doppelpunkt: z = -—g; y = a und die beiden

Asymptoten y = a1-b. Ist speziell 2¢ = b - e, so schneidet die
Kurve die Asymptoten nicht und hat keine reellen Extreme.
Fiir diesen Fall ist Abb. 38 gezeichnet. Ist e <4d, so liegt die
Kurve ganz innerhalb der Asymptoten?). Ist ¢2>> 4d, so liegt die
Kurve ganz auBerhalb der Asymptoten mit Ausnahme des Doppel-

1) Vgl die Abb. 4 der Wienschen Arbeit.
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_/\\ 1a
Y

el
VT

Abb. 38.

punktes, der dann ein isolierter Punkt ist. Die Kurve hat dann
auBerdem noch die beiden Asymptoten z = — % + %1/62 —4dd.

§13. a1 + c11y1 + a2Ye + c12Y2 = Csin (y + wt),
a1 + Y1+ ays + Va2 ye + Co2y2 = 0.

Diese Differentialgleichungen sind die Gleichungen der er-
zwungenen Schwingungen bei 2 Freiheitsgraden, wenn die er-
regende Schwingung eine reine Sinusschwingung C'sin(y 4 w?) ist,
wenn die beiden Freiheitsgrade durch Beschleunigungs- und Kraft-
kopplung miteinander verbunden sind und nur im 2. Freiheits-
grade, auf den die erregende Schwingung nicht direkt wirks, ein
Dampfungsglied by, %, vorhanden ist. Es ist hier wieder praktischer,
das Glied, das die erregende Schwingung darstellt, in komplexer
Form anzunehmen:

A ¥+ CuYr + Gl F oy, = Ceiet,
Uy Y1+ Car Y1+ Gaalfy F ban o + € Ys = 0.
Das allgemeine Integral setzt sich nun wieder zusammen aus

einem partikularen Integral und dem allgemeinen Integral der
homogenen Differentialgleichung. Das partikulare Integral ist

(1)

@ t= e,

Yy = Ty erwl
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Setze ich das in unsere Differentialgleichung ein, so wird
GEo)r, + o), =C0C,
far(Gw)ry + fra(tw)r, = 0.
(/11 (G @) fas (¥ @) — fra(t ) foy (F0)] 7y = + Cfwnlio),
[f1 () foa () — fra (G ) foy (F0)] 7y = — Cfy (tw).
Die | sind reell mit Ausnahme von f,,. Ich setze
(5) fzz(iw)=022—a22(02+b22iw=?22+b22iw.
Dann werden die Gleichungen (4)
(fquzz — frafor + fuabpiw)r = O(f?z + bpiw),
(finfae — frafor + Frabapi@)ry = — Cfpy .
Setze ich zur Abkurzung

(3)

(4)

(6)

0 () 1— f]z?izl —0
frafee

so kann ich die 1. Gleichung (6)
schreiben

(8) (fujzz“ + fi1bpi o)y
= C(fo + boot )

oder

Abb. 39.

~ C .
(9) f22°<f1171'——0‘) = bypiw(C — fu11)>
r, und O sind komplex. Ich kann sie mir geometrisch als
Vektoren in der Ebene darstellen (Abb. 39). Trage ich also von
einem Punkte 4 aus f;;7q, O,g, als AB, AC, AD auf, so ist

BC =C — fyry,

(10) C
DB = f;r, — o

Die Gleichung (9) kann ich dann schreiben:
(11) 220 DB = byyiw BC'.

Diese Gleichung besagt, dafl DB und BC aufeinander senk-
recht stehen.
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Nach (3) und (10) ist
(12) BC =0 — fyyry = fr27s

In der Abb. ist nun leicht zu {ibersehen, wie sich r;, und r,
andern, wenn sich b,, andert, wahrend die f konstant bleiben.
Dann bleiben ndamlich die Punkte C'D fest und B beschreibt einen

G=10

D6=-0

Halbkreis iber C.D. Aus (11) erkennt man, daB fiir b,, = 0 B mit
D und fur by, = oo B mit C zusammenfallt. Der Durchmesser des
Kreises ist

op—ofl_1).
()

In der Abb. 40 sind diese Kreise fiir 6 verschiedene Werte von o
gezeichnet.

Wird z. B. bei einem Wechselstromtransformator der Wider-
stand des primsren Kreises vernachlassigh, so haben wir die
Gleichungen :

dJ dJ.
Ly gy + L =g =Bewt,
(13)
dJ dJ 1
le”ﬁ_ti + Lzzd—; + R22J2 + *;d/szt = O,
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oder azJ d?J. .
14) Lo+ g = Biwe,
(14
dz2J, a?Jd, dd, 1
le‘d?* + Lzzw + Rzzﬁ + F%Jz = 0.
Es ist dann
fu=—Ly 0% fra = — Ly 0%, .
fu=—Lpw?,  fu=—Lyo*+ —,
und es ist a 1 fa 2 Ky,
L?o w?
o=1+ = 1 (Streukoetfizient).
PSP
11 22 K,
Wichtig sind 2 Spezialfalle:
1.}, =0, d.h.
1
9@ = —— (R f tor).
L,,w o (Resonanztransformator)

Dann ist 6 = 0.
2. Ky, = oo (Sekundarkreis ohne Kapazitat)

2
12

o=1—_2_
Ly Ly,

§ 14. @11 y1 + c1y1 + bieye = Csin (v + o),
bo1 Y1 + s Yo + bas Y2 + Coay2 = 0.

Diese Differentialgleichungen sind die Gleichungen der er-
zwungenen Schwingungen bei 2 Freiheitsgraden, wenn die beiden
Freiheitsgrade durch Geschwindigkeitskopplung miteinander ver-
bunden sind und nur im 2. Frejheitsgrade ein Dampfungsglied
b,59, vorhanden ist. Ich gehe wieder zur komplexen Form uber:

Oy 9; + €191 + by = Cer®?

1 . .. .
@ bo1Yy + @ua ¥y + bao¥ip + o0y = 0.

Das allgemeine Integral setzt sich wieder zusammen aus
einem partikularen Integral und dem allgemeinen Integral der

homogenen Differentialgleichung. Das partikulare Integral ist

yl — rlezwt s

2)

Yp = 1y€ %,
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Setze ich das in unsere Differentialgleichung, so wird
fuGw)ry + bptwr,=0C,
boytry + fan(tw)ry=10.
[f11 (5 0) fo3 (3 @) + bygbyy 0?]7y = f55 (1 0) C,
[ (F @) fop (1 0) + bypbyy 0*]7, = — byt C.
Aus der 1. Gl. folgt
— faz (T ) o
fi1 (G ) foz (3 @) + b1y byy 0?

_ (Cop — Qg %) + bppi
(611 — @33 @2) [(Cag — Apa?) 4= byp 2 0] + by by 0®

®3)

(4)

(51

(3)

Ich setze zur Abkiirzung:

‘1 9
_— 7-‘ s
a1 !
[ 5 b, b,
(6) 2 =, e 2o p,
Qoo G131 Tog
boo
2 _p,,
Gag 11
Damit kann ich (5) schreiben:
(7"-1)"[ — o) 4+ biw C

(M) n=

07— o) [(73 — ) + byt 0] + bow® ay,

Tch will den absoluten Wert des Bruches graphisch als
Funktion von o darstellen. Es ist

(7 — @?)? + b} 0?
(77 — 0?) (yzr — @?) + bR + (] — )b 0’
(vt — w?)? + by w?
— R [(Vh— 0?2+ b 0] +[2 (v — 0?) (Yir— 0?) +bw?]bw?’
Ist nun zunachst einmal b = 0, also gar keine Verkoppelung
vorhanden, so ist 1

(9) vl =lnl=rr—

ly > =

8) |yl =
1yl i

| 9| ist nach (8) auBerdem = |y,|, wenn w = 0 oder

27} — %) (i — ) + bt =0,
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Aus dieser Gleichung folgt

10) %= 31+ ok — B0 FVGTF 7 — 30F — 707
Zeichne ich also nach (8) und (9) |y | und |y, | als Funktionen
von w? so schneiden sich die beiden Kurven in 3 Punkten mit
den Abszissen w? = 0, w?, w (Abb. 41).
Ist, wie es z. B. bei der Anwendung
der Theorie auf den Schiffskreisel der
Fall ist, b negativ, so sind die w; und
w, nach (10) stets reell und das Intervall
w; ... 0, wird mit abnehmendem b ver-
kleinert, indem w, gegen y; und w, gegen
yrr riickt. Nun geben |y| und |y,| em
Maf fiir die Amplitude der erzwungenen
Schwingung des 1. Sy-
stems, wie sie mit resp.
ohne Verkoppelung mit
dem 2. System zustande
kommt. Liegt die Periode
w der erregenden Schwin-
Abb. 41. gung zwischen o, und w,,
so wird die Amplitude
durch Verkoppelung des 1. Systems mit dem 2. verringert, fiir
alle anderen w vergroBert. Das Intervall w, ... w, kann durch
Vergroferung von by, b,, erweitert werden.

Fir die Anwendungen vergleiche dieselbe Literatur, die in

§ 10 fiir die freien Schwingungen genannt wurde.

Yol

III. Kapitel. Systeme von mehr
als 2 gewthnlichen Differentialgleichungen.

§1. y1=cuyi+ c12y2 + c13ys,
Yo = Co1 Y1 + Ca2Ya + Ca3Y3s Cpg = Cyp-
Ys == C31Y1 + C32Y2 + C33Y3,
Durch den Ansatz
Y1 = e,
(1) Yy = 19", y,=r,e(p=1,2,3).
Ys = 13",
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gehen die Differentialgleichungen uber in
(6rp — m) 7y F €57 + 1373 =0,
(2) CorTy -+ (Cop — M) 73 + Cop75 =0,
71+ oty + (63 —n) 753 = 0.

Dieses System ist nur losbar, falls die Determinante ver-
schwindet:

Ciy — " Oy C13
(3) Coy Coo — N Cog = 0.
C31 Csg C33 — T

Die Gleichung (2) kann ich nun auch schreiben
€171+ CyaTy + Cygrg =101y, R
(4) Co1Ty -t CopTo - Cog¥s = M7, , Z,lcmrq=nrp(p= 1,2,3).
Ca171 T Coalo - Ca373 = 13, '

Ich betrachte nun r,7,7r; als Komponenten emes Vektors
und die a,, als Komponenten eines Tensors. Die linke Seite
von (4) bezeichnet man dann als Tensor-Vektorprodukt. Nun
kann ich die Gleichung (4) auch schreiben

2.1
Echqrq=rp (p=1,2,3),
g=1

d. h. der Vektor » wird durch Bildung des Tensor-Vektorproduktes
mit dem Tensor%c nicht verandert. r ist eine Invariante des

Tensor-Vektorproduktes. Ich betrachte die rechte Seite von (4)
als gegeben und lose dann die Gleichungen nach den auf der
linken Seite stehenden 7 auf. In der Determinante

Cn Ca Oy
() C=lcy Caa  Cag
C31 C33  Cs3

bezeichne ich mit C,, die zu ¢,, gehorige Unterdeterminante
dividiert durch €. Dann ist:

1y =n(Cp 71 + Coy 7y + Cyy1y), S
(6) ] 1o =n(Crory + Coary + Ugpry), 1p = nzzlopqrq(p =1,2,3)
=
13 =n(Cr37y + Cog7y + Cy313),
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oder, wenn ich die Gleichungen auf eine zu (4) symmetrische
Form bringe:

(67

~

1

Ciy1y+ Cyyry + Coyy 75 = 771:

1 3, 1
Cioty + Coats + Copry = — T ZlOmrq =7 (p=1,2,3).
q:

1

Oi37y 4 COggrg + Cgry = ;"’3:

Die n kann man also statt aus (3) auch aus folgender Deter-
minante berechnen:

1
Cy — _n_ Cha O
1
021 022 - -;z_ 023 =0
1
Oy O Cay — n

Rechne ich die Determinanten (3) und (7) aus, so kann ich
sie auf die Form bringen:

(3a)

(72)

n* — Pin? 4+ Pyn— Py;=0,

Py = €11 4 Cop -+ €535
P, — Co2 Ca3 C11013 €11 012 ,
C32Cs3 31 C33 Ca1 Cog
€11 612 C13
Py = €31 €553 |
C31 C32 C33
Qsn® — @Qun?+ Qn—1=0,
Ql = 011 + 022 + 033’
Q, — Cls Cas 011013 C11C1
P 1050s| " [CnCn| " [CnCal’
C11 012 Cp3 f
Qa = 021 Ozz 023 :
Ci1 Oy C |

Die Groflen P resp. @ heillen die Invarianten des Tensors ¢
resp. C. Nun hat die Gl. (3) resp. (7) 3 Losungen n; ny %7y,
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also gibt es auch 3 Vektoren r; 77; 177, Sind 7, und 7, 2 ver-
schiedene, so ist nach (6)

3

Tup = '”'#ZIOMTM )

®) "

(p=121,2,3)(u,v=1I, II, IIT u & v)
Top = n,g(}pgrvq,

Die 1. Gleichung multipliziere ich mit #,7,, und die 2. mit
N, 7up Und summiere {iber p

3 3
My 2\ TupTvp = Mt Z Z paTne’vp>
p=1 p=1¢q=1
©) 3 3 3 (v =ILI1IIII u=+v).
Inl"zrﬂﬁr’p = ’I’L My Z 2, q7'1 qﬁup:
p=1 p=14=1

Da 0 = C,p, weil ¢,q = ¢;p, s0 sind die rechten Seiten ein-
ander glelch und daraus folgt:

(10) erM,r,,p = ”ﬂZhw"w (v =L I IIIu=v).
p=1 p=1
Das ist aber nur moglich, wenn
3
(11) D Tuptep =0 (v =ILIIIITu+v).
p=1

Diese Summe bezeichnet man als das innere Produkt der
Vektoren 7, und 7,

Mit Hilfe von (11) kann man nun zeigen,
daBl die Gl. (3) resp. (7) keme komplexen Wurzeln hat. Wiren
némlich n, und =, 2 konjugiert komplexe Wurzeln, so miiten
auch r, und 7, konjugiert komplex sein

Tup = Up + 10
(12) “ PO
Typ = Uy — 1V,
9 e]
TupTvp = Uy +

(p=1,2,3u,v=1I1ILIIIu+v)

Dann ist aber die Gl. (11) unmoglich.
Schreibe ich die Gl. (11) aus, so erhalte ich

11 Ty + 72 e s tos =0,
(11) Trry Trry & Trre Trre + rors s =0
rrrifrn + furefre

4+ Trrsrs =0
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Nun sind durch die homogenen Gleichungen (2) die r, nur
bis auf eine Konstante bestimmt. Ich kann daher den r, noch
folgende Bedingungen vorschreiben:

2 2 ;

r7y + 11 + g =1,
2 2 9

(13) i & i+t =1,
2 2 2

iy + it s = 1.

Die 3 Vektoren 7, ry; 777 sind dann orthogonale Einheits-
vektoren. Ich kann (11) und (13) in die eine Gleichung zu-
sammenfassen:

0 w=v,

3
(14) PupTrp =
p§1 upTvp 1 u=v,

Bilde ich die Determinante

(u,v = I,1I, III).

} 11 712 713
(15) R= rgy 7Tue Tus
{Trrrn Trre Tirs
und multiphiziere ich sie mit sich selbst, so erkenne ich wegen
(11) und (13), daf3:
(15a) R=+41
ist. Bezeichne ich ferner mit R,, die Unterdeterminante von R,
so ist, wenn B = -1, wegen (11) und (13)
(15b) -Rup T,up

Da ich nun eine Determinante ebensogut nach Spalten als
nach Zeilen entwickeln kann, folgt als Gegenstiick zu (14)

IIr 0O -+
(16) Zrﬂl’lrﬂq={ qu (2”,9=1:2;3)-
n=I 1 p=q

Ich fasse die 9 GroBen r,, als Komponenten eines Tensors
auf und bilde das folgende Tensorvektorprodukt:
@y =711 %1 + P11 %+ T %, -
(X7) 3 @y = r19 %1 + Tr1o %y + Trrre®n, %p = ZTM; x, (p=1,2,3).
Xy = rrg®r + rrrg %+ s, w=t
Quadriere und addiere ich diese 3 Gleichungen, so ist wegen (14)
Iz

(17a) ol + @3 4 af = @7 + af; - 2l Zw ”‘Z%
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Der Tensor r,, stellt also eine Koordinatentransformation
dar, die die Komponenten «;z;; #7;; in die Komponenten x; 2, x,
verwandelt. Wegen (14) folgt aus (17) noch

¥ =Ty e %+ r1s®s, 3

(I8) S xyp = 1@y + Tire®y F ris®y, Te = 2717'#,,%}, (u=LIIIII).

Tppr = Ty @y Trre % + Trrs % "~

Ich betrachte nun emen beliebigen Tensor d,,

Y1 = du® + dys @ + dig2;,

Yo = dyy @1 + dos @y + dos 25, ydpqxq (p=12,3)

Ys = dyy @ + dgp @y + g5, v

Ich will die Gleichungen auf das Koordinatensystem I, I1, I11
transformieren. Is ist nach (18) und (17)

3 3 3 1
?/ﬂ:ZlTMwyp:Zl Z;dpqrﬂpxq Z (ZZ rﬂpr,,q> z, (u=1I1,11,III)
p= p=1q=

1 et
Yo =D duyx, (=111 III),
v=1I
wobei s 3
(20) Ay = 2 deqrwrvq (w,v=1,11,1II).
e
Ganz entsprechend folgt
I III
(19) Z Z »Tuptvg (P9 =1,2,3).
w=Iv=I

(19) und (20) stellen die Transformation der Tensorkompo-
nenten dar wie (17) und (18) die der Vektorokmponenten.
Wende ich (26) auf den Tensor c,, an, so folgt

3 /.3
Cur =2 (Zcpqrw) Twp (v =11I1II).
p=1‘g=1
Aus (4) folgt daher
3
Cuv = My D Tuptup (v = I, 11, I11).
p=1
Nach (14) ist daher
{0 Moy

Ny M=V

(21) Cur = (v = I, 11, III),

Cr,1 =M1, Cip= "Ny, Curir = "I,

e =0,  cur=0, cr.p=0.
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Nach (19) ist daher

T

Cpg = ZI"M TupTug-
lLL =

0 2 2
€y = NyT71 -+ N 7700+ Rt

9 9 9 Tensorkomponenten
Cop = M772 + Npr?re + Npatine b
) . . 1. Art,
(22) Cay = Mp773+ MprTirs + Mptins
Cog = MyTra¥r3 + Mr¥iralirs + Marfmrstors Tensor-
Cg1 = My7137r1 + MurTirsTiry + M Pors 7o, p komponenten
2. Art.

C1g = MrTr1712 ~F P Prry Pirs -+ Rrr 1oy T e

Auf dieseWeise sind die Tensorkomponenten ausgedrackt durch
die 3 Wurzeln nr, ng;, nyy der charakteristischen Gleichung und
die 9 Richtungskosinus ». Bei den 3 wichtigsten in der Physik
aunftretenden Tensoren haben die Tensorkomponenten folgende
Bedeutung:

Verzeriungstensor Spannungstensor Tragheitstensor
1. Art: Einfache Dehnung Emfacher Zug Tragheitsmoment
oder Verkurzung oder Druck um eine Achse
2. Art: Scherung Schubspannung Deviationsmoment

Wende ich (20) auf den Tensor C,, an, so folgt ganz ent-

sprechend
0 uFv
(23) O,LH' = 1 (,u, Y = I, II, III) .
Ny
ur
(24) Cpg = 2@””‘” (p,g=1,2, 3).
L=

Wende ich den Tensor ¢,, 2mal hintereinander an, so erhalte ich:

3
X, :Z;cyqxq (y=12,3),
g=

3
Yo =‘ZlcpyXy (p=1,2,3),
7=

g=1

3 /3
Yo =Z(2710prcqy)xq (p=1.2,3).
=
Den Tensor

3
oy = Z;prcq;, (p.q=1,2,3)
=
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kann ich als das Quadrat des Tensors ¢ oder als den 1terierten
Tensor ¢ bezeichnen. Wende 1ch auf ihn die Formel (20) an, so 1st:

(/(:)1 _Z, 26 iy YupTvyg = 2, Zcp 117;2 CyyTry (ll ’1'_'] ]] ,’])

p=14=1
Nach (4) kann ich dafur schrelben

uy

3 3
) Al <l
e = an,,r,,;.n,,r,.;, = NNy X Tyytyy (v =1T,11,11T).
=1 y=1

Nach (14) st daher:

0 o=y
(25) 2, =1, (v = I, I1I,TII).
Ny, u=r
Ganz entsprechend folgt:
0 noEr
(26) on =1 (ur=ILILII.
mo
Zahlenbeispiel :
1 — 1~ -
€y = 5(149 +1213) ey = — 551/2(18 + 2313)
1 213 1 29
c22:3§(149—143) cﬂ=—§ay 2 (18 — 23Y3)
1 1
63?:3—2‘]50 C]2=—§93
v . / e 5) /
Cy = ‘p 0 ~ (579 — 108 Y3) (= 32 3 72 (162 + 47713)
, / ' /2 (162 — 4
Cor = g5 36()7Q+108]3) On = 55 361 (162 — 4793
1 , 1
U= 3536 Y= 5536 %"
49
Pi=14 Q=g n =1
14
P, =49 Q2=§6 ny =4

1
Py =36 Q3=§g =9

~1

Schneider, Differentialgleichungen
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lru = U/Z (3V3 —1) 7y = —H/Q(Z + l/g—) Ty = H@
lm =112@B+1) rp=—120@—13) ru=—116
Tr = 1/3 Ty = % s =4
\ 1 - 1 -
o= = (1097 +60Y3) = — 572 (90 4 275}3)
1 — —
=55 (1097 —60Y3) = = V2 (90 — 27573)
@_%%2 ﬁ:u%M5
=5 362(17607 — 486013) 095—‘53*565V7(7’904‘1475V3)
0 = (17607 + 4860713) (@ = Loy 12 (7290 — 1475}3)
27 39, 362 } 3936217
1 1
o - 2 s w2 __ T
O = 55 9362 Of= g5 gqa 14145

(27)

4 Fldachen 2. Grades dar, die sogenannten Tensorellipsoide.

Sind 2, @, 2, Koordinaten im Raume, so stellen die Ausdriicke-

S
2V, _‘Z Z Cpg¥pq =1,
p=17=1
’;'V i
2Ve=2 D Cha,a, =1,
p:lq:l
. 2
2V = Z Z Gy tpy =1,
p=1¢=1
3.0
— @ e
2Vew =3 20w, =1,
p=1q=1

Im

Koordmatensystem I, I1, I11 ist thre Gleichung:

(28)

()
u=I

111

u=I
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Sie sind dann auf die Hauptachsen bezogen. Die Bedeutung
der 4 Tensorellipsoide fur das Tensor-Vektorprodukt

(29)
x), = 10,,q1/q, (p=1,2,3)
qA
beruht auf folgenden 4 Gleichungen:
v, (x,x,)
Yp=—"7—"" (p=12,3),
p dx,
0
vy = V) 1,0y,
(30) Jp

3
2V (xp xq) = Z?/;) ’
p=1

3
2 Voo (Ypy,) = Z Ty,

p=1

Die geometrische Be-
deutung dieser Gleichun-
gen erhellt aus den Abb.42 {
und 43. Das Ellipsoid (in e
der Abb. die Ellipse) V
geht durch den Tensor ¢ 4
in die Einheitskugel (Ein-
heitskreis) iiber und die
Zuordnung der einzelnen
Vektoren wird dabei durch
das Ellipsoid (Ellipse) TV,
vermittelt. Ebenso geht

o<

Kl

die Einheitskugel (Ein- 1253
n
I
7 g
]
= |
Y,
/4
Abh. 42. Abb. 43.

T*
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heitskreis) durch den Tensor in Ve iiber und V. gibt die
Zuordnung der Vektoren an. Die Figuren sind gezeichnet fiir
folgendes zweidimensionales Zahlenbeispiel:

73 :
‘n =35 e =113
9
€= 34
[ 9.91 81
LG A6 R el 1/
On=1600 “2= "To00
. 9.73
U = 500
41 369 16
Pl“_g— Q1=4OO n= g
400 81 25
Po=sr @=a ™=y
m= 1B =3
Trp=—% 7170 = 373
|
e = 362 5572 3 = % }/3
= 58524
#7362
0 = ?_%‘g}_gl o — 22__369_115
T 8002 “ 8002
92.1393
@ . 21999
e 8002
7 =112 .
(]) — x]l + .’E:_f =1
Ty = )2

3 —
1)) oL A= (31762 + 4173)
vo=15 12+ L6
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hi= 312
ani flr yitui=1
Yo=13%12
9y _
2 == (91 — 9}3)
3200 L sl .
(1) 092 wz+xézm(/o48—9-1b4y3).
By = e (73 — 93)
3200

§ 2. Integralgleichungen und Fouriersche Reihen?).

Die Entwicklungen des vorigen Paragraphen lassen sich ohne
Muhe auf Systeme von beliebig vielen, etwa =, Differential-
gleichungen {iibertragen. Es ist dann eben bloB uberall die
Summation von 1 bis » statt von 1 bis 3 zu erstrecken. Auch
kann in den Differentialgleichungen auf der linken Seite statt
des 1. Differentialquotienten ein beliebiger, etwa der 7% stehen
Es tritt dann itberall n* an Stelle von =.

Ja die Entwicklungen lassen sich sogar ins kontinuierlich
Unendliche ubertragen, vorausgesetzt, daf3 die auftretenden un-
endlichen Reihen konvergieren. Es wird dann aus der Gleichung

§1(6) 3
Tp = an,C’pqrq,

die Integralgleichung
1

(1) r(@) =i Kz &r(E)dE.
0
Es werden dabei:

aus den Indizes p und ¢ die Variablen x und &,
aus den Vektoren r, die Eigenfunktionen r (%),
1
aus der Summe >’ das Integral [ d&,
e 0
aus dem Tensor C,,, der Kern K (z, &),

aus den Wurzeln n der
charakteristischen Gleichung

die Eigenwerte 1.

1) Vgl. Kowalewski: ,Einfuhrung in die Determinantentheorie,
einschhieBlich der unendhchen und der Fred h ol m schen Determinantent‘.
Leipzig, Veit & Comp. Kmneser: ,,Die Integralgleichungen und ihre
Anwendung in der mathematischen Physik‘. Braunschweig, Vieweg & Sohn.
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Die Gleichung § 1 (14) wird
1

(2) [r(@)r, (@) de ={

0

0 pkw
1 pn=v»

d. h. die Eigenfunktionen sind orthogonal und normiert
Die Gleichung §1 (24) gibt die Bilinearform des Kernes

: NEAGIAG)
(3) K (28) =ZI’——T~
Die Gleichungen §1 (17) und (18) werden
(4) f(x) = Ej’lA,u 7’.“(%) s
1
() A4, = /f(a:) ro(@)dw.
0

Sie enthalten die Darstellung einer willkurlichen Funktion
f () durch die Funktionen 7, (x).
. Sind die Funktionen r, (x) speziell trigonometrische Funk-
tionen, so 1st 1
(6) f)=>A4d,smunc, y, =jf (@)sin prada,
0

1
(7 fl@) =>4, cosunw, 4, = [f(“«') cos prrxdx

0
oder, wenn man s x durch z ersetzt: .

1 .
(8) f@)=2>A4,sinpx, 4, = —// (x)sin yadw,

JT

0

(9) f@) =>4, cos nw, A, = ;(l—ff (@) cos uxde.
i

Die 1. Rethe stellt eine ungrade, die 2. eine grade Funktion
von x dar. Eine beliebige Funktion kann dargestellt werden
durch die Reihe

f(@) = $ag + D(a, cos ux + b,sin ux),
=1
(10) 2w

1 o
O =~ /f (z)cospade, b, == %/y‘(m)sinlu,xdx.
0 b



(11) )

(13)

§ 2. Integralgleichungen und Fouriersche Reihen.

Ich lasse einige Beispiele fiir Rethen von der Form (8)

=

(9) folgen:
. sin2x sin3z | sindx
sinx —_—
+ 2 3 4 +
sinz sin2x  sin3x sindx
2 3 4
. sindx sinbx  sinTwx
sing +——— 4+ ——— - ———H
+ 3. + 5 + 7
cos3x  cosbx cosTx
CcoS L —
3 5 i
cos2x  cos3x  cosdu
cosa - 5 + D D
. cos2x  cos3x cosdw
COS :L——”"2'é" o '-3“5—'— —45“’
) cos3x cosbx cosTx
COEJZ+“3‘2“*"+*“‘5§*"+ 72
sm3z  sinbfx  sin7w
SINT — 32 e w
sin22  sin3x  smndaz
sz - 55 4+ 35 B
. sin2z  sin3x sindx
sing —— -+ T a
sindx  sindx  smTa
I
sz -+ 3 -+ 55
. cos3x  cosbx cosTx
Cos¥x— — 3 + 5
cos2x  cos3x  cosdx
cosTE T T T
) cos2x cos3x cos4x+
CcoS & — 51 TR
cosdx cosdx  cosTa
COS%+T+—‘5—4—‘ "“‘%ZV"'_*"' )
. sindx  sinbxr sinTw
Slna/-""~34— 7"“ 74’

+. .

+. .

103
und
7 o« .

—53 im Interv.0 <ax <27,
x

=—24 3 3 —J‘[<.I}<7I,
b

=7 oo 0<e Lo,
b1 7T T

:E ’ 3 - §<$<§

2 2

FICI 2

Tz g o » UE=ET
% a2

“1371 vy TASTED
L

=31 . » U=x=m,
nr A

=—4:“ »» 3] '-——2_*\3‘7;; é

2, 2 .3
wrx gt X

=“6“ —*4—:‘ 1_2‘ 3] 3 0§.’1¢§2ﬂ,

nx  ad
. :"i'g)“—F » 3 T ASU=TT,
w2y ma?

—‘“’é“’_——s"— ” 2 ()é"bén,
3 ma? T
— JUS— —_— = -
3278 v T RETEYR
at 722 mad ot 0 R

SRSV Tt =wx=2n
90 12 12 48 ’
Tn*  n2a? 2t e

—' iy — r=m
720 24 ' 48 i ’
at mPx®  mald o
mx axd 4 <

et — =
32 24 27 T2
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Diese Rethe kann beliebig fortgesetzt werden. Die Formeln
folgen aus den 4 ersten, indem man von 0 bis x integriert. Setzt

. . . 41 . .
man in den sin-Reihen x = 5 und in den cos-Reihen z = 0, so

ergeben sich die folgenden Reihen (vgl. Knopp: ,,Theorie und
Anwendung der unendlichen Reihen‘. Berlin, Julius Springer,
Siete 231):

(15) T
T gttt =
(16) R T
I
W egebede -3
degrde -
(18) gt gr—m =,
FE T -

§3. anyiFanpyetays=cuyri+cis Y2+ i3 ys, a
(o1 Y1+ 222+ (g Y3 =Co1 Y1+ Co2 Yo+ Cos Y3, szc
M1+ asato+ s ys=cy Y1+ Cse Yo+ C33y5, 1

Durch den Ansatz-

:a’qpa

yl — Tlent,
(1) Yo = r2ent7 ?/1»=Tp€'Ll(P= 1327 3)7
ys = rse",

gehen die Differentialgleichungen iiber in
(a3 — c33) 7y + (@1 — 1) 75 + (Ay37m — C13) 73 =0,
(2) ] (ayn — Cop) 7y + (Age M — Cg9) 7y + (dpgm — Co3) 73 =0,

(@gn — c3) 7y + (Bga M — C35) 7y + (Ag5m — C33) T3 =0,

§'V
Zl(“mn — G, =0, (p=1,2,3),
ll:
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Dieses System ist nur l6sbar, falls die Determinante ver-
schwindet:
— — — e |
Ay M = Cp1, G — Cpp;  Ay3T — Cgg
(3) Mgy M — Cgys  UopM — Cpp, Uz — Cgg =0,

A3y M — Cg1, dgeM — C35, 33N — Cy3
Die Gl (2) kann ich nun auch schreiben:

ety F CraTy + CpTy = (@ 7y + GyaTy + Gy T3),
(4) 1 Cor Ty - CaaTy - CogTy = M (Agy 7y + A7y - A7),
3171 T Cgp7a - CogT3 =N (a3 7y + Gz 75 + B3373),

3 3
@ Wl
Sepgrg =1 2ty (p=1,2,3)
= 7=

Ich betrachte nun wieder 7, 7,7, als Komponenten eines Vektors
und die @, resp. ¢, , als Komponenten zweier Tensoren Auf beiden
Seiten von (4) stehen dann Tensorvektorprodukte. Die auf der
rechten Seite will ich mit R, R, R, bezeichnen.

Ay 7yt GyaTy + g7y = Ry, 3
(43’) Ay Ty + Qoo Ty + QogT3 = Rz: Z ApeTq = Igp (P= 112) 3)

7=1
gy Ty~ GgpTy 1= UgaTy = R,

ety Gty + gty =n Ry,
(4b){ €7y + Copty + Cog7y =1 Ry, Dty =nR, (p=1,2,3).
=1
Cr 7+ Caa?s o+ Cgary = By, !
Ich Iose diese Gleichungen nach den 7 auf. In der Deter-
minante
‘6 Gz O3
(5) C= 0y ©Cpp Cp
| sy Cs2  Cg3
bezerchne ich mit C,,, die zu ¢,, gehdrige Unterdeterminante divi-
djert durch ¢. Dann ist
ry=n(Cyy By + Oy Ry + U135 Ry), 3
(6) Ty = %(021 Rl + 022 R?. + 023 R3) 5 ry = nZ,lOpq ]{q (2’ = 1: 2’ 3)'
ry = n(Cyy By + Cgo By + Oy By), =
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Setze ich nun (4a) in (6) ein, so ist, wenn ich berucksichtige,

daB a,, = a,, und ¢,, = ¢4p:

7y = n[(C a4 Crpap+ Crzags) i+ (Cry g+ Crata t+ Clatas) Ty
+ (Cyy a5 + Cratlyy + Cy3a55) 73]

7y = n[(Cyy g3+ Cop@yp 4 Oy 15) 71+ (Cay a1+ Cap oy + Caztys) 7y
+ (O a5+ Cpyzy + Cog agy) 15

73 = n[(Cgay+ Op gy + Cayys) i+ (Cay oy + Cgptn + Cy3033) 7
+ Oy a5, + Cgpag + Csya33) 15 -

3 /3 3
7, = nzl(z(}’maw) r, (p=1,2,3).
g=1\=1

Bezeichne ich nun die runden Klammern zur Abkurzung mit k.

3
(6b) kpq = Zc’pta’qb (7), q= 19 29 3) )
1

=

(6a)

so kann ich (6a) schreiben:

1=k vy 4 kygry -+ kypry) .

(6¢) | 7y =0 (kg 7y + knory + kogry), 1, = n_\;_llcpqr,, (p=1,23)
0=

7y = (kg 1y + ksory + kga73)

Die k,, kann ich nun als Komponenten eines neuen Tensors
betrachten. Dieser ist im allgemeinen nicht symmetrisch, auch
wenn die Tensoren a und ¢ symmetrisch sind. Ich kann ihn

nach (6b) als das Produkt der beiden Tensoren C' und @ be-
zeichnen Die Gl. (6¢) sind nur losbar, falls

f 1
by — w kyo 1 kyy
(7) i kegy keyy — . Iy =0.
l 1|
E kg, kogy kgy — " ‘;

|

Damit habe ich die Gl (3) auf die Form § 1 (3) resp. (7)
gebracht. Die Gl. (3) hat nun 3 Wurzeln: n;, ngy, %y . Smd
n, und n, 2 verschiedene Wurzeln, so ist nach (6)

3‘1
Tup = n.'lq;lom Ruys
(8) 5 (p=1,2,3)(u, v =L ILIIT p+»).

3
3
Ty =Ny 2 Cpy Ry,

q=1



§ 3. Der unsymmetrische Tensor. 107

Die L. Gleichung multipliziere ich mit =, R,,, die 2. mit n, R, ,
und summiere uber p

3 3 3
Y Wl
""ZR"N" p= T "1'2 _.;Oquva;«q ’
p:]_ 1):1 q=
(9) . 3 3 (e, v=L1II111] pu<+v).
-l i -l
n/(Z Rw P Ty = n!v an Z Oqu/v pRv q
r=1 p=1¢g=1

Da ¢,, = ¢, und folglich auch C,, = U, ist, sind die rechten
Seiten einander gleich und es folgt:

3 ;
A0) 3 Rty =y X Ruy vy Gt v = LILIIL o).
p= p=

Setze ich fir die R die Werte aus (4a) ein, so ist

3 3 3
Y "

ZR"Z) Tup “Z B TupTrg= Gy Ty Pry - oy TuaTrg 4 gy Tuz?rg

p=1 p=1q=1

A Aoy (o Teg F TugTes) + Ay (Pugrey -+ Ty thy)
T Qya (PuiTra + 7w ?er)
3
Denselben Wert erhalt man auch fur ZRM, r,, Daher ist, wenn

p=1
n, = n, die Gl (10) nur moglich, wenn

3
(1) DRty =0, (uv=1I1II1I1 juv).
p=1
5 3
(11a) D D tuptig =0, (v =III,1I1 pu-+v).
p=1lg=1

Mit Hilfe der GI. (lla) kann ich nun zeigen, unter welchen
Bedingungen die Gl. (3) nur reelle Wurzeln hat. Da die Koeffizienten
von (3) reell sind, gehort zu jedem komplexen n eine konjugiert
komplexe Wurzel % und auch die zugehorigen s sind konjugiert
komplex. Fir sie gilt dann also die Gl. (11a)

3038 )
(11b) 2 Dayr,ry=0.
p=1g¢=1

Es 1st nun aber .
N Ty = Uy + 1V,

(12) Ty= Uy — 17,.

Setze ich das in (11b) ein, so fallt, da a,, = a,,, der imaginare
Teil fort und es ist

P

(12a) Dla,, (u,u, -+ v,v,) = 0.

=1

1
I
—
R
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Die Bedingung dafur, dall die n allereell sind, ist also: Es muf§

3.3
(12b) 2B (x, 25 705) = 2; Ziapqxpxq
p=1¢=

eine positive Form sein; denn dann ist die Gl. (12a) unmoghch,
die Annahme, daB n komplex ist, fuhrt dann also auf einen
‘Widerspruch.

Ich kann nun den r,, noch 3 Bedingungen vorschreiben.
Da die weiteren Awusfiibrungen ahnlich sind wie im § 1, will ich
mich ganz kwrz fassen Die Gl (11) und (11a) erweitere ich zu

3 3 0 -y,
(14) Zzamr,,pr,.qz{ REYs 0y = 1,11, 111).

p=1q=1 1 u=v»,
3 Ly

(14a) >R, 7., = O pv, (,v = 1I,11,1II).
p=1 1 w=v,

Berucksichtige ich (4b), so ist

3, 3 0 u%vw, }
Z Zcpq'r,up'rvq= (ILL,V'—:I,II, [II)
p=1lg=1 n, ‘Ll,= v,

Bilde ich die Determinante
|

11 T1g Tr3

(15) B=\ryy rus rias s

|
| Trrr, Trore Tis |

so sind die R, , die Unterdeterminanten von R dividiert durch R.
Da ich eine Determinante ebensogut nach Spalten als nach Zeilen

entwickeln kann, folgt als Gegenstuck zu (14a):

II 0 :%: s
(16) ZR,,,,,T,W:{ PEL (g —1,2,3).
n=I ' 1 p=(I-

Bezeichne ich Vektoren durch wagerechte Striche, so kann
ich (14a) schreiben

Rir; =1, Ry =0, Byr; =0,
Rifyy =0,  Rpry =1, By =0,
Ririi=0,  Rprm=0,  Ryprg=1.

Die 3 Vektoren 7; 7577 bilden eine koérperhiche Ecke.

Ry Ry Byp bilden die Polarecke. Die Determinante R kann
ich schreiben

B=rpryry =ty -rpry= 111,
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Entsprechend ist

Ry Rps Ry ) e
P= RIIl Rng le = Rl ‘ Rn —Rm = Rn * RII] R1= Rm . R, RII-

Ry Bygs Ryggs,

R ist der Eckensinus, P der Polareckensinus., Die Vektoren
R kann ich schreiben:

R A T e
TreTitnr T Tty Trre "t
Ich kann nun sowchl die 9 GroBen 7 als auch die 9 GréBen
R als Komponenten eines Tensors auffassen. Diese beiden
Tensoren stellen dann die Transformation auf ein schiefwinkliges
Koordinatensystem dar. Sind =z, x,x; die Komponenten eines
Vektors im alten a; x;; ;;; die Komponenten im neuen System,
s0 ist

IIT
(17 ——%r,,,, v (p=1,2,3).
(18) Z py, (=TI, 1I1II).

Sind entsprechend d,, und d,,, die Komponenten emnes Tensors
ymm alten und neuen System, so ist

JIr III
(19) pq ZI Zdui Tup v (7)9(] = 192, 3)
3
(20) dyy = Z(l,,,,R,,pr,.q, (pr,v=1,11111).

p=1 ¢q=1

Wende ich (20) auf den Tensor k,, an, so ist wegen (6¢)

21
B =1;1’;17 fop Rup. (v = I,T111I)

und daher wegen (14a)

0O gk
(23) Bur =11 (v == I, [1,1II).
7—"; H=r
Nach (19) ist daher
ur
(24) bpg = D —tup Rugs (g =1,2.3).

u
u=T
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Nach (2) erkennt man, dall wir analoge Beziehungen her-
. . . . . !
leiten konnen, indem wir a¢ mit ¢ und % mit — vertauschen.
n

Wir erhalten dann statt (6b) einen andern Tensor £,

3
(G,b) ”cj’)q ZZIAQHCW: (Psq = 172, 3)-
=
nach (23) und (24) ist
0 Ly
21 k., = (,v=1I111,111).
N, M=
I
(22) kpg = Zn,,r,,,,R,,q, (p,g=1,2,3).

w=I

Wie im § 1 lassen sich auch hier alle Schliisse wortlich
aut n Dimensionen iibertragen.

§4 X (’pql/q+4bpq./q+ > CpaYq = 0.

T q

Die Ausfihrungen von II, §6 und 10 konnen wir m folgender
Weise verallgemeinern: Es sei & eine Funktion von g, und V eine
Funktion von y,. Ich entwickle nach Potenzen und breche die
Entwicklung nach den quadratischen Gliedern ab-

(1) E=1£,+ Z(‘Lﬂ) iy + %Z 2 (agz—fl;) it
2 V=17, +2(av> Yo+ 122<03231/)‘/”y9'

Dann bilde ich die Gleichung:

a aE) ov
® iilei) * 7,
Es ergibt sich:

2\ . av o2y
0 IR (SR
@ ; 01 04, qu—}_ 9y, o+qZ 9y, 0y, qu 0

Vergleiche ich mit der Differentialgleichung :
Z;apq?}q + %'07’9?/'1 =0,



§ 4. :“ru Yo -+ E,}I"I?/VI - :('WI Yo = 0. 111
7 3

q

s0 13t .
cV
(5) — =0,
oY,
ctl
I b[/pa.'/‘q N “’pq ’
(6)
ey

Ist andererseits ¥ eine Funktion von y,, /, und sind K, Funk-
tionen von y,, 4j,, ¥, SO ist.

rt e S0 ot S+ A S g

) Y0yl o
2K )
+ZZ (5,;,,5!,) Irt QZZ(aJ,é'i/ N ’”1 ’
, 6K, oK, K,
o Kt S e S s S
Yy P oYy
Bilde 1ch die Gleichungen
, d (6E\ 0E
®) GE) 9B g,
s0 ist
DA ATES o=
@) Fi00,)," T =\ a0,)s %
cE) ( o2l ) ( 0217’ ) .
e e e dy=Ky.
<f?/po 2 oo Z Oyp0d,0 " "

Vergleiche ich hier mit den Differentialgleichungen der Uber-
schrift, so ist

r ok
) (T.’/r>o T Ko =0
By 0Ky _
(a5 (o3, )=
. 2R B N\ 0K, —
©) ((")yq&g/’p>0 B (Gypéqu)o ( 91, )o "

02K 0K,
AR
Yp9Yq/o Ya /o
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m n

x » VY .
§ 5. ;ga},,}#=0 p=1...m).
Py, .. . . .
Unter —= sei in dem obigen System von Differential-
a
gleichungen 7, selbst verstanden. Ich setze: (vgl. TI §8).
(1) Yy =r ke’ (g=1...m),
wobei 7, und n im allgemeinen komplex sind. s ist
13
(Zi{f’ =n'r,ke"t (g=1...m).
und unsere Differentialgleichung geht tiber in:
m
(2) Z’lf,,qrq=o (p=1...m).
qg=
wobei 3
(2a) 2 =l (P g=1...m),

(2) ist ein System von m homogenen linearen Gleichungen
fur die r,. Es ist nur lésbar, falls die Determinante verschwindet:

(3) F=|f:0l1‘=0‘

Das ist eine Gleichung (h-m)tn Grades fur n; die charakte-
ristische Gleichung:

hnl
(4) > Pw=0.
»=0
Ich setze nun zur Abkiirzung:
) R 9 o
af afy...af), |

k 1
o) ...l

(5) ACR ) - '

(1) (k) 0]
A1 Ayg - Cym

Ferner bedeute Z'A("*’ -0 die Summe aller Determinanten (7),
bei denen ¢ -+ k -+ ...+ 1 = » ist, also z. B.:
ZA(M D) 200 0) 1 A0 . 0 | 4020 .0  4(000
4+ A1 0) +A(101 . 0)+A(1001 0)_|_ . _A(IOO
4 AO0.. 0 g1, 04 4010
—I—A(O"““ 0)_*_‘ . Aloot

02)
o1)
01)
01)

A©00 . o011)
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SE dre
Dann ist in (4) nach einfachen Determinantensatzen:
(6) P,=2rA 0 (p=1. .hm)

(vgl. das Beispiel h = 2, m =2 in II, § 8).
Um die Gl1. (2) aufzulosen bilde ich die Unterdeterminanten
von F':

0
F717=m1f11q| (77, q=1 m)

Dann ist, wenn n, eine Wurzel der GL (3) ist

@ rey— KFymy @7 em) (e=Lodm),
"7 (r beliebig =1 ..m).

Die willkurliche Konstante K kann ich gleich 1 setzen, da
in (1) ja schon eine willkurlich bleitbende Konstante & vor-
handen ist.

(7a) 1‘.,,,[=F,,,(’IZ/,,) ( =1...m),

(r beliehig = 1.. m)

Nach (1) 1st dann (=1 . m),

(8) Yoy = ku Fq(n,) Mt (e=1. mh),
(r = behebig=1...m).
Addiere ich die m A-Losungen, so erhalte ich die allgemeine
Losung mit m#A willkirlichen Konstanten

mh

(8a) Y = Z k!l Frq (n,u) 6”‘”t (g=1. m).

i=t

Sind unter den Wurzeln #, 2 konjugiert komplex, so setze ich
Ry = f 4+ w7,
el

Fry(n,) = | Fry ()] e e,
und bilde den reellen oder imaginaren Bestandteil der Partikular-
losung (8). Der imaginare Bestandteil 1st
8b)  Yug = | k|| Fry (n)]| o sin (o, 4 Dy (m) + w,t) .

Diese Partikularlosung mit den beiden willkiirhchen Konstanten
{k‘,,I und #, ersetzt die beiden Partikularlosungen von der Form
(8), die zu den konjugiert komplexen n, gehdren.

Sind ! Wurzeln n, einander gleich, so ist, wenn ich die zu-
gehorigen I Partikularlosungen addiere, nach (8)

quﬂ = Zk‘u Frq (’ﬂ.,,) En”'t = Frr](n) ENtZk‘u (q =1... m) .

Schnerder, Differentialgleichungen 8
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Die I Konstanten k, ziehen sich also in eine einzige zusammen,
es gehen also I — 1 willkuirliche Konstanten verloren, Sind die
n, komplex, so sind auch die ! Konstanten k, komplex, es gehen
dann also (I — 1) komplexe oder 2 (I — 1) reelle willkurliche
Konstanten verloren. Ich nehme nun zunachst einmal an, die
I Wurzeln waren wenig voneinander verschieden und schreibe

n‘ll = n + 8’1 .

Dann ist nach dem Taylorschen Satz

or,,(n,
Frll(n/l) = F)!/(n) -+ ('—qu(*g) 70' 0+

él-2F, ( ) N Ct-1F,, (nu) _

Die Koeffizienten von ¢, 53 usw. sind dabei von ¢, unabhangig.
also fur alle Indizes ;i die gleichen. Daher ist

O S| [ Frat) STkt (ﬂ;@)ozk et
G ;1;,,01,,)); S
() S o,

Entwickle ich nun auch e*’, so ist

S, et =2k,, 1 Sk e, o+ %ﬁZk,. 2

+ = 2“)‘1‘ zl~’2 k€2 W - 12[6,, -

A0}y D egeet = Do, + tZk,, e + —tzzk“ &+

Zk“ 8{1_26 “ —Zk“ Fu -2 _I“ tZkug ~l
Zku Fl 1 e‘”t _Zkﬂ 8‘“'
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Ich fihre nun statt der Konstanten k., neue Konstanten ein
durch die Gleichungen

Dk, =k,
Zkll 8” = k’z b
(11) Zkus,, = k'}n

2, ku 8 == ki -1
>k, s',: =kj.
Die alten Konstanten k, denke ich mir nun unendlich grof3
von der Ordnung (I — 1) jedoch derart, daB die %’ endlich sind.

Dann brechen die Reihen (10) mit dem letzten hingeschriebenen
Gliede ab und es ist, wenn ich (11) in (10) einsetze

Zwlc,‘es-“t Ltk +~t2k + ...
1 1
T g-2py S By ¥
+(l—2)!t kl--1+(l_1)!i 7
b e € = By - L1 L 2k _ b ey
2;(‘9‘116‘ - 2+ "5+2—! 4_‘_' +(l'—2)! 15

Sk R = kg + L,
D'k sl Terul= .

Setze ich diese Ausdriicke in (9) ein, so erhalte ich

S’Jqu={ gy 42 8("”’) B

fid

rq('nu)) ¥ (al_l_lj_i(i’?:u)) I\ ent
( -1 085:1 e, =0 e

1H

—{—{F,q(n) 70’3—!—(?)-%52) A +(M) Ok;}tenl,
8‘11: :“:

0 8],1 a &,

aprq(”u ) /l Lo o
{ rq () K - 1+( de, Okljzl—jz)“i e,

fu=

tl—l ent'

L,
+ Frq(”)kl(l__l)'

|*
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Dieser Ausdruck enthilt wieder die erforderliche Anzahl
willkiirlicher Konstanten. Isl der reelle Bestandteil von =
negativ, so nimmt der Ausdruck mit der Zeit gegen Null ab,
da die Exponentialfunktion dann rascher abnimmt als die
Potenzen wachsen.

§ 6. Lose Kopplung.

Die Ausfuhrungen von 1L, § 11, kann man in folgender Weise
verallgemeinern :

Ist
a;,",)l sehr klein, wemn p=<k gq>k k<m,

O] @

so bezeiche ich die kleinen Ay mit ey - Dann lautet die charak-
teristische Gleichung:
‘ fa ofu €f1h+1 efim
i
|
fr1 ol thaa o Elkm
(1) F = : =)
fL+1,1 ~-fk+1,k‘ fL+1k+1~--~fl+1.m
fmiu . -fmk fmk+1 ------- /mm

Ist ¢ so klein, daB ¢ vernachlassigt werden kann, so kann ich
schreiben:
dn

2 = = .
& ne ()
wobei n, eine Wurzel der Gleichung

(3) Foig=0

ist. Statt (1) kann ich nun schreiben

a Al

(4) Fs:o—i—(—ﬁ) ce=0
88 =0

oder oF

(5) (), =0,

n=n,
Nun ist
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Diese Doppelsumme zerlege ich nun nach der Einteilung von
(1) in 4 Doppelsummen. Dann ist

" m

(dF) _ 2 y d qu 2
z pq e=0 ‘T’ qu pq
CE/e=0

6 p=1 p=1q= ]+1
( ) m f m f
() 5 10
Y 11!1
';‘ : : q 11qa 0+ : pq)s 0
p=h+1l g=1 p= l+141 L+1

Nun zerfallt fir ¢ = 0 die Determinante (1) m das Produkt der
folgenden beiden Determinanten:

| i flk‘
= Coe

| fin o for !

fk+1,l, .. fk+1, m

Tmasr  fum
In der 1. Doppelsumme der G1 (6) ist daher
(Fppe=o =By, D.
In der 3 Doppelsumme ist
(Fpge=0=0
und in der 4. Doppelsumme

(Fppe=o=HED,,.
Daher ist

[(38)5 0 Zzafl)qFl’q+22frq (Fpg)e=o

=k+1

(6a) m
| E Ko,

p=k+1g=k+1
Nun ist nach §5 (2a):
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und folglich -

a m
(@) o Siw s (Y S+ 83 S,
(6D) &e=0 de = pEhtl ¢=h+1

k m
+ 2 Dl
p=1qg=h+1

Nun jzerfallen die Wurzeln von F,_o=0 in die Wurzeln

Ny ...y von B =0 und ny, . ™ma vOD D = 0. Setze ich
hh L2 mh
P) 2 3

diese Wurzeln in (6b) ein, so ist wegen (5), wenn ich die ent-

stehenden Gleichungen nach %_n auflose :
€

k m
=N N F )
(7Ta) @L‘: ’”%1(’:’”1qu( el (ﬂ” 1 @)
% L =l
T pZiwy Sam,
=1 p=1¢q=1
- (ln‘,,ﬁ Nﬁzqﬂ{m( pa)e=0 (kDL . mh
(7b) g = T r=\g+1) g
EZ”LL 1> Xa Dy,

p=k+1 g=4+1

§ 7. Geringe Dimpfung.

Die Ausfiibrungen von II, § 12 kann man in folgender Weise
vera,llgcmeinern Die a,) seien klein, wenn i ungerade ist. Ich

will sie dann mit ea)) bezeichnen Ich fithre die Abkiirzungen ein :

Foo = Fpale =0) = \“‘a,‘,’,’jn’ (¢ gerade),

~ 3
foa= Dalnt (7 ungerade).

=1
Die charakteristische Gleichung lautet
fut gﬂl f12+ bfm . l

(1) fz1+5ﬁz1 fzz afzz-‘-izo‘

Ist & so klemn, dafl & vernachlé,ssigt werden kann, so ist

d
@) n=%+ﬁ£L5a
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wobei n, eine Wurzel der Gleichung

(3) Fiiog=0
ist  Statt (1) kann ich nun schreiben
or
(4) Fooot (') e =0
ce =0
oder c
H
(3) (ff) —0.
CE/)e=0
n=ny
Nun ist

(6) L ZZ Tt

(aqu) = (qu + qu
r=0

ceE

('F[)q)F:() = qu‘

(6a) (g)F—OZZ th F,,+ 5127(114 P

» 1

Werter ist Al . dqu dn

de dn de’
Aus (6a) und (5) folgt daher:
Z vqu (n()) -F])q (no)

(02).e0™
de)e—o dqu
22( dn )n o Fya(m)
dqu @) -1,
Tn =Za[,1tn

=2

hebt sich in (7) em = fort und es bleiben nur gerade n iibrig.
Wenn also die Lésungen von (3) rein mmaginéir sind, 1st (7) reell.
Die a, (ungerade) &ndern dann wieder wie m [I, § 13 die
Frequenz nicht.

m h I
: @Yy _ - _ |
5 8 22”’"‘ at —;Cp;.e p=1...m).

qg=1%t=0
Ist im §6 ¢ =0, d. h.
(1) a? =0 wenn p=<k, q>k, k<m,

P
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so kann ich die Differentialgleichungen §5 schreiben:
E ok

'y
@ X Dap=r—0, @p=1...5).
q=11=0
m h dlg/ k h dt‘l/
B) > Dl gt == 2 2w (kD) . ml,
q=k+1le=0 g=1 1=0

Berechne ich nun aus (2) y,(g=1...%) und setze die ge-
fundenen Werte auf der rechten Seite von (3) ein, so kann ich
(3) auf die Form der in der Uberschrift stehenden Gleichung
bringen. Es sind die Gleichungen der erzwungenen Schwingungen.
Die Anzabl (m — k) der auf der linken Seite von (3) stehenden y
wird die Anzahl m der Freiheitsgrade. Die Anzahl k der auf
der rechten Seite von (3) stehenden y wird die Anzahl der ein-
fachen Schwingungen, aus denen sich die erregenden Schwingungen
zusammensetzen. Auf diese Weise kann man die Gleichungen
unseres § als Spezialfall der Gleichungen § 5 betrachten, wihrend
in anderer Betrachtungsweise unsere Gleichungen als Erweite-
rungen der Gleichungen § 5 erscheinen.

Die Losungen setzen sich nun wieder zusammen aus einem
partikularen Integral 7,, und dem allgemeinen Integral y,, der
homogenen Gleichung:

m@ n,t
Yag =2 Tk, """
=1

m

Zlf,,q(my) T =0Cp,, =1...m)(y=1...4),
=

m

‘}jlqu(ny)'r.uq=0: (p=1.. m)(u=1...%m).
iz

Diese Gleichungen ergeben aufgelost, wenn ¥, die zu f,,
gehorige Unterdeterminante von F ist

1 m
Trg =F-(-1;5§0p,,pm(n7), @=1...m)(y =1...%),

Tug = Fry(n,), (g=1...m)(u=1...hm),
(r beliebig = 1...m).

Ist ein Cp,, ich nenne es C,,, wesentlich grofer als die
andern, so wird die erregende Schwingung im wesentlichen als
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. it . . .
eme Schwingung O, €"7"" erscheinen. Kommt ein m,,, ich nenne

es m,, einer Wurzel der Gleichung F (n,) =0 sehr nahe, so
wird das r,,~ sehr groff. ¥, wird dann im wesentlichen als eine
Schwingung 7.~ — """ erscheinen. Es ruft dann scheinbar eine
einfache Schwingung von der Periode .-, und der Dimpfung £,-,
eine erzwungene Schwingung hervor, die scheinbar auch emne
einfache Schwingung ist, aber die ganz andere Periode m,» und
die ganz andere Déampfung f,~ besitzt.

1V.Kapitel. Differentialgleichungen. die sich
auf solche mit konstanten Koeffizienten
zuriickfiithren lassen.

§ 1. Anderung der unabhiingigen Variablen.

Man kann aus jeder Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten beliebig viele Differentialgleichungen mit nicht
konstanten Koeffizienten herleiten, die sich durch eine Substi-
tution auf die Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
zuriickfiihren lassen. Man braucht blof statt der unabhangigen
Variablen x oder statt der abhangigen Variablen y oder statt
beider neue Variable einzufuhren Der 1. Fall soll in diesem, der 2.
im folgenden und der letzte im 3. Paragraph behandelt werden.
Beseialio: ) e—fl), (a) =g,
wobei (1a) die Auflosung von (1) nach z und (1) die Auflésung von
(la) nach & ist. @ mi_/ ﬁ_ % df

de d&E dx  dE dz’

Bezeichne ich die Differentialquotienten von % nach & und die
von f nach @ durch Striche und bilde ich die weiteren Differential-
quotienten von y nach z, so ist

dy — Iy

dJ l// /2
L=y 1y

d:z__f/// /+ gff// ”+f’37/”

d I/l/ / 7’ 7 77 /7 (/4 4 717
T = Y QP Y

..........................
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Allgemein kann ich schreiben:

" 7 Ay
(3) JL :2 Puy **/
r=1 d‘:

Fiur die Funktionen ¢ gilt daber die Rekursionsformel
(4) (f’l+1,/ (771 '+f(]71,/
Setze 1ch nun (3) in die Differentialgleichung
4
< dy _
(5) 2 ags = Fw

ein, so erhalte ich, wenn ich die Doppelsumine gleich etwas
umordne -

(6) Z(Zu wz,)%—m 2).
1=y “ &

y=0

In den ¢,, kommt wie in F x als Variable vor Setze ich
nach (la) fur = ¢ (&) e, so erhalte ich schlieBlhich die Gleichung

» P d:’
) Z (Za’t Pyl (E)]) di—‘y = Flg(&)].
Setze 1ch: 7m0 e
®) S 9@ = 5@ Flo©] = 6@,

1=y

so kann ich (7) schreiben:
3 dry
©) ; 1) 38 = (8.

Das ist eine Differentialgleichung zwischen & und y, die
nicht konstante Koeffizienten besitzt, die sich aber durch die
Substitution (1) auf eine Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten zuriickfihren lafBt.

Ist beispielsweise

(1,) S =e’, (1,‘1) T = lnE:
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so werden die Gl (2):

dy
dx =y,
Py , ”
T Oy Ty
(2) a3
dajg — ex yl + 3821!//1 + egx:,////’
(l4'Z/ T,/ re ox z /7 4z,
Jaa = Y HTENY 6Ty T A ety

Ich kann also schreiben:

’ d 1
3) M an va —/

Fur die Konstanten &,, gilt dabei nach (4) die Rekursionsformel

(4’) bz +1,y = }’bw + bL, y—1

Die folgende Tabelle enthalt die Werte von b,, bis i = 10.
by \l\/:l\z\ 3\ 4 ’\ 5 , 6 | 7 8 ggw
=1 | 1 | -

2 H 1 1

3 1 3 1

4 |1 7 6 1

5 1 15 2 0 1

6 (1 31 9 6 15 1

7|1 63 80l 350 140 21 1

8§ |1 127 © 966 1701 , 1050 266 28 1

9 |1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1 -

10 h 1 511 | 9330 34105 . 42525 |, 22827 . 5880 : 750 : 45 1

Nach (6) und (7) ist dann

y=0 1=y
v Vi
dry
’ b, |& = F(
(™) 2 ( 2 L,)g =g
Setze ich:
P
(8" Zabb”,zc;.; F(Iné&) =G (&),
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so kann ich diese Differentialgleichung schreiben:

(9)

y4
hyy

=0

LAy
/Zl-g—(x(f).

Um also eine Gleichung von dieser Form aufzulésen, mufl
man zunichst aus den ¢ die @ berechnen, indem man (8') nach a
auflost. Ist dann y(z) eine Losung von (5) so ist y(In&) eine

Losung von (9).

Statt dessen kann ich aber auch in (9°) die Substitution (1)
machen. Es ist dann, wenn ich jetzt die Differentialquotienten
von ¥ nach & durch Striche bezeichne

d¢
d*y
aé?
(2a) { d3y
as
dty
des

Ich kann also schreiben:

= &7 D (~1y+ B

=1

(3'a)

dry
a&r

W gy

=gy oy,

— 270y — 3£y 4 £y,

d'y

re dat *

= —6 §A4y/+ 11 5,4:[/1/_ 66_4:1/”_“ 5,4!//1//’

Fiir die Konstanten B,, gilt dabei die Rekursionsformel:

(4:’8.) B;’+1,t= yBj’z +‘B;',1—1

(Bii=1, B;’o= By,;'+1 =0).

Die folgende Tabelle enthélt die Werte der B bis y = 10.

B,;| i=1 2 3 4 5 ‘6‘7 81910
y=1 1

2 1 1

3 2 3 1

4 6' 11 6 1

5 24 50 35/ 10 1

6] 12 274 225 85 15 1

70 7200 1764 1624 735 175 21| 1

S| 5040 13068 13132: 6769 1960 322 28 1

9 40320 109584 118124| 67284| 22449 | 4536 | 546 36| 1
10362880 ' 1026576 | 1172700 | 723680 | 269325 | 63273 |9450 870 | 45 1
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Setze ich (3’a) in (9’) ein, so erhalte ich

y4 v4 dJ
(9a) 2(2’(4)1% B, )dm’ — G ().

2=0 y=1

Diese Gleichung muB mit (5) iibereinstimmen. Es ist also

a
(8a) 2 (—1)itre, B, =a,; G(&) = F(2),
y=1
(8'a) ist also die Auflosung des Gleichungssystems (8).
Tch betrachte nun zunichst die homogene Differentialgleichung

4
9) gty 9.
gﬁ’dy
Em Integral ist e
(]_0”) Y = ferns — ké‘;n’

wobei n eine Wurzel der Gleichung

4 P i
(1) 2&,7}?:2 (Z(”U”"Cr Byl> =0

=0 - =0 V2=
ist. Ich kann natiirlich auch den Ansatz y = k& direkt in (97)
einsetzen. Dann ist:
d'y
A&
2 =%y kgnzp’ an—1)...m—y+1).
ag 7=0

Ordne ich die Summe nach Potenzen von n, so erhalte ich als
Koeffizienten wieder die Ausdricke (8'a). Ist » eine (r 4 1)-fache
Wurzel der Gl. (117), so lautet das zugehdrige Integral

(12) y= 3k (o).
r=0

Es hat also (r -+ 1) willkiirliche Konstanten. Habe ich z. B.
die Gleichung

=nn—1...(0n—y+1ké7,

, s Py
(9 ”) dfz + E E =0,
so lautet die zugehdorige Gl. (117)
(1) n2 =0,

Das Integral von (9”) ist also
(12”) y=1rky+ kn&.
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Sind unter den Wurzeln von (11”) 2 konjugiert komplex
Ny = B T A0,
so ist das zugehorige Partikularintegral
y=k, Eﬁ!’ sin (%, + o, In &)
Haben wir statt der homogenen Differentialgleichung die

Gleichung
Shelf-S oo

(9”3/)
so setzt sich nach I § 17 (2) das partikulare Integral zusammen
aus Ausdricken von der Form

Yy = g ZTP (n &),
y={(

wobei die 7, aus § 17 (5) und (6) zu berechnen und die q, aus
(8'a) einzusetzen sind.

§ 2. Anderung der abhiingigen Variablen.

Ich will nun statt der abhdngigen Variablen y eine neue

Variable 5 einfiihren. Es sei
1) y=1f@).
HEs ist dann
Ay _ “f of dy
dx ay da’
d*y 82]‘ G2f dy | *f (dy of d*y
da? 9a? +2 dxdndx ' O (d?‘) cndat’
2) By 03 o3f o3f (d 3f [dy\?
( W - 5{‘5 +3 65&227] da]: +3 (').fc&‘fqz (Zl%) - 5"17—]"‘ (Ti)
13 o2f d*y I3 (‘gfdn a2y 0f &y
dxdn da? O de da? ' Opdad

Setze ich diese Werte in die Differentialgleichung

P
d"y
@) >

=0

= /(@)

ein, so erhalte ich eine neue Differentialgleichung zwischen 7
und =z, die keine konstanten Koeffizienten besitzt und sich durch
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die Substitution (1) auf eine Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten zuruckfuhren laft. Ist z. B.

(4) y="F@)-q,

so ist nach der Regel uber die Differentiation eines Produktes
. -7 F dry

) d:v; Z (7’) dai=v dT: )

Setze ich das in (3) ein, so ist

oo SIS

y=0

T~ 1w,

Setze ich also in dieser Gleichung
(/) H ﬁww)’
so geht sie in eine Differentialgleichung mit konstanten Koeffi-
zienten uber. Ist speziell
(8) y=2at-q,
so ist nach (3)

”‘”;2()HW~U S — iy an e &

da dxr

Ist etwa n =1, so ist
dy .dlp d'y

0 — e T ——,
(10) daxt ' dat—1 +e daxt

Setze ich das in (3) ein, so ist
)

an S D+ aw T = @),

=0

Ist speziell a, = 0 falls ¢> 2, so 1st
d1 d?
(12) (4 + aga)n + (2ay -+ alx)%% +ayx —J—Z = ().
Diese Gleichung wird also durch die Substitution

(13) o= XA

@
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auf die Form

Py dy
(14) “2%4‘“1@7‘*‘%?]'—:”%)
ebracht. Haben wir statt (12) die spezielle Gleichun
g P g
, d17 d @y
(12 ) 2 T T d 2 y
so ist P
’ Yy
14 —_— =
(14" e )
y=Ka+ I,
L
3 =K 4 —.
x

§ 3. Anderung beider Variablen.

Es sollen nun sowohl fir x als auch fur y neue Varable ¢
und ¥ eingefithrt werden Der Ausdruck tiir y soll dabei aufler &

und 5 auch noch dr enthalten.

dé

n — (60,21,
( J ’7’(15
(2) x=g(&7n).
Dann ist

dy of . 0f dy 0t dn\dé&
(3) dx <(7_§-+(")][15 7d7}- d—¢2>d?

as

@) de dg ngn

dé — 08 U oy dE’

Ieh will mich hier auf die Differentialgleichungen 1. Ordnung
beschrinken. Setze ich also (1), (2), (3). (4) in

%) o by = ()

ein, so erhalte ich da

ﬁ_{_ of dy of @y
0& ' oy dE qdn d&
. /d; . dy .
6 E 90 ) = :
© TOIED —I—bf<(s,9;, dg) Plg(En)]
0f ' odndé
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Um also diese Differentialgleichung zu integrieren, mufl
ich y aus (5) berechnen und dann (1) und (2) nach 5 auflosen
(1) 18t allerdings fur i wieder eine Differentialgleichung. Es ist
hier also im Gegensatz zu den beiden vorigen Paragraphen nur
gelungen, eine Differentialgleichung, die nicht hnear st und
keine konstanten Koeffizienten besitzt, auf eine Differential-
gleichung der gleichen Art zurickzufihren, die aber unter
Umstdnden leichter zu diskutieren ist als die urspringliche

Gleichung
Ist beispielsweise
) = (%,
Y= dé
(2) x=1,
so ist-
(3) dy d?} n d§
' do "2 AE A8 do
dx dy
4/ —_— = .
*) a¢&  d¢
Ist ferner speziell:
, dy
(59 a%——[—bg/——cx,
so ist nach (6)
(6) 54 % +b<d’7> +en=0
dg T \ag) TN

Diese Differentialgleichung erhdlt man, wenn bei Schwingungen
die Dampfung nicht konstant wie in I, § 12 und nicht proportional
der Geschwindigkeit wie in I, § 5, sondern proportional dem
Quadrat der Geschwindigkeit angenommen wird. Besitzt z. B.
ein Schiff Schlingerkiele, so ist der Reibungswiderstand pro-
portional dem Quadrat der Geschwindigkeit (Hort: T. Schw.
§ 68). & bedeutet dann die Zeit. Die Ddmpfung ist nun so an-
zunehmen, dafB sie stets der Geschwindigkeit entgegenwirkt,

. dn
also positiv, wenn neg. und neg., wenn d_f positiv ist.

df
, d?n (d77> . dn
(6’a) 2(&;{? + b +cenp=20 fiir neg. a5
, dz? n d?] . d1]
(6"h) 2ad—é—2~——— (df>+C1]_O fir pos. aE
9

Schneider Differentialgleichungen
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Ein Partikularintegral der inhomogenen Differentialgleichung
(5) ist:

(7) y=£l(} c '

[

Das allgemeine Integral ist daher

ac ¢ e _ b
®) y=Gi—guarer fnm—l)
Nach (1’) und (2") folgt daraus
di ac ¢ b
9 /e e ( _ _,>
(9) e ] 71 + kern (n 7))

Wenn es nun auch nicht moglich ist, diese Gleichung zu
integrieren, so kann man doch einige Schliisse aus ihr ziehen.
d . . .
Ist z. B. fur £ =0: 5 = —; und 7? = 0, so bestimmt sich die
d
Konstante & folgendermafien:
% + -+ ¢ L + ket =0,

(10) A (‘;—f + %1;,))0‘7“10,

(1 '( )_(%Jr%%)en(u—m (:—g—).

Diese Gleichung gilt solange bis an wieder Null wird. Der

zugehorige Wert von # sei 1. Dann ist

ac ¢ ac b
020) (G5 = 5on) = (G5 + G =0 (n==2).

Aus dieser Gleichung kann s, berechnet werden, wenn 1,
gegeben ist. Von nun ab gilt die Gl. (6'b) statt (6'a). Es ist
also b durch — b zu ersetzen. Nenne ich dann den Wert von 1,

fur den wieder 5—5 =0 wird, 7, so ist auBerdem in (18) — ,

durch #, und s, durch — 7, zu ersetzen und es ist

ac ¢ ac ¢ b
(12Db) (ﬁ — —67]2> — (—b~2~ —+ 3 1]]> e~nl=m) = (71 = —)

a
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02w 02w
§ 1. (bm-b-m:().

Ich nehme w in folgender Form an:
(1) w=XT,

wobei X eine Funktion von « allein und 7' eine Funktion von ¢
allein ist. Dann wird aus unserer Differentialgleichung

X aT

Diese Gleichung ist erfiillt, wenn folgende heiden Gleichungen
erfiillt sind: EX

(l—d—fc—z“ "I" CX = 0,
(3) BT

wobei C eine willkiirhche Konstante ist. Damit ist die partielle
Differentialgleichung auf 2 gewohnliche Differentialgleichungen
zuriickgefiihrt.

Vach I, § 1 (1) und § 3 (1) folgt daraus, je nachdem C positiv,
negativ oder 0 ist:

X=Kcoswz+ Lsmox, X=K@jfowr+ LCnwa,

4 4
*) T =K cosw't 4 L'smw’t, “) T=K¢ojo't+ L'Ginet,
7" X=K Lz N
W) o
T— K+ I/1.
In (4) ist nach I, §1(3) und § 3 (3)
—aw?+C=0, o a4+ 0=0,
(%) (5)
—ba'2 4+ C=0, b2+ C=0.

Elmminiert man C aus (5), so erhélt man die Bezichung, die
zwischen w und o’ bestehen muB, nimlich
(6) am?—bon't=0.
9*
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Zu der Differentialgleichung treten nun noch Grenzbedingungen
und Anfangsbedingungen. Es kann z. B. gefordert werden:

w—=0 oder —2—0 fﬁr{xzw(”

Ox xr=1x,
(7) w = F{x)
Jw fir t=1t,,
EOAR

wobel F(z) und G (x) beliebig vorgeschriebene Funktionen sind.
Man bestimmt dann die o so, dafl die Grenzbedingungen erfiillt
werden (vgl. I, § 2) und dann die Konstanten so, daf die
Anfangsbedingungen erfiillt werden, (vgl. II1, §2).

In I, § 2 waren allerdings als Intervallgrenzen 0 und 1 statt
z, und z; angenommen. Ich will daher noch die dort gefundenen
Resultate erweitern. Nehme ich % in der Form I, § 1 (1) an, so
ergibt sich im Falle I, § 2 (2a).

Kcoswxy + Lsinway =0,
Kcoswa, + Lsinwr, =0,
Das sind 2 homogene Gleichungen fiir K und L. Daher ist:
cos T, Sinmw, )
] = sinm (z; — ) = 0,
cosxy sinw
K = +Jlksinww,,

L= —Fkcoswuay.

Berucksichtige ich ebenso die Bedingungen I, § 2 (2b, ¢, d),
so erhalte ich:

(8a) y = k(sinwx,cos wx — cos w x,sin wx),
v
= (p=1,2,3...
w v, — g ( 3...)
(8h) y = k(sinwx,cos wx — cos w x,8in w x),
2v —1)=
w == - (r=12,3...
2(t; — ) )
(8¢) y = k(coswxycoswa 4 sinw xsin w ),
2r — D=
w = (r=1,2,3..))

2 (2 — @)
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(8d) y = k(coswrycos wx 4 sinw xysinwx),
¥
w =;1—:a (»r=1,2,3..))
Ist speziell xy = —a und ¥y = + @, so 1st, wenn wir immer
ersb » = 2y und dann » =2 — 1 setzen:
ksinmx o = #—:,
(8a) y=
keoswn o= 2T
2a
4u—N)x
k(cosmr —smmx) (u=< /L4a )ﬂ,
8b) y=
' 4 —3)n
k(cosmx+sinmwz) o= (..‘.Liif,)f ,
(v=1,2,3...)
du—1
k(coswr +smnwa) (u=( ‘u4a )n,
(8c) y=
. 4pu—1
k(cosmr —sinwz) =(—i— )ﬂ,
4a
kecosmw o = %71 ,
(8d) y=— ‘
ksinmx o = M
Z2a
Beispiele:

I. Die Bezeichnungsweise dieses Paragraphen ist mit Rucksicht auf
die folgenden Paragraphen gewahlt worden. Sie paBit nun aber nicht
ganz zu der Bezeichnung von I, § 1. Wahrend nambch i I, § 1 bei
mechanischen Schwingungen das a die Masse bedeutete und ¢ ganz ver-
schiedene Bedeutungen hatte, bedeutet hier das b die spezifische Masse
und @ hat ganz verschiedene Bedeutungen.

1. Ber Transversalschwingungen einer Seite ist a die auf die Flachen-
einheit des Querschnittes bezogene Spannung (Weber, Diffgl. II, 199;
Schaefer, Th. Ph. I, 577).

2. Ber den Drillingsschwingungen von Staben von kreisformigem
Querschnitt ist @ der Torsionsmodul ¢ (Schaefer, Th. Ph. 680).

3. Bei transversalen Wellen in unendlich ausgedehnten festen Korpern
ist @ ebenfalls 1« (Schaefer, 558).

4. Bei Dehnungsschwingungen von Stdben gilt unsere Differential-
gleichung, wenn die Tragheit der Querbewegung vernachlassigt ist., « ist
dabei der sogenannte Youngseche Modul:

B = %I?”) (Schaefer, 661).
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5. Ber longitudinalen Wellen in unendlich ausgedehnten festen Kor-
pern st @ =/ + 2u (Schaefer, 558). 37 4 2u

6. Bei longitudinalen Wellen in Flussigkeiten ist a = 3 der
Kompressionsmodul (Schaefer, 750).

7. Bei longitudinalen Wellen in Gasen ist @ = Pk, wobei P der
Druck und %k das Verhaltnis der spezifischen Warme bei konstantem
Druck und konstantem Volumen ist (Schaefer, 752).

TI. Von der Form unserer Differentialgleichungen sind auch die
Gleichungen der clektromagnetischen Wellen:

a2E W PE 0
O T W T

on ey
“on w 0a®
Vergleichen wir diese Gleichung mit der Gleichung fiir die elek-
trischen Sehwingungen in I, § 1, so erkennen wir, da3 dem Selbstinduk-
tionskoeffizienten die Dielektrizitatskonstante und der Kapazitat die
Permeabilitat entspricht. Der Faktor ¢® hingegen rithrt nur von den
Einheiten her, in denen die Grifen gemessen werden (Abraham,
Th. d. El., 270).

§ 2. Fortschreitende und stehende Wellen.

Setze ich im § 1 (4) in (1) ein, so erhalte ich mit anderer
Bezeichnung der Konstanten:

1) w = F, cos w xcos w't + kycos wxsin 't
+ kysinw x cos 't + kysin w xsin w't.
Wie nun in I, § 1 der Ansatz (1) durch (9) ersetzt werden
kann, so kann ich auch hier (1) durch folgenden Ansatz ersetzen:
(2) w=rksin(x + wx + o't) + Fsin(x + vz — o'f).
Zwischen den Konstanten von (1) und (2) bestehen dabei dic
Beziehungen 2 bsinx =k —
2K siny’ =k, + k,.
2kcosx =k, + kg,
2K cosxn’ = ky — k.
Ich will nun dhnlich wie in I, §1 die Ldsung:
(2) w=ksin(x -+ oz -+ o't).
geometrisch deuten. Sind w: und w, 2 Ldsungen, so ist auch
w = w; 4 1w, eine Losung. Ich schreibe:

(3) we =kcos(x+ wx -4 o't),
(3) twy, = tksin(x + wx + ')

(43,) W= kelrtoz+ot)
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Ich nehme nun im Raume 3 zueinander senkrechte Achsen
als x-, & und 7-Achse an und zeichne den Vektor w im Punkte z
senkrecht zur ax-Achse so, daf} er 7
mit der Parallelen zur & Achse den
Winkel % 4 wx + 't einschlieBt
(Abb. 44). Die Endpunkte der w
bilden dann fir eine bestunmte
Zeit t eine Schraubenlinie, und 2

]

zwar eine Rechtsschraube (Abb. 45). L R\,
Ebenso stellt 2
;_w——/
W — 1t~ wr +o'l) x
(4b) w=rle Abb. 44,

eine Linksschraube dar. w &ndert sich nach (3 a) und (3b) nicht,

27
wenn man x um -— vermehrt.
w
27

(5) I===
w

ist also die Ganghohe der Schraubenlinie. Im Laufe der Zeit ¢
dreht sich nun die Schraubenlinie mit der Winkelgeschwindig-

PN

Abb. 45.

ket @’. Eine Drehung der Schraubenlinie ist aber gleichbedeutend
mit emer Verschiebung der Schraubenlinie parallel der x-Achse,
und zwar nach links im Falle (3a) und (3b) und nach rechts
im Falle
(4e) w=kelrtor-ot,

=k

(4d)

ez(y - wT — m‘t).

gl

27
o bleibt nun ungeéindert, wenn man ¢ um — vermehrt.
0]

27
© s
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ist also die Dauer einer vollen Umdrehung oder in der anderen
Auffassung die Zeit. in der die Schraubenlinie um 1 verschoben
wird. Die Geschwindigkeit dieser Verschiebung ist also nach (5),
(6) und § 1 (6):

y) o o
(7) L=l

T W b

In der Optik bezeichnet man (4a) und (4 ¢) als links zirkular
polarisierte Strahlen, (4b) und (4d) als rechts zirkular polari-
sierte Strahlen (3) und (8’) sind die Projektionen von (4a) auf
die @,&- resp. «, n-Ebene Es sind 2 Welien von der Wellen-

A
lange 4, die mit der Geschwindigkeit — von rechts nach links

laufen In der Optik bezeichnet man sie als 2 gradlimg senk-
recht zueinander polarisierte Strahlen. Vermehrt man in (3)

@ um%: "Lw” so geht es in (3) iiber. Die beiden Strahlen

sind also um eine Viertelwellenldnge gegeneinander verschoben.
Addiere ich (4a) und (4d), so erhalte ich

(8) w = ket cos(wx -+ w’t)

Das ist emn gradlinig in der Richtung e*~ polarisierter Strahl
Addiere ich (4a) und (4 b), so erhalte ich

(9) W = kcoswa et

Das 1st eine Kosinuslinie, die sich mit der Geschwindigkeit w
um die 2-Achse dreht. Thre Projektionen auf die x&- resp ;-
Ebenen sind )

(10) {w_.~=kcoswxcos(x—|—cot),

w, = kcoswasin(x 4 w'f).
Das sind sogenannte stehende Wellen An den Stellen
i 4
x=§6+‘u‘z)‘ (M=O, ].,2..)
ist w zu allen Zeiten Null und zu den Zeiten
7 %

t=1u?0—,——g, (‘Lt=0, 1,2...)

ist w, an allen Stellen Null.
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Die im § 1 angewandte Methode ist bei allen Gleichungen
der obigen Form verwendbar. Durch den Ansalz

(1) w=XT
erhilt
erhalt man &

(2) 'Z’Z a, % + Xyzb;, — =

Dadurch zerfallt die partielle Differentialgleichung in die beiden

gewohnlichen: .
[2“”%% — (X =0,

lzb _-+0

Die Konstante C kann auch komplex sein. Setze ich

(3)

X =,
4) T — et
s0 ist dann - ,
so ist dann St — O — iCy = 0,
(5) Yy .
2"+ 0+ iC,=0.
7

Setze ich hier etwa n = f+iw und 2’ = ' 4 i, so zer-
fallen die beiden Gleichungen in 4 Gleichungen. Aus diesen
kann man C; und C, eliminieren und erhdlt so 2 Gleichungen
zwischen f8, w, f/, o’

Beispiele :

(7)

84w 02w
CoatlaE =

Nach I, § 1 und §8 ist, wenn @ und b gleiches Zeichen haben:
X =KGCojwr+ Leoswz + MGinwx + Nsinwzx,

4

() T = K'cosw't + I/sinw’t,

wobei

52 awt—C =0,
o1 b2 —C=0,
oder

(6;) awt—bw'? =0,



138 V. Kap. Partielle Differentialgleichungen.

Die Gl. (I) tritt bei Biegungsschwingungen von Stiben auf.
Dabei ist b die riumliche Dichte und ¢ = Z%? (E Youngscher
Modul, £ Triagheitsradius des Querschnittes bezuglich einer durch
den Schwerpunkt gehenden, zur Biegungsebene senkrechten Achse)
(Schacfer: Th. Ph. 686).

02w 2w Jdw

([I) (LW+027E_+01—(‘:7=()‘

Die Gl. (5) werden hier

an? —Cy —iCy =0,

bon'2 4 by 0, +1Cy,=0.

(511)

Setze ich hierin n = f# 4+ iw und " = ' 4 " und eliminere
C; und Oy, so erhalte ich

by (B2 — '®) + by '+ a (2 — @?) =0,

6
() 2b, B + by +2afw =0,

Die Gl. (II) erhédlt man, wenn bei den unter § 1 (I) genannten
Problemen die Dampfung mit beriicksichtigt wird und sie propor-
tional der Geschwindigkeit angenommen wird. Nach §1(II) erhilt
man entsprechend bei Beriicksichtigung der Leitfahigkeit ¢ die
sogenannte Telegraphengleichung

02 o€ ¢ 02¢
T P P

(Weber: Diffgl. II, 304; Abrabam, Th.d El. 276).

Die Gleichung fiir die Wirmeleitung in Stiben ist

2
(z11) kT = goo Y 4 hpy,
wobei y die Temperatur,
k die Leitfahigkeit,
¢ die Warmekapazitit,
h das Strahlungsvermogen der Oberfliche,
g die Fliche

) . +d ittes .
p die Peripheme} es Querschnittes

(Weber- Inffgl. 1T, 89.)
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Fiir Transversalschwmgungen inkompressibler Flissigkeiten
gilt die Gleichung

(IV)

~o n
ocw ow

T e =
0 a2 ot ?

wobei ¢ die Dichte und % der Koeffizient der mneren Reibung ist.
(Schacfer: Th. Ph. 984.)

§ 4. Variationsproblem I.

Ahnlich wie in den Abschnitten I und II die gewohnlichen
Differentialgleichungen durch Differentiation der Funktionen £ und
V erhalten wurden, kann man die partiellen Differentialgleichungen
mit ihren Grenzbedingungen durch Variation eines Integrals er-
halten In der Physik treten diese Variationen von Integralen
beim Hamilt onschen Prinzip auf. Abgesehen davon ist die Zu-
riickfithrung auf das Variationsproblem deshalb von Wichtigkeit,
weil Ritz (Annalen der Physik, Bd. 28, 1909) eine Naherungs-
methode angegeben hat, die auf das Variationsproblem zuriick-
geht.

Es sel V eine quadratische Funktion von w und den Ab-
leitungen von w nach & w sei aber auflerdem noch eine Funk-
tion von t, so dafl die Ableitungen partiell zu nehmen sind:

n n
0Py 01w
(1) 4 =2 Z“M TP Dot @pq = Qqp -
p=0 ¢g=0
Ich betrachte die Gleichung:
Xy
(2) 8[dev=o0.
Ty

Durch partielle Integration ergibt sich:

( @y

12 q i P ap - Fqt+-1
(S/d 0w 8w=12(_1)ﬂ_1 ow ¢ w

X = -
ox? Ouat | OxP-1  Qpatn-1
o alo‘ll_‘
q ~
01— §w ap+/l~1w
‘ i 1y -1 e g
(3) +Z;( o St

Zy
61)+qw

+ﬁlméw[(——1)f’+ (*Dﬂm-

o
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Ich fuhre nun in den beiden Summen andere Summations-
buchstaben ein:

(4) f=p—p p=p—%&,
(5) E=q—np =g — &
Dann 1st:
Ly Ty p—1 )
Pw  w 0sdw Op+i-s-ly
— —1yp-¢-1
(5/‘dxa%p oat Z( 1 daf Qapte-t-1
Zo Ios=0
-1 l )
050w Opta-§-1ly
—1)a-&-1
(6) +§( b Oaf Oapta-i-1
P

+ dbawu—l)w(—ma .

ﬂ?n

Nach (1), (2), (6) ist, wenn ich die Summation immer gleich
umordne:

(21 Ty n—1 n n
% Sw , opra-i-lyy
afda:V= D (= 8 \2 D 1

4 %5:0 p=&+1 ¢=0
"y opta-5-1
w
(7) + 2 D Wy ey
p=0g=&+1
’ (;1?+'1w
+ daséwZJZJ[(- (=1
Y4 q

Da ap, = a,, ist, so sind die Doppelsummen in der eckigen
Klammer einander gleich.

Ich kann dann die Bedingungen fir w schlieBlich auf die
Form bringen:

< cpg 0w OPta-s-1yy @ =,
(8) Z(—l)s oy 22——1 Uy G pFa=F=1 =0, fur v =g,

p=£&+1 9=

©) ZZ[(— 17 4 (— 1)ay, =0 fir g <w <z,

p=0q=
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Rw  Pw
3 5. car " Jy
Ist n 61 .
" ’w ofw
und liegt das Integral
Lo
(11) N@ﬁmv+m:w
N
vor, mit der Bedingung:
t= 1,
(12) dw =0 fﬁr{ ?
t= 1,

so bleibt die Gl. (8) bestehen. Dagegen tritt an Stelle von (9):

n n ap+ q
PN (O R e e

(12) pm0 a0 t fur {x0<m <%
) ap+qw bg <t < 1.
+ 3 S e -
p=0q=
. 0% 02w
55 - oy 0

Das ist die sogenannte Laplacesche Differentialgleichung.
Sie kann als Spezialfall der Gleichung des §1 angesehen werden

fir den Fall @ = — ¢. Ich nehme wieder wie im §1 w in folgender
Form an:
(1) w=XY,

wobei X eine Funktion von z allein und Y eine Funktion von y
allein ist. Dann wird aus unserer Differentialgleichung

X ey
@) g T+ X

dy?

Diese Gleichung ist erfiillt, wenn folgende berden Gleichungen
erfilllt sind:

FX_ox -
dx?

®) s
—5+C0Y =0.

dy?
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Nach I, § 1 (1) und § 3 (1) folgt daraus, je nachdem ¢ positiv,
negativ oder Null ist:

X=KGfwz+ LGinwe, ,, X=Kcoswz+ Lsinwz,

; 4
) Y = Kcoswy + L'sinwy, *) Y = K'Gjoy+ L'Gnoy,
(@) X=K+ Lu,
Y=K+1Ly,

wober w?= (', w also ganz beliebig ist. HEs gibt also unendlich
viele Losungen von der Form (1). Die Gleichungen (3) haben
die schon in I, §1 angefithrte Eigenschaft, dafl die Differential-
quotienten der Losungen wieder Losungen sind. Ist also (1)
eine Losung unserer partiellen Differentialgleichung, so ist auch

(5) w=XY
eine Losung, wenn e ki{ ,
(©) .
= ay
=k .
Y iy

Die beiden Losungen w und w bezeichnet man als konjugiert.
Ich will die Beziehung (6). die zwischen den konjugierten Losungen
besteht, noch auf eine andere Form bringen. Es ist, wenn man
(6) dafferenziert und (3) beachtet:

WX ox,
(7) -
a4y
ay - —kCY.
Ist nun k= —(%, so nehmen (6) und (7) die symmetrische
Form an:
x _ —
cfl‘xz(uX, %z—{—w}(,
(©) ay = ™\ ay
=wY =—aunt
dy ’ dy
Aus (1), (5), (69, (7) folgt dann:
Ow (7”21_7 F xr
" e 5= wXY,
ﬁﬁ)— = O =wXY
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Diese Beziehungen zwischen w und w sind von dem Ansatz (1)
unabhangig. Wir mussen nun die Grenzbedingungen betrachten.
Denke ich mir im §4 x horizontal und ¢ vertikal aufgetragen,
so ist das Integral § 4 (11) zu erstrecken iiber das Innere eines
Rechtecks, das begrenzt wird von den 4 Geraden: x = x,, * = x,,
t=1y, t=1t,. Der Funktion w war auf den Seiten x = x, und
x = x; die Bedingung § 4 (8) vorgeschrieben. Auf der Seite ¢ = ¢,
waren im § 1 die beiden Bedingungen (7) vorgeschrieben. Auf
der Seite ¢ = t; schlieflich ist w keiner Bedingung unterworfen.
Bei der La placeschen Differentialgleichung ist nun gewohnlich
auf dem ganzen Rande emes Gebietes, das naturlich kein Rechteck
zu sein braucht, der Funktion w eine Bedingung vorgeschrieben.
Ist das Gebiet und die Randbedingung symmetrisch zur a-

und y-Achse, so ist in (4), (4) und (4”)

) L=I'=0.
Soll z. B. w = 0 sein fiir ¥ = 4 b, so ist nach §1 (8'a):
> — (2y—l_)z

10 = 3 ..
(10) 50 ) (=1.2,3 .)
Es ist also
X — KGo g‘u_;bl)ﬂx)
(I (e=1,2,3..)
— Kloos 2= Dny
Y = K’'cos 55 s

Es gibt also immer noch unendlich viele Losungen von der
Form (1). Die allgemeine Losung kann ich schreiben:

= 2u—1 2u—1)7
(12) w=2k,,,(§oi( ”2b)”xcos( p=Yay
=1

2b

Weiter werden die Grenzbedingungen im § 6 behandelt.

XY 020
§ 6., — + o = C.
02 0y*

Man kann durch die Substitution
M w =0+ 10+ 1)
die obige inhomogene Gleichung auf die homogene Gleichung des

vorigen Paragraphen zuruckfithren oder man kann, wie bei den
inhomogenen gewohnlichen Differentialgleichungen, auch hier das
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allgememe Integral zusammensetzen aus einem partikuldren Inte-
gral und dem allgemeinen Integral der homogenen Differential-
gleichung. Ein partikuldres Integral ist:

(2) w=Ka*-| Ly,
sofern
(3) 2(K+L)=C.

Als Grenzbedingung kommt nun zunsichst der Fallin Betracht,
dafl wauf dem Rande eines Gebietes verschwinden soll, in dessen
Innerem w obige inhomogene Differentialgleichung erfullt. Die
durch (1) eingefuhrte Funktion v hat dann die Eigenschaft im
Innern des fraglichen Gebietes die homogene Gleichung § 5 zu
erfullen und auf dem Rande den Wert — 1C(a?+ ¢%) an-
zunehmen. Um schliefilich die Randbedingung aufzustellen, die
die zu v konjugierte Funktion » erfullen mufl, differenziere ich
die Gleichung

v+ 10+ ) =0
total und erhalte

v dv 1
a—gdﬂz + Wd?/”i“—z‘o(xd% + ydy) =0,
oder nach § 5 (8)

ov 0
A -

v v 1
4 - dedk pidy g Odetydy) =0,

Das ist die fragliche Randbedingung fur v.

Nehmen wir zu (2) noch das aus § 5 (4”) folgende Integral
der homogenen Gleichung hinzu, so ist:
()] w=M-+ Nz-+Oy-+ Pxy + Ka2 4 L.

Ist nun die Berandung symmetrisch zur a- und y- Achse,
so muf in (5) N = O = P = 0 sein. Gehoren speziell die Geraden
y = b mit zur Berandung, d. h. ist:

Y= —b,
y=+0,
w=LC(y* — b?).

w=20 fiir{
S0 ist:

Nach § 5 (12) ist dann also das allgemeine Integral

(6) w = %C’(y2 — b?) -+ Zk,, Eof

u=1

@Qu—1)nx Cu—)ny
T T




2w Pw -
§ 6. e = (O
30 c?x'l 0y 145

Ist nun der Rand spezell em Rechteck mit den Seiten « = *-a
und y = + b, so muB

(Zp— Qu—Nay 1 )
2 ke Gof = cos TH Y — — 0 — )
sein, oder, wenn ich ny
2~ "
setze:

N ap— b2 (2
Z{kﬂ Eof (‘ZLZ.b_l)_ﬂ_q} cos(Z2u—1)n = % (Z;_ _ ,72) .

a=1 -
Vergleiche ich diese Reihe mit der Rethe I1I, § 2 (18d), die
ich schreiben kann:

n o Sisenene_ gz

so folgt

Al G = g

2002 T Ru—13a

Daraus folgt:

(8) b o— (___ 1)’“+1 16C b2

2u— Nma
(2/L— 1 33€0 f*“ﬁi
Setze ich das in (6) ein, so erhalte ich schliefilich
Gu=l)e
o 1)“+1@0f 2b Cu—1yny

1 16 b2
9) w=02( b2)+ 2;(2# 7 7*(2#——1)7111008 55

Fiir die Funktion v ergibt sich aus (1):

&

1 1
v==0{z(y2—x2)——;b2

(10) i @pu—1)ma
1652~ (— 1)+! 2b @u—ay
T Z(Zu P @u—Dra " 2b
w=1 ! @Di_'l'__—_
25

10

Schneirder, Differentialgleichungen
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und fur die zu v konjugierte Funktion » aus § 5 (8).

. @Qu—1)na
o (— 1)+t Gin 2b sin Cu—1my
n" - (2p—1)° (2[u— Yra’ 2b )

Von Wichtigkeit ist noch das Integral
+a +b
(12) M=2/ [azdyw.

~a ~b
Es ist nach (9)

8ab? 512b4 2u—1na
(13) = O{ R " 2{(‘)u—1)5~ 2b }

Zu den Gl. (9) bis (13) erhdlt man ganz entsprechende, wenn
man ¢ mit b und x mit y vertauscht.

Die Gleichungen (9) bis (13) finden sich als Losungen des
Torsionsproblems in jedem Lehrbuch der Elastizitit. Was jedoch
meist fehlt, ist eine Fehlerabschitzung. Ich will sie daher 1im
folgenden geben.

Da o <a und y <b ist, so ist

@2u— 1)z

Cof ™ 2b |
@p—1)za

] 55

Die in (9) und (10) auftretende Reihe ist daher kleiner als
die folgende .
(— 1)stt cos 2 — Dy
~ (2u—1p " 2b ’

Die Summe dieser Reihe ist aber nach (7)

78 . o2
32 ( ”ﬁ)
Brechen wir daher die Reihe nach dem nter Gliede ab, so
ist der begangene Fehler sicher kleiner als

s 72 n (= 1wt @2u—1)ay
4 oo (1 — %) — .
(14) 3 ( b2> 2 (@u — 1y cos 23




g Fw  FPw
C0at Tt Jyt T
Fiiv die in (11) auftretende Reihe folgt, da Gina < Cojo ist

C. 147

2u —1)ax
2b

2u—)na
gof 24 S5

Da ferner auch der sin stets kleiner als 1 ist, so ist die

Reihe (11) kleiner als - .
2 @1y

Breche ich die Reihe daher nach dem mnfer Gliede ab, so
ist der begangene Fehler kleiner als

1 1
@n+1F T @0+ aP
Die Summe dieser Reihe ist kleiner als
1 1 1
2n + 1 { Gnt i T @Eatar }
Nach III, §2 (16c¢) ist aber

> 1 _n2
Z:(zﬂ—l)z_ 8’

Der hegangene Fehler ist also kleiner als

- 1 72 r 1
%) T e

n=1

Gin
<1.

+...

Fur die in (13) auftretende unendliche Reihe ist, da Tga <1,
der Fehler sicher kleiner als
1 1 1
Gntip T Enrap T @at ey

Die Summe dieser Reihe ist kleiner als die der folgenden:

T

1 1 1 1
2ﬂ—1{ @nrip T @nran T g T }
Nun ist aber nach I1I, § 2 (18d):
> 1 o 7t
2(2‘1%— 14 96"

=1

10*
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Der Fehler ist daher sicher kleiner als

1 |
(16) 2n+1{§€_21(2u—"f)4}‘

"=

Wird die Reihe (13) z. B. nach dem 4 Gliede abgebrochen, so
ist der entstehende Fehler kleiner als

L K = 0,00003
9{96 (—+ TR )}— ,

Es ist ferner von Interesse, zu untersuchen, wie die Abbildun-
gen aussehen, fur die die abgebrochenen Reihen streng gultig sind

x, 4 Solche Uberlegun-
genstellt Fopplin
@ seiner Techn. Me-
chanikan Ererhalt
RZ3
1 (T
Abb. 46. Abb. 47.

aber meiner Meinung nach falsche Resultate. Breche ich die
Reihen nach dem 1. Gliede ab, so hat die Abbildung nach (6) die
Gleichung, wenn ich speziell ¢ = 2 annehme:

B os Y
(1) Y — bt ko cosTE = 0.

Die Schnittpunkte mit der z-Achse sind:
2b b2
8 = 1L=9 _—
(18) Ty = = AeGof——.
Die Doppelpunkte der Kurve sind:
2b 4b2
19 x, = +—A1tCof— ; = 1b.
(19) Xy = &= po {tCoj i y= b

4 . . .
Da ;T—>l, so ist auch stets x,>wx,. Fur die Tangente im

Doppelpunkte ergibt sich s
7 Ty
2 = S —
(20) tg @ k(zb) m T

tgp hat also das Vorzeichen von a,. Die Randkurve hat
also die Gestalt Abb. 46 und nicht, wie Féppl angibt, die
Gestalt Abb. 47 (Techn. Mech. V, Abb. 19).
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Setze ich in (17) fiir k den Wert ein, der sich aus (8) ergibt,
namlich 1
k=— b2 ,
& (&Zof

so ergibt sich fiir die Schunittpunkte der Kurve (17) nut den
Geraden @ =+«
ny

y?— b2+ 34§b2cos—~ =
M A

35 0.

L

uydz

) 1%

Abb. 48.

Die Wurzel dieser transzendenten Gleichung ist also un-
abhéngig von a, und zwar ist

(21) Yo = 0,336 — b.

Die Abb. 46 ist gezelchnet fiir den Fall b = ——]F Dann ist
nach (18), (19), (20)

=0,9915a,
%, = 1,668 a,
@ = "72°20".

Breche ich die Reihe (9) nach dem 2. Gliede ab, so ist die
Gleichung der Randkurve

Y 3
Go . Cof ——
y2— 0% 4 3252 i cosﬁg—j— i 20 cos 37y =0
y A\ o Ze 2b B Bma 2 :
o g 2b i35

Fiir die Schnittpunkte dieser Kurve mit den Geraden z = --- o
ergibt sich

32 b2 Y 1 3y
o= b S (oos 3 — g eos g5 ) =0
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Die Wurzeln dieser Gleichung sind wieder unabhéngig von «,

und zwar ist Yay = 0,2200,
Yag = 0,6480.
Die Abb. 49 ist wie Abb.47 gezeichnet fiir den Fall b = ——]/3.
Dann ist 2y = 1,00194,
a2 = 1,0240.
Anmerkung:

Haben wir statt (6) die allgemeineren Grenzbedingungen:

(6a) w=0 ﬁn{Zfzm
=y,
w=0 fir y=y

6b o>
(6b) {w’=0 fir y =y,
(6¢) {W=0 fir ¥ =y,
80 ist: w=0 fir y=y,
(7a) w=3C oty — (o +y) ¥y + %
(7b) w=$C2Yy — % — 21y + ¥,
(Te) w=3}CQ2yYy — yi — 2Yy + ¥°).

Ist speziell y, = — b, y; = -+ b, so ist:
(7%a) w=3C(y* — b,
(7'D) w—3C (42 — 2by — 302),
(7'c) w=31C(y2+2by — 3b?).

Ist andrerseits y, =0, y, = b, so ist-
(") w=4Cyly—1b),
(7”D) w=}Cy(y —20),
(77¢) w= LC(y* — b?).

02w 02w
§7. «a wrei +—-67/2-)+(;w=0.

Durch den Ansatz:
(1) w=X7Y

geht die Differentialgleichung iiber in

2 2
2) @§Y+ dY%oXY~O
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ot

Die urspriingliche Differentialgleichung zerfillt also in die
beiden Gleichungen :

2
aj—{—CXzo,
dx?
3) y O+ 0=
] @ a7 +0Y=0,

Daraus folgt: X =Kcoswz + Lsinwx,

*) . Y = K'cosw'y + L'sinw'y,
wobei @O =0,
5) { —awt+C'=0,
(6) —a{w?+ w'?)+c¢c=0.

Es soll nun wieder wie im §6 auf dem Rande des Integrations-
gebietes w Null sein. Ist das Integrationsgebiet zur - und y-Achse
symmetrisch, so ist in (4):

(7 L=L=0.

Ist das Integrationsgebiet speziell ein Rechteck mit den Seiten
= 4a und y = 4+, so ist nach §1 (8'a):

Q2u—1)=n , @2vr— 1=
8 =t T = —
8 o ST 0l 5
Nach (6) ist daher:
Cu—17 (2r— 1)2

4 23 4y?

, {(t,y=1,2,3...).

(9 c=an2[ ], (e, v=1,2,3. ).

Diese Gleichung stellt unendlich viele, aber diskrete Wertc
von ¢ dar, die von den Dimensionen des Rechtecks abhingen.
Nur fiir diese Werte ¢ ist unsere Differentialgleichung fiir das
Rechteck 16sbar.

Unsere Differentialgleichung tritt auf bei Transversalschwin-
gungen von Membranen. Es ergibt sich da zuniichst die Differen-
tialgleichung Rw  Pw 02 0
©) ( )=b5x.

wobei w die transversale Verriickung, a die konstante Spannung
und b die Masse der Flicheneinheit bedeuten (Schaefer: Th.
Ph. 643). Durch den Ansatz:

w(z, y,t) = w(zy) e

0 x? cy?

geht (9) in die obige Differentialgleichung iiber.
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§ 8. Variationsproblem II. Doppelintegrale.

Es sei V eine Funktion von w und den Ableitungen von w
nach 2 und g/:

Pty ¢ sy
Q v= i g g
Apqrs da7 dyt Do’ Oy pars = Qrspy

p=0¢g=0 r=0 s=0

Ich betrachte die Gleichung
@) 6ﬁﬁxdyV=0.

Durch partielle Integration ergibt sich:

oPtlyw (OrtsSw
f[]é”dJamrayaavaJs
L oPta-r S ortstu=1y

=/dg/~2

__1 =1 _ —
< ( ) axp-,uayq axr+/z—1(~)y&
o 1/5—1
277( 1y 1dr+s "(Sw opHati-1y
: Ja7 1 Dy Qavti-104
n=

(3) .

q -

.| O1=1 da Optrtstu-1ly

+ d’lﬁ[ :(_1)1Hﬂ—-l ~
o/ ‘ =1

5

ayq—,u ax”+’ay5+."‘l

1!

+ 2 ( UW,J’ﬂwW”““‘w
Js iz ax))+7‘0yq+,u 1

OPH AT+

¢ wp+ra‘/1+s

/yédeéwu—dv+q+<-1rHJ

Ich fuhre nun in den 4 Summen andere Summationsbuch-
staben ein:

§=p—n pu=p—%§,

® E=r—p  p=r—§&;

N=q—p  p=q—y,
1]=8—/l, IL=S'—'7].

®)
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o0P+elw o' +iw
é///d”d"’axpoﬁ i iy

p-1 -
01tsdw cbtrts—s-ly,
= j— §+1
/‘ZJ ;:( D Gt ay dmr gy
os+~6w OPtetr-i-1y,
+Z_ (=0 w oy sarrreToy

2 g-1 o o) ; -0 =
1w  OPHatrEs-i-1ly,
4 [dy E(._l)zﬂrq—u‘l -
é)yu 0xp+r§yq+s—q—1
11}:0
s—-1

ondw Optatrts—y-1g,
— 1)r+s-5-1
+ DNy S o

Oaptr ayq+s -1
n=0

op+atrtsy

+]]d:ccly5w[(——1)”+4 + (=1)r+ ]W.

Nach (1), (2), (6) 1st, wenn ich die Summationen immer

gleich

umordne: o

f/czdeV_/;zJ

O'I *5?,0 aIH?‘H ~—|w
ZZZZPU e
peErl 7=0 7= 03() Y Y

n R

(—-1)s+1t

n
=1

FHEdw Grrorr-i-ly

+ 222 > W s 5o Oyt Oavtr-$-1048

p=0g=07r= s+ls 0

9

n-1
on 6w
+ ldx (—1)y Ml
GJ'I
7=t
7 n 7" n -
optatrts—g- lw
' [ R
pqrs Wpr+Tan+s n-1
p=0 q= r;+1r =) §=0

011+tz+1+s - lw

+2222(—1 Dpars Gopir Gyrvs a1

p=0 ¢g=0 r=0 s=n+1

—i—]/da:dyéw

L opratrtsy,

3305 S o

p=0 ¢q=0 r=0 =0
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Da ay4rs = ar5p4 ist, so sind die vierfachen Summen in den
beiden obigen Klammern einander gleich Es ist also

(8) a//dxdyv 2[/

wobei
2(— 1)1

K n n n 0tt+s Jw optris-s-1y

— T) —_——— e —
E E (—1) Apqrs axsayq (9961’+7'-5-1&y9'

Pp=5+1¢g=0 r=0 s=0

el d1éw
(10) Fy= DN(—1)r+ E

7=0

] fjdxdyéwf,

n_on n_on Op+atrts—u-1ly

— 1tag -
( ) qugaxp+rayq+s—u—l
p=0g=9+1r=0 s=0

non.n optatrts
(1) 1= ST S (- 1y Vpers g grrg v
p=0 ¢=0 r=0 s=0

Ganz entsprechende Gleichungen erhilt man, wenn man erst
nach y statt nach « partiell integriert. Man braucht blo8 tiberall
& mit y, p mit ¢ und r mit s zu vertauschen.

Nach Abb. 49 ist nun, wenn ds das Bogenelement der Rand-
kurve und » die auBere Normale ist

dy = — dscos(x,») fiir Py,
dy = 4+ dscos(a,v) ,, P,,
dx = —dscos(y,v) ,, Q.
dx = 4-dscos(y,v) ,, Q.

Setze ich das in die eckige Klammer von (8) ein, so kann
ich schreiben

(13) 6ffdwdy V= 2fds[eos (@v) F, + cos (y») T,] —{-f/cl:cdyéwj.

(12)

Diese Gleichung ist erfiillt, wenn

.. [ den Rand des Inte-
(14) fds[cos (@) F, + cos (yv) F,] =0 fiir

grationsgebietes.
das Innere des Inte-

(15) f =0 fiir {

grationsgebietes
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Ist das Integrationsgebiet speziell ein Rechteck, so lautet die
Randbedingung

v x =z,
(16) /dg/Fx =0 fir {
T o= .
Yo
- y=1y
(17 jdfcﬁ’y =0 fiir { 0
¥y=Y-
14
dx
s (R
V\)\e
dsfidy ~* 4l fis
2
/\V
fdst
\air
v
Abb. 49

Aus (16) und (9) folgt durch partielle Integration

Z e S Sy Z

§=0 p=&+1 ¢=0 r=0 §=0

Y

Yo

OU+s-n S OPTrHs-stu-24

(— 1

6x5(’-)yq—/L axp+r— &-1 é\ys+/¢—l

SSemd 385

p-_ 1 ¢=0 r=0 s=0

(18)

0§ dw Opta+r+s—5-1,y
1q
PATS Dos Qaptr- ~~lf)yq+s

(—1)P*
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Andere ich im 1. Summanden den Summationsbuchstaben
nach (5), so wird der 1. Summand-

[ Senn 3 333, 5

(19) $=0 §+1 ¢g=0 r=0 s= n=0

( 1)p+q—1}—1a 1 Sw optratrts-s-n-2q

O.’Z)’a?" zvfl+7—“—10yq+s n-1"

Damit kann ich die Bedingungen fur w schlieflich auf die
Form bringen:
n-2n-2

05t g
2 E’(_. 1)s+n ow
e Oxf Oy
E=0 =0
n 122 n n

. Op+a+r+e-E-n-24,
—1y¥+e
( 1) apqrsaxp+r~§—l (’-)yq+s—1]—l

=0,
(20)§ p=E+1¢=5+17=0 3=0
=% Y= lo>
=Ty Y =11,
v = Y=y,
T=2 Y=Y

fiir

n-1

ow
— 1)
2( 1) i ozt

&=0
” n ~ -
Optatris—s-1gy
(21) (— 1)P*+0a, ., -0,
Qaptr-&-1 ayq+1
p=(+1 g=0 r=0 s=0
T = X
. 0
fur ’
\ X = .’l?l.
n-1
”
E'(__ 1y7+1 aaéw
Yy
7n=0 y
" 7 non .
+qtrts—-n-1
(22) op+atrts—n w

(——' .l)pJT(I(lpqrs 6x2’+f0yf1+8—77—1 :.:O:

p=0 qg=9+1r=0 s=0

" Y =10
fiir
Yy=1u¥.
n n n OD+'I+r+sw

n
[(— P41 (= 1+ g 0,
(23) { P=0 2=0 7=0 g PITS Qb7 Oy

.| das Innere des
fiir
Rechtecks.
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Aus (23) erkennt man, dafl nur die Differentialquotienten
der graden Ordnung vorkommen und daB alle Glieder von (1)
denselben Differentialquotienten ergeben, fiir die p +r und g 4 s

52,
gleich sind. Den Differentialquotienten %“;;)
Glieder, fur die p + r =2 und ¢ = s = 0 ist, also:

ergeben z. B. die

02w

ow
2a [ — ( )
0020 7y + 1910 0w

4w
Den Differentialquotienten O; ergeben:

dw 3w 02w\?
2a w 2a Ao (~——-—
0040 ¥ 577 + 1030 20" 5B + ag999 e

. . . ctw
und den Differentialquotienten —— -~ ergeben:
ot 0y
Otw cw Bw ctw Pw
200000 W 5555 + 20010 75— 555 + 20055 5
0022 ﬁ,vzayz + 1012 ox axayz + 2002 02 ayz
dw Bw 2w \2
2a a o
+ oul(}J 0%2(9J+ 111 (x”/

Beispiele:

Die unabhangigen Variablen brauchen naturlich nicht immer 2 und ¥
zu heiflen, sie konnen auch x und ¢ semn. Im § 1, Bewspiel 7, 2 (Drillungs-
schwingungen eines Stabes) 1st z. B. die Tragheit der Bewegung ver-
nachlassigt worden, durch die die Querschmitte zu krummen Flachen
deformiert werden. Beriicksichtigen wir dieselbe, so 1st die Variations-
gleichung der Bewegung (Love: EL § 279):

0 sfufinl10 (22 oo ' ol o] 0

Hierbei bedeutet w den Wimkel, um den 2 Querschnitte gegeneinander
verdreht sind, C die sogenannte Drillungssteifigkeit, » Tlacheninhalt,
K Tragheitsradius und @ Torsionsfunktion fur den betreffenden Quer-
schnitt. Es ergibt sich die Differentialgleichung

o2
(23)) 0w K2 -Oc-gi; — Q(/‘I)2dw)

otw w
aron~ C o =0

Im §1, Beisprel I, 3 (Biegungsschwingungen eines Stabes) ist die
rotatorische Tragheit sowie die Tiagheit der Bewegung vernachlassigt,
die die Querschnitte in ihrer eigenen Ebene verzerrt. Wird diese beriick-
sichtigt, so ist (Love: El § 280):

dw ¢® 2w
o oo (G oo S, (el ) -
I) é|dt|dx 4o (k72 k)c“'tﬁx?oti"l" 920 —Ek EF 0
Hierbei bedeuten % resp. I’ den Tragheitsradius des Querschnittes
beztighich einer durch den Schwerpunkt gehenden, in der Biegungsebene
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resp. senkrecht zur Biegungsebene gelegenen Achse. Ls crgibt sich dic
Dlﬂerentialgleichung

*w ’ aw
280 oG —e[B2 (1 — o) + Kol gy 2at2+E’“'2 =0,

Im § 1, Beispiel I, 4 (Dehnungsschwingungen eines Stabes) ist die
Tragheit der Querbewegung vernachlassigt. Wird sie berucksichtigt, so
ist (Love ElL § 278):

2 (’)\2w 2 aw2
a1y ofatfas s eo| (57) + v (555) }—E“’%) j=o.

Es ergibt sich die Differentialgleichung:

2w Aw Pw

(23,11 atz——gok Erory Eﬁézo_
Haben wir wie im § 4 noch eine 2. Funktion
. N, w Jtw
(24) =2 2 be'sy g Pre = Bars

p=0¢=0
so tritt an Stelle von (2) die Gleichung:

1
(25) ajdtf dedy(V + B) = 0.
to

Soll wieder wie 1m §4 Sw fur die Grenzen der Zeit verschwinden,
so tritt an Stelle von (23) die Gleichung

n_n n n
<1 - optatrtsqy
‘[( ]_)p+q ( 1)" 5]a'7 rs
re 6x”+’6y4+‘
p=0qg=07r=0 <=0

(26) n_on
T v ortiw
-+ 2 E [(— 1)+ (—1)d,, - y I = 0.
p=0¢g=0

Haben wir z. B. die Gleichung

O w [ dw dw\?
mofuffazaye (G (5) () -
a) ; clt/ dedya (03/ ) =0,
so ergibt sich daraus die Glelchung § 7(9) mit der Randbedingung

(147)

) Ty cos(yr):O.

Diese Bedingung ist erfullt, wenn, wie im §9 angenommen wurde,
w auf dem Rande des Integrationsgebietes verschwindet.
Haben wir die Gleichung

240\ 2 59205\ 2 2 92
/dt//rlwdya [(O > +<O 112}) +2,u»i—ui —Uqw

Oa? Oy ox? Iyt

B w )2} (6w)2_
r20 - (5g) e (G =0
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und ist das Integrationsgebiet ein Rechteck, so ergeben sich die Bedingungen

T =ay Y=Y

N2

G,y O W . JE=% J=J1s
(204) Sw dwdy fur =2 = g0,
T = xl ./ = Y1-
B w Gw 2w r=2
@) —owfE—m pa o)+ 2o ul ay~ + 0] 20 fur {x:@:
. 2w Cw ] dow { o*w J Y=1Y
(22y) — (511)](2 — )= EEr + rd = 3y cx2 + - o 0 fur {:’/ -
ctw vtw (74w) 2w das Innere des
. Z 2y L Lz zr -
(23¢) a(c’)x‘ "7 Oa?oy? + dyt b= dt 0 fur { Rechteckes.
Die Gleichung (V) ist die Gleichung fur die Transversalschwingungen
3
emner Platte. Dabei ist a = TQ_(T% die sogenannte Biegungssteifig-

keit und b = ph die Masse der Flachenemheit. (Schaefer: Th. Ph. 713,
Foppl: T. M. V,130, Love: EL 564.)

§ 9. Krummlinige Koordinaten in der Ebene.

Wie im Abschnitt IV aus den totalen Differentialgleichungen
mit konstanten Xoeffizienten solche mit mnicht konstanten
Koeffizienten hergeleitet wurden, indem statt x und y neue
Variable & und % eingefiihrt wurden, so konnen auch aus den
partiellen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
solche mut nicht konstanten Koeffizienten hergeleitet werden.
Wéhrend aber bei den totalen Differentialgleichungen diejenigen
mit konstanten Koeffizienten leichter zu l6sen sind, ist es bei
den partiellen Differentialgleichungen umgekehrt oft vorteilhafter,
die Differentialgleichungen mit nicht konstanten Koeffizienten
zu behandeln. Geometrisch entspricht namhch der Einfithrung
der neuen Variablen die Benutzung krummlmiger Koordinaten
und diese krummlinigen Koordinaten konnen nun so gewdhlt
werden, dafl die Randbedingungen sich in ihnen mdglichst einfach
ausdriicken. Ich wihle als Beispiel die Gleichung des § 5.

(1) szf(&'?)’
ly =g(&n).
Daraus folgt durch Differentiation :

91 of
Qo= Grdé+ o

dy = f’?dH agd

dy,
(2)
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Ich nehme an, daf} die Funktionen f und ¢ speziell von der
Art sind, daB

of of g dg _
(3) 05’*)]‘"{‘6?—6‘)7—0,

d. h. die krummlinigen Koordinaten sollen orthogonal sein.
Ferner setze ich zur Abkurzung:

I

of\? (0g)2_
(5}3) + ?7] = €5 .
0 dg

Multipliziere ich die Gleichungen (2) erstens mut 2 und =

of dg 0& 0f
und zweitens mit P und 3y und addiere dann jedesmal, so ist

wegen (3) und (4)

(4)

0 0
e d& = b—gd@ + ‘a%
(5) )
of dg
e2d1] == a—;}dw + a—']d?/ .

dy,

Vergleiche ich diese Ausdriicke mit den folgenden:

d 0
df’—:—“':éd‘ +,\—d:l/,
cx Cy
(6) 0 0y
d}] == “(;)‘};;dx -l< ’Z/d?j,
80 ergibt sich:
o0& 1 Qf of 1 dyg
ox e 0¢ oy e 6&°
" oy _19f oy 1o
x ey 0p Cy ey Oy

dw Jdwdé 6w dy
o dFox T ay fa’
(8) dw dwdé oJw by
3= 05T 5y oy



§ 9. Krummlinige Koordinaten in der Ebene.

Durch nochmalige Differentiation ergibt sich:

2w

Oar

o (w25

2w 0& 617
(95(917 0z Ox

5

on

Gw

0;

0

2
&

0

O
o

a

(6
0
(52
0
ER
0
oy

2
)

(22)
(%) a2 -

617
65
Oz 677

Pw 0& Iy
{-'(977 dy dy

2
ae=kl

02w 077)2
T (6;,

ez (25) 5+ 55 (5%

e[l ()2
3n 0E\dy/ oy
Ich fiihre nun die Ausdriicke (7) ein.

o0&
ox
(")17

E

e, 5 08 0f oOn’

ox

oy

1

2

€
1

oy

ef of
o 6r

0 17]
dy
Es ist dann

1 Oe¢

& 0t \0&)’

5 (33)

1 dey, (Of\e
(an)

161

und entsprechende Ausdriicke, in denen nur « und } durch y und ¢
zu ersetzen sind. Setze ich das in (9) ein und addiere die beiden

Ausdriicke, so ist, wenn ich (3) und (4) beachte:

Cw  Pw 1 0w 1 &w
Oa? Oy? =—£; 0 ey O
1171/ 62f é8f 02g dg
+";§{el [‘e’;( 55 05+ 5E 54
1/ o2f of o02g dg\l 1 de?
00+ (50 oy * 2ty og)| g ¢ )
ow o2f of 0%g dg
+ 5y | [ sy 58 + 50 79
1/ ¢xf of o2g dg 1 de®
w (ot o) 3
Schnerder, Differentialglerchungen 11
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Nun folgt aus (4) durch Diﬁerentiation:

( 6f o*f o2g 1 Oe
PE oE +a§ gE — 2 aF
daf o2f dg O%g 1 Oe,
Oy 00y ' 0y 9Fdy 2 0&°

(11) of @f  og &g 1 Oe
D 080y T SE GE0y 2 On°
9f @f bg g 1 de

a—nW _3-1]— (9172 2 on
Setze ich (11) in (10) ein, so ist:
02w 02w 1 %w 1 2w
[09&2 dyp e 08 e, Onp

1 (1 de; | 1 Oy 1 0g
) +a§[ ser (o 58 T 08) & 08)
1

powrl 19q , 1 de) 1%,
l 0n [2 (61 on ' e 977) € '977}'
Nun ist
1(10e | 1306 (1911161 Blnez) 10
”2‘(2;55 c ot =3\ et ae) g e tine)
0 1 0 ——
—Inje e, = —— Ve €.
af ]/l 2 -’/81_92(9‘51/1 2

Die erste in (12) auftretende eckige Klammer kann ich daher
schreiben :

1 1
]/6162 a& €1 2+ 05 = r‘_’—el e ?—16162_1— €16y 5 ‘95

1

_ O Yoo _ 1 0 qfe
Vei e, 0t ¢ Ve, ey ¢
Entsprechend kann ich die 2. in (12) auffallende eckige

Klammer umformen, so daf ich schlieBlich die Gleichung (12)
schreiben kann

( 02w+ (")2'10___]L 2w 1 cw
02> T OF e 08 ' e, O

{ 1 0 1/es\ 0w o dw
| e )R G )

(13)
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Es kommen also auf der rechten Seite nur die beiden Gréfien
e, und e, vor. Um diese zu berechnen, kann man folgender-
mafBen verfahren: Ich multipliziere die beiden Gleichungen (2)

mit sich selbst und addiere sie:

ot = () 4 () o+ 2 57+ 5 55 asan

+ [(2;) +(an) ]d’?

Nach (3) und (4) folgt daraus:

(14) da? 4 dy* = ¢ d&% + e;dy? .

Geometrisch stellt dieser Ausdruck das Linienelement dar.
Bilde ich also den Ausdruck fiir das Linienelement in den neuen
krommlinigen Koordinaten &, # und driickt er sich allein durch
die Quadrate d&2, du?® aus, so ist die Gleichung (3) erfiillt und
die Koeffizienten von d&* und d#? sind die GroBen e; und e,.

Beispiel: Polarkoordinaten

{x= rcos @,

y=rsing.

{dx:drcoscp —rsingdo,
dy=drsing 4 rcospde.

(14") da? -+ dy? =dr? + r2dg?.
e =1,
ey = 12,
, 02w Pw  Ow 1 2w 1 dw
(13) 0 T o T e TR Ty o

Setze ich die rechte Seite Null, so ergibt sich eine Differential-
gleichung, die im folgenden Paragraph behandelt werden soll.

02w dw 02w
2 . =
§10. »r Epe + 1 £ + o =0,
Ich mache wieder den Ansatz:

(1) w=R.D,
wobel R eine Funktion von r allein und @ eine Funktion von ¢
allein ist.

d*R dR 2o
@) (r d2+rw>(b+RW=0.

11%*
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Diese Gleichung zerfillt in die beiden folgenden:
d*R dR
2 —_— . =
| s +r o C-R=0,
3
a2
—— - D =0.
do? +0

Die 1. Gleichung hat die Form IV, § 1 (9”). Es ist daher:
R = p® s
(4) .
® = Kcoswe + Lsino g,

wobei w? =C, also ganz beliebig ist. Kine Losung unserer
Differentialgleichung ist daher

(5) w =71 (Kcoswep + Lsinw ).
Ist in (3) speziell C = 0, so ist
, R dR
3, 7 W—}—TW_O’
3 Py
dg®
Nach IV, § 1 (12) ist daher
, R=K-+ Llar,
4)
O=M-+ Nep.
2w ow 2w
2 . — 2,
§11. 1 557 +1 o + e Cr

Durch die Substitution
(1) w=uv- 107

kann diese Gleichung auf die Gleichung § 10 zuriickgefuhrt werden,
oder anders ausgedriuckt, man kann das allgemeine Integral
zusammensetzen aus einem partikularen Integral

@) w=1F+ }Cr

und dem allgemeinen Integral der homogenen Gleichung. Ich
betrachte die Losung:

(3) w=1Fk+ }Cr?+ r*(Kcoswe + Lsinwg).

Setze ich die rechte Seite von (3) Null, so erhalte ich die
Gleichung einer Kurve. w hat dann die Eigenschaft, im Innern



2w ow 2w
§ 11. 72W+r3;+5—¢?=
dieser Kurve unsere Differentialgleichung zu erfullen und auf
dem Rande zu verschwinden. Ich beschranke mich auf den
Fall, daB L = 0 und o emne ganze Zahl ist.

Cr2. 165

(3a) w=1Fk+1Cr*+ Krcosg,

(3b) w=Fk+ 4104+ Kricos2¢,
(3¢) w=k+1Cr* 4 Kricos3¢,
3d) w=Fk+ 10+ Kricosdp.

Im 1. Falle lautet die Gleichung der Randkurve in recht-
winkligen Koordinaten:

(4a) k+1C@?+4?) + Ke=0.
Das ist ein Kreis vom Mittelpunkt & = — %IS und vom Radius:
|
Z7—VK2-—076.
Im 2. Falle lautet die Gleichung
(4b) b+ 10@ +9°) + K@@ — y?) =0.

Das ist eine Ellipse mit den Halbachsen

k1 ko
0T K IC—K

Im 3. Falle lautet die Gleichung
(4e) E+1C(@ 442 4 K(@® —3z92)=0.
Ist speziell

p=—2,

3
so zerfillt die Kurve in die 3 Geraden

x=1,

Im 4. Falle lautet die Gleichung
(4d) B+ 102+ 1) + K (@t — 622y + 1) = 0.
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Ist speziell K= 1 . 1 .
4 24292
1,3+ 21/2
=——C.
47 9 21/—
so zerfallt die Kurve in die beiden Hyperbeln:
PR
34272
3’)2
2 "
Y 34272
02w 2w 62w)
§12. « Ep + e + cw =0.

Das ist die sogenannte Wellengleichung. Man behandelt sie
statt in rechtwinkligen Koordinaten lieber in Polarkoordinaten,
wie wir es nachher im § 15 fiir den Spezialfall ¢ = 0 tun werden.
Beispiele:

Die eigentliche Wellengleichung lautet:
Pw  Aw  Pw ,CPw
(Gt + G+ ) = W
Durch den Ansatz w(z,y,2,t) = w(zyz)e*’ wird (1) auf unsere Diffe-
rentialgleichung zuriickgefiihrt. Die Gl (1) gilt z. B. fur die beiden in einem

festen Korper moglichen Wellenbewegungen (Schaefer, Th. Ph. 558).
Es ist dabei b die Dichtigkeit, wahrend

fiir die eine Wellenart: w = div der Verriickung und a =1 4 24,
s s andere 9 w = lrot ,, s , @=p ist.
Die G1 (1) gilt weiter Fiir elektromagnetische Wellen, wobei w

1)

elektrische oder magnetische Feldstarke bedeutet und a = —, b = ¢ ist.

I
(Weber: II, 299.) Eine etwas allgemeinere Gleichung als (1) ist die
folgende:
Pw  Bw 2 w) dw Pw
(2) a(&x2 ot Ta) =higr thige
Man erhalt sie bei elektrischen Wellen, wenn die Leitfahigkeit o des
Mediums berucksichtigt wird. Es ist: b; = 476 (Weber: II, 299),

Die Gleichung
Rw  Fw 62w> dw
@) o (G + Rl T 0@

ist die Gleichung der Warmeleitung, wenn w die Temperatur, a die Leit-
fahigkeit und & das Produkt aus spezifischer Wirme und Dichtigkeit
ist. (Weber: Differentialgleichung II, 82, Schaefer: Th. Ph. II, 20,
Lorenz: T. Ph. II, 468).
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§ 13. Variationsproblem III: Dreifache Integrale.

Es sei V eine quadratische Funktion von —a—:— (1,k=1,2,3):
3
Gy v du, Ou
Y . ]
M V= 2 0 Dt din = anie
=1 k=1 I=1m=1 3 m

Ich betrachte die Gleichung
2) 6/f/dx1cl.r2dx3 V=0.
Durch partielle Integration ergibt sich

0
dxy, dxy, 5%, o /‘f/dwldwzdwgéuza 4 g’;
m

02,
f/dxmldxm,éula /f dxldxzdm36u,a é)xk'
1

Hierbei ist & wie m eine der Zahlen 1, 2, 3 und &, k, wie
m, My, sind jedesmal die beiden anderen Zahlen.

Nach (1), (2) ist daher:

6fffdx1dx2dx3 = 22 /jd%hdl‘kzza’u@(ZE }clm%)
— o[ a1, Zau@ Sy 2 o g 3L

=1 k=1 1l=1 m=

Ist dw das Oberflichenelement, dv das Volumenelement
und » die duBere Normale des Integrationsgebietes, so kann ich
(3) schreiben:

3
6/{1?} V= fd wZé u, <22a§lm g—gl> cos (g v)
=1 m,

=1 m=1

) 5

| _ fdvgau,( Zza;zm__aj:g;m)=o.

k=11=1 m=1
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Setzen wir die Variationen du, unabhingig vonemander vor-
aus, so zerfillt die Gl. (4) in die folgenden 6 Gleichungen:

3 3 3
i Ou, . fiir die
0 (3 Sl gatfowe =0 61291 guric

=1 m=1
3 3 3

02y, fiir das
(24 (. s
(6) ZZZ“’”” Oy 0, 0 =123 { Innere.

k=1 i=1 m=1

Setze ich 3
Uy
(7) axL = Ok
so werden die Gl. (2), (5), 6):
3 & S & 1l
(8) 2V = 2 A m ik €im -
1=1k=1l=1m=1
g Zg:(zg' ﬁ'ah e )cos(xkv)—() (7=1,2,3) fiir die
®) SIS 7 Oberflache,
3,0 A fiir das
2l _ s
(10) ,25@(22“”’“) =0 (=1,23) {Innere,
oder
3
oV . fur die
(11) g e cos(zpv) =0 (1=1, 2, 3), { Oberflache,

. fiir das
(12) Z Oy, (9‘3:,) =0 (=123 { Innere.

Sind w,, w,, w, die Verschiebungen des Punktes w;, %, x; eines
elastischen Korpers, so ist

ol kL Em
(13) A == du = Uy = Gy *

Es stellen dann die e,; die Verzerrungskomponenten dar. V ist

die Verzerrungsenergiefunktion. Die 21 GréfBen a, sind die
elastischen Konstanten des dolotropen Kérpers (Love: El,
Kap. IIT). Ich will sie hinschreiben:

11 11 11 L1l 11 11
ai; QAo “'33 Az Azy  QAgy,
29, 22
a3y ay  ai

33 33 33 33
Qg3 oz Q37 A3,

22
a3i ai3,

23 23
ay a3l all,
31

aji o,

12
ZTp
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Ist speziell all = a3 = a3} = a,,
23 _ 31 12
Goz = Q31 = Q2 = Gy,

11 11 __ 422 __
Qgp = Q33 == Q33 == A3,
wahrend alle ubrigen @ Null sind, so ist

14) 2V =oa,(e; + €3+ €5) + 2, (65933 + €335; + €11 €2)
+ dag(e3; + €3 + eh) -

Bei isotropen Kérpern driicken sich die 3 Konstanten a,, a,, a3
durch 2 aus. Es ist:

a,=21+2u,
ay =21,
g = .

§ 14. Krummlinige Koordinaten im Raume.

Ich will nun die Ergebnisse des § 9 auf 3 Dimensionen er-
weitern. Dabei sollen die Rechnungen unter Verwendung des
Summenzeichens gleich so gefithrt werden, dal sie sich ohne
Schwierigkeiten auf mehr als 3 Dimensionen iibertragen lassen.
Ich schreibe daher z; x,x, statt zyz und & £,&; statt &9, Es
sei also

(1) xp=jp(§1§2§3)y (P = 17 2: 3)

Daraus folgt durch Differentiation
(2) dxp = —dfq, (p‘: 1:2:3)

Ich nehme nun an, daB die Funktionen f,f,f, speziell von
der Art sind, daB

3
Ofy Ofp _ : -
(3) g—gg 651- “0; (Q#Ty 9»7'——1,2,3)a

d.h. die krummlinigen Koordinaten sollen orthogonal sein. Ferner
setze ich zur Abkiirzung

4) Z(%>2= €5 (g =1,2,3).



170 V. Kap. Partielle Differentialgleichungen.

Die Gleichungen (3) und (4) kann ich dann in die folgende
zusammenfassen :

3
(3a) Zaf” af”={0 IF7 gr=1273).
=

< 0%, 0, e ¢g="1, s

Multipliziere ich die Gleichung (2) mit 3 ? und summiere
iiber p, so folgt Wegen (3a) &
) e, dE, _2 ol dm  @=129).

Vergleiche ich diese Glelchung mit der folgenden

0
(6) dfq =Za§q dxp: (q=1a233)>
so ergibt sich oc p=11 5
e =l =1,2,3).

(7) a, 5 95, (P,g=1,2,3)

Ist nun w eine beliebige Funktion der z, so ist

3
ow dw d&)

8 = e =
(®) 52, ga& 7 (=123,

Durch nochmalige Differentiation ergibt sich
3 3
2w 8§q 65,. dw 0 6£q o0&,
6:1:2 2265205, O, Oz, gg&.f o0&, am,, 895,,
Ich fiihre nun die Ausdriicke (7) ein. Im 2. Summanden

ist dann 9 (_(")é) &, _ 0 (1 8fp> 1 9,
0¢, \Ox,/ dz, 0§, e, 08,/ e, O&,
_1 & I 1 e Ot Ofy

e!lef agfafq 657’ 8 €y 857 afq agr )

Setze ich das ein und summiere noch iiber p, so folgt

2w 8]‘ of
0
(10) 0:162 226@85, L agp o;

3 3 3
ow(l N1 61, 8:;, 1 de, 104, a,;,)
+q=1 9¢, <2§?2§ 08 Ze, 85,28§q o0&, )"

T
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Nun folgt aus (4), wenn ich dort  statt ¢ schreibe und nach &,
differenziere 3
1) Of, 02f, 1 de,

651‘ agqasr aEq ’
Beachte ich (Sa) und (11), so folgt aus (10):

3 3 3
2w 1 c')%v ow (1 1 de, 1 Qe
(12) p;a ~ gt __(_ 2’_ﬁ___q>_

= 0&, \2¢,4 ¢, 0§, e 0&,
Nun ist
3
1 Oe 1 c?lne, 1 0
= —— T = Ine
Zer afq 27_:1 ag,&q 2 6542 r
N 1 0
= —InJe e e; = —Veiepes.
afq ] 1273 616263 agq 2 %3

Die im 2. Summanden von (12) auftretende Klammer kann
ich also schreiben:

a_
1 19

—— (SRS
1618263 aEqVI 2%3 T qu

1

8 —

1 190 A
" Vaae <:q ag e~ T “as)

_ 1 0 Ve ege,
Vereses 96 &

Die Gleichung (12) wird daher

3 3

02w 1w 1 0 Yejepez) 0w
13 E — = E - = E L
a3) = oz} = e (953_*_ ( )

]felezeaq 7 \0&, ¢ 08"

oder ausfiihrlich geschrieben
2w Pw  w 1 2w 1 dw 1 62w
Zt ot om— s aE T, gty o

1 0 1/eqes e e\ Ow
13 9 1/ 3> ( 1/1 3
Byt KO&V a5, T\ag | -, ) o5,
KA ele2> aw}
g )2
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Fs kommen also auf der rechten Seite nur die drei GréBen

e,e,e; vor. Um diese zu berechnen, kann man folgendermafen
verfahren: Ich multipliziere (2) mit sich selbst und summiere tiber p:

3 . 3 3 3 ,_f 6]‘
213 22 (st s

Nach (5) folgt daraus

3

(14) jdm§}=26qd§§.
=1

=1

Geometrisch stellt dieser Ausdruck das Linienelement dar.
Bilde ich also den Ausdruck fiir das Linienelement in den neuen
krummlinigen Koordinaten & und driickt er sich allein durch
die Quadrate d&* aus, so sind die Gleichungen (3) erfiillt und
die Koeffizienten der Quadrate sind die GroBen e.

Beispiel: Rdumliche Polarkoordinaten
z=rsindcos g,
(1) y =rsindsing,
z=rcost.
de = drsindcosp — rsindsinpde + reosdcospd?,

2) dy = drsindsing + rsind cospde 4 rcos?sinddd,
dz=drcosd — rsinddd.

(14)  da? 4 dy? + dz2 =d» + 2sin?2d d e 4 2492,

e =1,
ey = r¥sin? P,

ey = 712,

02w ozw 02w 2w 1 ?w
Ox? + 0y T 02~ 0r +7'2sin219 Jg?
1 2w 2 0w cos?® Ow
72 09t " r dr | 2sind 09

(13)
+

Setze ich die rechte Seite Null, so ergibt sich eine Differential-
gleichung, die im folgenden Paragraph behandelt werden soll.
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éw 020 o 1 2w

42 — ——
515. 2 "o tam T8y Yt e =0

Ich mache den Ansatz
1) w=R-P@q),

wo R nur von 7 und P nur von ¢ und ¢ abhingen soll. Dann ist

2R dR &P oP 1 @p
(2)< e T )P+R<002 +otgd o5 +sinwa_<pi)=0‘

Ist P konstant, so ist die 2. Klammer 0 und die 1. Klammer
gibt eine Differentialgleichung von der Form 1V, § 1 (5').
Ist B =", so wird (2):

191’ 1 2P

&P
®) aﬁ2+t 59 T smg g TR0 HD P =

Die Funktionen P, die cieser partiellen Differentialgleichung
zweier Variablen geniigen, bezeichnet man als allgemeine Kugel-
funktionen. Ist P nur von & abhingig, so wird aus der partiellen
Differentialgleichung eine gewdhnliche. Fiihreich x = cosd stattd
als unabhéngige Variable ein, so wird die Differentialgleichung

d?P

) 1 —a) o

—295 +n(n+1)P—0

Die Losung dieser Differentialgleichung bezeichnet man ge-
wohnlich mit P, und nennt sie die Legendresche Kugelfunk.
tion nter Ordnung.

VI. Kapitel. Differenzengleichungen.

§ 1. Differenzen.

Differenzen Ay definiere ich folgendermaBen:

Ady@) = y(x + k) — y(),

2y(@) = dy(x + k) — Ay (2) = y(x+ 2h) — 2y(z + k) + y (=),

o = (=0 S (v on.

y=0
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Fiir diese Differenzen gelten dhnliche Rechenregeln wie fiir
die Differentiale. Fiir das Produkt f - ¢ zweier Funktionen gelten
z. B. die Formeln [I, § 10 (7)]

Afg=f(x) Ag(x) + Af (@)g (@ + R),
#fg = {(2) A2 @) + 24 (&) Ag (w + ) + A1(@)g (o + 20,
@
#g= D} )41 @ A= glo+ ).
=0

Ich will nun die Differenzen einiger Funktionen betrachten
(3) {ryr =a(x— k) (—2h)...[x — (r — 1)2].

Dieses Produkt spielt in der Differenzenrechnung dieselbe Rolle,
die &’ in der Differentialrechnung spielt, daher die symbolische Be-
zeichnung auf der linken Seite. Ks ist

(4) Im{z)" = o
Nach (1) ist he0
A{xy =@+ hyx@—h)...[x — (r — 2)}]
—a(® — k) (x — 2h)...[x — (r — 1)A],
Azy =z@—h)...[x — (r— 2k {(x + k) — [x— (r — 1) A]}.

Rechnen wir die letzte Klammer aus und dividieren noch
durch %, so erhalten wir

A{}f:}r = r{z) -1,
Az T .
2?} =r(r—1)...[r—@C—=1{a)y "= (,._i)!{x}r—l'

Zweitens betrachte ich folgende Funktion:

(6) {&)re = (1 + nh)T = g7 R+ 7P

Es ist wieder
(7) lim {e}"* = 2.
R=0
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Nach (1) ist:

d{ey" = (1 4 nk) 1+ nh)— (1 +nh)?,
A{e\nz . o

8) A
g

Aus (2), (8) und (8) folgt nun:

o A <e>“2() %

(e —2)!

Diese Formel entspricht der Formel I, § 10 (8).
Man kann nun auch Funktionen aufstellen, die den trigono-

metrischen und hyperbolischen Funktionen entsprechen:

{sihwz) =
(10)

{coswax) = }
a1 { {Ginwz) = }

{Cojor) =}

[(1+iwhﬁ+(1—iwk
[(1—}— wk)%—(l — wh)
[(1 + Wh)%—[* (1— wh)

Es gelten dann die Formeln:

12) { {sin0} =0,
{cos0} =1,
(13) {{@in()} =0,
{Cof0} =1,
und A{sinwzx}
—g— = w{coswz},
(14) Ao
j();Lx} =—ow{sinwz}.
4_&@2&%_} = w{Cijwz},
(15) A
ﬂiz@ = w{Gnwx}.

w]&

a*ls

:-I&

n- /{x\u /{e}nnh

1 [( +zwh)h—(1 zwh)%],

it

l
I

z
L

175
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Ich setze

l=rcosg,
(16)
wh=rsme,
o =14 (hy,
tgp=wh.

Dann kann ich (10) folgendermaBien schreiben:
= @
{sinwz} = rtsing 7z ,
(1) .
{coswa} =rkcosp -
3

{sinwa} wird also Null, wenn

(19) =T 01,23 )
@

und {coswz} wird Null, wenn

husw
(20) ey w=135..)
Ist z B wh =1, so ist nach (17) ¢ = Z—— und nach (19) und (20)
(19) e—=4hy  (u=1,25..),
20) w=2hu  (u=1,3,5..)

Rechne ich nach (10) {sinwz)} fur z =4h, 8k, 12&... und
{coswz) fiir x =2k, 6k, 10k .. wirklich aus, so erhalte ich:

{sin 4wvh} = 4wh— 4wk,
{sin 8wh} = 8wh— 56(wh)®+ 56(wh)®— 8(wh),
{sin12wh) = 12wh — 220 (wh)? + 792 (w k)5 — 192 (w k)’
1 920 (wh)® — 12(wh)1
{cos 2wh} =1 — (wh)?,
{cos 6wh}=1—15(wh)%2+ 15(wh)* + (wh),
{coslOwh} =1 — 45(wh)? 4 210 (wh)* — 210(wh)
1 45 (wh)f — (wh)1

Diese Ausdriicke verschwinden tatsichlich, wenn wh =1 ist.
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SchlieBilich fithre ich noch folgende Funktionen ein:

{eﬂ”sinwx}—%{ —{—ﬂk—i—iwk) 1+,3h~mh)ﬂ
- {7 coswa) = %[ (14 ph+ iwh)%—{- (1+ﬂk—zwh)%]
o {eﬁx@inwx}—%[l—i—p‘h-{‘— o W — (L4 Bh—wh)t),

{eﬂx@o]’wx}—%{ (L4 fh+ o DT+ (L4 h— wh)T ).

Ich setze in (21):
fl—i—ﬂh=rcosrp,

23) 1 wh=rsing,
P = (L4 R + (wh)?,
(24) wh

Dann kann ich (21) folgendermaBen schreiben:

@
z . T x
{(/sinwa) = rh sin 2=
h b

@
= @
{coswa}y = rt cos%.

(25)

Ist speziell:
(26) W+ o) +26=0,
so ist r2=1.

Will ich (22) #hnlich umformen, so mul} ich 2 Falle unter-
scheiden:

1+ B0 ] > | |1+ B3] <|oh]
14 ph=7rCofg, , {1+ﬂk=r@imp,
@D { wh=r&ing; @7) wh=1rC@;
= (1+ Bh)* — (wh)?, 2 = (wh)? — (14 Bh)?,
(28)igqp = — 21 (28)qqq — LT PR,
WP =31 g0 WP =01
{(f*Binwa) = ﬂ@in%x, {"Ginwa) =rt (Enf%f,

(29')

(29) z z
LT Cojwa) = rk G ﬁ; LG way =t &inEY;
‘ 3 3

Schne1der, Differentialgleichungen 12
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Ist
(80) R —w?)+2=0, (30) (wP— f)R=2(1+ph),

so ist: r2=1.

§ 2. Differenzengleichungen 1. Form.

Nach den Ausfiihrungen des vorigen Paragraphen ist es nun
nicht schwer, die bisher iiber Differentialgleichungen gefundenen
Resultate auf Differenzengleichungen zu {ibertragen. Die Losung
der Gleichung

1) a
ist z. B. nach § 1 (14)

2) y=K{coswza}+ L{sinwz} w=V;
oder nach § 1 (18)

X
2) y=rk <K cos %9{ -+ Lsin t,vTx) .

A2
kzy +cy=0

Sl

Die Konstanten K und L bestimmen sich nun aus den Anfangs-

bedingungen. Es seien z. B. y(0) und (Zig) vorgeschrieben. Nun
ist nach §1(14) ko

dy .
(3) T=w(—K{smwx}+L{coswx}).

Nach (2), (3) und § 1 (12) ist daher

Yo=K,
4
) (A_y) =wl.
k /o
Daher ist
. 1Ay, .
(5) = y{0){coswa} + — (—) {sinwa} .
o\ h/,

Soll aber z. B.

(6) y(0)=0 und y(ph)=0

sein, so sind diese Bedingungen nicht jiir jedes w erfiillbar.
Wegen der 1. Bedingung ist K = 0 und wegen der 2. Bedingung
mul

(7) y(p-h)=L{sinwph} =0
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sein. Daraus folgt nach § 1(19)

hun
ph = (u=1,235...),
P u
oder nach §1(17)
(8) u)=%’cgfipyE (1e=12,3...).
Entsprechend ist die Losung der Gleichung
*y
9) a 72 —cy=20,

nach § 1 (15) _
¢

(10) y= K{Cojwz} 4+ L{Gnwaz} w=V—.

a
Die Losung der Gleichung:

Ay Ay
B Tby tey=0

(11) a
ist (vgl. I, § 5) z z
(12) g = by {&)m® + by {e)® = Iy (1 4+ nyh)% + Iey(1 -+ n b))%

(13) n1’2=%(——bi b — 4ac).
1. ¥ <4ac.
n ist komplex. Ich setze: [I, § 5 (47)]
b
=—5-,
(141)

1 s
w=—}-%~V4ac-—b

und weiter nach §1 (24):
r2=%(a—bh+ciﬁ)
15 R
(151 hydac — b2

1 ="
gy 20 —bh

Die Losung (12) kann ich dann nach §1 (25) mit anderer
Bezeichnung der Integrationskonstanten schreiben:

z x x
(16y) y = rh (Kcos%* -+ Lsin %) .

Ist speziell b = ch, so ist 72 == 1.,
12*
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Die Losungen der Gl (11) sind dann einfach die trigono-
metrischen Funktionen. Bei den Differentialgleichungen war das
der Fall, wenn b = 0 ist. Der Differentialgleichung

Py
a(ﬁ—z—l—cy-———o

entspricht also in diesem Zusammenhange nicht die Gl. (1),
sondern die GI.:

2
A2y+cdy+cy=0.

7

II. 2> 4ac.

Es sind nach § 1 (28) 2 Falle zu unterscheiden:

20 — bh|> + hVb2 — dac |2 — bh| <+ 2Y02—4dac
} .

p=La—bitom). P = (—akbh—ch?),
15 o (1577)
(15n) ooy M/PP—dac Tgp— 2Ltk
=50 b - Ry b2 —4ac

Die Losung (12) kann ich dann nach §1 (29) mit anderer
Bezeichnung der Integrationskonstanten schreiben:

z x x
(16:1) y =i (K6 Z¥ 4 Lein %—) .

Istin (1511) & = ch und in (15%) bh = 2a - ch?, so ist r2=1.
Nur in diesem Falle wird es sich lohnen, die Losung (12) auf die
Form (1617) zu bringen.

IIT. 2 =4ac.
Die charakteristische Gleichung hat dann die Doppelwurzel:

b

n = — —
2a°’

und das allgemeine Integral ist:

y=(K+L2)(1 4+ nh)t.



§ 3. Differenzengleichungen 2. Form. 181

Die Losung der allgemeinen Gleichung

» Aly
(11) _20% 7 =0,
ist nach § 1 (8)
(12) y=k{e},

wenn n eine Wurzel der Gleichung

(13) Sant =0

1=0

ist. Hat diese Gleichung eine (r 4+ 1)fache Wurzel n, so ist die
zugehorige Losung von (11) nach § 1 (2) und (5):

(14) y = ()= ST, ().

=0

Eine partikulare Losung der Differentialgleichung

4
A
(15) Zai h—f/ = C {e)ym={x}
v=0
ist
y
(16) y={e)rs Dl e},
w=0

wobei die 7 aus den Gl I, § 19 (5) und (6) zu bestimmen sind.

§ 3. Differenzengleichungen 2. Form: Zuriickfiihrung auf
die 1. Form.
Nach § 1 (1) 1st:

dy=y@-+h) —y@),
APy =y@+ 2h) — 2y + k) + y(2)
ay = (1 3= (1) v + 0.

r=0
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Setze ich das in die Differenzengleichung

2
Ay
@ RXE

=0
ein, so ist

Z( )Z(— () (@ -+ yh) =0

oder, wenn ich die Summation umordne:

Zp’ (Zp/’(—z})"rr(:”) a,)y(x 4+ yh) =0

7:0 =y

Setze ich

® Z’(d”“’(')f‘*—=

so kann ich (2) folgendermaBen schreiben:

Y4

) Dleyla+yh) =0.

r=0

Diese Gleichung will ich als die 2. Form der Differentialgleichung
bezeichnen. Ich kann auch (4) auf (2) zuriickfuhren. Zu dem
Zweck mul} ich die Gl. (1) nach den y auflosen.

yx+h) =dy+y,
Y@+ 2h) = ALy4 24y + vy,
y(x+rh)=ﬁ(y-)ﬁly-

1=0 \?

Setze ich (5) in (4) ein, so ist:

gqi( )A”y-— 0.

y=0 1=0

Ordne ich um und setze

03
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so erhalte ich wieder die Form (2). (6) ist die Auflosung des
Gleichungssystems (3) nach den a.

§ 4. Differenzengleichungen 2. Form: Direkte Losung.
Um die Gleichung

?
M 2oyt yh) =0
=
direkt zu 16sen, setze ich:
z
2) y(z) =knh.
Daraus folgt:
3) yle+yh) =n'y ()
und, wenn ich das in (1) einsetze:
i
) Semr = 0.
y=0

Ist also » eine Wurzel von (4), so ist (2) eine Losung von (1).
Habe ich also z. B. die Gleichung

(5) ay(@+2h) +by(@+ k) +cylx)=0,
so lautet die Gl. (4)
6) an®+bn-4c=0
oder aufgelGst:
el n= %(—bilszﬁ:@_c)-
Ist nun 62 <4ac, so ist n komplex. Ich setze:
—5g —TCoS®,
® L
QE]/fLac — b2 =rsing,
so ist
7= —c—,
a

9)
tgp = ——%Vﬁlac-j‘b—?.
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Die Losung (2) kann man dann auf die Form bringen:

z .
(10) y = rh (Kcos(p—w—l—Lsin%).
A h
Soll z. B.
(11) 0 =0 und  y(ph)=0

sein, so ist K = 0 und singp = 0. Daraus folgt:

A
(12) <p=‘—‘p— (t=1,23...p—1).

Die Grenzbedingungen (11) sind also nur erfiillbar, wenn
(13) b=—21/%cos’-‘pi’ (r=1,23...p—1).

Dann ist nach (10) und (12):

T
(14) y=r”L‘usinﬁ%hx(,u=l,2,3...29—1).

Man kann die Differenzengleichung (5) aber noch auf ganz
andere Weise l6sen. Es sei etwa h = 1. Dann kann ich (5)
schreiben :

(15) ay(®+2) =—byl@+ 1) —cy(2).

Schreibe ich kurz y statt y (1), so folgt, da y (0) = 0 sein soll,
aus (15) der Reihe nach:

ay(2) =—by,
@y 3) = (b* —ac)y,
Jasy ) = (=5 + 200y,
aty(5) = (b* — 3abc + a?c?)y,
a®y(6) = (—b° -+ 4ab3c — 3a2bc?)y,

.....

(16)

Ist also in (11) etwa p == 6, so folgt
(17) b —4ach®+ 3a%c?b = 0.
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Diese Gleichung hat die Losungen

b=—73ac,
b=—7ac,
(18) b=0,
b=+Vac,
b=-+7Y3ac.

Diese Werte stimmen in der Tat iiberein mit den aus (13)
folgenden Werten

= — 2}%005 30°,

b= —2Yaccos 60°,
b=—2Vaccos 90°,
b= —2Vaccos120°,

b= —27Vaccos150°.
Nach (16) und (18) ist

y()=wu ;Y s ys Tty e

ay(2) =1y VT“ s+ 1/21/;;0 > 0 o ?/41/“—6 5T Ys ]m
a?y(3) =1y, 2ac ; 0 ., —Ysac ; 0 ; +ys2ac
Aty 4) =1y, y@?ﬁ?; ——yzl’ﬁé; 0 ; -}—yﬂ/&?‘—cé; —yi—,l/ﬁcf3
aty(d) =y a%c? ; —y,a’c? ; + ys;ac?; —y,alc? ; + y;alc?
@’y (6) =0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0

Diese Werte stimmen iiberein mit den aus (14) fir 2 =1
und p= 6 folgenden Losungen:

y=r*L,sinur30° (u=1,2,3,4,5).

Ist z. B. in den Gl III, §4 (1) und (2)

\
V=c (Z?/}z +Z?/p?/p+1)7
P ?

wobei @ und ¢ natwlich andere Konstanten sind als in (3), so
wird die Gl. ITI, § 4

ayp+c(— Yp-1-F 24y —Yp+1) = 0.
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Setze ich hierin
Yp =1,(Kcoswi4 Lsinwt),
so wird
crp_1 + (@aw? —2¢)1, + €1y = 0.

Das ist die Gl (5), und zwar ist, wenn ich die Konstanten
von (5) fiir den Augenblick mit einem Strich versehe:

a=c=c
¥V =aw?—2c.

Nach (9) ist dann 72 = 1 und nach (8):

. a a? wy/ay/, «*a
N VAR AV Lol VAL VA A
sin ¢ ‘/Ca) iE” 22 C]/l TR

Nach (12) ist daher

2p

Vgl. Hort: ,Die Differentialgleichungen des Ingenieurs,
S. 249: Schwingungsbewegung einer Kette von Massenpunkten.

Nach (9) ist 72 = 1, wenn ¢ = ¢ ist. Dann ist (6) eine reziproke
Gleichung. Bei den Differentialgleichungen zweiter Ordnung er-
gaben sich die trigonometrischen Funktionen als Losungen, wenn
b =0 war, d. h. in der charakteristischen Gleichung nur gerade
Potenzen vorkamen. Dem entspricht also hier der Fall der rezi-
proken Gleichung. Der Differentialgleichung I, §9 wird also hier
die folgende Differenzengleichung entsprechen:

(19) ay (@ + 47) 4+ by (x + 38) + oy(e +2%) + by(e -+ 1)

w=2]/%sin BT (1=1,2,3...p—1).

+ay(x)=0.
Die Gleichung (4) lautet:
(20) ant-bnd3+cn2+bn-t+a=0

oder aufgelost:

1
- /
(21) n1,2,3,4—4a( b+ &]b? — 4ac + 8a?

:{-_Vng—4@0—8@2—8213]/1)2——40;0 +8a2) (e=-).



§ 5. Partielle Differenzengleichungen. 187

Sind diese Ausdriicke komplex, so kann ich, weil (20) eine rezi-
proke Gleichung ist, die » folgendermafBen schreiben:

nl=/3+'iw,
=pf—itw,
ftio
Ny = ot
f—iow
71/4=E2—:‘{_—a—)—§.

Ich setze nun:
— %1
22) {ﬁ €¥1c0S @, ,

w == ePrsin @y ;

{e2rp,=ﬁ2+w2’

23) tg @, = % .

Die 4 Partikularlésungen sind dann:

z (2%4 ifrzﬂi
7y b — ¢ k e h s
Ny " = =€ e ,
(24) 2£ _nE (2%
ny h—g h g h ,
2 nE Pz
n=c e 7

Das allgemeine Integral kann ich dann wie in1I, §9 (1y) folgender-
maBen schreiben:

25)  y=KGof "L;;-”— 22 1 Lein P cos ‘PZ

—{—M(«Sni——sm——-{—N@n——smehE.

§ 5. Partielle Differenzengleichungen.

Die Definitionen § 1 (1) erweiternd definiere ich Differenzen:

1) ds+nw(xy) = (_1)S+ni’i’(_1)i+y<§) (Z) w(x -+ th, y -+ yh),

1=0 y=0
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die 1ch in Analogie zu den Differentialen als partielle Differenzen
bezeichnen will. Partielle Differenzengleichungen lassen sich nun
wieder entweder in der Form

@ D

oder
@) chww(x dih, y+yh) =0
vy

schreiben. Setze ich in (2)

2 v
3) w@y) = k(1 + m)* 1 + n)*
und in (2)
(3) w(xy) = km%n%

ein, so wird

) D' Dy miw =0,
3 7
4 ZZCWm‘nV =0.
3 7

Von den beiden Zahlen m und » ist also eine beliebig und die
andere durch (4) resp. (4) bestimmt. Ist z. B. (vgl. V, § 5)

() 40w (zy) 4 A 2w(zy) =0,

(5 w4+ 2k, y) — 2w+ 1, y) + 2w(zy) — 2w(z, y + h)
+ w(z, y + 2h) =0,

so ist
(6) m=in,
(6) m=1-+4i(n—1).

Ein partikulares Integral ist analog zu V, § 5 (4)
(") w=K-+Le+ My-+ Nxy.
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Ist statt (5) die inhomogene Gleichung
(®) 0w (y) + A 2w (vy) =

gegeben, so ist analog zu V, § 6 (2) und (3) ein partikulares
Integral

9) w= Kax(@—1)+ Ly(y — 1),
falls
(10) 2(K + L) = —

Sind statt (2) und (2) die mhomogenen Gleichungen

i

-+] z
(1) ZZ’ isz]my) —CQ+miE(14n)t

r v
(11) chww(x-*‘ik,y—]—yk)=Omhnh
vy
gegeben, so ist ein partikuldres Integral
z v
(12) w=7r(14+m)2 1 +a)k,
r Yy
(12) w=rmhnh,

wobei die 7 sich aus den Gleichungen

(13) D Das,min = C,
]

(13" 2D, mn =,
1y

berechnen.

§ 6. Angeniiherte Integration von Differentialgleichungen.

Man kann die Differenzengleichungen benutzen, um Differen-
tialgleichungen angenahert zu integrieren, indem man die Differen-
tiale durch Differenzen ersetzt. KEs ist dabei noch die Frage, ob
man dy ersetzen soll durch

dy@) =y -+ k) —y (@),
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oder durch
dy(x —h) =y(@) —ylx—h),
und ob man d2y ersetzen soll durch
MLy =y@+2h) —2y@+ k) +y@),
oder durch
By —h) =yl@+h) —2y@) + yl—h),
oder durch

My(x —2k) = y(x) — 2y(x — k) + y(z — 2h).

Haben wir ein Differential gerader Ordnung d*'y, so wird es
sich empfehlen, dafir A2*(y — ¢h) zu setzen. Liegh also z. B.
die Gleichung

Rw  Pw

) T T = !
vor, so ersetze ich sie durch
(2) 2+ — Rk, y) + A 2w(x, y — k) = —1,

oder in der anderen Form:

w(@ 4+ hy) + 0w —hy) + wz,y + 1)
+ w(x,y —h) —dwlxy) =—1.

Diese Gleichung benutzt C. Runge: (Zeitschrift fiir Math.
und Physik, Bd. 56, Heft 3, 1908) um die Gl. (1) fur ein aus
5 Quadraten gebildetes Kreuz zu integrieren. Er benutzt dabei
allerdings nicht die im § 5 gegebenen Ansétze, sondern berechnet
die w sukzessiv, wie es in dem Beispiel am Schlufl des § 4 ge-
schehen ist.

(2)

VII. Anhang.

Da im vorhergehenden verschiedentlich von mechanischen
und elektrischen Schwingungen die Rede war, lasse ich hier 3
physikalische Tabellen folgen. Die 1. zeigt Analogien, die
zwischen den verschiedenen Gebieten der Physik bestehen, die
2. und 3. vergleichen die von den verschiedenen Autoren ge-
brauchten Bezeichnungsweisen in der Elastizitdtstheorie und
Elektrizitdtslehre.
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VII. Anhang.

Tabelle II. Elastizitats-

Franz Neumann Clebsch Clebsch-8t -Venant Kirchhoff Helmholtz
Eu Ey
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II1. Die beiden Coulombschen Gesetze sowie die sogenannte
1. Hauptgleichung der Elektrodynamik lauten

QlQ

f=1Fk ,
mym.
-—k 1 2
f r2
curl § = kyi.

Fiir die 3 Konstanten £, &, k, sind nun folgende Bezeichnungs-
weisen gebrauchlich

ky k2 l k, 1 g, und w, sind die Werte von ¢ und g« fur das Vakuum!
1 l 1 1 Allgemeines MaBsystem V=cVeouo Y
Te 4]{/( V ‘
SN it § S
1 ¢ Elektro:tatl _ches 1
e o 4 MaBsystem fo=1 w= & V=1 )
T
@ 1 Elektromagnetisches 1 _ . 3
e n 4 MaBsystem fo=_5 w=1 V=1 )
T
< ‘57‘ Abzolutes MaBsy-tem %)
H
e - - — - =1 1y=1 V=e¢ -
LI . ll ! ‘*Rt 1les MaBsyst 3
dze | Tun e ationelles MaBsystem

1) Cohn: Das elek’n omagnetische Feld. Leipzig: Hirzel.

%) Maxwell

3) Maxwell Eng an das elektromagnetische MaBsystem schheBt sich das praktische
Mafisystem an. Orlich: Kapazitat und Induktivitat. Braunschweig: Vieweg & Sohn.

4) Gauss; Helmholtz; Hertz; Abraham: Theorie der Elektrizitat. Leipzig:
Teubner; Planck: Theorie der Elektrizitat und des Magnetismus. Leipzig: Hirzel.

%) Lorenz Enzyklopadie. V. Band, 1I. Teil; Tex t Tabelle I.

Berichtigungen.
Es mufl heilen:
Seite 5 Zeile 9: gewohnliche statt totale Differentialgleichung.
ye? + b2o?
Sette 53 Gl (6): Y(y3 — y3) + dec.
Sete 54 Gl (12): —+ k;sin(x; + ;1) entsprechend andern sich i (13),
(14), (15) die Vorzeichen.
Seite 54 unten: y,, = Y19 = Yoo Statt y, = ¥y, = u,.

fn
Seite 72 unten und 73 okven: £2- jlz ;—1) 4+
an?

Seite 172 Gl (27): rcosd simedd statt rcosd smd dd.
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II1. Die beiden Coulombschen Gesetze sowie die sogenannte
1. Hauptgleichung der Elektrodynamik lauten

QlQ

f=1Fk ,
mym.
-—k 1 2
f r2
curl § = kyi.

Fiir die 3 Konstanten £, k, k, sind nun folgende Bezeichnungs-
weisen gebrauchlich

ky k2 l k, 1 g, und u, sind die Werte von ¢ und g« fur das Vakuum!
1 l 1 1 Allgemeines MaBsystem V=cVeouo Y
Te 4]{/( V ‘
SRS it § S
1 ¢ Elektro:tatl _ches 1
e o 4 MaBsystem fo=1 w= & V=1 )
T
@ 1 Elektromagnetisches 1 _ . 3
e n 4 MaBsystem fo=_5 w=1 V=1 )
T
< ‘57‘ Abzolutes MaBsy-tem %)
H
e - - — - =1 1y=1 V=e¢ -
LI . ll ! ‘*Rt 1les MaBsyst 3
dze | Tun e ationelles MaBsystem

1) Cohn: Das elek’n omagnetische Feld. Leipzig: Hirzel.

%) Maxwell

3) Maxwell Eng an das elektromagnetische MaBsystem schheBt sich das praktische
Mafisystem an. Orlich: Kapazitat und Induktivitat. Braunschweig: Vieweg & Sohn.

4) Gauss; Helmholtz; Hertz; Abraham: Theorie der Elektrizitat. Leipzig:
Teubner; Planck: Theorie der Elektrizitat und des Magnetismus. Leipzig: Hirzel.

%) Lorenz Enzyklopadie. V. Band, 1I. Teil; Tex t Tabelle I.

Berichtigungen.
Es mufl heilen:
Seite 5 Zeile 9: gewohnliche statt totale Differentialgleichung.
ye? + b2o?
Sette 53 Gl (6): Y(y3 — y3) + dec.
Sete 54 Gl (12): —+ k;sin(x; + ;1) entsprechend andern sich i (13),
(14), (15) die Vorzeichen.
Seite 54 unten: y,, = Y19 = Yoo Statt y, = ¥y, = u,.

fn
Seite 72 unten und 73 okven: £2- jlz ;—1) 4+
an?

Seite 172 Gl (27): rcosd simedd statt rcosd smd dd.
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