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Vorwort. 
Das Buch behandelt die Theorie der linearen Differential

gleichungen mit konstanten Koeffizienten mit Rücksicht auf ihre 
Anwendungen in Physik und Techmk, ohne jedoch selbst An
wendungen zu geben. Nur Pendel, Doppelpendel und Wage sind 
etwas naher erörtert, um die Theorie zu illustrieren, im übrigen 
sei aber bezüglich der Anwendungen verwiesen auf: 
Hort: Technische Schwingungslehre. Berlin: Juhus Sprmger, 

und auf folgende Lehrbucher: 
Abraham: Theorie der Elektrizitat. Leipzig: B. G. Teubner.-Foppl: 

Vorlesungen uber technische Jlllechamk. Leipzig: B. G. Teubner. -
Hamel: Elementare Mechanik. Leipzig: B. G. Teubner. -Lorenz: 
Technische Physik. Murrehen und Berlm: Oldenbourg.- Love: Lehr
buchder Elastizitat. Leipzig: B. G. Teubner.- Schaefer: Einfuhrung 
in die theoretische Physik. Leipzig: Veit & Comp. 
Diese Bücher werden im Text häufig zitiert werden. 
Von den Differentialgleichungen mit nicht konstanten Koeffi

zienten enthält das Buch im IV. Kaprtel nur diejenigen, die sich 
auf Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten zuruck
fuhren lassen. Bezüglich der Schwingungspro bleme, die auf andere 
Differentialgleichungen führen, sei verwiesen auf: 
Duffing, G.: Erzwungene Schwmgungen bei veranderlicher Eigenfrequenz 

und Ihre technische Bedeutung. Braunschweig: Vieweg & Sohn. -
Ha m e l, G.: Über erzwungene Schwingungen bei endlichen Ampli
tuden. Math. Ann. 86, 1922.- Hamel, G.: Über die lineare Diffe
rentialgleichung 2. Ordnung mit periodischen Koeffizienten. Jlllath. Ann. 
73, 1912, 

sowie auch auf die Lehrbucher der Besselschen Funktionen. 
Im V. Kapitel sollte bloß gezeigt werden, wie sich die par

tiellen Differentialgleichungenauf gewöhnliche zurückführen lassen. 
Im übrigen sei bezüglich der partiellen Differentialgleichungen 

verwiesen auf: 
vV e b er: Die partiellen Differentialgleichungen der theoretischen Physik. 

Braunschweig: VIeweg & Sohn. 

Im VI. Kapitel wird gezeigt, daß sich ehe Differenzenglei
chungen mit konstanten Koeffizienten in analoger Weise behan
deln lassen wre die Differentialgleichungen. Weitere Literatur 
uber Differenzengleichungen fmdet man in: 
Funk: Die linearen Differenzengleichungen und ihre Anwendung m der 

Theone der Baukonstruktionen. Berlm: Julius Sprmger. 

Berlin, im Oktober 1923. 
E. Schneider. 
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I. Kapitel. 
Gewöhnliche Differentialgleichungen1). 

§1. aii+cy=O. 
Die Gleichung ist d1e Differentialgleichung der ungedampften 

Schwingung. D1e Punkte bedeuten Differentiationen nach der Zmt. 
a und c sollen beide positiv sein. ay ist das Beschleunigungsglied 
und c y das Kraftglied. Das Integral der Differentialgleichung ist 

(1) y = K cos w t + L sin w t . 

Hierbei sind K und L willkurliehe Konstanten und w ist so 
zu bestimmen, daß die Differentralgleichung erfullt wird. Zu dem 
Zweck bilde ich 

(2) 

(3) 

(4) 

y = w (- K sin w t + L cos w t) , 

y =- w2y. 

Setze ich (2) in unsere Differentialgleichung ein, so ist 

-aw2 +c = 0. 
Daraus folgt 

Die KonstantenKund L müssen nun aus den Anfangsbedin
gungen bestimmt werden. Ist zur Zmt t = 0: y = Yo und y = y0 , 

so ist 

(5) 
Yo = K, 

Yo = wL. 
Daraus ergibt sich 

(6) Yo . y = y0 coswt + -smwt. 
w 

1 ) Vgi. zu diesem Kapitel das 3. Kap1tel 1m Forsyth, ,;tehrbuch der 
Differentialglewhungen", Braunschwmg, V1eweg & Sohn. Die dort benutzte 
symbolische Methode ist aber wohl mcht nach jedermanns Geschmack. 

Sc h n e 1 der, DJtferentmlglewhungen. 1 



2 I. Kap. Gewbhnliche Differentialgleichungen 

Führe ich statt der Konstanten K und L neue Konstante k 

und % ein durch die Gleichungen: 

(7) 

(8) 

K = ksinx 

L = kcosr.,, 

k=YK2+L2 
K 

tgx =-y, 

so kann ich (1) auf die folgende Form bringen: 

(9) y = ksin(x + wt). 

Das ist eine sog. Sinusschwingung (Abb. 1). Tc ist die Ampli
tude, x + wt die Phase und w die Frequenz. Für die Schwm
gungsdauer T ergibt sich: ,-
(10) T = 2 :n: = 2 7t Jl !!_ · 

OJ c 
y Ändere ich in {9) dre 

willkürliche Konstante x 
:n: 

um 2 , so tntt an Stelle 

t des sin der cos. 

Abb. 1. 

Sind x und y 2 Lo
sungen unserer Düferen
tialgleichung, so ist auch 

z = x + i y eine Losung, weil die Koeffizienten a und c der Dif
ferentialgleichung reell sind. Man kann den Vorgang geometrisch 
übersichtlich darstellen, wenn man sich dieser Lösung z bedient. 
Ich schreibe : 

(11) 

(12) 
und addiere 

x = k cos (x + w t) 

i y = i k sin (u + w t) 

(13) x + iy = z = k[cos (x + wt) + isin (x + w t)] = ked><+wt). 

Jede komplexe Zahl kann man nun als einen Punkt P dar
stellen oder, wie man auch sagen kann, als einen vom Koor
dinatenanfangspunkt ausgehenden Vektor OP. Unser Vektor z 
hat die Lange k und schließt mit der Achse des Reellen den 
Winkel (x + w t) ein. Mit der Zeit t dreht er sich also aus der 
Anfangslage k e •r. mit der konstanten Geschwindigkeit w. Die 



§l.ajj+cy=O. 3 

Punkte Q und R führen dabei einfache Schwingungen aus (Abb. 2). 
Aus (13) folgt nun: :-r: 

t-
(14) z=iwket(-<+wt)=iwz=e 2 wz. 

Durch Differentiation WJrd also der Vektor z um 90 ° ge
dreht und mit w multiplizwrt. Durch nochmalige Differen
tiation ergibt sich 
(15) z = iwz = -w2 z. 

Durch zweimalige DifferentiatiOn wird also der Vektor z 
um 180 o gedreht und mit w2 multipliziert. Ich hatte also 
in unserer Differentialgleichung auch den komplexen Ansatz 
z = ke•C" + wt) machen können und wäre dadurch genau so auf 
die GI. (3) gekommen. 

Analog erhalte ich 

(16) f d z z - ' ':"_ z 
z t=-.-=-i-=e z-. 

~w w w 

Durch Integration wird also der 
Vektor z um 90 ° in entgegengesetzter 
Richtung gedreht und durch w divi
diert. 

Bilde ich 2 Funktionen 

(17) 
2E = afp, 
2V=cy2 , 

11 

Abb. 2. 

so folgt unsere Differentialgleichung aus der Gleichung 

d 
(18) dt (E +V) = 0. 

In der Physik stellt die GI. (18) den Satz von der Erhaltung 
der Energie dar. 

Beispiele. 

I. Bei mechanischen Schwingungen bedeutet E die kinetische 
Energw und V die potentielle Energie. 

l. Hangt an einem elastischen Stabe eine Masse m und führt 
Schwingungen aus, so gilt unsere Differentialgleichung nach dem 
Ho o k sehen Gesetz, falls die Masse m gegen dw Masse des Stabes 
vemachlassigt werden kann. Die Zahl a ist gleich der ange
hangten Masse m und das c ist je nach der Befestigungsart ver
schieden. Vgl. Rutte, Des Ingenieurs Taschenbuch (Berlin, 

1* 

X 



4 I. Kap. Gewohnliche Differentialgleichungen. 

Ernst & Sohn) I, 547, wo die Durchbiegung angegeben ist. Die 
m 

Durchbiegung ist aber -. 
c 

Ähnliche Verhaltnisse liegen bei Spiralfedern vor. Vgl. 
Rutte, I, 597. 

2. Bei Drehschwingungen ergibt sich zunächst die Gleichung 

d2cp 
adt2+ csinip = 0, 

wobei a das Trägheitsmoment und c die Direktionskraft ist. Ist 
nun aber cp so klein, daß der sin durch den arc ersetzt werden kann, 
so geht die obige Gleichung in die Gleichung unseres Paragraphen 
über: Fadenpendel (Hamel: El.M.Nr.66, Hort: T.Schw.§ 1), 
physisches Pendel (Hamel: El. M. Nr.195, Hort: T. Schw. § 3), 
Bifilarpendel (Hort: T. Schw. § 4), Magnetnadel im Magnetfelde 
(Hort: T. Schw. § 4), Rollpendel (Hamel: El. M. Nr. 241). 

3. Bei Torsionsschwingungen eines Drahtes, an dem eine 
Masse hängt, gilt unsere Differentialgleichung, falls das Tragheits
moment des Drahtes vernachlassigt werden kann gegen das der 
angehangten Masse (S c h a f er: Th. Ph. I, 532). 

II. Bei elektrischen Schwingungen ist 

E = 1-LQ2 = tLJ2 

die magnetische Energie, wobei L der Koeffizient der Selbst
induktion, Q die Elektrizitatsmenge und Q = J die Strom-
starke ist. 1 

V=--Q2 
2K 

ist die elektrische Energie, wobei K die Kapazitat ist (Abra
ham: Th. d. El. § 40 und 63). 

Die Differentialgleichung lautet demnach 

LQ+ ~Q=O 
oder .. I 

LJ+ KJ=O. 

Die Formel (10) wird: 

T = 2n{LK (Thomsonsche Formel). 

Unsere Differentialgleichung hat wie alle homogenen Diffe
rentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten die Eigentumlich
keit, daß durch Differentiation eine neue Gleichung derselben Art 



§ 2. Grenzbedmgungen. 5 

entsteht: a y + c {J = 0, in der nur y durch y ersetzt ist. Es gilt 
also bei mechanischen Schwingungen dieselbe Differentialgleichung 
für die Elongation, dw Geschwmdigkeit und die Beschleunigung. 
Bei elektrischen Schwingungen gilt dieselbe Differentialgleichung 
fur die Elektrizitatsmenge Q und die Stromstarke J = Q. 

§ 2. Grenzbedingungen. 

Die Differentialgleichung des vorigen § tritt auch auf bei 
Problemen, wo sich zunachst eine partielle Differentialgleichung 
ergibt, die dann aber auf unsere totale Differentialgleichung zuruck
gefuhrt wird. Vgl. V § l. Dw unabhangige Variable ist dann 
meist rocht die Zeit t, sondern eme raumliehe Koordinate x. Ich 
schreibe daher das Integral § l (9) 

(1) y=ksin(u+wx). 

An Stelle der Anfangsbedingungenfurt = 0 treten hier Grenz
bedingungen fur x = 0 und x = l. 

(2) 

Es sind dabei folgende 4 Grenzbedingungen wichtig: 

{ 

a) 

b) 
c) 

d) 

y (0) =0, y (l) =0, 
y (0) =0, y'(l) =0, 
y'(O)=O, y(l)=O, 
y'(O)=O, y'(l)=O. 

Diese Grenzbedingungen treten z. B. auf bei Longitudinal
schwingungen von Stäben, je nachdem die Enden frei oder fest 
sind, bei Luftschwingungen in Röhren, je nachdem die Rohren
enden offen oder geschlossen sind und bei Warmebewegungen in 
Staben, je nachdem die Stabenden auf der konstanten Tempera
tur 0 gehalten oder warmeundurchlassig bedeckt sind. Die Be
dingungen fur die IntegratiOnskonstanten k und x werden m den 
4 Fallen: 

1 ~~ C) W k COS X = 0, 
d) wkcosu = 0, 

(3) 
ksinx = 0, 
ksinx = 0, k sin (x + w) = 0, 

wkcos(x + w) = 0, 
7csin(x + w) = 0, 

wkcos(x + w) = 0. 

Diese Gleichungen sind naturlich, wenn w nicht besondere 
Werte hat, nur durch k = 0 zu erfüllen. Es sind nun zwei Fragen 
von Wichtigkeit: 

I. Welchen Wert muß w (resp. die Konstanten unserer Diffe
rentialgleichung) haben, damit die Grenzbedingungen (2) erfull
bar sind? 



6 I. Kap. Gewohnliche Drfferentralglerchungen. 

II. Wenn w diesen Wert nicht hat, welches sind dann die 
unstetigen Funktionen, die unsere Differentialgleichungen und die 
Grenzbedingungen (2) erfüllen~ 

Abb. 3. 

I. Aus der Gl. (3) ergibt sich fur u und w: 

w = fl7t, 
w = (fl- -§-)n, 

(4) w = (fl- ~)n, (fl = 1, 2, 3 . . ) 

w = fl7t, 

so daß wir folgende Lösungen erhalten (Abb. 3): 



(5) l a) 

b) 

c) 

d) 

§ 2. Grenzbedmgungen. 

y = k sin tt TC x , 
y = ksin (,u- tl TCX, 

y = k COS (ft - -§-) TC X , 

y = k COS ft TC X • 

(,u = l, 2, 3 ... ) 

7 

II. Um eine unstetige Funktion zu erhalten, die unsere 
Differentialgleichung und die Grenzbedingungen (2) erfullt, bilde 
ich 2 Funktionen: 

y1 = k1 sin(x1 + wx), 

y2 = k2 sin (x2 + w x) , 

von denen Y! die untere und y2 die obere Grenzbedingung be-
friedigt. 

a) x1 = 0, x2 = -w, 

l TC 
b) x1 = 0, Xz = 2-w, 

(6) n 

1 
c) 

Ul= 2' Y.2 =- w' 

d) 
n TC 

Y.l = 2' x2 = 2-w. 

Ich nehme nun im Intervall 0 bis l einen behebigen Punkt <X 

an und bilde die unstetige Funktion y derart, daß im Intervall 
0 bis IX y = y1 und im Intervall <X bi.s l y = y2 sein soll. Die 
Unstetigkeit liegt dann lediglich im Punkte IX. Da die Kon
stanten k1 und k 2 noch ganz bebehig bleiben, kann ich die Art 
der Unstetigkeit im Punkte IX noch in ganz bestimmter Weise 
vorschreiben. Es soll dort etwa y selbst stetig sem. 

(7) 

(8) 

(9) 

yr(<X) = Y2(<X), 
k1 sin(x1 + w<X) = k2 sin(u2 + wa). 

Ich kann daher k 1 und k2 durch eine Konstante k ausdrucken. 

y1 = ksin(x2 + w IX) sin (u1 + wx), 

y2 = ksin(x1 + w<X) sin(u2 + wx). 

Der Sprung, den die l. Ableitung an der Stelle IX macht, ist 

y1(<X)- Yz(<X) = wksin(u2 - x1). 

Ich kann nun k so bestimmen, daß dieser Sprung gerade l ist. 



8 I. Kap. Gewohnliche Differentialgleichungen. 

Demnach ist nach Gl. (8): 

sin (u2 -1- w <X) sin (ui + w x) 
YI = . ( ) , 

W Sln u 2 - XI 

sin (xi -1- w .x) sin (u2 -1- w x) 
y~ = . ( ) ' W Sln u 2 - XI 

oder, wenn ich die Konstanten aus Gl. (6) einsetze: 

) sinw(1-.x)sinwx sinw<Xsinw(1-x) 
a YI = ' Yz = ' wsinw wsinw 

b) cosw (1- <X) sinwx sinw<X cosw (1- x) 
Yl = w cos w ' Yz = w cos w ' 

(10) 
) _ sinw(1-x)coswx _ coswxsinw(1-x) 

c YI- , y.,- , 
w cos w • w cos w 

d) cosw(1--x)coswx coswxcosw(1-x) 
~= . ,~= . . 

-WSlnW -WSinW 

Diese Lösungen finden im § 16 Verwendung. 
Ist c = 0, so daß wir also die Differentialgleichung 

(11) y" = 0 

haben, so wird w = 0 und die Gl. (10a), b), c) gehen in die fol
genden über: 

l a) y1 = (1 - x) x, y2 = <X (1 - x), 

(12) b) y1 =x, y2 =<X, 

c) YI = 1 -<X' Yz = 1- x' 

Diese Lösungen fmden im § 15 Verwendung. 
Im Falle d) werden YI und y2 unendlich. Entwickle ich YI 

und y2 nach Potenzen, so erhalte ich: 

( (1- x)2w2) ( wzxz) ( w2) 1---- 1-- 1-1--
2 2 6 

YI = 

1 [ 1 x2 1 J 
=-- + -- (1 - x)2 +--- + .. · 

w2 2 2 6 ' 

1 [ 1 o;,2 1 ] 
= - - + - (1 - x)2 + - - - + ... 

w2 2 2 6 · 



§ 2. Grenzbedmgungen. 9 

Nenne ich die in den eckigen Klammern stehenden Ausdrücke 
1]1 und '1'} 2 , so ist 

1 x2 1 1 0(.2 1 
(12 d) 'YJt = 2 (1 - 0(,)2 + 2 - -6' 1Jz = 2 (1 - x)2 + 2- 6. 

An Stelle der Gl. (ll) tritt hier die Gleichung 

(ll d) 1/' = 1 . 

Außerdem erflillt 17 die Bedingungen (2 d), (7), (9) 

Schntffi ocz 1-----if---l---"""-"-"-"-''----i 

X 

Abb. 4. 

Deute ich x und 0(, als rechtwinklige Koordinaten in der Ebene 
und y als raumliehe Koordinate senkrecht dazu, so stellt (12a) 
2 hyperbolische Paraboloide dar. Von ihnen kommt nur der im 
Innern des Quadrates (x = 0, x = 1, .x = 0, .x = 1) liegende 
Teil m Betracht. Über der Diagonale stoßen die beiden Para
boloide längs einer Parabel in einer scharfen Kante zusammen 
und sind zu dieser Kante symmetrisch, da y in x und IX sym
metrisch ist. Die Rander des Quadrats bilden die beiden Scheitel
erzeugenden der Paraboloide. Es verschwindet dort y (Abb. 4). 
Deute ich (12 b und c) in ahnlieber Weise, so erhalte ICh 2 unter 
45 o ansteigende Ebenen, die durch die x- und IX -Achse hin
durchgeben (Abb. 5). Deute ich schließlich (12 d), so ergeben sich 
2 Rotationsparaboloide. Sie schneiden die x, .x-Ebene in 2 Kieisen, 
deren Mittelpunkte die Ecken (x = 1, IX = 0) und (x = 0, IX = 1) 
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des Quadrates sind und deren Radius t y3 ist. Über die Dia
gonalen des Quadrates schneiden sich die Paraboloide in einer 
Parabel, die aber im Gegensatz zu (a) ihre konvexe Seite nach 

unten kehrt (Abb. 6). 
Zum Schluß sei noch er

wahnt, daß die Bedingungen 
(2) Spezialfalle folgender all

k-----ltX~r gemeineren Bedingungen sind: 

k--'------ltXI (13) p0 y(0) + q0 y'(O) = 0, 

P1Y(l) + q1y' (I)= 0. 

/11 I L---:!--:!·~--______JSchmttJ 
.X (XI Xg 

!lt 

Abb. 5. 

Diese Grenzbedingungen treten z. B. bei den Warmebewegungen 
in einem Stabe auf, wenn die Stabenden Warme ausstrahlen. Es 

Grv11driß 

~~Jchmi'fl 7 7I 

~ "'C::::::::=:J"'hn;ug 'Ir I 

Abb. 6. 

ergeben sich bei diesen Grenzbedingungen statt der GI. (6) fur 
%1 und % 2 die transzendenten Gleichungen 

(14) tgxl =- qow' 
Po 

tg (u2 + w) = - ql w. 
PI 



§ 3. ay- cy = 0. 11 

§3. ny-cy=O. 

An Stelle der trigonometrischen Funktionen des § 1 treten 

hier hyperbolische Funktionen. a und c sollen wieder positiv sein. 
Es ist 

y = K ~of w t + L 6in w t, 

Abb. 7. 

(l) 

(2) 

(3) 

y = w (K 6in w t + L ~of w t) , 

(4) 

y = w2y' 

aw2 - c = 0, 

OJ = 1/_c_. 
t a 

Soll zur Zeit t = 0 : y = Yo 
und y = '[;0 sein, so ist : 

(5) 

(6) 

Yo= K, 
Yo = wL, 

y=y0 ~ofwt 

Yo . 
+-6mwt. 

w Abb. 8. 

t 

Ich kann nun wieder statt K und L neue Konstanten k und x 

einführen. Ich muß dabei jedoch 2 Fälle unterscheiden: 

IKI<ILI IKI>ILI 

(7) 
K = k6inx (7') 

K = k~ofu 

L = k~ofu, L = k6inu, 

(8) 
k = iL2 ](2 

( 8') 
k = iK2 -L2 

K a- , - L 
:'tgu=y ::.Lgx- K' 

(9) y = k 6in (u + w t) (9') y = k~of(u + wt). 

Bei den trigonometrischen Funktionen kann man es durch 
.. 1l 

Anderung der Konstanten r. um 2 erreichen, daß an Stelle des 

sin der cos tritt. Bei den hyperbolischen Funktionen ist das 

nicht der Fall; die beiden Lösungen (9) und (9') sind wesentlich 

voneinander verschieden (Abb. 7 und 8). 
Filr die geometrische Deutung der Lösungen (9) und (9') 

kann ich entsprechende Überlegungen anstellen wie in § 1. Es ist: 
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(ll) x = k~of(u + wt), 

(12) y = Je 6in (u + w t). 

Deute ich auch hier x und y als horizontale und vertikale 
Koordinate eines Punktes P. so durchläuft, wenn t von - oo 
bis + oo wachst, der Punkt P die gleichse1tige Hyperbel 

(13) 

deren Parametergl. (ll) und (12) ist, und zwar firr positive k den 
rechten Zweig, für negative k den linken Zweig (Abb. 9). Ich >vül 
den Vektor OP dann wieder mit z bezeichnen. Hierbei ist jedoch 
zu bemerken, daß k nicht etwa die Lange des Vektors ist und 

Abb. 9. 

u + w t nicht etwa der Win
kel, den er mit der horizonta
len Achse einschließt. Nenne 

z ich diese beiden Größen l 
und rp, so ist vielmehr 

l2 = k2 ~oi 2 (u + w t), 

tgrp = stg (u + w t). 

Differenziere ich die Glei
chungen (ll) und (12), so 
erhalte ich: 

x = w k 6in (u + w t), 
(14) 

y = (1) k ~0\ (" + w t). 

Es werden also horizontale und vertikale Komponente mit
einander vertauscht und außerdem beide mit w multipliZiert. 
Den Vektor, dessen Komponenten x und j; sind, will ich mit z 
bezeichnen. Eine Differentiation von z entspricht dann also 
geometrisch eine Spiegelung an der Winkelhalbierenden des 
l. Quadranten und eine Multiplikation mit w. Wächst t von 
- oo bis + oo, so durchläuft z die gleichseitige Hyperbel: 

y2 _ x2 = w2k2, 

und zwar fur positive k den oberen Zweig, fur negative k den 
unteren Zweig. Aus (1) folgt durch 2 malige Differentiation: 

x = w 2 k ~of (u + w t), 
(15) y = w 2 k6in(u + wt). 

Durch eine 2 malige Differentiation wird also z in seiner 
Richtung nicht geandert, sondern nur mit w2 multipliziert. Schließ
lich folgt. aus (ll) und (12) noch: 



(16) 

§ 4. Die Grenzbedingungen 1m aperiodischen Fall. 13 

Jxdt = ~ <Sin(u + wt), 

J y d t = ~ ~of (u + w t) . 

Einer Integration entspricht also eine Spiegelung an der 
Winkelhalbierenden des l. Quadranten und eine Division durch w. 

§ 4. Die Grenzbedingungen im aperiodischen Fall. 

Ich ersetze wieder in den Losungen (9) des vorigen Paragraphen 
t durch x: 

(l) y=k<Sin(u+wx) oder (l') y=k~of(u+wx) 

und betrachte dieselben Grenzbedingungen wie im § 2 

(2) { 

a) y(O) = 0, 
b) y(O)=O, 
c) y'(O)=O, 

d) y' (0) = 0' 

y(l)=O, 
y'(l)=O, 
y(l)=O, 
y' (l) = 0. 

Man erkennt, daß diese Grenzbedingungen fur keinen Wert 
von w durch den Ansatz (l) oder (l') zu befriedigen sind. Ich 
muß vielmehr die Lösung y aus 2 Losungen, y1 und y 2 , zusammen
setzen, von denen y1 die untere, y2 die obere Grenzbedingung be
friedigt. Ich bezeichne die Gleichungen mit denselben Nummern 
·wie die entsprechenden Gleichungen im § 2. Im Gegensatz zum 
§ 2 muß ich hier fur die 4 Unterfalle von (2) gesonderte Ansatze 
machen: 

a) y1 = k1 <Sin (x1 + w x), 

b) Y1 = k1 <Sin (u1 + w x), 

c) y1 = k1 ~of (x1 + w x), 
d) y1 = lc1 ~of (x1 + w x) , 

Y2 = k2 <Sin (u2 + w x), 
Y2 = lc2 ~of (u2 + w x), 
Y2 = k2 <Sin (u2 + w x) , 

Yz = lcz ~of (u2 + w x) , 

Aus den Grenzbedingungen (2) folgt in allen 4 Fallen 

(6) 

so daß 
a) y1 = lc1 <Sinwx, 

b) y1 = k1 <Sinwx, 

c) y1 = k1 ~of w x, 
d) y1 = k1 ~of w x, 

Yz = k2 <Sinw (x- l), 

Y2 = k2 ~of w (x- l), 
Y2 = k 2 <Sin w (x- l), 
Y2 = k2 ~of w (x- l). 
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Genau wie im § 2 nehme ich nun einen Punkt iX an, an dem 
die beiden Losungen zusammenstoßen sollen. Soll in diesem 
Punkte y stetig sein, so kann man, wie im§ 1, k1 und k2 durch 
eine Konstante k ersetzen : 

l a) y1 = k @?inw (cx -1) @?inwx, y2 = k @?inm cx @?inw (x -1), 

("') b) y1 = k ~ofw(cx-1)@?inwx, y2 = k@)inwcx ~ofw(x-1), 

' c) y1 =k@?inw(cx-1)~ofwx, y2 =k~ofwcx@?inw(x-1), 
d) y1 =k~ofw(cx-1)~ofwx, y2 =k~ofwcx~ofw(x-1). 

Soll schließlich der Sprung, den y' an der Stelle iX macht. 
gerade 1 sein, so ergeben sich als endgultige Lösungen: 

a) 
@?inw (1- cx) @?inw x 

Y2= 
@?inw cx@?inw (1- x) 

Y1 = w @?inw w @?inw ' 

b) Y1 = 
~of w (1- cx) @?inw cx 

Y2 = 
@?inw cx ~of w (1- x) 

w crof w ' w~ofw ' 
(8) 

@?inw (1 - cx) ~of w x ~of w cx @?inw (1- x) 
c) Y1 = 

w crof w ' Y2 = 
w~ofw ' 

d) YJ = 
~of w (1 - cx) ~of w x 

Y2 = 
~of w iX ~of w (1 - x) 

- w @?inw ' - w @?inw 

Haben wir wieder statt der Bedingungen (2) die allgemeine 
Bedingung 

(9) PoY(O) + qoy' (0) = 0, 

so sind die Falle a), b), c), d) in folgender Weise zu unterscheiden: 

a) I q~~ I< 1 , 

b) I qow I< 1' 
Po 

c) lq~~ I> 1 ' 

d) lq~~ I> 1 ' 

I q~~ I < 1 , 

I q~~ I> 1 , 

lq~~l< 1 ' 

I ql ~I> 1. 
P1 

Es ergeben sich dann fur u1 und u2 statt (6) die folgenden 
transzendenten Gleichungen 



§ 5. a y + b y + c y = 0. 15 

a) S:gui = _qow, qi w 
'3:g(u2 + w) = --, 

Po PI 

b) 'lgx =- qow O:tg(u2 + w) = -~~, .-- ~ 1 ' 

(10) 
Po 

c) 
qow S:g (u2 + w) =- qi w, O:tgui = ---, 

Po PI 

d) 
qow qlw 

Gl:tgxi = ---, Gl:tg(x2 + w)= --. 
Po P1 

Von den Gl. [8a), b), c)] kann mangenauso wie im§ 2 zu dem 
Fall c = 0 ubergehen. 

§ 5. ay + b·y + cy = 0. 

Zu der Differentialgleichung des § 1 ist hier das Glied b y 
hinzugetreten, das ich mit Rucksicht auf die Anwendungen als 
J)ampfungsglied bezeichnen will. Es ist hier am praktischsten, 
einen komplexen Ansatz zu machen 

(1) y = kent, 

wobei n und k komplexe Zahlen sem sollen. Es ist dann 

y = nkent 

(2) 

(3) 

(4) 

Dadurch geht die Differentialgleichung über in 

an2 +bn+c=0, 

1 ( --) n =- - b + 1lb2 - 4ac . 2a - r 

Es sind nun 3 Falle zu unterscheiden: 

I. b2 <4ac. 

n ist dann komplex. Ich setze 

n=ß+iw. 
Dann ist 
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Es ist dann sowohl der reelle als auch der imaginare Be
standteil von (1) ein Integral unserer Differentialgleichung. 

Der imaginare Bestandteil ist 
!! (Abb. 10) 

(11) y = keflt sin (u + wt), 

wobei an Stelle der komplexen 
Konstanten k von (1) die beiden 
reellen Konstanten k und u ge-

_-'/:;;:;Ji:D::---~±:;±---1--"'" treten sind. (11) stellt eine ge
t dampfte Schwingung dar. Be-

trachte ich y für die Zeiten t, 
r 3r 

t + 2 , t + T, t + 2 ... , wo-

bei nach § 1 (10) r =~ist, so 
w Abb. 10. 

erhalte ich 

y1 = keß 1sin(u + wt), 
ßt+ß!__ ß~ 

y2 = ke 2 sin (u + w t + :n:) =- e 2 y1 , 

y3 = keßt+ß<sin(u + wt + 2:n:) = + eß'y1 , 

ßt+ 3ßr 3ß!_· 
y4 = ke 2 sin (u + w t + 3 :n:} = - e 2 y1 • 

Es ist daher 

(5) l1J _ IY2I _JJtal_ -/i 
und 

I Y21 - I y~ I - I Y41 - ... -

(6} Y1 = Ya = ... = eßr. 
Y3 Ys 

T 
Fl.ir das Zeitintervall 2 ist also I y,. I die mittlere Proportionale 

zu I y,. -1 I und I Yv+ 1\ und ftir das Zeitintervall r ist y,. die mittlere 

Proportionale zu y,. _ 2 und y,,+ 2. eßr (oder auch eß i) heißt das 
Dampfungsverhaltnis. Da nach (5) und (6) 

ln \ Yv I - ln I Yv + 1 I = ß ~ , 
ln y,. - ln y,. + 2 = ß r, 

heißt ß r (oder auch ß -~) das logarithmische Dekrement. 



(7) 

(8) 

ist 

§ 5. afj + by + cy = 0. 

Nach (1 1) ist y = 0, wenn 

1 
t = -(- ~ + p,n). 

w 
(p, = 0, 1, 2, 3 ... ) 

Fur die Mitten der Nullstellen, d. h. fur 

1 ' 
t=~(-%+fw+i) 

y=-j-keßt wenn p,=Ü, 2, 4 .. . 

y=-keßt wenn u= 1, 3, 5 .. . 

17 

Die Kurve y beruhrt also an diesen Stellen die beiden Ex
ponentiallinien keßt und - keßt. Diese Beruhrungsstellen sind 
aber nicht die extremen Werte der Funktion. Um diese auf
zusuchen, bilde ich aus (11) 

(21) ;lj = keßt[wcos(u + wt) + ßsin(~ + wt)]. 

Es Ist also y = 0, wenn 

Setze ich nun 

so ist 
(9) 

OJ 
tg (u + w t) = - - . 

ß 
'lT 

u + wt = ftn + 2 + rp. 

tgrp = j3_. 
w 

(ft = 0, 1, 2, 3 ... ) 

Vergleiche ich (8) mit (10), so erkenne ich, daß hier die ex
tremen Werte nicht in der Mitte der Nullstellen liegen, sondern 
um rp von der Mitte entfernt. Ist b > 0, so ist nach (41) ß 
und nach (9) cp negativ. Die extremen Werte liegen also vor 
der Mitte. 

11. b2 > 4ac. 
Es sind dann in (4) beide n reell und die allgemeine Lösung 

der Differentialgleichung ist 

(In) Y = klen,t + k2en,t. 

Es ist also y = 0, wenn 

Sc h n e 1 d er, Differentlalgleichnngen. 2 
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Aus (lu} bilde ich 

nl -n2 

(11) 
m(- n!k2) 

nlkl 
t= . 

nl -n2 

und y =0, wenn 

Es sind daher 4 Fälle zu unterscheiden: 
A. n1 und n 2 haben gleiches, k1 und k2 verschiedenes Vor

zeichen. Es sei I k1 \ > \ k2 \. Dann existiert nach (7), (10) und (11} 

!f y 

Abb. 11. 
t Abb. 12. t 

eine reelle Nullstelle, ein reelles Extremum und ein reeller Wende
punkt. Wrr haben noch folgende Unterfalle: 

A.cx,) b>O, k1>0(Abb.11), y) b<O, kl>O, 
ß) b > o, k1 < o , o) b < o, k1 < o. 

Die Figuren für die Falle ß, y, o erhalt man aus Abb. 11 durch 
Umklappen um die t-Achse, um die y-Achse resp. um beide Achsen. 

B. n 1 und n 2 sowie k1 und lc2 haben gleiches Vorzeichen. Dann 
existieren weder reelle Nullstellen, noch reelle Extreme, noch reelle 
Wendepunkte. Es sind dieselben Unterfalle zu unterscheiden wie 
bei A (Abb. 12). 

0. n1 und n2 sowie k1 und lc2 haben verschiedenes Vor
zeichen (Abb. 7). 

D. n 1 und n 2 haben verschiedenes, lc1 und k2 haben gleiches 
Vorzeichen (Abb. 8). 

III. b2 = 4ac. 
Die GI. (3) hat dann eine Doppelwurzel 

b 
(4m) n = ß = -2a. 
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Die allgemeine Losung unserer Differentialgleichung ist dann 

(1m) y = (k1 + k2 t) e111 • 

Aus dieser Gleichung folgt namlich 

y = ( n k1 + n k2 t + k2) e11 t , 

y = (n2 k1 + n2 k2 t + 2 n k 2 ) e111 • 

Setze ich diese Werte in unsere Differentialgleichung ein, so 
ergibt sich die folgende Gleichung: 

( a n2 + b n + c) k1 + ( a n2 + b n + c) k2 t + (2 an + b) k2 = 0 • 

Diese Gleichung ist flir beliebige k1 und k 2 erlullt, wenn 
folgende beiden Gleichungen bestehen: 

(3) f (n) = an2 + b n + c = 0, 

(3') d~~) = 2an+ b = 0. 

Das ist aber gerade die Bedingung dafür, daß n eine Doppel
wurzel von (3) ist. Aus (lm) und (2m) folgt nun: 

(7 m) y=O, wenn 

(10m) Jj=O, wenn 

Nullstelle undExtrem um 
sind also reell. Der Verlauf 
von y ist ähnlich wie im Falle 
11 A und wir haben die ent
sprechenden 4 Unterlalle wie 
dort. 

!J 

Versucht man hier eine 
ahnliehe geometrische Deu
tung wie im § 1, so erhalt 
man den Vektor --~----~~~~--~--------r-?x 

z = kefltei(>< + wt). 

Diese dreht sich eben
falls mit der konstanten Ge
schwindigkeit w, wird aber 
bei seiner Drehung vergroßert 
resp. verkleinert, je nachdem 

.Abb. 13. 

ß positiv oder negativ ist. Sein Endpunkt beschreibt dabei eine 
logarithmische Spirale. Ein wesentlicher Unterschied gegen § I 

2* 
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besteht z. B. darin, daß y nicht mehr sein Max. oder Min. erreicht, 
wenn z vertikal ist, sondern um den oben berechneten Winkel cp 
früher, wenn b resp. ß neg. ist und um cp spater, wenn b resp. ß 
pos. ist. y wird namlich ein Extremum, wenn y = 0 , d. h. 
wenn z horizontal ist. z und z liegen aber bei der gedampften 

Schwingung nicht mehr ·wie bei der ungedämpften um ; , son

dern um ; ± cp auseinander (Abb.l3). 

§ 6. Die Energie. 

Es sei E eine Funktion von y und V eine Funktion von y. 
Ich entwickle beide Funktionen nach Potenzen und breche die 
Entwicklung- nach den quadratischen Gliedern ab. 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(oE) (iJ2E) 
E = Eo + oy oy + {- iJy2 oy2, 

V= V0 + (~;)0y+{-(0;;)0 y2 • 
Nun bilde ich die Gleichung 

!}__ (o E) + d V = 0. 
dt ay dy 

Setze ich (1) und (2) ein, so wird 

l 

(ß2 E) .. (a V) (a2 V) 
oy2 /+ 7fY o+ oy2 oy=O. 

Das ist eine sogenannte inhomogene Differential
gleichung, wie wir sie nachher im§ 12 betrachtE>n werden. 

Ist aber (~ ;) 
0 
= 0, so hat ( 4) die Form der Gleichung 

§ 1. Die Gl. (3) besagt dann dasselbe wie die Gleichung 
§ l (18). 

mg I. Bei mechanischen Schwingungen ist E die kine-
Abb. 14. . h E . o E d . 8 V t1sc e nergre, -;:;--:- er Impuls, V das Potentral, - ~ 

uy uy 
die Kraft und die Gl. (3) besagt, daß die Änderung des Impulses 
gleich der wirkenden Kraft ist. Bei dem Pendel der Abb. 14 ist 
z. B. die Energie 
(5) E = tm(Z(p)2 • 
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Rechne ich die potentielle Energie von der tiefsten Lage T 
aus, so ist 
(6) V= mgl(1- costp). 

Es ist daher 
(7) (iJzE) - =ml2 By2 , 

(8) 

(9) (:z;t=mgl. 
Nach § 1 (5) ist daher 

(10) 'l=2nV~· 
II. Bei elektrischen Schwingungen ist E die magnetische 

BE BE . 
Energie, -. = - = L Q = L J der Induktionsfluß (vgl. z. B. 

BQ iJJ 
0 r li c h : "Kapazität und Induktivität" S. 123), V die elektrische 

Energw und - ~ ~ = - ~ die elektromotorische Kraft. Die 

Gleichung (3) wird: d Q 
(11) dt(LJ)+ x=O. 

Sie besagt, daß dw Anderung des Induktionsflusses gleich der 
elektromotorischen Kraft ist. dV 

Ist nun außer der Kraft - d y noch eine Kraft vorhanden, 

die kein Potential besitzt und die proportional der Geschwindig
keit iJ ist, so gilt statt (3) die Gleichung 

(12) .!:__ (i!_ E) = - dV- by. 
dt ay dy 

Das letzte Glied stellt die Dampfung dar. Als Dämpfung 
kommt fur ein Pendel der Luftwiderstand in Betracht (Ha m e l: 
El. M. Nr. 72}, für eine Magnetnadel, die in einem geschlossenen 
Leiter schwingt, außerdem die Induktion (Hort: T. Schw. § 6). 

Bei elektrischen Schwingungen tritt, wenn der Ohmsehe 
Widerstand berücksichtigt wird, an Stelle von (11) die Gleichung: 

d Q 
(13) dt (LJ) + RJ + K = 0 
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oder 
(14) 

oder 
(15) 

I. Kap. Gewohnliche Differentialgleichungen. 

LQ+RQ+ ~Q=O 

LJ+Rj+ ~J=O. 

§ 7. ay""+ cy = 0. 

Die Striche sollen Differentiationen nach x bedeuten. Das 
allgemeine Integral ist : 

(1) y = K coswx~o)wx + Lcoswx<5inwx 
+ M sin w x ~o) w x + N sin w x 6in w x . 

Daraus folgt namlich : 

y'= w [(L + M) cosw x ~o)wx + (K +N) coswx <5inwx 
+ (N-K) sinwx~o)wx+ (M-L)sinwx<5inwx], 

y"= 2 w2 [N coswx~o) wx + M coswx <5inwx 
(2) - L sin w x ~o) w x - K sin w x <5in w x] , 

(3) 

(4) 

y'" = 2w3 [(M -L) cos wx~o) wx + (N -K) cosw x <5inw x 
- (N+K)sinwx~ofwx- (L+M)sinwx<5inwx], 

y""= -4w4 y. 

Setze ich das in unsere Differentialgleichung ein, so ist: 

- 4 a w 4 y + c y = 0, 

1 4 !7; 
w = r2 Y-a· 

Die K, L, M, N berechnen sich nun aus den Grenzbedingungen. 
Diese können z. B. darin bestehen, daß an den Grenzen x = 0 
und x = l je 2 der Großen y, y', y'', y'" vorgeschrieben sind. 
Das gibt im ganzen 36 Moglichkeiten. 

Soll z. B. y(O) = Yo, y'(O) = y'o, y''(1) = y'{, y"'(l) = y]_' sein, 
so ist: 

K= Yo, 

L= 2 
1 0: l2 [-(sinwcosw+6inw~o)w)y0 +cos2 wy0 

cos 0) + 0 w w 
+ (cos w <5inw - sin w ~o) w) y'{ 2 

," J 2w Y1 - cos w ~o) w 2 w3 , 
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111. = • 1 Ci: l2 [ + (sin w cos w + 6in w (;l;oj w) y0 + [oj2 w y'o 
COS"OJ + 0 W " W 

+ (sin w Ci:of w - cos w 6in w) 2Y1 
2 

. y~'] OJ + cos cu Ci:o) w 2 w3 , 

N = 2 
1 [ j2 [(cos2 w- [of2 w)y0 + (smwcosw 

cos (jJ + 0 w ' " 
- 6in w [oj w) Yo + 2 cos w [of w 2y\ 

w OJ 

- ( cos w @:>in w + sin w [oj w) !}~31· 
Die obige Differentialgleichung tritt auf: 
l. bei einer Eisenbahnschwelle auf nachgiebiger Unterlage 

(Foppl: T. M. III, 260); 
2. wenn eine schwimmende elastische Platte durch eine 

Einzellast belastet wird. S1e gilt dann aber nur in großer Ent
fernung von dieser Einzellast (Lorenz: T. Ph. IV, 486); 

3. bei rotierenden Trommeln (Lorenz: T. Ph. § 62); 
4. bei zylindrischen Fluss1gkeitsbehaltern (L or enz: T. Ph. 

§ 63). 

§ 8. (t y""- c y = 0 . 
Das allgemeine Integral ist : 

(l) y = KQ;ojwx+ Lcoswx+ M@Sinwx+ Nsinwx. 

Daraus folgt: 

(2) y" = w2 (K [oj wx- Lcoswx + M6inwx- Nsinwx), { 

y' = w (K 6in w x - L sin w x + M (;l;oj w x + N cos w x) , 

y"' = w3 (K 6inwn + Lsinwx + M (;l;oj wx- Ncoswx), 
y"" = w4 y . -

Setze ich das in unsere Differentialgleichung ein, so ist 

(3) aw4 y-cy = 0, 
4 -

(4) w = v:. 
Die K, L, M, N bestimmen sich aus den Grenzbedingungen. 

Sind diese in K, L, M, N homogen, so lassen sich die Grenzbedin
gungen nur fur gewisse w erfullen. w ist dann also nicht durch (4) 
als bestimmt gegeben anzusehen, sondern die Fragestellung lautet 
dann wie im § 2 I so: WeichenWert muß w resp. die Konstanten 
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unserer Differentialgleichung haben, damit die Grenzbedingungen 
erfüllbar sind? 

Sollen etwa an den Grenzen x = 0 und x = I je 2 der Größen 
y, y', y", y'" verschwinden, so kombinieren sich also 2 der 
Gleichungen: 

(5) l a) y (0) = K + L = 0, 
b) y' (0) = M + N = 0, 
c) y"(O)=K-L=O, 
d) y"' (0) = M-N= 0, 

mit 2 der Gleichungen: 

{ 

e) yc(I) =K~ofw+Lcosw+M6inw+Nsinw=0, 
) f) y' (I) = K 6in w - L sin w + M tiof w + N cos w = 0, 

(5 g) y" (I)= K ~of w- Lcosw + M6inw- Nsinw = 0, 
h) y'" (I) = K6inw + Lsinw + M tiof w- N cos w = 0. 

Ich unterscheide nun 2 Fälle, je nachdem die beiden ge
gebenen der GI. [5a), b), c), d)] für 2 der Größen K, L, 111, N 
Null ergeben oder nicht. 

I. Im I. Falle ergeben sich folgende Determinanten als Be
dingungsgleichungen ftir w, wenn ich 6 statt 6in w usw. schreibe· 

Ii s 
=0 oder stg- tg = 0 im Falle: 

a c e f, 
c b d eh. 

16 s =0 oder sin = 0 im Falle: 
a c e g, 

6, -s b d hf. 
16 s 

=0 oder :tg + tg = 0 im Falle: 
a c eh, 

1~, -c b d gh. 
I~ c 

=0 oder stg + tg = 0 im Falle: a e f g, 
16, -s b d e f. 
I~ c 

=0 oder cos = 0 im Falle: a c f h, 
1~, -c b d e g. 
,6, -s =0 oder stg- tg = 0 1m Falle: 

a c g h, 
~' -c b df g. 

11. Im 2. Falle ergeben sich die folgenden Determinanten: l ab g h, I ti+c 6+si=O oder cos tiof + I = 0 
. c d e f, 

6-s ~+c 1m Falle: a d f g, 

b c gh. rge, 
l~+c 6+si=0 oder stg -tg = 0 

. c d e g, 
1~-c 6-s 1m Falle: a d h f, 

b c h f. 
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I Q: + c 6 + 8 \ = 0 oder 
l6+s Q:-c 

I 6 - s Cl: + 0 I = 0 oder 
lel:-c6-s 

1
6-s Cl:+cj 

, 6 + 8 Cl: _ 0 = 0 oder 

sin = 0 

sin = 0 

stg + tg = 0 

lel:-c6-sl ! 6 + s Cl: _ 0 = 0 oder l - cos C\:of = 0 

l ab g f, 
. c d eh, 
Im Falle: a d h g, 

b c f e. l ab h e, 

im Falle: 0 d f g, 
a d e f, 
b c g h l ab h f, 

. F ll c d f h, Im a e. d a e g, 
b c g e. l ab e f. 

im Falle: 0 d g h, 
a de h, 
bcfg 

Die Resultate sind in der Tabelle zusammengestellt. Werden 
nun die w den Gleichungen entsprechend gewählt, so können die 
K, L, M, N aus den 2 gegebenen der Gl. [5a), b), c), d)] und aus 
einer von den 2 gegebenen der Gl [5e), f), g), h)] bis auf einen 
konstanten Faktor berechnet werden. Die Resultate sind eben
falls in der Tabelle zusammengestellt. 

Unsere Differentialgleichung tritt z. B. auf bei den Biegungs
schwingungen von Staben. Vgl. V§ 3 (1). Es ergibt sich da 
zunachst eine partielle Differentialgleichung, die aber auf unsere 
zuruckgefrihrt wird. Die Grenzbedmgungen haben dabei folgende 
Bedeutung: 

l. Freies Stabende . . . 
2. Eingeklemmtes Stabende . 
3. Drehbar gelagertes Stabende 

y"=O, 
y =0, 
y =0, 

§ 9. ay""+ by"+ cy = 0. 

y'" = 0. 
y' = 0. 
y'' = 0. 

Diese Gleichung hat Ähnlichkeit mit der des § 5. Die Glei
chungen von § 7 und 8 sind in ihr als Spezialfälle enthalten. Es Ist: 

(l) Y = kenx, 

(2) 

(3) 

(4) 

{ y" = n2 k en x , 
y"" = n4kenx, 

a n4 + b n 2 + c = 0 , 

nz = - 1-(- b + fb2 - 4ac). -2a -
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Wie 1m § 5 sind nun wieder 3 Fälle zu unterscheiden : 

I. b2 <4ac. 

n 2 ist dann komplex. Ich setze: 

n = ± w1 + i w2 • 

Dann ist: 

1 
9 2 b 

Wi - OJ2 = - 2a' 

2wlw2= 21a 14ac-b2. 
(5) 

Das Integral kann ich dann in folgender Form schreiben: 

y = K~o) w1 xcos w2 x + L@Sin w 1 xcos w2 x 

+ M~o\w1 xsinw2 x + N@Sinw1 xsinw2 x. 

Ist b = 0, so ist w1 = w2 und wir haben den Fall des § 7 

II. b2 > 4ac. 

n 2 ist dann reell. Man muß folgende Unterfälle unterscheiden: 

11 A. a und c haben ungleiches Vorzeichen: Es ist in (4) 

ein n2 positiv ein n 2 negativ. 

II B. a und c haben gleiches, b hat das entgegengesetzte 
Vorzeichen: Es sind in (4) be1de n 2 positiv. 

IIC. a, b und c haben gleiches Zeichen: Es sind in (4) beide 
n 2 negativ. 

Das allgemeine Integral lautet nun in den 3 Fallen 

( 1 n A) y = K ~of w1 x + L 6in w1 x + 111 cos w 2 x + N sin w2 x , 

(lnn) y = K~of w1 x + L6inw1 x + M~of w 2 x + NEJinw 2 x, 

(lnc) y = K cos w 1 x + L sin w1 x + M cos w2 x + N sin w 2.x . 

Die weiteren Rechnungen sind ahnlieh wie im vorigen 
Paragraph. Sind z. B. die Grenzbedingungen 

y(O)=y'(O)=O 

y(1) = y'(1) = 0, 

so ergeben sich ftir w1 und w2 folgende Gleichungen: 

w1 E)in w1 + w 2 sin w2 ~of w1 - cos w2 

(ß A) 2 w1 w2 (~of w1 cos w2 - 1) + ( wi - w§) Elin w1 sin w2 = 0, 
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w1 6inw1 - w2 6inwJ tio) w1 - liof w~ 

(6B) 2 w1 w2 (liofw1 tiof w~- l)- (wi + w~) 6inw1 6inw2 = 0, 

l . l . cosw1 - cosw2 -smw1 - -s1nw2 
wl w2 

- w1 sin w1 + w2 sin w 2 cos w1 - cos w 2 

(6o) 2 w1 w2 (l - cos w1 cos w2) - (wi + w§) sin w1 sin w2 = 0. 

Ist b = 0, so ist im Falle A: w1 = w2 • Die Gleichung (6 A) 

geht dann in die Gleichung 
l - tiof w cos w = 0 

von § 8 über. 

III. b2 = 4ac. 
Die Gleichung (3) hat dann die beiden Doppelwurzeln 

(4m) n = +V- 2ba . 

Man muß folgende Unterfälle unterscheiden: 

III A. a und b haben gleiches Vorzeichen 

(lniA) y = (K + Lx) coswx + (.111 + N x) sinwx; w =V 2ba. 

III B. a und b haben ungleiches Vorzeichen 

(lniB) y = (K+Lx)tiofwx + (M+Nx) 6inwx; w =V -2~. 
~ diy 

§ 10 . .L,; ctt dxi = 0. 
i=O 

Die bisher betrachteten Gleichungen sind Spezialfalle der obigen. 
aoy 

Es soll in ihr unter J:o die Größe y selbst verstanden sein. Ein 
Integral ist x 

(l) 

(2) 

Y = kenx, 

d'y - = n'kenx 
dx' · 

Setze ich das in unsere Differentialgleichung ein, so ist: 
p 

kenx 2: a,n' = 0. 
~ = 0 
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Setze ich nun : 
(3) 

so ist also (l) ein Integral unserer Differentialgleichung, wenn n 
eine Lösung der Gleichung 
(4) f(n) = 0 

ist. Das ist eine Gleichung pten Grades, die also p-Lösungen hat. 
Das allgemeine Integral ist also : 

(5) 

Sind unter 
setze ich 

P n x 
y=l;k,,.el'. 

.u=l 
den Wurzeln von (4) 2 konjugiert komplex, so 

n.u = ß1, + i wl, • 

k,, = 1 k.u 1 e'"'' 

und bilde den reellen oder imaginaren Bestandteil der Partikular
lösung k1,en,,x_ Der imaginare Bestandteil ist 

I k1, ll,,x sin (u1, + W.u x) . 

Diese Partikularlösung mit den beiden willkürlichen Konstan
ten I k1, I und u1, ersetzt die beiden Partikularlosungen, die zu den 
konjugierten komplexen n1, gehoren. 

Hat (4) eine (r + l)-fache Wurzel, d. h. werden in (5) (r + l) 
Großen n.u einander gleich, so ziehen sich die zugehbrigen Kon
stanten k.u in eine einzige Konstante zusammen. Es gehen also 
r-Konstanten verloren. Um die notige Anzahl von Konstanten 
zu erhalten, muß ich statt (l) folgenden allgemeineren Ansatz 
machen: 
(6) 

(7) 

Nun gilt bekanntlich die Formel 

d'f(x)g(x) = ~(i) d"f(x) d•-"g(x). 
dx' ..:;;;;.. " dx" dx•-.-"=0 

Setze ich hierin 
f(x) =X·", 

g(x) = enx, 
so ist: 

(8) 



30 I. Kap. Gewohnliche Differentialgleichungen. 

Setze ich diesen Ausdruck in die Differentialgleichung ein, so 
ergibt sich, wenn ich gleich umordne 

(9) 
,u p ., ) ( ) L; (2 a, . ~. n•--- 11 x"-" = 0. 

<'=Ü •=-< (~ - %) ! %, 

Nun ist nach (3) 

Daraus folgt: 

(10) d"f = Ya,~-n'-"· 
dn" = (~ -%)1 

Setze ich dies in (9) ein, so ist: 

(11) 

Diese Gleichung ist erfüllt fur f-l = 0, l, 2 ... r, wenn: 

(12) 

Diese Gleichung besagt, daß n eine (r + 1)-fache Wurzel der 
Gleichung 
(4) f(n) = 0 

ist. Für jede Wurzel n der GI. ( 4) ergibt sich also folgende Losung 
r 

enx "' k xi' .:::;.,; n ' 
,u=O 

wobei r + 1 die Multiplizitat der Wurzel ist. Die Lösung hat 
dann r + 1 willkurliehe Konstante. 

§ 11. by + cy = C. 

Obige Differentralgleichung ist inhomogen. Bei solchen Glei
chungen setzt man das Integral zusammen aus einem partikularen 
Integral und dem allgemeinen Integral der homogenen Glei
chungen: 
(1) by+cy=O. 

Das partikulare Integral ist hier einfach die Konstante 

(2) 0 
y=-· 

c 
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Das allgemeine Integral der homogenen Gleichung ist: 

(3) 

Das allgemeine Integral ist also : 

c _ _E_t 
(4) y = -+ ke b 

c 

Soll z. B. zur Zeit t = 0, y = y0 sein, so ist nach (4) k = y0 - ~ 
und daher: c ( c) _ _E_t c 
(5) y =-+ Yo-- e b • 

c c 

Fur den Schließungsextrastrom gilt z. B. die Gleichung: 

LdJ+RJ=E 
dt ' 

und es ist: y0 = 0. Daher ist nach (5) 

E E _!it 
J=---eL 

R R 

Fur den Öffnungsextrastrom ist : 

L~J+RJ=O 
dt 

E 
und y0 = -R · Daher ist: R 

E --t 
J=-e L 

R 

§12. ay+cy=C. 

Das partikuläre Integral ist wie im § 11 die Konstante !}_ , 
c 

während sich das allgemeine Integral aus § l ergibt. Es ist also : 

(l) y = !}__ + lcsin(x + wt). 
c 

Differentialgleichungen der obigen Form erhält man, wenn 
man bei mechanischen Schwingungen die Reibung nicht propor
tional der Geschwindigkeit ansetzt, sondern konstant annimmt. 
Sie ist dann so anzunehmen, daß sie stets der Geschwindigkeit 
entgegenwirkt, also positiv, wenn y negativ, und negativ, wenn 
y positiv: 
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(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

I. Kap. Gewohnliche DifferentialgleiChungen. 

ay + cy = +C fur neg. y, 
ay + cy = -C fur pos. if. 

Die Lösungen sind dann 

y = + !!._ + Je sin (~ + w t) fur neg. iJ, 
c 
0 

y =--+ ksin(~ + wt) für pos. if. 
c 

Abb. 15. 

Die Konstanten Je sind nun 
so zu bestimmen, daß an den 
Stellen 

(6) t = _!__ (2 ,u + l :n:- r.) 
OJ 2 

(,u = 0, l, 2 ... ) ' 

wo die Losungen (4) und (5) 
ineinander übergehen, dieser 
Übergang stetig erfolgt. Es 
muß zu dem Zweck an den 

c 
Stellen (6) Je um 2- abueh

e 
d f b . '- c men, un zwar so o t, 1s tC < - · 

c 
Die Schwingung bleibt dann 

unterwegs stehen. In der Abb. 15 ist 

r. = ; ( ~ = ! und k beginnt bei 4) . 
§ 13. by + cy = Csin (y + wt). 

In dieser Differentialgleichung ist das Glied, das die Gleichung 
inhomogen macht, nicht wie im vorigen Paragraph konstant, 
sondern eine sin-Funktion. Es ist praktisch, dieses Ghed in 
komplexer Form anzunehmen. Ich schreibe also die Differential
gleichung folgendermaßen : 
(l) bfl+cy=~Ce•Ye'wt; 

y setzt sich nun wieder zusammen aus einem partikularen Integral 
y1 von (I) und dem allgemeinenintegral y2 der homogenen Gleichung. 
Es ist 
(2) Yl = r e'wt' 

wobei r noch geeignet zu bestimmen ist. Setze ich (2) in (l) 
ein, so ist: 
(3) 



§ 13. by + cy = Osm(y + wt) 

oder 

(4) 
Oe'Y 0 c- ibw 

r = = er ----c--~----c-
b i w + c c2 + b2 w2 

r ist also komplex. Ich setze: 

(5) 

(6) 

r =Ir I e'l.!, 

I r I = 0 Y c2 + b2 w2 ' 

e=r+q;, 
bw 

tg<p=--. 
c 
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Das Integral y1 kann ich also schreiben, wenn ich nun wieder 
zu reellen Großen übergehe: 

(7) y1 = I r I sin (e + w t) . 

Hierzu tritt nun noch das Integral y2 der homogenen Gleichung 
by+cy=O. Esist 
(8) Y2 = kent' 

(9) 

bn+c=O, 
c 

n=-b' 

so daß das allgemeine Integral lautet: 

(10) y =Ir I sin(e + wt) + kent. 

Die Integrationskonstante k sei z. B. dadurch bestimmt, daß 
fur t = 0 y = y0 sein soll. Dann ist: !I 

(11) k=y0 -lrlsine. 

In Abb. 16 ist speziell e = 0 an
genommen. 

Die Gleichung dieses Paragraphen 
*"!!o ist die Differentialgleichung der erzwun- 1 

~~~-+~4-+-~~~ 
genenSchwingung, Osin(y + wt)istdie t 
erregende Schwingung, Ir I sin (e + w t) 
die erzwungene Schwingung. Hatz. B. 
eine Leitung den Widerstand R und die 
Selbstinduktion L und liegt an den Abb. 16. 

Enden die Klemmspannung E sin (y + w t), so gilt für die Strom
starke J die Gleichung 

(12) LJ + RJ = Esin(y + wt). 

S c h n e 1 d er, DifferentialgleiChungen 3 
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§ 14. ctjj + by + cy = Csin (y + wt). 

Zu der Differentialgleichung des vorigen Paragraphen ist hier 
noch das Beschleunigungsglied a y hinzugetreten. Ich gehe wieder 
zu komplexen Größen uber: 

(l) ay+bfl+cy=Oe•re•wt. 

Das allgemeine Integral setzt sich nun wieder zusammen aus 
einem partikularen Integral y1 und dem allgemeinen Integral der 
homogenen Gleichung, cl,as sich aus § 5 ergibt. Ich nehme y1 in 
folgender Form an: 
(2) Yl = re'"'t. 

Setze ich das in unsere Differentialgleichung ein, so ist 

(3) (-aw2 +biw+c)re'wt=Oe•reiwt 
oder 
( 4) 0 ei r = ( c - a w2 + i b w) r. 

Es müßte nun untersucht werden, fur welchen vVert von w 
bei gegebenem 0 die Amplitude r der erzwungenen Schwingung 
am größten wird. Es ist jedoch bequemer, hier den umgekehrten 
Weg einzuschlagen und die extremenWerte von 0 bei gegebenem r 
festzustellen. Ich bezeichne nach § 10 (3) die Klammer mit 
f ( i w) und differenziere das Quadrat des absoluten Betrages der 
Klammer nach w. Es ist 

(5) 

(6) 

I f(iw) 12 = (c- aw2)2 + b2w2, 

ddw !f(iw) 12 =- 4aw(c- aw2) + 2b2w. 

Dieser Ausdruck verschwindet fur : 

w1 = 0, 

l (4;;.-
w2 = 2 a 14 a c - 2 b2 • 

Ist 4ac>2b2, so erhalte ich für den 1. Wert das Maximum: 

f(iw1 ) = c 

und für den 2. Wert das Minimum: 

(7) f (i w 2) = b (2ba + i w2). 

Ist 4 a c < 2 b2 , so ist nur fur w = 0 ein extremer Wert vor
handen, und zwar ein Minimum. Physikalisch ist die Bedeutung 
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des :Minimums die, daß hier die erzwungene Schwingung re""t 
durch die kleinste, bei gegebenen a, b, c ausreichende erregende 
Schwmgung 0 ei oJ t hervorgerufen wird. Es ist also der Fall der 
besten Wirkung. Mit abnehmendem b kann 0 nach (7) sogar 
beliebig klein werden. Ist b sehr klein, so sind ( 5): 

iw2 = Lv4ac-2b2 

und der aus § 5 (4) flir die freie Schwingung geltende Wert 

b i ,;--
n = --±- r 4 a c - b2 

2a 2a 

nicht sehr verschieden. Die beste Wirkung liegt dann also in 
der Nahe der Resonanz, ·wenn die Periode der freien und der 
erzwungenen Schwingung beinahe gleich sind. D1e Phasen
verschiebung zwischen der erregenden Schwingung 0 e"Yetwt und 

der erzwungenen Schwingung retwt ist dann nahezu ~ . (Sie ist ge-

n 1rr:) ""' 
nau2 , wennw = / -~ . 

Die Verhältnisse lassen 
sich gut in der Abb. 17 
übersehen, wo die kom
plexen Zahlen durch 

Vektoren dargestellt 
sind. Es Ist 
AB= c, b~f 
B 0 = - a w2 , -r---'-lh'f---.....-----.~ 
CD=ibw, 
AD = c - a w2 + i b w . 

Bei variablem w 
durchlauft D eine Pa
rabel. Den verschiede
nen b entsprechen die 
verschiedenen Parabeln, 

D 

11~aw~B c 

Abb. 17. Abb. 18. 

den verschiedenen c die verschiedenen Anfangspunkte des Vek
tors AD. In Abb. 18 ist a = 1 angenommen. Flir c = 10 sind 

3* 
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die verschiedenen Minima gezeichnet. Man sieht, daß das Minimum 
sich mit wachsendem b gegen w = 0 verschiebt und undeutlich 
wird. 

Enthält z. B. eine Leitung, die an eine Klemmspannung 
E sin (y + w t) angeschlossen ist, die Selbstinduktion L, den Wider
stand R und die Kapazität K, so ist, wenn J die Stromstarke 
bedeutet, 

(8) LJ + RJ + ~~J dt = Esin(y + wt), 

oder, wenn ich zu komplexen Großen übergehe und differenziere, 

(9) 
.. 1 

LJ+RJ+ J(J=Eiwe'Ye'"'t. 

Durch Vergleich mit (1) erhalte ich 

a = L, 

b= R, 

1 
c = J(. 

0 = Eiw, 

y=J, 

Es entsteht ein sinusförmiger Wechselstrom J sin (y + w t), und 
zwar ist nach (4) 

(10) 
iEw 

J=-----
- L w2 + __!__ + i R w J( 

E 

DenNenner der rechten Seite bezeichnet man als Widerstands
operator. Ich setze zur Abkurzung 

1 
(11) S=Lw-Kw' 

(12) 

Dann ist 

T= R+iS. 

E 
J=p· 

Das ist eine Verallgemeinerung des 0 h m sehen Gesetzes. S be
zeichnet man als Querwiderstand. Er verschwindet, wenn 

1 
W=--

fLK' 

(10) geht dann in die gewöhnliche Form des Ohmsehen Gesetzes 
über. Besteht die Leitung aus 2 Stücken, die hintereinander 
geschaltet sind, so addieren sich die Operatoren T 1 und T 2 vek-
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torieiL Besteht die Leitung aus 2 Stucken, die nebeneinander 
geschaltet sind, so addieren sich die reziproken Widerstandsope
ratoren (Leitfahigkeiten) vektoriell: 

l l l 
'J'+rp=y· 

1 2 

Diese Adilltion kann man auf 2 Arten ausfuhren: 
l. Ich bestimme zu T 1 und T 2 die reziproken komplexen 

Zahlen Tl und ~ durch Inversion am Einheitskreis. Dann 
1 2 

addiere ich Tl und Tl vektoriell und bestimme zur Summe _!__ 
1 2 T 

wieder die reziproke Zahl T 
durch Inversion. 

2. Ich zeichne uber einer 
Strecke A 0 2 rechtwinklige 
Dreiecke A 0 B und AC D, deren 
Katheten sich wie R1 zu 8 1 resp. 
R2 zu 8 2 verhalten, und zwar 
nach unten, wenn S positiv und 
nach oben, wennSnegativ ist. 
Nun teile ich die Katheten AB 

und ADim Verhaltnis ~ resp. 
l 1 
-- . Die entstehenden Strecken 
R2 

A~~---------+----------~C 

AE und AF addiere ich vek- Abb. 19. 
torieil und bringe die Resultante A H 
AG mit dem Kreis über AC in H zum Schnitt. Dann ist R = AG 

und S = AHGC . Der Beweis ergibt sich leicht aus der Abb., 
R+iS R+iS 

wenn man beachtet, daß - 1--1 = l und 2 T 2 = l. In 
Tl 2 

der Abb. 19 ist speziell R1 = 4, 8 1 =- 6, R 2 = 2, 8 2 = 4. 

§ 15. y" = F(x). 
Zu dieser inhomogenen Differentialgleichung möge noch eine 

der folgenden 3 Grenzbedingungen treten [§ 2 (2)]: 

j a) y(O)=O y(l)=O, 

(l) b) y(O) = 0 y'(l) = 0, 

c) y'(O) = 0 y(l) = 0. 
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Das Integral ist offenbar: 

y= jdxjF(x)dx+K+Lx, 

wobei die Konstanten K und L so bestimmt werden müssen, 
daß die Grenzbedingungen befriedigt werden. Ich will jedoch 
hier einmal ganz anders verfahren, indem ich die im § 2 gegebenen 
unstetigen Lösungen der homogenen Differentialgleichung: 

(2) y" = 0 

benutze. Nenne ich die Lösungen G (x, IX) (Green sehe Funktion), 
so ist nach § 2 (12): 

(3) 

{ 
( 1 - IX) x , wenn x < IX , 

G(x1X) = 
IX (1- x), wenn x> IX, 

{X' 
wenn X <IX, 

G(x,IX) = 
x> IX, IX, wenn 

r-IX 
wenn X <IX, 

G(x,IX) = ' 
1- x, wenn x> IX. 

Die Funktion G (x, IX) hat dann folgende Eigenschaften: 

(1) 

(11) 

(111) 

(111') 

G"(x,IX) = 0, 

a) G(0,1X)=G(1,1X)=0, 

b) G(0,1X)=G'(1,1X)=0, 

c) G'(O,IX) = G(1,1X) = 0, 

G'(IX- 0, IX)- G'(IX + O,IX) = 1' 

G' (x, x + 0) - G' (x, x - 0) = l. 

Aus den Eigenschaften (1), (11), (111') folgt, daß eine Lösung 
unserer Differentialgleichung folgendes Integral ist: 

1 

(4) y =- jG(x, 1X)F(1X) d1X. 
0 

Wegen (11) erfüllt namlich y die Grenzbedingungen. Es muß 
also noch bewiesen werden, daß y auch die Differentialgleichung 
erfüllt. Es ist: 

1 

(5) y' =- JG'(x, rx)F(cx) dd. 
0 

Wenn ich nun weiter differenziere, muß ich beachten, daß 
G' (x, IX) an der Stelle x = IX unstetig ist. Es ist: 



§ 16. y" + w 2 y = F(x). 

"' (6) y"=- JG"(x, 01.-)F(IX) d01.-- G'(x, x- O)F(x) 
0 

1 - r G''(x, 01.-) F (IX) dOI.- + G'(x, X + 0) F (x) 
i 

oder wegen (I) : 

(7) y" = [G'(x, x + 0)- G'(x, x- O)]F (x) 

und daher wegen (III') 
y"=F(x). 

Beispiele für die Grenzbedmgungen (1 a): 

"' 1 
F(x) = xn y =- (1- x)J 01.-01.-ndOI.-- xj(1- 01.-)IXndOI.-, 

(J X 

xn+2- X 

y = (n + 1) (n + 2) · 

X 1 
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F(x) = enx y =- (1- x)j 01.-e"rxd(X- xj (1- cx)e"rxd(X' 
0 X 

1 
y= 2(enx_ xen+ x -1). 

n 

§16. y"+w2 y=F(x). 

Zu der Differentialgleichung mögen die Grenzbedingungen 
§ 2 (2) hinzutreten 

(1) 

r a) y (0) = 0 

{
b) y(O)=O 

c) y'(O) = 0 

I d) y'(O) = 0 

y(1) = 0, 

y'(1) = 0' 

y(1) = 0, 

y'(1) = 0. 

Man kann wie im vorigen§ die obige inhomogene Differential
gleichung losen mit Hilfe der im § 2 gegebenen unstetigen Lö
sungen der homogenen Differentialgleichung : 

(2) y"+ w 2 y = 0. 

Es ist nach § 2 (10): 

(3a) G(x, 01.-) = 1 
sin w ( 1 - iX) sm w x , 

wsmw 

sinw01.-sinw(1- x) 
. ' wsmw 

wenn x <IX, 

wenn x> cx, 
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(3 b) 

(3 c) 

I cos w ( 1 - a) sin w x , 

G( w cos w 
X IX)= 
' sinw1Xcosw(1-x) 

' wcosw I sin w ( 1 - IX) cos w x , 

wcosw 
G(x,IX)= . ( 

cos w IX sm w 1 - x) 
' wcosw 

wenn x <IX, 

wenn x> IX, 

wenn x <IX, 

wenn x> IX. 

----=----. -'------ , wenn x <IX , 
(3d) G(x IX)= -wsmw 1 

COS W ( 1 - IX) COS W X 

' C03W IX COSW (1- X) 
----.---, wenn x > IX. 

-wsrnw 

Die Funktion G (x, IX) hat dann folgende Eigenschaften, die 
man aus den Ausdrucken (3) leicht herlmten kann: 

(I) G"(x, a) + w2 G(x, IX)= 0. 

ra) G(0,1X)=0 G_(l,IX)=O, 

(11) ~ b) G}O, a) _ 0 G (1, 1X) _ 0, 

lc) G(O, IX)- 0 G(1, IX)- 0, 
d) G'(O, a) = 0 G'(l, 1X) = 0. 

(111) G'(IX - 0, IX) - G'(IX + 0, IX-) = 1 . 

(111') G'(x, x + 0)- G'(x, x- 0) = l. 

Aus den Eigenschaften (1), (11), (111') folgt, daß eine Lösung 
unserer Differentialgleichung folgendes Integral ist : 

1 

(4) y= -jG(x,a)F(~X-)d~X-. 
0 

Wegen (11) erfüllt nämlich y die Grenzbedingungen. Es muß 
also noch bewiesen werden, daß y auch die Differentialgleichung 
erfüllt. Es ist 

1 

(5) y' = - j G' ( x, a) F ( a) d a . 
0 

Wenn ich nun weiter differenziere, muß ich beachten, 
G'(x, a) an der Stelle x = a unstetig ist Es ist: 

X 

y"=- {G"(x, 1X)F(a) diX- G'(x, x- O)F(x) 
ö 

1 - J G"(x, IX)F (a) d IX+ G'(x, x + 0) F (x) 
X 

daß 



oder wegen (I) : 
1 

§ 17. 41 

y" = J w2 G(x, cx)F(cx) d cx + [G'(x, x + 0)- G'(x, x - O)]F(x). 
0 

Nach (4) ist daher: 

(7) y"+ w 2 y = [G'(x, x + 0)- G'(x, x- O)]F(x) 

und wegen (III') y" + w2 y = F(x). 

Beispiel fur die Grenzbedmgung (1 a): 
X 

F(x} = e'"" 
sin w (1 -- x)j' . 

y = - . enx S1n W cx d (X 
wsmw 

0 
1 

sinwx j - . en"' sin w ( 1 - cx} d cx . 
WS1nW 

X 

( x - 1) sin w + en x sin w - en sin w x 
Y = (n2 + w2} smw 

In derselben Weise läßt sich die Differentialgleichung 

y"- w2 y = F (x) 

behandeln mit Hilfe der im § 4 gegebenen unstetigen Lösungen. 

p d' 
§ l f"i "'' Y "'c .,. ,x '· ~ aidx• = ~ ,,e ' . 

i=O ~~ 

Ich betrachte zunachst die folgende Differentialgleichung: 

p d'y 11! X 

a,d- = Cue l'. x' , (1) 
•=0 

Ein partikulares Integral ist : 

(2) y = r,"e"'·"x. 

Daraus folgt : 
(3) d'y t 11! X 

-d = m"r"e ·" . x' , , 

Setze ich (3) in (1) ein, so wird: 

(4) 
·mux p b mu,x 

rue · ~a,m"= C .. e · . 
' t=O ' ' 
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Setze ich nun zur Abkürzung: 
p 

2: at m~t = /,u, 
•=0 c 

so ist: 

(6) 

Das partikulare Integral der in der Überschrift stehenden 
Differentialgleichung ist nun einfach 

(7) 
·" 

Ist auf der rechten Seite der Differentialgleichung eiu m1, 

komplex 

so nehme ICh auch das zugehorige Cf, komplex an. Ich kann 
dann das entsprechende Glied auf die folgende Form bringen: 

G,nlt•"'sin(y1, + w,ux). 

Die Methode versagt, wenn m1, eine Wurzel der Gleichung 

p 

(8) 2;a,n' = f = 0 
•=0 

ist, weil dann nach (5) rf, = oo wird. In diesem Falle verfahrt 
man genau wie im § 10 für den Fall verfahren wurde, daß (8) 
eine (r + l)-fache Wurzel besaß. Ich setze jetzt voraus, daß m," 
eine r-fache Wurzel von (8) ist. Dann ist ein partikulares In
tegral 
(9) y = r1, x' e"'~'"', 

wenn r~' geeignet bestimmt wird. Setze ich namlich (8) in (l) 
ein, so folgt genau wie im § lO 

(10) 

Da nun m1, eine r-fache Wurzel von (8) sein soll, ist 

fur x = 0 ... (r- l). 



§ 18 {-. d'y- ~· 0 r . ""-' a, d , - ""-' rx . 
z=O X y 
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Daher ist nach 

(ll) 

Lautet z. B. die Gleichung (1) speziell folgendermaßen: 

(12) 
t=r 

so hat (7) die r-fache Wurzel 0. Ebenso ist rechts m," = 0. 
Es ist ( 

;~) = r'ar. 
n=O 

Nach (9) und (ll) ist daher: 
c 

(13) y=-xr. 
r! ar 

(1) 

(2) 

§ 18. 

Ich betrachte zunächst die folgende Differentialgleichung: 

p d' 
'.::f;a, d; = Cyxr. 
~=0 

Ein partikulares Integral ist: 
y 

y = ~rr,.x•, 
v=O 

wenn die rY" geeignet bestimmt werden. Aus (2) folgt: 

d' y r . ""'"-, Y ! 
d x' = l; r y, ,. Y ( Y - 1) ... ( Y - 2 + 1) x '' - ' = ~ r r, ,. ('V _ i)! x• - ~. 

•=• •=• 
Fuhre ich einen neuen Summationsbuchstaben ein: v' = Y - i, 

so ist, wenn ich den Strich von v' gleich Wieder unterdrücke, 

d'y r-i (v+i)! ,. 
(3) dx' = '.::f;rp+t v! x . 

1' =0 
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Setze ich (3) in (l) ein, so wird: 

P r-' ( + ")I 
;:;f;a.;2;r7,,.+•~xv = G7 x~'. 
•=0 1•=0 

Ordne ich die Summe um, so kann ich schreiben : 

wobei ich noch festsetzen muß, daß a, = 0, wenn i > p. Setze 
ich nun noch zur Abkürzung: 

(5) 
(v+i)! 

at v! = Cvt' 

so folgt aus (4): 

(6) 
wenn 
wenn 

v=O ... y-1 

'V= 'Y· 

Das sind y + l lineare Gleichungen für die y + l Unbe
kannten ry,v des Ansatzes (2). Schreibe ich sie in extenso hin, 
so erhalte wh: 

(6') 

Coo rro + col ryl + co2ry2 + .. ·+ co, r-lry, r-1 +Co, r ryy = 0, 

c10 r71 + c11 r72 + ... + c1, 7 _ 2r7, r-l + c1 , r- 1 rrr = 0, 

cr-l, 0 r7, 7 _ 1 + c7 _ 1, 1 rrr = 0, 

c7, 0 rrr = G7 • 

Ich kann Sie also von der letzten beginnend leicht sukzessiv 
auflösen: 

(6") 

Gr r,,, = -
c,, 0 

c7 _ 1, 1 ry, 7 c7 _ 1, 1 Gy 
r r. r -1 = - ---- = - -'-----'--'-

Cy-1, 0 Cy-1, 0 Cy, 0 

C7 - 2, 1 r 7• r- 1 C7 - 2, 2 r r r 
rr.r-z=-

cr- 2. o cr-2, o 

+ Cy-2,1Cy-1,1G7 _ Cy-2, 2G7 
Cy-2, 0 Cy-1, 0 Cy, 0 Cy- 2, 0 Cyo 



p d'y 
§ 19. ~ a,- = 1; 1; 0 xY e"'r<'". 

z=o dxl r ,u Yft 
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Das partrkulare Integral der in der Überschrift stehenden 
Differentialgleichung ist: 

(7) 

wobei die ernzeinen ry,, aus den GI. (6") zu berechnen sind. Haben 
wir statt ( l) die Gleichung: 

(8) 
p d' ::f:a, d; = Oyxr, 

t=r 

so ist also a, = 0 für i = 0 ... r- l und daher nach (5) auch 
Cn = 0 für i = 0 ... r- l. In den Gleichungen (6) sind dann die 
r .. 0 ••• ry r-I nicht enthalten. Diese Größen blmben dann also 
,~illkürhch. 

Die Gleichung § 14 und 15 sind Spezialfalle der obigen 
Differentialgleichung. Ich betrachte wieder zunachst folgende 
Gleichung: 

p d'y 
(1) "V - 0 y "'""' ...:::_. a, dx' - r.<' x e , . 

'= u 

Ein partikulares Integral ist : 

(2) 

wobei die ry,r1,,. in folgender Weise zu bestimmen sind: Nach der 
schon in § 10 benutzten Formel: 

ist, wenn ich 

setze: 

!!!_jg = ~ (i) d;f dg•-" 
d x' ..:::..., x d x" d x' - " 

"=0 

f (x) = e"'r•"', 
y 

g (x) = :f; rYi"' x'' 
,, = 0 
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d• ~ "g (x) r v! 
--~~ = ~ ryuv XY-~+~ 
dx'~" L.. ' [v- (i- u)]! ' 

v=~-u 

d' i y ( .) I y _ mu"' ~ V. m" r X" ~ '+" 
dx' - e ' 2 2 u [v- (i- u)]! f' "!."" 

Y.=Ü 1.'=~- X 

oder, wenn ich die Bezeichnung der Summationsbuchstaben andere, 
indem ich u durch i - u' und v durch v' + i - u ersetze und 
die Striche gleich wieder unterdrucke: 

d'y m "':2i 2r~"(i) (v+u)! ~· -- = e f' m' "r x'" dx' u yl ·" r,,u,v+/. . 
"=0 v=O 

(3) 

Setze ich das in ( 1) ein, so ist: 

Ich ordne nun die dreifache Summe um: 
y r-v P • 1 
~ ~ ~ (~) (v + u) · i-r. v r 
~ ~ ~ a, u --v-1- mf, ry,,« v+" x = Cy,uX. 
v=O x:::::O ~=~ 

Setze ich die gleichhohen Potenzen von x einander gleich, so ist: 

~{-1 (i)(v+u)! ,_,. {0, wennv=O ... y-1 
(4) ~..::::;.;a, I m" ry,.n,v+"= 0 

.<=O •=" u 1'. • Y."' \Vennv=y. 

Ich setze zur Abkürzung : 

(5) P a, (u~_·)( ._v_+.:__u__:_. )_! ' ~ " " - m = c",.. Y! ,u 
~=~ 

Dann ist nach ( 4) 

(6) ~ { 0, wenn v = 0 ... y - 1 
..::::;.; Cvx ry,,u,v +X = 
~<=O Cy,u, wenn 1' = y. 

Das sind dieselben Gleichungen wie im vorigen Paragraph. 
Sie können also auch ebenso sukzessiv aufgelöst werden. 

Das partikulare Integral der in der Überschrift stehenden 
Differentialgleichung ist: 

(7) - "" ...._-... mux {, Y 
Y-~~e · ..;..ry,nvX, 

Y !' v=O 

wobei sich die ryp.v aus (5) und (6) ergeben. 



p d'y 
§ 20 .• ~ a, dx' = F(x). 

~ fZiy 
§ 20. ~ aw7,--:;: = F (oo). 

i=O u-OO 

Dm Losung der homogenen Gleichung ist: 

(1) 

wobei die n,. die Wurzeln der Gleichung 
1!, 

(2) f(n)=2,a,n'=0 
t=O 
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smd. Ich versuche nun, ein Integral der inhomogenen Gleichung 
zu finden, indem ich in (1) die k1, nicht als Konstanten, sondern 
als Funktionen von x betrachte. Dann ist : 

y' = ~ k,u n1, en,,"' + ~ k;, enf'"'. 
Ich setze nun: 

""'k' n,,.,_ 0 
~ l"e - . 

Dann ist 
" ""'k 2 n.,x + ~k'. n,.x y = ~ ... n,,e r ~ ... n,,e' . 

Ich setze weiter : 
"'' k' n en,,x- 0 ~!'I" ' -

und fahre so fort. Dadurch erhalte ich schließlich : 

(3) 

(4) 

(5) 

dJ' Y _ ......, k p nl"x + ..... , k' p-1 n" x 
dxP- ~ 1,nl"e ~ ,.nl" e . 

Es ist also: 

fur i=1 ... p-1, 

""' k'. ' n ""' 0 f ~ 1,n,,.e · = ur i=O ... p-2. 

Setze ich (3) und (4) in unsere Differentialgleichung ein, so ist 
p 

1: a,~ k .. , n;,en,,:c + 1: J0,n~-l enf<x = F (x). 
t=O 

Die 1. Summe kann ich aber wie folgt umformen: 

Sie ist daher nach (2) Null. Zur Bestimmung der ~ habe ich 
also die p-Gleichungen 

~ k' n' en,.x = { 0 fur 
~ ·" '' F(x) fur 

i=O .... p-2, 
i=p-1. 
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Dieses Gleichungssystem laßt sich leicht nach den J0, auf
losen. Es ist 

(6) 

Daher ist nach (1) 

(7) 

Damit ist die Losung der Differentialgleichung auf eme Inte
gration zuruckgefuhrt. 

Die Falle, in denen diese Integration wirklich durchführbar 
ist, lassen sich allerdings, wie in den §§ 15-17 gezeigt, ohne den 
Umweg über das Integral behandeln. Auch war dabei die Losung 
der Gl. (2) nicht erforderlich. 

Beispiele· 
I. F(x) = emx, 

!F( ) -n"xd 1 (m-nu)x xe · .r=---e ·' 
m-n1, 

n""'fF( ) -n""'d 1 mx e· xe · x=---e, 
m-nll 

p 1 
y = emx """' • 

...:::_. (m- nu)Il(na- n,.) 

II. Ist zweitens 
I'~ 1 , , 

F(x) = G(x)e"'"', 

wobei G(x) eine ganze rationale Funktion vom rten Grade sein 
soll, so ist 

r (m-n )x e(m-nl)x 
G(x)e 11 dx=-~-

. m- n1, 

{ G'(x) G"(x) G(r)(x) } 
G(x)---+----2 - ••• +(-1}T , , 

m- n,a (m -n1,) (m- nu) 
p 1 

y = emx .2----~---
p~l (m- n1,) Il(np- n,,) 

{ G(x)- G'(x) +-G"(x) 
2

- ••• +(-l)'-G(r)(x) }· 
m- n1, (m- nu) (m- n,r)' 
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II. Kapitel. Systeme von 2 gewöhnlichen 
Differentialgleichungen1). 

§ I. adi1 + c1 Yt = 0 ' Ungekoppelte Schwingungen. 
a2Y2 + C2Y2 = 0. 

Die Lösung dieser Glei
chungen ist nach I § l (9): 

y1 = k1 sin(x1 + w 1 t), 
(l) 

y2 = k2 sin(x2 + w 2 t). 

Denke ich mir y1 und y ~ 
als rechtwinklige Koordina
ten OQ' und Q'Q in einer 
Ebene (siehe Abb. 20), so 11 

stellen sie eine Kurve dar, de
ren Parametergleichung mit 
t als Parameter ( l) ist. Es ist 
eine sogenannte Li s s a j o u
sehe Figur, wie sie beispiels
weise auf dem Schirm der 
B r a u n sehen Röhre er
scheint. Vgl. Zenneck: 

, ,Elektromagnetische 
Schwingungen und drahtlose 
Telegraphie" (Stuttgart, Fer
dinand Enke). Kap. II, § 3. 
Ich kann mir Ihre Gestalt in 
folgender Weise veranschau
lichen : Ich nehme zu ( 1) noch 
eine 3. Koordinate hinzu: 

Abb. 20. 

Abb 21. 

Dann bestimmen nach I, § l y1 und y3 einen Punkt P', der sich 
auf dem Kreise um 0 vom Radius k1 mit der Winkelgeschwindig
keit w1 bewegt. In P' trage ich senkrecht zur Ebene des 
Kreises y2 noch einmal als P' P auf. Der Punkt P beschreibt dann 
eine Sinuslinie auf dem Zylindermantel vom Durchmesser 2 k1 . Die 

l) Vgl. zu diesem Kapitel M. ·w1en: "Uber die Rückwirkung emes 
resoruerenden Systems•'. WJed. Ann. Bd. 61, 1897. 

S c h n e 1 der, DJfferentJalgleJChungen. 4 
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Projektion dieser Sinuslinie auf die Ebene y1 y2 gibt nun unsere 

Kurve (l) (siehe Abb. 21, in der u2 - x1 = : und w2 = 3w1 ist). 

Führe ich 3 Einheitsvektoren e1 , € 2 , e3 ein und bezeichne ich den 
raumliehen Vektor 0 P mit z, so ist 

(3) z = k1sin(x1 + w 1 t)e1 + k2 sin(u2 + w 2 t)e2 + k1 cos(x1 + w 1t}e3 • 

Ist speziell w1 = w 2 , so kann ich dafur schreiben 

-z = cos w t (k1 sin x1 e1 + k2 sinx2e2 + k1 cos x1 e3) 

+ sin w t (k1 cos x1 81 + k2 cos u2 e2 - k1 sin x1 e3}. 

Die l. Klammer ist der Wert von z für t = 0 und die 2. Klammer 

d - :n; 
er Wert von z für t = 2 w . Ich kann daher schreiben: 

z = coswtz(O) + sinwtz(2:nw). 

Da wir also z durch 2 feste Vektoren ausdrücken können, 
muß z bei veranderlichem t eine "ebene" Kurve beschreiben, 
und zwar als Schnitt mit dem Kreiszylmder eine Ellipse. Die 
Projektion auf die Ebene 81 82 ist wieder eine Ellipse, die auch 
in eine Strecke ausarten kann. Ist speziell noch k1 = k2 und 

:n; 
X 1 - x2 = 2, so ist die Projektion ein Kreis. 

§ 2. au ~t + 0111!_1 + a12 i12 = 0 ' Beschleunigungskopplung 
ct21Y1 + ct22Y2 + c22Y2 = 0. 

Diese Differentialgleichungen sind die Differentialgleichungen 
der gekoppelten Schwingungen bei Beschleunigungskopplung. 
a12 und a21 sind die Kopplungskoeffizienten. Ich mache den Ansatz: 

Y1 = r1 ksin(x + wt), (l) 
Y2 = r2 ksin(x + wt). 

Dadurch gehen die Differentialgleichungen über in folgende 
homogenen Gleichungen für r1 und r2 : 

(2) 
(- a11 w 2 + c11)r1 - a12 w2 r2 = 0, 

-a2lw2r1 + (-a22w2 + c22)r2 = 0, 

Sie sind nur lösbar, falls ihre Determmante verschwindet. 
Daraus folgt für w 2 die Gleichung: 



§ 2. Beschleunigungskopplung. 

(3) I 
- au wz + Cu - alz wz 

- az1 W2 - a22 W2 + Czz 
I =0. 

(3a) (a11 a22 - a12 a 21 ) w4 - (an c22 + a22 Cu) w 2 + Cu c22 = 0. 

(4) 

(5) 

(6) 

Ich fuhre folgende Abkürzungen ein: 

Cu 9 
-=y/, 
au 

Dann wird (3a) 

a1z az1 ---=a. 
au azz 

(1 - a) w4 - (YJ + y}r) w2 + y'} rir = 0 . 

9 1 ( 2 + 2 + 1/( 2 2 )2 + 4 2 2 ) W" = 2 ( 1 _ a) • ?'J /' Il- /'I - /' 11 a /'I /' JI · 

51 

Ist 0 < a < 1, so ist w 2 reell und positiv. Aus einer der beiden 
Gleichungen (2) kann man dann r 1 und r2 bis auf einen gemein
samen konstanten Faktor berechnen. Aus der 1. Gleichung (2) 
folgt: 
(7) rl = +alzwz, 

r2 = -auw2 +Cu. 

Nach (6) gibt es nun zwei nicht nur durch das Vorzeichen 
verschiedene w. Ich will sie w1 und Wn nennen. Die allgemeine 
Losung unserer Differentialgleichung ist dann : 

(8) 

(9) 

y1 = rll k1 sin (u1 + w1t) + r1nkn sin (un + w nt), 

Ich betrachte nun noch 2 Spezialfalle: 
a) Ist die Kopplung schwach (a klein), so ist in (6): 

f(yJ- YJI) 2 + 4 a YJrJI = YI- YII + 22a YIY!I, 
?'1- Yn 

w1 =11 -1-(r} 1-a 
+ ayi/'II -2 2 ) 
~ -rz 
/'1- Yn 

ayz y}r 1 
+ 2 ( 2 2 ) + -2ayz Yr- Yn 

ay} 
=/'I + 2( o 2) > Y!- /'II 

1/ 1 ( • ay}y}1 ) ay7rn 1 
wn = -1 - Y!r- t 2 = /'II- 2 ( 2 ?'2 ) + 2 ayu 

- a 1'1- Yn Yr -- n 
ay1I 

= /'II- 2(y}- YJr). 

Ware keine Kopplung vorhanden, so würde das l. System 
mit der Frequenz ?'Jo das 2. mit der Frequenz Yn schwingen. 

4* 
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Durch die Verkopplung wird also dw größere Frequenz weiter 
vergrbßert zu w1 und die kleinere weiter verkleinert zu wn. 

b) Ist y} = yh = y2, so ist nach (6) 

\

9 I + ra y2 
W"j = y2 

I- a 1- y'a' 
(IO) 

2 I - v'a r2 
WII = y2 = • 

I- a I+ fa 

Daher ist nach (8), wenn ich den r11 und r21 gememsamen 
2 

Faktor ~ m die willkürhohe Konstante k1 und den r111 
1- fa 2 

und r 2 n gememsamen Faktor ~ in die willkürliche Kon-
stante kn hinneinnehme I+ 11a 

{ 
y1 = a12 [ + k1 sin (%1 + w1 t) + kn sin (un + wnt)], 

(I2) y2 = a11 ya[- k1 sin(u1 + w1 t) + knsin(%n + wnt)]. 

oder mit anderer Bezeichnung der willkürlichen Konstanten 

y1 =a12 [ + K 1 cosw1 t+L1 sinw1 t+Kncoswnt+Lnsinwnt], 
(I3) . - . 0 

y2=a11 Va [-K 1 cosw1 t--L1smw1t+ Kncos wnt+Lnsmrout] 

Die Konstanten bestimmen 
folgendermaßen : 

Kr= _!_(Y1o _ ~\ 
(I4) 2 al2 all lla J ' 

Kn= _!_ (Y1o + Y2o -), 
2 a12 a 11a nr 

sich aus dem Anfangszustand 

Ist speziell y20 = '!ho = y20 = 0, so ist also· 

l Y1 = ty10 (cosw1 t + coswut), 

V1a a y2 = -§ y10 ~(coswnt- cosw1 t) 
a12 a~2 

(I5) 



§ 3. Kraftkopplung. 

§ 3. ftn Y1 + c11 Y1 + c12 Y2 = 0, 

c21 Y1 + a22 Y2 + C22 Y2 = 0 . 
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l{raftkopplung. 

Diese Differentialgleichungen sind die Differentialgleichungen 
der gekoppelten Schwingungen bei Kraftkopplung. 

(l) 

Durch den Ansatz: 

y1 = r1 ksin(u + wt), 

Y::. = r 2 ksin(u + wt) 
gehen s1e uber In: 

(2) 

(3) 

(-an w 2 + c11 ) r1 + c12 r 2 = 0, 

c21 r 1 + (- a22 w2 + c22) r 2 = 0 . 

D1ese homogenen Gleichungen sind nur lbsbar, falls 

oder 
(3 a) an a 22 w4 - (an c22 + a22 Cn) w2 + (c11 Cu - c12 c21) = 0. 

Ich fuhre folgende Abkürzungen ein: 

Cu 2 
(4) - = f'r, 

an 
C12 C21 
--=C. 
an a22 

Dann wird (3 a) 

(5) w4 - (y}. + rh) w2 + (y}yh- c) = 0 ; 

daraus folgt : 

(6) w2 = t(r1-+ rhl±-nl(y}- r1-rl + 4c. 

Ist 0 < c < y}rh, so ist w2 reell und positiv. Aus der l. Gl. (2) 
folgt nun: 

(7) 

Dw allgemeine Losung unserer Differentialgleichung ist dann 
wieder, wie in § 2 : 

y1 = rulcrsin(ur + w1 t) + ru1 kusin(xu +Wut), 
(8) 

y2 = r21 k1 sm(xr + w1 t) + r2 ukusin(uu + wnt). 

Ich betrachte noch 2 Spezialfalle: 
a) Ist die Kopplung schwach (c klein), so ist in (6): 

,; 2 2 2 2 2 2 c r(rr-rn) +4c=rr-rn+ 2 2, 
rr- 'Yn 
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(9) 

Wn = 1/ rh - 2 c 2 = Yn - 2 ( ~ 2 ) • 
YI-YII YIIYI-YII 

Ware keine Kopplung vorhanden, so würde das 1. System 
mit der Frequenz Yr, das 2. mit der Frequenz Yrr schwingen. 
Durch die Verkopplung wird also die größere Frequenz weiter 
vergrößert su w1 und die kleinere weiter verkleinert zu oJn. 

b) Ist speziell y}. = yJ-r = y2, so ist nach (6) 

(10) 

Nach (7) folgt daher 

w} = y2 + y~, 
wh = y2- y~. 

(11) r2 r = a11 (y2 + 1~)- c11 = + a 11 yc, l r 1 r = r 1 rr = C12 , 

r 2 n = a11 (y2 -1~) - c11 = - an 1c. 
Es ist daher nach ( 8) 

Y1 = C12 [ + k1 sin (xz + w1 t) + ku sin (xrr + wrrt)], 
(12) -

y2 = a11 y c [- k1 sin (xr + w1t) - ku sin (xn + Wut)]. 

oder mit anderer Bezeichnung der willkürlichen Konstanten: 

y1 =c12 [ +K1 cosw1 t+L1sinw1t+Kncosw11t+Lnsinwut], 
(13) -

y 2 = a111c [-K1cos w1t-L1 sin w1t+ Krrcos wut+ Lnsinwrrt]. 

Die Konstanten bestimmen 
folgendermaßen: 

{

KI = _!_(Y1o _ ~) 
(14) 2 c12 an fC ' 

Kn= _!_ (Y1o + Y2o -), 
2 C12 an y c 

sich aus dem Anfangszustand 

Ist speziell y2 = fh = y2 = 0, so ist also : 

y1 = 1- y10 (cos w1t + cos wut), 

(15) Van C21 
Y2 = t Y10 --(cos wnt- cos w1 t). 

a22 C12 



§ 4. Beschleunigungs- und Kraftkopplung. 

§ 4. an Yt + cn Yt + a12Y2 + c12Y2 = O, 

a21Y1 + c21Y1 + a22i12 + c22Y2 = 0. 
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Diese Differentialgleichungen sind die Differentialgleichungen 
fur gekoppelte Schwingungen, wenn gleichzeitig Beschleunigungs
und Kraftkoppelung vorliegt. Durch den Ansatz 

y 1 = r1 ksin(r. + wt), 

y 2 = r2 ksin(r. + wt) 
(l) 

gehen unsere Differentialgleichungen liber in: 

(2) 

(3) 

(4) 

(- a11 w2 + c11)r1 + (- a12 w2 + c12)r2 = 0, 

(- a21 w2 + Czl) rl + (- a22w2 + c22) r2 = 0. 

Diese homogenen Gleichungen sind nur los bar, falls : 

1
- auwz +Cu 

- a21 w2 + c2J 

- a12 w2 + c121 = 0. 
- a22wz + c22 

Ich fuhre folgende Abkürzungen ein: 

Ao = I au al2 \ 

I a21 a22 I 

Az = I au C121 + I Cn a121 
Cl21 C22 C21 a22 

A4 = I Cu c12/ 

I C21 C22 I 
dann ist: 
(5) 

(6) 

(7) 

Diese Gleichung gibt aufgelost: 

Aus der l. Gleichung (2) folgt: 

r 1 = + al2 w2 - c12 ' 

r2 =- a11 w2 + c11 • 

Es sind nun folgende Falle zu unterscheiden (vgl. I§ 9): 
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I. A~ - 4 A 0 A 4 > 0 . 

I A. A0 A2 A 4 haben gleiches Vorze1chen. Dann sind in (6) 
beide w reell und die allgemeine Losung unserer Differential
gleichung lautet, wie im § 2 und 3, 

(8I A) y1 = r 11 k1sin(x1 + w1t) + r111 knsin(uu + wut), 

y2 = r 21 k1sin(u1 + w 1t) + r2uknsin(xu + wut). 

I B. A0 A 4 haben gleiches und A 2 hat das entgegengesetzte 
Zeichen. Dann ist der Ansatz (1) nicht mehr brauchbar. Es 
muß an Stelle des sin der 6in treten. Die allgemeine Lösung lautet: 

(SI B) Y1 = ruki 6in (xi + w1t) + r 1ukn6in(xu + wnt), 

y2 = r 21 lc1 6in (x1 + w1t) + r 211 lcn 6in (xu + wnt), 

oder es muß je nach den Grenzbedmgungen an Stelle eines 6in 
oder beider 6in der Q:o] treten. An Stelle von (6) tritt die Gleichung 

(6B) w2 = 2 ~ (-A2 ±fA§-4A0 A 4 ). 
0 

I C. A0 A 4 haben ungleiches Vorzeichen. Dann ist in (6) ein 
Paar w reell, ein Paar imaginar. Die allgemeine Lösung lautet: 

(8 I C) y1 = r11 lc1 s~n (x1 + w1t) + r111 lcu6~n (xu + wut), 
y2 = r 21 lc1 sm (x1 + w1 t) + r 2n ku 6m (xu + Wut). 

Die Bedingung A~ - 4A0 A 4 > 0 kann man auch durch die 
folgende ersetzen· Es muß a12 = a21 und c12 = c21 sein und der 
Ausdruck [ vgl. § 6 (7)] 

2E(x, y) = a11 x2 + 2a12 xy + a22 y2 

muß eme-?ositive Form sein, d. h. er darf für keinen Wert von x 
und y N1fn oder negativ werden. Der Beweis ist genauso, wie 
er in III, § 3 für 3 Differentialgleichungen durchgeführt wird. 
Die Bedingungen, daß E eine positive Form ist, sind: 

au a22 - a~2> 0 

Il. A~- 4A0 A4 <0. 

Statt (1) müssen wir hier den folgenden Ansatz machen: 

(1 Il) 
YI = rlke"t, 

Y2 = r2lcent. 

Für die weiteren Rechnungen vgl. § 8, in dessen Differential
gleichungen die unseren als Spezialfall enthalten sind für 
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b11 = bu = b21 = b22 = 0. In der allgemeinen Lösung § 8 (SA) 
Jst daher ß1 = -ßu und w1 = Wu zu setzen. 

Ich will nun die Gl. (6) noch geometrisch diskutieren. Ich 
fuhrefolgende Abkürzungen ein (vgl. (4) in § 2 und 3): 

-- I• - Il• ' 
( 9) an a22 all a22 { 

Cn _ y2 C22 _ y2 a12 a21 = a 

a21 C12 + a12 C21 = b . 
an a~2 an a22 

Dann ist nach (6) 

(10)w2 = 2 (1 ~ a) {r1+r'h-b± V(r}+ r·h-b)2-4 (1-a) (y}y}r-c)}. 

Es ist nun von besonderem Interesse, in welcher Weise w 2 

abhangt von den Frequenzen y} und y~1 , die vor der Verkappe· 

lung bestanden. Da y} und y'}r in (10) symmetrisch vorkommen, 
genügt es, die eine Abhangigkeit zu betrachten. Ich setze: 

(11) 
2(1- a)w2 = y, 

y}r =X. 
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Dann wird (10): 

(12) y=x+iX±Vx2 +2ßx+y, 

j iX = y}- b, 

(13) ß=2ay}-y}-b, 

y = (y}- b)2 + 4 (1 - a) c. 

(12) stellt eine Hyperbel dar mit den beiden Aymptoten 

y=2x+rx+ß, 

y= rx-ß. 

Zu den verschiedenen y gehören also verschiedene Hyperbeln, 
die alle dieselben Asymptoten besitzen. Der Schnittpunkt der 
Hyperbel mit der x-Achse ist: 

)'- o;;2 

Xo = 2(rx- ß). 

Es sind 2 Falle zu unterscheiden: 
I. y "?. ß2• Es gehören zu jedem x 2 reelle y. Ist x < x0 , so 

ist ein y pos. und ein y neg. Ist x > x0 , so sind beide y pos. 
I I. y < ß2 • Es gibt ein Intervall x1 bis x2 , in dem keine 

reellen y existieren. Die Grenzen dieses Intervalles sind : 

xl}=-ß±Vßz~. 
Xz 

Ist x < x0 , so ist wie in I ein y pos. und ein y neg. Ist 
x0 < x < x1 , so sind a) beide y neg., wenn x0 und x1 <- rx und 
b) beide y pos., wenn x0 und x1 > -IX. Ist x> x2 , so sind beide 
y pos. Dw Abb. 22 ist gezeichnet für den Fall rx > 0 ß <: rx 1 ). 

§ 5. Geometrische Deutung der Resultate. 
In § 4 (8 I A) haben wir Schwingungen vor uns, die sich aus 

2 einfachen Schwingungen zusammensetzen, also von folgender 
Gestalt sind: 

(1) Y = Yr + Yrr = kr sin (ur+ w1 t) + lcn sin(xn + wnt). 

Man kann sie in ähnlicher Weise geometrisch deuten wie die 
einfachen Sinusschwingungen in I, § l. Ich betrachte also den 
Vektor (Abb. 23): 

(2) Z -z +z -k •(><I+wit)+Jc •("u+wutJ - r n- re ne . 

1 ) V"Brglewhe die Hyperbel in der Abb. 4 der Wiensehen Arbmt. 
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z1 ist ein Vektor, der sich um den Koordinatenanfangspunkt 
mit der Geschwindigkeit w1 dreht. Der Vektor zu führt nun 
2 Bewegungen aus: I. dreht er sich um seinen Anfangspunkt 
mit der Geschwindigkeit Wu und 2. bewegt sich sein Anfangs
punkt auf dem Kreise um 0 vom Radius k1 • Der Endpunkt von z 
beschreibt dabei eine Epi- oder Hypozykloide, je nachdem ro1 

und wn gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen haben. Man 
kann nun so fortfahren und zu den 2 Schwingungen noch mehr 
hinzufugen und erhält dann Zykloiden höherer Ordnung. Man 
sieht hier einen Zusammenhang zwischen der Darstellung perio
discher Bewegungen von Himmelskorperu durch Zykloiden nach 
Ptolemaus und der Dar- p 
stellung penodischer Funk
tionen durch trigonome
trische Reihen nach F o u
rier. 

Abb. 23. Abb. 24. 

Man kann die Gleichung (2) aber auch noch auf andere Weise 
interpretieren. 

(3) 

(4) 

(5) 

Ich fuhre neue Buchstaben ein: 

"'r + "rr 
Xl=--2-, 

"r- xu 
"2 = 2 

"r = "1 + "'2 ' 

"II = "'1 - "z ' 
Die Gl. (2) kann ich dann schreiben: 

wr+ wrr 
rol = 2 ' 

wr- wu 
ro2 = 2 ' 

Wr = wl + w2, 

w1r= w1 - w2 • 

z = [kr et(><,+w,t) + kue-i<,..,+w,t)] et<"1 + ro1 t), 
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Der Ausdruck in der Klammer stellt eine Ellipse mit den 
Achsen k1 und k2 dar. Der Endpunkt von z durchlauft die Ellipse 
derartig, daß der entsprechende Punkt P auf dem Kreise mit 
dem Radius k1 mit der Geschwindigkeit w2 lauft. Ist w1 = 0, 
also w1 und wn entgegengesetzt gleich, so hat die große Achse 
der Ellipse die feste Richtung x1 . Ist dagegen w1 =\= 0, so dreht 
sich die Ellipse mit der Geschwindigkeit w1 (Abb. 24). 

Ist z. B. 
k1 = 2k, 

kn = k, 

so ist die Gl. (l) 

:n 
xn= 2' 

w1 = +l3w, 

wn= -llw, 

y = 2kcosl3wt + kcosllwt (s. Abb. 25 u. 26) 
Nach (3) ist: 

Die 

:n 
XI=2, 

k2 = k, x2 = 0, w2 = 12 w . 

Gl. (5) wird daher •(2)+wt 
z = (3k cos l2wt + i ksinl2wt) e 2 

7 

1 

13 

Abb. 27. 

19 

Der Endpunkt von z beschreibt dabei die Kurve Abb. 27. 
Die Abb. (26) stellt sogenannte Schwebungen dar, die um so 

ausgeprägter sind, je weniger k1 und kn voneinander verschieden 
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sind. Ist k1 = ku = k, so entartet die Ellipse von (5) zu einer 
Strecke und (5) geht uber in: 

(6) 

Daraus folgt eine neue Darstellung der Schwingung (1) namlich. 

(7) y = y1 y 2 = 2 k cos (x2 + w2 t) sin (x1 + w 1 t). 

( 1') 

(6') 

(7') 

Im obigen Falle ist: 

y = k (cos 13 w t + cos ll wt). S1ehe Abb. 28 u. 29, 

t (_:<_ + wt) 
z=2kcos12wte 2 • Srehe Abb. 30, 

y = 2 k cos 12 w t cos w t. Siehe Abb. 29. 

In § 2 und 3 (15) hatten wir außer einer Schwingung der 
Gestalt (1') noch eine Schwmgung: 

(1") y = k (- cos 13 {JJ t + cos 11 w t) . 

Es ist daher : 3 n 
X[= -2-, 

n 
XJI = 2' 

x 1 = n, 

(7") y = y1 y2 = 2 k sin 12 w t sin w t, srehe Abb. 31. 
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Schwingungen (1') und (1") haben nach Abb. 29 und 31 die 
Eigentümlichkeit, daß die eine immer dort 1hre großten Werte 
annimmt, wo die andere die kleinsten hat und umgekehrt. 

:Man kann also nach ( 1) und (7) die Summe zwei er Schwingungen 
y1 + Yn ersetzen durch das Produkt der Schwingungen y1 Y:~.· 
Manchmal ist auch der umgekehrte Weg praktisch, das Produkt 

y = y1 y2 = k1 sin (u1 + w1 t) k2 sin (u2 + w2 t) 

durch eine Summe zu ersetzen. Zu diesem Zweck schreibe ich 
die obige Gleichung folgendermaßen: 

y = k1 sin (u1 + w1 t) k2 cos (x2 - ; + w 2 t) . 

Abb. 32. 

Dann ist nach (4): 

y = YI + Yu = k[sin(ui + w1t) + sin(xn + Wnt)l, 

k = k1k2' 
2 

t 

Fur die Anwendungen ist besonders wichtig das Integral 
jy1 y2 dt. Schreibe ich nun h1erfur jy1 dt + Jyndt, so erkennt 
man sofort, daß im allgemeinen das Integral Null sein wird. 
Eine Ausnahme bildet nur der Fall: w1 = w 2 = w, denn dann ist: 

w1 = 2w, 

wn = 0, 
T 7: 7: 

Jy1 y2 dt = JYndt = fksinundt = ; lc1 k2 cos(u1 - u2). 

0 0 0 
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Das Integral verschwindet also nur dann, wenn r.1 - r.2 = 90°. 

Ist z. B. k1 = t, r.1 = 30°, 

so ist r.1 =- 60°, 

r.n = 120°. Siehe Abb. 32. 

Fließen z. B. in der Spule eines Dynamometers 2 Wechselstrome 

J 1 = i J 1 1 sm(r.1 + w 1 t) und J 2 = I J 2 \ sin (r.2 + w2 t), 

so ist d1e Ablenkung proportwnal: 

jJl.J2dt. 

Haben also diese beiden W ecbselstrome verschiedene Frequenz, 
so findet keine Ablenkung statt. 

Haben sie gleiche Frequenz, so ist: 
T 

JJ1J2dt = ; I J1ll J2l cos(r.l- r-2) 
() 

§ 6. Die Lagrangeschen Gleichungen: 1. Form. 

Es sei E eine Funktion von ifv y2 und V eine Funktion von 
Yv y2 • Ich entwickle beide Funktionen nach Potenzen und 
breche die Entwicklung nach den quadratischen Gliedern ab: 

{
E = Eo +(~I?) 1h + (~~) ~i2 

0 Y1 o uy2 o 

(l) 1 [(o2E) ( fJ2E ) (fJ2E) ] + 2- "--=2 vi + 2 ~-:- Y1Y? + ~ y~ 
uyl o uyl uy2 o uy2 o 

{
V= Vo + (:~)0 Yl + (:~)0 Y2 

(2) 1 [(82V) ( ß2V ) (o2V) ] + 2- ~2 yf + 2 ~ Y1 Y2 + d", 2 JA 
u Y1 o u Y1 u Y2 o Y2 o 

Nun bilde ich die Gleichungen : 

(3) { 
~ ( 8 E) + 8 V = 0 
ot oifl ayl , 

a (aE) av --- +--0 at oy2 ay2- · 
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Es ergibt sich: 

i (
a: ~) Y1 + ( ~ ~ 2 ~ • ) Y2 + ( ~V) + ( ~2 ~) Y1 + (" a2 ~ ) Y2 = 0, 
u.Yl o 0 Y1 uy2 o dyl o uyr o uyl uy2 o 

( " ~2 ~. ) Y1 + (8: ~) Y2 + (~V) + (" 02 ~ ) Y1 + ( ~2 ~) Y2 = 0 · oyl oy2 o uy§ uy2 o uyl uy2 o uY§ o 

Vergleiche ich diese Gleichungen mit den Differentialgleichungen 

(av) = (av) = 0 
ayl o 0Y2 o · 

§ 4, so ist: 
(5) 

o2E 

(6) 
""'= au, uyi { 

iJ2E 
o'fh oy., = a12 = a21' 

~2~ = c11 , 

o2 V 
~= C22' uy§ 

o2 V 

Ist also a 12 = a 21 und c12 = cw so lassen 
sich die Funktionen 

(7) E = au?Jf + 2 a12Y1Y2 + a22YL 

V = Cn YI + 2 C12 Y1 Y2 + C22 y§' 

aufstellen und damit die Differentialglei
chung § 4 auf die obige Form (3) bringen. 

Bei mechanischen Schwingungen ist E 
die kinetische Energie, V das Potential und 
die Gl. (3) sind die Lagrangeschen Glei
chungen (Hamel: El. M. Nr. 329). 

l. Es sei bei dem Doppelpendel der 
Abb 33 T1 das Trägheitsmomentdes l. Glie
des um den Drehpunkt D1 und T2 das Träg

~~:< l SP, \ s. 
I \ 1 

I \ 
I \ 
I \ 
I 
I 
~S' 
I 
I 

.52 : 
I 

Abb. 33. 

heitsmoment des 2. Gliedes um den Drehpunkt D 2 • m1 und m2 

seien die Massen der beiden Glieder. Dann ist : 

(8) 2E = (T1 + m2 b~) cf;'t + 2 (a2 b2 m2 cos ß) cp1 cp2 + T 2 cp§, 
(9) V=- m1 g a 1 cos (~X+ cp1)- m2 g [b2 cos (ß + cp1) + a 2 cos <p2]. 

Nach (I) und (2) ;st daher 

(10) 2E = ('I\+ m2 b~) cpi + 2 (a2 b2 m2 cos ß) cp1 cf;~ + T 2 cp§, 

(11) V=- (m1 a1 cos 1X + m2 b2 cosß + m 2 a2) g 

+ (m1 a1 sin 1X + m2 b2 sinß) g cp1 

+ ![(m1 a1 costX + m2 b2 cosß) g cpi + m 2 a2 gr~]. 
Sc h n e 1 der, Differentralglewhungen. 5 
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Soll die Lage IX ß die Ruhelage sein, so muß der 2. Summend 
von V verschwinden, denn 

m1 a1 sin IX + m2 b2 sin ß 
Xs = --"'--=------=-----

m1+m2 

ist die X-Koordinate des gemeinsamen Schwerpunktes S. Bei 
der Ruhelage muß aber x8 = 0 sein. Damit sind die Gl. (5) er
fullt. Rechne ich ferner die potentielle Energie nicht von der 
durch D1 , sondern von der durch S gehenden Horizontalen aus, 
so verschwindet in (ll) auch das l. Glied. Dieses Glied ist auf 
die Gl. (6) ja auch ohne Einfluß. Ich kann daher schreiben: 

(12) 2 V= (m1 a1 cos IX + m2 b~ cosß) g rpi + m 2 a2 g cp~. 

Liegen D1 D2 Si in einer Geraden, so ist IX = ß = 0 und 
die Gl. (10) und (12) werden 

(lüa) 2E = (T1 + m2 b~) g;i + 2a2 b2 m2 <p1 g;2 + T 2 cf;L 
(l2a) 

Dreht sich speziell das l. Glied um seinen Schwerpunkt (a1 = 0) 
und ist b2 = a2 = a, T 1 + m2 b~ = T ~ , so ist 

(lOb) 2E= T 2 rpi + 2a2 m2 rp1 rp2 + T2cpL 

(12 b) 

Wir haben dann den Spezialfall § 2, b) (Hamel: El. M. Nr. 310). 

(13) 

Abb. 34. 

2. Ich will :riun noch ein 
2. Beispiel anfuhren, welches 
zeigen soll, daß die Verkopp
lung zweier Schwingungen 
auch eine derartige sein kann, 
daß die Ausdrucke (7) kerne 
einfache physikalische Be
deutung haben. Hangt nam

<\J lieh an dem l. Korper noch 
ein 3. wie etwa bei der Wage, 
so ist ganz entsprechend zu 
(10) und (12) (Abb. 34) 

2E = (T1 + m2 b~ + m3 b~) cpf + T2 g;~ + T 3 ci~ 

+ 2 ( a2 b2 m2 cos ß2) cp1 cp2 + 2 (a3 b3 m 3 cos ß3 ) cp1 cp3 , 

2 V= (m1 a1 cos IX+ m2 b2 cosß2 + m 3 b3 cosß3 ) g cpi 

+ m2 a2 g cp~ + ma aa g cp~ . 
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Wir bekommen dann 3 Gleichungen von der Form: 

(14) 
J an ~1 + Cn ~1 + llt2 T2 + ~s Ta = 0 , 

l a21 ~1 + a22 ~2 + C22 ({)2 = 0 · 
as1 ({Jl + aaa CfJa + Caa ({Ja = 0 · 

Hierbei ist: 

au =Tl+ m2b~ + mabä, 

(15} a22=T2, aia=aabamacosßa, 

aaa =Ta· 

c11 = (m1 a1 cos 1X + m2b2 cosßz + maba cosßa) g, 

(16) c22 = m2a2g, 

Caa= maaag. 

Setze ich 

(17) m1 a1 cos~X + m2b2 cosß2 + maba cosßa = y~(~ + m2 + ma), 

so ist yt dw Ordinate des Schwerpunktes der ganzen Kette, wenn 
ich mir die Gewichte m2g und mag in D 2 und Da konzentriert 
denke. Ist yt = 0 (astatisches Gleichgewicht), so ist nach (16) 
auch c11 = 0. Die Gleichungen (14) lauten dann 

(18) 

~I fP1 + a12 if;2 -f- ala fPa = 0 , 

a21 f{;l + a22 T2 + C22 CfJ2 = 0 , 

aal fP1 + aaa Ta + Caa ({Ja = 0 · 

Aus diesen Gleichungen kann man ip1 eliminieren 

(19) 
(an a22 - ar2) (j;2 + au c ~~ CfJ2 - al2 ala fPa = 0' 

(an aaa - aia) fPs + au Caa ({Ja - al2 ~a fP2 = 0 · 

Das ursprungliehe Problem von 3 Freiheitsgraden ist also auf 
2 Freiheitsgrade zurückgefuhrt, und zwar ist : 

(20) 

A 0 

~1 = an a~2 - G12 ' 

a22 = all aaa - a~3 ' 
a]2 = a21 = - a12al3' 

Cn = au C22 ' 

C22 = au Caa ' 

Auch hier kann man, da a12 = a21 , die Ausdrucke (7) bilden, 
sie haben aber keine einfache physikalische Bedeutung. 

Ist die Gelenkkette symmetrisch, d. h. ist a~ = a3 , b2 = b3 , 

m2 = m3 , T 2 = T 3 , ß2 = - ßa, so ist: 
5* 
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A - A - (T + 2 b2) T 2 b2 2 2ß au - a22 - 1 m2 2 2 - a2 2m2 cos 2 , 

c11 = c22 = (T1 + 2m2 b~)m2,a2 g, 

a12 = a21 = - (a2 b2 m2 cos ß2)2. 

Wir haben dann wieder den Spezialfall § 2 b. 
Vgl. Felgentrager: "Theorie, Konstruktion und Gebrauch 

der feineren Hebelwage" (Teubner 1907); P fliege r- Ha er tel: 
"Über d1e kleinen Sch-wingungen einer dreigliedrigen ebenen Ge
lenkkette, zugleich ein Beitrag zur Theorie der einfachen Hebel
wage" (D1ss. Jena 1914). 

3) Gleichungen von der Form § 2 erhält man ferner, wenn 
Ein Stab, dessen Masse vernachlassigt werden kann, von 2 lVIassen 
m 1 und m2 belastet wird. Es ist dabei: 

c11 = c22 = Elastizitatsmodul · Tragheitsmoment des Stab
querschnittes, 

au = Y.n m1 ' a12 = Y-12 m2' a21 = Y-21 mv a22 = Y-22 m2 · 

Die x heißen Einflußzahlen. Sie hängen von den Auflage
bedingungen ab. (L orenz, T. Ph. IV, 192.) 

4) Ein Problem, bei dem Kraft- und Beschleunigungskopp
lung gleichzeitig vorliegen, ist der Schlingertank nach Fra h m 
(Hort, T. Schw. § 121) 

§ 7. Ctniit + CnYl + b12?"!2 = 0, 

b21 ih + a22Y2 + c22Y2 = o. 
Diese Differentialgleichungen sind die Gleichungen der Ge

schwindigkeitskopplung. Es ist hier am besten, die Losung in 
komplexer Form anzusetzen: 

(1) 
Yl = rl k e' '"+wtJ, 

Y2 = r2ke''"+wtJ. 

Es ist dann sowohl der reelle Bestandteil von (I) als auch 
der imagmare eine Lösung. Setze ich (I) in unsere Differential
gleichung ein, so ist: 

(-a11 w2 + c11)r1 + b12 iwr2 = 0, 
(2) 

b21 iwr1 + (-a22 w2 + c22)r2 = 0, 

(3) 1
- a11 w 2 + c11 b12 i w I =0 

, b~1 i w - a22 w2 + c 22 ' 

(3a) au U22 W 4 - (an C22 + a22 C11 - h12 b21l W 2 + c 11 c 22 = 0 . 



(4) 

(5) 

§ 7o Geschwmdigkmtskopplungo 

Ich führe folgende Abkürzungen ein: 

Dann kann ich (3a) schreiben: 

bl2b21 = b 0 

an a2z 

w 4 - (y} + r1r- b) w 2 + y}yh = 0' 
aufgelöst: 

69 

(6) w2 = t (y} + y}r- b) ± t ]i(y1- y]1) 2 - 2 b (y] + rh) + b2 
0 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

Aus der I. GI. (2) folgt nun: 

r 1 = -b12 iw, 

1°2 = - a11 w 2 + c11 0 

D1e allgemeine Losung unserer Differentialgleichung ist : 

Yl = rlilcie'<-'I+wJt) + rllrkn et<r.n+wnt)' 

Y2 = r2Ikze'<''I+wJt) + r2lzkue'kn+wnt) 0 

Ich betrachte nun 3 Spezialfälle 0 

a) Ist die Kopplung schwach (b klein), so ist in (6) 

2 + 2 

i (y~- Y~I) 2 - 2 b (y~ + Y~I) + b2 = y;- Y~I- b y~ Y~I' 
/'1- Yn 

1 
Wr = 11 y~- b /I 2 = /'I - 2 ( 2b /'I 2)' 

YI-Yn )'I-yii 

V 2 b Y~1 b Yn 
Wn = Yn + ~2--2 = Yn + 2 ( 2-~2-) o 

YI-Yn YI-Yn 

b) 2 2 2 
Yz=rn=Y b 1 

w2 = y2 __ + _ 1 _ 4 b y2 + b2 
2-2 

oder bei schwacher Kopplung (b12 ldem I) 

1 w2 = y2 ± y 1~' 
(lüa) l --

w=y±2f-bo 

Ist spez1ell b12 = - b21 und ist a11 = a22 = a, so ist 

(lOb) { 

b21 
w2 = y2+y-, 

- a 

l b21 
W=y±2--a-o 
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Nach (7) ist daher in erster Annaherung : 

(ll) 
rll = r111 = b21 iy, 

r2l = - Y h21 r211 = + 'Y h21 · 

Es. ist daher nach (8), wenn ich den allen r gemeinsamen 
Faktor y b21 in die willkürlichen Konstanten k hineinnehme und 
dann zu reellen Größen übergehe: 

y1 = k1sin(x1 + w 1t) + k11 sin(xu +Wut), 

y2 = k1 cos(x1 + w1 t)- kucos(xu + wnt). 

c) y}r= 0 (c22 = 0). 

Aus (6) folgt dann w} = y}- b, 

w}1 = 0. 

Aus (8) folgt dann, da nach (4) - a11 w}+ c11 = a11 b ist, 

y1 = b12 wrkrsin(xr + w1 t) = b12 w1 (K1 cosw1 t + L1 sinw1 t), 

y2 = a 11 bk1cos(x1 + w1 t) + ku=a11 b(L1 cosw1t-K1 sinw1 t)+Kn. 

Die Konstanten bestimmen 
folgendermaßen : y 

K - 10 r---

sich aus dem Anfangszustand 

Yw 
Lz=-b o' 

b12 Wz' 12 Wj 

§ 8. au Y1 + bn ill + cn Y1 + ct12 Y2 + b121i2 + c12 Y2 = 0, 
a21 Y1 + b21 Y1 + c21 Y1 + ct22 Y2 + b22 Y2 + c22 Y2 = 0. 

Durch den Ansatz: 
(l) 

Y2 = r2kent, 

gehen die Differentialgleichungen uber in: 

(2) 

wobei: 
(2 a) 

fn (n) r1 + /12 (n) r2 = 0, 

f(n)=an2 +bn+c. 

Die homogenen GI. (2) sind nur los bar, falls: 

(3) I fn (n) f12(n) 1- 0 
f21 (n) f22 (n) - . 
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Setze ich (2a) in (3) ein und fuhre die folgenden Abktir-
zungen ein: 

Ao = I au al21 
Uzl Uzz 

A 1 = I au h121 + i bu a121 
Uzl b2z \ b21 U22 

(4) 

Aa = I bu C121 + I Cn b12 I 
b21 Czz Czl bzz 

A _ \Cn~z\ 
4 - C21 C22 \ 

so kann ich schreiben: 

( 5) 

(7) 

A 0 n4 + A 1 n3 +A2 n2 + A 3 n + A 4 = 0. 

Aus der 1. Gl. (2) ergibt sich dann: 

rl = + f12(n), 

Tz= - fu (n) · 

Bezuglieh der Diskussion der Gl. (5) vergleiche den folgenden 
Paragraph. 

Es sind 3 Fälle zu unterscheiden: 

A. Alle n sind komplex. Ich setze dann: n = ß + iw. Dann 
ist nach (7) 

T1 = + [a12 (ß2 - W 2) + b1zß + c.,12J + i w [2 aJzß + b12J, 

Tz = - [a11 (ß2 - w 2 ) + b11 ß + c11] - i w [2 a11 ß + b11]. 

Setze ich nun: 

so ist 

T1 = +I T1 I e'e', 

r2 =-I Tz! e•e', 
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Führe ich nun noch statt der komplexen Integrationskon
stanten k von (l) 2 reelle Konstanten k und ~ ein, so lautet die 
allgemeine Lösung unserer Differentialgleichungen : 

l Y1 = + I rll I k1 eß1t sin (eu + ~1 + w 1t) 

+.I rlii I ku /nt sin (ihn+ ~II + Wut), 
(SA) 

Y2 = -!1·21 I k1 l 11 sm (eü + x1 + w1t) 

- I r2II I kn eßnt sin (e2n + ~II +Wut). 

B. 2 Wurzeln n sind komplex, 2 reell. Die Lösungen lauten dann 

y1 = ru ki en1 t + riii ku en11 t + r 1 k l 1 sin (e1 + x + w t), 
(SB) 

y2 = r21 k1 en1t + r2u ku en11t + r2 k l 1 sin (e2 + x + w t). 

0. Alle Wurzeln n sind reell. Die Lösungen lauten dann 

k nir. + k nnt + k niiit + k "n'' Y1 = rll I e r1n u e run III e riiv IV e ' 

k n1 t + k nnt + k nu1 t+ k n1vt Y2 = r21 I e r2II II e r2ni III e r2IV IV e ' 
(80) 

Smd die be1den Wurzeln n1 und nu einander gleich, so kann 
man die beiden Partrkularlösungen folgendermaßen zusammen-
fassen 

Yll + YIII = ru (ki + ku) en1 t, 

Y2l + Y2II = r2I (ki + ku) enit. 

Die berden Integrationskonstanten ki und ku ziehen swh also 
in eine Konstante zusammen. Es geht also eine Integrations
konstante verloren. Ich nehme nun zunächst einmal an, die 
bmden Wurzeln wären wenig vonemander verschieden und schreibe 

nu = ni+ E. 

Nach (7) und dem Taylorschen Satz ist dann 

-t ( )-f () ofl2(ni) 202fl2(ni) 
r1n - 12 nn - 1~ nl + E -"--~ + E O 9 • 

uni n[ 

Die Summe der bmden Partrkularlosungen ist dann also 

Yu + Ylii = /12 (ni) ki e"1 t 
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Nun entwickle ich auch noch e<~ 

{k f ( ) k (f ( ) iJ f 12 ( n1) , 2 22 f 12 ( n1)) 
Y11 + Y111 = 1.12 n1 + u 12 n1 + s--g-~ ,- c iJn] 

(1 + ~~ + f;~2 + .. ·)} en;t, 

YJI+Yw= {(kr+ ku)f12(nr)+s kn ( ofa"~;r) +/12 (n1)t) + .. ·} en1 t. 

Ich fuhre neue Konstanten ein: 

kr + ku = k1, 

sk11 = k2 • 

Wird nun c unendlich klein, so kann ich mir dte willkurliehen 
Konstanten k1 und kn derart unendhch groß denken, daß k1 und 
k2 endlich bleiben. Die obige Rmhe bricht dann mit den hin
geschriebenen Gliedern ab 

Y11+Yw= +{k1f12(nl)+k2( 81a2~;rl +t12(ni)t)}e"1'· 

Entsprechend folgt : 

_ {k I ( ) k (a /21 (nr) f ) ) } n1 t Yzr + Yzii- - 1 21 nr + 2 ----a~ + 21 (nr t e · 

In diesen Lösungen kommen nun wieder dte erforderhchen 
2 Integrationskonstanten vor. 

§ 9. Tabellen für die Gleichung 4:. Grades. 

Nach dem vorigen § hangt die Integration der Differential
gleichung von der Auflösung der Gl. 4. Grades ab. Die Auf
losung einer solchen Gleichung ist aber bekanntlich eine um
standliche Sache und gibt unübersichtliche Resultate. Nun ist 
es zunachst von Wichtigkeit, zu wissen, ob die Wurzeln reell 
oder komplex sind, denn im letzten Falle kommt eine wirkliche 
Schwingung zustande, im 1. Falle eine aperiodische Bewegung. 
Diese Frage kann man jedoch nach dem Sturmsehen Satz ent
scheiden, ohne die Gleichung wirklich auflösen zu mussen. Auch 
die Anwendung des Sturmsehen Satzes erfordert einen ziemlichen 
Rechenaufwand. Ich habe die Resultate in der folgenden Tabelle 
zusammengestellt, die je nach den Vorzeichen der d. b, c die 
Anzahl n der reellen Wurzeln angibt. Verschwindet eine der 
Großen d, b, c, so müssen, wie die Tabelle zeigt, noch weitere 
Größrm herer.hnet werden. 
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d 

>0 

<0 

d=O 
c=j=O 

c=O 

bl =!= 0 

b=O 

I bl =0 

b c I n \ = Anzahl der reellen Wurzeln der GleiChung 

>0 
>0 -----

<0 0 

1<01-1~ 
I D>O 4 

D<O 2 

I b >0 2 c1 =j=O-----

--~~~ 
\D'>O 4 

Cl=O D'<O 10 
c'>O 2 

~---- -
c'<O 0 

'D">O 
c'=O!-

4 

;D"<O 2 

b2 >0 2 

b2<0 :I b2= 0 

wenn zur Abkurzung gesetzt ist: 

b =3al-Sa2 

b1 =2(a1 a2-6a3) 

b2 =a1 a3-l6a4 

c =b (3a1 b1-2a2 b+4b2)-4bl 

c1 =b(3a1 b2-a3 b)-4b1 b2 

d =cdb1 c-b c1)-b2 c2 

D =4a1 cc1-8ci+(ai-4a2)c2 

D' =bi-4bb2 

c' =bi( -a3 b1 +2a2 b2)+b~ ( -3a1 b1 +4b2) 

D'' =4a1 b1 b2-Sb~+(af-4a2) bi 

Sind die Wurzeln komplex, so ist es ferner von Wichtigkeit, 
zu wissen, ob der reelle Teil positiv, negativ oder Null ist, denn 
im l. Falle haben wir eine Schwingung mit zunehmender, im 
2. Falle eine mit abnehmender Amplitude und im 3. Falle eine 
ungedämpfte Schwingung. Auch diese Frage kann entschieden 
werden, ohne die Gleichung auflösen zu müssen, nämlich mit 
Hilfe des Cauchyschen Residuensatzes. Da aber auch hier 
ein ziemlicher Rechenaufwand erforderlich ist, habe ich die 
Resultate in der folgenden Tabelle zusammengestellt, die angibt, 
wieviel Wurzeln mit positivem, wieviel mit negativem und wie
viel ohne reellen Bestandteil vorhanden sind. 

Es sind also die reellen Bestandteile aller 4 Wurzeln negativ, 

falls a4 > 0 , a1 > 0 , e > 0 , g < 0 , 

oder anders geschrieben, falls: 

a1 > 0; a4 > 0; I a 1 a3 1 > 0 , a1 a3 0 
l a 2 l a 2 a4 > 0 . 

0 a1 a3 
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g I Anzahl der Wurzeln 

1Dlt ohne mit I 
pos.l I neg. I reellen :Bestandteil der Gleichung 

I ~I 
3 ~~~-1-lx4+~x8 +a2x2 +a3x+a4 =0 

- 3 0 1 wenn e=a1 a2 -a8 

- g = a~ + a~a4 -a1 a2a3 
+ + 1 0 3 

0 1 2 +I -
- 1 0 

- -\ - - + 3 0 1 
+ 0 1 2 1 

+;0 1 0 3 
- --

- 3 0 1 

0 + 1 jo 3 

0 1 2 1 
--

- 4 0 0 
--10 --

- + 2 2 
- --

0 2 2 0 
- --

I +;0 2 0 2 

I -·0 2 0 2 
1-' ------

0 0 4 

+ 
+ -

+ + 2 0 2 
0 J-o-~_2_ 

-;0 2 0 2 

~ h h =a~- 4a4 

0 ~0 2 ~1-2 0 -----

- 2 0 2 
-------
+;0 0 4 1 o 

Diese Bedingungen hat Hurwitz auf Gleichung nten Grades 
verallgemeinert [Mathem. Annalen 46 (1875)]. 

Die Auflosung der biquadratischen Gleichung mit Hilfe der 
kubischen Resolvente empfiehlt sich nur dann, wenn die kubische 
Resolvente kein absolutes Glied besitzt. Die Bedingung hier
für ist 
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§ 10. Die Lagrangeschen Gleichungen: 2. Form. 77 

Dieser Spezialfall ist fur uns wichtig, da die beiden Sch·win
gungen dann entweder von gleicher Dampfung oder von gleicher 
Frequenz sind. Ich habe die Resultate in der dritten Tabelle 
zusammengeschrieben. 

§ 10. Die Lagrangeschen Gleichungen 2. Form. 

Es sei E eine Funktion von y1 , y2 , ih, ih und 'K1 , K 2 seien 
Funktionen von y1 , y2 , 'fh, fh, fh, y .l. Ich entwickle nach 
Potenzen und breche die Entwicklung von E nach den quadra
tischen Gliedern, die Entwicklung von K 1 und K 2 nach den 
linearen Gliedern ab. 

(I) 

(2) 

(oK2) • (BK2) • (fJK~) (BK2) • + -iJ. Y1 + -g-· Y2+ '"y· Y1 + ~ Yz· 
Y1 o r. Yz o u' 1 o u Y2 o 

Nun bilde ich die Gleichungen 

(3) 
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( iJ E) (iJ2E) ( iJ2E ) 
- ayl o- iJyf /1- ayl ay2 o Y2 

Vergleiche ich diese Gleichung mit der Diffgl. § 8, so ist: 

(~:)0+K10 =0, 

(~E) + K20 = 0. 
u Y2 o 

(5) 

Bei mechanischen Schwmgungen ist E die kinetische Energie 
und K 1 , K2 smd die Lagrangeschen Kraftkomponenten (Hamel: 



§ 10. Die Lagrangeschen Gleichungen: 2. Form. 79 

(axl) (ax2) . El. M. Nr. 329). Ist -0 . = - 0-.- = 0, so 1st nach (6) 
Y2 o Y1 o 

b12 = - b21• Das ist in den folgenden Beispielen der Fall. 

l. Raumliches Pendel(Hamel: EI. M. Nr. 67). Esist(Abb. 35) 

E = tml2 sm2 (cx. + <p1) (w + rp2) 2 + -~-ml2 rpi, 

(BE) 1 -8- = -2 ml2 w2 sm2cx, 
IP1 o 

(~~)0 = ml2, 

(7) i (iJ2E) a 2 = m l 2 w2 cos 2 (X. ' 

(/Jl 0 

(9) 

( ß2E ) - 2 . ') a a -ml wsm~cx, 
IP1 IP2 o 

(iJ2E) 
-- = ml2 sin2 cx 
ß<p~ o ' 

K 1 =- mglsm(cx + <p1 ) 

K 10 =- mglsincx., 

( BK1 ) -- =- mglcoscx. 
0 1P1 o 

Nach (5) und (6) ist daher 

w =V lc:sx' 
a11 = ml2 , 

Abb. 35. 

mgl sin2 cx 
c11 = - m l2 w 2 cos 2 "' + m g l cos cx. = -=---

cos cx 

a..,2 = m72 sin2 cx, 

b12 = - b21 = - m l2 w sin 2 cx = - 2m l sin cx V g l cos cx . 

2. Schiff mit Schiffskreisel (Hamel: EI. M. Nr.332, Hort: 
T. Schw. §83, Föppel: T. JVI. Vl,220). 

3. Elektron im magnetischen Felde (Hort: T. Schw. § 121). 
4. Zentrifugalregulator (Hort: T. Schw. § 60). 
5. Schwingendes Luftfahrzeug (Hort: T. Schw. § 70). 
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§ 11. Lose Kopplung. 

Ist f12 klein, d. h. die Kopplung lose, so schreibe ich 811~ 
statt 112• Dann lautet die charakteristische Gleichung nach §8 (3) 

(I) F (n) = / 11 (n) 122 (n} - 8112 (n) 121 (n) = 0. 

D1e n smd von 8 abhäng1g. Ist 8 klein genug, so kann ich 
schreiben 
(2) n = no + ( ddn) 8 ' 

t e~o 

wobei n0 eine Wurzel der Gleichung 

(3) F,~o = / 11 (n) 122 (n) = 0 

ist. Statt (I) kann ich nun schreiben 

aF) F,~o + (_0_ t = 0, 
\ 0 8 e=O 

(4) 

oder 
(5) (aF) - -0 

08 e~o - 0 

(6) 

Setze ich hter n 0 ein, so ist wegen (5), wenn ich die ent

stehende Gleichung nach ~; auflose: 

d n I 12 ( no) I 21 ( no) 

( a t 22) ( a tu) fn (no) -()- + 122 (no) a-:n-
n rlo ' no 

(7) 
d8 

Die Wurzeln von (3) sind nun dw Wurzeln n 10 von /11 (n) 
und n 20 von / 22 (n). Daher ist 

(7 a) 
dn1 / 12 (n10) f1.1 (n10) 

d--;- = l22 (nlo) (2 a11 n10 + b11) · 

d n2 I 12 ( n2ol I 21 ( n2ol 
dc ln (n2ol (2a22n2o + b22l · 

(7 b) 

Da (7 a) und (7 b) ganz gleich gebaut sind, kann ich mich im 
folgenden auf (7 a) beschranken. Kommen in beiden Freiheits
graden wirkliche Schwingungen zustande, so sind n1 und n 2 

komplex 
(8) 



§ 11. Lose Kopplung. 81 

wobei ß10 w10 Dampfung und Frequenz der 1., ß20 w20 Dampfung 
und Frequenz der 2. Schwingung vor der Verkopplung sind. 
dn1 •• de ist die Anderung, die die 1. Schwingung durch die Ver-

kopplung mit der 2. erfahrt. Es ist nun von besonderer Wichtig
keit wie d1ese Änderung von w 20, d. h. der Frequenz der 
2. Schwingung, abhangig ist. w2 kommt nun in (7a) in dem 
Gliede f22 (n,0) vor. Es ist namlich 

/22 (nlo) = a22 nio + h22 n10 + C~2, 
b22 ß C22 ß~ o 

- = - 2 20 ; - = 2o + W§o • 
a22 a22 

Setze ich also (8) in / 22 (n10) ein und trenne Reelles und 
Imaginäres, so ist 
(9) f 22 ( ~ol = P + i Q , 
wobei 

(10) P = a22W~o + a22[Cß1o- ß2ol2- wioJ; Q = 2a2& (ßlO- ß2ol W1o · 

Statt also die Abhängigkeit des Ausdruckes (7 a) von w~0 zu 
untersuchen, kann ich zunachst einmal die Abhängigkeit von P 
untersuchen. Setze ich noch: 

(ll) 

(12) 

(13) 

/12 (nlO) /21 (n1ol = R + i S, 
2 a11 n 10 + b11 

dn1 _ R+iS 
ds- P+ iQ' 

dß1 =PR+ QS 
ds p2 + Q2 ' 

dw1 PS- RQ 
---a:; = p2 + Q2 . 

Die beiden Ausdrücke sind ganz ähnlich gebaut. Stelle ich 
sie graphisch als Funktion von P dar, so erhalte ich folgende 
Kurven {Abb. 36): 

Ist speziell R = 0, so ist [Abb. 37 1)] 

d~ QS d~ PS 
& = p2 + Q2 ' ---;r;: = p2 + Q2 . 

Um R zu berechnen setze ich 

h2 (n1ol = tr2 + i f'iz, 
f 21 ( n1ol = /21 + i fh · 

1) Vgl. d1e Abb. 3 der Wiensehen Arbeit. 

S c h neIde r, Differentialgleichungen. 6 
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Ferner folgt aus /11 (n10) = 0: 

p 

Abb. 37. 

Nach der l. Gleichung und (8) ist: 

Daher ist 

R + i s = (/{2 12·1 - fi2 /h). + i (/h /21 + /{2 /"21) ' 
2~ a11 w 10 

R = lh lf1 + l'id21 , 
2a11 w10 

I, I' 1,. f,. s = 12 2~ - 12 21 • 

2a11 w10 

Die Gleichung R = 0 ist also erfullt, wenn 

[2 al2 ß10 + b12J [ a21 (ßio - wiol + h21 ß10 + c21J 

p 

+ [2 a21 ß10 + b21J [ al2 (ßio - wio) + h12 ß1o + C12] = 0 . 
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§ 12. Geringe Dämpfung. 

Sind die b klein, so will ich sie mit e b bezeichnen. Ich setze 

dann zur Abkurzung an2 + c = f (n), 

so daß 
f(n) = /(n) + ebn. 

Die charakteristische Gleichung lautet dann -lf11 (n) + eb11 n f12 (n) + eb12 nl-
(1) F- ~ A -0. 

/ 21 (n) + eb21 n /22 (n) + eb22 n 

Ist F so klein, daß e2 vernachlassigt werden kann, so ist 

. (dn) (2) n = ~ w + - · e, 
de •=O 

wobei i w eine Wurzel der Gleichung 

(3) F,= 0 (n) = 0, 

ist. Statt (1) kann ich nun schreiben: 

(4) F=F,=o+(8F) ·e=O, 
Be , = o 

oder: 

(5) 

Die Gl. (3) ist in § 4 ausführlich behandelt. Nach (1) ist 

(aj dtn+b n ij12+b nl I fu 
de n de 12 + A 

(6) a; E=O= A A ldf2l+b n 
t21 t~2 I 7i" 21 

df22+ b n 
de 22 

Nun 1st 
dt = d[. dn = 2 an dn. 
de dn de de 

Daher ist nach (5) und (6) 

dn 
2an de + bu 

dn 
2a12 de + b12 

ht (i w) /~2 (i w) 

fu(iw) t12 (iw) 

+ dn 
2a21 de + b21 

dn 
2a22dc + b22 

=0; 

6* 
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dn b11h 2 (iw)- b12hdiw)- b21 ~2 (iw) + b22 /:1 (im) . 

dc 2[a11 h 2 (iw)- a1J21 (iw)- a2J12 (iw) + a22f11 (im)]' 

dn W 2 (b,l a22 - b12 a21 - h21 au + h22 au) - ( bu C22 - h12 C21 - h21 cl 2 + b22Cu) 
d c - 4 w2 (an a22 - a12 a21) + 2 ( au c22 - a12 c21 - a21 c12 + a22 Cu) 

Dieser Ausdruck ist reell. Wenn also die b klein genug 
sind, andern sie die Frequenz m nicht, sondern bewirken nur 
einen Dampfungsfaktor. Ich setze zur Abkürzung 

Aa = I bn C12 I + I Cu h12l· 
b21 C22 C21 b22 

Dann kann ich mit Benutzung von § 4 (4) schreiben 

m2 Al- Aa 
ß = - 4 w2 A0 + 2 A 2 

Setze ich für w den Wert aus § 4 (6) ein, so ist 

2~ (A2 ±yA~- 4A0 A4)- A3 

ß = --"---0 -----;-----::--;=:;=====---
+ 2 jA~- 4A0 A4 

ß = A1 + A 1 A 2 - 2A0 A3 

4Ao- 4A0 y'A§- 4A0 A4 

Stelle ich diesen Ausdruck als Funktion von c11 oder c22 
graphisch dar, so erhalte ich, da A 0 und A1 von c11 resp. c22 

unabhängig und A2A3A4 von c11 resp. c22 linear abhängig sind, 
eine Kurve von der Art 

+ bx + c 
y=a 

-yx2 +ex+d 
G 

Sie hat den Doppelpunkt: x = - b; y = a und die beiden 

Asymptoten y = a + b. Ist speziell 2 c = b • e, so schneidet die 
Kurve die Asymptoten nicht und hat keine reellen Extreme. 
Für diesen Fall ist Abb. 38 gezeichnet. Ist e2 < 4d, so liegt dw 
Kurve ganz innerhalb der Asymptoten 1 ). Ist e2 > 4 d, so liegt die 
Kurve ganz außerhalb der Asymptoten mit Ausnahme des Doppel-

1) Vgl. die Abb. 4 der Wiensehen Arbeit. 



§ 13. Erzwungene Schwingungen bei Beschleunigungs- u. Kraftkoppl. 85 

Ahh. 38. 

punktes, der dann ein isolierter Punkt ist. Die Kurve hat dann 

außerdem noch die beiden Asymptoten x =- ; ± ! ye2- 4d. 

§ 13. an Y1 + cn Y1 + a12'ii2 + C12Y2 = Csin (y +rot), 

a21 Y1 + c21 Y1 + ct22 '112 + b22 i/2 + c22 Y2 = 0. 
Diese Differentialgleichungen sind die Gleichungen der er

zwungenen Schwingungen bm 2 Freiheitsgraden, wenn die er
regende Schwingung eine reine Sinusschwingung 0 sin (y + w t) ist, 
wenn die beiden Freiheüsgrade durch Beschleunigungs- und Kraft
kopplung miteinander verbunden sind und nur im 2. Freiheits
grade, auf den die erregende Schwingung nicht direkt wirkt, ein 
Dampfungsglied b2df2 vorhanden ist. Es ist hier wieder praktischer, 
das Glied, das die erregende Schwingung darstellt, in komplexer 
Form anzunehmen: 

(l) auJh + CnY1 + a12ih + C12Y2 = Oeiwt, 

a21Jh + c21Y1 + a22Y2 + b22'ih + C22Y2 = 0. 
Das allgemeine Integral setzt sich nun wieder zusammen aus 

einem partikularen Integral und dem allgemeinen Integral der 
homogenen Differentialgleichung. Das partikulare Integral ist 

(2) 
Yl = rle'wt, 

Y2 = r2 e'rot. 
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(3) 

(4) 

Setze ich das in unsere Differentialgleichung ein, so wird 

f11 (iw)r1 + /12 (iw)r2 = C, 

f 21 ( i w) r 1 + f 22 ( i w) r 2 = 0 . 

[f 11 ( i w) f 22 ( i w) - f 12 ( i w) f 21 (i w)] r 1 = + Cf 22 ( i w) , 

[/11 (iw) !22 (i w) - /12 (i w) / 21 (i w)] r2 =- C / 21 (i w). 

Die f sind reell mit Ausnahme von /22. Ich setze 

(5) f22(iw) = C22- a22W2 + b22iw = f22 + b22iw. 

(6) 

(9) 

Dann werden die Gleichungen (4) 

(f u h2 - f 12 f 21 + f n h22 i w) r 1 = C (~2 + b 22 i w) , 

Uuh2- /12/21 + fub22iw)r2 =- 0/21 · 

Setze ich zur Abkurzung 

l- /12~1 = (J. 

/nf22 ' 

so kann ich die l. Gleichung ( 6) 

schreiben 

(8) Uuf22o + /nb22iw)r1 

= c (f22 + b22 i w) 

oder 

/z2o (tur1 - ~) = b22iw (C- fnr1), 

r1 und C sind komplex. Ich kann sie mir geometrisch als 
Vektoren in der Ebene darstellen (Abb. 39). Trage ich also von 

einem Punkte A aus /11 r1 , C, !!_, als AB, AC, A D auf, so ist 
(J 

(10) 

Die Gleichung (9) kann ich dann schreiben: 

(ll) 

Diese Gleichung besagt, daß DB und BC aufeinander senk
recht stehen. 
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Nach (3) und (10) ist 

(12) BC = C- Iu r1 = /12 ''2 
In der Abb. ist nun leicht zu übersehen, wie sich r1 und r 2 

andern, wenn sich b22 andert, wahrend die f konstant bleiben. 
Dann bleiben nämlich die Punkte CD fest und B beschreibt einen 

t3=+0 
6=1:0 

'DeJ<1(f) 

Abb. 40. 

'Dt3<0(-1} 

Df5=-0 

Halbkreis über CD. Aus (11) erkennt man, daß für b22 = 0 B mit 
D und filr b22 = oo B mit C zusammenfällt. Der Durchmesser des 
Kreises ist 

In der Abb. 40 sind diese Kreise für 6 verschiedene Werte von a 
gezeichnet. 

Wird z. B. bei einem Wechselstromtransformator der Wider
stand des primären Kreises vernachlassigt, so haben wir die 
Gleichungen: 

dJl dJ2 _ uvt 
L 11 dt + L 12 dt - E e , 

(13) 
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oder 

(14) 

Es ist dann 

/n = -Luw2, 

und es ist 
/21 = -L12w2, 

L2 w2 
a = I + 12 (Streukoeffizient). 

L 11 ( -L22 w2 + ;J 
Wichtig sind 2 Spezialfälle: 

I. 722 = 0' d. h. 
I 

L 22 w = -K (Resonanztransformator) . 
22W 

Dann ist a = CXJ • 

2. K22 = CXJ (Sekundarkreis ohne Kapazität) 

L~2 a=1---. 
LuL22 

§ 14. au iit + cu Y1 + lh2Y2 = G sin ( r + w t) , 
b21 1h + a22Y2 + b2d12 + c22 Y2 = 0. 

Diese Differentialgleichungen sind die Gleichungen der er
zwungenen Schwingungen bei 2 Freiheitsgraden, wenn die beiden 
Freiheitsgrade durch Geschwindigkeitskopplung miteinander ver
bunden sind und nur im 2. Freiheitsgrade ein Dampfungsglied 
b22y2 vorhanden ist. Ich gehe wieder zur komplexen Form ilber: 

a11Y1 + CnYt + b12Y2 = Oe•wt, 

b2t'fi1 + a-J.2Y2 + b22ih + C22Y2 = 0 · 
(1) 

Das allgemeine Integral setzt sich wieder zusammen aus 
einem partikularen Integral und dem allgemeinen Integral der 
homogenen Differentialgleichung. Das partikulare Integral ist 

(2) 
Yt = rl e•wt' 

Y2 = r2e•wt. 
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Setze ich das in unsere Differentialgleichung, so wird 

/ 11 (iw)r1 + b12 iwr2 = 0, 

b21 i w r 1 + f 22 ( i w) r 2 = 0 . 
(3) 

Ich setze zur Abkürzung: 

(6) 

Damit kann ich (5) schreiben: 

(y}r- w2) + buiw 0 
r 1 = (y~- w2) [(yjr- w2) + bui w] + b w2 ~1 · 

(7) 

Ich will den absoluten Wert des Bruches graphisch als 
Funktion von w darstellen. Es ist 

2 - (y}r- w2)2 + b~z w2 
I Y I - [(y~ _ w2) (y}r _ w2) + bw2]2 + (y~ _ w2)2b}zw2' 

2 - (rh- w2)2 + b}rw2 
(8) I y I - (y] -w2)2 [(y}r-w2)2+ b1zw2] + [2 (r1- w2) (y}r- w2) + bw2] bw2. 

Ist nun zunachst einmal b = 0, also gar keine Verkoppelung 
vorhanden, so ist 
(9) 

I y I ist nach (8) außerdem = I y0 I , wenn w = 0 oder 

2 (y}- w2) (r1r- w2) + b w2 = 0 . 



90 III. Kap. Systeme von mehr als 2 gewohnl. Differentialgleichungen. 

Aus dieser Gleichung folgt 

(10) :n = t {y~ + Yh- ib + V(y} + rh- ib)2 - 4yh~I}. 
Zeichne ich also nach (8) und (9) I y I und I y0 I als Funktionen 

von w 2, so schneiden sich die bmden Kurven in 3 Punkten mit 
den Abszissen w2 = 0, wi, w~ (Abb. 41). 

Ist, wie es z. B. bei der Anwendung 
der Theorie auf_ den Schiffskreisel der 
Fall ist, b negativ, so sind die w1 und 
w 2 nach (10) stets reell und das Intervall 
w1 ••• w2 wird mit abnehmendem b ver
kleinert, indem w 1 gegen y1 und w2 gegen 
Yn rückt. Nun geben I y I und I y0 I em 
Maß für die Amplitude der erzwungenen 

Schwingung des l. Sy
stems, wie sie mit resp. 
ohne Verkoppelung mit -=_",- dem 2. System zustande 
kommt. Liegt die Periode 

UJj w der erregenden Schwin
gung zwischen w1 und w 2 , 

so wird die Amplitude 
durch Verkoppelung des l. Systems mit dem 2. verringert, für 

JI f!I 

Abb. 41. 

alle anderen w vergrößert. Das Intervall w1 ... w 2 kann durch 
Vergrößerung von b12 b21 erweitert werden. 

Für die Anwendungen vergleiche dieselbe Literatur, die in 
§ lO für die freien Schwingungen genannt wurde. 

III. Kapitel. Systeme von mehr 
als 2 gewöhnlichen Differentialgleichungen. 

(I) 

§ 1. 1h = cn Y1 + c12Y2 + cla'Ys, 

Y2 = C21 Y1 + c22Y2 + c2aYs, cpq = cqp· 

Ya = Cs1 Y1 + Cs2Y2 + CsaYs, 
Durch den Ansatz 

l Y1 = rl ent, 

Y2 = r2ent' 

Y3 = rsent' 
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gehen die Differentialgleichungen uber in 

(2) l (c11 - n) r 1 + c12 r 2 + c13 r 3 = 0, 

c21 r 1 + ( c22 - n) r 2 + c23 r 3 = 0 , 

c31 r 1 + c32 r 2 + ( c33 - n) r 3 = 0 . 

91 

Dieses System ist nur losbar, falls die Determinante ver
schwindet: 

(3) =0. 

Die Gleichung (2) kann ich nun auch schreiben 

\ 

c11 r1 + c12 r 2 + c13 r 3 = nr1 , 

(4) c21 r1 + c22 r 2 + c23 r 3 = nr,, 

c31 r 1 + c~2 r2 + c33 r 3 = nr3 , 

3 

2: cpqrq = nrP (p = l, 2, 3). 
q=l 

Ich betrachte nun r1 r2 r3 als Komponenten emes Vektors 
und die apq als Komponenten eines Tensors. Die linke Seite 
von (4) bezeichnet man dann als Tensor-Vektorprodukt. Nun 
kann ich die Gleichung (4) auch schreiben 

g,r .L,: --;;, cpqrq = rp (p = l, 2, 3), 
q=l 

d. h. der Vektor r wird durch Bildung des Tensor-Vektorproduktes 
. l 

m1t dem Tensor- c nicht verandert. r ist eine Invariante des 
n 

Tensor-Vektorproduktes. Ich betrachte die rechte Seite von ( 4) 
als gegeben und lose dann d1e Gleichungen nach den auf der 
linken Seite stehenden r auf. In der Determinante 

(5) 

bezeichne ich mit Cpq die zu Cpq gehorige Unterdeterminante 
dividiert durch C. Dann ist: 

l r 1 = n (011 r 1 + 0 21 r2 + G31 r 3), 

(6) r2 =n(G12 r 1 +C22 r2 +032 r3), 

ra = n(Glart + G2ar2 + Gaara)' 

·~ 

rp = n 2: Cpqrq(p = l, 2, 3) 
q=l 
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oder, wenn ich die Glmchungen auf eine zu (4) symmetrische 
Form bringe: 

l 
Onr1 + 021r2 + 031ra = -r1, 

n 

l 3--, l 
(6') 0 12 r1 +022 ?·2 +032 r3 =-r2, "L,Cpqrq=-·rp(p=l,2,3). 

n q=l n 
l 

011r1 + 02ar2 + Oaara = -ra, n 

Dien kann man also statt aus (3) auch aus folgender Deter
minante berechnen: 

l 
012 013 On--

n 

(7) 021 
l 

023 =0. 0 ---22 n 

l 
031 032 033--

n 

Rechne ich die Determinanten (3) und (7) aus, so kann ich 
sie auf die Form bringen: 

(3a) 

(7a) 

l n 3 - P 1 n 2 + P 2n- P 3 = 0, 

:: '1 ~:2:ac~2~+~ ::: ~131 + I Cn C121, 

1 
Ca2 Caa Cat C33 C21 C22 

Cn C12 ct3 

Pa = C21 C22 C2a ' 

Czi Ca2 C33 

Qa n3 - Q2 n2 + Q1 n - l = 0' 

QI =On+ 022 + 033• 

Q2 = I0220231 + /On0131 + /OuOl'.t.l' 
032 033 031032 021022 

Ou 012 0131 
Q3 = 021 02~ 023 . 

I 
031 Oa2 03a I 

Die Großen P resp. Q heißen die Invarianten des Tensors c 
resp. 0. Nun hat die Gl. (3) resp. (7) 3 Lösungen n1 nu nub 
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also gibt es auch 3 Vektoren r1 ru rzii· Sind r." und r,, 2 ver
schiedene, so ist nach (6) 

(8) q=l l
r1,p = n1,i;Cp2 r,uq, 

3 (p = 1, 2, 3) (p, v ===I, 11, I11 fl =f v). 

r,.p = n,. L; Cpqr,.q, 
q=l 

D1e l. Gleichung multipliziere ich mit n"r,.p und die 2. mit 
n."r1,p und summiere über p: 

Da Cpq = Cqp• weil Cpq = Cqp• so sind die rechten Seiten ein
ander gleich und daraus folgt: 

3 3 

(10) n,. ~ r1,p r,.P = np. "L> I'P r,.p (ft, v = I, II, 11I fl =f v). 
p=l p=l 

Das ist aber nur möglich, wenn 
3 

(ll) 2;r1,pr,.p = 0 (ft, v =I, 11,111 ,u =f v). 
p=l 

Diese Summe bezeichnet man als das innere Produkt der 
Vektoren r1, und r,.. Mit Hllfc von (ll) kann man nun zeigen, 
daß die Gl. (3) resp. (7) keme komplexen Wurzeln hat. Wären 
nämlich n1, und n,. 2 konjugiert komplexe Wurzeln, so müßten 
auch r." und r" konjugiert komplex sein: 

(12) 
ri'-P = uP + ivp, 

rvp = Up- ivp, 
rvP r"p = u;, + v;, 

(p = 1, 2, 3 ,u, v =I, 11, 111 fl t v) 

Dann ist aber die Gl. (11) unmöglich. 
Schreibe ich die GI. (11) aus, so erhalte ich 

l r11 rz11 + r12 rn2 + ria rns = 0' 

(ll) rzll rnll + rii2 rnz2 + rns rzns = 0, 

rnnrn +rii12r12 +rnzsrzs =0. 
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Nun sind durch die homogenen Gle1chungen (2) die r,. nur 
bis auf eine Konstante bestimmt. Ich kann daher den r,. noch 
folgende Bedingungen vorschreiben: 

(13) l rh + r} 2 + r}s = l , 

r}Il + rJr2 + r}ra = 1 , 

rJII1 + r}m + r}Il3 = 1 . 

D:e 3 Vektoren r 1 r 11 rn1 sind dann orthogonale Einheits
vektoren. Ich kann (11) und (13) in die eine Gleichung zu
sammenfassen: 

3 {0 ft=J=Y, 
(14) L:;r,,prvp = (fl, Y =I, 11, 111). 

p=l 1 fL = y' 

Bilde ich die Determinante 

(15) R = rn1 ru2 rus 

rnll rn12 rnl3 

und mult1phziere ich sie mit SJCh selbst, so erkenne ich wegen 
(11) und (13), daß: 

(l5a) R = ±1 
ist. Beze1chne ich ferner mit R,up die Unterdeterminante von R, 
so ist, wenn R = + 1, wegen (11) und (13) 

(15b) 

Da ich nun eine Determinante ebensogut nach Spalten als 
nach Zeilen entwickeln kann, folgt als Gegenstück zu (14) 

III { 0 p =j= q 
(16) L,r1,pr,uq= (p,q=1,2,3). 

,u=I 1 p = q 

Ich fasse die 9 Großen r .u P als Komponenten eines Tensors 
auf und bilde das folgende Tensorvektorprodukt: 

l x 1 = rll x1 + ru 1 Xu + rull X1n, III 

(17) x 2 = r 12 x1 + rn 2 Xu + ru12 xn1, xP = 2:;r,up x,. (p = 1, 2, 3). 
t<=I 

x3 = r1 3 x 1 + ru 3Xu + ru13 XuJ, 

Quadriere und adillere ich mese 3 Gleichungen, so ist wegen ( 14) 

3 III 
(17a) 2+2+2 2+2+2 ""2 ...,..,2 X1 X2 Xg = XJ Xn XnJ ..::,_;Xp = ..::,_;X1,. 

P=l f<=l 
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Der Tensor r1,P stellt also eine Koordinatentransformation 
dar, die die Komponenten x1 Xn xn1 in die Komponenten x1 x2 x 3 

verwandelt. Wegen (14) folgt aus (17) noch 

\ 

Xr = rrr Xr + ri2 x2 + rraXa, 

(18) Xn = rn 1 x1 + rn 2x2 + ru 3 x3 , x." = i;r,apXp 
p=l 

(f.k = I,Il,III). 

Xn1 = rrnrXl + rn12X2 + XnraXa· 

Ich betrachte nun emen beliebigen Tensor dpq 

3 Yr = dnXr + d12X2 + drgXg, 

Y2 = d21xr + d22X2 + d2aXz, Yp = L dpqXq 
q= 1 

(p = 1, 2, 3) 

Ya = darXr + d32X2 + daaXa, 

Ich will dte Gleichungen auf das Koordinatensystem I, II, 11 I 
transformieren. Es ist nach (18) und (17) 

wobei 
(20) 

3 :-! 

d,av = L L dpqr1,prvq (.u, v = I, II, III). 
p=lq=l 

Ganz entsprechend folgt 
III III 

(19) dpq=L 1:dl'vr1,p1'vq (p,q=1,2,3). 
f'=lv=l 

(ft = I,II,III) 

(19) und (20) stellen die Transformation der Tensorkompo
nenten dar wie (17) und (18) die der Vektorokmponenten. 

Wende ich (26) auf den Tensor cpq an, so folgt 

3 ( 3 ) c.~". = "L 1:cvqrvq r."P 
p=l q=l 

(fk, V= I, II, III). 

Aus (4) folgt daher 

(,u, v =I, II, III). 

Nach (14) ist daher 

(21) c,,v = { 0 1-l =F 1' 
(f.l, V= I, II, III)' 

n,u fl =Y 

Cr,r = n1, cn,n = nu, Crn,III = nrn' 

Cll,III = 0, Cnr,I = 0, CJ,Il = 0. 
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Nach (19) ist daher 
JII 

cpq = .2; n 1, r1,pr1,q. 
,n=l 

Auf diese Weise sind die Tensorkomponenten ausgedrUckt durch 
die 3 Wurzeln nr, nu, nru der charakteristischen Gleichung und 
die 9 Richtungskosinus r. Bei den 3 wichtigsten in der Physik 
auftretenden Tensoren haben die Tensorkomponenten folgende 
Bedeutung: 

Verzerrungstensor Spannungstensor TragheJtstensor 

I. Art: Emfache Dehnung Emfacher Zug Tragheitsmoment 
oder Verkurzung oder Druck um eine Achse 

2. Art: Scherung Schubspannung Deviationsmoment 

Wende ich (20) auf den Tensor Opq an, so folgt ganz ent
sprechend 

(23) (ft, v =I, II, III), 

III 1 
Opq = "2) -;:r1,pr1,q (p, q = I, 2, 3). 

1'- =I 1'-

(24) 

Wende ich den Tensor Cp q 2 mal hintereinander an, so erhalte ich: 
3 

Xy = 2: CyqXq (y = 1, 2, 3)' 
q=l 

3 

YP = 2;cPrXr (p = 1, 2, 3)' 
y=l 

3 ( 3 ) 
Yp = ~ ~CpyCqy Xq (p =I, 2, 3). 

Den Tensor 

(p, q = I, 2, 3) 
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kann ich als das Quadrat des Tensors c oder als den 1tenerten 
Tensor c bezeichnen. Wende wh auf ihn die Formel (20) an, so 1st: 

3 3 3 3 :J 
.(2) - ..... -, "" (2) - .,..., ,..~ '"" cul·-..::;. ~ cp~1 r,~,prvq- ~ ..:;. cPJ'r.up..:::.. Cqrr,.q (,tt. 1' =I, JJ, JTI). 

p=lq=l y=lp=l q=l 

Nach (4) kann ich dafür schreiben 

(2) - { 0 c",.- 2 
n," fl = J' 

(25) 
,fl =f )I 

Ganz entsprechend folgt: 

jo fl=f1' 

c~~) .. = 1 
' ~9 ll =I' 

n,;, 
(26) 

Zahlenbeispiel: 

I 1 ( . r-· c11 = 
312 

149 + 1213) 

c22 = 32 (149 - 12 f3) 

l 
c33 = 32 150 

j l -
On= -,-3-(579- lOR f3) 

32 .. 6 

l . r 
022 = ---(i579 + 108 }3) l 32.36 

0 - _!._ __ 
33 - 32.36 

(,u, y = I, Tl, IJI). 

(,u, v = l, II, J Il). 

(,11, 1• =I, ll, IIT). 

l ,/-( -
1:23 =- 32y2 18 + 23113) 

c.n = - 3
1
2 t2 (18 - 23y3) 

1 
cl2 = - 32 93 

o23 = 32 ~36 v:T(l62 + 4-7 f:n 

031 = 32\6 y2(162- 47 yif) 

l 
012 = 32 . 36 357 

r 1', ~ 14 
49 

QJ = 3() nl =l 

14 
p2 = 40 Q2 = 36 nn =4 

p3 = 36 
1 

nn1 = 9 Q3 = 36 
l 

Sc h n e 1 der, Dllferentlalgle!Chungen 7 
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/ rn = ; yi (2 y3- l) 

l r1 ~ = * i~ ( 2 y3 + 1) 
1'1 ;=-}f3 

rnt = -~ y2(2 + 113) 
r112 = - § y2(2 - 113) 

rJI.J = t 

1 cW = ; 2 (1097 + 60 y3) 

l c~2~ = 3
1
2 ( 1097 - 60 y3) 

121 1 94'> c3'!=- .... . 32 

rnn = { 116 
r. 

rnn = -} 16 
1'11 r:l = -~ 

11 32. 362 , I 0 121 = __ __! __ (17607- 4860 ~ .. 13-) 0~~1 = - -1--l~'·J-(7'>90 + 1475 113) 
2'1 32 . 362 .... .... r 

1 
cw = 32! 362 ( 17 607 + 4860 1'3) 

Ga1~ 1 = -·---1 -- 9362 
3 B2 · 362 

0~~ = 32 ~3621'2(7290- 1475 y3) 

01~1 = ---~--- 14145 
u 32.362 • 

(27) 

Smd x1 x2 x3 Koordinaten Im Raume, so stellen dre Ausdrücke· 

I 
'l ~ 

2 T'r = '>~ 2: CpqXpX'q = 1, 
p = 1 q= 1 

1 ~ 

2 l'c = 2:: 2:CpqXpXq = 1, 
p=lq=l 

3 3 

2 l'ci'l = 2: ,2: cj;~, Xp Xq = 1 , 
]l=l q=l 

.~ '} 

2 l'r·I'J = 1: 2.' c);~ xp xq = 1 , 
p=l q=l 

4 Flächen 2. Grades dar, d1e sogenannten Tensorellipsoide. Im 
Koordmatensystem I, II, III ist 1hre Gleichung: 

(28) 

III 
r 

2 l'c 

2 V0 = ::>.' J_x2 = 1 
.",;;;;".,; n l' ' 
tt=I ,a 

III 
2 TT _ "-, 2 2 _ 

y cP) - ..:::... n,, x,, - I ' 
p=l 
III 

2 V c<'J = '2; ~2 x~, = I . 
.u=I ,a 
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:::lte t;iud 1htnu auf die Hauptaeht;eu bcwgeJL. Dte Bedeutuug 
der 4 Tensorellipsoide filr das Tensor-Vektorprodukt 

3 l Yv = L; CpqXq, (p = 1, 2, 3), 
(29) q=l 

Xp = ±cpqYq, (p = 1, 2, 3) 
q=l 

beruht auf folgenden 4 Gleichungen: 

a Vc (xp Xq) 
Yv = a , (p = 1, 2, 3), 

Xp 

(30) 

a Vc(YvYq) 
Xp = ~ · , (p = 1, 2, 3), 

oyP 

D1e geometrische Be
deutung dieser Gleichun
gen erhelltaus den Abb.42 
und 43. Das Ellipsoid (in 
der Abb. die Ellipse) Vrl'l 

geht durch den Tensor c 
in die Einheitskugel (Ein
heitskreis) über und ehe 
Zuordnung der einzelnen 
Vektoren wird da bei durch 
das Ellipsoid (Ellipse) Vc 
vermittelt. Ebenso geht 
die Einheitskugel (Ein-

Abh. 42. Abb. 43. 

7* 
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heitskreis) durch den Tensor in V O<'i über und V0 gibt die 
Zuordnung der Vektoren an. Die Figuren sind gezeichnet für 
folgendes zweidimensionales Zahlenbeispiel: 

{ 

C11 = ~: 
91 

Cn = 36 

1
0 - !)__-_~1 

11 - 1600 

9· 73 
022 = 1600-

41 
pl = -9- Q - -~69 

1 - 400 

25 400 
p- --z= 81 

81 
Qz= 400 nTJ=-

9 

I) ] 
c·1 = --1)572 
II 362 • 

121- 1 4 
c22 - 362 852 

{

0121- .~.~. 2131 
11 - 8002 

0(2) - 92 • 1393 
22 - 8002 

XI= t j/2 

x2 = ry'2 

TJIJ = t 
1'n2 = i y3 

(21- 41 /3 
Cn- 36 1 

(1121 - - 92 • 369 i3 
./ 12 - 8002 

73 
Yl = 72 Y2 + H'6 

Yi + YI = 3~ (-Ir 1762 + 41 i3) 
91 ;- -

Y2 = 72 12 + t f6 
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{ 
Y1 = i y2 

(ll) 
Y -~112 ~- 2 

. - 9 y2 ( - /-) 
xl - 3200 91 913 , z 81 . . -

Xi + X2 = I ß002 ( 7048- 9 • 164 f3) . 
9f2 ( ,;-) x2 = 3200 73 - 9 y3 

§ 2. Integralgleichung·en und Fouriersehe Reihen 1). 

Die Entwicklungen des vorigen Paragraphen lassen sich ohne 
Muhe auf Systeme von beliebig vielen, etwa n, Differential
gleichungen übertragen. Es ist dann eben bloß überall die 
Summation von l bis n statt von 1 bis 3 zu erstrecken. Auch 
kann in den Differentialgleichungen auf der linken Seite statt 
des l. Differentialquotienten ein beliebiger, etwa der ite stehen 
Es tritt dann überall n' an Stelle von n. 

Ja die Entwicklungen lassen sich sogar ins kontinuierlich 
Unendliche übertragen, vorausgesetzt, daß die auftretenden un
endlichen Reihen konvergieren. Es wird dann aus der Gleichung 
§ 1 (6) 

die Integralgleichung 
1 

(1) r(x) =I,{K(x,~)r(~)d~. 
0 

Es werden dabei: 

aus den Indizes p und q 

aus den Vektoren r1, 

aus der Summe .L; 
q 

aus dem Tensor 01' q 

aus den Wurzeln n der 
charakteristischen Gleichung 

die Variablen x und ~ , 

die EigenfunkttOnen r (x) , 
1 

das Integral ( d ~, 
0 

der Kern K (x, ~), 

die Eigenwerte }, . 

1) V gl. K o w a I e w s lo: "Einfuhrung in ehe Determinantentheoric, 
einschheßlich der unendlichen und der Fr e d h o Im sehen Determmanten". 
Lmpzig, Veit & Comp. Kneser: "Die Integralgleichungen und ihre 
Anwendung in der mathematischen Phys1k". Braunschweig, V~eweg & Sohn. 
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Die Gleichung § 1 (14) wird 

(2) fr,~,(x)rv(x)dx={~ 
,n = Y 

d. h. d1e Eigenfunktionen sind orthogonal und normiert 
Die Gleichung § 1 (24) gibt die Bilinearform des Kernes 

(3) J( (x ~) = :2 r." (x) rpjf)_ . 
,n=l A", 

Die Gleichungen § 1 (17) und (18) werden 

= 
(4) f (x) = L; A1,r1, (x), 

,u=l 

1 

(5) A," = {f(x)r,~~(:c)dx. 
0 

Sw enthalten die Darstellung einer willkurliehen Funktion 
f (x) durch die Funktionen r," (x). 
. Sind die Funktionen r." (x) speziell trigonometrische Funk-

tionen, so ISt 1 

(ö) f(x)- '-""'A sm tur 1: A_,, =}·f(x)sinftn:cd:r, -...:.,. fl' I •) 

(7) j(x) =LA"cos,unx, 

0 1 

A." = (! (x) cos fl 'JT X d:r 
0 

oder, wenn man n x durch x ersetzt: ;.,; 
1 .. . 

(8) f(x)=.2;A1,sin,ux, A1,=;}f(x)smf!xdx, 
0 

;.,; 

(9) f(x) =LA1,cOSftX, A" = ~jf(x)cos,uxdx. 
() 

Die l. Reihe stellt eine ungrade, die 2. eine grade Funktion 
von x dar. Eine beliebige Funktwn kann dargestellt werdrn 
durch d1e Reihe 

r f (x) = {- Uo ~~~(a1, COS f!X + b1, sinpx), 

l a1, = ~j~~x)cos,uxdx, b" = ~j~~x)sin,uxdx. 
0 u 

(10) 
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Ich lasse einige Beisp1ele für Rmhen von der Form (8) und 
(9) folgen: 

2 3 4 2 2 
imlnterv. 0 <x <2:n, 

. sin2x sin3x sin4x x 
SlnX---+-----+ .=-

2 3 4 . 2 
-:rr<x<:n, 

I. sin2x sin3x sin4x :n x 
smx+---+--+--+. =----

(11) 1 . 3 . 5 . ,., . sm x s1n :r sm 1 x :rr 
sm:r+--+--+- ---1- -

3 5 7 ' 4 

COS 3 X COS 5 X COS 7 .X lT 
cosx---3-+-5---7- +· .. =4 

" O<x<:n, 

:n :n 

" " =2<x<2· 

+ cos2x+cos3x cos4:!; :rr2 :nx xz 
CO~X --- --+---+·· =---+-

22 32 42 6 2 4 " " 
O<x~2:n, 

12 4 " " 
-n~x~n, 

(12) 
coo3x coo5x coo7x ~ :nx 

cosx+ 32-+-52-+-72+· ·=s- 4 " 
O<a;s:n, 

sm3x sin5x sin7.x :nx 
sm:c---- -+------+ =--. 32 52 72 •• 4 

:n :rr 

" 
- 2 sx< 2. 

" 
O<x~2:rr, 

" 

" 
cos 3 ;x cos 5x cos 7 x :n3 :nxz 

cosx-- ---+------+ =---
33 53 73 • 32 8 " 

cos2x cos3x cos4x :n4 :rr2x2 :nx3 x4 
cosx+--+------+-------+ . =----+----. 24 34 44 . . 90 12 12 48 

(14) 

COS 2 X COS 3 X COS 4 ;<; 7 :n4 ;n2 x2 z4 
cosx-24+-34---44--+. =120- 24-+ 48 
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Diese Re1he kann beliebig fortgesetzt werden. Die Formeln 
folgen aus den 4 ersten, indem man von 0 bis x integriert. Setzt 

man in den sin-Reihen x = ~ und in den cos-Reihen x = 0, so 

ergeben sich die folgenden Reihen (vgl. Knopp: "Theorie und 
Anwendung der unendlichen Reihen". Berlin, Julius Springer, 
Siete 231): 
(15) 

( l(j) 

( 17) 

(l8) 

1 1 1 1--+---+ 3 i5 7 

1
1 + :2 + ;2 + :2 + ... = ~2 ' 

1 1 1 n 2 I 1 - 22 + 32 - 42 + . . 12 ' 
1 1 1 71"2 

1 + 32 + 52 + 72 + 8 ' 

1 1 1 n 3 
1 - 33 + 53 - 73 + 32 ' 

1 1 1 n 4 

1 + 24 + 34 + 44 + 90 • 
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§ 3. 011 fJJ +o12 f12 + a13if3=CuU1 +c12 Y2+ C13 y3, 
a2dl1 +a22Y2+a23Y3=C21Y1 +c22 Y2+c23'Y3, 
o3d/1 +a32'Y2+a33Y3=C31Y1 +c32'Y2+c33 y3, 

Durch den Ansatz· 

j Yl = rl e"t, 

Y2 = r2 e" 1, YP = 1'pe"t(p = 1, 2, 3), 

Ya = rae"t, 

(1) 

gehen die Differentialgleichungen über in 

apq=aq 1,, 

Cpq=Cqp. 

f (a11 n- c11) r 1 + (a12 n- c12) r2 + (a13 n- c13) 1·3 = 0, 

(2) 1 (a21 n- c21) rl + (a22 n- c22) r2 + (a2a n - c2a) ra = 0, 

(aaln- Ca1l rl + (aa2n- Ca2l 1·2 + (a33n- Caal r3 = 0, 
3 

l;(apqn-cpq)rg=O, (p=1,2,3), 
q=l 
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D1eses System ist nur lösbar, falls die Determinante ver
schwindet: 

D1e Gl. (2) kann ich nun auch schreiben: 

(4) 

f c11 r 1 + c12 r 2 + c13 r3 = n (a11 r 1 + a12 r 2 + a13 r 3), 

l Czl rl + Czzrz + Czara = n (azi rl + a22r2 + azara), 

l Calrl + Cazrz + Czara = n(aai1.1 + aazrz + aaara), 

1 3 

2::Cpqrq = n 2:a1,qrq, (p = l, 2, 3) 
q=l q=l 

Ich betrachte nun wiederr1 r2 ra als Komponenten eines Vektors 
und die apq resp. Cpq als Komponentenzweier Tensoren Auf beiden 
Seiten von (4) stehen dann Tensorvektorprodukte. D1e auf der 
rechten Seite will ich m1t R1 R2 Ra bezeichnen. 

\

auri + alzrz + alara = Rl, 

(4a) a21 r1 + a22 r2 + a23 r3 = R 2 , 

a31 rl + a32 rz + aaara = R 3> 

i c11 r 1 + c12 r 2 + c13 r 3 = nR1 , 

( 4 b) c2. 1 r 1 + c22 r 2 + c23 r J = n R2 , 

c31 r 1 + Caz r z + Caa r 3 = n Ra , 

3 

2,; cpqrq = nRI' (p= 1,2,3). 
q=l 

Ich löse diese Gleichungen nach den r auf. In der Deter
mirmnte 

, Cu C12 c1a 

(5) 0=1C21 Czz Cza 

i ca1 C32 Caa 

beze1chne ich m1t Opq die zu c1,q gehörige Unterdeterminante dlVl

diert durch 0. Dann ist 

l r 1 = n(011 R1 + 0 12 R2 + 0 11 R3), 

(ß) r 2 = n (021 R1 + 0 22 R2 + 0 23 R3), 

ra = n(Oal Rl + Oaz Rz + Oaa Ra), 

., 
r" = n :z;opq Rq (Ti = l, 2, 3). 

q=l 



106 III. Kap. Systeme von mehr als 2 gewohnl. Differentialglewhungen. 

Setze ich nun (4a) in (6) ein, so ist, wenn ich berucksichtige, 

daß apq = aqp und Cpq = cqp: 

J 
rt = n [(Ouau+ C12a12 + Ctaad rt +(Cu a21 + C.'t2a22+ G'1aa2a) rz 

+ (Cu aal+ 012 aa2 + 013 aaJ) ra]' 

rz = n [(021 au + C22 a12 + 02aad rr + (C21 a21 + 022 a22 + 02J a23) r2 
(6a) I + (C~t aat + O~z aaz + c2a aaa) ra], 

ra = n [(Cal au + CJz a12 + Caaatalh + (Cal a21 + Caz a22 + Caaazal Tz 

+ C31 aal + Caz aa2 + C aJ Uaa) ra] · 

rP = n~1(~cp,aq,)rq (p = l, 2, 3). 

Bezeichne ich nun die runden Klammern zur Abkürzung mit kpq· 

3 

(6 b) kpq = '2:C1"aq, (p, q = l, 2, 3), 
•=1 

so kann rch (6a) schreiben: 

1 
r 1 = n (k11 r1 + lc12 r 2 + k1Jr3), 

(ßc) rz: n (lcztrl + k22rz + lczara)' 

ra- n (kat ri + kJ~ rz + lcaara)' 

Die kpq kann ich nun als Komponenten eines neuen Tensors 
betrachten. Dieser ist im allgemeinen nicht symmetrisch, auch 
wenn die Tensoren a und c symmctnsch sincl. Ich kann ihn 
nach (6b) als das Produkt der beiden Tensoren 0 und a be
zeichnen Dre Gl. (6c) sind nur losbar, falls 

(7) 

l 
ku- ;,-

lc~2 

=0. 
l 

lcaa- 1 

n I 

Damit habe ich die Gl. (3) auf die :Form § l (3) resp. (7) 
gebracht. Die Gl. (3) hat nun 3 Wurzeln: n1 , nn, nw. Smd 
n,~, und n,. 2 verschiedene Wurzeln, so ist nach (6) 

(8) 

3 

r"P = n,"_l;CpqR,"q, 
q~l 

!l 

r,.JI = n,.'2.:,CpqR,.q, 
q=l 

(p = I, 2, 3) (,u, v = I, 11, 111 ft + 1•). 
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Die 1. Gleichung multipliziere ich mit n,. R,.P, die 2. rmt n1, R1,p 

und summiere uber p 
3 3 'l 

n,."L,R,. 1,r111, = n,u n,.2; }:;GpqR,.11 R,uq, 
(9) 

p=l p=lq=l 
q 3 3 (ft, v =I, Il, Ill 1-l + v). 

n1,"L,R,upr,.p = n1, n""L, 'l:,GpqR,upR,.q, 
p=l p=lq=l 

Da cpq = Cqp und folglich auch Gpq = Oqp ist, sind die rechten 
Seiten einander gleich und es folgt : 

3 3 
(10) n,."L,R,.pr1,p = n1,:f,R1,Pr,.11 (,u, l' =I, II, III ,u =f v). 

p=l p=l 

Setze ich für die R die Werte aus (4a) ein, so ist· 
3 3 3 

:f,R,.Pr1,p = ,2: :1:, apqr1q 1 r,.q = a11 r1, 1 r,. 1 -j- a22 r,u 2 r,. 2 + a33 r1, 3 r,. 3 
p=l p=lq=l 

+ a 23 (r,112 r,. 3 + r," 3 r,. 2 ) + a.31 (r,u 3 r,. 1 + r111 r,. 3) 

+ a12 (r," 1 r,. 2 + r1,~r,. 1 ) 
'l 

Denselben Wert erhalt man auch fur :Z:,R1, 1,r, 1' Daher ist, wenn 
p=l 

n1, ~ n,. die Gl (10) nur moglich, wenn 
3 

(U) ~ R,.p1",u p = 0 1 (p, V= I, JI, IIJ JL of 1'}. 
p=l 

3 3 

(lla) 1: L; apqr,upr,.q = 0, (ft, Y =I, II, III fl =k 1'). 
p=lq=l 

:Mit H1lfe der Gl. (lla) kann ich nun zeigen, unter welchen 
Bedingungen dw GJ. (3) nurreelle Wurzeln hat. Dad1eKoeffizienten 
von (3) reell sind, gehbrt zu jedem komplexen n eine konjugiert 
komplexe Wurzel n und auch die zugehorigen r smd konjugiert 
komplex. Für sie gilt dann also die Gl. (lla) 

(ll b) 

Es 1st nun aber 

(12) 

3 3 

~ Eapqr11 rq = 0. 
P=l q=l 

rp = u11 + ivp, 

Tq = Uq- ivq. 

Setze ich das in (llb) ein, so fallt, da apq = aq 11 , der imaginare 
Teil fort und es ist 

(12a) 
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Die Bedingung dafur, daß dien alle reell sind, ist also: Es muß 

(12b) 

eine positive Form sein; denn dann ist die Gl. (12 a) unmbghch, 
die Annahme, daß n komplex ist, fuhrt dann also auf einen 
Widerspruch. 

Ich kann nun den r.uv noch 3 Bedingungen vorschreiben. 
Da die weiteren Ausführungen ahnlieh sind wie im § 1, will ich 
mich ganz kurz fassen Die Gl. (11) und (lla) erweitere ich zu 

(14) iiapqr,"Pr,.q={O fl'*Y, (fi,l'=l,II,III). 
p=lq=l 1 fl=V, 

(14a) s, {o fl ''"n', 2.: R,.P r1,p = (.tt,Y = f,Il,Jil). 
p=l 1 1-l = 1'' 

Berucksichtige ich (4b), so ist 

~, ~ {0 !-t='F1', ..:..., ..:::..., c1,qr1, 11 r,.q = 
P=l q=l n1, ,u = I', 

(fi, V= I, 11, III) 0 

Bilde ich die Determinante 

(15) 

rn11 rni 2 rui 3 

so sind die Ri'l, die Unterdeterminanten von R dividiert durch R. 
Da ich eine Determinante ebensogut nach Spalten als nach Zeilen 
entwickeln kann, folgt als Gegenstuck zu (14a): 

II {0 p ± q 
(16) L; R.r, 11 r·1,q = 1 ' ' (p, q = 1, 2, 3). 

·"=I p=q, 

Bezeichne ich Vektoren durch wagerechte Striche, so kann 
ich (14a) schreiben 

R1r] = 1, 

R1 i]1 = 0, 

R1 i]![ = 0, 

Ru"if =0, 

Rurn =1, 

Rur!~1 = o, 

Rmr! = o, 
Rmi7J =0, 

Rm r/li = 1. 

Die 3 Vektoren r1 rn rm bilden eine körperbche Ecke. 
R1 Rn Rm bilden die Polarecke. Die Determinante R kann 
ich schreiben 

R = r[ · r!; ru[ = "i/1 · r!ur1 = rw · r]ru. 
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Entsprechend ist 

R11 R12 R1s , 
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P = Rn 1 Rn2 Rn3 : = R1 • Rn Rm = Rn· Rn1 R 1 = Rm • RI R 11 • 

Rnll Rni2 Rn13. 

Rist der Eckensinus, P der Polareckensinus. Die Vektoren 
R kann ich schreiben : 

R _ rurni rrnri r1rn 
I - , Ru = , Ru1 = =::-0---:=== 

r1 · rurni ru • ruiri rni · r1ru 

Ich kann nun sowohl die 9 Größen r als auch die 9 Größen 
R als Komponenten eines Tensors auffassen. Diese beiden 
Tensoren stellen dann die Transformation auf ein schiefwinkliges 
Koordinatensystem dar. Sind x1 x2 x3 die Komponenten eines 
Vektors im alten x1 x11 xm die Komponenten im neuen System, 
so ist III 

(17) 

(1 S) 

Xp = 1;r,"px,", 
,u=l 

3 

(p = 1, 2, 3). 

x,u = ~R,"pxp, (p =I, II,III). 
p=l 

Smd entsprechend dpq und d1, ,. die Komponenten emes Tensors 
1111 alten und neuen System, so i.st 

III III 

(19) dpq = L '2:,d,",.r," 11 R,.q, (p, q = 1, 2, 3). 
,11=! •·=I 

3 3 

(20) d",. = :f: '2:,dpqR"pr,.q, (ft, v =I, ll, lll). 
p=l q=l 

Wende ich (20) auf den Tensor kpq an, so ist wegen (ßc) 

3 I 
ku ,. = ':f)- r,.P • R",p. (fl, 1' = I, lJ, IIJ) 

P=l n,. 

und daher wegen (l4a) 

(2:1) k .. ". = 1 ~ 
n,u 

fl = 11 

(ft, I'= T, ll, ll I). 

(24) 

Nach (19) ist daher 

III l 
kpq = 2;;;:r1,pR,uq, (p,q = 1,2,3). 

,u =I a 
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Nttch (2) erkennt man, dal3 wir analoge Beziehungen her-
. 1 

leiten können, indem wir a mit c und n mit - vertauschen. 
n 

Wir erhalten dann statt (6b) einen andern Tensor k~q 

3 
(6'b) k~q=~Ap,cq., (p,q= 1,2,3). 

·•=l 

nach (23) und (24) ist 

(21) k;,v = { O 
n,u 

,u =!c J' 
(p, v =I, Il, III). 

f.l = Jl 

III 

(22) lc~q = ~ n" r1, P R1,q, (p, q = 1, 2, 3). 
,u=I 

Wie im § 1 lassen sich auch hier alle Schlüsse wörtlich 
aut n Dimensionen übertragen. 

D1e Ausführungen von II, § 6 und lO konnen wir m folgender 
Weise verallgemeinern: Es sei E eine Funktion von ./Jq und V eine 
Funktwn von yq . Ich entw1ckle nach Potenzen und breche die 
Entwicklung nach den quadratischen Gliedern ab· 

(1) E=E0 + ~(:J) 1jq+ ~ .L;~(a~2!'~") _lj1,.'jq, 
q /}q 0 p q -~P .~q 0 

(2) V= Vo + ~( ~~) Yq + ~ _2 ~(a 02 ~ ) Yp1/q. 
q ~0 p q ~ 0 ~o 

(3) 

(4) 

Dann bllde ich die Glmchung: 

d (aE) av 
dt 0 Jjp + 8Jh, = 0 . 

Es ergibt sich : 

""( B2E) .. (av) ""( a2v) ~ -A -. ~~-;- Yq + ~ + ~ -~-"- Yq = 0. 
q Ci .'/p o .lfq o u Yp o q u Yp uyq o 

Vergleiche ich mit der Differentialgleichung: 

~apqYq + ".J:cpqYq = 0, 
q q 



(5) 

(ß) 

iV 
-,-=0. 
ciy}l 

f;2E 
-,-, -·~-----:- = apq' 
(' l}p 0 .'lq 

22 V 
-,,--;- = Cpq. 
c yJ!cyq 
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Ist andererseits E eine Funktion von y1" .ti1, und sind K1, Funk

tiOnen von y1" .ti1" j}p, so ist. 

Bilde ICh die Gleichungen 

(3') 

so ist 

Vergleiche ich hier 1mt den Differentialgleichungen der tTber· 
schrift, so ist 

(i5') (oE) ----;:-- + ](]10 = o. 
(. .llp 0 

(ß') 
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'1U Jt • 

§ ~ ~ ~ (i) c~'Yq - 0 ,,, 1 ) 
o • ..::::,. ~ apq clt' - (LJ = ... nt , 

q=li=O 

U doyq · · d b' S t D'ff t' I nter dt0- se1 m em o 1gen , ys em von 1 eren 1a. 

gleichungen Jlq Reibst verstanden. Ich setze: (vgl. TI § 8). 

(1) Yq = rqlce" 1 (q = 1 ... m), 

wobei rq und n im allgemeinen komplex sind. Rs iHt 

d'y 
_q = n'r ke" 1 (q 1 m) dt' q = . . . . 

und unsere Differentialgleichung geht ilber in: 
m 

(2) 'L,/pqrq=O (p=1 ... m). 
q=l 

wobei h 

(2a) 2 a~1q n' = fpq (p, q = 1 ... m) , 
t=O 

(2) ist ein System von m homogenen linearen Gleichungen 
fur die rq. Es ist nur lösbar, falls die Determinante verschwindet: 

(3) 
Das ist eine Gleichung 
ristische Gleichung: 

(4) 

F = \fpqj = 0. 

(h. m) ten Grades flir n; die charakte-

hm 
,., p ,. -0 ..::.., ,.n- . 

1'=0 

Ich setze nun zur Abkürzung: 

ai'{ a\LJ ... a\lJn 

(5) _A(d • • l) = 

a.~~\ a~k .. a;~m 
Ferner bedeute .:;E A(•k · .1) die Summe aller Determinanten (7), 

bei denen i + lc + ... + l =I' ist, also z. B.: 
. l) = _A(200 

+ _A(llO 

o) + A<o2o . 

0) + A(lOl . 

+ A(OllO .. 

o) + A<oo2o 

0) + A(lOOl 

0) + A(OlOl. 

+ A(OOll .. 

. o) + ... A(ooo 

0) + ... A(lOO 

o) + ... A(oto 

0) + .. A(OOl 

02) 

01) 

01) 

01) 

A (000 • Oll) 



'" h d' 11j 
S "' Y ,_, a1'1 ---'--" = 0 s o. IJ~ ~~ 'p q d t' . 

Dann ist in (4) nach einfachen Determinantensatzen: 

(6) P,. =..,:CA('' 1) (1' =I .. hm) 

(vgl. das Beispiel h = 2, rn = 2 in II, § 8). 
Um die Gl. (2) aufzulosen bilde ich die Unterdeterminanten 

von 7~': 

(p, q =I. m) 

Dann ist, wenn n1, eine Wurzel der Gl. (3) ist 

(7) 77 -,;l (q=I ... m), (,u=l ... hm), 
r"q = 1\.Jirq(n,u) 

(r beliebig = I .. m). 

Dw willkurliehe Konstante K kann ich gleLCh 1 setzen, cla. 
in (l) ja schon eine willkurlieh bleibende Konstante k vor
handen ist. 
(7a) 

l'\ach (I) Ist dann 

(8) 

(q= l .. . m), 

(r beliebig= l .. rn) 

(q = l . m), 

(,u=1. rnh), 

(r =beliebig= 1 ... m). 

Addiere ich die rn h-Losungen, so erhalte ich die allgemeine 
Losung mit rn h willkürlichen Konstn.nten 

(Sa) "'" t Yq = 2:, k1,Frq (n,") e"·" (q = 1 . m). 
fl=l 

Sind unter den Wurzeln n" 2 konjugiert komplex, so setze ich 

J n1, = ß.u + w." i, 

Je." = I k," I e"'·" , 
I Frq (n,u) = I Frq (nu) I e' '", q(n,")' 

und bilde den reellen oder imagmaren Bestandteil der Partikular
losung (8). Der imaginare Bestandteil ISt 

(8 b) Yuq = I k,11 J ! Frq (n,u) I /" 1 sin (u." + Wrq (n,u) + W,ut). 

Dwse Partikularlosung mit den beiden willkiuhchenKonstanten 
I k." [ und u" ersetzt die beiden Partikularlosungen von der Form 
(8), die zu den konjugiert komplexen n," gehören. 

Sind l Wurzeln n,u einander gle1ch, so ist, wenn 10h die zu
gehorigen l Partikularlosungen addiere, nach (8) 

J:yq 1, = 2; k1, F,q (n1,) e"" 1 = F,q (n) e" 1 ~ k1, (q = 1 ... rn). 

Sc h n er <I er, Dtfferenttalgletchnngen 8 
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D1e l Konstanten lc," ziehen siCh also in eine einzige zusammen, 
es gehen also l- 1 Willkurhohe Konstanten verloren. Smd die 
n" komplex, so sind auch die l Konstanten k1, komplex, es gehen 
dann also (Z- 1) komplexe oder 2 (l- 1) reelle willkurliehe 
Konstanten verloren. Ich nehme nun zumwhst einmal an, die 
l Wurzeln waren wenig voneinander verschieden und schreibe 

n,"=n+c,". 

Dann ist nach dem Taylorschen Sittz 

F ( oFrq(n1,}) 
rq(n"} = F,q(n) + --~-.-- • F" + 

(;t", Ffl=O 

(9) 

Die Koeffizwnten von r,~, f~ usw. sind dabei von E" unabhangig. 
also fur itlle Indizes /1 die gleichen. Daher ist 

f ( a F (n ) ) __ ,, Fff f _ __0!_ _____ ._1_~-- ,. Elll ~ 
Y!/q!'- lFrq(n) ~k"e· + ~ ""Vk 11 E"e -j .. 
~ ~ (;f:/1 E =0..::::... , ·.u 

+ ( (;l- 2 Fr q ( n,") ) "'V k rZ- 2 e '!' t 
()El-2 <-~·"II 

·" .",-o 

Entwickle ich nun auch e'."t, so ist 

( "'V ,"t- ~k ""Vk 1 2 ~,.' 2 ~ k"e. - ~ ·" + t..:::;.. .1,t," + 21 t ~k,"e" + ... 

(l 0) "'V ' t "' """' ) 1 ~ 'l ~ k"t1,e ·11 =,.;;;;:.. k."e," + t.L., k"E~ + 2 ! t2~ kll E11 +. 
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lch führe nun statt der Konstanten Je,. neue Konstanten ein 
durch die Gleichungen ' 

(ll) 

~k ... = k!, 
~k1,e,11 = k2, 

~k1,e.~ = k3, 

,,k l-2 k' 
~.ae,u = l-l, 

,,k l-1 k' 
.::... ,uE.u = l· 

Die alten Konstanten k .. denke ich mir nun unendlich groß 
von der Ordnung (l- 1) jedoch derart, daß die 7! endlich sind. 
Dann brechen die Reihen (10) mit dem letzten hingeschriebenen 
Gliede ab und es ist, wenn ich (ll) in (10) einsetze 

""1k •u t ..::::."; ,u.e. = kJ. + tk'z + ~! t2k~ + ... 

+ 1 l-2k' + 1 1-lk' 
{l-2)!t l-1 (l-l)Tt /, 

~k .,.t k' + t1·' + 1 t2k' + + 1 tl-2k' ..::::."; 1, e1, e · = 2 1v3 2 ! ,~, . · (l _ 2)1 z' 

""k •1- 2e'ut- k' + tk' ..::... ,uc,u ' - l-1 z, 

""k el-l e'ut- k' ~ p ,ll ' - l· 

Setze ich diese Ausdrücke in (9) ein, so erhalte ich 

+{F ( )k' +(oFrq(n")) k' l 1 tl-9 nt 
rq n •l-1 oe,u •.u=O l J (l-2) I -e ' 

+ F ( ) k' 1 tl-1 nt rq n l(l-1)1 e . 

8* 
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Dieser Ausdruck enthält wieder die erforderliche Anzahl 
willkürlicher Konstanten. Ist der reelle Bestandteil von n 
negativ, so nimmt der Ausdruck mit der Zeit gegen Null ab, 
da die Exponentialfunktion dann rascher abnimmt als die 
Potenzen wachsen. 

§ 6. Lose Ropllhmg. 

Die Ausfuhrungen von n, § 11, kann man in folgender WeiRe 
verallgemeinern: 

Ist l axq sehr klein, wenn 'P;;:;;; k q > k k < rn' 

so bezeiche ich die kleinen a}:~ mit 1-:a~~. Dann lautet die charak
teristische Gleichung: 

fu · · Ia 

ht . ·hk 
(] ) F'= = 0. 

/,. + 1, 1 · · h + 1, k i /,.+I k + 1 · · · · /. + l. m 

fm1· · · · fmk /ml+l·· · · ···fmm 

Ist E so klein, rlaß t·2 vernachlassigt werden kann, so kann ich 
schreiben: 

(2) n = no + (-ddn) . s' 
s ·~o 

wobei n0 eine 'Vurzel der Glewhung 

(3) 

ist. Statt (l) kann ich nun schreiben 

(4) 

oder 

(!5) 

Nun ist 

(EJ}P) 
F,~o + -~- . c = 0 

c E ,~ 0 

(EJF) - =Ü. 
(' F .<:::::0 

n=::no 

m rn "' 
fJ__!!__ = "V "V o /pq F 
EJs ~ ~ OF · 11 q • 

~~~ 1 q= l 
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Diese Doppelsumme zerlege ich nun nach der Einteilung von 
(1) in 4 Doppelsummen. Dann ist 

(6) 

Nun zerfallt ftir E = 0 die Determmantc (I) m das Produkt der 
folgenden beiden Determinanten: 

fn · flk 
JJJ = 

h 1 fu 

D= 

In der 1. Doppelsumme der GI (6) ist daher 

(Fpq),=o = Epq • D. 

In der 3 Doppelsumme ist 

(F1,q),=o = 0 

und in der 4. Doppelsumme 

1n 1n 

+ E~ ~ofpqD ..:::.,; ..:::;,. 0 }1 q • 
p=k+l q=k+l E 

Nun ist nach § 5 (2a): 

" " ~z:q = ~ a~>2in•-l ~; 
t=l 
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und folglich · 

(a~) _ = ~= 2; in'- 1 (n ~ ~ at>1 E1,q + E ~ ~ a~>1 Dpq) 
(ßb) t-O •=1 p~l q=l p=k+l q=Hl l

() h k /" "' '" 

k ?I! 

-\-~ ~ /pq(li'pq)t=U· 
p=l q=A,+l 

Nun 1[zerfallen d1e Wurzeln von Ji',= 0 = 0 in die Wurzeln 
n 1 ... nkh von E = 0 und n~.,h . nmh von D = 0. Setze ich 

2 2 +l 2 
diese Wurzeln in (6b) ein, so ist wegen (5), wenn ich die ent-

stehenden Gleichungen nach ~: auflöse: 

k ?n 

d - L: 2 /pq (Fpq),=o 
~~ p=lq=k+l 

de h k '" 
D""'in'- 1 ''., '-,a<'> E ..:;.,. ..:;.,. ~ Jl? pq 

•=1 ]J=l q=l 

(7 a) 

k 'ln 

d - ~ 2:, fvq (F1,q),=o 
n" p=l q=k+l 

-d;- = E {-.-. -.-~ ~ ~---:-D -
~ t n - ~ __, ap 1 pq 
•=1 p=k+l q=L+l 

(7b) mh) 
. 2 . 

§ 7. Geringe Dämpfung. 

Die Ausführungen von II, § 12 kann man in folgender Weise 
verallgemeinern: Die a~~ seien klein, wenn i ungerade ist. Ich 
will sie dann m1t ea1n bezeichnen. Ich führe die Abkürzungen ein: 

(igerade), 

(i ungerade). 

Die charakteristische Gleichung lautet 

/~2 + eh2 · · · 
(1) j;a + e f22 · · · = 0 · 

Ist e so klem, daß e2 vernachlässigt werden kann, so ist 

(2) n=no+(ddn) ·B, 
e •=O 



§ 8. Erzwungene Schwmgungen 

wobei n0 eine Wurzel der Gleichung 

(3) F,=O = 0 

ist 

(4) 

oder 

Statt (I) kann ich nun schretben 

Fc=u+ (~oF). · F = 0 
CE 1 =0 

(5) (_0}~) = (). 
·c c <=O 

n=no 

Wetter ist d~, 1 = dfpq . _dn 
dc dn dE. 

Aus (Ga) und (5) folgt daher: 

l L,L,~,q ln0) F1,q (n0) 

(-~z:),=O = -~----P~_ q (dl;,q) ____ ;- -
-d- ]! 1"1 ( no) 

1t n=11o 
p q 

(7) 

~ h 

dfvq - ~ a<l) in'- 1 
--- .L_; P'i } 

dn t=2 

Da 
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hebt steh in (7) em n fort und es blmben nur gerade n übrig. 
Wenn also die Losungen von (3) rein Imaginär sind, Ist (7) reell. 
Die a~'~ (ungerade) ändern dann wieder wie m II, § 13 die 
Frequenz nicht. 

'tU h 1~ 

§ 8 """ ""'' (i) fl' yq _ ~ C m.,t 
• ...::;.; ...::;.; (( p q fl ti -...::;.; p ;· c . 

q=li=O y=l 

(p = 1 ... m). 

Ist im §6 F = 0, d. h. 

( 1) aj;>1 = 0 wenn p < k, q > lc , k < m, 
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so kann ich die Differentialgleichungen § 5 schreiben: 

(2) ~~a<z> d'yq =0 ( I k) .O:::.u::.. P 2 d tt ' p = · · · · 
q=l t=O 

(:3} ~ ~ (i) d'ylj- ~ ~ (1) d'yq 
.0:::.. ..::::.,; aP 1 d t' - - ..::;_; .0:::.. aP q dt: ' LP=(k+l). m] . 

q=k+l t=O q=l t=O 

Berechne ich nun aus (2} Yq (q = I ... k) und setze die ge
fundenen Werte auf der rechten Seite von (3} ein, so kann ich 
(3) auf die Form der in der Überschrift stehenden Gleichung 
bringen. Es sind die Gleichungen der erzwungenen Schwingungen. 
Die Anzahl (m- k) der auf der linken Seite von (3) stehenden y 
wird die Anzahl m der Freiheitsgrade. Die Anzahl k der auf 
der rechten Seite von (3) stehenden y wird die Anzahl der ein
fachen Schwingungen, aus denen slCh die erregenden Schwingungen 
zusammensetzen. Auf diese Weise kann man die Gleichungen 
unseres § als Spezialfall der Gleichungen § 5 betrachten, während 
in anderer Betrachtungsweise unsere Gleichungen als Erweite
rungen der Gleichungen § 5 erscheinen. 

Die Lösungen setzen sich nun wieder zusammen aus einem 
partikularen Integral y1 q und dem allgemeinen Integral y2q der 
homogenen Gleichung: 

k 
~ 1nt 

Yrq = .;;;,..r"qe r' 
;•=1 

nth 

"' k n"t Y2q=.;;;,..r,"q i,e·' 
,tt=l 

nt 

2:,/pq (mr) r1.q = CP:" (p =I ... m) (y = I ... k), 
q= 1 

m 
'J:/pq(n11 )r,uq=0, (p=l.. m)(,u=I ... hm). 
q= 1 

Diese Gleichungen ergeben aufgelöst, wenn Ppq dre zu /pq 
gehörige Unterdeterminante von F rst 

I "' 
r:-q = Jl(n,.) ~Cp 1,Fpq (ny), (q = I ... m) (y = I .. . Je), 

( p=l 

r,uq = F,q(nu), (q =I ... m) (p =I ... hm), 

(r beliebig = 1 ... m). 

Ist ein CPY' ich nenne es Cpy', wesentlich größer als die 
andern, so wird die erregende Schwingung im wesentlichen als 
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S h · C "' '1 h . K t . . h eme c wmgung vr·e r ersc emen. omm em my, 1c nenne 
es m;o'', einer Wurzel der Gleichung F (nlJ = 0 sehr nahe, so 
wird das rqy" sehr groß. Ya wird dann im wesentlichen als eine 
Schwingung rqr" = e"':·"t erscheinen. Es ruft dann scheinbar eine 
einfache Schwingung von der Periode W;o', und der Dämpfung ß:•', 
eine erzwungene Schwingung hervor, die scheinbar auch eme 
einfache Schwingung ist, aber die ganz andere Periode wy" und 
die ganz andere Dämpfung ß;o" besitzt. 

I Y. Kapitel. Differentialgleichungen, die sich 
auf ~olche mit konstanten Koeffizienten 

zurliekführen lassen. 
§ 1. Änderung der unabhii.ngigen Variablen. 

Man kann aus jeder Differentialgleichung mit konstanten 
Koeffizienten beliebig viele Differentialgleichungen mit nicht 
konstanten Koeffizienten herleiten, die sich durch eine Substi
tution auf die Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten 
zurückführen lassen. Man braucht bloß statt der unabhangigen 
Variablen X oder statt der abhangigen Variablen y oder statt 
beider neue Variable einzufuhren Der 1. Fall soll in diesem, der 2. 
im folgenden und der letzte im 3. Paragraph behandelt werden. 

Esseialso: (l) ~=f(x), (la) X=g(~), 

wobei (I a) die Auflösung von (I) nach x und (I) die Auflösung von 
(I a) nach ~ ist. dy dy d~ dy df 

dx = d~ 'dx = d~ · dx · 

Bezeichne ich die Differentialquotienten von y nach ~ und die 
von f nach x durch Striche und bilde ich die weiteren Differential
quotienten von y nach x, so ist 

( dy =f'y', 
dx 

d2y !" '+ f'2 " dx2 = y y ' 
(2) { :J = !'" y' + 3 I'!" y" + f'3y'"' 

~; = f""y'+ (4f'f"'+ 3f"2)y" + 6.f'2f"y"'+ f'4y"", 
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Allgemein kann ich schreiben: 

(3) 

1, ., 

rl'y = ~ <p, ., d' y. 
dx' ...:;;;;.; ' l tl' 

;·=1 ( " 

Für die Funktionen rp gilt. dabei dw Hekursionsformel 

(4) lp, + 1, y = ']';, y + /' <p,, y -- 1 . 

Setze ICh nun (3) in die DifferentialgleiChung 

(5) 

p 

~ d'y ' ....:::... a, ~d , = ]i (x) 
t=ll .x 

ein, so erhalte ich, wenn ich dw Doppelsumme gle1ch etwas 
umordne· 

(6) 

In den lPq· kommt ·wie in F x als Variable vor Setze ICh 
nach (la) fur x g (~) em, so erhalte ICh schließhch die Gleichung 

(7) 

Setze !Ch: 

t=j' 

so kann ich (7) schreiben: 

(9) 

Das ist eine Differentialgleichung zwischen ~ und y, d1e 
nicht konstante Koeffizienten besitzt, die sich aber durch die 
Substitution (1) auf eine Differentialgleichung mit konstanten 
Koeffizienten zurückführen laßt. 

Ist beispielsweise 

( l') ~ = c"', ( l' a) x = l n ~ , 
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so werden die GI (2): 

( dy ' 
- = exy' 
dx 

d21J ' " 
~·- ~ e' !/ + ez' IJ 
rlx2 • ' 

(2') 

Ich kann also schreiben: 
t .. 

d'y ~ "'"d'y 
dx' =...:;:.. b,re· d~r 

;•=1 

Fur die Konstanten b,y gilt dabei nach (4) die Rekursionsformel 

14') 

Die folgende Tabelle enthalt die Werte von b,;, bis i = 10. 

, I I I i 10 b.,_j' i': y =1 2 3 4 6 8 0 
I 

~= 1 II 1 
2 

I! 
1 1 

3 1 3 . 1 ' 
4 

,I 
1 7 6 1 II 

5 'I 1 15 25 io 1 
I! 

6 Ii 1 31 90 65 15 1 
7 II 

1 63 301 . 350 . 140 21 1 
8 1 127 966. 1701 . 1050 266 . 28 1 
9 I' 1 . 255 3025 7770 6951 2646 462 36 . 1 

10 1 511 9330 . 34105 . 42525 22827 . 5880 750 45 1 

Nach (6) und (7) ist dann 

(6') 

(7') J1 ( }J ) ""dry ~ ~a,b,r ~~ ~i~ = F(ln~). 
' ' 

Setze ich: 
J1 

(8') 2:a,b,;o = C;.; F (ln ~) = G (~), 
•t=y 
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HO kann ich diese Differentialgleichung schreiben: 
p 
~ dry 

(9') ~ c~,~r d~r = G(~). 

Um also eine Gleichung von dieser Form aufzulösen, muß 
man zunächst aus den c die a berechnen, indem man (8') nach a 
auflöst. Ist dann y(x) eine Lösung von (5) so ist y(ln~) eine 
Lösung von ( 9'). 

Statt dessen kann ich aber auch in (9') die SubstitutiOn (l') 
machen. Es ist dann, wenn ICh jetzt die Differentialquotienten 
von y nach x durch Striche bezeichne 

dy- C-1 I 

d~-" y' 

~~~ = -~-2y' + ~-2y", 
(2'a) ~~; = 2 ~-3 y'- 3 ~-3 y'' + ~-3 y"', 

fl# = -6 ~--4y' + ll ~-4y"- 6 ~-4y"' + ~-4 y"", 

I . 
Ich kann also schreiben: 

(3'a) dry ~;· d'y 
- = t-y (-l)'+Y B --. 
d~~· " i~1 r• dx' 

Für die Konstanten Br, gilt dabei die Rekursionsformel: 

(4'a) B:·+1,•= )'Byt+ B;·,•- 1 (B11 = 1, Bro= Br,:·+ 1 = 0). 

Die folgende Tabelle enthält die Werte der B bis y = 10. 

Bi' i il i ~ 1 I 2 3 4 5 I 6 I 7 I 8 I 9 110 
y=~i'_, -~r~--~~~------l----------- i 

3. 2 3' 1: i 

4 i! 6 11 ! 6 I 1 i I I 
51! 24 50 i 35: lO I 1 I 

6 i 120 i 2741 225 85 15 1 I 
1l' 1201 1764: 1624 735 175 21 1 I 
8 i 5040 ~ 130681 13132 6769 1960 322 28 1 1 

9 I 40 320 I 109 5841 118124 67 284 22 449 4 536 546 36 1 ' 
101362880:10265761172700 723680 269325 63273 9450 870 45i 1 
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Setze ich (3'a) in (9') ein, so erhalte ich 

(9'a) ~(t.(-l)>+rcyB1.)~'! =G(e~). 
Diese Gleichung muß mit (ö) übereinstimmen. Rs ist also 

(S'a) 
J'=t 

(S'a) ist also die Auflosung des Gleichungssystems (8'). 
Ich betrachte nun zunächst die homogene Differentialgleichung 

}J dy 
(9") L: c, ~~· _}!_ = 0 . 

I 1 FÜ de 
Em ntegm ist 

(10") y = Jcenln5 = k~", 

wobei n eine Wurzel der Gleichung 

i;a,,n'· = 2; (i; {-l)•+rcr B1 ,) n• = 0 
t=O- t=O y=t 

( ll ") 

ist. Ich kann natürlich auch den Ansatz y = k ~~~ direkt in 
einsetzen. Dann ist : 

cl' y 
~l' =n(n-1) ... (n-y+1)H"-Y, 
( ~y 

}J dl' }J 

L;c,. ~Y d~~ = k~"L;cyn(n- 1) ... (n- J' + 1). 
y=O y=O 

(9") 

Ordne ich die Summe nach Potenzen von n, so erhalte ich als 
Koeffizienten wieder die Ausdrucke (8'a). Ist n eine (r + 1 )-fache 
Wurzel der Gl. {ll"), so lautet das zugehdrige Integral 

r 
( 12") y = ~n 1: k,. {ln W . 

··=0 

Es hat also (r + 1) willkürliche Konstanten. Habe ich z. B. 
die Gleichung 
(9'") 

so lautet die zugehörige Gl. (11") 

(ll"') n2 = 0. 

Das Integral von (9"') ist also 

(12"') y = k0 + k1 ln ~. 
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Smd unter den Wurzeln von (11") 2 konjugiert komplex 

n.u = ß.u ± io>,", 

so ist das zugehörige Partikularintegral 

y = k." ;l." sin (%," + OJ 11 ln ~) 
Haben wir 

Gleichung 
statt der homogenen Differentialgleichung die 

(9"a) ~ ci ~· :·; = 1; 1; C;o" ~)' em"~ , 

I' " 

so setzt siCh nach I § 17 (2) das 11artikulare Integral zusammen 
aus Ausdrücken von der Form 

- t'"" ~ . (l ")'' Yr."- <,; • .;;;...?,. n~ ' 
··=0 

wobei die r,. aus § 17 (5) und (6) zu berechnen und die a, aus 
(8'a) einzusetzen sind. 

§ 2. Änderung der abhiingigen Variablen. 

Ich will nun statt der abhängigen Variablen y eine neue 
Variable r; einführen. Es sei 

(l) 

(2) 

(3) 

y=j(X,Ij). 
Es ist dann 

dy =at + ofd,7 
dx cx ih7 da;' 

d2y c2f azt a17 i2f (d17') 2 of d2 11 
J.~i = fix2 + 2 0 X 0 I} dx + fJ~]z da; + C1 rJ (i.X2 • 

d3 y ()3 j C3 j d 1j ()3 j (d rJ ) 2 ()3 j (d IJ) 3 

dx3 = cxil + 3 8x2-c17 dx- + 3 oxih/i dx + or;3 d:e 

az t d2 17 E2 1 d 11 d2 17 a t aa ,7 
+3---+3----+--· 

OXCIJ dx2 017 2 dx dx2 011 rlx3 

Set,ze ich diese Werte in die Differentialgleichung 

1J rl' y 
a, -d = j(:r) 

.x' 
,=0 

ein, so erhalte ich eine neue Differentialgleichung zwischen 11 
und x, die keine konstanten Koeffizienten besitzt, und sich durch 
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die Substitution (I) auf eine Differentialgleichung 1mt konstanten 
Koeffizienten zuruckfuhren läßt. Ist z. B. 

(4) y = F(:c) ·17, 

so ist nach der Regel uber die Differentiation eines Produktes 

(ö) 

Setze ich das in (3) ein, so ist 

(6) P l~P ( i') d'- r F1 d" 17 a, ---- --- = f (x). 
l' dx•-r d:rr 

)'=Ü %=;· -

Setze ich also in dieser Gleichung 

(7) 

so geht sie in eine Differentialgleichung mit konstanten Koeffi
zienten uber. Ist speziell 
(8) ?I= .:cn •lj' 

so ist nach (5) 

(9) d'y = ~(i)n(n-l) ... (n-i+y+l)x"-•+1'drr;. 
dx' ...:;:_; '}' d xr · 

;•=0 

Ist etwa n = I, so ist 

(lO) 
d'y . d'- 1 r; d'17 
===L--+x--. 
dx' dx'- 1 dx' 

Setze ich das in (3) ein, so ist 

,, d' 
Y[(i + l)a,+ 1 + a,xl=d 1~ = f (x). 

......_, X 
(ll) 

t=O 

Ist speziell a, = 0 falls i > 2, so 1st 

(12) 
d 1} d2 r; 

(a1 + a0 x)r; + (2a2 + a1 x) -d . + a2 x -d2 = f (x). 
X .• X 

Diese Gleichung wird also durch die Substitution 

(13) 
y 

1} = :r 
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auf die Form 
(14) 

gebracht. Haben wir statt (12) die spezielle Gleichung 

(12') 

so ist 

(14') 

d 1] d2 17 
2-_1 +x-d 2 =0, 

(kX .:r 

y=K:r.:+L, 

L 
1) = [{ +- 0 

X 

§ 3. ÄlHlerung hei!ler Variablen. 

Es sollen nun sowohl ftir x als auch fur y neue Var1able ~ 
und 17 eingeführt werden Der Ausdruck tür y soll dabei außer ~ 

d1J 
und 11 auch noch d ~ enthaltcn. 

(l) y = t (~, 1], ~~;)' 
(2) X= g(~, 1J). 

Dann is1. 

(3) 

(4) 

Ich will nuch hier auf die Differentialgleichungen 1. Ordnung 
beschränken. Setze ich also (1), (2), (3). (4) in 

(5) 

ein, so erhalte ich 

dy 
a d~ + by = F (x) 
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Um also diese Differentialgleichung zu mtegrieren, muß 
ich y aus (5) berechnen und dann (1) und (2) nach 17 auflosen 
(1) Ist allerdings fur 17 wieder eine Differentialgleichung. Es ist 
hier also im Gegensatz zu den beiden vorigen Paragraphen nur 
gelungen, eine Differentialgleichung, die nicht hnear Ist und 
keine konstanten Koeffizienten besitzt, auf eine Differential
gleichung der gleichen Art zurückzuführen, die aber unter 
Umstanden leichter zu diskutieren ist als die ursprimgliche 
Gleichung 

Ist beispielsweise 
(I') 

(2') 

so ist· 

(3') 

(4') 

(d 1})2 
y= ,d~ ' 

X= 1}, 

dy -2 d1J d2 1J d~ 
dx - d[ d ~2 dx ' 

dx d17 
d~ d~. 

Ist ferner speziell : 

(5') 

so ist nach (6) 

(6') 

dy 
aa:;;+by= -cx, 

Dwse Differentialgleichung erhält man, wenn bei Schwingungen 
die Dämpfung nicht konstant wie in I, § 12 und nicht proportional 
der Geschwindigkeit wie in I, § 5, sondern proportional dem 
Quadrat der Geschwindigkeit angenommen wird. Besitzt z. B. 
ein Schiff Schlingerkiele, so ist der Reibungswiderstand pro
portional dem Quadrat der Geschwindigkeit (Hort: T. Schw. 
§ 68). ~ bedeutet dann die Zeit. Die Dämpfung ist nun so an
zunehmen, daß sie stets der Geschwindigkeit entgegenwirkt, 

I . . d17 d dn ·t· . t a so positiv, wenn d~ neg. un neg., wenn d~ posi IV 1s . 

(6'a) fu··r d17 
neg. d~. 

(6'h) fu .. r dn 
pos. M' 

Sc h n e 1 der Dtlferentutlgleichungen 9 
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Ein Partikularintegral der inhomogenen Differentialgleichung 
( 5') ist: 
(7) 

Das allgemeine Integral ist daher 

(8) 
ac c 

y = 7)2 - b X + Je e"x 

Nach (1') und (2') folgt daraus 

(9) d17 ljac c 
- = - - - 17 + 7c e" '' 

dt b2 b 

Wenn es nun auch nicht möglich ist, diese Gleichung zu 
mtegrieren, so kann man doch einige Schlüsse aus ihr ziehen. 

d17 
Ist z. B. fur t = 0: 17 = - 17 0 und d ~ = 0, so bestimmt. sich die 

Konsta1üe k folgendermaßen: 

ac c - + - 17 + Je e" 'in = 0 , IJ2 b 0 

(10) ( ac c ) k = - - + - 1] e- n 'lo 
V b2 b 0 ) 

(11) :; =l/ (~~ ~-~ 17) - (~~ + ~ 1Jo) e" (•J-'Io) (n = - ~). 

Diese Gleichung gilt solange bis -1J wieder Null wird. Der 

zugehörige Wert von 17 sei 171. Dann ist 

(ac c ) (ac c ) (12a) b2- b 171 - 7)2 + b l)o e"('/1-'J") = 0 

Aus dieser Gleichung kann 171 berechnet werden, wenn 17 0 

gegeben ist. Von nun ab gilt die Gl. (6'b) statt (6'a). Es ist. 
also b durch - b zu ersetzen. Nenne ich dann den Wert von 17, 

fur den wieder ;; = 0 wird, 172, so ist außerdem in (18) - 1Jo 

durch 1JI und 171 durch - 17 2 zu ersetzen und es ist 
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(I x2 o t2 

V. Kapitel. Partielle Differentialgleiclntngen. 

Ich nehme w in folgender Form an: 

(1) w=XT, 

wobei X eine Funktion von x allein und T eine Funktion von t 
allein ist. Dann wird aus unserer Differentialgleichung 

(2) 
d2 X d2 T 

adx2 T-bX~=O. 

Diese Gleichung ist erfüllt, wenn folgende hRiden Gleichungen 
erfüllt sind: 

d2 X 
a---t-CX=O, 

dx2 

(3) 

b~t~ -t-CT=O, 

wobei C eine willkürhohe Konstante ist. Damit ist die partielle 
Dlfl'erentialgleichung auf 2 gewöhnliche Differentialgleichungen 
zurückgeführt. 

Nach I, § 1 (1) und§ 3 (1) folgt daraus, je nachdem C positiv, 
negativ oder 0 ist: 

(4) 

(4") 

(5) 

X= K coswx+ L'nnwx, 

T = K' cos w' t + L' sm w' t, 
( 4,) X = K ~of w x + L ~in w x, 

T = K'~of w' t + L' ~in w' t, 

X=K+Lx, 

T= K'+ L't. 

Tn (4) iRt nach I, § l (3) und § 3 (3) 

-aw2 + C=O, 

- b w' 2 + C = 0, 
( , a w 2 + C = 0 , 
5) 

bw' 2 + C = 0. 

Eliminiert man C aus (5), so erhält man die Rr.ziehnng, die 
r.wischen w und w' bestehen muß, nämlich 

(6) aw2 - bw' 2 = 0. 

9* 
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Zu der Differentialgleichung treten nun noch Grenzbedingungen 
und Anfangsbedingungen. Es kann z. B. gefordert werden: 

w= oer -= ur 0 d OW O f" {X= x0 , 

OX X=Xl, 

w=F(x)l 
ow für t=t0 , 

Tt = G(x) 

(7) 

wobe1 F(x) und G(x) behebig vorgeschriebene Funktionen sind. 
Man bestimmt dann die w so, daß die Grenzbedingungen erfüllt 
werden (vgl. I, § 2) und dann die Konstanten so, daß die 
Anfangsbedingungen erfüllt werden, (vgl. III, § 2). 

In I, § 2 waren allerdings als Intervallgrenzen 0 und l statt 
x0 und x1 angenommen. Ich will daher noch die dort gefundenen 
Resultate erweitern. Nehme ich y in der Form I, § l (l) an, so 
ergibt sich im Falle I, § 2 (2 a). 

K coswx0 + Lsinwx0 = 0, 

Kcoswx1 + Lsinwx1 = 0. 

Das sind 2 homogene Gleichungen für K und L. Daher ist: 

I COSOJXo 

coswx1 

sin w x0 I . . = smm(x1 - x0) = 0, 
SlnOJX1 

K = + lcsinwx0 , 

L = -kcoswx0 • 

Berucksichtige ich ebenso die Bedingungen I, § 2 (2b, c, d), 
so erhalte ich : 

(Sa) y = k (sin wx0 cos wx- cos w x0 sin wa:), 

v:n; 
w = ---- (1' = l, 2, 3 ... ) 

xl-Xo 

(Sb) y = k (sinw x0 cos wx- cos w x0 sin w x), 

(2v-l):n; 
W= ( ) (1•=1,2,3 ... ) 

2 x1 -x0 

(Sc) y = k(coswx0 coswx + sinwx0 sin wx), 

(211 -l):n; 
w = 2 (xl- Xo) (1' = 1, 2' 3 ... ) 
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(8 d) y = k (cos wx0 cos w x + sinw x0 sinwx), 

}'1l 

w=-x -x (v=1,2,3 ... ) 
1 • 0 

Ist speziell x0 = - a und :r1 = + a, so 1st, wenn wir Immer 
erst 1' = 2f-t und dann v = 2 /( - 1 setzen : 

(8'a) 

(S'b) 

(8' c) 

(S'd) 

ksin w x 

y= 

kcosw:c 

lk(cosw.l:- smcnx) 

Y= 
lc(cosw.r + smw.-r) 

( 
k(coswx+smwx) 

y= 

k(coswx- sinwx) 

kcosw :c 

Beispiele: 

f-l,1l 
w=~-, 

a 

(2 ,u - 1) 1l 
(I) = --'---'--

2a 
(4p-1)n 

w=~~4-a~-, 

(4p-3)n 
(!)= ~-4a-··, 

(4,u -1)n 
(() = --4~--' 

(4p-1).7T 
(})=~~~~ 

4a ' 

OJ = 
(2p -l):n 

2a 

(/( = 1,2, 3 ... ) 

I. Die Bezeichnungsweise dieses Paragraphen isL mit Rücksicht auf 
die folgenden Paragraphen gewahlt worden. Sie paßt nun aber nicht 
ganz zu der Bezeichnung von I, § 1. Wahrend namhch m I, § 1 bei 
mechanischen Schwmgungen das a dw Masse bedeutete und c ganz ver
schiedene Bedeutungen hatte, bedeutet hier das b die spezifische Masse 
und a hat ganz verschiedene Bedeutungen. 

l. Bm Transversalschwmgungen einer Seite ist a die auf die Flachen
einheit des Querschnittes bezogene Spannung (Weber, Difigl. II, 199; 
Schaefer, Th. Ph. I, 577). 

2. Be1 den Drillmgsschwingungen von Staben von kreisformigem 
Querschnitt ist a der Torsionsmodul ft (Schaefer, Th. Ph. 680). 

3. Bei transversalen Wellen in unendlich ausgedehnten festen Körpern 
ist a ebenfalls I' (Sc h a e f er, 558). 

4. Bei Delmungsschwingungen von Stäben gilt unsere Differential
gleichung, wenn die Traghmt der Querbewegung vernachlassigt ist. a ist 
dabei der sogenannte Youngsche Modul: 

E = ft( 3J·+ 2 t') (Schaefer, 661). 
). +I' 
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5. Bei longitudinalen Wellen in unendlich ausgedehnten festen Kör-
pern 1st a = ). + 2tt (Schaefer, 558). 3/. + 2u 

6. Bei longitudinalen Wellen in Flüssigkeiten ist a = -·-3-- der 
Kompressionsmodul (Schaefer, 750). 

7. Bei longitudinalen ·wellen in Gasen ist a = P k, wobei P der 
Druck und k das Verhaltnis der spezifischen vVarme bei konstantem 
Druck und konstantem Volumen ist (Schaefcr, 752). 

II. Von der :Form unserer .DJfrerentialgleichungen Hind auch dw 
laeichnngcn der elektromagnetischen \Vollen: 

az (X '/;2 ()2 (X 

" at2 - -,; ax-2 = 0 , 

62 S) c2 &2 .\) 
s ·------ - - ---·--- = 0 . ot2 ft () x2 

Vergleichen wir diese Gleichung mit der Gleichung fiir die elek
trischen Schwmgungen in I, § l, so erkennen wir, daß dem Selbstinduk
tionskoeffizienten die Dielektrizitatskonstante und der Kapazitat die 
Permeabihtat entspricht. Der Faktor c2 hingegen rührt nur von den 
Einheiten her, in denen die Größen gemessen werden (Abraham, 
Th. d. EI., 270). 

§ 2. Fortschreitende und stehende Wellen. 

Setze ich im § 1 ( 4) in (1) ein, so erhalte ich mit anderer 
Bezeichnung der Konstanten: 

(1) 
w = k1 cos w x cos w' t + k2 cos w x sin w' t 

+ k3 sin w x cos w' t + k4 sin w x sin w' t. 

Ww nun in I, § 1 der Ansatz (1) durch (9) ersetzt werden 
kann, so kann ich auch hier (I) durch folgenden Ansatz ersetzen: 

(2) w = lc sin (x + ro x + w' t) + lc' sin (x' + w x - w' t) . 

Zwischen den Konstanten von (1) und (2) bestehen dabei die 
Beziehungen 2 lc sin x = lc1 - k4 , 

2 k' sin x' = lc1 + k4 , 

2 lc cos x = lc2 + lc3 , 

27c' cosx' = lc2 - lc3 • 

Ich will nun ähnlich wie in I, § I die Losung: 

(2) w = ksin(x + wx + w't). 

geometrisch deuten. Sind W; und W 11 2 I,ösungen, so ist auch 
w = w~ + i w,1 eine Lösung. Ich schreibe: 

(3) w< = k cos (x + w x + w' t), 

(3') i w11 = i lc sin (x + w x + w' t) 
(4a) w = Jcet(r.+mx+w't). 
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Ich nehme nun im Raume 3 zueinander senkrechte Achsen 
als x-, ~- und 17-Achse an und zeichne den Vektor w im Punktex 
senkrecht zur x-Achse so, daß er 
mit der Parallelen zur ~-Achse den 
Wmkel x + w x + w' t einschließt 
(Abb. 44). Die Endpunkte der w 
bllden dann für eine bestnnmte 
Zeit t eine Schraubenlinie, und 
zw<treineRechtsschraube(Abb. 45). 
Ebenso stellt 

Abb. 44. 

eine Lmksschraube dar. w ändert sich nach (3 a) und (3 b) nicht, 
2n: 

wenn man x un1- vermehrt. 
w 

(5) 
2n: 

},=-
w 

ist also die Ganghöhe der Schraubenlinie. Im Laufe der Zeit t 
dreht sich nun die Schraubenlinie mit der Winkelgeschwindig-

Abb. 45. 

kmt w'. Eine Drehung der Schraubenlimo ist aber gleichbedeutend 
mit emer Verschiebung der Schraubenlinie parallel der x-Achse, 
und zwar nach links im Falle (3 a) und (3 b) und nach rechts 
im Falle 
(4c) w = ketk+cox-ro'tl. 

(4d) w = k e'<"- wx- "''tl. 

(6) 

2n w bleibt nun ungeändert, wenn man t um- vermehrt. 
(!) 

2n 
T = ~ I 

w 

X 
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ist also die Dauer einer vollen Umdrehung oder in der anderen 
Auffassung die Zeit. in der die Schraubenlinie um A verschoben 
wird. Die Geschwindigkeit dieser Verschiebung ist also nach (5), 
(6) und§ l (6): 

(7) J. _ w' _ va --:;: - --;; - b . 

In der Opbk bezeichnet man (4 a) und (4 c) als links zirkular 
polarisierte Strahlen, (4 b) und (4d) als rechts zirkular polari
sierte Strahlen (3) und (3') sind die Projektionen von (4a) auf 
die x, ~- resp. x, 17 -Ebene Es sind 2 WeHen von der Wellen-

lange A, dw mit der Geschwindigkeit l:_ von rechts nach links 
r 

laufen In der Optik bezeichnet man sie als 2 gradlimg senk
recht zueinander polarisierte Strahlen. Vermehrt man in (3') 

:c um 4}. = '>n,, so geht es in (3) über. Die beiden Strahlen 
.. w 

sind also um eine Viertelwellenhinge gegeneinander verschoben. 
Addiere ich (4a) und (4d), so erhalte ich 

(8) w = kei"cos(wx + w't) 

Das ist em gradlinig in der Eichtung e'" polarisierter Strahl 
Addiere ich (4 a) und (4 b), so erhalte ich 

(9) 

Das Ist eine Kosinuslinie, die sich mit der Geschwindigkeit, w 
um die x-Achse dreht. Ihre Projektionen auf die x~- resp Xl]

Ebenen sind 

(10) { 
W:; = k coswx cos(u + o/t), 

w,1 = kcoswxsin(x + o/t). 

Das sind sogenannte stehende Wellen An den :::;teilen 

7t 7t 
X=-+u-

2w ' w 
(,u = 0, I, 2 .. 

ist w zu allen Zeiten Null und zu den Zeiten 

(,u = 0, I, 2 ... ) 

ist w,1 an allen Stellen Null. 
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Dre im § 1 augewandte Methode ist bei allen Ulewhungeu 
der obigen Form verwendbar. Durch den Ansatz 

(1) W=XT 
erhäli, man 

d'X cfT 
(2) T ""'a, -d~ + X """b .. --;- = 0 . ...::..,; a;' ...::..,; ' df 

' y 

Dadurch zerfallt die partielle Differentialgleichung in die beiden 
gewohnlichen: f ..:1 d' X 1 

'a--CX=O 
..:::.., 'dx' ' 

(3) l . dy '1' 

(4) 

+by ai+CT=O. 

Die Konstante 0 kann auch komplex sem. Setze ich 

X= c"x, 

'[' = en't, 

so ist dann 
_2a,n'- 01 - i02 = 0, 
' (5) 

"2:brn'Y + 01 + i02 = 0. 
y 

Setze ich hier etwa n = ß + i w und n: = ß' + i w', so zer
fallen die beiden Gleichungen in 4 Gleichungen. Aus diesen 
kann man 0 1 und 0 2 eliminieren und erhält so 2 Gleichungen 
zwischen ß, w, ß', w'. 

Beispiele: 
iJ4w ()2 w 

a-;:;--4 + b--o-2 = 0. 
ox ot 

(/) 

Nach 1, § 1 und § 8 ist, wenn a und b gleiches Zeichen haben: 

(4J) 
X = ]{ Q:oj w x + L cos w x + M ®in w x + N sin w x , 

wobei 
T = ]{' cos w' t + L' sin w' t, 

aw4 - 0 = 0, 

bw' 2 - 0 = 0, 

a w4 - b w' 2 = 0 . 
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Die Gl. (I) tritt bei Biegungsschwingungen von Stäben auf. 
Dabei ist b die räumliche Dichte und a = E lc2 (E Yo ung scher 
Modul, k Trägheitsradius des Querschnittes bezuglieh einer durch 
den Schwerpunkt gehenden, zur Biegungsebene senkrechten Achse) 
(Schaefer: Th. Ph. 686). 

(11) 

Dte Gl. (5) werden hier 

(5u) 
an2 - 0 1 - i02 ~= 0, 

b2 n' 2 + b1 n' + 01 + i02 = 0. 

Setze ich hierin n = ß + iw und n' = ß' + iw' und elimimere 
0 1 und 0 2, so erhalte ich 

(6u) 
b2 (ß' 2 - w' 2) + b1 ß' + a (ß2 - w 2 ) = 0, 

2 b2 ß' w' + b1 w' + 2 a, ß w = 0. 

Dw Gl. (II) erhält man, wenn bei den unter § 1 (J) genannten 
Problemen die Dämpfung mit berücksichtigt wird und sie propor
tional der Geschwindigkeit angenommen wird. Nach § 1 (II) erhält 
man entsprechend bei Berücksichtigung der Leitfähigkeit a die 
sogenannte Telegraphengleichung 

(32Q; oQ'; c2 (J2Q; 
ECl"2+4na~=-~· 

vt vt ,u ux 

(Weber: Diffgl. II, 304; Abraham, Th. d El. 276). 

Die Gleichung für die Wärmeleitung in Stäben ist 

(III) 
azy ay 

kqßxz = qcgTt + hpy' 

wobei y die Temperatur, 
k die Leitfähigkeit, 
c die Wärmekapazität, 
h das Strahlungsvermögen der Oberfläche, 

q die Fläche }d Q h . 
p die Peripherie es uersc mttes . 

(Web er· Dlffgl. II, 89.) 
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Fiir Transversalschwmgungen inkompressibler Flüssigkeiten 
gilt die Gleichung 
(IV) 

cho ow 
k-iJ 2 -10-,- = 0, 

x c1t 

wobei e die Dichte und k der Koeffizient der mnercn Reihung ist. 
(Schacfcr: Th. Ph. 984.) 

§ 4. Variatiom;llroblem I. 

Ahnlieh wie in den Abschnitten I und II die gcwohnlichen 
DJfierenti algleichungen durch Differentiation der Funktionen E und 
V erhalten wurden, kann man die partiellen Differentialgleichungen 
mit ihren Grenzbedingungen durch Variation eines Integrals er
halten In der Physik treten diese Variationen von Integralen 
beim Hamiltonschen Prinzip auf. Abgesehen davon ist die Zu
rückführung auf das Variationsproblem deshalb von Wichtigkeit, 
weil Ritz (Annalen der Physik, Bd. 28, 1909) eine Naherungs
methode angegeben hat, die auf das Variationsproblem zurück
geht. 

Es sei V eine quadratische Funktion von w und den Ab
leitungen von w nach x w sei aber außerdem noch eine Funk
tion von t, so daß die Ableitungen partiell zu nehmen sind: 

(1) 
n ~ fJPw ()qw 

V= 2: ..:::;_;apqfJxP- Axli 
p=O q=O 

Ich betrachte die Gleichung: 
X1 

(2) ojdxV = 0. 
Xo 

Durch partielle Integration ergibt sich: 

(3) 
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Ich führe nun in den beiden Summen andere Summations
buchstaben ein: 

(4) 

(5) 

Dann 1st: 

(6) 

$ = q- fl 

Xo 

Nach (1), (2), (6) ist, wenn ich die ~ummation immer gleich 
umordne: 

Da apq = aqp ist, so sind die Doppelsummen in der eckigen 
Klammer einander gleich. 

Ich kann dann die Bedingungen für w schließlich auf die 
Form bringen: 

n-1 0~ f5w n n [jp+q-~-1 W {X= X 

(8) ~(-1);+1 ßxl; p~1~(-l)Pa11'1ßxP+rz-l;-1 =Ü,fur X= X:: 
" n [jP+rzw 

(9) ,2; L;[(- l)P + (- l)q]a11 q axv+rz = 0 für x0 < x < x1 • 

p=O q=O 



Ist 

(10) 

iJ2w iJ2 w 
§ 5. --;;-;;- + .,-2 = 0' 

C'X" oy 

n n ,... 

~~ iJPwoq.w 
E= b ----pq iJtP iJtq 

1>=0 q=O 

und liegt das Integral 
tl 'tl 

(ll) ofatjdx(V + E) = 0 
io 'ro 

vor, mit der Bedingung: 

(12) 
. { t = t0 , 

r5w = 0 fur 
t = tl' 

l41 

so ble1bt die Gl. (8) bestehen. Dagegen tritt an Stelle von (9): 

(12) 

i)2.l(' i)2 w 
§ !';.. + -0 

u a x2 fj 112 - • 

Das ist die sogenannte La p l acesehe Differentialgleichung. 
Sie kann als Spezialfall der Gleichung des § 1 angesehen werden 
für den Fall a = - c. Ich nehme wieder wie im § 1 w in folgender 
Form an: 

(1) w=XY, 

wo bei X eine Funktion von x allem und Y eine Funktion von y 
allein ist. Dann wird aus unserer Differentialgleichung 

(2) 
d2 X d2 Y 
-a2Y+X-l-2 =0. x cy 

Diese Gleichung ist erfüllt, wenn folgende bmden Gleichungen 
erfüllt sind: 

(3) 

d2 X 
---CX=O. dx2 

d2 Y 
--+CY=O. rl y2 
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Nach I, § 1 (l) und§ 3 (1) folgt daraus, je nachdem C positiv, 
negativ oder Null ist: 

(4 X=KQ:ofwx+L<Sinwx, (4') X=Kcoswx+Lsinwx, 
) Y = K'coswy + L'sinwy, Y = K'Q:ofwy + L'<Shtwy, 

( 4") X = K + L X' 

Y = K'+L'y, 

wobei w2 = C, w also ganz beliebig ist. Es gibt also unendlich 
viele Losungen von der Form (1). Dw Gleichungen {3) haben 
die schon in I, § l angeführte Eigenschaft, daß die Differential
quotienten der Lösungen 'vieder Losungen sind. Ist also (1) 
eine Losung unserer partiellen Differentialgleichung, so ist auch 

{5) w=XY 

eine Lo;mng, wenn X=ki!__X, 

(6) 
dx 

Y=kj!___Y. 
dy 

Die beiden Lösungen wund w bezeichnet man als konjugiert. 
Ich will die Beziehung ( 6). die zwischen den konjugierten Losungen 
besteht, noch auf eine andere Form bringen. Es ist, wenn man 
(6) chfferenziert und (3) beachtet: 

{7) 

l 

dX 
([;;=+leG X, 

dY 
-- = -kCY. 
dy 

Ist nun Je=-, so nehmen (6) und (7) 
Form an: w 

die symmetrische 

(6') 

(8) 

dX -
--=wX 
dx ' 

dY -
--=wY 
dy ' 

(7') { 

dX 
d:_ =+mX, 

dY =--wY. 
dy 

Aus (1), {5), (ß'), (7') folgt dann: 

Dw a;;:v --
-- = --- = wXY ax ay ' 
iJw ow -
--=--=wXY 
iJy Dx 
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Dwse Beziehungen zwischenwund w sind von dem Ansatz (l) 
unablütngig. W'ir mussen nun diC Grenzbedingungen betrachten. 

Denke ich mir im § 4 x honzontal und t vertikal aufgetragen, 
so ist das Integral § 4 (11) zu erstrecken über das Innere eines 
Rechtecks, das begrenzt wird von den 4 Geraden: x = x0 , x = x1 , 

t = t0 , t = t1 • Der Funktion w war auf den Seiten x = x0 und 
x = x1 die Bedingung § 4 (8) vorgeschrieben. Auf der Seite t = t0 

waren im § l die beiden Bedingungen (7) vorgeschrieben. Auf 
der Smte t -= t1 schlicßbch ist w keiner Bcdmgung unterworfen. 
Bei der La p l a c e sehen Differentialgleichung ist nun gewohnlich 
auf dem ganzen Rande emes Ge-bietes, das naturlieh kein Rechteck 
zu sein braucht, der Funktion w eine Bedingung vorgeschrieben. 

Ist das Gebiet und die Randbedingung symmetnsch zur x
und y-Achse, so ist in (4), (4') und (4") 

(9) L=L'=O. 

SoU z. B. w = 0 sein für y = ± b, so ist nach § l (8'a): 

(2,u-l)n 
(10) w = -~--, (p = ]. 2, 3 .. ) 

(J 1) 

ER ist also 

X= Krlo' ~2,u -l)nx 
"- I 2b ' 

Y = K'cos (2 ,u-_l)ny, 
2b 

(/,t=l,2,3 .. ) 

Es gtbt also immer noch unendlich viele Losungen von der 
Form (l ). Die allgemeine Losung kann ich schreiben: 

(12) w= ~k ~o'(2,u-~)nxcos(2,u-l)ny 
...:::... 1' I 2b 2b ' 
,H=l 

WPiter werden die Grenzbedingungen im § 6 behandelt. 

>:. l! ()2 'W ()2 'll' _ 
;oj "· ' 2 + ~ .. - c. · ox oy~ 

Mn,n kann durch die Substitution 

(l) w = v + -~ 0 (x2 + y2) 

die obige inhomogene Gleichung auf die homogene Gleichung des 
vorigen Paragraphen zuruckführen oder man kann, wie bei den 
inhomogenen gewbhnliehen Differentialglmchungcn, auch hier das 
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allgememe Integral zusammensetzen aus einem partikulären Inte
gral und dem allgemeinen Integral der homogenen Differential
gleichung. Ein partikuläres Integral ist: 

(2) w=Kx2 -f-Ly2 , 

sofern 
(3) 2(K + L) = 0. 

Als Grenzbedingung kommt nun zunächst der Fall in Betracht,, 
daß w auf dem l~ande eines Gebietes verschwinden soll, in dessen 
Innerem w obige inhomogene Differentialgleichung erlullt. Die 
durch (l) eingeführte Funktion v hat dann die Eigenschaft im 
Innern des fraglichen Gebietes die homogene Gleichung § 5 zu 
erfullen und auf dem Rande den Wert -10(x2 + y2) an
zunehmen. Um schließlich die Randbedingung aufzustellen, die 
die zu v konjugierte Funktion v erfullen muß, differenziere ich 
die Gleichung 

v + 1 C (x2 + y2 ) = 0 
total und erhalte 

ov ov l 
oxdx+ oydy-f-2:C(xdx-l-ydy) =0, 

oder nach § 5 (8) 

ov ov l 
(4) - ----dx + --d11 + --C(xdx + yd11) = 0. ay ax · 2 ·' 

Das ist die fragliche Randbedingung fur v. 
Nehmen wir zu (2) noch das aus § 5 (4") folgende Integral 

der homogenen Gleichung hinzu, so ist: 

(5) w = M + Nx + Oy + Pxy + Kx2 + Ly2 • 

Ist nun die Berandung symmetrisch zur x- und y- Achse, 
so muß in (5) N = 0 = P = 0 sein. Gehören spezielldie Geraden 
y = ± b mit zur Berandung, d. h. ist: 

so ist: 

W=O für{y=-b, 
y= +b, 

w = ~-C(y2 - b2). 

Nach § 5 (12) ist dann also das allgemeine Integral 

l ~ (2p -l)JTa: (2,u-l)7TY 
(6) w = 2 o (y2- !J2) + ...,;;;:., k 11 [of -----2b-- - cos 2 b . 

a=l 
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Ist nun der Hand spez1ell em Rechteck mit den Selten a; = + a 
und y = ± b, so muß 

~ k ~o' (2 .tt__::-_l) JT a cos (2 1!:_-= l) n y = __!_ 0 (b2 - 112 ) 
...:::.- !' I 2 b 2 b 2 " 
/t=l 

sein, oder, wenn ich ny 
2b = 1) 

setze: 

~[ (2ft- l)na] 20b2 (n2 2) ...:::.- k1,~of 2 b cos(2,u- l)17 = ~ 4 -17 0 

fl=l 

Vergleiche ich diese Reihe mit der R01he III, § 2 (13d), die 
ich schreiben kann: 

(7) ~(-l)t•+ 1 eos(2p -l):l:_ = _r:_(n2 _ x2) 

...:::.- (2 - 1)3 8 4 ° ' 
u=l fl 

so folgt 

Daraus folgt: 

(8) 
(- l)t•+ 1 I60b2 

k/1= 
(2 )3 3 rr r ( 2 fl - 1) n a 

Jt - 1 JT ~0 I c:-2 -:-b --'--

Setze ich das in (6) ein, so erhalte ich schließlich 

Für die Funktion v ergibt sich aus (I): 

j v = 0 { ! (y2 - x2) _ ~ b2 
0

. 

(2,u- l)nx l 
(lO) l lßb2 ~ _i- 1)"+1 ~~ ~-2b ---= cos (2p 0

- _!_0;]! 
+ n 3 ...::.-(2,u-1)3 (2ft-l)na 2b j 

11=1 ~of 2 b 

S c h n e 1 der , Dtfferentlalglewhungen 10 
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und fti.r dw zu v konjugierte Funktion v aus § 5 (8). 

- 11 16b2 :2"" ( -1}"+ 1 !bin (
2 ,u;:)nx . (2,u-1)nyl 

(11) v=O -xy- -- sm . 
2 ;rr3 u=1 (2p-1)3 ~of(2,u-1)na 2 b 

' 2b 

Von Wichtigkeit ist noch das Integral 
+a +b 

(12) lJ!I=2J jdxdyw. 
-a-b 

Es ist nach (9) 

(13) .lJ!I=0{-~~~+512b4 ~ __ 1_sr (2p,-1)na·}· 
3 n 5 ~(2ft -1)5 -9 2 b 

Zu den Gl. (9) bis (13) erhält man ganz entsprechende, wenn 
man a mit b und x mit y vertauscht. 

Die Gleichungen (9) bis (13) finden sich als Lösungen des 
Torsionsproblems in jedem Lehrbuch der Elastizität. Was jedoch 
meist fehlt, ist eine Fehlerabschätzung. Ich will sie daher Im 
folgenden geben. 

Da x < a und y < b ist, so ist 

~ i(2p,- 1)nx 
0 2b 

<1 
~ i(2p,- 1)na 

0 2b 

Die in (9) und (10) auftretende Reihe ist dalwr kleiner als 
ehe folgende 

~ (-1)."+1 (2,u-l)JTy 
..::::...(2p-1)3cos 2b · 
/f= 1 

Die Summe dieser Reihe ist aber nach (7) 

;nß ( y2) 
32 1 - b2 . 

Brechen wir daher die Reihe nach dem nteu Gliede ab, so 
ist der begangene Fehler sicher kleiner als 

(14) n 3 ( y2 ) {1 (- 1)l'+l (2p- 1)ny 
32 1- b2 - ~ (2.u --=-w cos 2b . 

,u=1 
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.l!'iir dw in (ll) a,uftretendc Heihe folgt, tht 6ht1X < l§:of C\ ist 

~· {2p,- 1):nx 
olll 2b 

<1. 
(§: f (2ft - 1) :n a 

0 2b 

Da ferner auch der sin stets kleiner als 1 ist, so ist die 
Reihe (11) kleiner als 

00 1 
~- - ---- . 

..:::.... (2 fh - 1 )3 
,tt-1 

Breche ich die Reihe daher nach dem nten Gliede ab, so 
ist der begangene Fehler kleiner als 

(15) 

1 1 
(2n +-1)3 + (2n + 3)3 + · · · 

Die Summe dieser Reihe ist kleiner als 

1 { 1 1 } 
2n +1 (2n + 1)2 + (2n +-3)2 + · · · · 

Nach III, § 2 (16c) ist aber 

00 1 :n2 
~----

..:::.... (2,u- 1)2 - 8 · 
,ll=l 

Der begangene Fehler ist also kleiner als 

1 { :n2 n 1 } 
2n +I S-~ (2,u -=-1)2 · 

Fur dw in (13) auftretende unendliche Reihe ist, da ::tg Cl < 1 , 
der Fehler sicher kleiner als 

1 1 l 
---+~-+ + 
(2n + 1)5 (2n + 3)5 (2n + i5) 5 

Die Aurnme dieser Reihe ist kleiner als die der folgenden: 

1 { 1 1 1 } 
2n + 1 (2n + 1)4 + (2n + 3)4 + (2·n:·-t 5)4 + · · · 

Nun ist aber nach III, § 2 (18 d): 

10* 



148 V. Kap. Partielle DiffPrentialgleichungen. 

Der Fehler ist daher sicher kleiner als 

(16) 1 { ;n;4 " 1 } 
2n + 1 96 -.~(2,u --1)4 · 

Wird die Reihe (13) z. B. nach dem 4 Gliede abgebrochen, so 
ist der entstehende Fehler kleiner als 

~ { ;; - (1 + ;4 + ;4 + ;4)} = 0,00003 

Es ist ferner von Interesse, zu untersuchen, wie die Abbildun
gen aussehen, für die die abgebrochenen Reihen streng gultig sind 

XIJ 

\ a 

]\~ 9' Solche Überlegun
gen stelltFopp 1 in 
seiner Techn. Me
chanik an Er erhalt 

I 
~Ya 

Xo 

L 1\ C I j 
Abb. 46. Abb. 47. 

aber meiner Meinung nach falsche Resultate. Breche ich die 
Reihen nach dem 1. Gliede ab, so hat die Abbildung nach (6) die 
Gleichung, wenn ich speziell 0 = 2 annehme: 

(17) 2 b2 k rr ,nx ny 0 y - + 1!!-0 1 --cos~ = 2b 2b . 

Die Schnittpunkte mit der x-Achse sind: 

2b b2 

(18) x0 = ± n Wr~of Je • 

Die Doppelpunkte der Kurve sind: 

2b 4b2 
(19) xb = +-Wr~o1 -k; - n 1 n 

y=+b. 

4 
Da - > 1 so ist auch stets xb > x 0 • Für die Tangente im 

ll 

Doppelpunkte ergibt sich 

(20) tgtp = k (~ yein~:b. 

tg<p hat also das Vorzeichen von xb. Die Randkurve hat 
also die Gestalt Abb. 46 und nicht, wie F ö p p l angibt, die 
Gestalt Abb. 47 (Techn. Mech. V, Abb. 19). 
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Setze ich in (17) für k den Wert ein, der sich aus (8) ergibt, 
nämlich: 32 1 

k=-a b2 __ _ 
'Jt a:or n~ 

2b 

so ergibt si.ch für d1e Schnittpunkte der Kurve ( 17) m1t den 
Geraden x = + a 

32 ny 
y2 - b2 + ;n3 b2 cos 2b = 0 . 

\ a 

Q 
Xo 

1\ 

Abb. 48. 

Die Wurzel dieser transzendenten Gleichung ist, also un
abhängig von a, und zwar ist 

(21) Ya = 0,336- b. 

Die Abb. 46 ist gezeichnet für den Fall b = : ya. Dann ist 
nach (18), (19), (20) _ 0 9 15 x0 - , 9 a, 

xb = 1,658a, 

rp = 72° 20'. 

Breche ich die Reihe (9) nach dem 2. Gliede ab, so ist die 
Gleichung der Randkurve 

(
a; nx 3nx ) 32b2 of 2b ny 1 a::of 2b 3:ny 

y2- b2+ - 3- cos--- 3 cos-- = 0. 
n a; f na 2b 3 a; f 3na 2b 

0 2b 0 2b 

Für die Schnittpunkte dieser Kurve mit den Geraden x = + a 
ergibt sich 32 b2 n y 1 3 n y -

Y2 - b2 + --(cos-- -cos--) = 0 
71:3 2b 33 2b . 
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Die Wurzeln dieser Gleichung sind wieder unabhängig von a, 
und zwar ist y _ 0 220 b 

at- ' ' 
Ya 2 = 0,648 b. 

Die Abb. 49 ist wie Abb. 47 gezeichnet für den Fall b = : i3. 
Dann ist x = l 0019 a 0 , , 

xb = 1,024a. 
Anmerkung: 

Haben wir statt (6) die allgemeineren Grenzbedingungen: 

(Ga) w=O für{y=yo, 
y= Y1, 

(ßb) {w=O für Y = Yo, 
w'= 0 für Y = Y1• 

(6c) {w'=O für Y = Yo, 

so ist: W=0 für y = Y!, 

(7 a) w = -!0 (YoYl- (Yo + Y1) Y + Y2), 

(7 b) w = -!0 (2YoY1 - YÖ- 2yly + Y2), 

(7 c) w = !0 (2YoYI- Yi- 2YoY + Y2 ) • 

Ist speziell y0 = - b, y1 = + b, so ist: 

(7'a) w = };;0 (y2- b2), 

(7'b) W=Jz0(y2 -2by-3bl), 

(7'c) uJ=!O(y2 +2by-3b2 ). 

Ist andrerseits y0 = 0, y1 = b, so ist · 

(7"a) w = }zOy(y- b), 

(7"b) w = }zOy(y- 2 b), 

(7" c) 

( iJ2 w iJ2w) 
§ 7. n 0 x 2 + 0 y 2 + c w = 0 . 

Durch den Ansatz: 
(1) w=XY 
geht die Differentialgleichung über in 

(2) (d2X d2 y) 
a dx2 y +X dy2 + cX y = 0. 
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Die ursprüngliche Differentialgleichung zerfällt also in die 
beiden Gleichungen: 

f 
d2X 

a dx2 + CX = 0, 

1 d2 y l a dy2 +C'Y=O, 

(3) O+O'=c. 

Darttus folgt: X = K cos w x + L sin w x, 
(4) 

wobei 

(5) 

(6) 

Y = K'cosw'y + L'sinw'y, 

{
- a w2 + 0 = 0, 

- aw'2 + 0' = 0, 

- a(w2 + w' 2) + c = 0. 

Es soll nun wieder wie im § 6 auf dem Rande des Integrations
gebietes w Null sein. Ist das Integrationsgebiet zur x-und y-Achse 
symmetrisch, so ist in (4): 
(7) L = L' = 0. 

Ist das Integrationsgebiet speziell ein Rechteck mit den Seiten 
x = ±x1 und y = +y1 , so ist nach § 1 (S'a): 

(8) OJ _ (2tt-l)n. co' = (2v -l)n 
- , (p, V= 1, 2, 3 ... ) , 

2x1 2y1 

Nach (6) ist daher: 

(9) (p.,v=l,2,3. ). 

Diese Gleichung stellt unendlich viele, aber diskrete W ertc 
von c dar, die von den Dimensionen des Rechtecks abhängen. 
Nur für diese Werte c ist unsere Differentialgleichung für das 
Rechteck lösbar. 

Unsere Differentialgleichung tritt auf bei Transversalschwin
gungen von Membranen. Es ergibt sich da zunächst die Differen-
tialgleichung (02 w 02 w_) _ ()2 w 
(9) a Cl 2 + ~ 2 - b a 2 ' vx oy t 

wobei w die transversale Verrückung, a die konstante Spannung 
und b die Masse der Flächeneinheit bedeuten (Schaefer: Th. 
Ph. 643). Durch den Ansatz: 

w(x, y, t) = w(xy) ent 

geht (9) in die obige Differentialgleichung über. 
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§ 8. Variationsproblem II. Doppelintegrale. 

Es sei V eine Funktion von w und den Ableitungen von w 
nach x und y: 

Ich betrachte die Gleichung 

(2) 

Durch partielle Integration ergibt sich: 

i {{, i)P+qw i)r-r•w 

~Jjdxdy ßxPfJ~ ßx'ßy" 

(3) 2 

+ dxl (-l)P~,"-1___ -f I :2q fjq-t• ~ w ()l•+r+s+t• -1 w 
I 11=1 ßyq-,u oxP+r(JyH,Il-1 
1' 

Ich fuhre nun in den 4 Summen andere Summationsbuch
staben ein: 

(4) 
;=p-p, p,=p-;, 

;=r-p, ft=r-;; 

(5) 
IJ=q-ft fh = q- IJ' 

IJ =8-ft ft = 8- IJ. 
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Dann {Jf' j)v+qw 0r+sw 
· t o dxdy-----
18 : • a xP D yq a x1 a y' 

"·-~~· 21 p-1 " ()q+~bw [;v+r+s-;-lw 

(6) 

= dy ;f;< - 1)v-;+1 7FrTlJyq cxv+r-1!.:.1 a!l 
" 1 ~=0 

r-2 (JsHJw (Jv+q+•-~-1w + ""'( -1 )' - E -1 --:---,-~ ~--
~ ßxi: oy" ßxv+r-;-1 ßyq 

., ~=0 

f -/zq-1 a" ow av+q+r+s-i,-1w + dy ( -1)JJ+q-'i-L ___ -,--;;----
oy'l [; xP+T Ci yq+S->] -1 

1 1]=0 

s-1 O'IOW j)p+q+r+s-,,-1w + ( w+s->]-1 - Bij/ ßxv+rßyq+s-,,-1 
>]=0 

+ dxdybw[(-1)JJ+q+(-Iy+•] . )~~·~ i)v+q+r+sw 

iJxv+ri)yq+s 

Nach (1), (2), (6) 1st, wenn ich die Summationen immer 
gleich umorclne : ,, 

ojjctxdyV j~v~~(--1)H 1 

l n 11 11 11 1 , _ _.. 
~ ~-, ""'~ ( -l)" 0 q t-;uw i)IH r ts- <-1 w 

}J~l ~ ::!i -6r ((,pqrs ßx!ißyq axv+r-l;-1 oy" 

n n n n j)s+l;()w j)p+q+r-i;-1w] 

+~ ;?;,.~1 .6:( --l)'apqrs ax; oy• axv+r-!;-1 oy1 

(7) 

l 
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Da apqrs = arspq ist, so sind die vierfachen Summen in den 
beiden obigen Klammern einander gleich. Es ist also 

2 2 

( 8) 0 .Ud X d y V= 2 [ /d y I F X + Id X ! F y l + I! d X d y 0 w t, 
b . 1 1 

wo e1 n- 1 

(9) Fx = .2: (- 1)H1 

(10) 

;-=0 

n " n n p (Jq+:<ow (jp+r+s-~-lw 

.2; .2; .2; _2(-1) aJ!q"-fJx:;iJyq -oxv+-r-:;-l(iy'· 
p=~+1 q=O 1"=0 s=O 

n- 1 O'IOW 
F = ~ (- 1)''+1_~-

u ,4.; oy'J 
1J=Ü 

n n n n (Jp+q+1'+s-,1-!w .2: .2: .2: .2: ( -1)P+qapqrs 0 xP+r oyHB-lj-1" 
p=O q=•J+1 r=O s=O 

n n n n (jp+q+r+s W 

(11) I= .2: .2: .2: .2: [( -1)P+q + (- 1)r+•] apqrs oxP+r(Jyq+s . 
p=O q=O r=O s=O 

Ganz entsprechende Gleichungen erhält man, wenn man erst 
nach y statt nach x partiell integriert. Man braucht bloß überall 
x mit y, p mit q und r mit s zu vertauschen. 

Nach Abb. 49 ist nun, wenn ds das Bogenelement der Rand
kurve urid JJ die äußere Normale ist 

(1 2) dy = + dscos(x,JJ) " P 2 , [

dy =- dscos(x, JJ) für P 1 , 

dx=-dscos(y,JJ)" Q1 , 

dx=+dscos(y,JJ) " Q2 • 

Setze ich das in die eckige Klammer von (8) ein, so kann 
ich schreiben 

(13) of/dxdyV= 2fds[cos(xJJ)Fx+ cos(yJJ)Fv] +.Jfdxdyowf. 

Diese Gleichung ist erfüllt, wenn 

(14) ds[cos(xJJ)Fx+cos(yP)F,J=O für . . f { den Rand des lnte-

gra twnsge b1etes. 

(15) {
das Innere des Inte

l= 0 für 
gra tionsge bietes 
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Ist das Integrationsgebiet speziell ein Rechteck, so lautet die 
Randbedingung 

Yt {X= x0 (16) jdyFx=O für 
Yo 

x = x1. 

x, 
{ Y = Yo (17) faxFv = o für 

Xo Y = Y1· 

V 

X 

Abb. 49. 

Au~ (16) und (9) folgt durch partielle Integration 

(18) 

(Jq+:<-r• (5w ()p+r+s-;+,o-2w 

(- 1}"-la_x" oyq-f.-: oxv+r- e-1 oys+.u-1 

n-l n n n. n 

+ r~(-l)Hl-'2 _'2_'2~ 
• ;~o p=c+l q~o r~o s~o 

o~äw ()p+q+r+s-<-1w 
( -l)PHa -- ~----

pqrs OX~ oxP+r-c;-l oyH". 
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Ändere ich im I. Summanden den Summatwnsbuchstaben 
nach (5), so wird der 1. Summand· 

f ~(-1)"+ 12 ~~2apqrs2 l ~=0 p=~+l q=O r=O s=O •1=0 

()E+•iäw (!p+q+r+s-::-•i-2w 
( _ 1)11H-1J-l____ __ _ . 

iJ X~ oy'l oxlJ+T-"-1 oyq+S-tJ-1 

(19) 

Damit kann ich die Bedingungen fur w schließhell auf die 
Form bringen: 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 
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Aus (23) erkennt man, daß nur die Differentialquotienten 
der graden Ordnung vorkommen und daß alle Glieder von (l) 
denselben Differentialq uotwnten ergeben, für die p + r und q + 8 

gleich sind. Den Differentialquotienten ~0;21~ ergeben z. B. dw 
X 

Glieder, fur die p + r = 2 und q = 8 = 0 ist, also: 

iJ2w (ow)2 
2 aoo 20 10 ~- + a1o to -;;;--c X" ()X 

D"ff . 1 . 04 w b Den 1 erent1a quotienten -"4 erge en: 
ox 

o4 w o w 23 w (cJ2w) 2 

2 Uoo 40 w -a 4 + 2 alO 30 T" -a·a + a 20 20 T2 
X C.l: X u.'C 

(4w 
und den Differentialquotienten o-20- 2 ergeben: 

ox y 

o4 w ow iJ3w o2w o2 w 
'>a w------+2a ------+2a ---
~ 00 22 iJ x2 () y2 10 12 iJ X iJ X iJ y2 20 02 O x2 iJ y2 

ow aaw ( (;2u; )z + 2a -,----- + a ---~-otzt cy üx2 oy nn ci.xc y 

Beispiele: 

Dw unabhangigen Variablen brauchen naturlieh nicht Immer x und !I 
zu heißen, sie können auch x und t sem. Im § l, Bmspiel I, 2 (Dnllungs
schwmgungen eines Stabes) Ist z. B. dw Tragheit der Bewegung ver
nachlassigt worden, durch dw die Querschmtte zu krummen Flachen 
deformiert werden. BerücksichtJgen wir dieselbe, so 1st die Variations
gleichung der Bewegung (Love: EI. § 279): 

(I) I. /. [ (Bw)2 (ow)2 ( ()2w )2/· ] bdtdx\C~_ -\gwKJ-;c- -',o."--.;- <P2 dw=0. 
- .. . _- .cix - ot, -- ,cxct. 

Hwrbei bedeutet w den Wmkel, um den 2 Querschnitte gegeneinander 
verdreht sind, C die sogenannte DnllungssteJfigkeit, (u Flacheninhalt, 
K Traghmtsradms und tfJ Torswnsfunktion fur den betreffenden Quer
schnitt. Es ergibt sich die Differentialglewhnng 

Im § l, Beispiel I, 3 (Biegungsschwingungen eines Stabes) ist dw 
rotatorisehe Traghmt sowie dw T1agheit der Bewegung vernachlassigt, 
die die Querschnitte in Ihrer eigenen Ebene verzerrt. '\Vn·d dwse berilck
siChtJgt, so ist (Love: El. § 280): 

(ll) o{dtj.dx[g ({)w) 2 +a(k'2-k2)?w "03.'1~ + k'2(-~:~v_')2 -Ek'2(02 11J.) 2 ] =0. 
. . ct ft ox2 ot iJxot iJx2 

H1erbei bedeuten /;, resp. 1/ den Tragheitsradius des Querschnittes 
bezüghch einer durch den Schwerpunkt gehenden, in der Bwgungsebene 
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resp. senkrecht zur Biegungscheue gelegenen Achse. El:l crg1bt sich dw 
Difrerentialgleichung: 

&w ~w ~w 
(23u) 12 ßi2- 12 [k' 2 (l- o) + k2 o] {)x2 {)t2 + Ek' 2 iJx' = 0. 

Im § 1, Beispiel 1, 4 (Dehnungsschwingungen eines Stabes) ist die 
Tragheit der Querbewegung vernachlassigt. Wud sie berucksichtigt, so 
ist (Love: EI. § 278): 

(11/) bfatfax{~ ew[ (~~r+ ok' 2 u;~Jl- ~ Ew (~:n = 0, 

Es ergibt sich die Differentialgleichung: 

(23m) 

Haben wir wie im § 4 noch eine 2. Funktion 

n n {)Pw {)•w 
(24) E = L Lbpq BtP 7iii 

p=O q=O 

so tritt an Stelle von (2) die Gleichung: 

(25) 

t, 

~JatJJaxdy(V + E) = o. 
1" 

Soll wieder wie 1m § 4 ~ w fur die Grenzen der Zeit verschwinden, 
so tritt an Stelle von (23) die Gleichung 

n n n ~- ()v+o+•+•w L: L: :2.: ;z; [(- 1)P+o + (- 1)'+'] apqn ()xv+r {)yH• 

p=O q=O r=O •=0 
(26) 

n n i)~>+•w 
+ :2.: L [(- 1)1' + (- l)•]bpg CJtl>+< = 0. 

p=Oq=O 

Haben wir z. B. die Gleichung 

(IV) r5Jatf Jaxdya [ (~:r+ (~;n + b(~~r = 0, 
so ergibt sich daraus die Gleichung § 7 (9) mit der Randbcdmgnng 

iJw ow 
(l4rv) -:o- cos(x1•) + -9- cos(y1•) = 0. 

ux cy 

Diese Bedingung ist erfullt, wenn, wie im § 9 angenomnwn wurde, 
111 auf dem Rande des Integrationsgebietes verschwindet. 

Haben wir die Gleichung 

(V) j' JatfJdxdya [ ( ~2;)\ ( ~2Y~)\ 2 11 ~; ~; 

+ 2(1 -,1) (d~;yn + b ({){)~r = o. 
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und i~t das Integrationsgebiet ein Rechteck, so ergeben sich d1elledmgungen 

(20r) 
~ iJ2w 0 f x = Xo y = YP ix = Xo Y = Yo• 

rwßxoy= ur X=Xl Y=Yo· 

x = X1 Y = Y1· 

(21 rl [ (';3 w c;a w l () <5 w [ [)2 w (;2 w l { x = a·o 
- ,\w (2- u)---~ + -- + -0- u-- + -- =0 fur 

' oxoy2 OX3 GX ' oy2 CX2 X= x 1 • 

(22r) [ c2 w (3wl [)i'Jw [ c2 w c2 wl {y=;yo - c\w (2 - u) -0-- + -~ + --- u --;;- + ~""~ = 0 fur 
' oyox2 oy3 oy ' ox2 c)y2 y=y1 • 

(23r) (c4 w 2 04 w o4 w) bö2 w_ 0 f {daslnneredes 
a --+ --- +-- + -- ur () xi [) x2 () y2 () y4 [) t - Rechteckes. 

Dte Gleichung (V) ist die Gleichung fur die Transversalschwingungen 

emer Platte. Dabei ist a = 12 (13 ~ 02 ) dw sogenannte Biegungsstmfig

keit und b =eh die Masse der Flachenemhmt. (Schaefer: Th. Ph. 713, 
Foppl: T. M. V, 130, Love: EI. 564.) 

§ 9. Krummlinig·e l{oordinaten in der Ebene. 
Wie im Abschnitt IV aus den totalen Differentialgleichungen 

mit konstanten Koeffizienten solche mit mcht konstanten 
Koeffizienten hergeleitet wurden, indem statt x und y neue 
Variable ~ und 17 eingeführt wurden, so können auch aus den 
partiellen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten 
solche mit nicht konstanten Koeffizienten hergeleitet werden. 
Während aber bei den totalen Differentialgleichungen diejenigen 
mit konstanten Koeffizienten leichter zu lösen smd, ist es bei 
den partiellen Differentialgleichungen umgekehrt oft vorteilhafter, 
die Differentialgleichungen mit nicht konstanten Koeffizienten 
zu behandeln. Geometrisch entspricht namhch der Einführung 
der neuen Variablen die Benutzung krummlmiger Koordinaten 
und diese krummlinigen Koordinaten können nun so gewählt 
werden, daß die Randbedingungen sich in ihnen möglichst einfach 
ausdrücken. loh wähle als Bmspiel die Gleichung des § 5. 

(l) 
f X= j(~, 17), 

(y = g(~,1J). 
Daraus folgt durch Differentiation: 

(2) 

iJj iJj 
dx = -d~ + ---~diJ 

a~ a17 ' 

ag iJg 
dy=~d~+-i) d1J. 

0 I; 1} 
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Ich nehme an, daß die FunktiOnen f und g speziell von der 
Art sind, daß 

(3) 
of of og ag - --- + -~ --- = 0 
a~ a11 a~ a11 ' 

d. h. die krummlinigen Koorclmaten sollen orthogonal sein. 
Ferner setze ich zur Abkurzung: 

1 
(at)z (ag)2 = 
a~ + fJ~ el, 

( of)z + (~g)z = e . 
0 I) CI) 2 

(4) 

Multipliziere ic~ die Gle~chungen (2) erstens mit : ~ und : ~ 
und zwmtens mit --/-- und --/1- und addiere dann jedesmal, so ist 

C YJ C1J 

wegen (3) und (4) 

(5) 

Vergleiche ich diese Ausdrücke mit den folgenden: 

(6) 1 
" a~ a~ 

di; = -, dx + "--dy, 
cx c y . 
0 ~ 

C IJ 0 I) 
d11 = -,_--- dx + --;:-d1f, 

cJx c y · 

so ergibt sich : 

(7) 

(8) 

a ~ = _!__ _?_!_ 
Bx e1 8~ 

817 1 a t 
Bx- = e2 fh) 

a~ 1 og 
-oy = el 0 ~ ' 

Ist nun w eine beliebige Funktion von x und y, so ist 

{ 
a w = ?_u;_ o ~ + ;; w ~~z 
cx a~ iJx OIJ cx' 

a w a w a ~ a w o 11 
a y = at iJ y + o 17 a y · 
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Durch nochmalige Differentiation ergibt sich: 

ß 2w = o2w (o;) 2 + 2 ozw o~ o17 + ß2w (a17)2 
axz a~2 Bx a;a17 ox ßx a172 Bx 

aw [ a (o ) a; a (o~) a17] + 8; a; ox ox+ 01] ox ax 
aw [ o (oYJ) ~; a (8 17) ih7] + 01] a~ ox ox+ 01] ox ox' 

o2 w o2 w (a;)2 o2w 0~ 01] B2 w (01])2 
oy2 = a~2 oy + 2 o;a 17 ay ay + By2 oy 

(9) 

aw [ a (a;) a; a (a~) 017] 
+ 7Jl a; ay ay + ih7 ay ay 

aw [ o (8 17) a~ a (a 17) a17] + o17 o; oy oy + ~ ay ay · 
Ich führe nun die Ausdrücke (7) ein. Es ist da,nn 

8 (a;) a; 1 82f of 1 Be1 ( 8!)2 
a[ ßx -ax= ei ~~a-y--efa[ a;' 
_!_ ( a ~) a 17 __ 1 _ _fl_ !_}__ ___ 1_ 8 e1 !1_ !1_ 
817 ox ox - e1e2 8~o17 a'YJ eie2 o17 a; 817 ' 
_!_ (!..1) a ~ - _l_ ~ }J_ - _1_ 0 e2 !1 !1 
o; ax ox - ele2 a;o1J a~ ele~ a; 0~ 01]' 

8 (817) 817 l B2 / Bf 1 Be2 ( 8j)2 
"F;} ßx ßx = e§ ~ O'YJ - e~ a;:j "F;] 

und entsprechende Ausdrücke, in denen nur x und t durch y und g 
zu ersetzen sind. Setze ich das in (9) ein und addiere die beiden 
Ausdrücke, so ist, wenn ich (3) und ( 4) beachte: 

(10) 

S c h n e 1 der, Dlfferentlalglmchungen 
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Nun folgt aus (4) durch Differentiation: 

(11} 

( a t o2 t 8 IJ o2 g 1 a el 

I a~;~+8IBF=2 a~;' 
j ßj fJ2j 8g 82g 1 oe2 

or; a~;a 17 + a;} a~;a 17 = 2 ot; ' 
o f o2 f 8 g iJ2 g 1 o e1 

ot; a~;a 17 + Tf a~;a 17 = 2 or; ' 
a t 82 1 8 g o2 g 1 o e2 ---+---=-----

t or; 0112 a17 Br;2 2 a17 • 

Setze ich (11) in {10) ein, so ist: 

Die erste in (12) auftretende eckige Klammer kann ich daher 

schreiben: a ~ ( 8 _!:_) 
1 1 8 ,r;:-;:- e1 _ l l o 1- ,r;:-::- e1 

1-.- a c yel e2 + fjT- ,r::-;:- - 0 c l el e2 + yel ez 7fi: 
l el e2 el ~ ~ V el ez el \. \. 

__ 1_ !.._ -ye;- e2 _ __ 1 _ !__ 1 {e; 
- ie1e2 8~; el - yele2 ot; V~· 

Entsprechend kann ich die 2. in (12) auffallende eckige 
Klammer umformen, so daß ich schließlich die Gleichung (12) 
schreiben kann 

r o2w o2 w 1 o2w l o2 w 
7fx2 + oyz = el 7ft;z + e2 ßr;2 

<13
) { + _l_ [(!_Jje2 ) ow + (_!__ 1/e1 ) ow] l -v el e2 a !; I el 8 !; 0 r; V e2 8 rJ • 
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Es kommen also auf der rechten Seite nur die beiden Größen 
e1 und e2 vor. Um diese zu berechnen, kann man folgender
maßen verfahren: Ich multipliziere die beiden Gleichungen (2) 
mit sich selbst und addiere sie: 

dx2 + dyz = [(a 1) 2 + (8g) 2
] d~z + 2 (81 ~ + 89 og) d~d'YJ 

a~ a~ a~ ar; a~ or; 

+ [ (:~r + (~~rJ dr;2. 

Nach {3) und {4) folgt daraus: 

(14) dx2 + dyz = ~d~2 + e2 dr;z. 

Geometrisch stellt dieser Ausdruck das Linienelement dar. 
Bilde ich also den Ausdruck für das Linienelement in den neuen 
krummlinigen Koordinaten ~. r; und drückt er sich allein durch 
die Quadrate d~2, d17 2 aus, so ist die Gleichung (3) erfüllt und 
die Koeffizienten von d~2 und dr;2 sind die Größen e1 und e2 • 

Beispiel: Polarkoordinaten 

(1') 

(2') 

(14') 

{ x = rc~scp, 
y = rsmcp. 

{ d x = d r cos cp - r sin cp r1; cp , 
d y = d r sin cp + r cos cp d cp . 

d x2 + d yz = d r2 + r 2 d cp2 • 

e1 = l, 
Cz = rz. 

(13') 
o2 w o2w o2w 1 o2 w 1 ow 
~+-=-+--+--. axz iJy2 ßr'!. r2 ocp2 r dr 

Setze ich die rechte Seite Null, so ergibt sich eine Differential
gleichung, die im folgenden Paragraph behandelt werden soll. 

o2 w fJw fJ 2 w 
§ 10. '}·2-- + 1'-- + -- = 0. 

01'2 fJ T 0 <p2 

Ich mache wieder den Ansatz : 

(1) w = R · qJ, 

wo bei R eine Funktion von r allein und (j_j eine Funktion von cp 
allein ist. 

( d2 R dR) d2 (jj 
(2) r2 dr2 + r dr q_j + R dcp2 = 0. 

11* 
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Diese Gleichung zerfällt in die beiden folgenden: 

dr2 dr 
{ 

r2 d2 R + r dR - 0. R = 0' 

(3) d2!fJ 
drp2 + 0. (jj = 0. 

Die l. Gleichung hat die Form IV, § l (9"). Es ist daher: 

R=rw, 

([J = f{ cos w rp + L sin w rp , 
(4) 

wobei w2 = 0, also ganz beliebig ist. Eine Lösung unserer 
Differentialgleichung ist daher 

(5) w=rw(Kcoswrp+Lsinwrp). 

Ist in (3) speziell 0 = 0 , so ist 

{ 
r2 ~:~ + r ~~ = 0, 

(3') 
d2!fJ 
dq;2 = 0. 

Nach IV, § l (12111) ist daher 

R=K+Llnr, 

W=li1+Nrp. 
(4') 

o2 w ow o2 w 
§ 11. 'r2-- + ~·-- + -- = 0'1·2 • a '1'2 a '}' a p 2 

Durch die Substitution 

(l) w=v+-!-Or2 

kann d1ese Gleichung auf die Gleichung § lO zurückgefuhrt werden, 
oder anders ausgedruckt, man kann das allgemeine Integral 
zusammensetzen aus einem partikularen Integral 

(2) w=k+ ,t-Or2 

und dem allgemeinen Integral der homogenen Gleichung. Ich 
betrachte die Lösung: 

(3} w = k + tOr2 + r"'(Kcoswrp + Lsinwrp). 

Setze ich die rechte Seite von (3) Null, so erhalte ich die 
Gleichung einer Kurve. w hat dann die Eigenschaft, im Innern 
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dieser Kurve unsere Differentialgleichung zu erfullen und auf 
dem Rande zu verschwinden. Ich beschranke mich auf den 
Fall, daß L = 0 und w eme ganze Zahl ist. 

(3a) 

(3 b) 

(3 c) 

(3d) 

w = k + t 0 r2 + Kr cos <p , 

w = k + f0r2 + Kr2 cos2<p, 

w = k + i- 0 r2 + K r 3 cos 3 <p , 

w = k + -}Or2 + K r 4 cos4<p. 

Im 1. Falle lautet die Gleichung der Randkurve in recht
wmkligen Koordinaten: 

(4a) k + tO(x2 + y2) + Kx = 0. 

Das ist ein Kreis vom Mittelpunkt x = - 2: und vom Radius: 

~ yK2- Gk. 

Im 2. Falle lautet die Gleichung 

(4b) k+:J;O(x2 +y2)+K(x2-y2)=0. 

Das ist eine Ellipse mit den Halbachsen 

Vto-:K und V~~· 
Im 3. Falle lautet die Gleichung 

(4c) k + fO(x2 + y2) + K(x3 - 3xy2) = 0. 

Ist speziell 

K=:o~ 
12·' 

0 
k=-3, 

so zerfällt die Kurve in die 3 Geraden 

X= l, 

Im 4. Falle lautet die Gleichung 

(4d) k + tO(x2 + y2 ) + K(x4 - 6x2 y2 + y4) = 0. 
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Ist speziell x _ _!_c. 1 

4 2 + 2ß' 

l 3 + 2y2 
k = - - c . -----'--'--= 

4 2 + 2f2 ' 

so zerfällt die Kurve in die beiden Hyperbeln: 
y2 

x2 - = 1, 
3 + 2y2 

x2 

( r)2w iJ2w r)2,w) 
§12. a ox2 + oy2 +~ +cw=O. 

Das ist die sogenannte Wellengleichung. Man behandelt sie 
statt in rechtwinkligen Koordinaten lieber in Polarkoorclinaten, 
wie wir es nachher im § 15 für den Spezialfall c = 0 tun werden. 

Beispiele: 

Die eigentliche Wellenglewhung lautet: 

(I) ((J2w 82 w o2 w) , 82 w 
a -+-+- =b-. iJx2 iJy2 ()z2 • atz 

Durch den Ansatz w (x, y, z, t) = w (xyz) en' wird (1) auf unsere Diffe
rentialgleichung zurückgeführt. Die Gl. (I) gilt z. B. fur die beiden in einem 
festen Körper möglichen Wellenbewegungen (Schaefer, Th. Ph. 558). 
Es ist dabei b die Dichtigkeit, wahrend 

für die eine Wellenart: w = div der Verrückung und a = J. + 2t'• 
" andere " w = j- rot " " a = f' ist. 

Die Gl (I) gilt weiter für elektromagnetische Wellen, wobei w 
2 

elektrische oder magnetische Feldstarke bedeutet und a = ~, b = s ist. ,, 
(Weber: II, 299.) Eine etwas allgemeinere Gleichung als (I) ist ehe 
folgende: 

(2) 

Man erhalt sie bei elektrischen Wellen, wenn die Leitfähigkeit o des 
Mediums berücksichtigt wird. Es ist: b1 = 4 .n o (Weber: II, 299), 

Die Gleichung 

(3) 

ist die Gleichung der Wärmeleitung, wenn w die Temperatur, a die Leit
fähigkeit und b das Produkt aus spezifischer Wärme und Dichtigkeit 
ist. (Weber: Differentialgleichung II, 82, Schaefer: Th. Ph. II, 20, 
Lorenz: T. Ph. I!, 468). 
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§ 13. Variationsproblem III: Dreifache Integrale. 

E . V . dr . h F k . B u, ( . k 1 2 3) s se1 eme qua at1sc e un twn von -8 ~, = , , : 
XL 

(1) 

Ich betrachte die Gleichung 

(2) o }Jfdx1 dx2 dx3 V= 0. 

Durch partielle Integration ergibt sich 

offfdxl dx2dX3 ~U, ~Uz 
vxk vx111 

2 

1
1 (j~ a u1 JJ} 82 u1 = dxk,dxk,ou,-;,-- dx1 dx2 dx3 ou, 8 8 

" VXm XL Xm 

1 

2 

+I J Jdxm, dxm,OUz ~::-JJ jax1 dx2 dx3 0uz 8 ::~·x~· 
1 

Hierbei ist k wie m eine der Zahlen 1, 2, 3 und k1 k2 wie 
m1 m2 sind jedesmal die beiden anderen Zahlen. 

Nach (1), (2) ist daher: 

Ist dw das Oberflächenelement, dv das Volumenelement 
und r die äußere Normale des Integrationsgebietes, so kann ich 
(3) schreiben: 

3 s(s3 a) 
{
r ofdvV = 2Jdw ~ou,6 6;J;_afmai: cos(xkr) 

(4) 
3 ( 3 3 3 82 ) l - 2 J d V~ o u, J; 6; J; a11m 8 xk ;~m = 0 · 
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Setzen wir die Variationen 15u,. unabhängig vonemander vor
aus, so zerfällt ehe Gl. (4) in die folgenden 6 Gleichungen: 

~( ~ ~ il Bu1 ) • { für die 
(5) J6t tft :8_ akrn Bxm cos(xkv) = 0 (~ = 1, 2,3) Oberfläche, 

(6) ~ ~ ~atrn ß2ul = 0 (i = 1, 2, 3) {für das 
~ .. ~.u;;;;;.,, 0 x,JJ X111 Innere. 
k=l l=l m=l 

Setze ich 
au. 

(7) Bxk = e,k' 

so werden die Gl. (2), ( 5), 6): 

(8) 
3 3 3 3 l 

2 V= ,;E ~ ~ 2: a1rne,kelm. 
t=lk=ll=lm=l 

(9) k~(~11a11rnezm)cos(xkv)=0 (i = 1,2,3) { für die 
Oberfl.ache, 

(10) 

oder 

(ll) ~av 
~-0-cos(xkv) = 0 
k=l e.k 

3 

2a(av)-o 
k=l Bxk 8 e.k -

(12) 

(i = 1, 2, 3) {für das 
Innere, 

{ 
ftir die 

(i = 1, 2, 3), Ob fl. h er ac e, 

{
für das 

(i = 1, 2, 3) I nnere. 

Sind Ur• u2, u3 die Verschiebungen des Punktes x1, x2, x3 eines 
elastischen Körpers, so ist 
(13) d >m kl km akrn = au = a,m = a,z 
Es stellen dann die e,k die Verzerrungskomponenten dar. V ist 

die Verzerrungsenergiefunktion. Die 21 Größen a;/111 sind die 
elastischen Konstanten des aolotropen Körpers (Love: EI., 
Kap. III). Ich will sie hinschreiben: 

a11 
11 

a11 
22 

a11 
33 

a11 
23 a11 31 afL 

a22 
22 aiä a22 

23 
a22 

31 aiL 

a33 
33 

a33 
23 

a3s 
31 a~L 

a23 
23 

a23 
31 aiL 

a31 
31 a~L 

ag. 
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Ist speziell aU = a~~ = an = a1 , 
ai~ = an = ag = a2 ' 

ag = aH = an = aa , 

während alle übrigen a Null sind, so ist 

(14) 2 V= a1 (eil + e~2 + e~a) + 2a2 (e22 ess + e3a e11 + e11 e22) 

+ 4a3 (e-~3 + ej1 + ei2). 

Bei isotropen Körpern drücken sich die 3 Konstanten a1 , a2 , a 3 

durch 2 aus. Es ist: 

§ 14. Krummlinige Koordinaten im Raume. 

Ich will nun die Ergebnisse des § 9 auf 3 Dimensionen er
weitern. Dabei sollen die Rechnungen unter Verwendung des 
Summenzeichens gleich so geführt werden, daß sie sich ohne 
Schwierigkeiten auf mehr als 3 Dimensionen übertragen lassen. 
Ich schreibe daher x1 x2 x3 statt xyz und ~1 ~2 ~3 statt ~1]1;. Es 
sei also 

(1) (p = 1, 2, 3). 

Daraus folgt durch Differentiation 

3 a 
dxp = L: at d~q> 

q=I q 

(2) (p = l, 2, 3). 

Ich nehme nun an, daß die Funktionen /1 / 2 / 3 speziell von 
der Art sind, daß 

3 L: 8jp 8jp -0 
p=I [J~q [J~r - ' 

(3) (q+r; q,r=l,2,3), 

d. h. die krummlinigen Koordinaten sollen orthogonal sein. Ferner 
setze ich zur Abkürzung 

(4) (q = 1, 2, 3). 



170 V. Kap. Partielle Differentialgleichungen. 

Die Gleichungen (3) und (4) kann ich dann in die folgende 
zusammenfassen : 

3 .L; ofp ofp ={o qtr, 
p=l o~q O~r eq q = r, 

(3a) (q, r = l, 2, 3) . 

Multipliziere ich die Gleichung (2) mit ~ k und summiere 
über p, so folgt wegen (3a) 

(5) 

(8) 

(q = l, 2, 3). 

Vergleiche ich diese Gleichung mit der folgenden 

(q = l, 2, 3)' 

(p, q = l, 2, 3). 

Ist nun w eine beliebige Funktion der x, so ist 
3 

aw = """'aw a~q' a ~Fa (p= 1,2,3). Xp q=l ~q Xp 

Durch nochmalige Differentiation ergibt sich 

(9) az~ = j: j: azw a~q a~. + j: j: aw _!____ (a~q) a~ •. 
oxp q=l r=l O~qa~. OXp oxp q=l r=l O~q a~. OXp OXp 

Ich führe nun die Ausdrücke (7) ein. Im 2. Summanden 

ist dann a (o~q) 8!;, a l ofp) l ofP 
a~. OXp oxp = a~. cq O~q ;; a~r 

l az /p a tp l a eq [) /p a /p 
= eqer fJ~,fJ~q o~r- e~e, 8~, o~q o~,. 

Setze ich das ein und summiere noch über p, so folgt 
3 3 3 3 

(10) """'o2 w = """'~ ~ _l_ ""'V a /p ofp 
~ a x2 ~ ..:::.. [) ~ a ~ e e ~ a ~ a ~ p=l P q=l r=l q r q 'P=l q r 

+ ~aw (_!__ j: !_j: _!Jp_ ofp _ _!__ j: _!__ oeq ~atp ofp) 
q=l O~q eq T=l e,p=l O~,O~q O~r e~ r=l er O~r p=l O~q O~r • 
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Nun folgt aus (4), wenn ich dort r statt q schreibe und nach !;q 
differenziere 3 

(11) ~ofP 82/p I oe,1 

p=l a;;, a;;qa;;. = 2 a;;q · 

Beachte ich (3a) und (11), so folgt aus (IO): 

Die im 2. Summanden von (12) auftretende Klammer kann 
ich also schreiben: 1 

0-
I I o ---- e 
~ eq o!;q 1ele2e3 = d!;qq 

= ~ (-" a", y ,, ""' - J'" ""' : :.) 
~~~ ~ ~ ~ 

1 0 y~ 

1ele2e3 o!;q eq 

Die Gleichung (I2) wird daher 
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Es kommen also auf der rechten Seite nur die drei Größen 
e1 e2 e3 vor. Um diese zu berechnen, kann man folgendermaßen 
verfahren: Ich multipliziere (2) mit sich selbst und summiere über p: 

Nach (5) folgt daraus 

(14) 

Geometrisch stellt dieser Ausdruck das Linienelement dar. 
Bilde ich also den Ausdruck für das Linienelement in den neuen 
krummlinigen Koordinaten ~ und drückt er sich allein durch 
d1e Quadrate d ~2 aus, so sind die Gleichungen (3) erfüllt und 
die Koeffizienten der Quadrate sind die Größen e. 

Beispie I: Räumliche Polarkoordinaten 

(1') y = rsinfJsincp, l x = r sin {} cos cp , 

z = rcos{}. 

(2') dy = drsin{}sinrp + rsinfJcoscpdcp + rcos{}sin{}d{}, I d x = d r sin {} cos cp - r sin {} sin cp d cp + r cos {} cos rp d {}, 

(13') 

d z = d r cos {} - r sin {} d {) . 

e1 = 1, 

e2 = r2 sin2 {}, 

ea = r2. 

iJ2w iJ2w iJ2w iJ2w 1 iJ2w -+-+-=-+ -iJ x2 iJ y2 iJ z2 iJ r2 r2 sin 2 {} iJ rp2 

1 iJ2w 2 ow cos{} iJw +--+--+ -r2 (){}2 r or r2 sin {} i){} • 

Setze ich die rechte Seite Null, so ergibt sich eine Differential
gleichung, die im folgenden Paragraph behandelt werden soll. 
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iJ 2 w iJw iJ2 1-v iJw 1 iJ 2 w 
§ 15. ,r2 iJ 1.2 + 2 <J• ""B"r + iJ {}2 + ctg {} iJ {} + sin2 {} iJ p2 = 0. 

Ich mache den Ansatz 

(l) W= R· P({}cp), 

wo R nur von r und P nur von {} und cp abhängen soll. Dann ist 

( d2 R d R) (a2 p iJ p l 82 p) 
(2) r2 dr2 + 2r dr P+R (){)2 + ctg{} (){} + sin2{} ßcp2 = 0. 

Ist P konstant, so ist die 2. Klammer 0 und die l. Klammer 
g1bt eine Differentialgleichung von der Form IV, § I (5'). 

Ist R = rn, so wird (2): 

(3) 
ß2p {}P l ß2p 
iJ{}2 + ctgo i){} + sin2 {} ocp2 + n (n + l) P = 0. 

Die Funktionen P, die dieser partiellen Differentialgleichung 
zweierVariablen genügen, bezewhnet man als allgemeine Kugel
funktionen. Ist P nur von{} abhängig, so wird aus der partiellen 
Differentialgleichung eine gewöhnliche. Führeich x = cosßstattß 
als unabhängige VarJable ein, so wird die Differentialgleichung 

(4) 
d2P dP 

(l - x 2 ) dx2 - 2x dx + n (n + l} P = 0. 

Die Lösung dieser Differentialgleichung bezeichnet man ge
wöhnlich mit Pn und nennt sie die Legendresche Kugelfunk
twn nter Ordnung. 

VI. Kapitel. Differenzengleichnngen. 
§ 1. Differenzen. 

Differenzen LI y definiere ich folgendermaßen : 

Lly(x) = y(x + h)- y(x), 

Ll2 y(x) = Lly(x + h)- Lly(x) = y(x + 2h)- 2y(x + h) + y(x), 

(l) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Ll'y(x) = (-1)'~(- w(;) y(x + yh). 
r~o 
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Für diese Differenzen gelten ähnliche Rechenregeln wie für 
die Differentiale. Für das Produkt f · g zweierFunktionengelten 
z. B. die Formeln [I, § 10 (7)] 

Llfg = f (x) L1 g(x) + Llf(x)g(x + h), 

iJ2 fg = f(x) il 2g(x) + 2Llf (x) Llg (x + h) + il 2 f(x) g (x + 2h), 

(2) 

il'fg = ...± ( ~ )iJ" f (x) Ll'-"g(x + uh). 
><=0 

Ich will nun die Differenzen einiger Funktionen betrachten 

(3) {x}' = x (x- h) (x- 2h) ... [x- (r- l)h]. 

Dieses Produkt spielt in der Differenzenrechnung dieselbe Rolle, 
die xr in der Differentialrechnung spielt, daher die symbolische Be
zeichnung auf der linken Seite. Es ist 

(4) 

Nach (I) ist 

hm{x}'=xr. 
h=O 

LJ{x}' = (x + h)x(x- h) ... [x- (r -- 2)h] 

- x(x- h) (x- 2h) ... [x- (r- l)h], 

LJ{x}' = x(x- h) ... [x- (r- 2)h] {(x + h)- [x- (r -l)h]}. 

Rechnen wir die letzte Klammer aus und dividieren noch 
durch h, so erhalten wir 

LJ{x}r 
-h- = r{x}'-1, 

(5) . . . . . . . • 

(6) 

iJ'{x}' r' 
-h~, ~ = r (r- l) ... [r- (i- l)] {x}'-' = (r _· i)! {x}'-•. 

Zweitens betrachte ich folgende Funktion : 

{e}n"' = (l + nh)}; = eT,In(l+nh) 

Es ist wieder 
(7) lim {e}n"' = en"'. 

h=O 
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Nach (1) ist: 
X X 

L1 {e}'"" = (1 + nh)h (1 + nh)- (1 + nh)h, 

(8) 

L1 {e}nx 
-h- = n{e}n'", 

1 
Aus (2), (5) und (8) folgt nun: 

(9) 
LI' {x)" {e)nx ' (i) u 1 

. = {e)n'"""' ' . n'-"{x\."-"{e}n"k. 
h' ".:;:_; x (u-x)! 1 

/=Ü j 

Diese Formel entspricht der Formel I, § 10 (8). 
Man kann nun auch Funktionen aufstellen, d1e den trigono

metrischen und hyperbolischen Funktionen entsprechen: 

j {sinwx)= 2\[(1+iwh?~-(1-iwh)~], 
(10) 

{coswx)= i [(1+iwh)~+(1-iwh)~.]. 

(ll) l {6inwx} = i- [(1 + wh)f;- (1-

{Q:ojwx) = i [(1 + wh)f;+ (1-

wh)fl, 
wh)f]. 

Es gelten dann die Formeln: 

(12) 

(13) 

und 

(14) 

(15) 

{ 
{sinO} = 0, 

{cosO) = l. 

{ 
{®inO} = 0, 

{ G\:ofO} = 1, 

w{coswx), l L1 {sinwx} 
h 

LI { cos w X) { . ) 
h = -w smwx . 

{ 

L1 {®~wx} = 

LI { Q:of w x} _ 
h -

w{Q:oj wx}, 

w{6inwx}. 
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Ich setze 

(16) 
1 = rcosrp, 

wh = rsmrp, 
so daß 

(17) 
r2 = 1 + (wh)2 , 

tgrp = wh. 

Dann kann ich (10) folgendermaßen schreiben: 

(18) { 
{•ffirox) ~ ': '"'" .;:-, 

- X 
{ cos w x} = rh cos rp h 

{ sin w x} wird also Null, wenn 

hp,n 
(19) x = -- (.u = 0, 1, 2, 3 . ) 

cp 

und { cos w x} wird Null, wenn 

hp,n 
(20) X = - (p, = 1, 3, 5 ... ) 

2rp 

Ist z B wh = 1, so ist nach (17) rp = : und nach (19) und (20) 

(19') X= 4hp, (p, = 1, 2, 3 ... ) , 

(20') X= 2hp, (p, = 1, 3, 5 ... ) 

Rechne ich nach (10) {sinwx} fur x = 4h, Sh, 12h ... und 
{coswx} für x = 2h, 6h, lOh .. wirklich aus, so erhalte ich: 

{ sin 4 w h } = 4 w h - 4 w h3 , 

{sin 8wh}= Swh- 56(wh)3 + 56(wh)5 - 8(wh)7, 

{ sinl2wh} = 12wh- 220 (wh)3 + 792(wh)5 -792(wh)1 

+ 220(wh)9- 12(wh)11 

{ cos 2wh} = 1- (wh)2, 

{cos 6wh}=l-15(wh)2 + 15(wh)4 +(wh)6 , 

{coslOwh} = 1- 45(wh)2 + 210(wh)4 - 210(wh) 

+ 45 (wh) 8 - (wh)10 

Diese Ausdrücke verschwinden tatsächlich, wenn wh = 1 ist. 
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Schließlich führe ich noch folgende Funktionen ein: 

1
{ I"' sin w x} = 2\ [ (1 + ß h + i w h) ~- (1 + ß h - i w h) ~], 

(21) 1 [ ~ ~] 
{l"'coswx} = 2 (1 + ßh + iwh)" + (1 + ßh- iwh)" , 

j 1 r ~ ~l 
{eß"'6inwx}= 2 _(1+ßh+ wh)"-(1+ßh-wh)", 

(22) 

{/"'~ojwx}= ~ [(1+(Jh+ wh)~-+(1+ßh-wh)~]. 

(23) 

(24) 

(25) 

Ich setze in (21): 

f1 + ßh = rcoscp, 
l w h = r sin cp , 

i 
r 2 = (1 + ßh) 2 + (wh)2, 

wh 
tgcp = 1 + ßh 

Dann kann ich (21) folgendermaßen schreiben: 

Ist speziell: 

(26) 

l{l"'sinwx} = r: sin cphx' 

{ /"' coswx} = rh cos cphx. 

so ist r 2 = 1. 
Will ich (22) ähnlich umformen, so muß ich 2 Falle unter

scheiden: 

J1+ßhJ>Jwhj J1+ßhJ<Jwhj 

(27) {1+ßh=r~ofcp, 
wh = r6incp; 

l r 2 =(1+ßh)2 -(wh)2 , 

(28) - wh 
%gcp-1+ßh' 

X l{/"'6inwx} = rh 6in cphx, 

(29) !'. X 

{/"'~ofwx} = r" (;l;o[cph; 

S c h n e 1 d e r , DtfferentJalgleJChungen 

(27,) {1+f3h=r6inq::>, 
wh = r(;l:of q::>; 

J r 2 =(wh)2 -(1+ßh)2 , 

(28') l%g cp = _1 + ß h; 
wh 

"' l { eß"'6inw x} = rh ~of ~.x, 
(29') "' 

{l'"~o[ wx} = rh 6in q::>hx; 

12 
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Ist 

(30) h(ß2 - w 2 ) + 2ß = 0, 

so ist: r2 =I. 

(30') (w2 - ß2 )h2 = 2 (1 + ßh), 

§ 2. Differenzengleichungen 1. Form. 

Nach den Ausführungen des vorigen Paragraphen ist es nun 
nicht schwer, die bisher über Differentialgleichungen gefundenen 
Resultate auf Differenzengleichungen zu übertragen. Die Lösung 
der Gleichung 

(I) 

ist z. B. nach § 1 (14) 

(2) y = K { coswx} + L{sinwx} 

oder nach § 1 (18) 

(2') y=r~(Kcos ~x +Lsin ix). 
Die Konstanten Kund L bestimmen sich nun aus den Anfangs

bedingungen. Es seien z. B. y (0) und ( A :) vorgeschrieben. Nun 
ist nach § I (14) o 

(3) tJ;:=w(-K{sinwx}+L{coswx}). 

Nach (2), (3) und § I (12) ist daher 

(4) 
J Yo = K, 

1 (Lihyt = wL. 
Daher ist 

(5) y = y(O){ coswx} + ~ (Ahyt {sinwx}. 

Soll aber z. B. 
(6) y(O) = 0 und y(ph) = 0 

sein, so sind diese Bedingungen nicht jür jedes w erfüllbar. 
Wegen der I. Bedmgung ist K = 0 und wegen der 2. Bedingung 
muß 

(7) y(p • h) = L{sinwph} = 0 
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sein. Daraus folgt nach § 1 (19) 

(ft = 1, 2, 3 ... ) , 

oder nach § 1 (17) 
1 ft7r 

(8) w=-tg--
h p 

(,n = 1, 2, 3 ... ) . 

(9) 

Entsprechend ist d1e Lösung der Gleichung 

LJ2y 
ay-cy=O, 
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nach § 1 (15) 

(10) y=K{~ojwx}+L{Elinwx} w=V~· 
Die Losung der Gleichung: 

(ll) 
LJ2y L1 y 

a-,;;.-+b-y;:+cy=O 

ist (vgl. I, § 5) x x 

(12) y = k1 {e}n,x + k2 {e}n,x = k1 (1 + n1 h)h + k2 (1 + n~h)h, 
(13) n1, 2 = 2

1a(-b+-(lJ2= 4ac). 

I. b2 < 4ac. 

n ist komplex. Ich setze: [I, § 5 (41}] 

b 
ß =- 2a' 

1 --~
w = +~y4ac- b2 

2a 
und weiter nach § 1 (24): 

1 
r2 =-(a-b h + ch2 ) 

a 

hy4ac- b2 
tgrp=---. 

2a- bh 

Die Losung (12) kann ich dann nach § 1 (25) 
Bezeichnung der Integrationskonstanten schreiben: 

~ ( cpx rpx) 
y = rh Kcosh + Lsin h . 

Ist speziell b =eh, so ist r2 = 1. 

mit anderer 

12* 
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Die Lösungen der GI (11) sind dann einfach die trigono
metrischen Funktionen. Bei den Differentialgleichungen war das 
der Fall, wenn b = 0 ist. Der Differentialgleichung 

d2 y 
a-+cy=O 

dx2 

entspricht also in diesem Zusammenhange nicht die Gl. (1), 
sondern die Gl. : 

Lf2y 
a h2 + G Lf y + Gy = Ü • 

Es sind nach § 1 (28) 2 Falle zu unterscheiden: 

I 2 a - b h I > + h i b2 - 4 a c [ 2a- bh I<+ h fb2 - 4rtc 

(15u) 

Die Losung (12) kann ich dann nach § 1 (29) mit anderer 
Bezmchnung der Integrationskonstanten schreiben: 

(16n) 
~ ( rpx rpx) 

y= rh KQ:oi--,;+LElin-y;:. 

Ist in (15n) b =eh und in (15J:r) bh = 2a + ch2, so ist r2 = l. 
Nur in diesem Falle >vird es sich lohnen, die Losung (12) auf dre 
Form (16u) zu bringen. 

III. b2 = 4ac. 

Die charakteristische Gleichung hat dann die Doppelwurzel: 

b 
n=-~, 

und das allgemeine Integral ist: 

y = (K + Lx) (1 + nh)h. 



(11) 

§ 3. Differenzengleichungen 2. Form. 

Die Lösung der a,llgemeinen Gleichung 

p il'y 
~a,h'=O, 
.~o 

ist nach § l (8) 

(12) y = k { e }'"" , 

wenn n eine Wurzel der Gleichung 

(13) 
p 

2a,n• = 0 
t~O 
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ist. Hat diese Gleichung eine (r + l)fache Wurzel n, so ist die 
zugehörige Losung von (11) nach§ l (2) und (5): 

r 
(14) y = {e}nx~k.a{x}". 

,n=O 

Eine partikulare Losung der Differentialgleichung 

(15) 

ist 

(16) 
y 

Y = {e}"'x ~r fx\" 
...::::.... i' \ f ' 
,u=O 

wobei die r aus den GI I, § 19 (5) und (6) zu bestimmen sind. 

§ 3. Differenzengleichungen 2. Form: Zurückführung auf 
die 1. Form. 

Nach § 1 (1) 1st: 

Lly = y(x + h)- y(x), 

LJ2y = y(x + 2h)- 2y(x + h) + y(x) 

(1) 

Ll'y = (-1)'.±(-l)r (i) y(x + yh). 
r~o Y 
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Setze ich das in die Differenzengleichung 

(2) .fa,~,?t = 0 
•~o 

ein, so ist 

p ( 1)' ' ( . ) L;a, h ~(-I)r,~ y(x+yh)=O 
t=O y=U y 

oder, wenn ich die Summation um ordne: 

p ( p ( 1) t+l' ( . ) ) ~ ~ h' ;, a, y(x + yh) = 0 

Setze ich 

(3) ~(-l)i+r(i) !!'!:_ = 
...:::.. h' Cl'' 
t=)• y 

so kann ich (2) folgendermaßen schreiben: 
p 

(4) L;cry(x + yh) = 0. 
y=O 

Diese Gleichung will ich als die 2. Form der Differentialgleichung 
bezeichnen. Ich kann auch (4) auf (2) zurückfuhren. Zu dem 
Zweck muß ich die Gl. (1) nach den y auflösen. 

y (x + h) = L1 y + y, 

y (x + 2 h) = ,12 y + 2 LI y + y, 
(5) 

y(x+ yh) =,~(~)Ll'y. 
Setze ich (5) in (4) ein, so ist: 

l~ Cy,ta ( ~) LJ' y = Ü . 

Ordne ich um und setze 

(6) 
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so erhalte ich wieder die Form (2). (6) ist die Auflösung des 
Gleichungssystems (3) nach den a. 

(1) 

§ 4. Differenzengleichungen 2. Form: Direkte Lösung. 

Um die Gleichung 
p 

l:CrY(X + yh) = 0 
y=O 

direkt zu lösen, setze ich: 

(2) 

Daraus folgt: 

(3) 

X 

y(x) = kn'h. 

y(x + yh) = nry(x) 

und, wenn ich das in (1) einsetze: 

(4) 

Ist also n eine Wurzel von (4), so ist (2) eine Lösung von (1). 
Habe ich also z. B. die Gleichung 

(5) ay(x + 2h) + by(x + h) + cy(x) = 0, 

so lautet die Gl. (4) 

(6) an2 +bn+c=O 

oder aufgelöst: 

(7) 

Ist nun b2 < 4 ac, so ist n komplex. Ich setze: 
b 

(8) 

so ist 

(9) 

- 2 ~ = r cos cp , 

1 . - r 4 a c - b2 = r sm cp ' 
2a 

1,~
tg cp = - b y 4 a c - b2 . 
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(10) 

(ll) 

VI. Kap. Differenzengleichungen. 

Die Lösung (2) kann man dann auf die Form bringen: 

y = rT (x cos ~tx + Lsin q;tx). 
Soll z. B. 

y(O) = 0 und y(ph) = 0 

sein, so ist K = 0 und sinrpp = 0. Daraus folgt: 

(12) 1Un 
f[J = - (,u = 1, 2, 3 ... p- I). 

p 

Die Grenzbedingungen (ll) sind also nur erfüllba'r, wenn 

(13) ,;- pn 
b = -2 raccos

p 
(/l = I, 2, 3 .. . JJ- 1). 

Dann ist nach (IO) und (12): 

"' - ftJT:X 
y = rh L" sin - 1- (p =I, 2, 3 ... p- 1). 

' p t 
(14) 

Man kann die Differenzengleichung (5) aber noch auf ganz 
andere Weise lösen. Es sei etwa h = I. Dann kann ich (5) 
schreiben: 

(I5) ay(x+2)=-by(x+I)-cy(x). 

Schreibe ich kurz y statt y (1), so folgt, da y (0) = 0 sein soll, 
aus (15) der Reihe nach: 

(16) 

I ay(2) = -by, 

a2y(3) = (b2-ac)y, 

a3y(4) = (-b3 + 2abc)y, I a4 y(5) = (b4- 3ab2c + a 2 c2) y, 

a5y(6) = (-b5 + 4ab3c- 3a2bc2)y, 
.... 0 .............. 0 

Ist also in (II) etwa p = 6, so folgt 

(17) 
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(18) 

Diese Gleichung hat die Lösungen 

b = -JI3ac, 

b=--Va"C, 

b =0, 

b = + yac, 

b=+Y3ac. 

Diese Werte stimnwn in der Tat überein mit den aus (13) 
folgenden Werten 

b = - 2 y ac cos 30 o, 

b =- 21faCC03 60°, 

b =- 2 yaccos 90°, 

b = - 2 yac cos 120 °' 

b = - 2 yaGcos 150°. 

:Nach (16) und (18) ist 

y(1) = Y1 + Y2 + Y3 
ay(2) = y1 y3ac 

' + Y2 faC 0 
a2 y(3) = y1 2ac 0 - y3 ac 

n3y(4) = YI ffa3c3; - Y2l/a3c3; 0 
a4 y(5) = y, a 2 c2 - y2a2c2 +y3a2c2; 
a:;y(6) = 0 0 0 

+ Y4 + Yö 
- y4 yac - y5 f3ac 

0 + y5 2ac 

+ Y4 y~c3 ; - Yö f3ascs 

- Y4 a2c2 + Yö a2c2 
0 0 

Diese Werte stimmen überein mit den aus (14) für h = 1 
und p-= 6 folgenden Losungen: 

y = r"' L," sin,ux30° (,u = 1, 2, 3, 4, 5). 

Ist z. B. in den GI. III, § 4 (1) und (2) 

E= ;~v;, 
p 

V= c (~y; + ~YvYv+I)' 
wobei a und c naturlieh andere Konstanten sind als in (5), so 
wird die GI. III, § 4 

ajjp + c(- Yv-1 + 2yp- Yv+I) = O. 
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Setze ich hierin 

yP = rp(Kcoswt + Lsinwt), 

so wird 
crp-l + (aw2 -2c)rp + crp+l = 0. 

Das ist die Gl. (5), und zwar ist, wenn ich die Konstanten 
von (5) für den Augenblick mit einem Strich versehe: 

I I a = c = c 
b1 = aw 2 - 2c. 

Nach (9) ist dann r 2 = 1 und nach (8): 

1/ a a2 w va 1 ;-;;2ä, 
sin cp ~~ - w 2 - - w4 = 2- - / l - - -

c 4c2 2 c 4 c ' 

• cp w llr; Slll2=·2 c" 
Nach (12) ist daher 

21/ c . fl:ll 
w = -stn-~ 

a 2p 
(,u = l, 2, 3 ... p- 1). 

V gl. Hort : "Die Differentialgleichungen des Ingenieurs", 
S. 249: Schwingungsbewegung einer Kette von Massenpunkten. 

Nach (9) ist r 2 = 1, wenn c = a ist. Dannist (6) einereziproke 
Gleichung. Bei den Differentialgleichungen zweiter Ordnung er
gaben sich die trigonometrischen Funktionen als Lösungen, wenn 
b = 0 war, d. h. in der charakteristischen Gleichung nur gerade 
Potenzen vorkamen. Dem entspricht also hier der Fall der rezi
proken Gleichung. Der Differentialgleichung I, § 9 wird also hier 
die folgende Differenzengleichung entsprechen: 

(19) ay(x + 4h) + by(x + 3h) + cy(x + 2h) + by(x + h) 
+ ay(x) = 0. 

Die Gleichung (4) lautet: 

(20) an4 + bn 3 + cn2 + bn + a = 0 

oder aufgelost: 

(21) n1, 2, 3, 4 =-Ja ( -b + 1qlb2 - 4ac + 8a2 

+ ]12b 2 -4ac-8a2 -s2bfb2 -4ac+Sa2) (s=±). 
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Sind diese Ausdrücke komplex, so kann ich, weil (20) eine rezi

proke Gleichung ist, dien folgendermaßen schreiben: 

n1 =ß+iw, 
n2 = ß- iw, 

ß+iw 
ns = ß2 + w2' 

ß-iw 
n4 = ß2 + w2" 

Ich setze nun: 

(22) 

(23) 

{ ß = e_'P• c~s cp2 , 
w = er• s1n cp2 ; 

1 e2r, = ~ + w2, 

tgcp2 =-. 
ß 

Die 4 Partikularlösungen sind dann: 

(24) 

X 

nlh = e 
X 

n2h = e 
3?_ _ fftX 't fftX 

nsh=e he h 
X CftX fPt.X 

n4h = e -,.-e -1-h-

Das allgemeine Integral kann ich dann wie in I, § 9 (11) folgender

maßen schreiben: 

(25) 
mx mx .mx mx 

y = K ~of _Tl_ cos _'1'2- + L Ibm _T_l_ cos _'1'2-

h h h h 

+ M ~of Cf't x sin cp2 x + N ®in Cf'l x sin (/)2 x 
h h h h . 

§ 5. Partielle Differenzengleichungen. 

Die Definitionen § 1 (1) erweiternd definiere ich Differenzen: 

(1) Ll~+'lw(xy) = (-1)H'1~~(-1)i+r(;) ('i))w(x+ ih, y + yh), 

~=0 r=O 'J' 
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ehe wh in Analogie zu den Differentialen als partielle Differenzen 
bezeichnen will. Partielle Differenzengleichungen lassen sich nun 
wieder entweder in der Form 

(2) 

oder 

(2') '2; '2;c,rw(x + ih, y + yh) = 0 
r 

schreiben. Setze ich in (2) 

(3) 

und in (2') 

(3') 

em, so wird 

(4) 

(4') 

"' y 

w(xy) = k(l + m)h(l + n)h 

X y 

w(xy) = kmhnh 

'2; _2c,rm'nr = 0. 
r 

Von den beiden Zahlen m und n ist also eine beliebig und die 
andere durch (4) resp. (4') bestimmt. Ist z. B. (vgl. V, § 5) 

(5) A2+0w(xy) + LJ0+ 2 w(xy) = 0, 

(5') w(x + 2h, y)- 2w(x + h, y) + 2w(xy)- 2w(x, y + h) 

so ist 

(6) 

(6') 

+ w (x, y + 2h) = 0, 

m =in, 

m=l-!-i(n-1). 

Em partikulares Integral ist analog zu V, § 5 (4") 

(7) w=K+Lx+J.Wy+Nxy. 
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Ist statt (5) die inhomogene Gleichung 

(&) LJ2+0 w (xy) + LJ0+2 w (xy) = C 

gegeben, so ist analog zu V, § 6 (2) und (3) ein partikulares 
Integral 

(9) 

falls 

(10) 

w = Kx(x -1) + Ly(y -1), 

c 
2(K + L) = h2 • 

Sind statt (2) und (2') die mhomogenen Gleichungen 

(11) 
Lf+'l w(xy) -'"- !!_ 

~ ~a<,1 J!+,-1 - = 0(1 + m)h(l+n)h. 
g IJ t 

X y 

(11') ,L.Lc,yw(x + ih, y + yh) = Cmhnh 
' l' 

gegeben, so ist ein partikuläres Integral 

X y 

(12) w=r(1+m)h(1+n)h, 

(12') 

wobei die r sich aus den Gleichungen 

(13) 

(13') 

berechnen. 

r2f:2;a",1m"n'' = C, 
§ 'I 

r2;2;c,ym'nY = C, 
' l' 

§ 6. Angenäherte Integration von Differentialgleichungen. 

Man kann die Differenzengleichungen benutzen, um Differen
tialgleichungen angenähert zu mtegrieren, indem man die Differen
tiale durch Differenzen ersetzt. Es ist dabei noch die Frage, ob 
man dy ersetzen soll durch 

L1y(x) = y(x + h)- y(x), 
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oder durch 
Lly(x- h) = y(x)- y(x- h), 

und ob man d2 y ersetzen soll durch 

LJ2y(x) = y(x + 2h)- 2y(x + h) + y(:r), 

oder durch 

LJ2y(x- h) = y(x + h)- 2y(x) + y(x- h), 

oder durch 

LJ2y(x- 2h) = y(x)- 2y(x- h) + y(x- 2h). 

Haben wir ein Differential gerader Ordnung d2'y, so wird es 
sich empfehlen, dafür Lf2• (y - i h) zu setzen. Liegt also z. B. 
die Gleichung 

(1) 

vor, so ersetze ich sie durch 

(2) LJ2+ 0 w(x- h, y) + LJ0 +2w(x, y- h) = -1, 

oder in der anderen Form: 

(2') 
w~+~~+w~-~~+w~y+~ 

+ w(x, y- h)- 4w(xy) = -1. 

D1ese Gleichung benutzt C. Runge: (Zeitschrüt für Math. 
und Physik, Bd. 56, Heft 3, 1908) um die Gl. (1) fur ein aus 
5 Quadraten gebildetes Kreuz zu integrieren. Er benutzt dabei 
allerdmgs nicht dle im§ 5 gegebenen Ansätze, sondern berechnet 
die w sukzessiv, wie es in dem Beispiel am Schluß des § 4 ge
schehen ist. 

VII. Anhang. 
Da im vorhergehenden verschiedentlich von mechanischen 

und elektrischen Schwingungen die Rede war, lasse ich hier 3 
physikalische Tabellen folgen. Die 1. zeigt Analogien, die 
zwischen den verschiedenen Gebieten der Physik bestehen, die 
2. und 3. vergleichen die von den verschiedenen Autoren ge
brauchten Bezeichnungsweisen in der Elastizitatstheorie und 
Elektrizitätslehre. 
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Tabelle II. Elast1zitats-

Franz Keumann I Clebsch I Clebsch·St -Yenant I Kirchhof! Helmholtz 

k I E,u . E17 I 
(l+,u)(l-2,u)i(l+1J)(I-2,))! 

2K8 H-}K 

7v IF=-E- \ G=--E- I 
2(l+.ul 2(1+,,). 

K K 

~ k 
I 

E I E I 2Kl+3fJ \E= 9Hfi_ 
I i 

l + 2 f) 3H+K 

I I 
8 I 3H-2J{ { i' 1) 

1+28 i'=6H+2K 

'k 
I 

E E 

I 
}K(l+38) 

I 
H .I 3(1- 2,11) I 3(1-27]) 

3k I E(l-tt) I E(l-7]} I 
(1 +,u) (1- 2t1) (1 +17) (1- 217) 

2K(l + 8) I H + tK 

I i' 

I 
1) 

I 
8 /8= 2~-~ l-2,n I - 211 

-----

I I I I 
fl 'I 8 3H- 2K 

lOk E E 2K(l+38) lSHK 

Verzerrungs- und 

Clebsch I Clebsch·St ·Yenant .• 1. Kirchhoff, YOJgt, I Helmholtz / Thomwn u Ta1t Planck 

aß!'Tl'P joxOyOz!i'uz!i'zx!i'xyl x,yyz,y,zxxy I abc2l2m2n 
1 

efgabc 

tu 122t33,23 (31 tl21 txx fyy t" tyz t,x txy\ X, Yy z, Y,Z" Xy 1 XX y yZ, Y,Zx xyl p Q R s ;_,-[;-
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moduln 

Love-T!mpe V01gt I Fopp! 

I E·m 
---~ m) (m- 2) 

I 
m·E 

G = 2 (m +----rJ 
c- c' 

2 

Spannun gsk o m p o n en ten. 

Enzyk!opad1e 'l''xt. Y, s lJ 

--_-_-.::::_--::-__ ---",_c-_ --~-- --------::-----:----- ------. 

ex ey ez gyz gzx fJxy i eJl e.!2 e~3 ~~2-3 2~ll ~~~: 

Sc h n e 1 d c r, DifferentmlgleiChungen I:J 
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III. Die beiden Coulomb sehen Gesetze sowie die sogenannte 
l. Hauptgleichung der Elektrodynamik hmten 

t = k Ql Q~ 
cl r2 ' 

f=k mlm2 
2 r2 ' 

curl~ = k3 i. 
Für die 3 Konstanten k1 k2 k3 sind nun folgende Bezeichnungs

welSen gebräuchlich · 

k1 1 k, k, ,, und i'o smd die Werte von ' nnd ·" fur das Vaknnm' 

1 I 1 -~ 1 AUgemeinC3 Maßsystem 
4:7re 4nt' V 1 

V=c~ 

1-~~~--T ::~1 EiektrootatLcheo "o = 1 
s .'' , Maßsystem 

-c;·-~--1-'----~ Elektromagneti;·che"l --~- _1 _____ _ 

l 
V=l flo = C2 

."o = l V=l 

1) 

') 

') 

4) 
s-~~-~ - ::~~--- !!"~~;~tem ---- _l ___ •F".oo_== _lc~-
E fl ' c . Ab3o~utes Maßoy-o_tem_ 

· ,Ho= l V=c -----. 

_!___ I _l_\ 1 Rationelles Maßsystem 5) 
4 .-,; E 4Jlfl i C 

--------
1) 0 o h n: Dal elektromagnetische Feld. Leipzig: H1rzel. 
2 ) Maxwell. 
3 ) M a x w e 11. Eng an das elektromagnetische Maßsystem schheßt swh das praktische 

Maßsystem an. 0 r l1 c h: Kapaz1tat und Induktivitat. Braumchwmg: VIeweg & Sohn. 
4) Gauss; Helmholtz; Hertz; Abraham: Theorie der Elektrizitat. Leipzig: 

Teubner; Planck: Theorie der ElektrizJt.at und des Magnetismus. Leipzig: Hirzel. 
') Loren z. Enzyklopadie. V. Band, II. Teil; Tex t Tabelle I. 

Berichtigungen. 
Es muß heißen: 

SCite 5 Zeile 9: gewohnhche statt totale Difl'erentialglewhung. 

Seite 33 Gl. (5) ! r 1 = ;-- 0 _c-c. 
. )' c2 + b2 (.,z 

Seite 53 GI. (6): y(;;}- rh) 2 + 4c. 

Seite 54 GI. (12)· + k1 sin(%1 + w1 t) entsprechend andern siCh m (13). 
(14), (15) die VorzeiChen. 

Seite 54 unten: y2 ~ = y 10 = y20 statt y2 = YI = Y2 · 

Seite 72 unten und 73 ol.Jen: t2 ~2 ~I2 \7/,J) + ... 
r ni 

Seite 172 Gl. (2'): rcosOsm'Pd'? statt rcos#smOdO. 

Druck der Spamerschen Bnchdruck~re1 m Le1pz1g 
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bauer und Elektrotechniker unentbehrlichen Gesetze von A. Weiekert, Ober· 
ingemeur und Lehrer an hoheren Fachschulen fur Masehmenbau und Elektro· 
tecbmk. 
Erste r B an d: Arithmetik und Algebra. N e u n t e , durchgesehene und ver· 

mehrte Auflage. 1921. 
1.50 Goldmark; gebunden 3 Goldmark I 0.35 Dollar; gebunden 0.50 Dollar 

Z w e 1 t e r B a n d: Planimetrie. Z w e i t e , verbesserte Auflag•. M1t 848 Text
abbtldungen. 1922. 

4 Goldmark; gebunden 4.70 Goldmark 11 Dollar; gebunden 1.20 Dollar 
D r 1 t t er Band: Trigonometrie. Z w e 1 t e , verbesserte Auflage. Mit 106 Text

abbtldungen. 1923. 
2.75 Goldmark; gebunden 3.75 Goldmark 10.65 Dollar; gebunden 0.90 Dollar 

V 1 er t er B an d: Stereometrie. Z w e 1 t e, verbesserte Auflage. M1t 90 Text· 
abbildungen. 1923. 

2.50 Goldmark; gebunden 8.25 Goldmark 10.60 DoJlar; gebunden 0.80 Dollar 
II T e 11: Allgemeine Mechanik. Eme lewbtfaßliche Darstellung der für Maschmen· 

bauer unentbehrhchen Gesetze der allgememen Mechamk als Emfubrung m d1e 
augewandte Mechamk. Achte Auflage, neu bearbeitet von D1pl ·Ing. Hermann 
Meyer, Professor, Studienrat an den Staatheben Veretmgten Mascbmenbauschulen 
zu Magdeburg und Dipl.-lng. Rudolf Barkow, ZIVIl·lngemeur m Cbarlottenburg. 
M1t 152 m den Text gedruckten Abbildungen, 192 vollkommen durchgerechneten 
Betsptelen und 152 Aufgaben. 1921. 

1.50 Goldmark, gebunden 2 Goldmark 1 0.85 Dollar; gebunden 0.50 Dollar 
III. Teil. Festigkeitslehre und augewandte Mechanik mit Betsp~elen des prak· 

ttschen Maschinenrechnens m elementarer Darstellung, Bearbeitet von A. Welekert, 
Obermgemeur und Lehrer an Hoberen Fachschulen fur Masehmenbau und Elektro
techmk. 
Er s t e r B an d: Festigkeltslehre. S 1 e b e n t e , umgearbeitete und vermehrte 

Auflage. Mtt 94 m den Text gedruckten Abbildungen, vielen vollkommen durch· 
gerechneten Beispielen, Aufgaben und 20 Tafeln. 1921. 

Gebunden 2 Goldmark I Gebunden 0.50 Doller 
Zweiter Band: Augewandte Mechanik. In Vorbereitung 

IV. Te 11: Ausgewahlte Kapitel aus der Maschinenmechanik und der tech· 
nlschen Warmelehre. Z w e 1 t e Auflage. In Vorbereitung 

Fur das Inland: Goldmark zahlbar nach dem amUwhen Berltner Dollarbrutkurs des Vor· 
tages. Fur das Ausland Gegenwert des Dollars tn der betreffenden Landeswahrung, sofern 
s.e stabtl tst, oder tn Dollar, engluwhen Pfunden, Schweizer Franken, hollandtirhen Gulden. 



194 VII. Anhang. 

III. Die beiden Coulomb sehen Gesetze sowie die sogenannte 
l. Hauptgleichung der Elektrodynamik hmten 

t = k Ql Q~ 
cl r2 ' 

f=k mlm2 
2 r2 ' 

curl~ = k3 i. 
Für die 3 Konstanten k1 k2 k3 sind nun folgende Bezeichnungs

welSen gebräuchlich · 

k1 1 k, k, ,, und i'o smd die Werte von ' nnd ·" fur das Vaknnm' 

1 I 1 -~ 1 AUgemeinC3 Maßsystem 
4:7re 4nt' V 1 

V=c~ 

1-~~~--T ::~1 EiektrootatLcheo "o = 1 
s .'' , Maßsystem 

-c;·-~--1-'----~ Elektromagneti;·che"l --~- _1 _____ _ 

l 
V=l flo = C2 

."o = l V=l 

1) 

') 

') 

4) 
s-~~-~ - ::~~--- !!"~~;~tem ---- _l ___ •F".oo_== _lc~-
E fl ' c . Ab3o~utes Maßoy-o_tem_ 

· ,Ho= l V=c -----. 

_!___ I _l_\ 1 Rationelles Maßsystem 5) 
4 .-,; E 4Jlfl i C 

--------
1) 0 o h n: Dal elektromagnetische Feld. Leipzig: H1rzel. 
2 ) Maxwell. 
3 ) M a x w e 11. Eng an das elektromagnetische Maßsystem schheßt swh das praktische 

Maßsystem an. 0 r l1 c h: Kapaz1tat und Induktivitat. Braumchwmg: VIeweg & Sohn. 
4) Gauss; Helmholtz; Hertz; Abraham: Theorie der Elektrizitat. Leipzig: 

Teubner; Planck: Theorie der ElektrizJt.at und des Magnetismus. Leipzig: Hirzel. 
') Loren z. Enzyklopadie. V. Band, II. Teil; Tex t Tabelle I. 

Berichtigungen. 
Es muß heißen: 

SCite 5 Zeile 9: gewohnhche statt totale Difl'erentialglewhung. 

Seite 33 Gl. (5) ! r 1 = ;-- 0 _c-c. 
. )' c2 + b2 (.,z 

Seite 53 GI. (6): y(;;}- rh) 2 + 4c. 

Seite 54 GI. (12)· + k1 sin(%1 + w1 t) entsprechend andern siCh m (13). 
(14), (15) die VorzeiChen. 

Seite 54 unten: y2 ~ = y 10 = y20 statt y2 = YI = Y2 · 

Seite 72 unten und 73 ol.Jen: t2 ~2 ~I2 \7/,J) + ... 
r ni 

Seite 172 Gl. (2'): rcosOsm'Pd'? statt rcos#smOdO. 

Druck der Spamerschen Bnchdruck~re1 m Le1pz1g 
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