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Yorwort.

Der Begriff der Warmeiibertragung umfafit die Teilbegriffe Wirme-
leitung, Wirmekonvektion und Wirmestrahlung. Die Vorginge, welche
durch diese Worte gekennzeichnet sind, spielen in der Technik eine
iiberaus wichtige Rolle, und ibre Besprechung mnahm deshalb schon
in den ersten, technischen Lehrbiichern aus der Mitte des 19. Jahr-
hunderts neben den Aufgaben der Mechanik und der Thermodynamik
einen sehr breiten Raum ein. Dabei ist beachtenswert, daB alle diese
Aufgaben mit der gleichen Griindlichkeit und in engstem Anschluf}
an den damaligen Stand der theoretischen Physik in Angriff ge-
nommen wurden. Wéahrend sich aber bis zum Ende des Jahrhunderts
aus diesen Anfingen heraus die technische Thermodynamik und die
verschiedenen Zweige der technischen Mechanik zu selbstindigen,
wissenschaftlich hochstehenden und praktisch fruchtbaren Gebieten
entwickelt hatten, ging bei der Warmeiibertragung die Verbindung
mit der Wissenschaft wieder vollstindig verloren. Man begniigte sich
mit einigen wenigen Faustformeln und suchte im iibrigen durch er-
fahrungsmiBig gefundene Beiwerte den besonderen Bedingungen der
einzelnen Aufgabe gerecht zu werden. Auf die Dauer konnte aber
dieses reine Koeffizientenverfahren doch nicht befriedigen und die
Praxis selbst verlangte nach einwandfreieren Grundlagen fiir ihre Rech-
nungen.

Aus diesem Bediirfnis heraus entstanden in den beiden letzten
Jahrzehnten eine groBe Anzahl #duBerst erfolgreicher theoretischer
und experimentelier Arbeiten, deren Hauptverdienst darin liegt, daf
sie die Verbindung mit der Wissenschaft wieder herstellten. Indem
sie das Wesen der Wiarmeiibertragung weitgehend klérten, zeigten
sie, da man sich durch die einfache, duBere Erscheinungsform der
Vorgéinge iiber deren innere Kompliziertheit und iiber die rechne-
rischen Schwierigkeiten nicht tduschen lassen darf. Die positiven Er-
gebnisse dieser Arbeiten bestehen in dem allméhlichen Aufbau einer
Lehre von der Wirmeiibertragung sowie in einer Fiille wichtiger
Einzelergebnisse, die in steigendem MaBe in der Praxis Aufnahme
finden.

Trotz der groBen Fortschritte der beiden letzten Jahrzehnte sind
die Liicken in unseren Kenntnissen immer noch recht zahlreich und
folgenschwer, ja bei vielen technisch iiberaus wichtigen Aufgaben ist
heute noch gar keine Moglichkeit abzusehen, wie man zu einer be-
friedigenden Lo6sung gelangen konnte.
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Der gegenwirtige Zustand ist also dadurch gekennzeichnet, da8
das rein empirische Verfahren den Bediirfnissen der Praxis in keiner
Weise mehr geniigt, daBl aber auch die wissenschaftliche Lehre von
der Wirmeiibertragung noch nicht jenen Grad von Klarheit und Ge-
schlossenheit erreicht hat wie andere Zweige der angewandten Physik.
Immerhin ist es heute moglich, das ganze Gebiet der Warmeiiber-
tragung nach einheitlichen Gesichtspunkten geordnet darzustellen.

Schon mein fritheres, im gleichen Verlage erschienenes Buch ,Die
Grundgesetze der Wirmeleitung und des Wirmeiiberganges“ hatte
dieses Ziel; es war jedoch in der Hauptsache fiir die technische For-
schung und nur in beschrinktem MafBe fiir die ausfiihrende Technik
bestimmt; deshalb war auch Form und Inhalt mehr den Bediirf-
nissen des technischen Physikers als denen des Ingenieurs angepaft.

Das vorliegende -Buch soll nun ausschlieflich der Praxis dienen;
es soll aber kein Handbuch oder Nachschlagewerk sein, das man
nur gelegentlich zur Losung einer bestimmten Aufgabe hervorholt,
sondern ein Lehrbuch, das in schrittweisem Aufbau den Leser mit
dem Wesen der Warmeiibertragung und mit den rechnerischen Me-
thoden vertraut macht.

Zu beiden Zwecken lieB sich bei der Natur des.zu behandelnden
Stoffes die Verwendung der héheren Mathematik nicht vermeiden,
und darin lag die gréBte Schwierigkeit bei Abfassung dieses Buches,
denn die Einstellung zur Mathematik ist bei den einzelnen Fach-
richtungen der Technik eine ganz verschiedene. Wahrend zum Bei-
spiel in der Starkstrom- und der Schwachstromtechnik die Verwen-
dung der héheren Mathematik als eine Selbstverstdndlichkeit gilt,
stehen andere Zweige der Technik der Mathematik noch vollig ab-
lehnend gegeniiber, darunter gerade solche, fiir welche die Wirme-
tibertragung von besonderer Bedeutung ist. Es ist eben noch viel
zu sehr die Anschauung verbreitet, daf es bei entsprechender Herab-
setzung der Genauigkeitsanspriiche immer irgendwie mdoglich sein
miite, mit den vier Grundrechnungsarten auszukommen, und daB
die Mathematik erst zur Erzielung hochster Genauigkeit notwendig
sei. Diese Auffassung bedeutet aber eine schwere Verkennung von
Ziel und Wert der angewandten Mathematik. Bei Vorgingen, welche
zu kompliziert sind, als daB sie das rein erfahrungsmifBig geschulte
Denken zu durchschauen oder zu iiberblicken vermdchte, verspricht
es immer noch den meisten Erfolg, wenn man versucht, das Problem
rein mathematisch zu erfassen. Der Hauptwert solcher Rechnungen
liegt dann nicht in der erhaltenen Schlufformel, sondern in der
sicheren Fiihrung, welche der mathematisch-physikalische Rechnungs-
gang unserem Denken gibt, indem er, von den getroffenen Annahmen
ausgehend, zwangliufig durch das Problem hindurchfiihrt.

Viele Vorginge der Warmeiibertragung sind nun derart, da8 sie
sich nur an Hand solch mathematischer Rechnungen voll und ganz
verstehen lassen. Damit jedoch der Leser bei einer ersten Durch-
sicht des Buches sich nicht zu sehr mit mathematischen Einzelheiten
aufzuhalten braucht, sind — wo.dies irgend mdoglich war — léngere
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mathematische Entwicklungen in besonderen Absitzen zusammen-
gefaflt, welche dann bei einem ersten Lesen des Buches iiberschlagen
werden konnen. Solche Absitze sind durch die Uberschrift ,Mathe-
matische Ableitung” gekennzeichnet und in dem nachfolgenden Ab-
schnitt , Besprechung der Ldsung“ ist dann das Wesentliche aus
dem Ergebnis besprochen.

So wichtig die Mathematik zum Verstehenlernen der Vorginge ist,
so notwendig ist es andererseits, daB die zahlenmiBige Auswertung
der einzelnen Aufgabe moglichst erleichtert wird, denn die Ergebnisse
der mathematisch-physikalischen Berechnungen erscheinen meist in
Gestalt sehr unhandlicher Formeln, deren Auswertung ein vielstiin-
diges, selbst tagelanges Rechnen erfordern wiirde. Bei dieser Sach-
lage war es im Interesse der Technik gelegen, daBl diese Formeln
fiir die wichtigsten Zahlenbereiche einmal durchgerechnet und die
Ergebnisse in bequemer Form zusammengestellt werden. Einen Teil
der in diesem Buche enthaltenen zahlenmifBigen Auswertungen habe
ich selbst frither gerechnet und schon in den ,Grundgesetzen“ ver-
offentlicht, ein anderer Teil wurde mit finanzieller Unterstiitzung der
bayrischen Landeskohlenstelle durch Studienassessor Rix und ein
dritter Teil mit finanzieller Unterstiitzung des Reichskohlenrates und
des Vereines deutscher Ingenieure durch den Studierenden der Ma-
thematik Winterfeldt ausgefiihrt.

Das Buch soll seinem Titel gemidB nur eine Einfiihrung in die
Lehre von der Wirmeiibertragung sein und kann auf Sonderfragen
einzelner technischer Fachgebiete nicht eingehen.

" Der Anfinger und vor allem der Studierende soll durch das Buch
die wichtigsten Gesetze und Berechnungsverfahren kennen lernen,
damit er mit einer festen Grundlage an Kenntnissen in die Praxis
trit. Er soll aber die so erworbenen Kenntnisse auch wirklich nur
als Grundlage betrachten und darf nie vergessen, daB gerade auf
dem Gebiete der Wirmeiibertragung erst langjihrige personliche Er-
fahrung zu einer Sicherheit im Urteil fiihrt.

Der Ingenieur der Praxis findet in dem Buche eine Einfiihrung
in die theoretische Behandlungsweise des Gebietes und er wird dabei
zugleich mit den wissenschaftlichen Methoden soweit bekannt ge-
macht, als dies zum Verstindnis der nicht immer leicht zu lesenden
technischen Forschungsarbeiten notwendig ist.

Wilmersdorf, im Januar 1926.

H. Grober.
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Einleitung.

Der Begriff , Warmeiibertragung® umfaBt die Gesamtheit jener
Erscheinungen, die in der Uberfiihrung einer Wirmemenge von einer
Stelle des Raumes nach einer anderen Stelle bestehen. Diese Orts-
verinderung der Warme ist auf drei ihren Wesen nach ginzlich
verschiedenen Wegen moglich. Diese drei Arten des Wirmetrans-
‘portes sollen nun in ihren Hauptziigen gekennzeichnet werden.

Die erste Art der Wirmeiibertragung ist diejenige durch Leitung.
Sie ist dadurch ausgezeichnet, daf ihr Auftreten an das Vorhanden-
sein von Materie gebunden ist, und daB ein Wirmeaustausch nur
zwischen den unmittelbar benachbarten Teilchen des Korpers statt-
findet. Man kann sich den Vorgang so vorstellen, daB die Wirme
von Teilchen zu Teilchen weiterwandert.

Die zweite Art der Warmeiibertragung ist die Warmeiibertragung
durch Konvektion oder Fortfiihrung. Sie tritt auf, wenn mate-
rielle Teilchen eines Koérpers ihre Stelle im Raum &ndern, wobei sie
ihren Warmeinhalt mit sich fortfilhren. Dieser Vorgang findet in
strémenden Fliissigkeiten und Gasen statt und ist, falls nicht in der
ganzen stromenden Masse Temperaturgleichheit herrscht, stets von
der Warmeleitung von Teilchen zu Teilchen begleitet. Solange wir
nur Stellen im Innern der Strémung betrachten, solange wir uns also
um die Vorgénge an den festen Begrenzungsflichen und an der Ober-
fliche nicht kiimmern, kénnen wir die beiden ersten Arten des
Wirmetransportes in der Bezeichnung Wirmeleitung in strémen-
den Koérpern zusammenfassen. Wenn wir dagegen die festen Be-
grenzungswinde mit in die Betrachtung hereinziehen, so werden wir
im allgemeinen einen Wirmeaustausch zwischen den Winden und
den strémenden Korpern beobachten, der dadurch zustande kommt,
daBl diejenigen Teilchen des Kérpers, die in der Nihe der Wand
sind, von dieser Wand Wirme aufnehmen und mit sich fortfiihren.
Man nennt diesen Wirmeaustausch den Wirmeiibergang durch.
Konvektion, auch kurz den Wirmeiibergang.

Eine besondere Art des Warmeiiberganges ist dann gegeben,
wenn an der Grenze zwischen Wand und Stromung eine Aggregat-
zustandsinderung des stromenden Korpers eintritt. Es ist dies der
Fall beim Wirmeiibergang von Heizflichen an verdampfende Flussig-
keiten, von sich kondensierenden Diémpfen an Kiihlflichen und beim
Auftauen und Gefrieren.

Gr6ber, Wirmeiibertragung. 1



2 Einleitung.

Bei allen Vorgingen des Wiarmetransportes durch Konvektion
haben wir eine wichtige Unterscheidung zu machen hinsichtlich der
Ursachen der Stromung. Wenn in einer Fliissigkeits- oder Gasmasse
ortliche Temperaturungleichheiten vorhanden sind, so sind dieselben
von Ungleichheiten der Dichte begleitet und diese fiihren zu einer
Stromung in der Masse. Sind nun diese Dichteungleichheiten die
einzige Ursache der Stromung, so sprechen wir von einer freien
Stromung (auch von einem Stromungsfeld aus inneren Ursachen).
Vielfach sind aber noch andere von auBlen kommende Ursachen fiir
das Auftreten und Fortbestehen der Stromung vorhanden. Ist im
Grenzfall deren Wirkung so groBl, dal die Ungleichheiten der Dichte
keinen Einflul gewinnen konnen, so sprechen wir von einer auf-
gezwungenen Strémung (von einem Strémungsfeld aus #uBeren
Ursachen).

Die dritte Art der Wirmeiibertragung ist dann gegeben, wenn
die Wiarme an einer Stelle des Raumes in eine andere Energieform
iibergeht, in dieser Gestalt den Raum durchmifit und an einer zweiten
Stelle sich ganz oder teilweise in Warme zuriickverwandelt. In dieser
groBen Gruppe von Erscheinungen ist der wichtigste Fall der vor-
iibergehende Ubergang in strahlende Energie, kurz die Warme-
strahlung genannt.

Diese verschiedenen Arten des Wirmetransportes treten selten
allein auf, sondern meist in irgendeiner Weise miteinander kombi-
niert. Sie kénnen dann den Eindruck einer durchaus einheitlichen
Erscheinung machen und unter Umsténden kann es sogar zweck-
miBig sein, sie in der Rechnung als solche zu behandeln. Zwei Fille
sind da herauszuheben.

Der erste Fall ist der Warmeverlust, den ein heifler Korper er-
leidet, der an Luft grenzt und sich ohne kiinstliche Kiithlung abkiihlt.
Er verliert seine Wiarme durch Strahlung an die kiltere Umgebung,
sowie durch Leitung und Konvektion seitens der umgebenden Luft.
In diesem Falle faBt man die drei Arten des Warmetransportes zu-
sammen unter dem Namen Gesamtabkiihlung bzw. bei einem
kalten Korper in heifler Umgebung unter dem Namen Gesamt-
erwirmung.

Eine zweite hiervon ganz verschiedene Art der Zusammenfassung
ist dann mdglich, wenn dieselbe Wirmemenge aus einem ersten
stromenden Korper an die feste Begrenzungswand dieser Stromung
iibergeht, diese Wand durchsetzt und auf der Gegenseite in einen
zweiten stromenden Korper iibertritt. Dieser Vorgang in seiner Ge-
samtheit betrachtet heiBt Wirmedurchgang.



Erster Teil

Die Warmeleitung in festen Korpern.

Die Gliederung dieses ersten Hauptteiles erfolgt nach dem zeit-
lichen Verhalten der Temperaturen, wobei drei Fille zu unterschei-
den sind. Entweder die Temperaturen bleiben an allen Stellen des
Korpers dauernd unverdndert (z. B. die Isolierung eines Dampfrohres
im Dauerbetrieb) oder die Temperaturen aller untersuchten Punkte
streben einem festen Werte zu (z. B. Erwirmung eines Arbeitsstiickes
in einem Glithofen) oder alle Temperaturen erleiden periodische
Schwankungen {z. B. Wiarmespeicherung in den Gittersteinen einer
Regenerativieuerung).

A. Zeitlich unverinderliche Temperaturverteilung.

In diesem Abschnitt sollen nur solche Vorginge betrachtet wer-
den, bei welchen an keiner Stelle des untersuchten Gebietes sich die
Temperatur mit der Zeit dndert, also nur Vorginge, welche bereits
so lange gedauert haben, daf ein vollstindiger Beharrungszustand
eingetreten ist.

I. Die rechllerischen Grundlagen.

a) Das Grundgesetz der Wirmeleitung.

Der einfachste Fall, mil dem wir ungere Betrachtungen beginnen
konnen, ist die Wirmeleitung quer durch eine ebene Platte. . Wir
stellen uns zu diesem Zwecke eine sehr grofle, ebene Platte von der
Dicke 4 vor, bei welcher durch irgendwelche Einwirkung von auBen
die Oberfliche ,1% stindig auf der Temperatur @,, die Oberfliche
,2% stindig auf der Temperatur @, gehalten wird. Hierbei ist es,
wie immer, wenn der Buchstabe @ oder ¢ gewshlt wird, gleichgiiltig,
von welchem Nullpunkt aus wir die Temperatur zdhlen.

Die Erfahrung sagt uns, dafl dann ein Wiarmestrom die Platte
durchsetzt, und daB die Stirke dieses Wirmestromes — also die
Wirmemenge @, , welche durch ein Stiick der Platte von der GréBe F
in der Zeiteinheit (= 1%) hindurchtritt — abhéngig ist von der GroBe ¥
und der Dicke 4 der Platte, ferner vom Temperaturunterschied
(0, — ©,) und von den wirmeleitenden Eigenschaften des Platten-
stoffes.

1*



4 Zeitlich unverinderliche Temperaturverteilung.

Theoretische und experimentelle Arbeiten haben ergeben, daf alle
drei Abhingigkeiten sehr einfacher Art sind, denn die Wirmemenge
Q, ist

’ der GroBe F verhiltnisgleich,
der Dicke 4 umgekehrt verhiltnisgleich und
dem Temperaturunterschied @, — @, verhiltnisgleich.

Es gilt also die Gleichung:
Q, = (Verhaltniszahl)- F. &_}_@ )

In der Verhiltniszahl kommen die wirmeleitenden Eigenschaften
des Plattenstoffes zum Ausdruck und man nennt sie deshalb die
,Wirmeleitzahl“ 1 des Plattenstoffes. Die Wirmeleitzahl gibt an,
wieviel Kilokalorien in der Stunde durch eine Platte von der GroBe
F=1m? und der Dicke 4 = 1 m bei einem Temperaturunterschied
0, — O, = 1° hindurchgehen.

Setzt man diese Dimensionen in die obige Gleichung ein

[li(;lil} = [Dimension 2] - [m?] [(?Il;;d]'
so erhalt man
i ion A keal
[Dimension 4] = [m—"@r}m} .

Der Zahlenwert von A kann fiir jeden Stoff nur durch den Ver-
such bestimmt werden; er schwankt innerhalb weiter Grenzen
und ist

fir Isolierstoffle . . . . . . 0,02 —0,10
,» DBaustoffe, Gesteine usw. . 0,5 — 3,0
, Metalle, . . . . ... .10—360

Genauere Werte siehe Zahlentafel 35.

Die physikalischen Untersuchungen haben gezeigt, da8 der Wert 4
sich mit der Temperatur dndert und zwar im allgemeinen steigt. Wir
miilten darum streng genommen die Wérmeleitzahl innerhalb des-
selben Korpers als veriinderlich von Ort zu Ort annehmen. Dadurch
wiirden aber alle Rechnungen ganz ungemein erschwert. Man nimmt
deshalb meist fiir 1 einen Mittelwert und betrachtet diesen als un-
verdnderlich innerhalb des ganzen Korpers.

Die Gleichung fiir die Wirmeleitung durch die Platte lautet
somit

@ =1.5.270 )

Wir wollen nun feststellen, in welcher Weise sich die Temperatur
quer durch die Platte vom Wert @, auf der einen Seite bis zum
Werte 6, auf der anderen Seite &dndert, oder wie man auch sagen
kann, die Temperaturkurve quer durch die Platte feststellen. In
Abb. 1 ist in einem bestimmten LéngenmafBstab ein Querschnitt
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durch die Platte gezeichnet, eine Achse M N eingetragen und senk-
recht dazu in einem passenden Temperaturmafstab die Temperaturen
©, und @, eingezeichnet. Der Linienzug CD ist die Temperatur-
kurve, und wir werden sehen, dal sie im Falle des Beharrungs-
zustandes fiir die Platte eine Gerade ist.

Um dies zu beweisen, unterteilen wir in Gedanken die Platte in
sehr viele, gleich dicke Schichten 6 und stellen fiir jede Schicht die
GL (1) auf; dabei beriicksichtigen wir, dafl im Beharrungszustand die
Wiarme @, fiir alle Schichten gleich

groB ist. Es ist F’TWW
0,—0 I
Q,=AF % | : ! ', o
c by : I :
0,— 06, b b
= Z, -E . T S I : : : :
ror!
— 79276 N
5 @ : N

0, —6 ’ %0 TN
= ). F- ﬁl.A—ﬁ’ . R : |
N N B
Da F tiir alle Teilschichten gleich R 1
groB ist, und da wir ferner annehmen, : IL Loy Lo
da 1 von der Temperatur unabhingig —:7{— T —'I— T —

sei, also ebenfalls fiir alle Schichten [ : ! : |
gleich ist, so folgt aus der letzten oo
Gleichung: Ly : : |

thga;@u_@bh... 1/W\J

5 5 | A |

, 6,—6, 6,—0, Abb. 1. Wirmeleitung durch
= 5 = A : die Platte.

Die einzelnen Werte (0, — ©,): 0 stellen die Neigung der Tem-
peraturkurve oder das Temperaturgefille in der betreffenden Teil-
schicht dar. Dies Gefille ist zufolge der letzten Gleichung fiir alle
Schichten gleich grof und dies besagt, daB die Temperaturkurve eine
Gerade ist.

Nach der Definition des Differenzen- bzw. Differentialquotienten ist

0,—06, 40 baw, — 4o
6 = d=z T dx’
wenn wir mit 4z die Richtung unserer Achse M N in Sinne 1
gegen 2 bezeichnen.

Unsere Gl. (1) geht damit in die Gl (2) iiber und dies ist die

Grundgleichung der Wirmeleitung.

a6
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b) Die Oberflichenbedingungen.

AufBler der obigen Grundgleichung bendtigh man zur Losung einer
Aufgabe noch gewisse Angaben iiber die Verhiltnisse an der Kérper-
oberfliche; es sind dies die sogenannten Oberflichenbedingungen.

Bisher hatten wir stets angenommen, daB die beiden Oberflichen
der Platte ,durch irgendwelche Einwirkung von auBen® auf be-
stimmten Temperaturen gehalten werden. Diese unmittelbare Angabe
der Oberflichentemperatur stellt eine erste Moglichkeit dar die Ver-
hiltnisse an der Korperoberfliche zu kennzeichnen. Man nennt sie
kurz die ,erste'Art der Oberflichenbedingung®.

Eine zweite Moglichkeit besteht darin, da8 man nicht die Tem-
peratur der Oberfliche vorschreibt, sondern den Wirmeflu @, 5
durch die Oberfliche, das ist jene Wirmemenge, welche durch die
Fliacheneinheit der Oberfliche in der Zeiteinheit hindurchtritt.

Ist die Wirmeleitzahl A2 bekannt, so ist damit nach Gl (2) auch
das Temperaturgefille in der letzten Teilschicht unter der Oberfliche
gegeben. Die Oberflichentemperatur selbst ist dann eine gesuchte
Grofle. Die Angabe des Wirmeflusses durch die Oberfliche nennt
man die ,zweite Art der Oberflachenbedingung¥.

Die dritte und letzte Moglichkeit ist die technisch wichtigste. Sie
besteht darin, daBl nicht die Temperatur der Korperoberfliche an-
gegeben wird, sondern die Temperatur der Umgebung, mit der diese
Oberfliche im Warmeaustausch steht. Man muB dann aber noch das
Gesetz kennen, nach dem dieser Wiarmeaustausch vor sich geht. Wir
werden uns damit im zweiten Hauptteil des Buches noch eingehend
befassen und dabei finden, daB dieser Warmeaustausch duBerst ver-
wickelten Gesetzen unterworfen ist. Aus mathematischen Griinden
ist man aber gezwungen ein recht einfaches Gesetz zugrunde zu
legen. Als solches wird heute allgemein das Newtonsche Abkiih-
lungsgesetz gewihlt. Dieses besteht in der Annahme, dafl die Warme-
menge d@, die ein Oberflichenelement von der GroBe dF und der
Temperatur @, in der Zeit dt an die Umgebung von der Tempera-
tur ¢ abgibt, dem Temperaturunterschied (6,— ¢#) und den GrofBen
dF und dt direkt proportional ist, so dafl die Gleichung gilt

dQ = a-(0,—9)-dF-dt. (3)

Wenn wir annehmen, dafl lings der ganzen Kérperobérﬁétehe o,
und ¥ konstant sind, und daf Beharrungszustand besteht, geht diese
Differentialgleichung in die gewdhnliche Gleichung iiber:

Q=a-(0,— )-F-t. (4)

Der Proportionalitétsfaktor ¢ ist ein reiner Erfahrungswert, iiber
dessen Bedeutung wir noch im. zweiten Hauptteil des Buches aus-
fithrlich zu sprechen haben werden (vgl. S.76).

Den Zahlenwert « nennt man die Wiarmeiibergangszahl. (In den
physikalischen Lehrbiichern findet man dafiir leider noch vielfach die
irrefithrende Bezeichnung ,duflere Wirmeleitfahigkeit“.) Setzt man
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in die Gleichung die Dimensionen fiir @, @,, ¢, F und ¢ ein, so
berechnet sich daraus
keal }

m?.Grad.h

Zur ersten Orientierung iiber die vorkommenden Zahlenwerte soll
nachstehende Ubersicht dienen. Es ist

[Dimension ¢ = [

bei sogenannter ruhender Luft o« = 3 bis 30
» bewegter Luft e= 10 » 500
»n bewegten, nicht siedenden Fliissigkeiten ¢ = 200 » 5000
»n siedenden Fliissigkeiten o« =4000 » 6000
» kondensierenden Dimpfen «="7000 » 12000

Die ,dritte Art der

Oberflichenbedin- \ _%P_--"
gung® setzt also die W&ﬁ !
Giiltigkeitdes Newton- - O

schen Abkiihlungsgeset-
zes voraus und besteht
in der Angabe der Um-
gebungstemperatur. Als
unbekannte GroBen er- /
scheinen die Tempera- ﬁ ~
tur der Oberfliche und —- e

der WirmefluB durch / ar ar

die Oberfliche.

Die drei Arten der
Oberﬂéi,chenbedingung Abb. 2a. Oberflichen- Abb. 2b. Oberflichen-

bilden zusammen mit Pedingung L. Art. bedingung II. Art.
der Gleichung ~o
aQ %
Q=41 F-—~ RN

die Grundlage der ganzen Lehre
von der Wirmeleitung, und sie £L__ 0S8
gollen wegen dieser Wichtigkeit an
Hand =zeichnerischer Darstellung
nochmal besprochen werden.

In den drei Abb.2a, 2b und 2¢
ist_jeweils ein kleines Stiick df der / .
Korperoberfliche und die Normale =XV . —. . . -IE
J

—x, 4 dazu gezeichnet. Wir
wahlen das Vorzeichen stets so, da3
der nach auBen gerichtete Teil der sp}, ¢, Oberflichenbedingung TIL Art.
Normalen positiv. wird. Senkrecht
zu der Normalen sind die Temperaturen aufgetragen.

Bei der Oberflichenbedingung I. Art ist die Temperatur &, der
Korperoberfliche gegeben, in der Zeichnung also der Punkt D. Da-
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gegen ist der WarmefluB durch die Oberfliche nicht bekannt, was
sich in der Zeichnung dadurch ausdriickt, daf die Endneigung der
Temperaturkurve, also der Winkel ¢, nicht bekannt ist.

Gerade umgekehrt ist es bei der Oberflichenbedingung II. Art;
hier ist der Winkel ¢, bekannt, nicht aber die Lage des Punktes D.

Die III. Art der Oberflichenbedingung ist etwas weniger einfach
darzustellen. In Abb. 2 ¢ ist eine Parallele zur x-Achse im Ab-
stande ¢ gezogen, welche die Temperaturachse im Punkte £ schneidet.
Auf dieser Parallelen liegt aulerdem ein Punkt B, durch welchen
die Endtangente der Temperaturkurve hindurchgehen muB. Der Beweis
ergibt sich aus folgender Rechnung.

Die Wirme, welche aus- dem Korperinnern an das Oberflichen-
element heranstromt, errechnet sich nach der Grundgleichung der
Wiérmeleitung zu

aQ = -—,1.<ffg>o-df-dt.

Dieselbe Warme muB3 dann aus der Oberfliche heraustreten und an
die Umgebung iibergehen; dafiir gilt die Gleichung
dQ = «- (O, — 9)-df-dt.
Durch Gleichsetzen beider Werte ergibt sich
d@) o
—_ <7:; 0——7.'(@0-—’!9). (5&)

Nun ist nach dem Begriff des Differentialquotienten

und aus Abb. 2c¢ ist abzulesen:

DE _ (6, ~9)

=g =" (5D)

Durch Vergleich von (5a) mit (5b) finden wir
Yl

S=E,

so daB also die Strecke BE gleich 1/ gemacht werden muB.

Die IIIL. Art der Oberflichenbedingung gibt also in der Zeichnung
einen Punkt B an, durch welchen die Endtangente hindurchgehen
muB. Die Lage der Tangente, also der Punkt D und der Winkel ¢,
sind erst durch Rechnung zu finden.

Der Wert s ist von der Dimension

l: kecal ][ keal }_
m.Grad.h] [m?.Grad.h = [m]

und die Strecke s ist die Subtangente zur Temperaturkurve fiir den
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Durchdringungspunkt mit der Korperoberfliche. Wir werden sie in
diesem Buche der Kiirze wegen nur als ,die Subtangente“ bezeichnen.
Der reziproke Wert von s, also

wird mit dem Buchstaben ,h% bezeichnet und heit die ,relative
Wirmeiibergangszahl“.

Die Ableitung dieser Beziehungen laBt erkennen, daf} die Lénge
der Strecke s ginzlich unabhingig von der Form der Korperober-
fliche ist; alle abgeleiteten Beziehungen gelten sowohl fiir den Be-
harrungszustand als auch fiir die spater zu besprechende verdnder-
liche Temperaturverteilung.

Wird ¢ unendlich groB, so wird s =0 und die drei Punkte B,
E und D fallen in einen Punkt zusammen. Damit wird &, =% und
die Oberflichenbedingung III. Art geht in diejenige I. Art iiber.

Zahlenbeispiel: Wie groB ist die Subtangente s fiir den Fall des
Wirmeiiberganges (¢ = 8,5) an eine Steinmauer (4 = 0,7)?
Es ist:’
0,7
=2 = 0,20 [m].
] 35 0,20 [m]

II. Losung von Aufgaben.
Aufgabe 1. Die Platte.

Wir legen unserer Betrachtung eine ebene Platte von der Dicke A
und der Warmeleitzahl 1 zugrunde und stellen uns die Platte so grof3
vor, daBl die Wirkung der Rénder vernachldssigt werden kann. Es
sind nun noch die Oberflichenbedingungen vorzuschreiben, und zwar
sind — weil die Platte zwei Oberflichen hat — zur Losbarkeit der
Aufgabe unbedingt zwei solcher Bedingungen notwendig. Da diese
Bedingungen fiir beide Oberflichen von verschiedener Art sein kénnen,
so ergeben sich daraus mehrere Zusammenstellungen.

Erster Fall. Auf beiden Seiten der Platte gilt eine Oberflichen-
bedingung I. Art.

»Die Oberfliche 1 werde stindig auf der Temperatur ©,, die
Oberfliche 2 stindig auf der Temperatur @, gehalten. Welche Wirme
durchstromt in der Stunde ein Stiick von der GréBSe F der Platte?«

Die Losung dieser Aufgabe ist durch die Gl. (1) bereits gegeben:

0, — 6,
A ®

Zahlenbeispiel: Ein Kiihlraum besitzt eine Wand in der GroBe
4 m >< 6 m und der Dicke 40 cm. Die Wand besteht aus Hochofen-
schlackenbeton. Durch Messung wurde die Temperatur @, der Innen-
seite zu minus 8°C, die Temperatur @, der AuBenseite zu plus'15°C
festgestellt. — Welche Wéarmemenge durchsetzt stiindlich die Mauer?

thl.F.
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Wir miissen zuerst die einzelnen GroBen der rechten Seite von
Gl (1) festlegen bzw. ins richtige MaBsystem bringen. Es ist:

F=4m>6m=24 m?
4d=40cm = 0,40 m,

6, — 0, ——8—15=— 239,
keal
A= 0719 —Gﬂ (nach Zahlentafel 35)

Mit diesen Werten wird
23 kcal}
Q—019 24. —W-———QGZ[ h .

b

Die Warmemenge ergibt sich hier negativ, das heit die Wirme
stromt nicht von Fliche 1 nach Fliche 2, sondern umgekehrt, wie
dies ja den Temperaturwerten zufolge auch sein muB.

Zweiter Fall. Gleichzeitiges Bestehen von Oberflichenbedingung
L. und IL Art.

»,Durch die Platte stromt in der Stunde die Wirme @), in der
Richtung von 1 nach 2; auBlerdem werde die Oberfliche 2 sténdig
auf der Temperatur @, gehalten. — Wie grofB ist €,

Da die Wirme von 1 nach 2 stromt, ist @ positiv einzusetzen;
im iibrigen ist es gleichgiiltiz, welcher der beiden Oberflichen man
diese Oberflichenbedingung II. Art zuordnet, denn wegen des Be-
harrungszustandes mufl die Wéirme, welche bei 1 eindringt, unver-
dndert bei 2 wieder austreten.

In Gl (1) ist jetzt @, die einzige Unbekannte und wir logen sie
darum nach 6, auf:

Qh

0,=06,+

[Grad]. (6)

Dritter Fall. Auf beiden Selten der Platte gilt eine Ober-
flaichenbedingung III. Art.

»Die Oberflichen stehen den Umgebungstemperaturen ¢, bzw. 9,
gegeniiber und es gelten die Warmeiibergangszahlen «, bzw. o, —
Welche Wirme durchsetzt in der Stunde die Platte und welche
Temperaturen @, und @, stellen sich in den beiden Oberflichen ein?“

Die Rechnung baut sich auf dem Gedanken auf, daB im Be-
barrungszustand dieselbe Warmemenge auf der einen Seite von der
Umgebung an die Plattenoberfliche iibergeht, dann die Platte durch-
setzt und endlich auf der anderen Seite wieder von der Oberfliche
in die Umgebung iibertritt. Fir diese Widrme @, lassen sich also
drei Gleichungen aufstellen:

Qh=“1'F'(ﬁ1 - @1)5

6, —06
thl-F-_l—A—?’

Q) =0y F-(0, — 9,).
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Schreibt man diese Gleichungen in der Form

Q 1
a) ¢ O, =k
) 1 1 F e
Q 4
b) 6, @g—j,@-—l ,
Q 1
c) 6O P, = k.
) 2 " F o

und addiert alle drei, so fallen die Werte @, und @, aus der Rech-
nung fort und es bleibt:

o=, =% (24740

oder
o1
=11\ FC—5%) (7a)
— 44 -
o, A«
oder mit Einfiihrung eines neuen Buchstaben k:
Q= k- F-(9, — 9). (7h)
Dieser Wert
1
k= T J T (8a)
o, T2 o,

heiBlt die Warmedurchgangszahl. Diese gibt an, wieviel Warme durch
ein Stiick von der GroSe 1 m? der Platte hindurchgeht, wenn der
Unterschied der beiderseitigen Umgebungstemperaturen 1° betrégt.
Sie ist von der Dimension

[Dimension k]:[ keal }

m?. Grad.h]’

Bildet man in Gl (8a) beiderseits die Kehrwerte, so erhilt man
dieselbe Beziehung in der Form (8b)

1 1 4 1
%=&‘+—+&—~ (8b)
1 v 2
Nennt man
;c— den Wéirmedurchgangs-Widerstand
1 1 " .
— bzw. " » Warmeiibergangs- )
1 2
4 - .
707 Wérmeleitungs- " ,

so besagt Gl (8b), daB der gesamte Wiarmedurchgangswiderstand
gleich ist der Summe der einzelnen Teilwidersténde.
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Wenn durch die Rechnung mittels Gl. (7) der WarmefluB @, be-
kannt ist, so kénnen durch Verwendung zweier der drei Gleichungen
a, b oder ¢ die Temperaturen &, und @, berechnet werden.

Anschaulicher ist jedoch folgendes zeichnerische Verfahren (vgl.
Abb. 3).

Ma)n zeichnet einen Querschnitt durch die Platte, wihlt eine
x-Achse und trigt senkrecht zu dieser eine Temperaturachse auf.
Dann zieht man zu beiden Seiten der Platte Parallele zur x-Achse im
Abstand ), bzw. #, und macht ihre Linge gleich s, und s,, also gleich

A bzw. i

o, 0,
Dadurch erhilt man die beiden Punkte A und B, deren Verbin-
dungslinie die Plattenoberflichen in den Punkten C und D schneidet

und damit die Temperaturen @, und @, liefert.

6 A
I

0
c ~%
A
/f/ 77, il
! A 7
~5 =,
1 \
S L v
-G

Abb. 8. Wirmedurchgang durch die Platte.

Der Beweis ergibt sich erstens aus der Bedingung, da die End-
tangenten der Temperaturkurve durch die Punkte 4 bzw. B gehen
miissen und zweitens aus der Tatsache, daB die Temperaturkurve
hier eine Gerade ist.

Es gibt noch zwei weitere Moglichkeiten die Oberflichenbedin-
gungen verschiedener Art zu kombinieren. Die Aufstellung dieser
Moglichkeiten und ihre Losung mdchte ich dem Leser iiberlassen.

Einige Zahlenbeispiele. 1. Wie grof} ist die Warmedurchgangszahl
fiir eine Ziegelmauer (4 = 0,76) von 38 cm Stirke, wenn fiir die Innen-
seite der Wert ¢, = 5, fiir die AuBenseite &, = 20 gilt? — BEs ist:

b 1 . 1 _20_4/ [ keal :'
1 038 1 4 10 1 15 m? Grad.h,"
5 o120 20720 20
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Bei diesem Beispiel sind die drei Teilwiderstinde des Warmedurch-
ganges ungefihr von gleicher Grofenordnung. Die beiden néichsten
Beispiele betreffen Fille, bei denen dies nicht zutrifft.

2. Eine Milchkiihlvorrichtung bestehe in ihrem wesentlichen Teil
aus einem ebenen Kupferblech (1= 260) von 1 mm Stirke, auf
dessen einer Seite heiBe Milch (¢, = 1000), auf dessen anderer Seite
Kiihlwasser (¢, = 1300) stromt. — Wie groB ist die Wérmedurch-
gangszahl?

1 2
b — 1 600

L 0,001 1 261001 +200 46
1000 260 1300 2600
Diese Rechnung zeigt, daB der Widerstand des diinnen, gut leiten-

den Kupferbleches fast ganz zu ‘vernachlidssigen ist gegeniiber den
Ubergangswiderstinden bei den Fliissigkeiten.

3. Wie groB ist die Wirmedurchgangszahl fiir ein Dampfkessel-
blech (4= 10mm, 1= 50), wenn die Warmedurchgangszahl auf
der Wasserseite gleich 10000, auf der Heizgasseite gleich 200 ist?

= 565.

1 1 10000
k P— == = = 89 .
1 + 0,01 n 1 50+2+1 53 1
200 50 10000 10000

Die Rechnung zeigt, daBl der Wirmeiibergang fast allein durch die
Verhiltnisse auf der Feuerseite bestimmt wird.

Aufgabe 2. Das Rohr.

Wir betrachten ein Stiick von der Linge L eines geraden, zylindri-
schen Rohres; dabei sei angenommen, daf das Rohr noch so weit
beiderseits iiber die Strecke L hinausreicht, daB sich kein Einflufl
der Rohrenden bemerkbar machen kann. Der innere Durchmesser
des Rohres sei D,, der #uBlere Durchmesser sei D, und die Wirme-
leitzahl der Rohrwand gleich 1. Ebenso wie bei der Platte sollen
auch hier dieselben drei Fille der Oberflichenbedingung besprochen
werden.

Erster Fall. Auf der Innenseite und auf der AuBenseite gilt
eine Oberflichenbedingung I. Art.

In Abb. 4 ist ein Teil des Querschnittes durch das Rohr ge-
zeichnet, wobei die Wandung #hnlich wie bei der ebenen Platte in
verschiedene Schichten von der Dicke & unterteilt ist.

Die Wérme, welche die Rohrwand und damit jede Teilschicht
durchsetzt, berechnet sich fiir jede Teilschicht nach den Gesetzen
fir die ebene Platte und unter Verwendung der Buchstaben in

Abb. 4 zu: O —6
m 6 n (93:)

Da fiir alle Schichten @,, 4 und L gleich sind, so muf8 das Tem-
peraturgefille (@, — @ ):4 um so steiler sein, je Kleiner D, ist;

Q,=A-D, -7 L-
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daraus folgt, daB die Temperaturkurve keine Gerade mehr sein kann.
wie bei der ebenen Platte, sondern tatsichlich eine Kurve sein muB.
Damit héngt es aber auch zusammen, da8 wir mit den gewdhnlichen
Rechenverfahren nicht zum Ziele kommen, sondern die Infinitesi-
malirechnung heranziehen miissen.

Mit dem Ubergang zu unendlich diinnen Schichten, also mit:
0,—0,=—dO und 6=3dD nimmt Gl (9a) die Form an

e
Qh: — l'D‘ﬂ'L.'g "E (9b)
oder
dD L
-_D—: ‘2ﬂ'l‘.§;'d@.

Durch Integration vom Innen-
durchmesser bis zum AufBen-
durchmesser folgt

D,
dll;:lnDa— In D,
— D;
L
= 2715 (0, 6)

oder
0,— 6,

Qh=2JT'L'l'lI”:D;’/"B;. (10)

Dies Ergebnis der mathema-
tischen Berechnung besagt, daf3
Abb.4. Wirmeleitung durch eine Rohrwand. die stiindlich austretende Wir-

me den Werten L, 1 und
(0, — @,) verhiltnisgleich und dem natiirlichen Logarithmus des un-
echten Bruches D /D, umgekehrt verhiltnisgleich ist. Sie héngt also
nicht von der Weite des Rohres oder von der Wandstirke ab, son-
dern nur von dem Verhiltnis D :D,.
Fir die Werte D_: D, gleich 1 bis D, :D, gleich 2 sind die natiir-
lichen Logarithmen in Zahlentafel 1 zusammengestellt.
Die Temperaturkurve ist eine logarithmische Linie.

Zahlentafel 1.

D,/D;| InD,/D; | D,/D, “ In D,/D; | D,/D;| InD,/D; | D,/D } In D,/D;
1,05 0,049 1,30 0,262 1,55 0,438 1,80 0,588
1,10 0,095 1,35 0,300 1,60 0,470 1,85 0,615
1,15 0,140 1,40 0,336 1,65 0,501 1,90 0,642
1,20 0,182 1,45 0,371 1,70 0,631 1,95 | 0,668
1,25 0,223 1,50 0,405 1,75 0,560 2,00 ' 0,693

Zweiter Fall. Gleichzeitiges Bestehen von Oberflachenbedingung
I und I Art.
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Es ist die Wiarmemenge @, bekannt, ferner die Wandtemperatur
an der Innenseite oder diejenige an der AuBenseite. Durch Auf-
lésen der GI. (10) ergibt sich:

3 N . _ Qh -1n Da/Di .

bei bekanntem @i‘ @a = @i —_ m— 5 (11 ar)
. Q,-n D, [D,

bei bekanntem @,: ©,=6, + _}!énTl . (11b)

Dritter Fall. Auf der Innen- und auf der AuBenseite gilt eine
Oberflichenbedingung III. Art. Wie groB ist Q,?

Wir gehen wieder von dem Gedanken aus, daB dieselbe Wirme-
menge der Reihe nach die Innenoberfliche, die Wandung und die
AuBenoberfliche durchsetzen muB und erhalten die drei Gleichungen:

Q=0 D;n-L-(9,—0,),

0,—0,
Qh = 12 ﬂ'L'tha/‘ﬁi,
Qh = aa'Dan'L'(@a - ﬁa)'
Lost man diese Gleichungen nach den Temperaturdifferenzen auf,
so lauten sie: N

— Qh 1
Y=0:=1I «;-D,;’
) _Q, WhD,/D,
s ARy

_ & 1
O =%=271 «,-D,

Bei der Addition fallen wieder_ die Oberflichentemperaturen aus der
Gleichung weg und es bleibt

@, < 1 lnDa/Di—L 1 >
ﬁi—ﬂ“*n-L' «,- D, F 21 ' o, D,
oder
1
- _ - L9 —
Qh 1 ln Da/Di —I— 1 T (ﬁz 0(1)
oei-Di_l_ 24 o, D,
=ICR'7Z-L-('I91.—Q9H); (12)

kr heilt die Warmedurchgangszahl fiir das Robr und zwar ist hier

zu beachten, daB dieser Wert kp sich nicht auf eine Fliche bezieht,

sondern auf die Léngeneinheit des Rohres; er ist darum von der
keal '

Dimension: ———8M .
m!.Grad. h
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Aufgabe 8. Die Hohlkugel.

Wir legen unserer Betrachtung eine Hohlkugel mit den Durch-
messern D, und D, und der Wirmeleitzahl 4 zugrunde.

Eine Ableitung der Gleichungen soll nicht vorgenommen werden.
Der Weg ist vollstindig der gleiche wie bei Aufgabe 1 und 2.

AuBer den Endformeln sei nur angegeben, daf die Temperatur-
kurve keine logarithmische Linie ist, sondern eine Hyperbel mit den
Achsen als Asymptoten.

Erster Fall. Auf der Innenseite und auf der AuBenseite gilt
eine Oberflichenbedingung I. Art. Die der Gl (10) entsprechende
Gleichung lautet:

6,— 6,
Q"=2n.l.ﬁD;:T/—ITa' (13)

Zweiter Fall. Gleichzeitiges Bestehen von Oberflichenbedingung

I. und II. Art.

_ @ <_1__ 1)
0. =0.+ 5,5~ 1. (14a)
oder 0
_o % _Lﬁi)
Ou=0i— 527 (Di D) (14D)

Dritter Fall. Fir Innenseite und AuBenseite gilt eine Ober-
flichenbedingung III. Art.

= g (9. —
Qh 1 +1 (1 1>+ 1 n(’b ﬁa)
«-DF " 212 \D, D, e, DS}
MMVW" =kK'n'(Q9i_ 0:1)' (153‘)
Ag Al Ag Der Wert kz ist von der Dimension
keal
Ternperatur,yHurve Grad.h’
Aufgabe 4. Die Platte aus verschieden-
™~ artigen Schichten bestehend.

o Oz | O ,» Bine Platte von der Gesamtdicke 4
soll aus mehreren Teilschichten von
verschiedener Dicke J,, §, ... bestehen,

% %[<%>ls wobei die Wirmeleitzahlen der einzel-
U _ | __ | _ nen Schichten gleich 1, 1,, 4, seien
(vgl. Abb. 5). — Wie groB ist die
Wirme @, , wenn beiderseits Oberflichen-

bedingungen III. Art gelten?“

Abb. 5. Platte aus mehreren In Anlehnung an Aufgabe 1 kénnen
Schichten. wir fiir @, die 5 Gleichungen aufstellen:
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Q,=co, - F-(9, — 0, qder P, — 6O, =%-“—11,
—i,-F 0, aﬁ ” 01._911:%.%,
=sz0a_b@b » @“*@”_%'%’
=/1€~F-@”;c@" » @b_ggg%z.%,
0 FO,—9) @2—%:%.%.

Durch Addition folgt:
oder, wenn wir zugleich auf mehr als drel Schlchten Vera].lgemeinern:

Qh= !

B (9, —0,)=k-F-(8, — 9). (16)
S “
oy z’a j’b 06‘3

Man kann nun fragen, welche Wéarmeleitzahl /4 miiite eine ein-
heitliche Platte von der Dicke 4 =, 4, + --- - 6, haben, damit
sie der eben berechneten Platte gleichwertig ist? — Dieser Wert A
berechnet sich aus der Gleichung:

4 68, 8, 8, &6
A—_la—'_lb—‘_ _I_ln—i:% A’

Zahlenbeispiel. Die Wandung eines Lokomotivkessels bestehe
aus einem Kesselblech (1 = 50) von 12 mm Stérke, einer Isoliermatte
(A =0,06) von 20mm Stéirke und einem Verkleidungsblech (1 = 50)
von 2 mm Stirke. — Wie groB ist die Wiarmedurchgangszahl, wenn
fir die Innenseite ¢, = 5000 und fiir die AuBenseite &, = 125 ge-
rechnet werden kann?

) Da die Wandung als eben angenommen werden kann, gilt die
GL (16); in dieser ist

b 1
T 0,012 0,02 000? 1
5000+ +006 +I§3

Die einzelnen Summanden im Nenner haben hierbei folgende Werte:

0,00020 = EinfluB des Ubergangswiderstandes im Kesselinneren,
0,000 24 = Isolierwirkung des Kesselbleches,

0,33 = ” der Isoliermatte,

0,00004 = ” des Verkleidungsbleches,

0,008 = EinfluB des Ubergangswiderstandes an der AuBenseite.
0,33848.

Grober, Wirmeiibertragung. 2
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Diese Rechnung zeigt, daBl der Warmeverlust des Kessels allein durch
die Isoliermatte bestimmt wird, auf deren Giite darum der groBte
Wert zu legen ist.

Das Ergebnis lautet: k= keal :l

=294~ 3,0 [—‘

0,34 m?.Grad.h

Aufgabe 5. Das Rohr mit geschichteter Wandung.

,Die Wandung eines geraden, zylindrischen Rohres soll aus meh-
reren verschiedenartigen Schichten mit den Wirmeleitzahlen 4, 4,,..., 1,
bestehen. Die Durchmesser der Trennungsflichen der einzelnen Schichten
seien mit D,, D,, ..., D,_;, die Temperaturen in diesen Flichen mit
0,, 0,,...,0,_, bezeichnet. — Wie groB ist die Warmedurchgangs-
zahl, wenn innen und auBlen Oberflichenbedingungen III. Art gelten?

Die Ableitung entspricht durchaus derjenigen in Aufgabe 4. Aus
dem Gleichungssystem:

, _ @ 1
b= 0, = n-L «-D;’
0, 1 D,
Qi—el_n_l;-—z.lni,
Qh 1 D‘J
01— 0="1 32 1“1)1’
— Qh 1 Da
On1— 0= 157 D
9 — 9 1
O V=21 «,-D,
folgt durch Addition und Umformung:
0 — 1
R 1 . D, 1 D, | 1 D 1
- _ .t - . ) e .1 a .
e, "o, tag™p, T Ve " Dus T e,
L (0 — 9)) = kpem-Lo(9, — 9,). (17)

Zahlenbeispiel. Ein Dampfleitungsrobr aus Eisen hat 16 cm
inneren und 17 cm #uBeren Durchmesser. Auf dieses Rohr sei zuerst
eine 2 em dicke Schicht eines fiir hohe Temperaturen bestindigen
Isoliermateriales (4 = 0,10) aufgetragen und dann 5 cm dicke Kork-
schalen (1= 0,035) herumgelegt. Durch das Rohr stréme Dampf
von 300° C und die Raumtemperatur sei 20° C. — 1. Wie groB ist
die Wirmedurchgangszahl, wenn ¢, = 70 und «, = 7,0 angenommen
wird? — 2. Welche Temperatur ©, herrscht an der Innenseite der
Korkschalen ?
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In vorbereitender Rechnung bestimmen wir:

D, = 0,16 D
i ’ lnI——)1=1n1,06=0,05;
D, = 0,17 D"
In=2=1In1,24 = 0,21;
D, = 0,21 D1
D, — 0,31 In p¢ = In1,47 = 0,38.

2

Damit ergibt sich fiir kp der Ausdruck:

1
jA—
R N NP S 38 4 s
70.0,16 = 2-50 _’_2 010 2- 0035 7- 031
Die einzelnen Summanden im Nenner haben hierbei folgende Werte:
0,09 = EinfluB des inneren Ubergangswiderstandes,

0,0005 = Isolierwirkung der eisernen Rohrwand,

1,06 = ” der Unterlage, .

543 = » der Korkschalen,

0,46 = EinfluB des #uBeren Ubergangswiderstandes,
7,03 = Summe.

Fiir die Warmedurchgangszahl erhalten wir

1 " keal
kr = 7,03 0,142 [m.Grad.h]

Um den Wert @, zu finden, addieren wir in dem Gleichungs-
system auf S.18 die ersten drei Gleichungen und erhalten einen
Ausdruck fiir ¢, — 6,. In bekannter Weise erhalten wir durch
Addition aller (n -+ 1) Gleichungen einen Ausdruck fir (§; — &,).
Durch Dividieren beider Ausdriicke finden wir die Beziehung:

1 1 ,D 1 .D
9, —0, ai.Di+§7"'ln“’+2z D,
9,—9, 1 D, 1
oci-Di+21 In ]_T_'_ +oc -D,

Mit den Zahlenwerten unserer Aufgabe lautet dies:

300 — 6, 0,09 -+ 0,00 - 1,05 1,14
300 — 20 0,09 1 0,00 - 1,05 + 5,43 4- 0,46 _ 7,03

und daraus finden wir: @, = 300 — 45 = 255° C.

Diese Rechnung zeigt, daB die untersuchte Isolierung fehlerhaft
ist, denn die Unterlage, welche auf das Rohr unmittelbar aufgetragen
ist, erfiillt ihre Aufgabe, die Korkschalen vor zu hohen Tempera-
turen zu schiitzen, nur ganz ungeniigend.

PA
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Aufgabe 6. Der unendlich lange Stab.

»Ein unendlich langer Stab vom Querschnitt F und vom Um-
fang U befinde sich in einer Umgebung, deren Temperatur wir der
Einfachheit halber gleich Null setzen wollen. Das eine Ende des
Stabes, welches im Endlichen liegt, werde stindig auf der Tempe-
ratur ©¢ gehalten; das andere Ende liegt im unendlich Fernen.
Bekannt sei ferner die Wirmeleitzahl des Stabes und die Wirme-
iibergangszahl von der Staboberfliche an die Umgebung. — Welches
ist der Temperaturverlauf lings des Stabes unter der vereinfachenden
Annahme, daBl innerhalb
jeden Querschnitts ein volli-

ger Temperaturausgleich
stattfindet 2“

In Abb. 6 ist der Anfang
des Stabes gezeichnet und
dariiber in einem Schaubild
als Abszissen die Entfer-
nungen z vom Stabanfang,
als Ordinaten die Tempera-

&

f<—— > dz turen @ aufgetragen.
. < Vgir.})etracht‘(;n das kurze
% —— g tz_:m stick d.'x;... on.der einen
T SeIFe her strémt die Wartpe
qm g, in das Stabelement ein,

Abb. 6. Temperaturverlauf lings eines un- na,(ih de‘r a{lderen Seite
endlich langen Stabes. stromt die Wirme g, her-

aus. Auflerdem gibt das
Stabelement an seinem Umfang die Wérme ¢,,, an die Umgebung ab.
Im Beharrungszustand mufl die aufgenommene Wéirme gleich der
Summe der abgegebenen sein, also
9 =4+ 4m-
Auf dieser Gleichung baut sich die Ableitung der Temperaturkurve
6O = f (v) auf.

Mathematische Ableitung. Es ist nach der Grundgleichung der

Wiérmeleitung :
d @)
QIV - lF'(% z,

. d@)
=" A.F.<d—x x+d:v,

wobei die negativen Differentialquotienten das Temperaturgefille an
den Stellen z bzw. x - dx darstellen.
Nach Gl (4) ist
¢, =0U-dc-6O_,

weil die wiarmeabgebende Fliche gleich U-dz ist. Durch Einsetzen
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dieser Werte erhalten wir

d d @)
ar (9o ar ) e

L) (d@) _aU
(%)M,— aw), =17 O

Nun ist (vgl. mathemat. Anhang: GL (154))

R
d z+dz dz/, da? o

Durch Einsetzen dieses Wertes in die vorletzte Gleichung entsteht
die Differentialgleichung der Temperaturkurve:

de@_ e U
dz* 1. F

Dies ist eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung. Ihre Losung ist
eine gewShnliche Gleichung @ = f (%), in welcher die Funktion f(x)
die Eigenschaft haben muB, dal sie bei zweimaliger Differentiation
gich nur um einen konstanten Faktor dndert. Aus der Zusammen-
stellung im Anhang (Gln. (155)) ersehen wir, da die Sinusfunktion,
die Cosinusfunktion und die Exponentialfunktion diese Eigenschaft
besitzen. Nun lehrt uns die Erfahrung, daB die Temperaturkurve
keinen periodischen Verlauf haben kann, sondern eine stindig fallende
Kurve sein mufl. Wir scheiden darum die beiden trigonometrischen
Funktionen aus und versuchen mit der Exponentialfunktion zum
Ziele zu gelangen, das heifit also mit dem Ansatz

O =C.emz,

in welchem C und m zwei vorerst noch willkiirliche GroBen sind.
Der zweite Differentialquotient hiervon lautet:

oder

0. (18)

di‘
rt-?-ZC-mg-em‘”.
st
Setzen wir diese beiden Werte in die Gl (18), so lautet diese:
U
2.0.em% — __.___..(.em%
m?.C-e TF C-e

oder

e U
A-F-
Damit ist m bis auf das Vorzeichen bestimmt.

Wir miissen vorerst beide Vorzeichen gelten lassen und erhalten
somit zwei Losungen unserer Differentialgleichung (18), nimlich

m? = «U oder m =+
i F =

U @ U
+ _— - .
6, =0C,-e V;"F * und 6, =C V;"F :

a€
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Wie man sich durch eine Probe iiberzeugen kann, bildet die Summe
beider Losungen wieder eine Losung. Sie lautet:

a-U a-U
+ '/————a: - '/——a;
O=C,e "HF L0 THF (19)

DalB} diese Losung zwei vorerst noch willkiirliche Konstanten C,
und C, enthilt, ist dadurch erklirlich, da wir uns die Losung durch
zweimalige Integration der Differentialgleichung zweiter Ordnung ent-
standen denken kénnen und bei jeder Integration eine willkiirliche
Konstante auftritt. Diese Konstanten werden erst festgelegt durch
die Bedingungen, welche fiir die Stabenden gelten.

Fir x =0 mul} sein @ = @,
n XT=00 » ” @ =0.
Nach der Tabelle 23 ist e** —=oc0 und e~* =0. In GL (19) kann

also @, nur dann null werden, wenn C, = 0 ist, so daB also von
Gl (19) nur der zweite Summand iiberbleibt.

Setzen wir darin =0 und beachten, daf die Exponential-
funktion e~0 gleich eins ist, so erhalten wir

@xz():@crz 02-1, also 02 =@C.
Die endgiiltige Losung unserer Aufgabe heillt:

a U
oz

0, = @o-e_V” : (20a)

Besprechung der Lésung. Aus der Erfahrung allein, also ohne
jede Rechnung, konnen wir voraussagen, dal die Temperatur an der
Stelle  von folgenden GroBen abhidngen mufB:

1. von der Temperatur &y am Stabanfang,
2. » der Entfernung x vom Stabanfang,
3. » dem Umfang U des Stabes,

4. » dem Querschnitt F des Stabes,
5. » der Wirmeleitzahl A des Stoffes,
6. » der Warmeiibergangszahl «.

Wir kénnen also schreiben
O,=F(Og,x,U, F,1,0a). (a)

Die Erfahrung sagt uns auch noch mit ziemlicher Sicherheit, ob
die Temperatur &, mit wachsendem Wert des einen oder anderen
Argumentes ebenfalls wichst oder abnimmt, aber iiber das Gesetz
dieser einzelnen Abhéngigkeiten kann doch nur die Rechnung oder
der Versuch Auskunft geben.

Das Verlangen nach einem klaren Einblick in die Verhiltnisse,
verbunden mit einer etwas einseitigen Schulung fithrt zu dem Streben,
die in GL (a) verdeckt enthaltenen sechs Abhéingigkeiten in der Formel
einzeln und voneinander unabhingig erkennen zu lassen, indem man
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die Gl (a) zum Beispiel in ein Produkt von Einzelfunktionen auf-
16st nach der Form:

0, =1,(0c) fy(x) 13 (U) £, (F)- 15 (1) fs () - (b)
Es muBl aber leider festgestellt werden, dal dies bei den Pro-
blemen der Wirmeiibertragung nur in den seltensten Fillen zulissig
ist, und manche theoretische und experimentelle Arbeit ist allein aus
dem Grunde zu keinem befriedigenden Ergebnis gelangt, weil der
betreffende Forscher entweder schon bei seinem Arbeitsplan oder
doch bei der Auswertung der Versuchsergebnisse allein dies Produkt
von Teilfunktionen im Auge hatte.
Unsere Gl. (20) ist ein bezeichnendes Beispiel fiir eine Funktion,
bei der diese Zerlegung in Produkte nicht durchfiihrbar ist. Nach
den Lehren der Mathematik ist zwar eine Funktion von der Form:

el'mn darstellbar als ((el)m)n oder als ((e")l)m usw.,

aber eine Zerlegung in Produkte ist nicht moglich.

In unserer Gl (20) konnen also die einzelnen Abhéngigkeiten von
A, U usw. nicht unabhingig voneinander dargestellt werden. Da es
sich ferner um eine Funktion mit 6 Verdnderlichen handelt, ist es
auch nicht moglich, in ein oder einigen wenigen Zahlentafeln oder
Figuren einen Uberblick iiber die in Gl. (20) enthaltenen Gesetz-
méBigkeiten zu geben.

Unseren Wunsch nach Ubersichtlichkeit und unser Vorstellungs-
vermogen befriedigt also Gl (20) durchaus nicht; dies ist aber be-
dauerlicherweise eine wesentliche und darum unvermeidbare Eigen-
schaft der meisten Ergebnisse bei Aufgaben der Wirmeleitung.

Aber einen Vorzug hat Gl (20) doch, indem sie zu &uBerst ein-
fachen Rechnungen fithrt. All die sechs Abhingigkeiten sind durch
eine einzige, verhéiltnis-
méBig einfache Funk- 4
tion dargestellt, sobald
man den Exponenten
als eine einzige GroBe
auffat, die wir K

05
nennen wollen. Wir set-
zen also
U
K — o

= _ .. H-
7 xz (21) ) ' . .

7 2 3

und erhalten
OO =e"X. (20Db)

Die Exponentialfunktion mit negativem Exponenten hat fiir K =0
den Wert Eins und nihert sich mit wachsendem Wert K so rasch
der Null, daB sie schon fiir K= 4 nur mehr den Wert 0,018 besitzt
(vgl. Abb. 7 und S.172).

Abb. 7. Die Exponentialfunktion e—X.
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Auf unsere Gleichung

a- U

0|0¢ = e—Vﬁ‘x

bezogen besagt dies, daB das MaB, um das sich der Stab an der
untersuchten Stelle schon abgekiihlt hat, nicht vom Absolutwert 1
oder U, auch nicht von der Entfernung x, in Metern gemessen,
abhingt, sondern allein von der Zusammenstellung dieser Werte zu der
GroBe K. Diese Grofle allein kennzeichnet das MaB der Abkiihlung
und man nennt sie darum eine KenngréBe. )

Es wird sich noch an vielen Stellen des Buches zeigen, daf} diese
KenngréBlen ein sehr geeignetes Mittel sind, um scheinbar recht ver-
wickelte GesetzmiBigkeiten in verhéltnism&Big einfacher Weise fest-
zulegen.

Wegen der groBen Wichtigkeit des Begriffes der KenngréB8en sollen
noch zwei Eigenschaften derselben besonders hervorgehoben werden.

Erstens sind alle Kenngroflen reine Zahlenwerte, also GréBen ohne
Dimension. Dies ist schon vom rein mathematischen Standpunkte aus
erklirlich, denn Ausdriicke wie Cosinus (5 kg) oder e hoch (50°) hitten
ja keinen Sinn. Es empfiehlt sich bei allen Rechnungen, die man
ausfithrt, die gefundenen Kenngroflen daraufhin nachzupriifen. Dies
gibt eine wenn auch nicht absolut sichere, so doch stets niitzliche
Kontrolle der Rechnung.

Zweitens haben die meisten Kenngréflen die Eigenschaft, daB sie
sich durch verschiedenartige Zusammenfassung ihrer Bestandteile in
mannigfaltiger Weise umformen lassen.

In unserer Kenngrofe (Gl. (21)) ist U/F ein Wert, welcher von
der Gestalt des Querschnittes abhéngt. Fiir den kreisformigen Quer-
schnitt ist er am kleinsten, fiir einen rechteckigen Querschnitt ist er
stets gréBer und je nach dem Seitenverhéltnis verschieden; fiir einen
sternférmigen Querschnitt (Kiihlrippen) ist er besonders grof.

Beschrinken wir unsere Betrachtungen auf den kreisférmigen Quer-
schnitt, fiir welchen die Gleichung gilt

U__ {dn _4
F &z 4’
4

so heiBt die KenngroBe in einer ersten Form:

.

A-d

Das Verhiltnis «/1 heiit (vgl. 8.9) die relative Warmeiibergangs-
zahl h, so daBl die zweite Form der Kenngrofen lautet:

K= QVgx

K=2. x.
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Entsprechend der Ausfithrung auf S. 8 heit der reziproke Wert
von h die Subtangente s; damit ergibt sich die dritte Form der

KenngroBe:
1
K=2. Vﬁ X,

Die vierte Form ergibt sich aus der Uberlegung, daB fiir die Tem-
peratur ©_ weniger der absolute Betrag der Strecke x mafBgebend
ist, sondern ihr Verhiltnis zum Durchmesser des Stabes, also der
Wert «/d. Zu diesem Zweck multiplizieren wir die KenngroBe mit
d/d und erhalten die vierte Form:

)

Es hingt vollstindig von den besonderen Verhiltnissen der ein-
zelnen Aufgabe ab, welche dieser Formen die zweckm#Bigste oder
anschaulichste ist.

Aufgabe 7. Der Stab von endlicher Linge.

,Der Wortlaut der Aufgabe ist der gleiche wie in Aufgabe 6,
nur ist jetzt der Stab von der endlichen Liénge L“.

Statt der Bedingung, dafl die Temperatur im Unendlichen gleich
Null werden muB, gilt jetzt die andere Bedingung, dafl die Warme ¢,,,
welche dem letzten Stabelement zufliefit, gleich der Wérme ¢, sein
muB, welche die Stirnfliche des Stabes an die Umgebung abgibt.

Es ist
d@)
Gr=— ”'(Jg; .

und
9,=0ar-F-O,y,

wenn fiir die Stirnfliche eine andere Wéirmeiibergangszahl oy gilt,
als fiir die Mantelfldche.
Aus der Bedingung g,,== g, folgt:

46 (444

Mathematische Ableitung. Die Ableitung ist vollstdndig die gleiche
wie bei der letzten Aufgabe big zur Aufstellung der Lésung in Ge-
stalt der Gl (19), und auch diese selbst gilt noch unveréndert.

Erst die Integrationskonstanten ¢, und C, erhalten hier andere
Werte; zu ihrer Bestimmung dienen die Bedingungen, welche fiir
die Enden des Stabes gelten.

1. Fir « =0 werden beide Exponentialfunktionen gleich eins;
damit

Oc=0C,-et’°+ 0, e °=0C, + C,;
oder
C, =60 — C,.
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Damit 148t sich die Losung in zweierlei Form schreiben:
entweder: O =C,-etms L (g — C,)-e~m= (a)
oder: O =0, (etms — e=m2) | Qg-e~mT, (b)
2. Fur o= L gilt die Bedingung ¢,, = gq,.
Aus_(b) folgt
d@ +mz —mz —-mz
e C,-(e + e~mz) — @ .
Setzt man zur Abkiirzung ;‘:% = B, so heillt damit die Bedingung
9y = p :
01.(e'+mL+e—mL) — @C,Q—mLz — B,Cl,(e+mL____ e—mL) — B-@g-e~mL

oder (1 — B). e=mZ

etmL __l_ e—mL -+ B.(e+mL _ e—mL) °

Auch die Integrationskonstante C,= @¢; — C, konnen wir jetzt
berechnen; es ist:

¢, —0c-

- (1 — B).¢-mi
02—@0-<1 -—e+mL+e_mL+B_(e+mL_e—mL)>
.etmL
— 0, (1+ B)-e

etmL + e—mL _|_ B,(e+mL — e—mL) :
3. Die Gleichung des Temperaturverlaufes lings des ganzen Stabes
ist nun ebenfalls gegeben, wenn man in die Gleichung
O=C,-etmzs C,.emmz
die eben gefundenen Werte fiir C; und C, einsetzt.

4. Von besonderem Interesse ist die Temperatur @y am Ende
des Stabes.

Man findet sie, indem man die Gleichung des Temperaturverlaufs x
gleich L setzt und dann beachtet,

1. daBl etmL.e-mL_—1 und
2.daB (14 B)-1+(1 —B)-1=2 ist.
Die Rechnung ergibt:

2
O = @0'(e+mL Fe-mI) £ B-(evml — ¢-mL) (223a)
1
= O i (mL) -+ B-Gin(m L) (22D)
oder
@=®(mL, B)=® (K,, K,). (22¢)
O¢

Besprechung der Lésung. Die Temperatur ®; am Ende des
Stabes kann immer nur ein Bruchteil der Temperatur @¢ am Anfang
des Stabes sein. Der Zahlenwert dieses Bruches ist, zufolge Gl (22¢),
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eine Funktion mit nur zwei Verinderlichen K, und K,, die wir
beide als Kenngroflen im oben abgeleiteten Sinne auffassen konnen.

Die erste Kenngrofie

«-U

ist die schon von Aufgabe 6 her bekannte KenngroBe.

Die zweite KenngroBe ist:

_l_ e g 1 _<ﬂ. )
L= m— 7 taz=\7*

1
o

1

Mit Beniitzung dieser Kenngr6Ben heillt das Ergebnis der Rechnung:

On 1

Be =

oof (K) + (%21 ). - cin (k)

(22d)

Uber die Zahlenwerte der Funktionen Cof und &in vergleiche
man Abb. 58 im mathematischen Anhang auf S. 173 oder Taschen-

buch Hiitte I. Bd.

Der erste Summand im Nenner beriicksichtigt die Abkiihlung
der Mantelfliche des Stabes, der zweite Summand die Abkiihlung
der Stirnfliche. In allen Fillen, in denen man glaubt den EinfluB

der Stirnfliche vernachldssigen zu konnen, darf
man statt Gl (22d) die einfachere Gleichung

O 1

e~ Goi (K)) (22¢)

SN

verwenden.

Zahlenbeispiel. Bei einer Kompressoranlage
wird die Temperatur der Luft im Windkessel
mittels eines Thermometers gemessen, das in
einem eisernen Thermometerrohr nach Abb. 8
steckt. Wie grofl ist ungefdhr der MeBfehler,
der dadurch entsteht, daB das untere Ende des
Thermometerrohres infolge Warmeableitung lings
der Wandung nicht die Temperatur der PreBluft
annimmt, wenn

1. das Thermometer 100° C anzeigt,

2. die Temperatur der Kesselwandung zu
50° C geschiitzt wird.

3. die Warmeiibergangszahl von der PreBluft

d=7inm,

[ 7
7

li'ﬂ///
= i

oty

140mm

-

Y

an das Thermometerrohr zu o= 25 angenom- Abb.8. Thermometer-

men wird?

rohr.

Da die Stirnfliche des Thermometerrohres sehr klein ist im Ver-
gleich zur Mantelfliche, kdnnen wir mit groBer Anniherung bei der
Rechnung in Gl. (22b) den ganzen zweiten Summanden im Nenner



28 Zeitlich unverénderliche Temperaturverinderung.

vernachlédssigen; wir kénnen also setzen:
1

MeBfehler = @7 = @C.m_) .
1

a_g - I, berechnen wir

Zur Ermittlung von K, = 7

U=dan,
F:%(d?—-(d— 20)) =m-(d — 8)-8

oder niherungsweise = 5-d-J;
damit wird

[ «-d-m Lb o

= — — —_ ———.L; 2
E=Vidisn ) (23)
T
=1/—22 _.0,14 = 3,14.
V50-0,001 ’
Der MeBfehler ist:
1 1
—_ 0 __ rn0}. — — 0__,:430_
Or (100 50 ) G Ve b

Bei einer Temperatur von 100° C ist ein MeBfehler von 4,3° immer-
hin schon recht beachtenswert.

Die Gl (28) zeigt den Weg, auf welchem sich dieser Fehler ver-
kleinern 1aft:

1. Die Wirmeiibergangszahl ¢ mu8 moglichst groB sein. — Dies
148t sich, wie im zweiten Hauptteil des Buches gezeigt werden wird,
dadurch erreichen, dal man den #“uBeren Durchmesser d des Ther-
mometerrohres klein macht.

2. Der Wert 4 muBl moglichst klein sein. — Es wiirde sich also
empfehlen das Rohr aus Nickelstahl (1 = 11) herzustellen.

3. Die Wandstédrke des Rohres mufl moglichst klein sein.

4. Das Thermometerrohr soll sehr lang sein.

5. Der Wert O (= Lufttemperatnr minus Temperatur der Kessel-
wandung) soll sehr klein sein. — Dies ist dadurch zu erreichen, daB
man die Kesselwand, dort wo das Thermometerrohr eingesetzt ist,
gut isoliert, damit sie moglichst ebenso heifl ist als die PreBluft.

III. Die Wirmeleitung lm Beharrungszustand als Problem
der Potentialtheorie.

In diesem Abschnitt sollen einige mathematische Begriffe und
Beziehungen besprochen werden, deren Kenntnis fiir spéter nétig ist.

1. Die rdumliche Temperaturverteilung im Beharrungszustand
findet ihren mathematischen Ausdruck durch eine Gleichung zwischen
den drei Koordinaten des Raumes als unabhingigen Verinderlichen
und der Temperatur als der abhingigen Veridnderlichen, also
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O = f(x,y, 2} in kartesischen Koordinaten,
O =1(r,p,2) » Zylinder- o,
0= f(’l‘, X (])) ” Kugel— ”

Im Interesse der Einfachheit sollen jedoch nur solche Fille besprochen
werden, bei denen die Temperatur jeweils nur mit einer Koordinate
(x, bzw. r, bzw. r) sich &ndert, so daB sich die drei einfacheren
Gleichungen

O = f(x) bzw. O = {(r) bzw. O = f(r)
ergeben.

2. Nach den Lehren der mathematischen Physik mufBl fiir den
Fall der reinen Wirmeleitung im Beharrungszustand die Temperatur-
verteilung der Bedingungsgleichung:

A0 =0 (24a)
genitigen.

A*@ heilt der Laplacesche Differentialparameter oder auch der
Differentialparameter 2. Ordnung; er ist ein kurzes Symbol fiir eine
Rechenoperation, welche ermittelt, um wieviel die Temperatur in
einem untersuchten Punkt von dem Durchschnittswert der Tempera-
tur der unmittelbar benachbarten Punkte abweicht.

Der besseren Vorstellbarkeit wegen wollen wir um den unter-
suchten Punkt, den sogenannten Aufpunkt, eine sehr kleine Kugel
gelegt denken und vergleichen dann den Durchschnitts- oder Mittel-
wert aller Temperaturen an der Kugeloberfliche mit der Temperatur
im Kugelmittelpunkt. Nur wenn diese beiden Werte einander gleich
sind, &ndert sich die Temperatur im Aufpunkt nicht, nur dann ist
Beharrungszustand moglich. Dies ist der Sinn von GI.(24a).

Bringt man Gl. (24a) auf Koordinatenform, so lautet sie

in kartesischen Koordinaten: % =0
. d*e 1 de
» Zylinder- ” P 0 (24D)
d?e 2 dO
” Kugel- ” d'r2 7 a—; = 0.

3. Vom Standpunkt der mathematischen Physik aus betrachtet
ist das Gebiet der reinen Wirmeleitung nur ein Teilgebiet der all-
gemeinen Potentialtheorie.

Liegen die das Potential ¢ erzeugenden Massen ¢ innerhalb des
Feldes, so muB das Potential der Bedingungsgleichung

Ay =4m-p
geniigen.

Dem entspricht bei der Wirmeleitung der Fall, da innerhalb
des Feldes sogenannte Wirmequellen vorhanden sind, in welchen
durch Umwandlung anderer Energiearten (z. B. Elektrizitit) Wirme
entsteht.
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Liegen dagegen die das Potential erzeugenden Massen auBerhalb
des Feldes, so muBB das Potential der Bedingungsgleichung
Aty =
geniigen.
Dies entspricht dem Fall der reinen Wéarmeleitung.
Die Potentialtheorie bildet somit die mathematische Grundlage
der Lehre von der Warmeleitung im Beharrungszustand.

B. Abklingende Temperaturverteilung.

Dieser Abschnitt umfaBt Vorgénge, bei welchen urspriinglich
Temperaturunterschiede vorhanden waren, die nun dem Ausgleich
zustreben.

I. Die rechnerischen Grundlagen.

a) Die Differentialgleichung.
Wenn die Temperatur im untersuchten Gebiet nicht mehr kon-
stant ist, gilt statt der Gl. (24) die Gleichung

20 .
Sr—ad0. (25)

00/at ist hierbei der zeitliche Temperaturanstieg im Aufpunkt und
Gl (25) konnen wir wie folgt deuten:

Ist die Temperatur in der Umgebung des Aufpunktes hoher als
im Aufpunkt selbst (426 positiv), so stromt Wirme aus der Um-
gebung nach dem Aufpunkt hin und erhéht damit dessen Tempe-
ratur (0@[0t ebenfalls positiv).

Wenn im umgekehrten Fall die Temperatur in der Umgebung
niederer ist als im Aufpunkt, so strémt vom Aufpunkt Wirme weg
und seine Temperatur sinkt.

Der Proportionalititsfaktor ¢ héngt von den Eigenschaften des
untersuchten Stoffes ab, und zwar wird er gebildet aus der Wirme-
leitzahl 1, der Dichte y und der spezifischen Wérme ¢ nach der
Gleichung:

A [m
= y-c i_ hJ (26)
Man nennt a die , Temperaturleitzahl“. In der Literatur, vor allem
in rein mathematischen Schriften findet man hidufig die Schreib-
weise a? statt @. In der letzten Zeit biirgert sich aber mehr und
mehr die Schreibweise a ein. Auf diese Unstimmigkeit ist beim Ver-
gleich mit anderen Schriften zu achten.

b) Die Randbedingungen.

Neben der Differentialgleichung gelten vollig unverindert die drei
Arten der Oberflichenbedingung, wie wir sie bei der zeitlich kon-
stanten Temperaturverteilung kennengelernt haben.
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Dazu tritt jetzt noch eine weitere Bedingung, welche vorschreibt,
wie die urspriingliche Temperaturverteilung, deren Abklingen wir ver-
folgen, beschaffen war.

Im Grunde genommen koénnte diese Temperaturverteilung zur
Zeit t=0 ganz beliebig beschaffen sein. Wir wollen uns jedoch
auf solche Fille beschrinken, bei welchen die Temperatur urspriing-
lich im ganzen Korperinnern den gleichen Wert @y hatte und dann
eine allgemeine Abkiihlung oder Erwdrmung des Koérpers durch seine
Oberfliche bei konstanter Umgebungstemperatur stattfindet.

Die mathematische Physik bevorzugt statt der Namen Ober-
flichenbedingungen und Anfangsbedingung die Bezeichnungen réum-
lich und zeitliche Randbedingungen und nennt das ganze Gebiet
Randwertaufgaben. Die Wirmeleitung in festen Korpern erscheint
in diesem Zusammenhang nur als ein Teil eines sehr viel grofleren
Aufgabengebietes.

c) Das Temperaturfeld.

Wenn wir uns die Aufgabe stellen das Abklingen der Tempe-
raturverteilung zu verfolgen, so heiBt das, wir wollen feststellen, wie
sich die Temperatur an einer festgehaltenen Stelle mit der Zeit
dndert und zugleich, wie sie sich in einem festgehaltenen Augenblick
von Ort zu Ort #ndert. Rechnerich gesprochen heiflt dies, wir wollen
@ als Funktion des Ortes und der Zeit bestimmen in der Form

O = f(t,x) bei kartesischen Koordinaten,
O = f(t,r) bei Zylinder-Koordinaten,
O = f(t,7) bei Kugel-Koordinaten .
Von dieser Funktion wird verlangt, daf sie
1. der Differentialgeichung (25) geniigt,
2. die vorgeschriebene Oberflichenbedingung erfiillt,
8. fiir t = 0 in die verlangte Anfangstemperaturverteilung iiber-
geht.
d) Der mathematische Weg zur Losung.

Im nachstehenden soll ein Weg angedeutet werden, der zwar
nicht bei allen, aber doch bei vielen Aufgaben zum Ziele fiihrt.

Wir suchen eine Funktion, von der wir vorerst nur die eine Be-
dingung verlangen, daB sie die Differentialgleichung (25) befriedigt,
und zwar machen wir den Versuch mit einer Funktion, die sich als
Produkt zweier Teilfunktionen darstellen 148t, von denen die eine
nur von ¢, die andere nur von z (bzw. r, bzw. r) abhéngt. Wir

setzen also
O=f(r)=p®) ). (a)

Da nach den Ausfiihrungen auf S.175 die Exponentialfunktion mit
negativem Exponenten sich besonders zur Darstellung von abklingen-
den Vorgingen eignet, so empfiehlt sich ein Versuch mit der Funktion

0= e_kt'w<7),
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in welcher &k eine vorerst noch unbestimmte Gréfe ist. Die Formeln
schreiben sich spiter einfacher, wenn wir schon jetzt statt der un-
bestimmten GréBe k eine andere unbestimmte GroBe n einfiihren
nach der Gleichung & = n’-a.

Wir gelangen so zu dem Ansatz

O =e """y (r). (b)
Um zu kontrollieren, ob diese Exponentialfunktion mit der Differential-
gleichung vertréglich ist, bilden wir die Ableitungen:
00 —n2eg-t
o7 = —nae "y (r)
gowie

420 = e~ A2y (1)

und setzen diese in Gl (25) ein, welche dann lautet:

n3-a

- ot —'nleg-t .
—n.q-e cp=a-e na A‘-"w

oder
Aypy+ntp=0. (27a)

Dies beweist, dafl die Exponentialfunktion mit der Differential-
gleichung vertraglich ist, wenn es gelingt, fiir Gl (27a) eine Losung
zu finden.

Statt der Funktion f(f, ) haben wir jetzt nur mehr die Funk-
tion () zu suchen und dies ist bedeutend einfacher, weil Gl (27)
nur mehr eine totale Differentialgleichung ist, wihrend GL (25) eine
partielle war.

Die Gl. (27a) lautet in Koordinatenform, vgl. Gl (24b):
L GO
i + 2%y (@) =0, (27b)
Py 1 dyr)
dr? r dr
d*y (r)
dr?
Von den Gl (27) kennt man verschiedene Losungen, von denen
fiir die Zwecke des Buches die nachstehenden von Bedeutung sind:
zu Gl (27b): die Kosinusfunktion
y (x) = C-cos (nx),
zu Gl (27c): die Besselsche Funktion O-ter Ordnung, I. Art.
y(r)=C-Jynr),
zu Gl (27d): die Funktion

() ="0C

in kartesischen Koordinaten:

in Zylinderkoordinaten: +n?-p(r)=0, (27c)

+3-dW(’)+n2.w(r);0. (27d)

in Kugelkoordinaten:
in Kugelkoordinaten - T dr

_ sin (nr)

(nr) ~
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Als Losung unserer Differentialgleichung (25) erscheinen somit

O = C-¢"™*.p(nr) in allgemeiner Form (28a)
O =C:e""" cos(n x) in Koordinatenform (28D)
0= C’-e_"g‘"-J0 (nr) ” (28c)
0 — ¢.e~rar SR (7) (28d)

(nr) »” ”
Darin stellen C und = vorldufig noch willkiirliche, konstante
Werte dar.

Unsere Losungen erfiillen bis jetzt nur die eine Bedingung, daB
sie der Differentialgleichung (25) geniigen. Dagegen entsprechen sie
noch nicht der Oberflichenbedingung und der Anfangsbedingung.

Durch das Anpassen der Losung (28) an die Oberflichenbedingung
wird der Wert n bestimmt und durch das Anpassen an die An-
fangsbedingung der Wert C.

An der Oberfliche, also fiir r = R, gilt die Bedingung
¢Opun=—12(2) |
or r=R
welche bei Anwendung auf Gl (28a) lautet

TwnR)= — -y’ (E).

Wir multiplizieren beiderseits mit B und setzen zugleich statt /1
den Buchstaben % (vgl. 8. 9).

(b-B)-y (0 R) = — (nR)-y/(n R). (294)

Nun fassen wir nicht mehr » sondern (n R) als Unbekannte auf
und bezeichnen sie mit ».

(RR)yp ()= —»v-p'(»). (29b)
Dlese Gleichung hat stets unendlich viele Wurzeln Vis Vayeo oy
v, ...; dabei hangt das System dieser unendlich vielen Zahlenwerte »

nur von der einen unabhéngigen Verinderlichen (A-R) in der Be-
dingungsgleichung (29b) ab.

Da wir gesetzt hatten

n-R=w,
80 ist ner !
P — . —
R
a-t
und ntat=r>—.
R..

Grober, Wirmeiibertragung. 3
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Unsere Losung (28a) zerfillt somit in unendlich viele Einzel-
lésungen von der Form

_vz.ﬂ 7
1 =07 Rﬁ"/’("’fl—e)

I

Es 1Bt sich beweisen, da auch die Summe all dieser einzelnen
Lésungen, nimlich
k=

O = ZC €T R2 1/)(75 %), (30a)

wieder eine Losung der Differentialgleichung ist und zugleich die
Oberflichenbedingung befriedigt. Um auch noch der Anfangsbedingung
zu geniigen, miissen wir in Gl (30a) t==0 setzen und dann die
Beiwerte C so bestimmen, da die Gleichung

k=

o= Foevg)
k=1

die Anfangstemperaturverteilung darstellt. Das hierbei einzuschlagende
Verfahren heit die harmonische Analyse.

Da wir uns in diesem Buche auf Aufgaben beschrinken wollen,
bei denen die Anfangstemperatur im ganzen Innern der Kérper kon-
stant, nimlich gleich @¢ ist, so bilden die C, ein unveridnderliches
Wertesystem Aus Gl. (30a) folgt dann, daB d1e Temperatur an der
Stelle r abhingt:

1. von dem Verhaltnis r/R,
a-t

3. von dem Wertesystem: »,, v,,..., ¥, ..., und damit indirekst
von der KenngroBe (h-R).

2. von dem Werte der KenngroBe

Wir kénnen also schreiben:
at r
= . —_— . b
0. — 6, @(hR,RQ,R> (30b)
Die Ergebnisse dieser mathematischen Entwicklungen wollen wir

nun zur Darstellung des Abkiihlungsvorganges von geometrisch ein-
fachen Korpern verwenden (siehe Lit.-Verz. 23).
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II. Die Losung von Aufgaben.

Aufgabe 8. Abkiihlung der Kugel.

»Eine Kugel vom Halbmesser R, die zuerst in ihrer ganzen Masse
auf die Temperatur T, ®C erwérmt war, werde plotzlich in eine Um-
gebung von der niedrigeren Temperatur 7, ®°C gebracht. Unter der
Annahme, daf3 die Stoffiwerte der Kugel sowie die Warmeiibergangs-
zahl bekannt sind, ist der Abkiihlungsvorgang zu berechnen und zwar
sind nachstehende drei Fragen zu beantworten: Welches ist fiir einen
gegebenen spiteren Zeitpunkt

1. die Temperatur der Oberfliche,
2. die Temperatur im Mittelpunkd,
3. die von der Kugel bis dahin abgegebene Wirme?“

Die Schreibweise aller Gleichungen vereinfacht sich wesentlich,
wenn wir die Temperaturen nicht nach Celsiusgraden rechnen, son-
dern wenn wir die Umgebungstemperatur T}, °C gleich null setzen.
Alle Temperaturen der Kugel gelten dann als Ubertemperaturen und
sollen mit @ bezeichnet werden. (Bei der Erwirmung einer kalten
Kugel in heifer Umgebung ergeben sich dabei die Temperaturen ©
von selbst negativ.)

In gleicher Weise soll nicht mit dem Wéirmeinhalt der Kugel
gerechnet werden, sondern nur mit ihrem Warmeiiberschuf3 iiber Um-
gebungstemperatur.

Die Temperatur &, eines Punktes im Abstand r vom Mittelpunkt
ist nach den Lehren der mathematischen Physik gleich:

r
k=o sin —_
sinv, — v, -cosv, —w? .t (" R)
0, =0 E 9 Tk T Tk TPk o7 HR ,
v, — sinv, - cos v, r
k=1 k I Yo . —
©'R

worin », das System der unendlich vielen Wurzeln der transzendenten
Gleichung
(1 —hR)-siny ==v.cos»

ist.

Die GroBe b ist dabei wieder die relative Warmetibergangszahl «/4.

Wir iibernehmen nun aus den mathematischen Entwicklungen der
letzten Seiten das wichtige Ergebnis, daB sich die unendliche Reihe
in dem Ausdruck fiir @ als eine Funktion von nur drei Verénder-
lichen auffassen liBt. Die Verdnderlichen sind die drei Kenngrofien

at T
| hR, 7 OB
Wenn wir statt des verinderlichen Wertes » die beiden festen
Werte r =R und r = 0 betrachten, uns also nur um die Tempe-
ratur an der Oberfliche und die Temperatur im Mittelpunkte kiim-
mern, so vermindert sich die Zahl der Verinderlichen auf zwei und
wir erhalten:

3*
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Temperatur der Oberfliche:

i
Oy = Og- B, <hR, %) (31)

Temperatur im Mittelpunkt:

at

0”1=@C'¢”l<hR, ﬁ)'

Fiir die Warmemenge, welche die Kugel bis zur Zeit ¢ abgegeben
hat, liefert die mathematische Physik die Gleichung

k=wx

(32)

[2
i

2). (33a)

Da @, die Ubertemperatur der Kugel zur Zeit t — 0 bedeutet,
so ist

1 (sinw, —»,-cosv,)’

4
Qh=§'R3ﬂ07’8026’—3 .(1_6
k=1

L VY, — sin Yy Ccos Y

tRr-cy-G¢= (W.-U),
gleich dem WirmeiiberschuB der Kugel zur Zeit ¢ =0.
Unter Hervorhebung der Kenngr6Ben konnen wir schreiben:
0= w0y, w(nk, 4.

Die Werte der drei Funktionen @,, &, und ¥ sind in Form
von Schaubildern in den Abb. 9, 10 und 11 dargestellt?).

(33b)

Aufgabe 9. Abkiihlung des Zylinders.

»Ein sehr langer Zylinder vom Halbmesser R werde pldtzlich aus
hoher Temperatur in niedrige Umgebungstemperatur gebracht. — Es
soll fiir einen beliebigen spiteren Zeitpunkt berechnet werden:

1. die Temperatur der Oberfliche,

2. die Temperatur der Achse,

3. die vom Zylinder bis dahin abgegebene Wirme bezogen auf
ein Stiick des Zylinders von der Linge L.“

Wenn wir wegen der groBen Linge des Zylinders von der Ab-
kithlung der Endflichen absehen, so gelangen wir zu einer Rechnung,
die derjenigen bei der Kugel durchaus dhnlich ist. Es gilt nimlich
fir die Temperatur im Abstand r von der Achse die Gleichung

5 1 Jy (1) —pre T

O =05 D'2.—. 1 V% e "R“-J( ”)

’ ¢ g My Jo2 (:“k) + J; (:“k) 0 \H R

und fiir die abgegebene Wirme gilt
k=
1 o (1) i
Q=R27ILC}’@C' 4. . 0\, d1—e R’)’

g e Jo? (1) + I % ()

) Ausfilhrliche Zahlentafeln zu den Abb. 9 bis 17 finden sich in der
ersten Veroffentlichung (Z. d. V. d. I 1925, S. 705), aus der auch die Schau-
bilder itbhernommen sind. ’
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darin bedeuten J,(---) und J, (---) zwei Besselsche Funktionen und
W, das System der unendlich vielen Wurzeln der Gleichung
(b R)-Jo (u) = p-J, ().
Auch hier lassen sich wieder dieselben KenngréBen einfithren und
es ergeben sich die Gleichungen:

6, =6¢- P (hR,R‘,>, (34)
0, =0¢ 9, (hR,R‘,), (35)
Q= W0, ¥ (1R, %), (36)

Die Werte auch dieser Funktionen sind nachstehend in Schau-
bildern wiedergegeben (Abb. 12, 13 und 14).

Aufgabe 10. Einseitige Abkiihlung der Platte.

»Eine sehr grofle Platte von der Dicke X sei auf einer Seite
vollstandig isoliert, wiahrend die andere Seite frei sein soll. Wird
nun diese Platte plotzhch von hoher Temperatur in kiltere Umgebung
gebracht, so wird sie durch die nicht isolierte Fliche allm#hlich ihren
ganzen WirmeiiberschuB an die Umgebung abgeben. — Es ist fiir
einen beliebigen spidteren Augenblick zu berechnen:

1. die Temperatur @, der freien Oberfliche,

2. die Temperatur ©,, der isolierten Oberfliche

3. der Warmeverlust @ fiir ein Stiick F der Platte.“

Fir die Temperatur @_ einer Schicht im Abstand z von der iso-
lierten Oberfliche liefert die Rechnung

. - sin 6, o ;ﬁ ( x)
@x_-@o.gg 8, +sind,-cosd, 1o08 5".7(

und rew

sin? 4, 4,;.‘%)
—_— X-
Q=X -F-c-y-Of- y26?’—|—(5 sm5 -co8d, <1 ¢ .

Hierin sind J, die unendlich vielen Wurzeln der Gleichung
(h X)-cos (8) = &-sin (9).

Mit Einfiihrung der KenngroBen erhalten wir:

6, = O¢- & <h x,4), (37)
6, — 6o, (h X, Xﬁ) (38)
Q= WU, (rx, Xg) (39)

Uber die Werte dieser Funktionen vergleiche man wieder die
Scbaubilder (Abb. 15, 16 und 17).
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Aufgabe 11. Beiderseitige Abkiihlung der Platte.

Die letzte Aufgabe gibt zugleich die Losung fiir eine beiderseits
gleiche Abkiihlung der Platte. Denn wenn die Abkiihlungsverhilt-
nisse der Platte beiderseits vollkommen gleich sind, so muB aus
Symmetriegriinden das Temperaturgefille in der Mitte der Platte
gleich null sein. Nun war aber bei der letzten Aufgabe durch die
Bedingung der vollkommenen Isolierung dort ebenfalls das Tempe-
raturgefille null vorgeschrieben. Bei der beiderseitig sich abkiihlen-
den Platte verhilt sich also jede Plattenhélfte genau wie eine ein-
seitig sich abkiihlende Platte.

Ist D die ganze Dicke der Platte, so benutzt man eine Hilfsgrofle

_D
2
und kann mit dieser GréBe aus den Abbildungen der letzten Auf-
gabe die Werte der Funktionen ®,, ®,, und ¥ entnehmen. Zu be-
achten ist, dafl hier
W.-0.),=2-X-F-c-y-6¢
ist.
Besprechung der vier Abkiihlungsaufgaben.
a) Gebrauchsanweisung fiir die Schaubilder.
Da der Rechnungsgang bei allen Aufgaben der gleiche ist, soll
der Gebrauch der Schaubilder nur an einem Beispiel — der Abkiih-
lung einer Kugel — gezeigt worden.

Zahlenbeispiel. ,Eine Stahlkugel von 20 cm Durchmesser, die
in jhrer ganzen Masse auf 280° C erwdrmt ist, wird rasch in ein
Olbad von 30° C getaucht. — Welches ist die Oberflichentemperatur
und die Temperatur des Mittelpunktes sowie die im ganzen abge-
gebene Wirme nach 36 sek, 3 min und 12 min, wenn fiir die Warme-
iibergangszahl von der Kugel an das Olbad der Wert

o« = 500 [keal .m~2.h™.Grad™1]
angenommen wird?“

1. Vorbereitende Rechnung. Der Halbmesser der Kugel ist in
Metern anzugeben: also
R =0,10 [m].
Die Zeit ist in Stunden einzusetzen:
t, = z285=10,01 [h],
t, = & = 0,05 [h],
it =32 =0,20 [h].
Aus physikalischen Tabellen entnimmt man fiir Stahl:
. = 50 [kcal.m™*.h™t. Grad‘i] ,
» = 7700 [kg.m™3],
¢ = 0,13 [keal . kg™*. Grad ],
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daraus errechnet sich:

A 50 2 1-1
4=, = O13-7i00 %00 [m*-h7.
2, Berechnung der KenngrioBen aus diesen Werten:
o 500
APR=—R=—-.0,10=1
7 R 0 0,10 ,0,
a-t 0,05
<§2—)1-— 001 -0,01 = 0,05,
a-t 0,05
) =2 = 0.2
(R‘*’)g 0,01 0,05 = 0,25,
a-t 0,05
()= 501020 = 100.
Ferner berechnet man den Wert
4 1
W.-U.), = 3 705 @ 013 7700-(280 — 30) = 1047 [keal].

8. Endergebnis. Aus den Schaubildern liest man bei den Kenn-
groBen die Verhaltnisse 6,/@¢, 0, [0¢ und Q|(W.-U.), ab und be-
rechnet dann noch die Temperaturen in Celsiusgraden nach der
Gleichung:

Temp. (Cels.) = 30° 4 2500-2 .
@c '
~ Man gelangt auf diese Weise zu den Werten der folgenden
Ubersicht:

£, = 36 sek t,=3 min i t, = 12 min
00 = 0,75 0,44 i 0,07
OO, = 1,00 0,69 | 0,11
QUW.-U), = 0,12 0,47 \ 0,92
Temp. der Oberfliche | 217,50 C 4o ME,E\O C
Temp. im Mittelpunkt 2800 C 202,5°C | 57,59 C
Abgegebene Wirme 126 keal 492 keal | 963 keal

b) Der Temperaturverlauf lings des Radius.

Bei den meisten Abkiihlungsaufgaben der Technik geniigt die
Kenntnis der Temperatur an der Oberfliche und in der Mitte. Will
man in besonderen Fillen die ganze Temperaturverteilung kennen,
so wihlt man am besten das folgende, zeichnerische Verfahren, wel-
ches wieder an dem Beispiel der Kugel erlautert werden soll, welches
aber in gleicher Weise bei Zylinder und Platte gilt.
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Man trigt (vgl nachstehende Abb. 18) iiber den beiden End-
punkten des Radius der.Kugel die Werte ©)/@¢ und 0, /0 auf;
dann miissen die Temperaturkurven durch die Endpunkte dieser Or-
dinaten gehen. Fiir den Mittelpunkt miissen die Temperaturkurven

ausSymmetriegriinden eine
wagrechte Tangente haben
und an der Oberfliche muf3
die Tangente eine solche
Neigung haben, daBl sie
auf der Abszissenachse die
Subtangente s=1/h=1/u
abschneidet (vgl. S. 9).
Bei unserem Zahlen-
beispiel ist
§=2%=0,1[m],
also zufilligerweise gleich

dem Radius. Von der Tem-
peraturkurve sind somit
zwei Tangenten bekannt,
und damit kann sie mit
geniigender Genauigkeit ge-
zeichnet werden.

Dieses zeichnerische Ver-
fahren versagt, wenn die
Wirmeiibergangszahl un-
endlich gro8 wird, weil
dann die Subtangente un-
endlich klein und die Rich-
tung der Tangente unbe-
stimmt wird.

—300
—708. | C
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200

056 |50

B 700

// il _ gl=T2min i
id — «ﬁm B L—50
Sz 90-6,
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Abb. 18. Zeichnerisches Verfahren zur
Bestimmung der Temperaturen lings
eines Halbmessers der Kugel.

In diesem Falle konnen bei der Abkiihlung einer Kugel die
Zahlenwerte der nachstehenden Tabelle entnommen werden.

Zahlentafel, 2.

Temperaturen im Innern der Kugel bei O¢=1°C und «=o0.

at r
0, =O¢- 2; (Tﬁ’ R‘)'
at I R o
B 0 | %o | Mo | M | e | % | % | ho 1

0,000 | 1,00 | 1,00 | 1,00
0,004 | 1,00 | 1,00 | 1,00
0,016 | 1,00 | 1,00 | 1,00
0,036 | 0,99 | 0,99 | 0,98
0,064 | 0,91 | 0,91 | 0,86
0100 | 0,71 | 0,70 | 0,65
0,196 | 0,29 | 029 | 026
0256 | 0,16 | 0,16 | 0,14
0400 | 0,04 | 0,04 | 0,03

© 0,00 | 0,00 | 0,00

1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00
1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,99 | 0,39 | 0,00
.00 | 099 | 091 | 079 | 0,18 | 0,00
0,96 | 0,88 | 0,68 | 0,53 | 0,10 | 0,00
0,81 | 0.68 | 047 | 0,35 | 0,06 | 0,00
0,60 | 047 | 0,32 | 023 | 0,04 | 0,00
024 | 0,18 | 0,12 | 0,09 | 0,02 | 0,00
013 | 0,10 | 007 | 0,05 | 0,01 | 0,00
0,03 | 0,02 | 0,02 | 001 | 0,00 | 0,00
000 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00
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Die Zahlentafel 2 ist einer amerikanischen Arbeit von Williamson
und L.H. Adams (s. Lit.-Verz. 24) entnommen. Entsprechende Tabellen
fir Zylinder und Platte sind mir nicht bekannt.

¢) Vergleich zwischen Kugel, Zylinder und Platte.

Die. Abkiihlungsgeschwindigkeit eines Korpers ist um so groBer,
je kleiner sein Volumen und damit sein Warmeinhalt ist, und sie ist
um so groBer, je groBer seine Oberfliche ist. Da aber bei gleicher
linearer Abmessung R, R oder X das Verhéltnis ,,Volumen zu Ober-
fiiche“ bei der Kugel am kleinsten und bei der Platte am groBten
ist, so ist umgekehrt die Abkiihlungsgeschwindigkeit bei der Kugel
am groBten, bei der Platte am kleinsten. Dies findet man bestitigt,
wenn man in den zusammengehoérigen Schaubildern 9 bis 17 die
Verhaltnisse @,/@¢ und 6, /0 bei gleichen Werten der Kenngréfen
vergleicht.

In den stark ausgezogenen Linien der Abb. 19 ist, fiir den Sonder-
fall & = oo, der Verlauf der Temperatur @, fiir Kugel, Zylinder und
Platte aufgezeichnet. Dieses Schaubild konnte durch Werte aus der
oben erwihnten Arbeit von Williamson und Adams in wertvoller
Weise erginzt werden, indem dort der Verlauf von &,, auch noch
fiir den quadratischen Balken von unendlicher Linge, fiir den Wiirfel
und fiir den Zylinder mit einer Liénge gleich dem Durchmesser be-
rechnet ist.

Die genauen Zahlenwerte der Williamsonschen Arbeit sind in
der nachstehenden Zahlentafel 3 wiedergegeben.

Zahlentafel 3.

Temperaturen im Mittelpunkt oder der Achse verschiedener
Kérper bei O¢=1°C und ¢ =,

@m = @e (I)m <a¢> .

XB
i quadrat. . .
at ] Balken i Zylinder | Zylinder
el Platte . Wiirfel . . Kugel
- i Lénge Linge -Lange
I =0 =00 = Dmr.
0,032 1,00 ‘ 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,080 0,98 0,95 0,98 0,92 0,89 0,83
0,100 0,95 0,90 0,86 0,85 0,81 0,71
0,160 0,85 0,72 0,61 0,63 0,53 0,41
0,240 0,70 | 049 0,35 0,40 0,28 0,19
0.320 058 | 033 0,19 0,25 0,15 0,09
0,800 0,18 0,03 0,01 0,02 0,00 0,00
1,600 002 | 000 | 000 0,00 — _
3,200 0,00 — “ — — i — —
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Abb. 19. Abkiihlungsgeschwindigkeit fir den Mittelpunkt oder die Achse ver-
schiedener Korper.

C. Schwingende Temperaturverteilung.

Ein groBer Teil der Arbeitsvorginge im Maschinenbau besteht in
einer stindigen Wiederholung desselben stets gleichbleibenden Arbeits-
spieles, wodurch alle beteiligten ZustandsgroBen, darunter auch die
Temperatur, periodischen Schwankungen unterworfen sind. Aber auch
bei anderen Vorgéingen aus dem groBfen Gebiet der Technik treten
hiufig durch stetig wiederkehrende Eingriffe — z. B. geregelte Be-
triebspausen — periodische Zustandsianderungen ein. Ein besonders
wichtiges Beispiel sind die Umschaltevorginge bei den Regeneratoren
der groBen technischen Feuerungen (Hochéfen, Siemens-Martin-Ofen,
Glasschmelzifen, Gaserzeugungsofen).

Die Dauer eines vollstdndigen Arbeitsspieles heit die Periode.
Der zeitliche Verlauf der Temperatur wihrend einer Periode kann
dabei ein durchaus verschiedenartiger sein, z. B. sprungweise ver-
inderlich, stetig steigend und fallend, usw. (vgl. Abb. 20). Fiir die
Rechnung ist nur der in Abb. 20d dargestellte Verlauf unmittelbar
brauchbar. Es ist dies die sogenannte harmonische Schwingung,
welche nach dem Gesetz

@=@M-cos<2nt£> oder @=@M-sin<2nt£> (41)
0 0
erfolgt. Dabei bedeutet f, die Periode und @, den gréBten Aus-
schlag der Schwingung.

Das Verfahren der sogenannten harmonischen Analyse gestattet
es jedoch, jede irgendwie gestaltete periodische Kurve mit beliebiger
Anndherung als Ubereinanderlagerung mehrerer verschiedenartiger
Kosinuslinien darzustellen.

So ist z. B. die in Abb. 20e stark gezeichnete Kurve F(x) durch
Summierung der beiden Kosinuslinien
fi(x) =1,0-cos (2—nt> und f, (%) = 0,5-cos (2—ni - ﬁ)
£ t, 2 ' 8

entstanden. ?
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Die harmonische Schwingung bildet also die rechnerische Grund-
lage fiir alle Vorginge mit periodischer Anderung der Temperatur,
und die Ausfithrungen dieses Abschnittes werden sich darum in der
Hauptsache nur mit Warmeleitvorgéingen befassen, bei denen entweder

Abb. 20e¢. Zickzacklinie.

fiir die Oberflichentemperatur das Gesetz:

@0 = @JI'COS (g—y—tt>
by
oder fiir die Umgebungstemperatur das Gesetz:

2
& = ¥y -cos (;t)
0
vorgeschrieben ist.
Des weiteren wird stets angenommen, da der Vorgang schon so
lange gedauert hat, daB die urspriinglich vorhandene Temperatur-
verteilung ihren EinfluB verloren hat.
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L. Die rechnerischen Grundlagen.
Da die Temperaturen sich mit der Zeit &ndern, so bildet wieder
die Differentialgleichung (25)
20 _
ot
den Ausgangspunkt fiir die Rechnung.
Auch hier versuchen wir es mit einer Funktion, die sich als
Produkt zweier Teilfunktionen nach der Form

O=9¢t)v@)
darstellen 1a8t.
Die néchstliegende Annahme, fiir ¢ (f) die allgemeine periodische
Funktion

a-A%6

@ (t)= C,-cos (nt) + C,-sin(nt)
zu setzen, fithrt nicht zum Ziel. Der Weg zur Losung fithrt vielmehr
mit Hilfe der Gleichung aus der Analysis
etXi® — cos + i-sin w
durch das imagindre Gebiet.

Wir setzen
O = etintat.y () (42)
und leiten durch Differentiation daraus ab:
.aa_? e ._*_ i.n‘-".a.e‘l'i'n"-a%,w
und

A2O = erimtat. g2

Mit diesen Werten nimmt GL (25) die Gestalt an
__I_ r-n-a- e+i-n2-a-t, Y=a- e+i-n2-a-t A W

oder Ay — -0 =0 (43)
bzw. Ay —[Vi-n2p=0
Diese Gleichung entspricht durchaus der Gl (27) bei den abklingen-
den Temperaturverteilungen, nur ist an die Stelle des reellen Para-
meters n der komplex-imaginire Parameter Yi.n getreten. DaB Vi

keine rein imagindre, sondern eine komplexe Grofe ist, erkennt man
aus der Gleichung

Vi=t (@49 V=3 +:i-V3), (44)
von deren Richtigkeit man sich durch Quadrieren der rechten Seite
iiberzeugen kann.

Uber die Losungen der Gl (43) wird spéter bei den einzelnen
Aufgaben noch gesprochen werden.

Die dann entstehenden Losungen miissen noch den Oberflichen-
bedingungen angepaf8t werden. Ein Anpassen an die Anfangsbedin-
gung fillt immer dann fort, wenn der Vorgang schon so lange ge-
dauert hat, dafl die Anfangstemperaturverteilung sich ausgeglichen hat.
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IL. Die Losung von Aufgaben.
Aufgabe 12. Der unendlich dicke Kdrper.

Wir denken uns bei der in Abb. 1 gezeichneten Platte die Dicke 4
dadurch stindig wachsend, daB zwar die Oberfliche 1 an der Stelle
=0 Dbleibt, die Oberfliche 2 aber nach x — co hinausriickt. Auf
diese Weise entsteht ein unendlich dicker Korper, welcher den ganzen
Halbraum auf der positiven Seite der xz-Achse erfiillt und nur mehr
eine Oberfliche hat, ndmlich die Ebene 2z = 0, welche wir durch den
Zeiger Null (z. B. ©,) kennzeichnen wollen.

a) Oberflichenbedingung I Art.

»,Unter dem EinfluB irgendwelcher duBerer Vorginge soll die Ober-
flichentemperatur des unendlich dicken Kérpers harmonische Schwin-
gungen nach dem Gesetz

t
6y = Oy, 51 - cOS (271 -t~>
0)
ausfiihren.

1. Welches ist der Temperaturverlauf im Innern des Korpers?

2. Wie groB ist die Warme @,/», welche innerhalb einer halben
Periode in den Korper eindringt und wéhrend der nichsten halben
Periode wieder zuriickstromt?“

Mathematische Ableitung. Die Gl (43) heilt in kartesischen
Koordinaten:
Fy@) o

2 [ ViR () =0

und eine Losung ist:

yw(xr) = C.eXVinz,

Als Losung der Wirmeleitungsgleichung ergibt sich mit den ge-
fundenen Werten von ¢ () und vy ():

O = C.etintat . oXVing _ (. g+intat F\ing,

Durch Verwendung der Beziehung (44) lassen sich im Exponenten
die reellen Teile von den rein imagindren Teilen trennen, und so
ergibt sich die komplexe Losung:

0, -i-0,= (.¢ LVinaz, giwrattiing
+ Vi 9 T - a T
— C.et Vs, (cos(n?-a-t £ Vin-a) 4 i-sin(n®-a-t + Vi n-2)).

Durch Trennen des reellen Teiles von dem rein imaginiren Teil er-
geben sich zwei Losungen:

0, = O-ei‘g'“ -cos(n’-a-t + V%nm) R
0, = C.e*Vine gin (n*-a-t 4+ Vi -nx),
welche aber gleichwertig sind, da nach den Regeln der Trigono-

metrie sin « = cos (oc + %) und wir ja den Zeitpunkt Null beliebig
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wihlen konnen. Wir beachten darum nur mehr die erste der beiden
Losungen.

Von den beiden Vorzeichen = diirfen wir aus physikalischen
Griinden nur das untere beachten, denn bei dem positiven Vorzeichen
wiirde sich ergeben, daB die Temperaturausschlige mit zunehmender
Tiefe unter der Oberfliche stindig wachsen wiirden, weil die Expo-

nentialfunktion e* Vin2 it zunehmendem  iiber alle Grenzen wichst;
dies ist aber laut Erfahrung nicht moglich.
In der verbleibenden Gleichung:

O = (C.c~Vimna, cos(n®-a-t —1% - na)
sind die beiden noch unbekannten Konstanten C und n mit Hilfe
der Oberflichenbedingung zu bestimmen. Wir setzen x — 0 und er-
halten:
0, = C-1-cos(n’-a-t —0).

Dies muBl nach Voraussetzung gleich sein:

2
@0 = @()M-COS (—nt> .
b
Diese Gleichheit kann nur bestehen, wenn:

1. C=6yy und

Als Ergebnis der Rechnung erhalten wir fiir die Gleichung des
Tempera turfeldes die Beziehung:

@:QOM-G_Q‘VE-COS(?W—%' L). (45)

0 a-ty

Besprechung des Ergebnisses. Die Gl. (45) gibt uns die Tem-
peratur als Funktion des Ortes und der Zeit.

Wir betrachten zuerst die Temperatur in einer bestimmten Tiefe
unter der Oberfliche, lassen also # voriibergehend als Konstante
gelten und erhalten damit @ als Funktion von ¢t allein, finden also
die zeitliche Temperaturschwankung an dieser Stelle.

© erscheint hier als eine harmonische Schwingung (cos-Funktion)
von derselben Schwingungsdauer als die Schwingung der Oberflichen-
temperatur. Aber sie erleidet gegeniiber dieser eine zeitliche Ver-

zogerung — eine Phasenverschiebung —, die durch das Glied — - Vait
Yo

zum Ausdruck kommdt.
Der grofte Ausschlag dieser Schwingung ist durch den Wert

e T
@OM . e a-ty
gegeben.

Grober, Wiarmelibertragung. 4
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Dieser Ausschlag nimmt also mit zunehmender Tiefe unter der
Oberfliche entsprechend dem Gesetz der Exponentialfunktion sehr
rasch ab.

Eine andere Art, das Temperaturfeld zu betrachten, besteht darin,
daBl man voriibergehend ¢ als Konstante betrachtet, daBl man also
ein Augenblicksbild der Temperaturkurve aufnimms.

Da nach den Regeln der Trigonometrie cos (-} &) = cos(— «) ist,
so koénnen wir Gl (45) auch in der Form

0= @OM-e_m.V‘ﬁo-cos <w . ij——— 2 n-t/t0>
a-t,

schreiben. Diese Gleichung wollen wir besprechen, indem wir sie
aus einfacheren Formen allm#hlich aufbauen.
Eine Gleichung von der Form

0= O (s )

wiirde eine einfache Wellenlinie darstellen, mit dem groBten Aus-
schlag @5 . Die Linge x, einer ganzen Welle ergibt sich aus der
Bedingung

daraus errechnet sich
Ty = 2~Vn-(x_-t0.

Eine andere Gleichung

fe(x)=@0M-cos(x-]/£t—o — 2n~t/t0)

stellt dieselbe Wellenlinie dar, nur ist die ganze Linie um den
Betrag (2xt¢):t, in Richtung der positiven z-Achse verschoben. Bei
stetig wachsendem ¢ wandert also die ganze Wellenlinie in dieser
Richtung, sie bildet einen Wellenstrahl. Da nach der Wellenlehre

Fortpflanzungsgeschwindigkeit = Wellenldnge : Schwingungsdauer

ist, so ist die Geschwindigkeit, mit der ein Punkt der Welle, z. B.
ein Maximum, wandert, gleich

w-a
2- .

Die dritte Gleichung, die wir besprechen, ist unsere Temperatur-
funktion. Im Vergleich zur Funktion f,(») tritt hier noch die Ex-
ponentialfunktion hinzu. Diese verdndert weder die Wellenlinge
noch die Fortpflanzungsgeschwindigkeit, aber sie bewirkt ein sehr
rasches Abnehmen des grofiten Ausschlages.

Abb. 21 zeigt zwei Augenblicksbilder der Temperaturkurve.

Man kann nun die Frage stellen, in welcher Tiefe x haben die
Temperaturschwankungen auf den »-ten Teil ihres Oberflichenwertes
abgenommen?
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Um dies zu finden, ist die Gleichung

14
t_ Ve
4
nach z aufzuldsen.

Man logarithmiert sie und erhilt:
a-ty logwv
n loge
Einige Werte von funkt () sind hier zusammengestellt:
1/v =1*/,, funkt(v)=0,391.

x = = Ya 1, funkt (»). (46)

=1,, — 0,782.
Y 0 = 1,299.
=150 —=1,690. f
=10> = 2,208. g
1 009 =2,599. |
= 1/1000 , = 3,888. |
Es ist nun noch die Wir-
me zu berechnen, welche wih- @n
rend einer halben Periode
durch ein Stiick # der Ober- | |
fliche in den Korper ein-
drlngt: Abb. 21. Temperaturverlauf bei periodi-
Wir gehen aus von der scher Oberflichentemperatur.
Gleichung '
d6
dg— — l-F-(—(—)> . dt.
dx z=0

Durch Differentiation der Gl (45) und Einsetzen von z=0
ergibt sich

d6e ED = . b4
(%)x=0: QOM’Vﬁlg - S1n <2.7I-t/t0 — I)

Diesen Wert mul man in obige Gleichling einfiigen und iber
eine halbe Periode integrieren. Man erhdlt dann:

SR ~
Qto/‘.! =V;Hcy]/tOQOMF=0,80-bH0@OMF (47)

Diese Warmemenge ist also der Quadratwurzel aus der Schwingungs-
dauer und der Quadratwurzel aus dem Produkt der Stoffwerte 1, ¢
und y proportional. Die zuletzt besprochene Wurzel kann man zu
einem neuen Stoffwert zusammenfassen, der mit b bezeichnet sei.

Dieser Wert b ist also ebenso wie die

yl

Temperaturleitzahl a = .
yv

ein zusammengesetzter Stoffwert.
4%
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Da die in einer halben Periode aufgespeicherte Wiarme diesem
Stoffwert verhdltnisgleich ist, kénnte man ihn die Warmespeicherzahl
nennen.

Nachdem aber bei den Wirmespeichern der Technik noch andere
Verhéltnisse zu beriicksichtigen sind, konnte diese Bezeichnung leicht
zu vorschnellen Schliissen fiihren. Ich will deshalb keine Benennung
einfiihren und nur von dem ,b-Wert“ sprechen.

Zahlenbeispiel. Unter dem wechselnden EinfluB von Sonnen-
bestrahlung und néchtlicher Abkiihlung erleidet die AuBenschicht
einer Gebidudemauer Temperaturschwankungen, die wir als harmo-
nische auffassen wollen. — Wie groB sind die Schwankungen in der
Innenschicht der Mauer, wenn die Mauer 38 em dick ist und
a = 0,0013 angenommen wird?

Es ist

2
Ormr _ e“”'VJ-‘:; _
Ooyr

Fiir den Exponenten erhalten wir den Zahlenwert

oss][ i 038 ]/ 21t 38
’ 0,0013-24 0,0314

Es ist: ¢-38=0,022; d. h. die Schwankungen der Innenschicht
betragen nur 2°/, der Schwankungen der AuBenschicht. Dieser ge-
ringe Betrag rechtfertigt es nachtréglich, da wir auf unsere Mauer
von endlicher Dicke die Rechenverfahren fiir den unendlich dicken
Korper anwendeten.

Dieser Rechnung zufolge miifiten wir in unseren Wohnrdumen
die téglichen Schwankungen der AuBlentemperatur gar nicht wahr-
nehmen,

Die Erfahrungstatsache, daB dies doch der Fall ist, beweist, daB
noch andere Wege fiir die Wiarme vorhanden sind, als die Leitung
durch die Mauer. Es sind dies vor allem der starke Luftwechsel
durch die Undichtheiten der Fenstersttcke, der Fensterrahmen, der
Rolladenkésten sowie des Mauerwerkes selbst und dann der starke
Strahlungsaustausch durch die Glasscheiben, am Tag nach innen
und bei Nacht nach auBen.

b) Oberflichenbedingung III. Art.

»Es sei jetzt angenommen, daB nicht die Temperatur der Ober-
fliche, sondern die Temperatur der Umgebung harmonische Schwin-
gungen nach dem Gesetz

Y = Dpr-cos (2 m-tft,)
ausfilhrt. Welches ist der zeitliche Temperaturverlauf an der Ober-
fliche ¢

Ich will auf die mathematische Ableitung verzichten und das
Ergebnis aus der Enzyklopidie der math. Wissenschaften V. 4., S. 186
iibernehmen. Darnach ist
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Oy = O - 1

7T 2:7t
1 . _
T2 '/hz-a-to ™ -a-t,

Vh; )

¢

-cos | 27— — arctg —
)
1

+ h" a-ty

Diese Gleichung sagt aus, daf die Oberflichentemperatur ebenso
eine harmonische Schwingung ausfiihrt, wie die Umgebungstemperatur
und daB beide Schwingungen auch gleiche Dauer der Periode haben.
Aber beide Schwingungen unterscheiden sich doch in zweifacher Hinsicht.

Erstens hinkt die Oberflichentemperatur zeitlich nach um einen
Betrag, der durch das arctg-Glied gekennzeichnet ist. Zweitens ist
ihr grofter Ausschlag stets kleiner als derjenige der Umgebungstem-
peratur Es ist

V1+ Vh‘-’ R s

Der Wert dieser Funktion ist in Zahlentafel 4 zusammengestellt.

= f(h*at).  (49)

Zahlentafel 4.

Weaty |f(-a-t)| Bo-a-ty |f(Ra-t)| Ba-ty |FH2-a-ty)

0o 1,00 50 0,79 1,0 0,30
1000 0,95 10 0,60 0,5 0,24
500 0,93 5 0,51 0,1 0,12
100 0,84 2 0,39 0,01 0,04

Die KenngroBle h*-a-t, kann man auch in andere Form bringen,
denn es ist

. a\* A o o
ek =) ey T e e T g

diese zweite Form hat den Vorzug, daB in ibr « ein reiner Erfah-
rungswert und b ein reiner Stoffwert ist.

Durch die Gl (48) ist die Randwertaufgabe III. Art auf eine
solche I. Art zuriickgefiihrt, denn man braucht nur'aus ihr das Gesetz
fir die Schwingungen der Oberflichentemperatur zu ermitteln und
kann dann auf dieser Grundlage, nach den Angaben des vorigen
Abschnittes, das Temperaturfeld und die gespeicherte Wéarmemenge
berechnen.

Zahlenbeispiel. Bei den Dampfmaschinen sowohl als bei den
Verbrennungskraftmaschinen fithrt die Temperatur des Wérmetrigers
periodische Schwingungen aus, welche wir als harmonische annehmen
wollen. — Eg sollen die beiden Fragen beantwortet werden:
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a) In welchem Betrage macht die Innenseite der Zylinderwandung
diese Schwankungen mit?

b) Wie tief dringt eine Schwankung von 2°/, der Temperatur-
chwankung des Wirmetrigers in die Zylinderwandung ein ?

Der Vergleich soll durchgefiihrt werden mit
1. einer Sattdampfmaschine mit n, = 100 Umdr./Min.,

2. einem Automobil- (4-Takt-) Motor mit n, = 2600 Umdr./Min.,
und die Wandung soll hierbei als unendlich dick angenommen wer-
den. Die Rechnung wird nachtriglich erweisen, ob diese Annahme
zuléssig war.

Aus den Drehzahlen ergibt sich
1 1
by, = = h],
%17100-60 6-103[ ]
2 1
t = —— = - —[h].
%% 2600-60 7,8-10‘*[ ]
Fir die Zylinderwandung gilt in beiden Fillen:
A=150, a=005, b==210.
Der Wert ¢ ist natiirlich in beiden Maschinen sehr verschieden; er
sei geschitzt
fiir die Sattdampfmaschine zu «, = 10000,

fir den Automobilmotor zu &, = 500.
Zu Frage a): Mit diesen Werten fiir , b und ¢, wird
o? ) 10° 1 10
— .t = . = = 8
<b2 °/, 4,4-10* 6-10° 26,4 0,38,
o? 2,6-10° 1 10-3
. = . = ——=10,000073.
<b‘3 °>2 4,4.10* 7,8-104 13,7 ’

Nach Gl (49) oder Zahlentafel 4 gehdrt zu
h*-a-t, = 0,38 der Wert Oy [0y = 0,22,
h.a- t, = 0,000073 » » O [Ou = 0,0034 .

Hierbei ist der letzte Wert mittels einer Néherungsgleichung be-
rechnet. Ist h?.a-f, sehr viel kleiner als ,eins“, so geht Gl (49) in

die Form iiber: B
(h2-a-ty) = | o
f 0/ 27

Die Rechnung ergibt also, daB die Zylinderinnenfliche bei der
Sattdampfmaschine etwa ein Fiinftel der Schwankungen der Dampf-
temperatur mitmacht, beim Verbrennungsmotor aber wegen der kurzen
Dauer der Periode und wegen der kleineren Wirmeiibergangszahl
fast konstant bleibt.

Zu Frage b): Diese Frage brauchen wir nurmehr fiir die Dampf-
maschine zu beantworten.
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Die Bedingung der Aufgabe ist
Oz Oom —

Oy Ou
Mit' @gpr: 92 = 0,22 ergibt sich daraus
Opu 0,02
Oy 0,22

2%, =0,02.

= 0,091.

Dies ist nach fritherem gleich e i Vﬁ"o'

Damit die Exponentialfunktion den Wert 0,091 hat, muB nach
Zahlentafel 23 der Exponent gleich 2,4 sein.

Es ergibt sich dann

a-t 0,06 1 3,9
— . 0—94. 22— T = 3,9 [mm].
v=2d V x ot V = 6000 ~ 1000 [mm]

Aus dieser Rechnung folgt, dafl selbst bei der Sattdampfmaschine
die duBere Zylinderseite an den Schwankungen nicht teilnimmt,

Aufgabe 13. Die Platte.

»Bei einer Platte von der Dicke 2 X werde durch irgendwelche
Einwirkung von auBlen den beiden Oberflichen eine periodisch ver-
dnderliche Temperatur aufgezwungen. Das Gesetz dieser Verinder-
lichkeit sei fiir beide Seiten dasselbe, namlich

00 == @OM'COS (2 n"tt—> .
0
Es sind die Gestalt des Temperaturfeldes und die wihrend einer
halben Periode aufgespeicherte Wirme zu bestimmen.“

Da eine Wiedergabe der ganzen mathematischen Ableitung nicht
angebracht wire, miissen wir [
uns auf eine allgemeine Be-
sprechung des Vorganges und
die Angabe der Endformeln
der Rechnung beschrinken
(vgl. Grundgesetze, dortige
Aufgabe 7). -

Stellen wir uns vor, daf3
die Platte sehr dick ist oder
die Schwinguugen recht rasch
erfolgen, so werden die Tem- X
peraturschwankungen, welche |
sich von den Oberflichen her Abb. 22. Eindringen der Temperaturwellen
nach dem Innern fortpflanzen, bei der sehr dicken Platte.
schon voéllig abgeflaut sein,
noch ehe sie die Plattenmitte erreicht haben. Jede der beiden Platten-
hilften verhilt sich dann wie ein unendlich dicker Korper und
unsere Aufgabe ist auf die vorige Aufgabe 12 zuriickgefiihrt. Diese
sehr dicke Platte stellt den einen Grenzfall vor (vgl. Abb. 22).

|
|
!
!
|
|
|
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Ist im gegenteiligen Falle die Platte sehr diinn oder erfolgen die
Schwingungen ungemein langsam, so kann das ganze Innere der
Platte die Schwankungen der Oberflichentemperatur in vollem Be-
trage und ohne ein zeitliches Nachhinken mitmachen. Die Tempera-
turen im ganzen Inneren der Platte sind dann unabhingig vom Ab-
stande « von der Plattenmitte und wir erhalten:

13
z=@0=@0M-COS<27Z't—),
0

und fiir die Warme Q,r, welche wihrend einer halben Periode — also
zwischen den Temperaturgrenzen — @y und + @y — aufgespeichert
wird, den Wert

Qu=2-X-F-y-c-26y. (50)

Darin ist F die Grofe der Platte.

Zwischen diesen beiden Grenzfillen der sehr dicken und der sehr
diinnen Platte liegt das zu besprechende Problem. Wir kénnen uns
die Schwingungen, welche
dann eintreten, am besten
dadurch vergegenwirtigen,
daB wir uns in Abb. 22
die Plattendicke allmdhlich
kleiner werdend denken.
Dann wird sehr bald der
Zustand eintreten, daB die
Schwingungen, welche von

| ‘Tx,max den beiden Seiten aus-
- : \\ éz gehen, sich in der Mitte

! . stéren bzw. durchdringen.
fe——> \|  Ein Augenblicksbild einer
solchen Temperaturvertei-
lung gibt Abb. 23 wieder.
| Fir die Temperatur
an der Stelle x im Augen-
blick ¢ liefert die Rech-
nung den Ausdruck

@x=90M~n-cos(2n-{——{—e>. (61)
0

Darin sind # und ¢ zwei ziemlich komplizierte Funktionen der
beiden Argumente

00/‘/

!

|

|
Nii,

Abb. 23. Eindringen der Temperaturwellen
bei einer Platte maBiger Dicke.

Die Gl. (51) besagt, daB die Temperatur an der Stelle # eben-
falls eine Kosinusschwingung ausfiihrt, die mit der Oberflichen-
schwingung gleiche Dauer t, der Periode aufweist, aber zeitlich hinter
dieser entsprechend dem Werte ¢ nachhinkt. Um diese Phasenver-
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schiebung brauchen wir uns bei den meisten technischen Aufgaben

weiter nicht zu kiimmern.

Der groBte Ausschlag @, ma.x dieser Schwingung ist
at x
©,, max=@0M"'7=@0M‘f<Yg: ”f) (52)

Die Werte dieser Funktion sind durch Zahlentafel 5 und Abb. 24

wiedergegeben.

Zahlentafel 5. Werte

@a:,max_f (ato i)
Goy )

x| X = 0 s 2l 3q s %l 8l "ls ! 1
“,'(’;’:oo 100 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00
10 | 098! 098 | 098 | 098 | 098 | 098 | 0,99 | 1,00 ' 1,00
5 1089 089 | 0,89 | 0.89 | 089 | 0,90 | 092 | 0,95 | 1,00

2 | 060 | 060 | 0,60 | 0,61 | 064 | 0,69 | 075 | 0,87 | 1,00

1 Loy 035 | 036 | 038 043 | 051 | 063 | 080 | 1,00
05 | 017 ] 017 | 019 | 021 | 027 | 087 | 051 | 0,74 | 1,00
02 | 004 | 004 | 005 | 008 | 013 | 022 | 037 | 064 } 1,00
01 | 000 000 | 001 | 008 | 006 | 012 | 025 | 051 | 1,00
0.05| 000 000 | 000 | 001 | 002 | 005 | 0,14 | 0,36 | 1,00
0,00} 000 | 000 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | =

Die Linien (aty/X?*= const) in
Abb. 24 sind die Einhiillenden, inner-
halb deren die Temperaturkurven
verlaufen miissen, denn iiber diese
Werte @, max hinaus kann ja die
Temperatur niemals schwanken. Die
Temperaturkurven selbst miissen wir
uns als bewegliche Wellenstrahlen
vorstellen, die von den beiden Seiten
her ununterbrochen gegen die Mitte
zu wandern; in der Mitte haben sie
aus Symmetriegriinden stets eine ho-
rizontale Tangente (vgl. Abb.23 u.24).

Fiir die Warmemenge Q;, 2, welche
wihrend einer halben Periode auf-
gespeichert wird, liefert die mathe-
matische Berechnung den Ausdruck:

Qre=2X-F-cy-200x-.
Darin ist der erste Teil gleich der
oben mit Gleichung (50) eingefiihrten
Grofe @y und [ eine sehr kompli-
zierte Funktion der Veridnderlichen

10
% % % % %k B T %
Abb. 24.
Abnabme der groBten Schwingungs-

ausschlige von "der Oberfliche
der Platte nach der Mitte [Gl. (52)].
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Wir erhalten damit das Ergebnis:
a-t
Qto/z = QM : T( X20> . (53)

Uber die Werte dieser Funktion ¥ vergleiche man die Spalte ¥, in
Zahlentafel 6 sowie die stark ausgezogene Linie in Abb. 25.

Qo aty)\ fiir eine Platte mit iodisch
Yto/2 _ aly periodischer
Zahlentafel 6. Werte Qur =¥ (X2> Oberflichentemperatur.

¥, bei harmonischer Schwingung (Abb. 20d),
¥, » Schwankung nach der unstetigen Linie (Abb. 20a),

7:F3 ” ” ” » Umschaltelinie (Abb 20 b),
yj4 ” ” ” »n Zickzacklinie (Abb 20 O).
a-t a-t
¥ | P | P | | W = | T T | T P,

0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00
005 | 0,09 | 0,14 | 012 | 0,07
0,00 | 012 | 020 | 015 | 0,10
015 | 0,15 | 0.24 | 017 | 0,12
020 | 0,18 | 0,27 | 020 | 0,15
025 | 0,20 | 0,30 | 023 | 0,16
0,30 [ 022 | 0,33 | 025 | 0,18
040 | 0,25 | 038 | 0,29 | 0,20
050 | 028 | 043 | 033 | 023
0,60 | 081 | 048 | 037 | 025
0,70 | 034 | 0,52 | 040 | 0,27

054 | 0,77 | 0,63 | 0,44
056 | 0,80 | 065 | 0,46
059 | 0,82 | 068 | 048
060 | 0,84 | 069 | 0,50
0,62 | 085 | 071 | 051
064 | 0,87 | 0,73 | 0,53
072 | 093 | 081 | 061
078 | 0.96 | 087 | 0,67
082 | 0,98 | 091 | 0,71
086 | 0,99 | 093 | 0,74
0,90 | 0,99 | 096 | 0,78

S €0 00 =1 O U U0 0O IO PO 1
coo oo o ouno o wT T

080 | 037 | 0,56 | 043 | 0,30 , 092 | 1,00 | — | 082

0,90 | 0,39 | 0,60 | 046 | 032 , 094 | 100 | — | 085

1,00 | 042 | 0,63 | 049 | 0,34 , 095 | 1,00 | — | 086
, 044 | 066 | 052 | 0,36 X 096 | 100 | — -
, 047 | 0,70 | 0,55 | 038 | 10, 0,97 | 1,00

1,1
1,2
1,3 049 | 0,72 | 0,57 0,40
1,4

oS 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00
, 0,52 | 0,75 | 0,60 | 0,42 — _ _ _ —
70 ——
@, | — N m————
ox, / | et
il 1
o5 <
7= -
/A
Vi
a0
o 7 2 J 4 £

Abb. 25. Platte mit perioder Oberflichentemperatur.
Werte der Funktion % in Gl. (52) und zwar:
@, fiir die Cosinuslinie (Abb. 204d),
» » unstetige Linie ( » 20a),
s » , Umschaltelinie ( » 20b),
s » »n Zickzacklinie ( » 20c¢).

[}

W
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Ein Vergleich von Abb. 24 mit Abb. 22 und 23 zeigt, daB wir
eine Platte dann als ,sehr dick“ bezeichnen konnen, wenn die Kenn-
groBe at,/X? kleiner als etwa 0,2 ist und als ,sehr diinn“, wenn
dieselbe KenngroBe groBer als etwa 5 oder 10 ist. Dies zeigt aber
zugleich, dall das absolute MalBl der Plattendicke allein noch nichts
iiber den Verlauf der Schwingungen auszusagen gestattet, sondern
daB das Tempo der Schwingungen und die Temperaturleitzahl des
Stoffes ebenfalls zu beriicksichtigen sind. Zwei Platten aus gleichem
Stoff, deren Dicken sich wie 1:3 verhalten, haben gleichen Tempe-
raturverlauf, wenn die Schwingungen bei der diinneren Platte neun-
mal rascher verlaufen.

Unsere Aufgabe iiber die Platte mit periodischer Oberflichen-
temperatur oder — wie man auch sagen kann — iiber die Warme-
speicherung in der Platte bietet in der vereinfachten Form, welche
ihr der Wortlaut auf S. 55 gibt, zwar eine sehr gute Kinfithrung in
die physikalischen Zusammenhinge bei der Wirmespeicherung und
auch einen ersten Anhalt iiber die GroBenordnung der vorkommenden
Zahlenwerte, aber sie befriedigt doch nicht in zufriedenstellender
Weise die Bediirfnisse der Praxis. Einerseits sind bei technischen
Aufgaben nicht die Schwankungen der Oberflichentemperatur gegeben,
sondern diejenigen der Umgebungstemperatur, so dafl eine Rand-
wertaufgabe III. Art und nicht eine solche I. Art vorzuliegen pflegt
und zweitens befolgen die Schwankungen nicht das Gesetz der har-
monischen Schwingung, sondern ein Gesetz irgend anderer Art.

Die Behandlung des Warmespeicherproblems als Randwertaufgabe
II1. Art befindet sich zurzeit in Arbeit und es wird dariiber voraussichtlich
im Laufe dieses Jahres in der Z.V.d.I. berichtet werden konnen.

Eine andere Erweiterung des Problems wurde von Studienassessor
Rix (Miinchen) durchgefiihrt, indem er die Funktion ¥ in Gl (53)
berechnete, wenn die Schwankung der Oberflichentemperatur nach
dem Verlaufe der unstetigen Linie (Abb. 20a), der Umschaltelinie
(Abb. 20b) und der Zickzacklinie (Abb. 20¢) erfolgt. Die von ihm
ermittelten Werte sind in Zahlentafel 6 und Abb. 25 enthalten.

Zahlenbeispiel. ,Der Regenerator eines Siemens-Martin-Ofens be-
steht aus 6 cm starken, plattenformigen Schamottesteinen (¢ = 0,0024),
welche auf beiden Seiten abwechselnd von den Heizgasen und der
kalten Verbrennungsluft bespiilt werden. Die Umschaltezeit betrégt
eine halbe Stunde und der Verlauf der Heizgas- und Windtemperatur
entspricht der Umschaltelinie. — In welchem MaBe nimmt das Innere
der Steine an den Temperaturschwankungen teil, wenn die Wérme-
iibergangszahl ¢ als unendlich angenommen wird?“

a-t
Wir berechnen zuerst die KenngréBe —.°. Es ist:

X2
m?
a=0,0024[r}, tp=2-2=1[h], X =3cm = 0,03 [m].
a-t, 0,0024-1

Damit — 41
A X2 = 70,0009
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Die Temperaturschwankungen in der Mitte des Steines betragen
nur einen Bruchteil der Schwankungen an der Oberfliche. Wir finden
den Zahlenwert dieses Bruchteils aus der ersten Spalte von Zahlen-
tafel 5 durch Interpolieren fiir den Wert af,/X* = 2,67; der Bruch-
teil ist 0,70.

Nach Gl (50) ist @) diejenige Wirme, welche die Steine inner-
halb der Temperaturgrenzen - @y und — @y im Hochstfall aufzu-
nehmen vermégen und @ ist diejenige Warme, welche sie tatsich-
lich aufnehmen. Das Verhéltnis beider ist nach GL (53) gleich dem
Wert der Funktion. ¥, welchen Wert man darum auch den Aus-
niitzungsgrad der aufgewendeten Steinmasse nennen kann. Aus Zahlen-
tafel 6 entnehmen wir fiir die Kenngréfe 2,67 den Wert ¥, = 0,73.

D. Wirmequellen im Innern des Korpers.

Das bisher besprochene Gebiet ist dadurch begrenzt, daB den
untersuchten, festen Korpern ihre Wiarme nur von auBlen her, also
durch ihre Oberfliche hindurch zugefiithrt beziehungsweise entzogen
wird. Bei vielen Vorgiéngen in der Technik wird aber im Innern der
Korper Wirme erzeugt, indem andere Energiearten sich in Wiarme
verwandeln — oder Wirme gebunden, indem sich diese in andere
Energiearten verwandelt. Hierher gehort vor allem das groBle Gebiet
der Erwirmung elektischer Maschinen und Apparate, dann auch aus
der chemischen Industrie verschiedene Vorgénge, die mit positiver
oder negativer Wéarmeténung verbunden sind.

I. Die rechnerischen Grundlagen.

Mathematisch trigt man dem Entstehen oder Verschwinden von
Wirme dadurch Rechnung, dafl man Wiarmequellen annimmt und
diese Wirmequellen je nach Art der Aufgabe entweder stetig im
Raum verteilt oder flichen-, linien- oder punktférmig anordnet.

Wir nehmen im folgenden nur stetig verteilte Quellen an und
definieren ihre Ergiebigkeit -- W durch die Aussage, daf innerhalb
der Raumeinheit wahrend der Zeiteinheit die Warmemenge , W* ent-
steht. Es ist darum
keal |

mé. hj’

Dimension W = i

Aus der mathematischen Physik iibernehmen wir die Differential-
gleichung, welche dieses Gebiet beherrscht; sie lautet:

y-cf”a? — AP0+ W. (54)

Diese Gleichung besagt, dafl die Temperatursteigerung im Aufpunkt
bewirkt wird, erstens von der Wirme, die aus der ndchsten Um-
gebung heranstréomt, und zweitens von der Warme, welche die Quellen
erzeugen.
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Alle bisher besprochenen Gleichungen sind nur Sonderfille dieser
allgemeineren Gleichung. Setzt man W= 0, so erhdlt man die schon
bekannte Gl (25)

29

at

Setzt man darin wieder 00 /9t gleich null, so erhdlt man die Gl. (24a)
420 =0.

Oberflichen- und Anfangsbedingungen gelten unverindert wie friiher.

= q-4%260.

II. Losung von Aufgaben.

Eine auch nur halbwegs erschopfende Behandlung dieses Gebietes
wiirde einen mathematischen Aufwand erfordern, der mit dem Zweck
dieses Buches nicht vertriglich wire. Deshalb sollen nur zwei Auf-
gaben besprochen werden, die besonders einfach zu behandeln sind.

Aufgabe 14. Kugel mit inneren Wirmequellen im Beharrungszustand.

»Hiner Kugel wird durch innere Wérmequellen Warme zugefiihrt.
Gleichzeitig gibt sie durch ihre Oberfliche Warme an die Umgebung,
deren Temperatur gleich null gesetzt sei, ab. Bekannt sind: die Stoff-
werte der Kugel, die Wiarmeiibergangszahl o und die Ergiebigkeit W der
Quellen. — Welches ist im Beharrungszustand die Temperaturverteilung,
insbesondere die Temperatur im Mittelpunkt und an der Oberfliche?

Mathematische Ableitung. Da wir Beharrungszustand haben, ver-
einfacht sich Gl. (54) auf die Form

426 + TW =0 in allgemeiner Form, (554a)

e 2 do W . .
T —I—T =0 in Kugelkoordinaten. (55b)

Dazu kommt die Oberflichenbedingung:
d
_.l<_g> :0"07‘:1{'
=R

dr
Die allgemeine Losung von Gl. (55b) ist bekannt und lautet:
w2 O
O=—7% 7 TG

€, und C, sind wieder die Integrationskonstanten. Von der Richtig-
keit dieser Losung iiberzeugt man sich, indem man die Ableitungen

a0 Wor o G

2 S ) @)
und 2

#o__w1i_,0 o)

dr? A 3 3

bildet und in die Differentialgleichung einsetzt.
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Zur Bestimmung der Konstanten C, dient die Bedingung, daB
die Temperaturkurve fiir =0 aus Symmetriegriinden wagrecht ver-
laufen mufB.’

Aus Gl (a) folgt:

(d@) 01 % o,

ar/e—o 02

Dies ist aber nur mdoglich, wenn C, gleich null ist.
Die Konstante C, wird mit Hilfe der Oberflichenbedingung be-

stimmt:
. w R)_ ( W R? >
_A.< YRy — - 7.6—}-02.

Daraus

Die Losungen unserer Aufgabe lauten:
1. Temperaturfunktion:
W2 W R® < 2-1) W R? 2.1 <r)2 56
O=—7%+ 716 ' Trg —7?(1 ra\x)) ©Y
2. Temperatur des Mittelpunktes:

0, :%1_7.%2.(1+2—'l>. (67)

3. Temperatur der Oberfliche:

W R® 2.4 W R
=7 6 Rae 3 a (58)
Besprechung der Losung. Die Temperatur der Oberfliche hitten
wir ohne alle héhere Mathematik aus der Bedingung ableiten kénnen,
daBl die gesamte, im Innern erzeugte Wiarme durch die Oberfliche
an die Umgebung iibergehen muf, also aus der Gleichung:

W-iRn=«-4R*n-0,.
Nach 6, aufgelost gibt:
_"E

Q=5 (59)

Dieser Wert ist natiirlich von den Verhiltnissen des Warmeausgleichs
im Innern der Kugel und damit auch von der Wirmeleitzahl 1 un-
abhingig. :

Umgekehrt ist die Ubertemperatur der Kugelmitte iiber die Ober-
fliche vom Wert « unabhingig. Aus Gl (57) und (58) folgt:

_wE
1 6

w

0, — 0,

m

(60)
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Drittens ist das Verhiltnis beider Temperaturen vom Wert W un-
abhéngig. Aus denselben beiden Gleichungen folgt némlich:

2.4
O R 1 (61a)
O 2.4 1+£.E )
"R « 2 4

Dieses Verhéltnis ist also von einer einzigen Kenngréfie abhingig;
diese konnen wir noch etwas umformen, denn es ist

R « R|2 R|2

2 1 ile s
Das Verhiltnis der Oberflichentempe-
ratur zur Mitteltemperatur ist also gleich
dem Verhidltnis des halben Radius zu
der auf S.9 definierten Subtangente s.

Aus Gl (61a) liBt sich mit Hilfe
dieserBeziehung ein sehr
einfaches, zeichnerisches
Verfahren zur Ermitt-
lang der Temperatur-
kurve ableiten (vgl.
Abb. 26). Dieser Glei-
chung kann man die
Form geben:

Abb. 26. Temperaturverteilung bei der Kugel mit
_ 28_ (61D) inneren Wirmequellen — Beharrungszustand.
7

2s -

Man trigt auf der &“uBeren Normalen der Kugeloberfliche im
Abstande s den Punkt B und im Abstande 2s den Punkt F an.
Ferner errichtet man in E eine Senkrechte ED, deren Linge man
gleich dem aus Gl. (58) errechneten Werte @, macht.

Die Gerade FD liefert den Punkt N und damit die Temperatur @_,
wie sich aus Gl (61b) sofort ablesen laBt.

Die Gerade BD ist die schon frither erklirte Endtangente an
die Temperaturkurve.

In den meisten Fallen werden die beiden Tangenten in N und
D zum Zeichnen der Temperaturkurve geniigen.

Zusatz. (Der Zylinder.)

Dieselbe Aufgabe, die hier fir die Kugel durchgefiihrt wurde,
findet sich in den ,Grundgesetzen“ (dortige Aufgabe 12, S.102) fiir
den Zylinder mit inneren Wirmequellen gelost. Es ist:
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w
W R?
@m - 00 = TZ’ (63)
1
O [0 = —5— (64)
1 _}»._2_._[

letzterer Wert also gleich wie bei der Kugel.

Bei der Untersuchung elektrischer Maschinen auf ihren Erwéir-
mungszustand ist es ohne allzu grofle Schwierigkeiten moglich, durch
Thermoelemente die Temperatur an der Oberfliche einer Wicklung
zu messen, noch leichter ist es, durch Strom- und Spannungsmessung
den Widerstand und damit die durchschnittliche Temperatur der
Wicklung zu bestimmen. Dagegen bereitet es groBe Schwierigkeiten,
die Hochsttemperatur im Innern zu finden, und auf diese kommt es
ja an.

Ich halte es nun fiir mbglich, durch Ubertragung des oben ge-
zeichneten Rechnungsweges auf andere Koérper (Spulen usw.) die
nétigen Grundlagen fiir eine rechnerische Bestimmung der Hdochst-
temperatur aus Oberflichentemperatur und Durchschnittstemperatur
zu finden.

Aufgabe 15. Aufheizen eines Korpers durch innere Wirmequellen.

»Wir denken uns einen Korper vom Volumen ¥V und von der
Oberfliche F durch innere Warmequellen von der Anfangstemperatur
O;=0=0 an aufgeheizt. Die Ergiebigkeit aller Warmequellen zusammen-
genommen sei @, [kecal/h]. Wihrend dieses Aufheizens verliert der
Korper einen Teil seines Wirmeinhalts an die Umgebung, deren
Temperatur ¢ konstant und gleich Null gesetzt sei. Bekannt sind
ferner noch die Dichte y und die spezifische Wirme ¢ des Korpers,
sowie die Warmeiibergangszahl «. — Welches ist der zeitliche An-
stieg der Korpertemperatur ©,, wenn angenommen wird, daBl infolge
raschen, inneren Ausgleichs die Temperatur stets an allen Stellen
des Korpers gleich ist?“

Zur Berechnung gehen wir von dem Gedanken aus, dafB} die in
der Zeit dt erzeugte Wirme ¢, gleich sein muB der im Korper auf-
gespeicherten Wirme ¢,, plus der nach auflen abgegebenen Wirme ¢, .
In Gleichungsform lautet dies:

9, = 9 + 9
Q-dt=c-y-V-dO + - F-0-dt
oder
¢y VdO=(Q —« - F-0)di
oder
a6 1

QwF0 eyv @)
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Nach den Lehren der Differentialrechnung ist (sieche mathemat: An-
hang S. 174):

fQ—wF@ aﬁJMQ—“F@+C

Integriert man Gl (a) und setzt zugleich fiir C eine andere Inte-
grationskonstante C’, so heiBlt sie

1@—uF@—~£ﬁ4+m0 (a)

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten C’ dient die Anfangs-

bedingung; wir setzen {=0, dann ist auch @ =0; also:
In(Q4+0)=0+1InC" oder (' =q.

Dieser Wert wird in die letzte Form der Gl (a) eingesetzb:

ln(Q—aF@)—— t+an
Durch Delogarithmieren:
a F
- .t
Q—aF-O=Qe 7"
oder
9 (,_ e
0,= —F\le . (65)

Der Wert uQF gibt die Temperatur an, welcher der Kérper zustrebt,

wenn die Heizung unendlich lang fortgesetzt wird, denn im Be-
harrungszustand, wo keine weitere Wirmeaufspeicherung mehr ein-
tritt, gilt die Gleichung

Q = F- 0,5= o .

Der Klammerausdruck gibt an, welcher Bruchteil dieses Wertes @,
zur Zeit t erreicht ist. Er ist eine Funktion der einen

F
KenngroBe [—‘_x—y 7 t}
Der Wert
ey ¥
e« F

stellt die im mathematischen Anhang erwdhnte Zeitkonstante dar.
Das Verhiltnis V/F hingt von der Gestalt des Kérpers ab und ist
fiir die Kugel ein Hdochstwert.

Zusatz.

Ist der Korper, wie in Aufgabe 14 angenommen war, eine Kugel
mit gleichmiBig verteilten Warmequellen, so ist
14 4R R
1. == . o —_— = e T e,
e=W-7, 2 F T 34R 3

Grober, Wirmeiibertragung. 5
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Damit gilt fiir die Kugel die Gl (65) in der Form:

R _8a 2
@tz W.ﬂ'(l — e R c”’).

Hierbei ist aber nach Voraussetzung angenommen, daf innerhalb
der Kugel ein vollkommener Temperaturausgleich stattfindet, also
0,, = @, ist. Dies wird nach Gl (61a) um so eher der Fall sein,
je Kleiner R, je kleiner ¢ und je gréBer 1 ist, oder nach Gl. (61Db),
je groBer das Verhiltnis s/ R ist.

Zahlenbeispiel. Ein dinnwandiger Kessel von 50 Liter Inhalt
und 80 dm? Oberfliche ist mit Ol von Raumtemperatur (20°C) ge-
fullt. Durch einen elektrischen Heizkorper mit Rithrwerk soll das
Ol in der Zeit von einer halben Stunde auf 240°C erwirmt werden.
Es wird angenommen, daBl die Warmeiibergangszahl gleich 10 ist
und dafl die Masse des Kessels samt Zubehor gegen diejenige des
Oles vernachlissigt werden kann. Fiir wieviel Kilowatt mufl der Hoiz-
koérper berechnet werden?

Die zur Rechnung notwendigen Groflen sind
F =80 dm? = 0,80 m?,
V=50 dm® = 0,050 m3,
y = 920 kg/m3,
¢ =04 kcal/kg.Grad,
0, = 240° — 20° = 220°.
Der Klammerausdruck in Gl (65) wird

1008 .
(1 — g 920°04:005 7 ) = (1— e %2) =1 — 0,80 = 0,20,
und fiir @, erhalten wir:
Q — «-F-0, 10-0,8-220
PTT020 0 0,20
Nach der Umrechnungsregel
1 [KW] = 860 [keal/h]
gibt dies eine Belastung des Heizkérpers von 10,2 KW.

Die im ganzen aufgewendete Wirme ist wegen der Heizdauer
von einer halben Stunde gleich

Q =1Q, = 4400 [keal] .

Damit konnen wir die Wirme @’ vergleichen, die wir aufwenden
miiiten, wenn kein Wirmeverlust vorhanden wire. Es ist:

= 8800 [keal/h].

. kg keal
r___ 37. > |, . —_ .
Q' = 0,05 [m?]-920 [ 3J 0,4 [kg. Grad} 220 [Grad) = 4050 [keal] .

Der Wirmeverlust betrigt also rund 109/,.
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Zweiter Teil.

Die Wirmeleitung in Fliissigkeiten und der
Wirmeiibergang.

Wenn in einer bewegten Fliissigkeit ein Masseteilchen seine Stelle
im Raum #ndert, so nimmt es dabei auch seinen Wirmeinhalt mit
sich fort, so daB durch diesen Vorgang ein Wirmetransport statt-
findet; man nennt ihn den Wirmetransport durch Konvektion oder
Fortfithrung.

Sind in der Fliissigkeit ortliche Temperaturunterschiede vorhanden,
so lagert sich iiber diesen ersten Wirmetransport ein zweiter, nim-
lich die Wirmeleitung von Teilchen zu Teilchen, welche in derselben
Weise und nach denselben Gesetzen erfolgt wie bei festen Korpern.

Wenn wir von dem besonderen Fall der freien Fliissigkeitsstrahlen
absehen, so ist die Strémung stets von festen Wanden begrenzt und
dann findet ein Wirmeaustausch zwischen der Fliissigkeit und diesen
Winden statt, welchen man den Wiarmeiibergang nennt.

Es ist ohne weiteres klar, dafl dieser Wirmeiibergang in hohem
MaBe von dem Stromungszustand der Fliissigkeit abhingt und des-
halb ist die Kenntnis der wichtigsten Lehren der Hydrodynamik
eine unbedingte Voraussetzung fiir das Verstindnis des Wiarmeiiber-
ganges.

Aber noch ein zweiter Umstand verlangt die Besprechung der
Strémungslehre in diesem Lehrbuch: Es ist eine bekannte Tatsache,
daB sich die Intensitit des Wirmeiiberganges durch Vermehrung
der Stromungsgeschwindigkeit steigern laBt. Aber dieser Gewinn
muf immer durch eine Vermehrung des Energieaufwandes fiir Unter-
haltung der Strémung erkauft werden und darum mul man aus
wirtschaftlichen Griinden die Gesetze des Druckverlustes beachten.

Wir beginnen deshalb die Besprechung des Warmeiiberganges mit
einem kurzen Abril der Stromungslehre.

A. Die Hydrodynamik.

I. Die physikalischen Grundlagen.
a) Die Eigenschaften der Fliissigkeiten.

Die Physik unterscheidet zwischen tropfbaren Fliissigkeiten im
engeren Sinne und elastischen Fliissigkeiten, das sind Gase und
Diampfe. Leider besitzt unsere deutsche Sprache kein Wort, welches
beide Begriffe klar zusammenfassen wiirde. Wir miissen deshalb
immer bei dem Worte ,,Fliissigkeiten“ an seine Bedeutung im weiteren
Sinne denken, also Gase und Dampfe mit einbeziehen.

Die tropfbaren Flissigkeiten gelten als praktisch nicht zusammen-
driickbar, wihrend Gase und Didmpfe unter dem EinfluB des Druckes

B*



68 Die Hydrodynamik.

ihr Volumen und damit ihre Dichte weitgehend verindern. Bei den
Aufgaben, die in diesem Buche besprochen werden, sind jedoch die
innerhalb des untersuchten Feldes auftretenden Druckunterschiede
so gering, daB wir auch Gase und Démpfe als inkompressibel an-
nehmen diirfen.

Den Ausdruck ,raumbestindig® diirfen wir jedoch weder fiir
tropfbare Fliissigkeiten noch fiir Gase anwenden, da wir den Einflu$
der Temperatur zu beachten haben. In vielen Féllen sind ndmlich
die durch Temperaturunterschiede hervorgerufenen Dichteverschieden-
heiten die Ursache fiir die Stromung, wie das spiter noch ausfiihr-
licher besprochen werden wird.

Die Physik lehrt ferner, daB alle Fliissigkeiten und Gase soge-
nannte zihe Fliissigkeiten sind, d. h. daB eine Kraft besteht — die
innere Reibung —, welche sich einer Verschiebung der einzelnen
Teilchen gegeneinander zu widersetzen sucht. Der Ausdruck ,reibungs-
freie oder ideale Fliissigkeit“ stellt nur eine aus theoretischen Griinden
ab und zu angenommene Voraussetzung dar, die aber in Wirklichkeit
niemals zutrifft.

b) Der Stromungszustand.

In einer klaren Fliissigkeit kann man den Stromungszustand
durch fein verteilte, schwebende Teilchen eines festen Korpers sicht-
bar machen.

In gerader Leitung sind bei geniigend langsamer Stromung die
Bahnen der einzelnen Teilchen ungeféhr parallele Linien und selbst
bei Kriimmungen in der Leitung bilden die Bahnen ein geordnetes
System von Kurven.

Bei groBlen Geschwindigkeiten dagegen werden selbst in gerader
Leitung die schwebenden Teilchen ganz unregelmiBig durcheinander
schwirren und wenn es moglich wére, die Wege der einzelnen Teilchen
zu verfolgen, so wiirde man erkennen, daf sie sich auf ganz
unregelmiBigen, sich vielfach durchschlingenden, oft riickldufigen
Bahnen bewegen, und daB8 sich iiberdies diese Bahnen fortgesetzt
andern.

Im allgemeinen Sprachgebrauch nennt man dies eine wirbelnde
Bewegung, in der wissenschaftlichen Strémungslehre aber eine turbu-
lente Bewegung. Wir miissen hier das Wort Wirbel unbedingt ver-
meiden, denn das Wort Wirbelbewegung bezeichnet in der Strémungs-
lehre etwas ganz anderes, néimlich eine besondere Art der geordneten
Stromung im Gegensatz zur wirbelfreien oder Potentialstrémung.

Bei den Vorgingen in der Technik handelt es sich fast immer um
turbulente Stréomung und wir miissen deshalb diesen Strémungszu-
stand, vor allem in der Nidhe der Wand, niher betrachten.

Es darf heute als erwiesen gelten, daB auch im Falle der Tur-
bulenz sich an der Wand eine sehr diinne Fliissigkeitshaut bildet,
in welcher die einzelnen Teilchen sich auf geordneten Bahnen parallel
zur Wand bewegen. In dieser diinnen Fliissigkeitshaut, die man die
Prandtlsche Grenzschicht nennt, findet ein sehr steiler Geschwindig-
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keitsabfall von einem hohen Wert an der Innenseite bis zum Wert
null an der Wand statt. Die alleriuBersten Fliissigkeitsteilchen
haften also an der Wand.

¢) Die MaBeinheiten der Hydrodynamik.

In der gesamten technischen Lehre von der Wéirmeiibertragung
ist es iiblich die Zeit in Stunden zu messen. In der technischen
Stromungslehre hat es sich aber ebenso fest eingebiirgert, die Zeit
nach Sekunden zu rechnen.

Dadurch entsteht immer eine Schwierigkeit beim Zusammentreffen
beider Gebiete, denn es ist fiir den Praktiker einerseits unmoglich
die Wirme in kecal je Sekunde zu rechnen; andererseits ist fiir ihn
die Angabe einer Stromungsgeschwindigkeit von z. B. 72000 [m/h]
ebenfalls unannehmbar.

Man ist darum gezwungen beide ZeitmaBe in derselben Gleichung
zuzulassen und mufl durch geeignete Schreibweise Verwechslungen
und Fehler in den Dimensionen vermeiden.

Wir bezeichnen stets mit

w die Stromungsgeschwindigkeit in m je Stunde und mit
W » ” » » » Sekunde.

Es gilt also die Gleichung:
w[m/h] = 3600 [sek/h]-w [m/sek].

Zum Beispiel: Kiihlt sich eine Fliissigkeit in einem Rohr von &,
auf 6O, ab, so ist die in der Stunde abgegebene Wirme gleich:

keal| d®m [m] {kg} [ keal }
Q[TJ— 72 5 )7 ) kg Graa) (@1 — ©2)[Grad),
oder
_d“’n

sek’ m ng [ keal }
1 [m?]- 3600 {TJw[ﬁ]y[ag -C kg.GIm -(0,— 6,)[Grad].

d) Die Stréomungsridume.

Eine erste Gruppe von Stromungsaufgaben ist dadurch gekenn-
zeichnet, dafl die Flissigkeit in einen rings von Winden umgebenen
Raum durch eine erste Offnung einstrémt und durch eine zweite
Offnung wieder ausstromt. Als ein besonders bezeichnendes Beispiel
fiir diese Gruppe gilt die Strémung durch ein gerades Rohr von
kreisformigem Querschnitt.

Die zweite Gruppe umfaflt jene Vorgénge, bei denen ein Kérper
ganz in eine Flissigkeit eintaucht, so daB er von ihr allseitig um-
spiilt wird. Als Beispiel hierfiir gelte die Strémung um einen Zylinder.

Wenn es auch keineswegs méglich ist, alle vorkommenden Strémungs-
aufgaben in eine dieser beiden Gruppen einzureihen, so ist es doch
in manchen Fillen zweckmifBig auf diese Einteilung zuriickgreifen
zu koénnen.
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I1. Die Stromung im geraden Rohr.
a) Der Strémungszustand.

Wenn eine Fliissigkeit durch ein gerades Rohr sehr langsam
stromt, so bewegen sich die einzelnen Masseteilchen auf geradlinigen
Bahnen fort. Die Geschwindigkeit ist in der Achse am gréften und
nimmt nach dem Rande zu zuerst langsam und dann rascher ab,
bis sie an der Wand selbst zu null wird.

Die Geschwindigkeitsverteilung lings eines Durchmessers befolgt
das Gesetz der Parabel, darum ist die mittlere Geschwindigkeit im

Querschnitt gleich der halben Geschwindigkeit in der Achse (vgl.
Abb. 27).

Abb. 27. Geschwindigkeitsverteilung im Rohr bei geordneter Stromung.

Steigert man die Geschwindigkeit stetig, so tritt plotzlich eine
Stérung dieses eben geschilderten, geordneten Strémungszustandes
ein und es entsteht Turbulenz. Die Geschwindigkeit an den einzelnen
Stellen des Querschnittes ist jetzt nicht mehr konstant, sondern sie
zuckt sowohl nach Grofle als nach Richtung stindig um einen Durch-
schnittswert. Dieser Durchschnittswert ist parallel zur Achse und
seine Verteilung lings eines Durchmessers gibt eine Kurve &hnlich
der Parabel in Abb. 27, nur hat sie einen breiteren Scheitel. In
der Nihe der Wand hat sich die Grenzschichte ausgebildet und in
dieser findet ein ungefdhr linearer Abfall bis zur Geschwindigkeit
null statt.

Der Zustand, bei welchem der plétzliche Ubergang von der ge-
ordneten Strémung zur Turbulenz stattfindet, heilt der kritische Zu-
stand. Sein Eintreten hingt ab:

1. von der mittleren Stromungsgeschwindigkeit  [m/sek]

2. vom Durchmesser des Rohres d [m]

3. von der Massendichte der Fliissigkeit 0 (LkgrzekJ
.sek

4. von der Zihigkeit der Fliissigkeit u [kgms?e :|
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Auf Grund theoretischer Uberlegungen lassen sich die vier Werte
zu einer Kenngrofle Re vereinen, welche man die Reynoldssche
Zahl nennt. Es ist

Re—2"%0 (66)
M

Durch Versuche wurde festgestellt dafl der kritische Zustand
dann eintritt, wenn die Reynoldsche Zahl etwa den Wert 2000
erreicht. Nach neueren Untersuchungen scheint der genauere Wert
2320 zu sein.

Aus dieser Bedingung 188t sich, wenn man d, ¢ und u als be-
kannt annimmt, riickwérts hierzu die sogenannte kritische Geschwindig-
keit berechnen. Fiir einige wichtige Fliissigkeiten sind diese kritischen
Geschwindigkeiten in nachstehender Zahlentafel zusammengestellt.

Zahlentafel 7. Kritische Geschwindigkeiten in Rohren.
In Metern je Sekunde, berechnet mit dem Wert Ry = 2000.
Kritische Geschwindigkeit bei d =

' lem | 5em |10 cm | 20 om | 30 em

¢ u-108 I

0° | 1,69 | 0128 | 264 | 053 | 026 | 0,13 | 0,09
Luft 200 | 1,79 0,119 | 3,00 | 0,60 | 0,30 | 0,15 | 0,10
1 at 400 | 189 | 0111 | 340 | 0,68 | 0,34 | 0,17 | 0,11
1000 | 2,15 | 0,094 | 457 | 091 | 046 | 0,23 | 015
00 | 1,69 | 0,639 | 0,528 | 0,105 | 0,053 | 0,026 | 0,017
Luft |, 20° | 1,79 | 0595 | 0,602 | 0,120 | 0,060 | 0,030 | 0,020
5a6 | 400 | 1389 | 0557 | 0,680 | 0,136 | 0,068 | 0,034 | 0,023
1000 | 215 | 0468 | 0918 | 0,184 | 0,092 | 0,046 | 0,081
0° | 1,69 | 1,278 | 0,264 | 0,052 | 0,026 | 0,013 | 0,009
Luft 200 | 1,79 | 1190 | 0300 | 0,060 | 0,030 | 0,015 | 0,010

10 at 40° | 1,89 | 1114 | 0340 | 0,068 | 0,034 | 0,017 | 0011
1000 | 215 | 0935 | 0457 | 0,091 | 0,046 | 0,023 | 0,015

00 | 183 | 1020 | 0,359 | 0,072 | 0,036 | 0,018 | 0,012
200 | 102 | 1018 | 0200 | 0,040 | 0,020 | 0.010 | 0,007

Wasser 400 | 67 101,2 | 0,182 | 0,026 | 0,015 | 0,007 | 0,005
1000 29 977 | 0,060 | 0,012 | 0,006 | 0,003 | 0,002

Olivensl 180 | 9400 938 200 | 40 [20 |10 | 07

Glyzerin 18° }100000; 128,5 156 |31 ‘15,6 I 7,8 | 5,2

Schon Reynolds selbst hat diesen kritischen Zustand untersucht,
indem er in einen Wasserstrom, der durch eine Glasréhre floB, diinne,
gefirbte Fliissigkeitsfiden einleitete. Solange w, also auch Re sehr
klein war, blieben die Fiden als feine gerade Linien erhalten; sobald
aber w so stark gesteigert wurde, daBl Re einen Schwellenwert, der
etwa bei 2000 lag, erreichte, trat pldtzlich ein Zerstéren und sich
Auflésen der Flissigkeitsfiden ein. Zur gleichen Zeit wurde aber
auch eine plétzliche Anderung im Druckgefille beobachtet.

Eingehende theoretische und experimentelle Untersuchungen haben
ergeben, daB auch das Druckgefille von der Reynoldsschen Zahl
abhéngt.
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b) Das Druckgefille.

Ebenso wie bei der Wirmeleitung in festen Korpern spielen auch
hier in der Stromungslehre und spéter in der Lehre von der Wirme-
iibertragung die Kenngrofen eine iiberaus wichtige Rolle, nur be-
steht ein wesentlicher Unterschied in der Art ihrer Verwendung.
Um dies zu zeigen, greifen wir zuriick auf die Gl (33) bei der Auf-
gabe 8, Abkiihlung einer Kugel.

Wir hatten dort die Beziehung gefunden:

4 at
Q=§R3'ﬂ'7'c'00' T(hR, Rg)

Durch Umstellung erhalten wir:

e, "0 )
el )

Wenn wir in dem Ausdruck auf der linken Seite die Dimensionen
der einzelnen GroBen einsetzen, so sehen wir, daB der Ausdruck in
seiner Gesamtheit dimensionslos ist. Er kann darum ebenfalls als
eine Kenngrofle aufgefallt werden und die letzte Gleichung stellt
also eine Funktion zwischen drei Kenngrofen dar.

Die Art der Funktion hatten wir durch Rechnung ermittelt, in-
dem wir zuerst die Differentialgleichung und die Grenzbedingung
aufgestellt und daraus durch Rechnung die Funktion in Gestalt der
unendlichen Reihe gefunden haben.

In der Hydrodynamik liegen die Verhiltnisse wesentlich anders.
Zwar ist es auch hier moglich die Differentialgleichungen und die
Randbedingungen aufzustellen, aber unsere heutige Mathematik ist
noch nicht imstande diese Gleichungen aufzulSsen.

Ganz wertlos sind aber deswegen diese Gleichungen doch nicht, denn
mit Hilfe eines besonderen Verfahrens kann man aus ihnen die Gestalt
der KenngroBen herleiten, das heit man kann finden, in welcher
Weise die einzelnen in den Gleichungen vorkommenden GréBen zu
KenngroBlen zusammenzustellen sind. Dieses Verfahren ist in zweier-
lei Gestalt ausgebildet worden, entweder als Lehre von den Dimen-
sionen oder als Prinzip der Ahnlichkeit.

Die Gestalt der Funktion ¥, welche die KenngréBen mitein-
ander verbindet und welche man die Kennfunktion nennt, kann im
allgemeinen bei Stromungslehre und Wirmeiibergang nur durch einen
Versuch gefunden werden. Dabei ist auffallend, daB sich sehr viele
dieser Versuchsergebnisse durch Potenzfunktionen darstellen lassen,
und zwar oft mit einer geradezu erstaunlichen Genauigkeit. Trotz-
dem diirfen wir in der Potenzfunktion nur eine Interpolationsformel fiir
die Versuchswerte erblicken und es besteht nicht der mindeste theoretische
Anhalt dafiir, dal die Potenz der Ausdruck eines Naturgesetzes sei.

Eine erste Anwendung des Ahnlichkeitsprinzipes hatten wir schon
bei der Besprechung des kritischen Zustandes kennen gelernt. Eine
zweite Gelegenheit bietet sich beim Druckverlust in Rohren.
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Ist p, — p, der Druckverlust in [kg/m?] zwischen zwei Rohr-
querschnitten, die /[m] voneinander entfernt sind, und gelten im
iibrigen die Bezeichnungen von 8. 70, so ldBt sich eine erste Kenn-
groBe aufstellen:

—p, d
K, = ?ﬁ_l_z i
eine zweite KenngroBe ist die schon erwidhnte Reynoldssche Zahl
Re_ @0 0,
Mm
Zwischen beiden besteht eine Beziehung
K, = V-(Re), (67)

welche im allgemeinen allein durch den Versuch bestimmt werden
kann. Nur bei der geordneten Stromung im geraden Rohr kann sie
rechnerisch ermittelt werden; es ist

g9 (M ) g9 1
Ky =32 <w-d-9)_~32 Re’

Fir die turbulente Stromung geben die Versuche verschiedener
Forscher etwas abweichende Werte, ndmlich nach den Versuchen

uo \oe
von Ombeck: K, =0,121 .(i____> ,
w-d-o
von Saph und Schoder uo \0s0
(berechn. v. Blasius): = 0,1582- (w-do 0 )
u \o8
von Jakob: = 0,1636- <~_> .
- a)-d-Q

Die genauesten Werte scheinen mir diejenigen von Jakob zu
sein. Da jedoch in der Formel von Saph und Schoder die 0,25te
Potenz, also die vierte Wurzel ein bequemes Zahlenrechnen gestattet,
so ist fiir die meisten technischen Aufgaben die 2. Gleichung be-
quemer und auch zuldssig, da die Abweichungen nur unbedeutend sind.

Fiir den Druckverlust in glatten Rohren gilt also

bei geordneter Stromung:

Py — Do ® w9 - ‘
— 32. . — . .
T . d 32.—; (68)

bei turbulenter Strémung:

D, — D ( ® >]/4 wQ'Q ! 3 —s g
—:O,lf) o R S e 0% /s v o'le .
7 8 w-dg 3 0,158 u'/s- g% -d w’. (69a)

Die Gleichung zeigt, dall die stark verbreitete Anschauung, als
ob bei der turbulenten Strémung der Druckverlust mit dem Quadrat
der Geschwindigkeit wachsen wiirde, nur eine sehr rohe Anniherung
ist, denn tatséchlich wichst er nur mit der 1,75ten Potenz.
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Fithrt man in Gleichung (69a) y statt ¢ ein, so lautet sie

P — D w®-y < “ >1/*
"2 0,028 - .
7 0,028 i \ody (69b)

Zahlenbeispiel. Fiir ein gezogenes Messingrohr von 22 cwi innerem
Durchmesser und fiir stromende Luft von 0% und 760 mm Barometer-
stand soll das Druckgefille berechnet werden, wenn die Strémungs-
geschwindigkeit ® == 80 m/sek betrigt.

Wir miissen in die Gleichung einsetzen:

d = 0,022 [m],

kg m kg.sek?
0 =7y/g =1,293 L—ﬂg} 19,81 L@,] = 0,132 [ m“*} ,
@w=1,69-10"° [kg's:k} ,

m

® = 30 [m/sek]
und erhalten:
- 4 .10-%  302.
PP _ 158 1,69-10 300,132
l 30-0,022-0,132 0,022
4,
— 0,158 -V1940-1075-5400
= 56,5 [kg/m® je 1 m Rohrlinge]
= 56,5 [mm W.S. je 1 m Rohrlinge].
Die beiden letzten Angaben stimmen iiberein, weil eine Druck-

angabe in mm Wassersiule zahlenmifBig gleich ist der Angabe in
kg/m?.

III. Die Stromung um einen Zylinder.
a) Der Stromungszustand.

Wenn ein Zylinder ganz in eine stromende Fliissigkeit eintaucht,

so werden bei geordneter Stromung, also bei geringer Geschwindig-

keit, die Bahnen derjenigen

\ Flissigkeitsteilchen, welche

weit entfernt vom Zylinder

vorbeistromen, gerade Linien

’ Ay, bleiben, wihrend die Bahnen

—— i e s — — der  iibrigen Teilchen sich

' N um so mehr der Zylinder-

oberfliche anschmiegen, je
ndher sie dieser liegen.

Wird die Geschwindig-

keit gesteigert, so tritt in

der Hauptmasse der Fliissig-

keit Turbulenz ein und an

der Oberfliche des Zylinders bildet sich die Grenzschichte mit der

geordneten Strémung aus.

Abb. 28. Stromungsbild beim Umstromen
eines Zylinders.
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Bei weiterer Steigerung der Geschwindigkeit beginnt etwa an den
Stellen 44 (vgl Abb. 28) die Grenzschicht sich von der Zylinder-
oberfliche abzuldsen und zwei symmetrisch gelegene Wirbel hinter
dem Zylinder zu bilden. An der Vorderseite des Zylinders und an
seiner Riickseite bilden sich also zwei ganz verschiedene Stréomungs-
bilder aus.

b) Der Stromungswiderstand.

Von besonderem Interesse ist der Stromungswiderstand, welchen
der festgehaltene Zylinder der bewegten Fliissigkeitsmasse entgegen-
setzt; er ist zahlenmaBig gleich der Kraft, welche aufgewendet wer-
den muBl, um den Zylinder mit der Geschwindigkeit w durch eine
rubende Flussigkeit zu bewegen.

Bezeichnen wir diese Kraft, bezogen auf ein Stiick von der Lange
I[m] des Zylinders, mit W [kg], so lassen sich mit Hilfe des Ahn-
lichkeitsprinzipes aus den Differentialgleichungen und den Rand-
bedingungen die beiden KenngroBen

w 1
LB=T 40w
und
Re = EO_.@
I

aufstellen, zwischen welchen eine Beziehung K, = ¥ (Re) besteht,
welche nur durch den Versuch zu bestimmen ist.

In der Géttinger Versuchsanstalt sind von Prof. O. Foppl Ver-
suche zur Bestimmung dieser Funktion durchgefiihrt worden. Da bei
den Aufgaben der Flug- w7
technik u und o stets ail ot
gleich sind, namlich den 74—

Werten fiir Luft unter nor- g
malem Druck und normaler %
Temperatur entsprechen, g:
so ist es in der flugtech- , I\
nischen Wissenschaft iib- 4,
lich, nicht mit der vollen g¢s
Grofle Re zu arbeiten, son- 42
dern nur mit dem verein- %’
fachten Wert (w-d), wel- , 95 Gow go qwo Gus g
chen man den Kenuwert aph 99, Verlauf der Funktion @ in Gl (70).
nennt. Dieser Kennwert

ist keine reine KenngréBe im frither abgeleiteten Sinne, weil er
nicht dimensionslos ist.

In Abb. 29 ist der von Foppl gefundene Verlauf der Funktion
zeichnerisch dargestellt.

Fir den Widerstand gilt also das Gesetz

?:d-g-w“-lp(a)-d). (70)

w
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B. Die Ermittlung der Wirmeiibergangszahlen.
I. Geschichtlicher Riickblick.

Schon in den frithesten Zeiten der Technik ging man bei dem
Versuch, den Wirmeiibergang rechnerisch zu erfassen, von der Er-
fahrungstatsache aus, dal die zwischen einer Fliissigkeit und ihrer
festen Begrenzungswand ausgetauschte Wéarmemenge @ um so
grofer ist,

1. je groBer die wirmeaufnehmende oder wirmeabgehende
Fldache F ist,

2. je gréBer der Unterschied zwischen der Temperatur @z der
Fliissigkeit und der Temperatur @y der Wand ist und

3. je langer die Zeit ¢t dieses Warmeaustausches dauert.

Dabei setzte man der Einfachheit halber die iibertragene Wirme
allen drei Einflissen verhéltnisgleich: Man gelangte so zu der
Gleichung

Q=c F-(Op —Op)-t. (71)

Die Verhdltniszahl ¢ nannte man die ,dulere Warmeleitfahigkeit*
der Wand und ihren Kehrwert (1:«) den ,Wirmeiibergangswider-
stand“. Heute ist fiir ¢ allgemein die Bezeichnung , Warmeiiber-
- gangszahl® gebriuchlich.

Dieser ungemein einfache Ansatz wiirde in der Tat auch zu ein-
fachen Rechnungen fiihren, wenn es moglich wére, fiir die Wahl des
Wertes « einfache und zuverldssige Regeln aufzustellen, oder wenn
man diese Werte in Tabellen zusammenstellen konnte, etwa wie die
Dichte, die spezifische Wirme usw.

Daf3 dies aber nicht mdglich ist, zeigte sich um so Kklarer, je
mehr man sich mit dem Problem befafite. Jede neue Experimental-
untersuchung zeigte den Vorgang von einer neuen Seite und vermehrte
die Zahl derjenigen Grofen, die den Wéarmeiibergang beeinflussen.

Langsam wurde man so zu der Erkenntnis gefiithrt, daBl der An-
satz (71) nur scheinbar einfach ist, daB er die Schwierigkeiten des
Wirmeiibergangproblemes nicht 16st, sondern nur in die Wahl des
Wertes o zusammendringt.

Die néchstliegende Verbesserung, die man an dem Ansatz (71) vor-
nahm bestand in der Beriicksichtigung der Stromungsgeschwin-
digkeit. Es war ja bekannt, dal bei sonst gleichbleibenden Ver-
héltnissen die Erh6hung der Stréomungsgeschwindigkeit zu einer Ver-
mehrung der iibergehenden Wirmemenge fiihrt. In iiblicher Weise
versuchte man diese Abhingigkeit durch eine Potenzfunktion auszu-
driicken. Man setzte:

e=a,+ C-0m,

worin C stets positiv und m zwischen 0 und -1 gew#hlt war. Sehr
héufig findet sich der Ansatz:

cxzoto—}—C’-VE.
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Der Wert ¢, sollte dabei jene Wirmeiibergangszahl sein, die fiir
sogenannte ruhende Luft einzusetzen ist, also bei Vorgingen, bei
denen die Luft nicht durch duBere Ursachen, sondern nur durch den
Auftrieb infolge ungleichméBiger Erwidrmung in Bewegung ge-
halten wird.

Sehr bald versuchte man auch die Beschaffenheit der Heiz-
und Kihlfldchen in der Formel! zum Ausdruck zu bringen, denn
man hatte erkannt, dal der Grad der Rauhigkeit der Wand und
ihre Verunreinigung durch RuB, Kesselstein und andere Ablagerungen
aus der Stromung von groBen Einflul auf den Wirmeiibergang sind.

Ferner muBite man vermuten, daB nicht nur der Temperatur-
unterschied (@ — Ow), der ja schon in der Gl (71) zum Ausdruck
kommt, den Warmeiibergang bestimme, sondern daBl auch die abso-
lute Hohe der Temperatur, bei welcher der Warmeiibergang erfolgt,
zu beriicksichtigen sei, also etwa @z oder @y oder auch beide Werte.

Ein weiterer Umstand, der ebenfalls zu Schwierigkeiten fiihrte,
war die Unklarheit des Begriffes , Fliissigkeitstemperatur®, und wir
miissen uns hier mit den verschiedenen Anschauungen iiber die
Temperaturverteilung in der Fliissigkeit bekannt machen.

Die &ltere Auffassung ging dahin, da man innerhalb eines Quer-
schnittes nur mit zwei Temperaturen zu rechnen habe, mit der Wand-
temperatur @y und mit der im ganzen Querschnitt gleichen Fliissig-
keitstemperatur @p. Der Unterschied (Op — @) bedeutete dann
den Temperatursprung, welcher zusammen mit dem Ubergangswider-
stand die Intensitit des Wiarmeiiberganges bestimmen sollte. Dies
dhnelt durchaus jener &lteren, hydraulischen Auffassung {iber die
Geschwindigkeitsverteilung, wonach im ganzen Querschnitt eine kon-
stante Geschwindigkeit und an der Wand ein Gleiten, also ein Ge-
schwindigkeitssprung angenommen wird. Diese Annahme wurde
spiter ergénzt durch die Lehre von der adhéirierenden Schicht. Eine
diinne Fliissigkeitshaut spaltet sich — so besagt diese Lehre — von
der iibrigen Fliissigkeitsmasse ab und haftet fest an der Wand. Der
Geschwindigkeitssprung wird also durch diese Annahme von der Wand
weg nach dem Innern der Fliissigkeit verlegt.

Wir diirfen in dieser Annahme einen, wenn auch noch fehler-
haften Vorldufer der Prandtlschen Grenzschicht erblicken. Ubrigens
hat die Lehre von der anhaftenden Schicht in der Hydraulik nur
geringe Bedeutung gewonnen. Um so mehr hat sie die Lehre von
der Warmeiibertragung beherrscht. Sie fithrte zu der Vorstellung,
daB in der ganzen bewegten Flissigkeit die einheitliche Tempera-
tur @ herrscht, und daBl dann diese Temperatur innerhalb der diinnen
anhaftenden Schicht von @ bis O steigt oder fallt, Da die Fliissig-
keit innerhalb der Schicht als vollkommen bewegungslos galt, so
glaubte man nach den Gesetzen der Wirmeleitung in festen Korpern
den Wirmeaustausch berechnen zu koénnen. Mit der Bezeichnung 4
fiir die Dicke der Schicht erhielt man

Q=1 Or — Oy

A—-F-t.
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Da sich aber kein Anhalt finden lieB, welchen Zahlenwert man
fir 4 einsetzen miisse, so war auch durch diese Deutung des Vor-
ganges die Schwierigkeit nicht behoben, sondern nur in die Wahl
des Wertes A verlegt.

Interessant ist, in welcher Weise die experimentelle Forschung
von diesen anhaftenden Schichten Notiz nahm. Man empfand das Auf-
treten dieser Schichten bei der Stromung im Versuchsapparat als
ein storendes Moment, als eine Erscheinung, die den naturgeméifBen
Wirmeaustausch behindert, und man suchte deshalb in den Versuchs-
einrichtungen diese anhaftenden Schichten durch rotierende Biirsten
und andere Vorrichtungen immer wieder zu entfernen. Gerade da-
durch aber, da man diesen Schichten eine solche Bedeutung bei-
maB, verbot es sich von selbst, die Ergebnisse dieser Versuche auf
Fille der Praxis zu iibertragen, bei denen sich ja diese Schichten
ungehindert ausbilden konnen,

Auf die Dauer vermochte sich die Lehre von der anhaftenden
Schicht nicht zu halten, vor allem auch nicht die Vorstellung einer
in der ganzen bewegten Masse gleichen Querschnittstemperatur. Sie
wurde durch die Versuche mehrfach widerlegt.

Durch theoretische und experimentelle Untersuchung wurde er-
wiesen, daBl der Begriff ,Temperatur @ der Fliissigkeit“ &uBerst
schwer zu fassen ist und fiir verschiedene Stromungsaufgaben ver-
schieden umschrieben werden muB. Damit verliert aber auch die
Definition der Wirmeiibergangszahl jegliche wissenschaftliche Schérfe
und wir kommen damit zu der Frage nach dem Wesen der Wirme-
iibergangszahl.

Die altere Bezeichnung ,duBlere Wirmeleitfahigkeit“ besagt, daB
man sich in fritheren Zeiten unter dieser GroBe einen reinen Stoff-
wert vorstellte, also einen Wert, der nur von der physikalischen
Natur der Fliissigkeit und der Substanz der Wandung abhingt. Als
ein Beweis fiir diese Auffassung mogen die Angaben in den &lteren
Lehrbiichern der Physik und der Technik dienen, welche #uBere
Wirmeleitfihigkeiten nennen und zu ihrer Bezeichnung nur angeben:
von Wagser an Eisen, von Wasser an Messing, von Messing an Wasser,
von Mauerwerk an Luft usw. Insbesondere interessierte die Frage,
ob der Wirmeiibergangswiderstand gréfler ist, wenn die Wirme vom
festen Korper an die Fliissigkeit iibertritt oder umgekehrt. Obwohl
die Ansicht, daB « ein reiner Stoffwert sei, schon sehr friih als un-
richtig erkannt wurde, so hat sich doch in manchen Schriften die
irrefithrende Bezeichnung ,iuBlere Wirmeleitfahigkeit noch recht
lange gehalten, und zwar weniger in der technischen Literatur als in
den Lehrbiichern der Physik.

Wenn also die Warmeiibergangszahl kein reiner Stofiwert ist, so
miissen wir uns die Frage vorlegen, als was sie sonst zu betrachten ist.

Jeder Versuch, die Wéarmeiibergangszahl klar und eindeutig zu
definieren, scheitert an der Unmoéglichkeit, den Begriff ,mittlere
Flussigkeitstemperatur“ allgemeingiiltig und eindeutig zu erfassen,
und wegen dieser Unmoéglichkeit einer einwandireien Definition ist
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vom streng wissenschaftlichen Standpunkte aus die Warmeiibergangs-
zahl mindestens als ein -duBerst unschénes Gebilde zu bezeichnen,
wenn man ihr nicht iiberhaupt jede Berechtigung absprechen will.
Sobald man aber die Sache vom praktischen Standpunkte aus be-
trachtet, also von der Notwendigkeit ausgeht, bestimmte Aufgaben
rechnerisch zu 16sen, gelangt man zu der Erkenntnis, da8 die Wérme-
iibergangszahl eine vollig unentbehrliche RechengroBe ist, die wir
trotz verschiedener recht unerfreulicher Eigenschaften gegenwértig
und wohl auch in absehbarer Zeit durch kein anderes Rechenver-
fahren vermeiden konnen.

Wenn wir nun nochmals zu der Frage zuriickkehren, als was wir
die Warmeiibergangszahl zu betrachten haben, so ist jedenfalls eines
klar: zu den wissenschaftlich einwandfreien GroBen diirfen wir sie
nicht zéhlen. Wollten wir sie andererseits bei den reinen Erfahrungs-
und KonstruktionsgréBen der Technik — wie etwa Rostbeanspruchung
oder Heizflichenbelastung — einreihen, so wiirden wir damit wohl
zu weit gehen. Ich mufBl die Frage offen lassen, wo sich auf diesér
Linie die Wiarmeiibergangszahl einreihen 1a8t.

Als oben von den Mingeln der Warmeiibergangszahl die Rede
war, waren nicht nur theoretische, sondern auch recht schwerwiegende
praktische Bedenken malligebend, die sich vor allem auf die Schwierig-
keit beziehen, fiir eine gegebene technische Aufgabe die richtige
Wiérmeiibergangszahl zu finden. Wenn immer wieder das Verlangen
auftaucht, die «-Werte mochten in groBen Tabellen zusammengestellt
werden, etwa wie die Dichte, Elastizititszahlen usw., so ist dieser
Wunsch zwar an sich begreiflich, aber er beweist zugleich, wie sehr
die wahre Natur der Warmeiibergangszahl noch verkannt wird. Die
Umstédnde, welche ihren Zahlenwert beeinflussen, und die Bediirfnisse
der einzelnen technischen Fachrichtungen — Feuerungstechnik, Kraft-
maschinenbau, Elektrotechnik — sind zu vielgestaltig, als daB sich
dies alles in allgemein gehaltenen Tabellen beriicksichtigen lieBe.
Solche Zusammenstellungen sind nur fiir eine jeweils eng umgrenzte
technische Aufgabe mdglich und nur im Rahmen einer fachlich ge-
haltenen Besprechung dieser Aufgabe zuldssig.

Nur fiir ganz wenige, besonders einfach geartete Fille kennen wir
heute GesetzmiBigkeiten von so breitem Geltungsbereich, daB sie sich
zur Wiedergabe in diesem Lehrbuch eignen. Ehe wir jedoch diese ein-
zelnen Gleichungen fiir die Wiarmeiibergangszahlen erdrtern koénnen,
miissen wir eine Besprechung der physikalischen Grundlagen des
Wirmeiiberganges einschalten.

II. Die physikalischen Grundlagen.

Gelegentlich dieses geschichtlichen Riickblickes hatten wir -als
GroBen, welche den Wert der Wirmeiibergangszahl beeinflussen,
kennengelernt:

1. die physikalische Natur des strémenden Kérpers,

2. die Stromungsgeschwindigkeit,
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3. die Beschaffenheit der Heiz- und Kiihlflichen besonders hin-
sichtlich Rauhigkeit und Reinheit,

4. die absolute TemperaturhGhe, bei der der Vorgang sich abspielt,

5. die verschiedene Auffassung iiber den Begriff ,,mittlere Fliissig-
keitstemperatur®.

Dazu kommt noch als sechster, iiberaus wichtiger Umstand die
besondere Art der Stromung iiberhaupt, die wir als Strémungsform
bezeichnen wollen. Beispiele solcher Stromungsformen sind: die Stré-
mung lings einer ebenen Wand, die Strémung senkrecht oder schrig
gegen eine ebene Wand, die Strémung gegen einen Zylinder, und
zwar parallel, senkrecht oder schrig zur Achse, die Stromung im
Innern eines Rohres, und zwar eines geraden Rohres, eiher Rohr-
spirale, einer Ecke in sonst gerader Leitung u.a.m. Hierbei ist zu
erwarten, daf fiir diese verschiedenen Strémungsformen nicht nur
der Absolutwert der Wirmeiibergangszahl verschieden ist, sondern
daB auch ganz verschiedene GesetzméaBigkeiten gelten fiir den EinfluB
der iibrigen Faktoren.
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Abb. 30. Geschwindigkeits- und Temperaturverteilung in der Nihe
einer Wand.

In dem Bestreben, die Lehre von der Warmeiibertragung moglichst
-einfach zu halten, hat man es lange Zeit vermieden diese Erkennt-
nis, die sich unbedingt aufdringen muBte, zu beriicksichtigen. Ins-
besondere konnte man sich nicht dazu entschlieBen, fiir die ver-
schiedenen Stromungsformen mit verschiedenen GesetzméBigkeiten fiir
-die Warmeiibergangszahl zu rechnen. Ohne eine solche Unterschei-
dung ist aber weder ein Verstindnis der Vorginge noch eine ein-
wandfreie Rechnung méglich.

- In Abb. 30 ist ein Teil einer Stromung in unmittelbarer N#he
der Wand gezeichnet und an irgendeiner Stelle der Wand die Nor-
male ,nn* gezeichnet.

In der Grenzschicht, deren Dicke A sei, steigt die Geschwindig-
keit vom Wert w = 0 annidhernd geradlinig bis zum Werte w = w;,
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an. Innerhalb des turbulenten Gebietes steigt sie dann immer lang-
samer noch weiter an, bis sie endlich den gleichbleibenden Wert wp
erreicht.

Ahnlich ist der Verlauf der Temperaturkurve; sie steigt vom
Wert @ an der Wand bis zum Wert @, an der Innenseite der-
Grenzschicht und dann bis zum Wert @z in der Hauptmasse der
Fliissigkeit an.

Innerhalb der Grenzschicht findet der Warmetransport auf zweierlei
Weise statt, und zwar erstens durch die Bewegung der Fliissigkeits-
teilchen. Da diese aber parallel zur Wand erfolgt, hat sie fiir den
Wirmeiibergang keine Bedeutung. Zweitens erfolgt der Wirmetrans-
port durch Leitung quer durch die Grenzschicht nach den Gesetzen
der Wirmeleitung in Platten. Fiir die Wirme @ gilt darum die
Gleichung

Qzl.@f‘”gl.p.t_ (a)
a4

In dieser Hinsicht besteht also kein Unterschied zwischen der
alteren Auffassung einer anhaftenden Schicht, welche in ihrer ganzen
Dicke als rubend angenommen war und der heutigen Auffassung von
der Prandtlschen Grenzschicht, bei welcher geordnete Stromung
mit ungefihr linearem Geschwindigkeitsanstieg vorausgesetzt wird. Die
iltere Auffassung war aber stets mit der Vorstellung verbunden, daB
die Temperatur an der Innenseite der Schicht gleich der Temperatur
in der Hauptmasse der Fliissigkeit sei. Dies ist aber nicht der Fall,
wie sich aus einer Betrachtung des Warmetransportes im turbulenten
Gebiet ergibt.

Die turbulente Geschwindigkeit hat nach fritherem einen zeitlichen
Durchschnittswert, der parallel zur Wand gerichtet ist. Der Warme-
transport durch Konvektion kommt also scheinbar auch im turbu-
lenten Gebiet fiir den Wirmeiibergang nicht in Betracht. Senkrecht
zur Wand findet wieder ein Wirmetransport durch Leitung statt,
welcher aber in diesem Gebiet durch die Turbulenz weitgehend unter-
stiitzt wird, indem die Flussigkeitsteilchen auf ihren verschlungenen
Bahnen auch Bewegungskomponenten gegen die Wand, also in Rich-
tung des grofiten Temperaturgefilles besitzen und somit Wérme in
dieser Richtung hin und her tragen.

Man hat versucht, dieser scheinbaren Vermehrung der Wirme-
leitfahigkeit durch Einfiihrung einer Turbulenz-Wérmeleitzahl Rech-
nung zu tragen. Dieser Begriff ist zwar ein ganz guter Behelf fiir
unser Vorstellungsvermégen, zur Einfithrung in die Rechnung hat er
sich jedoch als ungeeignet erwiesen.

Der obigen Gleichung (a) kénnen wir die Grundgleichung des
Warmeiiberganges

gegeniiberstellen und erhalten durch einen Vergleich beider Gleichungen
A 04— 0Oy
L W ©)

Grober, Wirmeiibertragung. 6
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Diese letzte Gleichung (c) besagt, dal die Wirmeiibergangszahl, ab-
gesehen von der Wirmeleitfihigkeit der Fliissigkeit, noch von der
Dicke der Grenzschicht und der Temperatur @, abhingt. Die beiden
letzten Werte hingen aber ihrerseits in hohem MafBle von der Stirke
der Turbulenz, also von der Kenngrofe Re ab.

Nimmt die Turbulenz zu, so nimmt die Dicke der Grenzschicht
ab und der Wert « wichst. Zugleich wird aber die Turbulenzwéirme-
leitzahl groBer und damit der Temperaturausgleich im turbulenten
Gebiet besser. Infolgedessen nihert sich der Wert @, dem Wert @5
und der Bruch (O, — Ow):(Op — Ow) wird grofer, das heit die
Wiérmeiibergangszahl wéchst auch aus diesem zweiten Grunde mit
zunehmender Turbulenz. Die Warmeiibergangszahl ist also eine Funk-
tion der Keunngrofle Re.

Wir haben die Kenngréfle Re bisher nur bei der Stromung im
geraden Rohr kennen gelernt; sie gilt aber mit einer kleinen Ande-
rung auch fiir andere Stromungsformen.

Bezeichnen wir mit [, die Hauptabmessung eines Strémungsraumes
(Durchmesser einer umspilten Kugel, Durchmesser eines Rohres usw.),
go gilt die allgemeine Schreibweise:

w-l,-o0
Re=—2=. 72
: ()
Nun ist aber der Warmeiibergang kein alleiniges Erzeugnis der Tur-
bulenz, denn er beruht ja zum Teil auch auf der Wirmeleitung von
Teilchen zu Teilchen. Fiir den Grenzfall der geordneten Strémung
148t sich beweisen, daB die Gestalt des Temperaturfeldes nicht mehr
von der GréBe Re, sondern statt dessen von der GroBe
w-l,

Pe = — (73)

abhéngt, in welcher ¢ die bekannte Temperaturleitzahl 1:(c-y) der
Fliissigkeit bedeutet.

Im allgemeinen wird das Temperaturfeld nicht von einer dieser
beiden GréBen Re oder Pe allein abhingen, sondern von beiden zu-
sammen. '

Eine nochmalige Erweiterung unserer Betrachtung ist notwendig,
wenn der Korper mehr als eine Abmessung hat. Sind [,,1,,...,1[,
diese Abmessungen, so ist es zweckméifBig, sie nicht unmittelbar in
die Rechnung einzufiihren, sondern ihr Verhdltnis zur Hauptab-
messung [,.

Wir fassen die Betrachtung dahin zusammen, dafl die Gestalt
des Temperaturfeldes und damit auch das Temperaturgefille in der
Grenzschicht von den Kenngréfien

(w-lo-g wly, I, 1 Zn)
‘LL 2 a ? l b lO 2 lo
abhéngt.

Auch die Warmeiibergangszahl ¢ hingt von diesen KenngrofBien

ab, aber wir diirfen nicht einfach « gleich einer Funktion dieser
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KenngroBen setzen, weil wir sonst links eine mit Dimensionen be-
haftete GroBe und rechts einen dimensionslosen Ausdruck hitten.
Wir miissen vielmehr auf die linke Seite der Gleichung ebenfalls
eine KenngroBe setzen. Aus Ahnlichkeitsbetrachtungen folgt, daB
diese die Form haben muB:

by kecal m o bo 1 )
oc-j [m’z. Grad B _kgal } =« 7 [dimensionsos].
‘m.Grad.h

Zusammenfassend 1iBt sich sagen, daf sich das Gesetz fiir die
Wirmeiibergangszahl durch eine Gleichung von ‘der Form

S~

1o .1 l l

0.l qf@—oﬁ, W a .., —’!) (142)
A M a L I,

wiedergeben 14B8t. Die Art der Funktion ¥ ist fiir jede Stromungs-

form eine andere und kann nur durch den Versuch bestimmt werden.

Dividiert man die erste KenngroBe durch die zweite, so erbilt
man
wlhe a _ae
“ w-b, u
also eine neue Kenngriofle, welche statt einer der beiden urspriing-
lichen KenngroBen in Gleichung (74) eingesetzt werden kann, so
daB diese lautet :

1 . )
L. W(w g e % l") (74b)

>

1 pely
oder
l -1 -0 1 l
a._ozg/<w o ﬂ,_l,...,l>_ (140)
y) a woly Iy

Die neue Kenngroflie hat den Vorzug, dafl sie nur aus den Stoff-
werten der Fliissigkeit besteht, also selbst wieder ein reiner Stoff-
wert ist.

Es muB noch nachgetragen werden, daB diese Gl (74) nur fiir
eine Stromung aus &uBleren Ursachen gilt, also nur dann, wenn die
Stréomungsgeschwindigkeit so grol ist, daB ortliche Temperaturver-
schiedenheiten in der Fliissigkeit die Strémung nicht beeinflussen
konnen. Handelt es sich in einem gegenteiligen Fall um einen
Wirmeiibergang in sogenannter rubhender Luft, so bildet sich ein
ganz anderes Stromungsfeld und damit auch ein anderes Temperatur-
feld aus. Aus der Theorie folgt fiir den Wirmeiibergang in einem
zweiatomigen Gas (also auch in Luft) bei freier Stromung die Gleichung:

l 13-y (Tw— Tg) 1 I, _
2=gp<0 , l_l""’. Z>’ (75)

o 5
g'lu"Tm 0
6*
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darin bedeutet auBer den bekannten GréBen

g die Erdbeschleunigung in m/sek?,

T die Temperatur in Graden abs. Zahlung, insbesondere

Tr die Temperatur der Luft in weiter Entfernung vom Kéorper,
Tw die Temperatur der Korperoberfliche,
T, einen Mittelwert der Gastemperatur, sieche spiter Gl. (87).

Leider sind bisher nur fiir ganz wenige Stromungsformen die
Funktionen ¥ in den letzten beiden Gleichungen bekannt, so daf
hier der experimentellen Forschung noch ein weites Arbeitsgebiet
offen steht.

ITI. Gleichungen zur Berechnung der Wirmeiibergangszahlen.
a) Strémung im geraden Rohr. Querschnitt kreisformig.

Der Wirmeiibergang im geraden, kreisférmigen Rohr ist diejenige
Aufgabe der ganzen Wirmeiibertragung, welche sowohl theoretisch
als experimentell am besten untersucht ist.

Die Gl. (74) lautet, wenn wir sie auf die Strémung im Rohr an-

A gfede wd z )
A u e’ d’d)
darin bedeutet
d den Durchmesser des Rohres, als Hauptabmessung gewihlt,
z den Abstand des untersuchten Querschnittes vom Rohranfang,

6 die absolute Rauhigkeit der Rohrwand.

Da sich die meisten Untersuchungen auf glatte Rohre beziehen,

80 setzen wir in der Gleichung 6 = 0. Eine weitere Vereinfachung

tritt ein, weil die Versuche ergeben haben, daB bei turbulenter Stro-

mung die Funktion ¥ von dem Argument Re nur in ganz geringem

MaBe abhidngt. Bei technischen Aufgaben kann man darum das Argu-

ment Re vernachlissigen, und es gilt fiir glatte Rohre die Beziehung
d w-d 2z

“1_T<a ’d)‘ (76)

1. Gleichung fiir Gase, insbesondere Luft. Aus verschiedenen

Versuchen, vor allem aus denjenigen von NufBelt (s. Lit.-Verz. 15) folgt,

daB sich ¥ mit groBer Annidherung als Produkt zweier Potenzfunktionen
darstellen 148t, und daB man setzen kann

1 -0,05 . d\079
03 () (1A

d \d a
oder mit Einfiihrung von w statt w:
1 <z>—o,05 (w-d>°’79
o= 22,52' J . T 5 (77&)

wobei aber der Zahlenfaktor von der Dimension [sek/h]®" zu denken
ist, damit die Gleichung auch in den Dimensionen stimmt.

Die Stoffwerte A und ¢ sind hierbei bei jener Temperatur aus den
Tabellen zu entnehmen, die das arithmetische Mittel aus & und @y ist.
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Zur Besprechung dieser Formel und zugleich um die Zahlen-
rechnung zu erleichtern, geben wir der Gleichung (77a) noch die Gestalt

o= 22,5-2—0'05'd‘°’16-w°’79-m, (77D)

—225.B, -B, B, -Bpn, (17¢)

worin mit B die Koeffizienten bezeichnet sind, welche den Einfluf
der einzelnen Gréfien z, d, w, p und T wiedergeben. Hierbei ist
B, r von der physikalischen Natur der stromenden Fliissigkeit ab-
hingig. Die Tabellen 26 bis 34 im Anhang enthalten die Werte
dieser Potenzfunktionen innerhalb des technisch wichtigsten Bereiches.

Der erste Koeffizient zeigt, daf die Abhéngigkeit des o von der
Entfernung vom Robranfang sehr gering ist. Wenn z von 10 cm
auf 10 m wéchst, nimmt B, nur von 1,122 auf 0,89 ab. Auch der
EinfluB des Durchmessers ist nicht sehr groB. Einer Zunahme des
Durchmessers von 5 mm auf 1000 mm entspricht nur eine Abnahme
des B, von 2,33 auf 1,00. Dagegen ist der Einflu der Stromungs-
geschwindigkeit betridchtlich. Wenn w von 4 m/sek auf 8 m/sek steigt,
so wichst B, von 2,99 auf 5,16.

Die GroBe B, p ist, wie schon erwihnt, von der physikalischen
Natur des stromenden Mediums abhingig.

Bei idealen (Gasen ist die Warmeleitzahl und die spezifische
Wirme vom Druck unabhingig (vgl. S.184). Das spezifische Gewicht
ist dem Druck p [at] direkt proportional nach der Gleichung

Yo = 71D

worin y, das spezifische Gewicht bei p [at] und

Y. P ” 9 n 1 [at] ist.

Damit wird
-c 71. n
B7),T = %’*%n yL'pn = <$>T " :BT'pr
so daB die Gl (77c¢) fiir ideale Gase die Gestalt annimmt:
u=22,5-B2-Bd-Bw«BP-BT. (17d)

Fiir B, gilt ohne weiteres dieselbe Abhingigkeit wie fiir B,,.

Die GroBe By endlich ist bei den einzelnen Gasen natiirlich ver-
schieden, bei demselben Gase aber nur mehr eine Funktion der mitt-
leren Temperatur 7', des Gases.

Fiir Luft sind die Werte in nachstehender Zahlentafel zusammen-
gestellt.

Zahlentafel 8a. Abhéngigkeit des Br von T, [*abs.] bei Luft.

T, Br Tn. | Br T, Br T, Br
100 0,307 350 0,150 600 0,108 850 0,089
150 0,242 400 0,137 650 0,104 900 0,087
200 0,204 450 0,128 700 0,099 950 0,084
250 0,181 500 0,120 750 0,095 1000 0,082
300 0,162 550 | 0,113 800 | 0,092 — —
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Es nimmt also bei Luft die Warmeiibergangszahl mit steigender
Temperatur T, ab.

Anmerkung. In dem Taschenbuch ,Die Hiitte“ findet sich ein
Schaubild, welches von NufBielt stammt und in einem System von
vier Kurvenscharen die Wiarmeiibergangszahlen fiir Luft direkt ab-
zulesen gestattet.

Zahlenbeispiel. Durch ein glattes Rohr von 40 mm Durchmesser
stromt PreBluft von 6 at Druck mit einer Geschwindigkeit von
25 m/sek. Die Lufttemperatur ist 20°C und die Wandtemperatur
200° C. Wie groB ist die Wirmeiibergangszahl in 3 m Entfernung
vom Rohranfang?

Es ist: Tp = 293% Ty ==473°; damit T = 383°% Also:
«=225-B, -B; -B, -B, -Br
—22,5.0,95-1,67-12,71-4,11-0,144
keal :l
=208 ok e
Es sind in letzter Zeit mehrere Male Bedenken aufgetaucht hin-
sichtlich der Giiltigkeit der NuBeltschen Gleichung, welche in all-
gemeiner Form lautet:

. d — comst <z>const... (Co.d>consta
Ve 1\d a )

Diese Bedenken stiitzen sich meist auf beobachtete Abweichungen
zwischen gemessenen und errechneten «-Werten. Wenn man von
jenen Fillen absieht, in denen die Abweichungen nicht sehr erheb-
lich sind, oder in denen die gemessene Zahl nicht absolut einwand-
frei ist, so bleibt noch die weitere Erklarungsmoglichkeit, dal die
Gleichung auBlerhalb ihres Giiltigkeitsbereiches verwendet wurde, denn
es ist heute noch nicht moéglich die Grenzen dieses Giiltigkeits-
bereiches zuverldssig festzusetzen.

NubBelt selbst gibt eine untere Grenze fiir die Geschwindigkeit
an; es soll die KenngroBe

%ﬁl ~1000 bei 1at

d
“—’a—>7ooo bei 16 at

sein.

Das Uberschreiten einer oberen Grenze fiir die Geschwindigkeit
ist bei technischen Aufgaben wohl nicht zu befiirchten.

Recht schwierig ist es, die Temperaturgrenze nach oben festzu-
legen. Die NuBeltschen Versuche wurden bei einer Wandtemperatur
von 100° C und bei Gastemperaturen unter 100° C durchgefiibrt.
Ich glaube, man kann ohne Bedenken die Gleichung bei Wand- und
Gastemperaturen bis hinauf zu 500 oder 600° C anwenden. Dariiber
hinaus besteht allerdings die Gefahr, daB sich der Strahlungsaus-
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tausch zwischen Gas und Wand bemerkbar macht. Der Einfluf der
Strahlung wird sich um so frither bemerkbar machen, je weiter das
Rohr ist, je langsamer das Gas strémt und je hoher sein Strahlungs-
vermdgen ist. Darum darf besonders bei Gasgemischen, welche
Wasserdampf und Kohlensiure enthalten, die obere Temperaturgrenze
nicht zu hoch gesetzt werden. Auf tropfbare Fliissigkeiten darf die
Gleichung nach den Versuchen von Stender nicht angewandt werden.

2. Gleichnng fiir iiberhitzten Wasserdampf. Fiir den Wirme-
ibergang von iiberhitztem Wasserdampf an Rohrwandungen konnen
wir die Versuche von Poensgen (s. Lit.-Verz. 25) heranziehen. Diese
Versuche fiihrten zu der Formel

P 1,082 9,892 [ keal j!
H

\
@ =329 oottty * 706 | m?.Grad.h (78)

worin aufler den bekannten Bezeichnungen noch

p den Druck des Dampfes in [at]
tw die Temperatur » » » [°C]
bedeuten.

Gl (78) ist als eine rein empirische Formel zu betrachten, die
mit der theoretischen Gl.(74) in keine Verbindung gebracht werden
kann. [Zahlentafeln siehe Taschenbuch ,Die Hiitte“.]

Die GL (78) gilt natiirlich nur, wenn keine Kondensation eintritt,
also nur solange als die Wandungstemperatur iiberall héher ist als
die Sattigungstemperatur des Dampfes bei dem entsprechenden Druck.

8. Gleichungen fiir Wasser. Hier sind die Versuche von
Soennecken (s. Lit.-Verz. 26) und von Stender (s.Lit.-Verz. 27) an-
zufiithren.

Soennecken untersuchte drei verschiedene Rohre von der gleichen
Lange 192 cm und zwar:

1. ein nahtlos gezogenes Messingrohr  von 17 mm innerem Durchm.

2. » Mannesmann Prézisionsstahlrohr » 17 » ” ”

3. » ” ” n 28 » ” ”
Die Versuche lieferten nachstehende Gleichungen:

fiir das Messingrohr:

w091
a=2120'(1+0,014-tw)'w; . (793:)
fir die beiden Stahlrohre:
0,7
«=135.(1 4 0,014 - t,‘,)_—;"a3 : (79b)

wobei die innere Wandtemperatur ¢w in Celsiusgraden einzusetzen
ist. Der Unterschied zwischen beiden Gleichungen ist keine Folge
der verschiedenen Metalle an sich, sondern eine Folge der verschie-
denen Rauhigkeiten der Rohrinnenwand ; das Messingrohr war glatter
als das Stahlrohr. Mit zunehmender Rauhigkeit nehmen also sowohl
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der Beiwert als auch der Exponent ab. Eine Zahlentabelle iiber die
o-Werte nach der Soenneckenschen Formel fiir das Gebiet
ty=0°C  bis 150°C,
w=05/mfs » 50m/s
findet man in dem Taschenbuch ,Die Hiitte“. Nach den Versuchen
von Soennecken hingt die Wirmeiibergangszahl in hohem Mafe
von der inneren Wandtemperatur ab, wihrend der Einfluf der mitt-
leren Wassertemperatur zu vernachléssigen ist.
Zu gerade dem gegenteiligen Ergebnis kommt Stender. Er fiihrt
zum Zwecke der Rechnung eine Temperatur v ein nach der Gleichung
=091, 0,1%;;
darin ist
t,, die mittlere Temperatur des Wassers im ganzen Rohr in °C,
tw » ” ” der Rohrwand in °C.

Einige Werte dieser Temperatur ¢ gibt die nachstehende Ubersicht.

tm

by |— ,

100 | 200 | 30° | 40° | 509 | 600 | 70° | 80° | 90° | 1000
200 | 11 , 20 1 29 | 38 | 47 | 56 | 65 | 74 | 83 | 92
400} 13 | 22 | 81 | 40 | 49 | 58 | 67 7% | 8 | 94
6001 15 | 24 | 33 42 | 51 | 60 | 69 | 8 | 87 } 96
800 17 | 26 | 85 | 44 | 53 | 62 l 71 } 80 | 89 | 98
1000 | 19 | 28 | 387 } 46 | 55 | 64 | 73 | 8 | 91 | 100

Von dieser HilfsgroBe 7, welche fast allein durch die mittlere
Wassertemperatur bestimmt wird, und auf welche die Robrwand-
temperatur nahezu keinen Einflu hat, hingt nach Stender die
Wiarmeiibergangszahl ab. Er fand an glatten Stahl- und Messing-
rohren von 17 und 28 mm Durchmesser folgende Gleichung:

o = 2830-(1 + 0,0215-7z — 0,00007 -7 ?). @ 6910001157 (80)
Die Abhingigkeit vom Rohrdurchmesser war zu unbedeutend, als
daf sie sich einwandfrei hitte feststellen lassen.

Zahlentafel 8b.
Wiarmeiibergangszahlen fiir Wasser an Rohrwandungen.
(Nach Stender.)

. 1
z[°0]) | ,‘*,,Tw [m/,seﬁlﬁikﬁ,,w S L
0,1 02 | 05 | 10 2,0 5,0
20 516 953 2150 | 3970 7840 16550
30 597 1095 2450 4480 8250 18400
40 677 1230 2720 4940 9000 19700
50 753 1360 2930 5370 9720 | 21200
60 832 1490 3230 5775 10300 22300
70 905 1610 3450 6120 10900 23200
80 978 1725 3660 6430 11300 24000
90 1045 1830 3850 6710 11730 24 600
100 1110 1930 4000 6930 12070 | 24950
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b)Strémung im geraden Rohr. Querschnitt nicht kreisférmig.

Erfolgt die Stromung nicht durch ein Rohr von kreisférmigem
Querschnitt, sondern durch eine Leitung von beliebigem Querschnitt,
so 1aBt sich folgender Satz anwenden:

Die Wirmeiibergangszahl fiir einen beliebigen Querschnitt ist
gleich der Wirmeiibergangszahl in einem Vergleichsrohr mit kreis-
formigem Querschnitt, wenn wir dessen Durchmesser zu

4-F

d,, =T (81&)

annehmen.

Hierbei ist F die Fliche des durchflossenen Querschnittes (in m?)
und 8 derjenige Teil des Umfanges (in m), durch welchen der Wirme-
austausch stattfindet. Dies gibt:

1. Fir den Ringquerschnitt mit den Durchmessern D und d
bei Warmeaustausch nach auBen und innen:

D? 42

d7:—ﬂ7=D—d, (Slb)
bei Wirmeaustausch nach auflen allein:
o= (810)
bei Warmeaustausch nach innen allein:
D2 g2
d, = d . (81d)

2. Fir den rechteckigen Querschnitt mit den Seiten a und b;
bei Wirmeaustausch durch alle vier Seiten:

4-a-b 2ab

d"=2-(a—]—b)=a+b’ (8te) ”E—__]

bei Wirmeaustausch durch nur zwei Seiten a:

4-g-
=220 oy, (811)
2a
bei Warmeaustausch durch nur eine Seite a:
4.a-b
dv=—%=4b. (81¢g)

Die iibrigen Seiten des Rechteckes gelten hier- Wétrmi}i)ill;.eféi;,ng in

bei als vollkommen wirmeundurchléssig, wie dasin Leitungen mit recht-
den Abb. 31 durch Schraffur angedeutet ist. Die eckigem Querschnitt.
Gl (81) gilt unter der Annahme, dafl diese Flichen

wegen ihrer Isolierung an dem Wéarmeaustausch nicht teilnehmen.
Das ist nur bei tropfbaren Fliissigkeiten wirklich der Fall. Bei Gasen,
vor allem bei hohen Temperaturen, erhalten diese Flichen von den
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eigentlichen Heizflichen Warme zugestrahlt, erwérmen sich dadurch
selbst iiber Gastemperatur und wirken so als Hilfsheizflichen.

Die Gl. (81a) wurde von NuBelt auf rein theoretischem Wege
aufgestellt. Ihre experimentelle Bestétigung ist vorerst nur fiir ring-
formigen Querschnitt durch die Versuche von Jordan gegeben.

¢) Stromung um einen Zylinder.

Wenn ein Zylinder von einer Stromung senkrecht getroffen wird,
so bildet sich ein Stromungsfeld gemal Abb. 28 aus. Da an ver-
schiedenen Stellen des Umfangs ein verschiedener Stromungszustand
herrscht, so sind auch die Warmeiibergangsverhéltnisse lings des Um-
fanges verinderlich. Es gibt recht viele technische Aufgaben, bei
denen es wichtig wire, diese Verédnderlichkeit genau zu kennen —
so z. B. um die Stellen groBter Kithlwirkung zu finden. Allein diese
GesetzmiBigkeit ist uns heute noch nicht bekannt und wir miissen
mit einem konstanten Werte « lings des Umfanges rechnen.

Aus den Versuchen von Hughes hat NuBelt (s. Lit.-Verz. 17) eine
Gleichung aufgestellt, welche mit der theoretisch gefundenen Gl. (74)
in Ubereinstimmung ist.

Zahlentafel 9.

Wiarmeiibergangszahlen fiir verschiedene Zylinderdurchmesser
und Windgeschwindigkeiten. Temperatur d. Zylinderoberfliche 100° C,
Temp. d. Luft 20° C, Druck d. Luft 760 mm Q.S.

d in o in Meter/Sekunde
Meter ™1 1"9" 73 [T 4 | 5 | 10 15] 2| 2 | 50 | 100
0,005 | 615 ' 70,0 | 76,8 | 83,8 | 90,3 | 122,21150,71 177,2] 199,0| 318,7| 500,0

0,010 | 34,6 | 41,9 | 484 | 54,9 | 61,1 | 8841157 | 136,8 | 1569 | 220,7 | 405,0
0,016 | 24,5 | 81,3 | 37,8 | 432 | 49.1 | 74,3 | 95,7|113,3|133.6|218,3 | 352,0
0,020 | 20,9 | 27,4 | 335 | 39,0 | 44,3 | 67.9| 92,1|106,6 12502024 | 328,3
0,026 | 17,9 | 24,5 | 29,6 | 34,9 | 39,8 | 63,1| 81,2| 98,6 |1152]186,8|302,2
0,033 | 154 | 21,3 | 26,7 | 31,7 | 36,5 | 57,1| 753| 91,8|107,2|174,0 | 2817
0,042 | 134 | 19,1 | 24,2 | 288 | 334 | 52,6| 69,6| 84,9 99,8|161,4|263,9
0,048 | 12,5 | 18,0 | 23,2 | 27,6 | 31,8 | 50,9| 67,3 | 815| 95.7 | 154,5 | 255.2
0,052 | 11,9 | 174 | 22,5 | 26,8 | 31,0 | 49,9 65,0 | 789 | 93.3|150,6 | 247.0
0,059 | 11,2 | 16,6 | 21,5 25,6 | 29,7 | 47.5| 63.0| 76,8| 89.6|146,7|240.0
0,076 | 9,9 1150 | 19,5 | 24,5 | 27,3 | 43,8| 58,1| 71,1| 83.2|141.2|222.0
0,083 | 96| 144 | 188 ; 22,8 | 26,5 | 4255| 56,7| 69.3| 81.5|132.:8|217.0
0,089 | 93| 14,1 | 184 | 222|259 | 41,9 555 682 79.4|129,6|214,1
0,095 | 91138 | 179 | 21,8 | 252 | 40,9| 545| 665 | 78.1|127.7|207.2
0,102 | 88 | 135 | 17,56 | 21,3 | 248 | 40,2| 53,3| 655 | 76,1|124,7 | 2043
0,008 | 86 | 1321 17.2 | 209 | 24.3 | 39.5| 52.3| 63.9| 75012312018
0,114 | 84 | 12,9 | 16,9 | 20,6 | 24,1 | 88,7 51,7 63,0 73.8(120.8|198.1
0,21 | 8,2 | 12,6 | 16,5 | 20,0 | 23,6 | 38,0| 50,9| 61,9| 72,4|118.8|194.6
0,127 | 80 | 12,5 | 163 | 19,6 | 28,1 | 87,4 50,1| 61,4 72,0|118,2!193,0
0,140 | 7,71 12,0 | 159 | 192 | 225 | 364 | 48.7| 59.8| 70.1|114.4  188.6
0,152 | 75| 11,7 | 155 | 18,8 | 21,9 | 855| 47,.2| 58.0| 68.2|110,7]|182,9
0,165 | 7.2 | 114 | 15,1 | 184 | 21,4 | 34,6 46,2| 56.8| 66,3 |108.4|180.6
0,178 | 7,0 | 11,2 | 14,7 | 17.9 | 20,9 | 33.9| 452| 55.6| 65210721747
0,208 | 68 | 10,7 | 14,1 | 17,2 | 20,1 | 82,6| 44,1| 53,3| 62.61103,2|168.7
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Wihrend aber bei der Strémung im geraden Rohr sich die Kenn-
groBe (e-d):4 von der KenngroBe Re als fast unabhingig erwies,
zeigte sie sich hier als unabhingig von der KenngroBle Pe. Unter
Vernachlissigung des Einflusses der Rauhigkeit gilt die Gleichung:

d d-
ety (ﬂ.@)
A Iz

und zwar ergab sich aus den Versuchen von Hughes fiir Luft:

vd-o \0T716
o= 0,0670.%1- (1273 AL ﬁ’ﬁ) ) (82)
Dabei sind die Stoffwerte 4
= 1(tp® + ty°) einzusetzen.

In der vorstehenden Zahlentafel 9, welche der Nufieltschen
Arbeit entnommen ist, sind Werte von ¢ fiir verschiedene Werte
von d und o zusammengestellt.

Von gréBerem technischen Interesse als die Strémung gegen ein
einzelnes Rohr ist die Stromung gegen ein Rohrbiindel. Allein dieser
Fall ist noch viel zu wenig erforscht, als dafl er hier besprochen
werden konnte. Es sei nur erwidhnt, daB nach den Versuchen von
Thoma (s. Lit.-Verz. 9) der Wiarmedurchgang durch Rohrenbiindel sich
um etwa 20°/, erhoht, wenn die Rohre nicht alle hintereinander stehen,
sondern die aufeinanderfolgenden Rohrreihen um je eine halbe Tei-
lung versetzt sind.

m

s 0, und u bei der Temperatur ¢,°C

d) Strémung lings einer ebenen Wand.

Jiirgens (s. Lit.-Verz. 29) untersuchte den Wirmeiibergang von
einer senkrechten, geheizten Kupferplatte an einen wagrecht daran
vorbeistreichenden Luftstrom.

Die GroBe der Platte war bei allen Versuchen gleich, nimlich
0,5 >< 0,5 m, so daBl also der EinfluB der PlattenausmalBe nicht fest-
gestellt wurde.

Die Oberflichenbeschaffenheit wurde verandert, indem einmal
die gewohnliche Platte, ein zweites Mal die polierte Platte und ein
drittes Mal die aufgerauhte Platte untersucht wurde. Die Temperatur
der Platte (= 50°C), die Temperatur der Luft (= 20° C) und der
Druck der Luft (= 1at) waren bei allen Versuchen gleich.

Besondere Beachtung wurde dem Einflul der Stromungsgeschwin-
digkeit geschenkt. War diese grol — etwa 5 m/sek und dariiber —,
so trat gegeniiber dieser aufgezwungenen Stromung die freie Stré-
mung der erwirmten Luft ganz zuriick. Mit allméhlich abnehmender
Geschwindigkeit trat jedoch der Auftrieb immer mehr in die Er-
scheinung, bis zuletzt bei stillstehendem Geblidse der Wirmeiibergang
an sogenannte ruhende Luft untersucht wurde.

Es ist Jirgens zwar gelungen, den ganzen Geschwindigkeits-
bereich in einer Formel zu umfassen. Da diese aber fiir praktische
Zwecke zu unbequem gewesen wire, hat er fiir niedere und hohe
Geschwindigkeiten getrennte Formeln aufgestellt. Das formelméaBige -
Ergebnis der Jiirgensschen Arbeit lautet : Fiir eine senkrechte Kupfer-
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platte und wagrecht stromende Luft, fiir einen Druck von 1at und
fiir die Temperaturen @p = 20°C und @y = 50°C gelten fiir die
Wirmeiibergangszahlen die Gleichungen:

w < 5 mfsek w > 5 m/sek
bei polierter Fliche: «=4,8-134w; «=6,12.0%% (83)
bei gewalzter » «=50-}+34w; o=8614-0%8 (84)
bei gerauhter » ¢=>53136w; «=8647-w®8 (85)

Die Wirme, welche von der Platte durch Leitung und Konvektion
an die vorbeistreichende Luft abgegeben wird, berechnet sich mit
diesen Werten « nach der bekannten Gleichung: @ =« (O — Op)- F-t.
AuBerdem gibt aber die Platte auch noch Wiarme durch Strahlung
ab, welche fast ohne Verlust durch die Luft hindurchdringt und erst
von den Winden des Raumes aufgefangen wird. Uber die Berech-
nung dieser ausgestrahlten Wérme wird im III. Hauptteil des Buches
gesprochen.

e) Freie Abkiihlung eines wagrechten Zylinders in Luft.

Wenn wir von der gesamten Warmeabgabe eines Zylinders die
Wiarmeabgabe durch Strahlung abziehen, so gilt fiir die verbleibende
Abkiithlung durch Leitung und Konvektion die Gl. (75) in der Form

d d®y? (T — TR)>

o= (B Cr =T e, (56)
wobei mit Gr die KenngroBe bezeichnet ist. Auch diese Gleichung
stammt von NuBelt. Sie wiirde streng genommen nur fiir kleine
Temperaturdifferenzen gelten, ist aber mit geniigender Genauigkeit
auch fiir groBere Temperaturunterschiede brauchbar, wenn wir fiir
die Temperatur 7 und die Stoffwerte folgende Mittelwerte wihlen:

m

v

Tw
1 1 de_lnTW/TR_
T~ Tw— Tg o T Tw—Tgx’
Tw .
Tr T
m=Tr- RT —=TR-f<*TE>,
In-7”
Tr
T
! fv; ar; ' (87
mT TW . TR e m 4
)
U, — —— u'dT;
i m TW_TR TRI
TW TW
1 f iT — 273 J‘dT_ 273
Im T, Ty _7°TW_TRTRT_”° T,

Tp
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Aus den Versuchen von
Kennely, Wright und Bylevelt an diinnen Drihten

Langmuir ” ” ”
Bylevelt ” ” ”
Wamsler » Rohren von 2 bis 9em ¢

berechnete NufBielt, daB die Funktion ¥ den in Abb. 32 darge-

stellten Verlauf hat.
L Al
T 7

10 )
Y o Wersipch von Nenmely, Wright. \Bylevelt Wr/
+ o] Lol R4
o v v Bylevel /1
o o Womslér /Y
» 7z
/
- //
b
0 e y
# 4o
- oy
- E%O'Qo il S
— g

-5 4 =3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +¥4 5 +6 +7
Abb. 32. Kennfunktion bei einem wagrechten Zylinder und freier Stromung:
&y (Tw—Tk)
g'/"e‘Tm ’

Ordinaten: log (a%) .

Abszissen: log

Da die Berechnung der Kenngréfle Gr eine sehr umstindliche
Arbeit ist, so ist fiir die wichtigsten Werte der Raumtemperatur
nimlich tp = 0°C, 20°C und 40°C eine Tabelle ausgerechnet. Diese
Zahlentafel 10 ist fur einen Zylinderdurchmesser d = 0,01 m und fiir
einen Barometerstand b = 760 mm berechnet. Die so errechnete
KenngroBe sei mit Gryonsune bezeichnet.

Betrigt der Barometerstand nicht 760 mm sondern b mm und
ist der Durchmesser des Zylinders nicht 0,01 [m] sondern ¢ [m], so
ist der tatséichliche Wert der Kenngrofle

b 2 d 3
G’==<§66> '<Q01) "G Ton - (88)

Fiir den ersten Faktor sind die Werte fiir b= 760 bis b = 700 mm
in nachstehender Tabelle zusammengestellt.

b 760 750 740 730 ' 720 710 700

(b]760)2 1,00 | 098 | 095 | 092 | 09 | 087 | 085

1
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Zahlentafel 10.
KerngréBe Gryoy, abhiéngig von ¢y und ¢z bei d =0,01m und b =760 mm.

: tp=0°C tr=+20°C tp=+40°C
v tm Grvorl. tm G'rvorl . tm C"v'rvm-l .
— 200 -121 | —700000 —115 | — 637000 —108 | — 566000
— 150 - 85 | —189000 — 77 | —176000 — 69 | —161000
- 100 — 53 | — 59700 — 45 | — 60500 — 387 | — 59600
— 50 — 26 | — 16900 — 16 |~ 20200 — 8 | — 22300
F 0 0 0| +10 |~ 3700 | + 19 |— 6400
+ 50 + 24 -+ 7300 + 35 |+ 3800 + 45 |+ 1200
100 48 10400 58 7200 70 4500
150 70 11500 82 8600 93 6300
200 92 11600 104 9100 114 7200
250 112 11600 125 9200 137 7300
300 131 11100 144 9000 158 7200
350 152 10500 165 8500 178 7100
400 170 9900 185 8100 198 6800
450 190 9300 203 7700 217 6500
500 208 8600 221 7400 236 6100
550 227 8000 240 6900 255 5900
600 244 7600 258 6500 272 5600
650 261 7100 275 6200 291 5300
700 278 6700 292 5800 308 5000
750 295 6300 309 5500 327 4700

Zahlenbeispiel. In einem Raum von 20° C ist ein heiBes Rohr
von 200°C Oberflichentemperatur wagrecht gelagert. Der Durch-
messer des Rohres ist 3,3 em und der Luftdruck betrigt 715 mm. —
Wie groB ist die Warmeiibergangszahl (ohne Strahlung)?

Fiir @5 — 20°C und Oy = 200° C entnehmen wir aus der Zahlen-
tafel 10 den Wert Gryon = 9100 und berechnen dann mit Gl. (88)
den Wert

(715 0,033)3 B
Gr = (W) : <o,01o -9100 = 0,89-35,9-9100 = 290000.
Aus der Abb. 32 entnehmen wir, dal zur KenngroBe Gr = 290000

der Wert «- ,{i = 10,59 gehort.

Aus Zahlentafel 10 entnehmen wir 6, = 104°C und damit aus
Zahlentafel 35 den Wert 1 . = 0,0265.

Zum Schlusse erhalten wir
. 0,0265

o =
0,033

keal
110,59 = 8,50 [ma} :

f) Fir kondensierende Déampfe.

Der Wirmeiibergang bei kondensierenden Dimpfen und ver-
dampfenden Fliissigkeiten unterscheidet sich vom Wirmeiibergang
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ohne Aggregatzustandsinderung durch das Auftreten der groBen
latenten Wiarmemengen und er ist ein so vollstindig anders gearteter
Vorgang, daB vom streng wissenschaftlichen Standpunkte aus fiir
seine Besprechung ein besonderer Hauptabschnitt eingeschaltet werden
miifite. Aus ZweckmiBigkeitsgrinden will ich jedoch davon absehen
und den Wirmeiibergang mit Aggregatzustandsinderung hier ein-
schalten.

Zur Besprechung des Wéirmeiiberganges bei kondensierenden
Dampfen kénnen wir uns abermals auf eine theoretische Arbeit von
NuBelt (s. Lit.-Verz. 18) stiitzen. Der Grundgedanke dieser Arbeit
ist folgender:

Wiahrend beim langsamen Niederschlagen von Wasser aus feuchter
Luft etwa an kalten Fensterscheiben sich das Wasser in Tropfen-
form ansetzt und als Schlieren abwirts flieBt, muB sich bei der
raschen Kondensation von luftarmem Dampf bei groBen Temperatur-
unterschieden zwischen Dampf und Wand eine geschlossene Fliissig-
keitshaut bilden, welche unter dem EinfluB der Schwere abwirts
flieBt, wobei durch Aufnahme weiterer Niederschlige ihre Dicke stetig
wichst.

Die Temperatur der Wasserhaut ist auf der einen Seite gleich
der Temperatur @y der Wand, auf der anderen Seite gleich der
Séttigungstemperatur @ des Dampfes. Ist y, die Dicke der Haut,
so laBt sich der Warmetransport durch die Haut nach der Gl (a)
berechnen.

:,1.@1’ — Ow,

Q F-t. (a)
o
Aus dem Begriff der Wirmeiibergangszahl folgt Gl. (b):
Q=0u-(Op—Op)-F-t. (b)
Durch Gleichsetzen von (a) und (b) ergibt sich Gl (c):
o=1y,. (c)

Da 1 aus Tabellen entnommen werden kann, braucht man nur
noch y, zu kennen, um mit Hilfe dieser Gl. (c) den Wert « berech-
nen zu konnen.

Aus den thermischen und hydrodynamischen Bedingungen, welchen
die Bildung der Wasserhaut unterworfen ist, konnte NuBelt fiir
eine senkrechte, ebene Wand und fir ein wagrechtes Rohr die
Dicke y, der Wasserhaut berechnen.

1. Fir eine senkrechte Wand: Es ist

4
= 1,414 -1 |/%@*‘Z). _ (89)
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Hierin bedeutet auBer den bekannten GrofSien

x den Abstand der MeBstelle vom oberen Rand der Wand in [m],
r die Verdampfungswérme . . . . . . . .. . . . .in [l%c;—l]
A einen zusammengesetzten Stoffwert des Kondensates, der sich aus
einfachen Stoffwerten nach der Gl (d) aufbaut
Lp2.78 4
4" i) @
Aus GL (c) und Gl. (89) berechnet sich nun die Warmeiibergangs-

zahl zu: —_
o —0707-]/——4“
e 7 z-(Op —Ow)”

Diese Wirmeiibergangszahl «_ gilt nur innerhalb eines Streifens
von der Hohe dx im Abstand  vom oberen Rand der Wand.

Dehnt man die Betrachtung iiber die ganze Wand von der Breite
B und der Hohe H aus, so fiihrt die Integration zu den beiden
Gleichungen:

Die mittlere Warmelibergangszahl «, fir die ganze Wand ist:

4

Die Wirmemenge, welche in der Zeiteinheit vom Dampf an die
Wand iibergeht, ist:

o4
th 0,943'B'H' (@D i @W)' ‘/H.—(@m

—0,943.B-VE? Oy — Op)-4. (91)

Die Gln. (89), (90) und (91) lassen sich unverindert auch fiir
senkrechte Rohre von der Hoéhe H verwenden, denn da bei den
Abmessungen der technisch verwendeten Rohre der Durchmesser un-
vergleichlich grofer ist als die Dicke der Wasserhaut, so spielt die
Kriimmung der Rohroberfliche keine Rolle und es ist Dicke und
Bewegungszustand der Wasserhaut an senkrechten, ebenen Winden
und senkrechten Rohren gleich.

2. Fiir wagrechte Rohre. Die Wirmeiibergangszahl fiir ein wag-
rechtes Rohr vom Durchmesser d ist nach NuBelt

s 4
«=0724)-—= . 92
Vd.(@D — O (92)

Die Wirmemenge, welche in der Zeiteinheit an ein Rohr vom
Durchmesser ¢ und der Linge L iibergeht, ist

Q=024 4 105 — Om)- | o o

4
—2,27-L-Vd® (@, — Op) 4. (93)
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3. Besprechung des Ergebnisses. Die Gleichungen fiir die Warme-
iibergangszahl bei senkrechten Winden und wagrechten Rohren sind
so gleich gebaut, daBl es geniigt, wenn wir eine der beiden Glei-
chungen, z.B. diejenige fiir das Rohr, besprechen. Wir schreiben
Gl (92) in der Form

1 1 4—
«=0,724 - —-y—— VA.
Vi Vo, — 0y

Die Wirmeiibergangszahl nimmt also mit zunehmendem Durch-
messer ab, aber da nur die vierte Wurzel von d in Rechnung tritt,
so ist die Abhéngigkeit vom Durchmesser nur eine #ullerst geringe,
wie die nachstehende Zahlentafel zeigt.

Zahlentafel 11.
Werte der Potenz d~ /e

4,— 4 — 4

d | dm] | 1Vd d | dm]| 1/Vd d | dm]| 1/Va
lmm | 0001 | 562 | 1em| 001 | 316 |[1dm| o1 | 1,78
2mm | 0,002 | 478 | 2em | 002 | 266 | 2dm | 02 | 150
S5mm | 0005 37 | 5cm| 005 | 215 | 5dm | 05 | 119

In ganz derselben Weise héngt die Wiarmeiibergangszahl auch
von dem Temperaturunterschied (@p — @) ab. Steigt der Tempe-
raturunterschied von 1° auf 20° so wichst die vierte Wurzel
nur von 1,0 auf 2,1.

Die einzelnen Stoffwerte r, y, 1 und u des Kondensates hingen
nur von der Temperatur der Flissigkeitshaut ab, so da auch 4
ein durch die Temperatur bedingter, reiner Stoffwert ist. Da aber
bei gesittigten Dampfen die Temperatur eindeutig mit dem Druck
zusammenhéngt, so ist mit der Temperaturabhingigkeit zugleich eine
Druckabhingigkeit des Wertes 4 verbunden. Zah'entafel 12 gilt fiir
Wasserdampf und enthélt die Zahlenwerte der vierten Wurzel aus 4.

Zahlentafel 12.

Zur Berechnung der Wéarmeiibergangszahl
bei kondensierendem Wasserdampf.

l | « fiir

4 —
pat t°C V4 d=0,05m 0
05 Op=10

0,02 178 | 7010 6140
0,05 323 | 7660 6710
0,10 456 | 8100 7090
0,20 598 | 8570 7500
0,50 80,9 | 8100 7960
1,00 991 | 9510 8350
2,00 | 119.6 | 9860 | . 8620
3,00 | 1328 | 10080 8840
4,00 | 1428 | 10250 9000
500 | 151,0 | 10350 9080
6,00 | 1579 | 10430 9150
7,00 | 1640 | 10500 9210

Grober, Wirmeiibertragung. 7
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Die letzte Spalte gibt auBerdem die Wirmeiibergangszahl fiir ein
wagrechtes Rohr von 5 cm Durchmesser bei @y — @ = 109, be-
rechnet aus der Geichung
1 4 4,
o= 0,724-2,15-1’7—78 VA= 0,876-VA.
Fiir die Dampfe anderer Fliissigkeiten hat natiirlich 4 einen
anderen Zahlenwert. Bei 1[at] ist z. B.

4— | keal N
fiir Wasser: VA = 9540 _m%;d_m /‘.grad’/*];
fiir Alkohol: VA = 2300 _D_k‘&_mm,gradv.];
[m?.h.grad
1 [ 1 l 1 1
fiir Benzol: VA = 1790 -52%@4'111 s grad /{l )

Aus der bisherigen Darstellung des Warmeiiberganges bei kon-
densierenden Dampfen konnte man folgern, daB die Berechnung der
Wirmeiibergangszahl eine durchaus einfache und so zwangliufige
Sache sei, dafl sie keinerlei personliche Erfahrung verlange. Dies
ist aber leider nicht der Fall, denn wir haben bisher mehrere recht
einflufreiche, aber zahlenm&Big schwer zu erfassende Umstdnde
nicht beachtet.

1. Wir haben den Temperaturunterschied (6p — @y) als bekannt
vorausgesetzt. In Wirklichkeit mufl die Temperatur @y erst aus den
wiarmeleitenden Eigenschaften der Wand und den thermischen Vor-
géngen auf der anderen Seite der Wand berechnet werden.

2. Die ganzen Gleichungen gelten fiir Dampf mit geringer Stro-
mungsgeschwindigkeit (kleiner als 1 m/sek). Ist die Geschwindigkeit
grofler, so beeinflut der strémende Dampf die Bewegung und damit
die Dicke der Fliissigkeitshaut weitgehendst. Von dieser hingt wieder
die Wirmeiibergangszahl ab.

In der NuBeltschen Arbeit ist fiir den Fall einer senkrechten
ebenen Wand die Verinderung der Warmeiibergangszahl mit abwirts
und mit aufwérts stromendem Dampf berechnet. Es zeigte sich, dafl
die Wiarmeiibergangszahl bei Kondensation im Vakuum nur wenig
von der Strémungsgeschwindigkeit beeinfluBt wird, daB aber bei
h6herem Druck der Wert o durch die Strémung auf ein Mehrfaches
des Wertes fiir ruhenden Dampf gesteigert werden kann.

3. Die GIn. (92) und (93) gelten nur fiir ein einzelnes, wagrechtes
Rohr, oder fiir die oberste Reihe eines Rohrbiindels. In den tiefer-
liegenden Rohrreihen wird die Wasserhaut nicht nur von dem Kon-
densat auf dem betrachteten Rohr gebildet, sondern auch noch von
dem Kondensat, das von den oberen Rohrreihen herabtropft. Des-
halb ist die Warmeiibergangszahl bei der zweiten Rohrreihe nur
689/, derjenigen in der ersten Rohrreihen. Fiir die noch tieferen
Rohrreihe wird der Teilbetrag noch kleiner.
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4. Die Ableitung gilt nur fiir vollstindig luftfreien Dampf. Ent-
hélt der Dampf auch Luft — und das ist beim Dampf, wie ihn die
Technik verwendet, stets der Fall — so wird dadurch der ganze
Vorgang weitgehend beeinflufit. Es wird wieder an den Kondensations-
. flichen aus dem Dampf-Luft-Gemisch der Dampf ausfallen und die
schon besprochene Fliissigkeitshaut bilden. Uber diese legt sich jetzt
eine dampffreie oder doch dampfarme Luftschicht, welche wie ein
Isoliermantel wirkt. Durch diese Luftschicht muBl nun erst der Dampf
hindurchdiffundieren oder es mull durch eine lebhafte Stromung des
Dampfes diese Luftschicht immer wieder zerstort werden.

Die Wiarmeiibergangszahlen fiir lufthaltigen Dampf werden also
bedeutend kleiner sein als fiir luftfreien Dampf. Eine Gesetzm#Big-
keit ist hierfiir nicht bekannt.

Wenn somit auch die NuBeltsche Theorie keineswegs alle Um-
sténde zahlenmiBig zu erfassen vermag, so ist sie doch in zweifacher
Hinsicht iiberaus wertvoll: erstens verschafit sie uns eine einwand-
freie Vorstellung davon, wie sich der Vorgang der Kondensation
abspielt und welche Umstéinde von Bedeutung sind, und zweitens
gibt sie uns fiir einige vereinfachte Fille auch Zahlengesetze, die
zudem experimentell bestatigt sind.

Welch grofiler Gewinn darin liegt, werden wir erst im nichsten
Absatz verstehen, wo wir diese Fithrung durch eine einwandfreie
Theorie entbehren miissen.

Zusatz: Uber die Kondensation des HeiBdampfes.

Bekanntlich sind die Wérmeiibergangszahlen von iiberhitztem
Dampf etwa 10 mal bis 1000 mal kleiner als von Sattdampf. Dieses
Verhiltnis gilt aber nur solange, als bei iberhitztem Dampf die
Wandtemperatur hoher ist als die Sattigungstemperatur des be-
treffenden Druckes, das heiBt, solange als keine Kondensation ein-
tritt.

Uber die Kondensation des HeiBdampfes ist eine theoretische
Arbeit von Stender erschienen (siehe Lit.-Verz. 28). In dieser Arbeit
vertritt Stender die Ansicht, daB unter gleichen Verhiltnissen —
das ist gleichem Dampfdruck auf der einen Seite der Konden-
sationsfliche und gleicher Kiihlmitteltemperatur auf der anderen
Seite — die kondensierte Dampfmenge und damit die hindurch-
gehende Warmemenge bei Heilldampf sogar etwas gréBer ist als bei
Sattdampf. Diese Stendersche Ansicht wird mehrfach bestritten
vor allem unter Hinweis auf die Erfahrung, und die so entstandene
Streitfrage liegt zurzeit dem wissenschaftlichen Beirat des V.d.I. zur
AuBerung vor?).

g) Fir verdampfende Fliissigkeit.

Wenn eine Fliissigkeit siedet, so kann man im allgemeinen mit
einer in der ganzen Masse einheitlichen Temperatur rechnen, nim-
lich der dem Druck entsprechenden Siedetemperatur. Sie sei mit On

1) Vgl Z.V.d. 1. 17. X. 1925, S. 1339.
7*
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bezeichnet. Die Temperatur @y der Heizfliche muf dann immer
etwas hoher liegen und der Wert (@ — @) ist der das Sieden
unterhaltende Temperaturunterschied.

Uber den Siedevorgang selbst konnen wir uns etwa folgende
Vorstellung machen: Die Flissigkeit muBl von der Heizfliche durch
eine diinne Dampfschicht getrennt sein, denn kime die Fliissig-
keit mit der Wand in Beriihrung, so miifite sie deren Tempe-
ratur annehmen, also iiber ihren Siedepunkt erwirmt werden;
dies ist aber sehr unwahrscheinlich, da zu einem Siedeverzug
keine Veranlassung besteht. In dieser Dampfschicht stellt sich
ein sogenanntes bewegliches Gleichgewicht ein. Einerseits will
ihre Dicke infolge Neuverdampfung sténdig wachsen, anderseits
mubBl sie aber wieder abnehmen, weil sich fortdauernd Dampfblasen
aus ihr abldsen und der Schwere entgegen nach oben steigen. Auller
diesen beiden Ursachen wirkt aber noch eine dritte Ursache auf die
Dicke der Dampfschicht ein und das ist der Bewegungszustand der
wallenden, siedenden Fliissigkeit.

Aus alledem 148t sich folgern, daB die Intensitit des Wirme-
austausches und damit auch die Warmeiibergangszahl von der Form
und den Abmessungen der Heizflichen, von dem Temperaturunter-
schied (O — @p) und von verschiedenen Stoffwerten, wie z. B. Ver-
dampfungswirme, Zihigkeit usw. abhingt. Von grofem Einflufl ist
der Bewegungszustand der Fliissigkeit, und dieser kann kiinstlich er-
hoht werden, entweder durch ein besonderes Riihrwerk, wie bei
manchen Apparaten der chemischen und der Nahrungsmittelindustrie,
oder durch geschickte Anordnung der Heizflichen und Wasserwege,
wie bei den Dampfkesseln mit erhchtem Wasserumlauf.

Wir besitzen heute weder eine einwandfreie Theorie, welche es
gestatten wiirde alle diese Umstdnde rechnerisch zu erfassen, noch
liegt geniigend geordnetes und zuverldssiges Versuchsmaterial vor,
um allgemeingiiltige Hinweise fiir die Wahl der Wirmeiibergangszahl
geben zu konnen. Nur auf Grund persénlicher Erfahrung ist es
moglich, mit groBerer Sicherheit den richtigen Zahlenwert zu wahlen.
Im allgemeinen kann man fir siedendes Wasser « = 2000 bis 6000
setzen.

C. Rechnerische Verwertung der
Wiirmeiibergangszahlen.

I. Aligemeines.

Die Grundgleichung des Wirmeiiberganges darf in der einfachen
Form

nur dann angewandt werden, wenn sich die Wirmelibergangszahl
und die beiden Temperaturen weder mit der Zeit noch ldngs der
Fliche #ndern.
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Andert sich auch nur eine der GroBen mit der Zeit, so ist
die nachstehende Form zu wéahlen
Mit solch zeitlich veréinderlichen Vorgingen wollen wir uns in folgendem
nicht weiter befassen; einige einfache Fille, bei denen nur @y sich
dndert, haben wir im I. Hauptteil schon besprochen.

Andert sich im anderen Falle auch nur eine der drei GroBen
lings der Fliche F, so ist statt Gl (94) zu schreiben
oder

' dQ,=ca-(Op — Ow)-dF; (96b)

hierbei ist unter @, die in der Stunde iibergehende Wirmemenge zu
verstehen.

Die wichtigste Aufgabe aus diesem Gebiete ist der Wirmeiiber-
gang im geraden Rohr bei Beharrungszustand.

II. Der Wirmeiibergang im Rohr.

»In die Wandung eines groBlen Behilters ist ein gerades Rohr
eingelassen, durch welches in der Zeiteinheit & kg Fliissigkeit oder
Gas ausstromen. Der Durchmesser des Rohres ist d, seine Linge L.
Die Anfangstemperatur 7', soll im ganzen Eintrittsquerschnitt konstant
sein, ferner sei die Wandtemperatur 7% ldngs des ganzen Rohres
konstant. Die Stofiwerte der Fliissigkeit 4, ¢,, y und u sind be-
kannt.

Es sind nachste-
hende drei Fragen zu
beantworten: 7z

1. Wie gro8 ist die
Wirmeiibergangszahl 7
in verschiedenen Ent- g, z
fernungen z vom Rohr- -
anfang? 6,

2. Wie &ndert sich } P
die mittlere Fliissig- Tw ¢

keitstemperatur T’

langs des Rohres?

3. Wie grof} ist die <zl
Wirmemenge @, wel- <
che auf der Rohr-

strecke z =0 bis z=z \
in der Zeiteinheit von Qa\t
der Fliissigkeit abge- = — == == =
geben oder aufgenom- /ﬁ ! T a
men wird?“

(Vgl. Abb. 33.) Abb. 33. Abkiihlung der Fliissigkeit lings des Rohres.

>N
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Wahl des Temperaturnullpunktes.

Es vereinfacht die Schreibweise aller Rechnungen, wenn wir die
zeitlich und o6rtlich konstante Wandtemperatur 7' gleich null setzen
und alle anderen Temperaturen als Ubertemperaturen @ rechnen.
Dann wird:

Ow =0,

@azTa_ TW @z Tz_ Tw
@z':Tz_TW } 9a=Ta_T:/,
6, =T — Ty.

Die Stromungsgeschwindigkeit.
Die Stromungsgeschwindigkeit errechnet sich aus der Gleichung

G:M.w.;r
4
oder
2
G=%-3600.w.y=900n'd2-w-7-

Aus dieser Gleichung 1aB8t sich noch eine Beziehung ablesen, die
in manchen Fallen von Wert ist:

Da sich langs des Rohres Temperatur und Druck #ndern, so
wird sich vor allem bei Gasen auch die Dichte y lings des Rohres
dndern. Weil aber G und d fiir alle Querschnitte konstant sind, so
miissen sich zufolge obiger Gleichung w und y immer so #ndern,
daf ihr Produkt (w-y) konstant bleibt.

Frage 1: Warmeiibergangszahl
Die Frage nach der GroBe der Wirmeiibergangszahl ist bereits

durch die Gl (77) in ihren beiden Formen beantwortet.

b <z>—0,05 (a),d>0,79
d \d \a

A
o =225.-—-

— . 5=0,05. J—0,16, 10,79 .
= 225.2 d w ey

Frage 2: Temperaturverlauf.

Wir betrachten ein kurzes Rohrstiick von der Linge dz im Ab-
stand z vom Rohranfang und stellen fiir diesen kleinen scheiben-
formigen Raum die Warmebilanz auf.

An der Stelle z wird durch die Fliissigkeit die Wirmemenge

4
q,= —4—'3600'0)'}"01)'02

in den Raum hineingetragen und an der Stelle z 4 dz auf die gleiche
Weise die Wirmemenge

9, —Z-3600-w-7-cp-9

wieder herausgeschafft.

z+dz
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Sodann ist noch die Warme g¢,,, zu berechnen, welche an die

Wand iibergeht und auf diese Weise das Raumelement verldft; es ist
qy=cd mdz-0,.

Soll Beharrungszustand herrschen, so mufl ¢, — ¢,, =g, sein, also

d2
'—4“- 3600-w- Y- G (@ z+d2) =u'd‘ﬂ'd2‘@2

oder
1 1
d6e) = -0 -d
— (@0} = 900 “"d-w- 7:Cy '0,-dz
oder
d_@—— i_ — 1 a dz
& 900 d-w-y-c, )

Beim Integrieren gibt das Integral auf der linken Seite den Wert
In @; auf der rechten Seite miissen wir beachten, daB o selbst wieder
eine Funktion von z ist, in der Form:

A (w-d-yc N
o =22,5. % <_l‘2> -2=005,
Damit ergibt sich

z

2z
f‘fQ — 2_2’_5.(&@)‘”‘ L -00s.gs

(0] 900 a 4095
0 0
wd —-0.21 1 20,95
@, —1n®, — — 0,0250- (a> S
0. (wd) 0.21 <z>°~95
In @— — 0,0263 - o 1%

Durch Delogarithmieren

265 —021 [2\09

g_a_~ —0,0265 d) () (‘9731)
w-d z)

= —_— =] b
(24,2 (97h)
Fassen wir fiir die Stelle z den Temperaturunterschied der Fliissig-
keit gegeniiber der Wandungstemperatur als Bruchteil des Anfangs-
unterschiedes auf, so ist dieser Bruchteil eine Funktion von nur
zwei Veréinderlichen, erstens der schon frither erwahnten KenngriBe

.d .
(—Da—, zweitens der auf den Durchmesser bezogenen Entfernung z/d

vom Rohranfang.

Die Werte der Funktion wurden fiir die wichtigsten Bereiche
der Verdnderlichen ausgerechnet und in Zahlentafel 13 und Abb. 34
zusammengestellt.
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Zahlentafel 13.
Temperaturabfall im Rohr: 6,/0,= 45( s z/d) .

a
0,001 y 0,01 y 01 | 1 [ 10 y 100 | 1000

<w . d)—o,m
“a -

2/d (ldpss | 427 | 263 | 1,62 | 1,00 | 0,617 | 0,380 | 0,234
3 2,84 073 | 082 | 088 | 093 [ 096 | 097 | 098
5 4,61 0,60 | 0,73 0,82 . 0,88 0,93 | 0,96 0,97
10 8,91 0,37 | 0,54 0,68 ' 0,79 0,87 0,92 0,95
20 17.2 015 | 0,30 | 048 ' 064 | 075 | 084 | 090
30 25,3 0,06 | 0,18 0,34 0,52 ! 0,66 0,78 0,86
40 33,3 0,02 010 | 024 | 042 & 038 | 072 | 081
60 489 | = 003 | 013 | 028 | 045 | 062 | 073
80 64,3 — = | 006|019 | 035 | 053 | 067
100 794 — — | 003|013 027 | 045 | 061

710 =
,@R

N g

W ~_ &

\ N \700 \\
AEAANEN 2

N 7 —
el Ner [ T~

0 e S —
o 0 20 30 4 S0 60 70 80 90 100

—_—Zy

Abb. 34. Temperaturabfall der Fliissigkeit lings des Rohres.

Frage 3. Ubergehende Wirmemenge.

Um diese Wiarme zu berechnen, braucht man nur die Wirme-
kapazitit der stiindlich durch das Rohr strémenden Fliissigkeit mit
der gesamten Temperaturinderung zu multiplizieren. Fiir die Warme-
kapazitit, die wir mit W bezeichnen wollen, ist auch die Bezeichnung
» Wasserwert“ iiblich. Es ist

‘ P kcal
W=@-c,= e -3600w-y-c [h GradJ (98)
Die Temperaturinderung errechnet sich aus Gl. (97).

Die uibergehende Wirme ist dann:

0, = -0, (1 7 6), (99)
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In dieser Aufgabe war angenommen, daf die Wandtemperatur Ty
lings des ganzen Rohres konstant sei.

Der etwas allgemeinere Fall, dal die Wandtemperatur lings des
Rohres geradlinig steigt oder fillt, ist in einem Aufsatz im Gesund-
heitsingenieur [s. Lit.-Verz. 22] besprochen.

ML Der Wirmedurchgang.

a) Allgemeines.

Wahrend beim Wirmeiibergang der Wirmeaustausch zwischen
einer Fliissigkeit und der sie begrenzenden festen Wand stattfindet,
handelt es sich beim Wirmedurchgang um den Wiarmeaustausch
zwischen zwei Fliissigkeiten, die durch eine feste Wand getrennt sind.

Die Grundgleichung des Warmedurchganges ist in ihrer Form

Q=k-(0,—0,)Fit=Fk-A-F-t (100)
der Grundgleichung des Wirmeiiberganges
Q=0c- (O —Op)-F-t
nachgebildet. .

In GL (100) sind O, und @, die Temperaturen beider Fliissig-
keiten und 4 der Unterschied der Temperaturen.

Je nach der Form der trennenden Wand unterscheidet man ver-
schiedene Fille, von denen der Warmedurchgang durch ebene Winde
und der Wirmedurchgang durch Rohrwinde die wichtigsten sind.
Fiir diese beiden Fille haben wir bereits im ersten Hauptabschnitt
des Buches die Formeln fiir die Wirmedurchgangszahlen kennen
gelernt.

Tiir eine einfache, ebene Wand ist nach Gl (8a)

. 1 { keal ]

1 A4 1 |m?.Grad.h|’

4+7+ﬁ
L «,

«;

Besteht die Wand aus mehreren Schichten, so folgt fiir k aus
Gl. (16) der Wert
keal ]

e [
=1 od, 1 |mGrdd)
— N
« 2/ A - a,
Fiir Rohre mit einfacher Wandung folgt aus Gl (12)
bp — 1 keal
BT 7771__{~ 1. D, 1 |m.Grad.h
«-D. T2 ™D, T oD,
und fiir Rohre mit geschichteter Wandung aus Gl (17):

5 1 { keal ]

R == - T T Iy - CoTTT T T a1 .
1 1 D, 1 m.Grad.h

wp T2 e,

1 a a

a
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Bei den Ableitungen der Wirmedurchgangszahlen hatten wir
immer angenommen, dal auf jeder Seite der Wand nur eine einzige,
iiberall gleiche Flissigkeitstemperatur herrscht. Dies ist aber, wenn
es sich um endliche Fliissigkeitsmengen handelt, keineswegs der Fall,
vielmehr werden sich die Flissigkeitstemperaturen auf beiden Seiten
im Sinne der Stromungsrichtung dauernd #ndern. Je nach der
gegenseitigen Richtung beider Fliissigkeitsstromungen unterscheidet

man den Wérmedurchgang im Gleichstrom,

” ” » Gegensirom und
» " » Kreuzstrom.

Die beiden ersten Arten werden unter dem Namen Parallelstrom
zusammengefat.

Wir werden uns im Nachstehenden nur mit dem Gleichstrom
und dem Gegenstrom befassen und verweisen beziiglich des Kreuz-
stromes auf die Arbeit von Nuflelt: [s. Lit.-Verz. 20].

In den Rechnungen bezeichnen wir die Temperaturen mit @, um
anzudeuten, dafl der Nullpunkt beliebig gewihlt sein kann, weil bei
allen Rechnungen nur Temperaturunterschiede auftreten. Meist
wird die Angabe in Celsiusgraden erfolgen, also der Eispunkt als
Nullpunkt gewihlt sein.

Durch einen ersten Zeiger unterscheiden wir sodann die beiden
Flissigkeiten, und zwar bezeichnen wir mit ,, Eins“ stets die wirmere
und mit ,Zwei“ stets die kéltere Fliissigkeit.

Durch einen zweiten Zeiger unterscheiden wir bei den Tempera-
turen die Anfangs- und Endwerte, so daB z. B. @, , die Anfangs-
temperatur der heiferen und 6, , die Endtemperatur der kilteren
Fliissigkeit ist. '

In den Abbildungen werden wir auBerdem die Anfangstempera-
turen, die ja bei den Aufgaben meist gegeben sind, durch einen
Kreis hervorheben.

Zwischen der ausgetauschten Wirme und den Temperaturdnde-
rungen besteht eine Beziehung, die sich aus der Bedingung ableiten
1aBt, dal im Beharrungszustand die Wirme, welche die heilere
Fliissigkeit abgibt, gleich der Wirme, welche die kéltere Fliissigkeit
aufnimmt, sein muB. Es ist also @, = @, oder

V1'71'61'(@1, a @1, )= Vz'?’z'cz'(@‘z, e _@2, )
V ist hierbei das in der Stunde in die Vorrichtung einstrémende
Volumen Flissigkeit.
Es ist iiblich das Produkt V.c.-y als Wasserwert zu bezeichnen.

Wir setzen also
keal |

| W=V7¢ | Grai (101)
und geben der letzten Gleichung die Form
6, ,—0 W,

—s  Le 2 (102)

@?, e o, Wl

£ a
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Die Temperaturinderungen der beiden Fliissigkeiten verhalten sich
also umgekehrt wie die Wasserwerte. Diese Beziehung gilt tibrigens
nicht nur fiir die ganze Ausdehnung der trennenden Fliche F, sondern
auch fiir jedes Element dF derselben.

Sind d@, und d@, die unendlich kleinen Anderungen der Fliissig-
keitstemperaturen lings eines solchen Flichenelementes, so gilt darum
neben Gl (102) auch noch die Gleichung

16, _V,
a0, W,"

1

(103)

Abb. 85a. Gleichstrom W, > W,. Abb.35b. Gleichstrom W, < W,.

a / b
¢ C)/:-:’;’
q G&
C \ 0 4
xe

Abb. 35c. Gegenstrom W, << W,. Abb.35d. Gegenstrom W, > W,.

Das Verhiltnis der Wasserwerte ist darum nicht nur fiir die
Endtemperaturen beider Fliissigkeiten von Bedeutung, sondern es
beeinfluBt auch den ganzen Verlauf der Fliissigkeitstemperaturen.
Man erhdlt darum fiir diesen Verlauf — je nachdem es sich um
Gleichstrom oder Gegenstrom handelt und je nachdem W, oder W,
grofer ist — vier Arten von Kurvenpaaren, die in den Abb. 35
dargestellt sind.

Da sich die Flussigkeitstemperaturen lings der Wand &ndern
und darum im allgemeinen auch dér Unterschied 4, so diirfen wir
entweder Gl. (100) @ = k-4-F-¢ nur fiir ein kleines Flichenstiick d F
anwenden in der Form

dQ =k-A-dF-t
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oder wir miissen eine mittlere Temperaturdifferenz 4 einfiibren

nach der Gleichung
F

Q—=rk-[A-dF-t—=k-A -F-t.
0

Dies ist in allen vier Fillen, welche die Abb. 35 vergegenwiértigen,
auf eine recht einfache Weise mdglich. Wir bezeichnen mit

4, die Temperaturdifferenz auf der Seite, wo sie am groBten ist,
4, » ” ” ) ” » » »n Kkleinsten ist,

4, » mittlere Temperaturdifferenz.

Dann gilt immer — gleichgiiltig, ob es sich um Gleich- oder Gegen-
strom handelt, ob W, oder W, grifler ist — die Gleichung

Ak
=7 y
T . N A 104
g %) (104

Die Werte dieser Funktion f(4,/4,) sind in der nachstehenden
Zahlentafel 14, die dem Buche von Hausbrand entnommen ist,
zusammengestellt.

Zahlentafel 14.
Mittlere Temperaturdifferenz (Gl (104)).

A A a4 | 4, 44 An
4, 4, 4, 4, 4, 4,
0,01 0,22 0,12 | 0,42 0,50 0,72
0,02 025 | 0,14 | 044 0,55 0,76
0,03 0,28 0,16 ' 0,46 0,60 0,79
0,04 0,30 0,18 0,48 0,65 0,82
0,05 0,32 020 | 0,50 0,70 0,84
0,06 0,34 0,25 0,54 | .0,75 0,87
0,07 0,35 030 . 0,58 0,80 0,90
0,08 0,37 035 | 0,62 0,85 0,92
0,09 0,38 0,40 . 0,66 0,90 0,95
0,10 0,39 045 | 0,69 0,95 | 0,98

b) Die Krage nach der erforderlichen Heizfliche.

Die Grundlage fiir die Rechnung bilden in diesem Falle die vier
Werte 0, , 0, ,, ©,, und 6, , sowie die beiden Wasserwerte W,
und W,. Von ‘diesen sechs Zahlenwerten diirfen freilich nur fiinf
willkiirlich angenommen werden, der sechste ist dann durch Gl. (102)
bereits festgelegt.

Die Aufgabe lautet dann im Wortlaut:

yEine wirmere Fliissigkeit ,Bins‘ und eine kiltere Fliissigkeit
,Zwei¢ sollen einen Wirmeaustauschapparat durchflieBen.“
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Gegeben sind:
die Wasserwerte W, und W,,
die Anfangstemperatur 6, , und 6, ,,
die Endtemperatur O, , u,nd O, ,»

die Warmedurchgangszahl k (geschatzt)
Gesucht ist:
die GroBe F der Heizfliche.
Zur Loésung dient die Gleichung @, =k-F-4 . In ihr ist bekannt
Qh = W ( @1 e)
4, aus GL (104) und Zahlentafel 14,
k zufolge Schitzung.
F ist die einzige Unbekannte und kann darum berechnet werden.
Zahlenbelsplel In einem Wirmeaustauschapparat sollen stiind-
lich 250 Liter einer heiflen Fliissigkeit vom spezificchen Gewicht
1,1 [kg/dm®] und der spezifischen Warme 0,727 [keal/kg.Grad] von
120°C auf 50°C gekiihlt werden. Zur Kiihlung stehen stiindlich
1000 Liter Wasser von 10° C zur Verfiigung. — Es sind die rech-
nerischen Grundlagen zur Konstruktion des Wirmeaustauschapparates
zu ermitteln!
1. Wir bestimmen zuerst die beiden Wasserwerte:
W, =250-1,1.0,727 = 200,
W, = 1000-1,0-1,0 = 1000.
2. Damit wird Gl (102):
120 — 50 _ 1000
6, —10 200
d. h. das Kuhlwasser erwdrmt sich auf 24°C,

3. Nehmen wir an, daB der Apparat im Gleichstrom arbeitet, so ist

4, =120 — 10 = 110°,
A — 50—24— 26°

7
und 6, , =10 —}—?0= 24°C,

also
4, 26
Z; - 11—0 = 0,236 s
und nach Zahlentafel 14 ist:
Am = Agoi53 = 110'0953 = 58,30.

4. Die Wiarmemenge, welche ausgetauscht werden muB, ist
keal
@, =W,-(0,, — 6, ) = 200-(120 — 50) = 14000 [ cal |

h
und aus der Gleichung @, =k-F-4, folgt:

Q, 14000
4.~ pe3 240

m

k-F —
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5. Fiir diesen Wert k-7 ist der Apparat zu konstruieren, was
aber ohne mehrmaliges Probieren nicht mdglich sein wird. Der Weg
ist dabei folgender: Man schitzt den Wert £, zum Beispiel gleich 30,
und hat dann den Apparat so zu entwerfen, dal 8 m? Rohrfliche
untergebracht sind. Fiir diese Konstruktion (Rohrdurchmesser, Stro-
mungsgeschwindigkeit usw.) ist nun die Schitzung des Wertes k zu
kontrollieren, gegebenen Falles zu berichtigen und mit der Konstruk-
tion von neuem zu beginnen.

Nachsatz zu Ziffer 3. Wiirde der Apparat im Gegenstrom arbeiten,
so hitten wir:

A,=120 — 24 = 96°,
4,= 50— 10=40°,

4, 40

Sk 200417,

4, 96

d, = 96-0,67 = 64,3°,
14000

k-F— —218.
64,3

Der Gegenstromapparat fillt also etwas kleiner aus als der Gleich-
stromapparat.

¢) Die Frage nach den Endtemperaturen der beiden
Fliissigkeiten.

Wiéhrend im letzten Abschnitt & und F durch die Rechnung zu
bestimmen waren, um als Unterlagen fiir die Konstruktion zu dienen,
ist jetzt angenommen, daB der Wirmeaustauschapparat in fertiger
Ausfithrung oder doch im Entwurf vorliegt und die Endtemperaturen
beider Fliissigkeiten zu ermitteln sind.

Die Aufgabe heiBt dann:

yBine wirmere Fliissigkeit ,Eins‘ und eine kiltere Fliissigkeit
,Zwei sollen einen Wirmeaustauschapparat durchflieBen.“

Gegeben sind: :

die GroBe F der Trennfliche,
die Warmedurchgangszahl £,
die Wasserwerte W, und W,,
die Anfangstemperaturen @, A und 6, ,.
Gesucht sind: ’ '
die Endtemperaturen @, , und 6, , sowie
die ausgetauschte Wirme Q> '
und zwar
@) bei Stromung im Gleichstrom,
p) bei Strémung im Gegenstrom.

Bei dieser Aufgabe ist es zweckmiBiger, nicht von der Gleichung
Q,=k-F-d_ auszugehen, sondern einen anderen Weg einzuschlagen,
?e}l?' aﬁlerdings fiir Gleich- und Gegenstrom etwas verschiedene Formeln
iefer
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Zu «) Wirmeaustausch bei Gleichstrom.

Mathematische Ableitung (vgl. Abb.36). Unter der Voraussetzung,
daB keine Wirme nach auBen verloren geht, gelten fiir die innerhalb
des Flachenstiickes d F' ausgetauschte Wirme die beiden Gleichungen

aQ =W, (— a0,),
aQ =W, (4 d8,).
1 1
16, —6)=— 10 (3+3-)- (2)
Fir dQ ergibt sich auBerdem aus dem Begriff der Wiarmedurch-
gangszahl die Beziehung:

Daraus

dQ =k-(®, — 0,)-dF. (b)
Aus den beiden Gln. (a)
und (b) folgt: 6,4
91 - @2)
6, — 06,
1 1
= |- —).k-dF.
(W1+ W2> k-dF
Integriert man dies iiber
die ganze Fliche F, so 6,4
erhilt man 4
01 — @2
In Zre ™ Y2e
@l,a - @2 a
1 1
T (Tv: + W2>'k F Abb. 36. Gleichstrom

(Erklarung der Buchstabenbezeichnungen).

1
@l,e'—@?,e —e (W W)kF
@l,a - @2,11

Diese Gleichung liefert nur die Differenz der Endtemperaturen. Um

daraus die Endtemperaturen getrennt zu erhalten, subtrahiere man
beide Gleichungsseiten von ,Eins“. Man erhilt
11
e—(Wl-FIT,‘)-k'F) .

(@l,a - Ql,e) - (@‘J,a - @2, e) = (@l,a - 0‘3,(1) ' <1 -
Aus dieser Gleichung sowie aus der friiher abgeleiteten Gl. (102)
findet man dann das Endergebnis

(105)

W\ k-F
, 1— e—(1+,72)~71
@l,a - @l,e = (@1,:1 - @g, a)' YW
14+t
, W, k-F
= (@l,a - 92, a) * Daieicn <W W, > (106)
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w, k-F .
@ Oy, = (0;,,— 0y,.) L ¢G1eich< * > (107)

2.a " Ye,e I/V2 W“;’ I,V1

Die Werte der Funktion Dgieien ‘sind in der nachstehenden Zahlen-
tafel 15 zusammengestellt.

Zahlentafel 15. Wiarmeaustausch im Gleichstrom.

Zeiger ,1% bedeutet die wirmere Fliissigkeit.

ka’ = £ 7o ¥ ¥ 1 2 3 @
%;1- =0 0,033 0,10 0,28 0,39 0,63 0,86 0,96 1,00
: 10 0,033 0,10 0,28 0,39 0,63 0,86 0,95 0,99
. 0,033 0,10 0,28 0,39 0,62 0,84 0,91 0,95
s 0,033 0,10 0,28 0,38 0,61 0,81 0,89 0,91
1 0,033 0,10 0,27 0,38 0,58 0,76 0,81 0,83
+ 0,033 0,10 0,26 0,35 0,52 0,63 0,66 0,67
1 0,033 0,09 0,25 0,32 0,43 0,49 0,50 0,50
2 0,033 0,09 0,21 0,26 0,32 0,33 0,33 0,33
5 0,032 0,03 0,14 0,16 0,17 0,17 0,17 0,17
10 0,023 0,06 0,09 0,09 0,09 0,09 0,09 0,09
20 0,024 0,04 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05
50 0,016 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02
100 0,009 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
o 0,000 0,00 0,00 0,00 | 0,00 0,00 0,00 0,00

Besprechung des Ergebnisses. Die Gleichung
@1.a __Q;l.e I’V1 k‘{)

.@1..4; — @; = Daieich (Wg ) —Wl

besagt, daf die Temperatursenkung (@, ,— 6, ,) der heifleren Fliissig-
keit gleich einem Bruchteil des zur Verfiigung stehenden Temperatur-
gefilles (@, ,— 0, ,) ist und dieser Bruchteil nur von den beiden
unbenannten GréBen

k- F
v, und

W, W,

abhingt. Die ausgetauschte Warme ergibt sich durch Multiplikation
des Wasserwertes einer der beiden Fliissigkeiten mit ihrer Temperatur-
dnderung. Zum Beispiel aus der wérmeren Fliissigkeit berechnet:

Qh = W1 : (@1, « 91, ()
=W <@l,a - @a, e ¢Gleic11<

ué kF) (108)

w,’ W,/

Zahlenbeispiel. ,In einem vorhandenen Wirmeaustauschapparat
sollen stiindlich 250 Liter einer heilen Fliissigkeit vom spez. Gewicht
1,1 [kg.dm™®] und der spez. Wirme 0,727 [kcal.kg™*. Grad—1] gekiihlt
werden. Ihre Anfangstemperatur ist 120°C. Zur Kiihlung stehen
stiindlich 1000 Liter Wasser von 10° C zur Verfiigung. Bekannt sind
ferner an dem Apparat die Werte k= 30 und F =8 m® — Welches
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sind die Endtemperaturen beider Fliissigkeiten und- wie grof ist die
ausgetauschte Wirme bei Gleichstrom?“
1. Wir bestimmen zuerst wieder die beiden Wasserwerte:
W, = 250-1,1-0,727 = 200,
W, = 1000-1,0-1,0 = 1000.
2. Damit wird

W, 200 1
W, 1000 5°
k-F  30-8
W, = a00 — *

1

3. Aus der Zahlentafel 15 lesen wir ab:

Direien (£ 1,2) = 0,63
4. Die Temperatursenkung der heiflen Fliissigkeit ist-
0,,—0,,=(120°—10°-0,63 = 69°
und '
0, ,=120°—69°=51°C.
5, Die ausgetauschte Warme ist:

0, = W,-(6,,—6, )= 200-69 = 13800 | =],

6. Die Temperaturinderung der kalten Fliissigkeit errechnet
sich aus:

Q,=W,- (@‘Z,a - 92, e)
zu

13800 .
20— a0 =500 = 138"

Damit
0,,=10+ 13,8 =238°C.

Zu ). Wirmeaustausch im Gegenstrom.

Die mathematische Ableitung der Gleichung fiir die Endtempe-
raturen erfolgt ganz dhnlich wie beim Gleichstrom (ausfiihrlich: siehe
Grundgesetze, S. 226).

Das Ergebnis lautet:

WMk F
e AE
@l,a—gl,e:(gllaﬂggla)' : . Zl)kF
A o o 7
2
w, k-F
= (6,, — 0, ,) - Poegen ( W;‘, T, ) (109)
und v
W, w, k-F
@2,(; - @2,e = (@1,11 - @g’ a) . TVi: . ¢Gegen (T/Ifl—a 'Vl) (110)

Grober, Wirmeiibertragung. 8
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Die Werte dieser Funktion @Dgegen sind in der Zahlentafel 16 zu-
sammengestellt.

Die ausgetauschte Wirme ist:

\ W, k-F )
Q=W (@l,a - 6)'2,a) * Degen (‘WZ‘7 W, ) (111)
Zahlentafel 16. Warmeaustausch im Gegenstrom.
Zeiger ,1“ bedeutet die wirmere Flissigkeit.

%,T = ¥ be2 ¥ ¥ 1 2 3 ®
W 0 0,033 0,10 0,28 0,39 | 0,63 0,86 0,95 1,00
: - 0,033 0,10 0,28 0,39 0,63 0,36 0,95 1,00
o 0,033 0,10 0,28 0,39 0,62 0,86 0,94 1,00

(7Y

0,033 | 0,10 | 0,28 | 0,38 | 060 | 083 | 0,93 | 1,00
0,033 | 0,10 | 0,2 | 036 | 057 | 0,78 | 0,89 | 1,00
0,033 | 0,10 | 025 | 034 | 051 | 0,68 | 077 | 1,00
0,033 | 009 | 023 | 020 ' 039 | 046 | 049 | 050
020 | 020 | 020 | 020
0 10 0,10 | 0,10 | 0,10
0.0 0,05 | 0,05 | 005
002 0,02 | 002 | 0,02
0,01 | 0,01 | 001 | 001
0,00 | 0,00 | 0,00 | 000

|
0,033 | 010 | 028 | 038 j 061 | 085 | 094 | 1,00
|

QU DD =t to]= v o

0,032 | 0,08 | 016 | 0,18 |
10 | 0,028 | 0,08 0,10 | 0,10 !
20 | 0024 | 0,04 | 005 | 0,05 }
50 | 0,016 | 0,02 | 002 @ 0,02
100 | 0,010 | 0,01 0,01 | 0,01 )
® 0,00 0,00 | 0,00 | 0,00

d) Vergleich zwischen Gegenstrom und Gleichstrom.

Um die Wérme zu vergleichen, die unter sonst gleichen Verhalt-
nissen bei beiden Stromungsarten iibertragen wird, braucht man nur
Gl (108) durch Gl (111) zu dividieren; man erhilt dann eine neue

Funktion mit denselben beiden Verianderlichen
W, k-F

—1  und

W? Wl ’
deren Werte Zahlentafel 17 wiedergibt.

Zahlentafel 17.
@ Gleichstrom

Verhaltnis: m .
e I I T T R T (R T
W,
W= 0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

1,00 1,00 1,00 1,00 0,98 0,97 0,95
1,00 1,00 1,00 0.97 0,92 0,87 0,83
1,00 1,00 0,94 0,84 0,72 0,65 0,50
1,00 0,88 0,89 0,85 0,85 0,85 0.85
1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
1,00 1,00 |, 1,00 1,00 | 1,00 1,00 1,00

ol

83 -
O Ut =R |
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Wenn die Wasserwerte beider Flissigkeiten wesentlich ver-
schieden sind oder wenn nur geringe Temperaturinderungen der
Fliissigkeiten verlangt werden, so sind beide Strémungsarten gleich-
wertig. In allen anderen Fillen geht im Gleichstrom weniger Wéarme
iber, im Grenzfall die Hilfte.

Man wird sich deshalb stets fiir den Gegenstrom entscheiden,
wenn nicht Griinde anderer Art, z. B. konstruktive Griinde, zum
Gleichstrom zwingen.

Dritter Teil.

Die Wirmestrahlung.

A. Die physikalischen Grundlagen der
Wirmestrahlung.

I. Einfithrung.

Wir gehen von dem bekanntesten Beispiel einer Strahlung aus —
von der Sonnenstrahlung. Zerlegen wir ein Biindel weiBen Sonnen-
lichtes durch ein Prisma, so erhalten wir die bekannte Erscheinung
des Farbbandes, in welchem die Strahlen so nach steigender Wellen-
linge geordnet sind, daB am violetten Ende die kurzwelligen, am
roten Ende die langwelligen Strahlen liegen. Schon frith fand man
auch Strahlen auBerhalb dieses Farbbandes. Mit Hilfe des Thermo-
meters hatte man jenseits des roten Endes noch Strahlen von viel
groflerer Wellenldnge, die Warmestrahlen, entdeckt, und jenseits des
violetten Endes Strahlen von sehr kurzer Wellenlinge gefunden, die
sich vor allem durch ibre chemische Wirkung z. B. auf die photo-
graphische Platte nachweisen lieBen. Demgemafl hat die dltere Physik
von strahlender Wirme, strahlender Lichtenergie und strahlender
chemischer Energie gesprochen.

Die spitere Entwicklung hat dann gezeigt, daB es sich dabei
nicht um drei verschiedene Energiearten handelt, sondern nur um
verschiedene Wirkungen einer und derselben Energieart, die man
ganz allgemein die ,Strahlende Energie“ nennt; ferner zeigte sich,
daBl der Bereich der Wellenlingen noch bedeutend groBer ist als
frither angenommen. Heute gilt etwa folgende Einteilung (vgl.
Chwolson, Lehrbuch der Physik, II. Bd.):

0,017 up bis 5 uu Rontgen- und Radiumwellen 8 Oktaven]
2

[
5 up bis 0,02 u unerschlossenes Gebiet [ no ]
0,02 1 bis 04 u ultraviolette (chemische) Strahlen [3,6 » ]
0,4 1 bis 0,76 u sichtbare Strahlen [1 n o]
0,76 u bis 0,342 mm infrarote (Wirme-) Strahlen [86 » ]
0,342 mm bis 2 mm unerschlossenes Gebiet (25 » ]
2 mm bis x km elektrische Wellen [t » ]

Dabei ist 1 4 = 0,001 mm und 1 uu = 0,001 u.
8*
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Wenn wir im folgenden davon sprechen, daf ein Korper einem
anderen Ko6rper Wirme zustrahlt, so ist dies nur eine gekiirzte Aus-
drucksweise fiir einen ziemlich komplizierten Vorgang: Der erste
Kborper verwandelt einen Teil seines Energieinhaltes, hauptsichlich
seines Warmeinhaltes in strahlende Energie, die dann den Raum
durchmiBt und sich beim Auftreffen auf den zweiten Korper ganz
oder zum Teil wieder in Wirme verwandels.

Wir haben also zu untersuchen:

1. Wie erfolgt die Abgabe der strahlenden Energie, insbesondere
von welcher Art, Stirke und Richtung ist die ausgestrahlte Energie?

2. Welche Verénderung erleidet die Strahlung auf ihrem Wege
zum zweiten Korper?

3. Wasmacht der zweite Korper mit der auf ihn auftreffenden Energie?

Die zweite Frage eriibrigt sich in sehr vielen Féllen; wenn nim-
lich strahlender und bestrahlter Ko6rper beides feste Kérper sind,
welche durch Luft getrennt sind, so kann man in den meisten Féllen
mit geniigender Genauigkeit annehmen, daB sich die Strahlung auf
ihrem Wege in keiner Weise verindert, das hei3t man kann die Luft
als diatherman betrachten.

II. Die Abgabe strahlender Energie. — Emission.

a) Die absolut schwarze Strahlung.

Wenn man eine geeignet geschwirzte Fliche auf hohe Temperatur,
z. B. Weiliglut, erhitzt, so sendet sie Strahlen aller Wellenldngen aus.
Die Intensitit dieser Strahlen ist aber nicht bei allen Wellenléingen
gleich groB3, sondern sie beginnt bei kleinen Wellenldngen mit null,
steigt mit zunehmender Wellenlinge bis zu einem Hochstwert an
und fillt dann bei noch gréBeren Wellenldngen langsam wieder auf
null herab. Man vergleiche in Abb. 37 die als Beispiel stark aus-
gezogene Linie 7', = const = 1000°.

Steigert man nun die Temperatur, so wichst bei jeder Wellen-
linge die Intensitit der Strahlung und die Kurve 7' = const riickt
an allen Stellen hoher. Die Strahlungsintensitdt ist also eine Funk-
tion der beiden Verénderlichen Wellenlinge und Temperatur. Wir
bezeichnen mit J, die Intensitéit eines Strahles von der Wellenlidnge 1
und deuten durch einen zweiten Zeiger s an, daf es sich um schwarze
Strahlung handelt. Dann ist nach dem Planckschen Strahlungsgesetz

J3, s = Const - ———
e *T 1

Diese Gleichung ist der analytische Ausdruck der in Abb. 37 ge-
zeichneten Kurvenschar.

Wir betrachten nun wieder die in Abb. 837 stark gezogene Linie
T, = const. Das Produkt J; ,-d1 ist die kleine, stark schraffierte
Fliche und stellt die Energie dar, welche von der Flicheneinheit
einer schwarzen Fliche in dem Wellenlingenbereich 4 bis 14+ 441
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ausgestrahlt wird. Integriert man diesen Ausdruck von 1==0 bis
A= 00, so erhdlt man die im ganzen von der Flacheneinheit bei der
Temperatur T, ausgestrahlte Energie, welche man das Emissions-
vermdgen E der schwarzen Fliche nennt. Es ist

Es=fJ1-dl:Const-f — . dA.
)]

" _const
o € L% S — 1
Fithrt man diese Integration wirklich aus, so erhilt man E = ¢,- T,
Das Emissionsvermdgen der schwarzen Fliche ist also der vierfen
Potenz der absoluten Temperatur proportional. Diese Abhingigkeit
ist durch die experimentellen Arbeiten von Stefan und die theore-
tischen Begriindungen von Boltzmann bekannt, und zwar schon
lange bevor Planck das oben erwihnte Strahlungsgesetz aufstellte.

30000
kcal
m3h
Y
8 20000 - -
? )
Y 3
S \
e \
> >
3 =Y
§ o
;Emooa 7T\
[ 1\,
/ 2,
N \
/ 20T \\\\
/ \.\
0 Z/____- 600%— : ——
0 7 2 3 4 5 6 7 & 9 wm
——= Wellenlinge

Abb. 87. Intensitit der schwarzen Strahlung, abhingig von Wellenlinge
und Temperatur (Plancksches Strahlungsgesetz).

Den Beiwert 6, nennt man die Strahlungszahl der schwarzen
Fliche; ihr Wert ist nach den neuesten Messungen

] [ e
_ 1 —g|_vvatt ~ .1 -8 ___ =
6,=5,76-10 ‘_ m?.Grad* 4,9-10 m?.h. Grad4:l )

Das Stefan-Boltzmannsche Gesetz lautet damit in seiner ersten

Form
kecal
— -T4:49. _8.T4 jI‘
B, = o, ,9-10 [m“’.h

(120a)



118 Die physikalischen Grundlagen der Wirmestrahlung.

Im Interesse einer mdglichst einfachen Zahlenrechnung nimmt
man an GL (120a) noch eine Umformung vor. Der Wert T* ist
meist eine sehr grofle Zahl, er ist z. B. fiir eine Temperatur von
800° C = 1073° abs. gleich 1,32-10'2. Um diese hohen Zahlen zu
vermeiden, nimmt man in Gl. (120a) den Ausdruck 107% zur Tem-
peratur heriiber, indem man schreibt:

T \4¢ T )4['1;0&1}
Es—(’s‘(m) = 4’9'(m o) (120D)

In dieser Form (120Db) ist das Stefan-Boltzmannsche Gesetz bei
technischen Rechnungen gebriuchlich.

b) Die nicht schwarze Strahlung.

Wenn man statt einer geschwirzten Fliche eine beliebige Fliche
auf hohe Temperatur bringt, so strahlt auch diese Fliche Energie
aus. Aber diese Energie verteilt sich jetzt nicht mehr so regelméBig

iiber alle Wellenldngen
2 PPl (vgl. Abb. 38a).

Es konnen Wellen-
langengebiete vorhanden
sein, bei denen iiberhaupt
keineEnergie ausgestrahlt
graue wird; bei anderen Gebie-
Strahlung ten wird zwar Energie
abgegeben, aber diese er-
reicht an vielen Stellen

Abb. 38a. Emissions-Schaubild. nicht den Betrag der

: cchwarse Energie bei schwarzer
0 Strahlung Strahlung derselben Wel-
| lenldnge. Nirgends wird
_ % i/ _ | __grave jedoch die Linie der

| / Strahlung  schwarzen Strahlungiiber-

schritten. Man nennt die

N

L Art, wie sich die Ener-
Abb. 38b. Absorptions-Schaubild. gie auf die einzelnen

Wellenléngen verteilt, die
spektrale Energieverteilung und heift — in Anlehnung an eine Aus-
drucksweise der Optik — eine Strahlung beliebiger spektraler Ver-
teilung eine ,farbige“ Strahlung. Wiirde nur innerhalb eines sehr
kleinen Wellenldngenbereiches d/ Energie ausgestrahlt werden, wire
also in Abb. 38a nur der schmale Streifen ,m“ vorhanden, so wiirde
man von einer ,monochromatischen” Strahlung sprechen.

Ein anderer Sonderfall der farbigen Strahlung ist die ,graune“
Strahlung; sie ist dadurch gekennzeichnet, daB zwar alle Wellenlingen
vertreten sind, aber nur mit einer Energie, die iiberall ein fester
Bruchteil der schwarzen Strahlung ist. Die Strahlung der meisten
festen Korper kann man mit hinreichender Genauigkeit als grau
bezeichnen.
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Auch bei der farbigen Strahlung ist der Betrag der Gesamtenergie
von der Temperatur abhingig. Fiir die monochromatische Strahlung
errechnet sich diese Abhéngigkeit aus dem Planckschen Strahlungs-
gosetz. Fiir graue Strahlung und damit niherungsweise fiir die meisten
festen Korper gilt die dem Stefan-Boltzmannschen Gesetz nach-
gebildete Gleichung:

B 6. T — . ( T) kcal}

100/ |m¥h]" (121)

Der Proportionalitiatsfaktor ¢ bzw. C ist ein Stoffwert, in dem
die Strahlungseigenschaften der Fliche zum Ausdruck kommen und
der sich nur durch den Versuch bestimmen l48t. Er ist stets kleiner
als O, fiir den schwarzen Korper

Fir seinen Wert ist in erster Linie die chemische Natur des
strahlenden Korpers entscheidend. So hat z. B. Silber eine geringere
Strahlung als Kupfer und dieses eine bedeutend geringere als Eisen.
Von entscheidendem EinfluB ist ferner die Oberflichenbeschaffenheit,
z. B. bei Metallen, ob poliert, matt oder rauh. In vielen Féllen
scheint auch noch die Farbe eine Rolle zu spielen, jedoch sind die
Verhidltnisse hier noch keineswegs geklirt.

Eine Zusammenstellung der wichtigsten Strahlungszahlen gibt
Zahlentafel 40.

Aus den Gln. (120) und (121) entnehmen wir, daB ein Korper bei
jeder Temperatur strahlt, mag diese auch noch so niedrig sein. Auch
ein Gefafl mit fliissiger Luft strahlt Energie aus; freilich tritt diese
nicht in die Erscheinung, weil die Energie, die das Gefil seinerseits
von der warmen Umgebung zugestrahlt erhélt, um ein Vielfaches
grofer ist.

Ferner entnehmen wir aus diesen drei Gleichungen, daB die aus-
gestrahlte Energie mit der Temperatur ungemein rasch zunimmt.
Einen zahlenmifigen Anhalt gibt die nachstehende Zusammenstellung.

I o abs. ! (T/100)* °¢ 0 abs. (T/100)t
o | o3 55,5 750 | 1023 10 950
100 373 1936 1000 1273 26 200
250 523 748 1250 | 1523 53 800
500 | 713 3570 1500 | 1773 98 800

¢) Das Lambertsche Gesetz.

Das Kirchhoffsche Gesetz fiir schwarze Strahlung sowie die
entsprechende Gl. (121) fir graue Strahlung messen die Energie,
welche eine Flache von der GrofSe , Eins“ nach allen Richtungen des
Raumes hin aussendet. Diese Richtungen werden (vgl. Abb. 39) durch
den Winkel ¢ gekennzeichnet, welchen sie mit der Flichennormalen
einschliefen.

Die Energie, welche ein Flichenstiick df ausstrahlt, verteilt sich
nicht gleichméBig iiber alle Richtungen des Raumes, sondern sie ist
am stérksten in Richtung der Flichennormalen und nimmt mit
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wachsendem Winkel ¢ immer mehr ab, bis sie bei @ = 90° den
Wert null erreicht. Nach dem Lambertschen oder Kosinusgesetz
ist sie dem Kosinus des Winkels ¢ proportional.

AuBerdem ist die Energie noch der Offnung des Raumwinkels d 2
proportional. (Uber das Rechnen mit Raumwinkeln siehe S. 178.)
Es ist darum die Energie, welche das Flichenelement df unter dem
Raumwinkel £ aussendet, gleich

dQ, = const-dQ2-cos @-df. (122a)

Um den Proportionalitdtsfaktor ,const“ zu bestimmen, integrieren
wir Gl (122a) iiber den ganzen Halbraum auf der positiven Seite
der Normalen. Nach Gl (161) auf S. 178 ist

r-de-r-sinp-dy

+l / a2 = 3 =dy-sinp-do.
; /// Damit wird
: J Y dQ, = const-df-dy-sing-cos@-dg
! ////’ und
l«fp /.'/// =27 @==x

1/’ Q, = const-df-fdz-fsinqy-cosgad(p
!jﬂ\/d.@ 1=0 Tg=0
Z = const-df- 2x-[1sin® ]

Z?‘?f = const-zz-df.

- Dieser Wert ist aber andererseits nach dem

Abb. 39. Zu: Stefan-Boltzmannschen Gesetz bzw. Gl. (121)
Lambertsches Gesetz. gleich

Q=E— a(%)‘-w.

Durch Gleichsetzen ergibt sich
const = 1~ C- <——2>4
7 100
und die Gl (122a) nimmt die Form an

1 T\*
th:;C'<T(_)—O> -df-COS(p~d..Q. (122b)
Diese Gleichung ist die Grundlage zum Berechnen des Wirmeaus-
tausches von Flichen endlicher Ausdehnung. Siehe spiter S. 132.

Zum Schlusse muB noch bemerkt werden, daB das Kosinusgesetz
nur fiir matte und rauhe Oberflichen gilt, nicht aber fiir glatte,
spiegende Oberflichen.

III. Die Aufnahme strahlender Energie. — Absorption.
a) Allgemeines.

Wenn eine Strahlung auf einen Koérper auftrifft, so wird im all-
gemeinen ein Teil der Strahlung von der Korperoberfliche zuriick-
geworfen und wieder in den Raum gesandt. Der Rest der Strahlung
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dringt in den Korper ein und wird dort absorbiert und in Wirme
umgewandelt. Streng genommen wird ein kleiner Teil der Energie
nicht absorbiert und verlit den Korper wieder auf der anderen
Seite, dringt also durch den Kérper hindurch. Bei den in der Technik
vorkommenden festen Stoffen und Korperdicken braucht jedoch dar-
auf im allgemeinen nicht Riicksicht genommen zu werden.

Derjenige Bruchteil der auftreffenden Strahlung, welcher reflektiert
wird, heilt das Reflexionsverm6gen R der Oberfliche, und der Rest,
welcher aufgenommen wird, das Absorptionsvermégen 4. Sowohl R
als 4 sind unbenannte GroBen, und zwar echte Briiche. Ihre Summe
ist natiirlich stets gleich eins.

AuBler dem Betrag der zuriickgeworfenen Strahlung ist noch
ihre Richtung von Interesse. Wir konnen hier zwei Grenzfille
unterscheiden: Entweder die Reflexion erfolgt , regelmaBig”, das heillt
der zuriickgeworfene Strahl liegt mit dem einfallenden Strahl und
der Flichennormalen in einer Ebene und der Reflexionswinkel ist
gleich dem Einfallwinkel; eine solche Oberfliche heifit ,glatt“. Oder
der einfallende Strahl spaltet sich in sehr viele reflektierte Strahlen,
die gleichméBig nach allen Richtungen des Raumes zuriickgeworfen
werden; man spricht dann von einer ,diffusen“ Reflexion und nennt
die Oberfliche ,rauh“.

Die Benennungen, welche die Eigenschaften der Oberflichen kenn-
zeichnen, lassen sich in folgendem Schema zusammenstellen:

Auftreffende Energie

RegelmiBige Reflexion

Diffuse Reflexion

glatt rauh
ganz reflektiert 4 = 0 spiegelnd weill
ganz absorbiert 4=1 — schwarz

Eine glatte Oberfliche, welche alle auftreffenden Strahlen absor-
biert, gibt es nicht.

b) Das Kirchhoffsche Gesetz.

Dieser Satz liefert eine Beziehung zwischen dem Emissions-
vermégen B und dem Absorptionsvermégen 4. Seine Ableitung er-
fordert zwar eine etwas umstdndliche Rechnung, die aber fiir den
Anfianger deshalb wichtig ist, weil sie in vorziiglicher Weise in das
Wesen des Strahlungsaustausches einfiihrt.

Zwei sehr groBe Koérper I und II sollen sich mit ihren ebenen
Oberflichen in geringem Abstand gegeniiberstehen, so dal jeder
Strahl des einen Korpers den anderen treffen muB. Wir nehmen
vorerst an, daB die Temperaturen beider Korper verschieden seien
und stellen uns die Aufgabe, die durch Strahlung ausgetauschte
Wirme zu berechnen.

Um die Schicksale der vom Korper I ausgetauschten Energie zu
verfolgen, stellen wir folgende Rechnung auf:
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I strablt aus: E, (a)
IT absorbiert davon: E.-4,, (b)
II sendet zuriick: E-(1—4,), (c)
I absorbiert selbst wieder: E,-(1 — A, )-4,, (d)
I sendet neuerdings aus: H,-(1—4,)-(1—4), (e)
II absorbiert davon: E-1—A4,)-1—4)-4,, #
II sendet zuriick: E-1—A4) (1—4)-1—4,), (@

(
I absorbiert selbst wieder: E,-(1 — A4,)-(1— 4,)-(1—4,)-4, (h)
usw.

Genau dieselbe Aufstellung kann man fir die vom Korper II
ausgesandte Energie durchfiihren. Sie 148t sich aus der obigen Auf-
stellung einfach durch Vertauschen der Zeiger I und II ableiten und
beginnt:

II strahlt aus: E,,
I absorbiert davon: E,-4,, :
I sendet zuriick:  E,-(1—4,)
usw.

Um die Energie @ zu finden, die der Korper I bei diesem Strah-
lungsaustausch im ganzen einbiiBt, miissen wir von der Energie, die
er urspriinglich aussendet, diejenige Energie abziehen, die er davon
selbst wieder aufnimmt, sowie diejenige Energie, die er vom Korper 171
erhilt.

Von der eigenen Strahlung absorbiert Korper I zufolge der ersten
Aufstellung selbst wieder die Betriige in Zeile (d), (h), (m), (q) usw.,

also:
E1'<1 +Ek+E A )(1 - AII)'AI'
Darin ist zur Abkiirzung gesetzt
(1—4,)Q—4)=Fk.
Beachtet man noch, daB nach den Lehren der Algebra

. 1
1+k‘|—k“+“‘=me
so nimmt der obige Ausdruck die Form an:
}_’71' (1 - AH) 'Al‘
1—k '

Von der Energie des Korpers II absorbiert Korper I gemif der
zweiten Aufstellung den Betrag

E, Q14+ k+E4--)-4,
Mit diesen Werten ergibt sich:

EI'(l_AH)'AI . EH'Az
1—k 1—k"

— EII'AI .
1—k

Qm2,h: EI -
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Wenn man das Ganze auf gemeinsamen Nenner (1 — k) bringt und
beachtet, dall

1~k=1_(1 —AI——AII_I_AI'AII):AI_I—AII_AI'AII
ist, so vereinfacht sich der Ausdruck fiir @,. ; auf
E,-A,—E,-A, [ keal }
4,4+ 4, — A, A, m* h]

Nach dieser Vorbereitung gelangen wir rasch zum Kirchhoff-
schen Gesetz. Wir nehmen jetzt an, daBl die beiden Korper ur-
spriinglich gleiche Temperatur besafen. Dann mull diese Temperatur-
gleichheit auch bestehen bleiben, denn nur durch Strahlungsaustausch,
also von selbst, kénnen sich keine Temperaturdifferenzen bilden. Es
mub also, wenn beide Ko6rper gleiche Temperatur haben, @z ;=0

sein. Da der Nenner nicht unendlich werden kann, ist dies nur
moglich, wenn der Zahler gleich null wird, wenn also

E, 'AU =K, 'AI

sz, =

oder
E K

o A/ 1
(123)

I

Wir denken uns jetzt als Korper I einen ganz beliebigen
Korper gewdhlt, als Korper II aber einen absolut schwarzen Korper
(4,=A_=1), so lautet Gl (123) unter gleichzeitiger Verwendung
von (120a):
ZL—F =g, T*. (124)
I
In dieser Form besagt das Kirchhoffsche Gesetz: Das Verhéltnis
des Emissionsvermogens eines Korpers zu seinem Absorptionsvermogen
ist bei allen Korpern gleich und allein von der Temperatur abhéngig.

Hat also ein Korper ein sehr groBes Absorptionsvermogen, nahezu
eins, so mufl auch sein Emissionsvermogen sehr grofl sein, nidmlich
nahezu gleich demjenigen des schwarzen Korpers. Hat umgekehrt
ein Korper ein sehr kleines Absorptionsvermogen, so mufl auch sein
Emissionsvermégen sehr klein sein.

Daraus folgt, dal Flachen, welche sehr gut reflektieren — polierte
Metallflichen aus Silber oder Kupfer — selbst sehr wenig strahlen;
dies erhellt aus folgender Uberlegung: Da die Flichen ein groBes
Reflexionsvermdgen R besitzen, mufl ihr Absorptionsvermégen 4 sehr
klein sein, denn es gilt die Gleichung 4 + R =1. Einem kleinen
Absorptionsvermodgen entspricht aber nach dem Kirchhoffschen Satz
auch ein kleines Emissionsvermégen.

Die oben gegebene Ableitung des Kirchhoffschen Satzes 1aBt
sich auch fiir jede Wellenldnge getrennt durchfiihren. Sie liefert dann
eine Gleichung, welche der Gl. (123) durchaus entspricht und sich
sogleich auf beliebig viele Koérper ausdehnen 1aBt. Sie lautet:

B r E;'IL o E}"s:F(l, T). (125)

4, 1 - A 1 - 1
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In dieser zweiten Form besagt das Kirchhoffsche Gesetz: Das
Verhiltnis des Emissionsvermodgens eines Korpers fiir eine bestimmte
Wellenlinge zu seinem Absorptionsvermdgen fiir dieselbe Wellenlénge
ist bei allen Korpern gleich und allein eine Funktion der Wellen-
lainge und der Temperatur.

Ist fiir einen Korper die Kurve der spektralen Emission bekannt
(Abb. 38a), so ldBt sich daraus die Kurve seiner spektralen Ab-
sorption ableiten. Um dies zu zeigen, 16sen wir aus Gl (125) die
Beziehung (126) heraus:

4,1 B s
1 E,

Das Verhiltnis E,;/E; ; ist nach Voraussetzung fiir jede Wellen-
linge gegeben (Abb. 38a). Im Absorptionsspektrum ist die Linie des
schwarzen Korpers eine Paralle zur 1-Achse im Abstand ,eins“.
Gemi der gefundenen Beziehung (126) miissen wir nun im Ab-
sorptionsschaubild die Ordinaten bei jeder Wellenlinge im selben
Verhiltnis teilen, wie sie durch die Kurve der spektralen Energie-
verteilung im Emissionsschaubild geteilt sind.

Man sieht aus Gl (126) und noch besser aus Abb. 38a und b,
daB ein Koérper, der bei einer bestimmten Wellenlinge keine Energie
absorbiert, bei dieser Wellenliinge auch keine Energie aussenden kann.

(126)

¢) Die experimentelle Verwirklichung des schwarzen
Koérpers.

Es gibt eine Reihe von dunklen, rauhen und porésen Kérpern,
wie zum Beispiel RuB, deren Strahlung der schwarzen Strahlung
nahe kommt. Die beste Verwirklichung des schwarzen Korpers liefert
aber der sogenannte Hohlraum.

Wir stellen uns einen allseitig begrenzten
Raum vor (Abb. 40), dessen Winde iiberall
gleiche Temperatur haben; an einer Stelle der
Wand soll eine sehr kleine Offnung sein. Tritt
nun ein Strahl von auBlen her durch diese
Offnung ein, so wird er von den Wanden des
Hohlraums immer wieder reflektiert und dabei
jedesmal durch Absorption geschwicht; bis
der Strahl wieder den Weg ins Freie gefunden

L hat, ist er fast vollig vernichtet. Ist nun die

3::’ 'st(ﬂwar‘;:;wgg;ﬁﬁgg Offnung hinreichend klein, so werden alle

durch den Hohlraum. eintretenden Strahlen vollstéindig absorbiert,

auch wenn die Wandung fiir sich allein ge-

nommen nur geringes Absorptionsvermbgen hat. Die Offnung hat also

das Absorptionsvermdgen ,eins“, sie ist eine absolut schwarze Fliche.

Dann muB3 aber auch, wenn der Hohlraum iiberall auf gleich hoher

Temperatur gehalten wird, die aus der Offnung heraustretende

Strahlung nach dem Kirchhoffschen Satz eine absolut schwarze
Strahlung sein.
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Nach diesen Grundsitzen verwirklicht man in der Experimental-
physik die schwarze Strahlung. Fiir die Technik ist die Lehre vom
Hohlraum vor allem wichtig bei der Messung der Temperatur in
Feuerungen mit Hilfe der Strahlungspyrometer, denn diese setzen
das Vorhandensein einer rein schwarzen Strahlung voraus. Eine solche
ist aber gegeben, wenn man mit dem Pyrometer durch eine Schau-
6ffnung das Innere eines groflen Feuerungsraumes beobachtet. Hierbei
ist jedoch Voraussetzung, daB im ganzen Innern vollige Temperatur-
gleichheit herrscht. Ist z. B. ein Siemens-Martin-Ofen mit frischer
Charge beschickt worden, so besteht nicht mehr Temperaturgleichheit
und die Strahlung ist nicht mehr rein schwarz. Die Messung wird
ungenau, gleichgiiltig ob man die Temperatur der heileren Ofenwand
oder der kilteren Charge messen will.

B. Der Wiirmeaustausch zwischen festen Korpern.

Wenn wir im folgenden die Formeln aufstellen zur Berechnung
des Wiarmeaustausches zwischen festen Korpern, so sind dabei immer
zwei Bedingungen stillschweigend angenommen.

Erstens ist stets diffuse Reflexion vorausgesetzt, die Korperflichen
diirfen also nur rauh oder matt, niemals spiegelnd (poliert) sein.

Zweitens soll alle vorkommende Strahlung nur graue Strahlung,
mit Einschluf der schwarzen Strahlung, sein. Bei allen Koérpern mit
groBer Strahlungszahl — etwa iiber 3,5 — ist diese Bedingung mit
einer meist hinreichenden Genauigkeit erfiillt. Korper mit kleinerer
Strablungszahl kdnnen jedoch mit ihrer Strahlung soweit vom Gesetz
der grauen Strahlung abweichen, daB unzuldssige Fehler in die Rech-
nung hereinkommen.

I. Der Wirmeaustausch zwischen zwei sehr groflen,
ebenen und parallelen Oberflichen.

Zur Ableitung des Kirchhoffschen Gesetzes hatten wir den
Wiérmeaustausch berechnet zwischen zwei sehr groBen Korpern I
und I/, die sich mit ihren ebenen Fiidchen in geringem Abstand
gegeniiberstehen,

Wir hatten dort fiir die ausgetauschte Wirme, bezogen auf 1 qm
und 1 h, den Betrag gefunden (siehe S.123)

E-4,—E, A,
2 = a
s AI+AH_AI'AII ()
und dann angenommen, daB dieser Betrag gleich null sein muf,
weil die beiden Korper gleiche Temperatur besitzen.

Nunmehr sollen aber die beiden Temperaturen nicht gleich sein

und wir stellen uns die Aufgabe, die alsdann ausgetauschte Wirme

zu berechnen, indem wir die Gl. (a) noch etwas umformen. Nach
dem' Kirchhoffschen Gesetz (Fassung 124) ist

E,=A4,-0,-T} und E,=A4,-0 T (b)
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Ferner ist nach Gl (121)

EI = 0; TI4 und EII =0y T141 : (c)
Aus (b) und (c) folgt
AI = O'1/ Oy und AII = 011/ Oy - (d)

Durch mehrmalige Umformung mit Hilfe der Gl (b) und (d) erhalten
wir aus Gl (a):
Qs — o, T'—o -Th  Tr—=TH
mET T 1

1 1 1
— -1 — =
4, A, 0; Oy O
\Lef
49
/|
Vo g
40 A 4o
b2 7
/ 1
2 / / [
L
/ )
50 - 1/ Jso
y /‘ )y
VY / . il
//‘V - _
// //// l
20 v // [/qr) /_.leZ,O
V4 1 /
// ;/1}/ 4;
7 ] L]
) ;// l
10 = [kl e —{%0
AT |
|~ = ! ]
/ | | ! |
0 ! |
0 7 z 3 % c 4
—{
Abb. 41. Schaubild zur Bestimmung des Strahlungsfaktors:
1
C, G G

z. B: C,=32; C;=27; dann [C]1=22.

Wenn wir statt der Strahlungszahl ¢ wieder die Strahlungszahl C
einfiilhren und die Wirmemenge fiir die Fliche F und die Zeit ¢
berechnen, so erhalten wir das Endergebnis:

Q:iJri*i{(;g(I))‘i_(’1%%)4}'F't[kcal]' (127)
c, T, ¢
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Die Wirmemenge ist also der Fliche F und der Zeit ¢ verhéltnis-
gleich, auBlerdem treten in der Gleichung noch zwei Faktoren auf,
von denen wir den ersten den Strahlungsfaktor, den zweiten den
Temperaturfaktor nennen wollen.

In dem Strahlungsfaktor, den wir mit [C] bezeichnen, kommt
auBer den Strahlungszahlen beider Flichen noch diejenige des schwarzen
Korpers in Rechnung (vgl. Abb. 41).

7‘ 6‘
700,
700000 —
50000 777—7(

170000 7'{
5000 T? -
|

17000

500

1700

I
|
I
|
]
!
I
I
I
I
I
|
|

a 700 200 300 w00 500 7000 7500
——= (rad Celsius

Abb. 42. Schaubild zur Bestimmung des Wertes:
TOabs. \* . . .
00 (Abszissen in Celsiusgraden!)

z. B. bei 570°C ist (T'/100)* gleich 5100.

Sein groBtmoglicher Wert ist gleich der Strahlungszahl des schwarzen
Korpers und stellt sich dann ein, wenn beide Koérper absolut schwarz
sind. '

Ist nur einer der beiden Koérper schwarz, so ist der Wert des
Strahlungsfaktors gleich der Strahlungszahl des anderen, also des
nicht schwarzen Korpers.

Der Temperaturfaktor besteht in einer Differenz zweier vierter
Potenzen, welche sich zahlenm#fBig am einfachsten mittels der be-
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kannten Quadrattafeln auswerten lassen. In den meisten Fillen ge-
niigt aber die Ablesegenauigkeit des vorstehenden Schaubildes 42.
Des bequemeren Gebrauches wegen sind darin als Abszissen Celsius-
grade aufgetragen.

Der Temperaturfaktor 148t sich noch umformen, indem man aus
der Algebra die Gleichung

at—bt=(a®+b%)-(a+b) (@ —b) = (a® 4 a®b 4 ad*+ b®)-(a — b)

700
= L
E e
w0 40000 // ///‘:,/.///
909 1 g
s —] /?f/?%
] y | — T~ / , /
_—1 600 L] / / / /
70 %‘/ ////
—5% "
/'uﬂo 7 :
5 3% ;
4% 7,00 :
202 /// '
1% /OC ” :
, // §

g 00 200 300 400 S00 600 700 800 900 1000°C

Abb. 43. Schaubild zur Bestimmung des Wertes £ in Gl. (128),
z. B. bei T, =640°C und T, =860°C ist = =43.

heranzieht. Man erhilt dann
( T, )4_ ( T, >4_ TP+ T2 T,+7T,-T2+ T2 (T, — )
100 100/ 10° Lo
=& CTI_ T,)- (128)
Diese Form 1aBt klar erkennen, daBl es beim Strahlungsaustausch
nicht nur auf den Temperaturunterschied, sondern in sehr hohem
MaBe auf die Hohe der Temperaturlage ankommt, und dafiir ist
die GroBe Z ein MaB. Zur zahlenmiBigen Auswertung dient das
obenstehende Schaubild 43.
Fiir genauere Rechnungen findet man eine Zahlentafel im I. Band
des Taschenbuches ,Die Hiitte®, -
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Zahlenbeispiel. Wie gro8 ist der Strahlungsaustausch pro Quadrat-
meter und Stunde zwischen zwei parallelen, sehr groflen Flichen,
wenn 7', =100°C und 7', =20°C ist und wenn im

Fall a: C,= C,= C, [absolut schwarz],

Fall b: C,= C,= 4,3 [mattes Eisenblech],

Fall ¢: C,= C,=0,7 [gut poliertes Kupfer] ist?
Wir berechnen zuerst den Strablungsfaktor. Er ist
im Falle a: [C]=4,9;

. 1 1
im Falle b: [C] = — L1 1~ 0,232 + 0,232 — 0,204
43 " 43 49
1
= 85
0,260 °
- 1 1
im Falle ¢: [C]= 1 N 1 1 1,430 -~ 1,430 — 0,204
07 0,7 49
1
_—— =038
2,656 0

Sodann ermitteln wir den Temperaturfaktor:

4 < 4
<ﬁ> — <493> = 193,56 — 73,7 = 119,8.

100 100
Mit diesen Werten wird die ausgetauschte Wirme
im Falle a: Qp e — 588 [k"aﬂ
im Falle b: @, 2 = 462 [k:aﬂ
im Falle c: @, e = 45,6 (kc?,]lj .

1I. Strahlungsschutzschirme.

Um den Strahlungsaustausch zwischen zwei Fldchen zu vermin-
dern, wendet man als wirksames Mittel Strabhlungsschirme an. Wir
wollen im folgenden die Wirksamkeit solcher Schirme zahlenmiBig
ermitteln. Dabei setzen wir voraus, daB der Schirm aus sehr diinnem
Blech ist, so daB wir mit keinem Temperaturabfall im Schirm zu
rechnen haben, und nehmen ferner an, daB dem Schirm keine Wirme
durch Konvektion entzogen wird.

Wir berechnen zuerst die Warme ,, welche ohne Strahlungs-
schirm ausgetauscht wird, und dann die Wirme @, bei einem Schirm.
Mit T bezeichnen wir die Temperatur des Schirmes. Bei dieser
Rechnung wollen wir zwei Falle unterscheiden.

Grdber, Wirmeiibertragung. 9
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1. Fall. Wir nehmen an, dal die Oberflichen der beiden Korper I
und I/ unter sich und mit den beiden Oberflichen des Schirmes
gleiche Strahlungszahl besitzen, so dafl wir nur mit einem einzigen
Strahlungsfaktor

)= 4
L4

Q
~Q| et | et
3 =

I
zu rechnen haben.

Es ist dann

() - () )

N A Sy Ty N E Ay P

Aus der zweiten Gleichung folgt

(i) =5 1(550) + () |

und mit diesem Wert wird

R e o AN SR

Durch Zwischenschalten eines. einzelnen Schirmes wird also der
Strahlungsaustausch auf die Hé&lfte herabgedriickt.

Die Rechnung 1liBt sich auf zwei, drei und mehr Schirme ver-
allgemeinern. Fiir n Schirme gilt die Gleichung

1
Qn_n+1'Q0’ (129)
2. Fall. Wir nehmen nun an, daB die Strahlungszahl der beiden
Korperoberflichen gleich C, und die Strahlungszahl der beiden Schirm-
oberflichen gleich C_ sei.
Dann haben wir fiir den Strahlungsaustausch zwischen beiden
Korpern ohne Schirm

den Strahlungsfaktor [C, ] = T i I
AR
und den Strahlungsaustausch jeweils zwischen Korper und Schirm
den Strahlungsfaktor [C,] = 1 11 T
AL

Mit diesen Werten ist

=10 (i) i) |+
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und

o ) - 7o ) (2 -
N (A

Es ist also das Verhiltnis:

1 1 1
1675770,

Q 2[C¢] 2 1 1 1
0k+0 c,

nm

(130)

Zahlenbeispiel. Wie groB ist das Verhéltnis @, : @,, wenn zwischen
zwei matte Eisenplatten ein beiderseits poliertes Kupferblech als
Strahlungsschutz geschoben wird?

Wir schiitzen die Strahlungszahl des Eisenbleches zu C, = 4,3 und
diejenige des Kupferbleches zu C, = 0,7 und erhalten:

1 1 1

Q 1 43743 49 1 0,23240,232—0,204
Q 2 _1__,_i_,1__2 0,232 4- 1,430 — 0,204
437 0,7 49
1 0,260 1
=—. 2 —_.0,18 =0,09.
2 1,458 2 0 0

Der Strahlungsaustausch wird also durch diesen Schirm auf 99/,
herabgedriickt.

III. Der Wiirmeaustausch zwischen einem Kérper und seiner
Umbhiillung.
Ein Korper I soll allseitig von einer Hiille /I umgeben sein, wie
dies Abb. 44 andeutet.
Sind F, und F,, die Oberflichen
des Korpers bzw. der Hiille, so be-
rechnet sich die Wiarme, welche I

an II im Strahlungsaustausch abgibt, /
aus der Gleichung: I

Q—— =
LS e

I 1r

T ! T ! Abb. 44. Korper von einer Hiille
' [(160) o (10%) ]'Ff't [keal] . (131) ganz umgeben.

Der Strahlungsfaktor hingt also hier nicht allein von den beiden
Strahlungszahlen des Korpers und der Hiille, sondern auch von dem
Verhiltnis F,/F,, ab. Es ist beachtenswert, daB weder die Form des
Kdrpers noch die Form der Hiille, auch nicht die Lage des Kdrpers

9*
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innerhalb der Hiille eine Rolle spielt, sondern nur das Verhiltnis
der beiden Oberflachen.

Im iibrigen ist zu beachten, daB Gl (131) nur dann gilt, wenn
der Korper I keine einspringenden Ecken hat.

Zahlenbeispiel. Ein heiles Rohr von 20 cm AuBendurchmesser
wird zuerst durch einen engen Kanal vom Querschnitt 30 >< 30 cm?,
dann durch einen Gang von der Breite 1 m und der Héhe 2 m und
zuletzt durch einen Saal von der Breite 8 m und der H6he 5 m
.gefiihrt. Wie groB ist der Strahlungsfaktor, wenn fiir die Rohr-

oberfliche C, = 3,5 und die Winde C,, = 3,8 gilt?
Es ist
(1 1 = (0,264 0239)'—0025'
011 Os _( ’ - 7 ’
ferner ist:
fir den Kanal: F, _ 0628 = 0,523
i 172
F 0,628
” ” G‘rang: —III= 6,0 =0,105;
” » Saal: —I—VI— = &6—2—8— = 0,024.
T 26,0
Damit wird
. . 1 o 1 . .
fiir den Kanal: [0] = 5oge 55950025 — 0,286 - 0,013 — %
1 1
» v Gang: 0] =G0 e8T0,105-0,025 0,286 10,008 — >*6
1 1
» ” 1: 0l = = = 9 .
Saal:  [C] 0,286-0,024-0025 ~ 02860 >0

Diese Aufgabe 148t erkennen, daf der ganze Ausdruck
m(L 1)
F. 1 611 Cs

in vielen praktischen Féllen nur von geringem EinfluB ist, denn
die Differenz in der Klammer hat meist einen geringen Wert, der

dann im Verhiltnis —Z noch weiter verkleinert wird.
11

IV. Der Wirmeaustausch zwischen zwei beliebigen
Fliachenelementen.

Es soll der Strahlungsaustausch zwischen den beiden Flichen-
elementen df, und df, (Abb. 45) berechnet werden, und zwar wollen
wir uns die Sache dadurch vereinfachen, daB wir beide Flichen als
absolut schwarz annehmen, so daB jede Fliche die Strahlung der
anderen sofort bei ihrem ersten Auftreffen ganz absorbiert.
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Die Wirme, welche Fliche df, unter dem Raumwinkel d£ aus-
strahlt, ist unter Beriicksichtigung des Lambertschen Gesetzes nach

GL (122Db): <
401 = Lo (L) . af, - cosp,-d 2, -
[0, =2 ¢ (100> oo —i&/ Nafr
Darin ist zu setzen: /c /s
0, _% COS @, /.//
r2 ’ ’/ 4
1.0/
wenn mit r die Entfernung der beiden 1,54’(6:91
Flachen voneinander bezeichnet wird. g“%é/
Die Strahlung von df, nach df, ist also %
[4@Q,], 5
1 T, \* cosg,- cosgp, Abb. 45. Strahlungsaustausch
. ¢- (m) T e df, - dfy. gwischen Flichenelementen.

Der gleiche Rechnungsgang liefert die Warme, welche in entgegen-
gesetzter Richtung, also von df, nach df, gestrahlt wird. Es ist:

[4Q,], = 50 (05) - 2t sy LT
= T

100 r?
1 T, \* cosg,-cosg,
=a¢ (100) ;e Ahdh

Der resultierende Wirmetransport in Richtung von df, nach df,
ergibt sich als Differenz der beiden Werte zu:

i, =L.¢ (EL>4__<T‘-" >4 08P 8Py g .af, 132)
L 100 100 7, e (

Ist der Wiarmeaustausch nicht zwischen Flichenelementen, sondern
zwischen zwei Flichen f;, und f, von endlicher GroBe zu berechnen,
so ist Gl (130) noch zu integrieren und lautet dann:

1 T, cos q)l 008 @,
h=7C [(100 100 } ff Cafycdfy. (188)

Es muf} hier leider beigefiigt Werden, dafl diese Integrationen schon
bei sehr einfacher Form und Lage der beiden Flichen auf recht grofle
rechnerische Schwierigkeiten fithren, die sich nur von Fall zu Fall
durch irgendein mathematisches Naherungsverfahren iiberwinden lassen.

V. Gleichzeitige Beriicksichtigung der Wirmeiibertragung
durch Leitung und Strahlung.

Wenn ein Korper seine Wirme teils durch Leitung und Kon-
vektion an die vorbeistreichende Luft, teils durch Strahlung an die
umgebenden Raumwinde abgibt, so- kann es zweckmiBig sein die
beiden Arten der Wirmeabgabe in der Rechnung zusammenzufassen.
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Man sucht dann die ganze Rechnung auf die Form zu bringen:
Q=qag-(I',—T,)-F,-t[kecal].
Darin ist:

T, die Temperatur des Korpers,

T, » ) der Raumluft und der Wande,

og eine Gesamtwirmeiibergangszahl, welche aus den beiden Summan-
den besteht,

o = Wirmeiibergangszahl fiir Leitung und Konvektion,

g = » » Strahlung.

Der Wert «;, errechnet sich aus den entsprechenden Gleichungen des
II. Hauptteiles dieses Buches. Fiir ¢g beniitzen wir die Ableitung
auf 8. 128 und erhalten mit Verwendung von Gl. (128):

- kecal
ws=10)% | s ) 130

Es hingt sehr von den besonderen Verhdltnissen der einzelnen
Aufgabe ab, ob es zweckmiBiger ist, die Berechnung von Leitung
und Strahlung in dieser Art zu vereinen oder sie getrennt durch-
zufiihren.

C. Die Strahlung der Gase.
I. Einfithrung.

Man hat bis vor wenigen Jahren die Eigenstrahlung der Gase
ganz bedeutend unterschitzt und den Wéarmeaustausch zwischen
heilen Gasen und Winden fast allein auf Leitung und Konvektion
zuriickgefithrt. Nur wenn die Gase stark mit Staub verunreinigt
waren und wenn — wie bei der leuchtenden Flamme — Kkleine
Kohleteilchen hell glithten, lief man einen Warmeiibergang durch
Strahlung gelten, aber nur wegen der Strahlung dieser festen Teilchen.

Erst durch die Arbeiten von Schack iiber die Strahlung der Feuer-
gase (s. Lit.-Verz. 30 u. 31) und die Arbeit von NuBelt (s. Lit.-Verz. 19)
iiber den Warmeiibergang in der Verbrennungskraftmaschine wurde
gezeigt, daBl eine Reihe von Gasen wie Wasserdampf, Kohlensdure,
Kohlenoxyd, Methan usw. eine ganz betrichtliche Strahlung besitzen.
Ich mochte das Studium dieser Originalarbeiten dringend empfehlen
und will, um dies dem Leser zu erleichtern, mich in der Darstellungs-
weise und den Buchstabenbezeichnungen moglichst eng an diese
Arbeiten anschlieBen. ,

Auf Seite 118 war erwihnt, daf die meisten festen Korper als
graue Korper strahlen. Ganz anderer Art ist die Strahlung der Gase;
sie sind fir groBe Wellenldngenbereiche vollkommen durchlissig und
nur innerhalb ganz enger Gebiete besitzen sie merkliche Absorption
und Emission. Sie haben, wie man in der Physik sagt, ein Banden-
spektrum. )



Die Absorption. 135

Wir wollen uns die Darstellung dadurch vereinfachen, dafl wir
vorerst unserer Betrachtung ein Gas zugrunde legen, das nur ein
einziges schmales Band besitzt, das also nur innerhalb des Wellen-
langenbereiches von A bis 4 -+ 41 Energie aussendet und absorbiert,
fir groBere oder kleinere Wellen aber vollstéindig diatherman ist.
Die GroBle 44 soll zwar sehr klein, aber immer noch groB gegen
das Differential d1 sein. Uber den Unterschied zwischen diesem
pidealen“ Gas und den wirklichen Gasen werden wir spéter sprechen.

ILI. Die Absorption.

Wir nehmen nun an, dafl ein beliebig geformter Gaskorper der
eben beschriecbenen Gasart von Wéinden eingeschlossen sei, welche
eine Strahlung beliebiger spektraler Verteilung aussenden. Dann
werden alle Strahlen mit Wellenldngen kleiner als 1 und grofler als
A+ 41 den Gaskorper unverdndert durchdringen; dagegen werden
alle Strahlen im Bereich 41 auf ihrem Wege durch das Gas eine
dauernde Schwichung erfahren.

Ist J; o die Intensitit, mit der der Strahl von der Wand aus-
gesandt wird, so wird sie, bis er den Weg x zuriickgelegt hat, auf
einen Betrag J; , gesunken sein. Wenn der Strahl weiterhin um das
Wegelement dx fortschreitet, so sinkt seine Intensitit um den Be-
trag dJ,. Diese Senkung d.J; ist erstens der Intensitdt J, , an der
Stelle * und zweitens der Wegstrecke d verhiltnisgleich. Es gilt
also die Gleichung

— dJ, = const-J; ,-dx.

Die Intensitdt nimmt also nach jenem Gesetz ab, das wir im mathe-
matischen Anhang fiir abklingende Vorginge abgeleitet haben.

Die Verhiltniszahl ,const“ heilt die Absorptionsziffer a, des
betreffenden Gases; sie ist von der Dimension [m~!] und ihr Zahlen-
wert kann zwischen null und unendlich schwanken.

Wir erhalten damit das Absorptionsgesetz in seiner ersten Form:

dJ,=—a,-J, ,-dx. (135a)
Durch Integration folgt daraus die Intensitit an der Stelle x:
Jne=dJo0 e 7.
Die Schwichung, die der Strahl auf dem Wege x erlitten hat, ist
Jyo—Je=10- (1 —e “47);
oder als Bruchteil der Anfangsintensitit ausgedriickt:

Jro = Joa _

- 1—e @7, 135b
i e (135b)

Diese Gleichung stellt die zweite Form des Absorptionsgesetzes dar.
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II1. Die Emission.

Wenn ein Gaskorper iiberall gleiche Temperatur hat, so senden
alle Molekiile in gleicher Weise Energie aus. Man konnte darum
versucht sein, die Ausstrahlung @ des Korpers in der Zeit ¢ der Anzahl
der Molekiile und damit seinem Volumen V proportional zu setzen,
also zu schreiben: @ = const-V-{. Damit wiirde man aber einen zu
grofBen Wert erhalten, denn die Strahlung des einzelnen Gasteilchens
gelangt ja nicht in vollem Betrage an die Oberfliche, sondern sie
wird auf dem Wege dorthin zum Teil absorbiert.

Fiir unendlich kleine Raumteilchen ist aber die Absorption zu
vernachldssigen und es gilt darum die Gleichung

dQ =¢,-dV -t [keal]. (136)
Die Verhaltniszahl ¢; heiBt die Emissionsziffer der Raumeinheit
des Gases. Sie ist von der Dimension [kcal. m—3.h—1]. Wir miiBten

; i+d . —
sie strenggenommen [g;) 1+ schreiben, weil sie sich auf den end-

lichen Wellenldingenbereich 44 bezieht; wir wollen jedoch die ver-
einfachte Schreibweise ¢; beibehalten.

Gl (136) stellt das Emissionsgesetz fiir unendlich kleine Réume
dar. Um die Ausstrahlung endlicher Gasmassen zu bestimmen,
schlagen wir einen anderen Weg ein.

Ein beliebig geformter, vollstindig luftleerer Hohlraum soll von
Winden umschlossen sein, welche iiberall dieselbe Temperatur be-
sitzen. Dann ist im allgemeinen die Strahlung, welche die Winde
aussenden, eine. vollkommen schwarze Strahlung, das heiBt die
Energie verteilt sich itber alle Wellenlingen gemi dem Planck-
schen Gesetz.

Die Energie, welche ein Oberflichenelement df nach der ganzen
iibrigen Oberfliche strahlt, 148t sich aus dem Stefan-Boltzmann:
schen Gesetz berechnen. Genau ebenso groB ist auch die Energie,
welche die ganze iibrige Oberfliche ihrerseits nach df strahlt, denn
wire dies nicht der Fall, so wiirde in df eine Anhdufung oder eine
Abnahme von Wéirme stattfinden, so daB sich eine Temperatur-
differenz von selbst bilden wiirde; dies ist aber nach dem zweiten
Hauptsatz nicht méglich.

Nun denken wir uns den Hohlraum mit Gas gefiillt, welches die-
selbe Temperatur wie die Winde besitzt. Dann werden zwar in den
gestrahlten Energiemengen Anderungen eintreten, aber die Ande-
rungen miissen so abgestimmt sein, dafl auch dann keine Temperatur-
differenzen von selbst auftreten konnen.

Die Energie, welche df ausstrahlt, ist dieselbe wie oben, auch
die iibrige Oberfliche strahlt ihrerseits noch dieselbe Energie aus,
aber davon wird ein bestimmter Bruchteil von Gas absorbiert, er-
reicht also df nicht. Dafiir sendet jetzt aber der Gaskorper selbst
Energie nach df hin. Soll also in df weder eine Temperatursteige-
rung noch eine Temperatursenkung eintreten, so muB die Energie,
welche der Gaskorper aussendet — und welche wir ja berechnen
wollen — gleich sein der Energie, die er absorbiert.
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Die Oberfliche F' strahlt nach dem Planckschen Strabhlungsgesetz
Energie aller Wellenldngen aus; um die Energie im Bereich unter 1
und iiber A 4 44 brauchen wir uns nicht zu kiimmern, da hierfiir
das Gas vollkommen durchlissig ist. Im Wellenlingenbereich 41
sendet sie die Energie aus

A4+ 47

A+A42
Fot-f Jyo-dd=F-t-[H,];
2

Die GroBe [Es]j:” * ist in Abb. 46 durch die schmale schraffierte

Fliche wiedergegeben und bedeutet denjenigen Teil der Strahlung

einer schwarzen Fliche, welche auf

den Bereich A1 trifft. Wir werden [~/

sie manchmal gekiirzt nur [ £] schrei-

ben. A
Die GroBe [E,]/™** 1iBt sich &

durch einfache Integration mittels

des Planckschen Strahlungsgesetzes

berechnen, sobald man aus Ver-

suchen die Lage 1 und die Breite 41

des Absorptionsbandes kennt. ' 4
Von dieser Energie absorbiert t<—-—s 1) e

der Gaskorper einen Bruchteil, den ar

wir mit 4; bezeichnen und der das Abb. 46. Darstellung des Wertes

Absorptionsvermégen des Gas- [B; 4% im Schaubild.

kdrpers heiBt. Es ist eine unbe-

nannte GroBe und sein Wert kann zwischen null und eins schwanken.
Die Absorption und damit auch die Emission des Gaskorpers

ist also

Q=F-1-[B,]]""" 4; |keal]. (187)
Fiir eine unendlich dicke Gasschicht wird das Absorptionsvermégen
gleich ,eins“ und dann nimmt Gl.(137) die Form an:
Q

At 4
F.—i = sz, h = [ES]). .

Die GrofSe [ESJ;'+A7' stellt also das Emissionsvermégen einer un-

endlich dicken Gasschicht dar. NuBelt nennt sie in seiner Arbeit
die ,schwarze Gasstrahlung®.

Recht umstidndlich ist die Bestimmung des Absorptionsvermogens
fiir beliebig gestaltete Korper. Man mufl von der Gl (135Db)

JAO__JLx

e A
Ji,0

ausgehen und findet unter Beriicksichtigung der Abmessungen des
Gaskorpers durch Integration den Wert 4;.
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Fiir eine Kugel vom Durchmesser d gilt der Wert

2 2 9
—1— e e _ (g ).
Al 1 a,l2.d‘3+ a/}.'d (2 +a}'2'd3 e f(a/' ) (138)

Das Absorptionsvermdgen der Kugel ist also nur eine Funktion der
KenngroBe (a,-d). Die Werte dieser Funktion sind in nachstehender
Zahlentafel 18 zusammengestellt. (Auszug aus der Tabelle in der
NuBeltschen Arbeit.)

Zahlentafel 18. Absorptionsvermdgen der Kugel.

a,-d 4, a,-d A, a,-d 4,
0 0,000 1,0 0,472 4,0 0,887
0,2 0,124 L5 0,610 50 0,923
0,4 0,231 2,0 0,703 8.0 0,969
0,6 0,323 25 0,772 10,0 0,980
0,8 0,403 3,0 0,822 0 1,000

Fir andere Formen, wie rechteckigen Korper, Zylinder usw. fiihrt
die Integration auf sehr verwickelte Formeln. Wir werden deshalb
spater im Abschnitt VI, S. 141 ein Naherungsverfahren besprechen,
welches diese Integration vermeidet.

Einschaltung. Im folgenden wollen wir die Gl. (188) iiber
das Absorptionsvermogen einer Gaskugel ableiten, weil diese Rech-
nung den Verlauf der Absorptions-
vorgdnge sehr gut erldutert und
dabei mnicht die rechnerischen
Schwierigkeiten bietet, welche sonst
bei Aufgaben der Wirmestrahlung
sich so gerne einstellen. Die Buch-
stabenbedeutung ist aus der Abb. 47
zu ersehen.

Wir berechnen zuerst die Ener-
gie, welche die Ringfliche d F nach
dem Flichenelement df hinstrahlen
wiirde, wenn kein Gas vorhanden
wire, bestimmen dann den Betrag,
welchen das Gas davon absorbiert,
Abb.47. Zu: Berechnung des Absorp- Und integrieren zum Schlufl von d F

tionsvermogens der Kugel. ausgehend iiber die ganze Kugel-
oberfliche F.

Der Abbildung entnehmen wir zuerst die einfachen, geometrischen

Beziehungen

g=d-cosp und o=z, sing.
Damit wird
.d i
dF = 20720 %% _ 95,4 2. 5097,
cos @

7T T,
cos @
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Die Energie, welche d F nach df strahlt, ist nach Abschnitt V auf S.133:
df-dF
[E'S]j,l“”“1 . i;« -COS @+ CO8
L EX

3 2
= [E] .df.gﬂ.xoﬁ.sm(p .M.dq,

cosp x,’

= 2n-df-[E) sinp-cosp-de. (a)

Von dieser Energie erreicht zufolge dem Absorptionsgesetz nur der

Bruchteil (e ul'%) das Flachenelement df und der Bruchteil (1 — e_al'xa)
wird absorbiert.

Mit diesem Faktor miissen wir den Ausdruck (a) multiplizieren
und dann noch iiber die ganze Kugel, also von ¢ = 0 bis ¢ = n/2
integrieren, um die Absorption der ganzen Gaskugel zu erhalten.
Der Ausdruck lautet dann:

p=a/2
2n-df-[B]-S (1—e

¢=0

Y,
a;' d-cos <p)

sing-cosp-de. (b)

Nebenrechnung: Wir teilen das Integral und erhalten:
/2

1. fsinqy-cosqo-d(p = [% sin 99]5/2 = %
0
/2 /2

—a,-d-cosg —ai-d~cosrp

2. fcosqye G -sinqo-d«p:—fcosqo-e d(—cosp).
0 0

Wir setzen cosg = z:

) 7 e——a;-dz 1 0
. —a,-dz Z- -
—Jzee * dz=— """ 1l — —F—
f [—a;.-d ( —a;st)]l
I .

-0 —a,-d ~a,-d
il ;
z_[ 0-1 ° L _e_/_}
—ap-d —a:d? —a-d —a;-d
: [ 1 4 P e_a’-'d}
- —(I/;:a'd? al:d —f (l,‘_g'd.2 ’

Setzen wir das Ergebnis dieser Nebenrechnung in den Ausdruck (b)
fiir die absorbierte Energie ein, so lautet dieser:

apE] 1 2 2oty 2w
T df [Es] 11 a%2'd2+al.d € _'_a/_".“_d-l e J (C)

Die Energie, welche die ganze Oberfliche F nach df aussenden
wiirde, wenn kein Gas vorhanden wire, ergibt sich aus dem Ausdruck (a)
durch Integration von ¢ = 0 bis ¢ = z/2 zu: =-[E)-df.

Das Verhiltnis der absorbierten Energie (c) zur urspriinglich aus-
gesandten Energie ist das Absorptionsvermdgen der Gaskugel und
dies ist somit gleich dem Klammerausdruck in (c).
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IV. Das Kirchhoffsche Gesetz fiir Gasstrahlung.

Zwischen den nachstehenden drei GroBen

1. der Emissionsziffer ¢ bezogen auf die Raumeinheit Gas
2. der Absorptionsziffer a, » » Léngeneinheit des Weges
und
3. dem Emisssionsvermégen [Es]ﬁ'“”“ bezogen auf die Fldchenein-
heit einer schwarzen Flache
besteht als Beziehung das Kirchhoffsche Gesetz in der Form (139),
welche in ihrer Bauart der Gleichung (125) entspricht.
& 1442
— =4.E .
a [ s],l (139)
Wir wollen auf die Ableitung dieser Beziehung nicht eingehen,
sondern nur die Bedeutung des Faktors 4 erldutern; wir schreiben
dazu Gl.(139) in der Form
&)
2. a;
Bei der Absorptionsziffer a, ist der Faktor 2 dadurch zu erkliren,
dal die beiden einander geradlinig entgegengesetzten Richtungen in
‘Rechnung zu setzen sind und der andere Faktor 2 ist dadurch ent-
standen, daBl sich der Wert ¢; auf die Strahlung einer Gasmasse
und damit auf den Raumwinkel 47 bezieht, der Wert E, dagegen
auf die Strahlung einer Fliche, also auf den Raumwinkel 2.

=2 [Es];:_i_Al *

V. Die Strahlungseigenschaften von Kohlensiure und
Wasserdampf.

Wir hatten auf S. 135 ein Gas mit besonders einfachen Strahlungs-
eigenschaften definiert und dies unseren bisherigen Betrachtungen
zugrunde gelegt. Von diesem ge-
dachten Gas unterscheiden sich die
wirklichen Gase in zweifacher Hin-
sicht.

Der erste Unterschied besteht
an Zp  darin, daf die Absorptionsziffer nicht
bei einer bestimmten Wellenlinge

plotzlich von null an auf einen hohen

L Wert springt und dann ebenso
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