
Einfuhrung in die Lehre von 
der Warmeubertragung 

Ein Leitfaden flir die Praxis 

von 

DI'.·Ing. Heinrich Grober 

Mit 60 Textabbildungen 
und 40 Zahlentafeln 

Berlin 
Verlag von Julius Springer 

1926 



ISBN-13: 978-3-642-89315-5 e-ISBN-13: 978-3-642-91171-2 
001: 10.1007/978-3-642-91171-2 

AIle Rechte, insbesondere das der Dbersetzung 
in fremde Sprachen, vorbehalten. 

Copyright 1926 by Julius Springer in Berlin. 
Reprint of the original edition 1926 



Vorwort. 

Der Begriff der Warmeiibertragung umfaBt die Teilbegriffe Wanne
leitung, Warmekonvektion und Warmestrahlung. Die Vorgange, welche 
durch diese W orte gekennzeichnet sind, spielen in der Technik eine 
iiberaus wichtige Rolle, und ihre Besprechung ·nahm deshalb schon 
in den ersten, technischen Lehrbiichern aus der Mitte des 19. Jahr
hunderts neben den Aufgaben der Mechanik und der Thermodynamik 
einen sehr breiten Raum ein. Dabei ist beachtenswert, daB aIle diese 
Aufgabenmit der gleichen Griindlichkeit und in engstem AnschluB 
an den damaligen Stand der theoretischen Physik in Angriff ge
nommen wurden. Wahrend sich aber bis zum Ende des Jahrhunderts 
aus dies en Anfangen heraus die technische Thermodynamik und die 
verschiedenen Zweige der technischen Mechanik zu selbstandigen, 
wissenschaftlich hochstehenden und praktisch fruchtbaren Gebieten 
entwickelt hatten, ging bei der Warmeiibertragung die Verbindung 
mit der Wissenschaft wieder vollstandig verloren. Man begniigte sich 
mit einigen wenigen Faustformeln und suchte im iibrigen durch er
fahrungsmaBig gefundene Beiwerte den besonderen Bedingungen der 
einzelnen Aufgabe gerecht zu werden. Auf die Dauer konnte aber 
dieses reine Koeffizientenverfahren doch nicht befriedigen und die 
Praxis selbst verlangte nach einwandfreieren Grundlagen fUr ihre Rech
nungen. 

Aus diesem Bediirfnis heraus entstanden in den beiden letzten 
J ahrzehnten eine groBe Anzahl au Berst erfolgreicher theoretischer 
und experimenteller Arbeiten, deren Hauptverdienst darin lirgt, daB 
sie die Verbindung mit der Wissenschaft wieder herstellten. lndem 
sie das Wesen der Warmeiibertragung weitgehend klarten, zeigten 
sie, daB man sich durch die einfache, auBere Erscheinungsform der 
Vorgange iiber deren innere Kompliziertheit und ti.ber die rechne
rischen Schwierigkeiten nicht tauschen lassen darf. Die positiven Er
gebnisse dieser Arbeiten bestehen in dem allmahlichen Aufbau einer 
Lehre von der Warmeiibertragung sowie in einer Fiille wichtiger 
Einzelergebnisse, die in steigendem MaBe in der Praxis Aufnahme 
£lnden. 

Trotz der groBen Fortschritte del' beiden letzten Jahrzehnte sind 
die Liicken in unseren Kenntnissen immer noch recht zahlreich und 
folgenschwer, ja bei vielen technisch iiberaus wichtigen Aufgaben ist 
heute noch gar keine Moglichkeit abzusehen, wie man zu einer be
friedigenden Losung gelangen konnte. 



IV Vorwort. 

Der gegenwartige Zustand ist also dadurch gekennzeichnet, daB 
das rein empirisehe Verfahren den Bediirfnissen der Praxis in keiner 
Weise mehr geniigt, daB aber auoh die wissensehaftliche Lehre von 
der Warmeiibertragung nooh nioht jenen Grad von Klarheit und Ge
sehlossenheit erreicht hat wie andere Zweige der angewandten Physik. 
Immerhin ist as heute moglich, das ganze Gebiet der Warmeiiber
tragung naeh einheitlichen Gesiohtspunkten geordnet darzustellen. 

Schon mein friiheres, im gleichen Verlage ersehienenes Buch "Die 
Grundgesetze der Warmeleitung und des Warmeiiberganges" hatte 
dieses Ziel; es war jedoch in der Hauptsache flir die technische For
schung und nur in besehranktem MaBe flir die ausflihrende Technik 
bestimmt; deshalb war auch Form und Inhalt mehr den Bediirf
nissen des technisehen Physikers als denen des Ingenieurs angepaBt. 

Das vorliegende· Buch solI nun ausschlieBlich der Praxis dienen; 
es solI aber kein Handbuch oder Nachsehlagewerk sein, das man 
nur gelegentlich zur Losung einer bestimmten Aufgabe hervorholt, 
sondern ein Lehrbueh, das in sehrittweisem Aufbau den Leser mit 
dem Wesen der Warmeiibertragung und mit den rechnerischen Me
thoden vertraut macht. 

Zu beiden Zweeken lieB sich bei der Natur des. zu behandelnden 
Stoffes die Verwendung der hoheren Mathematik nioht vermeiden, 
und darin lag die groBte Sehwierigkeit bei Abfassung dieses Buches, 
denn die Einstellung zur Mathematik ist bei den einzelnen Faeh
richtungen der Teohnik eine ganz verschiedene. Wahrend zum Bei
spiel in der Starkstrom- und der Sehwachstromteehnik die Verwen
dung der hoheren Mathematik als eine Selbstverstandlichkeit gilt, 
stehen andere Zweige der Technik der Mathematik noch vollig ab
lehnend gegeniiber, darunter gerade solche, fiir welohe die Warme
iibertragung von besonderer Bedeutung ist. Es ist eben noch viel 
zu sehr die Anschauung verbreitet, daB es bei entsprechender Herab
setzung der Genauigkeitsanspriiche immer irgendwie moglich sein 
miiBte, mit den vier Grundrechnungsarten auszukommen, und daB 
die Mathematik erst zur Erzielung hoehster Genauigkeit not wen dig 
sei. Diese Auffassung bedeutet aber eine sehwere Verkennung von 
Ziel und Wert der angewandten Mathematik. Bei Vorgangen, welche 
zu kompliziert sind, als daB sie das rein erfahrungsmaBig gesehulte 
Denken zu durchschauen oder zu iiberblicken vermoehte, verspricht 
es immer noeh den meisten Erfolg, wenn man versuoht, das Problem 
rein mathematiseh zu erfassen. Der Hauptwert soleher Rechnungen 
liegt dann nieht in der erhaltenen SchluBformel, sondern in der 
sieheren Fiihrung, welche der mathematisch-physikalische Rechnungs
gang unserem Denken gibt, indem er, von den getroffenen Annahmen 
ausgehend, zwanglaufig durch das Problem hindurehfiibrt. 

Viele Vorgange der Warmeiibertragung sind nun derart, daB sie 
sieh nur an Hand solch mathematischer Rechnungen voll und ganz 
verstehen lassen. Damit jedoch der Leser bei einer ersten Dureh
sicht des Buches sieh nicht zu sehr mit mathematischen Einzelheiten 
aufzuhalten braucht, sind - wo dies irgend moglich war - langere 
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mathematische Entwicklungen in besonderen Absii.tzen zusammen
gefaBt, welche dann bei einem ersten Lesen des Buchesiiberschlagen 
werden konnen. Solche Absii.tze sind durch die Vberschrift "Mathe
matische Ableitung" gekennzeichnet und in dem nachfolgenden Ab
schnitt "Besprechung der Losung" ist dann das Wesentliche aus 
dem Ergebnis besprochen. 

So wichtig die Mathematik zum Verstehenlernen der Vorgii.nge ist, 
so notwendig ist es andererseits, daB die zahlenmii.Bige Auswertung 
der einzelnen Aufgabe moglichst erleichtert wird, denn die Ergebnisse 
der mathematisch-physikalischen Berechnungen erscheinen meist in 
Gestalt sehr unhandlicher Formeln, deren Auswertung ein vielstiin· 
diges, selbst tagelanges Rechnen erfordern wiirde. Bei dieser Sach
lage war es im Interesse der Technik gelegen, daB diese Formeln 
fiir die wichtigsten Zahlenbereiche einmal durchgerechnet und die 
Ergebnisse in bequemer Form zusammengestellt werden. Einen Teil 
der in diesem Buche enthaltenen zahlenmii.Bigen Auswertungen habe 
ich selbst friiher gerechnet und schon in den "Grundgesetzen" ver
oiIentlicht, ein anderer Teil wurde mit finanzieller Unterstiitzung der 
bayrischen Landeskohienstelle durch Studienassessor R i x und ein 
dritter Teil mit finanzieller Unterstiitzung des Reichskohlenrates und 
des Vereines deutscher Ingenieure durch den Studierenden der Ma
thematik Winterfeldt ausgefiihrt. 

Das Buch soIl seinem Titel gemaB nur eine Einfiihrung in die 
Lehre von der Warmeiibertragung sein und kann auf Sonderfragen 
einzelner technischer Fachgebiete nicht eingehen . 

. Der Anfanger und vor aHem der Studierende soIl durch das Buch 
die wichtigsten Gesetze und Berechnungsverfahren kennen lemen, 
damit er mit einer festen Grundlage an Kenntnissen in die Praxis 
tritt. Er soIl aber die so erworbenen Kenntnisse auch wirkIich nur 
als Grundlage betrachten und darf nie vergessen, daB gerade auf 
dem Gebiete der Warmeiibertragun& erst langjahrige personliche Er
fahrung zu einer Sicherheit im Urteil fiihrt. 

Der Ingenieur der Praxis findet in dem Buche eine Einfiihrung 
in die theoretische Behandlungsweise des Gebietes und er wird dabei 
zugleich mit den wissenschaftlichen Metboden soweit bekannt ge
macht, als dies zurn Verstandnis der nicht immer leicht zu lesenden 
technischen Forschungsarbeiten notwendig ist. 

Wilmersdorf, im Januar 1926. 
H. Grober. 
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Einleitung. 

Der Begriff "Warmeiibertragung" umfaBt die Gesamtheit jener 
Erscheinungen, die in der Dberfiihrung einer Warmemenge von einer 
Stelle des Raumes nach einer anderen Stelle bestehen. Diese Orts
veranderung der Warme ist auf drei ihren Wesen nach ganzlich 
verschiedenen Wegen moglich. Diese drei Arten des Warmetrans

. portes sollen nun in ihren Hauptziigen gekennzeichnet werden. 
Die erste Art der Warmeiibertragung ist diejenige durch Leitung. 

Sie ist dadurch ausgezeichnet, daB ihr Auftreten an das Vorhanden
sein von Materie gebunden ist, und daB ein Warmeaustausch nur 
zwischen den unmittelbar benachbarten Teilchen des Korpers statt
findet. Man kann sich den V organg so vorstellen, daB die Warme 
von TeilcheIi zu Teilchen weiterwandert. 

Die zweite Art der Warmeiibertragung ist die Warmeiibertragung 
durch Konvektion oder Fortfiihrung. Sie tritt auf, wenn mate
rielle Teilchen eines Korpers ihre Stelle im Raum andern, wobei sie 
ihren Warmeinhalt mit sich fortfiihren. Dieser Vorgang findet in 
stromenden Fliissigkeiten und Gasen statt und ist, falls nicht in der 
ganzen stromenden Masse Temperaturgleichheit herrscht, stets von 
der Warmeleitung von Teilchen zu Teilchen begleitet. Solange wir 
nur Stellen im Innern der Stromung betrachten, solange wir uns also 
urn die Vorgange an den festen Begren~ungsflachen und an der Ober
flache nicht kiimmern, konnen wir die beiden ersten Arten des 
Warmetransportes in der Bezeichnung Warmeleitung in stromen
den Korpern zusammenfassen. Wenn wir dagegen die festen Be
grenzungswande mit in die Betrachtung hereinziehen, so werden wir 
im allgemeinen einen Warmeaustausch zwischen den Wanden und 
den stromenden Korpern beobachten, der dadurch zustande kommt, 
daB diejenigen Teilchen des Korpers, die in der Nahe der Wand 
sind, von dieser Wand Warme aufnehmen und mit sich fortfiihren. 
Man nennt diesen Warmeaustausch den Warmeiibergang durch 
Konvektion, auch kurz den Warmeiibergang. 

Eine besondere Art des Warmeiiberganges ist dann gegeben, 
wenn an der Grenze zwischen Wand und Stromung eine Aggregat
zustandsanderung des stromenden Korpers eintritt. Es ist dies der 
Fall beim Warmeiibergang von Heizflachen an verdampfende Fliissig
keiten, von sich kondensierenden Dampfen an Kiihlflachen und beim 
Auftauen und Gefrieren. 

G r ii b e r, Warmeiibertragung. 1 



2 Einleitung. 

Bei allen Vorgangen des Warmetransportes durch Konvektion 
haben wir eine wichtige Unterscheidung zu machen hinsichtlich der 
Ursachen der Stromung. Wenn in einer Fliissigkeits- oder Gasmasse 
ortliche Temperaturungleichheiten vorhanden sind, so sind dieselben 
von Ungleichheiten der Dichte begleitet und diese fiihren zu einer 
Stromung in der Masse. Sind nun diese Dichteungleichheiten die 
einzige Ursache der Stromung, so sprechen wir von einer freien 
Stromung (auch von einem Stromungsfeld aus inneren Ursachen). 
Vielfach sind aber noch andere von auBen kommende Ursachen fiir 
das Auftreten und Fortbestehen der Stromung vorhanden. 1st im 
Grenzfall deren Wirkung so groB, daB die Ungleichheiten der Dichte 
keinen EinfluB gewinnen konnen, so sprechen wir von einer auf
gezwungenen Stromung (von einem Stromungsfeld aus auBeren 
Ursachen). 

Die dritte Art der Warmeiibertragung ist dann gegeben, wenn 
die Warme an einer Stelle des Raumes in eine andere Energieform 
iibergeht, in dieser Gestalt den Raum durchmiBt und an einer zweiten 
Stelle sich ganz oder teilweise in Warme zuriickverwandelt. In dieser 
groBen Gruppe von Erscheinungen ist der wichtigste Fall der vor
iibergehende Dbergang in strahlende Energie, kurz die Warme
strahlung genannt. 

Diese verschiedenen Arten des Warmetransportes treten selten 
allein auf, sondern meist in irgendeiner Weise miteinander kombi
niert. Sie konnen dann den Eindruck einer durchaus einheitlichen 
Erscheinung machen und unter Umstanden kann es sogar zweck
maBig sein, sie in der Rechnung als solche zu behandeln. Zwei Falle 
sind da herauszuheben. 

Der erste Fall ist der Warmeverlust, den ein heiBer Korper er
leidet, der an Luft grenzt und sich ohne kiinstliche Kiihlung abkiihlt. 
Er verliert seine Warme durch Strahlung an die kaltere Umgebung, 
sowie durch Leitung und Konvektion seitens der umgebenden Luft. 
In diesem Falle faBt man die drei Arten des Warmetransportes zu
sammen unter dem Namen Gesamtabkiihlung bzw. bei einem 
kalten Korper in heiBer Umgebung unter dem Namen Gesamt
erwarmung. 

Eine zweite hiervon ganz verschiedene Art der Zusammenfassung 
ist dann moglich, wenn dieselbe Warmemenge aus einem ersten 
stromenden Korper an die feste Begrenzungswand dieser Stromung 
iibergeht, diese Wand durchsetzt und auf der Gegenseite in einen 
zweiten stromenden Korper iibertritt. Dieser Vorgang in seiner Ge
samtheit betrachtet heiBt Warmedurchgang. 



Erster Teil. 

Die WarmeleitnDg in festen Korpern. 
Die Gliederung dieses ersten Hauptteiles erfolgt nach dem zeit

lichen Verhalten der Temperaturen, wobei drei FaIle zu unterschei
den sind. Entweder die Temperaturen bleiben an allen Stellen des 
Korpers dauernd unverandert (z. B. die Isolierung eines Dampfrohres 
im Dauerbetrieb) oder die Temperaturen aller untersuchten Punkte 
streben einem festen Werte zu (z. B. Erwarmung eines Arbeitsstuckes 
in einem Gluhofen) oder aIle Temperaturen erleiden periodische 
Schwankungen (z. B. Warmespeicherung in den Gittersteinen einer 
Regenerati vfeuerung). 

A. Zeitlich un veranderliche Temlleraturverteilung. 
In diesem Abschnitt sollen nur solche Vorgange betrachtet wer

den, bei welchen an keiner Stelle des untersuchten Gebietes sich die 
Temperatur mit der Zeit andert, also nur V organge, welche bereits 
so lange gedauert haben, daB ein voIlstandiger Beharrungszustand 
eingetreten ist. 

I. Die rechnerischen Grmidlagen. 

a) Das Grundgesetz der Warmeleitung. 

Der einfachste Fall, mit dem wir unsere Betrachtungen beginnen 
konnen, ist die Warmeleitung quer durch eine ebene Platte .. Wir 
stell en uns zu diesem Zwecke eine sehr groBe, ebene Platte von der 
Dicke LJ vor, bei welcher durch irgendwelche Einwirkung von auBen 
die Oberflache ,,1" standig auf der Temperatur e1 , die Oberflaehe 
,,2" standig auf der Temperatur e'.l gehalten wird. Hierbei ist es, 
wie immer, wenn der Buchstabe e oder {} gewahIt wird, gleichgiiltig, 
von welchem N ullpunkt aus wir die Temperatur zahlen. 

Die Erfahrung sagt uns, daB dann ein Warmestrom die Platte 
durchsetzt, und daB die Starke dieses Warmestromes - also die 
Warmemenge Q", welche durch ein Stuck der Platte von der GroBe F 
in der Zeiteinheit (= 1 h) hindurchtritt - abhangig ist von der GroBe F 
und der Dicke LJ der Platte, ferner vom Temperaturunterschied 
(e1 - e'.l) und von den warmeleitenden Eigenschaften des Platten
stoffes. 

1* 



4 Zeitlich unveranderliche Temperaturverteilung. 

Theoretische und experimenteHe Arbeiten haben ergeben, daB alie 
drei Abhangigkeiten sehr einfacher Art sind, denn die Warmemenge 
Qh ist 

der GroBe F verhaltnisgleich, 
der Dicke LI umgekehrt verhli.ltnisgleich und 
dem Temperaturunterschied 8 1 - (92 verhaltnisgleich. 

Es gilt also die Gleichung: 
(9 -8 

Qh=(Verhaltniszahl).F, 1 LI 2, 

In der Verhaltniszahl kommen die warmeleitenden Eigenschaften 
des Plattenstoffes zum Ausdruck und man nennt sie deshalb die 
"Warmeleitzahl" ). des Plattenstoffes. Die Warmeleitzahl gibt an, 
Wieviel Kilokalorien in der Stunde durch eine Platte von der GroBe 
F = 1 m2 und der Dicke LI = 1 m bei einemTemperaturunterschied 
(91 - (92 = 1 0 hindurchgehen. 

Setzt man diese Dimensionen in die obige Gleichung ein 

so erhalt man 

[kcalJ D' . 1 ,,[Grad] 11 = [ ImensIOnl',] , [m"] ~ 

D . ." [ kcal ] 
[ ImenSIOn A.] = m. Grad. h . 

Der Zahlenwert von ). kann fur jeden Stoff nur durch den Ver
such bestimmt werden; er schwankt innerhalb weiter Grenzen 
und ist 

fUr Isolierstoffe . 0,02 - 0,10 
" Baustoffe, Gesteine usw. . 0,5 - 3,0 
" Metalle. . . . . . . . . 10 - 360 

Genauere Werte siehe Zahlenta,fel 35. 

Die physikalischen Untersuchungen haben gezeigt, daB der Wert }. 
sich mit der Temperatur andert und zwar im allgemeinen steigt, Wir 
muBten darum streng genommen die Warmeleitzahl innerhalb des· 
selben Korpers als veranderlich von Ort zu Ort annehmen. Dadurch 
wurden aber aHe Rechnungen ganz ungemein erschwert. Man nimmt 
deshalb meist fiir }. einen Mittelwert und betrachtet diesen als un
veranderlich innerhalb des ganzen Korpers. 

Die Gleichung fUr die Warmeleitung durch die Platte lautet 
somit 

(1) 

Wir wollen nun feststellen, in welcher Weise sich die Temperatur 
quer durch die Platte vom Wert (91 auf der einen Seite bis zum 
Werte (92 auf der anderen Seite andert, oder wie man auch sagen 
kann, die Temperaturkurve quer durch die Platte feststellen. In 
Abb. 1 ist in einem bestimmten LangenmaBstab ein Querschnitt 
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durch die Platte gezeichnet, eine Achse M N eingetragen und senk
recht dazu in einem passenden TemperaturmaBstab die Temperaturen 
e1 und e'J eingezeichPet. Der Linienzug G D ist die Temperatur
kurve, und wir werden sehen, daB sie im Falle des Beharrungs
zustandes fiir die Platte eine Gerade ist. 

Urn dies zu beweisen, unterteilen wir in Gedanken die Platte in 
sehr viele, gleich dicke Schichten b und stellen fiir jede Schicht die 
G1. (1) auf; dabei beriicksichtigen wir, daB im Beharrungszustand die 
Warme Qh fiir aIle Schichten gleich 
groB ist. Es ist 

Qh=J..·F e1 - ea 
b 

e -e =J...F. a b = '" 
b 

=J...F. ez-e'J 
b 

=J...F. e1 -:;;-e 2 • 

Da F fiir aIle Teilschichten gleich 
groB ist, und da wir ferner ann ehmen, 
daB J.. von der Temperatur unabhangig 
sei, also ebenfalls fiir alIe Schichten 
gleich ist, so folgt aus der letzten 
Gleichung: 

e1 -ea _ea -e b 

o - 0 

,. , 
c 

: ' 
IE ~ >: 

Abb. 1. Warmeleitung durch 
die Platte. 

Die einzelnen Werte (em - en): b stellen die Neigung der Tem
peraturkurve oder das Temperaturgefalle in der betrefIenden Teil
schicht dar. Dies GefalIe ist zufolge der letzten GIeichung fiir aIle 
Schichten gleich groB und dies besagt, daB die Temperaturkurve eine 
Gerade ist. 

Nach der Definition des DifIerenzen- bzw. DifIerentialquotienten ist 

em - e" Lle de o = - JX bzw. = - dx ' 

wenn wir mit + x die Richtung unserer Achse M N in Sinne 1 
gegen 2 bezeichnen. 

Unsere G1. (1) geht damit in die G1. (2) iiber und dies ist die 
Grundgleichung der Warmeleitung. 

de 
Q], = - J..·F· dx . (2) 
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b) Die Oberflachenbedingungen. 

AuBer der obigen Grundgleichung benotigt man zur Losung einer 
Aufgabe noch gewisse Angaben iiber die Verhaltnisse an der Korper
oberflache; es sind dies die sogenannten Oberflachenbedingungen. 

Bisher hatten wir stets angenommen, daB die beiden Oberflachen 
der Platte "durch irgendwelche Einwirkung von auBen" auf be
stimmten Temperaturen gehalten werden. Diese unmittelbare Angabe 
der Oberflachentemperatur stellt eine erste Moglichkeit dar die Ver
haltnisse an der Korperoberflache zu kennzeichnen. Man nennt sie 
kurz die "erste' Art der Oberflachenbedingung". 

Eine zweite Moglichkeit besteht darin, daB man nicht die Tem
peratur der Oberflache vorschreibt, sondem den WarmefluB Qm2 , h 

durch die Oberflache, das ist jene Warmemenge, welche durch die 
Flacheneinheit der Oberflache in der Zeiteinheit hindurchtritt. 

1st die Warmeleitzahl A bekannt, so ist damit nach G1. (2) auch 
das Temperaturgefalle in der letzten Teilschicht unter der Oberflache 
gegeben. Die Oberflachentemperatur selbst ist dann eine gesuchte 
GroBe. Die Angabe des Warmeflusses durch die Oberflache nennt 
man die "zweite Art der Oberflachenbedingung". 

Die dritte und letzte Moglichkeit ist die technisch wichtigste. Sie 
besteht darin, daB nicht -die Temperatur der Korperoberfliiche an
gegeben wird, sondem die Temperatur der Umgebung, mit der diese 
Oberfliiche im Warmeaustausch steht.Man muB dann aber noch das 
Gesetz kennen, nach dem dieser Wiirmeaustausch vor sich geht. Wir 
werden uns damit im zweiten Hauptteil des Buches noch eingehend 
befassen und dabei finden, daB dieser Warmeaustausch iiuBerst ver
wickelten Gesetzen unterworfen ist. Aus mathematischen Griinden 
ist man aber gezwungen ein recht einfaches Gesetz zugrunde zu 
legen. Als solches wird heute allgemein das N ewtonsche Abkiih
lungsgesetz gewiihlt. DiesEls besteht in der Annahme, daB die Warme
menge dQ, die ein Oberflachenelement von der GroBe dF und der 
Temperatur eo in der Zeit dt an die Umgebung von der Tempera
tur {} abgibt, dem Temperaturunterschied (60 - {}) und den GroBen 
dF und dt direkt proportional ist, so daB die Gleichung gilt 

(3) 

Wenn wir annehmen, daB liings der ganzen Korperoberflache eo 
und {} konstant sind, und daB Beharrungszustand besteht, geht diese 
Differentialgleichung in die gewohnliche Gleichung iiber: 

Q = a.(eo - {}).F.t. (4) 

Der Proportionalitatsfaktor a ist ein reiner Erfahrungswert, iiber 
dessen Bedeutung wirnoch im zweiten Hauptteil des Buches aus
fiihrlich zu sprechen haben werden (vgl. S. 76). 

Den Zahlenwert a nennt man die Warmeiibergangszahl. (In den 
physikalischen Lehrbiichem findet man dafiir leider noch vielfach die 
irrefiihrende Bezeichnung "auilere Warmeleitfahigkeit".) Setzt man 
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in die Gleichung die Dimensionen fiir Q, eo, {}, Fund t ein, so 
berechnet sich daraus 

[D ' . ] [ kcal ] 
ImenSlOn a = m2. Grad. h . 

Zur ersten Orientierung iiber die vorkommenden Zahlenwerte soIl 
nachstehende Dbersicht dienen. Es ist 

bei sogenannter ruhender Luft 
" bewegter Luft 
" bewegten, nicht siedenden Fliissigkeiten 
" siedenden Fliissigkeiten 
" kondensierenden Dampfen 

Die "dritte Art der 
Oberflachenbedin -

gung" setzt also die 
Giiltigkeitdes N ewton
schen Abkiihlungsgeset
zes voraus und besteht 
in der Angabe der Um
gebungstemperatur. Ais 
unbekannte GroBen er
scheinen die Temp era
tur der OberfHiche und 
der WarmefluB durch 
die Oberflache. 

-4£-1 
I eo 

-x ;J. ji Letx 
!,/i df 

Die drei Arten der 
Oberflachenbedingung Abb.2a. Oberflachen-

bilden zusammen mit bedingung I. Art. 
der Gleichung 

dQ 
Qh=-l.F· dx 

die Grundlage der ganzen Lehre 
von der Warmeleitung, und sie 
sollen wegen dieser Wichtigkeit an 
Hand zeichnerischer Darstellung 
nochmal besprochen werden. 

In den drei Abb. 2 a, 2 b und 2 c 
istjeweils ein kleines Stiick d f der 
K6rperoberflache und die Normale 
- x, + x dazu gezeichnet. Wir 
wahlen das V orzeichen stets so, daB 

a = 3 bis 30 
a = 10" 500 
a = 200 " 5000 
a = 4000 " 6000 
a = 7000 " 12000 

Abb. 2 b. Oberflachen
bedingung II. Art. 

df 

der nach auBen gerichtete Teil der Abb.2 c. Oberflachenbedingung III. Art. 
Normalen positiv wird. Senkrecht 
zu der Normalen sind die Temperaturen aufgetragen. 

Bei der Oberflachenbedingung I. Art ist die Temperatur eo der 
Korperoberflache gegeben, in der Zeichnung also der Punkt D. Da-
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gegen ist der WarmefluB durch die Oberflache nicht bekannt, was 
sich in der Zeichnung dadurch ausdriickt, daB die Endneigung der 
Temperaturkurve, also der Winkel CPo nicht bekannt ist. 

Gerade umgekehrt ist es bei der Oberflachenbedingung II. Art; 
hier ist der Winkel CfJo bekannt, nicht aber die Lage des Punktes D. 

Die III. Art der Oberflachenbedingung ist etwas weniger einfach 
darzustellen. In Abb. 2 c ist eine Parallele zur x - Achse im Ab
stande {} gezogen, welche die Temperaturachse im Punkte E schneidet. 
Auf dieser Parallelen liegt auBerdem ein Punkt B, durch welchen 
die Endtangente der Temperaturkurve hindurchgehen muB. Der Beweis 
ergibt sich aus folgender Rechnung. 

Die Warme, welche aus' dem K6rperinnern an das Oberflachen
element heranstromt, errechnet sich nach der Grundgleichung der 
Warmeleitung zu 

dQ = _l.(de) .df.dt. 
dx 0 

Dieselbe Warme muB dann aus der Oberflache heraustreten und an 
die Umgebung iibergehen; dafiir gilt die Gleichung 

dQ = a.(eo - {}).df-dt. 

Durch GleichEetzen beider Werte ergibt sich 

- (~~)o= ~ .. (eo-{}). 

Nun ist nach dem Begriff des Differentialquotienten 

de - ax = tg CPo , 

und aus Abb. 2 c ist abzulesen: 

tgCPo=DE = (eo-!!J. 
BE 8 

purch Vergleich von (5a) mit (5 b) finden wir 

l 
8=-, 

a 

so daB also die Strecke BE gleich l/a gemacht werden muB. 

(5a) 

(5b) 

Die III. Art der Oberflachenbedingung gibt also in der Zeichnung 
einen Punkt Ban, durch welchen die Endtangente hindurchgehen 
muB. Die Lage der Tangente, also der Punkt D und der Winkel CPo' 
sind erst durch Rechnung zu finden. 

Der Wert 8 ist von der Dimension 

[ kcal J [ kcal ] 
m. Grad.h : m2 • Grad.h = [m] 

und die Strecke 8 ist die Subtangente zur Temperaturkurve fUr den 
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Durchdringungspunkt mit der KorperoberfHiche. Wir werden sie in 
diesem Buche der Kurze wegen nur als "die Subtangente" bezeichnen. 

Der reziproke Wert von 8, also 

~ - ~[m-1] 
8 - 2 

wird mit dem Buchstaben "h" bezeichnet und heiBt die "relative 
Warmeubergangszahl" . 

Die Ableitung dieser Beziehungen laBt erkennen, daB die Lange 
der Strecke 8 ganzlich unabhangig von der Form der Korperober
flache ist; aIle abgeleiteten Beziehungen gelten sowohl fUr den Be
harrungszustand als auch fur die spater zu besprechende verander
liche Temperaturverteilung. 

W ird a unendlich groB, so wird 8 = ° und die drei Punkte B, 
E und D fallen in einen Punkt zusammen. Damit wird 0 o = 7'} und 
die Oberflachenbedingung III. Art geht in diejenige I. Art uber. 

Zahlenbeispiel: Wie groB ist die Subtangente 8 fur den Fall des 
Warmeuberganges (a = 3,5) an eine Steinmauer (2 = 0,7)? 

Es ist:' 
0,7 [ ] 

8 = -3- = 0,20 m . 
,5 

II. Losung von Aufgaben. 

Aufgabe 1. Die Platte. 

Wir legen unserer Betrachtung eine ebene Platte von der Dicke LI 
und der Warmeleitzahl 2 zugrunde und stellen uns die Platte so gruB 
vor, daB die Wirkung der Rander vernachlassigt werden kann. Es 
sind nun noch die Oberflachenbedingungen vorzuschreiben, und zwar 
sind - weil die Platte zwei Oberflachen hat - zur Losbarkeit der 
Aufgabe unbedingt zwei solcher Bedingungen notwendig. Da diese 
Bedingungen fUr beide Oberflachen von verschiedener Art sein konnen, 
so ergeben sich daraus mehrere Zusammenstellungen. 

Erster Fall. Auf beiden Seiten der Platte gilt eine Oberflachen
bedingung I. Art. 

"Die Oberflache 1 werde standig auf der Temperatur 0 1 , die 
Oberflache 2 standig auf der Temperatur O2 gehalten. Welche Warme 
durchstromt in der Stun de ein Stuck von der GroBe F der Platte?" 

Die Losung dieser Aufgabe ist durch die Gl. (1) bereits gegeben: 

Q = ),.F. 0 1 - O2 (1) 
h LI' 

Zahlenbeispiel: EinKuhlraum besitzt eine Wand in der GroBe 
4 m x 6 m und der Dicke 40 cm. Die Wand besteht aus Hochofen
schlackenbeton. Durch Messung wurde die Temperatur 0 1 der Innen
seite zu minus SoC, die Temperatur O2 der AuBenseite zu plus'150C 
festgesteJIt. - Welche Warmemenge durchsetzt stiindlich die Mauer? 
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Wir miissen zuerst die einzelnen GroBen der rechten Seite von 
Gl. (1) festlegen bzw. ins ricbtige MaBsystem bring en. Es ist: 

F = 4 m x 6 m = 24 m2 , 

L1 = 40 cm = 0,40 m, 

(91 - (92 = - 8 - 15 = - 23°, 

kcal 
A = 0,19 G d h (nach Zahlentafel35). 

m. ra . 
Mit diesen Wert en wird 

- 23 [kcalJ Qh = 0,19·24· ----o,;! = - 262 -h- . 

Die Warmemenge ergibt sich hier negativ, das heillt die Warme 
stromt nicht von Flache 1 nach Flache 2, sondern umgekehrt, wie 
dies ja den Temperaturwerten zufolge auch sein muB. 

Zweiter Fall. Gleicbzeitiges Bestehen von Oberflachenbedingung 
I. und II. Art. 

"Durch die Platte stromt in der Stunde die Warme Qh in der 
Richtung von 1 nach 2; auBerdem werde die Oberflache 2 standig 
auf der Temperatur (92 gehalten. - Wie graB ist (91?" 

Da die Warme von 1 nach 2 stromt, ist Q positiv einzusetzen; 
im iibrigen ist es gleichgiiltig, welcher der beiden Oberflachen man 
diese Oberflachenbedingung II. Art zuordnet, denn wegen des Be
harrungszustandes muB die Warme, welche bei 1 eindringt, unver
andert bei 2 wieder austreten. 

In G1. (1) ist jetzt (91 die einzige Unbekannte und wir los en sie 
darum nach (91 auf: 

(6) 

Dritter Fall. Auf beiden Seiten der Platte gilt eine Ober
flachenbedingung III. Art. 

"Die Oberflachen stehen den Umgebungstemperaturen {}1 bzw. {}2 
gegeniiber und es gelten die Warmeiibergangszahlen 0:1 bzw. 0:2, -
Welche Warme durchsetzt in der Stunde die Platte und welche 
Temperaturen (91 und (92 stell en sich in den beiden Oberflachen ein?" 

Die Rechnung baut sich auf dem Gedanken auf, daB im Be
harrungszustand dieselbe Warmemenge auf der einen Seite von der 
Umgebung an die Plattenoberflache iibm·geht, dann die Platte durch
setzt und endlich auf der anderen Seite wieder von der Oberflache 
in die Umgebung iibertritt. Fiir diese Warme Qh lassen sich also 
drei Gleichungen aufstellen: 

Qh=0:1· F '(19 1 - (91)' 

Q = A.F. 8 1 - (92 
h L1 

Q h = ((,2 • F' . ((92 - {} 2) • 
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Schreibt man diese Gleichungen in der Form 

a) {}_8=Qh.~ 
1 1 F 1X1' 

b) 8 -8 = Qh.~ 
1 2 F l' 

c) 8-{}=Qh.~ 
2 2 F 1X1 

11 

und addiert aHe drei, so fallen die Werte 8 1 und 8 2 aus der Rech
nung fort und es bleibt: 

{} _ {} = Qh. (~+ -="- + ~) 
1 2 F IXI }, 1X2 

oder 

Qh = ( 1 ~ 1 ).F.({}l - {}2) 

-+-+-
1X1 1 1X2 

(7 a) 

oder mit Einfiihrung eines neuen Buchstaben k: 

(7 b) 
Dieser Wert 

(Sa) 

heiBt die Warmedurcpgangszah1. Diese gibt an, wieviel Warme durch 
ein Stiick von der GroBe 1 m2 der Platte hindurchgeht, wenn der 
Unte.rschied der beiderseitigen Umgebungstemperaturen 1 0 betragt. 
Sie ist von der Dimension 

[Dimension kJ = [ 2 ~ald hJ. 
m. ra. 

Bildet man in Gl. (Sa) beiderseits die Kehrwerte, so erhalt man 
dieselbe Beziehung in der Form (S b) 

1 1. L1 1 -=--+-+--. (Sb) 
k 1X1 }, 0::2 

Nennt man 
1 -f den Warmedurchgangs-Widerstand 

" Warmeiibergangs- " 
L1 
1 "Warmeleitungs- " 

so besagt G1. (S b), daB der gesamte Warmedurchgangswiderstand 
gleich ist der Summe der einzelnen Teilwiderstande. 



12 Zeitlich unveranderliche Temperaturverteilung. 

Wenn durch die Rechnung mittels Gl. (7) der WarmefiuB Qh be
kannt ist, so konnen durch Verwendung zweier der drei Gleichungen 
a, b oder c die Temperaturen (91 und (92 berechnet werden. 

Anschaulicher ist jedoch folgendes zeichnerische Verfahren (vgl. 
Abb.3). 

Man zeichnet einen Querschnitt durch die Platte, wahlt eine 
x-Achse und tragt senkrecht zu dieser eine Temperaturachse auf. 
Dann zieht man zu beiden Seiten der Platte Parallele zur x-Achse im 
Abstand .{}1 bzw. #2 und macht ihre Lange gleich 81 und 8 2 , also gleieh 

2 2 
bzw. -. 

a l a2 

Dadurch erhalt man die beiden Punkte A und B, deren Verbin
dungslinie die Plattenoberfiachen in den Punkten 0 und D schneidet 
und damit die Temperaturen (91 und (92 liefert. 

Abb. 3. Warmedurchgang durch die Platte. 

Der Beweis ergibt sich erstens aus der Bedingung, daB die End
tangenten der Temperaturkurve dureh die Punkte A bzw. B gehen 
miissen und zweitens aus der Tatsaehe, daB die Temperaturkurve 
hier eine Gerade ist. 

Es gibt noch zwei weitere Moglichkeiten die Oberfiaehenbedin
gungen verschiedener Art zu kombinieren. Die Aufstellung dieser 
Moglichkeiten und ihre Losung mochte ich dem Leser iiberlassen. 

Einige Zahlenbeispiele. 1. Wie groB ist die Warmedurchgangszahl 
fiir eine Ziegelmauer (2 = 0,76) von 38 em Starke, wenn fiir die Innen
seite der Wert a1 = 5, fiir die AuBenseite a2 = 20 gilt? - Es ist: 

k= __ ~l __ = 1 = 20 = 4/3 [ kcal ] 
~ + 0,38 + ~ ~ + 10 ~ 15 m2• Grad. h . 
50,76202020+20 
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Bei diesem Beispiel sind die drei Teilwiderstande des Warmedurch
ganges ungefahr von gleicher GroBenordnung. Die beiden nachsten 
Beispiele betreffen Faile, bei denen dies nicht zutrifft. 

2. Eine Milchkiihlvorrichtung bestehe in ihrem wesentlichen Teil 
aus einem ebenen Kupferblech (2- 260) von 1 mm Starke, auf 
dessen einer Seite heiBe Milch (a1 = 1000), auf dessen anderer Seite 
Kiihlwasser (a2 = 1300) stromt. - Wie groB ist die Warmedurch
gangszahl? 

k= 1 1 = 2600 = 565. 
2,6 + 0,01 + 2,00 4,6 1 0,001 1 

1000 + 260 + 1300 2600 

Diese Rechnung zeigt, daB der Widerstand des diinnen, gut leiten
den Kupferbleches fast ganz zu'vernachlassigen ist gegeniiber den 
Dbergangswiderstanden bei den Fliissigkeiten. 

3. Wie groB ist die Warmedurchgangszahl fiir ein Dampfkessel
blech (A = 10 mm, 2 = 50), wenn die Warmedurchgangszahl auf 
der Wasserseite gleich 10000, auf der Heizgasseite gleich 200 ist? 

k = 1 1 10000 = 189. 
1 0,01 L 1 50 + 2 + 1 53 

200 + 50 -I 10000 10000 

Die Rechnung zeigt, daB der Warmeiibergang fast allein durch die 
Verhaltnisse auf der Feuerseite bestimmt wird. 

Aufgabe 2. Das Rohr. 

Wir betrachten ein Stiick von der Lange L eines geraden, zylindri
schen Rohres; dabei sei angenommen, daB das Rohr noch so we it 
beiderseits iiber die Strecke L hinausreicht, daB sich kein EinfluB 
der Rohrenden bemerkbar machen kann. Der innere Durchmesser 
des Rohres sei Di' der auBere Durchmesser sei D a und die Warme
leitzahl der Rohrwand gleich 2. Ebenso wie bei der Platte sollen 
auch hier dieselben drei FaIle der Oberflachenbedingung besprochen 
werden. 

Erster Fall. Auf der Innenseite und auf der AuBenseite gilt 
eine Oberflachenbedingung I. Art. 

In Abb. 4 ist ein Teil des Querschnittes durch das Rohr ge
zeichnet, wobei die Wan dung ahnlich wie bei der ebenen Platte in 
verschiedene Schichten von der Dicke t3 unterteilt ist. 

Die Warme, welche die Rohrwand und damit jede Teilschicht 
durchsetzt, berechnet sich fiir jede Teilschicht nach den Gesetzen 
fiir die ebene Platte und unter Verwendung der Buchstaben in 
Abb. 4 zu: 

(9a) 

Da fiir alle Schichten Qh,2 und L gleich sind, so muB das Tem
peraturgefalle (em - e,,): t3 urn so steiler sein, je kleiner Dm ist; 
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daraus folgt, daB die Temperaturkurve keine Gerade mehr sein kann. 
wie bei der ebenen Platte, sondern tatsiichIich eine Kurve sein muB. 
Damit hangt es aber aueh zusammen, daB wir mit den gewohnlichen 
Rechenverfahren nicht zum Ziele kommen, sondern die Infinitesi
malrechnung heranziehen mussen. 

Mit dem Dbergang zu unendlich dunnen Schichten, also mit: 
em - en = - de und ~ = ~ dD nimmt GI. (9a) die Form an 

\ 
I \ I \ \ I 

\ , \ I \ \ 
\ \ I I, \ \. l 

\ II \~ \ \ 1 
, 1 \ 1 \ 

-+_._. J-t'-r-,.t- 1 
: ? / I. I I I I 
,~?3-O~ / I I I 
J / /' / / / I 

/ / / / / 
/ / 

/ / / / 
/ / / 

/ / 

de 
Qh = - J,.·D·n·L·2· dD (9b) 

oder 

dD L 
n=-2n·J,.·Qh· de . 

Durch Integration vomInnen
durchmesser bis zum AuBen
durchmesser foIgt 

Da 

f~l!- = InD -InD. D a , 
D, 

= - 2 n' J,.. QL . (e a - ei ) 
h 

oder 
e.-e 

Q,,=2 n.L·J,.·I;D-/Da.• (10) 
a , 

/ Dies Ergebnis der mathema
tischen Berechnung besagt, daB 

Abb.4. Warmeleitung durch eine Rohrwand. die stundlich austretende War-
me den Werten L, J,. und 

(e i - e a) verhaltnisgleich und dem natiirlichen Logarithmus des un
echten Bruches D a/ Di umgekehrt verhaItnisgIeich ist. Sie hangt also 
nicht von der Weite des Rohres oder von der Wandstarke ab, son
dern nur von dem VerhaItnis D a: D i . 

Fur die Werte D a: Di gieich 1 bis D a: Di gleich 2 sind die natur
lichen Logarithmen in Zahientafel 1 zusammengestellt. 

Die Temperaturkurve ist eine logarithmische Linie. 

ZahIentafeI 1. 

Da/D; I In Da/DI Da/D/ I In Da/D; DaiD; I In Da/D; I Da/D/ I In DaID; 

1,05 0,049 1,30 0,262 1,55 0,428 

I 
],80 0,588 

1,10 0,095 1,35 0,300 1,60 0,470 1,85 0,615 
1,15 0,140 1,40 0,336 

I 
1.65 0,501 

I 
1,90 0,642 

1,20 0,182 1,45 0,371 ] ,70 0,.531 1,95 0,668 
1,25 0,223 1,50 0,405 1,75 0,.560 2,00 0,693 

Zweiter Fall. Gleichzeitiges Bestehen von Oberflachenbedingung 
I. und II. Art. 



Losung von Aufgabeno 15 

Es ist die Warmemenge Q" bekannt, ferner die Wandtemperatur 
an der Innenseite oder diejenige an der AuBenseite. Durch Auf· 
IOsen der Gl. (10) ergibt sich: 

bei bekanntem e;: e =e.- Q".lnDaIDio (11 a) 
. a , 2n.L 0 2' 

bei bekanntem e a: e.=e + QholnDafDi. 
• a 2n o L 0 2 

(11 b) 

Dritter Fallo Auf der Innen- und auf der AuBenseite gilt eine 
Oberflachenbedingung III. Arto Wie groB ist Q,,? 

Wir gehen wieder von dem Gedanken aus, daB dieselbe Warme
menge der Reihe nach die Innenoberflache, die Wandung und die 
AuBenoberflache durchsetzen muB und erhalten die drei Gleichungen: 

Qh = a i 0 D; n° L 0 (iJ; - e J, 
e.-e 

Qh = 2 0 2 noLo1n'D fD~' 
a , 

Qh = auoDanoLo(ea - {}a)o 

Lost man diese Gleichungen nach den Temperaturdifferenzen auf, 
so Iauten sie: 

" _ Q" 1 {}j-ei --L o - D , 
no ai 0 i 

Bei der Addition fallen wieder 0 die Oberflachentemperaturen aus der 
Gleichung weg und es bleibt 

{}. _ {} = Q" 0 (_1_ + In DalDi --!- _1_) 
, a noL aioD; 22' aaoDa 

oder 
1 

Q" = 1 InD fD. 1 ·noL·({}i - {}a) __ + __ a_--.!. + __ 
aioDi 22 aa oDa 

=kwn·Lo({}i-{}J; (12) 

kR heiBt die Warmedurchgangszahl fur das Robr und zwar ist hier 
zu beachten, daB dieser Wert kR sich nicht auf eine Flache bezieht, 
sondern auf die Langeneinheit des Rohres; er ist darum von der 
DO 0 kcal 

ImenSlOn: m l 0 Grad 0 h 0 
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Aufgabe 3. Die Hohlkugel. 

Wir legen unserer Betrachtung eine Hohlkugel mit den Durch
messern Di und D a und der Warmeleitzahl A zugrunde; 

Eine Ableitung der Gleichungen soli nicht vorgenommen werden. 
Der Weg ist vollstandig der gleiche wie bei Aufgabe 1 und 2. 

AuBer den Endformeln sei nur angegeben, daB die Temperatur
kurve keine logarithmische Linie ist, sondern eine Hyperbel mit den 
Achsen als Asyml?toten. 

Erster Fall. Auf der Innenseite und auf der AuBenseite gilt 
eine Oberflachenbedingung I. Art. Die der Gl. (10) entsprechende 
Gleichung lautet: 

(13) 

Zweiter Fall. Gleichzeitiges Bestehen von Oberflachenbedingung 
1. und II. Art. 

(14 a) 

oder 

o =0.- ~~. (~-~) 
a • 2 Jl' A Di D a • 

(14b) 

Dritter Fall. Fiir Innenseite und AuBenseite gilt eine Ober
flachenbedingung III. Art. 

8, 

1 

Der Wert k Kist von der Dimension 
kcal 

Grad .h· 

Aufgabe 4. Die Platte aus verschieden
artigen Schichten bestehend. 

"Eine Platte von del' Gesamtdicke L1 
solI aus mehreren Teilschichten von 
verschiedener Dicke b a' bb • .. bestehen, 

192 wobei die Warmeleitzahlen der einzel
_ nen Schi~hten gleich Aa, Ab , Ac seien 

(vgl. Abb. 5). - Wie groB ist die 
WarmeQh' wenn beiderseitsOberflachen
bedingungen III. Art gelten ~" 

Abb.5. Platte aus mehreren In Anlehnung an Aufgabe 1 konnen 
Schichten. wir fUr Qh die 5 Gleichungen aufstellen: 
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oder {} -e = Qh.~ 
1 1 F a/ 

" 
e ·-e =Qh.ba 

1 u F Au' 

" 
e -e - Qh. bb 

u b-FAb ' 

" 
e - e - gl!. be 

b 2 - F A.e ' 

=cc .F·(e -{}) 2 2 2 " 
e _{} - Qh.~ 
22-Fcc2· 

Durch Addition folgt: 

{}l - {}2 = Qh (~+ bu + bb + be +~) 
F CCl Au Ab Ae cc2 

oder, wenn Wlr zugleich auf mehr als drei Schichten verallgemeinern: 

1 
Qh= 1 b b 1· F ·({}l-{}2)=k.F·({}l-{}2)· (16) 

-+~+~+ ... +-
ccl Au Ab cc2 

Man kann nun fragen, welche Warmeleitzahl A miiBte eine ein
heitliche Platte von der Dicke LI = bu + bb + ... + bn haben, damit 
sie der eben berechneten Platte gleichwertig ist? - Dieser Wert A 
berechnet sich aus der Gleichung: 

i=n 

~ = bu + bb + ... + bn = 2) ~; 
A Aa Ab An i=u A.i 

ZahlenbeispieI. Die Wandung eines Lokomotivkessels bestehe 
aus einem Kesselblech (A = 50) von 12 mm Starke, einer Isoliermatte 
{A = 0,06) von 20 mm Starke und einem Verkleidungsblech (A = 50) 
von 2 mm Starke. - Wie groB ist die Warmedurchgangszahl, wenn 
fiir die Innenseite ccl = 5000 und fiir die AuBenseite cc2 = 125 ge
rechnet werden kann ~ 

Da die Wandung als eben angenommen werden kann, gilt die 
GI. (16); in dieser ist 

1 
k=------~ 

1 + 0,012 + 0,02 0,002 1 
5000 ~ 0,06 + 50 + 125 

Die einzelnen Summanden im N enner haben hierbei folgende Werte: 

0,00020 = EinfluB des Ubergangswiderstandes im Kesselinneren, 
0,00024 = Isolierwirkung des Kesselbleches, 
0,33 " der Isoliermatte, 
0,00004 = " des Verkleidungsbleches, 
0,008 = EinfluB des trbergangswiderstandes an der AuBenseite. 
0,33848. 
G r 6 b e r, Wiirmeilbertragung. 2 
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Diese Rechnung zeigt, daB der Warmeverlust des Kessels allein durch 
die Isoliermatte bestimmt wird, auf deren Giite darum der groBte 
Wert zu legen ist. 

. 1 [ kcal ] Das Ergebllls lautet: k = -- = 2,94 '" 3,0 0 G d h . 
0,34 m". ra . 

Aufgabe 5. Das Rohr mit geschichteter Wandung. 

"Die Wandung eines geraden, zylindrischen Rohres soIl aus meh
reren verschiedenartigen Schichten mit den Warmeleitzahlen A1 , A2 , ••• , A" 
bestehen. Die Durchmesser derTrennungsflachen der einzelnen Schiehten 
seien mit D1 , D2 , ••• , Dn- b die Temperaturen in diesen Flachen mit 
8], 8 2 , ••• ,8,,-1 bezeiehnet. - Wie groG ist die Warmedurchgangs
zahl, wenn innen und auGen Oberflachenbedingungen III. Art gelten?" 

Die Ableitung entspricht durchaus derjenigen in Aufgabe 4. Aus 
dem Gleiehungssystem: 

Qh 1 
{}. - 8. = --. --, 

, , n·L ai·Di 

8 1 - 8 =.!l,,_. _1_. 1n _Da 
n- a n. L 2 An Dn- 1 ' 

8 _ {} = Qh • -~-
a a n·L au.Da 

folgt dureh Addition und Umformung: 

1 
Qh = 1 1 Dl 1 Do I 1 Da 1 

--+- .In--+ --·In---'' T .. ' +-·In--+-
ai·Di 2)'1 Di 2A2 Dl 2A" D,,-l au·Da 

.n.L·({}1-192)=kR'n.L·({}1-{}2)' (17) 

Zahlenbeispiel. Ein Dampfleitungsrohr aus Eisen hat 16 cm 
inneren und 17 em auGeren Durchmesser. Auf dieses Rohr sei zuerst 
eine 2 em dicke Schicht eines fiir hohe Temperaturen bestandigen 
Isoliermateriales (A = 0,10) aufgetragen und dann 5 cm dicke Kork
sehalen (A = 0,035) herumgelegt. Durch das Rohr strome Dampf 
von 300 0 C und die Raumtemperatur sei 20 0 C. - 1. Wie groG ist 
die Warmedurchgangszahl, wenn ai = 70 und aa = 7,0 angenommen 
wird~ - 2. Welehe Temperatur 8 2 herrseht an der Innenseite del' 
Korksehalen? 
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In vorbereitender Reebnung bestimmen wir: 

D; = 0,16 D 
In D~ = In 1,06 = 0,05; 

• D1 = 0,17 
I Do 
n D- = In 1,24 = 0,21; 

D'J = 0,21 1 

D 
Da=0,31 In Da =ln1,47 =0,38. 

2 

Damit ergibt sieh fiir kR der Ausdruek: 
1 

19 

kR = 1 1 1 1 1 
70.0,16 + 2.50 ·0,05 + 2-0,10 ·0,21 + 2,0,035,0,38 + 7 .0,31 

Die einzelnen Summanden im Nenner haben hierbei folgende Werte: 

0,09 = Einflu13 des inneren Vbergangswiderstandes, 
0,0005 = Isolierwirkung der eisernen Rohrwand, 
1,05 " der Unterlage, 
5,43 " der Korkschalen, 
0,46 = EinfluB des auBeren Dbergangswiderstandes, 

7,03 = Summe. 

Fur die Warmedurehgangszahl erhalten wir 

1 [keal ] 
kR = 7,03 = 0,142 m.Grad.h . 

Um den Wert 8'J zu finden, addieren wir in dem Gleiehungs
system auf S. 18 die ersten drei Gleiehungen und erhalten einen 
Ausdruek fur {}i - 8 2 , In bekannter Weise erhalten wir dureh 
Addition aller (n + 1) Gleiehungen einen Ausdruck fiir ({); - {}a)' 
Dureh Dividieren beider Ausdrueke finden wir die Beziehung: 

1 1 D1 1 D2 -- + --·In-- + -·In-
"i·DL_211 D; 21'J Dl 

1 1 D1 1 
-+-.In-+···+-
"i· D• 211 Di "a·Da 

Mit den Zahlenwerten unserer Aufgabe lautet dies: 

300 - e2 0,09 + 0,00 + 1,05 1,14 
300 - 20 = 0,09 + 0,00 + 1,05 + 5,43 + 0,46 7,03 

und daraus finden wir: e2 = 300 - 45 = 255 0 C. 
Diese Reebnung zeigt, daB die untersuehte Isolierung fehlerhaft 

ist, denn die Unterlage, welehe auf das Rohr unmittelbar aufgetragen 
ist, erfiillt ihre Aufgabe, die Korksehalen vor zu hohen Tempera
turen zu sehutzen, nur ganz ungenugend. 

2* 
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Aufgabe 6. Del' unendlich lange Stab. 

"Ein unendlich langeI' Stab vom Querschnitt Fund vom Um
fang U befinde sich in einer Umgebung, deren Temperatur wir del' 
Einfachheit halber gleich Null setzen wollen. Das eine Ende des 
Stabes, welches im Endlichen liegt, werde standig auf del' Tempe
ratur ee gehalten; das andere Ende liegt im unendlich Fernen. 
Bekannt sei ferner die Warmeleitzahl des Stabes und die Warme
iibergangszahl von der Staboberfiache an die Umgebung. - Welches 
ist del' Temperaturverlauf langs des Stabes unter der vereinfachenden 

8 

Annahme, daB innerhalb 
jeden Querschnitts ein volli

gel' Temperaturausgleich 
stattfindet ~" 

In Abb. 6 ist del' Anfang 
des Stabes gezeichnet und 
dariiber in einem Schaubild 
als Abszissen die Entfer
nungen x vom Stabanfang, 

: als Ordinaten die Tempera-
x~---,,:>~I d.x: *- turen e aufgetragen. 

: t : Wir betrachten das kurze 

~ ~ Stabstiick dx. Von der einen o ----0- ~CJff .} 
1-----'-''----T"4Li-'''1--'''----~ Seite her stromt die Warme 

I r I 
'1.DI qI in das Stabelement ein, 

Abb. 6. Temperaturverlauf Iangs eines un
endlich Iangen Stabes. 

nach del' anderen Seite 
stromt die Warme qIl her
aus. AuBerdem gibt das 

Stab element an seinem Umfang die Warme qIll an die Umgebung abo 
1m Beharrungszustand muB die aufgenommene Warme gleich del' 
Summe der abgegebenen sein, also 

ql = qll + qIll' 

Auf diesel' GIeichung baut sich die Ableitung del' Temperaturkurve 
e = f(x) auf. 

Mathematisclle Ableitung. Es ist nach del' Grundgleichung del' 
Warmeleitung: 

wobei die negativen Difierentialquotienten das Temperaturgefalle an 
den Stellen x bzw. x + dx darstellen. 

Nach Gl. (4) ist 
qIll = a •. U.dx.e"" 

well die warmeabgebende FIache gleich U· dx ist. Durch Einsetzen 
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dieser Werte erhalten wir 

(dB) (dB) -A·F· - =-A·F· - +a.V.dx·ex 
dx x dx x+dx 

oder 

(dB) (dB) a· V 
dx x+dx - dx x = j,.F·dx·f)x· 

Nun ist (vg1. mathemat. Anhang: G1. (154)) 

(df)) (de) d2 f) 
dx x+dx - dx x = dx2 ·dx. 

Durch Einsetzen dieses Wertes in die vorletzte GIeichung entsteht 
die Differentialgleichung der Temperaturkurve: 

d2 B a·V 
dx~ = A.F ·e. (18) 

Dies ist eine lineare Differentialgleichung 2.0rdnung. Ihre Lasung ist 
eine gewahnliche Gleichung e = ((x), in welcher die Funktion f(x) 
die Eigenschaft haben ruuB, daB sie bei zweimaliger Differentiation 
sich nur urn einen konstanten Faktor andert. Aus der Zusammen
steHung im Anhang (GIn. (155)) ersehen wir, daB die Sinusfunktion, 
die Cosinusfunktion und die Exponentialfunktion diese Eigenschaft 
besitzen. Nun lehrt uns die Erfahrung, daB die Temperaturkurve 
keinen periodischen Verlauf haben kann, sondern eine stiindig faHende 
Kurve sein muB. Wir scheid en darum die beiden trigonometrischen 
Funktionen aus und versuchen mit der Exponentialfunktion zum 
Ziele zu gelangen, das heiBt also mit dem Ansatz 

e=C·emx , 

in welchem C und m zwei vorerst noch willkurliche GraBen sind. 
Der zweite Differentialquotient hiervon lautet: 

d2 f) 
r-- = C·m2·emx • 

r:Jix2 

Setzen wir diese heiden Werte in die G1. (18), so lautet diese: 

a·V 
m2.C.emx = --·C·emx 

oder 
a·V 

m 2 = -:;--F oder 
A.. 

A·F 

l/ a . V 
m=+ r A.F· 

Damit ist m bis auf das V orzeichen bestimmt. 
Wir mussen vorerst beide V orzeichen gelten lassen und erhalten 

somit zwei Lasungen unserer Differentialgleichung (18), namlich 
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Wie man sich durch eine Probe iiberzeugen kann, bildet die Summe 
beider Losungen wieder eine Losung. Sie lautet: 

(19) 

DaB diese Losung zwei vorerst noch willkiirliche Konstanten C1 

und C2 enthalt, ist dadurch erklarlich, daB wir uns die Losung durch 
zweimalige Integration der Differentialgleichung zweiter Ordnung ent
standen denken konnen und bei jeder Integration eine willkiirliche 
Konstante auftritt. Diese Konstanten werden erst festgelegt durch 
die Bedingungen, welche fiir die Stabenden gelten. 

Fiir x = 0 muB sein e = eo , 
" x=oo" " e=O. 

Nach der Tabelle 23 ist e+ oo = 00 und e- OO = o. In Gl. (19) kann 
also e 00 nur dann null werden, wenn C1 = 0 ist, so daB also von 
Gl. (19) nur der zweite Summand iiberbleibt. 

Setzen· wir darin x = 0 und beachten, daB die Exponential
funktion e-o gleich eins ist, so erhalten wir 

ex=o = eo = C2 • 1 , also C2 = eo. 
Die endgiiltige Losung unserer Aufgabe heiBt: 

(20a) 

Bespreclmng del' Losung. Aus der Erfahrung allein, also ohne 
jede Rechnung, konnen wir voraussagen, daB die Temperatur an der 
Stelle x von folgenden GroBen abhangen muB: 

1. von der Temperatur eo am Stabanfang, 
2. " der Entfernung x vom Stabanfang, 
3. " dem U mfang D des Stabes, 
4. " dem Querschnitt F des Stabes, 
5. " der Warmeleitzahl A des Stoffes, 
6. " der Warmeiibergangszahl a. 

Wir konnen also schreiben 

ex = F(eo, x, D, F, A, a). (a) 

Die Erfahrung sagt uns auch noch mit ziemlicher Sicherheit, ob 
die Temperatur ex mit wachsendem Wert des einen oder anderen 
Argumentes ebenfalls wachst oder abnimmt, aber iiber das Gesetz 
dieser einzelnen Abhangigkeiten kann doch nur die Rechnung oder 
der Versuch Auskunft geben. 

Das Verlangen nach einem klaren Einblick in die Verhaltnisse, 
verbunden mit einer etwas einseitigen Schulung fiihrt zu dem Streben, 
die in Gl. (a) verdeckt enthaltenen sechs ,Abhangigkeiten in der Formel 
einzeln und voneinander unabhangig erkennen zu lassen, indem man 



Losung von Aufgaben. 23 

die G1. (a) zum Beispiel in ein Produkt von Einzelfunktionen auf
lost nach der Form: 

(b) 

Es mnE aber leider festgestellt werden, daB dies bei den Pro
blemen der Warmeiibertragung nur in den seltensten Fallen zulassig 
ist, und manche theoretische und experimentelle Arbeit ist allein aus 
dem Grunde zu keinem befriedigenden Ergebnis gelangt, weil der 
betrefi'ende Forscher entweder schon bei seinem Arbeitsplan oder 
doch bei der Auswertung der Versuchsergebnisse allein dies Produkt 
von Tailfunktionen im Auge hatte. 

Unsere G1. (20) ist ein bezeichnendes Beispiel fUr eine Funktion, 
bei der diese Zerlegung in Produkte nicht durchfUhrbar ist. Nach 
den Lehren der Mathematik ist zwar eine Funktion von der Form: 

el·m·n darstellbar als ((el)mf oder als ((en)l)m usw., 

aber eine Zerlegung in Produkte ist nicht moglich. 
In unserer GI. (20) konnen also die einzelnen Abhangigkeiten von 

A, U usw. nicht unabhangig voneinander dargestellt werden. Da es 
sich ferner um eine Funktion mit 6 Veranderlichen handelt, ist es 
auch nicht moglich, in ein oder einigen wenigen Zahlentafeln oder 
Figuren einen Dberblick iiber die in Gl. (20) enthaltenen Gesetz
maBigkeiten zu geben. 

Unseren Wunsch nach Dbersichtlichkeit und unser Vorstellungs
vermogen befriedigt also Gl. (20) durchaus nicht; dies ist aber be
dauerlicherweise eine wesentliche und darum unvermeidbare Eigen
schaft der meisten Ergebnisse bei Aufgaben der Warmeleitung. 

Aber einen Vorzug hat GI. (20) doch, indem sie zu auBerst ain
£achen Rechnungen fUhrt. All die sechs Abhangigkeiten sind durch 
eine einzige, verhaltnis-
maBig einfache Funk- 1.0..------------------

tion dargestellt, sob aId 
man den Exponenten 
als eine einzige GroBe 
auffaBt, die wir K 

II 0,5 
nennen wo en. Wir set-
zen also 

K = V~: ~. x (21) oL __ --'c-.L __ !:-_-=~=====::! 
Z 3 -K ~ 

und erhalten 
Abb. 7. Die Exponentialfunktion e-K • 

e;eo=e-K • (20b) 

Die Exponentialfunktion mit negativem Exponenten hat fUr K = ° 
den Wert Eins und nahert sich mit wachsendem Wert K so rasch 
der Null, daB sie schon fUr K = 4 nur mehr den Wert 0,018 besitzt 
(vgl. Abb. 7 und S. 172). 
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Auf unsere Gleichung 
l/a. U 

Clj CI - n::F"' x 
(;I 00 = e 

bezogen besagt dies, daB das MaB, um das sich der Stab an der 
untersuchten Stelle schon abgeklihlt hat, nicht vom Absolutwert .l 
oder U, auch nicht von der Entfernung x, in Metern gemessen, 
abhangt, sondern allein von der Zusammenstellung dieser Werte zu der 
GroBe K. Diese GroBe allein kennzeichnet das MaB der Abklihlung 
und man nennt sie darum eine KenngroBe. 

Es wird sich noch an vielen SteIlen des Buches zeigen, daB diese 
KenngroBen ein sehr geeignetes Mittel sind, um scheinbar recht ver
wickelte GesetzmaBigkeiten in verhaltnismaBig einfacher Weise fest
zulegen. 

Wegen der graBen Wichtigkeit des Begriffes der KenngroBen sollen 
noch zwei Eigenschaften derselben besonders hervorgehoben werden. 

Erstens sind aIle KenngroBen reine Zahlenwerte, also GroBen ohne 
Dimension. Dies ist schon vom rein mathematischen Standpunkte aus 
erklarlich, denn Ausdrlicke wie Cosinus (5 kg) oder e bach (50°) hatten 
ja keinen Sinn. Es empfiehlt sich bei allen Rechnungen, die man 
ausflihrt, die gefundenen KenngroL\en daraufhin nachzuprlifen. Dies 
gibt eine wenn auch nicht absolut sichere, so doch stets nlitzliche 
Kontrolle der Rechnung. 

Zweitens haben die meisten KenngroL\en die Eigenschaft, daB sie 
sich durch verschiedenartige Zusammenfassung ihrer Bestandteile in 
mannigfaltiger Weise umformen lassen. 

In unserer KenngroBe (Gl. (21)) ist UjF ein Wert, welcher von 
der Gestalt des Querschnittes abhangt. Flir den kreisformigen Quer· 
schnitt ist er am kleinsten, flir einen rechteckigen Querschnitt ist er 
stets groBer und je nach dem Seitenverhaltnis verscbieden; flir einen 
sternformigen Querschnitt (Klihlrippen) ist er besonders graB. 

Beschranken wir unsere Betrachtungen auf den kreisformigen Quer
schnitt, flir welchen die Gleichung gilt 

U Idn 4 
y= d2 n =--a' 

4 

so heiBt die KenngroBe in einer erst en Form: 

K= 2'Y/d ·x. 

Das Verhaltnis IX j.l heiBt (vgl. S. 9) die relative Warmelibergangs
zahl h, so daB die zweite Form der KenngroBen lautet: 

K= 2'V~ ·x. 
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Entsprechend der AusfUhrung auf S. 8 heiBt der reziproke Wert 
von h die Subtangente s; damit ergibt sich die dritte Form der 
KenngroBe: 

K=2.1/ 1 .x. r s·d 

Die vierte Form ergibt sich aus der Dberlegung, daB fiir die Tem
peratur ex weniger der absolute Betrag der Strecke x maBgebend 
ist, sondem ihr Verhaltnis zum Durchmesser des Stabes, also der 
Wert x I d. Zu diesem Zweck multiplizieren wir die KenngroBe mit 
did und erhalten die vierte Form: 

Es hangt vollstandig von den besonderen Verhaltnissen der ein
zelnen Aufgabe ab, welche dieser Formen die zweckmaBigste oder 
anschaulichste ist. 

Anfgabe 7. Der Stab von endlicher Liinge. 

"Der Wortlaut der Aufgabe ist der gleiche wie in Aufgabe 6, 
nur ist jetzt der Stab von der endlichen Lange L". 

Statt der Bedingung, daB die Temperatur im U nendlichen gleich 
Null werden muB, gilt jetzt die andere Bedingung, daB die Warme qII" 

welche dem letzten Stabelement zuflieBt, gleich der Warme q v sein 
muB, welche die Stirnflache des Stabes an die Umgebung abgibt. 

Es ist 

qIV= - }'.F.(de) 
dx x=L 

und 
qv= (tL·F·ex=L, 

wenn fiir die Stirnflache eine andere Warmeiibergangszahl (tL gilt, 
als fiir die Mantelflache. 

Aus der Bedingung q[v= qv folgt: 

(de) = _ (tL'ex=L' 
dx x=L ). 

lUathematische Ableitung. Die Ableitung ist vollstandig die gleiche 
wie bei der letzten Aufgabe bis zur Auf&tellung der Losung in Ge
stalt der Gl. (19), und auch diese selbst gilt noch unverandert. 

Erst die Integrationskonstanten 0 1 und O'J erhalten hier andere 
Werte; zu ihrer Bestimmung dienen die Bedingungen, welche fUr 
die Enden des Stabes gelten. 

1. Fiir x = 0 werden beide Exponentialfunktionen gleich eins; 
damit 

oder 
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Damit litBt sich die Losung in zweierlei Form schreiben: 

entweder: 8 = °1, e+mz + (80 - °1), e- mz (a) 

oder: 8 = 01 (e+ mz - e-mz ) + 8 0 ·e-mz . (b) 

2. Fiir x = L gilt die Bedingung qIV= qv' 
Ausjb) folgt 

~~ = m.{01·(e+mz + e-mz) - 8 0 .e-mx }. 

Setzt man zur Abkiirzung aLl = B, so heiBt damit die Btldingung 
m·/I., 

qIV= qv: 

Cl·(e+mL+e-mL) - 8 0 ·e-mL = - B· 0l·(e+mL - e-mL) - B·80 · e- mL 

oder ° =80 , (1 - B). e-mL _ 
1 e+mL + e-mL + B. (e+mL _ e-mL) 

Auch die Integrationskonstante 02 = 8 0 - 01 konnen WIr jetzt 
berechnen; es ist: 

0-8 .(1- (l-B).e- mL ) 
2- 0 e+mL + e-mL + B.(e+mL _ e- mL) 

(1 + B).e+mL 
- 8 . --c---c;--,-------'---o--_=__ 
- 0 e+mL + e-mL + B. (e+mL _ e-mL)' 

3. Die Gleichung des Temperaturverlaufes langs des ganzen Stabes 
ist nun ebenfalls gegeben, wenn man in die Gleichung 

8 = 0l·e+mx + 02 ·e-mx 

die eben gefundenen Werte fiir 01 und 02 einsetzt. 
4. Von besonderem Interesse ist die Temperatur 8 L am Ende 

des Stabes. ' 
Man findet sie, indem man die Gleichung des Temperaturverlaufs x 

gleich L setzt und dann beachtet, 
1. daB e+m·L . e-mL = 1 und 

2. daB (1 + B).l + (1 - B). 1 = 2 ist. 
Die Rechnung ergibt: 

2 8 L - 8 0 . -;------;,------OC--,-----=:--,-------;c----,cC7 
- (e+mL+e-mL)+B.(e+mL_e-mL) 

1 
=8C"-:c:-c-;--::c~~:---::c-:---,------= 

(£of (mL) + B· (Sin (m L) 
oder 

(22 a) 

(22b) 

(22c) 

Bespl'echung del' Losung. Die Temperatur 8 L am Ende des 
Stabes kann immer nur ein Bruchteil der Temperatur eo am Anfang 
des Stabes sein. Der Zahlenwert dieses Bruches ist, zufolge Gl. (22 c), 
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eine Funktion mit nur zwei Veranderlichen KI und K 2 , die wir 
beide als KenngroBen im oben abgeleiteten Sinne auffassen konnen. 

Die erste KenngroBe __ " 
l/a.U 

KI =m·L = y J...F· L 

ist die schon von Aufgabe 6 her bekannte KenngroBe. 
Die zweite KenngroBe ist: 

Ko = aL.~= aL. L . __ 1_ = (aL.L).~. 
" J.. m J.. m·L J.. KI 

Mit Beniitzung dieser KenngroBen heiBt das Ergebnis der Rechnung: 

fh 1 

(10 - (aL ) 1 . 
~Of(Kl) + T· L . k-' (Sin (Kl) 

1 

(22 d) 

Uber die Zahlenwerte der Funktionen ~of und (Sin vergleiche 
man Abb.58 im mathematischen Anhang auf S. 173 oder Taschen
buch Riitte I. Bd. 

Der erste Summand im N enner beriicksichtigt die Abkiihlung 
der Mantelflache des Stabes, der zweite Summand die Abkiihlung 
der Stirnflache. In allen Fallen, in denen man glaubt den EinfluB 
der Stirnflache vernachIassigen zu konnen, darf 
man statt Gl. (22 d) die einfachere Gleichung 

Eh 1 

eo ~of(K~) 
verwenden. 

Zahlenbeispiel. Bei einer Kompressoranlage 
wird die Temperatur der Luft im Windkessel 
mittels eines Thermometers gem essen , das in 
einem eisernen Thermometerrohr nach Abb. 8 
steckt. Wie groB ist ungefahr der MeBfehler, 
der dadurch entsteht, daB das untere Ende des 
Thermometerrohres infolge Warmeableitung langs 
der Wandung nicht die Temperatur der PreBluft 
annimmt, wenn 

1. das Thermometer 100° C anzeigt, 
2. die Temperatur der Kesselwandung zu 

50° C geschatzt wird. 

d"~1inm, 

3. die Warmeiibergangszahl von der PreBluft ~d~ 
an dasThermometerrohr zu a = 25 angenom- Abb.8. Thermometer-
men wird? rohr. 

Da die Stirnflache des Thermometerrohres sehr klein ist im Ver
gleich zur Mantelflache, konnen wir mit groBer Annaherung bei der 
Rechnung in Gl. (22b) den ganzen zweiten Summanden im Nenner 
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vernaehlassigen; wir konnen also setzen: 

l/(("U 
Zur Ermittlung von Xl = r 2. F . L bereehnen wir 

damit wird 

U=dn, 

F = ~(d2 - (d - 2 J)2) = n·(d - J).J 

oder naherungsweise = n' d . J; 

25 
----·0,14 = 3,14. 
50·0,001 

Der MeBfehler ist: 

Eh = ( 1000 - 500 );~Of (~;14) = 500 '1:,6 = 4,30. 

(23) 

Bei einer Temperatur von 1000 C ist ein MeBfehler von 4,30 immer
hin schon recht beachtenswert. 

Die Gl. (23) zeigt den Weg, auf welchem sich dieser Fehler ver
kleinern laBt: 

1. Die Warmeiibergangszahl a muB moglichst groB sein. - Dies 
laBt sich, wie im zweiten Hauptteil des Buehes gezeigt werden wird, 
dadurch erreichen, daB man den auBeren Durehmesser d des Ther
mometerrohres klein macht. 

2. Der Wert 2 muB moglichst klein sein. - Es wiirde sieh also 
empfehlen das Rohr aus Nickelstahl (2 = 11) herzustellen. 

3. Die Wandstarke des Rohres muB moglichst klein sein. 
4. Das Thermometerrohr soIl sehr lang sein. 
5. Der Wert eo (= Lufttemperatnr minus Temperatur der Kessel

wandung) soIl sehr klein sein. - Dies ist dadurch zu erreichen. daB 
man die Kesselwand, dort wo das Thermometerrohr eingesetzt ist, 
gut isoliert, damit sie moglichst ebenso heiB ist als die PreBluft. 

ID. Die Warmeleitung im Beharrungszustand als Problem 
der Potentialtheorie. 

In diesem Abschnitt sollen einige mathematische Begriffe und 
Beziehungen besprochen werden, deren Kenntnis fiir spater notig ist. 

1. Die raumliche Temperaturverteilung im Beharrungszustand 
findet ihren mathematischen Ausdruck durch eine Gleichung zwischen 
den drei Koordinaten des Raumes als unabhangigen Veranderliehen 
und der Temperatur als der abhangigen Veranderlichen, also 
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(9 = f (x, y, z) in kartesischen 

(9 = f(r, qy, z) " Zylinder-
(9 = f(r, X, qy)" Kugel-

Koordinaten, 

" . , 
" 

1m Interesse der Einfachheit sollen jedoch nur solche FaIle besprochen 
werden, bei denen die Temperatur jeweils nur mit einer Koordinate 
(x, bzw. r, bzw. r) sich andert, so daB sich die drei einfacheren 
Gleichungen 

(9 = f(x) bzw. (9 = f(r) bzw. (9 = f(r) 
ergeben. 

2. N acb den Lehren der mathematischen Physik muB fUr den 
Fall der reinen Warmeleitung im Beharrungszustand die Temperatur
verteilung der Bedingungsgleichung: 

L/2@ = 0 
geniigen. 

(24a) 

L/2(9 heiBt der Laplacesche Differentialparameter oder auch der 
Differentialparameter 2. Ordnung; er ist ein kurzes Symbol fUr eine 
Rechenoperation, welche ermittelt, um wieviel die Temperatur in 
einem untersuchten Punkt von dem Durchschnittswert der Tempera
tur der unmittelbar benachbarten Punkte abweicht. 

Der besseren Vorstellbarkeit wegen wollen wir um den unter
suchten Punkt, den sogenannten Aufpunkt, eine sehr kleine Kugel 
gelegt denken und vergleichen dann den Durchschnitts- oder Mittel· 
wert aller Temperaturen an der Kugeloberfiache mit der Temperatur 
im Kugelmittelpunkt. N ur wenn diese beiden Werte einander gleich 
sind, andert sich die Temperatur im Aufpunkt nicht, nur dann ist 
Beharrungszustand moglich. Dies ist der Sinn von Gl. (24a). 

Bringt man G1. (24a) auf Koordinatenform, so lautet sie 

. k . h K di d2(9. = 0 In arteslsc en oor naten: 
dx2 

;~ :!.:~ : j 
dr" r dr 

" Zylinder- (24b) " 

" Kugel- " 
3. Vom Standpunkt der mathematischen Physik aus betrachtet 

ist das Gebiet der reinen Warmeleitung nur ein Teilgebiet der all
gemeinen Potentialtheorie. 

Liegen die das Potential 'f/J erzeugenden Massen e innerhalb des 
Feldes, so muS das Potential der Bedingungsgleichung 

L/2'f/J = 4n-e 
geniigen. 

Dem entspricht bei der Warmeleitung der Fall, daB innerhalb 
des Feldes sogenannte Warmequellen vorhanden sind, in welchen 
durch Umwandlung anderer Energiearten (z. B. Elektrizitat) Warme 
entsteht. 
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Liegen dagegen die das Potential erzeugenden Massen auBerhalb 
des Feldes, so muB das Potential der Bedingungsgleichung 

LJ2'!jJ = 0 
genii gen. 

Dies entspricht dem Fall der reinen Warmeleitung. 
Die Potentialtheorie bildet somit die mathematische Grundlage 

der Lehre von der Warmeleitung im Beharrungszustand. 

B. Abklingende Temperaturverteilung. 
Dieser Abschnitt umfaBt V organge, bei welchen urspriinglich 

Temperaturunterschiede vorhanden waren, die nun dem Ausgleic4 
zustreben. 

I. Die rechnerischen Grundlagen. 
a) Die Differentialgleichung. 

Wenn die Temperatur im untersuchten Gebiet nicht mehr kon
stant ist, gilt statt der Gl. (24) die Gleichung 

08 
- = a·LJ28. at (25) 

a81at ist hierbei der zeitliche Temperaturanstieg im Aufpunkt und 
Gl. (25) konnen wir wie folgt deuten: 

rst die Temperatur in der Umgebung des Aufpunktes hoher als 
im Aufpunkt selbst (LJ 2 8 positiv), so stromt Warme aus der Um
gebung nach dem Anfpunkt hin und erhoht damit dessen Tempe
ratur (a8lat ebenfalls positiv). 

Wenn im umgekehrten Fall die Temperatur in der Umgebung 
niederer ist als im Aufpunkt, so stromt vom Aufpunkt Warme weg 
und seine Temperatur sinkt. 

Der Proportionalitatsfaktor a hiingt von den Eigenschaften des 
untersuchten Stoffes ab, und zwar wird er gebildet aus der Warme
leitzahl A, der Dichte 'Y und der spezifischen Warme c nach der 
Gleichung: 

(26) 

Man nennt a die "Temperaturleitzahl". In der Literatur, vor aHem 
in rein mathematischen Schriften findet man haufig die Schreib
weise a2 statt a. In der letzten Zeit biirgert sich aber mehr und 
mehr die Schreibweise a ein. Auf diese Unstimmigkeit ist beim Ver
gleich mit anderen Schriften zu achten. 

b) Die Randbedingungen. 

Neben der Differentialgleichung gelten voI1ig unverandert die drei 
Arten der Oberflachenbedingung, wie wir sie bei der zeitlich kon
stanten Temperaturverteilung kennengelernt haben. 
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Dazu tritt jetzt noch eine weitere Bedingung, welche vorschreibt, 
wie die urspriingliche Temperaturverteilung, deren Abklingen wir ver
folgen, beschaffen war. 

1m Grunde genommen k6nnte diese Temperaturverteilung zur 
Zeit t = 0 ganz beliebig beschaffen sein. Wir wollen uns jedoch 
auf solche FaIle beschranken, bei welchen die Temperatur urspriing
Hch im ganzen K6rperinnern den gleichen Wert eo hatte und dann 
eine allgemeine Abkiihlung oder Erwarmung des K6rpers dureh seine 
Oberflaehe bei konstanter Umgebungstemperatur stattfindet. 

Die mathematische Physik bevorzugt statt der Namen Oher
flachenbedingungen und Anfangsbedingung die Bezeiehnungen raum
lich und zeitliehe Randbedingungen und nennt das ganze Gebiet 
Randwertaufgaben. Die Warmeleitung in festen K6rpern erseheint 
in diesem Zusammenhang nur als ein Teil eines sehr viel gr6Beren 
Aufgabengebietes. 

c) Das Temperaturfeld. 

Wenn wir uns die Aufgabe stellen das Abklingen der Tempe
raturverteilung zu verfolgen, so heiBt das, wir wollen feststellen, wie 
sieh die Temperatur ,an einer festgehaltenen Stelle mit der Zeit 
andert und zugleieh, wie sie sieh in einem festgehaltenen Augenbliek 
von Ort zu Ort andert. Reehnerich gesprochen heiBt dies, wir wollen 
e als Funktion des Ortes und der Zeit bestimmen in der Form 

e = ret, x) bei kartesischen Koordinaten, 
e = {(t,r) bei Zylinder-Koordinaten, 
e = {(t, r) bei Kugel-Koordinaten. 

Von dieser Funktion wird verlangt, daB sie 
1. der Differentialgeichung (25) geniigt, 
2. die vorgeschriebene Oberflachenbedingung erfiillt, 
3. fUr t = 0 in die verlangte Anfangstemperaturverteilung iiber

geht. 
d) Der mathematische Weg zur Losung. 

1m nachstehenden solI ein Weg angedeutet werden, der zwar 
nicht bei allen, aber doch bei vielen Aufgaben zum Ziele fiihrt. 

Wir suehen eine Funktion, von der wir vorerst nur die eine Be
dingung verlangen, daB sie die Differentialgleiehung (25) befriedigt, 
und zwar machen wir den Versueh mit einer Funktion, die sieh als 
Produkt zweier Teilfunktionen darstellen laBt, von denen die eine 
nur von t, die andere nur von x (bzw. r, bzw. r) abhangt. Wir 
setzen also 

e = ((t,r) = cp(t)'V;(r). (a) 

Da naeh den Ausfiihrungen auf S. 175 die Exponentialfunktion mit 
negativem Exponenten sieh besonders zur Darstellung von abklingen
den V organgen eignet, so empfiehlt sieh ein Versueh mit der Funktion 

e = e-kt'v;(r), 
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in welcher lc eine vorerst noch unbestimmte GroBe ist. Die Formeln 
schreiben sich spater einfacher, wenn wir schon jetzt statt der un
bestimmten GroBe lc eine andere unbestimmte GroBe n einfiihren 
nach der Gleichung lc = n 2 • a. 

W ir gelangen so zu dem Ansatz 

e -n'·a·t () 
~ = e .'IjJ r . (b) 

Um zu kontrollieren, ob diese Exponentialfunktion mit der Differential
gleichung vertraglich ist, bilden wir die Ableitungen: 

oe ,,-n2'a.t ( ) -=-n"·a·e ''ljJr ot 
sowie 

LJ2 e = e - n"a·t. LJ2 'IjJ (r) 

und setzen diese in Gl. (25) ein, welche dallll lautet: 

" - n'·a·t -'n'·a,t A" ' - n"·a·e ''IjJ = a·e 'LJ"'IjJ 
oder 

(27a) . 
Dies beweist, daB die Exponentialfunktion mit der Differential-

gleichung vertraglich ist, wenn es gelingt, fiir Gl. (27 a) eine Losung 
zu find en. 

Statt der Funktion f (t, x) haben wir jetzt nur mehr die Funk
tion 'IjJ (x) zu suchen und dies ist bedeutend einfacher, weil Gl. (27) 
nur mehr eine totale Differentialgleichung ist, wahrend Gl. (25) eine 
partielle war. 

Die Gl.(27a) lautet in Koordinatenform, vgl. Gl. (24b): 

III kartesischen Koordinaten: d2d~~'iJ + n2 • 'IjJ (x) = 0, (27 b) 

in Zylinderkoordinaten: d'2;~~r) +~. d ~;r) +n2. 'IjJ(r)=O, (27 c) 

. d2 '1p(r) 2 d'IjJ(r) 
m Kugelkoordmaten: ~+r·~+n2''IjJ(r). 0. (27d) 

Von den Gl. (27) kennt man verschiedene Losungen, von denen 
fUr die Zwecke des Buches die nachstehenden von Bedeutung sind: 

zu Gl. (27b): die Kosinusfunktion 

'IjJ (x) = C· cos (n x) , 

zu Gl. (27 c): die Besselsche Funktion O-ter Ordnung, 1. Art. 

'IjJ(r) = C·Jonr), 

zu Gl. (27 d): die Funktion 

(r) = C. sin (nr). 
'IjJ . (nr) 
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Als Losung tin serer DifIerentialgleichung (25) erscheinen somit 

o = C· e - n' at '1p (n r) in allgemeiner Form 

0= C;e-n'at.cos(nx) in Koordinatenform 

0= C.e-n'at·Jo(nr) " 

0= C.e- 1!·a.t. sin (nr) 
(nr) " 

" 

" 

(28a) 

(28b) 

(28c) 

(28d) 

Darin stellen C und n vorlaufig noch willkiirliche, konstante 
Werte dar. 

Unsere Losungen erfiillen bis jetzt nur die eine Bedingung, daB 
sie der DifIerentialgleichung (25) geniigen. Dagegen entsprechen sie 
noch nicht der Oberflachenbedingung und der Anfangsbedingung. 

Durch das Anpassen der Losung (28) an die Oberflachenbedingung 
wird der Wert n bestimmt und durch das Anpassen an die An
fangsbedingung der Wert C. 

An der Oberflache, also fiir r = R, gilt die Bedingung 

a.0r=R = - 1. (00) , 
or r=R 

welche bei Anwendung auf Gl. (28a) lautet 

l'1p(nR)= - n·1p'(nR). 

Wir multiplizieren beiderseits mit R und setzen zugleich statt all 
den Buchstaben h (vgl. S. 9). 

(h.R)'lp(nR)= - (nR)·1p'(nR). (29 a) 

Nun fassen wir nicht mehr n sondern (nR) als Unbekllortnte auf 
und bezeichnen sie mit 'P. 

(hR).1p(1') = - 'P'1p'(1'). (29b) 

Diese Gleichung hat stets unendlich viele Wurzeln 'P1 , 1'2"'" 
" k , •• ; dabei hangt das System dieser unendlich vielen Zahlenwerte 'P 
nur von der einE'n unabhangigen Veranderlichen (h. R) in der Be
dingungsgleichung (29 b) abo 

Da wir gesetzt hatten 

so ist 

und 

Gr 1i b e r, Wiirmeiibertragung. 

n.R=1', 

2 0 a· t 
n ·a·t = 1'".R2 . 

3 
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Unsere Losung (28a) zerfallt somit in unendlich viele Einzel
losungen von der Form 

.co 0 - ",.. at ( r ) I':'J = ·e R"lII V .-
1 1 T 1 R 

.co 0 - " .•. lE. ( r ) I':'J = . e - R·· Oil V .-
2 2 T. 1 R 

.. - ........ . 
.co 0 -"k··lE. ( r) I':'J = . e R" • Oil V • - • 

k k T k R 

.. - ..... . 

Es laBt sich beweisen, daB auch die Summe all dieser einzelnen 
Losungen, namlich 

(30a) 

wieder eine Losung der Differentialgleichung ist und zugleich die 
Oberflachenbedingung befriedigt. Um auch noch der Anfangsbedingung 
zu geniigen, miissen wir in Gl. (30a) t=O setzen und dann die 
Beiwerte 0 so bestimmen, daB die Gleichung 

k='" 

8 t =o = 2} Ok' V' (Vk'~) 
k=1 

die .Anfangstemperaturverteilung darstellt. Das hierbei einzuschlagende 
Verfahren heiBt die harmonische .Analyse. 

Da wir uns in dies em Buche auf .Aufgaben beschranken wollen, 
bei denen die Anfangstemperatur i~ ganzen Innero der Korper kon
stant, namlich gleich 8 0 ist, so bilden die Ok ein unveranderliches 
Wertesystem. Aus Gl. (30a) folgt dann, daB die Temperatur an der 
Stelle r abhangt: 

1. von d~m Verhaltnis r I R , 
a·t 

2. von dem Werte der KenngroBe R2' 

3. von dem Wertesystem: vl ' v 2"." vk • •• , und damit indirekt 
von der KenngroBe (h. R). 

Wir konnen also schreiben: 

( at r) 8 = 8 0 , fP h R - - . 
'" 'R'J' R 

(30b) 

Die Ergebnisse dieser mathematischen Entwicklungen wollen wir 
nun zur Darstellung des Abkiihlungsvorganges von geometrisch ein
fa.chen Korpern verwenden (siehe Lit.-Verz.23). 
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II. Die Losung von Aufgaben. 
Aufgabe 8. Abkiihlung der Kugel. 

"Eine Kugel vom Halbmesser R, die zuerst in ihrer ganzen Masse 
auf die Temperatur Tl 0 C erwarmt war, werde p16tzlich in eine Um
gebung von der niedrigeren TemperaturT2 0 C gebracht. Unter der 
Annahme, daB die Stoffwerte der Kugel sowie die Warmeiibergangs
zahl bekannt sind, ist der Abkiihlungsvorgang zu berechnen und zwar 
sind nachstehende drei Fragen zu beantworten: Welches ist fiir einen 
gegebenen spateren Zeitpunkt 

1. die Temperatur der Oberfiache, 
2. die Temperatur im Mittelpunkt, 
3. die von der Kugel bis dahin abgegebene Warme?" 
Die Schreibweise aller Gleichungen vereinfacht sich wesentlich, 

wenn wir die Temperaturen nicht nach CeIsiusgraden rechnen, son
dern wenn wir die U mgebungstemperatur TQ 0 C gleich null setzen. 
AIle Temperaturen der Kugel geIten dann al~ tJbertemperaturen und 
sollen mit e bezeichnet werden. (Bei der Erwarmung einer kalten 
Kugel in heWer Umgebung ergeben sich dabei die Temperaturen e 
von selbst negativ.) 

In gleicher Weise solI nicht mit dem Warmeinhalt der Kugel 
gerechnet werden, sondern nur mit ihrem WarmeiiberschuB iiber Um
gebungstemperatur. 

Die Temperatur er eines Punktes im Abstand r vom Mittelpunkt 
ist nach den Lehren der mathematischen Physik gleich: 

. ( r) k=oo • • at Sill y k ·-e e ~ SlnYk-Y/,·cOSYk -"k-'W R 
Mr=~o·..:::::,,2. ·e· , 

k=l Y k - SIn Y k • COS Y k l' . ~ 

k R 
worin Y k das System der unendlich vielen Wurzeln der transzendenten 
Gleichung 

(1 - hR).siny = Y·COSY 

ist. 
Die GroBe h ist dabei wieder die relative Warmeiibergangszahlaj2. 
Wir iibernehmen nun aus den mathematischen Entwicklungen der 

letzten Seiten das wichtige Ergebnis, daB sich die unendliche Reihe 
in dem Ausdruck fUr e r als eine Funktion von nur drei Verander
lichen auffassen laBt. Die Veranderlichen sind die drei KenngroBen 

at r 
hR, R2', R· 

Wenn wir statt des veranderlichen Wertes r die beiden festen 
Werte r = R und r = 0 betrachten, uns also nur urn die Tempe
ratur an der Oberflache und die Temperatur im Mittelpunkte kiim
mern, so vermindert sich die Zahl der Veranderlichen auf zwei und 
wir erhalten: 

3* 
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Temperatur der Oberflache: 

eo = eo' Wo (hR, ;!), (31) 

Temperatur im Mittelpunkt: 

e",== eo' W ... (hR, (32) 

Fiir die Warmemenge, welche die Kugel bis zur Zeit t abgegeben 
hat, liefert die mathematische Physik die Gleichung 

4 k~ 1 (siny - l' 'COSy)2 ( -"k'~) Qh=-.R8 n .c. y .eo '£'; 6. s ' k. k k. l-e R'. (33a) 
3 k=l "k Yk - SID Y k ' cos Y k 

Da eo die Obertemperatur der Kugel zur Zeit t = 0 bedeutet, 
so ist 

~ R3 n' c·y·eo = (W.-D.)o 
gleich dem WarmeiiberschuB derKugel zur Zeit t = O. 

Unter Hervorhebung der KenngroBen konnen wir schreiben: 

Q=(w.-tJ')o·P(hR, ;!). (33 b) 

Die Werte der drei Funktionen Wo, Wm und lJI sind in Form 
von Schaubildern in den Abb. 9, 10 und 11 dargestellt 1). 

Aufgabe 9. Abkiihlung des Zylinders. 

"Ein sehr Ianger Zylinder vom Halbmesser R werde plotzlich aus 
hoher Temperatur in niedrige Umgebungstemperatur gebracht. - Es 
soIl fiir einen beliebigen spateren Zeitpunkt berechnet werden: 

1. die Temperatur der Oberflache, 
2. die Temperatur der Achse, 
3. die vom Zylinder bis dahin abgegebene Warme bezogen auf 

ein Stiick des Zylinders von der Lange L." 
Wenn wir wegen der gro.Ben Lange des Zylinders von der Ab

kiihlung der Endflachen absehen, so gelangen wir zu einer Rechnung, 
die derjenigen bei der Kugel durchaus ahnlich ist. Es gilt namlich 
fiir die Temperatur im Abstand r von der Achse die Gleichung 

k='" at 

er = eo' 2} 2· ~. J 2 ( ~15;~ 2 ( ).e -!'k' R , ·Jo (ftk'-Rr ) 
k=l ftk 0 ftk 1 ftk 

und fUr die abgegebene Warme gilt 
~~ t 

Q = R2 n.L.c.y.eo.2) 4.~. Jo(ft,J .(1 _ e-,ue.*,) 
k=l ftk 2 Jo 2 (ftk) + J12 (ftk) , 

1) Ausfiihrliche Zahlentafeln zu den Abb. 9 bis 17 finden sich in der 
ersten Verofientlichung (Z. d. V. d. I. 1925, S. 705), aus der auch die Schau
bilder iibemommen sind. 
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Abb. 9. Oberfiiichentemperatur der Kugel bei eo = 10 : 

eo=eo·([Jo(~:,hR). 
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Abb. 10. Temperatur im MitteJpunkt der Kugel bei eo = 10: 

em=e-o,<pm(~; ,hR). 

P !7 v/ V 
-----

.,.~ 

l.o.(w.ii). 

1/ // 17 r7 7 / v 
M~f ~r 

Il / L.-- ---

II P IW ~ ~ -f ~Q ./ ~/ I II 0, J....--
/ / / I / / ooy 

/ / / -j 7 -; / ./ 

qs-(WO). 

/ / / 7 / ./ oai--
7 ./ -----/ /' V ./ V /' ---kR !7 --- ---r::- .......... .-- ~.....-: I--

S qot 2 S q1 Z 5 1 Z .5 10 l. 5 

Abb. 11. Wiirmeverlust der Kugel bei eo = 10 : 

Q = (W.- "0')0'11' (~! ' hR) . 
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darin bedeuten J o (- .. ) und J1 ( ••• ) zwei Besselsche Funktionen und 
flk das System der unendlich vielen Wurzeln der Gleichung 

(hR)·Jo(fl) = fl· J1(fl)· 
Auch hier lassen sich wieder dieselben KenngroBen einfuhren und 

es ergeben sich die Gleichungen: 

eo = eo· tl>o (hR, ~~), (34) 

em=eo·tl>m(hR, ~!), (35) 

Q = (W.-tl)o· lJ' (h R , ~~) . (36) 

Die Werte auch dieser Funktionen sind nachstehend in Schau
bildern wiedergegeben (Abb.12, 13 und 14). 

Aufgabe 10. Einseitige Abkiihlung der Platte. 

"Eine sehr groBe Platte von der Dicke X sei auf einer Seite 
vollstandig isoliert, wahrend die andere Seite frei sein soIl. Wird 
nun diese Platte pl6tzlich von hoher Temperatur in kaltere Umgebung 
gebracht, so wird sie durch die nicht isolierte Flache allmahlich ihren 
ganzen WarmeiiberschuB an die Umgebung abgeben. - Es ist fUr 
einen beliebigen spateren Augenblick zu berechnen: 

1. die Temperatur eo der freien Oberflache, 
2. die Temperatur em der isolierten Oberflache 
3. der Warmeverlust Q fur ein Stuck F der Platte." 
Fur die Temperatur ex einer Schicht im Abstand x von der iso

lierten Oberflache liefert die Rechnung 
k=oo. at 
'" sm (\ -5k··-. ( x) e = eo· L.J 2· ·e x- . cos (\.-

x k=l 15k + sin 15k • cos 15 k X 
und 

k= 00 • " at 
~ sm" 15k ( -O/?,) Q=X.F.c.y.eo ·'::::"; 2· 2 • • 1-e x. 

k=l 15 k + 15k • sm 151, COSOk 

Hierin sind 15k die unendlich vielen Wurzeln der Gleichung 
(hX).cos(Q) = o.sin(Q). 

Mit Einfuhrung der Kenngr6Ben erhalten wir: 

eo=eo·tl>o (hX, ~), 

e =eo.fj> (hX at_) 
m m' P , 

Q = (W.-C.)o . lJ' (h X, ~:). 

(37) 

(38) 

(39) 

Cber die Werte dieser Funktionen vergleiche man wieder die 
Schaubilder (Abb. 15, 16 und 17). 
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Abb. 12. OberfHichentemperatur des Zylinders bei eo = 10: 

eo= eo·cpo(~!, hR). 
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Abb. 13. Temperatur in der Achse des Zylinders bei eo = 10: 

e",= eo.cpm(~~, hR). 
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Abb. 14. Warmeverlust des Zylinders bei eo = 10 : 

Q = (W. V.)o· 'If (~: ' hR). 
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Abb. 15. Temperatur der freien Plattenoberfliiche bei eo = 10: 

eo = eo· !Po (';-i, hX). 
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Abb: 16. Temperatur der isolierten Plattenoberfliiche bei eo = 10: 

em = eo· !Pm (;~, hX) . 
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Abb. 17. Wiirmeverlust der sich einseitig abkiihlenden Platte bei eo = 10 : 

.. (at ) Q=(W.U·)o·lJi" X2,hX. 
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Aufgabe 11. Beiderseitige Abkiihlung der Platte. 

Die letzte Aufgabe gibt zugleich die Losung fiir eine beiderseits 
gleiehe Abkiihlung der Platte. Denn wenn die Abkiihlungsverhalt
nisse der Platte beiderseits vollkommen gleieh sind, so muB aus 
Symmetriegriinden das Temperaturgefalle in der Mitte der Platte 
gleieh null sein. Nun war aber bei der letzten Aufgabe durch die 
Bedingung der voIIkommenen 1solie=ung dort ebenfalls das Tempe
raturgefalle null vorgeschrieben. Bei der beiderseitig sich abkiihlen
den Platte verhalt sieh also jede Plattenhal£te genau wie eine ein
seitig sich abkiihlende Platte. 

1st D die ganze Dicke der Platte, so benutzt man eine HilfsgroBe 

X=D 
2 

und kann mit dieser GroBe aus den Abbildungen der letzten Auf
gabe die Werte der Funkti.onen <Po, <Pon und lJF entnehmen. Zu be
aehten ist, daB hier 

ist. 
(W.-D.)o = 2.X·F.c·y·8a 

Besprechung der vier Abkiihlungsaufgaben. 
a) Gebrauehsanweisung fiir die Schaubilder. 

Da der Rechnungsgang bei allen Aufgaben der gleiche ist, soil 
der Gebraueh der Schaubilder nur an einem Beispiel - der Abkiih
lung einer Kugel - gezeigt worden. 

Zahlenbeispiel. "Eine Stahlkugel von 20 cm Durchmesser, die 
in ihrer ganzen Masse auf 280 0 C erwarmt ist, wird rasch in ein 
Olbad von 30 0 C getaueht. - Welches ist die Oberfiachentemperatur 
und die Te:rqperatur des Mittelpunktes sowie die im ganzen abge
gebene Warme nach 36 sek, 3 min und 12 min, wenn fiir die Warme
iibergangszahl von der Kugel an das Olbad der Wert 

a = 500 [keal. m-2 • h-1 • Grad-I] 
angenommen wird1" 

1. V orbereitende Rechnung. Der Halbmesser der Kugel ist in 
Metern anzugeben: also 

R = 0,10 [m]. 

Die Zeit ist in Stunden einzusetzen: 

tl = 3:~5 = 0,01 [h], 

t2 = 630 = 0,05 [h], 

its = ~.~ = 0,20 [h]. 

Aus physikalischen Tabellen entnimmt man fiir Stahl: 
2 = 50 [kcal. m-t.h-t . Grad-I], 

r = 7700[kg.m-3], 

c = 0,13 [kcal. kg-t. Grad-I], 
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daraus errechnet sich: 

_ 2 _ 50 _ [2 h-1] 
a - - - ° 3 00 - 0,05 m . . c'r ,1·77 

2. Berechnung del' KenngroBen aus diesen Werten: 

ex 500 
hR = T·R = W·O,10 = 1,0, 

(a.t) 0,05 
R2 1= 0,01 ·0,01 = 0,05 , 

(a.t) 0,05 
R2 2= 0,01 ·0,05 = 0,25, 

(a.t) 0,05 
R2 3= 0,01 ·0,20 = 1,00. 

Ferner berecbnet man den Wert 

(W.-D·)o = ~. 1~3 ':n;. 0,13·7700· (280 - 30) = 1047 [kcal] . 

3. Endergebnis. Aus den Schaubildern liest man bei den Kenn
gro13en die Verhaltnisse eo/ee, em/ee und Qj(W.-D.)o ab und be
rechnet dann noch die Temperaturen in Celsiusgraden nach der 
Gleichung: 

e 
Temp. (Cels.) = 30 0 + 250 0 • &e. 

Man gelangt auf diese Weise zu den Werten der folgenden 
Dbersicht: 

tl = 36 sek to = 3 min t3 = 12 min 

Bo/Be = 0,75 0,44 0,07 

Bm/Be= 1,00 0,69 0,11 

Q/(W.-D·)o = 0,12 0,47 0,92 
----~ 

Temp. der Oberflache 217,5 0 C 140 0 C 47,5 0 C 

Temp. im Mittelpunkt 280 0 C 202,5 0 C 57,5 0 C 

Abgegebene Warme 126 kcal 492 kcal 963 kcal 

b) Der Temperaturverlauf langs des Radius. 

Bei den meisten Abkiihlungsaufgaben der Technik geniigt die 
Kenntnis der Temperatur an der Oberflache und in der Mitte. Will 
man in besonderen Fallen die gauze Temperaturverteilung kennen, 
so waJilt man am besten das folgende, zeichnerische Verfahren, wel
ches wieder an dem Beispiel der Kugel erlautert werden solI, welches 
aber in gleicher Weise bei Zylinder und Platte gilt. 
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Man tragt (vgl. nachatehende Abb.18) iiber den beiden End
punkten des Radius der. Kugel die Werte eo/eo und em/eo auf; 
dann miissen die Temperaturkurven durch die Endpunkte dieser Or
dinaten gehen. Fiir den Mittelpunkt miissen die Temperaturkurven 
ausSymmetriegriinden eine 
wagrechte Tangente haben 
und an der Oberfl.ache muB 
die Tangente eine solche 
Neigung haben, daB sie / 
auf der Abszissenachse die I 

Subtangente 8= 1jh=J../a / 
abschneidet (vgl. S. 9). I 

Bei unserem Zahlen- I / 
I / 

beispiel ist I / 
I / 

8=55000 =0,1 [mJ, 1/ 

Z50 

zoo 

150 

100 

50 also zufalligerweise gleich :/~ __ 
dem Radius. Von der Tem- -EEl~::'::":"'--4:":"':"':"":""---L.....-U£:rt!Zc_L_ 

peraturkurve sind somit 
zwei Tangenten bekannt, 
und damit kann sie mit 
geniigender Genauigkeit ge
zeichnet werden. 

Dieses zeichnerische Ver
fahren versagt, wenn die 
Warmeiibergangszahl un
endlich groB wird, weil 
dann die Subtangente un
endlich klein und die Rich
tung der Tangente unbe
stimmt wird. 

Abb. 18. Zeichnerisches Verfahren zur 
Bestimmung der Temperaturen langs 

eines Halbmessers der Kugel. 

In dies em Falle konnen bei der Abkiihlung einer Kugel 
Zahlenwerte der nachstehenden Tabelle entnommen werden. 

die 

Zahlentafel 2. 

Temperaturen im Innern der Kugel bei 610=10 0 und u=oo. 

at 
R2 

0,000 
0,004 
0,016 
0,036 
0,064 
0,100 
0,196 
0,256 
0,400 

00 

er = ea· CPr (~2' i) . 
rlR 

-0-1'5/1o~1-'~r~--I-li2 1-2;;-, 3/. -1- 9/Io 

1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 
1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 0,39 0,00 
1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 0,91 0,79 0,18 0,00 
0,99 0,99 0,98 0,96 0,88 0,68 0,53 0,10 0,00 
0,91 0,91 0,86 0,81 0,68 0,47 0,35 0,06 0,00 
0,71 0,70 0,65 0,60 0,47 0,32 0,23 0,04 0,00 
0,29 0,29 0,26 0,24 0,18 0,12 0,09 0,02 0,00 
0,16 0,16 0,14 0,13 0,10 0,07 0,05 0,01 0,00 
0,04 0,04- 0,03 0,03 0,02 0,02 0,01 0,00 0,00 
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
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Die Zahlentafel 2 ist einer amerikanischen Arbeit von Williamson 
und L. H. A dam s (s. Lit.-V erz. 24) entnommen. Entsprechende Tabellen 
fiir Zylinder und Platte sind mil' nicht bekannt. 

c) Vergleich zwischen Kugel, Zylinder und Platte. 

Die. Abkiihlungsgeschwindigkeit eines Korpers ist um so groBer, 
je kleiner sein Volumen und damit sein Warmeinhalt ist, und sie ist 
um so groBer, je groBer seine Oberfiache ist. Da abel' bei gleicher 
linearer Abmessung R, R odeI' X das Verhaltnis "Volumen zu Ober
flache" bei del' Kugel am kleinsten und bei del' Platte am groBten 
ist, so ist umgekehrt die Abkiihlungsgeschwindigkeit bei del' Kugel 
am groBten, bei del' Platte am kleinsten. Dies findet man bestatigt, 
wenn man in den zusammengehorigen Schaubildern 9 bis 17 die 
Verhaltnisse eo/eo und em/eo bei gleichen Werten del' KenngroBen 
vergleicht. 

In den stark ausgezogenen Linien del' Abb. 19 ist, fiir den Sonder
fall a = 00, derVerlauf del' Temperatur em fiir Kugel, Zylinder und 
Platte aufgezeichnet. Dieses Schaubild konnte durch Werte aus del' 
oben erwahnten Arbeit von Williamson und Adams in wertvoller 
Weise erganzt werden, indem dort del' Verlauf von em auch noch 
fiir den quadratischen Balken von unendlicher Lange, fiir den Wiirfel 
und fiir den Zylinder mit einer Lange gleich dem Durchmesser be
rechnet ist. 

Die genauen Zahlenwerte del' Williamsonschen Arbeit sind in 
del' nachstehenden Zahlentafel 3 wiedergegeben. 

Zahlentafel 3. 

Temperaturen im Mittelpunkt oder der Achse verschiedener 
Kiirper bei eo=10 0 und a=oo. 

em = ee <Pm (~i). 

quadrat. I I 
Zylinder I Zylinder i 

at I Balken 
- Platte i Wiirfel Kugel X2 Lange Lange Lange 

; 
=00 = 00 = Dmr. I 

0,032 1,00 
I 

1,00 
I 

1,00 1,00 
I 

1,00 1,00 
0,080 0,98 0,95 0,93 0,92 0,89 0,83 
0,100 0,95 0,90 I 0,86 0,85 0,81 0,71 
0,160 0,85 0,72 I 0,61 0,63 0,53 0,41 
0,240 0,70 0,49 I 0,35 0,40 0,28 0,19 
0.320 0,58 0,33 i 0,19 0,25 0,15 0,09 
0,800 0,18 0,03 

I 

0,01 0,02 0,00 0,00 
1,600 0,02 0,00 I 0,00 0,00 - -
3,200 0,00 - - - ! - -
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Abb.19. Abkiihlungsgeschwindigkeit fiir den Mittelpunkt oder die Achse ver
schiedener Korper. 

C. Schwingende Temperaturverteilung. 
Ein groBer Teil der Arbeitsvorgange im Maschinenbau besteht in 

einer standigen Wiederholung desselben stets gleichbleibenden Arbeits
spieles, wodurch aIle beteiligten ZustandsgroBen, darunter auch die 
Temperatur, periodischen Schwankungen unterworfen sind. Aber auch 
bei anderen V organgen aus dem groBen Gebiet der Technik treten 
haufig durch stetig wiederkehrende Eingriffe - z. B. geregelte Be
triebspausen - periodische Zustandsanderungen ein. Ein besonders 
wichtiges Beispiel sind die Umschaltevorgange bei den Regeneratoren 
der groBen technischen Feuerungen (HochMen, Siemens-Martin-Ofen, 
Glasschmelzofen, Gaserzeugungsofen). 

Die Dauer eines vollstandigen Arbeitsspieles heiBt die Periode. 
Der zeitliche Verlauf der Temperatur wahrend einer Peri ode kann 
dabei ein durchaus verschiedenartiger sein, z. B. sprungweise ver
and erlich, stetig steigend und fallend, usw. (vgl. Abb. 20). Fur die 
Rechnung ist nur der in Abb. 20d dargestellte Verlauf unmittelbar 
brauchbar. Es ist dies die sogenannte harmonische Schwingung, 
welche nach dem Gesetz 

e=eM,cos(2:n~) oder e=eM,sin(2:nt) (41) 

erfolgt. Dabei bedeutet to die Periode und eM den groBten Aus
schlag der Schwingung. 

Das Verfahren der sogenannten harmonischen Analyse gestattet 
es jedoch, jede irgendwie gestaltete periodische Kurve mit beliebiger 
Annaherung als Dbereinanderlagerung mehrerer verschiedenartiger 
Kosinuslinien darzustellen. 

So ist z. B. die in Abb. 20 e stark gezeichnete Kurve F (x) durch 
Summierung der beiden KosinusIinien 

fl (x) = 1,0·cos (2:n .t) und f2(X) = 0,5 . cos (2:n.~ +~) 
to to 2 8 

entstanden. 



46 Schwingende Temperaturverteilung. 

Die harmonische Schwingung bildet also die rechnerische Grund
lage fiir aIle Vorgange mit periodischer Anderung der Temperatur, 
und die Ausfiihrungen dieses Abschnittes werden sich darum in der 
Hauptsache nur mit Warmeleitvorgangen befassen, bei denen entweder 

-=t--j--l-j-·-t-·-F--
Abb. 20a. Unstetige Linie. 

Abb. 20b. Umschaltelinie. 

Abb. 200. Zickzaoklinie. 

Abb. 20d. Cosinuslinie. 

Abb.20e. Linie: 1,O.C08(2%tlto)+O,5.cos(2t:·~+ ;). 

fiir die Oberfiachentemperatur das Gesetz: 

eo = e""'1·cos (~ n .t) 
o 

oder fiir die Umgebungstemperatur das Gesetz: 

{} = {}M ·cos (~: .t) 
vorgeschrieben ist. 

Des weiteren wird stets angenommen, daB der V organg schon so 
lange gedauert hat, daB die urspriinglich vorhandene Temperatur
verteilung ihren EinfiuB verloren hat. 
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I. Die rechnerischen Grundlagen. 
Da die Temperaturen sich mit der Zeit andern, so bildet wieder 

die Differentialgleichung (25) 

oe = a o L/2e 
at 

den Ausgangspunkt fiir die Rechnungo 
Auch hier versuchen wir es mit einer Funktion, die sich als 

Produkt zweier Teilfunktionen nach der Form 

e = rp(t)oVJ(x) 
darstellen HiBt. 

Die nachstliegende Annahme, fiir rp (t) die allgemeine periodische 
Funktion 

rp (t) = 01°COS (nt) + 02 osin (nt) 
zu setzen, fiihrt nicht zum Ziel. Der Weg zur Losung fiihrt vielmehr 
mit Hilfe der Gleichung aus der Analysis 

e± iw = cos w ± i· sin w 

durch das imaginare Gebiet. 
Wir setzen 

e = e+ion·oaot. VJ ex) 
und leiten durch Differentiation daraus ab: 

oe . Q + o. t - = + ~.n-.a'e 'on ·a o .'11' at 
und 

L/2 e = e+i·n·oa·t. L/2 VJ • 

Mit diesen Werten nimmt Gl. (25) die Gestalt an 

oder 

bzw. 

+ i· n 2 . a· e+i·n··aot 0 VJ = a· e+i·n··aot. L/1jl 

L/21fJ - i.n2 .V' = 0 

L/21jl _ [Vi. n]2'1jl = O. 

(42) 

(43) 

Diese Gleichung entspricht durchaus der G1. (27) bei den abklingen
den Temperaturverteilungen, nur ist an die Stelle des reellen Para-
meters n der komplex-imaginare Parameter ff. n getreten. DaB Yi 
keine rein imaginare, sondern eine komplexe GroBe ist, erkennt man 
aus der Gleichung 

li=+(l+i)·Yf=±(VI+i·t"f), (44) 
von deren Richtigkeit man sich durch Quadrieren der rechten Seite 
iiberzeugen kann. 

Dber die Losungen der Gl. (43) wird spater bei den einzelnen 
Aufgaben noch gesprochen werden. 

Die dann entstehenden Losungen miissen noch den Oberflacben
bedingungen angepaBt werden. Ein Anpassen an die Anfangsbedin
gung fallt immer dann fort, wenn der Vorgang schon so lange ge
dauert hat, daB die Anfangstemperaturverteilung sich ausgeglichen hat. 
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II. Die Losung von Aufgaben. 
Aufgabe 12. Der unendIich dicke KOl'pel'. 

Wir denken uns bei der in Abb. 1 gezeichneten Platte die Dicke L1 
dadurch stan dig wachsend, daB zwar die Oberflache 1 an der Stelle 
x = ° bleibt, die Oberflache 2 aber nach x = 00 hinausriickt. Auf 
diese Weise entsteht ein unendlich dicker Karper, welcher den ganzen 
Halbraum auf der positiven Seite der x-Achse erfiillt und nur mehr 
eine Oberflache hat, namlich die Ebene x = 0, welche wir durch den 
Zeiger Null (z. B. eo) kennzeichnen wollen. 

a) Oberflachenbedingung I. Art. 

"Unter dem EinfluB irgendwelcher auBerer Vorgange solI die Ober
flachentemperatur des unendlich dicken Karpers harmonische Schwin
gungen nach dem Gesetz 

ausfiihren. 

eo = eO,M'COS (2,n .;) 
o 

1. Welches ist der Temperaturverlauf im Innern des Karpers? 
2. Wie groB ist die Warme Qtol2, welche innerhalb einer halben 

Periode in den Karper eindringt und wahrend der nachsten halben 
Periode wieder zuriickstramt?" 

Mathematische Ableitung. Die G1. (43) heiBt in kartesischen 
K oordinaten: 

d2 1p (x) [ 1/--: ]0 (' dx2-- ± ~·n··1p x)=O 

und eine Lasung ist: 
1p(x) = C.e±{{.ni1J. 

Als Lasung der Warmeleitungsgleichung ergibt sich mit den ge
fundenen Werten von cp (t) und 1p (x): 

e = C· e+i·n'·a·t. e ±vi'nilJ = C. e +i·n'·a·t ±{i·ni1J. 

Durch Verwendung der Beziehung (44) lassen sich im Exponenten 
die reellen Teile von den rein imaginaren Teilen trennen, und so 
ergibt sich die komplexe Lasung: 

CI + . CI C + {{'n", i·(n'·a·t + {l.ni1J) Vi 'lr·V2~ ·e- 2 -e - 2 

= C.e±' Vt·n·x. (cos(n2 .a.t + tIn.x) + i.sin(n2 .a.t ± YIn.x}). 

Durch Trennen des reellen Teiles von dem rein imaginaren Teil er
geben sich zwei Lasungen: 

e = C· e ± 4·nx. cos (n2 • a.t + "l.nx) 1 _ r 2 , 

eo = C.e± 4·ni1J. sin (n2 .a.t + J'1.nx) • - 2 , 

welche aber gleichwertig sind, da nach den Regeln der Trigono-

metrie sin ex = cos (ex ± =) und wir j a den Zeitpunkt Null beIiebig 
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wi1hlen konnen. Wir beachten darum nur mehr die erste der beiden 
LOsungen. 

Von den beiden Vorzeichen + diirfen wir aus physikalischen 
Griinden nur das untere beachten, denn bei dem positiven Vorzeichen 
wiirde sich ergeben, daB die Temperaturausschlage mit zunehmender 
Tiefe unter der Oberflache standig wachsen wiirden, weil die Expo-

nentialfunktion e + yt'n!!l mit zunehmendem x liber alle Grenzen wachst; 
dies ist aber laut Erfahrung nicht moglich. 

In der verbleibenden Gleichung: 

L'l C -li.n!!l (2 t lIT ) 1:7 = . e 2 • cos n . a· - r 2 . n x 

sind die beiden noch unbekannten Konstanten C und n mit Hilfe 
der Oberflachenbedingung zu bestimmen. Wir setzen x = 0 und er
halten: 

eo = C.l.cos(n2 .a.t - 0). 

Dies muB nach Voraussetzung gleich sein: 

eo = eOM'cos (~: .t). 
Diese Gleichheit kann nur bestehen, wenn: 

1. C = eOM und 

2 2:n;. 
2. n =-- 1St. 

a.to 
Als Ergebnis der Rechnung erhalten wir fUr die Gleichung des 

Tempera turfeldes die Beziehung: 

e = eOM·e fa.to.cos -·t - x· -. (45) _!!l.,1 :n; (2:n; ~) 
to a· to 

Besprechung des Ergebnisses. Die Gl. (45) gibt uns die Tem
peratur als Funktion des Ortes und der Zeit. 

Wir betrachten zuerst die Temperatur in einer bestimmten Tiefe x 
unter der Oberflache, lassen also x voriibergehend als Konstante 
gel ten und erhalten damit e als Funktion von t allein, finden also 
die zeitliche Temperaturschwankung an dieser Stelle. 

e erscheint hier als eine harmonische Schwingung (cos-Funktion) 
von derselben Schwingungsdauer als die Schwingung der Oberflachen
temperatur. Aber sie erleidet gegeniiber dieser eine zeitliche Ver-

zogerung - eine Phasenverschiebung -, die durch das Glied _ x .1/ :n; r a.to 
zum Ausdruck kommt. 

Der groBte Ausschlag dieser Schwingung ist durch den Wert 

gegeben. 
G r ij b e r, Wirmeiibertragung. 4 
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Dieser Ausschlag nimmt also mit zunehmender Tiefe unter der 
Oberfiache entsprechend dem Gesetz der Exponentialfunktion sehr 
rasch abo 

Eine andere Art, das Temperaturfeld zu betrachten, besteht darin, 
daB man voriibergehend t als Konstante betrachtet, daB man also 
ein AugenbIicksbiId der Temperaturkurve aufnimmt. 

Da nach den Regeln der Trigonometrie cos (+ IX) = cos(- IX) ist, 
so konnen wir G1. (45) auch in der Form 

8 = 8 0M , e-"" Va~tQ' cos (x. -V a ~to - 2 n . tlto) 
schreiben. Diese Gleichung wollen wir besprechen, indem wir sie 
aus einfacheren Formen allmahlich aufbauen. 

Eine Gleichung von der Form 

fl (x) = 80M'COS(x, Ya~tJ 
wiirde eine einfache WeIIenIinie darsteIlen, mit dem groBten Aus
schlag 8 0M , Die Lange Xo einer ganzen Welle ergibt sich aus der 
Bedingung 

darauB errechnet sich 
Xo = 2 . JI n . IX' to . 

Eine andere Gleichung 

f2 (x) = 80M'cos(x, Va~to - 2 n.t/to) 
stellt dieselbe WellenIinie dar, nur ist die ganze Linie um den 
Betrag (2 n t) : to in Richtung der positiven x-Achse verschoben. Bei 
stetig wachsendem t wandert also die ganze Wellenlinie in dieser 
Richtung, sie bildet einen W ellen~trahl. Da nach der Wellenlehre 

Fortpfianzungsgeschwindigkeit = WelIenIange: Schwingungsdauer 

ist, so ist die Geschwindigkeit, mit der ein Punkt der Welle, z. B. 
ein Maximum, wandert, gleich yn .a 

2· -. 
to 

Die dritte Gleichung, die wir besprechen, ist un sere Temperatur
funktion. 1m Vergleich zur Funktion f2 (x) tritt hier noch die Ex
ponentiaIfunktion hinzu. Diese verandert weder die WelIenIange 
noch die Fortpfianzungsgeschwindigkeit, aber sie bewirkt ein sehr 
rasches Abnehmen des groBten Ausschlages. 

Abb. 21 zeigt zwei Augenblicksbilder der Temperaturkurve. 
Man kann nun die Frage stellen, in welcher Tiefe x haben die 

Temperaturschwankungen auf den 'V-ten Teil ihres Oberflachenwertes 
abgenommen? 
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Urn dies zu finden, ist die Gleichung 

nach x aufzulosen. 

1 _z.l/n 
-=e fa:t;; 
v 

Man logarithmiert sie und erhalt: 

x = Va. to . log v = la. t . funkt (v) . 
17; log e 0 

Einige Werte von funkt (v) sind .hier zusammengestellt: 

funkt (v) = 0,391. 

_1/ 
- 20' 
_1/ 
- 1\0' __ 1/ 
- 100' _1/ - 1000' 

= 0,782. 
= 1,299. 
= 1,690. 
= 2,208. 
= 2,599. 
= 3,888. 
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(46) 

Es ist nun noch die War
me zu berechnen, welche wah
rend einer halben Periode 
durch ein Stiick F der Ober
flache in den Korper ein
dringt. 

Wir gehen aus von der 
Gleichung 

Abb. 21. Temperaturverlauf bei periodi
scher Oberfl1ichentemperatur. 

dq = - }".F'(~~) . dt. 
dx z=O 

Durch Differentiation der Gl. (45) und Einsetzen von x = 0 
ergibt sich 

(de) V-;;:-- ( n) - =eOM ' --0·t2.sin 2n.tfto--' 
dx z=O a·t 4 

Diesen Wert muB man in obige Gleichung einfiigen und iiber 
eme halbe Periode integrieren. Man erhiilt dann: 

Qto/2 = V%·}J,·c. y . yt;;.eoM ·F=0,80·b. t't;;.eoM·F. (47) 

Diese Wiirmemenge ist also der Quadratwurzel aus der Sch wingungs
dauer und der Quadratwurzel aus dem Produkt der Stoffwerte }.., c 
und y proportional. Die zuletzt besprochene Wurzel kann man zu 
einem neuen Stoffwert zusammenfassen, der mit b bezeichnet sei. 

Dieser Wert b ist also ebenso wie die 
}.. 

Temperaturleitzahl 

ein zusammengesetzter Stoffwert. 

a=-
r' c 

4* 
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Da die in einer hal ben Periode aufgespeicherte Warme dies em 
Stoffwert verhaltnisgleich ist, konnte mau ihn die Warmespeicherzahl 
nennen. 

N achdem aber bei den Warmespeichern der Technik noch andere 
Verhaltnisse zu beriicksichtigen sind, konnte diese Bezeichnung leicht 
zu vorschnellen Schliissen fiihren. lch will deshalb keine Benennung 
einfUhren und nur von dem "b-Wert" sprechen. 

Zahlenbeispiel. Unter dem wechselnden Ein£luB von Sonnen
bestrahlung und nachtlicher Abkiihlung erleidet die AuBenschicht 
einer Gebaudemauer Temperaturschwankungen, die wir als harmo
nische auffassen wollen. - Wie groB sind die Schwankungen in der 
lnnenschicht der Mauer, wenn die Mauer 38 em dick ist und 
a = 0,0013 angenommen wird ~ 

Es ist e M _x. 1/-,! _ 
_ ":- = e fa.to • 
8 0M 

Fiir den Exponenten erhalten wir den Zahlenwert 

038.1~~_=038.1/~'~~= 38. , r 0,0013·24 ' r 0,0314 ' 

Es ist: e- 3,8 = 0,022; d. h. die Schwankungen der lnnenschicht 
betragen nur 2 0 f 0 der Schwankungen der AuBenschicht. Dieser ge
ringe Betrag rechtfertigt es nachtraglich, daB wir auf unsere Mauer 
von endlicher Dicke die Rechenverfahren fUr den unendlich dicken 
Korper anwendeten. 

Dieser Rechnung zufolge miiBten wir in unseren W ohnraumen 
die taglichen Schwankungen der AuBentemperatur gar nicht wahr
nehmen. 

Die Erfahrungstatsache, daB dies doch der Fall ist, beweist, daB 
noch andere Wege fUr die Warme vorhanden sind, als die Leitung 
durch die Mauer. Es sind dies vor aHem der starke Luftwechsel 
durch die Undichtheiten der Fensterstocke, der Fensterrahmen, der 
Rolladenkasten sowie des Mauerwerkes selbst und dann der starke 
Strahlungsaustausch durch die Glasscheiben, am Tag nach innen 
und bei Nacht nach auGen. 

b) Oberflachenbedingung III. Art. 

"Es sei jetzt angenommen, daB nicht die Temperatur der Ober
£lache, sondern die Temperatur der Umgebung harmonische Schwin
gungen nach dem Gesetz 

{} = {}M' cos (2 n' tfto) 

ausfiihrt. Welches ist der zeitliche Temperaturverlauf an der Ober
£lache~" 

lch will auf die mathematische Ableitung verzichten und das 
Ergebnis aus der Enzyklopadie der math. Wissenschaften V. 4., S. 186 
iibernehmen. Darnach ist 
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2:n: 
+ 1/,2. a ·t o 
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(48) 

Diese Gleichung sagt aus, daB die Oberfiachentemperatur ebenso 
eine harmonische Schwingung ausflihrt, wie die Umgebungstemperatur 
und daB beide Schwingungen auch gleiche Dauer der Periode haben. 
Aber beide Schwingungen unterscheiden sich doch in zweifacher Hinsicht. 

Erstens hinkt die Oberfiachentemperatur zeitlich nach um einen 
Betrag, der durch das arctg-Glied gekennzeichnet ist. Zweitens ist 
ihr groBter Ausschlag stets kleiner als derjenige der Umgebungstem
peratur. Es ist 

8 0M 1 
- = = f(h 2 .a.to)· 

/}M JI JI 1 + 2· 2~--+ 2.~--
h . a· to h"· a· to 

( 49) 

Der Wert dieser Funktion ist in Zahlentafel 4 zusammengestellt. 

Zahlentafel 4. 

h"·a·to If(h2 .a.to) h2 ·a· to If(h2 .a:to) h2 ·a·to I f (h2 • a . to) 
I 

(Xl 1,00 50 0,79 1,0 0,30 
1000 0,95 10 0,60 0,5 0,24 
500 0,93 5 0,51 0,1 0,12 
100 0,84 2 0,39 0,01 0,04 

Die KenngroBe h2 • a· to kann man auch in andere Form bringen, 
denn es ist 

(
IX)2 1 IX2 «2 

h 2 • a . to = I . c:r' to = ,r:-c .1 . to = b2 . to ; 

diese zweite Form hat den Vorzug, daB in ihr IX ein reiner Erfah
rungswert und b ein reiner Stoff wert ist. 

Durch die Gl. (48) ist die Randwertaufgabe III. Art auf eine 
solche I. Art zuriickgefiihrt, denn man braucht nur- aus ihr das Gesetz 
flir die Schwingungen der Oberfiachentemperatur zu ermitteln' und 
kann dann auf dieser Grundlage, nach den Angaben des vorigen 
Abschnittes, das Temperaturfeld und die gespeicherte Warmemenge 
berechnen. 

Zablenbeispiel. Bei den Dampfmaschinen sowohl als bei den 
Verbrennungskraftmaschinen flihrt die Temperatur des Warmetragers 
periodische Schwingungen aus, welche wir als harmonische annehmen 
wollen. - Es sollen die beiden Fragen beantwortet werden: 
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a) In welchem Betrage macht die Innenseite der Zylinderwandung 
diese Schwankungen mit? 

b) Wie tief dringt eine Schwankung von 2010 der Temperatur
chwankung des Warmetragers in die Zyiinderwandung ein? 

Der Vergleich solI durchgefiihrt werden mit 
1. einer Sattdampfmaschine mit n1 = 100 Umdr./Min., 
2. einem Automobil- (4-Takt-) Motor mit n2 = 2600 Umdr.JMin., 

und die Wandung soIl hierbei als unendlich dick angenommen wer
den. Die Rechnung wird nachtraglich erweisen, ob diese Annahme 
zulassig war. 

Aus den Drehzahlen ergibt sich 

1 1 
to, 1 = 100.60 = 6.103 [h], 

2 1 
to,2 =2600.60 = 7,8.i04 [h]. 

Fur die Zylinderwandung gilt in beiden Fallen: 

A. = 50, a = 0,05, b = 210. 

Der Wert a ist naturlich in beiden Maschinen sehr verschieden; er 
sei geschatzt 

fur die Sattdampfmaschine zu a1 = 10000, 
fur den Automobilmotor zu a2 = 500 . 

Zu Frage a): Mit dies en Werten fur a, b und to wird 

( a2 ) 108 1 10 
b2 ' to 1 = 4,4:.104 • 6~3- = 26,4 = 0,38, 

( a2 • t ) _ 2,5 ~05. _1 __ = ~O~~ _ ° 000073 
b2 O 2 - 4,4.104 7,8.104 13,7 - , . 

Nach Gl. (49) oder Zahlentafel 4 gehOrt zu 

h2 .a.to = 0,38 der Wert 8 0M IBM = 0,22, 
h2 .a.to = 0,000073 " ,,80M ({}M=0,0034. 

Hierbei ist der letzte Wert mittels einer Naherungsgleichung be
rechnet. 1st h2 .a.to sehr viel kleiner als "eins", so geht Gl. (49) in 
die Form uber: 

f(h2.a.to) = Vh·J~:t~. 
Die Rechnung ergibt also, daB die Zylinderinnenflache bei der 

Sattdampfmaschine etwa ein Funftel der Schwankungen der Dampf
temperatur mitmacht, beim Verbrennungsmotor aber wegen der kurzen 
Dauer der Periode und wegen der kleineren Warmeubergangszahl 
fast konstant bleibt. 

Zu Frage b): Diese Frage brauchen wir nurmehr fur die Dampf
maschine zu beantworten. 
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Die Bedingung der Aufgabe ist 

8 zM • 8 0M = 2 % . = 0,02. 
8 0M {}M 

Mit· 8 0M : {}M = 0,22 ergibt sich daraus 

8 zM = 0,02 = 0,091 . 
8 0M 0,22 

Dies ist nach friiherem gleich e -z.l'::. 
Damit die Exponentialfunktion den Wert 0,091 hat, mu13 nach 

Zahlentafel 23 der Exponent gleich 2,4 sein. 
Es ergibt sich dann 

l/a.t 1/0,05 1 3,9 
x=2,4. y .7/=2,4. r~··6000=iooo[m]=3,9[mm]. 

Aus dieser Rechnung folgt, daB selbst bei der Sattdampfmaschine 
die auBere Zylinderseite an den Schwankungen nicht teilnimmt. 

Aufgabe 13. Die Platte. 
"Bei einer Platte von der Dicke 2 X werde durch irgendwelche 

Einwirkung von auBen den beiden Oberfliichen eine periodisch ver
anderliche Temperatur aufgezwungen. Das Gesetz dieser Veriinder
lichkeit sei fiir beide Seiten dasselbe, niimlich 

80 = 8 0M-COS (2 n· :). 

Es sind die Gestalt des Temperaturfeldes und die wahrend einer 
halben Periode aufgespeicherte Wiirme zu bestimmen." 

Da eine Wiedergabe der ganzen mathematischen Ableitung nicht 
angebracht ware, miissen wir 
uns auf eine allgemeine Be
sprechung des V organges und 
die Angabe der Endformeln 
der Rechnung beschranken 
(vgl. Grundgesetze, dortige 
Aufgabe 7). -. 

~----X-~~~~!~~~--X--~M 
I 

Stellen wir uns vor, daB 
die Platte sehr dick ist oder 
die Schwingungen recht rasch 
erfolgen, so werden die Tem
peraturschwankungen, welche 
sich von den Oberflachen her 

Abb. 22. Eindringen der Temperaturwellen 
nach dem Innern fortpflanzen, bei der sehr dicken Platte. 
schon vollig abgeflaut sein, 
noch ehe sie die Plattenmitte erreicht haben. J ede der beiden Platten
half ten verhalt sich dann wie ein unendlich dicker Korper und 
unsere Aufgabe ist auf die vorige Aufgabe 12 zuriickgefiihrt. Diese 
sehr dicke Platte stellt den einen Grenzfall vor (vgl. Abb. 22). 
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1st im gegenteiligen FaIle die Platte sehr dunn oder erfolgen die 
Schwingungen ungemein langsam, so kann das ganze 1nnere der 
Platte die Schwankungen der OberfHichentemperatur in vollem Be
trage und ohne ein zeitliches N achhinken mitmachen. Die Tempera
turen im ganzen Inneren der Platte sind dann unabhangig vom Ab
stande x von der Plattenmitte und wir erhalten: 

ex = eo =eOM'cos (2n. :J, 
und fur die Warme QM, welche wahrend einer halben Periode -- also 
zwischen den Temperaturgrenzen - eOM und + e OM - aufgespeichert 
wird, den Wert 

QM= 2.X.F.'Y. c . 2eOM' 

Darin ist F die GroBe der Platte. 

(50) 

Zwischen diesen beiden Grenzfallen der sehr dicken und der sehr 
dunnen Platte liegt das zu besprechende Problem. Wir konnen uns 

/ 

/' 
/ 

~------X~--~~~I~E~----X~--~ 

I 

die Schwingungen, welche 
dann eintreten, am besten 
dadurch vergegenwartigen, 
daB wir uns in Abb. 22 
die Plattendicke allmahlich 
kleiner werdend den ken. 
Dann wird sehr bald der 
Zustand eintreten, daB die 
Schwingungen, welche von 
den beiden Seiten aus
gehen, sich in der Mitte 
storen bzw. durchdringen. 
Ein Augenblicksbild einer 
solchen Temperaturvertei
lung gibt Abb. 23 wieder. 

Fur die Temperatur 
an der Stelle x im Augen
blick t liefert die Rech-

Abb. 23. Eindringen der Temperaturwellen 
bei einer Platte maBiger Dicke. 

nung den 

ex = eOM·'YJ·cos (2n. :0 + e). 
Ausdruck 

(51) 

Darin sind 'YJ und e zwei ziemlich komplizierte Funktionen der 
beiden Argumente 

und 
x 

Die G1. (51) besagt, daB die Temperatur an der Stelle x eben
falls eine Kosinusschwingung ausfiihrt, die mit der Oberflachen
schwingung gleiche Dauer to der Periode aufweist, aber zeitlich hinter 
dieser entsprechend dem Werte e nachhinkt. Um diese Phasenver-
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schiebung brauchen wir uns bei den meisten technischen Aufgaben 
weiter nicht zu kiimmern. 

Der groBte Ausschlag ex, max dieser Schwingung ist 

ex,max=eOM'1'J=eOM'f(a;~, ~). (52) 

Die Werte dieser Funktion sind durch Zahlentafel 5 und Abb. 24 
wiedergegeben. 

Zahlentafel 5. Werte ex. max _ f (a to ~) 
eOM - X2' X . 

x/X = ° 
a·to 
X2 =00 1,00 1,00 1,00 1,00 

10 0,98 0,98 0,98 0,98 
5 0,89 0,89 0,89 0,89 
2 0,60 0,60 0,60 0,61 
1 0,35 (1,35 0,36 0,38 
0,5 0,17 0,17 O,H) 0,21 
0,2 0,04 0,04 0,05 0,08 
0,1 0,00 0,00 0,01 0,03 
0,05 0,00 0,00 0,00 0,oI 
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 

Die Linien (atO/X2 = const) in 
Abb. 24 sind die Einhiillenden, inner
halb deren die Temperaturkurven 
verlaufen miissen, denn iiber diese 
Werte ex. max hinaus kann ja die 
Temperatur niemals schwanken. Die 
Temperaturkurven selbst miissen wir 
uns als bewegliche Wellenstrahlen 
vorstellen, die von den beiden Seiten 
her ununterbrochen gegen die Mitte 
zu wandern; in der Mitte haben sie 
aus Symmetriegriinden stets eine ho
rizontale Tangente (vgl. Abb. 23 u. 24). 

Fiir die WarmemengeQto/2' welche 
wahrend einer hal ben Periode auf
gespeichert wird, liefert die mathe
matische Berechnung den Ausdruck: 

Qto/2 = 2 X.F,c''Y.2eOM·C, 
Darin ist der erste Teil gleich der 
oben mit Gleichung (50) eingefiihrten 
GroBe QM und C eine sehr kompli
zierte Funktion der Veranderlichen 

ato 
X"2- • 

I 

I 
i 

I I 

1,00 1,00 1,00 I 1,00 ! 1,00 
I 

0,98 0,98 0,99 1,00 1,00 
0,89 0,90 0,92 0,95 1,00 
0,64 0,69 0,75 0,87 1,00 
0,43 0,51 0,63 0,80 1,00 
0,27 0,37 0,51 0,74 1,00 
0,13 0,22 0,37 0,64 1,00 
0,06 0,12 0,25 0,51 1,00 
0,02 0,05 0,14 0,36 1,00 
0,00 0,00 0,00 0,00 , -

J . a.·t_ j yz-z.o 

fO,5 . 

%%%%%%%% 
ALb. 24. 

Abnahme der groJ3ten Schwingungs
ausschlage von ~':der Oberfiiiche 

der Platte nach der Mitte [Gl. (52)J. 
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Wir erhalten damit das Ergebnis: 

Qto/2 = QM' lJf (a~~o). (53) 

Ober die Werte dieser Funktion lJf vergleiche man die Spalte 'P1 in 
Zahlentafel 6 sowie die stark ausgezogene Linie in Abb. 25. 

Z hl t f I 6 W t Qto/2 _ lTf (a to) fur eine Platte mit periodischer 
a en a e. er e - -:r - Ob fl" h t QM X2 er ac en emperatur. 

a·to 
X 2 

0,00 
0,05 
0,10 
0,15 
0,20 
0,25 
0,30 
0,40 
0,50 
0,60 
0,70 
0,80 
0,90 
1,00 
1,1 
1,2 
1,3 
1,4 I 

P1 bei harmonischer Schwingung (Abb. 20d), 
iff2 " Schwankung nach der unstetigen Linie (Abb. 20a), 
iffa " " "" Umschaltelinie (Abb.20b), 
p." " "" Zickzacklinie (Abb. 20c). 

iff1 

0,00 
0,09 
0,12 
0,15 
0,18 
0,20 
0,22 
0,25 
0,28 
0,31 
0,34 
0,37 
0,39 
0,42 
0,44 
0,47 
0,49 
0,52 

1.0 

0.5 

I. 
/~ 
IF 

0,0 
o 

I 
I 

iff2 iffa 
I 

iff. 
I 

0,00 0,00 0,00 
0,14 0,12 0,07 
0,20 0,15 0,10 
0,24 0,17 0,12 
0,27 0,20 0,15 
0,30 0,23 0,16 
0,33 0,25 0,18 
0,38 0,29 0,20 
0,43 0,33 0,23 
0,48 0,37 0,25 
0,52 0,40 0,27 
0,56 0,43 0,30 
0,60 0,46 0,32 
0,63 0,49 0,34 
0,66 0,52 0,36 
0,70 0,55 0,38 
0,72 0,57 0,40 
0,75 0,60 0,42 

2lfL 

/ 
~L /' 

V // V~ 
/ // // V 

//: V/ V 

'l V 
V 

1 z 

a·to 

I I X2 iff1 iff2 

1,5 0,54 0,77 
1,6 0,56 0,80 
1,7 0,59 0,82 
1,8 0,60 0,84 
1,9 0,62 0,85 
2,0 0,64 0,87 
2,5 0,72 0,93 
3,0 0,78 0,96 
3,5 0,82 0,98 
4,0 0,86 0,99 
5,0 0,90 0,99 
6,0 0,92 1,00 
7,0 0,94 1,00 
8,0 0,95 1,00 
9,0 0,96 1,00 

10,0 0,97 1,00 
00 1,00 1,00 
- - -

).---

---- ---~ -L--------" 

3 

iff3 

0,63 
0,65 
0,68 
0,69 
0,71 
0,73 
0,81 
0,87 
0,91 
0,93 
0,96 
-
-
-
-
-

1,00 
-

Abb. 25. Platte mit perioder Oberflachentemperatur. 
Werte der Funktion iff in Gl. (52) und zwar: 

iff1 fUr die Cosinuslinie (Abb. 20d), 
'P'o " " unstetige Linie (" 20 a) , 
iff~ " " Umschaltelinie (" 20b), 
'P'." " Zickzacklinie (" 20 c). 

I 
iff. 

0,44 
0,46 
0,48 
0,50 
0,51 
0,53 
0,61 
0,67 
0,71 
0,74 
0,78 
0,82 
0,85 
0,86 
-
-

1,00 
-
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Ein Vergleich von Abb. 24 mit Abb. 22 und 23 zeigt, daB wir 
eine Platte dann als "sehr dick" bezeichnen konnen, wenn die Kenn
groBe ato I X2 kleiner als etwa 0,2 ist und als "sehr diinn", wenn 
dieselbe KenngroBe groBer als etwa 5 oder 10 ist. Dies zeigt aber 
zugleich, daB das absolute MaB der Plattendicke allein noch nichts 
iiber den Verlauf der Schwingungen auszusagen gestattet, sondern 
daB das Tempo der Schwingungen und die Temperaturleitzahl des 
Stoffes ebenfalls zu beriicksichtigen sind. Zwei Platten aus gleichem 
Stoff, deren Dicken sich wie 1: 3 verhalten, haben gleichen Tempe
raturverlauf, wenn die Schwingungen bei der diinneren Platte neun
mal rascher verlaufen. 

Unsere Aufgabe iiber die Platte mit periodiseher Oberfiachen
temperatur oder - wie man auch sagen kann - iiber die Warme
speicherung in der Platte bietet in der vereinfaehten Form, welche 
ihr der Wortlaut auf S. 55 gibt, zwar eine sehr gute Einfiihrung in 
die physikalischen Zusammenhange bei der Warmespeicherung und 
auch einen ersten Anhalt iiber die GroBenordnung der vorkommenden 
Zahlenwerte, aber sie befriedigt doeh nicht in zufriedenstellender 
Weise die Bediirfnisse der Praxis. Einerseits sind bei technisehen 
Aufgaben nicht die Sehwankungen der Oberfiaehentemperatur gegeben, 
sondern diejenigen der Umgebungstemperatur, so daB eine Rand
wertaufgabe III. Art und nieht eine solche 1. Art vorzuliegen pflegt 
und zweitens befolgen die Sehwankungen nicht das Gesetz der har
monischen Schwingung, sondern ein Gesetz irgend anderer Art. 

Die Behandlung des Warmespeicherproblems als Randwertaufgabe 
III. Art befindet sieh zurzeit in Arbeit und es wird darii ber voraussichtlich 
im Laufe dieses Jahres in der Z. V. d.I. berichtet werden konnen. 

Eine andere Erweiterung des Problems wurde von Studienassessor 
Rix (Miinchen) durchgefiihrt, indem er die Funktion P in Gl. (53) 
bereehnete, wenn die Schwankung der Oberfiachentemperatur nach 
dem Verlaufe der unstetigen Linie (Abb. 20a), der Umsehaltelinie 
(Abb.20b) und der Ziekzaeklinie (Abb. 20e) erfolgt. Die von ihm 
ermittelten Werte sind in Zahlentafel 6 und Abb. 25 enthalten. 

Zahlenbeispiel. "Der Regenerator eines Siemens-Martin-Ofens be
steht aus 6 em starken, plattenformigen Sehamottesteinen (a = 0,0024), 
welche auf beiden Seiten abweehselnd von den Heizgasen und der 
kalten Verbrennungsluft bespiilt werden. Die Umsehaltezeit betragt 
eine halbe Stunde und der Verlauf der Heizgas- und Windtemperatur 
entspricht der Umsehaltelinie. - In welehem MaBe nimmt das lnnere 
der Steine an den Temperaturschwankungen teil, wenn die Warme
iibergangszahl ex als unendlich angenommen wird~" 

a· to 
Wir bereehnen zuerst die KenngroBe X2-. Es ist: 

a = 0,0024 [: 2J ' X=3em=0,03[m]. 

Damit a_. t_o = 0--"_0_0_2_4_. _1 = 2 67 
X 2 0,0009 ,. 
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Die Temperaturschwankungen in der Mitte des Steines betragen 
nur einen Bruchteil der Schwankungen an der Oberflache. Wir finden 
den Zahlenwert dieses Bruchteils aus der ersten Spalte von Zahlen
tafel 5 durch Interpolieren fur den Wert ato/X'.l = 2,67; der Bruch
teil ist 0,70. 

Nach Gl. (50) ist QM diejenige Warme, welche die Steine inner
halh der Temperaturgrenzen + eM und - eM im Hochstfall aufzu
nehmen vermogen und Qto/2 ist diejenige Warme, welche sie tatsach
lich aufnehmen. Das Verhiiltnis beider ist nach Gl. (53) gleich dem 
Wert der Funktion 'P, welchen Wert man darum auch den Aus
niitzungsgrad der aufgewendeten Steinmasse nennen kann. Aus Zahlen
tafel 6 entnehmen wir fiir die KenngroBe 2,67 den Wert 'PI = 0,73. 

D. Warmequellen im Innern des Korpers. 
Das bisher besprochene Gebiet ist dadurch begrenzt, daB den 

untersuchten, festen Korpern ihre Warme nur von auBen her, also 
durch ihre Oberflache hindurch zugefiihrt beziehungsweise entzogen 
wird. Bei vielen Vorgangen in der Technik wird aber im Innern der 
Korper Warme erzeugt, indem andere Energiearten sich in Warme 
verwandeln - oder Warme gebunden, indem sich diese in andere 
Energiearten verwandelt. Hierher gehort vor aHem das groBe Gebiet 
der Erwarmung elektischer Maschinen und Apparate, dann auch aus 
der chemischen Industrie verschiedene Vorgange, die mit positiver 
oder negativer Warmetonung verbunden sind. 

I. Die l'echnerischen Gl'undlagen. 
Mathematisch tragt man dem Entstehen oder Verschwinden von 

Warme dadurch Rechnung, daB man Warmequellen annimmt und 
diese WarmequelJen je nach Art der Aufgabe entweder stetig im 
Raum verteilt oder flachen-, linien- oder punktformig anordnet. 

Wir nehmen im folgenden nur stetig verteilte Quellen an und 
definieren ihre Ergiebigkeit + W durch die Aussage, daB innerhalb 
der Raumeinheit wahrend der Zeiteinheit die Warmemenge "W" ent
steht. Es ist darum 

D· . W - r kcal I 
Imem:lOn - L ills Jl J -

Aus der mathematischen Physik iibernehmen wir die Differential
gleichung, welche dieEes Gebiet beherrscht; sie lautet: 

(54) 

Diese Gleichung besagt, daB die Temperatursteigerung im Aufpunkt 
bewirkt wird, erst ens von der Warme, die aus del' nachsten Um
gebung heranstromt, und zweitens von del' Warme, welche die Quellen 
erzeugen. 
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Alle bisher besprochenen Gleichungen sind nur Sonderfi:i.lle dieser 
allgemeineren Gleichung. Setzt man W = 0, so erhalt man die schon 
bekannte G1. (25) 

06 
-= a'Lfl 6 ot . 

Setzt man darin wieder oB jot gieich null, so erhalt man die G1. (24a) 

LJ 26 = O. 

Oberfiachen- und Anfangsbedingungen geiten unverandert wie friiher. 

II. Losnng von Aufgaben. 
Eine auch nur haibwegs erschopfende Behandlung dieses Gebietes 

wiirde einen mathematischen Aufwand erfordern, der mit dem Zweck 
dieses Buches nicht vertraglieh ware. Deshalb sollen nur zwei Auf
gaben besprochen werden, die besonders einfach zu behandeln sind. 

Aufgabe 14. Kugel mit inneren Warmequellen im Behal'rungszustand. 

"Einer Kugel wird dureh innere Warmequellen Warme zugefiihrt. 
Gleiehzeitig gibt sie dureh ihre Oberfiache Warme an die Umgebung, 
deren Temperatur gleich null gesetzt sei, ab. Bekannt sind: die Stoff
werte der Kugel, die Warmeiibergangszahl a und die Ergiebigkeit W der 
Quellen. - Welches ist im Beharrungszustand die Temperaturverteilung, 
insbesondere die Teinperatur im Mittelpunkt und an der Oberfiaehe?" 

Mathematische Ableitung. Da wir Beharrungszustand haben, ver
einfacht sieh G1. (54) auf die Form 

LJ2f) + ~ = 0 in allgemeiner Form, (55a) 

d2 6 2 dB W 
dr2 + r' dr + T = 0 in Kugelkoordinaten. 

Dazu kommt die Oberfiachenbedingung: 

_l.(d6) =a.6r=R. 
dr r=R 

Die allgemeine Losung von G1. (55b) ist bekannt und lautet: 

W r2 ° 6= __ · ___ 1+0 
1 6 r 2' 

(55b) 

01 und 02 sind wieder die Integrationskonstanten. Von der Richtig
keit dieser Losung iiberzeugt man sieh, indem man die Ableitungen 

d6 =_ W.~+ 01 
dr 1 3 r2 

(a) 

d2 6 W 1 ° ___ = __ . __ 2._1 

dr'3 1 3 r3 

und 

(b) 

bildet und in die Differentialgleichung einsetzt. 
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Zur Bestimmung der Konstanten 01 dient die Bedingung, daS 
die Temperaturkurve fiir r=O aus Symmetriegriinden wagrecht ver
laufen muS; 

Aus Gl. (a) folgt: 

(de) = 0 + O! = o. 
dr r=O o· 

Dies ist aber nur moglich, wenn 01 gleich null ist. 
Die Konstante 0'J wird mit Hilfe der Oberfl.achenbedingung be

stimmt: 

_ 2.(- W . ..!) = a.(- ~.R'J + a). 
23 26 2 

Daraus 
W R2 ( 2.2) a =--·-·1+-

2 2 6 R.a . 

Die LOsungen unserer Aufgabe lauten: 

1. Temperaturfunktion: 

e = _ W . .C + W.R2 .(1 +~) = W.RIl.(l +!J: _ (.~)2). (56) 
2 6 2 6 R·a 2 6 R·a R 

2. Temperatur des Mittelpunktes: 

e =W.RIl.(l+ 2.2) (57) 
m 2 6 R.a . 

3. Temperatur der Oberfl.ache: 

W R2 2·2 W R e =-.--.--=-.-
o 2 6 R·a 3 a· (58) 

Besprechung del' Losung. Die Temperatur der Oberfl.ache hatten 
wir ohne alle hohere Mathematik aus der Bedingung ableiten konnen, 
daB die gesamte, im Innern erzeugte Warme durch die Oberfl.ache 
an die Umgebung iibergehen muS, also aus der Gleichung: 

W·tR3n = a.4R2 n ·eO • 

Nach eo aufgelost gibt: 
WR e =-.-

o 3 a (59) 

Dieser Wert ist natiirlich von den Verhaltnissen des Warmeausgleichs 
im Innern der Kugel und damit auch von der Warmeleitzahl 2 un
abhangig. 

Umgekehrt ist die Dbertemperatur der Kugelmitte iiber die Ober
fl.ache vom Wert a unabhangig. Aus G1. (57) und (58) folgt: 

W R2 
em - eo = ;:·6· (60) 
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Drittens ist das Verhaltnis beider Temperaturen vom Wert W un
abhangig. Aus denselben beiden Gleichungen folgt namlicb: 

2 A 
R a 

2 A 
1 --'- -., R a 

1 
(61 a) 

Dieses Verhaltnis ist also von einer einzigen KenngroBe abhangig; 
diese konnen wir noch etwas umformen, denn es ist 

R a R/2 R/2 
2- 0 1= A/a =-8-' 

Das Verhaltnis der Oberflachentempe
ratur zur Mitteltemperatur ist also gleich 
dem Verbaltnis des halben Radius zu 
der auf S. 9 definierten Subtangente 8. 

Aus G1. (61a) laBt sich mit Hilfe 
dieserBeziehung ein sehr 
einfaches, zeicbnerisches 
Verfahren zur Ermitt
lung der Temperatur
kurve ableiten ( vgl. 
Abb. 26). Dieser Glei
chung kann man die 
Form geben: 1: 
f) 1 f--s'-~~- '-~f#f.If-fI,-/-; '--~ 
_0= __ _ 

0", 1+~ 
28 

28 
(61 b) 

Abb. 26. Temperaturverteilung bei der Kugel mit 
inneren Warmequellen - Beharrungszustand. 

Man tragt auf der auBeren Normalen der Kugeloberflache im 
Abstande 8 den Punkt B und im Abstande 2 8 den Punkt Fan. 
Ferner enichtet man in E eine Senkrechte ED, deren Lange man 
gleich dem aus G1. (58) errechneten Werte 0 0 macht. 

Die Gerade FD liefert den Punkt N und damit die Temperatur Om' 
wie sich aus G1. (61 b) sofort ablesen laBt. 

Die Gerade B D ist die schon friiher erklarte Endtangente an 
die Temperaturkurve. 

In den meisten Fallen werden die beiden Tangenten in N und 
D zum Zeicbnen der Temperaturkurve geniigeno 

Zusatz. (Der Zylinder.) 

Dieselbe Aufgabe, die bier fiir die Kugel durchgefiihrt wurde, 
findet sich in den "Grundgesetzen" (dortige Aufgabe 12, S. 102) fiir 
den Zylinder mit inneren Warmequellen gelost. Es ist: 
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WR e =_.-
o 2 a' 

W R2 
e", - eo = -['4' 

1 
eo/em =- R a' 

1+ 2 ,;,-

letzterer Wert also gleich wie bei der Kugel. 

(62) 

(63) 

(64) 

Bei der Untersuchung elektrischer Maschinen auf ihren Erwar
mungszustand ist es ohne allzu groBe Schwierigkeiten moglich, durch 
Thermoelemente die Temperatur an der Oberfiache einer Wicklung 
zu messen, noch leichter ist es, durch Strom- und Spannungsmessung 
den Widerstand und damit die durchschnittliche Temperatur der 
Wicklung zu bestimmen. Dagegen bereitet es groBe Schwierigkeiten, 
die Rochsttemperatur im Innern zu finden, und auf diese kommt es 
ja an. 

lch halte es nun fiir moglich, durch Dbertragung des oben ge
zeichneten Rechnungsweges auf andere Korper (Spulen usw.) die 
notigen Grundlagen fiir eine rechnerische Bestimmung der Rochst
temperatur aus Oberfiachentemperatur und Durchschnittstemperatur 
zu finden. 

Aufgabe 15. Aufheizen eines Korpers durch innere Warmequellen. 

"Wir denken uns einen K6rper vom V olumen V und von der 
Oberfiache F durch innere WarmequeIIen von der Anfangstemperatur 
et=o = 0 an aufgeheizt. Die Ergiebigkeit aIIer WarmequeIIen zusammen
genommen sei Qh [kcal/h]. Wahrend dieses Aufheizens verliert der 
Korper einen Teil seines Warmeinhalts an die Umgebung, deren 
Temperatur {} konstant und gleich Null gesetzt sei. Bekannt sind 
ferner noch die Dichte r und die spezifische Warme C des K6rpers, 
sowie die Warmeiibergangszahl a. - Welches ist der zeitliche An
stieg der Korpertemperatur et , wenn angenommen wird, daB infolge 
raschen, inneren Ausgieichs die Temperatur stets an aUen SteIIen 
des Korpers gleich ist?" 

Zur Berechnung gehen wir von dem Gedanken aus, daB die in 
der Zeit dt erzeugte Warme q] gleich sein muB der im K6rper auf
gespeicherten Warme qII plus der nach auBen abgegebenen Warme qIlI' 
In Gleichungsform lautet dies: 

qI = qII I q]II 

Q·dt = c'r' V·de + a·F·e·dt 
oder 

c'r' V·de = (Q - a.F·e)dt 
oder 

de 1 
-=----~ = --- - dt. 
Q-a·F·e c'r'V _ 

(a) 
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Nach den Lehren der Differentialrechnung ist (siehe mathemat; An
hang S. 174): 

J de 1 
Q _ a. F. e = _ a. F· In (Q - a· F· e) + O. 

Integriert man G1. (a) und setzt zugleich fiir a eine andere Inte
grationskonstante a', so heiSt sie 

a·F 
In(Q-a.F.0)=- c'r.V·t+lnO'. (a) 

Zur Bestimmung del' Integrationskonstanten A' dient die Anfangs
bedingung; wir setzen t = 0, dann ist auch e = 0; also: 

In (Q + 0) = 0 + In Of oder A' = Q. 

Dieser Wert wird in die letzte Form der G1. (a) eingesetzt: 

a·F 
In(Q - a.F·e) = - --·t + InQ. 

C'r' V 
Durch Delogarithmieren: 

u·F 
---·t 

Q _ a.F.e = Q.e Coy·V 

oder 

(65) 

Der Wert QF gibt die Temperatur an, welcher der Korper zustrebt, 
a· 

wenn die Heizung unendlich lang fortgesetzt wird, denn im Be
harrungszustand, wo keine weitere Wiirmeaufspeicherung mehr ein
tritt, gilt die Gleichung 

Q = a·F·et=oo' 
Del' Klammerausdruck gibt an, welcher Bruchteil dieses Wertes e '" 
zur Zeit t erreicht ist. Er ist eine Funktion der emen 

Del' Wert 

KenngroBe [-~.!... tJ . 
c'r V 

c'r V 
a-'F 

stellt die im mathematischen Anhang erwiihnte Zeitkonstante dar. 
Das Verhaltnis V/F hangt von der Gestalt des Korpers ab und ist 
fur die Kugel ein Hochstwert. 

Zusatz. 

1st der Korper, wie in Aufgabe 14 angenommen war, eine Kugel 
mit gleichmaBig verteilten Warmequellen, so ist 

1. Q= W· V, 
V 4R3 n R 

2. F 3 .4.R2 n = 3' 
G rob e r, Warmeiibertragung. 5 
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Damit gilt fiir die Kugel die Gl. (65) in der Form: 

R ( _3a._t) et = W- sa- 1 - e R c·y _ 

Hierbei ist aber nach Voraussetzung angenommen, daB innerhalb 
der Kugel ein vollkommener Temperaturausgleich stattfindet, also 
em = eo ist_ Dies wird nach Gl. (61 a) um so eher der Fall sein, 
je kleiner R, je kleiner ex und je groBer 1 ist, oder nach Gl. (61 b), 
je groBer das Verhaltnis 8! R ist. 

Zablenbeispiel. Ein diinnwandiger Kessel von 50 Liter Inhalt 
und 80 dm2 Oberflache ist mit 01 von Raumtemperatur (20° C) ge
fiiIlt. Durch einen elektrischen Heizkorper mit Riihrwerk solI das 
01 in der Zeit von einer halben Stun de auf 240° C erwarmt werden. 
Es wird angenommen, daB die Warmeiibergangszahl gleich 10 ist 
und daB die Masse des Kessels samt Zubehor gegen diejenige des 
Oles vernachlassigt werden kann. Fur wieviel Kilowatt muB der Hciz
korper berechnet werden? 

Die zur Rechnung notwendigen GroBen sind 

F = 80 dm2 = 0,80 m2 , 

V = 50 dm3 = 0,050 m3 , 

I' = 920 kg/m3 , 

c = 0,4 kcal/kg. Grad, 

et = 240° - 20° = 220°. 

Der Klammerausdruck in G1. (65) wird 

( 10.0.8) (1 - e -920.0,4.0,05 ·0,5 = (1 _ e-O,22) = 1 - 0,80 = 0,20, 

und fiir Qh erhalten wir: 

Q = ex.F'!!J_ = 10·0,8·220 = 8800 [k al/h] 
h 020 020 c. , , 

Nach der Umrechnungsregel 

1 [KW] = 860 [kcal/h] 

gibt dies eine Belastung des Heizkorpers von 10,2 KW. 
Die im ganzen aufgewendete Warme ist wegen der Heizdauer 

von einer halben Stun de gleich 

Q = ~ Qh = 4400 [kcal] . 

Damit konnen wir die Warme Q' vergleichen, die wir auf wenden 
miiBten, wenn kein Warmeverlust vorhanden ware. Es ist: 

Q' = 0,05 [m3]. 920 [~~-J' 0,4 [kg~~~adJ· 220 [Grad] = 4050 [kcal] . 

Der Warmeverlust betragt also rund 10 % _ 
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Zwei ter Teil. 

Die Warmeleitnng in Fliissigkeiten und der 
Warmeiibergang. 

Wenn in einer bewegten Fliissigkeit ein Masseteilchen seine Stelle 
im Raum andert, so nimmt es dabei auch seinen Warmeinhalt mit 
sich fort, so daB durch diesen V organg ein Warmetransport statt
findet; man nennt ihn den Warmetransport durch Konvektion oder 
Fortflihrung. 

Sind in der Fliissigkeit ortliche Temperaturunterschiede vorhanden, 
so lagert sich iiber diesen erst en Warmetransport ein zweiter, nam
lich die Warmeleitung von Teilchen zu Teilchen, welche in· derselben 
Weise und nach denselben Gesetzen erfolgt wie bei festen Korpern. 

Wenn wir von dem besonderen Fall der freien Fliissigkeitsstrahlen 
absehen, so ist die Stromung stets von fest en Wand en begrenzt und 
dann findet ein Warmeaustausch zwischen der Fliissigkeit und diesen 
Wanden statt, welehen man den Warmeiibergang nennt. 

Es ist ohne weiteres klar, daB dieser Warmeiibergang in hohem 
MaBe von dem Stromungszustand der Fliissigkeit abhangt und des
halb ist die Kenntnis der wichtigsten Lehren der Hydrodynamik 
eine unbedingte Voraussetzung flir das Verstandnis des Warmeiiber
ganges. 

Aber noch ein zweiter Umstand verlangt die Besprechung der 
Stromungslehre in diesem Lehrbuch: Es ist eine bekannte Tatsache, 
daB sich die Intensitat des Warmeiiberganges durch Vermehrung 
der Stromungsgeschwindigkeit steigern laBt. Aber dieser Gewinn 
muB immer durch eine Vermehrung des Energieaufwandes fiir Unter
haItung der Stromung erkauft werden und darum muB man aus 
wirtschaftlichen Griinden die Gesetze des Druckverlustes beachten. 

Wir beginnen deshalb die Besprechung des Warmeiiberganges mit 
einem kurzen AbriB der Stromungslehre. 

A. Die Hydrodynamik. 
I. Die pbysikaliscben Grundlagen. 

a) Die Eigenschaften der FI iissigkeiten. 

Die Physik unterscheidet zwischen tropfbaren Fliissigkeiten im 
engeren Sinne und elastischen Fliissigkeiten, das sind Gase und 
Dampfe. Leider besitzt unsere deutsche Sprache kein Wort, welches 
beide Begriffe klar zusammenfassen wiirde. Wir miissen deshalb 
immer bei dem Worte "Fliissigkeiten" an seine Bedeutung im weiteren 
Sinne denken, also Gase und Dampfe mit einbeziehen. 

Die tropfbaren Fliissigkeiten geIten als praktisch nicht zusammen
driickbar, wahrend Gase und Dampfe unter dem EinfluB des Druckes 

5* 
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ihr Volumen und damit ihre Dichte weitgehend verandern. Bei den 
Aufgaben, die in diesem Buche besprochen werden, sind jedoch die 
innerhalb des untersuchten Feldes auftretenden Druckunterschiede 
so gering, daB wir auch Gase und Dampfe als inkompressibel an
nehmen durfen. 

Den Ausdruck "raumbestandig" diirfen wir jedoch weder fiir 
tropfbare Flussigkeiten noch fUr Gase anwenden, da wir den Einfl.uB 
del' Temperatur zu beachten haben. In vielen Fallen sind namlich 
die durch Temperaturunterschiede hervorgerufenen Dichteverschieden
heiten die Ursache fur die Stromung, wie das spateI' noch ausfiihr
Hcher besprochen werden wi rd. 

Die Physik lehrt ferner, daB aIle Flussigkeiten und Gase soge
nannte zahe Flussigkeiten sind, d. h. daB eine Kraft besteht - die 
innere Reibung -, welche sich einer Verschiebung del' einzelnen 
Teilchen gegeneinander zu widersetzen sucht. Del' Ausdruck "reibungs
freie odeI' ideale Flussigkeit" stellt nul' eine aus theoretischen Grunden 
ab und zu angenommene Voraussetzung dar, die aber in Wirklichkeit 
niemals zutrifft. 

b) Del' Stromungszustand. 

In einer klaren Fliissigkeit kann man den Stromungszustand 
durch fein verteilte, schwebende Teilchen eines fest en Korpers sicht
bar machen. 

In gerader Leitung sind bei genugend Iangsamer Stromung die 
Bahnen der einzelnen Teilchen ungefahr parallele Linien und selbst 
bei Krummungen in del' Leitung bilden die Bahnen ein geordnetes 
System von Kurven. 

Bei groBen Geschwindigkeiten dagegen werden selbst in gerader 
Leitung die schwebenden Teilchen ganz unregelmaBig durcheinander 
schwirren und wenn es moglich ware, die Wege del' einzelnen Teilchen 
zu verfolgen, so wurde man erkennen, daB sie sich auf ganz 
unregelmaBigen, sich vielfach durchschlingenden, oft riicklaufigen 
Bahnen bewegen, und daB sich uberdies diese Bahnen fortgesetzt 
andel'll. 

1m allgemeinen Sprachgebrauch nennt man dies eine wirbelnde 
Bewegung, in del' wissenschaftlichen Stromungslehre abel' eine turbu
lente Bewegung. Wir miissen hier das Wort Wirbel unbedingt ver
meiden, denn das Wort Wirbelbewegung bezeichnet in del' Stromungs
lehre etwas ganz anderes, namlich eine besondere Art del' geordneten 
Stromung im Gegensatz zur wirbelfreien odeI' Potentialstromung. 

Bei den V organgen in del' Technik handelt es sich fast immer urn 
turbulente Stromung und wir miissen deshalb dies en Stromungszu
stand, VOl' aHem in del' Nahe del' Wand, naher betrachten. 

Es darf heute als erwiesen gelten, daB auch im Falle der Tur
bulenz sich an del' Wand eine sehr dunne Fliissigkeitshaut bildet, 
in welcher die einzelnen Teilchen sich auf geordneten Bahnen parallel 
zur Wand bewegen. In diesel' dunnen Fliissigkeitshaut, die man die 
Prandtlsche Grenzschicht nennt, findet ein sehr steiler Geschwindig-
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keitsabfall von einem hohen Wert an der Innenseite bis zum Wert 
null an der Wand statt. Die allerauBersten Fliissigkeitsteilchen 
haften also an der Wand. 

c) Die MaBeinheiten der Hydrodynamik. 

In der gesamten technischen Lehre von der Warmeubertragung 
ist es ublich die Zeit in Stunden zu mess en. In der technischen 
Stromungslehre hat es sich aber ebenso fest eingeburgert, die Zeit 
nach Sekunden zu rechnen. 

Dadurch entsteht immer eine Schwierigkeit beim Zusammentreffen 
beider Gebiete, denn es ist fUr den Praktiker einerseits unmoglich 
die Warme in kcal je Sekunde zu rechnen; andererseits ist fUr ihn 
die Angabe einer Stromungsgeschwindigkeit von z. B. 72000 [m/h] 
ebenfalls unannehmbar. 

Man ist darum gezwungen beide ZeitmaBe in derselben Gleichung 
zuzulassen und muB durch geeignete Schreibweise Verwechslungen 
und Fehler in den Dimensionen vermeiden. 

Wir bezeichnen stets mit 

w die Stromungsgeschwindigkeit III m je Stun de und mit 

w " " " " " Sekunde. 
Es gilt also die Gleichung: 

w [m/h] = 3600 [sek/h] . w [m/sek]. 

Zum Beispiel: Kuhlt sich eine Flussigkeit in einem Rohr von e1 

auf e2 ab, so ist die in der Stunde abgegebene Warme gleich: 

Q [kcalJ = d2n[m2].w [in].r [kg]. /l kcal -] .(e - eo) [Grad], 
h 4 h m3 kg. Grad 1 -

oder 

= d2n [m2] .3600 [sekJ .w[~ lr· [~gJ.c [~a~] .(e -eo)[GradJ. 
4 h sekJ m3 kg. Grad 1 -

d) Die Stromungsraume. 

Eine erste Gruppe von Stromungsaufgaben ist dadurch gekenn
zeichnet, daB die Fliissigkeit in einen rings von Wanden umgebenen 
Raum durch eine erste Offnung einstromt und durch eine zweite 
Offnung wieder ausstromt. Als ein besonders bezeiehnendes Beispiel 
fUr diese Gruppe gilt die Stromung durch ein gerades Rohr von 
kreisformigem Querschnitt. 

Die zweite Gruppe umfaBt jene Vorgange, bei denen ein Korper 
ganz in eine Fliissigkeit eintaueht, so daB er von ihr allseitig um
spiilt wird. Als Beispiel hierfUr gelte die Stromung um einen Zylinder. 

Wenn es auch keineswegs moglich ist, aIle vorkommendenStromungs
aufgaben in eine dieser beiden Gruppen einzureihen, so ist es doch 
in manchen Fallen zweckmaBig auf diese Einteilung zuruckgreifen 
zu konnen. 
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11. Die Stromung im geraden Rohr. 
a) Der Stromungszustand. 

Wenn eine Fliissigkeit durch ein gerades Rohr sehr langsam 
stromt, so bewegensich die einzelnen Masseteilchen auf geradlinigen 
Bahnen fort. Die Geschwindigkeit ist in der Achse am groBten und 
nimmt nach dem Rande zu zuerst langsam und dann rascher ab, 
bis sie an der Wand selbst zu null wird. 

Die Geschwindigkeitsverteilung langs eines Durchmessers befolgt 
das Gesetz der Para bel, darum ist die mittlere Geschwindigkeit im 
Querschnitt gleich der halben Geschwindigkeit in der Achse (vgl. 
Abb.27). 

w 

---R 

Abb.27. Geschwindigkeitsverteilung im Rohr bei geordneter Stromung. 

Steigert man die Geschwindigkeit stetig, so tritt plotzlich eine 
Storung dieses eben geschilderten, geordneten Stromungszustandes 
ein und es entsteht Turbulenz. Die Geschwindigkeit an den einzelnen 
Stellen des Querschnittes ist jetzt nicht mehr konstant, sondern sie 
zuckt sowohl nach GroBe als nach Richtung standig um einen Durch
schnittswert. Dieser Durchschnittswert ist parallel zur Achse und 
seine Verteilung langs eines Durchmessers gibt eine Kurve ahnlich 
der Parabel in Abb. 27, nur hat sie einen breiteren Scheitel. In 
der Nahe der Wand hat sich die Grenzschichte ausge bildet und in 
dieser findet ein ungefahr linearer Abfall bis zur Geschwindigkeit 
null statt. 

Der Zustand, bei welchem der plotzliche Dbergang von der ge
ordneten Stromung zur Turbulenz stattfindet, heiBt der kritische Zu
stand. Sein Eintreten hangt ab: 

1. von der mittleren Stromungsgeschwindigkeit 

2. vom Durchmesser des Rohres 

3. von der Massendichte der Fliissigkeit 

4. von der Zahigkeit der Fliissigkeit 

w [mjsek] 

d [m] 
rkg.se~J 

e L m4 

~ [kg~~ekJ. 
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Auf Grund theoretischer Oberlegungen lal'sen sich die vier Werte 
zu einer Kenngr6Be Re vereinen, welche man die Reynoldssche 
Zahl nennt. Es ist 

w·d·e 
Re=---. 

fl 
(66) 

Durch Versuche wurde festgestellt, daB der kritische Zustand 
dann eintritt, wenn die Reynolct;;che Zahl etwa den Wert 2000 
erreicht. Nach neueren Untersuchungen scheint der genauere Wert 
2320 zu sein. 

Aus dieser Bedingung laBt sich, wenn man d, e und fl als be
kannt annimmt, riickwarts hierzu die sogenannte kritische Geschwindig
keit berechnen. Fiir einige wichtige Fliissigkeiten sind diese kritischen 
Geschwindigkeiten in nachstehender Zahlentafel zusammengestellt. 

Luft 
1 at 

Luft 
5 at 

Luft 
10 at 

ZahlentafeI 7. Kritisehe Gesehwindigkeiten in Rohren. 
In Metern je Sekunde, bereehnet mit dem Wert RkIit = 2000. 

I I I Kritisehe Gesehwindigkeit bei d = 
I fl· 106 12 -- I I I 
I 1 em 5 em 10 em 20 em 30 em 

i 

0 0 1,69 i 0,128 2,64 0,53 0,26 0,13 0,09 
20 0 1,79 

I 

0,119 3,00 0,60 0,30 0,15 0,10 
40 0 1,89 0,111 3,40 0,68 0,34 0,17 0,11 

1000 2,15 0,094 4,57 0,91 0,46 0,23 0,15 
-------

I I 

00 i 1,69 0,639 0,528 0,105 0,053 0,026 0,017 

i 

20 0 

I 

1,79 0,595 0.602 0,120 0,060 0,030 0,020 
40 0 1,89 0,:,57 0,680 0,136 0,068 0,034 0,023 

100 0 2,15 0,468 0,918 0,184 I 0,092 i 0,046 0,031 

00 I 1,69 1,278 0,264 0,052 0,026 0,013 0,009 
20 0 

I 1,79 1,190 0,300 0,060 0,030 0,015 0,010 
40 0 1,89 1,114 0,340 0,068 0,034 0,017 0,011 

1000 I 2,15 0,935 0,457 0,091 0,046 0,023 0,015 
~--- ----_.-- ----~ 

00 I 183 102,0 0,359 0,072 0,036 0,018 0,012 

Wasser 200 I 102 101,8 0,200 0,040 0,020 0,010 0,007 
400 i 67 101,2 0,132 0,026 0,015 0,007 0,005 

100 0 I 29 97,7 0,060 0,012 0,006 0,003 0,002 

Olivenol I 18 0 I 9400 93,8 20,0 I 4,0 I 2,0 I 1,0 I 0,7 
I 

Glyzerin I 180 1100000 I 128,5 156 
1 31 115,6 ! 7,8 1 5,2 

Schon Reynolds selbst hat diesen kritischen Zustand untersucht, 
indem er in einen Wasserstrom, der durch eine Glasrohre floB, diinne, 
gefarbte Fliissigkeitsfaden einleitete. Solange w, also auch Re sehr 
klein war, blieben die Faden als feine gerade Linien erhalten; sob aid 
aber w so stark gesteigert wurde, daB Re einen Schwellenwert, der 
etwa bei 2000 lag, erreichte, trat plotzlich ein Zerstoren und sich 
Auflosen der Fliissigkeitsfaden ein. Zur gleichen Zeit wurde aber 
auch eine plotzliche Anderung im Druckgefalle beobachtet. 

Eingehende theoretische und experimentelle Untersuchungen haben 
ergeben, daB auch das Druckgefalle von der Reynoldsschen Zahl 
abhangt. 
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b) Das Druckgefalle. 

Ebenso wie bei der Warmeleitung in festen Korpern spielen auch 
hier in der Stromungslehre und spater in der Lehre von der Warme
iibertragung die KenngroBen eine iiberaus wichtige Rolle, nur be
steht ein wesentlicher Unterschied in der Art ihrer Verwendung. 
Urn dies zu zeigen, greifen wir zuriick auf die Gl. (33) bei der Auf
gabe 8, Abkiihlung einer Kugel. 

Wir hatten dort die Beziehung gefunden: 

Q = ~R3.n·r·C.eo· P(hR, ~!). 
Durch Umstellung erhalten wir: 

Q (at) 
4 R3 Q = P hR, R2 . 
":r nrc 0 

Wenn wir in dem Ausdruck auf der linken Seite die Dimensionen 
der einzelnen GroBen einsetzen, so sehen wir, daB der Ausdruck in 
seiner Gesamtheit dimensionslos ist. Er kann darum ebenfalls als 
eine KenngroBe aufgefaBt werden und die letzte Gleichung stellt 
also eine Funktion zwischen drei KenngroBen dar. 

Die Art der Funktion hatten wir durch Rechnung ermittelt, in
dem wir zuerst die Differentialgleichung und die Grenzbedingung 
aufgestellt und daraus durch Rechnung die Funktion in Gestalt der 
unendlichen Reihe gefunden haben. 

In der Hydrodynamik liegen die Verhaltnisse wesentlich anders. 
Zwar ist es auch hier moglich die Differentialgleichungen und die 
Randbedingungen aufzustellen, aber unsere heutige Mathematik ist 
noch nicht imstande diese Gleichungen aufzu16sen. 

Ganz wertlos sind aber deswegen diese Gleichungen doch nicht, denn 
mit Hilfe eines besonderen Verfahrens kann man aus ihnen die Gestalt 
der KenngroBen herleiten, das heiBt man kann finden, in welcher 
Weise die einzelnen in den Gleichungen vorkommenden GroBen zu 
KenngroBen zusammenzustellen sind. Dieses Verfahren ist in zweier
lei Gestalt ausgebildet worden, entweder als Lehre von den Dimen
sionen oder als Prinzip der Ahnlichkeit. 

Die Gestalt der Funktion P, welche die KenngroBen mitein
ander verbindet und welche man die Kennfunktion nennt, kann im 
allgemeinen bei Stromungslehre und Warmeiibergang nur durch einen 
Versuch gefunden werden. Dabei ist auffallend, daB sich sehr viele 
dieser Versuchsergebnisse durch Potenzfunktionen darstellen lassen, 
und zwar oft mit einer geradezu erstaunlichen Genauigkeit. Trotz
dem diirfen wir in der Potenzfunktion nur eine Interpolationsformel fiir 
die Versuchswerte erblicken und es besteht nicht der mindeste theoretische 
Anhalt dafiir, daB die Potenz der Ausdruck eines Naturgesetzes sei. 

Eine erste Anwendung des Ahnlichkeitsprinzipes hatten wir schon 
bei der Besprechung des kritischen Zustandes kennen gelernt. Eine 
zweite Gelegenheit bietet sich beim Druckverlust in Rohren. 
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1st Pl - P'1. der Druckverlust in [kg/mil] zwischen zwei Rohr
querschnitten, die 1 [m] voneinander entfernt sind, und gelten im 
iibrigen die Bezeichnungen von S. 70, so laBt sich eine erste Kenn
grolle aufstellen: 

K _Pl-~._d_. 
1 - 1 w'1. .e' 

eine zweite KenngroBe ist die schon erwahnte Reynoldssche Zahl 

w·d·e Re=---; 
ft 

Zwischen beiden besteht eine Beziehung 

KI = 'F.(Re), (67) 

welche im allgemeinen allein durch den Versuch bestimmt werden 
kann. Nur bei der geordneten Stromung im geraden Rohr kann sie 
rechnerisch ermittelt werden; es ist 

K = 32. (_ft_) = 32.2.-. 
1 w.d. e Re 

Fiir die turbulente Stromung geben die Versuche 
Forscher etwas abweichende Werte, namlich nach den 

von Ombeck: 

von Saph und Schoder 
(berechn. v. Blasius): 

von Jakob: 

" ( ft )0,224 
KI = 0,121. '--d-- , 

,w· ·e 
( ft )0,250 

= 0,1582· --d- , 
w· ·e 

( ft )0,253 
= 0,1636. -d- . 

w· ·e 

verschiedener 
Versuchen 

Die genauesten Werte scbeinen mir diejenigen von Jakob zu 
sein. Da jedoch in der Formel von Saph und Schoder die 0,25te 
Potenz, also die vierte Wurzel ein bequemes Zahlenrechnen gestattet, 
so ist fiir die meisten technischen Aufgaben die 2. Gleichung be
quemer und auch zulii.ssig, da die Abweichungen "nur unbedeutend sind. 

Fiir den Druckverlust in glatten Rohren gilt also 
bei geordneter Stromung: 

2 
PI - P'1."= 32._ft_. w ·e = 32. w·ft. (68\ 
l' w·d·e d d2 ' 

bei turbulenter Stromung: 

PI-P2 ( ft )'1. w2·e 1 3 _, 1 -'-"------=-~ = 0,158· --- . -- = 0,158·ftl'·el •. d I •. wi •. 
l w·d·e d 

(69 a) 

Die Gleichung zeigt, "daB die stark verbreitete Anschauung, als 
ob bei der turbulenten Stromung der Druckverlust mit dem Quadrat 
der Geschwindigkeit wachsen wiirde, nur eine sehr rohe Annaherung 
ist, denn tatsii.chlich wii.chst er nur mit der 1,75 ten Potenz. 
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Fiihrt man in Gleichung ( 69 a) r statt (! ein, so lautet sle 

PI - P'2 = 0,028. w2 . r. (_,U_)'j, 
l d w.d·r 

(69b) 
7l11Y}V 

Zahlenbeispiel. Fiir ein gezogenes Messingrohr von 22 .em innerem 
Durchmesser und fiir stromende Luft von 0° und 760 mm Barometer
stand solI das Druckgefalle berechnet werden, wenn die Stromungs
geschwindigkeit w = 30 m/sek betragt. 

Wir miissen in die Gleichung einsetzen: 

d = 0,022 [m], 

[ kg] . [ m J [kg.sek'.!] 
(! = rig = 1,293 rn3 .9,81 sek2 . = 0,132 ~.- , 

[kg.sekJ 
!t = 1,69· 10-6 _~ , 

W = 30 [m/sekJ 
und erhalten: 

PI - P2 = ° 158. -II 1,69 ·10 6 • 302 .0,132 
l ' V 30·0,022·0,132 0,022 

4, 

= 0,158 ·V1940·10 8·5400 

= 56,5 [kg/m'.! je 1 m .Rohrlange] 

= 56,5 [mm W. S. je 1 m Rohrlange]. 

Die beiden letzten Angaben stimmen iiberein, weil eine Druck
angabe in mm Wassersaule zahlenmaBig gleich ist der Angabe in 
kg/m". 

III. Die Strornung urn einen Zylinder. 
a) Der Stromungszustand. 

Wenn ein Zylinder ganz in eine stromende Fliissigkeit eintaucht, 
so werden bei geordneter Stromung, also bei geringer Geschwindig

keit, die Bahnen derjenigen 
Fliissigkeitsteilchen, welche 
weit entfernt vom Zylinder 
vorbeistromen,geradeLinien 

,-:.' '/ bleiben, wahrend die Bahnen 
',~~ . .; >~:.~:::.> - - der iibrigen Teilchen sich 
," .~~ ~././? um so mehr der Zylinder-

. oberflache anschmiegen, je 
naher sie dieser liegen. 

Wird die Geschwindig
keit gesteigert, so tritt in Abb. 28. Str5mungsbild beim Umstr5men 

eines Zylinders. der Hauptmasse der Fliissig-
keit Turbulenz ein und an 

der Oberflache des Zylinders bildet sich die Grenzschichte mit der 
geordneten Stromung aus. 
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Bei weiterer Steigerung der Geschwindigkeit beginnt etwa an den 
Stellen A A (vgl. Abb. 28) die Grenzschicht sich von der Zylinder
oberfHiche abzulOsen und zwei symmetrisch gelegene Wirbel hinter 
dem Zylinder zu bilden. An der Vorderseite des Zylinders und an 
seiner Riickseite bilden sich also zwei ganz verschiedene Stromungs
bilder aus. 

b) Der Stromungswiderstand. 

Von besonderem Interesse ist der Stromungswiderstand, welchen 
der festgehaltene Zylinder der bewegten Flussigkeitsmasse entgegen
setzt; er ist zahlenmaBig gleich der Kraft, welche aufgewendet wer
den muB, um den Zylinder mit der Geschwindigkeit OJ durch eine 
ruhende Flussigkeit zu bewegen. 

Bezeichnen wir diese Kraft, bezogen auf ein Stuck von der Lange 
I em] des Zylinders, mit W [kg], so lassen sich mit Hilfe des Ahn
lichkeitsprinzipes aus den Differentialgleichungen und den Rand
bedingungen die heiden KenngroBen 

und 

W 1 
K =-.---~-

2 I d· e. OJ2 

OJ·d· e 
Re=-~-

ft 
aufstellen, zwischen welchen eine Beziehung K2 = lJf (Re) besteht, 
welche nur durch den Versuch zu bestimmen ist. 

In der Gottinger Versuchsanstalt sind von Prof. O. Fopplyer
suche zur Bestimmung dieser Funktion durchgefuhrt worden. Da bei 
den Aufgaben der Flug- W f 

technik ft und e stets -.-dol f1onr' 

"f,Q r---
49 
48 
q7 

1\ 45 '\.. q$ 
4'>' 
43 
qil 

IJ/ 
qQcS qt7St7 qt715 q100 qfM ({'SO 

0 

wd 

gleich sind, namlich den 
Werten fiir Luft unter nor
malem Druck und normaler 
Temperatur entsprechen, 
so ist es in der fl.ugtech
nischen Wissenschaft ub
lich, nicht mit der vollen 
GroBe Re zu arbeiten, son
dern nur mit dem verein
fachten Wert (OJ· d), wel
chen man den Kennwert 
nennt. Dieser Kenn wert 

Abb. 29. Verlauf der Funktion "If! in Gl. (70). 

ist keine reine KenngroBe im friiher abgeleiteten Sinne, weil er 
nicht dimensionslos ist. 

In Abb. 29 ist der von Foppl gefundene VerIauf der Funktion 
zeichnerisch dargestellt. 

Fiir den Widerstand gilt also das Gesetz 

~ = d· e· OJ2 • lJf (OJ· d) . (70) 
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B. Die Ermittlung der Warmeiibergangszahlen. 
I. Geschichtlicher Riickblick. 

Schon in den friihesten Zeiten der Technik ging man bei dem 
Versuch, den Warmeiibergang rechnerisch zu erfassen, von der Er
fahrungstatsache aus, daB die zwischen einer Fliissigkeit und ibrer 
festen Begrenzungswand ausgetauschte Warmemenge Q um so 
groBer ist, 

1. je groBer die warmeaufnebmende oder warmeabgehende 
FIache Fist, 

2. je groBer der Unterschied zwischen der Temperatur eF der 
Fliissigkeit und der Temperatur ew der Wand ist und 

3. je langer die Zeit t dieses Warmeaustausches dauert. 

Dabei setzte man der Einfacbheit halber die iibertragene Warme 
allen drei Einfliissen verhaltnisgleich: Man gelangte so zu der 
Gleichung 

Q = a.F·(eF - ew)·t. (71) 

Die VerbaItniszahl a nannte man die "auBere Warmeleitfabigkeit" 
der Wand und ihren Kehrwert (1: a) den "Warmeiibergangswider
stand". Heute ist flir a allgemein die Bezeichnung "Warmeiiber-

, gangszahl" gebrauchlich. 
Dieser ungemein einfache Ansatz wiirde in der Tat auch zu ein

fachen Rechnungen fiibren, wenn es moglich ware, fiir die Wahl des 
Wertes a einfache und zuverIassige Regeln aufzustelIen, oder wenn 
man diese Werte in Tabellen zusammenstellen konnte, etwa wie die 
Dichte, die spezifische Warme usw. 

DaB dies aber nicht moglich ist, zeigte sich um so klarer, je 
mehr man sich mit dem Problem befaBte. Jede neue Experimental
untersuchung zeigte den Vorgang von einer neuen Seite und vermehrte 
die Zahl derjenigen GroBen, die den Warmeiibergang beeinflussen. 

Langsam wurde man so zu der Erkenntnis gefiihrt, daB der An
satz (71) nur scbeinbar einfach ist, daB er die Schwierigkeiten des 
Warmeiibergangproblemes nicht lost, sondern nur in die Wabl des 
Wertes a zusammendrangt. 

Die nachstliegende Verbesserung, die man an dem Ansatz (71) vor
nahm bestand in der Beriicksichtigung der Stromungsgeschwin
digkeit. Es war ja bekannt, daB bei sonst gleicbbleibenden Ver
haltnissen die Erhohung der Stromungsgeschwindigkeit zu einer Ver
mehrung der iibergebenden Warmemenge fiihrt. In iiblicher Weise 
versuchte man diese Abhangigkeit durch eine Potenzfunktion auszu
driicken. Man setzte: 

a = ao + a·w m , 

worin a stets positiv und m zwischen 0 und + 1 gewabIt war. Sehr 
haufig findet sich der Ansatz: 

a = ao + a· V--;-. 
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Del' Wert IXo sonte dabei jene Warmeiibergangszahl sein, die fUr 
sogenannte ruhende Luft einzusetzen ist, also bei V organgen, bei 
denen die Luft nicht durch auBere Ursachen, sondern nul' durch den 
Auftrieb infolge ungleichmaBiger Erwarmung in Bewegung ge
halten wird. 

Sehr bald versuchte man auch die Beschaffenheit der Reiz
und Kiihlflachen in del' Formel zum Ausdruck zu bring en, denn 
man hatte erkannt, daB del' Grad der Rauhigkeit del' Wand und 
ihre Verunreinigung durch RuB, Kesselstein und andere Ablagerungen 
aus der Stromung von groBen EinfluB auf den Warmeiibergang sind. 

Ferner muBte man vermuten, daB nicht nul' del' Temperatur
unterschied (ep - ew), del' ja schon in del' G1. (71) zum Ausdruck 
kommt, den Warmeiibergang bestimme, sondern daB auch die abso
lute Rohe der Temperatur, bei welcher del' Warmeiibergang erfolgt, 
zu beriicksichtigen sei, also etwa ep odeI' ew oder auch beide Werte. 

Ein weiterer Umstand, del' ebenfalls zu Schwierigkeiten fiihrte, 
war die U nklarheit des Begriffes "Fliissigkeitstemperatur", und wir 
miissen uns hier mit den verschiedenen Anschauungen iiber die 
Temperaturverteilung in der Fliissigkeit bekannt machen. 

Die altere Auffassung ging dahin, daB man innerhalb eines Quer
sehnittes nur mit zwei Temperaturen zu rechnen habe, mit del' Wand
temperatur ew und mit del' im ganzen Querschnitt gleichen Fliissig
keitstemperatur ep . Del' Unterschied (ep - ew) bedeutete dann 
den Temperatursprung, welcher zusammen mit dem Ubergangswider
stand die Intensitat des Warmeiiberganges bestimmen soUte. Dies 
ahnelt durchaus jener alteren, hydraulischen Auffassung iiber die 
Geschwindigkeitsverteilung, wonach im ganzen Querschnitt eine kon
stante Geschwindigkeit und an der Wand ein Gleiten, also ein Ge
schwindigkeitssprung angenommen wird. Diese Annahme wurde 
spateI' erganzt durch die Lehte von del' adharierenden Schicht. Eine 
diinne Fliissigkeitshaut spaltet sieh - so besagt diese Leme - von 
der iibrigen Fliissigkeitsmasse ab und haftet fest an der Wand. Del' 
Geschwindigkeitssprung wird also durch diese Annahme von del' Wand 
weg nach dem Innern del' Fliissigkeit ver1egt. 

Wir diirfen in dieser Annahme einen, wenn auch noch fehler
haften Vorlaufer del' Prandtlschen Grenzschicht erblicken. Dbrigens 
hat die Lehre von del' anhaftenden Schicht in der Rydraulik nur 
geringe Bedeutung gewonnen. Urn so mehr hat sie die Lehre von 
del' Warmeiibertragung beherrseht. Sie fiihrte zu del' Vorstellung, 
daB in del' ganzen bewegten Fliissigkeit die einheitliehe Tempera
tur e p herrscht, und daB dann diese Temperatur innerhalb del' diinnen 
anhaftenden Schicht von ep bis ew steigt oder fallt. Da die Fliissig
keit innerhalb der Schieht als vollkommen bewegungslos galt, so 
glaubte man nach den Gesetzen del' Warmeleitung in festen Korpern 
den Warmeaustausch berechnen zu konnen. Mit del' Bezeichnung A 
fiir die Dicke del' Schicht erhielt man 

ep-ew 
Q = l·-A-·F.t. 



78 Die Ermittlung der Warmeiibergangszahlen. 

Da sich aber kein Anhalt finden lieB, welchen Zahlenwert man 
fiir L1 einsetzen miisse, so war auch durch diese Deutung des Vor
ganges die Schwierigkeit nicht behoben, sondern nur in die Wahl 
des Wertes L1 verlegt. 

Interessant ist, in welcher Weise die experimentelle Forschung 
von diesen anhaftenden Schichten Notiz nahm. Man empfand das Auf
treten dieser Schichten bei der Stromung im Versuchsapparat als 
ein storendes Moment, als eine Erscheinung, die den naturgemaBen 
Warmeaustausch behindert, und man suchte deshalb in den Versuchs
einrichtungen diese anhaftenden Schichten durch rotierende Biirsten 
und andere Vorrichtungen immer wieder zu entfernen. Gerade da
durch aber, daB man diesen Schichten eine solche Bedeutung bei
maB, verbot es sich von selbst, die Ergebnisse dieser Versuche auf 
FaIle der Praxis zuiibertragen, bei denen sich ja diese Schichten 
ungehindert ausbilden konnen. 

Auf die Dauer vermochte sich die Lehre von der anhaftenden 
Schicht nicht zu halten, vor aHem auch nicht die Vorstellung einer 
in der ganzen bewegten Masse gleichen Querschnittstemperatur. Sie 
wurde durch die Versuche mehrfach widerlegt. 

Durch theoretische und experimentelle Untersuchung wurde er
wiesen, daB der Begriff "Temperatur eF der Fliissigkeit" auBerst 
schwer zu fassen ist und fiir verschiedene Stromungsaufgaben ver
schieden umschrieben werden muB. Damit verliert aber auch die 
Definition der Warmeiibergangszahl jegliche wissenschaftliche Scharfe 
und wir kommen damit zu der Frage nach dem Wesen der Warme
iibergangszahl. 

Die altere Bezeichnung "auBere Warmeleitfahigkeit" besagt, daB 
man sich in friiheren Zeiten unter dieser GroBe einen reinen Stoff
wert vorsteIlte, also einen Wert, der nur von der physikalischen 
Natur der Fliissigkeit und der Substanz der Wandung abhangt. AIs 
ein Beweis fiir diese Auffassung mogen die Angaben in den alteren 
Lehrbiichern der Physik und der Technik dienen, welche auBere 
Warmeleitfahigkeiten nennen und zu ihrer Bezeichnung nur angeben: 
von Wasser an Eisen, von Wasser an Messing, von Messing an Wasser, 
von Mauerwerk an Luft usw. Insbesondere interessierte die Frage, 
ob der Warmeiibergangswiderstand groBer ist, wenn die Warme vom 
fest en Korper an die Fliissigkeit iibertritt oder umgekehrt. Obwohl 
die Ansicht, daB a ein reiner Stoffwert sei, schon sehr friih als un
richtig erkannt wurde, so hat sich doch in manchen Schriften die 
irrefiihrende Bezeichnung "auBere Warmeleitfahigkeit" noch recht 
lange gehalten, und zwar weniger in der technischen Literatur als in 
den Lehrbiichern der Physik. 

Wenn also die Warmeiibergangszahl kein reiner Stoffwert ist, so 
miissen wir uns die Frage vorlegen, als was sie sonst zu betrachten ist. 

Jeder Versuch, die Warmeiibergangszahl klar und eindeutig zu 
definieren, scheitert an der Unmoglichkeit, den Begriff "mittlere 
Fliissigkeitstemperatur" allgemeingiiltig und eindeutig zu erfassen, 
und wegen dieser Unmoglichkeit einer einwandfreien Definition ist 
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vom streng wissenschaftlichen Standpunkte aus die Warmeiibergangs
zahl mindestens als ein auBerst unschones Gebilde zu bezeichnen, 
wenn man ihr nicht iiberhaupt jede Berechtigung absprechen will. 
Sob aid man aber die Sache vom praktischen Standpunkte aus be
trachtet, also von der Notwendigkeit ausgeht, bestimmte Aufgaben 
rechnerisch zu losen, gelangt man zu der Erkenntnis, daB die Warme
iibergangszahl eine vollig unentbehrliche RechengroBe ist, die wir 
trotz verschiedener recht unerfreulicher Eigenschaften gegenwartig 
und wahl auch in absehbarer Zeit durch kein anderes Reehenver
fahren vermeiden konnen. 

Wenn wir nuu nochmals zu der Frage zuriickkehren, als was wir 
die Warmeiibergangszahl zu betraehten haben, so ist jedenfalls eines 
klar: zu den wissenschaftlich einwandfreien GroBen diirfen wir sie 
nicht zahlen. Wollten wir sie andererseits bei den reinen Erfahrungs
und KonstruktionsgroBen der Teehnik - wie etwa Rostbeanspruehung 
oder Heizflachenbelastung - einreihen, so wiirden wir damit wahl 
zu weit gehen. leh muB die Frage offen lassen, wo sich auf dies~r 
Linie die Warmeiibergangszahl einreihen laBt. 

Ais oben von den Mangeln der Warmeiibergangszahl die Rede 
war, waren nicht nur theoretische, sondern aueh reeht sehwerwiegende 
praktisehe Bedenken maBgebend, die sieh vor allem auf die Schwierig
keit beziehen, fur eine gegebene teehnisehe Aufgabe die richtige 
Warmeubergangszahl zu finden. Wenn immer wieder das Verlangen 
auftaueht, die a-Werte moehten in graBen Tabellen zusammengestellt 
werden, etwa wie die Dichte, Elastizitatszahlen usw., so ist dieser 
Wunsch zwar an sieh begreiflich, aber er beweist zugleieh, wie sehr 
die wahre Natur der Warmeubergangszahl noeh verkannt wird. Die 
Umstande, welehe ihren Zahlenwert beeinflussen, und die Bediirfnisse 
der einzelnen technisehen Faehrichtungen - Feuerungstechnik, Kraft
maschinenbau, Elektrotechnik - sind zu vielgestaltig, als daB sich 
dies alles in allgemein gehaltenen Tabellen berueksiehtigen lieBe. 
Solche Zusammenstellungen sind nur fiir eine jeweils eng umgrenzte 
technisehe Aufgabe moglich und nur im R,ahmen einer faehlich ge
haltenen Besprechung dieser Aufgabe zuliissig. 

N ur fur ganz wenige, besonders einfaeh geartete FaIle kennen wir 
heute GesetzmaBigkeiten von so breitem Geltungsbereieh, daB sie sich 
zur Wiedergabe in diesem Lehrbuch eignen. Ehe wir jedoch diese ein
zelnen Gleichungen fUr die Warmeiibergangszahlen erortern konnen, 
mussen wir eine Besprechung der physikalischen Grundlagen des 
Warmeiiberganges einschalten. 

II. Die physikalischen Grundlagen. 
Gelegentlieh dieses geschichtlichen Riickblickes hatten wir· als 

GroBen, welehe den Wert der Warmeiibergangszahl beeinflussen, 
kennengelernt: 

1. die physikalische Natur des stromenden Korpers, 
2. die Stromungsgesehwindigkeit, 
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3. die Beschaffenheit der Heiz- und Kiihlflachen besonders hin
sichtlich Rauhigkeit und Reinheit, 

4. die absolute Temperaturhohe, bei der der Vorgang sich abspielt, 
5. die verschiedene Auffassung iiber den Begriff "mittlere Fliissig

keitstemperatur" . 
Dazu kommt noch als sechster, iiberaus wichtiger Umstand die 

hesondere Art der Stromung iiberhaupt, die wir als Stromungsform 
bezeichnen wollen. Beispiele solcher Stromungsformen sind: die Stro
mung langs einer ebenen Wand, die Stromung senkrecht oder schrag 
gegen eine ebene Wand, die Stromung gegen einen Zylinder, und 
zwar parallel, senkrecht oder schrag zur Achse, die Stromung im 
Innern eines Rohres, und zwar eines geraden Rohres, einer Rohr
spirale, einer Ecke in sonst gerader Leitung u. a. m. Hierbei ist zu 
erwarten, daB fUr diese verschiedenen Stromungsformen nicht nur 
der Absolutwert der Warmeiibergangszahl verschieden ist, sondeI'll 
daB auch ganz verschiedene GesetzmaBigkeiten gelten fiir den EinfluB 
der iibrigen Faktoren. 

t/Jrb/J/entes 
(Jebief 

Brenz
Schichf. 

/ 

Abb. 30. Geschwindigkeits- und Temperaturverteilung in del' Nahe 
einer Wand. 

In dem Bestreben, die Lehre von der Warmeiibertragung moglichst 
-einfach zu halten, hat man es lange Zeit vermieden diese Erkennt
nis, die sich unbedingt aufdrangen muBte, zu beriicksichtigen. Ins
besondere konnte man sich nicht dazu entsohlieBen, fUr die ver
schiedenen Stromungsformen mit versohiedenen GesetzmaBigkeiten fUr 
die Warmeiibergangszabl zu reohnen. Ohne eine solohe Unterschei
dung ist aber weder ein Verstandnis der V organge noch eineein
wandfreie Rechnung moglich. 

In Abb. 30 ist ein Teil einer Stromung in unmittelbarer Nahe 
der Wand gezeichnet und an irgendeiner Stelle der Wand die Nor
male "n n" gezeichnet. 

In der Grenz8chioht, deren Dicke Ll sei, steigt die Geschwindig
keit vom Wert w = 0 annahernd geradlinig bis zum Werte w = WJ 
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an. Innerhalb des turbulenten Gebietes steigt sie dann iInmer lang
samer noch weiter an, bis sie endlich den gleichbleibenden Wert W F 

erreicht. 
Ahnlich ist der Verlauf der Temperaturkurve; sie steigt vom 

Wert ew an der Wand bis zum Wert eLl an der Innenseite der· 
Grenzschicht und dann bis zum Wert e Finder Hauptmasse der 
Fliissigkeit an. 

Innerhalb der Grenzschicht findet der Warmetransport auf zweierlei 
Weise statt, und zwar erstens durch die Bewegung der Fliissigkeits
teilchen. Da diese aber parallel zur Wand erfolgt, hat sie fiir den 
Warmeiibergang keine Bedeutung. Zweitens erfolgt der Warmetrans
port durch Leitung quer durch die Grenzschicht nach den Gesetzen 
der Warmeleitung III Platten. Fiir die Warme Q gilt darum die 
Gleichung 

(a) 

In dieser Hinsicht besteht also kein Unterschied zwischen der 
alteren Auffassung einer anhaftenden Schicht, welche in ihrer ganzen 
Dicke als ruhend angenommen war und der heutigen Auffassung von 
der Prandtlschen Grenzschicht, bei welcher geordnete Stromung 
mit ungefahr linearem Geschwindigkeitsanstieg vorausgesetzt wird. Die 
altere Auffassung war aber stets mit der Vorstellung verbunden, daB 
die Temperatur an der Innenseite der Schicht gleich der Temperatur 
in der Hauptmasse der Fliissigkeit sei. Dies ist aber nicht der Fall, 
wie sich aus einer Betrachtung des Warmetransportes im turbulenten 
Gebiet ergibt. 

Die turbulente Geschwindigkeit hat nach friiherem einen zeitlichen 
Durchschnittswert, der parallel zur Wand gerichtet ist. Der Warme
transport durch Konvektion kommt also scheinbar auch im turbu
lenten Gebiet fiir den Warmeiibergang nicht in Betracht. Senkrecht 
zur Wand findet wieder ein Warmetransport durch Leitung statt, 
welcher aber in diesem Gebiet durch die Turbulenz weitgehend unter
stiitzt wird, indem die Fliissigkeitsteilchen auf ihren verschlungenen 
Bahnen auch Bewegungskomponenten gegen die Wand, also in Rich
tung des groBten Temperaturgefalles besitzen und somit Warme in 
dieser Richtung hin und her tragen. 

Man hat versucht, dieser scheinbaren Vermehrung der Warme
leitfahigkeit durch Einfiihrung einer Turbulenz-Warmeleitzahl Rech
nung zu tragen. Dieser Begriff ist zwar ein ganz guter Behelf fiir 
unser Vorstellungsvermogen, zur Einfiihrung in die Rechnung hat er 
sich jedoch als ungeeignet erwiesen. 

Der obigen Gleichung (a) konnen wir die Grundgleichung des 
Warmeiiberganges 

Q = ct.(eF - ew)·F.t (b) 
gegeniiberstellen und erhalten durch einen Vergleich beider Gleichungen 

A. eLl - ew ct=-··. (c) 
11 eF - ew 

G r 6 b e r, Wiirmeiibertraguug. 6 
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Diese letzte Gleichung (c) besagt, da.B die Warmeiibergangszahl, ab
gesehen von der Warmeleitfahigkeit der Fliissigkeit, noch von der 
Dicke der Grenzschicht und der Temperatur eLI abhangt. Die beiden 
letzten Werte hangen aber ihrerseits in hohem Ma.Be von der Starke 
der Turbulenz, also von der Kenngro.Be Re abo 

Nimmt die Turbulenz zu, so nimmt die Dicke der Grenzschicht 
ab und der Wert C(. wachst. Zugleich wird aber die Turbulenzwarme
leitzahl gro.Ber und damit der Temperaturausgleich im turbulenten 
Gebiet besser. Infolgedessen nahert sich der Wert eLI dem Wert e p 

und der Bruch (eLI - eW):(eF - e w) wird groBer, das heiBt die 
Warmeiibergangszahl wachst auch aus diesem zweiten Grunde mit 
zunehmender Turbulenz. Die Warmeiibergangszahl ist also eine Funk
tion der KenngroBe Re. 

Wir haben die KenngroBe R e bisher nur bei der Stromung im 
geraden Rohr kennen gelernt; sie gilt aber mit einer kleinen Ande
rung auch fiir andere Stromungsformen. 

Bezeichnen wir mit Zo die Hauptabmessung eines Stromungsraumes 
(Durchmesser einer umspiilten Kugel, Durchmesser eines Rohres usw.),. 
so gilt die allgemeine Schreibweise: 

Re = ~o·(!. (72) 
f.1, 

Nun ist aber der Warmeiibergang kein alleiniges Erzeugnis der Tur
bulenz, denn er beruht ja zum Teil auch auf der Warmeleitung von 
Teilchen zu Teilchen. Fiir den Grenzfall der geordneten Stromung 
la.Bt sich beweisen, da.B die Gestalt des Temperaturfeldes nicht mehr 
von der GroBe Re, sondern statt dessen von der Gro.Be 

Pe = w.Zo_ 
a 

(73) 

abhangt, in welcher a die bekannte Temperaturleitzahl A.: (c. y) del' 
Fliissigkeit bedeutet. 

1m allgemeinen wird das Temperaturfeld nicht von einer dieser 
beiden GraBen R e oder Pe allein abhangen, sondern von beiden zu
sammen. 

Eine nochmalige Erweiterung unserer Betrachtung ist notwendig, 
wenn der Korper mehr als eine Abmessung hat. Sind Z1' Z2' ••• • Zn 
diese Abmessungen, so ist es zweckmaBig, sie nicht unmittelbar in 
die Rechnung einzufiihren, sondern ihr Verhaltnis zur Hauptab
messung Zo. 

Wir fassen die Betrachtung dahin zusammen, daB die Gestalt 
des Temperaturfeldes und damit auch das Temperaturgefalle in der 
Grenzschicht von den KenngroBen 

?, ... , f) 
o 0 

abhangt. 
Auch die Warmeiibergangszahl a hangt von diesen KenngroBen 

ab, aber wir diirfen nicht einfach C(. gleich einer Funktion diesel' 
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KenngroBen setzen, weil wir sonst links eine mit Dimensionen be
haftete GroBe und rechts einen dimensionslosen Ausdruck hatten. 
Wir miissen vielmehr auf die linke Seite der Gleichung ebenfalls 
eine KenngroBe setzen. Aus Ahnlichkeitsbetrachtungen folgt, daB 
diese die Form haben muB: 

to [kCal m 1 10 [d' . ) ". I mll. Grad.h· _~~ =". I ImenSlOnslos. 

m.Grad.h 

Zusammenfassend laBt sich sagen, daB sich das Gesetz fUr die 
Warmeiibergangszahl durch eine Gleichung von'der Form 

.~ _ ITr(W.1o·g w.1o ~ ~) (74a) 
" l - r ft ' a' 10' ••• , 10 

wiedergeben laBt. Die Art der Funktion lJf ist fiir jede Stromungs
form eine andere und kann nur durch den Versuch bestimmt werden. 

Dividiert man die erste KenngroBe durch die zweite, so erhalt 
man 

w.1'(1 a a'(1 
__ 0_ .. _.- = _'_, 

ft W· to ft 

also eine neue KenngroBe, welche statt einer der beiden urspriing
lichen KenngroBen in Gleichung (74) eingesetzt werden kann, so 
daB diese lautet 

(74b) 

oder 

".~ = lJf(W .10 a'(1 i ... 1n) 
la' ft' 10' '10 ' 

(74c) 

Die neue KenngroBe hat den Vorzug, daB sie nur aus den Stoff
werten der Fliissigkeit besteht, also selbst wieder ein reiner Stoff
wert ist. 

Es muB noch nachgetragen werden, daB diese G1. (74) nur fiir 
eine Stromung aus auBeren Ursachen gilt, also nur dann, wenn die 
Stromungsgeschwindigkeit so groB ist, daB ortliche Temperaturver
schiedenheiten in der Fliissigkeit die Stromung nicht beeinfiussen 
konnen. Handelt es sich in einem gegenteiligen Fall um einen 
Warmeiibergang in sogenannter ruhender Luft, so bildet sich ein 
ganz anderes Stromungsfeld und damit auch ein anderes Temperatur
feld aus. Aus der Theorie folgt fiir den Warmeiibergang in einem 
zweiatomigen Gas (also auch in Luft) bei freier Stromung die Gleichung: 

.~ = ITT(103. y2.(Tw - TR) ~~) (75) 
"1 r 2 T '1 ' "', 1 ' 

II. g·ft· m 0 '0 

6* 



84 Die Ermittlung der Warmeiibergangszahlen. 

darin bedeutet auBer den bekannten GroBen 
g die Erdbeschleunigung in mjsek2 , 

T die Temperatur in Graden abs. Zahlung, insbesondere 
TR die Temperatur der Luft in weiter Entfernung vom Korper, 
Tw die Temperatur der Korperoberfiache, 
Tnt einen Mittelwert der Gastemperatur, siehe spater Gl. (87). 

Leider sind bisher nur fUr ganz wenige Stromungsformen die 
Funktionen IJf in den letzten beiden Gleichungen bekannt, so daB 
hier der experimentellen Forschung noch ein weites Arbeitsgebiet 
offen steht. 

III. Gleichmlgen zur Berechnung der Warmeiibergangszahlen. 
a) Stromung im geraden Rohr. Querschnitt kreisformig. 

Der Warmeiibergang im geraden, kreisformigen Rohr ist diejenige 
Aufgabe der ganzen Warmeiibertragung, welche sowohl theoretisch 
als experimenteH am besten untersucht ist. 

Die Gl. (74) lautet, wenn wir sie auf die Stromung im Rohr an
wenden: 

a.~ = IJf(w.d~{! w· d -=- ~) 
A p' a' d' d ' 

darin bedeutet 
d den Durchmesser des Rohres, als Hauptabmessung gewahlt, 
z den Abstand des untersuchten Querschnittes vom Rohranfang, 
o die absolute Rauhigkeit der Rohrwand. 
Da sich die meisten Untersuchungen auf glatte Rohre beziehen, 

so setzen wir in der Gleichung 0 = 0. Eine weitere Vereinfachung 
tritt ein, weil die Versuche ergeben haben, daB bei turbulenter Stro
mung die Funktion IJf von dem Argument R e nur in ganz geringem 
MaBe abhangt. Bei technischen Aufgaben kann man darum das Argu
ment Re vernachlassigen, und es gilt fiir glatte Rohre die Beziehung 

a.~= IJf(W~d, i). (76) 

1. GIeichung fur Gase, insbesondere Luft. Aus verschiedenen 
Versuchen, vor aHem aus denjenigen von NuBel t (s. Lit.-Verz. 15) folgt, 
daB sich IJf mit groBer Annaherung als Produkt zweier Potenzfunktionen 
darstellen laBt, und daB man setzen kann 

a = 0,035. ~ . (i) -0,05 . (w~ df79 , 
oder mit Einfiihrung von w statt w: 

a= 22,5'~·(irO'05. (w~df79, (77a) 

wobei aber der Zahlenfaktor von der Dimension [sekjh JO,79 zu denken 
ist, damit die Gleichung auch in den Dimensionen stimmt. 

Die StofIwerte A und a sind hierbei bei jener Temperatur aus den 
Tabellen zu entnehmen, die das arithmetische Mittel aus ew und eF ist. 
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Zur Bespreehung dieser Formel und zugleieh um die Zahlen
reehnung zu erleiehtern, geben wir der Gleiehung (7 7 a) noeh die Gestalt 

a = 22 5'Z-0,05.d-O,16' W O,79._A._ 
, aO,79' (77b) 

= 22,5.Bz .Bd ·Bw .Bp,T, (77e) 

worin mit B die Koeffizienten bezeichnet sind, welehe den EinfluB 
der einzelnen GroBen z, d, w, P und T wiedergeben. Hierbei ist 
Bp, T von der physikalisehen N atur der stromenden Flussigkeit ab
hangig. Die Tabellen 26 bis 34 im Anhang enthalten die Werte 
dieser Potenzfunktionen innerhalb des teehniseh wiehtigsten Bereiches. 

Der erste Koeffizient zeigt, daB die Abhangigkeit des a von der 
Entfernung vom Rohranfang sehr gering ist. Wenn z von 10 em 
auf 10 m waehst, nimmt Bz nur von 1,122 auf 0,89 abo Aueh der 
EinfluB des Durchmessers ist nieht sehr groB. Einer Zunahme des 
Durehmessers von 5 mm auf 1000 mm entsprieht nur eine Abnahme 
des Bd von 2,33 auf 1,00. Dagegen ist der EinfluB der Stromungs
gesehwindigkeit betraehtlieh. Wenn w von 4 mjsek auf 8 m/sek steigt, 
so waehst Bw von 2,99 auf 5,16. 

Die GroBe Bp, T ist, wie schon erwahnt, von der physikalisehen 
Natur des stromenden Mediums abhangig. 

Bei idealen Gasen ist die Warmeleitzahl und die spezifisehe 
Warme vom Druck unabhangig (vgl. S. 184). Das spezifisehe Gewieht 
ist dem Druck p [at] direkt proportional nach der Gleiehung 

worin Y p das spezifisehe 

Yl" " 
Damit wird 

Yp=Yl'P, 
Gewicht bei P [at] 

" ,,1 [at] 
und 
ist. 

II..Cp 'rl " II. n 1 "n ( 1) 
Bp,T= ----;:-,--.p = an T' P =BT·Bp' 

SO daB die Gl.(77c) fUr ideale Gase die Gestalt annimmt: 

a = 22,5.BzBd·Bw·Bp.BT' (77d) 
Fur B1! gilt ohne weiteres dieselbe Abhangigkeit wie fur Bw. 
Die GroBe BT endlieh ist bei den einzelnen Gasen natiirlich ver

sehieden, bei demselben Gase aber nur mehr eine Funktion der mitt
leren Temperatur T m des Gases. 

Fur Luft sind die Werte in nachstehender Zahlentafel zusammen
gestellt. 

Zahlentafel8a. Abhangigkeit des BT von Tm [Oabs.] bei Luft. 

Tm 
I 

BT Tm ! BT Tm 
I 

Bp Tm I 
BT i 

100 
I 

0,307 350 0,150 600 0,108 850 0,089 
150 ! 0,242 400 0,137 650 0,104 900 0,087 
200 

I 
0,204 450 0,128 700 0,099 950 0,084 

250 0,181 500 0,120 750 0,095 1000 0,082 
300 I 0,162 550 0,113 I 800 I 0,092 I - -
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Es nimmt also bei Luft die Warmeiibergangszahl mi~ steigender 
Temperatur T m abo 

Anmerkung. In dem Taschenbuch "Die Riitte" findet sich ein 
Schaubild, welches von NuBelt stammt und in einem System von 
vier Kurvenscharen die Warmeiibergangszahlen fUr Luft direkt ab
zulesen gestattet. 

Zahlenbeispiel. Durch ein glattes Rohr von 40 mm Durchmesser 
stromt PreBluft von 6 at Druck mit einer Geschwindigkeit von 
25 mjsek. Die Lufttemperatur ist 20° C und die Wandtemperatur 
200 ° C. Wie graB ist die Warmeiibergangszahl in 3 m Entfernung 
vom Rohranfang? 

Es ist: Tp = 293°; Tw = 473°; damit Tm = 383°. Also: 
a = 22,5.Bz .Bd ·Bw .Bp ·Bp 

= 22,5·0,95 ·1,67 ·12,71· 4,11· 0,144 

= 268 [m2 .~~~radJ . 
Es sind in letzter Zeit mehrere Male Bedenken aufgetaucht hin

sichtlich der Giiltigkeit der NuBeltschen Gleichung, welche in all
gemeiner Form lautet: 

d ( Z )const2 (co. d) const, 
a· T = const1 · d . a . 

Diese Bedenken stiitzen sich meist auf beobachtete Abweichungen 
zwischen gemessenen und errechneten a -W erten. Wenn man von 
jenen Fallen absieht, in denen die Abweichungen nicht sehr erheb
Hch sind, oder in denen die gemessene Zahl nicht absolut einwand
frei ist, so bleibt noch die weitere Erklarungsmoglichkeit, daB die 
Gleichung auBerhalb ihres Giiltigkeitsbereiches verwendet wurde, denn 
es ist heute noch nicht moglich die Grenzen dieses Giiltigkeits
bereiches zuverlassig festzusetzen. 

NuBelt selbst gibt eine untere Grenze fUr die Geschwindigkeit 
an; es solI die KenngroBe 

sein. 

co·d 
~-- > 1000 bei 1 at 

a 

co·d -- > 7000 bei 16 at 
a 

Das Dberschreiten einer oberen Grenze fill die Geschwindigkeit 
ist bei technischen Aufgaben wahl nicht zu befiirchten. 

Recht schwierig ist es, die Temperaturgrenze nach oben festzu
legen. Die NuBeltschen Versuche wurden bei einer Wandtemperatur 
von 100° C und bei Gastemperaturen unter 100° C durchgefUbrt. 
lch glaube, man kann obne Bedenken die Gleichung bei Wand- und 
Gastemperaturen bis hinauf zu 500 oder 600° U anwenden. Dariiber 
hinaus besteht allerdings die Gefahr, daB sich der Strahlungsaus-
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tausch zwischen Gas und Wand bemerkbar macht. Der EinfluB der 
Strahlung wird sich urn so friiher bemerkbar machen, je weiter das 
Rohr ist, je langsamer das Gas stromt und je hoher sein Strahlungs
vermogen ist. Darum darf besonders bei Gasgemischen, welche 
Wasserdampf und Kohlensaure enthalten, die obere Temperaturgrenze 
nicht zu hoch gesetzt werden. Auf tropfbare Fliissigkeiten darf die 
Gleichung nach den Versuchen von Stender nicht angewandt werden. 

2. Gleichnng fur uberhitzten Wasserdampf. Fiir den Warme
iibergang von iiberhitztem Wasserdampf an Rohrwandungen konnen 
wir die Versuche von Poensgen (s. Lit.-Verz. 25) heranziehen. Diese 
Versuche fiihrten zu der Formel 

p 1,082 W 0,89~ [ kcal ~J 
a=329· .-- --~-

, 100,OOl7t w d O,164 m2.Grad.h' 

worm auBer den bekannten Bezeichnungen noch 

bedeuten. 

p den Druck des Dampfes m [ at] 
tw die Temperatur" " ,,[0C] 

(78) 

Gl. (78) ist als eine rein empirische Formel zu betrachten, die 
mit der theoretischen Gl. (74) in keine Verbindung gebracht werden 
kann. [Zahlentafeln siehe Taschenbuch "Die Riitte".J 

Die Gl. (78) gilt natiirlich nur, wenn keine Kondensation eintritt, 
also nul' solange als die Wandungstemperatur iiberall hoher ist als 
die Sattigungstemperatur des Dampfes bei dem entsprechenden Druck. 

3. Gleichnngen fur Wassel'. Rier sind die Versuche von 
Soennecken (s. Lit.-Verz. 26) und von Stender (s. Lit.-Verz. 27) an
zufiihren. 

Soennecken untersuchte drei verschiedene Rohre von del' gleichen 
Lange 192 cm und zwar: 

1. ein nahtlos gezogenes Messingrohr 
2. " Mannesmann Prazisionsstahlrohr 

von 1 7 mm innerem Durchm. 

3."" " 
" 17" 
" 28" 

Die Versuche lieferten nachstehende Gleichungen: 
fiir das Messingrohr: 

wO,91 

a = 2120.(1 + 0,014.tw)· dO, 90; 

fiir die beiden Stahlrohre: 
WO,7 

a = 735· (1 + 0,0]4· tw)' d o,3 ; 

" " 
" " 

(79a) 

(79b) 

wobei die innere Wandtemperatur tw in Celsiusgraden einzusetzen 
ist. Del' Unterschied zwischen beiden Gleichungen ist keine Folge 
der verschiedenen Metane an sich, sondern eine Folge der verschie
denen Rauhigkeiten del' Rohrinnenwand; das Messingrohr war glatter 
als das Stahlrohr. Mit zunehmender Rauhigkeit nehmen also sowohl 
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der Beiwert als auch der Exponent abo Eine Zahlentabelle iiber die 
/X- Werte nach der Soenneckenschen Formel fiir das Gebiet 

tw = 0° C bis 150° C, 
OJ = 0,5 m/s" 5,0 m/s 

findet man in dem Taschenbuch "Die Hiitte". Nach den Versuchen 
von Soennecken hangt die Warmeiibergangszahl in hohem MaBe 
von der inneren Wandtemperatur ab, wahrend der EinfluB der mitt
leren Wassertemperatur zu vernachlassigen ist. 

Zu gerade dem gegenteiligen Ergebnis kommt Stender. Er fiihrt 
zum Zwecke der Rechnung eine Tempcratur '/: ein nach der Gleichung 

'/: = 0,9 tm + 0,1 tw; 
darin ist 

tm die mittlere Temperatur des Wassers im ganzen Rohr in °C, 
tw "" "der Rohrwand in ° C. 

Einige W erie dieser Temperatur '/: gibt die nachstehende Dbersicht. 

--:-I tm 

tw 1-100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 

20 0 11 
40 0 13 
60 0 15 
80 0 17 

100 0 19 

20 
22 
24 
26 
28 

29 
31 
33 
35 
37 

38 
40 
42 
44 
46 

47 
49 
51 
53 
55 

56 
58 
60 
62 
64 

65 
67 
69 
71 
73 

74 
76 
78 
80 
82 

83 
85 
87 
89 
91 

92 
94 
96 
98 

100 

Von dieser Hilfsgri:iBe '/:, welche fast allein durch die mittlere 
Wassertemperatur bestimmt wird, und auf welche die Rohrwand
temperatur nahezu keinen EinfluB hat, hangt nach Stender die 
Warmeiibergangszahl abo Er fand an glatten Stahl- und Messing
rohren von 17 und 28 mm Durchmesser folgende Gleichung: 

a = 2830·(1 + 0,0215. '/: - 0,00007. ,/:2). OJ 0,91-0,00115 T • (80) 

Die Abhangigkeit vom Rohrdurchmesser war zu unbedeutend, als 
daB sie sich einwandfrei hatte feststellen lassen. 

Zahlentafel 8b. 
Warmeubergangszahlen fur Wasser an Rohrwandungen. 

(Nach Stender.) 

20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 

100 

0,1 

516 
597 
677 
753 
832 
905 
978 

1045 
1110 

953 
1095 
1230 
1360 
1490 
1610 
1725 
1830 
1930 

(J) [mjsek] 

0,5 

2150 
2450 
2720 
2980 
3230 
3450 
3660 
38!'iO 
4000 

1,0 

3970 
4480 
4940 
5370 
5775 
6120 
6430 
6710 
6930 

----- -------- --

[ 2,0 I 5,0 

7340 
8250 
9000 
9720 

10300 
10900 
11300 
11730 
12070 

16550 
18400 
19700 
21200 
22300 
23200 
24000 
24600 
24950 
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b)Stromung im geradenRohr. Querschnitt nicht kreisformig. 

Erfolgt die Stromung nicht durch ein Rohr von kreisformigem 
Querschnitt, sondern durch eine Leitung von beliebigem Querschnitt, 
so Hi.Bt sich folgender Satz anwenden: 

Die Warmeiibergangszahl fiir einen beliebigen Querschnitt ist 
gleich der Warmeiibergangszahl in einem Vergleichsrohr mit; kreis
formigem Querschnitt, wenn wir dessen Durchmesser zu 

(81a) 

annehmen. 
Hierbei 1st F die FIache des durchflossenen Querschnittes (in m2) 

und 8 derjenige Teil des Umfanges (in m), durch welchen der Warme
austausch stattfindet. Dies gibt: 

1. Fiir den Ringquerschnitt mit den Durchmessern D und d 
bei Warmeaustausch nach auBen und innen: 

D2 _d 2 

dO' = - D + d = D - d, 

bei Warmeaustausch nach auBen allein: 
D2 _ d 2 

d,,= -n-' 
bei Warmeaustausch nach innen allein: 

D2_ d 2 

d"=--d-

(81 b) 

(81c) 

(81d) 

2. Fiir den rechteckigen Querschnitt mit den Seiten a und b; 
bei Warmeaustausch durch alle vier Seit;en: 

4·a·b 2 ab 
d ---------
y- 2.(a+b) - a+b' (81e) 

bei Warmeaustausch durch nur zwei Seiten a: 

4·a·b 
d,. = --- = 2 b , 

2a 
(81 f) 

bei Warmeaustausch durch nur eine Seite a: 

4.a·b 
dy =---=4b. 

a 
(81 g) 

Die iibrigen Seiten des Rechteckes geIten hier
bei als vollkommen warmeundurchlassig, wie das in 
den Abb.31 durch Schraffur angedeutet ist. Die 
Gl. (81) gilt unter der Annahme, daB diese Flachen 

(L 

·bC] 

(L 

mb ~ 

Abb.31. 
Warmeiibergang in 
Leitungen mit recht
eckigem Querschnitt. 

wegen ihrer Isolierung an dem Warmeaustausch nicht teilnehmen. 
Das ist nur bei tropfbaren Fliissigkeiten wirklich der Fall. Bei Gasen, 
vor aHem bei hohen Temperaturen, erhalten diese Flachen von den 
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eigentlichen Heiz:fl.iichen Wiirme zugestrahlt, erwiirmen sich dadurch 
selbst iiber Gastemperatur und wirken so als Hilfsheizfl.iichen. 

Die Gl. (81a} wurde von NuBelt auf rein theoretischem Wege 
aufgestellt. Ihre experimentelle Bestatigung ist vorerst nu,r fiir ring
formigen Querschnitt durch die Versuche von Jordan gegeben. 

c) Stromung um einen Zylinder. 

Wenn ein Zylinder von einer Stromung senkrecht getrofien wird, 
so bildet sich ein Stromungsfeld gemaB Abb. 28 aus. Da an ver
schiedenen Stellen des U mfangs ein verschiedener Stromungszustand 
herrscht, so sind auch die Warmeiibergangsverhaltnisse langs des Um
fanges veranderlich. Es gibt recht viele technische Aufgaben, bei 
denen es wichtig ware, diese Veranderlichkeit genau zu kennen -
so z. B. um die Stellen groBter Kiihlwirkung zu finden. Allein diese 
GesetzmaBigkeit ist uns heute noch nicht bekannt und wir miissen 
mit einem konstanten Werte a langs des Umfanges rechnen. 

Aus den Versuchen von Hughes hat NuBelt (s. Lit.-Verz.17) eine 
Gleichung aufgestellt, welche mit der theoretisch gefundenen Gl. (74) 
in Vbereinstimmung ist. 

Zahlentafel 9. 

Warmeiibergangszahlen fiir verschiedene Zylinderdurchmesser 
und Windgeschwi ndigkeiten. Temperatur d. Zylinderoberflache 100 0 C, 

Temp. d. Luft 20 0 C, Druck d. Luft 760 mm Q. S. 

din 
Meter 

0,005 
0,010 
0,016 
0,020 
0,026 
0,033 

0,042 
0,048 
0,052 
0,059 
0,076 
0,083 

0,089 
0,095 
0,102 
0,108 
0,114 
0,121 

0,127 
0,140 
0,152 
0,165 
0,178 
0,203 

61,5 70,0 
34,6 41,9 
24,5 31,3 
20,9 27,4 
17,9 24,5 
15,4 21,3 

13,4 19,1 
12,5 18,0 
11,9 17,4 
11,2 16,6 
9,9 15,0 
9,6 14,4 

9,3 14,1 
9,1 13,8 
8,8 13,5 
8,6 13,2 
8,4 12,9 
8,2 12,6 

8,0 12,5 
7,7 12,0 
7,5 11,7 
7,2 11,4 
7,0 11,2 
6,8 10,7 

3 I 
768 
48;4 
37,8 
33,5 
29,6 
26,7 

24,2 
23,2 
22,5 
21,5 
19,5 
18,8 

18,4 
17,9 
17,5 
17,2 
16,9 
16,5 

16,3 
15,9 
15,5 
15,1 
14,7 
14,1 

w in MeterjSekunde 
4 I 5 I 10 i 15------W-T25 1-5-0--C-1 1-0--0-

83,8 
54,9 
43,2 
39,0 
34,9 
31,7 

28,8 
27,6 
26,8 
25,6 
24,5 
22,8 

22,2 
21,8 
21,3 
20,9 
20,6 
20,0 

19,6 
19,2 
18,8 
18,4 
17,9 
17,2 

90,3 1122,2 150,7 177,21199,0 313,7 500,0 
61,1 88,4 115,7 136,8 156,9 220,7 405,0 
49,1 74,3 95,7 113,3· 133,6 211',3 352,0 
44,3 67,9 92,1 106,6 125,0 202,4 328,8 
39,8 63,1 81,2 98,6 115,2 186,8 302,2 
36,5 57,1 75,3 91,8 107,2 174,0 281,7 

33,4 52,6 69,6 84,9 99,8 161,4 263,9 
31,8 50,9 67,3 81,5 95,7 154,5 255,2 
31,0 49,9 65,0 78,9 93,3 150,6 247,0 
29,7 47,5 63,0 76,8 89,6 146,7 240,0 
27,3 43,8 58,1 71,1 83,2 141,2 222,0 
26,5 42,5 56,7 69,3 81,5 132,8 217,0 

25,9 41,9 55,5 68,2 79,4 129,6 214,1 
25,2 40,9 54,5 66,5 78,1 127,7 207,2 
24,8 40,2 53,3 65,5 76,1 124,7 204,3 
24,3 39,5 52,3 63,9 75,0 123,1 201,8 
24,1 38,7 51,7 63,0 73,8 120,8 198;1 
23,6 38,0 50,9 61,9 72,4 118,8 194,6 

23,1 37,4 50,1 61,4 72,0 118,2 193,0 
22,5 36,4 48.7 59,8 70,1 114,4 188,6 
21,9 35,5 47;2 58,0 68,2 110,7 182,9 
21,4 34,6 46,2 56,8 66,3 108,4 180,6 
20,9 33,9 45,2 55,6 65,2 107,2 174,7 
20,1 32,6 44,1 53,3 62,6 103,2 168,7 
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Wahrend aber bei der Stromung im geraden Rohr sich die Kenn
groBe (IX' cl) ; A von der KenngroBe Re als fast unabhangig erwies, 
zeigte sie sich hier als unabhangig von der KenngroBe Pe. Dnter 
Vernachlassigung des Einflussesder Rauhigkeit gilt die Gleichung: 

IX. ~ = Iff (w.:.g) , 

und zwar ergab sich aus den Versuchen von Hughes fUr Luft: 

}. ( w.d'e )0,716 
a = 0,0670· ~n. 1273 + -----.!!!:. • 

1'-", 
(82) 

Dabei sind die Stoffwerte Am' em und 1'-", bei der Temperatur tm ° C 
= Htp O + twO) einzusetzen. 

In der vorstehenden Zahlentafel 9, welche der NuB e I t schen 
Arbeit entnommen ist, sind Werte von IX fiir verschiedene Werte 
von d und w zusammengestellt. 

Von groBerem technischen Interesse als die Stromung gegen ein 
einzelnes Rohr ist die Stromung gegen ein Rohrbiindel. Allein dieser 
Fall ist noch viel zu wenig erforscht, als daB er hier besprochen 
werden konnte. Es sei nur erwahnt, daB nach den Versuchen von 
Thoma (s. Lit.-Verz. 9) der Warmedurchgang durch R6hrenbiindel sich 
urn etwa 20 ° I ° erh6ht, wenn die Rohre nicht aIle hintereinander stehen, 
sondern die aufeinanderfolgenden Rohrreihen um je eine halbe Tei
lung versetzt sind. 

d) Stromung langs einer ebenen Wand. 

Jiirgens (s. Lit.-Verz. 29) untersuchte den Warmeiibergang von 
einer senkrechten, geheizten Kupferplatte an einen wagrecht daran 
vorbeistreichenden Luftstrom. 

Die GroBe der Platte war bei allen Versuchen gleich, namlich 
0,5 X 0,5 m, so daB also der EinfluB der PlattenausmaBe nicht fest
gestellt wurde. 

Die Oberflachenbeschaffenheit wurde verandert, indem einmal 
die gew6hnliche Platte, ein zweites Mal die polierte Platte und ein 
drittes Mal die aufgerauhte Platte untersucht wurde. Die Temperatur 
der Platte (= 50° C), die Temperatur der Luft (= 20° C) und der 
Druck der Luft (= 1 at) waren bei allen Versuchen gleich. 

Besondere Beachtung wurde dem EinfluB der Stromungsgeschwin
digkeit geschenkt. War diese groB - etwa 5 m/sek und dariiber -, 
so trat gegeniiber dieser aufgezwungenen Stromung die freie Stro
mung der erwarmten Luft ganz zuriick. Mit allmahlich abnehmender 
Geschwindigkeit trat jedoch der Auftrieb immer mehr in die Er
scheinung, bis zuletzt bei stillstehendem Geblase der Warmeiibergang 
an sogenannte ruhende Luft untersucht wurde. 

Es ist J iirgens zwar gelungen, den ganzen Geschwindigkeits
bereich in einer Formel zu umfassen. Da diese aber fUr praktische 
Zwecke zu unbequem gewesen ware, hat er fUr niedere und hohe 
Geschwindigkeiten getrennte Formeln aufgesteIIt. Das formelmaBige . 
Ergebnis der JiirgensschenArbeit lautet: Fiir eine senkrechte Kupfer-
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platte und wagrecht stromende Luft, fiir einen Druck von 1 at und 
fiir die Temperaturen ep = 20° C und ew = 50° C geIten fiir die 
Warmeiibergangszahlen die Gleichungen: 

00 <5mJsek 00 > 5mJsek 
bei polierter Fliiche: a=4,8+3,4w; a=6,12.wo,78 (83) 
bei gewalzter " a = 5,0 + 3,400; a = 6,14'00°,78 (84) 
bei gerauhter " a = 5,3 + 3,600; a = 6,47· w M8 (85) 

Die Warme, welche von der Platte durch Leitung und Konvektion 
an die vorbeistreichende Luft abgegeben wird, berechnet sich mit 
diesen Werten a nach der bekannten Gleichung: Q= a.(ew - e p ) ·F·t. 
AuBerdem gibt aber die Platte auch noch Warme dUTch Strahlung 
ab, welche fast ohne Verlust durch die Luft hindurchdringt und erst 
von den Wanden des Raumes aufgefangen wird. Ober die Berech
nung dieser ausgestrahlten Warme wird im III. Hauptteil des Buches 
gesprochen. 
e) Freie Abkiihlung eines wagrechten Zylinders in Luft. 

Wenn wir von der gesamten Warmeabgabe eines Zylinders die 
Warmeabgabe durch Strahlung abziehen, so gilt fiir die verbleibende 
Abkiihlung durch Leitung und Konvektion die G1. (75) in der Form 

a.-~= lJ'(d3 ' r'.!·(Tw - T R )) = P(Gr), (86) 
A. g ·It'J· Tm 

wobei mit Gr die KenngroBe bezeichnet ist. Auch diese Gleichung 
stammt von NuBelt. Sie wiirde streng genommen nur fiir kleine 
Temperaturdifferenzen geIten, ist aber mit geniigender Genauigkeit 
auch fur groBere Temperaturunterschiede brauchbar, wenn wir fiir 
die Temperatur Tm und die Stoffwerte folgende Mittelwerte wahlen: 

TW 

; = Tw 1 TR f d: = l;:wJ~;; 
m TR 

Tw 
---1 

Tm = TR. TR = TR.f (Tw); 
In Tw TR 

TR 

(87) 
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Aus den Versuchen von 
Kennely, Wright und Bylevelt an diinnen Drahten 
Langmuir " " " 
Bylevelt " " " 
Wamsler " Rohren von 2 bis 9 em ¢ 
bereehnete NuBelt, daB die Funktion lJI den in Abb.32 darge
stell ten VerIauf hat. 

/"'-
-~ l(\Q),/ F 

- --
.,~~~ 1/ ~ 

&.~.r/ vi'" 
oYer,s dimn eone/I/, ~iq-nt, ~q/enW- rl' ~ 
+ " " ulKlm ir .~",. 3il 
• h " ,!//cye ;,'6'/ ~ 
" h .. WTmsl. 

--
"[/ 
I / 
V qs 

/ 
17 

o 
-I- ~7 

¥ 
~f,....; 0 

"III'-' ];. VcP""Il 

~ fO" 0 

I- at 
-5 -¥ -J -z -1 0 #1 rZ #J r¥ rS 1'6 #7 

Abb.32. Kennfunktion bei einem wagrechten Zylinder 
d3 .y2.(Tw -TR ) 

und freier Stromung: 

Abszissen: log 0 T ; 
y·w· m 

Ordinaten: log ( IX' ;. ) • 

Da die Bereehnung der KenngroBe Gr eine sehr umstandliehe 
Arbeit ist, so ist fiir die wiehtigsten Werte der Raumtemperatur 
namlieh tR = 0° C, 20° C und 40° C eine Tabelle ausgereehnet. Diese 
Zahlentafel 10 ist fiir einen Zylinderdurehmesser d = 0,01 m und fiir 
einen Barometerstand b = 760 mm bereehnet. Die so erreehnete 
KenngroBe sei mit GrYOriaUfig bezeiehnet. 

Betdigt der Barometerstand nieht 760 mm sondern b mm und 
ist der Durchmesser des Zylinders nicht 0,01 [m] sondern d [m], so 
ist der tatsaehliehe Wert der KenngroBe 

Gr- -- . -- ·Gr ( b )2 ( d )3 
- 760 0,01 yorl' 

(88) 

Fiir den ersten Faktor sind die Werte fiir b = 760 bis b = 700 mm 
In naehstehender Tabelle zusammengestellt. 

b 760 750 740 
! 

730 I 720 
I 

710 
I 

700 

(bJ760)2 1,00 0,98 0,95 I 0,92 I 0,90 
I 

0,87 
I 

0,85 
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Zahlentafel 10. 

KerngroBe Gryorl • abhangig von tw und tR bei d = 0,01 m und b = 760 mm. 

tR = 0° 0 tR = + 20°0 tR =+40°0 
tw 

I 
-

tm Grvorl. tm Gryo.!. tm Gr.or!. 

-200 -121 -700000 -115 -1\37000 -108 -566000 
-150 - 85 -189000 - 77 -176000 - 69 -161000 
-100 - 53 - 59700 - 45 - 60500 - 37 - 59600 
- 50 - 26 - 16900 - 16 - 20200 - 8 - 22300 
=t= 0 0 0 + 10 - 3700 + 19 - 6400 

+ 50 + 24 + 7300 + 35 + 3800 + 45 + 1200 
100 48 10400 58 7200 70 4500 
150 70 

I 

11500 82 8600 93 6300 
200 92 11600 104 9100 114 7200 
250 112 11600 125 9200 137 7300 

-
300 131 11100 144 9000 158 7200 
350 152 10500 165 8500 178 7100 
400 170 9900 185 8100 198 6800 
450 190 9300 203 7700 217 6500 
500 208 8600 221 

I 

7400 236 6100 

550 227 8000 240 6900 255 5900 
600 241, 7600 258 6500 272 5600 
650 261 7100 275 

I 

6200 291 

I 
5300 

700 278 6700 292 5800 308 5000 
750 295 6300 309 5500 327 4700 

ZahlenbeispieI. In einem Raum von 20 ° 0 ist ein heiBes Rohr 
von 200°0 Oberfiaehentemperatur wagreeht gelagert. Der Dureh
messer des Rohres ist 3,3 em und der Luftdruek betragt 715 mm. -
Wie groB ist die Warmeii bergangszahl (ohne Strahlung)? 

Fiir e R = 20° 0 und ew = 200° 0 entnebmen wir aus der Zahlen
tafell0 den Wert GrVOrl = 9100 und bereebnen dann mit G1. (88) 
den Wert 

(715)2 (0033)3 . 
Or = 760 . 0:010 ·9100 = 0,89·35,9·9100 = 290000. 

Aus der Abb. 32 entnehmen wir, daB zur KenngroBe Gr = 290000 
d 

der Wert ce.,;: = 10,59 gehOrt. 
m 

Aus Zahlentafel 10 entnehmen wir em = 104°0 und dam it aus 
Zablentafel 35 den Wert Am: = 0,0265. 

Zum Sehlusse erhalten wir 

0,0265 [ keal ] ce =---·10,59 = 8,50 2 h G d . 
0,033 m .. r 

f) Fiir kondensierende Dampfe. 

Der Warmeiibergang bei kondensierenden Dampfen und ver
dampfenden Fliissigkeiten unterseheidet sieh vom Warmeiibergang 
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ohne Aggregatzustandsanderung durch das Auftreten der groBen 
latenten Warmemengen und er ist ein so vollstandig anders gearteter 
Vorgang, daB vom streng wissenschaftlichen Standpunkte aus fUr 
seine Besprechung ein besonderer Hauptabschnitt eingeschaltet werden 
miiBte. Aus ZweckmaBigkeitsgriinden will ich jedoch davon absehen 
und den Warmeiibergang mit Aggregatzustandsanderung hier ein
schalten. 

Zur Bespreohung des Warmeiiberganges bei kondensierenden 
Dampfen konnen wir uns abermals auf eine theoretische Arbeit von 
NuBelt (s. Lit.-Verz. 18) stiitzen. Der Grundgedanke dieser Arbeit 
ist folgender: 

Wahrend beim langsamen Niederschlagen von Wasser aus feuchter 
Luft etwa an kalten Fensterscheiben sich das Wasser in Tropfen
form ansetzt und als Schlieren abwarts flieBt, muB sich bei der 
raschen Kondensation von luftarmem Dampf bei groBen Temperatur
unterschieden zwischen Dampf und Wand eine geschlossene Fliissig
keitshaut bilden, welohe unter dem EinfluB der Schwere abwarts 
flieBt, wobei durch Aufnahme weiterer Niederschlage ihre Dicke stetig 
wachst. 

Die Temperatur der Wasserhaut ist auf der einen Seite gleich 
der Temperatur ew der Wand, auf der anderen Seite gleich der 
Sattigungstemperatur en des Dampfes. 1st Yo die Dicke der Haut, 
so laBt sich der Warmetransport durch die Haut nach der Gl. (a) 
berechnen. 

en-ew Q=A·_-_·p·t. 
Yo 

Aus dem Begriff der Warmeiibergangszahl folgt Gl. (b): 

Q = a·(en - ew)·p·t. 

Duroh Gleichsetzen von (a) und (b) ergibt sich Gl. (c): 

a = A/Yo' 

(a) 

(b) 

(c) 

Da A aus Tabellen entnommen werden kann, braucht man nur 
noch Yo zu kennen, um mit Hilfe dieser Gl. (c) den Wert a berech
nen zu konnen. 

Aus den thermischen und hydrodynamischen Bedingungen, welchen 
die Bildung der Wasserhaut unterworfen ist, konnte NuBelt flir 
eine senkrechte, ebene Wand und flir ein wagrechtes Rohr die 
Dicke Yo der Wasserhaut berechnen. 

1. Fur eine senkrechte Wand: Es ist 

(89) 
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Hierin bedeutet auBer den bekannten GroBen 

x den Abstand der MeBstelle vom oberen Rand der Wand in [m], 

r die Verdampfungswarme . . . . . . . . ..•.. in [k:il 
A einen zusammenge~etzten Stoffwert des Kondensates, 
einfachen Stoffwerten nach der G1. (d) aufbaut 

A- . _ r·r2 • 23 [ kcal4 ] 

ft m 7 .Grad3 .h4 

der sich aus 

(d) 

Aus G1. (c) 
zahl zu: 

und GI. (89) berechnet sich nun die Warmeiibergangs-

V A 
a., = 0,707· (e e)' x· ~D-~W 

Diese Warmeiibergangszahl ax gilt nur innerhalb eines Streifens 
von der Hohe d x im Abstand x vom oberen Rand der Wand. 

Dehnt man die Betrachtung iiber die gan:t;e Wand von der Breite 
B und der Hohe H aus, so fiihrt die Integration zu den beiden 
Gleichungen: 

Die mittlere Warmeiibergangszahl am fiir die ganze Wand ist: 

{I A 
am = 0,943· f H· (eD - ew) . (90) 

Die Warmemenge, welche in der Zeiteinheit vom Ihtmpf an die 
Wand iibergeht, ist: 

Qh=0,943.B.H.(eD -eW).tIH" (e A e r '"D-~W 
4~~~--~~~~ 

=0,943.B,vH3.(eD-ew)3.A. (91) 

Die Gin. (89), (90) und (91) lassen sich unverandert auch fiir 
senkrechte Rohre von der Hohe H verwenden, denn da bei den 
Abmessungen der technisch verwendeten Rohre der Durchmesser un
vergleichlich groBer ist als die Dicke der Wasserhaut, so spielt die 
Kriimmung der Rohroberflache keine Rolle und es ist Dicke und 
Bewegungszustand der Wasserhaut an senkrechten, ebenen Wanden 
und senkrechten Rohren gleich. 

2. Fiir wagrechte Rohre. Die Warmeiibergangszahl fUr ein wag
rechtes Rohr vom Durchmesser d ist nach NuBelt 

{; A 
a = 0,724 r ([.(eD - e w)' (92) 

Die Warmemenge, welche in der Zeiteinheit an em Rohr vom 
Durchmesser d und der Lange L iibergeht, ist 

Qh = 0,724.d'llL·(eD - e w)' f - A-

d·(eD - e w) 
4 _~ _____ ~~ 

= 2,27 ·L· Vd3·(eD - e w)3·A. (93) 
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3. Besprechung des Ergebnisses. Die Gleichungen fur die Warme
iibergangszahl bei senkrechten Wanden und wagrechten Rohren sind 
so gleich gebaut, daB es genugt, wenn wir eine del' beiden Glei
chungen, z. B. diejenige fiir das Rohr, besprechen. Wir schreiben 
Gl. (92) in der Form 

1 1 4-
a = 0,724· '4 _ • 4 • VA. 

Vd ven ~ew 
Die Warmeubergangszahl nimmt also mit zunehmendem Durch

messer ab, aber da nur die vierte Wurzel von d in Rechnung tritt, 
so ist die Abhangigkeit vom Durchmesser nur eine auBerst geringe, 
wie die nachstehende Zahlentafel zeigt. 

Zahlentafel II. 
Werte der Potenz d- if •. 

d[m] I 
4-

I d [m] I 
4-

I I d [mJ I 
4-

d lWd d IjVd d IjVd 
I 

I 
I 

1 mm 0,001 I 5,62 1 em 

I 

0,01 3,16 
1 dm I 0,1 1,78 

2mm 0,002 4,73 2 em 0,02 2,66 2dm 0,2 1,50 
5mm 0,005 3,76 5cm 0,05 ! 2,15 5 dm 0,5 1,19 

In ganz derselben Weise hangt die Warmeiibergangszahl auch 
von dem Temperaturunterschied (en - ew) abo Steigt der Tempe
raturunterschied von 1 0 auf 20°, so wachst die vierte Wurzel 
nur von 1,0 auf 2,1. 

Die einzelnen Stoffwerte r, /', A und fh des Kondensates hangen 
nur von der Temperatur der Fliissigkeitshaut ab, so daB auch A 
ein durch die Temperatur bedingter, reiner Stoff wert ist. Da aber 
bei gesattigten Dampfen die Temperatur eindeutig mit dem Druck 
zusammenhangt, so ist mit der Temperaturabhangigkeit zugleich eine 
Druckabhangigkeit des Wertes A verbunden. Zah~entafel 12 gilt fur 
Wasserdampf und enthalt die Zahlenwerte der vierten Wurzel aus A. 

Zahlentafel 12. 
Zur Bereehnung der Warmeiibergangszahl 

bei kondensierendem Wasserdampf. 

I a fiir 

pat t °C VA I d=O,f!5m 
en ew=100 

0,02 17,3 7010 6140 
0,05 32,3 7660 6710 
0,10 45,6 8100 7090 
0,20 59,8 8570 7500 
0,50 80,9 8100 7960 
1,00 99,1 9510 8350 
2,00 119,6 9860 8620 
3,00 132,8 10080 8840 
4,00 142,8 10250 9000 
5,00 151,0 10350 I 9080 
6,00 157,9 ]0430 9]50 
7,00 164,0 10500 9210 

G r ii b e r, Warmeiibertragnng. 7 
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Die letzte Spalte gibt auBerdem die Warmeiibergangszahl fiir ein 
wagrechtes Rohr von 5 cm Durchmesser bei @D - @w = 10 0, be
rechnet aus der Geichung 

1 4- 4-
a = 0,724.2,15'1,778 ·VA= 0,876·VA. 

Fiir die Dii.mpfe anderer Fliissigkeiten hat natiirlich A einen 
anderen Zablenwerl. Bei 1 [at] ist z. B. 

fu"r Wasser: .,4/- [kcal '/ '/ J ., A = 9 540 2 • m '. grad ' ; 
m .h.grad 

fu"r Alk h I ~4;A- 00 [kcal '/ d '/.] 00:., =23 2h d·m'.gra ; 
m .. gra 

fUr Benzol: VA = 1 790 [-2~~~~--' m'/'. grad 1/'J . 
m .h.grad 

Aus der bisherigen Darstellung des Warmeiiberganges bei kon
densierenden Dampfen konnte man folgern, daB die Berechnung der 
Warmeiibergangszahl eine durchaus einfache und so zwanglaufige 
Sache sei, daB sie keinerlei personliche Erfahrung verlange. Dies 
ist aber leider nicht der Fall, denn wir haben bisher mehrere recht 
einfluBreiche, aber zahlenmaBig schwer zu erfassende Umstande 
nicht beachtet. 

1. Wir haben den Temperaturunterschied (@D - @w) als bekannt 
vorausgesetzt. In Wirklichkeit muB die Temperatur @w erst aus den 
warmeleitenden Eigenschaften der Wand und den thermischen V or
gangen auf der anderen Seite der Wand berechnet werden. 

2. Die ganzen GIeichungen gelten flir Dampf mit geringer Stro
mungsgeschwindigkeit (kleiner als 1 m/sek). 1st die Geschwindigkeit 
groBer, so beeinfluBt der stromende Dampf die Bewegung und damit 
die Dicke der Fliissigkeitshautweitgehendst. Von dieser hangt wieder 
die Warmeubergangszahl abo 

In der N uBel tschen Arbeit ist fUr den Fall einer senkrechten 
ebenen Wand die Veranderung der Warmeiibergangszahl mit abwarts 
und mit aufwarts stromendem Dampf berechnet. Es zeigte sich, daB 
die Warmeiibergangszahl bei Kondensation im Vakuum nur wenig 
von der Stromungsgeschwindigkeit beeinfluBt wird, daB aber bei 
hoherem Druck der Wert a durch die Stromung auf ein Mehrfaches 
des Wertes fiir ruhenden Dampf gesteigert werden kann. 

3. Die GIn. (92) und (93) gelten nur fiir ein einzelnes, wagrechtes 
Rohr, oder fiir die oberste Reihe eines Rohrbiindels. In den tiefer
liegenden Rohrreihen wird die Wasserhaut nicht nur von dem Kon
densat auf dem betrachteten Rohr gebildet, sondern auch noch von 
dem Kondensat, das von den oberen Rohrreihen herabtropft. Des
halb ist die Warmeiibergangszahl bei der zweiten Rohrreihe nur 
68 % derjenigen in der ersten Rohrreihen. Fur die noch tieferen 
Rohrreihe wird der Teilbetrag noch kleiner. 
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4. Die Ableitung gilt nur fiir vollstandig luftfreien Dampf. Ent
halt der Dampf auch Luft - und das ist beim Dampf, wie ihn die 
Technik verwendet, stets der Fall - so wird dadurch der ganze 
Vorgang weitgehend beeinfluBt. Es wird wieder an den Kondensations-

. flachen aus dem Dampf-Luft-Gemisch der Dampf ausfallen und die 
schon besprochene Fliissigkeitshaut bilden. Dber diese legt sich jetzt 
eine dampffreie oder doch dampfarme Luftschicht, welche wie ein 
Isoliermantel wirkt. Durch diese Luftschicht muB nun erst der Dampf 
hindurchdiffundieren oder es muB durch eine lebhafte Stromung des 
Dampfes diese Luftschicht immer wieder zerstort werden. 

Die Warmeiibergangszahlen fiir lufthaltigen Dampf werden also 
bedeutend kleiner sein als fiir luftfreien Dampf.· Eine GesetzmaBig
keit ist hierfiir nicht bekannt. 

Wenn somit auch die NuBeltsche Theorie keineswegs aIle Um
stande zahlenmaBig zu erfassen vermag, so ist sie doch in zweifacher 
Hinsicht iiberaus wertvoll: erstens verschafft sie uns eine einwand
freie Vorstellung davon, wie sich der Vorgang der Kondensation 
abspielt und welche Umstande von Bedeutung sind, und zweitens 
gibt sie uns fiir einige vereinfachte Falle auch Zahlengesetze, die 
zudem experimentell bestatigt sind. 

Welch groBer Gewinn darin liegt, werden wir erst im nachsten 
Absatz verstehen, wo wir diese Fiihrung durch eine einwandfreie 
Theorie entbehren miissen. 

Zusatz: Dber die Kondensation des HeiBdampfes. 
Bekanntlich sind die Warmeiibergangszahlen von iiberhitztem 

Dampf etwa 10 mal bis 1000 mal kleiner als von Sattdampf. Dieses 
Verhaltnis gilt aber nur solange, als bei iiberhitztem Dampf die 
Wandtemperatur hoher ist als die Sattigungstemperatur des be
treffenden Druckes, das heiBt, solange als keine Kondensation ein
tritt. 

Dber die Kondensation des HeiBdampfes ist eine theoretische 
Arbeit von Stender erschienen (siehe Lit.-Verz. 28). In dieser Arbeit 
vertritt Stender die Ansicht, daB unter gleichen Verhaltnissen -
das ist gleichem Dampfdruck auf der einen Seite der Konden
sationsflache und gleicher Kiihlmittel t e m per a t u r auf der anderen 
Seite - die kondensierte Dampfmenge und damit die hindurch
gehende Warmemenge bei HeiBdampf sogar etwas groBer ist als bei 
Sattdampf. Diese Stende rsche Ansicht wird mehrfach bestritten 
vor allem unter Hinweis auf die Erfahrung, und die so entstandene 
Streitfrage liegt zurzeit dem wissenschaftlichen Beirat des V.d.I. zur 
AuBerung vor 1). 

g) Fiir verdampfende Fliissigkeit. 

Wenn eine Fliissigkeit siedet, so kann man im allgemeinen mit 
einer in der ganzen Masse einheitlichen Temperatur rechnen, nam
Hch der dem Druck entsprechenden Siedetemperatur. Sie sei mit eF 

') Vgl. Z. V.d. I. 17. X. 1925, S. 1339. 
7* 
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bezeichnet. Die Temperatur ew der Heizflii.che muB dann immer 
etwas h6her liegen und der Wert (ew - eF ) ist der das Sieden 
unterhaltende Temperaturunterschied. 

Dber den Siedevorgang selbst k6nnen wir uns etwa folgende 
Vorstellung machen: Die Fltissigkeit muB von der HeizfHiche durch 
eine diinne Dampfschicht getrennt sein, denn kame die Fliissig
keit mit der Wand in Bertihrung, so miiBte sie deren Tempe
ratur annehmen, also iiber ihren Siedepunkt erwarmt werden; 
dies ist aber sehr unwahrscheinlich, da zu einem Siedeverzug 
keine Veranlassung besteht. In dieser Dampfschicht stellt sich 
ein sogenanntes bewegliches Gleichgewicht ein. Einerseits will 
ihre Dicke infolge Neuverdampfung standig wachsen, anderseits 
muB sie aber wieder abnehmen, weil sich fortdauernd Dampfblasen 
aus ihr ablosen und der Schwere entgegen nach oben steigen. AuBer 
diesen beiden Ursachen wirkt aber noch eine dritte Ursache auf die 
Dicke del' Dampfschicht ein und das ist del' Bewegungszustand der 
wallenden, siedenden Fliissigkeit. 

Aus alledem laBt sich folgern, daB die Intensitat des Warme
austausches und damit auch die Warmetibergangszahl von der Form 
und den Abmessungen der Heizfiachen, von dem Temperaturunter
schied (ew - eF ) und von verschiedenen Stoffwerten, wie z. B. Ver
dampfungswarme, Zahigkeit uSW. abhangt. Von groBem EinfiuB ist 
del' Bewegungszustand der Fltissigkeit, und diesel' kal}n kiinstlich er
hoht werden, entweder durch ein besonderes Rtihrwerk, wie bei 
manchen Apparaten der chemischen und del' Nahrungsmittelindustrie, 
oder durch geschickte Anordnung der Heizfiachen und Wasserwege, 
wie bei den Dampfkesseln mit erhohtem Wasserumlauf. 

Wir besitzen heute wedel' eine einwandfreie Theorie, welche es 
gestatten wiirde aHe diese Umstande rechnerisch zu erfassen, noch 
liegt geniigend geordnetes und zuverlassiges Versuchsmaterial vor, 
um allgemeingiiltige Hinweise fiir die Wahl del' Warmeiibergangszahl 
geben zu konnen. Nur auf Grund personlicher Erfahrung ist es 
moglich, mit groBerer Sicherheit den richtigen Zahlenwert zu wahlen. 
1m aHgemeinen kann man fiir siedendes Wasser a = 2000 bis 6000 
setzen. 

C. Rechnerische Verwertung der 
Warmeiibergangszahlen. 

I. Allgemeines. 
Die Grundgleichung des Warmetiberganges darf in der einfachen 

Form 
Q = a·(eF - ew)·F.t (94) 

nur dann angewandt werden, wenn sich die Warmeiibergangszahl 
und die beiden Temperaturen weder mit der Zeit noch langs der 
Flache and ern. 
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Andert sich auch nur eine der GroBen mit der Zeit, so ist 
die nachstehende Form zu wahlen 

dQ = a.(eF - ew)·F.dt. (95) 
Mit solch zeitlich veranderlichen V organgen wollen wir uns in folgendem 
nicht weiter befassen; einige einfache Falle, bei denen nur ew sich 
andert, haben wir im 1. Hauptteil schon besprochen. 

Andert sich im anderen Falle auch nur eine der drei GroBen 
langs der Flache F, so ist statt Gl. (94) zu schreiben 

dQ = a·(ep - ew)·t.dF (96a) 
oder 

(96b) 
hierbei ist unter Qh die in der Stun de iibergehende Warmemenge zu 
verstehen. 

Die wichtigste Aufgabe aus diesem Gebiete ist der Warmeiiber
gang im geraden Rohr bei Beharrungszustand. 

II. Der Warmeiibergang im Rohl'. 
"In die Wandung eines groBen Behalters ist ein gerades Rohr 

eingelassen, durch welches in der Zeiteinheit G kg Fliissigkeit oder 
Gas ausstromen. Der Durchmesser des Rohres ist d, seine Lange L. 
Die Anfangstemperatur Ta solI im ganzen Eintrittsquerschnitt konstant 
sein, ferner sei die Wandtemperatur Tw langs des ganzen Rohres 
konstant. Die Stoffwerte der Fliissigkeit 1, cP ' y und ft sind be
kannt. 

Es sind nachste-
hende drei Fragen zu 
beantworten: 

1. Wie groB ist die 
Warmeiibergangszahl 
in verschiedenen Ent
fernungen z vom Rohr
anfang? 

2. Wie andert sich 
die mittlere Fliissig

keitstemperatur T. 
langs des Rohres? -

3. Wie groB ist die 
Warmemenge Qh' wel
che auf der Rohr
strecke z = 0 bis z = z 
in der Zeiteinheit von 
der Fliissigkeit abge
geben oder aufgenom
men wird?" 

(V gl. Abb. 33.) 

l;Y1-----~t-----------------~. 

z------..J 
J 

~:~~-----+----L------------~~I 
I 

~' : j : 
B. I t9z . i/.8e 

-.~. ~<. --F ~~~ ~F 
»» r: 

Abb.33. Abkiihlung der Fliissigkeit langs des Robres. 
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Wahl des Temperaturnullpunktes. 

Es vereinfaeht die Sehreibweise aller Reehnungen, wenn wir die 
zeitlieh und ortlieh konstante Wandtemperatur Tw gleieh null setzen 
und aIle anderen Temperaturen als Dbertemperaturen 8 reehnen. 
Dann wird: 

8 w =O, 
8 a = Ta- Tw 
8 z = Tz - Tw 
8. = T. - Tw. 

} 

Die Stromungsgesehwindigkeit. 

Die Stromungsgesehwindigkeit erreehnet sieh aus der Gleiehung 
d~n 

G=_·w·" 4 I 

oder 
d2 n 

G = 4·3600.0).y=900n.d2.0).y. 

Aus dieser Gleiehung laBt sieh noeh eine Beziehung ablesen, die 
in manehen Fallen von Wert ist: 

Da sich langs des Rohres Temperatur und Druck andern, so 
wird sieh vor allem bei Gasen auch die Diehte y langs des Rohres 
andern. Weil aber G und d fur aIle Querschnitte konstant sind, so 
miissen sich zufolge obiger Gleichung 0) und r immer so andern, 
daB ihr Produkt (0)' r) konstant bleibt. 

Frage 1: Warmeubergangszahl. 

Die Frage naeh der GroBe der Warmeiibergangszahl ist bereits 
dureh die Gl. (77) in ihren beiden Formen beantwortet. 

a = 22,5'~'(JJ-O.05 .(0)~dr79 

= 225. Z-O.05. d- O,16. 0)0,79 . ~ 
, aO,79' 

Frage 2: Temperaturverlauf. 

Wir betrachten ein kurzes Rohrstuek von der Lange dz im Ab
stand z vom Rohranfang und stell en fur diesen kleinen scheiben
fOrmigen Raum die Warmebilanz auf. 

An der Stelle z wird durch die Flussigkeit die Warmemenge 
d2n 

q = -·3600·OJ·r·c ·8 
I 4 p z 

in den Raum hineingetragen nnd an der Stelle z + dz auf die gleiehe 
Weise die Warmemenge 

d2 n 
q = -·3600·OJ·r·c ·8 II 4 l' .+dz 

wieder heransgeschafft. 
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Sod ann ist noch die Warme qm zu berechnen, welche an die 
Wand ubergeht und auf diese Weise das Raumelement veriaBt; es ist 

qIll = a·d·n·dz·ez • 

SoIl Beharrungszustand herrschen, so muB q[ - qll = qm sein, also 

d2 n 
-·3600·w·y·c ·(e - e ) =a;d·n·dz·e 4 p z z+dz z 

oder 

oder 

1 1 
- (de) = -·a·--~-·e ·dz 

900 d.w.y.cp z 

de 1 1 
- = - --·----·(X·dz e 900 d· w . y' cp • 

Beim Integrieren gibt das Integral auf der linken Seite den Wert 
In e; auf der rechten Seite mussen wir beachten, daB a selbst wieder 
eine Funktion von z ist, in der Form: 

" 1 (w. d· y. C )0.79 _ 
a = 22 [j'-.-' --.-~p ·z~O.Oa 'dO.95 ), • 

Damit ergibt sich 
z z 

fde = _ 22,5 .(w.d)~r'2l. _1_. fZ~0'05.dZ 
e 900 a dO.95 

° ° 
lne -lne = - 00250· -- .-- '--. (

w d) ~0,21 1 ZO,95 

z a ' a dO,95 0,95 

e z (w d) -0.21 (Z )0.9f) 
In-- = - 0,0263· -- . -ea a d 

Durch Delogarithmieren 

e" ~0,026"-(")'d\ ~0,2l. (~)0,95 
----"- = e . a-' d: 
e" . 

(97 a) 

= qJ (W~d, ~). (97b) 

Fassen wir fur die Stelle z den Temperaturunterschied der Flussig
keit gegenuber der Wandungstemperatur als Bruchteil des Anfangs
unterschiedes auf, so ist dieser Bruchteil eine Funktion von nur 
zwei Veranderlichen, erstens der schon fruher erwahnten KenngroBe 
Q)·d 
~-, zweitens der auf den Durchmesser bezogenen Entfernung z(d 

a 
vom Rohranfang. 

Die Werte der Funktion wurden fur die wichtigsten Bereiche 
der Veranderlichen ausgerechnet und in Zahlentafel 13 und Abb.34 
zusammengestellt. 
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z/d 

3 
5 

10 
20 
30 
40 
60 
80 

100 

Zahlentafel 13. 

Temperaturabfall im Rohr: 6J./6Ja = <P (ro~d, z/d). 

1.0 

0,5 

o 

ro·d 
a 

0,001 I 0,01 I 0,1 I 1 I 10 100 ' 1000 

(Z/d)0,95 4,27 i 2,63 I 1,62 I 1,00 0,617 0,380 I 0,234 

2,84 
4,61 
8,91 

17,2 
25,3 
33,3 
48,9 
64,3 
79,4 

~f::::.. 

0,73 
0,60 
0,37 
0,15 
0,06 
0,02 

! 
0,82 
0,73 
0,54 
0,30 
0,18 
0.10 

i 0,03 
! 

0,88 I 0,93 
0,82 0,88 
0,68 0,79 
0,48 0,64 
0,34 0,52 
0,24 0,42 
0,13 0,28 
0,06 0,19 
0,03 0,13 

1\\\ ['; .................... r---.,-r--- ""·ti l 

\ l\ "' ...... 
.......... r-- -~""7'000 

\li ",,-" ........ 10......... -r-- 700 -
i\ ""- ........... t-- ----1\ \ '" "'-.., --...... ~ 

f\""- .......... ............ ....z ---"OO~7 ............ ..fl? -............ 
'1::. ~ -............ 

...... t-:----- ---- --

0,96 
0,93 
0,87 
0,75 
0,66 
0,58 
0,45 
0,35 
0,27 

--
t----

0,97 I 0,98 
.0,96 0,97 
0,92 0,95 
0,84 0,90 
0,78 0,86 
0,72 0,81 
0,62 0,73 
0,53 0,67 
0,45 0,61 

-
----
r--

o W W M W m ~ m M M ~ 
--o-Z!d 

Abb. 34. Temperaturabfall der Fliissigkeit Hings des Rohres. 

Frage 3. Dbergehende Warmemenge. 

Urn diese Warme zu berechnen, braucht man nur die Warme
kapazitat der stundlich durch das Rohr stromenden Fliissigkeit mit 
der gesamten Temperaturanderung zu multiplizieren. Fur die Warme
kapazitat, die wir mit W bezeichnen wollen, ist auch die Bezeichnung 
"Wasserwert" ublich. Es ist 

. d2 n [ kcal J W= G·c = -·3600w·y·c --- . 
p 4 P h.Grad (98) 

Die Temperaturanderung errechnet sich aus Gl. (97). 

Die ubergehende Warme ist dann: 

( -0,0263 (Wd )-0,21. (:t,95) 
Qh=W'@a' l-e a/.d. (99) 
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In dieser Aufgabe war angenommen, daB die Wandtemperatur Tw 
langs des ganzen Rohres konstant sei. 

Der etwas allgemeinere Fall, daB die Wandtemperatur langs des 
Rohres geradlinig steigt oder fallt, ist in einem Aufsatz iill Gesund
heitsingenieur [so Lit.-Verz. 22] besprochen. 

m Der Warmedurchgang. 
a) Allgemeines. 

Wahrend beim Warmeiibergang der Warmeaustausch zwischen 
einer Fliissigkeit und der sie begrenzenden festen Wand stattfindet, 
handelt es sich beim Warmedurchgang urn den Warmeaustausch 
zwischen zwei Fliissigkeiten, die durch eine feste Wand getrennt sind. 

Die Grundgleichung des Warmedurchganges ist in ihrer Form 

Q = k·(81 - 8 2)·F·t = k·L1·F·t (100) 

der Grundgleichung des Warmeuberganges 

Q = a·(8 p - 8 w)·F·t 
nachgebildet. 

In Gl. (100) sind 8 1 und 8 2 die Temperaturen beider Fliissig
keiten und LI der Unterschied der Temperaturen. 

Je nach der Form der trennenden Wand unterscheidet man ver
schiedene FaIle, von denen der Warmedurchgang durch ebene Wande 
und der Warmedurchgang durch Rohrwande die wichtigsten sind. 
Fur diese beiden FaIle haben wir bereits im ersten Hauptabschnitt 
des Buches die Formeln fiir die Warmedurchgangszahlen kennen 
gelernt. 

Fur eine einfache, ebene Wand ist nach Gl. (Sa) 

k = ____ 1 _ [ kcal ] 
~..L ~ +!_ m2 .Grad.h . 
((1 I), a2 

Besteht die Wand aus mehreren Schichten, so folgt fiir k aus 
Gl. (16) der Wert 

k ~ -'- :-; cJ +~ [ m,~:kh 1 
((1 1 ((2 

Fiir Rohre mit einfacher Wandung folgt aus Gl. (12) 

kR =J-+~.l~~ + _1 __ [m.~~:~.-h] 
Cii·Di 22 Di Ci".Da 

und fiir Rohre mit geschichteter Wandung aus Gl. (17): 

kR~ = '_+ 2,,1 'In D"_ + 1 [m.~:~h j. 
ai"Di 22" Dn - 1 a"·D,, 
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Bei den Ableitungen der Warmedurchgangszahlen hatten wir 
immer angenommen, daB auf jeder Seite der Wand nur eine einzige, 
iiberall gleiche Fliissigkeitstemperatur herrscht. Dies ist aber, wenn 
es sich um endliche Fliissigkeitsmengen handelt, keineswegs der Fall, 
vielmehr werden sich die Fliissigkeitstemperaturen auf beiden Seiten 
im Sinne der Stromungsrichtung dauernd andern. Je nach der 
gegenseitigen Richtung beider Fliissigkeitsstromungen unterscheidet 
man 

den Warmedurchgang 

" " 
" " 

im Gleichstrom, 
" GegensLrom und 
" Kreuzstrom. 

Die beiden ersten Arten werden 
zusammengefaBt. 

unter dem Namen Parallel strom 

Wir werden uns im Nachstehenden nur mit dem Gleichstrom 
und dem Gegenstrom befassen und verweisen beziiglich des Kreuz
stromes auf die Arbeit von NuBelt: [so Lit.-Verz. 20]. 

In den Rechnungen bezeichnen wir die Temperaturen mit 8, urn 
anzudeuten, daB der Nullpunkt beliebig gewahlt sein kann, weil bei 
allen Rechnungen nur Temperaturunterschiede auftreten. Meist 
wird die Angabe in Celsiusgraden erfolgen, also der Eispunkt ala 
Nullpunkt gewahlt sein. 

Durch einen ersten Zeiger unterscheiden wir sodann die beiden 
Fliissigkeiten, und zwar bezeichnen wir mit "Eins" stets die warmere 
und mit "Zwei" stets die kaltere Fliissigkeit. 

Durch einen zweiten Zeiger unterscheiden wir bei den Tempera
turen die Anfangs- und Endwerte, so daB z. B. 8 1 a die Anfangs
temperatur der heiBeren und 8 2 e die Endtemperatur der kalteren 
Fliissigkeit ist. ' 

In den Abbildungen werden wir auBerdem die Anfangstempera
turen, die ja bei den Aufgaben meist gegeben sind, durch einen 
Kreis hervorheben. 

Zwischen der ausgetauschten Warme und den Temperaturande
rungen besteht eine Beziehung, die sich aus der Bedingung ableiten 
laBt, daB im Beharrungszustand die Warme, welche die heiBere 
Fliissigkeit abgibt, gleich der Warme, welche die kaltere Fliissigkeit 
aufnimmt, sein muB. Es ist also QI = Q2 oder 

VI' 1'1 • C1 • (81 , a - 8 1 , e) = V2 • 1'2' C2 • (82, e - 8 2, a)' 
V ist hierbei das in der Stunde in die Vorrichtung einstromende 
V olumen Fliissigkeit. 

Es ist iiblich das Produkt V· c· I' als Wasserwert zu bezeichnen. 
Wir setzen also 

[ kcal 1 
W = v· I'·C . ·----1 

Grad.h~ 

und geben der letzten Gleichung die Form 

8 1, " - 8 1 , e W2 

8 2 , e - 8 2, II WI' 

(101) 

(102) 
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Die Temperaturanderungen der beiden Flussigkeiten verhalten sich 
also umgekehrt wie die Wasserwerte. Diese Beziehung gilt ubrigens 
nicht nur fur die ganze Ausdehnung der trennenden Flache F, sondern 
auch fur jedes Element dF derselben. 

Sind del und de'J die unendlich kleinen Anderungen der Flussig
keitstemperaturen langs eines solchen Flachenelementes, so gilt darum 
neben G1. (102) auch noch die Gleichung 

del W2 

de'J = W, ' 
(103) 

Abb. 35 a. Gleichstrom Wi > W2 • Abb. 35 b. Gleichstrom Wi < W2 • 

a b 

c d 

Abb. 35 c. Gegenstrom Wi < W2 • Abb. 35 d. Gegenstrom Wi > W2 • 

Das Verhaltnis der Wasserwerte ist darum nicht nur fur die 
Endtemperaturen beider Flussigkeiten von Bedeutung, sondern es 
beeinfluBt auch den ganzen Verlauf der Flussigkeitstemperaturen. 
Man erhalt darum fur dies en Verlauf - je nachdem es sich um 
Gleichstrom oder Gegenstrom handelt und je nachdem WI oder W2 

groBer ist - vier Arten von Kurvenpaaren, die in den Abb. 35 
dargestellt sind. 

Da sich die Flussigkeitstemperaturen langs der Wand andern 
und darum im allgemeinen auch der Unterschied Lf, so durfen wir 
entweder G1. (100) Q = k·Lf·F·t nur fur ein kleines FIachenstuck dF 
anwenden in der Form 

dQ = k·Lf·dF·t 
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oder wir miissen eine· mittlere Temperaturdifferenz LIm einfiihren 
nach der Gleichung 

F 

Q=k.! A.dF.t=k.Am·F.t. 
u 

Dies ist in allen vier Fallen, welche die Abb. 35 vergegenwartigen, 
auf eine recht einfache Weise moglich. Wir bezeichnen mit 

Llg die Temperaturdifferenz auf der Seite, wo sie am groBten ist, 

Llk " " """" " " kleinsten ist, 
LIn. " mittlere Temperaturdifferenz. 

Dann gilt immer - gleichgiiltig, ob es sich um Gleich- oder Gegen
strom handelt, ob WI oder WI! groJler ist - die Gleichung 

1- ~k_ 
A = A .---~g- = A . f(A k). (104) 

'" g LI g LI 
In ~ g 

Aq 

Die Werte dieser Funktion f(AkIAg) sind in der nachstehenden 
Zahlentafel 14, die dem Buche von Hausbrand entnommen ist, 
zusammengestellt. 

Zahlentafel 14. 

Mittlere Temperaturdifferenz (GI. (104». 

Lh 

I 
Am Ak 

I 
Am Ak 

I 
Am 

Au Ag Ag "Ll-; Ag Ag 
I 

I 
0,01 0,22 0,12 I 0,42 0,50 0,72 
0,02 0,25 0,14 ! 0,44 0,55 0,76 
0,03 0,28 0,16 0,46 0,60 0,79 
0,04 0,30 0,18 0,48 0,65 0,82 
0,05 0,32 0,20 I 0,50 0,70 0,84 
0,06 0,34 0,25 0,54 .0,75 0,87 
0,07 0,35 0,30 

I 
0,58 0,80 0,90 

0,08 0,37 

I 
0,35 I 0,62 0,85 0,92 

0,09 
I 

0,38 0,40 i 0,66 0,90 0,95 
0,10 0,39 0,45 I 0,69 0,95 0,98 

b) Die .J!'rage nach der erforderlichen Heizflache. 

Die Grundiage fiir die Rechnung bilden in diesem FaIle die vier 
Werte e1 a' e2 a' e1 • und e2 e sowie die beiden Wasserwerte WI 
und WI!' 'Von' diesen sechs Zithlenwerten diirfen freilich nur fiinf 
willkiirlich angenommen werden, der sechste ist dann durch G1. (102) 
bereits festgelegt. 

Die Aufgabe lautet dann im W ortiaut: 

"Eine warmere Fliissigkeit ,Eins' und eine kaltere Fliissigkeit 
,Zwei' sollen einen Warmeaustauschapparat durchflieBen." 
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Gegeben sind: 

Gesucht ist: 

die Wasserwerte WI und W9 , 

die Anfangstemperatur el,a und e'J,a' 
die Endtemperatur e1 • und e2 .' 

die Warmedurchgangsiahl k (geschatzt). 

die GroBe F der Heizflache. 

109 

Zur Losung dient die Gleichung Qh = k· F.· LI",. In ihr ist bekannt 

Qh = WI (e1 a - e1 .), 

A.". aus GI. (104) u~d Zahlentafel 14, 
k zufolge Schatzung. 

Fist die einzige Unbekannte und kann darum berechnet werden. 

Zahlenbeispiel. In einem Warmeaustauschapparat sollen stiind
Hch 250 Liter einer heiBen Fliissigkeit vom spezifiFchen Gewicht 
1,1 [kg/dm3J und der spezifischen Warme 0,727 [kcalJkg.Grad] von 
120° C auf 50° C gekiihlt werden. Zur Kiihlung stehen stiindlich 
1000 Liter Wasser von 10° C zur Verfiigung. - Es sind die rech
nerischen Grundlagen zur Konstruktion des Warmeaustauschapparates 
zu ermitteln! 

1. Wir bestimmen zuerst die beiden Wasserwerte: 
WI = 250·1,1·0,727 = 200, 
W2 = 1000·1,0 '1,0 = 1000. 

2. Damit wird G1. (102): 

120 - 50 1000 und e = 10 + 70 = 24 0 C e -10 = 200 2,. 5 ' 
2, e 

d. h. das Kiihlwasser erwarmt sich auf 24 ° C. 

also 

3. Nehmen wir an, daB der Apparat im Gleichstrom arbeitet, so ist 

Llg = 120 - 10 = 110°, 
Llk = 50-24= 26°, 

LI k 26 
T = '110 = 0,236, 

g 

nnd nach Zahlentafel 14 ist: 

.1". = .1g .0,53 = 110·0,53 = 58,3°. 

4. Die Warmemenge, welche ausgetauscht werden mnB, ist 

[ kcall 
Q" = W1 ·(el ,a - el ,.) = 200.(120 - 50).:.... 14000 ~J' 

und aus der Gleichung Qh = k.F . .1.". folgt: 

k.F = .2.!!.. = 14000 = 240 
LIm 58,3 . 
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5. Fiir diesen Wert k·F ist der Apparat zu konstruieren, was 
aber ohne mehrmaliges Probieren nicht moglich sein wird. Der Weg 
ist dabei folgender: Man schatzt den Wert k, zum Beispiel gleich 30, 
und hat dann den Apparat so zu entwerfen, daB 8 m2 Rohrflache 
untergebracht sind. Fiir diese Konstruktion (Rohrdurchmesser, Stro
mungsgeschwindigkeit usw.) ist nun die Schatzung des Wertes k zu 
kontrollieren, gegebenen Falles zu berichtigen und mit der Konstruk
tion von neuem zu beginnen. 

Nachsatz zu Ziffer 3. Wiirde der Apparat im Gegenstrom arbeiten, 
so hatten wir: 

ilg = 120 - 24 = 96°, 
IJ k = 50-10=40°, 

ilk 40 
-=-=0,417, 
Ag 96 
d m = 96·0,67 = 64,3°, 

k.F = 14000 = 218. 
64,3 

Der Gegenstromapparat fallt also etwas kleiner aus als der Gleich
stromapparat. 

c) Die Frage nach den Endtemperaturen der beiden 
FI ii s sigkeiten. 

Wahrend im letzten Abschnitt k und F durch die Rechnung zu 
bestimmen waren, um als Unterlagen fUr die Konstruktion zu dienen, 
ist jetzt angenommen, daB der Warmeaustauschapparat in fertiger 
Ausfiihrung oder doch im Entwurf vorliegt und die Endtemperaturen 
beider Fliissigkeiten zu ermitteln sind. 

Die Aufgabe heiBt dann: 
"Eine warmere Fliissigkeit ,Eins' und eine kaltere Fliissigkeit 

,Zwei' solI en einen Warmeaustauschapparat durchflieBen." 
Gegeben sind: 

die GroBe F der Trennflache, 
die Warmedurchgangszahl k, 
die Wasserwerte Wl und W2 , 

die Anfangstemperaturen 8 1, a und 8 2, a' 

Gesucht sind: 

und zwar 

die Endtemperaturen 8 1, e und 8 2, e sowie 
die ausgetauschte Warme Qh' 

a) bei Stromung im Gleichstrom, 
fJ) hei Stromung im Gegenstrom. 

Bei dieser Aufgabe ist es zweckmaBiger, nicht von der Gleichung 
Qh = k.F.Am auszugehen, so~dern einen anderen Weg einzuschlagen, 
der allerdings fUr Gleich- und Gegenstrom etwas verschiedene Formeln 
liefert 
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Zu a) Warmeaustausch hei Gleichstrom. 

Mathematische Ableitung (vgl. Abb. 36). Unter der Voraussetzung, 
daB keine Warme nach auBen verloren geht, ge1ten fiir die innerha1b 
des F1achenstiickes dF ausgetauschte Warme die heiden Gleichungen 

dQ = Wl • ( - d8l ), 

dQ=W2 ·(+d82)· 

Daraus 
(a) 

Fiir dQ ergibt sich auBerdem aus dem Begriff der Warmedurch
gangszahl die Beziehung: 

dQ = k.(A l - ( 2 )·dF. (b) 

Aus den beiden GIn. (a) 

und ~ b) folgt: @1,~----+~:;;--':-==:::::~=-_-J1 
d (e1 - ( 2 ) : @1 1@1,e 

I 
8 1 - 8 2 @2e 

=_(2+_1_).k.dF. ~ :' 
,WI W2 

Integriert man dies iiber 
die ganze Flache F, so @ 

erhalt man 2, 

I 
I 

e1,e - 8 2,e 1n--------
Eha - 8 2,a 

I I 
~dF~ 

I I 
I 

=_(~+_1 ).k.F 
WI W2 

~-------------F·----------~3~1 

Abb. 36. Gleichstrom 
(Erklarung der Buchstabenbezeichnungen). 

oder 

8 1 - 8 2 -(~+~c)'k'F 
,e ,e = e ] 2 • (105) 

8 1,a - 8 2,a 

Diese Gleichung liefert nur die Differenz der Endtemperaturen. Urn 
daraus die Endtemperaturen getrennt zu erha1ten, subtrahiere man 
beide Gleichungsseiten von "Eins". Man erha1t 

(8 - 8 ) - (80 - 8 ) = (8 - 8
Q 

). (1 _ e -(~+ )~Jk'F) . 
1, a 1, e .... , a 2, e 1, a .. , a 

Aus dieser Gleichung sowie aus der friiher abgeleiteten Gl. (102) 
findet man dann das Endergebnis 

1 -(1+:}~ 
-e 

8 1 - f) = (8 - eQ ). ---
J a 1, e 1, a ... , a W 1+_1 

W2 

=(81,a-82,a)'<PGleiCh({t, k;), (106) 
2 1 



112 Rechnerische Verwertung der Wiirmeiibergangszahlen. 

(107) 

Die Werte der Funktion <PGleich sind in der nachstehenden Zahlen
tafel 15 zusammengestellt. 

ZaWentafel 15. Wiirmeaustausch im Gleichstrom. 

Zeiger ,,1" bedeutet die warm ere Fliissigkeit. 

I 

I I 

I I 
k·P 

io 1 I 1 

I 
1 1 2 3 - = a:-

W, ro I ~3~ 2" 
I 

!:f'l_ = ° 0,033 0,10 0,28 0,39 0,63 0,86 0,96 1,00 
W2 

0,28 0,39 0,63 0,86 0,95 0,99 1 0,0::13 0,10 Too 
1 0,033 0,10 0,28 0,39 0,62 0,84 0,91 0,95 20 

lo 0,033 0,10 0,28 0,38 0,61 0,81 0,89 0,91 
-~- 0,033 0,10 0,27 0,38 0,58 0,76 0,81 0,83 
1 0,033 0,10 0,26 0,35 0,52 0,63 0,66 0,67 2 
1 0,033 0,09 0,25 0,32 0,43 0,49 0,50 0,50 
2 0,033 0,09 0,21 0,26 0,32 0,33 0,33 0,33 
5 0,032 0,013 0,14 0,16 0,17 0,17 0,17 0,17 

10 0,02~ 0,06 0,09 0,09 0,09 0,09 0,09 0,09 
20 0,024 0,04 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05 
50 0,016 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 

100 0,009 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 
00 0,000 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 

Bespl'echung des El'gebnisses. Die Gleichung 

€ha - the <P (W1 k.F) 
e - e-:- = Gleich w' w-l.a _,a 2 1 

besagt, daB die Temperatursenkung (e1 a - e1 e) der heiBeren Fliissig
keit gleich einem Bruchteil des zur Verfiigung stehenden Temperatur
gefalles (e1 , a - e'.l, a) ist und diesel' Bruchteil nul' von den beiden 
unbenannten GroBen 

und 

abhangt. Die ausgetauschte Warme ergibt sich durch Multiplikation 
des Wasserwertes einer der beiden Fliissigkeiten mit ihrer Temperatur
anderung. Zum Beispiel aus del' warmeren Fliissigkeit berechnet: 

Qh = W1 • (e1 a - e1 e) 

" (W k.F) 
= W,, (e1 ,a - e'.l,J' <PGleich W1 , -w- . 

2 1 
(l08) 

Zahlenbeispiel. "In einem vorhandenen Warmeaustauschapparat 
sollen stiindlich 250 Liter einer heiBen Fliissigkeit vom spez. Gewicht 
1,1 [kg.dm-3] und del' spez. Warme 0,727 [kcal.kg-1 .Grad-1] gekiihlt 
werden. Ihre Anfangstemperatur ist 120 0 C. Zur Kiihlung stehen 
stiindlich 1000 Liter Wasser von 10 0 C zur Verfiigung. Bekannt sind 
ferner an dem Apparat die Werte k = 30 und F = 8 m2• - Welches 
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sind die Endtemperaturen beider Fliissigkeiten undo wie groB ist die 
ausgetauschte Warme bei Gleichstrom?" 

1. Wir bestimmen zuerst wieder die beiden Wasserwerte: 

2. Damit wird 

W1 = 250·1,1·0,727 = 200, 
W2 = 1000 ·1,0 ·1,0 = 1000. 

WI 200 1 
W2 1000 5' 

"k·F 30· 8 
W

1 
= 200 = 1,20. 

3. Aus der Zahlentafel 15 lesen wir ab: 

PGleich (~'; 1,2) = 0,63 . 
4. Die Temperatursenkung der heiBen Fliissigkeit ist· 

und 
8 1,a - 8 1, e = (120° - 10°)·0,63 = 69° 

8 = 120°"- 69° = 51 ° C. 1,e __ 

5. Die ausgetauschte Warme ist: 

Q =w ·(8 -8 )=200·69= 13800 h 1 1, a 1, e . __ _ [kchal] . 

6. Die Temperaturanderung der kalten FlUssigkeit errechnet 
sich aus: 

zu 
13800 ° 

8 2 ,(1 - 8 2,e = 1000 = 13,8 . 

Damit 
8 2 = 10 + 13,8 = 23.8° C. , e 

Zu fJ). Warmeaustausch im Gegenstrom. 

Die mathematische Ableitung der Gleichung fiir die Endtempe
raturen erfolgt ganz ahnlich wie beim GleichstrOill (ausfiihrlich: siehe 
Grundgesetze, S. 226). 

Das Ergebnis lautet: 

(109) 

und 

8 2,a - 8 2,e = (81, a - 82, a) . ~1 . PGegen (~1 , _k~F). (110) 
2 2 1 

G rob e r. Warmeiibertragung. 8 
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Die Werte dieser Funktion qjGegen sind in der Zahlentafel 16 zu
sammengestellt. 

Die ausgetauschte Warme ist: 

(w k.F) Qh = WI· (el,a - e"J,a)· qjGegen wi, W . 
2 1 

(lll} 

Zahlentafel 16. Warmeaustausch im Gegenstrom. 

Zeiger n 1" bedeutet die warmere Fliissigkeit. 

k·F 
1 1 1 

I ~ 
I 

1 2 
I 

3 - = 00 
W1 

30 To 1f 

W, =0 
W. 

0,033 0,10 0,28 0,39 0,63 0,86 0,95 1,00 
1 0,033 0,10 0,28 0,39 0,63 0,86 0,95 1,00 Too 
1 0,033 0,10 0,28 0,39 0,62 0,86 0,94 1,00 20 

-lo 0,03~ 0,10 0,28 0,38 
I 

0,61 0,85 0,94 1,00 
-~- 0,033 0,10 0,28 0,38 0,60 0,83 0,93 1,00 
1 0,033 0,10 0/~6 0,36 0,57 0,78 0,89 1,00 2" 

I 1 0,033 0,10 0,25 0,34 0,51 0,68 0,77 1,00 
2 0,033 0,09 0,23 0,29 0,39 0,46 0,49 0,50 
5 0,032 0,08 0,16 0,18 I 0,20 0,20 0,20 0,20 

10 0,028 0,06 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 0,10 
20 

I 
0,024 0,04 0,05 0,05 

I 
0,05 0,05 0,05 I 0,05 

50 0,016 0,02 0,02 

I 
0,02 0,02 0,02 0,02 I 0,02 

100 0,010 0,01 0,oI 0,01 
I 

0,01 0,01 0,oI O,O} 
00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 ! 0,00 I 

d) Vergleich zwischen Gegenstrom und Gleichstrom. 

Um die Warme zu vergleichen, die unter sonst gleichen Verhalt
nissen bei beiden Stromungsarten iibertragen wird, braucht man nur 
Gl. (108) durch Gl. (111) zu dividieren; man erhalt dann eine neue. 
Funktion mit denselben beidcn Veranderlichen 

W _1 

W2 

k·F 
und W, 

1 

deren Werte Zahlentafel 17 wiedergibt. 

Zahlentafel17. 

V h·· It· Q Gieichstrom 
er a nlS: Q G . egenstrom 

k·F 

I 

I 

I 
lo ~-

I 
1 1 

WI 
= 2" 

W,-=O 1,00 1,00 1,00 1,00 
W. 

1 1,00 1,00 1,00 1,00 20 
-} 1,00 1,00 1,00 0,97 
1 1,00 1,00 , 0,94 0,84 
5 1,00 0,88 

I 

0,89 0,85 
20 1,00 1,00 1,00 1,00 
00 1,00 1,00 I 1,00 1,00 

2 
I 

3 
I 

00 

1,00 1,00 1,00 

0,98 0,97 0,95 
0,92 0,87 0,83 
0,72 0,65 0,50 
0,85 0,85 0,85 
1,00 1,00 1,00 
1,00 1,00 1,00 
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Wenn die Wasserwerte beider Fliissigkeiten wesentlich ver
schieden sind oder wenn nur geringe Temperatudinderungen der 
Fliissigkeiten verlangt werden, so sind beide Stromungsarten gleich
wertig. In allen anderen Fallen geht im Gleichstrom weniger Warme 
iiber, im Grenzfall die Halite. 

Man wird sich deshalb stets fiir den Gegenstrom entscheiden, 
wenn nicht Griinde anderer Art, z. B. konstruktive Griinde, zum 
Gleichstrom zwingen. 

Dritter Teil. 

Die Warmestrahlnng. 

A. Die physikalischen Grundlagen der 
Warmestrahlung. 

I. Einfiihrung. 
Wir gehen von dem bekanntesten Beispiel einer Strahlung aus -

von der Sonnenstrahlung. Zerlegen wir ein Biindel weiBen Sonnen
lichtes durch ein Prisma, so erhalten wir die bekannte Erscheinung 
des Farbbandes, in welchem die Strahl en so nach steigender Wellen
lange geordnet sind, daB am violetten Ende die kurzwelligen, am 
roten Ende die langwelligen Strahlen Hegen. Schon friih fand man 
auch Strahlen auBerhalb dieses Farbbandes. Mit Hilfe des Thermo
meters hatte man jenseits des roten Endes noch Strahlen von viel 
groBerer Wellenlange, die Warmestrahlen, entdeckt, und jenseits des 
violetten Endes Strahlen von sehr kurzer Wellenlange gefunden, die 
sich vor aHem durch ihre chemische Wirkung z. B. auf die photo
graphische Platte nachweisen lieBen. DemgemaB hat die altere Physik 
von strahlender Warme, strahlender Lichtenergie und strahlender 
chemischer Energie gesprochen. 

Die spatere Entwicklung hat dann gezeigt, daB es sich dabei 
nicht um drei verschiedene Energiearten handelt, sondern nur um 
verschiedene Wirkungen einer und derselben Energieart, die man 
ganz allgemein die "Strahlende Energie" nennt; ferner zeigte sich, 
daB der Bereich der Wellenlangen noch bedeutend groBer ist als 
friiher angenommen. Heute gilt etwa folgende Einteilung (vgl. 
Chwolson, Lehrbuch der Physik, II. Bd.): 

0,017 p,p, bis 5 p,p .Rontgen- und Radiumwellen 
5 p,p, bis 0,02 fl unerschlossenes Gebiet 
0,02 fl bis 0,4 p, ultraviolette (chemische) Strahlen 
0,4 p, bis 0,76 ,u sichtbare Strahlen 
0,76 P, bis 0,342 mm infrarote (Warme-) Strahlen 
0,342 mm bis 2 rom unerschlossenes Gebiet 
2 mm bis x km elektrische Wellen 

Dabei ist 1 p, = 0,001 mm und 1 pp = 0,001 IU. 

[80ktavenJ 
[2 " ] 
[3,5 " ] 
[1 " ] 
[8,5 " ] 
[2,5 " ] 
[? " ] 

8* 
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Wenn wir im folgenden davon sprechen, daB ein Korper einem 
anderen Korper Warme zustrahlt, so ist dies nur eine gekiirzte Aus
drucksweise fiir einen ziemlich komplizierten Vorgang: Der erste 
Korper verwandelt einen Teil seines Energieinhaltes, hauptsachlich 
seines Warmeinhaltes in strahlende Energie, die dann den Raum 
durchmillt und sich beim Auftreffen auf den zweiten Korper ganz 
oder zum Teil wieder in Warme verwandelt. 

Wir haben also zu untersuchen: 
1. Wie erfolgt die Abgabe der strahlenden Energie, insbesondere 

von welcher Art, Starke und Richtung ist die ausgestrahlte Energie? 
2. Welche Veranderung erleidet die Strahlung auf ihrem Wege 

zum zweiten Korper~ 
3. Was macht der zweite K6rper mit der auf ihn auftreffenden Energie? 
Die zweite Frage eriibrigt sich in sehr vielen Fallen; wenn nam

Hch strahlender und bestrahlter K6rper beides feste KOrper sind, 
welche durch Luft getrennt sind, so kann man in den meisten Fallen 
mit geniigender Genauigkeit annehmen, daB sich die Strahlung auf 
ihrem Wege in keiner Weise verandert, das heiBt man kann die Luft 
als diatherman betrachten. 

II. Die Abgabe strahlender Energie. - Emission. 
a) Die ab solut schwarze Strahlung. 

Wenn man eine geeignet geschwarzte Flache auf hohe Temperatur, 
z. B. Weillglut, erhitzt, so sendet sie Strahlen aller Wellenlangen aus. 
Die Intensitat dieser Strahlen ist aber nicht bei allen WellenIangen 
gleich groB, sondern sie beginnt bei kleinen Wellenlangen mit null, 
steigt mit zunehmender Wellenlange bis zu einem Hochstwert an 
und falIt dann bei noch groBeren Wellenlangen langsam wieder auf 
null herab. Man vergleiche in Abb. 37 die als Beispiel stark aus
gezogene Linie Tl = const = 1000°. 

Steigert man nun die Temperatur, so wachst bei jeder WeUen
lange die Intensitat der Strahlung und die Kurve T = const riickt 
an allen Stellen h6her. Die Strahlungsintensitat ist also eine Funk
tion der beiden VeranderHchen Wellenlange und Temperatur. Wir 
bezeichnen mit JJ.. die Intensitat eines Strahles von der Wellenlange 2 
und deuten durch einen zweiten Zeiger 8 an, daB es sich urn schwarze 
Strahlung handelt. Dann ist nach dem Planckschen Strahlungsgesetz 

2-5 
J)., 8 = Const· --co-ns"7t--

e - ) .. p -1 

Diese Gleichung ist der analytische Ausdruck der m Abb.37 ge
zeichneten Kurvenschar. 

Wir betrachten nun wieder die in Abb.37 stark gezogene Linie 
Tl = const. Das P rodukt JJ..,8· d 2 ist die kleine, stark schraffierte 
Flache und stellt die Energie dar, welche von der Flacheneinheit 
einer schwarzen Flache in dem Wellenlangenbereich A bis A + L1 2 
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ausgestrahlt wird. Integriert man diesen Ausdruck von 1 = 0 bis 
1 = 00, so erhiilt man die im ganzen von der Fliicheneinheit bei der 
Temperatur Tl ausgestrahlte Energie,welche man das Emissions
vermogen Es der schwarzen Flache nennt. Es ist 

Es = J J;..dl = const.J co:s~5 . dl. 
o 0 e- ;'·T, -1 

Fiihrt man diese Integration wirklich aus, so erhiilt man Es = as' T14. 
Das Emissionsvermogen der schwarzen Fliiche ist also der vierten 
Potenz der absoluten Temperatur proportional. Diese Abhiingigkeit 
ist durch die experimentellen Arbeiten von Stefan und die theore
tischen Begriindungen von Boltzmann bekannt, und zwar schon 
lange bevor Planck das oben erwiihnte Strahlungsgesetz aufstellte. 
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Abb.37. Intensitat der schwarz en Strahlung, abhangig von Wellenlange 
und Temperatur (Plancksches Strahlungsgesetz). 

Den Beiwert as nennt man die Strahlungszahl der schwarzen 
Fliiche; ihr Wert ist nach den neuesten Messungen 

-8 1 Watt ] -8 [ kcal ] 
as = 5,76 ·10 l 2 G d4 ~ 4,9 ·10 2 h G 4' m. ra m .. rad 

Das Stefan-Boltzmannsche Gesetz lautet damit in seiner ersten 
Form 

(120a) 
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1m Interesse einer moglichst einfachen Zahlenrechnung nimmt 
man an Gl. (120a) noch eine Umformung vor. Der Wert T4 ist 
meist eine sehr groBe Zahl, er ist z. B. fiir eine Temperatur von 
800 0 C=1073° abs. gleich 1,32.1012• Urn diese hohen Zahlen zu 
vermeiden, nimmt man in Gl. (120a) den Ausdruck 10-8 zur Tem
peratur heriiber, indem man schreibt: 

Es = Cs·c~or = 4,9'(1~Or l!~~~J· (120b) 

In dieser Form (120b) ist das Stefan-Boltzmannsche Gesetz bei 
technischen Rechnungen gebrauchlich. 

b) Die nicht schwarze Strahlung. 

Wenn man statt einer geschwarzten Flache eine beliebige Flache 
auf hohe Temperatur bringt, so strahlt auch diese Flache Energie 
aus. Aber diese Energie verteilt sich jetzt nicht mehr so regelmaBig 

Abb. 38 a. Emissions·Schaubild. 

iiber aIle Wellenlangen 
(vgl. Abb.38a). 

Es konnen Wellen
langengebiete vorhanden 
sein, bei denen iiberhaupt 
keineEnergie ausgestrahlt 

groue wird; bei anderen Gebie
;Sfroh/llng ten wird zwar Energie 

abgegeben, aber diese er
reicht an vielen Stellen 
nicht den Betrag der 
Energie bei schwarzer 

1,01-.......,...,...."..--.....-.....-____ ....,..,..,..,.,..------"'schwarze St hI d lb W I 
Sfroh//JI7g ra ung erse en e -

lenlange. Nirgends wird 
__ gralle jedoch die Linie der 

Sfrah/llng scbwarzen Strahlung iiber· 
schritten. Man nennt die 

o Art, wie sich die Ener-
Abb. 38 b. Absorptions-Schaubild. gie auf die einzelnen 

Wellenlangen verteilt, die 
spektrale Energieverteilung und hei13t -- in Anlehnung an eine Aus
drucksweise der Optik - eine Strahlung beliebiger spektraler Ver
teilung eine "farbige" Strablung. Wiirde nur innerhalb eines sehr 
klein en Wellenlangenbereiches d}. Energie ausgestrablt werden, ware 
also in Abb. 38a nur der scbmale Streifen "m" vorbanden, so wiirde 
man von einer "monocbromatischen" Strahlung sprechen. 

Ein anderer Sonderfall der farbigen Strahlung ist die "graue" 
Strahlung; sie ist dadurch gekennzeichnet, daB zwar aHe Wellenlangen 
vertreten sind, aber nur mit einer Energie, die iiberall ein fester 
Bruchteil der schwarzen Strahlung ist. Die Strahlung der meisten 
festen Korper kann man mit hinreichender Genauigkeit als grau 
bezeichnen. 
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Auch bei der farbigen Strahlung ist der Betrag der Gesamtenergie 
von der Temperatur abhangig. Fiir die monochromatische Strahlung 
errechnet sich diese Abhangigkeit aus dom Planckschen Strahlungs
gesetz. Fiir graue Strahlung und damit naherungsweise fiir die meisten 
festen Korper gilt die dem Stefan-Boltzmannschen Gesetz nach
gebildete Gleichung: 

E= .T4= 0.(~)4[ kcalJ. 
a 100 m'l.h ( 121) 

Der Proportionalitatsfaktor a bzw. U ist ein Stoffwert, in dem 
die Strahlungseigenschaften der FIache zum Ausdruck kommen und 
der sich nur durch den Versuch bestimmen liiBt. Er ist stets kleiner 
als Os fUr den schwarzen Korper. 

Flir seinen Wert ist in erster Linie die chemische N atur des 
strahlenden Korpers entscheidend. So hat z. B. Silber eine geringere 
Strahlung als Kupfer und dieses eine bedeutend geringere alB Eisen. 
Von entscheidendem EinfluB ist ferner die Oberflachenbeschaffenheit, 
z. B. bei Metallen, ob poliert, matt oder rauh. In vielen Fallen 
scheint auch noch die Farbe eine Rolle zu spielen, jedoch sind die 
Verhaltnisse hier noch keineswegs geklart. 

Eine Zusammenstellung der wichtigsten Strahlungszahlen gibt 
Zahlentafel 40. 

Aus den GIn. (120) und (121) entnehmcn wir, daB ein Korper bei 
jeder Temperatur strahlt, mag diese auch noah so niedrig sein. Auch 
ein GefaB mit fllissiger Luft strahlt Energie aus; freilich tritt diese 
nicht in die Erscheinung, weil die Energie, die das GefaB seinerseits 
von der warmen Umgebung zugestrahlt erhalt, urn ein Vielfaches 
groBer ist. 

Ferner entnehmen wir aus diesen drei Gleichungen, daB die aus
gestrahlte Energie mit der Temperatur ungemein rasch zunimmt. 
Einen zahlenmaBigen Anhalt gibt die nachstchende Zusammenstellung. 

oc 
I 

o abs. I (Tjl00)4 °C I 
o abs. 

I 
(Tjl00)4 

0 I 273 55,5 750 I 1023 10950 
100 I 373 193,6 1000 1273 26200 
250 I 523 748 1250 1523 53800 
500 I 773 3570 1500 1773 98800 

c) Das Lambertsche Gesetz. 

Das Kirchhoffsche Gesetz fUr schwarze Strahlung sowie die 
entsprechende Gl. (121) flir graue Strahlung ill essen die Energie, 
welche eine Flache von der GroBe "Eins" nach allen Richtungen des 
Raumes hin aussendet. Diese Richtungen werden (vgl. Abb. 39) durch 
den Winkel cp gekennzeichnet, welchen sie mit der Flachennormalen 
einschlieBen. 

Die Energie, welche ein Flachenstlick dt ausRtrahlt, verteilt sich 
nicht gleichmaBig iiber aHe Richtungen des Raumes, sondern sie ist 
am starksten in Richtung der FJachennormalen und nimmt mit 
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wachsendem Winkel cp immer mehr ab, bis sie bei cp = 90 0 den 
Wert null erreicht. Nach dem Lambertschen oder Kosinusgesetz 
ist sie dem Kosinus des Winkels cp proportional. 

AuBerdem ist die Energie noch der Offnung des Raumwinkels d[) 
proportional. (Vber das Rechnen mit Raumwinkeln siehe S. 178.) 
Es ist darum die Energie, welche das Flachenelement d f unter dem 
Raumwinkel d Q aussendet, gleich 

dQh = const.dQ.coscp·df. (122a) 

Um den Proportionalitatsfaktor "const" zu bestimmen, integrieren 
wir Gl. (122a) tiber den ganzen Halbraum auf der positiven Seite 
der Normalen. Nach Gl. (161) auf S.178 ist 

r· dcp. r· sin cp . d X +! / d Q = ~...'. = d X· sin cp . d cp . 

1 //\() Damit wird 1'" 

! / / II dQ 
I /j' /1 

h = const· d f- d X • sin cp' cos cp . d cp 

/ ' / und 
['--1//// 
. /;/ 
!!KdQ 

~cif 
-I 

Abb.39. Zu: 
Lambertsches Gesetz. 

1.=2" <p=;r 

Qh = const· df- J dx· J sin cp' cos cp.dcp 
1.=0 '1'=0 

= const· df- 2n· [l sin2 cp J~ 
= const·n·df· 

Dieser Wert ist aber andererseits nach dem 
Stefan-Boltzmannschen Gesetz bzw. Gl. (121) 
gleich 

Qh = E = C· c~or ·df· 

Durch Gleichsetzen ergibt sich 

const = -~. C· (1·~0)4 
und die Gl. (122a) nimmt die Form an 

1 (T )4 dQh = -;. C· 100 .df-coscp.dQ. (122b) 

Diese Gleichung ist die Grundlage zum Berechnen des Warmeaus
tausches von Flachen endlicher Ausdehnung. Siehe spater S.132. 

Zum Schlusse muB noch bemerkt werden, daB das Kosinusgesetz 
nur flir matte und rauhe Oberflachen gilt, nicht aber flir glatte, 
spiegende Oberflachen. 

m. Die Aufnahme strahlellder Energie. - Absorption. 
a) Allgemeines. 

Wenn eine Strahlung auf einen Korper auftrifft, so wird im all
gemeinen ein Teil der Sbrahlung von der Korperoberflache zurlick
geworfen und wieder in den Raum gesandt. Der Rest der Strahlung 



Die Aufnahrne strahlender Energie. - Absorption. 121 

dringt in den Korper ein und wird dort absorbiert und in Warme 
umgewandelt. Streng genommen wird ein kleiner Teil der Energie 
nicht absorbiert und verlaBt den Korper wieder auf der anderen 
Seite, dringt' also durch den Korper hindurch. Bei den in der Tecbnik 
vorkommenden festen Stoffen und Korperdicken braucht jedoch dar
auf im allgemeinen nicht Riicksicht genommen zu werden. 

Derjenige Bruchteil der auftreffenden Strahlung, welcher reflektiert 
wird, heiBt das Reflexionsvermogen R der Oberflache, und der Rest, 
welcher aufgenommen wird, das Absorptionsvermogen A. Sowohl R 
als A sind unbenannte GroBen, und zwar echte Briiche. Ihre Sum me 
ist natiirlich stets gleich eins. 

AuBer dem Betrag der zuriickgeworfenen Strahlung ist noch 
ihre Richtung von Interesse. Wir konnen hier zwei Grenzfalle 
unterscheiden: Entweder die Reflexion erfolgt "regelmaBig", das heiBt 
der zuriickgeworfene Strahl liegt mit dem einfallenden Strahl und 
der Flachennormalen in einer Ebene und der Reflexionswinkel ist 
gleich dem Einfallwinkel; eine solche Oberflache heiBt "glatt". Oder 
der einfallende Strahl spaltet sich in sehr viele reflektierte Strahlen, 
die gleichmaBig nach allen Richtungen des Raumes zuriickgeworfen 
werden; man spricht dann von einer "diffusen" Reflexion und nennt 
die Oberflache "rauh". 

Die Benennungen, welche die Eigenschaften der Oberflachen kenn
zeichnen, lassen sich in folgendem Schema zusammenstellen: 

Auftreffende Energie 

ganz reflektiert A = 0 
ganz absorbiert A = 1 

RegelrniiBige Reflexion 
glatt 

spiegelnd 

Diffuse Reflexion 
rauh 

weiB 
schwarz 

Eine glatte Oberflache, welche alle auftreffenden Strahlen absor
biert, gibt es nicht. 

b) Das Kirchhoffsche Gesetz. 

Dieser Satz liefert eine Beziehung zwischen dem Emissions
vermogen E und dem Absorptionsvermogen A. Seine Ableitung er
fordert zwar eine etwas umstandliche Rechnung, die aber fiir den 
Anfanger deshalb wichtig ist, weil sie in vorziiglicher Weise in das 
Wesen des Strahlungsaustausches einfiihrt. 

Zwei sehr groBe Korper I und II sollen sich mit ihren ebenen 
Oberflachen in geringem Abstand gegeniiberstehen, so daB jeder 
Strahl des einen Korpers den anderen treffen muB. Wir nehmen 
vorerst an, daB die Temperaturen beider Korper verschieden seien 
und stellen uns die Aufgabe, die durch Strahlung ausgetauschte 
Warme zu berechnen. 

Um die Schicksale der vom Korper I ausgetauschten Energie zu 
verfolgen, stellen wir folgende Recbnung auf: 
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I strahlt aus: Ej' (a) 
II absorbiert davon: Ej.AIl , (b) 
II sendet zuruck: Ej • (1 - An), (c) 
I absorbiert selbst wieder: Ej • (1 - An) -A j' (d) 
I sendet neuerdings aus: Ej.(1-Ajj)-(1-Aj), (e) 

II absorbiert davon: Ej · (1 - An)· (1- Aj) .An , (f) 
II sendet zuruck: Ej- (1 - An) . (1 - Aj) . (1 - AIl)' (g) 
I absorbiert selbst wieder: Ej- (1 - AIl)· (1 - A).(1 - Ajj) .Aj (h) 

usw. 

Genau dieselbe Aufstellung kann man fur die vom Korper II 
ausgesandte Energie durchfiihren. Sie l11Bt sich aus der obigen Auf
steHung einfach durch Vertauschen der Zeiger I und II ableiten und 
beginnt: 

II strahlt aus: En' 
I absorbiert davon: En·Aj , 
I sendet zuriick: ElI· (1 - Aj) 

usw_ 

Um die Energie Q zu finden, die der Korper I bei diesem Strah
lungsaustausch im ganzen einbiiBt, miissen wir von der Energie, die 
er urspriinglich aussendet, diejenige Energie abziehen, die er davon 
selbst wieder aufnimmt, sowie diejenige Enel'gie, die e1' vom Karpel' II 
erhalt. 

Von der eigenen Strahlung absorbiert Korper I zufolge der ersten 
Aufstellung selbst wieder die Betrage in Zeile (d), (h), (m), (q) usw., 
also: 

E[.(l + k + k2 + ... ).(1 - Ajj)-A]" 

Darin ist zur Abkiirzung gesetzt 

(1- AJ.(l - A) = k. 

Beachtet man noch, daB nach den Lehren der Algebra 

'k'k~+ 1 1-1 T" ···=l-k' 

so nimmt der obige Ausdruck die Form an: 

Ej • (1 - An) ·AI 

1-k 

Von der Energie des Karpers II absorbiert Karper I gemaB der 
zweiten Aufstellung den Betrag 

E .(1+k+k2+ ... ).A = En·A/. 
n, / 1-k 

Mit diesen 
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Wenn man das Ganze auf gemeinsamen Nenner (1 - k) bringt und 
beachtet, daB 

1- k= 1- (1 - AI - AlI + AI·All) = AI+ All - AI·An 

ist, so vereinfacht sich der Ausdruck fUr Qm2. h auf 

Qm2,h = EI · AJI- Ell' A[_ [ k~al ] . 
Aj+AII-Aj·AII m.h 

Nach dieser Vorbereitung gelangen wir rasch zum Kirchhoff
schen Gesetz. Wir nehmen jetzt an, daB die beiden Karper ur
sprilnglich gleiche Temperatur besaBen. Dann muB diese Temperatur
gleichheit auch bestehen bleiben, denn nur durch Strahlungsaustausch, 
also von selbst, konnen sich keine Temperaturdifferenzen bilden. Es 
muB also, wenn beide Karper gleiche Temperatur haben, Qm2, h = 0 
sein. Da der Nenner nicht unendlich werden kann, ist dies nur 
maglich, wenn der Zahler gleich null wird, wenn also 

oder 
E j • All = Ell ·A j 

E] Ell 
A; = All' 

(123) 

Wir denken uns jetzt als Karper 1 einen ganz beliebigen 
Karper gewahlt, als Karper II aber einen absolut schwarzen Karper 
(All = As = 1), so lautet Gl. (123) unter gleichzeitiger Verwendung 
von (120a): E . 

_I =E =0 .T4. 
Al s .. 

(124) 

In dieser Form besagt das Kirchhoffsche Gesetz: Das Verhaltnis 
des Emissionsvermogens eines Korpers zu seinem Absorptionsvermagen 
ist bei allen Karpern gleich und allein von der Temperatur abhangig. 

Hat also ein Karper ein sehr groBes Absorptionsvermagen, nahezu 
eins, so muB auch sein Emissionsvermogen sehr groB sein, namlich 
nahezu gleich demjenigen des schwarzen Korpers. Hat umgekehrt 
ein Karper ein sehr kleines Absorptionsvermagen, so muB auch sein 
Emissionsvermogen sehr klein sein. 

Daraus folgt, daB Flachen, welche sehr gut reflektieren - polierte 
Metallflachen aus Silber oder Kupfer - selbst sehr wenig strahlen; 
dies erhellt aus folgender Dberlegung: Da die Flachen ein groBes 
Reflexionsvermagen R besitzen, muB ihr Absorptionsvermagen A sehr 
klein sein, denn es gilt die Gleichung A + R = 1 . Einem kleinen 
Absorptionsvermagen entspricht aber nach dem Kirchhoffschen Satz 
auch ein kleines Emissionsvermagen. 

Die oben gegebene Ableitung des K irchhoffschen Satzes liiBt 
sich auch filr jede Wellenlange getrennt durchfUhren. Sie liefert dann 
eine Gleichung, welche der Gl. (123) durchaus entspricht und sich 
sogleich auf beliebig viele Korper ausdehnen laBt. Sie lautet: 

E}.,I _ E).,n _ ... _ E}.,s _ F(). T) 
Ai.,I - Ai.,II - - 1 - , . (125) 
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In dieser zweiten Form besagt das Kirchhoffsche Gesetz: Das 
Verhaltnis des Emissionsvermogens eines Korpers fiir eine bestimmte 
Wellenlange zu seinem Absorptionsvermogen fiir dieselbe Wellenlange 
ist bei allen Korpern gleich und allein eine Funktion der Wellen
lange und der Temperatur. 

1st fUr einen Korper die Kurve der spektralen Emission beka.nnt 
(Abb. 38a), so laBt sich daraus die Kurve seiner spektralen Ab
sorption ableiten. Um dies zu zeigen, lOsen wir aus Gl. (125) die 
Beziehung (126) heraus: 

A;. ,I E;., J (126) 
-l-=E' 

)~, 8 

Das Verhaltnis E;.,I/E;.,8 ist nach Voraussetzung fiir jede Wellen
lange gegeben (Abb. 38a). 1m Absorptionsspektrum ist die Linie des 
schwarzen Korpers eine ParalIe zur l-Achse im Abstand "eins". 
GemaB der gefundenen Beziehung (126) mussen wir nun im Ab
sorptionsschaubiId die Ordinaten bei jeder Wellenlange im selben 
Velhaltnis teilen, wie sie durch die Kurve der spektralen Energie
verteilung im Emissionsschaubild geteilt sind. 

Man sieht aus Gl. (126) und noch besser aus Abb. 38a und b, 
daB ein Korper, der bei einer bestimmten Wellenlange keine Energie 
absorbiert, bei dieser Wellenlange auch keine Energie aussenden kann. 

c) Die experimentelle Verwirklichung des schwarzen 
Korpers. 

Es gibt eine Reihe von dunklen, rauhen und porosen Korpern, 
wie zum Beispiel RuB, deren Strahlung der schwarzen Strahlung 
nahe kommt. Die beste Verwirklicbung des schwarzen Korpers liefert 

aber der sogenannte Hohlraum. 

./ 

\ ..--/---- / 
)...././ / 

./ \ / 
~ \ / 

\ / 
\ / 

\ 

Abb.40. Verwirklichung 
der schwarzen Strahlung 

durch den Hohlraum. 

Wir stellen uns einen allseitig begrenzten 
Raum vor (Abb. 40), dessen Wande' iiberall 
gleiche Temperatur haben; an einer Stelle der 
Wand soIl eine sehr kleine Offnung sein. Tritt 
nun ein Strahl von auBen her durch diese 
Offnung ein, so wird er von den Wand en des 
Hohlraums immer wieder reHektiert und dabei 
jedesmal durch Absorption geschwacht; bis 
der Strahl wieder den Weg ins Freie gefunden 
hat, ist er fast vollig vernichtet. 1st nun die 
Offnung hinreichend klein, so werden aIle 
eintretenden Strahlen vollstandig absorbiert, 
auch wenn die Wandung fUr sich allein ge

nommen nur geringes Absorptionsvermogen hat. Die Offnung hat also 
das Absorptionsvermogen "eins", sie ist eine absolut schwarze Flache. 
Dann muB aber auch, wenn der Hohlraum iiberall auf gleich hoher 
Temperatur gehalten wird, die aus der Offnung heraustretende 
Strahlung nach dem Kirchhoffschen Satz eine absolut schwarze 
Strahlung sein. 
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Nach diesen Grundsatzen verwirklicht man in der Experimental
physik die schwarze Strahlung. Fiir die Technik ist die Lehre vorn 
Hohlraum vor aHem wichtig bei der Messung der Temperatur in 
Feuerungen mit Hilfe der Strahlungspyrometer, denn diese setzen 
das Vorhandensein einer rein schwarzen Strahlung voraus. Eine solche 
ist aber gegeben, wenn man mit dem Pyrometer durch eine Schau
offnung das Innere eines groBen Feuerungsraumes beobachtet. Hierbei 
ist jedoch Voraussetzung, daB im ganzen Innern vollige Temperatur
gleichheit herrscht. 1st z. B. ein Siemens-Martin- Of en mit frischer 
Charge beschickt worden, so besteht nicht mehr Temperaturgleichheit 
und die Strahlung ist nicht mehr rein schwarz. Die Messung wird 
ungenau, gleichgiiltig ob man die Temperatur der heiBeren Of en wand 
oder der klUteren Charge mess en will. 

B. Der Warmeaustausch zwischen festen Korpern. 
Wenn wir im folgenden die Formeln aufstellen zur Berechnung 

des Warmeaustausches zwischen festen Korpern, so sind dabei immer 
zwei Bedingungen stillschweigend angenommen. 

Erstens ist stets diffuse Refiexion vorausgesetzt, die Korperfiachen 
diirfen also nur rauh oder matt, niemals spiegelnd (poliert) sein. 

Zweitens soIl alIe vorkommende Strahlung nur graue Strahlung, 
mit EinschluB der schw'arzen Strahlung, sein. Bei allen Korpern mit 
groBer Strahlungszahl - etwa iiber 3,5 .- ist diese Bedingung mit 
einer meist hinreichenden Genauigkeit erfiillt. Korper mit kleinerer 
Strahlungszahl konnen jedoch mit ihrer Strahlung soweit vom Gesetz 
der grauen Strahlung abwoichen, daB unzulassige Fehler in die Rech
nung hereinkommen. 

I. Der Warmeaustausch zwischen zwei selIr grotlen, 
ebenen und parallelen Oberflachen. 

Zur Ableitung des Kirchhoffschen Gesetzes hatt~n wir den 
Warmeaustausch berechnet zwischen zwei sehr groBen Korpern 1 
und 11, die sich mit ihren ebenen Flachen in geringem Abstand 
gegen liberstehen. 

Wir hatten dort fur die ausgetauschte Warme, bezogen auf 1 qm 
und 1 h, den Betrag gefunden (siehe S.123) 

Qm2,h. = EI'~I -,Ell .AL (a) 
AI+ All - AI·AIl 

und dann an genom men, daB dieser Betrag gleich null sein muB, 
weil die beiden Korper gleiche Temperatur besitzen. 

Nunmehr sollen aber die beiden Temperaturen nicht gleich sein 
und wir stell en uns die Aufgabe, die alsdanll ausgetauschte Warme 
zu berechnen, indem wir die GI. (a) noch etwas umformen. Nach 
dem' Kirchhoffschen Gesetz (Fassung 124) ist 

(b) 
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Ferner ist nach GI. (121) 

Ej=ojT/ und En=oI1.Tj~' (c) 
Aus (b) und (c) foIgt 

Aj = OjlOs und All = onlos' (d) 
Durch mehrmalige Umformung mit Hilfe der G1. (b) und (d) erhalten 
wir aus GI. (a): 

fCJ 

I[e] 
)Lf,9 

/1 

~O~-------------------------------'r-~+-~~O 

~O~-----------------------n7L~r-~~--~~ 

l,O~----/~~~--~=-:+1S~~~=-=t--1i~ 
/ 

/ 
OL-______ ~ ______ ~ ______ ~~ ______ ~ ____ ~ 

o 1 z 3 

Abb.41. Schaubild zur Bestimmung des Strahlungsfaktors: 
1 

[0] = 1 1 l' 
-+---0 1 O2 Os 

Zo Bo: 0 1 =3,2; O2 =2,7; dann [0]=2,2. 

Wenn wir statt der Strahiungszahl ° wieder die Strahiungszahl C 
einfUhren und die Warmemenge fUr die Fiache Fund die Zeit t 
berechnen, so erhalten wir das Endergebnis: 

Q = 1 . 0 [(~)4 _ (_TIl )4lJ. F. t [kcalJ. (127) 
~ + ~ _ ~ 100 100 
OJ OIl Os 
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Die Warmemenge ist also der Flache Fund der Zeit t verhaltnis
gleich, auBerdem treten in der Gleichung noch zwei Faktoren auf, 
von denen wir den ersten den Strahlungsfaktor, den zweiten den 
Temperaturfaktor nennen wollen. 

In dem Strahlungsfaktor, den wir mit [OJ bezeichnen, kommt 
auBer den Strahlungszahlen beider Flachen noch diejenige des schwarzen 
Korpers in Rechnung (vgl. Abb. 41). 
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Abb. 42. Schaubild zur Bestimmung des Wertes: 

( TO abs.)4 (Ab' . C 1 . d) ~ SZlssen III e sIusgra en! 

z. B. bei 570 0 C ist (T/100)4 gleich 5100. 

Sein groBtmoglicher Wert ist gleich der Strahlungszahl des schwarzen 
Korpers und stellt sich dann ein, wenn beide Korper absolut schwarz 
sind. . 

1st nur einer der beiden Korper schwarz, so ist der Wert des 
Strahlungsfaktors gleich der Strahlungszahl des anderen, also des 
nicht schwarzen Korpers. 

Der Temperaturfaktor besteht in einer DifIerenz zweier vierter 
Potenzen, welche sich zahlenmaBig am einfachsten mittels der be-
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kannten Quadrattafeln auswerten lassen. In den meisten Fallen ge
niigt aber die· Ablesegenauigkeit des vorstehenden Schaubildes 42. 
Des bequemeren Gebrauches wegen sind darin als Abszissen Celsius
grade aufgetragen. 

Der Temperaturfaktor laBt sich noch umformen, indem man aus 
der Algebra die Gleichung 

a4 - b4 = (a2 + b2 ). (a + b). (a - b) = (a3 + a2 b + a b2 + b3) ·(a - b) 

100 

~ -~-1--.__ 
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Abb. 43. Schaubild zur Bestimmung des Wertes S in G1. (128), 
z. B. bei TI = 640 0 C und T2 = 860 0 C ist S = 43 . 

heranzieht. Man erhliJt dann 

(~)4 _ ( TIl )4 = T/ + T/. TIl + Tj . TI~ + Tj~ . (T _ T ) 
100 lOU 108 I II 

=S.~Tj-TII)' (128) 
Diese Form HiBt klar erkennen, daB es beim Strahlungsaustausch 
nicht nur auf den Temperaturunterschied, sondern in sehr hohem 
MaBe auf die Hohe der Temperaturlage ankommt, und dafiir ist 
die GroBe S ein MaB. Zur zahlenmaBigen Auswertung dient das 
obenstehende Schaubild 43. 

Fur genauere Rechnungen findet man eine Zahlentafel im I. Band 
des Taschenbuches "Die Hutte". 
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Zahlenbeispiel. Wie groB ist der Strahlungsaustausch pro Quadrat
meter und Stunde zwischen zwei parallelen, sehr groBen Flachen, 
wenn TI = 1000 C und TIl = 20 0 C ist und wenn im 

Fall a: GI = GII = Gs [absolut schwarz], 
Fall b: GJ = GIl = 4,3 [mattes Eisenblech], 
Fall c: GI =GII =0,7 [gutpoliertes Kupfer] ist1 

Wir berechnen zuerst den Strahlungsfaktor. Er ist 

im FaIle a: [G]=4,9; 
1 1 

[G] = 1 1 1 0,232 +0,232 - 0,204 -+---
1m FaIle b: 

4,3 4,3 4,9 
1 

= ° 260 = 3,85 ; , 
im FaIle c: 

1 1 
[G] =i~--1--1 = 1,430 + 1,430 - 0,204 

-+---0,7 0,7 4,9 
1 

=--=0,38. 
2,656 

Sodann ermitteln wir den Temperaturfaktor: 

( 373)4 (293)4 
100 - 100 = 193,5 - 73,7 = 119,8. 

Mit diesen Werten wird die ausgetauschte Warme 

~im FaIle a: Qh,m2 = 588 [!~~~l 

im FaIle b: Qh,m2 = 462 [!~~~J; 
r kcal ] 

im FaIle c: Qh,m2 =45,6 Lm2 .h . 

II. Strahlungsschutzschirme. 
Urn den Strahlungsaustausch zwischen zwei Flachen zu vermin

dern, wendet man als wirksames Mittel Strahlungsschirme an. Wir 
wollen im folgenden die Wirksamkeit solcher Schirme zahlenmaBig 
ermitteln. Dabei setzen wir voraus, daB der Schirm aus sehr diinnem 
Blech ist, so daB wir mit keinem Temperaturabfall im Schirm zu 
rechnen haben, und nehmen ferner an, daB dem Schirm keine Warrne 
durch Konvektion entzogen wird. 

Wir berecbnen zuerst die Warme Qo' welche ohne Strahlungs
schirm ausgetauscht wird, und dann die Wiirme Q1 bei einem Schirm. 
Mit T m bezeichnen wir die Temperatur des Schirmes. Bei dieser 
Rechllung wollen wir zwei FaIle unterscheiden. 

G rob e r, Warmeiibertragung. 9 
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1. ]fall. Wir nehmen an, daB die OberfUichen der beiden Korper I 
und II unter sich und mit den beiden OberfHichen des Schirmes 
gleiche Strahlungszahl besitzen, so daB wir nur mit einem einzigen 
Strahlungsfaktor 

[C] _ 1 
1 1 1 -+---Cf Cf Cs 

zu rechnen haben. 
Es ist dann 

Q = [C].[(-'!L)4 _ (TII )4].F.t 
o 100 100 

und 

Q1 = [CJ. [(~or - (l~orlF' t = [CJ '[(l~Or - (~6r]· F· t. 

Aus der zweiten Gleichung folgt 

(i%Or= ~ [(~or+ (~~~r] 
und mit diesem Wert wird 

Q = [CJ. [(-'!L) 4 _ ~ (-'!L)4 _ ~ (_TIl) 4] . F. t = ~ Q . 
1 100 2 100 2 100 2 0 

Durch Zwischenschalten eines einzelnen Schirmes wird also der 
Strahlungsaustausch auf die Halfte herabgedruckt. 

Die Rechnung laBt sich auf zwei, drei und mehr Schirme ver-
1I11gemeinern. Fur n Schirme gilt die Gleichung 

1 
Q .. = n + 1 . Qo' (129) 

2. Fall. Wir nehmen nun an, daB die Strahlungszahl der beiden 
Korperoberflachen gleich Ck und die Strahlungszahl der beiden Schirm
oberflachen gleich C m sei. 

Dann haben wir £iir den Strahlungsaustausch zwischen beiden 
Korpern ohne Schirm 

1 1 1 -+---Ck Ck Cs 

den Strablungsfaktor [C a] 
1 

und den Strahlungsaustausch jeweils zwischen Korper und Schirm 

den Strahlungsfaktor [C ] ____ 1 __ _ 
b - 1 1 1 

-+---Ck Cm Cs 
Mit diesen Werten ist 

Q = [0 ] . [(-'!L) 4 _'(!-:II)4] . F. t 
o a 100 '100 
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und 

Q = [CbJ .[(~)4_ (Tm)4[.F.t= [Cb J.[(Tm)4_ (TII )4].F.t 
1 100 100 100 100 

= [C J. ~ . [(~) 4 _ ( TII ) 4] . F . t 
b 2 100 100 . 

Es ist also das Verhaltnis: 

-~+~-~ 
Q1 1 [CbJ 1 Ck Ck C8 

Q-;; = '2. [CaJ = 2-· ~ + ~ _ ~ 
Ck Cm Cs 

(130) 

Zahlenbeispiel. Wie groB ist das VerhaItnis Ql: Qo, wenn zwischen 
zwei matte Eisenplatten ein beiderseits poliertes Kupferblech als 
Strahlungsschutz geschoben wird? 

Wir schiitzen die Strahlungszahl des Eisenbleches zu Ck = 4,3 und 
diejenige des Kupferbleches zu C", = 0,7 und erhalten: 

1 1 1 
---1----

Q1 =~. 4,3 '4,3 4,9 1 0,232 + 0,232 - 0,204 

Qo 2 ~+~_~ 
4,3 0,7 4,9 

2 0,232 + 1,430 - 0,204 

= !... 0,26~ = !.. . 018 = 009. 
2 1,458 2' , 

Der Strahlungsaustausch wird also durch diesen Schirm auf 90/0 
herabgedriickt. 

III. Der Warmeaustausch zwischen einem Korper und seiner 
Umhiillung. 

Ein Korper I soIl allseitig von einer Riille II umgeben sein, wie 
dies Abb. 44 andeutet. 

Sind F[ und FII die OberfHichen 
des Korpers bzw. der Hiille, so be
rechnet sich die Warme, welche I 
an II im Strahlungsaustausch abgibt, 
aus der Gleichung: 

Abb. 44. K6rper von einer HiilJe 
ganz umgeben. 

Der Strahlungsfaktor hangt also hier nicht allein von den beiden 
Strahlungszahlen des Korpers und der Hiille, sondern auch von dem 
Verhaltnis F[jFII abo Es ist beachtenswert, daB weder die Form des 
Ki'Srpers noch die Form der Hiille, auch nicht die Lage des Korpers 

9* 
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innerhalb der Hiine eine Rolle spielt, sondern nur das Verhaltnis 
der beiden Oberflaehen. 

1m iibrigen ist zu beaehten, daB Gl. (131) nur dann gilt, wenn 
der Korper I keine einspringenden Ecken hat. 

Zahlenbeispiel. Ein heiBes "Rohr von 20 em AuBendurehmesser 
wird zuerst dureh einen engen Kanal vom Quersehnitt 30 x 30 em2, 

dann durch einen Gang von der Breite 1 m und der Hohe 2 m und 
zuletzt dureh einen Saal von der Breite 8 m und der Hohe 5 m 
gefUhrt. Wie groB ist der Strahlungsfaktor, wenn fUr die Rohr
oberflaehe O[ = 3,5 und die Wande 0II = 3,8 giIt~ 

Es ist 

(~ - ~ ) = (0,264 - 0,239) = 0,025; 
II s 

ferner ist: 
F[ 0,628 
-,=--=0523' 
FII 1,2 ' , 

fUr den Kanal: 

" "Gang: 
F[ 0,628 
F = ff() = 0,105; 

II , 

" "Saal: F[ = 0,628 = 0,024. 
FII 26,0 

Damit wird 
1 1 

fUr den Kanal: [OJ = 0,286 + 0,523.0,025 = 0,286 + 0,013 = 3,34; 

1 1 
,. "Gang: [OJ=0,286+0,105.0,025 0,286+0,003 =3,46; 

" "Saal: [0] _ 1 
-~286~-0~24.~025 

1 
-----

0.286 + ° = 3,50. 

Diese Aufgabe liiBt erkennen, daB der ganze Ausdruek 

:~. (c~ - ~J 
in vielen praktisehen Fallen nur von geringem EinfluB ist, denn 
die Differenz in der Klammer hat meist einen geringen Wert, der 

F 
dann im Verhiiltnis F I noeh weiter verkleinert wird. 

II 

IV. Der Warmeaustausch zwischen zwei beliebigen 
FHichenelementen. 

Es soIl der Strahlungsaustauseh zwischen den beiden Flaehen
elementen dfl und df2 (Abb. 45) bereehnet werden, und zwar wollen 
wir uns die Sache dadureh vereinfaehen, daB wir beide Flachen als 
absolut schwarz annehmen, so daB jede Flache die Strahlung der 
anderen sofort bei ihrem ersten Auftreffen ganz absorbiert. 
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Die Warme, welche Flache d f1 unter dem Raumwinkel d Q aus
strahlt, ist unter Berucksichtigung des Lambertschen Gesetzes nach 
Gl. (122b): 

1 ( T )4 [d Q J = - c· _1 • df . cos m • d Q . 
h 1 n 100 1 ,1 1 

Darin ist zu setzen: ~**~; 
1 ... / / 

I I, / 

dQ = df2 • COSCf2 
1 r2' 

1// 
1/ / 

I. / 

wenn mit r die Entfernung der beiden I. llV V~o,c;t1 
Flachen voneinander bezeichnet wird. !~ 

./' 

Die Strahlung von df1 nach df2 ist also --..lL.... 
[dQ"J 1 ~a,51 

= ~. C . ( T1 )4. ?OS Cf1 . cos Cf2 • d {, . d f. . 
n 100 r2 1 'J 

Abb.45. StrahlungsaustauBch 
zwischen Flachenelementen. 

Der gleiche Rechnungsgang liefert die Warme, welche in entgegen
gesetzter Richtung, also von d f2 nach d f1 gestrahlt wird. Es ist: 

[dQ J =_~.c.(_T'L)4.di' .cosm .dfco!LP~ 
h 2 n 100 12 ,2 r2 

= --. . - . ----·df ·df. ' 1 C ( T2)4 cos Cfl . cos Cf2 
n 100 r2 1 2 

Der resultierende Warmetransport in Richtung von d fl nach d f2 
ergibt sich als Differenz der beiden Werte zu: 

dQ =-~.c.[( T1 )4_ (T2 )4]. COSCf1,cosCf_'Ldf, .df.. (132) 
h n 100 100 r 2 1 2 

1st der Warmeaustausch nicht zwischen Flachenelementen, sondern 
zwischen zwei Flachen f1 und f2 von endlicher GroBe zu berechnen, 
so ist Gl. (130) noch zu integrieren und lautet dann: 

Q" 0= -~. c. [ (l~t) 4 - (1~~) 4] . J J cos Cflr'2COS Cf2 . d fl • d f2 • (133) 

il f2 

Es muB hier leider beigefiigt werden, daB diese Integrationen schon 
bei sehr einfacher Form und Lage der beiden Flachen auf recht groBe 
rechnerische Schwierigkeiten fiihren, die sich nur von Fall zu Fall 
durch irgendein mathematisches Naherungsverfahren iiberwinden lassen. 

V. Gleichzeitige Berocksichtigung der Warmeiibertragung 
durch Leitung und Strahlung. 

Wenn ein Korper seine Warme teils durch Leitung und Kon
vektion an die vorbeistreichende Luft, teils durch Strahlung an die 
umgebenden Raumwande abgibt, so kann es zweckmaBig sein die 
beiden Arten der Warmeabgabe in der Rechnung zusammenzufassen. 
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Man sucht dann die ganze Rechnung auf die Form zu bringen: 

Q = aa' (T[ - Tn) . F[. t [kcaI] . 
Darin ist: 

T[ die Temperatur des Korpers, 
T[l " " der Raumluft und der Wande, 
aa eine GesamtwarmeiibergangszahI, welche aus den beiden Summan-

den besteht, 
aL = Warmeiibergangszahl fiir Leitung und Konvektion, 
as = " " Strahlung. 

Der Wert aL errechnet sich aus den entsprechenden GIeichungen des 
II. Hauptteiles dieses Buches. Fiir as beniitzen wir die Ableitung 
auf S. 128 und erhalten mit Verwendung von Gl. (128): 

~ [ kcal ] 
as = [0] . .:::, ill-2. h. Grad . (134) 

Es hangt sehr von den besonderen Verhaltnissen der einzelnen 
Aufgabe ab, ob es zweckmaBiger ist, die Berechnung von Leitung 
und Strahlung in dieser Art zu vereinen oder sie getrennt durch
zufiihren. 

c. Die Strahlung del' Gase. 

I. Einruhrung. 
Man hat bis vor wenigen Jahren die Eigenstrahlung der Gase 

ganz bedeutend unterschatzt und den Warmeaustausch zwischen 
heiBen Gasen und Wanden fast allein auf Leitung und Konvektion 
zuriickgefiihrt. Nur wenn die Gase stark mit Staub verunreinigt 
waren und wenn - wie bei der Ieuchtenden Flamme - kleine 
Kohieteilchen hell gliihten, lieB man einen Warmeiibergang durch 
Strahlung gelten, aber nur wegen der Strahlung dieser festen Teilchen. 

Erst durch die Arbeiten von Schack iiber die Strahlung der Feuer
gase (s. Lit.-Verz. 30 u. 31) und die Arbeit von NuBeIt (s. Lit.-Verz.19) 
iiber den Warmeiibergang in der Verbrennungskraftmaschine wurde 
gezeigt, daB eine Reihe von Gasen wie Wasserdampf, Kohlensaure, 
Kohlenoxyd, Methan usw. eine ganz betraehtliche Strahlung besitzen. 
lch mochte das Studium dieser Originalarbeiten dringend empfehIen 
und will, urn dies dem Leser zu erleichtern, mich in der Darstellungs
weise und den Buchstabenbezeichnungen moglichst eng an diese 
Arbeiten anschlieBen. 

Auf Seite 118 war erwahnt, daB die meisten festen Korper als 
graue Korper strahlen. Ganz anderer Art ist die Strahlung der Gase; 
sie sind fiir groBe Wellenlangenbereiche vollkommen durchlassig und 
nur innerhalb ganz enger Gebiete besitzen sie merkliche Absorption 
und Emission. Sie haben, wie man in der Physik sagt, ein Banden-
spektrum. ' 
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Wir wollen uns die Darstellung dadurch vereinfachen, daB wir 
vorerst unserer Betrachtung ein Gas zugrunde legen, das nur ein 
einziges schmales Band besitzt, das also nur innerhalb des Wellen
langenbereiches von 1 bis 1 + Lf1 Energie aussendet und absorbiert, 
fiir groBere oder kleinere Wellen aber vollstandig diatherman ist. 
Die GroBe Lf1 soIl zwar sehr klein, aber immer noch groB gegen 
das Differential d1 sein. Dber den Unterschied zwischen diesem 
"idealen" Gas und den wirklichen Gasen werden wir spater sprechen. 

ll. Die Absorption. 
Wir nehmen nun an, daB ein beliebig geformter Gaskorper der 

eben beschriebenen Gasart von Wanden eingeschlossen sei, welche 
eine Strahlung beliebiger spektraler Verteilung aussenden. Dann 
werden aIle Strahlen mit Wellenlangen kleinerals 1 und groBer als 
1 + Lf1 den Gaskorper unverandert durchdringen; dagegen werden 
alle Strahlen im Bereich Lf1 auf ihrem Wege durch das Gas eine 
dauernde Schwachung erfahren. 

1st J;.,o die 1ntensitat, mit der der Strahl von der Wand aus
gesandt wird, so wird sie, bis er den Weg x zuriickgelegt hat, auf 
einen Betrag J;.,:z; gesunken sein. Wenn der Strahl weiterhin urn das 
Wegelement d x fortschreitet, so sinkt seine 1ntensitat urn den Be
trag d J;.. Diese Senkung d JJ.. ist erstens der 1ntensitat J).,:z; an der 
Stelle x und zweitens der Wegstrecke d x verhaltnisgleich. Es gilt 
also die Gleichung 

- d J;. = const· Ji., x • d x . 

Die 1ntensitat nimmt also nach jenem Gesetz ab, das wir im mathe
matischen Anhang fiir abklingende Vorgange abgeleitet haben. 

Die VerhaItniszahl "const" heiBt die Absorptionsziffer ai. des 
betreffenden Gases; sie ist von der Dimension [m- i ] und ihr Zahlen
wert kann zwischen null und unendlich schwanken. 

Wir erhalten damit das Absorptionsgesetz in seiner ersten Form: 

d J1• = - a! . . J!., '" . d x . (135a) 

Durch Integration folgt daraus die Intensitat an der Stelle x: 

J!.,:z; = J i., 0 • e -ai. . x . 

Die Schwachung, die der Strahl auf dem Wege x erIitten hat, ist 

oder als Bruchteil der Anfangsintensitat ausgedriickt: 

J~.o.--= Ji.,:z; = 1 _ e -a! . . '" • 
J!., 0 

(135b) 

Diese Gleichung stellt die zweite Form des Absorptionsgesetzes dar. 
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III. Die Emission. 
Wenn ein Gaskorper iiberalI gleiche Temperatur hat, so senden 

alle Molekiile in gleicher Weise Energie aus. Man konnte darum 
versucht sein, die Ausstrahlung Q des Korpers in der Zeit t der Anzahl 
der Molekiile und damit seinem V olumen V proportional zu setzen, 
also zu schreiben: Q = const· V·t. Damit wiirde man aber einen zu 
groBen Wert erhalten, denn die Strahlung des einzelnen Gasteilchens 
gelangt ja nicht in volIem Betrage an die OberfHiche, sondern sie 
wird auf dem Wege dorthin zum Teil absorbiert. 

Fiir unendlich kleine Raumteilchen ist aber die Absorption zu 
vernachUissigen und es gilt darum die Gleichung 

dQ = 13).' d V· t [kcal]. (136) 
Die Verhaltniszahl I3l heiBt die Emissionsziffer der Raumeinheit 

des Gases. Sie ist von der Dimension [kcal. m- 3 . h- 1]. Wir miiBten 
sie strenggenommen [l3l]~.+.1l schreiben, weil sie sich auf den end
lichen Wellenlangenbereich ,.11 bezieht; wir wollen jedoch die ver
einfachte Schreibweise I3l beibehalten. 

Gl. (136) stelIt das Emissionsgesetz fiir unendlich kleine Raume 
dar. Um die Ausstrahlung endlicher Gasmassen zu bestimmen, 
schlagen wir einen anderen Weg ein. 

Ein beliebig geformter, vollstandig luftleerer Hohlraum solI von 
Wanden umschlossen sein, welche iiberall dieselbe Temperatur be
sitzen. Dann ist im allgemeinen die Strahlung, welche die Wande 
aussenden, eine. vollkommen schwarze Strahlung, das heiBt die 
Energie verteilt sich iiber alIe Wellenlangen gemaB dem Planck
schen Gesetz. 

Die Energie, welche ein Oberfiachenelement d f nach der ganzen 
iibrigen Oberfiache strahlt, laBt sich aus dem Stefan-Boltzmann~ 
schen Gesetz berechnen. Genau ebenso groB ist auch die Energie, 
welche die ganze iibrige Oberflache ihrerseits nach df strahlt, denn 
ware dies nicht der Fall, so wlirde in d f eine Anhaufung oder eine 
Abnahme von Warme stattfinden, so daB sich eine Temperatur
differenz von selbst bilden wiirde; dies ist aber nach dem zweiten 
Hauptsatz nicht moglich. 

Nun denken wir uns den Hohlraum mit Gas gefiiUt, welches die
selbe Temperatur wie die Wande besitzt. Dann werden zwar in den 
gestrahlten Energiemengen Anderungen eintreten, aber die Ande
rungen miissen so abgestimmt sein, daB auch dann keine Temperatur
differenzen von selbst auftreten konnen. 

Die Energie, welche d f ausstrahlt, ist dieselbe wie oben, auch 
die iibrige Oberflache strahlt ihrerseits noch dieselbe Energie aus, 
aber davon wird ein bestimmter Bruchteil von Gas absorbiert, er
reicht also d f nicht. Dafiir sendet jetzt aber der Gaskorper selbst 
Energie nach d f hin. SoIl also in d f weder eine Temperatursteige
rung noch eine Temperatursenkung eintreten, so muB die Energie, 
welche der Gaskorper aussendet - und welche wir ja berechnen 
wollen - gleich sein der Energie, die er absorbiert. 
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Die Oberfiache F strahlt nach dem Planckschen Strahlungsgesetz 
Energie aller Wellenlangen aus; urn die Energie im Bereich unter 1 
und iiber 1 + Lll brauchen wir uns nicht zu kiimmern, da hierfiir 
das Gas vollkommen durchlii.ssig ist. 1m Wellenlangenbereich Lll 
sendet sie die Energie aus 

Die GroBe [E8J~+J!· ist in Abb. 46 durch die schmale schraffierte 
Flache wiedergegeben und bedeutet denjenigen Teil der Strahlung 
einer schwarzen Flii.che, welche auf 
den Bereich Lll trifft. Wir werden 
sie manchmal gekiirzt nur [E] schrei
ben. 

Die GroBe [E sJ/·+ Ll I. laBt sich 
durch einfache Integration mittels 
des Planckschen Strahlungsgesetzes 
berechnen, sobald man aus Ver
suchen die Lage lund die Breite ill 

:.Ii,s 

des Absorptionsbandes kennt. "', "-------1'-"1-------'" 
Von dieser Energie absorbiert ~.iL~ k-

der Gaskorper einen Bruchteil, den L:1.il. 
wir mit AI. bezeichnen und der das Abb. 46. DarstelluDg des Wertes 
Absorptionsvermogen des Gas- [Esl}+Ll!. im Schaubild. 

korpers heiBt. Es ist eine unbe-
nannte GroBe und sein Wert kann zwischen null und eins 

Die Absorption und damit auch die Emission des 
ist also 

Q = F·t· [Es]!~+J!· . A!. lkcal]. 

schwanken. 
Gaskorpers 

(137) 

Fiir eine unendlich dicke Gasschicht wird das Absorptionsvermogen 
gleich "eins" und dann nimmt Gl. (137) die Form an: 

Q [ ] 1.+ Ll !. li:t = Qm2 ,h = Es !. • 

Die GroBe [EsJ:'·+ Ll !. stellt also das Emissionsvermogen einer un
endlich dicken Gasschicht dar. NuBelt nennt sie in seiner Arbeit 
die "schwarze Gasstrahlung". 

Recht umstandlich ist die Bestimmung des Absorptionsvermogens 
fUr beliebig gestaltete Korper. Man muB von der Gl. (135 b) 

J!.,o - J! .. x = 1 _ e-a) .. x 
J;.,o 

ausgehen und findet unter Beriicksichtigung der Abmessungen des 
Gaskorpers durch Integration den Wert AI.. 
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Fur eine Kugel vom Durchmesser d gilt der Wert 

A 2 2 -a). . d +- 2 -a .. · d ( d) I. = 1 - ~-- + --- e ~-- . e = f a-· . 
al.2 . d 2 a;. . d al.2 . d~ /. (138) 

Das Absorptionsvermogen der Kugel ist also nur eine Funktion der 
KenngroBe (al.· d). Die Werte dieser Funktion sind in nachstehender 
Zahlentafel 18 zusammengestellt. (Auszug aus der Tabelle in der 
NuBeltschen Arbeit.) 

Zahlentafel 18. Absorptionsvermogen der Kugel. 

a). ·d I AI. a;.· d I Ai. al. ·d I AI. 

° I 
0,000 1,0 0,472 4,0 0,887 

0,2 0,124 1,5 0,610 5,0 0,923 
0,4 0,231 2,0 0,703 8,0 0,969 
0,6 

t 

0,323 2,5 0,772 10,0 0,980 
0,8 0,403 I 3,0 0,822 00 1,000 

Fur andere Formen, wie rechteckigen Korper, Zylinder usw. fiihrt 
die Integration auf sehr verwickelte Formeln. Wir werden deshalb 
spater im Abschnitt VI, S.141 ein Naherungsverfahren besprechen, 
welches diese Integration vermeidet. 

Einschaltung. 1m folgenden wollen wir die Gl. (138) iiber 
das Absorptionsvermogen einer Gaskugel ableiten, wei I diese Rech

nung den Verlauf der Absorptions
vorgange sehr gut erlautert und 
dabei nicht die rechnerischen 
Schwierigkeiten bietet, welche sonst 
bei Aufgaben der Warmestrahlung 
sich so gerne einstellen. Die Buch-

/' stabenbedeutung ist aus der Abb. 47 
zu ersehen. 

Wir berechnen zuerst die Ener
gie, welche die Ringflache dF nach 
dem Flachenelement df hinstrahlen 
wurde, wenn kein Gas vorhanden 
ware, bestimmen dann den Betrag, 
welchen das Gas davon absorbiert, 

Abb.47. Zu: Berechnung des Absorp- und integrieren zum SchluB von dF 
tionsvermogens der Kugel. ausgehend uber die ganze Kugel

oberflache F. 
Der Abbildung entnehmen wir zuerst die eiufachen, geometrischen 

Beziehungen 

Damit wird 
Xo = d· cos cp und () = xo' sin cp . 

dF xo·dcp ~ sin cp 
= 2(}n'-~- = 2n·x ". -~·dcp. 

cos cp 0 cos cp 
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Die Energie, welche dF nach df strahlt, ist nach Abschnitt V auf S. 133: 

[E ]l+Lll. df·dF. cos m. cos m 
81. X2 , , 

. 0 

o sin f{J cos 2 f{J 
= [E] ·df·2n·x "·--·--·dm 

8 0 cosf{J X02 '" 

= 2 n' d,. [E8] . sin f{J' cos f{J • d f{J. (a) 

Von dieser Energie erreicht zufolge dem Absorptionsgesetz nur der 

Bruchteil (e -al'xJ) das Flachenelement df und der Bruchteil (1 _ e -a;."xo) 
wird absorbiert . 

.Mit diesem Faktor massen wir den Ausdruck (a) multiplizieren 
und dann noch liber die ganze Kugel, also von f{J = 0 bis f{J = nJ2 
integrieren, um die Absorption der ganzen Gaskugel zu erhalten. 
Der Ausdruck lautet dann: 

cp=;r/2 

2 n' d f- [E.J. f (1 - e -a;.·d.cos '1'). sin f{J' cos f{J' d f{J. 
'1'=0 

Nebenrechnung: Wir teilen das Integral und erhalten: 
;r/2 

1. f sin f{J' cos f{J ·df{J = [~sin f{J ]~/2 = ~. 
o 
",/2 "'/~ 

(b) 

f -a ·d·coscp f -a ·d·coscp 
2. cos f{J . e)' • sin f{J . d f{J = - cos f{J • e i. • d ( - cos f{J) . 

o 0 

Setzen wir das Ergebnis dieser Nebenrechnung in den Ausdruck (b) 
fUr die absorbierte Energie ein, so lautet dieser: 

(c) 

Die Energie, welche die ganze Oberflache F nach df aussenden 
wiirde, wenn kein Gas vorhanden ware, ergibt sich aus dem Ausdruck (a) 
durch Integration von f{J = 0 bis f{J ~ nj2 zu: n' [Es] ·df. 

Das Verhaltnis der absorbierten Energie (c) zur ursprlinglich aus
gesandten Energie ist das Absorptionsvermogen der Gaskugel und 
dies ist somit gleich dem Klammerausdruck in (c). 
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IV. Das Kirchhoffsche Gesetz fur Gassu·ahlung. 
Zwischen den nachstehenden drei GroBen 

1. der Emissionsziffer SA bezogen auf die Raumeinheit Gas 
2. der Absorptionsziffer a)." "" Langeneinheit des Weges 

3. dem Emisssionsver:rp.ogen [EsJ1+ L1 )· bezogen auf die Flachenein
heit einer schwarzen l!'lache 

besteht als Beziehung das Kirchhoffsche Gesetz in der Form (139), 
welche in ihrer Bauart der Gleich ung (125) entspricht. 

13i. = 4.[Ef+L1i. (139) 
aA SA· 

Wir wollen auf die Ableitung dieser Beziehung nicht eingehen, 
sondern nur die Bedeutung des Faktors 4 erlautern; wir schreiben 
dazu Gl. (139) in der Form 

~ = 2. [E]J·+L1!·. 
2.a!. s;. 

Bei der Absorptionsziffer a;. ist der Faktor 2 dadurch zu erklaren, 
daB die beiden einander geradlinig entgegengesetzten Richtungen in 
Rechnung zu setzen sind und der andere Faktor 2 ist dadurch ent
standen, daB sich der Wert 13;. auf die Strahlung einer Gasmasse 
und damit auf den Raumwinkel 4.n bezieht, der Wert Es dagegen 
auf die Strahlung einer FIache, also auf den Raumwinkel 2n. 

v. Die Strahlungseigenschaften von Kohlensaure und 
Wasserdampf. 

Wir hatten auf S. 135 ein Gas mit besonders einfachen Strahlungs
eigenschaften definiert und dies unseren bisherigen Betrachtungen 

1 
) 

_ zugrunde gelegt. Von diesem ge
dachten Gas unterscheiden sich die 
wirklichen Gase in zweifacher Hin
sicht. 

\. 

Der erste Unterschied besteht 
a.;t darin, daB die Absorptionsziffer nicht 

bei einer bestimmten Wellenlange 
plotzlich von null an auf einen hohen 

Abb.48a. Abb. 48b. 

Wert springt und dann ebenso 
plotzlich wieder auf null fallt, wie 
dies Abb. 48a darstellt, sondern 
daB sie den in Abb.48b wieder
gegebenen kurvenmaBigen VerI auf 
hat. Absorptionsband eines Gases 

(ideell und wirklich). 
Wenn wir im folgenden mit 

einer wirksamen Breite ,12 des Streifens und mit einem Wert ai. 
innerhalb des Streifens rechnen, so konnen diese Werte nur die Be
deutung von Mittelwerten haben. 
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Der zweitc Unterschied besteht darin, daB die wirklichen Gase 
nicht nur ein Absorptionsband haben, sondern deren mehrere. 

Aus der Experimentalphysik entnehmen wir noch folgende Tat
sachen: 

1. Die Ver1i.nderlichkeit der Absorptionskurve mit der Tempera
tur ist nicht allzu groB, so daB sie bei technischen Aufgaben ver
nachl1i.ssigt werden kann. 

2. In einem Gasgemisch ist die Absorptionsziffer eines Bestand
teiles der Mischung mit. dem Bruchteil in Rechnung zu setzen, der 
dem Partialdruck dieses Bestandteiles entspricht. 1st p der Partial
druck in Prozenten, so ist 

a;.=k;..p. 

k;. ist ein Wert, der nur mehr von der N atur des Gases und der 
Wellenlange abhangt. 

3. Viele Gase, wie Wasserstoff, Sauerstoff, Stickstoff usw. haben 
so schmale Absorptionsbander, daB sie bei technischen Aufgaben als 
durchlassig betrachtet werden konnen. Anders ist dies bei Kohlen
saure und Wasserdampf. 

Die Kohlensaure hat drei Absorptionsbander, namlich 

bei A1 = 2,74 J.l mit einer wirksamen Breite von 0,2 J.l 
und einem Wert k1 . 16 

bei A2 = 4,33 J.l mit einer wirksamen Breite von 0,34 J.l 
und einem Wert k2 = 1800. 

bei .1.3 = 14 J.l mit einer wirksamen Breite von 4,0 J.l 
und einem Wert k3 = 80. 

Ebenso hat der Wasserdampf drei Absorptionsbander 

bei Al = 2,7 J.l mit einer wirksamen Breite von 0,29 J.l 
und einem Wert k). = 20, 

bei A2 = 6,6 J.l mit einer wirksamen Breite von 1,0 J.l 
und einein Wert k). = 45, 

bei A3 = 18,5 J.l mit einer wirksamen Breite von 13 J.l 
und einem Wert k). = 1 . 

VI. Berechnung der Gasstrahlung bei Feuerungen. 
Die genaue Berechnung des Warmeiiberganges durch Strahlung 

von heiBen Gasen in Feuerungen wurde auf ungemein schwerf1i.llige 
Formeln fiihren, welche fUr die Praxis wenig Bedeutung hatten. 
Deshalb hat Schack ein Naherungsverfahren ausgearbeitet, welches 
wir, ohne auf die Ableitung einzugehen, aus der Originalarbeit iiber
nehmen. Er steUte fur die Warmemenge Q,jl, welche von einem 
Gaskorper innerhalb des Bereiches .1A, also fur ein einzelnes Ab
sorptionsband, an die Wandflache F abgegeben wird, die Naherungs
gleichung auf 

Q . £.F.t.(E). _ E/)'CP.(l _ ~= e -k~'~~). 
. 4,9 k;. .p.d 
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In dieser Gleichung bedeuten auJ3er den bekannten Gr0J3en 

C die Strahlungszahl der bestrahlten Flache, 
4,9" " " schwarzen FHiche, 
E). den Wert [E).]~+J)' bei der Temperatur des Gases, 

E/" " " "" " der Fliiche 

und 
CP.(1 _ 1 - e-k;:P.d) = cp.f(k)..p.d)R3A). 

k).·p·d 

einen Naherungswert fiir das Absorptionsvermogen des Gaskorpers. 
In diesem Ausdruck ist d die Dicke der strahlenden Schicht iiber 
der bestrahlten Flache und cp ein Korrektionsfaktor, dessen Wert 
zwischen 0,7 und 1,1 schwankt und iiber den spater gesprochen 
werden wird. 

Der Wert der Funktion f(k; .. p.d) kann aus nachstehender Abb. 49 
entnommen werden. 

1,0 

0,5 

1 o 

I-1-1-

/ 
]7 

/ 

II 

l,.-

v 
V 

0.5 1 Z 3 If 5 6" 7 8 9 10 11 1Z 13 11f1S 
_x 

Abb.49. Schaubild zur Bestimmung cler Funktion 
1-e- x 

1----. 
x 

Hat ein Gas mehr als einen Absorptionsstreifen, so ist der Wert Q 
als Summe aus mehreren GIiedern zu bilden. Wir erhalten unter 
Verwendung der physikalischen Konstanten aus dem vorigen Ab
schnitt folgende Gleichungen: 

1. Fiir Kohlensaure: 

Q ~ 4C9 ·F·t· [(Kl - K/)·CPl·f(16·pd) + (K2 - K/)·CP2·f(1800.pd) , 
, [kcal J +(K3 -K3 )·CP2·f(80.pd)] m2 .h (140) 

2. Fiir Wasserdampf: 

Q = 4C9 ·F· t· [(Wl - W/)'CP4' f(20 .pd) + (W2 - W2') 0 CP5 . f(45 .pd) , 
, [kcalJ + (W3 - WS )'CP6'f(1'pd)] m2 .h . (141) 
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In diesen Gleichungen bedeuten KI' Kl ', W und W' die Werte 
[EJ~+Lf;' und [E.t+ J }· fUr Kohlensaure bzw. Wasserdampf bei den 
entsprechenden Streifen 1, 2 oder 3. Diese Werte sind der nach
stehenden Zahlentafel 19 zu entnehmen. 

Zahlentafel 19. 
Strahlung einer unendlich dicken GasBchicht. 

Kohlensiiure Wasserdampf 
Tem-

I Streifen 2 I Streifen 3 
Tem-

pera- Streifen 1 Streifen 2 Streifen 3 Streifen 1 pera-
tur K, Ke Ka W, W2 Wa tur 

kcal kcal kcal kcal kcal kcal 
----

°C m2 .h I m2 .h m2 .h m2 .h m2 .h m2 .h °C 

200 0,004· loa 0,07 ·10a 0,23 ·10a 0,006· lOs 0,3S .103 0.63.103 200 
300 0,045 0,24 0,36 0,075 O,SS O,Sl 300 
400 0,15 0,52 0,50 0,25 1,6 1,1 400 
500 0,42 0,95 0,65 0,75 2,4 1,4 500 

600 0,96 1,6 0,79 1,5 3,6 1,6 600 
700 1,9 2,4 0,90 2,S 4,9 1.9 700 
SOO 3,2 3,4 1,1 4,7 6,3 2,2 SOO 
900 4,S 4,3 1,3 5,S 7,9 2.4 900 

1000 6,S 5,4 1,4 10 9,3 2,7 1000 

1100 9,3 6,7 1,6 14 11 3,1 1100 
1200 12,3 S,3 1,9 IS 13 3,4 1200 
1300 15,6 9,7 2,2 23 14 3,7 1300 
1400 19,2 11,2 2,4 29 16 4,1 1400 
1500 23,4 12,9 2,7 35 IS 4,5 1500 

1600 27,9 14,6 3,0 41 20 4,9 1600 
1700 33 16,6 3,4 4S 22 5,2 1700 
IS00 3S IS,7 3,S 56 24 5,6 1S00 
1900 44 21,1 4,1 63 26 6,0 1900 
2000 51 23,6 4,5 72 2S 6,4 2000 

Die Beiwerte cp haben den Zweck die angenaherten Ausdriicke 
fur das Absorptions'lermogen A;. noch zu verbessern; sie hangen so
wohl von der Form des Gaskorpers als auch vom Wert des Pro
duktes p' dab. 1m allgemeinen wird p. d zwischen den Grenzen 
0,01 und 0,3 schwanken. Dnter dieser Voraussetzung haben die 
GroBen cp folgende Werte. 

Form des Gaskorpers 'P1 I 'P2 CP3 CP4 'Po I CPo 

kurz und gedrungen 
0,7 - O,Sll,O 0,7 - o,sl 0,7 - o,s/ 0,7 - O,S z. B. Kugel, Wiirfel O,S- 0,9 

flach u. langgestreckt ! 
z. B. Kaniile, 

1,1 - 1,0 11,.1- 1,0 rechteck. Riiume 1,1-1,0 1,0 1,1- 1,° 11,1 - 1,0 

Dberall wo zwei Zahlen angegeben sind, gelten die ersten Zahlen 
jeweils fiir kleine Werte von p. d, die zweiten Zahlen fur groBe Werte 
p. d; die Faktoren cp nahern sich also mit wachsendem p. d von 
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beiden Seiten her dem Wert "eins". rst p·d noch groBer, etwa 
von p·d = 0,5 ab, so sind alle sechs Werte <fJ gleich "eins" zu setzen. 

Werm in besonderen Ausnahmefallen bei Kohlensaure p. d unter 
0,01 sinken sollte oder wenn p allein kleiner als 0,02 - also der 
CO2-Gehalt unter 2,0 % sink en sollte -, so ist zu setzen: 

<fJl wie oben, 
<fJ2 = 0,64mal dem obigen Wert, 

<fJ3 = 0,45" " " ". 

Zahlenbeispiel: Es ist die Warme zu berechnen, die in einem 
Flammrohrkessel von den heiBen Gasen an die Wandung des 
Flammrohres allein durch Strahlung iibergeht. Dabei ist anzu
nehmen: 

Durchmesser d des Flammrohres 
Temperatur der Rauchgase 

" des Flammrohres 
Gehalt der Rauchgase an 002 

" " " " H 20 

= 1,0 Em], 
= 1200°0, 

250°0, 
15 % , 

6 % , 

Aus Zahlentafel 19 lesen wir ab: 

Kl = 12,3.103 K2 = 8,3.103 

Kl' = 0,0 K 2' = 0,2 

Kl - Kl' = 12,3.103 8,1.103 

Wl = 18,0.103 W2 = 13,0 ·10a 

W/ = 0,0 W2' = 0,6 
18,0.103 12,4.103 

K3 = 1,9.103 

Ka' = 0,3 
1,6.103 

W3 = 3,4.103 

Wa' = 0,7 

2,7'.103 • 

Sodann miissen wir die Funktion f (k;.. . pd) berechnen. Fiir die 
einzelnen Absorptionsstreifen ist: 

Streifen k;..'pd f(k;...pd) (Werte fiir d = 0,6) 

CO2 I 1 I 16·0,15 = 2,4 0,63 I (0,44) 

pd=0,15 2 1180o,o,15 = 270 1,00 (1,00) 
3 80·0,15= 12 0,92 (0,86) 

H2O 1 20·0,06 = 1,2 0,42 (0,28) 

pd= 0,06 2 45·0,06 = 2,7 0,66 (0,47) 
3 1·0,06 = 0,06 0,03 

I (0,018) 

Die GroBen <fJ kann man bei Kohlensaure aHe gleich 1,0 und bei 
Wasserdampf aHe gleich 1,1 setzen. 

Mit diesen Werten gibt Gl. (140) bzw. (141): 

Q 4,3 [ ] 3 -F = -4 . 12,3 ·1,0·0,63 + 8,1 ·1,0 ·1,00 + 1,6·1,0·0,92 ·10 
. t ,9 

= 4,3 . [7,75 + 8,1 + 1,47] . 103 = 15200 [ k:ahl ] fiir Kohlensaure, 
4,9 --- m". 
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!L = 4,3. [18 .1,1. 0,42 + 12,4.1,1· 0,66 + 2,7.1,1.0,03] . lOa 
F·t 4,9 

43· [kcalJ . =-'-. [8,3 + 9,0 + 0,1] .103 = 15300 ~h fill Wasserdampf. 
4,9 --- m. 

1m Ganzen gehen also 30500 kcal.m-2 .h-l durch Strahlung iiber. 
Bei dem Temperaturunterschied von 1200° - 250° = 950° errechnet 
sich daraus eine Warmeiibergangszahl fUr Strahlung von 

32 [kcal.m-2 .h-l . Grad-lI. 

An Hand dieses ZaWenbeispieles konnen wir noch mmge Be
ziehungen besprechen, die zur Beurteilung der Gasstrahlung wichtig 
sind. 

Erstens zeigt die Rechnung, daB die Temperatur des Kessel
bleches nur geringen EinfluB ausiibt. Die Werte K' und W' sind so 
klein, daB sie gegeniiber K und W keine Rolle spielen. 

Wiirden wir den - allerdings praktisch ganz unmoglichen -
Fall einer Blechtemperatur von 500° annehmen, so wiirde damit das 
Temperaturgefalle um 16 % gesunken sein, die iibergestrahlte Warme 
wiirde aber nur um 4 ° /0 sinken. 

Zweitens laBt sich an diesem Beispiel zeigen, in welcher Weise 
eine Veranderung des Rohrdurchmessers sich auswirkt. Verkleinern 
wir d auf 0,6 m, also um 40°/0 , so sinkt die iibergestraWte Warme 
um 23 % , In der Rechnung kommt die Verkleinerung des Durch
messers dadurch zum Ausdruck, daB die Produkte (k; .. pd) im selben 
VerhlUtnis kleiner werden und infolge dessen auch die Funktion 
f(k)..pd). Hier wirkt sich aber die Verkleinerung bei den einzelnen 
Absorptionsstreifen ganz verschieden aus, wie das die Zahlen erkennen 
lassen, die oben in Klammer nebenan gesetzt sind. Darum entspricht 
auch nicht immer einer Abnahme des Durchmessers um 40 % auch eine 
Abnahme der Strahlung um 23 % , sondern dieses Verhaltnis ist je nach 
den besonderen Umstanden ganz verschieden und kann nur von 
Fall zu Fall durch Rechnung ermittelt werden. 

Drittens ist noch der EinfluB des Partialdruckes der Gase zu 
beachten. Wiirde z. B. durch iibermaBigen LuftiiberschuB der Partial
druck beider Gase um 40% sinken, so wiirde die Strahlung sich 
eben so andern wie oben bei Verkleinerung des Durchmessers, also 
wieder urn 23 ° / ° sinken, denn fiir die Rechnung ist nur das Pro
dukt (pd) maBgebend, nicht aber der einzelne Faktor. Die Schad
lichkeit eines zu groBen Luftiiberschusses ist ja langst aus anderen 
Griinden bekannt. In obigen Verhaltnissen liegt aber ein neuer 
Grund, den CO2-Gehalt der Rauchgase moglichst hoch zu halten. 

* :;: 
* Aus diesen Betrachtungen iiber die Eigenstrahlung der Feuer-

gase insbesondere aus Gl. (140) und (141) konnen wir folgende fUr 
die Feuerungstechnik wichtigen Gesichtspunkte entnehmen. 

Die Warmemenge, welche 1 m2 Heizflache III der Stunde von 
den Heizgasen aufnimmt, ist um so groBer 

G r ii b e r, Wiirmeiibertragung. 10 
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1. je hoher die Temperatur der Heizgase ist, 
2. je niederer die Temperatur der Heizflache ist; der zahlenmaBige 

EinfluB ergibt sich aus den K- und W- Wert en der Zahlentafel 19, 
3. je dicker die strahlende Gasschicht ist; dies bedeutet, daB 

man bei gegebenem, stiindlichem Volumen der Heizgase die Stromungs
querschnitte moglichst groB und damit die Stromungsgeschwindigkeit 
moglichst klein machen muB. - Haben sich aber die Gase schon 
soweit abgekiihlt, daB die Strahlung gegeniiber Leitung und Kon
vektion zuriicktritt, so gelten die entgegengesetzten Konstruktions
grundsatze, 

4. je groBer in den Rauchgasen der Prozentsatz der stark strahlen
den Bestandteile Kohlensaure und Wasserdampf ist, 

5. je groBer die Strahlungszahl der Heizflache ist. Die Rechnung 
gestattet es, all diese Einfliisse nicht nur ihrer Richtung nach sondern 
auch zahlenmaBig mit einer fur die Praxis wei taus hinreichenden 
Genauigkeit festzustellen. 

Vierter Teil. 

Einige Anwendungen der Gesetze. 
Die nachstehenden vier Abschnitte sollen in knapper und skizzen

hafter Form einige Anwendungen auf technische Fragen zeigen, u~ 
damit das Verstandnis fiir die abgeleiteten Gesetze zu vertiefen. 
Eine auch nur annahernd erschopfende Behandlung dieser Fragen 
vom fachtechnischen Standpunkte ist damit natiirlich nicht beab
sichtigt. 

l. Die Berechnung von Heiz- und Kiihlrohren. 
Die Heiz- und Kiihlrohre bilden den wesentlichen Bestandteil der 

meisten Warmeaustauschapparate. Diese Apparate finden in allen 
Zweigen der Technik Verwendung; je nach der Natur der beiden 
stromenden Fliissigkeiten (Luft, Dampf, Wasser, 01 usw.), je nach 
dem gegenseitigen Mengenverhaltnis der Stoffe, je nach den beson
deren Verhaltnissen des Betriebes und nicht zumindest je nach den 
zulassigen Herstellungskosten ist die Bauart eine ganz verschiedene 
und es lassen sich darum auch keine allgemeingiiltigen Berechnungs
vorschriften aufstellen. Die nachstehende Rechnung soIl nur als ein 
Beispiel dienen, um bei dieser Gelegenheit einige allgemeine Gesichts
punkte besprechen zu konnen. Wir stellen uns folgende Aufgabe: 

"Durch ein Rohr von gegebener Wandtemperatur tw 0 C soIl 
in der Zeiteinheit ein gegebenes Fliissigkeitsvolumen von einer be
stimmten Anfangstemperatur ta auf eine verlangte Endtemperatur t. 0 C 
abgekuhlt (oder erwarmt) werden. Es sind Rohrlange L, Rohrdurch
messer d und Stromungsgeschwindigkeit w so zu bestimmen, daB 
erst ens die verlangte Temperaturerh6hung auch wirklich erreicht 
wird, und daB zweitens der Druckverlust in der Flussigkeit eine vor
geschriebene Hohe nicht iiberschreitet." 
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Die erste Bedingung fiihrt uns auf G1. (97 a). Wir schreiben statt 
des Buchstaben z den Buchstaben Lund statt {9z die Bezeichnung (ge 
und erhalten 

Cl iW'd)- 0,21 (L)O,95 
~e - tl! = ~ = e -O,0263'\a . Ii 
t" - tw ea 

_0,0263.Lo.95.d- 1.16. w - 0,21,,,+0,21 

= e .' 
Da die Temperaturen t alie gegeben sind, ist auch der Wert der 

Exponentialfunktion bekannt und wir konnen mit Hilfe der Zahlen
tafel 23 feststellen, welchen Wert Ex der Exponent haben muB. 
Wir erhalten also als erste Bedingung zwischen L, d und w die 
Gleichung . 

LO,95. d-1,16. W-O,21 = 38 . Ex = ZQ (I) 
aO,21 ' 

worin ZQ einen Wert bedeutet, der sich in vorbereitender Rechnung 
aus Ex und a bestimmen laBt . 

. Die zweite Bedingung betrifft den Druckverlust. 1st Pa der Druck 
am Anfang des Rohres in [kg.m-2], Pe der Druck am Ende, und 
nimmt man an, daB die Rohrwand nicht ganz glatt ist, so gilt die 
Gl. (69b) mit etwas veranderten Zahlenwerten 

oder 

oder 

Pa - Pe = 1 76.10-2 .r· w 2 .. (~d. y)-O,21 

L ' d.ft 

L1,oo.d- 1,21. W+1,7~ = 57 . .J?ll~ P,,--- = ZR' 
Y U,7~ • ft 0.21 (II) 

Z R ist wieder ein Wert, der in gesonderter Rechnung zu bestim
men ist. 

Eine dritte Bedingung ist dadurch gegeben, daB durch das Rohr 
ein bestimmtes Fliissiglieitsvolumen V in der Zeiteinheit stromen 
muE. Es ist also 

d2 n 
--·w = V oder 

4 

Stellen wir die drei Gleichungen zusammell, 
LO,95. d- 1,16. w-O,21 = ZQ 

L1,00. d- 1,21. W 1,79 = ZR 

(III) 

(I) 
(II) 

d2,00 • w1,00 ~. Zv (III) 

so erkennen wir, daB hier ein Gleichungssystem von drei Gleichungen 
mit drei Unbekannten vorliegt, daB also die drei GraBen L, d und w 
eindeutig bestimmt sind. Oder mit anderen Worten, die drei Be
dingungen: ein vorgeschriebenes sekundliches Fliissigkeitsvolumen V, 
ein vorgeschriebenes Verhaltnis e e: e a und ein vorgeschriebener 
Druckverlust Pa - Pe bestimmen die Abmessungen des Rohres und 
die Stromungsgeschwindigkeit eindeutig. 

10* 
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Aus den drei Gleichungen laSt sich Lund OJ eliminieren und 
man erhiilt 

Z2,01 
d 4,01 = Z+1,05 • _v_ 

Q zkoO 

oder mit geniigender Annaherung 

ferner 

und 

4 2 

Zl,05 Zv 
Q .

ZR 

Z~oo 

OJ = tla,oo ' 

(IV) 

(V) 

(VI) 

Zur Berechnung der vorkommenden Potenzfunktionen dienen die 
Zahlentafeln im Anhang. 

ZablenbeispieI. V orgeschrieben sei: 
das sekundliche Luftvolumen 
der Druck der Luft • 

v = 0,012 m3/sek 
p= 1 at 

der Druckverlust • • Pa - P. = 1/50 at 
die Wandtemperatur • tw = 100 ° C 
die Anfangstemperatur ta = 20° C 
der prozentuale Abwarmeverlust.. 8. : 8 a = 0,10. 

Gesucht sind die Abmessungen des Rohres und die Stromungs
geschwindigkeit. 

1. Vorbereitende Rechnung: 

8,.=-80°; 8.=0,10·(-800)=~8°; t.=920C. 

t = ~ (100 --1- 20 + 92) = 780 C. 
m 2 I 2 

Aus physikalischen Tabellen ist fiir eine Temperatur von 78 ° C 
zu entnehmen: 

a=0,106; 1'=0,975; .u=2,06.10-6 • 

Zu 8.: 8 a = 0,10 = e-Ere gehort zufolge Zahlentafel 23 ein Ex
ponent Ex = 2,30. 

Mit diesen Werten wird 

aus Gl. (I): 

" " (ll): 

" ,,(Ill): 

2,3 
ZQ = 38· 0,1060,21 = 143; 

200.106'°,21 

ZR = 57· 0,9750,79.2,060,21 = 18,2.104 ; 

Zv = ~.0,012 = 1,53 ·10-'.l. 
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2. Hauptreehnung. 

Aus Gl. (IV): d4 = 1431,05. 1,532 .10-4 = 23,6.10-8 

18,2.104 

d2 = 4,85.10-4 

d = 2,20.10-2 = 2,2 em. 

1,53.10-2 , 
W = 4 = 31,5 m/sek. 

4,85·10-
Aus Gl. (V): 

o 0221,~1 
L = 1,82.105 • ' 179 = 3,70 m. 

31,5' . 
Aus Gl. (VI): 

Diese drei bereehneten Werte fiir d, Lund w sind die einzig 
maglichen und richtigen Werte, solange die drei vorgeschriebenen 
Bedingungen aufrechterhalten werden. Es kann nun der Fall ein
treten, daB einer der drei Werte aus anderen Griinden nicht brauch
bar ist; so kann z. B. das errechnete Rohr aus konstruktiven Griinden 
zu lang sein. Dann gibt es nur den einen Ausweg, daB man die 
vorgesehriebenen Bedingungen erleiehtert. Es stehen also drei Mag
liehkeiten offen: entweder man nimmt einen groBeren A bwarme
verlust ee: ea , also ein niedereres t. in Kauf, oder man laBt einen 
groBeren Druekverlust Pa - Pe zu oder man begniigt sieh mit der 
Erwarmung eines geringeren Fliissigkeitsvolumens V. 

Die Zahlentafeln 20a, 20b und 20c zeigen die Wirkungen dieser 
drei MaBnahmen, jedesmal von dem obigen Beispiel als Normalfall 
ausgehend. 

Zahlentafel 20a. 
Druckverlust und sekundliches Volumen unverandert. 

Abwarmeverlust: 10%, 20°(0' 30°(0' 

10 °(0 
20 °(0 
30 °(0 

I 0,0220 II 

0,0200 
0,0186 

L 

3,70 
2,31 
1,65 

ZaWentafel 20 b. 

w 

31,5 
38,5 
44,2 

Abwarmeverlust und sekundliches Volumen unverandert. 
Druckverlust: '(50' '/30 ' '/10 at. 

Pe-P. d L W 

'(50 at 0,0220 3,70 31,5 
1 (30 at 0,0194 3,36 40,7 
1f10 at 0,0147 2,99 70,5 

Zahlentafel 20 c. 
Abwarmeverlust und Druckverlust unverandert, 

Sekundl. Volumen: 12, 9 und 6 LiterfSekunde. 

V d I L w 

0,012 0,0220 I 3,70 31,5 
0,009 0,0191 

I 
3,18 31,5 

0,006 0,0156 2,48 ! 3],5 
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Man sieht, daB aHe drei MaBnahmen auch wirklich eine Ver
kiirzung des Rohres bewirken, daB aber ganz betrachtliche Milde
rungen in den vorgeschriebenen Bedingungen notwendig sind, urn 
eine merkliche Verkurzung des Rohres zu erzielen. Hat also die 
Rechnung eine Rohrlange ergeben, welche urn ein Vielfaches groBer 
ist, als aus konstruktiven Grunden zulassig ist, so muB man die 
Flussigkeit auf mehrere Rohre verteilen, also zum Rohrenbundel oder 
Rohrenkessel iibergehen. 

Das Rohrenbiindel. Die Gesetze fur Warmeubergang und Druck
verlust gelten fur das Rohr eines Bundels ebenso wie fUr das einzelne 
Rohr. Wir konnell deshalb die Gl. (I) und (II) unverandert iiber
nehmen. Dagegen hat das einzeille Rohr bei einem Bundel von 
z Rohren nur den z-ten Teil des ganzen Volumens aufzunehmen. 
In Gl. (III) ist deshalb statt Zv zu setzen Zv: z. 

Es liegt jetzt ein System von drei Gleichungen mit vier Un
bekannten (d, L, w und z) vor, die Aufgabe ist also nicht mehr 
eindeutig bestimmt und wir konnen eine der vier Unbekannten be
liebig wahlen. Yom rechnerischen Standpunkt!3 aus ist es vollstandig 
gleichgultig, welche GroBe wir wahlen, allein in der Praxis kommen 
wohl nur zwei FaIle in Frage: entweder man kann die Anzahl der 
Rohre frei wahlen, was meist bei geringer Rohrzahl zweckmaBig sein 
wird, oder man wird die Lange der Rohre annehmell, wenn fUr die 
Baulange des Rohrenbundels eine Vorschrift besteht. 

1. Bei freigewahlter Rohrzahl. 
Da z bekannt ist, ist nur d, Lund w zu berechnen, und dies 

erfolgt in der oben angegebenen Weise, nur ist statt Zv in Gl. (III) 
der Wert Zv: z zu set zen. 

Auch dieser Fall sei durch ein Zahlenbeispiel erlautert (vgl. Zahlen
tafel 21). Hierbei sind alle Bedingungen aus dem obigen Zahlen
beispiel iibernommen, nur ist fUr V der 19 mal groBere Wert 
0,228 [m3Jsek] genommen. 

ZaWentafel 21. 

Warmeiibergang im Rohrbiindel. 

Rohrzahl d 
I 

L 
I 

w 

1 0,0958 26,5 31,5 
7 0,0362 7,18 31,5 

19 0,0220 3,70 31,5 
37 0,0158 2,50 I 31,5 
61 0,0123 1,87 31,5 

Man beachte, daB die Stromungsgeschwindigkeit von der Rohr
zahl unabhangig ist (vgl. auch Zahlentafel 20c). 

2. Bei freigewahlter Rohrlange. 
Wir schreiben das Gleichungssystem (I), (II), (III) wieder an, 

bringen dabei aber alIe unbekannten GroBen auf die linke Seite und 
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aIle bekannten auf die rechte: 
d-1,16. W- O,21 = ZQ . L-0,95 (Ia) 

d- 1.21 ·W+ 1,79 = ZR'L-l,OO (Ila) 

z1,00·d+ 2,oo·W1,00 = Zv (IlIa) 

Wir potenzieren die erste Gleichung mit (- 1,04), worauf sie 
lautet: 

d+ 1 0)1 +0 0 0) Z-1,04 L+0,9H '-·w ,"" = Q • 

und multiplizieren diese neue Gleichung mit Gl. (II a). Das Er
gebnis ist 

001 Z Z-1.0J L-O,Ol 
W", = R' Q • 

oder mit geniigender Annaherung 

w 2 = ZR'-~
Z~'o~ , 

eine Gleichung, in der sich Z~,05 leicht mit Hilfe von Zahlentafel 31 
auswerten HiBt. 

Aus Gl. (IIa) folgt dann 
L'W1,79 

d+1.21 = ____ _ 
ZR 

und aus (IlIa): Zv 
Z = d2-:-W' 

Die Durchrechnung eines Zahlenbeispieles diirfte sich hier er
iibrigen. 

II. Der Warmeiibergallg in der Feuerung. 
In nachstehendem sollen die Wege beschrieben werden, auf denen 

die Warme von ihrem Entstehungsort, dem Brennstoffbett, bis zu 
ihrem Verwendungsort, den Heizflachen, geJangt, und zwar solI dies 
an dem Beispiel eines Dampfkessels durchgefiihrt werden; wir wollen 
uns etwa einen Steil- oder Schragrohrkessel mit Wanderrost vor
stellen. Der V organg in einer solchen Feuerung ist etwa folgender: 

Die ganze Kohlenschicht befindet sich in heller Glut und strablt 
betrachtliche Warmemengen aus. Davon trifft ein groBer Teil un
mittelbar die untersten Reihen der Wasserrohre und wird dort vollig 
absorbiert, da wir die Rohrwandungen mit geniigender Annaherung 
als schwarz betrachten konnen. Diese Warmemenge ist sehr groB, 
da sie der vierten Potenz der hohen Rosttemperatur Tl verhaltnis
gleich ist. - Die Warmemenge, welche in entgegengesetzter Richtung, 
also von den Rohren nach dem Brennstoffbett gestrahlt wird, ist 
nur gering, weil die Temperatur T2 der Rohre nur niedrig ist. 

Bei Tl = 1200 0 0 = 1473 0 abs. ist (Tl/100)4 = 47100 [~~~dr, 

Bei T2 = 200° C = 473° abs. ist (Tz/100)4 = 500 [~~~dr. 
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Diejenigen Heizflachen, welche der direkten Bestrahlung des Rostes aus
gesetzt sind, sind also die wirbamsten, und man sucht sie durch geeignete 
raumliche Anordnung moglichst groB zu halten. Dies kann man auch ohne 
Bedenken tun, solange man mit gutem Brennstoff recImen kann. Bei schIechtem 
Brennstoff aber, z. B. stark mulmigen und feuchten Sorten der Rohbraunkohle, 
kann dieser starke Warmeentzug aus der Brennstoffschicht verhangnisvol! 
werden. Bei dem gering en Heizwert dieser Brennstoffe ist schon die theore
tische Verbrennungstemperatur sehr niedrig. Kommt nun noch die starke Ab
strahIung nach dem kalten Kesselblech hinzu, so sinkt die Temperatur leicht 
unter die Ziindtemperatur und das Feuer versagt. Um dies zu vermeiden, legt 
man einen Strahlungsschutz in Gestalt des sogenannten Ziind- oder Riickstrahl
gewOlbes iiber das Brennstoffbett. 

Ein anderer Teil der Strahlung aus der Brennstoffschicht trifft 
die Wande des Feuerraumes und wird dort ebenfalls absorbiert, da 
wir auch das Mauerwerk als schwarz annehmen konnen. Durch diese 
Strahlungsaufnahme wird das Mauerwerk sehr heiB und strahlt nun 
selhst sehr stark, einerseits zuriick nach dem Rost, andererseits nach 
den kalten Wasserrohren. Urn diesen Strahlungsaustausch wenigstens 

Rost 

der GroBenordnung nach 
richtig einschatzen zu 
konnen, stellen wir fol
gende kleine Rechnung 
an. Wir stellen den dach
formigen Feuerraum tiber 
dem Rost durch ein gleich
seitiges Dreieck dar (Ab
bildung 50). 

Wenn wir annehmen, 
daB die Mauer nach a uBen 
hin keine Warme verliert, 
so muB die Energie, die 
sie im Austausch mit 
der Brennstofi'schicht ge-

Abb 50 Z St' hI t h· W winnt, gleich der Ener-. . u: ra ungsaus ausc 1m asser-
rohrkessel. gie sein, die sie im Aus-

rohren verliert. Mit Ts als Temperatur 
dingung auf die Gleichung 

oder 

tausch mit den Wasser-
der Mauer fiihrt diese Be-

Es sind dies dieselben Gleichungen, die wir schon auf S. 130 hei 
der Besprechung des Strahlungsschirmes kennengelernt haben. Wenn 
wir die dort gefundenen Ergebnisse hierher iibertragen, so ergiht 
dies, daB die Warme, welche auf Umwegen iiber die Wand nach den 
Rohren geJangt, gleich der Halfte derjenigen Warme ist, welche 
direkt dorthin gelangt. 
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AuBer der Warme, welche das Brennstoffbett in Form von Strah
lung verlaBt, wird auch Warme mit den Rauchgasen abgefiihrt und 
nach den HeizHacben, dem Mauerwerk und nach dem Schornstein 
geleitet. Wir wollen nun verfolgen, auf welcben Wegen diese Warme 
nach den HeizHacben geJangt, dabei aber vorerst nocb nicht unter· 
scheiden, ob der Vbergang mehr durch Leitung und Konvektion 
oder mebr durcb Gasstrablung erfolgt. 

Scbon im Feuerraum geben die Raucbgase einen Teil ibrer Warme 
an die untersten Wasserrohre und die Wande des Feuerraumes abo 
Dann dringen sie zwischen den untersten Rohrreiben bindurch nach 
den oberen Rohrreihen, dem Oberkessel, dem Uberhitzer und endlich 
dem Vorwarmer; sie gelangen somit nach den "binteren" HeizHacben, 
womit wir alIe jene HeizHacben bezeichnen wollen, welcbe nicbt mehr 
direkt vom Rost ·bestrahlt werden. Ein Teil der Warme geht dabei 
direkt an die HeizHachen iiber, ein anderer Teil erwarmt zuerst das 
Mauerwerk und wird dann von dort nacb den HeizHachen gestrahlt. 

Auf Grund dieser Uber
legung gelangt man zu 
folgendem Schema der 
Warmewege. In demselben 
ist die Strahlung fester 
Korper durcb gerade Pfeile, 
der Warmetransport durch 
die Gase durch gescblan
gelte Linien dargestellt. 

Wenn wir uns jetzt der . 1l=.=======~=========olJ 
Frage zuwenden, inwieweit Abb. 51. 
die Warme von den Rauch- stoffbett 
gasen durch Leitung und 

Schema der Warmewege vom Brenn
zu den Heizflachen in der Dampf

kesselfeuerung. 

inwieweit durch Strahlung abgegeben wird, so miissen wir uns ver
gegenwartigen, welcbe Umstande die beiden Arten der Ubertragung 
fordern beziehungsweise bemmen. 

Die Warmeiibergangszabl fiir Leitung nimmt zu bei steigender 
Gasgeschwindigkeit, nimmt ab bei steigender Temperatur und nimmt 
ab mit wachsender Scbichtdicke (groBerem Robrdurchmesser). Die 
Warmeiibergangszahl durch Strahlung dagegen ist von der Geschwin
digkeit unabbangig, nimmt mit steigender Temperatur sehr stark zu 
und nimmt mit steigender Schichtdicke langsam zu. 

Wir diirfen also annebmen, daB im Feuerraum, wo hohe Gas
temperatur herrscbt, groBe Scbichtdicke und kleine Geschwindigkeit 
vorbanden sind, die Eigenstrablung der Gase iiberwiegt, daB dagegen 
im V orwarmer, wo sich die Gase schon sebr stark abgekiihlt baben, 
die Scbicbtdicke klein und die Geschwindigkeit hoch ist, die Warme
iibertragung fast nur durch Leitung und Konvektion erfolgt. 

Eine besondere Betrachtung verdient der Uberhitzer. Da er die 
Aufgabe hat, den gebildeten Dampf nachtraglich auf moglichst bohe 
Temperatur zu iiberhitzen, so ware der Gedanke naheliegend, ihn 



154 Elnige Anwendungen der Gesetze. 

der direkten Bestrahlung durch den Rost auszusetzen. DaB dies aus 
anderen Griinden verfehlt ware, lehrt eine Uberlegung iiber die Ver
haltnisse auf der Dampf- bzw. Wasserseite der Heizflachen. Die 
Heizflachen der Wasserrohre und des Kessels sind von verdampfen
dem Wasser bespiilt, so daB fiir sie die hohe Warmeiibergangszahl 
von etwa 10000 gilt und ihre Temperatur auch bei starkster Be
strahlung nur wenig iiber die Sattigungstemperatur des Dampfes 
steigt (bei 20 at = 211° C). 1m Gegensatze dazu gilt fUr die Innen
seite der Uberhitzerrohre eine Warmeiibergangszahl von nur etwa 
100 bis 300 und die Rohrwandtemperatur kann ganz betrachtlich 
iiber die Dampftemperatur steigen. Damit besteht aber die Gefahr, 
daB die Rohre zu heiB werden und dem Drucke nicht mehr stand
halten oder doch in kurzer Zeit verbrennen. Man baut deshalb 
immer den Uberhitzer dort ein, wo er vor der direkten Bestrahlung 
durch die gliihende Kohlenschicht geschiitzt ist und auch die Rauch
gase keine zu hohe Temperatur mehr haben. 

Der Dampfkessel ist unter den verschiedenen Feuerungen dadurch 
ausgezeichnet, daB in ihm die Heizflachen eine sehr niedere Tem
peratur ha.ben; er ist darum der Vertreter aller jener Feuerungen, 
welche mit groBen Temperaturdifferenzen arbeiten. Das Gegenstiick 
ist der Siemens-Martin-Ofen, der zwar in sehr hoher Temperaturlage, 
aber mit sehr kleiner Temperaturdifferenz arbeitet. Bei ihm ist die 
Temperatur des Stahlbades etwa 1500° C, des Gewolbes etwa 1700° C 
und des Gases etwa 1900° C; der Unterschied ist also nur etwa 
400° zwischen Gas und Bad. Bei der Hohe der Temperaturen und 
der Dicke der Gasschicht geht sicher der groBte Teil der Warme 
durch Eigenstrahlung der Gase an das Bad und das Gewolbe iiber 
(vgl. Lit.-Verz. 32). 

III. TIber die Isolierwirkung von Luftschichten. 
Zwecks Verminderung des 'Varmeverlustes verwendet man in der 

Technik vielfach Luftschichten. Bei diesen erfolgt die Warmeiiber
tragung von der einen festen Begrenzungswand nach der anderen 
auf dreifach verschiedene Weise, namlich durch Strahlung, Leitung 
und Konvektion. Wir werden diese . drei Teilbetrage einzeln be
rechnen und dabei die Bezeichnungen der nebenstehenden Abb. 52 
verwenden. 

1. Strahlung (unter Benutzung von Gl. (127) und (128): 

Q1 = F.t.~ + l..: _~. [(l~~-r - (l~~rJ 
C1 C2 Cs 

=F.t.(T1 -T2 )·[CJ.S; (a) 

2. Leitung (unter Benutzung von Gl. (1): 

Q =F.t(T -T.).~ 
2 1 2 LI (b) 
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3. Konvektion: Wir wollen unserer Betrachtung nur senkrechte, 
von ebenen Wanden begrenzte Luftschichten zugrunde leg en und 
konnen dann den Vorgang wie folgt beschreiben: Auf der heiBeren 
Seite wird die Luft von der Wand Warme 
aufnehmen, damit leichter werden und in die 
Hohe steigen; umgekehrt wird sie an die 
kaltere Wand Warme abgeben, und infolge
dessen schwerer werden und abwarts sinken. 
Solange die Luftschicht ziemlich weit ist im 
Vergleich zu ihrer Hohe, wird sich ein Krei
sen der Luft in wohl geregelten Bahnen ein
stellen. Wenn wir uns nun vorstellen, daB 
die Luftschicht immer diinner gewahlt wird !i. 
(L/ ~ H), so geht dieses Kreisen der Luft 
allmahlich ii ber in ein V orbeischieben zweier 
diinner Luftschichten aneinander. Es ist zu 
erwarten, daB von einem bestimmten Werte 
L/ : H an diese Bewegung labil wird und 
plotzlich in einen anderen Bewegungszustand 
iibergeht. 

fI 

Diese Verhaltnisse sind aber noch keines
wegs geklart; wir konnen nur, weil es sich 
urn einen Bewegungsvorgang aus inneren Ur
sachen handelt (vgl. Einleitung, S. 2), an
nehmen, daB die iibertragene Warme irgend
wie von den KenngroBen 

Abb. 52. Luftschichten als 
Warmeschutz (Darstellung 

der Luftstromung). 

L/3. y2.(T1 -- T2) 
-~ ----- --- ----

g·fI?·T", 
abhangt (Gl. 75). 

und 
L/ 
h 

In Ermangelung einwandfreier Unterlagen miissen wir uns mit 
einem ganz rohen Annaherungsverfahren begniigen. Wir setzen in 
Anlehnung an Gl. (a): 

x 
Q3 = F·t· (Tl - T2)'J' (c) 

x ist darin eine rein erfundene HilfsgroBe, die man die Kon
vektionszahl nennt; der Zahlenwert nimmt mit zunehmender Dicke L/ 
der Luftschicht zu, wie das Zeile 1 der folgenden Zahlentafel zeigt. 

Zahlentafel 22. 
Konvektionszahlen x hei einer senkrechten Luftschicht. 

Von Hencky nach Versuchswerten von NuBelt interpoliert. Bei diesen 
Versuchen war Hohe und Breite der Luftschicht gIeich 60 cm. 

d [m] I 0,00 1 0,01 1 0,02 1 0,03 1 0,04 1 0,05 1 0,06 1 0,071 0,08 1 0,10 1°,15 

x 0,00 0,01 0,02 0,03 0,038 0,044 0,0471°,050 0,051 10,053[°,060 
J..+x 0,02 0,03 0,04 0,05 0,058 0,064 0,067 0,070 0,0711 0,073 0,080 
J..+x 

11 
00 3,0 2,0 1,7 1,45 1,28 1,12 ! 1,00 0,0891 0,73 10,53 
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Addiert man die drei GIn. (a), (b) und (c), so erhalt man die 
ganze hindurchgehende Warme: 

Q=F.t'(TI-T2)·{[C]·E+~1_"} (d) 

Die Wirksamkeit der Luftschicht ist urn so groBer, je kleiner 
der Wert der geschwungenen Klammer ist. Daraus folgt: 

1. Man muB beide Begrenzungsebenen der Luftschicht als Flachen 
geringen StrahIungsvermogens ausfiihren, damit der Wert [OJ mog
lichst klein wird. 

2. Man darf Luftschichten nur bei niederen Temperaturen an
wenden, denn der Wert E wachst sehr rasch mit der Temperatur; es ist 

bei T2 =- 20°0 und Tl = 0°0 der Wert E= 0,729] 
" 

T2 = 0°0 
" 

T1 = 20°0 
" " 

.!::t= 0,908 rund 1,0 

T2=+ 20°0 T= 40°0 ~- 1,114 
" " 1 " " 

~-

" 
T2 =+20000 

" 
Tl = 220°0 

" " 
~= 4,6 

" 
T2 = +600°0 

" 
Tl = 620°0 

" " 
E= 27,3. 

Bei hohen Temperaturen gehen also auch bei gIeichem Tem-
peraturunterschied - allein durch Strahlung groBe Warmemengen 
uber. 

3. Man soIl die Luftschicht ziemlich dick halten, da der Wert 
(/' + ,,): Lf mit wachsendem Wert Lf abnimmt, wie das Zahlentafel 22 
zeigt. Es ist dabei aber zu beachten, daB diese Zahlentafel nur fUr 
eine Luftschicht von 0,6 X 0,6 m gilt. 

Es ist hier noch auf eine MogIichkeit zur Verbe"sserung del' Isolier
wirkung von Luftschichten hinzuweisen, von der man manchmal Ge
brauch macht (physikalische MeBapparate, Dewarsche GefaBe und 
Thermosfl.aschen usw.). Diese Moglichkeit besteht in dem Auspumpen 
der Luftschicht auf geringeren Druck. Del' Strahlungsaustausch wird 
davon natiirlich nicht beeinfiuBt, auch die Leitung nicht, da del' 
Wert 1 bis herab auf ganz geringe Werte vom Druck unabhangig 
ist (vgl. S. 184). Dagegen wird die Warmeubertragung durch Kon
vektion durch das Auspumpen bedeutend herabgemindert, was wohl 
dam it zu erklaren ist, daB in del' oben erwahnten KenngroBe del' 
Faktor y2 kleiner wi rd. 

Zahlenbeispiel. Wie groB ist der Warmedurchgang je Stunde 
und Quadratmeter bei einer Luftschicht mit den Werten 

Lf = 0,06 [m], 

Tl = + 20°0 = 293 0 abs., 

T2 = - 20°0 = 253 0 ab., 

[ kcal ] 
01 = 02 = 1,2 m2 .h.Grad4 -
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Wir berechnen zuerst 

1 1 
[0] = -2--1 = 1,667 _ 0,204 = 0,69 

1,2 4,9 
und 

Z= 0,820. 

Mit diesen Wert en und der Ablesung aus Zahlentafel 22 ergibt 
sich 

---.!L_ = (200 + 200).{0,69.0,tl20 + 1,12} 
F· t 

= 40·{0,565 + 1,12} = 40·1,68 = 67 [!~~~J. 
Wenn die Luftschicht durch eine dunne senkrechte Wand, welche 

oben und unten dicht anschlieBt, in zwei vollstandig getrennte Half ten 
geteilt wird, so wird dadurch der Warmedurchgang bedeutend ver
mindert; die Strahlung wird etwa auf die Halfte sinken, die Lei
tung unverandert bleiben und die Konvektion auf vielleicht zwei 
Drittel zuruckgehen. 

Setzt man dieses Verfahren fort, indem man die Lufschicht mog
Iichst vielfach sowohl in wagrechter als auch in senkrechter Richtung 
unterteilt, so kann man dadurch die Isolierwirkung weitgehend 
steigem. Am einfachsten laBt sich dies dadurch erreichen, daB man 
den ganzen Hohlraum mit einem lockeren Isolierstoff vollschuttet. 

Es ist als Nachtrag zu obigem Zahlenbeispiel zu berechnen, wie 
groB der Warmedurchgang je Stunde und Quadratmeter fur obige 
Isolierschicht ist, wenn sie mit trockener Torfmull (1 = 0,05) an
gefiillt wird? 

Es ist 
Q. 1 0,05 [ kcal ] 

F.t=(T1 -T2 )·Li=40· 0,06=33,3 m 2 .h . 

Der Warmedurchgang durch die Isolierschicht ist also durch das 
Anfiillen mit Torfmull genau auf die Halfte herabgedruckt worden. 

Dber den Wert der Luftschich ten. 

Wir haben in der obigen Zahlenrechnung ein Beispiel kennenge
lemt, bei dem die Luftschicht ihre Aufgabe nur sehr unvollkommen 
erfiillt. Es gibt aber auch FaIle, bei denen die Luftschichten direkt 
schadlich wirken; solche FaIle betreffen vor aHem die Luftschachte 
in den Wanden von Gebauden und den Ummauerungen von Feue
rungen. 

Unsere ganzen Dberlegungen uber die Luftschichten setzen vor
aus, daB die Luft nur innerhalb des Hohlraumes sich umwalzt und 
mit der AuBenluft keinerlei Verbindung hat. Dies ist aber bei Hohl
riiumen in Mauem schwer zu erreichen, nicht nur weil das Mauer
werk an sich poros ist, sondem vor aHem weil sich stets mit der 
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Zeit Risse einstellen, insbesondere bei den Ummauerungen von Feue
rungen. Oberall wo Eisenteile das Mauerwerk durehbrechen (Ver
ankerungen, Rahmen der eisemen Tiiren usw.) werden sich infolge 
der verschieden starken Ausdehnung Risse bilden. Sobald aber die 
Luftschicht unten und oben Verbindung mit der AuBenluft hat, 
wirkt sie wie ein Kamin, und statt eines Umwalzens derselben Luft
masse durchzieht standig ein kalter Luftstrom den Hohlraum von 
unten nach oben und die Folge ist eine auBergewohnlieh starke Ab
kiihlung des Mauerwerkes. 

Es ware zu weit gegangen, wenn man die Verwendung von Luft
sehiehten grundsatzlieh verurteilen wollte, aber ieh bin der Ober
zeugung, daB neun Zehntel der ausgefiihrten Luftsehiehten den 
Warmeverlust vermehren statt ihn zu besehranken. 

IV. Uber Kiihlrippen. 
Die Kiihlrippen finden zur Erhohung des Warmedurehganges 

dureh Metallwande dann Verwendung, wenn die Warmeiibergangs
verhaltnisse auf beiden Seiten recht versehieden sind. Man will dann 
auf der Seite der kleineren Warmeiibergangszahl die Verhaltnisse da
durch bessem, daB man die warmeabgebende Flache kiinstlich ver
groBert. Sind die Warmeiibergangszahlen auf beiden Seiten sehr 
klein, so ist es im allgemeinen nicht zweekmiiBig, beiderseits auf die 
Heizflachen Rippen aufzusetzen; es gibt dann meist zweckmiiBigere 
konstruktive MaBnahmen, um die notigen Heizfliichen unterzubringen. 
Von diesem Standpunkte aus sind zum BeiFpiel die alteren Ober
hitzerbauarten als unzweckmlWig zu bezeiehnen; sie waren aber nicM 
zu vermeiden, solange man aus andereren Griinden anf GuBeisen 
als Baustoff angewiesen war. 

Die Wirksamkeit der Kiihlrippen hat zur Voraussetzung, daB 
innerhalb des ganzen Materiales ein guter Warmeausgleich statt
findet, daB also Wandung und Rippen aus gut lei tend em Stoff be
stehen. 1m allgemeinen geniigt Eisen, es gibt aber aueh besondere 
FaIle, in denen man besser leitende Metalle, wie Aluminium oder 
Kupfer verwendet. Bei einigen Motorradern besteht z. B. der Motor
zylinder samt Rippen aus einem AluminiumguBstiick, dem eine 
stahlerne Laufbuehse eingezogen ist. 

Eine besondere Beachtung verdient die Richtung der Rippen. 
Wenll die warmeabgebende Flaehe ein Zylinder ist, so konnen die 
Rippen entweder langs des Umfanges verlaufen, also in einer Ebene 
senkrecht zur Aehse Iiegen, oder sie konnen auf Mantellinien des 
ZyIinders aufsitzen, also in Meridiallebenen liegen. In jedem Falle 
ist die Lage der R.ippen so anzuordnen, daB die Luft nieht quer 
iiber die Rippen hinwegstreiehen kann, sondem mogliehst tief zwi
schen die Rippen hineindringen muB. Wo eine solche Lage der Rippen 
aus konstruktiven oder gieBteehnisehen Griinden nieht mogli·h ist, 
verziehte man lieber ganz auf Kiihlrippen, sie konnten die Warme
abgaben mehr behindern als fOrdern. Aus demselben Grunde ist es 
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auch verfehlt, ein Heizrohr mit Querrippen in senkrechter Lage ein
zubauen. 

Solange wir uns darauf beschranken die Wirkung der Kiihlrippen 
nur in allgemeinen Satzen zu erfassen, treffen wir auf keinerlei 
Schwierigkeiten. Diese stellen sich aber sofort ein, sobald wir ver
suchen, die Wirkung der Kiihlrippen zahlenmaBg zu erfassen. 

Fiir den einfachen Fall einer einzigen, ebenen Rippe an einer 
sehr dicken Wand laBt sich naherungsweise eine Rechnung durch
fiihren, und zwar dient hierzu die Aufgabe 7 iiber den Stab von 
endlicher Lange. Am meisten interessiert hierbei die Temperatur an 
der Spitze der Rippe. 

Bezeichnet gemaB Abb. 53: 

b die Dicke der Rippe, 
h die Rohe der Rippe, 
eo die Temperatur am FuB der 

Rippe, 
ell die Temperatur an der Spitze 

der Rippe, 

so konnen wir Gl. (22c) anwenden und 
in der nachstehenden Form anschreiben: 

(a) 

Abb. 53. Einzelne Kiihlrippe. 

Wir verwenden diese Gleichung zur Berechnung einer eisernen 
Kiihlrippe und zwar soIl sein: IX = 40, 1 = 40, b = 4 mm, h = 2 cm, 
4 cm, 6 cm oder 8 cm. 

Mit diesen Zahlenwerten ist 

Y- --- -
2 ·IX 2 . 40 1 100· h K =h· -=h.1/ __ .10000=100.h.1/_= __ -

1 b.l r 40·40 r 20 4,47· 

Mit den vorgeschriebenen vier Werten von h lautet die weitere 
Rechnung 

h= 2cm 
2 

Kl = -- = 0,447 
4,47 

(£of(KJ = 1,102 e,Jeo =i' 0,91 . 

=4cm 
4 

= -- = 0894 
4,47 ' 

= 1,427 = 0,70. 

6 
= 2,042 = 0,49. =6cm =-=1,341 

4,47 

=8cm 
8 

= 3,072 = 0,33. = -=1788 
4,47 ' 

Diese Rechnung zeigt, daB es im allgemeinen nicht zweckmaBig 
ist, diese Rippe 8 cm hoch zu machen, denn das letzte Ende 
hat sich bereits so stark abgekiihlt, daB seine Kiihlwirkung nicht mehr 
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sehr bedeutend ist. Dagegen wird eine Rohe von 4 bis 6 em zweck
maBig sein. 

Es lieBe sich aus der obigen Gl. (a) noch mancherlei ablesen. 
Wir wollen jedoch davon absehen, weil der einzelstehenden Klihl
rippe wenig Bedeutung zukommt. 

Vielmehr stehen die Rippen fast immer in Reihen beisammen, 
so daB ein ganzes Rippensystem entsteht. Es sind dabei entsprechend 

Abb. 54 folgende MaBe zu beachten: 

b die Breite der Rippe am FuB, 
a die Breite der Rippe an der Spitze, 
h die Rohe der Rippe, 

r~-----~_l z der Abstand zweier Rippen am FuB, 
o __ ------1: s die Dicke der Wand, auf welcher die Rippen 
1- I aufsitzen. 
z 
.1- 1st diese Wand ein Zylinder, so kommt 

~~-h--l 

Abb. 54. System von 
Kiihlrippen. 

noch der Durchmesser d dieses Zylinders hinzu. 
Wir wahlen die Breite b als GrundmaB 

und beziehen alle anderen MaBe auf dieses, 
so daB jedes Wertesystem 

alb, hjb, zjb und sib 
eine Gesamtheit von geometrisch ahnlichen 
Rippenprofilen festlegt. 

Fiir die Kennzeichnung des Rippensystems 
ist ferner noch entscheidend, ob die Rippen 
auf einer ebenen Flache aufsitzen oder auf 
einem Zylinder, und in letzterem Falle wieder, 
ob es sich um Langs- oder Querrippen handelt. 

Damit ist aber erst die Form des Rippensystems festgelegt. Flir 
die Wirksamkeit der Kuhlrippe ist auBerdem von EinfiuB die Warme
leitzahl des Rippenstoffes und der Stromungszustand der Luft oder 
des Gases. J e nach der Bewegung der Luft haben wir zwei grund
satzlich verschiedene Falle zu unterscheiden: entweder die Luft wird 
durch auBeren Arbeitsaufwand gegen die Rippen geblasen oder sie 
steigt infolge des Auftriebes von selbst in die Rohe. 1m ersteren 
FaIle ist bei der Rechnung neben der Temperatur ew der Wand 
auch die Stromungsgeschwindigkeit ill der Luft zu beriicksichtigen; 
im zweiten FaIle ist die Stromungsgeschwindigkeit durch die Tem
peratur ew bedingt, tritt also bei der Rechnung nicht sichtbar in 
die Erscheinung. 

Wir beschranken uns im weiteren auf Rippen, welche auf Zy
linder oder Rohre aufgesetzt sind und erhalten die folgenden sym
bolischen Gleichungen fur die abgegebene Warme 

1. bei aufgezwungener Stromung 

Q" = P(a/b, hjb, z/b, sjb, dlb, b, ill, 2, Tw); 
2. bei freier Stromung: 

Q" = P (alb, hlb, zlb, sIb, djb, b, 2, Tw). 
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In jedem der beiden Falle ist die Funktion P wieder ganz ver
schieden bei einem Zylinder mit Langs- oder mit Querrippen, so daB 
im ganzen vier verschiedene Funktionen entstehen. 

Wir sind weit entfemt diese Funktionen in allgemeinster Form 
zu kennen, und es hat auch keinen Sinn dies in absehbarer Zeit an
zustreben. Wir diirfen zufrieden sein, wenn es uns einmal gelingt, 
fiir einzelne, eng umgrenzte, technische Aufgaben die giiristigste 
Rippenform zu finden. Dabei diirfen wir aber den Begriff "giinstigste 
Form" nicht nur nach warmetechnischen Gesichtspunkten beurteilen, 
sondem miissen auch die Herstellungskosten und gieBtechnischen 
Fragen beriicksichtigen. Bis heute ist es der Praxis noch nicht ge
lungen zu solch einheitlichen Formen zu gelangen, denn man findet 
fiir vollstandig gleiche Zwecke ganzlich verschiedene Rippenprofile 
verwendet. 

Das Rippenprofil, welches Abb. 54 darstellt, ist mit den Ver
haltnissen 

a=1/3 b, h=4b, z=b, 8=b 

gezeichnet und stellt eine haufig vorkommende Rippenform dar. 1m 
'allgemeinen kann iiber die einzelnen MaBverhaltnisse folgendes ge
sagt werden: 

1. die Verjiingung der Rippe nach ihrer Spitze zu ist in vielen 
Fallen schon aus gieBtechnischen Griinden notwendig; aber auch bei 
Rippenanordnungen, wo dieser Zwang nicht bestcht, macht man geme 
a etwas kleiner als b; etwa 1! 2 oder 2/3 b. 

2. Die Dicke 8 der Wand und der Abstand z zweier Rippen sind 
von einander nicht ganz unabhangig. 1st die Wand verhaltnismaBig 
zu dunn, so findet kein richtiger Temperaturausgleich statt und die 
Wandstucke zwischen den Rippen werden zu heiB. 1m allgemeinen 
gilt 8 = 0,5· z bis z. 

3. Ebenso wie 8 und z hangen auch h und z voneinander ab, 
denn das Verhaltnis h: z bestimmt die Tiefe der Rippenliicke, durch 
welche die Luft hindurchstreichen muB. Damit kommen wir zu dem 
Unterscbied zwischen der alleinstehenden Rippe und der Rippenreihe. 
Bei Ableitung der Gl. (a) fur die einzelstehende Rippe war voraus
gesetzt, daB die Stromungsgeschwindigkeit und damit der Wert ex in 
der ganzen RippenhOhe konstant ist. Fur die Rippenreihe trifft dies 
in keinem Falle zu, und zwar ist hier zu unterscheiden, ob die Luft 
durch die Rippenreihe hindurchgeblasell wird oder sich allein infolge 
des Auftriebes bewegt. Bei vorbeigeblasener Luft wird die Geschwin
digkeit nach der Tiefe der Liicke zu abnehmen, bei natiirlicher Stro
mung wird sie aber dort am groBten sein, weil hier auch die Tem
peratur am hochsten ist. Aus dieser Dberlegung kann man mit einiger 
Sicherheit folgem, daB bei vorbeigeblasener Luft die Rippen etwas 
weitergestellt werden miissen als bei natiirlichem Auftrieb. Bei hohen 
Temperaturen ist aber noch die Strahlung zu berucksichtigen, und 
damit werden die Verhaltnisse weiterhin in schwer zu iibersehender 
Weise kompliziert. 

G r ii b e r, Wllrmeiibertragung. 11 
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Wir miissen hier die Besprechung der Kiihlrippen beenden und 
dabei leider feststellen, daB es bis heute weder der Theorie gelungen 
ist, brauchbare Gesetze fiir die Wirksamkeit der Kiihlrippen aufzu
stellen, noch auch konnte die Praxis zu einheitlichen Bauformen oder 
zu zuverUissigen Erfahrungswerten fUr die Berechnungen gelangen, 
und dies trotz der iiberaus groBen Zahl von Versuchen, die von den 
verschiedensten Seiten mit groBem Aufwand an Geld und Miihe durch
gefiihrt wurden. 

Wenn trotz dieser Sachlage der Besprechung der Kiihlrippen ein 
so breiter Raum gewidmet wurde, so geschah dies nicht deswegen, 
weil es sich dabei um einen wichtigen Konstruktionsteil handelt, 
denn dann hatten wir nicht mit dem obigem Bekenntnis schIieBen 
diirfen. Die Besprechung erfolgte vieimehr deshalb, weil das Problem 
der Kiihlrippe aIle die Schwierigkeiten besonders klar erkennen laBt, 
welche fiir das ganze Gebiet der Warmeiibertragung bezeichnend sind 
und immer wieder in derselben Weise auftreten. 

Die einfachen VorstelIungen, welche wir uns von den V organgen 
machen k6nnen, verieiten dazu, die Schwierigkeiten zu unterschatzen. 
Immer wieder sehen wir es, daB zur Klarung einer technischen Frage 
rasch und ohne geniigende V orbereitung einige Versuche unternommen 
werden. Der Erfolg ist aber dann immer der gleiche: da die gefundenen 
Zahlenwerte nur fiir den Versuchsapparat geiten und keine Dber
tragung auf andere Verhaltnisse zulassen, finden die Ergebnisse del' 
Versuche keine Verbreitung in der Praxis und sind nach wenigen 
Jahren wieder v611ig vergessen. Die Erfahrungen der letzten Jabr
zehnte miiBten gezeigt haben, daB nur jene Versuche bleibenden Wert 
haben, weiche von Anfang an unter klarer Erkenntnis der Schwierigkeit 
und mit ausreichenden Vorkenntnissen in Angriff genommen werden. 

Schl uB. 

Wissenschaftliche und technische Bedeutung 
der Lehre von der Warnleiibertragung. 

Da es in der Natur keine v611ig umkehrbaren Zustandsanderungen 
gibt, sondern immer ein Teil der Energie in Form von Warme der 
Zerstreuung und Entwertung verfallt, so finden in jedem Augenblick 
und an allen Stellen des Raumes Vorgange der Warmeausbreitung statt. 
von denen freilich nur der geringste Teil zu unserem BewuBtsein 
gelangt oder gar zu unserer Tatigkeit in irgendwelche Beziehung tritt. 
Wie umfangreich und wichtig aber auch dieser Teil noch ist, soIl die 
nachstehende Dbersicht zeigen, welche bei den wichtigsten natur
wissenschaftlichen Gebieten und technischen Fachrichtungen auf einige 
Beziehungen zur Lehre von der Warmeiibertragung hinweist. Diese 
Dbersicht erhebt keineswegs den Anspruch auf Vollstandigkeit weder 
hinsichtlich der aufgefiihrten Fachgruppen, noch hinsichtlich der Auf-
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gaben innerhalb der einzelnen Gruppe. Dem jeweiligen Faehmann 
ware es sieher ein leiehtes, die Liste seines Arbeitsgebietes zu ver
zehnfachen. 

leh glaube, daB eine solche ZusammensteHung der Anwendungs
gebiete vor aHem bei einem Anfanger das Verstandnis der ganzen 
Lehre wesentlich fordert. Deshalb habe, ich auch die Beispiele nicht 
nach ihrer Bedeutung fUr die einzelne Fachrichtung, sondern nach 
rein didaktischen Gesichtspunkten ausgewahlt. 

Ein Teil der hier angefUhrten Aufgaben ist von der Praxis allein 
liingst in zufriedenstellender Weise gelost worden. Bei einem anderen 
Teil konnte die Wissenschaft der Praxis einwandfreie Unterlagen, ins
besondere einwandfreie Berechnungsmethoden, zur Verfiigung stellen. 
Ein dritter Teil betrifft wichtige, aber noch ungeloste Probleme der 
Warmeiibertragung, welche noch eingehender, wissenschaftlicher Be
arbeitung bediirfen. 

1. Reine Wissenschaft. 
Die Temperaturen der Himmelskorper und ihre Erkaltungs

geschwindigkeit, die Temperaturverhaltnisse im Innern der Erde, 
die klimatischen Bedingungen einer Epoche oder eines Landstriches, 
die Temperaturregelung im Pflanzen- und Tierkorper - all dies ist 
den Gesetzen der Warmeiibertragung unterworfen, daher sind diese 
Gesetze fiir Astrophysik, Geologie, physikalische Geographie, Botanik 
und Zoologie von nicht zu unterschatzender Bedeutung. DaB selbst 
die Medizin sich mit mathematischen Problemen der Warmeleitung 
befaBt, zeigt die Arbeit von Schmaltz und Volker (Pfliigers Arch. 
f. d. ges. Physiol., Bd. 204, 207 und 208. 1924 und 1925). 

In der Physik gilt die Warmeleitung als das Schulbeispiel fUr 
alIe dissipativen oder ausgleichenden Vorgange, vor aHem fiir die 
Diffusion. 

2. Technische Temperaturmessnng. 
Die Genauigkeit ein'tlr Temperaturmessung hangt nicht allein von 

der Genauigkeit und Giite des MeBgerates ab, sondern ebensosehr 
von der fehlerfreien Anwendung, insbesondere dem fehlerfreien Ein
bau des Instrumentes. Voraussetzung fiir die richtige Messung ist 
ja, daB der temperaturempfindliche Teil des Gerates aueh genau die 
Temperatur desjenigen Korpers annimmt, den man untersuchen will. 
Da aber jedes MeBgerat (Thermometer, Thermoelement und Wider
standsthermometer) durch Warmeableitung nach seiner Befestigung 
und durch Abstrahlung nach kalteren Flachen hin dauernd Warme 
verliert, so erreicht es nie ganz genau die gewiinschte Temperatur. 
Der Fehler ist besonders groB bei der Messung heiBer Gase in der 
Nahe kalter Flachen. Die Bestimmung der Rauchgastemperatur in 
Dampfkesseln kann bei Nichtbeachtung dieses Umstandes wegen der 
niederen Temperatur der wasserbespiilten Heizflachen bis zu 100 oder 
150 0 falsch werden. Wie sich dieser Fehler vermindern oder rech
nerisch bestimmen laBt, zeigt dasBuch von Knoblauch und Hencky 
(s. Lit.-Verz.6). 

11* 
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3. Thermodynainik. 
Die technische Thermodynamik untersucht die Zustandsanderungen 

(Druck, Volurnen und Temperatur), welche bei Fliissigkeiten, Gasen 
und Dampfen auftreten, wenn diesen Korpern von auBen her Warme 
oder Arbeit. entzogen oder zugefiihrt wird. Dem auBeren Verlauf nach 
ist zu unterscheiden, ob es'sich um Vorgange in einem geschlossenen 
GefaB mit festen Wanden, urn Expansion oder Kompression in einem 
Arbeitszylinder mit beweglichem Kolben, um Stromung in einer ge
schlossenen Leitung oder um Ausstromen aus einer Diise handelt. 

Wir sprechen im folgenden nur von der Zufuhr oder dem Entzug 
von Warme und stellen fest, daB die Thermodynamik das Gesetz 
dieser Zufuhr (adiabatisch, polytropisch usw.) stets als gegeben vor
aussetzt und die Frage offen laBt, wie sich ein gegebenes Gesetz 
praktisch verwirklichen laBt oder wie sich umgekehrt bei einem ge
gebenen V organg das noch unbekannte Gesetz finden laBt. Dies ist 
Sache der Lehre von der Warmeiibertragung und in einigen Fallen 
der Thermochemie. Darum sind Warmeiibertragung und Thermo
dynamik eng miteinander verkettet. 

4. Verbrennungslehre. 
Die Berechnung der theoretischen Verbrennungstemperatur eines 

Brennstoffes bekannter Zusammensetzung bei gegebenem Luftiiber
schuB ist mit Hilfe der Thermochemie ziemlich einwandfrei moglich. 
Die tatsachlich sich einstellende Temperatur bleibt aber hinter dieser 
errechneten Temperatur um ein Erhebliches zuriick, weil sowohl der 
gliihende Brennstoff als auch die Flamme fortdauernd groBe Warme
mengen durch Strahlung abgeben. Die Berechnung dieses Temperatur
abfaPes ist ein Problem der Warmeiibertragung, das abel' trotz seiner 
Wichtigkeit noch nicht geIOst ist. 

5. Feuerungskuude. 
Dber die wichtigsten Beziehungen der Feuerungskunde zur Warme

iibertragung wurde schon auf S. 151 bei dem Abschnitt "der Warme
iibergang in der Feuerung" gesprochen. 

Besondere Beachtung verdienen noch die Warmeleitvorgange in 
den Umfassungswanden der Feuerungen. 1m allgemeinen wird man 
das Mauerwerk moglichst gut isolieren, weil man die Warmeverluste 
moglichst einschranken will, und weil ein heiBes Mauerwerk stark 
nach den Heizflachen strahlt und damit die Warmeiibertragung auf 
das Heizgut verbessert. - In besonders gearteten Fallen kiihlt man 
aber auch das Mauerwerk, indem man Schachte einbaut, die von Luft 
durchstromt werden, odeI' indem man in die Wandungen Rohre ein
£iigt, durch die man Wasser treibt. Die Warme, die man auf diese 
Weise der Feuerung entzieht, muB man natiirlich im Interesse der 
Wirtschaftlichkeit dem Betrieb an anderen Stellen wieder zufiihren. 

Das heiBe Mauerwerk wirkt mit seinen angesammelten, groBen 
Warmemassen bei Betriebsschwankungen als Warmespeicher, ins-
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besondere bewirkt es durch seine kraftige Strahlung ein rasches 
Entfiammen von frisch aufgelegtem Brennstoff. 

Bei allen Feuerungen, welche sehr hohe Temperaturen erzeugen 
miissen, wie bei den Entgasungsofen der Kokereien und Gaswerke, 
bei den Siemens-Martin-Ofen, bei den SchmelzOfen der Glashiitten usw. 
besteht die Aufgabe, die Verbrennungsluft vorzuwarmen, und zwar 
geschieht dies mit Hilfe der Abgase. Die Dberfiihrung der Warme 
von den Abgasen nach dem Wind erfolgt entweder in Rekuperatoren 
oder in Regeneratoren. Bei den ersteren werden die beiden Gase im 
Gegenstrom aneinander vorbeigefiihrt und sie mii,ssen ihre Warme 
durch eiserne oder steinerne Wande hindurch austauschen. Die 
Regeneratoren beruhen auf dem Prinzip der Warmespeicherung und 
bestehen aus zwei sehr groBen gitterformig angeordneten Stein
massen. Durch die heiBen Abgase wird die eine Steinmasse hoch
geheizt. Hat ihre Temperatur eine geniigende Robe erreicht, so wird 
umgeschaltet und nun die Frischluft durcb das Gitter hindurcb
getrieben, wobei sich die Luft erwarmt und das Gitter abkiiblt. 
Wabrend dieser Zeit heizen die Abgase das zweite Gitterwerk hocb. 
Auf diese Weise wird mit einhalbstiindigem bis zweistiindigem Um
schalten der Betrieb durchgefiihrt. In manchen Fallen sind drei 
Gitterwerke vorbanden, von denen immer zwei "auf Gas" und eines 
"auf Wind" gestellt sind. Vom Standpunkt der Warmeiibertragung 
aus bandelt es sich dabei urn ein Problem des Warmeiiberganges 
und der Warmespeicherung. Wie wenig die Verhaltnisse hier noch 
geklart sind, zeigten die Dberrascbungen, welche das Pfoser-Stumm
Strack-Verfahren beim Betrieb der Hochofen-Winderhitzer brachte 
(vgl. dariiber die letzten fiinf Jahrgange von "Stabl und Eisen"). 

6. DampfkesseI. 
Dber den rein feuerungstechnischen Teil ist scbon auf S. 151 ge

sprochen worden und wir wollen uns den Verbaltnissen auf der Wasser
seite der Heizfiachen zuwenden. Man sucht den Umlauf der Wasser
mass en durch geeignete Formgebung des Kessels, richtige Wabl der 
Stromungsquerschnitte, ricbtige TemperaturverteiIung im Kessel durch 
geeignete Fiibrung der Heizgase usw. moglichst zu fordern. Es ist 
klar, daB ein kriiftiger Umlanf des Wassers im Kessel den Warme
iibergang von den Heizftachen auf das Wasser begiinstigt und damit 
die Verdampfung fOrdert. Es ist jedoch fraglicb, ohman die Wirkung 
dieses Umlaufes nicht etwas iiberschatzt, wenigstens innerbalb der 
Steigerungen, die sicb bei den heutigen Kesselbauarten mit den obigen 
Mitteln erreicben laEsen. Etwas anderes ist dies bei vollkommen neu
artigen Konstruktionen, wie etwa dem schwediscben Blomquistkessel 
fiir 100 at mit seinen rotierenden Wasserrobren. 

Besondere Beachtung verdienen die Verunreinigungen des Kessel
bleches durch RuB ablagerungen auf der Feuerseite und durch Kessel
stein auf der Wasserseite. Beide behindern den Warmedurchgang und 
beeintracbtigen damit die Ansniitzung der Rauchgase. Del' Kessel
stein ist auBerdem nocb scbadlicb, weil er die Lebensdauer und die 



166 Wissenschaftl. u. techno Bedeutung der Lehre von der Warmeiibertragung. 

Sicherheit des Kessels herabsetzt. Er bewirkt eine unzulassige Er
hohung der Temperatur im Kesselblech, wodurch Ausbeulungen sowie 
Undichtheiten der Nietreihen entstehen konnen. 

Von den Zubehorteilen einer Dampfanlage wollen wir zunachst 
die Kondensatoren erwahnen. Fiir sie gelten im allgemeinen die 
Gesichtspunkte fiir Warmeaustauschapparate, aber doch mit beson
deren Abanderungen. Vor aHem spielt wegen des hohen Vakuums 
der Luftgehalt des Dampfes eine ausschlaggebende Rolle. Die Warme
iibergangsverhaltnisse sind darum bedeutend ungiinstiger als bei Kon
densation unter hoherem Druck. 

Recht interessante Probleme der Warmeiibertragung bieten die 
Riickkiihltiirme der Kondensationsanlagen. 

Von den Dampfspeichern wollen wir den Ruthschen Speicher 
erwahnen. Sein taglicher Warmeverlust betragt nur etwa 2010 des 
Warmeinhaltes. Dies giinstige Verhaltnis ist eine Folge seiner GroBe, 
denn der Warmeinhalt wachst mit der dritten Potenz der linearen 
Abmessungen, die warmeabgebende Oberflache aber nur mit der 
zweiten Potenz. 

7. Warmewirlschaft. 
Aus dem groBen Gebiet der Warmewirtschaft wollen wir zuerst 

die Aufgabe des Warmeschutzes erwahnen. 1m Maschinenbau handelt 
es sich VOl' alIem urn die lsolierung des Mauerwerkes bei Feuerungen, 
die lsolierung von freiliegenden Kesselboden, von Lokomotivkesseln, 
von Behaltern alIer Art, insbesondere die lsolierung von Rohrleitungen 
einschlieBlich ihrer Flansf;)hen und Ventile. 

Mit del' lsolierung eng vel'kniipft ist die Frage nach den Ab
kiihlungsverlusten bei Betriebspausen. 

Die volkswil'tschaftlich wichtige Aufgabe der ErsteHung von warme
dichten W ohngebauden, sodann die lsolierung von Kiihlraumen, Eis
kellern usw. fiihrt hiniiber in das Bauwesen. 

Die zweite energiewirtschaftliche Aufgabe, die wir herausgl'eifen, 
betl'ifft die Abhitze- und Abdampfverwertung, deren Wesen wir an 
zwei Beispielen erlautern wollen. 

Wenn bei einer keramischen Feuerung das Heizgut auf 1100 0 C 
erwarmt werden soIl, so sind die Feuergase fiir den BrennprozeB 
wel'tlos, sobald sie sich auf 1100 0 C abgekiihlt haben. Sie nun ins 
Freie zu entlassen, ware Energieverschwendung. Man kann sie in 
einem Regenerator zur Vorwarmung del' Verbrennungsluft verwenden 
und auch, nachdem sie dies en Apparat verlassen haben, kann man 
ihre Warme zum dritten Male noch zum Trocknen der Formen oder 
zu ahnlichen Zwecken ausniitzen. 

Ein anderer Weg ware der, daB man die Abgase in einen Ab
hitzekessel schickt, dort hochgespannten Dampf erzeugt, diesen Dampf 
unter Energieabgabe in einer Dampfmaschine sich auf 3 bis 4 at 
ausdehnen laBt und diesen Dampf von etwa 140 0 C zu Heizzwecken 
irgendwelcher Art verwendet. 



Kiilteteohnik, Teohnik der komprimierten Gase. 167 

Das Wesen beider Wege besteht darin, dieselbe Warme in mog
lichst vielen Stufen wiederholt auszuniitzen. Dabei muB sie natiirlich 
immer wieder auf einen anderen Korper iibergeleitet werden. Das 
hierzu notige Temperaturgefa,lle bedeutet vom Standpunkt der Energie
wirtschaft einen Verlust und ist so klein als moglich zu halten. Das 
Ziel moglichst groBen Warmeiiberganges bei kleinstem Temperatur
gefalle laBt sich entweder durch groBe Heizfl.achen oder durch hohe 
Stromungsgeschwindigkeiten erreichen. In beiden Fallen erreicht man 
aber bald eine wirtschaftliche Grenze, denn groBe Heizfl.ach(ln be
dingen groBe oder feingegliederte - in jedem FaIle also teure -
Apparate und hohe Geschwindigkeiten erfordern zu ihrer Erzeugung 
und Unterhaltung groBen Aufwand an mechanischer Energie. Um in 
einem gegebenen FaIle die wirtschaftlichste Losung zu tinden, muB 
man nicht nur die Gesetze der Warmeiibertragung, sondern auch die
jenigen des Druckvefluste,s beachten. 

8. Chemische Iudustrie uud Nahrungsmittelindustrie. 
Es handelt sich dabei um Kochen, Eindampfen, Kondensieren, 

Kiihlen, Trocknen usw., alles Aufgaben, die in Warmeaustauschappa
raten der verschiedensten Art ausgefiihrt werden. AIs Warmequelle 
dient hierbei nur selten direkte Feuerung, meist niedergespannter Dampf 
oder die Abgase anderer Anlagen. Solche Aufgaben treten in allen 
Zweigen der chemischen Industrie einschlieBlich der Zellstofi'- und 
Papierindustrie, in Brauereien und Brennereien, Zuckerfabriken, Kon
servenfabriken usw. auf. Sie sind in den Biichern von Hausbrand 
(s. Lit.-Verz. 7 und 8) eingehend besprochen. 

9. Raumbeheizung. 
Die Heizung bildet ein einziges, groBes Anwendungsgebiet der 

Lehre von del' Warmeiibertragung, sowohl bei Einzelheizung durch 
KachelOfen und eiserne ()fen, als auch bei Zentralheizung. Besondere 
Schwierigkeiten bereitet die wirtschaftliche Beheizung groBer Raume, 
insbesondere von sehr hohen Hallen und Kirchen. Die Aufgabe, den 
Warmebedarf eines Gebaudes richtig im voraus zu ermitteln, fiihrt 
wieder auf die schon erwahnten Beziehungen zum Hochbau. 

10. Kaltetechnik, Technik der komprimierten Gase. 
Technik der tiefsten Temperaturen. 

Die Aufgabe, einen Raum zu kiihlen, hat vieles gemeinsam mit 
der Aufgabe, einen Raum zu heizen, hat aber doch auch ihre Be
sonderheiten, die in der Hauptsache mit dem Niederschlagen und 
Gefrieren der Luftfeuchtigkeit zusammenhangen. In der Technik der 
komprimierten Gase und der Technik tiefster Temperaturen spielt 
der Entzug der Kompressionswarme mit Hilfe von Warmeaustausch
apparaten eine wichtige Rolle. 
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11. HiitteIiwesen und Metallverarbeitung. 
Wenn wir an die vielen und verschiedenartigen Feuerungen der 

Metallindustrie denken, an HochMen, Siemens-Martin-0fen, Kupol
of en, Tiegelofen, Gliih-, Schmiede- und HarteOfen usw., so kommt uns 
zum BewuBtsein, welch iiberragende Bedeutung der Feuerungskunde 
und durch sie der Lehre von der Warmeiibertragung fiir die ganze 
Metallverarbeitung zukommt. 

Ein Problem der Warmeleitung ist die vollstandige Durchwarmung 
groBer Schmiede- und Walzb16cke im Gliihofen. Zur Erzielung eines 
gleichmaBigen Gefiiges ist es notwendig, daB der Kern des Blockes 
nicht kalter ist, als die auBeren Schichten. Die Zeiten, die fiir eine 
solch vollkommene Durchwarmung notwendig sind, sind bei groBen 
Stiicken erstaunlich lange. Ahnliche Durchwarmungs- und Abkiihlungs
aufgaben liegen bei der Metallvergiitung, insbesondere beim Harten vor. 

Zum Schlusse sei noch an die GuBspannungen erinnert und an das 
verschieden rasche Abkiihlen des Gusses bei Sand- und bei Metall
formen mit ihrer verschiedenen Wirkung auf das Gefiige des erhaltenen 
Gusses. 

12. Warmekraftmaschinen. 
Bei den Kolbenmaschinen tritt die bekannte Wechselwirkung 

zwischen Warmetrager und Wand auf, die wir schon im Zahlen
beispiel auf S. 53 als Problem der oszillierenden Temperaturen oder 
der Warmespeicherung kurz behandelt haben. 

Bei allen Verbrennungskraftmaschinen besteht die A ufgabe, den 
Arbeitszylinder und den Kolben dauernd zu kiihlen, vor aHem um 
die Schmierung aufrechterhalten zu konnen, und auch sonst besteht 
die Aufgabe, an verschiedenen Stellen das Auftreten allzu hoher 
Temperaturen zu vermeiden. So notwendig diese Kiihlung fiir die 
Betriebssicherheit der Maschine auch ist, so bedeutet sie doch vom 
Standpunkt der Thermodynamik aus einen Fehler, denn sie bedingt 
Warmeabfuhr ohne Arbeitsleistung. Die Verhaltnisse beleuchtet in 
sehr klarer Weise der folgende - wenigstens im Prinzip richtige - Kon
struktionsgedanke: Eine Automobilfirma hatte bei einem Rennlllotor 
die Kolbenboden der Aluminiumkolben mit hochglanzpoliertem Platin
blech iiberzogen. Das geringe Strahlungsvermogen der polierten Flache 
verminderte den Warmeiibergang nach dem Kolben; was an Warme 
abel' trotzdem iibergetreten war, wurde durch das gut leitende Alumi
nium rasch nach den wassergekiihlten Zylinderwandungen abgefiihrt. 

Die Beherrschung der Temperaturen fiihrt bei Dieselmaschinen 
und vor allem bei den hochtourigen und hochkomprimierten Fahr
zeugmotoren zu sehr groBen Schwierigkeiten, die die Weiterentwick
lung der Konstruktionen empfindlich hemmen. 

Die Probleme, welche die Dampfturbine und die Gasturbine stell en, 
sind von Stodola in seinem Buche eingehend behandelt, z. B. die 
Temperaturspannungen und als Folge davon Schwerpunktverlage
rungen im Laufrad, Risse im Gehause beim Anwarmen, dann bei 
Gasturbinen das Ergliihen der Schaufelkanten u. a. m. Die Art, wie 
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die Probleme hier in Angriff genommen werden, ist so iiberaus lehr
reich, daB ich jedem Leser dringend empfehlen kann, diese Abschnitte 
zu studieren, auch wenn er selbst mit Dampfturbinen beruflich nichts 
zu tun haben solIte. 

13. Verschiedenes aus dem 1l'Iaschinenbau. 
Eine sehr hiiufige Aufgabe des Maschinenbaues betrifft die Kiih

lung hochbeanspruchter Lager. Die erste Aufgabe ist freilich die 
Warmeentwicklung durch Beachtung der physikalischen Gesetze fiir 
die Schmierung auf ein MindestmaB zu beschranken. Erst dann kommt 
die zweite Aufgabe, diese unvermeidliche Warme geschickt abzufiihren. 
[Uber die Schmierungsaufgabe vgl. Giimbel-Everling, Reibung und 
Schmierung im Maschinenbau. Berlin 1925.J Bei geschlossenem 01-
kreislauf muB das 01 durch besondere Vorrichtungen gekiihlt werden, 
ehe es wieder ins Lager eintreten kann. 

Uber Kiihlrippen wurde schon auf S. 158 gesprochen. 
Von besonderer wirtschaftlicher Bedeutung ist die richtige Anlage 

von Rohrnetzen. Ob nun die Rohre HeiBdampf oder Sattdampf, 
heiBe Gase oder warmes Wasser fiihren, ob es sich urn die Leitung 
eines Fernheizwerkes oder urn ein Fabriknetz handelt - immer be
steht die Aufgabe, Anlagekosten, Druckverlust und Warmeverlust 
geschickt gegeneinander abzugleichen, also eine Verkettung von wirt
schaftlichen Berechnungen mit Aufgaben der Stromungslehre und 
des Warmeii berganges. 

Die Ermittlung von Temperaturspannungen bildet eine kombi
nierte Aufgabe aus Elastizitatstheorie und Lehre der Warmeiiber
tragung; ebenso ist es bei den ihnen verwandten GuB- und Harte-
spann un gen. 

14. Gaserzeuglmg. 
F.iir die Gaserzeugung durch Entgasen, wie sie in Gaswerken und 

Kokereien durchgefiihrt wird, bildet wieder die Feuerungstechnik die 
Grundlage. 

Ein wichtiges Problem der Gastechnik betrifft die Form und 
GroBe der Entgasungsraume. Entscheidend dafiir sind die Gesetze 
fiir das Eindringen der Warme in die Koksmasse. Diese Gesetze 
waren in Anlehnung an die bekannte Aufgabe liber das Eindringen 
der Warme in auftauendes Erdreich abzuleiten. 

Andere Aufgaben sind: die Klihlung des erzeugten Gases und 
des erzeugten Kokses. Besonders wichtig ist die Frage der trockenen 
Kokskiihlung, denn das alte Verfahren des Abspritzens mit Wasser 
ist nicht nur Energievergeudung, sondern auch fiir die Giite des 
Kokses nachteilig. 

Bei den groBen Gasbehaltern der Gaswerke tritt unter der Ein
wirkung einseitiger Sonnenbestrahlung stark einseitige Erwarmung 
auf, die zu Temperaturspannungen im Aufbau und zu Temperatur
ungleichheiten in der Gasmasse flihren. 

Auch bei der Vergasung der Brennstoffe im Generator treten 
verschiedene Probleme der Warmeiibertragung auf. 
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15. Elektrotechnik. 
Die Erwarmung von Kabeln, Schmelzsicherungen, Regelwider

standen, Dynamomaschinen, Elektromotoren und Transformatoren 
spielt in der Elektrotechnik eine ganz auBerordentlich wichtige Rolle 
und vielfach ist die Weiterentwicklung - sei es in bezug auf groBere 
Einheiten oder in bezug auf neue Bauarten - allein durch die Unmog
lichkeit gehemmt, die auftretenden Warmemengen sicher abzufuhren. 

Die Berechnung der Maschinen auf Erwarmung ist bei Maschinen 
fur Dauerbetrieb eine ganz andere als bei Maschinen fur unter
brochenen Betrieb. Die letzteren, z. B. die Bahn· und Aufzugsmotore, 
gestatten eine bedeutende Dberlastung. 

Bei groBen Maschinen werden zwischen die Bleche der Magnete 
und zwischen die Wicklungen schmale Kanale eingebaut, durch welche 
KuhUuft getrieben wird. Hierbei besteht aber die Gefahr, daB sich 
in den Kanalen Staub ablagert, der nicht nur die KuhIwirkung auf
hebt, sondern zum Brand der Maschine fUhren kann. Man muB 
darum entweder die Luft zuerst sorgfaltig entstauben oder dieselbe 
Luftmasse im Kreislauf immer wieder verwenden, wobei dann Ruck
kuhlanlagen notwendig sind. 

Zum Schlusse sei noch auf die elektrische Heizung, insbesondere 
auf die Speicherofen zur Verwendung des billigeren N achtstromes 
hingewiesen. 

16. Tiefbau. 
Bei groBeren Bauwerken, wie Mauern von Talsperren, groBen 

Brucken, treten unter dem EinfluB von Witterungsanderungen, ins
besondere der Sonnenbestrahlung, Temperaturspannungen auf, welche 
durch ihre standige Wiederkehr den Bestand des Bauwerkes ge
fahrden konnen. Die Gesetze der Warmeubertragung konnen darum 
auch fur den Bauingenieur Bedeutung gewinnen. 

Anhang. 
A. Mathematischer Teil. 

Aus Grunden, die im V orwort naher ausgefiihrt sind, lieB es sich 
nicht vermeiden, von der Mathematik ausgiebigeren Gebrauch zu 
machen, als dies sonst bei einem kurzen, nur der Einfuhrung dienen
den, technischen Lehrbuch zulassig ist. 

Die nachstehenden Absatze sollen deshalb die wichtigsten mathe
matischen Siitze in Erinnerung bringen, soweit dies fUr das Ver
standnis des Buches erwunscht ist. 

1. Verschiedene wichtige Funktionen. 
a) Die trigonometrischen Funktionen: Sinus und Cosinus. 

Die Gleichungen y = sin x und y = cos x stellen die bekannten 
osziIlierenden, rein periodischen Funktionen dar, deren zeichnerisches 
Abbild eine wellenformige Linie ist. Die Periode beider Funktionen ist 2)"t. 
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Es ist nach den Lehren der Trigonometrie: 

cos x = sin (x - ;). 
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(150) 

Die Funktionen y = sin (mx) und y = cos (mx) sind ebenfalls perio
dische Funktionen, deren Periode aber m mal kurzer ist (vgl. Abb. 55 
fur das Beispiel m = 3). 

~------------------J0--------------?>~. 

Abb. 55. Funktionen: oos x und OOB 3 x. 

b) Die Potenzfunktion y = xn. 

In dieser Gleichung heiBt y die Potenz, x die Basis und n der 
Exponent und es sind darin y und x als die Veranderlichen oder 
laufenden Koordinaten aufgefaBt, welche die Zahlenreihe stetig durch
laufen, wahrend n ein sogenannter Parameter ist, dem man be
stimmte, feste Werte beilegt. 

1 If~XS 

Abb. 56. Funktionen: xn. 

Setzen wir der Reihe nach n = 1, ~, 2, 4, ~, ~, t, so erhalten 
wir die in Abb. 56 gezeichneten Kurven. 

Die zahlenmaBige Auswertung solcher Funktionen erfoIgt mittels 
der Logarithmentafel nach der Gleichung: log y = n .log x. Fur die-



172 Mathemaiischer Teil. 

jenigen Exponenten, welche bei den Aufgaben des Warmeiiberganges 
am haufigsten vorkommen, sind die Potenzen in den Zahlentafeln 26 
bis 34 zusammengestellt.· 

c) Die Exponentialfunktion y = aX. 

In dieser Schreibweise sind 
die Poteuz und der Exponent 
als laufende Koordinaten auf
gefaBt und die Basis als Para
meter. Als Exponentialfunktion 
im engeren Sinne bezeichnet man 
den Sonderfall, daB dieser Para
meter gleich der Basis des 
natiirlichen Logarithmensystems 
(e= 2,718 ... ) ist. 

Der Exponent kann auch 
negative Werte annehmen und 
es ist 

(151 ) 
1 

Y = e- X = e+ x ; 

o~--~--~--~~~~--~--~ o o.s 1 1,5 Z Zahlentafel 23 und die Abb.57 
geben den Verlauf der Exponen
tialfunktion wieder. 

-x 

Abb.57. Funktionen: e+ X und e- X • 

d) Der Logarithmus. 

Die Gleichung y = logm x (y gleich Logarithmus x fiir die Basis m) 
ist die Umkehrung der Gleichung x = mY. 

Gibt man der Basis m den Zahlenwert 10, so erhalt man die so
genannten B riggschen Logarithmen, fiir welche die gewohnlichen 
Logarithmentafeln berechnet sind. 

Dieselbe Gleichung heiBt z. B.: 

in logarithmischer Form: ilog 10 100 = 2 , 

III Exponentialform: 10 2 = 100. 

Wenn man der Basis m den Zahlenwert e = 2,718 gibt, so erhalt 
man das System der natiirlichen Logarithmen. 

Statt loge y schreibt man In y; es ist zu beachten, daB In e = 1,00 
ist, weil e 1,00 = e ist. 

Wenn man die Exponentialfunktion y = eX logarithmiert, so er
halt man In y =x ·In e = x. Ebenso gibt die Gleichung In y = x, 
wenn man sie delogarithmiert, die Exponentialfunktion y = eX, Jede 
der beiden Funktionen ist also die Umkehrung der andern. 
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e) Die Hyperbelfunktionen 6inus und [ofinus. 
Diese beiden Funktionen lassen sich durch Exponentialfunktionen 

ausdriicken. Es ist 
e+ Z _ e-Z 

6inx = -----; (153) q. 
2 

e+ Z + e-X 

[of x = --2-- . (152) 3 1-----t-f----H--+------1 

Die Werte dieser beiden Funk
tionen findet man am Anfang 
des I. Bandes der "Hiitte". In 2 1----7--1----1'-+---1------1 
Abb. 58 ist der Verlauf beider 
Funktionen von x = 0 bis x = 2 
dargestellt. Die Funktion [of x 
beginnt mit dem Werte "Eins" 1 

und steigt so rasch, daB sie 
schon bei x = 5 den Wert 74,20 e-x 
hat. Die Funktion 6in x beginnt 0 IL. ___ L __ ---=::t====::::::l 
mit dem Wert "Null" und steigt 0 1 2 --'3-I J 

am Anfang noch etwas rascher, Ahb.58. Funktionen: 6in x und "([of x. 
so daB sie schon beim Argument 
x = 2,5 auf 1,3010 an den Wert von [of x herangekommen ist. 

II. Einige Beziehungen aus del' Differential- und 
Integralrechnung. 

a) Der erste und zweite Differentialquotient. 

Wir gehen von der Gleichung Y = f(x) aus und bezeichnen 
mit y" den Wert der Funktion an der Stelle x, 

mit Yx+dx" "" " "" " x + dx . 

Dann ist Yx+dx - Y = dy und ddY ist der erste Differentialquotient. 
x x 

1st (:~) x der Wert des ersten Differentialquotienten an der Stelle x 

und (dd y) "" "" " " " " x + dx, 
X x+dz 

so ist nach dem Taylorschen Satz: 

(dY) _ (dY) _ (d2y) • dx (154) 
dx x+dz dx x - dx 2 • 

d 2 y 
Darin ist der zweite Differentialquotient. dx'.! 

b) Differentialformeln. 
Differenziert man die Sinus-, die Cosinus- und die Exponential

funktion erst einmal und dann noch ein zweites Mal, so erhiilt man 
nachstehende Ausdriicke. 
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Funktion: 

y = sin (mx) 

y = cos (mx) 
y = e+(m<t) 

y= e-(m<t) 

Mathematischer Teil. 

1. Ableitung: 

:~ = (+ m)·cos (mx) 

= (- m).sin (mx) 
= (+m).e+(m<tl 

= (-m). e-lm<t) 

2. Ableitung: 
d 2 y . 
dx 2 = - m 2. sin (mx) = - m 2.y 

= - m 2 ·cos (mx) = - m 2 .y 
= +m2.e+(m<t) = +m2.y 

=+m2.e(-m<t) =+m2.y 

(155 ) 

Man sieht daraus, daB bei allen vier Funktionen die zweiten AbIei
tungen gleich der urspriinglichen Funktion multipliziert mit einem 
konstanten Faktor sind. Dieser konstante Fakt.or ist bei den beiden 
trigonometrischen Funktionen negativ, bei den Exponentialfunktionen 
positiv. 

Diese Eigenschaft der vier Funktionen ist von besonderer Be
deutung beim Losen der Differentiaigieichung der Warmeleitung. 

c) Integralformein. 
Aus der Gleichung 

foigt. aus der Integration 

1 
dy= +-. dx 

x 

y= ±f~= ±Inx+O. (a) 

Statt der noch willkiirlichen Integrationskonstanten 0 kann man eine 
andere, ebenfalls noch willkiirliche Integrationskonstante k nach der 
Gleichung In k = - 0 einfiihren. 

Schreibt man Gl. (a) in der Form lnx + 0 = ± y und fiihrt dann 
die neue Integrationskonstante k ein, so ergibt sich 

x 
In x - In k = In k = ± y . (b) 

Wenn man noch Gl. (b) delogarithmiert, so Iautet sie: 

X +11 k=e- oder 

Der Wert der Integrationskonstante k muB dann aus irgendweichen 
Bedingungen, die meist physikalischer Art sind, bestimmt werden. 

aus. 

Eine ganz ahnliche Aufgabe geht von der Gleichung 
1 

dy=---.dx 
a+ bx 

Daraus foIgt zuerst durch Integration: 

y= f a~~bX= ~ .In(a+bx)+O; 

dann ergibt sich 
In (a + bx) - In k = by 

und endlich 
a + bx = k . e +bll • 
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III. Von imaginaren lind komplexen GroBen. 

a) Der Wert von f + 1 ist sowohl gleich der positiven als auch 
gleich der negativen Einheit, denn es ist 

und 

Fiir die Wurzel f - 1 bleibt also kein Wert mehr iiber und man 
hat deshalb eine neue Art der Einheit erdacht, die man die imagi
nare Einheit nennt (mit i bezeichnet) und von der man behauptet, 
daB ihr Quadrat gleich minus Eins sei. Es ist also 

t-l=i 
und damit 

sowie 
t - q2 = t - 1 . I q2 = i . q. 

b) Sind a und b zwei reelle Zahlen, so ist (b. i) eine rein imagi
nare GroBe und (a + b.i) eine komplex-imaginare oder kurz kom
plexe GroBe. 

Besteht zwischen zwei komplexen Zahlen die Gleichung 

a+b.i = m+n·i, 

so ist der reeile Teil links gleich dem reellen Teil rechts und der 
rein imaginare Teil links gleich dem rein imaginaren Teil rechts. 
Eine Gleichung zwischen komplexen GroBen verbirgt also in sich 
zwei Gleichungen, welche lauten: a = m tind b = n. 

c) Man hat gefunden, daB 

I ± i = (1 ± i) . t1 = 11 ± i . V1. (156) 

Es ist also l + i eine komplexe GroBe. Von der Richtigkeit der 
obigen Gleichung kann man sich durch Quadrieren der rechten Seite 
iiberzeugen. 

d) Es sei ferner an die heiden Gleichungen erinnert: 

e+ix = cosx ± i. sin x 
und 

+inx (+iX)n ( +..)" (') --L. • ( ) e- = e- = cosx t·SlllX = cos nx , ~·Sln ,nx . 
Moivrescber Satz. 

IV. Die Darstellung abklingender Vorgange durch 
Exponentialfunktionen mit negativem Exponenten. 

(157) 

(158) 

Mit R wollen wir irgendeine physikalische Eigenschaft eines 
Korpers bezeichnen und konnen uns darunter etwa die Temperatur, 
eine elektrostatische Ladung, die Radioaktivitat usw. vorstellen. 
Wenn wir annehmen, daB der Wert stetig abnimmt, so sind fUr das 
Tempo dieser Abnahme die verschiedensten Gesetze moglich. 
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Das einfaohste solohe Gesetz ist, daB der Wert R in jeder Zeit
einheit urn denselben absoluten Betrag abnimmt. Dann erreioht R 
naoh kurzer, endlioher Zeit den Wert Null. In Wirkliohkeit wird 
dieses Gesetz flir die zeitliohe A bnahme nur selten befolgt. In den 
meisten Fallen nahert sioh zwar der Wert R der Null stan dig, er
reioht ihn jedooh theoretisoh erst naoh unendlioh langer Zeit (vgl. 
den Wert der Papiermark wahrend der Inflation). 

Unter all den Gesetzen, welohe diese asymptotisohe Annaherung 
.an Null bewirken, entspringt das einfaohste aus der Annahme, daB 
der Wert R in jedem Zeitteilohen dt lim denselben Bruohteil seines 
.augenblioklichen Wertes weiter abnimmt. Wenn wir mit t die Zeit, 
mit R den Wert im Augenbliok t und mit liT (= einem eohten 
Bruoh) den Bruohteil der Abnahme in der Zeit "Eins" bezeiohnen, 
so gilt die Gleiohung 

()der 

1 
-dR= +-·R·dt 

T 

dR 1 
-= - --·dt. R T 

(a) 

Das Minuszeiohen ist einzusetzen, weil dR eine Abnahme ist. Da 
es sioh urn eine Abnahme in der Zeiteinheit handelt, ist liT von 
der Dimension [t- l ] und T von der Dimension der Zeit. Wir inte
grieren Gl. (a) und erhalten 

1 
In R = - -. t + In k. (b) 

, T 

Daraus ergibt sioh duroh Delogarithmieren 

R = k·e- t/ r • (0) 
Urn nooh die Integrationskonstante k bestimmen zu konnen, muS 

bekannt sein, welohen Wert R zur Zeit t = ° hatte. Er sei mit Ro 
bezeiohnet. Setzen wir in Gl. (0) R = Ro und t = 0, so wird die 
Exponentialfunktion zu Eins und die Gl. (0) reduziert sioh auf: 
Ro = k·1. 

Damit lautet das Gesetz flir die Abkiihlung 

(159) (d) 

Naoh diesem Gesetz verlaufen sehr viele Vorgange III der Natur, 
insbesondere solo he aus dem Gebiete der Warmeiibertragung. 

Die Abnahme von R befolgt also das Gesetz der Exponential
funktion, deren zeiohnerisohe Wiedergabe die Exponentialkurve (Abb. 59) 
ist. Diese hat die Eigentiimlichkeit, daB ihre Subtangente konstant 
ist, in unser em FaIle gleioh T. 

Den Beweis findet man, indem man Gl. (a) in der Form 

dR R 
-dt=~ 

schreibt; dieselbe Gleichung laBt sioh auch aus der Ahnlichkeit der 
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beiden schraffierten Dreiecke in Abb. 59 ablesen, so daB also die 
Subtangente gleich t, also gleich einem konstanten Werte ist. 

Je kleiner T ist, um so steiler ist die Kurve, um so rascher er
folgt also die Abnahme, so daB t ein MaB der Abnahmegeschwindig
keit ist. Man nennt dieses MaB die "Zeitkonstante"; sie gibt an, in 
welcher Zeit der Wert Rbis auf Null sinken wiirde, wenn die augen
blicklich herrschende Abnahmegeschwindigkeit unverandert bliebe. 

Abb. 59. Schaubild fur einen abklingenden Vorgang. 

Es gibt aber noch eine zweite Art, die Abnahmegeschwindigkeit fest
zulegen, indem man die Zeit t' angibt, welche notig ist, damit R 
vom Anfangswert Ro auf den halben Wert, also auf 1/2 R sinkt. 

Aus der Gleichung 

e- t '/< = 1/2 Ro = 1/ 
Ro 2 

folgt mit Hilfe der Zahlentafel 23, daB t'/t = 0,693 und somit 
t' = 0,693·t sein muB. 

Den Wert t' nennt man die Halbwertzeit. 

V. Darstellung periodischer Vorgange durch 
Exponentialfunktionen mit imaginarem Exponenten. 

1st R1 eine periodisch veranderliche GroBe, welche nach dem 
Gesetz 

verlauft und R2 eine zweite periodisch veranderliche GroBe mit dem 
Gesetz 

so kann man aus diesen beiden reellen Funktionen eine imaginare 
GroBe aufbauen, fur welche das Gesetz gilt 

R = R1 + i·R2 = RM· (cos (2 nt/to) + i· sin (2 nt/to))' (160a) 

Wendet man darauf GI. (158) an, so findet man 

(160b) 
G r 6 b e r, Wiirmeiibertragung. 12 
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Auf diese Weise haben wir aus zwei reeHen Funktionen eine kom
plexe Funktion aufgebaut, welche mit den beiden urspriinglichen 
Funktionen gleiche Periodendauer to hat. Bei Aufgaben der Warme
leitung . geht man den umgekehrten Weg, indem man eine periodische, 
komplexe Funktion in zwei periodische, reelle Funktionen spaltet. 

VI. Das Rechnen mit Raumwinkeln. 
Wenn man einen ebenen Winkel im absoluten Mall messen will, 

so schlagt man um seine Spitze einen Kreis mit dem Radius r und 
miSt den Bogen s, welchen der Winkel aus diesem Kreis ausschneidet. 
Der Winkel ex ist dann durch den Quotienten sir oder ein unendlich 
kleiner Winkel durch dex = ds/r gekennzeichnet. 

Abb. 60. Der Raumwinkel. 

In ganz ahnlicher Weise werden Raumwinkel gemessen. Man legt 
urn die Spitze des Kegels eine Kugel mit dem Radius r und bestimmt 
die FIache f, welche aus der Kugeloberflache ausgeschnitten wird. 
Es ergibt sich dann 

Raumwinkel Q = f/r2 oder 

" dQ = dfir2. 

Bezeichnet in Kugelkoordinaten X die geographische Lange und 
cp den Polabstand, also 90 0 minus geographische Breite, so ist durch 
die Richtungen X, X + dX und cp, cp + dcp ein unendlich kleiner 
Raumwinkel dQ festgelegt, der auf der Kugel mit dem Radius rein 
kleines Rechteck df ausschneidet. Die eine Seite dieses Rechteckes 
ist r.dcp, die andere ist (!.dx=r·sincp.dx (vgl. Abb.60). 

Der Raum winkel ist dann 

d2 Q = ~(= sincp·dm.dX· r" T. 
(i6i) 
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Will man den ganzen Raumwinkel berechnen, der zwischen den 
Breitegraden r und r + dT liegt, so integriert man von X = 0 bis 
x=2n: 

2", 

dQ = sinr·dr·f dX = 2n· sin r· dr· 
o 

Um noch den Raumwinkel zu finden, der alle Richtungen um
faBt, integriert man noch von r = 0 bis r = n und erhalt 

'" 
Q = 2n· f sinr·dr = - 2n· [cosrJ~ = 2 n· 2 = 4n. 

o 

Dies Ergebnis hatten wir auch auf kiirzerem Weg finden k6n
nen; denn es ist die Kugeloberflache f gleich 4 n· r2 . Damit wird 
Q = 4n.r2 /r2 = 4n. 

x 

0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 
1,1 
1,2 
1,3 
1,4 

x 

0,05 
0,10 
0,15 
0,20 
0,25 
0,30 
0,35 
0,40 
0,45 
0,50 

VII. Zahlentafeln verschiedener Funktionen. 
Zahlentafel23. Exponentialfunktion e+x und e-X • 

e+ x e- X x e+ x e- X x e+ x 

1,00 
I 

1,00 1,5 4,50 0,22 3,0 20,1 
1,11 0,90 1,6 4,95 0,20 3,1 22,0 
1,22 0,82 1,7 5,55 0,18 3,2 24,5 
1,34 0,74 1,8 6,05 0,17 3,3 27,0 
1,49 0,67 1,9 6,63 0,15 3,4 30,0 
1,64 0,61 2,0 7,39 0,14 3,5 33,1 
1,82 0,55 2,1 8,12 0,12 3,6 36,6 
2,00 0,50 2,2 9,03 0,11 3,7 40,5 
2,22 0,45 2,3 9,98 0,10 3,8 44,7 
2,46 0,41 2,4 11,0 0,091 3,9 49,2 
2,72 0,37 2,5 12,3 0,083 4,0 54,6 
3,00 0,33 2,6 13,5 0,074 4,1 59,9 
3,32 0,30 2,7 14,8 0,067 4,2 66,7 
3,70 0,27 2,8 16,4 0,061 4,4 74,0 
4,06 0,25 2,9 18,2 0,055 4,3 81,5 

Zahlentafel 24. 
x 

GauBsches Fehlerintegral: G (x) = ~fe-x. ·dx. 
f% 

o 

G (x) I x G (x) x G (x) x 

0,056 0,55 0,563 1,05 0,862 1,55 
0,113 0,60 0,604 1,10 0,880 1,60 
0,168 0,65 0,642 1,15 0,896 1,65 
0,223 0,70 0,678 1,20 0,910 1,70 
0,276 0,75 0,711 1,25 0,923 1,75 
0,329 0,80 0,742 1,30 0,934 1,80 
0,379 0,85 0,771 1,35 0,944 1,85 
0,419 0,90 0,797 1,40 0,952 1,90 
0,476 0,95 0,821 1,45 0,960 1,95 
0,521 1,00 0,843 1,50 0,966 2,00 

12* 

e- X 

0,050 
0,045 
0,041 
0,037 
0,033 
0,030 
0,027 
0,025 
0,022 
0,020 
0,018 

I 

0,017 
0,015 
0,014 
0,012 

I G (x) 
I 

0,972 
0,976 
0,980 
0,984 
0,987 
0,990 
0,991 
0,993 
0,994 
0,995 
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Zahlentafe125. Besselsche Funktionen Jo (x) und Yo (x) . 

x Jo (x) Yo (x) x Jo(x) Yo (x) 

0,0 1,00 -00 5,0 -0,18 -0,50 
0,5 0,94 -0,59 5,5 -0,01 -0,53 
1,0 0,77 +0,23 6,0 +0,15 -0,44 
1,5 0,51 +0,66 6,5 +0,26 -0,24 
2,0 0,22 +0,83 7,0 +0,30 -0,01 
2,5 -0,05 +0,78 7,5 +0,27 +0,22 
3,0 -0,26 +0,56 8,0 +0,17 +0,37 
3,5 -0,38 +0,25 8,5 +0,04 +0,43 
4,0 -0,40 -0,07 9,0 -0,09 +0,38 
4,5 -0,32 -0,34 9,5 -0,10 +0,25 

Zahlentafe126. Potenz: xn. 
n= -0,16. 

X xn x I Xn x xn 

0,001 3,02 
2 2,70 
3 2,53 
4 2,42 
5 2,33 0,025 1,81 0,12 1,40 
6 2,27 30 1,75 14 1,37 
7 2,21 35 1,71 16 1,34 
8 2,17 40 1,67 18 1,31 
9 ~ 

2,13 45 1,64 20 1,29 
10 i 2,09 .50 1,62 25 1,24 

12 2,03 0,06 1,57 30 1,22 
14 1,98 7 1,53 40 1,16 
16 1,94 8 1,50 50 1,12 
18 1,90 9 l 1,47 70 1,06 

0,020 1,87 0,10 I 1,45 1,00 1,00 

Zahlentafe127. Potenz: xn. 
n= -0,05. 

x I Xn x I Xn x xn 

0,1 1,12 - - - -
2 1,08 2,0 0,97 20 0,86 
3 1,06 3,0 0,95 30 0,84 
4 1,05 4,0 0,93 40 0,83 
5 1,04 5,0 0,92 50 0,82 
6 1,03 6,0 0,91 60 0,81 
7 1,02 7,0 0,91 70 0,81 
8 1,01 8,0 0,90 80 0,80 
9 1,01 9,0 0,89 90 0,80 

1,0 1,00 10,0 0,89 100 0,79 
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Zahlentafel28. Potenz: xn. 
n= + 0,21. 

X xn X I 
xn X I 

xn X X" 

0,006 0,342 0,045 0,52 0,5 I 0,86 60 1,46 
7 0,352 50 0,53 6 0,90 7,0 I 1,50 
8 0,362 60 0,55 7 0,93 8,0 1,55 
9 0,372 70 0,57 8 0,95 9,0 1,59 

10 0,380 80 0,59 9 0,98 10,0 1,62 

12 I 0,395 
90 0,60 1,0 1,00 

14 i 0,408 
0,100 0,62 

I 15,0 1,75 
16 0,420 

12 0,64 1,5 
I 

1,09 20,0 1,88 
18 0,431 

14 0,66 2,0 1,16 25,0 1,97 
20 0,439 

16 0,68 2,5 
I 

1,21 30,0 2,04 
18 

I 

0,70 3,0 
! 

1,26 35,0 2,11 
25 0,461 20 0,71 3,5 1,30 40,0 2,17 
30 0,478 

I 

4,0 

I 
1,34 45,0 2,22 

35 0,495 30 0,77 4,5 1,37 50,0 2,28 
0,040 0,510 0,4 i 0,83 5,0 I 1,40 - -

Zahlentafel29. Potenz: xn. 
n= +0,79. 

X 
I 

Xn X I x" X xn X I 
xn 

0,01 0,025 0,1 ! 0,16 1,0 1,00 10 6,17 
2 0,046 2 0,28 2 1,73 15 8,47 
3 0,063 3 0,39 3 2,38 20 10,7 
4 0,079 4 I 0,49 4 2,99 25 12,7 
5 0,093 5 ! 0,58 5 3,56 30 14,7 
6 0,108 6 0,67 6 4,11 35 16,6 
7 0,122 7 0,76 7 4,65 40 18,4 
8 0,135 8 0,84 8 5,16 45 20,2 

0,09 0,148 0,9 0,92 . 9,0 5,66 50 21,9 

Zahlentafe130. Potenz: x". 
n= +0,95. 

X I 
xn X ! xn X xn X I 

xn 
I 

0,1 0,11 1,1 I 1,10 2,5 2,39 10,0 
I 

8,9 
2 0,22 1,2 1,19 3,0 2,83 15,0 13,1 
3 0,32 1,3 1,29 3,5 3,29 20,0 17,3 
4 0,42 1,4 1,38 4,0 3,72 25,0 

I 
21,2 

5 0,52 1,5 1,47 4,5 4,17 30,0 25,1 
6 0,62 1,6 1,56 5,0 4,60 35,0 29,1 

7 0,71 1,7 1,65 6,0 5,47 40,0 33,1 
8 0,81 1,8 1,74 7,0 6,34 45,0 37,0 
9 0,90 I 1,9 1,83 8,0 7,20 50,0 41,0 

1,0 1,00 2,0 1,93 9,0 8,05 - -
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Zahlentafel31. Potenz: xn. 
n= +1,05. 

X xn X I Xn X Xn X I xn 

10 11,2 50 
I 

60,5 90 113 400 537 
20 23,3 60 73,3 100 126 500 684 

30 35,5 70 
I 

86,7 200 
I 

260 600 822 
40 48,0 80 100 300 398 700 966 

Zahlentafel32. Potenz: xn. 
n= + 1,16. 

X I 
xn I X xn X I 

xn 

0,005 0,0021 0,025 I 0,0141 0,12 0,085 
6 26 30 171 14 102 
7 32 35 205 16 119 
8 37 40 239 18 137 
9 42 45 274 20 155 

10 48 50 309 22 173 

12 59 60 383 24 191 
14 71 70 457 26 209 
16 83 80 533 28 229 
18 95 90 612 30 247 

0,020 0,0107 0,100 0,0692 - -

Zahlentafel33. Potenz: X". 
n= + 1,21. 

X I xn X I xn X xn 
I 

0,005 0,0016 0,025 0,0115 0,12 0,077 
6 21 30 144 14 93 
7 25 35 174 16 109 
8 29 40 204 18 125 
9 34 45 234 20 143 

10 38 50 266 22 160 

12 47 60 335 24 178 
14 58 70 403 26 196 
16 68 80 473 28 215 
18 78 90 543 0,30 0,233 

0,020 , 0,0088 0,100 0,0617 - -I 

Zahlentafel34. Potenz: xn. 
n= + 1,79. 

X I 
xn X xn X I 

xn 

0,1 0,016 1,0 1,000 10 61,7 
2 ·0,056 2,0 3,46 20 214 
3 0,116 3,0 7.13 30 442 
4 0,194 4,0 11,9 40 741 
5 0,289 5,0 17,8 50 1096 
6 0,401 6,0 24,7 60 1514 
7 0,527 7,0 32,4 70 1995 
8 0,670 8,0 41,7 80 2541 
9 0,828 9,0 51,3 90 3162 

1,0 1,000 10,0 61,7 100 3802 
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B. Physikalischer Teil. 

I. Ober die Stoffwerte aus dem Gebiete del' 
Warmeiibertragung. 

a) Die Warmeleitzahl. 

Die Warmeleitzahl ist als ein reiner Stoffwert theoretischer Be
handlung nur wenig zuganglich. 

1. Fiir reine Metalle geIten das Gesetz von Wiedemann und 
Franz uud das Gesetz von Lorenz. Beide Gesetze gelten jedoch 
bei allen Metallen nur angenahert und auBerdem sind bei einigen 
Metallen, z. B. bei Eisen, starke Abweichungen vorhanden. 

Das Gesetz von Wiedemann und Franz besagt, daB fUr ver
schiedene Metalle die Warmeleitzahlen im selben Verhaltnis stehen 
wie die elektrischen Leitfahigkeiten. Setzt man fur Silber die Warme
leitfahigkeit 1 und die elektrische Leitfahigkeit e beide gleich 100, 
so geIten fUr andere Metalle die folgenden Werte: 

Silber 1 = 100,0 e = 100,0 
Kupfer 
Gold 
Aluminium 
Zink 
Platin 
Zinn 
Wismut 

91,2 
69,6 
47,7 
26,4 
16,6 
14,5 

1,9 

93,0 
67,2 
51,4 
26,8 
15,0 
13,5 

1,3 

Das Gesetz von Lorenz sagt aus, daB fur irgendein Metall das 
Verhaltnis Warmeleitfahigkeit zu elektrischer Leitfahigkeit sich mit 
der Temperatur andert, und zwar daB es der absoluten Temperatur 
proportional ist. 

2. Bei Legierungen laBt sich die Warmeleitzahl keineswegs 
nach der Mischungsregel berechnen; so ergeben z. B. die Versuche 
fur Legierungen von Nickel und Eisen, also Nickelstahl, folgende 
Werte: 

0 % Nickel 36 [kcal.m-1.h-1.Grad-1] 

10% " 22 " 
20°; .0 " 14 " 
40 % 

" 9 " 
60% " 14 " 
85% " 25 " 

100 % 
" 50 " 
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3. Fiir ideale Gase folgen aus der kinetischen Gastheorie zwei 
Gesetze. 

Erstens ist fiir ideale Gase die WarmeleiWihigkeit - ebenso wie 
die spezifische Warme, die Zahigkeit und die Schallgeschwindigkeit -
vom Druck innerhalb sehr weiter Grenzen unabhangig. Man kann 
als untere Grenze etwa 1 mm QS. annehmen. 

Zweitens gilt fiir ideale Gase eine wichtige Beziehung zwischen 
den GraBen: 

2 = Warmeleitzahl 
[m. !~~radJ ' 

Cv = spez. Warme pro kg [ kcal ] 
kg. Grad' 

p, = Zahigkeit [~!':J. 
g = Erdbeschleunigung [~J. 

2 
Stellt man mese GraBen zu dem Ausdruck --- zusammen, so 

p,·cv·g 
ergeben sie einen dimensionslosen Ausdruck, also einen reinen Zahlen
wert. Das Gesetz besagt nun, daB dieser Wert nur von der Atom
zahl des Gases abhangt, und zwar gilt naherungsweise die Gleichung 

_~2~ = 3,75 . (Cp - 1) . 
,u·cv·g Cv 

b) Die Strahlungszahl. 

1. Die Strahlungszahl des absolut schwarzen Korpers wird 
in der neuesten physikalischen Literatur angegeben zu 

- -8 [ Watt J. o.-(5,76±0,08).10 m2 .Grad4 ' 

dem entspricht 
C b' [ kca1.1004 J 

s = 4,88 IS 5,02 m2. h.Grad4 . 

2. Korperoberflachen, welche kiinstlich geschwarzt sind, etwa 
mit LampenruB oder mit anderen matten, schwarzen Farben, haben 
eine Strahlungszahl von nur etwa 4,3 bis 4,4, bleiben also hinter 
dem theoretischen Wert erheblich zuruck. 

3. Fiir die Strahlungszahl der reinen Metalle gilt eine Beziehung, 
welche dem Gesetz von Wiedemann und Franz ahnlich ist. Da
nach nehmen die Strahlungszahlen mit zunehmender elektrischer Leit
fahigkeit und damit auch mit zunehmender Warmeleitzahl ab; natiir
lich diirfen nur Strahlungszahlen bei gleicher Oberflachenbeschaffen
heit der Metalle verglichen werden. 
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4. Von besonderer Bedeutung fiir manche Aufgaben ist der Wert 
der Solarkonstanten. Man versteht darunter jene Energiemenge, 
welche die Flacheneinheit der Erdoberflache in der Zeiteinheit an 
Sonnenstrahlung bei senkrechtem Einfall der Strahlen aufnehmen 
wiirde, wenn erstens keine Atmosphare vorhanden ware und zweitens 
die Erdoberflache als absolut schwarz gelten konnte. Nach den Lehr
biichern der Physik gilt zur Zeit als wahrscheinlichster Wert 

gr-cal kcal 
1,932 2 • , das sind 1160 -!lh-' 

cm .mm m. 

Davon absorbiert die Atmosphare einen erheblichen Teil. In Heft 25 
der elektro-techn. Zeitschr. (E. T. Z.) vom 18. VI. 25 findet sich fol
gende Angabe: 

An der Grenze der Atmosphare vorhanden: 
am Montblanc, 4810 m, noch I " 

" Bossongletscher, 1220 m," " 
in Paris, 60 m," " 

II. Zahlentafeln. 
Ausfiihrlichere Tabellen finden sich: 

100 % , 

94%, 
79%, 
68 %. 

1. Landolt-Bornstein, Physikalisch-chemische Tabellen. Berlin: Julius 
Springer 1924. 

2. Heft 5 der Mitteilungen des Forschungsheimes, Miinchen (s. Lit.-Verz. 11). 
Dortselbst. findet man viele hundert Angaben iiber Warmeleitzahlen von Isolier
stofien, Baustofien, Metallen, Fliissigkeiten oder Gasen - unter Beriicksicb
tigung der ganzen deutschen und auslandischen Literatur - durch Prof. 
E. S ch mid t, dem friiheren Leiter des Forschungsheimes, zusammengestellt. 

Zahlentafel 35. 
Dbersicht iiber die Werte 

I' [kgJm3] = spez. Gewicht, 

c [kcaIJkg] = spez. Warme der Gewichtseinheit, 

c·y [kcaIJm3; = spez. Warme der Raumeinheit, 

,1. [kcalJm . h . Grad) = Warmeleitfahigkeit, 

a = ~ [mh2] = Temperaturleitfahigkeit [Definition S. 30] , 
c·y 

b = f,1.·c:y [kcaIJm2 • Grad. h'/'~ = b-Werte [Definition S. 52]. 

Anmerkung: 1. Die Angaben der physikalischen und technischen Literatur 
iiber spezifische Warmen und vor allem liber Warmeleitzablen sind auBerst 
unsicher und die hier angegebenen Dezimalstellen diirfen keineswegs iiber den 
Grad der Genauigkeit tauschen. 

2. Die Angabe: z. B. fiir Steinkohle ist ,1. = 0,12 bis 0,15 besagt nur, daB 
solcbe Angaben in der Literatur gefunden wurden. Die wirklichen Abweichungen 
konnen je nach Reinheit noch groBer sein. 

3. Die Physik rechnet ,1. in gr-caIJcm. sek . Grad, deshalb sind deren Zahlen 
fiir ,1. 360 mal kleiner. 

4. Fiir die Lektiire englischer Schriften sei angegeben: 1 [B. T. D.) = 1 Bri
tisch Thermal Dnit = 0,252 kcal. 1 Inch = 2,539 cm und 1 FuB = 12 Zoll 
= 0,3048 m. 
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a) Metalle uud Legierungeu bei 20 bis 40° C. 

" e e·" a b 

Aluminum, gegossen 557 310 2560 I 
2750 

----------------------+-----~--~----I----~----~----

:H~: 1 0,031 1 350 i 30 1 0,086 1 

" gehammert 
0,21 175 0,31 

Blei 100 

-F-Iu-Il---un--d-s-c-h-w-ei-B-ei-se-n-------1--78-0-0-'--0-1-2----'---li 30 

0,04 200 
GuBeiBen 7250 0,14 
Flull- und SchweiBstahl 7860 bis 920 II b5i5s 

1 1

-----+-----'---
19300 1 0,031 600 268 1 0,41 i 390 

-K-u-p-fe-r,-g-e-g-os-S-en----------I---:~-i~-:----+-1-0-,0-9-4---i1--82-0-1 ~~2 \1 0,37 II 500 -

Gold 

" gewalzt 8950 I 1 1\ 340 
--------------------I-----+I---~--------~~I---
Nickel, gegossen 8350 

8600 ° 11 940 50 0,053 220 
" gewalzt bis ' , 

8900 ! 

21400 i 0,032 1 690 60--1 0,087 I 
----------------------; 
Silber, gegossen 10479 I 1 590 I II 1 

b.. 10550 ! 0,056 ,360 0,61 " ge ammert 

Platin 220 

460 

250 
-Zl-·:-k-, -;e-e~-oa-S;-:t--------------I---~~-:-~-'\'---0-,0-9-3-;1--65-0-1 95 I 0,15 ! 

Zi:n, :,::;,n ;!:: I 0,05'1 410 I 54 I 0,1' --:1--15- 0-

M--eS-S-in-g-, -g-eg-o-ss-e-n-----------I--~-ig-:-'-IIII-O-,0-9-2---'-:----+1-74 I 1

1

----

" gewah' I 0~:9 820 I ~ I 0,1 I 260 

-----------1- I -- :----11-------+--1 ------:-.----

RotguB 85,7Cu+7,2Zn+6,4Sn _ 0,091 II -- 51 1 - ,I -

+0,6Ni! i! I 
-----------------------I-----~--~----

! 0,0951 810! 25 I 0,03 I Neusilber 

85,4 Ni + 7,6 Fe + 0,4 Si 

Woods Legierung 
26 Pb + 7 Cd + 52 Bi + 15 Sn 

8400 
bis 

8700 
140 

0,104 i -- 38 I - ! --

I Iii 
. 0,035 I -- __ 1~~ 1 --

N-i-ck--el-st-ab-I-30-N-i-+--70-F-e-------I-----~r_=_· I 9,0 , 



Zahlentafeln. 187 

b) Holz, Glas nnd verschiedene stoWe bei 20 bis 400 C. 

y I c I c·y a b 

Eichenholz, lufttrocken 
690 bis 

1030 II 0,31 0,00057 13 
0,57 570 

1.. 0,18 0,00031 10 

-----------------------+-----7----~----I;----~----~----
_ III 0,31 i_I _ 

" frisch 
930 bis 

1280 

Kiefemholz, lufttrocken 

" frisch 

310 bis 
760 

380 bis 
1080 - i1-0,14 - I -

---~~~-I--35-0-b-iS-'-~--'~--:il'-~- I, 

Fichtenholz, lufttrocken 600 
400 bis 0,65 390 - - I' -

" 1070 frisch , 

-~ 604 bi~-I _-I-=-III-~1 -~-I'-=-
642 I 11.. 0,16 

3~~0 I 0,1171 410 I 0,515 I[ 0,0013!~;--
3900 I ! __ I~ ___ I ___ ' __ 

2b4]?sO I 017 1 440 ' 063 I 00014 1 17 
I " , II' ! 2720 j 

Teackholz 

" 

Flintglas 

------------ -------

Crownglas 

I [ I I 
Glas 10Na20+14B203+5Al~03 _ _ I - 082 I - I -

+ 71 810. I ' I i 
----------------------c------ i-----'- --- --- -

Glas 79 PbO + 21 8iOg - I' - I - I 0,39 t - II -

I , I I 

2~~0 -I~~;T 600 I 0,9 --1-0,00~5T-~ 
2500 I I 'I 

Porzellan 

Kau~:=--------· - :~ 1 - 1- o'g;' 1 -T---
1~~0 II 0,;;j~~1' Ob~;--I' 0,00;3-11-7,5 

_____________ , _________ \--1_5_0°----c ____ i _____ O_,1_5-'-____ -'- __ _ 

_ R_6_t_o_rt_6_n_ko_h_l_e __________ -1-____ ---+-I_o_,2 __ --+-!-=-1 3,7 I - : -
Graphit l~fsO I 0,2 1420 4,2 I 0,010 I 42 

______________________ --1[--2_3_0° __ :--1 ------c----- ____ -;-.1 _____ , ___ _ 

I - I - 1 bis 31 - I -

8teinkohle 

Kesselstein 

Eis 88902gi~ I 0,5 i 450 1,9 \ 0,0042 i 29 
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c) Erdreich und Bausto:lfe bei 20 bis 40 0 C. 

Erdreich (aus Miinchen, lettig mit 
Isarschoiiter) 

FluBsand, feink6rnig, 0 0/ 0 Feuchtigkeit 

" "6~~0" 
Feiner Quarzsand ?% " 

Gewachsener Boden, lehmiger, toniger 
Feinsand, 14 Ofo Feuchtigkeit 

)' 

2040 

1520 
1640 
-

2020 

c 

1 
-

-

-
0,19 

! 

I 
-

I Co)' I l a I b 

1- 0,45 I - 1-

- 0,28 - 1-- 0,97 -

1= - 0,05 -, 

1- 2 
1 

- T= 
G_r_a_n_it ____________ 12531005gisl 0,19 1530 12';,~iS 1°,0059140 

2400 biSI' I I I 1 Gneis 2700 0,2 510 i 3,4 0,0067 41 

Basalt --- - 2700 biSI 02 \ 570 11,14 bisl o 003132 
_____________ 11_3_2°_°_,'-_' __ I 2,42 ' , 

Marmof __ ~ _____ .~ ___ ._. 25i~5giS 1 0,2 \540 11,83,~iS 1°,0045136 

2200 biSlo,17 bis'l! 460 ' _ 1 _ 11-
2500 0,22 .. 1 ' 

~!:~ I 0,202 i-429 1--=- . _ I 

Sandstein 

Kalkstein 

" aus feinem Material 
I

ii 0,58 II 1_ 
_______ .________ 1987 - -_I 0,80 - i 

Natursandstein, grau, aus Schongau-j-'n-r--- i I I, i _ 
" grobem " 

Schwaben, frisch bearbeitet 2259 - - 1,44 - I 
Desgl. 6 Monate getrocknet 2251 ! - I - i 1,11 i - -

~=~_~2s16T 0,181151°1 - I =-·1 

~O~I-=~F,~I--=--1-
Schiefer 

Kreide 

970 I 0,26 1250 0,32 \0,0012\ 9 
.. -.~~---------.---- .. ~-

Gips, gegossen 

Baugips, 3 Wochen kiinstlich getrocknet 1250 I - -;=----0:371 --=1.-:. 
Zement gepulvert 14l905gisl .-=-~ 0,058 :-- _~ 1 

Zement abgebunden 2000 1 0,27 ! 540 0,78 1°,0015121 

Beton I (1: 2: 2; 1/2 Jah~-getrock~et) 2180-1
1 

~~~~, 440 -0,66 10~0~6118 
" II (1: 12; 2 Wochen " ) 2050 0,76 

~---,------;-

Hochofenschlackenbeton 
- 1 - 0,19 I - 1-
- I - 0,14 i - 1-

550 1 

------------···-·--I---.c-

I 
Rheinische Schwemm~ 

Ziegelsteine 

oder Isolier
bimsteine 630 

1400 bislo,18 bis l 310 0,34 bisl' 00013111 
1700 0,22 I 0,44' 



Ziegelmauerwerk, frisch 

" 

Zahlentafelno 

1570 bisl 
1630 

1460 

C ;. a 

0,82 -
bis 

0,45 -trocken 1420 biSI 

~ sehr altes 1850 - ° 35 

HOhiZiegelmau-e-rw-er-k-------+-- - 1 - 1 = 10'~~2~iSI = 
~- --_--;-I--+I-l1,~,fiSI 

Bruchsteinmauer 

189 

I b 

-

-

1-
Kalkmortel, trocken 1600 bis I 

1650 - - - --

1750 bis I 
" frisch _______ 1-1-8-00-----i--- =--1 0,6~_-~ -=-

Asbestschiefer 178~1_-_ I - I 0,19 I - 1-
-G-uB-a-sp-h-a-lt-----------I--2100 I 0,22 1460-1 0,60 1°,0013117 

Stampfasphalt 16801-0 ,21 i 350 II - I-=--J=-
Linoleum 1183 i-I - I 0,16 I - ,1 -

Korkmentlinoleum 535 \ - I=--a,o~~- 1-

d) Feuerfeste Steine bei hoheren Temperaturen. 

;. bei den Temperaturen 

200 0 C I 600 0 C I 10000 C 

_______ ~ ~ _~_~ __ ~_I-_-- 0,56 I 0,88_i __ 1~9_ 
D __ in_a_s _______ II-----_ -_-_11---_-__ -_0,~7-4_==_-_i--0,-93- I 1,1~ __ _ 

Schamotte 1716 0,51 I 0,66 • 0,82 
-M~~-a-gn-e-s-it-------II----- - ~--I--l-,2-9 ~~~ - 1-- -1,-43---

Silica 

feuerfester Ton I zwischen 360 0 und 6000 ; ;, = 0,7 bis 0,8 
--- -----~---~--~-I-----------------

" II ~ 380 0 " 750 0 : ), = 1,31 

e) Wlirmeschutzmittel bei 20 bis 40 0 c. 

r c Cor ;. a I b 
I 

Stark expandierter Korkschrot 1-2 mm 47,6 1 15,7 I 0,0291°,00191°,67 
__ '_' ~_~~ ____ "_ ___ ~ 3-5 mm 45,4 0,33 I 15,0 0,033 0,0022 0,71 

Gewohnliches Korkmehl 1-3 mm 161 1 - i I 0,035 1 

Korkschrot 3-5 mm 85 i-, 0,042 
215 I ---C-

1
--I-o,'-05-5-C-!--'-

215 1 - I 0,052 i 
Siigemehl 
-------- ---------
Bliitterholzkohle 
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TorfmulI, trocken 

» naturfeucht 

~----~~~~--.--.~-- -

Kieselgur, lose I 

" "II 

Rheinischer Bimskies 1-20 mm 
" ,,15-20 mm 

Hochofenschaumschlacke 

Asbest 

r C C'r J. a I b 
I 

- 1 - I - 0,045 1 - ,-

~~~ I _ _ 0~~51 _ I _ 

195 I i 0,070 I 
~-~-:T~l~1 ~i--:;:I~=t 

301 I - I - 0,079 1 - I -
292 i - - 0,2 - i-

360 I - 1 - 0,095 i -

576 I - 1 - I 0,140 -I - I ~-
--------------I--~--~-

2500 I' I -i I bis 0,18 _ 500 I - i -
._ ~_~_'__I--i--. -- _ I _ 

136 I - I - j 0,037 1 - I -

Hochofenschlaoke 

------------
Schafwolle 

= -:, ~:~:i-I i~ 
- i - -

101 I -
147 I -
56 I 0,32 

Seide (A bfallseide) 
,,( " als Zopf) 

Rohseide 
----- -.-- ~ -----------1 

81 I - 1 - i 0,050 I -- 1-Baumwolle 

Stark expandierter Korkstein 

Mit Peoh gebundener Korkstein 

! 0,04 I 

- ibis 
i : 0,06 I 

Asphaltierter Korkstein 

- i 0,035 
- 10,045 

I - 1 0,059 
I 

I : 
- 10,067 
- 10,059 

Gebrannter Kieselgurformstein I 

" " II 

- -

- -

" IV 
- 0,070 
- 0,076 

" " III -
I 

-
- I -

Isolierbimssteine - : 0,14 - I -
-

Hochofenschlackenbeton - -
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f) Warmeschutzmittel bei hoheren Temperaturen. 

J. bei der Temperatur 

" 100 0 0\200 0 01300 0 0 400 ° 0 : 500 ° 0 0° 0 

Korkmehl 1-3 mm 161 0,031 0,048 0,055 - -1-Blatterholzkohle 215 0,050 0,063 - - - -

Kieselgur, lose 350 0,052 0,066 0,074 0,078 - -
Asbest 576 0,130 0,167 0,180 0,186 0,192 0,198 
Schafwolle 136 0,033 0,050 - - - -
Seide 101 0,038 0,051 - - - -
Seidenzopf 147 0,039 - - -
Baumwolle 81 0,047 0,059 - -
Gebrannt. Kieselgurformstein 200 0,064 

0,052 1 -
0,078 0,092 0,10610,120 -

g) Fliissigkeiten bei 20 bis 40° C. 

" 1 c 1 C·" J. 1 alb 
Wasser 1000 I 1,00 I 1000 I 0,52 I 0,0005 I 22 
-------------~-----~------~---

790 I 0,g;6;is I 470 0'1:23is I 0,0004 I 9,2 Alkohol 

_B_en_z_o __ l _________ ~---9-0-0-'-I-o-,~-~-2,b-i-S-'I---3-3-0- 0,12 i 0,000361 6,3 

Glyzerin, wasserfrei 1260 1 0,58 1 730 i 0,25 1-0,000341" 13,5-

___ '_' __ 50_0~/o_H_2 __ 0_+-1-1-30--' 0,81 1 92~J 0,36 0,00039 18 

_O_liv_e_n_o_l _________ -1 __ 916 I 0,43 i 390 1 0,15 I 0,00038 I 7,6 

Mineral. SchmierOle 920 I 0,4 I 370 : 0,1 I 0,00027 I 6,1 
------------+--
_P_et_r_ol_e_um ________ I ____ 8_0_0_'_1_'_0_,5_ -_~I_--__ 4_0_0~-lo'W 10,00032T7,2-

13600 I 0,033 1 450 ! 5'i,lbiS I 0,012 I 53 Quecksilber 

).Wnsser = 0,4769·(1 + 0,002984 t). 

Gasart 

uft L 
S 
S 
K 
K 
W 
W 

auerstoff 
tickstoff 
ohlenoxyd 
ohlensaure 
asserstoff· 
asserdampf 

h) Gase und Wasserdampf. 

-252° -183° -78° ± 0 0 0/+ 10°°1+20°°1+300°1+40°°1 +500 0 

- 0,0072 0,0153 0,020410,02591°,03141°,0361 0,0412 0,0452 
- 0,00700,01540,0205 1°,0268 
- 0,0073 0,0155 0,0204iO,0258 
- 0,0066 - 0,01951 -
- I - 0,0079 0,0121 0,0179 I 

, 

0,01161°,05331°,1105 0,145 10,184 1 
- - - -0,0201.0,0258,00315 



Z
ah

le
nt

af
el

 3
6.

 
W

1
tr

m
el

ei
tf

1
th

ig
k

ei
t,

 s
p

ez
. 

W
1

tr
m

e 
u

n
d

 s
p

ez
. 

G
e
w

ic
h

t 
v
o

n
 L

u
ft

. 

. 
. 

(1
 +

 0,
00

01
94

 T
) 

. Y
T 

[ 
kc

al
 

] 
[ 

k
ca

l 
] 

B
er

ec
hn

et
 m

It
 H

ll
fe

 d
er

 F
or

m
el

n:
 

A
L

uf
t 

=
 
0,

00
16

7 
1 

11
7 

_m
. h

. G
ra

d 
C

 =
 
0,

24
0 
+

 0,
00

00
31

. t
 

kg
. G

ra
d 

. 

+
1

' 

0
0 

I 
20

0 
40

0 
I 

60
0 

80
0 

I 
10

0
0 

I 
20

0
0 

I 
30

0
0 

40
0

0 

W
. 

L
. 

Z
.: 

0,
02

03
 

I 
0,

02
16

 
0,

02
28

 
I 

0,
02

40
 

0,
02

52
 

0,
02

63
 

I 
0,

03
18

 
I 

0,
03

68
 
I 

0,
04

18
 

I 
sp

ez
. 

W
.:

 
0,

24
0 

0,
24

1 
t 

0,
24

1 
I 

0,
24

2 
0,

24
2 

0,
24

3 
0,

24
6 

0,
24

9 
0,

25
2 

I I 

0,
1 

0,
12

5 

I 
0,

11
7 

I 
0,

10
9 

I 
0,

10
3 

I 
0,

09
7 

0,
09

2 
-

-
-

0,
5 

0,
62

7 
0,

58
4 

I 
0,

54
7 

0,
51

3 
0,

48
5 

0,
45

9 
: 

-
-

-
I 

1 
1,

25
 

I 

1,
17

 
1,

09
 

I 

1,
03

 
0,

97
 

0,
92

 
0,

72
 

0,
60

 
0,

51
 

~
 

2 
2,

51
 

2,
33

 
2,

19
 

2,
05

 
1,

94
 

1,
84

 
1,

45
 

1,
32

 
1,

02
 

o
j 

<:
0 

3 
3,

76
 

3,
63

 
3,

28
 

3,
08

 
2,

91
 

2,
75

 
2,

17
 

1,
79

 
1,

52
 

,....
. 

I 

'" 
4 

5,
01

 
4,

67
 

4,
37

 

I 

4,
11

 
3,

88
 

3,
67

 
2,

89
 

2,
38

 
2,

03
 

:.0
 

I 
.., 

5 
6,

27
 

5,
84

 
5,

46
 

5,
14

 
4,

85
 

4,
59

 
I 

3,
61

 
2,

99
 

2,
54

 
o

j 

,....
. 

6 
7,

52
 

I 

7,
01

 
6,

56
 

I 
6,

16
 

5,
81

 
5,

50
 

I 
-

-
I 

--
0

"
 

7 
8,

77
 

8,
17

 
7,

65
 

7,
19

 
6,

78
 

6,
42

 
i 

--
-

-
-

'05
 

8 
10

,0
2 

9,
35

 
8,

75
 

I 
8,

22
 

7,
76

 
7,

34
 

.D
 

i 
I 

-
-
-

--
-

I 
~
 

9 
11

,2
7 

10
,5

1 
9,

84
 

9,
26

 
8,

73
 

8,
26

 
-

-
-

c:>
 

10
 

12
,5

3 
11

,6
8 

10
,9

3 
10

,2
7 

9,
70

 
9,

18
 

.~
 

-
-

-
Q

) 
I 

0 
11

 
13

,8
 

12
,8

 
12

,0
 

11
,3

 
10

,7
 

10
,1

 
~
 

-
-
-

,.;
 

12
 

15
,0

 
14

,0
 

13
,1

 
12

,3
 

11
,6

 
11

,0
 

-
-

-
Q

) P
-

13
 

16
,3

 
15

,2
 

14
,2

 
13

,4
 

12
,6

 
11

,9
 

-
-

-
-

'" 
14

 
17

,5
 

16
,3

 
15

,3
 

14
,4

 
13

,6
 

12
,8

 
-

-
-

15
 

18
,8

 
17

,5
 

16
,4

 
15

,4
 

14
,5

 
13

,8
 

-
-

-

I 
16

 
20

,0
 

I 
18

,7
 

17
,5

 
16

,4
 

15
,5

 
14

,7
 

I 
_

. 
-

-
I 

50
0

0 

0,
04

60
 

0,
25

5 

- - 0,
44

 
0,

88
 

1,
33

 
1,

77
 

2,
21

 

- - - - - - - - - - -

"""
' 

<D
 

~
 

't
I -[
 

~
 

10
 

I=
! 

!J
l '" t:>"" ~ >-3

 P 



Q
 .. 0
' 

"
. .. .. ::a ... ~ "" f ~ .....

 
Co

O 

at
 

0,
1 

0,
5 

1,
0 

2 3 4 ,5
 6 7 8 9 10
 

11
 

12
 

13
 

14
 

15
 

16
 

0
0 

20
0 

0,
68

 
0,

77
 

0,
13

5 
0,

15
4 

0,
06

8 
0,

07
7 

0,
03

4 
0,

03
9 

0,
02

3 
0,

02
5 

0,
01

7 
0,

01
9 

0,
01

35
 

0,
01

54
 

0,
01

13
 

0,
01

28
 

0,
00

97
 

0,
01

10
 

0,
00

84
 

0,
00

96
 

0,
00

75
 

0,
00

86
 

0,
00

68
 

0,
00

77
 

0,
00

61
 

0,
00

70
 

0,
00

56
 

0,
00

64
 

I 
0,

00
52

 
0,

00
59

 
0,

00
48

 
0,

00
55

 
0,

00
45

 
0,

00
51

 
0,

00
42

 
0,

00
48

 

Z
ah

le
nt

af
el

 3
7.

 

T
e
m

p
e
ra

tu
rl

e
it

fi
i.

h
ig

k
e
it

 v
o

n
 L

u
ft

. 

I 
I 

40
0 

60
0 

80
0 

10
0

0 
I 

0,
87

 

I 
0,

97
 

1,
07

 
I 

1,
18

 
i 

0,
17

3 
0,

19
4 

0,
21

5 
I 

0,
23

6 

0,
08

7 
0,

09
7 

0,
10

7 
I 

0,
11

8 

0,
04

3 
0,

04
9 

0,
05

4 
I 

0,
05

9 

0,
02

9 
' 

0,
03

2 
0,

03
6 

0,
03

9 
0,

02
2 

0,
02

4 
0,

02
7 

0,
03

0 
0,

01
73

 
0,

01
94

 
0,

02
15

 
0,

02
36

 

0,
01

44
 

0,
01

61
 

0,
01

79
 

0,
01

97
 

0,
01

23
 

0,
01

38
 

0,
01

54
 

0,
01

70
 

0,
01

08
 

0,
01

21
 

0,
01

34
 

I 

0,
01

48
 

0,
00

96
 

0,
01

07
 

0,
01

19
 

0,
01

31
 

0,
00

87
 

0,
00

97
 

0,
01

07
 

0,
01

18
 

0,
00

79
 

0,
00

88
 

0,
00

98
 

0,
01

07
 

0,
00

72
 

0,
00

81
 

0,
00

89
 

0,
00

98
 

0,
00

67
 

0,
00

74
 

0,
00

83
 

0,
00

91
 

0,
00

62
 

0,
00

69
 

0,
00

77
 

0,
00

84
 

0,
00

58
 

I 
0,

00
65

 
0,

00
72

 
0,

00
79

 

0,
00

54
 

0,
00

61
 

I 
0,

00
67

 
0,

00
74

 
I 

I I 

20
00

1 

30
0

0 

I 
-

I 
-

I 
-

-

0,
17

9 

I 

0,
24

7 
0,

08
9 

0,
11

2 

0,
06

0 
0,

08
3 

0,
04

5 
0,

06
2 

0,
03

6 
0,

05
0 

-
-

-
-

-
-

-
-

-
-

-
! 

-
-

I 
-

-
: 

-
-

-
-

-
-

-

40
0

0 

-

I 
-

0,
32

6 

0,
16

3 

0,
10

9 
0,

08
2 

0,
06

5 

- - - - - - - - - - -

50
0

0 

- -

0,
41

2 
0,

20
6 

0,
13

6 

0,
10

2 
0,

08
2 

- - - - - - - - - - -

~ CD
 ~
 
~
 ~ I-
' 

<:
0 
~
 



Z
ah

le
nt

af
el

 3
8.

 
W

ii
rm

e
le

it
fi

ih
ig

k
e
it

, 
sp

ez
. 

W
ii

rm
e,

 s
p

ez
. 

G
e
w

ic
h

t 
u

n
d

 T
e
m

p
e
ra

tu
rl

e
it

fi
ih

ig
k

e
it

 v
o

n
 W

a
ss

e
rd

a
m

p
f.

 

B
er

ec
hn

et
 m

it
 H

il
fe

 d
er

 F
or

m
el

 
AD

 =
 
0,

00
57

8 
'1

 ()
: !
~ 

[m
. :~

~ra
dJ 

. 

T
 

10
0

0 
12

0
0 

14
0

0 
! 

16
0

0 

I 
18

0
0 

I 
20

0
0 

22
0

0 
24

0
0 

I 
26

0
0 

28
0

0 
I 

I 
I 

I 
W

.L
.Z

.:
 

.t 
0,

02
01

 
0,

02
12

 
0,

02
23

 
0,

02
35

 
I 

0,
02

46
 

0,
02

58
 

0,
02

69
 

0,
02

81
 

0,
02

92
 

0,
03

03
 

I 
I I 

1 
at

 
0,

48
7 

I 
0,

48
0 

I 
0,

47
5 

0,
47

1 
0,

47
1 

I 
0,

47
1 

0,
47

1 
0,

47
2 

0,
47

3 
0,

47
5 

i 
S

pe
z.

 
3 

at
 

-
-

-
0,

49
9 

0,
49

0 
0,

48
4 

0,
48

2 
0,

48
1 

0,
48

1 
0,

48
2 

W
ii

rm
e 

5 
at

 
-

-
-

0,
53

4 
0,

51
6 

I 
0,

50
3 

0,
49

4 
0,

49
0 

0,
48

8 
0,

48
8 

()
p

 
I 

~ 
7 

at
 

-
-

i 
-

i 
-

0,
54

5 
I 

0,
52

6 
0,

51
1 

0,
50

1 
0,

49
6 

0,
49

5 
I 

! 

1 
at

 
0,

57
9 

0,
54

7 
I 

0,
51

9 
0,

49
5 

0,
47

2 
0,

45
1 

0,
43

2 
0,

41
5 

0,
40

0 
0,

38
5 

. 
S

pe
z.

 
3 

at
 

-
-

i 
-

1,
50

5 
1,

43
2 

1,
37

3 
1,

30
7 

1,
25

2 
1,

20
3 

1,
15

7 
G

ew
io

ht
 

l' 
5 

at
 

-
-

I 
-

2,
55

1 
2,

42
0 

I 
2,

30
0 

2,
19

8 
2,

10
0 

2,
01

6 
1,

93
6 

I 
7 

at
 

-
I 

-
-

-
3,

44
0 

I 
3,

26
0 

3,
10

4 
2,

96
2 

2,
83

9 
2,

72
3 

I 
I 

I 

I 
I 

I I 
I 

I 
1 

at
 

0,
07

1 
0,

08
1 

0,
09

1 
0,

10
1 

0,
10

1 
0,

12
1 

0,
13

3 
0,

14
3 

0,
15

4 
0,

16
6 

T
em

pe
ra

tu
r-

3 
at

 
-

-
-

0,
03

1 
0,

03
5 

0,
03

9 
0,

04
3 

0,
04

7 
0,

05
1 

0,
05

4 
le

it
fi

ih
ig

ke
it

 
a 

5 
at

 
-

I 
-

-
0,

01
7 

0,
02

0 
0,

02
2 

0,
02

5 
0,

02
7 

0,
03

0 
0,

03
2 

17
 a

t 
-

-
-

-
0,

01
3 

0,
01

5 
! 

0,
01

7 
0,

01
9 

0,
02

1 
0,

02
3 

30
0

0 

0,
03

15
 

0,
47

8 
0,

48
3 

0,
48

8 
0,

49
4 

0,
37

1 
1,

11
6 

1,
86

4 
2,

61
9 

0,
17

8 
0,

05
8 

0,
03

5 
0,

02
4 

~
 

'-
0

 
Hl>

o i PG
" ~
 t t-,

3 F
 



Zahlentafeln. 195 

Zahlentafel 39. 

a) Ziihigkeit von FHissigkeiten. 

[ secl Werte von ,u·106 , z. B. fur Wasser bei 18°: /1-=0,000107 kg· m2J . 

18° 50° 100° 

Benzol. 67 44 26 
Wasser. 107 56 29 
Alkohol 133 71 
Quecksilber . 162 142 122 
Olivenol 9400 
Glyzerin 100000 

IJ) Ziihigkeit von Gasen und Diimpfen. 

Werte von /L.10 6 , z. B. fur Luft bei 300°0 ist: ,u=0,00000289 [kg.:~J. 

Gasart 0°0 100 0 0 200°0 I 300°0 
I 

400° 0 I 500°0 
I I 

I 
1 

Sauerstoff 1,84 2,34 2,79 3,19 3,56 3,89 
Luft 1,69 2,15 2,53 

I 
2,89 3,21 i 3,53 

Stickstoff 1,63 2,06 
I 

2,44 2,77 3,08 ! 3,36 
Kohlensaure 1,40 1,88 2,32 

i 
2,72 ; 3,09 3,43 , 

Wasserdampf . 0,89 1,04 1,17 I 1,29 
, 

1,39 1,50 I ! 

Wasserstoff . 0,85 1,05 i 1,23 1,38 1,53 1,66 

Diese Zahlentafel ist berechnet mit Hilfe der nachstehenden ~'ormel, welche 
von - 100° C bis + 1200 0 0 giiltig ist: 

C 
1 +273 '1' 

/''1' =,uo --0-' V 273 mit den Werten 
1+1' 

Gasart flo· 106 0 

Sauerstoff 1,84 128 

Luft 1,69 114 

Stickstoff 1,63 110 

Kohlensaure 1,40 260 
-----.~- -.- ----- -- -

Wasserdampf 0,89 673 
----- -- .-.-- -~------ ----_._--- -

Wasserstoff 0,85 74 

13* 
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Strahlungszahlen in [ 2 kC~rad4-]. 
m .h. 100-

Zahlentafel 40. 

Die Tabelle ist im wesentlichen aus dem Taschenbuch "Die Hiitte" entnommen. 

Karper Oberfiachenbeschaffenheit 

AbBOl. schwarz. Karper I Hohlraum . . . . . 
LampenruB . . . . . I glatt . . . . . . . 

Kupfer I .- --. -I-~chwach- poIiert ----

" II . . poliert ... 
" II . . I matt, gewalzte Oberfiache 
" II.. : aufgerauht 

Schmiedeeisen hoch poliert . . 

" GuBeiBen .. 
Gold, galv. nieder· 

geschlagen 
Messing .. . 

blank ...... . 
matt, oxydiert . . . 
rauh, stark oxydiert 

: i ~::en.d,. d~c~ ~i~h~ ~ol.iert : 

Zink ... . 
I . __ ·--,I_Il"l~t1;·_· ____ · ___ ·_· .. . . . 

:l 

Basalt 
Tonschiefer . 

· I glatt geschliffen, doch nicht glanzend I 

Roter Sandstein • 
ItaIienischer Marmor . 
Granit ... 
Dolomitkalk . 
Kalkmartel 
Humus ... 
Lehm 
Ackererde. 
Schlammkreide 
Kies 

· I 
I 

· i 

· I 
I 

" 

" 
" 

" 

rauh, weiB . 

Glas 
Eis .. 
Wasser 

.1 gl~~;---
• i 
· i 

" 
" 

" 
" " 

0-50 

50-280 
50 
50 
50 

40-250 
30-108 
20-360 
40-250 

20 
50-350 
50-290 

60-200 
60-200 
60-200 
60-200 
60-200 
60-200 

60-200 
60-200 

20 
o 
60 

c 

4,9 
4,30 

0,79 
0,63 
3,10 
3,68 
1,31 
1,60 
4,32 
4,39 

2,35 
1,05 
0,97 

3,42 
3,29 
2,86 
2,70 
2,12 
1,96 
4,30 
3,14 
1,85 
1,79 
1,45 
1,37 

4,4 
3,06 
3,20 
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