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V orwort zur dritten Auflage. 

Das VOl' wort Autenrieths zur erst en Auflage, sowie das meinige 
zur zweiten wird, urn Platz zu sparen, nicht mehr abgedruckt. 

Das Ziel des Buches ist, wie bisher, Studierende des Ingenieur
wesens mit einigen Kenntnissen in analytischer Geometrie und den 
Anfangsgriinden del' hoheren Analysis in die lVIechanik und ihre An
wendungen auf die Teehnik einzufiihren, wobei angenommen wird, daB 
del' Lernende gleichzeitig seine Kenntnisse in del' Analysis .vermehrt 
und mindestens bei del' Lehre vom Kreisel sich die Vektorenalgebra 
aneignet. AuBerdem hoffe ,ieh, daB auch Ingenieure, deren Hoch
schulstudium schon urn Jahre zuriickliegt, ihre Mechanikkenntnisse an 
Hand des Buches auffrischen und den heutigen Erfordernissen und 
Methoden entsprechend erweitern konnen. Urn diesen Lesern entgegen
zukommen, ist die Vektorenrechllullg im Anhang belassell worden. 1m 
Laufe del' Zeit diirfte dies nicht mehr notig seill, da die Vektoren
rechnullg auf den Technischen Hochschulen wohl allgemein gelehrt und 
ihre Anwendung auf die Mechanik sieh immer mehr einbiirgern wird. 
Del' Anhang, del' gegen friiher erweitert ist, diirfte dem Leser den 
Nutzen del' vektoriellen Behandlung in den Abschnitten iiber die raum
liche Bewegung, die Bewegung einer Schubstange, die relative Bewe
gung und die Ableitung del' dynamisc-hen Hauptgleichung des Kreisels 
iiberzeugend VOl' Augen fiihren. 

Die Darstellung del' Grundbegriffe ist neu durchgesehen, das Ka
pitel iiber Reibung erganzt mit Riicksicht auf die Anwendung auf 
Riemen- und Lagerreibung. 

Was sich in den letzten Jahrzehnten iiber Riementheorie in Taschen
und Lehrbiichern, auch in manchen Aufsatzen vorfindet, ist z. T. iiberaus 
mangelhaft. Ein Teil del' Schuld hierfiir faUt auf die Mechanik-Lehr- >

bucher, in denen den Lehrbuchern fiir Maschinenelemente nicht ge
niigend vorgearbeitet war. Aus dies em Grunde wurden einige Grund
lagen zur Riementheorie aufgenommen, die freilieh nur als Vorstudien 
a,nzusehen sind, gemeint ist besonders die Spannungs-Dehnungs-Durch
hangs-Charakteristik eines elastischen Bandes naeh K u tz b aeh, die 
auch auf die Berechnung von Freileitungen angewandt werden kann. 
Wenn man den Riementrieb durch eine sog. Zweihebelanordnung er
setzt, lassen sieh Trumkrafte und Aehsdruck in Abhangigkeit von Be
lastung und Fliehspannung viel einfacher zeichnerisch verfolgen, als 
rechnerisch, auch bei beliebiger Form del' Spannungs-Dehnungslinie. 
Nul' darf man damit die Riementheorie nicht als erledigt ansehen, sie 
erfordert glekhzeitig das Eingehen auf den Lauf des Riemens iiber 
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die S cheiben, auch die Beriicksichtigung der tatsachlichen geometrischen 
Verhaltnisse beim wagrechten l'rieb. 

1m Abschnitt liber Kreiselbewegung wurden die dynamischen 
Gleichungen Eulers mit Hilfe des Drallbegriffes vektoriell abgeleitet, 
ferner die kinematischen Gleichungen Eulers und die Ableitung der 
Hauptgleichung fiir die regulare Prazession aufgenommen, womit die 
Grundlagen zu den technischen Anwendungen des Kreisels und zum 
Studium von Sonderwerken liber den Kreisel, z. B. von Klein-Sommer
feld und Grammel, bereitgesteUt sind. 

Weggelassen wurde der Abschnitt uber das Nullsystem, ferner 
liber das Kuppeldach, letzterer, weil er fur solche, die mit raumlichen 
Fachwerken zu tun haben, zu wenig zu bieten schien. Die schlichte 
libersichtliche Einteilung des Stoffes seitens meines Lehrers Autenrieth 
habe ich beibehalten. 

Die zweite Auflage des Buches ist kurz vor Kriegsausbruch er
schienen und war kurz nach dem unglucklichen Kriegsende aufge
braucht. Zwei im ganzen ebenso starke anastatische Neudrucke waren 
in knapp anderthalb Jahren vergriffen. Es wird sich zeigen mussen, 
ob unter den vedinderten Verhaltnissen die dritte Auflage 8ich III 

gleichem MaBe Freunde zu erwerben vermag wie die friiheren. 

EBlingen a. N., den 25. Marz 1922. 

Max Ensslin. 
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1. Kapitel. 

Einleitnng. 
1. Gegenstand del' Mechanik. Wird ein vom Boden aufgehobener 

Stein sich selbst uberlassen, so faUt or bekanntlich in einer Vertikalen 
herab, und zwar mit zunehmender Geschwindigkeit. Wird ein Stein 
vertikal aufwarts geworfen, so erhebt er sich in der betreffonden Ver
tikalen mit abnehmender Geschwindigkeit bis zu einer gewissen Hohe 
und £alIt hieraufin der gleichen Vertikalen beschleunigt wieder zu
ruck. . Wirft man einen Stein schief hinaus, so bemerkt man, daB er 
eine krummlinige Bahn von bestimmter Form durchliiuft. Wird ein 
frei beweglicher ruhender Korper gleichzeitig nach verschiedenen Rich
tungen gezogen, oder, wie man auch sagt, von "Kraften" angegriffen, 
so fangt er an im aUgemeinen sich zu bewegen· und fiihrt eine Be
wegung aus, die abhangt von den auf den Korper ausgeubten Kraften. 
Unter Umstanden bleibt aber der Korper, trotzdem er gezogen wird, 
in Ruhe. Man sagt dann: er befinde sich im Gleichgewicht. 

Derartige Erscheinungen konnten nicht verfehlen, den menschlichen 
Geist .zum Nachdenken anzuregen, sie haben eine besondere Wissen
schaft hervorgerufen: die Mechanik. Darnach wiirde sich die Mechanik 
mit der Bewegung und dem Gleichgewicht der Korper in der 
Natur beschaftigen und als eine physikalische Disziplin erweisen. 

2. Einteilung del' Mechanik. SoH eine stattfindende Bewegung er
forscht werden, so ist vor aHem die Art und Weise, wie der Korper 
sich bewegt, genau festzusetzen. 1st das geschehen, so liegt es nahe, 
auch den Ursachen der beobachteten Bewegung nachzuspiiren, d. h. 
die der Bewegung zugrunde liegenden Krafte aufzusuchen. Es treten 
also hei der Erforschung einer Bewegung zwei verschiedenartige Auf
gaben auf: eine geometrischen und eine pkysikalischen Charakters. 
Dementsprechend hat man denn auch die Mechanik eingeteilt in Kine
matik oder Phoronomie und in Dynamik, wobei unter Kinematik 
oder Phoronomie die Theorie der Bewegungszustande und unter 
D ynamik die Theorie der die Bewegungszustande bedingenden 
K riifte verstanden wird. 

Die Kinematik konnen wir auffassen als eine Erweiterung der 
Geometrie. Bekanntlich ist schon in der Geometrie von Bewegungen 
die Rede, man denke nur an die Entstehung gewisser Kurven und 
Flachen (Rollkurven, Umdrehungsflachen, Regelflachen usw.), aber bei 
allen diesen Bewegungen bleibt die Zeit, wahrend welcher die Bewe-

Autenrieth-Ensslin, Mechanik. 3. AUf!. 1 



2 Einleitung. 

gungen erfolgen, auBer acht. In der Kinematik dagegen wird arich 
die Z e i t beriicksichtigt, in welcher die betreffenden Ortsveranderungen 
vor sich gehen. 

Was sodann die Dynamik betrifft, so fallen ihr zweierlei Auf
gaben zu: entweder hat sie fiir stattfindende Bewegungen die diesen 
zugrunde Iiegenden Krafte zu ermitteln, oder sie hat die Bewegungen 
zu bestimmen, welche von gegebenen Kraften hervorgerufen werden. 
Letzterenfalls kann es sich -aber ereignen, worauf schon eingangs auf
merksam gemacht wurde, daB die Krafte gar keine Bewegung hervor
rufen und sich gegenseitig im Gleichgewicht halten. Diesen spezieJlen 
Fall behandelt die Statik. Die Statik steht also niQ,ht der Dynan;tik 
gegeniiber, sie bildet vielmehr einen Teil der Dynamik. Trotzdem findet 
man sehr haufig noch die Mechanik statt in Kinematik und Dyna
mik in Statik und Dynamik eingeteilt, wofiir vor allem unterrichts
technische Griinde maBgebend sind. In dies em Fall hat man dann eben 
unter S tat ik die Lehre von den Kraften zu verstehen, insofern diese 
im Gleichgewicht sind, und unter Dynamik die Lehre von den 
Kraften, insofern sie Bewegung hervorrufen, die Kinematik dagegen 
anzusehen als eine geometrische Wissenschaft, der Dynamik als 
Hilfswissenschaft dienend. In diesem Sinne genommen stimmt die 
Dynamik iiberein mit der als Kinetik bezeichneten Lehre von der 
Be w egungserzeugung d urch Kraft e. 

Wie man in der Mat hem at i k Linien, E'lachen, geometrische 
Korper in ihre kleinsten Teile, E 1 erne n t e genannt, zerlegt, bzw. die 
erstgenannten GroBen als· zusammengesetzt ansieht aus ihren Elementen, 
80 pflegt man auch in der Me c han i k die von ihr in Betracht ge
zogenen materiellen Korper aufzufassen als Vereinigungen, Systeme 
von materiellen Punkten, oder kurz als materielle Systeme. 
Darnach ware in einem materiellen Punkte nur eine unendlich kleine 
Menge von Materie enthalten, oder mit anderen Worten: ein materieller 
Punkt wiirde nur eine unendlich kleine Mas s e besitzen. Indessen pflegt 
man den materiellen Punkt auch noch anders aufzufassen. Wenn man 
sagt: ein schief hinausgeworfener Stein beschreibe eine Parabel, oder: 
die Erde bewege sich in einer Ellipse urn die Sonne, so sieht man hier
bei, da ja eine Lin i e nur von einem Pun k t e beschrieben werden 
kann, stillschweigend von den Dimensionen dieser Korper ab und denkt 
sichdie ganze Materie des betreffenden Korpers in einen Punkt ver
diehtet. Ein soleher ideeller, eine endliehe Masse enthaItender 
Punkt wird dann ebenfalls materieller Punkt genannt. 

Bei einem bewegten Korper sind im allgemeinen die Bewegungen 
seiner einzelnen Punkte nieht die gleiehen: wahrend der Korper im 
Raume fortsehreitet, kann er sieh gleiehzeitig noeh drehen, es erscheint 
daher aueh zweckmaBig, in der Mechanik zunaehst die Bewegung und 
das Gleichgewieht von materiellen Punkten zu behandeln und darauf 
die Betraehtung der Bewegung und des Gleichgewichts von Korpern 
oder materiellen System en folgen zu lassen und demgemaB die Me
chanik einzuteilenin: 

C Mechanik ·des materiellen Punktes und 
II. Meehanik materieller Systeme. 
Letztere kann dann entspreehend den verschiedenen Aggregatzu

s tan den der N aturkorper . wieder zerlegt werden in: 
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1. Mechanik der f esten Korper. 
2. Mechanik der tropfbar fliissigen Korper oder Hydro

mechanik. 
3. Mechanik der 1 uftformigen Korper oder Aeromechanik. 

3. Die verschiedenen Entwicklungsstufen der l\lechanik. Die 
Mechanik ist nach dem, was oben gesagt wurde, ein Teil der Physik, 
sie ist eine Naturwiss.enschaft und damit eine Erfahrungswissen
schaft. Dementsprechend hat die Mechanik im Laufe der Zeit tat
siichlich auch eine Behandlung erfahren, ahnlich derjenigen, welche den 
iibrigen Zweigen der Physik zuteil geworden ist: Wie man bei diesen 
durch Beobachtungen und Experimente zunachst SpeziaIgesetze fiir 
die verschiedenen Klassen von Erscheinungen ausfindig machte, bei· 
spielsweise in der Optik das Reflexionsgesetz, das Brechungs
gesetz usw., so ermittelte man auch fiir die verschiedenen in das Ge
biet del' Mechanik fallenden Erscheinungsarten die Gesetze, welche 
den betreffenden Erscheinungen zugrunde Hegen. Dahin gehoren: Das 
Hebelgesetz, das Gesetz voin Parallelogramm der Krafte, das 
Gesetz des freien Falles u. a. ludem man nun die zahlreichen Spe
zialgesetze der Mechanik als feststehende Grun dgesetze ansah, konnte 
man ein erEtes wissenschaftliches System der Mechanik aufstellen, das 
System der E I e men tar me c han i k. Dieses System kommt mit Recht 
auch heute noch beim Unterricht in der Mechanik an niederen tech
nischen Lehranstalten zur Geltung. Aber auch in den Lehrkursen der 
allgemeinen Ex per i men tal p h y s i k pflegt man die Mechanik ahnlich 
wie die anderen physikalischen Disziplinen zu behandeln, ihre einzelnen 
Gesetze durch das Experiment vor Augen zu fiihren und zu bestatigen 
und damit die Mechanik als E I e m e Jl tar m e c han i k zum Ausdruck zu 
bringen. Bei der Elementarmechanik blieb man jedoch nicht stehen. 
In Anbetracht ihrer zahlreichen Spezialgesetze lag es nahe, zu unter
suchen, ob zwischen denselben nicht vielleicht ein Zusammenhang be
stehe.· Das hat sich in der Tat herausgestellt. Man hat namlich ge
fun den , daB die einzelnen Spezialgesetze der Elementarmechanik aHe 
auf einigen wenigen "G run d p r i n zip i e n" beruhen, aus welchen sie 
durch reine Verstandesoperationen, durch rationale Tatigkeit allein, 
abgeleitet werden konnen. Damit war ein zweites, hoheres System der 
Mechanik festgesetzt, dasjenige der h 0 her e n oder rat ion ell e n Me
chanik. Diese hohere Mechanik, welche mit Riicksicht auf ihre 
Grundlagen noch als eine physikalische Disziplin bezeichnet werden 
muB, kann aber auch mit einer mathematischen Wissenschaft ver
glichen werden. Wie in Geometrie und Algebra von wenigen Axio
men ausgegangen wird, so geht man in der hoheren oder rationellen 
Mechanik von wenigen Grundprinzipien aus. Wahrend aber die 
Axiome der reinen Mathematik un mit tel bar als richtig e i n g e s e hen 
werden, ist dies bei den Grundprinzipien der Mechanik nicht in gleicher 
Weise der Fall, deren Richtigkeit sich vielmehr erst durch das Dber
einstimmen der aus ihnen gezogenen Foigerungen mit den Beobachtungs
ergebnissen erweist. 

Die Grundprinzipien der Mechanik sind als nicht weiter zerleg
bare Tatsachen der Natur aufzufassen. 

Ais Begriinder der hoheren oder' rationellen Mechanik ist 
1* 
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Newton (1643-1727) zu bezeichnen, welcherinseinem beriihmten Werke 
"Philosophiae naturalis principia mathematica", von drei Ptin
zipien ausgehend, auf geometrischem Wege erstmals ein System del' 
rationellen Mechanik aufstellte. Abel' seine synthetischen Ablei
tungen sind iiberaus kiinstlich. Es war daher fiir die Mechanik ein 
groBer Fortschritt, a1s man es unternahm, die inzwischen erfundene 
Differential- und Integralrechnung fiir die Mechanik nutzbar zu 
machen und an Stelle del' geometrischen Konstruktion das rechnerische 
Verfahren zu setz·en. So entstand durch Eulers Vorgehen (Euler 1707 
bis 1783) die sogenannte analytische Mechanik, welche bald nach 
Euler durch Lagrange (1736-1813) in dessen klassischem Werke: 
"Mecanique analytique" einen hohen Grad von Vervollkommung 
erreichte1). In del' Regel versteht man heutzutage unter analyti
scher Mechanik eine hohere oder rationelle Mechanik, bei welcher 
das Augenmerk mehr auf die Entwickelung allgemeiner Theorien, als 
auf die praktischen Anwendungender Mechanik gerichtet ist. Man will 
also mit "analytisch" nicht gerade zulli Ausdruck bringen, daB es 
sich urn eine Mechanik handele, bei welcher die anaJytische Methode 
ausschlieBlich zur Anwendung kommt im Gegensatz zur synthetischen 
Methode, vielmehr will man damit nur den mehr theoretischen Cha
rakter del' betreffenden hoheren Mechanik andeuten. 

Bei den von New t on fiir die Mechanik aufgestellten drei Prinzi
pien HeB man es jedoch nicht bewenden. So hat neuerdings del' Phy
siker Hertz 2) in scharfsinniger Weise gezeigt, wie man in del' Mecha
nik auch mit einem einzigen Prinzip auskommen konnte. 

Endlich hat man es auch unternommen, die Mechanik ihrer physi
kaIischen Grundlage ganz zu entheben und sie nicht mehr aufzufassen 
als die Lehre von den Bewegungen del' Korper in der Natur, son
dern als eine abstrakte Wissenschaft, welche sich mit gedachten 
Bewegungen hypothetischer Raumgebilde beschiiftigt. Eine solche 
Mechanik, theoretische Mechanik genannt, ist dann kein Teil del' 
Physik mehr, sondern eine besondere Wissenschaft, welche der Physik 
als Grundlage dient; sie ist eine Mechanik allgemeinster Art, von wel
cher die gewohnliche oder physikalische Mechanik nur einen speziellen 
Fall bildet. So wird in del' theoretischen Mechanik beispielsweise die 
Masse eines materiellen Punktes lediglich als Koeffizient aufgefaBt, 
durch welchen einem geometrischen Punkt ein gewisser Wert beige
legt wird, und die Kraft definiert als Produkt aus Masse und Be
schleunigung, wobei mit Riicksicht darauf, daB es Beschleunigungen 
verschiedener Ordnung gibt, auch Krafte verschiedener Ordnung unter
schieden werden konnen. 

Abel' nicht bloB in theoretischer Beziehung hat die Mechanik 
in der Neuzeit eine bedeutende Weiterentwickung erfahren, sondern 
auch nach der Seite del' praktischen Anwendungen hin. So gab 
die machtig emporstrebende Technik AnlaB zur Bearbeitung del' verschie
densten mechanischen Probleme und weiterhin zur Ausgestaltung einer 
besonderen, den Bediirfnissen des Technikers moglichst entsprechenden 

1) Naheres iiber die Entwickelung der Mechanik hauptsachlich in Diihring, 
"Kritische Geschichte der allgemeinen Prinzipien der Mechanik" und in Mach, 
"Die Mechanik in ihrer Entwicklung". 
l' l2) Hertz, Gesammelte Werke. Ed. III ,.Die Prinzipien der Mechanik". 
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Mechanik, der sogenannten techniechen Mechanik. Diese auf phys i
kalischer Grundlage ruhende technische Mechanik, welche eine 
der Hauptgrundlagen des Bau- und Maschinenwesens bildet, wird so
wohl als Elementarmechanik wie auch als hahere oder rationelle 
Mechanik dargelegt; es kommt hier eben darauf an, welcher Kate
gorie von Technikern sie zu dienen hat. Bei der £iir den Ingenieur 
bestimmten technischen Mechanik muB angesichts der dem Ingenieur 
gestellten Aufgaben unbedingt der hahere Standpunkt eingenommen 
werden, gehart doch auch die hahere Mathematik zum unentbehr
lichen Riistzeug des Ingenieurs. 

2. Kapitel. 

Kraft, RauID, Zeit, Grundprinzipien der Wechselwir
kung und Tragheit. 

4. Kraftbegriff. Fiir das, was wir "Kraft" nennen, h!tben wir in 
unsern Muskeln einen besonderen Sinn, den Kraftsinn. Wir sprechen 
von einer Kraft, wenn wir einen schweren Karper tragen, der auf die 
Hand driickt oder im Arm einen Zug hervorruft, wenn wir einen Ball 
fortschleudern oder auffangen, einen Schwungball im Kreise schwingen 
u. a. Aber auch wo die Muskelempfindung nicht beteiligt ist, denken 
wir uns diese eingeschaltet und sprechen von einer Kraft (Zug, Druck, 
Schub), z. B. zwischen· einem schweren Gegenstand und seiner Unter
lage, zwischen Zapfen und Lager, zwischen Briickenende und Auflager 
zwischen Spurkranz und Schiene in einer Kurve, bei einem Seil, an 
dem eine Last hangt, bei einem Druckkarper unter einer Presse usw. 
Bei all diesen Fallen erkennt man zwei verschiedene Korper, die sich 
beriihren (Hand und Ball, Zapfen und Lager usw.). Man sagt: Die bei
den Korper stehen in Wechselwirkung, der eine wirke auf den an
dern ein, der andere auf den einen zuriick, an der Beriihrungsstelle 
werde vom einen Karper auf den andern eine Kraft iibertragen. 
Daselbst ist jedenfalls eine einzige bestimmte Kraft tatig. 

Aber auch ohne unmittelbare Beriihrung nehmen wir eine Wechsel
wirkung, d. h. Kraft an, z. B. zwischen Erde und fallendem Stein, zwi
schen Erde und Mond, Sonne· und Erde, und schlieBlich zwischen 
den kleinsten Stoffteilchen, den Molekiilen, die die Phantasie der Ge
lehrten geschaffen hat, um einen sinnlich nicht wahrnehmbaren Vorgang 
oder Zustand durch ein mechanisches Gleichnis zu versinnlichen und 
zu erklaren. 

Unser Muskelsinn ist aber offenkundig zu genauer Kraftmessung 
nicht geeignet, wir brauchen zur Kraftmessung, d. h. -vergleichung, ein 
objektives Kennzeichen, das immer zuverlassige und eindeutige Angaben 
zu machen gestattet. 

An was erkennt man allgemein und unabhangig von der Muskel
empfindung das Wirken einer Kraft? Hierauf ist im Hinblick auf die 
angefiihrten Beispiele zu antworten: Immer wenn zwei Karper aufein
ander einwirken derart, daB die Form der Korper verandert wird (Tem
peratureinfliisse ausgeschlossen), oder daB sie aus der Ruhe in Bewegung 
geraten oder umgekehrt, daB also ihre Bewegung verlangsamt oder be-
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schleunigt oder aus der augenblicklichen Richtung abgelenkt wird. Wir 
sagen: Die Formanderung oder Anderung des Bewegungszustan
des werde durch eine Kraft verursacht, die Kraft sei die Ursache. 
die Anderung der Form oder des Bewegungszustandes die Wirkung. 
Die unsichtbare Kraft wird demnach durch die sichtbare Anderung der 
Form oder der Bewegung gemessen. 

Was die Formanderung betrifft, so sei hier nur bemerkt, daB in 
erster Linie die elastische, nach der Entlastung sich wieder verlierende 
Anderung an der Korperoberflache gemessen wird. 

Dagegen ist naher zu erortern, wie man den Bewegungszustand zweck
maBig beschreibt. Die Lage eines Korpers kann stets nur von einem 
bestimmten Beobachtungsstandpunkt aus angegeben werden. 
Dies geschieht mit Hilfe der Geometrie, z. B. durch Angabe der recht
winkligen Koordinaten (Lage eines Punktes oder Gegenstandes im Zimmer, 
einer Stadt auf der Erde, der Erde gegeniiber der Sonne, Flugbabn 
eines Geschosses gegenii.ber der Erde). Ein Beobachtungsstandpunkt 
ist durch vier Punkte festgelegt, die stets gleich weit voneinander ent
fernt bleiben und nicht in einer Ebene liegen. Wenn sich der Abstand 
des beobachteten Punktes gegenii.ber dem Beobachtungsstandpunkt mit 
der Zeit nicht andert, so sagt man, del' Punkt sei, von diesem Stand
punkt aus betl'achtet, in Ruhe, sonst in Bewegung. Legt er in glei
chen Zeiten stets gleiche Wege in gleicher Richtung zuriick, so bewegt 
er sich geradlinig mit gleichformiger Geschwindigkeit. Diese andauernd 
gleiche Lagenanderung pflegt man Beharrungszustand zu nennen. 
Die Geschwindigkeit Null, d. h. die Ruhe, ist ein besonderer Fall des 
Beharrungszu,>tandes. Es ist also gleichbedeutend, wenn man sagt, ein 
Punkt befinde sich im Beharrungszustand, oder er befinde sich in Ruhe 
oder in geradlinig gleichformiger Bewegung, oder auch: seine Geschwin
digkeit bleibe nach GroBe und Richtung gleich. 

Ruhe und Bewegung sind demnach relative Begriffe, d. h. 
sie sind bezogen auf einen Beobachtungsstandpunkt, den man angeben 
muB, wenn die Aussage vollstandig sein solI. Es liegt nahe, zu fragen, 

'ob es einen absolut ruhenden Standpunkt gibt. Die Fixsterne gelten 
nach den Beobachtungen del' Astronomen als unveranderlich in ihrer 
gegenseitigen Lage, der Fixsternhimmel kann also praktisch als absolut 
ruhender Raum angesehen werden. Viele Bewegungen, darunter die 
meisten technisch wichtigen, konnen hinreichend genau beschrieben wer
den, wenn man die Erde als absolut ruhend ansieht. Bei Weitschiissen 
aus einem Ferngeschiitz muB indes schon ,die Drehung der Erde be
riicksichtigt werden. Welcher Stand punkt noch als ruhend a,ngesehen 
werden darf, wenn einerseits die Bewegung hinreichend genau beschrie
ben werden und die auftretenden KraJte hinreichend genau angebbar 
sein sollen und wenn anderseits die Darstellung nicht zu verwickelt 
werden soIl, ist von Fall zu Fall und meist ohne zu groJ3e Schwierig
keit zu entscheiden. 

5. Gegenwirkungsprinzip. Eine Kraft ,virkt, wie oben bemerkt 
wurde, stets zwische'n z wei Korpern. Diese konnen sich beriihren bei 
Nahwirkung oder getrennt sein bei Fernwirkung. Wenn in einem ein
zigen Korper eine Kraft wirkt, wie z. B. in einem Schwungrad, so kann 
man ihn in Gedanken etwa durch eine Ebene entzweischneiden; beide 
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Teile stehen in Wechselwirkung, durch die Schnitbebene wird eine Kraft 
iibertragen. Die Auffassung, daB beim Wirken einer Kraft stets zwei 
-Korper oder Korperteile in Wechselwirkung stehen, ist also aIIgemein 
anwendbar. Die unsichtbare Kraft soIl nunmehr durch eine bildliche 
Darstellung verarischaulicht werden, wobei man von der sichtbaren Ande
rung del' Form oder des Bewegungszustandes ausgehen kann. Fiirs 
erste sei von der Anderung der Form ausgegangen. Die nachfolgende 
Dberlegung und biIdIiche Darstellung einer Kraft wird stets gebraucht, 
wenn die Krafte beim GIeichgewicht oder del' Bewegung eines Korpers 
untersucht werden. 

Zu dem von Newton aufgestellten Gegenwirkungsprinzip gelangt 
man in einem einfachen Fall wie folgt: Ein Seil habe im unbelasteten 
Zustand die Lange 2 L, im belasteten die Lange 2 L + 2 A. Man denke 
sich das Seil in der Mitte durchschnitten, die beiden Seilstiicke in der 
Seilrichtul).g auseinandergeriickt und die auBeren Seilenden festgehalten. 
Nunmehr trete die Fonnanderung ein. Ein in del' Seilmitte stehender 
Beobachter sieht die Schnittstellen des sich verHingernden Seiles auf 
sich zukommen. Die auftretende Formanderungsbewegung wird durch 
pfeHe bezeichnet, die von del' Trennungsfiache weg auf den Beobachter 
zu gerichtet sind. Da die Formanderung einer Kraft zugeschrieben 
wird, wird den beiden Formanderungspfeilen je eine Kraft zugeordnet, 
die PfeiIe werden mithin als Bilder einer Kraft, als Kraftpfeile, angesehen. 
An del' gedachten Schnittstelle wird iill SeH eine einzige eindeutige 
Kraft iibertragen. Sie erscheint durch die in Gedanken vorgenommene 
Trennung an der KraftiibertragungssteIIe unter dem Bilde zweier Krafte, 
die gleich graB sind, gleiche Richtung, dargestellt durch die Wirkungs
gerade der Formanderungsbewegung, aber entgegengesetzten Sinn, darge
steIIt durch die Pfeilspitzen, haben. Wegen der gleichen GroBe der 
Krane sind die beiden Kraftpfeile gleich lang zu machen. Die beiden 
Krafte heW en Kraft und Gegenkraft (Aktion und Reaktion). Das 
Gegen- odeI' Wechselwirkungsprinzip von Newton lautet: An 
zwei miteinander in Wechselwirkung stehenden Korpern sind 
Kraft und Gegenkraft gleich graB, gleich gerichtet, abel' von 
entgegengesetztem Sinn, kurz: die Wirkung ist gleich del' 
Gegenwirkung. Hiermit ist ein Auffassungsprinzip, keine Erfahrungs
tatsache ausgedriickt. GIeichzeitig sind die drei Hauptmerkmale einer 
Kraft, GroBe, Richtung und (Richtungs-)Sinn, festgestellt und gezeigt, 
wie eine Kraft eindeutig durch einen Vektor, d. h. eine Strecke mit 
den Merkmalen GroBe, Richtung und Sinn darsteIIbar ist. 

Welche von den beiden Kriiften die Kraft und die Gegenkraft ge
nannt wird, ist gleichgiiltig. Hervorgehoben sei, daB Kraft und Gegen
kraft an zwei verschiedenen Korpern wirken, und daB das Gegenwir
kungsprinzip keine Aussage iiber das Gleichgewicht enthalt. Untersucht 
man spateI' das Gleichgewicht von Kraften, so betrachtet man stets 
nur einen Korper, der sich im Gleichgewicht befindet, und die an 
dies em einen Karpel' angreifenden Krafte, die sag. Lasten und Wider
stande (oder Reaktionen), die sich an dem einen Karper das Gleichge
wicht halt en. Einheit.1iche Fachworter dienen der Klarheit. Deshalb 
empfiebIt es sieh, das Wort Gegenkraft nur bei der Anwendung des Gegen
wirkungsprinzips, das Wort Reaktion, gleiehbedeutend mit dem deutsehen 
Wort Widerstand, nur bei del' Betraehtung des Gleiehgewiehts eines 
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festgelegten Korpers zu beniitzen, also die festgelegten Bezeichnungen 
nicht zu verwechseln. 

Wenn man die Kraftpfeile zeichnet, empfiehlt es sich, clem Wesen 
der vorgetragenen Auffassung folgend, die in Wechselwirkung stehen~ 
den Korper getrennt zu zeichnen, damit iiber die Zugehorigkeit der 
PfeiIe zum einen oder andern Korper kein Irrtum entsteht. Das rich
tige Eintragen der Pfeile bereitet dem Anfanger bisweilen Schwierig
keit. Um den Pfeilsinn zu ermitteln, kann man auch gefiihlsmaBig 
vorgehen und den Muskelsinn zu Hilfe nehmen, wie· von Hanffstengel 
in seinem Buch: Technisches Denken und Schaffen in sehr anschau
licher Weise zeigt. An der Kraftiibertragungsstelle wird dereine Kor
per oder Korperteil in Gedanken weggenommen und der andere d~fiir 
mit den Handen gefaBt, so daB der urspriingIiche Zustand erhalten 
bleibt. rst hierzu eine Zugkraft notig, so ist der Kraftpfeil von der 
Vbertragungsfiache aus dem Korper heraus gerichtet, ein Druckkraft
pfeil umgekehrt. 

Es werden aber keineswegs immer nur Zug- und Druckkrafte, d. h. 
zur Obertragungsfiache senkrecht gerichtete sog. Norm al kr aft e liber
tragen, in vielen Fallen wird auch eine - in der wirkIichen oder ge
dachten Trennungsfiache der in Wechselwirkung stehenden Korper ge
legene -'- sog. Tangentialkraft iibertragen, Z. B. die Reibung, ferner 
der Schub in einem festen Korper u. a. Dann denke man sich in der 
Trennungsfiache noch ein Seil befestigt, an dem eine weitere Person 
so zu ziehen hat, daB der urspriingliche Zustand vor der Trennung auf
rechterhalten wird und das Seil in der Trennungsfiache bleibt. Der 
Pfeil der Schubkraft ist dann auf der Seilrichtung von der Befestigungs
stelle weggerichtet anzubringen. 

Durch eine Differentialbetrachtung wird die Dberlegung vollstandig und 
exakt. Man fasse an einer beliebigen Stelle der Trennungsflache und beiderseits 
derselben je ein wiirfelfiirmiges Kiirperelement ins Auge, wobei zwei Wiirfelflachen 
zusammenstoBen, die zwei gegeniiberliegenden mit dem einen bzw. dem andern del' 
kraftubertragenden Kiirper noch zusammenhangen. Die Elemente erleiden eine 
Dehnung bzw. Kiirzung normal zur Trennungsflache und eine Schiebung in 
Richtung dieser Flache; andere Formanderungsarten wie Biegung und Drehung 
brauchen bei der Kleinheit del' Abmessungen des Elementes nicht beriicksichtigt 
zu werden. Den Pfeilen der Dehnungsbewegung und der Schiebungs- oder Gleit
bewegung werden eine Normal- und eine Tangentialkraft zugeordnet. Dann hat 
man eine normale und eine tangentiale Kraft und Gegenkraft vor sich und kann 
das Gegenwirkungsprinzip fiir die normale Kraft und Gegenkraft und ebenso fur 
die tangentiale aussprechen. 

Man gelangt zur gleichen bildlichen Darstellung einer Kraft und 
wiederum zuni Gegenwirkungsprinzip, wenn m~n statt von der Form
anderung von der Anderung des Bewegungszustandes ausgeht. Be
wegen sich zwei Kugeln mit ihren Mittelpunkten auf einer Geraden im 
gleichen Richtungssinn, die vorausgehende langsamer als die hinter
herlaufende, so wird die letztere die erstere einholen. Beim Zusammen
stoB tritt an derBeriihrungsstelle eine StoBkraft auf. Die Geschwindigkeit 
der einholenden Kugel wird vermindert, die der eingeholten ver
mehrt, erstere wird verzogert, letztere beschleunigt. Unter der Ver
zogerung und Beschleunigung versteht man die Anderung der Geschwin
digkeit in der Sekunde. Die Verzogerung erfolgt im Sinne der ab
nehmenden, die Beschleunigung im Sinne der zunehmenden Geschwin
digkeit .. Die Verzogerung und Beschleunigung konnen durch ?feilstrecken 



Kraft, Raum, Zeit, Grundprinzipien der Weohselwirkung und Tragheit. 9 

dargestellt werden, deren Pfeile hier von der Kraftubertragungsstelle 
in die Kugeln hineinweisen. Der Verzogerung und Besehleunigung wird, 
dem obigen Vorgang entspreehend, eine Verzogerungskraft und eine 
Besehleunigungskraft zugeordnet, die einander gleich sein mussen, weil 
sie der bildliche Ausdruek fiir eine einzige bestimmte Kraft sind, die 
an der StoBstelle auftritt. 

6. Trligheitsprinzip des materiellen Punktes. Nachdem wir iiber
eingekommen sind, zu sagen, eine Kraft zwischen zwei Korpern tue 
sich kund dureh eine Anderung der Forni oder des Bewegungszustandes, 
d. h. in einer Besehleunigung, Verzogerung oder Ablenkung, sind wir 
zu dem SehluB gezwungen, daB ohne Formanderung, Beschleunigung, 
Verzogerung oder Ablenkung keine Kraft auftritt. Der Korper ver
harrt dann in seinem seitherigen Zustand der Ruhe oder der gleich
formig geradlinigen Bewegung. Der Einfachheit halber betrachten wir 
vorlaufig nicht den allgemeinsten Fall der Bewegung eines Korpers, der 
als Ganzes. fortschreiten und sich gleichzeitig momentan um eine ge
wisse Achse drehen kann, sondern den einfachen Fall eines ohne Achsen
drehung rein fortschreitenden Korpers, dessen Punkte aIle in einem 
bestimmten, sonst aber beliebigen Augenbliek parallele Bahnen mit 
gleicher Geschwindigkeit zuriicklegen. Ersetzt man diesen Korper durch 
einen Punkt, den Schwerpunkt, und denkt sich in ihm die ganze Masse 
des Korpers vereinigt und aIle Krafte, die am wirklichen Korper an
greifen, angebraqht, so bewegt er sich ebenso wie der wirkliche Korper. 
Man nennt den mit Masse begabten Ersatzpunkt materieller Punkt. 
Das Tragheitsprinzip des materieIlen Punktes (Galilei) kann wie 
folgt ausgespl'ochen werden: Ein materieller Punkt verharrt, sich 
selbst iiberlassen (oder: soviel an ihm liegt, oder: wenn aIle 
andern Korper weggedacht werden), in Ruhe oder in gerad
linig gleichformiger Bewegung. 

Das Galileische Tragheitsprinzip gilt offensichtlich nur fUr einen 
sog. absolut ruhenden Raum, d. h. fUr ein ruhendes oder mit gleich
formiger Geschwindigkeit parallel bewegtes Koordinatensystem, ein sog. 
Inertialsystem (inertia. = Tragheit). Der Nachweis, welches Koordinaten
system ein Inertialsystem ist, ist auBerst sehwierig. DaB ein mit der 
Erde fest verbundenes Koordinatensystem keines ist, unterliegt naeh 
den Versuchen, die die Annahme der Achsendreh~ng der Erda stiitzen, 
keinem Zweifel. . Ebenso sieher ist es aber, daB bei den meisten, und 
zwar gerade bei den teehniseh vorkommenden Bewegungen die Erde 
als ruhend und das Tragheitsprinzip als hinreiehend genau anwendbar 
angesehen werden darf. 

Man wird auf das Tragheitsprinzip dureh folgende zwei Versuehe 
hingefiihrt. 

1. Uber eine drehbar gelagerte Rolle ist ein Faden gelegt, an 
dessen Enden zwei gleiehe Gewiehte gleiehzeitig und vorsiehtig ange
hangt werden. Es herrseht dann Gleiehgewicht und Ruhe, die so lange 
erhalten bleibt, als an den wirkliehen Kriiften niehts geandert wird. 
LaBt man nun auf der einen Seite eine zusatzliehe Kraft auf einem 
gewissen Weg oder wahrend einer gewissen Zeit einwirken, so werden 
die beiden Gewiehte in Bewegung gesetzt. Von dem Augenblicke an, 
in dem die Kraft zu wirken aufhort, kann man mit Hilfe geeigneter 
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Vorkehrungen beobachten, daB die Bewegung gleichformig weiter verlauft, 
d. h. daB die Gewichte in gleichen Zeiten gleiche Wegstrecken zuriick
legen. 

Bei feiner Beobachtung wiirde man freilich finden, daB die Be
wegung verlangsamt wird; man wird aber bald bemerken, daB dies um 
so weniger der Fall ist, je leichter sich die Rolle in ihren Lagern 
dreht, und man faBt die Vberzeugung, daB, wenn die Rolle sich ganz 
ungehindert drehen konnte, wenn ferner der Faden ganz biegsam ware 
und die Luft der Bewegung keinen Widerstand entgegensetzte, die Be-. 
wegung absolut gleichformig sein und bleiben miiBte; ohne hemmende 
oder treibende Kraft wiirde also die Bewegung fortdauernd gleich
formig sein. 

2. Durch eine horizontale festliegende beruBte Glasplatte geht eine 
Drehachse, auf der ein Kurbelarm steckt. In einiger Entfernung von 
der Achse befindet sich im Arm eine Vertiefung, in diese ist ein 
Kiigelchen frei hineingelegt. Bei langsamer Umdrehung wird das 
Kiigelchen im Kreis herumgefiihrt; es andert seine Bewegungsrichtung 
fortwahrend; sie fallt jederzeit mit der augenblicklichen Tangenten
richtung zusammen. 

Bei geniigend rascher Drehung verlaBt das Kiigelchen die Ver
tiefung und zeichnet auf der Glastafel eine gerade Tangente an den 
vorher durchlaufenen Kreis in der Bewegungsrichtung des frei ge
wordenen Kiigelchens. Das £rei bewegliche Kiigelchen lauft 
also geradlinig in der ihm augenblicklich eigen"en Bewegungs
rich tung, und wie wir dem oben Gesagten gemaB hinzufiigen diirIen, 
mit gleichformiger Geschwindigkeit. 

Bei naherem Zusehen bemerken wir leicht, daB die angefiihrten 
Experimente fUr das Tragheitsgesetz nicht als Beweise gel ten konnen. 
Wir sind gar nicht imstande, eine absolut geradlinige gleichfOrmige Be
wegung herzustellen. Dreht sich doch z. B. die beruBte Glasscheibe 
bei unserem zweiten Experiment mit der Erde, und die aufgeschriebene 
Linie kann gar keine mathematisch genaue Gerade sein. Trotzdem 
hegen wir keinen Augenblick einen Zweifel an der ZweckmaBigkeit, das 
Tragheitsgesetz wie oben formuliert zu haben; es beirrt uns auch nicht, 
daB wir bei den Versuchen von storenden Einfl.iissen absehen muBten .. 
Wir sind sicher, daB keinerlei Beobachtung die obige Formulierung des 
Tragheitsprinzips umstoBen kann, und wir sprechen dieses Prinzip, an
geregt durch die Beobachtung, mit der Sicherheit einer Definition aus. 

Die Frage, welcher Fehler dadurch entsteht, daB man das Trag
heitsprinzip bei der einzelnen Anwendung nicht auf den absolut ruhen
den Raum beziehen kann, sucht man am zweckmaBigsten allmahlich 
bei weiterer Einarbeitung in die Mechanik und Mathematik zu kliiren; 
fiir den Anfang bietet sie zu groBe Schwierigkeit. 

7. Gleichgewicht. Zwei gleiche Gewichte auf den Schalen einer 
gleicharmigen Wage sind im Gleichgewicht, daher der Name Gleich
gewicht. Man sagt auch, die Wage samt den Gewichten sei im Gleich
gewicht und pfl.egt allgemein vom Gleichgewicht eines Korpers und 
vom Gleichgewicht der an ihm angreifenden Krafte zu sprechen. 

Der Sinn beider Aussagen solI am Beispiel eines materiellen Punktes 
erlautert werden. 
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Gleiehgewieht herrseht, wenn an den beiden Enden einer liber eine 
~olle gesehlungenen Schnur gleiehe Gewiehte hangen. Sie seien als 
laterielle Punkte betraehtet und einer fUr sieh allein aus dem Zu
a,mmenhang Iosgelost ins Auge gefaBt. So kann man ganz allgemein 
inen materiellen Punkt aus einem beliebigen Korper isolieren. Der 
'unkt befindet sieh im Gleiehgewieht, wenn sieh sein Bewegungszu
tand mit der Zeit nieht andert, wenn er sieh also im Beharrungszu
tand befindet, d. h. in Ruhe oder geradlinig gleiehformiger Bewegung. 
fan sprieht aber aueh yom Gleiehgewieht der Krafte, die am mate
iellen Pmikt angreifen. 1st dieser im Beharrungszus£and, so wirkt auf 
1ll keine Kraft ein, oder besser gesagt die Kraft Null; denn nimmt 
lan an, es wirke eine Kraft in einer bestimmten Riehtung auf den 
nfanglieh ruhenden materiellen Punkt ein, so wird er in dieser Riehtung 
nd im Sinn der Kraft in Bewegung gesetzt. Wirkt eine gleieh groBe 
~raft in derselben Riehtung, abel' in entgegengesetztem Sinn, so wird 
lie gIeiehe Bewegung wie zuvor eintreten, nur in entgegengesetztem 
:inne. Bei gleiehzeitigem Wirken beider Krafte heben sieh die beiden 
~ewegungen gegenseitig auf, sie verniehten sieh, es bleibt also der 
o.aterielle Punkt aueh in l{uhe odeI', wie Ieieht einzusehen, in gerad
inig gleiehformiger Bewegung, wenn zwei gIeieh groBe gleiehgeriehtete 
Crafte mit entgegengesetztem Wirkungssinn an ihm angreifen. Man 
agt von solehen Kraften, sie heben sieh am materiellen Punkt auf, sie 
"erniehten sieh odeI' halt en sieh das Gleiehgewieht. 

Ein materieller Korper ist im Gleiehgewieht, wenn sieh sein Sehwer
mnkt im Beharrungszustand befindet und er sieh urn eine Sehwer
mnktshauptaehse gIeiehformig dreht. Dann erst ist er kraftefrei oder 
lie an ihm wirkenden Krafte heben sieh auf, verniehten sieh oder 
lalten sieh das Gleichgewieht. 

8. Grundeinheiten der Mechanik und deren Messung. 1. Kraft 
llld Masse. Wir maehen uns zunaehst mit der statisehen Kraft
nessung mitteis del' Formanderung vertraut. Statt daB wir eine ver
,jkal aufgehangte Sehraubenfeder mit unserer Muskelknlft verlangern, 
liingen wir ein Gewiehtstuek an, das vermoge der Anziehungskraft 
IeI' Erde die gIeiehe Verlangerung hervorruft; beide KJ,'afte nennen wir 
lann gIeieh groB. Eine n-faehe Kraft wird ausgeubt, wenn n soleher 
iewiehtstueke angehiingt werden. 

Legt man je eines diesel' Gewiehtstiieke, die sieh an del' Feder 
tIs gIeieh graB erwiesen haben, auf die Sehalen einer gIeieharmigen 
fIebelwage, so spielt die Wage ein, zeigt also ebenfalls die Gleiehheit 
ler GewiehtstUeke an. Man kann demnaoh mit del' Federwage wie 
Lueh mit del' Hebelwage einen Gewiehtsatz herstellen. Dabei zeigt sieh, 
laB es auf die Form, GroBe, Farbe, den Werkstoff u. a. der Gewioht-
;tUeke hieht ankommt. -

Die Ermittlung mit del' Federwage und mit der Hebelwage unter
,oheidet sieh aber doeh grundsatzlieh. Auf den Sehalen einer gleieh-
1rmigen Hebelwage moge je ein gleiehes Gewiehtstiiek liegen, ein eben
,olehes sei an einer Feder aufgehangt. Bringt man Feder und Wage 
1n versehiedene Orte del' Erde, so andert sieh an der Hebelwage niehts, 
wahrend die Feder, deren Temperatur gleieh bleiben moge, andere, wenn 
w~h nnr wflnip' vflrsp,hiedene Anzeigen maeht. Die populare Ausdrueks-
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weise dafiir lautet: Die Masse oder Stoffmenge eines Korpers ist iiber
all auf der Erde gleich groB, das Gewicht derselben Masse, d. i. die 
von der Erde ausgeiibte Anziehung (vgl. 219), il'!t jedoch verschieden; sie 
andert sich mit der geographischen Breite und der Hohenlage des Erd
ortes (vgl. 136). 

Man ist hiernach veranlaBt, fiir die Masse und die Kraft eine Ver
gleichseinheit zu vereinbaren. Als Einheit der Masse gilt das in 
Paris aufbewahrte Ur-kg-Stiick, das, auf der Hebelwage verglichen, einem 
Liter Wasser von 4° C gleichwertig ist. 

Als Einheit der Kraft gilt der Zug eines kg-Stiickes an einer 
Federwage, und zwar an einem Erdort, an dem die Beschleunigung 
eines freifallenden Korpers g = 9.81 [m/sk2] betragt. Die Krafteinheit 
heiBt ein kg-Gewicht, scharf zu unterscheiden von einem kg-Masse. 
1m gewohnlichen Sprachgebrauch heiBt beides kurzweg ein kg, ein be
dauerlicher Mangel. Vorschliige zur Abhilfe sind indes noch nicht 
durchgedrungen. Strenggenommen miiBte man die Skalen aller Feder
wagen (Dynamometer = Kraftmesser) mit der an dem bezeichneten Erd
ort erhaltenen Skala eichen. Da aber das Gewicht von 1 kg-Masse am 
A.quatornur um 5 kg kleiner ist als am Pol, so darf man im techni
schen Gebrauch von den geringfiigigen Verschiedenheiten der Erdan
ziehung absehen und pflegt das kg-Gewicht als unveranderlich auf der 
Erdoberflache zu betrachten. 

Dem Gesagten zufolge ist die Masse eines Korpers seinem Gewicht 
proportional, als .Proportionalitatsfaktor wird sich die vom Erdort ab
hangige Fallbeschleunigung herausstellen (vgl. 136). Die Krafteinheit 
und die Masseneinheit sind also voneinander abhangig. Unter die 
Grundeinheiten, die voneinander unabhangig sein sollen, braucht nur 
eine der beiden Einheiten aufgenommen zu werden. Es steht frei, die 
Krafteinheit oder die Masseneinheit als Grundeinheit zu wahlen. Das 
fiihrt zu dem sog. technischen und absoluten MaBsystem (vgl. 143), in 
denen die Massen bzw. die Krafte als aus den Grundeinheiten abge
leitete, weil von ihnen abhangige Einheiten erscheinen. 

2. Raum- und Zeitmessung. Unser Raum- und Zeitsinn be
fahigt uns nur, RaumgroBen und Zeitraume ungefahr zu vergleichen, 
es muB daher ein objektives MaB als Norm vereinbart werden. 

Die Langeneinheit, das Meter (m), ist durch die Lange eines in 
Paris aufbewahrten Platin-lridiumstabes verkorpert, wenn des sen Tem
peratur 0° C betragt. Die tausendfache Lange heiBt Kilometer (km). 
der 100., 1000. Teil Zentimeter und Millimeter (em und mm); der 
tausendste und millionste Teil des Millimeters heiBt f..l und flfl. Als 
UrmaB ist auch schon ein bestimmtes Vielfache der WellenIange einer 
bestimmten Lichtart vorgeschlagen worden. Das ware ein NaturmaB 
statt eines Prototypes. . 

Die Zeiteinheit wird durch die Zeitdauer dargestellt, die ver
streicht, wenn ein periodisch sich bewegender Korper, ein Pendel, die 
Unruhe einer Taschenuhr, die um ihre Achse sich drehende Erde, die 
um die Sonne kreisende Erde eine bestimmte Lage relativ zu bestimmten 
anderen Korpern wieder einnimmt. Dabei ist von vornherein ange
nommen. der Zeitraum zwischen der Wiederkehr je zweier aufeinander
folgender Deckungslagen sei gleich groB. Trotz der hierin liegenden 
logischen und tatsachlichen Schwierigkeit wird man nichts anderes 
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machen konnen, also cine Normaluhr zu vereinbaren, von der man am 
ehesten annehmen kann, daB sie richtig geht. Als diese N ormaluhr 
sieht man die sich um ihre Achse drehende Erda an und definiert als 
i Tag = 24 Std. = 24·60 Minuten = 24 . 60·60 Sekunden, die Zeit einer 
Umdrehung. Irgendeine mit der Erde fest verbundene Richtung ist 
der Uhrzeiger, der nach einem Tag genau die gleiche Richtung einnimmt, 
und zwar gegeniiber dem als ruhend angenommenen Fixsternenhimmel. 
Die Ausfiihrung dieser Messung haben die Astronomen zu iibernehmen, 
die zwei aufeinanderfolgende Meridiandurchgange eines Fixsternes bzw. 
der Sonne beobachten. Die im ersteren Fall verstreichende Zeit heiBt 
ein Sterntag, im letzteren Fall ein Sonnentag, im Jahresmittel ein mitt
lerer Sonnentag, dessen 86 400. Teil die praktisch gebrauchte Zeit
sekunde ist. 365 Sonnentage sind 366 Sterntagen gleich. 

Wir zweifeln zwar keinen Augenblick, daB es gleich groBe Zeiten 
gebe; wie aber die Gleichheit tatsachlich nachgewiesen wird, darin liegt 
die Schwierigkeit. 



1. Abschnitt. 

Statik. 
3. Kapi tel. 

Die Zusammensetzung und das Gleichgewicht 
der Krafte. 

§ 1. Zusammensetzung von Kraften, die eiIlen Punkt angreifen 
und in einer Ebene liegen. 

Die Kraft, die zwei andere am gleichen Punkt angreifende Krafte 
ersetzt oder, in umgekehrter Richtung wirkend, ins Gleichgewicht setzt, 
heiBt deren Resultante (Resultierende, Mittelkraft). Die gleich groBe 
Gegenkraft, die die urspriinglichen Krafte ins Gleichgewicht setzt, nennt 
man Gegenresultante. 

9. Der Satz yom Parallelogramm der Krafte. Die Resul
tante B zweier Krafte Pl und P2 , die einen und denselben 

Jt __________ ~ ____ ~ -------~:IV 
/' ' ...- ! ...- , 

..,....../ / 
.,....../ / 

./ / ...- , 
,......./ ;' 

,,/ / 
A =--------;>~ 

Punkt A nach verschiedenen 
Richtungen angreifen, ist so
wOhl na,ch Richtung als nach 
GroBe ausgedriickt d urch die 
von A ausgehende Diagonale 
des aus den Kraftstrecken P l ' 

und P Q gebildeten Parallelo
gramm~s (Abb_ 1). 

Abb. 1. Dieser sog. Satz vom Paral
lelogramm der Krafte ist aus 

Beobachtungen abgeleitet und wird zunachst als Ausdruck einfachster 
Tatsachen betrachtet, die nicht mehr auf einfachere zuriickgefiihrt 
werden konnen. 

9 a. Graphische Zusammensetzung del' Krafte. Handelt es sich 
urn die Zusammensetzung der Krafte P l ) P2 , P3 , p,! (Abb. 2), die aIle 
den Punkt A angreifen, so wird man, falls die Krafte graphisch. 
d. h. auf der Zeichnung als Kraftstrecken gegeben sind, die Resul
tante R diesel' Kriifte P zweckmaBigerweise auch auf graphischem 
Wege bestimmen. Dabei ist es am nachstliegendcn, linter Benutzung 
des Satzes vom Krafteparallelogramm durch aufeinanderfolgendes Zu-



Zusammensetzung von Kraften, die einen Punkt angreifen usw. 15 

sammensetzen von je zwei Kraften die Gesamtresultante R zu kon
struieren (Abb. 2). Beriicksichtigt man aber, daB die gesuchte Resul
tante R durch die Lage des Punktes B4 des Linienzuges ABlB2B3B4 
(Abb. 2) bestim mtist, dessen 
einzelne Strecken gleich und 
parallel den gegebenen Kraft
strecken P sind, so erhalt 
man die Resultante der Kriifte 
P einfacher, indem man, von 
A ausgehend, die einzelnen 
Kraftstrecken in' der Rich- A 
tung der betreffenden Krafte 
aneinander auftragt (Abb. 3) 
und den Anfangspunkt A 
dieses Kriiftezuges mit dem 
Endpunkt B4 desselben ver
bindeb. Durch die Verbin
dungsliiue AB4 ist dann die 

Abb.2. 

Resultante R der Krafte P nach Richtung und GroBe bestimmt. 
In welcher Reihenfolge hierbei die einzelnen Kraftstrecken aufge
tragen werden, ist gleichgiil
tig. Den Kraftezug A.Bl ••• B4 
Abb. 2 und 3 nennt man 
das Krafteck oder Krafte
polygon und die Verbin
dungslinie A.B4 die Schlul3-
linie des Krafteckes. Die 
Resultante R der den 
Punkt A angreifen den .R. 
Krafte P ist also nach.fi. ---------------- 134 
GroBe und Richtung aus
gedriickt durch die vom 

Abb.3. 

Anfangspunkt des Krafteckes aus gezogene SchluBlinie des 
letzteren. 

Wirken die zusammenzusetzenden Krafte P in einer lind derselben 
Geraden, so faUt auch das Kraftepolygon in eine Gerade, dabei erkennt 
man, daB die gesuchte Resultante gleich der algebraischen Summe der 
Komponenten ist, wenn man diejenigen der letzteren, die nach der 
einen Seite der gemeinschaftlichen Wirkungslinie gerichtet sind, als +, 
die entgegengesetzt wirkenden als - bezeichnet. Die Resultante ist 
dann nach derjenigen Seite gerichtet, deren V orzeichen sie triigt. 
(Vektordarstellung s. Anhang.) 

10. Graphische Gleichgewichtsbedingung. Kommt bei der Kon
struktion des Krafteckes dessen Endpunkt auf den Anfangspunkt zu 
liegen, so ist die Resultante R der Krafte P = 0, d. h. es sind die 
Krafte P im Gleichgewicht. Damit ergibt sich als graphische Gleich
gewichtsbedingung fUr Krafte in der Ebene, die einen und denselben 
Punkt angreifen: Es muB das Krafteck sich schlieBen. Z. B. 
sind drei denselben Punkt angreifende Krafte P 1 P 2 P!', nur dann im 
Gleichgewioht, wenn sich das Kraft e d rei e c k schlieBt. Sind al «2 a3 
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die den SeitenP1 P 2 P3 gegenii.berliegenden Winkel, so ist nach dem 
Sinussatz del' Trigonometrie: 

P 1 : P2 : P3 = sin a1 : sin a2 : sin a3 • 

Auf dieselbe Weise bestatigt man auch, daB zwei gleiche, 
einen und denselben Punkt in entgegengesetzten Richtungen 
angreifende Krafte sich im Gleichgewicht befinden. 

11. Zerlegnng einer Kraft. Del' Satz vom Parallelogramm del' 
Krafte zeigt uns auch, wie eine Kraft R in 2 Komponenten (odeI' 
Seitenkdifte) P 1 und P2 , deren Richtungslinien vorgeschrieben sind, 
odeI' wie man kiirzer zu sagen pflegt, in ihre Komponenten nach zwei 
Achsen zerlegt werden kann. Man ersieht namlich aus dem Krafte
paraIlelogramm ohne weiteres, daB die gesuchten Komponenten nichts 
anderes sind als die Pro j e k t ion e n der zu zerlegenden Kraft R auf 
die beiden gegebenen Richtungslinien, wobei diese letzteren zugleich 
wechselseitig die Projektionsrichtungen angeben. Haufig ist in der 
Mechanik ohne weitere Beifiigung von der Komponente einer Kraft 
nach einer bestimmten Achse die Rede. In diesem FaIle ist dann 
immer die Orthogonalprojektion der Kraft auf die betreffende 
Achse gemeint. 

Wird zu gegebenen Kraften P, fUr die' das Kraftepolygon die 
Kraft R als Resultante ergeben hat, noch eine Kraft R' gleich und 
entgegengesetzt R, d. h. die umgekehrte Kraft Roder die sogenannte 
Gegenresultante hinzugefUgt, so hat man ein Kraftesystem, fUr das 
das Kriiftepolygon sich schlieBt; es sind daher die Krafte P mit 
ihrer Gegenresultanten im Gleichgewicht. Das konnen wir benutzen, 
um auf graphischem Wege eine gegebene Kraft R in beliebig viele 
Komponenten P zu zerlegen. Man wird einfach ein geschlossenes 
Polygon konstruieren, in dem die umgekehrte Kraft R, also die 
Kraft R', eine Seite bildet und die iibrigen Polygonseiten parallel den 
vorgeschriebenen Richtungslinien gezogen sind. Die betreffenden Seiten 
dieses Polygons geben dann die gesuchten Komponenten zunachst 
nach GroBe an. Um nun auch die Richtungen del' Komponenten 
zu erhalten, -beachtet man, daB in dem zur Konstruktion del' Resul
tanten R dienenden Krafteck (Abb. 3) die Kraftpfeile aIle im gleichen 
Sinn aufeinanderfolgen und vorliegenden Falles dieser Sinn durch die 
Richtung del' Kraft R festgesetzt ist Rei Anwendung dieses Ver
fahrens zeigt es sich abel' auch, daB die Aufgabe, eine Kraft in Kom
ponenten zu zerlegen, die mit ihr in ciner und derselben Ebene sich 
befinden, nul' dann eine eindeutige Losung zulaBt, wenn die Zerlegung 
in nicht mehr als zwei Komponenten von gegebener Richtung er
folgen soIl. 

12. Analytische Zusammensetzung der Krafte. SoIl die Resul
tante R del' den Punkt A angreifenden Kriifte P1 P2 P3 ••• auf analy
tischem Wege festgesetzt werden, so miissen auch die Krafte P ana
lytisch gegeben sein, d. h. man muB auBer den GroBen diesel' Krafte 
noch die Winkel derselben mit cineI' bestimmten von A aus gezogenen 
Richtung kennen. Nehmen wir den gemeinschaftliehen Angriffspunkt A 
als Ursprung eines reehtwinkligen Koordinatensystcms an, dessen + x
Achse durch eine uhrzeigermaBige Drehung urn 90 0 in die +V-Rich-
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tung gelangt, so bestimmen wir die Richtungen der Krafte P da
durch, daB wir die von A ausgehende + x-Achee iill Sinne der Zeiger 
einer Uhr urn A drehen,. bis sie mit der von A wegfiihrenden Kraft
richtung zusammenfiillt, und dann die Winkel messen, die bei der 
Drehung beschrieben werden. Diese Winkel pflegt man die Rich tungs
winkel der Krafte zu nennen. 

Sind a1 a2 a3 ••• die Winkel der Krafte P l P'JP.'J'" mit der + x
AchEe, so ergeben sich als Komponenten die~er Krafte nach den Ko
ordinatenachsen: 

Xl =Pl cosal ;· 

Yi = P l sinal; 

X'J = P'J cosa'J; 

Y2 = P'J sina'J; 

Xs = Pa cos as ; 

1'3 = P3 sin as ; 

Damit hat man an Stelle der ursprunglich gegebenen Krafte Peine 
Reihe von Kraften, die in der x-Achse wirken, und eine Reihe von 
Kraften in der y-Achse wirkend. Setzt man nun die in der x-Achse 
wirkenden Krafte zusammen zu der Resultanten X und die in der 
y-Achse wirkenden zur Resultanten Y, wobei man erhalt: X = Xl + X'J + ... =ZPiCOSlXi und Y=Y1 +Y'J+ ... =2Pi sinai , so sind die 
eamtIichen Krafte P reduziert auf die beiden Krafte X und Y, die 
senkrecht aufeinanderstehen. Hierbei ist i = 1, 2, 3 ... zu setzen. Die 
Resultante R dieser beiden letzteren Krafte ist dann auch die gesuchte 
Resultante der Krafte P. Fur die GroBe von R ergibt sich demgemaB: 

R=VX'J+y2 • 

Um nun auch die Richtung von R zu erhalten, bestimmt man den 
Richtungswinkel cp von R aus den Gleichungen: 

.. Y 
coscp = R und 

. Y 
smcp=}f' 

in welchen Gleichungen die Vorzeichen von X und Y zu berucksich
tigen sind, wahrend fur R der Absolutwert zu nehmen ist. Mit dem 
Cosinus und Sinus des Winkels ist aber der Winkel selbst in ein
deutiger Weise festge!;etzt. 

In dieser Darstellung ist P stets ein Absolutwert; die Richtung 
der Kraft wird ausschIieB~ich durch den Sinus und Cosinus des Rich
tungswinkels bestimmt. So bedeutet z. B. X = p. cos 0 = + P eino 
von A aus in der + x-Richtung wirkende Kraft von der Starke P; 
Y=Psin270o=-P eine in der -y-Richtung wirkende Kraft P. 
Oft benutzt man stat·t dieser strengen Auffassungsweise die bequeme: 
eine in der + x-Richtung wirkende Kraft ist positiv, eine entgegen
gesetzte negativ in die obigen Gleichungen einzusetzen. Fur a ist dann 
der spitze Winkel zwischen der x-Achse und der Kraftrichtung zu 
nehmen. 

Die strenge, geordnete Auffassungsweise wird immer benutzt. wenn 
ausgedehnte Berechnungen mit algebraischen Symbolen auszufiihreh sind. 

13. Analytische Gleichgewichtsbedingungen. Die Bedingung fiir 
das Gleichgewicht von Kraften in der Ebene, die einen und denselben 
Punkt angreifen, ist: Die Resultante R der Krafte muB = 0 sein, oder 

O=R=YX 2 +y"ii, 
Autenrieth-Ensolin, Mechanik. 3. Auf!. 2 
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womit: 

X=O und y=o oder .l:Picosai=O und .l:Pisinai=O, 

wobei wieder i = 1, 2, 3 ... Zll setzenist, d. h. in Worten: 
Es muB die algebraische Summe der Komponenten samt

licher Krafte nach zwei aufeinander senkrecht stehenden 
Achsen je =.0 0 sein. Oder auch: Es muB die algebraische Summe 
der Projektionen samtlicher Krafte auf zwei aufeinander senkrecht 
stehende Achsen je = 0 sein. 

Wirken die gegebenen Krafte aIle in einer up.d derselben Geraden, 
so hat man, in Dbereinstimmung mit dem in 9 Gesagten, als einzige 
Gleichgewichtsbedingung: 

Es muB die algebraische Summe der gegebenen Krafte 
= 0 sein, wobei die nach der einen Seite gerichteten Krafte als +, 
die entgegengesetzt wirkenden als --:- zu bezeichnen sind. 

§ 2. Zusammensetzung von Kraften mit gemeinschaftlichem 
Angriffspunkt, die nicht in einer Ebene wirken. 

14. Satz vom Parallelepiped der Kriifte. SolI die Resultante R 
der drei Krafte PI P 2 Ps , die einen und denselben Punkt A angreifen, 
aber nicht in der gleichen Ebene wirken, bestimmt werden, so setze 
man mittels des Krafteparallelogrammes zunachst die beiden Krafte 
PI und P2 zur Resultanten RI zusammen und hierauf RI mit der 
dritten der Krafte P, mit Ps ' zu der Resultanten R, dann stellt die 
letztere Kraft R die gesuchte Resultante der 3 Krafte PI' P',J und P 3 

vor. Hierbei zeigt nun Abb.4, daB R ausgedruckt ist durch die 
von A ausgehende Diagonale eines Parallelepipeds, fur das 

-----

---
Abb.4. 

der Angriffspunkt A der Krafte P 
eine Ecke ist und die von A aus
gehenden Kan ten von den Kraft
strecken PI P2 Pa gebildet werden. Da
mit ist der Satz vom Parallelepiped 
der Krafte zum Ausdruck gebracht. 

Aus Abb. 4 geht aber auch hervor, 
daB die Komponenten P1P',JPa die Pro-' 
jektionen der Kraft R auf die drei in A 
sich schneidenden Geraden sind, in denen 
diese Krafte P wirken. Stehen die drei 
Krafte P senkrecht aufeinander, so bilden 
sie die Orthogonalprojektionen der 
Kraft R. Bezeichnet man in diesem Fall 

mit ex, fJ, r die Winkel .von R mit den Komponeuten PIP',JPS ' so 
hat man 

und 

oder 

woraus 

PI = R cos ex ; P2 = R cos fJ ; P3 =Rcosr 
R2=p2+p2+' p2 

123 

R2 = R2 (cos2 ex + cos2 fJ + 00S2 r) , 
cos2 a+ coslfJ + 00S2 r = 1, 

die bekannte Beziehung .. 
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15. Zusammensetzung beJiebig vieler Krafte, die alle den gleichen 
Punkt A angreifen. Sollen die Krafte P1 P2PS ••• zu einer Resultanten R 
zusammengesetzt werden, so kann man wieder verfahren wie bei den 
Kraften in der Ebene und unter Anwendung des Satzes vom Krafte
parallelogramm durch sukzessives Zusammensetzen von je zwei Kraften 
die Resultante R bestimmen. Es ergibt sich aber auch !rier wieder, 
daB diese Resultante R ausgedriickt ist durch di;~ Verbindungslinie 
des Punktes A mit dem Endpunkt des von A aU8gehenden, durch die 
einzelnen Kl'aftgroBen und Kraftrichtungen bestimmten Krafteekes. 
Der Untersehied gegeniiber von friiher ist nur der, daB jetzt das Kraft
eck nicht mehr ein "ebenes", sondern ein "raumliehes" ist. Damit 
zeigt sich abel' die graphische Bestimmung der Resultanten vor
liegenden Falles als ungeeignet. Man wird daher analytisch vorzu
gehen haben. Zu dem Ende nehmen wir den gemeinschaftlichen An
griffspunkt A als Ursprung cines rechtwinkligen raumlichen Koordi
natensystems an und bezeichnen die Winkel del' gegebenen Krafte 
Pl P2 • •• mit den positiven Zweigen der Koordinatenachsen mit 001 , 

/31' ?' 1; 002 , (32' Y'J; ... N unmehr zerlegt man jede der Krafte P in 
ihre Komponenten nach den Koordinatenachsen, wobei man erhalt: 

Xl =P1 casal; 

.X2 = P2 cos ((2 ; 

Y1 = Pl cos(3l; 

Y2 = P2 COS(32; 

Zl =P1 COSYl 

Z2=P2 COSY2 

Setzt man jetzt die in der x - Achse wirkenden Krafte zusammen 
zu del' Resultanten 

X=Xl +X2 + ... =2'Picosa; .. (1) 

und ebenso die in del' y-Achse sowie in del' z-Achse wirkenden Krafte 
zu den Resultanten Y bzw. Z, die sieh ergeben aus: 

Y=Y1 +Y2+",=~PiCOS(3i 

und Z=Zl+Z2+ ... =L'PieosYi' ..... (1) 

wo i = 1, 2, 3 .,. ist, so hat man an Stete del' urspriinglieh gegebenen 
Krafte P die drei in- den Koordinatenaehsen wirkenden Krafte X, Y, Z. 
Diese lassen sieh abel' naeh dem Satz vom Krafteparallelepiped zu 
einer Resultanten R vereinigen, welche Kraft R dann aueh die Re
sultante del' Krafte P ist. Zur Bestimmung von R hat man zunachst 

R=VX2+y2+Z~ ........ (2) 

Um aueh die Ri>ehtung del' Resultanten R odeI' die Winkel rp, X, 1f 

von R mit den positiven Zwei&ren der Koordinatenachsen zu erhalten, 
bemerken wir wieder, daB die Komponenten X, Y, Z von R nach den 
Koordinatenaehsen auch die Projektionen von R auf diese Achsen 
sind. Man hat daher: 

woraus 

X=R·eosrp; 

X 
cosrp= R; 

Y=R·cosX; 
Y 

cosX= R; 

Z=R·cos1p, 

Z 
cos 1p = R .. (3) 

Hierbei sind fUr X, Y, Z die algebraischen Werte und fUr R del' 
Absolutwert zu nehmen. 

2* 



20 Statik. Die Zusammensetzung und das Gleichgewicht der Krafte. 

16. Gleichgewichtsbedingungen. Sollen die den Punkt A an
greifenden Krafte P im Gleichgewicht sein, so miisseu sie sich auf 
eine Resultante R=O zuriickfiihren lassen. Es muB also im Gleich
gewichtsfall das Kraftepolygon sich schlieBen. Das ist die 
gl'aphische Be~ngnng des Gleichgewichtes. 

Die analytische Gleichgewichtsbedingung, welche durch R = 0 
oder, da R = VX2 + y2 + Z2, durch die Gleichungen X = 0; Y = 0 ; 
Z = 0 ausgedriickt ist, IaBt sich dagegen aussprechen: 

Es muB die algebraische Summe del' Komponenten samt
licher Krafte nach drei aufeinander senkrechten Achsen je 
=0 sein. 

§ 3. Zusammensetzung von Kraften, die einen frei beweglichen 
starren Korper in verschiedenen Punkten angreifen und in einer 

Ebene gelegen sind. 
1 i. Axiom von der Verschiebbarkeit einer Kraft in ihrer Wirkungs

linie. Die Gleichgewichtsbedingung fiir Krafte, die an einem Punkt 
angreifen, konnte mit Hilfe eines einzigen Axioms aufgestellt werden, 
namlich mit dem Parallelogramm del' Krafte. Das entspricht dem Um
stand, daB bei dem materiellen Punkt als einzige Bewegungsmoglichkeit 
eine Verschiebung in Betracht gezogen wird. Wir beschaftigen uns jetzt 
mit einem starren Karpel', d. h. mit einem Gebilde, dessen Punkte in 

stets gleicher Entfernung voneinander bleiben. 
Einen starren Karpel' gibt es in Wirklich
keit nicht, aIle Karpel' sind elastisch und 
andel'll unter dem EinfluB von Kraften ihre 
Form; der starre Karpel' ist eine Abstraktion, 
die dann zulassig und zweckmaBig ist, wenn 
del' Gleichgewichts- odeI' Bewegungszustand 
von den tatsachlich auftretenden Formande
rungen nicht beeinfluBt wird. Ein s tarrer 
Karpel' kann sich nun unter dem EinfluB 
von Kraften verschieben und drehen. 

Abb. 5. Diesel' weiteren Bewegungsmaghchkeit· ent-
sprechend, braucht man zur Aufstellung des 
Gleichgewichtes eine weitere Grundlage, das 

Hebelgesetz. Man kann dieses auch auf Grund des Axioms von del' 
Verschiebbarkeit einer Kraft an einem starren Karpel' ableiten. Das 
letztere Axiom hat folgenden Inhalt: 

An dem Krangeriist Abb. 5 seien Bl C1 und BC Vertikale, die ober
halb A und Al druck- und knickfest und unterhalb A und Al zugfest 
sein magen. Hangt ein Gewichtstiick G bei ° und besteht dann Gleich
gewicht, so wird an diesem Gleichgewichtszustand del' auBeren Krafte 
nichts geandert, wenn das Gewichtstiick an irgendeine andere Stelle 
von BO gebracht wird. Dasselbe gilt, wenn ein Gewichtstiick auf 
Bl Al 01 verschoben wird. 

Denn man darf z. B. in A zwei gleiche und einander entgegenge. 
setzte Krafte G hinzufiigen, weil diese keinen EinfluB auf den vorhan
denen Gleichgewichtszustand haben. Die ersichtlichen Krafte G lassen 



Ebenes Kraftesystem. 21 

sieh jetzt aueh wie folgt gruppieren: die gegebene Kraft G und von 
den hinzugefiigten die entgegengesetzte heben sieh naeh (9) auf, wie 
aueh eine einfaehe Beobaehtung lehrt. Dann verbleibt nur ]loch die 
mit dem gegeberien G gleiehgeriehtete Kraft G in A, d. h. die von C 
niwh A in ihrer Wirkungslinie versehobene Kraft. Diese Versehiebung 
beeinfluBt in offenkundiger Weise die inneren Krafte des belasteten 
Korpers; wenn man also naeh diesen fragt, dad man den Angriffspunkt 
einer Kraft nieh t an eine andere Stelle der Wirkungslinie versehieben. 
W ohl aber ist dies zulassig, wenn allein naeh dem Gleiehgewiehtszustand 
der auBeren Krafte gefragt wird. Das GeEagte gilt allgemein und aueh 
fiir eine dynamisehe Kraft, da es z. B. fiir die Fortbewegung eines 
Eisenbahnwagens gleiehgiiltig ist, ob man vorn mit einer Kraft zieht 
oder hinten am Wagen auf der gleiehen Wirkungslinie mit der gleiehen 
Kraft schiebt. Daher gilt der Satz: Der Angriffspunkt einer Kraft, 
welehe einen starren Korper angreift, kann auf der Wirkungs
linie der Kraft beliebig versehoben werden, ohne daB dadureh 
der Bewegungs- oder Gleiehgewiehtszustand des von der Kraft 
angegriffenen Korpers geandert wiirde, nur muB der Angriffs
punkt der Kraft stets in fester Verbindung mit dem Korper 
stohen. Der Begriff des starren Korpers und der Satz von der Ver
sehiebbarkeit einer Kraft sind aufs engste miteinander verkniipft; 
und noeh ein anderes: es ist nieht notig, an einem starren Korper von 
einem Angriffspunkt einer Kraft zu spreehen; da der Angriffspunkt 
ohne Anderung des Gleichgewiehts- oder Bewegungszustandes auf der 
Kraftriehtung versehoben werden kann, so ist als Angriffsstelle einer 
Kraft nieht ein Punkt, sondern ein geometriseher Ort, die 
Angriffslinie, bestimmt. 

18. Das Hebelgesetz als FoJge des vorigen Satzes. Statisches 
ltIoment. 1m Punkt A einer starren Ebene (Abb. 6) mogen sieh die beiden 
Krafte P und p' = - P aufheben. p' laBt sieh naeh dem Satz vom 
Kriifteparallelogramm aueh' dureh' seine Komponenten P l und P2 er
setzen. Naeh dem Satz 17 wird am bestehenden Gleiehgewiehts- und 
Ruhezustand niehts geandert, wenn P, PI' P2 auf ihren Wirkungslinien 
versehoben werden, z.B. naeh AI' B l , B2 (Al Bl..l ABl und Al B2 ..lAB2), 
worauf man ohne Folgen fiir Gleiehgewieht undRuhe so viel von der 
starren Ebene wegnehmen kann, daB der angedeutete Sehwinghebel 
BlAIB2 iibrig bleibt, der in Al einen festen Drehpunkt haben kann; 
er ist mit PI P2 P belastet. Eine Drehung erfolgt nieht, und zwar unter 
folgender Bedingung. Naeh dem Sinusgesetz Absehnitt (10) ist 

P 1 : P2 = sin cc2 : sin "1 

P l sin al '= P2 sina2 • 

Multipliziert man ferner beiderseits mit AAl = l, so ist mit Riieksieht 
auf die eingesehriebene Bezeiehnung 

Pllsin~l :P2lsincc21 
P1 1 l -P2 r2 J 

. (4) 

Diese Bedingung muB erfiillt sein, wenn die Krafte PI und P2 

den Hebel nieht drehen sollen. r l und r 2 sind die Langen der Lote 
von Al aus auf die Kraftriehtungen von PI und P2. Das Gleiehgewieht 
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des Hebels gegen Drehung ist demnach von den belastenden Kraften 
und ihrem senkrechten Abstand vom Drehpunkt abhangig, so zwar, daB 
P1 r1 = P2 r2 ist. Diese Produkte heiBen die statischen Momente 

Abb. 6. 

del' Krafte P1 und P2 in bezug 
auf den Drehpunkt Al odeI' in 
bezug auf cine durch 0 gehende 
und auf del' Ebene von P1 und 1'1 

bzw. von P~ und 1'Q senkrechte 
Drehachse u~d die G( P1 1'1 =P2 1'2 

heiBt das Hebelgesetz oder der 
Satz von den statisc,hen Mo
menten. Offenbar heben sich die 
zwei einander entgegengesetzten 
Drehwirkungen von P l und P2 

am Hebel gerade auf. Das Dreh
maB diesel' Kriifte ist urn so 
groBer, je groBer die Kraft und 
je langer del' Hebelarm ist, und 
ist dem Obigen zufolge durch das 
einfache Produkt: Kraft mal He
belarm = statischesMoment = p . l' 
gemessen. Wir werden in Zukunft 
eine feststehende Ausdrucks- und 
Bezeichnungsweise benutzen: Das 

statische Moment del' Kraft P Q sucht den Hebel in Abb. 6 im Zeiger
sinn del' Uhr, das statische Moment der Kraft P 1 im Gegenzeiger
sinn, urn Al zu drehen, es heiBe rechtsdrehendes bzw. linksdrehendes 
Moment; wenn natig, legen wir dem ersteren Moment ein + -, dem 
letzteren ein - - Zeichen bei. 

Unter der Ebene des statischen Momentes verstehen wir die Ebene 
del' Kraft und ihres Hebelarmes. 

Nicht allein der Hebel B1 A 1 B 2 , sondern auch ein beliebiger an
derer, z. B. B' A1 B" ist unter dem EinfluB von P l und P 2 im Gleich
gewicht,. sofern nur immer die Beziehung P1 r 1 = P2 r 2 erfiillt ist. Allen 
Hebeln von der Art B' Al B" ist del' gleiche senkrechte Abstand r1 

bzw. r 2 zwischen A1 . und der Richtung PI bzw. P2 . gemeinsam. Die 
Drehwirkung von P1 urn Al hangt demnach, wo der Angriffspunkt von 
P1 liege, d. h. wie der Hebel im einzelnen auch gestaltet sein mage, 
von der Kraft und ihrem senkrechten Abstand vom Drehpunkt abo 
An die Stelle des Hebels kannen ebensogut Rollen treten, deren Radien 
r 1 und 1'2 sind. Dbrigens kannen dann P1 und P2 ' die den Rollen
umfang beriihren, an jedem beliebigen Punkt des Rollenumfanges tangen
tial angreifen, es ist stets P1 r 1 = P2 r 2 und damit besteht nach dem 
Hebelgesetz Gleichgewicht gegen Drehen. 

Auf das Hebelgesetz wird man auch durch Beobachtungen an 
Hebeln gefiihrt, wobei man auch auf den EinfluB del' Reibung im Dreh
punkt des Hebels aufmerksam wird. 

Zusatz: Gleichgewichtsbedingung fiir drei in einer Ebene 
wirkende Krafte. Del' Anblick del' Abb. 6, die drei in A1 , B1 , B an
greifende und in einer Ebene gelegene ' Krafte P, P 1 und P2 zeigt, die 
sich im Gleichgewicht be find en, lehrt in Verbindung mit dem dazu Ge-
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sagten, daB 3 solche Krafte an einem Korper sich nur dann im Gleich
gewicht befinden, wenn sich die .Kraftrichtungen in einem Punkte 
schneiden. Denn die Resultante aus zweien dieser Krafte muB der 
dritten entgegengesetzt gleich sein und mit ihrer Wirkungslinie zu
sammenfallen. Drei Krafte mussen, wenn sie sich das Gleichgewicht 
halten soIlen, stets in einer Ebene liegen. 

19. Graphische Zusammensetzung von Kraiten, die in einer Ebene 
gell'gen sind und diese in beJiebigen Punkten angreifen. Seileck oder 
Seilpolygon. Es handle sich um die Zusammensetzung der Krafte PI' 
P2 , Ps' P4 (Abb. 7), die, in einer und derselben Ebene wirkend, einen 
starren Korper in den gegebenen Punkten AI' A\], As, A4 angreifen. 

Zunachst konnte man PI und P',l in ihren Wirkungslinien bis zu 
ihrem Durchschnittspunkte 0' verschieben und hier nach dem Satz vom 
Parallelogramm der Krafte zu der Resultanten Rl zusammensetzen, 
hierauf Rl in ahnlicher Weise mit der Kraft Pa zur Resultanten R\] 
vereinigen und schlieBlich R',l mit' P4 zu der gesuchten Resultanten R; 
allein man kann die Zusammensetzung der Krafte auch noch auf an
derem Wege bewerkstelligen. 

Man konstruiert die Resultante R so, als ob aIle Krafte P an' 
einem Punkt angriffen. Dies geschieht in dem Krafteck' Bl B2 ... Br, 
(Abb.8). Hierauf wahlt man einen beliebigen Punkt oder PolO und 
zieht ·von ihm nach den Ecken des Kraftecks die "Polstrahlen" 
OBI' OB2 00. und parallel zu diesen zwischen den gegebenen Kraften 
die Seilstrahlen 0001 Ii OBI' 010\] II OB\] us'w. So entsteht das Seil
eck oder Seilpolygon 0001' o' °0 , dessen Ecken auf dell Wirkungs
linien der gegebenen Krafte liegen. 

Nunmehr verschiebt man die Krafte P in ihren Wirkungslinien 
bis zu den Ecken Odes Seilecks und ersetzt sie daselbst durch ihre 
nach den anstoBenden Seiten des Seilecks genommenen Komponenten. 
Die hierzu erforderliche Konstruktion liegt in der Polfigur OBI B2 0 •• Bo 
schon fertig vor. Die Komponenten von PI nach 0001 und .°1°2 sind 
beispielsweise 81 = B 1 0 und 82 = OB2 , wobei der Richtungssinn von 
81 und 82 durch die Buchstabenfolge B 1 0 und OB2 ausgedruckt isto 
Ebenso verfahrt man in 02 bis °4 0 

N ach dieser Vorbereitung kann man die P weglassen und dafiir 
ihre Komponenten 8 setzen, z. B. PI ersetzen durch 81 und 82 und 
entsprechend bei den ubrigen P. 

Die in den SeiIeckseiten oder Seilstrahlen °1°2 , O2 OS, Os 04 
(Abbo 7) wirkenden Krafte 8 heben sich, weil jeweiIs gleich und ent
gegengesetzt, auf. Es bleiben somit nur noch die in den auBersten 
Seilstrahlen °0 °1 und °4 05 vorhandenen Krafte 81 und 80 ubrig, zwei 
Krafte, die die ursprunglich gegebenen Krafte P ersetzen. Verl'angert 
man nun die auBersten Seilstrahlen 00 01 und 05 04 bis zu ihrem 
Schnittpunkt D, verschiebt die Krafte 81 und 85 in ihren Wirkungs
linien bis D und setzt sie hier zusammen zu der Resultanten R, dann 
stellt diese Kraft Rauch die Resultante der ursprunglich gegebenen 
Krafte P vor. 1m Krafteck (Abb. 8) drucken die Kraftstrecken B 1 0 
~nd 0 B5 die Krafte 81 und 85 nach GroBe und Richtung aus, dem
ge~aB ist auch die Resultante R der Krafte 81 und 81) Cider die Re
suIt ante der Kriifte P angegeben nach GroBe und Richtung durch die 
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Strecke B1 Bs (Abb.8). Die GroBe der Resultanten R ist gleich, mogen 
die ·Krii.fte P in einem einzigen oder in verschiedenen Punkten einer 
Ebene angreifen. 1m letzteren Falle bildet das Seileck das Hilfsmittel, 
mit dem die Lage der Resultante bestimmt wird. 

Verschiebt man die gegebenen Krafte P in ihrer Ebene parallel 
mit sich selbst, und zwar jede ganz beliebig, so andert sich damit nicht 
das Krafteck, wohl aber die Lage des Punktes D, durch den die Re
suIt ante R der Krafte P hindurchgehen muB; man kann daher sagen: 

Abb.8. 

Durch Parallelverschiebung der gegebenen Krafte P 
andert sich weder die GroBe noch die Richtung der Re
sultanten, nur ihre Lage wird eine andere. 

Bringt man in den auBersten Seilstrahlen Co C1 und C4 05 (Abb. 7) 
Krafte 3/ bzw. S5' an, die den in Abb. 8 bezeichneten Kraften SI und 
85 gleich und entgegengesetzt sind, und in den Punkten C1 • °2 , C3 , 

04 wieder die Krafte PI' P2 , P3 , P4 , so halten sich die Krafte P, 8/ 
uno Sr,' das Gleichgewicht. Dieses Gleichgewicht bleibt aber auch be
stehen; wenn man von dem starren Korper, an dem die Krafte wirken, 
so viel wegschneidet, daB nur noch ein materielles Vieleck Co C1 ••• C4 Cr, 
ubrig bleibt. Nimmt man des weiteren die Verbindungen der Stabe 
des erwahnten Vielecks in den Punkteu C gelenkartig beweglich an, so 
werden sich die Krii.fte P1 , S/ und S5' auch an einem solchen Stabeck 
noch im Gleichgewicht befinden. Die einzelnen Stabe eines Stabecks 
sind entweder gezogen oder zusammengedruckt, je nachdem die beiden 
gleichen, entgegengesetzten, an den Enden jedes Stabes wirkenden 
Krafte S entweder auseinander oder gegeneinander gerichtet sind. 
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Handelt es sich urn -lauter Zugkrafte/:J an aeH Stab en, wie in Abb. 7, 
so konnten letztere auch durch biegsame Seilstiicke ersetzt werden, 
man hatte dann ein Seileck. Das hat Veranlassung gegebon das Viel
eck Co C1 .••• iiberhaupt als Seileck oder Seilpolygon zu Bheichnen. 

Fiir die Konstruktion des Seilecks merke man sich folgerde, im 
obigen enthaltene Regel: 

Eine Seite des Seilecks, z. B. C~ C3 , verbindet diejenigen be~den 
Krafte, mit denen der Pol strahl 0 B311 C2 C3 in einem Punkte zusamm(';~
triilt, d. h. hier P2 und Ps, oder: In einem Punkt des Seilecks treilen ;3 
Krafte zusammen, die in der Polfigur ein geschlossenes Dreieck bilden, 
z. B. in C1 die im 6. B1 B2 0 enthaltenen Krafte P1 81 8 2 • 

Solche Seilpolygone spielen in der graphischen Statik eine 
groBe Rolle; wir wollen indessen hier nicht naher auf dieselben ein
gehen. SpateI' wird von ihnen noch weiter die Rede sein .. 

20. Graphische Gleicbgewichtsbedingungen fiir Krafte in einer 
Ebene. Fallt im: Krafteck (Abb. 8) der Endpunkt des Kraftezuges P 
auf den Anfangspunkt desselben, so ist damit zum Ausdruck gebracht, 
daB die Resultante R der Krafte P gleich Null ist, daB die auBersten 
Seiten des Seilecks C (Abb. 7), da sie einem und demselben Strahl des 
Kraftecks parallel gezogen wurden, einander parallel sind, und daB die 
in diesen auBersten Seileckseiten wirkenden, die gegebenen Krafte P 
ersetzenden Kriifte 8 gleiche GroBe und entgegengesetzte Richtung 
haben. Fielen nun die auBersten SeHeckseiten in eine und dieselbe 
Gerade, so fanden sich dam it die Krafte P zuriickgefiihrt auf zwei 
gleiche, in der namlichen Geraden wirke:J.de, entgegengesetzt gerichtete 
Krafte 8, also auf zwei Krafte, die im Gleichgewicht sind. Fallen aber 
die auBersten Seileckseiten n i c h t in ein und dieselbe Gerade, oder mit 
anderen Worten: ist das Seileck kein geschlossenes, so konnen auch 
die beiden die Krafte P ersetzenden Krafte 8 sich nicht aufheben, es 
konnen die Krafte P nicht im Gleichgewicht sein. DemgemaB hat 
man als graphische Bedingung des Gleichgewichtes fiir Krafte 
in einer starren Ebene: 

Es muB sowohl das Krafteck als auch das Seileck sich 
schlieBen. 

SchlieBt sich nur das Krafteck, nicht aber das SeHeck, so redu
zieren sich, wie erwahnt, die gegebenen Krafte P auf zwei gleiche, in 
parallelen Geraden enLgegengesetzt wirkende Krafte 8 oder auf ein 
sog. Kriiftepaar, eine Bewegungsursache besonderer Art, die wir spater 
eingehender betrachten. 

21. Graphische Zusammensetzung paralleler Kriifte. Diese laBt 
sich wieder mittels eines Seilecks leicht bewerkstelligen (Abb. 10, S. 26), 
es fallt hierbei nur das Krafteck in eine und die~elbe Gerade. Daraus 
folgt dn,nn unmittelbar del' Satz: 

Die Resultan te paralleler Krafte ist parallel den ge
gebenen Kraften und gleich ihrer algebraischen Summe, 
wobei die nach del' einen Richtung wirkenden Krafte als 
positiv und die nach del' entgegengesetzten Richtung wir
kenden als negativ zu bezeichnen sind. Die Resultante 
wirkt dann in dem Sinn, welcher durch ihr Vorzeich en an
gegeben ist. 
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1. Nehmen wir jetzt zwei parallele und gleich gerichtete Krafte PI 
und P2 und konstruieren mittels eines Seilecks die Resul tante R 
(Abb. 11), so ergibt sich 

Abb. 10. 

Oberdies hat man: 

f::"0lED""",f::,,OB1B2 und f::"02ED""f::,,OB2Bg' 

Daraus folgt: 
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Werden die entsprechenden Seiten diesel' Gleichungen' miteinander 
multipliziert, so erhlUt man: 

OlE B'2 B3 P2 

E02 = BIB2 = PI 

oder auch, wenn man die Abstande del' Krafte PI und P 2 von del' 
Wirkungslinie del' Resultanten R mit al bzw. a2 bezeichnet, 
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Es ist also die Resultante R d'er beiden pa,rallelen und gleich ge
richteten Krafte PI und P2 zwischen den letzteren gelegen und hat 
eine solche Lage, daB 

PIal =P2 a2 • 

2. Sind die beiden 
Krafte Pi und P'.l entge
gengesetzt gerichtet (Abb. 
12), so erhalt man 

R=Pi -P'.l 

und auf ahnliche Weise, 
wie vorhin, wieder die Be
ziehung 

PI ai = P2 a2 • 

Diesmal liegt aber R nicht 
zwischen P l und P'.l' 

3, Bei der KonBtruk
tion der Resultanten von 
zwei parallel en und entge
gerigesetzt gerichteten, g lei -
ch'en Kraften P ergibt sich 
R = 0, oder sagen wir un
endlich klein, und der 

------

o 

Abb. 12. 

Durchschnittspunkt D der beiden auBersten Seilpolygonseiten im Un
endlichen gelegen. Die Resultante eines Kraftepaares ware damit 
aine unendlich kleine und ferne Kraft, also keine wirkliche Kraft. 
Darum erfordern die Kraftepaare auch eine besondere Behandlung. 

22. Das Kraftepaar und seine Wirkung. Satze vom Kraftepaar. 
Den T-fOrmigen Steckschliissel, mit dem man das Ventil eines Hy
dranten affnet, bedient man in der Weise, daB man die beiden Enden 
des Querstiickes mit den Handen faBt und mit der einen zieht und 
mit der anderen gleich stark driickt, und zwar in paralleler Rich
tung. Das tut man ohne Dberlegung instinktiv und iibt dabei ein 
sogen. Kraftepaar aus, d. h. zwei gleich groBe, einander entgegen
gesetzte Parallelkrafte, die in einem gewissen Abstand voneinander 
angreifim. Die Schraubenspindel des Hydranten wird durch den be
schriebenen Handgriff gedreht, ohne daB eine seitliche Kraftewirkung 
auf die Spindel ausgeiibt wird. Das Kraftepaar sucht an einem 
frei beweglichen Karper eine reine Drehwirkung hervorzu
rufen. Freilich ist die Lage des Kraftepaares, das auf einen Steck" 
schliissel ausgeiibt wird, eine ganz spezielle; die Ebene, die man durch. 
die beiden Krafte des Paares hindurchgelegt denken kann, die sogen. 
Ebene des Kraftepaares, steht namlich auf der Drehachse des 
Steckschliissels senkrecht; diese Stellung gibt man der Ebene des Krafte
paares ebenfalls ganz instinktiv, indem man der Beweglichkeit des 
Steckschliissels, der nur um seine Achse drehbar ist, sich anpaBt. Man 
kann aber jetzt in Gedanken leicht vollends zu einem vollstandig frei 
drehbaren Karpel' iibergehen und erkennt die Richtigkeit der allge-
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meineren Aussage iiber die Wirkung des Kraftepaares. Was iibrigens 
an dem Steckschliissel eintritt, wenn die Ebene des ausgeiibten Krafte
paares schrag zur Achse des Schliissels steht, ist wohl an sich leicht 
zu vermuten - es tritt neben das Drehbestreben um die Achse des 
Schliissels eine Biegu:Q-g dieser Achse auf - wird jedoch dann erst 
vollkommen durchsichtig, wenn wir die Zerlegung von Kraftepaaren 
kennen gelernt haben. 

Wir haben jetzt noch die GroBe des Kraftepaares anzugeben, von 
der die Starke der von ihm ausgehenden Drehwirkung abhangt. Die 
Drehwirkung einer Kraft in bezug auf einen Drehpunkt wird durch 
das statische Moment der Kraft in bezug auf diesen Drehpunkt ge
messen. Nehmen wir nun in unserem obigen Beispiel den Drehpunkt 
auf der Achse des Steckschliissels und in der Ebene des Kraftepaares 
und bezeichnen mit r1 und r2 die senkrechten Abstande dieses Punktes 
von .den beiden Kraften P des PaarE;ls, so ist das statische Moment 
der beiden Krafte: 

M=Pr +Pr =P·a 12' 

wenn r 1 + 1'2 = a den senkrechten Abstand der beiden Krafte des 
Paares - den Eogen. Hebelarm des Kraftepaares - bedeutet; die 
beiden Anteile P1'1 und Pr2 drehen gleichsinnig und sind deshalb zu 
addieren. Wie sich a auf 1'1 "tmd 1'2 verteilt, ist gleicbgiiltig; es muB 
nur r 1 + r'.) = a sein.· 

Das Kraftepaar hat demnach folgende Hauptmerkmale: GroBe. 
SteHung, Drehsinn; sie .sind festgelegt durch das statische Moment, 
durch ,die SteHung derEbene der beiden Krafte und den Drehsinn; 
tiber den letzteren wird im Abschnitt 28 das Erforderliche vereinbart. 

Dber die Kraftepaare lassen sich einige Satze auf' dem Wege der 
Uberlegung ableiten. 

1. Satz: Ein Kraftepaar kann in seiner Ebene beliebig 
verschoben oder auch in eine Parallelbene versetzt und dort 
verschoben werden, ohne daB dadurch der Bewegungszustand 
des starren Korpers, an welchem das Kraftepaar wirkt, eine 
Anderu.ng erleidet. 

Wir beweisen zunachst, daB ein Kraftepaar in seiner Ebene parallel, 
verschoben werden darf. 

Es sei P(A1 A2 )P (Abb. 13) das gegebene Kraftepaar, A'l A''.) eine 
an beliebiger Stelle der Ebene des Kraftepaares gezogene Streoke gleich 
und parallel Al A'.), also Al A2 A''.) A'l ein Parallelogramm.· Bringt man 
nun in A'l und A'2 je zwei gleiche und direkt entgegengesetzte Krafte P 
gleich und parallel den Kraften P des gegebenen Kraftepaares an, so 
wird dadurch am Bewegungszustand de3 starren Korpers, an welchem 
das gegebene Kraftepaar wirkt, nichts geandert. Wir konnen aber jetzt 
die einmal durcbstrichenen Krafte P zusammensetzen zu einer Re
sultanten R1 = 2 P, welche zwischen ihren Komponenten, und zwar 
in gleichen Abstanden von denselben, also durch den Punkt C, hin
durchgeht. Ebenso liefern die zweimal durchstrichenen Krafte Peine 
Resultante R2 = 2P, welche gleichfalls durch C hindurcbgeht. Somit 
konnen die vier durchstrichenen Krafte P ersetzt werden durch die 
beiden einander gleichen und direkt entgegengesetzten Krafte Rl und 
RJ , woraus folgt, daB die genannten vier Krafte P sich aufheben. Es 
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bleiben daher nur noeh die in der Abbildung nicht durchstrichenen, das 
Kraftepaar (PA'1 A'2)P bildenden Krafte P ubrig. Letzteres Kraftepaar 
kann demgemaB das ursprunglich . gegebene ersetzen. Damit ist der 
Beweis geliefert, daB man ein Kraftepaar in seiner Ebene pa· 
rallel verschieben dad. 

Sieht man jetzt die Fig. 13 als eine perspektivische Zeichnung an, 
in welcher die samtlichen angedeuteten Krafte in senkrechter Lage zur 
Ebene des Parallelogrammes AIA2A'2A'] angenommen sind, so erkennt 
man sofort, daB das urspriinglich gegebene Kraftepaar P(A I Az)P er
setzt werden kann durch das in einer Parallelebene gelegene Krafte-

Abb.13. 

paar P(A'IA'2)' Somit ist es uberhaupt 
zulassig, ein Kraftepaar in eine Parallel

P ebene (zunachst parallel mit sich selbst) 
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Abb. 14. 

ZLl versetzen, ohne am Bewegungszustande des vom Kraftepaar ange
griffenen starren Karpel'S etwas zu andern. 

Gehen wir wieder von dem ursprunglich gegebenen Kriiftepaar 
P(AI A2)P aus, legen dureh die Mitte C von AIAz (Abb.14) nnter einem 
beliebigen Winkel qJ eine Gerade, tragen auf derselben die Strecken 

CA'I =OA1 

und CA'2= CAz 

ab, bringen in A'l und A'2 je zwei gleiche und direkt entgegengesetzte 
Kriifte P senkrecht zu A'l A'2 geriehtet an, so wird dadureh der Be
wegungszustand des starren Karpel'S nicht geiindert. Nunmehr kannen 
die einfaeh durchstriehenen Krafte P zu einer durch Dl gehendon, in 
der Halbierungslinie CDI des Winkels A I CA'I wirkendon Rosultanten RI 
zusammengesetzt werden, ebenso die doppelt durchstrichenen Krafto P 
zu del' Resultanten R z in der Rich tung C D2 wirkend. Da abel' R z = R I' 

80 heben sieh aIle vior durchstrichenen Krafte P auf. Es bleibt also 
nur noch das Kraftepaar P( A'l A'~) P ubrig, woraus folgt, daB diesos 
das urspriinglich gegebene Kriiftepaar P(AIA~)P ersetzen kann, und 
daB man demgemaB oin KriHtepaar tatsachlich um den Mittelpunkt 
seines Hebelarmes belie big in seiner Ebene drehen darf. Wenn man 
abel' ein Kraftepaar parallel versehieben und dann noeh um einen be
liebigen Winkel in seiner Ebene drehen kallll, ohne den Bewegungs-

1 
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zustand des starren Karpel's, an welchem das Kriiftepaar wirkt, da
durch zu andern, so heiBt das nichts anderes als: 

Man dad das Kraftepaar in seiner Ebene beliebig ver
schieben, ohne damit den Bewegungszustand des von dem 
Kraftepaar angegriffenen starren Karpel's zu andern. 

Zudem ist es nach dem, was wir oben gefunden haben, erlaubt, 
das Kraftepaar in eine Parallelebene zu versetzen. In diesel' kann es 
dann wieder beliebig verschoben werden. 

2. Satz: Ein Kraftepaar kann durch ein anderes, in del' 
gleichen Ebene gelegenes Kraftepaar ersetzt werden, wenn 
letzteres dasselbe Moment besitzt wie ersteres. 

Um zu beweisen, daB das Kraftepaar Q(Bl B21 Q (Abb. 15) dieselbe 
Wirkunghat wie das KraftepaarP(Al A2)P, wenn Q.(B1 B 2 )=P(A,A2 ), 

odeI' wenn Q. b = P a, tragen wir von .A 2 aus in del' Verlangerung von 
Al A2 die Strecke A2 B ab gleich b, bringen in A2 und B senkrecht zu 
A2B je zwei gleiche und direkt entgegengesetzte Krafte Q an nnd 
setzen die durchstrichenen, nach oben gerichteten Krafte P und Q zu
sammen zu einer Resultanten R = P + Q. Diese Resultante R, welche, 
parallel den Komponenten P und Q, nach oben gerichtet ist, geht mit 

R=P+a-
Q 

p b Bz B, 

a- II 

a 
b B 
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Abb. 15. 

Rucksicht darauf, daB del' V oranssetzung nach p. a = Q. b ist, durch 
den Punkt Az hindurch, sie hebt also die beiden ebenfalls in A2 wirken
den, nach unten gericbteten Kriifte P und Q auf; ubrig bleiben daher 
nul' die beiden, das Kraftepaar Q (A2 B) Q bildenden Krafte Q. Dem
gemaB ersetzt auch dieses Kriiftepaar Q(A2B)Q vom Momente Q.b das 
Kraftepaar P(A 1 A2 )P vom Momente p. a, womit del' oben ausgesprochene 
Satz bewiesen ist. 

Durch Angabe des Momentes des Kraftepaares und del' Ebene, 
parallel welchel' das Kraftepaar zu wil'ken hat, ist daher ein Krafte
paar vollstandig bestimmt. 

23. Zusammensetzung von Kraftepaaren, welche in der gleichen 
Ebene oder in Parallelebenen gelegen sind. Es seien zunachst die 
beiden in einer Ebene odeI' in Parallelebenen gelegenen Kraftepaare 
von den Momenten + P a und + Q b zusammenzusetzen. 
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Das Kraftepaar + Qb (Abb.16) konnen wir ersetzen dumh das 
Kraftepaar + Q' a, wobei eta = Qb sein mu(3, hierauf verschieben wir 
das Kraftepaar Q' a, bis die Wirkungslinien der Krafte P und Q' sich 
decken, und setzen die in 
einer und derselben Geraden 
wirkenden Krafte P und Q' 
zusammen je zu der Resul-

. tanten R = P + Q'; damit 
erhalt man aber ein Krafte
paar vom Moment 

Ra=(P+ Q')a=Pa+Q'(6 

=Pa+Qb. 

Hatte. man die Kraftepaare 
+Pa und - Qb zusammen
zusetzen gehabt, wiirde sich 
in ahnlicher Weise ein resultierendes 
Momente 

Abb. 16. 

Kriiftepaar ergeben haben vom 

Ra=(P- Q')a=Pa- Q'a=Pa- Qb. 

DemgemaB ist der Satz erwiesen: 
Zwei Kraftepaare, die in der gleichen Ebene oder in Parallelebenen 

wirken, lassen sich ersetzen dmch ein einziges, in derselben Ebene bzw. 
in einer Parallelebene gelegenes Kraftepaar, dessen Moment gleich der 
algebraischen Summe der Momente der gegebenen Kraftepaare ist. 

Daraus folgt weiter: 
Beliebig viele Kraftepaare, die in der gleichen Ebene 

oder in den Parallelebenen eines Korpers gelegen sind, lassen 
sich vereinigen zu einem einzigen resultierenden Kraftepaar, 
dessen Ebene parallel den Ebenen der gegebenen Kraftepaare 
ist und dessen Moment durch die algebraische Summe der 
Momente dieser Kraftepaare angegeben wird. 

24. Reduktion von Kraften in einer Ebene. Beliebige Krafte in 
einer Ebene k6nnen nach 19 mit Hilfe des Seileckes zu einer Resul
tierenden oder in besonderem Fall zu einem Kraftepaar vereinigt werden, 
wodurch das Kraftebild vereinfacht und iibersichtlicher gemacht wird. 
Die durch Zeichnung gefundenen Kriifte ersetzen die gegebenen Krafte 
vollstandig hinsichtlich des Gleichgewichtes oder des Bewegungszustandes. 

Auf analytischem Wege verschafft man sich eine t"bersicht und 
ein vereinfachtes Kraftebild, indem man die Krafte auf einen beliebigen 
Punkt, das sog. Reduktionszentrum (Bezugspunkt), reduziert, ein 
Punkt, dem vorerst keine physikaliEch-mechanische Bedeutung zukommt. 

Wir nehmen in der Ebene der Krafte P1 P2 Pg P4 Fig. 17 einen 
beliebigen Punkt 0 als Reduktionszentrum an, ziehen durch 0 Pa
rallelen mit den Wirkungslinien der gegebenen Krafte P und bringen 
auf jeder dieser Parallelen in 0 zwei der betreffenden Kraft P gleiche 
und einander entgegengesetzte Krafte an. Dadurch erfahrt der Gleich
gewichts- oder Bewegungszustand des von den gegebenen Kraften er
griffenen starren K6rpers keine Anderung. Wir haben jetzt in Abb. 17 
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vier in 0 angreifende, nach Richtung und GroBe mit den vier gegebenen 
Kriiften iibereinstimmende Krafte und vier durch romische Ziffern ge
kennzeichnete Kraftepaare; die ersteren lassen sich ersetzen durch eine 
einzige, 0 angreifende Resultante B o' die sog. Reduktionsresultante, 
die Ietzteren nach 23. durch ein resultierendes Kraftepaar vom Moment 
Mo. das sog. Reduktionsmoment. Das Wort: Reduktionsmoment 
darf man beniitzen, weil nach 22 die Wirkung des resultierenden Krafte
paares durch sein statisches Moment gemessen wird. Physikalisch be
deutet die Reduktion der gegebenen Krafte auf den Punkt 0, daB 
Reduktionsresultante und -Moment die gegebenen Krafte in ihrer 

------~----
Abb. 17. 

Wirkung auf den Gleichgewichts- oder Bewegungszustand des belasteten 
Korpers ersetzen kannen odeI' mit ihnen in Gegenwirkung gebracht sie 
aufheben, ihnen das Gleichgewicht halten. 

Aus diesel' letzten Bemerkung IaBt sich ein wichtiger Schlug ziehen. 
Zunachst ist daran zu erinnern, das die Reduktionsresultante Bo nach 
einer in 1~) gemachten Bemerkung die gleiche GroBe und Richtung hat, 
wie die tatsachliche Resultante B der gegebenen Krafte, die in Abb. 1 7 
gestrichelt eingetragen ist und dmen senkrechter Abstand von 0 mit l' 
bezeichnet sei. Man fi1ge nun am belasteten Karper zu del' Reduktions
resultant en und dem Reduktionsmoment die Gegenresultante B' del' 
gegebenen Krafte in ihrer tatsachlichen Wirkungslinie hinzu, dann be
steht Gleichgewicht, d. h. u. a. der ruhend gedachte Korper bleibt in 
Ruhe und areht sich urn keinen Punkt, auch nicht um 0, welcher 
Punkt im iibrigen vallig willkiirlich angenommen war. Daher muB das 
statische Moment der Gegenresultanten mit dem Reduktionsmoment Mo 
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und daher auch mit dem gleichwertigen Moment der gegebenen Krafte 
in bezug auf 0 im Gleiehgewicht sein; die algebraisehe Summe dieser 
Momente um 0 verschwindet: 

-R'.r+1JPiai=O oder R'.r=1JPi ai , • .. (5) 

wo i = 1, 2, 3 . . . ist. Das statisehe Moment der Gegenresultanten 
R' . r ist von dem Moment der Resultanten Mo nur dureh den Dreh
sinn, d. h. dureh das Vorzeiehen versehieden; die GroBe beider ist gleich. 
Die letzte Gleichung besagt also auch: Das statische Moment der 
Resultanten versehiedener Krafte in einer Ebene in bezug 
auf einen beliebigen Punkt ist naeh GroBe und Drehsinn 
gleich der algebraischen Summe der Momente del' Kompo
nenten fiir den gleiehen Punkt. 

1m allgemeinen liefern die gegebenen Krafte P in bezug auf ein 
beliebiges Reduktionszentrum 0 ihrer Ebene eine Reduktionsresultante 
Ro und ein Reduktionsmoment Mo' 1m einzelnen sind daher drei 
Falle Zu unterscheiden: 1. M 0 = 0 und R ~ 0; 2. Mo ~ 0 und Ro = 0; 
3. Ro=O und Mo '. O. 

Die Bedeutung der FalIe 1. und 2. ist erst in der Dynamik zu 
erortern ~ sie entspreehen einer reinen Parallelverschiebung bzw. einer 
reinen Drehung der starren Ebene. Die dritte Moglichkeit besagt, daB 
die gegebenen Krafte in bezug auf jeden beliebigen Punkt 0 ihrer 
Ebene keine Kraftwirkung und keine Momentwirkung ergeben. Unter 
diesen Umstanden miissen die gegebenen KriHte im Gleiehgewieht sein; 
m. a. W. die starre Ebene wird in Ruhe oder in gleichformiger Be
wegung verharren. Es geniigt sogar schon, daB das Gesagte fiir einen 
einzigen Punkt der Ebene erfiillt ist. 

25. Die analytischen Gleichgewichtsbedingnngen fur Krafte in 
einer Ebene. Analytische Bestimmung der Resultanten. Wir erhalten 
also fiir das Gleichgewicht von Kraften, die in einer Ebene wirken, 
zwei Gleichgewichtsbedingungen: es muB fUr einen Punkt 0 der Ebene 
der Krafte sowohl die Reduktionsresultante Ro = 0, als auch das Re
duktionsmoment 1Jfo = 0 sein. Durch eine einzige Kraft oder durch 
ein einziges Kraftepaar lassen sieh die gegebenen Krafte im allgemeinen 
offenbar nieht ersetzen, weil die Reduktionsresultante nur dureh eine 
entgegengesetzte Kraft und ein Reduktionsmoment nur durch ein ent
gegengesetztes Moment von gleicher GroBe aufgehoben werden kann. 

Soll nun die Reduktionsresultante im Punkt 0 versehwinden, so 
muB naeh 13 die algebraisehe Summe der' Komponenten der auf 0 
mduzierten Krafte P naeh zwei dureh 0 gehenden reehtwinkligen Ko
ordinatenaehsen gleieh Null sein, oder" was auf dassel be herauskommt, 
es muG die algebraisehe Summe der Komponenten del' gegebenen Krafte 
naeh zwei aufeinander senkrechten Aehsen sieh gleich Nun ergeben; 
gemaB Mo = 0 muG ferner die algebraisehe Summe samtlieher in Abb.17 
romiseh bezifferter Kraftepaare gleieh Null sein. 

Wir bereehnen zuerst die Reduktionsresultante und das Reduk
tionsmoment. Die in einer Ebene wirkenden Krafte P werden auf ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen, das durch den beliebigen 
Punkt 0 in del' gleiehen Ebene gelegt ist. Uber die Wahl des Koor
dinatensystems vgl. Fig 18 und 12. Die Krafte sind dureh ihre GroBe 

Au tenriet h - E ns s lin. Mechanik. 3. Auf!, 3 
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P l P',J ... und ihren Richtungswinkel /Xl ('(2' •• ai gegen die + x-Aehse 
und durch die Koordinaten ihre3 Angriffspunktes (X1Yl)' (X2 Y2) .•. (XiYi) 
gegeben; ihre Resultante habe die GroBe R, del' ge3uchte Richtungs
winkel von R sei g;; die Koordillaten des gesuchten Angriffspunktes 
von R seien (xo Yo)' Auf die Koordinaten des Angriffspunktes kommt 
es indes, wie schon in 17 bemerkt, nicht an, sondel'll einzig auf die 
Lage del' Wirkungslinie. Es wird sich in Dbereinstimmung hiermit 
herausstellen, daB man unter den (Xi Yi) sich nicht bestimmte Pun k t e 
vorzustellen hat, sondel'll die laufenden Koordinaten del' Wirkungslinie 
einer Kraft. VOl' erst sehe man jedoch (Xi yJ als Koordinaten eines. 
Punktes an, in dem Pi angreift. 

Wir wahlen den Koordinatenanfang 0 als Reduktionszentrum und 
denken uns dort zu jeder Kraft Pi zwei ihr gleichgroBe und einander 
entgegengesetzte Krafte angebracht, die zu Pi parallel sind. Die KraJte 
sind nach ihren Komponenten Xi und Yi nach den Koordinatenachsen 
zerlegt. Fur die Reduktionsresultante Ro hat man nach 12 

X = Ro cosg; = L: Pi COSUi , 

Y =Ro sin g; = ~ Picosai , 

R =~/X2 -l-Y~' o Y I ' 
eosg;=XjRo; 

1 . (6) 

sing; = YjRo' J 
wobei in den Ausdrucken von cos g; und sin g; fiir X und Y die algebraischen 
Werte zu nehmen sind, wahrend dem Ro sein Absolutwert zu geben ist. 

Die tatsachliche Resultante R hat, wie schon in 24 bemerkt, die 
gleiehe GroBe und Riehtung wie die Reduktionsresultante Ro' Es fehIt 

nur noeh die Kenntnis ihrer L age sowie 
des Drehsinnes ihres statischen Momentes 

\ 
\ x' 

+ 

Abb. 18. 

+x 
in bezug auf das Reduktionszentrum O. 
Die Lage ist bekannt, wenn man den Ab
stand del' Wirkungslinie del' Resultanten R' 
vom Punkt 0 angeben kann, was mit Hilfe 
des Satzes in 24 gesehieht: Das statisehe, 
Moment der Resultanten versehiedener 
Krafte in einer Ebene in bezug auf einen 
beliebigen Punkt diesel' Ebene ist naeh 
GroBe und Drehsinn gleieh del' algebrai
sehen Summe del' Momento del' Kompo
nenten fUr den gleiehenPunkt; dal'llaeh lautet 
die Momentengleiehung fUr den Punkt 0 

]}Io=R·r= P l a1 + P',J a2 + ... = ,EPiai 

odeI' mit Anwendung des letzterwahnten Satzes auf die einzelneIL 
Krafte bzw. deren Komponenten, von denen in Abb. 18 Pi mit Kom
ponenten Xi und Yi gezeiehnet ist: 

.1Jfo = R·r= (Yl Xl - X1y l ) + (Y2 X 2 - X 2 Y2) + ... 
=~(Yixi-XiYi)' . . . . . . . .. (7) 

Die Identitat del' beiden letzten Gleiehungen laBt sieh aueh an
sehaulieh aus Fig. 18 ableiten, aus del' z. B. fur die Kraft Pi abge": 
lesen wird 
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YiX i ~ XiYi =PiSinCCi'Xi - PiCOSCCi'Yi 

= Pi (Xi sin eei - Yi cos ((i) 
=Pi (ac - (;b)=Pia i • 

35 

Die Berechnung del' Resultanten und des resultierenden Momentes 
geht nun folgendermaBen VOl' sich: Aus Gl. (6) ergibt sich die Resul
tante naeh GroBe R und Riehtung q;. Aus Gl. (7) findet man sodann 
das Reduktionsmoment ~iJ:fo nach GroBe und Vorzeichen, d. h. Drehsinn. 
Mit Hilfe del' schon gefundenen Resultanten R laBt sieh darauf del' 
Abstand r del' Resultanten R vom Reduktionszentrum 0 berechnen; 
es ist r = Mol R. An einem um 0 mit Halbmessel' r beschriebenen 
Kreis ist R in del' Richtung q; als Tangente so anzutragen, daB der 
vorgeschriebene Drehsinn eingehalten ist; ist z. B. Mo positiv gefunden, 
so heiBt das laut friiherer Vereinbarung, daB R urn 0 im Uhrzeiger
sinn dreht. 

Man wird nun anfanglich glauben, es sei moglich, den Angriffs
punkt Xo Yo del' Resultanten zu bestimmen. Sucben wir demgemaB 
nach Gleichungen fiir Xo und Yo' Wir mogen abel' suchen, wie ,vir 
wollen; es bietet sieh nur eine einzige Gleichung dar: Die Momenten
gleichung der Resultanten R um 0, die zufolge Gl. (7) lautet 

R·r=Yxo-Xyo 

= ~ (Yi xi - Xi Yi) . 

Aus diesel' einzigen Gleichung kannen jedoch Xo und Yo nicbt ge
trennt berechnet werden. Die Gleichung stelIt nur eine Beziehung 
zwischen Xo und Yo dar. Es ist also kein Punkt angebbar, sondeI'll 
bloB ein geometrischer Ort, auf 
dem Xo Yo liegt. Weil die Glei- -c-y 
chung in Xo und Yo vom 1. Grad 
ist, so ist. der geometrische Ort 
eine gerade Linie, die Wir-
kungslinie von R mit den lau
fenden . Koordinaten Xo und Yo' 
Hierd\lrch wird nur bestatigt, 
was :iu erwarten war (s. S. 21), 
daB namlich an einem stanen 
Karper fiir eine Kraft kein An-
griffspunkt, sondeI'll nur die An-
griffslinie in Betracbt kommt, 
wenn es sich um Gleichgewicht 
odeI' Bewegung handelt. 

+.:1' 

Abb.19. 

Die Gleichgewichtsbedingungen fiir Krafte in einer Ebene 
lauten schlieBlich zufolge dem eingangs Erwahnten: 

Ro=O und J.v1o=O 

oder ~Xi=O; L'Yi=O; ~(Yixi-XiYi)=O .•. (6 a) 
SoU die Resultante von parallelen Kriiften bestimmt werden, so 

kann man unter Benutzung eines linkshandigen 'Koordinatensystems 
die x-Achse senkrecht zu den gegebenen Kraften wahlen und den + X - Zweig nach rechts gehen lassen. Del' + y -Zweig geht dann nach 

3* 
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unten. Die gegebenen Krafte PI P2 PS P4 (Abb. 19, S.35) wirken im Ab
stand 0, a1 aS a4 vom Reduktionsze~trum 0; die Resultante R ist nach (6) 

R=Ro=P1-P2+P3-P4=~Pi' 

Die Resultante paralleler Krafte ist also parallel den 
gegebenen Kraften und gleich ihrer algebraischen Summe. 

Die. Resultante R befinde sich im Abstand Xo von 0; wir er
mitteln Xo mit Hilfe des Momentensatzes: 

R·xO =P1 ·O - P2 a2 + P3aS -P4 a4 • 

Hieraus findet sich die GroBe von Xo und uberdies das V orzeichen 
des Momentes R· x O' womit auch noch del' Drehsinn des Momentes 
von R urn ° festgelegt ist. 

26. Weitel'e Betl'achtungen. Findet man, daB fur einen in del' 
Ebene del' Krafte gewahlten Punkt 01 die Summe del' statischen Mo
mente del' Krafte P Null ist, so ist del' Fall einer ZuruckfUhrung del' 
Krafte P auf ein KriHtepaar ausgeschlossen, indem die algebraische 
Summe del' statischen Momente del' Krafte eines Kraftepaares in Be
ziehung auf jeden in del' Ebene des Krliftepaares gelegenen Punkt 
sich stets gleich dem Moment des Kraftepaares ergibt und daher, wenn 
die gegebenen Krlifte P sich auf ein Kraftepaar reduzierten, die Summe 
ihrer statischen Momente in Beziehung auf den gewahlten Punkt 0 
nicht = 0 sein konnte. Es konnten also im vorliegenden FaIle die 
Krafte P sich nul' noch entweder auf eine durch den angenommenen 
Punkt 01 gehende Resultanbe reduzieren odeI' die Krafte P muBten 
im Gleichgewicht sein. 

Ware fUr einen zweiten Punkt 02 die Summe del' statischen Mo
mente del' Krafte P ebenfalls = 0, so ware damit das Gleichgewicht 
der Krafte P immer noch nicht bedingt, es konnte ja die Resultante 
del' Krafte P durch 01 und durch 02 hindurchgehen. 1st abel' fUr 
einen dritten Punkt 03' welcher mit den beiden Punkten 01 und 02 
nicht in einer Geraden liegt, die Momentensumme wieder = 0, so 
muB notwendigerweise Gleichgewicht stattfinden. Wir konnen also die 
Gleichgewichtsbedingungen fUr Ki'afte in del' Ebene auch 110ch in' 
anderer Form ausdri'wken, als weiter oben geschehen ist, indem wir 
sagen: 

1m Fa1le des Gleichgewichts muB die algebraische 
Summe del' statischen Momente del' gegebenen Krafte P in 
Beziehung auf drei in del' Ebene del' Krafte befindliche, 
nicht in einer und derselben Geraden, sonst abel' beliebig 
gelegene Punkte je gleich Null sein. 

Findet man ein anderes Mal, daB die algebraische Summe del' 
Komponenten del' Krafte P nach zwei angenommenen, aufeinander 
senkrl'chten Koordinatenachsen = ° ist, die algebraische Summe del' 
statischen Momente del' Krafte P in Beziehung auf einen in del' 
Koordinatenebene gelegenen Punkt ° abel' = M, so ist darnit erwiesen, 
daB die Krafte P sich auf ein Kraftepaar vom Moment ]J{ reduzieren. 
Tatsachlich ist fiir die Krafte des Kraftepaares die algebraische Summe 
ihrer Komponenten nach jeder Achse = ° oder, was dasselbe, die 
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algebraische Summa del' Projektionen del' Krafte auf jede beliebige 
Achse = 0, womit R = ° sich ergibt. 

Da abel' Rr=M, so wird 
M M 

r=]f=-O=oo. 

Das steht im Einklang mit dem, was friiher beziiglich des Knafte
paares gesagt wurde, daB namlich die Resultante eines Kraftepaares 
eine unendlich kleine und ferne Kraft sei. 

§ 4. Zusammensetzung von Kraften, welche an einem starren 
Korper in verschiedenen Punkten und in beliebigen Richtungen 

wirken. 

27. Zusammensetzung beliebiger Kraftepaare. Es seien zunachst 
nul' die beiden Kraitepaare P(A1 A2)P vom Moment Ml =P·a und 
Q(Bl B 2) Q vom Moment M2 = Q. b, welche in den sich schneidenden 
Ebenen I und II (Abb. 20) wirken, zusammenzusetzen. Zu diesem Zweck 
tragt man auf del' Durchschnittslinie del' beiden Ebenen I und II die 
beliebige Strecke AoBo = c auf und ersetzt die gegebenen Kraftepaare 
durch die Kraftepaare PI(AoBo)p' und QI(AoBo)Q', odeI' pl·c und 
Q'. c, wobei p'. c = Pa und Q' c = Qb sein muB, bestimmt hierauf die 

c 
(j' _ Bo 
/// //--

R'.i--::~ ___ p' 

Abb. 20. 

Resultanten R' del' in Ao und Bo angreifenden Krafte p' und Q', 
dann bilden diese beiden Krafte R', wie leicht zu erkennen ist, ein 
Kraftepaar R'(AoBo)R', das gesuchte resultierende Kraftepaar. 

Handelt es sich urn eine ganze Reihe von Kraftepaaren, die in 
verschiedenen, sich schneidenden Ebenen wirken, so konnte man je 
zwei nach dem soeben erlauterten Verfahren zusammensetzen und auf 
diese Weise schlieBlich das resultierende Kraftepaar erhalten, es ist 
indessen zweckmaBiger, sich del' folgenden, von Poi n sot angegebenen 
Methode zu bedienen. 



38 Statik. Die Zusammensetzung und das Gleichgewicht der Krafle. 

Zur Begriindung dieser Methode wird nachstehendes angefiihrt:. 
Es stelle P(A1 A2)P in Abb. 21 ein gegebenes Kraftepaar vom Mo

ment M=P(Al~)=Pa vor. In einem beliebigen Punkt C der Ebene 
des Kraftepaares errichte man ein Lot und trage 
auf diesem Lot von C aus nach der Seite hin, von 
der aus das gegebene Kraftepaar im Uhrzeigersinn 
drehend erscheint, eine Strecke (Vektor) CD ab, 
der man so viel willkiirlich wahlbare Langenein

=PU,ds) heiten gibt, als das Moment p. a MaBeinheiten hat, 
~-H~ dann bestimmen Richtung und GroBe der Strecke 

CD vollstandig das gegebene Kraftepaar. Dabei 
nennt man die Gerade CD die Achse des Krafte
paares und die Richtung CD, durch die der 
Drehungssinn des gegebenen Kraftepaares angegeben 

Abb.21. wird, die Achsenrichtung de3 Kraftepaares; durch 
Achsenri.chtung und Moment ist daher ein Krafte
paar vollstandig" bestimmt. 

Sollen jetzt wieder die Kraftepaare P(A1 A.~) P vom Moment Ml = P a 
und Q(BlB,J)Q vom Moment M2 = Qb (Abb. 20) zusammengesetzt werden, 
so errichtet man in Ao (Abb. 20) auf den Ebenen I und II Lote AoP" 
und Ao Q", tragt auf diesen Loten die die gegebenen Kraftepaare nach 
Poinsot darstellenden Strecken AoP" = Ml und AoQ" = M'J ab, zeichnet 
das Parallelogramm P" AoQ" B", zieht in demselben die Diagonale AoB", 
dann stellt die letztere, als Achse eines Kraftepaares aufgefaBt, die 
Resultante der Kraftepaare P(A l A2)P und Q (Bl B 2) Q vor. Der Beweis 
hierfiir ist folgender: 

Winkel P"AoP' = 90 0 ; Winkel Q"AoQ'= 90 0 ; somit Winkel 
P"AoQ" = Winkel P'AoQ'. Ferner Strecke AoP" = Ml = P·a=P'· c; 
Strecke AoQ"=M2 =Q·b=Q'.c, daher ParaUelogramm P"AoQ"B" 
ahnlich dem Parallelogramm P'AoQ'B' und demgemaB: Diagonale 
(AoB") = B' . c = M. 

Durch die Lange AoB" ist also tatsachlich das Moment M des 
resultierenden Kraftepaares B'(AoBo)R' angegeben. Da aber AoB" 
senkrecht steht auf AoB' und damit auf der Ebene des resultierenden 
KraftepaaresB'(AoBo)B', so bestimmt die Parallelogrammdiagonale AoB", 
auch die Ebene des resultierenden Kraftepaares. Man bemerkt nun 
weiter, daB, wenn man vom Punkte R" gegen Ao hin sieht, das resul
tierende Kraftepaar B'(AoBo)R' tatsachlich von links nach rechts dreht, 
es bringt daher die Richtung AoB" der Diagonalen AoB" auch den 
Drehungssinn des resultierenden Kraftepaares richtig zum Ausdruck. 
Mit einem Worte: Die Diagonale AoR" des aus den Momentenstrecken Ml 
und M2 konstruierten Parallelogramms gibt vollstandig das resultierende 
Kraftepaar an. Hieraus konnen wir aber den allgemeinen Satz ent
nehmen: 

Man kann Kraftepaare genau wie Krafte zusammen
setzen, wenn man die Kraftepaare nach der Vorschrift 
Poinsots darstellt und die betreffenden Momentenstrecken 
wie Kraftstrecken ansieht und zusammensetzt. Dabei ent
spricht der Fall von Kraftepaaren, welche in beliebigen 
Ebenen gelegen sind, dem Fall von Kraften, die aIle einen 
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und denselben Punkt angreifen, und der Fall von Krafte
paaren in der gleichen oder in Parallelebenen dem Fall von 
Kraften, in einer und derselben Geraden wirkend. 

28. Reduktion del' Kraftl'. Ein starrer Korper werde in den 
Punkten AI' A2 , A3 .. , Ai von den Kraften PI' P2 , P3 ... Pi angegriffen. 
Die Koordinaten der Angriffspunkte A in Beziehung auf ein beliebig 
angenommenes rechtwinkliges Koordinatensystem seien Xl YI 21 ; X 2 Y2 22 ; ••• 

Xi Yi Zi und die Winkel der Krafte P mit den positiven Zweigen der 
Koordinatenachsen Ci l fJlYl; 1X2 fJ2Y2; •.• CiifJiYi' alsdann ergeben sich 
die Komponenten der KraJte P nach den Koordinatenachsen: 

~=~~~; ~=~~~; ~=~~~ 

• .. • • • • • "" "" .. 'I> • • • ,. • .. • • • 

Bringt man jetzt, der Kraft PI entsprechend, in den Punkten 0, 
Bl und 01 (Abb. 22) (welche Punkte man in fester Verbindungmit dem 
starren Korper sich zu denken hat), so wie Fig. 22 zeigt, die einander 
gleichen und direkt entgegengesetzten, den Komponenten Xl Y1 Zl der 
Kraft PI gleichen und parallelen Krafte Xl YI ZI an, so wird dadurch 
am Bewegungszustande des starren Korpers nichts geandert. Damit 

+z 

hat man aber statt der Kraft PI nunmehr die drei im Ursprung 0 
wirkenden Komponenten Xl' YI , Zl der Kraft PI nach den Koordinaten
achsen sowie die in del' Fig. 22 durchstl'ichenen 6 Kl'aftepaare. In 
gleicher Weise erhalt man an Stelle der iibrigen Krafte P2 , P3 " • 

del'en nach 0 parallel versetzte Komponenten X 2 , Y2 , Z2; X 3 , Y3 , Z3; ... 
und je 6 Kl'aftepaal'e. Man vereinigt nun die in einer und derselben 
Koordinatenachse wirkenden Krafte je zu einer Resultanten, wobei 
sich el'gibt: 
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x = Xl + X 2 + Xs + ... = 2J Pi cos ai 1 
Y = Y1 + Y2 + Ys -+- ... = 2J Pi COS Pi J' 
Z = Zl + Z2 + Zs + ... = 2JPi cos Yi 

.•. (8) 

und setzt schlieBlich die drei Krafte X Y Z wieder zu einer Resultanten 

(9) 
zusammen. 

Es lassen, sich aber auch die vorhandenen Kraftepaare zusammen
setzen, wobei man zunachst diejenigen vereinigt, deren ~benen auf einer 
und derselben Koordinatenachse senkrecht stehen. So liefern die senk
recht zur x-Achse, also in Parallelebenen wirkenden Kraftepaara ein 
resultierendes Kraftepaar, dessen Moment M x durch die algebraische 
Summe der Mom!lnte der einzelnen Kraftepaare angegeben wird, wobei 
die Momente derjenigen Kraftepaare als positiv bezeichnet sind, welche, 
von einem auf dem +-Zwoig der x-Achse gelegenen Punkte aus in der 
Richtung gegen den Ursprung 0 hin angesehen, in positivem Sinn, 
d. h. von links nach rechts drehend erscheinen. DemgemaB hat man: 

Mx = (ZlY1 - Y1Zl ) + (Z2 Y2 -Y2 Z2 ) + .,. =2J (Z;y; - YiZi ) ) 

desgleichen ergibt sich: l (10) 

My (X1 Z 1 -Z1 X l ) + (X2 Z2 -Z2 X 2)+··· 2J(Xi Z;-Zi X i). J .. 
M z - (Y1 Xl -Xl Y1) + (Y2 x 2 - X2Y~) + ... - 2J(Yi X i -XiYi) 

. Damit sind die samtlichen Kraftepaare zurlickgefiihrt auf nur drei 
Kraftepaare, deren Ebenen senkrecht stehen auf den Koordinatenachsen 
und deren Momente durch die 'Werte von M x' My, M z angegeben 
werden. Tragt man daher behufs der graphischen Uarstellung dieser 
drei Kraftepaare vom Ursprung 0 (Abb. 23) des Koordinatensystems 
aus auf den Koordinatenachsen die Momente M x' My, M z in einem 
beliebig gewahlten MaBstab als .~trecken ab, und zwar je na,ch deren 
V orzeichen auf der positiven oder negativen Seite der Koordinaten
achsen, konstruiert liber den Strecken jvI , Jll ,M ein Parallelepiped 
und zieht von 0 aus die Diagonale 0 M de~ let~ter;n~ dann steUt diese 
Diagonale O.ll{, deren Lange wir mit M bezeichnen wollen, die Resul
tante del' Kraftepaare M x' M , M. in vollstandig bestimmter Weise vor: 

Das Moment des resulbierenden Kraftepaares 1) ware demgemaB 
ausgedrlickt durch 

M=YMx2+My2+Mz2 . ...... (11) 

Damit sind jetzt die samtlichen Krafte P zuriickgeflihrt auf eine darch 
den Punkt 0 gehende Kraft Eo mid ein Kraftepaar M. 

Wir sind hier veranlaBt, dem Begriff des statischen Momentes einer 
Kraft in bezug auf einen Punkt einen weiteren hinzuzufugen: den des 
statischen Momentes einer Kraft in bezug auf eine Achse. 

Die Kraft P l in Abb. 22 vermag nul' mit ihron Komponenten Y 1 

und Zl eine Drehwirkung urn die X - Achse auszuliben, und zwar mit 

') 1m Hinblick auf Spateres vergegenwartige man sich den besonderen Fall, 
daB nul' P, wirkt, wie in Abb. 22. Dann folgen M"" Jl1y, M z aus (10) und das 
resultierende Kriiftepaar Jl1 isb das Moment von P, in bezug auf den Punkt O. 
HierfUr wird im Anhang 334 der vektorielle Ausdruck angegeben. 
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dem statischen Moment Zl' Yl - Y1 . Zl • Die x-Komponente von PI da
gegen iibt keine . Drehwirkung um die x-Achse aus. Die Drehwirkung 
der Kraft P um die x-Achse bezeichnen wir von jetzt ab als das sta
tische Moment der Kraft P in bezug auf die Achse der x. All
gemein findet man demnach das statische Moment einer Kraft P in 
bezug auf eine zu P windschiefe Achse BB (Abb. 24.). wie ,folgt~ Man 
projiziere P auf eine zur Achse BB normale Ebene; die Projektion sei 
P'. In bezug ;auf den Schnittpunkt 0 der Achse BB mit·der Projek
tionsebene besitzt p' ein statisches Moment, gleich pI mal senkrechter 
Abstand zwischen P' und O. Dies ist das gesuchte Moment. In Abb. 22 

+.11 
p' p 

_ .. _--------\ 
" /1 ,. I I , ' , , ' 

r~ --:;-.-- :/ . )~ . 
:0 4: 
: : 

~. ~----- ------

4--~ 
B + B A ' 

+-X 

:~A :. 
I ''') I' 
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Abb. 23. Abb. 24. 

sei z. B. die x-Achse diejenige Achse, in bezug auf welche das statische 
Moment der Krafte P gebildet werden soIl. Dann ist die yz-Ebene 
die Projektionsebene und PI die Projektion, die man in die yz-Ebene 
der Abb. 22 verschoben denken kann. Sie ist iiberdies in die Kompo
nenten Y1 und Zl zerlegt und dann der Satz zur Anwendung gebracht: 
das statische Moment von P' in bezug auf 0 ist gleich der algebraischen 
Summe der statischen Momente der Komponenten von p' fiir O. Man 
erkennt gleichzeitig, daB dieser Satz nicht nur fiir Momente in bezug 
auf einen Punkt gilt, sondern auch fUr Momente in bezug auf eine Achse. 

Das Reduktionsmoment Mist nun das Moment der gegebenen 
Krafte in bezug auf den Punkt 0; durch das eingeschlagene Verfahren 
bzw. durch die G1. (10) ist dieses Moment ersetzt durch drei Seiten
momente M:r:MyMZ der gegebenen Krafte in bezug auf drei Achsen 
(namlich die drei Koordinatenachsen). 

Nunmehr kann man auch die Winkel q; X 'IjJ der Resultanten Roder 
der gleich groBen Reduktionsresultanten Ro gegen die drei Koordinaten
achsen sowie die Winkel ).,p.'IJ der Achse des resultierenden Kraftepaares 
gegeniiber den gleichen Achsen angeben; die Richtungskosinusse betragen 

x Y OOO~~~ } cosq;= R' cosX= R' 

Mx My M . (12) 
z 

<::os).,=¥, cosp.=¥, COS'IJ=¥ 

worin XYZ, MXMyMZ mit den algebraischen, R und M mit den abso
luten Werten einzusetzen sind. 
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Der Winkel zwischen der Richtung der Resultanten 
Richtung der Achse des resultierenden Krii.ftepaares sei ~; 
Satz der analytischen Geometrie, hat man: 

cos ~ = cos q; cos A. + cos X cos fJ- + cos 'IfJ cos 'P I 
XM.,+YMy+ZMz 

= R·M·· 

R und der 
nach einem 

(13) 

Die urspriinglich am starren K6rper angreifenden Krafte P sind 
also zuriickgefiihrt auf eine in 0 angreifende Kraft; R, die sogenannte 
Reduktions- oder Translationsresultante und ein Kraftepaar vom Mo
ment M, dessen Ebene, senkrecht zur Diagonale OM (Fig. 23) des aus 
M.,MyMZ gebildeten Parallelepipeds, wir durch 0 gehend annehmen 
k6nnen und dessen beide Krafte wir mit Q bezeichnen wollen. Man 
kann aber ganz allgemein die Reduktion noch etwas weiter treiben, in
dem man das resultierende Kraftepaar in seiner Ebene verschiebt, bis 
eine der beiden Kjafte Q des Kraftepaares ebenfalls durch 0 geht, und 
hierauf die in 0 angreifenden Krafte R und Q zu einer Resultanten S 
zusammensetzt. Damit sind dann die am starren K6rper wirkenden 
Krafte P zuriickgefiihrt auf zwei im allgemeinen windschief gegenein
ander gelegene Krafte S und Q. Die gegebenen Krafte lassen sich 
offenbar auf unendlich viele Arten auf zwei windschiefe Krafte redu
zieren. Durch diese Bemerkung wird jedoch die Obersicht kaum klarer. 
Wir werden vielmehr auf die Frage hingefiihrt, ob es unter den un
endlich vielen Arten der Reduktion eines gegebenen Kraftesystemes 
nicht eine gebe, die einfacher ist als aIle andern. Wir werden uns mit 
dieser Frage in Abschnitt 31 beschaftigen. 

29. Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen. Sollen die am 
starren freien K6rper beliebig wirkenden Krafte P im Gleichgewicht 
sich befinden, so muS, da die Reduktionsresultante Ro das resultierende 
Kraftepaar M nicht aufheben kann, sowohl Ro = 0, als auch M = ° 
sein, woraus folgt: 

Xo=O; Yo=O; Zo=O und M.,=O; My=O, Mz=O, 

d. h.: Es muS im Gleichgewichtsfalle die algebraische Summe' 
der Komponenten samtlicher Krafte nach irgend drei aufein
ander senkrechten Achsenrichtungen und ebenso die alge
braische Summe der stat is chen Momente der Krafte in Be
ziehung auf die drei angenommenen Achsen je gleich Null sein. 

80. Sonderfalle. a) Die den K6rper angreifenden Krafte 
lassen sich auf ein Kraftepaar reduzieren. Dann muS die Re
sultante oder die Reduktionsresultante Null sein und damit auch deren 
Komponenten nach den drei Koordinatenachsen. 

Die Bedingung fiir das Auftreten eines alleinigen Kraftepaares 
lautet also: 

X=Y=Z=R=O. 

Das Kraftepaar und die Richtung seiner Achse folgt aua den Glei
chungen' (10): 
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M =2J(X.Z'.-Z.x.) cosu=My/1U y 1. ~ t 10. r 

~f= =L(Y;x; - XiYi) COSV = Mz/M 

M = V M 2 +- 111 2 +' -];P-x y z • 

b) Die am starren Korper angreifenden Kriifte reduzieren 
sich auf eine Resultante. 

Diese Resultante R greift im allgemeinen auBerhalb des an be
liebiger Stelle wahlbaren Reduktionszentrums an; in diesem kann man 
ohne weiteres zwei mit R gleich groBe und einander ent,gegengesetzte 
Krafte hinzudenken, worauf man ein Kraftepaar und eine in dessen 
Ebene liegende Kraft vor Augen hat, die mit einer Resultanten gleich
wertig sind. Die Achse dieses Kraftepaares und die Richtung jener 
Kraft stehen senkrecht aufeinander; del' Winkel 15 zwischen den beiden 
Richtungen ist ein rechter, daher ist in GL (13) l5=n/2,cosl5=O. 

Fiir das Auftreten einer Resultante hat man hiernach gemaB Gl. (13) 
die Bedingung, daB del' Zahler des Ausdruckes fUr cos 15 verschwindet: 

XMx+YM,,+ZMz=O. 

Fiir den ganz besonderen Fall, daB die allein auftretende Resul
tante durch das Reduktionszentrum geht, miiBte sein 

Mx=My=Mz=1Yl=O. 

31. Zentralacbse. Wir gehen jetzt an die Beantwortung del' Frage, 
die am SchIuE von 28 gestellt wurde. Beliebige, einen starr en Korper 
ergreifende Krafte liefern in bezug auf ein willkiirIich angenommenes 
Reduktionszentrum nach 28 eine Resultante und ein resultierendes 
Kraftepaar. Andert man die Lage des Reduktionszentrums, so bleibt 
zwar die Resultante (Reduktionsresultante) gIeich groB und gleich ge
richtet, das resultierende Kraftepaar hat jedoch jeweils eine andere 
GroBe und seine Ebene eine andere Stellung. Wir suchen diejenige 
Lage del' Resultanten, in bezug auf welche die Ebene des 
resultierenden Momentes senkrecht steht und das Moment gleich
zeitig, wie sich beweisen laBt, ein Minimum wird. Diese ausgezeichnete 
Lage del' Resultanten wird Zentralachse des Kraftesystems genannt. 
Die Frage ist zunachst rein formaler Natur, ein physikalisch mechanischer 
Sinn wird sich spateI' in einem besonderen Fall herausstellen. Die ge
gebenen Krafte liefern in bezug auf das Reduktionszentrum, d. i. den 
Koordinatenanfang die Resultante R (Komponenten X, Y, Z, Richtungs
winkel von R gegen die drei Koordinatenachsen cp X 1p) und das Krafte
paar M (Komponenten MTM M z ' Richtungswinkel des Poinsotschen 
Momentvektors M: ;,"tv). Die Y Zentralachse, die auch die Richtungs
winkel CPXIIi hat, gehe durch einen Punkt xoYoZ'o- Wir reduzieren nun
mehr die gegebenen Krafte R und M auf den neuen Reduktionspunkt 
xoYozo' fiir den sie eine Reduktionsresultante R und ein resultierendes 
Kraftepaar M' ergeben. Die Ebene des resultierenden Kraftepaares 111' 
in bezug auf die ZentraIachse steht del' Forderung gemaB auf del' Zen
tralachse senkrecht. (Komponenten von M' seien M ' M ' M'; Richtungs-x y z 

winkel der Achse dieses Kriiftepaares J.. = cP; ,Ll = X; 'II' = 1")' Gesucht 
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wird eine Beziehung zwischen xoYozo und den gegebenen GroBen 
R(X YZ; CfJX"P) und M(M",MyM.), d. h. die Gleichung del' Zentralachse. 

Das resultierende KrMtepaar M', dessen Achse mit der Zentral-
achse zusammenfaJlt, hat nach (10) die Komponenten: 

M",'=M",-Zyo+ YZo 
My' = My- XZo +Zxo 

Mz'=Mz - YXo+XYo' 

SolI die Achse von M' mit der Achse del' Reduktionsresultanten 
zusammenfallen, so mussen die beiderseitigen Richtungskosinusse gleich 
sein, d. h. nach Gl. (12) und 30: 

odeI' 

Y 
R 

M .. ' 
M' , 

Z 
R 

M' z 
]1' 

Durch Einsetzen der oben stehenden Werte von M' M ' M' in 
die Jetzte Gleichung erhalt man 

x y z 

M,r.-Z;tL± !zo = My-X;o3-zxo_=~z=~~o_+~16J_, (14) 

wofiir auch durch Kombination folgende Gleichungen angeschrieben 
werden konnen: 

(M",-Zyo+ YZo) Y - (~il[y-XzO +Zxo)X=O 1 
(My-Xzo+Zxo)Z -(Mz -Yxo+Xyo)Y=O } .. (15) 
(1'1. -Yxo+XYo)X - (Mx-Zyo+Yzo) Z=O J 

Durch diese 3 in xoYozo linear en Beziehungen ist del' analytischen 
Geometrie zufolge eine Gerade, die von uns gesuchte Zentral
achse des Kraftesystems, bestimmt; xoYozo sind, als Veranderliche 
aufgefaBt, die laufenden Koordinaten del' Zentralachse. Von den drei 
Gleichungen geniigen zwei zur Festlegung diesel' Achse; welche zwei 
gewahlt werden, ist gleichgiiltig, da die dritte durch Umformen aus 
den beiden andern hervorgeht. 

Die drei Gleichungen werden auch erhalten, wenn man den Aus
druck fiir das resultierende Kraftepaar 

M'2 = (Mx -ZYo + YZO)2 + (My - Xzo + ZXO)2 + (Mz~- ,Yxo+ XYO)2 

je nach den Koordinaten xoYozo ableitet und die Ableitung gleich Null 
setzt, womit die Bedingung fur ein Minimum von M' ausgesprochen 
wird. ' Das heiBt: In bezug auf die Zentralachse hat das sta
tische Moment del' gege benen Krafte 'seinen kleinsten Wert. 
Dieses Moment wird Hauptmoment genannt. 

Die Gleichung del' Zentralachse laBt sich noch in anderer Form 
schreiben; fiigt man in dem oben stehenden Gleichungstrio z. B. in 
del' ersten Gleichung + Z2 Zo - Z2 Zo hinzu und verfahrt bei den beiden 
and ern entsprechend, so erhalt ma,n 



woraus 

Raumliches Kraftesystem. 

+M",Y -MyX+R2Zo -Z (XXo+YYo+ZZO)=O, 

+MyZ-MzY +R2XO- X(XXo+YYO+ZZO)=O, 

+MzX -M",Z +R2yO -Y (XXO+YYO+ZZO)=O, 

~[Z _!ly_X--:MxYJ=~_[X _MzY-MyZ] 
ZO Rt X O R2 

= ~ [Yo - M",Z RiMz!] . . (16) 
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Aus dieser Form der Gleichungen der Zentralachse erkennt man, 
daB auf ihr ein ausgezeichneter Punkt gelegen ist, fur den die Klam
merausdriicke den Wert Null annehmen. Dieser Punkt heiBt der 
Mittelpunkt des gegebenen KraHesystems. 

32. Parallele Krafte. Ein starrer Karper sei von lauter parallelen 
Kraften Pi in den Punkten xiYizi eines beliebig angenommenen, mit 
dem Karper vel'bundenen rechtwinkligen Koordinatensystems ergriffen; 
die Richtungswinkel aller diesel' Krafte mit den positiven Richtungen 
des Koordinatensystems sind dann gleich groB; sie magen mit a, fJ, ')' 
bezeichnet werden; dann erhalt man fUr die Komponenten der Re
suIt ante R der parallelen Krafte nach (8): 

X = 2:Pi cosai = cosa2:Pi , 

Y = 2: Pi cos fJ i = cos fJ 2: Pi ' 
Z = 2:Pi cos')'i= cos')' 2: Pi , 

R = 11:1:"2 +y:i + zi = 11 (C082 a + cos2 fJ + cos2 ')') (2: Pi? = 2: Pi' 
Die Resultante der parallelen Krafte ist an einem raum

lic,hen Karpel' wie an einer starren Ebene gleich del' alge
braischen Summe der Einzelkrafte. 

Die Lage der durch den Punkt xoYozo gehenden Resultanten el'
halb man mit Hilfe des Satzes (vgl. 24): Das statische Moment der 
Resultanten ist gleich der algebraischen Summe der statischen Momente 
del' Komponenten; dieser Satz, auf die drei Koordinatenachsen als 
Momentenachsen angewandt, liefert nach (10): 

M", =ZYo - Yzo = 2: (ZiYi - ~Zi)' 

My=Xzo-Zxo = 2: (XiZi -ZiXi) , 

lYIz = YXo -XYo=2: (Yixi -Xiy;) , 
oder mit Rucksicht auf die oben stehenden Gleichungen und nach 
Zusammenfassen der mit gleichen cos multiplizierten Glieder: 

( 2:P.y.) (2:P.Z.) cos')' YO---R -cosfJ zO-R~ =0, 

( 2:P.z,) (2:P.X.) cos a Zo - R"-J:. - cos')' Xo - R = ° , 
( 2:P.X.) (2:P'Yi) cosfJ xo- -f -cosa YO--R =0. 
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Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit COS" und die 
zweite mit cos p und addiert beide Gleichungen, so kommt nach geeig
neter Uffiformung die dritt.e heraus. Zur Bestimmung von xoYozo stehen 
also nicht drei, sondern nur zwei lineare Gleichungen zur Verfiigung; 
analytisch geometrisch gesprochen heiBt das: es ist unter diesen Um
standen nicht ein Punkt, sondern eine Gerade bestimmt, die Gleichung 
der Wirkungslinie der Resultanten der parallelen Krafte. Man erhielte 
aus dem vorhergehenden Abschnitt durch Spezialisieren dieselben Glei
chungen, weshalb wir jene Gerade als die Zenbralachse der parallelen 
Krafte ansprechen diirfen. Fiir diese Achse ist das statische Moment 
des Kraftesystems ein Kleinstwert, der vorliegendenfalls Null ist, da 
parallele Krafte in bezug auf eine zu ihnen parallele A c h s e (vgl. S.41) 
kein statisches Moment besitzen. 

Dreht man nun samtliche Krafte P um ihre festliegend zu den
ken den Angriffspunkte, so andern sich in den Gleichungen der Zentral
achse nur die Werte a, p, y, wahrend die Klammerausdriicke un
geandert bleiben, d. h. die Zentralachsen drehen sich gleichzeitig mit 
den Kraften. Die Gleichungen aller denkbaren Zentralachsen konnen 
aber durch einen und denselben Wert: 

~P.z. 
z--~ 
0- R (17) 

befriedigt werden, da dieser die Klammerausdriicke zu Null macht. 
Damit ist ein allen Zentralachsen gemeinsamer Schnittpunkt bestimmt, 
der ,"og. Mittelpunkt der parallelen Krafte. 

Dreht man also die einen Korper angreifenden parallelen Krafte 
um ihre Angriffspunkte, indem man ihre GroBe ungeandert laBt, so 
geht die Resultante durch einen und denselben Punkt, den Mittelpunkt 
der parallelen Krafte, dessen Koordinaten durch die obenstehenden 
Gleichungen festgelegt sind. Der Mittelpunkt paralleler Krafte jst 
also ein ausgezeichneter Fixpunkt des Kraftesystems. 

Wahlt man demzufolge im FaIle eines mit parallelen Kraften be
lasteten Korpers das Reduktionszentrum im Mittelpunkt dieser Krafte, 
so Hefem sie fiir den Mittelpunkt nur eine Resultante, jedoch kein 
resultierendes Kraftepaar. Parallelkrafte lassen sich also in ihrel' 
Wirkung auf den Gleichgewichts- oder Bewegungszustand des 
belasteten Korpers durch eine einzige im Mittelpunkt der 
parallelen Krafte angreifende Einzelkraft ersetzen. Jede andere 
durch den Mittelpunkt hindurchgehende Achse wird von dieser Einzel
kraft geschnitten, die alEo in bezug auf jede dieser Achsen das statische 
Moment Null ergibt. Da das Moment der Resultanten fiir eine Achse 
gleich der algebraischen Summe der Momente der Komponenten, d. h. 
hier der gegebenen parallelen Krafte, ist, so kann ausgesprochen werden: 
di e algebraische Summe der statisehen Momente paralleler 
Krafte, die einen Korper belasten, ist in bezug auf jede durch 
den Mittelpunkt dieser Krafte gehende Achse gleich Null. 

Praktisch wichtig ist vorzugsweise der Fall paralleler und gleichsinniger 
Kriifte; in diesem liegt der Mittelpunkt stete innerhalb der Angriffspunkte der 
parallelen Krafte. Was von der Zentralachse und vom Mittelpunkt gesagt worden 
ist, gilt jedoch auch fiir parallele Kriifte mit verschiedenem Sinn; dabei kann der 
Mittelpunkt auch auBerhalb der Angriffspunkte der parallelen Krafte liegen und 
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ist dann, solI ein physikalisoher Sinn damit verkniipft werden, in starre Verbindung 
mit dem belasteten Korper gebracht zu denken. . 

Der Sonderfall eines Kraftepaares mit BOg. unendlich femem Mittelpunkt 
soIl bier nioht weiter erortert werden~ 

Der Mittelpunkt paralleler Krafte ist im vorhergehenden lediglich 
als ein ausgezeichneter geometrischer Punkt aufgetreten; seine physi
kalische Bedeutung wird, falls die Parallelkrafte Schwerkrafte sind, sich 
im nachsten Kapitel herausstellen. 

-4. Kapitel. 

Die Lebre vom Scbwerpunkt. 

§ 5. Allgemeines. Schwerpnnkte spezieller Linien. 
FUichen nnd Korper~ 

33, Richtung der Schwerkraft. Ein durch ein Gewicht gespannter 
Faden eines Senkels gibt die Richtung der Schwerkraft oder der Erd
anziehung auf das Gewichtsstlick an, die als Lotlinie oder Vertikale 
bezeichnet wird. Die Lotlinien stehen uberall senkrecht auf der Ober
Hache ruhender Fliissigkeiten. Da nun der Meeresspiegel eine krumme 
OberHache hat, so sind die Lotlinien an verschiedenen Erdorten nicht 
parallel. Auch gehen sie im allgemeinen nicht durch den Erdmittel
punkt (218). Nur flir verhaltnismaBig nahe beieinander gelegene Erdorte 
durfen Lotlinien als parallel angesehen werden; auf alIe Falle ist es 
gestattet, die Gewichte der einzelnen Teile der in der technischen Me
chanik in -Betracht gezogenen Korper als parallele Krafte zu behandeln. 

Eine Ebene normal zur Lotlinie ist eine Horizontalebene, eine 
in dieser _ gezogene Gerade eine Horizontale. Die Horizontallage wird 
mit der Wasserwage oder Libelle geprlift. 

Die Intensitiit der Schwerkraft wird durch das Gewicht gemessen, 
als dessen Einheit man das Kilogramm, als Kraft aufgefaBt, vereinbart 
hat, wenigstens in den Kreisen der Ingenieure, ausschlieBlich der Elektro
ingenieure, die unter 1 kg die Einheit der Masse verstehen (s. 143). Vber 
die Kraftmessung ist das Erforderliche in 4 gesagt. 

34. Spezifisches Gewicht. Unter diesem versteht man flir ge
wohnlich diejenige Zahl, welche angibt, wieviel mal ein Korper schwerer 
ist als das gleiche Volumen Wasser. Vielfach bezeichnet man aber auch 
als spezifisches Gewicht eines Korpers das Gewicht der Raum
einheit des K6rpers entsprechend den Bezeichnungen: Spezifische 
Ausdehnung eines Stabes = Ausdehnung der Langeneinheit des Stabes; 
spezifischer Druck = Druck auf die Flacheneinheit. Man nennt es 
dann Raumgewicht. Das spezifische Gewicht im obigen Sinne ist 
eine unbenannte, das Raumgewicht eine bemannte Zahl, z. B. kg/ms, 
kg/cdm u. a. 

35. Allgemeine Erliiuterungen iiber den Schwerpunkt. Oben 
wurde bemerkt, daB jeder irdische K6rper und damit auch jedes Ele
ment -eines solchen von der Schwerkraft angegriffen sei. 1st dV das 
Raumelement eines K6rpers und r das spezifische Gewicht dieses Ele
mentes, d. h. das Gewicht seiner Raumeinheit, so ist die GroBe der das 
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Element angreifenden, vertikal abwarts gerichteten Schwerkraft aus
gedriickt durch 'Y' d V. Es wirkt daher an dem ganzen Korper ein 
System von unendlich vielen parallelen und gleich gerichteten Kraften 
'Y.dV. Man versteht nun unter dem Schwerpunktl) eines Korpers 
den Mi t telp unkt der parallelen, gleich gerichteten Schwerkriifte, welche 
an den einzelnen Elementen des Korpers wirken," DemgemaB erhalt 
man mit Riicksicht auf das in 33 Gl. (17) Gefundene fiir die Koordi
naten xO' Yo, Zo des Schwerpunktes,' wenn die Koordinaten eines be
liebigen Elementes des Korpers mit x, y, Z bezeichnet werden: 

~'Y.dV·y 
yo= ~'Y.dV ; 

Bei einem homogenen oder gleichartigen Korper ist das spe
zifische Gewicht 'Y fiir aIle Elemente des Korpers dasselbe, also unab
hangig von der Lage des Elements und daher: 

~dV·z 
zo= ~dv' 

Die Koordinaten des Schwerpunktes eines homogenen Gebildes 
sind also unabhangig vom spezifischen Gewicht des Korpers, so daB 
man hier von del' physikalischen Bedeutung des Schwerpunktes absehen 
kann. Dies fiihrt uns dazu, den Begriff des Schwerpunktes iiberhaupt 
allgemeiner zu fassen und den Sch werpunkt irgendelner homogenen 
GroBe m zu definieren als einen geometrischen Punkt, dessen Ko
ordinaten x O ' Yo, Zo in Beziehung auf ein raumliches rechtwinkliges 
Koordinatensystem dadurch erhalten werden, daB man die GroBe in 
ihre Elemente dm zerlegt, die Abstande x, y, Z del' letzteren von den 
drei Grundebenen bestimmt und die Quotienten 

~dm.y 2.dm·z 
Zdm ' Zdm 

bildet. Diese Quotienten bedeuten Langen, welche man ansehen kann 
als die Koordinaten x Q' Yo, Zo eines gewissen Punktes im Raume, des 
sog. Schwerpunktes. Man hat also: 

~dm·x 
Xo= Zd;;-; 

Das Produkt aus dem Elemente dm einer GroBe und seinem Ab
stande von einer Grundebene nennen wir das Moment des Elementes 
in Beziehung auf diese Ebene und die Summe der Momente samtlicher 
Elemente einer GroBe das Moment der ganzen GroBe in Beziehung 
auf die angenommene Grundebene. So ware dm· x das Moment eines 
Elementes der GroBe m in Beziehung auf die yz-Ebene des Koordi
natensystems und Zdm·x das Moment der ganzen GroBe m in Be-

1) Wirken auf die K6rperelemente an Stelle der Erdanziehung andere der 
Masse proportionale Krafte, so haben diese ebenfalls einen Mittelpunkt, den SOl!'. 

Massenmittelpunkt. Dieser fallt mit dem Schwerpunkt zusammen, sofern die Erd
anziehung auf aIle Elemente eines Korpers trotz der Verschiedenheit der Abstiinde 
vom Erdmittelpunkt als gleich groB angenommen wird. 
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ziehung auf die gleiche Ebene. Da aber aus 

JEdm·x 
xo= JEdm folgt: mxo=2Jdm·x, 
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so ist das Moment einer GroBe in Beziehung auf eine Ebene auch 
ausgedriickt durch das Produkt aus der GroBe und dem Abstand ihres 
Schwerpunktes von dieser Ebene. 

Arithmetiseh gesproehen ist Xo nichts anderes als der D urch
schnittswert der x der einzelnen dm; dasEelbe gilt von Yo und ZOo 

il6. MOlllentensiitze. Hat man ein System von GroBen m l m2 m3 ... , 
deren Schwerpunkte in den A bstanden Xl x 2 X 3' •• von einer angenom
men en Grundebene Hegen, fa ergibt sieh, wenn Xo der Abstand des 
Schwerpunktes des Gesamtsystems von der Grundebene: 

(ml + m 2 +ms + .. . )xo=JEdm.x 

= JEdm1 ·x -!-- JEdm2 ·x + 2;dm3 ·x + ... 
=m1xl +m2 x2 +m3 x3 +··· 

Es ist daher das Moment eines Systems von GroBen in 
Beziehung auf irgendeine Ebene gleich der Summe der Mo
mente der einzelnen GroBen in Beziehung auf dieselbe Ebene. 

Handelt es sich dagegen urn das Moment einer GroBe m, welche 
als die Differenz zweier GroBen m l und m2 aufgefaBt werden kann, so 
kann man, urn dieses Moment zu erhalten, zuerst die Summe def Ele
mentarmomente dml·x bilden fUr die GroBe m1 und hierauf diejenigen 
Elementarmomente wieder in Abzug bringen, welche man zuviel ge
nommen hat, namlich 2Jdm2 ·x. Das gibt 

2Jdm·x = 2;dml x -- 2;dm2 x 

oder m . Xo = (ml - m 2) Xo = ml Xl -- rn2 x~ , 

d. h. das Moment der Differenz zweier GroBen ist gleich del' 
Differenz der Momente dieser GroBen. 

37. l<~all einer SYlllllletralebenf'. Besitzt em Gebilde m eine 
Symmetralebene, so befindet sich in ihr auch del' Schwerpunkt des 
Gebildes. 

Zum Beweis nehmen wir die Symmetralebene als eine Koordi
natenebene, z. B. als yz-Ebene an und beachten, daB in diesem Fall 
jedem Element cl m l von del' Abszisse + x ein Element d m l von der 
Abszisse - X entspricht, daB also 

2;dm·x=O und demgemaB m·:t:o= 0; xo= O. 

38. Fall eines Mittelpunkte~. Hat ein Gebilde einen Mittel
punkt, so falIt in dwsen del' Schwerpunkt des Gebildes. 

1m Begriffe des Mittelpunktes liegt es, daB, wenn man ein Ele
ment d m 1 des Gebildes mit dem Mittelpunkt verbindet und die Ver
bindungslinie iiber den Mittelpunkt binaus urn sich selbst verHingert, 
del' Endpunkt diesel' Geraden wieder mit einem Element dml zu
sammentrifft, so daB das ganze GebUae aJ.s zusammengesetzt angesehen 

Auteurieth·Ensslin. :IIechanik. 3. An!1. 4 
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werden kann aus paarweise auftretenden, einander entsprechenden Ele
menten. Legt man nun durch den Mittelpunkt eine beliebige Ebene, 
welche man wieder als yz-Ebene eines rechtwinkligen Koordinaten
systems ansehen mag, und bezieht auf diese das Moment des Gebildes, 
so wird fur diese Grund~ene 

:2dm.x=:2(dm1 ·x1 -dm1 x1)+ ... =O, also mxo=O; xo=O, 

d. h. es liegt der Schwerpunkt des Gebildes in dieser beliebigen, durch 
den Mittelpunkt ge.henden Ebene. Wenn aber der Schwerpunkt in 
jeder durch den Mittelpunkt gelegten Ebene sich befinden muB, so 
kann er nur in diesem Mittelpunkt liegen. 

39. Schwerpnnkte von ebenen Gebilden. Der Schwerpunkt eines 
ebenen Gebildes liegt stets in der Ebene des Gebildes. Wahlt man 
namlich die Ebene des Gebildes als Grundebene, so ist das Moment 
d m· x eines jeden Elementes d m des Gebildes in Beziehung auf diese 
Grundebene gleich Null, woraus folgt 

:2dm·x=O; mxo=O; xo=O. 

40. Dl'eieckumfang. In den folgenden Nummern werden die 
Schwerpunkte einiger Linienverbindungen bestimmt. Den Abstand Yo 
des Schwerpunktes des Dreieckumfanges von der Dreieckseite b erhalten 
wir aus der Momentengleichung 

h h 
(a+ b+c)yo=c·-2 + a·-2 , 

woraus h a+c 
YO=2 a+-b+c' 

In gleicher Weise berechnen sich die Abstande des Schwerpunktes 
von den beiden anderen Dreieckseiten. Mit diesen Abstanden ist dann 
die Lage des Schwerpunktes bestimmt. 

Indessen liiBt sich der Schwerpunkt einfacher dadurch festsetzen, 
daB man denselben wieder als den Mittelpunkt der Elementargewichte 

B 

~ Iv ~ 
it;t8 , , 

: Yo , , 
I, 

b 
(J 

Abb. 25. 

des Gebildes auffaBt und demgemaB den Durchschnittspunkt der Re
sultanten dieser Gewichte mit der Ebene des Dreiecks, welch letzteres 
man sich in horizontaler Lage denken mag, bestimmt. 

Bezeichnet man mit l' das Gewicht der Liingeneinheit des Drei
eckumfanges und nimmt die Gewichte der Dreieckseiten a, b, e (Abb.26) 
in den Mitten D, E, F dieser Dreieckseiten an, so kann man die Ge
wichte raund rc von a und c ersetzen durch ihre Resultante r(a+c), 
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welche die Dreieckse'bene in dem Punkte G tretIe. Dieser Punkt G 
mull auf der Verbindungslinie F D so gelegen sein, daB 

oder 

r'C (FG)~ r a(DG) 

DG C 

FG a 

C 

2 

a 
2 

ED 
EF" 

EG ist somit Halbierungslinie des Winkels DE F des Dreiecks D EF. 
J etzt hat man nur noch die. in G angreifende Resultante r (a + c) mit 
dem in E wirkenden Gewicht 'Y b der Dreieckseite b zUsammenzusetzen, 
urn die Resultante R samtlicher. am Dreieckumfang wirkenden Ele
mentargewichte zu erhalten, deren Durchschnittspunkt S mit der Drei
ecksebene den gesuchten Schwerpunkt liefert. Der Schwerpunkt S muB 
also auf GE der Halbiel'ungslinie des Winkels DEF, liegen, ebensogut 
abel' auch auf den Halbierungslinien der beiden anderen Winkel des 
Dreiecks DEF. Somit falIt der gesuchte Schwerpunkt des Dreieck
umfanges in den Mittelpunkt des dem Dreieck DEF einbeschl'iebenen 
Kreises. 

4J. Kreisbogen. Der Schwerpunkt liegt jedenfalls in der Ebene 
des Kreisbogens und auf der eine Symmetralachse des Kreisbogens 

bildenden Halbierungslinie des dem 
;-y Kreisbogen entsprechenden Zentri-

s 
Yo 

Abb. 27. Abb. 28. 

winkels. Wird letzterer mit 2 cc bezeichnet, so erhalt man den Ab
stand Xo des gesuchten Schwerpunktes yom Kreismittelpunkt aus 

-+-a 
xo' 2rc( = J rdf{'.r cos (I' = 2r~ since 

womit sich ergibt 

Beim Halbkreis ·ist dann 

-- (I. 

2r 
xo=-' 

n 

42. Beispiel einer weiteren Linienverbindung. Um den Schwer
punkt S der in Abb. 28 angegebenen Linienverbindung zu erhalten. be-

4* 
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stimmt man den Schwerpunktsabstand Yo aus del' Momentengleichung 
in Beziehung auf die Grundlinie a 

43. DreiecksfHiche. Zerlegt man die Dreiecksfliiche durch Parallelen 
mit einer del' Seiten in unendlich schmale FHichenstreifen, so liegen 

B 

Abb. 2D. 

die Schlverpunkte del' letzteren aIle auf del' 
zu del' betreffenden Dreieckseite gehorigen 
Transversalen. Nimmt man nun diese Trans
versale als Momentenachse an, so ist die 
Summe del' Momente del' einzelnen Flachen
streiferi in Beziehung auf die gewiihlte Achse 

c gleich Null. Es muS daher del' Schwerpunkt 
del' Dreiecksflache auf del' erwiihnten Trans
versalen sich befinden. Abel' ebensogut muS 
er auch auf den beiden anderen Transversalen 

des Dreiecks liegen, mithin falIt derselbe in den Durchschnittspunkt 
del' Transversalen des Dreiecks. Dainit wird dann (Abb.29) 

SD 
SA 

DE 
BA 

CD 
CB 

1 

2 

SE=i BE. 

1 
SD=4D' 3 - , 

Es ist also auch: Yo=i h . 

44. Vierecksflache. Man zieht (Abb. 30) die Diagonale A C und 
bestimmt die Schwerpunkte S1 und S2 del' beidert, Dreiecke ABC und 

J3 c 

Abb. 30. 

Schwerpunkt S des 
faUt daher in den 
S1 82 und Sg S4' 

ADC, nimmt die Verbindungslinie S1 S2 als 
Momentenachse an, alsdann muS del' Schwer
punkt S des Vierecks auf diesel' Achse liegen, 
weil die Sum me del' Momente del' beiden 
Dreiecke ABC und ADC und damit das 
Moment des Vierecks in Beziehung auf dif 
Achse Sl S'2 gleich Null sich ergibt. Zieht 
man hierauf die Diagonale B D und bestimmt 
die Schwerpunkte S3 und S4 del' beiden 
Dreiecke A B D und C B D, so muS del' 

Vierecks auch auf del' Geraden S3 S4 liegen, er 
Durchschnittspunkt del' beiden "Sch werlinien " 

45. Trapezfliiche. Bei del' Zcrlegung des Trapezes in unendlich 
schmale Streifen durch Parallel en mit den parallelen Seiten erkennt 
man, daB die Schwerpunkte dn Streifen auf del' Verbindungslinie del' 
Mittelpunkte E und F del' paral1elen Seiten des Trapezes sich befinden 
und daB demgemaB auch del' Schwerpunkt S des ganzen Trapezes auf 
del' Geraden EF liegen muS. Es bandelt sich daher nul' noch um die 
Bestimmung del' EntfcI'llung des Schwerpunktes von einer del' beiden 
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parallelen Seiten ADoderBC. BezeichnetmanAD mit a, BCmit b, 
die Hohe des Trapezes mit h und die Schwerpunktsabstande von AD 
und BC mit Ya bzw. Yb,' so liefert die Momentengleichung in Beziehung 
auf AD, wenn man das Trapez durch die Diagonale B D in zwei 
Dreiecke zerlegt. 

1 .1 h 1 2 It 
Y ·-(a+b)h=·-ah.-+-bh·--

a 2 2 3 2 3 

oder 

Abb. 31. 

Ebenso erhalt man aus der Momentengleichung bezogen auf Be 

Yb Ca. + b) = .~.(b + 2 a), 

womit sich ergibt 

Hierauf beruht die in obiger Abb. 31 angedeutete Konstruktion des 
Schwerpunktes S. 

46. Svstem von Rechtecken. Ais Bei
spiel wolle~ wir den I-Querschnitt Abb. 32 
wablen. Mit den Bezeichnungen der Abb.32 
erbalt man bei der angedeuteten Zerlegung 
des Querschnittes: 

Yo (b1d1 +hd+b2 d2 )=b1 d1 (d2 +h+1) 

+ h d . ( a 2 + ~) + b 2 d2 • ~~ , Abb. 32. 

woraus sich Yo und damit der auf der Symmetralachse des Querschnittes 
liegende Schwerpunkt des letzteren ergibt. 

47. Krei~ansschnitt. Der Halbmesser des Kreises sei = r und der 
den Ausschnitt bestimmende Zentriwinkel = 2a. (Abb. 33, S. 54.) 

Der Schwerpnnkt S des Kreisausschnittes liegt auf der Halbierungs
linie dieses Winkels. 1st Xo der Abstand des Schwerpunktes S vom 
Kreismittelpunkt 0, so liefert die Momentengleichung in bezug auf die 
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angenommene- y-Achse: 

- a 

woraus 
2 rsinex 

xO = 3-ex-' 

Damit erhalt man fur die Halbkreisflache, also mit c( = _n 
2 

+u 

Abb. 33. 

4r 
xo=- ' , 3n 

+!I 

+x 

Abb. 3 4. 

48. Ausschnitt einer Ringflache. Es sei r 1 der auBere und r2 der 
innere Halbmesser, 2 ex der Zentriwinkel und Xo del' Abstand des auf 
del' Halbierungslinie des Winkels 2 ex gelegenen Schwerpunkts S vom 
Kreismittelpunkt 0 (Abb. 34), alsdann hat man: 

WOl'aus 

Abb. 35. 

Fur die Halbkreisringflache ist mit C( = n /2 

4 r :l_r:l x = _. _ 1 ___ 2_ 

o 3n r1'.l - r2'.l· 

49. Kl'eisabschnitt. Derselbe wird angesehen 
als Differenz eines Kreisausschnittes und eines 
(Abb. 35) Dreiecks, womit man als Momentenglei
chung in bezug auf die y-Achse erhalt: 

( 
QQ' ) 

Xo r" C( - r" sm ex cos IX 

Q 2 r sin IX Q. 2 = r" ex - - - - 1'" sm IX cos C(. - r cos IX 
3 IX 3 
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oder xo(a -llinucosu)= ~rSinU(1-cos9u)= : r sinsu 

4 sina u 
xO=3 f ' 2a -sin 2a' 

50. Halber Parabelabschnitt. Die Gleichung der Parabel Abb. 36 
ist y'J = 2px. Die echraffierte Flache hat den Inhalt m·xy. Die 
Koordinaten des Schwerpunktes seien xo' Yo (Abb. 36), damit Hefert die 
Momentengleichung in bezug auf die y-Achse: 

:1::1: :I: 

xo': xy= fYdX'X= fXV2PX.dX=V2P fXtdX 
o 0 0 

oder 

woraus 

2 - 2 .fi. X . -xy=V2P'_'X2 035 

2 - 2 
=-x'J'V2px=-x2 y, 

5 5 

3 
xo=r;x. 

Ebenso ergibt die Momentengleichung in 
bezug auf die x - Achse 

womit 
3 

Yo=p;Y' 

+y. 

Abb.36. 

Fiir die nichl; schraffierte ParabelBache vom Inhalt m xy erhiilt 
man ebenso 

51. Beliebig begrenzte ebene Flache. Um zunachst eine Schwer· 
linie fiir die gegebene Flache F zu erhalten, d. h. eine Gerade, auf 
welcher der Schwerpunkt S der Flii.che Hegen muLl, geht man zweck
maBigerweise wieder auf die physikalische Bedeutung des Schwerpunktes 
zuriick, setzt die Flache F als schwer und homogen voraus, wobei das 
Gewicht der Flacheneinheit = 1 sei, und denkt sich die Flache F in ver
tikale Lage gebracht. Alsdann teilt man F durch die Vertikalen in 
einzelne schmale Streifen, bestimmt mogliehst genau die Flii.cheninhalte ' 
f1' f'.l' f3,··· der Streiten, nimmt deren Schwerptinkte, was bei ent~ 
sprechend schmalen Streifen genau genug iet, in den Mitten zwischen 
den Trennungslinien der Streifen an, konstruiert fiir die in diesen 
Schwerpunkten ,wirkenden Gewichte f1' f2' f3, .•• der Flachenstreifen 
ein SeilPolygon und zieht durch den Durchsc~ittspur:tkt, 0 der auBersten 
Seilpolygonseiten eine Vertikale, so ist diese eine vertikale SchwerIinie 
der Fliiche F. Indem man hierauf die Flache F in lauter horizo~tale 
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Streifen f zerlegt, sodann die Krafte f in horizontaler Richtung wirkend 
annimmt und fiir diese Krafte ebenfalls ein SeiIpolygon konstruiert usw., 
erhalt man auch eine horizontale Schwerlinie, deren Durchschnittspunkt 
mit der vertikalen Schwerlinie den gesuchten Schwerpunkt S der Flache 
F liefert .. 
. Mechanisch wird der mnerhaIb einer ebenen Figur gelegene 
Stlhwerpunkt dadurch bestimmt, daB man die Figur aus Karton aus
schneidet und auf einer Nadelspitze balanziert, oder auch dadurch, daB 
man die Kartonfigur nacheinander ih zwei verschiedenen, nicht auf der 
gleichen Schwerachse befindlichen Punkten an einem Faden aufhangt 
und den Schnittpunkt der beiden Fadenrichtungen, d. h. zweier Schwer
achsen, markiert; er ist der Schwerpunkt. 

52. Moment einer Fliiche in Beziehung auf irgendeine Achse 1 ). 

Um das Moment M der Flache F in Beziehung auf die beliebig an
genommene Achse yy (Abb. 37) auf graphischem Wege zu erhalten, teilt 
man die Flache F durch Gerade parallel dieser Achse in schmale 
Flachenstreifen II' f'J' fa ... f" ein und konstruiert fiir diese wie vorhin 
ein SeiIpolygon, dessen auBerste Seiten die Achse yy in den Punkten 

IT 

.1Jn, 

y 

H Abb.37 . 

Do und D,. schneiden, dann ist das Moment der Flache F in Beziehung 
auf die Achse yy ausgedriickt durch das Produkt 

H.(DOD,.) , 
wobei H die Poldistanz im Kraftepolygon bedeutet. 

Um dieses zu beweisen, betrachtet man das Gleichgewicht des in 
seinen Eckpunkten VOn den Gewichten f1 , f'J' fa'" r.. angegriffenen, 
durch die in den auBersten Seilpolygonseiten wirkenden Spannkrafte 
So und S" ins GJeichgewinht gesetzten Seilpolygons und schreibt die 
GIeichung der statischen Momente der am Seilpolygon im Gleichgewicht 
befindlichen Krafte fiir den Punkt Do ais Drehpunkt an, indem man 

1) Die Aufgabe kann auch durch graphische Integration gelost werden (vgl. 
SU), indem man die zweite Integralkurve der Begrenzungslinie der Fliiche 
~~ . 
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den·Punkt Dn als .Angriffspunkt der Spannkraft S" ansieht und letztere 
in JJ" ersetzt sich denkt durch ihre Komponenten H und V. Diese 
Momentengleichung ergibt 

H.(DoD,,)=f1 X 1 + f2 X 2 + faxa + ... + fnxn=F·xo· 

5S. Schwerpnnkt einer Pyramidenoberfliiche nnd eines Kegel
mantels. Lassen wir die Basis der Pyramide unberiicksichtigt, so liegt 
der Schwerpunkt S der Pyramidenoberfliiche jedenfalls auf der Geraden, 
welche die Spitze der Pyramide mit dem Schwerpunkt des Umfanges 
der Basis verbindet, indem man ja die erwiihnte Oberfliiche durch Parallel
obenen mit der Basis in lauter einander iihnliche, Dreiecke biIdende 
Ringe zerlegen kann. 1st nun h die Rohe der Pyramide, so sind die 
Momente der dreieckigen Seitenfliichen F 1 , F 2 • Fa'" der Pyramide in 
bezug auf die Basis derselben ausgedriickt durch: 

Man hat daher, wenn der .Abstand des gesuchten Schwerpunktes S von 
der Basis der Pyramide mit Zo bezeichnet wird: 

h h 
F.zo=S(Fl +F2 +Fa + ···)=S·F, 

woraus 

Betrachten :wir jetzt einen Kegel, FO kann derselbe als eine Pyra
mide von unendlich vielen dreieckigen Seitenfliichen angesehen werden. 
DemgemiiB liegt auch der Schwerpunkt eines Kegelmantels auf der 
Verbindungslin"e der Kegelspitze mit dem Schwerpunkt des Omfangs 
der Basis in einem .Abstand Zo von der Basis 
gleich dem dritten Teil der Hohe h des Kegels. +z 

.Abgestumpfte Pyramiden und Kegel 
werden als Differenz zweier Pyrllmiden bzw. 
Kegel aufgefaBt und dementsprechend behandelt. 

54. Kngelzone nnd Kngelschale. Es sei 
(.Abb. 38) der Kugelmittelpunkt Ursprung eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems.und die Kugel-
zone durch zwei Ebenen parallel der yz-Ebene I-
bestimmt, so daB die x-Achse die Symmetral
achse der Kugelzone bildet. Um nun den Ab
stand Xo des Schwerpunktes S der Kugf'lzone 
vom Kugelmittelpunkt zu erhalten, zerlegen wir 
die Kugelzone durch Ebenen senkrecht zur x-.Achse 

Abb" 38. 

in lauter unendlich schmale ringfOrmige Elemente und schreiben die Mo
mentengleichung in Beziehung auf die yz-Ebene an. Diese ergibt: 

woraus 
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Der Schwerpunkt del' Kugelzone und ebenso derjenige der Kugel
schale liegt also in der Mitte del' Hohe von Kugelzone bzw. Kugel
schale. 

55. Prismen und Zylinder. Urn die Schwerpunkte derartiger Korper 
zu bestimmen, zerlegt man die letzteren durch Ebenen parallel den beiden 
parallelen Endfiachen in lauter unendlich diinne Scheiben. Die Schwer
punkte diesel' Scheib en liegen aIle auf del' Geraden, welche die Schwer
punkte del' parallelen Endfiachen verbindet, odeI' auf del' sogenannten 
Achse des Prismas bzw. Zylinders. Nimmt man nun eine beliebige, 
durch die erwahnte Achse .gelegte Ebene als Momentenebene an, so 
ergibt sich das Moment des Korpers in Beziehung auf diese Ebene 
gleich Null. Daraus laBt sich schlieBen, daB auch die Schwerpunkte 
del' Prismen und Zylinder auf den Achsen diesel' Korper liegen miissen. 
Eine Ebene durch die Mitte del' Achse parallel den parallelen End
fHichen enthalt abel' ebenfalls den Schwerpunkt, weil das Moment des 
Korpers in bezug auf diese Mittelebene gleich Null sich zeigt. Darum 
liegt del' Schwerpunkt bei Prisma und Zylinder in del' Mitte del' Achse 
diesel' Korper. 

56. Pyramide nnd Kegel. Ziehen wir zunachst eine Pyramide 
mit dreieckiger Basis in Betracht (Abb. 39). Wir zerlegen die Pyramide 
dnrch Ebenen parallel del' Basis in unendlich diinne Scheiben, alsdann 
liegen die Schwerpunkte diesel' Scheiben auf del' Verbindungslinie del' 
Pyramidenspitze D mit dem Schwerpunkt F del' Basis. Diese Ver-

bindungslinie D F bildet eine Schwer-
JJ linie del' Pyramide. Somit liegt der 

.A IL-______ --=~ C 

A:bb. 39. 

Schwerpunkt S del' Pyramide im Durch
schnittspunkt del' sich in einem Punkte 
schneidenden, von den Ecken del' Py
ramide nach dem Schwerpunkte del' 
gegenilberliegenden Dreiecksflache gezo
genen Geraden. Daher hat man: 

GF GE 1 

GC GD 3 

und 
SF EF GE 1 

SD DC GD 3 

odeI' SF=i 8D und damit 8F=tDF. 

1st nun h die Hohe del' Pyramide, so ergibt sich del' Abstand Zo 

des Schwerpunktes del' Pyramide von del' Basis = t h . 
Billdet die Basis del' Pyramide ein beliebiges Polygon, so zerlegt 

man das letztere durch Diagonalen in Dreiecke und damit die ge
gebene Pyramide in dreiseitige Pyramiden von gemeinschaftlicher Spitze. 
Die Schwerpunkte diesel' dreiseitigen Pyramiden liegen abel' alle in einer 
Ebene parallel del' Basis im Abstand h(4 von letzterer. Es muB daher 
del' Schwerpunkt del' gegebenen Pyramide ebenfalls in diesel' Ebene 
sich befinden. Anderseits muB derselbe auch auf del' Verbindungslinie 
del' Pyramidenspitze mit dem Schwerpunkte del' Basis liegen. . Del' 
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Durchschnittspunkt dieser Geraden mit der erwii.hnten Ebene Hefert 
mithin den gesuchten Schwerpunkt. 

In gleicher Weise bestimmt sich der Schwerpunkt eines Kegels. 
Abgestumpfte Pyramiden und Kegel werden als Differenzen zweier 

Pyramiden bzw. Kegel betrachtet. Bei diesen Korpern ergibt sich der 
Abstand Zo . ihres Schwerpunktes von der Basis aus der }lomenten
gleichung in Beziehung auf die Basis, und mit diesem Abstand Zo in 
Anbetracht dessen, daB der gesuchte Schwerpunkt auf der Verbindungfl
linie der Schwerpunkte der parallelen Endflii.chen liegen muB, dann 
auch die Lage des Schwerpunktes selbst. 

57. Kugelausschnitt. Derselbe besitzt eine durch. den Kugelmittel
punkt gehende Symmetralachse, auf welcher dann auch der Schwer
punkt des Kugelausschnittes sich befindet (Abb.40). Die Symmetral
[Lchse nehmen wir zur x-Achse und den Kugelmittelpunkt zum Ur-
3prung eines rechtwinkligen Koordinatensystems. Bezeichnet man nun 
:len Abstand des gesuchten Schwerpunktes. vom Kugelmittelpunkt 
mit Xo und denkt sich den Kugelausschnitt durch konzentrische Kugel
flachen in lauter unendliche diinne Schalen von der Dicke de zerlegt, 
30 ergibt die Momentengleichung in Beziehung auf die y z- Ebene, wenn 
2 a der Zentriwinkel des Kugelausschnittes und r der Kugelhalbmesser: 

r 

r f e+ecos a 
2 rn(r - rcosa).g.xo= 2 en (e - e cos a) de· 2 

o 
+Z 

+IiI 

IHI.;-+---H--+-'-';:'+ x 

Abb.40. Abb. 4l. 

r 

()der ~ rS n (1 - cos a) Xo = n (1- cos a) (1 + cos a) f e8 de 
o 

2 r4 3 
grs.xo =(1 + cos a) .4"; xo= Sr(1 + cos a), 

Clamit erhalt man dann bei der Halbkugel mit a= ; 

xo=~r. 

58. Kugelabschnitt. Dieser wird angesehen als Differenz eines 
Kugelausschnittes.und eines Kreislregels (Abb. 41), womit sich der Ab-
3tand Xo des Schwerpunktes des Kugelabschnittes vom Kugelmittel
punkt in bekannter Weise wieder aus einer Momentengleichung in Be-
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ziehung auf eine Ebene durch den Kugelmittelpunkt senkrecht zur 
Symmetralachse des Kugelabschnittes ergibt. 

Man kann den Schwerpunktsabstand Xo des Kugelabschnittes vom 
Inhalt V aber auch unmittelbar bestimmen aus: 

x=r r 

VXo=J z2 n .dx.x=nJ(r2 -x2)xdx usw. 
x=r cos a 1" COS (I. 

59. Umdl'ehungsparaboloid. (Abb. 42). Fur den korperlichen In
halt V desselben erhiilt man: 

V= J z2ndx=J 2px·n·dx=pn.,,;2='~z2 n·x 

und als Momentengleichung in Beziehung auf die yz-Ebene 

f f 3 Q 
i) () X <J: X" 

F·xo = z~n·dx·x=2pn x"dx=2pn·-;-=z"n·--
8 3 

9 woraus xo=flX. 

60. Die Guldinsche Regel. Mittels dieser liiBt sich auf Grund 
der Lehre vom Schwerpunkt sowohl die Oberfliiche als der korperliche 
Inhalt eines Umdrehungskorpers (Abb. 43) fiir jede beliebige Meridian-

+z 
s 

+.t 

Abb. 42. Abb. 43. 

kurve bestimmen. Nimmt man als x-Acbse die gegebene Drehachse 
an, so ergibt sich fiir die durcb Umdrebung der Meridiankurve s um 
die gegebene Achse erzeugte Umdrehungsflache: 

F= J 2 zn·ds = 2 n J ds.z 1) = 2n's,zo' =8' 2zo' n, 

wobei 8 die Lange der erzeugenden Meridiankurve und 2 zo' n del' 
vom Schwerpunkt des Kurvenstuckes 8 bei einer Umdrebung beschrie
bene Weg. 

Fur den korperlicben Inbalt V des Umdrehungskorpers erhiilt man 
dagegen, wenn f der Inhalt der erzeugenden Flache (schraffierte FUiche 

') J ds·z ist die Summe del' Momente del' Bogenelemente ds in Beziehung 
auf die x-Achse und daher das Moment des ganzen Hogens s fiir die gleiche 
Achse. 
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in Fig. 43), d(=Z'·dx ein Element derselben, und zo" der Abstand des 
Schwerpunktes der Flache f von der Umdrehungsachse: 

V = f Z2 n . d x = 2 n f z d x· ; = 2 n f d f- ; = 2 n f zo" = f- 2 zo" n . 

Es ist alsoder korperliche Inhalt eines Umdrehungskorpers gleich 
dem Produkt aus der erzeugenden Flache und dem Weg des Schwer
punktes der letzteren bei einer Umdrehung. 

5. Kapitel. 

Von den Widerstandskraften an Korpern mit be
schrankter Beweglichkeit. 

§ 6. Allgemeine Grundlagen. 

61. Stiitzendl'iicke und Stiitzenwiderstande. Einspannungslllomente. 
Richtung des Stiitzeuwiderstandes. Lasten und Widerstande. Einge
pl'agte Krafte und Reaktionen. Eine Briicke erHihrt in ihren Aufhi,gern, 
ein eingemauerter Trager an seiner Befestigungsstelle einen Zwang, der 
ihn an einer Bewegung hindert, die er bei fehlenden Auflagern oder bei 
fehlender Befestigung ausfiihren wiirde. Die Bestimmung dieser sog. 
Widerstandskrafte an einem Korper mit beschrankter Beweglichkeit 
bildet eine Aufgabe der Statik, und zwar eine Aufgabe del' S tat i k 
starrer Korper, solange die Wi'derstandskrafte nicht von del' Form
anderung des belasteten Korpers oder seiner Lagerstellen abhangen, 
andernfalls eine Aufgabe der Statik elastischer Korper, die in 
der Elastizitatslehre erledigt wird. Wir beschranken uns hier auf den 
ersten Fall. 

Del' gestiitzte Korper iibt auf seine Auflager odeI' seine Befestigung 
eine sog. Auflagekraft, und an einer Stelle, wo er eingemauert, ein
geklemmt, eingespannt ist, 
ein Kraftepaar aus. U m 
anschaulich zu sein, wollen 
wir in zwei einfachen Fallen 
die Auflagekrafte nach GroBe 
und Richtung durch einen 
Versuch bestimmen. Den 
wagerechten Trager (Abb. 44) 
der in ersichtlicher Weise 
belastet und in den beiden 
Punk ten A und B frei ge
stiitzt ist, denken wir uns 
an den Unterstiitzungsstellen 

B 

Abb. 44. 

je auf eine Wage gestellt, worauf die beiden Auflagedriicke, deren 
Richtung offenkundig die Vertika,le ist, unmittelbar abgewogen werden 
konnen. Der Auflagedruck des Balkens auf seine Unterstiitzungsstelle, 
d. h. auf die Wage, ist vertikal abwarts gerichtet. 

Auch an dem einseitig eingespannten Trager (Abb.45) konnen wi!" 
die an dem Auflager tatigen Krafte durch einen Versuch ermitteln. 
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Wir denken uns die Befestigung in dem Mauerwerk ganz entfernt. 
Zweifellos hat del' Trager auf seine Befestigungsstelle senkrecht ab
warts gedriickt_ Wir stellen daher unter diese Stelle €line Wage, die 
den vertikalen Druck abzuwagen gestattet. J etzt konnte der Trager 
noch urn diesen Stiitzpunkt kippen. Daran konnen wir ihn durch €lin 
Kraftepaar verhindern, dessen Ebene mit del' EbeIie del' gegebenen 
Lasten und del' Lagerachse zU:sammenfiillt, sonst aber in sehr ver
schiedener Weise am Trager angebracht werden kann. Z. B. denken 
wir uns mit dem Trager ein Querstiick fest verbunden und an dessen 
Enden Seile befestigt, die in paralleler und einander entgegengesetzter 
Richtung iiber Rollen gefiihrt werden. An beiden Enden werden gleich 
viel Gewichte angehangt, bis del' Trager in seiner urspriinglichen Lage 
bleibt und nicht mehr zu kippen sucht. Das Kraftepaar G· a ist es 
offenbar, das vom Balken auf das Querstiick und von da auf die 
Seile iibertragen wird, wo €IS abgewogen wurde. Demnach besteht die 
Wirkung des Tragers auf seine Befestigung (Einspannungsstelle) in 
einer Vertikalkraft und einem sog. Einspannungsmoment. Andere Krafte 

und Momente treten im 
'l'~~/' ~ vorliegenden Faile nicht l auf. Man konnte sie 

sonst in ahnlicher Weise p 

Abb. 45. 

durch geeignete V otrich-
tungen abwagen. Werden 
Versuch selbst ausfiihrt, 
kann keinen Augenblick 
dariiber im Zweifel sein, 
ob er alle am Auflager an
greifenden Kraftwirkun-
gen beriicksichtigt hat. 
Denn hatte er eine ver
gessen, so ware kein 
Gleichgewicht zustande 
gekommen; die Auflage

stelle wiirde seitlich verschoben odeI' del' Korper urn sie kippen. Leicht 
erkennt man, daB man im allgemeinsten Fall drei Komponenten etwa 
in drei aufeinander senkrechten Richtungen und drei Momente urn diese' 
Richtungen abwagen miiBte. Meist treten nul' einige davon in Wirk
lichkeit auf. Was der Balken (Abb.44) odeI' der Trager (Abb.45) auf 
sein Auflager ausiibt, ist del' sog. Auflagedruck bzw. das AufJage- odeI' 
Stiitzmoment. Die Auflage odeI' die Befestigung ihrerseits iibt riickwarts 
auf den gestiitzten Korper nach dem Gegenwirkungsprinzip eine gleich 
groBe Gegenkraft bzw. €lin Gegenkraftepaar aus, die als Auflager- oder 
Stiitzenwiderstand odeI' Auflagerreaktion bzw. als Reaktiom;- odeI' Ein
spannungsmoment bezeichnet werden (vgl. 5). 

Man pflegt nun die Auflagerwirkungen nicht durch Versuch, son
dern durch Rechnung zu bestimmen und geht zu diesem Zweck stets 
in stereotyper Weise VOl': Man macht den Trager "frei", d. h. man 
denkt sich Auflager und Befestigungen entfernt und ersetzt deren vor
herigc Wirkungen auf den Trager durch Anbringen des Auflagerwider
standes und gegebenenfalls des Einspannungsmomentes. Der Korper 
steht dann unter dem EinfluB del' gegebenen "aktiven und del' ge-
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suchten passiven Krafte", wofiir man auch die Ausdrucksweise "Lasten 
und Widerstande" oder "eingepragt·e Krafte und Reaktionen" 
beniitzt, im Gleichgewicht. Er darf als "frei" betrachtet werden 
und unterliegt den im dritteu Kapitel angegebenen Gleichgewichtsbe
dingungen. mit deren Hilfe die gesuchten Auflagerwiderstande berechnet 
werden. Der' Bestimmung der Stiitzenwiderstaude ist aus dem Grund 
ein besonderes Kapitel gewidmet, weil diese in allererster Linie be
kannt sain mussen, ehe man an die Ermittlung der inneren Kriifte 
und die Wahl der Konstruktionsabmessungen herangehen kann. Die 
Ermittelung der inneren Kriifte ist vorwiegend eine Anfgabe der Festig
keitslehre; in diesem Buche werden· wir nur die Ermittelung der Stab
kriifte in einem Fachwerk zu behandeln haben. 

Auf die beschriebene Weise werden wir auch spaterhin ofters 
vorgehen, wenn unbekannte Zwangskrafte gesucht sind: Man Macht 
den zu untersuchenden Korper "frei" yom Zwang und hat dafiir die 
vorher tatigen Zwangswirkungen an ihm anzubringen, die im allgemeinen 
in Kraften und Kraftepaaren bestehen. 

Zu den aktiven oder eingepragten Kraften gehoren in der Statik 
das Eigengewicht, sonstige Gewichte, wie Flaschenzug mit Last, auf 
einem Speicherboden aufgeschichtete Waren; Wasser-, Luft-, Dampf
druck, Winddruck, Schneelast u. a.; zu den Reaktionen gehoren dagegen 
die Krafte, die durch Einschrankung der Beweglichkeit entstehen, 
darunter auch die Reibung. Dem Gesagten zufolge sind die Lasten 
Krafte, die den freibeweglichen Korper in Bewegung setzen, die Re
aktionen aber sind Krafte, die diese Bewegung verhindern, m. a. W. 
durch Einschrankung der Beweglichkeit entstehen. Von den Wider
standen oder Reaktionen wird jetzt ausfiihrlich die Rede sein. 

Es ist zuerst die Frage nach der Richtung eines Wider
standes zu erortern, der von einer ebenen oder gewolbten 
Unterstiitzungsflache auf einen gestiitzten Korper ausge
iibt wird. 

Wir wissen, wie schwer ein Schlitten auf einer ebenen unbe
schneiten StraBe fortgeschoben werden kann. Viel besser geht es auf 
kurzem dichten Rasen, noch besser auf Schnee, und auf blanker Eis
flache ist die in der Schubrichtung, also parallel zur Ebene auszu
iibende Kraft ganz gering. Dieser Kraft entgegengesetzt gleich ist der 
Widerstand, den die Unterstiitzungsebene in ihrer eigenen Richtung 
entgegenzusetzen vermag; er ist um so geringer, je weniger rauh die 
Ebene ist. Durch vollige Abstraktion von einem derartigen Widerstand 
gelangen wir zu dem Satz: Eine absolut glatte Flache vermag 
keine tangentiale Kraft auszuiiben; der Wider stand einer 
glatten Ebene gegen einen Korper, der auf ihr ruht oder 
auf ihr verschoben wird, steht an der Beriihrungsstelle nor
mal zur Ebene; auf einer glatten krummen Oberflache geht er normal 
von dieser aus, d. h. er ist normal zur Tangentialebene im Beriihrungs
punkt. Denn in einem kleinen Bezirk kann die krumme Oberflache 
mit ihrer Tangentialebene vertauscht werden. 

Wir werden jetzt die Frage behandeln, wie ein Korper gestiitzt 
werden muG, damit er sich gerade im stabilen Gleichgewicht befindet, 
m. a. W. welche Stiitzkrafte zu diesem Zweck notwendig sind, und 
welche im Hinblick auf ein sicheres Gleichgewicht als iiberfliissig oder 
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iiberzahlig. zu bezeichnen sind. An diese mehr geometrische oder kine
matische Frage schlieBt sich die statische Frage nach del' GraBe der 
Widerstande. 

62. Aden del' Stiitzung. Stabiles, labiles, indifferentes Gleich
gewicht. Freiheitsgrade und ihr Zusammenhangmit den Reaktionen. 
Ein in eiuem einzigen Punkte gestiitzter Karper ist um diesen Punkt 
drehbar. Wirkt auf ihn ein Kraftepaar. oder eine Kraft ein, die ein 
Moment in bezug auf den Stiitzpunkt besitzt, so ist er nicht im Gleich
gewicht. 1st er dagegen bloBdurch eine Kraft belastet, deren Wirkungs
linie durch den Stiitzpunkt geht, so befindet er sich im Gleichgewicht, 
weil im. Stiitzpunkt eine gleich groBe und entgegengesetzte Stiitzkraft 
hervorgerufen wird, die die Last aufhebt. Dabei sind drei Falle zu 
unterscheiden: 1. Der Angriffspunkt der Last faUt mit dem Stiitzpunkt 
zusammen, der Karper verharrt dann in jeder SteHung, in die man 
ihn durch Drehung um den Stiitzpunkt bringt; er befindet sich im 
indifferenten oder unentschiedenen Gleichgewicht. 2. Der An
griffspunkt der Last liegt auBerhalb des Stiitzpunktes und die Last 
wirkt vom Stiitzpunkt weg, so daB eine Verliingerung des zwischen 
beiden Punkten gelegenen Karperstiickes angestrebt wird; wiirde man 
den Karper um seinen Stiitzpunkt etwas aus seiner Gleichgewichtslage 
herausdrehen, wobei die Richtung del' Last parallel bleibt,. so entstiinde 
ein Moment, das den Korper wieder in seine alte Gleichgewichtslage 
zuriickfilhren wiirde, man sagt: der Korper befinde sich im stabilen 
oder sicheren Gleiehgewieht. 3. 1st unter sonst gleiehen Um
standen die Last gegen den Stiitzpunkt hin gerichtet, so wird der ge
stiitzte Karper bei kleinster Auslenkung aus del' Gleiehgewiehtslage 
immer mehr aus dieser entfernt, das Gleichgewieht wird in diesem Fall 
labil oder unsieher genannt. 

Der bisher betrachtete Korper war in seinem Stiitzpunkt allseitig 
drehbar gedacht, eill solcher Karper kanll keinerlei Kriiftepaar auf
nehmen, ohne aus-dem Gleichgewieht zu kommen und ohne in Drehung 
zu geratell. Liegt in jenem Drehpunkt der Ursprung eines rechtwink
ligen Koordinatensystems, so wird der Korper dadurch in eine be
liebige neue Lage iiberfiihrt, daB man eine z. B. in die x-Richtung 
faUende Aehse j' einen Winkel rp in der xy-Ebene durehlaufen liiBt, 
dann einen Winkel {} in der r z -Ebene und hierauf dem Korper um 
die r-Achse eine Drehung urn den Winkel V' gibt. Die neue Lage 
ist hiemach gegen die alte durch drei BestimmungE\winkel festlegbar, 
die man naeh Art del' Punktkoordinaten als Winkelkoordinaten auf
fassen kann. Man sagt daIlll, der Korper habe drei Freiheitsgrade 
fill' Drehung,. d. h. er kann sieh um drei beliebige Achsen gleiehzeitig 
in ganz unabhangiger Weise drehen. Diese drei Achsen gehen in 
unserem Beispiel durch einen Punkt, was aber jm allgemeinen nieht 
notig ist, wenn von drei Freiheitsgraden fiir Drehung die Rede ist. 
Dagegen hat der hier betrachtete Karper offenbar keinen Freiheitsgrad 
fiir Verschiebung; damit hangt nun aueh die Art der Stiitzkriifte zu
sammen, die er im Gleichgewiehtsfall aufnehmen kann: 

Jeder Freiheitsgrad sehlieBt die Vbertragbarkeit einer 
bestimmten Kraftwirkung auf die Stiitzstellen aus. Hat ein 
Karper drei Freiheitsgrade fiir Drehung, so vermag er im Ruhezustande 
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keine Stlitzmomente (Kraftepaare) um drei belie bige Achsen aufzunehmen. 
Der begonnene Gedankengang laBt sich jetzt in naheliegender Weise 
vervollstandigen, womit man einen vollstandigen Dberblick liber die 
Bewegungsmaglichkeiten und iiber die Folgen von deren Einschrankung 
fiir die Art der auftretenden Reaktionskrafte gewinnt. Denkt man 
sich einen Karper auf einer geraden Fiihrung verschiebbar aufgesteckt, 
die absolut glatt sein soIl und - etwa durch dreikantige Form -
eine Drehbarkeit ausschlieBt, so sagt man, er habe einen Freiheits
grad fiir Verschiebung; ist die Richtung del' letzteren die .x: -Achse, so 
kann er im Gleichgewichtsfall keine Komponenten in der x-Richtung 
aufnehmen. Man kann nun diese Flihrung selbst auf eine in del' 
y-Richtung gelegene Fiihrung stecken und diese schlieBlich auf eine 
inder z-Richtung verlaufende. Dann erhalt der Karpel' nacheinander 
zwei neue Verschiebungsmaglichkeiten und damit zwei neue Freiheits
grade fiir Verschiebung. Er besitzt nunmehr drei Freiheitsgrade fiir Ver
schieben und kann, ohne ausdem Gleichgewicht zu kommen, keinerlei 
Stiitzkraft aufnehmen, also weder eine x- noch eine y- noch eine 
z-Komponente. Die Lage eines Punktes, in die er lediglich durch Ver
schieben gelangt, ist bei drei Freiheitsgraden durch drei Verschiebungs
koordinaten x, y, z bestimmt. Ware der Karpel' um die drei Fiih
rungen auch noch drehbar, so erhielte er auch noch drei Freiheitsgrade 
fUr Drehungund kann jetzt, ohne aus dem Gleichgewicht zu kommen, 
keinerlei Kraft und keinerlei Kraftepaar mehr aufnehmen. Er ist voll
standig frei beweglich; del' vollstandig frei bewegliche Karpel' 
hat also sechs Freiheitsgrade. 

Obwohl in den unmittelbar folgenden Abschnitten kein Gebrauch 
davon gemacht wird, sei doch bemerkt, daB nach dem Gesagten eine 
beliebige neue Lage eines Karpel'S gegeniiber einer Ursprungslage oder 
gegeniiber einem festen Koordinatensystem durch se:)hs Koordinaten 
angegeben werden kann, durch drei VerschiebungsgraBen und drei Dreh
winkel. Soviel Lagekoordinaten zur eindeutigen Bestimmung der Lage 
eines Karpel'S oder eines Systems beweglicher Karper angegeben werden 
mussen, soviel Freiheitsgrade sind vorhanden. Bei einem gewahnlichen 
Kurbelgetriebe z. B. ist bloB eine Koordinate hierzu erforderlich; es 
hat einen Freiheitsgrad oder, wie man statt dessen auch sagt, es ist 
zwanglaufig. 

Die 0 bis 6 Freiheitsgrade kommen in N atur und Technik 
VOl'. Man denke nul' an die Knochengelenke unseres eigenen Kar
pel's, an Stative zur Befestigung von Instrumenten, an Stative fei
nerer Mikroskope, an Kugel- und Universalgelenke, an Glocke und 
K16ppel. 

Wird die Beweglichkeit eines Karpers durch Anbringen von Stiitz
punkten, Fiihrungen oder schlieBlich durch vollstandiges Festklemmen 
beschrankt, so lassen sich die Stlitzkrafte ohne weiteres mit den uns 
bekannten Gleichgewichtsbedingungen del' Statik ausrechnen, wenn 
man die Beweglichkeit nul' so weit einschrankt, als absolut 
natig ist, um die beabsichtigte Unbeweglichkeit den wirkenden Kraften 
gegeniiber gerade zu erzielen, womit gleichzeitig gewahrleistet ist, da;B 
sich del' Karpel' unter dem EinfluB seiner Belastung im Gleich
gewicht befindet. 

Autenrieth·Ensslin, Mechanik. 3. Auf]· 5 
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Man kann die statischen Gleichgewichtsbedingungen sogar un
mittelbar dazu verwenden, um auf die unbedingt notige Art der Unter
stiitzung zu schlieBen. 

So muB z. B. fiir einen Korper, der nur in einer Ebene von Krii.ften 
ergriffen ist und sich in Ruhe befindet, nach 25 ~ X = ~y = 0 und 
~ M = 0 sein; d. h. er darf sich in der Ebene nicht verschieben und 
nicht drehen. Ersteres wird durch Anordnen eines Gelenkzapfens senk
recht zur Ebene der Krafte bewirkt, letzteres durch Festhalten eines 
einzigen weiteren Punktes, jedoch derart, daB in dar Verbindungslinie 
desselben mit dem Gelenk ein weiterer Zwang nicht ausgeiibt wird; 
denn das ist iiberBiissig, weil die Krii.fte in Richtung der Verbindungs
linie in vollstandig ausreichender und bestimmter Weise vom Gelenk
zapfen aufgenommen werden. Diese zweite Stiitzstelle auBert bei 
fehlender Reibung einen Widerstand nur senkrecht zur Auflage
Bache. Denkt man sich den Korper elastisch und in der Verbindungs
geraden der beiden Lager durch eine Zug- oder Druckkraft beansprucht, 
so wird der Korper auf der zweitcn Stiitzstelle. gleiten; diesen Stiitz
punkt kann man daher ein Gleitlager nennen. 

§ 7. Ermittlung von Stiitzkraften ausschlieIUich von Reibungs
widerstiinden. 

63. Beispiele: a) Dachbinder mit vertikalen Stiitzenwider
standen (Abb. 46), belastet durch sein Eigengewicht Q und durch den 
Winddruck P. Gesucht sind die Auflagerwiderstande in der Gelenk
stiitze A' und im Gleitlager A". Wir haben hier die am SchluB des 
vorigen Abschnittes besprochene Sachlage. 

Man vereinigt den Winddruck P und das Eigengewicht Q zu einer 
Resultierenden R. Die Ebene des Dachbinders ist dann durch drei 
Krafte belastet, die sich an ihr das Gleichgewicht halten. Drei belie
bige in einer Ebene wirkende und im Gleichgewicht befindliche Krafte 
miissen sich aber nach 18 in einem Punkt schneiden, den man findet, 
wenn man die Wirkungslinie zweier der Krafte zum Schnitt bringt. 
Am Gleitlager A" steht der Stiitzenwiderstand W" senkrecht auf der 
GleitBache, ist also, da letztere wagrecht liegt, senkrecht gerichtet und 
geht durch A". Die nach Lage· und GroBe vollstiindig gegebene Kraft 
R schneidet die Richtung von W" in D; damit ist auch die Richtung 
D A des Stiitzenwiderstands W' in A' bestimmt und das sich schlieBende 
Kraftedreieck von R, W' und W" aufzeichenbar. Damit sind die 
Stiitzenwiderstande auf graphischem Wege gefunden; dieser ist im 
vorliegenden Fall auch am meisten empfehlenswert. 

Man konnte die Stiitzenwiderstande indes auch berechnen, und 
zwar den einen Stiitzenwiderstand W" aus der Momentengleichung um 
das andere Auflager A', weil der andere Stiitzenwiderstand in bezug 
auf A'den Hebelarm Null und das Moment Null besitzt. Es ware 
das Moment von W" um A' gleich dem Moment von R um A', woraus 
W" folgt. Die Vertikalkomponente V' von W' erhielte man sodann 
aus ~ V = 0, d. h. aus V' + w" = Q + P cos (P Q); schIieBlich ware die 
Horizontalkomponente von W' gleich der Horizontalkomponente von R 
oder, was das gleiche ist, von P. 
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Das Gelenk in A' muB so konstruiert. sein, daB es einen Horizontal
schub mit Sicherheit aufnehmen kann. 

b) Dachbinder mit einem schragen Stiitzenwiderstand. 
rst das Gleitlager in A" nicht horizontal, sondern schrag angeordnet, 
so sind die Stiitzenwiderstande ebenso bestimmbar wie unter a) be
schrieben. Es ist jetzt nur w" schrag, statt vorhin vertikal gerichtet. 

rst die Gleitfiache des Lagers bei A" nach innen, d. h. nach dem 
iiberdeckten Raum hin schief, so wird dem Kraftedreieck zufolge W' 
etwas kleiner und w" etwas groBer als unter a); W" besitzt auch eine 
nach links gehende Horizontalkomponente. Man wird ein schrages 
Gleitlager dann anordnen, wenn sich zeigt, daB dadurch der Binder 
oder die Briicke zwischen A' und A" entlastet wird. 

c) Trager durch Parallelkrafte belastet. Wirken lediglich, 
·wie haufig vorkommt, Parallelkrafte, vertikal zur Ve:tbindungsgeraden 

~f\:i 
~ 

Abb.46. 

w" 

der 'beiden Stiitzpunkte, so braucht man keine Gelenkstiitze, die auch 
Horizontalschub aufnehmen kann, weil ein solcher jetzt fehlt. Man 
legt, wie die iibliche Ausdrucksweise lautet, den Trager zweimal frei 
auf, d. h. auf Gleitlager. Dieser haufig vorkommende Fall ist naher 
zu betrachten. 

1. Rechnerische Losung: Der zweimal frei aufliegende Trager 
in Abb.47 habe die Spannweite l [m] und tragt die Lasten P1 P2 PS '" 

im Abstand a1 alias'" yom linken Auflager A'. Die Auflagerwiderstande 
R1 (links) und R'J (rechts) sind gesucht .. 

Man verfahrt in allen diesen und ahnlichen Fallen stets gleich: 
Zuerst berechnet man den einen Auflagerwiderstand, etwa R2 , aus 
einer Momentengleichung um das andere Auflager, die lautet: 

R 2 ·l=P1 a1 +P2 a2 +PS aS + .... =2P·a, 

woraus R,,= Pl~l +P',Ia2 +PS aS + .=-~ =~Pa. 
- l l 

5* 
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Sodann bereehnet man den andern Auflagerwiderstand aus der Kom
ponentengleiehung 2 V = 0: 

R1 +R2=P1 +P2+P3+"'=~P 

R1 = P1 + P 2 + P3 + ... - R2 = 2 P - R2 . 

Ist eines del' P den andern entgegE'ngesetzt, so hat es urn A' ein 
den andern entgegengeriehtetes Moment; das Moment diesel' Kraft Pa 
erhalt also ein --Zeiehen. Aueh in die Komponentengleiehung geht 
dieses P mit dem - -Zeiehen ein. 

2. Graphisehe Lasung: Man zeichnet, wie in 19 gezeigt, das 
Krafteek del' Krafte P 1 P2 P3 • •• mit dem willkiirlieh angenommenen 
Pol 0 und den Polstrahlen 81 8 2 83 ••• ; hierauf das Seileek I, II, III. 

A' 

l-Ilt 1 I 

- --75----- ~ 
Ez Z 3 _____ ~ _______ l 

Abb. 47. 

IV, wo I, II, III, IV die 
Sehnittpunkte del' Parallelen' 
zu den Seilstrahlen 81 8'!. 8:~ 
mit den Kraftriehtungen von 
R1 P 1 P.! ... R 2 sind. 

Zieht man noeh die sog. 
SehluBlinieDD(d.h. bringt 
man die auBersten Seilstrah
Jen mit den Reaktionsrieh
tungen zum Sehnitt und ver
bindet dann die Sehnittpunkte 
dureh die sog. SehluBlinie 
D D) und zu ihr im Krafte
plan die Parallele D, so wird 
behauptet, daB die Kraft
streck en Rl und R2 die Auf
lagerwiderstande in I und IV 
seien. 

Zum Beweis ist zunaehst 
festzusteIlen, daB die Kom

ponentengleiehung Rl + R2 = P 1 + P 2 + .. , dureh die Konstruktion er
fiiIlt ist. Allstatt naehzuweisen, daB aueh die Momentengleiehullg be
friedigt ist, kann als Ersatz hierflir festgestellt werden, daB die Kraf£e P . 
laut Konstruktion die gleiehe Resultierende haben wie die Auflagerwider
stande, nur von entgegengesetztem Sinn. Dies ist laut Konstruktion 
Abb. 47 in del' Tat del' Fall. Beide Resultierende R = P l + P 2 + ... 
und R' = = R = RI R2 haben aueh die gleiehe Lage. Sie heben 
sieh also auf. Demnach sind Rl und R2 tatsaehlieh die gesuehten 
Auflagerwiderstande in I und IV. 

Es kann indes aueh das Bestehen del' Momentengleichung naeh 
dem V organg von 21 naehgewiesen werden. 

Zusatz: Biegungsllloment und Biegungs-lUomentenlinie. In del' 
Festigkeitslehre wird das Moment del' auBeren Krafte in bezug auf 
einen Balkenquersehnitt gebraueht, das sogenannte Biegungsmoment. 
Befindet sieh del' zu untersuehende Quersehnitt etwa im Abstand a2 

vom linken Auflager, so denke man sieh den Balken bei P2 eingespannt 
und betraehte die Krafte auf del' einen Seite, etwa links von P.,; ihr 
Moment fill' den genannten Quersehnitt ist .M = R I · Ct2 - PI (a2 -=- a l ); 



Ermittlung von Stiitzkraften ausschliel3lich von Reibungswiderstanden. 69 

die Ebene des Kraftepaares M enthalt die Balkenachse, diese wird 
gebogen, weshalb das Moment Biegungsmoment genannt wird. 

Man hatte ebensogut die Krafte auf der rechten Seite von P2 

nehmen konnen; ihr Moment fur den Querschnitt bei P2 ist genau so 
groB wie das zuerst angegebene, denn beide halten sich bei P'J am 
Balken das Gleichgewicht. TatsachIich wahlt man immer diejenige 
Seite des zu untersuchenden Querschnittes, auf der die Momentberech
nung am einfachsten ist. 

Ermittelt man das Moment auf diese Art fUr eine Reihe von 
Balkenquerschnitten, so kann man die Momente an den zugehorigen 
Stellen des Balkens als Ordinaten auftragen; die VerbinduDgsIinie der 
Ordinatenendpunkte ist die sog. Biegungsmomentenlinie. Man 
kann m;m das Biegungsmoment fUr jede Stelle unmittelbar aus dem 
Seilpolygon entnehmen, wenn dieses wie oben einschIieBlich der SchIuB
linie (= Verbindungsgerade der Auflagerknotenpunkte des Seilpolygons) 
gezeichnet vorliegt. 

Das Seilpolygon ist dann eiDe geschlossene Figur; die zwischen 
den auBersten Polygonstrahlen befindlichen, den gegebenen Kraften 
paralleleD Ordinatenstucke y sind den Biegungsmomenten proportional, 
und zwar ist 

M=H·y, 

wo H den Horizontalzug des Kraftepolygons bedeutet. 
Zum Beweis deDke man sich den Balken in der Ebene der Krafte 

erweitert und die Krafte an die Stellen I II III IV geschoben, wo 
sie im Seilpolygon .liegen. Dadurch wird nach 17 am Gleichgewicht 
und an den Momenten nichts geandert, auch dadurch nicht, daB man 
in der Linie I IV sich zwei gleiche und entgegengesetzte Krafte D D 
hinzudenkt, deren GroBe aus dem Kraftepolygon entnommen wird. 

Sucht man nun das Moment der links von P bzw. III gelegenen 
auBeren Krafte R1 und P 1 in bezug auf den Querschnitt von P 2 oder, 
was dasselbe ist, in bezug auf Punkt III, so kanD R1 und P1 mit 
Hilfe des Seilpolygons in einfacherer Weise ausgedruckt werden, wobei 
noch bemerkt werden mag, daB durch das Hineinzeichnen des Seil
polygons und das Hinzudenken der Spannkrafte + 8 1 und - 81' + 82 

und - 8'.l usf. auch· nichts am Gleichgewichtszustand geandert wird. 
R1 und D (links) konnen namlich dem Kraftepolygon zufolge durch 
81 ersetzt werden und 81 und P 1 ihrerseits durch ihre Resultante 82 , 

Die Resultante 8 2 geht aber durch den Momentenpunkt III, liefert also 
kein Moment fur III. Von den anfanglich betrachteten Kraften R1 
und P 1 nebst + D und - D bleibt demnach nur das nach rechts 
wirkende - Dais momentgebend fUr III ubrig. Nach Zerlegen von 
D in H und V, so daB V durch III geht, ist das Moment der betrach
teten Krafte oder, was das gleiche ist, das Moment von H fur 0: 

M=H·y, 
wo H der Horizontalzug des Kraftedreiecks und y der Abstand zwischen 
Seilpolygon und SchluBlinie an der Stelle III ist. H ist mit dem 
Kraftema/3stab, y mit dem LangenmaBstab abzumessen. 

Liegen die Auflager R1 und R'.J nicht auBen rechts und links, so 
sieht das durch die SchluBlinie geschlossene Seilpolygon weniger einfach 
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aus, kann auch eine verschrankte Figur sein. Am Ablesen des Mo
mentes M = H· y andert sich jedoch nichts. 

d) Dreigelenkbogen Abb. 48. Als solcher wird eine yerbindung 
zweier Tragkorper A und B. mit drei reibungsfrei gedachten Gelenken 
I, II, III bezeichnet; an den Auflagern liegen die fest verankerten 
"Kampfergelenke". Dazwischen das "Scheitelgelenk". Die Be
lastung wirkt in der Ebene der drei GeIenke. Nach Losen eines Kampfer
gelenkes (etwa III) ware die Verbindung beweglich und als Briicke 
unbrauchbar. Zur Herstellung einer geometrisch unbeweglichen Ver
bindung ist es notig und gerade hinreichend, den frei gemachten End
punkt III mittels eines Gelenkbolzens-festzuhalten. Unter dieser Voraus
setzung ist der'Dreigelenkbogen auch statisch bestimmt. Es treten an 
ihin nur bestimmt kontroIIierbare und einfach bestimmbare Kr-afte auf. 
Es sollen die Auflagerwiderstande und der Druck im Scheitelgelenk 
bestimmt werden. 

Es wirke nur eine Last an einem Tragkorper. 
Bedenkt man, daB von den Kampfergelenken nur Krafte (keine 

Momente) ausgehen, so konnen die Auflager entfernt gedacht und ihre 

JI 

:[/~ 
Abb.48, 

Wirkung durch Anbringen einer Kraft an der Stiitzstelle ersetzt werden. 
Da im Scheitelgelenk auch nur eine Kraft iibertragen wird, so ist der 
Tragkorper B, an dem P nicht angreift, nur in zwei Punkten durch 
Krafte belastet; er kann nur dann im Gleichgewicht sein, wenn diese 
Krafte gleich groB und entgegengesetzt sind, und die Verbindungs
gerade der zwei Punkte als gemeinsame Wirkungslinie haben; diese 
letztere ist die Richtung des einen Stiitzwiderstandes. Beide Trag
korper zusammen sind unter dem EinfluB 'der Last und der zwei Stiitz
widerstande, also unter dem EinfluB dreier Krafte im Gleichgewicht. 
Die drei Krafte miissen sich dabei nach 18 in einem Punkte 
schneiden. Mit Hilfe dieser Angaben kann das Kraftedreieck in Fig. 48 
gezeichnet werden, womit die gesuchten Stiitzwiderstande W1 W2 

(Kampferdriicke) gefunden sind; gleichzeitig abel' auch der Druck im 
Scheitelgelenk, del' dem oben Gesagten zufolge dem Widerstand W2 

gleich ist. 
Die Kampfer- und Scheiteldriicke konnen auch berechnet werden, 

was in 97 geschehen wird. 
Wirken beliebige Krafte in del' Abbildungsebene, so setzen sich die 

Kampfer- und Scheiteldriicke· offenbar aus zwei Anteilen zusammen: 
aus dem Anteil, der durch die am rechten Tragkorper angreifenden 
Krafte hervorgerufen wird, wahrend del' linke unbelastet ist, und einem 
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Anteil, den die Lasten des linken Tragkorpers fiir sieh allein hervor
rufen, wahrend 'der reehte unbelastet ist. Die Wirkung del' Gesamt
belastung auf die Kampfer- und Seheitelgelenktr erhalt man, wenn man 
die Einzelwirkungen zu einer Resultierenden vereinigt. 

Man bestimmt also zuerst die Seheitel- und Kampferdriieke fiir 
den Fall~ daB bloB die Belastung des reehten Tragkorpers in Tatigkeit 
ist, wobei es sieh empfiehlt, die Lasten mit Hilfe des Seileekes zu einer 
Resultierenden zu vereinigen. Dann hat man die eingangs gestellte 
Aufgabe auf die besehriebene Art zu losen und erhaJt so die Kampfer-
driicke WI' und W2' und den Scheiteldruek 8 f • . 

Ebenso stellt man fiir den Fall, daB die Lasten am linken Trag
korper allein wirken, TVt und wt und 8" fest. 

SehlieBlieh sind WI' mit Wl ", W,/ mit W2", 8' und 8" mittels des 
Krafteparallelogrammes zu den Resultierenden WI' W2 und 8 zu vel" 
einigen, womit die gesuehten Gesamtwirkungen an Scheitel- und Kampfer
gelenken gefunden sind. 

Man kann die Aufgabe aueh auf einmal graphiseh losen. Die Auf
gabe lautet dann: das Seilpolygon eines gegebenen Lasteusystems 
dureh drei vorgeschriebene Punkte zu legen. Die Losung findet man 
in 108. 

e) Sieuerungshebel. D~r in a drehbare Hebel bac (Abb. 49) soll 
ein Ventil bewegen, das in c die vertikale Belastung Q absetzt. Welehe 
Antriebskraft P muB del' Steuerungsnocken auf die Rolle ausiiben, weun 
von der in Wirkliehkeit geringfiigigen Gelenkreibung abgesehen wird. 

Del' Steuerungsnoeken wirkt auf die Steuerrolle mit einer Kraft P 
ein, deren Wirkungslinie die gemeinsame Beriihrungsnormale ist. Die 
gemeinsehaftliehe Tangente im Berlih
rungspunkt beriihrt den Kreisumfang del' 
Steuerungsrolle , die N ormale geht also 
dureh den Kreismittelpunkt b, dessen 
Verbindungsgerade mit dem Beriihrungs
punkt somit die Wirkungslinie von P be
stimmt. Man denke sieh den Hebel frei 
gemaeht und die Lasten Q und P und 
den Stiitzwiderstand R in c, b und a an
gebraeht, die zwei ersteren in gegebener 
Riehtung. An dem Hebel halten sieh nun
mehr drei Krafte das Gleiehgewieht, sie 
miissen sieh in einem Punkt e sehneiden, 
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Abb. 49. 

del' als Sehnittpunkt del' Lasten P und Q gefunden wi rd. In del' Vel" 
bindungsgeraden e a wirkt del' Stiitzwiderstand R. Mit diesen Angaben 
kann das sieh sehlieBende Kraftedreieek von Q, P und R gezeiehnet 
werden, womit die gesuehten Krafte P und R gefunden sind. 

P allein hatte man aueh einfaeh bereehnen konnen aus del' 
Momentengleiehung urn a, naehdem man die Hebelarme von P und Q 
in bezug auf a aus del' Zeiehnung entnommen hat; es ware 

p.p=Q'q, 
woraus P=Q(!). 



72 Statik. Von den Widerstandskriiften an Korpern usw. 

Wird der Steuerhebel cab in b mit einer Stange angetrieben, so 
wirkt die Antriebskraft in der Stangenriehtung. Sonst andert sieh an 
der Losung niehts. 

f) Einseitig eingespannter Balken (sog. Freitrager) mit .be
liebiger Belastung (Abb. 50). Es sollen die an der Einspannstelle auf

tretenden Widerstande ange

Abb. 50. 

geben werden. 
Diese bestehen aus einer 

Kraft bzw. aus deren Horizon
tal- und Vertikalkomponente 
TVh und TV,., und aus einem 
Kraftepaar Mo' Man denke 
sieh den Balken an der Ein
spann stelle "frei gemaeht" und 
bringe die W iderstande W". 
W,. und 1lfo so an, wie sie vor 
dem "Freimaehen" am Balken 

gewirkt haben (vgl. aueh Abb. 45). Dann sind Lasten und Wider
stande im Gleiehgewicht und es geIten die Gleiehgewiehtsbedingungen 
von 25. 1st q die gleiehmaBige Belastung der Langeneinheit des Bal
kens von der Lange l, so ist: 

VI + q l - V!l + Wv = 0 , 

Hl +H:1- WI! = O. 

Ais Momentendrehpunkt wird die Einspannung gewahlt. Das Moment 
der gleichmaBigen Belastung ist naeh 24 gleieh dem Moment ihrer 

Resultanten; diese ist q lund greift im Abstand ! von der Einspannung 

an; das Reaktionsmoment an der Einspannung, das sog. Einspannungs
moment, iEt um den gewahIten Momentenpunkt herum immer noeh in 
Wirksamkeit, wahrend die Reaktionskrafte dureh den Drehpunkt 
gehen und das Moment Null haben, daher ist: 

l 
rzl·--+V~·aQ- -Vl·a1-Mo=0. 2 ~-

Aus den drei Gleichungell folgen ohne weiteres die gesuchtcn 
Reaktionen W,., w,. und Mo' 

§ 8. Statische Stabilitat. 
64. Sfabilifat eines starren Korpers. Ein starrer Korper mit einer 

beliebigen Vertika.lIast ruht auf einer ebenen Unterlage in einzelnen 
Punkten oder in einer beliebig begrenzten FJaehe (z. B. in der kreuz
fOrmigen Flaehe, Abb.51) der sog. Stiitzflaehe. In dieser solI nur 
Druck iibertragen werden, kein Zug. Unter welchen Umstanden kippt 
er um? 

Man bewege eine Tangente an den Umfang der Stiitzfiache so um 
die letztere rings herum, daB die Stiitzfiache nie geschnitten wird; die 
eingehiillte Flache sei als Standflache bezeichneli. Bei 'einzelnen Stiitz
punkten erhalt man die Standfiache, wenn durch die auBersten Punkte 
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Gerade gelegt werden, die mit einer auBen herumgelegten und straff 
gespannten Schnur zusammenfallen. Der Korper kann offen bar nur urn 
eine solche Tangente bzw. auBerste. V er bindungsgerade kippen; sh~ 
heWen Kipp- oder Drehkanten. Sobald die Resultante samt
licher Lasten die ebene Unterlagsflache auBerhalb der Standflache 
schneidet, kippt der Korper urn, was ohne Beweis anschaulich klar ist. 

Ein fahrbarer Drehkran ruht auf vier Radern, die notigenfalls durch 
Radschuhe festgestellt werden. Das Eigengewicht des fahrbaren Teiles 
abgesehen vom Ausleger sei Q, dasjenige 
des Auslegers sei G und die Nutzlast sei P. 
Man bilde die Resultante R der paraHelen 
Krafte Q, G und P (21); soIl der Kran stand-
fest sein, so muB die Wirkungslinie von R f1 
die Unterlage innerhalb der Standflache 
schneiden. Das Moment der Resultanten in 
bezug auf die nachstgelegene Kippkante wird 
als Stabilitatsmoment bezeichnet. 1st e 
der kleinste Abstand zwischen der Wirkungs
linie von R und dem Rand der Standflache, 
so ist R· e das Stabilitatsmoment. 

Geht R durch den Rand der Standflache, 
Abb . 51. 

ist also e = 0, so ist der gestiitzte Korper an der Grenze des Gleich
gewichtes. 

Beschreibt beim Sch wenken des Drehkranes die Resultierende R 
aller vertikalen Lasten einen Zylinder, der die ebene Unterlage in einem 
Kreis schneidet, so muB die Standflache, um den Kran stabil zu 
machen, so angeordnet werden, daB ihr Umfang ganz auBerhalb jenes 
Kreises liegt. 

Die Lasten brauchen nicht notwendigerweise aIle vertikal zu wirken ; 
die Resultante R kann auch schief auf der Unterstiitzungsebene sein; 
nur muB sie eine Vertikalkomponente haben, deren Moment um die 
Kippkante groBer ist, als das kippende Moment der Horizontalkompo
nente um die gleiche Kante, kurz das Kippmoment muB kleiner sein 
als das Stabilitatsmoment. Das ist immer der Fall, wenn die ~chiefe 
Kraft die Unterstiitzungsebene innerhalb der Standflache schneidet. Die 
Horizontalkomponente ist in geeigneter Weise abzufangen, damit . keine 
Verschiebung in der Horizontalebene eintritt. 

§ 9. Statisch bestimmte und statisch unbestimmte StiitZUllg. 

65. Kennzeichen der statisch bestimmten und statisch unbe
stimmten Stiitzung. Der Zweck der Lagerung oder Abstiitzung eines 
Bauwerkes, einer Maschine oder eines Teiles derselben, besteht allgemein 
gespr0Ghen darin, daB die Beweglichkeit so weit eingeschrankt wird, 
als es der Zweck der Konstruktion verlangt; im besondern Fall der 
Ruhe soIl sich die Konstruktion im stabilen Gleichgewicht befinden. 
Wird die Beweglichkeit nur so weit eingeschrankt, als notig und hin
reichend ist, urn die genannte Absicht gerade zu erreichen, so lassen 
sich die Stiitzenwidersta.nde (Komponenten oder Momente) mit Hilfe der 
Gleichgewichtf'bedingungen der Statik bestimmen, eie sind statisch 
bestimmt. 
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Zur Entlastung der Konstruktion oder zur ErhOhung ihrer Trag
fahigkeit oder Steifigkeit werden nun gelegentlich weitere Stiitzpunkte 
angeordnet oder weitere Teile der Konstruktion mit den Auflagern un
beweglich verbunden. Was an Stiitzpunkten· und Einspannstellen mehr 
angeordnet ist als notwendig, wird iiberzahlig genannt. In diesem 
FaIle konnen die Stiitzenwiderstande oder Stiitzmomente nicht mehr 
allein mit Hilfe der statiscp.en Gleichgewichtsbedingungen bestimmt 
werden, sie sind statisch unbestimmt. 

Wir haben jetzt die unterscheidenden Merkmale zwischen statisoh 
bestimmter und unbestimmter Stiitzung kennen zu lernen. Bei statisch 
bestimmter Stiitzung konnte man ein Auflager in Richtung des Auf
lagerwiderstandes um ein kleines .Stiick verschieben oder eine Ein
spannungsstelle ein wenig drehen, ohne daB die Stiitzenwiderstande 
oder das Einspannungsmoment ihre GroBe andern. Wiirde aber dieselbe 
Anderung an statisch unbestimmten Auflagerungen vorgenommen, so 
wiirden sofort alle Stiitzenwiderstande beeinfiuBt. Dies soll an einem 
Beispiel erlautert werden: Wir haben im vorhergehenden Abschnitt 
eine Reihe von Konstruktionen betrachtet, die statisch bestimmt ge
stiitzt sind.· Man betrachte nochmals den zweimal frei aufliegenden 
Trager mit Belastung nach Abb.47. Eine kleine Bewegung eines Stiitz
punktes in Richtung des Stiitzenwiderstandes beeinfiuBt dessen GroBe 
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nicht. Es ist auch gleichgiiltig, 
ob der Trager elastisch ist 
oder ob er als starr ange
sehen wird. 

Wird jedoch ein dritter 
Stiitzpunkt hinzugefiigt, so 
konnen die Stiitzenwider
stande mit Hilfe der Gleich
gewichtsbedingungen der Sta
tik allein nicht mehr bestimmt 
werden. Der iiber drei Lager 

durchlaufende sog. kontinuierliche Trager (Abb. 52) Z. B. sei gleichmaBig 
mit q.kg auf die Langeneinheit belastet und der dritte Stiitzpunkt in 
der Mitte angebracht. Mit den Bezeichnungen der Abbildunglautet die 
Momentengleichung um das AuBenlager: 

W' . 2 1 + W" ·l = 2 q l·l oder 2 W' + w" = 2 q l. 

Die Vertikalkomponentengleichung lautet: 

W' + W" + W' = 2ql oder 2W' + w" = 2ql, 

d. i. dieselbe Gleichung wie oben; sie liiBt eine getrennte Bestimmung 
der Stiitzenwiderstande nicht zu. Wiirde man den Trager als starr 
annehmen, so kame das einem Verzicht auf die Ermittlung der Auf
lagerwiderstande gleich, die doch in Wirklichkeit sicher ganz bestimmte 
Werte haben. Die Hypothese des starren Korpers ist also bei 
iiberzahIiger Stiitzung nicht zulassig, mit anderen Worten: die 
Ermittlung der Stiitzenwiderstande statisch unbestimmter Korper ge
hort nicht in die Mechanik starrer Korper. Die GroBe der statisch 
unbestimmten Stiitzenwiderstande hangt vielmehr von der Elastizitat 
des gestiitzten· KOrPers und der gegenseitigen Hohenlage der Auflager 
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abo Hebt man Z. B. das mittlere Auflager Fig. 52, so wird dieses mehr 
belastet, die AuBenlager entlastet. Die Stiitzendriicke hangen von del' 
Formanderung ab, die der gestiitzte Korper infolge seiner eigenen 
Elastizitat oder des Verhaltens del' Stiitzstellen annehmen kann odeI' 
muB. Fiir jede innerhalb rationeller Grenzen beliebige Hohenlage del' 
Auflager besteht Gleichgewicht zwischen Lasten und Stiitzenwiderstan
den; es sind also ebenso viele Gleichgew.ichtssysteme von Lasten und 
Widerstanden denkbar als Verlagerungen der Stiitzpunkte; ihre Zahl 
ist beliebig groB. Zu jedem Gleicbgewichtssystem von Lasten und 
Widerstanden gehort ein bestimmter Formanderungszustand. Welcher 
von dies en unendlich vielen denkbaren Formanderungszustanden tat
sachlich auf tritt, hangt von dem tatsachlichen Verhalten der Stiitz
punkte ab, die nul' einen einzigen Formanderungszustand wir klich zu
lassen. Erst durch die Formanderung werden die statisch unbestimmten 
Stiitzenwiderstande wirklich bestimmbar. Analytisch ausgedriickt heiBt 
das: es gibt fUr eine statisch unbestimmt gestiitzte Konstruktion un
endlich viele Wertegruppen del' Stiitzenwiderstande, die den statischen 
Gleichgewichtsbedingungen geniigen; erst das Eingehen auf die den 
Auflagerbedingungen entsprechende Formanderung del' Konstruktion 
liefert so viele weitere Gleichungen, als iiberzahlige Stiitzungen ange· 
ordnet sind, wodurch eine eindeutige Berecbnung del' Stiitzenwider
stande moglich wird. Sind mehrere iiberzahlige Stiitzen odeI' Einspann
stellen vorhanden, so entspricht einer jeden eine Formanderungs
bedingung, in del' der EinfluB del' betreffenden Stiitzstelle zum Aus
druck gelangt. 

Es soll nun noch ein Fall besprochen werden, in dem ein statisch 
unbestimmtes Stiitzmoment an einer iiberzahligen Einspannungs
stelle auftritt. Der zweimal frei aufgelagerte Trager Fig. 47 ist unter 
dem EinfluB del' gegebenen Lasten im stabilen Gleichgewicht und ge
rade zureichend unterstiitzt. Wird nun del' Trager an einem del' beiden 
Auflager iiberdies fest eingespannt, so ist die Beweglichkeit mehr ein
gE'schriinkt als des stabilen Gleichgewichts wegen erforderlich ware. 
Durch die Einspannung wird del' Trager gezwungen, an del' Einspann
stelle eine ganz bestimmte Richtung beizubehalten. Die Einspannung 
wird durch ein Kraftepaar ~ das sog. Einspannungsmoment ~ be
wirkt, dessen Ebene die Balkenachse enthalt; es, ist nul' dann Null, 
wenn die gebogene Balkenacbse am Auflager die gleiche Neigung hat, 
wie beim Freiaufliegen. Hebt odeI' senkt manein Auflager odeI' gibt 
man, ohne die Hohe del' Stiitzstellen zu verandern, dem Trager an del' 
Einspannstelle eine andere Richtung, so wird dadurch die GroBe del' 
statisch unbestimmten Stiitzwiderstande und des Einspannungsmomentes 
geandert; diejenige del' statisch bestimmten dagegen nicht, wodurch 
man beide sicber unterscheiden kann. 

Da es also auf die Formanderung ankommt, so gehort die Er
mittlung statisch unbestimmter Stiitzenwiderstande oder Stiitzmomente 
in die Elastizitatslehre. 

Durch diese Darlegungen solI dem Studierenden del' Unterschied 
zwischen statisch bestimmter und unbestimmter Stiitzung klargemacht 
werden. Er ist kurz folgender: Statisch bestimmte Stiitzenwiderstande 
sind von kleinen Verlagerungen del' punktformig gedachten Stiitzstellen, 
Bowie von del' kleineren odeI' groBeren Elastizitat des gestiitzten Korpers 
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unabhangig. uberzahlige Stiitzenwiderstande oder Stiitzmomente sind 
an einem starren Karper unbestimmbar. Statisch unbestimmte Stiitzen
widerstande sind von der Formanderung abhangig. Werden iiberzahlige 
Stiitzpunkte verlagert, so entstehen selbst an einem unbelasteten Karper 
Stiitzen widerstande. 

§ 10. Reibung. 

66. Allgemeines iiber Reibnng, Schadliche nnd niitzliche Reibnng. 
Arten del' Reibnng. Vom physikaJischen VOl'gang bei del' Reibnng 
nnd del' Aufstellnng von Reibnng"'gesetzen. SoIl ein Mabelstiick auf 
dem Zimmerboden, ein Kolben in einem Maschinenzylinder ~erschoben 
werden, so muB man die verschiebende Kraft auf eine gewisse GraBe 
steigern, bis eine Bewegung eintritt; eine solche Kraft ist auch dann 
noch aufzuwenden, wenn eine gleichfarmige Bewegung eingeleitet ist. 
Der auftretende Widerstand hangt also nicht damit zusammen, daB 
dem gleitenden Karper eine wachsende Geschwindigkeit erteilt wird, 
und ist nicht als dynamische Kraft aufzufassen. Man bezeichnet diesen 
Widerstand als Reibung, und zwar als Haftreibung gegeniiber 
Gleiten oder Reibung der Ruhe, ehe ein Gleiten eintritt, und als 
Bewegungsrei bung, wenn eine gegenseitige Verschiebung des gleiten
den Karpers auf seiner Unterlage tatsachlich stattfindet. Dabei kann 
offenkundig die Unterlage auch in Bewegung sein, und es kommt dann 
nul' auf den Gesch windigkeitsunterschied, die relative Geschwin
digkeit an; der schneller bewegte Karper wird stets als der gleitende, 
der langsamer bewegte a,ls die Unterlage bezeichnet (Einrii.cken einer 
Reibkuppelung). Der Sitz der Reibung ist die -- stets flachenhaft 
ausgebildete - Beriihrungsstelle zwischen gleitendem Karper und Un
terlage, die Richtung der Reibung in der gemeinschaftlichen Beriihrungs
ebene gelegen; die Reibung ist ein Tangentialwiderstand; der Sinn del' 
Reibung ist derart, daB sie am gleitenden Karpel' in der Beriih
rungEstelle del' angestrebten odeI' ausgefiihrten Bewegung ent
gegen wirkt, wahrend sie an der Unterlage im Sinne der Be
wegung angreift, diese also mitzunehmen sucht. 

Durch die Haftreibung wird die Beweglichkeit eines Karpel's 
eingeschriinkt, wir haben die Haftreibung daher im Sinne del' Dar
legungen in 61 und 62 zu den Reaktionen zu ziihlen, weshalb wir 
sie auch hier im Kapitel iiber Reaktionen zu behandeln haben. Die 
Bewegungsreibung ist dagegen als aktive oder eingepragte Kraft 
aufzufassen, wie in del' Dynamik noch auszufiihren ist (147). DaB die 
Haftreibung im allgemeinen als eine Reaktion von unbekannter GroBe 
und Richtung auftritt, wird in 71 ausfiihrlich erortert. 

Wie wir noch sehen werden, ist die Reibung eine Kraft. die nie
mals positive Arbeit leisten kann. In dies em Sinne bezeichnet man sie 
gelegentlich als passiven Widerstand. Die Reibungsarbeit geht in Wiirme, 
zum Teil auch in Elektrizitiit iiber; sie verursacht die Abniitzung. 

Die Reibung ist oft ein unerwiinschtes Hemmnis, oft wird sie abel' 
auch nutzbar gemacht und schlieBlich bildet die Reibung sogar die un
erliiBliche Voraussetzung fiir das Gehen von Mensch und Tier oder fiir 
das Fahren der Landfuhrwerke. Die Arbeit, die eine Maschine ver
richten soll, wird z. B. durch die in den Lagern Fiihrungen, an den 
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Zahnradern usf. auftretende Reibung beeintrachtigt. N utzbar verwertet 
wird die Reibung dagegen zur Arbeits- und Bewegungsiibertragung bei 
Riemen- und Seiltrieben, Spills, Reibkuppelungen, Reibscheihen und 
-radern; man beniitzt sie ferner zum Festhalten von Lasten (mehr
maliges Umschlingen. von PHocken mit Tauen, Selbstsperrung von Last
hebemaschinen), zum Bremsen, d. h. zum Verlangsamen oder Aufhalten 
einer Bewegung. SchlieJ3lich ist das Gahen oder Fahren ohne die Haft
reibung zwischen Schuhsohlen und Boden oder Rad und Schiene un
moglich; weder Mensch noch Fahrzeug kommen ohne die Reibung von 
der Stelle. . 

Von der Reibung des Gleitens verschieden ist die Rollreibung 
von Radern, Rollen, Walzen und Kugeln, die mit der Formanderung 
am rollenden Korper und seiner Unterlage zusammenhangt, sowie auch 
die Bohrreibung, die an Spur- oder Stiitzzapfen auftritt. Von heiden 
wird spater die Rede sein. 

Die GroJ3e .der gleitenden Reibung hangt nach MaBgabe von Be
obachtungen ab von der Beschaffenheit der gleitenden OberHachen 
(Rauhigkeit, Elastizitat, Harte), vom Druck, mit dem der gleitende 
Korper gegen die Unterlage gepreJ3t wird, von der Gleitgeschwindigkeit, 
vom Schmierungszustand (trocken, naJ3, gefettet), von der Temperatur. 

Es erscheint vom wissenschaftlichen Standpunkt aus als eine selbst
verstandliche Forderung, daJ3 man die erwahnten EinHiisse einzeln durch 
Versuche priift und ziffernma2ig festlegt und sodann die jeweils sich 
abspielenden Vorgange zu verstehen und eine GesetzmaBigkeit aufzu
stellen sucht, die einer moglichst allgemeinen Anwendung fahig ist. 
Allein soviel Versuche nach den einzelnen Richtungen hin angestellt 
sind, so ist man doch noch zu keiner allgemein anerkannten Auffassung 
iiber das Wesen der Reibung gelangt, noch viel weniger zu Gesetzen 
von allgemeiner Anwendbarkeit. Immerhin sollen in den nachher zu er
orternden Grenzfallen der trockenen Reibung und der Fliissigkeitsreibung 
Gesetze aufgestellt werden; im einzelnen ist in des der Vbergang der 
Haftreibung in die Bewegungsreibung noch nicht befriedigend geklart. 

Man war in dem groJ3en und technisch wichtigen Gebiet, das 
zwischen jenen GrenzfiiJlen liegt, gezwungen, unter Verzicht auf die 
allgemeine Losung Einzelfalle zu untersuchen, die dabei in Frage korn
menden HaupteinHiisse fest- und klarzustellen, womit man Ergebnisse 
erhalt, die innerhalb des Versuchsbereiches auf ahnliche praktische 
Verhaltnisse llbertragbar sind. Der Untersuchung wurden dabei unter
zogen entweder Einzelteile, wie Lager, Getriebe (Schnecken, Zahnrader 
usw.) oder ganze Maschinen, und das Untersuchungsergebnis in Tabellen 
oder Kurvenbildern niedergelegt, zum Teil auch in die Form einer 
Gleichung gebracht; damit sind die bei den Versuchen vorhanden 
gewesenen Verhaltnisse festgelegt; wie man solche Feststellungen prak
tisch zu verwerten hat, soIl besprochen werden, wenn erst die iibliche 
Darstellung des Reibungsgesetzes gegeben ist. 

67. Trockene Reibung. Druckreibung. Reibungsziffer der Rube 
und Bewegung. Reibungsgesetz. Ein fester Korper (Abb.53) sei mit 
der Kraft N normal auf eine ebene feste Ullterlage gedriickt und dicht 
iiber der letzteren von einer Kraft T parallel der AuflageHache ergriffen. 
Gleipkorper und Unterlage seien trocken. Hierbei wird der N ormal-
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druck N durch den Normalwiderstand Wn del' Unterlage aufgehoben. 
Bei absolut glatter Auflageflache setzt die treibende Kraft T den 
Karper auf seiner Unterlage in Bewegung. In Wirklichkeit t'ritt jedoch 
wegen der Rauhigkeit der Beriihrungsflachen ein Tangentialwiderstand 
auf, der sog. Reibungs·widerstand TJ7;, und man muB die treibende 
Kraft T auf einen gewissen Wert steig ern, bis der Gleitkarpel' sich auf 
del' UnterIage zu bewegen anfangt. Solange keine Bewegung eintritt, 
solange also Gleichgewicht besteht, sind Wt und T einander gleich und 
entgegengesetzt (Gegenwirkungsprinzip). Der Reibungswiderstand Wt 

fIT 

T 

N 

Abb. 53. 

. wachst mit der treibenden Kraft T, abel' nur bis 
an eine bestimmte Grenze. Von besonderer Wich
t,igkeit ist der Grenzwert Wt = R des Reibungs
widerstandes, der auftrjtt, wenn die treibende 
Kraft den Karpel' gerade an die Gleitgrenze, 
d. h. an die Grenze zwischen Ruhe und Bewe
gung. gebracht hat, wenn also .die Haftreibung 
in die Bewegungsreibung iibergeht. Der Grenz-
wert R, die sog. Haftreibung, bildet also den 
Hachstwert, den del' Reibungswiderstand anzu
nehmen vermag, ehe das Gleiten eintritt. In 
manchen Fallen (z. B. Eiche auf Eiche, trocken) 
ist die Haftreibung erheblich graBer als die Be
wegungsreibung, in andern ist kein oder nur ein 
geringer Unterschied gefunden. Einwandfrei fest-

gestellt ist, daB der Reibungswiderstand trockener Flachen an del' 
Gleitgrenze und bei del' Bewegung dem N ormaldruck N p-roportional, 
von der Pressung, d. h. dem auf die Einheit der Beriihrungsflache ent
fallenden Druck und dem Fliicheninhalt in weiten Grenzen unabhangig 
ist. Nach dem Vorgang Coulombs darf bei trockener Reibung ge
setzt werden an del' Gleitgrenze 

und bei Bewegung, also nach Eintritt des Gleitens, 

. . . . . (20) 

,Leo und ~t heiBen die Reibungsziffern del' Ruhe bzw. del' Bewegung: Es 
sind diejenigen Tangentialkrafte, die den mit 1 kg senkrecht belasteten 
Gleitkarper an die Gleitgrenze bringen bzw. in gleitender Bewegung 
halten. Die Reibungsziffer # ist keine Unveranderliche, sie ist von der 
Gleitgeschwindigkeit abhangig, jedoch bei trockener Reibung nur in 
geringem MaB, sofern man das Gebiet sehr kleiner Gleitgeschwindig
keiten ausnimmt. Nach neueren Beobachtungen (J ako b, J a hn) nimmt 
die Bewegungsreibung in dies em Gebiet gegen die Gleitgeschwindigkeit 
Null hin stark ab, ob auf einen von Null verschiedenen positiven Wert 
odeI' auf Null selbst, ist noch nicht entschieden. Bei den Versuchen 
von J ako b waren die Reibflachen sorgsamst gereinigt, getrocknet und 
geglattet. 

Bei rauhen Flachen scheint die Haftreibung groB, die Bewegungs
reibung dagegen gering zu sein, besonders wenn del' Gleitkorper. ins 
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Hupfen kommt. Vorhergehen eines langeren Rnhezusta~des scheint 
die Haftreibung zu vermehren. 

Eine weitere KIarung durch exakte physikalische Versuche erscheint 
dringend erforderlich unter genauer Angabe der Gro.Be und des Zu
standes der reibenden Flachen; der Pressung Und Gleitgeschwindigkeit, 
gegebenenfalls auch der Temperatur, damit die Abhangigkeit der 
Reibung von den einzelnen Einflussen klargestellt wird. 

Um die richtige Ubertragbarkeit der physikalischen Ergebnisse auf 
die einzelnen Verwendungsfalle sicherzustellen, sind au.Berdem Versuche 
unter den tatsachlichen Betriebsverhaltnissen zu machen, wobei die 
Reibung durch das ungetrennte Zusammenwirken aller ma.Bgebenden 
tatsachlichen Einfliisse bedingt ist. 

Reibungsversuche sind angestellt: 
1. durch gleichma.Biges oder beschleunigtes Fortziehen eines ebenen 

belasteten Gleitkorpers auf ebener Unterlage. (Beobachtung von N, R, 
Weg 8, tsk [z. B. Coulomb, Morin usw.]). 

2. Dasselbe auf schiefer Ebene; als Gleitkorper auch eine zylindrische 
Walze verwendet (z. B. Skutsch, J·ahn). 

3. GleichfOrmig sich drehende Scheibe, belasteter Korper angedruckt 
(z. B. Hanffstengel, Duffing, Perry). 

Nach Versuchen mit Bremsen (GuBeisen auf Stahl) von Poiree, 
Bochet und Wichert entschied sich der Verein deutscher Eisenbahn
verwaltungen fUr folgende Formel 

worin 

also 

1 +ca'v 
flo 1 + av ' 

flr>=cflo=0,187 flo; a=0,216; v [mfsk]; V tkmistd] 

flo = 0,45 fUr trockene, flo = 0,25 fUr nasse Flachen, 

Nach dies en Versuchen nimmt die Reibung mit wachsender Ge
schwindigBeit ab~ 

J ahn fand beim Abgleitenlassen einer schweren Walze aus Sehmiede
eisen auf einer geneigten Schiene aus Schmiedeeisen fio = 0,23 --;- 0,28 
bei sorgfaltig gereinigten Flachen. Auffallend war die Beobachtung, 
daB schon unterhalb der eigentlichen Gleitgrenze ein Gleiten mit sehr 
geringer Gesehwindigkeit stattfand. 

Versuche, die sich vorwiegend auf trockene Reibung und den 
Zwischenzustand halbtrockener Reibung bezogen, sind von L. Klein 
(Mitteil. Forsch.-Arb. V. D. I. Heft 10) angestellt an guB- und schmiede
eisernen Scheib en mit hOlzernen Bremsklotzen; die Scheiben waren teils 
bearbeitet, teils unbearbeitet; teils mit Benzin gereinigt und trocken, 
teils gefettet, die Reibungsziffer fl dor Bewegung in G1. (20) erwies sich 
bei Geschwindigkeiten von 1 bis 20 [mjsk] und Anpressungen (= An
pressungskraft geteilt dureh die gepreBte Flaehe) von 1 bis 10 [kgfqcm] 
als annahernd unveranderlich, wahrend bei GuBeisen auf Stahl (s. oben) 
fi mit zunehmender Gleitgeschwindigkeit abnimmt. 
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Durch ~ie Versuche sollten weniger die physikalischen Gesetze der 
Reibung als vielmehr in erster Linie die gunstigsten Verhaltnisse fiir 
Bremsen mit Bolzklotz.en ermittelt werden, wobei folgendes gefunden 
wurde. An unbearbeiteten Eisenflachen .niitzt sich der Bremsklotz viel 
rascher ab als an bearoeiteten, die Reibung ist trotzdem kleiner und 
schwankend; der Bremsklotz hupft merklich. Fur di~ Bremsscheiben 
erwies sich sauber bearbeitetes Schmiedeeisen als dem GuBeisen iiber
Jegen. Die Oberflache solI im Betrieb rein gehalten werden. 

Als geeignetstes Holz fiir Bremebacken stellte sich Pappelholz heraus, 
dessen Fasern parallel zur Bewegungsrichtung liegen. Hierfiir ist 
fl = 0,6 bis 0,65. Wird die Bremssbheibe warm, so nimmt die Rei
bung abo 

Die Werte der Reibungsziffern findet man in der Originalarbeit 
und auszugsweise in der "Biitte", weiter in Werken iiber Maschinen
elemente; auf die Wiedergabe dieser und anderer Erfahrungszahlen muB 
hier verzichtet werden. Hier kann nur das Grundsatzliche :erortert und 
die Anwendung gezeigt werden. l: ' 

Dber den Gebrauch der in der Literatur angegegeben Reibungs
ziffern·enthalt 78 das Erforderliche. 

Die Schmierreibung wird in 69 und 73 eingehend besprochen. 

68. Reibungswinkel. Denken wir uns den gleitenden Korper "frei 
gemacht", d. h. die Unterlage weggenommen, und die von ihr ausge
ii bten Kriifte: namlich den vertikal aufwarts gerichteten Normal wider
stand W n = N und den Reibungswiderstand' WI = R an der Beriihrungs

W;,:N 

T 

p 

Hache des Gleitkorpers angebracht, so 
herrscht Gleichgewicht. Setzt man den 
Normalwiderstand und den Tangential
oder Reibungswiderstand zu einer Resul
tierenden W zusammen, so ist diese der 
Gesamtwiderstand W der Untcrlage; 
Wist schief gegen letztere gerichtet und 
bildet mit der Beriihrungsnormalen oder, 
was dasselbe ist, mit dem Normalwider
stand den Winkel ([Y, wobei 

Abb. 54. Steigert man die treibende Kraft, so 
w~~ehst auch Wt und ~amit tg ([Y oder ([Y 

selbst. An der GIeichgewichts- oder Gleitgrenze ist Wt = R = Ito N 
und es sei ([Y = eo geworden (Abb.54); hiermit wird an dieser Grenze 

R floN ' 
tg ([Y = N = ~ = fl(J = tg eo (21) 

Der Winkel eo heiBt der Reibungswinkel der Ruhe. 
An der Gleitgrenze bildet also der Gesamtwiderstand W 

der Unterlage den Reibungswinkel eo mit der N ormalen. 
In diesem FaIle bleibt der gleitende Korper an der Gleichgewichts

grenze, wie groB auch der Gesamtdruck P auf der Unterlage ist. Der 
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Gesamtdruck P muB nur den Reibungswinkel mit der Beriihrungs
normalen bilden. Der Grund hierfiir liegt darin, daB die Komponenten 
von P, namlich R = P . sin eo und N = p. cos eo die an der Gleich-

gewichtsgrenze bestehende Beziehung tg eo = flo = : b efriedi gen. 

Mit Hilfe des Reibungswinkels eo laBt sich iiberblicken, was ge
schieht, wenn der Gesamtdruck P gegen den· gleitenden Korper den 
beliebigen Winkel fJ mit der Normalen bildet. 1st namlich fJ = eo, 
so ist der gleitende Korper dem soeben Gesagten zufolge an der Grenze 
des Gleichgewichts. 1st fJ> eo' so ist die Tangentialkomponente 
T = P . sin fJ = N· tg fJ groBer als die hOchstens erzielbare Reibung 
R=flo·N=N.tgeo; der Korper setzt sich in Bewegung unter dem 
EinfluB von T - R. 1st dagegen P < eo. so ist die Tangentialkompo
nente T = N . tg fJ kleiner als die Grenzreibung R = flo . N = N . tg eo. 
bei deren Dberschreiten erst Bewegung eintritt; das gilt, wie groB auch 
P sein moge. Solange also die Richtung des Gesamtdruckes P 
gegen einen ruhenden Gleitkorper mit der Normalen in der Beriihrungs
flache einen Winkel einschlieBt, der kleiner ist als der Reibungs
winkel der Ruhe oder gerade dies em gleich ist, besteht Gleichgewicht; 
kein noch so groBer Druck kann dann ein Gleiten h'erbei
fiihren. 

Zu jeder durch die Beriihrungsnormale gehenden Gleitrichtung 
gehOrt ein Reibungswinkel, wodurch der sog. Reibungskegel entsteht. 
Solange P innerhalb des Reibungskegels liegt, besteht Gleichgewicht, 
wie groB immer P sein mag. 

Entsprechend laBt sich auch ein Reibungswinkel e der Bewegung 
darstellen durch tg e = fl, wobei iiber e dasselbe zu sagen ist wie 
iiber fl. Nach Eintritt des Gleitens kann die Bewegung bei einem 
nnter eo gelegenen Reibungswinkel aufrechterhalten werden, sofern bei 
der herrschenden Gleitgeschwindigkeit die Bewegungsreibung kleiner ist 
Itls die Reibung der Ruhe. 

Beispiel: Die Treibachse einer Lokomotive, deren Abmessungen 

Abb. 55 zeigt, tragt in beiden Lagern ein Gewicht von je ~ = 8000 kg; 
2 

das Gewicht des Radsatzes ist 4000 kg, es sei zu gleichen Teilen auf 
die Laufkreise verteilt. Es ist diejenige in der Achsrichtung wirkende 
Kraft H anzugeben, die die Achse an die Gleitgrenze gegen seitliches 
senkrecht zum Gleise erfolgendes Vel'schieben bringt. Konizitat der 
Rader tg IX = 1 : 20. 

G 
Die Resultierende von 2· - = G geht durch die Achsmitte und 

2 
vereinigt sich dort mit der gesuchten Kraft H zu einer Resultanten, 
die mit den beiden Schienenreaktionen Wl und W2 im Gleichgewicht 
ist; die Wirkungsgeraden von R, Wl und W2 schneiden sich also in 
einem Punkt. Diesen findet man als Schnittpunkt der Richtungen von 
Wl und W2 • Diese Richtungen selbst aber scWieBen mit der Beriih
rungsnormalen des Rades und del' Schiene je den Reibungswinkel e 
[Jin. Man tragt demnach an die beiden Vertikalen, die in den End
punkten der Strecke a = 150 em errichtet sind, mit Hilfe von tg a = 1 : 20 
nnd tge=fl=0,4 die Winkel a+e bzw. a-e an (s. Abb. 55). Der 

Autenrieth·Enssliu, Mecbanik, 3, Auf!. 6 
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Wirklichkeit entspricht mehr tg eo = 0,28. Nach dem liber das Zeichen
blatt hinausfallenden Schnittpunkt zieht man jetzt durch den Mittel

und stelle der 
sich ein Urteil 

punkt M der Achsmittel
linie eine Gerade (durch 
M und eine beliebige 
Stelle sind Parallelen zu 
ziehen und die zwischen 
die Richtungen von Wi 
und WQ fallenden Ab
schnitte" in dem VerhiiJt
nis zu teilen, in dem M 
die eine Parallele tent). 
Das ist die Richtung 
von R. Das Kraftedrei
eck kann jetzt aus den 
bekannten Richtungen 
von W l' W:l' R gezeichnet 
werden, indem man be
achtet, daB die Verti
kalkomponente G gleich 
der gegebenen Achsbela
stung + Gewicht des 
Radsatzes ist. 

Abb. 55. 
Der Studierende flihre 

die Zeichnung selbst aus 
zeichnerischen Losung die rechnerische gegenliber, um 
liber die gegenseitige Anwendbarkeit zu bilden. 

69. }'liissil!,'keitsreibung. Sind die Gleitfiiichen durch eine Schmier
schicht vollstiindig getrennt, so tritt sog. Fllissigkeits- oder Schmier
reibung auf. Man beobachtet, daB der Verschiebungswiderstand von 
der Fllissigkeitspressung, d. i. von dem auf die Fliicheneinheit entfallen
den N ormaldruck p = N : f unabhangig ist, dagegen mit der GroBe der 
Gleitfiache wachst (Flachenreibung); VOl' allem ist er abhangig von 
der Zahigkeit des Schmierstoffs und del' Gleitgeschwindigkeit. Wie 
letztere zu messen ist, muB erortert werden. Zwei parallele Gleitfiiicheh 
von je 1 qcm Flacheninhalt seien durch eine h [em] dicke Schmier
schicht getrennt. Die eine Gleitfiache sei als feststehend angenommen, 
die ander!:l bewege sich ihr gegeniiber mit einer Geschwindigkeit von 
v [cm/skJ. Del' Schmierstoff hafte an den Gleitflachen (z. B. 01 an 
Metall); er bewegt sich dann mit der gleichen Geschwindigkeit wie 
diese. Die bewegte Gleitfiache nimmt den Schmierstoff mit, fordert 
ihn also gleichsam in del' Bewegungsrichtung, und zwar an del' be
wegten Flache mit v, an del' ruhendcn mit Null und dazwischen mit 
einer zwischen v und Null gelcgenen Geschwindigkeit. 1m einfachsten 
Fall ist die Geschwindigkeit eines Schmierteilchens seinem Abstand von 
del' Gleitfiache proportional. Bei Verdoppelung der Gleitgeschwindigkeit 
und del' Dicke del' Schmierschicht bleibt offenbar del' Bewegungs
mechanismus im lnnern der Fllissigkeit gleich und auch die Bewegungs
widerstande, die sog. innere Reibung del' Fliissigkeit. Die Schmier
reibung hangt also nur von dem Verhaltnis v: h ab, dem sog. Ge-
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schwindigkeitsgefalle, das angibt, um wieviel die Gleitgeschwindig
keit zwischen zwei um k = 1 [cm] voneinander entfernten Schmierteilchen 
sich andert. Newton hat daher ffir die Fliissigkeitsreibung an 1 bzw. 
f qcm Gleitflache gesetzt: 

R v 
T=-=A.- bzw. 

f k 
Andert sich die Gleitgeschwindigkeit langs k nach einem beliebigen 
Gesetz, so ist das Geschwindigkeitsgefalle durch dv/dk ausgedriickt und 
es ist 

dv 
T= A' dk [kg/qcm]bzw. 

WO T (sog.Schubspannuug in der Festigkeitslehre) in [kg/qcm], dv in 
[cm/sk], dk in [cm], dv/dk in [l/sk] und fin [qem] einzusetzen ist. 
Die Zahigkeit A der Fliissigkeit (Dimension kg. sk· cm-2) ist demnach 
die Schubspannung, die erforderlieh ist; um zwei parallele Fliissigkeits
schichten von 1 [qcm] Flacheninhalt und 1 [cm J Abstand gegeneinander 
mit 1 [em/sk] Gesehwindigkeit zu versehieben. Eine Fliissigkeit, deren 
Zahigkeit Null ist, heiBt vollkommen oder ideal; in ihr konnen keine 
Sehubspannungen entstehen, sondern in einem Punkt nur ein allseitig 
gleicher Normaldruek: 

Nimmt die Dicke der Schmiersehicht ab, so waehst die innere 
Reibung. Freilich kann sie fUr k = ° nicht den theoretischen Wert 
unendlieh erreiehen, sondern muB in diesem Grenzfall den Wert der 
trockenen Reibung annehmen ·und es konnen vorher die innern Krafte 
tatsaehlich nur so hoch ansteigen, daB die Fliissigkeit zerreiBt, worauf 
rasch der Zustand der trockenen oder aueh halbtroekenen Reibung 
herbeigefiihrt wird. 

Das Gesetz der Fliissigkeitsreibung wird bei parallel und wirbelfrei 
stromender Fliissigkeit, d. h. unterhalb der sog. kritisehep. Geschwindig
keit, z. B. dureh AusfluBversuche (Poiseuille, Ubbelohde) aus engen 
zylindrisehen Rohren bestatigt. Es wurde gefunden: 

ffir Deutzer Gasmotorenol bei 20 50 80° C 

fiir Wasser bei 10,1 

A=0,0157 

A=2,55 

15,5 

0,0136 

0,434 0,13.10-6 [kg.sk.em-2] 

17,9 21,6° C 

0,0129 0,0118.10-6 [kg.sk·cm-2 ] 

Die Zahigkeit der Fliissigkeit ist demnach von der Temperatur ab
hangig. 

Das Auftreten von Turbulenz in einem Rohr von a [em] Halb
messer, das von einer Fliissigkeit mit einem Raumgewicht 'Y [kg/cmS] 
mit urn [cm/sk] mittlerer Geschwindigkeili durchstromt wird, ist naeh 
Reynolds durch die Gleiehung bedingt: 

'Y u ·a g'T = konst. = rd. 1000, 

wobei 1000 eine unbenannte Zahl, d. h. vom MaBsystem unabhangig ist. 
6* 
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70. Vereinigte Druck- und Fliichenreibung. Meist sind die Gleit
odeI' Reibflachen wedel' vollstandig trocken (und rein), noeh vollkommen 
geschmiert, es liegt ein Zwischenzustand VOl', die halbtrockene Rei
bung odeI' vereinigte Druck'- und Flachenreibung, wobei einzelne 
Teile del' Reibflache .zur unmittelbaren Beruhrung kommen, wahrend 
andere durch Schmierstoff getrennL sind. Vielfach wird del' Zustand 
sich mit del' Zeit andern, und wenn ein Beharrungszustand erreicht ist, 
leicht Storungen unterliegen. Wegen del' nahezu unbegrenzten Moglich
keiten dieses Zwischenzustandes erscheint es aussichtslos, ein umfassen
des, einfaches Gesetz aufzustellen; man kann abel' versuchen, ein be
grenztes Gebiet, z. B. die Reibung zwischen Riemen und Scheibe zu 
untersuchen und die Beobachtungen durch eine empirische Gleichung 
auszudrucken, auf aIle FaIle durch klare zeichnerische Darstellung, als 
Grundlage fiir Berechnungen odeI' zeichnerische Weiterverwertung. Die 
Gleichung muB hinreichend genau und einfach sein. 

Friederich und Stiel haben folgende Gleichungen fur den Rei
bungswiderstand zwischen Riemen und Scheibe. vorgeschlagen: 

R= w·a·p·f = w.a·~(Friedrich) . . .. (23) 
a+p a+p 

R=p..N+y·f=,u·pf+y·{=/i.N (Stiel). (24) 

wo Ii = ft +v!p. 

Hierin ist p = N : f' = 8: h· r [kgjqcm] die Pressung zwischen Riemen 
und Scheibe bezogen auf 1 qcm; f [qcm] die Beriihrungsflache, R und 
N [kg] del' an f tatige ReibungswiderstancI bzw. Normaldruck. p.., p..', '1', a 
und w sind keine Festwerte, die nul' vom Stoff und del' Oberfliichen
beschaffenheit abhiingen, sondeI'll von Gleitgeschwindigkeit und Tem-
peratur bedingte Funktionen 1). . 

Fri ederi ch maB die Reibung zwischen einer sich gleichmaBig 
drehenden Scheibe (etwa 1,5 bis 115 cmjsk) und einem diese halb um
schlingenden Riemen, del' festgehalten war. Er beobachtete die Spann
krafte 8 2 und 8 1 an den Riemenenden und die Temperatur bei nicht 
gefettetem bis stark gefettetem Riemen bzw. Scheibe. Die Versuchs
ergebnisse lieBen sich mit Hil£e del' GI. (23) befriedigend zum Ausdruck 
bringen. Del' Versuchsriemen al'beitet wie ein Bremsband; er gleitet' 
total, ein wirklicher Riemen nul' partiel!. 

Rudeloff und Duffing verfuhren ahnlich, benutzten abel' ein 
Riemenelement, d. h. einen kleinen Umschlingungsbogen von bestimmter 
Lange, wodurch del' Zustand zwischen Riemen und Scheibe genauer 
definierbar wird. Beide Beobachter arbeiteten mit del' gleichen Ver
suchseinrichtung abgesehen von del' Vorrichtung zur Belastung del' 
Probe. Das Riemenelement ist mit N [kg] belastet und die Reibung 
R [kg] mit Federwage gemessen, Umschlingung bei Duffings Versuchen 
6 bis 12°, Pres sung bis 1,3 [kg/qcm], Gleitgeschwindigkeit bis etwa 
90 [cm/sk]. Nach Duffing "scheinen seine Versuche das Stielsche 
Gesetz eher zu bestatigen, als zu verneinen", er hiilt aber weitere Ver
suche fiir erforderlich. Neue Ergebnisse sind von Rudeloff bekannt-

1) Vgl. Friederich, MitteiI. Forseh. Arb. V.D.l., Heft 196/8, und Stiel, 
Theorie des Riementriebs, 1918. 
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gegeben. Untersucht sind neue und gebrauchte Riemenstiicke, fettfrei 
und getalgt. 

Um die grundsatzliche Frage zu entscheiden, ob das Stielsche 
Reibungsgesetz brauchbar sei, verfuhr Duffing wie folgt: 1st bei be
stimmter Gleitgeschwindigkei~, Druckflache und Temperatur der Be
harrungszustand erreicht, so ist in Gl. (24) der Reibungswiderstand nur 
noch von der Belastung N des Riemenelementes abhangig, das Stiel
sche Gesetz ist daher in einem N R-Koordinateqsystem durch eine Ge
rade dargestellt, die auf der R -Achse das Stiick 'II. f abschneidet . und 
mit der N-Achse einen Winkel r bildet, dessen Tangens = fJ- ist. Ein 
etwaiger Achsenabschnitt 'II. f deutet auf einen Anteil Flachenreibung 
in der Gesamtreibung hin. ferner groBe Winkel r auf einen entsprechend 
groBen Druckreibungsanteil. Durch drei Messungen zusammengehoriger 
R und N wurde die gepannte Ge
rade bestimmt; auch die zahlrei
cheren Beobachtungspunkte R u
deloffs liegen auf einer Geraden. 1.1"0 , 
Die bildliche Darstellung Abb. 56 
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Abb. 57. 

laSt den unveranderlichen Anteil 'II. fund den veranderlichen Anteil fJ-N 
bei verschiedener Pressung p = N : f zwischen Riemen und Scheibe 
deutlich erkennen. 

Der Anteil 'II. f der Flachenreibung ist bei trockenem Riemen, neu 
oder gebraucht, auBerst gering, so daB mit groBer Annaherung das 
Coulom bsche Gesetz der Druckreibung gilt. 

Duffing fand eine Zunahme des Anteils der Fliissigkeitsreibung 
1. bei gefetteten Riemen, 2. bei VergroBerung der Druckflache; Rude
loff fand dagegen bei fetthaltigem (26 % ) und entfettetem (14 % ) 

Leder keinen, oder nur einen geringen, von f unabhangigen Anteil ('II. n, 
also fast ausschlieBlich Co ul 0 m b sche Reibung R = fJ- N, indes fJ- mit 
zunehmender FUi,che f, d. h. mit sinkender Pressung wachsend, und 
zwar starker als f. Die N R-Linien der Versuche Rudeloffs gehen 
genau oder fast genau durch den Nullpunkt, die Duffings ergeben 
verhaltnismaBig kleine Achsenabschnitte "V. f. 
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Mit steigender Gleitgeschwindigkeit nimmt die Reibung zu, und 
zwar bei gefetteten Riemen mehr als bei trockenen. Steigende Tem
peratur vermindert bei gefetteten Riemen· die Reibung. 

In Abb. 57, S. 85, sind die Werte P der Gl. (24) in Funktion der 
Gleitgeschwindigkeit aufgetragen. Linie 1 gilt fiir einen neuen trockenen 
fettfreien Riemen, guBeiserne Scheibe sorgfaltig gereinigt; Linie 2 fUr 
einen gebrauchten Riemen, Scheibe ungefettet; Linie 3 fUr gebrauchten 
Riemen, Scheibe getalgt. Linie 6 fUr einEm neuen fetthaltigen Riemen; 
Linie 5 ist von Rudeloff mit dem von Duffing gepriiften Leder 
(Linle 1) erhalten. Welche hohe, iiber 1 gelegene Werte die Reibungs
ziffer p annehmen kann, zeigt Linie 4, die aus Angaben Friederichs 
iiber einen fettgetrankten Riemen auf .Grund des Stielschen Gesetzes 
berechnet ist.Das zugehorige 'P betragt rd. 0,03. Auch Duffing 
findet im allgemeinen kleine Werte von 'P, bei gefetteter Scheibe 'P < 0,08. 
Rudeloff findet 'P = 0,003 bei fetthaltigem und 0,0015 bei entfettetem 
Leder (vgl. indes Stiel, Riementrieb, S. 69). 

Duffing laBt die Frage offen, ob p mit auf Null abnehmender 
Gleitgeschwindigkeit ebenfalls Null.wird oder auf einen positiven Kleinst
wert Po sinkt; nach Rudeloff scheint letzteres der Fall zu sein 
(Po = 0,18 -;- 0,25). 

Beziiglich des Wachsens von p mit der Gleitgeschwindigkeit bei 
trockenem und gefettetem Leder vgI. Abb. 57, S.85. 

Auffallend ist, daB nach Rudeloff der Reibungswiderstand bei 
gleicher Pressung p = N : fund bei gleichbleibender Gleitgeschwindig
keit mit wachsender FIache in starkerem MaBe zunimmt, als die Fliiche. 
Dies wurde bei verschiedenen Gleitgeschwindigkeiten festgestellt. Die 
Vermutung, daB dies durch den Anteil 'P' f der Flii.chenreibung in (24), 
wozu auch die Adhiision (74) zu rechnen ware, bei kombinierter Druck
und Flachenreibung erklart werden konne, bestiitigt sich nicht, da die 
NR-Linien der Versuche Abb.56 fast genau durch den Nullpunkt 
gehen, nur die zur groBeren Reibfliiche gehorige mit groBerem Anstieg. 
Der Druckreibungsanteil p. N ist von der Fliiche unabhiingig, kommt 
also fiir die Erklarung nicht in Betracht. Nachpriifung und Aufklarung 
ist hier erforderlich. 

Bei den mancherlei Zufiilligkeiten, von denen die Reibung abhiingt, 
erscheint es statthaft, zum Zwecke rechnerischer Verwertung fiir fett'
haItiges Leder ein Parabelgesetz zwischen Jl und v anzunehmen, ferner 
bei konstanter Gleitgeschwindigkeit mit dem Coulombschen Gesetz zu 
rechnen. Die Folgen der ZufiiIIigkeiten scheinen zum Teil die Gesetz
miiBigkeiten zu verdecken. 

Praktisch wichtig ist, daB das Fetten des Riemens diesen schont 
und doch die Reibung, d. h. die iibertragbare Kraft erhoht. Diese 
wiichst auch mit der Gleitgeschwindigkeit, d. h. mit dem Riemenschlupf 1jJ, 

und da die Gleitgeschwindigkeit v=1jJ·vm =aan ,vm nach 117, d) FuB
note mit der Riemengeschwindigkeit vm steigt, so iibertragt ein schnell
laufender gefetteter Riemen verhaltnismiiBig groBe Krafte. 

71. GroBe und Richtung der Haftreibung untel'halb del' Gleit
grenze. Die Haftreibung eine Reaktion. Der Anfanger kommt leicht 
auf den Glauben, die Reibung habe· stets den Wert R = ItoN. Das ist 
aber nur der ganz besondere Wert der Haftreibung an der Gleitgrenze. 
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Unterhalb dieser Grenze kann die Reibung jeden beliebigen Wert 
< "'oN und iiberdies jede beliebige Richtung haben. Man kann in der 
Tat gegen einen auf ebener Unterlage ruhenden Korper einen ganz be
Liebig gerichteten Horizontaldruck ausiiben, solange er noch nicht die 
GroBe "'oN erreicht oder iiberschreitet. Die Haftreibung hat also 
durchaus den Charakter einer Reaktion, die zunachst nach GroBe 
und Richtung als Unbekannte auftritt und, wenn sie statisch be
stimmt ist, mit Hil£e der 'Gleichgewichtsbedingnngen der Statik er
mittelt werden muB, und wenn sie statisch unbestimmt ist, auBerdem 
noch unter Beriicksichtigung der eintretenden Formanderung. Eigent
lich ist das letztere stets der Fall. Es ist aber praktisch undurch
fiihrbar, aIle Reibungsaufgaben als statisch unbestimmte Aufgaben zu 
behandeln. Man befaBt sich in der Regel nicht naher mit dem Druck
und Deformationszustand in der BeriihrungsfIache zwischen Gleitkorper 
und Unterlage, sondern nimmt fast immer eine punktfOrmige Beriih
rung an. Dann kann man vielfach die GroBe' des Reibungswiderstan
des auch unterhalb der Gleitgrenze sofort mit Hilfe der statischen 
Gleichgewichtsbedingungen angeben. Es sei aber wenigstens ein Fall 
beispielshalber erwahnt, aus dem hervorgeht, daB selbst die eben ge
nannte vereinf<l.chende Annahme die statische Unbestimmtheit der Auf
gabe keineswegs immer zu 'beseitigen vermag. Man wird solchen Fallen 
spater noch ofters begegnen. Ein horizontaler Balken sei zweimal frei 
aufgelagert nnd in der Mitte mit P belastet. Er biegt sich durch und 
die Auflagerstellen suchen gegeniiber den Auflagern eine relative Be
wegung auszufiihren. Es wird dabei ein Reibungswiderstand wachge
rufen, der an der Gleitgrenze allerdings den Wert ",oN hat, vorher 
aber, d. h. ehe die Auflagerstelle gleitet, eine statisch unbestimmte 
GroBe ist, die von der Formanderung des Balkens abhangt. Wiirde 
man diese beobachten, so konnte man mit Hilfe einfacher Gleichungen 
der Elastizitatslehre die GroBe des Reibungswiderstandes berechnen. 

Wo immer die Gleitgrenze noch nicht erreicht ist, hat man sich 
jedenfalls die grundsatzliche Frage vorznlegen, ob die Haftreibung' sta-
tisch bestimmbar ist oder nicht. ' 

72. Bewegnngsreibung und Haftreibung. Folgender auch von 
E. Meyer beniitzter Demonstrationsversuch regt znm Nachdenken an: 
Ein mit Gewichten beschwertes Kastchen kann mit Hilfe einer Schnur 
iiber einen ebenen Tisch gezogen werden; man kann auBerdem senk
recht zur Schnurrichtung einen Zug mit einer schwachen Feder oder 
einer Gummischnur ausiiben; beide Ziige mogen durch den Schwerpunkt 
des gleitenden Korpers gehen und Feder oder Gummischnur so schwach 
sein, daB man mit ihnen, ohne sie zu zerreiBen, weitaus nicht imstand 
ist, die Haftreibung zu iiberwinden. Wird nun das Kastchen mit der 
Schnur gleichformig iiber den Tisch weggezogen, so fiihlt man als Wider
stand die der Gleitgeschwindigkeit entgegengesetzte Bewegungsreibung 
",N, die meist merklich kleiner ist, als die an der Gleitgrenze vorhan
dene Haftreibung ",oN. Wahrend man nun vor Eintritt des Gleitens 
mit lier Gummischnur allein keine Bewegung hervorzubringen vermochtie, 
gelingt es nach Eintritt des Gleitens, den Gleitkorper durch die ge
ringste Kraft senkrecht zur Gleitrichtung abzulenken. Es ist also in 
der Seitenrichtung nicht etwa noch einmal ein Reibungswiderstand p N 
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oder ,uoN vorhanden; letzterer ist aber auch nicht verschwunden. Liings
kraft P und Seitenkraft S geben vielmehr die Resultante R = 11 p2 + 82 • 

Solange R > ,uoN ist und noch keine Bewegung erfolgt, ist R nach 
GroBe und Richtung die Haftreibung und wenn Bewegung eingetreten 
ist, findet sie in Richtung von R statt und ist gleichfOrmig, falls R = ,u. N 
ist. R ist dann die Bewegungsreibung, sie ist am Gleitkorper der Gleit
geschwindigkeit entgegengesetzt und hat den Betrag ,uN, wobei ,u von 
Gleitgeschwindigkeit und Beschaffenheit der Reibflachen abhangt. 1st 
R > ,uN, so wirkt der DberschuB beschleunigend. 

73. Lagerl'eibung. Versuche. Zwischen Zapfen und Lager be
findet sich im normalen Zustand eine Schmierschicht, welche die Be
riihrung fester Korper verhindert. An die Stelle der trockenen Rei
bung aneinander gleitender fester Karper tritt die viel kleinere Fliissig
keitsreibung. Das Reibungsgesetz R = ,u. N darf also streng genommen 
nicht auf die Lagerreibung iibertragen werden. Wie nun die Pressung 
p=dN/df auch iiber die Druckflache zwischen Zapfen und Lager ver
teilt sein moge, jedenfalls treten am Zapfenumfang der Drehrichtung 
entgegengerichtete Tangentalwiderstande auf, welche die Drehung des 
Zapfens zu hemmen suchen. 

Man pflegt sie durch eine auf dem Zapfendruck N senkrecht stehende 
Tangentialkraft R = p' N zu ersetzen, die das gleiche Moment hat, wie 
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Abb. 5 . 

!--------
die Tangentialwiderstande, nam
Hch M,.=R·r=ti ·N·r. Diese 
Auffassung geniigt weder dem 
tatsachlichen Kraftezustand -
Gleichgewicht der Krafte und 
Momente am Zap fen -, noch 
den tatsachlichen physikalischen 
Verhaltnissen; sie bat aber den 
Vorzug der Einfachheit fur den
jenigen, der das Reibungtmo
ment berechnen will, vorausge
setzt, daB der Wert der Zahl p' 
irgendwie bekannt ist. 

Die Ermittlung des Mo
mentes der Lagerreibung fur 
die tatsachlich vorkommenden 
Zapfendrucke, Geschwindigkei
ten, Temperaturen und Scbmier
mittel bildet im vorliegenden 
Fall die Hauptaufgabe; sie ge
hart, insofarn Zapfen und Lager 
vollstandig durch eine Schmier

schicht d. h. durch eine zahe Fliissigkeit getrennt sind, in das schwierige 
Gebiet der Hydrodynamik zaber Fliissigkeiten; zur Lasung sind weit
gehende mathematische Hilfsmittel erforderlicb. An den Ergebnissen 
der Theorie bat del" Ingenieur, sofern sie mit der Wirklichkeit . hin
reichend iibereinstimmen, also auf ausreichend zutreffender physikali
scher Grundlage beruhen, insofern Interesse, als er von ihr erwarten 
darf, daB sie das Wesen der Lagerreibung unter bestimmten Voraus-
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setzungen aufzuklaren und praktisch brauchbare Fingerzeige zu geben 
vermag. 

Es soIl ilunmehr beschrieben werden, wie der Ingenieur, ohne die 
Hydrodynamik beizuziehen, sich hilft, um in den Besitz der fiir ihn 
natigen Werte von Il' und zu einem systematischen VberbIick iiber die 
maBgebenden GraBen zu gelangen. Hierauf sollen die Grundlagen und 
die Ergebnisse der hydrodynamischen Theorie der Lagerreibung be
schrieben und die Dbereinstimmung mit den Tatsachen und del' Frage 
der Verwendbarkeit del' Theorie erartert werden 1). 

1. Zur Messung des Reibungsmomentes dienen sog. Rei bungs wagen. 
Stribeck' hat folgende Konstruktion angegebn (Abb. 58): Mit dem 
zweiarmigen Hebel ABC, dessen fester Drehpunkt in B liegt, wird eine 
Druckkraft P auf die Stange CD ausgeiibt und von dieser ' auf die 
Zugstange DW iibertragen. In W befindet sich eine von auBen ange
triebene, zweimal gelagerte Welle. Zwischen beide Lagerstellen wird das 
zu priifende Lager geb.racht, so daB es die Welle umschlieBt. Auf das 
Versuchslager wird mit der Stange WD ein Lagerdruck ausgeiibt. Wird 
die Welle in der Pfeilrichtung gedreht, so sucht sie das Versuchslager 
mittels des ReibungsmomenLes mitzunehmen. Das Gestange kommt 
in die gezeichnete Lage und die Kraft P erhalt einen Hebelarm Ill, 

und P auBert ein Moment um W, namlich p. m = M, das Reibungs
moment wird demnach unmittelbar abgewogen. Das Schweremoment 
der Stangen CD und WD wird durch die gestrichelt angedeutete Aus
gleichsvorrichtung ausbalanciert. 

Ist M gemessen, so folgt R = M und es zeigt sich, daB RunteI' 
~ 

normal en Verhaltnissen klein ist gegeniiber dem Lagerdruck P. Bei 

1) Willkiirliche Annahmen iiber die Druckverteilung in einem Lager zu er
sinnen, die nicht auf exakten Beobachtungen beruhen oder durch solche nachge
priift werden, ist wertlos. Versuche iiber die Verteilung der Pressung in einem 
zylindrischen Traglager hat Beauchamp-Tower angestelIt; C. Ba c h gibt in 
seinen "Maschinenelementen" beistehendes Bild davon: 

. __ . __ ._---1- . _ ___ . - - ' 
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einem richtig arbeitenden Lager kann von der Komponentenwirkung 
R abgesehen werden, das Reibungsmoment ist allein von Bedeutung. 
Mit der Reibungswage kann nun gepriift werden, weichen EinfiuB del' 
Lagerdruck, die ZaFfenumfangsgeschwindigkeiL; das Schmierol, das Lager
metall, die Lagertemperatur, der Zustand del' Lager- und Zapfenflachen 
u. a. auf die GroBe des Reibungsmomentes ausiiben. Die Beobach
tungen werden tabelliert und zweckmaBigerweise in Schaubildern dar
gestellt. Dann wird man eine die Beobachtungen richtig wiedergebende 
GesetzmaBigkeit aufzustellen suchen. Da es noch nicht gelungen ist, 
die Versuchsresultate durch eine umfassende GesetzmaBigkeit wieder
zugeben, so greift der Techniker zu dem ihm gelaufigen Reibungsgesetz: 

R=Jl"P, 

wobei Reine die irgendwie verteilten Reibungswiderstande ersetzende 
Einzelkraft ist, die den Zapfenumfang beriihrend gedacht ist. p' ist 
die sog. Lagerreibungsziffer. Das Reibungsmoment wird dann unter 

gleichzeitiger Einfiihrung der spezifischen Pressung p = l~' die man 

durch die durchschnittlich auf 1 qcm Zapfenprojektion l· d auszudriicken 
pflegt.: 

M=R·r=,u I P·r=O,5·p'plr2 • ••••• (25) 

N achdem durch den Versuch und die Abmessungen des Versuchs
korpers aile GroBen dieser Gleichung bis auf p' bekannt sind, kann p' 
berechnet werden. Wie man sieht, ist der Wert Jl' nicht allein von 
den Versuchen, sondern auch von der Form del' angenommenen Gesetz
maBigkeit abhangig. 

1st nun p' in seiner Abhangigkeit von den verschiedenen maBgeben
den Einfliissen durch Versuche festgestellt, so kann die Umfangsreibung 
R und das Reibungsmoment des Zapfens aus obigen Gleichungen unter 
Beniitzung des Versuchsmaterials berechnet werden. Auf diese Weise 
erhalt man mit del' Wirklichkeit iibereinstimmende Werte auch dann, 
wenn das Reibungsgesetz nicht richtig ist. Es ist eben die Abhangig
keit des Momentes ]-1 von den verschiedenen Einftiissen ganz in die 
Ziffer Jl' hineingelegt, die in der Formel zwar sehr einfach, wie 
eine Konstante aussieht, in Wirklichkeit abel' veranderlich ist. Das 
Wertvolle liegt hierbei offenbar in den Versuchsergebnissen, seien sie 
in Zahlentafeln oder Schaubildern niedergelegt. Die Form del' G1. (25) 
hat vielleicht auBer ihrer Einfachheit keine sonstigen Vorziige zu be
anspruchen. In der Tat erweckt G1. (25) zunachst den Eindruck, als 
ob M proportional mit P wachse. Den Versuchen von Stribeck und 
Lasche zufolge ist abel' bei dem Produkt p'.p unter gewissen Um
standen eine Neigung zur Unveranderlichkeit erkennbar, was bedeutet, 
daB die Lagerreibung unter gewissen Umstanden gar nicht odeI' nur 
wenig vom Lagerdruck abhangt; das wiirde auf die Hypothese von 
Newt on hinweisen, derzufolge die innere Reibung einer Fliissigkeit -
d. h. hier des Schmiermittels - vom Druck unabhangig sein soll. Abel' 
eiumal gilt die Beziehung p'.p = konst. nur angenahert und unter ge
wissen, den Versuchsberichten zu entnehmenden Umstanden, ferner hort 
auch die angenaherte Geltung dann auf, wenn die Schmierschicht ver
schwindet, was (ohne Zuhilfenahme von .PreBschmierung) hei niederen 
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Geschwindigkeiten, wo der Zapfen nicht mehr genug 01 mitnimmt, oder 
bei hohen Pressungtlll, wo das 01 herausgedriickt wird, eintritt. 

Beziiglich des Einflusses der Zapfengeschwindigkeit v ergeben 
die Versuche, daB die Reibung der Ruhe am groBhen ist (flo' = 0,14 
bei Sellerslager; flo' = 0,24 bei WeiBmetallschalen), dann mit stelgen
dem v zunachst auf einen Kleinstwert abnimmt (Sellerslager fl' = 0,0035; 
WeiBmetallschalen 0,0021), um mit v wieder zuerst rascher, dann lang
samer zu steigen und schlieBlich von v> 10 [mjsk] ab fast unverander
lich zu sein. Ein noch nicht eingelaufenes Lager hat einen groBeren 
Reibungswiderstand als ein eingelaufenes. Wahrend der Periode des 
Anlaufens, bis die volle Geschwindigkeih und gleichbleibende Tempe
ratar erreicht ist, nimmt der Reibungswiderstand abo 

Beziiglich des Einflusses der Lagertemperatur bBt L'asche 
seine Beobachtungen in der Gleichung 

,i.p.t=2 

zusammen, wo p = 1 bis 15 kgjqcm die Pressung auf 1 qcm Zapfen

projektionsfliiche (p = ~), t = 30 bis 1000 C die Lagertemperatur be

deutet und die Umfangsgeschwindigkeit des Zapfens v = 1 bis 20 [mjsk] 
betragen kann. 

Die Einzelergebnisse sind. in den Originalversuchsberichten von 
Stribeck und Lasche, Z. Ver. deutsch. Ing. 1902, S. 1341, 1881, 
nachzusehen. 

2. Wir betrachten jetzt das Verhalten eines vertikal belasteten 
Zapfens unter Beriicksichtigung des Umstandes, daB sich im Spiel
raum 8 = R - r eine mehr oder weniger zahe Schmierschicht befindet, 
die an der Oberflache des Zapfens und der Schale fest haftet, also vom 
Zapfen mitgenommen und von der Schale festgehalten wird. Das Ver
standnis wird erleichtert, wenn man sich die Zahigkeit als recht groB 
vorstellt. 1m Ruhezustand befindet sich der Zapfen an der tiefsten 
Shelle. Die unvermeidlichen Rauhigkeiten der Oberflache - Oberflachen
zacken oder Zahne genannt - greifen ineinander ein. Fangt der Zapfen 
an, sich im Zeigersinn zu drehen, so sucht er infolge der Coulombschen 
Reibung rechts sich hinaufzuwalzen, kommt dann ins Gleiten und nimmt 
das Schmiermittel in den rechts gelegenen Spielraum hinein, und zieht 
es aus dem linken heraus. Das SchmiermiUel wird unter Druck gesetzt, 
da wo sich der Spielraum verengt, und es entsteht eine Druckvermin
derung auf der gegeniiberliegenden Seite, wodurch sich eine Resultante 
ergibt, die den Zapfen nach links abdrangt. Gleichzeitig hebt sich der 
Zapfen und es wird ein fortlaufender Olstrom vom Zapfen mit rings
herum gefiihrt, wie in einer Umlaufpumpe. 1m zentrisch laufenden 
Zapfen wiirde kein tragender Druck entstehen, der Zapfen muB exzen
trisch in der Schale schweben, um yom Druck des Schmiermittels ge
tragen zu werden; er weicht seitlich zur Richtung des Zapfendruckes 
aus, aber nicht wie bei trockener Reibung, sondern entgegengesetzt. 
Das Schmiermittel hat an der Lagerschale die Geschwindigkeit Null, 
am Zapfenumfang dessen Umfangsgeschwindigkeit u. Das durchschnitt
Hche Geschwindigkeitsgefalle ist um so groBer, je kleiner die picke der 
Schmierschicht ist; das Geschwindigkeitsgefalle ist also rings urn den 
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Zapfen versehieden und damit aueh die von del' Zahigkeit 'des Sehmier
mitbels herriihrende Fliissigkeitsreibung. Diese wird vermutlieh an der 
engsten Stelle am groBten sein. Die am Zapfenumfang angreifenden 
von der Zahigkeit des Sehmiermittels herriihrenden Sehubspannungen 
liefern das Reibungsmoment. 

Vieweg hat die exzentrisehe Einstellung des Zapfens in einem 
Ringsehmierlager gem,essen und an einem Zapfen von 55 mm Durch
messer und 250 mm Lange, 8 = R - r = 0,08 mm Lagerspiel eine 
Hohen- und Seitenbewegung festgestellt, die mit del' Umlaufzahl (80 bis 
780 i. d. Min.) sich anderte. Die Fliissigkeitsreibung, gekennzeiehnet 
durch ruhigen Lauf des Zap fens , trat nach 1/100 mm Hohenbewegung 
ein, nachdem die Oberfliichenzacken auBer Eingriff gekommen waren. 
GroBe und Richtung des Zapfendrucks hat Vieweg nicht angegeben. 
Bei Umkehr der Drehrichtung ergaben sieh erheblich andere Wede del' 
Hohen- und Seitenbewegung. 

Sommerfeld hat die hydrodynamische Berechnung fiir einen vom 
Lager ganz umsehlossenen Zapfen, del' eine Belastung von unveranderlicher 
Richtung tragt, ohne Riicksicht auf seitliches Abstromen des 0les durch
gefiihrt (1904). Nach Sommerfeld ist bei senkrechtem Zapfendruck 
P kg (fiir 1 em Zapfenlange) die Zapfenmitte stets in der Hohe der 
Lagermitte und es stellt sich nul' eine Seitenbewegung e je nach Zapfen
druck und Umfangsgeschwindigkeit u [cm/sk 1 ein, wahrend die Hohen
bewegung von Last- und Umlaufzahl unabhangig ist, womit die Be
obachtung Vie,wegs nicht iibereinstiml1lt. 1st e=e'8, wobei e zwischen ° und 8 liegt und e = Seitenausweichung,: Lagerspiel die Exzentrizitat 
des laufenden Zapfens miBt, so berechnet sich e aus 

P 1 (8)2 ~e-== 
U '12 nlr = (2 + {O2) Vi _ e2 • • • • • (26) 

Hiernach ist die exzentrische Lage des Zapfens, d. h. e durch die 
dimensionslose Zahl Pjul bestiml1lt. Nachdem die Exzentrizitiit e filr 
gegebene Werte von P, 'It und A berechnet ist, ergibt sich die Zapfen
reibungsziffer aus: 

, 8 1 + 2 e2 

,u =-j:'-' --3~--- ........ (27) 

Der Zapfen weicht nach del' Seite aus, nach der der Vektor del' Zapfen
belastung weist, wenn er sich im Sinn des Zapfenumlaufes um 90° 
gedreht hat. Die Seitenausweichung ist Null (e = 0), d. h. der Zapfen 
lauft zentrisch, wenn bei endlichem Wert von It, A und 8 del' Zapfen
druck P = ° ist, oder wenn bei endlichem Wert von P, A und 8 der 
Wert t~ = CXJ ist. Die Belastung l1lacht also die Lage des Zapfens 
exzentrisch, die Geschwindigkeit und die Zahigkeit des Schmiermittels 
zentrieren. Aus del' gemessenen Seitenbewegung berechnet sich mit 
e = el8 nach der letzten Gleichung die Zapfenreibungsziffer ,u'. 

Zeichnet man fl-' in Abhangigkeit von e auf, bzw. setzt man 
(l,U'ide = 0, so ergibt sich ein Kleinstwert ,Umin fiir e = 0,707; er 
betragt 

8 
,u,:nin = 0,943 .-

r 
. . . (28) 
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Zu .0=0,707 gehort nach (26): 

~_~_. (8.)2 =04 
U 12 n). r' , 

. . (29) 

Diese Beziehung muB erfiillt sein und ist im praktischen Betrieb an
zustreben, wenn die Zapfenreibung den kleinstmoglichen Wert annehmen 
solI; sie zeigt, unter welchen Bedingungen del' giinstigste Zustand eintritt. 

Es ist z. B. fiir ein Lager von t' = 35 mm, s = 0,1 mm, also 
R=35,1 mm 

I 0,1 . ~ 
,it = 0,934 . 35 = 0,002 I . 

Nach (29) gehoren hierzu je nach del' GroBe del' Zahigkeit A des Schmier-
mittels folgende Werte von Plu: . 

t= 20 
}.= 2,55 

Pju= 4,2 

50 
0,434 
0,71 

80° C 
0,13.10-6 [kg.sk.cm-2] 

0,214 " 

Nach Versuchen von Stribeck betragt fiir einSellerslager vonr=35mm 
P:Uin = 0,0035, fill' ein WeiBmetallager P:Uin = 0,0014, wobei Pju = 2,5 
bis 2,7. Die bereehneten Werte stimmen mit den beobachteten del' 
GroBenordnung naeh sehr gut iiberein. 

Bei den Versuchen Stribecks hat sich unter verschiedenen Ver
haltnissen des Drucksund del' Zapfengeschwindigkeit ein merklieh 
konstantes Reibungsminim um ergeben; aus den Versuchen folgt, daB 
bei Vel' wen dung desselben SehmierOls im gleichen Lager bei anscheinend 
ungefahr gleicher Ternperatur, d. h. bei konstantem }. und s del' Wert 
P I~t beim Reibungsminimum sich merklich konstant ergab (etwa 2,5). 
Biel beobachtete ein Lager mit konstanter Belastung P bei verschie
dener Umlaufzahl und Oltemperatur und fand beirn Reibungsminimum 
das Produkt ~t·}, merklieh konstant. Beides bestatigt die Gleichung (29) 
und die Richtigkeit ihrer Grundlage durehaus. 

Die in wesentlichen Punk ten vorzilglich bestatigte Theorie del' 
Lagerreibung von Sommerfeld fordert als wichtigstes Ergebnis zutage, 
daB die Lagerreibung in erster Linie von del' Zahigkeit des Schmier
mittels abhangt, die dureh die physikaliseh genau bestimmbare Zahig
keitsziffer }. gemessen wircl; sie zeigt ferner, wie das Reibungsrninimum 
hergestellt werden kann. 

Praktisch kommt es freilich bei del' Beschaffung von Sehrnierstoff 
nieht allein auf die Zahigkeit an, sonst ware wohl Wasser am vorteil
haftesten, sondern noch auf den Siedepunkt, die Neig!1ng zur Zersetzung 
bei hoher Ternperatur, Siiurefreiheit, Benetzungsfahigkeit. 

Noeh ungeklart ist die Beobachtung Biels, daB ein Gemiseh von 
Mineral- und VoltolOl trotz gleicherZahigkeit ein niedrigeres Reibungs
minimum ergibt als die einzelnen Bestandteile; auch Schlesinger 
glaubt, bei Olen gleieher Zahigkeit verschiedene Reibung an del' gleichen 
Maschine beobachtet zu haben. 

74. Adhasion. Die Bezeichnung Adhasion wird in mehrfachem 
Sinne gebraucht. Man nelmt so die Reibung, zwischen Rad und Boden 
odeI' Schiene. Sie folgt dem Gesetz R = ,uN, wo ,ll die Reibungsziffer 
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del' Ruhe odeI' der Bewegung bedeutet. R wirkt am Radumfang be
riihrend und ist dem Sinn des angestrebtm odeI' ausgefiihrten Gleitens 
entgegengesetzt. 

Ganzlich hiervon verschieden ist die Kraft; mit del' zwei glatte, 
kongruente, trockene Flaehen aneinander haften. Die zum Trennen 
der Beriihrungsflachen erforderliche Nol'malkraft wird ebenfalls Adhasion 
genannt. Man stellt diese Kraft an zwei ebenen aufeinandel'gelegten 
Glasplatten fest, selbst dann noch, wenn sie im luftleeren Raum Eieh 
befinden. Sie kann nicht vom Normaldruek del' sich beriihrenden 
Korper herriihren, muB vielmehr auf eine Molekularwirkung zuriick
gefii.hrt werden. Auch zum Vel'schieben in del' Flachenrichtung ist eine 
Adhasion genannte Kraft notig, iiber die dem Verfasser Versuche nieht 
bekannt sind. Man ist neuerdings geneigt, diesel' Adhasion einen Anteil 
an del' Kraftiibertragung von Riemen und Stahlbandern zuzuschreiben, 
die erfahrungsgemaB bei glatten Scheibenoberflachen und gefetteten 
Riemen giinstiger ist 1 ) als bei rauhen ungefetteten, 'die im letzteren 
Fall doeh nach der iiblichen Auffassung einen groBeren Widerstand 
gegen Gleiten haben, und mehr Umfangsreibung iibertragen miiBten. 
Von del' molekularen Adhasion ist zu vermuten, daB sie mit del' GroBe 
del' Beriihrungsflache wachsb und unabhangig vom Normaldruck ist. 
Welcher Anteil del' von einem Riemen iibertragenen Kraft auf die 
Reibung des Gleitens, und welcher auf die molekulare Adhasion ent
£alIt, ist vorlaufig nicht zu entscheiden. Nach Brix ist die Adhasion, 
wenn bl'ockene Flachen aufeinandergleiten, gering. 

Die Adhasion zwischen Radern und Boden bzw. Schienen ist er
fahrungsgemaB am groBten, wenn die Rader auf del' Unterlage nur 
rollen, aber nicht gleiten, und wird bedeutend kleiner, wenn die Rader 
schleifen. Da nun die Adhasion diejenige Kraft ist, die beim Bremsen 
das Fahrzeug zum Stillstand bringen odeI' dessen Lauf verlangsamen 
solI, so kommtdas Fahrzeug friiher ZUll1 Stehen, \Venn die Rader mit 
del' Bremse nicht ganzlich festgestellt werden, sondern an den Brems
backen schleifen, am Boden odeI' auf den Schienen abel' nicht. Mit 
andern Worten heiBt das: Zur Erzielung del' groBten Bremswirkung 
soIl die Bewegungsreibung fhNl zwischen Rad und Bremsklotz hochstens 
gleich oder bessel' etwas kleiner sein, als die Hafheibung fhoN zwischen 
Rad und Boden bzw. Sehiene. Das vollstandige Festbrell1sen del' Rader 
ist wertlos und beeintrachtigt die Brell1swirkung (fhNl < 1"0 Q. wo Nl 
die Anpressung des Brell1sklotzes und Q del' Aehsdruck ist). 

75. Rollwiderstand. Kugel oder Walze zwischen ebenen und 
zylindrischen Fiihrungen. Ein Wagen kann bekanntlich leichter 
auf ebener StraBe fortbewegt werden, wenn die Rader ohne zu gleiten, 
auf dom Boden rollen, als wenn sic infolge des Bremsens gleiten miissen, 
oder auch leichter als ein Schlitten, dessen Kufen l:tuf dem Boden 
gleiten. Del' Rollwiderstand kann also kleiner sein als der Gleitwider· 
stand, was eben bei einem Raderfahrzeug praktisch verwertet wird; 
das ist aueh der Grund, weshalb man nicht seIten Kugellager, statt 
Gleitlager verwendet und weshalb man eine schwere Last auf Walzen 

1) Ganz abgesehen davon, daB an rauhen ScheibenoberfUichen sich der Riemen 
rasch abniitzen wurde. 
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fortrollt. Wir wollen den Vorgang des Walzens odeI' Rollens naher 
betrachten. 

Eine odeI' mehrere Walzen oder Kugeln befinden sich zwischen 
ebenen und parallelen Stiitzflachen. Auf eine Walze oder Kugel driickt 
die Last Q. Waren die Walzen und StiitzfHichen starr und rauh, so 
entstiinde kein Widerstand, wenn die Last fortgerollt wird; es wiirde 
dazu die kleinste Horizontalkraft ausreichen. In Wirklichkeit moB man 
abel' die Horizontalkraft auf einen gewissen Betrag steigern, bis eine 
Walzbewegung beginnt. Diese an der "WiiJzgrenze" auftretende Hori
zontalkraft ist dem Rollwiderstand entgegengesetzt gleich. Da den Ver
suchen zufolge zwischen dem Rollwiderstand del' Ruhe und dem der 
Bewegung kein Unterschied gefunden wird, so fragen wir jetzt nach 
den Kriiften, die an del' Walze im Beharrungszustand angreifen; die 
Kriifte im Beharrungszustand sind im Gleichgewicht, haben also wedel' 
eine Resultante, noch ein Moment, m. a. W. die Lasten und Widerstiinde 
sind entgegengesetzt gleich und haben die gleiche Wirkungslinie. Wir 
wollen uns die beiden Stiitzfliichen als rauh, abel' nul' die eine als nach-

Abb. 59 a. Abb. 59 b . 
Abb. 590. 

giebig, die andere als starr vorstellen. Dann wird an del' Walzgrenze 
im oberen Beriihrungspunkt del' Walze (Abb. 59a) mit del' starren Stiitz
flache die Last Q und - vermoge del' Haftreibung - die Tangential
kraft T auf die Walze iibertragen; ihre Resultante geht an del' Dreh
achse vorbei.. An del' unteren, nachgiebigen Stiitzfliiche sinkt die Walze 
ein und es entstehen in del' Beriihrungsfliiche Widerstande, deren R.e
sultante die Resultante aus Q und T gerade aufhebt. Sind W,. und Wt 
die Komponenten des Widerstandes, so ist wegen des Gleichgewichtes 
W,,=Q und Wt=T. 

Waren die beiden Stiitzflachen aus dem gleichen Stoff, so ginge 
die resultierende Kraft und del' resultierende Widerstand genau durch 
die Achse del' Walze. Letzteres trifft nicht mehr zu, sobald die Stutz
Hachen aus vel'schiedenem Stoff bestehen. 

Nehmen wir del' Allgemeinheit halber verschiedene Stoffe fur die 
Stutzflachen an; dann mogen Q und W,. im Abstand f1 und f2 von del' 
durch die Walzenmitte gehenden Vertikalen liegen. Dann lautet die 
Gleicbgewicbtsbedingung fur die Momente del' an del' Walze angrei
fenden Kriifte, sofern man noch annimmt, die Formanderung sei klein 
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und der Abstand zwischen T und TV diirfe gleich 2 r gesetzt werden 
(Abb. 59 b): 

T·2r= Q'((l + (2)' 

Dabei bedeutet T· 2 r das aktive ¥oment del' Rollbewegung und 
Q. ((1 + (2) das Gegenmoment des Rollwiderstandes. Die zum Dberwinden 
des Rollwiderstandes erforderliche Kraft oder auch der Rollwiderstand 
selbst hat die GroBe 

T=-~ (1 +[~ Q 
2 r 

odeI' wenn bei gleicher Beschaffenheit del' StiitzfUichen (1 = (~= ( ge
setzt werden darf (Fig. 59 b): 

( 
T=-·Q, 

r 

womit das Moment des Rollwiderstandes JvI = 2 Q( wird. 

(30) 

Greift, wie z. B. bei einem Rad, die verschiebende Horizontalkraft 
an der Drehachse an,so ergibt sich (nach Abb. 59c) wiederum 

T=LQ. 
r 

Man nennt ( den Hebelarm odeI' die Ziffer del' rollenden 
Reibung; er hat, wie r, die Dimension einer Lange. Er wird als eine 
Konstante aufgefaBt, was voraussetzt, daB T mit Q proportional wachst; 
das kann nur durch Versuche entschieden werden; ebenso die Frage, 
ob ( in den beiden oben angefiihrten Fallen del' Walze und des Rades 
gleich groB ist. 

Kugel oder Walze zwischen zylindrischen Fiihrungen. 
Ein Kugel- odeI' Walzenlager mit den aus Abb. 60 ersichtlichen Ab
messungen enthalt nur eine Kugel, die mit Q kg belastet ist. Es solI das 
zum Dberwinden des Rollwiderstandes erforderliche Moment angegeben 
werden. Der Studierende zeichne sich unter del' Annahme, daB die 
Walze odeI' Kugel starr sei, die Formanderung am inneren und auBeren 
Laufring nach dem Vorbild del' Abb. 59 a, 11ierauf je fiir sich 1. die 
Kugel mit den Kraftkomponenten T und Q; 2. den inneren Laufring 
mit den von del' Kugel ausgeiibten Kraftkomponenten Q und T (den 
vorigen gleich und entgegengesetzt), wobei Q am Hebelarm ( in bezug 
auf die Achsmitte angreift, ferner die zentral wirkende Reaktion Q, 
ein Reaktionsmoment )J!Ji und eine Reaktionskraft T, letztere in del' 
Wellenmitte; 3. den auBeren Laufring mit den GegenkriHten Q und T 
del' Kugel, Q wieder am Hebelarm ( angreifend und ferner die zentral 
wirkende Kraft Q und das zum Walzen notige Antriebmoment Ma und 
eine Reaktion T in der Wellenmitte. 

Das GIeichgewicht an Kugel, auBerem bzw. inner em Laufring er
fordert 

JJrI=2Tr=2Q( 
.,.- T Q( f'Q Qt' Q.ra--r - ro 

.LU = '1' - = --- r --- = It--=(U 
a a l' it r l' 
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Hiernach ist, wie auch zu erwarten, das Antriebmoment am autleren 
Laufring gleich dem Reaktionsmoment am inneren Laufring; das Mo
ment zur tJberwindung des Rollwiderstandes einer zwischen zylindrischen 
Fuhrungen befindlichen tragenden Kugel oder Walze hat die GroBe 

M=Qf~1t . 
r 

(30 a) 

Fur mehrere tragende Kugeln vgl. 76. 
Das Auftreten des Rollwiderstandes wird allgemein mit der Formanderung 

in Zusammenhang gebracht. Die einzelnen Erklarungsversuche weichen unterein
ander abo Man kann sich folgende Vorstellung bilden, bei der die Walze als starr 
vorausgesetzt ist, die Stiitzfiiiche dagegen als vollkommen elastisch. . 

Wird zunachst die Walze senkrecht in die Stiitzfiache eingepreBt, so wird 
das Material der Stiitzf;lache in der Richtung des Einpressens verkiirzt und sucht 
sich quer dazu auszubreiten, denn bekanntlich zieht sich Z. B. ein die Lange ge
streckter Kautschukstab quer zusammen, ein durch Druck verkiirzter wird dagegen 
dicker. Infolgedessen wird der Werkstoff der Stiitzfiache sich senkrecht zur Druck
richtung ausbreiten und sich symmetrisch zur Mittelebene der Walze oder der 
Druckachse der Kugel relativ gegen die Oberflache der Walze bewegen. Die ent
stehenden Tangentialkrafte in der Beriihrungsflache heben sich aus Symmetrie
griinden auf. Wird nun die Walze fortgerollt, so wird der Werkstoff vor der Walze 
gegeniiber der letzteren gedehnt und an der Walze hingleiten, und das Material 
hinter der Walze sich zusammenziehen und ebenfalls am Walzenumfang gleiten, 
wobei ein Punkt, oder eine gewisse Strecke der Beriihrungsflache, wo der starkste 
Anpressungsdruck herrscht, in relativer Ruhe bleibt. Beide Gleitbewegungen gehen 
relativ zu der Walze so vor sich, daB ein Gleitwiderstand auf tritt, der an einer 
Stelle der Beriihrung~flache in Haftreibung, an den and ern in Bewegungsreibung 
besteht. Der Gleitwiderstand wirkt bremsend auf die Rollbewegung ein. So lieBe 
sich das Entstehen eines Rollwiderstandes auf Gleitreibung zuriickfiihren. Die Er
klarung stimmt noch, wenn die Walze elastisch, die Stiitzfiache starr angenommen 
wird, sie stimmt aber nicht mehr, wenn beide gleich elastisch sind, da ja dann 
keine, oder hochstens wegen der verschiedenen Form von Walze und Stiitzflache 
nur noch geringfiigige Relativbewegungen der beiden Werkstoffe erfolgen. Sicher 
ist aber auch in diesem Fall noch Rollwiderstand vorhanden. Es reicht also die 
gegebene Erklarung nicht aus. Bei vollkommener Elastizitat und gleichem Stoff 
von Walze und Stiitzfiache wird man immer anzunehmen haben, daB im Beharrungs· 
zustand die Kraftverteilung symmetrisch sei; es wird dann die Symmetrieachse 
in Ruhe oder gleichformiger Bewegung sein und die Formanderung des vor cler 
Symmetrieachse gelegenen Stoffes sich genau so ausbilden, wie sie sich hinter der 
Symmetrieachse zuriickbildet, letzteres iiberdies ohne Zeitverlust. Sobald man 
aber annimmt, daB zur Riickbildung der Formanderung Zeit notig sei, oder daB 
bleibende Formanderungen auftreten, laBt sich der Rollwiderstand ungezwungen 
erkliiren, denn dann wird gleichsam ein Stauhiigel von Stoff vor der Walze oder 
der Kugel hergeschoben. Dann erfordert die Walzbewegung andauernde Kraft 
und Arbeit. Bei der Unsicherheit der Erklarung empfiehlt es sich, sich an die 
Versuchsresultate zu halten, also durch Versuch f zu bestimmen, bei verschiedencn 
Belastungen, Durchmessern, Stoffen und bei dem Kriifteangriff, wie er bei Walzen 
lmd Kugeln einerseits und bei Radern anderseits vorkommt. 

76. Kugel- oder Walzenlager. Versuche von Stribeck. (Abb.60.) 
Zwischen zwei ringformigen Laufflachen (Laufringen) Hegen z Kugeln 
oder Walzen. Die Gesamtbelastung P wird von einer LauffIache auf 
die andere zentrisch ubertragen, und zwar durch die Halfte der Kugeln. 
Davon wird durch jede Kugel ein Teil ubertragen, namlich symmetrisch 
zu P die Betrage Po P 1 P 2 • •• • 

Dann lautet die Gleichgewichtsbedingung der Komponenten in 
Richtung von P: 

P = Po + 2 P 1 cos)' + 2 P 2 COS 2 )' + ... 
Au tenrieth-Ensslin. Mechauik. 3_ Aufl. 7 
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Die Summe del' Einzelbelastungen aIler tragenden Kugeln ist be
zeichnet mit 

~'ar;~' Hlbm. d. Ringe u. Walzen 
ro=ra-r=r;+r. 

Abb.60. 

3 

womit 
P 1 =POcos2 y 

(31 ) 

Die Krafte Po P 1 P 2 • ., sind 
durch die Formanderung bestimmt, 
die die Kugeln bzw. Walzen und 
die Laufringe erleiden; die Ermitt
lung diesel' Krafte ist eine Auf
gabe del' Elastizitatslehre. Stribeck 
findet unter del' Annahme, daB die 
Kugeln allein elastisch sind und 
sich nach einer von Hertz angege
benen Gleichung deformieren, wah
rend die Lauffiachen aJs starr an
gesehen werden: 

,I) n 

P=Po(l +2cos"r+2cos2"2r+···)· 

Fur spielfrei sich beriihrende Kugeln findet Stribeck: 

Z= 10 15 20 

r= 360 240 180 

P:Po= 2,28 3,44 4,58 
=Z: 4,38 z: 4,36 z: 4,37 

S nach (31)= 1,23P 1,22 P 1,21 P 

d. h. die Summe del' Einzelbelastungen ist nahezu unveranderlich und 
von der Zahl del' Kugeln unabhangig, auch die Werte PIPo sind fast 
genau z/4,37. 

Die Belastung der starkst gedruckten Kugel ist also Po = 4,37 . P 
z 

Da zwischen den Kugeln Spielraume verbleiben, wird diese Kugel 
starker gepreBt als bei sich beruhrenden Kugeln in Abb. 60, und die 
Summe Saller Einzelbelastungen wird kleiner als obiger Wert angibt. 
Stribeck setzt: 

P O=5.P/z, 

womit S= 1,2·P 

und fiir z=10 15 20 

Po=Pj2 PI3 P14. 

Diese nicht in die Mechanik starrer Karpel' geharigen Darlegungen 
mussen mitgeteiIt werden, weil die Form des Reibungsmomentes hier
mit zusammenhangt, und damit die Ziffer del' rollenden Reibung 
eines KugeIlagers. Damit soll auch darauf hingewiesen werden, daB 
die aus Versuchen mit Hilfe von Gl. (30) berechneten Ziffern del' 
roIlenden Reibung nicht mit den in Rede stehenden identisch sein 
mussen, da in del' Gleichung des Reibungsmomentes cines Kugellagers 
noch weitere Annahmen stecken. 
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Wir ermitteln nun das zum Drehen des Kugellagers erforderliche 
Reibungsmoment. Die Kugeln walzen sich auf den Laufringen, ohne 
zu gleiten, was man einsieht, wenn man sie sich verzahnt denkt. Zum 
Fortwalzen der mit POP! P3 ••• belasteten Kugeln ist, sofern man von 
der Verschiedenheit der Kugeleindriicke am auBeren hohl gekriimmten 
und inneren erhaben gekriimmten Laufring absieht und f! = f2 = f setzt, 
das zum Dberwinden des Rollwiderstandes erforderliche Moment nach 
GI. (30a): 

T T T T 
2PJ~ + 2Po f 0 + .. '=f-~S= 1,2 Pf~. 

T "r r r 

Mit der Reibungswage von Stribeck wird das Moment des am 
auBeren Laufringumfang (Halbmesser r a) angreifenden Rollwiderstandes 
gemessen; e.s betragt nach letzter Gleichung 

M = 1,2 Pf~f1 . . . . . . . . . (32) 
r 

1st M abgewogen, so kann die Rollwiderstandsziffer f des Kugellagers 
berechnet werden. Zum Vergleich mit der Zapfenreibungsziffer empfiehlt 
es Eich, das Moment des Rollwiderstandes in derForm zu schreiben 

M =Pi,P·rz •••••••• (32a) 

wobei fliP eine ideelle Umfangskraft im Abstand rz von der Dreh
achse 1) und fli eine ideelle auf rz bezogene Reibungsziffer des Kugel
lagers bedeutet, der letztere hangt mit f nach folgender Gleichung zu
sammen: 

r"r 
f==IUi---!~- .• 

1,2 ·ro 
(33) 

Mit den Abmessungen der Versuchseinrichtung Stribecks ist: 

3,5·1,11 ] 
f = . u.= 0,67 /1. [em. 

1,2·5,1 " " 

Stribeck fand den Rollwiderstand des Kugellagers in weiten 
Grenzen von der Geschwindigkeit unabhiingig, und die Reibung der 
Ruhe nieht merklich versehieden von der Bewegungsreibung. Zwischen 
18° und 40° C Lagertemperatur war !ti wenig verschieden. Zwischen 
P= 1000 und 3000 kg wurde fli wenig verandeIlich und im Mittel 
gleich 0,0015 gefunden, entsprechend f= 0,001 [cmJ. In Proc. Inst. 
Civ. Eng 1912 Nov. ist mitgeteilt fiir Kugellager 0,0014 bis 0,0025, fiir 
Rollenlager 0,0008 bis 0,0019. 

Unterhalb P= 1000 kg nimmt fli mit abnebmender Belastung er
heblieh zu (fli = 0,0033 bei P = 380 kg). 

Gl. (25) und (32) gestatten die Reibung in Gleit- und Kugel
lagern bei gleicher Belastung und gleichem Durchmesser des Zarfens 
bzw. der inneren Laufflache zu vergleichen. 

1) Der Abstand rz ist willkiirlich wahlbar; um (32a) mit (32) vergleichen zu 
kiinnen, wiihlt Stribeck den Halbmesser rz dort, '11'0 der innere Laufring des 
KugeUagers auf die Welle gesteckt ist, wo sich also sonst das Gleitlager befindpn 
wiirde. 

7* 
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77. Spnrzapfenreibnng (Bohrreibung) Abb. 61. Ein Spurzapfen 
wird gegen das Spurlager mit der Normalkraft N gepreBt und relativ 

p 

Abb. 61. 

gegen das Lager gedreht. Es soIl das zur Dber
win dung der sog. Spurzapfen- oder Bohrreibung 
erforderliche Drehmoment angegeben werden. 

Da man die Druck- und Reibungsverteilung 
in der Beriihrungsflache nicht kennt, so ist das 
Moment der Spurzapfenreibung durch Versuche zu 
bestimmen. Die Ergebnisse werden abhangen konnen 
von der Belastung N, vom Zustand der sichbe
riihrenden Oberflachen (trocken, geschmiert, glatt, 
rauh) , von der Drehgeschwindigkeit,' der Tempe-

, ratur, dem Schmiermittel, von Ruhe oder Bewe
gung; besonders ist darauf hinzuweisen, daB der 

, Zustand des Lagers sich wahrend des Betriebes 
andern kann nach MaBgabe der Abnutzung, wovon die Druckverteilung 
entscheidend beeinfluBt wird. 

Liegen Versuche uber die GroBe des Momentes der Spurzapfen
rei bung vor, so ist es erwunscht, sie in die Form einer Gleichung zu 
kleiden. Es ist ublich, die Gleichung fiir jenes Moment unter zwei 
Annahmen aufzustellen. 1. Der Druck verteile sich gleichmaBig uber 
die Beriihrungsflache. 2. Die Reibung an einem Flachenelement be
folge das Coulom bsche Reibungsgesetz dR = It'· dN. Dnter Zugrunde
legen dieser Annahmen folgt fiir das Moment der Reibung 

a) eines voUen Spurzapfens vom Halbmesser r: 

M=~,u'Pr . ........... (34) 

b) fiir einen Ringspurzapfen oder die ebene Ringflache eines Kamm
zapfens (Halbmesser r und ro): 

2' r3 - r 3 

M=-3 fl'P,,-~. . ro -roo . . . (35) 

Aus diesen Gleichungen wird, nachdem die Versuchswerte einge
setzt sind, fl"berechnet. Damit ist man in der Lage, mit Benutzung 
des nunmehr bekannten fl' die GroBe des Reibungsmomentes eines 
Spurzapfens zu berechnen. Irgendwelcher physikalische Wert kommt 
den beiden letzten Gleichungen nicht zu. Ihr Vorzug besteht einzig 
in ihrer einfachen Form, 'die eine rasche Berechnung des Reibungs
momentes gestattet, sofern f.l' aus Versuchen bekannt ist. 

Versuche mit ebenen Ring zap fen stellte Woodbury an, S. Hutte, 
die in der Hutte angegebenen Reibungsziffern sind in GI. (35) ein
zusetzen. 

78. Uber den praktischen Gebrauch der in der Literatur angegebenen 
Reibungszitfern. Bei technischen Aufgaben iiber Reibung handelt es sich ent
weder iediglich um die Abschatzung der GroBe der Reibung, oder es handelt sich 
darum, die Gesamtwirknng mehrerer Krafte und Widerstande zu verfoIgen, unter 
denen sich auch die Reibung befindet. Man kann in Ietzterer Hinsicht an die 
Untersuchung des dampfenden Einflusses der Reibung auf einen Bewegungszustand, 
etwa auf eine Schwingung, denken. 

Wir wenden uns dem ersten Fall zu. Bei der AuswahI der Reibungsziffer 
nus Literaturangaben hat man sich vor aHem zu vergewissern, ob die Umstandc, 
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fiir die die Reibung abgeschatzt werden solI, denen hinreichend ahnlich sind, die 
bei den Versuchen vorhanden waren. Vermag man sich hiervon nicht zu iiber
zeugen, so muE man, sofern der Fall wichtig genug ist, selbst Versuche anstellen. 
Dazu wird der Ingenieur, gerade wenn es sich um Reibung handelt, besonders 
h1iufig AniaE haben. Ganz besonders ist zu betonen, daB der Wert der Reibungs
ziffer nicht bloB von den Beobachtungswerten abhangt, sondern auch von der 
Form des angenommenen Reibungsgesetzes. Da die letztere wegen der 
schon 66 geschilderten Schwierigkeiten oft willkiirlich angenommen werden mull, 
so darf die aus irgendeiner Literaturquelle iibernommene Reibungsziffer nur mit 
dem Reibungsgesetz zusammen verwendet werden, das der Berechnung der 
Reibungsziffer aus den Versuchen zugrunde gelegt war. 

Sodann hat man sich bei der Wahl der Reibungsziffer stets die Frage vor
zulegen: solI die zu veranschlagende Reibung nicht unterschatzt oder nicht iiber· 
schatzt werden? Bildet die Reibung einen schadlichen Widerstand (Lager-, 
Fiihrungsreibung u. a.), so darf man ft nicht zu niedrig wahlen, wenn man sich 
keiner Enttauschung aussetzen will. Handelt es sich dagegen um n ii t z li c h e 
Reibung zum Festhalten einer Last, zum tlbertragen einer Bewegung oder me
chanischer Arbeit, so darf ft nicht zu hoch veranschlagt werden. Die in Wirk
lichkeit an Maschinen und Mechanismen auftretende Reibung ist namlich keine 
unveranderliche GroBe, sie hiingt vielmehr von vielen Umstanden und Zufiillen 
ab, bei einem Maschinenlager von der Sorgfalt der Montierung, der Wartung, der 
Giite des Schmieroles, vom Schutze des Lagers gegen Staub und Witterung; an 
eine Bremse oder Kupplung kann mehr oder weniger Fett gebracht werden; die 
Schienen und Wege sind bald trocken, bald naB usf.; man muB also, ol1ne ins 
Extreme zu verfallen, darauf gefaBt sein, daB nicht immer die giinstigsten Ver
haltnisse vorhanden sind. 

Dieser Gesichtspunkt ist auch gegeniiber manchen in Laboratorien ausge
fiihrten Versuchen festzuhalten. Versuche iiber die GroBe der Lagerreibung oder 
iiber die Reibung von Getrieben werden wohl natiirlicherweise an sorgfaltig her
gestellten und sorgfaltig montierten und gewarteten Exemplaren vorgenommen. 
Wie weit man im wirklichen Betrieb imstande ist, einen solchen Zustand herzu
stellen und insbesondere dauernd aufrechtzuerhalten, darf nicht auBer acht ge
lassen werden, wenn man sich ein Urteil iiber das voraussichtlichc Verhalten im 
Betrieb bilden will. 

Die bei einem Versuch gepriiften Lager werden in der Mehrzahl der FaIle 
an der Unterseite der Zapfen satt anJiegen und eine ruhende Last zu tragen 
haben. In Wirklichkeit wirken oft Krafte von wechselnder GroBe und Richtung 
auf eine Welle, ihre durchgebogene Gestalt iindert sich immer und der Lager· 
zapfen vermag nicht satt in seinem Lager zu bleiben, auch nicht, wenn er von 
Anfang an bestens eingepaBt ist. Das muB auf die Druckverteilung und damit 
auf die Lagerreibung von EinfluB sein. Alle diese Umstiinde konnen dazu bei
tragen, daB unter den haufig ungiinstigeren Verhiiltnissen der Wirklichkeit die 
Reibung graBer ausfallt, als sie bei einem Laboratoriumsversuch festgestellt wird. 

tiber die von Painleve an der Coulombschen Formulierung des Reibungs
gesetzes geiibte Kritik vgl. Enzykl. d. math. Wiss., Mechanik, 2. Teilband, S. 19:3. 

§ 11. Beispiele der Ermittlung von Stiitzkraiten mit Reibung. 

79. Zullissige Lagen del' Belastung einer angele)mten Leiter. 
Eine gewichtlos vorausgesetzte Leiter stiitze sich in A' gegen einen 
vollstandig glatten Boden und in A" gegen eine ebensolche vertikale 
Wand (Abb. 62). Befindet sich eine Last P im beliebigen Punkt C 
der Leiter, so kann diese nicht im Gleichgewicht sein. Von der glatten 
Wand und dem glatten Boden konnen namlich nur Normalwiderstande 
ausgehen. Bringt man diese Widerstiinde und die Last P an del' "frei
gemachten" Leiter an, so bemerkt man, daB die Gleichgewichtsbe
dingung ~H = 0 nicht erfiillt ist. Durch einen Pfiock in A' werde 
nun die Beweglichkeit del' Leiter eingoschrankt, und zwar geschieht das 
durch den von A' ausgehenden Horizontalwiderstand H' nur so weit, 
daB die Leiter ins stabile Gleichgewicht gebracht wirc1. Die Wider-
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stande V' Hi HI! sind demnach nach 62 und 65 statisch bestimmt und 
ergeben .sich aus den Gleichgewichtsbedingungen: 

V'=P ; HI! .h=P.c; H"=P.~· 
h' 

H' = HI! = P . !L 
h' 

Bei jeder Lage der Last wird Gleichgewicht stattfinden. Graphisch 
findet man den schiefen von A' ausgehenden Widerstand W = iv!;) + -H'2, 
wenn man den Schnittpunkt von P und H" mit A' verbindet und das 
Kraftedreieck zeichnet. Man veIfolge graphisch die Wirkung einer 
schiefen Last P. 

Nehmen wir nunmehr an, del' Pfiock bei A' fehle, es seien abel' 
Boden und Wand rauh: (ttl = tg (21 Haftreibungsziffer fur den Boden 

H I' A" 

bb. 62. 

~ J.lI Y 

Abb. 63. 

und ,u2 = tg (22 fur die Wand). Wie steht es unter diesen Umstanden 
um das Gleichgewicht del' Leiter? 

Jetzt wird die Beweglichkeit der Leiter an zwei Stellen einge
schrankt, also mehr als notig und hinreichond, um sie ins stabile Gleich
gewicht zu setzen. Die Widerstande sind daher nach 65 statisch un
bestimmt. 

, Wir sind jedoch imstande, ihre GroBe wenigstens fur den Grenz
fall anzugeben, wo sich die Leiter an del' Gleitgrenze befindet. Dabei 
schlieBen namlich die in A' und A" auftretenden Widerstande W' und 
W" den Reibungswinkel (21 bzw. (2~ mit den Normalen in A' bzw. A" 
ein, womit das Kraftedreieck aus P W' WI! gezeichnet werden kann, da 
ja aHe Richtungen und die GroBe von P bekannt sind. Das geht abel', 
wie man gleich erkennt, nUl' fUr eine einzige Stellung del' Last P ; 
diese muB genau dmch den Schnittpunkt D' von W' und WI! gehen, 
d. h. durch Punkt C in Abb. 63. 

Man fragt sofort, was geschieht, wenn P oberhalb odeI' unterhalb 
von Punkt C sich befindet. Bei del' Beantwortung erweist sich die 
graphische Losung im vorliegenden Fall als besonders lehrreich und 
ubersichtlich. 
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Wiirde namlich.P oberhalb 0 angreifen, nnd nehmen wir an, 
die Leiter befande sich im Punkt A" noch an der Gleitgrenze, so lage 
der Schnittpunkt von P mit W" auf A" D' rechts von U und der 
Widerstand W' wiirde mit der Normalen in A' einen gro.Beren Winkel 
bilden als den Reibungswinkel f}l' Wahrend die Leiter in A" sich an 
der Gleitgrenze befinden konnte, ware die Gleitgrenze in A' schon iiber
schritten, die Leiter rutscht. Gleiches beweist man, wenn man P 
zuerst mit A'D' zum Schnitt bringt und den Zustand in A" beschreibt. 
Die Leiter gleitet also aus, sobald die Last, wenn sie auch nur klein 
ist, iiber den Punkt 0 hinaufkommt. Die Leiter kann iiber den 
Punkt 0 hinauf nicht bestiegen werden. Der Schnittpunkt D' 
der au.Berstenfalles auftretenden Richtungen der Stiitzwiderstande ist 
also fiir diese Aufgabe ein wichtiger Grenzpunkt. Sobald die Richtung 
der Last durch den Grenzpunkt geht, ist die Leiter an die Gleitgrenze 
gebracht. Der Grenzpunkt riickt nach A" selbst, wenn die Leiter unter 
dem Reibungswinkel f}1 aufgestellt wird. Dann ist die Leiter ganz 
hinauf besteigbar und zwar von jeder Last, unter der die Leiter selbst 
nicht bricht . 

. Wiirde P unterhalb C angreifen, so ware die Leiter unter allen 
Umstanden im Gleichgewicht. Die Richtung des Widerstandes in A' 
liegt zwischen der Vertikalen durch A' und zwischen A' D'; die des 
Widerstandes in A" zwischen der Horizontalen durch A" und zwischen 
A" U. Der Schnittpunkt der im Gleichgewicht befindlichen drei Krafte: 
Last und zwei Widerstande liegt innerhalb des "charakteristischen 
Vierecks", das in Abb.63 schraffiert ist; wegen der statischen Un
bestimmtheit kann aber dieser Punkt und damit auch die GroBe des 
Widerstandes ohne Eingehen auf die Formanderung nicht angegeben 
werden. 

An der Gleitgrenze konnen die Widerstande auch berechnet 
werden, nachdem W' und W" in ihre Komponenten V' und ttl V' bzw. 
H" und 112 H" zerlegt sind; die Gleichgewichtsbedingungen lauten 

H" = fll V'; V' + fl2 H" =P; 
Pc,' =H" h+ fl2H" ·a= H"(h+ ,Ua a), 

womit 

Die Lage des Grenzpunktes C ist bestimmt durch 

, _ ttl (h + fl2 a) c- . 
1 + fllfl2 

Sind Wand und Boden gleich rauh (fl1 = fl2 =,u; e1 = e2 =e) 
und wird die Leiter unter dem Reibungswinkel e gegen die Vertikale 

(tg e = ~ = tt) aufgestellb, so erhielte man 

, ,u h (1 + ,u :) a 
c =--- ---=flh=u --=(1 

1 +,u2 I fl 

in Dbereinstimmung mit dem oben Bemerkten. 



104 Statik. Von den Widerstandskraften an K6rpern usw. 

SoIl auch das Eigengewicht der Leiter beriicksichtigt werden, so 
ist ebenso zu verfahren, wie soeben geschehen; nur bedeutet dann P 
die Resultante aus Eigengewicht und beweglicher Last, oder auch das 
Eigengewicht allein, wenn auBerdem keine bewegliche Last auf der 
Leiter sich befindet. J e schwerer die Leiter ist, desto hoher hinauf 
kann sie bestiegen werden. 

80. Fiiln·ungsreibung. Ein Gleitkorper ist von parallelen Fiih
rungsleisten umschlossen odeI' umschlieBt seinerseits eine Geradfiihrung. 
Bei fehlender Reibung wiirde ihn jede zur Achse der Fiihrung parallele 
Kraft verschieben. Er werde nun bei Vorhandensein von Reibung in 
den Fiihrungen von einer Kraft ergrifien, die ihn zu kippen sucht. Die 
Kraft wirkt z. B. in einer zu den Fiihrungen parallelen Symmetralebene 
des parallel-epipedischen Gleitstiickes in Abb. 64. Es ist nun die Frage, 
ob die unter 1: cP gegen A2 A3 geneigte, in B angreifende Kraft das 
gewichtlose Gleitstiick bewegt, oder obes sich in der Fiihrung klemmt. 

~ j/ 
I 

I 
I 

I 

/ .A" 

Abb. 64. 

I 
I 

I 
I 

I 

p 

Es ist ohne weiteres klar, daB 
eine Kraft P einen gewissen 
Winkel cp > 0 mit der Nor
malen A2 A3 auf der Fiihrung 
bilden muB, wenn iiberhaupt 
ein Gleiten eingeleitet wer
den solI. Stellen wir uns VOl', 
zwischen Gleitstiick und Fiih
rung sei ein kleiner Spiel
raum, so kantet das Gleit
stiick ein wenig um A 3 , bis 
Al sich gegen die obere Fiih
rung legt. Waren die Korper 
starr, so hatte das Kanten 
ein Ende und es wiirden 
sich Gleitstiick und Fiihrung 
nur in den Punk ten (bzw. 
Linien) A3 und Al beriih
reno Dort wiirde bei Einlei-
tung einer Fiihrungsbewegung 

allein R,eibung auftreten. Damit ist aber die Beweglichkeit langs del' 
Fiihrung an zwei Stellen eingeschrankt, wahrend eine einzige hierzu 
notwendig und hinreichend ware. Nach den Darlegungen in 62 und 65 
sind daher die in A3 und Al auftretenden Reibungswiderstande statisch 
unbestimmt. Ganz allein an der Gleitgrenze ist man imstande, die 
beiden in A3 und Al von der Fiihrung auf das Gleitstiick ausgeiibten 
Widerstande W3 und W 1 rechnerisch oder zeichnerisch zu ermitteln. 
Letzteres ist hier iibersichtlicher. W3 und W 1 bilden an del' Gleit
grenze die Reibungswinkel Q mit den Fiihrungsnormalen A3 A2 bzw. 
A4 AI' Sie wirken im Sinne A3 E3 bzw. Al EI und schneiden sich in 
D'. An der Gleitgrenze besteht noch Gleichgewicht, daher miissen sich 
die drei an dem Gleitstiick angreifenden Krafte PW1 W3 - man denke 
sich dieses freigemacht - in einem Punkt schneiden; das ist der 
Purikt D'. Nunmehr ist die Richtung alier Krafte bekannt und das 
Kraftedreieck kann fiir eine gegebene GroBe P gezeichnet werden ; 
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womit die beiden Widerstande Wl und Wa an der Gleitgrenze ge
funden sind. 

Man erkennt nun sofort, daB solange P dureh D' geht, das Gleit
stiiek sieh an der GIeitgrenze befindet und die Widerstande W lund 
W~ bestimmbar sind, so z. B. im Fall der Abb. 64. 

- Verlangt man dagegen, die treibende Kraft solIe stets dureh 
Punkt B (Abb. 64) gehen, so befindet sieh das GIeitstiiek nur dann an 
der Gleitgrenze, wenn die Kraft P die Riehtung B D' hat, also unter 
einem Grenzwinkel cp = cp' gegen die Fiihrungsnormale wirkt, dessen 
GroBe aus Abb. 64 wie folgt abgelesen wird: 

l + h·tgQ 
--- ---

2 ,uo (l + flo II ) 
l + h . tg (! . = l + flo (h - 2 b) . 
---- --b 

2 ·tge 

,FB GAg 
tgcp = FD' = D'G-FG 

Weil P in dieser Gleiehung nieht vorkommt, so kommt es an der 
GIeitgrenze auf die GroBe von P nieht an, sondern allein auf die 
Riehtung. 

1st diese Riehtung steiler, als cp' angiht, sehneidet also die Rieh-
tung von P den in Abb. 64 sehraffierten Winkelraum Ell)' Ea, so er-

B J .E~ 
I ~v a' 
it 

, i \, 
\ . ""~ .P , I · ·t~t---

\ i $\! 

" I " ,I \ .. ) .f../ j, 
~, ! I . 

. • L. 

/.i .. ~ 
" !? ,~ \ 
, . I '. 

Abb. 65. 
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folgt keine Bewegung, wie groB aueh P sei. 1st dagegen die Neigung cp 
der dureh B gehenden Kraft P groBer als cp', so bewegt sieh das 
GIeitstiiek. 

Man iibersieht aueh, was gesehieht, wenn die treibende Kraft naeh 
Abb. 65 an einem Hebel exzentrisch zur Fiihrung angreift. Sehneidet 
namlieh die Wirkungslinie von P den sehraffierten Winkelraum, so 
klemmt si<:h das GIeitstiiek in der Fiihrung, selbst wenn P noeh so 
klein ware. Die Widerstande Wa und WI sind statiseh unbestimmt, 
und es sind Dberlegungen anzustellen, die denen in 79 vollig gleichen. 
Wir brauchen sie hier nicht zu wiederholen. Liegt dagegen P zwischen 
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dem Grenzpunkt D' und del' Fiihrung, so tritt stets Bewegung ein, 
wenn, wie bisher, del' Gleitkorper als gewichtlos vorgestellt wird. 

Es ist noch von Wert, sich die Fiihrung in Abb. 65 als vertikal 
vorzustellen. Dann wird jede Last, die auBerhalb des Grenzpunktes D' 
aufgelegt wird, das Gleitstiick festklemmen. Del' Grenzpunkt D' selbst 
riickt urn so weiter hinaus, je Hinger die Fiihrung gemacht wird. 
Wollte man also absichtlich eine Fiihrung machen, die sich leicht 
klemmt, und dam it die Last festhiiJt, so miiBte man sie kurz wahlen. 
Dagegen muB eine Fiihrung, die sich nicht leicht klemmen soll, be
kanntlich lang sein. 

Die oben hinsichtlich des Gleichgewichtes an del' Gleitgrenze an
gestellte Dberlegung gilt auch fUr eine gleichformige Fiihrungsbewegung, 
nul' ist del' Grenzpunkt dann weiter von del' Fiihrung entfernt, weil 
die Reibung del' Bewegung und deren Reibungswinkel kleiner sind als 
die Reibung del' Ruhe. 

81. Korper in einer Keilnut beweglich. Reibung in einer zylin
drischen Rinne. Umfangsreibung eines Kegels. Ein keilformiger pris
mati scher Korper ABC (Abb. 66) werde durch die Kraft N, die in del' 
den Keilwinkel 2 a halbierenden Symmetralebene des Keiles normal zu 
dessen Schneide wirkt, in eine Keilnut, d. h. in eine keilfOrmige Rinne 

A 
,..----+---7 

I 
I ------ -- -,--- -----
: T 

J\p 
// // /" 

Abb. 66. 

hineingedriickt, die durch zwei den Winkel 2 a einschlieBende Ebenen 
gebildet wird. Zugleich werde del' Keil in 0 von einer Kraft T parallel 
del' Schneide des Keiles angegriffen. Es soll die zur gleichfOrmigen 
Verschiebung des Keiles langs seiner Nut erforderliche Kraft T ange
geben werden, ebenso die Kraft T an del' Gleitgrenze. 

a) Wenn del' Keil in seiner Nut gleichformig verschoben wird, so 
ist del' einzige Bewegungswiderstand die Bewegungsreibung in Richtung 
del' Verschiebung.· Nach 72 ist die vor Eintritt del' Bewegung vor
handen gewesene Haftreibung mit Beginn des Gleitens verschwunden 
und es ist lediglich die in del' Gleitrichtung wirkende Bewegungsreibung 
vorhanden. Die Keilbelastung N wird daher lediglich von zwei Normal
driicken W" aufgehoben, die senkrecht zur Beriihrungsfiache von del' 
Keilnut auf den Keil iibertragen werden; man hat hierfiir 

2Wn ·sina= N. 
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Darnit ergibt sieh fUr die Bewegungsreibung beirn Versehieben des 
Keiles 

T=2 W,,·,u=,u -!!-=,u'.N .. 
SIn a 

(36) 

wo ,tt' = ,u/sin a die Reibungsziffer del' Bewegung in del' Keilnut be
deutet. 

b) Val' Eintritt del'· Bewegung ist die Haftreibung in den Be
riihrungsflaehen von Keil und Nut eine Reaktion (s. 71), und zwar ist 
sie vom Formanderungszustand des Keiles und del' Nut abhangig, also 
statisch unbestimrnt. Es muE auf ihre Angabe verzichtet werden. Wir 
such en sie wenigstens zwischen zwei Grenzwerte einzuschlieEen. 

Nehrnen wir an, an del' Gleitgrenze habe sich die in del' Ebene 
von N und W" vorhanden gewesene Haftreibung dem Wert Null ge
nahert, so sind in diesel' Ebene auch an del' Gleitgrenze nur N und TV" 
tatig, also ergibt sich fiir die an del' Gleitgrenze del' Langsverschiebung 
des Keiles auftretende Kraft T 

N 
To = 2 ,uo TV = ,uo - .~- = Po' . N 

n sIn a 
(37) 

Halt man die vorangehende Dberlegung fUr unsicher und glaubt, 
es werde sehlieBlich in del' Ebene von N und TV doch eine langs C B 
und CA nach oben wirkende Haftreibung auftret~n, so kann diese hoch
stens den Wert Po TVn annehrnen, dann wird die Keilbelastung sowohl 
vom Normalwiderstand in den Beriihrungsflachen als auch von del' Haft
reibung aufgefangen und eS' ist: 

N 
TV" . sin (( + flo' TV" . cos (( = 2 

N 
TV =--- '-~- , 

" 2 (sin c( + ,uo cos C() 

daher die Kraft To an del' Gleitgrenze del' Bewegung in del' Keilnut 

T'=2 u W =- ._,uo_~~ ___ = u "·IY 
o '0 n sin (( + Po cos (( '0 

(37 a) 

Dieser Wert ist kleiner als del' in Gl. (37) angegebene und die 
zu seiner Herleitung beniitzte Dberlegung mangelhaft. Bei del' vor
handenen Unsicherheit kann man demnach in allen Fallen, wo man die 
GroBe von To nieht iiberschatzen solI, den zuletzt angegebenen Wert 
von To' beniitzen, in allen Fallen dagegen, wo To nicht untersehatzt 
werden darf, den zuerst angegebenen Wert. 

Nehmen wir jetzt an, auf den Keil wirke eine schiefe Kraft P, 
niirnlich die Resultante del' bisherigen Krafte N und 1', und geben 
wir den Winkel cp zwischen P und del' Richtung del' Xormalen Nan; 
,yir haben dann an del' Gleitgrenze: 

also ist del' gesuchte Winkel an del' Gleitgrenze: 
, 

cp= eo, 
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wo flo' auch eine Art Reibungswinkel darstellt, namlich den, der bei 
der Bewegung in der Keilnut an der Gleitgrenze auftritt. Wahrend 
des Gleitens ist dieser Winkel kleiner, weil dann fL' auch kleiner als flo' 
ist. Auch hierbei ist das oben zu den Gl. (37) und (37 a) Bemerkte zu 
beachten. 

Handelt es sich um die Reibung, die bei der Langsbewegung 
eines Zylinders in einer zylindrischen Rinne auf tritt, wenn der 
Zylinder mit der Normalkraft N in die Rinne gepreBt wird, so empfiehlt 
es sich, die zur Vberwindung der Haftreibung und der Bewegungs
reibung erforderliche Langskraft in der Form 

T=,u'·N bzw. To=flo'·N 

anzunehmen und die Reibungsziffern durch Ve r such zu bestimmen. 
Das Vorstehende findet auf Reibrader Anwendung; diese konnen 

zur Bewegungslibertragung bei kleinen Kraften benlitzt werden. Weiteres 
suche man in Werken liber Maschinenelemente. Weitere Anwendungen 
bilden die Reibungskupplungen mit Keilrillen; diese sind in den 
zylindrischen Umfang der treibenden Kupplungshalfte eingeschnitten; 
mit der getriebenen sind radial bewegliche Kupplungsklotze verbunden, 
die mit keilformigen V orsprlingen in die Keilrillen der treibenden 
Kupplungshalfte eingepreBt und durch die in den Keilflachen entstehende 
Umfangsreibung mitgenommen werden. 

Die Umfangsreibung eines Kegels, der sich in del' zugehorigen 
Kegelflache dreht, wird sehr haufig zu Kupplungs- und Bremszwecken 

beniitzt, da durch die Kegelform die Anpressung 
und infolgedessen auch die Reibung in den Beriih
rungsflachen gesteigert wird. Es solI die Beziehung 
zwischen dem axialen Anpressungsdruck N und del' 
iibertragbaren Reibung · an der Gleitgrenze und wah
rend des Gleitens angegeben werden. Bei der Be
wegung eines Keiles in der Keilnut gleiten ebene 
geneigte FIachen aneinander, hier sind es krumme 
konische Flachen. 1m iibrigen ist hinsichtlich der 
Umfangsreibung der konischen Flachen grundsatzlich 
nichts anderes zu bemerken, als bei der Fiihrungs-

Abb. 67. reibung zwischen ebenem Keil und Nut. 
Man findet entsprechend den beiden obener

wahnten Auffassungen (vgl. Abb. 67) 

W=~ } n sina (38) 
~T' . 

, .LV 

w" = (Sin a + jl cos ~,) 

a) N=Wn·sina ; 

b) N' = rv;,' sin a + ,ll· W;,' cos a; 

daher die Umfangskraft in der Gleitrichtung T= fL· H';,: 

a) T=,uN ) 
sin a' J 

T' = fLN 
b) (sin a + ,U . cos a) 

(39 1 
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Welche von den beiden Ietzten Gleichungen gegebenenfalls zu benutzen 
ist, kann nach den zu Gl. (37) und (37a) gemachten Bemerkungen ent
schieden werden. 

Dies ist die mit Hilfe eines Reibkegels libertragbare Umfangs
kraft, wenn die axiale Anpressungskraft N betragt. Das durch Reibung 
libertragbare Drehmoment laBt sich, wenn man die weitere Annahme 
macht, die Umfangsreibung sei im mittleren Umfang der konischen Be
riihrungsfiache vereinigt, in der Form schreiben: 

M=~T.r bzw. T'·r . . . (40) 

Setzt man bierin Taus (39a) bzw. (39b) ein, so erhalt man flir 
die Anpressungskraft N, die zur Dbertragung eines verlangten Dreh
momentes M erforderlich ist, 

N = M sine: 
r IL 

bzw. N' = JJI sin ex + fL c~s ex 
r fL 

. . (41) 

Da bei ausriickbaren Kupplungen, z. B. eines Automobiles, eine 
groBe Anpressungskraft nicht erwiinscht ist, so wahlt man ex, um N zu 
beschranken, klein (9 bis 12°). Die Reibungsziffer pfiegt man als 
zwischen 0,15 und 0,25 liegend anzusehen; an Versuchen liber die 
Reibung von Konuskupplungen fehlt es nach Wissen des Verfassers 
noch ganz, hier ist noch eine empfindliche Lucke auszufiillen. 

Um die zur Dbertragung eines bestimmten Drehmomentes M er
forderliche Anpressung N nicht zu unterschatzen, ist fL nicht zu hoch 
in Rechnung zu stellen. Ein Rechnungsbeispiel findet man in 125. 

§ 12. Einfache 1l'Iaschinen mit Reibung. 

82. Schiefe Ebene mit Reibung. Auf einer schiefen Ebene von 
del' Horizontalneigung ex befindet sich ein Korper vom Gewicht Q, das 
durch seine Komponenten senkrecht zur schiefen Ebene N = Q . cos ex 
und langs der schiefen Ebene T = Q . sin ex ersetzt sei. Ferner wirke 
die treibende Kraft Punter dem 
Winkel ex gegen die Horizontale, 
also langs der schiefen Ebene auf
warts. Hat nun P gerade den Wert 
P = Q. sin ex, so ist der Korper 
auf del' scbiefen Ebene im Gleich
gewicht, ohne daB sich Reibung am 
Karper geltend machte. Ware die 
schiefe Ebene vollkommen glatt, 
so wiirde bei der geringsten Steige
rung von P liber P = Q . sin ex 
hinaus eine Aufwartsbewegung des 
Karpers auf der schiefen Ebene 

Abb. 68. 

erfolgen, bei der geringsten Abnahme eine Abwartsbewegung. 1st abel' 
Reibung vorhanden, so wil'kt am Karper der angestrebten Bewegung 
entgegen der Reibungswiderstand R. Wir betrachten jetzt die G r e n z
faIle, in denen eine Aufwal'ts- bzw. Abwartsbewegung eintritt, hierfiil' 
ist R = fL . N = IL . Q . cos ex. 



110 Statik. Von den Widerstandskraften an Korpern usw. 

1. Gleitgrenze fur Aufwiirtsbewegung: An dem Korper, des sen 
Unterlage entfernt gedacht werde, wirken die treibende Kraft pI langs 
der schiefen Ebene aufwarts, die Last Q vertikal abwiirts, und der 
Auflagerwiderstand D der schiefen Ebene unter dem Reibungswinkel Q 

gegen die Normale, und zwar derart, daB D eine Komponente lang;; 
der schiefen Ebene abwarts besitzt. Die drei Krafte P', Q und D sind 
im Gleichgewicht und man liest aus dem Kriiftedreieck, in dem Q und 
die Richtungen aller Krafte bekannt sind, ab (vgl. Abb. 69 a): 

P': Q = sin (u+Q): sin(90 0 -e); pI = s~n_( U + ~ Q 

odeI' da sin (u -j- g) = sin a . cos e + cos a· sin gist: 

pl=(sina+!~.cosa)Q, .. 

was auch unmittelbar abgelesen werden kann. 

cos 9 

(42 a) 

2. Gleitgrenze fur Abwartsbewegung; Festhalten von Q. 
An dem Gleitkorper greifen an: p" langs der schiefen Ebene aufwarts, 
Q vertikal abwarts und der Auflagerwiderstand D der schiefen Ebene, 

e 
]) ]) 

e 
Abb. 69 a bis c. 

von der schiefen Ebene gegen den Gleitkorper hin gerichtet, und zwar 
so, daB D eine Komponente Hings del' schiefen Ebene aufwarts hat. 
Aus dem Kraftedreieck folgt (vgl. Abb. 69 b): 

p": Q = sin (a - e): sin (90 0 + e); P" = ~iIl (a -=-~ Q 
cos e 

oder da sin (a - Q) = sin a . cos Q - cos a . sin e is t 

P" = (sin a - fl' cos a) Q . 

was ebenfalls unrnittelbar abgelesen werden kann. 

(42bl 

Mit dieser Kraft kann man Q gerade noch festhalten und am 
Abwiirtsgleiten hind ern. 

Bei einer gewissen Steigung braucht man gar keine Kraft mchr 
zurn Festhalten der Last, es ist P" = O. Die Last bleibt dann auf del' 
schlefen Ebene liegen und man sagt, die schiefe Ebene habe die Eigen-
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schaft der Selbsthemmung. Soll nun P" Null sein, so muS auch 
die rechte Seite von Gl. (42b) verschwinden, d. h. da Q selbst nicht 
Null ist, muB sein 

oder 

o = sin IX - p,' cos IX 

tg IX= p,=tg e . . . . . . . (43) 

Ais Bedingung fur die Eigenschaft der Selbsthemmung der Last 
auf der schiefen Ebene ergibt sich also, daB deren Steigungswinkel IX 

gleich oder kleiner als der Reibungswinkel sein muB: 1st demnach 
IX> e, so gleitet der Korper die schiefe Ebene herab; ist IX = e, so 
befindet sich der Korper an· der Gleitgrenze, was zur experimentellen 
Bestimmung von e benutzt werden kann. 

1st IX < e, so braucht man auch zum Abwartsbewegen eine Kraft', 
die sich auf dem gleichen Weg wie oben (vgl. Abb. 69c) ergibt zu 

pili = sin (e - IX).Q • 

case 
(42c) 

83. Der Keil. Ein Keil Abb. 70 a stutzt sich einerseits gegen eine 
foste Ebene A" und anderseits gegen eine in einer Fiihrung bewegliche 
Keilbeilage K. Senkrecht zur Richtung der Fiihrung druckt eine' 
Kraft P auf den Keil, wiihrend in Richtung der Fuhrung ein Wider
stand Q an der Keilbeilage tatig ist. Die Kraft P ist gegen die beiden 

p 

K 

Abb. 70 a und h. 

schragen Fliichen des Keiles unter den Winkeln al und IX2 geneigt. Es 
solI die Beziehung zwischen P und Q an der Gleitgrenze der Einwarts
bewegung des Keiles angegeben werden, wenn die Annahme gemacht 
wird, die Fiihrung der Beilage sei so lang, daB keinerlei Klemmwirkung 
eintritt. 

Macht man den KeiI frei, so bat man statt der Stutzfiachen die 
Wider"tande W' und W" deraelben am Keil anzubringeh, alsdann mussen 
die drei Kriifte PW' W" im Gleichgewicht sein. W' bzw. W" bilden 
mit den Stutznormalen Nl und N2 die Reibungswinkel el und £>2' so 
zwar, daB W' und W" eine der Bewegung entgegengerichtete Kom-
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ponente fllNl bzw. ,u2 N 2 (s. Abb. 70b) besitzen. Mit diesen Angaben 
kann das Dreieck der Krafte P W' W" gezeichnet werden. 

Ebenso befindet sich die Keilbeilage Abb. 70c unter dem EinfluB 
der Krafte W (mit Komponenten N und fl N ), W' (mit Komponenten N] 
und fll N l ) und Q im Gleichgewicht, wo
bei wieder 

1::: (W', fll N l ) = el und 1::: (w, fl N) = Q 

sei; deshalb schlieBt sich das Kraftedreieck 
der drei letztgenannten Krafte. Da man 

Abb. 70 c und d. 

die Richtungen von W, W' und W" an der Gleichgewichtsgrenze kennt, 
so sind alle Winkel in den Kraftedreiecken bekannt und man iiber
zeugt sich leicht von der Richtigkeit der in Abb. 70d eingeschriebenen 
Winkel. Man liest dann aus den Kraftedreiecken ab : 

W': Q = sin (90 0 + 12): sin (90 0 - e - al - el) 

P': W' = sin (al + el + a2 + (2 ) : sin (90 0 - a2 -(2). 

P' = cos e . sin (al + a2 + e1 + (2) . Q 
cos (al + el + e)' cos (a2 + 122 ) 

oder nach einfacher Umformung 

p' = tg ~l _+ Ql) + tg (a2 + (22) .Q. 
1 - fl tg (al + (21) 

Das ist der Grenzwert der Keilkraft an der Gleitgrenze flir Ein:
wartsbewegung. LaBt man nun P' kleiner werden, so kommt man 
schlieBlich an die Gleitgrenze fiir Auswartsbewegung, wo der Keil 
hinauszuweichen strebt ; die Kraft P" erhalt man dann, da jetzt aIle 
Reibungswiderstande ihren Sinn umgekehrt haben, wenn man die 
Reibungskoeffizienten oder Reibungswinkel mit negativen Zeichen ver
sieht, zu 

P" = tg (al-el) + tg (C:2-~J.Q 
1 + fl tg (a] - 12] ) 

_ tg (~~-= ( 1 ) - tg (e2~ a2!.Q 
- 1 + fl tg (al - (21) . 

Ware nun tg (al - ell = tg (e2 - ( 2) oder al - el = e2 - a2 ; 

al + a'}, = el + e2 oder, da al + a'}, gleich dem Keilwinkel a, 

a = (2t + 122' 
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so erhielte man P" = 0 fiir jeden beliebigen endlichen Wert von Q, 
es ware demgemaB gar keine Kraft P am Keil notig, um denselben 
am Zuriickgehen zu verhindern. Der Keil bleibt also eingeklemnit, 
wenn 

IX = !!l +!!2' 

Hierbei mag noch bemerkt werden, daB keiner der beiden WinkellXl 

und 1X2' deren unterer Grenzwert = 0 ist und deren Summe IX =!!l + !!2 
sein soll, damit den Wert !!1 + fl2 iibersteigen kann. 

1st P = 0 und der Keil trotzdem im Gleichgewicht, dann miissen 
die beiden Auflagerwiderstande W' und W", welche nunmehr allein noch 
am ~eil sich betatigen, einander das Gleichgewicht haIten und demge
maB in einer und derselben Geraden A' A" (Abb. 70b) wirken. 

Bezeichnet man jetzt mit flJ1 und flJ2 die Winkel von A'A" mit 
den Normalen zu den Auflageflachen des Keiles in A' bzw. A", dann 
hat man: 

flJ1 + flJ2 =IX 

flJ1 +flJ2 =!!1 + !!2' 
Da aber flJ1 nicht groBer seiu kann als !!1' und flJ2' nicht groBer 

als !!2' und mit fIJI < fl1 sich aus der letzten Gleichung flJ2 > fl2 ergabe, 
so bedingt damit die Gleichung flJ1 + flJ2 =!!1 + !!2: 

flJ1 =!!1 und flJ2 = !!2 , 

d. h. den Grenzzustand des Gleichgewichts. 1st also der Keilwinkel 

1X=(11 +!!2' 

dann befindet sich bei beliebiger GroBe der Kraft Q der von keiner 
Kraft P angegriffene Keil stets an der Grenze des Gleichgewichts. 

s s 

Abb. 71. 

Ware dagegen der Keilwinkel u < fl1 + !!2' so zeigte sich der Keil eben
falls im Gleichgewicht, aber nicht an der Grenze desselben. Man kann 
daher sagen: damit der Keil bei fehlender Kraft Punter Einwirkung 
der Kraft Q nicht zuriickgehe, muB der Keilwinkel 

IX <: !!1 + fl2 sein. 

Bei einer sogenannten Keilverbindung, wie sie in Abb.71 an
gedeutet ist, liegen die Verhaltnisse ganz ahnlich; man hat hier nur 
in den obigen Formeln an Stelle der Kraft Q die Stabkraft s zu 
setzen, um auch fUr die Keilverbindung die betreffenden Formeln zu 

Autenrieth-Ensslin, Mechanik. 3. Auf!. 8 
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erhalten. Daher wird auch in der Keilverbindung der Keil sich bei 
Einwirkung der Zugkrafte S nicht von selbst losen, wenn der Keilwinkel 

a <e1 +(!;!' 

es mogen die Zugkrafte S so groB sein, wie sie wollen. 
Handelt es sich um einen Keil, der durch eine Kraft P in ein 

Stuck Holz eingetrieben ist (Abb. 72), so bleibt dieser Keil auch nach 
Wegnahme der Kraft P im Holze stecken, wenn die Winkel qJl und qJ2 
der Geraden A' A" mit den Normalen zu den beiden Keilflachen die 
betreffenden Reibungswinkel (!l beziehungsweise (!2 nicht uberschreiten. 

Da aber hier 
qJl --.:. a1 und qJ2 = a;! , 

so kann man auch sagen, daB der Keil stecken bleibt, wenn 

al < el und a;! < e2. 
84. Quetschwalzen. SoIl ein Eisenstab von der Dicke d mittels 

zweier Q uetsch walzen (Abb. 73) vom Halbmesser r auf die Dicke d' 

Abb. 72. Abb. 73. 

gebracht werden, so muss en die Walzen imstande sein, den Stab eiri
zuklemmen. Dies ist der Fall, wenn 

oder 

Nun hat man aber 
a<e· 

d-d' 
r-rcosa=--2-

d-d' 1 
r= ---. -- . 

2 i-cosa 

Die erste Bedingung fUr die Brauchbarkeit der Walzen ist daher 

d - d' 1 
und damit r> ---. --- -. 

2 i-cos(! 

85. Die Schraube, Drehmoment und Axialkraft. Wickelt man 
eine schiefe Ebene urn einen Kreiszylinder, so daB die Basis beider 
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zusammenfalIt, so entsteht eine Schraubenlinie, die auf einer Mantel
linie des Zylinders gleich lange Stiicke abschneidet, die sog. Steigung 
oder Ganghohe h der Schraubenlinie. Fiihrt man nun eine dreieckige 

oder rechteckige ProfilfHiche von der Hohe A B = ~ (allgemein ~) 
2 2"t 

an der Schraubenlinie entlang, wobei die Profilflache stets in einer 
Axialebene des Zylinders bleiben mul;!, so beschreibt die Profilflache 
das sog. Schraubengewinde; der Zylinder wird Kern genannt. 1st 
AB=h!2, so entsteht eine einziigige oder eingangige Schraube; 
ist AR=h!2i, eine i-gangige Schraube. 

Man erinnere sich hierbei auch an das Gewindesdmeiden auf der 
Drehbank. 

1st das Profil des Schraubengewindes ein Dreieck; so erhalt man 
eine scharfgangige, ist es ein Rechteck oder Quadrat, - eine flach 
gangige Schraube. Das scharfgangige Gewinde wird bei gleicher axialer 
Belastung starker gegen die Mutter gepreBt als das flachgangige; das 
fiihrt zu groBerer Reibung, weshalb scharfgangige Schrauben zur Be
festigung gewahlt werden, womit dem selbsttatigen Losen der Mutter 
entgegengewirkt wird; dagegen flachgangige zur Dbertragung von 
Kraften und Bewegungen, wo der Bewegungswiderstand klein gehalten 
werden solI. 

1. Annah erung: Es kann die Schraube fest, die Mutter drehbar 
sein und umgekehrt; das bleibt auf die zu untersuchenden Kraftver
haltnisse ohne EinfluB. N ehmen wir ersteres an und betrachten 
die Kraftverhaltnisse in der Abwicklung ,die im 
mittleren Schraubengang vollzogen sei [Zylinder
halbmesser r m = 0,5 (r a + ri)]. Damit ist dann 
die Aufgabe auf die schiefe Ebene zuriickgefiihrt 
mit dem einen Unterschied, daB die bewegende 
Kraft P'" an der Mutter nicht langs del' schiefen 
Ebene wi;rkt, sondern senkrecht zur Axialbelastung 
Q der Mutter (Abb. 69a zu vergleichen undAbb. 74), 
also unter demWinkel ex gegen die Neigung des 
mittleren Schraubenganges, dessen Halbmesser rm 
sei. Aus der Abwicklung des mittleren Schrauben
ganges liest man folgende Beziehung zwischen 71, 
rm , ex ab (Abb. 74): 

tg ex = h : 2 7l J"",. 

Wil'd die Mutter mit einem Schliissel ge- Abb. 74. 
dreht, mit einer Kraft P am Hebelarm 1' , so ist 
die an der Mutter im Abstand rm angreifende Drehkraft P'" zu be-
l'echnen aus 

Pm·rm = P·r. 

Wir betrachten die drei praktisch wichtigsten FaIle, die unter a), 
fJ), y) angefiihrt sind und fragen jeweils nach der GroBe der bewegen
den Kraft Pm oder des bewegenden Momentes 

M = p. r = Pm' r",' 
a) Heben der Last Q. Mutter und Schraube seien im mittleren 

Gewindegang abgewickelt. An der "frei gemachten" Abwicklung del' 
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Mutter greift die Last Q in axialer Richtung, die Kraft Pm' senkrecht 
dazu und der Widerstand D des Gewindes gegen die Mutter unter 
dem Reibungswinkel e gegen die N ormale auf der schiefen Ebene an, 
wobei D eine der Bewegung entgegenwirkende, liings der schiefen Ebene 
abwarts wirkende Komponente hat. An der Gleitgrenze sind Q, Pm', D 
im Gleichgewicht. Das Kriiftedreieck kann gezeichnet werden, da alle 
Kraftrichtungen bekannt sind und die GroBe von Q gegeben ist. Aus 
dem Kraftedreieck liest. man ab (Abb.75a): 

P"" = Q.tg(a+ e) 
Ohne Reibung ware 

(43) 

(43a) 

(3) Festhalten der Last. Bedingung fur die Selbsthemmung. 
LaBt man Pm kleiner werden, so sucht die Last zu sinken, d. h. die 
Mutter sich ruckwarts zu drehen. Sofort wirkt die Reibung entgegen
gesetzt wie beim Lastheben und unterstutzt das Festhalten der Last. 
Der Gegendruck der Schraube liegt jetzt auf. del' anderen Seite der 
Normalen wie unter a). An der Gleitgrenze sind Q, Pm", D im Gleich
gewicht und man liest au~ dem Kraftedreieck ab (Abb.75b): 

Pm" = Q.tg(a- e) . . . . . . . . (44) 

Dies ist die Kraft zum Festhalten der Last an der Grenze des Ab
wartsgleitens. SoH die Schraube die Eigenschaft der Selbsthemmung 

Abb. 75 a bis c. 

haben, so ist diese Kraft Null. Die Schraube dreht sich nicht, auch 
wenn eine noch so groBe Last Q in der Spindelachse angreift. Die 
Reibung im Gewinde halt die Last fest; es ist dann, da Q selbst nicht 
Null ist: 

O=tg(a- e), 

daher a=e ............ (45) 

Eine flachgangige Schraube besitzt daher die Eigenschaft 
der Selbsthemmung, wenn ihr Neigungswinkel a < dem Rei
bungswinkel e ist. 

,,) Senken .der Last bei Selbsthemmung, wenn a <e. Die 
Antriebkraft P::: an der Mutter wirkt jetzt so, daB sich die Mutter im 
Sinn von Q langs der Spindel verschiebt. Zeichnet man das Krafte
dreieck nach dem unter a) geschilderten Vorgang, so gilt an der 
Gleitgrenze (Abb.75c): 

P::: = Qtg(e - a) .... (46) 
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Zur Drehung der Schraubenmutter gegeniiber del' Spindel odeI' 
umgekehrt ist das Moment M = p. r = Pm j" m erforderlich, es betragt 
zufolge (43), (44), (46): 

a) fiir Lastheben 1 
M' = Q·r · tg(ex + e) 

fJ) fiir Festhalten der Last t 
Mil = Q . r . tg (ex - e) J 

'Y) Lastsenken bei Selbsthemmung 

Mill = Q . r . tg (e - a) . 

. . . . . . (47) 

2. Annaherung mit Beriicksichtigung scharfgangigen Ge
windes. Es solI wiederum das Drehmoment M an der Spindel an
gegeben werden, das einen Spindeldruck Q erzeugt, z. B. an del' Spindel
presse (Abb. 76). 

Die Kraft Q driickt die Schraubenspindel nach oben gegen die 
feste Schraubenmutter; es erfahrt daher die Schraubenspindel in jedem 
Flachenelement dF del' Beriihrungsflache zwischen Schraubenspindel 
und Schraubenmutter einen Normalwiderstand dN und einen Tangential-

r 
/-----t----~ 

" I 
I o' .---_.:r- __ _ 

g;.~ __ -r~JJ 

Abb. 76. Abb. 77. Abb.78. 

widerstand p. dN . Denkt man sich die genannte Beriihrungsflache 
durch die aufeinanderfolgenden Lagen der · die Schraubenflache des 
Gewindes erzeugenden Geraden (CA in Abb. 78) in lauter unendlich 
schmale Flacbenstreifen d F .zerlegt (Abb. 77), so liegen die Angriffs
punkte A del' Widerstande dN und p dN auf einer mittleren Schrauben
linie, deren Steigungswinkel = ex und deren Grundkreishalbmesser = r 
sei. Von den Flachenelementen dF betrachten wir eines mit den daran 
wirkenden Widerstanden dN und pdN (Abb. 78). Was den Tangential
widerstand pdN betrifft, so wirkt derselbe in del' Tangente EA (Abb. 78), 
an die eben erwiihnte mittlere Schraubenlinie- und zwar aufwarts. Die 
Wirkungslinie des Normalwiderstandes dN dagegen ist die Normale zur 
Schraubenflache im Punkte A. Um abel' diese Normale zu erhalten, 
wird man durch A (Abb. 78) die erzeugende Gerade AO der Schrauben
flache ziehen (dieselbe schneidet die Schraubenachse unter dem ge-
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gebenen Winkel fJ), durch diese, sowie durch die Tangente EA an dis 
Schraubenlinie eine Ebene legen und auf diesel' Ebene, deren Horizontal
spur ED, in A ein Lot errichten. Dieses Lot gibt dann die Normale 
zur Schraubenflache im Punkte A und damit die Wirkungslinie des 
Widerstandes d Nan. 

Dnter :Beriicksichtigung del' Abb. 78 und 79 hat man nun im Fall 
des Gleichgewichtes del' Schraubenspindel (BFl.. ED; .:;: G BO= -1: DBF 
=BEF=o): 

Q = ,!J(dN cos 'Y - fldN· sin a) = (cos 'Y - ,U sin IX) LdN 
und 

M' = ,!J[dN· sin 'Y (OG) + JudN cos IX· 1"] 
= [( () G) sin 'Y + flr cos IX] ,!JdN = (1' sin o· sin 'Y + 11,r cos IX) ,!J dN 

odeI' nach Ei;nsetzung des aus del' ersten Gleichung bestimmten Wertes 
von ,!JdN 

Abb.78. 

M' sin 0 . sin)' + fl cos C? 
=Q1'· .' cos?, - fl sm (( 

Dies ware die Beziehung zwischen M' und Q; 
allein in der Gleichung fur M' sind noch die 
Winkel 0 und 'Y enthalten, die nicht unmittel
bar gegeben sind, also erst in den gegebenen 
Winkeln cc und fJ ausgedriickt. werden mussen. 
Zu diesem Zwecke beachten wir, daB 

. ~ lJ F A B . cotg Y cotg y 
Slnu=-= ------- -=-----

BE A B . cotg c cotg IX' 

damit wird 
I 1 tg (~ I j1 cos IX'--

M' = Q1"' tg cc ·_<?os Y I.t cos (c = (l r. _ cos y 
cos?, - ILl sm (z . 1 

1 - II sm cc· --
I cosy 

Jetzt ware 
1 

noch in Funktion der gegebenen .Winkel e und fJ 
cos?, 

auszudrucken. Man hat 

AB = BD· cotg fJ = BE· tg o·cotg fJ = AB· cotge· tg o.cotg (3, 

also: 
cotg 0 = cotg ({. cotg fJ 

und damit 

Si~2 J = 1 + cotg2 0 = 1 + cotg2 a . cotg2 fJ, 
. . cotg 11 

odeI' nach Emsetzung von SIll 0 = ----, 
cotg (( 

~::: = 1 + cotg,J ((. cotg2 fJ; tg2 )' = tg2 a + cotg2 (3) 

odeI' 
1 

sec2 '/, = -Q- = 1 I tg2 a --l- cotg2 fJ, 
COS";' I I 
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darnit wird 

M' = Qr. tg ct ±-'l~~~y 1 + tg2 a_t_co~g2tJ. . . (48) 
1 =+= fl sin a -V 1 + tg2 a -+- cotg2 /3 

Das obere Vorzeichen entspricht hierbei der von uns angenommenen 
Gleichgewichtsgrenze, mit dem unteren Vorzeichen erhalt man dagegen 
denjenigen Wert M" des treibenden Kraftepaares M, unter welchen 
letzteres nicht sinken darf, wenn nicht die Schraubenspindel infolge 
des Druckes Q in die Rohe gehen Boll. 

Urn fUr die flachgangige Schraube die Werte von M' und M' 
zu bekommen, hat man nur /3= 90° zu setzen, womit 

und 

M' = Q r. tg a + fl = Q r . tg ((( -+ e) 
1- fl tga 

( 49) 

" tg a - fl () ( ) M =Qr·--, = Qr·tg (( --e . . . . 50 
11 fl tga 

Diese Gleichungen stimmen mit (47) iiberein. 

86. Das Rad an der Welle. Der Hebel. Reibungskreis. Auf 
einer horizontalen, an ihren Enden mit zylindrischen Drehzapfen vom 
Ralbmesser r verse hen en Welle (Abb. 80) vom Ralbmesser b sei ein 
Rad vorn Ralbmesser a zentrisch befestigt. An diesem Rad wirke 
eine Tangentialkraft P, die der Last Q, die an einem urn die Welle 

e 
Abb. 80. 

gewickelten Seil hange, das Gleichgewicht halte. Welche Beziehung 
besteht zwischen P und Q? 

Bei fehlender Reibung wiirde im Gleichgewichtsfall die einfache 
Rebelgleichung p. a= Q. b gelten, woraus P= Q. bfa. Tritt dagegen 
in den Lagern Reibung auf, so kann die treibencle Kraft P auf einen 
Wert P' gesteigert werden, ehe sich die Welle zu drehen anfangt. 
Ebenso kann man die Kraft P auf einen gewissen Wert p" vermindern, 
ehe sich die Welle im entgegengesetzten Sinn zu drehen anfangt. 

Such en wir nun fUr die gegebene Last Q die Werte von P' und 
von p" auf. 1st P=P', so befindet sich die Welle an der oberen 
Grenze des Gleichgewichts, es erzeugte die geringste VergroBerung von 
Peine Ul11drehung der Welle il11 Sinne von P. Ul11 nun P' zu be-
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stimmen, legen wir je durch die beiden Krafte p' und Q Ebenen senk
recht zur Wellenachse, die die letztere in den Punkten A und B schneiden. 
Hierauf bringen wir in A parallel der Kraft p' zwei gleiche und ent
gegengesetzte Krafte P' an, und in B parallel der Kraft Q die gleichen 
und entgegengesetzten Krafte Q. Hierdurch wird am GIeichgewichts
zustand der Welle nichts geandert. 

An der Welle greift nun an: vorwartsdrehend das Kraftepaar P . a; 
riickwartsdrehend das Kraftepaar Q. b und - die Vorwartsdrehung 
hemmend - die beiden Zapfenreibungsmomente M1 und M2 im Lager 
01 und °2 , An der Gleitgrenze besteht noch GIeichgewicht auch be
ziiglich der Drehmomente um 01 °2 , daher ist: 

p' a = Q. b + M1 + M'.l' 
Die Zapfenreibungsmomente hangen nun von den Lagerdriicken ab, die 
infolge von P' und Q entstehen. Q in A allein angreifend, mage die 
zu Q parallel en Lagerdriicke V1 und V2 hervorrufen. p' in B allein 
wirkend gedacht, mage die zu P'parallelen Lagerdriicke 81 und 82 

hervorrufen. 
Zur Bestimmung der Auflagerwiderstande V1 und V2 hat man, wenn 

man den Abstand dos Punktes B von den Mittelpunkten 01 und 02 
der zylindrischen Drehzapfen mit c1 und c'.l und die Lange 0 1 °2 der 
Welle mit 1 bezeichnet: 

V1 ·l = Q. c2 , V2 ·l = Q . c1 ' 

woraus 

Ebenso findet man fiir 81 und 82 

8 =p'~2 
1 1 ' 

8 =P' ~~ 
2 1 ' 

unter e1 und e2 die Abstande des Punktes A von 01 und 02 ver
standen. Nunmehr wirken in 0 1 senkrecht zur Wellenachse und den 
Winkel a1 miteinander bildend, die Auflagerwiderstande V1 und 81 , 

Diese Krafte V1 · und 81 zusammengesetzt liefern den Zapfendruck R1 
auf das Lager bei 01 und zwar 

R1 = VV12 + 812+2V1-81 cos ~ ; 
desgleichen erhiilt man fiir den Zapfendruck auf das Lager bei °2 : 

-.~~--- --

R'3 = VV22 + 822 + 2 V2 82 cos a1 • 

Damit werden die Reibungsmomente M1 und M2 bei 01 und 02: 

M1 =p,R1r und M2 =p,R2 r. 

Diese Werte von M1 und M2 in dio Gleichgewichtsbedingung fUr die 
Welle: 

P'a-Qb=M1 +M2 

eingesetzt, ergeben dann: 

P' a - Q b = P, r (R1 + R2) 

. (a) 

= p,r (VVI 2 + 81 2 -F2-V1 81 cos a1 + VV22 + S2'.l + 2 V2 82 cos aJ 
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oder mit den oben gefundenen Werten von VI' 81 , V2 , 82 

p' a - Q b = ,u ( n . (V Q~ C22 + p' 2 e22 + 2 Q P c2 e2 cos /Xl 

+ VQ2 C12~+ .p'2 e12 + 2 Q PC1 e1 cos aJ. 

Aus dieser Gleichung liiBt sich die Unbekannte P' bestimmen. 1st im 
besonderen Fall P' wie Q vertikal abwarts gerichtet, womit a1 = 0, so 
erhalt man: 

P' a-Q b = flr(Vl + V2 + 81 +S2)= flT(Q+ P') 

und daher 

P' =Q~f- fll~. 
a - fll' 

Will man die Beziehung zwischen P' und Q haben fur den Fall, 
daB der Punkt A nicht, wie angenommen, zwischen 01 und 02 Iiegt, 
sondern auf der Verlangerung von 01 02 (uber 02 hinaus), so hat man 
nur in obigen Gleichungen der GroBe e2 das entgegengesetzte V orzeichen 
beizulegen. Damit ist man dann auch in den Stand gesetzt, die Be
ziehung zwischen P' und Q anzugeben bei einer W inde, die mittels 
einer am Ende 02 der Wellenachse angebrachten Handkurbel in Be
wegung gesetzt werden solI. 

Was endlich den unteren Grenzwert p" der Kraft P betrifft, so 
erhalt man denselben, wenn man in dem Ausdruck fur P' das Vor
zeichen von fl umkehrt. 

Die obige Losung ist zwar korrekt, aber umstandlich; es verlohnt 
sich nicht, die zur genauen Auswertung der Gleichung fUr P' erforder
liche Muhe aufzuwenden. Die Zapfenreibungsmomente Ml und M2 
hangen von den Lagerdriicken Rl und R2 ab und letztere wiederum 
von P'; der Wert von Rl und R2 ergibt sich aber fast gIeich groB, ob 
man dazu den genauen Wert P' oder den etwas kleineren Wert P be
niitzt, der sich ohne Beriicksichtigung der Reibung aus der Momenten-

gleicIiung P a = Q b ergibt, d. h. P = Q ~; damit erhalt man: 
a 

S = P~2 = l;!_b e2_ und S = ~e~ (Jbe!. 
1 l cd 2 l al 

und hieI'IDit: 

mit denen die Reibungsmomente Ml und M2 geniigend genau gefunden 
werden. SchlieBIich foIgt die gesuchte Drehkraft P' aus G1. (a). 

Statt des Rades und der Welle konnten auch irgendwie geformte 
Hebel an der Achse 01 0 2 befestigt sein; sind die Richtungen der 
iiuBeren Krafte P und Q und deren Abstande von der Achse 01 02 
dieselben wie zuvor, so bleibt auch der angegebene Rechnungsgang und 
das Ergebnis ungeandert. 
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Der zweiarmig~ Hebel, dassen Arme in einer zur Drehachse senk
rechten Ebene gelegen nnd in der gleichen Ebene belastet sind, wurde 
schon anf S. 22 betrachtet nnd sein Gleichgewicht ohne Riicksicht auf 
Zapfenreibnng nnterancht. Wir wollen jetzt anch die Zapfenreibnng 
beriicksichtigen nnd gleichzeitig ein von Herrmann angegebenes gra
phisches Verfahren beschreiben, das Gleichgewicht mit Hilfe des Rei
bnngskreises auszndriioken. Ohue Roibung sind in Abb. 49 die drei 
Krafte P, Q, R der Richtnng nach bekannt, da ja R durch den Dreh
pnnkt geht. Das Kraftedreieck kann daher gezeichnet und P nnd R 
gefunden werden. Tritt nnn Reibnng an der Drehachse anf, so fiingt 
der Hebel erst an sich zn drehen, wenn P einen Grenzwert P' > P 
erreicht hat. Die Resultante aus P' nnd Q geht jetzt neben der Dreh
achse vorbei, was man sieht, wonn man das Kraftedreieck in Abb.49 
abiindert, und es besteht immer noch Gleicbgewicht, da die Gleitgrenze 
nicht iiberschritten ist. Die beiden Krafte P' nnd Q haben das gleiche 
Moment in bezug auf die Drehachse, wie die Reanltante R', namlich 

P' a - Q b = R' (! , 
und dieses wird durch das Zapfenreibungsmoment p R'r aufgehoben, 
wenn r den Zapfenhalbmesser nnd p die Zapfenreibungsziffer bedeutet. 
Der Abstand (! der Resultanten' R' von 0 folgt daher aus der Glei
chung R' (! = p R' r zu 

(!=pr .......... (51) 

Zeichnet man demnach urn 0 einen Kreis, den sog. Reibnngs
krei s, mit dem Halbmesser (! = p r, so beriihrt die Resultante R' 
diesen Kreis. Da R' durch den Schnittpunkt von P' und Q geht nnd 
den Reibungskreis beriihrt, so kann das Kriiftedreieck fiir P', Q, R' 
gezeichnet werden, womit sich P' nnd R ergibt. Welcher von den 
beiden moglichen Beriihrungspnnktenzn wahlen ist, hangt von dem 
Sinn der angestrebten Drehnng ab, woriiber man sich vor Anfzeichnen 
des Kraftedreiecks klar zu werden hat. Die Ausfiihrung des sehr an
schaulichen nnd dnrchsichtigen Verfahrens stoBt auf die Schwierigkeit, 
daB der Halbmesser des Reibnngskreises meist verhiiltnismaBig klein 
ist, weshalb man, um eine einigermaBen genane Figur zu bekommen, 
einen groBen ZeichenmaBstab verwenden mnB. Ans diesem Grunde 
vermag der Reibnngskreis bei einer Drehung tatsachlich nicht die Be
deutung zu erlangen, wie der Reibungswinkel bei der fortschreitenden 
Bewegung; grundsatzlich kame ihm die gleiche Bedeutung zu. 

87. Die gewohnliche doppelarmige Wage. Es sei C in Abb. 81 
der Aufhangepunkt des Wagbalkens, S der Schwerpunkt desselben 
und Go sein Gewicht, ferner G1 das Gewicht der einen Wagschale und 
G2 das Gewicht der anderen. Soll nun die Vorrichtung iiberhaupt als 
Wage benntzbar sein, so muB der Wagbalken horizontale Lage haben, 
wenn keine Gewichte in den Wagschalen sich befinden, nnd diese Lage 
beibehalten, wenn man gleiche Gewichte Q in die beiden Wagschalen 
legt. Damit und unter Beriicksichtigung der Bezeichnungen der Abb. 81 
erhalt man dann: 

GIll. G2 12 +Goa 

und (G1 +Q)ll =(G2 + Q)12 + Go a, 
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woraus 

d. h. es mussen die beiden Arme 
genau die gieiche Lange besitzen. 
Setzt man jetzt 11 = 12 = 1, so geht 
die erste Gieichung iiber in 

A1 B und A;J B des Wagbalkens 

c 

(G1 -G2 )1=Go a. 

Legt man in die linksseitige, mit 
Q belastete Wagschale noch ein Zu
Iagegewicht q, so wird sich del' 
Wagbalken um C drehen im Sinne 
von rechts nach links und nach 
Erreichung einer gewissen Hori
zontaineigung tp wieder im Gleich
gewicht befinden. In diesem Fall 

A, . L 

ist dann 0+(!+'T 
Abb. 81. 

(G 1 -+- Q + q) (1 cos tp - b sin tp) = (G2 + Q) (1 cos tp + b sin tp) 

+ Go (c sin cp + a cos tp + b sin tp) , 

woraus: 
(G1 - G2 + q)l- Go a 

tg cp = Go (c -j-b) + b (G:+02- + 2Q + q) 

und mit Berucksichtigung del' Gleichung (G 1 - G 2) 1 = Go . a 

q1 
tg tp = Go (c + Ii) + b (G 1 + G2 + 2 Q + q)" 

Von einer guten Wage wiinscht man, daB sie bei einem und dem
selben ZuIagegewicht q immer denselben Ausschiag tp gebe, was auch 
fiir Gewichte Q sich in den Wagschalen befinden. Diese Bedingung 
ist durch b = 0 erfiiIIt, in weichem Fall 

q1 
tg tp = -c;- - wird. 

(TO' c 

Bei einer guten Wage miissen also die Aufhangepunkte A1 und 
A2 del' beiden Wagschalen und del' Aufhiingepunkt C des Wagbalkens 
in einer geraden Linie liegen. 

Aus Gleichung tg tp = }IL erkennen w-ir, daB eine Wage um so 
Goc 

empfindlicher sich zeigt, je kieiner das Gewicht Go des Wagbalkens 
und je kleiner del' Abstand c des Schwerpunktes des Wagbalkens von 
del' durch die Aufhangepunkte gehenden Geraden ist. 

Lage del' Schwerpunkt S des Wagbalkens ti.ber del' Geraden Al C A 2 , 

wobei c negativ ware, erhielte man tg tp negativ, es kippte also die 
Wage bei jedem Zulagegewicht q um. 
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6. Kapi tel (§ 13). 

Starre Stabverbindungen. Fachwerke. 
88. Allgemeines. Zum Tragen oder Fortschaffen von Lasten be

niitzt man haufig Tragkonstruktionen, die aus geraden Stab en bestehen. 
Sie sind in sog. Knotenpunkten verbunden, die hier als reibungslose 
Gelenke angesehen werden, und daher nur Krafte, aber keine Krafte
paare (biegende Momente) iibertragen konnen. Eine aus starren Staben 
bestehende Verbindung wird als starr bezeiohnet, wenn die Knoten
punkte ihre gegenseitige Lage nioht andern konnen, andernfallsals be
weglioh, so Z. B. eine Kette. 

1m folgenden ist die Aufgabe zu losen, die in den einzelnen Staben 
auftretenden Krafte anzugeben, um spater mit Hille der Festigkeitslehre 
den Stabquerschnitt bestimmen zu konnen. Dabei ist stets so vorzu
gehen, daB man zuerst die Auflagerwiderstande bestimmt, die seitens 
der Lasten in den Stiitzpunkten der Stabverbindung hervorgerufen 
werden; hierauf sind die in den einzelnen Staben wirkenden Krafte zu 
ermitteln, die sog. innern Krafte der Stabverbindung, denen gegen
iiber die Lasten und Auflagerwiderstande als auBere Krafte bezeiehnet 
werden. Zur Losung gebraucht man folgende Satze: 

1. 1st eine Stabverbindung im Gleichgewicht, so· ist jeder Stab und 
jeder Knoten unter dem EinfluB aIler an ihm angreifenden Krafte im 
Gleichgewicht. Damit sind die Regein von 10 und 13 anwendbar. 

U. Jeder Stab wirkt in einem seiner Endpunkte auf den dortigen 
Knoten oder Stiitzpunkt mit einer Kraft ein, die wegen der Gleich
heit von Wirkung und Gegenwirkung derjenigen Kraft gleich und ent
gegengesetzt ist, die er selbst von jenem Knoten oder Stiitzpunkt 
erfahrt. 

III. Ein Stab, der nur in seinen Endpunkten von Kraften ange
griffen wird, iibertragt nur eine reine Zug- bzw. Druckkraft, d. h. die 
Resultierenden, die an den beiden Stabenden angreifen, fallen mit del' 
Stabachse ·zusammen und sind einander entgegengesetzt gleich; denn bei 
anderer Richtung der Resultierenden wiirde der Stab nicht im Gleich
gewicht sein. 

Ein Stab, der auch zwischen seinen Endpunkten beliebig belastet 
ist, iibertragt an seinen Endpunkten im allgeme-inen schief zur Stabacbse 
gerichtete Krafte, vgl. S. 67. 

Das Eigengewicbt der Stabe ist in seinem EinfluB auf die Stab
beanspruchung erst bei weit gespannten oder stark ausladenden Konstruk
tionen zu beriicksichtigen, meist dadurch, daB es auf die Stabenden ver
teilt wird. 

89. Beispiele einfacher Stabverbindungen. Bei der Bestimmung 
der Stabkrafte verfahrt man stets in der Weise, daB man zuerst die 
Auflagerwiderstande sucht. Erst wenn diese bekannt sind, kann man 
an die Ermittlung der Stabkrafte gehen. Zu diesem Zweck macht man 
jeden Stab frei, d. h. man denkt sich dessen Verbindung am Knoten
punkt gelost und hat zur Aufrechterhaltung des urspriinglichen Gleich
gewichtszustandes die Krafte an der Trennungsstelle anzubringen, die 



Statik. Smrre 5mbverbindungen. Faol'lwerke. 125 

\Tor der Lostrennung ·dort gewirkt haben; am bequemsten ist es meist, 
sie in Horizontal- und Veltikalkomponenten zu zerlegen. Den Sinn der 
Krafte nimmt man nach Gefiihl an und braucht gar nicht angstlich zu 
'lein, ob man sich uicht geirrb haben konnte. Das ergibt sich ganz un
lweideutig, wenn man die Gleichgewichtsbedingungen der die einzelnen 
Stabe belaf!tenden Krafte anschreibt. Die Ausrechnung liefert schlieB
lich die gesuchte Komponente entweder positiv oder negativ, was be
deutet, daB im ersten Fall der Kraftsinn richtig gewablt war,· im letz
~eren Fall falsch, es ist dann der angenommene Kraftsinn- und Pfeil 
umzukehren. Bei Anwendung der Gleichgewichtsbedingungen fUr die 
Kraftkomponenten hat man entgegengesetzt wirkende Krafte mit ent
gegengesetztem Vorzeichen zu versehen, beim Anschreiben der Gleicb
gewichtsbedingungen fiir die Momente rechts drehende Momente von 
links drehenden durch +- und --Zeichen zu unterscheiden (die Krafte 
selbst sind hierbei mit ihrem Absolutwert einzufiihren). In dieser Weise 
ist jeder Stab fiir sich zu behandeln, wobei das oben unter II ange
fiihrte Gegenwirkungsprinzip zu beachten ist. Am letzten Stab sind 
durch die vorangegangene Rechnung samt
liche Krafte bekannt, so daB die Anwen
dung der Gleichgewichtsbedingung eine 
Rechnungsprobe bildet. 

Beispiel 1: Als erstes Beispiel wollen 
wir die in Abb. 82 angedeutete Stabver
bindung in Betracht ziehen. 

Zunachst bestimmen wir die in A' 
und A" wirkenden Auflagerwiderstande W' 
und W" aus den Gleichgewichtsbedingungen 
fiir die ganze Stabverbindung. Diese Wider
stande konnen wir, da· vorliegendenfalles 

Abb. 82. 

/. 

kein Bestreben einer Horizontalverschiebung der starren Stabverbin
dung auf ihrer horizontalen Unterlage, und damit kein AnlaE zum 
Auftreten eine~ Reibungswiderstandes vorhanden ist, ohne weiteres ver
~ikal aufwarts gerichtet annehmen. Fiir W' liefer~ dann die Momenten
gleichung in bezug auf den Drehpunkt A" 

W'.8=1200·5; W'=750, 
wahrend die Komponentengleichung W' + W" = 1200 des weiteren 
W" = 450 ergibt. 

N unmehr betrachten wir einen einzelnen Stab, z. B. den Stab A' a 
(Abb.83a). An demselben wirkt in A' der soeben bestimmte Auflager
widerstand W', sodann in BI eine vorlii.ufig noch unbekannte, von dem 
Stab Bl B'J ausgeiibte Kraft P l' deren Horizontal- und Vertikalkompo
nente = HI bzw. = VI sei. In welchem Sinn diese letzteren Kompo
nenten wirken, laBt sich vorliegendenfalles auf Grund einer einfachen 
Dberlegung wohl angeben; manclimal ist aber der betreffende Wirkungs
sinn nicht sofort einleuchtend; damit nimmt man diesen Wirkungssinn 
einfach nach Gutdiinken an. Wiirden nun Hl und VI tatsachlich ent
gegengesetzt gerichtet sein, als man angenommen hat, so zeigte sich 
dies im Rechnungsresultat, indem sich in diesem Fall HI und VI ne
gativ herausstellten. Denken wir uns in unserem Beispiel an dem um 
o drehbaren Stab A'a (Abb. 83a, S. 126) die Kraft HI in BI nach 
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rechts gerichtet und die Kraft VI nach unten~ so gibt die Momenten
gleichung fiir den Drehpunkt a: 

W'·4=HI ·3 + VI ·2, 

aus welcher Gleichung sich die unbekannten Krafte HI und V1 nicht 
ermitteln lassen. Man braucht also noch eine zweite Gleichung zwischen 
H1 und VI' Diese liefert das Gleichgewicht des in BI frei· gemachten, 
um B'J drehbaren Stabes B1B2 (Abb.83b). An diesem Stab wirken in 
B I , entsprechend dem Gesetz der Wechselwirkung, in entgegengesetzten 
Richtungen wie am Stab A'a, die Krafte HI und VI' womit man als 
Gleichgewichtsbedingung des urn B2 drehbaren Stabes BI B 2 erhalt: 

V1 ·4 = 1200·3 und damus VI = 900. 

Mit diesem Wert von VI ergibt sich dann 

HI =400. 

Aus dem Umstand, daB VI und HI sich als positiv erweisen, kann 
auf die richtige Annahme des Wirkungssinnes von VI und HI ge-

v; 

1{ Vz 

{4 11 J~ 1. -'" 
.P<IZ007cg 

Abb. 83 a bis c. 

, 
I 
"4- - --9m---

schlossen werden 1). Nunrnehr mag der Stab BI B~ auch in B2 durch 
Anbringung der Krafte H2 und V2 frei gemacht werden. 1st der Stab 
ganz frei, so handelt es sich bei ihm urn drei Gleichgewichtsbedingungen, 
von denen librigens eine, namlich die Momentengleichung flir den Punkt 
B2 , schon benutzt wurde, infolgedessen nur noch die beiden Kom
ponentengleichungen 

V1 +V2 =1200 und HI=H2 

zur Verfligung stehen. Diese liefern mit den gefundenen Werien von 
VI und HI 

V 2 = 300 und H 2 = 400 . 

Kehren wir jetzt zum Stab A' a zuruck und machen ihn vollends 
ganz frei, indem wir in a die beidCll vom Stab a A" auf ihn ausge
libten Krafte H3 und Vs anbringen. Man hat dann wegen des Gleich
gewichtes des Stabes A'a auBer der schon benutzten Momenten-

') Es empfiehlt sich, im Fall eine Kraft im Rechnungsresultat negativ er
scheint, sofort in den Figuren die Korrektur beziiglich des Wirkungssinnes der 
Kraft vorzunehmen und nicht das negative Vorzeichen durch die Rechnung durch
zuschleppen. 
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gleiehung fiir den Drehpunkt 0 noeh 

Hs=Hl =400 und W' + Vs = V l , 

woraus Vs = 150. 

SehlieBlich wird man aueh den Stab OA" (Abb.83e) in Betraeht 
ziehen, obgleich aIle an ihm wirkenden Krafte nunmehr bekannt sind, 
und die drei Gleiehgewiehtsbedingungen fiir denselben anschreiben. 
Zeigen sieh namlieh diese Gleiehgewiehtsbedingungen dureh die Krafte 
erfiillt, so kann man daraus auf die Riehtigkeit der bereehneten Krafte 
schlieBen. 

Beispiel 2 : Die Stabkrafte im Kran Abb. 84 sind zu bereehnen. 
(AIle Stabe sind in einer Ebene gelegen.) 

a) Lagerwiderstande. Das Halslager bei A' vermag keinen 
'Vertikalwiderstand aufzunehmen, der Lagerwiderstand W'ist also hori-

$ 

v" 

A' ( 

Abb. 84. 
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zontal geriehtet. Del' Lagerwiderstand W" in A" ist in seine Horizon
tal- und Vertikalkomponente H" und V" zerlegt. Um A" als Dreh
punkt lautet die Momentengleiehung der auBeren Krafte 

W'·6=1200·3; W'=600 kg. 

Die Komponentengleiehungen IH = 0 und IV = 0 liefern fiir die 
am ganzen Kran tatigen auBeren Kriifte: 

H" = W' = 600 kg; VII = 1200 kg. 

Es sei hervorgehoben, daB bis hierher innere Krafte nieht vorkommen; 
diese haben auf die GroBe del' auBeren Krafte keinen EinfluB. 

b) S t I' e be B 1 C. Sie wird zuerst in B 2 freigemaeht und hierauf 
die dort angreifende Kraft des Stabes BsB2 in ihre Komponenten He 
und V2 zerIegt, angebraeht. Das Momentengleiehgewieht um Bl liefert: 

V2 ·2=1200.3; V2 =1800kg. 
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Macht man St~b BlO auch in B1 frei, so sind dort die Kompo
nenten Vl und H1 anzubringen; fUr VI folgt aus ..EV =0: 

Vl = V2 --1200 = 600 kg. 

H'l und das gleich groBe Hl konnen erst spater angegeben werden. 
c) Strebe BsB2 ist nur an den Endpunkten belastet. Am oberen 

Ende greifen H2 und V2 gleich und entgegengesetzt wie am Stab B10 
an. Am untern Ende Va undHa und zwar nach Regel III: 

V3 = V2 = 1800 und H3 =H2 • 

Aus der Momentengleichung urn B3 folgt 

H2 ·3=V2 ·2 

H2 =~. V2 =i·1800 = 1200 kg. 

N achtraglich folgt an Strebe BlO: 

Hl =H2 =:1200 kg. 

d) Strebe A' A". An ihr sind nunmehr alle Krafte bekannt: Die 
Lagerwiderstande W' in A'; HI! und V" in A"; die Stabkrafte Vl und 
Hl in BI seitens des Stabes BIO und zwar gleich und entgegengesetzt 
wie an diesem wirkend, die Stabkrafte Va und Hs in Bs seitens Bs B2 
gleich und entgegengesetzt wie an diesem selbst wirkend. War die 
bisherige Ausrechnung richtig, so miissen die angefiihrten Krafte am 
Stab A' A" im Gleichgewicht sein, d. h . ..EH = 0; ..EV = 0, ..EM = 0 
(um A"): 

H" -Hs +HI - W' =600 -1200 + 1200- 600=0 

V" ---=- Va + VI = 1200 -1800 + 600 = 0 

HI . 5 - W' . 6 - H 3' 2 = 1200· 5 - 600· 6 - 1200·2 = 0 . 

Die Probe stimmt. 

90. Allgemeines iiber Fachwerke. Als Fachwerk wird eine Stab
verbindung bezeichnet, deren einzelne Stabe nur Zug oder Druck .er
fahren. Die Stabe sind miteinander durch reibungslose Gelenke, sog. 
Knoten, verbunden; die Belastung wird unmittelbar auf die Knoten 
iibertragen. In diesem Fall wird eine Biegung von den Staben fern
gehalten, bei del' ein Stabquerschnitt ungleichmaBig beansprucht· ware, 
was eine volle Ausniitzung des Werkstoffes nicht zulaBt. Unter den 
genannten Umstanden werden in den Knoten nur Zug odeI' Druckkriifte 
auf die Stabe iibertragen und die Stabquerschnitte sind gleichmaBig 
mit Zug odeI' Druck ausgefiillt, die Festigkeit des Welkstoffes kann 
voll ausgeniitzt werden. Das ist der Zweck der Konstruktion del' Fach
werke, deren Gewicht ein leichtes werden solI. 

Liegen die Stabe und die auBeren Krafte (Lasten und Stiitzen
widerstande) in einer Ebene, so spricht man von einem ebenen Fach
werk, sonst von einem Raumfachwerk. Wir betrachten in 
diesem Abschnitt nul' ebene Fachwerke. Ein Fachwerk mit 
einer festen drehbaren und einer reibungslos verschiebbaren Stiitze 
wird, wegen der Analogie mit einem zweimal frei aufliegenden Balken, 
ein Balkenfachwerk genannt. 
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Um drei Knoten durch starre Stabe in unveranderlichem Abstand 
zu halten, braucht man drei Stii;be, fiir jeden weiteren je zwei neue, 
also bei k Knoten fiir die ersten drei Knotendrei Stabe, fiir die 
iibrigen (k - 3) Knoten 2 ·(k - 3) Stabe, also fUr aile k Knoten 

n= 3 + 2 (k- 3)= 2k- 3 Stabe. 

Ein Fachwerk mit gerade dieser Stabzahl heiBt ein einfaches; ein 
solches mit mehr Staben ein zusammengesetztes oder vers~arktes, 
weil die zugefiigten Stabe der Verstarkung des' Fa,chwerkes dierien sollen; 
ein solches mit weniger Stab en ist beweglich. 

Mit diesen geometrischen Festlegungen sind aber auch ~tatische 
EigElnschaften verbunden. Hier wird die Dberlegung vereinheitlicht, 
wenn man nach Mohr die Auflagerwirkungen durch Stiitzstabe ersetzt. 
Ein festes Auflager ist durch zwei, etwa zueinander senkrechte Stabe 
vollstandig ersetzt, die mit dem Auflagerknoten und zwei Fixpunkten 
durch reibungslose Gelenke verbunden sind, vgl. Abb. 88; ein beweg
liches Auflager ist durch einen Stiitzstab ersetzt. Das einfache Balken
fachwerk besteht so aus (2 k - 3) Fachwerks- und 3 Stiitzstaben; also 
im ganzen aus 2 k Staben, deren Stabkrafte gesucht sind und zu ihrer 
Bestimmung 2 k Gleichungen erfordern. 

Wenn das gauze Fachwerk im Gleichgewicht ist, so ist es auc 
jeder seiner k Knoten. Wir betrachten einen von ihnen und machen ihn 
frei, indem wir alle in ihm zusammentreffenden Stabe durchschneiden 
und die Stabkrafte, die vor dem Durchschneiden dort gewirkt haben, 
an den Schnittstellen in Richtung der Stabachsen anbringen, die Zug
kriifte vom Knoten weg, die Druckkrafte gegen den Knoten hin, auch 
die auf den Knoten wirkende auBere Kraft ist anzubringen. Dann 
haben wir das Gleichgewicht der aufgezahlten Krafte an einem Punkt 
zu betrachten, wofiir wir nach Abschnitt 13 z wei Bedingungen ~ X = 0 
und ~y = 0 zur Verfiigung haben. Fiir alle k Knotelilpunkte stehen 
also 2 k Gleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung. Diese geniigen gerade 
zur Berechnung der 2 k unbekannten Stabkrafte des einfachen Balken
fachwerks, und zwar braucht man 'drei Gleichungen zur Bestimmung 
der drei unbekannten Stiitzstabkrafte, und (2 k - 3) verbleiben zur 
Bestimmung der (2 k - 3) Stabkriifte des }j'achwerkes. 

DaB man zur Ermittlung der Krafte in den Auflagerstaben drei 
Bedingungen braucht, stimmt damit iiberein, daB das Gleichgewicht 
der auBeren Krafte, namlich der Lasten und Auflagerwiderstande, die 
einen ebenen Korper, hier das ganze ebene Fachwerk, angreifen, nach 
Abschn. 25 durch drei Gleicbgewichtsbedingungen ~ X = 0; ~ Y = 0; 
~ M = 0 bestimmt ist, aus denen die Auflagerwiderstande am festen 
und am beweglichen Stiitzpunkt ermittelbar sind. 

Die Auflagerwiderstande und Stabkrafte eines einfachen ebenen 
Balkenfachw~rkes sind also mit den statischen Gleichgewichtsbedingungen 
bestimmbar, man nennt ein solches Fachwerk statisch bestimmt, 
und zwar auBerlich statisch bestimmt, wenn man zum Ausdruck bringen 
will, daB die Auflagerwiderstande oder die Kriifte in den entsprechen
den Stiitzstaben mit HUfe der Gleichgewichtsbedingungen der Statik 
allein berechenbar sind, innerHch statisch bestimmt, wenn man 
dasselbe hinsichtiich der Stabkrafte ausdriicken will. 

Autenrieth-En sslin, Mechanlk. 3. Aufl. 9 
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Ein einfaches Fachwerk ist demnach glcichzeitig inner
lich statisch bestimmt, ein Balkenfachwerk auBerlich sta
tisch bestimmt; ersteres ist durch n=2k-3 Fachwerkstabe ge
kennzeichnet, letzteres durch drei Stiitzstabe. 

Zieht man jedoch zum Zweck del' Verstarkung mehr als 2 k -- 3 
Fachwerkstabe ein, sog. iiberzahlige Stabe, weil sie namlich zur Auf
rechterhaltung des gegenseitigen Abstandes del' Knoten nicht unbedingt 
erforderlich sind, so wird das Fachwerk innerlich statisch un
bestimmt; die Anzahl del' (2 k - 3) Gleichgewichtsbedingungen zur 
Bestimmung del' Stabkrafte laBt sich nicht vermehren; sie geniigt also 
nicht mehr. 

Ganz Ahnliches tritt ein bei den Auflagerwiderstanden. Bringt 
man zum Zweck vermehrter Tragfahigkeit mehr als ein festes und ein 
bewegliches Auflager an, wodurch die Zahl del' Stiitzstabe groBer als 3 
wird, so geniigen die allein verfiigbaren drei Gleichgewichtsbedingungen 
nicht mehr zur Berechnung der Auflagerwiderstande. Das Fachwerk 
ist jetzt auBerlich statisch unbestimm t, die hinzugefiigten Stiitz
stabe bzw. Auflagerarten heiBen iiberzahlig. 

Die Berechnung statisch unbestimmter Auflagerwiderstande odeI' 
Stabkrafte kann nur mit Hilfe del' Elastizitatslehre ausgefiihrt werden, 
weil sie von del' Formanderung abhangen, die das Fachwerk unter 
den gegebenen Verhaltnissen annehmen kann bzw. muB. 

Die Anwendung iiberzahliger Stiitzpunkte odeI' Stabe empfiehlt 
sich nul' dann, wenn sicher ist, daB genau montiert wird, und daB del' 
Baugrund fest ist. Von beiden Voraussetzungen hangt del' Spannungs
zustand des statisch unbestimmten Fachwerkes im hochsten MaBe abo 

Die Berechnung del' statisch unbestimmten Konstruktionen ist die 
Aufgabe del' Elastizitatslehre, hie I' werden nur einfache ebene Balken
fachwerke betrachtet. 

Statt nun die 2 k Stabkrafte und Stiitzenwiderstande aus 2 k Gleich
gewichtsbedingungen zu berechnen, die fill' die 2 k Knotenpunkte auf
gestellt werden konnen, beniitzt man einfacher eines del' nachstehend 
beschriebenen graphischen Verfahren. 

91. KraftepHine fiir die einzelnen Knoten eines einfachen Balken" 
fachwerkes (Knotenpunktsmethode graphisch). Die gesuchten Stab
krafte werden bestimmt, nachdem zuerst die Auflagerwiderstande mit 
Hilfe eines Seilecks odeI' durch Rechnung ermittelt sind. 

Ein Knoten befindet sich unter EinfluB del' an ihm angreifenden 
auBeren Krafte (Last oder Auflagerwiderstand) sowie der Stabkrafte 
der in ihm zusammentreffenden Stabe im Gleichgewicht. Nach 1() 

muB sich dann das Krafteck der genannten Krafte schlieBen. Da nun 
die auBeren Krafte nach GroBe und Richtung, die Stabkrafte nach 
Richtung bekannt sind, so laSt sich das Krafteck fiir einen Knoten 
stets dann konstruieren, wenn am Knoten nicht mehr als zwei un
bekannte Stabkrafte angreifen. 

Man beginnt daher mit der Aufzeichnung des Krafteckes an einem 
Knoten, fiir den das zuletzt Gesagte zutrifft, also bei dem symmetrisch 
belasteten Polonceauschen odeI' franzosischen Daehstuhl (Abb. 85) am 
Knoten I; die Knoten in Abb. 85 sind romisch, die Stabe arabisch be
ziffert. Zum Knoten I (Abb. 85) gehort das sich schlieBende Krafteck I 
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in Abb. 86, wodurch die Stabkrafte 1 und 2 bestimmt sind. Die im 
Inneren des Kraftecks I gezeichneten Pfeile geben den Sinn der am 
Knoten I angreifenden Krafte an; man kann nun sofort feststeIlen, ob 
in den Staben 1 und 2 Zug oder Druck auftritt; Kraft 2 wirkt vom 
Knoten I weg, d. h. Stab 2, der am Stabende II eine gleich groBe 

Abb. 85. 

Gegenkraft aufnimmt, ist gezogen. Kraft 1 wirkt gegen den Knoten I 
hin, d. h. Stab 1 ist gedrtickt. Es empfiehlt sich, dies sofort in den 
Abbildungen sichtbar zu machen, etwa dadurch, daB man Druckstabe in 
der Fachwerksabbildung mit einer Doppellinie (Foppl) versieht, 
und eine Zugkraft im Krafteck durch 2 auf der entsprechenden Kraft-

:Bs .Bs 
Abb. 86. 

strecke selbst markierte Pfeile 
kennzeichnet, eine Druckkraft 
durch entgegengesetzte Pfeile 
(vgl. Abb. 89). 

J etzt geht man zu einem 
benachbarten Knoten tiber, etwa 

Abb. 87. 

zum Knoten II, und macht diesen "frei". An ihm wirken die gegebene 
auBere Kraft P und die soeben ermittelte Stabkraft 1, auBerdem die 
Stabkrafte 3 und 4 in gegebener Richtung. Stabkraft 1 wirkt am 
Knoten 2 in gleicher GroBe, aber entgegengesetzter Richtung wie am 
Knoten I. Damit laBt sich das Krafteck II in der aus Abb. 86 ersicht
lichen Weise aufzeichnen, und zwar entweder fUr sich, oder wie in 
Abb.87 mit Ersparnis einer Linie, im AnschluB an das Krafteck I. 
Ebenso erledigt sich hierauf Knoten III durch Krafteck III. Damit 

9* 
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sind aHe Stabkrafte bestimmt, sofern wegen del' symmetrischen Form 
und Belastung des Dachstuhles des sen rechte Seite genau so bean
sprucht ist, wie die linke. Zur Probe kann schlieBlich das Krafteck IV 
gezeichnet werden, das sich als ein geschlossenes zu erweisen hat. 

Die aneinander gereihten Kraftecke .bezeichnet man als Krafte
plan. Als Eigentumlichkeit des in Rede stehenden Planes kann mit 
Riicksicht auf die jetzt vorzubereitende einfachste Aufzeichnung fest
gestellt werden, daB zu jedem Knoten im Fachwerk ein sich 
schlieBendes Krafteck im Krafteplan gehort, das die im Knoten 
zusammentreffenden auBeren und inneren Krafte gleichsinnig aneinander
gereiht enthalt, und daB einzelne Krafte mehrfach im Kraftplan vor
kommen, schlieBlich auch, daB die Anordnung del' auBeren und inneren 
Krafte in den einzelnen Kraftecken ohne erkennbare Regel willkiirlich 
erfolgt ist.. Besonders die beiden letzten FeststeHungen werden als 
Nachteil empfunden und dienen als Ausgangspunkt fur eine Verein
fachung del' Kraiteplankonstruktion. Diesel' laBt sich nach dem Vorgang 
von Cremona und Bow so einrichten, daB jede Kraft nul' einmal in 
ihm vorkommt und daB er in ganz stereotyper und mechanischer vVeise 
nach fest en Regeln aufgezeichnet werden kann, was im Sinn okono
mischen Arbeitens gelegen ist nnd durchaus unbedenklich erscheint, 
da die statischen Grundlagen die gleichen sind, wie im vorhergehenden. 
Del' sog. Cremonasche Krafteplan erfordert iiberdies weniger Platz 
und gestattet eher eine groBere Zeichnungsgenauigkeit als die del' 
auseinandergezogenen Krafteplane. 

Es handelt sich jetzt nicht um neue statische Gesichtspunkte, 
sondern bloB um die Frage del' einfachsten geometrischen Anordnung 
des neuen Krafteplanes, del' heutzutage in Unterricht und Praxis am 
meisten bevorzugt wird. 

92. Del' Cremonasche Kriifteplan (Cremonaplan). Reziproker 
Krafteplan. In Abb. 87 ist del' Krafteplan Abb. 86 des Dachstuhles 
Abb. 85 so zusammengeschoben, daB jede auBere und innere Kraft nul' 
einmal in ihm vorkommt. Den Krafteplan in diesel' Art zusammen
zuschieben, gelingt in einfachen Fallen leicht. So zeigt Abb. 88 den 
durch passendes Zusammenschieben auf die einfachste Form gebrachten 
Krafteplan eines Vordaches. Es ist abel' keineswegs notig, die ein
fachste Form des Krafteplanes durch langwieriges Probieren zu suchen. 
Maxwell hat bemerkt, daB zwischen del' Fachwerksfigur und del' ein
fachsten Form des Krafteplanes bestimmte geometrische Beziehungen 
bestehen, nach denen del' einfachste Krafteplan schlieBlich ganz mecha
nisch aufgezeichnet werden kann, auch fur schwierigere Faile del' Be
lastung und beliebige Fach werksformen. Bow und ere m 0 n a und 
andere haben diese Beziehungen wei tel' verfolgt und die nach Cremona 
benannten " C I' e m 0 nap I an e " in die technische Praxis eingefiihrt. 
(Enzykl. del' math. Wiss. Mechanik, Bd. I, S. 347, besonders S.397). 

Es empfiehlt sich, von einem einfachen Fall, in dem man nach 
einigem Probieren den einfachsten Krafteplan selbst herausfindet, aus
zugehen, etwa von Abb. 87, um die wesentlichen geometrischen Be
ziehungen zwischen Krafteplan und Fachwerksfigur zu erkennen. 

Zunachst iiberzeugen wir uns, daB del' einfachste Krafteplan oder, 
wie wir von jetzt an sagen werden, del' Cremonaplan, alles enthalt, 
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was die fiir die einielnen Knoten gezeichneten Krafteplane enthalten 
haben. AuBer samtlichen inneren und auBeren Kraften finden wir auch 
die geschlossenen Kraftecke der Abb. 86 wieder als geBchlossene Kraft
ecke vor, allerdings teilweise verschrankt. 

Dies ist in der Tat alles, was man notig hat. 
Zur glatten Aufzeichnung des Cremonaplanes erweist sich eine 

systematische Bezifferung und Benennung der Facbwerksfigur 
und des Krafteplanes als geradezu unentbehrlich. Wir verseben in der 
Fachwerksfigur die Knotenpunkte mit romischen und die Stabe mit 
arabischen Zif'fern, ferner die "Stabecke" oder "Stabpolygone" mit 
kleinen lateinischen Buchstaben, die mit einem kleinen Kreis umgeben 
werden konnen. 

Wenn nun, wie wir vermuten, die Konstruktion des Cremonaplanes 
letzten Endes eine rein geometrische Aufgabe sein wird, so wird es 
sich dabei nur noch um Linien und Punkte handeln und nicht mem: 
um Lasten, Widerstande und Stabkrafte. Um den geometrischen Kern 
del' Aufgabe herauszuschalen , -ist es flir das Folgende ganz wesentlich, 

if" 

Abb. 8. 

die auBeren Krafte des Facbwerkes, die Lasten und Stiitzenwiderstande, 
sich durch Stabe - Last- und Stiitzstabe - ersetzt vorzustellen; 
so haben wir jetzt in Abb. 88 die Laststabe 16 bis 20 und die Stiitz
stabe 21 und 22. Stiitzstab 21 konnte iibrigens durch einen horizon
talen und einen vertikalen Stiitzstab ersetzt werden. Nunmehr besteht 
die Fachwerksabbildung nul' noch aus geometrischen Linien, und zwar 
aus geschlossenen Stabecken, d. h. geschlossenen Dreiecken, gebildet 
aus Fachwerksstaben, irinerhalb deren keine weitpren Stabe sich be
finden, und offenen Stabecken, gebildet aus einer Folge aneinander
goreihter Last-, Stiitz- oder Fachwel'ksstabe, z. B. of'fenes Stabeck a, 
gebildct aus Laststab 16 und Stiitzstab 22; of'fenes Stabeck c, gebildet 
aus Laststab 18, Fachwerksstab 8, Laststab 17; of'fenes Stabeck f, ge
bildet aus Laststab 20, Fachwerksstaben 2, 6, 10, 14 und Stiitzstab 21. 

1m Krafteplan erhalten die Stabkrafte die gleichen arabischen 
Zif'fern, wie in der Fachwerksfigur, und zwar gleichermaBen, ob es sich 
um Fachwerks-, Last- oder Stiitzstabe handelt. 

1m Krafteplan tref'fen sich nun in einem Punkt z. B. die Stab
krafte 5, 6, 7, wahrend die Stabe 5, 6, 7 in del' Fachwel'ksabbildung ein 
geschlossenes Stabeck (Dreieck) k bilden, der Treffpunkt sei mit k be-



134 Statik. Starre Stabverbindungen. Fachwerke. 

zeichnet; ebenso treffen sieh in einem Punkt des Krafteplanes die Kraft 
des Laststabes 20, die Stabkrafte 2, 6, 10, 14 und die Kraft des Stiitz
stabes 21, wahrend . die betreffenden Stabe das offene Stabeek f del' 
Fachwerksabbildung bilden, del' Trefipunkt sei im Krafteplan mit f be
zeichnet; ebenso treffen sieh im Kriifteplan in einem Punkt die Krafte 
in den Laststaben 17 und 18 und die Stab kraft 8, wahrend die be
treffenden Stabe in del' Fachwerksabbildung das offene Stabeck c bilden, 
wir bezeichnen den Treffpunkt im Krafteplan mit c. So zeigt sieh, 
daB jedem gesehlossenen odeI' oHenen Stabeek del' Faehwerks
abbildung ein Punkt des Cremonaplanes (Abb. 88) zugeordnet 
ist; und umgekehrt, wie aus dem letzten Abschnitt wiederholt sei, daB 
jedem Knotenpunkt del' Faehwerksabbildung ein geschlossenes 
Krafteck des Krafteplanes zugeordnet ist. 

1m Knoten VIII z. B. tl'effen sieh die Stabe 12, 13, 15 und die 
Last- und Stiitzstabe 16 und 22; die entsprechenden Krafte bilden im 
Cremonaplan einen geschlossenen Linienzug mit gleichsinnig 
aufeinanderfolgen den Kraftpfeilen. 

Jeder Linie in del' Fachwerksabbildung entspricht schlieBlich eine 
parallele Linie im Cl'emonaplan. Die beiden Abbildungen haben also 
reziproke Eigenschaften: jedem Punkt in del' einen ist ein 
Vieleck in del' anderen zugeordnet; jeder Linie in del' einen 
entspricht eine Parallele in del' anderen. 

Die Aufzeichung des Cremonaschen Kl'afteplanes lauft demnach, 
wie schon bemerkt, auf eine rein geometrische Aufgabe 1) hinaus; namlich 
zu einer gegebenen Fachwerksabbildung, die durch Last- und Stiitzstabe 
erganzt ist, eine reziproke Abbildung zu zeichnen, die die eben erwahnten 
Eigenschaften hat. Die Aufgabe laBt nur eine einzige Losung zu. 
Durch die Einfiihrung del' "Last- und Stiitzstabe" insbesondere wird 
die Aufgabe in eine rein geometl'ische verwandelt; diese Hilfsvorstellung 
ist also fiir die geometrische Auffassung sehr wichtig. 

Hervorzuheben ist noch, daB in dem Cremonaplan die auBeren 
Krafte (Lasten und Auflagerwiderstande) einen geschlossenen Li
nienzug bilden und daB die auBeren Krafte im Krafteplan in 
derselben Reihenfolge aneinandergefiigt sind, in del' sie in 
del' Fachwerksabbildung stehen, wenn man diese im Zeiger
sinn odeI' im Gegenzeigel'sinn umkreist. 

Das Aufzeichnen des Cremonaschen Krafteplanes sei nun
mehr am Beispiel des Krans (Abb. 89) beschl'ieben: 

1. Zuerst werden die Auflagel'driicke bestimmt. Das obere Hals
lager kann nur eine Horizontalkl'aft H aufnehmen, die sich aus del' 
Momentengleichung um das untere HaJslager mit den eingeschl'iebenen 
Hebelarmen wie folgt ergibt: 

H·8000 = 6500·10500; H=4050 kg. 

Die Vertikalkomponente des Spurlagerdruckos ist 

V=P, = 6500 + 5700 = 12200 kg. 

') Die Beziehungen, sofern sie als ausschlieBIich der Geometrie angeh6rig 
betrachtet werden k6nnen, sind eingehend untersucht, auch analytisch formuliert, 
vgI. die Monographien: Timerding, Geometrie der Krafte; Henneberg, Gra
phische Statik der starren Systeme. 
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2. Der Cremonaplan kann nur fiir den Fall gezeichnet werden, daB 
die auBeren Krafte (Lasten und Widerstande) in den Knoten angreifen. 
Das liegt in der Natur der Sache. Um ihn auch dann zeichnen zu 
konnen, wenn die auBeren Krafte auBerhalb del' Knoten angreifen, muB 
man diese auf die Knoten umrechnen, reduzieren. Dies hat so zu 
geschehen, daB die reduzierten Krafte die gleichen Komponenten und 
Momente haben wie die gegebenen auBeren Krafte. Die Reduktion 
hat ferner nul' auf die beiden del' Laststelle nachst gelegenen Knoten 

""".~ 
1 $ '=0 ' ! ! I 

zu erfolgen, die auf dem belasteten Stab gelegen sind. Anzunehmen, 
daB mehr als 2 Stlitzpunkte in Mitleidenschaft gezogen werden, wider
spricht dem statisch bestimmten Charakter del' Losung. Von den re
duzierten Kraften wird weiterhin angenommen, daB sie auch die gleichen 
Stabkrafte, wenigstens sofern es sich um Zug oder Druck handelt, 
hel'vorrufen, wie die gegebenen. Dies stimmt nicht genau, abel' meist 
mit genii-gender Annaherung. Die offenkundig auGer acht gelassene 
Biegung kann nachtraglich berlicksichtigt werden. 

Wie bei del' Reduktion zu verfahren ist, sei fill' die Nutzlast Q 
gezeigt; diese wird auf die beiden N achbarknoten IV und III des be-
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lasteten Stabes reduziert, zu weIr-hem Zweck man Stab III~IV als 
zweiarmigen Hebel mit festem Drehpunkt bei IV ansehen kann. In III 
ist die aufwarts gerichtete Hebelkraft 

900 
6500· 4800 = 1200 kg. 

Sie ersetzt die Nutzlast beziiglich GroBe und Sinn des Momentes um 
den Punkt IV. Dieser selbst erhalt sodann die Kraft 

6500 + 1220 = 7720 kg 

nach abwarts. Die reduzierten Krafte haben demgemaB auch die gleiche 
Komponente 7720 - 1220 = 6500, wie die Nutzlast, sind also der ge
gebenen Last statisch aquivalent. Ebenso verfahrt man mit den an
deren auBerhalb der Knoten angreifenden auBeren Kraften. Das Er
gebnis sind die ausgezogen gezeichneten Knotenpunktslasten in Abb. 89. 
Die gegebenen Lasten sind gestrichelt gezeichnet. 

3: Die Kllotenpunkte der Fachwerksfignr werden romisch, die 
Fachwerks-, Last- und Stiitzstabe arabisch beziffert und die geschlossenen 
und offenen Stabecke mit kleinen lateinischen eingekreisten Buchstaben 
bezeichnet. Bei der Numeriernng der Last- und Stiitzstabe wird man 
zweckma3igerweise die Regel S. 134 be£olgen und einen bestimmten 
U mkreisungssinn einhalten. 

4. Nachdem ein KraftemaBstab gewahlt ist, wird zuerstdas Kraft
eck der auBeren Krafte aufgezeichnet. Man beginnt mit irgendeiner 
auBeren Kraft und reiht - das Fachwerk in bestimmtem, an sich 
willkiirlich wahlbarem Sinn umkreisend - die auBeren Krafte so an
einander, wie sie bei dieser Umkreisung aufeinander folgen (PI' P~ bis 
P')' Abgehen von dieser Reihenfolge bedeutet einen VerstoB 
gegen eine Hauptregel der Aufzeichnung des Cremonaplanes. 
Man erhalt dann entweder einen falschen Krafteplan, odeI' aber min
destens keinen Cremonaplan. 1m Krafteck del' auBeren Krafte werden 
nun die Treffpunkte zweier Krafte sofort numeriert, indem man die 
Regel beachtet, daB zu jedem Stabeck ein Punkt des Krafteplanes 
gehort, in dem sich aIle Stabrichtungen dieses Stabeckes schneiden. 
Zum,Beispiel miissen sich die Stabe P4 , PIP 20 des offenen Stabeckes 
@) in demjenigen Punkt des Krafteckes schneiden, wo die beiden auBeren 
Kriifte P 4 und P 5 zusammenstoBen. Dieser Punkt sei CD genannt, 
dnrch ihn geht gleichzeitig die Stabrichtung 2'0. Ebenso Stabeck 
mit Stab en P5 , 19, 17, 13, P 6 ; dazu gehort Treffpunkt 0 im Krafteck, 
wo P5 , P 6 zusammenstoBen und wo die Richtungen -19, 17, 13 hindurch
gehen. In del' gleichen Weise werden die "Knoten" ~) bis (~> in das 
Krafteck eingetragen und zu den in den Stabecken'~ bis (i:. vorkom
menden Stabrichtungen bzw. in den Knoten G bis C!' des Krafteckes 
Parallelen gezogen, die man sofort mit ihrer Nummer versehe. 

Jetzt sucht man die "Knoten" ® bis (~:. im Krafteck, die zu den 
geschlossenen Stabecken 0 und (Ii) gehoren. Der Knoten @ des Kraft
eckes ist als Schnittpunkt der Stabrichtungen "8 und 9' bestimmt, durch 
ihn geht die 3. Seite des Stabeckes (~, namlich 10. Ebenso findet 
man die Knoten CD bis (Ii) des Krafteckes. SchlieBlich muB die Ver-
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bindungslinie der Krafteckknoten @ und 0 parallel der Stabrichtung 
18 sich ergeben, worin aine ZeichnungsPfobe gelegen ist. 

Damit ist die GroBe der Stabkrafte bestimmt und es fragt sich 
nur noch, ob ein Stab gezogen oder gedriickt ist. Um das zu ent
scheiden, beniitzt man den Satz, daB zu jedem Fachwerksknoten ein 
geschlossenes Polygon des Krafteckes gehort, das aus den im Fach
werksknoten zusammentreffenden Stabrichtungen besteht. Da dieses 
Polygon das Gleichgewicht der an dem betreffenden Knoten angreifen
den Krafte versinnbildlicht, so folgen die Kraftpfeile gleichsinnig auf
einander, und zwar ist der Pfeil sinn durch den Pfeil der auBeren Kraft 
bestim.mt, falls eine solche am Knoten angreift. So gehort z. B. zum 
Knoten VII das geschlossene Polygon 6, 7, 11, 12, 13 des Krafteckes, 
wobei die Reihenfolge der Zahlen in Vbereinstimmung mit dem Sinn 
der auBeren Krafte P 6 und P 7 steht und den Pfeilsinn del' am Knoten 
VIn angreifenden Krafte bestimmt. Demnach sind die Stabkrafte 811 

und 813 auf den Knoten VII zu gerichtet, die Stab kraft 8 1'J dagegen 
vom Knoten weg; erstere sind also Druckkrafte, letztere ist eine Zug
kraft. Analog verf1ihrt man mit jeder anderen Stabkraft, die zu einem 
von einer auBeren Kraft ergriffenen Knoten gehort. Kommt man nach 
Erledigung dieser Knoten zu einem solchen, an dem, wie z. B. an V, 
VI, VIII nur Stabkrafte angreifen, so sind diese entweder durch die 
vorhergehenden Ermittlungen schon als Druck oder Zug bekannt, oder 
es fehlt in dem Krafteck dieses Knotens nur eine Kraft, deren Sinn 
dadurch bestimmt ist, daB sich das Krafteck schlieBt (z. B. 817 am 
Knoten V aus dem Krafteck 17, 18, 19, WO 818 und 819 schon vorher 
ermittelt waren). 

93. Amleres graphisches Verfahren. Methode del' Qllerdurch
schneidnngen. Statt die einzelnen Knotenpunkte des Fachwerkes frei 
zu machen und die graphischen Gleichgewichtsbedingungen fiir die 
Knotenpunkte zur Bestimmung der unbekannten Stabkrafte zu beniitzen, 
kann man auch das Fachwerk durch Schnitte wie J1 J 1 , J2 J 2 , ••• (A bb. 85 
u. 88) je in zwei Teile vollstandig trennen, an den Schnittstellendie 
betreffenden Spannkrafte anbringen und aus den Gleichgewichtsbedin
gungen flir die abgeschnittenen Fachwerksteile die unbekannten Stab
krafte auf graphischem Wege ermitteln, wobei man sich zu erinnern 
hat, daB auch fiir Krafte in derselben Ebene, die nicht durch einen 
und denselben Punkt hindurchgehen, das Kraftepolygon im Gleich
gewichtsfall sich schlieBen muB. 

Sollen dementsprechend die Spannkrafte in den Stab en des Fach
werkes (Abb. 85) festgesetzt werden, so wird man zunachst den links 
vom Schnitt J 1 J 1 gelegenen, unter Einwirkung der Krafte W, 8 1 , 82 

im Gleichgewicht befindlichen Fachwerksteil A' J 1 J 1 in Betracht ziehen 
und aus dem Kraftedreieck BOB! B2 (Abb. 87) die Stabkriifte 81 und 82 

bestimmen, hierauf flir den Fachwerksteil A' J".J" an dem sich die 
Krafte W, P, 8 2 , 8 3 , 8 4 im Gleichgewicht halt"en', das Kraftepolygon 
B2 Bo B1 D E B2 (Abb. 87) konstruieren und diesem Kraftepolygon die 
unbekannten Krafte 83 und 84 entnehmen und endlich noch die Krafte 
85 und 86 aus dem Kraftepolygon Bo B1 D E F Bo flir den Fachwerks· 
teil A' J3 Js festsetzen. Auf diese Weise ergibt sich schlieBlich ein 
Krafteplan, der mit dem fiir das gleiche Fachwerk konstruierten Cre-
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monaschen Kriifteplan vollstandig iibereinstimmt. Dasselbe zeigt sich 
. bei dem Krafteplan (Abb. 88). 

Was die Reihenfolge der zu fiihrenden Schnitte J J betrifft, so ist 
hier der Umstand maBgebend, daB mit Hilfe des Kraftepolygons fUr 
einen abgescbnittenen Fachwerksteil stets nur zwei Stabkrafte sich be
stimmen lassen, daB man also nicht zu einem Schnitt iibergehen darf, 
der einen Fachwerksteil mit mehr als zwei unbekannten Stabkriiften 
liefert. So hatte man z. B. bei Fachwerk (Abb.85) nicht zuerst den 
Schnitt J 3 J 3 und den Fachwerksteil A' J 3 J 3 in Betracht ziehen diirfen, 
vielmehr hatte man zur Bestimmung der drei unbekannten, am Fach
werksteil auftretenden Stabkrafte 84 , 85 , 86 bei Anwendung der vor
liegenden Methode die Aufstellung des ganzen Krafteplanes bis zu dem 
betreffenden Schnitt J 3 J 3 notig gehabt. Man kann aber, wie Culmann, 
der Begriinder der graphischen Statik, gezeigt hat, die Stabkrafte 
8 4 , 85 , 86 doch auch unmittelbar aus dem Gleicbgewicht des Fach
werksteiles A' J 3 J 3 bestimmen. 

94. Culmanns Methode. Die erwahnten drei Stabkrafte 8 4 , 85 , 81l 
am Fachwerk (Abb. 90), die, wie ja auf anderem Wege schon festgesetzt 
worden ist, ganz bestimmte Werte haben, bilden mit den bekannten 
Kraften W und P ein Gleichgewichtssystem. Es liegt somit die Auf-

Abb. 90. 

gabe vor, Krafte 8 zu ermitteln, die, in den vorgeschriebenen Geraden 4, 
5 und 6 wirkend, den Kraften W und P das Gleichgewicht halten. Hat 
man solche Krafte gefunden, dann sind dieselben auch die gesuchten. 
DemgemaB ergeben sich die Krafte 8 4 , 8", 86 in folgender Weise: 

rst R die Resultante von Wund P, C (Abb.90) der Durchschnitts
punkt der Wirkungslinie von R nUt der Stabachse 4, dann kann man 
die in C angreifend gedachte Kraft R mit Hilfe des Kraftedreiecks 
FoEl E2 (Abb. 90, oben) zerlegen in die beiden Komponenten R2 und R3 
nach ell und C III. Nimmt man jetzt 8 4 gleich und entgegengesetzt 
R2 an und, in den Stabachsen 5 und 6 wirkend, Krafte 85 bzw. 8 6 , 
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die in del' Kraft B3 das Gleichgewicht halten und aus dem Krafte
dreieck EIE2E3 sich ergeben, dann sind die so bestimmten Krafte 8 4 , 

8 5 , 8 6 die gesuchten Stabkrafte. Tatsachlich bilden ja die~e Krafte 
mit del' Kraft R, also auch mit den Kraften W und P, ein Gleich
gewichtssystem, wie das g esc hI 0 sse n e Kraftepolygon Eo El E3 E2 zeigt. 

95. Ritters Momentenmethode. Wir wollen wieder das Fachwerk 
(Abb. 90) ins Auge fassen und annehmen, daB es sich lediglich um die 
Berechnung del' Spannkraft 8 5 des Stabes 5 handle. 

Zur Berechnung von 8 5 ziehen wir den durch den Schnitt J 3 J 3 

abgetrennten, unter Einwirkung del' Krafte W, P, 8 4 , 8 5 , 8 6 im Gleich
gewicht befindlichen Fachwerksteil A'J3 J 3 (Abb. 91) in Betracht und 

Abb. 91. 

schreiben die Momentengleichung del' genannten Krafte in Beziehung 
auf den Durchschnittspunkt del' zwei unbekannten, zunachst nicht zu 
bestimmenden Krafte 8 4 und 8 0 , d. h. in Beziehung auf den Durch
schnittspunkt 0 del' Stn,bachsen 4 und 6 an, womit wil' el'halten: 

8 5 ·c=W·a+P·b. 

Aus diesel' Gleichung laBt sich, nachdem man die Hebelarme c, n, b 
auf del' Zeichnung abgemessen hat, die GroBe del' Kraft 8 5 berechnen. 
Man kann abel' gleichzeitig auch erkennen, ob del' Stab 5 gezogen oder 
gedriickt ist. Wie man namlich sieht, sind die beiden Krafte W und P 
bestrebt, den Fachwerksteil A'J3 .I3 um den Punkt 0 im Sinne des Uhl'
zeigers zu drehen. Diese Drehung wird durch die Kraft 8 5 verhindert. 
8,) muB also im Gegenzeigersinn drehen und demgemaB von del' Schnitt
fHiche des Stabes 5hinweg wirken. Damit zeigt sich abel' del' Stab 5 
auf Z u g beansprucht. 

Diese von A. R itt e I' erdachte Methode ist u. a. besonders dann 
mit Vorteil zu verwenden, wenn es sich bei einem einfachen Fachwerk 
nul' Uln die Ermittlung einer einzigen Stabkraft handelt und durch 
den betreffenden Stab ein Schnitt gefiihrt werden kann, del' auBer 
diesem Stab nicht mehr als zwei weitere Stabe trifft. 
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7. Kapitel. 

Bewegliche Stabverbindungen. 

96. Von den Sprengwerken. SolI ein Balken, der iiber eine Off-
nung gelegt ist, lediglich von den beiden "Widerlagern" aus unter

stiitzt werden, so kann dies 
nach Art der Abbildungen 92 
geschehen. Rier bei nenut man 
die betreffenden, zur Dnter-

A' 
A" stiitzung des Balkens dienen

den Konstruktionen Spreng
wer ke. Diese Sprengwerke 
suchen, wenn sie belastet wer-

'7.7,7,~======~~~~~~~====~:;:;w,;/ den, fur-e Spannweiten A'A" 
zu vergroBern und iiben 

Abb.92. 

auf ihre Stiitzpunkte A' und 
A" nicht bloB vertikale Auf
lagerdrucke, sondern stets 

" auch einen R oriz on tal
schub aus, welcher Horizon-
talschub bei nur vertikaler 
Belastung des Sprengwerkes 
sich fiir beide Widerlager als 
gleich stark erweist. Es geht 
das aus der Gleichgewichts
bedingung fUr da~ ganze 
Sprengwerk: Summe samt
licher horizontalen Krafte 
gleich Null, hervor. 

97. Das einfache symmetrische Sprengwerk. Dasselbe besteht 
aus zwei gleich langen, von gleich hoch gelegenen Stiitzpunkten ,A' 
und A" ausgehenden, sich gegeneinander stemmenden Streb en A' C und 
A" C (Abb. 93). 

Nimmt man an, daB dieses Sprengwerk nur. im Knotenpunkt C 
belastet sei, und zwar mit P, so ergeben sich vorliegendenfalls die 
Komponenten V und H der beiden gleichen Auflagerwiderstande W aua 

2V=P; 

oder auch 

P 
V=-; 

2 
l 

H·h=V·-· 
2 ' 

P 
H = V· cotg a = "2 cotg a. 

l 
H=P·--

4h' 

Die Resultante von V und H, d. h. der Auflagerwiderstand W muB 
im vorliegenden FaIle in der Richtung A' C bzw. A" C wirken, es ist 
daher die Kraft S, mit der die Streb en zusammengedriickt werden: 
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oder auch 
v P 

S = -.- = - cosec a > 

SIll a 2 

Anderseits erhalt man auch S als Komponente von P nach CA' und 
CAli, weshalb sich hier die graphische Bestimmung del' am Sprengwerk 
in Betracht kommenden Krafte besonders einfach gestaltet (s. Abb. 94.) 

(J 

p 
. Abb. 93. Abb.94. 

Aus den Ausdrucken fUr H und S ersehen wir, daB, je kleiner a, 
urn so graBer die Werte von H und S sich ergeben. Fur a = 0 werden 
H und S unendlich groB. 

Die sog. K ni e h e bel pre sse ist nichts anderes als ein einfaches 
Sprengwerk, dessen Schub den Druck auf den zu pressenden Karper 
abgibt. Diesel' Druck ware demnach ausgedruckt durch 

N ehmen wir jetzt an, 
das Sprengwerk sei an einer 
beliebigen Stelle B mit P 
belastet (Abb.95). Auch 
in diesem FaIle ist statische 
Bestimmtheit vorhanden, 
wei! die drei Gleichge
wichtsbedingungen fUr jede 
der beiden Streben aus
reichen, die an den Stre
ben auftretenden. unbe
kannten Krafte zu bestim
men. Macht man namlich 
die Strebe A' C frei, so hat 
man dafur in A' den Auf
lagerwiderstand W' oder 
seine beiden Komponenten 
H' und V' anzubringen und 

P 
2cotga. 

- -.Y 

Abb. 95. 

in C den Gegendruck T der Strebe A" Coder dessen Komponenten H 
und V. Nun sind die Gleichgewichtsbedingungen fur die Strebe A'C: 

V'+V=P; H'=H; 

An del' Strebe A" C wirkt in C eine del' obengenannten Kraft T 
gleiche und direkt entgegengesetzte Kraft T und in A" del' Auflager-
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widerstand W" oder dessen Komponenten H" und V". Diese Krafte 
sind ebenfalls im Gleichgewicht. Man hat daher: 

V= V"; H =H" und Hh= V .. i.. . 
2 

Abh. 96. Abb. 97 . 

Aus vorstehenden sechs Gleichungen lassen sich nun die sechs un
bekannten Krafte H', }", H, V, H", V" in unzweideutiger Weise be
rechnen. 

Graphische Losungen findet man auf S. 70 und in 108. 
Nach dell obigen Angaben konnen die Driicke in den Kampfel'

und Scheitelgelenken der Bogentrager Abb. 96 und 97 berechnet werden, 
deren Tragkorper aus Fachwel'k oder Beton bestehen konnen. 

98. Symmetrisches Sprengwerk mit SpannriegeI. 1. Ein solches 
zeigt Fig. 98, wobei C1 C'.l der sog. Spannriegel. Dasselbe sei in 
den Knotenpunkten C1 und C'.l je mit P belastet. Aus del' Sym
metrie des ganzen folgt die Gleichheit der wegen del' Gelenke 

r . 

bei C1 und C'.l nach. A' C1 

und A" C'.l gerichteten Auflager
widerstande W' bzw. W" und 
daraus, sowie aus dem Gleich
gewicht des Ganzen, auBer del' 
Gleichheit del' Horizontalkom-
ponenten H, 

2V=2P; l'=P. 

Desgleichen ergibt das Gleich
gewicht del' um C1 dl'ehbaren 
Strebe A' C1 : 

Y·a=H·h, 

Abb. 9 womit der Horizontalschub H 
des Sprengwel'ks: 

a a 
H= - V= - P = P.cotga. 

It h 

Ferner findet sich die Kraft S, mit del' die Streben ihrer Lange 
nach zusamm!;!ngedriickt werden, aus: 

W' = W" = S = v'V'.l + H'.l = P cosec a . 

Am Knotenpunkt C1 wirken die Krafte S, P und der Gegen-
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clruck T1 des Spannriegels C1 C2 • 

man hat daher· 
Diese Krafte sind 1m Gleichgewicht, . 

T1 =Scosa=H=Pcotga. 

Dasselbe Resultat liefert auch das Kraftedl'eieck fiir den Knoten
punkt 01 (Abb. 98). 

Fih den Knotenpunkt 02 ergiht sich ebenso 

Te =Pcotga. 

Mithin ist der Spannriegel 01 °2 , der in 01 von del' Kraft T1 und 
in 02 von der Kraft T2 angegriffen wird, wegen T1 = T2 tatsachlich im 
Gleichgewicht. 

2. Ware jedoch das symmetrische Sprengwerk in den heiden 
Knotenpunkten 01 und 02 nicht gleich helastet gewesen, vielmehr 
In 01 mit P1 und in 02 mit P2 , so hatte sich ergeben: 

T1 =P1 cotga und T2 =P2 cotga, 

es hatte sich dann der Spannriegel °1°2 und damit auch das ganze 
Spannwerk nich t im Gleichgewicht befunden, das Sprengwerk hatte 
sich bewegt. 

Das vorliegende symmetrische Sprengwerk ist also nUl' in dem 
Fane im Gleichgewicht, wenn es in seinen Knotenpunkten 01 und C2 

o 

Abb. 99. Abb. 100. 

gleiche Lasten P tragt; sollen dagegen zwei verschiedene Lasten 
P1 und Pe, die in den durch die Abstande a vorgeschriebenen Verti
kalen wirken, von A' und A" aus gestiitzt werden mittels eines aus 
drei Staben bestehenden Sprengwerkes, so muB dieses eine andere Form 
als beim vorhergehenden Belastungsfall erhaIten; es kann sich hierbei 
nicht mehr urn ein symmetrisches Sprengwerk handeln. 

3. Zur Bestimmung der neuen Gleichgewichtsform bedient man 
sich am besten des graphischen Verfahrens, wie folgt: 

Man setzt zunachst die heiden, in den vorgeschriebenen Vertikalen 
wirkenden Lasten P 1 und P2 (Abb. 99) mit Hilfe eines Seilecks 
(a-pol des Kraftepolygons, Abb.100) zu der ResuItanten R zusammen, 
nimmt auf der Wirkungslinie der letzteren liber A'A", einen Punkt D 
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beliebig an, verbindet diesen Punkt mit A' und A", bestimmt die Dureh
sehnittspunkte Cl und C2 der Geraden DA' und DA" mit den Wirkungs
linien der Lasten PI bzw. P2 , dann gibt das Polygon A' Cl C2 A" eine 
Gleichgewichtsform des Sprengwerks an. Ratte man den Punkt D an 
anderer Stelle der Wirkungslinie von R angenommen, wiirde sieh eine 
andere Gleichgewichtsform ergeben haben. 

Zum Beweis ziehen wir in Abb. 100 Bo 0' II DA' und B2 0' II A" D, 
sodann durch den Sehnittpunkt 0' eine Parallele mit q~ C2, die BoB2 
vorlaufig in Bl' schneide. Nun hat man wegen der Ahnliehkeit der 
Dreiecke C1 D82 und 0' BoB/, sowie D82C2 und Bl' B 2 0', und weil 
iiberdies die Resultante R von PI und P2 die Strecke Cl C2 im Ver
haltnis C1 8 2 : 8 2 C2 = P2 : P1 teilt, 

BoB/: B/ B2 =P1 :P2 =BoBl: B1 B 2 • 

Es falIt daher B/ mit Bl zusammen, infolgedessen sieh das Polygon 
A' C1 C2A" als ein zum Kraftepolygon 0' BoB2 gehoriges Seilpolygon 
ergibt.· Letzteres ist abel' im Gleiehgewieht unter Einwirkung der 
Krafte W', PI' P2 und W", somit steIIt das Polygon A' C1 C2 A" tat
saehlich eine Gleiehgewiehtsform des Sprengwerkes dar. 

99. Polygonales Sprengwerk. Wie bei den festen Stabverbin
dungen, so ist es aueh bei den bewegliehen Stabverbindungen und ins
besondere bei den Sprengwerken angezeigt, die Konstruktion so anzu-

ordnen, daB die einzelnen Stabe 
nie auf Biegung in Ansprueh ge
nommen werden konnen. Letz
teres wird bei einem Spreng

'L;;:~~--"J[ln werk, das zur Unterstiitzung 

~~~ __ ~. _____ ~ ________ J 
.fl' g 

Abb. 101. 

gegebener Lasten zu dienen 
hat, dadureh erreieht, daB man 
die Knotenpunkte des Spreng
werks auf den vertikalen Wir
kungslinien der gegebenen La
sten annimmt. 

SolI beispielsweise ein 00-
rizontaler, eine gegebene Be
lastung tragender Balken dureh 
ein Sprengwerk in bestimmten 
Punkten AI), AI' A 2 , A3 ... 

unterstiitzt werden (Abb. 101), so wird man letzteres so anordnen, 
daB seine Knotenpunkte Cl , 02' C3 •• : senkreeht unter den Punkten 
AI' A 2 , As . .. des Balkens liegen und demgemaB mittel:; der vertikalen 
Stiitzen Al °1 , A2 C2 , A3 C3 .•• die vertikalen Drueke PI' P2 , P3 •.• auf
hehmen konnen, die del' belastete horizontale Balken auf seine Stiitz
punkte AI' A 2 , A 3 • •• ausiibt. 

In der Regel ist die Weite l der yom Sprengwerk zu iiberspan
nenden Offnung, sowie die Seheitelhohe h des Sprengwerks iiber den 
Auflagerpunkten A' und A" gegeben, aueh handelt es sieh meistens urn 
Unterstiitzung von Lasten, die symmetriseh zu der Vertikalen dureh 
die Mitte der Spannweite wirken. Nehmen wir dies an, so muB aueh 
die eben erwahnte Vertikale Symmetralaehse des Polygons sein, das bei 



Stat;ik. Bewegliche Stabverbindungen. 145 

der vorliegenden Belastung die Gleichgewichtsform fiir das Sprengwerk 
angibt. In diesem Faile geniigt es, eine- der beiden Sprengwerkshalften 
in Betracht zu ziehen. Wirkt dann in der vertikalen Symmetralachse 
des Sprengwerks auch eine Last, so wird man, um die volle Symmetrie 
der Belastung des Sprengwerks aufrechtzuerhalten, diese Last zur 
Halfte an der linksseitigenund zur Halfte an der rechtsseitigen Spreng
werkshalfte wirkend sich denken. Nimmt man jetzt die rechtsseitige 
Sprengwerkshalfte weg, so hat man dafiir, wenn die linksseitige Spreng
werkshalfte im Gleiphgewicht bleiben soll, im Scheitel Om des Spreng
werks einen horizon-talen Gegendruck Hm an der linksseitigen Sprengwerks
halfte anzubringen. Zur Bestimmung dieser horizontalen Kraft Hm liefert 
die Momentengleichung in Beziehung auf den Punkt A': 

H",,·h=P1 a1 +P2 a2 +PS aS + ~m.~ 

H =!.'.!al +~2_~2+PSaS+Pm·lI4 
"" h . 

Nimmt man sodann auch das Widerlager des Sprengwerks bei A' 
weg, so hat man dieses durch den Auflagerwiderstand W' oder dessen 
Komponenten H' und V' zu ersetzen. Alsdann erfordert das Gleichgewicht 
der linksseitigen Sprengwerkshalfte 

H'=Hm und V' =P1 +P'J+ps+~m. 
Nunmehr konnen wir iibergehen zur Bestimmung der Gleichgewichts

form des Sprengwerks und der Spannkrafte 8 der einzelnen Stab'e. 
Betrachten wir zunachst den untersten Stab A' °1 , An ihm wirken, 

wenn man den Druck Po der Stiitze A' Ao unmittelbar durch. den Wider
stand der Unterlage aufgehoben sich denkt, in A'die beiden schon er
mitteIten Krafte H' und V', ferner in 01 die Belastung P1 und der 
Druck 82, den der Stab °1°2 in der Richtung 0'J 01 auf den ihn unter
.stiitzenden Stab A' 01 ausiibt. Unter Einwirkung dieser Krafte befindet 
.sich der Stab A' 01 im Gleichgewicht, es muB daher, wenn Zl die Hohe 
des Knotenpunktes 01 iiber der Horizontalen durch A', 

V' . al = H' . Zl sein. 

Daraus laBt sich z; berechnen und damit die Lage des Knoten
punktes 01 angeben. Man erhalt aber auch die Kraft 81 , die den Stab. 
A' OJ. zusammendriickt, aus 

. 81 = W'=VH'2 + V'':!. 

Ferner hat man, wenn H,:! und V2 Horizontal- und Vertikalkom. 
ponenten von 82 bezeichnen, 

V' =P1 +V'J; R'=H'J; 82 = v'H22 + V'J2. 

In gleicher Weise behandeln wir den Stab 01 O'J' An seinem unteren 
Ende wirkt die nunmehr bekannte Horizontalkraft H2 nach rechts und 
die Vertikalkraft V2 nach oben, ferner in O2 die Last P'J ·vertikal ab
warts und ebenso die Vertikalkomponente Vs des Druckes 83 , den der 
Stab 02 Os in der Richtung Os 0'J auf den Stab 010'J ausiibt, sowie nach 
links die Horizontalkomponente Hs von 88 , Das Gleichgewicht des 

Autenrieth-Ensslin, Mechanlk. 3. Auf!. 10 
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Stabes °1°2 ergibt alsdann, wenn Z2 die Hohe des Punktes 02 iiber 
der Horizontalen dureh 01 

V2 (a2 - a l ) = H2 . Z2 , 

woraus ZQ und damit aueh die Hohenlage des Knotenpunktes 02 sieh 
bestimmt: Hes weiteten hat man: 

So lassen sieh denn der Reihe naeh nieht bloB die Lagen del' 
Knotenpunkte des Sprengwerks, sondern aueh die Spannkrafte samtlieher 
Stabe des letzteren bereehnen. 

Noeh rase her fiihrt das graphisehe Verfahren zum Ziel. 
Um den Horizontalsehub Hm = H' des Sprengwerks zu erhalten, 

setzen wir zunaehst mittels eines· Seileeks die Wirkungslinie del' 
Resultanten R del' Krafte P1 ,P2 , P 3 , Pm /2 fest (Abb. 102), wobei wir 
den Pol 0 des Kraftepolygons. auf der Horizontalen dureh den Anfangs
punkt Bo der "Kraftvertikalen" Bo B4 annehmen. Da nun die Krafte 

Abb. 102. 

W', Hm und R an der lil'lksseitigen Sprengwerkshalfte im Gleiehgewicht 
sind und sieh demgemaB in einem punkte schneiden mussen, so kann 
der gemeinschaftliehe Punkt der drei Krafte nur der Durchschnittspunkt 
D der Horizontalen durch den Knotenpunkt Om mit der Wirkungslinie 
von R sein. Verbindet man dither A' mit D, EO gibt ~!,' D die W irkungs
linie von W' an. Zieht man hierauf im Kraftepolygon durch den unteren 
Endpunkt B4 der Kraftvertikalen eine Parallele mit A'D, die die Hori
zontale dureh Bo in 0' trifft, so ist W' durch B 4 0' und H", durch 0' Bo 
angegeben. 

Was dil'l Kraft S4 betrifft, die den Stab 0rn03 seiner Lange naeh 
zusammendriickt, so ist diese die Resultante von Prn /2 und H m, also 
nach GroBe und Riehtung durch den Strahl 0' Bl dargestellt. Zieht 
man daher (lurch Om eine Parallele Om 03 mit 0' B 1 , dann bestimmt diese 
die Lage del> Knotenpunktes °3 , Bej,rachtet man jetzt den Stab 03 °2 , 

so wirken an demselben in 0a die beiden Krafte S4 und P3 , die zu
sammengesetzt die Kraft S3 liefern, dureh die der Stab 03 O2 zusammen-
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gedriickt wird. Mithin gibt der Strahl 0' B'J des Kraftepolygons die 
Kraft 83 nach GroBe urid Richtung an und eine Parallele mit diesem 
Strahl durch den Knotenpunkt Os die richtige Lage der Polygonseite °3°2 und des Knotenpunktes C2 • In dieser Weise fahrt man fort. Hier
durch erhiilt man schlieBlich die Gleichgewichtsform des Sprengwerks 
durch ein Seileck angegeben, bei dem die Poldistanz im Krafte
polygon gleich dem Horizontalschub Hm = H' des Sprengwerks ist. 

100. Ein spezieller Belastnngsfall des Sprengwerkes. Nicht selten 
kommt es vor, daB ein Sprengwerk in der Weise der Abb. 103 eine in 
horizontalem Sinn gleichformig verteilte Belastung zu tragen hat. In 
diesem FaIle miissen, 
wenn das Sprengwerk 

sich im Gleichgewicht A.~=A:i:==A;i::=~~=+==+===+===:j. 
befinden soIl, die Kno- oj. 

tenpunkte desselben auf Po .Ii 
einer Parabel mit ver
tikaler, durch die Mitte 
der Spannweite gehen
der Achse liegen. 

Zum Beweis hier
fUr ziehen wir das Gleich
gewicht eines vom Wi
derlager A' aus bis 
zu einem beliebigen 
Knotenpunkt sich er

, 
- ~~ 

:~.~ . 
A IV'; • ... 1 :\ 

,,:/; I' "':\ 

7777~_h-JoI£'------L l-----t- ------f------ --\ 
I 
I 

Abb. 103. 

streckenden Sprengwerksteiles in Betracht, z. B. des Sprengwerksteiles 
A' °2 , un,d schreiben die Momentengleichung fUr die an demselben wir
kenden Krafte in Beziehung auf den Knotenpunkt 02 an. Diese Mo
mentengleichung lautet: 

V"X2 =POx2 +PI (X2 -Xl) +H"Y2' 

Da aber anderseits auch der horizontale, gleichmaBig mit I] pro 
Langeneinheit belastete, in den Punkten Ao, At> .A 2 ••• unterstiitzte 
und in diesen Punkten unterbrochen angenommene Balken A oA I .12 ... 
im Gleichgewicht sich befindet und demgemaB 

POX2 + PI (X2 - Xl) = I]X2 .~\ 

so hat man 
2 

v, I] X., I H' 
X = -- "- --r- • y 

2 2 I 2 

oder allgemein, wenn X und y die Koordinaten eines beliebigen Knoten
punktes bezeichnen: 

V'X= qx2 + H'.y. 
. 2 

1st nun l die Spannweite und h die Scheitelhohe des Sprengwerks, 
so . ergibt sich zunachst: 

V' = t und damit 1]2l . x = 1];2 + H' y 

10* 
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oder 

und 
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, qx ( ) H y = -2- l - x, woraus mit x = -2" und y=h: 

H'·h= 'lJ2; H'=~~ 
ql2 qx 
- .y=--(l-x): 
Bh 2 . 

4h 
y=l2 X (l-x). 

Dies die Gleichung einer Parabel mit vertikaler, durch die Mitte 
der Spannweite l hindurchgehender Achse. 

101. Von den Hangwerken. Hat man die Gleichgewichtsform eines 
Sprengwerkes bestimmt, die einem gegebenen Lastsystem entspricht, so 
bleibt die betrefl'ende Stabverbindung auch im Gleichgewicht, wenn man 
den Knotenpunktsbelastungen die entgegengesetzte Richtung gibt, nur 

A' 

Abb. 104 und 105. 

sind dann die Stabe nicht 
mehr zusammengedruckt, 
sondern gezogen. Eine 
derartig beanspruchte 
Stabverbindung nennt 
man, wenn man die Kno-

tenpunktsbelastungen 
wieder vertikal abwarts 
gerichtet annimmt, ein 
Hangwerk. Die Theorie 
der Hangwerke entspricht 
genau derjenigen der 
Sprengwerke. DemgemaB 
ergibt sich auch, daB in 

dem Fall, in dem eine Kette wie in Abb. 105 zum Tragen einer in horizon
talem Sinne gleichfOrmig verteilten Belastung dient, bei Vernachlassigung 
des Eigengewichtes der Kette und der Hangstangen, die Knotenpunkte 
der Kette wie beim entsprechenden Sprengwerk (Abb. 104) auf einer 
Parabel von vertikaler, durch die Mitte der Spannweite gehender Achse 
liegen mussen, wenn die Kette sich im Gleichgewicht befinden soil. 
Eine Anordnung wie in Abb. 105 zeigt aber eine Kettenbrucke in 
ihrer einfachsten Gestalt. 

B. KapiteJ. (§ 15.) 

Seilartige Korper. 
102. Ideales und wirkliches Seil. Seile, Riemen, StahIbander, 

Drahte u. a. dienen zur Ubertragung von Zugkriiften und von Be
wegungen, auch ZUlli Bremsen und' Festhalten von Lasten. Sieht man 
von der Steifigkeit der Seile gegen Biegung und von der Elastizitiit 
des Seiles gegen Zug ab, so gelangt man zu der Abstraktion des voll
kommen biegsamen, ausdehn ungslosen Fadens, der, ohne irgend
einen Biegungswiderstand zu aliBern, um die kleinste Rolle geschlungen 
werden konnte und auch unter groBter Zugbelastung sich nicht ver
langern wurde. Dieser ideale Faden ware eine besondere Art des 
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starren Korpers. In vielen Fallen geniigt es, einen.seilartigen Korper 
als nicht dehnbar und vollig biegsam anzusehen; keineswegs aber immer. 
Hat man ein Seil um eine Rolle zu schlingen, so darf man diese nicht 
zu klein machen, vollends nicht, wenn das Seil iiber die Rolle laufen 
soil; das starke Seil einer Drahtseilbahn darf man an den Auflagestellen 
keinen scharfen Knick ·bilden lassen; bei schnell laufenden Riemen darf 
man nicht von der Elastizitat des Fadens absehen, wenn man die an 
solchen Riemen beobachteten Erscheinungen erklaren will. Eine auf der 
Annahme des starren Korpers beruhende Berechnung wiirde in ihren 
Ergebnissen nicht im Einklang mit der Wirklichkeit stehen. 

Noch eine Folgerung aus der Hypothese des starren Seiles sei her
vorgehoben. 1st ein solches ideales Seil iiber eine Rolle oder Scheibe 
gelegt, so kann man wegen der Reibung an einem Seilende starker ziehen 
als am andern, ohne daB das Seil auf der Scheibe gleitet. Bei Steige
rung der einen Zugkraft wird schlieBlich die Gleitgrenze erreicht und . 
zwar fiir aIle Stellen des Seiles gleichzeitig; ebenso gleiten, wenn einmal 
die Gleitgrenze iiberschritten ist, aIle Pupkte des Seiles mit gleicher 
Geschwindigkeit. Bei einem elastischen Seil trifft beides nicht zu; nicht 
aIle die Seilscheibe beriihrenden Teile des Seiles kommen gleichzeitig 
an die Gleitgrenze, auf einem gewissen Stiick des G mschlingungsbogens 
kann die Gleitgrenze iiberschritten sein, also Bewegungsreibung vor
handen sein, wahrend ein anderes Stiick noch nicht gleitet. Der ideale 
Riemen lauft sodann iiberall mit gleicher Geschwilldigkeit, der tat
sachliche Riemen nicht, vgl. Abb. 124, aus der auch die Gleitgeschwill
digkeit des Riemens gegeniiber der Scheibe entnommen werden kann. 

Es ist demnach die Hypothese des ausdehnungslosen, absolut bieg
samen Seiles keineswegs immer geeignet, die tatsachlichen Verhaltnisse 
mit befriedigender Genauigkeit wiederzugeben. 

Wir betrachten jetzt solche FaIle, wo die Hypothese des vollkommen 
biegsamen ausdehnungslosen Fadens mit hinreichender Annaherung zu
lassig sein wird. Das Eigengewicht des Seiles werden wir je nach Be
darf beriicksichtigen oder auBer acht lassen. 

103. Seilsteifigkeit. Ein vollkommen biegsames Seil wiirde sich 
gemaB Abb. lOBa und b um eine Rolle legen. Tatsachlich hat aber ein 
Seil eine gewisse Steifigkeit. Wird die Last Q durch die Kraft P 
in die Hohe gezogen, so muB das mit der Last Q emporsteigende Seil
stiick sich beim Aufwinden auf die Rolle kriimmen, das von der Rolle 
ablaufende Seilstiick hat sich anderseits wieder gerade zu· strecken. 
Hierbei geht aber der Kriimmungshalbmesser des Seiles nicht plotzlich 
von einem unendlich groBen Wert in den endlichen Wert a iiber und 
ebensowenig von dem Wert a in einen unendlich groBen Wert, vielmehr 
erfoIgt der Dbergang stetig. Die beiden Seilmitten stehen beim wi;rk
lichen Seil weiter voneinander ab als bei dem ideal en. Aber im Ruhe
zustand ware die Seilform auf der Kraft- und ailf der Lastseite immer 
noch gleich. Ein kleiner Unterschied konnte wegen der Zapfenreibung 
entstehen, weil man die Kraft, ohne den Gleichgewichtszustand zu storen, 
etwas steigern kann; damit wiirde die Kriimmung des Seiles auf der 
Kraftseite ein wenig kleiner, auch der Hebelarm der Kraft, aber nur 
unerheblich. In dem gleichen Sinne wirkt aber ein starkerer EinfluB, 
die unvoIlkommene Biegungselastizitat und die Reibung zwischen 
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den einzelnen Drahte.n des Seiles. Biegt man namlich ein Drahtseil 
nach dem Radius der Rolle und gibb es dann frei, so nimmt es nach 
der Entlastung seine urspriingliche gerade Form nicht genau wieder 
an, es bleibt eine gewisse Verbiegung zuriick, die sich wohl im Lauf 
der Zeit noch weiter zuriickbildet, eine Folge kleiner Bewegungen, die 
im Innern der Drahte wahrend der Formanderung vor sich gehen und 

P' 

Abb. IOBa. 

p' 

Abb. 106 b. 

bei der Ausbildung und Riick
bildung der Formanderung von 
innerer Reibung begleitet sind, 
wobei andauernd Arbeit aufge
zehrt wird. Zur Ausbildung und 
Riickbilduug bleibender Form
anderung wird iiberdies auch 
Zeit gebraucht. Gleiches gilt 
von den gegenseitigen Bewe
gungen der Drahte wahrend del' 
Seilbiegung. Aus diesem Grunde 
wird das Seil, wenn es in Rich
tung der Kraft lauft, sich an 
del' Auflaufstelle strauben, so
fort die Kriimmung der Rolle 
anzunehmen, die Last bekommt 
wiihrend der Bewegung des Seiles 

einen groBeren Hebelarm als wahrend der Ruhe (a2 > a) . Das Ent
gegengesetzte tritt auf der Kraftseite ein, wo das Seil die Kriimmung 
der Rolle beizubehalten strebt. Hier wird der Hebelarm der Kraft 
wahrend der Bewegung kleiner als er wahrend del' Ruhe war (a1 < a). 
Sieht man von del' Zapfenreibung vorerst ab, so fordert das Gleich
gewichb (Abb. 106 b) 

P'·a1 =Q·a2 

p,=a2Q =Q.(1+ ~), 
a l (( 

odeI' 

unter a den Halbme.sser der Rolle und unter ~ eine GroGe vorstanden, 
die mit wachsendem SeildurchmeEser zunimmt. 

In dieser Form pflegt man den EinfluB del' Seilsteifigkeit aus
zudriicken und ~ als eine von Belastung' und Geschwindigkeit unab
hangige Konstante anzusehen. Das widerspricht del' obigen Auffassung. 
die ein Wachsen von ~ mit der Geschwindigkeit erwarten laGt, und 
bedarf weiterer Klarung durch das Experiment. 

Auch ist die Bezeichnung Seilsteifigkeit hir den erorterten 
Widerstand nicht gliicklich. Er riihrt, her von der inneren Reibung in 
den Drahben, falls in diesen beim Biegen und Wiedel'geradestrecken 
bleibende Formanderungen stattfinden, und von del' auGeren Reibung 
zwischen den Drahten (innerer und auBerer Biegungswiderstand). 

Man kommt zum gleichen Ergebnis, wenn man von einem absolut 
biegsamen Seil ausgeht, und zur Beriicksichtigung del' sog. Seilsteifig
keit den Hebelarm del' Last urn ~, den sog. Hebelarm der Seil
steifigkeit, vergroBert. 

Beriicksichtigt man noch die Zapfenreibung (auch die von Zufallig
keiten abhangige Seitenreibung der Rolle wirkt mit) und setzt dabei 
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fUr P' + Q angeniihert 2 Q, so lautet die Momentengleichung um die 
Rollenachse (Zapfenhalbmesser r) 

P'·a=Q·a + ,u'.2·Q·r+ Q'~' 

P'= (1 + 2,u' ~+~).Q, . . . . . (51) 

wofiir man zusammenfassend schreiben kann 

P'=,.Q. • . . • . . . (51 a) 

Hierbei stellt , eine W iderstandsziffer dar, die bei Hanfseilen 
je nach der Seilstarke 1,05 bis 1,17, bei Ketten 1,04 bis 1,05 gesetzt 
zu werden pflegt, vorausgesetzt, daB die Rollendurchmesser geniigend 
groB gemacht sind. 

SolI der untere Grenzwert von P, namlich P", fiir Lastsenken an
gegeben werden, so trltt Q als Kraft und P" als Last auf, und man 
hat, wenn man Gl. (51a) auch in diesem Fall als giiltig annimmt, 

Q=P"·, oder P"=~. , 
An der Gleitgrenze ist bei der Amrechnung der 

Haftreibungsziffer ,uo' der Ruhe, und wahrend der 
Bewegung die Reibung~ziffer ,u' der Bewegung zu 
beniitzen; indes ist es iiblich, in beiden Fallen fiir , 
den gleichen Wert anzunehmen. Letzterer Gebrauch 
bedarf experimenteller Priifung. 

Bei einer losen Rolle findet man ebenso an 
der Gleichgewichtsgrenze fiir Lastheben, wenn S 
die Spann kraft des Seiles an seinem befestigten Ende 
bedeutet (Abb. 107), 

P'=S·, und P'+S=Q, 

woraus p'=Q.3 - . (52) 
(1 +') 

Beim Lastsenken hat man dagegen 

S=P"., und P" +S=Q, 

woraus p.i= __ ~ . 
(1 +'f 

P' 

Abb.107. 

. . . . . (52a) 

Man hat auch hier, um aus dam Wert von P' denjenigen von P" 
zu erhalten, in dem Ausdruck fiir P" an Stelle von , den reziproken 

1 
Wert --, - zu setzen. 

( 

104. Flaschenziige. 
a) Gewohnlicher Flaschenzug. Das Prinzip desselben geht 

aus Abb. 108 hervor. In Wirklichkeit sitzen die festen und die losen 
Rollen je auf einer Achse, wodurch der iibliche gedrangte Zusammen
bau entsteht. 



152 Statik. Seilartige Korper. 

Das Seil ist an der Flasche der festen Rolle befestigt und liiuft 
von einer festen Rolle ab; es sind dann gleich viel feste und lose 
Rollen vorhanden. (Beziiglich anderer Anordnungen s. u.) 

Es solI die Beziehung zwischen der Kraft P' und der Last Q an 
der Gleichgewichtsgrenze fur Lastheben angegeben werden. 

Bei fehlender Zapfenreibung und Seilsteifigkeit waren die SeiIziige 
8 1 8 2 " • 8n in den Seilstiicken, die zwischen den fest en und losen Rollen 
sich befinden, gleich groB, da die Spannkraft sich beim Umlegen des 
Seiles urn eine Rolle nicht andert. 

Bei n losen Rollen und der geschilderten Anordnung wird die Last Q 
von 2 n unter sich gleichen SeiIziigen 8 getragen, es ist also, da iiber
dies die konstante Spannkraft im Seil 8 = Po ist: 

Q Po=8; 2n·8=Q; daher P =~- . (53) o 2 n . 

/ 

p' 

Abb. 108. 

Mit Beriicksichtigung der Zapfenreibung und Seilsteifigkeit ist da
gegen nach Gl. (51 a) 

8 P' 
82= ,1=,2; 

Denkt man sich die Seile iiber den los en Rollen durchschnitten 
und die SeiIziige 8 1 8 2 .•• an den Schnittstellen angebracht, so folgt 
aus dem Gleichgewicht des abgetrennten Teiles: 

P' P' '2"~ 1 
= t2;; (1 +, + ,2 + ... ,211-1) = ,2n ,-1-" 

daher lautet die Beziehung zwischen P' und Q bei n losen und il festen 
RoUen, die nach Abb. 108 angeordnet sind, an der Gleichgewichtsgrenze 
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des Lasthebens 

P,=,2n(,_1) Q= '-1 Q. . (53 ) ,2n -1 ( 1 ) .... a 
1- -

~n 

An der Gleichgewichtsgrenze des Lastsenkens ergabe sich nach der 
SChluBbemerkung in 103 

(53b) 

Diese Ausdriicke gehen bei fehlenden Widerstanden, d. h. mit 

. , = 1 in die obige Gleichung P = 5L libel', wie del' Studierende selbst 
. 2n 

nachweisen kann, indem er den wahren Wert des unbestimmten 
Bruches § mit Hilfe del' Differentialrechnung ermittelt. 

Die Flaschenziige sind nicht immer nach Abb. 108 angeordnet; man 
vergleiche hierzu die Werke liber Hebezeuge, z. B. Ernst. 

An einem Flaschenzug mit n = 3 Rollen (ungeschmierte Achsen) 
und quadratisch geflochtenem Hanfseil von 5,5 mm Starke ergab sich 

Abb. 109. Abb.110. 

,= 1,2 -;-..1,25 (seitliche Reibung an den Rollen). Der Wert ist als 
hoch anzusehen. Infolgedessen findet man fiir die einzelnen Anord
nungen verschiedene Beziehungen zwischen P und Q. 

b) Potentialrollenzug. Das Prinzip desselben zeigt Abb.l09. 
Bei demselben hat man: 
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ebenso 8=~L 
1 1 

und schlieBIich 
Damit wird: 

1+. 1; 

P' 1;.Q db' I Ril P' 1;.Q =-(--1)3 un el n osen 0 en = -( - l)n' 
1+- 1+-.1;1; 

welcher Ausdruck fiir P' bei Vernachlassigung von Zapfenreibung und 
Seilsteifigkeit, also mit 1; = 1, iibergeht in: 

p'= Q. 
2" 

c) Differentialflaschenzug (Abb. 110, S. 153). Bei diesem sind 
die beiden oberen Rollen von den Halbmessern r1 und r2 fest mitein
ander verbunden, so daB sie sich nur zusammen um die gemeinschaft-
1iche Achse C drehen konnen. Eine endlose Kette ist nach Abb.110 
iiber die losen und die festen Rollen gefiihrt. 

Nimmt' man vorliegendenfalles den Wert von 1; naherungsweise 
fiir samtliche Rollen g lei chan, so erhalt man zur Bestimmung der 
treibenden Kraft p' an der Gleichgewichtsgrenze fiir Lastheben, wenn 
diese Kraft im Punkte A der Kette abwarts zieht, die Gleichung 

P'r1 +82 r2 =1;·81 r1 • 

Anderseits hat man aber 

8 1 =1;.82 und 8 1 +82 =Q, 

Damit wird dann 

oder 

An der Gleichgewichtsgrenze fiir Lastsenken erhielte man dE!n 
Wert P" der Kraft P dadurch, daB man in dem oben fiir P' gefun-

denen Ausdruck an Stelle von 1; den reziproken Wert {- setzte. Dem
gemaB wiirde 

P" = Tt t (-~ - ~:) Q . 

Ha"tte r'.l 1 . t . h P" 0 man nun -="2' ZeIg e SIC =. 
r1 ." 

SolI daher bei der wegen der Differenz in der Klammer als Dif· 
ferentialflaschenzug bezeichneten Hebevorrichtung die Last Q, auch 
wenn die Kraft P zu wirken aufgehort hat, nicht herabsinken, sondern 
in Ruhe bleiben, solI also der Flaschenzug die Eigenschaft der Selbst
hemmung haben, so muB sein 
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Bei VernachUissigung von Zapfenreibung und Kettensteifigkeit ist 
(;= 1 und 

PO=P'=P"=! (l-2:~)Q. 
2 r1 

Bei einem Differentialflaschenzug fiir 200 kg mit Ketten ergab 
sich (; = 1,2 bei 50 kg Belastung. 

105. SeHeck als GIeichgewichtsform eines belasteten SeHes. 
Wir Buchen die Form, die das Tragseil einer Drahtseilbahn annimmt, 
wern) ein Wagen oder deren mehrere das Seil belasten; auch das Eigen
gewicht des Seiles kann zu den Lasten gehoren; das Seil hat eine be
stimmte Lange und ist an zwei gegebenen Punkten befestigt. Von der 
Seilsteifigkeit und der Elastizitat des Seiles werde abgesehen. 

Um diese und ahnliche Aufgaben losen zu konnen, besprechen 
wir zunachst einen einfachen Fall (Abb. 111). 

Ein vollkommen biegsames Seil °0 °1 ••• On+l ist von den nach 
GroBe und Richtung gegebenen Kraften Po P1 ••• Pn (Kraftesystem der P) 
ergriffen und in 00 und On + 1 befestigt oder von Reaktionskrii,iten fest
gehalten. Es· sind die Bedingungen fiir das Gleichgewicht des Seiles 
gesucht. 

Setzt man den Fall, die Reaktionskraft So in 00 sei nach GroBe 
und Richtung gegeben, dann muB die Zugkraft S1 im erst en Seilstiick 
del' Kraft So gleich und entgegengesetzt sein, weil mit Hilfe eines 
Seiles in 00 auf ande-
rem Wege kein Gleichge
wicht herbeigefiihrt wer-
den konnte. Man hat So 

also das Seilstiick 00 01· 
in 00 in del' del' Kraft So 
entgegengesetzten Rich
tung abzutragen und er
halt so die richtige Lage 
dieses Seilstiickes. Denkt 
man sich hierauf den 
Knotenpunkt C1 als An
griffspunkt von So und 
ferner So mit del' gege-

Abb. 

benen Last P zu einer Resultanten R1 zusammengesetzt, so muB R1 , 

wenn keine Drehung des folgenden Seilstiickes 01 02 urn 01 eintreten 
soIl, die Richtung dieges ,Seilstiickes sein; dieses Stiick muB also in 
del' der Kraft R1 entgegengesetzten Richtung abgetragen werden. In 
gleicher Weise werden die iibrigen SeiIstiicke angefiigt und nehmen 
dann ihre richtige Lage ein. 

Wir gewahren bei del' Ausfiihrung, daB S2 die Resultante der voraus
gegangenen Last P1 und der Reaktion So ist, ebenso S3 die Resultante 
aus S o P1 P2 , usf. Beziiglich des letzten Seilstiickes On,0,,+1 bemerken 
wir, daB es in 0,,+1 angegriffen ist von del' Reaktionskraft Sn und 
in On von der Resultanten R" aus del' Spannkraft S,,-l des vorher
gehenden SeiIstiickes und aus der Last P" des Knotenpunktes On oder, 
was dasselbe ist, aus del' Resultanten Rn von So P1 P2 ••• Pn. SolI nun 
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auch das letzte Seilstiick im Gleichgewicht sein, so muB die Reaktions
kraft Sn gleich und entgegengesetzt der Resultanten Rn sein, also im 
Fall der Abb.111 P, gleich und entgegengesetzt zu Rs. 

DemgemaB laBt sich die Gleichgewichtsform des Seiles, sowie die 
Spannkraft eines jeden Seilstiickes mit Hilfe eines Kraftepolygones 
zeichnen, in dem das gegebene Kraftesystem P1 P2 ••• Pn und die Re
aktion So nach GroBe und Richtung gegeben ist und die Reaktion Sn 
schlieBlich nach GroBe und Richtung mitbestimmt wird. Mit Hilfe 
dieses Kraftepolygones kann die Gleichgewichtsform des gegebenen 
Seiles ohne weitereskonstruiert werden, da dessen Seiten nunmehr be
kannte Richtung und vorgeschriebene Lange haben. 

Wie das Vorausgehende zeigt, ist die Gleichgewichtsform eines 
Seiles, das in bestimmten Punkten gegebene Lasten tragt und eine 
gegebene Lange hat, eindeutig bestimmt, wenn eine Seilkraft, also 
etwa diejenige an einem Seilende bekannt ist, 1st nun das Seil in 
zwei gegebenen Punkten befestigt - so z. B. bei einer Seilbahn -, so 
sind die SeiIziige an beiden Enden unbekannte Reaktionen, es kann 
also nicht ohne weiteres wie oben vorgegangen werden. Man kann je
doch die Lasung auf graphischem Wege durch mehrfaches' Probieren 
suchen, wie folgt: 

Man sieht die gesuchte Seilkurve als ein aus geraden Stiicken be
stehendes Seileck an. Man wahlt demgemaB auf dem Seil eine - nicht 
zu groBe - Anzahl von Punkten, unter ihnen jedenfalls die Angriffs
punkte der Einzellasten. Die Gewichte der zwischen zwei Punkten 
betindlichen Seilstiicke verteilt man auf diese Punkte und sucht die 
Raddriicke des Seilbahnwagens gegen das Tragseil so gut als maglich 
abzuschatzen. Eigengewichte und Raddriicke bilden das gegebene Last
system, dessen Kraftezug jetzt gezeichnet wird. Man nimmt nun die 
Richtungen der Seilreaktionen an den Aufhangepunkten nach Gutdiinken 
an, was man so gut als moglich zu schatzen sucht. Durch die so an
genommenen Richtungen der auBersten Seilziige So und S" ist aueh der 
Pol des Kraftepolygons festgelegt und man zeiehnet, an einem Auf
hangepunkt beginnend, die zu den bisher gemaehten Annahmen ge
horende Gleiehgewichtsform' des Seiles, indem· man wie oben angegeben 
verfahrt. Der beim Zeichnen gefunderie Endpunkt des Seiles wird nu,n 
im allgemeinen nicht mit dem zweiten Aufhangepunkt zusammenfallen, 
weil man die richtigen Riehtungen der Reaktionen aufs erstemal kaum 
erraten haben wird. Jetzt hat man die Lage des Poles so lange zu 
andern, bis der Endpunkt des Seiles in den gegebenen Aufhangepunkt 
hineinfallt. Man wird bald tinden, ob man zu diesem Zweck den Pol 
nach oben oder nach unten, nach reehts oder nach links hin zu ver
schieben hat. Moglieherweise hat man aueh die vorher angenommene 
Riehtung der Raddriicke zu berichtigen. 

Eine einfachere Aufgabe liegt vor, wenn das gegebene Krafte
system nicht bloB nach GroBe und Richtung, sondern auch hinsicht
lich seiner Lage unveranderlich ist, und wenn man die Aufgabe stellt, 
die zu diesem Kraftesystem gehorigen SeiIpolygone zu konstruieren. 
Dio Seilpolygonseiten haben in diesem Fall keinevorgeschriebene 
Lange mehr wie bei der vorigen Aufgabe. 

Die Zahl der Seilpolygone, die zu einem gegebenen ebenen Krafte
system gehoren, ist 003 ; denn man kann den Pol des Kraftepolygones oc2 
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viele Lagen geben, und den Punkt, in dem die Konstruktion des Seil
polygones begonnen wird, auf der Kraftrichtung PI an unendlich vielen 
Stellen annehmen. Culmann hat eine wichtige geometrische Beziehung 
zwischen all diesen Seil- und Kraftepolygonen bemerkt, die im nachsten 
Abschnitt erortert wird. 

106. Anderung des Seilpolygones mit der Lage des Poles des 
Kraftepolygones. Polachse und Cnlmannsche Gerade. In Abb. 112 
ist Al A 2 ••• An ein zum PolO und Al A 2' ••• A; ein zum PolO' gehoriges 
Seilpolygon des Kraftesystems der P. Die beiden zugehorigen Krafte
polygone zeigt Abb. 112 rechts. Mit . Benutzung der Bezeichnungen in 

OO'IIA,B" P, 

Abb. 112. 

Abb.112 kann man sagen, es seien die Krafte 80 ,83 und die Resul
tanto .R des gegebenen Kraftesystemes im Gleichgewicht also vektoriell 
geschrieben 

ebenso 

also 

eo +~3 =!)l 

eo' + ~3' = !)l 

~o +~3 =~0'+~3' 

oder eo -~0'=~3'-~3· 
Man kann nun die Verbindungsstrecke 00' der beiden Pole 

ebenfalls als eine Kraft von bestimmter GroBe und Richtung ansehen, 
es ist dann 

eo-~o' =~3'-~3= 0'0. 

Statt dessen kann man auch sagen, es sei die Hilfskraft 00' im Gleich
gewicht mit ~o und - ~o' oder es sei 0 0' im Gleichgewicht mit ~,/ 
und - ~3' das heiBt gleichzeitig, die drei Krafte ~o, - ~o' und 0 0' 
gehen durch einen Punkt der starr gedachten Ebene des Krafte
systemes der P. 

Nun kennt man diesen Punkt als den Schnittpunkt Al der 
Wirkungslinie von ~o und - ~o'; damit ist auch die Lage der Hilfs-
kraft 00' auf einer durch Al gehenden Parallelen Al B4 ZU 00' be
stimmt. Anderseits sind auch die Krafte 00', ~3 und - ~3' im Gleich-
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gewicht, schneiden sich daher ebenfalls in einem Punkt. Diesel' ist der 
Schnittpunkt von ®s und ®s' und muB auf del' durch Al gehenden 
Wirkungslinie del' Hilfskraft 00' liegen, es ist del' Punkt B 4 • 

Entfernt man Ps ' so ergibt sich analog flir das iibriggebliebene 
System del' P, daB sich auch ®2 und ®2' in einem Punkt B del' zu 
00' parallelen Geraden· Al B4 schneiden, d. h. die Schnittpunkte zweier 
entsprechender Seiten beider Seilecke liegen auf einer zu () 0' parallelen 
Geraden, del' sog. Culmannschen Geraden odeI' Polarach·se, del' 
gegenliber man die Verbindungsgerade del' Pole die Polachse nennt. 

Wiihlt man den Pol 0 an einer anderen Stelle derselben Pol
achse 0 0' und konstruiert das wiederum durch A 1 gehende zugehorige 
SeHeck, so gehen die neuen Seileckseiten wieder durch die vorerwiihnten 
Punkte Al B2 Bs B4 del' Culmannschen Geraden und es gilt del' Satz: 

Bewegt sich fiir ein gegebenes Kriiftesystem del' P del' 
PolO des'Kraftecks auf einer Geraden, del' Polachse, so dreht 
sich jede Seite des Seilecks urn einen festen Punld; diese 
festen Punkt e Al B2 B3 B4 liegen auf cineI' zur Polachse paraI
lelen Geraden, del' Polarachse odeI' Culmannschen Geraden. 

107. Hilfskonstruktionen. I. Ableitung eines weiteren Seil
polygones zu einem gegebenen mit Hilfe del' Culmannschen 
Geraden. 1st Al A2 A3 ••• in Abb. 112 das gegebene Seileck und 0 PI P2 P s 
das zugehorige Krafteck mit PolO, so bringe man die Seiten des Seil
ecks zum Schnitt mit einer beliebigen durch At gehenden (CuI mannschen) 
Geraden in den Punkten Al B2 B 3 ••• Ziehe durch Al in beliebigel' 
Richtung die Seite A1 B 2' des neuen Seilecks, so ergibt die V erbind ungs
gerade von B2 mit A'J' dessen zweite Seite A 2' A3'; diejenige von B:~ 
mit A3' die dritte Seite As' A4' usf. 

Da sich die ins Krafteck iibertragenen Richtungen del' neuen Seil
strahlen in einem Punkt 0' schneiden, so kann man, indem man diese 
Konstruktion ausfiihrt, auch den zum neuen Seileck gehorigen PolO' 
£lnden. 

Die Polachse 00' muB sich parallel del' Culmannschen Geraden 
ergeben. 

II. Konstl'uktion eines Seilecks, das dUl'ch zwei vorge
schriebene Punkte U und V geht. Gegeben ist das Kriiftesystem 
PI P2 ••• in Abb. 112 und die Punkte U und V. Zeichne das Krafteck 
del' P mit einem beliebig gewiihlten 0 und hierauf das durch den 
einen del' vorgeschriebenen Punkte U gehende zugehorige Seileck. Ziehe 
durch U eine beliebige (Culmannsche) Gerade und bestimme deren 
Schnittpunkte Bl B2 ... mit den verHingerten Seileckseiten; del' iiuBerste 
sei Bs' SolI nun die letzte Seileckseite durch den anderen vor
geschriebenen Punkt V gehen, so verbindc man V mit B n , womit die 
gewiinschte Seite erhalten ist. Die anderen erhiilt man durch An
wendung del' unter I beschriebenen Konstruktion und weiB, weil man 
dabei eine durch U gehende Culmannsche Gerade benutzt, daB del' 
konstruierte Seilzug auch durch U geht, womit die Aufgabe gelost ist. 
Den PolO' des durch U und V gehenden Seilecks £lndet man im Kraft
eck als Schnittpunkt zweier gehorig ins Krafteck iibertragener Seil-



Statik. Seilartige Karper. 159 

strahlen dieses Seilecks. Die Aufgabe l1iBt offenbar unendlich viele 
Losungen zu, da die Richtung der benutzten Culmannschen Geraden 
wiIIkiirlich angenommen war. 

Auch hatte man nach Belieben eine andere Seileckseite durch den 
vorgeschriebenen Punkt V fiihren konnen. 

III. Culmannsche Gerade aller Seilecke, die durch zwei 
gegebene Punkte U und V gehen. Die Culmannschen Geraden 
aller Seilecke, die durch U gehen, bilden ein durch U gehendes Strahlen" 
biischel, ebenso diejenigen der durch V gehenden Seilecke ejn durch V 
gehendes StrahlenbiischeI. Daher haben aIle durch U un d V gehenden 
Seilecke eine gemeinsame Culmannsche Gerade, namlich die Ver
bindungsgerade der vorgeschriebenen U und V, und die zugehorigen 
Pole liegen auf der Parallelen, die zu UV durch den nach II konstruierten 
PolO' gezogen ist. 

108. Seileck eines gegebenen Kraftesystemes, das durch drei VOl'
geschriebene Punkte U, V, W geht. Das Seileck eines gegebenen 
Kraftesystemes (z. B. der Lasten eines Dreigelenkbogens) soIl durch 
drei Punkte UVW ~wei Kampfer- und ein Scheitelgelenk) gelegt 
werden. 

Konstruiere nach II in 107 das durch zwei Punkte U und V gehende 
Seileck nebst dem PolO' seines Kraftecks, ebenso das durch zwei 
andere Punkte V und W gehende Seileck nebst PolO". Nach III liegen 
die Pole aller durch U und V gelegten Seilecke des Kraftesystemes auf 
del' durch 0' zu U V parallel gezogenen Polachse, ebenso die Pole aller 
durch V und W gelegten Seilecke auf der durch 0" zu VW parallel ge
zogenen Polachse. Der Schnittpunkt 0 del' beiden bezeichneten Pol
achsen ist der Pol desjenigen Kraftecks, dessen Seileck durch die drei 
Punkte UVW geht. Hat man dies en PolO bestimmt,' so kann das 
gesuchte Seileck gezeichnet werden, indem man mit einem Seilstrahl 
beginnt, der durch einen der gegebenen Punkte geht (damit sind die 
Reaktionen in Kampfer- und Scheitelgelenk nach Gr613e und Richtung 
bestimmt). 

Man hiitte zur Konstruktion des gesuchten Poles 0 auch diejenige 
Polachse beniitzen konnen, die zu den durch W U gehenden Seilecken 
gehort, uud durch den Pol 0 111 derselben geht. Die drei durch die 
Pole 0' 0" 0 111 zu UY bzw. VW bzw. W U parallelen Polachsen 
schneiden sich in einem Punkt 0, dem Pol des durch UVW 
gehenden Seilecks. 

109. GIeicbgewicht eines schweren in zwei Punkten frei auf
gehiingten Seiles. Gewohnliche Kettenlinie odeI' Seilknrve. Ein bloB 
der Schwere unterworfenes Seil, von dem jede Langeneinheit das kon
stante Gewicht q besitze, sei in seinen Enden A' und A" aufgehangt. 
Man solI die Form bestimmen, die das Seil unter dem EinfluB seines 
Eigengewichtes annimmt. 

Da die Belastungen aIle vertikal sind, so ist die Seilkurve eine ebene 
Kurve, iiberdies die Horizontalkomponente H der Spannkraft S des Seiles 
von konstanter Gr6l3e. 

Wir beziehen die Seilkurve auf ein rechtwinkliges Koordinaten
system, dessen y -Achse die Vertikale durch den tiefsten Punkt A 0 del' 
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Seilkurve ist und dessen Ursprung sich im Abstand a 'unter dem Punkt 
Ao befindet (Abb. 113). 

Das Gleichgewicht eines bei A aus dem Seil herausgeschnittenen 
Elementes A A' = d s erfordert (Nebenabb. 113): 

V+qds=V+dV; 

ferner ist, da die Resultierende von H und V in die Richtung von d s 
faUt, V=H·tgcp=H·u; daher dV=H·du, womit 

H.du=qdx·Vl+~ oder Vl~U2= Jrdx. 

A' 
~ 

Abb. 113. 

An 
VtdV 

.A' H 

Die Integration dieser Differentialgleichung der Seilk.urve ergibt 

In(tl+Vi+u2)= Jr .x+C, 

wobei C die Integrationskonstante. Zur Abkiirzung sei von jetzt· ab 
HI q = a gesetzt. 

Zur Bestimmung von C hat man 

d y 0 f" 0 d ·b COl -=U= ur X= . as gl t =, a so dx ' 
'" 

In (u+ 11'1 +·u2 ) = ~ 
a 

oder u + 11'1 +u2 = ea, 

unter e die Basis des natiirlichen Logarithmensystemes verstanden. Aus 
der letzten Gleichung erhalt man, wenn man auf den reziproken Wert 
iibergeht und sodann die linke Seite mit - u + ,11 + 1~ erweitert 

'" -u+ Vl+~=e-a, 

durch Subtraktion der beiden letzten Gleichungen erhalt man 

U= ~~ = ~ (e~-e -~), 
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woraus durch nochmalige Integration folgt 

y=~(e~+e-~)=a (£oj~=H (£ojqx 1) .. (54) 
2 a q H' 

das ist die Gleichung der gewohnlichen Kettenlinie oder Seilkurve. 
Fur x = 0 liefert GI. (54) Y = a = H !q; demnach bedeutet a die Lange 
eines Seilstuckes, dessen Gewicht gleich dem Horizontalzug des SeiIes ist. 

110. Das flacbgespannte Seil. Pal'abel als Seilkurve. Durch
bang und Spannung im unelastischen und elastiscben Seil. 1st das 
Seil flach gespannt, d. h. ist die Neigung des Seiles gegen die x-Achse 

klein, so ist tg 9J =;~ = u klein gegen 1 und es wird vi -+ t(,2 = rd. 1, 

odor auch d8 = rd. dx bzw. qds = qdx. Anders ausgedruckt heiBt das: 
die Belastung der Langeneinheit der Horizontalprojektion des Seiles 
ist konstant. Dnter dieser Annahme lautet die DifIerentialgleichung 
der Seilkurve . 

q d2 y 1 
du=-dx; 

H dx? a' 

integriert gibt 

und nochmals integriert 

Das flache Seil oder ein Seil, das auf der Langeneinheit 
der Horizontalprojektion eine konstante Belastung tragt, 
nimmt Parabelform an. Legt man den Koordinatenanfang in den 

ScheiteI, d. h. ist y = 0 fUr x = 0 und :~ = 0 fUr x = 0, so wird 

0 1 = 0 und O2 = 0 und die Parabel als Seilkurve nimmt die Glei
chung an: 

q " y=--X" 
2H (55) 

Ist 2 a die Spannweite, d. h. der Horizontalabstand der beiden 
Aufhangepunkte und liegen diese in gleicher Hohe, so sei h die Ein
senkung des Seiles im Scheitel, der sog. Durchhang; er betragt nach 
der Ietzten Gleichung, sofern q' die Belastung der Langeneinheit der 
Horizontalprojektion des SeiIes ist, 

q' a2 

h=2Il .......... (56) 

oder falls die Seillange 2 lund das Gewicht der Langenoinheit des Seiles q 
genannt wird, also das gauze Seilgewicht 2 Q = 2 q l = 2 q' a betragt: 

q' a2 Qa 
h=2H"=2H' 

1) Eingehendes iiber Kettenlinie und Hyperbelfunktionen s. Hort, Differential
gleichungen d. Ingenieurs. 
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Ein Eisendraht von 2,5 mm Durchmesser (q' = 0,0375 kg/m) hat 40 m 
Spannweite und einen Durehhang von 80 em; sein Horizontalzug ist 

37,5.202 

H= 2.1000.0 8 = 9,38 [kg]. , 

Die Spannkraft im ganzen Draht darf bei Bach gespanntem Draht 
oder Seil konstant = H angenommen werden; sie ist im Aufhangepunkt 
genau 

S=)lH2+Q2=HY 1 + (~)2, 
d. h. S = rd. H, solange (Q/H)2 = (2 h/a)2, d. i. die Neigung des Seils 
am Aufhangepunkt, geniigend klein im Verhiiltnis zu eins ist. 

Wie der Durchhang h, der Horizontalzug H bzw. die Durchhangs
spannung Gd mit der Seillange 2l, der Spannweite 2 a und dem Eigen
gewieht 2 Q = 2 q' a des Seiles zusammenhangen, geht aus folgenden 
Gleiehungen hervor. 

Setzt man ~ = h: a, so ist 
q' a2 Q 

H= 2h =2~' ........ (57) 

Die halbe Lange des flachgespannten Seiles, das geniigend genau als 
nach einer Parabel durchhangend angesehen werden darf, ist nach der 
Integralrechnung angenahert 

woraus mit der Abkiirzung 1; = l : a 

1;=1+~~2 oder ~= y~(1;-l) ... (59) 

Zusammengehorige Werte von ~ und 1; sind in Abb. 114 eingetragen. Zu 
gegebenem lund a, d. h. 1; kann aus ihr ~ entnommen werden; oder 
zu gegebenem a und h, d. h. ~ folgt aus Abb. 114 1;. 1m ersteren Fall 
berechnet man vollends h = ~ . a, im zweiten l = 1; . a. Dabei ist es 
einerlei, ob die l, h, a, ~ und 1; einem ruhenden, laufenden, unelasti
schen oder elastischen Seil angehoren. 

Die Seilspannung Gd , d. h. die auf die Flacheneinheit des Seilquer
schnitts bezogene Seilkraft ist 

H 1 Q (-l'r l'r 
Gd =,=2Tr= 2~'f=21 ..... (60) 

worin f[qcm] den Seilquerschnitt und r [kg/ccm] das spezifische Gewicht 
des Seilwerkstoffes bedeutet. Setzt man in (60) noeh ~ aus (59) ein, 
so ist auch 

1 lr 
G =---.--

d )11;-1 2,44 
oder H 1 l r . f Q (61) 

=)11; -:-1' 2,44 = 2,44 )11;-1 
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Mit den letzten Gleichungen kann man verfolgen, wie sich die 
Spannkraft in einem unelastischen Seil von gegebener Lange andert, 
wenn man es mit verschiedener Spannweite aushiingt, d. h. wenn man 
den Wert 1:. andert. Man denke sich den einen Aufhangepunkt als fest, 
den andern als auf der gleichen Horizont.;tlen beweglich und verfolge 
die Bewegung L1 a dieses Aufhangepunktes und die damit zusammen
hangende Anderung von ~ . Praktisch kommen nur Werte von ~ in 
Erage, die wenig von Eins verschieden sind (bis ~ '" 1,02); demgemaB 

~ 10;0 

20'~~~,-____ ,-____ .-__ ~l~=1020wo[mJ 

60 

---cf------i 100 

1/.0 80 

6Q 

'10 

HaJJ sell 20 

~ ~ ~ ~~ _____ ~ I \-- =7 
®~ 

Abb. 114. 
Banfs. E = 10000 kgj qem; Leder neu E = 1200; Leder gebraucht E bis 4000. 

sind auch die hier zu betrachtenden Anderungen L1 a von a als klein 
gegeniiber a anzusehen. Zu einer Spannweite a 
zu a +! LI a der W ert ~ + LI ~ (LI ~ Absolutwert; 
wenn die Spannweite wachst, vgl. (62)), dann ist 

gehore der W ert ~, 
tatsachlich negativ, 

~+LI~= l 1 a-Lla la-l·L1a 
a+Lla (a+Lla)'a-=-Lla= a2 -Lla2 

oder mit Vernachlassigung von LI a2 gegen a2 : 

~+LI~ =i_L Lla = ~_~. Lla, 
a a a a 

und da ~ wenig von Eins verschieden ist 

L1~=- Lla . 
a 

(62) 

L1ala ist die verhaltnismaBige (z. B. prozentuale) Anderung der 
Spannweite. Diese kann demnach auf dem ~ -MaBstab unmittelbar ab
gelesen werden. 1m Punkt ~ = 1 ist das Seil gerade gestreckt, mit 

11* 
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wachsendem ~ nimmt die Spannweite ab, m. a. W. die Lage des beweg
lichen Aufhiingepunktes gegenuber dem festen ist durch einen Punkt 
auf der C -Achse darstellbar; z. B. fUr 1 = 1,00 und a = 0,995 ist 
l; = 1: a = 1,00: 0,995 = 1,005. Seilspannung und Durchhang bei dieser 
Aufhangung werden senkrecht uber C = 1,005 auf der ad - bzw. ~-Linie 
abgelesen. Damit ist der Zusammenhang zwischen den mechanischen 
Verhaltnissen eines unelastischen Seiles und dem Schaubilde Abb.-114 
beschrieben. 

Da die Seilspannung zufolge (61) nicht nur von der Verhiiltnis
zahl l; oder ~, sondern von der Seillange und dem spezifischen Gewicht 
des Seilwerkstoffes abhangt, gilt fur jedes 1 und r eine besondere 
Spannungskurve. In Abb. 114 sind drei Kurven fUr Stahlband, Hanfseil 
und Lederriemen (1000 r = 7,8; 1,5 bis 1,6; 1,0) gezeichnet; ferner fur 
eine Seillange von 21 = 20 m. Fur andere Seillangen kann statt Auf
zeichnung einer neuen Spannungslinie ein im Verhaltnis 1': 1 geanderter 
SpannungsmaBstab benutzt werden. 

Berucksichtigung der Elastizitat (nach Kutzbach, Z.V.D.J. 
1914, S.1009). Welche Seilspannung entsteht, wenn die ungespannte 
Lange des Seils, das Gewicht, die Spannweite oder del' Durchhang ge
geben sind und ferner die Elastizitat, d. h. die prozentuale Verlangerung 
des Seiles bei vers~hiedenen Spannungen? Wie andert sich insbesondere 
die Seilspannung, wenn die Spannweite eines gegebenen Seiles ge
andert wird? Abb. 114. 

Das Seil habe 1 [qem] Querschnitt. Sei 210 die ungespannte Seil
lange, 2 a die Spannweite, ferner die Kurve 1 die Parabel des unelasti
schen, die Kurve 2 die des elastischen Seiles. Fur das unelastische Seil 
ist 10=C·a. Das elastische Seil ist im Zustand 2 urn weniges langer, 
namlich: 11=(C+LlC)·a. Die Seildehnung (= Verlangerung der 
Langeneinheit) betragt also: 

l 11 ~ 10 LI C 
e=-=--~---= 

lo 10 I; 

oder mit Annaherung, da ~ um weniges von 1 verschieden zu sein 
pflegt: 

Demnach konnen die elastischen Dehnungen 8 des Seiles ebenfalls 
auf der l;-Achse des Schaubildes Abb. 114 aufgetragen werden, und zwar, 
wie man leicht einsieht, vom Punkt l; = 1 nach links hin, welch letz
terer Punkt dem gerade ausgestreckten ungedehnten Seil entspricht. 
Tragt man nun eine bestimmte Dehnung als wagrechte Abszisse und 
die zufolge Versuch zugehorige elastische Spannung als senkrechte Or
dinate auf, so erhalt man einen Punkt del' sog. Spannungsdehnungs
kurve des Seilstoffes und durch Wiederholung diese Kurve selbst links 
von del' Ordinatenachse eingezeichnet. Ais OrdinatenmaBstab ist del' 
fur 10 [m] Seillange giltige benutzt. In Abb.114 sind die Spannungs
dehnungslinien der wichtigsten Seilstoffe, Leder, Hanfseil und Stahl, 
eingezeichnet, letztere ist im Bildraum von der Ordinatenachse nicht 
unterscheidbar. Durch das Eintragen der SpannungsdehnungsHnie ist 
das ursprungliche Schaubild der Durchhangspannungen des unelastischen 
Seiles wesentlich erganzt und zur Beantwortung der Fragen vorbereitet, 
die sich auf ein durchhiingendes elastisches Seil beziehen. 
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In dieses Schaubild ist noch eine Linie einzuzeichnen, die Auf
schluB gibt, wie groB Durchhang und Spannung in einem elastischen 
Seil sind bei gegebener ungespannier Lange und Spannweite, Elastizitat 
und gegebenem spezifischen Gewicht, und ferner, um wieviel man die 
Spannweite dieses Seiles vergroBern muB, damit in ihm die gleiche 
Spannung entsteht, wie im unelastischen Seil unter den angegebenen 
Umstanden. 

Die Seilkurve 1 gehore einem unelastischen Seil mit Lange 2 lo 
und Spannweite 2 a an, Seilkurve 2 einem elastischen; letzteres ist 
langer, hangt mehr durch und ist weniger gespannt. Man kann die 
urspriingliche Spannung des unelastischen Seiles wieder herstellen, indem 
der beweglich gedachte Aufhangepunkt B nach Bl gefiihrt, d. b. die 
Spannweite a um Lf a vergroBert wird. Hierzu geb6rt die Seilkurve 3. 
In dieser babe die Seillange von lo um Lf lo elastiscb zugenommen. Wie 
bangen Lf a und Lf lo zusammen? Da die Spannung des elastiscben 
Seiles im Zustand 3 so groB sein solI, wie die des unelastischen Seiles 
im Zustand 1, so muB in beiden Zustanden das Verb1iJtnis ,= balbe 
Seillange durcb halbe Spannweite gIeich groB sein: 

r _ 10 _ 10 + Lf lo _ 10 + Lf 10 a - Lf a _ a lo + a J 10 - lo Lf a 
l,---- - .------ , 

a a+lla a+Lfa a-Ja a2 

wenn GroBen von hoherer Ordnung der Kleinheit weggelassen werden. 
Durch Auswertung folgt 

, = I; + :t_~ __ ~ . J a = !; -+- iQ . Ll 10 _ lQ. . ,1 ~ , 
a a a 'a 10 a a 

woraus 
Lf 10 = ,1 a. 

10 a 
(63) 

d. h. die elastiscbe Dehnung des SeiIes Lf 10(10 = // t;e ist so groB wie die 
spezifische VergroBerung LlaJa der Spannweite, sofern die Spannung im 
elastischen Seil so groB bleiben solI wie im unelastiscben; diese spezi
fiscbe VergroBerung Lla(a der Spannweite, in Abb. 114 iiber BB1 ge
legen, ist in Abb. 114 mit Ll (I - Ll, bezeichnet, welcher Wert nach 
(63) gleich Ll t;e ist. Es ist also Ll t;d = Ll, + Lf 'e' Die elastische Deh
nung Lf 'e' die zu del' gegebenen Spannung ° gehort, kann aus der 
Spannungsdehnungskurve entnommen werden, womit man die Lage des 
Aufhangepunktes finden kann, indem man BB1 = LI 'e macht. Durch 
Wiederholung erhalt man Punkte der "Sehnenkurve" (Stiel) oder 
Spannungs -Durchbangs -Charakteristik (K u t z b a c h) eines elastischen 
Bandes odeI' Seils. 

Del' Durchhang des elastischen Seiles von Spannweite 2 a und unbe
lasteter Lange 2lo ergibt slch wie folgt. V gl. Kurve 1 und 2 des unelasti
schen und elastischen Seiles. Nimmt der Durchhang von 1 aus irgend
welchem Grund zu, so nimmt die Durchhangsspannung von 00 auf 01 ab 
und zwar nach der ° a-Linie des unelastischen Seiles. 1m unelastischen Seil1 
tritt keine elastische, von Dehnung herriihrende Spannung auf, dagegen 
ist dies der Fall, wenn das SeiI beim Dbergang von 1 nach 2 elastisch 
gedehnt wird. Die elastische Spannung nimmt dabei von Null auf den 
Wert 01 langs der Spannungsdehnungslinie zu, bis die elastische Span-
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nung und die Durchhangsspannung gleich groB geworden sind; del' 
elastische Widerstand des Werkstoffes uimmt dann die Durchhangs
spannung gerade auf, das Seil gibt nicht weiter nacho Die Konstruktion 
ist aus Abb. 114 ersichtlich. 1st '0 = lol a, so hat man auf der Ordinate 
dieses '-Wertes (Punkt B) von der u[Kurve des unelastischen Seiles 
auf die Sehnenkurve herabzugehen und liest dort die Durchhangsspannung 
des elastischen SeHes abo Geht man von diesem Punkt wagrecht zur 
Spannungslinie des unelastischen Seiles, so erhalt man das , des elasti
schen Seiles und auf der U-Kurve das zugehorige ~ (d. h. den Durch
hang). Damit ist alles zum Gebrauche der Spannungs-Dehnungscharak
teristik des durchhangenden elastischen Seiles vorbereitet; die Anwen
dungen selbst findet man in Z. V. D. I. 1914, S. 1010 in dem Aufsatz 
von Kutzbach, sowie in Stiel, Theorie des Riementriebes. Das Schau
bild gibt Au£klarung libel' den EinfluB del' Belastung des Riementriebes 
und der Zentrifugalkraft auf den Achsdruck; u. a. Es gilt indes nur fUr 
die "Zweihebel-Ersatzanordnung", nicht flir den Riementrieb selbst. 

111. Seilreibung. Um einen festgehaltenen Kreiszylinder sei ein 
vollkommen biegsames Seil in einer Ebene senkrecht zur Zylinderaehse, 
wie in Abb.115 angedeutet, geschlungen. An den beiden Enden Aj 
und A2 des Seiles wirken die Krafte 81 und 82 , wodureh das Seil auf 
den Zylinder langs des Bogens B1 B2 aufgedrliekt wird. 1st 81 = 82 , so 
ist auch kein Bestreben einer Bewegung des Seiles liber den Zylinder 
vorhanden, wedel' in dem einen, noch in dem anderen Sinn, es kommen 
daher aueh keine Reibungswiderstande 
langs B1 B2 in Betracht. VergroBert 
man abel' allmahlieh die in Aq am tiN 
Seil wirkende Kraft 8 2 , so wird das 
Seil, falls seine Unterl age , del' feste 
Zylinder, nieht vollkommen glatt ist, 
eine Zeitlang noch im Gleichgewicht 
bleiben, so lange namlich die Kraft 

Abb. 115. Abb. 115a. 

einen gewissen Grenzwert 8" nieht iiberschritten hat, dann abel' sich im 
Sinne von Bl gegen B2 be~egen. Welches ist nun dieser Grenzwert 82 ? 

Man macht ein Element des Seiles von del' Lange r·dcp "frei" 
und betrachtet das Gleiehgewieht der an ihm angreifenden Krafte. 
Durch Integration ergibt sich die Antwort auf die gestellte Frage. 

An del' einen Schnittstelle sei die Spannkraft 8, tangential ge
riehtet, an del' andel'll ist sie um das Differential d S versehieden, also 
8 + d8; Richtung ebenfalls tangential. Sei dN del' Normalwiderstand 
an dem Seilelement, so ist, falls das Gesetz del' troekenen Reibung als 
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giiltig angenommen wird, der auf dN senkrecht stehende Reibungs
widerstand dB = fl' dN. Mit den aus Abb. 115 a ersichtlichen Winkel
beziehungen und unter Beachtung, daB der sin eines kleinen Winkels 
gleich dem Bogen, der cos gleich Eins zu setzen ist, ergibt sich aus 
dem Gleichgewicht 

d8.cos dcp =p,·dN oder d8=p,·dN 
2 

dN=(8+d8)sin d: + 8.sin d: =8.dcp, 

da die unendlich kleinen GroBen der zweiten Ordnung gegeniiber denen 
der ersten vernachUissigbar sind. Aus beiden Gleichungen folgt mit 

d I dm __ ds ds=r cp, a so 'r 
r 

d8 ds 
-=p,dcp=p,-
8 r 

oder da s=ra 

(64) 

wobei e = 2,718 .. , die Grundzahl des natiirlichen Logarithmensystems 
und a der in BogenmaB ausgedriickte "Umschlingungswinkel"1). 

Dies ist die Grundformel fiir die Sellreibung. Bei dieser hat 
man sich zu merken, daB 8 2 die groBere und 81 die kleinere der 
Spannkriifte an den Seilenden bedeutet. 

Ware p,=0, erhielte man 82 =81, woraus hervorgeht, daB die 
Spannung eines Selles sich nicht andert, wenn es um einen abgerun
deten, absolut glatten Korper gezogen wird. 

Ist dieser Korper aber rauh, so nimmt die Sellspannung von der 
Last gegen die Kraft hin, d. h. im Sinne der angestrebten Bewegung 
des Seiles nach einem Exponentialgesetz zu und zwar unabhangig von 
der GroBe des Halbmessers des umschlungenen Zylinders, z. B. der 
Riemenscheibe (siehe dagegen letzten Absatz); das ist eine sehr starke 
Zunahme, wie man sofort sieht. 

Nimmt man als Reibungsziffer fiir Hanfseile auf Holz nach 
Morin p, = 0,33 an, so wird damit, wenn das Seil einmal um den 
Zylinder herumgeschlungen, also a = 2 n ist, angenahert: 

82 =881 

1) Zur Umrechnung von GradmaB in BogenmaB dient die Beziehung 
()CO a' a" 

a = 57,3 -: 3438 = 206265· 

Die zum Zentriwinkel aO gehorige Bogenliinge im Kreis mit Radius r ist: 
b=r·()C. 

Bei kleinen Winkeln diirfen je nach Bedarf sin, Sehne, Bogenliinge, tg des 
kIeinen Winkels miteinander verwechselt werden; bei 6° betriigt der Unterschied 
zwischen sin und tg etwa 1/2 Ofo. 



168 Statik. Seilartige Korper. 

und bei n-maliger Umwickelung 82 = 8" 81 • 

Die Pressung p kg/qcm zwischen Band und Scheibe ist 

dN: df=8·dtp: b ·r·dtp = 8lbr, 
wo b die Bandbreite bedeutet. 

Ganz besonders wichtig ist es, im Auge zu behalten, daB die 
Gl. (64) nur fUr das· ideale Seil oder Band gilt, daB also ihre Giiltigkeit 
urn so geringer wird, in je hoherem MaB das wirkliche Seil oder Band 
die Eigenschaft der Biegungssteifigkeit und der Elastizitat hat. Eiserne 
Spiralb~der oder guBeiserne oder stahlerne Spreizringe, wie sie an 
Kupplungen und Bremsen Verwendung gefunden haben, diirfen nicht 
mehr entfernt als ideale Seile angesehen werden. Die Druck- und 
Reibungsverhaltnisse in diesen sind vollig andere, als die Gleichung 
82 = 81 ei-'a angibt. Diese Verhaltnisse konnen nur durch Eingehen auf 
die Formanderung rechnerisch gefaBt werden. Da dies aber sehr schwie
rig ist, tun ·vor aIlem Versuche not. 

Vnter Annahme des Stielschen Gesetzes fiir halbtrockene Reibung 
R = ft . N + 'P' f folgt fiir die 8pannkriifte 

Vnter Annahme des von Friederich vorgeschlagenen Gesetzes 

w·N R=--- folgt: (mita=n) a+p , 

In 82+· 82 -81 _ - - -w·;n; 
81 abr 

oder 82 + a b r ·In 82 = 8 1 + a b r ·In 8 1 + wa b r· n . 

Hiernach wiichst die iibertragbare Vmfangskraft (bei gegebenem 
Riemen, gleichen Reibungswerten ft und 'P) mit dem Halbmesser del' 
umschlungenen Scheibe. Vorausgesetzt ist, daB aIle die Scheibe beriih
renden Teite des Bandes in Ruhe oder in dauernd· unter sich gleichem 
Bewegungszustand sind. 

1m vorliegenden Fall ist dies Rechnen mit dem Stielschen Rei
bungsgesetz gleich einfach wie mit dem Friederichs, auch die Ober
sichtlichkeit der SchluBgleichungen und deren Auswertung, sofern 
bei den zuletzt stehenden Gleichungen eine bildIiche Darstellung mit 
In (82 /81) als Abszissen und 82 - 81 als Ordinaten benutzt wird. 

112. Die einfache Bandbremse. Die Einrichtung derselben geht 
aus Abb. 116 hervor. 

1st M ein Kraftepaar, das die B,remsscheibe in dem angedeuteten 
Sinne drehen will, und K die am Hebel Ai D in D wirkende Kraft, 
die die angestrebte Drehung gerade noch zu verhindern imstande ist, 
so hat man, wenn 81 die Spannkraft des Bremsbandes in Ai B1 und 82 

diejenige in A2B2 
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ferner: 

Es ist a~so 8'J> 81 und daher, da 
die Bremsscheibe sich an der Grenze 
des Gleichgewichtes befindet und an ibr 
der volle Reibungswiderstand zur Gel
tung kommt: 

M 
Da aber 82 -81 =-, 

r 
so wird 

JiI 
S =- - -- und damit 

1 r(e,ua_1) 

169 

Abb. 116. 

Wirkte das Kraftepaar M an der Bremsscheibe im entgegengesetzten 
Sinn, so hatte man: 

M'el'll. s-----· 
1 - r(e,«a-1)' 

b M el,a 
K=-·-·----. 

a r elta -1 

In diesem Falle ware K groBer als zuvor. V gl. auch S. 168 oben. 

113. Die Differentialbremse. Statt nur das eine Ende des Brems
bandes am Bremshebel zu befestigen, konnen auch die beiden Enden 
des Bandes, wie in Abb. 11 7 angegeben, mit dem Bremshebel verbunden 
werden. 

Man erhalt dann wieder wie vorhin: 

M 8 =--_. - und 
1 r(e,ua-1) 

J{·e,l(Q. 
8--·----
2- r (e,ua_1)" 

Das Gleichgewicht des Bremshebels erfordert nun 

Ka=8 b -8 b =--~-(b .eil·"-b). 
2 2 1 1 r(eiW _ 1) 'J 1 

Es hangt also von der GroBe der 
Differenz (b2 • ell a - b1) ab, ob die zum 
Bremsen notige Kraft K groB oder klein 
ausfallt. Darum nennt man auch die be
trachtete Bremse Differentialbremse. F 

Ware der Drehungssinn.- des Krafte
paares M der entgegengesetzte gewesen, 
hatte sich 8; > 8 2 ergeben und demgemaB Abb. 117. 
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1m FaIle die Hebelarme b1 und b2 so gewahlt waren, daB die 
maBgebende Differenz (b2 ell a - b1), beziehungsweise (b1 efta - b2) sich 
gleich Null ergabe, wiirde auch die Kraft K gleich Null werden, d. h. 
es wiirde die kleinste Kraft K ausreichen zum Bremsen der Scheibe. 
Vgl. auch S.168 oben. 

114. Idealer Riemen- odeI' Seiltrieb. Um zwei gleich groBe Riemen
scheib en, deren parallele Achsen senkrecht iibereinander liegen (sag. 
senkrechter Riementrieb), ist ein absolut biegsames, ausdehnungsloses 
Band so straff umgelegt, daB es mogIich ist, mit einer an der Scheibe 01 
angreifenden Kraft Peine an der Scheibe 02 hangende Last Q zu heben. 
Welches ist nun die Beziehung zwischen P und Q im Gleichgewichts
fall und wie graB muB vor Einwirkung der Krafte P und Q die Span
nung 8 0 - die sog. Vorspannung - sein, wenn das Band auf den 
Scheiben nicht gleiten, wenn vielmehr die Kraft gleichsam zwanglaufig 
iibertragen werden soIl (Abb. 118). 

Sobald die Krafte P und Q wirksam werden, wird das eine Trum 
straffer gespannt, indem die anfiingliche Spannung 8 0 auf 8 2 steigt, das 

p 

andere wird schlaffer, indem seine Spannung von 8 0 

auf 8 1 sinkt. Das Gleichgewicht der an der Scheibe 
tatigen Krafte, unter denen das Riemengewicht wegen 
del' Symmetrie herausfallt, verlangt: 

also P.a=Q.b=S,,·r, 

wenn S" = 8 2 - 8 1 die iibertragene Umfangskraft 
bedeutet; diese ist nach der letzten Gleichung be
kannt, nicht aber ihre BestandteiIe 8 2 und 8 1 , die 
im allgemeinen statisch unbestimmte Reaktionen sind. 
Die beiden Seilziige 8 2 und 8 1 konnen fiir sich nur 
bestimmt werden, wenn die Belastung so weit ge
steigert wird, daB der Riemen gerade an die 
Gleitgrenze kommt. An dieser ist nach Gl. (64), 
wenn a der umspannte Bogen und Jl die Haftc 

reibungsziffer ist und wenn das Co u 10m b sche Reibungsgesetz gilt, 

8 2 = 8 1 , el"'; Sn = 8 2 - 8 1 = 8 1 (e,ua_l) 

8 - ~"---' 
1 - (el<a-l) ' 

. . (65) 

Der Achsdruck, das ist der Druck, den die beiden Riemenziige 
a uf die Achse einer Riemenscheibe absetzen, ist wahrend der Kraft-
iibertragung: 

(66) 

1m unbelasteten Zustand oder bei Leerlauf (ohne Widerstande) ist er 
dagegen: 

(67) 

Fiir einen senkrechten Riementrieb mit zwei gleichen Scheib en 
und angenahert fUr einen wenig geneigten mit wenig verschiedenen 
Scheibendurchmessern kann man die Gleichheit von D und Do be-
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weisen, allerdings nur, wenn man die Hypothese des ausdehnungslosen 
Seiles aufgibt und auf die Formanderung des elastischen Seiles eingeht. 
Dann wird nach Eintritt der Belastung das eine Bandstiick urn eben
soviel verkiirzt, wie das andere verlangert. Sofern die Verlangerung 
oder Verkiirzung der Belastungsanderung proportional angenommen 
werden darf, wird infolgedessen die Vorspannung 8 0 in einem Trum auf 
8 2 = 8 0 + L1 8 steigen, und im andern Trum auf 8 1 = 8 0 - L1 8 sinken, 
womit (Grashof) l' 

8 0 =2(81 -r82)' ......... (68) 

daraus folgt auch Do = D, d. h. der Achsdruck ist bei Leerlauf 
und bei Belastung konstant. Dabei mag man sich die Riemen
geschwindigkeit als klein vorstellen. Damit la3t sich aber die Be
ziehung zwischen der Vorspannung 8 0 und der an der Gleitgrenze 
iibertragbaren Umfangskraft Sn angeben; es ist namlich mit Gl. (65) 

8 = ~1 +82 = Sn epa-±:- t. . . . (69) 
o 2 2 ef<a-l' • • 

. So gr03 mu3 mirrdestens die Vorspannung So eines senkrechten 
Riementriebes sein, wenn der Riemen die Umfangskraft Sn iibertragen 
soIl ohne zu gleiten, indem er sich eben an der Gleitgrenze befindet. 
Lediglich auf Grund der Hypothese des ausdehnungslosen Seiles, also 
ohne Eingehen auf die Formanderung, hatte diese Beziehung nicht auf
gestellt werden konnen. Wie die Anpressung und Reibung zwischen 
einem Band und der Scheibe verteilt ist, wenn das Band elastisch ist 
und iiber die Scheibe lauft, ist eine schwierige, in die Elastizitatslehre 
gehorige Frage. 

Die von Grashof herriihrende Gl. (68) ist an die Voraussetzung gebunden, 
daB die an der Dehnung beteiligten Riemenstiicke in Abb. 118 beiderseits gleich 
lang seien. Nach R. Hennig ist dies nicht der Fall; auch besteht bei Leder 
keine Proportionalitat zwischen Spannkraft und V erIangerung; infolgedessen ware 
die Grashofsche Beziehung (68) iiberhaupt unrichtig. Auch der Gl. (69) kommt 
kaum irgendwelcher tatsachlicher oder aufklarender Wert zu. Dberdies ist bei schar
ferem Zusehen zu unterscheiden, ob die Vorspannung durch Gewichtsbelastung (Riemen 
elastisch oder unelastisch) oder durch Dehnung (Riemen elastisch) erzeugt wird. 

Man hat sich daran gewohnt, die Gl. (68) und (69) als allgemein 
giiltig anzusehen, und auch bei wagerechten Riementrieben anzu

Abb. 119. 

wenden. Das ist falsch. Bei einem 
vertikalen Riementrieb mit idealem 
Riemen herrscht vollkommene Sym
metrie der geometrischen Form des 
Riementriebs in bezug auf die Ver
bindungslinie der Achsmitten °1°2 , 

Bei einem horizontal en Riementrieb 
hort diese Symmetrie auf. Selbst 
im unbelasteten Zustand hat das 
obere und das untere Trum ver
schiedene Form. Die Durchhange, 
auf die man bei senkrechtem Riementrieb nicht zu achten hatte, und das 
Eigengewicht des Riemens erlangen jetzt eine ma3gebende Bedeutung. 

Wird nun Kraft vom Riemen iibertragen, so kann z. B. der Durch
hang oben kleiner, unten gro3el' werden, oder auch umgekehrt, je nach
dem das obere oder das untere Trum das straffe oder schlaffe 
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ist. Diese Seilziige 81 und 82 werden nunmehr beim horizontalen 
Riementrieb durch Achsenabstand, Spannweite und Durchhang des 
oberen und unteren Trums bestimmt und hernach del' Achsdruck D 
als Summe del' Seilziige 81 + 82 , Hierzu ist die Grashofsche Be
ziehung (68) v611ig unbrauchbar. Die Frage nach den Seilziigen und 
dem Achsdruck kann auch bei idealem Seil nul' mit Riicksicht auf die 
geometrischen Verhaltnisse beantwortet werden 1). Del' Seiltrieb ist kein 
Getriebe von unveranderlicher Form, seine Form hangt vielmehr von 
der Belastung ab, desgleichen der Achsdruck, del' im allgemeinen die 
geometrische Summe del' Durchhangsspannungen ist. Die Reibung 
kommt erst an del' Gleitgrenze in Betracht, fUr die auBerstenfalles 
iibertragbare Umfangskraft, die tatsachliche Umfangskraft, die im Be
triebe zulassig ist, ist stets kleiner. 

Wegen des verwickelten geometrischen Zusammenhangs wird die 
Abhangigkeit des Achsdrucks A von der Nutzlast 8n = 82 - 81 nach 

e= If 885mm 
r= 228mm 

C{= 11;2 kg/em 

o 
3000 2000 1000 0 

unferes !rum sfra# 

Abb. 120. 

MaBgabe eines von Sku ts ch angegebenen Modellversuches mitgeteilt, bei 
dem beide Gr6Ben an einem ruhenden Trieb abgewogen wurden. DiE; 
Ergebnisse und Hauptangaben sind in Abb. 120 eingetragen. Zum Ver
gleich ist die Annahme des unveranderlichen Achsdruckes (s. oben) und 
del' zugeh6rigen Spannkrafte durch die gestrichelten Linien dargestellt. 
Man erkennt die starken Abweichungen, die sich ergeben, wenn man 
Achsdruck und Trumkriifte beim wagrechten Trieb ebenso berechnete 
wie beim senkrechten; beim ersteren sind Durchhang und Dehnung 
maBgebend, beim letzteren nur die Dehnung. 

BemerkenswerL ist, daB nach Abb. 120 mit steigender Nutzlast die 
Spannung T im straffen Trum viel starker wachst, als die Spannung t 
im schlaffen, eine Folge del' geometrischen Verhaltnisse im wagrechten 
Trieb, und daB t eine Neigung zur Unveranderlichkeit zeigt. Denkt man 
sich die Riemenscheiben dumh zwei vertikale Hebelersetzt, an deren 
oberem Ende das obere, an deren unterem Ende das gleichlang angenom
mene untere Trum befestigt ist, so k6nnen die Trumkriifte in diesel' 

") Die Bedeutung des Durchhanges fUr Achsdruck und Trumkrafte haben 
R. Hennig 19lO und G. Duffing 1913 klargestellt. 
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sog. Zweihebelanordnung. nach S. 163ff. fiir unbelasteten und belasteten 
Zustand ermittelt werden. 

1m laufenden Riemen entsteht infolge der Zantrifugalkraft eme 
iiberall gleich groBe Spannung <5 vI! (<5 = rIg Dichte des Riemens) (vgl. 
S.289), die von der Kriimmung des Riemens unabhangig ist. Die 
Zentrifugalkrafte tragen also baim unelastischen Rieman nichts zur 
Vermehrung oder Verminderung des Achsdruckes bei; dieser ist 
beirn wagrechten oder geneigten Trieb nur von den beiden Durch
hangen abhangig und wird niemals Null. Durchhangs- und Flieh
spannung addieren sich. Der elastische Riemen wird dagegen durch 
die FIiehspannungen gedehnt, hangt mehr durch und wird weniger 
gespannt als der unelastische Riemen. Diese sekundare Wirkung kann 
mit Hilfe der Kutzbachschen Spannungs-Durchhangscharakteristik des 
durchhangenden elastischen Riemens (S. 164 u. ff.) festgestellt werden. 

Die Frage der Kraftiibertragung in dem umspannten Bogen kann 
unter Annahme eines unelastischen Seils nicht beantwortet werden. 
In einer vollstandigen Riementheorie muB die Elastizitat des Riemens, 
die zeitliche Ausbildung und Riickbildung der Formanderung vom 
straffen zum schlaffen Trum, die Verteilung und GroBe der Reibung, 
Anpressung und Spannung, langs der riemenbedeckten Scheibenumfange, 
das Gleiten des Riemens, die Gleitgeschwindigkeit und die von ihr ab
hangige Reibung gegebenenfalls auch die Adhasion verfolgt werden. 
Vgl. auch S.84-86, 93 und 178. 

9. Kapitel. 

Arbeit. 
§ 16. Obersetzungen. 

115. Gleichformige lineare Geschwindigkeit. Nach den Dar-
legungen im Abschn. 6 betrachtet man in der Statik Korper, die sich 
unter dem EinfluB von Kraften in Ruhe oder gleichformiger Bewegung, 
d. h. im Beharrungszustand befinden; die wirkenden Krafte werden 
unter diesen Umstanden als statische bezeichnet. Wir beschaftigen uns 
im nachfolgenden mit der Arbeit, die eine Maschine im Beharrungs
zustand verrichtet, d. h. mit der statischen Arbeit; um diese handelt 
es sich z. B. bei der Betriebsmaschine einer Fabrik, solange die Maschine 
gleichmaBig belastet ist. Erst spaterhin werden wir auf das Anlaufen 
und Bremsen auf Schwankungen in der Geschwindigkeit, sowie auf die 
hierbei auftretenden Bewegungs-, Kraft-, und Arbeitsverhaltnisse ein
gehen. Vor der Besprechung des Arbeitsbegriffes haben wir den Begriff 
der gleichfOrmigen Geschwindigkeit zu erlautern. 

Legt ein Korper in gleichen Zeiten gleiche Wegstrecken 
zuriick, so bewegt er sich gleichformig und zwar um so schneller, 
je groBer sein Weg in der Zeiteinheit, seine Geschwindigkeit, ist. 
Bofern man die Geschwindigkeit auf der Bahnlinie von einer Dreh
geschwindigkeit unterscheiden· will, spricht man von linearer Ge
schwindigkeit oder Bahngeschwindigkeit, meist sagt man kurz Ge-· 
schwindigkeit. Wird in t [sk] ein Weg von 8 [m] zuriickgelegt, so 
ist die Geschwindigkeit: 

8 
v=- [mjskJ. 

t 
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Ais MaBeinheit einer Geschwindigkeit ist in der technischen 
Mechanik [mjskJ gebrauchlich; in der Fahrzeugtechnik gibt man die 
Fahrgeschwindigkeit V in [kmfstdJ = 1000 mj3600 sk= lj3,6 [mJskJ 
an. Es ist dann v [mjsek] = Vj3,6 [kmjstdJ. 

V[kmjstd] = 3,6 v [mjsk J. 
Ein Schnellbahnwagen mit 200 [kmjstdJ Geschwindigkeit legt also 

sekundlich v = 200: 3,6 = 55,6 [mjsk] zuruck. 

116. GleichfOrmige Umfangsgeschwindigkeit, UmlanfzahI, Winkel
geschwindigkeit. Eine Drehbewegung projiziert sich in Richtung der 
Drehachse als Kreisbewegung. AIle mit der Drehachse verbundenen 
Punkte beschreiben in der Projektion Kreisbahnen, deren Umfange bei 
gleichformiger Drehung mit konstanter "Umfangsgeschwindigkeit" durch
laufen werden. Die Richtung der letzteren ist die augenbIickliche Be
wegungsrichtung, d. h. die der Kreistangente. Bedeutet 11 die U m
laufzahl der Drehachse in einer Minute, so ist die Umfangs
geschwindigkeit im Abstand rem] von der Achse 

2nrn nn 
v=--=-.r[mjskJ. 

60 30 
. . . . (70) 

Die Umfangsgeschwindigkeit der Kreisbewegung ist dem Abstand 
r von der Drehachse proportional und betragt im Abstand r = 1 

nn 
w = 30 [ljsk]. . . . . . . . . . (71) 

Diese GroBe ist der in 1 [sk J im Einheitskreis (r = 1) durch
laufene Bogen, d. h. der in 1 [skJ durchlaufene Winkel im Bogen
maB (S. 167 u.); w heiBt die Winkelgeschwindigkeit. Der Sekunden
zeiger einer Uhr z. B., der in 1 Min. den Bogen 2 n durchlauft, hat 

2n 
eine Winkelgeschwindigkeit von w = 60; da der Bogen eine Verhaltnis-

zahl ist (S. 167 u.) und die Zeit in [sk J gemessen wird, so ist die MaB,
einheit der Winkelgeschwindigkeit [l/sk]. Nach den Regeln uber das 
Rechnen mit BogengroBen kann man die Winkelgeschwindigkeit auch 
als die Anzahl von Radieneinheiten ansehen, die in 1 [sk] auf der 
Kreisbahn eines Punktes zuruckgelegt werden, oder auch als den in 
1 [sk] durchlaufenen Winkel (im BogenmaB). Durch Vereinigen der 
beiden letzten Gleichungen erhalt man fur die Umfangsgeschwindigkeit 
im Abstand r von der Drehachse auch: 

v=r·w[mjskJ ......... (72) 

Man miBt die Winkelgeschwindigkeit im BogenmaB, weil das fur 
die Berechnungen bequemer ist, als der Gebrauch des GradmaBes. Die 
Winkelgesch windigkeit ist den Punkten des Drehkorpers gemeinsam. 
Durch die Winkelgeschwindigkeit wird die Geschwindigkeit einer Dreh
bewegung eindeutig und am einfachsten gekennzeichnet, sicherlich ein
£acher als durch die Umfangsgeschwindigkeit, bei der immer noch del' 
Abstand r von del' Dl'ehachse mit anzugeben ware. 
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117. Ubersetzungen ins Lang~ame oder Schnelle. Die Um1auf
zah1 eines rasch 1aufenden Automobilmotors ist fiir die Treibachse zu 
hoch; sie wird durch Einscha1ten eines Mechanismus ins Langsame 
iibersetzt. Das Umgekehrte, die Ubersetzung ins Schnelle, ist z. B. 
beim Antrieb von Schmirge1scheiben, bei umgekehrten, mit hohem 
Wasserdruck angetriebenen F1aschenziigen notig. Maschinen mit Uber
setzungen ins Langsame wirken kraftsteigernd, solche mit Obersetzung 
ins Schnelle kraftmindernd. Man trifft vielfach das Wesentliche, wenn 
man sie nach einer a1tertiimlichen Bezeichnung Kraftpotenzen und 
Geschwindigkeitspotenzen nennt. 1m allgemeinen kann man jede 
Maschine sowob1 als Kraftpotenz wie als Geschwindigkeitspotenz be
treiben. Wir verstehen unter der Vbersetzung der Umlaufzah1 
oder der Toureniibersetzung das Verh1iJtnis 

Umlaufzahl der getriebenen Welle 
ern = Umlaufzahl der treibenden Welle 

(73) 

1st er" ~ 1, so erfolgt Obersetzung ins Schnelle bzw. ins Langsame. 
Als Mechanismen zur Vbersetzung der Umlaufzahl beniitzt man Zahn
rader, Riemen- oder Seilscheiben, Reibscheiben oder -Rader. Zu
sammenfassend kann man sie als Raderiibersetzungen bezeichnen 
und sie in zwei Gruppen einteilen: in zwanglaufige und nicht zwang
laufige, je nachdem der geometrische Zusammenhang stets unverandert 
erhaJ.ten bleibt oder nicht (genauer s. S. 65). . 

a) Obersetzung durch ein Zahnraderpaar. Zwei Kreise 
I und II mit festgelagerten Drehpunkten sind durch eine Verzahnung 

·out ~~. 
~"/ I . 
~--~. ( Zezrme \ t·«f·-t--;f·_·-, 
"' j /vl'· · . . -r-" I / 

Z, ZI.I/uw '-.. . .-/ 
4· 

Abb. 121. Abb. 122. 

gezwungen, miteinander im Eingriff zu bleiben und sich mit gleicher 
Umfangsgeschwindigkeit v zu drehen, daher ist (Abb.121): 

woraus fiir die Vbersetzung des Raderpaares folgt 

Auf das Rad I sind zl' auf das Rad II Z2 Zahne geschnitten. Zu 
diesem Zweck sind die Umfange der beiden sog. Teilkreise lund 
II in Zl bzw. Z2 gleiche Teile von der Lange t - Teilung genannt -
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eingeteilt. Es ist Zl' t = 2 n r lund Z2· t = 2 n r 2' daher ist auch: 

. . (74b) 

b) Dbersetzung durch mehrere Raderpaare. Die Rader
paare mussen so verbunden sein, daB das getriebene Rad eines Paares 
und das treibende des folgenden gleiche Umlaufzahl haben, z. B. da
durch, daB Rad II und III (Abb.122, S. 175) aUD einer Achse festgekeilt 
sind (n2 = 113); dann ist, wenn qJWl qJ0)2!P0) bzw. die Dbersetzung des Rader
paares I-':-II, die Dbersetzung des Raderpaares III-:-IV und die Ge
samtubersetzung zwischen erster treibender und letzter getriebener Achse 
bedeuten: 

Dieses Ergebnis laBt sich offenkundig verallgemeinern durch den 
Satz: Die Gesamtubersetzung ist gleich dem Produkt der 
E inz el u b ersetz ungen. 

c) Dbersetzung durch Schnecke und Schneckenrad. Die 
i-zugige oder i-gangige Schnecke (in Abb. 123 i = 2) treibt ein Schnecken
rad mit z Zahnen an. Dreht sich die unver.schieblich gelagerte Schnecke 

ir-giiTIfft.J (i- e) 

Abb. 123. 

einmal, so werden i Radzahne vorgeschoben; 
dreht sie sich i ii-mal, so wird 1 Radzahn, 
und dreht sie sich zii = nl-mal, so werden 
z Radzahne vorgeschoben, d. h. das Schnecken
rad dreht sich n~ = 1 mal; die Dbersetzung 
zwischen Schnecke" und Rad ist also: 

11~ 1 i () 
qJO) = qJ" = n" = -; = z .. 76 

1 

Zahnrader, Schneckengetriebe und auch 
Kettentrieb (Automobil, Fahrrad) gehoren zu 
den zwanglaufigen Mechanismen, bewegen 
sich in einer ganz bestimmten, durch die 

geometrischen Verhaltnisse vorgeschriebenen Weise; sie konnen nicht 
gegeneinander gleiten. 

Fur manche Zwecke erscheint der zwanglaufige Zusammenhang 
nicht erwunscht, man wahlt dann Dbertragungsmechanismen, deren 
Elemente gegeneinander gleiten konnen, z. B. Riemen- und Seiltrieb, 
Friktionsscheiben oder -Rader. Beim Auftreten plotzlicher Krafte oder 
Widerstande konnen die Elemente dieser Getriebe gegeneinander gleiten 
oder in sich nacbgeben. 

d) Dbersetzung zwischen zwei Riemen- oder Seilscheiben. 
Bei zwanglaufiger Bewegung waren Riemengeschwindigkeit und Um
fangsgeschwindigkeit der treibenden und getriebenen Scheibe gleich. 
Tatsachlich ist nach VersuGh (A. Fieber, 'Kammerer, Z. Ver. deutsch. 
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lng. HI09, S.1641) die Laufgeschwindigkeit des Riemens an einzelnen 
Stellen verschieden, auch wenn der Riementrieb sich iIi1 Beharrungs
zustand befindet, und zwar am groBten (vt ) bei dem Auflauf auf die 
treibende Scheibe und deren Umfangsgeschwindigkeit Vt gleich; am 
kleinsten (V2) bei dem Auflauf auf die getriebene Scheibe und deren 
Umfangsgeschwindigkeit v2 gleich. Das straffe Trum lauft schneller als 
.das schlaffe. Es tritt also ein Verlust an Umfangsgeschwindigkeit vt -v2 
ein, der, in Teilen der groBeren Geschwindigkeit vt ausgedriickt, als 
Schlupf 1jJ des Riemengetriebes bezeicbnet wird, definiert durch die 
Gleichung: 

daraus folgt: 

Vt -v2 1jJ= -----, 
vl 

oder 

somit tJbersetzung des Riementriebes 

cp,,=cpw=~= w2 =(1_1jJ) rt. 
fit wl r 2 

Bei Zwanglauf ware 1jJ = O. 
Der Schlupf kann herriihren 1. vom Gleiten des ganzen Riemens 

auf den Scheib en (Gleitschlupf), 2. von der Elastizitat des Riemens 
(Dehnungsschlupf). Der letztere Anteil des Gesamtschlupfes kommt 
dadurch zustande, daB z. B. auf der getriebenen Scheibe die Spann
kraft von der Trumkraft t auf T zunimmt, wobei der Riemen sich dehnt 
und schneller lauft als die Scheibe, am meisten in 7'. Das Umgekehrte 
findet auf der treibenden Scheibe zwischen 7 und 1 statt. Das elastische 
Band "klettert" auf der getriebenen Scheibe und "kriecht" auf der 
treibenden "wieder ein". Die Dehnung und damit der Schlupf und 
der Geschwindigkeitsverlust wachsen mit der iibertragenen Kraft T- t, 
der Schlupf ist bei Vollast am groBten, bei Leerlauf N ull t ). 

. Auf einem Teil des riemenbedeckten Scheibenumfangs ist der 
Riemen in relativer Ruhe (Ruhebogen, Gleitschlupf gleich Null), auf 
dem andern gleitet der Riemen (GJeitbogen). In Abb. 124 ist der 
Gleitbogen bei hoherer Belastung des Riemens groBer, als bei niederer. 
Zwischen 1 und l' sowie 7' und 7 ist in jedem Trum elastische Nach
wirkung erkennbar. 

Auch die Luftreifen der Automobiltreibrader weisen einen Schlupf 
ge.geniiber der StraBe auf, nnd zwar keineswegs bloB beim Anfahren 
oder Bremsen, sondern auch bei gleichformiger Fahrt, wohl eine Folge 
davon, daB das Rad iiber die Unebenheiten der StraBe gleichsam weg-

1) 1st a die Dehnungsziffer des Bandwerkstoffes, d. h. die Verliingerung (bzw. 
Verkiirzung) von urspriinglich 1 cm durch die Spannung 1 kg auf 1 .qcm Band
querschnitt und wird Proportionalitiit zwischen Zugkraft und Verliingerung voraus
gesetzt, so ist 1 cm auf die treibende Scheibe auflaufendes Band beim Ablauf, 
da die Zugkraft· um T - t [kg] und die Spannung um Un = (T - t) : f(kg/qcmJ 
abgenommen hat, um a'Un kiirzer geworden. Die treibende Scheibe wickelt also 
1 cm Band auf, die getriebene in der gleichen Zeit nur 1 - a·un ; im gleichen 
Verhiiltnis liiuft die getriebene Scheibe langsamer als die treibende, sofern beide 
ebenso schnell laufen, wie das Band an der Auflaufstelle. Es ist daun 
"V1 : Vg = 1: 1 - aun , woraus nach einfacher Zwischenrechnung sich fiir den Deh
nungsschlupf ergibt: 

'IjJ=a'Un •• 

Dieser wiichst also mit der "Nutzspannung" Un. 

Autenrieth·Ensslin, Mechanik. 3. Aufl. 

. (77) 

12 
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springt und den Boden nicht immer gleich stark preBt. Bei Lokomotiv
treibradern kann gleiches der Fall sein. 

e) Hebel- oder Wellrad. Kraftiibersetzung. SolI eine groDe 
Kraft z. B. zum Lastheben ausgeiibt werden, wahrend bloB eine kleine 
verfiigbar ist, so hat schon Archimedes als Mittel zur Kraftsteigerung 
den Hebel angewandt. Andere, von der alteren Literatur als "Po
tenzen" bezeichnete HiIfsmittel sind das sog. "Rad auf der Welle" 
(Haspel oder Kurbel mit Windentrommel), die schiefe Ebene, die 
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Abb. 124. 

Schraube, der Keil, der Flaschenzug. Die treibende Kraft sei kurz 
Kraft P genannt, am angetriebenen Ende des Mechanismus befindet 
sich die Last Q. Von Reibung sei vorerst abgesehen. Man spricht 
dann von einem ideellen Getriebe und nennt die Kraft P die ideelle 
Triebkraft Po' Was mit dem Mechanismus erreicht werden soll, ist 
eine Kraftsteigerung, eine Kraftiibersetzung von del' GroBe 

Abb. 125. 

meniJensatz und· mit den 
Kraftubersetzung 

was man bei fehlender Reibung als die 
ideelle Kraftiibersetzung bezeichnen 
kann. Fur den Hebel und das Well-
rad bzw. die Windentrommel mit Kur
bel oder Haspel ist nach dem Mo

Bezeichnungen del' Abb. 125 die ideelle 

p 
q 

Nun sind die erwahnten Mechanismen zwangHiufig; einem bestimm-
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ten Kraftweg s entspricht ein durch den geometrischen Zusammenhang 
des Mechanism{;.s eindeutig bestimmter Lastweg 8 odeI' wenn man die 
Wege auf die Zeil;einheit bezieht, zu einer besti4mten Kraftgeschwin
digkeit v eine ganz bestimmte Lastgeschwindigkeit v. Macht z. B. 
der HebtJ, Abb. 125, eine kleine Drehung urn den Boge~ d{}, so ist der 
Kraftweg 8 = P . d {} und der Lastweg 8 = q . d {}; da die Gesch win dig
keiten sich Phierbei wie die Wege verhal£en, so hat man 

8 v q.d{} q 
-q-=--'i=-d_Q=-=CP" .. - ... (78) 
sp vp p. 'U' P 

Wir wollen dieses Verhaltnis die Geschwindigkeitsiibersetzung 
nennen; dem obigen zufolge ist dasselbe der reziproke Wert der ideellen 
Kraftiibersetzung, es ist also 

cP = _La~tweg = Lastgesc~wiIl~igk~it _ = idee!le Triebkraft (79) 
" Kraftweg Kraftgeschwindigkeit Last ' 

(Pv> 1 bedeutet eine tlbersetzung ins Schnelle und eine Kraftvermin
derung; CPv < 1 eine Dbersetzung ins Lal1gsame und eine Kraftsteige
rung. 

118. BeislIieie betl'. Ubersetzungen. a) Schiefe Ebene VOlll 

Steigul1gswinkel IX. 1". Die Last Q wird von einer langs der schiefen 
Ebene wirkenden Kraft bewegt; der Kraftweg sei s , <.ler gleichzeitige 
Lastweg ist nach Abb. 127 8 q =8p .sina, daher die PObersetzung 

_8q _ • 
rp - - -- sm a . 

v 8p 

2. Die Last Q wird von einer zur Basi" der schiefen Ebene parallelen 
Kraft P bewegt. Dann ist nach Abb. 74 8 q =8p .tga, daher die Uber
setzung 

8 q 
CPv=- =tgu. 

811 

b) i-gangige Schraube. An der Mutter greift, etwa mittels eines 
Steckschliissels ausgeiibt, ein Kraftepaar an, des sen Ebel1e senkrecht 
zur Schraubenachse steht und das auf den mittleren Halbmesser rm 
reduziert die GroBe Pm' r m haben moge. Durch Abwickeln im mittleron 
Gewindegang erhalt man die Sachlage Abb. 74. Es ist dann ebenso wie 
unter a), 2. 

Die Ganghohe einer i-gangigen Schraube oder Schnecke, deren Tei
lung t. ist, hat die GroBe h = i . t, daher ist dem Steigungsdreieck Abb. 74 
zufolge: 

womit 
tgIX=h: 2nrm =i·t: 2nr"" 

cpv=tga=i.t:2nrm • 

c) Flaschenziige, Seilmaschinen. Den gewohnlichen Flaschen
zug zeigt Abb. 108. Zieht man am Kraftende 8p em] Seil ab, so wird 

12* 
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das Seil innerhalb des Flaschenzuges um ebensoviel kurzer. Del' Seil
weg S laBt sich auch noch andel's ausdrucken: Hat sich beim Anziehen 
von / [m] Seil die Last um Sq gehoben, so haben sich die beiden Fla
schen p um 8 einander genahert, wobei jedes Seilstuck zwischen beiden 
Flaschen uni 8 kiirzer wurde. 1st das Zugseil an del' Flasche del' festen 
Rollen angebunden und sind n lose Rollen vorhanden, so sind 2n-Seil
stucke vorhanden, die sich je um 8 q verkurzt haben. Die Gesamtver
kurzung des Seiles betragt also 2 ·n·8q • um welches Stuck das Kraft
ende des Seiles abgezogen werden muB, weshalb 8 = 2 . n· 8 ist; die 

D p q 

Abb. 126. 

bersetzung des Flaschenzuges 
nach Abb. 108 ist daher: 

Bei anderer Anordnung des 
Flaschenzuges (vgl. S. 153) andert 
sich auch del' Ausdruck fur die 
Dbersetzung. 

d) Winde zum Lastheben. 
Es solI die Gesamtubersetzung 
CfJv total des Hubwerkes del' in 
Abb. 126 dargestellten Winde 
angegeben werden. mit anderen 
Worten: die Lastgeschwindigkeit 
als Bruchteil CfJvtotal der Kraft
geschwindigkeit oder die idee lIe 
Triebkraft als Bruchteil CfJv total 
der Last. 

Die Motorwelle mache n .. = 
450 Umlaufe in del' Minute (Win
kelgeschwindigkeit wp); im Ab
stand r von del' Motorachse denke 

man sich die Triebkraft tangential angreifend, die Umfangsgeschwindigkeit 
ist v = r . W ; die Lastgeschwindigkeit sei v : die Geschwindigkeit des auf ... .1' p , q 
del' 'l'rommel umlaufenden Seiles sei v' (r = 36,3 cm Trommelhalbmesser; 
v' = r' w'). Dann ist die Weg- oder Gesch windigkeitsubersetzung vom 
Motor bis zur Windentrommel nach (78), (73) 

Fur den Flaschenzug mit i-los en Rollen hat man ferner 

also durch Multiplikation nach (75): 
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Mit Beniitzung del' in Abb. 126 stehenden Zahlen, mit r' = 36,3 cm 
und mit dem willkiirlich gewahlten Kraftarm r = 1 cm ergibt sich 

36,3 24·24·15 1 1 
rpvtotal=-1-'120-:?~60 '~3=0,101 = 992' , 

in Worten: die Lastgeschwindigkeit ist del' 9,92te Teil del' Kraftge
schwindigkeit del' im Abstand 1 cm von del' Motorachse angreifend ge
dachten· Antriebkraft odeI' die ideelle Antriebkraft ist del' 9,92te Teil 
del' Last. 

Die Lastgesch windigkeit betragt demnach: 

1/ z ·z·z 1 nrn n' 450 
v = rp ·V =--.~~.-- .!'= 0101·---= 476 (cm/sk). 

q ,. total p r Z2' Z4 • Z6 2 i 30 ' 30 ' / 

§ 17. lUechanische Arbeit. Energie. 'Virkungsgrad. Arbeit 
und Leistullg. 

119. l\'Iechanische Arbeit. Mechanische Arbeit wird verrichtet bei 
Vorgangen, die dem Gebiet del' Mechanik angehoren, also beim Heben 
und Befordem von Lasten, beim Dberwinden eines Widerstandes anlaB
lich des Bearbeitens von Rohstoffen, bei del' Formanderung eines ela
stischen Korpers, beim Beschleunigen odeI' Verzogern eines bewegten 
Korpers, also beim Anfahren odeI' Bremsen eines Fahrzeuges, im Zy
linder einer Kraftmaschine odeI' Pumpe u. a. m. Allen solchen Vor
gangen gemeinsam ist es, daB eine Kraft auf einer gewissen Wegstrecke 
in Tatigkeit ist, "arbeitet". Wir beschranken uns hie I' darauf, die Arbeit 
bei einer gleichformigen Bewegung zu betrachten, wo statische Arbeit 
von statischen Kraften verrichtot wird. Das einfachste Beispiel, das 
gleichformige senkrechte Heben einer Last G auf eine gewisse Hohe h, 
zeigt am deutlichsten, was die GroBe einer Arbeit bestimmt. In diesem 
Fall wird del' Weg der Last in del' Richtung del' Kraft zuriickgelegt. 
1st eine doppelt so groBe Last auf die gleiche Hohe zu heben odeI' eine 
und dieselbe Last auf die doppelte Hohe, so ist das eine Verdoppelung 
des einfachen Effektes;. es wird dazu die doppelte Arbeit benotigt, da 
man die Endwirkung durch Wiederholen des Hebens del' einfachen Last 
auf die einfache Hohe erzielen kann. Man hat daher die Hubarbeit zu 
messen durch daR Produkt 

A.=G·h. 

Wir konnen die Last abel' auch mit einem Schragaufzug hoben, also die 
gleiche End wirlmng auf einem andem Wege erzielen; um nicht von del' 
Hauptsache abgelenkt zu werden, setzen wir fiir den Schragaufzug eine 
schiefe Ebene ohne Reibung (Abb.127). Die vertikale Lastrichtung schlieBt 
jetzt mit dem schiefen Lastweg einen Winkel ein. Wir zerlegen die 
Last Iangs der schiefen Ebene und senkrecht dazu in ihre Komponen
ten T = G· sin cc und N = G· cos cc; del' Forderweg langs del' schiefen 

Ebene ist 8 =_;h_. Jetzt konnen wil' feststeIlen, daB das Produkt: 
SIU CI 

Kraft langs del' schiefen Ebene mal Weg auf del' schiefen Ebene 

= G . sin a· (~) = G . h die gleiche GroBe hat wie beim senkrechten 
SIn cc 
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Heben, namlich eben G·k; die gleiche Endwirkung Lo;;t auf zweierlei 
Weise erzielt und als MaB der verrichteten Arbeit ergibt sich auf bei
derlei Weise die GroBe G·k. lndem wir das Gemeinsame hervorheben, 
erkennen wir, was fiir die GroBe del' Arbeit bestimmend ist: es ist 
das Produkt aus dem Arbeitsweg und der langs diesem wir
kenden Kraft. Das Parallelverschieben der Komponente G·cosa er
fordert keinerlei Arbeit, denn es wird in Richtung der Komponente kein 
Arbeitsweg zuriickgelegt. Eine mit dem vorgeschriebenen Weg s den 
Winkel a bildende Kraft P kann somit in eine Arbeitskomponente 
P·cosa und eine arbeitslose Komponente P·sina zerlegt werden 
und leistet die Arbeit 

A =p·cos a·s =p·s·cosa . . . . . . (80) 

Wegen der zulassigen Vertauschung der Faktoren dieses Produktes kann 
man die Arbeit messen durch das Produkt: Weg mal Projektion der 
Kraft auf den Weg oder auch durch das Produkt: Kraft mal Projek
tion des· Weges auf die Kraft. 

Ein gekriimmter Weg kann als die stetige Aufeinanderfolge von 
unendlich kurzen sehiefen Ebenen angesehen werden. Die Arbeitskom-

Abb. 127. Abb. 128. 

ponente einer schief zur Kurve gerichteten Kraft ist deren Projektion 
T=P.cos(:J auf die Kurventangente (Abb.128) und die Arbeit auf dem 
Wegelement ds del' Kurve betragt T· ds, die ~esamtarbeit daher' 

A=jT.ds. 

Der N ormaldruck auf die Kurve ist b.n del' Arbeitsleistung nicht be
teiligt; seine Arbeitsleistung ist Null. 

Die Merkmale einer Arbeit sind indes durch die GroBe p. s . cos a 
noch nicht ganz erschopft; je nachdem eine treibende Kraft Arbeit 
leistet oder ein Widerstand iiberwunden wird, stimmt der Sinn der Kraft 
mit dem Sinn des Kraftweges iiberein oder es ist der Sinn des Wider
standes dem Sinne des Widerstandsweges entgegengesetzt. Bei del' Last
forderung mit der sphiefen Ebene, Abb. 127, wirkt z. B. die Antriebkraft 
P vertikal abwarts und der Widerstand T der Last im Sinne des Pfeiles 
langs der schiefen Ebene abwarts (man denke sich das Seil hinter der 
Last durchschnitten und an den Schnittstellen die zuvor wirkende Kraft 
T in der Seilrichtung angebracht). Bewegt sich P in Richtung des be
fiederten Pfeiles urn s weiter, so ist die Arbeit p. s und wird mit + -Zeichen versehen, weil der Sinn von P mit dem Sinn von s iiberein
stimmt. Anderseits hat die Arbeit des Widerstandes T auf dem (vor-
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liegendenfalles gleichen) Weg 8 die GroBe T· 8; sie wird mit - -Zeichen 
versehen, weil T und 8 entgegengesetzten Sinnes sind. Man hat dem
nach die Arbeit einer Triebkraft von del' Arbeit eines Widerstandes 
durch + - und - -Zeichen zu unterscheiden. 

Wahrend nun eine Kraft durch GroBe, Richtung und Richtungs
sinn gekennzeichnet ist, geniigen zur Kennzeichnung einer Arbeit zwei 
Merkmale: GrOBe und Vorzeichen. Dagegen gehort die Richtung, in 
del' eine Arbeitsleistungvor sich geht, nicht zu den Merkmalen, die 
anzugeben sind, wenn man eine Arbeit in zureichender Weise kenn
zeichnen will. Mathematisch gesprochen ist eine Kraft als eine ge
richtete, durch einen Vektor darstellbare GroBe anzusehen, eine Arb e it 
dagegen als eine reine ZahlgroBe, als sog. SkalaI', del' nicht durch 
einen Vektor darstellbar ist. 

120. Arbeit einer liiugs des Weges veranderlichen Kraft. Man 
sehe wie oben den Weg s als die stetige Aufeinanderfolge von un
endlich kurzen Wegstiicken ds an. Solange die Kraft P den Weg ds 
zurucklegt, dad sie als unveranderlich angesehen werden. Ist ex del' 
vVinkel zwischen P und ds, so hat die sog. Elementararbeit auf d s 
die GroBe p. cos (( . d s , daher ist die Gesamtarbeit die Summe del' 
Elementararbeiten 

A = f p. cos a . ds . . . . . . (81) 

1. Beispiel: Arbeit zur Formanderung einer Feder. So
lange die Feder, etwa eine zylindrische Schraubenfeder. nicht iiber
lastet wird, ist die Verlangerung s del' belastenden Kraft P propor
tional, also s = c· P. Die belastende Kraft P legt den Weg 8 in ihrer 
eigenen Richtung zuruck, es ist also {( = 0 und cos a = 1; also 

A= f Pds = f ~ds = ;: =-~-P.s. 
Das sieht man auch wie folgt ein: statt daB del' Weg von einer 

veranderlichen Kraft durchlaufen wird, kann man auch annehmen, er 
werde von einer konstanten Kraft durchlaufen, die dann dem Durch
schnittswert del' Kraft Iangs des ganzen Weges gleich sein muB. Ist 
nun die Kraft dem Weg proportional, so ist ihr Durchschnittswert ein
fach das arithmetische Mittel aus Anfangs- und Endwert, also 

(O+P) P 
--2--="2' 

womit. wieder das obige Ergebnis erhalten wird. 

121. Arbeit eines Kraftepaares odeI' einer Drehkraft. An einer 
Kurbel odeI' einem Rad greife im Abstand r von del' sich gleichformig 
drehenden Welle eine konstante Drehkraft yom Moment M = p. r an 
und durchlaufe einen Drehwinkel {} (im BogenmaB); da P hierbei den 
U mfangsweg r· {} zuriicklegt, so ist die Arbeit bei diesel' Drehbewegung 

A=P·r·{}=M·{j . ....... (82) 

Von einem Kraftepaar M, das den Winkel {j durchlauft, gilt dasselbe. 
Die Arbeit eines treibenden Drehmomentes wird von del' Arbeit eines 
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widerstehenden Drehmomentes durch + -und - -Zeichen unterschieden 
(vgl. S. 183 und 184). 1st die Drehkraft veranderlich, so gilt das im 
Ietzten Abschnitt Bemerkte. 

122. Arbeit deI' Kraft und Last an einer reibnngslosen Maschine. 
Unter einer Maschine .v:erstehen wir eine Vorrichtung zur Arbeits
leistung oder mit einer allgemeineren Ausdrucksweise, deren Sinn spater 
deutlich wird, eine V orrichtung zur Arbeitsumformung. In der Mechanik 
befassen wir uns uur mit Maschinen zur Leistung mechanischer Arbeit. 
In einer Hebemaschine wird z. B. mit einer kleinen Antriebkraft eine 
groBe Last gehoben; vermoge der in der Maschine angewandten Vber
setzung muB hierbei in gleichen Zeiten die Kraft einen groBen, die 
Last einen kleinen Weg machen. 

Wir betrachten zunachst eine sog. ideale oder verlustfreie Ma
schine, diese soIl keine Reibungswiderstande besitzen, auch von Form
anderungen in der Maschine werden wir absehen, und die Bewegung 
der Maschine iiberdies als zwanglaufig voraussetzen. Durch diese in 
W irkIichkeit teilweise nie erfiillten Voraussetzungen haben wir uns mit 
Absicht von den tatsachlichen Verhaltnissen entfernt, um die erste Be
trachtung einfach zu gestalten. Das nicht Beriicksichtigte ist spater 
in Betracht zu ziehen. 

Wenn eine solche Maschine unter Belastung gleichformig arbeitet, 
so sind die Krafte im Gleichgewicht, es ist nach den Regeln der Statik 
die Antriebkraft ein bestimmter Bruchteil der Last, also etwa p. m = Q, 
und, wegen der gegebenen Vbersetzung, der Kraftweg ein bestimmtes 
Vielfache des Lastweges, also etwa s = n· s. Durch Multiplikation 
erhalt man m·P·s =n·Q·s und es ~eigt si~h bei der Durchfiihrung 
in allen Einzelfalltn, als eirie Folge der Gleichgewichtsbedingung und 
des Zwanglaufes der Maschine, daB m = n. 

Bei einer schiefen Ebene ist z. B. P = Q sin a und Sq = s sin a, 
womit nach obiger Gleichung m = n folgt. P 

Bei einem idealen Flaschenzug(Abb. 108) ist P=Q!2n (Gleich
gewichtsbedingung) und s = 2 n s (Zwanglaufbedingung), womit eben
falls m = n wird. Ebens~ bei ehiem Schneckengetriebe u. a. 

Demnach iet bei einer idealen Maschine die Arb e i t de r K raft ' 
gleich der Arbeit der Last, m. a. W.: die algebraische Arbeitssumme 
ist Null. 

Dies ist das sog. Arbeitsprinzip der Mechanik fUr eine ideale 
zwanglaufige Maschine; es ist hier erschlossen aus einer statischen und 
einer geometrischen (kinematischen) Bedingung. 

123. Satz von der Erhaltung der Energie. Energiestrome. Man 
kann die mechanische Arbeit einer Gas-, Dampf- oder Wasserkraft
maschine in elektrischen Strom verwandeln, mit diesem einen Elektro
motor treiben und die mechanische Arbeit des Elektromotors zum 
Lastheben beniitzen; man konnte mit dem elektrischen Strom auch in 
einer Akkumulatorenbatterie chemische Wirkungen hervorrufen, die 
spaterhin ihrerseits zur Erzeugung von elektrischem Strom verwendet 
werden konnen. Aus Kohle wird durch Verbrennung Warme gewonnen, 
mit diesel' Dampf erzeugt und mit dem Dampf eine Dampfmaschine 
getrieben, die in einer Pumpe Druckluft oder Druckwasser erzeugt, 
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womit schlie8lich wieder allerhand mechanische Arbeit verrichtet werden 
kann. trberblickt man diese Vorgange, so bilclet sich die Vorstellung, 
da8 ihnen etwas Gemeinsames, im Innersten Wesensgleiches zugrunde 
liege, das bald in der Form von mechanischer Arbeit, bald in der Form 
elektrischen Stromes, chemischer Wirkung, Warme, Druckluft oder 
-wasser u. a. in die Erscheinung trete. Weil sich nun dieses Gemein
same, wenn' man die Vorgange in geeigneter Weise leitet, immer in 
mechanische Arbeit verwandeln IaBt, so wird esals Wirkungsfahigkeit 
oder Energie bezeichnet, und die mechanische Arbeit kann als ge
meinschaftliches Energiema8 beniitzt werden. Die Energie ist also ver
wandelbar und nimmt bald die Form mechanischer, bald die elektrischer, 
chemischer, kalorischer (Warme-) Energie an, mit denen gleichzeitig. 
ohne weitere Besprechung dIe Energie der Strahlung angefiihrt werden 
soIl. So ist z. B. in der Kohle chemische Energie enthalten, die bei 
der Verbrennung in einer Dampfkesselfeuerung in Energie des Kessel
dampfes, in Warmeenergie der heW abziehenden Schornsteingase, in 
Energie der Warmestrahlung und -leitung, in chemische Energie un
vollkommen verbrannter Kohlen (Ru8, Kohlenoxyd) verwandelt wird. 
Die Energie des Kesseldampfes findet sich, in andere Formen ver· 
wandeJt, wieder vor in der Warmeenergie des Kondenswassers der 
Dampfieitung, in der Warmeenergie der Leitung und Strahlung, in 
der mechailischen Arbeit der MaschinenwelIe, in der Energie der Rei
bungswiirme, die durch Fiihrungs-, Lager- und Luftreibung entsteht, in 
der Warmeenergie des Auspuffdampfes oder des Kondensates im Kon
densator. Es ist als ob die Energie wie ein Fliissigkeitsstrom in die 
Maschinenanlage hineingeleitet worde; unsere Absicht geht dahin, ihn 
in unverminderter Starke fortzuleiten, und ihn schlie8lich in einer be
stimmten Form zu N utzzwecken bereit zu haben. Aber wider unsern 
Willen wird das Bett des Hauptstromes durchbrochen und es flieBen, 
gleichsam infolge von Undichtheiten, eine Reihe von Nebenbiichen seit
warts fort, sich oem von uns beabsichtigten Verwendungszweck ent
ziehend. Es ist von groBem Nutzen, sich die Vorgange in Technik 
und Natur unter dem Bild einer Energiestromung zu veranschau
lichen. Einer gleichfOrmig arbeitenden Hebemaschine z. B. wird ein 
Strom von Energie in der Antriebsarbeit zugefiihrt, wahrend aus ihr 
ein Energiestrom als Lasthebearbeit hera.uskommt und ein anderer in 
Form von Reibungswarme, verursacht durch Reibung in Lagern oder 
im Getriebe. Sofort erhebt sich nun die Frage nach der Starke dieser 
Strome. Robert Mayer hat die sich ihm darbietenden Vorgange 
unter ein einheitlichss Betrachtungsprinzip gebracht. 

Ohne neue Experimente zu benotigen, bildete er sich aus seinem 
Anschauungskreis die Auffassung, daB die Energie der Form nach ver
wandelbar, der Gro8e nach aber vor und nach der Verwandlung un
veranderlich sei. Er verglich, mit dieser Auffassung ausgeriistet, die 
Erwarmung eines Gases (1 kg Gas) bei konstantem V olumen und die 
Erwarmung bei konstantem Druck, wobei das expandierende Gas gegen 
einen Widerstand Arbeit leistet. Bei Erwarmung um 1 0 C wird im 
ersten Fall die Warme c,. gebraucht, und zwar zur Erwarmung allein, 
und im zweiten Fall die Warmemenge c (d. h. die spezifische Warme 
bei konstantem Volumen bzw. konstant:m Druck), und zwar zur Er
warmung und zur Arbeitsleistung, bestehend in der Vberwindung des 
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auBeren Druckes durch das sich ausdehnende Gas. Unter der Annahme, 
daB zur RaumvergroBerung an sich ohne Dberwindung eines auBeren 
Widerstandes bei einem idealen Gas keine Arbeit verbraucht wird (Be
weis durch den Gay-Lussac-J ouleschen Dberstromversuch), wird der 
Unterschied cp - tv zur Leistung del' Ausdehnungsarbeit (konstanter 
Druck mal RaumvergroBerung) gebraucht, die Rob. Mayer mit Hilfe 
del' bekannten Ausdehnungsziffer der Gase berechnete. Indem Rob. 
Mayer den Warmewert dieser Arbeit der zugefiihrten Warme c - cl' 
gleichsetzte, konnte er das. "mechanische Warmeaquivalent" au~ den 
damals bekannten und allgemein zuganglichen Werten cp und c" und 
der Ausdehnungsziffer del' Gase berechnen. Nach den heutigen Werten 
el'gibt sich, daB 1 [mkg] aquivalent ist 1/427 [WE], und umgekehrt 
1 [WE] aquivalent 427 [mkgJ. 

Wegen del' erkannten Wesensgleichheit del' me chan is chen und der 
Wal'meenel'gie sagt Rob. Mayer, 1/427 [WE] sei 1 [kgm] aquivalent, 
odeI' umgekeh1't 427 [kgmJ Arbeit seien 1 [WE] aquivalent. In del' 
Tat bestatigte Joule auf ganz anderem Wege, indem e1' mechanische 
Arbeit durch Reibung in Warme verwandelte, das Rechnungsergebnis 
Rob. Mayers - iibrigens in ganz unabhangiger Weise - durch das 
Experiment. Et· maB auch, wieviel elektrische Energie (Joule) notig 
ist, urn eine gewisse Warmemenge (Stromwarme) in einer Drahtspirale 
zu erzeugen. Nachdem so an einfachen Energieumwandlungen nach
gewiesen war, daB einer bestimmten mechanischen Arbeit eine ganz 
bestimmte Warmeenergie aquivalent sei und umgekehrt, daB ferner 
einer bestimmten elektrischen Energie eine bestimmte Warmeenergie 
aquivalent sei und umgekehrt, und ahnliches mehr, konnten auch zu
sammengesetzte Energieumwandlungen untersucht werden, mit dem Er
gebnis, daB bis heute keine physikalische Tatsache aufgefunden wu1'de, 
die sich mit dem Energieprinzip nicht hatte vereinigen lassen. Del' 
Satz von der Erhaltung del' Energie steht daher in Dbereinstimmung 
mit den heute bekannten physikalischen Tatsachen. 

Wenn nun vorhin die mechanische· Arbeit als ein geeigneter MaB
stab zur Messung alIer Energieformen odeI' bessel' gesagt, wie man spateI' 
sehen wird, alIer Energieanderungen bezeichnet wurde, so ist doch 
auf den Unterschied zwischen mechanischer A1'beit und Energie hin
zuweisen. Arbeit und Arbeitsfiihigkeit sind nicht das gleiche. Del' 
Energie odeI' Arb eitsfahigk eit, allgemeiner Wirkungsfahigkeit, kann die 
Eigenschaft del' Dauer beigelegt werden, del' mechanischen Arbeit nicht. 
Diese ist vielrnehr etwas Voriibergehendes, wie del' einfache Vorgang 
beim Lastheben mit einer Winde lehrt. Riel' ist die Energie aniang
lich als Dauerform im menschlichen Korper aufgespeichert; dann wird 
sie beim Drehen del' Kurbel in mechanische Arbeit verwandelt, die 
abel' keine Bestandigkeit hat, sondern sofort weiter verwandelt wird 
in die Energie des gehobenen Gewichtes und in Reibungswarme, denen 
wieder die Eigenschaft der Dauer zukommt. Kann man doch mit dem 
gehobenen Gewicht, indem man es niedersinken laBt, wieder Arbeit 
leisten .. Demgegeniiber konnte man die mechanische Arbeit als eine 
Dbergangs- odeI' Durchgangsform ansehen, die alIerdings zur unmittel
baren Messung !IeI' verwandelten Energie d. h. del' Energieanderung 
VOl' alIem geeignet ist. Man kann das etwa mit del' Zeit vergleichen, 
die nur in del' Gegenwartsform meBbar ist, also in del' unbestandigen 
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Obergangsform zwischen den Dauerformen del' Vergangenheit und 
Zukunft. 

Auf die Unterscheidung zwischen potentieller und aktue11er Energie 
und auf die Anderung del' Energie werden wir in del' Dynamik zu 
sprechen kommen. 

124. Wil'kungsgl'ad. Wir anerkennen es jetzt als zweckmiiBig, 
eine Maschine als. eine Vorrichtung zur Energieumformung zu be
zeichnen, werden uns jedoch nunmehr nur noch mit solchen Maschinen 
befassen, in denen mechanische Energie umgeformt wird, und auBer
dem nur die unvermeidlichen Widerstande infolge gleitender oder 
rollender Reibung, Seilsteifigkeit, zu iiberwinden sind, gelegentlich auch 
Luftwiderstande. 

Wir el'kennen auch, daB die im Beharrungszustand befindliche 
icleale Maschine zur Verl'ichtung mechanischer Arbeit ein Spezialfall 
einer Maschine ist uncl daB der fiir cliese aus o-leichgewicht- uncl Zwang
laufbeclingung abgeleitete Satz: "Arbeit del' Kraft 
= Arbeit del' Last" ein Spezialfall cles Energie-
prinzips ist. Wir erweitel'l1 diesen Satz fUr die A An ~ 
tatsachliche mechanische Maschine; er .lautet nach Z =- ~-
dem Energieprinzip: Die in del' Antriebarbeit ~ ~ 
zugetiihrte Energie ist gleich cler in del' Nutz- . ~ 
arbeit entnommenen Energie zuziiglich cler in Abu. 129. 
cler Maschine verbrauchten Reibungsenergie. Das 
ist in Abb. 129 im Bilcl der Energiestromung dar-
geste11t. Die beiden clie Maschine verlassenclen Energiestrome: Nutz
arbeit An uncl Reibungsarbeit A.," sind gerade so stark wie der in clie 
Maschine eingeleitete Energiestrom A z: 

A==A" A", 

W egen cler schacllichen Wide1'stande wircl nun ein Bruchteil 17 der 
zugefiihrten Energie A z in nutzbare Energie An verwandelt. 17 ist del' 
Giitegracl cler Energieumwandlung in cler Maschine uncl heiBt cler Wir
kungsgrad, e1' ist also: 

A A -A A 
17 = --.!!: = -=--- '" = 1 _.--I. . . . .. (83) 

A= A A z 

. 1] ist in cler ideal en Maschine = 1; dabei ist An = A= = Po' 8, wenn 
Po clie Antriebkraft del' idealen Maschine und s deren Arbeitsweg be
deutet. Fiir clie tatsachliche Maschine ist A_ = p. 8, wenn P clie An
triebkraft del' wirklichen Maschine ist. Sol1o"n beide Maschinen gleiche 
Nutzarbeit leisten, so folgt dUTCh Vergleich 

Po 
17=p (83a) 

Wir betrachten noch eine zusammengesetzte Maschine zur Ver
richtung mechanischer Arbeit, clie aus einer Anzahl von Triebwerks
elementen besteht, z. B. aus einem Schneckengetriebe mit Kettenantrieb, 
einer Racleriibersetzung uncl einer losen Rolle; dem Kettenantrieb werde 
die Arbeit A z zugefiihrt; auf die Schneckenwe11e iibertragen wird wegen 
del' Kettenreibung A1 = 171 A z • Von diesel' gelangt wegen Schnecken-
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und Lagerreibung nur A2 = 'YJl • A1 = 'YJ1 • 'YJ2' A z auf den Triebling des 
Raderpaares. Von dieser Arbeit wird auf die Seiltrommel wegen Zahn
und Lagerreibung am Zahnraderpaar As = 'YJs' A2 = 'YJl . 'YJ2' 'YJa' A z iiber
tragen; von hier auf das Seil wegen 4er Seilsteifigkeit 

A4 = 'YJ4 . As = 'YJl '1]2' 'YJs' 'YJ4 . Az 
und schlieBlich von' hier auf den Lasthaken wegen Seilsteifigkeit und 
Zapfenreibung der losen Rolle An = 1]5 .A4 , daher 

An ='YJ1''YJ2 ''YJS '1]4 ''YJ5 ,Az• 

Da nun der Gesamtwirkungsgrad 1] = An : A z betragt, so folgt 

1] ='11!'112'1]s ''YJ4 '1]5 • • • • • (84) 

d. h. der Gesamtwirkungsgrad ist das Produkt der Wirkungs
grade aller Getriebeelemente. 

125. Al'beit und Leistung. Es gibt FaIle, in denen es nur auf 
die "GroBe einer Arbeit" ankommt, nicht auf die Zeit, die zu ihrer 
Verrichtung gebraucht wurde, dann ist die Anzahl der kgm anzugeben .. 
SoIl z, B. der Wirkungsgrad einer im Beharrungszustand befindlichen 
Maschine ermittelt werden, so miBt man in einer bestimmten, sonst 
aber beliebigen Zeit die Antriebarbeit und die Lastarbeit und vergleicht 
sie nach G1. (83), wobei die Zeit herausfallt. In andern Fallen kommt 
es auf die "Loistungsfahigkeit" einer Maschine an; diese hat in be
stimmter Zeit eine vorgeschriebene Arbeit zu verrichten (Feuerspritze, 
Pumpe bei Wassereinbruch). 

Ais MaBstab fiir die Leistungsfahigkeit ist die in der Zeiteinheit 
verrichtete Arbeit anzusehen, die "Leis tung" [mkg/sk]; in der Technik 
ist eine groBere Einheit gebrauchlich, die sog. Pferdestarke oder 
Pferdekraft: 1 PS = 75 [kgm/sk] bzw. 1 Kilowatt (vg1. 143). 

Wird ein Widerstand P kg in jeder Sekunde langs eines Wages 
v [m] iiberwunden, mit anderen Worten: betragt die Arbeitsgeschwindig
keit v [m/sk] und die Arbeitskbmponente der Triebkraft oder des 
Widerstandes P kg, so ist die Leistung 

L =P,v [kgmjsk] (85) 
und in PS ausgedriickt 

Pv 
N = 75' [PS] ...... , (86) 

Setzt man P, v = p. r' OJ = M, OJ, wo M [kgm] das Drehmoment des 
Widerstandes oder der Antriebkraft an einer Maschinenwelle bedeutet, 
so erhalt man fiir die Leistung an der Welle: 

L=M [kgm] 'OJ [ljsk]=M,OJ [kgm/sk] .. , . (87) 

rst die Geschwindigkeit z. B. bei Fahrzeugen in [kmfstd] ange-

(Vkm/std) geben, also V=3,6,(vmjsk)[km] und v= 3,6 [m/sk], so ist 

die Leistung in PS: 
P·V 

N == '270 [PS] ., , , . ' , . (88) 
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Der Unterschied zwischen Arbeit und Leistung mag noch an einem 
Beispiel erlautert wen}en. Eine Dynamomaschine in einer Kraftzentrale 
leiste 1000 PS. Damit ist die sekundlich geIieferte Energiemenge, die 
Machtigkeit des aus der Dynamo heraustretenden Energiestromes, ge
kennzeichnet. Ein Fabrikant wiinscht nun eine Energie zum Antrieb 
seiner Maschine zu kaufen. Er kauft aber nicht etwa 1000 PS, son
dern bezahlt nur die von ihm z. B. in z = 10 std tatsachlich bezogene 
Energiemenge, wobei die Machtigkeit des empfangenen Energiestromes 
entsprechend dem wechselnden Kraftbedarf innerhalb der z std schwanken 
kann. Wird nun durchschnittlich in dieser Zeit N = 600 [PS] gebraucht, 
so sind das 600· 75=75N[kgm] in 1 [sk] oder in 1 std 60·60· 75 N [mkg), 
also in z std 3600· 75 N . z [kgm]. Das ist eine reine Arbeitsmenge [kgm] ~ 
denn sie wird erhalten als Produkt aus einer Anzahl kgmjsk (= 75 N) 
und einer Anzahl sk(=3600.z), wobei die Zeit herausfallt. 

Man nennt die von 1 PS in 1 std geleistete Arbeit eine Pferde
kraft-Stunde [PS-std]. Der Fabrikant kauft also nicht N [PS], son
dern N z [PS-std], anders ausgedriickt: nicht Kilowatt, sondern Kilo
wattstunden. 

Beispiel: Auf eine Welle, die n Umlaufe in der Minute macht, 
werden N(PS] iibertragen, indem eine Umfangskraft P [kg] an einem 

Halbmesser r [em] (MaB!) = (;~~) [m], mit anderen Worten ein Dreh

moment Ma = Pr [kgcm] wirkt. 
Die Arbeitsgeschwindigkeit der Umfangsk~aft ist nach Gl. (70) 

2n(r cm) n 
v = 100-' 60 [mjskJ, 

womit 
P.2n(rem.n) P.(r cm) 

N = 100. 60 . 75 = 71 600 [PS] 

N 
Ma = 71600-[kgcm] ... (89) 

n 

Be i s pie I: Die Loistung einer Kraftmaschine kann mit einer 
Bremse bestimmt werden, die auf einer Bremsscheibe sitzt. Das 
durch Schrauben regelbare Brems-
moment M d = p. r wird gemessen, .,. 
indem das Bremsgewicht P mit II- B B 
einer Wage und der Hebelarm der 
Bremse mit dem MaBstab ermittelt 
wird. Die unbelastete Bremse sei 
in bezug auf 0 ausgegIichen, d. h. im 
Momentengleichgewicht. Die Rei
bungswarme wird durch Luft- und 
Wasserkiihlung abgefiihrt. Wah- Abb. 130. 
rend des Bremsversuches muB die 
Libelle a einspielen. 1st z. B. P= 30,4 kg, r = 75 em und n = 220 
gefunden, so ist die Bremsleistung, d. h. die an der Maschinenwelle 
verfiigbare Nutzleistung, nach (89): 

N = Ma [kgcm]·n = Md [kgm]·n = 30,4·75·220 = [PS] 
71600 716 71600 7 . 
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Beispiel: Ein Automobilmotor, der bei 1300 UmHiufon m der 
Min. Ne = 100 PS leistet, ist mit dem Triebwerk durch eine Konus
kupplung verbunden. Welcher axiale Anspannungsdruck P ist er
forderlich? 

Man wahlt den mittleren Halbmesser der Kupplung moglichst 
groB, etwa r = 28 em, ferner nach S. 109 die Offnung des Konus a = 10°, 
,u=0,15; dann wird nach Gl. (41) mit Gl. (89): 

.lI1sina N sina 100 0,1736 
P=- --= 71000---= 71600- -_ ... --= 227 kg. 

jO ,u n ,ur 13000,15·28 

N ach der zweiten Gl. (41) ware 

N sina+,ucosa . 1000,1736+0,15·0,98 . 
P=71600· =71600--·_· ·-··-----·--~-=420kg. 

n,ur 1300 0,15·28 

Die in 81 dargelegten Auffassungen des Reibungsvorganges fiihren 
zu auBerordentlich verschiedenen Ergebnissen, woraus die Notwendigkeit 
von Versuchen hervorgeht. 

126. liraftiibel'tl'llgung dUl'clt ein Triebwel'k. Hier ist die Frage, 
wie groB unter Beriicksichtigung der Triebwerksverluste das Antrieb
moment .lI1p oder die Antriebkraft P einer Maschine zu wahlen sei, 
wenn an der Lastwelle ein Lastmoment.ll1 iibertragen oder wenn eine 
Last Q gehoben werden solI. Die Antri~bwelle macht n, die Last
welle n Umlaufe in der Minute, die Lastgeschwindigkeil ist v, die 
Kraftge~chwindigkeit v [m/sk]; daher die Toureniibersetzung CPU} q n,,:n, 
und die Geschwindigk~itsiibersetzung CPv = v : vp' Gesucht ist eine B~
ziehung zwischen.ll1q und.ll1p bzw. Q uI\d P, gin der die Verluste und die 
Dbersetzung des Tnebwerkes zum Ausdtuck kommen. 

Del' Wirkungsgrad des Triebwerkes ist nach (83) 

An N n (Nutz-)Leistung der Last 
1) = A~ = N z = (zugefiihrte oder- aufgewendete) Leist;. d. Kraft 

Mit Beniitzung von (89) wird 

.lI1 q . n'L 
71600 .lI1q .nq .lI1q 

17= M .n =--=-'cpw, 
_P_JJ... .lI1 p . np J.11 p 

71600 

daher .lI1q = ~ 
.lI1p CPU) 

(90) 

Wiinscht man die Kraftiibersetzung in der SchluBgleichung zum 
Ausdruck zu bringen, so hat man zu setzen: 

Arbeit der Last Q. Sq Q 
1] = Arb~it der Kraft = P,sq =P 'CPv' 

daher 
Q 1) 

P CPv 
. . . . . . . . . . (91) 
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In der idealen, ohne schadIiche Widerstande arbeitenden Maschine 
ist 'fJ = 1; bezeichnet Po die Antriebkraft und M po das Antriebmoment 
der idealen Maschine, so ist nach den letzten beiden Gleichungen 

Mq 1 Q 1 

Mpo CPro' Po CPo' 

durch Division ergibt sich 
Mpo 

'fJ--' - Mp' 

Beispiel: Wirkungsgrad einer Schraube bei Lastheben ohne und mit Selbst
hemmung. 

Nach Gl. (83a), (43) und (43a) ist der Wirkungsgrad 

tg ex 
1] = tg (ex -f-ef' 

Mit ,u=O,l=tge; 

fiir ex = 5° 

e = 5 ° 43' ergibt sich 
100 150 . 200 

1] =46,2 62,8 70,7 75,6 

Die Schraube ist selbsthemmend, wenn ex~e; fiir a=e wird 
1]=tge/tg2e=i(1-t,gge). Der Wirkungsgrad einerSchraube, die die 
Eigenschaft der Selbsthemmung hat, ist demnach stets kleiner als 
50 % , Dies gilt fiir aHe Maschinen mit Selbsthemmung, deren Eigenwiderstande also 
so groB sind, daB sie zum Festhalten der Last ausreichen. Hebe-Maschinen mit 
Selbsthemmung sind solche, bei denen eine belie big groBe Last frei schwebend 
erhalten wird, ohne daB auf der Antriebseite eine Kraft zum Festhalten erforder
lich ist; die Last wird lediglich durch dieBigenreibung der Maschine festgehalten; 
die Eigenreibung, bezogen auf den Hebelarm der Last, mull mindestens so groB 
sein wie die Last; oder wenn eine kreine Bewegung zugelassen wird, die Arbeit 
des sinkenden Gewichts :?; der Reibungsarbeit: AQ ~ AR. Beim Lastheben wirken 
Last und Reibungswiderstand im gleichen Sinn, namlich der Kraft entgegen; die 
Reibungswiderstande beim Lastheben sind jedenfalls nicht kleiner als beim reinen 
Festhalten der Last, . also bleibt AR ~ AQ und somit die Arbeit der Kraft 
Ap=Arbeit AQ zum Heben der Last + Reibungsarbeit AR=AQ+AR:;:O;2AQ 
d. h. AQ: Ap ~ t . Der Wirkungsgrad betragt somit 

AQ 1 
1]=-<--. 

Ap ~2 

Bei Raderwinden fehlt die Eigenschaft der Selbsthemmung, nicht jede beliebige Kraft 
wird ohne festhaltende Kraft freischwebend erhalten; von der sehr geringfiigigen 
Last, die ohne Kraft freischwebt, sieht man zweckmaBigerweise ab, urn die Sach
lage nicht zu verwirren. 

Eine Maschine mit Selbsthemmung kann von der Lastseite her nicht ange
trieben werden. Sie hiitte den Wirkungsgrad O. 

Eine Maschine mit Selbsthemmung hat stets einen Wirkungsgrad < 50 % ; aber 
nicht jede Maschine mit einem Wirkungsgrad von 50 % und weniger ist selbst-
hemmend. ' 

Beispiel: Wirkung8grad des Rades an der Welle (86) oder des Hebels, 
Abb.80. 

Der Wirkungs!!rad ist von den Abmessungen der Maschine und von der 
Reibung abhiingig. Versucht man 1] = Po/P mit Beniitzung von Po = Q (b/a) und 
von P', das nach S. 121 berechnet werden miiBte, zu bestimmen, so erkennt man, 
daB dies auBerordentlich umstiindlich ist; hauptsiichlich, stehen die aufzuwenden
den Mittel in keinem Verhiiltnis zum Zweck. Unter diesen Umstiinden wird der 
Wirkungsgrad 1] durch Versuch bestimmt und man fiihrt in einer al1gemeinen Be
rechnung die Beziehung zwischen Last und Kraft oder Lastmoment und Kraft
moment gemiiB Gl. (\)0) und (89) ein. 
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Beispiel: Der mechanische Wirkungsgrad einer Maschine ist durch das 
Verhaltnis der nutzbar gemachten Arbeit zur aufgewendeten Arbeit bestimmt. Bei 
einer Warmekraftmaschine wird die in der Sekunde nutzbar gemachte Arbeit Ne 
mit einer Bremse gemessen, die sekundliche Arbeit N, der Kraft, d. i. des Dampfes 
oder Gases, mit dem Indikator. Versuche an einem Dieselmotor ergaben bei ver
schiedener Belastung der gleichen Maschine 

N, = 106,4 88,1 72,1 52,7 

34,9 

21,2 PS 

Ne= 86,7 69,6 53,0 o 
" 

Der Dnterschied N, - Ne entfallt auf die an der Maschine auftretenden 
Reibungswiderstande und betragt: 

Nr=N,-Ne=19,7 
17m = NcjNi = 81,4 

18,5 
79,0 

19,1 
73,6 

17,8 
66,2 

21,2 PS 

-- Ofo 
Der mechanische Wirkungsgrad sinkt demnach mit abnehmender Belastung, 

da die Reibung immer starker ins Gewicht fallt. 
Von IntereRse ist die Tatsache, daB sich die Eigenreibung der yorliegenden 

Maschine bei allen Belastungen als merklich konstant erwiesen hat. Da die DIIl
laufzahl bei den vet"schiedenen Belastungen nUr wenig verschieden ist, so ist del' 
vom Luftwiderstande herriihrende Anteil der Reibung ebenfalls als konstant an
zusehen. Der auf Zapfen- und Fiihrungsreibung entfallende Betrag ist nun gleich
groB, also unabhangig von der GroBe der BeJastung und von den Lager- und 
Fiihrungsdriicken. Das deutet auf die Schmierreibung hin, die nach 69 vom Nor
maJdruck unabhangig ist. V gl. auch 73. 

Beispiel: Es solI das Drehmoment des Motors, mit dem das 
Hubwerk der Winde (Abb.126) angetrieben wird, angegeben werden, 
wenn der Wirkungsgrad der Zahnradervorgelege je 96 0/0 (bei unbe
arbeiteten GuBzahnen 90 --:-- 95 %, bei bearbeiteten bis iiber 9tl 0/0) 
betragt und die Ziffer des Seilwiderstandes in Ermangelung von 
Versuchsangaben zu k = 1,04 angenommen wird. Es sollen die im 
Beharrungszustand an den 4 Getriebewellen auftretenden Drehmomente 
und deren Umlaufzahlen angegeben werden, wenn der Hubmotor 30 PS 
bei 450 Umdrehungen in der Minute leistet. Nutzlast und Hakenge
schilT wiegen 30500 kg. 

Wirkungsgrad des Flaschenzuges mit ilosen Rollen, (2 i-I) 10sen 
und fest en Rollen 

P kzi_l 0268 
'YII = -jj,- = 2 i. kZi-l(k -1) = 2.3.1:218.0,04 = 0,917. 

Wirkungsgrad der 3 Zahnradervorgelege nach (84) 

172=0,963 =0,885, 

Wirkungsgrad der Trommel 173 = 0,96, 

Gesamtwirkungsgrad 

17 = 1h '172 '173 = 0,917·0,885·0,96 = 0,78. 

Gesamtgeschwindigkeitsiibersetzung ({Jv zwischen einem im Ab
stand r von der Motorachse befind1ichen Punkt, in dem die Trieb
kraft P angreifend gedacht ist, und der Last, wenn r' den Trommel
halbmesser und ({Jw die gesamte T<;mreniibersetzung der 3 Vorgelege 
bedeutet, nach G1. (78) und (84) 

r 1 r'l 1 
({Jv=;({Jw' 2 i=; 60' W· 
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Nach G1. (91) ist demzufolge 

Q 1]·r·2i 
P qJv r"qJw 

Da p. r = M1 [kgcm] das Antriebmoment an der Motorwelle ist, so 
hat man 

]Jas Antriebmoment an der Motorwelle bat andererseits nach 01. (89) 
die GroBe 

N 30 
M1 = 71600·-= 71600-= 4770 [kgcm], 

n 450 

woraus Q = 7,72.4770 = 36800 [kg], 

wahrend die nominelle Hochstlast 30000 kg betragt. 
Die Drehmomente sind an der 

2. Welle ... . 
3. Welle ... . 
4. (Trommel-)Welle 

M 2 =4770·0,96.5 = 23700 kgcm 
M 3 =4770.0,962 .5.3 = 65400 " 
M4 = 4770· 0;963 . 5·3·4 = 253000 " 

Ferner ist n1 = 450; 
450 

n2 =--=90' 
5 ' 

450 
113= 5.3 =30; n4 = _450_= 7,5 i. d. Min. 

5·3·4 

127. Arbeitsprinzip nnd Gleicbgewicbtsbedingung. Aus einer 
Gleichgewichts- und aus der Zwanglaufbedingung einer idealen Maschine 
ist der umkehrbare Arbeitssatz: "Arbeit der Kraft gleich Arbeit der 
Last" abgeleitet worden (vgl. 122). Er wurde uberdies in 124 als ein 
Sonderfall des Prinzipes der Erhaltung der Energie erkannt. Man 
kann diese Folgerung auch umkehren. 1st fUr eine zwanglaufige ideale 
Maschine der Arbeitssatz erfUllt, so bestebt O1eichgewicht: Die Maschine 
befindet sich in Ruhe oder im Beharrungszustand. Sobald man in 
den Besitz des Energiegesetzes gelangt ist, das in dem bezeichneten 
mechanischen Sonderfall schon fruhe von einzelnen Forschern erscbaut 
worden ist, vermag man mit seiner Hilfe die Gleichgewichtsbedingungen 
der Kratte abzuleiten, z. B. fur die schiefe Ebene, die Scbraube, es 
·laBt sich selbst der Parallelogrammsatz erschlieBen. An die Spitze des 
ganzen Mechanikerlehrgangs gestellt, wurde der Satz eine sehr kurze 
Ableitung der Gleichgewichtsbedingungen, sowie der fur Maschinen 
giiltigen Beziehungen gestatten 1). Es erscheint jedoch fUr einen Studie
renden, der noch nicht mit den O1eichgewichtsbedingungen vertraut ist, 
auBerordentlich schwierig, den vollen Inhalt des Arbeitssatzes zu er
fassen und diesen Satz als eine primare Erkenntnis in sich aufzu
nehmen. Der Gewinn, der in einer kurzen Ableitung der Lehrsatze 
der Mechanik gelegen sein kann, wird dadurch in Frage gestellt, daB 
diese Satze auf eine ganz formale Weise sich ergeben, die dem An-

1) Vgl. Hamel, Grundbegriffe der Mechanik I, Teubner, Nat. u. Geisteswelt. 
Autenrieth·Ensslin, Mechanik. 3. Auf!. 13 
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fanger das Vertrautwerden mit der Statik eher erschwert. Daher ist 
hier auf diesen vielleicht doch nur scheinbaren Gewinn an Zahl der 
Axiome, sowie an Zeit und Umfang der Darlegung verzichtet. Der 
eigentliche Nutzen des Arbeitssatzes kommt ja doch an ganz anderer 
Stelle zum Vorschein, namlich bei der Losung schwieriger Aufgaben. 

(J .lJ 

w 

Abh. 131. 

Da diese aber erst spater in 
Angriff genommen werden, so 
geniigt es, mit der allgemeinen 
Bedeutung und Verwendbar
keit des Arbeitsprinzipes auch 
erst spater vertraut zu werden, 
wogegen 'freilich die Begriffe 
Arbeit und Leistung vom Inge
nieur sehr friihzeitig gebraucht 
werden. 

Wie das Arbeitsprinzip zur 
Aufstellung der Gleichgewichts
bedingung b eniitzt werden kann, 
sei an zwei einfachen Beispielen 
erlautert. 

1. Die Briickenwage. Das Prinzip derselben geht aus Abb. 131 
hervor. Wir vorfolgen zunachst die Bewegung der Wage, wenn der 
Wagbalken AD urn einen kleinen Winkel dcp ausschlagt, etwa so, daB A 
nach oben riicKt. Die Punkte B und D senken sich unter die Hori
zontale urn CB·dcp und CD·dcp; um ebensoviel sonken sich auch, bei 
hinreichender Kleinheit von dcp, die Punkte E und F. Da F hierbei 

urn K schwingt, so bewegt sich Punkt G um (~~). CD· d cp nach ab

warts. 1st nun die Wage von Anfang an so konstruiert, daB 

CB:CD=GK:FK, 

daB also ('lK) CB= FK ·CD, 

so ist die Senkung von G gleich der Senkung von B oder damit auah 
von E; die "Briicke" EG bleibt also beim Wagen sich selbst parallel. 
Dem Gesagten zufolge ist der Weg der Kraft (d. h. des Gewichtes) 
=AC·dcp und der Weg der Last Q: 

OB·dcp= (~ID ·CD·dcp. 

Nach dem Arbeitsprinzip: Arbeit der Kraft gleich Arbeit der Last ist 
daher: 

P.AC.dCP=Q·CB.dCP=Q(~~) ·CD·dcp 

. (GK) (CD) P=Q FK . AC . 

Das Produkt der rechts von Q stehenden Klammerausdriicke ist die-
(GK) 1 CD 1 

Dbersetzung der Wage (G1. 78). 1st z. B. \jjlj{ = 10 und A 0 = 10 • 
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so ist 

p=.!L 
100 ' 

d. h. die Wage ist eine Zentesimalwage. 
Zur auBersten Verminderung der Reibung sind die Gelenkpunkte 

als Schneidenlager ausgebildet. 

2. Die Robervalsche Tafelwage. Das Prinzip geht aus Abb. 132 
hervor, 0 undO' sind die festen Drehpunkte, Al A2 AI' A,/ ein Gelenk
pl,trallelogramm. Bei einer kleinen Drehung der Wagbalken Al All 
und Al'11,/ um den Winkel dq; hebt sich z. B. Al und damit P um 
ll·dq;, wahrend sich A2 und damit Q um lll·dq; senkt. Nach dem 
Arbeitsprinzip ist: 

P·ll dq;= Q.l2·dq; 

P·ll =Q.l2' 

gleichgiiltig wie groB Xl und x2 sind, d. h. wo auf den Wagschalen 
auch die Gewichte Hegen mogen. 

3. Bestimmung der Leitlinie fiir das Gegengewicht einer 
Falltiire. Es solI fiir die um 0 drehbare FalItiire AO (Abb. 133) vom 
Gewicht 2 Q die Leitlinie fiir das 
Gegengewicht G so bestimmt wer
den, daB die Tiire sich in jeder 

A 
" ': , 'z .J I 

: ! 

B 

2f! 
Abb. 132. Abb. 133. 

Lage im Gleichgewicht befindet. Falltiire ein homogenes Rechteck. 
ABG ein iiber eine feste Rolle bei B gehendes Seil, das die Falltiire 
mit dem Gegengewicht G verbindet. X und y die Koordinaten des 
Gegengewichts G. 

Das Arbeitsprinzip ergibt, wenn Reibungswiderstande nicht zu 
berucksichtigen sind: 

dz 
2Q·--G·dy=0, 

2 
woraus durch Integration: 

Qz=Gy+O. 

Fur z = 0 sei y = b und damit 0 = - G b 

Qz=G(y-b). 

Wenn z = 0, hange das rechtsseitige Seiltrum vertikal herab. In 
diesem FaIle ist aber die Seilspannung S = G. Andererseits ergibt 

13* 
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sich hei horizontaler Lage der Falltiir diese Spannung 8 auch aus der 
Gleichung 

o Q a 8·cos45 ·a=2 '2' 
Man hat daher: 

G·cos450=Q; G= Q·V2, 
womit die Gleichung Qz = G (y - b) iibergeht in 

z=(y -b)V2. 
Des weiteren ist: 

und damit 

Da aber 

woraus 

8' cos 'ljJ = a - z; 

r· cos cp = a - y; y = a - rcoscp 

a - 8'COS 'ljJ =(a - rcos cp - b) V2. 
82 = 8 cos 'IjJ' 2 a, 

82 
8'COS'ljJ=-, 

2a 

so ergiht sich schlieBlich mit 8 + r = l: 

a_(l_~r? =(a-rcoscp-b)V2 
2a 

als Polargleichung der gesuchten Loitlinie. Will man die Linie auf 
ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit dem Ursprung C und der 
1/- Achse C B bezogen erhalten, sotzt man 

r cos cp = a - y. und r sin cp = x, 
wodurch 

Damit geht die Kurvengleichung liber in: 

a_l-v~a-y)2 =(y-b)V2. 



II. A bschni tt. 

Dynamik des materiellen Punktes. 
(Kinetik des materiellen Punktes.) 

128. Aufgaben und Bezugssystem del' Dynamik. Die Statik 
handelt vom Gleichgewicht der Krafte an einem ruhenden oder gleich
formig bewegten Korper. Die Dynamik befaBt sich mit der ungleich
formigen Bewegung und den mit ihr verkniipften Kraften. Der Dyna
mik fallen zwei Aufgaben zu: 

1. Den Verlauf einer wirklich vorkommenden Bewegung und ihre 
wesentlichen Merkmale zu beschreiben. Dies ist die Aufgabe der Pho
ronomie oder Kinematik,. die nur der BegrifIe Raum und Zeit be
darf. Unter Kinematik versteht man besonders noch die Lehre . von 
der Bewegung der Mechanismen, von Reuleaux Zwanglauflehre ge
nannt. Die Dynamik im engeren Sinn handelt von den mit der Be
wegung verbundenen Kraften. 

. 2. Aus gegebenen bewegenden Kraften mit Riicksicht auf die vor
handenen Bewegungsmoglichkeiten die Bewegung vorauszusagen. Dieses 
dynamische Problem wird kinetisch genannt, und sofern auch noch 
die Reaktionen oder inneren Krafte angegeben werden sollen, kine
t osta ti sch. 

SoIl eine wirklich vorkommende Bewegung genau beschrieben wer
den, so muB vor aHem ein eindeutig festgelegter Beobachtungsstand
punkt gewahlt werden, der durch vier in unveranderlicher Entfernung 
voneinander bleibende Punkte bestimmt ist, die nicht in einer Ebene 
liegen; durch diese kann man in eindeutiger Weise ein dreiachsiges 
Koordinatensystem legen. Irgendeine Lage eines bewegten Punktes ist 
dann durch die drei z. B. rechtwinkligen Koordinaten xyz anzugeben, 
an deren Stelle auch gleichwertige Angaben in Polar- oder Kugelkoor
dinaten treten konnen. Die aufeinanderfolgenden Lagen eines bewegten 
Punktes bilden seine Bahn in bezug auf den gewahiten Standpunkt. 
Die Bahn kann je nach Umstanden durch Beobachtung, Zeichnung oder 
Modellversuch ermittelt werden. Die Kenntnis der Bahn ermoglicht 
jedoch nur eine ganz allgemeine Beschreibung der Bewegung, etwa als 
gerad- oder krqmmlinig, eben, raumlich. Tritt aber zur Ortsangabe 
oder -messung noch die Zeitmessung, so daB die Lage des bewegten 
Punktes zu jeder Zeit angegeben werden kann, so laBt sich sellon 
viel mehr und Genaueres iiber die Bewegung aussagen; man kann von 
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einem bestimmten Fixpunkt der Bahn aus die Bahnlange angeben, die 
der bewegte Punkt nach VerfluB von t [sk] durchlaufen hat; sie heiBt 
der Weg des Punktes und die Gleichung s = f(t) die W eggleich ung 
des bewegten Punktes. Die Intensitat, mit der der Weg in der Zeit
einheit zunimmt, ist ein MaB fiir die Schnelligkeit der Bewegung, fUr 
deren Gesch wind igkeit; die Intensitat, mit der sich die Geschwin
digkeit mit der Zeit andert, die Beschleunigung; mit diesen noch 
eingehend zu besprechenden BegrifIen ist die Bewegung in bezug auf 
den gewahlten Standpunkt eindeutig beschrieben. Weitere Begriffe 
- etwa die zeitliche Anderung der Beschleunigung - sind entbehrlich. 

Es soll gleich hervorgehoben werden, daB, wenn die Lage des be
wegten Punktes zu jeder Zeit bekannt ist, auch seine Geschwindigkeit 
und Beschleunigung zu jeder Zeit angegeben werden kann; wie sich 
auch umgekehrt aus dem zeitlichen Veri auf der Beschleunigung, sofern 
dieser vollstandig bekannt ist, auf Geschwindigkeit und Weg schlieBen 
laBt; nur muB dazu noch, wie aus 153 deumcher hervorgehen wird, 
in einem bestimmten Zeitpunkt die Geschwindigkeit und die Lage des 
bewegten Punktes bekannt sein. 

Nun kann der bisher eingenommene Beobachtungsstandpunkt selbst 
in Bewegung sein, z. B. die Erdoberflache, das Gestell eines Fahrzeuges 
(Eisenbahnwagen, Fahrstuhl, Glocke mit Kloppel, Zylinder eines Rota
tionsmotors mit Kolben u. a.), wobei die Bewegung des bisherigen Stand
punktes von einem neuen, durch vier nicht in einer Ebene liegende und 
gegenseitig unveranderliche Punkte bestimmten Standpunkt aus be
obachtet wird. Was vom alten Standpunkt aus beobachtet und beur
teilt wurde, also Bahn, Geschwindigkeit und Beschleunigung, nicht min
der auch die spater zu betrachtenden Beschleunigungskrafte, sind als 
relativ zum ersten Beobachtungsstandpunkt zu bezeichnen, in bezug 
auf den neuen Standpunkt, sofern dieser unbewegt ist, nennt man sie 
absolut. Ob der neue Standpunkt sich selbst bewegt, kann nur ent
schieden werden, wenn man in der beschriebenen Art von vier neuen 
Fixpunkten ausgeht. Wenn man keine neuen mehr aufzufinden vermag; 
so bleibt die Frage, ob der zuletzt eingenommene Standpunkt sich be
wege und wie, offen. 

Ob sich ein Standpunkt dreht, kann wenigstens theoretisch mit 
Hilfe von Kreiseln entschieden werden, die kraftefrei und allseitig dreh
bar gelagert sind, etwa in einem kardanischen Gelenk. 

Wir begniigen uns mit dieser Feststellung und lassen die Frage 
nach einem absolut ruhenden Bezugsystem offen. In diese hier ein
dringen zu wollen, verspricht fiir die technische Mechanik nicht ein
mal viel Nutzen, ganz abgesehen von der Schwierigkeit der Frage. Da
gegen werden wir uns eingehend mit der Untersuchung der Bewegung 
und Kraftverhaltnisse zu befassen hahen, die auftreten, wenn ein Be
obachtungsstandpunkt gegeniiber einem anderen, den man als ruhend 
voraussetzt, merklich sich andert. Ist diese Frage geklart, so wird da
durch auch auf die allgemeinere Frage ein Licht geworfen, unter welchen 
Bedingungen man von der Bewegung eines Beobachtungsstandpunktes 
ohne allzu groBen Fehler absehen darf und wenn nicht; davon wird 
bei der relativen Bewegung die Rede sein . 

. Das Tragheitsgesetz des materiellen Punktes in 6 ist auf einen 
absolut ruhenden Standpunkt bezogen gedacht. 
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129. Gleichung der Bewegnng in der Bahn. In Abb. 134 sei 
A'OA" die Bahnlinie eines sich bewegenden Punktes und 0 ein auf 
dieser Linie beliebigangenommener fester Punkt, der die Bahn in zwei 
Zweige teilt, in einen posi
tiven und einen negativen. 
Dabei wollen wir den Zweig 
OA" als den positiven Jest
setzen. 

In dem Augenblick, von 
dem an wir bei der zu beob
achtenden Bewegung die Zeit 
zahlen, also zur Zeit 0, sei Ao 
die Lage des bewegten Punktes 
in der Bahn; nach VerfluB von 
t1 Zeiteinheiten, d. h. zur Zeit 

A' 
-$ 

A" 

Abb.134. 

t1, befinde sich der Punkt in A1 , zur Zeit t2 in A2 usf. Man miBt nun 
der Bahnlinie entlang die Abstande 81' 82, 8s . .. der auf der Bahnlinie 
bezeichneten Punkte A 1 , A~!, As' .. von dem festen Punkt 0, Jegt den 
gemessenen Abstanden 8, je Iiach der Lage des betreffenden Punktes 
A auf dem +. oder --Zweig der Bahnlinie, das +- oder --Zeichen 

Abb. 135. 

bei, tragt in einem rechtwinkligen Koordinatensystem (Abb. 135) die 
Zeitabschnitte t1 , t2 , fs ' .. als Abszissen, die zugehorigen Werte 81 , 82, 

83 • •• als Ordinaten auf und verbindet die Endpunkte der letzteren 
durch eine stetige Linie. 

Aus dem so erhaltenen Diagramm, dem Zeit-Weg-Diagramm 
der Bewegung, kann zu einem beliebigen t das zugehorige 8 und da
mit die jeweilige Lage des bewegten Punktes in seiner Bahnlinie ent
nommen werden. 1st 

s = f(t) . . . . . . . . . . (92) 
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die Gleichung der (8, t)-Linie oder Zeit- Weg-Linie, so kann manaus 
dieser den Abstand 8 fiir einen beliebigen Punkt auch berechnen. 

130. Gleichformige Bewegung. Angenommen, es habe sich als 
Zeit-Weg-Linie eine Gerade ergeben und demzufolge als Gleichung der 
Bewegung in der Bahn die Gleichung 

8=a+ct. 

Diese Gleichung liefert fiir t = 0, 8 = 80 = a; es ist daher der 
Wert a der . anfangliche Abstand des bewegten Punktes vom 
festen Punkt 0 der Bahnlinie. Setzt man des weiteren nacheinender 
t = 1, = 2, = 3, =.. . Zeiteinheiten, so erhalt man ·als entsprechende 
Werte von 8: 

und damit 

8 1 - 80 ; 82 -.81 ; 83 - 82 ; • • . sind aber die Wegstrecken, die vom 
bewegten Punkte in den aufeinander folgenden Zeiteinheiten beschrieben 
werden. 1m vorliegenden FaIle legt also der Punkt in gleichen Zeit
abschnitten gleiche Wegstrecken zuriick, d. h. die durch die 
Gleichung 8 = a + et ausgedriickte Bewegung ist eine gleich
formige. 

Es handle sich nunmehr um zwei in einer und derselben Bahn
lillie gleichformig sich bewegende Punkte lund II. Fiir den Punkt I 
sei die Gleich ung der Bewegung in der Bahn 

8=a+e't; 
fiir den Punkt II dagegen: 

8 = a.+ e"t; 

wobei e' > e". Fiir t = 0 ergibt sich bei beiden Punkten 8 = a, beide 
bewegte Punkte befinden sich somit zu Zeit 0 an der gleichen Stelle 
der Bahn. Da aber e' > e", so ist fiir jedes beliebige t der Abstand 
8 des Punktes I vom festen Bahnpunkt 0 groBer als derjenige des 
Punktes II, der Punkt I kommt .also schneller voran als der Punkt II, 
oder: die Geschwindigkeit des Punktes I'ist eine groBere als die
jenige des Punktes II. Der Wert e in der Gleichung 8 = a + e t 
bedingt daher den Grad der Geschwindigkeit der Bewegung, er wird 
deshalb kurzw.eg als Geschwindigkeit bezeichnet. Oben fanden wir 

8S -82 =e; ... 

oder c als den Weg in der Zeiteinheit. Somit hatte man bei 
der· gleichformigen Bewegung unter der Geschwindigkeit zu 
verstehen den in der Zeiteinheit tatsachlich zuriickgelegten 
Weg. 

Legt nun ein gleichformig sich bewegender Punkt in t Zeitein
heiten den Weg 8 zuriick, so ist seine Geschwindigkeit 

8 
V=-. 

t 
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131. Ungleichformige Bewegung. Zeichnerische Ermi ttlung 
der Geschwindigkeit. Jede Bewegung, die nicht gleichformig ist, 
nennt man ungleichformig. Da eine gleichformige Bewegung im Zeit
Weg-Diagramm Abb. 135 sich als Gerade abbildet, so ist jede Bewe
gung, deren Zeit-Weg-Linie eine Kurve ist, ungleichformig. 

Was ist nun bei einer. ungleichformigen Bewegung unter der Ge
schwindigkeit zu verstehen? 

Ein ungleichformig sich bewegender Punkt durchlaufe einer Be
obachtung zufolge in LI t [sk ] einen Weg LIs [m], seiner Bahn entlang 

gemessen. In 1 [sk] !egt er folglich den Weg vm = ~: zuriick, diesel' 

ist als die durchschnittliche Geschwindigkeit in dem Zeitabschnitt LI t 
zu bezeichnen. Das ist abel' noch nicht die. wahre Geschwindigkeit; 
denn del' Punkt kann sich wahrend del' Zeit LI t teils schneller, teils 
langsamer bewegen. Del' wahren Geschwindigkeit nahert man sich nun 
um so mehr, je kiirzer man die Beobachtungszeit wahlt. Genau wird 
sie erst dann erhalten, wenn LI t unendlich kurz angenommen wird, wo
mit auch LI s unendlich klein wird, und damit auch del' Fehler, den 
man begeht, wenn man die Bewegung auf LI s wahrend LI t [sk J als gleich
formig annimmt. Die wahre Geschwindigkeit v des Punktes in seiner 
Bahn zur Zeit t ergibt sich demnach als Grenzwert 0: 0 des Verhalt
nisses LIs: LIt, als del' sog. Differentialquotient oder die Ableitung 
ds: dt des Weges nach del' Zeit: 

v = ~~ = lim ~~ = S1) . . . . . . . . (93) 

1st also del' zeitliche VerIauf einer Bewegung durch s = ((I) ge
geben, so erhalt man die Geschwindigkeit zur Zeit t durch Ableiten 
von s nach t. Wir bestatigen das fiir die oben besprochene gleich
formige Bewegung s = a -+ ct; nach t abgeleitet gibt v = s = c, in Dber
einstimmung mit dem oben unmittelbar hergeleiteten Ergebnis. Ware 
anderseits s = 10· t2 , und die Geschwindigkeit 10 sk nach Beginn del' 

Z ds 
eitmessung gesucht, so ware v = (it = 20 t, also flir t = 10 [ 13k] 

v = 200 [mJskJ. 
Von der Richtung der Geschwindigkeit soIl in 171 die Rede sein. 

Hier wollen wir nur vom V orzeichen von v sprechen. Die Zeit, wahrend 
der eine Bewegung verfolgt wird, ist als eine positive und zunehmende 
GroBe anzusehen, daher ist elt stets positiv. 1nfolgedessen ist das Vor-

zeichen von v = ~; einzig vom V orz~ichen von d s abhangig. v ist < ±, 
wenn ds <± ist, d. h. wenn del' Abstand vom Fixpunkt 0 del' 
Bahn Abb. 134 wachst oder abnimmt. Nennt man eine Bewegung 
in der <± s-Richtung eine Vorwarts- bzw. Riickwartsbewegung, so 
ist v bei der Vorwartsbewegung positiv, bei del' Riickwartsbewegung 
negativ. 

1) Wir werden im nachfolgenden haufig die bequeme Schreibweise beniitzen, 
derzufolge die erste,. zweite usf. Ableitung einer GroBe 8 nach der Zeit mit Ii, s, 
bei h6heren Ableitungen mit 8(n) bezeichnet wird. 
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Bei einer ungleiehformigen Bewegung ist v mit der Zeit vedinder
lieh; man versteht unter Geseh windigkeit v einer ungleiehformigen Be-
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wegung zur Zeit t die Streeke, die der bewegte Punkt in einer Sekunde 
zuriieklegen wiirde, wenn er sieh yom bezeiehneten Zeitpunkt ab gleieh
formig weiterbewegte. 
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Wahrend ds streng genommen ein Grenzwert ist, ist es ublich und 
dt 

bequem, ds und dt als sehr kleine "lVerte aufzufassen, im Sinne von 
L1 8 und L1 t. Die wahrend d t sich abspielende Bew~gung nennt man 
Elementarbewegung. Wenn ein Gebrauch dieser Auffassung d8 =V' dt 
gesetzt wird, so laBt sich das sehr faBlich so aussprechen: Wahrend 
einer unendli'ch kurzen Zeit dad man die Geschwindigkeit 
(d. h. die zeitliche Weganderung) so berechnen, als ob die Ele
mentarbewegung gleichformig ware, m. a. W. als ob d8 mit dt 
proportional sich anderte .. 

Wir wenden dies zur zeichnerischen Ermittlung der Ge
schwindigkeit auf einen bestimmten Fall an, indem wir noch weitere 
Erlauterungrn uber das Zeit-Weg-Diagramm anknupfen. Abb. 136 zeigt 
einen Antrieb einer Schuttelrinne. Die Wege 8 der Schiittelrinne, von 
einer Totlage Tl aus gemessen, sind fUr eine Anzahl von Stellungen 
der Antriebkurbel durch Zeichnung ermittelt und in del' dariiber stehen
den Abbildung in Abhangigkeit des Kurbelwinkels aufgetragen. Wenn 
die Antriebkurbel gleichformig umlauft, so bildet sie gleichsam einen 
Uhrzeiger, und man darf statt des Kurbelwinkels die diesem proportio
nale Zeit setzen. Bei n Umlaufen in 1 min = 60 sk ist die Zeit eines 

60 
Umlaufes - [sk]. Fur die Bahngeschwindigkeit zur Zeit t erhalt man 

n 
einen Naberungswert,. wenn man unter Beriicksichtigung des beniitzten 
Weg- und ZeitmaBstabes aus der Abbildung den in einer kleinen ZeitAt 

zuriickgelegten Weg L1 8 entnimmt und v = ~; bildet, d. h. den Diffe

renzenquotienten an Stelle des Differentialquotienten. Das Weg-Zeit
Diagramm gibt nun dem freien Auge AufscbluB uber den zeitlichen 
Verlauf der Geschwindigkeit. LaBt man namlich L1 t und damit L1 8 un-

endlich klein werden, so wird d8 = lim ~ S = tgcc die Tangens des Nei-
dt at 

gungswinkels der Weg-Zeit-Kurve gegen die t- Achse, und da tgcc mit 
cc zUl1immt, so bildet die Neigung del' Weg-Zeit-Kurve ein MaB fiir die 
Geschwindigkeit. Letztere ist da am groBten, wo dio (8, t)-Kurve am 
steilsten ist, und da gleich Null, wo diese Kurve del' Zeltachse parallel 
1 auft. Man kann demnach d urch Tangentenziehen 1) die Geschwindig
keit naberungsweise ermitteln, dazu verwendet man am zweckmaBigsten 
ein Spiegellineal, d. h. ein Line3-1 mit Dreieckquerschl1itt aus schwarzem 
undurchsichtigem Glas, das zwei aufeinander sel1krecht stehende Spiegel
flachen bat. An flachen Stellen der Kurve erzielt man die groBte Ge
nauigkeit durch Zeichnen del' Normalen, an stark gekriimmten Stellen 
durch Zeichnen der Tangenten. Bei der Ausrechnung ist der Zeichen
maBstab. zu beriicksichtigen. Bedeutet in dor Zeichnung 1 mm Abszisse 
m [sk ] und 1 mm Ordinate 11 [m J, so sind L1 t [mm ] del' Zeichnung gleich 
m . L1 t [sk] und L1 8 [mm] del' Zeichnung gleich n . L1 8 [m] in Wirklicbkeit, so daB 

. L18 n·L1s n 
v----rhm At=--=-_·tgcc ...... (94) 

Ll m·L1t m 
') Ein anderes Verfahren gibt R. Slaby in Z.V.D.I. 1913, S. 821 an; siehe 

noch ebenda S. 1887. Vgl. auch A. Wagener, Physikal. Zeitschr. 1909, S. 57. 
Pfliigers Tangentenzeichner Z. V.D.l. 1914, S. 880. 
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Das aus der Zeichnung entnommene tga: muB also mit dam MaB
stabverhaltnis n: m multipliziert werden, damit die gesuchte Geschwindig
keit erhalten wird. 

132. Beschl(mnigung. Zeichnerische Ermittlung der Be
schleunigung. Um eine ungleichformige Bewegung, bei der sich die 
Geschwindigkeit im Lauf der Zeit andert, genau beschreiben zu konnen, 
ist es unerliWlich, ein MaB fUJ; die Geschwindigkeitsariderung aufzu
st.ellen. Wir muss en das schon aus dem Grunde tun, weil, wie in 6 
und 141 dargelegt, mit einer Geschwindigkeitsanderung eine dynamische 
Kraft verbunden ist. Um mit diesem wichtigen Begriff recht vertraut 
zu werden, betrachten wir zunachst den denkbar einfachsten Fall, in 
dem die Geschwindfgkeit langs der Bahn gleichmaBig mit der Zeit 
wachst oder abnimmt. Man nennt diese Bewegung gleichformig 
ver.andert, und zwar gleichformig beschleunigt, oder gleichformig 
verzogert, je nachdem die Geschwindigkeit mit der Zeit proportional 
wachst oder abnimmt. 1st z. B. die Geschwindigkeit zu Beginn der 
Beobachtting vo' und ist sie nach 1 [sk] um b gestiegen, hat also den 
Wert Vo + b, dann betragt sie wegen ihrer gleichformigen Zunahme 
nach 2 [sk] Vo + 2 b und nach t [sk] 

v=vo+b·t .. ........ (95) 
Die Zunahme -b der Geschwindigkeit in einer Sekunde heiBt die 

Beschleunigung, die Abnahme Verzogerung. SolI z. B. ein Forder
korb, der im Schacht eines Bergwerkes mit 15 [m/sk] Geschwindigkeit 
abwarts fahrt, durch Bremsen in 5 [skJ gleichmaBig verzogert und 
stiIlgesetzt werden, so muB die Geschwindigkeit in einer Sekunde um 
15 [m/sk]: 5 r sk] = 3 [m/sk2] geandert werden; die Verzogerung betragt 
demnach 3 [m/sk] in einer Sekunde. -

Die MaBeinheit einer Beschleunigung erhalt man, wenn man die 
Gl. (95) nach b auflost: 

b= v-vo . 
t 

Die MaBeinheit einer Beschleunigung ist demnach der Quotien~ 
der MaBeinheit von v -- vo' d. h. [m/sk] und der Zeit t [sk], das gibt 
[m/sk2]. 

Zeichnet man, nach dem VorbiId des Zeit-Weg-Diagrammes, nun
mehr das Zeit-Geschwindigkeits-Diagramm der gleichformig veranderten 
Bewegung, indem man als wagrechte Abszissen die Zeit t, als senk
rechte Ordinaten die zugehorigen Geschwindigkeiten des bewegten Punktes 
auftragt, so ergibt sich eine gegen die t-Achse geneigte Gerade. 

Wir konnen sofort beifiigen, daB die Zeitgeschwindigkeitslinie einer 
ungleichformig veriinderten Bewegung eine Kurve ist. 

Wie druckt sich nun die Beschleunigung langs der Bahn bei 
einer belie big veranderten Bewegung aus? Wir verfahren genau 
wie bei der Definition der Qeschwindigkeit einer ungleichformigen Be
wegung auf S. 201. Zur Zeit t sei die Geschwindigkeit v; LI t [sk] nach
her v + LI v. Sie hat sich demnach in LI t [sk] um LI v geandert, in 

einer Sekunde also durchschnittlich um ~ v. Das ist die durchschnitt-
at 
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liche Beschleunigung bm wahrend At sk. Diese kann sich aber inner
halb des Zeitraumes A t selbst nocn andern, jedoch um so weniger, 
je kleiner At angenommen wird. Je kleiner man At wahlt, desto mehr 

nahert sich das Verhiiltnis ~; einem festen Grenzwert, der angibt, mit 

welcher Intensitat sich die Geschwindigkeit momentan andert; aus der. 
durchschnittlichen Beschleunigung bm wird schlieBlich die wahre Be
schleunigung b 

b=limAvl =dv=v ....... (96) 
A t I Llt=o dt 

Da nun nach (94) v = ds ist, so hat man auch 
dt 

(96a) 

Die Beschleunigung eines bewegten Punktes langs seiner 
Bahn wird also durch einmaliges Ableiten der Gesehwindig
k ei t v = qJ (t) oder durch zweimaliges Ableiten des Weges s = f(t) 
nach der Zeit erhalten. Man bestatige daa sogleich fUr den einfaehsten 
Fall, der gleichformig veranderten Bewegung (vgl. 132, Anfang). 

Daa Vorzeichen der Beschleunigung ist, da dt stets positiv ist, 
dureh das Vorzeiehen von dvbestimmt. Nun jst naeh der Verein
barung auf S. 201 die Geschwindigkeit bei Vorwartsbewegung positiv, 
bei Riickwartsbewegung negativ; demnach ist die Geschwindigkeits
anderung dv positiv bei beschleunigter Vorwarts- und verzogerter·Riick
wartsbewegung, und negativ bei verzogerter Vorwarts- und beschleu
nigter Riickwartsbewegung. Dies laBt. sich auch kiirzer ausdriicken, 
wenn die Beschleunigung als gerichtete GroBe aufgefaBt wird (vgI. 140). 
Wenn die einfache Schwingungsbewegung betrachtet wird, mag man 
sieh hieran erinnern. 

Der Studierende lasse sich die Miihe nicht verdrieBen, den oben 

gesehilderten Grenziibergang lim ~ ~ an Hand eines Zahlenbeispieles 

selbst aIImahIich zu voIlziehen. Er wird auf diese Weiae den Beschleu
nigungsbegriff sich anschaulich und exakt zu eigenmachen. Dazu gibt 
gleich das folgende Beispiel Gelegenheit. . 

Die Beziehung s = f(t) zwischen dem Weg eines Punktes und der 
Zeit ist nicht immer in Form einer Gleichung angebbar. Man muB 
sie sich besonders bei verwickelten Mechanismen oder unbekannten 
Bewegungsvorgangen (Bewegung des Schreibstiftes eines Indikators, eines 
Ventiles, eines Selbstgroifers zum Transport von Kohle u. dgI-) durch 
ZeiC'hnung, Modellversuch oder mit MeBvorrichtungen (Stimmgabel, 
Weg-Zeit-Indikatoren) erst verschaffen. Wir haben dies fiir die Be
wegung einer Sehiittelrinne in Abb.136 ausgefiihrt, und aus dem Weg
Zeit-Diagramm kann sodann die Geschwindigkeit in einer Reihe von 
ZeitpunkteIi nach S. 203 graphisch ermittelt werden. Die gefundenen 
Werte werden gleichfalls in Funktion der Zeit aufgetragon (Abb. 136) 
und zum Ausgleich der unvermeidlichen Zeiehenfehler durch einen mit 
Gefiihl eingezeiehneten Kurvenzug verbunden. Aus der so erhaltenen 
Zeit-Geschwindigkeits-Kurve konnen schlieBlich die Beschleunigungen 
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naherungsweise durch Tangentenziehen gefunden werden, wie die Ge
schwindigkeit aus dem Zeit-Weg-Diagramm. Das ist auf S. 203 aus
fiihrlich dargelegt. Das Zeit-Geschwiudigkeits-Diagramm gibt auch in 
ganz analoger Weise sofort anschauliche Auskunft iiber den zeitlichen 
Verlauf der Beschlouuigung. Die Beschleunigung ist am groBten da, 
wo sich die Geschwindigkeit am starksten mit der Zeit andert, d. h. 
da, wo die Zeit-Geschwindigkeits-Kurve am steilsten ist, und ist Null 
da, wo diese Kurve der Zeitachse parallel liiuft. Bedeutet in der Zeich
nuug 1 [mm] Abszisse m [sk] und 1 [mm] Ordinate p [mJsk], so sind 
At [mm] aus Zeichnung m·At [sk] in Wirklichkeit, und Av [mm] aus 
Zeichnung p. A v [m/sk] in Wirklichkeit und man hat fiir die Beschleu
nigung langs der Bahn nach Gl. (96) 

. p.Av p 
b=hm m .At = m tgfJ ....... (97) 

wobei tg fJ der aus dem Diagramm zu entnehmende Neigungswinkel 
der (v, i}-Kurye· im Punkt (v, t) gegen die Zeitachse bedeutot. Die Be
schleuniguug wird also aus dem (v, t)-Diagramm erhalten, indem man 

tg fJ mit dem MaBstabverhaltnis ~ multipliziert. 
m 

Auch hier empfiehlt es sich, die gefundenen Beschleunigungswerte 
in Funktion der Zeit aufzuzeichnen und zum Ausgleich der uuvermeid
lichen Zeichnungsfehler eine Kurve zu ziehen. Das graphische Ver
fahren verlangt exaktes Zeichnen. 

Die v, t-Linie in Abb. 136 ist aus der 8, t-Linie durch Tangenten
ziehen an letztere ermittelt. Die dem Winkel lX anliegende Kathete 
ist stets 25 mm' gemacht, die gegeniiberliegende Kathete ist als Ge
schwindigkeitswert v aufgetragen. Der sich hierbei ergebende Geschwin
digkeitsmaBstab ist in Abb. 136 vermerkt. Ebenso ist bei Aufzeichnuug 
der b, t-Linie verlahren; nur ist als die dem 1::.fJ anliegende Kathete 
15 mm verwendet, um die OrdinatengroBe zu beschranken. Der sich 

. ergebende BeschleuuigungsmaBstab ist in Abb. 136 ebenfalls vermerkt. 
Die v- und b - MaBstabe hangen auBerdem in ersichtlicher Weise mit 
dem Langen- und ZeitmaBstab zusammen. 

tt 

Probe: Die Flache der v, i-Kurve ist f v dt= f :; dt= 8 (zwischen 

t 
t und t1); die positive v, t-Flache muB in Abb. 136 gleich der negativen 
sein und jede gleich dem Hub. 

133. Winkelgeschwindigkeit bei einer nngleichformigen Dreh
bewegung. Den Begriff der Winkelgeschwindigkeit einer gleichformigen 
Drehbewegung und den AnlaB zur Aufstellung desselben haben wir 
schon in 116 kennen gelemt. Wir haben ibn jetzt fiir eine ungleich
formige Drehbeweguug zu erweitem, hei der ein vom festen Drehpunkt 
zum bewegten Punkt gezogener Fahrstrahl in gleichen Zeiten ungleiche 
Winkel durchlauft. 

Man braucht im foIgenden nur an die Bewegung in einer Ebene 
senkrecht zur Drehachse zu denken. Wir betrachten eine Drehung im 
Zeitelement dt, wobei der Drehwinkel dip (im BogenmaB) durchlaufen 
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worden sei. Naeh der Bemerkung auf S. 203 darf diese Elementar
bewegung als gleichformig angesehen werden. In einer Sekunde wiirde 

dann der Winkel d qJ zuriickgelegt; das ist die Winkelgeschwindigkeit w 
dt 

zur Zeit t: 

dqJ .1) ( ) W=Tt=qJ •.•••.••• 98 

Eigentlich kann man in der Dynamik des materiellen Punktes die BegrifIe 
Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung vermeiden; man wiirde sie erst 
bei der Drehung eines Korpers vermissen. Allein man kann sie zur Beschreibung 
der Zentralbewegimg eines Punktes sehr gut gebrauchen. Auch schlieBt sich die 
Ableitung in natiirlicher Folge an das Vorhergehende an. 

Beispiel: Die Erde dreht sieh in einem Sterntag einmal um ihre 
Achse, d. h. in 23 Std. 56 Min. 4 Sek. = 86164 sk mittlerer Sonnenzeit. 
Wie groB ist die Winkelgesehwindigkeit der Erde~ 

Die minutliche Umlaufzahl der Erde ist n = 60/86164; daher nach 
Gl. (98): 

:n:n :n:·60 1 J 

W = 30 = 30-:86164 = 13 710 [ljsk]. 

Das sind Bogeneinheiten in einer Sekunde; in Bogensekunden aus
gedruckt ist das 206265: 13710 = 15,05". Die Erde dreht sieh etwa 
halb so schnell wie der kleine Uhrzeiger. 

134. Winkelbeschleunigung. Beim Anfahren einer Maschine, 
z. B. eines Elektromotors fUr eine UmkehrwalzenstraBe oder eine Schaeht-. 
forderanlage findet eine ungleichformige Drehbewegung statt. In solehen 
Fallen, wie uberhaupt bei jeder ungleiehformigen Drehung, andert sich 
die Winkelgeschwindigkeit mit der Zeit. Wir betrachten eine Elemen
tardrehung wahrend elt sk; innerhalb dieses Zeitraumes darf naeh 
S. 203 die denkbar einfachste Geschwindigkeitsanderung angenommen 
werden, namlieh die gleichformige, d. h. der Zeit proportionale. 1st 
also d W die ~nderung der Winkelgeseh windigkeit in el t [sk], so ist die 
sekundliehe Anderung der Winkelgesehwindigkeit die sog. Winkel
be sehleunigung 

wenn d qJ = W . d t den in 
im BogenmaB bedeutet. 

. (99) 

d t vom Fahrstrahl durchlaufenen Drehwinkel 
Setzt man W =:n: n/30 ein, so ist auell 

:n: eln 
8=30'dt' ......... (99 a) 

wo n die minutliche Umlaufzahl ist. 
Mit der Winkelbesehleunigung ist auch eine Bahn- oder Umfangs

beschleunigung verknupft. Sie betragt Z. B. fur einen im konstanten 
Abstand r von der Drehaehse befindlichen Punkt naeh (96) und (99) 

du d(rw) elw. 
b=-=---=r-=r·8 . .... (100) 

dt dt dt 

1) V gl. S. 201 wegen der Schreibweise. 
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Zwischen Bahn- und Umfangsbeschleunigung b und Winkelbesehleuni
gung e besteht demnach eine analoge Beziehung wie zwifwhen Umfangs
geschwindigkeit u und Winkelgeschwindigkeit ro (vgl. Gl.71). 

Die MaBeinheit einer Winkelbeschleunigung ist [1: Skll]; denn sie 
entsteht gemaB e=dro/dt, indem man die MaBeinheit von dro, d. h. 
[l/skJ mit der MaBeinheit von dt, d. h. [sk] dividiert. 

Beispiel: Ein Elektromotor mit einer Mchsten Umlaufzahl von 
n = 50 in einer Minute soIl in einer Minute 55 mal umgesteuert werden, 
indem er ohne Pause abwechselnd gleichformig beschleunigt und ver
zogert wird. Wie groB ist die Winkelbeschleunigung1 

Zahl der Beschleunigungen und Verzogerungen '2·55 = 110 in 
e~er Minute; Dauer einer Beschleunigungs- oder Verzogerungsperiode 
60/110 ,[sk] = 0,545 [sk]. Hierbei steigt oder sinkt die Umlaufzahl 
gleichformig von 0 auf 50 und l,lmgekehrt, also um 50 in 0,545 [sk]; 
d. h. die sekundliche Anderu.ng der Umlaufzahl betragt dn/dt= 50/0,545 
= 91,8, daher Winkelbeschleunigung nach Gl. (99 a) 

:n; dn :n; 
e =--=- 91,8 = 9,62 [1/sk2]. 

30 dt 30 . 

135. Die gleichformig beschlennil,l:te Bewegung in einer Geraden. 
Wir stellen die dieser Bewegung eigentiimlichen Beziehungen zwischen 
Weg, Geschwindigkeit, Beschleunigung und Zeit auf, um eine wirklich 
vorkommende Bewegung daraufhin priifen zu konnen, ob sie gleich
formig beschleunigt ist, oder um, sie anzuwenden, wo man von einer 
Bewegung weiB, daB sie gleichformig beschleunigt ist. 

a) Einfache trberlegung: Die gleichbleibende Beschleunigung, in 
Richtung der geraden Bahnlinie sei b. Die Bewegung beginnt mit der 
Anfangsgeschwindigkeit Vo zurZeit t= O. Dann gilt die auf S. 204 
angefiihrte Definitionsgleichung fiir die Endgeschwindigkeit nach t sk: 
v=vo +bt. ' 

Die mittlere Geschwindigkeit v", in t sk ist wegen des gleichmaBigen 
Anwachsens der Ge~chwindigkeit das arithmetische Mittel aus Anfangs-
und Endgeschwindigkeit: ' 

vm=Hv+vO)=vo+~bt • ..... (101) 

Der in t[sk] zuriickgelegte Weg ist offenbargleich groB, ob er 
mit veranderlicher Geschwindigkeit durchlaufen wird oder mit einer 
konstanten mittleren Geschwindigkeit vm ; er betragt daher bei gleich
formig beschleunigter Bewegung: 

. (102) 

woraus ersichtlich ist, daB der Weg aus zwei Anteilen besteht, ent
sprechend einer trberlagerung einer gleichformigen Bewegung mit Ge
schwindigkeit Vo und einer gleichformig beschleunigten mit Beschleuni
gung b. 

Setzt man in S =vm·t den Wert vm aus Gl. (101) und taus Gl. (95) 
ain, so wird 

v'J- v 2 
s=-_-'L, 

, 2 b 
. . . (103) 
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Fiir die gleichformig 
Gleichungen mit negativem b 
und Vo > v, also 

v=vo-bt 

verzogerte Bewegung gelten dieselben 
(Verzogerung = negative Beschleunigung) 

. . . (104) 

Istim besonderen vo=O, so gilt fiir die gleichformig ver
anderte B ewegung mit Anfangsgesch windigkeit 0 

v=bt 

S=~.bt2 
2 

. . . . . . (105) 

Aus der Weggleichung 8 = ~bt2 folgt als Kennzeichen einer 
gleichformig veran~erten Bewegung, daB die Wegstrecken sich 
wie die Quadrate der Zeiten verhalten. Wo das durch Beobachtung 
festgestellt wird, ist die Bewegung gleichformig verandert. 

b) Das Integrationsverfahren s. 104; vgl. auch 137. 

136. Der freie Fall im luftleeren Raum. Galilei f~nd als erster 
die Gesetze des freien Falles schwerer Korper. Offenkundig fallen ver
schieden groBe und verschieden geformte Korper nicht gleich schnell. 
tJber diese Feststellung war man znvor nicht hinausgekommen. Galilei 
schrieb die Erscheinung dem EinfluB des Luftwiderstandes zu und 

'faBte die nberzeugung, daB im lnftleeren Raum aIle Korper gleich 
schnell fallen wiirden, was durch den Versuch bestatigt wird. So konnte 
sich G alilei die einfachere Frage vorlegen, wie die Korper im luft
leeren Raum fallen wiirden, oder mindestens unter Umstanden. wo der 
Luftwiderstand keine merkliche GroBe hat. Da Galilei nicht in der 
Lage war, die Fallbeweguug unmittelbar zu beobachtcn, so bildete er 
sich eine Annahme, wohl in der Voraussicht, die daraus folgenden 
Schliisse durch Beobachtung priifen zu konnen. Aus der Annahme, daB 
die Fallgeschwindigkeit mit der Fallzeit proportional wachse, leitete er 
die oben angefiihrten Gleichungen ab und sah sich veranlaBt, den da
mals unbekannten Begriff der Beschleunigung zu bilden. Aus der 
Weggleichung der gleichfOrmig beschleunigten Bewegung schloB er, daB 
die Fallraume dem Quadrat der Fallzeiten proportional wachsen miiBten. 
Galilei bestatigte dies durch Beobachtungen an der schiefen Ebene, 
die leichter auszufiihren waren, weil die Bewegung auf dieser langsamer 
vor sich geht, dem freien Fall aber im iibrigen ahnlich verlauft. Da
mit hatte Galilei den Nachweis erbracht, daB die zunachst nur in 
seiner VQrsteIlung angenommone, gleichmaBig beschleunigte Bewegung 
- der einfachste iiberhaupt denkbare Fall einer ungleichformigen Be
wegung - physikalisch vorkommt, mit anderen Worten, daB der freie 
Fall ohne Luftwiderstand gleichfOrmig beschleunigt verlauft. Er hat 
gleichzeitig die Mechanik um den grundlegenden Begriff der Beschleunigung 
bereichert. 

Die' Beschleunigung des freien l!'alles wird stets mit g bezeichnet. 
lhre ungefahre .GroBe kann man abschatzen, wenn man einen Stein 
eine bekannte Rohe ohne Anfangsgeschwindigkeit herabfallen lii.Bt und 

Autenrieth·I'nsslin, Mecbanik. ~. Auf]. 14 
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die Fallzeit beobachtet; die Fallbeschleunigung ist dann nach Gl. (105) 

g = ~: [mjsk2]. 

Pendelversuche liefern die genauesten Werte von g. An einem 
Erdort von der geographischen Breite cpo und del' Meereshohe h [m] ist: 

g = 9,806056 - 0,025028 cos 2 cp - 0,000003 h. 

Die Gleichungen fiir den freien Fall ohne Anfangsgeschwindigkeit 
im luftleeren Raumfolgen aus (105) mit b=g und mit 8=h (Fallhohe):) 

v=gt 

h 1 0 

=-gt" 
2 

h= v2 

2g 

(106) 

Be is pie 1 : Ein Stein faIle in einen Schacht. N ach t [sk] hOrt 
man ihn aufschlagen. Wie tief ist der Schacht? Schallgeschwindigkeitc. 
Luftwiderstand nicht zu beriicksichtigen. 

Die Tiefe des Schachtes sei h. Um diese Tiefe zu durchfallen, 
braucht der Stein nach Gl. (106) 

1/2h 
tl = V g[sk]. 

h 
Sodann braucht der Schall, um den Weg h zuriickzulegen, t" =-- .r sk]. " c l 

Es ist daher: 

woraus h gefunden werden kann. 

137. Die gleichformig beschleunigte Drehbewegung. Die Glei
chungen der gleichfOrmig beschleunigten Bewegung in einer Geraden, 
die in 135 abgeleitet sind, konnte man unmittelbar auf eine gleich
formige Drehung eines Fahrstrahles iibertragen, der sich nach Art eines 
Kurbelarmes _bewegt, wenn man statt Weg, Geschwindigkeit und Be~ 
schleunigung langs der Geraden jetzt Drehwinkel, Winkelgeschwindig
keit und Winkelbeschleunigung setzt. 

Man kann diese Gleichungen abel' auch durch Integration ab
leiten. Die gleichformig beschleunigte Drehung ist durch die Unver
anderlichkeit del' Winkelbeschleunigung e = ip = c, die als gegeben an
zusehen ist, gekennzeichnet. Durch zweimalige Integration folgt 

wo a und b Integrat~onskonstante sind. Man hat sie aus den Anfangs
odeI' Grenzbedingungen zu bestimmen, d. h. aus del' Lage und Ge
schwindigkeit, die in einem bestimmten Zeitpunkt bekannt sein miissen. 
Del' Zeitpunkt braucht indes nicht gerade notwendig del' Beginn del' 
Bewegung odeI' del' Zeitmessung zu sein. In unserer Aufgabe sei der 
Drehwinkel cp von derjenigen Lage des Fahrstrahles aus gemessen, die 
dieser zur Zeit t = ° einnimmt, d. h. es sei cp = ° fiir t = 0; zur gleichen 



Kinematische Hilfslehl'en. 211 

Zeit sei die Winkelgeschwindigkeit des Fahrstrahles cp == wo' d. h. es 
sei cp = Wo fiir t = O. Setzt man beide Bedingungen in obige Glei
chungen ein, so hat man zur Bestimmung der lI;ttegrationskonstanten 

wo=O+b,. O=O+O+a, 
d. h. b=wo und a=O. 

Damit und mit cp = w lauten die Gleichungen der gleichformig 
beschleunigten Drehbewegung 

w=wo+cl; lfJ=wot+~·ct2. . (107) 

denen analog den Gl. (104) noch folgende beigefUgt werden konnen: 

1 1 w2 -w 2 
wm =2"(w+wo) =Wo+2"ct; 1fJ= -~- . (107 a) 

Bei gleichformig verzogerter Drehung ist die Winkelverzogerung c 
negativ. 

Aus Gl. (107) folgt unter Beniitzung von w = ~~: 

(108) 

Das IntegrationsveIfahren fiihrt rascher zum Ziel als die einfache 
trberlegung, die in 135 angestellt wurde und sich fortwahrend auf die 
Anschauung von dem Bewegungszustand stiitzte. Das analytische Ver
fahren erfordert fast keine Anschauung; seine tJberlegenheit kommt bei 
schwierigeren Aufgabcn zur Geltung, vorausgesetzt, daB die erforder
liche Abstraktionsfahigkeit und formale Gewandtheit erworben und daB 
die einfachen Anschauungen gelaufig sind. 

Beispiel: Das gleiche wie auf S. 208. Es soIl noch del' Dreh
winkel wahrend einer Beschleunigungs- oder Verzogerungsperiode an
gegeben werden. 

Zu Beginn del' Beschleunigungsperiode (t = 0) ist no = 0 und 
wo=O; zu Ende (t=0,545 sk; S. 208) n=50; daher die Winkel
beschleunigung oder -verzogerung nach Gl. (108) 

n 50-0 
e=c= --- ·-=9 62 [lJsk2] 

30.0,545 ' 

und nach (107) IfJ = 0 + ~. 9,62.0,5452 = 1,42. Das sind Bogeneinheiten; 
in Graden ist das 1,42·57,3 = 81,50• 

138. Andere Bestimmung der Bewegnng im Raum. Statt zuerst 
die Bahnlinie eines Punktes und hierauf die Bewegung dos Punktes in 
seiner Bahn festzusetzen, kann man die Bewegung eines Punktes im 
Raum dadurch bestimmen, daB man den bewegten Punkt in seinen 
verschiedenen Lagen auf die drei Achsen eines raumlichen Koordinaten
systems projiziert und fiir den projizierten Punkt, wie auf S. 194 be
schrieben, angibt, wo er sich in jedem Augenblick auf der Projektions
achse befindet. In einem rechtwinkligen xyz-Koordinatensystem moge 
fiir die Bewegung des auf die x-Achse projizierten Punktes die Gleichung 
x = lfJ(t) gefunden sein und fiir die Projektionsbewegung langs der 

14* 
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beiden anderen Achsen y=X(t) und z=1jJ(t). Damit ist man im
stande, fiir jeden beliebigen Zeitpunkt t die Koordinaten des Punktes 
im Raume, also seine Lage angeben zu konnen. 

Aus einer der drei Gleichungen fiir x, y nnd Z kann t berechnet 
und in die beiden anderen Gleichungen eingesetzt werden, die dann t 
nicht mehr enthalten. Die zwei sich ergebenden Gleichungen in x, y, Z 

bestimmen eine Raumkurve, die Bahnlinie. Die drei Gleichungen 

x= cp(t), y=x(t), Z=1jJ(t) .... (109) 

sind ebenfalls die Bahngleichungen des bewegten Punktes,. aber in 
Parameterform, d. h. ·in Funktion des Parameters t. Wir bemerken 
auch den Unterschied zwischen Bahngleichung kurzweg, Bahngleichung 
in Parameterform, G1. (109), und Weggleichung, Gl. (92). Erstere gibt 
nur die geometrische Form der Bahn an; die zweite die Lage des be
wegten Punktes zu jeder Zeit, die letztere die Weglange, die der Punkt 
nach Ablauf irgendeiner Zeit auf seiner Bahn zuriickgelegt hat. 

Hat das Koordinatensystem eine unveranderliche, im Raum feste 
Lage, so ist die auf dasselbe bezogene Bewegung die wirkliche oder 
absolute; ist aber das Koordinatensystem selbst in Bewegung, so be
zeichnet man die auf das bewegliche Koordinatensystem bezogene Be
wegung des Punktes als relative oder scheinbare. 

Die Parametergleichung der Bahn enthalt schon alles, was zur 
vollstandigen Angabe der Geschwindigkeit und Beschleunigung nach 
GroBe, Richtung und Richtungssinn notwendig ist. Zuvorderst erkennt 
man, daB die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen des beweglichen 
Punktes in den drei Projektions- oder Koordinatenrichtungen ohne 
weiteres nach (93) und (96) durch ein- bzw. zweimaliges Ableiten der 
G1. (109) nach t erhalten :werden. Wie man nun aus den Geschwindig
keiten und Beschleunigungen langs der drei Koordinatenachsen auf die 
wirkliche Geschwindigkeit und Beschleunigung kommt, solI jetzt, nicht 
analytisch, abgeleitet werden; wir wollen uns vielmehr zuerst mit einem 
auBerst wichtigen Satz anschaulich vertraut machen, dem Satz von der 
Zusammensetzung und Zerlegung von Wegen, Geschwindigkeiten und 
Beschlounigungen (s. 140). 

139. Periodische Bewegnng in einer Geraden. Grnndbegriffe del' 
Schwingnng odeI' Oszillation. Kurbelschleife. Die rhythmisch hin und 

. her gehende Bewegung einer Kurbelschleife bildet ein typisches Beispiel 
fiir die einfache Oszillations- oder Schwingungsbewegung, oder wie man 
zu sagen pflegt, fiir eine einfache harmonische Schwingung, deren 
wesentliche Eigenschaften nunmehr festzustellen sind. Dreht sich die 
Antriebkurbel gleichfOrmig mit der Winkelgeschwindigkeit OJ, so voIl
fiihrt die Kurbelschleife in gleichen Zeiten gleichviel Hin- und Her
giinge, d. h. isochrone Schwingungen. Ein Hin- und Hergang bilden 
zusammen eine volle Schwingung. Die Zeitdauer derselben heiBt die 
Schwingungsdauer oder Periode 0 [sk), womit gleichzeitig auch 
die Anzahl der in 1 [sk] ausgefiihrten Schwingungen - die Schwingungs
zahl oder Frequenz y - bestimmt ist, es ist namlich 

1 
T= - [sk] 

y 
oder 

1 
Y=-[ljsk) 

o 
. . (110) 
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:Ben Weg x der Kurbelschleife messen wir von' del' Mittellage der 
Schwingungsbewegung aus und bezeichnen ihn als ,Ausschlag; der 
groBte Ausschlag ist die sog. Amplitude r; bei' der Kurbelschleife 
ist dies del' Halbmesser r der Antriebkurbel. In den Endlagen der 
Schwingung steht. die Kurbel in den sog. Totlagen. Von einer dieser 
Totlagen aus wird gewohnlich der Kurbelwinkel {} gemessen. Um den 
Weg in einfachster Form ausdriicken zu konnen, messen wir den Kurbel
winkel von der Mittellage aus. Braucht die Kurbel zum gleichformigen 

Abb. 137. 

Durchlaufen von {} die Zeit t [13k], so ist der Kurbelwinkel das sog. 
Argument der Schwingung {}=w·t. 

Bei einer vollen Schwingung durchHiuft die Antriebkurbel den 
Weg wt = 2n. Die Schwingungsdauer 

2n 
T=

W 

ist demnach von der Amplitude unabhangig. 

....... (110 a) 

Die Kurbelschleifenbewegung ist die Projektion der gleichformigen 
Kreisbewegung des Kurbelzapfens auf die Bewegungsrichtung del' 
Kurbelschleife, sie be£olgt nach Abb. 137 das Sinusgesetz: 

x=r·sinwt . ........ (111) 

und man erhalt Geschwindigkeit und Bcschleunigung del' Kurbel
schleifenschwingung zur Zeit t nach (93) und (96) durch zweimaliges 
Ableiten zu: 

dx ,/~--o . 0 v =---=rw·coscot=w yr-~·r",sln-OJt 
x dt 

(112) 

(113) 

Solange das Argument {} = co t zwischen + .~ :n und + :n liegt, ist 
2 2· 

cos wt positiv und damit auch vx d. h. die Kurbelschleife bewegt sich 
im Sinne der zunehmenden x" d. h. in Abb. 137 von links nach rechts, 
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von wt= ~ bis il-n ist das Entgegengesetzte der Fall; zu den Argu-
2 2 

menten ; und 3; gehoren Umkehrpunkte der Schwingungsbewegung, 

die Totlagen der Antriebkurbel. In diesen ist die Geschwindigkeit 
der Schwingung Null, wahrend sie in der Mittellage am groBten ist, 
namlich rw; sie stimmt im letzteren FaIle mit der Umfallgsgeschwindig
keit c des Kurbelzapfens iiberein. Tragt man die Geschwindigkeiten 
Vx in den zugehorigcn Wegpunkten x als senkrechte Ordinaten auf, so 

findet man als Weg-Geschwindigkeits-Kurve 

Abb. 138. 

der Schwingung eine Ellipse, denn die Glei
chung fur v x Iiefert umgeformt 

(vx!rw? + (xjr? = 1, 

d. i. die Gleichung einer Ellipse mit Halb
achsen rw und r (Abb. 138). 

Von besonderem Interesse ist das Ver
halten der Beschleunigung, das die ein
fachste Schwingungsbewegung am kiirzesten 
kennzeichnet. Die Beschleuriigung des 
sch wingenden Punktes ist zufolge (113) 
dem Abstand von del' MitteIlage,dem 
Ausschlag, proportional; sie ist in del' 
Mittellage Null und in den Endlagen am 
groBten, namlich rw2 • Sie ist stets gegen 
die Mittellage, also zentripetal gerichtet, 
da zu ± x ein =t= bx-Wert gehOrt. Die 

Weg-Beschleunigungs-Linie ist eine durch den Mittelpunkt der Schwin
gung gehende Gerade, als Bild del' Proportionalitat zwischen bx und x 
(Abb. 138). Als besonders brauchbare RechnungsgroBe erweist sich die 
Beschleunigung im Abstand 1 von del' Mittellage, sie sei kurz 
als die spezifische Beschleunigung b1 der einfachen Schwingung 
bezeichnet, es ist 

lllaxb r(J)~ Q 

b ="- ---- x = ---.- = (0" 
1 r r . . . . (114) 

damit erhalt man einen einfachen Ausdruck fLir die Schwingungsdauer 
nach G1. (110a) 

1 /r 1/1 1 2 nJ-
T = 2 n V b.c = 2 n V b

1 
l-= w~ (115 ) 

Man wird find en , daB "eine ganze Reihe von Schwingungsbe
wegungen z. B. die einer Masse an einer elastischen Feder, der Un
ruhe einer Uhr, eines Pendels von del' Art del' beschriebenen einfachen 
sinusartigen oder harmonischen Schwingung sind; ihr gemeinsames 
Merkmal ist, daB die Beschleunigung dem Ausschlag proportional und 
stets gegen einen Punkt hin gerichtet ist. Man braucht nul' die 
spezifische Beschleunigung b1 zu ermitteln und kann dann sofort 
die Schwingungsdauer odeI' Frequenz angeben. Beispiele findet man 
in 282 u. f., 2R4, 289. 
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Das Weg-Zeit-, Geschwindigkeits-Zeit- und Beschleunigungs-Zeit
Diagramm der Kurbelschleifenbewegung ist in Abb. 139 gezeichnet. 
Die Sinus-Welle des Weg-Zeit-Diagramms wird selbsttatig aufgezeichnet, 
wenn man einen Schreibstift mit der Kurbelschleife hin und her gehen 
laBt und unter ihm senkrecht zur Bewegungsrichtung der Kurbelschleife 
einen Papierstreif~n gleichformig wegzieht. Dieses Diagramm veran
schaulicht sehr gnt den zeitlichen Verlanf einer einfachen harmonischen 

Schwingung; man findet im Bild die Schwingungsdauer odeI' Periode T 

und die Amplitude r. Man vergegenwartige sich ferner, daB zufolge 
140 die Geschwindigkeit und Beschleunigung der Kurbelschleife die 
Projektion der Umfangsgeschwindigkeit und der Beschleunigung (nam
lich del' Zentripetalbeschleunigung) des Kurbelzapfens ist. 

Beispiel: Ein Schiffsmast macht infolge der Schlingerbewegung des Sohiffs 
6 Schwingungen in der Minute (= 12 Hin- und Hergange), der griiBte Aussohlag 
betragt 100 nach jeder Seite der Mittellage. Der Drehpunkt der Schwingung liegt 
10m unter Mastspitze. Deren Beschleunigung anzugeben. 

Unter der Annahme, daB die Schlingerbewegung eine einfache Sinussohwingung 
sei, kann sie als Projektion einer gleichfiirmigen Kreisbewegung, d. h. als Kurbel
schleifenbewegung angesehen werden mit n = 6 Umlaufen in der Minute und 
einem Radius gleich dem griiBten Ausschlag der Mastspitze r= 10 [m] . sin 100 

=10·0,174=1,74 [m]. Die Winkelgeschwindigkeit der gedachten Antriebkurbel 

ist w = ~; = 1t. 360 = 0,628; damit ist die groBte Beschleunigung der Mastspilze 

in den Totlagen der Schlingerbewegung nitch obi gem : 

bmax = rwo = 1,74.0,6282 = 0,69 [m/sk2J. 

140. ParaIlelogramm der Wege, Geschwindigkeiten und Be
schlellDigungen. Prinzip del' Unabhangigkeit (Trennung, Uberlagerung). 
Wir gehen von einigen einfachen Versuchen aus, die uns auf die soeben 
genannten Satze hinleiten; sie werden an der Vorrichtung Abb. 140 
ausgefiihrt. 

1. Man laBt eine kleine Kugel vom Punkt a aus auf einer schiefen, 
unten horizontal auslaufenden Rinne herab- und auf einer Horizon
talen weiterrollen. Nach t sk wird sie in c beobachtet. 

2. Man laBt die Kugel ·in b aus der Ruhelage frei herabfallen und 
beobachtet die Stelle, wo sie sich nach t sk befindet. Es sei dies 
Punkt d. 
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3. Man HiBt die Kugel wieder von a aus herabrollen und sich 
nach Durchlaufen del' Rinne in b frei weiterbewegen. Nach t sk be· 
obachtet man sie in e. Man kann jetzt feststellen, daB be=de und 
bd=ee ist. 

Punkt e findet man demnach aus dem Parallelogramm mit den 
Seiten be und hd, die ihrerseits in einfacher ·Weise. gefunden werden, 

Abb. 140. 

wenn man weiB, wie be und cd durch
laufen werden: hier oflenbar be gleich
f6rmig mit del' in b vorhandenen Hori
zontalgeschwindigkeit und bd in freiem 
Fall mit Anfangsgeschwindigkeit Null, ge
maB Gl. (106). Die Bewegung langs be 
erfoIgt nach MaBgabe des Beobachteten 
unter dem gleichzeitigen EinfluB del' in b 
erlangten Horizontalgeschwindigkeit und 
del' vertikalen Fallbe8chleunigung. Die 
Gesamtwirkung ist die gleiche, wie wenn 
die beiden Einzelwirkungen gleichzeitig 
und voneinandor unabhangig tatig waren. 
Die Bewegungen in del' Horizontal- und 
Vertikalprojektion spielen sich bei Versuch 
3 genau so ab wie hei Versuch 1 und 2. 

Man sagt: die Bewegung liings be sei die Resultierende aus zwei 
Teilbewegungen; del' Weg be die Resultierende aus zwei Teil- odeI' 
Seitenwegen, Wegkomponenten genannt. Mit zulassiger Verallge
meinerung darf del' Satz vom Wegparallelogramm, wie foIgt, ausge
sprochen werden: 

Del' resultierende Weg wird aus den Komponenten mit 
Hilfe des Parallelogramms gefunden; umgekehrt: Man kann 
den resultierenden Weg mit Hilfe del' Parallelogrammregel 
in Komponenten zerlegen. 

Del' resultierende Weg und seine Komponenten sind dabei auf 
die gIeiche Zeit bezogen. 

Ebenso wichtig ist das aus den drei Versuchen sich ergebende 
Prinzip del' Dberlagerung odeI' Trennung, auch Unabhangig.
keitsprinzip genannt, das weitergehender Anwendung fahig ist, und 
haufig in Wissenschaft und Technik verwendet wird, wo ein verwickelter 
Vorgang odeI' Zustand zu untersuchen ist odeI' wo das Ergebnis 
einer groBen Anzahl gleichzeitig auftretender Einfliisse angegeben werden 
solI. 1m ersteren Fall trachtet man den V organg zu zergliedern und 
die einzelnen, dabei tatigen Einfliisse zu erkennen, so fern man von 
ihnen annehmen darf, daB sie, gleichzeitig und voneinander unabhangig 
wirkend, die Gesamtwirkung zustande bringen. Man erlangt dadurch 
den Vorzug, daB man eine Einzelwirkung von del' andern losgel6st 
betrachten kann, womit die Dberlegung vereinfacht wird, und die ein
zelnen Einfliisse hinsichtlich ihres Gewichtes verglichen werden k6nnen. 
Die Gesamtwirkung ergibt sich ferner gleich groB, in welcher Reihen
folge man die Einzelwirkungen vereinigen mag. 

Die Dberzeugung von del' Richtigkeit des Prinzipes hat man sich 
so entstanden zu denken,. daB es zuerst an. einem einfachen durch
sichtigen Fall erkannt worden ist und sich bei Dbertragung auf weniger 
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einfache FaIle als richtig bestatigt hat. Bei ganz neuartigen Aufgaben 
.empfiehlt es sich, in dem Prinzip nicht mehr als ein Leitmotiv zu 

. sehen, dessen Giiltigkeit einer genauen Nachpriifung bedarf. 
Der Vergleich des zweiten Versuches mit dem dritten lehrt noch 

etwas weiteres. was, ohne daB bis jetzt von beschleunigenden Kraften 
die Rede war, doch sofort verstandlich ist. Die Beschleunigung bei 
Versuch 2 und 3 schreiben wir dem EinfluB der Schwerkraft zu. Da 
nun die Bewegung in der Vertik8len bei beiden Versuchen gleich ver
lauft, einmal obne, das andere Mal mit horizontaler Anfangsgeschwindig
keit, so kann auch ausgesprochen werden: die beschleunigende 
Wirkung der Kraft P an einem materiellen Punkt ist von einer 
etwa anfanglich vorhandenen Geschwindigkeit unabhangig. 

Die Zusammensetzung und Zerlegung von Geschwindigkeiten 
gescbieht wie folgt: Wird einem Korper zu einer bestimmten Zeit gleich
zeitig eine Horizontalgeschwindigkeit Cro und eine Ver
tikalgeschwindigkeit c erteilt, so sind die in der 
unendlich kurzen Zeil d t [sk ] horizontal bzw. ver
tikal zuriickgelegten Wege dx = cro ' dt und dy = cy' dt. 
Den resultierenden Weg d s findet man mit Hilfe des 
Wegparallelogramms. Wegen der Kiirze von d t ist 
auch der resultierende Weg unendlich klein, so daB 
man annehmen darf, auch er werde mit gleichformiger 
Geschwindigkeit c durchlaufen und habe die GroBe 
ds = c· dt. 

Abb. 141. 

Aus dem rechtwinkligen Dreieck dieser Wege folgt ds'!. = dx'!. + dy"': 

(c· dt? = (c",' dt)'" + (cy ' dt)'" 

oder 

Aus dem in Abb.141 gezeichneten Wegparallelogramm wird also 
nach Reduktion aller Seiten im Verhii.ltnis 1: (dl)2 ein dazu ahnliches 
Parallelogramm der Geschwindigkeiten erhalten. 

Bilden c und c einen 90° verschiedenen Winkel, so leitet man 
das SchluBeriebnis lei~ht mit Hilfe des Kosinussatzes der Trigonometrie 
selbst abo Es gilt daher allgemcin das Parallelogramm auch fiir 
die Zusammensetzung von Gesch windigkeiten: Geschwindig
keiten konnen (wie Strecken) nach dem Parallelogrammsatz zu 
einer Resultierenden vereinigt oder in Komponenten zerlegt 
werden. 

Die Zerlegung von c in eine Horizontal- und eine Vertikalkompo
nente ergibt, sofem der Winkel zwischen. Cx und c mit a bezeichnet 
wird, 

cx=c·cosa und cy=c·sina. 

Da links vom Gleichheitszeichen die Geschwindigkeit des auf eine 
Achse projizierten bewegten Punktes steht, rechts die Projektion der 
Geschwindigkeit auf diese Achse, so kann man sagen: die Geschwin
digkeit der Projektion 'eines bewegten Punktes ist gleich 
der Projektion der Geschwindigkeit. 

Die Richtung von c fallt der ganzen Darlegung zufolge in die 
Richtung von d s, d. h. in die Richtung der Bahntangente. 
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Urn die Regel zur Zusammensetzung von Beschleunigungen 
abzuleiten, nehmen wir an, der Korper sei frei beweglich und befinde 
sich gerade in Ruhe. Es werde ihm gleichzeitig in horizontaler und. 
in vertikaler Richtung eine Beschleunigung b", und b erteiIt. Wenn 
wir die eintretende Bewegung innerhalb der unendlich k~rzen Zeit dt sk 
verfolgen, diirfen wir die Beschleunigung als konstant, die Elementar
bewegung in dt sk daher als gleichformig beschleunigt ansehen. Die 
Elementarwege in der Horizontalen bzw. Vertikalen sind dann nach 
01. (105): dx=~.b",(dt)2 und dy=~.by(dt)2. Der tatsachIiche Weg ds 
wird aus dem Wegparallelogramm erhalten, hier nach dem Satz von 
Pythagoras, wobei die Beschleunigung langs des resultierenden Weges 
wegen der Kleinheit von dt ebenfalls als konstant angesehen werden 
darf; es ergibt sich nach Wegheben des gemeinsamen Faktors ~·(dt)2 

b=1"b 2+b 2. 
'" y 

Aus dem in Abb. 142 gezeichneten Wegparallelogramm wird also nach 
Reduktion aller Seiten im Verhaltnis 1: ~. (d,t? ein dazu ahnliches 

Abb.142. 

Parallelogramm der Beschleunigungen; es gilt mit 
zulassiger Verallgemeinerung: Be s chI e u n i gun g e n 
konnen, wie Strecken, nach der Parallelogramm
regel zu einer Resultierenden zusammenge
setzt oder in Komponenten zerlegt werden. 

Ferner findet man auf dieselbe Weise, wie das 
fiir die Geschwindigkeiten oben gezeigt ist: Die Be
schleunigung in der Projektion eines bewegten 
Punktes ist gleich der Projektion der Be
schleunigung. 

Wir betrachten auch noch den Fall, wo der Punkt, 
dem die Beschleunigungskomponenten b". und b eneilt sind, nicht in 
Ruhe ist, sondern schon eine Geschwindigkeit v J{it den Komponenten v 
und v besitzt und wenden das Prinzip der Uberlagerung der W ege an~ 
UnterY dem alleinigen EinfluB der Oeschwindigkeit v", und der Beschleu
nigung b", legt der Punkt auf der x-Achse in dt sk nach Gl. (102) den 
Weg v",·dt+~.bx(dt)2 zuriick; unter dem alleinigen EinfluB v:on 'ry 
und by den Weg vy.dt+~.b .(dW. Diese Teilwege werden nach dem 
Wegparallelogramm je zu ~iner Resultierenden v . d t und j b . (d t)2 
zusammengesetzt. Diese beiden Weganteile liegen im allgemeinen nicht 
in derselben Richtung; man kann sie unter nochmaliger Beniitzung des 
Wegparallelogrammes zu einer Resultierenden d 8 vereinigen. V g1. hierzu 
auch Abb. 159. 

In der Richtung von ds bewegt sich der Punkt tatsachlich, wenn 
er unter dem EinfluB der Geschwindigkeit v = 1"1;",2 + V 2 und der 

--- y 
Beschleunigung b = 1"bx2 + b 2 steht. ds ist ein unendlich kurzes Stiick 
der wirklichen Bahn des Puri'ktes und fant in die Richtung der augen
blicklichen Bahntangente; die Bahn ist, wenn v und b einen Winkel § 00 

oder 180 0 miteinander hilden, eine Kurve. Wir werden auf diese 
Uberlegung zuriickkommen, und die Wegkomponente v·dt den Be
harrungsweg und j b (dt)2 die Deviation nennen. Das Parallelo
gramm mit Seiten ~ b:r (dt)2 und ~ by (dt)2 und mit Diagonale l b . (dt? 
ist dem Parallelogramm der Beschleunigungen ahnlich. 
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Wir erkennen sohon jetzt, daB eine krummlinige Bewegung duroh 
eine gegen die momentane Gesohwindigkeit oder Wegriohtung sohief 
gerichtete Besohleunigung bedingt ist und haben damit das Wesen der 
krummlinigen Bewegung beriihrt. 

Wir sind in diesem Absohnitt zwanglos auf eine Darstellung der 
Gesohwindigkeiten und Besohleunigungen gefiihrt worden, die wir inner
halb dieses Absohnittes stillsohweigend beniitzt haben, es ist die Dar
steHung der Gesohwindigkeit und Besohleunigung duroh eine Strecke 
oder einen Vektor von bestimmter Lange und Riohtung und von be
stimmtem Riohtungssinn, letzterer ausgedriiokt duroh einen der Streoke 
beigegebenen Pfeil. Wir haben die Gesohwindigkeits- und Besohleuni
gungsstreoken naoh der Pal'allelogrammregeI zusammengesetzt und zer
legt. Duroh die Vektordarstellung haben wir in der Tat die wesent
liohen Merkmale der Gesohwindigkeit und Besohleunigung eindeutig und 
geometrisoh ansohaulioh ausgedriiokt. Die Lange der Streoke wird um 
so groBer gemaoht, je groBer die Gesohwindigkeit und Besohleunigung 
ist, zu welohem Zweok man einen MaBstab fiir beide GroBen festlegt. 
Die Richtung des Gesohwindigkeitsvektor8 ist die augenbliokliohe Be
wegungsriohtung, d. h. die der Bahntangente, und del' Sinn dieses 
Vektors stimmt mit dem augenblioklichen Bewegungssinn iiberein. 

Von der Riohtung und dem Sinn der Besohleunigung wird lnit 
der krummlinigen Bewegung zusammen die Rede sein. 

Nul' so viel sei hier bemerkt, daB eine ungleiohfOrmige Bewegung 
eines Punktes in einer Geraden nur dann zustande kommen kann, 
wenn der Besohleunigungsvektor stets Init del' Geraden odeI' mit del' 
Riohtung einer anfanglioh vorhandenEln Gesohwindigkeit zusammenfallt. 
Da bleiben nun hinsiohtlioh des Riohtungssinnes des Besohleunigungs
vektors nur zwei Mogliohkeiten: entweder fiiIlt der Sinn del' Besohleu
nigung in die sohon vorher festgelegte + s-Riohtung des geraden 
Weges, odeI' in die - s -Riohtung. Dem entsprioht aUoh das + - odeI' 

-,-Zeiohen del' Besohleunigung b=~~. 1st b positiv, so weist del' 

Besohleunigungsvektor in die Riohtung der zunehmenden s-Werte, bei 
negativem b in die entgegengesetzte. 'Das stimmt mit dem auf S. 205 
Gesagten iiberein, ist abel' kiirzer und faBbarer. 

Bildet der Besohleunigungsvektor mit der augenbliokliohen Be
wegungsriohtung einen Winkel, so wird die Bewegung krummlinig; die 
tangentiale Komponente wirkt besohleunigend odeI' verzogernd, die 
normale (zentripetale) aussohlieBlioh ablenkend. 

§ 19. Tragheit und lUasse. Das dynamische' Grundgesetz des 
materiellen Punktes. 

141. Statische und dynamische Kraft. Masse. Dynamisches 
Grundgesetz. In del' S~atik haben wir die Kraft als etwas aufgefaBt, 
was Init dem Muskelsinn wahrnehmbar ist und eine Formanderung 
eines im Gleiohgewioht befindlichen Korpers hervorzubringen suoht. Die 
von dem Ur-kg-Stiick ausgehende Gewiohtswirkung wurde als Kraft
einheit 1 kg bezeiohnet, und zwar an einem Erdort, wo die Fall
besohleunigung g = 9,81 mjsk'J ist. Das Gewicht eines Korpers mit 
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einer Federwage gemessen ist an verschiedenen Stellen der Erde ver
schieden. 1m Gegensatz hierzu pflegt man vom Korper selbst allgemein 
zu sagen, er habe iiberall die gleiche "Masse" oder "Stoffmenge". Sie 
wird im taglichen Verkeh"r mit der Hebelwage gemessen, deren Angaben 
im Gegensatz zu denen der Federwage iiberall die gleichen sind. Aus 
der Eichung einer Federwage mit Hilfe gleicher Gewichtstiicke geht 
sodann hervor, daB das Gewicht del' Masse der Gewichtstiicke propor
tional gesetzt wird. Naher auf diesen scheinbar einfachen und klaren 
Massenbegriff einzugehen, war in der Statik kein Bediirfnis. Wir be
halten zunachst diese populare Auffassung der Masse bei, derzufolge in 
n-kg-Stiicken odeI' in einer nach MaBgabe einer Wagung aquivalenten 
Stoffmenge eine n-fache Masse enthalten ist, suchen aber ihren Sinn 
genauer festzulegen. Mit der "Masse" hat man, abgesehen vom Ein
kauf von Waren, erst in der Dynamik zu tun. Ein schwerer, an einem 
Seil hangender Korper kann dmch eine unmerklich kleine Kraft in 
lang same BewElgung gesetzt werden; sucht man ihn aber schnell, d. h. 
in kurzer Zeit in rasche Bewegung zu setzen, so hat man eine merkliche 
Kraft aufzuwenden, was man der Masse oder Tragheit des Korpers 
zuschreibt. AhnIiches wird wahrgenommen. wenn ein Eisenbahnwagen 
auf wagrechtem Gleis oder ein leicht drehbar gelagertes groBes Schwung
rad um seine Drehachse in Bewegung gesetzt werden soll. Umgekehrt 
vermag ein leichtes, aber mit groBer Geschwindigkeit bewegtes Ge
schoB, wenn es beim Auftreffen plotzlich zur Ruhe kommt, eine groBe 
Druckwirkung auszuiiben. Die GroBe all diesel' und anderer sog. Massen
wirkungen, d. h. del' Krafte, die man braucht, urn eine Masse in Be
wegung zu setzen, bzw. ihre Bewegung zu vernichten, hangt mit del' 
Intensitat del' Geschwindigkeitsanderung, mit del' Beschleunigung odeI' 
Verzogerung zusammen. Denn daB es ohne beschleunigende Kraft keine 
Geschwindigkeitsanderung gibt, und umgekehrt, ist zugleich mit dem 

. Tragheitsgesetz klar geworden. Wi e abel' die beschleunigende Kraft 
mit der Beschleunigung zusammenhangt, erfahren wir aus del' Beob
achtung. Man konnte zwar einfach definieren: Kraft ist das Produkt 
aus Masse und Beschleunignng, hatte abel' dann nachznweisen, claB 
diese dynamische Definition mit del' statischen iibereinstimmt. Wir 
wollen clie Verbindung mit dem bisher beniitzten statischen Kraftmf!,B 
aufrechterhaIten und legen uns die Frage VOl', wie das dynamische 
KraftmaB beschaffen sein miisse, wenn es mit dem statischen nicht 
im Wiclerspruch stehen soll. 

Um nur das Wesentliche hervortreten zu lassen, gehen wir von 
einem vereinfachten Fall aus, in dem ein Korper lediglich unter dem 
EinfluB del' Spannkraft eines stets gleich geclehnten elastischen Fadens 
steht. Diese Spannkraft konnen wir statisch durch die Fadendehnung 
mess en. Wie wir wissen, tritt eine Beschleunigung ein; welches ist abel' 
die Beschleunigung, wenn jene Spannkraft verdoppelt wird? Wird clie 
Beschleunigung dann auch verdoppelt oder wachst sie nach einer andern 
Funktion? Man konnte wohl eine Annahme hieriiber mach en - etlva 
zunachst die denkbar einfachste - und hermich priifen, ob man nicht 
mit den Tatsachen in Widerspruch gerat. Es liegt jedoch naher, gleich 
den Versuch heranzuziehen und die Festsetzungen in Dbereinstimmung 
mit den beobachteten Tatsachen zu treffen. Zur Vornahme der Ver
suche ist die Zentrifugalmaschine am besten geeignet; da aber die 
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Begriffe Zentripetal- und Zentrifugalkraft erst spateI' erortert werden 
sollen, beniitzen wir die Atwoodsche Fallmaschine, an del' mit ver
schiedenen beschleunigenden Krliften P (d. h. Dbergewichten) und mit 
verschiedenen Massen m experimentiert und die Beschleunigung b be
obachtet wird. Beziiglich del' Einzelheiten del' Versuchsausfiihrung, be
sonders del' Messung del' Beschleunigung, wird auf die Physik ver
wiesen. Wenn wir jetzt nach dem Zusammenhang zwischen Kraft, 
Masse und Beschleunigung (gemessen bzw. mit Federwage, Hebelwage, 
LangenmaB und Uhr) fragen, so ist die Kraft und die Beschleunigung 
von friiher her bekannt, wahrend die Masse als das verhaltnismiiBig 
Unbekannte erscheint, und wie sich zeigen wird, einen wesentlich neuen, 
erweiterten begrifflichen Inhalt bekommt. 

Wir werden sehen, ob die bisher beniitzte Ausdrucksweise , der
zufolge die auf del' Hebelwage verglichene Masse del' Kraft proportional 
gesetzt wurde, mit den jetzt zu betrachtenden Versuchen iiber Be
schleunigung vertraglich ist. 

Zunachst besteht, wenn an den beiden Schniiren del' Fallmaschine 
gleiche Gewichtsstiicke hangen , keiu AniaB zu einer Beschleunigung: 

Abb. 143. 

keine Beschleunigung, keine beschleunigende Kraft, in Dbereinstimmung 
mit dem Tragheitsgesetz (Abb. 143 I). 

LaBt man dagegen ein kg-Stiick frei fallen, so wirkt auf die in 
ihm steckende Masse die konstante Kraft 1 kg beschleunigend und 
erteilt ihm zufolge den Beobachtungen iiber den freien Fall eine kon
stante Beschleunigung von g [mJsk2]. LaBt man 2 miteinander verbun
dene Gewichtsstiicke von je 1 kg frei fallen, so wirkt auf diese eine 
konstante Kraft 2 kg beschleunigend und erteilt ihnen - wenigstens 
illl luftleeren Raum - die gleiche Beschleunigung g [mJsk2]. Wenn 
also die auf der Wage verglichene "Masse" oben der statischen defor
Illierenden Kraft proportional gesetzt wurde, und wenn sie sich jetzt 
del' beschleunigenden Kraft proportional erweist, so stehen die Auf
fassungen mit den Tatsachen illl Einklang. Das wird auch durch einen 
Versuch mit del' Fallmaschine bestatigt, bei der die Beschleunigung 
durchaus nicht die spezielle Beschleunigung g = 9,81 des freien Falles 
zu sein braucht. Belastet man die Fallmaschine gemaB Abb. 143 II, so 
stellt sich eine gewisse, von g verschiedene Beschleunigung ein. Werden 
nun das beschleunigende Dbergewicht und die beschleunigten Massen 
verdoppelt oder ver-n-facht, so findet man stets die gleiche Beschleu
nigung. Bei gleicher Beschleunigung ist also die bewegte 
Masse del' beschleunigenden Kraft proportional. 
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Wir vergleichen jetzt den freien Fall von 1 kg mit der Sachlage 
von Abb. 143 II, wo die beschleunigende Kraft, wie beim freien Fall, 
1 kg ist, aber auf eine in ~ + ~ + 1 = 2 kg -Stiicken steckende doppelt 
so groBe Masse einwirkt; an der Fallmaschine wird hierbei eine halb 
so groBe, ebenfalls konstante Beschleunigung (gj2) beobachtet. Man 
bestatigt dies durch einen Versuch III, bei dem die gleiche beschleu
nigende Kraft 1 kg auf die in 1 + 1 + 1 = 3 kg steckende Masse wirkt 
und die Beschleunigung g/3 hervorruft. Es ist also bei gleichen 
beschleunigenden Krli.ften die Beschleunigung den ¥assen 
umgekehrt proportional. 

Man laBt nun bei Versuch IV den bewegten Massen ihre vorige 
GroBe, verteilt sie aber so, daB die beschleunigende Kraft geandert 
wird und z. B. die Halfte ihres vorigen Wertes hat, also Ij'J kg; dann 
beobachtet man eine auf die Haifte verminder~e Beschleunigung gj6. 
Weiter in der gleichen Richtung vorgenommene Anderungen bestatigen, 
daB gleichen Massen d urch verschiedene beschleunigende 
Krli.fte proportionale Beschleunigungen erteilt werden. 

Bildet man bei allen Versuchen den Quotienten aus Kraft durch 
Masse mal Beschleunigung, so ergibt sich ein unveranderlicher Wert, 
der c genannt sei, so daB ist: 

P=c·m·b. 

Um die Konstante c zu bestimmen, wenden wir diese Beziehung 
auf den freien Fall an, bei dem das Gewicht P = Gals konstante be
schleunigende Kraft an der Masse des Gewichtes wirkt und ihr im 
leeren Raum die konstante Beschleunigung g erteilt. womit 

G=c·m.g. 

Dber die MaBeinheiten von G und b bzw. gist schon verfiigt, sie 
werden in [kg] und [m/sk2] gemessen; die Wahl der Masseneinheit steht 
dagegen noch vollstandig frei; sie wird so getrofien, daB die Konstante 
c= 1 wird, d. h. man nennt die Masse Eins, die in g kg-Stiicken steckt; 
dann nimmt das sog. dynamische Grundgesetz die einfache Form an: 

P=m·b ......... (116) 

Beschleunigende Kraft = Masse mal Beschleunigung. 

Das Tragheitsgesetz bildet einen besonderen Fall des dynamischen 
Grnndgesetzes: Ohne Kraft keine Beschleunigung, sondern eine gerad
linige gleichformige Bewegung. 

Die Masse selbst ist aus der Beziehung G = m . g zu bestimmen, 
betragt also 

G 
m=.-. 

g 
. (117) 

m wird gleich Eins, wenn G=g, d. h. die technische Massenein
heit ist ip g-kg-Stiicken enthalten. Sie fiihrt keinen besonderen Namen. 
Die MaBzahl der Masse ist nach Gl. (117) [kg:mjsk2J=[kgsk2 jmJ. 
Die Masse erscheint also durch die Einheiten der von friiher her be
kannten Kraft und der Beschleunigung bestimmt. 

Wir konnen nun die Bedeutung des im vorangehenden noch 
unbestimmten Massenbegriffes festlegen. \Vir fragen namlich nach 
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der Kraft, die einer Masse 'In die Beschleunigung 1. erteilt und erhalten 
mit b= 1 aus (116) P='In, d. h. die Masse ist diejenige der Ma
terie eines Korpers eigentiimliche Zahl, die angibt, welche 
Kraft notig ist, um diesem Korper die Beschleunigung 1 zu 
erteilen. Die Ma!/se ist also die dynamische Eigenschaft der Materie, 
deren Kennziffer die sog. spezifische Masse 11-, d. h. die Masse der 
Volumeinheit ist. Setzen wir namlich nach 84 G = 'Y . V, so wird 

G 'Y 
'In = - = - V = 11-. V, 

9 9 
. . . . (117a) 

worin eben 11- die Masse der Volumeinheit oder die "Massendichte" be
deutet. 11- ist dann die dynamische StofIkonstante. Wir sprachen oben 
auch von der Tragheit eines materiellen Korpers. In der "Masse" be
sitzen wir einen MaBstab fiir die Tragheit. 

Wie man nun einsieht, ist, sobald eine der beiden GroBen Masse 
und Kraft als das von Anfang an Bekannte gegeben ist, die andere 
nach dem dynamischen Grundgesetz eindeutig bestimmt, also entweder 
die Masse als das konstante Verhii.ltnis der Kraft zur Beschleunigung, 
oder die Kraft als das Produkt aus Masse mal Beschleunigung. 

Wir kennen Kraft und Masse als zwei Benennungen ansehen, die man ge
brauoht, wenn man von der Wirkliohkeit, d. h. der Wirkung eines Kerpers auf 
einen andern, des Stoffes auf den Stoff spricht. Streng genommen kommt man 
mit einem der beiden Begriffe aus, da ja der andere duroh das dynamisohe Grund
gesetz mitbestimmt ist. Davon kann man bei einer wissensohaftliohen Darstellung 
Gebrauoh maohen, in der man darauf ausgeht, alles tJberfliissige wegzulassen. So 
hat Hertz die Kraft als etwas Ubersinnlicbes bezeiohnet, fUr das in der Meohanik 
kein Platz ist. Man kann aber die beiden Begriffe auoh nebeneinander benutzen, 
weil es so bequem ist und meines Erachtens niohts sohadet. Besonders der In
genieur, der an seineJ;l Masohinen und Bauten immer mit Kraften zu tun hat, ist 
mit dem Kraftbegriff so sehr verwachsen, daB er ihn nioht wird missen wollen, 
auoh wenn man ihn iiberzeugte, daB ihm eigentlich nur Formanderungen, Massen, 
Beschleunigungen entgegentreten. 

Kehren wir noch einmal zu unserem Beispiel von der Masse zuriick, 
die mit einem stets gleich stark gedehnten Faden beschleunigt wird. 
Wir konnen jetzt auf die Frage antworten, was geschieht, wenn man 
die Fadendehnung also die statisch meBbare Kraft, die aber jetzt be
schleunigend wirkt, verdoppelt: Es wird auch die Beschleunigung ver
doppelt. Den "gedehnten Faden" unseres vereinfachten Beispieles kann 
man bei den Versuchen mit der Fallmaschine nicht deutlich heraus
finden; das gelingt vollkommen, wenn man die Beschleunigungsversuche 
mit der Zentrifugalmaschine in der von Perry angegebenen Form vor
nimmt, die man auf statische Art durch Anhangen von Gewichten 
eichen kann. Hierauf sei nachdriicklich hingewiesen, schon deshalb, weil 
man daraus sieht, daB die Eigenschaft "Masse" sich nicht nur bei einer 
geradlinigen Beschleunigung und· Verzogerung auBert, sondern auch bei 
einer Ablenkung aus der geraden Bahn, und nicht nur gegeniiber der 
Schwere oder der allgemeinen Massenanziehung, sondern gegeniiber 
Kraften beliebiger Herkunft. 

Bei den oben angestellten Erorterungen der Versuche an der 
Atwoodschen Fallmaschine haben wir die Intensitat der tl'bergewichte 
durch eine Federwage auf statische Art bestimmt gedacht, und haben 
dann gefunden, daB man die Intensitat derselben Kraft, wenn sie eine 
Beschleunigung hervorruft, durch das Produkt 'In' b zu mess en habe. 
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Damit ist der Zusammenhang zwischen der statischen Kraftmessung 
mit der Federwage und der dynamischen mit dem Produkt m· b klar
gelegt. 

Wir erkennen dem Gesagten zufolge in der Masse eines bestimmten 
Korpers nicht nur etwas, was bei Wagungen mit der iiblichen Hebel
wage iiberall konstant ist, sondern. auch etwas, was bei allerlei Beschleu
nigungsvorgangen konstant bleibt. Der Inhalt des W ortes Masse ist also 
durch Betrachtung der dynamischen V organge wesentlich vermehrt 
worden. Wenn man die Masse ill ersten Sinne schon den Attraktions
koeffizienten der Materie genannt hat, im zweiten den Tragheitskoeffi
zienten, so haben beide dem Gesagten zufolge den gleichen Wert. 

SchlieBlich noch ein Wort zur Massenvergleichung mit Hilfe 
der iiblichen gleicharmigen Wage. Eigentlich zeigt die einspielende 
Wage ein Momentengleichgewicht an und weiterhin wegen der Gleich
heit der Waghebel die Gleichheit der Gewichte, d. h. der Krafte G1 = G'J' 
Indem man sodann G1 = mi· g und G'J = m2 • g setzt, folgt m1 = m2 , d. h. 
as werden mit der Wage sowohl Massen als Krafte verglichen. Stellt 
man sich nun vor, die Waghebel der gleicharmigen Wage (der Einfach
heit halber sei von ihrer Masse und ihrem Gewicht abgesehen) werden 
im glelchen Verhaltnis so lange vergroBert, bis die Erdanziehung auf 
die beiden gleich groBen Gewichtstiicke merklich verschieden wird, dann 
kommt die Wage aus dem Gleichgewicht, weil zwar die Massen gleich 
geblieben sind, die Krafte dagegen sich geandert haben. D~mnach 
dient die Wage in erster Linie zum Vergleich von Kraften und erst in 
zweiter Linie zur Massenvergleichung, letzteres allerdings immer bei der 
gebrauchlichen GroBe der Wage. Dabei kann man aber fragen, ob es 
zulassig sei, G = m· g auch dann zu setzen, wenn die Beschleunigung g 
gar nicht auf tritt, was der Fall ist, wenn die Wage ohne Schwingungen 
zu machen einspielt. Ohne eine logische Begriindung zu versuchen, 
kann man die Berechtigung zu diesem Vorgehen daraus ableiten, daB 
die Beziehung G = m· g experimentell nachgewiesen ist. (Experimente 
und merkwiirdige Abweichungen s. Enzykl. d. math. Wiss. Bd. V, Physik, 
S. 19 und 42.) Ein und dasselbe Gewichtstiick iibt namlich an ver
schiedenen Stellen der Erde verschiedene Ziige an einer Federwage aus, 
anderseits wird nach Schwingungsversuchen mit Pendeln g ebenfalls 
verschieden gefunden, jedoch derar~, daB der Quotient Gig fiir eine und 
dieselbe Stoffmenge konstanb ist. 

Der Studierende sei hier auf die von E. Mach in seiner "Mechanik 
in ihrer Entwicklung" aufgestellte Definition der Masse und den sich 
daraus ergebenden Kraftbegriff und das Gegenwirkungsprinzip aufmerk
sam gemacht. 

§ 20. MaJleinheiten und -systeme. 

142. I!undamentale und abgeleitete Einheiten. Eine GroBe messen, 
heiBt sie'mit einer frei vereinbarten Einheit der gleichen Art vergleichen: 
Die Aussage: Die Lange einer Strecke ist 68 [m], bedeutet, daB die 
Vergleichseinheit 1 [m], die Langeneinheit, 68mal in der zu messenden 
Strecke enthalten ist. Die beiden Bestandteile des Messungsergebnisses 
heiBen der Zahlenwert (68) und die MaBeinheit [m] der gemes
senen GroBe. 
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Da man in der Mechanik mit Bewegungen und Kriiften zu tun 
hat, so benutzt man in der Mechanik die Langen-, Zeit- und Kraft
einheit als Fundamental- oder Grundeinheiten. AIle anderen MaBgroJlen 
konnen durch diese drei Grundeinheiten ausgedriickt und ein einheit
liches MaB-System aufgestellt werden, das sog. technische MaBsystem, 
das die Maschinen- und Bauingenieure verwenden, wahrend die Elektro
ingenieure bei den elektrischen MaBgroBen - bei denen del' Mechanik 
und Festigkeitslehre allerdings nicht - statt del' Kraft die Masse als 
Grundeinheit bevorzugen und das sog. absolute MaBsystem benutzen. 

Welche Einheiten im einzelnen gewahlt werden, ob z. B. als Langen
einheit 1 m, 1 mm, 1 km odeI' A., als Zeiteinheit 1 sk, 1 std; als Kraft
einheit 1 kg oder 1 t gebraucht wird, hitngt von besonderen praktischen 
Riicksichten und Gewohnheiten abo Es ist zunachst del' Zusammenhang 
der drei GrundmaBe mit den iibrigen zu erortern. Die drei Grundein
heiten der Lange, Zeit und Kraft seien mit l, t, k bezeichnet; eine 
Flache ist dann in (l2], ein Rauminhalt in [l3], eine Geschwindigkeit 
v=ds/dt in [leI], eine Beschleunigung b=dv!dt in [lr2], eine Masse 
m=P/b in [k.t2 1-1J, ein statisches Moment einer Kraft in [kl], ein 
Massentragheitsmoment 2:dmr'l in [kt'Jl] , das Gewicht derVolumeinheit 
in [kl-3], eine Arbeit in [kl], eine Leistung in [klrl] auszudriicken; es 
sind also aIle diese sog. abgeleiteten MaBe der Mechanik auf die 
drei GrundmaBe l, t, k zuriickfiihrbar. Man nennt die eingeklammerten 
MaBbezeichnungen die Dimensionen del' betreffenden GroBen, da sie 
als Potenzen (Dimensionen) der GrundmaBe erscheinen. 

Die Bezeichnungsweise [l rl] fiir eine Geschwindigkeit driickt aus, 
daB man dem Geschwindigkeitsbegriff zufolge eine Anzahl Langenein
heiten l durch die zugehOrigen Zeiteinheiten t zu dividieren hat', nm 
die MaBzahl der Geschwindigkeit zu erhalten. Der Nutzen der Dimen
sionsbezeichnungen ist ein doppelter: einmal kann man von gegebenen 
Einheiten leicht auf andere iibergehen, und dann kann man die Di
mensionsbezeichnungen zur Priifung von Gleichungen auf ihre Richtig-
keit brauchen. . 

Einige Beispiele fiir das zuerst Gesagte: Eine Fahrgeschwindigkeit 
von 30 Knoten in der Stunde solI in [m/sk] verwandelt werden. Wir 
bezeichnen die alten Einheiten mit ktl und die neuen mit kl tIll' Da 
1 [Kn]=1,852 [km] = 1852 Em], so sind l [Kn] = 1852 l=ll Em] und 
t[ std] = 60·60· t = 3600 t [sk] = tl [sk]; also ist die neue Geschwindig
kei~seinheit l1tl-1 = 1852 .l/3600·t= 0,515 It-l [m/sk], wobei unter 
U- l die alte Geschwindigkeitseinheit, Z. B. 30 zu verstehen ist,.·daher 
30Kn=0,515·30=15,43 [m/sk]; ebenso ist, wenn 1 [km/std] in 
[m/sk] zu verwandeln ist, II = 1000 lund tl = 3600 t; also 11 t1 - 1 
=1000/3600lr1=(1/3,6)lr1, also z.B. 72 [km/std]=72/3,6=20[mJsk]. 
Ware fernerhin eine Pressung [kgJqcm] in englisches MaB (U/O" = Pfund 
aufs Quadratzoll) zu verwandeln, so ware l12 = 0,1550 l2 und kl = 2,205 k, 
also klll-2=(2,205JO,1550)kl-2=14,22kl-2; daher 1 [kg/qcm]=14,22 
[U la']. Allgemein: 

1st 1 alte Einheit von k gleich a neuen Einheiten, 
"1,, " "l " b" " 
"1,, " "t " c" " 

EO sind k bzw. l bzw. t alte Einheiten, in neuen Einheiten ausgedriickt: 

k1=ak; 11=bl; t1=ct. 
Autenrieth·Ensslin, Mechanik. 3. Auf!. Hi 
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In zweiter Linie kann man, wie gesagt, die Dimensionsbezeichnung 
zur Priifung von Gleichungen auf ihre Richtigkeit brauchen. In einer 
Gleichung stehen rechts und links vom Gleichheitszeichen nicht nur 
gleiche ZahlgroBen mit gleichen V orzeichen, sondern auch gleiche MaB
einheiten oder Dimensionen, z. B. beiderseits 1 oder Ie nsf. Beide Seiten 
einer Gleichung miissen gleichartig oder homogen in den Dimensionen 
sein. In der Gleichung des verallgemeinerten Flachensatzes (Satz vom 
Drehimpuls) 

M= d(mvr) 
dt 

steht links die Dimension kl, rechts k·l-1 ·t2 ·l·r1 ·l·r1 =kl, wie zu 
verlangen ist. Das Nachpriifen auf die Gleichheit der Dimensionen fiihrt 
bei groBeren Rechnungen gelegentlich zur Auffindung der Stelle, wo 
ein Fehler gemacht wurde. 

Andererseits kann aus der Dimension allein nicht auf die gemesseno 
GroBe geschlossen werden; z. B. ist [kgcm] die Dimension eines Dreh
momentes und einer Arbeit, also zweier grundverschiedener GraBen; die 
eine ist ein Vektor, die andere ein' Skalar. 

Verhaltniszahlen entstehen durch Division zweier GraBen von gIeicher 
Dimension, z. B. ein Winkel im BogenmaB durch Division einer Bogen
lange [cm] mit dem Radius [cm]. Die Dimension des Winkels im 
BogenmaB ist l·Z-1 = 1; man nennt solche GroBen dimerisionslos, weil 
sie keine Dimensionsbezeichnung erhalten. Dimensionslose GraBen bleiben 
beim Vbergang in ein anderes MaBsystem ungeandert. 

143. Technisches und absolutes MaBsystem. Die technische Kraft
einheit ist die Kraft, mitder ein kg-Stiick von der Erde angezogen 
wird; diese Kraft ist bekanntlich von der Lage des Erdortes abhangig, 
wenn auch nicht stark. Grundsatzlich ist jedoch das kg als Kraftein
heit nur dann eindeutig festgelegt, wenn ein bestimmter Erdort oder
besser- gesagt ein Ort mit einem bestimmten g vereinbart wird. Wo 
g = 9,81 ist, wird ein kg-Stiick mit der technischen Krafteinheit 1 kg 
angezogen. Auch die in g kg steckende technische Masseneinheit ist 
vom Wert g und daher vom Erdort abhangig. . 

Die Angabe eines Erdortes ist bei der Vereinbarung der Langen
und Zeiteinheit nicht notig; gegen diese werden auch keino Einwande 
erhoben. Nimmt man hinzu, daB g vielleicht zeitIichen Anderungen 
unterliegt, so kann die Frage aufgeworfen werden, ob man von den 
drei technischen Grundeinheiten l, t, k di.e Kraft nicht durch ein an
deres vom Erdort unabhangiges MaB ersetzen solI. Als dieses dritte 
GrundmaB ist von GauB die Masse vorgeschlagen. Die Einheit der 
Masse ist nach diesem Vorschlag in dem in Paris aufbewahrten Ur
Kilogramm enthalten und kann von diesem kopiert werden. Reproduzier
fahig ist diese Masseneinheit vermoge der Definition, daB sie auch 
enthalten sei in 1 cbdm Wasser (= 11) von 4°C, allerdings bietet die 
genaue Volumbestimmung dem Physiker Schwierigkeiten. Die Grund
einheiten des sog. absoluten MaJ3systems sind also Lange, Zeit, 
Masse [l, t, m]. Absolut soIl hierbei nichts ande.res heWen als von der 
geographischen Lage unabhiingig. Der Hauptunterschied beider MaB
systeme liegt darin, daB im technischen MaBsystem die Kraft die fun-
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damentale, die Masse dagegen die abgeleitete MaBeinheit ist; im absoluten 
ist das Vmgekehrte der Fall. Das in beiden MaBsystemen vorkommende 
kg bedeutet im technischen System eine Kraft, - das Kraft-kg oder 
kg-Gewicht -, im absoluten eine Masse, - die kg-Masse -. 

Welche Einheiten von 1, t, m vereinbart werden, ist fiir die Vnter- . 
scheidung zwischen technischem und absolutem MaBsystem gleichgiiltig. 
Die Physiker haben sich fiir cm, g, sk entschieden. Fiir die Techniker 
empfehlen sich groBere Einheiten, und zwar, wie auch LehPlann vor
schliigt, am besten das Meter, die Sekunde und das Kilogramm (Masse). 
Die absolute Krafteinheit ist damit festgelegt als die Kraft, die 
der Masse 1 [kg] die Beschleunigung 1 [m/sk2] erteilt; sie sei nach Leh
mann als Dezi-Megadyne [D.M.Dyne] bezeichnet, wobei 1 [D.M.Dyne] 
=1 Zehntel Megadyne=l/lo von 1000000 Dynen=100000 Dynen 
und 1 Dyne die vom Physiker gebrauchte Krafteinheit ist, die der 
Masse 1 [g] die Beschleunigung 1 [cm/sk2] erteilt. Von der absoluten 
Krafteinheit 1 [D.M.Dyne) erhalt man wie folgt eine anschauli:che Vor-

Abb. 144 a-c. 

steHung: 1 kg-Stiick, das 1 absolute Masseneinheit reprasentiert, iibt 
an einer Federwage einen Zug von P = m . b = 1 . 9 = 9 [D.M.Dyne] aus 
demnach erzeugt (l/U)-kg-Stiick den Zug von 1 Dezimegadyne (vgl· 
Abb. 144a), ist also gleich (1/U) kg-Gewicht im technischen MaBsystem. 
Diese absolute Krafteinheit muB also der Masse 1 kg die Beschleuni
gung 1 [m/sk2) erteilen; in der Tat erhalt man, wenn an den beiden 
Schniiren einer Atwoodschen FaHmaschine je m1 = [(g - 1)/2 gJ-kg-Stiicke 
und als Vbergewicht mil = 1/g kg-Stiicke angehangt werden, die Be-
schleunigung der Gesamtmasse nach 250 zu: . 

1 

b= mil .g= _JL -.g=lJm/skIlJ. 
2ml +m2 2 g -~ +.!. 

2g 9 

Die absolute Arbeitseinheit wird verrichtet, Abb. 144b, wenn 
die absolute Krafteinheit 1 Dezimegadyne auf dem Weg von 1 m iiber
wunden wird; sie heiBt 1 Joule, welche Bezeichnung in der Elektro
technik gebraucht wird. 1 Joule ist l/g Meter-(Kraft-) Kilogramm; 
1 mkg = 9 Joule. 

Die absolute Einheit der Leistung, Abb. 144b, ist 1 Joule in 
der Sekunde, genannt 1 Watt, und wird entwickelt, wenn l/g kg-Stiicke 

15* 
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mit 1 [m/sk] Geschwindigkeit gehoben werden; daher ist 1 Watt = l/g 
[mkg/sk] oder 1 [mkg/sk] = g Watt. ' 

Die absolute Einheit der Pressung ist 1 D.M.Dyne auf 1 qm 
= g kg/qm = (g/10000) kg/qcm. Hervorgehoben sei, daB Joule und Watt 
keine elektrischen, sondern mechanische Einheiten sind. 

Wegen des Zusammenhanges mit vielgebrauchten Einheiten der 
Elektrotechnik sei noch folgendes angefiihrt: 

'I Kilowatt = 1 kW = 1000 W (s. Fig. 144c), 

=!OOO [mkg/sk] = 1000.,1. PS= 1,36 PS, 
g g 75 

1 kW=I,36 PS=102[mkg/sk] 
1 PS =0,736 kW 

427 [mkg] aquivalent 1 WEI) (Kilogramm-Kalorie), 

Jul /[k] '" I t 1 1 WE 1 0 e = 1 g m g aqUlva en g' 427 ' 

1 WE aquivalent 427· g Joule, 
1 PSstd (Pferdekraftstunde) aquivalent 632 WE, 
1 kWstd (Kilowattstunde) aquivalent 860 WE. 

§ 21. Grundlehren del' Dynamik des materiellen Punktes. 
144. Der materielle Pnnkt. Bewegt sich ein Korper, z. B. ein 

Schlitten, mit einer daraufsitzenden Person so, daB in einem bestimmten, 
sonst aber beliebigen Augenblick aHe Korperpunkte paraHele Bahnen 
mit gleicher Geschwindigkeit zuriicklegen, so braucht man bloB einen 
dieser Punkte zu betrachten, etwa den Schwerpunkt, in dem die ganze 
Masse vereinigt gedacht wird. Dieser aHein mit Masse begabt gedachte 
Punkt heiBt materieller Punkt; er bewegt sich ebenso wie der 
wirkliche Korper, wenn an ihm aIle Krafte angreifend gedacht werden, 
die am wirklichen Korper angreifen. Der materielle Punkt braucht 
also nicht notwendig als unendlich klein vorgestellt zu werden. Bei 
einer Lokomotive oder der um die Sonne kreisenden Erde trifft das 
Gesagte offenbar nicht mehr zu. Die einzelnen Punkte beschreiben' 
nicht alle parallele Bahnen mit gemeinsamer Geschwindigkeit. Aber 
in der Haupts;tche tun sie das doch, wenn man von der Drehung der 
Rader, der eigenartigen Bewegung der Schubstange, der Achsendrehung 
der Erde absieht. Wenn das zulassig ist und wenn nicht, wird man 
bei weiterem Eindringen in die Mechanik lernen. V orerst muB man 
darauf vertrauen, daB man ein gewisses Gefiihl dafiir hat, unter welchen 
Umstanden man ein bewegtes Gebilde einfach als einen materiellen 
Punkt auffassen darf. Der materielle Punkt ist eine Abstraktion, 
unternommen zur Vereinfachung der Beurteilung. Der Schwerpunkts
satz wird wesentlich zur Klarung beitragen, unter welchen Umstanden 
man die Annahme eines materiellen Punktes machen darf. Gegeniiber 
dem materiellen Punkt unterscheidet man den materiellen Korper 
(z. B. Schubstange, Kreisel), bei dem auBer einer fortschreitenden Be-

1) WE = 1 groBe kg-Kalorie ist die Warmemenge, duroh die 1 kg Wasser 
von 14,5 auf 15.5 0 C erwarmt wird. Neue B~zeiohnung koal. 
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wegung die Drehung wesentlich in Betracht kommt, und ferner das 
ma terielle System (Lokomotive, Glocke mit Kloppel, Kreisel mit beweg
IiQhem Rahmen ill Schiff, Planetensystem, Regulator ~d Kraftmaschine). 

145. Kriifteparallelogramm. Beschleunigungen eines bewegten 
Punktes durfen zufolge 140 wie Strecken nach der Parallelogrammregel 
zu einer Resultierenden zusammengesetzt und in Komponenten zerlegt wer
den. Das wurde dort auf Grund des Weg- und Geschwindigkeitsparallelo
gJ;ammes bewiesen. Multipliziert man nun die Seiten und die Diagonale 
eines Beschleunigungsparallelogrammes mit einem konstanten Faktor m, 
namlich mit der zu beschleunigenden Masse, so entsteht ein dem 
ersten ahnliches Parallelogramm mit m· b als Seiten. Das sind nach 
dem dynamischen Grundgesetz die zu den Beschleunigungen gehorigen 
beschleunigenden Krafte1), die somit auch nach der Parallelogrammregel 
zusammengesetzt und zerlegt werden durfen. Der fruher als Axiom 
eingefuhrte Satz vom Krafteparallelogramm ist nunmehr mit Hilfe des 
Parallelogrammes der Beschleunigungen und des dynamischen Grund
gesetzes bewiesen. Nach den Bemerkungen in 141 gilt der Satz sowohl 
fUr dynamische wie statische Krafte. 

In der Statik wurde manchmal die Wendung benutzt, eine Kraft 
ersetze eine Anzahl anderer Krafte in ihrer Wirkung auf das Gleich
gewicht oder den Bewegungszustand. Was unter der Wirkung auf 
den Bewegungszustand genau zu verstehen ist, erhellt jetzt aus dem 
Satz vom Krafteparallelogramm. Eine beliebige Anzahl von Kraften,' 
die an einem materiellen Punkt angreifen, erteilt diesem die gleiche 
Beschleunigung wie die Resultante dieser Krafte. 

Wir erinnern uns dann noch an das in der Parallelogrammregel 
enthaltene Unabhangigkeitsprinzip. Nach diesam darf man die Wirkung 
einer Kraftkomponente von den ubrigen getrennt verfolgen und ihre 
Teilwirkung ist die gleiche, wie wenn die andern Kraftkomponenten 
gar nicht do. waren, ebensowenig eine etwa anfanglich vorhandene 
Geschwindigkeit (vgl.. S. 217). 

116. Dynamische Kraft oder Beschleunigungskraft. Triigbeits
widerstand der Masse. Prinzip. von D'Alembert. Wenn wir einen 
Schwungball fortschleudern, so uben wir mit der Hand' eine beschleu
nigende Kraft auf ihn aus, deren GroBe nach dem dynamischen 
Grundgesetz durch das Produkt der Masse des Balles und seiner 
Beschleunigung gemessen wird. Abgesehen vom Eigengewicht ist diese 
beschl~unigende Kraft die einzige tatl!achliche Kraft an dem Ball, 
solange er mit der Hand gefaBt ist. Es ist aber ublich, auBerdem 
von einem Tragheits- oder Massenwiderstand (auch Tragheits- oder 
Massenkraft) zu sprechen, den die Masse des Korpers vermoge ihrer 
Tragheit der Beschleunigung entgegensetzt. 

Um MiBverstandnisse auszuschlieBen, muB die Herkunft und Be
deutung dieser Ausdrucksweise erortert werden. Um es vorweg zu 
sagen, dieser sog. Tragheitswiderstand ist keine wirkliche Kraft. Do. 
man ihn als der Beschleunigungskraft gleich groB und entgegengesetzt 
auffaBt, so gibt es nur zwei Moglichkeiten: entweder er wirkt am 
beschleunigten Korper selbst und ist dann mit der Beschleunigungs-

1) Der SehluB ist nieht zwingend. Anmerkung wahrend des Druekes. 
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kraft im Gleicbgewicht, oder er wirkt an der Hand bzw. allgemeiner 
an dem beschleunigenden Korper und steht dann zur Beschleunigungs
kraft nach dem Gegenwirkungsprinzip in dem Verha,ltnis von Kraft 
und Gegenkraft. Die erste Auffassung wird widerlegt und g~kHi,rt, wenn 
wir die Einfiihrung des Begriffs Tragheitswiderstand dUTCh D'Alem
bert kennen gelernt haben. 

Wir betrachten den einen materiellen Punkt (Schwungball) fiir 
sich, von der Hand "frei gemacht". Um den bestehenden Zustand 
nicht zu andern, ist die von auBen auf den materiellen Punkt ° aus
geiibte Kraft an diesem anzubringen, die ihn eben so beschieunigt wie 
zuvor die Hand. Dies ist die einzige tatsachlich am Massenpunkt 
angreifende effektive, eingepragte Kraft. In Gedanken werde nun 
ein gieich groBer Widerstand -m·b hinzugefiigt, der sog. Tragheits
widerstand, dann gilt fiir den frei gemachten materiellen Punkt die 
Gleichung P-m.b=O. ° 

D'AIembert hat hierfiir die Ausdrucksweise eingefiihrt: Die 
Beschleunigungskraft und der Tragheitswiderstand sind im 
Gleichgewicht, und hat durch diese der Statik entIehnte Auffassung 
die dynamische Aufgabe auf eine statische zuriickgefiihrt, man kann 
namlich die von friiher her bekannten Gleichgewichtsbedingungen fiir 
Krafte, die an einem Punkt angreifen, ohne weiteres auch auf einen 
ungleichfOrmig bewegten Massenpunkt anwenden, wenn man am Massen
punkt zu der beschieunigenden Kraft Peine fingierte Kraft, den 
Tragheitswiderstand - mb der Masse, hinzufiigt. Die Krafte sind 
dann im Gleichgewicht, wie friiher in der Statik Lasten und Stiitzen
widerstande. Der aus der Einschrankung bzw. Aufhebung der Beweg
lichkeit hervorgehende statische Stiitzenwiderstand ist aber eine 
wirkliche am belasteten Korper angreifende Kraft; man kann sie 
ebensogut mit einem Seil, an dem ein Gewicht hangt und das in 
geeigneter Weise iiber eine Rolle gefiihrt ist, auf die Stiitzstelle aus
iiben, d. h. auf den Korper selbst, und die Krafte am belasteten 
Korper sind °einerseits im Gleichgewicht, anderseits aber autlh der 
Korper seIber. Die:Q' Alembertsche Gleichgewichtskraft, der Tragheits
widerstand - mb, ist aber keine wirkliche, sondern eine fingierte 
Kraft. Denn brachte man an dem materiellen Punkt eine wirkliche 
Kraft - mb, etwa mit Gewicht und Seil, an, so ware er im statischen 
Gleichgewicht; mit der fingierten Kraft versehen, sind nun zwar die 
Kriifte als im Gleichgewicht befindlich anzusehen, nicht aber der 
Korper, der nicht im Gleichgewichts- oder Beharrungszustand iat, son
dern in ungleichformiger Bewegung. 

Die Einfiihrung der fingierten Kraft des Tragheitswiderstandes, 
durch die dynamische Probleme auf statische zuriickgefiihrt werden, 
erweist sich als iiberaus vorteilhaft; nur darf man nicht die fingierten 
Kriifte fiir wirkliche nach Art eines Seilzuges am materiellen Punkt 
angreifende halten. Wir konnen sie an den geschilderten Merkmalen 
stets unterscheiden. Vgl. S. 288 und 359. 

Wird spaterhin nicht mehr ein materieller Punkt allein, sondern 
ein Korper oder ein System von Punkten oder Korpern in ungleich
formiger Bewegung betrachtet, so steht zwischen den beschleunigenden 
Kraften und den fingierten D'Alembertschen Gleichgewichtskraften 
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nicht nur. eine Komponentengleichung, sondern auch noch eine Mo
mentengleichung zur Verfiigung. 

Das beschriebene Verfahren wird als D'Alembertsches Prinzip be
zeichnet, es lautet: 

An einem ungleichformig bewegten materiellen Punkt 
diirfen die beschleunigende Kraft und der Traghei tswider
stand als im Gleichgewicht befindlich behandelt werden. 

Auch die zweite der oben angegebenen Moglichkeiten muB abge
lehnt werden. Wenn man die am beschleunigten Korper angreifende 
Kraft Beschleunigungskraft und die am beschleunigenden Korper an
greifende gleich groBe entgegengesetzte Gegenkraft Tragheitswiderstand 
nennt, so ware letzterer eine am beschleunigenden Korper wirkende tat
sachliche Kraft; da indes iiber die Bezeichnung Tragheitswiderstand schon 
vorher verfugt ist, indem sie fur die D'Alembertsche fingierte Gleich
gewichtskraft eingefuhrt wurde, so wiirde das gleiche Wort in zweierlei 
Sinn verwendet, was unzweckmaBig und irrefiihrend ist. Auch wirken 
die Beschleunigungskraft und dieser falschlich sog. Tragheitswider
stand an zwei verschiedenen Korpern; man kann deshalb fiirs erste 
nicht von Gleichgewicht zwischen beiden reden, da es. sich beim Gleich
gewicht stets urn Krafte an einem und demselben Korper handelt; furs 
zweite aber ist die Bezeichnung Kraft und Widerstand hier nicht ange
bracht, sondern Kraft und Gegenkraft; auch bier ist das Durchein
anderwerfen der Fachausdriicke unzweckmaBig (vgl. 5). 

147. Was sind Beschleunignngskriifte? Bleiben wir vorlaufig bei 
einer geradlinigen Bewegung und st~llen die Frage der Dberschrift in 
bezug auf ein GeschoB, das sich in einem nicht gezogenen schrag ge
stellten Lauf eines Geschutzes bewegt. AIle Krafte, die das GeschoB 
beschleunigen oder verzogern, sollen aktive (treibende, hemmende) oder 
eingepragte Krafte genannt werden. Bei der geradlinigen GeschoB
bewegung im Lanf sind das: beschleunigend, der Druck der Pulver
gase; verzogernd, die langs der Bewegungsrichtung genommene Kom
ponente des GeschoBgewichtes, die Reibung am Lauf, der Luftwiderstand. 
Wahrend in der Statik die Reibung der Rube oder die Haftreibung 
zu den passiven Stutzenwiderstanden zu zahlen war, ist die Reibung 
der Bewegung in der Dynamik eine verzogernde Kraft und darum den 
aktiven oder eingepragten Kraften beizuzahlen. Dieser grundsatzliche 
Unterscbied zwischen .der Reibung in der Statik und d~r Reibung in 
der Dynamik ist wohl im Auge zu behalten. Die senkrecht zur Bahn
linie sich ergebende Gewichtskomponente ist eine Last oder eingepragte 
Kraft, die durch eine infolge eingeschrankter Beweglichkeit entstehende 
Reaktion aufgehoben wird, sie ist mit keiner Geschwindigkeitsanderung 
weder der GroBe noch der Richtung nach verbunden; die resultierende 
Beschleunigungskraft ist demnach der Gasdruck abzuglich Bahnkompo
nente des GeschoBgewichts + Reibung + Luftwiderstand. 

Die Haftreibung ist eine Reaktion, deren GroBe und Richtung zu
nachst unbekannt sind; die Bewegungsreibung dagegen ist nach GroBe 
und Richtung bekannt; die Richtung ist ja stets der Bewegung ent
gegengesetzt. 

Die beschleunigende Kraft entsteht und verschwindet mit der Be
schleunigung, zufolge der Gl. P = m· b. 
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11. Kapitel. 

Geradlinige Bewegung eines materiellen Punktes. 

§ 22. Allgemeine Lehren und Satze. 
148. Die Grnndgleichnng fiir die geradlinige Bewegnng. Nach 

S. 219 kommt eine geradlinige Bewegung nur dann zustande, wenn die 
Wirkungslinie der Beschleunigungskraft oder der Vektqr der Be
schleunigung mit der Richtungslinie der Anfangsgeschwindigkeit zu
sammenfallt; auch darf die Beschleunigungskraft im Laufe der Bewegung 
ihre Richtung nicht andern. 

Man setzt auf der geraden Bahnlinie einen Fixpunkt 0 fest, und 
damit die + - und - s - Richtung. Steht del' materielle Punkt von 
der Masse m unter dem EinfluB einer beschleunigenden Kraft P, so 
wird ihm, gleichviel ob er in Ruhe oder schon in Bewegung ist (S. 217), 
dem dynamischen Grundgesetz zufolge die Beschleunigung b erteilt; es 
ist also 

oder 
dv 

m·-=P 
dt 

(118) 

Da m positiv ist, so hat P das gleiche Vorzeichen wie die Beschleuni
gung, ist also +, wenn P im Sinne der zunehmenden 8 wirkt; andern
falls negativ. 

Gl. (118) ist die gesuchte Grundgleichung. 

149. Allgemeine Bemerkungen iiber die Probleme des Yor
liegeuden Kapitels. Diese Probleme sind von zweierlei Art: 

a) entweder soIl fUr eine gegebene geradlinige Bewegung die Be
schleunigungskraft ermittelt werden, oder 

b) es ist die Bewegung eines materiellen Punktes zu bestimmen, 
der von gegebenen, eine Resultante in der geraden Bahnlinie liefernden 
Kraften ergriffen wird. 

1m FaIle a) hat man zunachst die Lage des beweglichen Punktes 
zu jeder Zeit oder wenigstens in geniigend vielen Zeitpunkten festzu~ 
stell en, entweder analytisch in Form del' Gleichung 8 = f (t) oder gra
phisch in Form der Zeit-Weg-Kurve, woriiber in 129 bis 132 das Er
forderliche bemerkt worden ist. Aus der Gleichung 8 = f(t) findet 
man durch zweimaliges Ableiten nach t die Beschleunigung b; worauf 
man b nur mit del' Masse m des materiellen Punktes zu multiplizieren 
hat, urn die gesuchte Beschleunigungskraft P = m . b zu erhalten. 

Aus der Zeit-Weg-Kurve anderseits findet man die Geschwindig
und hernach die Beschleunigung durch Tangentenziehen wie in 131 
und 132 gezeigt. 

Wird nun b und damit P positiv, so heiBt das, daB die Be
schleunigungskraft zu der betreffenden Zeit in der + s-Richtung ,virkt, 
andernfalls entgegengesetzt. 

1m Fall b), wenn die Beschleunigungskraft gegeben und die Be
wegung des materiellen Punktes gesucht ist, wird P in die Grund
gleichung 

P=m·(dv!dt) 
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eingesetzt, unter Beachtung der fiir P gel tend en Vorzeichenregel. Durch 
Integration erhalt man daraus die Gleichungen der Bewegung des ma
teriellen Punktes. 

Die Beschleunigungskraft P ist nun entweder konst ant oder 
veranderlich; letzterenfalles kann sie als eine aHeinige Funktion 
der Zeit, oder des Abstandes, oder der Geschwindigkeit, oder als 

. eine Funktion von v und s zugleich gegeben sein. 
u) 1st die Beschleunigungskraft konstant oder eine Funk t ion 

der Zeit aUein, so laBt sich die Integration der aus der Grund
gleichung P=m· b = m· (dv/dt) sich ergebenden Differentialgleichung 

P 
dv=-·dt 

in 

ohne weiteres bewerksteHigen. 
fJ) Das gleiche ist der Fall, wenn die Beschleunigungskraft Peine 

Funktion der Geschwindigkeit allein ist; dann hat man die 
Grundgleichung in der Form: 

anzuschreiben. 

dv dt 
P m 

1') 1st dagegen Peine Funktion des Weges s allein, so er
weitert man die Gleichung m·dv=P·dt mit v=ds/dt und erhalt: 

m·v·dv =P·v·dt=P·ds, 

worauf sich die Integration durchfiihren lai3t. Da v und ds stets das 
gleiche Vorzeichen fUhren, so darf man fiir v und ds in dieser Glei
chung den Absolutwert einsetzen. 

1st nun v in Abhangigkeit von s ermittelt, so kann auch die Zeit, 
die zum Zuriicklegen eines bestimmten Weges gebraucht wird, ermittelt 
werden, indem man zu jedem s den zugehorigen Wert 1: v auftragt; 
dann ist, da v = ds/dt: 

ds 
dt=~; 

v 

s 

t-t = ~. JdS 
o v 

o 

Das Integral ist durch Planimetrieren bestimmbal. 
b) Ware Peine Funktion von v und s, so wiirde man v = ds/elt 

und b = d2 S / d t~ setzen und erhielte: 

eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, die unter Urnstanden inte
griert werden kann und dann eine Beziehung zwischen s und t 
liefert. 

Auf diese Art sind die vorkommenden Falle nach einem mathe-· 
matischen Gesichtspunkte geordnet. Die beiden FiiIle, in denen die 
Kraft als eine Funktion der Zeit bzw. als eine Funktion des Weges 
gegeben ist, nehmen hierbei einc bevorzugte SteHung ein; wir sehen 
dies, wenn wir sie in 150 und 151 eingehend behandeln. 
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150. Del' Satz vom Antl'ieb odeI' von del' Anderung der Be
wegungsgro.Be. Kennt man, etwa aus einem Versuch, den zeitlichen 
Verlauf der Beschleunigungskraft, so kann man nach der zeitlichen 
Wirkung del' Kraft fi.i.r die Bewegung fragen. Besonders einfach 
laBt sich die Geschwindigkeit in einem beliebigen Zeitpunkt angeben, 
wenn man die Grundgleichung P=m·(dv/dt) oder m·dv=P·dt inte
griert; man erhalt: 

v t t 

!m.dv=!P.elt 
Vo 0 

odeI' m.v-m.vo=! P·dt . . (119) 
o 

Da dt stets positiv angenommen werden kann, so erhalten P und 
v das +·-Zeichen, wenn beide in del' -+ s-Richtung wirken; andern
falls das - -Zeichen. 

Man nennt p·elt den Antrieb del' Beschleunigungokraft P in del' 
Zeit elt odeI' aucih den Elementarantrieb del' Kraft P und das 
zwischen 0 und t genonuilene Integral von p. el t den Antrieb del' 
Kraft P in del' Zeit t, ferner das Produkt m·v die BewegungsgroBe 
des materiellen Punktes in dem betreffenden Augenblick. Del' Satz 
vom Antrieb odeI' der BewegungsgroJ3e Gl. (119) lautet daher in 
Worten: 

Die Anderung del' BewegungsgroB e eines materiellen 
Punktes in einer bestimmten Zeit ist gleich dem Antrieb 
del' Beschleunigungskraft in del' gleichen Zeit. 

Da m und dt GroBen ohne Richtung sind, tog. Skalare, so ist 
del' Antrieb odeI' die BewegungsgroBe eine GroBe von derselben Art, 
wie eine Geschwindigkeit odeI' eino Kraft, d. h. eine gerichtete GroBe, 
und ist durch einen Vektor darstellbar. Man dad sie in Rechnung 
und Zeichnung wie einen Vektor behandeln. Beispiele s. § 28. 

151. Del' Satz von del' Arbeit odeI' del' Anderung del' kineti
schen Energie. Kennt man den Verlauf del' beschleunigenden Kraft 
Iangs des Weges, auf dem sie wirkt, so kann man nach der Wirkung 
del' Kraft langs des Weges fragen. Besonders einfach laBt sich 
dann die Geschwindigke:t an einer beliebigen Stelle del' Bahn an geben , . 
wenn man die Grundgleichung P= m· (dv/elt) mit ds erweitert und 
d s/ d t = v setzt, wom it sich eI'gibt: 

dv (mv2) P.els=m'dj.d8=m.v.dv=d -2 . 

Diese Gleichung ist zu integrieren vom Fixpunkt 0 der Bahn an. 
bei dessen Durchschreiten del' Massenpunkt die Geschwindigkeit Vo be
sitze, bis zu einer beliebigen urn s [mJ davon entfernten Stelle der 
Bahn, wo die Geschwindigkeit v geworden sei; man erhalt: 

8 

A = J P·ds = 1· m.(t·~ - V 0 2) (120) 
o 

Bierin ist P·ds nach 119 die Arbeit del' Kraft P auf dem Weg ds, 
wobei Peine beschleunigende odor verzogernde Kraft ist. Das zwi
schen 0 und 8 genommene Integral ist die Arbeit A del' beschleuni
genden Kraft auf dem Weg 8, das sog. LinienintegTaI del' Kraft. 
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P erhalt das +-Zeichen, wenn es in der + s-Richtung wirkt, 
andernfalls das - -Zeichen und ds 1st +, wenn sich der Punkt in 
der + s-Richtung bewegt, m. a. W. bei Vorwartsbewegung, dagegen -
bei Riickwartsbewegung. Demnach ist dA = (+ P) . (+ d s) = ( - P) . ( -ds ) 
positiv bei beschleunigter Vor- oder Riickwartsbewegung, und ander
seits dA == (+ P)( - ds} = (- P)( + ds) negativ bei verzogerter Vor
oder Riickwartsbewegung. Daher bedeutet ± A eine Beschleunigungs
bzw. Verzogerungsarbeit. Wir iiberzeugen uns hiervon auch noch mit 
Hilfe der recht~n Seite der vorletzten Gleichung, derzufolge das Vor
zeichen von d (v'.!) abhangt. also vom Wachsen oder Sinken des Qua
drates der Geschwindigkeit. Der R)chtungssinn von v ist dabei ohne 
jede Bedeutung, denn v2 ist positiv, mag v selbst das + - oder 
- -Zeichen haben. W ir bestatigen damit nur etwas, was schon auf 
S. 183 ausgefiihrt worden ist, daB namIich die Richtung nicht zu den 
wesentlichen Merkmalen einer Arbeit gehort, die Arbeit ist eine rich
tungslose, skalare GroBe. Wegen des Gebrauches des Vorzeichens in 
G1. (120) vgl. S. 233. 

Die rechte Seite von (120) ist ebenfalls in Arbeitseinheiten ge
messen. Die Masse m kann vermoge ihrer Geschwindigkeit v Arbeit 
leisten, wenn sie ihre Geschwindigkeit ganz oder teilweise verliert und 
und auf einen andern Korper eine Kraft auf einem g~wissen Weg aus
iibt, z. B. das Wasser in einer Turbine. Der Masse m wohnt vermoge 
ihrer Geschwindigkeit v eine Wirkungsfahigkeit, Arbeitsfahigkeit, Energie 
der Bewegung, kinetische Energie ~ mv2 inne; bei der kleineren Ge
schwindigkeit vo' die sie am Ende der Arbeitsleistung noch besitzt, ist 
die kinetische Energie auf ~ mvo 2 gesunken. Die kinetische Energie, 
auch Wucht genannt, ist demnach vom Geschwindigkeitszustand ab
hangig. Friiher nannte man die GroBe ~ mv'.l die lebendige Kraft, ein 
Ausdruck, der zu Verwechslungen AnlaB geben kann, weil es sich nicht 
um eine Kraft.in [kg] handelt, sondern um eine Arbeit in [mkg]; da
gegen ist das Eigenschaftswort "lebendig" durchaus sprechend. 

Auf eine Masse wird kinetische Energie iibortragen, indem ihre 
Geschwindigkeit erhoht wird, indem eie also beschleunigt wird; es wird 
ihr kinetische Energie entzogen, wenn sie Geschwindigkeit verliert,' 
wenn sie also verzogert wird. Der Geschwindigkeitszustand der Masse 
wird geandert, indem Krafte an ihr Arbeit leisten. 

Der Satz von der (dynamischen) Arbeit oder der Anderung 
der kinetischen Energie lautet nach G1. (120) in Worten: 

Die Anderung der kinetischen Energie eines materiellen 
Punktes auf einem gewiss~n Weg (oder in einer gewissen Zeit) ist 
gleich der Arbeit der den materiellen Punkt beschleunigen
den oder verzogernden Krafte auf dem gleichen Weg (oder in 
der gleichen Zeit). 

Mit Hilfe der letzten Gleichung kann man die von einer be
wegten Masse aufgenommene oder abgegebene Energie berechnen, wenn 
ihre Geschwindigkeit erhoht oder ganz oder teilweise vernichtet wird. 
Die kinetische Energie eines 13 [g] schweren Infanteriegeschosses ist 
bei 750 [misk] Miindungsgeschwindigkeit: A=~·lO,013/9,81).750'.l= 
373 [kgm]; das 6,4kg schwere GeschoB einer Feldkanone mit 600m/sk 
Miindungsgeschwindigkeit hat A = i·(6,5/9,81) 600'.! = 119300 [kgm]; 
ein Schnellzug von 300 [t J = 300 . 1000 [kg] Gesamtgewicht hat bei 



236 Dynamik des materlellen Punktes. Geradlinige Bewegung usw. 

90 [km/std] = 90/3,6 = 25 [m/sk] Fahrgeschwindigkeit eine kinetische 
Energie von ~.(300 .1000/9,81). 2"52 = 9 560000 [kgm]; ein Ozeandampfer 
von 45000 [tJ Gewicht und 21,6 Knoten 40 [kmjstd] = 11,1 [mJsk] Fahr
geschwindigkeit eine kinetische Energie von H45000.1000/9,81).11,1 2 

= 283 Mill. [kgm] = 283 [tkm]. Diese Energie muB von den Maschinen 
aufgewendet werden, um das Schiff aus der Ruhe auf seine volle Ge
schwindigkeit zu bringen; sie ist vom Schiffswiderstand und der Gegen
dampfarbeit aufzuzehren, wenn das Schiff anhalt en soIl; sie wirkt bei 
einem ZusammenstoB zerstorend am Schiff selbst und am gestoBenen 
Korper. 

Zur Losung der eingangs erwahnten Aufgabe wird sich im nach
folgenden noch vielfach Gelegenheit bieten. Der Gang der Losung sei 
kurz an einem sehr einfachen Fall gezeigt. Ein frei fallender Korper 
von 20 kg Gewicht moge eine vertikale Geschwindigkeit von 10 [m/sk] 
besitzen. Es wird nach der Geschwindigkeit gefragt, die nach weiteren 
8 [m] Fallweg vorhanden ist. 

Auf dem letzteren ist von dem Gewicht P = 20 kg an seiner 
eigenen Masse eine Beschleunigungsarbeit A = + p. 8 = 20· 8 [kgm J 
verrichtet. Die Zunahme der kinetischen Energle betragt 

!.m. (v2 - V02) =~.(20/9,81)(v2 -102 ), 

also nach dem Satz von der Arbeit G1. (120): 

160 =~.(20/9,81) (v2 -102) 

v=rd.16 [m/sk]. 

Wir haben im vorhergehenden den Zusammenhang der mechanischen 
Arbeit einer Beschleunigungskraft mit der kinetischen Energie des be
schleunigten Korpers betrachtet und sind dabei auf die Energieform ge
stoBen, die einem Korper vermoge seiner Geschwindigkeit innewohnt. Wir 
erkennen fUrs erste, daB der Satz von der Arbeit und Anderung der kineti
schen Energie ein besonderer Fall des Gesetzes von der Erhaltung der 
Energie ist. Sodann haben wir AnlaB, einen augenfalligen Vnterschied der 
neuen E:nergieform von anderen festzustellen, wobei wir uns zunachst 
auf die Mechanik der wagbaren Stoffe beschranken. Wir schreiben dem 
Wasser in einem Hochbehalter, das einer tiefer gelegenen Turbine zuge
flihrt werden soIl, eine Energie zu, die es vermoge seiner Lag e hat 
und behalt, solange man den Schieber in der Rohrleitung nicht (iHnet. 
Ebenso sagen wir, ein iiber dem Boden befindIiches Gewicht habe 
Energie vermoge seiner Lage. Der Pfeil an der gespannten Bogen
sehne enthalte Energie vermoge der L.a g e gegeniiber dem Bogen. 
lndem wir das Gemeinsame hervorheben, konnen wir auf aIle diese 
und ahnIiche FaIle die Bezeichnung Energie der Lage anwenden. 
Das Wasser, das Gewicht, der Pfeil sind durch ihre Lage zu einer 
Arbeitsleistung befahigt, sie besitzen "Potenz", weshalb man die 
Energie der Lage auch "potentielle Energie" nennt, man konnte sie 
auch gebunden oder aufgespeichert nennen. Sie ist jeden Augen
blick bereit, in Tatigkeit oder Aktion zu treten, mechanische Wirkungen 
auszuiiben, man darf sie nur ausl(isen, indem man den Wasser
schieber offnet, das Gewicht fallen laBt oder die Bogensehne freigibt. 
Dann werden die Massen des Wassers, des Gewichtes, des Pfeiles in 
Bewegung gesetzt, und sie haben die potentielle Energie in anderer 
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Form. in sich aufgenommen, die man der Energie der Lage als Energie 
der Bewegung, als aktuelle oder kinetische Energie gegen

. tiberstellt. SchwiDgt eine an einer Feder hangende Masse auf und ab, 
so vollzieht sich periodisch die Wand lung von potentieller Energie in 
aktuelle und umgekehrt. Wahrend der Beschleunigung geht die poten
tielle Energie der gespannten Feder in aktuelle tiber, wahrend der 
Verzogerung findet das Umgekehrte statt; in den Totlagen der Schwin
gung, wo die Geschwindigkeit Null ist, ist bloB potentielle, in der 
Mittellage dagegen, die mit groBter Geschwindigkeit durchlaufen wird, 
bloB aktuelle Energie vorhanden.· In allen Lagen aber ist, sofern die 
Schwingung widerstandsfrei erfolgt, die Summe der augenblicklichen 
potentiellen und aktuellen Energien konstant und gleich der Energie 
in den Totlagen oder in der Mittellage. Die Anderung der mechani
schen Energie wird durch die von den Kraften geleistete Arbeit ge
messen. 

Der Studierende weise letzteres fur den freien Fall durch die 
Hohe h nach, indem er zeigt, daB jene Energiesumme konstant ist und 
gleich der Energie zu Beginn der Fallbewegung. Die Arbeitsgleichung 
fur den freien Fall mit Anfangsgeschwindigkeit Vo .ergibt sich durch 
Erweitern der Gl. (105) h = v'J /2 g mit der Masse m = Gig. V gl. auch 154. 

Es sei noch bemerkt, daB die GroBe der Energie durch den augenblicklichen 
Zustand eindeutig bestimmt ist, z. B. die potentielle Energie durch die Lage, 
die Bewegungsenergie einer Masse durch deren Geschwindigkeit. Die Energie 
ist, wie man zu sagen pflegt, eine ZustandsgroBe. Die Anderung der Energie, 
z. B. der Bewegunllsenergie oder Wucht, ist durch die den Anfangs- und End
zustand bestimmenden GroBen Vo und v eindeutig bestimmt, von den Zwischen
'Zustiinden also vollig unabhiingig. Anders die Arbeit, die wiibrend des D,urch
laufens der Zwischenzustiinde. d. h. wiihrend der Energieanderung geleistet wird. 
Diese ist vom Verlaufe der Kraft wiihrend des Weges abhiingig, kann also nur 
ermittelt werden, wenn man den genauen Verlauf der Kraft wiibrend der Zu
standsanderung kennt. 

12. Kapitel. 

Beispiele zur geradlinigen Bewegung eines 
materiellen Punktes. 

§ 23. Bewegung in der Horizontalebene. 
152. Aufgabe. Es soIl die Beweguog des auf einer rauhen hori

zontalen Ebene liegenden, von der horizontalen Kraft P angegrif
fenen materiellen Punktes m (Abb.145) bestimmt 
werden. 

Wahlt man die Richtung der treibenden 
Kraft P zur + s-Richtuog, so hat man 

woraus durch Integration 

v = rp~~qdt 
.. m 

w; 

e 
'Abb. 145. 

P 
M 
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und bei konstanter Reibungsziffer ft 

v=P-ftQ.t+O. 
m 

Zur weiteren Bestimmung der Bewegung nehmen wir den Ur
sprung 0 der Bahnlinie zweokmii.l3igerweise in der Ausgangslage A~ 
des materiellen Punktes an; desgleiohen beginnen wir die Zeit zu 
zahlen in dem Augenbliok, in dem die Kraft P an den materiellen 
Punkt herantritt und letzterer infolgedessen seine Ausgangslage Ao 
verlaBt. DemgemaB wird fiir t = 0 auoh v = 0, womit 0=0 und 

oder 

ds P--,uQ 
Vo.=-=---_· ----·t, 

dt _ m 

ds= P --=- ftQ t.dt. 
m 

Diese Gleiohung integriert gibt, wenn man beruoksiohtigt, daB 
fur t= 0 auoh s = 0 wird: 

P- flQ t2 
s= '-. m 2 

Will man wissen, welohe Gesohwindigkeit v' der materielle Punkt 
im Abstand s' vom Ursprung 0 besitzt, so muB man aus der letzten 
Gleiohung die Zeit bestimmen, die der materielle Punkt brauoht, um 
in den Abstand s' von 0 zu gelangen, und dann den gefundenen Wert 
von t in die Gleiohung fiir v einsetzen. Einfaoher ist e.3 aber, mittels 
des Satzes von der Arbeit die Bestimmung von 1" vorzunehmen. Der 
genannte Satz liefert vorliegendenfalls 

8' 

~mv'2 - 0 = J(P-flQ)ds= (P - flQ)S', 
o 

woraus v' = -V2(P-~fiQL~'. 

tJberhaupt empfiehlt es sioh, den Satz von der Arbeit in Anwen
dung zu bringen, wenn die Gesohwindigkeit des materiellen Punktes an 
einer bestimmten Stelle der Bahn angegeben werden soIl. 

153. Aufgabe. Ein sohwerer materieller Punkt vom Gewiohte Q, 
der auf einer horizontalen Ebene aufruht, erhalte in einer gewissen Rioh

tung eine horizontale Gesohwindigkeit vo' man 
soIl die Bewegung des materiellen Punktes be

Abb.146. 

stimmen- unter Beriicksichtigung der Reibung. 
Die am materiellen Punkt (Abb.146) tat

saohlioh wirkenden Krafte sind: das Eigen
gewioht Q, der normale Bahnwiderstand W" 
und der Reibungswiderstand der Bewegung 
Wt = flQ. Da nun Q und W,. sich aufheben, 
bleibt als Beschleunigungskraft der Reibungs
widerstand Wt iibrig. De:r Reibungswiderstand 

wirkt stets der Bewegung direkt entgegen, es kann also nur eine ge
radlinige Bewegung in der Riohtungslinie von Vo erfolgen. 
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ZweckmaBigerweise wird als Ursprung in der Bahn die Ausgangs
lage des materiellen Punktes angenommen und die Zeit zu zahlen be
gonnen in dem Augenblick, in dem der materielle Punkt mit der Ge
schwindigkeit Vo den Ausgangspunkt verlaBt. Selbstverstandlich wird 
auch als + s-Richtung die Richtung v(;m Vo 'gewahlt. Man hat daher 

dv 
m· dt = - Wt=-,uQ=-,umg, 

oder dv= -,uydt, 
woraus durch Integration: 

und 

V= -flyt +C. 

Es ist aber fUr t = 0 die Geschwindigkeit v = vo' also 

C=V01 

Integriert: 

Fur 

ds 
v=vo- ,uyt= dt' 

t2 

s = vot -- flY 2 + c'. 

t = 0 ist s = 0, womit C' = 0 

t2 . 

s=vot- flY 'i' 

Der Punkt der Bahnlinie, in dem der materielle Punkt zur Ruhe 
gelangt, befinde sich iill Abstand s' von 0 und werde in der Zeit t' 
erreicht. Urn nun t' zu erhalten, setzen wir in obiger Gleichung fUr v, 
= t' und v = 0, worauf sich ergibt: 

t'=~. 
flY 

Mit dies em Wert von t berechnet sich s' aus 

, , t'2 V02 ,uy (VO)2 V02 
s =vot - ,uY2"= flY - 2" ,uy = 2j;G' 

Ware nur s' zu bestimmen gewesen, hatte man den Umweg uber 
t' nicht zu machen brauchen, vielmehr s' direkt berechnen konnen mittels 
des Satzes von der Arbeit, wie folgt. 

1 ~ , 
0- -mv "=- IImy·s· 2 0 " , 

So erhielte man beispielsweise mit y = 9,81 (mjsk2) fur 

1 
Vo = 90 km in der Stunde und fl = 200 

(Eisenbahnzug auf horizontaler Bahn) 

t' = 510 sk = 8 min 30 sk und s' = 6371 m. 
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§ 24. Vertikalbewegung eines materiellen Punktes unter 
alleiniger Beriicksichtigung der Schwerkraft. 

104. Der freie Fall im leeren Raume. Ein bei Ao (Abb.147) in 
der Rohe h iiber dem Boden sich selbst iiberlassener Korper (materieller 

..A.o 
-~- -T--
, ' 
I I 

oS 

I 
.1_ 

I 

h 

€-m{! 
I 

t-s 

Punkt) von der Masse m fallt bekanntlich unter Einwir
kung seines Eigengewichtes Q = mg in einer Vertikalen 
mit der Beschleunigung g herab. 

Urn nun diese Bewegung eingehender zu bestimmen, 
. setzen wir zuerst in der geradlinigen Bahn des materiellen 
Punktes den Ursprung 0 und die + s-Richtung fest, und 
zwar nehmen wir, was am nachsten liegt, den Ausgangs-
punkt Ao des materiellen Punktes als Ursprung und die + s-Richtung vertikal abwarts an, ebenso fangen wir die 
Zeit zu zahlen an in dem Augenblick, in dem der mate
rielle Punkt den Ausgangspunkt Ao verlaBt. 

Zur Zeit t befinde sich der materielle Punkt in A inl 
Abstand s vom Ursprung und besitze die Geschwindigkeit v. 

Abb.147. Man hat nun zur Zeit t 

dv +Q. I dv 
m· dt · =Tmg; d(=g; dv=gdt, 

woraus v = gt + Konst. 

Da aber fUr t = 0 v = 0 ist, so ergibt sich die Integrationskon
stante = 0 und damit 

oder 

v=gt, 
ds 
di =gt; ds=gt·dt; 

gt 2 
s=-. +Konsk 

2 

Fiir t = 0 ist auch s = 0, daher Konst. = 0 mid 

gt2 
s=-

2 

Urn die Zeit tf zu erhalten, die der Korper zum Durchfallen der 
Rohe k braucht, setzt man in der letzten Gleichung s = h und t = tf, 
womit 

tf= V2
g
h . 

Damit wird dann die Geschwindigkeit vf in der Tiefe hunter dem 
Ausgangspunkt 

f f 1/2k Y-h v =gt =gv -= 2g . 
g 

Dieses Resulliat hatte man direkt erhalten konnen mittels des Satzes 
von der Arbeit, wie folgt: 

also 

h 

~mvf2 -O=fmg.ds=mgh, 
o 

vf =Y2gh. 
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155. Der vertikal aufwarts geworfene Korper. Ein Korper (ma
terieller Punkt) werde mit der Geschwindigkeit 'Po vertikaJ aufwarts ge
worfen; man solI die Rohe bestimmen, bis zu der er steigt, die Zeit, 
die er zum Aufsteigen braucht, und die Geschwindig-
keit, die er erlangt hat, nachdem er im Ausgangspunkt 
wieder eingetroffen ist (Abb. 148). 

Ursprung: der Ausgangspunkt Ao; +s-Richtung: ver
tikal aufwiirts; ferner sei t = 0 bei Beginn der Aufwiirts
bewegung. 

Zur Zeit t befinde sich der materielle Punkt in A 
im Abstand s vom Ausgangspunkt Ao' man hat dann: 

dv 
m, dt =-mg; dv=-gdt. 

Daraus v=-gt+O. 

oder 

Fur t = 0 ist v = vO' somit Vo = ° und damit 

v=vo-gt 
ds 
dt=vo-gt; dsvodt-gt·dt 

gt'.! 
s=vot- 2 +O. 

Fur t= 0 ist s = O. Dies gibt 0 = ° und 

gt'.! 
s=vot- -. 

2 

+s 

"1-, , 

, 
I 
I 
I 
I 

7!-

Abb.148. 

/ 

Zur Zeit t' habe der materielle Punkt den hochsten Punkt A' seiner 
Bahn, die groBte SteighOhe h erreicht; zu dieser Zeit ist v = 0, daher 
liefert die Gleichung fur v 

O=vo-gt', 

Fiir t = t' ist aber 8 = h, somit 

t'=vo . 
g 

Vo g vo'.! V02 
h-v·-----·------

- 0 g 2 g2 -2g' 
V 2 
20g pfiegt man die zu Vo gehOrige Geschwindigkeitshohe zu 

nennen. Die SteighOhe h hiitte man auch mit Hilfe des Satzes von 
der Arbeit bestimmen konnen. Derselbe liefert niimlich fur den vor
liegenden Fall 

k 

0- ~ mV02 = f-mg.d8=-mgh, 
o 

2 

woraus h=~. 
2g 

Desgleichen erhiilt man die Geschwindigkeit v des materiellen 
Punktes im Abstand 8 vom Ursprung aus 

8 

imv2 -imv02=J -mg·ds= -mgs, 
o 

v'J=vo'J - 2gs. 
Autenrieth·Ensslin, Mechanik. 3. Auf]. 16 
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Rat del' materielle Punkt die groBte Rohe h. erreicht, so fallt er 
von da an in der gleichen Vertikalen wieder zuriick. Alsdann ist seine 
Geschwindigkeit u in einem Punkte der Bahn, der sich im Abstand s 
vom Ursprung, also vom unteren Ausgangspunkt befindet, nach 154. 

u=V2g(h.-s), woraus u 2 =2gh.- 2gs. 

Es ist aber vo2=2gh., somit U 2=V02 2gs und daher 

u=v, 

d. h. ein und derselbe Punkt der Bahnlinie wird beim Aufsteigen und 
beilll Zuriickfallen vom materiellen Punkte stets mit der gleichen Ge
sch windigkeit durchlaufen. 

Um die groBte Rohe h zu erreichen, braucht der materieIle Punkt, 
wie wir oben gefunden, die Zeit 

t'= V; = V~~~2 = Y2gh.. 

Das ist aber auch die Zeit, die der materielle Punkt notig hat, 
um die Rohe 71, zu durchfallen (siehe 154). 

Aufgabe. Welche Rohe hat ein Stein erreicht, der im luftleeren 
Raum vertikal aufwarts geworfen wurde und nach t Sekunden wieder 
im Ausgangs punkt angelangt ist? 

Die gesuchte Rohe sei k. Nach dem soeben Angefiihrten braucht 
der Stein zum Aufsteigen die gleiche Zeit wie zum RerabfalIen, namlich 

"1 /2h. t' = Y g Sekunden. 

DemgemaB ware 

'+' "1/2 71, t=t t=2y g , woraus 

§ 25. Geradlinige Bewegung eines materiellen Punktes und 
einer schiefen Ebene. 

156. Abwartsbewegung bei fehlender Reibung. 1m Punkte Ao 
(Abb. 149) einer schiefen Ebene von der Rorizontalneigung a befinde 
sich ein schwerer materieller Punkt vom Gewichte Q, man solI die er
folgende Bewegnng des sich selbst iiberlassenen materiellen Punktes be

stimmen. Wir errichten in Ao die Nor
male zur schiefen Ebene und legen durch 
diese und die Vertikale durch Ao eine 
Ebene, alsdann schneidet diese Ebene 
die schiefe Ebene nach der sogenannten 
Linie des groBten Gefalles, d. h. 
nach einer Geraden, die von allen in del' 
schiefen Ebene gezogenen Geraden die 
groBte Rorizontalneigung, namlich a 
besitzt. 

Am materiellen Punkt wirkt auBer 
Abb. 149. dem Eigengewicht Q noch der Normal-
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widerstand Wn der Unteriage. Nun zerIegen wir Q in die Kompo
nenten Q cos a und Q sin a normal, beziehungsweise parallel der schiefen 
Ebene. Die Normalkomponente Q cos a wird aber vom Normalwider
stand W n der schiefen Ebene aufgchoben. Somit bleibt als Beschleu
nigungskraft ubrig die Komponente Q sin a parallel der schiefen Ebene. 
Man hat also, wenn man Ao als Ursprung in der Bahnlinie und die 
+ 8 - Richtung nach der Linie des groBten Gefii1les abwarts gerichtet 
annimmt, sowie die Zeit zu zahlen anfangt in dem Augenblick, in dem 
der materielle Punkt von Ao aus sich in Bewegung setzt: 

dv +Q' . m dt = Sill a = m g SIn a, woraus d v = g sin a· d t 

'v = g t sin a + C und, da fur t = 0 v = 0 und damit ; C = 0, 

integriert 

Fur 

und 

. ds 
v = g t sm a = d t; d s = g t· d t· sin a ; 

t2 

s=Lsina+C' 2 . 

t = 0 ist s = 0, also C' = 0 

g t2 • 
s=2sma . 

Will man die Geschwindigkeit v am Ende A einer beliebigen Weg
strecke Ao A = s haben so bestimmt man aus der letzten Gleichung t 
und setzt den Wert von t in die Gleichung fur 11 ein. Damit erhalt man: 

. ~;--v=gslna· -.-
gsma 

oder v2 = 2gs·sina= 2 gh, 

wobei h die Tiefe des Punktes A unter dem Punkte Ao. 
Daraus ersehen wir, daB, wenn man von einem Punkte Ao aus 

unter verschiedenen Horizontalneigungen Gerade zieht gegen eine in 
der Tiefe hunter dem Punkte Ao befindliche Horizontalebene und in 
diesen Geraden schwere materielle Punkte herabgleiten laBt, die gleich
zeitig von Ao ohne Anfangsgeschwindigkeit ausgehen, so sind die Ge
schwindigkeiten dieser materiellen Punkte, wenn sie in der erwahnten 
Horizontalebene angelangt sind, aIle einander gleich und zwar = 1"2 g h, 
d. h. gleich der Geschwindigkeit, die ein von Ao frei herabgefallener 
Korper am Ende der Fallhohe h erlangt hatte. 

Den Ausdruck fur die Geschwindigkeit v des materiellen Punktes 
in dem bestimmten Bahnpunkt A hatte man aber auch mittels des 
Satzes von der Arbeit unmittelbar erhalten. konnen, wie folgt: es ist 
vorliegendenfalles 

~mv2 - 0 =mg sina·s, woraus v2 = 2 gs·sina= 2gh. 

Zum freien Durchfallen der Hohe h seien t Sekunden erforderlich, 
man hat daher nach Nr. 154: h = ~ g (2. 

SoIl jetzt angegeben werden, in welchen Abstanden Ao A = s 
von Ao sich nach t Sekunden die zu gleicher Zeit von Ao ausgegangenen, 
ein verschieden geneigten Rinnen sich bewegenden materiellen Punkt 

16* 
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in ihren geraden Bahnlinien befinden, so beachtet man die oben ge
fundene Gleichung: 

gt2 •. • 
8=2 sma =hsma. 

Aus dieser Gleichung konnen wir schlieBen, daB zur Zeit t die 
materiellen Punkte aIle auf einer iiber h als Durchmesser beschriebenen 
Kugeloberflache Hegen (siehe Abb.150). 

Losen wir jetzt noch die folgende Aufgabe: Von dem Punkte A 
aus (Abb. 151) werden gegen eine Vertikale CB eine Reihe von Ge
raden A B gezogen. In diesen Geraden laBt man von ihren in der 
Vertikalen C B gelegenen Endpunkten B 
aus materielle Punkte herabgleiten. Es 

Abb. 150. 

B 

I I 

~-------a...------,J 

Abb. 151. 

fragt sich nun, in welcher dieser Geraden gleitet der materielle Punkt 
in kiirzester Zeit herab.· 

Die Horizontalneigung der betreffenden Geraden sei p und a der 
Abstand des Punktes A von der Vertikalen CB. Wird BA mit 8 be
zeichnet und durchlauft der materielle Punkt die Strecke 8 in t Sekunden, 
so hat man nach dem oben Gefundenen 

daraus 

8 = g2t2 sin p oder da 8 = _a_ 
cosp 

g t2 • g t2 • g t2 • 
a = 2 sm p cos p = '4"' 2 smp cos p = 4-' sm 2 p, 

t2=_~ 
g.sin2p· 

Nun wird t am kleinsten, wenn sin 2 p am groBten, d. h. wenn 
.2p=900; p=45°. Dies ist der gesuchte Winkel. 

157. Aufwartsbewegung bei fehlender Reibung. Ein materieller 
Punkt vom Gewichte Q erhalte im Punkte Ao einer schiefen Ebene 
von der Horizontalneigung a nach der Linie der groBten Steigung eine 
Anfangsgeschwindigkeit Vo aufwarts. Man soIl angeben, bis zu welchem 
Punkte A' seiner geraden BaImlinie der materielle Punkt gelangt (Abb. 152). 

Es sei der gesuchte Abstand des Punktes A' vom Ausgangspunkt 
Ao = 8' und if die Anzahl der Sekunden, die der materielle Puukt 
braucht, um von Ao bis A' zu kommen. Ferner sei 8 der Abstand des 
materiellen Punktes von Ao zur Zeit t und v seine Geschwindigkeit 
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zur gleichen Zeit. Wir wahlen den Punkt Ao zum U rsprung und die + s-Richtung aufwarts, daher Beschleunigungskraft zur Zeit t 
P=-Qsincc=-mgsincc= m.dv/dt. 

Daraus dv=-gsina·dt; v=-gtsinIX+C. 

Fiir t= 0 wird v=vo' Das gibt: C=vo 
und v=vo-gtsinlX. 

Diese Gleichung zeigt, daB die Geschwindigkeit v kleiner und 
kleiner wird. 

N ach t' Sekunden sei v = 0 geworden, alsdann hat man 

v 
O=vo-gt'sina; t'=-.()-. 

g sm cc 

Wenn nun t> t', so wird v negativ und es bewegt sich der 
materielle Punkt wieder zuriick. Mit t = t' hat also der materielle 
Punkt den hochsten Punkt A' seiner 
Bahn erreicht. Um die Lage von A' 
oder den Abstand s' des Punktes A' 
von Ao zu erhalten, schreibt man: 

v=vo - gtsina=ds/dt, 

woraus dnrch Integration 

s = Vo t - ~ g t2 sin IX + c' . 
Bierbei wird C' = 0, weil fiir 

t= 0 auch 8=0. 

Man hat daher 

s = Vo t - ~ g t2 sin IX. 

Fiir t = t' wird s = s' . 

Abb. 152. 

also s'=v .~ __ (}SinIX.(~~)2= V02 
__ 

o .q sin Co 2 g sin IX 2 g sin a • 

Diese Resultatc hatte man wieder unmittelbar mittels des Satzes 
von der Arbeit erhalten konnen, wie folgt. 

O 1 Q ., ,vo 2 

-- -2 m vo - = - m () Sllla· s, woraus s = --. - . 
2 g Slll IX 

Bezeichnet man die Bohe des hochsten Punktes A' der vom ma
teriellen Punkte durchlaufenen Bahnlinie iiber dem Ausgangspunkt 
Ao mit h, so ist 

V 2 V 2 
It = s' . sin a = __ 0_. -. sin a = ~ . 

2 g sma 2 g 

Es ist also h gleich der Steighohe eines mit der Geschwindigkeit Vo 

vertikal auf warts geworfenen Korpers. 
In A' angekommen, kehrt, wie schon oben bemerkt wurde, der 

materielle Punkt wieder in der gleichen Bahnlinie zuriick. Seine- in Ao 
erlangte Geschwindigkeit ist alsdann 
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Vberhaupt durchlauft der materielle Punkt bei der Aufwarts- und 
bei der Abwartsbewegung einen und denselben Punkt der Bahnlinie 
stets mit der gleichen Geschwindigkeit. 

11,8. Beriicksichtignng eines konstanten Reibnngswiderstandes. 
Wir nehmen wieder einen materiellen Punkt vom Gewichte Q an im 
Punkte Ao einer schiefen Ebene von der Horizontalneigung a (Abb.153). 
Dieser materielle Punkt. wird auf der schiefen Ebene im Gleichgewicht 
sich befinden, wenn der Winkel cp, den Q mit der Normalen zur Unter
lage einschIieBt, kleiner ist, als der Reibungswinkel (!. Da aber dieser 
Winkel cp = a ist, so kann man sagen: 

Ein materieller Punkt bleibt auf einer schiefen Ebene liegen, so
lange deren Horizontalneigung a nicht groBer ist als der betreffende 
Reibungswinkel e. 1st a = e, so befindet sich der materielle Punkt 
an der Grenze des Gleichgewichtes, und wenn a> e, gleitet der materielle 
Punkt die schiefe Ebene herab. 

a) Es sei nun a> e. Die hierbei eintretende Bewegung des ma
teriellen Punktes erfolgt, wie fruher, in der Linie des groBten Gefalles. 

e 
Abb. 153. Abb. 154. 

Wird wieder der Ursprung in Ao' die + s-Richtung abwarts und 
fUr s=O auch t=O angenommen, so hat man: 

Beschleunigungskraft 

P=Qsina- #Qcosa 

oder P=mg(sina- # cosa)=m·dv!dt 
v=gt(sina- #cosa)= ds/dt 
s = ~ gt2 (sin a - # cos a). 

Um die Geschwindigkeit v in Funktion des Abstandes s zu er
erhalten, wird zweckmaBigerweise der Satz von der Arbeit angewendet: 

~mv2-0=mg(sina-,ucosa)·s 

v2 = 2 9 s (sin IX - # cos a). 

Angenommen, das Gefii.lle einer schiefen Ebene sei 1: 45 und 
# = 11200; s = 6 km, so er'gibt sich, da a so klein, daB man cos a = 1 
und sin a = tg a setzen kann: 

v2 = 2 . 9,81 . 6000 (415 -100); v = '" 44 m in der Sek. 
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Bei einem geringeren Gefalle als 1: 200 ware der materielle Punkt 
in Ruhe geblieben. 

b) Handelt es sich um die Aufwartsbewegung eines materiellen 
Punktes m auf einer rauhen schiefen Ebene in der Linie der groBten 
Steigung, vom Punkte Ao aus, so kann man fragen, bis zu welchem 
hOchsten Punkte A' seiner geraden Bahnlinie gelangt der materielle Punkt 
auf der schiefen Ebene, wenn derselbe im Punkte Ao eine in der Linie der 
groBten Steigung aufwarts gerichtete Geschwindigkeit Vo erhalten hat. 

Nehmen wir (Abb. 154) den Punkt Ao als Ursprung und die + s
Richtung aufwarts an und beginnen die Zeit zu zahlen in dem Augen
blick, in dem der materielle Punkt bei seiner Aufwartsbewegung den 
Punkt Ao verIaBt, so hat man fUr die Beschleunigungskraft: 

p=- mgsina- #mgcosa= -mg(sina+ # cosa)=m.dv/dt, 
woraus durch Integration: 

Nun ist fiir 

und damit 

Integriert: 

v= - g t(sina+ #cosa)+ C. 

t=O v=vo' also vo=C 
v = Vo - gt(sin a+ # cos a) = ds/dt. 
s = Vo t- ~ gt2 (sin a + # cos a). 

Um die Geschwindigkeit v in Funktion des Abstandes s zu be
kommen, konnte man aus den Gleichungen fiir v und s die Zeit t 
eliminieren. Einfacher ist es wieder, den Satz von der Arbeit in An
wendung zu bringen. Derselbe liefert: 

. § mv2 - ~mvo'l = -mg (sin a + fl cos a). s. 
1m Punkte A' der Bahn ist v = 0 und s = s'. Damit geht die 

letzte Gleichung fiber in: 

- ~ mV0 2 = - mg (sin a + ft cos a)· s', 

woraus 
, vo'J s---,---,_--"c-_-
- 2 g(sina+ flcosa)' 

Mit s' ist aber die Lage des Punktes A' festgesetzt .. 

§ 26. Beispiele zur Bestimmung del' Beschleunigungskraft einer 
geradlinigen Schwingungsbewegung. 

159. Kurbelschleifenbewegung. Einfache harmonische Schwin
gung. Die Kurbelschleifenbewegung (vgl. 139 Abb. 137) ist der Typus 
einer einfachen Schwingungsbewegung. Zahlt man den Kurbelwinkel 
a=wt in fiblicher Weise von einer Totlage T (Abb.155), wobei l=oo 
und 2 mit 1 zusammenfallt), so ist der Weg s der Kurbelschleife von 
der Totlage aus gemessen 

s=r·(1-coswt), 
woraus fUr die Geschwindigkeit durch Ableiten nach t: 

v = + r· w· sin w t 
und fiir die Beschleunigung 

b =-r·w'l cosw t= w2 (s -r) 
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folgt. Nach dem dynamischen Grundgesetz ist die Beschleunigungf'
kraft, wenn m die schwingende Masse bedeutet: 

P=mw2 (s-r). 

Der letzten Gleichung zufolge ist die Beschleunigungskraft in s = r 
gleich Null, in s§r ist sie + bzw. -, d. h. im Sinne der zu- bzw. ab
nehmenden s gerichtet; sie wirkt m. a. W. stets gegen den Mittelpunkt 
des Kurbelschleifenweges hin und ist dem Abstand (s - r) von diesem 
proportional. Wir haben hier den einfachsten Fall einer "Zentral
bewegung" vor uns, deren Kennzeichen darin besteht, daB die auf 
die bewegte Masse einwirkende Kraft stets gegen einen festen Punkt 
gerichtet ist. 

Der GroBtwert der Beschleunigungskraft, der in den beiden Tot
lagen s = 0 und 2 r der hin und her gehenden Bewegung auf tritt, ist 

160. Kreuzkopfbewegung eines einfachen Kurbelgetriebes. Es 
soll der Weg x, die Geschwindigkeit "v und die Beschleunigung b eines 
Kreuzkopfes angegeben werden, wenn die gleichiormig mit der Winkel-

Abb. 155. 

geschwindigkeit w = n n /30 umlaufende Kurbel den Winkel IX aus 
einer Totlage T Abb. 155 heraus zuriickgelegt hat. Der Kreuzkopfweg 
st nach Abb. 155 

x=Tl + 12 =(r-r·cos a) + (l-l.cos 'Ip). 

Um 'lj! durch a auszudriicken, beachte man, daB 

13 = r· sin IX = l· sin 'lP 

ist, woraus 
. r . ,. 

SIn Ip = 1 SIn IX = A • SIn IX, 

wenn das sog. Stangenverhaltnis r/l kurz mit). bezeichnet wird, 
dann ist ferner 

cos'lj! = Vi - sin2 'lj! = 11'1-- 22. sin2a, 
also x = r(l- cos a) + l (1 - Yl - ).2. sin2 IX) 

U ist meist 1: 5, bei Automobilmotoren 1: 4,3 bis auBerstens 1: 3. 
Sofern ). geniigend klein ist, darf ohne nennenswerten Fehler unter 
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der Wurzel (14 /4). sin 4 a zugefiigt werden, in welchem Fall die folgende 
Rechnung besonders einfach wird; es ist demnach, da dann unter der 
Wurzel das vollst1indige Quadrat von [1- (A.2/2) sin2 a] steht: 

x=r(1-cosa)+l.(12/2).sin2a . 
oder da 2 sin 2 a= 1-cos 2 a ist: 

x = r(1- cos a) + l.(12/4)(1- cos 2a) 
oder mit der Abkiirzung l.12/4=1.r/4=r1 

x=r(1- cos a) +r1 (1- cos 2a) . (121) 

=r+r1 -r.cosa-r1·cos 2a 
= r [1 + (1/4)] - r [cosa+ (1/4) cos 2 a]. 

Die Kreuzkopfbewegung kann hiernach als tJberlagerung zweier Kurbel
schleifenbewegungen mit Radian r und r1 und Umlaufzahlen n und 2 n 
aufgefaBt werden, solange die genannte Annaherung zul1issig ist. 

Durch zweimaliges Differenzieren erh1ilt man fiir die Ge~chwin
digkeit des Kreuzkopfes, unter Beachtung, daB a=w·t ist: 

v=dx!dt= + r·w·sina+ 2 r1·w·sin2a 

=r.w.[sina+(1/2)sin2a] ........ (122) 

und fUr die Beschleunigung des Kreuzkopfes 

b =dv!dt=+ 1· w~i.cosa+ 4 r1·w2 .cos 2 a 
oder mit 4rl =J..·r (s. oben) 

b=+rw2 (cosa+1,cos2a) ..... (123) 

Berechnet man die Werte v und b 
~ 

I 
I 

'~b I ).=r:L 

~I 
1', ~ .' 

fiir eine Anzahl von Kurbelwinkeln und 
bestimmt die zugehOrige Kreuzkopfstel
lung durch Beschreiben des Kreisbogens 
vom Radius l um Punkt 3 Abb. 155, so 
kann man v und b fUr jede Kreuzkopf
stellung auftragen und erh1ilt die (v, x)
Linie und (b, x)-Linie, die den VerIauf 
der Kreuzkopf-Geschwindigkeit und -Be 
schleunigung 11ings der Kreuzkpofbahn, 
d. h. in Abhangigkeit des Rubes darstellen 
(Abb.156). '-'-' 

Die Geschwindigkeit ist in den Tot
lagen Null und wird am graBten, wenn 
dv!dt=O, d. h. nach Gl. (122) fiir einen 
Kurbelwinkel d, der aus der Gleichung 

cos d + 1· cos 2 d = 0 

folgt, wenn man nach bekannter trigo
nometrischer Formel cos 2 a' durch den 
einfachen Winke~ ausgedriickt hat und 
nach cos a auflast: 

1 [ --] cosa' = 4J.. -1 ±V1+812 • 

\l ''(/:=1:00 

1'\ . 
'1 \ :;"=1:5 " . 
I J..=1~~. 
I 

Abb. 156. 
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Hierin ist, wenn [~2] > 1, das + -Zeichen zu wahlen, da der Absolut
wert eines cos nicht groBer als 1 sein kann. Mit 2 = k wird dann z. B. 

cos a' = ~ (--1 + gV33); a' = 79° 16' 

vmax = 1,02 r w = 1,02· u . . . . . . (124) 

Die mittlere Kolben- oder Kreu zkopfgeschwindigkeit vm 
ist, da der Hub s = 2 r in 60 sk (=n Kurhelumdrehungen) 2 n mal 
ausgefiihrt wird 

4 rn 8 n 2 r :n n 2 2 
v =·_=-=-·---=-rw=-·u (125) 
'" 60. 30 :n 30 :n . :n 

somit 

Am meisten gebraucht werden die Beschleunigungen der beiden 
Totlagen a= 0 und a=:n, 

sie sind in der innern Totlage b1max = r w 2 (1 + 2), 

" " " " auBern " b2max=rw2(1-2). 
Bei del' Kurbelschleife waren die Beschleunigungen in beiden Tot

lagen gleich groB, namlich rw'J, d. h. gleich der Zentripetalbeschleunigung 
der Mitte des Kurbelzapfens; fiir die Kurbelschleife ist 2 = rJl = 0 
also l=oo. Infolge der endlichen Schubstangenlange erscheint 
beim gewohnlichen Kurbelgetriebe die Totpunktsbeschleunigung mit 
einem Faktor (1 + 2) multipliziert, der um so mehr von 1 abweicht, je 
kiirzer die Stange ist. Wahrend sich ferner die Kurbelschleife in der 
Mi tte . ihres Weges am schnellsten bewegt, geschieht dies bei endlicher 
Stangenlange etwas auBerhalb del' Hubmitte; vor und hinter diesel' 
Stelle nimmt die Kreuzkopfgeschwindigkeit ab; die Beschleunigung, 
wel1l1 der Kreuzkopf sich diesem Punkt nahert, oder die Verzogerung, 
wenn er sich von diesem entfernt, sind stets gegen diese Stelle hin 
gerichtet, die mit groBter Geschwindigkeit durchlaufen wird. Man be
halt die Richtung der Beschleunigung des Kreuzkopfes leicht im Ge
dachtnis, wenn man die Kreuzkopfbewegung als eine Schwingungsbe
wegung auffaBt, deren Geschwindigkeitsmaximum wegen der endlichen 
Schubstangenlange etwas neben der Mitte nach der Seite des auBeren 
Totpunktes hin verlegt ist. 

Beispiel: Ein Automotor von 150 mm Hub und 2100 Umdrehungen 
i. d. M. hat ein Stangenverhaltnis 2 = 1: 4,25 = 0,235. Die Beschleuni
gung in den beiden Totlagen betragt mit 

w=7/:·2100:30=219,9 [lJsk]; w2=48355 [lJsk2]; 

maxb1 = 0,075·48355 ·1,235 = 3620 ·1,235 = 4475 [mJsk2]. 

maxb2 = 0,075·48355 ·0,765 = 3620 ·0,765 = 2770 
" 

Mit dem Kolbenzapfen dieses Automobilmotors gehen G = 1,8 kg 
Gewicht hin und her. Die Beschleunigungskrafte der hin und 
her gehenden Massen in den Totlagen sind, da die Masse m = G: g 
= 1,8 : 9,81 = 0,1835 ist: 

P1max = m·b1ma", = 0,1835·4475 = 822 kg 

P2max = m· b2max =0,1835·2770 = 508 kg. 
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§ 27. Die Bescbleuniguogskraft ist eine Funktion des Abstandes. 
161. Wirkung eines Puffers. Der Widerstand W, den ein Puffer 

auf den ihn zusammendriickenden Korpor ausiibt, kann proportional 
der Zusammendriickung 8 und umgekehrt proportional der urspriing
lichen Lange l der elastischen Feder angenommen werden. Man kann 
also setzen 

c·s 
W=-

l ' 

worin c eine konstante GroBe. Wenn nun ein Korper von der Masse m, 
der sich gegen den Puffer bewegt, zur Zeit 0 mit dem Puffer in Beriihrung 
tritt und in diesem Augenblick die Ge-
schwindigkeit vo besitzt, so beginnt im glei
chen Augenblick der Widerstand W des 
Puffers hemmend auf die Bewegung des 
Korpers m einzuwirken. Nimmt man jetzt 
das freie Ende des noch nicht zusammen
gedriickten Puffers als Ursprung 0 und die + 8-Richtung mit der Bewegungsrichtung 
des als materiellen Punkt zu betrachtenden 
Korpers m iibereinstimmend an, so erhalt 
man als Beschleunigungskraft von m 

:~lJ 

:W 
0, f ,m 

Abb. 157. 

dv d2 s cs 
m·-=m·-=--W=--dt dt'.) l ' 

oder wenn man die Konst.ante c = m b2 ·l set.zt, 

d'J s 
m·- = -mb2 ·s' dt'!. ' 

Integriert man die letzte Differentialgleichung, so ergibt sich 

8 =A sinbt + B cosbt, 

worin A und B die Integrat.ionskonstanten. Um nun diese bestimmen 
zu konnen, leitet man 8 nach tab, wodurch man erhalt: 

ds 
v= dt = Abcos bt - Bb·sinbt. 

Da nun fiir t = 0, s = 0 und v = vO' so liefert. mit. t = 0 die 

Gleichung fiir s: B = 0 und die Gleichung fiir v: A = v; . 

Damit. zeigt sich als Gleichung der Bewegung in der Bahn: 

s= v; sinbt, 

auch ist die Geschwindigkeit. v ausgedriickt. durch 

V= vocos bt. 

Fiir t = ;b wird v = 0 und 8 am groBt.en, und zwar ist die 
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groBte Zusammendriickung 
I Vo 
s=b' 

Fiir t> Jtb wird v negativ, es geht daher der materielle Punkt 1rt-
2 

Jt 
wieder zuriick. 1st t = ~b- geworden, so hat man 

8=0 und v=-vo' 

Nunmehr tritt der nicht weiter verschiebbare Puffer auBer Wirk
samkeit und es bewegt sich der materielle Punkt m mit der Ge
sehwindigkeit vo, welehe er zur Zeit ° hatte, wieder vom Puffer hinweg. 

Wir werden den obigen Glelchungen wieder begegnen, wenn wir 
uns in Kapitel 17 mit den Sehwingungen beschaftigen. Dort findet 
man weitere Beispiele fiir den Fall, daB die besehleunigende Kraft eine 
Funktion des Abstandes ist. 

§ 28. Die Beschleunigungskraft ist eine Funktion der Zeit. 
162. Aufgabe. Miindungsgeschwindigkeit eines Geschosses. Der 

Druck del' Pulvergase auf ein InfanteriegesehoB von 10 g Gewieht und 
8 mm Durehmesser ist von Dr.-lng. Kirn er 1) mit Hilfe eines optischen 
Indikators in Funktion der Zeit ermittelt worden. Der mittlere Druck 
der Pulvergase wahrend del' SchuBzeit von 2/1000 [sk] betragt etwa 
600 [kg/qem], auf 0,5 [qem] GeschoBquerschnitt also 0,5·600 = 300 kg_ 

Welches ist die Miindungsgesehwindigkeit? 
Del' Antrieb des Gasdruckes 300 kg in 2/1000 [sk] ist: 

Jp.dt=P",.t= 300.2/1000 = 0,6 [kg·sk]; 

die BewegungsgroBe des Geschosses zu Anfang m· Vo = ° und zu Ende 
m.v=(0,010/9,81).v [kg.sk]; nach dem Satz vom Antrieb ist: 

P . t 0,6·9,81 
v=_1n_=· = rd. 590 [m/skJ. 

m 0,01 
P ·t=m·v m , 

Die Masse der Pulvergase, der Drall des Geschosses, die GeschoB
rei bung und die Luftmasse VOl' dem GeschoB sind dabei nicht berii.ck
sichtigt. 

163. Aufgabe. Endgesch"rindigkeit eines PreJUufthammers. An 
einem PreBlufthammer mit 0,612 kg Kolbengewieht und 7,07 qcm 
Kolbenquerschnitt (Riiekseite), 185 mm konstruktivem und etwa 
180 mm tatsaehlichem Hub wurden von Dr.-lng. Grodel (Z. Ver. 
deutsch. lng. 1913, S. 1185) Zeitdruckdiagramme aufgenommen. Die 
Dauer des Sehlaghubes ergab sieh zu '[ = 0,024 sk; del' mittlere Kolben
druek auf die Riickseite des Kolbens wahrend diesel' Zeit zu t· Pi 
= 7,07·5,29 [qem .kg/qcm] = 37,4 kg, auf die Vorderseite zu 0,4 kg, 
also insgesamt zu P = 37,4 - 0;4 = 37 kg. Wiirde er lediglich zur 

1) Forsch .. Arb. Ver. deutsch. lng., Heft 88. 
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Erzeugung von Geschwindigkeit dienen, so betriige die "indizierte" End
geschwindigkeit nach dem Satz vom Antrieb 

m.v;=!P.dt=Pm ·1:; 

0,612 .v. = 37.0024. v.= 9,81·37 ·0,024 
9,81' " • 0,612 

14,2 [m/sk]. 

Wegen der Reibung ist die tatsachliche Endgeschwindigkeit ve 
kleiner, sie wurde aus dem Zeitdiagramm zu ve = 12,78 [m/ sk] ge
funden. Der indizierten lebendigen Kraft Ai steht somit die um den 
Reibungsverlust kleinere effektive lebendige Kraft Ae des Kolbens 
gegeniiber und der mechanische Wirkungsgrad (124 und 126) wird: 

_ Ae _ ~mv.'l _(Ve)2_ (12,7~)2 _ 1 
1]"'-A -1 2- - 142 -O,I::!, 

i 2 mVi Vi ' 

ein Wert, der indes gew6hnlich h6her sein wird. 
Man beachte, daB P hier der zeitliche Mittelwert der Kraft (Zeit

integral) ist, im Gegensatz zu dem langs eines Weges genommenen 
Mittelwert (dem Linienintegral). 

§ 29. Geradlinige Bewegung im widerstehenden Mittel. 
164. Das Widerstand~gesetz. Wird ein fester K6rper durch Loft 

oder Wasser gleichf6rmig bewegt, so erfahrt er einen Widerstand, den 
sog. Widerstand des umgebenden Mediums oder Mittels; ein 
solcher Widerstand tritt auch auf, wenn der K6rper ruht und das 
Medium sich relativ gegen ihn bewegt. Ware man auf Grund von Be
obachtung und theoretischen Erwagungen in der Lage, den Widerstand, 
den ein beliebiges Element der Oberflache des bewegten K6rpers seitens 
des Mediums erfahrt, durch eine hinreichend einfache Gleichung aus
zudriicken, so k6nnte man die Resultante und das Moment des Gesamt
widerstandes durch Integration finden. Es besteht aber kaum Aus
sicht, daB man so weit kommen werde. Der bewegte K6rper setzt 
namlich das Medium in seiner Nahe selbst in wirbelnde und schwingende 
Bewegung, es entstehen an gewissen Teilen der K6rperoberflache Dber-, 
an anderen Unterdriicke, und nun hangt der Widerstand an irgend
einer Stelle des bewegten K6rpers vom Bewegungszustand des Mediums 
ab, der selbst wiederum von der Form und Gr6Be des bewegten K6rpers 
ahhangt, gegebenenfalls auch von andern in der Nahe befindlichen 
K6rpern. Hier liegt eine iiberaus schwierige Aufgabe der Hydrodynamik 
vor, von der in noch h6herem MaBe das gilt, was von der trockenen 
und geschmierten, Reibung ausgefiihrt wurde. Man muB sich damit 
begniigen, in summarischer Weise vorzugehen und unter Verzicht auf 
die Angabe des Widerstandes an einem beliebigen Flachenelement den 
Gesamtwiderstand experiment ell festzustellen und in eine Formel zu 
kleiden. Das so erhaltene Widerstandsgesetz darf dann naturgemaB 
nicht als fiir die Einzelelemente der K6rperoberflache giiltig angesehen 
und zu Integrationen verwendet werden. Unter dem Luftwiderstand 
versteht man also die oben erwahnte Resultante bzw. das Moment. 

Es ist anderseits gelungen, einfache Falle ausfindig zu machen, 
in denen der Bewegungszustand des Mediums und die auf den K6rper 
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ausgeiibte Kraft zum voraus angegeben werden konnten 1), wodurch 
das Verstandnis fiir schwierigere Falle gefordert wird, die der exakten 
Behandlung zur Zeit oder auch spater unzuganglich sind. 

Auf den Zustand des gasfOrmigen oder fliissigen Mediums kann 
hier nicht eingegangen werden; wir miissen uus darauf beschranken, 
die heute vorliegenden Widerstandsformeln einfach zu verzeichnen. 

1st die Geschwindigkeit des bewegten Korpers. sehr klein, so macht 
sich die Zahigkeit oder innere Reibung des Mediums geltend und der 
Widerstand wird proportional mit der ersten Potenz der Geschwindig
keit gefunden, ferner mit einer Konstanten v und einer bestimmten, 
sonst aber beliebigen linearen Abmessung l des Korpers, entsprechend 
der Gleichung 

W='V·l·v . . . (126) 

wo 'V [kg. skJm2] den Widerstand bedeutet, den ein geometrisch ahn
lieher Korper mit l=1 m bei '0=1 [mJsk] erfahrt. 

Bei hOherer, jedoch unter der Schallgeschwindigkeit liegender Ge
schwindigkeit wird fUr Luft das quadratische Widerstandsgesetz 
als zutreffend beobaehtet: 

W=1jJ.(!.F.'02=1flr·F.;: ... (127) 

wo (! = rJg die Massendichte der Luft 2), F [qm] der Querschnitt des 
durchstrichenen Bahnraumes und 1jJ bzw. 'IPI eine dimensionslose Er
fahrungszahl ist. Handelt es sich urn einfache rechteckige oder ge
wolbte Platten, so pflegt man unter F die Plattenflache zu verstehell. 
Ob im· einzelnen Fall der Bahnraumquerschnitt oder die einfache Ober
flache gemeint ist, ist wohl zu unterscheiden. 

Der Widerstand hangt jedenfalls von der relativen Geschwindig
keit ab; £aUt die Symmetrieachse des bewegten Korpers, z. B. eines 
Lenkballons, gerade in die Riehtung der relativen Geschwindigkeit, so 
hat der Luftwiderstand die Richtung der Symmetrieachse; im allge
meinen, z. B. bei einem zur Erde niedergehenden Flrigzeug, ist der 
Luftwiderstand schrag zur relativen Geschwindigkeit v zwischen Luft 
und Flugzeug gerichtet; er kann dann in eine Vertikalkomponente -
Auftrieb A - und eine langs v genommene Komponente - Wider-' 
stand W (Riicktrieb) kurzhin genannt - zerlegt werden. 

Eine ausfUhrliche Zusammenstellung von Versuchsmaterial, Bowie 
eine Einfiihrung in den vorliegenden Gegenstand findet man in 
W. Schiile, Teehn. Thermodynamik I, auch eine Erorterung iiber die 
Angriffslinie des Luftwiderstandes, sowie des wiehtigen Einflusses der 

1) a) Vgl. Hydrodynamik der idealen Fliissigkeit, Fiippl, Mechanik ill; 
b) langsame Bewegung in ziihen Fliissigkeiten. fUr die der Widerstand einer be
stimmten Korperform rein rechnerisch ermittelt werden konnte c) v. Karman 
beantwortet durch theoretische tTberlegung die Frage: Welrhem GrenzgebiIde 
strebt das Striimungsbild einer zllhf'n Fliissigkeit urn einen festen Kiirper zu, 
wenn man zum Grenzfall einer idealen Fliissigkeit iibergeht? Er erschlieBt das 
quadratischf' WiderstandRgesetz nnd weist aus eigenen und anderen Versuchen 
die tTbereinstimmung des beobachteten mit der von ihm vorausberechneten 
Widerstandsziffer nach, fiir den Fall, daB eine senkrecht gf'Rtellte ebene Platte 
und ein Kreiszylinder durch ruhendes Wasser geschleppt werden. 

2) Fiir mittlere Verhaltnisse ist bei Luft l' = 1,2 +- 1,3 [kg/chm] also (! = rig 
= (1,2 +- 1,3): 9,81 = 0,122 - 0,132. 
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unter Niederdruck stehenden Riickseite des bewegten Korpers. Fiir 
die bei Lenkballons vorkommenden Formen liegt 'IfJ meist zwischen 
0,06 und 0,028, am giinstigsten erweist sich die Fischform, am un
giinstigsten ein langgestreckter Kreiszylinder mit kugelformig abge
schlossenen Enden, wobei 'IfJ auf 0,09 steigt. Hierbei bedeutet F den 
Bahnraumquerschnitt und 'IfJ wird von der Geschwindigkeit abhangig 
gefunden. 

Der Luftwiderstand eines Automobils wird in Fachkreisen nach 
der Gleichung 

W = 0,0052 F· V2 = 0,0675 Fv2 

berechnet, wobei unter F qm der Bahnraumquerschnitt verstanden 
wird; auf die im einzelnen sehr verschiedenen Formen der Fahrzeuge 
wird meist keine Riicksicht genommen. 

Fiir eine senkrecht vom Wind (v bis 10 mfsk) getrofiene recht
eckige Platte vom Seitenverhaltnis 2 <1 findet O. Foppl (Z. Ver. 
deutsch. lng. 1912, S.1930) 

3 
'IfJ = 0,72 - --- --------- -. 

7+5,5(2+ ~) 
Bei Beniitzung dieses Wertes hat man fUr F in Gl. (127) die 

Plattenfiache einzusetzen. Am a. O. findet man auch Angaben iiber 
schraggestellte rechteckige ebene und gewolbte Platten (s. besonders 
auch die "Hiitte"). 

165. Die Fallbewegung in der Luft. 1st Q = m· g das Gewicht 
des fallenden Korpers und W = 'IfJ . e' F· v2 der Luftwiderstand, so hat 
man, wenn der Ausgangspunkt 0 des Korpers als Ursprung und die 
+ s-Richtung vertikal abwarts angenommen wird: 

m.(dvfdt) =Q-W=m'g- 'IfJ.(!·F·v2. 

Dabei ist vorausgesetzt, daB 'IfJ konstant ist. Setzt man zur Abkiirzung 

d. h. 

so schreibt sich die letzte Gleichung 

dv (. V2) mg Q ' 2 
m(jj=mg 1-1ii =kdk" -v). 

Der Luftwiderstand W wachst mit der Geschwindigkeit, bis er den 
W ert ~~ g erreic~t. . Da~n ist gleichzeitig die Beschleunigung (d v f dt) = ° 
und die GeschwmdlgkeIt v konstant geworden und zwar gleick k. Da 
der Luftwiderstand von nun an nicht mehr steigt, so bleibt die Be
schleunigung Null, und die Fallbewegung verlauft gleichformig mit der 
Grenzgeschwindigkeit k. Es fragt sich jetzt, nach wieviel Sekunden 
tritt diese gleichformige Bewegung ein? 

Aus der letzten Gleichung folgt: 

dt= k2d~=k2 dv _.!!....(~~) 
g(P_v2) g g(k-v)(k+v) -2g k-v + k+v . 
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Setzt man zur Abkiirzung (g/k) = a und integriert, so erhalt man, 
wenn fiir t = 0 auch v = 0 ist, d. h. wenn der fallende Korper keine 
Anfangsgeschwindigkeit hat: 

k k+v e2«t-l 1_e-2at 
t=-ln~- oder v=k 2 t+ =k-+ -2-t =k·;tt'tat. 2 g k - v e all e- a tl 

Solange v < k, ist (dv/dt) positiv, d. h. die Fallgeschwindigkeit 
nimmt zu; sie erreicht aber nach der letzten Gleichung den Wert k 
erst fiir t = 00. Wahrend des Herabfallens ist also die Geschwindig
keit stets kleiner als k und strebt diesem Grenzwert alhn1ihlich zu. 
Tats1ichlich kann dieser schon nach einer endlich groBen Fallzeit sehr 
nahe erreicht werden, und zwar um so fraher, je groBer a ist. 

Aus der Ietzten Gleichung foIgt mit v = ds/dt 

e2at -1 
ds=k--:;----t +-dt, e"" 1 

woraus durch Integration 
k2 

s =--In (eat + e-at) + C; 
g 

da aber fiir t = 0 auch s = 0, so hat man 

k2 
0= ·ln2 C 

und damit 
f! 

k 2 eat + e-"t k~ , 
s = -In ----= -In G£of e a 

g 2 g 
und nach t aufgelost ( _~ __ ) 

k gs ~g8 

t=-g In ek2+VeJi2 -1 . 

Die noch fehiende Beziehung zwischen v und s erh1ilt man mit 
Hilfe des Satzes von der Arbeit wie folgt: 

~ . m(v+ dv)2 -% mv2 =m·g·ds- W· ds=mg·ds (1- ~:) 

oder 

Integriert 

g P vdv 
v·dv= k",(k2 - v2)·ds; ds= g k2 ~V2' 

P k2 
s=-ln----

2g P_v2 ' 

Diese Gleichungen lie£ern nur dann Zahlenwerte, die mit der Wirklich
keit iibereinstimmen, wenn das quadratische Luftwiderstandsgesetz gilt. 

166. Fallschirm. Ein hierher gehol'iges Beispiel ist del' nieder
sinkende Fallschirm. Der Durchmesser eines soichen sei = 6 m und 
das Gesamtgewicht mg von Insasse und Schirm = 100 kg. 

In diesem FaIle darf man unbedingt, da es sich selbstverst1indlich 
um geringere Geschwindigkeiten handelt, wieder das N ewtonsche Luft
widerstandsgesetz anwenden und setzen wie fraher 
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wobei g die Beschleunigung der Schwere = 9,Sl m/sk~, Y das Gewicht 
6~n 

eines Kubikmeters Luft = 1,29 kg; F = -- und tp = 0,66. Damit 
4 

wird nach 165 die Endgeschwindigkeit 

k=V1myoJ =,1 9,Sl·100·4 =6,37 [m/sk]. 
"PyF V 0,66.1,29.6'·n 

Das entspricht einem Sprung aus h = v2 /2 y = 2 m Rohe. Auch die 
GeschoI3geschwindigkeit nimmt von der Miindungsgeschwindigkeit gegen 
einen Grenzwert hin abo 

167. 1m Wasser niedersinkende Korper. Bei einem Stein, der 
im Wasser vertikal niedersinkt, darf der Auftrieb des Wassers nicht 
vernachlassigt werden. 1st y das Gewicht eines Kubikmeters Waaser 
und Yl das Gew;icht eines Kubikmeters Stein, ferner V der Rauminhalt 
des Steines, so ergibt sich bekanntlich als Auftrieb A des Wassers: 
A = y. V und als Gewicht des Steines Q = Yl . V. DemgemaI3 wirkt am 
Stein eine vertikal abwarts gerichtete treibende Kraft 

P=Q-A = V(Yl-Y)= V·y' . 

Bezeichnet man des weiteren mit W den vertikal aufwarts ge
richteten Widerstand des Mittels, so erhalt man als Beschleunigungskraft 

dv v2 

m· dt =P- W= V·Y ' -"PI·y·F· 2y · 

Um die Grenzgeschwindigkeit v = k zu linden, der der nieder
sinkende Stein zustrebt, hat man die gleiche 'Oberlegung anzustellen, 
wie in 165, d. h. man hat die rechte Seite der vorigen Gleichung gleich 
Null zu setzen und erhalt: 

woraus 

k2 

V'Y' ="P1·y·F'2g' 

V2g. V.y' k= 
"P1· F .y 

oder, wenn es sich um eine Kugel vom Halbmesser r handelt: 

Vs.r.g.yl k= . 
3 '''Pl'y 

Nehmen wir jetzt an, daI3 zwei Kugeln aus Stein von gleichem 
spezifischem Gewichte YI' aber verschiedener GroI3e gleichzeitig im 
Wasser herabfallen, so ersehen wir aus 

k=l/r(~~), V 3"P1·Y. 

daI3 bei der groI3eren Kugel die Endgeschwindigkeit k sich groI3er 
zeigt als bei der kleineren, woraus geschlossen werden kann, daI3 die 
groI3ere Kugel im Wasser schneller vorankommt, als die kleinere. 
Waren dagegen die beiden Kugeln gleich groI3, aber von verschie-

Autenrieth·Ensslin, Mechanlk. 3. Auf). 17 
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denem spezifisehem Gewicht gewesen, so hatte man zweckmaBiger
weise geschrieben: 

k=Vy'C8;lgy) , 
und damus entnommen, daB die Endgeschwindigkeit k bei. der spezi. 
fisch sch wereren Kugel graBer ausfallt, als bei del' leichteren, daB 
also die schwereren Kugeln den leichteren voraneilen. 

Diese Tatsachen verwertet man beim Schlammen von Materialien 
und beim Aufbereiten del' Erze. Beim Schlammen werden Karpel' 
von einerlei Dichte und verschiedenem Volumen dadurch sortiert, daB 
man das Gemenge in einen mit Wa8ser gefiillten Behalter wirft, wobei 
die graB ten Stiicke zuerst den Boden des Behalters erreichen und sich 
hier ansammeln, wahrend nach oben das Kaliber del' abgesetzten Stiicke 
immer mehr abnimmt. Beim Aufbereiten del' Erze dagegen werden 
Stiicke von maglichst gleichem Korn hergesteUt und.. aUe zusammen 
gleichzeitig ins Wasser geworfen. 1st dann Ruhe eingetreten, so zeigen 
sieh am Boden die spezifisch schwersten Stiicke abgelagert. 

§ 30. Widerstand del' StraHen- nnd Schienenfahrzenge. 
168. Die Bestandteile des Bewegungswiderstandes. SoIl ein auf 

ebener StraBe stehendes Raderfuhrwerk in Bewegung gesetzt werden, 
so muB die bewegende Kraft P auf einen gewissen Wert P= W ge
steigert werden, ehe die Bewegung beginnt. Diese Kraft ist dem an 
der Gleichgewichtsgrenze auftretenden Bewegungswiderstand W gleich 
und entgegengesetzt. Die Kraft dient zur Uberwindung des Roll
widerstandes zwischen Rad und Boden und zur Uberwindung del' 
Zapfenreibung. 

Auf Schienen ist del' Rollwiderstand bedeutend kleiner als auf 
einer StraBe, und auf diesel' von dem Baustoff und dem Zustand del' 
StraBe abhiingig. 

Befindet sich das Fahrzeug auf ebener StraBe oder ebenem Gleis 
in geradlinig gleichfarmiger Bewegung, so tritt zu den vorigen Wider
standen del' Luftwiderstand hinzu; auf einer Steigung del' Steigungs·' 
widerstand, und wenn ein Schienenfahrzeug gleichfarmig durch eine 
Kurve fahrt, del' Kurvenwiderstand. 

SchlieBlieh sind wahrend des Anfahrens noch die Massen zu be
schleunigen. 

In del' Fahrzeugteehnik pfiegt man den Widerstand in Kilogramm 
auszudriieken, bezogen auf 1 [tJ Fahrzeuggewieht. Wir EchlieBen uns 
diesel' Ubung an. 

a) Roll· und Zapfenreibungswidersband. Ein Rad sei mit Q 
belastet, welche Last an der oberen Schale des Gleitlagers yom Durch· 
messer d angreift. Seitlieh wirkt auf dieses Lager die treibende Kraft Z. 
Die Reaktionen sind: del' am Hebelarm del' Rollreibung tatige Nor
malwiderstand, das Zapfenreibungsmoment und die Tangentialkom
ponente des Rollwiderstandes T= Z; die Momentengleiehung im Be· 
harrungs-, d. h. Gleicbgewiehtszustand lautet mit Beniitzung von GI. (30) 
und (25): 



Widerstand der StraBen- und Schienenfahrzeuge. 

W· r=Z·r= Qf+M=Qf+/k'Qrz' 

Zl =Z=W= (~+,u'~)'Q=k.Q. 
r r 
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Die Reibungsziffer !i ist bei Ruhe und Bewegung verschieden. Meist 
sieht man davon ab, die eingeklammerten GroDen dem Einzelfall ent
sprechend einzusetzen, man faBt sie vielmehr in eine einzige Zahl k 
summarisch zusammen, den Widerstand, del' beim Fortbewegen von 1 [t] 
Fahrzeuggewicht entsteht. Man kann k experiment ell bestimmen, in
dem man das zu untersuchende Fahrzeug von einem andern schlepp en 
liiBt und die Kraft im Schleppseil mit einem Dynamometer miBt. 
Werte von k, vgl. Hiitte. 

Seitliches Anstreifen kommt auch in Frage. 
b) Steigungswiderstand auf einer schiefen Ebene mit Steigungs

winkel a bzw. 8 0 / 00 Steigung. 
Es ist 

tg a = 8/1000, 

Z. B. bei 7 0 / 00 ist tg a = 7/1000 = 0,007. Bei den ublichen Steigungen 
del' StraBen pflegt a ein kleiner Winkel zu sein, fur den tg a und sin a 
so gut wie gleich groB sind. Beim Befahren einer Steigung von 8 0/00 

betriigt daher die Hings der Steigung abwiirts gerichtete Gewichtskoll1-
ponente, del' sog. Steigungswiderstand 

Z2 = Q. sin a = Q. tg a 

= Qkg . 8/1000 = Q~. 8 %0 [kg]. 

Die Zugkraft bei Aufwiirts- bzw. Abwiirtsfahrt ist zufolge a) und b) 
zusammen in kg 

(k + 8 %0)' Qt [kg]. 

c) Del' Kurvenwiderstand kann durch Anlaufen derSpurkranze 
besonders desjenigen der vordersten unverschieblich gelagerten Achse 
del' sog. fiihrenden Achse, und durch Seitwartsgleiten (Schlingern) des 
Fahrzeuges verursacht werden. Ferner hat bei del' Kurvenfahrt das" 
dem Kriimmungsll1ittelpunkt naher gelegene Rad einen kleineren Weg 
zu machen als das auBen gelegene. Beim Automobil wird dies durch 
das sog. Ausgleichgetriebe (Differential) ermoglicht, bei konischen Radern 
durch Selbst einstellung del' erforderlichen Laufkreisdurchmesser, vielfach 
durch lose auf der Achse steckende Rader. W 0 derartiges fehlt, ist 
bei del' Kurvenfahrt reines Rollen ausgeschlossen, das Gleiten abel' ver
ll1ehrt den Widerstand und verursacht auBerdell1 Abniitzung. In Eisen
bahnfachkreisen rechnet man nach del' auf Grund von Versuchen auf
gestellten Formel 

650 
Z3 = .~.-" -5" [kg/t], 

r-D 

wo r [m] den Kriimmungshalbmes~er der Gleismitte bedeutet. 
d) Del' Luftwiderstand (Stirn- und Seitenwiderstand). Theore

ti~ch begriindete Formeln liegen nicht VOl'. Die Experimentatoren haben 
ihre Ergebnisse in empirische Formeln gekleidet, . die vielfach auf die 
Form a·V+b.V2 gebracht sind. V. Bordes und Leitzmann geben 

17* 
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auf Grund eigener· Versuche und der Versuche der Studiengesellschaft 
fiir Schnellbahnen (Z. Ver. deutsch. lng. 1904, S.810) an: 

fiir neuere Schnellzuglokomotiven: 

z/ = 0,27 (fo) + ~; (~) 2 [kg/t] , 

wo G [t] das Lokomotivgewicht und V [kmjstd] die Fahrgeschwindig
keit ist; 

fiir den VVagenzug: 

z/, = + 0,12 (~) +0,03 (~)2 [kgjt]. 

Beziiglich weiterer Angaben vgl. Eisenbahntechnik, Bd. I, S. 111. 
Beispiel: Eine Schnellzuglokomotive von 88 [t] Dienstgewicht soIl 

einen Zug von 250 [t] auf wagrechter Bahn mit 100 [kmjstd] Geschwin
digkeit befordern. VVie groB ist der Fahrwiderstand? 

Unter Beniitzung der in Eisenbahnkreisen iiblichen Koeffizienten 
ist, wenn die VViderstande unter a) und d) zusammengenommen werden: 

, + (100) + 6,4 (100)2 [/ ] . z = 4 0,27 10 88 10 = 14 kg t , 

z" = 1,5 +0,12 (\O~) + 0,03 (~iO~r = 5,7 [kgjt]. 

Gesamtwiderstand 14·88 + 5,7 ·250= 1230 1420 = 2650 kg. Nutz
leistung der Lokomotive nach Gl. (88): 

2650·100 
Ne = -27if = rd. 1000 [PS]. 

§ 31. Anlauf nnd Auslauf einer geradlinigen Bewegung. 
Arbeit und Leistnng hierbei. 

169. Beispiel. Ein Eisenbahnzug, StraBenbahnwagen, Automobil, 
Fahrstuhl oder Forderkorb konnen in erster Annaherung als Massen
punkte betraehtet werden, wenn das Anfahren oder Bremsen verfolgt 
werden solI. Der DberschuB P der Maschinenzugkraft an den Trieb
radumfangen iiber die Fahrwiderstande ist zur Beschleunigung der in 
Gang zu setzenden Masse verfiigbar. Wir wollen voraussetzen, es sei 
die Beschleunigungskraft beim Anfahren konstant. Man kann dann 
nach del' Anfahrzeit t1 und dem Anfahrweg 81 fragen vom Beginn des 
Anfahrens bis zur Erreichung einer vorgeschriebenen Hoehstgesehwindig
keit vi' ferner nach der Anfahrarbeit und -leistung, sofern diese ledig
lieh zur Massenbeschleunigung dienen. Die Arbeit und Leistung zum 
Dberwinden der Fahrwiderstande werden naeh den Angaben in 168 fiir 
sich ermittelt. 

Die Bremsverzogerung darf flir die Insassen eines Fahrzeuges nicht 
unangenehm werden und wird aus diesem Grund zu b < 0,8 [mjsk2 ] 

gewahlt. Die Anfahrbeschleunigung ist mit Riicksicht auf wirtschaft
liehe Griinde zu wahlen; je groBer die Anfahrbesehleunigung, desto 
groBer die Anfahrleistung, und diese solI nicht zu groB werden im 
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Vergleich zur Leistung im < Beharrungszustand, weil sonst die Antrieb
maschine zu teuer wird und mit schlecht em mechanischem Wirkungs
grad arbeitet. Bei Dampflokomotiven findet man eine Anfahrbe
schleunigung von b = 0,4 [m/sk2 ], bei elektrischen Lokomotiven bis 
b = 0,6 [m/sk2]. 

Wir beantworten die gestellten Fragen fUr den einfachen Fall 
einer gleichfOrmig oeschleunigten Anfahrbewegung. Nach dem dyna
mischen Grundgesetz ist: 

P=112·b. 

Die Anfahrzeit tl ergibt sich aus Gl. (105) [111 Hochstgeschwindigkeit 
nach tl sk] 

111 = btl ZU f1 = 1I1 /b, 

ferner der Anfahrweg aus Gl. (105) oder aus Gl. (120) 

_ V 1 2 _ 1 112 2 
sl--2b-2 P 111 . (128) 

Zur Berechnung der Anfahrleistung N b , die allein zur Massenbe
schleunigung gebraucht wird, ist fur konstante Beschleunigungskraft 
wahrend des Anfahrens: 

N = p·v =~ 112bv [PS] ( \-l) 
b 75 75 ' ..... 12, 

also bei Erreichen der Hochstgeschwindigkeit VI: 

112bv1 PV1 max N =------=----
b 75 75 

. . . . . (129a) 

So bald VI erreicht. ist, ist die Anfahrbeschleunigung Null und da
mit Nb=O. 

Beispiel: Ein Zug der elektrischen Untergrundbahn hat 70 t Zug
gewicht und soIl mit b=0,7 [m/sk2] auf 50 [kmfstd]=13,9 [mjsk] be
schleunigt werden. 

Anfahrzeit: tl = 13,9: 0,7 = 19,85 sk, 

Anfahrweg: SI = 13,92/2.0,7 = 138 ill, 

Anfahrleistung: N = 70000.0,7 ·13,9 = 930 PS. 
b 9,81.75 

Ebenso wird der Bremsvorgang verfolgt. 

170. Zeitdiagramm der Leistung. Die Elektriker verwenden re
gistrierende Wattmeter, Zeitindikatoren del' Leistung, in den en die 
Leistung in Funktion der Zeit fortlaufend verzeichnet wird. 

Wirkt die Kraft P auf dem Weg ds in Richtung dieses Weges, 
so ist die Elementarnbeit von P 

dA=P·ds. 

Hierbei verstreicht die Zeit dt. 
Die Leistung ist die in der Zeiteinheit verrichtete Arbeit, sie wird 

also erhalten, wenn man die Elementararbeit durch die Zeit dt divi
diert; wird dsJdt=lI gesetzt, so ergibt Eich aus letzter Gleichung 
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dA ds 
--=p·-=P·v=L 
dt dt ' 
dA=L·dt, 

A=J L·dt=Lm·'i . ....... (130) 

Hierin bedeutet Lm die mittlere Leistung wa4rend del' Zeit 'i und 
wird dureh Planimetrieren gefunden. 

13. Kapitel. 

Krummlinige Bewegung eines materiellen Punktes. 

§ 32. Kinematisches. 
171. Entstehung einer krummlinigen Bewegung. Ein materieller 

Punkt bewegt sieh ohne Einwirkung einer Kraft geradlinig und gleieh
formig. Das ist del' Inhalt des schon in 6 erlautorten Tragheitsprinzips. 
Wird nun der materielle Punkt von einer Kraft ergriffen, die genau 
mit del' Bewegungsriehtung zusammenfallt, so wird er besehleunigt oder 
verzogert, bewegt sieh abel' immer noeh geradlinig, da er keinen An
laB hat aus seiner geraden Bahn herauszutreten. Dies gesehieht erst 
unter dem EinfluB einer ablenkenden Kraft, die senkreeht gegen die 
augenbliekliehe Bewegungsriehtung wirkt. Wir erkannten aueh schon 
in 140 S. 218, daB eine krummlinige Bewegung stets mit einer Be
sehleunigung verkniipft sei, die mit der augenbliekliehen Gesehwindig
keit einen von 0° oder 180 0 versehiedenen Winkel bildet. 

172. Geschwindigkeit und Beschleunigung' einer ebenen krulllU1-
linigen Bewegung. Ehe wir uns den Kraften zuwenden, sind die geo

I 
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~ 
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I 
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\ / -
\/~ 
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Abb. 158. 

metrisehen Bewegungsverhalt
nisse zu bespreehen (Abb. 158). 

Ein Punkt bewege sieh in 
einer Kurve und befinde sieh 
zur Zeitt in 1 und zur Zeit 
t+dt in 2, wobei er das Bo
genelement d-e durehlauft. Je 
kiirzer man sieh die Zeit d t 
denkt, urn so mehr nimmt dr 
die Richtung an, die man 
die Tangente del' Kurve im 
Punkt 1 nennt. Die augen
bliekliehe Bewegungsrichtung 
fiiJlt mit del' Riehtung del' 
Bahntangente zusammen. Naeh 
den Darlegungen auf S. 203 
darf man die Geschwindigkeit 

innerhalb des Zeitelementes dt als gleiehformig ansehen, man erhalt 
demnach fiir die Gesehwindigkeit im Punkt 1 (vgl. 331) 

dr 
11= dt' 
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Die augenblickliche Geschwindigkeit kann als eine Strecke odeI' ein 
Vektor dargestellt werden, deren Pfeil die augenblickliche Bewegungs
richtung angibt, deren Richtung die Bahntangente ist und die um so 
Hinger gemacht wird, je groBer die Geschwindigkeit ist, zu welchem 
Zweck man sich einen GeschwindigkeitsmaBstab willkiirlich wahlt. 

Das auf 12 folgende Bogeneleme.nt 23 wird nun mit del' Ge
schwindigkeit VI = ds/dt durchlaufen und VI ist, wenn dt unendlich 
klein angenommen wird, von V nach GroBe und Richtung verschieden, 
abel' nul' unendlich wenig,' wir nennen da den Winkel zwischen den 
beiden ~;'1 1 und 2 gezogenen "Nachbar"-Tangenten und dv = VI - V 

ist die Anderung del' GroBe del' Geschwindigkeit in dt sk. Die Mittel-
lote iiber den unendlich kurzen Sehnen 12 und 23 schneiden sich im 
Kriimmungsmittelpunkt M del' Kurve; del' Kriimmungskreis, dessen 
Halbmesser e sei, geht durch drei unendlich nahe Kurvenpunkte. Zwei 
Nachbarnormalen schlieBen den gleichen Winkel da ein, wie die zwei 
zugehorigen Nachbartangenten, denn die erwahnten Mittellote werden 
schlieBlich bei verschwindendem ds zu Kurvennormalen. Bedeutet m 
die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit des Kriimmungshalbmessers, 
so ist nach (62) und (98): V = em und du = w· dt. 

Wir tragen nun die Geschwindigkeitsvektoren VI und V, die wir 
zum Unterschied von den absoluten Betragen Vi und V der Geschwin
digkeit mit deutschen Buchstaben schreiben, in del' Nebenabbildung 158 
von einem Punkt 0 aus abo Diesel' Abbildung zufolge hat sich die Ge
schwindigkeit in d t sk nach GroBe und Richtung geandort, und zwar 
um du; daher ist die "Anderung der Geschwindigkeit in del' Zeiteinheit, 
d. h. die Beschleunigung b, nach GroBe und Richtung ausgedriickt 
durch 

lj = du 
dt 

(131 ) 

Das ist wiederum eine durch einen Vektor darstellbare GroBe. 
Del' Inhalt des Gesagten wird noch deutlicher, wenn wir du in 

zwei Komponenten Hings del' Bahn und senkrecht dazu zerlegen; ihre 
absoluten GroBen seien dv" und dv'. dv' kann wegen del' Kleinheit 
von da als Bogen um 0 mit Halbmesser V beschrieben, angesehen 
werden, weshalb dv" = VI - V und dv' = V· d u gesetzt werden darf. 
dv" ist demnach die Anderung del' absolut~~ GroBe del' Geschwindig
keit in del' Bahn .in dt sk; die sekundliche Anderung betragt somit 

(ds) 
dv" d ,dt d2 s 

b --------
t - dt - dt - dt2 . . (132) 

sie wird Bahnbeschleunigung genannt. Sie hat die Richtung del' 
Bahntangente und ist als Vektor darstellbar. 

Die in die Richtung des Kriimmungsradius odeI' del' Kurvennor
malen fallende und auf den Kriimmungsmittelpunkt zu gerichtete Be
schleunigungskomponente, die sog. Zentripetalbeschleunigung b 
ist anderseits C 

ad vda ~ 
be = at =dt =(2 OJ·W = e w2 =e (133) 
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Auch be ist als Vektor darstellbar. Die Gesamtbeschleunigung 
oder Hauptbeschleunigung ist nach 140 die Resultante der Bahnbe
schleunigung und der Zentripetalbeschleunigung, oder mit der Aus
drucksweise der Vektorenrechnung (s. Anhang) die geometrische Summe 
des Vektors der Bahnbeschleunigung und des Vektors der Zentripetal
beschleunigung . 

. 173. Deviation. Es ist niitzlich, die Bewegung in der Kurve als 
das Ergebnis zweier gleichzeitiger Teilbewegungen aufzufassen, von denen 
die eine Hings der Bahntangente erfolgt mit der augenblicklichen Ge
schwindigkeit v, wah rend die andere sofort beschrieben wird. Wir 
betrachten die Elementarbewegung innerhalb der Zeit dt. Der beweg
liche Punkt kommt in dieser Zeit tatsachlich um d s auf der Kurve 
vorwiirts; ware er anfanglich frei, so kame er lediglich unter dem Ein
fluB seiner momentanen Geschwindigkeit nach dem Beharrungsgesetz 
auf der Bahntangente um ein Stiick v·dt weiter, das der Beharrungs
weg genannt sei. Das Wegstiick zwischen dem Endpunkt des Be-

Abb. 159. 

harrungsweges und des tatsachlichen Weges 
wird als Deviation oder Ablenkung be
zeichnet. Es kann nur unter dem EinfluB 
einer Kraft zuriickgelegt werden, die wah
rend des Zeitelementes dt als nach GroBe 
und Richtung konstant angesehen werden 
darf und eine gleichformig beschleunigte 
Bewegung Hings der Deviation zur Folge 
hat. 1st bi die Beschleunigung langs der 
Deviation, so ist der Weg in d t sk, d. h. 
eben die Deviation nach G1. (105) 

LI ds = i b1 dt2 • • (134) 

Der Beharrungsweg und die Deviation 
geben nach der Parallelogrammregel (m. a. W. 
geometrisch addiert) den tatsachlichen Weg. 

Es ist gelegentlich von Vorteil, die 
Deviation LI ds aus den geometrischen Ver
haltnissen der Bewegung abzulesen; dann 
laBt sich die in Richtung der Deviation 
auftretende Beschleunigung bi mit HiIfe 

der letzten Gleichung angeben. Diese Deviat:onsbeschleunigung ist mit 
der Haupt- oder Gesamtbeschleunigung einer krummlinigen Be
wegung identisch, die tangential und normal zur Bahn in die Bahn
beschleunigung bt und Zentripetalbeschleunigung bz zerlegt werden kann. 

Der Studierende mache sich klar, daB diese Zerlegung auf die 
beiden in Abb. 159 angedeuteten Arten ausfiihrbar ist, ohne daB am 
Ergebnis etwas geandert wird. 

Der tatsachliche Weg des beweglichen Punktes auf einer krummen 
Bahn kommt also zustande unter dem gleichzeitigen EinfluB der Hahn
geschwindigkeit und der schief dazu gerichteten Deviations- oder Ge
samtbeschleunigung. 

Bei gleichformiger Kreisbewegung ist nur die in Abb. 159 unten ersichtliche 
zentripetale Deviation vorhanden. Jhre GroBe er~ibt eich geometrisch wie foJgt: 
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rst drp der sehr kleine Zentriwinkel bei M, so sind die Tangensstrecke v· dt und 
der Bogen e' drp der Lange nach gleich zu setzen. Die zentripetale Deviation ist 
dann ve2 (edrp)2=-}e·drp ... , sofern man bei der hierbei beniitzten Reihen
entwicklung Glieder von hoherer Ordnung der Kleinheit weglaBt. Es ist nun 

_~ o. dm2 = -~ n (drp)2 . d t2 = 2.. n OJ2 dt2 
2" r 2" dt 2'" 

Diese zentripetale Deviation ergibt sich in gleicher GroBe, wenn man sie als 
das in dt sk zentripetal zuriickgelegte Wegstiick ansieht, das unter dem EinfluB 
einer nach GroBe und Richtung innerhalb dt konstanten Zentripetalbeschleunigung 
sich ausbildet, wodurch die letztere Anschauungsweise als zulassig erwiesen ist. 

174. GIeichfol'lllige Kl'eisbewegung. Bei dieser ist die Winkel
geschwindigkeit w und die Umfangsgeschwindigkeit v eines im Abstand 
r von der Drehachse befindlichen Punktes konstant, wobei nach G1. (72) 
v = r w. Die Bahnbeschleunigung d vjd t des Punktes im Umfang ist 
Null und die Zentripetalbeschleunigung G1. (133): 

;n,2 n 2 r 
be = v2 jr = r w 2 = 900 [m/sk2] 

Tst T sk die Umlaufzeit, also w T = 2;n" so ist auch 

4 ;n,2r 
b =----

c T2 

. (135) 

. (135a) 

Beispiel: Die Kurbelzapfenmitte der Kurbelwelle eines Auto
mobilmotors von 150 mm Hub und 1600 Umdr. i. d. Min. hat eine Um
fangsgesch windigkeit 

v = 2 r;n, n/60 = 0,15;n, .1600/60 = 12,56 m/sk 

und eine Zentripetalbeschleunigung 

bc = v2 jr = 12,562 /0,075 = 2100 [mjsk2]. 

Beispiel: Wie groB ist die Zentripetalbeschleunigung der Erde, 
wenn angenahert angenommen wird, sie bewege sich gIeichformig urn 
die Sonne in einem Kreis von 148,7 MiIlionen [km] Radius und die 
Umlaufzeit betrage 365 ~ Tage 

365,25 Tage = 365,25·24·60·60 [sk]. 

Nach G1. (135 a) ist 

4;n,2. 148700000· 1000 
be = 365,252 .242 .602 .602 0,00587 [kmjsk2]. 

Umfangsgeschwindigkeit in der Erdbahn u = 29,5 [kmjsk]. 

175. Hodograph und Beschleunignng. Fur jede Bewegung eines 
Punktes, mag sie sich frei oder auf vorgeschriebener Bahn abspielen, 
kann man die Nebenabb.158 fur beliebige Zeitpunkte oder Stellen der 
Bewegung zeichnen und in der angegebenen Weise die Gesamtbeschleu
nigung ableiten. Um das auszufuhren, ermittelt man die Geschwindig
keit (bei einem zwanglaufigen Mechanismus werden wir ein geeignetes 
Verfahren noch kennen lewen) an gellugend vielen Bahnstellell und 
tragt sie als Strecken oder 'Vektoren von einem Punkt aus abo 
Durch die Endpunkte der Geschwindigkeitsstrecken kann sodann ein 
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stetiger Linienzug gelegt werden, der sog. Hodograph, der iiber die 
zeitliche Anderung der Geschwindigkeit nach GroBe und Richtung an
schauliche Auskunft gibt. Der Geschwindigkeitsvektor bewegt sich am 
Hodographen hin wie ein Zeiger von veranderlicher Lange und Winkel
geschwindigkeit. Verfolgt man diese Zeigerbewegung wahrend einer 
kurzen Zeit LI t, wobei die Anfangs- und Endlage des Geschwindig
keitsvektors ein kurzes hinreichend gerades Stiick des Hodographen 
von der Lange LI v (am GeschwindigkeitsmaBstab abzul<:lsen) begrenzt, 
so ist LI vlLl t angenahert die Gesamtbeschleunigung im betrachteten 
Zeitpunkt nach GroBe und Richtung. Nimmt man noch die Kompo
nenten langs der Bahn, d. h. langs des Geschwindigkeitsvektors (am 
besten des mittleren wahrend LI t). so erhalt man auch die Bahn- und 
Zentripetalbeschleunigung. 

Der Studierende leite mit Hilfe des Hodographen die Zentripetal
beschleunigung einer gleichformigen Kreisbewegung abo 

176. RiiumIiclle Bewegung eines Punktes. Nachdem wir aus 172 
iiber die ebene Bewegung Bescheid wissen, kann die Bewegung in einer 
Raumkurve rascherledigt werden. Durch drei nahe beieinander Iiogende 
Kurvenpunkte wird eine Ebene gelegt. LiiBt man die Punkte naher 
und niiher zusammenriicken, so strebt die Ebene einer Stellung zu, die 
man die Schmiegungsebene der Bahn nennt. Innerhalb eines Zeit
elementos d t bewegt sich daher der Punkt in der Schmiegungsebene 
und es gilt von dieser Elementarbewegung genau das in 172 iiber eine 
ebene Bewegung Ausgefiihrte: 1st v die augenblickliche Geschwindig
keit und e der Kriimmungshalbmesser der Bahn in der Schmiegungs
ebene, so ist die Bahnbeschleunigung bt =dv!dt=d2 sjdt2 unddie 
Zentripetalbeschleunigung be = v2 /e = e w 2, wenn w die augen
bIickliche Winkelgeschwindigkeit des Kriimmungshalbmessers ist. Die 
Resultante aus beiden Beschleunigungen .ist die schief zur Bewegungs
richtung oder Bahntangente gerichtete Haupt- oder Gesamtbeschleu
nigung. Auch diese Iiegt in der Schmiegungsebene. 

1st die Zeit-Weg-GIeichung (92) s = f (t) des bewegten Punktes 
bekannt, so erh1ilt man aus ihr durch Ableiten nach t die Bahnge
schwindigkeit v = d sid t und durch nochmaIiges Ableiten die Bahn~ 
beschleunigung bf=dvldt=d2sJdt2; ferner auch die Zentripetalbeschleu
nigung be = v2 J e, sofern man noch mit Hilfe einer geometrischen Be
trachtung den Kriimmungshalbmesser der Bahn gesucht hat. Da bt und 
be senkrecht aufeinander stehen, so erhiilt man die Resultante, die Ge-
samtbeschleunigung b, zu b = Vbt2 + bc2. 

Man kann jedoch die r1iumliche Bewegung des materiellen Punktes 
nach 13.8 auch durch Projektion auf die drei Achsen eines rechtwink
ligen x y z-Koordinatensystems ausdriicken. Die Bewegung erscheint 
dann in drei Seitenbewegungen zerlegt, vgl. (109): 

x = cp (t) y = X (t) z=1p(t) . ... (109) 

Zur Zeit t bE'finde sich der materielle Punkt in P (Abb. 160) und 
zur Zeit t + dt in pI; die Koordinaten beider Punkte sind (x, y, z) bzw. 
(x+dx, y+dy, z+dz), wobei dx, dy, dz die in dtskvommateri
ellen Punkt durchlaufenden Projektionswege sind. Sind ferner ee, (3, )' 
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die Winkel del' augenblicklichen Bewegungsrichtung, m. a. W. die Winkel 
zwischen dem Kurvenelement d s und den drei Koordinatenachsen, so ist 

d x = d s· cos a; d y = d 8 • cos (3; d z = d s . cos r . 

Durch Division mit dt odeI' Ableiten del' Gl. (109) nach t erhalt man 

dx ds dy ds dz ds 
dt=([i·cosa; di=([i·cos(3; ([i=([i.cosr 

v x = V • cos a; v y = v . cos (3; 

das ist der aus 140 bekannte Satz: die 
Geschwindigkeit del' Projektion eines be
wegten Punktes ist gleich del' Projektion 
del' Geschwindigkeit. 

Man erhalt ferner 
yI-- --------

') ., Q 

V= V - I v ---LV". x T y I Ii 

Die Beschleunigungen del' drei Seiten
bewegungen erhiilt man durch Ableiten von 
vz=dxfdt usf. nach t. Diese Seitenbe
schleunigungen bxbybz sind die Komponenten 
del' Gesamt- oder Hauptbeschleunigung b 

Vz = v·cos r 

+z 

Abb. 160. 

(136) 

+x 

nach den drei Koordinatenachsen; 1 fl Y seien die Richtungswinkel 
der Gesamtbeschleunigung gegeniiber den Koordinatenachsen. Man er
halt dann 

dv d2 x b = -- -x = --- = b . cos 1 
"' d t d i2 

dv d2 y 
by = d t" =ii2 = b . cos fl 

. . . . . . . (137) 
dv. d2 z 

b =- -,,=----=b·coSY 
Z d t d t~ 

b =Vb2Ib~+-b2 x j y z 

Die Hauptbeschleunigung b darf nicht mit der Bahn- odeI' Tan
gentialbeschleunigung bt verwechselt werden; b ist vielmehr die Resul
tante aus del' Bahnbeschleunigung bt und del' Zentripetalbeschleuni
gung be' 

§ 33. Fortsetzung mit Beiziehung des dynamischen 
Grundgesetzes. 

177. Die Beschleulligullgskraft del' krum mlinigen Bewegnng. 
Tangentialkraft, Zelltripetalkraft. Jede Beschleunigung schreiben wir 
del' Wirkung einer Kraft zu, gleichviel ob sie nul' die GroBe del' Ge
schwindigkeit andert, oder nul' ihre Richtung, odeI' beides zugleich. 
Nach dem dynamischen Grundgesetz ist die Beschleunigung eines ma
teriellen Punktes del' beschleunigenden Kraft proportional und die Be
schleunigungskraft wird erhalten, indem man die Beschleunigung mit 
del' Masse m des bewegten Punktes multipliziert: P = m· b. 
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Bei der krummlinigen Bewegung eines materiellen Punktes sagen 
wir demgemaB, die Haupt- oder Gesamtbeschleunigung b und ihre Kom
ponenten, die Bahn- oder Tangentialbeschleunigung, seien durch eine 
Beschleunigungskraft P=m·b, oder durch deren Komponenten, nam
lich durch eine 

und eine 
Tangentialkraft T = m.(dvfdt) 

Zentripetalkraft N =m.v2fe=m·ew2-

verursacht. Diese Beschleunigungskrafte haben die gleiche Richtung 
und den gleichen Richtungssinn wie die Boschleunigungen und sind wie 
diese gerichtete GroBen und durch Vektoren oder Strecken darstellbar. 

Die Beschleunigungskraft und ihre Komponenten, die Tangential
und Zentripetalkraft Hegen in der Schmiegungsebene der Bahn des 
bewegten Punktes. Von der Tangentialkraft kann man sagen, sie 
andere die GroBe der Geschwindigkeit, von der Zentripetalkraft da
gegen, sie andere die Richtung der Geschwindigkeit und bewirke 
damit die Kriimmung der Bahn. 

1st z. B. die Tangentialkraft stets Null, so ist d v f d t = 0 und 
v = konst., d. h. die Bewegung in der Bahn gleichformig; die Beschleu
nigungskraft besteht nur noch in der Zentripetalkraft, ist also stets 
normal zur Bahnlinie gerichtet. Schwingt man eine Masse, die an 
einer Schnur befestigt ist, gleichfOrmig im Kreis herum und sieht der 
Einfachheit halber vom Gewicht und vom Luftwiderstand ab, so wirkt 
keine Tangentialkraft auf die Masse ein, sondern ganz allein die gleich 
groBe SchnurspanilUng; das ist die stets gegen das ZentruUl der Kreis
bewegung gerichtete Zentripetalkraft, die man mit der Schnur auf die 
Masse ausiibt, wodurch man diese zwingt, fortwiihrend in gleicher Weise 
ihre Richtung zu andern, d. h. eine Kreisbahn zu beschreiben. 1st 
anderseits die Zentripetalkraft stets Null, so ist v2f e = 0, d. h. e = 00, 

die Bahn ist gerade. Damit ist schon friiher Gesagtes in anderer 
Fassung zum Ausdruck gebracht worden. 

Den Satz "die Beschleunigung der Projektion eines bewogten 
Punktes ist gleich der Projektion der Beschleunigung" kann man mit 
Riicksicht auf das dynamische Grundgesetz wie folgt ausdriicken: Die 
Beschleunigungskraft der Projektion eines bewegten Punktes ist gleich. 
der Projektion der Beschleunigungskraft. 

178. Die Eulersche Methode der Behandlung einer krummlinigen 
Bewegung. Diese beruht lediglich in der Verwertung der Tatsache, 
daB die Beschleunigungskraft stets in der Schmiegungsebene der Bahn
linie wirkt und in die Komponenten 

T=m.(dvfdt); 
zerlegt werden kann .. 

Die Eulersche Methode laSt sich besonders dann mit Vorteil ver
wenden, wenn die Bewegung gegeben und die Beschleunigungs
kraft gesucht ist. 

179. Die Mac Laurinsche Methode. Diese beruht auf der Zer
legung der Beschleunigungskraft nach den drei Achsen eines recht
winkligen Koordinatensystems. Weg, Geschwindigkeit und Beschleu-
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nigung des bewegten PUDktes werden auf die drei Koordinatenachsen 
projiziert, was in 176 gezeigt wurde. Die Hauptbeschleunigung und 
damit auch die Beschleunigungskraft schlieIlt mit den Koordinaten
achsen die Winkel lfl'P ein; die Beschleunigungskraft P habe ferner 
die Komponenten XYZ, so da~ 

X=P·cosl, y=p.cosft, z=p·coS'P. 

Durch Erweitern der G1. (137) mit der Masse m des materiellen 
Punktes erhalt man fiir die Komponenten der Beschleunigungskraft 

dv", d'J x 
X=P·cosl=m·b =m·-=m·--

'" dt dt'J 

dv d2 y 
Y=P.cosfl=m.by=m·-dt~= m·affi . . . (138) 

dv. d'J z 
Z = p. cos 'P = 1n. b = m· -- -= m· ---

Z dt dt'J 

Die Mac Laurinsche Methode empfiehlt sich namentlich in den 
Fallen, in denen die beschleunigende Kraft gegeben und die statt- . 
findende Bewegung gesucht ist. 

Kcnnt man namlich in jedem Augenblick die Beschleunigungs-
kraft P, so zerlegt man P in die Komponenten XY Z nach den Koordi
natenachsen und bestimmt durch Integration der G1. (138) die Be
wegungen der Projektionen; hat man so x = ip (t); Y = X (t); z = 'IjJ (t) 
gefunden, so erhii.lt man durch Elimination von t die zwei Gleichungen 
der Bahnlinie im Raum. 

180. Einfiihrung von Polarkoordinaten bei einer ebenen krnmm
linigen Bewegnng. Zuweilen ist es von Nutzen, statt der rechtwinkligen 
Koordinaten (x, y) Polarkoordinaten (r, ip) 

in bezug auf einen Punkt oder Pol 0 ein- O'~ _____ ---.!.-=r-
zufiihren (Abb. 161). Zwischen beiden be
steht die Beziehung: 

x = r· cos ip und y = ". sin ip. 

Es sollen Geschwindigkeit und Beschleuni- +!J 
gung langs des Fahrstrahles und senkrecht 
dazu in Polarkoordinaten ausgedriickt wer-
den. In dt sk wachst der Radius r um dr Abb. 161. 
und durchlauft den Winkel dip im Bogen 
maIl, gleichzeitig wird vom bewegten Massenpunkt die Sehne ds zuriick
gelegt, wobei nach Abb. 161 

ds'J =r'J.dip'J + dr2 

nach Division mit dt wird 

( dS)'J= 'J.(dip)2 (dr)2 
dt r dt + dt . 

Links steht die Bahngeschwindigkeit v = ds/dt, rechts ihre nach dem 
Radiusvektor und senkrecht dazu genommenen Komponenten vr = dr/dt 
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und vp=r·(dcpjdt)=r.w, wenn w die Winkelgeschwindigkeit des 
Radiusvektors ist. 

Die Beschleunigung b des Massenpunktes sei in ihre rechtwink
ligen Komponenten bx=dx/dt und b =dy/dt und anderseits in ihre 
Komponenten br und bp Uings r und Ysenkrecht dazu, d. h. Hings Bogen 
r· d cp zerlegt. Es sind b r und bp gesucht. Durch Projektion von b x 

und by auf die Richtung von b,. und bp ergibt sich nach Abb.161 

d2 x d2 y 1 b = b ·cos m + b ·sinm =----·COSlp + -·sinm 
r x T y r d t2 d t2 r 

. d2 y d2 X. J b = b . cos m - b . sm m = '-.' ... cos lp - -- .. SIn m 
'P Y T x .,. d t 2 d t2 r 

Man hat nun die zwei Ableitungen von x = r· cos cp und y = 1'· sin cp 
nach t zu bilden 

dx . d cp dr - = - r· SIn cp . - + -. coscp 
dt dt dt 

dy 
at 

dcp dr. 
r· coscp .--+ --·smcp 

dt dt 

dcp ( . elcp elr ) +- -r·smcp.-+-·coscp . 
elt dt dt 

Setzt man die beiden letzten Werte in die Gleichung fUr bl' und bp 

ein, so erhliJt man nach Umformen: 

(13H) 

Nun ist 

~ (r2 el cp) = r2 d2 cp + el cp. 2 r. el r = r (rw -j_ 2 i" w) 
d t d t d t2 d t el t ' 

womit 

bp =~. :t (r2. ~j) . . . . . . . (140) 

Der Fahrstrahl r durchlauft in d t sk eine Sektorenfiache ~. (r. dcp)· r; 
die in der Zeiteinheit durchlaufene Sektorenfiache, die sog. Flachen
geschwindigkeit oder Sektorengeschwindigkeit ist daher 

elf 
elt 
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ihre Ableitung nach der Zeit kann Sektoren- oder Flachen
beschleunigung genannt werden; sie betragt: 

d2f=~(~r2.d(P)=~~(r2df{!)=~ d(r2w) . (142) 
dt2 dt 2 dt 2 dt dt 2 dt 

Die am materiellen Punkt angreifende Beschleunigungskraft erhalt 
man durch Multiplikation der Beschleunigung mit der Masse m. Die 
Komponenten der Beschleunigungskraft, nach dem Fahrstrahl und 
senkrecht dazu genommen, sind daher: 

P =m. d2 r -mrw2 • P =!!..~(r2df{!)=2 m d2 f (143) 
r dt2 "P r dt dt r dt2 • 

181. Zentralbewegung. FHichensatz der Zentt'albewegung des 
materiellen Pnnktes. Geht die Beschleunigungskraft stets durch einen 
und denselben Punkt C hindurch, so nennt man 
C das Zentrum (Anziehungs- oder AbstoBungs
zentrum) und die Bewegung eine Zentralbe
wegung. Sie findet stets in einer Ebene statt, 
die durch die Anfangsgeschwindigkeit und das 
Zentrum gelegt wird. Bei einer Zentralbewegung 
empfiehlt es 6ich, Polarkoordinaten einzufiihren 
und die in 180 entwickelten Formeln zu ver
wenden. 

Wir konnen leicht eine allgemeine Eigen
schaft der Zentralbewegung ableiten; <;la die Be
schleunigungskraft (Zentralkraft) stets mit b zu

Abb.162. 

sammenfaIlt, so ist b", = 0 und damit auch die FUichenbeschleunigung 
gleich Null; daher ist die Flachengesch windigkeit konstant: 

d f r2 d f{! 1'2 W 
tit = "2. at = -2- = c [mJ sk], . (141a) 

d. h. der Fahrstrahl durchstreicht in gleichen Zeit en gleiche 
Flachen. (Flachensatz der Zentralbewegung.) 

1st umgekehrt bei einer ebenen Bewegung die Flachengeschwindig
keit konstant gefunden worden, so liegt eine Zentralbewegung vor und 
die Beschleunigungskraft geht immer durch ein Zentrum. 

Fallt man vom Zentrum C das Lot CD = l auf die in A gezogene· 
Tangente an die Bahnkurve, so folgt aus der Ahnlichkeit der Drei
ecke ACD und A'AB (Abb.162): 

r 
womit 

rdf{! 

as' 
d. h. 

2c v-- l' 

Beispiel: Ein materieller Punkt m, von dessen Gewicht der Ein
fachheit halber abgesehen werde, ist an einer Schnur von der Lange r1 

befestigt und bewegt sich im Kreise urn ein Zentrum mit der Winkel-
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geschwindigkeit wt" Welches ist die Winkelgeschwindigkeit w 2 ' wenn 
die Schnur auf r 2 verkiirzt wird? 

Da eine Zentralbewegung vorliegt, so ist die FHichengeschwindig
keit konstant, es ist also nach dem Flachensatz: 

182. Parabolische Bewegung. Auf einen materiellen Punkt von 
der Masse m, der zur Zeit 0 nach irgendeiner Richtung eine Ge
schwindigkeit Vo erhalten, wirke von dem gleichen Augenblick an eine 

+!I 

+2' 

A:""==---l>'P 

konstante Kraft P ein, deren 
Richtung mit derjenigen von Vo 
den Winkel a bilde. Man solI die 
Bewegung des materiellen Punktes 
bestimmen (Abb. 163). 

+x Hier leuchtet sofort ein, daB 
~.I!:!:..-.!:!:...---l-~, ----.'-=. . das Mac Laurinsche Verfahren an-

fly zuwenden ist. Zu dem Ende neh-
~/ men wir die Lage des materiellen 

Punktes zur Zeit 0 als Ursprung 

Abb. 163. 

eines rechtwinkligen Koordinaten
systems an, des sen + x-Achse 
parallel der Kraft P und dessen 
zx-Ebene die durch die Richtungs

linie von Vo und die x- Achse gelegte Ebene sei. Man hat nun als 
Komponenten der Beschleunigungskraft P des materiellen Punktes im 
Raume nach den Koordinatenachsen: 

Y=O; z=O. 

Suchen wir zunachst die Bewegung der x-Projektion des mate
riellen Punktes festzusetzen. 

Da die Beschleunigungskraft der x-Projektion 

X=+P, 
so hat man 

clv 
m·----"2=P· 

cl t ' 
P 

dv =-·clt; 
x m 

P 
v =-t+O. 

x m 

Fur t = 0 wird va: = Vo cos a; das gibt 0 = Vo cos a, womit 

P 
vx = mt+vocosa. 

Es ist aber 

und daher 

elx 
v =

x elt 

p 
elx = -. t· elt+ Vo cos /X·elt; 

m 
P t2 

x=--.-+vo tcos a+D. 
m 2 

Fur t = 0 wird x = 0, daher D = 0 und 

P i2 
x=--+votcosa. 

m 2 
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Zur Bestimmung der Bewegung der y-Projektion des materiellen 
Punktes hat man 

dv 
Y=m·-~=O· 

dt ' 

Zur Zeit 0 ist, da die Projektion von Vo auf die y-Achse = 0 
ist, auch Vy = 0 und dam it, well Vy konstant, iiberhaupt Vy = 0, 

Aus v = dy =0 
Y dt 

folgt y konstant. 
Da aber zur Zeit 0 auch y=O, so ist iiberhaupt y=O, d. h. es 

geht die Bewegung des materiellen Punktes ganz in der zx-Ebene 
vor sich. Die Bewegung der z-Projektion ergibt sich schlieBlich aus 

dv 
Z=m·.----.!=O; 

dt v.=F. 

Fiir t = 0 wird Vz = Vo sin a, dies liefert 

vz = ~~ =vosina; dz=vosina·dt 

z = vot· sina + O. 
Zur Zeit 0 ist aber 

z=O, womit 0=0 

und z=votsina. 

Eliminiert man aus den beiden Gleichungen die Zeit t, so erhiilt 
man die Beziehung 

lP Z2 
x=--·-- --+zcotga 

2m (vosina)2 , 

d. i. die Gleichung der Bahnlinie des materiellen Punktes. Diese letztere 
ist also vorliegendenfalles eine Parabel, deren Achse parallel der x-Achse 
und damit parallel der Richtungslinie der Kraft P. 

§ 34. Bestimmung der Beschleunigungskraft bei gegebener 
Bewegung. 

183. GIeichformige Bewegung eines freien materiellen Punktes 
in einem Kreis. Ein materieller Punkt 'In bewege sich mit konstanter 
GeEchwindigkeit c in einem Kreis vom Halbmesser r (Abb. 164), man 
solI die Beschleunigungskraft P des materiellen Punktes bestimmen. 

Diese Aufgabe jst auf Grund geometrischer Anschauung schon gelost 
worden. Wenn sie jetzt mit den analytischen Hilfsmitteln, die in 178, 
179 und 180 entwickelt wurden, nochmals gelost wird, so soIl damit 
lediglich der Gebrauch dieser Hilfsmittel an einem einfachen Beispiel 
gezeigt werden. Das Eigentiimliche des analytischen Verfahrens liegt 
darin, daB von der Anschauung moglichst wenig Gebrauch gemacht 
wird; das analytische Verfahren selbst ist auf die Anschauung von Be
wegungs- und Kraftezustand aufgebaut, und zwar in sehr allgemein 
verwertbarer Weise. Die Durchfiihrung selbst ist aber abstrakt. Dafiir 

Autenrieth-Ensslin, Mechanik. 3. Anfl. 18 
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istsie kurz. Das wird man schon im vorliegenden einfachen Fall sehen, 
und noch mehr wird sich die Kiirze und die Ersparnis an geometrischer 

+y 

+x 

Abb.164. 

Dberlegung bei schwierigeren Aufgaben heraus
stellen. J etzt handelt es sich also um die Ge
wohnung an das kurze abstrakte Vorgehen, auch 
um die Frage, welches Verfahren sich im ein
zelnen Fall am besten eignet. 

Da der Punkt auf dem Kreis in gleichen 
Zeiten gleiche Bogen beschreibt, werden auch 
von einem nach dem bewegten Punkte gezo
genen Radiusvektor in gleichen Zeiten gleiche 
Flachenraume beEchrieben, d. h. es ist die Fla
chengeschwindigkeit konstant und die Flachen

beschleunigung = O. Aus letzterem ergibt sich aber, daB die Bewegung 
eine zeritrale ist und die Beschleunigungskraft P immer durch den 
Kreismittelpunkt hindurchgeht. 

Zur Bestimmung von P hat man nach 180 mit r=d2 rjdt2 

P=Pr=m(r- rw2)=m(O - rw2) =-mrw2 = -mc2 jr. 
Dabei bedeutet das negative Zeichen, daB die Beschleunigungskraft 

P gegen das Zentrum gerichtet ist. 
Dasselbe Resultat hatte man auch nach der Eulerschen Methode 

erhalten: Da die Geschwindigkeit des materiellen Punktes in seiner 
kreisfi:irmigEm Bahn konstant und damit die Beschl,eunigung in der Bahn 
= 0 ist, wird die Tangentialkraft T= O. Die Beschleunigungskraft 
P fallt daher mit der gegen den Kriimmungsmittelpunkt gerichteten 
Zentripetalkraft N zusammen; man hat also 

mc'!. 
P=--. 

r 

Nach dem Maclaurinschen Verfahren ist die Losung der Aufgabe 
umstandlicher. 

184. Bewegung eines freien materiellen Punktes in einer Schrauben
linie. Ein gewichtloser materieller Punkt von del' Masse 1n bewege sich 
mit der konstanten Geschwindigkeit c in einer Schraubenlinie (Abb. 165). 
Man soIl die Beschleunigungskraft P des materiellen Punktes bestim
men. Es sei 

r der Halbmesser des Schraubenzylinders 
und a del' Steigungswinkel del' Schraubenlinie. 

Um die Aufgabe zu losen, projiziert man zweckmiiBigerweise den 
auf del' Schraubenlinie sich bewegenden materiellen Punkt auf die 
Schraubenachse und auf eine Ebene senkrecht zur Schraubenachse. Die 
gesuchte Beschleunigungskraft ist dann die Resultante aus del' Be
schleunigungskraft Z der Projektion m auf die Schraubenachse und der 
Beschleunigungskraft K der in der bezeichneten Projektionsebene sich 
bewegenden Projektion von m. Was nun die Kraft Z betrifft, so ist 
diese = O. DurchIauft namlich der materielle Punkt in der Zeit d t auf 
del' Schraubenlinie das Wegelement ds, so legt in derselben Zeit die 
Projektion auf del' Schraubenachse die We gstrecke 

dz=ds·sina 
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zuriick. Man hat daher fiir die Gesch windigkeit Vz der genannten Projektion 

und damit 

also auch 

dz ds. . 
v =-=-Slna=C'Slna 

Z dt dt 

dVz 
d[=O, 

dv ' 
Z=m·-Z=O. 

dt 

Die Beschleunigungskraft P hat also mit der Kraft K gleiche 
GroBe und Richtung. Bestimmen wit jetzt K. 

Bewegt sich der materielle Punkt in der Schraubenlinie mit der 
konstanten Geschwindigkeit c, so bewegt sich die Projekbion 'dieses 
Punktes auf eine Ebene senkrecht zur Schraubenachse in einem Kreis 
vom Halbmesser t' mit der konstanten Geschwindigkeit 

V=c·cosa. 

Fur diese Bewegung ist aber die Beschleunigungskraft, wie wir 
mv2 

gesehen haben, die Zentripetalkraft --

Man hat daher 
t' 

me2 cos2 a 
K=-----, 

t' 

gegen den Kreismittelpunkt gerichtet. 
Mit dieser Kraft Kist die ihr gleiche Beschleunigungskraft P be

stimmt. SoIl also fiir die Lage A des materiellen Punktes auf der 
Schraubenlinie die Beschleunigungskraft Pan
gegeben werden, so fallt man von A ein Lot 
A C a].lf die Schraubenachse, alsdann wirkt P 
in der Richtung von A nach C. Des weI
teren hat man die GroBe von P aus 

me2 cos2 (;(, 
P=---

r 

Bei dieser Gelegenheit erhiilt man auch 
ein Mittel, fur den Punkt A der Schrauben
linie die Schmiegungse bene und den Krum
mungshalbmesser f2 zu bestimmen. Danam
lich die Beschleunigungskraft P in der Schmie
gungsebene wirkt, muB letztere durch das 
Lot A C hindurchgehen, andererseits geht die 
Schmiegungsebene auch durch die Tangente 

Abb. 16.5. 

an die Schraubenlinie in A, somit ist die Ebene durch A C und durch 
die Tangente die gesuchte Schmiegungsebene. 

Ferner bemerken wir, daB im vorliegenden Fane wegen der kon
stanten Geschwindigkeit e des materiellen Punktes in der Schrauben
linie die Tangentialkomponente der Beschleunigungskraft P = 0 ist und 

" rIle2 
deEhalb dIe Kraft P mIt ihrer Normalkomponente N =--- zusammen-

e 
falIt. Darum ergibt sich durch die Gleichsetzung der beiden fiir P 

18* 
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gefundenen Werte 
mc2 • cos2 tx mc2 
------=--; 

r (! 

womit die GroBe des Kriimmungshalbmessers einer Schraubenlinie be
stimmt ist. 

§ 35. Planetenbeweguug. 

180. Planetenbewegungund Gravitationsgesetz. (Kepler, Newton.) 
Die astronomischen Beobachtungen Tycho de Brahes faBte Kepler 
in drei Gesetzen zusammen: 

1. Die Planeten bewegen sich in Ellipsen, in deren einem Brenn
punkt die Sonne steht. 

2. Die von der Sonne zu einem Planeten fiihrenden Fahrstrahlen 
durchstreichen in gleichen Zeiten gleiche Flachen. 

3. Die Kuben der groBen Achsen der Ellipsen zweier Planeten 
verhalten sich wie die Quadrate ihrer Umlaufzeiten . 

. Mit diesen drei Gesetzen hat Kepler die Planetenbewegung in 
groBen Ziigen beschrieben. Von den bewegenden Kraften ist darin noch 
nichts enthalten. Newton erkannte die Planetenbewegung als Zentral
bewegung und die Anziehung der Sonne auf einen Planeten (oder der 
Erde auf den Mond)als eine Kraft von derselben Art, wie die Erd
anziehung auf einen fallenden Korper. Aus den drei Keplerschen Ge
setzen und dem dynamischen Grundgesetz kann das von Newton 
entdeckte allgemeine Gravitationsgesetz wie folgt abgeleitet 
werden. 

1st a die groBe und b die kleine Halbachse der Planetenbahn, und 
bedeutet P = b2 j a den Parameter (= Kriimmungsba.lbmesser im spitzen 
Scheitel der Ellipse) und e = V (a2 _[;2) : a2 die numerische Exzentrizitat, 
so lautey die Polargleichung der Ellipse mit dem Brennpunkt als Pol 
und der groBen Achse als Polarachse, von der aus rp gezahlt wird: 

r = pl(! + e· cos rp). . . . . . . . (144) 

Aus dem 2. Keplerschen Gesetz, dem Flachensatz, folgt nach 
181, daB die Planetenbewegung eine Zentralbewegung ist. 1st c/2 die 
konstante Sektoren- oder FHichengeschwindigkeit, so lautet nach G1. (141 a) 
das 2. Keplersche Gesetz: 

r2 ·w = c. 

Durch Ableiten der Ellipsengleichung (144) erhalt man: 

dr p' e· sinrp d rp p' e· r2 w . sin rp c· e . 
at = (1 + e.cosrp)2°Tt = p2 = P smrp, 

c ° e ° cos rp d rp c ° e ° w 0 cos rp r2 c2 ° e 
---. '0-= -----0-= - ,cosrp. 

pdt . p r2 r2 ° p 

Die vom Planeten auf die Sonne zu gerichtete, also langs des Fahr
strahls r wirkende Beschleunigung des Planeten ist nach G1. (139) 

br =(r-rw2). 
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Setzt man r=d2 r/dt2 aus letzter Gleichung, cosrp=(p~1')/r··e aus 
der Ellipsengleichung und 1"W2 aus dem FHichensatz ein, so folgt 

b _ c2 e .p - l' _ ~ _ ~ (1 _ ~ 1) __ ~ 
,.- r2p 1'e r3 - r3 p + - pr~' 

Multipliziert man jetzt noch die Beschleunigung des Planeten mit 
dessen Masse m, so erhlUt man fiir die von der Sonne auf den 
Planeten ausgeiibte Beschleunigungskraft, d. h. fiir die allge
meine Newtonsche Gravitationskraft: 

(145) 

Das --Zeichen bedeutet, daB die Kraft im Sinne der abnehmen
den r, d. h. gegen das Zentrum gerichtet ist. 

Die Sonne zjeht also den Planeten mit einer Kraft an, 
die dem Quadrat des Abstandes beider Korper umgekehrt 
proportional ist. Dieser Satz folgt aus dem 1. und 2. Keplerschen 
Gesetz. Aus dem 3. laBt sich noch ein SchluB ziehen. 1st T die Um
laufzeit eines Planeten, also nach dem Flachensatz: Flachengeschwindig
keit mal Umlauf zt}it = Ellipsenfiache, d. h. (~c)·T=:n:.ab, so ist nach 
dem 3. Keplerschen Gesetz a3 jT2 = einer Konstanten ')J, die fiir aIle 
von der Sonne angezogenen Pla·neten gleich groB ist, 

a2 a3 c2 c2 
')J=-=---= ... 

T2 4:n:2 a2 b2 4:n:2p' 

Das stimmt nur angenahert, aber aIlerdings mit groBer Annaherung, 
wie man aus der Untersuchung der Bewegung zweier Massenpunkte 
schlieBen kann, die nach dem Newtonschen Gesetz sich gegenseitig 
anziehen. 

Der letzten Gleichung zufolge ist c2 /p = A fiir aIle Planeten konstant. 
Mit Benutzung dieser Konstanten schreibt sich der Ausdruck fiir die 
Sonnenanziehung auf einen Planet en 

F= - m~), [kg], 
yo 

wobei die Konstante A auch vom anziehenden Korper (der Sonne) ab
hangt; Newton sagte sich aber, daB der eine der beiden sich anziehenden 
Korper nicht immer die Sonne sein miiBte; es gelte das Gesetz viel
mehr allgemein fiir zwei beliebige sich anziehende Korper, z. B. Erde 
und Mond; und ferner nicht nur zwischen Sonne und Planet, sondern 
auch nach dem Gegenwirkungsprinzip zwischen Planet und Sonne; dabei 
wird die Konstante A mit dem anziehenden Korper sich andern. 1st 
also die Anziehung der Sonne auf einen Planeten ml · }'1/1'2 und die des 
Planeten auf die Sonne m2 'A2 / r\ so ist 

N ach dem Gesagten ist Al fUr aIle Planeten gleich groB, und da 
m2 die Sonnenmasse bedeutet, so ist Al/m2 = r eine universelle Kon
stante, die allgemeine Gravitationskonstante. Setzt man r=Al/m~ 
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in die Kraftgleichung ein, so erhalt man fiir die zwischen zwei Massen 
m1 und m2 tatige allgemeine Anziehungskraft 

. (146) 

Die Gravitationskonstante ist eine benannte Zahl; ihre Dimension 
ist im technischen MaBsystem [kg-l m4 sk-4]; ihre GroBe ergab sich 
aus Versuchen (Enzykl. math. Wiss. Bd. V) zu r = 6,54· 10-10• Der 
Gl. (146) zufolge ist r die Kraft, mit der zwei im Abstand 1 m be
find lichen Massen 1 (im technischen MaBsystem in g kg-Stucken ent
halten) einander anziehen. 

§ 36. Die Satze vom Antrieb, von der Arbeit ond der 
Flachensatz bei der krummlinigen Bewegung. 

186. Satz vom Antrieb. Bewegt sich ein materieller Punkt von 
del' Masse m in einer Kurve zur Zeit t mit einer Geschwindigkeit v 
mid steht er unter dem EinfluB einer beschleunigenden Kraft E, die 
in der Schmiegungsebene gelegen ist (177) und mit der Bewegungsrich
tung den Winkel rp bildet, so dient nach 177 die Tangentialkraft 
T = E· cos rp lediglich zur Anderung der GraB e der Geschwindigkeit, 
wahrend die Zentripetalkraft N=E·sinrp nur die Richtung der Ge
schwindigkeit beeinfluBt. 

Fragt man nun nach der zeitlichen Wirkung der Beschleunigungs
kraft auf die Gr aBe der Geschwindigkeit, so genugt es, die Tangential
kraft zu betrachten und man hat 

m· (dvfdt) = T; m . d v = T· d t = R . cos rp . d t 
t t 

m·v-m·vo . fT.dt=f R.cosrp·dt, ...... (147) 
o 0 

wenn Vo und v die Geschwindigkeiten des bewegten Punktes zu Beginn 
und zu Ende del' Wirkungszeit von R sind.- Bezuglich der Vorzeichen 
gilt das in 150 Gesagte. 

Del' Satz vom Antrieb der Tangentialkraft einer krummlinigen Be
wegung lautet mit del' Ausdrucksweise von 150: 

Die Anderung der BewegungsgroBe eines krummlinig be
wegten materiellen Punktes in irgendeiner Zeit ist gleich dem 
Antrieb der Tangentialkraft in der gleichen Zeit. 

Dber die Richtung von v und P wird in diesem Satz nichts gesagt; 
er soll auch nicht zur Bestimmung der Richtung dienen. 

·Man konnte dies en Satz auch allgemeiner unter gleichzeitiger Ruck
sicht auf die Richtung entwickeln; doch Jiegt hier kein AniaB dazu 
VOl'. Wir beschranken uns auf die einfache, oben genau prazisierte 
Aufgabe. 

187. Satz von der Arbeit. Wir verfolgen einen materiellen Punkt 
von der Masse m, der von einer beschleunigenden Kraft P ergriffen ist, 
langs einer Wegstrecke der krummen Bahn, wobei sich P nach GroBe 
und Richtung andel'll kann. Die Anfangsgeschwindigkeit sei vo' die 
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Endgeschwindigkeit v. Wir fragen nach del' Wirkung der Kraft langs 
des betrachteten Weges. . 

Die Bewegung sei auf ein rechtwinkliges Koordinatl;lnsystem be
zogen; Kraft, Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung sind in die von 
fruher her bekannten Komponenten zerlegt (XYZ; xyz; v",vyvz; bxbv.,bz). 
Die den materiellen Punkt beschleunigende Kraft wirkt zufolge 17'1 in 
del' Schmiegungsebene del' krummen Bahn und hat die Richtung del' 
Hauptbeschleunigung b, die mit del' Bahntangente odeI' Bahngeschwindig
keit den Winkel ~ bildet. Nach Gl. (138) ist: 

X -m.(dv",(dt) = o. 
Mit dx erweitert und mit dx!dt=v", gibt diese Gleichung: 

X·dx-m·v ·dv =x.dx-m.d(~~)=O • x x 2' 

Ebenso erhalt man fUr die y- und z-Achse: 

Y·dy -m·d (~~) =0; Z·dz - m.(l(~~) = O. 

Durch Addition ergibt sich 
v 2 +v 2 +v 2 v2 

X·dx+Y·dy+Z·dz=m·d-'"-' --~ z =m.d'2-' (148) 

Wir erkennen auf del' linken Seite eine Arbeitssumme, und zwar 
besteht sie aus den Arbeiten del' Kraftkomponenten X, Y, Z Hings del' 
Wegkomponenten dx, dy, dz. Wir weisen nach, daB diese Arbeits
summe gleich der Arbeit del' resultierenden Kraft P auf dem Weg ds 
ist. Es seien (aPr) die Richtungswinkel von ds odeI' der Bahntangente 
an del' AngrifIsstelle von Pund (2,ur) die Richtungswinkel del' Kraft 
P odeI' del' Gesamtbeschleunigung mit den Koordinatenachsen und 
o del' Winkel zwischen Kraft P und Weg ds, dann ist nach del' analy
tischen Geometrie 

cos~ = cosa· cos2 + cosp· cos,u + cosy· COSY 

oder mit P·ds erweitert und mit P·cos2=X usf., ds.cosa=dx usf. 

P·ds·coso = X·dx + y. dy + Z·dz. 

Links steht die Arbeit der Kraft P auf dem Weg ds, wobei 0 del' 
Winkel zwischen P und ds ist, und man erkennt, daB die Arbeit del' 
Resultierenden gleich del' Arbeit del' Komponenten auf dem gleichen 
Wege ist. 

Nun ist p. cos ~ = T die Tangentialkraft, also d A = p. cos ~ . d s so
wohl die Elementararbeit von Pals auch die Elementararbeit del' 
Tangentialkomponente T von P (die Normalkomponente N, die Zentri
petalkraft, leistet keine Arbeit, weil sie senkrecht auf ds steht, also III 

Richtung von ds keinen Weg zurucklegt). Man erhiilt demnach 

dA =T.ds=m.d(V;), 

eine Gleichung, die man aus del' Gleichung T=m,(dv!dt) auoh un mittel
bar hatte ableiten kOnnen. 



280 Dynamik des materiellen Punktes. Krummlinige Bewegung usw. 

Integriert man vom Aniang bis zum Ende des betrachteten Bahn
stiickes s, -dem entlang die durchschnittliche Tangentialkraft TfIl herr
schen moge, so ergibt sich: 

8 

A=fT.ds=TfIl,s=i·m'(V2_Vo2) . , .. (149) 
o 

Beziiglich der Vorzeichen gilt das auf S.235 Bemerkte. Der Satz von 
der Arbeit oder der kinetischen Energie eines krummlinig. bewegten 
Massenpunktes lautet: 

Die Arbeit der beschleunigenden Kraft oder, was dasselbe 
ist, die Arbeit der Tangentialkraft an der Masse tn eine s ma
teriellen Punktes ist langs eines Stiickes der krummen Bahn 
gleich der Anderung der kinetischen Energie auf der gleichen 
Bahnstrecke. 

Dieser Satz hat demnach bei gerader und krummer Bahn die 
gleiche Form. Das hangt damit zusammen, daB Arbeit und kinetische 
Energie Skalare, d. h. GroBen ohne die Eigenschaft der Richtung sind. 
Es kommt also z. B. bei der kinetischen Energie nur auf die GroBe 
des Geschwindigkeitsquadrats an, nicht aber auf die Richtung der Ge
schwindigkeit. Vgl. S. 235. 

188. Satz vom Moment einer dynamischen Kraft nnd vom Mo
ment der BewegungsgroBe. Die Bewegung eines materiellen Punktes 
laBt sich vollstandig erledigen, indem man einzig auf die Kr afte achtet, 
die an ihm wirken; es geniigen dazu das dynamische Grundgesetz, der 

--------,1\ 
I \ 

/ \ 
\ 
\ 
\ 

Satz vom Antrieb, und der Satz von 
der Arbeit. Auf die Momente der 
Beschleunigungskraite einzugehen, liegt 
demnach kein dringender AnlaB vor. 
Wenn dies jetzt doch geschieht, so ist 
darin in erster Linie eine V orbereitung 
auf die Dynamik des rotierenden Kor
pers zu erblicken. Denn die Drehung 
eines Korpers hangt zweifellos von den 

I>-_______ ~,:t: beschleunigenden Momenten abo 

Abb.166. 

Ein Massenpunkt bewege sich in 
krummer Bahn, die auf ein rechtwinkliges 
xyz-Koordinatensystem bezogen sei. 1m 
Punkt xyz sei zur Zeit t die Bahnge-
schwindigkeit v und die beschleunigende 

Kraft P (Abb. 166). FUr die drei Komponenten des Bahnelementes ds, der 
Geschwindigkeit v und der Kraft P beniitzen wir die friiheren Bezeich
nungen (dx, dy, dz; v",vy'vz; XYZ). Erweitert man die dritte der GJ. (138) 
des dynamischen Grundgesetzes mit y und zieht vor ihr die mit z er
weiterte zweite Gleichung ab, so ergibt sich 

( d2Z d'J y ) 
Z·y-Y·z=m y. dt2 -z· dt'!. . 

Statt der rechten Seite kann man auch schreiben: 

d (dZ dy) d 
-In' y--z- =-m.(y.v -z·v). 
ill ill ill ill z Y 



Die Satze vom Antrieb, von der Arbeit und der FIachensatz usw. 281 

Nun ist die Hnke Seite der vorletzten Gleichung nach 28 das Mo
ment der Kraft P fiir die x-Ache, das schon in der Statik mit Mtr be
zeichnet wurde. Ebenso kann man die analog geformte rechte Seite 
als das Moment der Geschwindigkeit v in bezug auf die x-Achse auf
fassen, was kurz mit (Mom v)", bez,eichnet sei. Dber den Begriff des 
Momentes einer Kraft; fiir eine Achse vergleiche man S. 41. Indem 
man hinsichtlich der beiden andern Achsen analog verf11hrt, erh11lt man 

M = Zy - Y z =!!.. rn (v . y - v . z) = ~ rn· (Mom v) 1 '" dt Z y dt '" 

My=Xz -Zx = :trn(v",.z -v •. x) = :trn.(MomV)yj' (150) 

M = Yx -Xy=~rn(v ·x-v .y) =~rn.(Momv) 
Z dt Y x dt Z 

Momente sind nach Poinsot als Vektoren darstellbar und kpnnen 
wie Vektoren zu einem resultierenden Moment zusammengesetzt und 
in Komponenten zerlegt werden. Es ist ferner schon in 28 gezeigt 
worden, daB die Momentkomponenten M",My ll1.z der Kraft P in bezug 
auf die drei Koordinatenachsen zu einem resultierenden Moment M ver
einigt werden konnen, daB das Moment von P in bezug auf den Ko
ordinatenanfang bedeutet. Ebenso kann man die rechte Seite von G1. (150) 
auslegen. Die Differentiale der Momentkomponenten (Mom v)", (Mom v) 
(Mom v)z der Geschwindigkeit v in bezug auf die drei Koordinatenachse~ 
konnen als Vektoren aufgefaBt und nach der Parallelepipedregel zu einer 
Resultierenden zusammengesetzt werden; diese Resultierende ist das 
Differential des Momentes von v in bezug auf den Koordinatenanfang 
0; sie hat die GroBe d (Mom v)o' 

Den analytischen Wert erh11lt man durch Quadrieren und Addieren 
aus den G1. (150): 

M.dt=dt. VM 2+' M 2+M 2 
'" y Z 

=rn . V[d (Momv},,]2 + [d(Mom 'I.'ly]2+ [d (Mom V)z]2 

=rn ·Y[d(Momv)o]2=rn.d(Momv)o. 

Links steht das mit dt multiplizierte Moment M = p. a der be
schleunigenden Kraft in bezug auf 0, da dieses als Poinsotscher Vek
tor darstellbar ist, muB auch rechts yom Gleichheitszeichen ein gleich 
groBer und gleich gerichteter Vektor von gleichem Richtungssinn stehen. 
Wieso die in dt sk erfolgte Anderung rn· d (Mom v)o des mit rn multi
plizierten Momentes der Geschwindigkeit (beziiglich 0) diesen letzteren 
Vektor ergibt, sieht man wie folgt: Zur Abkiirzung nennen wir, wie 
friiher, die mit der Masse rn multiplizierte Geschwindigkeit v des ma
teriellen Punktes die BewegungsgroBe. Das Moment der Bewegungs
groBe rn·v·r, wo r den senkrechten Abstand zwischen 0 und der Rich
tung von v bedeutet, ist ein auf v und r senkrecht stehender Vektor 
B = rn . V· r; dieser hat sich in d t sk der GroBe und Richtung nach ge
andert, wen dies inzwischen mit v und r ebenfalls geschehen ist; der 
neue Vektor Bl ist von B unendlich wenig nach GroBe und Richtung 
verschieden. Die in d t erfolgte Anderung von B in Bl ist nach GroBe 
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und Richtung durch den Vektor dB dargestellt, der die Spitzen der 
Vektoren B und Bl verbindet. Dieser Vektorist nach obigem dem 
Vektor M· d t gleich, es ist also 

M.dt=d(mvr)= dB 

oder M=P.a=d(mvr) ( ) . dt........ 151 

oder mit v = r w, wo bei w die augenblickliche W inkelgesch windigkeit 
von r um 0 bedeutet: 

Das Moment der BewegungsgroBe B = m . v . t· = m . r2 . w in bezug 
auf 0 hat Foppl "Drall" genannt. J M·dt kann als Drehimpuls (Im
pulsmoment, Antriebmoment, nach Klein-Sommerfeld kurz Impuls) 
bezeichnet werden, im Unterschied vom Antrieb oder Verschiebungs. 
impuls J P . d t. 

Die letzte Gleichung enthalt den Satz: Das Moment der einen 
Massenpunkt m beschleunigenden Kraft in bezug auf einen 
beliebigen Pol ist gleich der nach der Zeit genommenen A b
leitung des Dralles, m. a. W. gleich der zeitlichen Anderung 
des Dralles: 

M=dB wo B=m.v.r=m.r2 .w . 
. dt' 

Der Satz wird erst bei der Untersuchung der Drehung eines Kor
pers von Nutzen; bei der geradlinigan Bewegung eines Massenpunktes 
ist er ohne jede Bedeutung. Denn hierbei ist in G1. (151) a=r und 

o 
Abb. 166a. 

die Gleichung reduziert sich auf das dy
namische Grundgesetz. Es muB mindestens 
eine krummlinige nicht kreisformige Be
wegung vorliegen, sonst verwendet man 
zweckmaBiger die eingangs genannten Hilfs
mittel. 

Die Planetenbewegung ist von der 
vorhin bezeichneten Art. Ein Planet wird 
vorzugsweise yom Sonnenzentrum ange
zogen; die Einfllisse der anderen Planeten 
konnen dagegen flirs erste vernachlassigt 

werden. Die beschleunigende Kraft ist einzig die stets durch den gleichen 
Punkt, das Zentrum, gehende Anziehungskraft. Nimmt man diesen 
Punkt als Momentenpunkt., so hat die Zentralkraft flir Ihn das Moment 
M = o. Flir diese ZentraJbewegung wird daher 

dBjdt=O; B =m·v·r= m·r2 ·w = konst. 

Betrachtet man zwei Lagen I und II des Planeten· mit den Geschwindig
keiten vl und v2 ' deren senkrechte Abstande vom Zentrum r l und r 2 

sind, so ist (vgl. hierzu Abb. 166a). 

oder 

B=mvlt'l =mv2 1"2=konst. 

vl·dt·rl =v2 ·dt· r 2 

~.dSl·1"l =~.ds2·r3· 
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Das sind die Flaeheninhalte der sehraffierten Sektoren. Bei jeder 
Zentralbewegung gilt daher der sog. Flaehensatz: Der vom An
ziehungs- oder AbstoBungszentrum zum bewegten Punkt 
fiihrende Fahrstrahl durehstreieht in gleiehen Zeiten gleiehe 
Flaehenraume. 

Nennt man den in 1 sk vom Fahrstrahl durehlaufenen Flaehen
inhalt die Flaehen- oder Sektorengesehwindigkeit, so lautet der Satz aueh: 

Bei der Zentralbewegung eines Punktes ist die Flaehen
oder Sektorengesehwindigkeit eines Fahrstrahles ko nstant. 
(2. Keplersehes Gesetz, s. S. 276.) Dieser Satz wurde in 181 auf an
derem Wege gefunden. 

§ 37. Del' schiele W uri. 

189. Bewegung eines schief geworfenen Korpers im leereD Raum. 
Ein seh werer materieller Punkt von der Masse m werde mit der An·· 
fangsgesehwindigkeit Vo unter dem Winkel ex 
gegen den Horizont hinausgeworfen, man solI 
die eintretende Bewegung bestimmen. 

+z 

Wir nehmen zum Ursprung eines reeht
winkligen Koordinatensystems den Ausgangs
punkt Ao des materiellen Punktes an (Abb.167), 
als xz-Ebene die Vertikalebene dureh vo' die Vo ~=--""'----'--""'-__ +=x 

I , 

x-Aehse horizontal, die .+ z-Aehse vertikal i /y 
aufwarts geriehtet. Alsdann ist unter Anwen- ~' 
dung der Mac Laurinsehen Methode bei ahn-
liehem V orgehen wie in 182: 

cl2 x 
m·-=O· 

cl t2 ' 

clx 
vx = dt=voeosex; 

x=voteosex; 

dy 
v =-=0' 

Y dt ' 

y=o; 

+y 

Abb. 167. 

Daraus ersehen wir, daB die Bew'egung ganz in der x z -Ebene, d. h. 
In der Vertikalebene dureh Vo vor sieh geht. 

Dureh Elimination von t ergibt sieh die Gleiehung der Bahn: 

1 x 2 

Z = X· tg a - - g. q o· 
2 vo~ cos-a 

Setzt man Vo 2 = 2 g h, so geht die letzte Gleiehung iiber In 

x2 
z=x·tga- ., 

4h eos- a 

Dies ist die Gleiehung einer Para bel Ao A' B mit vertikaler Aehse 
(Abb. 168). 

Bestimmen wir nunmehr die Lage des Kulminationspunktes A', 
d. h. des Seheitels der Parabel. Es ist: 

dz x 
dx = tg a - 2 h eos2 a = 0; 

. x 
sIna----· 

2h eosa' 
x=hsin2a, 
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damit wird 

woraus 

Um die Wurfweite AoB = w (Abb. 168) zu erhalten, setzen wir 
in der Parabelgleichung z = 0 und erhalten: 

+z 

tga- w . w = 2h. 2 sina· cosa= 2hsin 2a. 
- 4 hcos2 a' 

Die W urfweite ist also gleich 
der doppelten Abszisse des Kulmina
tionspunktes, was vorauszusehen war. 

Das Maximum der Rohe wird er
reicht, wenn sin a = 1, also a = 90°, 

TX das Maximum der Wurfweite da
'fi9!~*-----L----L---''---'~,=:"\-- gegen, wenn sin 2 a = 1; 2 a = 90°; 

Abb. 168. a=45°. 
Fiir die Bahngeschwindigkeit v 

erhltlt man: 

oder v2 =(vo cos a)2 + (vo sin a - gt)2 

= V02 cos2 a + V02 sin2 a + g2t2 - 2vo gt·sin a 

= V02 -+- gt(gt - 2vo sin a). 
Nun ist aber 

2z= 2t'ot sina - gt2, 

also v2 = V02 - g. 2z = 2g(h -: z); v =V2g(h -z). 

Dieses Resultat hlttte man einfacher mit Hilfe des Satzes von der 
Arbeit erhalten, der unmittelbar liefert: 

~mv2 -~mv02= -mgz; V2=V02 - 2gz. 

Die Geschwindigkeit ist also iq. jedem Punkte dieselbe, die eiil 
von der Rohe (h -:- z) herabfallender Korper erlangt. Die Geschwindig
keit wird am kleinsten, wenn z am groBten, also im Kulminations
punkt; fUr diesen ist: 

v= V2g (h - znwJ = V2g1~(1--=-sifi2 a) = cos aV2g1~ =vo cos a = vx ' 

Stellen wir uns jetzt die Aufgabe, den Winkel zu bestimmen, 
uuter dem der Korper geworfen werden muB, um einen gegebenen 
Punkt (x, z) zu erreichen. 

Die Gleichung der parabolischeu Bahn ist: 

x2 x2 

z=x tga--· ·=xtga- -(1 +tg2a), 4h cos2 a 4h 
daraus: 

tga=~~+1/41~~X2 +Q4hz = 2h + V4h2 ___ x2 4hz. 
x - $" x" x - x 
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1st 4 h2 > x 2 + 4 hz, so erhalt man zwei Richtungen fUr vo; ist 

dagegen 4 h 2 = x 2 + 4 hz, so ist nul' e in e moglich, wobei tg a = 2 h . 
x 

Wenn abel' 4h2 <x2 +4hz, dann ergibt sich kein Wert fiir tga. 
Die Gleichung 4 h2 = x2 + 4 hz odeI' x 2 = 4 h (h - z) ist diejenige einer 
Parabel, deren Achse vertikal, mit del' z-Achse zusammenfallt und 
deren Scheitel in del' Hohe h liber del' x-Achse gelegen ist. Liegt 
nun del' Punkt, del' getroffen werden solI, innerhalb diesel' Parabel, so 
gibt es fiir Vo zwei Richtungen, liegt er auf del' Parabel, so gibt es 
nul' eine; befindet es sich auBerhalb, so kann del' Punkt gar nicht 
erreicht werden. 

Schon oben haben wir den Satz von del' Arbeit angewendet und 
erhalten: 

!mv2 - !mvo2 = - mgz. 

In diesel' Gleichung kommt a nicht VOl', d. h. die unter ver
schiedenen Winkeln mit derselben Anfangsgeschwindigkeit Vo hinaus
geworfenen Korper haben in del' gleichen Hohe aIle dieselbe Ge
schwindigkeit. 

Uber den schiefen Wud mit Luftwiderstand vgl. C. Cranz, 
BaIlistik in del' Enzykl. d. math. Wiss., Mechanik, Teilbd. 3, und 
G. Hamel, Elem. Mechanik, S.114. 

§ 38. Bewegung eines materiellen Puuktes auf einer gekriimmten 
festen Bahnlinie. 

190. Bewegullg eines materiellen Punktes auf vorgeschriebener 
Bahn. Ullfreie oder gezwllllgelle Bewegung.· Bahnwiderstand. 
Zentrifugalkl'aft. Ein sehr allgemeines Bild einer gezwungenen Be
wegung gibt die Bewegung eines Eisenbahnwagens in einem schrauben
linienformig in einem Berg emporgefiihrten TunneL LiiBt man den 
Eisenbahnwagen zu einem Punkt zusammenschrumpfen, del' auf dem 
schraubenlinienfOrmigen Gleis hingleitet, wobei man sich das Gleis als 
starren Draht und den Massenpunkt durchbohrt und auf den Draht 
gesteckt vorstellen mag, so haben wir das, was wir die gezwungene 
odeI' unfreie Bewegung eines materiellen Punktes auf vol'geschriebener 
Bahn nennen. Ein sehr einfaches Beispiel diesel' Art, urn des sent willen 
wir uns librigens nicht eingehend mit del' gezwungenen Bewegung zu 
beschaftigen brauchten, bildet del' freie Fall auf del' schiefen Ebene. 

Unsere Absicht ist, die unfreie Bewegung des materiellen Punktes 
auf eine freie zurlickzuflihren, indem wir uns die Bahn (also den 
Draht) weggenommen denken und dafur die Kraft N an dem Punkt 
anbringen, die von del' Bahn auf ihn ausgelibt wurde. Diese von del' 
Bahn ausgehende Kraft, im Verein mit den auBerdem aktiv am Punkt 
tatigen Kriiften, erteilt dem Punkt die gleiche Bewegung, wie er sie 
auf del' vorgeschriebenen Bahn ausfiihrt. 

Wir mlissen nun libel' das, was hier Wirkung del' Bahn auf den 
Punkt und aktive Kraft genannt wurde, Klarheit erlangen. Dazu fassen 
wir einen einfachen Fall ins Auge, die widerstandsfl'eie Bewegung eines 
Punktes auf horizontalem Kreise. In del' Tangente wirke keine treibende 
Kraft und auch keine hemmende, also keine Reibung und kein Luft-
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widerstand. Er bewegt sich dann gleichfOrmig im Kreise herum, und 
1 erner kann zwischen· dem materiellen Punkt und der Bahn nur eine 
f,enkrecht auf der Bahn stehende Kraft N iibertragen werden. 

Nunmehr werde der Massenpunkt "frei gemacht". Der an der 
Beriihrungsstelle vorhanden gewesene Druckzustand wird nach dem 
Gegenwirkungsprinzip durch Kraft N am Massenpunkt und Gegen
kraft Nl = N an der Kreisbahn (Draht) dargestellt, wobei Nl senk
recht zur Kreisbahn, aber schief zur Kreisflache steht. Man kann Nl 
den Bahndruck und N den Bahnwiderstand nennen. Nl sei nach 
der Kreisebene und senkrecht dazu in die Komponenten C1 und Dl 
zerlegt, N ebenso in C und D, wobei C1 = C und Dl = D. Am Massen
punkt greift auBer der Bahnwirkung N (bzw. den Komponenten C und 
D) das Eigengewicht Gals Last oder eingepragte Kraft an, die den 
frei beweglichen Massenpunkt beschleunigen oder verzogern wiirde. 

In del' Normalebene zur Bahn befindet sich der Punkt in Ruhe. 
wei! seine Beweglichkeit in diesel' Ebene durch das Vorhandensein 
der Bahn verhindert wird. Wegen des vertikalen Gleichgewichtes ist 
D = G, daher auch Dl = G. Die Komponente D des Bahnwider
standes N ist also nach 62 als statischer Widerstand odeI' Reaktion 
anzusehen. 

FaBt man dagegen die Bewegung des Punktes in der horizontalen 
Kreisebene ins Auge, so dad er nicht als im Gleicbgewicht befindlich 
angesehen werden; das ware nul' statthaft, wenn er sich nach dem 
Tragheitsprinzip in der Horizontalebene gleichformig und geradlinig 
bewegte. Die andauernde Ablenkung aus der Geraden in die Kreis· 
bahn ist der andauernden Wirkung einer gegen den Kriimmung~mittel
punkt der Bahn hin gerichteten ablenkenden Kraft, del' sog. Zen tri
petalkraft (177) C=mv2 /r=mrw2 zuzuschreiben. Die zweite Kom
ponente C des Bahnwiderstandes N ist also gegeniiber D von ganz 
verschiedener Art. Sie ist eine aktive dynamische Kraft, die ablenkende 
Zentripetalkraft. Sie ist durchaus keine statische Reaktion seitens der 
Bahn, die durch Wegnahme eines Freiheit~grades der Bewegung her
vorgerufen wiirde. Der auf vorgeschriebener Bahn sich bewegende 
Punkt hat einen· Freiheitsgrad, gleichviel ob die Bahn gerade oder 
krumm ist. Die Zentripetal)naft hat also mit del' Einschrankung der 
Beweglichkeit nichts zu tun. 

DaB del' Teil C der Bahnwirkung tatsachlich als eine aktive Kraft 
anzusehen ist, wollen wir uns an einem weiteren Beispiel klar machen. 
Erteilt man einem kleinen Eisenbahnwagen, mit dem die Kinder spiel en, 
auf der ebenen Tischplatte eine Geschwindigkeit und sucht ihn mit del' 
Hand zu einer Kreisbewegung zu zwingen, so muB man stets gleich 
stark auf die Seite des Wagens driicken; man ersetzt dadurch die Wir
kung piner Kurvenschiene, indem man ak ti v mit del' Hand, genau wie 
das seitens der Schiene geschieht, die Zentripetaikraft ausiibt. 

Die Zentripetalkraft C und der senkrechte Bahnwiderstand D (bzw. 
die Resultante N der beiden) und das Eigengewicht G sind die ein
zigen wirklichen Krafte am Massenpunkt. Sie sind nicht im Gleich
gewicht, da der Massenpunkt auch nicht im Gleichgewicht ist. Ihre 
GroBe ist durch das Vorangehende bestimmt, ebenso die an del' Bahn 
wirkenden Krafte C1 = C und Dl = D bzw. deren Resuitantc Nl = N. 
Gleichgewicht besteht hierbei nul' beziiglich del' Vertikalkomponenten. 
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Dem Gesagten zufolge besteht die Bahnwirkung am Massenpunkt 
in dem senkrecht auf der Bahn stehenden Bahnwiderstand N. Der 
Bahnwiderstand N und die in die Normalebene zur Bahn fallende 
Resultante der Lasten ergeben zu einer Resultanten vereinigt die 
Zentripetalkraft. (Fall einer nicht in der N ormalebene gelegenen Re
suIt ante del' Lasten s. unten.) Eine weitere Kraft ist nicht in Wirksamkeit 
und die Einfiihrung einer solchen grundsatzlich auch nicht erforderlich. 

Es ist nun iiblich geworden zu sagen, der Massenpunkt auBere 
bei seiner krumm~inigen Bewegung eine Zentrifugalkraft, diese be
laste die Bahn und ii berdies die Zentrif ugalkraft sei mit den Lasten 
und dem Bahnwiderstand im Gleichgewicht. Es sei darauf hinge wiesen, 
daB \Venn man in dem soeben besprochenen Fall die Zentripetalkraft 
umkehrt und Zentrifugalkraft neunt, die Lasten, der Bahnwiderstand 
und die Zentrifugalkraft ein Gleichgewichtssystem bilden. 

Diese Ausdrucksweise hat folgende Herkunft. D' Alembert hat es 
fiir zweckmaBig befunden, fUr den nicht im Gleichgewicht befindlichen 
Punkt nach dem Vorgang in der Statik, Gleichgewichtsbedingungen an
zuschieiben. Er setzt den Punkt kiinstlich ins Gleichgewicht, indem 
er zu den tatsachlich am Massenpunkt angreifenden Kraften, dem Bahn
widerstand N und del' Last G, eine in Wirklichkeit gar nicht vor
handene Scheinkraft oder fingierte Kraft, die Zentrifugalkraft 
Z = m r w2 , vom Massenpunkt zentrifugal, d. h. in der Richtung des 
Kriimmungshalbmessers und vom Kriimmungsmittelpunkt weggerichtet, 
an dem freigemachten Massenpunkt hinzufiigt. Dann sagt er: Die 
wirklichen Krafte N und G und die Zentrifugalkraft seien im Gleich
gewicht, woraus der Bahnwiderstand N bzw. seine Komponenten D und 
o berechnet werden konnen, namlich im vorliegenden FaIle: 

D=G und 0=Z=mrw2 • 

1m Laufe der Zeit scheint man vielfach verges sen zu haben, daB 
die Zentrifugalkraft gar nicht existiert, sondern nur eine aus Zweck
maBigkeitsgriinden hinzugefUgte Scheinkraft ist, urn dem Bahnwider
stand wie eine statische Reaktion aus einer Gleichgewichtsbedingung 
berechnen zu konnen. 

Es ist durchaus falsch, die Zentrifugalkraft als einetatsachlich 
am Massenpunkt angreifende Kraft anzusehen. Eine tatsachliche Kraft 
von gleicher GroBe und entgegengesetztem Sinne wie die Zentripetal
kraft, etwa mittels Seilzug am Massenpunkt angebracht, wiirde die 
letztere aufheben und ein wirkIiches Gleichgewicht herbeifiihren. Del' 
Punkt konnte sich dabei niemals im Kreise bewegen. Fiigt man da
gegen nm in Gedanken ·die Zentrifugalkraft als eine. Scheinkraft del' 
aktiven Zentripetalkraft hinzu, so sind die Krafte zwar im Gleich
gewicht, wenigstens scheinbar, nicht aber der Massenpunkt; dieser fiihrt 
unter dem Zwang del' Bahn die Kreisbewegung aus. Die von der 
Bahn ausgehende Zentripetalkraft ist daher schon zutreffend eine dyna
mische Zwangskraft genannt worden. 

Auch die Komponente 01 des Bahndruckes darf streng genommen 
nicht als ZentrifugaIkraft angesprochen werden. Gt ist nur die Gegen
kraft der tatsachlichen Zentripetalkraft 0 und die Kraft 0 und die 
Gegenkraft 01 sind im Grunde dasselbe, nur infolge des "Freimachens" 
erscheinen sie als zwei Krafte mit entgegengesetztem Pfeil. 
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Die Zentrifugalkraft ist durch die obigen Darlegungen geniigend 
deutlich als Scheinkraft gekennzeichnet. Bei Festigkeitsrechnungen 
pflegt man die Zentrifugalkraft als eine tatsachlich an der abgelenkten 
Masse angreifende Kraft aufzufassen und das ist auch durchaus zweck
maBig. Man sagt z. B., der Faden, an dem eine Masse im Kreis her
umgeschwungen wird, werde durch die Zentrifugalkraft gespannt, das 
Eisenbahngleis werde in der Kurve von der Zentrifugalkraft der durch
fahrenden Wagen beansprucnt. Wird nach del' Beanspruchung eines 
Schwungrades gefragt, so bringt man an jedem Massenelement m die 
Zentrifugalkraft m r w'J an und es ist als ob die Zentrifugalkrafte wie 
eine auBere Belastung an dem Rade wirkten und die inneren Kr1ifte 
im Werkstoff hervorriefen; vgl. das Beispiel am SchluB dieses Ab
schnitts. DaB umgekehrt die Festigkeit des Werkstoffes und der Zu
sammenhang des Werkstoffes im Radkorper die aktive Zentrifugal
kraft liefern und die Kreisbewegung der Teilchen erzwingen, laBt sich 
leicht einsehen. Trotzdem ist die erstere Auffassungsweise bequem, nur 
darf sie nicht dazu verIiihrE3n, die Zentrifugalkraft fiir eine wirkliche 
Kraft zu halten. . 

Dberdies muB dem, der es Iiir richtig hielte, die Komponente 01 
des Bahndruckes Zentrifugalkraft zu nennen, entgegengehalten werden, 
daB dann die Zentrifugalkraft nicht am abgelenkten Korper angreifen 
wiirde und man nicht vom Gleicbgewicht von Kraften, die an ver
s chi e den e n Korpern angreifen, sprechen dad. 

Die Zentrifugalkraft ist nur eine besondere Art des sog. Trag
heitswiderstandes, von dem genau das gleiche gilt, was iiber die Zentri
fugalkraft gesagt worden ist. Auch die sog. zusammengesetzte Zentri
fugalkraft, del' wir bei del' Relativbew'egung unter Drehung des Ko
ordinatensystems begegnen werden, gehort dazu. 

Was vorhin iiber den einfachen Fall einer gezwungenen Kreis
bewegung gesagt wurde, laBt sich sinngemaB auf die gezwungene Be
wegung eines Massenpunktes in einer Raumkurve iibertragen. Der 
betrachtete Kreis ist hierbei der Kriimmungskreis der Raumkurve, die 
Kreisebene die Schmiegungsebene. Samtliche oben angestellten Db~r
legungen sind im iibrigen genau zu wiederholen. 

Das D'Alembertsche Prinzip gestattet, das Gesagte kurz wie 
folgt auszudriicken: Fiigt man dem frei gemachten Massen
punkt zu den tatsachlichen KrMten (Lasten, N ormalwider
stand N der Bahn) die Zentrifugalkraft als Scheinkraft 
hinzu, so konnen die Krafte als im Gleichgewicht befindlich 
behandelt werden. 

Eine langs der Bahn wirkende aktive' Kraft ist bis jetzt noch 
nicht beriicksichtigt. Wir holen dies nacho Der materielle Punkt be
wege sich wie in dem eingangs erwahnten Beispiel in einer Schrauben
linie mit vertikaler Achse. An dem frei gemachten Massenpunkt greifen 
sein Eigengewicht und del' Normalwiderstand del' Bahn als tatsachliche 
Krafte an. Es konnen abel' auBerdem an ihm weitere aktive Kriifte 
in Richtung der Bahntangente wirken, beschleunigend etwa del' Zug 
einer Lokomotive odeI' eines im Wagen bE'findlichen Motors (Adhasions
kraft), verzogernd del' Luftwiderstand odeI' die Bewegungsreibung zwi
schen Massenpunkt und Bahn. AIle am materiellen Punkt angreifenden 
tatsachlichen Krafte kann man nun zu einer Resultanten vereinigen, 
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es ergibt sich die von fruher her bekannte Bewhleunigungskraft R, die 
in der Schmiegungsebene der Bahn gelegen ist; unter ihrem EinfluB 
findet die krummlinige Bewegung statt, Senkrecht zur Schmiegungs
ebene ist keine Bewegungsmoglichkeit vorhanden, die statische Re'aktion 
der Bahn laBt keine Bewegung und keine Beschleunigungskomponente 
senkrecht zur Schmiegungsebene zustande kommen; in dieser Richtung 
herrscht Gleicbgewicht, Die resultierende Bescbleunigungskraft kann 
man aber durch ibre ebenfalls in der Scbmiegungsebene gelegenen 
Komponenten, die Zentripetalkraft und die Tangentialkraft ersetzen, 
und wenn man jetzt noch die entgegengesetzte Tangentialkraft 
- m' (d v I d t) und die Zentrifugalkraft (als Scbeinkrafte) hinzugefiigt, so 
darf man aucb die in der Schmiegungsebene gelegenen Krafte als im 
Gleichgewicbt befindlicb ansehen, und man erbalt scblieBlich folgende 
allgemeine Regel zur Untersucbung einer gezwungenen Bewegung 
(D' Alem bertsches Prinzip): 

Fugt man an einem krummlinig bewegten Massenpunkt 
zu den tatsacblich an dies em angreifenden Kraften (war unter 
auch der N ormalwiderstand der Babn ist) noch die entgegen
gesetzte Tangentialkraft und die Zentrifugalkraft hinzu, so 
durfen samtlicbe Krafte als ein Gleichgewicbtssystem an
geseben werden, und es liefern die Gleicbgewichtsbedin
gungen die zur Bestimm ung der Bewegung des materiellen 
Punktes und des Normalwiderstandes der Babn erforder
lichen Gleichungen. 

Aucb bei der Untersucbung einer gezwungenen Bewegung kann 
der Satz von der Arbeit (und seltener auch der Satz vom Antrieb 
del' Tangentialkrafte) mit Vorteil verwendet werden. Die senkrecht 
zur Scbmiegungsebene der Babn tatigen Komponenten del' Krafte oder 
Widerstande leisten keine A,rbeit, weil der materielle Punkt in dieser 
Richtung keinen Weg zuriicklegt. Bezuglich der in der Schmiegungs
ebene tatigen Krafte und besonders beziiglich der Tangentialkrafte gilt 
dasselbe, was fiir eine krummlinige Bewegung in 187 ausfiibrlicb dar
gelegt 1st. 

Beipiel: Die Spannung in einem frei rotierenden Ring anzugeben. y [kg/em3] 

Raumgewieht; f [q em 1 Kranzquersehnitt; r [em 1 mittlerer Halbmesser des Schwung
rings; v=r·()) ~em/skl Geschwindigkeit im Umfang 2rn. QuersehnittshOhe klein 
im Vergleieh zum Halbmesser r. 

Ein Ringelement von der Lange r·clcp hat die Masse r·clcpIy/IOO g, also 
die Zentrifugalkraft dZ = r.dcpIyv·/l00·g·r. An dem Ringelement (Abb. 1I5a) 
greifen die Zentrifugalkraft d Z = d N radial aUBwarts und ferner tangential die 
Spannkrafte S = f- (J an, wenn (J die auf 1 [qem] entfallende innere Normal kraft, 
die sog. Normalspannung bedeutet. Man nennt sie im vorJiegenden FaIle die 
Fliehspannung. An dem Ringe;ement sind die tatsaehlichen Krafte, hier nur die 
Fliehspannkriifte S, und die Zentrifugalkraft nach d'Alembert als im Gleich
gewieht befindlieh anzusehen; in radialer Riehtung ist 

clN = S· cl cp f-y. clcp ·v2 /100 9 = f-(J' clcp 

(J = )"'!i2 = [_'7L .. 3.Q002_ _ 66 1 kglqcm] 
100'g 1000 1UO.9,81 - , J 

(eiserner Ring mit spezifisehem Gewieht 7,8 und 30 m/sk Umfangs
geschwindigkeit). 

Demnach ist die Fliehspannung vom Ringhalbmesser unabhiingig und nul' 
dur?h daB Raumgewieht del' bewegten Masse und deren Umfangsgesehwindigkeit 
bedmgt. 

Antenrieth-EnAslin, Mechanik. 3. Ann. 19 
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§ 39. Beispiele von Bewegungen materieller Punkte 
auf vorgeschriebenen Bahnlinien bei fehlenden Tangential

widerstanden. 
191. Zwanglanfige Bewegung eines schwel'en matel'iellen 

Punktes in einem vel'tikalen Kreise. Wir wollen annehmen, daB es 

AU 
sich um die Bewegung einer kleinen durch
bohrten, als materiellen Punkt anzusehenden 
Kugel handle, die auf einem sie durchdringen
den, kreisformig gebogenen starren Draht ohne 
Reibung hin- und hergleiten konne. Dabei 
sei das Eigengewicht m 9 del' Kugel die einzige 
treibende Kraft. AuBel'· mg wirkt dann nur 
noch del' Normalwiderstand N del' Bahn tat
sachlich am materiellen Punkt. 

Bezeichnet in Abb. 169 del' in del' Tiefe "0 
unter dem horizontalen Durchmesser gelegene 
Punkt Ao die Ausgangsstelle des materiellen 
Punktes m 

Vo die Anfangsgeschwindigkeit in Ao 

und v die Geschwindigkeit des materiellen Punktes in dem Bahn
punkte A, der sich in del' Tiefe z unter dem horizontalen 
Durchmesser befindet, 

dann hat man nach dem Satz von del' Arbeit: 

1. m v2 - 1. m v 2 = m 9 (z - z ) 2 2 0 0 

v2 = V02 + 2 9 (z - zo)' 
Die Geschwindigkeit nimmt also zu, wenn z zunimmt. 1m tiefsten 

Punkt A'des Kreises ist z am groBten = r, dort ist daher auch die 
Geschwindigkeit am groBten, im hochsten Punkte A" del' Bahn dagegen, 
wo z = - r, ist v am kleinsten. DemgemaB erhalt man 

vmax = 1"vo 2 + 2g(r - Zo); V",in = 1"V02""': 2g(r + Zo)· 

Suchen wir nunmehr denjenigen Wert del' Anfangsgeschwindigkeit 
Vo zu ermitteln, bei dem del' materielle Punkt bis zum hochsten Punkt 
A" des Kreises aufsteigt. 

Wir setzen 
vmin = 0 und erhalten Vo = 1"2g(r + zo)· 

Bei diesel' Anfangsgeschwindigkeit wiirde indessen del' materieIle 
Punkt in A" liegen bleiben. SoIl nun del' Kreis voIlstandig durchlaufen 
werden, so muB vo > V 2 g (r + z) sein. 1st alsdann del' materielle Punkt 
wieder in seinem Ausgangspunkt Ao angelangt, so hat er auch wieder 
die Geschwindigkeit vo erlangt, denn flir den Punkt Ao crgibt sich die 
Geschwindigkeit v aus 

v2 = V 02 + 2g(zo - zo) = V 02• 

Von Ao an beginnt daher von neuem die gleiche Bewegung wie 
ZUYOl'. 
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Jetzt wollen wir auch den Normaldruck N im Punkt A bestimmen, 
den die Bahn von seiten des bewegten materiellen Punktes ·erfahrt. Zu 
dem Ende machen wir den materiellen Punkt frei, indem wir an dem
selben den Normalwiderstand W der Bahn, gleich und direkt entgegen
gesetzb N, anbringen. Die am frei gemachten materiellen Punkte tat
sachlich wirkenden Krafte sind nunmehr Eigengewicht mg und Normal
widerstand W der Bahn. (Die Zentrifugalkraft wirkt, wie oben aus
einandergesetzt wurde, nicht am materielleu Punkte m.) Das Ge
wicht mg und der Bahnwiderstand W zu einer Resultanten zusammen
gesetzt ergeben daher die Beschleunigungskraft des materiellen 
Punktes m, womit 

mv2 
Zentripetalkraft -- = N - mg· cos cp 

r 
. mv2 

und N = my cos cp + -- wird. 
r 

Die aufgestellten Gleichungen fiir v und W wiirde man auch er
halten haben, wenn man entsprechend dem Prinzip von d'Alembert 
zu den am materiellen Punkt tatsachlich wirkenden Kraften mg und 
N noch die entgegengesetzte Tangentialkraft m· dv/dt und die Zentri
fugalkraft mv2 jr hinzugefiigt und damit das Gleichgewicht des mate
riellen Punktes herbeigefiihrt hiitte. Es waren dann die Gleichgewichts
bedingungen gewesen 

und 

oder 

mv'.l 
N = mg·coscp +-r 

dv. d' d m· dt =mg,slllcp, woraus V=gSlllcp' t, 

vd'l) = g. t·sin cp. dt= g.ds·sin cp = g·dz; 

11 • 

Jvdv=Jgdz; ~V'.l_~V02 =g(z- zo)' 
1'0 1'0 

v'.l = V '.l --l- 2g(z - z ) o I 0 ' 

die oben erhaltene Gleichung fiir v. 
Der Druck, den die Bahn von seiten des bewegten materiellen 

Punktes m erfahrt, ist gleich und direkt entgegengesetzt N, man hat 
deshalb auch fiir diesen Druck: 

mv2 
N' = N = mg cos cp + -, 

r 

eine GlE'ichung, die den EinfluB der Zentrifugalkraft auf den Normal
druck N' der Bahn erkennen liiBt. 

Setzt man cos cp = ~ und fiir v den in z ausgedriickten Wert, so 
l' 

erhalt man 
z m [ ] mg mvo 2 

N=mg.--+- vo2 +2g(z-zo) =-(3z-2zo)+ --. 
r' r r r 

Daraus geht hervor, daB auch N mit z zu- und abnimmt. Dem
gemaB tritt das Maximum von N im tiefsten Punkte A' der Bahn ein 

19* 
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und das Minimiml im hochsten Punkte A", und zwar wird 

mvo'.l mg 
N. =----·-(3r+2z). m". l' r 0 

Setzen wir fUr vo'.l denjenigen Wert, bei dem der materiel1e Punkt 
gerade noch den hochsten Punkt L." des Kreises erreicht, namlich 

vo'.l = 2g(r + zo), 
so ergibt sich 

Nmi,,=-mg. 

Der Gegendruck der Bahnlinie ist also in A" von innen nach auBen 
gerichtet. 

192. Das mathematische Pendel. Die Bewegung eines materiellen 
Punktes in einem vertikalen KreiSEl kann auch dadurch bewerkstelligt 
werden, daB man ihn mit dem einen Ende aines Fadens von der Lange 
r verbunden sich denkt, dessen anderes Ende festgehalten ist. Eine 
derartige Vorrichtung nennt man ein Pendel und zwar ein einfaches 
oder mathematisches. 

An Stelle des Normalwiderstandes der kreisformigen Bahn tritt bei 
dem Pen del die Fadenspannung S. SolI nun der materielle Punkt den 
Kreis vollstandig beschreiben, wobei der Faden stets gespannt sElin muB, 
so darf die Fadenspannung S = N nie negativ werden. Setzen wir 
daher 

dann wird 
vo=Y3gr-+2gzo' 

So groB muB also die Anfangsgeschwindigkeit in A 0 zum mindesten 
sein, wenn der Faden stets gespannt bleiben und der materielle Punkt 
vollstandig den Kreis durchlaufen solI. Mit diesem Wert von Vo er
gibt sich -

vmax=V5gr und N max =6mg. 

Geht der materielle Punkt in Ao (Abb. 170) von der Ruhe aus, 
so ist 

Es kann also z nicht kleiner als Zo werden. Fiir z = Zo ist v = O. 
Der materielle Punkt in A 0 von der Ruhe ausgehend, erreicht im tiefsten 
Punkte A'der Bahn seine groBte Geschwindigkeit, erhebt sich hierauf 
!LUf der anderen Seite wieder bis zu dem symmetrisch mit Ao in der 
fiefe Zo unter dem horizontalen Durchmesser gelegenen Punkte Bo' um 
,ich sodann in dar gleichen Weise von Bo bis Ao zuriickzubewegen. 
Der materielle Punkt fiihrt also Schwingungen aus, die sich fort
wahrend wiederholen. 1st derselbe vom Grenzpunkt Ao bis zum anderen 
~egeniiberliegenden Grenzpunkte Bo gelangt, so hat er €line Schwingung 
vollendet. Dabei nennt man den Winkel AoOAl = IX den A usschlag
)der Elongationswinkel des Pendels. 
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Fur ein Pendel, das in der angedeuteten Weise hin und her schwingt, 
oszilliert, hahen wir also 

ds 
v=-d = ± V2g(z-zo); t . 

wobei, wenn die + s auf der Bahnkurve von Ao aus gegen Bo gemessen 
werden, in dem Ausdruck fur dt das +-Zeichen flir den Hingang, das 
- -Zeichen fur den Ruckgang des materiellen Punktes gilt. lndem wir 
uns auf das + -Zeichen bes0hranken uncI 

ds=-rdcp 

setzen, weil fur em positives ds der Winkel cp um dcp ahnimmt, er
halten wir: 

d t = - 11 f· V 2 ~~s (:~ 2 c~~ cc 

nnd t~-V~IV2~~~'-~ 
a 

ein elliptisches Integral; das mittels Reihenent
wicklung naherungsweise berechnet werden kann, 
nachdem es auf die sog. Legendresche Normal
form gebracht ist (vgl. Foppl, Mechanik IV, 
§ 12. Hamel, Mechanik, S.147). 

Da· bekanntlich 
cp2 cpt cp6 

cos cp = 1 - 2t + 4! - 6! + ... , 

so kann man fUr kleine Werte von cc und cp setzen. 

Damit wird 

cx2 
coscx= 1-- und 

2 

rp2 
coscp=l- -. 

2 

mg 

Abb. 170. 

Die Schwingungsdauer T eines mathematischen Pendels von der 
Lange list daher unter der Voraussetzung kleiner Ausschlagwinkel 
hzw. Schwingungsweiten 

,~-V; (arc 'in :r-~ V; (arOffin :f n V~· 
rp= (I. -(I. 

Damit zeigt sich die Schwingungsdauer T des Pendels unabhangig 
von der Sch wingungsweite. Setzt man T = 1, d. h. gleich l' Sekunde. 
so erhalt man . 

l == fL.; = 0,994111. 
n-
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Die Lange des Sekundenpendels ist also nahezu = 1 m. Die 
genauesten Werte von g erhalt man aus Pendelversuchen. 

193. ZwangHiufige Bewegung eines schweren materiellen Punktes 
auf einer in einer Vertikalebene gelegenen beUebigen Kurve. Es sei 
AoAlA2As (Abb. 171) das Langenprofil eines auf einer festen Unterlage 
ruhenden Gleises, auf dem der von Ao ohne Anfangsgeschwindigkeit 
ausgehende materielle Punkt m sich zu bewegen hat. Dabei sei das 
Eigengewicht mg die einzige den materiellen Punkt angreifende treibende 
Kraft und ein l.'angentialwiderstand nicht vorhanden. Um die Ge
schwindigkeit v in dem in der Tiefe z unter der Horizontalen durch 
Ao gelegenen Punkte A zu erhalten, wenden wir den Satz von der 
Arbeit an. Derselbe liefert. 

Diesel' Ausdruck fUr v zeigt, daB die Geschwindigkeit des mate
riellen Punktes von Ao bis Al zunimmt, in Al einen graBten Wert er

Abb. 171. 

reicht, von Al gegen A2 hin 
wieder abnimmt, in A2 einen 
kleinsten Wert annimmt, hierauf 
wieder graBer und graBer wird. 
Ebenso geht aus der Gleichung 
fiir v hervor, daB die Geschwin
digkeit v in allen Punkten der 
Bahn, die in der gleichen 
Tiefe z unter der Horizontalen 
durch Ao' also in einer und der
selben Horizontalen sich befin-
den, densel ben Wert besitzt. 

Um nun auch den Normalwiderstand N del' Bahn zu erhalten, der 
III A an dem materiellen Punkte sich geltend macht, setzen wir den 
letzteren ins Gleichgewicht durch Anbringen der entgegengesetzten Tan
gentialkraft rn· (dv! d t) und der Zentrifugalkraft mv2 j e, alsdann ergibt 
das Gleichgewicht, wenn man den von der Cnterlage hinweg gerich
teten Widerstand N der Bahn positiv setzt, in dem Teil der Bahnlinie, 
derseine konkave Seite nach oben kehrt, 

mv2 
N - mgcoscp - -~--= 0; 

e 
. mv2 ( 2Z) N=mgcoscp+-"e-=m g cosCP+--e- . 

In dem Teil dagegen, dessen konkave Seite nach unten gekehrt 
ist, hat man 

N-mgcoscp+ mev
2 =0; N=mg(coscp-~~) 

und im Wendepunkt der Bahnlinie, woselbst e = (Xl 

N = mg· cos cp. 

1m erstgenannten Teil der Bahnlinie ist N stets positiv, d. h. nach 
auBen gerichtet, im anderen Teil der Bahnlinie kann N auch negativ 
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werden. In diesem FaIle miiBte die feste Bahnlinie auf den beW'egten 
materiellen Punkte einen nach innen gerichteten Gegendruck ausiiben. 
Wenn es sich aberumeinen auf einem Gleise vom LangenprofilAOA1A\lAS 

sich bewegenden Wagen handelt, so kann N nur nach auBen gerichtet, 
also positiv sein, ein negatives N wiirde andeuten, daB der Wagen 
an der betreffenden Stelle der Bahn auf das Gleis herabgezogen 
werden miiBte, wean der Wagen seine Unterlage· nicht verlassen sollte. 
Dies ist aber nicht moglich. Es wird also, falls von einem gewissen 
Punkt B der Bahulinie an sich bei der Weiterbewegung des materiellen 
Punktes m der Bahnwiderstand N negativ herausstellt, der als mate
rieller Punkt aufgefaBte Wagen in B seine Unterlage verlassen und 
sich hierauf wie ein geworfener Korper in parabolischer Bahn fortbe
wegen. 

Zur Bestimmung der Lage des erwahnl:en Punktes B setzen wir 
in der Gleichung 

N = mg (cos cp - 2eZ) 

N = 0 und erhalten damit 
2z 

coscp=-. 
e 

Aus dieser Gleichung laBt sich im einzelnen FaIle mit Hilfe der 
Gleichung der Bahnlinie die L!1ge des Punktes B bcstimmen. 

SoIl der Wagen stets auf dem Gleise bleiben, also N stets positiv 

sein, so dad an keiner Stelle der Bahn der Quotient 2 z > cos cp und 
e 

damit auch mit Riicksicht darauf, daB der groBte Wert von cos cp gleich 
1 ist, 2 z niemals groBer als e sein. 

1~4. Bewegung sines schwel'en materiellen Punktes in einem 
borizontalen Kreis. Wir nehmen zunachst an, daB der materielle Punkt 
in einer engen, kreisformig gebogenen Rohre 
[st die gegebene Anfangsgeschwindigkeit 
im Ausgangspunkte Ao der Bewegung 
= Vo und im Punkte A = v, so ergibt 
der Satz von der Arbeit mit Riicksicht 
darauf, daB die beiden tatsachlich am 
matericllan Punkte wirkenden Krafte mg 
ilnd N, unter N wieder den Gegendruck 
der Bahn verstanden, normal auf der 
Bahnlinie stehen: 

woraus 

Der materielle Punkt bewegt sich also 
mit der konstanten Geschwindigkeit vo 
in der kreisformigen horizontalen Robre. 
Dabei ergibt sich die Umlaufszeit '/: aua 
2rn!,/:=vQ 

ohne Reibung sich bewege. 

a 

Ahh.172. 
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Will man jetzt auch den Bahnwiderstand N haben (Abb.172, S. 295), 
so wird man den materiellen Punkt durch Anbringung del' Zentrifugal
kraft mv2/r ins Gleichgewicht setzen, worau£ die Gleichgewichtsbedingungen 

N·cos rp = my und 
mv 2 

N· sin rp = -~o~ 
r 

den gesuchten Widerstand N nach GroBe und Richtung ergeben. Was 
die letztere betrifft, so erhiHt man aus den beiden letzten Gleichungen 

mv 2 v 2 

tg rp = r.::g = rOg' 

195. Konisches PendeI. Die Bewegung des materiellen Punktes 
in dem vorgeschriebenen horizontalen Kreis vom Halbmeser l' liiBt sich 
auch dadurch bewerkstelligen, daB man den materiellen Punkt mittels 
eines Fadens A C (Abb. 172) an den Punkt C der durch den Kreismittel
punkt 0 gehenden Vertikalen befestigt, wobei 

r2 g 
OO=1'cotgrp=-o, vo" 

und hierauf dem materiellen Punkt tangentiell zum vorgeschriebenen 
Kreis die Geschwindigkeit Vo erteilt. Del' materielle Punkt wird aIsdann 
mit del' Geschwindigkeit Vo den horizontalen Kreis vom Halbmesser r 
beschreiben. An Stelle des stets durch den Punkt C gehenden Bahn
widerstandes N tritt jetzt eben die Spannung S des Fadens. 

Das auf diese Weise erhaltene Pendel wird konisches Pendel ge
nannt, weil del' Faden bei der Bewegung des materiellen Punktes eine 
Kegelflache beschreibt. 

196. Uberhohung des auBeren Schienenstranges in einer Eisen-
bahnkurve. 1st (Abb.173) 

v die in Betracht kommende Geschwindigkeit des Bahnzuges, 
r der Halbmesser del' kreisformigen Bahnlinie, 
e die Entfernung del' beiden Schienenstrange, von M:itte zu M:itte 

gemessen, und 
z die Oberhohung des auBeren Schienenstranges, 

so erhalt man, wenn del' Druck N' del' Eisenbahnwagen auf das Gleis 

Abb. 173. 

normal zu letzterem gerichtet sein soIl, 
fUr den Winkel von N' mit der Vertikalen 

v2 
tgrp=

rg 

und fUr die gesuchte Uberhohung 

ev2 
z = e· sin rp = e· tg rp = - , 

rg 

sofern rp wie moist III Wirklichkeit ein kleiner Winkel ist. 
Die gerade Gleisstrecke ist eben, die Kurvenstrecke schrag; beide werden 

durch einen Dbergangsbogen ineinander ubergefuhrt, indem sawohl del' Krum
mungshalbmesser von (! = 00 bis (! = r allmahlich vermindert, als auch die 
Horizontallage des Gleises allmahlich in die Schriiglage veriindert witd. Der Dber
gang muG urn so mnfter gem(lcht werden, je haher die Fahrgeschwindigkeit ist. 
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197. Bewegung eines schweren materiellen Punktes in del' 
Zykloide. Es sei (Abb. 174) del' Punkt .Ao del' Zykloide die Ausgangs
stelle des unter Einwirkung seines Eigengewichtes ohne Anfangsge
schwindigkeit auf del' Zy kloide sich abwarts bewegenden materiellen 
Punktes m; v die Geschwindigkeit des letzteren in A, dann hat man, 
wenn ein tangentieller W iderstand nicht zu beriicksichtigen ist: 

~1nV2=1ng(ZO--Z); v=V2g(zo-z). 

Aus diesel' Gleichung fUr v ersehen wir, daB die Geschwindigkeit 
des materiellen Punktes mit abnehmendem z zunimmt, also im tiefsten 
Punkte A'der Bahn, wo z = 0, am groBten wird. Vermoge del' in A' 
erJangten Geschwindigkeit geht del' 
materielle Punkt wei tel' in del' Zy- +z 
kloide und erhebt sich wieder bis zu 
einem Punkt Bo. del' mit dem Aus
gangspunkt Ao in derselben Rohe 
liegt. tJberhaupt ist ja in den Bahn
punk ten von gleicher Rohenlage die 
Geschwindigkeit die gleiche. Dem
gemaB werden dann auch die sym
metrisch zu del' Vertikalen durch A' 
gelegenen Elemente del' Zykloide vom 
materiellen Punkt in gleichen Zeit-

IJ 

Abb. 174. 

raumen dt durchlaufen, woraus folgt, daB del' materielle Punkt die
selbe Zeit braucht, urn von A' bis Bo zu kommen, wie von .Ao bis A'. 

Aus 

ergibt sich 

ds ~~--~ 
V= a:t= ± V2g(zo -z) 

+ ds 
dt=~-=------

V2g-(zo - Z)' 

wobei das + -Zeichen fUr die Bewegung Ao bis Bo gilt. 
Bei del' Zykloide bildet die Gerade A D die Normale im Punkte A, 

daher ist 

Da nun bei einer Zunahme del' Bogenlange .Ao A = s das z ab
nimmt, solange del' materielle Punkt sich in del' Zykloide abwarts be-
wegt, hat man zu setzen __ 

ds= --Y2zr. clZ , 

womit 
r 1 ----y---~ 

dt . -Yr;' z(~_Z)·dz 
Z 

1 / r f dz 1 / r [ . (2 z )'Z t= - V - -.. _- .cc_- ==--=--= - V - arc SIn --1 J 
g Vz(zo -z) g Jo Zo 

Zo -

und 

r . 2z Zo r n . 2z Y- - . 
= +g [arc SIll Co -1) 1 = + y g [2- - arc SIll ( ;;- - 1) l 
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Bezeichnet man mit t' die Zeit, die der materielle Punkt braucht, 
um den Zykloidenbogen Ao A' znriickzulegen, so hat man nur in der 
letzten Gleichung Z = ° und t = t' zu setzen, womit 

, "1/r: t=nv r;' 
Daraus folgt dann, daB die Dauer "l der Bewegung von Ao bis Bo 

"l=2nV;=nV:~' 
Da t' un~bhangig von Zo ist, so werden materielle Punkte, die 

man gleichzeitig von verschiedenen Punkten der Zykloide aus auf 
letzterer herabgleiten laBt, aIle im gleichen Augenblick im tiefsten 
Punkte A' der Zykloide ankommen. Des weiteren bemerken wir, daB 
die Schwingungsdauer "l unabhangig ist von der Schwingungsweite. Darum 
nennt man auch die Zykloide Tautochrone. 

§ 40. Beispiele von Bewegungen materieller Punkte auf vor
geschriebener Bahn bei vorhandenem Tangentialwiderstand. 

198. Bewegung eines materiellen Punktes in einem vertikalen 
Kreis unter Einwirkung seines Eigengewichtes, des Reibungswider-

oder 

Abb. 175. 

stan des WI und eines Tangentialwiderstandes 
wt proportional dem Quadrate der Geschwin
digkeitl). Es sei (Abb.175) 0 der Mittelpunkt 
der kreisformigen Bahn, r Halbmesser derselben, 
Ao die Lage des materiellen Punktes m zur 
Zeit 0, A zur Zeit t, IX der Winkel von ~Ao 
mit der Vertikalen, q; der Winkel von G A mit 
letzterer, Vo Geschwindigkeit des materiellen 
Punktes in Ao' Il die Reibungsziffer. Alsdann 
hat man, wenn man den materiellen Punkt in 
der Lage A in Betracht zieht und W/, = m k' V7 
setzt: 

m·-=mgsmq; - Il mg cosq;+-- -mk'v2 dv . ( mV'J) 
dt r 

dv dt. "(k'+ Il) v·-·-=gsmq; - Ilgcosq; -v· -
dt ds 1" , 

oder wenn man k' --l- Il = k 
I r 

setzt- vdv. 'J 
ds-=gsmq;-Ilgcosq;-v ·k. 

Multipliziert man nach Vorgangen diese Gleichung mit 2e2ks , unter e 
die Grundzahl des natiirlichen Logarithmensystems und unter s den 

1) Die Losung solI in erster Linie zeigen, wie eine Aufgabe dieser Art 
rechnerisch durchgefiihrt wird. 
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Bogen Ao A verstanden, so ergibt sich 

2vdv . __ .e2h = 2 9 sm cpo e2k8 - 2 I-'g cos cp' e2k8 - 2v2 k·e 2ks • 
ds 

Anderseits ist 

d (v2.e 2kB) dv ____ =v2·e2kB.2k+e2kB.2v._. 
ds ds 

Damit geht die vorlebzte Gleichung iiber in 

d(v2 ·e2kB) 
---- = 2 9 sincp·e2kB - 2l-'gcoscp·e2kB 

ds 
und integriert: 

v2 ·e2k8 = 2 9 f sin cp·e2kB .ds - 2 I-'g f cos cpo e2ka ·ds + C. 

Nun ist s=r(ct-cp) und ds=-rdcp, 

also v2. e2ks = 2 9 f [sin cp' eUr (a-<p). (~r dcp)] - 2 I-' 9 f cos cp 
. e2kr (a-rpl. (- r dcp) + C 

=- 2 gr· e2kra J (sin cpo e- 2kr <p. dcp + 2 I-' gr· e2kra J cos cp 
. e-~kr<p. dcp + C 

= - 2 gr· e2kra [f e-2kr <p. sin cp dcp - I-' f e- 2kr <p. cos cp dcp ] + c, 
oder, wenn man - 2 k r = a setzt: 

v2 • eUB = - 2 gr· e- a·a [f ea'P. sin cp d cp - I-' J earp. cos cp drp] + c. 
Die beiden Integrale in .der Klammer lassen sich nun in endlicher 

Form bestimmen: 

f . eap(asincp-coscp) 
earp. sm cp·dcp = 

1+a2 

und f d ea'P·(sinrp+acoscp) ea'P. cos cp cp = --.~. 
l+a!l 

Damit wird: 
n 2k 2" [e- 2kr'P(-2krsinrp-coscp) 

V" . e 8 = - 2 gr· e iii r a 1 + 4 k2 r2 

e- 2kr 'P. (l3in <p - 2 k r· cos cp) 
- I-' 1 + 4 k2 r2 + C 

2gr·e2kra 
(1 + 4P,.2), e2kr'P [2 k r sin cp + cos cp - 1-'(2 krcoscp - sincp)] + c. 

e2kra 
__ = e2kr(a-'P) = e2ks 
e2kr 'P ' 

Da aber 

so wird 

v2 = 1 ;! ~2 r2 [2 k r (sin <p - I-' cos cp) + cos <p + I-' sin cp] + C. 

Fiir cp=a ist v=vo' 
Dies gibt 
, 2gr 

vo2=1+ 4P r2 [2 k r (sin a - I-' cos ct) + cos ct + I-' sin IX] + c, 
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womit 

v2 - ,v02 = 1 -: !~2 r2 {2 k r [sin IP - sin a - f-l (coslP - cos a)] 

+ cos IP - cos a + f-l (sin IP - sin a)} . 

Mittels dieser Gleichung laBt sich die Geschwindigkeit des ma
teriellen Punktes in: den verschiedenen Bahnpunkten angeben. 

Will man jetzt die Geschwindigkeit eines auf starrer kreisformiger 
BahnIinie lediglich mit Reibung herabgleitenden materiellen Pllnktes 

haben, so ist in der letzten Gleichung k =!!. anzunehmen. 
r 

SoH dagegen fUr ein im widerstehenden Mittel schwing en des Pendel 
die Geschwindigkeit angegeben werden, so hat man in der Gleichung 
fiir v das f-l = ° und k = k' zu setzen, womit die erwahnte Gleichung 
iibergeht in: 

v2 - Vo 2 = 1 +2: {,2 r~ [2 le'r (sin IP - sin a) + cos IP - cos a]. 

Wird auch noch vom Widerstand des Mittels abgesehen, so er
halt man (mit k = 0) 

v2 - V02 = 2 gr(coslP - cos a) = 2 g(z - zo) 

v2 = Vo 2 + 2 g (z - z{l)' 
die in 191 gefundene Gleichung. 

199. Bewegung eines materiellen Punktes in einer vertikalen 
Kurve unter Einwhkung seines Eigengewichtes und eines konstanten 
Tangentialwiderstandes Wt. Es sei Ao (Abb. 175a) die Lage des 
materiellen Punktes in seiner Bahn zur Zeit 0, A zur Zeit t, Vo die 
Geschwindigkeit zur Zeit 0, v diejenige zur Zeit t, z die Tiefe des 
Punktes A unter dem Punkte Ao' dann hat man nach dem Satz von 
der Arbeit: 

~ m v2 -~ m Vo 2 = in g Z -- TVt S 

oder v2 = v 2 + 2 g z _ 2 Wt s , 
o in 

unter s den Bogen Ao A verstanden. 
Was sodann den N ormaldruck N' betrifft, den die Bahnkurve in A 

von seiten des bewegten Punktes erfahrt, so ist derselbe nach 191 

mv2 
N'=mgcosqJ+ -. 

() 

wobei IP der Winkel der Normalen in A. mit der Vertikalen und () der 
Kriimmungshalbmesser der Bahnkurve in A. 

200. Bewegung eines schweren materiellen Punktes in einem 
horizontalen Kreis unter Beriicksichtigung der Reibung. Es sei der 
materielle Punkt zur Zeit ° im Punkte Ao des Kreises vom Halb
messer r, zur Zeit t in A. und zur Zeit t+ elf im benachbarten Punk"te All 
ferner sei die Geschwindigkeit zur Zeit O=vo' zur Zeit t=v, zur Zeit 
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t+dt=v+dv; Bogen AoA=s und AAl =ds, ~ der Reibungs
widerstand; alsdann hat man nach dem Satz von der Arbeit: 

~ m(v+dv?-! mv2=-~WtdS~-[# -V(m~)2+(m;2r]dS' 
woraus 

vdv=_E.v'(rg?+v4.ds; 'ds=-!... vdv 
r # v'(rg)2+ v4' 

Integriert zwischen v und Vo gibt 

r v 2 +' v'r2 g2 + V 4 s=-.ln 0 0 

2 # v2 + v',.2g2+V4 

I 

Abb. 175a. 

mg 

Abb. 176. 

Ware aber die Unterstiitzung des materiellen Punkt'es nach Art 
der Abb.176, so konnte man setzen: 

mv2 
Wt=#mg+#-, r 

womit der Satz von der Arbeit liefert: 

vdv=-# (rg+v2)ds. 
r 

Daraus erhlilt man durch Integration: 
v 

r f v dv r ( V2)V 
8=- # rg+v2=-2#ln l+ rgvo 

woraus 
e r 

Aus dieser Gleichung geht hervor, daB die Geschwindigkeit des 
materiellen Punktes fortwahrend abnimmt, bis sie schlieBlich = 0 wird. 
1m Punkt A'des Kreises 'Sei der materielle Punkt zur Ruhe gekomm~n 
und Bogen AoA' = s' oder v = 0 fiir 8 = 8'. Damit ergibt die Glei
chung fiir 8: 

8' = ~ In (1 + "!.-Q.~). 
2# rg 
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Will man jetzt auch die Zeit t' haben, die der materielle Punkt 
braucht, um zur" Ruhe zu gelangen, so geht man von der Gleichung aus 

dv mv2 

m· dt =-p,mg-p,-r-· 

Diese Gleichung gibt: 
,. dv 

dt=--·---" 
p, rg + v~ 

, 1 Vr Vo t = - -arctg---=. 
" p, g Vrg 

14. Kapitel. 

Relative Bewegnng eines materiellen Pnnktes. 

§ 41. Allgemeine Erliuterungen und Sitze. 

201. fiber die bei einer relativen B"ewegun~ auftretenden Fragen. 
Schon in 128 wurde die relative Bewegung eines materielIen Punktes 
erwahnt. Dort wurde gesagt, daB man unter der relativen Bewegung 
eines Punktes die Bewegung desselben gegen ein Koordinatensystem 
verstehe, das selbst eine Bewegung besitze, wahrend man die gegen
iiber einem ruhenden Koordinatensystem sich ergebende Bewegung, 
also die wi r k Ii c he Bewegung, als a b sol u te zu bezeichnen pHege. 
DemgemaB Waren aIle auf der Erde beobachteten Bewegungen, die auf 
ein mit der Erde fest verbundenes Koordinatensystem bezogen werden, 
wegen der Bewegung der Erde (Umlauf der Erde um die Sonne unter 
gleichzeitiger Drehung urn ihre Achse) als relative Bewegungen an
zusehen. Gewohnlich sieht man ein mit der Erde fest verbundenes 
Koordinatensystem als ruhend an, sieht also von der Bewegung der 
Erde um die Sonne und von ihrer Eigendrehung abo 1st das zulasEig? 
Tauscht man sich nicht iiber die wirklich eintretende Bewegung und 
iiber die mit ihr verbundenen Krafte? Vielleicht darf man unter ge
wissen Umstanden ohne rnerklichen Fehler von den beiden Bewegungen 
der Erde absehen, unter anderen Verhaltni.sen nicht. Um diese fiir 
den Anfang nicht leicht zu iiberblickenden Fragen beantworten zu 
konneR, haben wir uns eingehend mit den Bewegungs- und Kraftver
haltnissen zu beschaftigen, die eintreten, wenn ein Koordinatensystem 
ruht, das andere sich in diesem bewegt und wenn ein materieller Punkt 
von beiden aus beobachtet wird. 

Zur Veranschaulichung der Verhaltnisse bei der relativen Bewegung 
eines Punktes wollen wir (Abb. 177) den Boden eines auf einem Gleise 
befindlichen Eisenbahnwagens als xy-Ebene, eine der beiden Langwande 
als zx-Ebene und eine Stirnwand des Wagens als yz-Ebene eines recht
winkligen Koordinatensystems und im Innern des Eisenbahnwagens 
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zunachst einen bei A (Abb. 177) frei schwebenden. im Gleichgewicht 
befindlichen materiellen Punkt m uns vorstellen. 1st nun dieser Punkt 
dem Erdboden gegeniiber tatsachlich in Ruhe. oder sagen wir, befindet 
sich derselbe in absoluter Ruhe. dagegen der Eisenbahnwagen auf 
geradem Gleise in Bewegung. so wird sich der Abstand des materiellen 
Punktes von der Stirnwand des Wagens' fortwahrend andern; es wird 
der materielle Punkt einem im Innern des Wagens befindlichen.von 
der Bewegung des Wagens nich:ts merkenden Beobachter als in Be
wegung begriffen und zwar parallel der x-Achse (Abb. 177) sich be
wegend erscheinen. Die auf diese Weise sich zeigende Bewegung des 
materiellen Punktes ist eine relative Bewegung. 

Besitzt der Eisenbahnwagen in einem gewissen Augenblick die 
Geschwindigkeit u=dx/dt in der +x-Richtung. so wird der Abstand + x des an der Stelle A schwebenden materiellen Punktes m von der 
als yz-Ebene angenommenen Stirnwand 
des Wagens kleiner und kleiner; es hat 
der tatsachlich ruhende materielle Punkt 
m in demselben Augenblick die Geschwin
digkeit vr gegen die yz-Ebene, also eine 
relativ? Geschwindigkeit vr im Sinne der 
- x gerlChtet. 

Bewegt sich der Eisenbahnwagen be
schleunigt auf dem geraden Gleise. so 
zeigt auch der materielle Punkt gegen 
die Stirnwand des Wagens eine beschleu- ,I+y 
ni gt e geradlinige Bewegung, und es glaubt 
deshalb ein im Innern des Wagens be
findlicher Beobachter, es wirke am mate-

r-~r-------~'--~ 

Abb. 177. 

riellen Punkt eine im Sinne der -x gerichtete Beschleunigungs
kraft. obgleich tatsachlich der materielle Punkt. wie angenommen ist. 
im Gleichgewicht sich befiudet. Diese am materiellen Punkte schein
bar wirkende Kraft ist die relative Beschleunigungskraft, wahrend 
die absolute Beschleunigungskraft im verliegenden FaIle =0 ist. 
Weshalb es vorteilhaft sein kann, diese Scheinkraft zu beniitzen. wird 
sich zeigen. Bewegt sich der materielle Punkt in Wirklichkeit wie 
der Wagen. also p.arallel der x-Achse des Koordinatensystems, dann 
andert er seine Lage gegen den Wagen nicht, und es wird der er
wahnte Beobachter den materiellen Punkt fiir ruhend halten. Diese 
Ruhe ist aber nur eine scheinbare, der materielle Punkt befindet 
sich nur in relativer Ruhe. 

Nehmen wir jetzt an. der Eisenbahnwagen bewege sich irgendwie 
auf beliebig gekriimmtem Gleise, so haben wir den Fall eines beliebig 
sich bewegenden Koordinatensystems. 

Ein Insasse des Wagens, der von dessen Bewegung keine Kenntnis 
hat, beobachte einen vom Punkte Ao des Bodens. d. i. der xy-Ebene, 
ausgehenden. in einem Bogen AoBo sich gegen die Langwand des 
Wagens, die xz-Ebene, bis zum Punkte Bo derselben bewegenden ma
teriellen Punkt von der Masse m. Die beobachtete Bahnlinie Ao Bo 
ist dann die relative Bahnlinie. desgleichen sind die von dem er
wahnten Beobachter wahrgenommenen Geschwindigkeiten in den ver
schiedenen Punkten dieser Bahnlinie die betreffenden relatiyen Ge-
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schwindigkeiten des materielJen Punktes. Nun haben wir fruher 
bei del' absoluten Bewegung gesehen, daB aus del' beobachteten Be
wegung eines materiellen Punktes die Beschleunigungskraft be
stimmt werden kann, die del' stattfindenden Bewegung zugrunde liegt, 
ebenso daB man die Bewegung des materiellen Punktes festsetzen 
kann, wenn man die Lage und Geschwindigkeit des Punktes in 
einem Zeitpunkt kennt und die Beschleunigungskraft in jedem Augen
blick anzugeben imstande ist. Es kal!n daher auch del' im Wagen be
findliche Beobachter aus del' von ihm fUr. die wahre, die absolute 
Bewegung gehaltenen Bewegung des materiellen Punktes in del' Bahn
linie AoBo auf eine diese Bewegung erzeugende Beschleunigungs
kraft schlieBen und die betreffende relative Beschleunigungskraft 
nach den bei del' absoluten Bewegung aufgestellten Regeln aus del' 
relativen Bewegung des materiellen Punktes ermitteln. Anderseits liWt 
sich abel' auch, entspechend dem V orgehen bei del' absoluten Bewegung, 
die relative Bewegung des materiellen Punktes bestimmen, wenn 
man fUr einen einzigen Zeitpunkt die Lage und die relative Ge
schwindigkeit des materiellen Punktes und fur jeden Augenblick 
die relati ve Beschleunigungskraft angeben kann. 

Ein weiteres Beispiel zur Aufklarung ist das folgende: Ein hohler 
Kreiszylinder vom lichten Durchmesser 2 r und vertikaler Achse, unten 
mit einem horizontalen Boden verschlossen, drehe sich mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit w um seine Achse. 1m Innern des Zylinders 
befinde sich im Abstande a von del' Achse und in del' Hohe h libel' 
dem Boden ein absolut ruhender materieller Punkt. Diesel' materielle 
Punkt wird einem auf dem Boden des Zylinders stehenden und unbe
wuBt an del' Drehung des Zylinders teilnehmenden Beobachter als sich 
bewegend erscheinen, da die Lage des materiellen Punktes gegen den 
Beobachter sich fortwahrend andert. Del' Beobachter sieht den ma
teriellen Punkt in einem horizontalen Kreis vom Halbmesser a mit del' 
konstanten Geschwindigkeit vr = aw sich um die Zylinderachse be
wegen und ist daher veranlaBt, den freien materiellen Punkt als an
gegriffen von einer stets gegen den Kreismittelpunkt gerichteten Kraft 
von del' GroBe maw2 = mvr 2 ja zu halten. In Wirklichkeit jst abel' 
der materielle Punkt in Ruhe und von keiner Kraft angegriffen. Die 
beobachtete Bewegung ist wiederum eine relative und die Kraft mv,.2ja 
die relative Beschleunigungskraft. 

Die Fragen uber die relative Bewegung, die am SchluB dernachsten 
vorbereitenden Abschnitte gestellt werden, wollen wir jetzt an Hand 
eines Beispieles form ulieren: 

Die Bewegungen auf oder libel' del' Erdoberfiache. wie del' Flug 
eines Geschosses, sind rela ti ve, weil die Erde sich dreht und um die 
Sonne kreist. 

Ein genau nach Suden abgefeuertes GeschoB bleibt nicht in del' 
Vertikalebene (Meridianebene), sondern wird seitlich abgelenkt, weil 
sich die Erde unter ihm wegdreht, was bei weiten Wurfstrecken be
merkbar wird. Welches ist die (relative) Bahn gegenuber del' Erde? 
Auf diese kommt es ja beim SchieBen an. Und we:che Krafte muB 
man zu den tatsachlich am GeschoB angreifenden Kraften, dem Ge
wicht und dem Luftwiderstand, sich hinzugefiigt den ken, wenn man 
ohne Fehler von del' Erdbewegung, insbesondere von del' Achsendrehung 
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soIl absehen diirfen, die Erde also als ruhend, und die GeschoBbe
wegung als absolut ansehen will? 

202. Absolute, relative und Fiihl'ungsgeschwindigkeit. Ein ReiB
brett werde auf einem Tisch mit der Geschwindigkeit vf V0l'schoben 
und bewege sich unter einem (geraden odeI' krummen) Lineal weg, das 
mit dem Tisch fest verbunden sein moge. Am Lineal werde ein 
Schreibstift mit del' Geschwindigkeit 'Va hinbewegt, und zeichne eine 
Linie auf dem ReiBbrett, die im betrachteten Augenblick mit del' Ge
sch\\ indigkeit vr aufgeschrieben wird. Welcher Zusammenhang besteht 
zwischen den drei Geschwindigkeiten und welches ist die Richtung von 
v,.? (Abb. 178). 

Der Tisch bildet den festen Standpunkt mit einem festen Ko
ordinatensystem, von dem aus die absolute Bewegung wahrgenommen 
wird, niimlich die Bewegung des Schreibstiftes am Lineal hin mit der 
sog. absoluten Geschwindigkeit v". Das ReiBbrett vollfiihrt gegen
iiber dem festen Tisch die sog. Fiihrungsbewegung mit der .sog. 
Fiihrungsgesch windig keit v(' Mit ihm fest verbunden ist das be
wegliche Koordinatensystem, dessen Koordinaten 
Relati:vkoordinaten genannt werden. Die Linie, 
die auf dem ReiBbrett aufgezeichnet wird, ist die 
relative Bahn des Schreibstiftes, wie sie ein 
die Fiihrllngsbewegung mitmachender Beobachter, 
also eine auf dem ReiBbrett stehende Person, 
wahrnimmt. Die Geschwindigkeit in der rela-. 
tivenBahn ist die Relativgeschwindigkeit vl".· 

Es wird offenbar die gleiche LiniE' auf der 
Zeichnungsebene beschrieben, wenn man die letz-

Abb. 178. 

tere festhiilt und dafiir den Schreibstift (unbeschadet seiner absoluten 
Bewegung) bewegt, wie zuvor die Ebene, nul' in entgegengesetztem 
Sinn. Der Stift macht dann gleichzeitig zwei Bewegungen, die abso
lute und die entgegengesetztil Fiihrungsbewegung, und besitzt zwei 
Geschwindigkeiten, deren Resultierende, die Relativgeschwindigkeit, 
nach dem Parallelogramm der Geschwindigkeiten gefunden wird: 

Die Relativgeschwindigkeit vI" ist jederzeit die Resul
tierende aus der absoluten Geschwindigkeit va und der ent
gegengesetzten Fiihrungsgeschwindigkeit -vr, vektoriell ge
schrieben: 

b.,.=ba -bf' 

1st die Relativgeschwindigkeit und die Fiihrungsgcschwindigkeit 
gegeben, so ist damit auch die absolute Bewegung bestimmt. Da der 
Zusammenhang zwischen vavrvr durch das oben gezeichnete Geschwindig
keitsparallelogramm ausgedriickt ist, so folgt schon rein geometrisch 
nach, Umkehrung des Sinnes von -vr : Die Absolutgeschwindig
keit ist die Resultierende aus del' relativen und aus del' 
Fiihrungsgesch windigkeit 

ba=br+bl"' 
In dem eingangs erwiihnten Beispiel haben wir stillschweigend an

genommen, die absolute, die Fiihrungs- und die relative Bewegung seien 
gleichformig; dann stellen die in Abb. 178 ersichtlichen Strecken nicht 

Autenrieth·En88lin, Mechanik. 3, Auf!. 20 
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nur die Geschwindigkeiten, sondern auch die in 1 sk tatsachlich zu· 
riickgelegten absoluten, Fiihrungs- und relativen We ge dar. Die Be
trachtung und die abgeleiteten Satze gelten aber auch, wenn diese Be
wegungen ungleichformig und krummlinig sind. Nur muB man sie auf 
die innerhalb eines Zeitelementos dt sich abspielende Elementar-
bewegung beschranken. Es sei ac ein krummes Rqhrstiick, da~ in a 
auf eine ebenfalls krumme Fiihrung ad gesteckt sei, wobei a langs ad 
zu gleiten gezwungen wird. In einer sehr kurzen Zeit At gelangt ein 
von a ausgehender materieller Punkt in der Rohre nach c,' wahrend 
die Rohre selbst nach de gelangt. ac ist dann der relative Weg, ad 
der Fiihrungsweg und ae der absolute Weg des materiellen Punktes in 
At sk. LaBt man At und damit ;U;, ad, ae abnehmen, so sbellen die 
Grenzwerte acfAt; ad/At; aefAt bei verschwindendem At die relative, 
die Fiihrungs- und die absolute Geschwindigkeit v"vrva dar, die in a 
tangentiell an ac, ad, ae gerichtet sind. Statt zu sagen, der bewegte 
Punkt habe in a gleichzeitig die relative und die Fiihrungsgeschwindig
keit vr und vf ' dad man nach der Parallelogrammregel sagen: er habe 
die absolute Geschwindigkoit va = Resuitante aus den beiden vorigen 
Gesch willdigkei ten. 

Jetzt stellen die Geschwindigkeitsstrecken vr vfva nicht mehr die 
in 1 sk wirklich zuriickgelegten relativen, Fiihrungs- und absoluten Wege 
dar, sondern nach der Definition der Geschwindigkeit diejenigen Wege, 
die der materielle Punkt in 1 sk in den betreffenden Tangenten. 
richtungen . zuriicklegen wiirde, wenn er sich augenblicklich in a gleich
fOrmig und geradlinig bewegte. Auf die wirklichen krummlinigen Wege 
kommt man erst, wenn man die Deviation beriicksichtigt, was bei der 
Betrachtung des Beschleunigungszustandes geschehen wird. 

Es empfiehlt sich, einige Bewegungen daraufhin anzusehen, was 
als absolute, relative und Fiihrungsbewegung aufzufassen ist. Ein Eisen
bahnwagen macht auf dem GIois eine gerade oder krumme Fiihrungs
bewegung, ein Fahrgast, der durch den Wagen geht, eine Relativbe
wegung, von au Ben, yom festen Boden aus gesehen, eine absolute; eine 
Telegraphenstange macht 'fUr einen Insassen eine Relativbewegung. Ejn 
GeschoB, das auf ein in Fahrt begriffenes Schiff abgefeuert wird, macht 
eine Absolutbewegung, yom Geschiitz aus gesehen. Das Schiff macht 
die Fiihrungsbewegung und das GeschoB markiert auf dem Schiff mit 
seinen Durchschlagstellen den relativen Weg. Beim Gewindeschneiden 
macht das gleichformig umlaufende Werkstiick die Fiihrungsbewegung, 
der Schneidestahl, der parallel zur Achse des Werkstiickes gleichformig 
bewegt wird, die absolute Bewegung und schneidet auf dem Werkstiick 
den relativen Weg, das Gewinde, ein. Der Schreibstift eines Indikators 
macht die absolute Bewegung, die Schreibtrommel die Fiihrungsbe
wegung, auf dem Diagrammpapier erscheint der relative Weg. des 
Schreibstiftes, das Diagramm. 

Ein Flugzeug gehe in einer vertikalen Ebene zur Erde nieder, 
und zwar gegen einen Wind, dessen Geschwindigkeit unter einem Winkel 
gegen die Horizontalebene aufwarts gerichtet sei. Die Windgeschwindig
keit liege ebenfalls in der genannten Vertikalebene. Fiir den Luft
widerstand, den das Flugzeug erfahrt, ist die relative Geschwindig-
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keit des Windes gegenliber dem Flugzeug maBgebend. Wie groB 
ist diese? 

Das Flugzeug maeht die absolute Bewegung, der Wind die Fiihrungs
bewegung. Man mag sieh ein mit der Windgeschwindigkeit bewegtes 
und sich stets parallel bleibendes Koordinatensystem denken. Die 
relative Geschwindigkeit in dies em bewegliehen Koordinatensystem ist 
dann die Resultante aus der absoluten Geschwindigkeit und der ent
gegengesetzten Fiihrungs- (= Wind-) Gesehwindigkeit. 

203. Beispiel. Es sei bei einem Wasserrad (Abb. 179) ABI eine 
feststehende Leitschaufel und Bl B2 eine sich ~bewegende Rad
sehaufel, VI die Gesehwindigkeit, mit der ein an der Leitschaufel 
ABI herabgleitendes Wasserteilchen die letztere verliiBt, c1 die Ge
schwindigkeit des Punktes Bl der Rad-
sehaufel und VI' die relative Gesehwin-
digkeit des Wasserteilehens bei Bl gegen 
die Radschaufel Bl B 2, endlieh v2 ' die 
relative Gesehwindigkeit bei B2 und c2 

die Gesehwindigkeit von B". c., . c 
SoIl nun ein stoBfreier Eintritt i<---''''--~'''-:' 

des W assers in das sieh bewegende 
Rad erfolgen, so muB die Tangente in 
Bl an die Radschaufel Bl B2 parallel 
sein der Seite 01 Dl des durch Auf
tragen von BIOI = ci und von Bl Dl 
=v1 erhaltenen Dreiecks Bt01D1. 1st 
diese Bedingung erfiillt, so ergibt sieh die 
relative Gesehwindigkeit vt ' ausgedriickt 
naeh GroBe und Richtung dureh die SeLte 
B t EI des Parallelogramms BIOI D 1 EI· 

Abb. 179. 

V' z 

Will man jetzt aueh wissen, welche absolute Gesehwindigkeit v2 

das Wasserteilehen in dem Augenbliek besitzt, in dem os die Rad
sehaufel Bl B2 bei B2 verliiBt, so hat man nur aus v2' und c2 ein 
Parallelogramm zu konstruieren; die von B.o ausgehende Diagonale gibt 
dann die Resultante von v2 ' und c2 , d. h: die gesuehte absolute Ge
schwindigkeit v2 an. 

§ 42. Relative Bewegung eines materiellen Punktes bei einer 
Translation des Koordinatensystems. 

204. Absolute, relative und Fiihrungsbeschleunigung bei einer 
Relativbewe/l:ung mit Translation des bewegten Koordinatensystems. 

Eine Sehiittelrinne wird von einem geeigneten Getriebe (Abb. 136) 
in gerader Balm hin und her bewegt; auf ihr liegt Kohle, die ruckweise 
weiterbefordert werden solI. Dieser Vorgang gibt ein Bild von dem, 
was wir jetzt eingehend behandeln wollen. Die Schlittelrinne maeht 
die Flihrungsbewegung, die Kohle der Sehlittelrinne gegenliber die Relativ
bewegung und vom festen FuBboden aus gesehen die absolute Bewegung. 

Von einem festen Koordinatensystem aus wird ein bewegtes Koordi
natensystem beobaehtet, das eine Fiihrungsbewegung von soleher Art 

20* 
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macht, daB die Achsen beider Koordinatensysteme einander stets parallel 
bleiben. Die Fiihrungsbewegung besteht dann in einer Parallelver
schiebung oder Translation. Innerhalb des bewegten Koordinaten-' 
systems durchlauft ein Punkt eine Kurve, die relative Bahn, die 
man sich mit dem bewegten Koordinatensystem fest verbunden denken 
kann; sie bleibt bei einer Translation des bewegten Koordinatensystems 
sich selbst parallel; jeder Punkt dieser Bahnlinio (wohl zu unterscheiden 
von dem in dieser Bahnlinie bewegten Punkt) macht die Fiihrungs
bewegung des bewegten Koordinatenursprunges mit. 

Wir verfolgen die relative, Fiihrungs- und absolute Bewegung 
wahrend einer sehr kurzen Zeit und fragen nach dem Zusammenhang 
der Beschleunigungen. Mit der Antwort auf diese Frage ist auch eine 

Beziehung zwischen. don be
schleumgenden Kraften gefun
den, da diese ja den Beschleuni

V=Va ; 

Jio 

!A' o 

J!J 

Abb. 180. 

gungen nach dem dynamischen 
Grundgesetz proportional sind. 
Was fiir die Elementarbewegung 
wahrend dt sk ermittelt wird, 
gilt dann fiir jeden Augenblick 
der ganzen in einem endHchen 
Zeitraum vor sich gehenden Be
wegung, die als Aufeinander-

, folge von Elementarbewegungen 
----' S' aufgefaBt werden kann. 

Die absolute Lage des be
wegten Punktes zur Zeit t sei A 
in Abb. 180. Er macht gleich-
zeitig zwei Bewegungen, die Fiih

rungsbewegung mit Fiihrungsgeschwindigkeit vf und die Relativbewegung 
mit Relativgeschwindigkeit vr zur Zeit t; nach dem Unabhangigkeits
prinzip betrachten wir den Verlauf beider Bewegungen, die zusammen 
die absolute Bewegung ergeben, fiir sich. 

Vermoge der Fiihrungsbewegung allein kommt der Punkt A 
in L1 t sk langs des Fiihrungsweges :3) nach A'; vermoge der Relativ
bewegung allein. kommt er in der gleichen Zeit Hi-ngs der relativen 
Bahn AoBo von A nach B; bei gleichzeitiger Ausfiihrung beider Be
wegungen kommt er nach B', wobei wegen der Translation des bewegten 
Koordinatensystems A' B'I/AB. Relative und Fiihrungsbewegung konnen 
dabei krummlinig und ungleichformig sein. Die Relativgeschwindigkeit 
vr ' die in A die relative Bahn beriihrt, und die Fiihrungsgeschwindig
keit vf ' die in A den Fiihrungsweg beriihrt, geben als Resultante die 
absolute Geschwindigkeit va' die in A den von A nach B verIaufenden 
absoluten Weg beriihrt. 

Urn einen Einblick in die auftretenden Beschleunigungen zu 
erhalten, hat man den absoluten Weg, wie auch den relativen und den 
Fiihrungsweg so in Komponenten zu zerlegen, daB die eine Komponente 
denjenigen Weg darstellt, der durchlaufen wiirde, wenn die Bewegung 
in A dt sk lang gleichformig ware, die andere Komponente denjenigen 
Weg, der eine Folge der auftretenden Beschleunigung ist. Wir nennen 
die erste Komponente den Beharrunl!swel!. die zweite die Deviation 
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der betrachteten Elementarbewegung. So ist fiir dt flk der relative 
Weg A B in den Beharrungsweg A 0 = v .. . d t und in die Deviation 0 B 
der -relativen Bewegung zerlegt, ebenso der Fiibrungsweg AA' in den 
Bebarrungsweg AD=v,.dt und die Deviation DA' der Fiibrungs
bewegung; nach dem Wegparallelegramm erh1i.lt man den Bebarrungsweg 
AE=va·dt der ,absoluten Bewegung und anschlieBend in EB' deren 
Deviation. VervoIIst1i.ndigt man noch die Abb. 180 durch Ziehen von 
EO' !IDA' und A' 0' //4 0 und 0' B'!I 0 B, so kommen aIle Deviationen 
in dem Dreieck EO' B' beisammenzuliegen; sind nun babfb,. die abso
lute, Fiihrungs- und relative Beschleunigung, so ist nach 173 

die Deviation der absoluten Bewegung EB' = -~. ba (dt)2, 
" " "Fiibrungs- " EO'=~.b,(dt)2, 
" " "relativen " O'B'=~.b .. (dt)2. 

Demnach sind die Seiten EB', EO', 0' B' des Dreiecks EO' B' den 
Beschleunigungen bab,b .. proportional; es kommt ihnen iiberdies ein 
Richtungssinn zu, der durch die Aufeinanderfolge der Bucbstaben E B' 
usf. ausgedriickt ist. Demnacb erscbeint die Strecke E B' als die geo-
metrische Resultante der Strecken EO' und 0' B' und man kann 
beziiglich des Beschleunigungszustandes des bewegten Punktes aus
sprechen: 

Bei einer -Translation des bewegten Koordinatensystems 
ist die absolute Beschleunigung die Resultante aus der Fiih
rungsbeschleunigung b, nnd der Relativbeschleunigung b r , 

mit andern Worten: Bei einer Translation des bewegten Koor
dinatensystems ist die relati ve Beschleunigung die Resul
tierende aus der absoluten Beschleunigung und der entgegen
gesetzten Fiihrungsbeschleunigung, also vektoriell geschrieben: 

lia = li,+ li,.. . . . . . . . . (152) 
Die Beschleunigungen bab,b .. haben im allgemeinen eine Tangential

und Normalkomponente. 

201>. Die Beschleunignngskrafte der Relativbewegung bei einer 
Translation des Kool'dinatensystems. Durch Multiplikation der abso
luten, relativen und Fiihrungsbeschleunigung b a b .. b, mit der Masse des 
bewegten Punktes erhaIt man nach dem dynamischen Grundgesetz 

die absolute Beschleunigungskraft Pa = m·ba, 
" relative " Pr=m·b,., 
" sog. Fiihrungskraft P, = m . b,; 

der obenstehende Satz IaEt sich damit auch wie folgt aussprechen: 
Bei einer Translation des Koordinatensystems ist die a bso
lute Beschleunigungskraft die Resultante aus der relativen 
Beschleunigungskraft und aus der Fiihrungskraft, oder: "Bei 
einer Translation des Koordinatensystems ist die relative 
Beschleunigungkraft die Resultante aus der absoluten Be
schleunigungskraft und aus der entgegengesetzten Fiihrungs
kraft". 

Man kann dem Satz schlieBlich noch folgende bequeme Fassung 
geben: Bei einer Translation des bewegten Koordinatensystems 
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ist die absolute Beschleunigungskraft mit der entgegenge
setzten Fiihrungskraft und der entgegengesetzten relativen 
Beschleunigungskraft im Gleichgewicht. 

Die absolute Beschleunigungskraft ist die Resultante der den be
wegten Punkt tatsachlich angreifenden Kri:ifte, wie Eigengewicht, Bahn
widerstand, Reibungs- oder Luftwiderstand, Anziehungskraft nach dem 
N ewtonschen oder einem sonstigen Anziehungsgesetz. kurz die Resul
tante P a = m· ba , die dem materiellen Punkt seine tatsachliche, auf 
das feste Koordinatensystem bezogene Beschleunigung erteilt. Ebenso 
ist die Fiihrungskraft diejenige Beschleunigungskraft Pf = m· b f' die dem 
bewegten Punkt die zur Zeit t vorhandene Fiihrungsbeschleunigung 
erteilt; bei der Bestimmung von bf hat man sich den Punkt mit 
dem beweglichen, gefiihrten Koordinatensystem' fest verbunden zu 
denken; und ganz Entsprechendes gilt von der relativen Beschleuni
gungskraft. 

Es sei hier daran erinnert, daB nach 128 eine Bewegung in ihrem 
VerIauf vollstandig bestimmt, bzw. berechenbar ist, wenn man jeder
zeit die Beschleunigung nach GroBe und Richtung und auBerdem in 
einem bestimmten Zeitpunkt die Geschwindigkeit und die Lage des 
Punktes angeben kann. Es ist also z. B. die relative Bewegung voll
standig bestimmt, wenn man zu allen Zeiten die relative Beschleunigung, 
oder die ihr proportionale relative Beschleunigungskraft Pr = m· br und 
zu einer bestimmten Zeit die relative Geschwindigkeit und die relative 
Lage des Punktes kennt. Ganz dasselbe laBt sich von der absoluten 
und auch von der Fiihrungsbewegung sagen. 

Das Vorhergehende setzt uns in den Stand, von der Fiihrungs
bewegung des parallel verschobenen Koordinatensystems ganz abzu
sehen und die relative Bewegung wie eine absolute zu behandeln; man 
hat nur zu den am materiellen Punkt tatsachlich angreifenden (ein
gepragten) Kraften, deren Resultante ja die absolute Beschleunigungs
kraft ist, die entgegengesetzte Fiihrungskraft als eine (fingierte) Er
ganzungskraft Kl = - m· bf hinzuzufiigen. Die Gesamtresultante ist dann 
die relative Beschleunigungskraft, unter deren EinfluB sich die relative 
Bewegung vollzieht. Diese aber kann jetzt genau so verfolgt werden, 
als ob es sich um eine absolute Bewegung handelte. 

§ 43. Anwendungen. 

206. Beispiel. Ein Fahrstuhl werde mit konstanter Beschleunigung 
bf vertikal aufwarts bewegt. Auf seinem horizontalen Boden ruht ein 
Korper vom Gewicht mg. Wie groB ist der Druck dieses Korpers auf 
den Boden? 

Man kann diese Aufgabe mit Hilfe des D' Alembertschen Prinzips 
losen. Wir konnen jedoch auch davon ausgehen, daB der Fahrstuhl 
und ein mit ihm verbundenes Koordinatensystem eine in einer Trans
lation bestehende Fiihrungsbewegung macht und daB sich der Korper 
diesem Koordinatensystem gegeniiber in relativer Ruhe befinde. 

Nach dem in 146 Bemerkten diirfen wir die Krafte an dem Korper, 
der als materieller Punkt bezeichnet werden darf, als im Gleichgewicht 
befindlich ansehen, wenn wir zu der tatsachlichen Beschleunigungskraft 
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die entgegengesetzte 'Fiihrungskraft 1) und die entgegengesetzte relative 
Beschleunigungskraft hinzufiigen. Die absolute Beschleunigungskraft be
steht aus den tatsachlich am materiellen Punkt angreifenden Kraften, 
d. h. aus seinem Eigengewicht und dem Normalwiderstand N der Unter
lage,. letzterer ist vertikal aufwarts gerichtet; es ist also P= N - mg. 
Die Fiihrungskraft ist, wenn bf die Fiihrungsbeschleunigung bedeutet, 
m· bf und wirkt senkrecht aufwarts wie bei bf ; die entgegengesetztc 
Fiihrungskraft also vertikal abwarts. Die relative Beschleunigungskraft 
ist Null, da der Korper in relativer Ruhe ist; daher hat man 

N -mg-mbf=O, 

N=m(g+bf)· 

Zur Verschiebung des Korpers auf dem Boden ware wahrend der Fahrt 
ein Reibungswiderstand R = Il' N = fl' m (g + bf ) zu iiberwinden. Be
fande sich der Fahrstuhl in Ruhe oder gleichformiger Bewegung, d. h. 
ware bf=O, so ware N=mg und R=fl·N, wie auch unmittelbar 
klar ist. 

Wiirde sich der Fahrstuhl mit der Beschleunigung bl < g vertikal 
abwarts bewegen, so ware die entgegengesetzte Fiihrungskraft vertikal 
aufwads gerichtet und daher: 

N =mg -mbf = m(g - bf). 

Fiir bf = g erhielte man N = ° und fiir bf > g wiirde N negativ, d. h. 
es miiBte auf den Korper, um ihn auf dem .Boden zu halten, ein ab
warts gerichteter Zug N ausgeiibt werden. 

207. Beispiel. Eine halbkugelformig ausgehOhlte SchaIe werde 
ohne Drehung mit der konstanten Beschleunigung bf vertikal auf warts 
bewegt (Translationsbewegung). In einem gewissen Augenblick, von 
dem an wir die Zeit zu zahlen anfangen wollen, 
also zur Zeit 0, befinde sich· auf der halbkugeI
formigen Innenflache der SchaIe im Punkte A des 
horizontalen Randes der Schale ein beweglicher, 
schwerer materieller Punkt m (Abb. 181). Dieser 
materielle Punkt, zur Zeit ° in absoluter Ruhe, 
wird infolge der Einwirkung seines Eigengewichtes 
und der Aufwartsbewegung der Schale auf der 
Innenflache der Ietzteren eine relative Bewegung 
gegen die Schale ausfiihren, welche Bewegung auf 
dem vertikalen Meridian erfolgt, der durch A 
und den tiefsten Punkt A'der Kugelflache hin

Abb. 181. 

durchgeht. Welches ist die relative Geschwindigkeit v,. des materiellen 
Punktes in A'? 

1st vfO zur Zeit Odie Geschwindigkeit der Schale bei ihrer Auf
wartsbewegung, so ist auch die Fiihrungsgeschwindigkeit des materiellen 
Punktes zur Zeit ° gleich vfO ' Da aber die absolute Geschwindigkeit 
die Resultante aus Fiihrungsgeschwindigkeit und relativer Geschwindig
keit, und zur Zeit ° die absolute Geschwindigkeit des materiellen 
Punktes = ° iOlt, so ergibt sich die relative Geschwindigkeit des mate-

1) tIber die Natur dieser }<]rganzungskraft 8. FuBnote in 220. 
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riellen Punktes zur Zeit 0 gleieh und direkt entgegengesetzt der Fiih
rungsgesehwindigkeit also vrO = - vr'l vertikal abwarts geriehtet. 

Wir verfolgen jetzt die relative Bewegung des materiellen Punktes 
langs AA' und benotigen dazu die Kenntnis der relativen· Besehleuni
gung.okraH an jeder Stelle der Bahn, da sieh unter ihrem EinfluB ja 
die relative Bewegung vollzieht. AuBerdem muB in einem bestimmten 
Zeitpunkt die relative Geschwindigkeit und die Lage des Punktes ge
geben sein. Nach 205 ist die relative Beschleunigungskraft eines mate
riellen Punktes die Resultante aus der absoluten Befchleunigungskraft 
und aus der entgegengesetzten Fiihrungskraft. 

Die absolute Besehleunigungskraft ihrerseits ist die Resultante 
aller tatsachlich am materiellen Punkt angreifenden Krafte, und das 
sind, wenn Reibung und Luftwiderstand beiseite gelassen werden, das 
Gewieht und der Normalwiderstand N der Unterlage. Die Fiihrungs
kraft erhalt man, indem man sich den materiellen Punkt in seiner 
augenbliekliehen Lage an der Fiihrung befestigt denkt, sie betragt, 
wenn br die Fiihrungsbeschleunigung ist, m· br und ist det Aufgabe zu
folge vertikal aufwarts gerichtet; die entgegengesetzte Fiihrungskraft, 
die Zusatz- oder Erganzungskraft Kl = - m· br der Relativbewegung 
ist also vertikal abwarts gerichtet. Man kann nun, von der Bewegung 
der Sehale absehen und die Bewegung des materiellen Punktes auf 
der Innenflache der Sehale wie eine absolute behandeln, wenn man 
annimmt, daB der materielle Punkt mit der relativen, vertikal abwarts 
gerichteten Anfangsgeschwindigkeit v,.o = vro den Punkt A verlasse 
und bei seiner Bewegung auf dem Kreisbogen AA' von dem Normal
widerstand N der Bahn und der vertikal abwarts gerichteten Kraft: 

G + Kl =mg+mbr =m(g+ uf ) 
angegriffen werde. 

Zur Bestimmung der relativen Gesehwindigkeit v,.' in A' beniitzt 
man zweckmaBigerweise den Satz von der Arbeit. Dieser liefert. 

l· mV,.'2 -l·mv;o = m· (g + bf ) .1', 

woraus v,.' berechnet werden kal1ll. Der Normalwiderstand der Bahn 
in A' ist 

208. Beispiel. Ein schief abgesehnittener, zwischen horizontalen 
Fiihrungen beweglicher prismatischer Karper (Abb. 182) werde in der 

Abb. 182. 

angedeuteten Richtung mit der konstanten 
Beschleunigung bf bewegt. Auf der unter 
dem Winkel ex gegen den Horizont ge-
neigten schiefen ebenen Endflache, deren 
Horizontalspur senkrecht auf der Trans
lationsrichtung des Karpers stehe, befinde 
sich in Ao ein schwerer materieller Punkt m, 

'/ der ohne relative Anfangsgeschwindigkeit 
sich infolge der Einwirkung seines Eigen-
gewichtes mg und der beschleunigten 

Bewegung seiner Unterlage von Ao aus in Bewegung setze. Welches 
ist die relative Bewegung des materiellen Punktes auf del' schiefen 
Ebene? 
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Wir konnen wieder die relative Bewegung des materiellen Punktes 
wie eine absolute behandeln, wenn wir zu den tatsachlich am materiellen 
Punkte wirkenden Kraften noch die Erganzungskraft Kl gleich und ent
gegengesetzt der Fiihrungskraft des materiellen Punktes hinzufiigen. 
Letztere ist aber konstant = mb f' horizontal und im Sinne der Bewe
gung der Unterlage des materiellen Punktes gerichtet, daher Kl = - m bt , 
im entgegengesetzten Sinne wirkend. 

Die beiden Krafte Kl mid mg bewirken, da der Voraussetzung 
nach die Anfangsgeschwindigkeit des materiellen Punktes = 0, eine Be
wegung des letzteren in der Linie des gr6Bten Gefalles der schiefen 
Ebene. Dabei ist die relative Beschleunigungskraft, wenn von der Rei
bung abgesehen wird: 

P,.= mg sin a - mbfcosa= m(gsina - bfcosa). 

1st bfcosa<gsina oder bt<gtga, so wirkt P,. in der Linie des 
groBten Gefalles abwarts, und wenn br> gtga, aufwarts. Ersteren
falls ergibt sich eine gleichformig beschleunigte Bewegung des materi
ellen Punktes abwarts, letzterenfalls aufwarts. Ware bf = g tga, so bliebe 
der materielle Punkt auf der schiefen Ebene in Ruhe. 

209. Beispiel. Es sei AoA (Abb. 183) die in der vertikalen Bild
ebene gelegene Achse einer geraden engen R6hre. Diese R6hre werde 
in del' Bildebene mit del" konstanten Beschleunigung 
bf in horizontaler Richtung parallel mit sich selbst 
bewegt, wobei v[O die Translationsgeschwindigkeit 
del' R6hre zur Zeit ° sei. Es fragt sich nun: 
1. Welche' absolute Geschwindigkeit Vo muB man einer 

kleinen Kugel bei Ao erteilen, wenn diese Kugel 
zur Zeit ° bei Ao ohne StoB in die R6hre e;ntreten 
und gegen letztere die bestimmte relative Anfangs
geschwindigkeit vrO zeigen soIl? 

2. Wie groB ist die absolute Geschwindigkeit va 

Abb.183. 

der Kugel in dem Augenblick, in dem sie bei A die Rohre ver
laSt? 

Um die erste Frage zu beantworten, setzt man die verlangte rela
tive Anfangsgeschwindigkeit v,.o mit der Fiihrungsgeschwindigkeit vfO 

der Kugel in Ao zu einer Resultanten zusammen, dann ist letztere die 
gesuchte absolute Geschwindigkeit vaO' 

Zur Beantworbung der zweiten Frage hat man zunachst die relative 
Geschwindigkeit vr der Kugel in der Rohre bei A zu ermitteln. 

Zu dies em Zwecke wendet man den Satz von der Arbeit auf die 
Bewegung langs AoA an. Die hierbei in Betracht kommenden Krafte 
sind, wenn man bei der Bewegung derKugel in der R6hre von einem 
Tangentialwiderstand absieht: das Eigangewicht mg der Kugel und die 
Erganzungskraft Kl = - mbf horizontal und der Translationsrichtung 
del' Rohre entgegengesetzt. Damit erhalt man 

1 2 1 2_ ,+ b llmvr -zmvro-mg L m ,a, 

woraus vr berechnet werden kann. 
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Die Kugel sei in t Sekunden von Ao nach A gelangt, man hat 
dann zur Bestimmung von t, da die Bewegung von Ao bis A wegen 
del' konstanten relativen Beschleunigungskraft 

P,.= mg·sina + mbfcos a 

eine gleichformig beschleunigte ist 

woraus V
~~~ 

28 

In diesen t Sekunden sei die Translationsgeschwindigkeit ner Rohre 
= vf geworden. Da nun 

so ergibt sich: 

Vf=bf·t+C=bf·t.-j-VfO=VfO+bfl/ . ~b--' V g SlUa fCOS IX 

Will man jetzt die absolute Geschwindigkeit va der Kugel in A 
erhalten, so hat man nur die relative Austritt8geschwindigkeit v,. der 
Kugel mit der Fiihrungsgeschwindigkeit vf der Kugel in A zu einer 
Resultanten zusammenzuEetzen. Letztere ist dana = va' 

§ 44. Relativbewegung eines materiel\en Punktes bei einer 
Drehung des Koordinatensystems. 

210. Absolute, relative und Fiihrnngsbeschleunignng. Coriolis
beschleunigung. Beim Nachfolgenden konnen wir beispielshalber an 
die Bewegung von GIocke und Kloppel denken. 

Gegeniiber einem festen Koordinatensystem (GIockenstuhl) fiihre 
ein bewegtes Koordinatensystem (GIocke) eine Drehung um eine z-Achse 
aus. Innerhalb des bewegten Koordinatensystems durchlauft ein Punkt 
(dem Kloppel angehorig) eine Kurve, die sog. relative Bahn, die man 
sich mit dem bewegten Koordinateasystem fest verbunden denken kann. 
Vom festen Standpunkt aus beobachtet man die absolute Bewegung 
des Punktes. Die im gefiihrten Koordinatensystem befestigt gedachte 
relative Bahn macht in allen Punkten die Drehbewegung um die z-Achse 
mit, die cine beliebig beschleunigte sein kann. Es wird sich im folgen
den, wie schon in 205, als niitzlich erweisen, zeitweilig den materiellen 
Punkt als an das bewegte Koordinatensystem befestigt vorzustellen. Den 
Weg, die Geschwindigkeit, die Beschleunigung und die Beschleunigungs
kraft des so befestigt gedachten Punktes bezeichnen wir als Fiihrungs
weg, Fiihrungsgeschwindigkeit, Fiihrungsbeschleunigung und Fiihrungs
kraft. 

Uber die Geschwindigkeit eines bewegten Punktes gegeniiber dem 
festen und bewegten Koordinatensystsem sind wir durch 202 unter
richtet. Die Absolutgeschwindigkeit ist jederzeit die Resultierende aus 
der gleichzeitigen Fiihrungs- und Relativgeschwindigkeit. Es ist aber 
auBerdem notig, den Zusammenhang zwischen den Beschleunigungen 
kennen zu lernen, um schlieBlich die beschleunigenden Kriifte zu er
fahren. Wir betrachten zu diesem Zweck die Elementarbewegung 
wah rend d t sk. Denn wenn wir iiber diese im klaren sind, konnen wir 
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auch iiber die Gesamtbewegung Klarheit erlangen, die ja die stetige 
Aufeinanderfolge unendlich vieler Ele.mentarbewegungen ist. 

Die absolute Lage des bewegten Punktes zur Zeit t sei A in Abb. 184; 
ferner A B die absolute Lage der relativen Bahnlinie zur Zeit f. Diese 
vollfiihrt eine Drehung urn die z-Achse, wobei sie gegen diese oder 
gegen die Parallelachse A J, gegen den bewegten Fahrstrahl OA = rt 
(l.z-Achse) und gegen die bewegte AchseAD (l.AJ mid OA) eineun
v!3randerliche Lage beibehalt. Das relative Bahnstiick A B gelangt durch 
diese Drehung in d t sk nach Al B 2 ; aIle Punkte derselben beschreiben 
Kreise urn die Drehachse z, so auch A den "Fiihrungsweg" AA I • Der 
Fahrstrahl r f durchlaufe dabei den Dreh winkel d r:p = OJ • d t, wenn OJ die 
augenblickliche Winkelgeschwindigkeit der Fiihrungsbewegung ist; die 
Geschwindigkeit imPunkt A des Fiihrungsweges AAI die sog. Fiihrun'gs
geschwindigkeit ist v(= r,' OJ. Der Punkt A macht demnach gleich-

+z 

I 
I 

I ,-

/!i ~/--~' 
o I~ ... ""''''''''' 

.B 

Abb. 184. 

U=Vr; v' =Vr 

zeitig zwei Bewegungen: die Fiihrungsbewegung auf AAI mit Fiihrungs
geschwindigkeit v, die Relativbewegung auf AB mit Relativgeschwindig
keit v,.; die Abs6lutbewegung eIfolgt mit der Absolutgeschwindigkeit 
va' der Resultierenden aus vr und vf' Der absolute Weg in dt sk be
ginnt in A und endigb in B2 und beriihrt va in A. 

Wir zerlegen nunmehr den absoluten, den relativen und den 
Fiihrungsweg je in den Beharrungsweg, der die betreffenden Bahn
elemente in A beriihrt, und die Deviation. So ist fiir dt sk der Be
harrungsweg der Relativbewegung AO= vr·dt und deren Deviation OB; 
in der Endlage erscheinen diese Wegstrecken in A l 02 und 02B2' Der 
Fiihrungsweg A A I ist in den Beharrungsweg AD = ~'t d t = jOt OJ d t und 
in die Deviation der Fiihrungsbewegung DAI zerlegt. Der absolute 
Weg AB2 ebenso in Beharrungsweg AE= vadt und Deviation EB2 der 
absoluten Bewegung. Dabei ist A E die Diagonale des Parallelogramms 
mit A 0 und AD als Seiten, das dem Gesch windigkeitsparallelogramm 
mit vr und Vt als Seiten und va als Diagona,le ahnlich ist. 

In die Endlage Al B2 kann die relative Bahn A Bauch dadurch 
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gebracht werden, daB sie zunachst nach Al Bl parallel verschoben wird 
(durch Translation) und sodann .um die zur z-Achse parallele Achse 
A J' gedreht wird. 

Man vervoIlstandige nunmehr die Abbildung durch Ziehen der Linien 
EOl (II DAI ) und Bl B'J; dann haben wir in dem verschrankten riiumIichen 
Viereck EOIBtBIl in EB'J' OlBl , E01 , die Deviationen der absoluten 
Bewegung, der' relativen und der Fiihrungsbewegung; ohne Drehung, 
d. h: beireiner Translation des Koordinatensystems ware Bl die End
lage des bewegten Punktes nach disk und ware die absolute Devia
tion die Resultante aus der Deviation der relativen und der Fiihrungs
bewegung. Infolge der Drehung des bewegten Koordinatensystems 
tritt aber noch eine weitere Deviation Bl B'l. hinzu, so daB die Devia
tion der absoluten Bewegu..ng jetzt als Resultierende aus der Deviation 
der relativen und der Fiihrungsbewegung und der mit der Drehung zu
sammenhangenden Deviation Bl BIl erscheint. Letztere fassen wir jetzt 
besonders ins Auge. 

Der Drehwinkel, durch den Al Bl in die Endllige Al B'J iiberge
fiihrt wird, ist A OA l = dcp, was man wie folgt einsieht. Die Punkte 
B und ° werden auf die Ebene OAA l nach ~ und Q; projiziert und 

OA Q;~ gezogen. Wird nun die Ab-
§8 bildung A ° B durch die Drehung 

~ $1 urn die z -Achse nach A I 02 B2 ge-

.l!J' 

~~1r 
~~: 

c' B; 
1 

Abb.186. 

Abb. 185. bracht, so kommt die Projektion 
o OA Q;~ gleichzeitig nach OA l Q;;J ~'J 

(Abb. 185). Durch die Parallel
verschiebung (Translation) von A ° B nach Al 01 BI gelangte 0 A Q; ~ 
nach 0lAIQ;l~l (vgl.Abb.185); da nun 

1::: 0 1 Al Q;l = 1::: OAQ; = 1::: 0 Al Q;2' 
so muB auch sein 

'1::: Q;2 A l 01 = 1::: OA l 01 = dcp, 

womit das oben Behauptete bewiesen ist. 
Wir haben jetzt Bl B2 zu berechnen. Man darf Bl BIl = °1°2 setzen, 

worin eine Vernachlassigung Hegt, die gegeniiber den Strecken E B'J' 
Eo'J' 01 BI unendlich klein von hoherer Ordnung ist. 

Bei der Drehung der Abbildung Al 01 Bl in die Lage Al 02 B'l. 
(Abb. 184) beschreiben die Punkte 01 und B1 KreisbOgen mit den Halb
messern J'OI bzw. J"BI , die d~m eben Gesagten zufolge als gleich groB 
anzunehmen sind. Es ist dann: 

B1 B2 = 01°2 = (J" B 1 ) ·dcp = (J'OI) .dcp 

= (AI 01) ·sin {3. dcp =, vr ' dt· sin {3. dcp. 

Sind nun bab,.bfbk die Beschleunigung der absoluten,relativen und 
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Fuhrungsbewegung und der langs B1B2 stattfindenden Deviationsbewe
gung, so ist: 

EB2=~·ba(dt)2 

E01 =~.br(dt)2 
Cl B1 =~br(dt? 
B1B2 =~bk(dt)2. 

b" wird die Coriolisbeschleunigung genannt. 
Da die Deviationen den Beschleunigungen proportional sind, so iEt 

das Viereck EC1 B 1B 2 der Deviationen ahnlwh einem Viereck E'O/ B/ B./ 
der Beschleunigungen (Abb. 186) und man kann folgenden Satz aus
sprechen, wenn man beachtet, daB den Deviationen der durch die Buch
stabenfolge bedimmte Richtungt'sinnzukommt: Die absolute Be
schleunigung des bewegten Punktes ist die geometrische 
Resultante aus Fuhrungsbeschleunigung, Relativbeschleuni
gung und Coriolisbeschleunigung, vektoriell geschrieben: 

tia = tit + tir + tik • • • • • • • • (153) 

Die Fuhrungsbeschleunigung bf ihrerseits ist die Resultante aus der 
Zentripetalbesohleunigung rfw2 und der Bahnbeschleunigung r,. (dw/dt) 
der Fuhrungsbewegung des Punktes A, wobei w = dcp/dt. 

Fur die Coriolisbeschleunigung erhalt man 

B1 B2 = ~. bk • (dt)2 = vr ' dt· sinfJ ·dcp 

=v,.(dt)2' sin fJ· (dcpjdt) =vr ' (dt)2. sin fJ· w, 
woraus . . (154) 

worin fJ der Winkel zwischen der Relativgeschwindigkeit vr und del' 
Drehachse des zur Zeit t mit Winkelgeschwindigkeit w rotierenden 
Koordinatensystems ist. 

Der Richtungssinn der Coriolisbeschleunigung in Abb. 184 
ist B 1B"!., ist also senkrecht zur Ebene A1J" B 2 • Um eine Merkregel 
zu bilden, . nach der man die Richtung bestimmen kann, denke man 
sich die momentane Winkelgeschwindigkeit w nach Poinsot (27 und 
228) als Strecke senkrecht auf der Drehungsebene in Al aufgetragen, 
also in Richtung der Drehachse Z oder Al )", ebenso v,. von Al aus als 
Vektor langs A1 °1 ; dann steht bk senkrecht auf der Ebene der Vektoren 
w und vr ; ein mit den FuBen in A1 stehender, mit dem Kopf am Pfeil 
von w befindlicher Beobachter, der nach dem Pfeil von vr hinblickt, 
hat den Pfeil von bk zur Rechten oder langs w gegen die Pfeilspitze 
von w und bk blickend gewahrt man bk rechtsdrehend. 

Liegt die relative Bahn in der zur Drehachse senkrechten 
Ebene des sich drehenden Koordinatensystems, so ist fJ = 90°, 
sin fJ = 1 und 

bk = 2 .vrw . . . . . . . . . 154a) 

211. Die Beschleunigungskrafte der Relativbewegnng bei einer 
Drehung des Koordinatensystems. Die El'ganzungsiU'afte der Re
lativbewegnng. Durch Multiplikation der absoluten, relativen Fuhrungs
und Coriolisbeschleunigung babrbfbk mit der Masse m des bewegtEm 
Punktes erhalt man nach dem dynamischen Grundgesetz: 

die absolute Beschleunigungskraft Pit = m· b a 

" relative " P,. = in· br 
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die sog. Fiihrungskraft. . . . . P f = m· bf 

" " 
Corioliskraft. . . . . . P k = m· bk • 

K2 = -Pk wird auch zusammengesetzte Zentrifugalkraft genannt. 
Die Richtung der Corioliskraft ist durch die am SchluB von 210 

angegebene Merkregel bestimmt. Ihre GroBe ist 

P k =m.bk =2mvr wsin(3 ...... (155) 

Wegen der Proportionalitat zwischen Beschleunigung und Beschleu
nigungskraft gilt der Satz in 210 nicht nur von den Be"chleunigungen, 
sondern auch von Kraften und ·lautet: 

(I) Bei einer Drehung des Koordinatensystems ist die 
absolute Beschleunigungskraft des bewegten Punktes die 
Resultante aus der relativen Beschleunigungskraft, der Fiih
rungskraft und der Corio lis kraft. 

Oder da die Gegenresultante bekanntlich das Gleichgewicht her
stellt: 

(II) Bei einer Drehung des Koordinatensystems darf die 
absolu te Beschleunigungskraft mit der entgegengesetzten 
Fiihrungskraft Kl' der entgegengesetzten relativen Beschlen
n igungskraft und der entgegengesetzten Corioliskraft Kn (= zu
sammengesetzte Zentrifugalkraft) als im Gleichgewicht befindlich 
angesehen werde~ 

Oder fUr den Fall, daB man die relative Bewegung allein ver
folgen will: 

(III) Bei einer Drehung des Koordinatensystems ist die 
relative Beschleunigungskraft die Resultante aus der abso
luten Beschleunigungskraft, der entgegengesetzten Fiihrungs
kraft KI und der entgegengesetzten Corioliskraft K2 .(Abb. 186). 

Bei der Untersuchung einer Relativbewegung eines materiellen 
Punktes empfiehlt es 8ich haufig, von der Bewegung des Koordinaten
systems, also hier von dessen Drehung, abzusehen und die relative 
Bewegung eines materiellen Punktes wie eine absolute zu behandeln. 
Esware aber selbstverstandlich falsch, wenn man die Bewegung des 
Koordinatensystems einfach ignorieren und nur auf die Krafte achten 
wiirde, die an dem. materiellen Punkt tatsachIich angreifen und des sen 
absolute Bewegung bedingen. Will man, ohne einen Fehler zu machen, 
von der Fiihrungsbewegung absehim, so muB man zu den tatsach
lichen Kriiften zwei Erganzungs- oder Zusatzkrafte l ) hinzufiigen, 
die entgegengesetzte Fiihrungskraft KI = - Pf und die entgegen
gesetzte Corioliskraft, m. a. W. die zusammengesetzte Zentrifugalkraft 
K2 = - P k = - 2· Tn' vr ' w sin (3. 1hre Resultante ist nach dem aben
stehenden Satz die relative Beschleunigungskraft, und wenn man diese 
jederzeit kennt und iiberdies fUr einen bestimmten Zeitpunkt die relative 
Lage und Geschwindigkeit des materiellen Punktes, so hat man alles, 
was man zur Ermittlung der relativen Bewegung braucht, d. h. wenn 
man die relative Bewegung wie eine absolute behandeln will. 

Die Fiihrungskraft bestimmt man in der Weise, daB man den 

1) Ube! die Natur dieser Krafte s. FuBnote zu 220. 
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materiellen Punkt an das bewegte, Koordinatensystem befestigt denkt, 
die Beschleunigung des so befestigten Punktes bestimmt und mit der 
Masse multipliziert. 

§ 45. ZwangHiufige Bewegung und Gleichgewicht eines schweren 
materiellen Punktes auf einer starrell Bahlllinie, die urn ellle 

gegebelle Achse gedreht wird. 

212. Al1gemeine Voraussetzung. Im nachstehenden handle es sich 
um die Bewegung, bzw. das Gleichgewicht einer kleinen schweren, 
als materieller Punkt anzusehenden Kugel in einer engen, absolut 
glatten Rohre, welch letztere entweder um eine vertikale oder um eine 
horizontale Achse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w sich ·dreht. 

213. Rohre horizontal gelegen, Drehachse vertikal. In Abb. 187 
bedeute: A1 A2 die Achse der Rohre, in der sich die Kugel von der 
Masse m bewegt, also die rela ti ve B ahnlinie, auf welcher der 
materielle Punkt m' seine re
lative Bewegung ausfiihrt, 0 den 
Durchschnittspunkt der vertikalen 
Drehachse mit der Horizontal
ebene, in der sich die Rohrenachse 
befindet; 'v1'1 die relative Anfangs
geschwindigkeit der E:ugel in Ai' 
Ferner sei A die Lage der Ku
gel in der Rohre zur Zeit t und 
vr ihre Geschwindigkeit zur sel
ben Zeit. 

SoIl man nun die Bewegung' 
der Kugel in der Rohre, oder sagen 

, , , , , , 
1', , , 

wir, die relative Bewegung des 
materiellen Punktes m in der Bahn- -

71,.1 
linie AlA2 wie eine absolute be-
handeln diirfen, so hat man zu den 
tatsachlich am materiellen Punkte 

Abb. 187. 

wirkenden Kraften, Eigengewicht mg und Bahnwiderstand N, noch die 
beiden Erganzungskrafte Kl und K2 hinzuzufiigen. 

Die erste Erganzungskraft K l , die entgegengesetzte Fiihrungskraft, 
stimmt im vorliegenden Fall, da wegen der konstanten Winkelgeschwin
digkeit w die Tangentialkomponente m· r (dw fd t) der Fiihrungskraft 
= 0 ist, mit der Zentrifugalkraft mrw2 des in A an die Rohre be
festigt gedachten materiellen Punktes iiberein. Man hat also am mate
riellen Punkt in A in der Richtung OA wirkend anzubringen die erste 
Erganzungskraft Kl = mrw2 • 

Die zweite Erganzungskraft K 2 , die zusammengesetzte Zentrifugal
kraft, wird gemaB del' SchluBbemerkung von 210: 

K2 = 2 ·m·vr • w~ 
Die zusammengesetzte Zentrifugalkraft hat die gleiche SteHung 

im Raume wie die Coriolisbeschleunigung, aber den entgegengesetzten 
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Richtungssinn.Nach der Merkregel auf S.317 denke. man sich die 
Winkelgeschwindigkeit w des bewegten Koordinatensystems als Poin
sotschen Vektor im bewegten Punkt bei A Eenkrecht auf der Drehungs
ebene aufgetragen, so daB gegen die Pfeilspitze von w gesehen diEl 
Drehung rechtsHiufig erscheint, ebenso' vr von A aus als Vektor, in 
Richtung von v;; dann steht die Coriolisbeschleunigung senkrecht auf 
der Ebene der Vektoren w und vr ' d. h. sie liegt in der Zeichnungs
ebene der Abb. 18.7; ein mit den F'uBen in A stehender, mit dem Kopf 
am Pfeil von w befindlicher Beobachter, der nach dem Pfeil von vr 
blickt, hat den. Pfeil der Coriolisbeschleunigung bk zur Rechten, den 
der zusammengesetzten Zentrifugalkraft K2 also zur Linken. DemgemaB 
ist K2 in Abb.187 eingetragen. 

Soll jetzt die relative Beschleunigungskraft R' des materiellen 
Punktes in A bestimmt werden, so hat man die Krafte mg, KI und K'J 
mit dem Bahnwiderstand N zu einer Resultanten zusammenzusetzen. 
Da aber eine Tangentialkomponente des Bahnwiderstandes N nicht vor
handen sein solI und die Komponenten samtlicher Krafte normal zur 
Bahnlinie im Gleichgewicht sind und sich aufheben, so ergibt sich vor
liegendenfalls als Resultante samtlicher Krafte und damit als relative 
Beschleunigungskraft 

R' =K1 sinq; =mrw2 .sinq;. 

Kann auf der Bahnlinie ein Punkt Ao angegeben werden, dessen 
Verbindungslinie mit 0 normal auf. der Bahnlinie steht, so ist fur 
diesen Punkt q; = 0 und R' = O. Bringt man nun an die Stelle A 0 

einen materiellen Punkt, ohne demselben eine relative Geschwindigkeit 
zu erteilen, so wird dieser materielle Punkt aus Ao sich nicht entfernen. 
Dagegen wurd,e der materielle Punkt, in die unmittelbare Nachbar
Iage Ao' versetzt, unter dem EinfluB der im Sinn AoA2 wirkenden 
Tangentialkomponente von KI sich gegen A2 hin zu bewegen anfangen, 
wahrend der materielle Punkt von der Lage Ao" aus, weil hier die 
Tangentialkomponente von KI im Sinn AoAI wirkte, sich gegen Al hin 
in Bewegung setzte. Ao bezeichnet. aIm eine Gleichgewichtslage 
des materiellen Punktes, und zwar eine labile. 

Angenommen, es besitze der materielle Punkt in Al gegen Ao hin 
die relative Geschwindigkeit vrl und in A die relative Geschwindig
keit vr ' so liefert der Satz von der Arbeit, wenn von Al aus die Ab
stande s in der Bahn gemessen werden, 

8 

l·mvr2 -l' mV~l = ,2mrw2 sinq;·ds 
o 

oder da ds·sinq;=dr 

woraus 

r 
A'1nv2_::L·.mv21= "mrw~dr=::L.mw2(r2-r 2) 
2 r 2 r.::.., 2 l' 

(a) 

Damit ergibt sich fUr die relative Geschwindigkeit vrO des mate
riellen Punktes in A 0: 

V;O=V~l + w'J h'J - r12) =V;l- w2 (r12 - ro2). 

SoIl also der Bahnpunkt Ao vom materiellen Punkt iiberhaupt 
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erreicht werden, so muB die Anfangsgeschwindigkeit 'Vrl bei Al 

> ,/ 2 I! 
Vrl = W v r1 - rO .•.•••. (b) 

sein. 
1st vr1 > W v'rl II - r 02, dann kommt der materielle Punkt iiber Ao 

hinaus, erreicht also den Punkt A 0" und bewegt sich dann mit zu
nehmender Geschwindigkeit bis zum Ende A2 der R6hre, woselbst die 
erlangte relative Geschwindigkeit 'Vr2 des materiellen Punktes 

vr2 = V'V~l + w2 (r22 - r/'). 

Der materielle Punkt durchlauft also die ganze Bahnlinie Al AI!' Ware 
V"1 = W· Vr 12 - r 02, so wiirde der materielle Punkt nur bis zum Punkt Ao 
gelangen und daselbst liegen bleiben. 

Wenn aber vr1 < W v'r12 - r02, so dringt der materielle Punkt 
nicht bis zur Gleichgewichtslage Ao vor, er kommt vielmehr nur bis 
zu einem gewissen Punkte Bo auf der relativen Bahnlinie, der naher 
bei Al gelegen ist, als der Punkt Ao' Die relative Geschwindigkeit 'Vr 
des materiellen Punktes nimmt von Al gegen Bo immer mehr ab und 
wird in Bo = 0, hierauf erfolgt eine beschleunigte riicklaufige Bewegung 
im Sinn von Bo gegen AI' In Al angekommen, hat, wie aus Gl. (a) 
hervorgeht, der materielle Punkt wieder die Geschwindigkeit vr1 er
langt, nur iet 'Vr1 jetzt entgegengesetzt gerichtet. 

Zur Bestimmung der Lage des Punktes Bo' dessen Abstand von 
O=b sei, setzen wir in G1. (a) 'Vr=O und r=b und flrhalten 

b='" / 2_ V~l V r l w2 • 

Um den Bahnwiderstand N anzugeben, den die R6hre auf den 
materiellen Punkt ausiibt, beniitzen wir den Satz (II) im Abschn. 211. 
Senkrecht zur Bewegungsebene wirkt das Eigengewicht, das durch eine 
gleich groBe Reaktion aufgehoben wird und jetzt aus der Betrachtung 
ausscheidet, die sich lediglich auf die Bewegung in der Ebene der 
relativen Bahn beschrankt. Die absolute Beschleunigungskraft besteht 
dann noch einzig im Normalwiderstand N der Bahn, der zentripetal 
gerichtet ist; zur Herstellung des Gleichgewichtes sind die bereits be
schriebenen Zusatzkrafte Xl und XI! am materiellen Punkt hinzuzu
denken und die entgegengesetzte relative Beschleunigungskraft bzw. ihre 
Tangential- und Normalkomponente, die entgegengesetzte Tangential
kraft m.(d'V"ldt) und die Zentrifugalkraft mv/le der relativen Be
wegung. Aus der Gleichgewichtsbedingung in Richtung von N folgt 
(vg1. Abb. 187): 

N =mv/le+mrw2 coscp-:- 2 mVrw. 

Beispiel 1: Abb. 188, S.322) zeigt die Schaufel einer inneren 
Radialturbine, an deren konkaver Seite sich ein Wasserteilchen m von 
innen nach auGen bewege. Fiir dieses Wasserteilchen sind in Abb.188 
die Erganzungskrafte Xl und Xli in den Bahnpunkten Al und A 2 an
gedeutet, welche Punkte sich in den Entfernungen r l und r ll von der 

A utenrieth-Ensslin, Mechanik. S. Auf!. 21 
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vertikalen TurbinenachEe befinden. Zur Bestimmung des Druckes N 
der Schaufel auf m hat man dann in AI: 

T mV;l N +K2 +K1 cos <PI =----, 
2 el 

mVrl " woraus N=---2mv w-mr w"eosm e1 rl L ,1' 

Ebenso ergibt sieh fUr das Wasserteilehen in A2 

woraus 

Der N ormaldruck, den das bewegte Wasserteilehen auf die Sehaufel 
ausiibt, ist dann gleieh und direkt entgegengesetzt dem Bahnwider

stand N. 

~o 
I 
I 
I 

'-J.......-o' 
I 

Abb. 188. 

Soll nun das an der konkaven 
Seite del' Sehaufel sieh bewegende 
Wasserteilehen sieh nieht von der 
Sehaufel entfernen, so muB N stet 
> 0 sein. 

Beispiel 2: 1st die Rohre, in 
del' sieh die Kugel bewegt, gerad
linig, so erhiilt man die Gleieh
gewiehtslage Ao der Kugel in der 
Rohre, wenn man von 0 das Lot 
o Ao auf die Rohrenaehse Al A2 £ant. 
Sehneidet aber die Rohrenaehse die 

+z 

Abb. 189. 

Drehaehse, so kommt Ao naeh 0 zu liegen. Diesen letzteren Spezial
fall wollen wir zum SehluB noeh in Betraeht ziehen. 

Wir wahlen den Punkt 0 zum Abszissenursprung und nehmen an, 
daB der materielle Punkt m zur Zeit 0 sieh in 0 befinde und daselbst 
die Gesehwindigkeit vrO in der Riehtung OA 2 (Abb. 189) besitze. Naeh 
t sk sei der materielle Punkt in A und habe daselbst die Gesehwindig
keit vr ' Da nun vorliegendenfalles die zusammengesetzte Zentrifugal
kraft K2 senkreeht auf OA2 steht, mithin, wie aueh das Eigengewieht mg 
des materiellen Punktes, vom Bahnwiderstand W aufgehoben wird und 
daher die relative Besehleunigungskraft R' mit der Erganzungskraft KI 
zusammen£allt, so ergibt sieh 

d2 x d d2 x " m--=K=mxw2 0 er dt"=w-x. dt2 1 -



Zwanglii.ufige Bewegung und Gleichgewicht UBW. 

Aus dieser Differentialgleichung erhiiJt man bekanntlich 

x = Aeoit + B· e- ro:t, 

. 323 

worin A und B die Integrationskonstante und e die Grundzahl des natiir
lichen Logarithmensystems bedeuten. Leitet man x nach tab, so wird 

dx -=V =ro(Aerot-Be- rot). dt r 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten A und B beriick
sichtigt man, daB fUr t=O vr=vrO und x=O ist. 

Dies gibt 

woraus 

und 

vro=ro(A-B) und O=A+B, 

A= vrO. 
2 ro' 

B=- vrO 
2ro 

x= vrO (erot_e- rot)= vrO @3inrot. 
2ro ro 

Del' absolute Weg ist eine spiral£ormige Kurve, die mit Hilfe 
einer Tafel del' Hyperbelfunktionen aufgezeichnet werden kann. 

Soll die Geschwindigkeit vr im Bahnpunkt A angegeben werden, 
so wendet man den Satz von del' Arbeit an. Derselbe li~fert: 

1 2 1 2 ~ 2 2 x2 

2mvr -2mvro =-t'mxro ·dx=mro '2 

odeI' vr2 = v:o + x2 ro2 • 

Die relative Geschwindigkeit des materiellen Punktes am Ende A2 
del' Rohre ist dann 

2 2 +Z2 2 V,2=Vr o ro 

und die absolute Geschwindigkeit va2 gleich del' Resultierenden aus Vr2 
und del' Fiihrungsgeschwindigkeit Zro. 

Nehmen wir nunmehr an, daB del' materielle Punkt bei A2 in 
die um 0 sich mit del' Winkelgeschwindigkeit ro drehende Rohre ge
bracht und ihm in A2 eine relative Anfangsgeschwindigkeit vr2 gegen 
den Ursprung 0 hin erteilt werde. Da fragt es sich denn insbesondere: 
bis zu welchem Punkt Bo del' relativen Bahnlinie dringt del' materielle 
Punkt ein~ 

Man hat hier wieder: 

woraus durch Integration dieselben Gleichungen wie oben, niimlich 

x=A·erot + B'e- rot und vr = ro(Aerot -- B'e- rot) 
3ich ergeben. Dagegen erhalten die Integrationskonstanten A und B 
wdere Werte, insofern vorliegendenfalls fiir t = 0, x = Z und v •. = - V,.2 
wird. Daraus folgt dann: 

Z=A+B und -vr2=ro(A - B) 

B= ~ (z+ V~2-). 
21* 
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Werden diese Werte von A und B in die Gleichungen fiir x und vr 
eingesetzt, so zeigen sich x und vr in Funktion der ·Zeit t ausgedriickt. 
Um aber die Geschwindigkeit vr in einem beliebigen Bahnpunkt A zu. 
erhalten, wird man am einfachsten wieder den Satz von der Arbeit in 
Anwendung bringen. Derselbe liefert: 

1 2 1 2 Z ,,1) mw2 2 " -mv --mv = ~(mxw·.dx)=--(l -x-) 2 r 2 r2 -t 2' 

woraus 

Bezeichnet man die Abszisse des Punktes Bo' in dem die Geschwin
digkeit v,. = 0 geworden, mit xo' so hat man 

0= V 2 - w2 (12 _ X 2) r2 0 

V 2 
und x 2 = 12 _ ...!:L. o w2 

Sollte der materielle Punkt gerade noch den U rsprung 0 erreichen. 
hatte man Xo = 0 zu setzen, womit man erhielte 

vr2 =-lw. 

214. Die Rohrenachse ist in einer durch die vertikale Dl'ehachse 
gehenden Ebene gelegen. Zur Zeit t sei A (Abb. 190) die Lage und 

vr die Geschwindigkeit der Kugel in 
der Rohre. Von den beiden Ergan

Abb.190. 

zungskraften Xl und X2 hat nur die 
erstere einen EinfluB auf die Bewe
gung der Kugel in der Rohre, da die 
Kraft X'J senkrecht auf der Vertikal
ebene durch die Richtungslinie von vr' 
also normal auf der relativen Bahn
linie steht und daher vom Bahnwider
stand aufgehoben wird. Somit kom
men an der Kugel jetzt nur noch 
drei Krafte in Betracht, namlich die 
Erganzungskraft Xl = der Zentrifugal- , 
kraft my w2, das Eigengewicht mg 
der Kugel und der von Xl und mg 
hervorgerufene Bahnwiderstand W in 

der Zeichnungsebene der Abb. 190, welche Krafte samtlich in der Ver
tikalebene durch die Rohrenachse wirken. DemgemaB ergibt sich fur 
die Beschleunigungskraft R' 

R' = my w2 sincp -mgcoscp =m w2 cos cp (y tgcp - :2)' 
dy 

y tgcp =y. dz 

ist aber, wenn wir die mit der Drehachse zusammenfallend angenommene 
z-Achse als Abszissenachse ansehen, die Subnormale der Rohrenachse 

1) Hierbei ist beziiglich des Vorzeichens von dx die betreffende Bemerkung 
von 14:9, " zu beriicksichtigen. 
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im Punkte A. Bezeichnet man diese Subnormale mit n, so wird 

R' = m w2 cos cp (n - !'J). 
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In 4er Gleichgewichtslage Ao der Kugel ist R' = 0 und demzufolge 
n=gw'J. 

Will man daher die Gleichgewichtslage Ao der Kugel haben, so 
wird man die Subnormale n der Bahnlinie mit Hilfe der Gleichung der 
letzteren in Funktion von z ausdriicken, den gefundenen Ausdruck fiir 

n gleich g'J setzen und aus der Gleichung das z bestimmen. Dieses z 
w 

gibt dann die Abszisse des gesuchten Punktes Ao an. Nehmen wir jetzt 
an, daB man die Kugel, ohne ihr eine relative Geschwindigkeit zu er
teilen, in die Gleichgewichtslage Ao bringe und dort sich selbst iiber
lasse, so wird die Kugel in der Lage Ao in relativer Ruhe verharren. 
Versetzt man aber die Kugel in den hoher gelegenen Punkt Ao' der 
Rohre, so ist, wenn die Subnormale der Bahnlinie nach oben zunimmt, 
das n fiir den Punkt Ao' groBer, als das n fiir den Punkt Ao' d. h. es 

ist n> g'J und damit R' positiv, nach oben gerichtet; die Kugel bewegt 
w 

sich also in der Rohre beschleunigt aufwarts. Wiirde man dagegen 
die Kugel in einen unterhalb Ao gelegenen Punkt Ao" bringen, bewegte 
sich die Kugel beschleunigt abwarts, weil jetzt fUr Ao" die Subnormale 

n < g2 und damit R' negativ, nach unten gerichtet ware. Man kann 
w 

also sagen: 1st die Bahnlinie der Kugel so geformt, daB ihl'e auf der 
Drehachse abzumessende Subnormale nach oben zunimmt, so entfernt 
sich die Kugel, aus ihrer Gleichgewichtslage Ao geriickt und sich selbst 
iiberlassen, in der Rohre mehr und mehr von Ao' das Gleiehgewieht 
der Kugel in Ao ist daher ein labiles. Ware dagegen die R6hrenaehse 
von einer Form, bei der die Subnormale nach oben abnimmt, so wurde 
die Besehleunigungskraft R' der Kugel in Ao' nach unten und in Ao" 
nach oben gerichtet und das Glcichgewicht der Kugel in Ao ein sta
biles sein. Es kann aber auch der Fall indifferenten Gleichgewichtes 
der Kugel in der R6hre eintreten. 1st namlich die R6hre so geformt, 
daB in allen Punkten der Bahnlinie n=g!w'J, so wird iiberall R'=O 
und es bleibt die Kugel in jeder Lage im Gleichgewicht. Suchen wir 
nun die betreffende Form fur die R6hrenachse auf. Man hat: 

oder 
dy g 

Y·dz = w 2 ; 

y2 g 
"2=w'J· z +O. 

g 
ydy=--dz 

w2 

Dies die Gleichung einer Parabel deren Achse mit der Dreh
achse zusammenfallt. Zu jedem Wert von w gehort eine bestimmte 
Parabel. 

Angenommen, die R6hrenachse habe die fiir die gegebene Winkel
geschwindigkeit WI festgesetzte parabolische Form, so ist fur alle Punkte 

derselben die Subnormale n = ~ und die Beschleunigungskraft R' = O. 
WI 
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Nimmt jetzt die Winkelgesehwindigkeit (1)1 zu bis zum Wert (1)2' so wird 

ro
g 

2 < ~ und damit R' = m (1)22 COS cp ( ~ - g 2) 
2 (1)1 ,(1)1 (1)2 

positiv, naeh oben geriehtet. Ware dagegen (1)2 < (1)1' erhiel~e man R' 
negativ, nach un ten geriehtet. Ersterenfalls wiirde die Kugel in der 
Rohre fortwahl'end steigen, letzterenfalls sinken. 

1m tiefsten Punkte der Rohre, d. h. im Seheitel der Parabel, ist 
cp = 900 ; cos cp = 0; R' = o. Es bezeichnet daher dieser tiefste Punkt 
die Gleichgewichtslage der Kugel in der Rohre sowohl fiir (I) > (1)1' als 
aueh fiir (I) < (1)1. Ersterenfalls handelt es sich urn labiles, letzteren
falls urn stabiles Gleichgewicht. 

Will man die Geschwindigkeit v der Kugel an der beliebigen Stelle 
A (Abb. 190) erfahren, wenn die Kugel bei A2 die Geschwindigkeit v2 

abwarts erhalten hat, so wendet man den Satz von der Arbeit an. 
Derselbe ergibt: 

oder 

~ mv,.2- ~ mVr22=mg(z2-z)+}mY(I)2dy 
'Y. 

m(l)2 
= mg(z2 - z)+-2-(y2 -Y22) 

vr 2 = Vr22 + 2g(Z2 - z) - (l)2(Y2 2 - y2), 

womit die Geschwindigkeit vr bestimmt ist. 

215. Spezielle FaIle. Die Rohrenachse sei gerade und schneide 
die Drehachse unter dem Winkel a (Abb.191). 

Hier sehen wir unmittelbar, daB die Subnormale fUr den Punkt 
A, wenn man mit letzterem auf der Rohrenaehse in die Hohe geht, 
zunimmt. DemgemaB ist aueh die Gleichgewichtslage Ao der Kugel in 
der Rohre, die man aus 

oder 

erhalt, eine labile. 

z -----g-
0- (l)2tg2a 

Von einem unterhalb Ao gelegenen Punkte der Rohre aus wiirde 
die Kugel sich in der Rohre abwarts, gegen die Drehaehse hin bewegen, 
von einem hoher als Ao gelegenen Punkte aus nach oben, gegen das 
Rohrenende Ao hin, 

Wollte m"an haban, daB der hoher als Ao gelegene Punkt A 
(Abb. 191) die Gleiehgewiehtslage bezeichnete, mliBte 

z=--g--, 
(l)2tg2 a 

sein, womit sieh, da z> zo' eine 
zuvor herausstellte. 

also (l)2=_L 
z·tg2 a 

kleinere Winkelgeschwindigkeit (I) als 

Ganz ahnlieh verhielte sieh die Sache boi einer nach einer H y
perbel geformten Rohre. Hier nimmt mit z die Subnormale ebenfalls 

zu. Die aus der Gleichung y. d~'ll = go festzusetzende Gleichgewichts-
z (I)" 

lage Ao der Kugel ware wieder eine labile. 
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Nehmen wir jetzt an, es werde 'eine kreisformig gebogene Rohre 
um den vertikalen Durchmesser gedreht (Abb.192). 

Wir wahlen den tiefsten Punkt Ai des Kreises zum Koordinaten
ursprung. Aus Abb. 192 ergibt sich unmittelbar, daB die 

Subnormale BO = n = r - z 

mit zunehmendem z kleiner wird. Will man nun die Gleichgewichts
lage Ao der Kugel in der Rohre bestimmen, so setzt man 

n=r-zo=gjw'J, 
woraus fUr die Abszisse Zo des Punktes Ao erhalten wird: 

Zo = r - (gjw'J). 

Je groBer w, urn so groBer wird zo; fUr w = 00 wird Zo = r. Bei 
zunehmender Winkelgeschwindigkeit steigt die Kugel in der Rohre, 
sie kann aber nie iiber den Punkt A'.) hinaufkommen. 

Abb. 191. 

Wegen der nach oben abnehmenden Subnormale ist die Gleichge
wichtslage Ao der Kugel eine stabile. 

Bei der eUiptisch gebogenen Rohre ist es ahnlich. 
1m AnschluB hieran betrachten wir noch emmal eine parabolisch 

gebogene, sich um die vertikal gestellte Parabelachse drehende Rohre. 
Bei der Parabel ist die Subnormale n konstant, und zwar hat man, 
wenn '!l = 2 pz die Parabelgleichung, 

dy 
n=y· dz=P' 

Setzt man daher zur Bestimmung der Gleichgewichtslage Ao der 
Kugel in der Rohre 

so folgt hieraus: 

n=gjw'J, 
p=g/w'J. 

Es ergibt sich also bei einer gegebenen parabolischen Rohre nur 
fUr die bestimmte Winkelgeschwindigkeit 

w=Vgjp 
das, Gleichgewicht der Kugel in der Rohre. Da aber bei dieser be
stimmten Winkelgeschwindigkeit an jeder Stelle der ROhre n=g(w'J, 
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so bezeiohnet auoh jede Stelle der Rohre eine Gleiohgewiohtslage, d. h. 
das Gleiohgewioht der Kugel in der Rohre ist ein indifferentes. 

Dies alles steht in Ubereinstimmung mit dem, was wir sohon in 
214 beziiglioh der parabolisohen Rohre gefunden haben. 

216. Gnomemotor (Rotationsmotor). Der GnomemoLor hat eine 
feststehende Kurbelaohse, . um die die sternformig angeordneten Zylinder 
und das Kurbelgehause rotieren. Mit dem rotierenden Gehause ist eine 
Hohlwelle verbunden, die die feststehende Kurbelaohse umgibt und an 
einem Flugzeug den Propeller tragt. Der Kolben bewegt sioh langs 
der Zylinderachse mit der gleiohen Gesohwindigkeit und Besohleunigung 
wie bei einem Kurbelgetriebe mit feststehendem Zylinder und umlaufen
der Kurbel. Es sind die bei Leerlauf am Kolben des Gnomemotors 
tatigen Krafte anzugeben, unter der Voraussetzung, daB die Umlauf
bewegung gleiohformig ist. 

Man hat die Saohlage des Absohn. 210 vor sioh, die Drehbewegung 
des umlaufenden Zylinders ist die Fiihrungsbewegung und die Kurbel
aohse die z-Aohse der Abb. 193. 1m Abstand r = 1 von der Kurbel-

Abb. 193. 

aohse ist die Fiihrungsgeschwindigkeit 
W = 1'£ nj 30 und die Fiihrungsbeschleuni
gung w 2, letztere zentripetal gerichtet. 
Der Kolben maoht im Zylinder die Re
lativbewegung. Die Kolbengeschwindig
keit und -beschleunigung sind die Relativ
gesohwindigkeit und -besohleunigung; sie 
werden naoh 160 oder 333 bestimmt. Um 
die Hauptregel des Abschnittes 210 an
wenden zu konnen, ist noch die Coriolis
besohleunigung bk = 2 v,. w sin f.J anzugeben. 
Da die RelativbelVegung in der Ebene des 
sioh drehenden Koordinatensystems er
folgt, ist naoh der SchluBbemerkung in 210 
sin f.J = 1, also bk = 2 vr w. Den Richtungs

sinn der Ooriolisbeschleunigung findet man nach der Merkregel S. 317. So
lange der Kolben sich naoh auswarts bewegt, wirkt bk senkrecht zur Sohub
riohtung des Kolbens und im Sinne der Umlaufbewegung des ZylinderEt, 
bei Einwartsbewegung ist der Sinn von bk umgekehrt. Die Kolbenbesohleu
nigung wirkt im auBeren Totpunkt zentripetal und im inneren zentrifugal; 
sie ist in jeder Kolbenstellung gegen den Punkt der Kolbenbahn ge
riohtet, in dem die Kolbenbesohleunigung Null, m. a. W. die Kolben
gesohwindigkeit am groBten ist. Die Fiihrungsbeschleunigung des Kolben
schwerpunktes, der in die Kolbenzapfenmitte hineinfallen moge, ist nach 
der Bemerkung auf S. 310, wenn der Kolbenzapfen im Abstand e von 
der Kolbenaehse steht, ew2 und ist zentripetal geriohtet. Mit Hilfe 
dieser Angaben kann das Diagramm der Resohleunigungen fiir die 
Kolbenzapfenmitte gezeiohnet werden: die absolute Besobleunigung er
gibt sioh als Resultierende aus relativer, Fiihrungs- und Ooriolisbe
schleunigung. Dem Studierenden wird empfohlen, das Besohleunigungs
polygon fiir mehrere Kolbenstellungen zu zeiohnen; er wird finden, daB 
die 'absolute Beschleunigung in der auBeren gestreokten Totlage. am 
groBten ist und daB die auf der Kolbenbahn senkreohte Ooriolisbe-
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schleunigung in der Nahe der Hubmitte ihren GroBtwert erlangt, wo 
die groBte Kolbengeschwindigkeit auftritt. Der GroBtwert der Co
riolisl:>eschleunigung ist, da die groBte Kolbengeschwindigkeit mit 
der Umfangsgeschwindigkeit r ro im Kurbelkreis fast genau iiberein
stimmt, maxb" = 2rro2 , iibertrifft also die groBte Kolbenbeschleunigung 
rro!! (1 ± l). 

Infolge der hohen Coriolisbeschleunigung. tritt ein starker Druck 
zwischen Kolben und Zylinderwand auf. 

Was die am Kolben angreifenden Krafte betrifft, so soIl von Ge
wicht und Reibung abgesehen werden. Als tatsachliche Kr1ifte (Effek
tivkrafte) hat man dann den Normalwiderstand der Zylinderwand gegen 
den Kolben und den Stangendruck bzw. Zug am Kolben. Beide er
geb~n zusammengesetzt die absolute Beschleunigungskraft, die nach 
D' Alembert mit dem Tragheitswiderstand der Absolutbewegung - m· ba 
im Gleichgewicht ist; hierbei ist m die Masse des Kolbens und eines 
Bruchteiles der Stange (310) und ba die nach dem vorangehenden be
stimmbare absolute Beschleunigung. Da der Tragheitswiderstand dem
zufolge nach GroBe und Richtung bekannt und die Richtung des Bahn
widerstandes und der Stangenkraft gegeben ist, so kann man die beiden 
letzten Krafte mittels des Kraftedreieckes zeichnen. 

§ 46. EinfiuB der Erdrotation auf das Verhalten 
schwerer Korper. 

217. Vorbemerkuug. Ein auf der Erde ruhender Korper, z. B-. ein 
Senkel, oder ein gegeniiber der Erde sich bewegender Korper, z. B. ein 
fallender Stein, ein im Flug begriffenes GeschoB, ein fahrender Eisen
bahnzug befinden sich in relativer Ruhe oder in relativer Bewegung, 
denn die Erde dreht sich um ihre Achse uud schreitet in ihrer Bahn 
um die Sonne fort. 

Was macht es aus, wenn man, wie fast immer, die Erde als vollig 
rubend ansieht? 

Wir berucksichtigen vorerst nur die Erdrotation. Um von ihr 
ohne Fehler absehen und den Ruhe- und Bewegungszustand als einen 
absoluten behandeln zu diirfen, hat man zu den tatsachlichen an einem 
ruhenden Elder bewegten Massenpunkt angreifenden Kraften die Ergan
zungskrafte KI und K'J der relativen Bewegung hinzuzufiigen (vgl. 211). 

218. Beeinflussung des Senkels. Wir betrachten zuerst einen 
gegeniiber der Erde ruhenden Korper, z. B. einen an einem Faden auf
gehangten Senkel von der Masse m. Nach dem Satz (III) in 211 halten 
sich an ihm das Gleichgewicht: die Fadenspannung S und die Erdan
ziehung K (d. s. die tatsachlichen Krafte), und die Zentrifugalkraft Kl 
(d. i. die entgegengesetzte Fiihrungskraft des gleichform,ig im Abstand 
y von der Erdachse kreisenden Korpers). Die zusammengesetzte Zen
trifugalkraft K2 = 2 mVr ro sin fJ ist Null, weil die relative Geschwindig
keit von m gleich Null ist. Von den drei Kraften S, K, KI kennt man 
die GroBe und Richtung der Fadenspannung, die nichts anderes, ist, als 
das mit einer Federwage meBbare Gewicht des Senkels, ferner die GroBe 
und Richtung der Zentrifugalkraft Kl = my ro'J = m· r· cos rpro'J. Rier-
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bei ist y der Halbmesser des durch den betrefi'enden Erdort A (Abb.194) 
gehenden Parallelkreises, qJ die geographische Breite des Erdortes, 

Nord Pol 

Abb. 194. 

w=2:n:j86164=0,0000729 die Winkel
geschwindigkeit der Erde (S. 207) und r 
der Halbmesser der kugelformig angenom
menen Erde. Die hierdurch bestimmte Re
sultante aus S und Kl ist die Erdanzie
hung K; die Richtung des Senkels, d. h. 
die Lotlinie oder Vertikale in A, weicht 
also um einen gewissen Winkel von der 
Verbindungslinie der Mittelpunkte von Sen
kel und Erde abo Die Abweichung der 
Vertikalen erfolgt auf der nordlichen Halb
kugel nach Sliden. Sie ist in Wirklichkeit 

eine sehr geringe; am Pol und Aquator ist sie Null, und hat ihr Ma
ximum unter 45 0 geographischer Breite im Betrag von 0 0 11' 30". 

219. EinfluB der Erdrotation auf das Gewicht eines Korpers. Da 
das Gewicht Q = my eines Korpers anzusehen ist als die Resultante aus 
del' Anziehungskraft K der Erde und der 

Zentrifugalkraft Kl = my w 2 = mr· cos qJ' w'!., 

so ist das Gewicht eines Korpers, streng genommen, nicht konstant, 
sondern veranderlich mit der geographischen Breite qJ des Erdortes. 
Indessen ist, wie nachstehend gezeigt wird, diese Anderung sehr unbe
deutend. 

Am Pol ist die Zentrifugalkraft = 0 und daher 

Q=K oder mYl =K. 

Am Aquator dagegen, woselbst der EinfluB del' Erdrotation auf das 
Gewicht eines KOl'pers am groBten, hat man 

Q=rnYo=K -mrw2 • 

Damit erhalt man bei Annahme kugelformiger Gestalt der Erde: 

myo = mgl - mr w2 oder Yl = go + r w2• 

Aus Pendelversuchen hat sich als Fallbeschleunigung am Aquator 
ergeb~n 

go=9,7807 [mjsk2]. 

Mit diesem Wert und dem Wert 

Q 40000000 ( 2:n:)2 0 0 39 [ j k"] r W" = --- = 3 m s -
2:n: 86164 ' 

wlirde sich ergeben gl = 9,8146 [mjsk2]. 

In Wirklichkeit ist aber die Erde nicht kugelformig, sondern an 
den Polen abgeplattet und die Fallbeschleunigung am Pol 

gl = 9,8315 [m/sk2J. 
Das Gewicht eines Korpers am Pol verhalt sich daher zum Gewicht 

desselben Karpers am Aquator wie 

gl: go = 9,8319: 9,7807 = 1,005: 1, 
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d. h. ein Korper, der am Aquator an einer Federwage ein Gewicht 
von 1 kg zeigt, wiirde am Pol auf der Federwage 5 g mehr wiegen. 

Weiter erkennen wir, daB am Aquator das Verhiiltnis der Zentri
fugalkraft zum Gewicht eines Korpers ausgedriickt ist durch: 

mrw'J rw'J 0,0339 1 1 
mg = ---g; = 9,7807 oder rund = 289 = 17 'J. 

Wiirde nun die Erde sich 17mal schneller um ihre Achse drehen, 
als es tatsachlich der Fall ist, so wiirde am Aquator ein Korper gar 
kein Gewicht mehr zeigen und, auf eine horizontale Unterlage gebracht, 
auf diese auch keinen Druck ausiiben. 

Das Bisherige laBt sich dahin zusammenfassen: 
Das Gewicht eines Korpers ist nicht genau gleich der Erdanziehung, 

aber mit groBcr Annaherung. Es ist vielmehr die Resultante aus der 
Erdanziehung und der von der Erdrotation herriihrenden Zentrifugal· 
kraft. Die Erdrotation verursacht auch eine kleine Abweichung der 
Vertikalen von der Richtung des Erdhalbmessers eines Erdortes. 

220. Der freie }j'all und die Wurfbewegung. Wir betrachten jetzt 
die relative Bewegung eines Korpers gegeniiber der Erde. Bis jetzt 
haben wir immer angenommen, daB der durch das Eigengewicht her
vorgerufene freie Fall der Korper in einer Geraden, namlich in der 
durch den Ausgangspunkt A des Korpers gehenden Lotlinie oder Verti
kalen erfolge. Tatsachlich erscheint das so, wenn die Fallhohen nicht 
besonders groB sind. Bei groBeren Fallhohen und genauer Beobachtung 
zeigt sich indessen eine Abweichung der Bahnlinie des fallenden Korpers 
von der Vertikalen durch den Ausgangspunkt. Diese Abweichung er
klart sich vollstandig dadurch, daB die beobachtete Fallbewegung keine 
absolute, sondern wegen der Erdrotation eine relative ist und daB 
demgemaB auBer der Anziehungskraft F der Erde noch die Erganzungs
krafte Kl und K2 in Betracht kommen. 

Die Anziehungskraft der Erde mit ihrer Masse m' auf den Korper 
mit Masse mist nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz (vgl.185) 

, 
K_r. mm 

- e'J· 

Die Anziehungskraft K der Erde, wie auch die Erganzungskraft 
Kl = my· cos cp. w2 andern sich in praktischen Fallen von Fallbewegungen 
mit der Entfernung e des fallenden Korpers vom Erdmittelpunkt nur 
ganz unbedeutend. Von wesentlicherem EinfluB auf die Fallbewegung 
ist dagegen die zusammengesetzte Zentrifugalkraft K2 = 2 m vr w sin f3. 
Diese Kraft ist baim Ausgang des fallenden Korpers aus der Ruhe
lage = 0, weil im Ausgangspunkte A die relative Geschwindigkeit 
vr = ° ist. Mit dem Auftreten und Zunehmen von vr erlangt aber 
auch K2 Wirksamkeit. Da nun die Drehung der Erde um ihre Achse 
von West nach Ost erfolgt und die zusammengesetzte Zentrifugalkraft K'J 
senkrecht steht auf der Ebene, die durch die jeweiJige Richtungslinie 
der relativen Geschwindigkeit vr und eine Parallele zur Drehachse be
stimmt ist, so wird anfanglich die Kraft K2 nahezu senkrecht stehen 
auf der durch den Ausgangspunkt A gehenden Meridianebene, in welch 
~etzterer ja bei Beginn der Fallbewegung die relative Beschleunigungs-
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kraft sich befindet und die erste Elementarbewegung erfolgt. Des 
weiteren erkennt man unter Beobachtung der Regel beziiglich des 
Wirkungssinnes der zusammengesetzten Zentrifugalkraftl), daB im vor
liegenden FaIle diese Erganzungskraft gegen Osten gerichtet ist, infolge
dessen eine Ablenkung des fallenden Korpers von der Vertikalen durch 
den Ausgangspunkt nicht bloB gegen Sliden (eine Wirkung der Er
ganzungskraft K l ), sondern auch gegen Osten stattfindet, ein Ergebnis, 
das durch die Versuche von Reich in Freiberg seine Bestatigung 
gefunden hat. (Vgl. Enzykl. math. Wiss., Bd. IV, Mechanik, 2. Teil
band, S. 50.) Hierin liegt auch ein Beweis flir die Achsendrehung 
der Erde. 

Auch die Flugbewegung eines Geschosses ist eine relative Bewegung. 
Das GeschoB bleibt nicht in der durch die Abgangsrichtung gelegten 
Vertikalebene, sondern erleidet infolge der Erdrotation eine seitliche 
Ablenkung. Zur Vereinfachung sehen wir vom Luftwiderstand und 
vom GeschoBdrall abo Urn die Bewegung wie eine absolute behandeln 
zu durfen, hat man zur Erdanziehung K, zur einzigen tatsachlichen 
Kraft, die zwei Erganzungskriifte Kl und K2 hinzuzufligen; ihre Re
suItante ist die relative Beschleunigtmgskraft, unter deren EinfluB die 
Bewegung gegenuber der nunmehr ruhend zu denkenden Erdoberflache 
erfolgt. K und Kl liegen in der Meridianebene des Erdortes; sie haben 
beim SchieBen nach Norden oder Suden keine aus der Meridianebene 
heraustretende Komponente. Als seitlich ablenkende Kraft kommt nur 
die zusammengesetzte Zentrifugalkraft K2 = 2m vr w sin fJ in Betracht, 
wobei v,. die GeschoBgeschwindigkeit bedeutet. Der Richtungssinn von 
K2 folgt aus der Merkregel S. 317; man findet eine Rechtsabweichung 
des Geschosses sowohl bei nordlicher wie bei sudlicher SchuBrichtung; 
ihre GroBe hangt vom Winkel fJ zwischen GeschoBgeschwindigkeit und 
Erdachse abo Auch bei ostlichem und westlichem SchuB ergibt sich eine 
Rechtsabweichung ides Geschosses, vom Standpunkt des SchieBenden aus 
gesehen. Man erleichtert sich die Anschauung weEentlich, wenn man sich 
die Sachlage an einem Modell (Abb. 242a) klar macht. 

1) Wie man klar sieht, wirkt beim freien Fall nur eine einzige tatsachliche 
Kraft, die Erdanziehung. Die Erganzungskrafte der Relativbewegung existieren· 
hierbei gar nicht; sie sind nnr hinzugedacht, urn den bewegten Standpunkt als 
einen festen ansehen, die relative Bewegung also wieeine absolute behandeln zu 
diirfen. So liegt die Sache aber nnr bei der freien Relativbewegung. Bei der 
gezwungenen dagegen, Z. B. bei der Fahrt eines Eisenbahnzuges auf einem 
nord-siidlichen GIeis oder bei einem nord-siidlich flieBenden Strom u. a. wirken die 
Erganzungskrafte der Relativbewegung auf die Absolutbewegung des fiir einen 
Augenblick frei beweglich gedachten K6rpers ablenkend ein, wie die Zentripetal
kraft odeI.' der Bahnwiderstand einer gezwungenen Bewegung. Bei der gezwungenen 
ReIativbewE"gung werden also die Erganzungskrafte der ReIativbewegung zu tat
sachlichen Kraften. Das Verfahren aber, durch Hinzufiigen der Ergammngskrafte 
eine Aufgabe der Relativbewegung in eine soIche der AbsoIutbewegung zu ver
wandeIn, ist bei freier und gezwungener Relativbewegung v611ig gleich. 
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15. Kapitel. 

Grulldlehrell. 

§ 47. Allgemeine ErHiuterungen. 
221. Begriff des materiellen Korpers. Ein materielles Gebilde 

fassen wir in der Mechanik dann als einen materiellen Punkt auf, wenn 
die Bewegung desselben hinreichend genau durch die Bewegung eines 
Punktes beschrieben werden kann, in dem die an dem Gebilde tatigen 
Krafte angreifend gedacht werden konnen, wenn also aIle Korperpunkte 
im groBen und ganzen gleiche und parallele Bahnen zuriicklegen und 
eine Drehbewegung entweder gar nicht stattfindet oder sich hinsichtlich 
der zu untersuchenden Krafte und Bewegungsverh1iJtnisse nicht wesent
lich bemerklich macht. 1st dagegen letzteres der Fall, so ist das Ge
bilde in der Mechanik als ein materieller Korper aufzufassen; man 
kommt nicht mehr mit Komponentengleichungen der Krafte aus, sondern 
muB auch noch die Momentengleichungen hinzuziehen. Einen materiellen 
Korper fassen wir dann als eine Vereinigung unendlich vieler materieller 
Punkte auf; er hat eine bestandige Form, im Gegensatz zueiner Fliissig
keit oder einem Gas. Die wirklichen Korper sind elastisch, sie er
leiden durch Krafte :Formanderungen, und die Abstandeder einzelnen 
Korperpunkte konnen sich andern. Die Probleme, bei denen man auf 
die wenn auch kleinen Gestaltanderungen und die zu ihrer Erzeugung 
erforderliche Arbeit der Krafte zu achten hat, werden in der Elastizitats
lehre behandelt; vielfach kann man aber bei der Untersuchung der 
Bewegung eines Korpers von den Formanderungen absehen, dann darf 
man den Korper als starr, die Abstande der Korperpunkte als unver
anderlich und die Korperform als stets sich selbst kongruent ansehen 
und hat dann eine Aufgabe der Mechanik des starren Korpers vor 
sich; die an einem solchen Korper angreifenden Krafte leisten keine 
Formanderungsarbeit, sondern einzig Beschleunigungsarbeit. Es ist 
ohne weiteres klar, daB wenn die tatsachliehen Kriifte (nieht etwa die 
Seheinkrafte der relati ven Bewegung oder der d' A I e m bert sehe Trag-· 
heitswiderstand) die Arbeit Null leisten, der starre Korper in Ruhe 
oder gleichformiger Bewegung sich befindet. 

Ein materielles System bilden dagegen mehrere materielle 
Korper, die mit Kraften aufeinander einwirken und sich in ihrer Be-
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wegung gegeriseitig beeinflussen, so die Lokomotive mit ihrem Trieb
werk, der ganze Eisenbahnzug, Erde und Mond, das Planetensystem usf. 

222. AuDere nnd innere Krafte. Prinzip von d'Alembert fiir 
einen materiellen Korper nod fiir eio materielles System. Ein Planet 
wird von einem anderen Korper, von der Sonne oder anderen Planet en 
mit einer Kraft angezogen; eine Kegelkugel empfangt von der Hand, 
also von einem anderen Korper, eine Kraft. AIle Krafte, die ein 
Korper von einem andern Korper aus empfangt, nennt man auBere 
Krafte. Diese rufen im Lnnern des Korpers Krafte hervor, die man 
inn ere Krafte nennt. Denken wir nns einen frei beweglichen Korper, 
der von einer einzigen beschleunigenden Kraft ergriffen ist. Wir 
schneiden ihn entzwei und sehen ohne weiteres ein, daB der mit der 
Beschleunigungskraft behaftete Teil auf den anderen mit Kraften ein
gewirkt hat, die in der Schnittflache iibertragen werden, da ja der 
abgeschnittene Teil vom andem mitbewegt wird. Wir zwingen uns, 
indem wir in Gedanken einen Schnitt durch die Korper fUhren, auf 
die an dem entstehenden Schnittflachenpaar tatigen inneren Krafte 
aufmerksam zu werden. Die inneren Krafte sind iiber diese Schnitt
flachen im allgemeinen ungleichmaBig verteilt; an einem verschwindend 
kleinen Flachenstiick ist jedoch die UngleichmaBigkeit der Kraftver
teilung auch verschwindend klein, d. h. man dad die innere Kraft an 
einem unendlich kleinen Flachenstiick als gleichmaBig verteilt an
nehmen. An einem solchen Flachenelement haben die inneren Krafte 
demgemaB nur eine Resultante, aber kein Moment (ein solches konnen 
nur ungleichmaBig verteilte Krafte haben). An dem zugehOrigen Ele
ment des Schnittflachenpaares wirkt die gleiche innere Kraft nur mit 
entgegengesetztem Richtungssinn, womit das Gegenwirkungsprinzip in 
einfachster und prazisester Form ausgedriickt ist. Die inneren Krafte 
treten also stets paarweise auf, und zwar sind sie einander 
gleich und entgegengesetzt. Die inneren Krafte des ganzen 
Korpers heben sich gegenseitig auf. 

Um den Zusammenhang zwischen der auBeren Kraft und den 
inneren Kraften zu verstehen, den ken wir uns durch Schnittflachen ein 
unendlich kleines Parallelepiped aus dem Korper abgegrenzt. An den, 
Seitenflachen desselben wirken inn ere Krafte, die zu einer Resultanten 
zusammengefaBt sein mogen. Da das Parallelepiped mit dem iibrigen 
Korper zusammen eine beschleunigte Bewegung ausfiihrt, so ist zur 
Beschleunigung seiner Masse eine Bescbleunigungskraft notig, das ist 
eben die genannte Resultante der inneren Krafte, die dem abgetrennten 
Korperelement die gleiche Beschleunigung erteilt, wie sie ihm im 
Korper selbst eigen ist. Das ist eine tatsacbliche, an dem Korper
element dm angreifende Kraft. Fiigt man ihr nach d'Alembert eine 
gleich groBe entgegengesetzte Scbeinkraft, den Tragheitswiderstand 
(- dm· b) hinzu, so bilden beide Krafte ein GIeicbgewichtssystem. 

An einem im Innern eines Korpers befindlichen Massen
element halten sich also die inneren Krafte und der Trag
heitswiderstand das Gleichgewicht. (Gegebenenfalls treten das 
Eigengewicht oder sonst der Masse proportionale Anziehungskrafte 
hinzu.) Betrachten wir noch ein paraUelepipedisches Korperelement an 
der Oberflache, da wo eine auBere Kraft angreift; an fiinf von seinen 
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Seitenflachen wirken innere Krafte, an der sechsten, der Korperober
flache angehorigen, die auBere Kraft; die Resultante alIer dieser Krafte 
ist zur Beschleunigung der Masse des Korperelementes verfligbar. Nach 
Hinzufligen del' d'Alembertschen Scheinkraft, des Tragheitswider
standes, die der Resultanten gleich groB und entgegengesetzt ist, hat 
man wieder ein GIeichgewichtssystem. 

Die so gebildeten Gleichgewichtssysteme an den samtlichen Korper
elementen geben zusammengefaBt wieder ein GIeichgewichtssystem, aus 
dem sich die paarweise gleich und einander entgegengesetzten inneren 
Krafte herausheben. Am ganzen Korper halt en sich daher die 
auBeren Krafte und die Tragh eitswiderstande das Gleich
gewicht. Damit ist das d' Alembertsche Prinzip fiir einen 
K.orp er ausgesprochen. DaB diesel' Satz flir beliebig viele auBere 
Krafte und nicht etwa bloB fUr eine gilt, ist ohne weiteres klar. 

Statt tatsachlieher, eingepragter Kraft odeI' Beschleunigungskraft 
wird vielfaeh die Bezeiehnung Effektivkraft gebraucht. 

Wir werfen noeh einen kurzen Blick auf ein materielles System, 
wie das Planetensystem odeI' eine Maschine, die aus einer Anzahl 
materieller Korper bestehen; die einzelnen Korper des Planetensystems 
wirken mit Fernkraften aufeinander ein, die dem Newtonschen Gravi
tationsgesetz gehorchen. Zwischen den einzelnen Teilen einer Maschine 
werden Krafte durch unmittelbare Beriihrung iibertragen, so durch Ge
lenke, Schneiden und ahnliches, durch Verzahnungen, Friktionen, Riemen, 
Seile, Dampf- und Wasserdruck usf. Was sind nun da auBere und 
was innere Krafte? Zur Beantwortung ist es vor allem notig, fest
zusetzen, was man zum materiellen System rechnet. Nimmt 
man z. B. das System Erde und Mond, so ist die Anziehung zwischen 
beiden eine innere Kraft des Systems, sie ist in del' Tat der Definition 
der inneren Krafte gemaB doppelt vorhanden, in gleicher GroBe und 
Richtung und mit entgegengesetztem Richtungssinn; die Anziehung der 
Sonne ist aber flir dieses System eine auBere Kraft, denn sie geht 
von einem nieht zum System geharigen Karper aus. Betrachtet man 
dagegen das ganze Planetensystem, so ist die zuletzt genannte Kraft 
eine innere Kraft dieses Systems, eine sog. Systemkraft. Eine 
und dieselbe Kraft muB demnach bald als innere, bald als 
auBere Kraft aufgefaBt werden, je nach der Abgrenzung des 
Systems. 

Ein Beispiel eines materiellen Systems aus dem Gebiet del' Technik 
bildet eine Lokomotive. Del' Dampfdruck im Zylinder ist eine inn ere 
Kraft; Kolbendruck und Deckeldruck sind zwei gleich groBe, gleich 
gerichtete und einander entgegengesetzte Krafte, die sich innerhalb des 
Systems aufheben. Ebenso heben sich innerhalb des Systems, das 
aus dem Gestell samt Lagern und Fiihrungen und den relativ dagegen 
beweglichen Teilen besteht, folgende Kraft e und Gegenkrafte auf: 
Stangenkraft gegen die Kurbel, Widerstand del' Kurbel gegen den 
Stangendruck; Druck des Kreuzkopfes gegen die Bahn, Widerstand 
der Bahn gegen den Kreuzkopf; Druck einer Achse gegen das Lager, 
Druck des Lagers gegen die Achse usI. Das sind lauter innere Krafte. 
Dagegen sind die Krafte zwischen Radem und Schienen keine inneren 
Krafte oder Systemkrafte; es sind vielmehr auBere, von einem nicht 
zum System gehorigen Korper, dem GIeis, ausgehende Krafte; auch 
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das Gewicht, der Luftwiderstand, die bei der Schlingerbewegung ent
stehende Schienenreibung, die Krafte beim Anlaufen der Spurkranze 
sind auBere Krafte. 

223. luBere Krltfte durch innere hervorgerufen. Bleiben wir 
bei dem Beispiel der Lokomotive. Der Dampfdruck ist, wie wir sahen, 
eine innere Kraft fiir das System Lokomotive. Der Dampfdruck auf 
den beweglichen Kolben kommt aber durch die Kolbenstange, die 
Schubstange, die Kurbel, die Kurbelachse auf das Triebrad und er
scheint am Triebradumfang als eine auBere Kraft des Systems, es 
ist also durch eine innere Kraft des Systems eine auBere Kraft hervor
gerufen worden. 

Voraussetzung hierfur ist das Vorhandensein eines nicht zum System 
gehOrigen Korpers, der die Beweglichkeit einschrankt. 

Ahnliche Beispiele sind die inneren Krafte der Schiffsmaschine 
oder einer Flugzeugmaschine und die auBere Kraft der Propeller
wirkung u. a., auch die von unserem eigenen Korpersystem durch die 
inneren Krafte der Muskeln ausgeiibten auBeren Krafte. 

§ 48. Aus der Kinematik des starren Korpers. 

224. Erklarungen. Diejenigen Bewegungen eines starren Korpers, 
von denen man unmittelbar eine klare Anschauung besitzt und aus 
denen auch die anderen Bewegungen der starren Korper zusammen
gesetzt erscheinen, sind: 

1. Die fortschreitende oder Translations-Bewegung oder 
kurz: die Translation. Ein starrer Korper, der sich zwischen paral
lelen Fiihrungen hin und her bewegen, nicht aber drehen kann, zeigt, 
bewegt, eine solche Translationsbewegung. Bei dieser Bewegung be
schreiben die samtlichen Punkte des Korpers in demselben Zeitelement d t 
gleiche und parallele Wegstrecken d 8, daher sind auch bei der Trans
lation in einem und demselben Augenblick die Geschwindigkeiten 
v = d 8/ d taller Punkte des Korpers von gleicher GroBe und Richtung. 

2. Die Drehung oder Rotation um eine unbewegliche Achse. 
Bei dieser Bewegung beschreiben die einzelnen Punkte des Korpers 
Kreise, deren Ebenen senkrecht auf der Drehachse stehen, deren Mittel
punkte in der Drehachse liegen und deren Halbmesser durch die Ab
stande r der Punkte von der Drehachse angegeben sind. Fur aIle 
Punkte des Korpers ist in einem und demselben Augenblick die Winkel
geschwindigkeit w = d pid t eine und dieselbe, weil in dem Zeitelement 
dt von allen Radien, die von den einzelnen Punkten des Korpers 
nach den betreffenden Kreismittelpunkten gezogen sind, die gleichen 
Winkel dp beschrieben werden. Dagegen sind die Bahngeschwindig
keiten v = rdp/dt= rw, wie der Ausdruck fUr dieselbe lehrt, ver
schieden, namlich proportional den Abstanden r der Punkte von der 
Drehachse. 

Zu den zusammengesetzten Bewegungen der starren Korper 
gehort zunachst: die Schraubenbewegung, d. h. Drehung des Kor
pers um eine Achse und gleichzeitige Verschiebung des Korpers nach 
derselben Achse (Schraubenachse). Projiziert man die verschiedenen 
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Punkte A des Korpers auf die Schraubenachse in die Punkte Q und 
auf eine Ebene senkrecht zur Schraubenachse in die Punkte B,IlO be
schreiben in einem und demselben Zeitelement d t die Punkte C in der 
Schraubenachse aIle die gieichen Wegstrecken ds1 , es sind daher die 
Geschwindigkeiten vl = ds1!dt der Projektionen C in einem und dem
selben Augenblick aIle einander gleich, dagegen sind die Geschwindig
keiten v2 der Punkte B verschieden, was aus v2 =rdqJ!dt=rOJ her
vorgeht. 

Die Punkte A des starren Karpers beschreiben bei konstantem vl 

und OJ Schraubenlinien. Das darf jedenfalls fiir eine Elementar
bewegung wahrend d t sek angenommen werden. 1st nun d s der von 
einem Punkte A auf seiner Schraubenlinie in der Zeit d t zuriickgelegte 
Weg, so biidet d s die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks von' 
den Katheten d S1 und r d qJ. Man hat daher fiir die Geschwindigkeit v 
des Punktes A in seiner Bahn: 

Die Drehung eines Korpers um einen festen Punkt ist an
zusehen als die Aufeinanderfolge von Drehungen um Achsen, die im 
allgemeinen ihre Lage andern, dabei aber stets durch den gegebenen 
Drehpunkt des Korpers hindurchgehen. 

Auch bei der rollenden Bewegung eines Korpers auf gegebener 
fester Unterlage handelt es sich urn Drehungen des Korpers urn Achsen 
von veranderlicher Lage. 

Wie ist aber die freie Bewegung eines Korpers aufzufassen, der 
im Raume beliebig sich bewegt? 

Um auch hieriiber Auskunft zu erhalten, denkt man sich zunachst 
die Bewegung des Korpers als Aufeinanderfolge von Elementar
bewegungen, d. h. von Bewegungen, die je in einem Zeitelement d t er
folgen, worauf man die nahere Beschaffenheit einer beliebigen Elementar
bewegung zu ermitteln sucht. 

225. Zusammensetzung von Translationen. Wir denken an die 
Bewegung eines Laufkranes und einer Laufkatze zu einer Zeit, da beide 
eine Fahrbewegung ausfiihren. Die Laufkatze macht dann gleichzeitig 
zwei Translationsbewegungen: ihre eigene auf dem Laufkran und die 
des Laufkranes, von dem sie mitgenommen wird. Bei beiden Be
wegungen legen samtliche Punkte der Laufkatze in gleichen Zeiten 
gleiche und parallele Wegstrecken zuriick. Es geniigt also, einen Punkt 
zu betrachten, der gleichzeitig unter dem EinfluB einer horizontalen 
Langs- und Quergeschwindigkeit v1 und v2 steht, die wahrend eines 
Zeitelementes dt als konstant angenommen werden diirfen. Den resul
tierenden Weg und die resuitierende Geschwindigkeit findet man 
nach der Parallelogrammregel. 

Die resultierende Bewegung eines Korpers, der gieichzeitig zwei 
Translationen ausfiihrt, ist wiederum eine Translation, da samtliche 
Korperpunkte in einem Zeitelement gleiche und paraIlele resultie
rende Wege zuriicklegen und gleiche resultierende Geschwindigkeiten 
besitzen. 

Autenrieth-Ensslin, Mechanik. 3. Auf!. 22 
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226. Zusammensetzung einer Translation und einer Drehung. 
Wir wollen einen Korper K (Abb. 195) annehmen, der sich urn die 
Achse 0 senkrecht zur Bildebene mit der Winkelgeschwindigkeit w im 
Uhrzeigersinn drehe. Dabei sei aber die Drehachse nicht unbeweglich, 
vielmehr werde dieselbe mit einer Geschwindigkeit v parallel mit sich 
selbst in einer Richtung senkrecht zur Drehachse verschoben. 

Wiirde der Korpe~ K sich nicht drehen, so fiihrte er in der durch 
die Geschwindigkeit v angegebenen Richtung eine Translationsbewegung 
aus. Unterbliebe dagegen die Bewegung der Achse, so handelte es sich 

lediglich urn eine Drehung des Korpers urn die 
Achse O. Urn nun liber die resultierende Ele
mentarbewegung im vorliegenden Fall AufschluB 
zu erhalten, nehmen wir auf der durch 0 senk
recht zur Translationsrichtung gezogenen Geraden 
einen Punkt A so an, daB 

v=(OA).w 
wird und der Punkt, den wir als dem Karper K 
angehorend oder doch als mit demselben fest ver
bunden uns zu denken haben, durch die Drehung 

Abb. 195. urn 0 eine der Translationsrichtung entgegen-
gesetzte Bewegungsrichtung erhait. Wir haben 

also den Punkt A im Falle der Abb. 195 unter und nicht uber dem 
Punkt 0 anzunehmen. Infolge der Translation kame der Punkt A in 
dem Zeitelemenb d t nach rechts urn v· d t, vermoge der Drehung urn 0 
nach links urn (0 A) w . d t, da abel' der V oraussetzung nach v = (0 A) w, 
so bleibt der Punkt A wahrend des Zeit elements dt tatsachlich in Ruhe. 

Wie sich der Punkt A des Korpers K verhalt, so verhiilt sich auch 
jeder andere Punkt desselben, der auf einer durch A parallel der Dreh
achse 0 gezogenen Geraden sich befindet, d. h. aIle auf dieser Parallelen 
gelegenen Punkte des Korpers K bleiben wahrend der Zeit d t in Ruhe. 
Daraus laBt sich aber sofort schlieBen, daB die gesuchte resul
tierende Elementarbewegung eine Drehung urn eine durch A 
gehende, del' gegebenen Drehachse parallele Achse ist. Der 
momentan allein ruhende Punkt A des Karpers, bzw. die durch A 
gehende Achse heiBt dessen Momentanzentrum bzw. Momentan
achse. Die momentane Geschwindigkeit irgendeines Punktes P, die er 
infolge v und w besitzt, steht auf A P senkrecht. Kennt man demnach 
die Geschwindigkeit eines Punktes P, so liegt das Momentanzentrum 
auf dem in P auf der Geschwindigkeit errichteten Lot. Die Winkel
geschwindigkeit w' del' resultierenden Elementarbewegung erhiilt man 
wie folgt: 
. Die wirkliche Elementarverschiebung eines auf der Achse 0 ge
legenen Punktes B des Karpers Kist vdt. Diese Verschiebung soIl 
nun auch durch Drehung des Karpers K urn die Parallelachse A mit 
der Winkelgeschwindigkeit w' bewirkt werden; es hat daher die Drehung 
urn A, wie die gegebene Drehung urn 0, ebenfalls im Sinne del' Uhr
zeigerbewegung zu erfolgen. Weiter muB sein 

vdt=(AO)w'.dt oder (OA)wdt=(AO)w'dt, 

womit w'=w. 
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Wiirde die gegebene Drehachse nicht senkrecht stehen auf der 
Translationsrichtung, so hatte man die gegebene Translation in zwei 
andere zu zerlegen, von denen die eine parallel der Drehachse up.d die 
andere senkrecht zu derselben gerichtet ist. Die letztere Translation 
setzte man dann mit der gegebenen Drehung zusammen und erhielte 
als resultierende Bewegung eine Drehung um eine Achse parallel der 
ersteren Translation. Der Korper K wiirde sich also drehen um die 
eben gefundene Achse und sich iiberdies nach dieser Achse verschieben, 
oder mit anderen Worten: die resultierende Elementarbewegung des 
Korpers K ware eine Schraubenbewegung. 

227. Zusammensetzung zweier Drehungen urn parallele Achsen. 
Wir nehmen einen rechteckigen Rahmen °1 % 2'02 (Abb. 196) an, der 
sich um °2°2' mit der Winkelgeschwindigkeit w 2 drehe. Auf 010/ da
gegen sei ein Korper K aufgesteckt, der sich um °1°/ mit der Winkel
geschwindigkeit w 1 drehe. Man kann daher 
sagen, der Korper K fiibre in einem Zeit-
element dt gleichzeitig zwei Drehungen, 
eine Drehung um die Achse 0 1°/ und eine 
solche um die Achse 0202' aus, und fragen: 
was ist im vorIiegenden Fall die resultie
rende Elementarbewegung des Korpers K? 

a) Zunachst wollen wir voraussetzen, 
daB die beiden Drehungen im selben Sinn 
erfolgen (s. Abb. 196). 

Auf der Geraden °1°2 bestimmen 
wir zwischen 01 und 02 eineu Punkt A 
so, daB man hat 

Dieser Punkt A, den wir dem Korper 
K angehorend uns denken, bleibt wahrend 
des Zeitelements dt tatsachlich in Ruhe, 

-----1-------- -~ 

xi 
! 

K 

K 

£0-
Abb.196. 

c: 2 

weil er vermoge der Drehung um °1°/ eine Elementarverschiebung nach 
unten = (01 A) WI dt, vermoge der Drehung um °2°2' aber eine solche 
nach oben = (02 A) w2 dt, also in Wirklichkeit eine Elementarverschiebung 
= 0 erhalt, indem ja der Voraussetzung nach der Punkt A so ange
nommen ist, daB (01 A) w1 = (OllA) w2. Die gesuchte resultierende Ele
mentarbewegung ist mithin eine Drehung um eine Achse parallel den 
gegebenen Drehachsen, in der Ebene der letzteren und zwischen den
selhen so gelegen, daB w 1 (OIA) = w2 (02 A). Was ist nun die Winkel
geschwindigkeit w' der resultierenden Drehung? 

Wir denken uns einen Punkt B in fester Verbindung mit dem 
Korper K auf der Verlangerung von °2°2' gelegen. Infolge der Drehung 
um die Achse 01 ist (BOI) w1 dt oder (°2°1) WI dt die nach unten er
folgende Elementarverschiebung des Punktes B. Durch die Drehung 
um 02 ergibt sich fiir B keine Verschiebung, es ist daher die tatsach
Hche Elementarverschiebung des Punktes B = (01 02) WI dt. Diese Ver
schiebung kann auch durch eine im Uhrzeigersinne mit der Winkel
geschwindigkeit w' erfolgende Drehung um die Parallelachse A bewerk-

22* 



340 Die DYllamik des materiellen Korpers. Grundlehren. 

stelligt werden, wobei dann 

(A B) w'· dt = (°1°2 ) W 1 dt. 
Da abel' 0102=01A+A02 und AB=A02 , so wird 

(/02)w' =(01 A +AO)w1 
odeI' 

,+OlA +W2 + W =w1 AO"' W1 =w1 -,w1 =w1 W2 • 
2 w1 

Die Winkelgeschwindigkett w' del' resultierenden Drehung ist also 
gleich der Summe del' Winkelgeschwindigkeiten der. zusammenzusetzen
den Drehungen und del' Drehungssinn von w'iibereinstimmend mit 
demjenigen von w1 und w 2 • 

b) Hatten die beiden zusammenzusetzenden Drehungen entgegen
gesetzten Drehungssinn, z. B. w1 den Zeigersinn, w2 den GegBnzeiger
sinn, und ware w 1 > w 2 ' so erhielte man den Punkt A, del' wahrend 
des Zeitelementes d t seine Lage trotz del' beiden Drehungen nicht andern 
solI, wieder auf 0102' aber auBerhalb del' Strecke 0102 und zwar VOl'
liegendenfalls links von °1 , wobei dann' wieder 

w1' (A 01) = W2 (A02 ) 

sein miiBte. 
In der Tat waren die Elementarverschiebungen des so bestimmten 

Punktes A infolge del' beiden Drehungen um 01 und 02 einander gleich 
und entgegengesetzt. Die resultierende Bewegung ergibt sich also auch 
in diesem Fall als eine Drehung um eine .. Achse durch A parallel den 
gegebenen Drehachsen 01 und 02 und mit diesen in einer Ebene liegend. 
Was die Winkelgeschwindigkeit w' del' resultierenden Drehung betrifft, 
so erhalt man diese wieder, wie folg~: Vermage del' Drehung um 01 
wird ein auf del' Achse 02 angenommener, mit dem Karpel' K fest ver
bundener Punkt B wahrend del' Zeit dt sich nach abwarts verschieben 
um das Stiick (01 B) w~ dt. Dieselbe Elementarverschiebung solI aber 
auch durch die Drehung um die Parallelachse A erzielt werden. Die 
resultierende Drehung um A muB daher auch im Uhrzeigersinne, d. h. 
im Sinne del' graBeren Winkelgeschwindigkeit w1 erfolgen. Man hat also 

(A B) w' dt = (01 B) WI dt 

oder (AD2) W' = (°1°2) W1 = (AOz - A01 ) WI' 

woraus , (A01) w'.) 
W = 1 - A d~ WI = w1 - WI' W1 = WI - w2 • 

1m FaIle WI < w2 lage del' Punkt A rechts von 02' 
c) Sind die Winkelgeschwindigkeiten WI und w 2 del' zusammenzu

setzenden Drehungen einander gleich und entgegengesetzt, so riickt 
del' Punkt A ins Unendliche und es wird die resultierende Winkelge
schwindigkeit w' = O. Eine Drehung um eine unendlieh ferne Achse, 
die in del' durch die beiden Drehachsen 01 und 02 gelegten Ebene sich 
befindet, entspricht aber einer Translation des Karpers K senkrecht 
zu dieser Ebene. Um nun fiir diese Translation die Geschwindigkeit v 
zu erhalten, betrachten wir einen Punkt B des Karpel's K, links von 
01 und in der Ebene der beiden Achsen 01 und 02 gelegen. Dieser 
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Punkt B wiirde sich wahrend der Zeit dt infolge der im Sinne des 
Uhrzeigers stattfindenden Drehung um die Achse 01 iiber die Ebene 
0 10 2 erheben um die Strecke (B01)w1 dt, dagegen unter diese Ebene 
sich senken um (B02 ) W 2 dt infolge der Drehung um die Achse O2 ; B 
senkt sich daher tatsachlich unter die genannte Ebene und (B02 ) wli dt 
- (B01 ) wl dt, wenn die beiden Drehungen um 0 1 und O2 gleichzeitig 
erfolgen. Diese Senkung soll aber durch die resultierende Translation, 
die demgemaB nach unten mit der Geschwindigkeit v erfolgt, ebenfalls 
bewerkstelligt werden, man hat daher 

V'dt=,B all) W 2 dt-(B01) w1 dt, oder da wt = W2=W 

= (B02 - B01 ) W· dt = (01 0 2) W dt, 

woraus 

Bei entgegengesetztem Drehsinn wiirde eine Translation des Korpers 
K nach oben erfolgen, gleichfalls mit der Geschwindigkeit v = (010 2 ) w. 

Die beiden gleichgroBen und einander entgegengesetzten Winkel
geschwindigkeiten w' und - w' um zwei in einem gewissen Abstand 0 1 0 2 

befindliche Drehachsen bezeichnet man als Drehungspaar. Ein Dreh
ungspaar ist also einer Translation gleichwertig. 

228. V('ktorielle Darstellung von Winkelgeschwindigkeiten. Zer
legung und Zusammensetzung nach dem Parallelogrammgesetz. Krafte
paare und Winkelgeschwindigkeiten haben die Merkmale einer Strecke, 
namlich GroBe, Richtung und Richtungssinn. Daher liegt es nahe, die 
Winkelgeschwindigkeiten ebenso durch Drehstrecken 
nach Poinsot darzustellen wie Kraftepaare, und 
man vermutet iiberdies, man werde Winkelgeschwin-
digkeiten ebenso nach dem Parallelogrammgesetz zer-
legen und zusammensetzen diirfen wie Momente. Be
ziigIich der Kraftepaare ist alles ErforderIiche in 27 
ausgefiihrt und braucht nur auf Winkelgeschwindig
keiten iibertragen zu werden. Dreht sich ein Korper 
mit der Winkelgeschwindigkeit w urn eine Achse, 
so tragt man nach Wahl eines MaBstabes fiir w auf 
der Drehachse eine Strecke von so viel Langenein
heiten auf, als w MaBeinheiten hat, und versieht 
die Strecke mit einem Pfeil derart, daB, gegen die 

Abb.197. 

Pfeilspitze und den sich drehenden Korper gesehen, letzterer sich im 
Zeigersinn dreht. Damit ist w eindeutig durch die Drehstrecke oder den 
Drehvektor AB (Abb. 197) nach GroBe, Richtung und Drehsinn dar
gestellt. 

229. Zusammensetzung zweier Drehungen um Achsen, die sich 
schneiden. Drei Stabe seien in ihren Endpunkten miteinander zu 
einem Dreieck ABO verbunden (Abb.198). Auf AB als Achse sei ein 
Korper drehbar aufgesteckt und drehe sich mit der Winkelgeschwindig
keitw l um AB. Gleichzeitig drehe sich das ganze Dreieck ABO um 
die Achse AO mit der Winkelgeschwindigkeit w2 • Man kann also sagen, 
der Korper fiihre in dem Zeitelement dt gleichz1litig Drehungen urn die 
beiden in A sich schneidenden Achsen AB und AO aus, und kann 
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sich demnach die Aufgabe stellen, die resultierende Elementarbewegung 
des Korpers zu ermitteln, z. B. bei einem GeschoB, das .sich um seine 
eigene Achse dreht, wahrend diese selbst eine Kegelflache beschreibt. 
Die beiden parallelen Achsen 010/ und' O,p./ in Abb.196 sind jetzt 
gegeneinander geneigt und sehneiden sich in einem Punkt A Abb. 198. 

Wir vermuten, diese Elementarbewegung bestehe wieder in einer 
Drehung mit der noch unbekannten Winkelgeschwindigkeit w, und zwar, 

B 
Abb. 198. 

da der Punkt A offenkundig unbe
weglich bleibt, um eine durch A 
gehende Achse. Tragen wir nun 
nach Poinsot die Winkelge
schwindigkeiten WI und w2 als 
Drehstrecken auf A B und A 0 
auf und konstruieren das Paral
lelogramm ABlDO"" so wird wei-

er terhin behauptet, daB die Dia. 
gonale AD die ,Achse der resul
tierenden Drehung' sei und die 
resultierende Winkelgeschwindig
keit nach GroBe und Drehsinn 

wir die Elementarverschiebung des 
Verbindung gedachten Punktes D. 

darstelle. Zum Beweis bestimmen 
mit dem starren Korper in fester 

Infolge der Drehung um A B allein wiirde sich D in der Zeit dt 
unter die Ebene ABO senken um wl·b·dt, infolge der Drehung um 
AO allein wiirde er sich iiber die genannte Ebene erheben um w2 ·c.dt, 
also sich im ganzen senken umwl ·b·dt-w2 ·c·dt. DaaberLBIDDI 
ahnlich 02DD2' weshalb 

b:C=W2 :WI oder wl b=w2 c, 

so ist auch die Senkung (wt b-w2 c)dt von D unter die Ebene ABO 
gleich Null, d. h. wahrend der Zeit" dt bleibt der dem starren Korper 
angehOrige Punkt D an der gleichen Stelle. Das gleiche gilt von dem 
mit dem starren Korper in fester Verbindung gedachten Punkt A. 
Wenn aber zwei Punkte A und Deines starren Korpers bei einer Be-' 
wegung des letzteren ihre Lage nicht andern, so kann die Bewegung 
wahrend' der Zeit dt nur in einer Drehung um die Achse AD bestehen. 

Es sind noch die resultierende Winkelgeschwindigkeit und deren 
Drehsinn zu ermitteln. Zu dem Ende betrachten wir den mit dem 
starren Korper in fester Verbindung gedachten Punkt O'J' Unter dem 
alleinigen EinfluB der Drehung um AO behiilt O2 seine Lage bei; in
folge der Drehung um AB dagegen senkt er sich in dt sk unter die 
Ebene ABO, um b·wl·dt. Um den gleichen Betrag soIl er sich aber 
in' dt sk infolge der Drehung um AD, die mit der Winkelgeschwindig
keit w erfolgt, senken; er ist auch = a· w . d t. Wie man hieraus er
kennt, vollzieht sich die resultierende Drehung um AD tatsachlich nach 
MaBgabe des Pfeilsinnes von AD, d. h. so, daB der Korper, gegen die 
Pfeilspitze von AD gesehen, im Zeigersinn um AD dreht. Die GroBe. 
der resultierenden Winkelgeschwindigkeit wirdwie folgt bestimmt: 

L ADBI und A)JQij 
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sind inhaltsgleich, weshf!.lb 
~.AD.a=~'OJl·b· 

343 

Na,ch dem soeben uber die Senkung des Punktes 0 Bemerkten ist 

OJ·a=OJ1 ·b. 
Aus dem Vergleich beider Gleichungen folgt: 

AD=OJ. 
Durch die Diagonale AD des Para,llelogramni.s AB1 D02 ist daher die 
Achse, die Winkelgeschwindigkeit und der Drehsinn der resultierenden 
Drehung richtig und eindeutig bestimmt. Damit hat man den Satz 
vom Parallelogramm der Winkelgeschwindigkeiten zum Aua
druck gebracht. Man kann also Drehungen wie Krafte oder Momente 
nach der Parallelogrammregel zusammensetzen und zerlegen, wenn man 
die Winkelgeschwindigkeit nach Poinsot durch eine Drehstrecke dar
stellt. Die Drehachsen mussen dabei durch einen Punkt gehen. 

Der Satz gilt, wie ohne weiteres klar, auch fur den Raum. Die 
Drehstrecke OJ schlieBe z. B: mit den x, y, z-Achsen eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems die Winkel IX, p, rein, dann kann man sie nach 
den drei Achsen zerlegen in die Komponenten: 

OJ",= OJ cos IX OJy = OJ cos p OJ. = OJ cos r (156) 

wo cos2 IX + cos2 P + cos2 r = 1 

und OJ = V OJ",'" + OJ/ + OJ/. 

230. Zusammenhang zwischen den Komponenten der Umfangs
und Winkelgeschwindigl(eit eines um eine Achse kreisenden Punktes. 
Znsatz: Analogie zwischen der Reduktion von Kraften und Krafte
paaren und der Reduktion von Translationsgeschwindigkeiten und 
Winkelgeschwindigkeiten. Um die Achse OD der Abb.199 kreise im 
Abstand r von 0 D ein Punkt P mit 
der Winkelgeschwindigkeit OJ, also 
der Umfangsgeschwindigkeit v=rOJ. 
Die Komponenten von v nach den 
drei Koordinatenachsen seien v"" 
vy' 'v. (vgl. 176) und diejenigen von 
OJ seien OJ"" OJy' OJ.; es ist die Be
ziehung zwisclien diesen Kompo
nenten gesucht. 

Der betrachtete Punkt P habe 
die rechtwinkligen Koordinaten x, 
y, z. Statt daB er mit OJ urn die 
Achse 0 D kreist, kann man dem 
vorigen Abschnitt zufolge auch an
nehmen, er fiihre gleichzeitig drei 
voneinander unabhangige Drehungen 
um die x- bzw. y- bzw. z-Achse mit 
den Winkelgeschwindigkeiten OJa; bzw. OJ bzw. OJ. aus; die Geschwi_ndig
keitskoniponenten miissen in beiden Fall~n gleich groB sein. Betrachten 
wir die Drehung von P mjt Winkelgeschwindigkeit OJ", um die X-Achse 
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ffir sich allein: Der Fahrstrahl AP rotiert dann mit 00", um die X-Achse, 
und Punkt P hat infolgedessen eine Umfang8geschwindigkeit AP· 00"" 

die senkreckt auf AP steht; diese Umfangsgeschwindigkeit wird langs 
y und z in Komponenten zerlegt. Man denke sich mit P einen starren 
Korper verbunden; samtliche auf P P", " Y-Achse gelegenen Punkte be
sitzen Geschwindigkeiten, deren Projektionen auf P P", gleich groB sein 
mussen; denn diese konnten nur verschieden sein, wenn der Korper
zusammenhang aufgehoben wurde. Die y-Komponente der Geschwindig
keit von P ist daher gleich der Geschwindigkeit von P", und diese ist 
-w",·z; auf dem gleichen Wege erbalt man fur die z-Komponente 
+w",·y. Diese Betrachtung ist ffir die drei andern Achsen in genau 
gleicher Weise zu wiederholen und liefert, wenn man die Drehung von 
P um die y-Achse allein ins Auge faBt, die x-Komponente + wy·z und 
die z-Komponente - 00 ·x; schlieBIich wenn man die Drehung von P 
um die z-Achse allein Ynimmt, die x-Komponente - wz·y und die y
Komponente + wE·x. Die algebraische Summe der x-Komponenten 
ist v", (und Analoges gilt fur die beiden andern Achsen), so daB man hat: 

v", = x = dxjdt = WyZ - W •• Y} 
vy= if =dyjdt = wzx - w",·z 
v = z=dzjdt =00 y-w ·X 

z '" Y 

. . . . (157) 

Diese Gleichungen 1) geltea wahrend eines Zeitelementes dt, sind 
aber nicht notwendig an die Voraussetzung gebunden, daB die Dreh
achse von 00 jederzeit die gleiche Lage im Raum einnehme; 00 kann 
sich vielmehr der Richtung und GroBe nach mit der Zeit and ern. 

Anmerkung: Nachdem wir gesehen 'haben, daB man Winkel
geschwindigkeiten als Vektoren darstellen und, wenn sie um parallele 
oder sich schneidende Achsen erfolgen, gerade so zusammensetzen und 
zerlegen darf wie Vektoren, nachdem wir ferner in 227 das Drehungs
paar als einer Translationsgeschwindigkeit gleichwertig erkannt haben, 
kann auf die Analogie zwischen den Yektoren einer Kraft und eines 
KriiJtepaares einerseits und eines Drehungspaares (Translationsgeschwin
digkeit) und einer Winkelgeschwindigkeit anderseits hingewiesen werden. 
Ein gegebenes Kraftesystem kann man auf unendlich viele Arten auf 
eine Resultante und auf ein Moment reduzieren; ausgezeichnet ist die 
mit der Zentralachse zusammenfallende Resultante und das mit seiner 
Ebene auf der Zentralachse senkrecht stehende Hauptmoment, das von 
allen Reduktionsmomenten das kleinste ist. . Ein gegebenes System von 
Drehungspaaren (Translationsgeschwindigkeiten) und Winkelgeschwindig
keiten kann man ebenso auf unendlich viele Arten auf eine resuItierende 
Translationsgeschwindigkeit und eine resultierende Winkelgeschwindig
keit reduzieren; ausgezeichnet ist die Translationsgeschwindigkeit langs 
der Zentralachse und die um diese erfolgende resultierende Winkel
geschwindigkeit, die ein Minimum ist unter den anderen reduzierten 
Winkelgeschwindigkeiten. Die Translation langs der Zentralachse und 
die Drehung um diese ergeben zusammen eine Schraubenbewegung. 

1) Durch Kombination folgt v",.x+vy·y+vz·z=O, d. h. nach der analy
tischen Geometrie: die resultierende Geschwindigkeit v steht senkrecht auf 0 P 
(Abb. 199), was von vornherein anschaulich klar ist. 
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231. Bewegnng einer ebenen Fignr in ihrer Ebene. Momentan
zentrnm. In dem starren Korper X, dessen Bewegung in Betracht 
gezogen werden soIl, nehmen wir drei nicht in gerader Linie liegende 
Punkte ABC an und verbinden diese dutch Gerade zu einem Dreieck. 
Bewegt sich der Korper X, so £iihrt auch das Dreieck ABC im 
Raume eine bestimmte Bewegung aus, und umgekehrt, wenn das Drei
eck ABO sich bewegt, so ist dadurch die Bewegung des ganzen 
K6rpers X bestimmt. 

Wir wollen nun annehmen, daB bei der Bewegung des Dreiecks 
letzteres nicht aus seiner Ebene heraustrete. 

Es sei Al BI C1 (Abb. 200) die Lage des Dreiecks in irgendeinem 
Augenblick und A2B~09 die Lage desselben nacb VerIa.uf der Zeit t, 
dann kann das Dreieck stets 
durch Drehung um einen ge
wissen· Punkt 0 seiner Ebene 
aus der ersten Lage in die 
zweite gebracht werden. Zur 
Bestimmung dieses Punktes 0 
zieht man Al A 2 und BI B2 nnd 
errichtet auf diesen Strecken 
die Mittellote; diese schneiden 
sich in dem gesuchten Punkte O. 
Der Beweis £olgt aus der Kon
gruenz der beiden Dreiecke 
OAI BI und. OA2 B 2 • 

In Wirklichkeit wird das 
Dreieck ABC in der Zeit taus 

Abb. 200. 

der Lage Al BIOI in die Lage AI) B9 09 im allgemeinen nicht durch eine 
einzige Drehung urn den Pnnkt 0 gelangen nnd demgemiiB die Bahn
linie irgendeines Pnnktes J des Dreiecks bei der Bewegung des letzteren 
auch nicht auf den aus 0 mit dem Halbmesser OJ bescbriebenen 
Kreisbogen fallen, es stellt sicb jedoch der Vnterscbied zwiscben der 
wirklichen Bahnlinie des Punktes J und dem erwahnten Kreisbogen 
urn so geringer heraus, je kieiner der Zeitabschnitt t ist, in welchem 
die Bewegung des Dreiecks in Betracht gezogen wird. Dieser Vnter
scbied darf nicht mehr beriicksichtigt werden, wenn t unendlich klein 
ist. Daraus geht hervor, daB die Elementarbewegung des Drei
ecks ABC in jedem Augenblick als eine Drehung um einen gewissen 
Punkt angesehen werden kann. Dabei nennt man den betrefIenden 
Drehpunkt den augenblicklichen Drehpunkt oder das Momentan
zentrum des Dreiecks, bzw. der beweglichen ebenen Figur F; auf 
der das Dreieck ABC be£estigt gedacht ist. Verbindet man einen be
liebigen Punkt J der Flache F mit dem augenblicklichen Drehpunkt 0, 
so ist das in dem Zeitelement d t vom Punkte J bei der Bewegung 
der Flache F beschriebene Element ds seiner Bahnlinie ein aus 0 mit 
dem Halbmesser OJ bescbriebener Kreisbogen, es bildet also die Ver
bindungslinie JO die Normale im Punkte J der Bahnlinie nnd liiBt 
sich demgemaB der Satz aufstellen: 

Die in irgendeinem Augenblick auf den Bahnlinien der 
verschiedenen Punkte· der Figur F in diesen Punkten er-
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richteten Normalen schneiden sich alle in einern unddem
selben Punkte 0, dern augenblicklichen Drehpunkt. 

Da fUr den angenommenen Punkt J der Figur F die in der 
Zeit dt zuriickgelegte Wegstrecke ds=(OJ)dcp ist, wenn mit dIP der 
Winkel bezeichnet wird, den der Fahrstrahl OJ in der Zeit dt be
schreibt, so hat man flir die Geschwindigkeit v des Punktes J in 
dem betreftenden Augenblick 

_ ds _(OJ)dcp -(OJ) 
v- dt - dt - W, 

wobei w die Winkelgeschwindigkeit bedeutet, mit der die Drehung 
des Punktes J und damit auch die Drehung der ganzen Figur F 
zur betreffenden Zeit urn den augenblicklichen Drehpunkt 0 erfolgt. 
Aus v = (0 J) w geht dann hervor, daB v proportional OJ oder auch, 
daB die Geschwindigkeiten der verschiedenen Punkte der 
Figur in einem und dernselben Augenblick sich verhalten 
wie die Entfernungen der Punkte vorn augenblicklichen 
Drehpunkt. 

Fiihrt die Figur Fund damit das Dreieck ABO eine Trans
lationsbewegung aus, so faUt der augenblickliche Drehpunkt ins 
Unendliche, weil in diesern Falle bei der Elementarverschiebung des 
Dreiecks die Verbindungslinien Al A2 und BI B2 und ebenso die auf 

dies en Strecken errichteten Mittel
lote, deren Durchschnittspunkt den 
augenblicklichen Drehpunkt liefert, 
parallel sind. . 

Diese Satze finden vielfache 
Anwendungen. So z. B., wenn es 
sich darum handelt, die Bewegung 
der Schubstange eines Kurbel
getriebes zu bestimmen. 

Bei dem Kurbelgetriebe be
wegt sich der Endpunkt K (am 
Kreuzkopf) der Schubstange A K 
in einer Geraden, der Endpunkt A, 
(am Kurbelzapfen) auf einem Kreis. 

Urn nun fUr die gezeichnete Lage des Kurbelgetriebes (Abb. 201) die 
Beziehung zwischen der Winkelgeschwindigkeit w der Welle 0 und der 
Geschwindigkeit VI des Kreuzkopfes K zu erhalten, bestimmen wir den 
augenblicklichen Drehpunkt 0 fUr den in einer Ebene senkrecht zur 
Wellenachse sich bewegenden Langenschnitt der Schubstange, indem 
wir auf den Bahnlinien der Punkte A und K die N ormalen errichten 
und bis zu ihrem Durchschnittspunkt 0 verlangern. Diese Normalen 
sind aber: der von 0 nach A gezogene Halbmesser und die in K auf 
der Geraden OK errichtete Senkrechte. Nach dem oben angegebenen 
Satz iiber das Verhaltnis der Geschwindigkeiten zweier Punkte der be
wegten Figur hat man nun. im vorliegenden Fall, wenn VI die Ge
schwindigkeit des Kreuzkopfes und rw die Geschwindigkeit des Kurbel
zapfens A 

VI OK 
-=-; 
rw OA 
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oder wenn man den Durchschnittspunkt der verlangerten Geraden KA 
mit der auf OK in 0 errichteten Senkrechten mit B bezeichnet, 

OB 
VI =--.rOJ=(OB).OJ. 

r 

Man kann also, wenn die Winkelgeschwindigkeit OJ der Welle ge
geben ist, fUr jede beliebige Lage des Kreuzkopfes K dessen Geschwin
digkeit mit Leichtigkeit bestimmen. Aber auch fur einen beliebigen 
Punkt J der Schubstange liiBt sich die Geschwindigkeit V festsetzen, 
indem man den Punkt .J mit dem augenblicklichen Drehpunkt ver
bindet und die Lange dieser Verbindungslinie angibt. Man hat dann 

v OJ 
VI OK' 

232. Elementarbewegnng eines urn einen unbewe/!:lichen Punkt 
drehbaren starren Korpers. Um AufschluB iiber die Elementarbewegung 
des Korpers zu erhalten, betrachten wir wieder die Bewegung eines 
durch drei materielle Punkte Al B lOdes Korpers bestimmten Dreiecks, 
wobei wir den einen Eckpunkt 0 im unbeweglichen Drehpunkt des 
Korpers annehmen. 

Bei der Elementarbewegung des Korpers gelangt das Dreieck ABO 
aus der Lage OA1 Bl in die unmittelbare Nachbarlage OA2 B 2 • Diese 
Ortsveranderung kann man aber auch dadurch bewerkstelligen, daB 
man das Dreieck durch Drehung urn eine durch 0 gehende und senk
recht auf der Ebene OA l A 2 stehende Achse zunachst in eine Zwischen
lage OA2 B/ und damit OAl zur Deckung mit OA 2 bringtund dann 
erst das Dreieck durch Drehung um die Achse OA 2 in die Lage OA2 B2 
versetzt. Denkt man sich diese beiden Drehungen statt nacheinander, 
gleichzeitig ausgefUhrt, so kann man dieselben, da sie um Achsen 
erfolgen, die beide durch den unbeweglichen Punkt O. hindurchgehen, 
zu einer einzigen Drehung zusammensetzen, deren Achse ebenfalls durch 0 
hindurchgeht. Daraus ergibt sich, daB jede Elementarbewegung eines 
um einen unbeweglichen Punkt drehbaren starren Korpers aufgefaBt 
werden kann als eine Drehung um eine durch den festen Drehpunkt 
gehende Achse. 

233. Elementarbewegung eines freien Korpers. Die allgemeinste 
Elementarbewegung eines freien Korpers ist eine Schraubenbewegung. 
Urn dieses zu beweisen, nehmen wir an, daB das mit dem Kor
per K sich bewegende Dreieck 
ABO am Anfang eines Zeitele
ments dt sich in Al B1 01 (Abb. 202) 
und am Ende desselben sich in 
A2 B2 O2 befinde und daB das 
Dreieck durch Translation zu
nachst in die parallele Zwischen
lage A2 B/ O2', hierauf durch Dre
hung um den Punkt A2 in die 
Lage A2 B2 O2 gebracht werde. Die .A4 

letztere DrehutJg erfolgt, wie wir Abb.202. 
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vorhin gefunden haben, um· eine gewisse, durch den Punkt A2 gehende 
Achse A 2 A 2 • Somit handelte es sich vorliegendenfalls um eine Trans
lation in der Richtung At A2 und eine darauffolgende Drehung urn die 
Achse A 2 A2 • Denkt man sich diese beiden Bewegungen gleichzeitig 
vor sich gehend, so stellt die resultierende Bewegung die Elementar
bewegung des Dreiecks ABC und dam it auch des Karpers K vor. 
In 226 haben wir aber gesehen, dal3 bei der Zusammensetzung einer 
Drehung und einer Translation, deren Richtung nicht senkrecht steht 
auf der Drehachse, sich als resultierende Bewegung eine Schrauben
bewegung ergibt. Somit ware tatsachlich die allgemeinste Elementar
bewegung des Karpers K eine Schraubenbewegung und die freie Be
wegung eines starren Korpers iiberhaupt als die Aufeinanderfolge solcher 
schraubenfOrmiger Elementarbewegungen anzusehen. Dabei nennt man 
die im allgemeinen sich in jedem Augenblick andernde Schraubenachse 
die augenblickliche Achse der Drehung und Translation oder 
die Momentanachse. 

234. Bestimmung der Itlomentanachse. Nach dem in 224 iiber 
die Schraubenbewegung Gesagten 8ind die Projektionen der Geschwin
digkeiten samtlicher Punkte des bewegten starren Karpel's auf die 
Momentanachse in einem und demselben Augenblick aIle einander gleich. 
Bezeichnet man nun mit vl ' v2 , V3 die gegebenen Geschwindigkeiten 
dreier nicht in einer Geraden liegender Punkte AlA2Aa des bewegten 
Karpers, zieht von einem beliebigen Punkte C des Raumes aus Strahlen 
parallel dies en Geschwindigkeitan, tragt auf diesen Strahl en die be
treffenden Geschwindigkeiten VI' v2 ' va ab, legt durch die Endpunkte 
Dt , D2 , D3 diesel' Strahlen eine Ebene E und fiillt von C aus das 
Lot CE auf diese Ebene, dann ist die gesuchte Momentanachse parallel 
diesem Lot CE. Zieht man hierauf in der Ebene E die Geraden ED l , 

ED2 , ED3, so sind durch diese Streck en die Richtungslinien, sowie 
die Grol3en der iKomponenten von Vi' V2 ' Va rechtwinklig zur Momentan
achse ausgedriickt. Diese letzteren Komponenten sind abel' nichts 
anderes als die bei der Drehung urn die Momentanachse sich er
gebenden Umfangsgeschwindigkeiten del' Projektionen B1 , B2 , Ba der 
Punkte Ai' A 2 , A 3 des starren Karpel's auf eine Ebene senkrecht zur 
Momentanachse, d. h. auf eine Ebene parallel der Ebene E. Projiziert 
man also die Punkte Al , A 2' A 3 auf eine Ebene parallel der Ebene E 
und zieht durch 'die Projektionen B l , B 2 , B3 dieser Punkte A Parallel en 
miL den Strahlen E D1 , E D2 , E D3 , errichtet auf den erwahnten Par
allelen in den Punkten B 1 , B 2 , B3 Lote, so schneiden sich die letzteren 
in einem einzigen Punkte 0, durch den die Momentanachse hindurch
geht. Damit ist die Lage der Momentanachse vollstandig bestimmt. 

§ 49. Der Schwerpunktssatz des materiellen Korpers. 

235. Satz von del' Bewegung des materiellen Korpers. Auf 
einen materiellen Karpel' wirken eine Anzahl beschleunigender Krafte, 
deren zeitlicher Verlauf bekannt ist. Was liil3t sich iiber die Bewegung 
dieses Karpers aussagen? 

Wir denken uns den Karpel' pat'aIlel zu den Ebenen eines recht
winkligen xy z - Koordinatensystems in unendlich kleine ParallelepipedE) 
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und erforderlichenfalls an der Korperoberflache in Tetraeder zerlegt. 
Die auBeren Krafte konnen entweder Einzelkrafte sein, die an einzelnen 
Punkten der Korperoberflache angreifen oder iiber die Korperoberflache 
gIeichmaBig verteilt sind, oder der Masse proportionale Anziehungs
oder AbstoBungskrii.£te. Im allgemeinen greifen an einem beliebigen 
Massenelemeni mit den Koordinaten XiYiZi (i = 1 bis- i = i) und dar 
Masse dm i auBere und innere Krafte (222) an; fiigt man zu diesen 
nach d' Alembert den Tragheitswiderstand als fingierte Kraft hinzu, 
so bilden sie ein Gleichgewichtssystem. Sind Xi= d2Xildt2 und ana
log Yi' Zi die Beschleunigtingskomponenten im Punkt Xi' Yi' /Zi' so sind 
die Komponenten der d' Alembertschen Scheinkrii.£te - dm,xi usf. 
Wir denken uns nun fiir jedes Massenelement die Gleichgewichtsbedin
gungen der Kraftkomponenten bezuglich del' Koordinatenachsen an
geschrieben und aIle diese Gleichungen addiert; dann werden sich bei 
dieser aIgebraischen Addition alIe inneren Krafte wegheben, da sie 
nach 222 paarweise, in gleicher GroBe und mit entgegengesetztem Vor
zeichen vorkommen, und es bleiben nur noch auBere Krafte und Trag
heitswiderstande, deren x·y-z-Komponenten Bind 

X=Idmi,xi Y=.2dmi ·y. Z=Idmi·zi· 

Nach der Lehre vom Schwerpunkt hat man, wenn xoYozo die 
Koordinaten des Schwerpunktes sind 

m·xo=Idmi·xi; m'Yo=Idmi'Yi; m·zo=Idmi·zi , 

woraus durch zweimaliges Ableiten: 

m.xo=Idm,!'xi; m'Yo=Idmi'Yi; m.zo=Idmi·zi • 

Durch Vergleichen foIgt: 

X=m.xo Y=m·yo Z=m·zo (158) 
oder ausfuhrlich geschrieben 

Das sind genau dieselben Gleichungen, die fur einen materiellen Punkt 
von der Masse m und den Koordinaten xoYozo geIten, der von einer 
Beschleunigungskraft mit den Komponenten XY Z ergriffen ist. Vor
liegendenfalls ist m = Idmi die Gesamtmasse des Korpers und 
xoYozo die Komponenten der Schwerpunktsbeschleunigung. In Worten 
lautet der sog. Schwerpunktssatz des materieIlen Korpers: 

Der Schwerpunkt eines Korpers, der von beschleunigen
den Kraften ergriffen ist, bewegt sich so, als ob die ganze 
Masse des Korpers in ihm vereinigt ware und als ob samt
liche Beschleunigungskriifte oder deren Komponenten, mit 
sich selbst parallel verschoben, im Schwerpunkt angreifen 
wurden. 

Kennt man anderseits die Schwerpunktsbewegung eines Korpers 
und damit auch dessen Schwerpunktsbeschleunigung, IW ist dadurch er
wiesen, daB eine Beschleunigungskraft an ihm wirkt, deren GroBe durch 
die letzte Gleichung bestimmt ist. 

1st im besonderen Fall eine beschleunigende Kraft nicht tatig oder 
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haben die beschleunigenden Krafte keine Resultante, d. h. ist Z = Y 
=Z=O, so folgt: 

d. h. der Schwerpunkt kann sich in diesem Fall geradlinig und gleich
formig bewegen; er kann auch, wenn b1 = b2 = b3 = ° ist, in Ruhe 
bleiben. 

Bei der Ableitung des Schwerpunktssatzes ist keinerlei einschrankende 
Annahme iiber die beschleunigenden Krafte und deren Komponenten 
gemacht worden. Es ist also auch der Fall inbegriffen, daB die Krafte 
ein resultierendes Moment haben. Da ein solches in den Bewegungs
gleichungen des Schwerpunktes nicht vorkommt, so heiBt das: ein Krafte
paar, das an einem materiellen Korper angreift, beschleunigt den Schwer
punkt nicht; dieser verharrt in seinem bisherigen Bewegungszustand. 
Das Kriiftepaar setzt den Korper jedoch in Drehung und zwar, wie 
man ohne wei teres sieht, urn den Schwerpunkt bzw. eine Schwerachse. 

Hier entsteht leicht der Gedanke, die beiden iiberhaupt moglichen 
Bewegungen eines starren Korpers, die Translation und die Rotation, 
ganz unabhangig voneinander statt, jene unter dem EinfiuB der resul
tierenden Kraft, diese unter dem EinfiuB des resultierenden Momentes. 
Diese Annahme ist voreilig. Ein rotierendes LanggeschoB, dessen geo
metrische Achse iiberdies einen Kegel beschreibt, setzt die umgebende 
Luft in Bewegung, und die so bewegte Luft wird der fortschreitenden 
Bewegung des Schwerpunktfs einen anderen Luftwiderstand entgegen
setzen, als die von der Rotation nicht beeinfiuBte Luft. Daher wird 
man nicht die Schwerpunktsbewegung unter dem EinfiuB des Luft
widerstandes fiir sich rechnerisch erledigen diirfen, urn ganz unabhangig 
davon, etwa nachtraglich die Rotationsbewegung zu untersuchen. Diese 
getrennte Integration, m. a. W. die Annahme der volligen Unabhangig
keit der Translation von einer gleichzeitig stattfindenden Rotation, wird 
nur in bestimmten einfachen Fallen gestattet sein. 

236. Bewegung des Schwerpunktes eines materiellen Systems. 
Nachdem wir uns in 222 dariiber verstandigt haben, was unter auBeren 
und inneren Kraften bei einem materiellen System zu verstehen 
ist, fragen wir schlieBlich, ob der Schwerpunktssatz auch fiir ein 
bewegliches materielles System giiltig sei, nicht nur fUr einen 
starren Korper. 

Wir konnen dabei ebemowohl an ein System getrennter Massen
punkte (Punkthaufen) oder Korper (Planetensystem) denken, wie an 
den menschlichen Korper oder eine Maschinc (z. B. AutomobiI, Flugzeug). 
Tun wir das letztere, so sehen wir, wie das Triebwerk und das Gestell 
mit Kraften aufeinander einwirken, die in den Beriihrungsstellen (Lagern, 
Fiihrungen) auftreten. Stets driickt dabei ein Triebwerksteil auf seine 
Fiihrung mit der gleichen Kraft, mit der die Fiihrung widersteht. Auch 
eine etwa auftretende Reibungskraft kommt am System stets doppeIt 
vor, einmal am Triebwerksteil, dann an der Fiihrung oder am Lager 
und zwar gilt dies fiir Bewegungsreibung und fur Haftreibung. AIle 
diese Krafte sind daher innere Krafte (Sytemkrafte), die sich am 
ganzen System gegense:tig aufheben, also fiir den Systemschwerpunkt 
keine beschleunigende Resultante ergeben. Die Bewegung des Schwer-
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pullktes ist daher bei einem beweglichen materiellen System von den 
inneren (System-) Kraften unabhiingig und es gilt auch hierwie fur den 
starren Korper der Schwerpunktssatz, demzufolge der Schwerpunkt 
des Systems sich so b ewegt, als ob die ganze Masse des 
Systems in ihm vereinigt ware, und als ob aIle auBeren be
schleunigenden Krafte mit sich selbst parallel verschoben 
im Schwerpunkt angreifen wiirden. 

Ohne Zuhilfenahme auBerer Kraft kann also der Schwerpunkt we
der eines einzelnen Korpers noch eines Systems beschleunigt werden, 
er bewegt dch geradlinig und gleichformig, oder bleibt in Ruhe. 

Ein Mensch, dessen Korper auch ein materielles System ist, k6nnte, 
wenn er auf einem absolut glatten ebenen Boden stillstande oder lage, 
seinen Schwerpunkt, nicht von der Stelle bewegen. Es gelange mit 
einem Stab, dessen Spitze in den Boden eindringen kann und gegen 
dessen anderes Ende sich die Person stemmt; aber damit ist eben eine 
Kraft beniitzt, die von einem nicht zum urspriinglich betrachteten System 
(menschlicher Korper) gehorigen Korper ausgeht, und das ist eine fUr 
dieses System a uB ere Kraft. Genau das gleiche lieBe sich sagen, wenn 
eine Person sich in einem ScLlitten befindet, der auf einer absolut 
glatten Ebene ruht, und wenn das System (Mensch - Schlitten) von 
dem auf dem Schlitten Stehenden mit Hilfe eines SpieBes fortbewegt 
wird. Nicht anders geht es beim Rudern, wo das System aus Mensch, 
Kahn und Rudern besteht; die inneren Krafte des Systems, hervorge
rufen durch die Muskelkraft, schaffen durch die schnelle Bewegung der 
Ruderflachen im Wasser einen Widerstand am Wasser, also an einem 
nicht zum System gehorigen Korper; der Druck des Wassers gegen 
die Ruderschaufel ist die auBere Kraft, die, vermindert um die Rei
bung des Bootskorpers im Wasser, den Schworpunkt des Systems be
schleunigt. 

Die Lokomotive is~ mit Rahmen, Kessel, Triebwerk und Radern 
ein materielles System, an dem die inneren Krafte des Dampfdruckes 
(auf Kolben einerseits und Zylinderdeckel anderseits wirkend) die auBere 
Kraft der. Reibung der Triebrader an den Schienen (Adhasion)· hervor
rufen; diese auBere Kraft, vermindert um die auBeren Krafte des Luft
widerstandes, der Spurkranzreibung und der Rollreibung, dienen zur 
Beschleunigung der im Schwerpunkt vereinigt gedachten Masse. Auch 
die SchienenstoBe gehoren zu don auBeren Kraften des Systems, die 
den Lokomotivschwerpunkt beschleunigen, ebenso der Druck der Schienen 
in einer Kriimmung gegen die Rader. Wir brauchen die gleichen Ge
dankengange fiir das Fahrrad, Automobil, Luftschiff, Flugzeug nicht 
weiter auszufiihren, iiberaU erkennen wir gleichzeitig den groBen Wert 
der Reibung und des Widerstandes des umgebenden Mittels, wie Luft 
und Wasser, fiir die Besehleunigung des Schwerpunktes eines Systems. 

Explodiert eiu SprenggesehoB in der Luft, so ist der Explosions
druck fUr das System "GeschoB oder Sprengstiicke" eine innere Kraft, 
der Schwerpunkt wiirde sieh wenigstens im luftleeren Raum auf der 
gleichen Bahn weiterbewegen, gleichviel ob das SprenggeschoB geplatzt 
ist oder nicht. Trifft nun ein Sprengstiick auf einen nicht zum System 
geh6rigen Korper, so entsteht eine auBere Kraft am System und der 
Systemschwerpunkt bewegt sich von jetzt ab anders als es der . Schwer
punkt des noeh nicht geplatzten Geschosses tun wiirde. 1m lufter-
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fiillten Raum wird sich der Schwerpunkt der Sprengstiicke nicht genau 
so bewegen, wie der Schwerpunkt des ganz gebliebenen Geschosses, 
weil der Lufbwiderstand - d. i. eine am Schwerpunkt angreifende 
au13ere Kraft - an beiden versch~eden .gro13 ist. 

Unser Planetensystem ist wegen der ungeheuern Entfernung der 
Fixsterne als ein nur inneren Kriiften uilterwoIfenes System anzusehen, 
es befindet sich daher der Systemschwerpunkt entweder in Ruhe oder 
in gleichformiger Bewegung. 

§ 50. Anwendung des d'Alembertschen Prinzipes auf die Trans
lation eines materiellen Korpers 1). 

237. Bewegung einer Reihe von starr miteinander verbundenen 
Massen .. Es solI unter Beriicksichtigung der Reibung an der horizon
talen Ariflageebene und Vernachlassigung der Zapfenreibung bei der 
Rolle C die Bewegung des in Abb. 203 angedeuteten Massensystems 
besbimmt werden. 

Entsprechend dem in 222 Bemerkten hat man, um das Gleich
gewichtssystem von Kraften zu erhalten, an den samtlichen materiellen 

Abb.203. 

Punkten des bewegten Systems noch die 
betreffenden Tragheitskrafte anzubringen. 
Zum bewegten System gehort aber alles, 
was sich zusammen bewegt, also die Massen 
m, m1 und m2 , sodann die Masse des Ver
bindungsseiles und diejenige der sich dre

mO henden Rolle C. Indessen wollen wir vor-
liegendcnfalls zur Vereinfachung der Auf
gabe die beiden letztgenannten Massen ver
nachlassigen und iiberdies die Verbindungs
seile als starr annehmen. 

Die vertikal abwarts sich bewegende 
Masse m habe zur Zeit t die Beschleuni

gung b, es ist daher die Beschleunigungskraft derselben R = mb ver
tikal abwarts gerichtet, die Tragheitskraft R' = mb dagegen vertikal 
aufwarts. Die beiden Massen m1 und m2 besitzen zur Zeit t ebenfalls 
die Beschleunigung b, ihre Beschleunigungskrafte Rl und R2 sind damit 

Rl =m1 b und R 2 =m2 b 

horizontal von links nach rechts wirkend, die Tragheitskrafte R/ und 
R,,/ entgegengesetzt. 

Indem man nun zu den tatsachlich am System wirkenden Kraften 
noch die Tragheitskrafte R', R1' und R/ hinzufiigt, darf man aIle diese 
Kriifte als im Gleichgewicht befindlich behandeln. Bei dem im Gleich
gewicht befindlichen System hat man aber 

m g - mb = #md + m1 b + #m2 g + m2 b 
oder 

1) DaB d'Alembertsche Prinzip ist kein Grundprinzip der Mechanik; 
"Prinzip" ist hier, wie auch in den 127 und 151 lediglich in der Bedeutung von 
"Satz" .aufzufassen. 
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woraus 

b m - J-lm1 - J-lm" 
=g' -

. m+m1 +m2 ' 

Die Beschleunigung des Systems ist also konstant und die Be
wegung eine gleichformig beschleunigte. 

238. Die Spannnngen in den Vel'bindungsstangen zwischen den 
einzelnen Wagen eines Eisenbahnzoges mit stal'1'en Kuppelungen. 
Es handle sich zonachst urn die Stabspannungen beim Anfahren des 
Zuges. 1st hierbei P die Zugkraft del' Lokomotive und J-l die Wider-

"",0 1nq ~ ~b. Tnz 4 ~b Tn3 P 

#~~~" 
"'49 m.z!f ""39 

Abb. 204. 

standsziffer del' Bahn, so hat man, nachdem die Tragheitskriifte an 
samtlichen Wagen des Zuges angebracht worden sind, 

P=m1 b+ ,um1 g+m2 b + ,um2 g+ ... , 

woraus sich die Beschleunigong b des Zuges ergibt: 

b - P -:- 11U(!n...1 + m2 + ~ :J 
- m1 +m2 +··· . 

Nun folgt aus dem Gleichgewicht des hintersten Wagens ml' \Venn 
die Verbindungsstange zwischen m1 und m2 durchschnitten und dafiir 
an del' Schnittstelle die Spannkraft 81 angebracht ist: 

81 =m1 b + J-lm]g. 

Schneidet man dagegen die Verbindungsstange zwischen tn'J und 
1ng durch, so ergibt das Gleichgewicht des Systems del' beiden Massen 
1n1 nnd m2 : 

82 = m1 b + Ilm1 g + m2 b + !l1n2 g, 

allW 82 > 81 usf. tJberhaupt nehmen die Spannungen 8 del' Verbin
dungsstangen gegen die Lokomotive hin zu. 

Rat del' Zug die vorschriftsmaBige gleichmaBige Bewegung er
langt, so ist von da an b = 0 und es sind, wie aus den Gleichungen 
fi.i.r die Stabspannungen 8 hervorgeht, nunmehr diese Spannkrafte 8 
wesentlich geringer. 

239. Bl'emsbel'g. Dnter einem Bremsberg versteht man im Berg
bau eine geneigte, mit zwei Gleisen versehene Ebene, auf deren einem 
Gleise die beladenen Wagen vermoge ihres Eigengewichts sich abwarts 
bewegen und gleichzeitig mittels eines Seiles, das um eine mit einer 
Bremsvorrichtung versehene Seilscheibe sich windet, die leeren Wagen 
auf dem anderen Gleise in die Rohe ziehen. 

Ob nun die beiden Gleise auf del' gleichen schiefen Ebene odeI' 
wie in Abb. 205 auf zwei schiefen Ebenen von gleicher Rorizontalnei-

Autenrieth-Ens.lin, Mechanik. 3. Aun. 23 
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gung sich befinden, ist bei Bestimmung del' Bewegung des in Betracht 
kommenden Massensystems gleichgiiltig. 

Unter Zugrundelegung des in Abb. 205 angedeuteten Falles wollen 
wir zunachst bei dem bewegten Massensystem nul' die beiden Massen 
1nl und m2 beriicksichtigen, auch von samtlichen Reibungswiderstanden 
absehen, desgleichen von del' Elastizitat des Seiles. 

1st b die Beschleunigung des Massensystems zur Zeit t, so sind 
ml b und m2 b die zur Herbeiflihrung des Gleichgewichts an den beiden 
Massen m1 bzw. 1n2 anzubringenden Tragheitskrafte. Mit diesen er
h~ilt man: 

woraus 

also eine gleichformig beschleunigte Bewegung des Massensystcms. 
Weniger einfach wird dagegen clie Sache, wenn man zum bewegten 

Massensystem auch noch die Masse 
des Seiles rechnet. In diesem Falle 
werden wir in folgender Weise vor
gehen: 

Es sei zur Zeit t die Lage 
des bewegten Massensystems. wie 
111 Abb. 205 angegeben, 

Abb. 205. 
I die gesamte Lange des die 

beiden Massen 1nl und j}/2 

verbindenden Seiles und 
IJ. das Gewicht del' Langeneinheit dieses Verbindungsseiles. 
Damit erhalt man, nach Anbringung del' Tr~igheitskrafte, als Gleich

gew'ichtsbedingung fii.r das Massensystem: 

?no g sin (( + IJ. x sin (( __ i x . b -- m., b 
• g-

=mdsilla+q(l-x)sina+ q (l--x)b:Jn1u, 
g . 

woraus: b(~.l +ml + m2 ) = [1n2 g-1nl g--+-q (2x-l)] sin a 

odeI' wenn man die gesamte in Bewegung befindliche Masse mit 1n be
zeichnet: 

b·m=[m2 g- 1n1g+q(2x· l)]sincc 

b = d2.x. = 1n2g -mlg + q (2x-l) . sin [( 
dt2 1n 

Setzt man 
11I2 g-rn1 g+q(2x-l)=y. 

und leitet zweimal nach tab, wodurch man erhalt: 

dx dy 
q·2· --=
. dt dt 

und 
d2 x 1 d2 y 
dt2 = 2 q . dt2 , 

(a) 

Ib) 
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so geht die Gleichung (a) fUr b 

1 d2 y y. 
. -. -=--Slna 
21] dt2 In 

cFx.. . 
odeI' - uber m: 

d t2 

und mit 
2'1sincc " 

-=a" . 
rn 

d2 y Q 

dt2 = a" 'y. 

Aus diesel' Gleichung erha,lt man bekanntlich durch zweimalige 
Integration: 

y=A·eat+B·e-al . .• 

unter A und B die beiden Integrationskonstanten 
man diese Gleichung nach tab, so ergibt sich: 

dy = a (A. eat -- B. e-at) 
elt 

verstanden. 

. (c) 

Leitet 

odeI' wenn man die Geschwindigkeit des Massensystems zur Zeit t mit 
v bezeichnet, 

clx 1 ely a 
v=-= -.-=-(A·e"t-B·e-at). 

elt 2'1 elf 2'1 

Ist zur Zeit 0 die Geschwindigkeit v = 0 und ebenso x = 0, so 
liefert die letzte Gleichung 

O=A·-B; B=A . 

.Mit x = 0 erhalt man abel' fill' y den Wert 

y=m2g - mIg -I]l 

und demgemaB aus Gleichung (c), wenn darin t = 0 gesetzt wird, 

m2 (J--m1 (J-- '1l=A+B=2A, 

womit (d) 

a.A a2 eat·_e- at 
v = -i(j (eat -- rat) = 2'1·A .. ---a 

odeI' 
sina eat··ral (m g- m (J--ql)sinc! v=--·A·- .-- cc= 2.1..'.__ ... '·rSinat. (e) 
mama 

Setzt man schlieBlich noch in Gleichung (0) den Wert von y aus 
Gleichung (b) und den Wert von A = B aus Gleichung (d) ein, so e1'
halt man eine Beziehung zwischen x und t, d, h. fUr den mate1'iellen 
Punkt m2 die Gleichung del' Bewegung in del' Bahn. Fur kleine Werte 
von at ist rSin at genau genug gleich at. 

240. Lasten an einer Rollenverbindung. An del' losen RoUen C1 

(Abb. 206) hange eine schwere Masse m1 und am freien Seilende "'I 

eine Masse m". Letztere habe das Ubergewicht, infolgedessen eine 
Bewegung del' - Massen eintritt. Diese Bewegung soIl bestimmt werden 
unter Vernachlassigung del' Masse del' Rollen und des Seiles, sowie 
del' Zapfenreibung und del' Seilsteifigkeit. 

Ist b1 = ~~1 die Beschleunigung del' vertikal aufwarts sich be-

23* 
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wegenden Masse mJ 

gehenden Masse m2 , 

. Abb. 206. 

und b2 = ~Vt die Beschleunigung del' abwarts 

dann liefert das durch die betl'effenden Tragheits
krafte m l bl und m2 b2 hergestellte Gleichge
wicht del' Krafte, wenn S die Spannkl'aft 
des Seiles 

und 

Bewegt sich die Masse m2 in del' Zeit 
dt um dS2 abwarts, so steigt die Masse m l 

in derselben Zeit um dS I aufwal'ts. Nun hat 
man abel' 

dS2 = 2dsl , 

also dS2 = 2· ~Sl odeI' v2 = 2vl 
dt dt 

und damit 

dV2 dvl • 
-=2·- b2 =2bl • 
dt dt l ' 

Bel'iicksichtigt man dies· und eliminiel't aus den Gleichungen (a) 
die Spannkraft S, so el'halt man: 

wol'aus 
2m2 -ml 

bi = g . ~ - --I -- • 
4m2 T m l 

Die Bewegung ist also eine gleichformig beschleunigte. 

241. Aufgabe. Ein Wagen von der Masse m i stehe auf horizon
talem Gleis und erfahl'e bei seiner Bewegung keinel'lei Widerstand. 
1m Wagen befinde sich ein Kurbelschleifengetl'iebe vom Halbmesser a, 
das mit del' gleichformigen Winkelgeschwindigkeit OJ umlauft und eine 
Masse m., hin- und herbewegt. W'ie bewegt sich del' Wagen, del' sich 
bei stillstehendem Getl'iebe in Ruhe befindet? ' 

Del' Wagen und die Masse des Getl'iebes mach en eine gegenlaufige 
Bewegung, bei der der Gesamtschwerpunkt in Ruhe bleibt, da Imine 
aul3el'en Kl'iifte auf das System beschleunigend einwirken. 

In einem bestimmten Zeitpunkt sei del' Schwel'punkt von m l um 
Xl von einel' festen Vertikalachse entfernt, etwa zur Linken derselben, 
wahrend del' Schwerpunkt von m 2 vom Schwerpunkt von m l um x 2 

nach rechts hin absteht, also von jenel' Achse um x2 - Xl nach l'echts. 
Da del' Schwerpunkt auf del' Vertikalachse bleibt, so ist 

also 

ml,xl =m2 ,(x2 ---Xl)' 

(ml +m2)x=m2x2, 

wenn del' Kurbelwinkel co von del' vel'tikalen Mittelstellung del' Kul'bel 
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aus gezahlt wird. Der Wagen macht also eine verkleinerte Kopie der 
Kurbelschleifenbewegung. 

Man konnte auch den Satz anwenden: Die absolute Beschleunigung 
b a ist bei einer Translation des Koordinatensystems (Wagen) die Re
sultante aus der Fiihrungsbeschleunigung bf und der Relativbeschleuni
gung br • Da hier ba = 0, so ist br = - br, und da es die gleiche 
innere Kraft ist, die die Masse der Kurbelschleife nach der einen, die 
des Wagens nach der andern Seite beschleunigt, so folgt nach dem 
dynamischen Grundgesetze wieder die obige Gleichung. 

Die hier erorterte Einrichtung beniitzt E. Meyer zur Demon
stration des Schwerpunktssatzes, zeigt al80 daran, daB der dem' Ba
schauer sichtbar gemachte Systemschwerpunkt in Ruhe bleibt. 

242. Sicherheit gegen das UmkipIJen bei einem in gleitende Be
wegnng versetzten Korper. Es handle sich um ein schweres re,cht
winkliges Parallelepiped (Abb. 207) von der GrundfUiche 2a·c, der 
Rohe 2 k und dem Gewichte Q = my, das auf eine horizontale Auflage
ebene gestellt, in der Rohe z iiber letzterer von einer der Kante 2 a 
des Parallelepipeds parallel en, die Achse des Parallelepipeds im Punkte B 
schneidenden Rorizontalkraft H in glei-
tende Bewegung versetzt werde; man 
soIl die Grenzpunkte B' und B" auf 
der Achse des Parallelepipeds angeben, 
zwischen denen der Angrifispunkt B 
der Kraft H sich befinden muB, wenn 
ein Kippen des Parallelepipeds weder 
um die Kante Al noch um die Kante 
Ao eintreten soIl. Zunachst setzen wir, 
de-m d' Alembertschen Prinzip ent
sprechend, das eine Translationsbewe
gung ausfiihrende Parallelepiped durch 
Anbringen der horinzontalen, nach links 
gerichteten Tragheitskraft m· bins 
GIeichgewicht und bringen hierauf die 
Bedingung zum Ausdruck , daB die 
Gesamtkraft P, die das Parallelepiped 

Abb.207. 

gegen seine Auflageebene preBt, diese letztere in einem Punkte C 
rDrnckmittelpunkt) trefie, der innerhalb der Auflageflache, also zwi
schen Al und A2 gelegen ist. Dieser Pn.nkt C gibt dann auch den 
Angrifispunkt des aus den Komponenten Wt = ftQ und W" = Q zu
sammengesetzten Au£lagerwiderstandes Wan. Nehmen wir nun C als 
Drehpunkt an und bezeichnen CO mit x, so erfordert das Gleichgewicht 
des Parallelepipeds: 

H·z=Q·x+mb.k ........ (a) 

Es ist aber nach dem Satze von der Bewegung des Schwerpunktes 

mb = H - - p.Q . . . . . . . . . . ((5) 

also Hz=--=Q·x+(H -,uQ)k, 

woraus 
H(z - k) 

X~--c=- - - --- +,uk 
Q 

. . . . . . (r) 
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SoIl jetzt der Druckmittelpunkt A zwischen Al und A!l sich be
finden, EO muB x zwischen den Grenzwerten + a und - a enthalten 
sein. Steht das Parallelepiped im Begriff, urn Al zu kanteh, so hat 
man x = + a und z = z' zu setzen, womit man erhalt: ' 

a = :4(z~ k) +,uk und z' = h + ~ (a - ,uk). 

1st nun a> fl k, so liegt der Grenzpunkt B' der Horizontalkraft H 
iiber dem Schwerpunkt des Parallelepipeds, andernfalls, wenn a<,uk 

oder h > ~, unterhalb desselben. Auch bemerken wir, daB fiir z > z' 
fl 

aus Gl. (,,) x> a folgt, wodurch ein Kanten um Al angezeigt wird. 
Mit x = - a ergibt sich aus GI. (,,) 

z=z"=h-~ (a+,uh). 

Der Angriffspunkt B" del' Horizontalkraft H liegt also, wenn das 
Parallelepiped im Begriff steht, um A;) zu kanten, unterhalb des Schwer
punktes des letzteren. 

Ware 

und wenn 

mit 

H=Q(~ +I.l), erhielte man z"=O, 

H < Q (~ + p), wiirOde z" negativ, 

H>Q(~ +,u), dagegen positiv. 

In letzterem FaIle befande sich B" ii b e r der A uflageflache, so 
daB die Kraft H die Achse des Parallelepipeds weder iiber dem 
Punkte B' noch unter dem Punkte B" angreifen dii.rfte, wenn ein Urn
kippen nicht eintreten solIte. 

1st also H = Q (a I ) < -;,,- -T,u , 

so kann ein Kanten urn A 2 nie erfolgen. 

243. Die Einwirkung del' Tragheitskrafte auf die Insassen eines 
Eisenbahnwagens. Eine in einern Wagen stehende Person kann bei 
scharfem Anfahren in einer. der Fahrt entgegengesetzten Richtung urn
geworfen werden. Es ist, als ob sie durch die d'Alembertsche Trag
heitskraft (gleieh Masse mal Anfahrbeschleunigung im Schwerpunkt ent
gegengesetzt zur Beschleunigung angreifend) umgeworfen wiirde. Tat
sachlich wirkt keine derartige Kraft, vielmehr an den Sohlen cler 
stehenden Person eine beschleunigende Kraft auBerhalb des Karper
schwerpunkts und zwar in der Beschleunigungsrichtung nach vorne. 
Es wird gleichsam der Boden unter den FiiBen weggezogen. Das 
Kippmoment um den Schwerpunkt sucht die Person nach hinten um
zllwerfen, wogegen man sich instinktiv durch Vorwartsneigen des Karpers 
zu schiitzen sucht. Gelingt dies rechtzeitig, so kann man sich durch 
Vorwiirtsneigen gegen Umkippen im Gleichgewicht haIten, wahrend der 
Karper nach vorn beschleunigt wird. 
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Die gleichen Erscheinungen zeigen sich bei einem auf dem Boden 
eines Wagens errichteten Mastbaum. Beim beschleunigten Vorwarts
fahren wird der Mastbaum so gebogen, daG er seine konvexe Seite 
nach vorne kehrt, bei verzogerter Vorwartsbewegung kehrt dagegen 
der Mastbaum seine konvexe Seite nach riickwarts. Wenn nUll 
letzterenfalls die biegenden Tragheitskrafte plotzlich zu wirken auf
horen, so bewirken die durch die Biegung hervorgerufenen Elastizitats
krafte die Zuriickbewegung des durch die Tragheitskrafte iibergeneigten 
Stabes. 

Ahnliches konnte man an einem in einem Eisenbahnwagen auf
gehangten Pendelkorper beobachten. 

Fur die Zwecke der Festigkeitsberechnung darf man die d'Alem
bertschen Tragheitswiderstande wie auGere Krafte behandeln, was fiir 
die Zentrifugalkraft in 190 gezeigt wurde. 

§ 51. Satz von del' Arbeit und del' kinetischen Ellergie eilles 
materiellell KOl'pers. 

244. Entwicklnng tIes Satzes. An einem materiellen Karper 
greifen beschleunigende Krafte an. Wir fragen, was mit der Arbeit 
geschieht, die von diesen beschleunigenden Kraften verrichtet wird. 
Da ist es grundsatzlich verschieden, wenn der Korper elastisch oder 
wenn er starr ist. Um diesen Unterschied zu verstehen, betrachten 
wir den allgemeineren Fall eines elastischen Korpers. Zur Erleichterung 
nehmen wir an, der Korper bestehe aus einzelnen materiellen Punkten 
mit den Massen ml' m.p ... ; die auf den gelenkigen Knotenpunkten 
eines masselosen Fa,chwerksgeriistes sitzen mogen, wie wir solche fruher 
in der Statik betrachtet haben. Die Fachwerksstabe magen lediglich 
Zug oder Druck iibertragen. An einem Knotenpunkt, der sich un
gleichfOrmig bewegt, wirken auGere Krafte (gemeint sind die auf den 
ganzen Korper oder seine Bestandteile von einem anderen Karper aus
geiibten Kriifte) und innere Krafte (Stabkrafte). Die auGeren Krafte 
am materiellen Punkt mi mogen in der Zeit t die sog. Arbeit (A) 
der auGeren Krafte, die inneren anderseits in der gleichen Zeit die 
sog. Arbeit (B) der inneren Krafte leisten. Ferner sei VI die Ge
schwindigkeit von rtbi zur Zeit t und VOl die Geschwindigkeit zur Zeit 0, 
dann ist nach dem Satz von der kinetischen Energie eines materiellell 
Punktes, den wir nacheinander auf aIle materiellen Punkte des be
wegten Karpers allwenden, 

~mlvl:) ·~·~mlv~1 =Al -+-B1 
~ m2 v2 2 - - ~m2v~2= A2 + B:) 

§ ma VS2 -_. ~ m3v~S = A3 -+- B3 usf. 

Addiert man aHe diese Gleichungen, so erhiilt man: 

L;! m· v2 - . L;! m· v 2 = 2'A + L; B 2 2 0 

in leicht verstandlicher Abkiirzung geschriebell. 

(159) 

unter der lebendigen Kraft eines materiellen Systems versteht 
man die Summe der lebendigen Krafte der einzelnen materiellen Punkte 
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des Systems, daher bedeutet .2~ mv2 die lebendige Kraft des Systems 
zur Zeit t und .2lmvo2 diejenige zur Zeit O. 

Durch G1. (159) ist nun der Satz von der lebendigen Kraft eines 
materiellen Systems zum Ausdruck gebracht. Dieser Satz kann so aus
gesprochen werden: 

Die Anderung der lebendigen Kraft eines bewegten ma
teriellen Systems wahrend irgendeines Zeitabschnittes ist 
gleich der Arbeit der auBeren Krafte wahrend dieser Zeit, 
vermehrt um die Arbeit der inneren Krafte. 

245. Die Arbeit der inneren Krafte. Wir fassen zwei zur be
liebigen Zeit t in Al und A2 gelegene Punkte ml und m2 ins Auge, 
die um r voneinander entfernt sind und mit der Kraft Slangs der 
Geraden AIA2 aufeinander einwirken, wobei man sich eine Zugkraft 
vorstellen moge. Nach dt sk befinden sich die materiellen Punkte in 
der unendlich nahen Lage AI' und A 2', die Zugkraft ist S + dS und 
der Abstand r+dr geworden. Man kann sich den Vorgang auch so 
vorstellen: Der Stab AlA2 sei starr und gelange ohne Verlangerung in 

Abb. 208. 

die Endlage, und zwar durch 
eine Parallelverschiebung und Dre
hung. Bei der Translation leisten 
die Krafte S entgegengesetzt glei
che Arbeit, d. h. die Arbeit Null, 
bei der Rotation um dcp (Abb.208) 
ebsenfalls die Arbeit Null, da sie 
fortwahrend durch den Drehpunkt 

gehen. Das ware nicht anders, wenn sich die Krafte S auch inzwischen 
geandert hatten. Sie leisten erst Arbeit, wenn sie den Abstand r andem. 
Wahrend einer unendlich kleinen Verlangerung dr darf S als konstant 
angenommen werden, weshalb die innere Arbeit auf dem Weg dr betragt 
dB = S ·dr, also im ganzen, wenn der Abstand zwischen ml und ?ttl! 

in der Anfangslage (zur Zeit t = O)r = ro war und in der Endlage 
(zur Zeit t = T) r -= r betragt, 

r 

B=!S.dr ... (160) 
Tv 

Solange S und dr den gleichen Richtungssinn haben, ist B positiv; 
dies ist stets der Fall, wenn sich die Formanderung bei steigender 
Belastung ausbildet, gIeichviel ob sie durch den Zug oder Druck her
vorgerufen wird; bei der Riickbildung der Formanderung wahrend del' 
Entlastung z. B. bei einer Schwingung ist B negativ. In der Elasti
zitatslehre wird diese Betrachtung vervollstandigt, indem die Arbeit 
der N ormal- und Schubspannung an einem Korperelement angegeben 
wird, das eine Dehnung und Schubverzerrung erfahrt. Hier geniigt 
ein Hinweis darauf. 

Wir sehen jetzt, daB die Arbeitssumme der beiden Krafte Snur 
von der relativen Bewegung des einen materiellen Punktes gegen den 
anderen abhangt, nicht von der absoluten Ortsveranderung der Punkte 
Al und A 2 • Bleibt also der Abstand der beiden materiellen Punkte 
bei der Bewegung stets der gleiche (d. h. ist dr = 0), so ist die Arbeit 
der inneren Krafte S gleich Null. Bei der Bewegung eines starren 
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materiellen Korpers ist demnach die Arbeit del' inneren Krafte 8 dr 
gleich Null (B=O) und del' Satz von der kinetischen Energie 
eines starren Korpers lautet: 

(159a) 

wahrend del' allgemeinere fiir den elastischen Korper giiltige Satz in 
Gl. (159) ausgedriickt ist. 

246. Die lebendige Kraft eines bewegten Korpers. Die Ele
mentarbewegung des Korpers kann, wie in 235 bemerkt wurde, aufge
faBt werden als zusammengesetzt aus einer durch die Bewegung des 
Schwerpunktes des Korpers bestimmten Translation und einer Drehung 
um eine durch den Schwerpunkt gehende Achse. 

Nehmen wir zunachst an, daB del' Korper nul' eine Translations
bewegung ausfiihre.· In diesem Falle besitzen aHe materiellen Ele
mente dm des Korpers gleichzeitig eine und dieselbe Geschwindigkeit v. 
Man hat daher als lebendige Kraft des Korpers 

2'~ dm . v'!. =v2 'xdm=~mv2, 
- 2 -

unter m die Gesamtmasse des Korpers verstanden. 
Findet dagegen lediglich eine Drehung des Korpers um eine be

liebige AchsEl statt, so ergibt sich als lebendige Kraft des Korpers, 
wenn man mit w die Winkelgeschwindigkeit del' Drehung und mit e 
den Abstand eines Elementes dm des Korpers von del' Drehachse 
bezeichnet, 

..., Q , .-.,.") 0)2, 0;) w 2 

21.dm·v"=2 1 dmo-or=-2dmo-= -J 
2 2 I;; 2 .... 2' 

wobei J das Tragheitsmoment der Masse des Korpers in bezug auf 
die Drehachse (vgl. § 54). 

. Tst unter Beriicksichtigung del' oben gemachten Bemerkung be
ziiglich der Elementarbewegung des Korpers zur Zeit t die Translations
geschwindigkeit des Korpers = u und die Winkelgeschwindigkeit del' 
Drehung urn die durch den Schwerpunkt 
des Korpers gehende Achse = w, so ist 
die absolute Geschwindigkeit v eines im " 
Abstand e von der Drehachse befindlichen / 
materiellen Punktes d In des Korpers die r 

Resultierende aus den Geschwindigkeiten u 
und e w. Nimmt man nun die Achse del' 
Drehung als z-Achse eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems an und zerlegt die be
treffenden Geschwindigkeiten in ihre Kom
ponenten nach den Koordinatenachsen, so 
erhiilt man fiir die absolute Geschwindig-
keit v des materiellen Punktes dm, wenn 

+-y 

Abb.209. 

, , 

+.x 

mit ct, (3, r die Winkel del' Translationsgeschwindigkeit tt mit den an
genOlnmenen Koordinatenachsen bezeichnet werden, unter Beriicksichti
gung von Abb. 209. 
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v2 = (n cos a - f2 W sin cp)2 + (u cos fJ + e W cos cp)2 + (u cos y)2 

= u2 + rl w2 - 2 ue w sin(p eosa+ 21£ f2w coscpcosfJ· 

Damit wird die lebendige Kraft L des Karpers 

L = .L:.~ drn·v2 =.L:~ dm .~~2 +.L:~ dm· e2 w 2 -.L: elm· u e w sincp cos a-l

+ .L: el m . u e w cos cp cos /'J • 

= ~mu2 + ~J w 2 - t~ W cosa:Edm· y u w cosfJ :Edm·x. 

Es ist aber :E dm· y = 0 und .L: dm· x = 0, weil die xz- Ebene und 
die yz-Ebene des Koordinatensystems durch den Sehwerpunkt des 
Karpers hindurehgehen. Man hat daher schlieBlich, wie vorauszusehen war: 

L=~mu2+}.Jw2 ....... (161) 

Die gesamie kinetische Energie eines beliebig bewegten starren 
Karpers besteht demnach aus der kine tisch en Energie del' Translation 
(~m u2 ) und aus der kinetischen Energie der Rotation (~J (2). 

Beispiel: Es soIl die kinetisehe Energie einer 30,5-em-Granate von 
400 kg Gewieht angegeben werden, die das Gesehiitz mit v = 800 [m/sk] 
verlaBt. Die Ziige haben an der Miindung eine Drall-Lange h = 35 Ka
liber = 35 GeschoBdurchmesser = 35·30,5 = 1067,5 [em] = 10,675 [m]. 

Die Drall-Lange ist die Ganghahe der in den Gesehiitzlauf ein
gesehnittenen sehraubenlinienfarmigen Ziige; ihre Steigung solI hier 
konstant angenommen werden. 1st T die Zeit zum Durehlaufen von 11, 
also die Zeit einer GesehoBumdrehung, so ist v· T = h und W· T = 2 ;r , 
also w=2;r.v/h=2·n·800/10,675=471 [l/skJ. Daher betragt die 
minutliehe Drehzahl des Gesehosses an der Miindung naeh (71) n = 30· (j) /n 
=30.471/n=4500, und die sekundliehe DrehzahlJ!=75. Die Om
fangsgesehwindigkeit ist daher u = I'W = 0,1525·471 = 71,9 [m/skJ (die 
Gesehwindigkeit langs eines Zuges VI = Y/8002 + 71;92 = 803 mjsk). 

Unter Beaehtung, daB man bei del' Drehung die halbe GesehoB
masse (GeschoB als Zylinder betrachtet) am Umfang vereinigt anzu
nehmen hat, ist die kinetische Energie nach (161) [g=rd. 101 

L = 1 rn v2 --!- 1 (1 m. r2) . w2 
2 122 . 

= ~.40.8002 ~.20.0,15252.4712 

= 12800000 + 51500 = 12851500 [kgm]. 

Die Rotationsenergie des Gescho~ses ist also gering gegeniibel' 
seiner Translationsenergie. 

§ 52. Del' Satz yon del' Bewegul1gsgr(iUe eilles materiellell 
Korllel's. 

247. Entwicklung des Satzes. In dem Schwerpunktssatz und dem 
Satz von der Arbeit haben wir zwei wichtige Hilfsmittel zur Unter
suchung del' Bewegung eines starren Karpers kennen gelernt. Ihnen 
tretel1 zur Seite der Satz von der BewegungsgraBe (Antrieb, Impuls) 
und vom Moment del' BewegungsgraBe (Drall, Impulsmoment) des 
starren Karpers. 
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Es handelt sich um' folgende Aufgabe. Der Bewegungszustand 
eines Korpers zu einer gewissen Zeit to ist bekannt, ebenso zu einer 
and ern Zeit t. In der Zwischenzeit haben beliebige Krafte gewirkt, 
und zwar. sowohl auf die Verschiebung des Schwerpunktes als auch auf 
die Drehung des Korpers um den Schwerpunkt. Es wird eine Be
ziehung zwischen dem Anfangs- und Endzustand der Bewegung einer
seits und der zeitlichen Verschiebungswirkung der Krafte und der zeit
lichen Drehwirkung derselben anderseits gesucht, fur die beide ein 
MaB - der sog. Verschiebungs- bzw. Drehimpuls - aufzustellen ist. 

Wir nehmen an, es sei zuli:issig, die Verschiebung des Schwer
punktes und die Drehung um den Schwerpunkt getrennt zu behandeln 
(S.350 und 553) und wenden uns zunachst der Verschiebung zu. Die 
Drehwirkung betrachten wir erst spater in § 58. 

Der starre Korper besitze zur Zeit to eine Schwerpunktsgeschwin
digkeit vo' zur Zeit t sei diese V. In der Zwischenzeit haben an i 
Punkten des Korpers (i = 1, 2, 3 ... ) auBere aktive· oder eingepriigte 
Krafte Pi mit Komponenten Xi~Zi langs drei festliegenden Achsen 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems beschleunigend oder verzogernd 
gewirkt. Die Schwerpunktsbewegung ist dann durch den Schwerpunkts
satz GJ. (158) bestimmt: 

m.zo=2'Zp m·xO=2'Xi ; 1/t·Yo=2'Yi ; 

wo die Bezeichnung von 235 benutzt ist. 
sich auch in folgender Form schreiben: 

Diese Gleichungen lassen 

m.dvx =2'Xi dt; m.avy =2'Y;,dt; m.dv:=2' Z i dt. 
Integriert man zwischen den Grenzen t und to' so folgt 

m,(v",-v.ro)=2,'JXi dt 1 
m.(vy-vyo) =2'JYi dt l· ... 
m.(v:-v;0)=2'JZi dt J 

(162) 

Die Integrale sind z'Yischen t und to zu nehmen. Links yom Gleich
heitszeichen steht die Anderung der BewegungsgroBe der im Schwer
punkt vereinigt gedachten Masse m des starren Korpers und zwar auf 
die drei Koordinatenrichtungen projiziert. Rechts die Summe der auf 
die gleichen Achsen projizierten Antriebe oder (Verschiebungs-)Impulse 
der auBeren Krafte. Es ist daher die Anderung der auf irgend
eine Koordinatenachse projizierten BewegungsgroBe der im 
Sch werpunkt· vereinigt gedachten Masse eines starren Korpers 
wahrend irgendeines Zeitabschnittes gleich der Summe der 
auf die namIiche Achse projizierten Antriebe del' auBeren 
Krafte. Die innereu Krafte kommen nicht in Betracht, sie treten 
paarweise und entgegengesetzt gleich auf. Der Antrieb eines jeden 
Paares solcher innerer Krafte ist also Null. 

Fur die zeitliche Verschiebungswirkung der auBeren Krafte haben 
wir in den rechtsstehenden Integralen, den Komponenten des Ver
schiebungsimpulses, einen MaBstab gefunden. 

In del' Tat ist einerseits die Impulskomponente (nebenbei bemerkt 
V ektorgroBe) bekannt, wenn del' Anfangs- und Endzustand der Be
wegung des Korperschwerpunktes zur Zeit t und to gegeben ist, ander-
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seits ist der Endzustand berechenbar, wenn der Anfangszustaud und 
die Impulskomponenten zwischen t und to gegeben sind. 1m letzteren 
Fall braucht man iiber den Verlauf der Krafte wahrend der Zeit t - to 
nichts zu wissen; im ersteren Fall erfahrt mm freilich auch nichts 
iiber den zeitlichen Verlauf der Krafte; derselbe bleibt also in beiden 
Fallen dahingestellt, man darf daher nicht glauben, daB man dariiber 
aus der G1. (162) etwas erfahren konne. 

16. Kapitel. 

Drebung eines starren KOl'pers. 

§ 53. Drehnng eines starren Korpers nm eine feste Achse. 

248. UngleichfOrmige Drehung eines Umdrehungskorpers um seine 
geometrische Drehachse. Siitze yom Antrieb und yon der Arbeit 
eines Drehmomentes. Wie sich der Schwerpunkt eines von beschleu
nigenden Kraften ergriffenen Korpers bewegt, haben wir in 235 gesehen. 
Ober die Drehung, die der Korper neben einer Schwerpunktsbewegung 
ausfiihren kann, sagt der Satz von der Bewegung des Schwerpunktes 
aber nichts aus. Hieriiber sind besondere Untersuchungen anzustellen, 
die wesentlich Neues enthalten. Wir beginnen mit dem einfachsten 
Fall, der in der Dberschrift gekennzeichnet ist und beim Anlauf oder 
Auslauf eines Schwungrades, einer Fordertrommel, eines Elektromotors 
usf. vorkommt, sofern diese als Umdrehungskorper angesehen werden 
diirfen. Wir werden spater die Drehung um eine andere Achse, die 
nicht die geometrische Drehachse ist, betrachten. 

Die festgelagerte Dreh- und Schwerachse eines Umdrehungskorpers 
projiziere sich in A. Die Ebene des beschleunigenden Drehmomentes 
M = p. a [kgm] steht senkrecht auf der Drehachse, um die auch die 
ungleichformige Rotation mit der momentanen Winkelgeschwindigkeit 
(t) = d{}ldt und der Winkelbeschleunigung e = d wldt erfolgt. Ein im 

+x 

+'11 

Abstand Q befindliches Massenteilchen dm, 
wird beschleunigt; bringt man den Trag
heitswiderstand an allen dm der Beschleuni
gung entgegengesetzt an, so besteht nach 
dem d' Alembertschen Prinzip Gleichge
wicht der Krafte. Wegen der Kreisbewe
gung von dm ist die Tangentialbeschleuni
gung bt=Q·e=Q.(dwldt) und die Zentri
petalbeschleunigung be = e w 2 , daher der 
tangentiale Tragheitswiderstand 

Abb.210. dT -dm·bt=-clm·Q·e 

und die Zentrifugalkraft d N = d 11&' Q w 2 • 

Beide sind in Abb.210 eingetragen, was an allen andern dm eben
falls geschehen sein moge. Das Gleichgewicht zwischen Beschleuni
gungskraften und Tragheitswiderstanden interessiert uns hinsichtlich 
der Komponenten nicht weiter. Wir schreiben nur das Momenten
gleichgewicht urn die Drehachse hin, wobei offenbar alIe Zentrifugal-
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krafte das Moment Null ergeben, da sie die Drehachse schneiden, 
weshalb nur ubrig bleibt: 

M=P·a=~(dmee)·e· 

Die Summierung oder Integration ist uber den ganzen Drehkorper zu 
erstrecken; da hierbei in dem betrachteten Zeitelement der Wert 
e = d wjdt konstant ist, so dan er vor das ~ - Zeichen treten und 
man hat 

M=e·~dm·e2. 

Der W ert ~ d m· (!2 hiingt offenbar von der Form und GroBe des Dreh
korpers und von dem Werkstoff, d. h. von dessen Massendichte ab und 
ist fUr einen bestimmten Drehkorper mit einer bestimmten Drehachse 
eine Konstante; man nennt sie das axiale Tragheitsmoment 

J=~dme2 . ........ (163) 

des Korpers in bezug auf die Drehachse; mit seiner zahlenmaBigen 
Ausrechnung werden wir uns in § 54 beschii.ftigen. J kann fiir einen 
gegebenen Korper auch durch einen Versuch ermittelt werden. Die 
Dimension des Massentragheitsmomentes ist [kg.m.sk 2J (vgl. auch 255). 
Die obige Gleichung enthalt das dynamische Grundgesetz fiir eine 
Drehung, es lautet: 

dw 
M=.T·e=J· _. . ...... (164) 

dt 

oder da w = d1}jdt, also dwjdt= d2 1}jdt2 : 

d2 {) 

M = J. dt2 •••••••• (164a) 

d. h. das beschleunigende Drehmoment ist gleich Tragheitsmoment der 
rotierenden Masse mal Winkelbeschleunigung. Die Gleichung ist genau 
so gebaut wie das dynamische Grundgesetz fUr die Translation eines 
Massenpunktes, es entsprechen sich: . 

Beschleunigende Kraft P Beschleunigendes Moment M 
Lineare Beschleunigung b Winkelbeschleunigung . e 

Masse. • . . . . • . m Triigheitsmoment.... J 

Jist eine physikalisch-geometrische Korperkonstante; nach den 
Betrachtungen in 141 ist darunter diejenige dem rotierenden Korper 
eigentiimliche Zahl zu verstehen, die angibt, welches Drehmoment 
notig ist, um dem Korper die Winkelbeschleunigung 1 um die be
treffende Drehaobse zu erteilen. Der Name Tragheitsmoment wurde 
fUr J eben darum gewahlt, weil J das Moment des sog. Trag
heitswiderstandes einer rotierenden Masse fUr die Winkelbeschleuni
gung 1 ist. 

1st das Antriebsmoment M konstant, so ist auch die Winkel
beschleunigung e = M fJ konstant; die Drehbewegung ist gleichformig 
beschleunigt und man hat zur Ermittlung der Winkelgeschwindigkeit w 
und des Drehwinkels 1} nach t sk, wenn die Drehbewegung mit der 
Anfangsgeschwindigkeit Wo zur Zeit t = 0 beginnt, unter Beniitzullg 
der Gleichullgell: 
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M 
w = Wo +y.t odeI' 

30M 
n=no+--·t: 

n J 

(165) 

Aueh den Satz vom Antrieb des Drehmomentes (Drehimpuls) 
und den Satz von del' Arbeit des besehleunigenden Drehmomentes 
kann man sofort fUr den einfaehen bier betraehteten Fall hinsehreiben, 
indem man die Grundgleiehung integriert. 

Man eI'hiilt aus M dt=J·clw 

Drehimpuls J M dt=J(w - wo) . . . . . . . (166) 

ferner aus M=J(dwjdt) 
d ureh Erwei tern mit d {} = 0) • d t 

M ·M} =J·w ·(lw =J·cl (w~/'2) 

odeI' da naeh 121 lJII· d 1'1 die Elementararbeit des Drehmomentes beil11 
Durehlaufen von a {} ist. 

woraus 

(167) 

(168) 

Auf del' I'eehten Seite diesel' Gleiehung l11uB, wie auf del' linken, 
eine ArbeitsgroBe stehen, niimlich die Arbeit, die aufzuwenden ist, um 
den Rotationskorper von del' Winkelgesehwindigkeit Wo auf w zu be
schleunigen, odeI' aueh die Arbeit, die er abgeben kann, wenn seine 
Winkelgeschwindigkeit von w auf 0)0 herabgeht. Gibt del' Drehkorper 
die Arbeit A ab odeI' nil11l11t er eine Arbeit A auf, so sinkt seine Ro
tationsenergie odeI' die lebendige Kraft del' Drehung von t J w~ auf 
}Jw02 odeI' umgekehrt; derSatz von del' lebendigen Kraft einer 
Drehung lautet: Die Arbeit eines beschleunigenden (odeI' ver
zogernden) Drehmomentes ibt gleieh del' auf dem gleiehelJ. 
Rotationsweg erfolgten Zunahme (odeI' Abnahme) del' leben
digen Kraft des Drehkorpers (Rotationsenergie). 

249. Sclnvungl'ad aIs Kraftspeicbel' (Ilgnel'-Aggl'egat). Wir fragen 
noch nach del' Leistung, die aufzuwenden ist, wenn man eine rotie1'ende 
Masse von del' Gestalt eines Umdrehungskorpers in beschleunigte Ro
tation versetzt, odeI' die ein solche1' Korper zu entwickeln vermag, 
wenn ihm von seiner Rotationsenergie ein Teil entzogen wird. Die 
Leistung ist die Arbeit in del' Zeiteinheit, also L=dA/dt, wobei zur 
Umreehnung von L [mkgjsk] in N[PS] L= 75·N zu setzen ist; naeh 
Gl. (167) hat man 

L= 75 N = dA/dt=~ .J.d(W2)/dt, 

woraus N=~ d(w'j= n2 J ~0~'2 n2 ·J·ndn . (169) 
75·2 dt 75.2.302 elt 75·302 dt 

wo OJ = n 11 130 und n die minutliehe Umlaufzahl ist. Betraehtet man 
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demnach in bestimmten Zeitabschnitten die Umlaufzahl eines ungleich
formig rotierenden Korpers, so kann man eine Kurve n= f{t) auf
zeichnen und durch Tangentenziehen an letztere Kurve dn/dt ermitteln; 
mit Hilfe der letzten Gleichung kann man dann· die augenblickliche 
Leistung ausrechnen. 

Hatte man anderseits z. B. fUr den Fall, daB vor einem Schwung
rad ein Elektromotor, hinter dem Schwungrad eine Dynamomaschine 
sitzt, die vom Elektromotor und Schwungrad Energie bezieht (Ilgner
Aggregat), die Leistung von Elektromotor und Schwungrad durch ein 
registrierendes Wattmeter in Abhangigkeit von del' Zeit aufzeichnen 
lassen und die Reibungs- und elektrischen Verluste bestimmt, so konnte 
man die Beschleunigungs- odeI' Verzogerungsleistung del' umlaufenden 
Massen N = ip (t) aufzeichnen, und da die Beschleunigungs- bzw. Ver-
zogerungsarbeit A = 75· f N· d t durch Planimetrieren bestimmbar ist, 
konnte man mit Hilfe del' Gl. (168) 

., ., 2.302 A 
n" =11 - + --- .. --

o - ~'!. J 

die Umlaufzahl am Ende einer Beschleunigungs- odeI' Verzogerungs
periode ausrechnen, wenn die anfangIiche Umlaufszahl no bekannt oder 
angenommen ist. 

Bei praktischen Dberschlagsrechnungen geht man von einer mitt
leren Umlaufzahlnm aus, die naherungsweise Hnmax+nmin)=Hn+no) 
gesetzt wird; dann erhalt man die Zu- oder Abnahme der Umlaufzahl 
wahrend einer Beschleunigungs- odeI' Verzogerungsperiode wie foIgt: 

n2 -n02 = (n -l1o)(n +110) = 2 (n -l1o)·~·(n + no) 
2.302 A 

=2 (n-no)'llm= +~ y' 

1st zufolge Leistungsdiagramm die Dauer einer Beschleulligullgs
oder Verzogerungsperiode T sk und die mittlere Leistung wahrend der
selben Nm[PS], d. h. Lm=75Nm [mkg/sk], also A=75·N",·r, so ist 
die gesuchte Zu- odeI' Abnahme der Umlaufzahl 

302 .75Nm T 
n-no=- -----.,----- ...... (170) 

~- n", J 

Der Bruch N",/n", ist nach Gl. (89) das mittlere Drehmoment M", 
III [kgm J, geteilt durch 716. 

Beispiel: Das llgner-Aggregat einer Walzenzugmaschine lauft im 
Mittel mit n", = 300 in 1 min; das Tragheitsmoment del' umlaufenden 
Massen ist J = 36000 [mkg.sk2J; Beobachtung zufolge ist die mittlere 
Beschleunigungsleistung wahrend einer Beschleunigungsperiode von 
T= 3,8 [sk] Non = 2600 [PS]; die Umlaufzahl des Aggregates steigt in 
diesel' Zeit um: 

__ _ 900.75. 2600·3,8 _ 25[· 1 .] 
n 110 - ~2 300. 36000 - 6, m mm. 

21)0. Beispiel. . Bl'emsen einer _Fol'del'maschine. Eine Forder
maschine hat aus einem 250 [m] tiefen Schacht Kohlen zu fordern 
mit einer Hochstgeschwindigkeit von 12 [m/sk]. Das Gewicht eines 
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Forderkorbes ist 1400 kg. Die zwei leeren Kohlenwagen im sinkenden 
Korbe wiegen 450 kg. 1m steigenden kommen dazu 1000 kg Kohlen. 
1 [m] Seil wiegt 4 kg. Die SeiltrommeIn haben einen Durchmesser 

t....J 

Abb. 211. 

2 r = 4,3 [m], ein Gesamtgewicht von 
13000 kg. Die Masse del' Trom
meIn fno = rd. 1300 kann konzentriert 
werden im Abstand gleich 2/3 Halb
messer, d. h. im Abstand ro=(2/3)r 
=(2/3)(4,3/2)=1,43 [m]. 

1st die Maschine in voller Fahrt 
mit 12 [m/sk] Fordergeschwindigkeit, 
so wird gebremst, indem zwei Brems
klOtze gegen eine Bremsscheibe von 
4,07 [m] 1> mit je P=9000kg an
gepreBt werden. Welcher Weg wird 
vom Beginn des Bremsens bis zum 
Stillstand zuriickgelegt? Wie groB 
sind die Seilziige? Wie groB ist die 
Bremszeit? 

Sobald die Bremskraft P wirkt, 
wird die Bewegung verzogert. Die Verzogerung b wirkt der Fahrt
richtung entgegen, die Tragheitswiderstande also in der Fahrtrichtung. 

Die Bremskraft an einem Bremsklotz (Pappelholz auf Schmiede
eisen fl = 0,6) ist 

R=,u·N=0,6·9000= 5400 kg. 

Bremskraft beider Klotze: 
P=10800 kg. 

Bremsmoment = P·rl = 10800·(4,07/2) [kgl11]. 
Die Tragheitswiderstande: 

Aufsteigender Forderkorb: 
2850 

'ln2 ·b=- -·b [kg] (nach oben). 
9 

Sinkender Forderkorb: 
1850 

'ln1 ·1I = - 9 -. b [kg] (nach unten). 

S e i I: Die Seilmasse im auflaufenden und il11 ablaufenden Trul11 
und auch diejenige, die auf die Seiltrommel aufgewickelt ist, befindet 
sich im Abstand r=2,15 [m] und erfahrt iiberall die Verzogerung b. 
Die GroBe des Tragheitswiderstandes ist also 

2·250·4 2000 
'Ins· b = - _. .. b = - -. b [kg] 

g 9 

und wirkt im Sinn der Fahrtrichtung. 
Tragheitswiderstand der rotierenden Massen, d. h. Seiltrommel 

und Brel11sscheibe 2 
'In ·b =m .b· ro = 1300·-- ·b. 
00 0.,_ 3 

Die Gewichte wirken wie in Abb. 211. Von der Wirkung des Seil-
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gewichtes 1) ist abgesehen, ebenso von Reibungswiderstanden des Seiles 
und der Lager; diese wlirden bremsen. 

Die Momente der effektiven Krafte und der Tragheitswiderstande 
in bezug auf die Drehachse sind im Gleichgewicht; daher ist: 

l' 
p. l' + G Q • r = G . r + tn . b . r + ?no . b . r + tn . b . r + 1n o. b . r , 

. 1 " 1 1 " 3 0 j' 0 

r 
P'-j~ + G2 --- G1 

b=- -., 'g. 
G IG + GIG ro-

11- 2 3 T 0 r2 

Die Verzogerung b ist konstant, die Bewegung ist also gleich
formig verzogert. Einsetzen der Zahlen gibt 

4,07 + 10800 --- 2850 -- 1850 
4,3 

. 9,81 = 0,894 . g. 

1850 + 2850 + 2000 + 13000 ~ 

Flir eine gleichmaBig verzogerte Bewegung mit Anfangsgeschwin
digkeit vo=12 [mjskJ ist nach Gl. (95): 

v=vo---b·t. 

Die Bremszeit folgt hieraus, wenn wir am Ende des Bremsens 
set zen v = 0 und b = 0,B94 g: 

0= 12 -- 0,894· g. t, 

12 
t=--- =1,37 [skJ. 

0,894·g 

Del' Bremsweg ist nach Gl. (102): 

v+vo s=-- - t 
2 

0+12 13- (' 1'~- 82')[ 1 = -- 2 ., (= ). ,iJ (= , ~ 111 ~ 

odel' aus Gl. (103): 
v2 - - V 2 12~- 0 

s= 9 =----- =H22 [mJ. 
2 b 2·0,894· g , . 

das ist 8,22/+,3· Ji = 0,608 vom Trommelumfang. 
Die T~ommel macht also noch 0,608 Umdrehungen bis ZUIl1 

Stillstand. 
Die Seilspannung: 1m ablaufenden Truro oben ist (Seil ganz 

abgewickelt) (G3' Gewicht des an einer Trommel hangenden Seiles 
von 250 m Lange) 810ben = G1 + GG' 1111 b m/b = 1850 + 1000 

IB50 1000 + -0,894· g + - --0,8~JJ· g = 1850 (1 + 0,894) + 1000 (1 -j- 0,894) 
g g 

= (1 0,8~)4) (1850 + 10(0); 81 oben = 1,894·2850 = 5400 kg. 

") Betr. die Beriicksichtigung des veranderlichen Seiliibergewichtes vgl. Auf
gabe in 239. 

Alltenrieth-Ellsslin. ;'Iechanik. :1. Auf!. 24 
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Allgemein: 

Sloben = (Gl + Gs') (1 +~). 
1m auflaufenden Trum (Seil direkt am F6rderkorb): 

S'Joben = G'J -m'Jb = G'!, (1-%) 
= 2850·0,106 = 302 kg. 

Man darf nicht so scharf bremsen, daB dieser Seilzug 82 gleich 0 
wird, d. h. so, daB in der letzten Gleichung b = g wird. 

Es muB immer b·< g sein. 

251. Auslaufversucb mit einem llgner-Aggregat. Das Aggregat 
besteht aus Schwungrad, Motor und Dynamo und lauft auf Kugellagern. 
Um die Reibungsverluste zu finden, wurde das Aggregat auf 590 Um
drehungen in der Minute gebracht und dann sich selbst iiberlassen. 
Infolge der Widerstande sinkt die minutliche Drehzahl n mit der Zeit 
und zwar laut Beobachtung nach Abb. 212 und Tabelle (nach L. Becker, 
Verluste an lIgner-F6rderanlagen). 

I 
' .. 

! 
... 

1001 180 i 220 Zeit Min. ° 1 5 10 I 20 30 I 40 60 80 140 
nLd.Min. 590 577 543 508 i 455 390 345 273 218 171 ! 92 21 ° dnjdt 0,1630,156 0,14080,1375 10,1070,0914 0,0777 0,0602!0,04~ 0,038io,0227 0,01~7,Q,0147 

Nv 15,9 14,9 12,65 11,5517,88 5,9 4,44 2,74 i 1,66 1,07 0,344 0,0", -
Nk ],43 I 1,4 1,32 I 1,24 1,08 I 0,95 0,84 1 0,66 10,53 10.41 I 0,22 I 0,0:1 -

Nt /14,47113,5111,33110,3116,801 4,95 1 3,60 1 2,08 11,1310,661 0,12 1o! -

Die Widerstande bestehen in Luft- und Lagerreibung und in Wir
kung von remanentem Magnetismus. Man darf letzteren fUr gering-

IiOO 

Abb. 212. 

fiigig haIten. Gegen Ende des 
Auslaufens ist die Luftreibung 
gering und es macht sich fast 
a,usschlieBlich die Lagerreibung 
geltend. 1st M k = lUi G . r. das 
Reibungsmoment der Kugel-' 
lager, vgl. Gl. (32 a), wo G = 
12 300 kg das Gesamtgewicht 
des Aggregates und J = 

1132 [kgmsk2] dessen Massen
tragheitsmoment und y_ = 

0,13 [m] der Zapfenhalbmesser 
ist, dann ist nach Gl. (164) 

Die durch Tangentenziehen ermittelten Werte von dn/dt sind in 
der Tabelle angegeben. Gegen Ende des Auslaufes ist dnjdt=0,0147, 
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womit ,ui =0,00109. Stribeck fand ,u;=0,0015, womit obiger Wert 
befriedigend stimmt. 

Zu einer gewissen Zeit t ist die verlorene Leistung im ganzen 
nach Gl. (169) 

n 2 ·J·n dn dn 
N =----.- -=01655'1/'-

v 302 .71') dt' dt' 

die in den Kugellagern verlorene Leistung ist nach Gl. (87) 

Mk·w ,ui·G·rz· nn N k = --- =--- ----- --
75 ' 30· 75 

Der Unterschied Nl = N" - N 1, entfiHlt auf den Luftwiderstand 
{vgl. die obige Tabelle): 

Von der Gesamtluftreibung entfa,llt ein Teil auf die Maschinen, 
ein anderer auf das Schwungrad. Durch besondere, in der Quelle nicht 
beschriebene Versuche konnten beide Anteile getrennt werden; die Ma
schinenreibung war 32,5 0 f 0 der Gesamtluftreibung. 

Nun ist die Luftreibung offenkundig von der Umlaufzahl, der 
Form und GroBe des Rades, auch wie sonstige Beobachtungen lehren, 
von der Dichte del' Luft abhangig. Die Aufgabe ware dann als ge
lOst zu betrachten, wenn man den Luftwiderstand an jeder einzelnen 
Stelle des Rades angeben konnte, worauf man durch Summieren odeI' 
1ntegrieren das Moment des Gesamtwiderstandes ermitteln wiirde. 
Sicherlich ist nur die relative Geschwindigkeit des Rades gegen die 
Luft maBgebend. Diese ist aber wegen des Mitrotierens der Luft 
schwer angebbar. Wegen der Schwierigkeit der exakten Losung sucht 
der Ingenieur die Ergebnisse durch eino el11pirische Formel auszu
driicken. L. Becker gibt fiir die Luftreibung des Schwungrades 
(Breite b [m], Durchmesser D [m], Ul11fangsgeschwindigkeit v [mfsk]) 
die empirische Formel an: 

N = (1 + 5 ·b2)D2· v2,5.1O- 5 [PSj. 

1st R die am Radumfang tangential angreifend gedachte Einzel
kraft, die dieselbe Leistung aufzehren wiirde, so ware zufolge N = R . v! 7 5 

R= (1 + 5 .b2)D2 Vl.5. 75 .10-5 [kg]. 

Dies sind Gebrauchsformeln, denen eine physikaIische Bedeutung 
nicht zukommt. 

252. Schwungl'ad und GleichfOrmigkeit des Ganges. Scbwung
l'adberechnung und Drehkl'aftdiagraml1l nach Radinger. Es solI das 
Schwungrad einer Kolbenmaschine berechnet werden, deren samtliche 
Abmessungen bekannt sind, ebenso sind gegeben die minutliche Um
drehungszahl, das Indikatordiagramm, del' Ungleichformigkeitsgrad b 
und -- vom Schwungrad abgesehell - - samtliche bewegte Massen. 
Die Aufgabe bleibt grundsatzlich dieselbe, wenn das Schwungrad ge
geben und del' UngleichfOrmigkeitsgrad gesucht ist. 

Radinger hat zur Losung folgenden Weg angegeben: An den 
Kurbeln greifen tangential wirkende Drehkrafte an, die vom Dampf
oder Gasdruck in den Zylindern einerseits und den zur Beschleunigung 
odeI' Verzogerung der Kolben- und Schubstangenl11assen erforderlichen 

24* 
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Kraften anderseits herriihren. Die GroBe der Drehkraite schwankt 
periodisch, wenn die Maschine im Beharrlingszustand ist; sie ist bald 
groBer, bald kleiner als der Arbeitsverbrauch infolge des auBeren Arbeits
widerstandes und der Eigenreibung der Maschine. Solange die Dreh
kraft den Widerstand iiberwiegt, wird die Drehgeschwindigkeit der Ma
schine beschleunigt, im umgekehrten Fall verzogert, m. a. W. es wird 
zeitweilig die V"berschuBarbeit der Drehkraite in Beschleunigungsarbeit 
verwandelt und die lebendige Kraft der Schwungmassen vergroBert, 
zeitweilig wird der Arbeitsmangel der Drehkraft von der lebendigen 
Kraft der Schwungmassen bestritten; im ersten Fall steigt die Dreh
zahl der Maschine, im letzteren Fall sinkt sie. Die von der Schub
stange auf eine Kurbel iibertragene Kraft kann in eine tangential und 
in eine radial wirkende Komponente zerlegt werden; erstere - die 
Dreh- oder Tangentialkraft -- ist eine Arbeitskomponente, letztere 
eine arbeitsfreie Komponente, da sie ja in radialer Richtung keinen 
Weg zuriicklegt. 

Die Schwungmasse ist in der Hauptsache im Schwungring ent
halten, man kann sie sich im Schwerpunktskreis desselben vereinigt 
denken; wird das als nicht geniigend genau erachtet, so kann man 
auch noch die Masse der Radarme und die mit der Welle rotierenden 
Massen auf den Schwerpunktskreis reduzieren (vgl. 308). Sei m die im 
Schwerpunktskreis vereinigt gedachte Masse und D der Durchmesser 
desselben, vmax ' vmin und v", die groBte, kleinste und mittlere Umfangs
geschwindigkeit im Schwerpunktskreis, so ist die Zunahme der kine
tischen Energie 

1 2 ] 2 
"2 mvma", - 2" mVmin , 

wenn die Geschwindigkeit von v",in auf v"w;c steigt; wahrenddessen hat 
die Drehkraft den Arbeitswiderstand iibertrofl'en und die Beschleunigungs
arbeit A geleistet. Nach dem Satz von der Arbeit ist dann 

A= ~ m(V~-V~in)= 1; (Vma",+Vmin)(Vma",-Vmin)' 

Der Ungleichformigkeitsgrad t5 des Schwungrades solI angeben. 
welchen Bruchteil die groBte Geschwindigkeitsschwankung v,nax - v,"in' 
von der mittleren Geschwindigkeit v", bildet und die mittlere Geschwin
digkeit sei durch v", = (v"wx + v"'in)/2 ausdriickbar; damit ist 

(171) 

Setzt man () in die obige Gleichung ein, so wird 

A =m·v~.t5. . . • . . . . . (172,1 

Die erforderliche Schwungmasse m kann hiernach berechnet werden. 
wenn A, v"" t5 gegeben sind; oder auch t5, wenn A, m, v", gegeben 
sind. Statt m pflegt man in der Technik oft das auf den Schwer
punktskreis bezogene Schwunggewicht G anzugeben bzw. die GroBe G· D~ 
des Schwungrades. Es ist m=G/g [kgsk2/m] und vm =Dnn!60 [m/skJ, 
wo n die mittlere Drehzahl der Maschinenwelle bedeutet; damit wird 

GD2 n 2 n2 GD2 n2 t5 
A=-----·b=rd. -- - .... (173) 

g 3600 3600 
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Das Radingersche Verfahreri wird an dem Beispiel eines 4-Zy
linder-AutomobiImotors durchgefUhrt, des sen Abmessungen und Ge
wichte auf S. 493 zu finden sind lmd dessen 
Zylinderanordnung in Abb. 213 abgebildet 
ist. Gesucht wird del' Ungleichformigkeits
grad b. 

Wir bestimmen zunachst A. 1 

1. Die Gasdrucke sind fUr jede Kol
benstellung und damit fur jeden Kurbelwinkel 
aus dem Indikatordiagramm Abb.214 zu 
entnehmen. Den zu einer beliebigen Kolben
stellung gehorigen Kurbelwinkel, odeI' die zu 
einem beliebigen Kurbelwinkel gehorige Kol
benstellung findet man mit Hilfe eines Kreis
bogens, den man urn das Kolben- bzw. Kreuz
kopfende del' Scbubstange mit del' Stangen-
lange als Halbmesser scblagt; die Konstruktion Abb. 218. 
wird am besten uber del' Basis des Diagramms 
ausgefUbrt. Del' Gesamtdruck auf einen Kolben 
ist P=(Pi=113 [qcm]'Pi [kg/qcmJ (vgl. linke Skala Abb.214). Del' 
mittlere Diagrammdruck ergab sich durch Planimetrieren zu Pi = 7,7 
[kg/qcm], die indizierte Leistllng des 4-Zylinder-Viertakt-Motors ist bei
Iaufig: 

(-Pi ·s·n 4·113'7,7·0,15·1600 _ c Ni = 4 - 906b = - -0. -_. flOOO -- - _. = 92,:) [PSi] . 

2. Die zur Beschleunigung bzw. Verzogerung del' Massen 
notigen Krafte werden nach Radinger unter del' Annahme bestimmt, 
daB die Umlaufgeschwindigkeit del' Maschine konstant sei. Da 
man die Schwankung del' Umlaufzahl gerade sucht, so ist die Annahme 
konstanter Drehgeschwindigkeit fur einen Teil del' Losung streng ge
nommen nicht zulassig; die Losung vereinfacht sich abel' durch diese 
Annahme so sehr, daB sie als eine Naherungsannahme dennoch beibe
halten wird. Eine genaue und dynamisch korrekte Losung ist im Ka
pitel 18, § 65 - 67 enthalten. 

Zur Beschleunigung odeI' Verzogerung del' hin und her gehenden 
Massen sind Krafte notig, die sich an den Kurbeln scheinbar wie auBere 
aktive Krafte geltend machen. Die von bescbleunigten odeI' verzoger
ten Massen scheinbar ausgehenden Krafte sind die el ' AlembertEchen 
Tragheitskrafte, d. h. die entgegengesetzt angenommenen Beschleunigungs
krafte (- m . b). Die Beschleunigung del' Kolben- oder Kreuzkopfbe
wegung ist in Abschn. 160 ermittelt. Dort wurde auch darauf hinge
wiesen, daB die Bescbleunigung stets gegen einen und denselben Punkt 
des Hubes hin gerichtet sei, in -dem del' Kolben seine groBte Geschwin
digkeit und die Bescbleunigung den Wert Null besitzt. Die Tragbeits
krafte sind daher von diesem Punkt, del' eine Art "Mittelpunkt" del' 
Schwingung ist , weggerichtet. Damit ist der Wirkungssinn del' Triig
heitskrafte festgelegt; ihre GroBe erhiilt man, indem man die Kolben
beschleunigung in Abhangigkeit des Hubes entweder rechnerisch nach 
160 oder zeichnerisch nach 333 ermittelt, und hierauf mit del' GroBe 
del' hin und her gehenclen Masse (Kolbemnasse 2.86 [kgsk2,1m], Anteil 
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der Schubstange 1) 0,291 [kgsk2jm] (vgl. S.495) multipliziert. Bezieht 
man, ahnlich dem Gasdruck, die Tragheitskrafte auf 1 qcm Kolbenflache, 
indem man m· b durch die Kolbenfliiche dividiert, so erhalt man die 
Linie der spezifischen Tragheitskrafte Abb. 214 (Massendriicke). 

Gasdriicke und Tragheitskri.i.fte werden nunmehr zu einer Resul
tierenden vereinigt. Zu diesem Zweck sind die einzelnen Hin- und 
Hergange des Kolbens in Abb. 215 in ihrer zeitlichen Folge aneinander 
gereiht: Ansauge-, Verdichtungs-, Explosions- und Expansions-, Auspuff
Hub, und die 'Ordinaten del' Gas- llnd Massendriicke algebraisch addiert, 
wodurch die ausgezogene Kurve del' resultierenden Driicke auf den 
Kolben bzw. Kreuzkopfzapfen entsteht. 

3. Die Tangentialdriicke enthalt man entweder aus dem Krafte
parallelogramm oder mit Hilfe eines besonderen Verfahrens, das auf 

Abb. 214-216. 

Vierzylinder-Automotor: d ~ 120 mm; s = 150 mm; n'~ 1600 i. d. Min. 

einfache Durchfiihrbarkeit hin zugeschnitten ist. Das Krafteparallelo
gramm wird zuerst fUr das Kreuzkopf- oder Kolbenende der Schub
stange ':;gezeichnet, wo die ResuItante aus Gas- und Massendruck, die 
Stangenkraft und der Druck der Gleitbahn gegen den Kolben- oder 
Kreuzkopfzapfen sich im Gleicbgewicht befinden. Der zuletzt genannte 
Bahndruck N steht, wenn man von der geringfiigigen Gleitreibung ab
sieht, senkrecht auf der Bahn; die andern Krafte P und S sind beide 
der Richtung nach (P in Richtung der Kolbenachse, S in Richtung 
der Stangenachse), die eine auch der GroBe nach bekannt. Die hier
nach gezeichnete Stangenkraft S wird am Kurbelzapfen senkrecht' zum 

1) Die Schuhstangemnasse, in ihrem Schwerpunkt vereinigt gedacht, kann 
mit groBer Annaherung durch zwei Punktmassen ersetzt werden, die nach dem 
Hehelgesetz auf die heiden Stangenenden verteilt werden (310, 311). 
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Kurbelarm und naeh diesem zerlegt in die Tangentia1- und Radia1kom
ponenten T und R. Die Konstruktion ist fUr eine groBere Anzah1 von 
Kurbe1stellungen am besten an del' Kurbe1zapfenmitte auszufUhren, wo
bei P jeweils aus Abb. 215 entnommen wird. Vgl. Abb. 214 rechts. 

Um die wiederh01te Aufzeiehnung del' einze1nen Getriebestellungen 
zu vermeiden, kann ein besonderes Verfahren benutzt werden. Da die 
E1ementararbeiten von P und T g1eieh sind, so ist, wenn die zugehorigen 
Wege dx und ds sind, 

P·dx=T·ds, 

odeI' auf die Zeiteinheit bezogen und mit dx/dt = v und ds/dt = c 

P·v=T·c. 

Einsetzen von v aus G1. (122) S. 249 ergibt 

T = P [sin 1'1 + (J,j2) sin 21~] .. . . . (114) 

J. Kuhn konstruiert T wie folgt: Es wird (2/2) = tg (( gesetzt, wo
mit (( konstruiert werden kann. G1. (174) sehl'eibt sieh dann: 

T = P . sin {} P . sin 2 1~ . tg ((. 

1!iAJm, 

Abb. 217. Abh. 218. 

In Abb.217 wil'd.):A OB = BOG = 0; DOm = (( und OJv] = 
ON = P gemaeht, dann ist: 

P·sin 19=MM' P·sin 21'1= ON" 

p. sin 2 {}. tg a = mN", 

womit T=MM'+mN". 

Hierbei bedeutet M JJrl' die Tangentialkl'aft bei unendlieh groBer 
Sehubstangenlange, mN" den Beriehtigungszusehlag fur endliche Sehub
stangenlange. 

Die Tangentialdrueke sind in Abb. 216 in Abhangigkeit .des Kurbel
winkels aufgetragen; del' so el'haltene Linienzug heiBt die Tangential
druek- odeI' Drehkraft-Linie. 

Dureh das Vorangehende ist die Drehkraftlinie fUr einen Zylindel' 
ermittelt. Unter Voraussetzung kongruenter Diagramme entspricht jedem 
del' 4 Zylinder eine s01che Linie. Sie sind wegen del' Kurbe1anordnung 
und del' Ziindfolge in Abb. 216 um je 1800 gegeneinandel' versetzt. 
Die algebraisehe Summiel'ung del' Ordinaten del' 4 Linienzii.ge ergibt 
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das resultierende Tangentialdruckdiagramm des ganzen 4-Zylinder-Motore. 
Da dieses fiir jede halbe Umdrehung gleich ist, braucht nul' del' Teil zwischen ° und 1800 Kurbelwinkel in Abb. 218, S. 375, wiedergegeben zu werden. 
In del' gleichen Abbildung ist iiberdies die Linie des resultierenden Tangen
tialdruckes des ganzen 4 - Zylinder-Motors eingetragen, fUr den Fall, 
daB die Maschine einen reibungsfreien Leerlauf bei geoffneten Ventilen 
macht, so daB nul' die Tragheitekrafte del' hin und her gehenden Massen 
Tangentialdriicke ergeben. 

Wird angenommen, daB die Arbeits- und Reibungswiderstande 
langs des ganzen Kurbelzapfenweges konstant seien, 80 ist die 
gesamte Widerstandsarbeit wahrend del' 4 Takte (= 2 Umdrehungen 
odeI' Kurbelweg 28 Jl) gleich del' Diagrammarbeit in allen 4 Zylindern 
(Kolbenweg 48) 

2:rr 8· W' f = 48' p;/ 
2Pi 2·7.7 

W = --- =- - = 4,91 [kg/qcm], 
Jl Jl 

wo W [kgjqcm] den Arbeits- und Reibungswiderstand, bezogen auf 1 qcm 
Kolbenflache, bedeutet. 

Dementsprechend ist die Linie des Arbeitswiderstandes in Abb. 218 
eingetragen. Die Flache oberhalb derselben ist DberschuBarbeit und 
dient zur Beschleunigung del' Schwungmassen; die Flache unterhalb be
deutet Arbeitsmangel, und diesel' ist seitens del' lebendigen Kraft der 
Schwungmassen zu decken. Die letzteren haben, auf den Kurbelkreis 
reduzicrt, die GroBe 6,76 [kgsk2jm] (Schwungrad) und 1,253 [kg!'k2/1l1] 
(Kurbelwelle) und 0,87 [kgsk~im] (4 Schubstangenk6pfe vgl. S. 218), im 
ganzen 8,883 [kgsk2/mJ. 

Aus dem Drehkraftdiagramm Abb. 218 folgt fUr die DberschnB
Hache: Basis 0,109 Em]; mittlere Rohe planimetriert: 4,98 [kg!qcll1], also 
DberschuBarbeit: 

A = 0,109· (4,98 .113) = 61,3 [kgrn]. 

Dies gilt fiir Vollast. Fur Leerlauf ergibt sich ebenso nach Abb. 218 
114,5 [kgm]. 

Die mittlere Umfangsgeschwindigkeit miiBte streng genommen dy-' 
namisch korrekt erst ausgerechnet werden; denn es kann nur die Urn
laufzahl in einer bestimmten Kurbelstellung gegeben werden; die 
in allen andern Stellungen ist dadurch dynamisch bestimmt und damit 
auch die mittlere - freilich erst nach langerer dynamischer Berech
nung (vgl. 18. Kapitel). Zur Vereinfachung wird die gegebene Ull1-
drehungszahl 1600 nach Radinger als mittlere angesehen nnd man er
halt aus G1. (172) fur den Ungleichf6rmigkeitsgrad bei Vollast 

J=~=---~?- _= 1 
mv2 8,883.12,562 22,8 ' 

bei Leerlauf ohne Reibung und bei offenen Ventilen 

114,5 1 
(J - - ----
0- 8,883.12,562 12,2 

Die Maschine dreht sich also im Leel'lauf weniger gleichf6rmig als 
bei V ollast, eine Folge del' auBerordentlich groBen Krafte zur Beschleu-
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nigung oder Verzogerung der hin und her gehenden Massen, die diese 
bei der sehr hohen Drehzahl auBern. 

Bei langsamlaufender Maschine triife das nicht zu. Bei sehr lang
samem Gang konnen die Triigheitskrafte ganz vernachlassigt werden; 
bei steigender Umlaufzahl (aber stets bei gleichem Diagramm) werden 
die Tragheitskdifte die Drehkrafte gleichmaBiger machen. Bei sehr 
hoher Drehzahl wird die Drehkraftlinie durch den iiberwiegenden Ein
fluB del' Tragheitskrafte wieder ungleichmaBiger, d. h. eine gewisse 
Drehzahl ist fiir den gleichformigen Gang einer Maschine mit 
gegebenen Abmessungen und gegebenem Indikatordiagramm 
am g iinstigsten. Diese giinstigste Drehzahl kann aber praktisch meist 
nicht angewandt werden, weil fUr die Wahl del' Drehzahl andere Griinde, 
wie geringes Maschinengewicht bei groBer Leistung, den Ausschlag geben 
und nicht allein die Riicksicht auf kleinstes Schwungradgewicht bei 
vorgeschriebenem U ngleichformigkeitsgrad. 

253. Rollbewegung von Riidern ohne und mit Riicksicht auf den 
Rollwiderstand. Wenn eine Lokomotive einen Bahnzug in Bewegung 
E'etzt, muB nicht allein die Masse des Zuges in fortschreitende Bewegung 
gebracht, es miissen vielmehr die Rader iiberdies in Drehung gesetzt 
werden. Die Bewegung verlauft nicht ganz EO, wie wenn der ganzen 
Masse lediglich eine fortschreitende Bewegung erteilt wiirde. 

Zur Einfiihrung losen wir folgende einfache Aufgabe. Ein starrer 
homogener Kreiszylin~er vom Halbmesser r und vom Gewicht mg, del' 
auf einer horizontalen Ebene aufruht, werde senkrecht zu seiner Achse 
von einer durch den Schwerpunkt des Zylinders gehenden Horizontal
kraft P angegriffen. Man soll die Bewegung, bestimmen, zuerst ohne 
unrl spater mit Riicksicht auf den Rollwiderstand. 

a) Auf einer vollkommen glatten Ebene bewegt sich der Zylinder 
wie ein Massenpunkt nach dem Schwerpunktssatz 335. Denn es wirkt 
auf ihn nur das Eigengewicht mg, die Horizontalkraft P und der Nor
malwiderstand N del' Horizontalebene; die zwei Ietzteren Krafte heben 
sich gegenseitig auf. Eine Horizontalkraft zwischen Zylinder und Ebene 
ist dagegen nicht vorhanden. Daher wird, wenn P den Zylinderschwer
punkt in fortschreitende Bewegung setzt, weder eine Drehung des 
Zylinders eingeleitet, noch eine etwa schon bestehende Drehung ver
andert. 

Beides wird aber auf einer I' a u hen Horizontalebene del' Fall sein 
konnen. Die Bewegung wird dann im allgemeinen in einem Rollen und 
Gleiten des Zylinders auf del' Ebene 
bestehen. Betrachten wir die Ele
mentarbewegung in dt sk gemaB Abb. 
219. In dt sk moge der Schwerpunkt 
o urn dB fortschreiten und der Zy
linderumfang sich urn r· drp weiter
bewegen. Die Strecke ds = BE" mag 
man sich vom Zylinder auf der Ebene 
aufgezeichnet denken ; die Strecke 
r . d rp = B B' umgekehrt von del' 

Abb. 219. 

Ebene auf dem ZyIinder, da sich ja beide beriihren. Man kann 
sagen, die beiden Strecken BB' und BB" seien miteinander im 
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E i n g riff. Sind nun diese elementaren Eingriffstrecken einaneler 
gleich, also 

d8=1'.dcp odeI' d8jdt=1'.dcp i dt, 

so erfoIgt offenbar zwischen Zylinder und Ebene keine Relativbewegung, 
kein Gleiten, sondern reines RoIlen; die Bewegung ist gleichsam 
zwanglaufig, wie wenn Zylinder und Ebene verzahnt waren. 1st dagegen 

d8~1'.dcp. 

so findet gleichzeitig Gleiten und RoUen statt. 1st fh elie Reibungs
ziffer der Bewegung, so ist del' Tangentialwiderstand im Beriihrungs
punkt B des Zylinders fh my. 

Die in den Schwerpunkt verpftanzten KraJte, die ein Fortschreiten 
desselben anstreben, sind die Horizontalkraft P und die Umfangsreibung 
Ii my, daher hat man nach dem Schwerpunktssatz 235: 

P~fhmy=m.dvldt. 

Auf Beschleunigung odeI' Verzogerung del' Drebung wirkt nur elie 
Reibung pm y hin, wesbalb nacb Gl. (164) ist: 

dm 
J. dt = ,u-my '1', 

dabei ist v die augenblickliche Scbwerpunktsgescbwindigkeit, m die 
Winkelgeschwindigkeit der Drehung und J das Tragheitsmoment des 
Zylinders beziiglich der Drehachse. Beide Gleichungen konnen fiir sich 
integriert werden, und der wirkliche Bewegungszustand des Zylinders 
ist jederzeit clurch Zusammensetzen der beiden Einzelbewegungen be
stimmbar. 

1m Falle vollkommenen Rollens besteht zwischen beiden Be
wegungen die kinematische Bedingung d8 = 1" d cp oder v = l' . w; daher ist 

dv dm p.- limy pmy1'~ 
7it = 1" dt = --'~J1 J 

woraus m) , . 
1n 

sofern In' =J !1"J die auf den Abstand l' des Zylinders reduzierte Masse 
bedeutet. Die letzte Gleichung gibt denjenigen Wert von P an, den P 
hochstens annehmen darf, wenn del' Zylinder nicht gleiten soIl; p be
deutet dabei die Haftreibungsziffer, nicht mehr die Ziffer der Bewegungs
reibung wie beim Gleiten. 

Unterhalb der Gleitgrenze, wobei ebenfalls kein Gleiten stattfinden 
soIl, sei del' Tangentialwiderstand 8; man hat dann ahnlich wie oben 

hieraus folgt 

und damit 

du dm p- 8 81'2 
---=1"--=---= 
dt dt ?n J 

8= nt' ... J> 
m-+m' 

(rn + m')· dv/dt = P. 

8 
m 

, . 

Die an fangs gestellte Frage kann jetzt, wenn man noch bedenkt, 
daB an Stelle des Zylinders ein Radkorper, dessen Drehachse eine Haupt-
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tragheitsachse ist, treten kann, wie folgt beantwortet werden: Ein Rad
korper, del' senkrecht zu seiner Drehachse von einer durch den Schwer
punkt gehenden Horizontalkraft P angegriffen wird, fiihrt eine reine 
Rollbewegung aus, wenn P einen gewissen von del' Reibung (Adhasion) 
und Masse abhangigen Wert nicht iiberschreitet; die Bewegung ist gleich
fOrmig beschleunigt und die Beschleunigung kleiner, als wenl'l die ganze 
Masse nul' eine Translationsbewegung ausfiihrte. Die im Schwerpunkt 
vereinigte Masse erscheint infolge des Einflusses del' rotierenden Masse 
vergroBert um die auf den Umfang des Rollkreises reduzierte rotierende 
Masse. 

Fiir eine Lokomotive und analog fiir einen ganzen Eisenbahnzug 
ergibt sich 

P=(M + 2'm')·dv·dt, 

wo M die Gesamtmasse und 1n' eine auf den RoUkreisumfang reduzierte 
Masse eines Radsatzes ist. Reine Rollbewegung bleibt die Vorbedingung 
del' letzten Gleichung. 

Ein Triebradsatz und ein Kuppelradsatz einer 3/6 -gekuppelten 
Lokomotive mit 1,8 m Laufkreisdurchmesser haben ein Gewicht von 
3,62 [t] und 2,51 [t] und zufolge Schwingungsversuch (294) ein Trag
heitsmoment von 140 und 97,3 [kgmsk2]. Die Triebwerksmassen er· 
hohen dasselbe auf 148 bzw. 98,2. Die auf den Laufkreisumfang redu
zierten Massen sind demnach, da m' = J/r'J ist, 148/0,92 = 183 bzw. 
121 [kgsk2/m] und fiir die drei gekuppelten Achsen 2'm' = 183 + 121 + 121 = 425. Die auf die Rollkreise reduzierten Massen aUer Rad
satze diirften 6-7010 del' ganzen Lokomotivmasse sein. 

b) Die in a) betrachtete Walze erfahre einen ~ollwiderstand von 
der GroBe W = fm !J Ir, wo f die Ziffer del' rollenden Reibung ist. 
Die im Schwerpunkt angreifende Horizontalkraft sei P, dann bleibt 
als beschleunigende Kraft P- W. Die unter a) benutzte Gleichung 
(m + m')· b = P gilt mit del' Anderung, daB P - W an Stelle von P 
tritt, also 

P- W=P-fmg!r=(m+m')·b. 

Die Bewegung ist gleichformig beschleunigt, nur ist die Beschleunigung 
ein wenig kleiner als unter a). 

§ 54. Die Bel'echnung del' 'fragheitsmomellte. 

254. Fliichentragheitslllomente. Triigheitshalbmesser. Dieselben 
spielen, wie wir wissen, in del' Festigkeitslehre eine wichtige Rolle. 
Multipliziert man jedes Element dF einer begrenzten ebenen FHiche 
Ii' mit seinem Abstand y von einer beliebigen, in del' Ebene del' Fliiche 
gezogenen Achse, so bezeichnet ZdF·y, wofiir man auch setzen kann 
F·yo' unter Yo den Abstand des Schwerpunktes del' Flache von del' 
Achse verstanden, das Moment ersten Grades odeI' das statische 
Moment del' Flache Ii' in Beziehung auf die angenommene Achse. Multi
pliziert man dagegen die Fliichenelemente je mit den Quadraten ihrer 
Abstande y von del' Achse und bildet Z dF· y2 == e, so nennt man 
dieses Moment das Moment zweiten Grades odeI' das Tragheits
moment del' Flache F in Beziehung auf die gegebene Achse und, 
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wenn man 6 = F: r02 setzt, die Strecke Yo den Tragheitshalbmesser 
del' Flache F in Beziehung auf die gleiche Achse. Die Dimension des 
Flachentragheitsmomentes e ist cm4 • 

Hatte man fur die FHichenelemente elF die Abstande nicht von 
einer Achse, sondern von einem in del' Ebene der Flache beliebig ge
wahlten Punkt 0 bcstimmt, so wurde man statt des axialen Trag
heitsmomentes 6 das polare Tragheitsmoment 6 0 in Beziehung 
auf den Punkt odeI' Pol 0 erhalten haben. Zieht man durch den 
Punkt 0 in del' Ebene del' Flache F zwei aufeinander senkrecht stehende 
Achsen, bezeichnet die Tragheitsmomente del' FIache P in Beziehung 
auf diese Achsen mit A und B, wobei A = L,'dF-y2 und B = 2: dF·x2 , 

ferner mit eden Abstand eines Elementes elF del' Flache F von dem 
Punkt 0, so hat man: 

e2 =x2+y2 und XelF'r/=2'dF'x~+XdF-y2 

odeI' 

Man braucht daher nul' die axialen Tragheitsmomente del' Flache P, 
bezogen auf die durch 0 gezogenen, senkrecht aufeinander stehenden 

Abb.220. 

Achsen zu addieren, um das polare Tragheits
moment in Beziehung auf den Punkt 0 zu er
halten. Weiter: SolI beispielsweise das Trag
heitsmoment einer Kreisflache, aus del' ein Viereck 
hel'ausgeschnitten ist, in Beziehung auf eine be
liebige in del' Ebene del' Kreisflache gezogene 
Achse bestimmt werden, EO kann man zuerst 
I dF· y2 bilden fUr aIle Elemente del' Kreisflache 
und hierauf die zu viel genommenen Produkte 
dF·y2, d. h. 2'dF·y2 fUr das Viereck, wieder in 
Abzug bringen. Damit ergibt sich das Tragheits
moment del' gegebenen FHiche als Differenz del' 
Tragheitsmomente von KreisfEiche und Viereck. 

Handelte es sich dagegen um das axiale Tragheitsmoment 6 
eines I-Querschnittes F, del' aus den Rechtecken F I , }i~, F3 zusammen
gesetzt ist, so ergibt sich e odeI' I dF- y2 fUr die ganze FIache F, 
gleich 2: dF· y2 fUr die Flache FI plus I (7 P. y2 fUr die Flachc F2 plus 
~: dP· y2 fur die Flache li~, oder: 

e= (11 + 6 2 + 6 a · 

In diesen zwei angefiihrten Fallen ist del' Satz enthalten: 
Es ist das Tragheitsmoment del' Summ e odeI' Differenz 

von Flachen in Beziehung auf eine Achse gleich del' Summe, 
bzw. Differenz del' Tragheitsmomente del' einzelnen Flachen 
b ezogen auf dieselbe Achs e. 

1st e das Tragheitsmoment einer Flache P bezogen auf eine 
durch ihren Schwerpunkt C gehende' Achse und e' dasjenige auf eine 
zweite, del' ersten im Abstand e parallel gezogenen Achse (Abb. 220), 
so hat man 

e' = 2'dF-x'2= 2'dF(x + e)2 = 2'dF (x~ + 2ex e2) 

= IdF-x2 + 2eIdF-x+ e2 ~dP. 
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(175 ) 

d. h.: Es ist das Tdigheitsmoment einer Flache bezogen auf 
eine in ihrer Ebene gelegene, aber nicht durch ihren Schwer
punkt gehende Achse, gleich dem Tragheitsmoment der Flache 
bezogen auf die parallele Schwerpunktsachse, vermehrt um 
das Produkt aus del' Flache und dem Quadrat des Abstandes 
del' beiden Achsen. 

Mit Hilfe del' vorstehenden Satze ist man imstande, die Tragheit.s
momente beliebiger ebener Flachen zu bestimmen. So ergibt sich u. a. 
fiir ein Rechteck von den Seiten a und b als Tragheitsmoment in 
bezug auf eine durch den Schwerpunkt des Rechtecks parallel del' 
Seite a gezogene Achse: 

:l 

6) =Ja.dll.y~=.1 ab;l 
(/ .J 12' 

b 
2 

wahrend das Tragheit.smoment in bezug auf eine del' Seite b parallele 
Sch werpunktsachse 

6 b =';2 b a3 . 

Fiir eine Kreisflache vom Halbmesser r erhalt man zunachst als 
polares Tragheitsmoment: 

,. 
\~./ f 1..1 1'1 n 

6 0=L.JdF-(/= (2C 7ldQ)·I/=2n. 4 ,= 2' 
0=0 , 0 

Da aber, wenn e das axi ale Tragheitsmoment der Kreisfhiche in 
Beziehung auf einen beliebigen Durchmesser, 

(.:.; = §!Q = 1"4 n = n d l . 

2 4 32 

255. Axiale Triigheitslllomente von l\lassen. Tragheitshalbmessel'. 
Auch bei den Tragheitsmomenten von Massen kann man setzen, wie 
schon in 254 geschehen ist, 

(176) 

wobei dann ro den Tragheitshalbmesser der Gesamtmasse nt in bezug 
auf die gegebene Achse bezeichnet. Das Massentragheitsmoment ist 
mit .J bezeichnet im Unterschied zum Flachentragheitsmoment A. Die 
Dimension des Tragheitsmomentes .J ist [kgmsk2 ]. 

Um das Tragheitsmoment der Masse eines homogenen Karpel's in 
Beziehung auf irgendeine Achse zu erhalten, nehmen wir diese Achse 
als x-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems an und zerlegen 
den Karper durch Ebenen senkrecht zur genannten x-Achse in lauter 
unendlich diinne Scheiben von del' Dicke clx. 1st nun Fein Quer
schnitt des Karpers senkrecht zur x-Achse odeI' die Basis einer solchen 
Scheibe und 0 = )' I g die Massendichte des Karpers, so hat lllan fiir 
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das Tragheitsmoment der Scheibe in Beziehung auf die gegebene Achse 

dJx=~dm·e'J=~dF·dx·~·e2=~.dx~dF·e2=~·dx eo, 

unter eo das polare Triigheitsmoment der Querschnittsfiache F in Be
ziehung auf den Durchschnittspunkt der gegebenen Achse und der 
Querschnittsebene verstanden. Damit erhalt man dann als Tragheits
moment der Masse des ganzon Korpers 

Jx=~·~eo·dx. 

DaB ahnlich wie bei den FIachen· das Tragheitsmoment der Summe 
oder DifIerenz zweier Massen gleich der Summe, bzw. der DifIerenz der 
Tragheitsmomente der einzelnen Massen ist, foIgt unmittelbar aus: 

J=~dm·(/". 

256. Reduktiollssatz. Das Tragheitsmoment der Masse eines 
Korpers in Beziehung auf eine beliebige Achse ist gleich 

dem Tragheitsmoment der Masse 
frJe-,,----...... ,c---y---- TX' bezogen auf die parallele Sch wer-

+y' 

"",~, of punktsachse, vermehrt um das 
, ' Produkt aus der ganzen Masse 

------~-->f:I'~x"'_'>t__---+.x und dem Quadrat des Abstandes 
:Y' der beiden Achsl'n. 

_______ ~'_ ____ ---Jd.7/V Um diesen Satz zu beweisen, 
wollen wir (Abb.221) zwei Koordi

+y 

Abb. 22l. 

natensysteme mit parallelen Achsen 
annehmen, das eine mit dem Ur
sprung O. das andere mit dem Ur
sprung U'. Die Koordinaten eines 

Massenelementes dm in Beziehung auf das ersterc Koordinatensystem 
seien x, y, z, diejenigen in Beziehung auf das zweite System x', 1J', z', 
und a, b, c die Koordinaten des Ursprungs 0 in Beziehung auf das 
Koordinatensystem 0'. 

Man hat nun in bezug auf die z -Achse: 

J=' =~dm(x'2 +1J'2)=~dm(x+ a)2 +Zdm(y+b)2 
= .2,'dm·x2 + a2·~dm + 2a·~dm.x 

+~dm·1J2+b'J.~dm+ 2b·~dm·y 

=~dm·x2 +~dm.1J2 + (a2 +b2)m+ 2a~dm·x+ 2bZdm·!J 
=~dm(x2 +y2) +e2 .m+ 2(l·~drn·x+ 2b.~dm.lf 

= J: + m· e2 + 2 a· m Xo + 2 b· m Yo' 

wobei Xo und Yo die Entfernungen des Schwerpunktes del' Gesamtmasse m 
des gegebenen Korpers von del' yz-Ebene bzw. del' xz-Ebene des 
Koordinatensystems O. 1m FaIle die z-Achse durch diesen Schwer
punkt hindurchginge, ware Xo = 0 und Yo = 0 und damit 

J:' =~ +me2 • • • • • •• (177) 
.Es ist also der angegebene Satz bewiesen. 

257. Rechtwinkliges Parallelepiped. Die Kantenlangen seien a, b, c. 
Um das Tragheitsmoment J x des Parallelepipeds in Beziehung auf 
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seine der Kante a paranele Schwerpunktsachse zu erhalten, setzen 
wir wieder 

dJx=fJo·dx·(j, 

woraus J.e = ~fJo·dx·(j= fJo' (j~ dx= fJo(j·a 

=,). a ( ~ C b3 + ~ bc3) = ,) a· c b (c2 + b2) = 'In • d2 
12 12 12 12 ' 

unter d die Lange der Diagonale des Rechtecks c b verstanden. 

258. Kl·eiszylinder. Rednzierte Masse. Wir wollen die Zylinder
achse als die x-Achse des Koordinatensystems annehmen und den Ur
sprung des letzteren in der Mitte der Zylinderachse. Damit erhaIt 
man, wenn r der Halbmesser und l die Lange des Zylind·ers: 

J =~fJ .dx.,)=fJ .')2'dx=~~~:rr.(j.l=r"!. n.l·().r2=~_~ '1'2 
.~ 0 0 2 2 2 

. Die auf den Halbmesser r des' Zylinders reduzierte Masse 'In' ist 
daher gleich der halben Zylindermasse. 

Um jetzt auch Jz zu erhalten, konnte man wieder den Zylinder 
durch Ebenen senkrecht zur z -Achse, also parallel der Zy linderachse, 
in rechteckige unendlich diinne Platten zerlegen, wir wollen aber die 

+.0 

+.Y 
Abb. 222. 

zur Bestimmung von J.r vorgenommene Einteilung in kreisformige 
Scheib en beibehalten. Hierbei ergibt sich fiir das Tragheitsmoment 
eines Elementes dm der im Abstand x von der yz-Ebene ange
nommenen Scheibe 

elm.!!"!. =dm(x2 + y2)= dm.x2 + dm.y2 

und daher fUr das Tragheitsmoment del' ganzen Scheibe in Beziehung 
auf die z-Achse 

dJz = 2'clm·x?' + 2'dm·y2 =x2 ·F·dx·,) + () ·dx 2'dF·y2 

oder da ~ d F· y2 das Tragheitsmoment der Querschnittsflache F in 
Beziehung auf die Durchschnittslinie der xz-Ebene mit der Quer
schnittsebene, 
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Damit wird: 
I 

X=--
2 

1st del' Zylinderhalbmesser 1" sehr klein gegen die Linge 1 des 
Zylinders, so kann 3 r2 gegen 12 vernachHissigt werden, womit ma,n erh~ilt 

J= 
rn l~ 

z 12 

259. Gerader Stab von konstantem Querschnitt. Bei del' gleichen 
Annahme des Koordinatensystems wie beim Kreiszylinder erhalt man 
fill' das Tragheitsmoment des Stabes in bezug auf die Stabachse 

J r =y:eo·dx·o=(9o·(j·;Edx= eo·o.l, 

wobei eo das pol are Tragheitsmomcnt des Stabquerschnittes m Be
ziehung auf desEen Schwerpunkt und 1 die Lange des Stabes be
deutet. 

Flir die senkrecht auf der Stabachse stehende, durch die Mitte 
del' Stablange gehende z- Achse el'gibt sieh dagegen das Tr~lgheits
moment Jz wie oben beim Kreiszylinder aus 

dJz = x 2 .p. o·dx + a ·dx·Y: dP- y2 

und zwar wird, wenn man den Tl'agheitshalbmesser der Quersehnitts
fHiche }I' in Beziehung auf die Durchsehnittslinie del' x z- Ebene mit del' 
Querschnittsebene mit ro bezeiehnet, also Y:dF.y2=F.r0 2 setzt, 

I . I 
x;:---: '-~ x=-7"'-i 

'!z = f ~2. F· (). clx + fbi' del"' p. 1'02 

x--~ - -2" x= -- -~-

Bei einem d ii nne n Stab kann man dahel' an geniihel't setzen: 

rnl2 
J=-~. 

z 12 

Das Triigheitsllloment in Beziehung auf eine Parallelachse durch das 
Stabende ist dann 

J,=rnl2+rn.l~ 
z 12 4 3 

U m die auf die Lange I l'eduzierte Masse m' zu el'halten. setr,t man: 

woraus 
, rn 

rn =.-. 
3 
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260. Kl'eiskegel. Um das Tragheitsmoment del' Masse eines Kreis
kegels in Beziehung auf die Kegelachse zu erhalten, wahlen wir die 
letztere zur x-Aehse des Koordinatensystems und die Kegelspitze zum 
Ur.3prung und bestimmen zunaehst das Tragheitsmoment des in Abb. 223 
angedeuteten abgestumpften Kegels von del' Hohe (X2 - x2)o Fiir das
selbe ergibt sieh: 

X2 $2 

J r = f 6)0·dx·l)= fy:n.dX.1) 

x, 

oder da x=yoeotga und damit dx=dy·eotga 

+y 

Y2 f y4n I)·neotga Y2 5 - Y1 5 
J = -. dy· cota a· I) = -----.--

'" 2 0 2 5 
y, 

" ~: 
II 
II 

t-y 

Yz 

+x 
----1---'--~~f__+-.+ ;:c 

Abb. 223. Abb. 224. 

Nun ist die Masse 1n des bezeiehneten abgestumpften Kegels aus
gedriickt durch: 

-" ~ !< ~ ,Yo -Yl f
Y2 fY2 3 3 

In= u·y-n·dx= u.y"on·dy·cotga=b·n.eotga." f---' 
y, y, 

.. 3 y,,5 _y 5 • 
und demgemal3 J - . m· - - -~- woraus mIt y = l' und y = 0 

'" 10 Y2 3 -Y1 3 ' 2 l' 

fiir den Kreiskegel, dessen Basis den Halbmesser r hat, sieh ergibt 

J 3 ;, 
=-·'m·T". 

x 10 

261. Kugel. Fur das Tragheitsmoment J eines Kugelabschnittes 
(Abb. 224) in Beziehung auf die geometrische Achse desselben erhalt man: 

r r '1' 

J f L'd ., f y4n ., b.nf(O 0)0 
•. r= ""0' X·u= 2· dxou =2- T"-X" "·dx 

b . n (- 4 + 0 3 -) =30 8ro-15T x 101'"X,-3x" 

Autenrieth-Ensslin, Mechanik. 3. Auf!. 25 
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und daher fUr die Halbkugel mit x = 0 

J = ~ n. 8 rO = 4 r3 n . ~ . ~_1·2 = !_ 1n r2 . 
• C 30 3 5 5 

Das Tragheitsmoment del' ganzen Kugel in Beziehung auf einen 
Durchmesser ist somit: 

J x=~mr2 

und die auf den Kugelhalbmesser 1" reduzierte Masse m' 

m'=~m. 
" 

262. Ring. Nehmen wir zunachst einen Ring mit rechteckigem 
Querschnitt, denselben sehen wir als Differenz zweier Kreiszylinder an. 

Abb.225. 

DemgemaB hat man: 

J,,=~ [(1·+a)4 n .2 b--(r-a)4 n · 2 b]. 0 
= ~ b n 8 r a (r2 + a2) 
= 4a b· 2rn'~ (1'2 + (2) 

= m (1.2 + a2 ). 

Handelt es sich um einen Ring 
mit elliptischem Querschnitt, so zer
logen wir den Ring durch Ebenen 
senkrecht zur Momentenachse (z-Achse) 
in unendlich diinne Scheib en und be
stimmen das Tragheitsmoment einer 
solchen Scheibe, indem wir dieselbe 
als einen Ring von rechteckigem Quer
schnitt 2x·dz ansehen, entsprechend 
dem fur einen solchen Ring soeben 
Gefundenen, womit 

dJz = (j. 2 x . d z . 2 r n (r2 + x2 ). 

Zwischen x und z besteht abel' die Beziehung, wenn a und b die 
beiden Halbachsen des elliptischen Querschnittes 

x 2 Z2 ...., + -b-" = 1, womit dz"-
a" -

b xdx 
'a" Va2 =:.-;~. 

Damit wird: z=b 

Jz=~·4rn.2 f x(r2+x2).dz 

z=O 
z=b 

.!I ( b)f (" + Q) xdx = 8· u· rn - - x r" x'· . ., 
a, .. Va 2-x' 

z=O 

(sa2 Q) (3a2 0) r- 3(a)2~ =2rn·abn·~ -+1" =1n -- - +1" =1nr2 1+- - I' 
4 4 L'4r..J 
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1st a klein gegen r, so kann man bei den beiden Arten von Ringen 
angenahert setzen: 

also die Masse im Schwel'punktskreis des Ringes vereinigt annehmen. 

§ 55. Die Haupttragheitsmomellte eilles homogellell Korpers. 
263. Tragheitsellipsoid. Es sei 0 del' Ursprung eines rechtwink

ligen Koordinatensystems und ON die Achse, auf die das Tl'agheits
moment J del' Masse m des homo-
genen Karpel'S bezogen werden soIl; 
ferner bezeichnen wir die Winkel der 
Achse 0 Y mit den positiven Zweigen 
del' Koordinatenachsen mit e, fJ, I' 
und mit x, y, z die Koordinaten eines 
bei X gelegenen Elementes dm del' 
Masse m. Fallt man nun von M das 
Lot MN auf die Achse ON, so wil'd 

(MN)2=(OM)2-(ON? 

oder da ON als die Pl'ojektion des 
Streckenzuges x, y, z (Abb. 226), auf die 
Achse ON angesehen werden kann: 

+z 

+y 

I / 
I I 

: /y 
1/ r 

Abb.226. 

(MN)2 = (x2 + y2 + Z2) - (x cos e -+- y cos fJ -+- Z cos 1')2 
= (x2 + y2 + Z2). (cos2 ex -+- cos2 fJ -+- cos2 y)-

-(x.cosex-+-y.cosp z·cosy)2 

== (y2 + Z2) cos2 ex -+- (Z2 -+- X2) cos2 P -+- (2'2 -+- y~) cos2 Y 

- 2yz cosfJ cos Y - 2zx cos y. cos e - 2xy cos e· cos fl, 

+x 

damit wird das Tragheitsmoment dJ des Elementes dm in bezug auf 
die Achse () N : 

wol'aus 

dJ=dm(]J;[N)2, 

J = cos2 ex.E dm (y2 -+- Z2) -+- cos2 fJ .E dm (Z2 -+- x 2) 

+ cos2 I' .Edm(x2 + y2) - 2 casfJ cos y .Edm 'yz 

- 2 cos Y cos e .E cl In . Z X - 2 cos (( . cos fJ .E d m . x y . 

Die A usdriicke 

.E elm (y2 + Z2) = A; .Eclm (Z2 -+- x2) = B; .E dm (x2 y2) = C (178) 

sind die Tragheitsmomente del' Masse m bezogen auf die Kool'dinaten
achsen und zwar A bezogen auf die x-Achse, B auf die y-Achse und 
C auf die z-Achse. Des weiteren pflegt man die Ausdl'iicke: 

.Edm·yz=D; .Edm·zx=E; .Edm·xy=F. (179) 

Zentrifugalmomente zu nennen. Mit diesen Bezeichnungen geht 
sodann die Gleichung fiir J liber in: 

J = A cos2 a + B cos2 fJ + C cos2 I' - 2 D cos fJ . cos y -

- 2 E cos I' cos Co - 2 F· cos a cos fJ· 
25* 
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U m jetzt zu erkennen, wie das Tragheitsmoment J sich andert, 
wenn man die Momentenachse ON um 0 dreht, tragen wir auf dieser 
Achse von 0 aus jedesmal eine Lange n = ItVJ ab. Sind dann 
X, Y, Z die Koordinaten des Endpunktes P der von 0 ausgehenden 
Strecke n, so hat man: 

cosa=XVJ; cosfJ= YVJ; cosr=ZVJ und damit: 

1=AXl+By2+CZ2- 2D·YZ-2E·ZX-2F·XY (180) 

Das ist die Gleichung einer Flache zweiten Grades, deren Mittelpunkt 
im Koordinatenursprung 0 liegt. Man kann die Flache so um 0 drehen, 
daB die mit D, E, F behafteten Glieder verschwinden. Die neue Lage 
der Koordinatenachsen ist dadurch bestimmt, daB fiir diese Achsen 

D=O E=O F=O 

ist, daB also fiir dieselben die Zentrifugalmomente verschwinden. Die Trag
heitsmomente G1. (178) erhalten fiir diese Achsen die, beilaufig bemerkt, 
positiven und reellen Werle A, B, C; sie sind, um Indizes zu ver
meiden, wie oben bezeichnet, obwohl die Zahlen werte jetzt andere 
sind. Bezeichnet man auch die Koordinaten des gedrehten Systems 
wieder mit X, Y, Z, so lautet die Gleichung der Flache zweiten Grades 
jetzt: 

Da die Werte A, B, C positiv ree11 sind, so gehort die Fache einem 
Ellipsoid an mit den Halbachsen l/VA; IIVB; l/Ve. Man nennt dieses 
Ellipsoid das Tragheitsellipsoid des Korpers fiir den Punkt 0, 
ferner seine drei aufeinander senkrecht stehenden Achsen die Haupt
achsen und die auf letztere bezogenen Tragheitsmomente die Haupt
tragheitsmomente. Die Hauptsachsen sind dadurch gekennzeichnet, 
daB fiir sie die Zentrifugalmomente Null sind. Unter den Haupttrag
heitsmomenten befindet sich das groBte und da.s kleinste, weil der groBten 
Achse des Tragheitsellipsoides das kleinste Tragheitsmoment und der 
kleinsten Achse das groBte Tragheitsmoment entspricht. 

Macht man die Hauptachsen zu Koordinatenachsen uncl sind die 
Haupttragheitsmomente A, B, C eines Korpers fUr einen Punkt 0 ge
geben, so erhalt man das Tragheitsmoment J in bezug auf eine be
liebige durch 0 gehende Achse, die mit den Hauptachsen die Winkel 
a, fJ. r hildet, indem man in Gl.(181) riickwarts X=cosajVJ usf. 
einsetzt; es ergibt sich 

J -~A'COS2 a + B.cos2~fJ + 0·cos2 r ••. (171 a) 

Der Bezugspunkt 0 kann ein beliebiger Korperpunkt sein. Es 
geniigt jedoch und ist auch am iibersichtlichsten, unter 0 den Schwer
punkt zu verstehen. Die Form der G1. (180) und (181) wird dadurch 
nicht geandert. 

Dasjenige Tragheitsellipsoid, das den Schwerpunkt des 'Korpers 
zum Mittelpunkt hat, heiBt das Zentralellipsoid. Seine Achsen sind 
die Schwerpunktshauptachsen. 

In einem geometrisch einfachen Korper haben auch die Tragheits
hauptachsen eine geometrisch einfach angebbare Lage. 
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Hat del' Korper eine Symmetralebene und wir nehmen diese als 
y z- Ebene des Koordinatensystems, so entspricht jedem positiven Pro
dukt dm· x· zein ebenso groBes negatives und jedem + dm· xy ein 
ebenso groBes - dm·xy. Es ergibt sich daher 

E=~dm·xz=O und F=~dm·xy=O 

und als Gleichung des Tragheitsellipsoides 

1 = AXl + By2 + ap + D·l' Z. 
Diese Gleichung des Ellipsoides zeigt abel', daB die x-Achse des 

Koordinatensystems mit einer Achse des Ellipsoids zusammernaHt und 
daB die yz-Ebene die beiden anderen Achsen enthalt. Mit anderen 
Worten: Hat ein Korper eine Symmetralebene, in del' del' Punkt 0 
angenommen wird, so Hegen in diesel' Ebene zwei del' Hauptachsen des 
Korpers fiir den Punkt 0, wahrend die dritte derselben in 0 auf del' 
Symmetralebene senkrecht steht. 

Dynamische Bedeutung des Tragheitsellipsoides. 
Lebendige Kraft del' Drehung und Tragheitsellipsoid 

(Poinsot - Flache). 

Ein Korper sei urn seinen Schwerpunkt drehbar und drehe sich 
momentan um eine Schwerachse mit Winkelgeschwindigkeit w; es ist 
seine lebendige Kraft (Drehwucht) anzugeben. 

Del' Korper sei auf das Koordinatensystem Abb. 226 bezogen. 0 sei 
del' Schwerpunkt, ON die momentane Drehachse und N = () del' Ab
stand eines Massenelementes dm von del' Drehachse. Dessen Dreh
wucht ist vom Ruhezustand aus gerechnet ~ clmv2 = ; dm (}2 w 2 ; die 
Drehwucht des ganzen Korpers also - -

T I I d .. :) (02 J = "2 m·(}"w =-2 . 

wo J das Tragheitsmoment des Korpers fUr die Achse 0 N bedeutet. 
Diesel' Ausdruck UiBt eine anschauliche Deutung des Tdigheitsellip
soides zu. 

Man denke sich namHch dem Drehkorper mit 0 N als Drehachse 
du1'ch Drehmomente eine Beschleunigungsarbeit T zugefUhJ't, dann er
halt e1' zufolge der letzten Gleichung eine Winkelgeschwindigkeit 

(1)= ± V2;, 

wobei J aus (I71a) zu berechnen ist. Die Winkelgeschwindigkeit w 
ist bei gegebener Drehwucht T um so kleiner, je groBer das Trag
heitsmoment J des Drehkorpers ist, ist also ein MaB fUr den sog. 
Tragheitswiderstand. Man trage ± w von () aus beiderseits auf 
ON ab, und wiederhole dieses Verfabren fiir aHe moglichen Lagen der 
Drehachse ON, wobei die Beschleunigungsarbeit T unveranderlich ge
halten wird. Die Endpunkte von w Hegen dann auf einem Ellipsoid, 
es imtspricht (0 dem Wert n = 1 NY der Strecke 0 P, deren Koordi
naten in (171) XY Z genannt waren und ein Ellipsoid bestimmen. Es 
ist dabei T=Hmkg] anzunehmen. 
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Das w -Ellipsoid ist also dem n -Ellipsoid ahnlich, beide sind flir 
T= ~ einander gleich, woraus die dynamische Bedeutung des Trag
heitsellipsoides odeI' del' sog. Poins ot - Fla che erhellt. 

Fur die Achse w min ist das Tragheitsmoment am graBten; es sei 
J ma.r = A ; der sog. Tragheitswiderstand gegen Drehung ist hierfiir am 
geaBten. Fiir die Achse (Om"x ist ''''in = C und del' Tragheitswiderstand 
am kleinsten. 

Das w-Ellipsoid und das n-Ellipsoicl sind also Ellipsoide der Trag
heit, nicht del' Tragheitsmomente. 

§ 56. Ilagerdriicke eines rotiel'emlen Korpers. 

264. Ermittlung der Lagerdriicke eines rotierenden I{orpers. 
Freie Achsen. Ein starrer Karpel' von beliebiger Gestalt sei in A' 
und A" drehbar gelagert und besitze iiberdies in A' ein Spurlager zur 
A ufnahme einer Axialkraft. Del' Karpel' werde von den Kriiften 
PI P2 p~ ... angegriffen und drehe sich um die Achse A' A". Wir fragcn: 
Welche Drucke erfahren die Stiitzpunkte A' und A" von seiten des 
rotierenden Karpel's? OdeI' auch: Welches sind die diesen Stiitzen
driicken entgegengesetzt gleichen Stiitzenwiderstande, die von den Stiitz
punkten auf den Karpel' ausgei.ibt werden. Hauptsachlich solI gefragt 
werden, unter welchen Umstanden die Massen des rotierenden Karpel's 
keine Wirkung auf die Lager ausiiben, woran sich del' Begriff del' 
"freien Achse" und eine Erarterung des Ausgleiches rotierender Massen 
anschlieBen wird. 

Man kann die Fragen mit Hilfe des d' Alembertschen Prinzipes 
beantworten und hat zu diesem Zweck den Karpel' durch Hinzufiigen 
del' Triigheitskrafte seiner samtlichen Massenelemente ins Schein-Gleich-

+z 

A" ~r, 
A' 0 

XI 
, Iz 

'X-:f I ~ +x 
I I 
I ; 
I/Yt 
I; __________ J! 

+!J 

Abb. 227. 

gewicht zu setzen, worauf aus den 
Gleichgewichtsbedingungen fiir die 
Krafte und Momente die Stiitzen
widerstande W' und W" zu be
stimmen sind (Abb. 227 und 22H). 

+!J 
Abb. 228. 

Wir nehmen den Stiitzpunkt A' als Ursprung und die Drehachse 
A' A" als die z - Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems an, be
zeichnen den Abstand A' A" mit I und die Koordinaten del' Angriffs
punkte del' gegebenen Krafte Pi mit xiYizi; des weiteren mit Xi Yi Zi 
die Komponenten von Pi nach den Koordinatenachsen und mit X' 1-' Z'; 
X"y" Z" die Komponenten von tV' und W" nach diesen Achsen; damit die 
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Lagerung statisch bestimmt bleibt, ist nur in A' ein "Spurlager" an
genommen, weshalb Z' ~ 0, dagegen Z" = O. 

Ein Massenelement dm des Korpers, das sich im Punkt xy z oder 
im Abstand e von der z-Achse befinde, besehreibt bei der Drehung 
des Korpers um die z-Achse einen Kreis vom Halbmesser e; die Trag
heitskraft von d m zur Zeit t setzt sich daher zusammen aus der e~t
gegengesetzten Tangentialkraft dmf!w und aus der Zentrifugalkraft 
dme (1)2, wenn (Il die Winkelgeschwindigkeit und ro = elw/dt die Winkel
besehleunigung zur Zeit t bedeuten. AuBer den gegebenen Kra,ften Pi 
greifen an dem Korper die Lagerwiderstande an, die man an ihm nach 
Entfernen der Lager angebraeht denkt. Nach dem Prinzip von d' Alem
bert gelten die Gleiehgewichtsbedingungen fiir die Komponenten und 
fiir die Momente. Erstere lauten 

(182) 

Die Summierung erstreckt sieh iiber den ganzen Korper hin, wo
bei OJ und ro als konstant anzusehen sind und vor die Summenzeichen 
treten diirfen. Bezeiehnet man die Koordinaten des Korperschwerpunktes 
mit Xo Yo Zo und die ganze Korpermasse mit m und beriieksichtigt (37) 

.l:dmx=mxo und .l:dmy=myo, 

so gehen die obigen Gleichungen libel' in 

~Xi+mxOw'!.+myoro+X'+X"=O } 
.l:ri+mYo(l)~--mxow+Y'+y"=O .. (182a) 

.l:Zi +Z' =0 

Von den drei Momentengleichungen lautet die um die x-Achse: 

.l:(ZiYi - ZiZJ +.l: (dmeci) cos rp - dmew2 sin cp) z -- Y" 1 = 0 

wofUr nach G1. (10), nach dem vorhin Bemerkten, und mit 

.l:dmzx=E 

(vgl. 263) erhalten wird: 

und .l:dmyz=D 

M +(oE- w2 D-Y"1=0 'I 

Ebenso erhalt man ~~t .l: dme'!. = J= J 
. . . . . (183)' 

M ..l..roD--t-w'!.E-! X"l=O Y , , r 
Mz+w.J. =0 

In diesen sechs Gleichungen sind D, E dieZentrifugal-oderDeviations
momente und Jz das Tragheitsmoment fUr die Z -Achse, das sind geo
metrisch bestimmte GroBen. Aus der letzten Momentengleiehung folgt 
die Winkelbeschleunigung w und dureh Integrieren die Winkelgeschwindig
keit w. Damit liefern die beiden vorhergehenden Gleichungen X" und 
r" und die drei Komponentengleichungen die Werte X' y' Z'. 

Von technischem Interesse ist der Sonderfall des von aktiven 
auBeren Kraften freien Korpers, an dem ~Xi=~Yi=~Zi=O 
und M a: = My = M: = O. Der solcherart kraftefreie Drehkorper dreht 
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sich der letzten Mommtengleichung zufolge gleicbformig; mit ai = 0 
folgen die Lagerwiderstande aus den Gleichungen 

mxo O)"! + X' + X" = 0 1 
myoO)~ + y' + y" = O 

D· 0)2 + Y" l = 0 1 . . . . . 
E.0)2 + X"l=0 

(184) 

Wie man sieht, konnen die Zentrifugalkrafte eines rotierenden 
Korpers Lagerdriicke hervorrufen, namlich wenn xo ::Z: 0 und Yo ::Z: 0, d. h. 
wenn der Schwerpunkt auBerhaJb der Drehachse liegt, der Korper also 
exzentrisch auf der Drebachse E teckt. Aber selbst wenn der Sch,,"erpunkt 
auf der Drehachse liegt, d. h. wenn (xo = Yo = 0) und eine resultierende 
Zentrifugalkraft nicht auftritt [vgl. G1. (184)], konnen doch ncch Lager
driicke entstehen und zwar infolge des Moments, das die Zentrifugal
krafte der einzelnen Ma£senelemente lief Ern konnen. Eo!l also die 
Zentrifugalkraft gar keine Lagerdriicke zur Folge habEn, oder wie man 
zu sagen pflegt, sollen die Zentrifugalkrafte am rotierenden 
Karper vollstandig a usgeglichen , die rotierenden Ma ssen voll
standig "ausbalanciert" sein , so durfen die Zentrifugalkrafte nicht 
nur keine Resultante, sondern auch kein Moment haben. In diesem 
Fall ist das Lager von der Wirkung der ZentrifugaJkrafte vollstandig 
entlastet, es ist X' = X" = y' = Y" = 0, unter den zwei Bedingungen 

1. xo = Yo = O, 2. D = E = O. 

GemaB eel' ersten Bedingung muB die Drehacbse durch den Schwer
punkt gehen, gemaB del' zweiten muB sie mit einer Haupttragheits
achse zusammenfallen (vgl. 2€3). Beide zusammen verlangen, daB die 
von Lagerdriieken vollstandig entlastete Drehachse eine Schwerpunkts
Hauptachse sei. Deren gibt es nach 263 im allgemeinen in jedem 
Korper drei, man nennt Eie " fr e ie Achsen" ; rotier t der Korper um 
eine derselben, so haben die Lager diESEl" Achsen, wenigstens seitens 
der Zentrifugalkrafte, keine Driicke amzuhalten; man konnte in diesem 
Fall die Lager ganz weglassen. Ob die Rotation um eine freie Achse 
auch stabil ist, muB besondErS entschieden wErden (vgl. 275). Wegel'l 
der experimentellen Prufung des Ausgleiches rotierender Massen vgl. 302. 

265. FundamentaIaufgabe des Amgleiehs del' Dl'ehmassen einer 
Lokomotivkul'belaehse. Beispiel: Abb.229. 

An einer Stirnkurbel mit HaIbmesser r a befindet sich eine Masse 
m a , die aus del' exzentrischell MaEse del' Kurbel (S. 398) und dem 

rotierenden Anteil del' Schubstangen
lllasse (s. S. 492) besteht. Die Masse 
ma soIl durch zwei in den Rad
ebenen 11 und 22 anzubringende Aus
gleichsmassen m1 und m2 in den 
Entfernungen r 1 und r 2 ausbalimciel't 
werden. 

AUe drei Massen liegen in einer 
Ebene. Die Zentrifugalkraft del'selben 

Abb. 229. darf weder eine Resultante norh ein 
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Moment haben, weshalb die folgenden zwei Gleichungen erfiillt sein 
rniissen: 

was nach Wegheben des gemeinsamen Faktors w (Winkelgeschwindig
keit) die Bedingung des Gewichtsausgleiches der drei Massen um 
die durch 0 gehende Radachse darstellt. Die Momentengleichung der 
Zentrifugalkrafte um 0 lautet: 

maraw2la = m1 r1 w'Jl + mgrgw'Jl. 

Aus den beiden Gleichungen folgt zur Bestimmi.mg der zwei ge
suchten Massen: 

rala+ 1 rala- l 
m1=ma;'--Tl-; m2=ma~-21--

1 2 

In derselben Weise ist fUr jede weitere nicht ausgeglichene Dreh
masse zu verfahren. 

Liegt die auszugleichende Masse m i innerhalb der beiden Rader 
im Abstand ri von der Radachse und im Abstand li von der Verti
kalen durch 0, so ergibt sich ebenso: 

Die in eine Radebene fallen den Ausgleichsgewichte werden schlieB
lich durch ein resultierendes Ausgleichsgewicht ersetzt. An gekropften 
Kurbeln konnen die mit der Kurbcl umlaufenden M assen durch zwei 
Gegengewichte ganz oder teilweise aU8geglichen werden, die der Kurbel 
gegeniiber an beiden Armen angebracht werden; bei Lokomotiven werden 
solche Gegengewichte an den Kurbelarmen nicht verwendet; die Aus
gleichsmassen werden vielmehr ausschlieBlich in die Radebene verlegt. 

Mit rotierenden Massen kann man nur ebenfalls rotierende Massen 
ausgleichen, nicht aber hin und her gehende. Dber den Ausgleich hin
und hergehender Massen vgl. § 68. 

§ 57. Die Zentrifugalkrftfte rotierender Korper. 
266. Die Resultante und das Moment del' ZenfrifugalIu-iifte. Ir 

264 wurde ein Korper betrachtet, der um eine beliebige festgeJagert{ 
Achse sich ungleichformig dreht; es zeigt sich, daB die Lager Driick{ 
auf die Achse ausiiben miissen, wenn die Massenpunkte Kreisbahner 
beschreiben solI en, oder wie man in di€sem Fall meist zu sagen pfleg1 
(S. 288), daB die Zentrifugalkriifte des rotierenden Korpers Lagerdriickt 
hervorrufen; diese konnen in einer Resultante und einem Moment be 
stehen. Man kann dabei z. B. an eine Lokomotivkurbelachse denken 
an der die Massen der Kurbeln, Gegengewicht und ein Bruchteil de; 
Schubstangenmasse (S.492) als rotierend anzusehen sind. Wir be 
trachten jetzt lediglich eine gleichfOrmige Rotation und fragen nach de: 
GroBe der Zentrifugalkraft und nach ihrem Angriffspunkt, wwie nacl 
ihrem Moment; das sind Werte, die man z. B. braucht, wenn man dil 
Gegengewichte zu bestimmen und in den Triebradern unterzubringeI 
hat. Die Zentrifugalkrafte sind, wie die Gewichte, Massenkrafte, d. b 
der Masse proportionale Krafte. 
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Wir machen die Drehachse zur z-Achse eines rechtwinkligen xyz
Koordinatensystems, ein Massenelement dm eines Drehkarpers (Abb. 230) 
mit den Kool'dinaten x y z befinde sich im Abstand e = y' x2 + y2 von 

der Drehachse und rotiere mit der gleich
farmigen Winkelgeschwindigkeit w. Vom 
Gewicht werde abgesehen. Die Zentrifugal
kraft von dm ist 

+1/ 

. ~ 
o x i ~~dm.<!wz 

'<9" z: 
~ : ;~ 

" I / 
, " ." ____ ___ :::v 

Abb. :!;JO. 

dR=dm·e· w2 . 
1hre Komponenten nach den drei Achsen sin d 

dX = dm·e·w2.cos7J =dm·x·w2 

tly=_cc dm· {!. w2 . sin 7J = dm·y· w 2 

dZ=O. 

Von samtIichen Massenelementen, d. h. 
vom ganzen Karper gehen also folgende 
Komponenten der Zentrifugalkraft aus: 

x = X dm·:c· w2 = w'.l.2,'dm·x = co2. m ,xo l 
1'=2'clm·y.co2 =(1)22:dm.y=co2.m·yo 1 (180) 

wobei Xu und Yo die Koordinaten des Schwerpunktes del' rotierendell 
Masse sind. Z ist Null. Die Resultante der Zentrifugalkraft 

R = V'X2 -+ 1'2 = in' (02 V Xo 2 --1-1/0'3 = in' co2 . eo ergibt sich daher genau 
so, als ob die ganze Masse des rotierenden Karpers im Schwerpunkt 
vereinigt ware; sie kann dahel' sehr einfach berechnet werden. 

Um den Angriffspunkt del' Zentrifugalkl'aft zu finden, be
zeichnen wir dessen Koordinaten mit x' y' z' und schreiben die Momente 
der Zentl'ifugalkl'afte um die dl'ei Koordinatenachsen an. Da die Zentri
fugalkl'aft eines jeden Massenelementes die Drehachse schneidet, so be
sitzt sie kein Moment um die Dl'ehachse; um die z-Achse ist also das 
Moment der Zentrifugalkrafte Null: man erhalt demnach, da in dem 
gesuchten Punkt :r' y' z' die Komponent,en X und Y angl'eifen: 

1'·z' ,~2o'dm·y· (l)2· Z =.= (02 2:dm·y·z = w 2 ·D ) 

X·z' = 2'dm·.1::· w·} 'Z= w2 2:dm·z·x = (1)2. E I 
f (186) 

0= Ir. x' -- - ... Yoy' ~= ~ (lln· Y(O'). X - 2"d1't~· X())"!.· Y I 

=(I)2P_w2 ·F J 
wobei DEF clie durch Gl. (17U) definierten Zentl'ifugalmomente sind. 
Die letzte del' drei Gleichungen bestatigt das umnittelbal' vorher Gesagte. 

Fill' die Koordinaten des gesuchten Angriffspunktes del' Zentri
fugalkraft erhalt man aus diesen dl'ei Gleichungell: 

1 (1)2 F w 2 ·F F 
y'=--X= C02 .... ;;~-.xo = In·xo f 

co 2 E w'} D E D I 
z' = X =-y- =l1;--X~ = In 1/0- J 

x:' 
co2 .p p 

l' 
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Die Zentrifugalkraft greift also im allgemeinen nicht im Schwerpunkt 
an, vielmehr in einem Punkt, den wir in den nachsten Abschnitten fiir 
einige praktisch vorkommende FaIle bestimmen werden. 

267. Besondere Fiille. 
1. Nehmen wir an, der rotierende Korper habe eine Symmetral

ebene, die durch die Drehachse, aleo die z-Achse, hindurchgehe und die 
xy-Ebene des Koordinatensystems bilde, dann heben sich die normal 
zur Symmetralebene gerichteten Komponenten dY der Zentrifugalkrafte 
dR=dm·(}w2 gegenseitig auf, so daB nur die Komponenten dX iibrig 
bleiben; ferner ist nach einer Bemerkung auf S. 389 F=~dm·xy=O 
und D=~dm·yz=O; auch ist Yo=O. Es ist daher in diesem FaIle 
die Resultante R der Zentrifugalkra.fte ausgedriickt durch: 

R= .. Y=mxow 2 

und deren Lage besLimmt durch 

, 2,'dm·xz E 
Z= 

mxo mxo 

2. Unter Umstanden reduzieren sich die Krafte dX auf ein Krafte
paar. Dieser Fall tritt ein, wenn die Drehachse durch den Schwerpunkt 
des Korpers hindurchgeht, also xo= 0 ist und iiberdies ~dm·xz nicht 
= 0; man hat dann R = 0 und z' = 00. Ware jedoch auBer Xo = 0 

auch ~dm·xz=O, so ergiibe sich z'=~- und R=O, es wiirden sich 

die Zentrifugalkrafte aufheben. 
3. Ratte der um die z-Achse sich drehende Korper eine Sym

metralebene senkrecht zur Drehachse, so konnte man diese 
Symmetralebene zur xy-Ebene wahlen, dann wi.irde 

~dtn·xz=O 

also' 

und 

z'=O. 

2'dtn·yz = 0, 

Da aber der Schwerpunkt des Korpers in der Symmetralebene 
liegen muB, hat man auch Zo = 0 . Es gibt daher im vorliegenden FaIle 
eine resultierende Zentrifugalkraft und diese geht durch den Schwer
punkt des Korpers hindurch. 

4. Randelt es sich um einen Korper mit einer geraden Achse 
(Achse, d. i. Verbindungslinie der Schwerpunkte der einzelnen Quer
schnitte), die der Drehachse parallel ist, so wird man zur Bestimmung 
der GroBe z' den Korper durch Ebenen senkrecht zur Drehachse, also 
parallel der xy-Ebene des Koordinatensystems, in unendlich diinne 
Scheib en zerlegen und zuniichst fUr eine solche Scheibe von der Dicke dz 
und der Basis F, die sich im Abstand z von der xy-Ebene befindet, 
die Ausdriicke ~dm·xz und ~d1n'yz festsetzen. lndem man sodann 
die Fliiche F durch Gerade parallel der y -Achse in unendlich schmale 
Streifen b· dx einteilt, erhiilt man fur die betrachtete Scheibe des 
Korpers, wenn l5 die Dichte des Korpers 

~d1n'x·z= ~(b .dx.dz.l5) ·x·z = l5 ·z·dz 2'b· dx·x 

= l5 ·z·dz·F·xo = Xo .(F. dz .l5) z 
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und daher fiir den ganzen Korper durch nochmalige Summation 

L:dm·x·z= L:xo (F. dz· b) Z= xoL:dm·z = xo·m ,zo' 

wobei Zo der Abstand des Schwerpunktes des Korpers von der xy-Ebene. 
Damit wird 

, L:dm·xz mxo'zo 
z =m-x~-= ll~X . =zo' 

o 0 

Es geht also auch hier die resultiel'ende Zentrifugalkraft durch 
den Schwerpunkt des Korpers hindurch. 

268. Zentrifugalkraft einel' matel'iellen ebenen FHiche. Wir wollen 
annehmen , daB die gegebene FHiche F eine Symmetralachse besitze, 

B 

Abb.231. 

die die Drehachse in dem Punkt A unter 
dem Winkel ex schneide, ferner, daB die 
Ebene F senkrecht stehe auf der durch die 
Symmetralachse A S von Fund der Dreh
achse AB gelegtenEbene. Abb. 231 zeigt 
die gegebene Flache F in del' Umklap
pung in die letztgenannte Ebene. 

lndem man die Flache F durch Ge
rade senkrecht zur Symmetralachse A 8 
in unendlich schmale Streifen vom lnhalt 
b· ds zerlegt, erhalt man fiir jeden solchen 
Fhichenstreifen eine in der Ebene BAS 

wirkende, senkrecht auf der Drehachse stehende Zentrifugalkraft 

dR=b·ds·s·sinc·o)~ .. (188) 

AIle diese Zentrifugalkrafte dR setzen sich zusammen zu e111er 
Resultanten, deren GroBe: 

R = p. so' sin ((.(1)2, 

wobei So den Abstand des Schwerpunktes S der FHiche P vom Punide A 
bedeutet. 

U m nun auch die Lag e diesel' resultierenden Zentrifugalkraft, . 
bzw. ihren auf der Symmetralachse AS gelegenen Angriffspunkt C im 
Abstand s' von A zu erhaIten, schreiben wir die Momentengleichung 
ulli den Punkt A an: 

R . s' . cos a = 2' b . d s . s . si 11 (( . OJ 2 . S • cos c 
odeI' s' .Pso· sin (~ . (1)2. cos (( = (J)2. since· cos ((2'b· d s· S2, 

woraus 
'>'b.ds·s2 e' e + ps:l Pr 2 1'2 

s' =~---- =---=---. O=s + __ 0 = s + ~ 
Fso Fso Fso 0 PSo 0 So ' 

unter e das Tragheitsmoment und unter j'o den Tl'tigheitshalbmesser 
del' Flache P in Beziehung auf eine durch den Schwerpunkt S von P 
senkrecht zu AS gezogene Achse verstanden. 

Es ist also 
Fr02 

Fso 
. . . . . . (189) 
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Mit s' ist der Angriffspunkt a der Zentrifugalkraft R bestimmt. 
Dieser Punkt a ist, wie wir sehen, der Schwingungsmittelpunkt 
der FHiche F fur die Aufhangeachse A (letztere senkrecht zur Ebene 
SAB, also in der Ebene von F gelegen) (vgl. 290). 

269. Zentrifuga1kra£t eines Korpers von gerader Achse. Die 
geometrische Achse des Korpers schneide die Drehachse im Punkte A 
(Abb. 232).· Ferner sei die durch diese 
beiden Achsen gehende Ebene Symme- .A 
tralebene des Korpers. 

Wir zerlegen den Korper durch Ebenen 
senkrecht zu seiner Achse in lauter schei
benfOrmige Elemente. 

Fur eine solche Scheibe im Abschnitt s 
von A ist die Zentrifugalkraft zufolge 
Gl. (188) 

dR =l[·u·sin (900 - a)./j.ds. w2 

=F·ds·/j·xw2 = dm·xw2 • 

Diese senkrecht zur Drehachse A B 
gerichtete, in der Ebene SAB wirkende 
Kraft greift die Querschnittsflache F im 
Schwingungsmittelpunkt a von F fur die 
Aufhangeachse B (1. zur Ebene SAB) 
an. Die resultierende Zentrifugalkraft ist 
dann: 

z 

""\ 
\ 

\ 
'{ 

Abb. 232. 

Um jetzt auch die Lage der in der Symmetralebene des Korpers 
und senkrecht zur Drehachse AB wirkenden Resultanten R zu bekommen, 
schreiben wir die Momentengleichung um den Punkt A an: 

R.z'=~dR(z- OO.sina) 

oder auch nach Einsetzung der Werte von R und dR und mit Beruck
sichtigung, daB nach Gl. (189): 

Q " OO=_O'_=ro-
Fu u 

(unter e das Tragheitsmoment, unter ro den Tragheitshalbmesser der 
Querschnittsflache F, bezogen auf eine durch den Schwerpunkt 0 von F 
gehende, senkrecht auf der Ebene SAB stehende Achse und unter ~~ 
den Abstand OB verstanden): 

2 " 2 , "r02. mx w ·z =2F·ds·/j·xw ·z-~Jj·ds·/j·xw~·-·sma o u 

oder mxoz' = ~ F· ds·/j ·x·z-~F·ds·/j· cosa·ro2 ·sina. 

Schneidet die Kraft R die geometrische Achse AS des Korpers in D 
und bezeichnet man A D mit 8', so geht die letzte Gleichung, da 

Xo = 80 ' sin cc und z' = s' . cos a 
iiber in: 

m· 80 ' sin a . 8" cosa =2'F· ds· /j. s· sina· 8' acos - ~F· ds· /j. cosa· r02. sin a 
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oder m·so· s' = ~F· b· S2 ·ds-~ F· 0 .r02 ·ds 

oder msos'=~F·(j·s2.ds-~b.e.ds. 

Handelt es sich um einen homogenen Korper von konstantem 
Querschnitte Fund der Hinge l, bei dem die obere Endflache im Ab
stand a vom Punkte A sich befindet, so ergibt sich, da nunmehr auch 
A nnd ro 2 konstant sind: 

a+l a+l 

F·l·b .so·s' = F· b J ,;'1" ds -- F- (}·j·02 J ds 
a a 

odeI' 

und mit a = 0: 

1 ,l'l ., 
l·-·~ =--1' -.[ 2 < 3 0' 

woraus 
2 r 2 

s'=-l-2·~. 
;3 1 

1'2 2 
Bei einem diinnen Stab ist 2·° klein gegeniiber 31; man lmnn 

daher hier annaherungsweise setzen: 

s'=~l. 

270. Praktische Bestimmung del' Zentrifugalkl'aft eines homogenen 
Korpers, del' eine durcb die Drebacbse gebende Symmetralebene 
besitzt. Wir nehmen die Symmetralebene als Bildebene an. Man zerlegt 
den Korper durch Ebenen BB senkrecht zur Drehachse AA in einzelnc 
Scheiben, bestimmt fUr jede Schnittebene BB den Inhalt Fund Schwer
punkt 0 der betreffenden Schnittflache, miBt die Abstande x del' Sch wer
punkte 0 von del' Drehachse und berechnet die Produkte F·x = j7, 

A) T1'-----, , , , , , , , .J_.+ ____ _ , , 

f f' 
~-=--* .1-_L ~-.\"<_-__of_----'ot" 

Abb. 233. Abb. 234. 

tragt hierauf die j7 als Ordinaten zu den Abszissen z auf und verbindet 
die Endpunkte del' Ordinaten 'YJ durch eine stetige Linie, dann gibt 
del' Inhalt f del' von diesel' Linie sowie von del' Abszissenachse (Dreh
acbse) gebildeten Flache, mit b·w'!. multipliziert, die GroBe der gesuchten 
Zentrifugalkraft R des gegebenen Korpers an, desgleichen muB die auf 
der Drehachse senkrecht stehende Zentrifugalkraft R durch den Schwer
punkt S' del' Flache f hindurchgeben, wodurch auch die Lage von R 
bestimmt ist. Del' Beweis hierfiir ist folgender: 
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Man hat 

R = L F· dz· 15 ·xw'!. = dw'!. L'YJ. dz = dw'!. Ldf= dw2 • f; 

des weiteren: 

R ·z' = L F· dz· 15 ·xw'J· z = dw'!. Ldf-z= dw'!.· f-zo 

oder dw2 • f-z' = ow'!.· f-zo; z' = zo. 

Handelt es sich jetzt urn die Zentrifugalkraft eines Stabes von 
gerader Achse und konstantem Querschnitt, dessen EndfHichen nicht 
normal auf der Stabachse, sondern senkrecht auf der Drehachse stehen, 
so kann hier die Stabachse zugleich als Linie der 1} dienen, worauf die 
Trapezflache BIOI 02Bl = f mit l!'·dw2 multipliziert die GroB e der 
Zentrifugalkraft R des Stabes liefert und del' Schwerpunkt S' des ge
nannten Trapezes, durch den R hindurchgehen muB, die Lage von R 
bestimmt. 

Ist del' Stab verhaltnismaBig lang, so falit der Urn stand , daB im 
zuletzt betrachteten Falle die Endflachen des Stabes nicht normal zur 
Stabachse angenommen sind, nur wenig ins Gewicht, es kann daher 
auch das eben Gefundene fUr den normal abgeschnittenen Stab- als 
angenahert giiltig angesehen werden. 

§ 58. Drehung eines starren Korpers urn eine beliebige, beweg
liche Achse, als Teilaufgabe der allgemeinen Bewegung eines 

starren Korpers. 

271. Moment der Bewegungsgro6e. Drali. Zeitliche Anderung 
des Dralles. Beispiele fiir eine allgemeine Bewegung eines Korpers 
bilden die Bewegung eines Langgeschosses, eines Aeroplane!', eines Welt
korpers. Der Schwerpunkt dieser Korper macht eine fortschreitende 
und der Korpers selbst iiberdies eine drehende oder schwankende Be
wegung: SoH ein Versuch gemacht werden, iiber diese verwickelte Be
wegung Klarheit zu gewinnen, so wird man fiir die erste Betrachtung 
vereinfachende Annahmen machen miissen. Einmal sei der bewegte 
Korper starr, damit man nicht auf die Arbeit der elastischen Krafte, 
auf elastische Schwingungen einzugehen hat. Sodann solI es zulassig 
sein, den Zusammenhang zwischen dem Bewegungszustand des umgeben
den Mediums und dem bewegten Korper zu vernachliissigen. Tatsach
lich wird ein solcher vorhanden sein. Der bewegte Korper setzt die 
umgebende Luft unter Druck und in wirbelnde oder wellenartige Be
wegung, von der die GroBe des Luftwiderstandes abhangen wird. SoIl 
man aber bei del' Untersuchung der gestellten Aufgabe sowobl den Be
wegungszustand des Korpers als auch den der Luft und beide in ihrer 
gegenseitigen Abhangigkeit ins Auge fassen, so wird die Aufgabe viel 
zu kompliziert. Es sei daher angenommen, der Luftwiderstand bestehe 
aus einer Einzelkraft, die durcb den Schwerpunkt des bewegten Korpers 
gehe, und aus einem Moment, und beide seien voneinander unabhangige 
Funktionen del' Zeit, seien also nicht vom augenblicklichen Bewegungs
zustand des Mediums abhangig. Auch die sonstigen auBeren Krafte 
mogen eine Resultante und ein Moment von dieser Art haben. Unter 
der genannten Voraw,setzung wird man die fortschreitende Bewegung 
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des Schwerpunkts nach dem Schwerpunktssatz verfolgen konnen und 
die gleichzeitig stattfindende Drehung um den Schwerpunkt unabhangig 
hiervon nach einem jetzt abzuleitenden Verfahren. Jede der beiden Be
wegungen veriauft so, als ob die andere gar nicht nicht vorhanden ware. 

DemgemaB wird im foigenden von der fortschreitenden Bewegung 
des Schwerpunktes abgesehen und Iediglich auf die Drehung des Korpers 
urn eine durch den Schwerpunkt 0 gehende Achse geachtet. Ein Ge
schoB dreht sich um seine eigene Achse, wahrend diese letztere gleich
zeitig ihre Richtung andert. Die Elementarbewegung der ihre Richtung 
andernden Drehachse kann innerhalb d t [sk] als eine Drehung um eine 
Achse aufgefaBt werden, die senkrecht steht auf der Ebene, in der sich 
die Achse augenblicklich bewegt. Wir haben im Abschn. 229 gesehen, 
daB sich diese zweifache Drehung durch eine eillzige resultierende 
Drehung um eine durch 0 gehende Momentanachse ersetzen laBt. Man 
wird stets imstande sein, eine irgendwie beschaffene schwankende Be
wegung eines Korpers um seinen fest gedachten Schwerpunkt 0 als 
eine Foige von momentanen Drehungen des Korpera um eine durch 0 
gehende Drehachse anzusehen. 

Wir betrachten also von jetzt ab lediglich die Bewegung des 
Korpers um seinen festliegend ged achten Sch werpunkt unter 
dem EinfluB auBerer (eingepragter) Momente. Abnlich wie in 247 fragen 
wir nach dem Zusammenhang zwischen dem Bewegungszustand zur Zeit to 
und zur Zeit t einerseits und der zeitlichen Wirkung der Momente 
anderseits. Fiir kurze stoBartige Wirkungen hat man den Bewegungs
verIauf in d t sk ins Auge zu fassen. 

Der Korper sei auf ein ramnfestes, rechtwinkliges xyz-Koodinaten
system bezogen, dessen Ursprl1ng im Korperschwerpunkt liega. Die 
Elementarbewegl1ng um die durch den Schwerpunkt gehende Momentan
achse erfolge mit der Winkelgeschwindigkeit OJ, deren Komponentel1 
langs der x-. yo, z-Achse OJ"" OJy' OJ:: seien. Der Korper sei aus Massen
elementel1 bestehend gedacht, etwa aus Parallelepipeden, und wenn 
notig, an der Oberflache aus Tetraedern. An einem Massenelement jm 
Innern des Korpera wirken (vgI. 235) - abgesehen von auBeren Kraftel1, 
wie Eigengewicht oder der Masse proportionalen Anziehungs- oder Ab
stoBungskraften - innere Krafte, die mit dem hinzugedachten Trag
heitswiderstand im Gleichgewicht sind. An einem Massenelement der 
Korperoberflache konnen dagegen eine Oberflachenkraft (auBere Kraft 
des Korpers) und innere Krafte angreifen, die beide zusammen mit 
dem Tragheitswiderstand des Massenelementes wieder ein Gleichgewichts
system bilden. Da nunmehr Iauter Gleichgewichtssysteme einzelner 
Massenelemente vorliegen, so ist das Moment der genannten auBeren 
und inneren Krafte sowie der Tragheitswiderstande in bezug auf den 
Hchwerpul1kt gleich Null. Das Moment der paarweise auftretendel1 und 
einander entgegengesetzt gleichen inneren Krafte ist aber am ganzen 
Korper fiir sich gleich Null; es bleibt also nur das Moment der auBeren 
Krafte und Tragheitswiderstande ubrig, die miteinander im Gleich
gewicht sind. Dieses habel1 wir fiir einen Massenpunkt, als den wir 
ein Massenelemel1t ansehen diirfen, schon in 188 abgeleitet. Wir haben 
also nur noch die zu den einzelnen Massenelementen gehorigen Momente 
uber . den ganzen Korper zu summieren, und erhalten, wenn dm die 
Masse eines Massenelementes ist und wenn M =:s M . " M =:s M .' x Xl Y Yl' 
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Mz =.4Msi (i=1, 2,3, ... ) die Komponenten des resultierenden Mo
mentes aller iiuBeren Kriifte bedeuten und wenn im iibrigen die Be
zeichnungen von 188 und Abb. 166 beniitzt werden, nach Gl. (150) 

M = fa am·(v .y -v ·z) '" Jilt z y 

und analoge Gleichungen fUr die y- und z-Achse. 
Die Integration ist iiber den ganzen Korper zu erstrecken, wobei t 

als Konstante zu behandeln ist; es wird: 

M;c= :J am.(vs·y-vy.z) . ..••. (190) 

Bevor die Integration ausgefiihrt wird, miissen wir uns an die 
Bedeutung des hinter dem Integral stehenden Ausdruckes erinnern. 
Aus der Herleitung in 188 ist ersichtlich, daB er nichts anderes ist, 
als das auf die x-Achse projizierte Moment der BewegungsgroBe von am. 
Das Integral ist die algebraische Summe der auf die x-Achse proji
zierten Momente der BewegungsgroBe des ganzen Korpers, zu welcher 
Summe jedes Massenelement dm einen Beitrag liefert; das Integral 
kann daher als das auf die x-Achse projizierte Gesamtmoment D", 
der BewegungsgroBe des starren Korpers bezeiehnet werden. Das 
Moment der BewegungsgroBe hat, bezogen auf die im Raum festliegende 
x-Achse die Komponente 

oder mit G1. (157) 
Dx=Jam(vz·y-vy.z) • ...... (191) 

D", ~J dm·(w;cy2 - wyxy- wzzx + W",Z2) 
=Jdm.(y2+ z2)w",-Jam.xywy-Jam.zxwz • (191 a) 

Hierin ist das erste Integral zufolge (178) das Tragheitsmomell3 J", 
des Korpers in bezug auf die x-Achse; die beiden anderen Integrale 
die Zentrifugalmomente J",y und J.",; ferner ist Jy",=J",y; Ju=J",,; 
JZy = Jyz. Damit erhalt man folgende Ausdriicke fiir die Kompo
nenten des Momentes der BewegungsgroBe oder des Dralles 
(Fop.pl) bzw. des Schwunges (Grammel): 

D",=+J",w", -JyXWy-J"x W:} 
Dy _ = J",y Wx +- Jy,Wy ____ JOy Wo ..... (192) 
Dz - Jxz W'" Jyt: Wy -l Jz w: 

Die Dimension des DraHos oder des Momentes d er Bewegungs
groBe ist [kgmsk]; er ist ein Vektor wie das Moment einer Kraft, 
was wir aus der unten stehenden G1. (196) noch deutIicher sehen konnen. 
Der Drallvektor hat den Absolutwert 

D=v'Dx2+Dy2+D/; .•.... (193) 

er erweist sich bei der Untersuchung der Drehung von Korpern und 
Systomen als eine auBerordentlich wichtige HilfsgroBe. Mit Beniitzung 
von 01. (191) schreibt sich Gl. (190) 

M=aD:c. 
'" at' 

M=aD: 
Z at (194) 

Autenrieth -Ensslin, 2\£echanik. 3. Auf!. 26 
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llf llf llf sind die Projektionen des resultierenden Momentes x Y,~ ___ ~ __ 

llf = V llf,/ + My2 + llfz2 der auBeren Krafte, die am Korper angreifen. 
dDx ' dD, , dDz die Projektionen des Zuwachses dD, den der Drall D 
in dt sk Yerfahrt. Stellen wir uns vor, der Drallvektor D oder mit der 
iiblichen Schreibweise der Vektoren, ~, sei zu Anfang und zu Ende des 
Intervalles dt sk aus seinen. Komponenten D D D konstruiert und habe .. x y z 
den Wert ~o und ~1; dann ist d~ die Anderung des Dralles in dt sk 
nach GroBe und Richtung und wir haben, wenn man die Strecken ~o' 
~l' d~ aufzeichnet, geometrisch die gleiche Sachlage wie bei der Ge
schwindigkeitsanderung db in dt sk, die nach Abb. 287 die geometrische 
Differenz del' ,Geschwindigkeitsvektoren bo und b1 zu Anfang und zu 
Ende von dt sk ist, wobei db die Komponenten dv , dv , dv_ nach 

X' y '" 
drei raumfesten x, y, z Achsen hat, G1. (137). Auch das resultierende 
Moment 1J1J del' auBeren Krafte ist eine gerichtete GroBe ro! und man 
kann kurz schreiben: 

IDl=d~!dt, . ........ (195) 

womit del' wichtige Zmammenhang des durch G1. (lDl) definierten 
Dralles mit del' gelaufigen GroBe des Momentes del' auBeren Krafte 
ausgedriickt ist. In del' G1. (1 D5) hat man die allgemeinste Form des 
dynamischen Grundgesetzes fur einen DrehkorpEr zu erblicken, der sich 
um eine beliebige bewcgliche Achse dreht, die selbst Schwankungen 
unterworfen sein kann. Unter del' zeitlichen Anderung des DraHes d~/dt 
ist die Anderung gegeniiber einem ruhenden Raum gemeint, man hat 
sie schon die absolute Drallgeschwindigkeit genannt, mit welcher 
Ausdrucksweise G1. (195) in Worten so lautet: Die absolute Drall
geschwindigkeit (d. h. die Geschwindigkeit del' Spitze des DraH
vektors) ist gleich dem Moment der auBeren Krafte. 

Die ·Bedeutung des DralIes und sein vektoriellcr Cha
rakter geht aus den gleichwertigen G1. (194) und (195) hervor, die 
sich in Komponenten- Czw. in Vektcrform darstellen. Schreibt man 
el~ = ro!·elt und integriert" so folgt 

~ = fro!· elt . . . . . . . . . (lD6) 

das Integral genommen zwischen t und O. Del' Wert von ~ zur Zeit to 
ist hierbei gleich Null gesetzt. Die analogen Gleichungen in Kompo
nentenform lauten: 

D,-,;= fM, .. dt; Dz=fjl(.dt. .. (197) 

Das Integral gleicht dem schon bekannten Antrieb oder Impuls 
einer Kraft fp·dt; wir werden das Integral G1. (lD6) daher als den 
Antrieb oder Impuls eines Kraftmomentes bezeichnen, kul'z als das 
Antriebs- oder Impulsmoment del' beschleunigenden Krafte. 
In ihm haben wir die zeitliche Wirkung eines Momentes wahl'end der 
Zeit t - 0 zu erblicken. Hierin liegt dann auch die physikalische Be
deutung des Dl'alles: Der Drall oder das Moment der Bewegungs
groBe eines starren Korpers ist gleich d~m Impulsmoment 
der beschleunigenden Krafte. 1st zu Beginn der Zeitzahlung to 
der Dl'all nicht Null, sondern ~o' so ist iIll vorangehenden Satz statt 
Drall zu Eagen: Anderung des Dralles. Damit sind wir im Besitz des 
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gesuchten MaBstabes fiir die zeitliche Wirkung eines beschleunigenden 
Momentes an einem Drehkorperl). 

Nun ist In· d t ein mit einer richtungslosen skalaren GroBe d t 
multiplizierter Momentvektor und das ist eben wieder ein Momentvektor; 
denn durch die Multiplikation mit einer richtungslosen skalaren GroBe 
andert sich der vektorielle Charakter nicht, ebensowenig durch die In
tegration. 1st demnach in d t ein Vektor, so muB auch der Drall 
i'=JIn.dt zufolge Gl. (196) ein solcher sein. 

Wirken gar keine auBeren Krafte bzw. Momente auf den Korper 
ein, so ist fiir den kraftefreien Korper die Drallgeschwindigkeit 
di'jdt=O, d.h. der DraB konstant (i)= konst.). 

Ein kraftefreier Drehkorper mag also um seinen Schwerpunkt 
in ganz beliebiger Weise rotieren unter gleichzeitigffil Schwankungen 
der Drehachse, es gibt immer eine gegeniiber dem raumfesten Bezugs
system unveranderliche Achse des konstanten Drallvektors und senk
recht darauf eine unveranderliche Ebene (invariable Achse und 
Ebene); ist der DraB in irgendeinem Augenblick bekannt, so ist auch 
die invariable Achse oder Gerade bekannt. Ihre Eigenschaft und Be
deutung wird in 337 klargelegt. 

Was die Stellung der Achse des DralIvektors betrifft, EO fallt sie 
im allgemeinen weder mit der Achse der resultierenden Winkelgeschwin
digkeit, mit anderen Worten der momentanen Drehachse des Korpers, 
noch mit einer ausgezeichneten geometrischen Achse des letzteren zu
sammen; vgl. S.406. 

Der Ausdruck fUr den Drallvektor Gl. (192) und (193) ist kompli
ziert, was nicht verwunderlich ist, da der Vorgang der Drehung eines 
Korpers oder eines Systems um seinen Schwerpunkt auch kompliziert 
ist. Er wird aber bedeutend einfacher, wenn die geometrischen Haupt
achsen, die Haupttragheitsachsen, gerade mit den raumfesten xyz-Achsen 
zusammenfallen, anders ausgedriickt: wenn man den Drall auf die im 
Korper festen Haupttragheitsachsen bezieht, und noch einfacher, wenn 
der Korper nur um eine Hauptachse rotiert. 1m ersteren Fall ver
schwinden in Gl. (192) die Zentrifugalmomente, und die Tragheits
momente werden zu Haupttragheitsmomenten A, B, C in bezug auf die 
xyz-Achse; man erhalt fiir die Komponenten des Dralles nach den 
Haupttragheitsachsen in dem Augenblick, wo diese mit den raumfesten 
Bezugsachsen zusammenfallen: 

D.c=Aco", Dy=Bwy, Dz=CWz} 
D=V'(Aw:j2+(Bwy )2+(CO)JJ (197a) 

Diese besondere Stellung der genannten Achsen tritt nur aus
nahmsweise ein; der Hauptwert der Betrachtung dieses Sonderfalles 
liegt aber darin, daB er zeigt, wie der Ausdruck des Dralles in bezug 
auf die Haupttragheitsachsen zu bilden ist. 

In dem einfachsten Fall, wenn die Drehung um eine der Haupt
achsen erfolgt, z. B. um die x-Achse, so daB (J)~. > 0, Wy = ° ist: 

_______ D=D.,,=A(J).T' ........ (197b) 
1) Man beachte, daB sich die Fachausdriicke: Drall-- Schwung - Moment der 

BewegungsgroBe auf die Massen- und Geschwindigkeitsverhiiltnisse, die Fachaus
driicke: Impulsmoment, Antriebmoment auf die Kraftverhiiltnisse (unter EinschluB 
der Zeit) bezieht. 

26* 
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Dber die gegenseitige Lage del' Achse des DraIles, del' Momentan
achse und der geometrischen Hauptachsen ist das ErforderIiche auf 
S. 407 bemerkt. 

Sollen die Kraftwirkungen angegeben werden, die ein Radsatz 
eines schnellfahrenden Wagens beim gleichformigen Durchfahren einer 
Kurve oder bei der plotzlichen Ablenkung durch eine U nebenheit des 
Bodens erfahrt, so geniigen dazu die G1. (192) und (196) in Verbindung 
mit dem, was zu G1. (197 a) und (197b) bemerkt wurde. Wir werden 
jedoch die erste Ailfgabe in ganz elementarer Weise in 280 behandeln. 

Zusatz: Die am Anfang dieses Abschnittes beniitzte Momenten
gleichung laBt sich mit Hilfe von einer Art Polarkoordinaten auf eine 
Form bringen, die man als Flachensatz des starren Korpers be
zeichnet. Wir kniipfen damit an den Flachensatz der ebenen Be
wegung eines Massenpunktes G1. (141 a) an. Das Moment der Bewegungs
groBe eines starren Korpers um die z-Achse lautet nach G1. (192) 
oder (197) , 

Dz=J dm(vy.x-vx·Y). 

Projizieren wir den Massenpunkt dm auf die xy - Ebene und sei 1"x 

die Lange des Fahrstrahles vom Schwerpunkt (Koordinatenanfang) zu 
dem projizierten Punkt und cp der Winkel zwischen den Richtungen 
von r", und x, so ist 

x = rx cos cp; y = rx sincp; dx = -- r", ·sincp .dcp; 
dY='x·coscp.dcp; vy=dy/dt; v",=dx/dt, daher (x,vy-y,v[jJ 

= (rx' coscp· 1"x coscp· dcp + rx ' sincp. r x ' sincp. dcp)/dt = rx 2 dcpjdt. 

Nun ist T x 2 .dcp/dt nach G1. (141) in 180 die doppelte Flachen
geschwindigkeit des Fahrstrahles 1"x in der xy-Ebene, also gleich 2df",/dt, 
womit Dz ==Jdm.2(df",/dt), 

also dDz/d t= 2 J dm· (d2 f)dt2) , 

womit die G1. (194) iibergehen in 

272. Die Eulerschen Gleichungen. lUomentanachse, geometrische 
Hauptachse, Achse des Dralles und ihre gegenseitige Stellung. Die 
dynamische Hauptgleichung fiir einen Drehkorper, del' sich um eine 
beliebige bewegliche Achse dreht, ist nach G1. (195) Wi = di)jdt, in 
Worten: die absolute Drallgeschwindigkeit, von einem raumfesten Stand
punkt aus gesehen, ist gleich dem beschleunigenden Moment der auBeren 
Krafte. Diese Gleichung, die man mit Hilfe von G1. (192) auch in 
Koordinatenform ausdriicken kann, erweist sich fiir den Gebrauch als 
ungeeignet, weil del' Drall, auf ein raumfestes Koordinatensystem be
zogen, eine iiberaus verwickeIte Form annimmt. Bezieht man den Drall 
indes auf die raumbeweglichen, abel' korperfesten Haupttragheitsachsen 
des Drehkorpers, so nimmt er die wiinschenswert einfache Form an; 
in bezug auf dieses bewegte System bewegt sich die Spitze des Drall
vektors mit der relativen Drallgeschwindigkeit und man muB den Zu
sammenhang del' letzteren mit del' absoluten Drallgeschwindigkeit her-
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stellen, was eine einfache Grundaufgabe der relativen Bewegung ist. 
Der Dbergang von den raumfesten zu den raumbeweglichen Achsen ist 
bereits von Euler analytisch vollzogen worden, der die fiir den Ge
brauch einfachsten sog. Eulerschen dynamischen GIeichungen des Dreh
korpers erstmals ohne Verwendung des Drallbegriffes aufgestellt hat. 

Die Ableitung enthii1t aber eine schwer verstandliche Stelle und 
wird bedeutend einfacher, wenn man sich des Drallbegriffes und der 
Vektorrechnung bedient. Es ist hier fUr den Leser, der sich noch nicht 
mit der Vektorrechnung vertraut gemacht hat, eine Stelle, wo er sehen 
wird, daB es von groBtem VorteiI ist, sich die AnfangsgriIDde der 
Vektorrechnung anzueignen, etwa in dem Umfang, wie er im Anhang 
dieses Buches enthalten ist. Es wird angenommen, daB er sich mit 
dem Vektorprodukt bekannt gemacht hat dann ist der Absatz 335, 
III, 1 a und 336 ohne weiteres verstandlich. 

Die dort abgeleitete Hauptgleichung 

IDl=d:~+[Iv~]=(~~ . , ..... (198) 

in Worten: Die absolute Drallgeschwindigkeit d ~ I cl t ist die Resultante 
del' relativen Drallgeschwindigkeit d*~/dt und der Fiihrungsgeschwindig
keit [Iv~] der Spitze des Drallvektors, ist nunmehr noch in Koordi
natenform anzugeben: und zwar in bezug auf die xyz-Achse der drei 
korperfesten raumbeweglichen Haupttragheitsachsen (A Tragheitsmoment 
fiir die x-Achse usf.). 

Die Komponenten von d*~/dt sind nach GI. (197a) und den dazu 
gemachten Bemerkungen 

dDx= cl(A w"') =A dW"'=A OJ 
dt dt dt ," 

und entsprechend fiir die y- und z-Achse. 
Die Komponenten des Vektorproduktes [Iv~] sind nach S.546 des 

Anhangs 
wyDz - Wz Dy = wyWZO - Wz wyB= wywz (0 - B) 
wzDx - wxDz =wzwxA - w.,wzO = wZw.,(A - 0) 
wXDy- wyDx= w",wyB- wyw",A= w",wy(B-A). 

Die Komponenten von IDl sind Mx lVI, Mz, womit die Eulerschen 
dynamischen Gleichungen lauten, wenn cian statt Wx wI! W z ' schreibt 

j11x= AWl + (C ---;-B) W 2 W 3 1 
1I1y =Bw2 +(A- C)WgWl Jl 
JJ( = OW3 + (B -A) w l w 2 

(199) 

Diese sog. Eulerschen Gleichungen fiir die schwankende oder 
drehende Bewegung eines Korpers, dessen Schwerpunkt ruht, sind auf 
ein im Korper festes, im .Raum bewegliches Koordinatensystem be-' 

1) Die Gl. (198) gestattet, vektoriell gesprocben, die Anderung des Drall
vektors gegeniiber den Haupttragbeitsachsen, d. h. die dynamischen oder kineti
schen Verhaltnisse der Drehung zu verfolgen, nicht aber die Lage des Drehkorpers 
anzugeben; dazu braucht man noch kinematische Beziehungen. 
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zogen. Del' Korper dreht sich urn eine momentane Drehachse mit del' 
Winkelgesch windigkeit OJ = V WI 2 + W 22 + W3 2 und wird von einem be
schleunigenden Drehmoment J.li = V.M",:l -+ M, 2 +.1Jtl = 2 ergriffen. Die 
Elementarbewegung, die durch die Eulersched' Gleichungen beschrieben 
wird, verlauft im allgemeinen so, daB infolge der Einwirkung des be
schleunigenden Momentes die momentane Drehgeschwindigkeit nach 
GroBe und Richtung geandert wird. Es wird also nicht allein 
die Drehzahl des rotierenden Korpers eine andere, sondern auch die 
Richtung del' Drehachse, ihre Lage im Raum und ihre Lage im Korper 
selbst. 

Was nun die Bedeutung der einzelnen Summanden, die in den 
Eulerschen Gleichungen vorkommen, anlangt, so sind die in del' link en 
Vertikalreihe stehenden die Komponenten des Momentes del' auBeren 
Krafte. In den beiden anderen Vertikalreihen stehen aus diesem Grunde 
jedenfalls auch die Komponenten zweier Momente. Von diesen ist das
jenige Moment, dessen Komponenten in der rechten Vertikalreihe stehen, 
das Moment del' zentripetalen Krafte = negatives Moment der Zentri
fugalkrafte, wie in 336 S. 556 gezeigt ist. Wie schon anschaulich klar, 
enthalt die Ebene des Momentes der Zentrifugalkrafte die Drehachse, 
mit anderen Worten, del' Vektor des Momentes der Zentrifugalkrafte 
steht senkrecht auf dem Vektor del' Winkelgeschwindigkeit. Das laBt 
sich leicht analytisch-geometrisch nachweisen. Del' mit del' Momentan
achse zusammenfallende Vektor del' Winkelgeschwindigkeit hat die 
Richtungskosinusse (al bi c1 ) odeI' 

(J)3!OJ. • • • • • • (200) 

gegen die x, y, z-Achsen. Das Moment del' Zentrifugalkrafte ander
seits ist die Quadratwurzel aus del' Quadratsumme del' Momentkompo

+x 

nenten w2 ' w3 ( 0 - B) usf. 
und soll mit G bezeich
net werden. Del' Poinsot
sche Vektor G des Momen
tes del' Zentrifugalkrafte 
hat die RichtungskosinusEe. 
(a 2 u2 c2 ) odeI' 

W 2 W 3 (0- B)/G; 
- (J)~ WI (A - O)/G; 

-- (01 OJ2 (B -- A)!G. 

Del' von beiden Vek
toren eingeschlossene Win
kel hat daher nach einer 

Grundformel der analytischen Geometrie den Kosinus 

+Y 

Abb. 235. 

a1 • a2 + b1 • b2 + c1 . c2 ' 

wofUl' sich nach Einsetzen del' obigen Werte del' Wert Null ergibt, 
d. h. die genannten Vektoren stehen senkrecht aufeinallder. was zu 
beweisen war. 

Es lohnt sich an dieser Stelle iiberraschend, auf die analytisch
geometrischen Verhaltnisse noch weiter einzugehen. 
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Da wir die Hauptachsen des Drehkorpers zu X-, Y-, z-Achsen ge
macht haben, so lautet die Gleichung des Tragheitsellipsoides nach 
Gl. (181) A·x~+B.y2+0·Z2=1. Dieses Tragheitsellipsoid ist als 
vollstandig gegeben anzusehen. Die momentane Drehachse odeI' del' 
Vektol' . w hat die Gleichung 

X/WI =y/w2 = z/ws ' 

Das Tl'agheitsellipsoid wil'd denmach von del' Momentanachse in einem 
Punkt H (Abb. 235) mit den Kool'dinaten 

geschnitten, wo 
(! = =L 1 r\/~4:--w/+B ~ (:02 ~ + 0';;32 

ist. Nach den Regeln del'analytischen Geometrie lautet die Gleichung 
del' Tangentialebene des Tl'agheitsellipsoides im Punkt H 

0= (X - Xl) 2 . A· Xl + (r -1ft) 2· B· Yl + (Z - Zl)' 2·0· Zl' 

WO XlY1Z1 die obigen Wel'te und XYZ die laufenden Koordinaten 
del' Tangentialebene bedeuten. Man schl'eibe diese Gleichung nochmals 
mit jenen Werten x l Y1 Z1 • 

Die Richtungskosinusse del' Flachennormalen in Xl 1ft Z1' odeI' was 
dasselbe ist, die Richtungskosinusse des Lotes OJ vom Kool'dinaten
anfang 0 auf die in X1Yl Zl an das Tragheitsellipsoid gelegte Tangential
obene sind daher, wenn zul' A bkiil'zung 

)/(2 Ax~? -t=(2 BySS"-t-(2 Cz1r = 2 (! V(A~:;:;1)2~t (BW.~)2 + (OWS)2 
= 2 (!Dl 

gesetzt wil'd: 

In diese Richtung fallt abel' ein wichtiger Vektor hinein, des sen 
Komponenten Awl' Bw2 , OW3 sind; das ist del' Vektor des Mo
mentes del' Bewegungsgl'oBe, nach Foppl del' Drall vektor odeI' 
nach Klein-Sommerfeld del' Impulsvektor, dem wir in 271 und 
272 begegnet sind. 

Del' Drallvektor und del' Vektor des Momentes del' Zentrifugal
krafte bilden nun wiederum einen rechten Winkel miteinander; denn 
del' Kosinus des eingeschlossenen Winkels, den man wie oben bildet, 
ergibt wieder den Wert Null. Die Ebene des Momentes del' Zentri
fugalkriifte enthalt demnach nicht allein die Momentanachse bzw. den 
Vektor del' Winkelgeschwindigkeit, sondern auch den Drallvektor. Kurz: 
die durch die Momentanachse und den Drallvektor gelegte 
Ebene ist die Ebene des Momentes del' Zentrifugalkrafte. 

Den Drallvektor selbst findet man dem Gesagten gemaB wie 
folgt: Man lege durch den Schnittpunkt del' Momentanachse und des 
Tragheitsellipsoides eine Tangentialebene und faIle auf diese ein Lot 
vom Mittelpunkt des Tragheitsellipsoides aus. Tragt man auf dies em 
Lot einen Vektor D = V (A ( 1)2 + (B W2)2 + (0 (3)2 auf, so daB er nach 
den drei Hauptachsen die Komponenten A WI' B W 2 ' 0 Ws hat, so ist 
das del' Drallvektor (S.403). 

Zur Veranschaulichung diesel' allgemeinen Darlegungen betrachten 
wir einen Kreisel, del' um seine geometrische Drehachse in rasche Um-
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drehung versetzt ist und mit geneigter Achse in einem reibungsfreien 
Spitzenlager Hiuft. Wie man sich durch einen Versuch iiberzeugen kann, 
bewegt sich die geometrische Kreiselachse, die sog. Figurenachse, im 
groBen und ganzen auf dem Mantel eines Kreiskegels; sie prazessiert. 
Die Winkelgeschwindigkeit der Eigendrehung um die Figurenachse 
und die Winkelgeschwindigkeit der Prazession, mit der die Figuren
achse momentan ihre Richtung andert, geben zusammengesetzt die resul
tierende Winkelgeschwindigkeit nach 229. Sie geht durch die Kreisel
spitze und bildet die Momentanachse, die also im allgemeinen 
nicht mit der Figurenachse iibereinstimmt. Denkt man sich 
nach den obigen Angaben die Lage des Drallvektors konstruiert, so 
erkennt ma!!, daB auch dieser im allgemeinen weder mit der Fi
gurenachse noch mit der Momentanachse iibereinstimmt, auch nicht 
mit der Achse des beschleunigenden Momentes. 

Die Momentanachse und del' Drallvektor fallen nur dann genau 
zusammen, wenn der starre Karper um eine Haupttragheitsachse rotiert. 
Erfolgt Z. B. die Drehung um die x -Achse, in bezug auf die das Trag
heitsmoment seinen allergraBten Wert A haben mage, so ist w 2 = W3 = 0 
und die RichtungskosinuRse der Momentanachse Gl. (200) und des Dralles 
Gl. (201) werden gleich groB, der DraUvektor faUt also unter diesen 
Umstanden mit der Momentanachse zusammen. 

N ahez u zusammenfallen werden Figurenachse, Momentanachse 
und Achse des Dralles in dem besonderen FaU, wenn namlich die 
Figurenachse nul' langsam prazessiert, d. h. ihre Richtung andert, mit 
anderen Wort en , wenn die Winkelgeschwindigkeit der Eigendrehung 
(eines Kreisels, eines rotierenden Langgeschosses) groB ist im Vergleich 
zur Winkelgeschwindigkeit der Prazession. Von dieser Vereinfachung 
kann man gegebenenfalls mit Vorteil Gebrauch machen. 

273. Beispiel. Del' Schwungradkranz eines groBen Gasmotors wiegt 
24000 kg und macht 90 Umlaufe in der Minute. Der Schwerpunkt 
des Kranzquerschnittes, in dem die Kranzmasse vereinigt gedacht wer
den soIl, ist 3,45 m von del' Drehachse entfernt. Das Rad sei schief 
auf die Welle gekeilt und schwanke, von der vertikalen Mittelebene, 
aus gemessen, je um 10 mm. Welches Moment wird infolgedessen auf 
die Welle ausgeiibt? 

Die Aufgabe ist mit ganz elementaren Hilfsmitteln 16sbar; denn 
das gesuchte Moment rii.hrt von den Zentrifugalkraften her. Um letz
teres zu berechnen, kann man angenahert die Masse jeder Kranzhalfte 
im Schwerpunkt del' Kranzmittellinie sich vereinigt denken. Diesel' 
liegt im Abstand e = 2 r/n von del' Radachse. 1st (j die Neigung del' 
Radachse gegen die Drehachse und ist (j klein, so ist der Hebelarm 
der Zentrifugalkraft Cz gleich e = e· (j, das Moment del' Zentrifugal
kraft beider Kranzhalften also 

M 2 C 2 1n ~ -" ~ 0 -" 4 r2 ~ x ] 0 ~.~ 
d = o·e= -'eW " ·e· u = mo"w"u =nt------;; W-u = '" "mr"w"u, • 2 ~ n- -

del' genaue Wert von e ist zufolge 266 e = (n/4). r sin (j = (n/4). r· 0, 
womit der SchluBwert sich genau ergibt. Das Moment des Lager
widerstandes ist gleich und entgegengesetzt. 
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1. Es soIl aber vor aHem hier die Anwendung der Eulerschen 
Gleichungen (199) an einem einfachen Beispiel gezeigt werden. Die 
raumbeweglichen Bezugsachsen dieser Gleichungen sind die Schwer
pUnktshauptachsen des Schwungringes, die Ringachse sei die z-Achse, 
die beiden anderen liegen in der Ringebene. Die wirkliche Drehachse, 
d. i. die Mittellinie der Welle, ist die Momentanachse, sie schlieBe mit 
der Ringachse den Winkel 15 = tg 15 = 10 : 3450 = 1: 315 ein. Wir be
trachten die Stellung, in der Ring- und Drehachse in der Vertikal
ebene liegen, und mit dieser fane momentan die zx-Ebene der beweg
lichen xyz-Achsen zusammen. 

Die Winkelgeschwindigkeit 00 = nn/30 = n 90/30 = 9,42 [l/sk Jist 
als Drehvektor auf der Momentanachse abzutragen und liefert nach den 
beweglichen Achsen die Komponenten Ws = W· cos 15 = rd. 00; 001 = W· sin 15 

Abb. 236. 

=--00·15; 002 =0, womit die Eulerschen Gl. (199), da iiberdies die 
Drehung gleichformig, also w1 = w2 = Ws = 0 sein soll, liefern 

Jvlx=Mz=O 
My=- 15002 (O-A). 

Nun ist O=,Edm·(x2+y2)=m.r2 und A berechnet sich gemaB 
Abb.236 wie folgt (z=O, weil die Radebene mit groBer Annaherung 
die xy-Ebene ist): 

7</2 

A = fdm(y2 +z2)=fdmy2=4f~·rd".r2. sin 2 " 
• 2nrg 

o 

womit 

in Obereinstimmung mit dem oben angefiihrten Ergebnis. Das Vor
zeichen bestimmt den Drehsinn des Momentes der aktiv beschleunigen
den Krafte (Lagerwiderstande der Welle), nicht das des zentrifugalen 
Tragheitswiderstandes (Zentrifugalkraft). 

Das Moment der Lagerwiderstande, das die Ablenkung der Ring
achse aus ihrer Richtung andauernd erzwingt, lauft mit der Welle urn 
und kann zu den in 802 erorterten Wirkungen fiihren. 
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II. Die Eulerschen Gleichungen beziehen sich auf die raumbeweg
lichen Schwerpunktshauptachsen des rotierenden K6rpers, die im voran
gehenden Beispiel mit dem Schwungrad umlaufen. 

Man kann abel' die Losung auch von einem festen Koordinaten
system aus bewerkstelligen, und zur Bestimmung des gesuchten Mo
mentes den Satz Gl. (195) beniitzen: Die absolute Drallgeschwindigkeit 
ist gleich dem Moment del' beschleunigenden Krafte. Die Anwendung 
des Satzes ist freilich nicht ganz so einfach wie sein Aussehen. 

Es ist zuerst die GroBe und Stellung des Dralles anzugeben. Dabei 
wollen wir die schon in Abb.236 beniitzte Lage del' Ring- und Mo
mentanachse zugrunde legen. Die GroBe des Dralles erhalten wir hier 
am raschesten, wenn wir von seinen Komponenten Hings del' beweg
lichen Schwerpunktshauptachsen ausgehen, die sich am leichtesten aus
driickenlassen. Sie sind nach (197a) AWl; BWe; 00):1' Nun ist nach 
den obigen Ermittlungen 0 = m r2 ; A = B = ~ m 1'2; ferner WI = W· (); 

We = 0; W3 = w. Die Dl'allkomponenten sind demnach DI = ~. m r2 (lJ b: 
D~ = 0; D3 = m1'2 10, daher del' Drall: 

D = '/D 2 + D 2 --1- D 2 = 1nr2(}) '1 1(.§)2+· 1 
Y1 :!18 V2 ~ 

m. a. W. es ist, solange (b! 2)~ klein gegen 1 ist, sehr angenahert 
D = D:3 = mr2 w. Die Richtung des Dralles ist nach del' auf S. 407 an
gefiihrten Regel aufzeichenbar. Wir brauchen hier nicht das ganze 
Tragheitsellipsoid, sondern lediglich die in die z x - Ebene des beweg
lichen xyz-Systems fallende Tragheitsellipse, wobei in Richtung del' 
z-Achse Vije und in Richtung del' x-Achse V:l'.A = 1/2T6 als Halb
achse aufzutragen ist. Del' DurchstoBpunkt der unter ,,;'C () gegen die 
z-Achse geneigten Ring- odeI' Momentanachse mit del' Tragheitsellipse 
sei H, in ihm sei die Ellipsentangente gezogen; him'auf wird von del' 
Mitte 0 des Tl'agheitsellipsoides das Lot 0 J auf die Tangente gefallt. 
Dieses Lot gibt die Richtung des Dl'allvektors an. Sei I' del' Winkel 
zwischen del' Momelltanachse (W ellenachse) und del' Drallrichtung, so 
hat die Spitze des Drallvektors die Entfernung il· sin I' = rd. ~ i' 
von del' Drehachse und rotiert mit del' Winkelgeschwindigkeit W 

um die Momentanachse; die absolute Drallgeschwindigkeit ist daher 
d~/dt=il·l'·w.dtldt=il·y·w=m1'2w2?,. Foppl beweist a. a. O. 
aus den Eigenschaften del' Ellipse, daB solange b und y klein sind, 
y=().[1-(b/a?J, wo b=Vi!C; a=\/2!C, also (b!a)2=~. womit 
wieder wie frtiher: 

274. Lage und Lageniinderung- eines Kreiselpullktes. Eulerschc 
Winkel. Eulers killematische Gleichung-ell. Wie man die Lage eines 
Punktes gegeniiber einem Koordinatensystem durch drei Koordinaten 
eindeutig festlegen kann, so die Stellung eines urn einen Punkt clreh
baren K6rpers gegeniiber einem festen Achsensystem durch Angabe von 
drei Winkeln. Del' Drehk6rper sei ein symmetrischer Kreisel, er kann 
in einem sog. karclanischen Gehange allseitig drehbar gelagert werden. 
In einem festen Fassungsring I sind zwei um Spitzen drehbare Ringe II 
und III in del' aus Abb. 237 ersicntjichen Weise angeordnet; im Ring III 
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ist der Kreisel in Spitzen gelagert; er ist damit allseitig frei drehbar 
und kann in jede beliebige Stellung gebracht werden. 1m Ring I sei 
ein raumfestes ~ 1}, -Koordinatensystem befestigt, ,-Achse senkrecht 
nach oben, 1J-Achse in der Ringebene wagrecht nach links, ~-Achse 
senkrecht zur Ringebene nach vorn, EO daB ein Linkssystem entsteht 
(Abb. 238). Der Kreiselschwerpunkt liege im Koordinatenursprung O. 
Dreht man Ring II um die '-Achse aus der Ebene des Ringes I um 
den Winkel 'tfJ im positiven Drehsinn heraus, neigt sodann die Ebene 
des Ringes III gegen die des Ringes II um die wagrechte Achse des 
Ringes II (Knotenlinie) um Winkel-D- in dem aus Abb. 238 ersichtlichen po
sitiven Drehsinn und dreht schlieB
lich den Kreisel um seine Figuren
achse °1 0, um Winkel cp eben
falls im positiven Sinne, so ist 
der Kreisel in eine beliebige Stel
lung gebracht, die dul'ch die sog. 
dl'ei Eulerschen Winkel 'tfJ -D- cp 
eindeutig bestimmt ist. Die im 
Kreisel festen, abel' raumbeweg
lichen xyz-Achsen mogen anfang
lich mit denraumfesten ~1J'-Achsen 
zusammenfallen. Beschreibt man in 
der Anfangsstellung um den Dreh
punkt 0 eine ~ Kugel bzw. stellt 
man sich den Kreisel selbst als 
Kugel vor, so kommt der Oktant 
OABO bei del' beschriebenen Dre· 
hung urri~){} cp aus der Anfangs
lage 0 ABO liber die Zwischen
lage 00 11 lund 0°1 22 in die End
lage OAl B 01' 

In der Stellung 0 ABO drehe 
sich der Kreisel um eine durch 0 
gehende Momentanachse mit del' 
Winkelgeschwindigkeit W. Zerlegt 

Abb. 237. 

man W nach den xyz-Achsen in die Komponenten OJ1 W~OJ3 ' so el'scheint 
die Gesamtdl'ehung in drei Teildl'ehungen um die x y z -Achsen zerlegt. 
Zufolge der Teildrehung um die x-Achse mit OJ1 bewegen sich Bl und °1 momentan mit der linearen Teilgeschwindigkeit VI = r . WI = WI (da 
r = 1) in Richtung WI und tangential an den Kreis BIOI ' analog 01 
und Al mit w 2 und Al und Bl mit cos. 01 bewegt sich also mo
men tan mit den linearen Teilgeschwindigkeiten COl und W 2 ' die in 
01 die Bogen BIOI und 01 Al beriihren ; entsprechendes gilt fiir Al 

und B I . 

Die lineare Geschwindigkeit der drei Ecken des im Kreisel festen 
Oktanten OAl BIOI lassen sich mit Hilfe der drei Winkel V' -D- cp noch 
in einer zweiten Form ausdriicken, womit der Zusammenhang zwischen 
der in den dynamischen Euler -GIeichungen vorkommenden Winkel
geschwindigkeit W bzw. deren Komponenten COl W 2 W S und den Euler
schen Winkeln ljJ -D- cp hergestellt wird. Zunachst entsprechen den oben 
beschriebenen Winkelbewegungen 'tfJ {} cp in der Stellung 0 Al BIOI des 
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Kreisels die Winkelgeschwindigkeiten ip=d'IfJ!dt; ,o,=d{}/dt; rp=dq;!dt 
um 00 bzw. die Knotenlinie 0 1 oder O2 bzw. um °1 0. Hiernach er
scheint die mit Winkelgeschwindigkeit w erfolgende Gesamtdrehung 
in einer andern Weise in drei Teildrehungen zerIegbar, und zwar 
wie folgt: 

Zunachst sei die lineare Geschwindigkeit von 01 bzw. deren Kom
ponenten ins Auge gefaBt. Zufolge der Teildrebung urn 00 mit Winkel
geschwindigkeit ip ist die lineare Geschwindigkeitskomponente des im 
Abstand D01 =1.sin'!9 von 00 befindlichenPunktes01 gleich ipsin{}. 

Ahb. 238. 

Diese Geschwindigkeit steht in ° senkrecht auf dem Dreieck 01 DO 
und wirkt im Sinne der wachsenden 'IfJ. 

Zufolge der Teildrehung von 01 um die Knotenlinie 01 mit Winkel
geschwindigkeit {). ist die line are Geschwindigkeitskomponente = Op. {). 
= -8,; sie berubrt den Bogen 001 in 01 und wirkt im Sinne der wach-
senden {}. . 

In Richtung °1 0 gegen 01 blickend gewabrt man die Geschwindig
keitskomponenten w 1 und w 2 einerseits und ip. sin {} und ,0, anderseits, 
wie in Nebenabb. 238 links. Da die Projektionen der beiden ersten und 
der beiden letzten Geschwindigkeiten auf eine beliebige Richtung, z. B. 
die x- und die y-Richtung gleich sein mussen, ergibt sich 

w 1 =,0,. sin cp - ip. sin {} cos cp ) 
w 2 =,o,.coscp+ip.sin{}sincp f .... (202) 

Wenn die drei Teildrehungen mit Winkelgeschwindigkeit ip {). rp aIle 
im Sinne der wacbsenden 'IfJ {} cp erfolgen, so ergibt sich fur w 1 ein 



Drehung eines starren Korpers urn eine beliebige, bewegliche Achse usw. 4-13 

negativer Wert, womit der in der :Nebenabb. 238 zutage tretende Wider
spruch sich selbsttatig beim Rechnen last. 

Die Beziehung fUr W3 laBt sich am einfachsten ableiten, wenn man 
die Winkelgeschwindigkeitskomponenten w1 w2 W8 bzw. ip 1J. Cp von W auf 
den zugeharigen Drehachsen nach Poinsot als Vektoren auftragt 
(228 S.341). 

Die Projektion von w1 w2 W3 auf die z-Achse ist gleich der Pro
jektion von 1p {} fp auf die gleiche Achse. Erstere ist w 8 ' da w 1 und w'.) 
senkrecht auf W3 stehen, also die Projektion Null ergeben. Der Vektor 
ip ist auf der '-Achse, iJ· auf del' Knotenlinie, fp auf der z-Achse auf
getragen, einem positiven Wachstum von VJ {} cp entsprechend. Die 
Knotenlinie steht auf der z-Achse senkrecht; 1J. liefert also fUr die 
z-Achse die Projektion Null, dagegen schIieBt ip mit fp den Winkel {} 
ein, somit ist (Nebenabb. 238 rechts, die Projektion in die Ebene 
0001 12 darstellend): 

. . (202a) 

Ebenso liest man in einfachster Weise die beiden bereits ange
schriebenen Beziehungen fUr w 1 und w 2 ab, wenn man die Winkel
geschwindigkeitskomponenten in die sog. Aquatorebene 0 2 Al Bl des 
Kreisels (x y - Ebene) projiziert und beachtet, daB die KnotenIinie in 
diesel' Ebene Iiegt und mit der y-Achse den Winkel cp biIdet. 

Wahrend man beim materiellen Punkt den ganzen Bewegungsver. 
lauf mit Hilfe des dynamischen Grundgesetzes oder des Satzes vom 
Antrieb verfolgen konnte, sind beim Kreisel zwei Gleichungsgruppen, 
die freiIich durch Einsetzen auch in eine - aber verwickelte - zu
sammengezogen werden kannen, erforderlich, namlich die Eulerschen 
dynamischen Gleichungen (199) und die Eulerschen kinematischen 
Gleichungen. Grundsatzlich kann man mit ihrer Hilfe aIle Fragen libel' 
Krafte und Bewegung eines Kreisels beantworten. 

275. Stabile und instabile Drehacbsen. Das Gleichgewicht eines 
Karpel'S wird stabil genannt, wenn der Karper nach einer kleinen 
Auslenkung aus del' Gleichgewichtslage stets wieder in diese zurlick
strebt; instabil odeI' labil, wenn er immer mehr von der ursprlinglichen 
Gleichgewichtslage weg und einer neuen - stabiIen - zustrebt. In
different ist das Gleichgewicht des Karpel'S, wenn er in eine beliebige 
neue Lage gebracht, auch in diesel' sich im Gleichgewicht befiudet. 
Dabei muB die Lagenanderung mit del' gegebenen Art del' Auflagerung 
und del' dadurch bedingten Bewegungsmoglichkeit als vertraglich an
genommen werden. Um die stabile Gleichgewichtslage kann del' Karpel' 
kleine Schwingungen ausflihren. 

Diese aus del' Statik her bekannten Kennzeichen del' Stabilitat 
lassen sich auch auf die Bewegung libertragen. Wir wollen den Fall 
del' Drehung eines kraftefreien Kreisels um eine seiner "freien" Achsen 
betrachten, um die er gleichformig rotieren kann, ohne auf sie eine 
Kraft abzusetzen (vgl. 264). Dies sind die drei Schwerpunktshauptachsen. 
Man mag sich vorstellen, der Karpel' sei so in das Kardanische Gelenk 
(Abb. 237) eingesetzt, daB eine seiner Hauptachsen an die Stelle der 
Figurenachse des dortigen Kreisels tritt. Wir behandeln in dieser 
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Aufgabe ein einfaches typisches Beispiel der Stabilitatsuntersuchung 
eines bewegten Korpers. Stabil werden wir die Drehachse dann nennen, 
wenn sie durch einen Impuls ein wenig aus ihrer anfanglichen Rich
tung gebracht, zwar klein e Schwankungen urn die Anfangslage aus
fiihrt, abel' die Tendenz hat, ihre Anfangsrichtung merklich beizubehalten; 
instabil odeI' labil, wenn ihre Richtung sich immer mehr von del' an
fanglichen entfernt. In del' Rechnung dad infolgedessen del' Winkel 
zwischen del' Anfangslage, die die Drehachse ohne Empfang eines Im
pulses dauernd beibehalten wiirde, und irgendeiner Lage, die sie nach 
Empfang eines Impulses tatsachlich einnimmt, nm klein sein und keines
falls mit del' Zeit immcr groBer werden. Wenn die Drehachse nm wenig 
von del' mspriinglichen Richtung abweicht, so heiBt das m. a. W. auch: 
Die WinkeIgeschwindigkeit urn diese Achse iiberwiegt bei wei tern die 
Winkelgeschwindigkeitskomponenten urn die beiden andel'll Achsen. 
Stimmt z. B. die momentane Drehachse merklich mit del' y-Aehse iiber
ein, so ist (0, groB gegeniiber w: und w". Wir denken uns, die Rich
tung del' Dr~hachse sei infolge eines kleinen Impulses nul' wenig von 
der Achse des mittleren Haupttragheitsmomentes verschieden geworden, 
und setzen das Produkt der kleinen Werte w =' w.e = 0; weil del' "Kreisel" 
kraftefrei ist, d. h. weil Imine beschleunigenden, verzogernden odeI' 
richtungsandel'llden Momente an ihm eingreifen, ist M x = My = ]J( = 0 
und die Eulerschen Gleiehungen G1. (199) lauten: 

o =A· 0)" + Wyw=.(a-B) 
O=B·iJ) v 
0= a· wo + wXwy.(B-A). 

Hierin sei A > B>· a, also B das mittlere Haupttragheitsmoment. 
Dureh diese Gleichungen ist der Bewegungszustand so lange hinreichend 
genau beschrieben, als die Voraussetzung wo(O", = "-' 0 erfiillt ist. Aus 
del' zweiten Gleichung folgt: Wy = konst. Leitet man die erste Glei
chung nach t ab und setzt d(l):dt=+(A-B)wcwyiC ein, so erhalt 
man 

d~ W (a - B) (!) 2. (A 
o = -dt~X . A + .. -----6- B) 

(I) • 
.£ 

Mit del' Abkiirzung 
(0 - B) (A - B) Q 

a = -... (I) -

A·a y 

wird daraus 
OJ --'---a·ro =0. x I ,C 

Eine analoge Gleichung mit demselben Wert von a ergibt sich 
fiir w _. Beides waren die Differentialgleichungen einer einfachen har
monischen Schwingung mit kleinem Ausschlag, wenn del' Faktor a positiv 
ware. Das trafe nul' ein, wenn entweder a> B und A >. B, d. h. wenn 
B das kleinste Haupttragheitsmoment ware, odeI' wenn a < B und 
A < B, d. h. wenn B das groBte Tragheitsmoment ware. Nun ist 
abel' B nach Annahme das mittlere Tragheitsmoment und daher a negativ. 

Ein partikulares Integral del' letzten Gleiehung ist (Or = D· e" t, 
wenn die "charakt.eristische Gleichung" 

rl+a=O, 
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d. h. wenn e = + V - a ist. Der Fall a > 0 fiihrt auf die bekannte 
harmonisehe Sehwingung (vgl. 159 und 283). Der Fall a < 0 liefert 
zwei reelIeWurzeln e = ± a1 , womit das allgemeine Integral wird: 

W =D ea,t+D e- a1t 
x 1 2 • 

Eine analoge Gleiehung ergibt sieh fiir wz ; die Gesehwindigkeiten w" 
und w~ werden also mit der Zeit groBer, da a1 ein positiver Wert ist. 

Rotiert demnach ein kraftefreier Kreisel 
a) um die Sehwerpunktsaehse seines groBten oder kleinsten 

, Tragheitsmomentes, so fiihrt die Aehse kleine Sehwankungen 
um die Anfangslage aus (Versueh mit einem Kreisel im Kar
danisehen Gehange), wenn die Aehse seitlieh gestoBen wird. 
Die Bewegung um die genannten Aehsen ist stab iI, die Aehsen 
werden als stabile Drehaehsen bezeiehnet; 

b) um die Sehwerpunktsaehse des mittleren Haupttragheits
momentes, so wachs en die Geschwindigkeitskomponenten w" 
und W z mit der Zeit und die momentane Drehaehse entfernt 
sieh immer mehr von der Anfangsriehtung. Die Drehung 
um die mittlere Hauptaehse ist also instabil. (Ein 
Ellipsoid, das man auf glatter Horizontalebene um die kurze 
Aehse raseh rotieren lassen will, riehtet sieh auf.) 

Die Hauptaehsen des groBten und kleinsten Haupttrag
heitsmomentes sind demnach stabile Drehachsen. Di e Aehse 
des mittleren Tragheitsmomentes ist eine instabile Dreh
achse. 

Das Verhalten der Wurzeln der "eharakteristischen Glei
chung" bildet das Kriterium der Stabilitat. 

§ 59. Kreisel. 
276. Allgemeines. Die Knaben pHegen bei uns mit einem "Tanzer" 

zu spielen und bringen ihn durch Antreiben mit einer Peitsche dahin, 
daB er sich schnell umdreht und dann trotz Sehraglage und Schwere 
nicht umfallt. Beim Reifspiel gibt man dem Reif eine Drehbewegung 
und kann ihn so dem Mitspielenden zuwerfen, daB die Drehebene sieh 
selbst parallel bleibt, wodurch das Auffangen des Reifes erleichtert 
wird. Die Jongleure machen es mit allerhand Gegenstanden, wie Teller, 
weiehen Filzmiitzen u. a. ahnlieh. Der in einem Ring gefaBte Spiel
kreisel erregte aueh schon friihzeitig unser Staunen, besonders dureh 
die merkwiirdige Kraft, die man fiihlt, wenn man ihn mit der Hand 
hin- und herwendet. Was man demnach erreicht, wenn man einen 
Korper in rasehe Umdrehung versetzt, ist einmal die Erhaltung del' 
Drehaehse in paralleler Riehtung, wenn der Kreisel frei von Kraften 
sieh selbst iiberlassen wird, und dann die Stabilisierung der Drehaehse, 
sehlieBlieh eigenartige KraftauBerungen, wenn man die Drehachse selbst 
zu drehen sueht. Was von den erwahnten und anderen Erscheinungen 
an schnell rotierenden Korpern die eigentliehe Kreiswirkung bildet und 
teehniseh von Bedeutung ist, soIl im naehfolgenden erortert werden, 
wobei zur Erklarung nur das dynamisehe Grundgesetz des materiellen 
Punktes beniitzt wird. 
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Wir bezeichnen als Kreisel einen rasch rotierenden Umdrehungs
korper, und wollen ihn uns, weil das bei den technischen Anwendungen 
ausreicht, als einen Schwungring mit verhaltnismaBig kleinem Quer
schnitt vorstellen, dessen Drehachse - die Achse des Kreisels - die 
Figurenachse genannt wird. Das dem Kreisel eigentiimliche Ver
halten, die sog. Kreiselwirkung, ist nun keineswegs dadurch er
schopf end gekennzeichnet, daB man sagt, die Figurenachse des krafte
freien Kreisels habe das Bestreben, in ihrer Richtung zu verharren; 
die spezifische Kreiselwirkung besteht vielmehr in der Art und Weise, 
wie der Kreisel reagiert, wenn die Figurenachse mit einer gewissen 
Winkelgeschwindigkeit ihre Richtung andert oder, wie man statt dessen 
sagt, prazessiert. 

Von der translatorischen Bewegung des Schwerpunktes sehen wir 
im nachfolgenden abo Sie unterlicgt samt den sie bedingenden trans
latorischen, im Schwerpunkt angreifenden Kraften dem Schwerpunkts
satz. Wir haben es jetzt nur noch mit der Drehung um eine Schwer
punktsachse und mit den diese begleitenden KriiJtepaaren zu tun. Die 
bei der Kreiselbewegung auftretenden Krafte konnen mit Hilfc del' 
Eulerschen Gleichungen ermittelt werden. Wir wollen den Bewegungs
zustand eines Kreisels und die dabei in Betracht kommenden Krafte 
noch ii-berdies zwar ctwas umstandlicher, abel' anschaulich faBbar und 
elemental' beschreiben. 

277. Hauptgleicltung des Kreisels. Kreiselwirkung. Dreifinger
regel del' rechten Hand. Zur Klarlegung des Wesens der Kreisel
wirkung betrachten wir einen Kreisel, der mit der Winkelgeschwin
digkeit w1 um seine Figurenachse rotiert und in einem Rahmen 
reibungslos gelagert ist. Was geschieht, wenn sich der Rahmen und 
damit die Figurenachse mit del' Winkelgeschwindigkeit w 2 und zwar 
in der Ebene des Rahmens dreht, m. a. W. wenn die Figurenachse mit 
der Winkelgeschwindigkeit W 2 prazessiert? Zunachst ist festzllstellen, 
daB der Kreisel sich mit gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit um 
seine Achse weiter dreht, also keine Energie abgibt: Energie wiirde 
seiner Eigendrehung nur durch Umfangskrafte entzogen, mid solche 
treten, wenn man vom Luftwiderstand und von del' Lagerreibung ab
sieht, nicht auf; aus dem Kreisel konnte Energie nur durch die Lager
stellen heraustreten, was bei fehlender Reibung nicht moglich ist. 

Es werde nunmehr die Bewegung eines beliebigen Punktes D del' 
Mittellinie des Schwungringes, in der man sich die Masse des Kreisels 
vereinigt zu denken hat, wahrend eines Zeitelementes dt ins Auge ge
faBt. In dt sk geht del' Kreisel (Abb. 239) infolge del' im Sinne des 
Pfeiles w 2 ausgefiihrten Prazession aus der ausgezogenen Lage in die 
gestrichelte iiber, wobei sich die Ebene des Schwungringes um den 
Winkel d1jJ = w 2 • dt dreht. Punkt D besitzt augenblicklich 1. eine Um
fangsgeschwindigkeit rW1 urn die Figurenachse CC1 ; 2. eine Umfangs
geschwindigkeit D Dl . w2 = r· cos C(, • w 2 um die Achse B Bl der Prazession. 
Vermoge der ersteren Geschwindigkeit rW1 allein und vermoge der zu
gehorigen Zentripetalbeschleunigung rw1 2 gelangte D auf dem Bogen
element DE nach E; vermoge der zweiten Geschwindigkeit allein und 
vermoge der zugehorigen Zentripetalbeschleunigung DD1 • W 22 gelangte 
D auf dem Bogenelement DF nach F. Unter del' gleichzeitigen Ein-



Kreisel. 417 

wirkung der genannten Geschwindigkeiten und Zentripetalbeschleuni
gungen gelangt D dem Wegparallelogramm zufolge nach G, wobei wegen 
der Kleinheit von dt das Kugelelement DEGF als eben angesehen 
werden darf. Um den Massenpunkt D nach E zu fiihren, sind nur 
Zentripetalkrafte notig; die von friiher genau bekannt sind; da sie aus 
Symmetriegriinden am Kreiselschwungring paarweise, und zwar in gleicher 
GroBe, mit entgegengesetztem Siun und in der gleichen Geraden wirkend, 
auftreten, so werden sie nach auBen gar nicht bemerkbar; sie heben 
sich innerhalb des Schwungringes auf, haben also mit der Kreiselwir
kung nichts zu tun. 

Der Punkt D gelangt aber in dt sk nicht nach G, .gondern nach H; 
er hat eine Deviation GH erlitten (173), die mit einer von G nach 

Abb. 239. 

H gerichteten Beschleunigung und einer ebenso gerichteten Beschleuni
gungskraft verkniipft ist. Diese Deviationskraft macht sich allerdings 
nach auBen hin bemerklich; genauer gesagt, sie muB, damit der Kreisel 
mit 0)2 prazessiert, von auBen als eingepragte Kraft ausgeiibt werden. 

Wir bestimmen die GroBe dieser Kraft und sehen gleichzeitig, wie 
sie sich langs des Umfanges des Schwungringes andert. 

Die Deviation G H hat folgende GroBe: 

GH=GE-HE=FD-HE=DD1·d'ljJ-EE1·d'ljJ 
= r·cos a· 0)2 ·dt - r· cos (a + da). 0)2' dt 
=r· 0)2' dt· {cos a - (cos a·cos da - sin a sinda)} 

oder wegen cosda=l und sinda=da 

G H =r'0)2 ·dt·sina·da. 
Autenrietb·Ensslin, Mecbanik. 3. Auf!. 27 
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Die Beschleunigung b, die in Richtung des Deviationsweges auf
tritt, dad nach 132 wahrend dt sk als gleichfOrmig angenommen wer

Abb.240. 

den; dann ist die wahrend dt edolgte 
Deviation 

GH=~.b.dt2, 

durch Gleichsetzen und unter Beach
tung, daB dtx/dt = W 1 ist, folgt 

b = 2r,w2 .sintx·(dtx/dt) 
= 2 . r . WI • w2 • sin tx; 

die an dem Massenelement dm in G an
greifende Beschleunigungskraft ist daher: 

dp=am·b=dm·2r,wI ,wi/·sintx. 

Hiernach verteilt sich die beEChleuni
gende Kraft dem Umfang entlang nach 
einem Sinusgesetz, wie das in Abb. 240 
veranschaulicht ist. Die beschleunigende 

Kraft dP ist proportional mit der Deviation G H und wie diese, im 
Punkt D bzw. E, von G nach H gerichtet. Man erkennt, daB die 
Krafte dP ein Moment um die Achse AAI liefern. Da dP am Hebel
arm r· sin tx wirkt, so ist das Moment von dP 

dM =dP·r·sintx= dm· 2r,wI ·w2 ·r·sin2 tx. 

1st f der Kranzquerschnitt und r das spezifische Gewicht des Kranz
werkstoffs, so ist, da die Lange eines Kranzelementes r· dtx betragt: 

dm={-r.dtx. r 
9 

und das Moment der Deviationskrafte (= Deviationsmoment): 
2,. 

M fr .{-r.dtx.2r2 .w W .sin2 tx=2 r ·fr3.w W ·fsin2 tx.dtx a 9 12 9 12 

o 

= 2 r. fr3wI w 2 -n. 
9 

Nun ist (rlg)·2r-n·f die Masse des Schwungrings und (r/g)·2r-n·f·r'J 
deren Tragheitsmoment J in bezug auf die Drehachse des Kreisels, daher 
hat das Moment die GroBe 

M a=WI ·W2 ·J ........ (203) 

Es ist jetzt noch der Drehsinn des Deviationsmomentes fest· 
zulagen. ' 

Das Deviationsmoment, das die Deviationen der Kreiselpunkte er
zwingt, wirkt in Richtung A 1 A gesehen im Uhrzeigersinn. Der Kreisel 
dreht sich von 0 nach 0 gesehen mit WI im Uhrzeigersinn, schlieBlich 
prazessiert die Kreiselachse von B nach 0 gesehen mit w2 im Uhr
zeigersinn. Die Vektoren Maw1 w2 sind demgemaB in Nebenabbildung 241 
eingetragen. In der Reihenfolge Eigendrehung WI' Prazession w2' aktives 
Moment M d kann man sich die .stellung der drei Vektoren durch eine 
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Dreifingerregel der rechten Hand merken: wt Daumen, w2 Zeigefinger, 
Mil Mittelfinger. 

Urn also die Richtung der Kreiselachse mit gleichformiger Geschwin
digkeit w 2 zu andern, wobei sie in einer Ebene bleibt, m. a. W. urn 
die Kreiselachse urn eine auf ihr senkrecht stehende Achse prazessieren 
zu lassen, ist ein auBeres Drehmoment von der GroBe Mil = J wt w 2 

erforderlich, wenn W t die Eigengeschwindigkeit des Kreisels urn die 
Figurenachse bedeutet. In dies em FaIle gibt die Kreiselachse dem 
auBeren Moment nicht nach, sondern weicht seitlich aus. An den An
griffstellen der Krafte des auBeren Momentes setzt der Kreisel diesem 
Moment nach dem Gegenwirkungsprinzip ein gleich - groBes und ent
gegengesetztes Moment entgegen, die sog. "Kreiselwirkung" 

K=Jwt w2 •••••••• (203 a) 
Es erweckt den Anschein, als ob dieses Gegenmoment, die Kreiselwir
kung K, die Ursache davon ist, daB 'die Kreiselachse dem auBeren Mo
ment in dessen Ebene nicht nachgibt, als ob die Kreiselwirkung der 
Kreiselachse eine Art Steifigkeit gegen Richtungsanderung verleihen 
oder stabilierend wirken wiirde. In diesem Sinn ist die Kreiselwirkung 
schon als stabilierendes Moment bezeichnet worden. 

Setzt man den Fall, das auBere Moment Mil ware kleiner als J w t w 2' 

d. h. als zu der oben beschriebenen gleichmaBigen Prazession erforder
lich ist, so konnte es die zur 
oben geschilderten Prazession er
forderlichen Deviationen nicht er
zwingen; diese wiirden nicht mehr 
oder mindestens nicht mehr ganz 
zustande kommen konnen. Die 
Kreiselachse miiBte sich dem Sinn 
der Deviationen, d. h. dem Sinn 
des auBeren Momentes entgegen
bewegen und sich der Prazessions
achse zuzuwenden suchen. Man 
konnte etwa sagen: das Moment 
Ma = wl w 2 J gibt nach, die Krei
selachse folgt ihm. Hierfiir kann 

ill 

Abb. 241. 
reckteErout 

man die Ausdrucksweise benutzen: Die Kreiselwirkung sucht die 
Kreiselachse in gleichstimmigen Parallelismus mit der Pra
zessionsachse zu bringen, was man sich auch mit einer Dreifinger
regel der linken Hand merken kann: Eigendrehung wt = Daumen, 
Prazession W 2 = Zeigefinger, Kreiselwirkung K = Mittelfinger der linken 
Hand. Von diesen Verhaltnissen wird im nachsten Abschnitt noch
mals die Rede sein, 

In der Ausdrucksweise d' Alemberts lautet die Hauptgleichung 
M iJ, = J Wj w 2 : das Moment der auBeren Krafte darf als im Gleichge
wicht befindlich angesehen werden mit dem Moment des Tragheits
widerstandes der Deviation. 

Weil es dem Anfanger Schwierigeiten bereiten kann, mit dem Verhalten des 
Kreisels sich vertraut zu machen, so ist es in erster Linie zu empfehlen, selbst 
einen Kreisel zu beobachten, wozu sich das Modell Abb. 241 sehr gut eignet, oder 
der Prandtlsche Drehscbemel, auf den man slch stellt, indem man gleicbzeitig 
die horizontal gelegte Achse eines schnellumlaufenden Velozipedrades mit beiden 
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Hiinden faEt. Wird der Beobachter auf dem Drehschemel gedreht, wobei die 
Kreiselachse, d. h. die Radachse prazessiert, so fiihlt er deutlich die Kreiselwir
kung ala ein Kraftepaar, dessen Ebene senkrecht auf der Ebene der prazessieren
den Kreiselachse steht und das die Kreiselachse aus der zuletzt genannten Ebene 
herauszulenken sucht; die Kreiselachse sucht also senkrecht zur Ebene, in der sie 
gerade prazessiert, auszuweichen. Del' Beobachter hat dann seine Wahrnehmungen 
etwa mit Hilfe der Dreifingerregel festzuhalten. 

278. Regulare Prazession mit und ohne Einwirkung auBerer 
Krafte. 1m vorangehenden Abschnitt wurde die Frage behandelt, welche 
Kraftwirkung erforderlich ist, urn einen schnellaufenden symmetrischen 
Kreisel zu einer gleichformigen, sog. regularen Prazession zu zwingen, 
abel' nul' fiir den Sonderfall, daB die Figurenachse (Achse des Kreisels) 
auf der Prazessionsachse senkrecht steht. Die Uberlegung war ganz 
elemental'; bei del' Betrachtung del' Kinematik wurde die durch die 
Prazession bedingte Deviation del' Kreiselpunkte als wesentlich erkannt 
und sodann das allgemein gelaufige' dynamische Grundgesetz angewandt. 

Nunmehr leiten wir die Kreiselwirkung aus den Eulerschen kine
matischen und dynamischen Gleichungen ab fiir den allgemeineren Fall, 
daB die prazessierende Kreiselachse einen Kreiskegel mit Offnungs
winkel {} durchlauft (Abb. 238). AuBel' del' Herleitung wird das Er
gebnis in mehrfacher Hinsicht lehrreich sein und das Friihere erweitem. 

Die Figurenachse prazessiere urn die raumfeste l; -Achse (Prazes
sionsachse) mit del' konstanten Prazessionsgeschwindigkeit 1p = fl = konst. 
Die Figurenachse ist gegen die Prazessionsachse unter dem konstanten 
Winkel {} geneigt, die Winkelgeschwindigkeit if demnach Null. Del' 
Kreisel lauft urn seine eigene Achse gleichformig mit IjJ = Y = Konst. 
urn. Hiermit liefem die kinematischen Gleichungen Eulers (202): 

{ :: +:::~::::~:;} somit {~: ::::::: .. ::::}. 

W3 = fl' cos {} + Y W3 = 0 

Diese Wede werden in die dynamischen Gleichungen Eulers (199) ein
gesetzt; auch wird angenommen, del' Kreisel sei symmetrisch, d. h. 
ein Drehkorper, dessen groBtes Tragheitsmoment sich beziiglich der 
Figurenachse ergebe und den Wert C = J habe, wahrend die beiden 
andern Haupttragheitsmomente beziiglich del' x- und y-Achse A = B = J1 

seien (J;. < J), damit ergibt sich: 

Mx = J1flY' sin {}. sin cp + (J - J1) (fl2. sin {}. cos{}· sin cp + ,UY sin {}. sincp) 

My = J 1 Jly·sin{}. coscp+ (J1 - J) (- Jl2. sin {} . cos {}. cos cp 

Mz=J·O 
odeI' 

- Jl Y . sin {} . cos cp ) 

M x = J Jl Y . sin {} . sin cp + (J - JJ Jl2 . sin {} . cos {} . sin cp 

My =J JlY' sin {}. cos cp + (J -J]) Jl2. sin {}. cos {}. coscp 

Mz=O. 
Die regulare Prazession des symmetrischen Kreisels wird demzufolge 
durch ein Kriiftepaar erzwungen, das beziiglich del' Figurenachse 
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die Komponente Null hat, seine Achse liegt also in der xy-Ebene 
(Xquatorebene des Kreisels). Vor der nachfolgenden Umformung be
merken wir noch, daB die KnotenlinieAbb. 238 auf der durch die ?;
und z-Achse bestimmten sog. Prazessionsebene senkrecht steht und 
urn die Prazessionsachse wie ein Uhrzeiger gleichmaBig umlauft. Die 
Knotenlinie bildet mit der y-Achse den Winkel q:;. 

Zur Abkiirzung sei gesetzt J p:v· sin 1f = M' und (J - J 1 ) /-l2 sin 1f. cos 1f 
= Mil, das sind zwei im vorliegenden Fall offenkundig konstante Mo
mente. Obige Gleichungen schreiben sich nunmehr einfach 

ltl", = (M' + Mil) . sin q:; 
(Mz=O) . 

My = (M' + Mil). cos q:; 

Die Gleichungen besagen, daB M", und My die Katheten, Ma = M' + Mil 
die konstante Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks sind, in dem 
der Winkel zwischen Hypotenuse und y - Achse (d. h. M) gleich q:; ist. 
Die Resultante aus M und Mist Ma und ist ein kons£antes Moment, 
dessen Achse die K;otenlinieY ist und das auf der Prazessionsebene 
senkrecht steht. Dieses Moment Ma ist es, das die regulare Prazession 
erzwingt; es hat die GroBe 

Ma = M' + Mil = J /-lY' sin 1f + (J - J1) /-l2 sin 1f. cos 1f 

= J/-lY' sin 19· { 1 + (1- ;)~CoS1f}. (204) 

Ganz bestimmte Werte J/-ly1f sind also der Gl. (204) zufolge erforder
lich, wenn zusammen mit M'l eine regulare Prazession sich vollziehen solI. 
Das Moment Md ist positiv. Auf den positiven Zweig der Knotenlinie 
stehend mit dem Blick gegen die Prazessionsebene gewahrt man das 
Moment, wie es in der Prazessionsebene eine Uhrzeigerdrehung anstrebt, 
also die Offnung des Pra?;essionskegels zu vergroBern sucht. Diese 
letztere Bewegung kommt aber nicht zustande, weB das Moment voll
standig aufgebraucht wird, urn die Deviationen zu erzwingen, die mit 
der regularen Prazession verbunden sind. Das Moment Ma Gl. (204) 
bringt also bei dem regular prazessierenden Kreisel keinen Ausschlag 
der Figurnnachse hervor in der eigenen Momentebene d. h. hier in der 
Prazessionsebene, wie man es erwarten konnte; die Figurenachse weicht 
vielmehr seitlich aus, als ob sie sich in die Richtung der Achse des 
Momentes begeben und dieses gleichsam einholen wollte; die Kreisel
achse sucht sich in gleichstimmigen Parallelismus mit der Momentachse 
Ma zu setzen. Man kann sich die Stellung der drei Vektoren Y/-lMa 
entweder nach dieser Regel yom Streben der Figurenachse nach gleich
stimmigem Parallelismus mit der Achse des Drehmoments merken, oder 
Daumen-, Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand als Vektoren 
/-l Y M d ansehen. 

Der Wert des Drehmoments Gl. (204) stimmt zunachst mit dem 
elementar abgeleiteten Wert GI. (203) nicht iiberein. Bei einem schnell
laufenden Kreisel ist indes die Prazessionsgeschwindigkeit /-l meist klein 
gegen dit{ Winkelgeschwindigkeit Y der Eigendrehung des Kreisels urn 
die Figurenachse; der eingeklammerte Teil der Gl. (204) hat dann 
nahezu den Wert Eins und das zur Aufrechterhaltubg der regularen 
Prazession erforderliche Moment den Wert J fl y. sin 1f; diesel' wach&t 
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mit {} von Null bis J ft v, je nach dem Offnungswinkel des Prazessions
kegels. Die elementare Betrachtung in 277 gilt also nul' angenahert: 
1. fiir einen schnellen Kreisel, 2. fiir einen Prazessionskegel mit 90° Off
nung, in welchem Fall das zur Aufrechterhaltung der Prazession er
forderliche Moment seinen GroBtwert hat. Die G1. (203) Md= Jftv 
=Jwll we gilt nul' fiir diesen unter 2. erwahnten Sonderfall, daB die 
Kreiselachse auf del' Prazessionsachse senkrecht steht. 

Die Naherungsgleichung 

Md = J. ftv, sin {} . . . . . . . (204 a) 

ist fUr schnelle Kreisel von vorziiglicher Brauchbarkeit. Die genaue 
Gleichung (204) hat indes doch den Vorteil, daB sie erkennen laBt, daB 
auch ein kraftefreier Kreisel regular prazessieren kann, was 
aus del' genaherten G1. (203) nicht ersichtlich ist. Es ist namlich beim 
kraftefreien Kreisel M d = 0, also zufolge G1. (204): 

o = 1 + (1 - ~~) I:!.. cos {}. 
\ J v 

GemaB dieser GIeichung wird sich die Achse eines kraftefreien Kreisels 
einstellen und einen Prazessionskegel mit Offnung {} beschreiben, der 
von der Massenverteilung J und J1 und den Winkelgeschwindigkeiten 
der Eigendrehung und der Prazession abhangt. 

Konstruiert man nach Abb. 235 den DraUvektor, so erkennt man, 
daB er in del' Ebene der Figurenachse und der Momentanachse und 
damit nach den zuvor Bemerkten in der Prazessionsebene liegt. Er 
macht die regulare Prazession des Kreisels mit. 

Wiirde bei einer durch ein auBeres Moment erzwungenen Prazession 
dieBes Moment zu wirken aufhoren, so wiirde fortan der Kreisel die 
kraftefreie Poinsotbewegung (337) urn die momentane und von da ab 
raumfe&te Stellung des Drallvektors ausfiihren. 

Weiteres ii.ber die Theorie des Kreisels vg1. R. Grammel, Der 
Kreisel, und Klein-Sommerfeld, Theor'ie des Kreisels. 

279. Allseitig drehbar gelagerter Kreisel in Kardanaufhangung. 
Erhaltung del' Kl'eiselachse. Kl'eiselwil'kung und FreiheitElgrad ZUllI, 

Prazessieren. Stabilitat del' Kreiselachse gegen StOlle. Ein Kreisel 
ist in einem kardanischen Gelenk (Abb. 237) allseitig drehbar in 
Ringen aufgehangt (BohnenbergerECher Apparat) und del' Schwere
wirkung entzogen, indem del' Schwerpunkt in die Mitte der Vor
richtung gelegt ist. Reibung ist durch Spitzenlagerung nach Mog
lichkeit vermieden. Der Kreisel ist in diesem Gelenk als nahezu krafte
frei anzusehen. Unter diesen Umstanden behalt die Kreiselachse bei 
allerhand Bewegungen des Gestelles ihre Richtung bei, sogar wenn der 
Kreisel nicht rotiert. Das ist nach dem Tragheitsprinzip nicht andel'S 
zu erwarten. Man p:fl.egt diese Erscheinung die Erhaltung der Dreh
achse des kriiftefreien Kreisels zu nennen. 

AuBerordentlich auffallend ist aber del' groBe Widerstand, den die 
Achse eines groBen rasch laufenden Kreisels einer Richtungsanderung 
entgegenzusetzen vermag. Fiihrt man einen Schlag gegen die Achse 
des laufenden Kreisels, der am Modell Ahb. 237 freHich nicht sehr 
!ltark sein darf, so erzittert me Achse ein wenig, behalt abel' ihre 



Kreisel. 423 

Richtung bei. Sie ist stabil, sie fiihrt stabile Schwingungen aus, die 
durch die kleinen unvermeidlichen Widerstande des Apparates rasch 
abgedampft werden. Die Achse setit dem Schlag einen Widerstand 
entgegen, beinahe wie ein starrer festgelagerter Korper. Die Figuren
achse besitzt einespezifische Widerstandsfahigkei t gegen Rich tungs
iilnderung, eine Art absoluter Orientierung im Raum (Klein
Sommerfeld). Ein derartigel' Apparat ist grundsatzlich zum Nach
weis der Drehung der Erde um ihre Achse geeignet. Die Figuren
achse neigt sich relativ zum Horizont; in Wahrheit ist die Achse raum· 
fest und der Horizont bewegt sich. 

Obt man eine andauernde Kraft bzw. ein Moment auf die Kreisel
achse aus (durch ein am inneren beweglichen Fassungsring angebrachtes 
Obergewicht), so prazessiert sie in der bekannten Weise gemaB der 
Dreifingerregel der rechten Hand. Vorhindert man aber di~ hierbei 
angestrebte Prazession durch Festhalten des auBeren beweglichen 
Fassungsringes, so hort die Stabilitat auf. Die Kreiselachse laBt sich 
jetzt genau so drehen, wie wenn das Kreiselrad gar nicht umliefe, wo
von man sich durch den Versuch iiberzeugen kanu. Wir stellen daher 
fest: Der Kreisel kann nur dann stabilierend wirken, wenn 
er volle Freiheit zum Prazessieren hat, oder negativ ausgedriickt: 
Mit der Freiheit zum Prazessieren verliert die Kreiselachse 
ihre Stabilitat, ihren spezifischen Widerstand gegen Rich
tungsanderung. 

280. Warum fallt ein sehwerer Kreisel nieht urn, riehtet sieh 
vielmehr auf? Regulare und pseudoreguliire Prazession. Nutation. 
Die zugespitzte Achse eines kraHig abgezogenen Kreisels werde in ge
neigter Lage in ein reibungsfreies Spitzenlager gestellt. Der Kreisel 
fallt nicht um, sondern prazessiert nach der auf S. 421 angegebenen 
Regel, indem die Kreiselachse im groBen und ganzen einen Kreiskegel 
beschreibt. Sobald man namlich die geneigt aufgestellte Kreiselachse 
freigibt, sucht die Schwere den Kreisel umzuwerfen; er fangt an in 
der Ebene des Schweremomentes zu kippen, aber sofort mit dem 
Kippen zusammen steUt sich die Prazession um die Vertikalachse des 
Sbiitzpunktes ein und damit nach 277 das aufrichtende stabilierende 
Gegenmoment. Die Kreiselachse kippt so lange nach unten, bis die 
Prazessionsgeschwindigkeit eine GroBe erreicht hat, bei der das stabilie
rende Gegenmoment dem Schweremoment das Gleichgewicht halt. 
Freilich hOrt das Abwartskippen nicht ganz genau in der Gleichgewichts
lage auf, es treten vielmebr kleine Schwingungen um die Gleich
gewichtslage ein, sog. Nutationen, indem bald das Schweremoment 
ein wenig groBer wird als das stabilierende Moment, bald umgekehrt. 
Auch die Prazession ist im allgemeinen nicht genau gleichf6rmig oder 
regular, wie man hier zu sagen pflegt, es ist vielmehr der gleichfor
migen Prazession eine Schwingung, die in der Ebene der prazessieren
den Kreiselspitze verlii.uft, iiberlagert. Die Kreiselspitze beschreibt 
eine haufig dem bloB en Auge nicht sichtbare Zykloide. Die Bewegung 
wird pseudoregulare Prazession genannt, die nutationsfreie Be
wegung dagegen regulare Prazession. ' 

Wegen der Kleinheit der Nutation und weil die prazessierende 
Kreiselachse fast genau einen Kreiskegel hElt:!chreibt" ist das Schwere-
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moment wahrend der ganzen Bewegung merklich konstant; es ist 
Md,=G.a, mit der Bezeichnung der Abb.241-

DaB nun ein schwerer Kreisel sich sogar aufrichtet, wenn er mit 
geneigtel Achse aufgesetzt war, kommt von der U mfangsreibung her, 
die die stets etwas abgerundete KreiseIspitze auf einer rauhen Unter
lage erfahrt. Wir haben die Reibung bei der unmittelbar vorher
gehenden Beschreibung der regularen oder pseudoregularen Prazession 
noch nicht beriicksichtigt. Die Umfangsreibung an der abgerundeten 
Kreiselspitze besitzt aber in bezug auf den Schwerpunkt ein Moment, 
das nach der Merkregel auf S.421 eine Prazession im Sinne des Auf
richtens der Kreiselachse veranlaBt. Natiirlich nimmt dabei die Dreh
zahl der KreiseIs abo 

281. Kreiselwirknngen an schnellaufenden Radsatzen. Schnell
laufende Rader konnen wie Kreisel wirken, wenn ihre Achsen, die bler 
die Figurenachsen sind, aus ihrer Richtung gebracht werden. Das ge
schiehtz. B. bei der Kurvenfahrt eines Fahrzeuges oder, wenn eines 
der beiden Rader einen StoB empfangt, in eine Vertiefung gerat oder 
iiber eine ErhOhung hinwegfahren muB. Je groBer die Winkelge
schwindigkeit w2 ' mit der die Radachse ihre Richtung andert, mit 
and ern Worten prazessiert, und je groBer die Winkelgeschwindigkeit Wi 

der Rader, je groBer ferner das Tragheitsmoment J des Radsatzes i!l 
bezug auf seine Drehachse, desto groBer die Kreiselwirkung, Gl. (203a): 

K=Wl ·W2 ·J· 

Bei der Kurvenfahrt prazessiert die Radachse um den Kriimmungs
mittelpunkt der Kurve. Welches die auftretende Kreiselwirkung ist, 
erkennt man mit Hilfe der Dreifingerregel der linken Hand. Die freien 
Deviationskrafte beider Rader ergeben je ein Moment, das die Rad
achse um die iiuBere Schienenkante bzw. Radspur zu kippen sucht, 
genau wie die Zentrifugalkraft des ganzen Fahrzeuges. 1st m die auf den 
Radhalbmesser r reduzierte Masse des Radsatzes, also J = mr2 dessen 
Tragheitsmoment in bezug auf die Radachse, ist ferner v [m/sk] die 
Geschwindigkeit des Fahrzeuges und B [m] der Kriimmungshalbmesser 
der Kurve, also w 2 = vi B die Winkelgeschwindigkeit der Radachse urn 
den Kriimmungsmittelpunkt wiihrend der Kurvenfahrt, wt = vir die 
Winkelgeschwindigkeit der Rader, so ist das Kippmoment der Kreisel
wirkung des Radsatzes bei der Kurvenfahrt nach Gl. (203): 

v2 r 
Mk=--·mr'J=mv'J.-. 

B·r B 
Durch dieses Moment wird der Druck des auBeren Rades gegen die 
Schiene bzw. gegen die auBere Radspur vermehrt, der Druck des 
inneren Rades gegen die innere Schiene bzw. gegen den innern Lauf
kreis der Kurve vermindert. 1st ferner M die Masse des ganzen Fahr
zeuges und Iiegt dessen Schwerpunkt h [m] iiber der Schienenober
kante bzw. der Fahrbahn, so ist die Zentrifugalkraft von M gleich 
Z = M· (v'J I B), also deren Kippmoment 

v'J 
Mc=M B· lt , 
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somit 
Mk m r 
M=M'k' 

c 

d. h. da m I M und ria echte Briiche zu sein pHegen, ist das Kipp
moment der Kreiselwirkung ein echter Bruchteil des Kippmomentes 
der Zentrifugalkraft, der bei allen Fahrgeschwindigkeiten und Kriimmungen 
den gleichen Wert hat, wahrend die Absolutwerte der beiden Kipp
momente in ersichtlicher Weise von Fahrgeschwindigkeit und Kriimmung 
abhangen. Nach Klein-Sommerfeld, "Theorie des Kreisels" IV, ist 
fiir den Schnellbahnwagen Marienfelde-Zossen (1903): mlM = 1,5 t/15 t; 
ria = 0,625 mil m, also 

M =1,5. 0,625. M =00625M 
k 15 1 c' c' 

d. h. das Kippmoment der Kreiselwirkung ist 6,25 0J0 yom Kipp
moment der Zentrifugalkraft, das demnach durch die Kreiselwirkung 
im vorliegenden FaIle nicht erheblich vermehrt wird. 

Beim Hinwegfahren eines Rades iiber eine Unebenheit entsteht 
selbst in gerader Strecke eine Kreiselwirkung um eine vertikale Achse, 
z. B. an einem "Gleisbuckel", ebenso beim Befahren des Anstieges oder 
Abstieges der iiberhOhten Schiene einer Kurve. Prinzipiell ist die Be
trachtung der vorigen gleich, es ist die Dreifingerregel der· linken 
Hand anzuwenden. Das Ergebnis ist (vgl. Klein-Sommerfeld, 
Kreisel IV, S. 777), daB bei einem Anstieg von 1/300 und 900 m 
Kriimmungshalbmesser die Kreiselwirkung um die Vertikale die vorhin 
besprochene um das 2,1 fach~ iibertrifft. Hierin liegt, wie a. a. 0: aus
gefiihrt ist, der Grund, weshalb an den Oberbau einer Schnellbahn 
besonders hohe Anforderungen zu stellen sind. Das Schnellbahn
problem wird schlieBlich eine Frage des Oberbaues. 

Auch die Kreiselwirkungen, die entstehen, wenn die Drehachsen 
eines Automobil- oder Flugzeugmotors oder eines Turbinendampfers 
oder eines Raddampfers aus ihrer Richtung herausgelenkt werden, 
lassen sich auf die gleiche Weise mit Hilfe der Dreifingerregel der 
linken Hand feststellen und in ihrer GroBe mittels der Hauptgleichung 
des Kreisels abschatzen 1) • 

282. Der Kreisel als KompaR. Die groBen Eisenmassen der 
Kriegsschiffe und die starken elektrischen Strome, die an Bord ver
wendet werden, storen den MagnetkompaB derart, daB der Ersatz der 
Magnetnadel dringend erwiinscht wurde. Schon Foucault regte an, 
den Kreisel zu beniitzen. Erst Anschiitz-Kampfe ist aber eine be
friedigende konstruktive Durchbildung eines Kreiselkompasses gelungen. 
In Abb.242 sieht man in einem mit Quecksilber gefiillten Trog einen 
Schwimmer, und mit diesem fest verbunden einen Kreisel mit wag
rechter Achse. Er wird durch einen Elektromotor in Gang gehalten, 
der lediglich die Luft und Lagerreibung des Kreisels zu iiberwinden 
hat, damit der mit 20000 Umdrehungen in der Minute laufende Kreisel 

1) Beziiglich der rechnerischen Behandlung der Anwendungen des Kreisels 
siehe das Buch von R. Grammel, Der Kreisel, wo auch die Literatur ZUBammen
gesteIIt iat. 
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nicht zum Stillstand kommt. Der am Schwimmer hangende Kreisel 
kann um jede beliebige horizontale Achse kleine Pendelungen aus
fiihren und sich hauptsachlich urn die Vertikale frei drehen. Der Zweck 
der Schwimmeraufhangung besteht darin, der Kreiselachse nur eine 
Prazession in der Horizontalebene zu gestatten. Damit besitzt der 
Kreisel den hier erforderlichen Freiheitsgrad der Bewegung. 

Weshalb kommt nun an diesem Instrument cine KompaBwirkung 
zustande~ Weshalb stellt sich die wagrechte Kreiselachse in die Nord
siidrichtung ein? Das ' kommt davon her, daB die Kreiselachse von der 
Erde mitbewegt und zum Prazessieren gezwungen wird, die hierbei auf
tretende Kreiselwirkung liefert die Richtkraft fur den KompaB. Das 
Drahtmodell (Abb. 242 a) solI die 
Erdachse und zwei Meridiane vor-
stellen; die auf dem einen Draht- w /l. 

meridian gezeichnete Kugel einen 
Punkt der Erdoberflache. Eine 
durch den Punkt gelegte Tangen
tialebene kann z. B: der Boden 
sein, auf dem wi:" uns befinden. 
Die Kreiselachse befinde sich in 
der Nordsiidrichtung des Meri
dians . . Die Eigendrehung sei durch 

Abb. 242. 
Abb. 2420.. 

den Vektor we dargesteUt, der verlangert die Erdachse schneidet. 
Die sich drehende Erde nimmt den Vektor we mit und veranlaBt 
ihn zu einer Prazession mit der Winkelgeschwindigkeit und dem 
Sinne der Erddrehung ulld zwar urn die Erdachse, an deren Stelle 
auch die Parallele zur Erdachse durch den Erdort treten kann. Auf 
der letzteren kann der Vektor W dieser Prazession aufgetragen wer
den und bestimmt mit we zusa~men die sog. Prazessionsebene. 
Auf dieser steht die Kreiselwirkung K senkrecht und sucht die 
Kreiselachse we zum gleichstimmigen Parallelismus mit der Prazessions
achse wp zu bringen (Dreifingerregel der linken Hand). Die Kreifel
wirkung sucht in diesem FaIle den Schwimmer mit der KompaB
rose schrag zu stellen und wird . dabei durch das riickfiihrende Mo
ment der Schwere des Kreisels begrenzt. Die Kreiselachse selbst bleibt 
im Meridian. 
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Wir gehen nun von einer. andern Anfangsstellung der Kreiselachse 
aus, etwa von der Ostweststellung co.l' die senkrecht auf der vorhin 
betrachteten steht. Auch dieser auf dem Meridian senkrecht stehende 
Vektor wird von der Erde zu der gleichen Prazession COP. wie zuvor, 
momentan veranlaBt. Dabei entsteht eine Kreiselwirkung Kl nach der 
obigen Regel. Kl steht auf der Erdachse senkrecht und kann in die 
Komponenten K/ nach der Meridiantangente und Kt nach der Ver
tikalen des Erdortes zerlegt werden. K/ bewirkt nur eine Schrag
stellung des Schwimmers, K/, dagegen fiihrt die Kreiselachse in den 
Meridian zuriick und verschwindet erst, wenn die Kreiselachse im 
Meridian steht. K/' bildet die Richtkraft des Kreiselkompasses. 

Die Kreiselachse wird demgemaB aus jeder beliebigen Anfangs
stellung'in den Meridian getrieben bzw. in diesem festgehalten. Zum 
leichteren Verstandnis der Abb. 242 a sei bemerkt: cop' Kt, K l , Kl" COe 

liegen in der Meridianebene; coeP COe' Kl" Kl in der Tangential-(Horizontal-) 
Ebene des AufsteUungsortes; K COel ist die Westostrichtung. 

17. Kapitel. 

Lehre von den Schwingungen. 

§ 60. Einfache harmonische Schwingung. 
233. Die Zentralkraft oder Richtkraft einer einfachen sinus

formigen harmonischen Schwingung. Die Grundeigenschaften und 
-begriffe einer einfachen harmonischen Schwingung, die ein Sinus- oder 
Kosinusgesetz befolgt, sind am Beispiel einer Kurbelschleife im Ab
schnitt 139 besprochen worden, der hier nachzulesen ist. Ais Merkmal 
der einfachen harmonischen Schwingung ist dort festgestellt worden, 
daB die Beschleunigung des schwingenden Punktes dem Ab
stand von der J.\Httellage proportional und stets. auf die 
Mittellage zu gerichtet ist. Dad man die ganze schwingende Masse 
sich in einem Punkt von der Masse m vereinigt vorstellen, so ist auch 
die beschleunigende Kraft (= Masse mal Beschleunigung) dem Abstand 
von der Mittellage proportional und stets gegen die Mittellage der 
Schwingung hin gerichtet. Eine stets durch den gleichen Punkt ge
hende Kraft heiBt Zentralkraft, man nennt sie bei der Schwingung 
auch Richtkraft. Man kann diesen Satz auch umkehren: Steht ein 
Punkt von der Masse m unter dem EinfluB einer Zentral- oder Richt
kraft, die dem Abstand von einem Fixpunkt 0 proportional ist und 
iiberdies eine und dieselbe Gerade zur Richtungslinie hat, so vollfiihrt 
der Punkt eine geradlinige harmonische Schwingung, nach Art der 
Bewegung einer Kurbelschleife. 

Wegen seiner grundsatzlichen Wichtigkeit soll dieser Satz rechne
risch nachgewiesen werden. Vom Fixpunkt 0 aus werde auf der gleich
bleibenden Richtung der Richtkraft der Abstand x der schwingenden 
Masse m gemessen; im Abst!tnd x sei die Richtkraft - P, wobei das 
Minuszeichen zu wahlen ist, weil P im Sinn der abnehmenden x wirkt. 
1st c die Richtkraft im Abstand x = 1, so hat man P = c· x. Bringt 
man an der schwingenden Masse auBer dieser Kraft die imtgegen. 
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gesetzte Beschleunigungskraft - m (d 2 xfdt2) an, so ist sie nach dem 
d' Alem bertschen Prinzip im Gleichgewicht: Die algebraische Summe 
der tatsachlich wirkenden Kraft - P und des Tragheitswiderstandes 
- mx ist Null; daher lautet die Gleichgewichtsbedingung fur die an m 
wirkenden Krafte: 

-mx-P =0 

oder -mx-cx =0 

"+ c x -·x=O. 
m 

oder 

Die Integration der Gleichnng 

(205) 

wo zur Abkiirzung w 2 = elm gesetzt ist, liefert bekanntlich als all
gemeine Form der Gleichung einer einfachen harmonischen 
Schwingung; 

x=A . sin wt+ B· cos wt . . . . . . (206) 

oder auch, wenn man die beiden Integrationskonstanten A und B 
durch zwei andere a und fJ ersetzt, die so gewahlt werden, daB 

A = a . cos fJ und B = a· sin fJ, 

wobei a=v'A2+B2 und tgfJ=BIA: 

x = a (sin wt· cosfJ + cos wt· sin fJ) 

x=a.sin(wt+fJ) .......... (207) 

Die Integrationskonstanten A und B oder a und fJ sind aus zwei 
Grenzbedingungen zu ermitteln, d. h. es miissen zwei Bewegungszustande 
der schwingenden Masse bekannt sein, um A und B bzw. a und fJ zu 
bestimmen. Die Zeit t soIl z. B. von dem Augenblicke an gemessen 
werden, wo die Masse durch 0 hindurchgeht, was mit der Geschwindig
keit Vo geschehe. Damit sind die beiden Grenzbedingungen (x = 0 fur 
t=O) und (v=dxldt=vo fUr t= 0) ausgesprochen, die zusammen 
mit der Angabe der GroBe der Masse m und der Richtkraft c im Ab
stand x = 1 die Schwingung eindeutig bestimmen. Es ist namlich 
unter Beachtung der beiden Grenzbedingungen und da 

V= dxldt=Aw coswt - Bw sin wi: 
O=B·l und vo=A.w 

also B=O und A=volw, 
womit a=A und fJ=O. 

Die Schwingung befolgt daher die Gleichung 

. vo' x=a·Sln wf=-·Sln wt, 
w 

wobei w =v'c/m. Der groBte Ausschlag, die Amplitude der Schwin
gung, betragt, da der GroBtwert des Sinus Eins ist, a = vof w. Die 
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Schwingungsdauer '[ ist, da nach 139 2 n = an: 

1 2n 2n 
'[=-=-=-= ....... (208) 

l' W v'c/m 
Die Schwingungsdauer ist also von der Amplitude unabhangig und 

konstant, d. h. Schwingungen sind isochron. 
Die minutliche Schwingungszahl betragt 

n= 60.1'= 60 = 30 w' 30 1 /c .... (209) 
'[ n n Y m 

Vergleicht man die Schwingung mit einer Kurbelschleifenbewegung, 
so entspricht in den vorangehenden Gleichungen w der konstanten 
Winkelgeschwindigkeit der Kurbel. Wir wollen dem Wert w in Zu
kunft die allgemeinere Benennung Kreisfreq uenz beilagen. 

Als wichtigste Folgerung ergibt sich, daB die Gesetze der ein
fachen harmonischen Schwingung stets dann geIten, wenn die Richt
kraft, die auf eine geradlinig bewegte Masse wirkt, dem Abstand von 
einem Fixpunkt proportional ist. 

284. Beispiele einfacher harmonischer Schwingungen (nach dem 
Verfahren in 139). 

1. Mathematisches Pendel mit kleinem Ausschlag. Die 
Punktmasse m sei in 0 an einem masselosen Faden von der Lange l 
aufgehiingt und fiihre in einer Ebene kleine Schwingungen aus. Ist m 
um den klein en Winkel a aus der Mittellage ausgelenkt, so ist, die 
Richtkraft gleich der Tangentialkomponente des Gewichtes, namlich 
m· g. a; die zugehOrige Beschleunigung ist g' a; sie wirkt im Abstand 
l· a von der Mittellage und ist diesem proportional; die Beschleunigung 
im Abstand 1 von der Mittellage ist demnach 

g·a g 
b1 =z:a=Z' 

Hiermit erhalt man fiir die volle Sch wingungsdauer eines mathe
matischen Pendels nach Gl. (115) in 139: 

, 1/1 l/ l 
'[=2ny ~=2ny y' 

Ein Sekundenpendel (1 Hingang = 1 sk) an einem Erdort, wo 
g = 9,81 [mJsk] ist, hat demnach die Lange 

'[2 22 
l = 4 n2' g = 4 n 2 9,81 = 0,994 [m]. 

2. Punktmasse an einer Feder, Eine Punktmasse m be
finde sich an einem Ende einer masselosen Feder, deren anderes 
Ende festgehalten sei. Von Gewichtswirkungen und dampfenden Wider
standen sei abgesehen. Die Masse m kann dann freie Schwingungen 
ausfiihren, die, wenn nur ein Impuls in der Richtung der Federachse 
ausgeiibt worden ist, geradlinig verlaufen. Die Federkraft P moge 
der Federdehnung x proportional sein, gemaB P = c· x. Gesucht die 
Schwingungsdauer '[. 
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Wir haben, um '!: zu finden, die Besehleunigung bi fUr den Aus
schlag 1 anzugeben und in 01. (115) einzusetzen. Naeh dem dynami
sehen Orundgesetz ist PI = m · b1 der im Abstand 1 auftretende Trag
heitswiderstand; er ist naeh dem d'Alem bertsehen Prillzip gleieh und 
entgegengesetzt der besehleunigenden Kraft der Feder. Die Federkraft 
ist aber im Abstand 1, wo sieh die Feder um 1 verlangert hat, gleieh c; 
somit ist c=m·b1 , also bi =c/m, womit die 01. (115) in 139 ergibt: 

~=2nV: . . . (210) 

Fur eine zylindrisehe Sehraubenfeder und einen geraden zylin
drisehen Stab findet man z. B. c wie folgt: 

a) Die dureh P kg bewirkte Verlangerung x einer zylindrisehen 
Sehraubenfeder aus Stahl von der Drahtstarke d [em], Windungs-

Abb.243. 

I 
I 

Abb.244. 

-------t3 
Abb. 245. 

halbmesser r [em], Windungszahl i, SehubzifIer fJ = l /G, ist naeh der 
Festigkeitslehre (G = 780000 - 840000 kg/qem): 

Pr3 P 
x=64·-i·- fJ= - . d4 c 

Die Spannkraft der Feder ist, wie aueh Versuehe zeigen, der Ver
langerung proportional. Die Kraft PI fur x = 1 ist 

d4 

PI =c= 64ir3fJ' 

fJ) Die dureh die Zug- und Druekkraft P bewirkte Verlangerung 
oder Verkurzung x eines zylindrisehen Stabes von der Lange l [em], 
vom Quersehnitt f[ qem], mit DehnungszifIer a = 1/ E [em 2/kg] betragt 
naeh der Festigkeitslehre 

P P 
x=a·l·-=-. 

f c 
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Die Kraft P l = c, die den Stab um x = 1 dehnt, ist also 

f 
P l =c= cd' 

431 

Die Werte von c sind in Gl. (210) einzusetzen und iiberdies 
zu beachten, daB als MaBeinheiten [kg, cm, sk] gewahlt sind, also 
m=Q [kg]: 981 [cm/sk2] zu nehmen ist. 

3. Punktmasse an einelli einseitig eingespannten Bie
gungsstab. Lange l[cm], Tragheitsmoment des Querschnitts e[cm4], 

tragt am freien Ende eine (gewichtlos gedachte) Masse m, die in 
ebene Querschwingung versetzt wird. Der Stab ist als masselos ge
dacht. Wie groB ist die Schwingungsdauer1 

Die Richtkraft P, die mit einer Durchbiegung y verkniipft ist, 
wirkt quer zur Balkenachse und betragt fUr die beschriebene Be
festigung und Belastung des Balkens nach der Festigkeitslehre 

a Pl3 P 
Y=83"=c' 

ist also dem Biegungsausschlag proportional. 
Die Kraft P l = c, die die Durchbiegung y = 1 hervorruft, ist 

38 
P l = c=(ii8' 

. Weil die Richtkraft dem Ausschlag proportional ist, darf Gl. (208) 
beniitzt werden und es ist die Schwingungsdauer 

1 ... 1m ... /amf· 
7:=-;=21l V c=21l V 38 ' 

wobei als MaBgroBen [kg, em, sk] zu beniitzen sind, die Masse also 
z. B. m = G [kg] : 981 [cm/sk2] ist. 

§ 61. Geometrische Analyse der Schwingungen. 
285. Bedeutung der allgemeinen Gleichung einer einfachen Schwin

gung. Vor- und Nacheilung •. Phasenverschiebung oder -unterschied. 
Graphische Darstellungen. Eine Kurbelschleife, die von einer gleich
formig rotierenden Kurbe.l angetrieben wird, vollfiihrt nach Absehnitt 
139 eine einfache harmonisehe Sehwingung. Es ist von groBem Nutzen, 
eine emfaehe harmonische Sehwingung sieh auch dann von einer Kurbel 
mit Kurbelschleife hervorgerufen zu denken, wenn ein unmittelbarer 
Zusammenhang zwischen der Sehwingung und einer Kurbelschleifen
bewegung gar nieht besteht. Der Elektrotechniker maeht von dieser 
Vorstellungsweise andauernd Gebraueh unter Verwendung des Polar
und Vektor-Diagramms, das naehher besproehen wird. 

Haufig andern sieh mehrere GroBen von gleieher Periodo oder 
Frequenz, z. B. Weg, Gesehwindigkeit und Besehleunigung einer Sehwin
gung, magnetisches Feld und induzierte Wechselspannung, nach dem 
Gesetz einer einfachen harmonischen Sehwingnng miteinander, jedoch 
so, daB sie nicht zu gleicher Zeit ihren GroBtwert erlangen. In einem 
bestimmten Augenbliek haben solche Schwingungen nicht die. gleiche 
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Erscheinungsform oder Phase, es besteht ein gewisser Unterschied in 
den Erscheinungsformen, ein Phasenunterschied, oder eine Phasen
verschiebung der Schwingungswellen. Diese Vorhii.ltnisse werden durch 
das Bild von Kurbeln in ubersichtlicher Weise veranschaulicht, welches 
Bild durch das Zeitdiagramm wirksam ergaIizt wird. 

Auf der gleichen Welle, die sich mit gleichformiger Winkel
geschwindigkeit OJ drehen moge, seien zwei Kurbeln K1 und K'J unter 
dem Winkel fJ gegeneinander aufgekeilt und drehen sich gleichfOrmig 
in der Pfeilrichtung (Abb. 246). Der Maschineningenieur sagt dann, 

Abb.246. 

die Kurbel K1 eile der Kurbel K2 um Winkel fJ vor oder K'J eile K1 
um fJ nach, je nachdem die Bewegung von K1 oder K2 als Haupt
bewegung aufgefa13t, d. h. je nachdem die Zeitrechnung beg onnen wird, 
wenn K'J oder K1 durch die Richtung AB hindurchgeht, von der aus 
die Kurbelwinkel OJ t gezii.hlt werden. 1m ersten Fall lautet die Glei
chung der von Kg und K1 hervorgerufenen und in der Richtung Al Bl 
sich vollziehenden Kurbelschleifenbewegungen: 

fiir K'J als Hauptkurbel . . . xl! = all . sin OJ t 
fur K1 als voreilende Kurbel . Xl = al • sin (OJ t + fJ) 
fur Kl als Hauptkurbel . . . Xl = a1 • sin OJ t 
fiir K2 als na.cheilende Kurbel x2 = a2 • sin (OJ t - fJ) 

+ fJ bedeutet demnach in diesen Gleichungen eine Voreilung, - fJ 
eme N acheilung. Die Bilder einer voreil~nden Welle und nach
eHenden Welle im Zeit-Weg-Diagramm sind in Abb.246 ersichtlich. 

Die beiden Wellen sind bei dieser Bezeichnungsweise in Vergleich 
geset7.t mit einer zur Zeit t = 0 beginnenden Welle, z. B. eilt cos· g; 
dem sin 9? um ~/2 vor oder die Beschleunigung eilt der Geschwindig
keit und diese dem Ausschlag eines harmonisch schwingenden Punktes 
um 90° vor. 

HierIhit ist auch die Bedeutung der Gro13en erklarii, die in der 
allgemeinen Gleichung X = a· sin (OJ t + fJ) einer einfachen harmonischen 
Schwingung vorkommen. 

a ist die Amplitude, d. h. der gro13te Ausschlag der Schwingung, 
+ fJ (im Bogenma13 auszudriicken) die Vor- bzw. Nacheilung, OJ = 2 ~/7: 
die Kreisfrequenz (Frequenz schlechthin ist '11= 1/7:). 
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1. Fiir die Gleichung x=aosin(rot+,8) hat Zeuner fo.Igende graphische 
Darstellung angegeben (Zeunersches Diagramm Abb. 247): 

Mache AOB I AlBl ; DO=ODl=a; «DUA,=/J und beschreibe iiber 
o D und 0 D, als Durchmesser Kreise; ist « A 00= rot, so. ist « OD 0 = rot + /J 
und OO=a sin(rot+/J)=x. 

Die Sehnen des o.beren Kreises stellen die po.sitiven, die des unteren die 
negativen Schwingungsaus8chliige dar. 

1st /J eine Nacheilung, so. ist /J vo.n AlBl 
aus nach links abzutragen. 

2. Das Vekto.r- o.der Po.lardiagramm des 
Elektrikers stimmt mit dem Diagramm Abb. 247 
iiberein. Zum Beispiel kann al die Maximalstii.rke 
eines magnetischen Wechselfeldes und a2 den GroBt
wert der vo.m ersteren induzierten Wechselspannung 
und /J die Nacheilung der Spannung hinter dem 
magnetischen ~'eld bedeuten. Die Pro.jektio.nen Xl 
nnd x2 sind dann die Mo.mentanwerte der magne
tischen Feldstii.rke und der Spannung zur Zeit t. 
Beide sind urn den "Phasenwinkel /J" "phasen
verscho.ben"; /J entspricht einer Zeit tl und 
zwar ist: 

wo.raus 

o.der 

t_/J1:_L 
'-2:1l-2:1lv 

/J=2:lt~=2:ltvtl' 
1: 

Abb.247. 

wo. 1: die Schwingungszeit o.der die Perio.de und v die Frequenz (= Anzahl der 
vo.llen Schwingungen in 1 sk) ist. 

Der Elektriker pflegt mit dem Ko.sinus des Phasenwinkels fJ zu rechnen; bei 
zwei phasenpleichen Stromen o.der Spannungen ist Co.s /J = Co.s 0 = 1 und wenn 
ein Phasenunterschied vo.n 90 0 vo.rhanden ist Co.s /J = Co.s 90 0 = O. 

286. Zusammensetzung und Zerlegung von Schwingungen. Harmo
nische Analyse. Fourierscher Satz. Graphisches Verfahren von Fischer
Hinnen. Man hat Apparate konstruiert, die den zeitlichen Verlauf 
einer Schwingung registrieren, d. h. die Schwingungsausschlage auf eine 
gleichformig umlaufende Schreibtrornrnel aufschreiben, so die Seisrno
graphen zurn Registrieren der Bodenbewegung bei einern Erdbeben, 
Schlicks Pallograph zurn Registrieren der SchiffBschwingungen, Fot
tingers Torsionsindikator zurn Registrieren der Verdrehung einer Pro
pellerwelle u. dgl., OszilIographen zur Messung der Schwankungen eines 
elektrischen Wechselstromes oder einer Wechselspannung, neuestens 
auch der Ternperatur im Innern einer WarmekraftrnaBchine. Die mit 
solchen Apparaten aufgenomrnenen Zeitbilder einer Schwingung sind 
nun keine einfachen Sinuslinien, sondern meist verwickelte und fiir die 
BeurteiIung undurchsichtige Kurvenziige; der Sinn dieser Kurvenschrift 
ware groBtenteils verborgen und das Eindringen in einen verwickeIten 
Schwingungsvorgang, wie er dem Ingenieur haufig vorIiegt, unrnoglich, 
hatte nicht Fourier durch Anwendung des Superpositionsprinzipes 
diese Schrift entziffert. Er hat gezeigt, daB jeder periodische Kurven
zug sich in einfache Sinuslinien auflosen laBt, deren Schwingungszahlen 
sich wie 1: 2 : 3 : ... : 00 bzw. deren Perioden sich wie 1: i : i : ... : 0 ver
halten, mathematisch aUBgedriickt: 

Autenrieth·EnssJin, Mechanik. S. Auf!. 28 
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f(cp)=Ao +A1·sin (cp+ Pl)+A2 ·sin(2 cp+ P2) +As .sin(3 cp -+- Ps) 
i=<» 

=Ao+.2Ai·sin(icp + Pi) ............. (211) 
i=1 

Wir haben die Bedeutung der einzelnen Glieder und die Anwen
dung der Fourierschen Reihe noch eingehend zu erortern; es solI 
jetzt nur die von' Fourier angegebene harmonische Analyse, d. h. die 
Auflosung einer verwickelten Schwingung in einfache Sinusschwingungen 
durch ein physikalisches Beispiel erlautert werden. Ein Klang beruht 
auch auf einem Schwingungsvorgang, und zwar im allgemeinen auf 
keinem einfachen ;ein Klang ist vielmehr ein Gemisch von Tonen, 
wenn man mit dem Wort Ton die einfache akustische Sinusschwingung 
meint. Helmholtz wies dies mit Hilfe der von ihm angegebenen 
Resonatoren nach, das sind kugelformige Hohlkorper aus Messing mit 
zwei diametral liegenden Offnungen, deren eine kurz ist und sich nach 
auBen erweitert, wahrend die andere trichterformi.ge in das Ohr ge
steckt werden kann. Ein solcher Resonator spricht merklich nur auf 
einen Ton von bestimmter Schwingungszahl an, den man mit Hilfe des ill 
das Ohr gesteckten Resonators aus beliebig vielen Tonen heraushoren 
kann. Mit Hilfe von Resonatoren, deren Schwingungszahlen sich wie 
1 : 2 : 3 : 4 usf. verhielten, untersuchte He I mho ltz einen Klang, etwa 
von der. Tonhohe des tiefsten Resonatortones und fand, daB nicht nur 
dieser sog. Grundton, sondern auch noch eine Anzahl "Obertone", deren 
Schwingungszahlen ganze Vielfache von der des Grundtones sind, er
klingen; die Zahl und Intensitat der mit dem Grundton gleichzeitig 
auftretenden Obertone bedingen die Klangfarbe. Durch diesen Versuch 
ist der Klang harmonisch analysiert; d. h. seine zusammengesetzte 
Natur als zerlegbar nachgewiesen in eine Summe von einfachen Schwin
gungen, deren Schwingungszahlen ganze Vielfache von der Schwingungs
zahl des Grundtones sind. Wenn in der Reihe der Obertone einzelne 
fehlen, oder unmerklich klein sind, so andert das an der Giiltigkeit 
des vorigen Satzes nichts. Das Ergebnis der Analyse eines Klanges 
mittels der Helmholtzschen Resonatoren ist ein Einzelergebnis, dessen 
allgemeiner Ausdruck das Fouriersche Prinzip ist. 

Die harmonische Analyse einer periodischen Schwankung irgend
einer physikalischen GroBe nach Fouriers Vorgang bildet den Schliissel 
zum tieferen Eindringen in die Schwingungsvorgange, besonders noch 
Hand in Hand mit der Erfahrungstatsache, daB bei gIeichzeitigem 
Auftreten beliebig vieler einfacher harmonischer Schwingungen jede 
einzelne physikalisch ebenso zur Wirkung kommt, wie wenn die andern 
gar nicht da waren. 

Wegen der Wichtigkeit der Zusammensetzung und Zerlegung von 
Schwingungen wird im nachfolgenden eine kurze Grammatik derselben 
aufgefiihrt, die in einigen trigonometrischen Umformungen und ihrer 
Deutung besteht; es mag im voraus darauf hingewiesen werden, daB 
gleichzeitig auftretende Schwingungen, deren Schwingungszahlen nicht 
ganzzahlige Vielfache einer Grundschwingungszahl sind, keine periodi
sche Schwingung ergeben, sondern ein Resultat liefern, das man 
,;Schwebung"nennt. 

Wir beginnen mit einfachen Fallen und schreiten zu den zu
sammengesetzten vor. 
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a) Die Gleichung x = a· sin (w t + (3) einer harmonischen Bewegung 
erscheint im Weg-Zeit-Diagramm als Sinuswelle mit Amplitude a und 
Vor- und Nacheilung + (3. Man hat aber auch 

x = a· cos (3 . sin w t + a . sin (3 . cos w t = A· sin w t + B . cos w t, 
wenn A = a· cos (3 und B = + a . sin(3 gesetzt wird. 

Die Sinuswelle x=asin (wt+(3) kann demnach als Summe 
zweier Sinus- und Kosinuswellen Xl = A· sin wt und x2= B· cos wt 
von gleicher Periode, aber verschiedener Amplitude aufge
faBt werden. 

b) Umgekehrt kann die Summe zweier Sinus- und Ko
sinuswellen von gleicher Perlode, aber verschiedener Ampli
tude durch eine einzige Sinuswelle ersetzt werden; es sei 
gegeben: 

x = A sin w t + B cos w t. 
Nach Einsetzung von A = a· cos (3 und B = a· sin (3 wird hieraus 

x = a· sin (wt+ (3), 
wobei zur Berechnung von a und (3 aus den gegebenen GroBen dient: 

a = VA 2 + Bli und tg (3 = B / A. 

1m Diagramm, das der Leser selbst 
sche Operation im Fall a) dahin 
zu deuten, daB die Kurbel a durch 
zwei stets einen rechten Winkel' ein
schlieBende Kurbeln A = a· cos (3 und 
B = a· sin (3 ersetzt ist, wobei A mit 
a den Winkel bildet; im Fall b) hat 
man umgekehrt die zwei den rechten 
Winkel einschIieBenden Kurbeln A 
und B nach dem Pythagoraer zu einer 
einzigen resultierenden Kurbel a zu
sammenzusetzen, die mit A den Win
kel (3 bildet. 

Die resultierende Kurbel a und 
die Komponentenkurbeln A und B 
haben unveranderliche Lange und 
drehen sich mit der gleichen Ge
schwindigkeit w. 

c) Zusammensetzung zweier 
Sinusschwingungen von glei-

zeichnen moge, ist die algebrai-

Abb. 248. 

cher Periode w = 2 niT, verschiedener Amplitude und verschie
dener Phase (31 und (32. 

Mit den Bezeichnungen der Abb. 248 ist 

x = a1 sin (w t+ (31) + a2· sin (wt+ (32) 
= a· sin (w t + (3). 

Man sieht aus dem Polardiagramm Abb. 248 (vgl. S.433) sofort, daB 
die Komponentenkurbeln 01 = a1 und 02 = a2 nach der Parallelo
grammregel durch die Kurbel 03 = a, die mit der gleichen unver· 

28* 
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anderlichen Geschwindigkeit W umlauft, ersetzt werden konnen. Es 
ist namlich wpgen del' Kongruenz del' schraffierten Dreiecke die Ordi
nate von 3 gleich del' Summe del' Ordinaten von 1 und 2. Zur Be
rechnung von a und fJ hat man, wenn fJ2 - fJt = cp geschrieben wird: 

a = Val 2 + a22 + 2 at a2 cos cp 

tg fJ = at • sin fJI + a2• sin fJ2 • 
al . cos fJl + a2 • cos fJ'J 

Ware ein Summanda2 • cos (w t + fJ2) vorhanden, so ware statt dessen 
zu setzen 

womit die Form del' ersten GIeichung dieses Unterabschnitts herge
stellt ist. 

Anwendung: Wie man aus dem Vorangehenden sieht, kann man Sinus
schwingungen von gleicher Periode, abel' verschiedener Phase stets dadurch zu 
einer resultierenden Schwingung zusammensetzen, daB man die Amplituden del' 
einzelnen Schwingungen als Vektoren ("Kurbeln") in ein Polardiagramm eintragt 
unter Beriicksichtigung del' Phasenverschiebung zwischen den einzelnen Amplituden 
(beziiglich der Phasenwinkel vgl. 285, Ziff. 2). 

Von besonderer Wichtigkeit ist bei praktischen Anwendungen del' Fall, in 
dem die AmpIituden del' einzelnen Schwingungen gleich groB, ferner die Phasen
winkel gleich groB und echte Bruchteile von 2"" oder 360 0 sind. In dies en Fallen 
ergibt sich die resultierende Amplitude Null; die Schwingungen heben sich gegen
seitig auf. Del' Studierende versaume nicht, sich das Gesagte durch Skizzen zu 
vergegenwartigen (vgl. S. 443). 

d) Zusammensetzung zweier Sinusschwingungen von ver
schiedener Periode, Amplitude und Phase: 

x = a l • sin (wl t + fJI) + a2 . sin (W2 t + fJ2)' 
Substituiert man 'If' = (w2 t + fJ2) - (Wl t + fJl)' so wird nach kurzer 
Umformung: 

x = (al + a2 . cos 'If'). sin (Wl t + fJl) + a2 • sin 'If" cos (Wl t + fJl) . 
Damit ist die Form auf diejenige in Absatz c) zuriickgefiihrt und man 
erhalt auf dem gleichen Wege wie dort: 

x = r· sin (wl t + fJl + -0), 
wenn: r· V (al + a2 • cos 'If')2 + a22 . sin 2 'If' , 

t .Q _ a2 • sin 'If' gu- . 
a l + a2 • cos 'If' 

Damit ist zwar die GIeichung fiir den resultierenden Ausschlag x auf 
die Form einer einfachen harmonischen Schwingung gebracht; die 
Schwingung selbst ist jedoch im allgemeinen wedel' einfach noch pe
riodisch; die GIeichung fiir x laBt indes wenigstens das eine erkennen, 
daB der Phasenwinkel -0 von 'If' und damit von del' Zeit abhangt, des
gleichen der Fabrstrahl r. Del' Phasenwinkel und del' Fahrstrahl andern 
sich also mit del' Zeit fortwahrend (was bedeutet. daB die l'esultierende 
Kurbel auBer ihrel' Lange auch ihre Umlaufsgeschwindigkeit andert) 
und del' VerIauf del' Schwingung ist im allgemeinen sehr verwickeIt; 
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einen weiteren Einblick vermag die obige Gleichung nicht zu ge
wahren. 

Ein teilweiser Einblick wird wie folgt erlangt: 
Die mit konstanter aber verschiedener Winkelgeschwindigkeit ?J1 

hzw. w2 (w1 > w2 ) rotierenden Kurbeln a1 und a2 denken wir uns 1m 
Polardiagramm zu einer Zeit, da sie sich gerade decken; nach 'to sk 
wird das wieder eintreten. Dann hat die schneller laufende Kurbel a1 

den Weg w1 'to und die langsamer laufende Kurbel a2 den Weg w 2 7:0 
zuruckgelegt; hat die rascher laufende Kurbel die andere eingeholt, so 
hat sie eincn Umlauf mehr gemacht als die andere (die Wege sind im 
WinkelmaB gemessen); es ist also: 

WI 'to - w 2 'to = 2 n 

oder nach Division durch 'to und mit W= 2n/7:: 

2n 2n 271: 

7:1 7:2 7:0 

d. h. 
1 1 1 

oder --- 1'1-1'2=1'0' 't1 't2 7:0 

woraus 
1 

. . . . . . (212) 

als Wert des gesuchten Zeitabschnittes 7:0 (Schwebungsdauer) s. u. 
Andere Dberlegung: Die konstante relative Geschwindigkeit der beiden 
Kurbeln ist W l - w 2 , der relative Weg zwischen zwei sich folgenden 
Deckungslagen 2 n; daher die Zeit 7:0 , in der der relative Weg durch
laufen wird. 

relati ver Weg 2 n 
7:0 = relat. Geschwindigkeit = w 1 - w 2 • 

Nach VerfluB weiterer 7:0 sk decken sich die beiden Kurbeln aufs 
neue usf. Dabei ist die Stellung, in der sich die Kurbeln decken, 
durchaus nicht stets die gleiche, man denke z. B. an die Zeiger einer 
Uhr. Diese sind jedoch immer noch ein besonderer Fall der erarterten 
Bewegung. Denn wahrend sich die Uhrzeiger nach Verlauf von 12 Stun
den stets in der gleichen Stellung docken, muB das im allgemeinen 
bei den von uns betrachteten Kurbeln durchaus nicht der Fall sein. 
Diese Bewegung hat im allgemeinen durchaus keinen periodischen Cha
rakter - im Gegensatz zur Ubrzeigerbewegung mit ihrer 12 stundigen 
Periode. Die gleich langen, der allgemeinen Schwebungsbewegung eigen
tiimlichen Zeitabschnitte 7:0 dLirfen daher nicht als Schwingungsdauer 
bezeicbnet werden, sondern werden Schwebungsdauer genannt. Das 
Zeitdiagramm einer Schwebung mit geringem Unterschied der Perioden
zahl zeigt Abb. 249, S. 438. Das Ergebnis dieses Unterabschnittes ist dahin 
zusammenzufassen: 1st ein schwingender Karper gezwungen, mebrere 
Sinusschwingungen von verscbiedener Frequenz gIeichzeitig auszufiihren, 
so resultiert eine nicbt periodische Schwingungsbewegung vom Charakter 
einer Schwebung; und umgekebrt eine "Schwebung" kann aufgefaBt 
werden als zusammengesetzt aus einfacheu Sinusschwingungen, die 
jedoch verschiedene Frequenz haben; die Frequenzen sind gnaz will-
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kiirlich; sie" sind vor aUem nicht ganzzahlige Vielfache einer Grund
frequenz. Letzteres ist die Bedingung fiir erne periodische Schwingung. 

e) Harmonische Analyse einer periodischen Funktion nach 
dem Satz "von Fourier. Graphisches Verfahren von Fischer
Hinnen. Tabellarische Berechnung nach Emde und Runge. 

Man begegnet in der Technik haufig "GraBen, die nach VerHuB 
einer gewissen Zeit immer wieder den gleichen Wert annehmen. Man 
nennt diese Zeit die Periode und die GroBe periodisch. Wir denken 
dabei etwa an den Weg, die Geschwindigkeit und Beschleunigung eines 
Kreuzkopfes oder eines Ventiles, dessen Antrieb von einer gleichformig 
umlaufenden Kurbel besorgt wird,: ferner an die Kurbelkrmte oder 
Drehmomente einer Kolbenmaschine, die im Beharrungszustand der 
Maschine mit jedem Arbeitsspiel in stets gleicher Weise wiederkehren. 
Den Verlauf dieser und ahnlicher GroBen pHegen wir" in der Technik 
bildlich darzustellen, indem wir die verflossenen Zeiten als wagrechte 

t'E------------- -------- Ts --------- -------"'"! -- -, 
I 

Abb.249. 

Abszissen und die zugehorigen Momentanwerte der periodisch ver
anderlicben GroBe als senkrechte Ordinaten auftragen. Gelegentlich 
wird ein solcher Wellenzug auch selbsttatig von einem Zeitindikator 
registriert; der Schreibstift des Indikators macht die Ordinatenbewegung 
proportional der periodisch schwankenden GroBe und zeichnet den pe
riodischen Linienzug auf einen Papierstreifen, dem eine gleichformige, 
also der Zeit proportionale Abszissenbewegung erteilt wird. Die ent
stehende Wellenlinie kann man nun nach Fourier als algebraische 
Summe einer Anzahl einfacher Sinus- oder· Kosinuslinien auffasserl. 
Die Summe hat im allgemeinen unendlich viele Glieder; tatsachlich 
kommt man aber unter Erzielung befriedigender Genauigkeit meist mit 
wenigen Wellen aus. 

Analytisch wird das Gesagte durch die sog. Fouriersche Reihe 
ausgedriickt: 

y =P m +A1 sincp +Ag sin 2cp +As sin 3cp + .. . 

+ B] cos cp + Bg cos 2 cp + Bs cos 3 cp + .. . 
=Pm+2:'Aisinicp+2:'Bicosicp . ...... (213) 

worin i die Reihe der ganzen Zahlen von 1 bis 00 durchlauft. Pm' Ai 
und Bi sind Konstante und cp ist das der Zeit proportionale Argument. 
Setzt man A.=PicosifJi und Bi=PisinifJi' also 

P.=VAi2+Bi2 und tgifJi=BiIA., 

so schreibt sich die Fouriersche Reihe auch in dar Form: 
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y=Pm +P1 sin (gJ + fJl) + P'J sin 2 (gJ+ fJ'J) +Ps sin 3 (gJ +fJs) + .,. 

=Pm +2:Pi sini(gJ+fJi ) • ••••••••••••• (21380) 

hie-rin bedeuten Pm und Pi wieder Konstante und ± fJi eine Vor- oder 
Nacheilung (285). 

Die einzelnen Glieder Pisini(gJ+fJJ nennt man die "Harmo
nischen" der Fourierschen Reihe, und zwar die 1., 2 .... , i-te Har
monische. Ihre graphische Darstellung als Sinuslinie im Zeitdiagramm 
ist in 285 ausfiihrlich beschrieben. 

Um sich mit der Fourierschen Reihe vertraut zu machen, ver
gegenwartige sich der Studierende, daB die 2.,3., .,., i-te Harmonische 
im Zeitdiagramm die halbe, ... , l/i-te Wellenlange hat wie die erste 
Harmonische. Er zeichrie einige Harmonische bin und erinnere sich 
daran, daB die GroBe Pi lediglich die Amplitude der einzelnen Welle 
bestimmt. 

Es werde z. B. die Harmonische Pi sin i (gJ + fJi) gezeichnet. 
Die Welle beginnt bei gJ=-fJ. mit dem Ordinatenwert Null und 

erlangt in gJ = 0 den Wert Pi sin ifJi' Wir haben diese Bezeichnungs
weise mit der Bezeichnung des Sinusliniendiagramms Abb.246 in Ein
klang zu bringen. Hat man in diesem Diagramm die Voreilung fJi 
genannt, so hat man die i-te Harmonische in der Form Pisini(gJ+fJi ) 

zu schreiben 1) und die Wellenordinate fUr rp = 0 ist Pi sin i fJ i und 
nicht etwa PisinfJi' Durch die Phasenwinkel fJi ist die Stellung der 
einzelnen Wellen gegeneinander bzw. gegeniiber einer im Koordinaten
anfang (gJ = 0 oder t = 0) beginnenden und positiv ansteigenden Welle 
bestimmt. Hierauf mag der Studierende zwei Harmonische aufzeichnen, 
etwa PI sin (gJ + fJl) und P'J sin 2 (rp + fJ'J) und deren Ordinaten graphisch 
addieren, wobei er die Phasenwinkel und auch die Amplituden variieren 
kann. Zwei ausgefiihrte Beispiele sind in Thomson und Tait, Theore
tische Physik, deutsch von Helmholtz und Wertheim, S. 48, zu finden. 
Der Studierende wird iiberrascht sein, welche Mannigfaltigkeit der Formen 
von Wellenziigen sich durch Summieren von einfachen Sinuslinien er
zielen laBt. Er wird allmahlich das Zutrauen fassen, daB jeder har
monische Wellenzug durch Summieren einfacher Sinuslinien gebildet 
werden kann. 

Es wird ihm auch nicht entgehen, daB, wenn der resultierende 
Linienzug z. B. sechs Wendepunkte enthalt, eine 6: 2 = 3. Harmonische 
darin steckt und umgekehrt, worin ein Fingerzeig erblickt werden kann, 
von welcher Ordnung die hOchste in eineni gegebenen Wellenzug ent
haltene Harmonische sein werde. 

Jetzt kann an die wichtige Aufgabe herangegangen werden, einen 
graphisch gegebenen Linienzug in seine einzelnen Harmonischen auf
zulOsen. Da entsteht als erste Frage, wieviel Harmonische wird man 
in der Fourierschen Reihe zu beriicksichtigen haben, wenn die ge
gebene Funktion hinreichend genau wiedergegeben werden soIl. Die 
Ordnung der h6cbsten Harmonischen wird man, wie soeben angegeben, 
aus der Anzahl der Wendepunkte des gegebenen Linienzuges abzu-

1) Wiirde man die Form al sin (itp + (J,') beniitzen, so mii13te man den im 
Sinusdiagramm erschemenden l'hl;tsenwinkel p, von fJ/ untE\rElcheidan up,d as ware 
fJ(=ifi!, 
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schiitzen suchen. Fiinde sich bloB eine ungerade Anzahl, so ware ent
weder ein schwach ausgepragter Wendepunkt iibersehen worden,' in 
welchem Fall man einen Wendepunkt weniger zahlen kann, oder es 
konnte der Linienzug zwar im groBen und ganzen einen periodischen 
Charakter haben, jedoch mit Oberlagerung einer Schwebung, wodurch 
streng genommen der harmonische Charakter aufgehoben wird. Hier 
muB man im einzelnen Fall selbst das Geeignetste zu tun suchen. 

1st z. B. der Kurvenzug Abb.250 iiber der Achse OG der Abb. 250 
gegeben und harmonisch zu analysieren, so wird man es dem Gesagten 

U. ___ .7l ___ i_Jr __ Z_.ii: T=!,Jl_~Jr ___ 3,_1T. __ !Jr __ ..... i"'~ 

Abb. 250. 

zufolge mit vier Harmonischen versuchen, also den folgenden Teil der 
Fourierschen Reihe beibehalten: 

y=P m + Pl sin(q; + ,81) + P2 . sin 2 (q; + ,82) 
+ Pa sin 3 (q; + ,8a) + P4 • sin 4 (q; + ,84). 

Welche Werte haben nun vorliegendenfalles die Konstanten Pi 
und ,8i. 

Man kann sie analytisch und graphisch ermitteln. 
Jeder Leser dieses Abschnittes hat schon eine Flache planimetriert, 

er weiB daher, daB Pm die mittlere Hohe des gegebenen Linienzuges, 
m. a. W. der Mittelwert der periodischen GroBe y innerhalb einer Pe
riode bedeutet; Pm kann also durch Planimetrieren gefunden werden. 
Die iibrigen Konstanten der Fourierschen Reihe kann man analytisch 
auf verschiedenerlei Weise berechnen. In dieser Beziehung sei auf 
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Lorenz, Techn. Mechanik, S. 68; und,Perry, Hohere Analysis fiir In
genieure, S. 232, Meuth, Dinglers polyt. Journal 1905, S. 535 usf. ver
wiesen. 

Graphisch kann ein gegebener periodischer Linienzug, Abb.250, 
nach Fischer-Hinnen wie folgt harmonisch analysiert, d. h. in Sinus
linien zerlegt werden. 

Man' verbinde die tiefsten Punkte einer Welle des Linienzuges 
Abb. 250 durch eine Tangente aa, von der aus die Ordinaten ge
messen werden, die nun aIle positiv sind. a sei der Ursprung des 
Koordinatensystems und a a = T = 2 jf, k/ w die Periode der Bewegung. 
Hierbei entspricht k = 1 einem sog. Zweitakt, k = 2 einem sog. Viertakt. 

Das graphische Verfahren besteht darin, daB die einzelnen Har
monischen der Reihe nach aus dem gegebenen Linienzug herausgelOst 
werden, und zwar zuerst die Harmonische der hochsten Ordnung; wir 
nehmen, wie oben, die vierte als hochste an und teilen die Wellen
lange aa in 4.,3.,2.,1.= 24 gleiche Teile ein. Um die vierte Har
monische herauszulOsen, nimmt man vier gleich weit voneinander ent
ferute Ordinaten Yo, Y6' Y12' Y18 und bildet deren arithmetisches Mittel. 
Dieses wird auf samtlichen vier Ordinatenrichtungen von aa aus ab
getragen, damit ist ein Punkt der vierten Harmonischen gefunden. 
Ganz ebenso findet man weitere Punkte der Welle vierter Ordnung; 
Z. B. sind die Ordinaten Yl' Y7 • Y13' Y19 abgemessen, ihr arithmetisches 
Mittel gebildet und auf den Ordinatenrichtungen 1, 7, 13, 19, von a a 
aus nach oben abgetragen. Jetzt legt man durch die erhaltenen Punkte 
eine schone Sinuslinie hindurch und kann darauf fUr die vierte Har
monische die Amplitude P4 und die Phasenverschiebung fJ4 gegeniiber 
Punkt a (t = 0) aus der Abbildung ablesen. Die Achse M Mist die 
mittlere Hohe des iiber a a stehenden Wellenzuges, die Entfernung 
zwischen a a und M]}l also Pm' Die vierte Harmonische nimmt 
schon vor Punkt a, d. h. vor t = 0 positive Werte an, sie besitzt also 
eine Voreilung + fJ4' 

Jetzt hat man die Ordinaten der vierten Harmonischen von den 
Ordinaten des gegebenen Wellenzuges abzuziehen. Wenn man diesen 
gleichzeitig um Pm parallel nach unten verschiebt, so kann man die 
Subtraktion so bewerkstelligen, daB man die Ordinatenabstande von a a 
bis zur vierten Harmonischen in den Zirkel nimmt und von dem ge
gebenen Wellenzug aus auf den entsprechenden Ordinaten nach unten 
abtragt. Die erhaltenen Punkte sind durch den gestrichelten Linien
zug aa verbunden. Aus diesem wird nunmehr die dritte Harmonische 
herausgeholt. Man nimmt drei im Abstand von je ein Drittel-Periode 
aufeinanderfolgende Ordinaten, Z. B. Y'J' YlO' Y18' die von aa aus ge
messen werden, und verfiihrt wie oben. Auf die gleiche Weise zeichnet 
man die zweite Harmonische, wobei man die gesuchte Sinuslinie durch 
die zeichnerisch gefundenen Punkte so hindurchzieht, daB etwaige 
Zeichnungsungenauigkeiten nach Moglichkeit ausgeglichen werden. Am 
SchluB muB die erste Harmonische als reine Sinuslinie iibrigbleiben, 
sofern man geniigend viele Wellen genommen und sorgfaltig gezeich
net hat. 

Auf diese Weise erledigt sich auch die Frage nach der Konver
genz der Fourierschen Reihe. Der Zeichnende bemerkt ganz unwill
kiirlich, daB die hohen Harmoniscben keinen nennenswerten EinfIuB 
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auf das Endresultat haben werden. Die schwierigen Konvergenzunter
suchungen der Fourierschen Reihe kann der Studierende, der weiter
gehende intellektuelle Anspriiche stellt, in mathematischen Werken 
nachlesen. 

Sind aIle Harmonischen errnibtelt und die Amplituden und Phasen
winkel aus der Abbildung abgelesen, so kann die Fouriersche Reihe 
hingeschrieben werden; hierbei ist jedoch darauf zu achten, ob die 
periodisch veranderliche GroBe im Vie r t a k t oder im Z wei t a k t 
schwankt. 

Die Viertaktperiode OG ist 4n, die Zweitaktperiode OG dagegen 
2n; bei Viertakt ware also aus Abb.250 P1 = - n/4, bei Zweitakt 
P1 = - n/8 abzulesen. 

Bei Zweitakt wiirde die Fouriersche Reihe zu Abb. 250 lauten: 

Y = Pm +.z; Pi· sin i (cp + Pi) 

=0,38 + 0,315 . sin (cp - ~) +0,216 ·sin2 (cp - 4,:6) 

+ 0,111·sin 3 (cp - :) + 0,056 ,sin4(cp + 4,~6)' 
Nehmen wir an, es handle sich um eine im Zweitakt arbeitende 

Dampf- oder Gasmaschine, deren Kurbel mit nahezu konstanter Winkel
geschwindigkeit OJ = n n/30 umlaufen moge, so bedeutet cp = OJ t den 
Kurbelwinkel, der von einer gewissen Anfangslage (t = 0) aus gem essen 
wird, und es ist OJ T = 2 n, d. h. OJ = 2 niT, also 

t cp=2n p ' 

Bei Viertakt wiirde die Fouriersche Reihe zu Abb. 250 lauten: 

wo k = 2 ist. 

Y = 0,38 + 0,315· sin ~ (cp -~) + 0,216· sin! (cp - -~) 
2 4 2 2,23 

+ ° 111.sin~ (cp - n) -l-° 056 .sin~ (cp + _~) 
, 2 2" 2 2,18' 

Wir beweisen das Fischer-Hinnensche Verfahren dadurch, daB wir 
seine Richtigkeit fiir das Herauslosen der hochsten Harmonischen aus 
dem gegebeuen Wellenzug zeigen. Fiir die andern Harmonischen ver
lauft der Beweis gleich. Es war angenommen, daB vier Harmonische 
ausreichen. Beim Herausl6sen der vierten Harmonischen wurde das 
arithmetische Mittel von vier um eine Viertelperiode aufeinanderfolgen
den Ordinaten Yo, Ye' Y12' Y18 gebildet und behauptet, es sei dies die 
Ordinate der vierten Harmonischen auf den vier bezeichneten Ordinaten
richtungen. Ware die vierte Harmonische allein vorhanden, so ware 
die Behauptung eine Binsenwahrheit, da jene vier Ordinaten gleich 
groB sein wiirden. Was also einzig eines Nachweises bedarf, ist die 
in der Behauptung enthaltene Aussage, daB bei der Mittelbildung die 
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Harmonischen niedrigerer Ordnung ohne EinfluB sind; es ist gerade so, 
als ob die vierte Harmonische allein da ware. 

Wir schreiben die algebraischen Ausdriicke der vier Ordinaten hin 
und bilden darauf das arithmetische Mittel. Bezeichnet man den Winkel, 
der einem der 24 gleichen Abszissenabstande entspricht; mit tp=4n!24, 
so sind die Ordinaten fiir !p = 0; 6 tp; 12 tp; 18 tp: 

Vo =Pm+P1·sin~p1 +P!l.sin~p!l 

'!Is =Pm+P1·sin i (6tp+P1)+Ps · sin i (6tp+P9) 
V1'J =Pm +P1· sin i (12tp+ P1) +Ps·sin~(12 tp+ P2) 
V1S =Pm +P1·sinH18tp + P1) +P'J.sinH18 tp+ P2) 

+Ps·sin~Ps +P4 .sin~p4 
+Ps·sin~ (6tp+PS)+P4·sin~ (6tp+P4) 
+Ps . sin i(12tp + Ps)+ P4 . sin t(121p+ P4) 
+ Ps ' sin ~ (18 rp+ Ps) + P4 .sint(18 tp+ P4)1). 

Das arithmetische Mittel der ersten Vertikalspalte links vom Gleich
heitszeichen ist Pm; die iibdgen Vertikalspalten summieren wir jeweils 

dadurch, daB wir jeden Summanden Pi sin ~. (cp + Pi) nach S. 436 als 

eine "Kurbel" im Polardiagramm darstellen und die vier "Kurbeln" 
zu einer Resultierenden vereinigen. Die vier Kurbeln von der Lange P1 

sind um 3"1' = n/2 = 90 0 gegeneinander versetzt; die resultierende 
Kurbel ist Null, daher auch die Summe der zweiten Vertikalreihe. 
Die vier Kurbeln von der Lange P'J sind um 6"1' = n = 1800 gegen
einander versetzt, heben sich also ebenfalls auf; auch die zweite Ver
tikalreihe hat die Summe Null. Die vier Kurbeln von der Lange P a 
sind um je 9 tp = 3 .n/2 = 270 0 gegeneinander versetzt; man sieht 
leicht ein, daB auch diese eine resultierende Kurbel von der Lange 
Null liefern; auch die vierte Vertikalreihe hat die Summe Null. Bleibt 
noch die fiinfte. Die vier Kurbeln P4 sind um je 12tp=2n=3600 

gegeneinander versetzt; die resultierende Kurbel hat die Lange 4 P4 

und Iiefert demnach - abgesehen von Pm - einzig einen Beitrag 
zum arithmetischen Mittel, m. a. W. es ist gerade so, als ob beim 
Herauslosen der vierten Harmonischen nach dem angegebenen Verfahren 
die drei niedrigeren Harmonischen gar nicht da waren. 

Nach Abziehen der Ordinaten der vierten Harmonischen hat die 
iibrigbleibende Fouriersche Reihe nur noch drei Harmonische. DaB 
nunmehr die dritte Harmonische nach dem Fischer - Hinnenschen 
Verfahreri richtig herausgelost wird, kann genau wie zuvor bewiesen 
werden 2). 

Beziiglich der Anwendung der Fourierschen Reihe zur Darstellung 
der periodisch veranderlichen GroBen eines Kurbelgetriebes oder eines 
sonstigen zwanglaufigen Mechanismus (wie Geschwindigkeit, Beschleuni
gung, Krafte, Drehmomente) ist noch eine grundsatzliche Bemerkung 

1) Die vier unteren Reihen sind an die vier oberen reohts anzusetzen. 
2) Ein iiberaus bequemes und genaues Schema zur harmonisohen Analyse 

haben Runge und Emde ausgearbeitet, es kann vom Verlag von Vieweg bezogen 
werden. 
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notig. 1st der Kurbelmechanismus im Beharrungszustand, so konnen 
die periodisch veranderlichen GroBen als Funktionen des Kurbelwinkels 
oder der Zeit angesehen werden. Es ist aber im allgemeinen nicht 
ohne weiteres zulassig, den Kurbelwinkel mit der Zeit proportional zu 
setzen (cp = w t); das ist nur dann statthaft, wenn die Kurbel hinreichend 
gleichmaBig umlauft; und dann wie ein Uhrzeiger die Zeit anzeigt. Bei 
erheblich ungleichformiger Kill beldrehung ist es falsch, den Kurbelwinkel 
der Zeit proportional einzufiihren. Man unterscheide also grundsatzlich, 
ob die periodisch wechselnde GroBe als Funktion der Lage oder des 
Ortes (Kurbelwinkel) oder als Funktion der Zeit gegeben ist. 

§ 62. Drehende Schwingungen 1). 

287. Ableitung der Gleichung einer einfachen Torsionsschwingung. 
An einer Torsionsfeder, z. B. an einem Draht, einer zylindrischen 
Schraubenfeder, sei ein U mdrehungskorper so befestigt, daB seine Achse 
mit der Federachse zusammenfallt. An Stelle des Drehkorpers kann 
auch ein beliebiger Korper treten, nur muB daIm die Achse der Tor
sionsfeder mit einer freien Achse des Korpers zusammenfallen. Sieht 
man von Gewichtswirkungen ab, so fiihren die genannten Korper, wenn 
sie einen Drehimpuls empfangen haben, drehende Schwingungen, sog. 
Torsionsschwingungen aus, wobei ein fortwahrendes Hin- und Her
flieBen von kinetischer Energie der Drehbewegung und potentieller Energie 
der Feder zwischen Drehkorper und Torsionsfeder stattfindet. Bei der 
friiher betrachteten geradlinigen Schwingung suchte eine sog. Zentral
oder Richtkraft den schwingenden Korper stets in seine Mittellage zu
riickzufiihren; hier besorgt dies ein "Richtmoment". Zwischen der 
geradlinigen und drehenden Schwingung besteht eine augenfallige Ahn
lichkeit. Beides sind ungleichformige Bewegungen, die dem dynamischen 
Grundgesetz nnterIiegen. Dieses lautet bei der geradlinigen Bewegung: 
"Beschleunigende Kraft = Masse mal (Linear-)Beschleunigung" und bei 
der Drehbewegung: "Beschleunigendes Moment = Tragheitsmoment mal 
Winkel-Beschleunigung". Halt man diese Ahnlichkeit fest, so kann man 
die Gesetze der geradlinigen harmonischen Schwingung unmittelbar auf 
die Torsionsschwingung iibertragen. Die Differentialgleichung der ersteren 
lautete nach Gl. (205) 

m·x+cx=O. 

An Stelle des geradlinigen Weges x tritt nunmehr der Torsionswinkel 
cp (in BogenmaB), der von der Mittellage des schwingenden Korpers 
aus gemessen wird, in der die Torsionsfeder spannungslos ist; an Stelle 
von m tritt das Tragheitsmoment J um die Achse der Torsionsschwin
gung; an Stelle der Richtkraft c im Abstand x = 1 ferner das Richt
moment c1 ' das einen Torsionswinkel cp = 1 hervorrufen wiirde. Wie 
bei der geradlinigen harmonischen Schwingung die Richtkraft dem Aus
schlag pr:oportional war, so muB auch das Richtmoment M = c1 • cp 
dem Torsionsausschlag proportional sein, sonst kommt keine har
monische Schwingung zustande. Die Differentialgleiehung der Torsions-

1) Kenntnis des Abschnittes 283 ist zum Verstandnis des Nachfolgenden er
forderlich. 
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schwingung lautet dann: 

Das allgemeine Integral lautet zufolge (206) mit w2 = c1jJ: 
cP = A· sin w t + B . cos w t 

oder mit andern Integrationskonstanten 

cP = ".sin(wt +,8) 

sofem namIich a=YA2+B2 und tg,8=BjA. 

445 

(214) 

(215) 

. (216) 

Geht der Drehkorper zur Zeit t = 0 durch die Mittellage mit der 
Winkelgeschwindigkeit wo' so hat man folgende zwei Grenzbedingungen 
zur Bestimmung der beiden Integrationskonstanten . 

(cp=O fUr t=O) und (~=dCP/dt=wo fUr t=O), 

womit auf demselben Weg wie in 283 foIgt: 

Wo • cp=-·smwt 
w 

als GIeichung der einfachen harmonischen Torsionschwingung. 
Sie ist isochron und die Schwingungsdauer betragt 

7:= 1j'l'=21l/w = 21l/Yc1 /J ..... (217) 

und der groBte Ausschlag: CPma.,=wo/w, wo w=Vc1/J. 
Die minutliche Schwingungszahl betragt: " 

n= 60'1'= 60 = 30 W= 30 1 /~~ .... (218) 
7: 1l 1l VJ 

288. Einfaches Verfahren zur Ermittlung der Schwingungsdauer einer 
harmonischen Drehungsschwingung. 1st bei einer geradlinigen Schwin
gung die Richtkraft dem Ausschlag proportional, so kann die Schwin
gungsdauer aus der GI. (115) in 139 

7:=2.7t W 
1 

berechnet werden, wo bl die (Linear-) Beschleunigung im Abstand 1 von 
der MitteIlage ist. 

Dieses Ergebnis kann mit Riicksicht auf die in 287 erwahnte Ana
logie auch auf eine Torsionsschwingung iibertragen werden, nur hat 
man unter b1 die Winkel-Beschleunigung 81 zu verstehen, die auftrate, 
wenn sich der schwingende Korper um den Torsionswinkel 1 aus der 
Mittellage heraus gedreht hatte; man hat also die Schwingungsdauer 
einer harmonischen Torsionsschwingung zu berechnen aus der Gleichung 

"-r=21l 1/1 ...... (219) V 81 

Bedeutet nun c1 dasjenige Drehmoment M 1 , das auf tritt, wenn der 
Drehkorper um den Torsionswinkel 1 aus der spannungslosen Lage her
ausgedreht ist, so ist nach dem dynamischen Grundgesetz 

Ml =c1 =J'81 , 
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also 

womit 

°1 
81 = J' 

VJ · T=2n - .... 
°1 

wo J das Massentragheitsmoment des Drehkorpers 
Drehachse ist. 

(220) 

in bezug auf die 

289. Pbysikaliscbes Pendel. Ein mathematiscbes Pendel, d. b. einen 
MaE'senpunkt, an einer masselosen Schwinge bangend. gibt es in Wirk
lichkeit nicht; hochstens kann man ein Pendel mit Annaherung als 
ein matheniatisches ansehen. Einen wirklichen materiellen Pendelkorper 
nennt man dagegen ein physisches Pendel. Es erleichtert die Unter
suchung der Schwingung eines physischen Pendels auBerordentlich, wenn 
man dieses mit einem mathemat;schen vergleicht, das die gleiche Masse 
und die gleiche Schwingungsdauer hat. Die Masse des physischen Pendels 
hat man sich im sog. Sch,wingungsmittelpunkt 8m vereinigt zu 
denken, der im Abstand 1', .der sog. reduzierten Pendellange des 
physischen Pendels, gelegen ist. Das mathematische Vergleichspendel 
hat dann die volle Schwingungsdauer: 

T = 2 n v-i . . . . . . . . (221) 

Wir bestimmen nun l' und erhalten damit auch die Schwingungsdauer 
des physischen Pendels. 

In Abb.251 ist ein physisches Pendel um den kleinen Winkel a 
aus der Mittellage ausgelenkt gezeichnet. 1m Punkt 8m ist die Um
fangsbeschleunigung in der Kreisbahn b = g. a, oder auch, wenn 8 die 
Winkelbeschleunigung bedeutet, b = 8 .1'; somit ist unter gleichzeitiger 
Erweiterung mit m: 

mga=m1'8. 

Das physische Pen del kann nun auch als ungleichformig um den 
Aufhangungspunkt 0 rotierender Korper angesehen werden; in bezug 
auf 0 gilt dann das dynamische Grundgesetz M = J . 8, wo J das 
Massentragheitsmoment des Pendelkorpers in bezug auf den Aufhange
punki. ist. Die aul3ere Kraft ist hier das im Schwerpunkt 8 des Pendels 
angreifende Gewicht mg, dessen Hebelarm in bezug auf die durch 0 
gehende Vertikale die GroBe a·a hat, womit das dynamische Grund
gesetz ergibt: 

mgaa=J·8. 

Aus dem Vergleich der beiden letzten Gleichungen erhii.lt man fiir 
die "reduzierte Pendellange": 

l' ...:.... -~ . . . . . . . . . (222) 
m·a 

und fiir die Schwingungsdauer des physischen Pendels durch Einsetzen 
von l' in die obige Gl. (221) fiir 'r: 

T= 2 n 1 IT = 2nVGJ ..... (223) V mga ·a 
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290. Der Schwingungsmittelpunkt. Wir haben soeben die Lage des 
Schwingungsmittelpunktes eines physischen Pendels bestimmt. Denkt 
man sich die ganze Masse des physischen Pendels als materiellen Punkt 
im Schwingungsmittelpunkt vereinigt und durch einen masselosen Faden, 
dessen Lange die reduzierte Pendellange l' heiBt, mit dem Aufhange
punkt verbunden, so vollfiihrt das so entstandene mathematische Pendel 
die gleichen Schwingungen wie das physische. Die reduzierte Pendel
lange bestimmt nach 01. (221) die Schwingungsdauer des physischen 
Pendels. Der Schwingungsmittelpunkt liegt nach 01. (222) im Abstand 
(Abb.252) 

l,=~=Js+ma2=mro2+ma2 =ro'3 +a . . (224) 
ma ma ma a 

vom Aufhangepunkt, wenn J und J. die Tragheitsmomente der Pendel
masse beziiglich des Aufhangepunktes bzw. des Schwerpunktes und ro 

Abb. 251. 

---
I 

£i 
I 
I 

, , 

4~------j 
Abb. 252. 

den Tragheitshalbmesser der Pendelmasse in bezug auf den Schwerpunkt 
bedeutet V.= m·ro2, s. S. 381,01. 176). 

Da a die Entfernung des Schwerpunktes vom Aufhangepunkt ist, 
so ist nach 01. (224) ro2ja der Abstand des Schwingungsmittelpunktes 
vom Schwerpunkt und man findet den Schwingungsmittelpunkt, indem 
man die Verbindungslinie as des Aufhangepunktes und des Schwer
punktes uber den Schwerpunkt hinaus um das Stuck ro2 /a=SSm ver
langert. 

Wir fragen jetzt: Wie schwingt das physische Pendel, wenn man 
es im Schwingungsmittelpunkt aufhangt? und erhalten die Antwort: 
wenn wir den zu dem neuen Aufhangepunkt gehorigen Schwingungs
mittelpunkt bzw. die reduzierte Pendellange angeben. Jetzt ist der neue 
Aufhangepunkt vom Schwerpunkt um a l =ro2ja entfernt, und man muB 
nach dem Oesagten die Verbindungslinie beider Punkte uber den Schwer
punkt hinaus um das Stuck r 0 2 /al = r o2j(r 0 2: al) = al verlangern, um 
den neuen Schwingungsmittelpunkt zu erhalten. 

Man erkennt nun, daB der neue Schwingungsmittelpunkt nichts 
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anderes ist, als der alte Aufhangepunkt, d.h. bei einem physischen 
Pendel sind Aufhangepunkt und Schwingungsmittelpunkt 
miteinander vertauschbar, es werden um beida die gieichen Schwin
gungen ausgefiihrt. 

Man findet auf der durch 0 und 8 gehenden Geraden noch zwei 
weitere Punkte 81 und 01' um die das physische Pendel genau ebenso 
schwingt, wie um den urspriinglichen Aufhangepunkt O. Punkt S1 
liegt zwischen S und 0, und zwar ist 818= S8m • Punkt 0 1 liegt dem 
Punkt 0 symmetrisch in bezug auf S gegeniiber auf der Verlangerung 
von 08. Man weist leicht wie oben nach, daB die reduzierte Pendel
lange in allen Fallen gleich groB ist und die Lange eines mathematischen 
Pendels von der gleichen Schwingungsdauer hat, wie sie das physische 
besitzt. 

Dem Schwingungsmittelpunkt werden wir in der Lehre vom StoB 
wieder begegnen. Der Begriff des Schwingungsmittelpunktes hat also 
eine weitergehende Anwendungsfahigkeit, vgI. 268, SchiuB. 

291. Der Druck im Aufuangepunkt eines physischen Pendels. Um 
den Druck im Aufhangepunkt eines physischen Pendels anzugeben, 
machen wir das Pendel im Aufhangepunkt "frei" und bringen den 
Auflagerwiderstand am Pendelkorper als auBere Kraft an, der vor dem 
Freimachen tatig gewesen ist. Er wird eine Horizontalkomponente H 
und eine Vertikalkomponente V besitzen. Wir fiigen jetzt nach d' Alem

v 

Jf 

Abb. 253. 

bert zu den tatsachlich am Pendel
korper angreifenden Kraften, d. h. zum 
Gewicht und Auflagerwiderstand (von 
Reibung und Luftwiderstand wird ab
gesehen) an jedem Massenelemente dm 
die Tragheitswiderstande als Schein
kriifte hinzu und haben dann ein Gleich
gewichtssystem von Kraften vor uns. 

Wir betrachten das Pendel in der 
in Abb. 253 gezeichneten Lage, bezogen 
auf ein durch den Aufhangepunkt ge
Iegtes rechtwinkliges (xz)-Koordinaten~ 
system; der im Abstand e vom Auf
hangepunkt befindliche Schwerpunkt 
hat die Koordinaten x = e . sin q; und 
z = e . cos q;, wo q; der Ausschlag des 
Pendels ist. Die Lage eines Massen

elementes dm ist bestimmt durch seinen Abstand e von 0 und den 
::r:.1Jl - q; zwischen e und OS oder auch durch seine Koordinaten (x, z); 
nach Anbringen der d' Alembertschen Tragheitswiderstande liest man 
folgende zwei Gleichgewichtsbedingungen ab (w =d wldt): 

H =.2 dm e w cos 1Jl +.2 dm ew'!. sin 1Jl 

1 =w·.2dm.z+·w'l·.2dm.x 

. + '3 J =w·m·zo w ·m·xo 
V =mg-.2 dm ew sin1Jl + .2dm·e· w'l·cos 1Jl 

=mg- w.m.xo+w2 .m.zo 

. . (225) 
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Die Summierung ist dabei (unabhangig von der Zeit) iiber den 
ganzen Pendelkorper zu erstrecken. 

Ferner hat man nach Gl. (164) oj.J'=m.g·e·sinp, wo J' das Trag
heitsmoment der Pendelmasse beziiglich des Aufhangepunktes ist. 

In den Gleichungen fUr V und H ist noch ())2 unbekannt. Man 
findet ())2 mit Hille des Satzes von der Arbeit. Bedeutet a den groBten 
Ausschlag der Mittellinie 0 B des Pendels, so ist 

~J'.())2-0=~ge(cosp-cosa) . 

2 2 mge (cos p - cos a) 
()) = J' . 

Setzt man jetzt w und ())2, x = e· sin p und z = e· cos p in die 
Gleichungen fUr H und Vein, so liefern diese 

m2 e'J 
H = -y!!- [3 sin p cos p - 2 sin p cos a] 

m2 e2 g 
V = mg + J' [2 (cos g; - cos a) cos p - sin'.! p] . (226) 

m2 e2 g 
= mg+----;p-[3 cos2 p - 2 cosacos 'P -1] 

'Damit ist die Aufgabe gelost. Wir konnen den Auflagerwiderstand 
fiir den besonderen Fall angeben, daB nur kleine Schwingungen aus
gefiihrt werden, es ist dann cos 'P = cos a = rd. 1 und sin p = g;, und 
sina=a, die Winkel im BogenmaB ausgedriickt, womit mit Gl. (226): 

H - ---- - mg· -. p 
- J' - l' •.... (226a) 

m2 e2 gp e} 
V=mg 

d. h. bei kleinem Pendelausschlag macht sich der EinfluB der Zentri
fugalkrdt auf V und H nicht geltend, auf H nur der EinfluB der tan
gentialen Beschleunigungen und Verzogerungen. 

Wir konnen aber auch den Lagerwiderstand bei groBen Pen
delausschlagen verfolgen und fassen besonders die GroBtwerte ins 
Auge, die auftreten konnen. 

oder 

SoIl H den groBten Wert besitzen, so muB sein 

d (3 sin p cos p - 2 sin 'P cos a) 
=0 

dIP 

cos a 11 1 + (cosa)2 cos m =--+ - --. 
T 6 - 2 6 

Nimmt man jetzt den groBten Ausschlagwinkel a = 90° an, so er
gibt sich: 

cos'P= ± 11 
oder mit Riicksicht darauf, daB tatsachlich der Wert von 'P nur zwischen 
den Grenzen + a und - a sich bewegt, also cos p stets positiv ist, 

cosp=+l1; p= + 45°. 
Autenrieth-Ensslin, Mechanlk S. Auf]. 29 
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Mit diesen Werten VDn q; erreicht H sein Maximum, namlich 

m2 e2 g 3 3 e 
Hmax = --y-' 2 = 2 Q. V' 

unter Q das Gewicht des Pendels und unter l' = J'jm e die entsprechende 
reduzierte Pendellange verstanden. 

Den kleinsten Wert dagegen, namlich H=O, erreicht H mit 
q; = 0; es zeigt das unmittelbar die Gleichung fiir H. 

Beziiglich der ausgezeichneten Werte VDn V ist zu bemerken, daB 
dieselben eintreten, wenn 

Dder 

d (3 CDS2 q; - 2 cos a CDS q; - 1) = 0 
dq; 

- 6 CDS q; sin q; + 2 CDS a sin q; = 0 . 

Diese Gleichung ist mit q; = 0 erfiillt, desgleichen mit 

cos q; = ~ CDS a 

und wenn a wieder = 90° angenDmmen wird, mit 

CDSq;= 0; q;= + 90°. 

Fiir q; = 0 und a = 90 0 erhalt man 

m2 e2 g (e) V=m g+----:JI(3-1)=Q 1+2V ' 
fiir q; = ± 90 0 dagegen 

m2 e2 g (e) V=mg+---y;-(-l)=Q i-V' 

Man sieht also, daB das M a xi mum VDn V eintritt bei cp = 0, 
namlich 

V max = Q (1 + 2 F) , 
das Minimum VDn V bei q;= + 90°, namlich 

292. Experimentelle Ermittlung des Tdigheitsmomentes dUl'ch 
einen Schwingungsversuch. Um das Tragheitsmo.ment eines materiellen 
Karpel's in bezug auf einen bestimmten Punkt experimentell zu er
mitteln, laBt man den Kiirper um den betreffenden Punkt schwingen 
und beo.hachtet die Anzahl z der Schwingungen in 1 min. Versteht 
man unter z die Anzahl der halben Schwingungen (eine Halbschwingung 
= 1 Hingang = 1 Hergang), so. ist die Schwingungsdauer einer Halb
-schwingung nach G1. (223): 

l=jf,V J , 
G·a 

ferner ist 'l' = 60jz, wo.mit die letzte Gleichung ergibt 

60 2 G'a G·a 
J = -2 -2 = 364 -Q [kgmsk2] 

jf, z z" 
. (227) 
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Hierbei ist G in kg und a in m einzufiihren. Der Sehwerpunkts
abstand kann aueh in geeigneter Weise experimentell bestimmt werden. 
Tragheitsmomente von Sehubstangen, auf vorstehende Weiseermittelt, 
finden sieh in Dinglers pol. Journal, 1907, Heft 39. 

Das Tragheitsmoment in bezug auf den Sehwerpunkt ist 

J =J-a2. G. 
8 g 

293. Scbwingungsdauer einer Magnetnadel. Die beiden Pole einer 
Magnetnadel mogen sieh im Abstand l befinden und die magnetisehe 
Masse tn [kg ~. em J besitzen. 1st H [kg~. em-I] die Intensitat des 
magnetisehen Feldes, so ist das Riehtmoment fur den Aussehlag 1: 

M 1 = C1 = tn ·l· H [kgem J , 
damit gibt Gl. (220) fiir die Sehwingungsdauer der Magnetnadel: 

'C=2n 1/ JH [skJ. V tn· ·l 

294.:Bifilare Aufbiingung und experimenteUe Ermittlung des Trag
beitsmomentes von Rotat~onskorpern. Ein Rotationskorper oder ein 
zylindriseher Stab vom Gewieht Gist an zwei parallelen Faden von 

mAl 

Abb. 254. Abb. 255. 

der Lange l aufgebangt, die sieh im Abstand 2 a voneinander befinden 
(Abb. 255). Bei kleiner Auslenkung um 1jJ aus der Gleiehgewiehtslage 
in der Horizontalebene ist aueh die Neigung cp des Fadens gegen die 
Vertikale klein. Die Horizontalkomponente der Fadenspannung ist 
(G/2).cp und liefert das in die Gleiehgewiehtslage zuruekdrehende Rieht
moment 

G 
M=2·-·m·a 2 'r , 

29* 
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oder da l·qT-a·1p ist 

daher ist das Riehtmoment Ml = c1 fiir den Aussehlag 1J1 = 1 : 

Ga2 

M1=c1=-1-' 

Setzt man c1 in Gl. (220) ein, so erhalt man fiir die Sehwingungsdauer 
einer bifilaren Aufhangung 

~=2n -V :~'J ... (228) 

wobei als Ma.Be kg, m, .sk, also g = 9,81 m/sk'J zu beniitzen sind, oder 
kg, em, sk, wobei g = 981 em/sk2• 

Sollte es zweekma.Big erseheinen, den Korper mit drei Faden" trifiJar" 
aufzuhangen, so bleibt die letzte Gleiehung unverandert; a bedeutet 
dann den Abstand eines jeden der drei Aufhangepunkte von der Aehse 
der Sehwingung. 

Beispiel: Das Tragheitsmoment eines Rotationskorpers von 9,55 kg 
Gewieht wurde mit einer trifilaren Aufhangung (a=14,7 em; 1=97 em) 
bestimmt. Die minutliehe Sehwingungszahl n. 60/. ergab sieh zu 
42,3 voIlen Sehwingungen. 

Aus Gl. (228) folgt mit n = 60/~: 

J= Ga'J.~= 9,55.14,72 .3600 =108 [k k 2] 
1 4n2 .n2 97.4n'.!.42,32 ' gems 

= 0,0108 [kgmsk2]. 

§ 63. Gedampfte Schwingungen. 

290. Vorbereitung: Kurbelsehleife, aogetrieben von einer nach 
einem Exponentialgesetz verlinderlichen Kurbel. Abb. 256. 

Ehe die einfaohe harmonisohe Sohwingung eines Ma~senpunktes in aUgemeiner 
Weise behandelt wurde, haben wir, an vorhandene Anscbauungen des Maschine'n
ingenieurs ankniipfend, die schwingende Bewegung einer Kurbelschleife besproohen 
und an dieser die Grundbegriffe einer Sohwingung erliiutert. Da~ war ja nur ein 
Einzelfall einer Schwingung; wir haben aber erkannt, daB die Grundeigenschaft 
derselben, niimlioh die Proportionalitiit zwisohon Richtkraft und Schwingungsaus
sohlag, einer groBen Anzahl einfacher Sohwingungen gemeinsam ist, so daB der 
EinzelfaU der Kurbelschleifenbewegung sich als typisch herausstellte fiir viele 
physikalisch vorkommende Schwingungen, deren Sohwingungsgleichung und Schwin
gungszahl unmittelbar .niedergeschrieben 'Kerden konnte, nachdem die Kurbel
schleifenbewegung eingehend erortert war. Ahnlioh wollen wir bei einer gediimpften 
uder ansohwellenden Sohwingung verfahren, die nach Perry ebenfalls als Schwingung 
einer Kurbelschleife aufgefaBt werden kann, deren Antriebskurbel mit konstanter 
Winkelgesohwindigkeit umlauft, wahrend die Kurbelliinge veriinderlioh ist und 
nach einem Exponentialgesetz (r = ent) ab- oder zunimmt. Von dieser Sohwin
gung'sart wird sich spater zeigen, daB sie physikalisch vorkommt .. Hat sich nun 
der Studierende mit der Bewegung der Kurbel~ch[eife von waohsender oder ab
nehmender Kurbellange vorher vertraut gemaoht, so wird ihm dies bei der kor
rekten reohnerischen Behandlung der gediimpften Schwingung zustatten kommen. 

Eine Kurbel mit der veranderliehen Lange r = a· ent rotiere mit 
gleiehma.Biger Winkelgesehwindigkeit w. Je naehdem n positiv oder 
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negativ ist, nimmt die Lange der Kurbel wabrend ihrer' Umdrehung 
bestandig zu oder ab und beschreibt eine sog. logarithmische Spirale. 
Die Werte von e'llt (e = 2,7183) sind in mathematischen Tabellen zu 
finden. Die Projektionen des Kurbelendpunktes auf eine durch den 
Drehpunkt gehende Gerade AB sind identisch mit den Stellungen einer 
Kurbelschleife, die in der Geradfiihrung A B hin und her geht und von 
der Kurbel mit Halbmesser r angetrieben wird. Man soU die dieser 
Bewegung eigentiimlichen Merkmale angeben. 

Der W eg ~ der Kurbelschleife werde von 0 aus auf der Schub
richtung A B gemessen und der Kurbelwinkel {) = w t von einem Lot 

r = (L·en-t 

auf AB aus gezahlt. Zur Zeit t= 0, d. h. zu Beginn der Zeitrechnung 
betrage die Kurbellange a; dann ist zur Zeit t der Kurbelschleifenweg 

x=r·sinw t= a·e'llt·sinw t. 
Es handelt sich, wie anschaulich klar ist, um eine isochrone 

Schwingung, deren beiderseitige Ausschlage nicht gleich sind und mit 
der Zeit anschwellen oder verloschen, je nachdem die Kurbellange mit 
der Zeit zu- oder abnimmt. Die Periodizitat ist durch die Sinusfunktion, 
das Anschwellen bzw. Verioschen der Amplituden durch die Exponen
tialfunktion ausgedriickt; die Periode oder Schwingungszeit'r folgt aus 
der konstanten Winkelgeschwindigkeit w der Kurbel zu 'r = 2 :njw. 
In welchem Malle die Amplituden, d. h. die in den Umkehrpunkten 
vorhandenen AusschUige dieser Schwingung zu- oder abnehmen, hangt 
von der GeschwindigkeH ab, mit der die Kurbellange zu- oder ab
nimmt, im Vergleich zu der Umlaufgeschwindigkeit w der Kurbel. Die 
Kurbelschleife passiert die Mittellage, so oft sin w t den Wert ° an
nimmt und befindet sich in einer Totlage, wenn immer sin w t = + 1. 

Es g"niig~" im folgenden die allmahlich verloschende Schwingung, 
d. h. den Fall eines negativen Exponenten n t zu verfolgen, gemall der 
Gleichung: 

x=a'e-nt'f"inwt . . . . . . . (229) 
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Wir driicken zuerst die naeh Beginn der Zeitrechnung aufeinander
folgenden Amplituden Xl X 2 Xs • •• aus, d. h. die aufeinanderfoIgenden 
Abstiinde der Totlage vom Mittelpunkt 0 der Kurbelschleifenbewegung: 
die erste Totlage der Kurbel wird naeh einer Viertelumdrehung, die 
foigenden naeh einer weiteren halben Umdrehung erreicht, also bei 
den Kurbelwinkein wt=n/2; n!2+n; n/2+2n; n/2+3n usf. 

Vom Beginn der Zeitrechnung bis zur Erreiehung der Totlagen 
verstreiehen demnaeh die Zeiten tl =(n/2w); t2 =(n/2w)+(n/w); 
is = (n/2 w) + (2 nlw); t4 = (n/2 w) + (3 n/w); usf. = m. a. W. die Zeiten 
tl , 3tt ; 5tl ; 7tl ; ••• Die zugohorigen Werte von sinwt sind abweebs
lungsweise + 1 und - 1. 

oder 

Also sind die sich folgenden Amplituden 

Xl = + a·e- nt1 ; x2 = - a·e-nt2 ; usf. 
nn 

X -+a.e w 2 1-

-~e':+n) x2 =-a.e w 2 

n 7l nn 

Das Verhaltnis der Absolutwerte zweier aufeinander
folgender Amplituden ist demnach konstant: 

ncr 
w 

Die Amplituden bilden eine geometrisehe Reihe mit dem Quotienten 
nn 

e Aus der letzten Gleiehung folgt 

oder (230) 

Diese konstante Zahl nennt man das logarithmisehe Dekre
men t der veriosehenden Sehwingung X = a· e-nt sin w t; man versteh t 
darunter den natiirliehen Logarithmus des Quotienten aus einer Am
plitude und der unmittelbar vorangehenden; oder aueh die Differenz 
der Logarithmen zweier aufeinanderfolgender Amplituden. 

Denkt man sieh mit der Kurbelsehleife einen Sehreibstift ver
bunden, und unter ihm senkreeht zur Kurbelsehleifenbahn einen Papier
streifen mit gleichformiger Gesehwindigkeit weggezogen, so zeiehnet der 
Sehreibstift das Zeit-Weg·Diagramm einer verlosehenden, "gedampften" 
Sehwingung x=a'e-ntsinwt auf, deren cbarakteristiseher Veriauf in 
Abb. 256 ersiehtlieh ist. Mit n = 0 ergibt sieh die bekannte einfaehe 
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Kurbelschleifenbewegung mit konstanter KurbelHi,nge, deren Zeit-Weg-
Diagramm eine Sinuslinie ist. . 

Die Geschwindigkeit der hier betrachteten gedamp£ten Schwin
gung einer Kurbelschleife Abb.256 wird durch Ableiten von G1. (229) 
nach t erhalten: 

v = dx/dt = a (ro e-nt . cos ro t -' ne-nt sin ro t) 
= a e-nt . (ro· cosro t - n· sin ro t) 

oder mit ro = al cosf3 und n = 01 sinf3: 

v = ae-nt . (al cosf3 cos ro t - a l sinf3 sinro t). . . . (231) 

= aal e-nt . cos(ro t+ f3) = aal e-nt . Sin( rot + f3 + ;) 
worin a1 =Vn2 +ro2 und tgf3=n/ro. 

Hiernach befolgt die Geschwindigkeit der gedampften Schwingungs
bewegung das gleiche Gesetz wie der Ausschlag. Die Geschwindigkeits
Zeit-Kurve ist von lihnlicher Form wie die Zeit-Weg-Kurve Abb. 256, 

nur ist sie phasen versc ho ben; sie eilt der letzteren um f3 +; vor, 

wo f3 aus tg f3 =!!:. zu bestimmen ist. Bei einer einfachen Schwingung 
ro 

ist n = 0 und f3 = 0 und a l = ro, wie nebenbei bemerkt sei. 
Durch nochmaliges Ableiten der letzten Gleichung erhlilt man die 

Beschleunigung der gedampften Schwingung der Kurbelschleife 
Abb. 256 

b = d2 x/dt2 = aal e-nt [- ro . sin (ro t + f3) -- n· cos (ro t + f3)], 
oder mit der obigen Substitution ro = al · cos f3 und n = a l . sin f3 

b = - aa12 e-nt [sin (ro t + f3). cos f3 + cos (ro t + f3). sinf3] 
= - aa12 e-nt .sin(rot+ 2 f3)= + aa12 e- nt .sin(rot+ 2 f3 +:n;). 

Auch die Beschleunigung der gedampften Schwingung befolgt hier
nach das Gesetz der Schwingungsausschlage G1. (229); nur ist die Btl
schleunigungs-Zeit-Kurve gegen die Weg-Zeit-Kurve phasenverscho ben, 
und zwar eilt sie ihr um :n; + 2 f3 vor; der Geschwindigkeits-Zeit-Kurve 

eilt sie um ; + f3 vor. 

Stellt man die Gleichung der gedampften Schwingung und ihre 
beiden Ableitungen nach der Zeit zusammen, ohne jedoch von der 
obigen Substitution Gebrauch zu machen, so hat man 

x = a· e-nt . sin ro t 1 
v = dx/dt= a· e-nt(ro . cos ro t-n·sin ro t) ~ 

b = d2x/dt'J = a·e-nt [(n2 - ro2) sinrot- 2nro cosrot]. J 
(232) 

BiIdet man nun b + 2 n v + (n2 + ro2) x, so findet man den Wert Null. 
Es besteht also zwischen den GroBen x, v, b der Zusammenhang 

'd'J x dx 
MI+2ndt +(n2 +ro2 ).x 0, 
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womit die vorliegende Bewegung mathematisch in allgemeiner Weise 
gekennzeichnet ist. Wie aus dem Vergleich mit der entsprechenden 
01. (205) einer einfachen harmonischen Schwingung hervorgeht, enthalt 
die, eine gedampfte Schwingung kennzeichnende Gleichung das Glied 
2nx mehr, als die DifIerentialgleichung einer harmonischen Schwingung; 
sonst sind beide Gleichungen von gleicher Form. Durch das Olied 2nx 
ist demnach ofIenkundig das Abschwellen der gedampften Schwingung 
ausgedriickt. Die physikalische Bedeutung des Gliedes 2 n· x werden 
wir im nachsten Abschnitt kennen lernen. 

296. Gedampfte Schwingungj dampfender Widerstand der Ge
schwindigkeit proportional. Eine Masse fuhrt eine einfache harmonische 
Schwingung aus, wenn sie stets unter dem EinfluB einer Zentral- oder 
Richtkraft steht, die dem Abstand von einem Fixpunkt (Attraktions
zentrum) proportional ist. Ohne Auftreten eines dampfenden Wider
standes wiirde die "widerstandsfreie Schwingung" ewig fortdauern, in
dem die Energie der Schwingung, die sich aus lebendiger Kraft und 
potentieller Energie der Richtkraft zusammensetzt, unverandert bleibt. 
In Wirklichkeit treten stets Widerstande auf, die die Schwingung 
dampfen und die Schwingungsenergie allmahlich aufzehren. Von den 
physikalisch vorkommenden Widerstanden, die im Abschnitt 164 er
wahnt worden sind, verfolgen wir zunachst durch die Rechnung den
jenigen, der der Geschwindigkeit der schwingenden Masse proportional 
ist. Schwingt die Masse momentan mit der Geschwindigkeit 1 m/sk, 
so erfahre sie einen dampfenden Widerstand k, er wirkt der Bewegung 
entgegen; k heiBt der Dampfungsfaktor. Vgl. 69. Wie man ihn experi
mentell bestimmt, wird nachher gesagt. Wahlen wir Koordinatensystem 
und Bezeichnungen wie im Abschnitt 283, wo die einfache geradlinige har
monische Schwingung betrachtet wurde, so tritt z. B. bei der Auswarts
bewegung zu den dort angegebenen Kraften, d. h. zur Richtkraft - ex 
und dem Tragheitswiderstand - mx = - m (d2xfdt2) jetzt noch im Sinne 
der abnehmenden x der dampfende Widerstand - k (dx/dt) hinzu. Die 
Gleichgewichtsbedingung der Krafte in der x -Richtung lautet: 

d2 x dx 
-m--k--ex=O. 

dt2 dt 

Die Gleichung gilt ohne Anderung auch fur den Riickgang; vom 
ersten und dritten Summanden ist das schon fruher gezeigt. Der zweite, 
der Dampfungswiderstand, andert beim Riickgang allerdings den Rich
tungssinn nnd dam it auch das Vorzeichen; es wechsolt aber gleichzeitig 
auch dx/dt das Vorze:chen, so daB der doppelte Vorzeichenwechsel das 
Gesamtvorzeichen nicht andert. 

Die obige DifIerentialgleichung der gedampften Schwingung 

x+-~x+~x=O ....... (233) 
m m 

ist eine sog. !ineare DifIerentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten 
Koeffizienten. Ein Integral dieser Art von Gldchung ist, wie die 
Mathematiker gefunden haben, x=A·ee t unter einer Bedingung, die 
man erhalt, wenn x = A . eet in die gogebene DifIerentialgleichung ein-
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gesetzt wird; tut man das, so erhalt man die sag. "eharakteristisehe 
Gleiehung" 

2+ k + e e --e -=0, m m 
deren zwei Wurzein 

e= -~ ±!- ... /(~)2_4~=~(_k ± Yk2 -4me) 
2m 2 V m m 2m 

in die Gleiehung x = A· ee t eingesetzt, die zwei partikularen Integrale 
del' gegebenen DifferentiaigIeiehung bilden. Man erkennt, daB die ge
gebene Differentiaigieichung dureh das allgemeine Integral 

x=A ·e121t +A ·el.'·t ....... (234) 12' 

das die Summe der partikularen Integrale ist, befriedigt wird. A1 und 
A2 sind Integrationskonstanten, die aus den Anfangsbedingungen del' 
Sehwingung zu bestimmen sind (s. u.). 

Der Veriauf del' Sehwingungsbewegung hangt von del' Starke del' 
Dampfung ab, mathematisch gesprochen davon, oh die Wurzeln e 
reell und dann negativ, odeI' komplex konjugiert sind. Das ist dureh 
das Vorzeiehen der sag. Diskriminante k 2 - 4 me del' quadratisehen 
Wurzelgleiehung bedingt. DemgemaB konnen folgende hesondere Falle 
eintreten: 

Del' Sonderfall k = 0, d. h. Dampfung nicht vorhanden, fiihrt auf 
die einfaehe ungedampfte Sehwingung und hedarf keiner weiteren Er
orterung mehr. 

k 
1st k 2 = 4 me, so ist () = () = - -- und die Gleichung der ge-

0;:1 0;:2 2m 

dampften Sehwingung lautet: 
kt 

x=(Al +A2t)e-~m . ....... (235) 

Weshalb bier A1 + A2 t und nieht etwa Al allein zu set zen ist, 
wird in den Lehrbiiehern del' hoheren Analysis gezeigt. Mit den Anfangs
bedingungen x=O fUr t=O und mit dx/dt=vo fUr t=O folgt: 
A1 = 0 und A2 = vo' daher ist 

/, 
---·t 

X=vo.t.e 2m (236) 

den Verlauf del' Sehwingung zeigt Abb. 257. Del' sehwingende Korper 
maeht nul' einen Aussehlag und kehrt dann allmahlieh in die Anfangs
lage zuriick, die er nach t == 00 erreicht. Den graBten Amschlag er
halt man, wenn man (dx/dt)=O setzt; er wird nach t=2.m/k[sk] 
erreieht und betragt 

2 mvo 
x =---. 

max k. e 

1st ferner k2 > 4 me, d. h. die Dampfung noeh groBer als im vorigen 
Fall, so sind die heiden W urz~ln der charakteristischen Gleichung negativ 
und seien -e1 und -e~; die Gleichung del' iibergedampften 
Schwingung lautet dann: 

(237) 
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Der Verlauf der Schwinguug ist ahnlich dem zuletzt besprochenen, 
nur ist der Maximalausschlag kleiner und die sch wingende Masse 
nahert sich der Anfangslage Iangsamer, - eine Folge del' iiberaus 
starken Dampfung. Die beiden zuletzt besprochenen Arten einer ge
dampften Schwingung nennt man aperiodisch; ist dabei die Dampfung 
noch groBer als sie zu sein braucht, damit dIe Schwingung gerade 

Abb. 257. 

aperiodisch geaampft wird, so sei die Schwingung iibergedampft ge
nannt (k2 > 4 me). 

1st schlieBlich k 2 < 4 me, d. h. die Dampfung nicht so groB wie 
in den beiden vorigen Fallen, so ist v'P - 4 me imaginal' und die 
Wurzeln sind komplex konjugiert 

e= 2~ (-k + iv'4me-k2) = -n ± iw. 

Die Gleichung der gedampften Schwingung wird 

x=A .e(-n+iw)t+A .e(-n-iw)t=e-nt(A .e+iwt--l--A e- iwt) 
I 2 I I 2 

oder da nach del' Lehre von den komplexen Zahlen die Beziehnngen 
gelten: 

so ist auch 

e- iwt = cos w t - i ·sinw t, 
e+iwt= cos w t+ i·sinw t, 

x = e-nt . (A'. sin w t + A"· cos w t), 

wenn A" = Al + A2 und A' = + i (AI - A2) gesetzt wird. Man iiber
zeugt sich leicht durch Einsetzen der Werte A' und A" in die ge
gebene Differentialgleichung, daB die letztere auch durch die reelle 
Form del' Integrationskonstanten befriedigt wird. Mit der Substitution 
A' = a . cos fJ und A" = a . sin fJ folgt 

x=a·e-nt.sin(wt+ fJ). . . (238) 

Die beiden 1ntegrationskonstanten a und fJ folgen aus den gegebenen 
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Anfangsbedingungen; es durchlaufe etwa zur Zeit t = 0 die schwingende 
Masse die Mittellage x = O. Dann folgt aus Gl. (238): 

o = a . 1 . sin (0 + fJ) zunachst fJ = 0 , 

und damit nimmt die Gleichung der gedampften Schwingung die 
Form an 

x=a·e-nt·sinwt. ....... (239) 

Diese Gleichung ist im vorigen Abschnitt eingehend diskutiert und 
als mit der Differentialgleichung der gedampften Schwingung Gl. (233) 
vertraglich gefunden worden. J etzt erkennen wir iiberdies, daB diese 
Differentialgleichung das allgemeiue mathematische Kennzeichen einer 
gedampften Schwingung ist, einer periodischen sowohl wie einer aperio
dischen und auch einer iibergedampften. 

Man kann jetzt noch die physikalische Bedeutung von n und w 
angeben. Es ist nach obi gem 

k 
n=-~ 

2m 
und 

2m 

damit sind die beiden Werte n und w durch GroBen ausgedriickt, deren 
physikalische Bedeutung bekannt ist. 

Wir haben jetzt der Diskussion der Gleichung der gedampften 
Schwingung, die im vorigen Abschnitt steht, einiges nachzutragen. 
Wegen der Unveranderlichkeit von wist auch die gedampfte 
Schwingung isochron. Ihre Periode oder Schwingungszeit T erbalt 
man aus Gl. (105), wenn man den zuletzt angescbriebenen Wert von 
w einsetzt: 

2n 4nm 
T=-=, . 

w V4mc- k2 
. . (240) 

Ware keine Dampfung vorhanden, d. h. k = 0, so ware T = TO = 2 njVc!m, 
das ist die schon friiher gefundene Schwingungszeit der widerstands
freien harmoniscben Schwingung eines Massenpunktes. Die Sch win
gungszeit einer gedampften Schwingung ist hiernach graBer 
als die einor ungedampften, und zwar urn so groBer, je starker 
die Dampfung ist. Die Starke dor Dampfung, den Dampfungsfaktor, 
bestimmt man experimentel!, indem man die aufeinanderfolgenden Aus
scblage, die nach den Ausfiibrungen des vorigen Abschnittes eine geo
metrische Reihe bilden, beobacbtet und mit Hilfe des logarithmischen 
Dekrementes den Dampfungsfaktor berecbnet. Man hat bei der Be
obachtung vor aHem zu priifen, ob die Al1lplituden tatsachlich eine 
geol1letrische Reihe bilden, widrigenfalls das hier zugrunde liegende 
Widerstandsgesetz W=k.(dxjdt) und die ganze darauf aufgebaute Ent
wicklung nicbt brau0hbar ware. Hat jedoch fiir d'e Al1lplituden das 

n", 
Gesetz der geol1letrischenReihe Giiltigkeit, dann ist (vgl. S. 454)x1 = a· e- 2w 

"'" ( ",,)(i-1) 
die erste und x i =a.e-2W e-7;; die i-te Al1lplitude, die beobachtet 
wurde, und man hat 

Xl (. ) n n also In --- = 1, - 1 -
Xi W 
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odeI' da nach obigem 

w 2 
und 

k 
n=-

2m 
T 

ist, so wird 

I Xl (. ) kT n-= ~-1 - .. 
Xi 4m 

(241) 

Dieses logarithmische Dekrement del' ersten und i-ten Amplitude 
eignet sich zur Ermittlung des Dampfungsfaktors k aus einem 
Schwingungsversuch. Wir wollen das logarithmische Dekrement, das 
auBer von dem Dampfungsfaktor noch von Masse und Richtkraft abhangt, 
in anderer Form anschreiben unter Beniitzung des "Dampfungs
grades 1p", worunter folgendes verstanden sei. Wir sahen, daB eine 
gedampfte Schwingung periodisch odeI' aperiodisch sein kann, und zwar 
im letzteren Fall gerade aperiodisch odeI' iibergedampft, je nachdem 
die Diskriminante del' "charakteristischen Gleichung" den Wert 
k2;:;; 4 mc hat· wir setzen > ' 

(242) 

und nennen 1/) den Dampfungsgrad; er ist 1/1 = 0 bei einer un
gedampften, 0 < 1jJ < 1 bei einer periodisch gedampften, 1jJ = 1 bei 
einer gerade aperiodisch gedampften und 1/) > 1 bei einer iiber
gedampften Schwingung. Mit Hilfe dieses Begriffes laBt sich die 
Schwingungszeit und das logarithmische Dekr.ement in sehr einfacher 
Form ausdriicken. Die Schwingungszeit del' periodisch gedampften 
Schwingung GJ. (240) schreibt sich mit Beniitzung des Dampfungsgrades 
aus GJ. (242): • 

T= .. 4.nm. =2.n 2m =2.nV1n . 1=. 
V4mc-1jJ·4mc V4mc(1-ip) c V1-1jJ 

Nun ist 2.n V-,,;.-r;: = TO die Schwingungsdauer del' ungediimpften 
Schwingung unter sonst gleichen Verhaltnissen, womit aus del' letzten 
Gleichung folgt 

. (243) 

Durch Einsetzen des ausfiihrlicheren Wertes von T in die Gl. (241) 
des logarithmischen Dekrementes del' ersten und i-ten Schwingung er
halt man 

womit das logarithmische Dekrement abgesehen von del' Konstanten.n 
nur noch von dem Dampfungsgrad 1jJ abhangig erscheint. 

Dber die Abhiingigkeit del' Schwingung· ze:t und des logarith
mischen Dekrementes del' i-ten und (i + 1)-ten Amplitude gibt nach
stehende Tabelle AufschluB. 
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tp= ° 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 o,S 0,9 1,0 

1 1,05 1,12 1,19 1,29 1,41 1,57 1,S3 2,24 3,16 00 

-~ = 1 2,S4 4,S 7,S5 13,0 23,1 46,5 121,5 534,0 12333,000 
X i +1 

Die Dampfung beeinfluBt demnach in hohem Grade die Am
plituden, und in viel geringerem Grad die Schwingungszeit. Eino 
schwach gedampfte Schwingung hat also fast die gleiche Schwingungs
zeit:, wie eine ungedampfte, zeigt jedoch ausgepragte Abnahme der 
Amplituden. 

Beispiel. Eine Masse m = 0,2 (kgsk2m) macht eiuem Versuch 
zufolge 1 Schwingung i. d. Sek.; die 1. Amplitude ist zu Xl = 60, die 
12. zu X 12 = 25,S mm beobachtet. Wie grof3 ist der Dampfungsfaktor 
und der Dampfungsgrad. 

Nach Gl. (241) ist 
60 11·k·l 

In 25,S=2,3.0,3662= 4.0,2 

k=0,0612 

tp = 0,00059. 

Die vorstehenden Betrachtungen und Gleichungen lassen sich ohne 
weiteres auf die gedampfte Torsions schwingung anwenden; an 
die Stelle der Masse m tritt dann das Massentragheitsmoment J des 
schwingenden Korpers in bezug auf die Sch wingungsachse und an die 
Stelle der Richtkraft c im Abstand 1 von der Mittellage nunmehr das 
Richtmoment ci fiir den Ausschlagwinkel 1. Der Dampfungsgrad ist 
z. B. bei der Torsionsschwingung durch die Gleichung definiert: 

P=tp.4 Jcl • 

297. Gediimpfte Schwingung; diimpfender Widerstand foIgt dem 
Reibungsgesetz R = [J, N. Wie sieht die Zeit-Weg-Kurve eines gerad
linig schwingenden Punktes aus, auf den ein Reibungswiderstand R = fl N 
seiner augenblicklichen Geschwindigkeit entgegenwirkt1 Der materielle 
Punkt mag sich anf einer rauhen Horizontalebene hin und her bewegen, 
etwa unter dem Einflu3 der Richtkraft einer elastischen Feder, die dem 
Abstand X von der spannungslosen Lage (x = 0) proportional ist. 1st 
N der Normaldruck des Massenpunktes auf die Unterlage, so ist flN 
der die Geschwindigkeit abdampfende Bewegungswiderstand. J n den 
Totlagen der Schwingung kehrt die Reibung ihren Sinn um; der Massen
punkt ist einen Moment lang in Ruhe, die Bewegungsreibung ver
wandelt sich in die grof3ere Haftreibung; da man nicht genau weW, 
ob dieser tJbergang stetig oder unstetig erfolgt, sei hier die Annahme 
gemacht, die Reibungsziffer bleibe stets unverandert grof3. Die aus 
dieser Annahme abgeleitete Zeit-Weg-Kurve kann durch Vergleich mit 
der Beobachtung gepriift werden, woraus Schliisse auf das Verhalten 
der Reibung bei der Bewegungsumkehr gezogen werden konnen. Unserer 
Annahme gemaf3 ware die GroBe der Reibung konstant, sie wiirde aber 
ihre Richtung in den Totlagen sprungweise andern. Wir werden dem-
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nach fUr Hin- und Hergang zwei durch das Vorzeichen der Reibung 
verschiedene Gleichungen erhalten. 

Beim V orwartsgang in der + x -Richtung wirkt der Reibungs
wider stand im Sinne der abnehmenden x, ist also - It N = - R; die 
dem Abstand x, d. h. der Federverlangerung proportionale Richtkraft 
hat den gleichen Richtungssinn und der Tragheitswiderstand betragt 
- m· x. Nach dem d' Alem bertschen Prinzip sind die Krafte im 
Gleichgewicht, also ist: 

-m·x-cx-R=O. 

Fur den Ruckwartsgang in der - x-Richtung ergibt sich ebenso, 
da die Reibung jetzt ihren Sinn umgekehrt hat, wahrend sich an den 
beiden andern Kraften nichts geandert hat: 

-mx-cx+R=O. 
Wir mussen daher Hin- und Ruckgang bei der Integration ge

sondert behandeln; zuerst den Hingang. 
Vereinfacht man die letzte Gleichung mit m und setzt elm = w 2 

und Rlc=xo' so wird 

x+ w 2 x+ c·xolm=x + w2 (x + xo)=O 
und da x = d2 (x + :i'o)ldt2 , so ist auch 

d2 (x+x) ---a;rIJ... + w2 • (x + xo) = 0 . 

Die Integration liefert analog Gl. (206) 

(x + xo) = A . sin w i + B· cos w t. 

Die Bewegung auf dem Hingang stimmt also mit einer einfachen 
ungedampften Schwingung uberein, die die gleiche Schwingungsdauer 

2:n: 2:n: 
T=-=--

w Vejm 
hat; nur erscheint der Ausschlag x + Xo der Sinusschwingung nicht von 
dem bisherigen Nullpunkt ° (x = 0) aus gezahlt, sondern von einerp. 
Punkt 01 aus, der auf dem - x- Zweig der Bahn im Abstand - Xo 
von ° liegt. Abb.258. 

Beginnen wir die Zeitmessung, wenn der schwingende Massenpunkt 
durch 01 geht, was uberdies mit Geschwindigkeit Vo geschehe, EO ist 

(x+xo)=O fUr t=O; v=vo fur t=O 

und man hat zur Bestimmung der Integratiomkonstanten 

womit 

0= B und Vo = A w, 

x + Xo = Vo sin w t . 
w 

Hiernach ist der Verlauf der Zeit-Weg-Kurve in Abb. 258 als eine 
durch 01 gehende Sinuslinie A 01 B eingetragen; der Punkt 0, bei dessen 
Durchschreiten die Federspannung Null ist, ist urn + Xo auf der 
x-Richtung gegen 01 verschoben; von diesem Punkt·O aus werden die 
Schwingungsausschlage bei einem Versuch beo bachtet. 
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Fiir den Riickgang findet man mit den gleichen Substitutionen 
wie oben: 

:c -:Co =_4.. sin w t+B·cos w t, 

das ist wieder eine harmonische Schwingung von der gleichen Schwin
gungsdauer 

2:n; 

'f= V~/m' 

Ihre Ordinaten (:c - xo) erscheinen von einem Punkt 02 der Bahn 
des bewegten Punktes aus gezahIt, der auf dem + x -Zweig der Bahn 
im Abstand x = + Xo liegt. 

Die Zeit-Weg-Kurve setzt sich also im AnschluB an den bisher 
gezeichneten Linienzug durch ein weiteres Stiick einer Sinuslinie fort, 
das im ~ AnschluBpunkt die gleiche Ordinate hat wie das alte. Dio 

-x 

Abb. 258. 

Zeitachse des neuen Stiickes erscheint aber gegen die Zeitachse dos 
friiheren um 2 Xo parallel verschoben. 

In derselben Weise kann die Zeit-Weg-Kurve weiter gezeichnet 
werden. 

Schreibt man die aufeinanderfolgenden Schwingungsamplituden nach 
Abb. 298 hin, so lauten sie 

a1 +xo; a] -xO=a2 +:cO; a2 -:CO=aS +xo usf. 

Die Differenz zweier aufeinanderfolgender Amplituden ist demnach 
konstant = 2 xo; die Amplituden bilden eine arithmetische Reihe, 
wahrend sie bei einem der Geschwindigkeit proportionalen Dampfungs
widerstand eine geometrische Reihe bilden (vgl. 295). GrundsatzIich 
unterscheiden sich die beiden Arten der gedampften Schwingung noch 
dadurch, daB die Schwingungsdauer der soeben betrachteten mit der
jenigen der ungedampften Schwingung iibereinstimmt, also von der 
GroBe der Reibung vollig unabhiingig ist; dies kann bei Beurteilung 
von Versuchen, wenigstens wenn die Dampfung stark ist, von Wert sein. 

Die Reibungsziffer findet man aus 

" R fLN fLG fLmg . xn+l-xn=2xo= 2 -=2 -=2 -=2 --, 
c c c c 
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wenn links vom Gleicheitszeichen zwei' aufeinanderfolgende Amplituden 
stehen und R=flN = flG= flmg ist. 

Beim Aufzeichnen der Abb.258 bemerkt man, daB die Schwingung 
plotzlich erlischt, also nicht wie in 296 allmahlich abkIingt. 

§ 64. Erzwungene Sehwingungen. 
298. Allgemeines. Einfaches Beispiel. Resonanz. Wir baben 

im § 60 und 62 die freien oder Eigenschwingungen betrachtet, die 
ein Pendel, eine an einer Feder aufgehangte Masse, ein an einer Torsions
feder befestigter Umdrehung~korper ausfiihrt, wenn diese Korper nach 
Empfang eines Impulses ohne weitere, auBere Einwirkung sich selbst 
iiberlassen werden. Wir nehmen nun an, der Aufhangepunkt z. B. der 
an der Feder hangenden Masse werde in Richtung der Eigenschwingung 
selbst in eine schwingende' Bewegung versetzt, oder eine periodisch 
wechselnde Kraft wirke auf den Aufhangepunkt oder auf die Masse 
selbst ein; dann fiihrt die Masse sog. erzwungene Schwingungen 
aus. Die Bewegung des Aufhangepunktes nennt man Erreger
schwingung, die Kraft, die die erzwungenen Schwingungen verursacht, 
die erregende oder storende Kraft. 

Der Wagenkasten z. B. eines Automobils ruht au~ Federn und 
fiihrt nach Empfang eines Impulses Eigenschwingungen aus und zwar 
geradlinige oder drehende, je nach Art des Impulses; sie werden durch 

Abb.259. 

Reibungswiderstande in Wirklichkeit rasch abgedampft. 
Ein einziger Impuls wiirde nur die Eigenschwingung 
zum Ansprechen bringen. Die wiederholten StoBe sei
tens der U nebenheiten der Fahr bahn oder die freien 
Massenkrafte des Motors sind im oben angegebenen 
Sinne die erregenden oder st6renden Krafte, die er
zwungene Schwingungen des Wagenkastens verursachen 
und diesen immer neue Energie zufiihren. Ein Schiffs
korper kann vermoge seiner Elastizitat Biegungs
und Torsionsschwingungen im Wasser ausfiihren; die 
Kolbenmaschinen liefern in den Massenkraften ibrer 
Stampfbewegung erregende oder storende Krafte, ~ie 
erzwungene Schwingungen des Schiffskorpers veran
lassen konnen, die den Fabrgasten Iastig zu werden 
vermogen und den Schiffsverband beanspruchen. Bei
spiele von Eigenschwingungen, erregenden Kraften und 
erzwungenen Schwingungen konnten aus dem Gebiet 
der Technik noch viele angefiihrt werden, es sei nur 

noch an die vom Seegang herriihrenden Schiffsschwingungen, an die 
storenden Bewegungen der Lokomotiven, an die Schwingungen an 
Kurbelwellen erinnert. 

Zur Vorbereitung auf die schwierigeren Probleme beginnen wir 
mit einem einfachen Fall, der an einer Feder hangenden Masse, deren 
Aufhangepunkt bewegt wird (Abb. 259). Die ungespannte Lange sei 1 [cm]. 
Zur Zeit t sei der Aufhangepunkt um Xl' das untere Federende mit 
der Masse m um x2 in der + X - Richtung fortgeschritten. Die Feder
dehnung betragt dann (X2 - Xl) und die Federkraft ist mit der Be
zeichnung des Abschn. 283 - c (X2 - Xl)' wahrend der Tragheitswider-
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stand die GroBe -m.(d2 x2 Idt2)=-mx2 hat. Die Gleichgewichts
bedingung der an m tatigen Krafte lautet: 

- m,x2 - e(x2 -Xl) =0. 
Macht nun der Aufhangepunkt eine einfache Sinusbewegung gemaB 

Xl = a . sin w1 t (der Grund fur die Wahl dieser Hewegungsart wird noch 
angefUhrt), so wird 

d2x2 e e • --+-x =--·a,slnw1t ..... (245) 
dt2 m 2 m 

Mit der Abkurzung W 22 = ejm wird 

x2 + W 22 • x2 = a W 22 sin w1 t. 
Zweimal nach t abgeleitet, gibt: 

X (4) + W 2. X (2) - - a W '3 W 2. sin W t 
2 22- 12 l' 

Hierzu wird die mit W 1 2 erweiterte vorige Gleichung addiert, womit 

X 2 (4) + (W1 2 + W22) X 2 (2) + W 12 W 22 X 2 = O. 

Die "charakteristische Gleichung" (vgl. 296) 

(14 + (WI 2 + W22) (12 + W 12 W 22 = 0 

hat die Wurzeln (1 = + WI i und (1 = + w2 i, und das allgemeine Inte
gral der obigen Differentialgleichung lautet: 

x2 = Al . sin (WI t+ (JI) +A2·sin(w2 t + (J2) • . (245a) 

Das ist die Gleichung der erzwungenen Schwingung, die 
hiernach aus zwei ubereinander gelagerten Schwingungen besteht. Die 
Frequenz der einen stimmt mit der Frequenz WI der Erregerschwingung 
und die der anderen mit der Frequenz der Eigenschwingung w2 der 
Feder mit festem Aufhangepunkt uberein; letztere ist ja nach (210) 
w2 = -V elm. Dieses Ergebnis ist bemerkenswert: es HiBt sich die er
zwungene Schwingung immer als die Dberlagerung zweier 
Schwingungen von der Frequenz der Eigenschwingung und 
der Erregerschwingung auffassen. In Wirklichkeit wird die Eigen
schwingung durch dampfende Widerstande rasch ausgeloscht und es 
wird in der Hauptsache nur der zweite Schwingungsbestandteil ubrig
bleiben; die Eigenschwingung kann aber auch durch Impulse aufs neue 
erregt werden. 

Die obige Losungsmethode hat es mit sich gebracht, daB in der 
Integralgleichung vier Integrationskonstanten AI' A 2 , (Jl' (J2 vorkommen. 
Die zwei zur Erregerschwingung gehorigen Konstanten sind aber nicht 
durch Grenzbedingungen, sondem durch die vorangehende Rechnung selbst 
bestimmt. Setzt man namlich die Werte von x'3 und seinen Ableitungen 
in die gegebene Differentialgleichung ein, so folgt nach Wegheben ent
gegengesetzt gleicher Glieder: 

Al (W2 '3 - W12) sin (W1 t + (J1) = a W 22 • sin w1 t. 
Diese Gleichung muB fUr jeden Wert von t befriedigt sein und 

zwar durch konstante Werte von Al und (J1; das ist nur moglich, wenn 
2 

(J d A a w 2 a 
1 = 0 un 1 = W 2 _ W 2 = 1 _ (W jw )2' 

2 1 1 '3 

Autenrieth-Ensslin, Mechanik. 3. Auf!. 30 
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Die jetzt noch unbestimmten Integrationskonstanten A'.l und fJ'.l 
sind von den Grenzbedingungen abhiingig; es sei z. B. anfanglich 
(d. h. in t = 0) die aufgehiingte Masse in Ruhe, also gar keine Eigen
schwingung vorhanden, dann ist A2 = 0 und fJ'.J = 0 und die Erreger
schwingung bewirkt in diesem Falliediglich die erzwungene Schwingung: 

x'.J=Alsin(Wl t+fJl)=l_(:l/wSl·sinwlt .. (246) 

Die erzwungene Schwingung hat also die gleiche Periode und die 
gleiche Phase wie die Erregerschwingung und ihre Amplitude hangt 
allein von dem Frequenzverhaltnis W l !W2 zwischen Erreger- und Eigen
schwingung abo Ware anfanglich schon eine Eigenschwingung 
xe = A 2 • sin (w2 t + fJJ vorhanden, so kame dies gemaB G1. (245 a) in 
der resultierenden erzwungenen Schwingung dadurch zur Geltung, daB 
sich die. Eigenschwingung den Schwingungsausschlagen x2 in G1. (246) 
iiberlagert. Wir diskutieren aber bloB den iibersichtlicheren einfachen 
Fall, indem wir von der Eigenschwingung absehen. Dabei moge eine 
verhaltnismaBig kleine Masse an einer verhaltnismaBig starken Feder 
hangen, was zur Folge hat, daB die Eigenschwingung eine hohe Frequenz 
aufweist, z.B. 'V'.l=20i.d.Sek., also w 2=2n'V2 =125,7. Wir stellen 
uns nun vor, die erregendenSchwingungen gehen von einer Kurbel
schleife mit Kurbelhalbmesser a aus; wir laosen die Kurbel sich gleich
maBig drehen und zwar einmal mit n = 12, dann mit n = 120, 240, 
480, 960, 1200, 1440, 1800 und 2400 Umlaufen i. d. Min., wobei 
'V1 = nl60 in 1 sk und wl = 2 n 'V1 , weshalb W l /W2 = 'V1 i'V'J oder = npjne 
ist, wenn man noch auf die minutlichen Frequenzen np der Erreger
schwingung und 11e der Eigenschwingung iibergeht. Die Feder werde 
durch c = 15800 kg urn 1 m verlangert (d. h. durch 158 kg urn 1 em), 
die schwingende Masse sei m = 1 (ihr Gewicht 9,81 kg), wobei 
w2'.l=c!m=15800=125,72, im Einklang mit obigem Wert w'.l sich 
ergibt. Die jeweiligen Amplituden und groBten Federkriifte, die sich 
bei verschiedenen Umlaufzahlen der Antriebkurbel, d. h. fiir verschiedene 
Frequenzen der erregenden Kraftschwingung einstellen, enthalt die 
folgende Tabelle: 

W 1/W2 = np/ne = 0,01 0,1 0,2 0,4 0,'5 0,95 1 1,2 1,5 2 
(x2)max = 1 1 1,04 1,19 2,78 10,3 00 -2,27 -0,8 -0,33 a 

(X2 - x1)max = ° 0,01 0,04 0,19 1,78 9,3 00 -3,27 -1,8 -1,33a 
Gr. Federkra£t kg = ° 1,58 6,3 30 282 1480 00 -516 -285 -210 a 

Die Tabelle besagt folgendes: So lange die Frequenz wl der Erreger
schwingung klein genug ist gegeniiber der Frequenz w 2 der Eigen
schwingung, ist die erzwungene Schwingung der Masse m eine fast 
genaue Kopie der Erregerschwingung des Aufhangepunktes der Feder, 
m. a. W. des Weges der erregenden Kraftschwingung. Wachst nun die 
Frequenz der. Erregerschwingung, d. h. laBt man die Antriebkurbel 
schneller laufen, so macht die Masse immer groBere Ausschlage, womit 
auch die Spannkrafte in der Feder immer groBer werden. Das steigert 
sich so weit, bis die Schwingungsauspchlage rechnungsmaBig unendlich 
graB werden, was nichts anderes bedeutet, als daB die Feder zerreiBt; 
das geschieht in Wirklichkeit freilich schon, ehe die Schwingungsaus-
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scWage' unendlich groB gewordim sind,' namlich wenn die Spannkraft 
der Feder deren Festigkeit liberwindet. Obgleich die Feder in Wirklich
keit schon friiher gefahrdet ist, ehe der Schwingungsausschlag unendlich 
groB . geworden ist, empfiehlt es sich doch, diejenigen' VerhaItnisse zur 
Grundlage der Beurteilung zu machen, unter denen der AusscWag :1:9 

rechnungsmaBig unendlich groB wiirde. Nach Gl. (246) wird :1:2 =00, 

wenn' WI = W 2 oder, was dasselbe ist, wenn 'VI = 'V2 oder 'np = n. ge
worden ist, d. h. wenn die Frequenz WI der Erregerschwingung mit der 
Frequenz, w';! der Eigenschwingung gerade iibereinstimmt, oder noch 
anders ausgedriickt, wenn die Erregerschwingungen den gleichen Takt 
oder Rhythmus haben wie die Eigenschwingungen. Man spricht in 
diesem FaIle von Resonanz zwischen der Erregerschwingung 
und Eigenschwingung. 

In dem vorhin geschilderten Beispiel empfing der Aufhangepunkt 
der Feder die erregende oder storende Schwingung von einer Kurbel
schleife, die von einer gleichmaBig umlaufenden Welle (Drehzahl np) an
getrieben wurde. Je naher die Winkelgeschwindigkeit oder die Kreis
frequenz WI dieser WeJe an die Kreisfrequenz w2 der Eigenschwingung 
heranriickt, desto naher kommt die Feder dem gefahrlichen Zustand 
der Resonanz. 1m Augenblick der Resonanz dreht sich die Welle, von 
der die storenden oder erregenden Schwingungen ausgehen, mit einer 
Umlaufzahl, die man die kritische Umlaufzahl TIl< nennt; es ist 
also TlI<=n •• 

Wenn hier mit einer kritischen Umlaufzahl das Auftreten eines 
rechnungsmaBig unendlich groBen Schwingungsausschlages festzustellen 
war, so werdeu wir im Abschn. 300 erkennen, daB dies nur bei einer 
widerstandsfreien Schwingung zutrifft. In 'Wirklichkeit gibt es eine 
solche aber nicht, und die dampfende Wirkung von Luft-, Fliissigkeits
oder Gleitreibung hat zur Folge, daB im Resonanzfall zwar ein be.
sonders groBer und damit gelegentlich auch gefahrlicher Schwingungs
ausschlag, aber niemals ein unendlich groBer vorkommt, auch' nicht 
rechnungsmaBig. 

'Wir betrachten jetzt das Verhalten der Feder nach dem Durch
schreiten der Resonanz. DaB die Feder nicht schon vorher beschadigt 
wird, kann man auf zwei Arten erreichen. Entweder begrenzt man die 
SchwingungsausscWage der Masse durch Anschlage oder man steigert 
die Drehzahl der A,ntriebkurbel moglichst rasch liber die kritische 
hinaus. Nach dem Vberschreiten der kritischen Umlaufzahl beruhigen 
sich die Schwingungen der Masse wieder und die Sch wingungsausschlage 
werden immer kleiner, ,je schneller man die Antriebkurbel laufen laBt. 
Etwas auBerordentlich Merkwlirdiges tritt bei sehr hoher Frequenz der 
Erregerschwingung, d. h. bei sehr hoher Drehzahl der Antriebkurbel 
oder bei sehr raschem Auf- und Abbewegen der Federaufhangung auf: 
die Masse schwingt gar ,nicht meh:r, sie bleibt in Ruhe. Sie hat nam
lich keine Zeit mehr, von. der Stelle zu kommen; denn kaum hat sie 
nach Empfang eines Impulses angefangen, diesem zu folgen, so kommt' 
schon wieder ein neuer von entgegengesetztem Sinne und gleicher GroBe, 
der die Wirkung des ersten wied,er aufhebt. Die Federwird unter 
diesen Verhaltnissen abwechselnd um ± a (= Halbmesser der Antrieb
kurbel = halber Weg der erregenden Kraft) gedehnt und gekiirzt; der 

30* 
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geschilderte Zustand IaBt sich physikalisch verwirklichen, sofem die 
Feder eine solche Dehnung und Kiirzung aushalten kann. 

Der Vorzeichenwechsel der Amplitude der erzwungenenSchwingung 
bei Durchschreiten der Resonanz hat physikalisch die Bedeutung, daB 
von da ab die erregende KraItschwingung bzw. die Schwingung des 
Aufhangepunktes der Feder x = a· sin WI t und die erzwungene Schwingung 
x2 = A 2· sin WI t einander stets entgegengesetzt verlaufen, also in der 

Phase um eine balbe 
Periode gegeneinander 
verschoben sind. Der 
nPhasensprung" bci 
Durchschreiten der Re
sonanz wird im Abschn. 
300 nochmals zu. be
sprechen sein. 

Es unterliegt kei
nem Zweifel, daB der 
tatsachliche Verlauf der 
Schwingung in der Niihe 
der Resonanz sich an
ders gestaltet, als die 
Gl. (246) oder die Ta
belle angibt. Denn die 

o '-----;!-_-:---L.-:! .... _-:-_.L-___ ---'-,--__ ---' vorliegende Berechnung 
~8 1 2 

ist nur so lange richtig, 
als die Federkrafte den 

WI : (,)2 - }j: l{ =--0-
Federdehnungen pro-
portional sind, und so-Abb. 260. 

lange keine Widerstande 
auftreten. Schon vor der Resonanz werden jedoch die Federschwin
gungen so groB, daB jene Proportionalitat aufhort und gleichzeitig 
tritt in der Feder inn ere Reibung auf. Die vorliegende Rechnung hat 
in erster Linie den Zweck, auf die Resonanzgefabr aufmerksam zu machen 
und zu zeigen, daB die Resonanz np= ne zu meiden ist; dieser Zweck 
wird auch dann erreicht, wenn die Rechnung in der Gegend der Re: 
sonanz den geriigten Mangel hat. 

Wie sich die GroBe der Amplituden der erzwungenen Schwingung 
andert, wenn man die Frequenz der erregenden Kraftsch wingung steigert, 
zeigt der oberste ausgezogene und gestrichelte Linienzug in Abb. 260, 
deren wagrechte Abszissen das Frequenzverhaltnis zwischen Erreger
und Eigenschwingung und deren senkrechte Ordinaten die zugehorigen 
Amplituden der erzwungenen Schwingung bedeuten. 

299. Die erregende Kraft ist keine einfache Sinnsfnnktion, sondern 
eine beliebige periodische Funktion. Beispiel. Torsionsschwingungen 
einer Schiffswelle, kritische Umlanfzahlen. 1m vorigen Abschnitt 
wurde angenommen, die erregende Kraft schwanke nacb einem einfachen 
Sinusgesetz. Das ist mathematisch am einfachsten zu erledigen, kommt 
aber in Wirklichkeit nur selten vor. Trotzdem enthalt dieser Sonder
fall die Losung auch fUr den allgemeinsten Fall, in dem die erregende 
Kraft beliebig schwankt. Die Drehkiafte an den Kurbeln einer Kraft-



Erzwungene Sohwingungen:. 469 

maschinenwelle andern sich z. B. periodisch, abel' in 'einer uniibersicht
lichen Weise; man kann sie jedoch nach Fourier in eine Summe un
endlich vieleI' Sinusschwingungen aufiosen, deren Frequenzen ganze Viel
fache einer Grundfrequenz sind, gemaB der Gleichung: 

P=P m +Pl sin (Wlt + fJl)+P2 sin2(wlt + fJ2) + ... . 
=P m +AI sinwl t+A2 sin 2wl t+ As sin 3wl t + .. . 

. + BI cos WI t + B", cos 2 WI t + Bs cos 3 WI t + .. . 
Jede Harmonis~he wirkt nun physikalisch ebenso, wie wenn die iibrigen 
gar nicht vorhanden waren. An der erwahnten Maschinenwelle greift 
gleichsam nicht eine Drehkraft, sondern es 'greifen deren viele gleich
zeitig an, namJich so viele, als man Harmonische braucht, um das 
Drehkraftdiagramm der Maschine mit hinreichender Genauigkeit wieder
zugeben. Die Wirkung der einzelnen sinusartig verlaufenden Dl'eh
krafte, in die das Drehkraftdiagramm bei der harmonischen Analyse 
zerlegt wird, ist genau in der Weise zu untersuchen, wie das im letzten 
Abschnitt geschehen ist, wo die erregende Kraftschwingung dem ein
fachen Sinusgesetz a· sin WI t folgte. Die Berechnung im vorigen Ab
schnitt ist bloB dahin abzuandern, daB an die Stelle der erregenden 
Kraft a· sin W t auf der -rechten Seite der Differentialgleichung der er
zwungenen Schwingung G1. (245) Seite 465 der Reihe nach die Har
monischen Al . sin wIt; A2 . sin 2WI t; As . sin 3wI tj ••• ; BI·cos WIt; ... ein
zusetzen sind. Die Losung verlauft im iibrigen genau wie im vorigen 
Abschnitt. Es geniigt jetzt die GroBe der Amplitude der erzwungenen 
Schwingung anzuschreiben, die man in erster Linie kennen muB, wenn 
gefahrliche Zustande der Welle vermieden werden sollen. Die Ampli
tude der erzwungenen Schwingung betrug a: [1- (Wl! w2)21 , WO WI die 
Frequenz der erregenden Kraftschwingung und w2 die Frequenz der 
Eigenschwingung bedeutete. Jetzt hat man, um die den einzelnen 
Harmonischen entsprechenden Amplituden zu erhalten, der Reihe nach 
WI = w; wt = 2 W; WI = 3 W • •• zu setzen, womit diese Amplituden 
die Werte aunehmen: 

Al A'J . 
1- (2w!w'J)'J', 1 (!:!! )2'" . - "W WIl 

Diese werden 'unendlich groB, wenn W = wll ; W = w2!2; W = w2!3 .. 
wird, d. h. wenn die Frequenz wll der Eigenschwingung = der Fre
quenz W der erregenden Kraft oder = der Halfte, einem Drittel usf. 
der letzteren wird. Steigt also die Frequenz der erregenden Kraft
schwingung z. B. von W = 0 bis w.:.--. w'J' so kann jede Harmonische 
del' ~rregenden Kraft· in Resonanz mit der Eigenschwingung treten 
und .ainen kritischen Zustand herbeifiihren, in dem die erzwungene 
Schwingung rechnungsmaBig unendlich groBe und in Wirklichkeit ge
fahrlich hohe Amplituden annehmen kann. Welche Harmonische am 
starksten wirkt,. laBt sich vor Ausfiihrung der harmonischen Analyse 
nicht voraussagen; es muB das aber-keineswegs immer die erste Har
monische' sein. Es. kann sogar vorkommen,' daB eine Harmonische 
eine groBere Amplitude hat als die resultierende Schwingung, die der 
harmonischen Analyse unterzogen wird. Meist erweisen sich die iiber 
del'. sechsten liegenden Harmonischen als bedeutungslos; vielfach kann 
man f:\ig,h. sogar mitnur :drei Harmonischen begniigen. 
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Ein praktisohes Beispiel soIl das Vorangehende der Ansohauung 
des Masohineningenieurs naher bringen; vorher wollen wir die Kreis
frequenznn wl der erregenden Kraft und w'.! der Eigensohwingung 
duroh die minutliohen Frequenzen np der Kraftsohwingung und n. der 
Eigensohwingung ersetzen; gemaB G1. (209) ist namlich: np= 30wll:n 
und n. = 30w'JI:n. Bei einer Maschinenwelle sind die erregenden Krafte 
die Tangentialdriicke oder·Drehkrafte und deren minutliche Frequenz np 
die minutliche Drehzahl· n. der Welle. 

Wir nehmen jetzt als Beispiel eine Sohiffswelle; am einen Ende 
der Welle befindet sich der Propeller, am .andern die Masohine, deren 
umlaufende Massen hier allein in Betraoht kommen. Die Propeller
masse und die umlaufenden Massen der Masohine sind duroh eine 
lange Welle verbunden; sie konnen wegen der Elastizitat der Welle 
Torsionssohwingungen gegeneinander ausfiihren, deren Frequenz nach 
303 bereohnet werden kann. Die minutliche Anzahl der widerstands
freien· Eigenschwingungen sei no. Die an den Kurbeln angreifenden 
Drehkrafte (= Resultierende aus Dampfdruck und Massendruok des 
Kurbelgetriebes) sind in den einzelnen Kurbelstellungen versohieden; 
man kann sie in Funktion der Kurbelwinkel ausdriicken und pflegt 
Eie moist unter Annahme gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit als 
Funktion der Zeit darzusteIlen; im letzteren Fall lassen sie sioh in 
eine Fouriersche Reihe entwickeln: 

P =P m +P1 sin(w1 t+ ,81) +P2 sin 2{w1 + ,82) + ... 
=P m +A1 Elinw1 t+A2 sin 2w1 t+ ... +B1 cosw1 t+ ... 

wo Pi = Y Ai'J + Bi2 ist. Die Schwankungen der Drehkrafte erregen 
an der Welle eine erzwungene Schwingung, bestehend in einer Tore ions
pendelung der zwei genannten Massen gegeneinander. Die mittlere 
Drehkraft Pm erzeugt eine konstante Verdrehung der Welle; die Dreh
kraft schwankt aber urn diesen Mittelwert, wodurch eben erzwungene 
Schwingungen der beiden Massen erzeugt werden. Durch das Auf
treten ratselhafter Briiche sah sich Frahm 1899 veranlaBt, die Er
scheinung zu studieren. Seine Untersuohuug ist die erste dieser Art 
und ist "durch gliickliche Vereinigung von Versuoh und wissensohaft
lioher Durohdringung vorbildlioh. Frahm bereohnete die minut
Hohe Eigensohwingungszahl der relativen Torsionsschwingungen der 
Propellermasse gegeniiber den Sohwungmassen der Ma~ohine aus 

n = 30-. 1~2.c = 30-. Iml +m'.!. :nd4 

t :n V m1·m'.! 1 :n V m1 ·m2 32.,8l.R2 

(ml und m'.l sind die auf den Kurbelhalbmesser R reduzierten Massen 
des Propellers und des Triebwerks, d der Wellendurehmesser, l die 
WellenIange, ,8 der Sohubziffer des Wellenwerkstoffes) zu n. = 257,4 
in der Minute (Dampfer Besoki) und zerlegte ferner das Drehkraft
diagramm der Masohine in die drei ersten Harmonisohen, woduroh das 
wirkliohe Diagramm hinreiohend genau wiedergegeben ersohien. Die 
minutliohen Frequenzen der drei Harmonischen sind n, 2n, 3n, also 
gleich der einfaohen, doppeJten und dreifaohen Drehzahl der M asohine. 
Jede Harmonisch~, die in der. Drehkraftlinie steokt. und bei der har
monisohen Analyse· zu,m Vorsch~i,n, kommt, .wirkt nun erf~hrung$ge.ma~ 
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physikaIisch ebenso, wie wenn sie ganz allein vorhanden ware. Jede 
Harmonische der Drehkraft kann fiir sich gegebenenfalls mit der Eigen. 
schwingung in Resonanz treten und die Eigenschwingung in gefahr
licher Weise zum Mitschwingen zwingen, besonders wenn sie selbst 
kraftige Schwankungen macht, d. h. cine groBe Amplitude P1(P'jP 3) hat. 

Die erste Harmonische mit der minutIichen Frequenz n trltt nun 
in Resonanz mit der Eigenschwingung ne, weun n = ne ist, d. h. wenn 
die Drehzahl der Welle mit deren Eigenschwingungszahl zusammenfiillt. 
Man nennt diese Drehzahl der Welle die kritische Umlaufzahl 
erster Ordnung. Sie kommt bei der betrachteten Maschine nicht in 
Frage, weil diese normal nur 70 bis 75 Umlaufe in der Minute macht; 
man laBt die Propellerwellen langsam ·laufen, weil hohe U mlaufzahlen 
schlechten Wirkungsgrad des Propellers zur Folge haben. 

Die zweite Harmonische der erregenden Kraft, deren minutliche 
Frequenz 2 n betriigt, tritt mit der Eigenschwingung in Resonanz, wenn 
2n=ne ist, d. h. wenn die Drehzahl der Welle (n=ne/2) die Halfte 
der Eigenschwingungszahl betragt. Machte aIm die erwahnte Maschino 
121:l,7 Umdrehungen in der Minute, so wiirdo die zweite Harmonische 
im Drehkraftdiagramm die Eigenschwingung besonders stark zum An
sprechen bringen; dies trifft an der Welle un seres Beispiels deswegen 
nicht zu, weil die Maschine normal nicht so schnell lauft. Diejenige 
Drehzahl der WeUe, bei der die zweite Harmonische der Drehkraft
schwingung mit der Eigenschwingung in Resonanz stehen wiirde, nennt 
man die kritische Umlaufzahl zweiter Ordnung. 

Ganz Entsprechendes ist von den hoheren Harinonischen zu sagen. 
Bei den Versuchen an der Welle des Dampfers Besoki fand Frahm 
die starkste Well enschwingung , wenn die Maschine mit rd. 83 Um
drehungen i. d. Min. lief. Diese Zahl ist aber nahezu ein Drittel der 
Eigenschwingung (ne/3 = 257,4/3 = 85,8). Das bedeutet, daB die dritte 
Harmonische As· sin ~3 wl t + fJs) in Rcsonanz mit der Eigenschwingung 
der Welle stand; in der Tat war zufolge der harmonischen Analyse 
des Drehkraftdiagramms die dritte harmonische am starksten ausge
pragt, der Wert As also der groBte von AI' A 2 , As' Der Verdrehungs
winkel schwankt in Ubereinstimmung hiermit wahrend einer Wellen
umdrehung deutlich dreimal um seinen Mittelwert bin und her, indem 
er dies en um das 2,76fache iibertraf. Nach einer Bemerkung Frahms 
ware voraussichtli(\h eine 3,72 fache Uberschreitung des Mittel wertes be
obachtet worden, wenn man die Maschine genau mit der kritischen 
Umlaufzahl 3. Ordnung hatte laufen lassen kounen. Die erregende 
Kraft, die Drehkraft an del' Maschinenkurbel, schwankte dem Dreh
kraftdiagl'amm zufolge viel weniger, indem die groBte Drebkraft das 
1,67 fache del' mittleren war. Del' auf S. 468 erwahnte Phasensprung 
beim Durchschreiten der kritischen Umlaufzahl ist von Frahm eben
falls festgestellt worden. 

Als praktische Lehre ergibt sich aus dem Gesagten, daB die nor
male Umlaufzahl einer Propellerwelle geniigend weit vonirgendeinet 
der kritischen Umlaufzahlen fel'llgehalten werden muB; nach Frahm 
um mindestens 8 bis 10 Umdrehungen. Man kann dies grundsiitzlich 
durch Andel'll der Massen, der Lange und des Durchmessers der Welle 
erreichen. An den Massen und der Lange del' Welle kann abel' der 
Schiffsbauingenieur kaum Nennenswertes andern, die Eigenschwjngung's~ 
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zahl der Schiffswelle kann also praktisch nur durch Andern des Welle 
durchmessers beeinfluJ3t werden. Die Welle muJ3 einerseits d( 
Forderungen der statischen Festigkeit geniigen (woriiber die KlasE 
fikationE'gesellschaften Regeln vereinbart haben) und muJ3 dann no( 
daraufhin gepriift werden, ob ihre minutliche Eigensch wingungsza 
geniigend weit von der voUen Drehzahl der Maschine, wie auch v( 
der Halfte und einem Drittel dieser Drehzahl entfernt ist. Sollte di, 
nicht der Fall sein, so wird man den Wellendurchmesser meist ve 
starken. 

300. Erzwnngene Schwingung mit Dampfung. Allgemeiner L, 
snngsgang. Die Differentialgleichung einer erzwungenen Schwingur 
mit Dampfung lautet: 

mx+kX+cx=a.sinOJt . ..... (247) 
wenn die erregende Kraft in der einfachen Form a . sin OJt angenommE 
wird. Eine Herleitung der Gleichung ist nicht mehr notig, nachdel 
dieselbe in den Abschnitten 283 und 296 betr. die freien und gl 
dampften Eigenschwingungen ausfiihrlich gezeigt worden ist. Wal 
die erregende Kraft in Form einer Fourierschen Reihe gegeben, ~ 
miiJ3te man samtliche Harmonische analog behandeln, wie das jetl 
mit dem einfachsten Glied der Reihe (a.sinOJt) geschieht (vg 
Abschn. 299). Wir konnen unsere Aufmerksamkeit jetzt ganz auf di 
formale Behandlung der obigen Gleichung richten. Wir zerlegen x i 
zwei Bestandteile Xl + x2 ' was auf unendlich verschiedene Art gemacr 
werden kann. Es wird 

(mxI +kxl + eXl) + (mx2 + kX2 + CX2) =Posin OJt. 
x werde nun so auf Xl und x2 verteilt, daB der erste Klammeram 
dmck fiir sich gleich Null ist. Nach 296 ist dann Xl die gedampft 
Eigenschwingung des Massenpunktes m; den andern Bestandteil a 
der erzwungenen Schwingung X erhalten wir durch Integration dE 
Restes der letzten Differentialgleichung. Dieser Bestandteil ist inde 
schon zum voraus als der Hauptbestandteil der ganzen erzwungene 
Schwingung anzusprechen; denn die gediimpfte Eigensch~ingung kling 
rasch ab, sofern sie nicht durch in dieser Betrachtung allerdings nich 
beriicksichtigte Impulse neu erregt. wird. Ein Integral der Gleichun 

mX2 + kX2 + cX2 = Po' sin OJt 
ist x2 = D· sin (OJ t + fJ), unter so fort zu ermittelnden Bedingunger 
Einsetzen des Wertes x2 in die gegebene Differentialgleichung liefer 
namlich: 

- DmOJ2 • sin (OJt + fJ) + DkOJ' cos (OJt + fJ) 
+ De·sin (OJt+ fJ) = Po·sin OJt 

oder wenn man die sin und cos der Winkelsumme durch die sin un( 
cos der Einzelwinkel ausdriickt und sin OJt und cos OJt als gemeinsam 
Faktoren vor die Klammern setzt: 

sin OJt (- DmOJ2. cos fJ + Dc· cos fJ - DkOJ 'EinfJ - Po) 
+ cOSOJt (- DmOJ2 • sin fJ + Dc· sinfJ + DkOJ ·cos fJ) = O. 

Diese Gleichung muB fiir jeden Wert von t befriedigt sein, was nu' 



der Fall ist, wenn 
ausdriicke fiir sich 
Klammerausdruckes 
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jeder der beiden von t unabhangigen Klammer
gleich Null ist. Das Verschwinden des zweiten 
liefert zur Berechnung der Konstanten f3:' 

k 
--·w 

C 
tgf3=---

l-'!!!...w'l 
e 

Da w.=Ve/m die Frequenz der freien Eigenschwingung der Masse m 
ist, so kann man auch schreiben 

k k 
--w --w 

e· e 
tg f3 = 1 _ (W/W.)2 ~ 1 _ (np/n.)2 . . . . (248) 

wo np= 30w/n und n. = 30w./n die minutlichen Schwingungszahlen 
der erregenden Kraft und der Eigenschwingung sind. Das Ver
schwinde.n des ersten Klammerwertes liefert fiir die Konstante D: 

Po 
P e 

D= 0 = (249a) 
(e-mw2)cosf3-kwsinf3 (1 m 2) f3 kw. f3 --w cos --sm 

e e 

Ersetzt man wieder e/ m durch w. 2 und driickt cos f3 und sin f3 nach 
der Trigonometrie durch tg f3 aus, so erhalt man nach kurzer Um
formung: 

D= Pole 
V{l - (npln.)2}2 + (k2/me). (np/ne)2 

(249b) , 

Wir diskutieren nunmehr die erhalten en Ergebnisse. Die er
zwungene Schwingung laBt sich nach dem eingangs Bemerkten in die 
gedampfte Eigenschwingung und einen zweiten Schwingungsbestandteil 
x2 = D· sin (w t + (3) zerlegen; die E~genschwingung klingt bei geniigend 
starker Dampfung bald ab und es verbleibt der zwe~te Bestandteil als 
die Hauptsache. Diesen wollen wir auch ausschlieBlich von jetzt ab 
betrachten und ihn .einfach die erzwungene Schwingung nennen, obwohl 
streng genommen die gedampfte Eigenschwingung zu iiberlagern ware. 
Die erzwungene Schwingung hat zwar die gleiche Frequenz w, wie die 
erregende Kraft, ist aber in der Phase um den Winkel f3 gegen diese 
verschoben, erregende Kraft und erzwungene Schwingung erreichen ihre 
GroBtwerte nioht gleiohzeitig. Die Phasenverschiebung und der Aus
schlag der erzwungenen Sohwingung sind von der Frequenz der er
regenden Kraft im VerhiHtnis zur Frequenz der freien Eigen-
sohwingungen des Massenpunktes abhangig. . 

Diese Verhaltnisse Bollen an einem Beispiel veransohaulioht werden. 
Ein Wagengestell mit einem Automobilmotor sei auf Federn gelagert; 
Gestell und Motor betraohten wir der Einfaohheit halber alsM.asllen
punkt, der Vertikalsohwingungen ausfiihren kann, wenn er von einem 
senkrechten Impuls- getroffen wird. Ein einziger Impuls dieser Art er
regt die Eigensohwingtmg der abgefederten Masse, deren mimitliche 
Sohwingungs~ahl n. seinmoge. 
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Der Automobilmotor' besitze Kurbelschleifengetriebe, was wir der 
Einfachheit halber annehmeh, weil dann die freien Massenkriifte nach 
einem einfachen Sinusgesetz mr wll sin wt schwanken. Die freien Krafte 
bilden hier die "erregende Kraft"; deren minutliche Frequenz (= Zahl 
der Kraftwechsel in 1 min) gleich der Drehzahl np der Motorwelle ist. 
Wir fragen jetzt nach der GroBe der Amplitude D der erzwungenen 
Schwingung des Wagengestelles und nach der Phasenverschiebung fJ 
dieser Schwingung gegenliber der erregenden Kraft, wenn die Dreh
zahl des Motors allmahlich gesteigert wird. 

Was man am Wagengestell tatsachlich beobachtet, wenn man die 
Drehzahl des leerlaufenden Motors langsam st.eigert, ist kurz zu be
schreiben. Das Gestell gerat mit steigender Motor-Drehzahl in immer 
starkere Schwingungen, die bei einer bestimmten Drehzahl am groBten 
sind, um bei weiterer Steigerung der Drehzahl sich wieder zu beruhigen. 
Genaueres liber die' dabei auftretenden VerhaItniEse erfahrt man nur 
aus der Diskussion der Gleichungen. 

Bei sehr kleiner Drehzahl des Motors np = rd. 0 ist zufolge 
G1. (249) die Amplitude D der Gestellschwingung D = P ole; das ist 
nichts anderes, als die statische Durchbiegung der Wagenfeder 
unter del' Last Po; e bedeutet ja die Kraft, die die Feder um 1 cm 
durchbiegt. . Steigert man die Drehzahl des Motors, d. h. allgemeiner 
gesprochen die Frequenz del' erregenden Kraft, so wird der Nenner 
von D kleiner als vorhin und D selbst groBer. Man erkennt aber so
fort, daB ein unendlich groBer Wert jetzt nicht mehr auf tritt, weil der 
Nenner von D im Fall del' Resonanz np = n. zwischen errregender 
Kraft und freier ungedampfter Eigenschwingung den positiven Wert 
k/V me annimmt, womit die Amplitude der erzwungenen Schwingung 
(des abgefederten Wagengestells) den endlichen Wert 

D _ =poVme=potf!!!.=_~!L=30Po (250) 
(np-ne) k k k k' . e e we n ne 

erhalt. Die Ursache, weshalb die Amplitude der erzwungenen Schwingung 
auch im Fall der Resonanz endlich groB bleibt, ist in der Dampfung 
gelegen. Sobald der Dampfungsfaktor k = 0 ist, stellt sich das fruhere 
Ergebnis des Abschnittes 298 ein, namlich D = 00. Dbrigens ist die 
im Resonanzfall np = ne auftretende Amplitude nicht die uberhaupt 
groBte. Diese tritt schon bei np < ne auf und zwar zufolge einer ein
fachen Maximumrechnung bei 

np/ne=V1-(k'J/2me) 
und betragt 

Dma",= 2mPo/k·V 4me - k'J = 30Po/nkneged (251) 

worin nach Gl. (209): 
30 30V4me - k2 

n =-w =------eged n egea n 2m . . (252) 

oder mit Benlitzung des "Dampfungsgrades" "p (G1. 242): 

negea = no' Vi "p • • • • • • • (253) 
Da, wie auch, die zuletzt geschriebene Gleichung zeigt, die Fre

quenz der gedampften Eigenschwingung kleiner ist, als die der wider. 



Erzwungene Sohwingungen. 475 

standsfreien Eigensch wingung, so ist die iiberhanpt groBte Amplitude 
im Verhiiltnis ne/neged groBer als die im Resonanzfall np = n. auftretende; 
Die Frequenz der erregenden Kraft, die die starkste erzwungene Schwin
gung hervorruft, stimmt weder mit der Frequenz der freien, noch mit 
der der gedampften Eigenschwingung iiberein; sie liegt noch unterhalb 
neged . Bei maBig groBer Dampfung fallen aIle drei Frequenzen prak
tisch .7;usammen. Hervorgehoben sei, daB wenn von Resonanz gesprochen 
wird, man darunter das tibereinstimmen der Frequenzen der erregenden 
Kraft und der freien Eigenschwingung meint. 

Nach dem t1berschreiten der Resonanz, oder genauer, schon nach 
dem t1berschreiten der Frequenz der erregenden Kraft, die D max her
vorruft, beruhigt sich die erzwungene Schwingung immer mehr; D wird 
mit wachsendem np immer kleiner. Es ist darauf hinzuweisen, daB zu, 
folge Gl. (249b) die Amplitude D vor und nach Durchlaufen der Reso
nanz das gleiche Vorzeichen behalt. Wird das Resonanzgebiet rasch 
durchlaufen, also in dem oben angezogenen Beispiel die Drehzahl des 
Motors rasch iiber ne hinweg gesteigert, so bemerkt man von dem 
kritischen Zustand wenig und die Masse des Wagengestells gerat bei 
weitem nicht in die starken erzwungenen Schwingungen, die auftreten 
wiirden, wenn der Motor dauernd mit der Drehzahl der Resonanz 
laufen wiirde. tiber den EinfiuB der Frequenz der erregenden Kraft 
auf die Amplitude D der erzwungenen Schwingung gibt Abb. 260 Auf
schluB. Dorl sind in der Wagrechten die Werte np/ne und in der 
Senkrechten die zugehOrigen Werle D gemaB Gl. (249b) aufgetragen. 

Wir wenden uns jetzt der Phasenverschiebung fJ zwischen der er
regenden Kraft und der erzwungenen Schwingung zu. Nach Gl. (248) 
ist bei sehr kleiner' Frequenz der erregenden Kraft (n = rd. 0) tg fJ 
=rd.O, d. h. fJ=O (oder 180°, was 
auf das gleiche hinauskommt); erregende 
Kraft und erzwungene Schwingung sind t 
also bei n = rd. 0 nahezu phasengleich. 
Mit Zunahme der Frequenz der erregen
den Kraft (Motordrehzahl im obigen Bei
spiel) wird tgfJ negativ; denn der Zahler 
von tg fJ ist stets negativ, wahrend der 
Nenner, solange np> ne, positiv bleibt. 
Solange die Motordrehzabl zwischen 
np= 0 und ne Iiegt, eilt die erzwun
gene Schwingung (Wagengestell) der 

o 

18(jD-------.----

0,'1 qg 1,0t,1-npjne 
Abb. 261. 

erregenden Kraft (freie Massenkrafte am Motor) stets urn einen 
::t fJ nach, der aus Gl. (248) berechnet und nach S. 433 in Zeitein
heiten ausgedriickt werden kann. 1m Resonanzfall np = n. ist 
tgfJ=oo, also fJ=~/2; die erzwungene Schwingung eilt der er
regenden Kraft um fJ =~/2, d. h. urn eine Viertelperiode nacho 
Die Ursache dieser Phasendifferenz liegt wiederum in der Dampfung; 
ohne Dampfung (k = 0) waren, wie aus Abschn. 298 bekannt, erzwungene 
Schwingung und erregende Kraft phasengleich, was auch aus Gl. (248) 
hervorgeht. , 

Nach tiberscbreiten der Resonanz (np> ne) wird der Nenner von 
tg fJ negativ; die Nacheilung fJ wird .noch grol3er als 90°. 1m einzelnen 
hiingt die Pbasenverschiebung von der GroBe dar Dampfung ab, das 
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soIl in Abb.261 dargestellt werden, wo die Abszissen np/ne und die 
Ordinaten den Wert p der Nacheilung der erzwungenen Schwingung 
gegeniiber der erregenden Kraft bedeuten. Die Linien der p sind fiir 
eine kleinere Dampfung (Ie = 10) und fiir eine starke Dampfung (Ie = 100) 
eingetragen. 

Man erkennt folgendes: Je kleiner die Dampfung, desto kleiner 
bleibt die Phasenverschiebung bis gegen die Resonanz hin, wo sie eine 
Viertelperiode betragt, um nach Durchschreiten der Resonanz plotzlich 
auf den Wert 1800 anzuwachsen. Das Durchschreiten der Resonanz 
ist also bei einer erzwungenen Schwingung ohne dampfende Wider
stande mit einem "Phasensprung" von 1800 verbunden. Das ist in 
der Berechnung des Abschn. 298 durch den Vorzeichenwechsel der 
Amplitude der erzwungenen Schwingungen beim Durchschreiten der Reso
nanz zum Ausdruck gekommen. Physikalisch ausgedriickt heiBt das: 

Die erregende Kraft schwingt gerade entgegengesetzt, wie die 
erzwungene Schwingung, wenn beide um eine halbe Periode phasenver
scho ben sind. 

301. Schleudel'n einer Welle infoJge der Exzentrizitiit eines auf 
ihr sitzenden Rades. In der Mitte einer diinnen Welle, die zweimal 
gelagert sein moge, sitze ein Rad, dessen Schwerpunkt um einen kleinen 
Betrag e von der Wellenachse entfernt sei. Dieser kleine Fehler 
verursacht das "Schleudern" der Welle!), und dieses kann bei hoher 
Umlaufzahl einen gefahrlichen labilen Zustand herbeifiihren, in dem die 
Zentrifugalkraft die elastische Kraft der Welle iiberwiegt und die 
letztere zum seitlichen Ausknicken bringt. Auch wird die Welle schon 
bei· niedrigerer Umlaufzahl sich so stark verbiegen und gegen das Lager 
schief stellen, daB dieses heiBlauft. Um von der Biegung durch das 
Eigengewicht des Rades absehen zu konnen, denken wir uns die Welle 
vertikal stehend. Auch die Masse der Welle wollen wir als klein an
nehmen gegeniiber der Masse des Rades. Diese kann in ihrem Schwer
punkt vereinigt gedacht werden: Infolge der Zentrifugalkraft der Welle, 
die hier in der gebrauchlichen Weise (vgl. S. 288) als eine aktive Kraft 
angesehen wird, biegt sich die Welle aus, und .zwar am Sitz des Rades 
um y, so daB der Schwerpunkt des Rades um y + e von der Ver
bindungsgeraden der Lagermitten absteht. 1st co = n nj30 die Winkel
geschwindigkeit der Welle, und n deren minutliche Drehzahl, so ist die 
Zentrifugalkraft des Rades m (y + e) co2 ; die elastische Kraft der durch
gebogenen Welle sucht die Masse m zuriickzufiihren mit der Intensitat 
p = c· y, streng genommen nur so lange, als die Durchbiegung der Be
las tung P proportional' ist; sie bildet die Zentripetalkraft; es ist also 

woraus 

m.(y +e)co2 =c.y, 

ce e 
x=y+e=---~=---. 

c-mco" 1-m co2 

c 
1) Sitzt das Rad nioht in der Mitte, so sohleudert nioht bloB die Welle, Eon

dern auoh die Radebene. Die Kreiselwirkung hierbei und die kritischen Zustiinde 
beh.andelt R. Grammel in semem Werke ;,Der Kreisel" S. 215.· Vgl. auoh 
Z. Ver. deutsoh. lng, 1,920, S. 911. - Dber kritisoheDrehzahlen einer ~ohnellaufenden 
Welle mit ·memeren Sohw'ungmnssen vgl. G. KulI, Z. V. deutsoh. lng: 1918, S. 249; 
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Das ist der Abstand der rotierenden Masse von der Drehachse, wenn 
sich die Welle mit der konstanten Geschwindigkeit w dreht. 

Wiirde man die Masse m auf der ruhenden Welle in Biegungs
schwingungen versetzen, so waren dies wie in 284 harmonische Schwin-
gungen mit der Frequenz _ 

we 1"1 / e 
1'e=2n =2n V m' 

die Eigenschwingungszahl in der Minute ist dann 

n = 60 l' = 30 we = 30"1 / e , 
e e n n V m 

ferner ist die Umlaufzahl der Welle 

n=30wjn. 

Ersetzt man in der Gleichung fiir x die GroBen w und V elm durch 
obige Werte, so erhalt man 

e 
x=y+e=i-_(njne? ...... (254) 

Mit Erhohung der Umdrehungszahl nimmt demnach der Abstand x 
des Radschwerpunktes von der Drehachse zu und zwar von x = e im 
Ruhezustand der Welle (n = 0) bis x = 00, wenn n = nc' d. h. wenn 
die Umlaufzahl der Welle so groB geworden ist wie die Eigenschwingungs
zahl der Masse m, so fern diese freie Biegungsschwingungen bei ruhender 
Welle ausfiihrt. Die Welle erreicht ihre kritische Umlaufzahl, 
wenn diese in Resonanz mit der Eigenschwingungszahl der 
freien Biegungsschwingungen der Masse getreten ist. "Der 
Ausschlag oder die Ausbiegung der Welle im Sitz des Rades wird un
endlich groB", ist eine Ausdrucksweise dafiir, daB die Ausbiegung schon 
vor Eintritt der kritischen Umlaufzahl unzuliissig groB wird. Vgl. auch 
S. 467. Eine genau zentrierte Masse befande sich bei der kritischen 
Umlaufzahl in einem labilen Zustande. 

Sob aid Widerstande auftreten, die die Ausbiegung dampfen, wir9-
der Ausschlag fiir n = ne selbst rechnungsmaBig nicht mehr unendlich 
(vgl.300). Gelingt es, die Drehzahl der Welle iiber die kritische zu 
steigern, etwa indem man die Ausbiegung durch einen Anschlag be
grenzt, so nimmt x wieder ab; je hoher die Umlaufzahl von jetzt ab 
steigt, desto weniger schleudert die Welle; schlieB1ich wiirde der Aus
schlag sogar x = 0 fiir n = 00; d. h. die exzentrische Masse erhalt bei 
sehr hoher Umlaufzahl die Tendenz, ihren Schwerpunkt in die 
Drehachse einzustellen, sich selbst zu zentrieren. Der Vor
zeichenwechsel beim Uberschreiten der kritischen Umlaufzahl ist schon 
in 300 besprochen, wie denn iiberhaupt die Erscheinung mit der typi
pischen Resonanzerscheinung Abschn.298 und Abb. 260 iibereinstimmt. 

1st a die Dehnungsziffer des Werkstoffes (reziproker Elastizitats
modul), e das Tragheitsmoment des unveranderlich angenommenen 
Wellenquerschnittes, l die Entfernung der Lagermitten, so ist nach der 
Festigkeitslehre: 

fiir die zweimal frei aufgestiitzte Welle c = 48 ejal3 , 

"" "eingespannte c = 192 ejaZS. 
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Die kritische Umlaufzahl wurde an einer stehenden Welle aus 
Silberstahl mit 3 mm Durchmesser und 40 cm Stiitzweite, in deren Mitte 
eine 1 kg schwere Scheibe aufgekeilt war, zu nk = 290 in del' Minute 
beobachtet (vgl. Klein-Sommerfeld, Kreisel, Bd. IV, S.891). Sie be
rechnet sich zu 230 bei freier Beweglichkeit del' Welle im Lager und 
zu 460 bei vol1kommener Einspannung. Del' beobachtete Wert ist 
also hoher als del' berechnete, was auf eine einspannende Wirkung del' 
Lager auf die Welle hindeutet. Das nicht beriicksichtigte Eigengewic4t 
wiirde im entgegengesetzten Sinne wirken; es wiirde den beobachteten 
Wert del' kritischen Umlaufzahl gegeniiber dem Rechnungswert herunter
setzen. Man ist also berechtigt, vom Eigengewicht im vorliegenden 
Fall abzusehen. 

302. Ausgleich rotierender Massen. SolI die Masse eines rotie
renden Korpers vollstandig ausgeglichen, "ausbalanciert" sein, derart, 
da13 die Zentrifugalkrafte keine storenden Wirkungen nach au13enhin 
ausiiben, so diirfen nach Abschn. 264 die Zentrifugalkrafte nicht nul' 
keine Resultante, sondern auch kein Moment besitzen. Die stOrenden 
Folgen einer resultierenden Zentrifugalkraft sind im vorigen Abschnitt 
betrachtet worden. Abel' auch bei fehlender Resultante kann ein nicht 
ausgeglichenes Moment del' Zentrifugalkrafte unerwiinschte Folgen nach 
sich ziehen, die in Lagerdriicken von stets wechselnder Richtung und 
in Schwingungen bestehen konnen. Der Einfachheit halber kann man 
sich vorstellen, das nicht ausgeglichene Moment Me gehe von zwei 
gleich gro13en in gleichem Abstand von del' Wellenachse befindlichen 
Massen aus, die in einer Axialebene Hegen. Die Welle 1) sei in zwei 
Punkten drehbar gelagert; del' eine bestehe aus einem im Raume festen 
Kugelgelenk, del' andere sei in einer wagrechten Fiihrung verschieblich, 
werde jedoch durch zwei Federn stets in die Mittellage zuriickgefiihrt, 
wenn er sich aus diesel' herausbewegt haben sollte. Geeignete Krafte 
werden dann die Drehachse in del' Horizontalebene in Schwingung ver
setzen konnen. Betragt die Auslenkung des Lagers Xl' so ist die zu
riickfiihrende Kraft c1 • Xl und wenn sie auf den Schwerpunkt del' 
rotierenden Masse reduziert wird, del' gleichzeitig den Weg X macht, 
P = C·X = c1 • (lfa) ·x. Die Gesamtmasse des rotierendcn Korpers m kann 
dann in del' Horizontalebene freie Eigenschwingungen ausfiihren, deren 
minutliche Schwingungszahl ne = (30 In). -V clm ist, wenn von dampfenden 
Widerstanden abgesehen wird. Es tritt abel' ein erregendes Moment Me 
seitens del' Zentrifugalkrafte auf, das erzwungene Schwingungen her
vorruft. Das unausgeglichene Moment Me del' Zentrifugalkraft liefert 
nach derSchwingungsebene die Komponente Me·sina, wo a del' Winkel 
zwischen del' Ebene des Kraftepaares Me und derVertikalebene ist, del' 
bei gleichformig vorausgesetzter Rotation den Wert a = w t hat. Die 
DiiIerentialgleichung del' erzwungenen Sch wingung des Punktes m 
lautet dann 

odeI' mit del' Kiirzung Po=Meiam und w e2 =clm: 

X+w.2 x=Po·sinwt. 
1) E. Meyer hat ein Modell zur Demonstration des Massenausgleiches, dessen 

Sohema Abb. 262 zeigt, angegeben. Dieses und andere Mechanikmodelle konnen 
von der Firma Max Kohl·Chemnitz bezogen werden. . 
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Diese Gleichung einer ungedampften erzwungenen Schwingung ist 
schon in Abschn. 298 eingehend behandelt worden. Ein Integral der-
selben ist: 

wo 

x = D·sin wt (255) 

(256) 

Wir ht;tberi wieder den Typus einer Resonanzerscheinung vor uns, 
der im Abschn. 298 ausfiihrlich geschildert ist, und zwar tritt Reso-
nanz ein, wenn 

n=n. = (30 /n) "VcJm. 
Man kann nun zur experimentellen Ermittlung des un

ausgeglichenen Momentes Me der Zentrifugalkrafte die zu 
untersuchende Schwungmasse auf eine nach Abb. 262 gelagerte Achse 
stecken und mit einer gewissen Drehzahl n umlaufen lassen. Nunmehr 
wird der groBte Ausschlag des Wellenendes beobachtet und auf den 
Schwerpunkt umgerechnet, womit D erhalten ist. Die Eigenschwingungs
zahl ne kann entweder durch einen Vorversuch ermittelt oder nach 
Abschn. 284 ausgerechnet werden, da ja die Federkonstante c durch 

Abb. 262. 

die Federabmessungen und die Abmessungen lund a Abb. 262 bestimmt 
ist. Nunmehr kann M e berechnet und zwei Massen m so im Abstand e 
von der Achse und im Abstand e voneinander angebracht werden, daB 
Me = m· e w 2 • e ist. Die Axialebene, in der die Massen anzubringen 
sind, ist clurch die SteHung des Schwungkorpers bestimmt, flir die der 
groBte Ausschlag D beobachtet wurde, da M e und X phasengleich sind. 
Damit ist die Masse des rotierenden Korpers vollstandig ausgeglichen, 
und die Zentrifugalkrafte liefern weder eine freie Kraft noch ein freies 
Moment. 

Diese kurzen Hinweise soIl en zeigen, welche Wirkung von einer 
nicht ausgeglichenen Schwungmasse ausgehen konnen, und welchen Weg 
man einzuschlagen hat, urn die umlaufenden Massen auch hinsichtlich 
der von Zentrifugalkriiften herriihrenden Momente auszubalancieren. 
(Vgl. Tolle, Z. Ver. deutsch. Ing. 1906, S.459.) 

Man kann die We11e, auf der das auszubalancierende Rad sitzt, 
in zwei Lagern auch bifilar aufhangen und von einem Elektromotor in 
Drehung versetzen lassen. Das freie Moment Me der Zentrifugalkriifte 
wird dann die bifilare Aufhangung zum Schwingen bringen; die Welle 
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schwingt merklich nur in der Horizontalebene; Vertikalschwingungen 
entstehen schwer, weil das Schweremoment des Rades entgegenwirkt. 
Das Tragheitsmoment J der Radmasse um die Vertikale kann durch 
einen Vorversuch nach 294 bestimmt werden. Das riickdrehende Mo
ment der bifilaren Aufhangung sei fUr den Verdrehungswinkel T = 1 
mit M f bezeichnet. AuBerdem wirke ein der Winkelgeschwindigkeit ip 
proportional zu setzender Dampfungswiderstand, der die GroBe M,. hat 1), 

wenn ip = 1 ist. Dann lautet, wie nach dem Vorgang in 300 leicht 
nachzupriifen ist, die Gleichgewichtsbedingung der bifilaren Aufhangung: 

J .(j; + M,..ip + M(T=Mc sinwt, 

wo w = n nj30 die Winkelgeschwindigkeit des zu untersuchenden Rades 
jst. Ein Integral der Gleichung ist 

T=D.sin(wt+p) ....... (257) 

wo ebenso wie in G1. (249b) und (248) 

MjM 
D= e f . . . (258) 

v'[l - (njne)2]2 + (Mr2/J. Mf)(njne? 
M,.wjMf 

tg p = - 1 _ (nine? . . . . . . (259) 

Der Versuch ist dem obigen ahnlich anzustellen. Nur ist die Rad
ebene, in der das Zentrifugalkraftepaar Me tatig ist, und die andere 
Radebene, in der der groBte Winkelausschlag Tmax =D auf tritt, um p 
gegeneinander phasenverschoben. Einen Punkt der letzteren Ebene 
erhalt man auf dem Radumfang dadurch, daB man dem umlaufenden 
Rad in der Ebene der Schwingung ein Kreidestiick nahert, das jenen 
Punkt beim Anstreifen anzeichnet. Wiederholt man dies bei entgegen
gesetzter Umlaufrichtung, so schlieBen beide Ebenen den -9::: 2 P ein. 
Durch Halbieren erh1ilt man schlieBlich die Ebene des Zentrifugal
kraftepaares. Uber Ausgleichsvorrichtungen s. a. d. bi8herigen Jahrgange 
der Zeitschr. "Der Betrieb". 

303. Gekoppelte Schwingun/!:en. Auf einer Maschinenwelle mogen 
Schwungmassen sitzen, z. B. ein Schwungrad, elektrische Generatoren, 
mit den Kurbeln verbundene Massen, Gegengewichte, Schubstangenkopfe. 
Das ganze Massensystem befinde sich anfanglich in Ruhe oder in gleich
formiger Umlaufbewegung. Die elastische Welle ist eine Art Torsions
feder, die durch ein Drehmoment gespannt werden kann; wird dieses 
Drehmoment plotzlich entfernt oder erteilt man dem anfanglich span
nungslosen System einen Drehimpuls, und iiberl1iBt es hierauf sich selbst, 
so geraten die Schwungmassen in Torsionsschwingungen, die bei fehlender 
auBerer und innerer Reibung, sowie bei fehlendem Luftwiderstand frei 
und ungedampft verlaufen. Man bezeichnet sie als die gekoppelten 
Eigenschwingungen des Systems, da die pendelnden Massen durch 
elastische Zwischenglieder "gekoppelt" sind. Die Kenntnis derselben 
ist von technischer Wichtigkeit. Sind die Schwungmassen groB im Ver
gleich zu der Masse der sie verbindenden elastischen Wellenstiicke, so 

1) Mr [kgcmsk[ ist das dampfende Moment fiir die Einheit der Winkel
geschwindigkeit. 
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dad man die vereinfachende Annahme machen, die Schwungmassen 
seien durch masselose elastische Zwischenstiicke - Torsionsfedern -
verbunden. Je mehr diese Annahme zutrifft, um so besser wird die 
darauf beruhende Rechnung den tatsachlichen Bewegungszustand wieder
geben. Der Gang der Berechnung und die Art der Schwingungserschei
nungen sind gleich, wenn eine Anzahl geradlinig angeordneter Massen 
durch elastische Zwischenstiicke - Zug- und Druckfedern -, die als 
masselos angesehen werden diirfen, etwa 
durch einen Verschiebungsimpuls in eine 
geradlinige widerstandsfreie Schwingung 
versetzt werden, wobei sich wiederum die 
schwingenden Massen durch die Spann
krafte der elastischen Zwischenglieder, 
die Richt- oder Riickfiihrungskrafte ge
genseitig beeinflussen. GekoppelteSchwin
gungen kommen auch in der Elektro-

~ 
I I ri +" -L-"!-,O"'"ttl-l+-\-;/++ 
LJ 

Abb. 263. 

I 
l
I 
I _J 

technik vor. AIle diese Schwingungen werden nach der gleichen Methode 
untersucht; wir brauchen also die Schwingungsgleichungen nur fiir eine 
Art dieser Schwingungen abzuleiten und zu erortern. Rechnungsgang 
und Ergebnisse sind ohne weiteres auf die andern Schwingungsarten 
iibertrag bar. 

Es sollen zwei Wege eingeschlagen werden, ein spezieller, auf einer 
unmittelbaren Anschauung eines Einzelfalles beruhender, und ein 11011-
gemeiner, der das korrekte Vorgehen darstellt. 

1. Zwei Massen mit einem masselosen elastischen Zwischen
glied. Nach Empfang eines Impulses fiihren die sich selbst iiber
lassenen Massen freie oder Eigen-Schwingungen atls. Wir betrachten 
die geradlinige Schwingung zweier durch eine Schraubenfeder verbun
dener Massen, indem wir uns bewuBt sind, daB bei Torsionsschwingungen 
analog verfahren werden kann. 

Die zwei Massen und die Feder bilden ein materielles System, auf 
das keine auBeren Krafte einwirken; die Federspannungen sind innere 
Systemkrafte; unter diesen Umstanden muB der Systemschwerpunkt 
in Ruhe bleiben. Beide Massen fiihren phasengleiche harmonische 
Gegenschwingungen von gleicher Frequenz urn die spannungFlose Lage 
aus. Wegen der Unveranderlichkeit des Systemschwerpunktes miissen 
die beiden nach entgegengesetzten Seiten erfolgenden Ausschlage Xl und 
x2 sich wie m2 : ml verhalten; es ist also, wenn Xl und x2 bei der Aus
wartsbewegung positiv genommen werden: 

Xl = Om2 • sin wt; x2 =Oml"·sinw t, 

wo 0 und w durch folgende Vberlegung gefunden werden: Beide Massen 
erreichen gleichzeitig die auBeren Totlagen nach t' = 7&/2 w (wobei 
sin OJ t' = 1); ferner erlangen Xl und Xi! gJeichzeitig ihren GroBtwert und 
es stellt (Xl max + x2max) die groBte Verlangerung w des elastischen 
Zwischengliedes dar, es ist also: 

(Xl max + Xi! max) = W = O· (ml + m 2), 

wodurch 0 bestimmt ist. 
Ist ferner c die elastische Kraft, die die Feder um 1 verlangert, 

so ist zur Zeit t, wo die Verlangerung Xl + X 2 betragt, die elastische 
Autenrieth-Ensslln, Mechsnik. 3. Aufl. 31 
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Kraft (Xl +Xll)'C' und zwar ist sie gegen die Mittellage von m1 bzw. 
m'l gerichtet. Ebenso groB ist auch die beschleunigende Kraft m1 • Xl 
und m2 • Xli' die an der Masse m1 bzw. mll in gleicher GroBe, aber ent
gegengesetztem Sinne wirkt; nach dem d' Alembertschen Prinzip hat 
man 

m1x1+c(X1+Xll)=0 und mll xll +c(x1+x2)=0. 

Einsetzen der Werte von Xl und Xli in eine dieser Gleichungen gibt: 

- m1 Om2wllsinwt+cO(m1 +mll)Einwt=O, 

woraus . (260) 

womit auch w bekannt ist; die Schwingungsgleichungen fiir m1 und m2 

lauten daher 

. (261) 

Dnter Beachtung von 287 lassen sich auch die Gleichungen fiir 
die Torsionseigenschwingung zweier auf einer elastischen Welle sitzen

I I 
I I 

-+xT 
Abb. 264a. 

der Drehkorper sofort hin
schreiben 1). 

Bei homogener Feder 
hiitte man sagen konnen, 
der Systemschwerpunkt teile 
die Feder im Verhaltnis 
m1 : m2 , und dieser Punkt, 
sofern er als der Feder 
angehorig angesehen wird, 
bleibe in Ruhe, worauf man 
die Schwingungsgleichung 
fiir jeden Teil unmittelbar 
hinschreiben kann, genau 
wie bei einer einfachen har
monischen Schwingung der 
an einem Teil der Feder 
befestigten Masse. 

Die relative Bewegung von m1 gegeniiber mll , m. a. W. die Defor
mation des elastischen Zwischengliedes betragt: 

X=X1+X2=w.sinwf . (262) 

Dieser Gleichungsform werden wir auch im nachsten Abschnitt wieder 
begegnen. 

2. Drei Massen mit zwei masselosen elastischen Zwischen
gliedern. 'In Abb. 264b sind die drei Massen m1m2mS gezeichnet in 
der Lage, in der die elastischen Zwischenglieder spannungslos sind, und 
ferner in der Lage, in der das erste um x2 - Xl und das zweite um 

1) Bei TorsionSBchwingungen ist c daB Drehmoment fiir den Winkelausschlag 1 ; 
an Stelle der Spannkraft tritt ein Drehmoment, aI:l Stelle der Verlau!!erung x der 
Verdrehungswinkel rp, an Stelle der Masse m das Tragheitsmoment J der Schwung
masse. Vgl. in dieser Hinsicht die Abb. 264a und 264b. 
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Xa - X2 gespannt ist. Die Abstande ' Xl X~:X3 sind ' von der' spannungs" 
losen Lage aus gemessen. Es bedeutet f~rner cI und c2 die Spannkraft 
im 1. bzw. 2. elastischen Zwischenglied, die auf tritt, wenn die Ver
langerung 1 betragt. Die Spannkraft zwischen ml und m2 betragt dem
nach CI '(X2 -XI ) und zwischen m 2 und m3 betragt sie C2 '(X3 -X2), 

und zwar ist das ± -Zeichen beizusetzen, wenn die Kraft im Sinn der 
zunehmenden bzw. abnehmenden X wirkt. 

Die Schwingungsgleichung des Systems wird erhalten, wenn man 
das Gleichgewicht der drei Massen nacheinander betrachtet; nach dem 
d' Alem bertschen Prinzip bilden die Krafte an einer Masse ein Gleich-

Abb. 264 b. 

gewichtssystem, wenn man zu den Kraften und Widerstanden noch 
den Tragheitswiderstand - m· x hinzufiigt. . Demzufolge erhalt man 
die drei Gleichungen: 

- ml Xl + CI . (X2 - Xl) = O. . (a)} 
- m2~2 - CI (X2 - Xl) + C2 (X3 - X~) _ 0 . . (b) (263) 

-~~ . -~~-~-O··W 
Man driickt x2 und Xl zunachst durch xa allein aus, ebenso die 

relativen Wege von m3 gegen m 2 bzw. m 2 gegen mI , m. a. W. die Ver
langerungen der elastisohen Zwischenglieder, namlioh X3 - x 2 und x 2 - Xl; 
das geschieht wie folgt: Aus der Gl. (0) folgt: 

m3 •. 
xa -X2 =- - xa 

c2 

+ ma .. 
x2 = xa -;;- X3 

Einsetzen in die Gleichung (b) gibt: 2 

m2 + ma.. m2 ma .... 
Xq-X =- X ---x 

- I . C I . a CI C2 a 

. . . . . . . (e) 

(f) 

(g) 

(h) 

31* 
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_ (m + m ) x (2) _ m2 ma x (4) = 0 
2 a 3 C2 a 

m1 m2 ma x (~) -l-- [ml (m2 + ma) + (m1 + m2) mal x (4) 

cc 3 ICC J 3 
1 2 1 2 

oder 

+(m1 +m2 +ma)x/2)=0 ..... (264) 

Ein partikuIares Integral dieser "linearen Differentialgleichung 6. Ord
nung mit konstanten Koeffizienten" ist x = A· eat, unter der Bedingung, 
daB e die "charakteristische Gleichung" 

aae6 + a4 e4 + a2e2 = 0 

als deren Wurzel befriedigt, wobei a6 , a , 02 zur Abkiirzung fUr die 
positiven und reellen Koeffizienten von x(i>, X(4), X(2) gesetzt sind. Von 
den sechs Wurzelndieser GIeichung sind zwei gleich Null; aus: 

a6 e4 + a4 e2 + a2 = 0 
folgt dann: 

e2= - a4 ± 1Ia42 - 4a6 a2 = f - w 1'!. 

2a6 l - W 2
2 ' 

d. h. zwei negative reelle Wurzeln e2, woraus: 

Die Richtigkeit hiervon bestatigt man durch AusmultipIizieren der 
Gleichung 

die mit der charakteristischen Gleichung insofern iibereinstimmt, als sie 
lauter positive reelle Koeffizienten hat. Das allgemeine Integral lautet 
demnach: 

Xs =A'· el!lt + A"· egot + Alii. eg• t + A""· ee. t + Bi + C (265)' 

was nach EinfUhren von el e2 es e4 auf die Form gebracht werden kann 
(vgl. auch 296): 

Xs =A1 ·sin (WI t+ 131) + A2 ·sin (W2t + 132) + Bt + C . (265a) 

Da xa mit t weder unbegrenzt zu- noch abnehmen kann, wei! das 
physikaIisch im vorliegenden Fall ausgeschlossen ist, so muB B = 0 
sein; .es verbleibt: 

xa =A1· sin (WI t + 131) + A 2 • sin (W9 t + 132) + C 

Einsetzen in (f) und (h) gibt: 

x2 = (1- :: W12) Al . sin (WI t+ 131) + (1 - :: W22) A2 sin(w2 t+132)+C 

1) Die eingeklammerten Potenzen bedeuten die Ordnung der Ableitung. 
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x = [1 - (m2 + m3 + mS) W I! + m2 ms W 4 J A sin (W t + (3 ) 
1 cl cl! 1 cl ell] 1 1 1 

+ [1 - (ml! ! ms + :s) W 2 II + ~: ~3 wI! 4] AI! sin (WI! t + (32) + ° 
und ferner erhalt man fiir die relativen Wege von ms gegen mil bzw. 
von mil gegen m1 : 

Xs - XII = ~3 [A1 Wll!· sin (Wl t + (31) + A Il w2 '2. sin (w 2 t+ (32)J 
2 

Diese Gleichungen driicken die gekoppelte Eigenschwingung des 
Systems aus. Die relative Bewegung von mil gegeniiber m1 kommt 
dadurch zustande daB sich zwei einfache harmonische Schwingungen von 
den Kreisfrequenzen w1 und w2 zu einer Schwebung (vgl. S. 438) iiber
lag ern. Gleiches gilt von der relativen Bewegung der Masse ms und 
m2 • In beiden Fallen sind nur die Amplituden verschieden; die auf
tretende Schwingung ist im allgemeinen verwickelt und keineswegs 
immer periodisch. Vielfach braucht man den Verlauf in seinen· Einzel
heiten gar nicht zu kennen; es geniigt, die Frequenzen der beiden 
Eigenschwingungskomponenten 1'1 = W1/2J1: und 1'2 = w2 /2n zu ermitteln, 
damit gepriift werden kann, ob die Gefahr der Resonanz zwischen einer 
Eigenschwingung und rhythmischen Impulsen besteht, die auf das 
System treffen. 

Wegen der weiteren rechnerischen Behandlung und auch wegen 
des Falles von mehr als drei Massen sind einige Fingerzeige betreffs der 
Integrationskonstanten notig. Bei drei Massen enthalten die Schwingungs
gleichungen sechslntegrationskonstantenA1AI!(31(32BO, weil eineDifferential
gleichung von der 6. Ordnung zu integrieren war. Von diesen konnte 
B = 0 gesetzt werden. Die iibrigen sind durch die Anfangsbedingungen 
bestilllmt, also etwa dadurch, daB zur Zeit t = 0 die Verlangerung der 
elastischen Zwischenglieder (X2 -- Xl) = Wl und (xs - XI!) = w2 betragt 
und die Geschwindigkeit aIler drei Massen Null ist (Xl = XI! = X3 = 0). 
Der Studierende mag die algebraische Rechnung selbst ausfiihren. Er 
wird durch Einsetzen der letzten Bedingung in die Gleichung fiir die 
relativen Wege tin den, daB (31 = (32 = n/2 ist und daB die Konstante ° 
den Abstcnd der Masse m1 vom Koordinatenanfang zur Zeit t = 0 be· 
stimmt; da dieser willkiirlich wahlbar ist, darf auch ohne weiteres 
C = 0 gesetzt werden. 

Die gekoppelten Eigenschwingungen von 3 Massen sind daher aus-
gedriickt durch die Gleichungen 

Xl = A1 . cos w1 t + A \I • cos w2 t 1 
x2=B1·COSW1t+B2·COSW2t ~ ...•. (265c) 

Xs --:;- 01 . cos W1 t + O~ . cos W~ t J 
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wobei jedoch die Konstanten B und C in bestimmter Weise (s.oben) 
von den Konstanten A1 und A2 abhangen. Die gekoppelte Schwingung 
der Massen besteht aus zwei iibereinander gelagerten Eigenschwingungen, 
deren Kreisfrequenzen w 1 und w 2 aus del' "charakteristischen Gleichung" 
zu berechnen sind. Damit ist auch del' Weg zur Losung gewiesen, 
wenn beliebig viele Massen durch masselose elastische Zwischen· 
glieder verbunden sind und freie ungedampfte gekoppelte Eigen
schwingungen ausfiihren. (Vgl. hierzu H. Holzer im "Schiffbau" 1907, 
S.823.)1) 

Wahrend bei zwei Massen mit elastischem Zwischenglied ein in 
Ruhe bleibender Schwingungsknoten sich bildet, ist dies bei mehr als 
zwei durch elastische Zwischenglieder verbundenen Massen nicht mehr 
der Fall. 

18. Kapi tel. 

Dynamik des KurbeIgetriebes aIs Beispiel aus der 
Systemdynamik in einfacher Behandlung. 

304. Aufgabestellung. Eine Kolbenmaschine mit dem iiblichen 
einfachen Kurbelmechanismus habe an der Kurbelwelle einen gleich
bleibenden Arbeitswiderstand in Form eines konstanten Drehmomentes 
zu iiberwinden. Die Maschinenwelle dreht sich tl'otzdem nicht gleich
formig, weil einesteils die treibende Kraft des Dampfes, Gases oder 
Wassers im Zylinder veranderlich ist und selbst bei nnveranderlicher 
GroBe wegen des fortgesetzt sich andernden Dbersetzungsverhaltnisses 
Drehkrafte von schwankender GroBe auf die Kurbel absetzt, und weil 
andernteils die Wirkung del' hin und her gehenden Massen im Verlauf 
einer Wellenumdrehung sich fortwahrend andert, kul'z: wpil das Kraft
feld der Maschine und die Massengruppierung zeitlichen Schwankungen 
unterJiegen. Solange die Triebkraft und del' Tragheitswiderstand 
der hin und her gehenden Massen den Arbeitswiderstand iiberwiegen, 
wird die Umlaufgeschwindigkeit beschleunigt, im entgegengesetzten Fall 
vel'zogert. Die hiel'durch bedingte Ungleichfol'migkeit des Gange~ 
muB durch Anordnen geniigend groBer Schwungmassen auf ein zu
Hissiges MaS gebracht werden, das sich in den einzelnen FiWen nach 
den jeweiligen Anforderungen richtet; die Gleichformigkeit des Ganges. 
kurz del' ,.Gleichgang", muB z. B. groB sein, wenn die Maschine elektri
sches Licht erzeugt oder eine Spinnmaschine antreibt, wahrend bei 
Pumpenantrieb keine groBe Gleichformigkeit erfordert wird. Eine del' 
Hauptaufgaben des Kapitels ist also die Ermittlung del' Gleichformig
keit des Ganges einer Maschine von gegebener mittlerer Drehzahl, mit 
gegebenen Trieb- und Widerstandskraften und gegebenen Massen; oder 
umgekehrt die Ermittlung der Schwungmassen, die zur Erzielung eines 
vorgeschriebenen Gleichformigkeitsgrades notig sind. 

Andererseits verursachen die hin und her gehenden Massen Driicke 
in den Lagern, Fiihrungen und Fundamenten, deren Kenntnis wegen 

') Erzwungene Schwingungen eines gekoppelten Systems und Resonanzfalle 
behandelt Malmstrom in Z. f. Math. u. Phys. 1912, S. 136; instrnktiver Modell
versuch von Prof. Dr. E. Me y e r ,Charlottenburg. 
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des Warmlaufens der Lager und Fiihrungen, wegen der Festigkeit der 
'.Maschine und wegen der entstehendenErzitterungen notig wird, welch 
letztere der Umgebung lastig werden konnen, auch gelegentlich Ver
bindungsschrauben und -nieten lockern. Hier treten zwei neue Auf
gaben auf, eine kinetostatische, die Ermittlung der Lager- und 
Fiihrungsdriicke sowie der inneren Spannungen der Maschinenteile seitens 
der dynamischen Krafte, und eino dynamische, die Verfolgung der 
sog. "freien Krafte und '.Momente" in ihrem EinfluB auf den Be
wegungszustand. So bezeichnen wir diejenigen Massenkrafte, die den 
ganzen Korper, an dem sie angreifen, in Bewegung zu setzen suchen. 
Das wird am besten an einem unserm '.Muskelsinn leicht zuganglichen 
Beispiel verstandlich. Wir stellen uns vor, wir fassen mit jeder Hand 
eine Hantel und bewegen sie beide gleichzeitig rasch auf und abo Von 
der Gewichtswirkung wollen wir absehen und nur auf die Massenkriifte 
achtEm, die bekanntlich selbst bei leichten Hanteln das Gewicht weit 
iibertreffen, wenn man sie rasch genug hin und her bewegt.· In der 
oberen ,und und unteren Endlage ist die Geschwindigkeit Null, da
zwischen an einer Stelle am groBten. '.Man bemerkt bald, daB unsere 
Muskelkraft bei der geschilderten Turnbewegung stets gegen die Stelle 
der groBten Geschwindigkeit gerichtet ist und eine Zentralkraft genannt 
werden kann. Die Reaktion gegen diese bald nach oben, bald nach 
unten gerichtete (aktiv beschleunigende) Muskelkraft muB in gleicher 
GroBe und entgegengesetztem Sinn unser K6rper aufnehmen, der so 
abwechselnd auf und abwarts gerichtete Bescbleunigungen empfangt, 
denen er zu folgen sucht. An die Stelle dieser Reaktion pflegt man 
nun den ebenso groBen und gleichsinnig wirkenden Tragheitswiderstand 
zu setzen und als eine aktiv wirkende Kraft zu fingieren, eine Schein
kraft, die von d' Alembert eingefiihrt ist. Man sagt: der Tragheits
widerstand oder der Massendruck der Hanteln riittle den Korper auf 
und abo Er wirkt auf unsern Korper wie eine von auBen auf ihn 
ausgeiibte aktive Beschleunigungskraft und wird als freie Kraft be
zeichnet. Eine solche freie Kraft tritt an jedem einzelnen Kurbelge
triebe auf. Wenn die Wirkungen auf das Fundament, die hervorge
brachten Erzitterungen und Schwingungen zu groB werden, sucht man 
die freien Kriifte dadurch unschadlich zu machen, daB man ihnen solche 
von entgegengesetztem Sinn und womoglich gleicher GroBe entgegen
stellt; man strebt einen teilweisen oder vollstandigen ,,'.Massenaus
gleich" an. Bewegen wir die beiden Hanteln in Richtung der seit
lich ausgestreckten Arme gegenlaufig hin und her, so bleibt unser 
Korper in Rube, da sich die freien Krafte innerhalb des Korpers gegen~ 
seitig aufheben und die algebraische Summe Null haben. Etwas Der
artiges ist in der 6chelha user-Zweitaktmaschine angenahert verwirklicht. 

Auch ein freies Moment konnen wir durch Hantelbewegung nach
ahmen; wir bewegen die beiden Hanteln vertikal und gegenlaufig (Zwei
zylindermotor mit um 90° versetzten Kurbeln) und fiihlen, daB der 
Korperschwerpunkt zwar in Ruhe bleibt, daB sich unser Korper jedoch 
in einer durch die seitlich ausgestreckten Arme gehenden Vertikalebene 
hin und her dreht. Auch die freien Momente sucht man an den 
Maschinen auszugleichen, z. B. dadurch, daB man die ebenerwahnte 
Kurbelwelle eines ZweizyIindermotors in ihre verlangerte Richtung um 
ein AuBenlager umklappt, womit die 4-Zylinderkurbelwelle mit ausge-
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glichenen freien Momenten entsteht. In dem Verschwinden der 
freien Krafte und Momente ist das Wesen des Massenaus
gleiches gelegen; mit dies em haben wir uns spater zu beschaftigen. 
Dabei soIl auch die Rede sein vom EinfluB der endlichen Schubstangeu
lange und von den freien Momenten der Fiihrungs- und Lagerdriicke, 
welch letztere allerdings erst in zweiter Linie stehen. 1m ganzen sioht 
man, .daB wenn man die Maschine als bewegliches System starrer 
Korper auffaBt, der Schwerpunkt der beweglichen Massen durch die 
freien Krafte hin und her verschoben und die ganze Maschine durch 
die freien Momente in eine Drehschwingung versetzt werden kann. Die 
freien Krafte und Momente sowie die von ihnen hervorgerufene Be
wegung kann man sich in Komponenten nach drei rechtwinkligen Ko
ordinatenachsen zerlegt denken. 

DaB die freien Krafte und Momente, wie iibrigens auch die ge
bundenen, und dann innerhalb der Maschine sich aufhebenden, elastische 
Schwingungen veranlassen konnen, sei erwahnt; wir be schrank en uns 
jedoch hier darauf, die Maschinenteile als starr anzusehen. 

1m nachfolgenden wird ein einfacher Weg der Losung eingeschlagen, der i)1l 
Vergleich zu einer haheren Methode vielleicht etwas Hinger, aber dafur anschau
lich und leicht verstandlich ist. Die hahere Methode sind die Lagrangeschen 
Gleichungen fiir die Bewcgungen eines m ateriell en Systems, die fast mechanisch 
hingeschrieben werden kannen und der Lasung nur formal mathematische Schwierig
keiten entgegensetzen 1). 

Da diese abstrakte Methode nul' in der Hand des sen von Nutzen Eein wird, 
der sich - ganz abgesehen von formaler Gewandtheit in der Mathematik - schon 
eine hinreichende Anschauung in der Mechanik erworben hat, so empfiehlt sich 
der einfache anschauliche Weg auch dann, wenn man sich spater mit der hiiheren 
abstrakten Methode von Lagrange vertraut zu machen lZedenkt. Es wird sagar 
die Eigenart der beiden Methoden urn so deutlicher zum BewuBtsein kommen. 

§ 65. Gleichformigkeit des Ganges. 

305. Ungleichformigkeitsgrad. 1st v", die mittlere, v",ax die groBte 
und vmin die kleinste Umfangsgeschwindlgkeit eines auf der Maschinen
welle festgekeilten Rades, so ist die gr6Bte Schwankung der Geschwin
digkeit vmax - vmin' was in Bruchteilen der mittleren Geschwindigkeit 
ausgedriickt ergibt: 

d = vmax - vmin = rlmax - nmin === w max - wmin 

vm rI", illm 

(266) 

~ heiBt der Ungleichformigkeitsgrad der Drehbewegung. 
Sofern angenommen werden darf, daB die gr6Bte und kleinste 

Geschwindigkeit sich um gleichviel von der mittleren unterscheidet, 
ist 11m = (nmax + nmi,,)!2 und damit 

Die Zeitdauer, auf die man den Ungleichf6rmigkeitsgrad bezieht, 
ist eine Arb e its peri 0 d e der Maschine, z. B. bei einem im Beharrungs-

") Vgl. Meuth, Kinetik und Kinetostatik des Schubkurbelgetriebes, Dinglers 
pol. Journ. 1905, wo die Lagrangeschen Gleichungen auf ein Zahlenbeispiel ange
wandt sind. 



Gleiohformigkeit des Ganges •. 489 

znstand befindlichen, gleichmaBig belasteten Viertaktmotor zwei Um
drehnngen, bei einem Zweitaktmotor oder einer im Zweitakt arbeiten
den Dampfmaschine eine Unidrehnng, d. h. im WinkelmaB ansgedriickt 
4:n bzw. 2:n. Dabei ist meistens voransgesetzt, es sei der von der 
Maschine zn iiberwindende Widerstand nnveranderlieh nnd nnr die 
Triebkraft schwanke innerhalb einer Arbeitsperiode (Eintakt, Zweitakt, 
Viertakt) so, daB die einzelnen Arbeitsperioden der Triebkraft· unter 
sich gleich sind; das ist z. B. der Fall bei einer im Beharrnngszustande 
befindliehen Dampf- oder Gasmaschine. Die Voranssetzung eines nn
veranderliehen Arbeitswiderstandes ist aber nicht grnndsatzlieh erforder
lieh, der Arbeitswiderstand kann aneh periodiseh schwanken, wie z. B. 
bei einem Sagegatter. 

Es kommt indessen vor, daB der Arbeitswiderstand sieh innerhalb 
einer groBeren Anzahl von Wellenumdrehnngen andert, nnd daB infolge 
davon die U mlanfzahl in diesem Zeitabsehnitt steigt oder fallt. Wird 
z. B. eine Mehrzylinder-Verbnnddampfmaschine plotzlieh nm ein Be
traehtliehes be- oder entlastet, so danert es langere Zeit, bis die Regn
lierwirkung des nnr vor dem Hoehdruckzylinder beeinflnBten Dampfes 
sieh dnreh alle Zylinder fortgepflanzt hat, nnd die Umlaufzahl kann 
sieh starker andern als z. B. bei einem Mehrzylinder-Gasmotor, wo die 
Regnliernng soforl anf alle Zylinder einwirkt. In diesen Fallen kann 
man vom Ungleiehformigkeitsgrad einer RegnIierperiode 
spreehen. 

SehlieBlieh treten bei einer Sehaehtfordermasehine oder einer Walzen
zugmaschmine, die elektriseh von einem sog. Ilgner-Aggregat angetrieben 
werden, deutlieh einzelne, wenn aneh nnter sieh nieht ganz gleiehe, Be
lastnngsperioden anf, wahrend derer die Umlanfzahl des IIgner-Sehwnng
rades sieh nieht zn sehr vermindern solI. Hierbei kann man vom 
Ungleiehformigkeitsgrad einer Belastnngsperiode spreehen. 

Es erseheint somit die GroBe des Sehwungrades bestimmt dnreh 
die Riieksieht anf die Ungleiehformigkeit wahrend einer Arbeits- oder 
einer Regnlier-, oder einer Belastungsperiode. 

K Heun sohIagt vor, als UngIeiohfOrmigkeitsgrad den Mittelwert gemaB 
folgender Gleiohung aufzufassen! 

in 

~' = -::-I(l - ~)2 db, 
$:n; COm 

o 
worln bei Ein-, Zwei- oder Viertakt i= 1,2,4 zu setzen ist, i% den KurbeIwinkeI 
einer Arbeitsperiode bedeutet. Dieser Vorschlag geht von dem Gedanken aus, daJl 
die MaBzahI fiir den UngleiohfOrmigkeitsgrad nioht durch die extremen Werte 
n max und nmln ausgedriiokt werden diirfe, sondern duroh einen Mittelwert, bei 
dessen Bildung der funktionale Verlauf der Gesohwindigkeitssohwankung zu beriiok
sichtigen seL 

306. Die Berechnnng der Umlanfgeschwindigkeit nach dem 
Energiegeliletz. Wir denken znnaehst an die Gesehwindigkeitssehwan
kung einer. Masehine im engeren Sinn, d. h. an die Sehwanknng wahrend 
einer Arbeitsperiode der Triebkraft, die sieh bei einer Zweitaktmasehine 
anf eine, bei einer Viertaktmasehine auf zwei U mdrehnngen erstreekt. 
In einer bestimmten KnrbeIstelInng, etwa in einer Totlage, sei die Um
Ianfzahl no der Masehinenwelle bekannt, nnd man fragt jetzt nach der 
U mlanfzahl n in einer andern KnrbelstelInng. Anfanglieh besitzt die 
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lebendige Kraft der bewegten Massen den Wert Eo, schlieBlich den 
Wert E, in der Zwischenzeit haben treibende und hemmende Krafte 
gewirkt und die Arbeit A geleistet, treibend etwa Dampf, Gas, PreB
luft, Wasser (AT)' hemmend der von der Maschine abgegebene Nutz
und Reibungswiderstand (Aw) , so daB A = AT - Aw ist. N ach dem 
Satz von der Erhaltung der Energie ist dann 

E = Eo + A = Eo + AT - Aw . 

Da hierin Eo und A aus bekannten Angaben ermittelbar sind, kann E 
und damit auch die gesuchte Umlaufzahl berechnet werden. Indem 
man dies fUr eine Reihe von Kurbelstellungen wiederholt, erhalt man 
ein Bild von dem VerI auf der Geschwindigkeitsschwankung und sodann 
den Wert des UngleichfOrmigkeitsgrades. Ausdriicklich sei hervor
gehoben, daB bei dieser Berechnung die Winkelgesch windig
keit der Kurbel nicht als konstant vorausgesetzt wird, wie 
in der iiblichen, nach dem Vorgang Radingers ausgefiihrten Schwung
radberechnung. Radinger ermittelt die Tragheitskrafte der hin und 
her gehenden Massen unter der Voraussetzung konstanter Drehgeschwin
digkeit. Wir werden spaterhin imstande sein, die Ergebnisse der ge
nauen Methode mit denen der Naherungsrechnung zu vergleichen. Einen 
Fall, in dem die Naherungsmethode Radinger s sicherlich nicht an
wendbar ist, kann man indessen jetzt schon angebcn. Es ist die rech
nerische Verfolgung der Anlaufperiode einer Maschine. - 1m nach
folgenden wird also den tatsachlichen dynamischen Verhaltnissen ganz 
korrekt Rechnung getragen. 

Zur Durchfiihrung der genauen Berechnung der Geschwindigkeit 
muB die Geschwindigkeitsenergie der bewegten Maschinenteile, wie 
Kolben, Schubstange, Welle und Schwungrad, und ferner die von den 
Trieb- und Widerstandskraften geleistete Arbeit ermittelt werden, W8.S 

in den nachsten Abschnitten geschehen soIl. 

307. Geschwindigkeitsenergie und reduzierte Masse der Schuh
stange. Die Schubstange ist ein materieller Korper, dessen lebendige 
Kraft nach 246 zusammengesetzt ist: 

a) aus der Geschwindigkeitsenergie der fortschreitenden Bewegung 
des Stangenschwerpunktes, in dem die Stangenmasse Inl ver
einigt gedacht werden darf, d. h. ~. Inl vi, sofern Vs die Schwer
punktsgeschwindigkeit der Stange ist; 

b) aus der lebendigen Kraft der Drehung der Stange urn ihren 
Schwerpunkt, d. h. sofern Ws die Winkelgeschwindigkeit dieser 
Drehung und J. das Tragheitsmoment der Stangenmasse in 
bezug auf den Schwerpunkt: ~J.WS2. 

Die ganze Geschwindigkeitsenergie der Schubstange ist daher 

(267) 

1st nun in einer bestimmten, sonst beliebigen Kurbelstellung die 
Geschwindigkeit eines Stangenpunktes, z. B. des Kurbelzapfens, nach 
GroBe und Richtung gegeben, so ist durch den Zwanglauf der Stange 
in der gleichen Kurbelstellung die Geschwindigkeit alIer iibrigen Stangen
punkte bestimmt; das trifft in jeder Kurbelstellung zu. Wie die Ge-
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schwindigkeit des Kreuzkopfendes und weiterhin eines beliebigen Punktes x 
der Stange, unter dem man sich jetzt den Schwerpunkt zu denken hat, 
gefunden wird, ist im Anhang Abschn. 333 gezeigt und in Abb.265 

Abb.265. 

wiederholt. Wahlt man den GeschwindigkeitsmaBstab so, daB die 
Kurbelzapfengeschwindigkeit c = r = Mp wird, d. h. setzt man die 
Winkelgeschwindigkeit der Kurbel w = 1, so ist Me = v die Kreuz
kopfgeschwindigkeit und Cp = u die relative Geschwindigkeit des einen 
Stangenendes gegen das andere; unter dem EinfluB von u aHein, d. h. 
wenn von der Translation fUr den Augenblick abgesehen wird, wurde 
sich die Stange mit der Winkelgeschwindigkeit w = ull um einen ihrer 
Endpunkte drehen. Man uberzeugt sich nun leicht, daB, wo man auch 
den Drehpunkt der Stange in der Kurbelebene annehmen mag, die 
Winkelgeschwindigkeit der Stange stets die gleiche ist, so auch um den 
Schwerpunkt S; es ist als Ws=w=u/l (vg1.226). Die Schwerpunkts
geschwindigkeit M s = Vs HiBt sich mit Hilfe des Geschwindigkeits
planes M C p der Stange (vgl. 333), in dem die Geschwindigkeiten um 
90° gedreht erscheinen, auch rechnerisch ausdrucken; es ist 1:.: M Cp 
= 90° - fJ und Cs = (a/l) u, weshalb nach dem Kosinussatz der Tri
gonometrie ist 1): 

vs2 = M S2 = v'.l + (a/l)2. u2 - 2 V· (a/l)· U· sinfJ. 

Setzt man Vs und Ws in die obige Gl. (267) fUr El ein und setzt 
femer nach S. 382 Jq = J s + m1 a2 oder J s = J - m1 a'.l, bezeichnet 
man auBerdem den auf Punkt q bezogenen Tragh~itshalbmesser mit k, 
so wird Jq = m1 k2 und man erhalt fur die Geschwindigkeitsenergie der 
Schubstange 

m m (k'.l - ( 2)u'.l 
El = i- [v2 + (all)'.! u2 - 2 v (all) U· sinfJ] + T p 

Aus dem Geschwindigkeitsdreieck M C p folgt auch: 

c2 = v2 + u2 - 2 uv sin fJ , 
d. h. - 2uvsinfJ = c2 _v2 - u2 • 

In die vorige Gleichung eingesetzt und umgeformt gibt: 

E 1 = ~l [v2~+c'.ll-u'.l(T-~;)J . .. (267 a) 

1st nun in einer beliebigen Kurbeistellung die Kurbelzapfen
geschwindigkeit c gegeben, so stehen die Kolbengeschwindigkeit v und 

1) Die Ableitung ist nach dem Vorgang von Mollier gegeben. 



492 Die Dynamik des materiellen Korpers. Dynamik des KurbeIgetriebes. 

die Relativgeschwindigkeit u der Stangenenden in einem bestimmten 
Verha.Itnis zu c, das bei einem gewohnlichen Kurbeltrieb lediglich vom 
Stangenverhiiltnis A. = rjl abhangt; man darf also fiir ein bestimmtes A. 
setzen: 

V="l'C und U= "2'C • . • • • (268) 

worin dem Geschwindigkeitsdreieck M Cp zufolge ist: 

"1 = sin (b + P): cosp; "2 = cos 19-: cosp; . (268a) 
damit erhalt man 

El = ~ m1 [~"1 2 + T - (I - {;) "22 J . 02 . . (268b) 

Eine im Kubelzapfen konzentrierte Masse ml' hatte 
Kraft ~. ml' 02 ; das ist derselbe Wed wie E1 , wenn 

die lebendige 

,_ [b 2 + a (a k2
) 2J 

m1 -ml 1"1 T- 1-p "2 . . (269) 

ware. Man nennt m1' die auf den Kurbelzapfen reduzierte Masse 
der Schubstange, die damit durch eine einzige in die Kurbelzapfenmitte 
verlegte Punktmasse ersetzt ist, deren Wert allerdings veranderlich ist 
und von der Kurbelstellung abhangt. 

Es empfiehlt sich noch, die beiden zuletzt angeschrieb~nen Werte 
von El zu betrachten. LaBt man das negative Glied in der Klammer 
weg, so heiBt das anschaulich gesprochen: die Stange ist durch zwei 
Punktmassen m l (all) und m l (bjl) ersetzt, die nach dem Hebelgesetz 
auf die beiden Stangenenden verteilt sind. Die lebendige Kraft der 
Schubstange wird durch diese vereinfachende Annahme iiberschatzt; 
um wieviel ist durch zahlenmaBige Berechnungen fiir verschiedene 
Stangen zu priifen. Eine Bemerkung iiber einen Einzel£all folgt spataro 

Vber den Sinn der Reduktion vgl. 310. 

308. Lebendige Kraft des Kolbens, der Welle und des Schwung
rades. Die Kolbenmasse m2 kann in Kreuzkopf- oder Kolbenzapfen
mitte punktformig vereinigt gedacht werden. Da sich diese Punktmasse 
mit der Kreuzkopfgeschwindigkeit v bewegt, so ist ihre lebendige, 
Kraft ~ rn2 v 2 , oder da nach dem vorigen Abschnitt v = "1 . C gesetzt 
werden darf: 

wo 
E2 = i· m2"12 02 = ~.rn2' 02 ,. • • • • • (270) 

m,/ =m2 ,,/' • • • • • • • • • (271) 
die auf Kurbelzapfenmitte reduzierte Kolbenmasse m2 bedeutet. Auch 
dieser Wert ist von "1' d. h. von der Kurbelstellung abhangig und 
daher veranderlich. 

Fiir die Kurbelwelle kann das auf die Wellenmittellinie be
zogene Tragheitsmoment Jw mittels bifilarer Aufhangung bestimmt 
werden, vgl. 294. 

Die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit der Kurbel sei w, die 
Kurbelzapfengeschwindigkeit C = rw. 

Die lebendige Kraft der Welle ist dann: 

1 1 ~ 
E =-.J w2 =-.J .- (272) 3 2 w 2 w 1"2 • • • • • • 
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Eine mit der Kurbelzapfenmitte verbundene Masse ma' hatte die 
lebendige Kraft i ma' c2 und beide letzteren Geschwindigkeitsenergien 
sind gleich, wenn 

d. h. wenn 

1 c2 1 ,,, 
-.J ·-=-·m ·c" 2 w r2 2 a , 

. . . . . . . (273) 

m3' ist die auf Kurbelzapfenmitte reduzierte Kurbelwellenmasse mal). 
Es handelt sich hier urn eine rein rotierende Masse, im Unterschied 
zur Masse des Kolbens und der Schubstange, die hin und her geht, 
bzw. gleichzeitig pendelt. Die reduzierte Masse eines nur 
rotierenden Karpers hat die Eigenschaft, daB deren leben
dige Kraft und auBerdem zufolge J w = m3' ·r2 auch deren 
Tragheitsmoment gleich groB sind wie die betreffenden 
GraBen des rotierenden Korpers selbst. Man denke sich dabei 
die reduzierte Masse gieichm1Wig auf den Kurbelkreis verteilt. 

Wir machen hiervon sofort Gebraucb., indem wir die reduzierte 
Masse des Schwungrades angeben. Das Schwungrad habe das Tragheits
moment J 8il oder wenn, wie haufig zum Zweck der Annaherung, die 
Kranzmasse mk im Kranzschwerpunkt, d. h. im Abstand r k von der 
Wellenachse vereinigt gedacht wird: m1,rk2• Die auf den Kurbelkreis 
mit Halbmesser r reduzierte Schwungradmasse m/ ergibt sich wegen 
der Gleichheit der Tragheitsmomente 

J sil =m4'·r2 =rd. mk ·r/r2 

zu , J sd (rk)2 m 4 = 7=rd.mk • -;:- •••• (274) 

Damit nimmt die lebendige Kraft des Schwungrades die Form an 

(275 ) 

Die gesamte Geschwindigkeitsenergie des Kurbelgetriebes in einer 
beliebigen Kurbelstellung hat daher die GroBe 

E=E1 +E2+E3+E4=~(m/+m2'+ma'+m/)c2, (276) 
wo in der Klammer die auf den Kurbelkreis reduzierten Massen von 
Schubstange, Kolben, Welle und Schwungrad, und zwar fur die be
treffende Kurbelstellung, ftehen und c die in der gleichen Stellung vor
handene Umfangsgeschwindigkeit c = rw im Kurbelkreis ist. 

309. Zahlenbeispiel. UngleichfOrmigkeit!;lgrad eines Vierzylinder
Automobihnotors im Leerlauf. Ein Vierzylinder-Automobilmotar hat 
120 mm Zylinderdurchmesser, 150 mm Hub und macht n = 1600 Um
laufe in der Minute in dem Augenblick, in dem die Kurbel die Totlage 
passiert. Der Kolben samt Bolzen wiegt 2,8 kg; die Schubstange 2,85 kg, 
die Welle 24,8 kg. Die Lange der Schubstange ist 32 em, ihr Schwer
punkt 24 em yon Mitte Bolzenlager entfernt; das Stangenverhaltnis ist 

1) Dr.-lng. Kolsoh fand duroh Sohwingungsversuoh mit bifilarer Aufhangung 
an einer 4.Zylinder·Automobilkurbelwelle ma' = 0,5 ma . 
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A. = r: l = 7,5: 32 = 1 : 4,25. Das Tragheitsmoment des Schwungrads 
ist Jsd = 3,8 [kg cm sk2J. Es solleu fur eine Anzahl von Kurbeistellungen, 
etwa von 30 zu 30°, die reduzierten Massen der einzelnen Getriebeteile 
und der Gesamtwert der reduzierten Massen angegeben werden, ferner
hin die lebendige Kraft des ganzen Getriebes, wenn die Umlaufzahl im 
Totpunkt 1600 ist und von Reibungs-, Saug- und Auspuffwiderstanden 
und Nutzlast abgesehen wird; es 8011 also nur der reibungsfreie Leer
lauf betrachtet werden. Dieser ist dadurch gekennzeichnet, daB die 
Geschwindigkeitsenergie der bewegten Massen der Maschine konstant 
bleibt; sie fiutet zwischen den hin und her gehenden und den umlaufen
den Massen hin und her. Solange die geradlinig bewegten Massen be
schleunigt werden, nehmen sie Bewegungsenergie von den umlaufenden 
Massen auf, deren Drehgeschwindigkeit dahei abnimmt; wahrend die 
oszillierenden Massen anderseits verzogert werden, geben sie Geschwin
digkeitsenergie an die Schwungmassen zuriick, deren Drehgeschwindig
keit dann wieder auf die alte GroBe steigt. Vgl. Abb. 213. 

Gesucht wird die mittlere, groBte und kleinste Umfangsgeschwin
digkeit der Welle und der Ungleiehformigkeitsgrad. 

Die auf den Kurbelkreis reduzierte Masse deE. Sehwungrads ist 
naeh Gl. (274): 

m/ = ~2d = :~82 = 0,0676 [kgsk2/cmJ. 

Die ebendahin reduzierte Masse der Welle isb unter Beniitzung 
der Angabe in der FuBbemerkung S. 493 

'0 0 24,8 00 [k kO/ ] m3 = ,5 ms = ,5 981 = , 127 gS" em. 

Die reduzierte Masse m/ der Sehubstange, deren Masse m1 = 2,85/981 
= 0,002906 ist, ist von der Kurbelstellung abhangig zufolge Gl. (269). 
Es ist zu bedenken, daB zwei Kurbelpaare parallel und gleiehgeriehtet 
und gegen die beiden anderen urn 180° versetzt sind. In einer ge
wissen Kurbelstellung ist daher das eine Kurbelpaar urn 1}0 aus der 
inneren, das andere urn gleiehviel aus der auBeren Totlage heraus
gedreht. Die zugehorigen Kurbelgeseh,yindigkeiten sind zwar gleich, 
die Kolbengesehwindigkeiten dagegen infolge der endliehen Sehubstangen
lange versehieden, weshalb auch die GroBen u1 und U 2 Gl. (268) und 
die reduzierten Massen fur die beiden diametral gegeniiberstehenden 
Kurbeln versehieden ausfallen. 

Die beiden in Gl. (269) vorkommenden GroBen u1 und U 2 konnen 
aus dem Dreieek MOp Abb.265 bestimmt und fUr die Stangenverhalt
nisse A. = 1 : 5; 1: 4,25; 1: 4 aus der naehfoJgenden Tabelle entnommen 
werden. In Gl. (269) sind ferner 

b!I=0,25; a!I=0,75; 
k2 = Jq/m = (G/g). a·l'· (g/G) = a·l' = a· (1/1,07) = 24.32/1,07 em 

k2 : 12 = (24.32/1,07): 322 = 24 : (1,07.32) = 0,702; 
somit (a/I) - (k/l)2 = 0,75 - 0,702 = 0,048. 

Mit diesen Werten und den Werten U 12 und U2 2 sind die reduzierten 
Massen der Sehubstange fUr Kurbelwinkel von 30° zu 30° ausgereehnet 
und in der Tabelle II zusammengestellt. 
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Tabelle I. 

A=I: 5 A= 1: 4,25 A=l :4 
{} 

I X 2 I X 12 I I X 2 I X 12 I j I x1" I X 1 x 2 X 1 y"22 X 1 X 2 X 22 
2 

0 0 ° 1 ° 1 ° 1 ° 1 ° 1 ° 1 
30 0 0,589 0,871 0,347 0,758 0,606 0,873 0,367 0,762 0,611 0,8745 0,373 0,764 
60 0 0,956 0,506 0,913 0,256 0,975 0,512 0,95 0,262 0,980 0,516 0,96 0,266 
90 0 1 ° 1 ° 1 ° 1 ° 1 ° 1 ° 1200 0,781 0,506 0,610 0,256 0,766 0,672 0,586 0,262 0,754 0,516 0,568 0,266 

150 0 0,4125 0,871 0,17 0,758 0,399 0,873 0,159 0,762 0,390 0,8745 0,152 0,764 
180 0 ° 1 ° 1 ° 1 ° 1 ° 1 ° 1 

Die reduzierten Massen m2 ' der vier Kolben, von denen jeder eine 
Masse m = 0,00286 [kg sk2j em] hat, sind aus dem vorhin dargelegten 
Grund fUr die Kolben 1 und 4 von denjenigen fur die Kolben 2 und 3 
verschieden. Naeh G1. (268 a) sind die Werte unter Benutzung der in 
Tabelle I stehenden ~2 2 bereehnet und in Tabelle II zusammengestellt. 

Tabelle II. 

Auf den Kurbelradius r= 7,5 [em] reduzierte Massen 
eines Vierzylinder-Automobilmotors in [kgsk2 jcmJ. 

Schub· 
, 

KoIben I KoIben Welle b() .. 

Schubstange I und IV stange ~ ~ 
'11'11 = 0,002906 II und und IV II und '11'13= l-o 

III m2 = 0,00286 III 0,0254 ~~ 

Ins-
gesamt 

mred 

0 0 /2.0,002906 (0 + 0,75 - 0,048) 0,004 OR [ ° ° 0,0127 0,0676 0,08829 
=0,00408 

30 0 2''11'11 (0,0917+0,75-0,0364) 0,0043712' '11'12 .0,6062 0,00091 " " 0,091 28 
= 0,00468 = 0,0021 

60 0 2''11'11 (0,238 + 0,75 - 0,0125) 0,00513 21n2 ·O,9752 0,00335 " " 0,09636 
=0,00566 =0,00544 

0,00572[ 90 0 2 '11'11 (0,25 + 0,75 ± 0) 0,005812 2 '11'12 .1,02 
" " 0,09757 

=0,005812 =O,OO.~ 72 
120 0 2 '11'11 (0,1456 + 0,75 - 0,0126) 0,00566 2 '11'12 .0,7662 0,005441 " " 0,09427 

=0,00513 =0,00335 
150 0 2 '11'11 (0,0398 + 0,75 - 0,0367) 0,00468 2 '11'12 .0,3992 0,00210 " " 0,09009 

=0,00437 = 0,000 91 
I 

I 

180 0 2 '11'11 (0 + 0,75 - 0,048) 0,00408 ° ° 
I 0,08829 " I " = 0,00408 I I 

Die ganze auf den Kurbelkreis reduzierte Masse des Triebwerkes 
besteht aus zwei konstanten Anteilen, herruhrend von Sehwungrad und 
Welle und aus den zwei veriinderliehen Anteilen 1) herruhrend von 
den vier Kolben und den vier Sehubstangen. Wird die gesamte redu
zierte Masse in der Totlage mit m"rerl und in einer beliebigen Kurbel
steHung m rerl bezeiehnet und die zugehorigen Kurbelgeschwindigkeiten 
mit Co bzw. c, so ist Eo=~·mOred·c02 und E=~.mred·c2 und da bei 
reibungslosem Leerlauf ohne Kompression in allen Kurbellagen: 

E=Eo 

1) Fiir das gebrauchsmaBige Rechnen mit reduzierten Massen finden sich 
wertvolle Angaben und graphische Darstellungen in der Dissertation von KaIsch, 
Gleichgang und Massenkrafte bei Fahr- und Flugzeugmaschinen. 
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ist, so hat man ~mred·c2=~.mOred·C02, 

daher c= Co '1 /mOred . . . . . . . . (277) V mred 
Aus diesel' Gleichung sind die Umfangsgeschwindigkeiten fUr eine An
zahl von Kurbeistellungen mit Hilfe del' Tabelle II berechnet und del' 
Verlauf del' Geschwindigkeit wahrend einer halben Kurbelumdrehung 
in Abb. 269 a dargestellt. Die mittlere Kurbelgeschwindigkeit ist durch 
Planimetrieren zu 1225 [cmjskJ gefunden, die groBte und kieinste sind 
1256 und 1194 [cmjskJ. Del' UngieichfOrmigkeitsgrad bei Leerlauf 
betragt nach Gl. (266): 

J = cmax - cmin = 1256 - 1194 = __ ~~_, 
cm 1225 19,5 

gegeniiber 1/12,2 nach Radinger (s. 252). 
1m vorliegenden Fall erhalt man fUr die mittiere Umfangs

geschwindigkeit del' Kurbel den gleichen Wert 1225 cm/sk, wenn man 
das arithmetische Mittel aus cmax und cmin bildet. Das muB jedoch 
nicht immer so sein. 

§ 66. Von der Reduktion der Massen und Krafte. 
310. Ersatz eines materiellen Korpers durch materielle Punkte. 

Bedeutung der Ersatzpunkte und rednzierten Massen. Wir sahen am 
SchiuB von 307, daB man die Masse der Schubstange angenahert 
durch zwei Punktmassen ersetzen kann, die auf die Stangenenden nach 
dem Hebelgesetz verteilt sind. Dabei solIte, wenigstens genahert, die 
lebendige Kraft del' Schubstange und die der Ersatzmassen gieich sein . 

. Ein solcher Ersatz wird vorgenommen zum Zweck der Vereinfachung 
del' dynamischen Berechnungen. Man kann den Ersatz auch so vor
nehmen, daB die lebendige Kraft in beiden Fallen genau gieich wird. 
Dazu braucht man dann allerdings mehr ais zwei Ersatzpunkte; bei 
einer Schubstange mit einer Symmetrieebene, in del' die Bewegung 
stattfindet, z. B. drei, die beiden Stangenenden und der Schwerpunkt. 
Sei AB=l die Stangenlange, S der. Schwerpunkt, wobei AS=a; 
SB = b sind, ferner m1 m2 mS die in A, B, S anzubringenden Ersatz
massen; dann sollen diese die gieiche Gesamtmasse, den gieichen 
Schwerpunkt und das gieiche Tragheitsmoment hahen, wie die Schub
stange, d. h. es muB sein 

m1 +m2+mS=m 
m1·a........:. m2b=O 

m a2 +m b2 =mn2 
1 ~ '" , 

wo e del' Tragheitsradius del' Schubstangenmasse in bezug auf den 
Schwerpunkt ist. Man findet: 

e2 
ml=-m; 

al 

Del' Studierende fUhrt leicht selbst den Nachweis, daB die Ersatz
massen die gieiche lebendige Kraft. haben wie die Schubstange. 
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Ein nur geradlinig bewegter Korper oder ein nur· rotierender 
Korper konnen durch eine einzige Punktmasse ersetzt werden. 

Sind nun die wirklichen Korper eines Getriebes erst· einmal durch 
Punktmassen ersetzt, so kann man, wie das in den vorhergehenden 
Abschnitten gezeigt wurde, die Punktmassen auf einen Reduktionspunkt 
reduzieren und hat nun nur noch einen einzigen materiellen Punkt 
vor sich, also das dynamisch einfachste Gebilde, dessen Bewegung, 
wenn noch die reduzierten Krafte berechnet sind, genau wie die Be
wegung des materiellen Punktes bestimmt wird. 

Man wiirde sich aber tauschen, wenn man glaubte, daB die redu
zierten Massen in jeder Hinsicht dynamisch ebenso wirkten, wie der 
wirkliche Korper. Es ist stets im Auge zu behalten, in welcher Ab~ 
sicht eine Reduktion vorgenommen wird. In den vorigen Abschnitten 
wurden wirkliche Korper durch reduzierte Massen so ersetzt, daB die 
Geschwindigkeitsenergie heider gleich groB war. Bei rein rotierenden 
Massen stellte sich dann auch das Tragheitsmoment der wirklichen und 
der reduzierten Masse als gleich heraus. Mit dergestalt reduzierten 
Massen darf man in die Energiegleichung eingehen und aus dieser die 
Geschwindigkeit berechnen. Wie sich jedoch diese reduzierten Massen' 
hinsichtlich der Massenkr1ifte verhalten, ist eine noch offene Frage, die 
im einzelnen Fall untersucht werden muB. Es dar! im allgemeinen 
wenigstens nicht ohne weiteres vorausgesetzt werden, daB die redu
zierten Massen den gleichen Tragheitswiderstand entgegensetzen oder 
die gleichen Massenkrafte au Bern. Der wirkliche Korper verhiilt sich 
eben dynamisch nicht genau wie ein, zwei oder drei Ersatzmassen
punkte, sondern kann nur in einer bestimmten Hinsicht durch solche 
vertreten gedacht werden, in anderer Hinsicht aber nicht, oder nur 
mit Annaherung; das gleiche gilt von der reduzierten Masse. 

Wegen des Ersatzes der Schubstangenmasse ist noch eine 
Bemerkring angezeigt. In der vorangehenden Rechnung ist die leben
dige Kraft der Schubstange exakt.ohne Vernachlassigung ausgedriickt 
wordem, ebenso der Anteil der auf den Kurbelzapfen reduzierten .Masse, 
der von der Schubstange herriihrt, Wie schon am SchluB .von 307 er
wahnt, kann man den materiellen K6rper der Schubstange annaherungs
weise durch zwei Punktmassen ersetzen, indem man die im Schwer
punkt vereint gedachte Schubstangenmasse nach dem Hebelgesetz auf 
die Stangenenden vel'teilt. Diese Annaherung Hiuft auf das gleiche 
hinaus, wie wenn man in G1. (269) das negative Glied vernachlassigt. 
Die Zahlen in Tabelle II S. 495 lassen nun erkennen, daB der hier
durch begangene Fehler auf die Berechnung der reduzierten Masse 
von nicht sehr groBem und auf das Endergebnis der Berechnung des 
UngleichfOrmigkeitsgrades von geringfiigigem ;EinfluB ist. Man darf 
also mit geniigender Genauigkeit die Schubstange in der be
zeichneten Weise durch zwei Punktmassen ersetzen, wenn 
man die lebendige Kraft und die Geschwindigkeitsschwankungen der 
Wellenumdrehungen eines Kurbelgetriebes ausrechnen will. 

311. Reduktion einer Masse und einer' Kraft. Beziehungen 
zwischen rednzierter Kraft und rednzierter Masse. Sollen die arbeit
leisteilden Krafte und der Bewegungszustand eines zwanglaufigen Ge
triebes untersucht werden, so erleichtert man sich die Aufgabe dadurch, 

Aut.enrieth·Ensslin, Mechanik. 3. Aufl. 32 
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daB man die Krafte und Massen auf einen bestimmten, sonst willkiir
lichen Punkt - den Reduktionspunkt - reduziert, so zwar, daB die 
Reduktionskrafte die gleiche Arbeit leisten wie die wirklichen, und so, 
daB die Geschwindigkeitsenergie der reduzierten Masse derjenigen der 
gegebenen Massen gleich ist, also nach der Anweisung: 

xeduz. Kraft: 

reduz. Masse: 

Pr=.2Pn vn .cosa=.2 P.,qJlln cos a } 
vr 

M =.2m (vn)2= Xm qJ2 
r n vr n vn 

worin vr die Geschwindigkeit des Reduktionspunktes, vn die eines be
liebigen Getriebepunktes, mn dessen Masse, p .. die in dem beliebigen 
Punkt angreifende Kraft (Triebkraft, Arbeitswiderstand, Bewegungs
reibung), a den Winkel zwischen Pn und vn ' und qJvn die Weg- oder 
Geschwindigkeitsiibersetzung zwischen dem Reduktionspunkt und Ge
triebepunkt bedeutet, vgl. Gl. (78). 

Nach Vornahme dieser Reduktion hat man statt der Bewegung 
'des Getriebes die Bewegung eines Punktes - des Reduktionspunktes -
von jm allgemeinen veranderlicher Masse unter dem EinfluB einer ver
anderlichen Kraft zu verfolgen, man hat also eine Aufgabe der Punkt
mechanik vor sich. 

Zwischen der Geschwindigkeitsenergie und der Arbeit der be
schleunigenden oder verzogernden Krafte, die beide durch die Reduk
tion nicht geandert werden, besteht der Energiesatz: 

~MV2_~Mov02=JP.ds=A . .. '.' (279) 

wobei der Index r weggelassen wurde, s den Weg des Reduktions
punktes bedeutet und der Index 0 sich auf einen Anfangszustand 
bezieht. 

Nun ist, wie ja auch aus dem bereits durchgefiihrten Beispiel 
hervorg~ht, die reduzierte Masse und Kraft eines zwanglaufigen Ge
triebes von' der Getriebestellung abhangig, m. a. W. von der Langen
oder Winkelkoordinate, deren Angabe eine Getriebestellung vollstandig 
bestimmh; z. B. vom Weg s des Reduktionspunktes. Es ist dann die 
reduzierte Krafh und Masse eine Funktion von s. Leitet man Gl. (279) 
ab und beachtet, daB v=ds!dt ist, so folgt: 

M·v·dv+ L v2.dM=P.ds 2 

dv+ 12M M·ds·-- -v·d =P·ds 
dt 2 

1) Bei nur rotierenden Massen ist 

M. - 1 J. ((On)2_ 1 J 2 
r - -2 E n - - -2 E gJro. 

rr (J)r rn 

Hierin hedeutet (On die Winkelgeschwindigkeit einer Getriehewelle, in hezug auf 
welche die auf ihr sitzenden Massen das Massentragheitsmoment I n hahen. Der 
Reduktionspunkt, in dem die reduzierte Masse Mr vereinigt gedacht ist, befindet 
sich im Abstand Y r einer anderen Getriebewelle. die mit (Or umlauft. gJoo = gJn 
= (On: (Or = nn: nr hedeutet nach 117 die Toureniibersetzung. Mr·yr2 kann man 
als daB reduzierle Triigheitsmoment ansehen. 
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1 2 dM P--v -
b=dv= 2 ds 

dt M 
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(280) 

d. h. das dynamische Grundgesetz: Beschleunigung = Kraft: Masse gilt 
fiir die reduzierte Masse nicht mehr, wenn diese veranderlich ist. 1st 
letztere dagegeu unveranderlich, wie z. B. bei einem zwanglaufigen 
Radergetriebe, so ist dMI ds = 0 und es gilt in diesem besouderen 
Fall wieder das dynamische Gruudgesetz des Masseupunktes. Es hat 
dauu die reduzierte Masse uicht nur die gleiche Geschwindigkeitsenergie, 
wie die wirklichen Massen; sie au Bert vielmehr in det Bewegungs
richtung auch den gleicheu Tragheitswiderstand wie die wirklichen 
Massen. Bei einem Flaschenzug kann die reduziertelMasse nur dann 
als konstant angesehen werden, wenn man von dell Seilmasse ohne 
groBeren Fehler absehen darf. 

Es sei nochmals betont, daB eine Reduktion der MaE sen nur bei einem 
zwanglaufigen Mechanismus vorgenommen werden darf, dessen StcJlungen eindeutig 
durch Angabe einer einzigen Koordinate (z. B. Drehwinkel, Kolbenweg) bestimmt 
sind. Man findet aber nicht selten eine Berechnung der reduzierten Masse eines 
elastischen Karpers wie eines Zugstabes oder eines auf Biegung beanspruchten 
Tragers. Wird ein solcher sehr langsam dUrch eine an bestimmter Stelle an
greifende Last deformiert, so bewegen sich allerdings aile iibrigen Karperpunkte 
in ganz bestimmter Weise mit und man kann den elastischen Karper in der Tat 
als ein zwanglaufiges System ansehen. Sobald aber die Belastung stoBweise wirkt, 
erkennt man leicht, daB der elastische Karper eine Reihe anderer Bewegungs
zllstande annehmen kann, entsprechend einer Grundschwingung und den geraden 
Vielfachen derselben. Die Fortpflanzung der Bewegung erfordert aueh Zeit. Jetzt 
kann der elastisehe Karper nicht mehr als zwanglaufiges System angesehen wer
den, wo die Lage eines bestimmten Punktes die Lage aller anderen mitbestimmt. 
Es kann z. B. ein liings sEiner Aehse gestoBener Stab am gesto13enen Ende eine 
merkliche Zusammendriickung erfahren haben, wahrend am anderen Ende zu 
gleicher Zeit noeh keine Formanderung sich bemerkbar maeht. 

Wenn trotzdem der elastische Stab hier und in ahnlichen Fallen als ein 
zwangliiufigfs materieJles System aufgefa13t wird, und die auf das gesto13ene Ende 
eines Zugstabes reduzierte Masse zu m' = mJ3, die auf die Mitte eines zweimal 
frei aufliegenden Tragers reduzierte Masse zu m' = (17 J~5). m berechnet wird, so 
liegt hierin eine Annaherllng, die in den einzelnen Fallen einer Priifung bedarf. 

312. Beispiel der Reduktiou del' llIasseu einer JUotorwinde. Es 
sollen die Masseu der bewegten Teile der Motorwinde Abb. 126 (Nutz
last 30 t) auf die Motorwelle reduziert werden. Die reduzierte Masse M 
im Abstand ro von der Motorachse vereinigt gedacht, solI die gleiche 
Geschwindigkeitsenergie haben wie die wirklichcn Triebwerksmassen. 

Betragt die Ubersetzung zwischen Motorwelle und einer beliebigen 
Vorgelegewelle CPo> = Q) I Wo = nino (vgl. 117) und ist J das Tragheits
moment der auf dieser Vorgelegewelle sitzenden rotierenden Massen in 
bezug auf die Vorgelegeachse, so ist: 

~ m,.r02wo2 = ~Jw2 

J 9 
'I1tr =-QCP;;" 

ro" 

Soll eine geradlinig mit v m/sk bewegte Masse 1n ebenfalls auf 
die Motorwelle reduziert werden und bedeutet CPv = v: Vo die Ge
schwindigkeitsii.bersetzung (vgl. 117), so ist: 

32* 
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Unter Beniitzung dieser heiden Gleiehungen ergibt sieh folgende 
Zusammenstellung: 

Triebwerkselement 
Tragheits- I Db t IReduz. Masse moment erEe zung mr auf 
kgemsk2 f{!v ro= 1 em 

Ankerwelle mit Zubehor . . . 
1. Vorgelegewelle samt Zubehor 
2. " "" 
Trommelaehse und Drahtseil bis zur 

2. Rolle .......... . 
Last samt Haken und Unterflasehe .. 

GesamtgroBe der reduzierten Masse 

72,75 
87,87 
68,9 

860,0 
31,1 (Masse), 

1 72,75 
1: 5 3,51 
1 : 15 0,306 

1: 60 0,263 
1 : 9,92 (f{!v) 0,315 

in ro= 1 em Entfernung von Motorachse rd. 77,0 kgsk2/cm. 

Die Ankerwelle mit Zubehor bildet also den weitaus iiberwiegen
den Anteil der reduzierten Masse. Wenn das Triebwerk der Motor
winde beschleunigt oder verzogert werden solI, so ist es beinahe so, 
als ob die Masse der Motorwelle allein zu beschleunigen oder zu ver
zogern ware. Die GroBe dieser Masse ist demnach besonders genau 
zu bestimmen. 

313. Beispiel del' Reduktion del' I{l'iifte an eillel' l\Iotol'winde. 
Bemel'kung iibel' die Reibullgswhlel'stiinde. Zu den beschleunigend 
oder verzogernd wirkenden auBeren (aktiven, eingepragten) Kraften ge
h6ren die Last '1" die Reibungswiderstande der Be\\egung an allen 
Gleitstellen und die Triebkraft des Motors. Die Reduktion geschieht 
naeh Gl. (278); der Reduktionspunkt ist im Abstand 1'0= 1 em von 
der Motorachse angenommen. 

Reduzierte Last: P= Q·lPv = 30000 '6-J-~~~ 3' 
Der Motor leistet bei n = 450 Umdr. i. d. Min. N = 30 PS, daher 

Drehmoment des Motorankers 

M = 71600N/n = 71600.30/450 = 4770 [kgcmJ. 

. lrI 4770 
Reduz. Tnebkraf.t: p=-- = --- = 4770 [kg]. 

ro 1 

In gleicher Weise ist ein Bremswiderstand oder ein sonstiger kon
stanter Widerstand zu reduzieren. 

Bei den Reibungswiderstanden in den Lagern trifft man ahel' auf 
eine grundsatzliche Sehwiel'igkeit. Die Lagerdriicke, Zahndriieke u. a. 
sind namlieh von den Tragheitswiderstanden abhangig. Ein an einer 
bestimmten Stelle gelegenes Triebwerkselement auBert nun Tragheits
widerstande, die sieh von da ab bis ZUlli Redukticnspunkt hin in den 
Lagern und Zahnradern usf. geltend maehen und dort Reibungswider
stande hervorrufen. Der Reibungswiderstand, der von den Tragheits-
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widerstanden eines bestimmten Triebwerkselementes ausgeht, hangt von 
der Masse dieses letzteren abo Einen genauen Ausdruck hierfiir auf
zusteIIen, ist nach den Wahrnehmungen gelegentlich des einfachen 
Falles des Rades und der Welle oder des Hebels in 86 ungemein um
standlich. Man wiirde dadurch die Einfachheit der Rechnung ganzlich 
aufgeben, die man doch mit der Einfiihrung der reduzierten Masse er
strebt. Auch die Beriicksichtigung der Reibung von dem betl'achteten 
Triebwerkselement an bis zum Reduktionspunkt durch einen Wirkungs
grad, der gleich dem Produkt der Wirkungsgrade der zwischenliegenden 
Triebwerkselemente ware, empfiehlt sich nicht, denn in dem Ausdruck 
fiir den Reibungswiderstand kommt die Masse des betrachteten Trieb
werksteiles multipliziert mit einem Wirkungsgrad und einem Dber
setzungsverhaltnis vor, und wenn man aIle so reduzierten Reibungs
widerstande addiert, so bildet die reduzierte Masse des ganzen Getriebes 
keinen gemeinsamen Faktor dieses Ausdruckes, d. h. der Versuch, die 
Reibungswiderstande zu reduzieren, mit Riicksicht auf ihre Abhangig
keit von den Massenkraften, ist mit dem Rechnen mit einer redu
zierten Masse nicht vereinbar. Wenn man sich nicht damit begniigt, 
die Reibungswiderstande iiberschlagig durch Multiplikation der treiben
den Krafte mit einem einzigen Wirkungsgrad zu beriicksichtigen, so 
muB man das Rechnen mit der reduzierten Masse iiberhaupt aufgeben. 

§ 67. Ungleichformigkeitsgrad der belasteten Maschine. 

314. Bestimmnng der Arbeit der treibenden nnd widerstehenden 
Krafte. Gmphische Integration. Fortsetznng des Beispiels in 309. 
Wir kehren zu der in 306 bis 308 behandelten Aufgabe und zu dem 
Zahlenbeispiel in 309 zuriick. Von der Totlage bis zu einer bestimmten 
Kurbelstellung soIl die treibende Kraft des indizierten Dampf-, Gas
oder Wasserdruckos die Arbeit AT, der (als konstant angenommene) 
N utzwiderstand die Arbeit An und der (ebenfalls als konstant ange
nommene) Reibungswiderstand die Arbeit AT geleistet haben. also die 
Arbeit A = AT - An - A.. zur Beschleunigung bzw. Verzogerung der 
Massen verfiigbar sein, dann ist nach dem Energiegesetz 

E=Eo+A. 
SoIl E angegeben werden, so muB auBer Eo (307 u. 308) auch A 

bekannt sein, dessen Ermittlung jetzt gezeigt werden soIl. Wir be
trachten der Einfachheit halber eine Einzylindermaschine. In einem 
Viertaktmotor Z. B. wird wahrend zweier Umdrehungen (= 1 Viortakt) 
von der treibenden Kraft des Gasdruckes die indizierte Diagramm
arbeit f[qcm].p [kg/qcmJ- s [m] entwickelt (Kolbenfiache mal mittl. indh. 
Druck mal Kolbenweg). 1st die Maschine im Beharrungszustand, so 
ist gleichzeitig eine ebenso groBe Nutz- und Reibungsarbeit An + A .. 
geleistet worden. Sie ist nach Voraussetzung gleichmaBig iiber den 
Kurbelweg verteilt. Statt nun in der iiblichen Weise die treibende 
und widerstehende Drehkraft fiir jede Kurbelstellung zu ermitteln und 
graphisch in Abhangigkeit vom Kurbelweg im sog. Drehkraftdiagramm 
(s. Absch. n. 252) aufzutragen und die Arbeitsiiberschiisse durch Planime
trieren zu bestimmen, kann man die erwahnten Arbeiten durch graphische 
Integration, zu der nur das Lineal gebraucht wird, ermitteln. 
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Die A:r.:beit A", =A" + A,. der konstanten Widerstandskrafte, 
von der Totlage aus gerechnet beim Durchlaufen eines Kurbelwinkels {}, 
ist offenbar diesem Winkel proportional. Am Ende der Arbeitsperiode, 
d. h. hier des Viertaktes (Kurbelwinkel 4.n), ist die Arbeit f· p . s [kgm], 
zu Anfang Null. Tragt man diese beiden Werte in ein Koordinaten
system ein, dessen wagrechte Abszissen die Kurbelwinkel {} und dessen 
senkrechte Ordinaten die Arbeiten A sind, so hat man die Anfangs
und Endordinate durch eine Gerade zu verbinden und kann die von 
der Totlage bis zu einem beliebigen Kurbelwinkel geleistete Arbeit 
A", = An + A,. der widerstehenden Krafte sofort ablesen. 

Die im gleichen Zeitabschnitt geleistete indizierte Arbeit findet 
man aus dem Indikatordiagramm durch ein graphisches Integrations
verfahren 1), das - beilaufig bemerkt - al1gemein verwendbar ist, wenn 
der Inhalt einer gegebenen Flache ermittelt werdensoll. Die Ordinaten 
des Indikatordiagramms' sind .die indizierten Driicke p [kg/qcmJ oder 
die dazu proportionalen Kolbenkrafte P = f· p [kg], die Abszissen die 
Kolbenwege s [m]. Die indizierte Arbeit· der Triebkraft auf ds ist 

woraus p=dAT • 
ds 

In dem zu entwerfenden Diagramm (Abb. 266) 
seien die Werte s als Abszissen, wie im Indikator
diagramm, die Werte AT als Ordinaten aufgetragen; 
dAT/ds ist dann die Tangens des. Neigungswinkels a, 
den die Tangente an die (Ap , s)-Kurve mit del.' + s-Achse einschlieBt; es ist also 

dAp P 
tg a=(f8=l' 

o Es ist daher die Neigung der gesuchten (AT, s)
Kurve an del' durch die Abszisse s bestimmten 
Stelle gleich der Triebkraft Pan der gleichen Stelle; 
P ist aber im Indikatordiagramm gegeben und 

damit auch tg a. Kennt man nun an hinreichend vielen und hinreichend 
benachbarten Stellen die Richtung der Kurve, so kann die Kurve aus 
ihren Kurvenelementen durch schrittweises Aneinanderfiigen konstruiert 
werden. 

Die Lange der Einheitsstrecke in der Gleichung 

tga=P =dAp 

1 ds 

ist von den gewahlten MaBstaben abhangig. 

Es sei der MaBstab der P: 1 kg = f1-1 mm 

" " " " 
" " " " 

s: 1 m =f1-2mm 
A: 1 kgrn, = f1-8 mm. 

1) Siehe Willer, Graphische Integration (Sammlung Go~chen); Mehmke, Gra,. 
phisches Rechnen; Runge, GraphiBche Methoden (beide bei Teubner). 
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1st e mm die Lange der Einheitsstrecke, so ist 

P·Pl [mm] _ dAp·ps [mm] 
e [mm] - dS·P2 [mm] . 

Nun ist in den urspriinglichen Einheiten ausgedriickt: 

P=dApjds, 

womit die Lange der Einheitsstrecke sich ergibt zu 
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e = !ll P~ [ mm] . . 
Pa 

. . . . (281) 

Der Neigungswinkel IX der (Ap, s)-Kurve fiir den Punkt x des Indi
katordiagramms wird also erhalten (Abb. 266), indem man am FuB
punkt der durch x gehenden Ordinate die Einheitsstrecke e in der er
sichtlichen Weise abtragt, worauf die N eigung IX gezeichnet werden 
kann. 

Die Konstruktion der (Ap, s)- Kurve 1) hat bei der Kurbelstellung 
zu beginnen, von der aus die Arbeit der treibenden Kraft gemessen 
werden solI, d. h. im vorliegenden Beispiel im Totpunkt. Nimmt man 
geniigend viele Elemente ds, innerhalb derer Pals konstant angenommen 
werden kann, so wird die (AT, s)-Kurve befriedigend genau. Ihre End
ordinate muB mit der indizierten Diagrammarbeit iibereinstimmen, was 
durch Planimetrieren del' letzteren gepriift werden .kann. 

Die graphische Integration 
ist in Abb. 267 a am Beispiel 
des Indikatordiagramms eines 
Einzylinderviertaktmotors durch 
gefiihrt. N achdem die MaBstabe 
Pl P2 P3' gewahlt sind, wird die 
Einheitsstrecke e aus G1 (281) 
berechnet und damit die Arbeits
linie (Ap-Linie) des Gasdruckes 
gezeichnet Der Anfangspunkt 
dieser Aufzeichnung ist willkiir
lich z. B. die Explosionstotlage, 
Punkt a. Die nach Abb. 266 
ausgefiihrte Konstruktion ergibt 
die Richtung der Ap-Linie in 
deren Anfangspunkt a l . Sie ist 
bis zu del' durch Kurbelwinkel 
15° bestimmten Ordinate fort-
gesetzt; hierauf ist die Kon-

I[ 

JlF E -11'1,8 

Abb.267a. 

mkg 
150 

1 

30 

fOO:'{§. 10 

o 

struktion in gleicher Weise in den 
Diagrammpunkten wiederholt, die zu den Kurbelwinkeln 15°, 30°, 45°, 
60° usf. gehoren. 1st der Totpunkt erreicht, so fiihrt man die Konstruk
tion, der Diagrammlinie folgend, fort bis zum Ende, wo die gesamte 

1) Die (AT' s)-Kurve (oder Arbeitskurve) einer (P, s)-Kurve (oder Kraft
kurve) heiBt geometrisch die Integralkurve der letzteren Kurve; die Integralkurve 
kann mechanisch mit einem BOg. Integraphen (Abdank-Abakanowicz; ausgefiihrt 
von Ooradi-Zitrich) aufgezeichget werden, 
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indizierte Arbeit des Diagramms AT= 131 [kgmJ gefunden wi rd. Zur 
Probe ist das Diagramm planimetriert und Pi= 7,7 [kgjqcmJ gefunden 
worden. Damit berechnet sich die Diagrammarbeit zu f-Pi' 8 

=113,1.7,7·0,15=[131Jkgm, d. i. die Zeichnung stimmt genau mit 
dem Planimetrieren iiberein. Die zunachst in Funktion des Koiben
weges erhaItene AT-Linie ist Eodann in Abhangigkeit des KurbeIwinkeis 
umgezeichnet (Abb. 267b). 

/ rreke,luh 

"t 
In (GG ~d :Jr'-i\ 150mku / .i Ir~ 'rlJ, 'if; flo rr 

~ ~ " 
100 / 

J b!! ~~v ""1 ~ II 

~~ 
j!!;:-

j\. ""1 ~ 

~~J 5) ~ ~ ~ 
~~~ "-

19i~ 
~ 

l)y~10 
~ ~ ~ 

1.Jl b~a. 1'nj:el 
o 80 110 110 1J!0 1110 1110 310 210 J!70 JOO33(J3If{J390 1f30 It5M80 $10 5'10 570600 6306110 600 7lfO 

Abb.267b. 

Wie man das Arbeitsdiagramm einer Mebrzylindermaschine zeichnet, 
kann sich der Studierende selbst zurecbtiegen; grundsatzlich i~t aus 
dies em AniaB zum Vorhergehenden nichts hinzuzufiigen. Fiir den 
4-Zylinder-Automobilmotor des Beispieis 'in 309 ist die Zeichnung in 
Abb. 268 a und 268 b durchgefi.ihrt. 

Abb.268a. Abb.268b. 

Die Arbeitslinie der Nutz- und Reibullgswidor&tande Au, fiihrt je 
auf die gieiche Endordinate 131 [mkg 1; die M ascbine soIl Eich ja im 
Beharrungszustand befinden. Durch die bier durchgefiihrte graphische 
Integration und die Aufzeichnung der AT - und Aw' Linie in A bhangig
keit des KurbeIwiokeis ist nun keineswegs bloB der Endwert der Ar
beit am SchiuB einer ArbeitsperiQcle bestimmt, vielmehr kann fur jede 
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Kurbelstellung angegeben werden, wie groB von der gewahlten Anfangs
stellung bis zu dieser hin die Arbeit der treibenden Kriifte AT, die 
Arbeit der widerstehenden Kriifte Aw und die zur Massenbeschleuni
gung aufgewendete Arbeit A=--=AT-A", ist; aIle .drei GroBen sind in 
Abb. 267 b bzw. 268 b kenntlich gemacht. 

Nachdem die lebendige Kraft Eo der bewegten Maschinenteile fur 
den Kurbelwinkel ° 

Eo = ~ mOred • Co2 = ~. 0,088 29.12562 = 69700 [kgcm] 

von fruher her (vgl. S. 495 und Tabelle S. 495) bekannt ist und eben
so die von da ab bis zu einem bestimmten, sonst aber beliebigen 
Kurbelwinkel geleistete Beschleunigungsarbeit A, so ist nach dem 
Energiegesetz 

oder mit den reduzierten Massen mr~d und m O·red und den zugehorigen 
Geschwindigkeiten C und Co 

~mred ·c2 = lmOred·c02 + A, 

woraus fur die Geschwindigkeit in der betreffenden Kurbelstellung folgt 

Vmored·C02+2A ( ) c= ....... 282 
mred . 

Die Abb. 268 und die Tabelle S. 495 gilt fur den friiher be
trachteten 4-Zylinder-Automobilmotor. wobei angenommen ist, daB die 
Kraftentwieklung in allen vier Zylindern in der gleiehen Weise verlaufe 
und der Motor im Beharrungszustand sieh befinde. Unter dieser Vor
aussetzung wiederholen sieh mit jeder halben Umdrehung die Kraft
und Gesehwindigkeitsverhaltnisse in stets gleieher Weise; es genugt da
her, den Geschwindigkeitsverlauf wahrend eines Taktes oder Hubes 
festzustellen. Es sei z. B. der Kurbelwinkel 1500 herausgegriffen. }j'ur 
diesen ist naeh Tabelle S. 495 mred = 0,09009, naeh Abb. 268 ist 
A =28,8 [kgm]=2880 [kgem]; ferner ist gegeben m Ored =0,08829 und 
Co = 1256 [em/t;k], womit G1. (282) ergibt 

_ 1/0,08829.12562 + 2·2880 -1 [/ k] 
c - V 0,09009 - 270 em s . 

Die so erhaltenen Kurbelzapfengesehwin
digkeitfln sind in Abb. 269 a in Abhangigkeit 
vom Kurbelwinkel aufgetragen. Die mitt
lere Gesehwindigkeit fand sieh dureh Plani
metrieren zu rm= 1253; die groBte und 
kleinste Gesehwindigkeit sind 1270 und 1235, 
daher ist der Ungleiehformigkeitsgrad bei 
Vollast nach Gl (266): 

<5 =1270 -1235 = _1_ 
1253 35,8 

gegenuber 1/22,8 nach Radinger (vgl. 202). 

Abb.269a. 
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315. Winkelbescblennignng del' Knrbel. Fiir viele Zwecke geniigt 
es, die Winkelgeschwindigkeit einer im Beharrungsznstand befindlichen 
Kolbenmaschine als unveranderlich" anzusehen. Dies geschieht auch 
bei der iiblichen Schwungradberechnung nach Radingers Vorgang. Es 
wird hier gezeigt, wie die Winkelbeschleunigung der Kurbel ermittelt 
wird, nachdem die Winkelgeschwindigkeit in Funktion des Kurbelwinkels 
oder \Kurbelweges 8k gefunden ist, also e = ((8k). Leitet man e nach 
8" ab, so erhalt man 

. dde = f' (8k) [l/skJ . 
8k 

Diese HilfsgroBe lii.Bt sich durch Ziehen von Tangenten an die 
Kurve Abb. 269 graphisch ermitteln; man hat dann weiterhin, indem 
man die letzte Gleichung mit l/dt erweitert: 

de ds Q 

dt = f' (8k)' dt [cm/sk-J. 
Nun ist de/llt die Umfangsbeschleunigung b des Kurbelzapfens bk=r.e, 
wo e die Winkelbeschleunigung der Kurbel ist, und ferner d8k /dt = e 
die Kurbelzapfengeschwindigkeit, daher ist die Winkelbeschleunigung 
der Kurbel 

bk '() e e=-=( s,. '-. 
r r 

~ 
oQ 50 
~ 

f 
~ 100elll/sec 

Abb.269b. Abb.270. 

Die graphisch ermittelten Werte von f' sind in Abb. 269 b in Ab
hiingigkeit des Kurbelwinkels aufgetragen. Durch Multiplikation mit 
den zugehorigen Werten von c/r wird die Winkelbeschleunigung der 
Kurbel erhalten. Sie ist der Dbersichtlichkeit halber in Abb. 270 auf 
der jeweiligen Kurbelrichtung abgetragen und zum Vergleich die mittlere 
Zentripetalbeschleunigung ein! r eingezeichnet. 

316. Das Energie·Massendiagramm nach Wittenbanel'. (Z. Ver. 
deutsch. lug. 1905, S. 471). Man kann mit Hilfe eines einzigen Dia
gramms die erforderlichen Schwungradgewichte einer Maschino ffir aIle 
moglichen mittleren Umlaufzahlen und Ungleichformigkeitsgrade an
geben. Zu diesem Zweck ist nach Wittenbauer fiir eine Anzahl von 
Stellungen des Getriebes die reduzierte Masse des Getriebes als wag
rechte Abszisse und die Energie E = Eo + A = anfangliche Bewegungs
energie + Beschleunigungsarbeit als senkrechte Ordinate aufzutragen, 
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was voraussetzt, daB die reduzierte Masse und die Beschleunigungs
arheit schon bestimmt sind (309 u. 314). 1st das Getriehe im Behar
rungszustande, so ergibt sich eine geschlossene Kurve; das Diagramm 
hat Wittenbauer das Energie-
Massen-Diagramm genannt. Statt E 
der reduzierten Massen mrea konnen t 
auch die reduzierten Gewichte des 1'1 

Getriehes G red = mrea • 9 aufgetragen 
werden 1). Abb. 271. 

U m zunachst die Eigenschaften 
dieses Diagramms festzustellen, sei ~ 
a:qgenommen, das Diagramm liege fiir 
eine gegebene Maschine fertig gezeich
net vor. Ein Punkt M des Diagramms 
gibt den Geschwindigkeitszustand des 
Getriebes an. Verbindet man nam- Abb. 271. 
lich M mit dem U reprung 0 und nennt 
den Winkel zwischen MO undder positiven Abszissenachse a, so ist 

E 1m .c'l c'l 
taa=--=2 rea =-=71, 

o Grea mred'g 2y 
. (283) 

wobei c die Geschwindigkeit des Reduktionspunktes ist und c'lj2g eine 
sog. GeschwindigkeitshOhe h. Der Winkel a ist demnach ein MaB fiir 
die Geschwindigkeit des Reduktionspunktes. 

Zieht man von 0 aus die auBersten Tangenten an das Diagramm, 
so erhalt man die GroBt- und Kleinstwerte des Winkels a und damit 
auch der Geschwindigkeit, bzw. GeschwindigkeitshOhe gemaB 

2 
t _CmflflJ _ l · gamax ---2 - t",ax' 

9 . 

2 
t _ Cmin_h () gamin - 2g - min' .. 284 

Hiermit solI der Ungleichformigkeitsgrad aUl'gedriickt werden, wenn 
angenommen werden darf, die groBte und kleinste Geschwindigkeit 
unterscheiden sich um gleichviel von der mittleren Geschwindigkeit c, 
es sei also 

womit 

durch Abziehen 

Cmax = C (1 + %) ; C",in = C (1 - %) , 

tg amax = hma",=h (1 + %)2 =rd. h(l + b)} 

tgamin=71,min=h(l-%Y =rd.h(l-b) 

folgt: 

. (285) 

C2 
tgamax -tga'''in = 271,b =-·b . . . . . (286) 

9 

Jetzt laBt sich die Aufgabe lOsen, das Schwungradgewicht einer 
Maschine anzugeben, deren (E, G red) - Diagramm vorliegt und deren ur-

1) Mit Einfiihrung dieser Bezeichnungen nimmt die Energiegleichung die 
Form an 

Gred·h = Gored·ho + A. 
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spriingliche Um'aufzahl geandert wird, wobei sie einen .vorgeschriebenen 
Ungleichformigkeitsgrad haben ~oll. Sei c die ent~prechende mittlere 
Geschwindigkeit des Reduktionspunktes (demnach h=c2 j2g) und 0 der 
Ungleichformigkeitsgrad, so kann ('(max und ('(,,;in aus (285) berechnet 
werden. Zieht man unter die~en Winkeln die auBersten Tangenten an 
das (E, G)-Diagramm, so erbalt man in dem Schnittpunkt 0 den Ur
sprung eines dem anfanglichen parallelen Koordinatensystems, aus dem 
das gesuchbe Schwungradgewicht entnommen werden kann. Bei Auf
zeichnung des (E, Gred)-Diagramms empfiehlt es Eich, die reduzierten 
Gewichte in einem konstanten Anteil Gr = G"1 + G"2 + Gr3 , herriihrend 
von den rein rotierenden Massen des Schwungrades, der Welle. und 
einem angenahert konstanten Bruchteil der Stangenmasse, und anderer
seits in einen veranderlichen Anteil Gh = G hI + G82 , herriihrend von 
einem angenahert konstanten Bruchteil der Stangenmasse und von der 
Kolbenmasse zu zerlegen. 

SolI das Energie-Massen·Diagramm in der Zeichnung nicht zu klein 
ausfallen, so muB ein sehr groBer ZeichenmaBstab gewahlt werden. 
Wie Wittenbauer verfahrt, urn schiefa und iiber die Zeichnung hinaus
fallende Schnittpunkte zu vermeiden, findet der Leser in der Original
abhandlung. 

§ 68. ll'Iassendriicke und Massenausgleich. 

317. lVlassenau!;lgleich an }\faschinen mit 11in und her gehenden 
l\fassen. Von den "freien Kraften und Momenten" an Maschinen mit 
hin und her gehenden Teilen, sowie von den storenden Wirkungen, die 
jene ausiiben konnell, war schon im Abschn. 304 die Rede. J e graBer 
die hin und her gehenden Massen und je hOher die Beschleunigungen 
derselben sind, um so ~tarker werden die Massenwirkungen und um so 
mehr miissen die Hilfsmittel der Mechanik herangezogen werden, um die 
"Massen auszugleiC'hen", Eofern nicht die Maschinen mit hin und her 
gehenden Massen durch solche mit nur rotierenden Massen ersetzt werden. 
Die graBen mehrzylindrigen Kolbenmaschinen der tramatlanti~chen 
Dampfer verlangen sorgsamste Beriicksichtigung der Massenkrafte. Bei 
den Schnelldampfern Lucania und Carmania der Cunard-Linie konnte, 
obwohl die Maschinen stark genug waren, die Fahrgeschwindigkeit nicht 
auf die volle beabsichtigte Hohe gesteigert werden, weil der Schiffs
korper in so starke Schwingungen geriet, daB cler Aufenthalt fiir die 
Fahrgaste unertraglich wUl'de und die Festigkeit des Schiffes gefahrdet' 
erschien. Sc hlick hat gezeigt, wie die storenden Massenwirkungen 
durch geeignete Wahl der Kurbelversetzungswinkel, der Zylillderabstande 
und der hin und her gehenden Ma~sen auf ein zulassiges MaB herab
gedriickt werden honnen. Die Frage des Massenausgleiches ist auch 
fiir Flug- und Fahrzeugmotoren von Bedeutung. 

Ehe wir an die Berechnung gehen, sei vorausgeschickt, daB es der 
Dampf- oder Gasdmck in den Zylindern, und auch die Reibung in 
Lagern und Fiihrungen nicht ist, was die Maschinen als Ganzes oder 
die Umgebung in Schwingung versetzt. Wir wollen uns dabei die samt
lichen Teile der Maschine selbst als starr vorstellen. In einer Kolben
maschine driickt der Dampf oder das Gas auf den Zylinderdeckel und 
mit gleicher Starke, aber in entgegengesetzter Richtung auf den Kolben, 
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der Kolbendruck pfIanzt sich durch das Gestiinge fort und setzt eine 
gleich groBe Kraftkomponente auf die Hauptlager ab; Kolbendruck und 
Lagerwiderstand heben sich beziiglich ihrer in Richtung der Zylinder
achse tiitigen Komponenten auf, Deckeldruck und Lagerdruck innerhalb 
des Maschinengestelles, das ja einen in sich fest verbundenen Korper 
bildet. Von der Fiihrungs- und Kolbenreibung gilt gleiches. Diese 
Krafte sind also am beweglichen Teil, dem Triebwerk, wie auch am fest
stehenden, dem Gestell, im Gleichgewicht. Erzitterungen und ahnliches 
sind demnach keineswegs als Folge z. B. der Explosionen im Gas
maschinenzylinder anzusehen. Anders verhalt es sich mit dem Dreh
moment an den Kurbeln. Diesem entgegen wirkt das Moment der 
widerstehenden Krafte einer Dynamomaschine, einer Riernen- oder Seil
scheibe, eines Propellers, das, wenn die Maschine selbst z. B. mit einem 
Schiff oder einem Flugzeug zusammen einen beweglichen Korper bildet, 
gleichsam ein festes Widerlager darstellt. Jenes Moment sucht die 
Maschine zu kippen oder zurn mindesten schief zu stellen, da ja sogleich 
Gegenkrafte wachgerufen werden. Das Kippmoment ist dem Moment 
der treibenden Krafte entgegengesetzt gleich. In einer Kolbenmaschine 
wird es durch den Bahndruck des Kreuzkopfes und einen gleich groBen 
Widerstand im Hauptlager gebildet; dieses Moment tritt aber auch hei 
einer rein rotierenden Maschine, also bei einer Turbine auf, wo es am 
Gehause angreift. Schwankungen des treibenden Drehmomentes konnen 
grundsatzlich auch auf eine Schwankung der ganzen Maschine hinwirken, 
hauptsachlich aber auf Schwingung elastischer Teile. Von all dem solI 
aber jetzt nicht die Rede sein, sondern ausschlieBlich von den "freien 
Kriiften und Momenten" und deren zeitlichen Schwankungen. Es emp
fiehlt sich auch, die konstanten Gewichtswirkungen auBer acht zu lassen. 

Die Lagerdriicke der freien Krafte und Momente lassen sich fiir 
die einzelnen Lagerstellen nicht ohne weiteres berechnen, weil im all
gemeinen mehr als zwei Lagerstellen angeordnet sind und die Aufgabe 
dann statisch unbestimmt wird. Dagegen kann man die Resultante der 
Lagerdriicke angeben, und um diese handelt es sich in erster Linie. 
Denn wenn sie gleich Null ist, dann wirken keine Kraftkomponenten 
auf die Massen des beweglichen Triebwerkes beschleunigend ein, sein 
Schwerpunkt bleibt in Ruhe (oder in gleichformiger Bewegung, falls 
er sich schon vorher bewegte und scfern auBer den freien Kraften nicht 
andere Beschleunigungskrafte in Tatigkeit sind). 1st nun ferner Vor
sorge getroffen, daB auch die Momente der freien Kriifte sich 
innerhalb der beweglichen Massen aufheben, so spricht man von einem 
vollkommenen Massenausgleich. 

Wir wollen das noch deutlicher aU3driicken. Das Maschinensystem, bestehend 
aus dem Maschinengestell und den in diesem beweglichen Teilen, wie Welle, 
Kurbeln, Gegengflwichte, Schubstange, Kolben, Kolbenstangen, Kreuzkopfen, sei 
fiir einen Augenblick gewichtlos vorgestellt und im Raum frei schwebend. Machte 
nun diese Maschine einen reibungsfreien Leerlauf mit geoiIneten Zylinderdeckeln, 
so bl'ebe der Gesamtschwerpunkt von Gestell und beweglichen TeHen im Raum 
fest, da keine auLleren Krafte auf ihn einwirken. Dabei brauchen die Massen 
nicht ausgeglichen zu sein. Die Lagerdriicke der freien Krafte haben in. diesem 
Fall eine Resultante und ein resultierendes Moment, die das Maschinengestell in 
translatorische und rotatorische Schwingungen velsetzen. Die beweglichen Massen 
anderseits fiihren eine G~genbewegung aus, und zwar der Schwerpunkt derselben 
eiDe periodische Translation, wiihrend um den Schwerpunkt eine drehende Schwin
gung stattfindet. Der Gesamtschwerpunkt von Gestell und Getriebe bleibt in Ruhe. 
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1m Fall eines vollkommenen Massenausgleiches ist aber die Gesamtreaktion der 
freien Krafte Null und zwar Bowohl hinsichtlich der Resultante alB hinsichtlich 
des Momentes, die die einzelnen Lagerdriicke liefern. Das Gestell bleibt dann in 
Ruhe und damit auch dessen Schwerpunkt. Weil aber der Gesamtschwerpunkt 
nach wie vor in Ruhe bleibt, so verharrt im FalJe des Massenausgleiches auch der 
Schwerpunkt der beweglichen Teile fiir sich in Ruhe. 

Um un sere Gedanken ausschlieBlich auf die Wirkungen der beweg
lichen Massen zu richten, betrachten wir eine Maschine, die mit geoff
neten Zylinderdeckeln leerlauft. Reibungswiderstande an Lagern und 
Fiihrungen mogen nicht beriicksichtigt werden, man miiBte die 
"Reibung der Bewegung" in diesem Zusammenhang zu den auBeren 
Kraften zahlen, und von deren Wirkung ist schon oben gesprochen 
worden. 

Die ohne Widerstande leerlaufende Maschine drehe sich gleich
formig, was nicht genau zutrifft, aber die mit dem Ungleichformigkeits
grad zusammenhangenden Winkelbeschleunigungen sind im vorliegenden 
Fall bedeutungslos. Auch die Massen der Steuerungen und Neben
maschinen sollen vernachlassigt werden. 

Um die Berechnungen moglichst zu vereinfachen und den dyna
mischen Gedankengang moglichst wenig durch algebraische Zwischen
rechnungen zu storen; sollen noch weitere Vereinfachungen getroffen 
werden. Die Masse der Schubstange wird durch zwei Punktmassen er
setzt, indem man sie nach dem Hebelgesetz auf die beiden Stangen
enden verteilt. Die Kurbeln und der mit ihnen verbundene Teil der 
Schubstangenmasse seien durch Gegengewichte schon im voraus aus
geglichen (vgl. Abschn. 265). So brauchen wir uns schlieBlich bloB noch 
mit den hin und her gehenden Massen zu beschaftigen, die in der 
Kreuzkopf- oder Kolbenzapfenmitte vereinigt gedacht werden konnen. 
Wir beriicksichtigen in unserer ersten Berechnung nur das einfachste 
KurbeIgetriebe, die Kurbelschleife. Das Kurbelgetriebe mit end
licher Schubstangenlange laBt sich dann, wenn einmal der einfachste 
Fall gekIart ist, mit wenig en zusatzlichen Worten erledigen. 

Eine beliebige Anzahl von Kurbelschleifen arbeiten auf eine Kurbel
welle. Die Schubrichtungen schneiden die Wellenachse. 1m Schnitt
punkt der ersten Schubrichtung mit der Welle liege der Ursprung 0 
eines rechtwinkligen linkshandigen Koordinatensystems: z-Achse-Well en
achse, y-Achse vertikal, x-Achse horizontal (Abb. 272, wo +z nach 
hinten geht). Es bedeuten: 

r 11'2 . .. die Langen der Kurbelarme, 

(11 12 ", die Langen der Schubstangen), 

(21 = r 1 : 11 ; }'2 = r 2 : 12 ; •• ' die sog. Stangenverhaltnisse), 
01 eine mit der Welle fest verhundene und mit ihr rotierende 

Richtung, besser gesagt, eine in der Welle feste und mit 
ihr rotierende Axialebene, 

(31(32'" die Winkel zwischen x-Achse und den Schubrichtungen, 

{} den Winkel zwischen x-Achse und der Richtung 01, der 
die Getriebestellung der ganzen Maschine angiht, 

CP1 CP2 • •• die Kurbelwinkel der einzelnen Getriebe, von deren Tot
lage aus gerechnet, 
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ell ell! ••• die Kurbelversetzungswinkel von r1 r ll .• , gegeniiber 01, 

Zl Z2'" die Abstiinde der 2., 3. usf. Getriebe-Ebene von der (xy)
Ebene des ersten Getriebes. 

/ 

Abb.272. 

Die Massen der einzelnen Getriebe seien symmetrisch zur Bewegungs
ebene der jeweiligen Getriebe angeordnet. Die Bezeichnungen sind so 
gewahlt, daB die Schreibweise der analytischen Ausdriicke eine einheit
lich geordnete wird. Aus Abb.272 und mit Einfiihren oiner Abkiirzung 
folgt fur den Kurbelwinkel des i-ten Getriebes 

Sind ferner d1 d'J .. , die Schwerpunktsabstande der hin und her 
gehenden Massen der einzelnen Kurbelschleifengetriebe von den jewei
ligen Kurbelschleifen, so ist 

Xi = [ri + di -1'i (1 - cos <Pi)] co. s Pi} 
) . . . (288) 

Yi= [ri+di -ri (l- cos Cf!i] sm Pi 

Unter der oben besprochenen Annahme konstanter Winkelgeschwin
digkeit a> der Welle ist {i = Pi = a> und man erhalt durch zweimaliges 
Ableiten von (288) nach t fUr die Beschleunigungskomponenten der 
Kreuzkopf- oder Kolbenbewegung: 

- 'J P Xi = - ria> cos Cf!i cos i 

In der Achsrichtung (z-Richtung) wird von den bewegten Massen 
kein Weg zuriickgelegt, es ist daher auch z = O. 

Die freien Krafte und Momente der hin und her gehenden 
Massen haben dann folgende Komponenten [vgl. G1. (158) und (150)]: 

X=:2m i xi 

M",=:2mi (-z;iii) + YZo 



512 Die Dynamik des materiellen Korpers. Dynamik des Kurbelgetriebes. 

Einsetzen von (289) liefert: 

X = - Xmiri w 2 cos Ti cos fJi 1 
Y = - Xmiriw2 cos Ti sin fJi 

+ ~ . . . (291) 
Mx= Xmiziriw2cosTisinfJi+ YZo I 
Jly = - Xm i zi ri w 2 cos Ti cos fJi - XZo J 

Die hin und her gehenden Massen werden als vollkommen aus
geglichen bezeichnet, wenn die freien KriiJte und Momente verschwinden, 
wenn sich also die Tragheitskrafte del' hin und her gehenden Massen 
hinsichtlich ihrer Komponenten und Momente innerhalb der Maschine 
gegenseitig aufheben, d. h. wenn X = Y = 0 und Jfx = M = O. Setzt 
man aus (287) Ti = -8 + Yi ein und beachtet, daB cos Cf'i Y cos (-8 + Yi) 
= cos -8. cos Yi - sin -8 sin Yi' so wird aus (291), nach Wegheben des ge
meinsamen Faktors w 2 : 

0= X (miri cos-8 cos Yi cos fJi - miri sin'!9 sin i'i cosfJi) 

0= X(miri cos -8 cos Yi 8in fJi - miri sin'!9 sin Y. sin fJ;) 

0= X (mirizi cos -8 cos I'i sin fJi - mirizi sin -8 sin Yi sin fJi) 

0= X (mirizi cos -8 cos Yi cos fJi - mirizi sin {} sin Yi cos fJi)' 

Diese Gleichungen miissen fUr jeden Wert von {} erfiillt sein, da 
ja der Massenausgleich in jeder Kurbelstellung vorhanden sein soIl. 
Das kann nur dann der Fall sein, wenn jeder der Faktoren von sin {} 
und cos ,{} fUr sich gleich Null ist, d. h. wenn unter Weglassen des 
Index i: 

Xmr cos Y cosfJ = 0; 

Xmr cos Y sin fJ = 0; 

X m r Z cos Y sin fJ = 0; 

Xmrz cos Y cos fJ = 0; 

Xmr SinYCOSfJ=O} 
X m r sin Y si.n fJ = 0 

. (292) 
Xmrz sin Y sin fJ = 0 

Xmrz sin y cos fJ = 0 

Bei dem Kurbelgetriebe mit endlicher StangenIange erweitern 
sich Gl. (291) und (292) durch Hinzutritt von Gliedern, die den Ein-. 
fluB der endlichen Stangenlange zum Ausdruck bringen. Behalt man 
nur das erste derselben bei, so wird mit der Abkiirzung r;'=J.iri!4=liAi2!4 
und mit di=li nach Gl.(121) und (123)S.249: 

xi = [ri + li -- ri (1 - cos Ti) - r/ (1 - cos 2 Ti)] cos fJi 

= {li - r/ + ri [cos Ti + (Ai/4).cos 2TiJ) cosfJi 

Yi= {li - r/ + ri [cos Ti+ (),;/4) ·cos 2TiJ} sinfJi 

i\ = - riw2 (cos Ti + Ai cos 2 Ti) cos fJi 

Yi = - riw2 (cos Ti + Ai cos 2 Ti) sin fJi' 

Verfahrt man von hier ab genau so, wie oben beim einfachen 
Kurbelschleifengetriebe, so ergeben sich schlieBlich als Bedingungen fur 
den vollkommenen Massenausgleich einer Kolbenmaschine mit end
!icher Schubstangenlange auBer den obigen Gl. (292) noch die 
folgenden (Index i weggelassen): 
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.2mrl cos2r·cosfJ=0; 

.2mrl cos2y.sin fJ=O, 

.2mrhcos 2r· sin fJ= 0; 

.2mrlzcos 2r ·cos fJ = 0; 

.2mrl Sin2r.COSfJ=0} 

.2md sin 2r·sin fJ =0 
(293) 

.2mrlz sin 2 r' sin fJ = 0 

.2mrlxsin 2y.cos fJ = 0 

Man spricht von einem Massenausgleich erster Ordnung an 
einer Maschine, wenn die 01. (292) erfiillt sind, und von einem solchen 
zweiter Ordnung, wenn noch die Gl. (293) erfiillt sind. Im zweiten Fall 
isb dem EinfluB der endlichen StangenHi.nge auf den Verlauf der Be
schleunigung der hin und her gehenden Massen Rechnung getragen. 
Wiirde man in der Reihenentwicklung fiir den Wert der Kolben
beschleunigung noch hOhere O1ieder beibehalten, so erhielte man fiir 
jedes eine weitere Gleichungsgruppe als Bedingung fiir einen Massen
ausgleich der dritten, vierten usf. Ordnung, was weiter auszufiihren 
keinen praktischen Wert hat, weil es sich um vernachlassigbare GroBen 
handelt. 

Was zu tun ist, um einen befriedigenden Massenausgleich zu er
zielen, ist in einfacher Weise mit Hilfe der Gl. (291) und (292) schwer 
zu sagen. Nur das eine laBt sich erkennen: der Massenausgleich wird 
von der Wahl der GroBen m, r, y, fJ, z abhangen und von der Zahl i, 
d. h. von der Zahl der Getriebe des Maschinensystems. Und noch ein 
anderer Punkt ist im voraus klar gewesen: man sucht eine Massen
wirkung durch eine entgegengesetzt gleiche aufzuheben. 

An einem einzigen Kurbelgetriebe sind die Massen offenkundig 
nicht ausgeglichen, man braucht zum Massenausgleich mehrere Getriebe. 
Sind doch die Komponenten- und Momentenbedingung in Gl. (290) und 
(291) fiir den Massenausgleich erster und zweiter Ordnung zu erfiillen. 
Wir wollen uns nicht mit der Frage beschaftigen, wieviel Getriebe zum 
Massenausgleich mindestens erforderlich sind. Es sei nur auf die ver
schiedeuen Moglichkeiten hingewiesen. Fiirs erste konnen eine Anzahl 
von Getrieben in ebenso vielen Parallelebenen angeordnet werden, im 
einfachsten und nachstliegenden Fall mit parallelen Schubrichtungen; 
hierfiir vereinfachen sich die Gl. (292) und (293), wie gleich nachher 
gezeigt wird. Fiirs zweite kann man darauf ausgehen, die Getriebe 
mit verschiedenen Schubrichtungen auszufiihren und moglichst in 
eine Ebene zu legen, das fiihrt zur Facher- oder Sternanordnung; 
einen besonderen Fall dieser Anordnung bilden zwei Maschinen mit 
gegenlaufigem Kolben und einander gerade entgegengesetzten Schub
richtungen. Fiir die zu treffende Wahl ist auch zu bedenken, daB Ge
triebe mit parallel en und gleich gerichteten Schubrichtungen weniger 
Platz erfordern, als solche mit entgegengesetzten Schubrichtungen. 

Es wiirde zu viel Raum beanspruchen, die hier auftretenden Fragen 
bis ins einzelne zu klaren; dazu muG auf die vorhalldenen Monographien 
hingewiesen werden (H. Lorenz, Dynamik der Kurbelgetriebe; H. Schu
bert, Zur Theorie des Schlickschen Massenausgleiches; R. KnoUer, Z. 
ostr. Arch. u. lng.-V. 1887; K6lsch, O1eichgang und Massenk'rafte bei 
Fahrzeug- und Flugmaschinen). Wir begniigen uns damit, die An
wendung der Gl. (292) und (293) auf einige besondere FaIle zu zeigen. 

Allgemein sei bemerkt, daB man mit rotierenden Massen hin und 
her gehende Massen nicht ausgleichen kann. Sodann sei noch der Vor-

Autenrieth-Ensslin, lII.echanik. 3. Auf!. 33 
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schlag O. Fischers erwahnt, den Schwerpunkt der Schubstange in den 
Kurbelzapfen zu verlegen, so daB sie angenahert durch ein Gegen
gewicht an der Kurbel ausgeglichen werden kann, abgesehen von den 
Tragheitswirkungen der um den Schwerpunkt erfolgenden Pendelungen 
der Stange, die auch in den obigen Berechnungen des Massenausgleiches 
unberucksichtigt gebieben sind. 

Fur parallele und gleichgerichtete Schubrichtungen ist 
bei liegenden Maschinen fJl =fJ2=fJi=O und Yi=Cli (Abb.272); bei 
stehenden fJi = n/2 und Yi = Cli - n!2, womit als Bedingung fur den 
Massenausgleich erster und zweiter Ordnung dieser Maschinen sich ergibt 

.2'mr f cos Cl} = 0 .2'mrz {c~S Cl l = 0 I 
t sin Cl sm Cl J 

• '(294) 
( cos 2 Cl ) { cos 2 a } 

.2'md 1. ~ = 0 .2'mdz - 0 J 
l sm 2" J sin 2 Cl -

d. h. geometrisch ausgedriickt: Die Strecken m'T bzw. m·r·z je unter 
den Winkeln a geometrisch aneinandergefiigt, miissen ein geschlossenes 
Polygon ergeben. Ebenso die Strecken m· r· A bzw. m· r· A . z jeweils 
unter den Winkeln 2 Cl aneinandergereiht. (Der Index i ist uberall, wie 
schon oben, weggelassen.) 

Der Inhalt der GI. (294) laBt sich wie folgt in Worte fassen: Zum 
vollstandigen Massenausgleich erster und zweiter Ordnung gehOren zwei 
Bedingungen. Es miissen die Massen der gegebenen Maschinen ausge
glichen sein, wenn diese Kurbelschleifengetriebe besaBen. Es mussen 
ferner die Massen einer zweiten mit Kurbelschleifen arbeitenden Ma
schine ausgeglichen sein, die Kurbelarme von der Lange r· A hat und 
doppelt so schnell lauft wie die erste, und aus ihr durch Verdopplung 
der Kurbelversetzungswinkel a entsteht. 

Sind, wie hiiufig, die Stangenverhaltnisse }, an allen Getrieben der 
Maschine gleich, so fallt A als gemeinsamer Faktor aus den Gl. (292) 
bis (294) heraus. 

Es sei nochmals daran erinnert, daB unter mj nur die hin und 
her gehenden Massen verstanden sind, daB die Schubstangen durch je 
zwei Punktmassen ersetzt wurden und daB von den rotierenden Massen 
angenommen wurde, sie seien fur sich ausgeglichen. Die Coriolisbe
schleunigungen der hin und her gehenden Massen betragen nach S. 317 
bki = 2vri w, WO vri die Geschwindigkeit der hin und her gehenden 
Bewegung in der Schubrichtung und W die Winkelgeschwindigkeit der 
Schubrichtungen bedeutet und vri bei Auswarts- bzw. Einwartsbewegung 
+ ist. Die Coriolisbeschleunigung steht auf der Schubrichtung senk
recht und wirkt bei Auswartsbewegung des Kolbens im Sinn der Um
laufbewegung. Die x- und y-Komponente von bki ist - bki sin fJi und 
+ bki cos fJi • Man sieht, daB die Coriolisbeschleunigung nur dann eine 
Bedeutung erlangen wird, wenn die Zylinder selbst rotieren, also bei 
sog. Rotittionsmotoren. Sonst kann von ihnen abgesehen werden. 

318. AnwendUDg auf Vier- und Sechszylinder-Automobilmotor. 
Rechnerisches und graphisches Verfahren. Beispiel 1: 1st durch 
die Kurbelanordnung Abb. 273 eines Vierzylinder -Automobilmotors 
Massenausgleich erreicht? 
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Da aIle Schubrichtungen parallel und gleich gerichtet sind, miiBten 
im Falle des Massenausgleiches die Gl. (294) erfiiIlt sein. AIle Kurbeln, 
Stangenverhli.ltnisse und Massen sind ein
ander gleich, also konnen r i , A.i' m i als 
gemeinsame Faktoren vor die I der 
Gl. (294) treten. LaBt man die 01-Rich
tung in Abb. 274 mit der ersten Kurbel 
zusammenfallen, so ist a1 = 0, a;] = 180 0, 

as = 1800 und a4 = 360 0 • Ferner ist 
wegen der Symmetrie der Zylinderabstande 
Zl = 0, Z2 +Z3 =Z4 (vgl. Abb. 274). 

Die Bedingungen fur den Massenaus-
gleich 1. Ordnung lauten: Abb. 273. 

cos a1 + cos C(;] + cos a3 + cos at 

=cosOo+ cos 180°+ cos 180°+ cos 3600 

=1-1-1+1--=0 

Z1 cos a 1 + Z2 cos a 2 + Zs cos a 3 + Z4 cos a 4 

= 0 + Zl ( - 1) + Z3 (- 1) + (z;] + Z3)' (+ 1) = O. 

Abb.274. 
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lX..3=lX..*=2Wo 
lXZ=tx5=1300 
lX,= cto= 0° 

Diese Bedingungen sind also erfiillt. Dagegen ist 

cos 2 al + cos 2 a1 + cos 2 as + cos 2 ('(4 

= cos 0° + cos 3600 + cos 360° + cos 720° = 4, 

also die "freien Krii.fte 2. Ordnung" verschwinden nicht und der Massen
ausgleich 2. Ordnung ist nicht vorhanden, wenngleich die freien Mo
mente 2. Ordnung mit Zo = (z;] +- za): 2, namlich: 

Zl cos 2 al + Z2 cos 2 et1 + Zs cos 2 et3 -+ Z4 cos 2 £(4 - 4 Zo 

= 0+Z2+ ZS + (Z2 +zs) - 4(Z2 +Z3): 2 = 0 

verschwinden. 
Man erkennt unmittelbar aus der Anschauung, daB der Massen

ausgleich der Vierzylindermascbine vollkommen wird, wenn 
die Schubrichtungen parallel bleiben, aber die der beiden 
mittleren Zylinder denen der beiden auBeren entgegengesetzt 
angeor dnet, also die mittleren Zylinder auf die entgegengesetzte 

33* 
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Seite verlegt werden. Das liiBt sich auch mit Hilfe von Gl. (292) und 
(293) nachweisen. Der Platzbedarf ist hierfiir bedeutend groBer. 

Beispiel 2: Sechszylinder - Automobilmotor mit parallelen und 
gleichgerichteten Zylinderachsen. Nach Abb.274 ist 

IX1 =0; IX9 =1200; IX3 =2400; IX4 =2400; IX5 =1200; ((0=0°; 

Zl =0; Z4 =Z6 -Z3;' zlj =Z6 -Z2; zo=z6!2. 

Wir prufen den Massenausgleich diesmal nicht rechnerisch, sondern 
mit der auf S.514 angegebenen Methode, indem wir die Strecken miri , 

Abb. 275. 

mirizi bzw. mir)'i' mi1·)'i Zi je unter den Winkeln ui bzw. 2 IXi anein
anderfiigen. Dabei kann wegen der Gleichheit aller mi und r i fur mi r i 

Abb. 276. 

der Wert 1 gesetzt werden. 
Da sich samtliche Polygone 

schlieBen, so besitzt der Sechs
zylinder - Automobilmotor vollstan
digen Massenausgleich der ersten 
und zweiten Ordnung. Abb. 275 
und 276. 

Das gleiche gilt von einem Acht
zylindermotor, dessen Kurbelver
setzungswinkel 1800, 90°, 1800, 0°; 
180°, 90°, 180° sind, wobei die 
Winkel zwischen 1. und 2., 2. und 3., 
3. und 4. usf. Kurbel gemeint sind. 

Die Massen sind also am Sechszylinder- und Achtzylinder
motor schon vollstandig ausgeglicben. Wegen des Ausgleiches 
der hin und her gehenden Massen braucht man nicht mehr als sechs Zy
Hnder zu nehmen. 

19. Kapitel. 

Lehre vom Stoll. 
§ 69. Der Stoll freier Knrper. 

319. Allgemeine Bemerkung. Wir wollen zwei im Raum sich frei 
bewegende Korper I und II annehmen, die sich mehr und mehr nahern 
und schlieBHch in einem Punkte B beriihren. Sucht nun im weiteren 
VerI auf der Bewegung der eine Korper den andern zu verdrangen, so 
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entsteht ein S t 0 B, es erwachen an der Beriihrungsstelle wechselseitige 
Drnckkrafte, sog. StoBdriicke, die die Bewegungszustande der beiden 
Korper erfahrungsgemaB in ungemein kurzer Zeit sehr merklich audern, 
mithin eine sehr bedeutende Wirkung auBern. Dieser StaB ist ein 
zentrischer oder zentraler, wenn die im Beriihrungspunkt B der 
Korper auf der gemeinschaftlichen Beriihrungsebene errichtete Normale 
durch die Schwerpunkte der beiden aufeinanderstoBenden Korper hiu
durchgeht. andernfalls ein exzentrischer. Stehen die Bewegungs
richtungen der beiden in B in Beriihrung tretenden Punkte Bl und B2 
der Korper I und II unmittelbar vor dem StaB senkrecht auf der 
gemeinschaftlichen Beriihrungsebene, so heiBt der StoB ein gerader, 
andernfalls ein schiefer. 

320. Gerader ZentraIsto.B zweier freier Korper. Ein solcher er
folgt. wenn zwei Kugeln I und II sich mit ihren Mittelpunkten auf 
einer und derselben Geraden in den gleichen Richtungen, aber mit 
verschiedenen Geschwindigkeiten c1 und c2 bewegen, wobei die Ge
schwindigkeit c2 der vorderen Kugel II kleiner ist als die Geschwin
digkeit c1 der Kugel I. 

In dem Augenblick, in dem die Beriihrung der beiden Kugeln 
eintritt, beginnt der StoB, indem nunmehr die Kugel I in den von der 
Kugel II eingenommenen Raum einzudringen sucht. Es findet an der 
StoBstelle Beine Zusammendriickung, eine Formanderung der beiden 
Kugeln statt, und es erwachen in B wechselseitige Druckkrafte, die 
sog. StoBdriicke. Dabei erfahrt die Kugel II von l?eiten der Kugel I 
einen in der gemeinschaftlichen Normalen wirkenden, die Geschwindig
keit der Kugel II vergroBernden Druck N, die Kugel I dagegen von 
der Kugel II einen ebenso groBen, die Geschwindigkeit der Kugel I 
verringernden Gegendruck N. Der Unterschied der Geschwindigkeit 
beider Kugeln wird damit kleiner und kleiner. Solange aber die Ge
schwindigkeit der stoBenden Kugel I noch groBer ist als diejenige 
der gestoBenen Kugel II, nimmt die Zusammendriickung beider 
Kugeln an der StoBstelle zu. Erst wenn diese Geschwindigkeiten gleich 
geworden sind, hat die Zusammendriickung ihr Maximum erreicht, in
dem dann zu einer weiteren Zusammendriickung kein AulaB mehr vor
liegt. Diesen Augenblick wollen wir als das Ende einer ersten Pe
riode des StoBes ansehen. Unter Umstanden ist mit dieser ersten 
Periode des StoBes der StoB iiberhaupt beendigt. Sind namlich die 
Kugeln vollkommen unelastisch, mit andern Worten vollkommen 
plastisch, so zeigen sie nach der erlangten groBten Formanderung an 
der StoBsteIle keinerlei Bestreben, ihre urspriingliche Form wieder an
zunehmen, sie bleiben deformiert und gehen in diesem Zustande zu
sammen weiter mit ihren nunmehr iibereinstimmenden Geschwindig
keiten. Sind dagegen die Kugeln elastis ch, so haben sie das Be
streben, die wahrend der ersten Periode des StoBes erlittene Form
anderung wahrend einer zweiten Periode wieder riickgangig zu machen. 

Statt die aufeinanderstoBenden Korper zusammendriickbar und_ 
elastisch anzunehmen, konnen wir sie auch als starr voraussetzen, 
wenn wir dafiir zwischen den beiden Korpern langs der Normalen im 
Beriihrungspunkte Beine masselose elastische Spiralfeder ala Puffer 
eingeschaltet uns denken. In diesem FaIle wird die Feder wahrend 
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der ersten Periode des StoBes infolge der ungleichen Geschwindigkeiten 
der aufeinanderstoBenden K6rper mehr und mehr zusammengedriickt; 
sobald aber die Gleichheit der beiden Geschwindigkeiten hergestellt 

~ --~--

Abb.277. 

ist, also kein Grund zu weiterer Zusammen
driickung der Feder mehr vorliegt, fangt die 
Feder an, wahrend der zweiten Peri ode des 
StoBes sich wieder auszudehnen und weiter 
verz6gernd auf den stoBenden K6rper I, da
gegen beschleunigend auf den gestoBenen K6r
per II einzuwirken. Mit der Abnahme der 
Geschwindigkeit von I und der Zunahme der 

Geschwindigkeit von II nimmt aber die Federspannung allmahlich abo 
1st die Spannung gleich Null geworden, so ist auch die zweite Pe
riode des StoBes und damit der StoB iiberhaupt beendigt, worauf die 
beiden Kugeln getrennt sich weiter bewegen verm6ge der erlangten 
Geschwindigkeiten. 

SchlieBlich ist noch zu bemerken, daB gegeniiber der bedeu
tenden kinetischen Wirkung der StoBkrafte die Wirkungen 
anderer auBerer Krafte, die an den beiden Kugeln etwa noch 
tatig sind, wahrend der Dauer des StoBes nicht in Betracht 
kommen k6nnen, daB also von diesen letzteren Kraften beim StoB 
abzusehen ist. Die Reibung hat dann den Charakter einer StoBkraft, 
wenn der Normaldruck auch diesen Charakter hat, sonst nicht. 1st 
also die Reibung in einem bestimmten Fall nicht als StoBkraft anzu
sehen, so hat sie auf den StoBverlauf keinen EinfiuB. 

Bezeichnet man die gemeinschaftliche Geschwindigkeit beidet Kugeln 
am Ende der ersten Periode des StoBes mit u, ferner mit N die ver
anderlichen Driicke, die die beiden Kugeln wahrend der ersten Periode 
des StoBes wechselseitig aufeinander ausiiben, so ergibt der Satz von 
der Anderung der Bewegungsgr6Be, wenn '1:1 die Dauer der ersten Periode 
des StoBes bezeichnet. 

in Worten: Was der eine K6rper an BewegungsgroBe gewinnt, verliert 
der andere an BewegungsgroBe; wirkt doch auf die beiden Korper in 
jedem Augenblick eine gleich groBe Kraft und Gegenkraft N, die den 
Korpern gleiche und entgegengesetzte Elementarantriebe N dt erteilen. 
Durch Addition der Gl. (295) erhalt man: 

_ m1 c1 +m2 c2 u---------
m1 +m2 

(296) 

Auf der rechten Seite der ersten Gleichung steht die Summe der 
BewegungsgroBen der beiden stoBenden Korper vor dem StoB, links 
die gleichgroBe Summe am Ende der ersten StoBperiode, d. h. die Be
wegungsgroBe eines von keinen anSeren Kraften angegriffenen materiellen 
Systems ist konstant. 
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Am Anfang der zweiten Peri ode des StoBes haben beide Kugeln 
die Geschwindigkeit u, am Ende dieser Pel'iode seien die Geschwindig
keiten VI bzw. 'l.'2' Damit Jiefert der Satz von del' BewegungsgroBe, 
wenn 7:2 die Dauer der zweiten Periode des StoBes, 

(297) 

woraus wieder durch Addition: 

ml VI + 1112 V2 = (ml + m2 ) u = ml CI + m2 C2 , 

ein nach dem Satz von der Konstanz der Bewegungsgl'oBe voraus
zusehendes Resultat. 

Weiche Lehmkugeln wollen wir als volIkommen unelastisch, 
El£enbeinkugeln als vollkommen elastisch ansehen; in Wirklichkeit 
~zeigen die festen Naturkorper mehr oder weniger unvolIkommene 
Elastizitat. Um nun dieser letzteren in der Theorie des StoBes 
Rechnung zu tragen, nehmen wir an, daB bei den unvollkommen 
elastischen Korpern der Antrieb der StoBdriicke wahrend der zweiten 
Periode des StoBes geringer Eei als wahrend der ersten, so daB man 
setzen kann: 

(298) 

wobei 8 einen zwischen 0 und 1 gelegenen, insbesondere von der stoff
lichen Beschaffenheit der aufeinanderstoBenden Korper abhangigen Wert, 
die mg. StoBziifer, bedeutet. Bei vollkommener Elastizitat der stoBen
den Korper oder, wie man zu sagen pflegt, bei vollkommen elastischem 
StoBe istHI = H2 (8 = 1), d. h. der Antrieb der StoBkraft ist in beiden 
StoBperioden gJeich groB. Mit Riicksicht auf die letzte Beziehung H2 =8' HI 
erhalt man aus den friiheren Gleichungen: 

mlvl-mlu=-8·Hl=8(ml~t-mlcl)' .. (299) 
m 2v2 --.: m 2 U= + c·H1 = c(m2 It - m~ c2) 

Bei vollkommen unelastisc hen Korpern ist 8 = 0, womit 

VI =U und V2=U. • . (301) 

bei vollkommen elastischen Korpern dagegen ist 8 = 1 und dem
gemaB im letzteren Fall: 

VI = 2 u - ("1 = ~ (m:n~I~ ~'.l c'.l) - c1 = 'nj,l c1 + ~I +~2 . m'.l5} (302) 

.' 2(mIcI+m2c~) m2c'.l+2mIcl-mIc'.l 
'UQ =2H-CQ =---- --- ---CQ =- .--.... -- - --

" "m +m • m +m I Z I '.l 

Ware hierbei ml = m'.l' so warde VI = C2 und v2 = c1; es tauschten 
also die Kugeln ihre Geschwindigkeiten gegenseHig aus. Bewegten sicn 
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abel' die beiden KugeIn gegeneinander, so setzte man c2 negativ 
und erhielte damit VI = - C2 ' V2 = C1 ' d. h. die Kugeln gingen beide 
nach dem StoB wieder zuruck. Wurde endlich die Kugel m1 normal 
gegen eine feste ruhende Wand stoBen. so hatte man zu setzen c2 = 0 
und m 2 = 00, womit sich ergabe, wieder bei Annahme voilkommener 
Elastizitat, 

m1 c1 + 2 CQ --- C m • 1 
V = __ 2 --- -=-C 

1 m 1 
1 I 1 

m~T 
2 

und 

Die Kugel m1 prallte also von del' Wand wieder zuruck mit der 
Geschwindigkeit cl ' mit del' sie auf die Wand aufstieB. 

Nehmen wir jetzt den in Abb. 278 angedeuteten Fall an, in dem 
eine Reihe von gleichen Elfenbeinkugeln pendelartig aufgehangt sind. 
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Abb. 278. 
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Bringt man von diesen Kugeln die 
mit I bezeichnete aus ihrer Gleich
gewichtslage und laBt sie gegen die 
Kugel II sich bewegen, so wird sie 
die letztere mit einer gewissen Ge
schwindigkeit c1 stoBen. Durch den 
StoB erhalt die Kugel II, dem Vorher
gehenden entsprechend, pli:itzlich die 
Geschwindigkeit v2 = cl ' wahrend die 
Geschwindigkeit del' Kugel 1 zu Null 
wird. Die gestoBene Kugel II staBt 
aber nach erhaltener Geschwindigkeit c1 

so fort gegen die ruhende Kugel III 
und erteilt diesel' die Geschwindigkeit 

V3 = cl' wahrend sie selbst die Geschwindigkeit 0 erhalt usf. SchlieB
lich empfangt auch die Kugel V die Geschwindigkeit c1 ' vermage der 
sie sich urn ihren Aufhangepunkt nach auBen dreht, wahrend aIle 
iibIigen Kugeln in Ruhe verharren. Dieses Verhalten del' Kugeln be
statigt bekanntlich das Experiment. 

321. Der V ~rlnst l:J,n lebendiger Kraft beim Stolt Zieht man von 
del' lebendigen Kraft L, die das System del' beiden aufeinander stoBen
den Massen m i und m2 unmittelbar VOl' dem StoBe hatte, die lebendige 
Kraft Ll des Systems nach vollendetem StaB ab, so erhalt man den 
Verlust AL=L2 an lebendiger Kraft: 

L2 = (~ml CI 2 + ~ m2 C2 2 ) - (~ m i VI 2 + ~ m2 V22) 

(303) 

Beim vollkammen elastischen StoB ist e = 1 und damit 

L 2 =0, 
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beim vollkommen unelastischen StoB hat man dagegen e = 0 

und L = m1 m2 (c1 - C2)2 = m1 (c1 - C2)2. __ 1_ 
2 2 (m1 + m2) 2 m1 + 1 ' 

m2 

d. h. del' Energieverlust erlangt einen GroBtwert. 
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Aus L = L1 + L2 ersieht man, daB die VOl' dem StoB vorhandene 
lebendige Kraft L des materiellen Systems aus zwei Teilen bestehend 
angenommen werden kann, mit deren einem, L1 , die Weiterbewegung 
des Systems nach vollendetem StoB erfolgt, wahrend del' andere Teil, 
L 2 , fiir diese Weiterbewegung verloren geht, dafiir abel' zur Hervor-' 
bringung von bleibenden, Formanderungen der aufeinander stoBenden 
Karper und von Vibrationen dieser Korpel' und des sie umgebenden 
Mittels dient. 

Handelt es sich nun darum, durch StoB einen Nagel in die Wand 
oder einen Pfahl in den Boden zu treiben, so sollte nach vollendetem 
StoB das materielle System (Hammer + Nagel, Rammbar + Pfahl) noch 
moglichst viel lebendige Kraft fiir seine Weiterbewegung, also zum 
Eindringen in das entgegenstehende Hindel'nis, besitzen, d. h. es soUte 
L1 moglichst groB und damit L2 moglichst klein sein. Bei Voraus
setzung eines vollkommen unelastischen StoBes el'halt man, wenn die 
Geschwindigkeit c2 des gestoBenen Korpers = 0, 

L.> = rY/,~C12. 1 und L2 = ml~~ .~_ 
" w m1 + 1 2 m2 -L 1 

'm2 m1 I 

Damit zeigt sich, daB, um ein maglichst kleines L2 zu el'zielen, 
das Verhaltnis der stoBenden Masse m1 zul' gestoBenen m2 moglichst 
groB genommen werden sollte. 1st abel' mit dem StoB bezweckt, eine 
Formanderung des gestoBenen Korpers hervol'zubringen, wie beim 
Schmieden, Nieten usw., so sollte in diesem Fall L2 moglichst groB sein, 
also das Verhaltnis m1 : m2 moglichst klein und damit die gestoBene 
Masse m2 moglichst groB im Vergleich mit der stoBenden Masse m1 

(moglichst schwerer AmboB usw.). 

322. Experimentelle Bestimmung del' StoBelastizitatsziffer f. LaBt 
man eine Kugel von del' Masse m1 aus der Hohe h auf einen auf dem 
Boden ruhenden, horizontal abgeglichenen Korper m2 frei herabfallen, 
so ergibt sich aus del' oben gefundenen Gl. (300) fiir die Geschwindig
keit VI der Kugel mi nach vollendetem StoB, mit c2 = 0, zunachst: 

m1 
m ci 

V1= __ 2_. (l+e)-ecl , 

ml + 1 
m2 

oder da man m2 im vorliegenden Fall = 00 zu setzen hat: 

VI =-eCI · 

Hierbei deutet das --Zeichen an, daB die Kugel m i sich nach 
vollendetem StoB mit der Geschwindigkeit VI riickwal'ts, also vertikal 
aufwarts bewegt. Das Vol'zeichen kann von jetzt ab wegbleiben. 
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Springt nun in Wirklichkeit die Kugel m i wieder bis zur Hohe h' 
empor, so muB sein, da die Anfangsgeschwindigkeit ci = V 2 g h und 
die Endgeschwindigksit VI = V 2 g h', 

e=~: = ~;;;:' = -V~ .. . (304) 

Durch Beobachtung von h und h' konnte man daher die StoB
elastizitatsziffer e fUr die beiden Versuchskorper ml und m~ erhalten. 

323. Schiefer ZentraIstoB zweier fl'eier KOl'per. Es handle sich 
wieder um zwei Kugeln von den Massen ml und m2 , die in einem 
gewissen Augenblick im Punkte B zusammenstoBen. Dabei seien bei 
Beginn des StoBes die Geschwindigkeiten der Kugeln ci bzw. c2 und 
a l und a2 die Winkel dieser Geschwindigkeiten mit del' gemeinschaft
lichen Normalen in B. Zwischen den beiden Kugeln denken wir uns, 
wie fruher, an del' StoBstelle B langs del' N ormalen in Beine elastische 
Spiralfeder eingeschaltet, bei deren Zusammendruckung sich (unter 
Vernachlassigung del' Reibung an del' StoBstelle) die StoBdriicke N in 
del' N ormalen in B entwickeln. 

Hat die Zusammendruckung del' Feder und damit del' Sto13druck 
N das Maximum erreicht, so ist die erste Periode des StoBes vollendet. 
Bezeichnet man nun mit WI und w2 die Geschwindigkeiten, die die 
Massen m1 und m2 am Ende del' ersten Periode des Sto13es infolge 
del' StoBdrucke allein erhalten hatten, dann ist die GeRchwindigkeit u i 

del' Kugel m1 am Ende del' ersten Periode des StoBes die Resultie
rende aus ci und WI' Ebenso ist die Geschwindigkeit ~t2 del' Kugel m2 

die Resultierende aus C~ und wQ • Wendet man jetzt den Satz von 
del' BewegungsgroBe an, - indem man als Projektionsachse die N ormale 
in B voraussetzt, so erh1ilt man, wenn die Winkel von u l und U 2 mit 
del' Normalen in B mit f[il und f[i2 bezeichnet werden (Abb. 279): 

mlul cos (PI -mi C1 cos cel = - j'Ndt= - HI 
U 

T1 

m!u2 cos f[il - m~c2 cos ((2 = + J Ndt=+H1· 
u 

Da abel' am Endo der ersten Periode des StoBes die Kugel mi 

gegen die Kugel m 2 langs del' Feder. also nach del' N ormalen in B 
keine Geschwindigkeit besitzt, so ist 

also: 

woraus: 

Ferner hat man 

und 

1(1 cos f[il = ~t2 cos f[i~ = u, 

mi u - mi ci cos ((1 = - HI 

m2 ~t - m2 c2 cos ((2 ,= + HI 

m1 c1 cos ((1 + m2 c., cos ((0 
U= --

m1 +m2 

U 1 sin f[il = c1 sin ((1 

u2 sin f[i2 = ('2 sin C'2' 
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Es sind daher die Geschwindigkeiten ul und u2 vollstandig be
stimmt. 

Fiir die zweite Periode des StoBes sind u1 und u2 die Anfangs
geschwindigkeiten, wahrend die Endgeschwindigkeiten mit VI und V'.l 

JI 

Abb. 279. Abb. 280. 

und deren Winkel mit der Normalen in B mit 'lfJl und 11-'2 bezeichnet 
T. 

werden mogen (Abb. 280). Bezeichnet man wieder mit H2 = J Ndt 
" = eHI den Antrieb der StoBkraft wahrend der zweiten Peri ode des 

StoBes, so ergibt sich: 

mtv1 cos 'lfJl- m1 u1 COSCfJl =- H2 = - e·H1 =e(ml u-m1 c1 cos(1) 

m2v2 cos 11-'2 - m2 u2 cosCfJ',! =+H2 = -t-e·H1 =e(m2 u - m2 c2 cos ( 2 ), 

woraus: vl cos 'lfJl = u(l + e) - BCl cos a1 

Ferner ist: 

v2 COS'IfJ2 =u(l +e) - eC2 cos~. 

t'l sin 'lfJ1 = u1 sin CfJ1 = c1 sin a1 

V 2 sin '1112 = u2 sin CfJ2 = c2 sin a2 • 

Damit waren die Endgeschwindigkeiten vl · und v2 ebenfalls voll
stan dig bestimmt. 

324. StoB einer Kugel gegen eine feste Ebene. Man hat hier 
m',! =00 und c2 =0 zu setzen, womit bei vollkommener Elastizitat, 
d. h. e=l, 

u=O; 

tg'IfJl =-tga1 ; 

V1 cos ( - ( 1 ) = - c1 cos a1 ; v1 cos 'a1 = - c1 cos a1 ; VI = c1 • 

Hierdurch ist das bekannte Reflexionsgesetz angegeben. 

§ 70. Der unfreie Stoll. 
325. StoB eines materiellen Punktes gegen einen materiellen 

Korper. StoBmittelpunkt. Aufhiingung eines Pendelkorpers, del' 
einen StoB erfiihl't. Ballistisches Pendel. Wir fragen nach der Be
wegung eines freien Korpers (Abb.281), der anfangs in Ruhe befind-
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Hch,. von emem materiellen Punkt mit Masse m1 einen ger aden 
exzentrischen StoB empfiingt. Der Einfachheit halber nehmen wir 
einen Korper mit einer Symmetrieebene und lassen den StoB in dieser 
Ebene erfolgen. Dann ist die Bewegung eine ebene, aIle Korper
punkte bewegen sich in Parallelebenen. Der StoB wird nun den 
Korper in Translation und Rotation versetzen; dem Schwerpunkt wird 

rr---
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I I 
I I 

I 
I 

I e 
I I 
I I 
I I h: 
I I 
I 

. I 
I 
I 
I 
I 
I 

_ Ll\T.,+-~.t1-'+' 
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Abb. 281. 

eine Translationsgeschwindigkeit Vs in der 
StoBrichtung, und dem ganzen Korper ein~ 
Winkelgeschwmdigkeit w erteiIt. Nach 226 
ist die resultierende Elementarbewegung eine 
Drehung um das Momentanzentrum C, das 
auf einem Lot ge'egen ist, das auf der Schwer
punktsgeschwindigkeit im Schwerpunkt er
richtet ist. Die Lage des Momentanzentrums C 
ist unbekannt und wird nachher gesucht. 

Sei nach dem StoB w die momentane 
Winkelgeschwindigkeit des Korpers um den 
Schwerpunkt S und damit auch um das Mo
mentanzentrum C (S. 345), dann ist mit den 
Bezeichnungen der Abb. 281 die Schwerpunkts
geschwindigkeit v s = e w und die Geschwindig
keit von B ist u = hw. Wird der StoB als 
unelastisch aufgefaBt, so bewegen sich am 
Ende des StoBes der gestoBene und der 
stoBende Korper am sog. StoBpunkt B mit 

der gleichen Geschwindigkeit u. Unter dem StoBpunkt sei der FuB
punkt des vom Schwerpunkt auf die StoBnormale gefallten Lotes ver
standen. 1st ferner c1 die Geschwindigkeit des stoBenden Korpers m1 

vor dem StoB, so ist fiir diesen nach dem Satz vom Antrieb 

+mt u-m1 c1 =-fN.df, 

unter N den StoBdruck in B verstanden; denkt man slOh + N und 
- N im Schwerpunkl; hinzugefiigt, so ist der Antrieb von N am 
gestoBenen Korper 

-O+m2vs=+fN.dt, 

ferner ist das Antriebsmoment urn den Schwerpunkt, wenn J s das 
Tragheitsmoment des· gestoBenen Korpers in bezug auf die zur Sym
metralebene senkrechte Schwerpunktsachse bedeutet, und h - e = 8 

gesetzt wird: 
-O+Jsw= f N·s·dt = s· f N·dt. 

Aus der Verbindung der zwei letzten Gleichungen und mit vs= ew 
erhaIt man eine Beziehung, durch die e und damit die Lage des 
Momentanzentrums bestimmt ist, wie folgt: 

wJ 
-_8=m:i'v = m"ew s s_ 

J e=_S. 
m2 s 
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Die ganze Entfernung h yom Momentanzentrum bis zum StoB
punkt ist 

(305) 

Dieser Wert stimmt mit der reduzierten Pendellange Gl. (224) 
genau iiberein. Es entspricht der StoBpunkt B dem Schwingungs
mittelpunkt 8m der Abb.252 llld das Momentanzentrum der StoB
bewegung dem Aufhangepunkt des physischen PendeJs. Befande sich 
im Momentanzentrum eine festgelagel'te Dl'ehachse, senkl'echt zur Ebene 
der Bewegung, so wiirde die StoBbewegung dadul'ch nicht beei.nfluBt. 
Diese Achse hat auch keinen StoB aufzunehmen. Nun verschwindet 
die StoBkl'aft momentan wieder; daher ist kein AnlaB vorhanden, daB 
das Momentanzentrum des StoBes, der sog. StoBmitteipunkt, seine 
Lage andern soUte. Er b lei b t also stoBfrei und die Drehachse hat 
nul' solche Krafte aufzunehmen, wie sie der Aufhangepunkt eines Peu
dels auch aufzunehmen hat. Eine nicht durch den StoBmittelpunkt 
gehende Drehachse wiirde offenbar einen StoBdruck erfahren. 

Ein Karpel', del' in einer Symmetralebene gestoBen wird, wie das 
Pendel eines Schlagwerkes, der Klappel einer Glocke, das sog. ballisti
sche Pendel, kann so aufgehangt werden, daB die Dl'ehachse keinen 
StoBdruck erfahrt; man muB zu diesem Zweck die Drehachse durch 
den StoB]llittelpunld legen. Auch ein Hammer oder ein Beil hat 
einen durch StoBpunkt, Schwerpunkt und Massenverteilung bestimmten 
StoBmittelpunkt, in dem man den Hammerstiel fassen muB, wenn die 
Hand beim Hammern keinen PrellstoB aushalten solI. Die Hammer
stiele sind gewohnlich so lang gemacht, daB letzteres zutrifft, wenn 
man den Stiel am Ende anfaBt. 

Es ist leicht, die Geschwindigkeit des StoBpunktes nach dem 
(unelastischen) StoBe anzugeben. Aus del' ersten und zweiten Glei
chung folgt mit vs=(e/h).u 

(306) 

Das Verhaltnis e/l! ist durch die Lage des StoBpunktes, des 
Schwel'punktes und del' Massenvel'teilung bestimmt und berechenbar. 
Wir schreiben es noch in anderer Form, indem wil' den Tl'agheits
halbmesser ro del' Masse 1n2 beziigJich des Schwerpunktes beniitzen, 
wobei 1n2 r 0 2 = J s ist: 

e J mj_2 1'2 1 _ = ~~ ~ = _ ~ 'L_Q __ ~ = ~ 0 ~ ~ = _ ~ 
h J s +m2s2 1n2r02+1n.!s2 r02+s2 1 + (s/1'o)2' 

damit wird • (307) 

Hierin ist 1n2' = 1n2' (e/h) = 1n2/[1 + (s/ro)2J die auf den StoBpunkt 
reduziel'te Masse des gestoBenen Pendels. Sie hat die gleiche kineti-
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sche Energie wie del' gestoBene Kol'per; denn es ist, mit J s = m2 • e . s 
und V8 = eOJ nach 246: 

1 2-L1J 2_1m 2 2+1 m 2 "2 • 'In;! V s 1"2 s OJ - 2 :I e OJ "2 2 • e . s . OJ 

=~m~OJ2·e· ('e+s)=!jm.,ehOJ2=~m"'le (hOJ)2 
~- -" ~-r 

~. (m,,~).u2. 
~ -h 

Das ist genau die kinetische Energie del' reduzierten Masse m' 2' 

namlich ~ m,,'· u2 • 

Vergiei~ht man nun GL (306) odeI' (307) mit (296), so darf man 
den oben betrachteten StoBvorgang durch den unelastischen 
geraden zentralen StoB zweier Punktmassen 'In! und m'2' er
setzen; man kommt dann bezuglich del' Geschwindigkeit 
nach dem StoB zum gleichen Endergebnis. 

1st nun die Momentanachse des gestoBenen Korpers drehbar ge
lagert, so wird del'selbe vermoge del' beim StoB aufgenommenen kineti
schen Energie cine Pendelung ausfiihren, deren groBten Ausschlagwinkel 
man mit Hilfe des Satzes von del' Arbeit wie folgt berechnen kann: 

o - ~ 1n2' u2 = 1n2g' e· (1 - cos Ip) 

U . 1 /2. rr/2 g . e . (~, ~ cos cp ) 
V m2 

(308) 

Bei einem ballistischen Pendel, das in C (Abb. 281) dl'ehbal' 
aufgehangt ist, trifft das GeschoB in B auf eine geeignete Masse, in 
del' es stecken bleibt. Man beobachtet dann den groBten Ausschlag cp 
des Pendels und kann, nachdem man vorher die l'eduzierte Masse des 
Pendels bestimmt hat, u aus GL (30H) und hierauf die Geschwindig
keit c1 aus (307) berechnen. 

326. 8to.13 gegen einen Korper mit fester Dl'eltacltse. Ein Kol'pel' 
sei um eine feste Achse drehbar; er besitze eine auf diesel' senkrecltt 
stehende Symmetralebene und werde in dieser von einem zweiten 
Korper exzentrisch gestoBen; del' StoB sei ein gerader. Greift die 
StoBkraft P im Abstand a von del' Drehachse an, und hat der stoBende 
Korper, den wir als materiellen Punkt von del' Masse m annehmen, 
die Geschwindigkeit C VOl' dem StoB, hat ferner del' drehbare Korper 
das Tragheitsmoment J in bezug auf die Drehachse, so ist nach Gl. (164) 

r dOJ 
p.(t=J di' 

Del' StoB sei vollkommen unelastisch, es haben also beide Korper 
am Ende des StoBes gleiche Geschwindigkeit u = OJ', a, wenn OJ' die 
Winkelgeschwindigkeit nach erfolgtem StoB ist. 

Del' Satz vom Antrieb liefert dann fur den erst en Korper 

und fur den Drehkorper 
'In (c - u) = J Pdt 

J . (I)' =fPdt. 
a 
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Durch Gleichsetzen und mit u = w' . a folgt: 

me me 
U=---~-=----

J -L' 
m+" m I m 

a" 

5~7 

(309) 

wenn rn: =J /a2 die auf den 8toBpUllkt reduzierte Masse ist, de(im 
Abstand a von der Drehachse liegt. Damit haben wir wieder i, die 
gleiche Form fiir u wie in G1. (307) und diirien den Vorgang des 
unelastischen 8toBes durch den geraden zentralen 8toB zweier Punkt
massen m und m' ersetzell. 

327. StoB rotierender Korper. Es handle 
sich um den 8toB zweier, um parallele Dreh
achsen mit den Winkelgeschwindigkeiten WI 

bzw. w~ rotierender Karper (Abb. 282). 
Entsprechend dem V orhergehenden erhalt 

man bei Voraussetzung vollkommen unelasti
schen 8toBes fiir die Geschwindigkeit del' 
8toBstelle B . nach vollendetem 8toB, weIll m/ 
und m2' die auf den 8to13punkt B reduzierten 
Massen del' beiden rotierenden Karpel' 

, +' u=~n] r:L~~_t--~ m2 ,r2 w 2 • •••• (310) 
m1 - 1n~ 

Abb.282. 

und fUr den Verlust an lebendiger Kraft infolgo des StoBes: 

(311) 

328. StoB eines rotierellllen Korpers gcgen einen zwischen 
llarallelen Fiihrungen beweglichen (Abb. 283). Die beiden im StoB
punkt B in Beriihrung tretenden matoriellen Elomente del' aufeinander
stoBenden Karpel' m1 und m2 seien wieder dml und dm2 , an deren 

Stelle wir die auf den StoBpunkt B reduzierten Massen m l ' = Jo und 
,!" 

dann m/ und m2' = m2 der Karper m i und m~ setzen~ kannen, wobei 
m/ als frei beweglich auf den be-
treffenden vorgeschriebenen Balm
linien anzusehen sind. 

Bei Beginn des StoBes habe 
del' materielle Punkt d m i die Ge
schwindigkeit el = W (C B) und del' 
materiel1e Punkt dm., die Geschwin
digkeit C2 ' ferner seien VI und v2 

die Geschwindigkeitell dieser Punkte 
am Ende del' erst en Peri ode des 

Abb. 283. 

8toBes und damib bei Voraussetzung eines vollkommen llilelastischen 
StoBes, am Ende des Sto13es l'tbel'haupt. Indem man nun an del' 
StoBstelle B sich wieder in del' N oTlnalen die elastische Spiralfedel' 
eingeschaltet denkt, die wahrend des StoBes die verandel'lichen Dl'l'tcke 
N auf die zusammensto13enden Massen ausiibe, ergibt del' Satz von 
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der BewegungsgroBe fiir die Masse m/, wenn man die Gerade AB.l Be 
als Projektionsachse annimmt: 

r r 

',In/v1 -m/c1 =- f N COS"1' dt= - COS"1f Ndt. 
o 0 

Desgleichen liefert der Satz von der BewegungsgroBe ffir die Masse 
m./ bei Annahme der Projektionsachse BD parallel den Fiihrungen 

T r 

m2''1)'.!-m2'c2 = f Ncos"'.!. dt = COS"llf Ndt. 
o 0 

Multipliziert man nun die erste dieser Gleichungen mit COS"Q' die 
zweite mit COS"l und addiert beide Gleichungen, so ergibt sich " 

, , +' , 0 ~~~~-~S~~ ~~~~-~~~~=. 

Am Ende des StoBes hat die bei B eingeschaltet gedachte Spiral
feder das Maximum ihrer Zusammendriickung erfahren,' es sind daher 
auch die Komponenten der Geschwindigkeiten V 1 mid V2 nach del' 
Normalen in B einander gleich oder 

V 1 cos "1 =V2 COS"2' 

womit die vorletzte Gleichung iibergeht in: 
., 

, COS" "2 + ' , +' m1 . V:l' COS" 1n'.! V'.l cosCC1 = m1 c1 cos a',! m',! c',! cos a1 · 

1 

Hiel'aus bestimmt sich '/.'2 und mit v1 COS"l = v2 cos,,',! dann auch v j • 

Als Verlust an lebendiger Kraft infolge des StoBes erhiilt man: 
AL _1 m' '.l + 1 , '.l (1 m' 2..L 1 m' 2) 

LJ - "2 1 cl "2 m2 C2 -"2 1 Vl 1"2 :l V2 • 

§ 71. Experimentelle EJ'mittlung des Stofiverlaufes und del' 
grofiten Stofikl'aft. 

329. Del' Sto8drnck. Versuche iiber Stoll. Die del' Lehre yom 
Sto8 zugrunde liegenden Annahmen. Wird ein Korper auf StoB be
ansprucht, so ist es von groBter Wichtigkeit, zu erfahren, ob er dert 
StoB ohne Gefiihrdung seiner Festigkeit aushalten kann bzw. wie hoch 
seine StoBfestigkeit ist. Das fiihrt auf die Frage nach dem GroBtwert 
derStoBkraft. Wir werden sofort sehen, daB die bisher fiber den StoB 
angestellten Betrachtungen und Berechnungen keine Antwort auf diese 
Frage geben konnen. Es liegt vielmahr eine Aufgabe vor, die u. a. ein 
Eingehen auf die Elastizitiit des Werkstoffs fordert; auch die eintretenden 
Formiinderungsbewegungen und Schwingungen werden von wesentlicher 
Bedeutung sein. Die Aufgabe gehOrt also nicht mehr der Mechanik 
des starren Korpers an. Die Hypothese des starren Korpers schlieBt 
vielmehr die Antwort auf unsere Frage vollig aus. Nur der Versuch 
vermag hier Klarheit zu bringen, und erst wenn del' StoBvorgang ex
perimentell festgestellt ist, wi I'd man vielleicht imstande sein, ~erein
fachende Annahmen zu machen, die auf Tatsachen beruhen. 

Wir kniipfen darum am zweckmiiBigsten an einen Versuch an. 
R. Plank 1) hat einen lOmm starken, 225mm langen fluBeisernen 

1) Mitteilungen Forsch.-Arbeiten d. Ver. deutsch. Ing., Heft 133. 
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Zugstab durch ein aus 0,1 bis 4 m Rohe herabfallendes Gewicht von 
25 kg auf StoB beansprucht und den zeitliehen Verlauf des Weges des 
Fallgewiehtes wahrend des StoBes beobaehtet. Das Gewicht traf bei 
einem Versuch mit 6,1 [m/skJ Geschwindigkeit auf den Zugstab auf 
und kam nach 7:1 = 0,0065 sk zur Ruhe, womit die erste StoBperiode 
abgesehlossen ist. Naeh weiteren 7:2 = 0,00344 sk, nach Nullwerden der 
Spannkraft im Stab, war die zweite StoBperiode zu Ende, das Fall
gewicht prallte mit 0,80 [mjskJ Geschwindigkeit von dem Zugstab 
zuriick. 

Wir konnen mit Rilfe dieser Beobachtungen einige der friiher vor
kommenden ReehnungsgroBen angeben. 

In del' ersten StoBperiode ist nach dem Satz vom Antrieb: 

m1 C1 -- 0= J P.clt= Pm' 7:1 

(25/9,81).6,1 = Pm' 0,00655; P'" = 2380 kg. 

Ohno Kenntnis del' Versuehsangaben, insbesondere ohne Kenntnis 
der StoBzeit 7:1' konnte mit Hilfe del' friiher entwiekelten StoBglei
chungen nur del' Antrieb J p. d t angegeben werden. Dureh Beobachtung 
der StoBzeit ist nunmehr wenigstens del' zeitliehe Mittelwert derStoB
kraft bestimmbar geworden, wenn aueh noeh nieht del' wiehtigste Wert, 
die groBte StoBkraft. 

Wahrend del' zweiten StoBperiode ergibt sieh ebenso P'" = 590 kg 
und wahrend beider StoBperioden, also wahrend des ganzan StoBes 
Pm = 1535 kg. Die StoBziffer ist naeh 29i: E =V1!C1 = 0,R!6,1= 0,131. 
Del' Arbeitsverlust des Fallgewichtes wahrend des StoBes 

~ m1 (C12 - V12) = 1 m1 C12 (1 - E2) 

(vgl. 321) ist naeh den Feststellungen Planks zum weitaus groBten 
Teil zur bleibenden Dehnung des gezogenen Zugstabes verwendet wor
den, dessen urspriingliehe Lange 225 mm sieh wahrend des Versuches 
urn 14,5 mm vergroBerte, wovon 0,8 mm elastisehe und 13,7 mm 
bleibende Verlangerung waren, entspreehend einer Gesamtdehnung 
Ea = 14,5/225 = 0,0645, einer Federung von Ee = 0,8/225 = 0,0035 und 
einem Dehnungsrest von Eb = 13,7/225 = 0,061 1). Die in Vibration 
des gestoBenen Karpel's und des Fallwerkes samt Fundament ver
wandelte Arbeit war dagegen bei der von Plank beniitzten Einrich
tung gering. 

Den Verlauf del' StoBkraft ermittelte Plank aus der von ihm 
indizierten Zeit-Weg-Kurve des Fallgewichtes, aus del' wahrand del' 
StoBzeit Geschwindigkeit, Verzogerung und damit die verz'Sgarnde 
Kraft bestimmbar ist. Die den Stab beanspruchende StoBkraft und 
damit del' Widerstand des Werkstoffos ist gleich dem Tragheitswider
stand del' verzagerten Masse. Der groBte StoBdruek hetrug 4320 kg 
und war kurz nach Beginn des StoBes naeh o,o~o 52 sk erraicht. Del' 
graBte StoBdruck wurde also bedeutend groBer gefunden als 
del' oben berechnete Mittelwert (vgl. Abb.284). 

1) Die Federung von 0,35 Ofo ist nach Abb. 284 bei 1000 kg Zugkraft oder 
1270 kg!qcm Spannung ermittelt. Bei dieser Spannung zeigt ein langsam gedehntes 
FluBeisen der untersuchten Art eine Dehnung von 1270/2000000 = 0,063.)0 %. d. i. 
nul' der 5. bis 6. Teil. Die Federung von 0,35 Ofo ist also ungemein hoch. 

Autenrieth-Ensslin, Mechanik. 3. Anfl. 34 
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Den groBten StoBdruck kann man aber mit Hilfe der oben ab
geleiteten StoBgleichungen auf keine Art berechnen. Man kann wohl 
eine Beziehung zwischen den am StoB beteiligten Massen und ihrer 
Geschwindigkeit vor und nach dem StoB aufstellen, wenn man die 
StoBziffer einfiihrt, der den Grad der Elastizitat und Plastizitat 
des Werkstoffes ausdriicken soil, gelegentlich auch noch andere Ein
:£liisse, wie Vibrationen, enthalten wird, besonders bei sehr schwingungs
fahigen Korpern, die man nicht mehr als materielle Punkte behandeln 
kann. Der die StoBkraft und StoBzeit enthaltende Antrieb H = J p. d t 
kommt jedoch nur als Ganzes in den Rechnungen vor, oder kann als 
Ganzes aus den BewegungsgroBen vor und nach dem StoB berechnet 
werden. Der zeitliche Verlauf des StoBdruckes P bleibt aber dabei 
ganzlich auBer Betracht, darin liegt einesteils ein Vorzug, wenn man 
sich bloB mit den Anfangs- und ·Endgeschwindigkeiten beim StoB be
faBt; anderntoils aber ein nicht iiberwindlicher Mangel, wenn man 
nach dem praktisch wichtigsten groBten StoBdruck fragt. Diesen kann 
man nur aus Versuchen tinden. Die Hypothese des starren Korpers 
ist in diesem Zusammenhang geradezu ein Hindernis; denn am starr en 
Korper muB sich der StoB in unendlich kurzer Zeit abspielen; da 
nun der Antrieb H = J p. d t eine endliche GroBe hat, so miiBte 
der StoBdruck P unendlich groB sich ergebon, ein unbrauchbares Er
gebnis. 

Man konnte nun daran denken, den groBten StoBdruck bei dem 
oben beschriebenen Schlagzugversuch oder bei einem ahnlichen Vorgang 
dadurch einfach experimentell zu bestimmen, daB man die bleibende 
Dehnung miBt, die der StoB bewirkt hat, und nun die Kraft auf einer 
ZerreiBmaschine bestimmt, die eine gleich groBe bleibende Dehnung 
hervorruft. Diese Methode erfordert eine grundsatzliche Bemerkung. 
Die bleibende Dehnung beim StoB erfolgt in kiirzester Zeit, also auBer
ordentlich schnell, auf der Materialpriifmaschine dagegen sehr langsam. 
Nach Beobachtungen von P. Ludwik braucht man aber eine viel 
hohere Kraft, wenn ein Stab schnell gedehnt wird, als wenn man ihn 
um ein gleich langes Stiick langsam dehnt. Mit zunehmender Streck
geschwindigkeit wachst auch die zu einer bestimmten Dehnung erforder
liche Kraft 1). Eine bleibende Dehnung des von Plank beniitzten Zug-

1) Hiernach haben die Spannungs Dehnungslinien bei einer bestimmten Deh
nung um so hOhere Spannungsordinaten, je hOher die Streckgeschwindigkeit ist. 
Zeichnet man die Spannungs·Dehnungslinien verschiedener Streckgeschwindigkeit, 
so kann man sich klar machen. daB mehrere leichte SW13e zur gleichen Dehnung 
mehr Arbeit erfordern als ein wuchtiger, Bowie daB bei dynamischer Kraftwirkung 
die Formanderung auch bei abnehmender BeIastung stattfinden kann, freilich nur 
bis zur statischen Spannungsdehnungslinie hin, die der Streckgeschwindigkeit null 
d. h. einer unendlich langsamen Streckung entspricht. Den Feststellungen Planks 
zufolge verlauft die Spannungs-Dehnungslinie seiner Schlagzugversuche gegen Ende 
des Sto13vorganges un t e r hal b der statischen Spannungs-Dehnungslinie (Spannungen 
senkrecht, Dehnungen wagrecht aufgetragen) und zwar bei merklich zunehmender 
bleibender F0rmanderung; fiir diese auffaIlende Feststellung erscheint Nachpriifung 
erforderlich. 

Gelange es den zeitIichen VerIauf der Sto13driicke unmittelbar durch den Ver
such festzusteIlen, etwa nach dem Verfahren Kirners, S. 252, so konnte durch 
zweimalige Quadratur der zeitliche VerI auf der Geschwindigkeit und des Weges 
der Formanderung ermitteIt werden. Die Kenntnis des zeitlichen Verlaufes der 
Spannung gegeniiber der Dehnung ist bei rasch verlaufenden Spannungsschwankungen 
von Wert. 
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stabes um eb = 0,061 = 6,1 % erfordert bei langsamer Belastungs
steigerung etwa 2800 kg Zugkraft, wahrend Plank bei hoher Streck
geschwindigkeit eine solche von 4350 kg fand. Die statische Zugfestig
keit des von Plank untersuchten FluBeisens war 4500, die dynamische 
scheint sich bei groBer FallhOhe dem Wert 6600 kg/qcm zu nahern. 

Es ist also grundsatzlich falsch, aus der bleibenden Zugdehnung 
nach einem StoB ohne Beriicksichtigung der Stre.ckgeschwindig
keit auf die groBte StoBkraft zu schlieBen. Um die Abhangigkeit des 
Werkstoffwiderstandes von der Streckgeschwindigkeit festzustellen, muB 
der zeitliche Verlauf des StoBes ermittelt werden. 

Es wurde schon oben bemerkt, daB nach Plank die groBte StoB
kraft bei stoBweiser Zugbeanspruchung kurz nach Beginn des StoBes 
auftrete; man wiirde dies nicht erwarten, vielmehr vemlUtet man, die 
groBte StoBkraft trete mit der groB-
ten Formanderung zusammen auf lim/sA' 
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rot und H. M. Levy, daB die StoB- 2-

kraft nicht bei allen Stoffen mit '" 
der Verlangerung wachse, daB sie 11 

vielmehr rasch einen GroBtwert er
reiche und dann mit wachsender 
Dehnung wieder abnehme, im oben 
angefiihrten Beispiel von P m= = 
4320 kg auf 900 kg am Ende der 
ersten StoBperiode (vgl. Abb. 284). 
Dies kann damit zusammenhangen, Abb. 284. 
daB die Dehnungsgeschwindigkeit 

oX 

t 

1--

der bleibenden Dehnungen von StoBanfang am groBten ist und der 
Werkstoffwiderstand mit der Dehnungsgeschwindigkeit wachst, wie die 
innere Reibung in einer zahen Fliissigkeit (vgl. 69). Vermutlich ist 
die Dampfung durch innere Reibung im elastischen Gebiet gering und 
nur durch kleine Mangel im Werkstoff bedingt, wahrend sie ein elasti
sches Gebiet beim Eintritt bleibender Verschiebungen voII entwickeIt 
ist und von Streckgeschwindigkeit und vorausgegangener Formande
rung abhangt. 

Bei stoBweiser Druckbeanspruchung hat Honiger (Diss. Berlin 
1910, Verfahren zur Ermittlung des VerIaufes der veranderlichen StoB
kraft bei Stauchversuchen) im Gegensatz zu dem bei Schlagzugversuchen 
Beobachteten ein fortwahrendes Anwachsen des StoBdruckes mit zu
nehmender Stauchung festgestellt. Der StoBdruck erreicht seinen GroBt
wert am Ende der ersten StoBperiode (s. Abb. 285, S. 532). Es ware sehr 
erwiinscht, den StoBvorgang beim Stauch- und Zugversuch mit den 
gleichen. experimentellen Hilfsmitteln zu beobachten. Das Verfahren 
Planks, den Weg der stoBenden Masse auf einer rasch umlaufenden . 

34* 
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beruBten Trommel von bekannter Umlaufzahl mittels einer Borste auf
schreiben zu lassen, worauf die Beschleunigung durch zweimalige graphische 
Differentiation ermittelt wird, erscheint del' Nachpriifung bediirftig. 

Die zur Erzeugung einer bestimmten Dehnung erforderliche Kraft 
hat sich auch bei den Stauchversuchen groBer ergeben als bei dem 
statischen Druckversuche, und zwar wurde del' Unterschied bei Blei 
groBer gefunden (bis iiber den doppelten Betrag del' statischen Kraft) 
als bei Kupfer, GuBeisen und Stahl; der Unterschied war bei dem zu
letzt genannten Werkstoff am kleinsten. 

Die StoBziffer e berechnet sich nach G1. (300) aus den fiir Kupfer 
ermittelten Versuchswerten zu 0,2 bis 0,16, entsprechend 20 bis 50 cm 
Fallhohe; bei Stahl e = rd. 0,3 (bei groBter Druckspannung von gegen 
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10000 kgjqcm); bei Blei e=rd. 0,07. Die StoBziffer ist demnach 
bei vorwiegend plastischen Werkstoffen klein, bei elastischeren hoher; 
bei letzteren wird er urn so kleiner, je mehr die Elastizitatsgrenze 
beim StoB iiberschritten wurde. Die StoBziffer ist also auch fiir ein 
und denselben Werkstoff keine unveranderliche Zahl. 

Man hat haufig den groBten Explosionsdruck des Pulvers in Ge
schiitzen und ahnliches mit Hilfe von Kupferzylindern, sog. Crushers, 
zu ermitteln gesucht. Der Crusher wird durch einen Schlag odeI' einen 
ExplosionsstoB bleibend zusammengedriickt und ein gleich groBer 
Crusher durch ruhende Belastung ebenso stark bleibEmd zusammen
gedriickt; der hierzu erforderliche ruhende Druck, del' beobachtet 
wird, wird dem StoBdruck gleichgesetzt. Nach den Versuchen Honigers 
ist die dynamische Kraft, die eine bestimmte Gesamtstauchung 
(= bleibende und elastische) hervorruft, groBer als die entsprechende 
ruhende Belastung, in ganz roher Zahl im Verhaltnis 5 : 4 bei Kupfer. 
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Wenn nun die Druekmessung mittels Kupfer-Crusher aueh nieht ganz 
genau ist, so ist sie doeh zu einer Absehatzung des StoBdruekes nieht 
ungeeignet, wahrend das analoge Verfahren bei sto.Bweiser Zugbean
sprue hung unbrauehbar ist. 

Der groBte Sto.Bdruek hangt dem Gesagten zufolge au.Ber vonder 
Masse und Geschwindigkeit der sto.Benden Korper noeh von deren 
Form, der Elastizitat bzw. Plastizitat des Werkstoffes und der Form
anderungsgesehwindigkeit ab, es besteht heutzutage wenigstens noch 
keine Aussicht auf eine exakte Berechnung des Sto.Bdruckes; vielmehr 
ist man noch auf Versuche angewiesen, die auch noch weitere Aufklarung 
iiber das Verhalten des Werkstoffes gegen stoBweise Beanspruchung 
zu bringen haben 1). 

Trotzdem erscheint es lehrreich, zu sehen, wie einfaeh die Sachlage 
sein miiBte, wenn die Vorausberechnung der gro.Bten Sto.Bkraft moglich 
sein soUte. Diese Sachlage miiBte dem Sto.B gegen einen Puffer ahn
lich sein; del' Widerstand der Pufferfeder gegen den sto.Benden Korper 
ist hier als bekannt anzunehmen und kann der Zusammendriickung x 
der Feder proportional angenommen werden, 

W=c·x. 

Del' Puffer sei festgelagert, die stoBende Masse m treffe mit del' 
Geschwindigkeit v zentral auf ihn. Dann ist am Ende del' ersten StoB
peri ode die Bewegungsenergie der Masse ganz in Arbeit zum Zusammen
driicken der Feder ~ cx· x umgewandelt, wo x die gr 0.13 te Zusammen
driickung der Feder ist und in vollstandig umkehrbarer Weise in diesel' 
aufgespeichert; nach dem Satz von der Arbeit ist dann 

~ m v2 - 0 = ~ c • x2 

x=vV~ 
Vin r--

P ==c·x=c·v -=vVmc. 
7l'/.ax C 

Die Konstante c besteht der Festigkeitslehre zufolge aus einem 
Faktor, del' von del' Form und der Gro.Be del' Feder abhiingt, und 
aus einem vom Werkstoff abhiingigen Faktor. Schon der erstere ist bei 
vielen Formen der sto.Benden Korper nicht bekannt, und noch viel 
mehr gilt das von dem Werkstoffaktor, der bei nicht voUkommen 
elastischem Sto.B vom Grad del' Plastizitat und del' FOl'manderungs
geschwindigkeit abhangt (vgl. auch S. 530). 

Handelt es sich gal' um das Einrammen eines Pfahles zum Zweck 
del' HersteUung eines sicheren Fundamentes fiir ein auf schlechtem 
Baugrund zu errichtendes Gebaude, so ist del' Sto.B des Rammbars 
auf den Pfahl noch viel schwieriger zu verfolgen, weil der eine del' 

1) Das StoBproblem ist mit den Hilfsmitteln der Elastizitatslehre allein nicht 
IOshar, da die Moglichkeit des Dberschreitens der Elastizitatsgrenze vorliegt. Die 
Untersuchung schwacher StC;Be, bei denen die Elastizitatsgrenze nicht iiberschritten 
wird, hat, korrekt durchgefiihrt, wohl einen informatorischen Wert, ist abel' keine 
vollstandige Losung des StoBproblems. 
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beiden Korper nicht frei beweglich ist und an ihm stoBart,ige Wider
stande entstehen. Die Pfahlspitze muB den Normald1'uck des Rodens 
iiberwinden, der als StoBdruck auf tritt, und es kommt zu den Massen
wirkungen noch die Reibung Itn del' Pfahlspitze und dem im Boden 
steckenden Pfahlumfang. Da die Beschaffenheit des Baugrundes zu
nachst unbekannt ist, muB die Rohe und Dicke des Pfahles, del' nach
her einen Teil der Baulast mit Sicherheit tragen soll, durch Schlagen 
von Probepfahlen, so gut als moglich e1'mittelt werden. Auch auf die 
Festigkeit des Pfahles selbst gegeniiber der StoBkraft ist zu achten. 
Eine Besprechung des Vorgangs beim Einrammen von Pfahlen und 
der heute gebrauchlichen Auffassung findet der Studierende in Foppl, 
Mechanik, Bd. I. 

20. Kapitel. 

Anhallg. Eilliges aus del' Vektorellrechnullg. 

330. Begriff des Skalars und des Vektol's. Addition und Sub
traktion. Arbeit, Masse, Zeit, Temperatur, Dichte sind GraBen, zu 
deren wesentlichen Merkmalen der Zahlenwert, nicht aber die Rich
tung gehart; solche GraBen nennt man Skalare. Dagegen haben Ge
schwindigkeit, Beschleunigung, Kraft, Drehmoment, Impuls, Impuls
moment usf. auBer dem Zahlenwe1't das Me1'kmal der Richtung, genau 
wie in del' Geometrie eine Strecke, die eine bestimmte Lange, Richtung 
und einen bestimmten Richtungssinn hat; diese GraBen (Bezeichnung 
fette Frakturbuchstaben) sind durch Strecken darstellbar. Ist eine 
GraBe durch eine St1'ecke da1'stellbar, so heiBt sie ein Vektor. Zwei 
Vektoren sind gleich, wenn ihre GraBen (ihre sog. Betrage) gleich sind 
und ih1'e Richtungen und ihr Richtungssinn iibereinstimmen. Stimmen 
sie bis auf ihren Richtungssinn uberein, so sind sie einander entgegen
gesetzt gleich. De1' Einheitsvektor i ist eine Strecke von del' Lange 
oder dem Betrag 1; reiht man v Einheitsvektoren in ihrer eigenen 
Richtung aneinander, so entsteht ein Vektor 

1I=iv, ... (312) 

wobei i die Richtung, v den Betrag angibt. Del' Betrag eines Vektors 11 
wird im folgenden mit ! 11 i be'zeichnet, sprich Betrag 11. Auf einer 

Abb. 286. 

Richtung kannen zwei Richtungssinne 
unterschieden werden (vorwarts, 1'uck
w~irts; aufwarts, abwa1'ts), denen man 
das + - und - -Zeichen beilegt. De1' 
Vektor + 11 ist dem Vektol' - lJ gleich 
und entgegengesetzt. 

Definition del' Vektorsumme: 
Die Pal'allelogl'ammregeln fur Krafte, 

Geschwindigkeiten u. dergl. legen es nahe, den Allgemeinbegriff der 
Vektol'summe zu bilden. G leichgerichtete Vektoren werden algebraisch 
addiert (und subtrahiert); verschieden gerichtete nach der Parallelo
grammregel summiert; das soll durch die Gleichung ausgedrilckt werden 
(Abb.286) 
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Aus der Definition folgt gleichzeitig, daB die Summanden auch ver
tauschbar sind: 

lJ1 + "2 =,,~ + "1 = lJ. 

Ein Vektor wird von einem andorn subtrahiert, indem man seinen 
Richtungssinn umkehrt und den Vektor sodann addiert. 

Man weist aus der Abbildung leicht nach, daB gilt 

(Il + lj) + e = Il + (lj + e), 
so daB man einfach schreiben kann: = Il + (j + e. 

Bilden beliebig viele gleichsinnig aneinandergereihte Vektoren 
"1 "2 ... ein geschlossenes Vieleck, so kann man schreiben 

.2'lJ=O, 

was also bedeutet, daB die Vektoren " in diesem Fall keine Resul
tante haben. 

331. Differential eines Vektol's. Eine unendlich kleine A.nderung 
des Einheitsvektors i urn d i kann nur in einer unendlich kleinen 
Richtungsanderung oder Drehung von i bestehen. Der neue Vektor 
ist dann il = i + di, wobei nach Abb. 287 a di.l i, wenn man zum 

Abb. 287 a und b 1). 

Grenzfall di.#"O iibergeht. Demnach stellt sich eine unendlich kleine 
A.nderung eines Vektors lJ = iv, wenn sie lediglich der Richtung nach 
erfolgt. und wenn der Betrag v konstant bleibt, durch eine Parallele 
zu d i dar, wo bei man sich die A b b. 287 a sich selbst ahnlich ver
groBert oder verkleinert vorstelle. 

Eine unendlich kleine A.nderung des Betrages v des Vektors ist dv. 
Eine unendlich kleine A.nderung eines Vektors "=iv besteht dem

nach im allgemeinen aus einer Anderung der GroBe und Richtung; 
" andert sich in lJ+dlJ; i in i+di und v in v+dv (s. Abb. 287b); 
die A.nderung kann so vollzogen gedacht werden, daB zunachst der 
Betrag v konstant bleibt und nur die alte Richtung in die neue iiber
geht, wobei der Einheitsvektor urn di, mithin lJ =iv urn vdi sich 
andert (v d i steht senkrecht auf ,,); hierauf erfolgt noch die A.nderung 
des Betrages urn dv in der Richtung i urn idv, so daB 

_____ cllJ=vdi+idv. 
1) Der spitze Winkel in Abb. 287 nahert sich im Grenzfall di = 0 dem Werte 

Null, die beiden andern dem Wert 90°. In der Zeichnung ist drp nur als kleiner 
Winkel darstellbar; ob die beiden andern gleich groB, oder der eine oder der 
andere als rechter Winkel gezeichnet werden, ist fiir das Ergebnis des Grenziiber
ganges gleichgiiltig. In der Zeichnung wird nur die Annaherung an die Grenze 
dargestellt, nicht der Grenzfall selbst. Die in der Zeichnung stets vorhandenen 
Abweichungen vom Grenzzustand konnen in verschiedenart,iger Weise dargestellt 
'Yerden, was den Anfanger gelegentlich stort. 
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Man erhalt das Ergebnis auch analytisch wie folgt, indem man 
lediglich die durch Gl. (312) definierte Multiplikation eines Vektorbetrages 
mit dem Einheitsvektor benutzt: 

U + dU = (i +di)(v + dV)= iv+ idv+vdi + di dv 
oder mit Vernachlassigung eines Vektors von hoherer Ordnung der Klein
heit und nach Wegheben von U = iv 

dU=d(iv)=idv+vrli ...... (314) 

wobei i dv ~ v di und die Vektorsumme gemeint ist. Man dar.f daher 
den Vektor U = i v nach der aus der Analysis bekannteu Regel fiir 
die Ableitung von Produkten differenzieren. 

Der Einheitsvektor soIl als dimensionslose GroBe aufgefaBt werden. 
Die Dimension wird dem Betrag des Vektors zugeschrieben. 

Bei den Differentialen kommt es bekanntlich nicht auf die absolute 
GroBe an, sondern auf das Verhaltnis, in dem 'sie stehen, wenn das 
Differential der abhiingigen Veranderlichen zusammen mit dem der un
abhangigen verschwindet, kurz auf den Differentialquotienten. 

In einem rechtwinkligen xyz-Koordinatensystem sei ein Vektor r 
mit Komponenten xyz gegeben; die Einheitsvektoren in Richtung 
+ xyz seien iif; dann kann geschrieben werden; 

Ferner ist 

r=ix+iY+fz .. 
dr=idx+idy+frlz .. 

. (312 a) 

. (314a) 

Anwendung. Ein Punkt durchlaufe eine Raumkurve. Es solI 
die Kriimmung der Bahn und die Beschleunigung in Vektorform an
gegeben werden. 

Die Lage des beweglichen Punktes kann durch den von einem festen 
Bezugspunkt 0 ausgehenden Vektor r eindeutig angegeben werden. Zwei 

aufeinanderfolgende Bahnele
mente seien dr und dfl , ihre 
Richtungen - im Grenzfall die 
Tangentenrichtungen - i und 
i + di. Der Vektor di liegt 
in der Ebene der beiden be
nachbarten Bahnelemente, mit 
ander~ Worten der beidenN ach
bartangenten und steht senk
recht auf i (vgl. Abb. 288). Die 
Ebene heiBt Schmiegungs
ebene und der Winkel Kon
tingenzwinkel dqJ. Der Vek
tor di weist auf den Kriim
mungsmittelpunkt M der Kurve 
hin bzw. hat die Richtung der 

Abb. 288. Kurvennormalen. Zwei Nach-
bartangenten schlieBen den 

gleichen Winkel dqJ ein, wie zwei Nachbarnormalen. 1st ds der Betrag 
des Bogenelementes dr so ist nach G1. (312) 

dr=ids, 



Krummlinige Bewegung. 537 

ferner ist nach Abb. 287 und 288 del' Bogen I di I gleich dem Ra
dius I i I mal dem Winkel dT: 

I di I = I i I (IT = dT, 

da ja del' Betrag I i I von i gleich Eins ist. 
Ebenso ist, wenn del' Kriimmungshalbmesser mit R, seine Richtung 

d. h. del' Einheitsvektol' von di mit i bezeichnet wird, weil ds=R·dT, 

1 d d 'l T _~I 
R ds ds 

Dies ist del' Betrag eines Vektol's mit Richtung di, d. h. L del' Vektol' 
ist demnach 

eli 
els 

j 
R 

odeI' eli = jd(p. 

Die Bogenliinge ist eine Funktion del' Zeit, desgleichen die Ge
schwindigkeit b, die Richtung del' letzteren ist i, dahel' ist wie oben 

. . ds 
l!=tV=l-- . 

dt 

Die Beschleunigung, d. h. die Ableitung del' Geschwindigkeit nach del' 
Zeit ist 

6- db _ .d2s I eli ds _ . d2 s eli ~s ds =i d2~ +1.v2. (315',) 
-Tt- l dt2 ' dt dt - t df ds dt dt elt2 R 

Man kann statt dessen auch von dr = ids ausgehen und el'hiilt 
durch Differenzieren: 

d2 r = id2 s + di· els = icrs + jdT ds 

•• 7" I' (d S)2 
=tu"S,l R-

also 

Da die Geschwindigkeit l! und b + ell! in del' Richtung del' Bahn
elemente dr und drl und damit in del' Schl11iegungsebene liegen, so 
liegt auch db und dal11it del' Beschleunigungsvektor 6 in del' Schmiegungs
ebene. Er erscheint in zwei aufeinander senkl'echt stehende KOl11-
ponenten (i _L j; i Tangentenrichtung, j Hauptnormalenrichtung), zerlegt; 

in die Tangential- odeI' Bahnbeschleunigung 6t = i ~~~ und in die N ormal-
dt" 

odeI' Zentripetalbeschleunigung 6" = 6, = j ~2, die von del' Bahn gegen 

den Kriil11mungsmittelpunkt gerichtet ist und den Betrag v2 jR hat, also 

6=6t +6,,=6t +6, ...... (315a) 

Bei gleichformiger Kreisbewegung ist 6t = 0 und nur i 6 n I = v2 / R 
vorhanden, da die Geschwindigkeit nul' ihre Richtung iindert, nicht 
abel' ihre GroBe. 

Fiir die Ul11fangsgeschwindigkeit u del' gleichformigen Kreisbewegung 
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im Kreis mit Halbmesser R erhiilt man, da hier r = - i R gewiihlt 
werden kann: 

U=tI= dr = d(-i~~=_(i dR+ di.R) 
dt dt dt dt 

oder da dRjdt= 0: 

hierin bedeutet 

U=lU·R; 

lU=~=- dj 
R dt 

die Umfangsgeschwindigkeit im Abstand R= 1, die sog. Winkel
geschwindigkeit. Diese erscheint hier als ein Vektor parrtllel zu U, 
betr. die allgemeinste einfachste und eindeutige Darstellung vgl. 335, 
III, 1 a. 

332. Skalal'es Pl'odukt zweiel'Vektol'en Il und fi. Darunter solI 
das Produkt aus den Betriigen a und b der beiden Vektoren und aus 
dem Kosinus des eingeschlossenen Winkels verstanden sein, oder, was 
dasselbe ist, das Produkt aus dem Betrag des einen Vektors und dem 
Betrag der Projektion des andern Vektors auf ihn; Schreibweise Il fi; 
sprich skalares Produkt a b: 

Ilfi=a.b,cos(llli)=ab.cosa ...... (316) 

Dem skalaren Produkt entspricht in der Mechanik genau der Arbeits
begriff. Wirkt eine Kraft, liings des Weges dr (1:: 'dr=a), so ist 
die Arbeit 

,df=P·ds·cosa, 

d. i. Definitionsgleichung der Arbeit, die auch eine richtungslose, skalare 
GroBe ist. Vgl. 119. 1) 

Nach S. 279 ist die Arbeit in Komponentenform ausgedriickt: 

Abb. 289. 

P·ds·cosa=Xdx+Ydy+Zdz, 

wo XY Z die Komponenten von P und dx dy dz 
die Komponenten von ds nach drei rechtwink
ligen xyz-Achsen sind. Damit ist der Zusam
menhang zwischen Vektorform und Komponen
tenform fiir das skalare Produkt allgemein aus
gedriickt. 

Aus 
=cosa: 

der Definition des skalaren Produktes folgt, da cos ( - a) 

Ilfi=fill, 

die vektoriellen Faktoren des skalaren Produktes sind vertauschbar. 

1) Die Arbeit, das sog. Linienintegral der Kraft (S. 234), ist nur ermittelbar, 
wenn \IJ in Funktion von r bekannt ist. Das Differential \IJ d r ist kein vollstandiges; 
es muB noch eine Nebenbedingung gegeben sein. Demgegeniiber kann das Integral, 
. das die Anderung der Energie, der potentiellen, wie der aktuellen, ausdriickt, 
obnt' Nebenbedingung ermittelt werden, es muB nur der Anfangs- und Endzustand 
bekannt sein. Das Differential der Energie ist also ein vollstandiges. Die Energie 
ist eine sog. ZustandsjrroBe, die Arbeit eine "Verlauf~groBe". Vgl. S. 237. 

In besondern Fallen ist das Linienintegral der Kraft vom Weg unabhiingig, 
Z. B. beim Transport eines Gewichts G vom Niveau ho auf das Niveau h1' allgemein, 
wenn die Krafte ein Potential haben. V gl. den Zusatz S. 558. 
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Ferner kann man aus einer geometrischen Abbildung sofort ablesen 

(4 + tt) c = 4 C + tt C, 

es gilt mithin das sog. distributive Gesetz. 
Hierdurch ist die Bezeichnung "Produkt" gerechtfertigt. 
Ferner ist 

4 tt = i1 a ~ b = (i1 12) a b, 

daher ist i1 ~ = cos IX. Stehen i1 und ~ senkrecht aufeinander, so ist 
i1 i~ = 0, also auch 4 tt = O. Ist umgekehrt das skalare Produkt 4 tt = 0, 
so stehen die Vektoren 4 und tt senkrecht aufeinander, sofem a bzw. tt 
selbst nicht N uIl ist. 

Sind 11 und i2 gleichgerichtet, so ist 

i1 i2 =ii=i2 =1; att=ab; a2 =a2 • 

Differential des skalaren Produktes zweier veranderlicher 
Vektoren 11 und b. Es seien 11 und b Funktionen von 1. Zum Wert t 
der unabhangigen VeranderIichen geh6ren die Werte 11 und b der ab
hangigen Veranderlichen und deren skalares Produkt 11 b; zum Wert 
t+ dt die Werte 11+ dll und b + db und das skalare Produkt (11 + dll) 
(b + db). Die Anderung des skalaren Produktes d (11 b) ist demnach: 

d(lI b) = (11 + dll) (b + db) -11 b 

=11 b +lIdb + b dll +dll dll -1Il1 

= 11 dll + b dll, . . . . . . . . . . . . (317) 

wenn die unendlich kleine GroBe h6herer Ordnung dll db gegenuber 
den anderen vernachlassigt wird. Die Ableitung eines skalaren Produktes 
erfolgt daher nach der aus der Analysis bekannten Regel fur die Ab
leitung von Produkten. 

Dividiert man mit dem Skalar d t durch, so wird 

(317 a) 

333. Anwendung : Bewegung 
einer geraden starren Stange (Schub
stange). 

~--------L----------~ 

I. Lage der Punkte, Ge
sch windigkeit und Beschleuni
gung einer starren Geraden. 
Abb.290. 

Von einem Fixpunkte 0 gehen 
zu den Endpunkten 1 und 3 und 
zum beIiebigen Punkt 2 einer starren 
Geraden die Vektoren .. , It und ~. 

~----.A.·L---~o(,---

Abb. 290. 

Die Lange 13 = l sei durch 2 im Verhaltnis ).,: ft geteilt, 
12 =).,l uud 23 = fll; vektoriell geschrieben lautet dies.: 

also 

(~-")=2(1t-") uud (1t-~)=fl(It-"), 

}'+fl=1. 

so daB 
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Es folgt: 

woraus (318) 

Diese Gleichung driickt in Vektorform die Bedingung aus, daB del' 
I£ndpunkt 2 des Vektors ! die Verbindungsgerade 13 del' Endpunkte 1 
lwd 3 del' von einem Fixpunkt ausgehenden Vektoren 4'und It im Ver
iiiJtnis .4: fl teilt. Zieht man durch 2 Parallelen zu ., und It, so HiBt 
,ich Gl. (318) unmittelbar aus dem gezeichneten Parallelogramm ablesen. 

1st die Stange starr, so sind .4 und f-l konstant und es sind bei 
3iner Bewegung del' Stange nul' 4', It, ! Funktionen del' Zeit t. Durch 
Iweimaliges Ableiten nach t erhalt man aus Gl. (318) fiir die Ge
whwindigkeiten und die Beschleunigungen 

~!_ =}, d It + II d4' odeI' t = ,{ 4 
dt rtt I ilt 1';,1 

! = ), ij + ,u ~. J 
d2 ! d2 q d2 4' 

.4 + I/. odeI' ali = dt2 - r dt2 

. . (31$1) 

)ie Gl. (319) stimmen in del' Form genau mit (318) iiberein, woraus 
'olgt (Mehmke): Tragt man die Geschwindigkeiten - und gleiches 
~ilt von den Beschleunigungen - einer Punktreihe einer starren Ge
'aden von einem Fixpunkt 0 aus als Vektoren ab, so liegen die End
lUnkte auf einer Geraden und bilden eine zur gegebenen 
ieraden ahnliche Pnnktreihe. 

Daraus laBt sich einfach geometrisch einsehen (Satz I), daB _, die 
Dndpunkte del' Geschwindigkeiten und Beschleunigungen 
iner auf einer starren Geraden befindlichen Punktreihe 
vieder je auf einer Geraden liegen und eine zur gegebenen 
>unktreihe ahnliche Punktreihe bilden". 

Hiernach kann man die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen 
,ller Punkte durchProportionalteilung konstruieren, wenn die Geschwindig
:eiten und Beschleunigungen von zwei Punkten del' starren Geraden 
ach GroBe und Richtung gegeben sind. 

II. Ermittlung del' Geschwindigkeit. Die Stange von del' Lange l 
ann eine beIiebige raumliche odeI' ebene, freie odeI' zwanglaufige Be
'egung machen. Die augenblickIiche Lage del' Stange ist mit den Be
sichnungen del' Abb. 290 durch den Vektor (It- 4') nach GroBe und 
~ichtung dargestellt. W ir bilden das skalare Produkt (It - .,) (It - 4') 
del' (It- .,)2; es isi nach del' Definition des skalaren Pl'oduktes gleich 
em skalaren Wert P: 

(q_.,)2=l2 
urch Ableiten nach del' Zeit t folgt; 

2 (Il-") (~q -- d4') = 0 
rl t dt 

. . (320) 

ier mit del' abgekiirzten Bezeichnung ~ und it fi.lr die Geschwindig
siten del' Stangenenden 1 und 3: 

. . (321) 
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Die durch die beiden Klammern dargestellten Vektoren stehen daher 
nach der Definition des skalaren Produktes senkrech t aufeinander, 
d. h. die geometrische Differenz der Geschwindigk~iten ( .. -.) der 
Stangenenden steht senkrecht auf der Stange oder ihrem Vektor (4 - .,). 

Den Grundeigenschaften der skalaren Multiplikation zufolge darf 
man die letzte Gleichung auch in der Form schreiben: 

(4- 4'H = (4- 4')" 
d. h. die Projektionen der Gesch windigkeiten der Stangen
enden auf die Stange sind gleich lang und gleich gerichtet, 
eine Folge der Starrheit der Stange. In Verbindung mit den Satzen 
des letzten Abschnittes folgt: Tragt man die Geschwindigkeiten einer 
Punktreihe einer starren Geraden von einem Fixpu:t;tkt aus ab (Ge
schwindigkeitsplan), so Hegen die Endpunkte auf einer zur Stangen
richtung senkrechten Geraden und bilden eine zur gegebenen Punkt
reihe ahnliche Punktreihe, und ferner: Die Projektionen der Ge
schwindigkeit samtlicher Stangenpunkte auf die Stangenrichtung sind 

Abb. 291. 

in einem beliebigen, aber bestimmten Zeitpunkt gleich groB und gleich 
gerichtet. 

1st demnach die Geschwindigkeit eines Stangenpunktes nach GroBe 
und Richtung gegeben, und die eines zweiten Stangenpunktes der 
Richtung nach, so ist wegen der Gleichheit der Projektionsgeschwindig
keit auch die Geschwindigkeit des zweiten Punktes der GroBe nach 
kOhstruierbar; die Geschwindigkeiten anderer Stangenpunkte werden 
durch Proportionalteilung gefunden. 

Beispiel: Zeichnerische Ermittlung der Kreuzkopfgeschwindigkeit 
in einem einfachen Kurbelgetriebe. Abb. 291 1). 

Gegeben sei die Umfangsgeschwindigkeit ~ des Kurbelzapfens 1, 
tangential an dem Kurbelkreis vom Halbmesser r wirkend. Man kann 
den Geschw~~digkeitsmaBstab so wahlen, daB die Lange von, gleich.?' 
wird; d. h. 15 = r = Kurbelzapfengeschwindigkeit. 

Die Anwendung der obigen Satze liefert folgende Konstruktion: 

1) In Abb. 291 ist p' q' t geschrieben statt ~ q i;. 
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FaIle von Punkt 5 das Lot auf die Stange, ziehe 14 parallel zur Kreuz
kopfbahn, dann ist 14 die Kreuzkopfgeschwindigkeit des Punktes 2. 

Beweis: 14 hat die vorgeschriebene Richtung und den Richtungs
sinn der Kreuzkopfbewegung, und die Projektion von 14 auf die Schub
stange ist gleich groB und gleich gerichtet wie die Projektion von 15 
auf die Stange. Die Konstruktion geniigt also dem oben angegebenen 
allgemeinen Satz. 

Kiirzere Konstruktion: Verlangere die Stange bis O. 1st dann 
]If 1 = r = clm die Kurbelgeschwindigkeit, so ist M 0 = Kreuzkopf
geschwindigkeit vim und 01 = del' Drehgeschwindigkeit der Stange 
um 2. 

Dreieck 145 ist kongruent M 01, 51~ die entsprechenden Seiten 
aufeinander senkrecht stehen und 15 = M 1 ist. 

Die Geschwindigkeitsstrecken im Geschwindigkeitsplan MOl sind 
gegen diejenigen im Dreieck 145 um 90° gedreht (um 90° gedrehter 
Geschwindigkeitsplan M 01). 

Die Geschwindigkeit t eines beliebigen Stangenpunktes 3 findet 
man, indem man im Geschwindigkeitsplan 145 die Strecke 45 so teilt, 
daB 53: 34 = Ix: x 2; einfach gestaltet sich diese Konstruktion im ge
drehten Gescliwindigkeitsplan MOl, indem M 6 paraUei zu M' x ge
zogen wird. Vgl. auch Abb.265. 

III. Beschleunigungszustand einer geraden starren Stange. 
Durch nochmaliges Ableiten von Gl. (320) nach del' Zeit erhiilt man: 

wo del' zweite Summand ein skalares Quadrat bedeutet, oder abge
kiirzt: 

woraus 

odeI' 

(p - It) (~ - if) + (~ - 4)2 = 0, 
(p - It) (~ - if) = - (~ - q)2 

(~- It)(ij -~) = (~ - 4)2. . . . . . . (322) 

Gl. (322) laJ3t sich geometrisch deuten. Es ist namlich (p - It) del' 
Vektor del' Stange mit Absolutwert oder Betrag l; (ij -~) ist del' 
Vektor del' Beschleunigungsdifferenz beider Stangenenden q und p 
(Abb. 292); das skalare Produkt dieser beiden Vektoren ist das Produ.kt 
aus Stangenlange und Projektion del' Beschleunigungsdifferenz del' 
Stangenenden auf die Stange; del' Absolutwert diesel' Projektion sei d 
genannt. (~ - 4) ist der Vektor del' Geschwindigkeitsdifferenz beider 
Stangenenden, dessen Absolutwert u nach dem letzten Abschnitt ermittel
bar ist, das skalare Produkt (~- 4)2 hat den Wert u2 ; Gl. (322) besagt 
also, wenn man lediglich die "Betrage" del' Vektoren betrachtet: 

l·d=~~2. 

Die einzige Unbekannte d diesel' Gleichung ist konstruierbar. d ist 
del' Betrag der in die Stangenrichtung fallenden Vektorkomponente, 
deren Richtungssinn nach Gl. (322) odeI' Abb.292 dem Stangenvektor 
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entgegengesetzt ist; diese Vektorkomponente ist demnach nach GroBe 
und Richtung bekannt. N ach sofort anzugebender Konstruktion findet 
sich der projizierte Vektor ij - ; und schIieBlich, da ~ gegeben ist, 
noch der gesuchte Vektor ij der Beschleunigung des Punktes q (Kreuz
kopf). 

Nach vorstehendem ist vor aHem d so zu konstruieren, daB u die 
mittlere Proportionale von lund d ist. 

Hierfiir sind von Mohr, Rittershaus, Kirsch, Land, Auten
rieth, Mehmke Konstruktionen angegeben worden. 

Von den beiden letzten Autoren stammt das folgende Verfahren 
zur Aufzeichnung der Beschleunigung eines einfachen Kurbel
getriebes (Abb. 292): rst die Umfangsgeschwindigkeit der Kurbel v = r 
gewahlt, was w = 1 voraussetzt, so ist auch die Zentripetalbeschleunigung 
des Kurbelzapfens rw2 = r; sofern sich die Kurbel gleichformig dreht, 
ist auBer rw2 keine andere Beschleunigungskomponente am Kurbel
zapfen p vorhanden. 

Beschreibe zur Ausfiihrung der Konstruktion in Abb.292 mit 
Op [= Betrag u = ~ - 4J als Halbmesser einen Kreis um das Kreuz-

kopfende q der Stange, ziehe von p die Tangente pD an diesen Kreis 
und ziehe q D .l. pD. FaIle von D das Lot D FE auf die Stange, das 
die Stange in F schneidet. Ziehe pEIIOq und durch E die ParaHele 
E G zu ;, dann ist q G = ij nach GroBe und Richtung die gesuchte 
Kreuzkopfbeschleunigung. 

Beweis: Nach Konstruktion ist: 

(qD)2 = (qF). (pq). 
Hieriii ist, ebenfaHs nach Konstruktion, q D der Absolutwert der 

Geschwindigkeitsdifferenz (oder relativen Geschwindigkeit) u = ~ - 4 
der beiden Stangenenden und p q = l die StangenIange. Daher ist q F 
identisch mit der in der obigen Herleitung vorkommenden GroBe d 
und bedeutet die Projektion der Beschleunigungsdifferenz ij - ~ der 
beiden Stangenenden. Die Konstruktion liefert diese Projektion in 
bequemer Lage; ihre vektorielle Richtung ist dem Stangenvektor ent
gegengesetzt, geht also von q nach F. 

Man sieht, da E G = ~ gemacht wurde, folgt aus dem Bisherigen: 

Ve~tor qG=4 -;+~=4, 

d. h. qG bedeutet die Kreuzkopfbeschleunigung nach GroBe und Richtung. 
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Diese Streeke ist mit dem gleiehen MaBstab, wie die Streeke 
Op = r abzumessen und mit w 2 zu multiplizieren. 

Die Konstruktion kann ohne Sehwierigkeit aueh auf den Fall 
ubertragen werden, in dem die Kurbel sieh ungleiehformig dreht, 
in dem also die Kmbelbesehleunigung ~ auBer einer zentripetalen Kom
ponente rw 2 noeh eine tangentiale Komponente 'lfJrw2 besitzt, die meist 
ein Bruehteil '1P der Zentripetalbesehleunigung sein wird. Die obige 
Konstruktion kann der Studierende leieht selbst abandern. 

334. Das vektorielle PI'odukt zweier Vektor8u. Zwei aneinander
gereihte Vektoren a und li bestimmen ein Parallelogramm. Ist IX der 
von a und li eingesehlossene WinkeJ, so hat die ParallelogrammHaehe 
den Inhalt a·b·sinlX. Wir legen der Flaehe einen Umlaufsinn bei, der 
dmeh die Pfeilfolge der Streeken a und li bestimmt sein solI. Wie 
die Abb. 293 erkennen laBt, sind zwei Falle moglieh; sie mussen im 
naehfolgenden dureh eine bestimmte Vereinbarung untersehieden werden. 
Das Parallelogramm hat mithin drei wesentliehe Merkmale: Flaehen
inhalt, Stellung del' Flaehe im Raum, Umlaufsinn. Entspreehende 

Abb. 293. 

Merkmale hat aueh ein Vektor, del' senkreeht auf del' Parallelogramm
Hache erriehtet und mit einem Riehtungspfeil so versehen wird, daB 
man gegen den Pfeil und die Flaehe bliekend einen uhrzeigermaBigen 
Umlaufsinn gewahrt; der Vektor ist der ParallelogrammHaehe eindeutig 
zugeordnet und hat den Betrag a·b·sina und er soU als das vekto
rielle Produkt del' Vektoren a und li bezeiehnet werden. Das 
vektorielle Produkt zweier Vektoren ist also im Gegensatz zum skalaren 
Produkt wieder ein Vektor. Das vektorielle Produkt von a und li 
wird [ali] gesehrieben, und gesproehen: Vektorprodukt abo 

Bebrag [ali]=a.b.sin(ali)=absincc (323) 

Der Winkel (ali) = cc entstebt dureh Uhrzeigerdrehung von a in die 
Riehtung li um das pfeilfreie Ende von a. 

LliBt man die Vektoren a und li unverandert und vertauseht nur 
ihl'e Reihenfolge, so erkennt man, daB del' Umlaufsinn des Parallelo
gl'amms del' heiden Vektoren umgekehrt worden ist, wahrend die 
Flaehe und del'en SteUung im Raum ungeandert gehlieben ist; dureh 
die Vertausehung del' Vektoren des Vektol'produktes bleibt mithin del' 
Betrag und die Riehtung des Vektors dieses Produktes ungeandert, 
der Riehtungssinn (und damit das Vorzeiehen) wird abel' entgegen
gesetzt: vgl. aueh sin (a li) = - sin (till). 

[ali]=-[tiIl] ........ (324) 
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Die Faktoren des Vektorproduktes sind also nicht vertauschbar. 
Es ist die Reihenfolge der Vektoren zu beachten. Die Buchstaben
folge [a6] solI bei einem Vektorprodukt bedeuten, daB an die Pfeil
spitze des Vektors a der pfeilfreie Anfang des Vektors 6 angefiigt sei, 
womit ein Umlaufsinn festgelegt wird. Die Richtung des Produkten
vektors ergibt sich nach der oben angefiihrten Regel; nachdem wir 
hier wle immer in dies em Buch ein linkshandiges Koordinatensystem ver
wendet haben, kann man sich die Stellung der drei Vektoren a, 6, [ali] 
mit Hilfe einer Dreifingerregel der linken Hand merken, indem der 
Dawnen den Vektor a, der Zeigefinger den Vektor 6 und der Mittel
finger den Vektor des auBeren Produktes [a6] bedeutet. 

Aus der Definition de3 Vektorproduktes folgt, daB, wenn dessen 
beide Vektoren zusammenfallen oder parallel sind, das Vektorprodukt 
Null ist: 

[a6] =0, 

wobei weder a noch 6 Null zu sein braucht. Insonderheit ist fiir den 
Vektor a das Vektorprodukt in sich selbst 

[1lIl]=0 ...•..• (325) 

Umgekehrt gilt: Wenn [a 6] = 0 und a und 6 selbst nicht Null 
sind, so sind a und 6 gleich gerichtet. 

Das Vektorprodukt wird nach der gleichen Regel differenziert wie 
das skalare Produkt; es ist: 

d[ali] = [ad6] + [(da) 6], . . . . . . (325a) 

was wie auf S. 539 bewiesen wird. Hierbei ist die Reihenfolge der 
Faktoren des Vektorproduktes zu beachten. 

Dem Begriff des Vektorproduktes entspricht in der Mechanik z. B. 
das Moment einer Kraft $ in bezug auf einen Punkt O:!n = [r $] ; 
vg1. die eingeklammerten Bezeichnungen in Ab.b. 293. Auch dieses hat 
drei Merkmale: GroBe, Stellung im Raum, Drehsinn. 

Zufolge 22 kann der Vektor eines Kraftmomentes oder Krafte
paares an dem starren Korper, den es angreift, beliebig parallel ver
schoben werden. Er heiSt deshalb freier Vektor. Zufolge 27 diirfen 
die Momentvektoren vektoriell addiert werden. 

Auch die Umfangsgeschwindigkeit U=TW ist durch ein Vektor
produkt bzw. einen Vektor u = [wr] darstellbar, vgl. 335, III, 1 a 1). 

Zusammenhang der Vektorform [r$] mit der Koordinatendar
stellung: In Abb. 22 sei nach GroBe, Richtung und Richtungssinn 
o Al = r und Al PI = $. Das statische Moment von PI in bezug auf 0 
ist dann vektoriall geschrieben !n = [r$]. Zufolge G1.10 sind die Kom
ponenten bei Verwendung eines linkshandigen xyz-Koordinatesystems 

Mx=yZ -zY _7J1y =zX --xZ M.=xY -yX. 

1) Der Vektor lU der Winkelgescbwindigkeit ist an die Drehachse gebunden, 
er ka.nn nur auf dieser verschoben werden und heiBt gebundener Vektor. DaB 
bei gIeichzeitiger Drehung eines starren Korpers um zwei parallele oder sich 
.schneidende Achsen die Vektoren der Winkelgeschwindigkeiten vektoriell addiert 
werden diirfen, geht aus 228, 229, ~27 hervor, was indes nur fiir die momentane 
Drehung m. a. W. fiir eine unendlich kleine Drehung zuliissig ist. Endliche 
Drehungen diirfen dagegen nicht ebenso behandelt werden. Vgl. Spielrein, Vek
torenrechnung S. 147. 

Autenrieth·Ensslin, Mechsnik. 3. Auf!. 35 
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Die Regel gilt allgemein. So sind die Komponenten des Vektors [lVi)]: 

wyDz - wZDy wzD", - w"Dz w"Dy - wyD",. 
Die Bildung kann im AnschluB an folgendes Schema geschehen 

Komponenten von lV: 

" " 
i): 

dessen Gebrauch man sich leicht selbst zurechtlegen kann. 
Fur das Vektorprodukt gilt das distributive Gesetz, 

[(a + li)e] = [ae] + [lie] ~ . . . . • (326) 

durch das die Bezeichnung "Produkt" fur [ali] gerechtfertigt. wird. 
Geometrisrh bedeuten die einzelnen Vektorprodukte wieder Vektoren: 
es ist die geometrische Summe der rechts vom Gleichheitsz.eichen 
stehenden Vektoren gleich dem links stehenden Vektor, m. a. W. die 
Summe der Projektionen, der beiden rechts stehenden Vektoren auf 
die Richtung des links stehenden Vektors ist- diesem gleich, wobei 
die Richtungen der drei Vektoren angebbar sind. Nun handelt es sich 
hier um Vektoren von Vektorprodukten, und diesen sind definitions

gemaB Flachen zugeordnet, die auf den 
Vektoren senkrecht stehen. Statt des Vek
tors darf man daher die zugeordnete Flache 
setzen. Die Vektoren ali e begrenzen ein 
Parallelflach, einen sog. Spat, Abb. 294. 
Durch die linke vordere Ecke ist senk
recht zu e eine Querschnittsebene gelegt, 
in der die Vektoren a' li' e' erscheinen; des
gleichen durch die linke hintere Ecke. 
Nun ist [a' e] = [ae]; [li' e] = [lie] und 

[(a' + li/) e] = [(a + li) e], da durch die Parallelverschiebungen an Inhalt, 
Stellung und Umlaufsinn der Parallelogrammflachen nichts geandert 
wird. Ihre Betrage sind a' c, b' c, i (a' + li/) I . t; sie sind also den drei 
Seiten der schraffierten Stirnflliche proportional. Auch die Richtungen 
der drei Momentvektoren sind bekannt; sie stehen auf den zugehorigen 
Seiten der Stirnflii.chen senkrecht. Die Momentvektoren bilden daher' 
ein sich schlieBendes Dreieck, das gegen das Stirnflachendreieck in 
dessen Ebene um 90 0 gedreht ist, d. h. der Vektor [(a + li) e] ist die 
Resultante der Vektoren [a e] und [li e], was zu beweisen war. 

Anhang 1. Das skalare Produkt aus einem Vektorprodukt [ali] 
und einem Vektor e. 

Man denke sich drei Vektoren ali e von einem Punkt aus in der 
Reihenfolge Daumen, Zeigefinger, Mittelfinger der linken Hand aufge
tragen und das zugehorige Parallelflach gezeichnet. Die Grundflliche 
ist [ali] (Gl. 323) mit Betrag f; [ali] sei als Vektor senkrecht zur 
Grundflache aufgetragen und bilde mit e den Winkel cp, dann hat 
das skalare Produkt [ali] c den Betrag f·c·coscp, d. i. der Ranm.inhalt 
des Parallelflachs. Denselben Rauminhalt stellt auch das skalare Pro
dukt [lic] a dar und ferner [ea] li. Daher ist (beachte die zyklische 
Vertauschung) : 

[ali]e=[lie]a=[ea]li ......• (327) 
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Anhang 2. Ohne Beweis sei hier del' sog. Entwieklungssatz 
angefi1hrt (Beweis siehe Lehrbiicher der Vektorenrechnung). 

iI = [a [6 e]] = ae·6 -a6 ·e. 

Das Produkt ist also ein Vektor. 

Anhang 3. Aus diesem Satz folgt: 

[a6] [eill = ae·6i1-ail·(ie. 

335. Ein'ige Gl'undlehren del' lVlechanik in Vektordal'stellung. 
1m nachfolgenden ist vorausgesetzt, daB der mechanische Saehverhalt 
selbst, wie er in diesem Lehrbuch dargelegt wnrde, bekannt ist, daB es 
sich also nur um die Einkleidung in die Vektorform handelt. 

1. Aus del' Statik. 
1. Die Resultierende beliebiger Krafte $1 \l.~2'" an einem Punkt 

oder an einem materiellen Karper ist naeh der Parallelogrammregel: 

i=n 

III =.2 $i' 
i=1 

2. Die Parallelogrammregel ist, wie in 27 bewiesen, aueh auf 
Kraftepaare und statisehe Momente anwendbar, wenn man diese als 
Vektoren senkrecht auf den Ebenen der Kraftepaare naeh Poinsot 
aufbragt; das resultierende Moment ist dann: 

wenn ri der yom Bezugspunkt (Reduktionspunkt) zur Kraft $i gehende 
Fahrstrahl ist. 

3. Ein materieller Punkt ist im Gleichgewicht, wenn lll=.2'$ 
= 0; ein materieller Karpel', wenn auBerdem in bezug auf einen be
liebigen Punkt 2:IDl = 0 ist. 

4.Sehworpunkt. Gegeben ist ein Punkthaufen oder ein aus 
Elementen bestehend gedaehter Korper. Von einem beliebig gewahlten 
Bezugspunkt 0 flihre zu einem beliebigen Punkt oder Korperelement 
von del' Masse Ll m der Fahrstrahl r. Bildet man den Durehschnitts
wert 

2.'Ll rnl" 2.' Ll m r 
r =---=~ ---
o .2'Llm m 

, . . . . . • (3281 

so ist damit ein Punkt im Abstand ro von 0 festgelegt. Erweitert 
man die beiden Seiten mit dem Vektor 9 vom Betrag I III = 8,81 [mjsk2] 

del' Beschleunigung cles freien Falles, indem man mit 9 vektoriell multi
pliziert, so erhiilt man 

[romg] = 2.' [!Jmrg], 

welehe Gleiehung man leicht als die Momentengleichung del' parallelen 
SehwerkrMte in bezug auf 0 identifiziert, gemaB dem Momentensatz: 
Das Moment des Gesamtgewichts mg, am Ende des Vektors ro ver
einigt gedaeht, in bezug auf 0 ist gleieh del' gcometrischen Summe 
del' auf 0 bezogenen Momente del' Gewiehte der Einzelpunkte odeI' 

35* 
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Korperelemente. Die erste Gleichung fur fo ist also nichts anderes 
als die mit !l vereinfachte Momentengleichung. Der Endpunkt des 
Vektors to ist der Schwerpunkt, in dem das Gesamtgewicht bzw. 
die Gesamtmasse vereinigt gedacht werden darf. Durch Annahme eines 
andern Bezugspunktes 0' im Abstand 11 von· 0 laBt sich zeigen, daB 
der Mittelpunkt der parallelen Schwerkrafte oder allgemeiner Massen
krafte - der Schwerpunkt bzw. Massenmittelpunkt - ein eindeutig 
bestimmter Punkt ist. Wird namlich der Vektor von 0 nach Ll m mit 
t und von 0' nach Ll m mit f', der Vektor 00' mit 11 bezeichnet, also 
f = t' + 11 gesetzt, so ergibt sich durch erneutes Anschreiben des Durch
schnitts to' schlieBlich to = f: + 11. Der Mittelpunkt paralleler Krafte 
ist ein eindeutig bestimmter Punkt. 

Bei einem starren Korper ist der Schwerpunkt uberdies ein unver
anderlicher Punkt des Korpers. Die Elementarbewegung eines starren 
Korpers kann demnach aufgefaBt werden als ein Fortschreiten des 
Schwerpunktes (mit "0) und eine Drehung um eino Momentanachse 
durch den Schwerpunkt (mit Wo)' 

II. Aus der Dynamik des materiellen Punktes. 
5. Das dynamische Grundgesetz des materiellen Punktes schreibt 

sich vektoriell 

(329) 

Der Vektor $ der beschleunigenden Kraft und derjenige der Be
schleunigung fallen in die gleiche Richtung. 

Bei krummliniger Bewegung kann die Beschleunigllng tangential 
und normal zur Bahn zerlegt werden, es ist namlich nach 315a: 
li = lit + lin = lit + liz, dahcr auch die beschleunigende Kraft in die 
zwei aufeinander senkrecht stehenden Komponenten, die Tangential-

~s ~ 
kraft $t = mid t2 und die N ormal- oder Zentripetalkraft $z = rn, i R 
zerlegt, wo i und i die Einheitsvektoren der Tangenten- bzw. Nor
malenrichtung sind. Es ist also $ = $t + $z. Die eben genannten 
Beschleunigungen und Beschleunigungskrafte .liegen in der Schmie-· 
gungsebene. 

6. Schreibt man das dynamische Grundgesetz in der Form $dt 
= m db und integriert zwischen t = 0 und t = t, zu welcher Zeit die 
Geschwindigkeit.O und b sein mage, so ist 

t 

f$dt=m,,=ZS • • . . . (330) 
o 

in Worten (186): Der Antrieb oder Impuls der Beschleunigungskraft 
eines materiellen Punktes in der Zeit 0 bis t ist gleich der Anderung 
der BewegungsgroBe oder des Triebes m tJ in der gleichen Zeit; oder 
da $.dt=dZS oder $=dZS/dt: Die Beschleunigungskraft ist nach 
GroBe und Richtung gleich der Anderungsgeschwindigkeit des Triebes, 
eine andere Form, des dynamischen Grundgesetzes. Der Trieb ~ ist 
ein in die Richtung der Geschwindigkeit fallender Vektor. 

7. Zieht man von einem beliebigen Bezugspunkt 0 zum materiellen 
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Punkt m einen Fahrstrahl f und multipliziert 
Gl. ~ = m" vektoriell mit f, so erhalt man 

die beiden Seiten der 

t)= [f~] '-:""'m [u] .. . (331) 

Dieser Vektor heiBt der Drall oder Sehwung des materiellen Punktes 
in bezug auf O. Dureh Ableiten nach t erhalt man zufolge (325 a) 

~~ = [mf ~~J + l m ~:" ] = [f$J + [m" "J 

oder da [" "J = 0 zufolge (335): 

dt) 
-dt = [f$] =~, ........ (332) 

d. h. fiir emen beliebigen Bezugspunkt 0 ist das Moment der besehleuni
genden Kraft naeh GroBe und Drehsinn gleieh der Anderungsgesehwindig
keit des Dralles oder Sehwunges des materiellen Punktes. 

8. Satz von der sekundliehen Arbeit, Leistung. Multipliziert 
man beide Seiten des dynamisehen Grundgesetzes skalar mit ", so wird 

d" d (1 ") $" = m dt ,,= dt "2 m ". .•... (333) 

Link!) steht das Produkt aus Gesehwindigkeit und Projektion der Kraft 
auf diese, d. i. die sekundliehe Arbeit der Kraft $ oder ihre Leistung N; 
reehts steht, da das skalare Produkt ,,2 gleieh dem Betrag v2 ist, die 
Anderung der Bewegungsenergie oder Wucht des materiellen Punktes 
E = l m v2 ; somit ergibt sieh, vgl. 170 : 

N=dE/dt. 

Die Leistung der Kraft ist gleieh der Anderungsgesehwindigkeit der 
Energie, d. h. der Anderung der Energie in der Zeiteinheit. 

Wie fiir einen materiellen Punkt konnen die vorstehenden S1ttze 
fUr einen Punkthaufen oder einen starren Korper (d. i. ein Punkthaufen 
mit unveranderliehen Abst1tnden der Punkte) abgeleitet werden. 

III. Aus der Dynamik des starren Korpers. 
1 a. Wir besehranken uns im nachfolgenden auf den starren Korper 

und haben zur Vorbereitung auf die dynamischen S1ttze den Bewegungs
zustand (Kinematik) vektoriell zu beschreiben. Da die Elementar
bewegung als Fortschreiten des Sehwerpunktes mit Gesehwindigkeit "0 
und als gleiehzeitige momentane Drehung um eine Schweraehse mit 
Winkelgesehwindigkeit ttl aufgefaBt werden kann, so hat jeder Korper
punkt gleichzeitig zwei Geschwindigkeiten, 1. die Fortschreitgesehwindig
keit "0 des Sehwerpunktes und 2. die Umfangsgesehwindigkeit tt, deren 
Betrag r wist, sofern r den Abstand der Punktes P von der momen
tanen Drehaehse und w den Betrag der Winkelgeschwindigkeit be
deutet. Es ist demnaeh die Gesamtgesehwindigkeit von P 

,,= '0+ tt. 
Die Lage des Korperpunktes P sei dureh den Vektor f von einem 
Bezugspunkt 0 naeh P festgesetzt; als Bezugspunkt wahlen wir den 
Sehwerpunkt. Die Winkelgeschwindigkeit wist momentan allen Korper-
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punkten gemeinsam; sie werde, da sie den augenblicklichen Drehungs
zustand kennzeichnet, nicht etwa als Vektor der Umfangsgeschwindig-

I 
u 

Abb. 295. 

keit tangential an deren Richtung im Ab
stand 1 aufgetragen, sondern als Vektor W 
mit Betrag w auf der momentanen Dreh
achse, vom Bezugspunkt 0 aus; die Umfangs
geschwindigkeit u mit Betrag r w kann dann 
als Vektorprodukt [f ttl] aufgefaBt werden, da 
dessen Betrag I r I w . sin p = r wist und die 
Richtungen von u und [w r] dieselben sind. 
Vgl. Abb. 295, in die lIo nicht eingezeichnet ist. 

Man hat mithin: 

lI=tlo+[Wf] .•. (334) 

1 b. Relative Bewegung. In einem 
raumfesten Koordinatensystem mit Ursprung 
o bewege sich ein anderes so, daB dessen Ur-
sprung 0' eine Kurve beschreibt und daB 

das bewegte System sich um eine durch 0' gehende Achse dreht. Es 
soU die Lage, Geschwindigkeit und Beschleunigung eines bewegten 
Punktes P in bezug auf das raumfeste und auf das raumbewegliche 
System angegeben werden. 

Ein die Bewegung des beweglichen Systems mitmachender Beob
achter sieht den Punkt Peine Kurve durchlaufen, die die relative 
Bahn genannt wird. Es ist vorteilliaft, die relative Bahn mit dem 
beweglichen System sich als fest verbunden zu denken. Der Punkt P 
durchHiuft die relative Bahn mit der relativen Geschwindigkeit und 
Beschleunigung. 

Yom festen Ursprung 0 zum beweglichen 0' fiibre der Vektor to' 
vom festen Ursprung zum bewegten Punkt P der Vektor ra und von 
0' zum Punkt P der Vektor r'. 

Demnach ist 
ta=fO+t' ...•...... (a) 

woraus durch Ableiten nach der Zeit 

(b) 

Links steht die sog. absolute Geschwindigkeit tla' rechts an erster 
Stelle die Fiibrungsgeschwindigkeit tiro des bewegten Ursprungs 0' und 
an zweiter Stelle die Geschwindigkeit des Endpunkts von t' und zwar 
vom Bezugspunkt 0' aus gesehen. Man kann sagen, dr'fdt sei die 
Geschwindigkeit von P, wie sie ein mit der Geschwindigkeit Uro fort
schreitender Beobachter, der dem raumfesten System parallel bleibt. 
gewahrt. M. a. W. dr'fdt ist die Relativgeschwindigkeit in bezug auf 
ein mit tiro parallel zum raumfesten System fortschreitendes Achsen
kreuz. Es ist indes die Relativgeschwindigkeit in bezug auf das 
mit Uro fortschreitende und gleichzeitig sich drehende System an
zugeben. In bezug auf das zuvor angegebene Fortschreitsystem drehe 
sich das letztere um eine durch 0 1 gehende Momentanachse mit Winkel-
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geschwindigkeit lU. Der bewegliche Puukt P besitzt nun in seiner 
Relativbahn die Relativgeschwindigkeit 

. . . . . . . . . (c) 

uud iiberdies bewegt sich die Stelle P der relativen Bahn augenblick
Hch urn die Momentanachse mit einer Umfangsgeschwindigkeit tlf1' die 
nach (334) betragt "f1 = [lUt']; die Gesamtgeschwindigkeit, die von 0' 
aus beobachtet wird, ist die Resultante aus tlf1 und tl,. und ist 

dt' 
dT= "f1 +- "r= [lUt'] + tl,. . . . . . . (d) 

Also erhalt man aus (b) und (c) 

tla=tl{0+"f1 +tl,.=tlf+"r . ...... (e) 

d. h. die Absolutgeschwindigkeit tla des bewegten Punktes P ist die 
Resultanie aus der Fiihrungsgeschwindigkeit "t und der Relativgeschwin
digkeit tl,.. Unter Fiihrungsgeschwindigkeit 

tlf= tl,o + [tu t'] . . . . . . . . . (f) 

ist die Geschwindigkeit der Stelle P der relativen Bahn m. a. W. des 
momentan im bewegten System ruhend gedachten Punktes P ver
standen. 

Allgemein ist, wenn ein von 0' aus gehender Vektor t' sich urn 
eine durch 0' gehende Momentanachse mit Winkelgeschwindigkeit lU 
dreht und wenn die Vektorspitze gegeniiber dem mit lU rotierenden 
System die Geschwindigkeit tl,. hat: fiir die Geschwindigkeit der Vektor
spitze gegeniiber einem durch 0' gehenden ruhennen System 

dt' , d* t' 
Tt= [lUt] + dt . (g) 

Die absolute Beschleunigung tia erhalt man durch Ableiten 
von (e) nach t: 

.. = d",+ dtl>: 
"a dt dt···· .... (h) 

Hierin ist nach dem soeben zu (g) Bemerkten 

dU,. [ ]+d*"r dt= lUtl,. at'········ (i) 

wobei d*tlr/dt die relative Beschleunigung ti,., vom bewegten System 
aus beurteilt, bedeutet. 

Ferner ist mit (f), sodann mit (g) und (c): 

du, = ti = d tl,o+ d ['!!'] = d"fo + [ dt'] + r ~lU t'] 
rlt f dt dt dt lU dt l_dt 

= ddtl;o+ [lU [lUt']] + [lUtlr] + [~~ t'] . (k) 
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Einselizen von (i) und (k) in (h) gibt: 

6a= d:;o+ 2 [IVVr] + [dd~ eJ + [IV [lVr']] + d:~r (1) 
worin nach dem Entwicklungssatz (S. 547) gesetzt werden kann: 

[IV [ltIr'J]=lVr'·1V-1V2 ·e ....... (m) 
Versteht man unter Fiihrungsbeschleunigung die Beschleuni

gung der Stelle F der relativen Bahn m. a. W. des momentan im be
wegten System ruhend gedachten Funktes F, welche Stelle durch Vr = 0 
und d* vr/dt = 0 gekennzeichnet ist, so foIgt der Wert der Fiihrungs
beschleunigung aus (I), indem die sog. Coriolisbeschleunigung 2 [IV V,.] 
und die Relativbeschleunigung d*vr/dt Null zu setzen sind und man 
kann die Gl. (1), wie foIgt, in Worte fassen: Die absolute Beschleunigung 
des bewegten Punktes Fist die Resultante aus Fiihrungsbeschleunigung, 
Coriolisbeschleunigung und Relativbeschleunigung. 

In 210 ist ein besonderer Fall der relativen Bewegung mit Dre
hung des beweglichen Systems betrachtet worden, in dem der U r
sprung 0' des beweglichen Systems mit dem Ursprung 0 des festen 
Systems zusammenfallt, also ro = 0, vro = 0 und r' = r ist. Das be
wegliche System drehb sich um eine feste Achse, so daB [tl.l dlV] = 0 
wird. Die Fahrstrahlen r' = r sind senkrecht zur Drehachse, so daB 
IVr=O. 1m Beharrungszustand ware iiberdies dlV/dt=O. Unter all 
diesen Annahmen wird aus (m): 

[1V[IVr'J]=-1V2 r, .. (m') 

d. i. die Zentripetalbeschleunigung (1)2 r in Richtung - r und aus (1): 

d*v 
6a =-1V2 r+2[ItIVr]+Ttr , . ..... (I') 

d. h. die Absolutbeschleunigung 6" des bewegten Punktes P ist in 
diesem Fall die Resultante aus der ZentripetaIbeschIeunigung 
der Drehung mit IV (die tangentiale Komponente der Fiihrungsbe
schleunigung ist im hier angenommenen Sonderfall gleich Null) der 
Coriolisbeschleunigung (S. 317) und der Relativbeschleuni-, 
gung. 

1m Vorhergehenden bedeutet d*a eine Anderung des Vektors a, beurteilt 
vom bewegten System aus. Seien xyz die von 0' aus gemeEsfnen rechtwinkligen 
Relativkoordinaten des bewegten Punktes P, Fa ist die Gleichung der relativen 
Bahn von P etwa durch G1. (312a) dargestellt, wohei xyz als bekannte Funk
tionen der Zeit anzusehen sind (vgl. auch 1;6). Die erste Ableitung von nach 
der Zeit d*r'/dt ist die relative Geschwindigkeit tin die zweite die relative Be
schleunigung d* VT/dt = liT' 

2. Denkt man sich an allen Punkten F die Massenbeschleunigung 
Am dv/dt angebracht und iiberdies beschleunigende auBere Krafte 'a 
in Wirksamkeit, so ist nach d' Alembert die beschleunigende Kraft: 

m= "'\I} = "Am. dV = "'Am(d1Jo+dlt) 
''f' .L.J 1"a ~ dt.L.J dt' dt 

oder da Vo und dvo/dt momentan allen Punkten gemeinsam und bei 
der Summierung, die sich libel' den ganzen Karper erstreckt, als un
veranderlich anzusehen sind: 
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Die Zulassigkeit der letzten Umformung siebt man ein, wenn man die 
einzelnen Glieder der Summe ausfUbrlich mit Indizes verseben an
schreibt und beacbtet, daB wabrend der iiber den ganzen Korper sicb 
erstreckenden Summierung W konstant ist. Nun ist .2: LI m r, da del' 
Scbwerpunkt als Bezugspunkt gewahlt wurde, gleich Null; also ist 

~l! = m ~~o, • • • • . • • • . (335) 

d. i. der Schwerpunktssatz. 
3. Fiir den Antrieb der bescbleunigenden Krafte bzw. den 

Trieb des starren Korpers, erbalt man 

~ =.2: LI moll =.2: LI m (llo + [W fJ) 
= llo .2: LI m + .2: LI m [\t.I r] = m llo + \t.I ~ LI m f , 

wenn man die gleicben Dberlegungen bei der Umformung anstellt, wie 
vorbin, also u. A. beacbtet, daB momentan \t.I im ganzen Korper gleicb 
groB ist. Da die L gleich Null ist, ergibt sich einfacb: der Trieb des 
starrenKorpers - ein Vektor - berecbnet sich so, als ob die ganze 
Masse im Scbwerpunkt vereinigt ware; fiir die Drehung um den Scbwer
punkt ist der Trieb gleich Null. Es ist somit kurz: 

~= mllo .....•..• (336) 

Durcb Ableiten und Vergleich mit (335) folgt ferner 

d~ dllo 
dt-=m dt =$, ... (337) 

d. b. die bescbleunigende Kraft des starren Korpers ist nacb GroBe 
und Richtung gleicb del' Auderungsgeschwindigkeit des Impulsvektors 
oder des Triebvektors. 

4. Denkt man sich zu den Korperpunkten P von einem Bezugs
punkt 0, als welcher der Scbwerpunkt gewablt wird, die Vektoren f 

gefiibrt und die Massenbescbleunigungen mdll/dt angebracbt, so gilt 
nacb d' Alembert fUr das bescbleunigende Moment del' auBeren Krafte 
und der Tragbeitswiderstande 

'1.:1 ,,[ dll] " :- (dtJo ~d~tl)l_1 ~l=L;[f$]n=.L...; rLlm-d =.L...;Llmlf -I-t L \ (.·t 

I( ) dtJ l " r dlll ,=1 .2)Llmf . .:/_0 +.L...;Llmit-d I. 
'- (bt ~ ~ tJ 

Del' erste Summand ist Null, also bleibt 

"" _ '\'1 1 Ir dnl 
NJ - L, L m f-dt- I 

c_ • J 
. . . . . . . (338) 
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Nun ist ofIenbar del'Drall oder Schwung des starren Korpers in Bezug 
auf 0 die Resultante aus den Drallkomponenten der einzelnen Massen
elemente, also mit (331) und Uberlegungen, die den vorigengleichen: 

~ = L:lln =L:[r~Jn = L: Am [r tlJ = L: Am [r (tlo + tt)J 
=L:Am[rtloJ+L:Am[ruJ 
= [(L: Am r) tloJ + L: Am [r u]. 

Del' erste Summand verschwindet, wenn der Schwerpunkt zum Bezugs
punkt gewahlt wird, so daB fiir den Drall oder Schwung des starren 
Korpers bleibt: 

~=L:Am[rllJ ........ (339) 

Die sekundliche Anderung des Dralles (= Geschwindigkeit der Spitze 
des Drallvektors, Drall- oder Schwunggeschwindigkeit, Anderungs
geschwindigkeit des Dralles oder Schwunges) ist: 

d~ r[ dll' I [dr ]) 
-= 17 Am) r-J T ---u ~, 
d t l dt dt J 

woraus, da dr/dt = u und [lIllJ = 0 (vgl. 325): 

dll = '\, Am [r dll] 
dt ~ dt 

durch Vergleich mit (338) folgt: 

~.~=ml. ( ) dt N~ • • • • • • • • • 340 

Die sekundliche Anderung des DraHes (Drallgeschwindigkeit) ist 
demnach bei einem starren Korper nach GroBe und Richtung gleich 
dem Vektor des beschleunigenden Moments; der Satz gilt unabhangig 
davon, ob der Scnwerpunkt ruht oder fortschreitet. Die Drehung urn 
den Schwerpunkt ist von einem gleichzeitigen Fortschreiten des Schwer
punktes unabhangig. Uber die Lage des Drallvektors s. S. 407. 

5. Urn einen Ausdruck fUr die Leistung der beschleunigenden 
Krafte zu erhalten, multipliziert man jede Kraft skalar mit der Ge
schwindigkeit ihres Angriffspunktes und summiert iiber den ganzen' 
Korper: 

N =~$tI = L:$tlo +L:$ [tv r] 
= !It tlo + L:ltl [r $J = m tlo + IDlltl . (341) 

wobei die Regel (327) beniitzt wurde. 
Setzt man m aus (335) und Wl aus (338) ein, so erhalt man 

dtl y., [dU] 
N=m dtO tlo + tv L...;dm r(jj 

d (1 2) I "'d [dll~ =--- -mtl .,- /, mtv r-' dt 2 0 I":""; dt J 

d (1 Q) \, [ J d II = ~- - m tI" + / 11 m III r -dt 2 o.-...J dt 

d (1 Q) I d "'( 1 A 0) =-- -mtl" .,-- /, -LI1nU- • 
at:2 0 I dt ~ 2 . 
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da U2 gleich dem Betrag e'!.oo2 ist, so wird die letzte Klammer rechts 

~ 1 oo'!. '" 002 
.Lt2"Lf me2 oo2 =2.Lt Lfme2=2".J 

wo J das Massentragheitsmoment des Korpers in bezug auf die durch 
den Schwerpunkt gehende momentane Drehachse ist; ferner ist ~ m Uo 'J 

= E die Fortschreitwucht und ~ J 002 = T die Drehwucht, man kann 
also auch schreiben : 

N=~(E ' T) dt -r- (342) 

Die Leistung der beschleunigenden auBeren Krafte ist gleich der An
derungsgeschwindigkeit der gesamten Bewegungsenergie des starren 
Korpers, welch letztere sich aus der Fortschreit- und Drehwucht zu
sammensetzt. 

Da N = dAldt, d. h. die Leistung gleich der sekundlichen Arbeit 
der auBeren Krafte, so ist dA = dE + dT, also 

A=(E-Eo)+(T-To), ..... (343) 

das ist der Satz von der Arbeit und der Anderung der Wucht. (Vgl. 151.) 
Man kann die Drehwucht durch Schwung und Winkelgeschwindig

keit ausdriicken, wenn man die beiden letzteren skalar multipliziert: 
Gl. (339) ferner (327) 

W~=.J:LfmlU[fu]=.l7Lfm11[lUrJ 

= .J: Lf m 112 = 2 T 
also lU~=2T ........ (344) 

Ferner hat man, wenn man die obigen Ausdriicke fiir N vergleicht und 
den Schwerpunktsatz beachtet: 

tJho=dEjdt und ~W=dTjdt ... (345) 
und wenn man ~ durch (340) ersetzL 

d~ dT 
lU dt = dt . . . . . . . . . (346) 

ein Ausdruck, der bei der Beschreibung der Bewegung des kraftefreien 
Kreisels gebraucht wird. 

336. Dynamiscbe Hauptgleiclmng des Kl'eisels in Vektol'fol'm. 
In 335 III, 4 wurde die Wirkung eines beschleunigenden Momentes auf 
einen um seinen Schwerpunkt drehbaren starren Korper betrachtet. 
Die Bewegung des Schwerpunktes gehorcht dem Schwerpunktsatz. Die 
hiervon unabhangige Kreiselbewegung des starren Korpers um seinen 
Schwerpunkt kann gemaB Gl. (340) durch das Verhalten des DralI- oder 
Schwungvektors dargestellt werden, also durch ein kinematisches Bild. 

Betrachtet man die Spitze des Schwungvektors von einem ruhenden 
Raum aus, so bewegt sie sich mit der absoluten Geschwindigkeit d~jdt, 
der absoluten Schwung- oder Drallgeschwindigkeit; diese ist nach Gl. (340) 
gleich dem Vektor des beschleunigenden Momentes. 

Beobachtet man aber die gleiche Bewegung von einem beweglichen 
Koordinatensystem aus, so gewahrt man die relative Drallgeschwindig
keit d*~jdt. Diese ist von der absoluten Drallgeschwindigkeit ver-
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schieden. Es ist nun fUr die rechnerische Untersuchung der Drehung 
des starren Korpers vorteilhaft, die absolute Drallgesehwindigkeit durch 
die relative zu ersetzen, was man nach der Regel in 202 tun kann, 
wenn man den Bewegungszustand des bewegten Koordinatensystems 
kennt. Als ein geeigneter bewegter Standpunkt erweist sich das im 
Korper feste System der drei Schwerpunktshauptachsen, weil in bezug 
auf dieses der analytische Ausdruek des Dralles am einfachsten wird, 
vgl. Gl. (197). Dieses macht die Korperbewegung um den Sehwerpunkt 
mit und bewegt sieh wie der Korper wahrend dt sk um die durch 
den Schwerpunkt gehende Momentanachse mit der Winkelgesehwindig
keit lU. Denken wir uns voriibergehend die Spitze des Drallvektors 
am bewegten Koordinatensystem befestigt, so macht sie mit diesem 
nach der -Ausdrueksweise, die im Abschnitt iiber die Relativbewegung 
eines Punktes beniitzt wurde, die sog. Fiihrungsbewegung, das ist 
hier die Drehung um die Momentanaehse. Die Fiihrungsgesehwindig
keit der so befestigt gedachten Spitze des Drallvektors ist naeh einer 
Betraehtung, die der gelegentIich Abb. 295 angestellten genau gleieht, 
durch das vektorielle Produkt aus Winkelgesehwindigkeit lU und Drall
vektor il ausdriickbar, also gleieh 

[lU il]. 
Nun ist naeh 202 die absolute Geschwindigkeit eines Punktes, 

d. h. der Spitze des Drallvektors, die Resultante oder geometrische 
Summe der relativen Geschwindigkeit d*il/ dt (vgl. SchluE von 335, III, 1 b) 
und der Fiihrungsgeschwindigkeit [ttlil] , also 

d il d*il 
-di=Yt-+[Wil] .. (347) 

Nach obigem ist abel' dil/dt= rol, d. h. gleich clem Moment del' 
um den Sehwerpunkt drehenden auEeren Krafte, also ist: 

. (348) 

Das ist die Eulersche Gleichung in Vektorform. auf kiirzestem 
Wege abgeleitet. Die Drallgeschwindigkeit d*il/dt ist auf einen mit 
dem Korper fest verbundenen Standpunkt bezogen, am einfachsten auf 
die Haupttragheitsachsen, in welchem Fall die Gl. (197) fUr den Drall 
gelten. Die Gl. (348) gilt allgemein, ist also nicht an irgendeine spezielle 
Stel1ung des Korpers gegeniiber einem ruhenden Koordinatensystem 
gebunden; das bleibt auch richtig, wenn man von der Vektorform der 
Gl. (348) auf die Koordinatenform der Eulerschen Gleichungen (199) 
libergeht. Vgl. hierzu auch 272, S.406. 

[IU il] ist der Vektor eines Momentes, der auf der Ebene von lU und ~ 
senkrecht steht, vgl. Abb. 235, in der er mit G bezeichnet ist. Es ist 

[ttl~] = [IUJdm [fll] = Jdm [ttl [flt]] , 

da lU bei del' iiber den ganzen Korper zu erstreckenden Integration 
konstant ist. rst 0 del' Abstand eines Massenelementes dm von der 
momentanen Drehachse ttl und ist cp der Winkel zwischen ttl und dem Fahr
strahl r, del' vom Schwerpunkt zu dm hinfiihrt, so 1st der Betrag I r I =e/sincp, 
also der Betrag I [rll]I=(e/sincp)·e w. DerVektor [rtt]=[f[lUfJ]= 
r2 ·1U - flU· r steht auf der Ebene von fund It senkrecht, m. a. W. Iiegt in 
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der Ebene von fund W und bildet pl.it der Drehachse den Winkel 90 - qJ. 
UnterBeachtung hiervon stehtderVektor [W[ru]] senkrecht auf derEbene 
von f,W und [fU]; er hat den Betrag w·1 [ru] l·cosqJ=e2.w2.ctgqJ. 
Dieser mit dm multiplizierte Betrag stimmt iiberein mit dem Moment 
der an dnt tatigen Zentripetalkraft, namlich mit dmew2 'e ctgqJ, auch 
hinsichtlich Drehsinn und Stellung im Raum. Demnach ist [W~] 
das Moment der Zentripetalkrafte des ganzen Korpers. Die 
Abbildungen moge sich der Leser selbst in Perspektive und recht
winkliger Projektion zeichnen. 

337. Bewe~ung des kl'aftefreien Kl'eisels. InvariabJe Ebene. 
Poin8ot-Bewe~ung. Die Bewegung eines kraftefreien Kreisels kann mit 
Hilfe des Poinsot-Ellipsoides in sehr faBlicher Weise beschrieben werden, 
als Abrollen dieses Ellipsoides auf der invariablen Ebene. 

Das Poinsot-Ellipsoid ist in 263 behandelt worden. Der urn den 
Schwerpunkt drehbare kraftefreie Kreisel ist durch unveranderlichen 
Drall i) und unveranderliche Drehwucht T gekennzeichnet. Es ist also 
nach (339) und (161) 

~=fdm [ru] 

w2f w2 
T=2" dme2=2"J. 

Der Kreisel moge sich nach Empfang eines Antriebes kraftefrei 
weiter bewegen. Er hat dann eine bestimmte unveranderliche Dreh
wucht i), wozu gemaB (263) ein bestimmtes Poinsot-Ellipsoid gehOrt, 
das als im Kreisel fest anzunehmen ist und sich mit ibm bewegt. " Die 
im allgemeinen gaukelnde Drehbewegung kann in bezug auf den raum
festen Drallvektor oder die auf diesem senkrecht stehende sog. in
variable Ebene beschrieben werden. 

Da w2 = W2, d. h. gleich dem skalaren Quadrat des Winkel
geschwindigkeitsvektors, so" ist auch 

T= 11'2.J. 
2 . 

Gl. (344) gibt noch einen andern Ausdruck fiir die Drehwucht: 

2T=W~, 

d. h. das skalare Produkt von W und ~ ist beim kraftefreien Kreisel 
unveranderlich. 1st qJ der beilaufig bemerkt stets spitze Winkel zwischen 
W und i), so heiBt letzteres auch, daB D w cos qJ = konst. ist, und weil 
beim kraftefreien Kreisel der Drall selbst konstant ist, so ist auch 

2T 
w cos qJ = 15 = konst. 

unveranderlich, d. h. die Projektion von w auf den unveranderlichen 
Drallyektor ist konstant, m. a. W. die Spitze des Winkelgeschwindig
keitsvektors bewegt sich beirn kraftefreien Kreisel stets auf einer zum 
Dr!illvektor senkrechten unveranderlichen Ebene, der sog. in variablen 
Koene, deren Abstand yom Schwerpunkt 2 TID ist. 

Der Endpunkt" von "' befindet sich aber stets auf der iill Kreisel 
festen Poinsot-Flache, da dieser der Ort der Endpunkte aller wist, 
die zu demselben Drehpunkt gehOren. 
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Es ist nunmehr zu zeigen, daB das Poinsot-Ellipsoid die invariable 
Ebene im Endpunkt von tu beriihrt, m. a. W. daB das diesen Endpunkt um
gebende Ellipsoidflachenstiick auf dem DraIlvektor senkrecht steht. Wegen 
del' Unveriinderlichkeit del' Drehwucht T ist dT= 0, also nach (346): 

Durch Ableiten del' 

daher ist auch 

ttld~ = 0. 

obigen Gleichung 2 T= tu ~ folgt: 

2 dT= tu cl~ + (dtu)~, 
(dIU) ~=O. 

1st nun das skalare Produkt zweier Vektoren d ttl und ~ gleich 
Null, so miissen die Vektoren nach (325) aufeinander senkrecht stehen. 
Die Gesamtheit del' vom Endpunkt des Vektors ttl aUl"gehenden Vek
toren cltu bildet ein Flachenelement des Poinsot-Ellipsoides; dieses 
Flachenelement steht also auf dem DraIlvektor senkrecht, wie die 
durch den gleichen Endpunkt von IU gehende invariable Ebene, d. h. das 
Poinsot-Ellipsoid beriihrt die invariable Ebene im Endpunkt von IU. 

Ein kraftefreier Kreisel bewegt sich um seinen festliegenden Schwer
punkt so, daB eine Schwerpunktsachse - die Schwungachse - und 
eine in einem bestimmten Abstand befindliche Normalebene - die in
variable Ebene - im Raum fest bleiben und das im Kreisel feste 
Poinsot-EIlipsoid die invariable Ebene stets beriihrt, im sog. Pol. Die 
auf dem Poinsot-Ellipsoid markierten Lagen des Pols heiBen die Pol
hodie, die auf del' inval'iablen Ebene markierten Lagen die Herpolhodie. 

Die sog. Poinsotbewegung kann durch Heranziehen des Drall- odeI' 
Schwungellipsoides noch genauer beschrieben werden (vgl. Grammel, 
Del' Kreisel). 

Znsatz znm Be~n·j1f Arbeit = Linienintt'gral del' Kraft S. 538 332. Bei 
den einfachen Aufgaben del' Mechanik starrer Kiirper hat man die Arbeit einer 
Kraft z. B. bei einem Mechanismus auf einem bestimmten vorgeschriebenen Weg 
zu ermitteln,in andern Fiillen auf einem leicht angebbaren; hierbei von dem 
Linienin t egral (Linie = Weg) der Kraft zu sprechen, hat hiichstens den Nutzen, 
daB man den Unterschied gegen das Zeitintegral del' Kraft hervorheben kann, 
den man zu beobachten hat, wenn man den Mittelwert del' Kraft angeben soil, 
del' gelegentlich liings eines Weges, gelegentlich wahrend eines Zeitabschnittes 
(linearer, zeitlicher Mittelwert) zu bilden ist. 

Weit mehr Bedeutung kommt dem Linienintegral del' Kraft (oder allgemeiner 
eines Vektors) bei del' Untersuchung von Kraftfeldern (Vektorenfeldern) zu, wo 
jedem Punkt eines Raumgebietes ein in diesem stetig mit dem Ort verandcrlicher 
Vektor zugeordnet ist. (Gravitations-, elektrisches-, Geschwindigkeits-Feld u. a. l. 
In besonderen Fiillen ist die Arbeit der Feldkl'iifte (oder entgegen diesen) yom 
Weg unabhangig, z. B S. 538 FuBnote, und es entsteht die Frage, ob ein gegebenes 
Feld diese Eigenschaft hat, ob das Linienintegral A = J P dr zwischen zwei be
liebigen Punkten des Feldes von del' Form des Vel'bindungsweges unabhangig m. 
a. W. ob das Differential P (z,. ein vollstiindiges ist, Hierfiir bestehen einfaC'he 
Differentialbedingungen. Sind diese erfiillt bzw. trifft das vorhin Gesagte zu, 80 

heil3t da s Feld wirbelfrei. Del' Wert des Linienintegrales ist dann nur durch 
Anfangs - und Endpunkt bestimmt, also fUr eine geschlossene Kurve (Randintcgral), 
die inuerhalb des Feldes veriiiuft, gleich Null. Ein Feld, in dem samtliche Rand
integrale Null sind, ist also wirbelfrei. Das Linienintegral in einem Endpunkt P, 
von einem fest vereinbarten Anfangspunkt aus gerechnet, heiBt das Potential 
del' Kraft in P. Die Punkte gleichen Potentiales Iiegen auf einer sog. Niveau· 
flache, die die Kraftrichtungen liberal! senkrecht schneidet. Geht man in P nor
mal zul' ~iveauflache urn die Liingeneinheit weiter, so heiBt die hierbei sich (,r
gebende Anderung dFs Potentiales das Potentialgefalle in P. Dieses ist gleich 
del' dort tiitigen Kraft. 
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Sohwung s. Antriebmoment. 
Sohwungrad, sohief aufgekeiltes 408. 
- als Kraftspeioher 366. 
- und GleiehfOrmigkeit des Ganges 371. 

48b'! 
Seil, idllales nnd wirkliohes 148. 
SeHeok oder -Polygon 23. 56. 68. 

155. 
Seilkurve 159. 
Seilsteifigkeit 149. 
Seilreibung 166. 
Selbsthemmnng 111. 116. lUI. 
Sinussehwingungen 212. 427 f. 
Skalar und Vektor 183. 534. 
Sonnen- und Sterntag 13. 
Sprengwerk 140. 
Stabile Drehaohse 413. 423. 
Stabilitiit, statisohe 72. 
- der Bewegungen 414. 
- des Kreisels gegen Umfallen 423. 
Stabilisierendes Moment am Kreisel 419. 

423. 
Stabverbindungen, starre 124 f. 
- bewegliohe 140 f. 
Starr und elastiseh 20. 331. 
Statisoh bestimmt und unQestimmt 73. 

129. 
Steigullg einer Sohraube 115. 
Steigullgswiderstand eines Fahrzeugs 

258. 
StoB, exzentrisoher 517. 524. 
- freier 516. 
- gegen eine feste Wand 523. 
- gerader 517. 
- sohiefer 517. 522. 
- unfreier 523. 
- zentraler 517. 
StoBdruok 528. 
StoBelastizitiitsziffer 519. 521. 529. 

532. 
StoBfreie Aufhangung 525. 
StoBmittelpunkt 525. 
StoBperioden 517. 

StoJ3punkt 524. 
StoBversuohe 528 f. 
StoJ3zeit 252. 529. 
Stiitzenwiderstand und Freiheitsgrade 

64. 
System, Korper, Punkt s. materiell. 

TangentialbeseWeulligung = Bahnbo
, sehleunigung 263. 26~. 537. 
i Tangentialdruokdiagramm 374. 

Tangentialkraft 8. 268. 374. 
Triigheit 220. 
Triigheitsel1ipsoid 388. 389. 
Triigheitsprinzip 9. 220. . 
Triigheitshalbmesser 379. 381. 447. 

491. 
Triigheitsmoment von Fliiohen 379. 
- von Massen 381. 

I - experimentelle Bestimmung des 
Massentriigheitsmomentes 450. 451. 

Triigheitswiderstand 229. 
Translation 336. 337. 
- mit Drehung zusammengesctzt 338. 
Trennungsfliiohe, Spannungen in einer 

gedaehten 8. 334. 
Trieb s. Antrieb. 
Trookene Reibung 77. 

Ubergangsbogen vom geraden Gieis in 
die Kurve 296. 

Dbersetzung 173. 
- der Kraft 190. 
- des Weges oder der Gesehwindigkeit 

175. 176. 
- des Drehmomentes 191. 
- del' Drehzahl 173. 
- ins Langsame oder Schnelle 173. 
Unabhiingigkeitsprinzip 215. 
Ungleiohformigkeit 371. 488. 

Vektoren 7. 219. 262. 534 f. 
Verlust an lebendiger Kraft beim I::ltuB 

520. 527. 529. 
Versohiebbarkeit einer Kraft 20. 
Vorgesebriebene Balm, Bewegung auf -

285. 
Vor- und Naeheilung s. Phasenunter

sohied. 

Wiilzbewegung eines Rades 377. 
Wiilzwiderstand s. Rollwiderstand. 
Wage 122. 194. 195. 
Watt und Kilowatt 228. 
Weohselwirkungsprinzip 6. 231. 334. 
Weg 198. 212. 
Widerstand s. Luft-; Stiitzen-, Reibung, 

Freiheitsgrad. 
Widerstandsgesetz (Luft, Fliissigkeit). 
- lineares 254. 
- quadratisohes 254. 255. 298. 
Winkelbesohleunigung 207. 211. 364. 
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Winkelbeschleunigung 207. 211. 364. 
Winkelgeschwindigkeit 174. 206. 
Winkel, Rechnen mit kleinen - 167. 
Winde 180. 192. 499. 
Wirkungsgl'ad 187. 190. 
W urf 241. 283. 

Ziihigkeit des widerstehenden Mittels 
83. 254. 456. 

Zahnradergetriebe 175. 
Zapfen- oder Lagerreibung 88. 100. 
ZeitdiagJ:amm 199. 202. 215. 432. 440. 

453. 458. 463. 531. 532. 
Zeitindikatoren 252. 261. 433. 528. 
Zeitliche Wirkung einer Kraft s. An

trieb. 
- cines Momentes s. Antriebmoment. 

Zeitmessung 12. 
Zentralachse 43. 
Zentralbewegung 271. 
Zentralkraft 271. 427. 
Zentrifugalkraft 285. 
- Moment der 391. 394. 406. 478. 

557. 
- zusammengesetzte 318. 
Zentrifugal- oder Deviationsmoment 

391. 
Zentripetalkraft 286. 

, Zerlegen s. Resultante. 
Zugbriieke 195. 
Zusammensetzen s. Resultante. 
Zwangskraft 287. 
Zwanglaufig 65. 176. 
Zykloidc, Bewegung auf del' - 297. 
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Illgenieur-Mathematik. Lehrbuch del' hOheren Mathematik fiir die 
technischen Berufe. Von Dr.-Ing. Dr. phil. Heinz Egerer, Diplom-Ingemeur, 
vormals Professor fUr Ingenieur-Mechanik und Materialpriifung an del' Tech
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Die Differentialgleichungell des IngenieuI's. DarsteIJung der 
fiir die Ingenieurwissenschaften wichtigsten gewDhnlichen und partiellen Differen
tialgleichungen sowie der zu ihrer LDsung dienenden genauen und angenaherten 
Verfahren einschlieBlich der mechanischen und graphischen Hilfsmittel. Von 
Dipl.-Ing. Dr. phil. W. Hort. Zweite, vermehrte und verbesserte AufJage. Mit 
etwa 230 Textfiguren. Erscheint im Sommer 1922. 
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Ingenieure, insbesondereauch zum Selbststudium. Von DipJ.-Ing. Dr. W. Koestler, 
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Die Berechllung der Drehschwingullgen und ihre Anwendung 
im Maschinenbau. Von Heinrich Holzer, Oberingenieur del' Maschinenfabrik 
Augsburg-Niirnberg. Mit vielen praktischen Beispielen und 48 Textfiguren. 
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Dr.-Ing. Leo Walther in Nurnberg. Mit 44 Textabbildungcn, 23 Diagrammeli 
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Regelung der Kraftmaschinen. Berechnung und Konstruktion del' 
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Berichtigung. 

S. 8, 1. Zeile von oben: statt "festgelegten Korpers" setze "fest
gelagerten Korpers" . 

S.48, 6. Zeile von oben: Nach "wirken" einzuschalten: "Die Wirkungs
linie der resultierenden Schwerkraft heiBt Sch werachse oder 
Sch wer linie." 

S. 427, statt der Abschnittsnummer 233 setze 283. 

Autenrieth·Ensslin, Mechanik. S. Auf!. 
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