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Vorbemerkung,

Die vorliegende Abhandlung Ludwig Schlifli’s stammt aus den Jahren 1850
bis 1852. Schlifli erwidhnt sie zum ersten Mal in seinem Brief an Steiner 3. 1. 1852%)
und sandte sie, nachdem die Wiener Akademie seine Arbeit ,Ueber die Resultante eines
Systems mehrerer algebraischer Gleichungen angenommen und in ihren Denkschriften
1852 publiziert hatte, dem Sekretir dieser Akademie ein. Auf dem Umschlag findet sich
von dessen Hand der Vermerk: ,655/1852 praes. 8. Okt.“. Schlifli bringt im ange-
gebenen Brief noch mehrere Integrale, die wir als Anmerkung zum Brief publiziert
haben und spricht die Absicht aus, falls die Akademie die Schrift wegen ihres grossen
Umfangs (sie wurde auf 23 Bogen 4° geschiitzt) nicht annehmen wolle, dieselbe als
Privatschrift herauszugeben und bittet Steiner, ihm hiezu in Berlin behiilflich zu sein.

Seite 27 des ,Briefwechsels“ haben wir das Konzept eines Briefes dat. vom Dez.
1851 an den Sekretir der k. k. Akademie der Wissenschaften in Wien publiziert. Dieser
Brief sollte denselben iiber die Absichten des Autors orientieren. Die Aufnahme der
Arbeit wurde des grossen Umfangs halber verweigert. Vergeblich ermunterte Steiner
(siehe Brief vom 15. Okt. 1853, S. 41 des Briefwechsels, sodann in einem Brief an
Schlifli's Freund Prof. Ris und an Schlifli vom 10. Médrz 1854) aus der ,Weltiiber-
stiirmenden Erdewilzenden* Abhandlung einen Auszug zu machen, der etwa 4 oder
12 Bogen wire, Schlifli's erste Begeisterung fiir die Arbeit war vorbei (S. 59). Er
sandte sie erst 1854 an Crelle in Berlin, den Herausgeber des Journals fiir reine Mathe-
matik (siehe S. 74). 1855 liess Steiner Crelle wieder an die Arbeit erinnern (siehe S. 191),
dann verwandte sich Steiner erfolglos bei Reimer, dem Verleger des genannten Journals;
auch Borchardt, der neue Herausgeber desselben, wollte mithelfen, die Publikation der
Arbeit zu ermoglichen. Am 17. Mai 1856 konnte Steiner seinem Freunde L. Schlifli
schreiben, dass sich Reimer herbeigelassen habe, die Aufnahme der Arbeit ins Journal,

*) Vergleiche ,Der Briefwechsel zwischen Jakob Steiner und Ludwig Schlifli®, herausgegeben von
J. H. Graf, Mittigen. der bern. Naturf. Gesellschaft 1896, S. 76 und auch separat bei K. J. Wyss, Bern, S. 20.
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sowie 200 Extraabziige und ein kleines Honorar zu versprechen. Trotzdem sich Schlifli
laut Brief vom 19. Mai 1856 sofort, beseelt von dem Wunsch, die Arbeit nach so vielen
Jahren endlich einmal verdffentlicht zu sehen, mit allen Bedingungen einverstanden er-
klirte, da auch die Fortsetzung dazu schon lingst geschrieben sei, so unterblieb der
Druck doch. Nach einer Aeusserung Steiner’s zu schliessen, war nun Borchardt dagegen.
Die Arbeit kam wieder nach Bern zuriick, wo wir sie unter den nachgelassenen Papieren
des grossen Meisters gefunden haben. Das Manuskript gehort wie alle andern von
Schlafli stammenden der schweizer. Landesbibliothek in Bern an. Der erste Teil
bis Seite 78 trigt Korrekturen, wahrscheinlich von der Hand Crelle’s oder Borchardt’s,
um die Arbeit zum Drucke einzurichten. Sie sind mehr redaktioneller Natur oder be-
ziehen sich auf die Auswahl der Lettern oder die Anordnung. Wir halten aber dafiir,
die Arbeit soll im urspriinglichen Wortlaut ohne jeden Zusatz oder irgend
eine Anmerkung unsererseits gedruckt werden, und sind der Meinung, dass sie
nicht bloss historischen Wert, sondern gerade fiir die Theorie der Geometrie von
n Dimensionen noch eine Fiille anregender Gedanken enthalte. Beigegeben wird die
Selbstanzeige, dat. 5. Juli 1852, hinzugefiigt ist ein Inhaltsverzeichnis. Der Denkschriften-
Kommission der Schweiz. Naturforschenden Gesellschaft gebiihrt der beste Dank, dass sie
die Herausgabe des Werkes ermoglicht hat. Herr Prof. Dr. P. Stickel in Kiel hat
die Giite gehabt, die Korrektur ebenfalls durchzusehen, wofiir ich ihm an dieser Stelle
herzlich danke.

Bern, im Oktober 1901.
Prof. Dr. J. H. Graf.



Anzeige einer Abhandlung
ttber die Theorie der vielfachen Kontinuitat.

Die Abhandlung, die ich hier der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften vorzu-
legen die Ehre habe, enthilt einen Versuch, einen neuen Zweig der Analysis zu begriinden
und zu bearbeiten, welcher, gleichsam eine analytische Geometrie von » Dimensionen,
diejenigen der Ebene und des Raumes als spezielle Fille fiir n = 2, 3 in sich enthielte.
Ich nenne denselben Theorie der vielfachen Kontinuitét tiberhaupt in demselben Sinne,
wie man z. B. die Geometrie des Raumes eine Theorie der dreifachen Kontinuitdt nennen
kann. Wie in dieser eine Gruppe von Werten der drei Koordinaten einen Punkt bestimmt,
so soll in jener eine Gruppe gegebener Werte der n Variabeln z, y. ... eine Losung
bestimmen. Ich gebrauche diesen Ausdruck, weil man bei einer oder mehreren Gleichungen
mit vielen Variabeln jede geniigende Gruppe von Werten auch so nennt; das Unge-
wohnliche der Benennung liegt nur darin, dass ich sie auch noch beibehalte, wenn gar
keine Gleichung zwischen den Variabeln gegeben ist. In diesem Falle nenne ich die
Gesamtheit aller Losungen die n-fache Totalitédt; sind hingegen 1, 2, 3, . . . Gleichungen
gegeben, so heisst resp. die Gesamtheit ihrer Losungen (n — 1) faches, (n — 2) faches,
(n — 8) faches, ... Kontinuum. Aus der Vorstellung der allseitigen Kontinuitit der
in einer Totalitit enthaltenen Losungen entwickelt sich diejenige der Unabhiingigkeit
ihrer gegenseitigen Lage von dem System der gebrauchten Variabeln, insofern durch
Transformation neue Variabeln an ihre Stelle treten kinnen. Diese Unabhiingigkeit
spricht sich aus in der Unverinderlichkeit dessen, was ich den Abstand zweier ge-
gebener Losungen (z, ¥, ...), (¢, ¥, ...) nenne und im einfachsten Fall durch

V(z' — x)? + (4 — y)® + ete.

definiere, indem ich gleichzeitig das System der Variabeln ein orthogonales heisse,
zum Unterschied von einem schiefen System, worin

V(& — )+ —y)+ete. +2k (@ — ) —y)+ ete.

den Abstand zweier Losungen darstellte. Indem ich ferner ausschliesslich orthogonale
Systeme gebrauche, nenne ich jede lineare Transformation der Variabeln, durch welche
die Orthogonalitiit eines Systems nicht geéindert wird, d. h., bei welcher die analytische
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Form des Abstandes, Quadratwurzel aus einer Summe von Quadraten, dieselbe bleibt,
eine orthogonale Transformation. Sind diese Vorstellungen durchlaufen, so hat
man einen Begriff von der Gleichgiiltigkeit der vielfachen Totalitit, ganz #hnlich
wie von der des Raumes; man hat gleichsam die Totalitit von dem willkiirlichen
Zwang des zu ihrer Darstellung verwendeten Variabeln-Systems wiederum befreit.
Diese Andeutungen, bei denen ich einige Weitldufigkeit nicht wohl vermeiden konnte,
mogen geniigen, um die Grundlage der hier behandelten Theorie zu bezeichnen.

Die Abhandlung zerfillt in drei Abschnitte, 1. iiber die linearemn, 2. iiber die
sphirischen, 3. iiber die quadratischen und hoheren Kontinuen. Um ohne Weitliufigkeit
zu zeigen, dass namentlich in den zwei ersten Abschnitten Dinge vorkommen, welche
von der analytischen Geometrie des Raumes aus kaum sich ahnen lassen, fithre ich nur
den Satz in § 22 an.

Um die Aussage desselben einzuleiten, diene folgende Erklirung. Wenn
p=ar-+by-+ecz4...+hw, p =azxz—+by+...+ Fw zwei lineare und homogene
Polygone der n orthogonalen Variabeln z, y, ... w bezeichnen, und man denkt sich die
Gesamtheit aller Losungen, fiir welche zugleich p >0, p' > 0: so steht diese zur unbe-
schrinkten Totalitit im Verhiltnis eines Bruchteils zum Ganzen. Wird 2 als letztes
Glied dieses Verhiltnisses angenommen, so nenne ich das erste Glied den Winkel der
Polynome p,p'. Wird derselbe durch £ (p,p’) bezeichnet, so ist

ad +bb +cc +...+hK
Ve + 6 +...+4 Va?+b° ...tk
wo die Quadratwurzeln im Nenner nur positiv zu verstehen sind.

Ist nun das nfache Integral S, = fdxdydz ... dw durch die Bedingungen p, > o,
Pe>0, oo Pp>0, 22+ yP ...+ w? <1 begrenzt, so hingt sein Wert nur von den
'/2n (n—1) Winkeln zwischen den n linearen und homogenen Grenzpolynomen p ab
(wesshalb ich diese Winkel die Argumente der Funktion S, nenne); und, weun die
transcendente Funktion, als welche der Winkel in Bezichung auf seinen zunicht ge-
gebenen Kosinus aufzufassen ist, nicht mitgezihlt wird, so erfordert die Berechnung

jenes Integrals nur ngg - oder ";3 fache Integrationen, je nachdem n gerade oder

ungerade ist. Denn der z. B. nach dem Argument Z (p, p,) genommene Differential-
koeffizient von S, ist der nte Teil eines dhnlichen, aber bloss (n — 2) fachen Integrals
8.2 dessen Argumente durch trigonometrische Relationen mit den urspriinglichen Ar-
gumenten verbunden sind. Transformiert man ni#mlich orthogonal die Variabeln so,
dass die Polynome p, und p, nur die zwei ersten von den neuen Variabeln enthalten,
und tilgt dann in allen iibrigen Polynomen diese zwei Variabeln, so hat man die n — 2
Grenzpolynome von S,_,.

Ist die Ordnung n einer Funktion S, ungerade, so kann man diese linear durch
lauter solche Funktionen von gerader Ordnung ausdriicken, deren Argumente geradezu

— cos L (pp) =
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schon unter den urspriinglichen sich vorfinden. (Hieher gehdrt es z. B., wenn fiir n =3
der Inhalt eines Kugeldreiecks nicht eine neue transcendente Funktion erfordert, sondern
sich durch die schon der Ebene eigenen Funktionen, nimlich durch die Winkel des
Dreiecks, linear ausdriicken lidsst.) Nur die Integrale S, von gerader Ordnung sind
demnach eigentiimliche transcendente Funktionen.

Man kann ferner jedes Integral S, auf mannigfaltige Weise als Summe von
Integralon derselben Ordnung darstellen, deren Argumente mittels trigonometrischer
Relationen aus den urspriinglichen zu berechnen sind. Unter diesen Arten der Zer-
legung giebt es auch solche, wo siimtliche Teil-Integrale eine spezielle Beschaffenheit
erhalten. Man kann nimlich die Grenzpolynome einer solchen S, so an einander reihen,
dass nur die Winkel zwischen je zwei unmittelbar auf einander folgenden von rechten
abweichen, alle iibrigen Winkel dagegen rechte sind. KEine so spezialisierte Funktion
S, hat also nur noch n — 1 freie Argumente. Da es wiinschbar ist, die Zahl der Argu-
mente einer Funktion so sehr als méglich zu vermindern, so richtet sich nun die ganze
Aufmerksamkeit auf diese speziellen Funktionen S,, welche ich Orthoscheme genannt
habe. Unter anderem fiihrt die Betrachtung gewisser Perioden solcher Orthoscheme
zur Kenntnis einiger Fille, wo der Wert eines Orthoschems in finiter Form angegeben
werden kann. Sollen zugleich alle Argumente rationale Teile des Halbkreises 7z sein,
so glaube ich in der vorliegenden Abhandlung alle Fille, wo dann auch das Orthoschem
zur Polysphiire ein rationales Verhdltnis hat, vollstindig aufgezihlt zu haben. Fiir
n =4 konnen die Nenner der Argumente nur 3, 4, 5, fiir alle héheren Dimensions-

. b 4 . . . . .
zahlen gar nur 3, 4 sein (das Argument —~ 18t auszuschliessen, weil es immer auf eine

niedrigere Ordnung zuriickfiihrt). Der Entscheid, ob alle hieher gehdrenden Fille voll-
stindig aufgeziahlt sind, scheint ungemein schwierig; aber man wird das Interesse der
Frage am besten wiirdigen, wenn man bedenkt, dass ihr fiir » = 2 die bekannte von
Gauss absolvierte Aufgabe der Kreisteilung entspricht.

Was in den zwei ersten Abschnitten gegeben ist, halte ich alles fiir neu. Anders
verhilt es sich mit dem dritten Abschnitt. Hier findet die Bestimmung der Hauptaxen
eines quadratischen Xontinuums, als analytische Aufgabe betrachtet, sich schon in der
Theorie der sekuliren Stérungen der Planeten, wie sie Laplace in seiner Mécanique
céleste gegeben hat. Die Bestimmung des kiirzesten Weges auf einem quadratischen
Kontinuum findet sich angedeutet von Jacobi in einem Vortrag an die Berliner-Akademie
vom Jahre 1839. Dass ich ferner die Frage nach der Existenz orthogonaler Kontinuen
aufgeworfen und erortert habe, war veranlasst durch den von Lamé eingefithrten Be-
griff orthogonaler Fliachen. Ob die hier fiir n = 3 gegebene Konstruktion eines ganz
beliebigen Systems orthogonaler Flichen schon von Lamé ausgefiihrt worden ist, weiss
ich nicht, da mir die ersten Binde von Lionville’s Journal, in denen dieser (Gegenstand
wahrscheinlich behandelt ist, nicht zu Gebot standen. Die Begriffe des Potentials und
des Differentialparameters sind von Gauss und Lamé so benannt und zu physikalischen
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Untersuchungen angewandt worden, und mehrere hieher gehérige Siitze von iiberraschender
Eleganz, zum Teil wenigstens, wie es scheint, von Lamé herriihrend, hat Lionville in
seinen Briefen an Blanchet (iiber verschiedene das Ellipsoid betreffende analytische
und mathematisch-physikalische Fragen, Lionville XI, Juni 1846) mitgeteilt und bewiesen.
In der vorliegenden Abhandlung sind auch diese Sitze von drei auf n Dimensionen iiber-
getragen. — Wenn ich nun auch das Verdienst des Generalisierens nur gering anschlage,
so hielt ich es doch fiir notig, einmal alle diese Betrachtungen in der Theorie der viel-
fachen Kontinuitit zu vereinigen; man wird hier manches Neue finden, was ausser diesem
Zusammenhang nicht dargestellt werden konnte.

Ich hoffe, durch die vorliegende Abhandlung faktisch gezeigt zu haben, dass in
der reinen Analysis die Konstruktion nicht weniger mit Erfolg angewandt werden kann,
als in der Geometrie.

Bern, den 5. Juhi 1852,
Dr. L. Schiéafii.



Theorie der vielfachen Kontinuitat.

Hinleitung.

Wenn man die gegenseitige Abhingigkeit zweier Variabeln zur lebhaften An-
schauung bringen will, so bedient man sich hdufig der ebenen Kurven, indem man jene
zwei Variabeln als rechtwinklige Koordinaten setzt, und baut so auf die geometrische
Anschauung eine Reihe von Schliissen, deren letztes Ergebnis eine rein analytische
Bedeutung hat. Es wird wohl niemand es bestreiten, dass ein solches Verfahren eben
so sicher sein kann, als ein rein analytisches, welches sorgfiltig alle der Geometrie
entlehnten Ausdriicke vermeidet, und dass in beiden eigentlich dieselben Dinge, nur in
anderer Sprache, dargestellt werden; denn es ist gewiss ganz dasselbe, ob man die
Funktionsweise, in der zwei Variabeln von einander abhingen, unmittelbar anschaut,
oder erst, indlem man mit den Augen den Lauf einer gezeichneten Kurve verfolgt. Das
durch geometrische Anschauung vermittelte Verfahren hat freilich den Vorzug der
leichtern, auch dem Unvorbereiteten sogleich verstindlichen Sprache, und kann daher
fir die populdre Darstellung nur empfohlen werden. Wenn aber die Zahl der in gegen-
seitiger Abhingigkeit stehenden Variabeln iiber drei hinausgeht, so bleibt die bequeme
Nachhiilfe der geometrischen Anschauung und Ausdrucksweise zuriick; aber sollte es
wohl darum der Analysis versagt sein, aus eigenen Mitteln diesen fiihlbaren Mangel zu
ersetzen und sich einen Vorrat von Anschauungen und Bezeichnungen anzulegen, worin
sie dieselbe leichte Uebersicht der Funktionsweisen und ihrer singuliren Eigenschaften
wiederfindet, welche sie vorher von der Geometrie entlehnte? Als einen Versuch, nach
dieser Seite hin eine neue Bahn in der Analysis zu erdffnen, michte ich gegenwiirtige
Abhandlung dem nachsichtigen Urteile des geneigten Lesers iibergeben.

Der vorliegende Stoff ist so eingeteilt, wie wenn man etwa in der Geometrie
1. die Gerade und Ebene, 2. den Kreis und die Kugel, 3. die Kurven und Flichen
zweiten Grades, 4. endlich die infinitesimalen Eigenschaften der Kurven und Flichen
iiberhaupt, nach einander behandeln wiirde.




KHrster Teil.

Lehre von den linearen Kontinuen.

§ 1. Definitionen.

Wenn eine oder mehrere Gleichungen die n Variabeln z, y, 2, ... enthalten, so
nennt man jede Gruppe von Werten dieser letzten, welche allen jenen Gleichungen
geniigen, eine Losung des gegebenen Systems. Diese Losung ist bestimmt, wenn die
Zahl der Gleichungen ebenfalls n ist; dagegen wird ein kontinuierlicher Uebergang von
einer Losung zu einer anderen moglich sein, wenn die Zahl der Gleichungen geringer
ist; in diesem Falle nenne ich die Gesamtheit aller Losungen ein Kontinuum, und
zwar ein ifaches, wenn i die Zahl der unabhiingigen Variabeln (oder die Dimensions-
zahl des Kontinuums) ist; ferner ein lineares, wenn alle Gleichungen vom ersten Grade
sind, ein hoheres, wenn wenigstens eine Gleichung den ersten Grad iibersteigt. Ein
einfaches Kontinuum iiberhaupt werde ich Weg, und wenn es insbesondere noch linear
ist, Strahl nennen. Unter dem Weg, der zwei Losungen verbindet, ist die Ge-
samtheit aller Losungen zu verstehen, welche von der Anfangs- bis zur Endlosung
kontinuierlich auf einander folgen. Da von Kontinuen, welche nur durch eine Gleichung
zwischen n Variabeln bestimmt sind, hiufiger die Rede sein wird, als von solchen, deren
Dimensionszahl zwischen 1 und n — 1 liegt, so werde ich ein (n — 1) faches Kontinuum
meist schlechthin Kontinuum nennen, wenn kein Missverstindnis zu besorgen ist.

Da einmal das Wort Losung eine Gruppe von zusammengehdrigen Werten der
n Variabeln «, y, ... bezeichnet, so werde ich dasselbe Wort noch behalten, wenn auch
gar keine Gleichung vorliegt; und in diesem Sinne nenne ich die Gesamtheit aller
Losungen die Totalitdt und zwar nfache Totalitét, wenn es notig wird, die Zahl
n aller Variabeln x,y, .- anzugeben. Sind zwar alle Variabeln unter sich unabhiéngig,
aber dem nfachen Integral f dxdydz . .. Grenzen gesetzt, durch welche keiner Variabeln ein
unendliches Wachstum gestattet wird, so nenne ich die Gesamtheit aller Losungen,
iber welche sich dieses Integral erstreckt, ein geschlossenes Stiick der Totalitdt
und das Integral selbst dessen Mass. Wie geschlossene Stiicke eines Kontinuums
von beliebiger Dimensionszahl gemessen werden konnen, wird sich im weiteren Ver-
laufe zeigen.
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Wenn wir nun die Vorstellung von der Kontinuitdt aller in der nfachen Totalitit
enthaltenen Losungen von dem speziellen Systeme, vermoge dessen in jeder Losung
die Variabeln gerade diese und keine anderen Werte erhalten, frei zu machen suchen,
indem wir uns n Transformationsformeln, durch welche die alten Variabeln in neue
itbergehen konnen, denken, so ist es ganz natiirlich, dass wir den linearen Transformationen
vor allen anderen einen gewissen Vorzug geben. Die allereinfachste lineare Trans-
formation besteht darin, dass man jede alte Variable als Summe einer Konstanten und
einer gleichnamigen neuen Variabeln setzt, und durch eine solche Transformation sind
wir immer im stande, irgend eine gegebene Lisung als eine erscheinen zu lassen, in
der simtlichen neuen Variabeln der Nullwert zukommt. Wenn wir daher eine Funktion
suchen, welche auf die moglichst einfache Weise die Verschiedenheit zweier Losungen
misst, so werden nur die Unterschiede der gleichnamigen Variabeln darin eingehen.
Sind diese Unterschiede alle bis auf einen gleich Null, so ist offenbar dieser, absolut
genommen, das natiirliche Mass der Verschiedenheit beider Losungen, und iiberhaupt
darf jene Funktion sich nicht #ndern, wenn auch ein Unterschied negativ genommen
wird, weil die Aenderung des Vorzeichens bei einer Variabeln die Aufeinanderfolge
der Losungen in der Totalitit nicht dndert. Es ist ferner natiirlich, anzunehmen, dass,
wenn alle Unterschiede in demselben Verhiltnisse vergrossert werden, auch jene Funktion
in demselben Verhiltnisse sich vergrossern muss. Die Funktion muss also in Beziehung
auf die Unterschiede w,y, 2, ... der Variabeln homogen und vom ersten Grade sein.
Endlich muss noch die Freiheit linearer Transformationen, durch welche die Form dieser
Funktion nicht gedindert wird, moglichst gross sein. Alle diese Riicksichten zusammen
bestimmen uns, Ya? +y?-+2%24-.... als Form dieser Funktion anzunehmen, wo die
Quadratwurzel immer positiv zu verstehen ist. Wir beginnen demnach die Theorie der
vielfachen Kontinuitit mit folgender Definition:

Das Quadrat des Abstandes zweier Losungen ist gleich der Summe
der Quadrate der Unterschiede der gleichnamigen Variabeln.

Satz. Wenn drei reelle Losungen gegeben sind, so giebt es zwischen
denselben im ganzen drei Abstinde. Die Summe von je zweien derselben
kann nie kleiner sein als der dritte.

Beweis. Die Unferschiede der Variabeln seien @, d,..., wenn man von der
ersten Losung zur zweiten fortgeht, und o', ¥',..., wenn man von dieser zur dritten
fortgeht, dann sind sie @« +a', b + ¥, ...., wenn man von der ersten Losung zur
dritten fortgeht. Werden nun die Abstiinde mit 7, 7, ' bezeichnet, so ist

e b .., PP b4, = (a4a)E (0 b) .
folglich

rt—y?— 2 =2 (ad' + b +...),
dr2p2 (2 — 2 2" — ¢ {(ab’ — a' b)*+ etc.}.
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Fiir reelle Losungen ist also das Produkt
(7. + 7_’ + rll) (_ r + 7', —+‘ 7"1) (7. . 7" + r'l) (7‘ + 7.’ . r’l)

immer positiv. Nehmen wir nun alle drei Abstinde als positiv und » <+ <#' an, so
sind ausser dem Faktor » ++ — #’ alle drei iibrigen positiv, folglich muss auch dieser
positiv sein, d. h. »r 7" >7»".

Sollte » -+ #' = 7" werden, so miissten alle Ausdriicke ab’ — a'b, etc. verschwinden,
d. h. es miisste a:b:c:... =a':b :c :.... sein.

Wenn die Unterschiede der Werte zweier Losungen, einer konstanten A und
einer verdnderlichen P, proportional wachsen, so durchliuft die Losung P einen Strahl;
denn ihre Werte sind dann Funktionen ersten Grades einer einzigen unabhiingigen
Variabeln. Es sei B irgend eine von A verschiedene, in jenem Strahl enthaltene Losung,
die wir uns als fest denken. Wenn dann auf demselben Strahl irgend eine Losung P
auf A folgt und vor B vorhergeht, so ist immer der feste Abstand AB gleich der
Summe der veriinderlichen Abstinde AP und PB.

Den Abstand AB denken wir uns daher fortan auch als Mass des Strahls,
welchen die Losung P von A bis nach B durchliuft.

Nehmen wir ausser den Losungen 4, B noch einige andere C, D, E an, welche
nicht auf dem Strahle A B liegen, so ist leicht zu zeigen, dass die Summe der hier ge-
nannten Abstinde grisser ist als der Abstand AB. Es ist nimlich AC+ CD> AD,
AD +DE> AE, AE+ EB>AB, also AC--0D -+ DE-{-EB>AB. Jene vier
Abstinde, an einander gereiht, bilden aber ein einfaches Kontinuum, das von A4 bis B reicht.

Denken wir uns nun die n Variabeln der Losung P als eben so viele beliebige
Funktionen einer Unabhingigen, welche fiir einen Anfangswert derselben mit den Werten
der Losung A und fir einen Endwert mit den Werten der Losung B zusammenfallen
und dazwischen keine Unterbrechung der Kontinuitit erleiden, so beschreibt gleichsam
die Losung P einen von A bis B reichenden Weg, und es wird immer moglich sein,
auf diesem eine hinreichende Menge von Liosungen P so zu verteilen, dass der Fehler,
den man begeht, indem man den zwischen zwei unmittelbar auf einander folgenden
Lésungen enthaltenen Weg durch ihren Abstand ersetzt, von einer hsheren Ordnung
wird, als dieser Abstand selbst, den wir uns als verschwindend klein denken. Daraus
folgt, dass jener totale Weg A B, wofern er nicht gerade ein Strahl ist, immer grosser
sein wird als der von einem Strahle beschriebene Abstand A4 B.

Sind z, y, ... die Variabeln, dx, dy, ... ihre Differentiale unter der Voraussetzung

einer Unabhiingigen, so ist s = f Vdx® 4 dy*+ ... die Linge des Weges, wenn

das Integral von der Losung 4 bis zur Losung B reicht. Die Variationsrechnung
zeigt, dass dieser Weg ein Minimum wird, wenn die Variabeln Funktionen ersten
Grades sind.




§ 2. Orthogonale Transformation der Variabeln.

Werden die n Variabeln x, y, ... durch solche lineare Funktionen von n neuen
Variabeln ¢, ¢, t', ... ersetzt, dass der Ausdruck fir den Abstand zweier Losungen
seine Form nicht dndert, so soll diese lineare Transformation eine orthogonale heissen.

Da im Ausdrucke fiir den Abstand » zweier Losungen nur die Unterschiede ihrer
gleichnamigen Werte vorkommen, so sind hier die Konstanten jener linearen Trans-
formationsformeln von keinem Belang; und, wenn man sie weglisst, so sind die Differenzen
des urspriinglichen Systems im iibrigen dieselben Funktionen der Differenzen des zweiten
Systems, wie die Variabeln des ersten von denen des zweiten. Es seien daher z, y, ...
die Differenzen der urspriinglichen, ¢, ¢, ¢, ... die der neuen Variabeln, oder, was auf
dasselbe hinauskommt, o, 0, o, ... seien in beiden Systemen die Werte der ersten Lisung,
Z, Y, 2, ... diejenigen der zweiten Losung im alten, und ¢, ¢ ¢’,... im neuen Systeme.
Dann sei

z=at+ ot +---,
) :ﬂt+ﬂ’t,+"'y
ete.,
so wird

=4yt = (P A ) B H-ete. + 2 (e 4 B8+ - - 1) £ - ete.,
und wenn 7%= >4 {2 -} ete. sein soll, so miissen die Transformationselemente den
Bedingungen
of + 4 Pt =1, ete. | 1
ad + B8 +py +--- =0, ete. | ®
geniigen. Es sei

so ist nach einem bekannten Satze:

’
Za? . Sea .Sad’ .... | = 4%

2da.3d? . Za'd’ .. ..

r o7 ’
Se'ae.Ja'd . Za'? ...,

...............

also vermoge jener Bedingungen 4% =1, und 4 entweder = — 1 oder = —+ 1. Wire
4 = —1, so brauchte man nur eine der neuen Variabeln entgegengesetzt zu nehmen,
um sogleich 4 =1 zu erhalten. Wir wollen daher fortan 4 = 1 annehmen. Sind nun
a, b, ¢, ... die erginzenden Elemente zu ¢, 8, 9, ..., d. h. ist

04 0 A

Bar 0= g etes



— 10 —

so folgt 4t = ax + by +c¢2 -4 ---, etc. Wenn man aber die Transformationsformeln
resp. mit e, 8, y, ... multipliziert und addiert, so ist vermoge der Bedingungen (1):
t=oax-+ By ---, also, wenn 4 = 1 vorausgesetzt wird, « = a, b =8, etc., d. h. die
ergiinzenden Elemente sind den entsprechenden urspriinglichen gleich. Nun ist iiberhaupt

age +a'a - .- = A4, ete.,
ag +a'g +--- =0, ete.,
also
a2 + a'z +aII2 _‘,___,, — 1’ etc.’

af+df +d'g +--- =0, ete.
Mag man also die neuen Variabeln in die alten, oder diese in jene verwandeln, beide
Verwandlungen sind durchaus #hnlich.

Die Unterschiede der gleichnamigen Werte zweier Losungen 4, B migen fortan
Projektionen ihres Abstandes 4B = r heissen. Dann ist in jedem orthogonalen
Systeme das Quadrat des Abstandes r gleich der Summe der Quadrate seiner Projektionen,
und dieser Satz ist als Definition eines orthogonalen Systems zu betrachten. Dann sind
auch orthogonale Transformationen solche lineare Transformationen, durch welche irgend
zwei orthogonale Systeme in einander iibergehen.

Sind die Anfangslosung 4 und alle n Projektionen des Abstandes » gegeben, so
ist dadurch die Endlosung B vollig bestimmt. Ist aber jene Anfangslosung frei und
sind nicht die Projektionen selbst, sondern nur ihre n— 1 Verhiiltnisse gegeben, so
sagen wir, die Richtung des Strahls sei bestimmt und nennen jene Projektionen, bei
denen es somit nur auf ihre gegenseitigen Verhiltnisse ankommt, die Richtungs-
elemente dieses Strahls. Werden simtliche Projektionen durch den Abstand dividiert,
so mogen die Quotienten Richtungscosinus heissen; diese sind also Projektionen eines
auf dem Strahle genommenen Abstandes 1.

Wenn zwei Strahlen gleiche Richtung haben, d. h. wenn die Richtungselemente
des einen mit denen des andern proportional sind, so mdgen sie parallel heissen.

Demnach sind die oben gebrauchten Koeffizienten «, 8, 7, .... im alten Systeme
die Richtungscosinus derselben Richtung, welche im neuen Systeme durch die Gleichungen
t =t"=..-=0 bestimmt ist u. s f, und o, ', e"’,... sind im neuen Systeme die
Richtungscosinus der im alten durch y = z = --- = 0 bestimmten Richtung. Die Gleichung
oo + B8 +yy +---=0 driickt die Orthogonalitiat der beiden durch ¢ und ¢ zu
bezeichnenden Richtungen aus.

§ 3. Ueber den Winkel zweier Richtungen.

Es seien z, ¥, z, ... die Projektionen eines Abstandes » und =z, y, 2, ... die-
jenigen eines andern 7, so geben die obigen orthogonalen Transformationsformeln:

Xy Yy 2z A =t G
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Dieser Ausdruck bleibt also in jedem orthogonalen System immer derselbe. Wir setzen
daher

xx, + Yy, + 22+ - =7rr cosw
und nennen w den Winkel der Richtungen der beiden Abstinde » und r,. Daraus
folgt sogleich auch

rrysin w =V (zy, — 2,4)% + (x2, — x,2)® -+ ete.,
wo die unter dem Wurzelzeichen stehende Summe sich auf alle Kombinationen zweiter
Klasse erstreckt.
Der Cosinus des Winkels zweier Richtungen ist gleich der Summe der
Produkte der gleichnamigen Richtungscosinus.

Zwei Richtungen sind orthogonal, wenn die Summe der Produkte ihrer gleich-
namigen Projektionen gleich Null ist.

§ 4 Anwendung der orthogonalen Transformation
zum Beweise des Satzes, dass der Strahl der kiirzeste Weq sei zwischen zwei
auf thm befindlichen Lisungen.

Es seien @, 83, 7, ... die Richtungscosinus des gegebenen Strahls, so kénnen immer
r — 1 andere Richtungen gefunden werden, welche mit jenem ein orthogonales System

bilden. (Dabei bleiben (”;1)2(”__2 Richtungscosinus frei.) Transformiert man dann

die urspriinglichen Variabeln z,y, .. in solche ¢, ¢, ¢, ..., welche dem neuen System
entsprechen, so ist der gegebene Strahl nunmehr dadurch bestimmt, dass nur ¢ variabel
bleibt, wihrend ¢, ¢', . .. konstante Werte erhalten. Ein Stiick desselben ist also durch

das Integral ./'dt, irgend ein anderer dieselben Lidsungen verbindender Weg dagegen

durch das zwischen denselben Grenzen genommene Integral f}/ At +dt*+dt"2+---.
dargestellt. Vergleicht man die Formen beider Integrale, so sieht man unmittelbar,

dass dieses grosser ist als jenes. Also ist auch das Integral dex2 ~+dy*—+----, zwischen

zweien gegebenen Grenzlosungen genommen, ein Minimum, wenn die Variabeln lineare
Funktionen einer Unabhiingigen sind.

§ 5. Mass des Faralleloschems.

Das Mass V einer umschlossenen Totalitit ist durch das nfache Integral f drdydz. ..

n—1
ausgedriickt. Hat nun das (n — 1)fache Integral /'dydz... einen konstanten, von
unabhiingigen Wert 4, und sind die auf x beziiglichen Grenzen zwei konstante Werte,
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deren Unterschied a ist, so ist offenbar V= aqA. Die erste Voraussetzung ist unter
anderm erfiillt, wenn eine Grenzgleichung von der Form

Fly—p, z2—gq,....)=0

gegeben ist, wo p, q,.... beliebige Funktionen der einzigen Variabeln x bezeichnen.
Es kommen dann nur noch zwei Grenzgleichungen von der Form x = const. hinzu, und
das Integral V wird sich auf alle Werte von z erstrecken, welche zwischen diesen zwei
Konstanten liegen. Sind insbesondere p, gq, .... lineare Funktionen von x, so wird die
durch F = 0 bezeichnete Grenze erzeugt durch die Bewegung eines Strahls, welcher
stets mit dem durch y = p,z2=g¢q,.... bestimmten parallel bleibt. Die geschlossene
Totalitiat V ist dann dem Cylinder der Geometrie zu vergleichen, wo A der Basis,
@ der Hohe entspricht, und der hier angedeutete allgemeine Satz kann symbolisch so
ausgesprochen werden: Das Mass eines Cylinders ist gleich dem Produkte seiner
Basis und Hbohe.

Wenn nun die Grenze des (r— 1)fachen Integrals A (der Basis) wiederum so
beschaffen ist u. s. f., so wird zuletzt V= abc... Dann ist x zwischen zwei Konstante,
deren Unterschied a, y zwischen zwei lineare Funktionen von z, deren Unterschied b,
z zwischen zwei lineare Funktionen von z, ¥, deren Unterschied ¢ u. s. w. eingeschlossen.
Die Totalitit wird somit zwischen »n Paare von parallelen linearen Kontinuen einge-
schlossen; sie heisse Paralleloschem. Wir diirfen immerhin annehmen, dass die
Gleichungen fiir die n Anfangsgrenzen durch die Nullwerte simtlicher Variabeln befriedigt
werden. Nehmen wir je # — 1 von diesen linearen Anfangsgleichungen zusammen, so
bestimmen sie immer einen Strahl, den wir, durch das weggelassene Paar paralleler
linearer Kontinuen begrenzt, Kante des Paralleloschems nennen. Dieses hat im ganzen
n. 2"~ ' Kanten; da aber je 2"~ parallel und gleich lang sind, so zerfallen sie in n Gruppen,
von dénen wir diejenige fixieren, wo die n Kanten vom Ursprung ausgehen. Von den
1t Gleichungen, von denen je eine durch ihre Weglassung einer Kante entspricht, ist die
erste z = 0, die zweite ax + By = 0, die dritte e’z +fy +92=0 u.s. f. Liisst man
die erste weg, so braucht im allgemeinen keine Variable zu verschwinden; lisst man
die zweite weg, so bleibt z = 0; lasst man die dritte weg, so bleiben x =0, y = 0;
lasst man die vierte weg, so bleiben 2 =0, y=0, 2=0 u.s. f., d. h. fiir die erste
Kante verschwindet keine Projektion und ihre erste Projektion ist a; fiir die zweite
Kante ist die erste Projektion o, die zweite b; fiir die dritte Kante sind die erste und
zweite Projektion o, die dritte ¢ u.s. f. Wenn also die Projektionen der n Kanten in
ein quadratformiges Schema gebracht werden, so befinden sich darin auf der einen Seite
der Diagonale lauter Nullen, und V ist gleich dem Produkt der in die Diagonale fallen-
den Projektionen, also gleich der Determinante aller Projektionen. Wenn wir nun die
Variabeln in ein neues orthogonales System transformieren, so ist die Determinante der
alten Projektionen bekanntlich gleich dem Produkt der Determinante der Transformations-



— 18 —

elemente und der Determinante der neuen Projektionen, also (da jene fiir ein orthogonales
neues System gleich 1 ist) gleich dieser. Da aber, wie wir sogleich zeigen werden,
fir jedes Paralleloschem immer ein orthogonales System von der Beschaffenheit jenes
alten gefunden werden kenn, so haben wir den allgemeinen Satz:

Das Mass eines Paralleloschems ist gleich der Determinante der ortho-
gonalen Projektionen seiner Kanten.

Die Projektionen der Kanten eines Paralleloschems in irgend einem orthogonalen
Systeme seien a, b, ¢, ...; &', b,¢,...; a’,0",¢"...; etc. Man soll dieses System in
ein neues orthogonales transformieren, zu welchem das Paralleloschem die oben voraus-
gesetzte Beziehung hat. Denkt man sich sowohl die Kanten als die neuen Variabeln

X, Y,... in einer der oben angenommenen entgegengesetzten Ordnung, so sind die
Projektionen im gesuchten System:

4, o, o, o

A” ‘B’Y o’ 0’

AII, Bl, CII’ 0’

Es sei ferner
e =cecX+dY+a"Z+---,
y=8X+FY+B'Z+---,

so hat man
a=Aea
b= A8

o =Aa-+ Be
bl — A’ﬁ +B16'

al! — A”a —{—_B”al + C”a”
bll — A”ﬂ +_B”6’ —*—‘0”6”

Durch die Gleichungen der ersten Vertikalreihe sind
— 1 3 b
A - Va2+b2+"' llﬂd a=%, ﬁ=7, .
bestimmt. Da das neue System orthogonal sein soll, so liefert die zweite Vertikalreihe
A=det+bp+----
und, wenn man nun den gefundenen Wert von A substituiert, auch

B=V{@ —daf+ O —ApF+ -, o =LA
Die dritte Vertikalreihe giebt
A" =d'a+ VB4, B =d'd +58 4 -
und, wenn diese zwei Werte substituiert werden, endlich auch C”, &', 8", .... u.s. f.

Jede im Paralleloschem enthaltene Losung ist durch die Gleichungen
z=ha+Aa +1V'a" 4., y=Ab4+Xb +1'Y + ..., etc.
dargestellt, wo die unbestimmten Faktoren &, &', 1", ... positive, echte Briiche bezeichnen.
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Wird die Determinante V= 2+ ab'c’... mit sich selbst multipliziert, so ist das
Produkt wiederum gleich einer Determinante, deren Elemente

a?+bE e+, ad +bb +c¢c +---, ad’ +b¥" +cd' +----, ete,
da—+bbt+cdec+--, a?+b2+2 4., add 4V 4+’ +----, ete.,
ete.

sind. Bezeichnet man nun die Kanten des Paralleloschems mit %, %', k"', ... und die von
je zweien gebildeten Winkel mit £ (kk'), ---, so ist z. B.

at+ b +-.-=k% ad +bb 4. =Fkk cos L (kK

und man hat

VE= k® kK cos £ (kk') .kK' cosZ (kK'Y . ....
Kk cos L (KEk) . K2 CKE cos L (KE'Y . ....
E'keos £ (K'k) . k'K cos L (K'K) . E'® C e ‘
= (kK'K")?>< 1 .cos £ (kK') .cos £ (kKE') . ....
cos £ (Kk) . 1 .cos £ (KKE'). ....
cos L (k"k) . cos £ (K'K) . 1 C e

Das Mass des Paralleloschems ist also das Produkt aller seiner Kanten, multipliziert
mit der Quadratwurzel der Determinante, deren allgemeines Element der Cosinus des
Winkels ist, den jede Kante mit jeder Kante bildet.

Ist V=0, so geniigen alle Kanten einer und derselben linearen Gleichung, sie
fallen in eine und dieselbe Ebene und umgekehrt. Dann muss also auch die Deter-
minante der Cosinus verschwinden. Sind die Winkel, welche n — 1 vom Ursprung aus-
gehenden Strahlen mit einander bilden, beliebig gegeben, und es soll ein nter Strahl in
dem durch jene bestimmten linearen Kontinuum liegen, so kennen wir also eine Be-
dingung, welcher die n — 1 Winkel, die dieser mit den iibrigen Strahlen bildet, geniigen
miissen. Setzt man n =4, so passt das Gesagte auf den Fall, wo im Raume vier
Strahlen von einem Punkte ausgehen, und die obige Formel liefert uns unmittelbar die
Bedingung, welcher die Cosinus der sechs Seiten eines sphiirischen Vierecks geniigen
miissen. Nennen wir drei von einer Ecke ausgehende Seiten a, b, ¢, ihre Gegenseiten
a,b,c, so ist die Bedingung:

0= 1 .cosa.cosb .cosc :l—gcosga+2‘4‘.‘cosa’cosb’cosc’
cosa. 1 .cosc .cosb
cosb.cosc. 1 .cosa
cosc .cosb .cosa . 1

—+ & cos® a cos® a — 2 Z'cos a cos @ cosbcosd'.
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Fallt man aus einem innerhalb eines Tetraeders befindlichen Punkte Senkrechte
auf seine Ebenen, so ist jeder von zwei Senkrechten gebildete Winkel das Supplement
eines Flichenwinkels des Tetraeders. Man hat also in der letzten Gleichung auch die
Bedingung, durch welche die sechs Flichenwinkel eines Tetraeders verbunden sind.

§ 6. Ueber schiefe Systeme.

Wenn wir die auf das vorige Paralleloschem beziiglichen Bezeichnungen be-
halten und

Ilt” bltl b”tll
= c;ct + a a

k,t +T+"‘y y:—l;ci—f-——k,——}—T—i—“', etc.

setzen, so stellen diese Gleichungen eine Losung dar, zu der man vom Ursprung aus
auf einem gebrochenen Wege gelangt, der aus den n Abstdnden ¢, ¢, t”, ... zusammen-
gesetzt ist, welche resp. mit den Kanten %, k', k', ... des Paralleloschems parallel sind.
Denkt man sich die Absténde ¢, ¢, ¢',... variabel, so repriisentieren sie ein schiefes
System. Setzen wir jetzt 72 =ax*-+ y®—+4 ---, so bekommen wir als Abstand irgend
einer Losung (¢, ¢, ¢',...) vom Ursprung:

r=V et 2t cos £ (kE) -+ - 28t cos L (KK') 4+
Durch die —;—n (n — 1) Cosinus, welche in diesem Ausdruck fiir einen Abstand r, dessen

schiefe Projektionen ¢, ¢, ¢', ... sind, vorkommen, ist die Beschaffenheit des schiefen
Systems vollig bestimmt. Wird der Ursprung festgehalten, so ist die Lage eines schiefen
Systems durch n(n — 1) Data bestimmt, die Lage irgend eines orthogonalen Systems

hingegen nur durch %n (n — 1) Data. Da es nun fiir die wesentliche Beschaffenheit
des schiefen Systems gleichgiiltig ist, auf welches orthogonale System dasselbe bezogen
werde, so hat man diese Zahl von jener abzuziehen, und es bleiben also wirklich nur
%n (n — 1) wesentliche Data fiir das schiefe System iibrig; als solche kann man die

Winkel £ (kk'), ..., oder die Koeffizienten der Produkte der Variabeln im Ausdruck
fir das Quadrat des Abstandes r ansehen.

Das Element der Totalitit ist im schiefen System ein Paralleloschem, dessen
Kanten d¢, dt, dt’,... mit den Axen k, k', %k”,... parallel sind. Bezeichnen wir die
Determinante der Cosinus der Winkel £ (kk'), £ (kK'"), ... mit A2, so ist dieses Element

dV= A .dtadt dt’ ....

§ 7. Mass der Pyramide.

Es ist klar, dass das Integral P= A [dtd¢ dt’ ... durch die Bedingungen

£>0,¢>0, .., L 4L ..
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vollig begrenzt ist. Wir nennen ein solches von 5 -1 linearen Kontinuen umschlossenes
Integral P eine Pyramide. Setzt man t=ku, ¥ =ku', ¢" =k'«",...., so wird

P= A KKK ... fdudu du’ . ..

mit den Grenzen #>0, « >0, ' >0,..., u—u +«' ----<1; da das Integral
keine Konstanten enthilt, so kann es durch f(n) bezeichnet werden. Die vorletzte

Integration:
’ f:ilddu"du'” . [u’ >0, 4 >0,...,u +u 4+ +---<1 ——u].
Man setze w = (1 —u) v, ' = (1 —u)v’, etc., so wird
f;i:/du” L= —u)ﬂ_1 f;llv' av'av'" ... [v’ >0,¢' >0,...,v+0V +---< 1]
=1 =0 Sl —1);

f(n) =f('n=1)'[(1——@"—1 du = f(nn_l) = 12;72 !

weil f(1)=fdu|:u>0, u<1]=1
ist. Es ist also
po OBER.. 14
T 1.2.3...... n ~ 1.2.3...... n °

Die Pyramide ist gleich dem Paralleloschem, das ‘mit ihr » von einer
Losung ausgehende Kanten gemein hat, dividiert durch die Permutationszahl

Wir wollen die Aufgabe noch aus einem allgemeineren Gesichtspunkte betrachten.
Denken wir uns ein geschlossenes Stiick eines linearen Kontinuums, fiir welches die
orthogonale Variable  konstant ist, so konnen wir sein Mass durch

n—1
S= f dydz. ..

ausdriicken, gleich wie wenn es ein Stiick einer (n — 1)fachen Totalitdt wire. Die
Grenze werde durch den Durchschnitt irgend eines hohern Kontinuums gebildet, dessen

Gleichung die Form
Yy £ —
F(L, £,..)=0
habe. Setzt man nun y = zu', z==xu’,...., so wird
n—1
S=a""'fdu du"... mit der Grenze F (u',u",...)=0.

Bezeichnen wir mit U den Wert des Integrals f du du” ..., welcher offenbar nur
durch die Natur der begrenzenden Gleichung F = 0 bedingt ist und daher konstant
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bleibt, wenn auch z variiert, so haben wir §= U.z"~". Variiert nun « von 0 bis h, so
entsteht eine geschlossene Totalitit P, begrenzt vom linearen Kontinuum x = h und

vom héhern
F(_y_, %, ...)20;

ihr Mass ist

h
P=U|2"dz=0U.1"_.
J

n

Fir x = h werde S= B, so ist B=U.l""" und
P=-1 1B
n

Nennen wir nun die geschlossene Totalitit P einen Kegel, B seine Basis, den Ursprung
Spitze und den orthogonalen Abstand % dieser Spitze vom linearen Kontinuum der
Basis B die Hohe, so haben wir den Satz:

Das Mass eines Kegels ist der nte Teil des Produkts seiner Basis
und Héhe.

Setzt man die Basis wieder als Kegel einer (n — 1)fachen Totalitit voraus u.s. f.,
so erhdlt man den frithern speziellern Satz iiber das Mass der Pyramide.

§ 8. Mass der Pyramide, ausgedriickt durch ihre ‘—; n (n — 1) Kanten.

Bezeichnen wir die als Ursprung angenommene Ecke durch o, die tibrigen durch
1,2,...n und die von jenem nach diesen gehenden Kanten durch k,, k,, ... k,, ihre ortho-
gonalen Projektionen durch g, b, ¢, ... mit entsprechenden Zeigern, ferner das Quadrat
der Kante, welche die mit den Ziffern 4, u bezeichneten Ecken verbindet, durch (Ap),
so sind die Projektionen dieser Kante

a,—a; b, —b, ..., also Au)=(a, — “1)2 + (b, — b,)" —+ ete.

= I, -k, — 2k, k, cos £ (k;k,); folglich
(Ap) — (0A) — (op) = 2k, eos L (k; k),

uad es wird (A4) = o, (Ap) = (uk) sein. Betrachten wir nun eine Determinante £2, deren

allgemeines Element (Au) + w ist, und wo in jeder Horizontalreihe die Zahl g und in

jeder Vertikalreihe die Zahl 4 die Werte 0, 1, 2, 3, ... n durchliuft und subtrahieren zuerst

die Elemente der Horizontalreihe (A = 0) von den entsprchenden Elementen aller iibrigen

Horizontalreihen, so wird in diesen das allgemeine Element (Au) — (op). Subtrahieren

wir ferner die Elemente der Vertikalreihe (1 = o) von den entsprechenden Elementen aller
3
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iibrigen Vertikalreihen, so wird in diesen das allgemeine Element () — (o) — ((A0) — (00))
= (Au) — (04) — (op) = — 2k, k, cos £ (I, k), und o bleibt nur in dem Element (1 = o,
u = 0) noch iibrig. Also ist 2 eine lineare Funktion von w, in welcher der Koeffizient

von « gleich

6!— —_— (_— 2)11 ‘vo

ist, wenn V? wie frither, die Determinante der Elemente %,/ . cos 2 (k‘k”) bezeichnet,
wo sowohl A4 als u die Werte 0, 1, 2, 3, ... n durchlduft. Also ist

1 V 1 04
1.2.3...n (—2" Bo ’

V= V e 2 , und endlich P=
(—2) dw

Fiir n = 3 findet man

=5V 2[00 -+ @8)] [ — (01) (23) + (02) (13) + (03) (12) | — £ (12) (23) (13).

Wird dieser Ausdruck gleich Null gesetzt, so hat man die Relation, durch welche die
Quadrate der sechs Seiten eines Vierecks verbunden sind. Fiir n = 4 ist

P I J 3 (01)° (28)° — 2 Z(01)* (23) (34) — 4 Z(01). (23) (34) (12))
B A — 2 2(01) (12) (28) (30) + 3 (01) (12) (23) (34) ] '

(Die unter das Summenzeichen gesetzten Ziffern geben die Zahl der Glieder an, welche
jede Summe enthilt.) Das Verschwinden dieses letzten Ausdrucks ist die Relation
zwischen den Quadraten der zehn Entfernungen von fiinf beliebigen Punkten im Raume.

Sind fiir ein beliebiges n alle — n (n — 1) Kanten der Pyramide der Einheit

gleich, so ist
1 n -+ 1
1.2.3...n 9"

P =

§ 9. Anwendung von § 6 auf die Verwandlung vielfacher Iniegrale.

Es sei T eine Funktion der » Variabeln z, ¢, 2, ... und §= f Tdxdydz .... Man

soll dasselbe Integral durch die n neuen Variabeln ¢, ¢, ¢” ... ausdriicken, wenn z, y, . ..
als unter sich unabhingige Funktionen derselben gegeben sind.
Fassen wir z,y, ... als Variabeln eines orthogonalen Systems auf, so ist das

Produkt dzdy . .. das Element einer von den Integrationsgrenzen umschlossenen Totalitét.
Wird jedes solche Element mit dem der betreffenden Losung entsprechenden Werte der
Funktion 7' multipliziert und die Summe aller innerhalb des gegebenen Kontinuums
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fallenden Produkte genommen, so hat man das Integral §. Wenn nun die Incremente
von T innerhalb der gegebenen Grenzen iiberall von derselben Ordnung sind, wie die
unendlich kleinen Abstéinde je zweier Losungen, so steht es offenbar frei, das gegebene
Stiick der Totalitit in Elemente von anderer Form einzuteilen, das Mass eines jeden
mit 7 zau multiplizieren und die Summe aller dieser Produkte zu nehmen. Da der
Fehler jedes Produkts von einer héhern Ordnung ist als das Mass des Elements, so
wird der Fehler der Summe von einer verschwindend kleinen Ordnung sein und daher
das neue Integral mit S zusammenfallen. Wird nun das gegebene Stiick der Totalitit

durch Kontinuen, welche den Gleichungen = const., ¢ = const., t' = const., ... ent-
sprechen, in Elemente zerschnitten, so ist ein solches Element ein schiefes Paralleloschem,
dessen erste Kante die Projekiionen %%c— dt, %—% di, ..., die zweite die Projektionen
%f— at, ZZ dt ..., u. s. f hat. Sein Mass ist also

(v L Bx 8y B
- a¢t ot or -
wo die Summe die Determinante der partiellen Differentialkoeffizienten bedeutet. Das
Integral verwandelt sich demnach in

B.L‘ 6]} 82 v rr
o 5 —87....)dtdtdt

) Xdtdt dt’ ...,

s=(r(z+

§ 10. Ueber Polyscheme.

n

Wenn das nfache Integral f dzdydz ... durch lauter Gleichungen ersten Grades
vollstindig begrenzt wird, so dass keine der Gleichungen bei der Begrenzung als iiber-
fliissig erscheint, so nennen wir die geschlossene Totalitit, deren Mass jenes Integral
ist, ein Polyschem P,. Seine Grenzkontinua sind durch jene linearen Gleichungen
dargestellt und ihre Zahl kann nicht kleiner als n -1 sein. Fixieren wir eines dieser
Grenzkontinua, so erscheint es uns, wenn wir nur die in ihm befindlichen Ldsungen
betrachten, welche zugleich innerhalb jenes Integrals liegen, als ein geschlossenes lineares
Kontinuum. Wir konnen dann das urspriingliche System immer so orthogonal trans-
formieren, dass eine neue Variable in der ganzen Ausdehnung dieses linearen Kontinuums
verschwindet. Mehrere jener urspriinglichen Grenzgleichungen, deren Zahl wenigstens
n betragen muss, werden dann in ihrer transformierten (offenbar wieder linearen) Gestalt,
wo sie nur die # — 1 iibrigen neuen Variabeln enthalten werden, zur Umschliessung
des fixierten Grenzkontinuums dienen. Da eine Variable nun ganz aus der Betrachtung
wegfillt, so ist alles wieder so, wie in einer Tofalitit, aber einer bloss (n — 1)fachen;
das geschlossene Grenzkontinuum hat ein dem urspriinglichen #hnliches Integral, das
aber nur (» — 1)fach ist, zum Mass; innerhalb der von den (n— 1) iibrigen neuen
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Variabeln gebildeten Totalitdt ist es daher auch ein Polyschem P,_,. Das gegebene
P, ist also wenigstens von n—+ 1 P, ; umschlossen, jedes von diesen wenigstens von
n P, , u.s. f. Im allgemeinen schneiden sich drei P,.,, als unbegrenzte lineare Kontinua
aufgefasst, erst in einem (1 — 8)fachen, linearen Kontinuum, und wenn sie sich schon
in einem (n — 2)fachen linearen Kontinuum schneiden, so sind ihre Gleichungen nicht
mehr unabhiingig von einander. Tritt ein solcher spezieller Fall ein, so kiénnen doch
nicht alle drei (oder mehrere) P,_,, als begrenzte Gebilde aufgefasst, das fragliche P, _, in
seiner ganzen Ausdehnung gemein haben; wir zerlegen es dann in Stiicke, deren jedes
in seiner ganzen Ausdehnung immer nur zweien nachbarlichen P, ;, gemein ist.

Wir wollen daher durchweg annehmen, dass ein im Umschluss des P, vorkommen-
des P, , immer nur zweien P,_; und dann in seiner ganzen Ausdehnung gemeinschaftlich
sei; hingegen zugeben, dass ein P, ; nicht nur wenigstens dreien, sondern auch mehreren
nachbarlichen P,_, gemein sein konne: ein P,_, wenigstens vieren oder auch mehreren
P, , u s f

Wenn keine zwei der P,_,, aus denen der Umschluss eines P, besteht, sich
schneiden, und dasselbe doch eine einzige zusammenhiingende Totalitiit bildet, so nennen
wir es nicht iiberschlagenes Polyschem, im entgegengesetzten Falle ein iiber-
schlagenes. Wenn keine innerhalb des gegebenen Polyschems befindliche Losung
dem verlingerten Kontinuum eines seiner Grenz-P, ; angehort, d. h. wenn fiir simtliche
innerhalb des Polyschems fallende Losungen das Polynom einer jeden Grenzgleichung
immer dasselbe Vorzeichen behilt, wenn z. B. alle Polynome stets positiv bleiben, so
ist das Polyschem konvex. Durch eine innere Losung sei ein unbegrenzter Strahl
gezogen, so kann auf diesem die Lisung nur nach den zwei entgegengesetzten Richtungen
sich fortbewegen; man denke sich die Werte der Liosung fortwihrend in den Polynomen
aller Grenzgleichungen substituiert. In demselben Augenblicke nun, wo der Wert eines
einzigen dieser Polynome ein entgegengesetztes Vorzeichen angenommen hat, ist auch
die bewegte Losung ausserhalb des Polyschems getreten. Das Gleiche gilt fiir die
Bewegung in der entgegengesetzten Richtung. Folglich kann der Umschluss eines
konvexen Polyschems von einem Strahl in nicht mehr als zwei Losungen geschnitten werden.

Wird der Umschluss eines Polyschems P,, ohne eines der P,_, zu zerbrechen, so
in zwei Teile geteilt, dass jeder ein einziges gebrochenes (n — 1)faches Kontinuum bildet,
so soll jeder dieser Teile eine offene polyschematische Figur heissen.

Satz. Wenn unter der Voraussetzung einer nfachen Totalitit in einem
Polyschem oder einer offenen polyschematischen Figur die Zahl der Grenz-
lésungen mit a,, die der Grenzstrahlen mit a,, iberhaupt die Zahl der ¢fachen
polyschematisch geschlossenen linearen Grenzkontinuen P; mit a; bezeichnet
wird, und ist endlich a,= 1, wenn ein geschlossenes Polyschem, a, =0, wenn
eine offene polyschematische Figur vorliegt, so ist

o — Oy Gy — Qg @y — -+ +(—1)n—lan—1+(’—l)" a, = 1.
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Beweis. Ich nehme an, der Satz sei fiir die (1n— 1)fache Totalitit schon
bewiesen, und bezeichne in der nfachen Totalitdt fiir irgend eine offene polyschematische
Figur die linke Seite der fraglichen Gleichung mit 4,. Wird nun dieser Figur ein
neues P,_, angefiigt, ohne dass sie dadurch zu einem geschlossenen Polyschem wird,
so ist die diesem ganzen geschlossenen P,_, entsprechende Zahl A4, , nach der Voraus-
setzung gleich 1. Es hat aber mit der anfinglichen Figur eine derselben (n — 1)fachen
Totalitiit angehérende, offene polyschematische Iligur gemein, deren Zahl A, ebenfalls
gleich 1 ist. Da diese zweite Zahl A, , schon in der anfinglichen Zahl A4, enthalten
ist, so muss sie, bei der Berechnung des Zuwachses von A4,, von der ersten Zahl
A,_, abgezogen werden; der Rest ist 0. Die Zahl a, ist auch jetzt noch 0 wie vorher.
Die anfiingliche Zahl 4, hat alse durch das Anfiigen eines neuen P,_, keine Veridnderung
erfahren. Ist hingegen die anfinglich offene Figur so beschaffen, dass sie durch das
Anfiigen eines neuen P,_, zu einem geschlossenen Polyschem wird, so verindern sich
die Zahlen a,, a,, a,, . .. a,_, nicht, die Zahl @, , wichst um 1, und die Zahl a, geht
aus 0 in 1 iiber. Da aber die Zahlen a,_, und @, in dem fraglichen Ausdruck mit
entgegengesetzten Vorzeichen versehen sind, so wird auch in diesem Falle der Wert
A, dieses Ausdruckes nicht geindert. Nehmen wir nun nach und nach ein P,_, nach
dem andern weg, so dass immer eine offene polyschematische Figur iibrig bleibt, so
wird diese zuletzt aus einem einzigen P, ; bestehen, und, da ohnehin a, = 0 ist, so
wird das entsprechende 4, gleich sein der Zahl A, , dieses einzigen P,_,, also nach
der Voraussetzung gleich 1. Nun ist fiir n =1 das P, ein begrenzter Strahl, also
a, =2, a;, = 1; folglich 4, =a,— ¢, = 1. Der Satz ist somit bewiesen.

§ 11. Berechnung des Masses eines Folyschems.

Durch ein (n — 2)faches lineares Kontinuum und eine ausserhalb desselben be-
findliche Losung kann immer ein (» — 1)faches lineares Kontinuum, und zwar nur eines,
gelegt werden. Denn, wenn jenes durch die zwei simultanen Gleichungen «w =0, v =0,
wo u, v lineare Funktionen der Variabeln bedeuten, bestimmt ist, so ist jedes durch-
gehende (n — 1)fache lineare Kontinuum in der Gleichung » + Av =0, wo 4 einen
willkiirlichen Faktor bezeichnet, enthalten. Soll es aber durch die gegebene Losung gehen
und erhalten fiir diese die Funktionen w, v resp. die bestimmten Werte p, ¢, so muss auch
p-+Aq =0 sein. Hiedurch ist 4 bestimmt, und man hat qu — pv = 0 als Gleichung
des verlangten linearen Kontinuums.

Denken wir uns nun das gegebene Polyschem P, als konvex, wiihlen innerhalb
desselben eine beliebige Losung und fixieren dann irgend ein £,_, des Umschlusses, so
ist auch dieses wieder von vielen P,_, umschlossen, und wir legen durch jedes derselben
und jene innere Losung ein lineares Kontinuum; dann erhalten wir einen polyschema-
tischen Kegel, welcher die Losung zur Spitze und jenes fixierte P,_, zur Basis hat.

n-
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Wird das Polynom der Gleichung dieser Basis fiir jene Losung ausgewertet und durch
die Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate der Koeffizienten der Variabeln dividiert,
so hat man die Hohe des Kegels gefunden. Kennt man ferner das Mass der Basis
P,_,, multipliziert es mit der Hohe und dividiert durch », so hat man das Mass des
Kegels. Da endlich das gegebene Polyschem P, in laufer solche Kegel zerfillt, so ist
sein Mass gleich der Summe der Masse aller dieser Kegel.

Wie die Aufgabe, ein P, zu berechnen, auf die fiir ein P,_, zuriickgefiihrt ist,
so hingt auch diese wieder von der Berechnung eines P, , ab u.s.f. Zuletzt hingt
alles von der Berechnung eines P, oder eines Abstandes ab. Die Berechnung der Hohen
und die orthogonalen Transformationen, welche jeweilen zur Wegschaffung einer Variabeln,
deren Verschwinden einer Basis entsprechen soll, gemacht werden miissen, erfordern
immer eine Ausziehung der Quadratwurzel aus einer Summe von Quadraten, wihrend
der Natur der Aufgabe nur rationale Rechnungen wesentlich eignen.

Die Zahl der zu berechnenden Kegel wird geringer, wenn man eine Grenzlosung
des P, zu ihrer gemeinschaftlichen Spitze wihlt. Nehmen wir nun an, jede Basis
P,_, sei schon in lauter Pyramiden (""') zerteilt, so ist jede von diesen die Basis
einer Pyramide (oc”), welche jene Grenzlosung zur Spitze hat. Wenn man also iiber-
haupt ein P, ; in lauter Pyramiden zerlegen kann, so ist dieses auch fiir jedes P,
moglich. Nun kann man aber jedes P, oder Vieleck in lauter Pyramiden (o0%) oder
Dreiecke zerlegen, folglich kann auch jedes Polyschem (oc*) in lauter Pyramiden (oo%)
zerlegt werden. Das Mass einer solchen ist der 1.2.3...nte Teil der Determinante
der Projektionen von % ihrer Kanten, die von einer und derselben Ecke ausgehen.
Hiedurch ist also die Berechnung des Masses eines Polyschems auf lauter rationale

Rechnungen zuriickgefiihrt.

§ 12. Ueber die Projektionen eines linearen mfachen Kontinuwms, wenn m

zwischen 1 und n liegt.

Da das Kontinuum in paralleloschematische Elemente zerlegt werden kanm, so
wollen wir das Mass S eines Paralleloschems (™) untersuchen, wenn m geringer ist
als die Dimensionszahl n der Totalitit. Transformieren wir die Variabeln orthogonal,
so dass fiir das gegebene Kontinuum n — m der neuen Variabeln verschwinden, so haben
wir es bei der Berechnung des Paralleloschems (co™) nur mit den iibrigen m Variabeln
zu tun. Es gilt also der frithere Satz (§ 5), wenn darin m statt » gesetzt wird. Sind
nun %, ky, . ...k, die Kanten des Paralleloschems ,, so ist

S = ki ke cos £ (kiky) . kyky cos L (kg ...
kyky cos £ (kyky) . k; Choky cos L (kpks) - ...

....................................



Sind nun ay, b, ¢,, ... die n Projektionen von k, im urspriinglichen System, so haben
wir frither gesehen, dass

Ie,ky cos L (kykey) = a,ay —+ b0y - - - -

ist. Bezeichnen jetzt f, g, %, .... irgend m der n Projektionen a, b, ¢, ..... so ist nach
einem bekannten Satze:

SP=X|fi.q -k .

S92 Py

{ f’m 'gm hm
wenn die Summe sich auf alle Kombinationen fgh ... ohne Wiederholungen und mter
Klasse aus den n Elementen aq, ), ¢, ... erstreckt. Jede der (71::) Determinanten, aus
deren Quadraten diese Summe besteht, nennen wir eine Projektion von § auf das ent-
sprechende mfache lineare Kontinuum, fiir welches alle n —m mit f, g, k, .. .. nicht-
gleichnamigen urspriinglichen Variabeln verschwinden. Es ist sogleich klar, dass, wenn
wir nur die Lingen k,k,,...k, der Kanten, aber nicht ihre Richtungen indern,

simtliche Projektionen mit S proportional sich veréindern werden.
Betrachten wir nun wieder das beliebig umschlossene mifache lineare Kontinuum
und teilen dasselbe durch Scharen paralleler (m — 1)facher linearer Kontinuen in un-

endlich kleine Paralleloscheme (00™) d.S, deren jedes die (Z) Projektionen d P, d P’',dP",...

hat, soist dS2=d P2+ dP'?—+dP"'*+...., und die Verhiiltnisse dS:d P:dP :dP"’.....
sind konstant. Wenn also S das Mass des mfachen Kontinuums, P, P, P”,.... seine
Projektionen bezeichnen, so ist

=P L Pt L Pt ...,
d. h. das Mass irgend eines geschlossenen linearen mfachen Kontinuums ist

gleich der Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate seiner (;;z) Projektionen.

Wenn 1<m<n—1 ist, so sind die ,’;) Projektionen nicht unter sich unab-

hingig. Man kann niimlich die Gleichungen des linearen mfachen Kontinuums immer
so darstellen, dass » — m Variabeln als lineare Funktionen der m iibrigen erscheinen.
In jeder von diesen sind m Koeffizienten der Variabeln und noch eine freie Konstante
gegeben; die letzte zihlen wir nicht, als ohne Einfluss auf die Richtung des mfachen
Kontinuums. Diese Richtung wird also im ganzen durch (n — m) m Data hinreichend
bestimmt. Setzen wir jetzt Projektionen, so kommt ausser der Richtung noch das Mass

des projizierten Kontinuums als neues Datum hinzu. Also sind unter den (;‘l) Pro-

jektionen nur (n —m)m + 1 unter sich unabhiingig, alle iibrigen aber sind
durch diese bestimmt.
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Die zweil angefiihrten Zahlen dndern sich nicht, wenn man # mit n — m vertauscht;

. . = 1 .
wir diirfen also m <5 N voraussetzen. Betrachten wir nun den Bruch

% n—1 n—2 n-—3_ n—m+1

.....

Im  wm—m 3 4 m !

so sind seine Faktoren

n

n—1 n— 2
2m >1, —5—

n—m 3 >1, ----

>1,

. " n—1 . . ST
der Bruch ist also grosser als o und, wenn wir mit (n — m) m multiplizieren,

(g’l) >m—1)m=mn—m)ym-+m@m-—1),
also, da m > 1 vorausgesetzt ist, auch
(,Z) > (n— m)m —+ 1.
(Fir m =1 oder m =n —1 hingegen wird jede der zwei hier verglichenen Zahlen

gleich n. Also kann erst fir n=4 der Fall eintreten, dass nicht alle Projektionen

unter sich unabhiingig sind.)

Es selen nun @, b, ¢,...e die Zeichen fiir irgend m -+ 1 Projektionen einer
Kante % jenes mfachen Paralleloschems; f, g, I, ... die Zeichen fiir m — 1 Projektionen
derselben Kante; nur darf die Kombination (m — 1)ter Klasse, f, g, 2 ..., weder eine

aus den Elementen b, ¢, ....e gebildete sein, noch das Element a enthalten. Dann sei
die Determinante

a.b.¢c.....e |=ad+bB-+cC+ -+ eE,

a by e ol g

OOy Ce oo €4

wo a, b, ¢, ... e willkiirliche Griossen bezeichnen, wihrend die mit Zeigern versehenen
Buchstaben gegebene Projektionen von Kanten bedeuten; es wird also sein;

, 4-+-bB+¢C+---+4e¢ E=0,
A+, B+ ¢ CH---+e E=0,

.......................

Ferner sei
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Man sieht nun leicht, mit welchen Faktoren man die m Gleichungen des vorigen Systems
multiplizieren muss, um die Gleichung

NAA4+-BBH+-CCH---- +-CE=0

zu erhalten, welche eine der gesuchten Relationen zwischen den ,,’ri) Projektionen von

S darstellt. Wir wollen nun diese Relationen so zu ordnen suchen, dass es klar wird,
wie viele Projektionen P unabhiingig sind, und wie alle iibrigen aus diesen berechnet
werden konnen.

Lassen wir vorerst die von den mit a bezeichneten Elementen abhingigen Pro-
jektionen P weg und denken uns die wesentlichen Relationen zwischen den iibrigen
schon aufgestellt und mittelst derselben diese alle berechnet. Denken wir uns nun
B, C,.... E, an Zahl m Projektionen (mit a) willkiirlich gegeben und bilden dann aus
den n — 1 Elementen b, ¢, ... alle Kombinationen (m — 1)ter Klasse, f, ¢,k ..., mit Aus-
schluss der aus den m Elementen b, ¢, ... e zu bildenden, so sind die entsprechenden A
durch obige Relation immer in Funktion der m unabhiingigen B, C, ... E gegeben. Alle

jene A, mit diesen B, C, ... E zusammen, sind aber simtliche (,Z‘:i) Determinanten,

worin der Buchstabe ¢ vorkommt, und unter diesen sind also hochstens m unabhingige.
Ebenso kann man zeigen, dass unter allen Determinanten, worin a fehlt, aber ) vor-
kommt, héchstens m unabhiingige sind; ebenso unter denen, worin a, b fehlen, aber ¢
vorkommt u. s. f. Endlich gelangen wir zu den Determinanten, worin die n —m — 1
ersten Buchstaben fehlen und der (» — m)te vorkommt; ihre Zahl ist offenbar m. Zuletzt
ist noch eine Deserminante, diejenige, worin die m letzten Buchstaben vorkommen, iibrig.
Wir bekommen so offenbar hochstens (n —m) m -+ 1 unabhingige Projektionen. Der
Natur der Sache nach miissen aber gerade so viele sein, wie wir vorhin gesehen haben.
Folglich haben wir auch alle wesentlichen Relationen aufgezihlt.

Sind (;;) Projektionen, welche diesen Relationen geniigen, beliebig gegeben, so

ist es leicht, die n — m Gleichungen eines entsprechenden linearen Kontinuums zu finden,

das z. B. durch den Ursprung gehen moge. Es seien z, y, ...z die m ersten Variabeln,
u, v, w, ... die iibrigen und

u=cex-+ eyt --+enz v=fix+Loy+ - +faz etc
die n — m gesuchten Gleichungen des linearen Kontinuums. Dann sind die in dem Schema

1.0.0....0.¢./,-91- ---.
0.1.0....0.¢.03.92. +...

enthaltenen (,::‘) Determinanten den Projektionen des Kontinuums proportional. Da nun

4
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die Verhiltnisse dieser gegeben sind und unter jenen (n — m)m -+~ 1 sich finden, denen
die Werte
i e, fis Gy ovoi Cosfareves vnonn. P Coy Sy v e

zukommen, so sind diese Werte bekannt.

§ 13. Mass eines mfachen hoheren Kontinuwms.

Die n Variabeln z, y, 2, . .. eines orthogonalen Systems seien in Funktion von m
unabhiingigen Variabeln ¢, ¢, ', ... gegeben. Wenn durch keine Transformation dieser
unabhiingigen Variabeln jene z, y, 2, ... als lineare Funktionen erscheinen, so nennen
wir das durch die n Gleichungen dargestellte mfache Kontinuum ein hoheres. Es wird
durch m Scharen von (m — 1)fachen Kontinuen, welche den Gleichungen ¢ = const.,
t = const., ¢’ = const. etc entsprechen, in paralleloschematische Elemente zerschnitten.
Die Kante, welche der Variation des einzigen ¢ entspricht, hat die Projektionen

dx dy dz
o1 dt, 57 dt, o7 dat,....,

u.s. f. Das Mass des Elements wird also erhalten, wenn man die Quadratwurzel aus

aus der Summe der Quadrate der ( 1’;) in dem Schema
| 8z 8y 8z
[ at 0t
0x 8y O¢
ot ar ot
8z 0y 8¢
ot ot ot

enthaltenen Determinanten mit d¢ dt’ dt” ... multipliziert. Integriert man endlich dieses
Produkt innerhalb der gegebenen Grenzen, so erhiilt man das Mass des geschlossenen

héheren Kontinuums.

Man kann die Gleichungen des Kontinuums so transformieren, dass die m ersten
Variabeln z, y, ... 2z als unabhiingige und die n — m iibrigen w, v, w, ... als Funktionen
jener erscheinen. Das vorige Schema erscheint dann in folgender einfacheren Gestalt:

Ou 8v Ow
R R o
Ou v Ow
0-1-0. ....0._8_!/.8y by
Ou Ov Ow
0-0-0 '1'752 R z




Ist m = 2, so wird

_ du\2 , { Ou du Ov Ou
‘S—J‘IV1+(79?) ( )+et0+(8z‘ dy By 8x)+etc dzdy
das Mass des Kontinuums. Ist m = n — 1 und sind z, , ... z die unabhingigen, « die

letzte und einzige abhingige Variable, so wird

S = T‘/1+ 8“ (8")4- 4 (D )dde . dz

das Mass des Kontinuums.

§ 14. Orthogonale Transformation der Projektionen eines linearen Kontinuums.

Was in Beziehung auf Verhiltnisse der Projektionen fiir ein paralleloschematisches
Stiick eines mfachen linearen Kontinuums gilt, ist auch auf ein beliebig umschlossenes
Stiick desselben auszudehnen. Wir denken uns daher ein Paralleloschem, dessen Kanten
die Projektionen
ab ....c,d. e f,....,

versehen, mit den Nummern 1, 2, 3, ... m der Kanten als untern Zeigern haben. Es sei

ab ... c irgend eine Kombination mter Klasse aus den n Elementen a,b, ....c, d, e, f, .
so entspricht denselben die Kontinuumsprojektion

P=X+ab,...c

Die orthogonalen Transformationsformeln seien nun
z=oat+ ot +a't'+----,
y:ﬁt—*—-ﬁ’t’—{—ﬂ’t”—*—----’
z=yt—-}-y’t'-—{—y”t"—-{—----,
u=20t+dt +dt +.---,
et + &t + &t 4.,

...................

.oy

me

I

Die Projektionen der Kanten des mfachen Paralleloschems im neuen Systeme seien

LW,k ..., versehen mit den untern Zeigern 1,2, ... m, entsprechend den Nummern
der Kanten. Dann ist
P=|a.o& .o . ....| by By B ..... 0,
B.8 .8 ... | hy Ry Ry . ...

....................



welches Schema eine Determinante bedeutet, deren allgemeines Element die Summe der
Produkte der gleichaccentigen Glieder irgend einer Horizontalreihe links und irgend
einer rechts vom mittleren Vertikalstrich ist. Xs isl bekannt, dass diese Determinante

gleich ist der Summe der (,’7’1) Produkte von je zwei homologen Determinanten, welche

jedes der beiden durch den mittleren Vertikalstrich geschiedenen Schemate liefert. Die
Determinanten, welche das Schema rechts liefert, sind aber die Projektionen des m-
fachen Paralleloschems im neuen System, und die homologe Determinante im Schema
links ist der Faktor, mit dem man das mfache lineare Kontinuum (¢ ...), auf welches
diese einzelne Projektion gefillt wurde, und dem sie angehort, multiplizieren muss, um

seine Projektion auf das axiale Kontinuum (zy ...2z) des urspriinglichen Systems
(xy ...zuvw ...) zu erhalten. Man kann daher die Transformation auch so darstellen.
Im urspriinglichen System (xzy ...zuvw...) wird ein durch die m Variabeln

(zy . . .2) bestimmtes axiales Kontinuum fixiert. Im neuen System (¢£'t’. ..) denkt man
sich alle axialen mfachen Kontinua und projiziert auf diese das gegebene geschlossene
lineare mfache Kontinuum 8; dann werden alle diese Projektionen wiederum auf das
fixierte urspriingliche axiale Kontinuum (xy . .. z) projiziert; die Summe dieser letzten
Projektionen wird gleich sein der Projektion von S.

Irgend eine aus der linken Hilfte des obigen Schemas entnommene Determinante
kann auch aufgefasst werden als Projektion eines Stiickes des axialen Kontinuums
(xy . .. z2) vom Masse 1 auf das mit der Determinante homologe axiale Kontinuum des
neuen Systems. Ersetzen wir das Mass 1 durch 7', so haben wir nach dieser Auf-
fassung folgenden Satz:

Wenn in der nfachen Totalitit ein orthogonales Axensystem und
irgend zwei lineare mfache Kontinua S und 7 gegeben sind, so ist die
Projektion von 8§ auf T, multipliziert mit 7, gleich der Summe der Pro-
dukte der Projektionen von S und 7 auf je eines und dasselbe axiale
mfache Kontinuum des orthogonalen Systems.

Es ist also klar, dass man im Subjekte dieses Satzes auch § und T' vertauschen
darf, ferner, dass der Wert des Pridikats vom gewiihlten orthogonalen System unab-
héngig ist. Wir konnen ihn daher mit ST cos £ (ST') bezeichnen.

Wir wollen noch die Beziehung eines linearen mfachen Kontinuums S zu einem
schiefen System betrachten. Fixieren wir in diesem irgend ein axiales mfaches Kon-
tinuum C;, um S darauf zu projizieren, so miissen wir in allen Losungen von S die
Werte der n — m Variabeln, welche in C, verschwinden, durch Null ersetzen. Das ge-
schlossene in C, fallende Kontinuum aller so veriinderten Losungen ist die Projektion
P, von S auf C,. Es ist sogleich klar, dass der Wert von P, nur von den Richtungen
der n — m nicht in C, fallenden Axen des schiefen Systems, aber nicht von den m
Axen, durch welche C, gelegt ist, abhingt. Nehmen wir § als mfaches Paralleloschem
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an und bilden die Determinante D, der Projektionen seiner Kanten auf die in C, lie-
genden Axen, ferner die Determinante ® , der Kosinus der Winkel, welche jede dieser

m Axen mit jeder bildet, so ist P, = D, V6,,. Es sei C, ein anderes axiales im-
faches Kontinuum des schiefen Systems, P, = D, Y@,,, und O,, die Determinante der
Kosinus der Winkel, welche jede der Axen von C, mit jeder von C, bildet, so ist
182:Df@11‘+’D§@zz+---+2D1Dz@m+-~-+2D203@23‘+"---
[C]

= P? ? . ) —_— L, o
Pi+ P +...+2PF Vo 6.
welche Summe L (")' (") -+ 1 } Glieder zihlt. Aus dem fiir ein orthogonales
2 \m 1 m)

System Gesagten ist klar, dass
6, = V0,, . V0,, . cos £ (C, C,)
ist. Man kann also setzen:
S=Pi+Pi+...4+2P Pcosl (C.C) + ...

Man bemerke die vollstindige Analogie dieser Formel mit derjenigen fiir einen
Abstand im schiefen System.

Sind «,, B, 7, ... die n Richtungskosinus der ersten Axe in C,, u.s.f mit
den unteren Zeigern 1, 2,..m, ferner o, 8, 4, ... (mit den unteren Zeigern 1, 2,.
m) die m Gruppen von je n Richtungskosinus der Axen in C, (alle Richtungskosinus
beziehen sich auf ein orthogonales System), so ist

V N R N PN a', By ....ld. 8. ,....Xcosé(clc,)
. B - B o . B . y',.... ﬂ;
ﬂm ym mﬁm 7171"" ‘“m ﬂ"‘ 7’m--~~ Im m 7'""'
e B .ﬂ, y,....|‘
o By Y. ... B
am'ﬂm'ym"" " ﬂ’m y’”“ !

§ 15. Ueber das Verhalten linearer Kontinua zu einander.

Sind in der nfachen Totalitit zwei lineare Kontinua, ein mfaches und ein m'-
faches, gegeben, so hat man im ganzen 2 n — (m -~ m') Gleichungen; die beiden Kontinua
werden also im allgemeinen nur dann sich schneiden, wenn m —+ m'>= n ist. Ist z. B.
m -+ m' = n, so haben sie im allgemeinen nur eine Losung gemein, einen Strahl, wenn
m-4+m =n-+1, u.s.f. Wenn dagegen m + m' < n ist, so konnen im allgemeinen
die beiden Kontinua keine Losung gemein haben. Handelt es sich nur um die Ver-



gleichung ihrer Richtungen, und legt man daher mit jedem derselben ein Kontinuum
parallel durch den Ursprung, so bestimmen diese zusammen ein (m—+m')faches Konti-
nuum. Man kann das System orthogonal transformieren, sodass n — (m - m') neue
Variabeln fiir dieses lineare Kontinuum verschwinden, und dann dieses wie eine (m—-m')-
fache Totalitiit betrachten, in welcher jenes mfache und m'fache lineare Kontinuum ge-
geben sind. Der Fall m + m' < n ist somit auf den Fall m -+ m' = n zuriickgefiihrt.

Um der ferneren Erorterung dieses Gegenstandes die gehorige Deutlichkeit geben

zu konnen, muss ich den Begriff normaler Kontinuen einfithren. Sind =z, y, ... die
Projektionen eines dem mfachen linearen Kontinuum (' angehdrenden Strahls », und
x, y,... diejenigen irgend eines Strahls ', fiir welchen xaz' + yy + ... = 0 ist,

bleibt ferner die Lage des ersten Strahls » innerhalb des Kontinuums C vollig frei, so
sind simtliche vom Ursprung ausgehende Strahlen » in einem (n — m)fachen linearen
Kontinuum C' enthalten. Nun, zwei solche Kontinuen C und C’ nenne ich normal.

Sind ¢, ¢,,...¢, die Variabeln eines beliebigen in C angenommenen schiefen
Systems, und demgemiss

=0 b, tag byt .. agy by,
y=8t +8t,. ...+ fatu
ete.
die orthogonalen Projektionen eines Strahls », dessen schiefe ¢, ¢, .. . t, sind, so ver-
wandelt sich die obige Bedingung xx’ 4 yy -+ ... = 0 fiir den Strahl » in
@ b oty +...dbant)d Bt Bttt ... +Bub)y +...=0
und zerfillt, da ¢, ¢,, . .. ¢, frei bleiben sollen, in die m Gleichungen
oz +8y +...=0,0=1,23,...m).

Diese stellen ein (n — m)faches lineares Kontinuum C dar, welches wir das normale

nennen.
Ich behaupte nun, dass, wenn C, C' als geschlossen gedacht werden, die Pro-
jektionen des einen mit denen des andern proportional sind. Um dieses zu

beweisen, teile ich die n Variabeln ', ¥/, . . . in zwei Gruppen, von denen die eine aus den
m Variabeln «',y,...2,u, die andere aus den n — m Variabeln v, w',...p, ¢
besteht.

Eliminiert man nun aus den m Gleichungen
@) ey +8y +... 477 +6uw+ev +...F+Lp+05¢d=0,[t=12,...m
die m — 1 ersten Variabeln ', 4, ... 7, so wird man die Gleichung
@ B -G w+ev+...+5LP 41 d) -0
W for s (G + &0+ L+ 0 d)
O B oo - Ym Ot +eat ... +Cod +1nq)

oder
Ay +~Ev + ... Zp +Hqg =0
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erhalten. Es seien n — m unter sich unabhiingige Losungen des Systems (a), némlich
¥ =any =f...[lk=m-+1 m42,...n—1,n] bekannt, so ist auch
(’m_H ) —{“ 8m+1 E + .« . s + Cm_*_‘ Z+ 1]m+1, H — O,
6m+24+6m+2E+' . .+Cm+2 Z+"]‘m+2H: 0,
an 4+£n '—%—"'_%_Cn Z+’;n H =
Folglich sind die mfachen Determinanten 4, E, ... H proportional mit den (n — m)-
fachen, welche aus den Koeffizienten d, ¢, . . . 3 der n — m letzten Gleichungen gebildet
werden konnen; z.B. 4 =X+ ¢« B, ... P, J, ist proportional mit X+ ¢, ¢.pn . .

Caot %ny u. 8. f. Die Zahl der proportionalen Glieder in jeder der beiden Reihen ist hier

freilich nur 1 — m -+ 1; aber, wie man leicht sieht, kann man sie bis auof (,;;) bringen,
wenn man nach und nach immer andere Gruppen von je m — 1 Variabeln aus dem
System («) eliminiert. Den soeben gefundenen Satz kann man nun so aussprechen:

Wenn im Schema einer nfachen Determinante die Kombination jeder
der m ersten Horizontalzeilen mit jeder der n — m letzten eine verschwin-
dende Produktensumme liefert, z. B.

1 =1,2,3,...
o+ Bp+ . LG =0 {;c.—_qlﬁ«}’- 1’,m—itn2,...fn} ’

s0 sind die aus den Elementen der m ersten Horizontalzeilen gebildeten
mfachen Determinanten proportional mit ihren reciproken (n — m)fachen
Determinanten, deren Elemente in den n — m letzten Horizontalzeilen
enthalten sind.

Da nun die mfachen Determinanten den Projektionen des Kontinuums C, die reci-
proken (n — m)fachen Determinanten den Projektionen des normalen Kontinuums C’
entsprechen, so ist der oben behauptete Satz bewiesen.

Fir ein System orthogonaler Transformationselemente ist jede partielle Deter-
minante ihrer reciproken (oder erginzenden) Determinante geradezu gleich. Dies folgt
aus der in § 2 erwiihnten Eigenschaft dieses Systems, vermoge welcher jedes ur-
spriingliche Element seinem reciproken Elemente (einer (n — 1)fachen Determinante)
gleich ist. Da man die Axen ¢, ¢,,... ¢, des Kontinnums C orthogonal annehmen
kann, und ebenso diejenigen des normalen Kontinuums C’, so erhellt leicht, wie man
auch von dieser Seite her den Satz beweisen kann, dass die Projekfionen zweier nor-
malen Kontinua proportional sind.

Nach dieser Abschweifung iiber die normalen Kontinua kehren wir zur Betrach-
tung des gegenseitigen Verhaltens zweier linearen Kontinua zuriick, deren Dimensions-
zahlen zusammen derjenigen der Totalitit gleich sind. Das eine mfache Kontinuum
heisse A, das andere (n — m)fache B, und es sei m < 4 n. Das zu 4 normale Kon-
tinnum 4' wird dann B in einem (n — m)fachen Kontinuum € schneiden; das normale
zu diesem ist ein 2 mfaches Kontinuum C’, welches 4 in sich enthilt und B in einem
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mfachen Kontinuum D schneidet. Wird dann B als (n — m)fache Totalitit aufgefasst,
so sind darin die Kontinua C und D enthalten und zu einander normal. Das urspriingliche
Kontinuum B hat also gleichsam eine orthogonale Zerlegung in die Kontinua C und D
erfahren, und da von diesen C zu 4 orthogonal ist, so darf es bei der Beurteilung der
gegenseitigen Lage von 4 und B ausser acht gelassen werden; es kommt nunmehr alles
blossauf die gegenseitige Lage der mfachen Kontinua A und D an, welche beide dem 2-
mfachen Kontinuum €' angehdren. Man kann also alle dem (n — 2m)fachen Kontinuum
C entsprechenden Variabeln gleich Null setzen, das Kontinuum C’ als Totalitit be-
handeln, und hat es dann nur mit der Untersuchung der gegenseitigen Lage zweier
mfacher linearer Kontinua innerhalb einer 2 mfachen Totalitit zu thun.

Der Fall, wo die Summe der Dimensionszahlen der gegebenen linearen Kontinua
die Dimensionszahl der Totalitit iibertrifft, ist auf den vorigen Fall zuriickzufiihren.
Sind die gegebenen Kontinua ein (I + m)faches 4 und ein (I + n)faches B, und die
Dimensionszahl der Totalitit ! 4 m -+ n, so schneiden sich 4 und B in einem Ifachen
Kontinuum €. Das normale (m - n)fache Kontinuum sei €', so schneidet dieses die
Kontinua 4 und B resp. in einem mfachen D und einem nfachen E, deren gegenseitige
Lage nun ebenso wie oben zu behandeln ist.

Den Weg zur Beurteilung des einzigen Falls, auf den alie iibrigen zuriickgefiihrt
wurden, bahnen wir uns nun durch die Losung der folgenden Aufgabe.

Aufgabe. Eine orthogonale Transformation der » Variabeln =, y,...z
in die neuen t,t,...t zu finden, durch welche die beliebig gegebenen
n homogenen und linearen Polynome

p=ax-+by—+...+cz p =az+by+...+ ¢z ete
in solche Formen
p=ht +hoto+...+lt,p =MWt +hit,+...+ht, etc
iibergehen, wo alle Summen gleichnamiger Produkte je zweier Koeffizienten
denselben Polynom, z. B.
hy hy + by by + B Ry + ...
verschwinden.

Auflosung. Essei hi+ B+ b+ B'?+ ... =g, etec., N die Determinante
der nn Elemente Ii; die reciproken Elemente sollen mit H bezeichnet werden, z. B.
ON _ ,, ON__ ..
§7¢—1=HX W—H" ete.
Dann ist
h, = %s,, h =%s,, ete.
Sindnmn =@, §§{, +0, 86 +...4a,t, y=pt+..,...,2=9¢1t -+... die

orthogonalen Transformationsformeln, so ist
h, = aa, +bf, 4 ...+ cp,, ete,



-also
N=|@& -b. o, . B, y,[
a . b. "y . By Y
A S A
......... e, . B Vn

weil die Koeffizienten h entstehen, indem jede Horizontalzeile der linken Hilfte dieses
Schemas mijt jeder Horizontalzeile der rechten Hilfte zu einer Produktensumme kom-
biniert wird. Die Determinante der rechten Hilfte ist bekanntlich 1, und die reci-
proken Elemente sind den urspriinglichen gleich. Die Determinante der linken Hiilfte

sel 4, und die reciproken Elemente seien 4, B,...C; A',..., z.B. A = %g . Dann

ist N = 4. Die Grossen H entstehen aus obigem Schema, wenn in jeder Hilfte eine
Horizontalzeile weggelassen wird. Also ist

H = Ae,+ BB, +...+Cp, H = Ao, -+~ Bp, + ...+ Cy, ete.
Wir bekommen daher n Systeme von je n Gleichungen:

(%s—a)a—}—(gs—b)ﬂ—i—-...—i—(gs——c)y-—-O,
(g’s—a')a—{—(g's—b’)ﬁ—}—...—{—(%s—~-c’)y=0, N ¢ )

Dieses System hat man sich nmal wiederholt zu denken, indem die Buchstaben s, «, 8,
...y nach und nach mit den unteren Zeigern 1, 2, 3,...n versehen werden. Eli-

Koeffizienten von o, f,. ..y mit S: 4, so erhilt man eine Gleichung S = 0, in der
nur die Unbekannte s vorkommt. Die irgend einer Horizontalzeile jener Koeffizienten
entsprechenden reciproken Elemente der Determinante werden nach geschehener Sub-
stitution eines Wertes von s mit «, §, . . . y proportional, sodass zu jedem bestimmten
Werte von s immer nur eine Reihe von Verhdltnissen ¢ : f:...:y gehort. Die De-
terminante S : 4 wird man erhalten, wenn man das Produkt

V| B c
(ZS ——a)(gs—— b). R (Zs- c)
entwickelt, ohne die alphabetische Folge der Faktoren jedes Monoms zu veridndern, und
dann jedes solche Monom durch eine Determinante ersetzt, in deren Schema die Faktoren

jenes als Elemente der ersten Horizontalzeile erscheinen. Wird ferner jede solche De-
terminante als Summe von Produkten je einer aus den Elementen —a, — b,...—¢
gebildeten Determinante iten Grades mit der ungleichnamigen, aus den Elementen% s,
etc., gebildeten (n — ¢)fachen Determinante dargestellt und beachtet, dass diese immer

das (—1)" ;fache von jener ist, so erhilt man
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S=¢—K, '+ K, s — Ky s 4~ ... 4+ (=1 . . . . (2
wo K; die Summe der Quadrate aller Determinanten iten Grades bezeichnet, welche
aus den Elementen a,b,...¢, ', ... gebildet werden konnen, und somit ',’)2 Glieder
zihlt. Es ist klar, dass K, = 4% wird. Wenn also die Polynome p, p', p”’, ... alle

von einander unabhingig sind, so ist die Gleichung S = 0 vom nten Grade und kann
die Null nicht zur Wurzel haben.
Betrachten wir nun ein reciprokes Element der Determinante S: 4, z. B. das,

welches dem urspriinglichen Element%s — a entspricht, und sehen davon ab, das 4,

B, etc. Funktionen von a sind, so ist dasselbe ——a%(g). Denkt man sich aber § als

Funktion von s und den nn Grossen @, 0,...c¢,4a, ..., soist —

4 da
vorkommenden Quadrate von Determinanten gerade doppelt so gross. Jenmes erste reci-

wegen der iiberall

proke Element hat also den Wert — %{7%—:—' Folglich ist
(B .,-_085 0S8  0S_ 088 BS, 088 _
e:f:.. . Y =% 05 " T —ba ‘05 ipg — O - o - - 3)

Die gesuchten Verhiiltnisse werden erst dann unbestimmt, wenn séimtliche nach den
nn urspriinglichen Elementen a, b, . . . abgeleiteten Funktionen von § verschwinden. Da nun

e
ns = o5 T vag,t ete.

ist, so ist dann zugleich S = 0,%‘? == 0; folglich hat dann die Gleichung S = 0 gleiche

Wourzeln.

Wir miissen jetzt umgekehrt zeigen, dass, wenn die Systeme (1) gelten, sie die
gemachten Voraussetzungen zur notwendigen Folge haben. Es sei h = aa + 08 ...
4y, W =de+ U+ ...+ cy, ete, wo b, I',...a B, ...y nach Belieben mit

einem der unteren Zeiger 1, 2, 3, ... n zu versehen sind. Multipliziert man die Glei-
chungen (1) mit a,a’, &', ... und addiert, so ergiebt sich, wenn man die #hnlichen

Gleichungen hinzunimmt, das System
se = ah +ah +a'h' ...
sp =bh+ VK + bR + ..., )

sy =ch +ch +c'W +...
Bringen wir hier den untern Zeiger 1 an, multiplizieren mit «j, §,, . . . 7, und addieren,
so ergiebt sich
s oy + BB+ .+ry)=h hy+h hy 4+ By by + .
Vertauscht man die Zeiger 1 und 2 und subtrahiert beide Gleichungen von einander,
s0 bekommt man

(5 —8)(may+ By B+ ...+ 9 #)=0.
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Wenn die Wurzeln s,, s, verschieden sind, so folgt hieraus

ea,+fB+...+py =0 . . . . .. .. (5
und
hyhy +hy kR By +...=0.
Wiren s,, s, zwei konjugierte imaginire Wurzeln der Gleichung § = 0, so hiitten auch
je zwei Verhiltnisse, wie 8, : e, f, : @, konjugierte Werte, und ihr Produkt wire die
Summe zweier Quadrate; die Gleichung (5) konnte also nicht bestehen. Also kann die
Gleichung § = 0 keine imaginiren Wurzeln haben. Hitte sie gleiche Wurzeln, und

man durch geringe Variation eines oder mehrerer der urspriinglichen Elemente die
Gleichheit der Wurzeln in eine geringe Verschiedenheit umiindern, und dann wiirden
auch die entsprechenden Verhiltnisreihen nur sehr wenig von einander abweichen; die
Gleichung (5) wiirde dann

2+ p+ ...+ +2(ade+ Bdf + ...+ pdy) = 0.
Da man die Variationen da, df, . . . dy so klein, als man nur will, muss machen kénnen,
so muss auch o + 24 ...+ 9 fiilr die wirkliche Gleichheit beider Wurzeln ver-
schwinden, was die imaginidre Beschaffenheit der Verhiltnisse, also auch des entspre-
chenden Werts von s voraussetzt. Wenn also die Gleichung S = 0 gleiche reelle Wurzeln

werden, was notwendig erfordert, dass alle nn abgeleiteten Funktionen von S fiir eine
solche Wurzel verschwinden. Es ist dann immer noch moglich, dass n — 2 Gleichungen
des Systems (1) zwei unter sich unabhiingige Reihen von Verhiltnissen e¢:8:...: 9,
liefern, und es ist dann leicht, diese so einzurichten, dass sie der Orthogonalititshedingung
geniigen. Der entsprechende rechte Winkel kann dann nach Belieben in seinem zwei-
fachen linearen Kontinuum herumgedreht werden.

Man kann immer % -+ 2+ ...+ 9% = 1 machen. Wenn man nun die Glei-
chungen (4) resp. mit «, §, . . . ¥ multipliziert und addiert, so erhdlt man

s=h -+ K2R+, ..
Die Wurzeln der Gleichung § = 0 sind also simtlich positiv, was auch schon aus den
n Zeichenwechseln in (2) folgt.

Wir haben nun nachgewiesen, dass die Auflosung des Systems (1) im allgemeinen
(Gleichheit von Wurzeln der Glchg. S = 0 ausgeschlossen) alles dasjenige in reeller
Form leistet, was die Aufgabe verlangt. Wegen der Anwendung auf das Folgende be-
merke ich nur noch, dass vermége der Eigenschaft %, h, - hj I, - ete. = 0, etc., aus
den Formen p = hy ¢ +hy 8, + ...+ hyt,, p=hy t; + ..., etc. noch andere sehr
vereinfachte sich sogleich ergeben. Man mache

h

!
A=/,Z’

L
¥s Vs
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wo zu s, h, 7 nach und nach die untern Zeiger 1, 2, ... n hingehoren, dann sind

G=np+np+9y +. . G=nptnpy -+ +.. ., et

orthogonale Transformationsformeln, und man erhilt mittelst derselben
a4 ZV';-tn Q2=Vlg;-t2v ce G = ‘/;-tn-

Satz. In der 2nfachen Totalitdt sind zwei nfache lineare Kontinua
C und C' beliebig gegeben. Von ihrer gemeinschaftlichen Lésung aus werden
in denselben resp. die Strahlen », » gezogen. Der spitze Winkel Z (»") hat
offenbar ein absolutes Minimum, welchem das Strahlenpaar a, «’ entsprechen
moge. Die Bestimmung desselben hiangt von einer algebraischen Gleichung
nten Grades ab, deren Unbekannte cos® £ (aa’) ist, und ihre Auflosung liefert
daher im ganzen n Strahlenpaare a,d’; b, b;...¢, ¢, welche den analytischen
Bedingungen der Aufgabe geniigen. Dann bilden die n Strahlen a,5,...c¢
ein orthogonales Axensystem des Kontinuums C, und ebenso die n andern
Strahlen a', %, ...c¢ ein orthogonales Axensystem des Kontinuums C'; und
jeder Strahl a des einen Kontinuums ist mit den nichtzugeordneten n — 1
Strahlen ¥,...c¢ des andern Kontinuums orthogonal. Endlich ist der Pro-
jektionsfaktor des einen Kontinuums auf das andere, oder

cos Z (CC) = cos £ (aa') >< cos £ (bb') >< . .. >< cos £ (cc).

Wenn », 7 zwel beliebige Strahlen beider Kontinua C, ¢’ sind, so ist
cos £ (1) =cos £ (aa’) . cos £ (ar) . cos L (@'r') —+ cos L (DU') . cos L (br) . cos L (U'+')
~+ ...+ cos Z (cc).cos L (cr).cos L (7).

Beweis. Es ist leicht, in jedem der gegebenen Kontinua C, C' ein orthogonales
Axensystem zu finden. In C sei es durch die n Variabeln z,y,...2, in C' durch ¢,

ty, . . . t, dargestellt. Zu jenem System nehmen wir noch n Axen u, v, ...w hinzu,
sodass 2, ¥,...2,u% v, ...w die orthogonalen Variabeln der Totalitit sind. Dann sind
=0, v=0,... w=o0 die Gleichungen des Kontinuums C; diejenigen von C’ seien

x=a, t +e, b3+ ... 4.,
.Z/=ﬁl tl+ﬂ2 t2+""+ﬁntm
z2=9 tl +y2t2++7n tn
u=20 ¢ +d b, +...46d,1,
v=¢ t +l+...4+¢t,

------------------

Es wird sein

L e R Biiin s cPRR S S|
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mit unterm Zeiger 1, 2, 3,... n; ferner bestehen -+ n (n — 1) Gleichungen, wie
g o, +p B, + ..ty Pyt+0, 0+ e+ =0 . . . . (6)
Alle diese Relationen bestehen fort, wenn man auch das Axensystem (¢,4,,...t,) oder
das System (z,y,...z) oder das System (u,v,...w) orthogonal transformiert. Wir
haben nun schon gesehen, dass man durch die zwei ersten Transformationen bewirken
kann, dass die n ersten Gleichungen des linearen Kontinuums C’ sich so vereinfachen:
z=al,y=pt,...2=7yt,.
Dann reduzieren sich aber die + n (n — 1) Orthogonalititsbedingungen (6) auf:
6,0,+¢¢&+...+0 =0, ete
Wird jetzt «'2=1—a® f'2=1—p%...9%=1-—9? gesetzt, so hat man auch
St = G+ g+ 8=, Gt a+.. H L=
Siut+&604+...+ Lw JSoutv+...+Lw o Snth +env-+... G _
T 5 =ft,..., " =y't,.
Diese auf wu,v,...w beziigliche Transformation ist orthogonal. Bezeichnet man die
daraus entstehenden neuen Variabeln wieder mit w, v,...w, so hat man zuletzt folgende
Systeme von Gleichungen:

:
=a i,

fiir das Kontinuum C
U=0,V=0, ..., W = 0;
fiir das Kontinuum C’
x=ol,y=2p0,...2=pb,u=at,v=7014,...00 =194,
Man sieht, dass der Kosinus des Winkels der Axen x und ¢ gleich « ist, und dass
die iibrigen Axen fy,t,,...t, zur Axe x orthogonal sind, u.s. f.
Denkt man sich ein nfaches Paralleloschem, dessen Kanten simtlich gleich 1

sind und auf den Axen ¢,t,, ...t liegen, so ist sein Mass 1, und die Projektionen
seiner Kanten auf die Axen «,, ...z des Kontinuums C sind:

®,0,0,...0,

0,B,0,...0

050,0,....7.

folglich ist der Projektionsfaktor von C' auf C, oder cos Z (CC') =ef...y.

Es sei » irgend ein in C befindlicher Strahl, x,y, ...z seine Projektionen, ebenso
»' irgend ein Strahl in C’' und ¢,,t,,...¢t, seine Projektionen, ® = Z ("), so ist

rr cos @ = axt, - Byt, 1-...-1 pzt,,
woraus vermoge einer bekannten identischen Gleichung
(a2 B2y? +... 422 ¥ — (17 cos O)® = (axt, — Byt,)* +- ete.

folgt. Wenn also der Strahl » fest bleibt, und nur »’ variiert, so ist a®xz®--f%*y%-
...t-y%2% der grosste Wert von 7% cos? @, und dieser findet statt fiir
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Ist ferner «® das grosste unter den Quadraten a2 B2 ...92% so ist «? das absolute
Maximum von
t @ — @ g2yt 4R
24+ 4.+ 27

Ccos

und dieses Maximum findet statt fiir y =o,...z=0; dann ist aber auch ¢, = o, {;, = o,
...t,=o. Folglich ist der spitze Winkel £ (xt,) das absolute Minimum von @, und fir
dieses « = cos @, wenn « positiv genommen wird. Da aber «® eine Wurzel derselben
Gleichung nten Grades ist, welche auch $2,...p% zu Wurzeln hat, so haben die Winkel
Z (yty),... L (2t,) und die Axenpaare, von denen sie gebildet werden, dieselbe analy-
tische Bedeutung, wie der Z (xt,) und die ihn einschliessenden Axen.

Bemerkung 1. Erginzt man das System ¢, ¢,,¢, zu einem totalen orthogonalen
System, so kann man unter anderm dem Schema der Transformationselemente folgende
Gestalt geben:

€ 0,...0,—, 0,... 0
0,B,...0, o,—f,... o

0,0,0..9, 0, 0,...—%
«,0,...0, o, 0,... 0
o,f,..0, o, B, ..

0!01 7}7 0’ o’ y

Die Determinante muss den Wert 1 haben. Es ist leicht, dieses zu verifizieren,
Die Determinante wird erhalten, wenn man die Vertikalzeilen auf alle moglichen Arten
permutiert und das Produkt der in die Diagonale fallenden Elemente positiv oder negativ
nimmt, je nachdem die Permutation eine positive oder negative ist. Sobald man aber
nicht zwei gleichnamige Vertikalzeilen der linken und rechten Hilfte vertauscht, fillt
eine Null auf die Diagonale. Hieraus ist klar, dass die Determinante

(o ?) (BT + 7). ..(r*+¥?)
sein muss.

Bemerkung 2. Wenn ein Strahl und ein lineares Kontinuum gegeben sind, so
ist der in diesem befindliche Strahl, welcher mit jenem den kleinsten spitzen Winkel
bildet, seine Projektion auf dieses lineare Kontinuum. Dieser Satz ist sehr leicht zu
beweisen.

Sind nun in der 2nfachen Totalitit zwei lineare nfache Kontinua beliebig ge-
geben, so sind ihre n Axenpaare durch die Bedingung bestimmt, dass von je zwei
Axen eines Paares jede die Projektion der andern ist.
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§ 16. Ueber die Zahl der Teile, in welche die n fache Totalitat durch eine
beliebige Menge (n — 1)facher linearer Kontinua geteilt wird.

Satz. Sind ¢ lineare Gleichungen mit » Variabeln gegeben, von denen
nie n41 zugleich bestehen, so ist die Zahl der durch sie gebildeten Teile
der Totalitiat

O+ D+ +E+. +C) =0

Beweis. In der letzten der ¢ linearen Gleichungen nehmen wir die Konstante
gross genug an, dass ihr Polynom immer das gleiche Vorzeichen mit dieser Konstanten
behilt, welche gemeinschaftliche Losung von je n der ¢ — 1 iibrigen Gleichungen man
darin auch substituieren mag. Die Zahl der Teile der Totalitit, fiir welche jenes Polynom
das entgegengesetzte Zeichen seiner Konstante behilt, ist dann gleich der Zahl der Teile
des (n —1)fachen linearen Kontinuums, fiir welches das Polynom verschwindet, oder
gleich der Zahl der Teile, in welche eine (n— l)fache Totalitdt von i—1 linearen
Kontinuen geteilt wird, also gleich f (n — 1,i—1). Da aber die erwdhnten Teile der
nfachen Totalitiit durch die leftzte lineare Gleichung zu den schon von den iibrigen
t—1 Gleichungen gebildeten Teilen neu hinzugebracht werden, so ist

S,y =f(n,i—1)+f(n—1,i—1).
Variiert man nun jene zuerst sehr gross angenommene Konstante, sodass die Gleichung
irgend eine schon vorhandene gemeinschaftliche Losung von n der iibrigen festen Glei-
chungen passiert, so ist leicht zu zeigen, dass die Zahl f (n, 7) nachher gleich gross
ist, wie vorher. Statt eines geschlossenen Teiles ndmlich, worin jenes bewegte Polynom
gleiches Vorzeichen mit seiner Konstanten und die n zur Losung gehorenden Polynome
jedes sein bestimmtes Vorzeichen hatten, tritt nun wiederum ein geschlossener Teil auf,
innerhalb dessen alle n 1 Polynome entgegengesetzte Vorzeichen haben, wie vorher;
innerhalb aller iibrigen Teile dagegen behiilt jedes der ¢ Polynome dasselbe Vorzeichen
wie vorher. Um das Gesagte noch nidher zu begriinden, bezeichne ich diejenigen » von
den i gegebenen Polynomen, welche fiir die betrachtete Losung verschwinden, mit p,,
Pz - - . Pp, das Polynom, dessen Konstante beriihrt wird, mit p,,,, eliminiere dann aus
den n—1 Gleichungen, welche diese p als lineare Funktionen der n Variabeln x,y,...
angeben, diese letzteren, und erhalte so die Gleichung
APy - Py - oA A Prt gy Pty = G

wo nur C von jener variierten Konstanten abhiingt. Ist nun zuerst C positiv gewesen,
so geben die Bedingungen, dass alle Glieder der linken Seite positiv sein sollten, einen
geschlossenen Teil der Totalitit; und wenn jetzt C die Null passiert hat und negativ
geworden ist, so muss man verlangen, dass a, p,, @y Py, .- . 4ny; Puyy Simtlich negativ seien,
um eine geschlossene Totalitit zu bekommen. Innerhalb beider geschlossener Totali-
titen hat also der Wert eines jeden der Polynome p,,p,,...p,,, entgegengesetztes Vor-
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zeichen. Die gemachte Bemerkung gilt, so oft das bewegte Polynom eine Losung
passiert. Die Zahl f (n, ¢) ist daher von der gegenseitigen Lage aller ¢ linearen
Kontinua unabhiingig, wofern nur nie mehr als n derselben in einer Losung zusammen-
treffen.
Ist kein lineares Kontinuum gegeben, so z#hlt die ungeteilte Totalitat fir 1;
folglich ist f (n,0)=1. Addiert man nun die Gleichungen
S i) =f(n,i—1)+f(e—1,i—1),
f(ni—1D)=f(n,i—2)4f(n—1,i—2),
f("’ 1) =f(n,o) '+f(n - 170)’
Sf(n,0)=1,
so erhilt man
fld)=1+fn—10)+f(n—1,1)4+f(n—1,2)+...+f(n —Li— 1)
Es sei f(n,1) —f(n—1,7) =@ (n, ), so ist ¢(n,0) =0, und

p(mi)=pnr—1,1)+on—1,2)+pnr—1,3)+...+pr—1,i —1).
Nun ist f(1,5)=1i--1, also f(o,i —1)=f(1,8) —f(1,i—1)=1, daher auch f(o,?)
=1 und deshalb ¢(1,7)=1; folglich ist
P2 =1+2+3+...+G—1=()
9@,)=()+0G+ -+ (3)=0)
und iiberhaupt ¢ (n, ¢) = (fl) Da somit
foud) =fn—1,94(})

ist, so folgt nun leicht:

S =)+ () +6)+ G+ ()
Man sieht leicht, dass, wenn i = n ist, f(n, $)=2¢ wird.

Der soeben bewiesene Satz kann auch so ausgesprochen werden: Wenn ¢ li-
neare Polynome mit » Variabeln beliebig gegeben sind, sodass nie mehr als
n zugleich verschwinden, aber auch immer n durch eine und dieselbe end-
liche Losung zum Verschwinden gebracht werden, so ist die Zahl der ver-
schiedenen Gruppen von Vorzeichen, welche die Werte dieser Polynome fiir
alle reellen Losungen annehmen, gleich (Z)-{«(g)—t— 4«(;)

Satz. Unter derselben Voraussetzung ist die Zahl der Vorzeichen-
gruppen, welche nur fir endliche Werte der Variabeln stattfinden konnen,

gleich (i;l). Man kann dies die Zahl der geschlossenen Teile der Totalitét nennen.
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Beweis. Wenn irgend n+ 1 Polynome gewiihlt werden, so kann man dieselben
mit solchen konstanten und endlichen Faktoren multiplizieren, dass aus der Summe der
Produkte die n Variabeln verschwinden. Wir haben dann eine homogene lineare Funktion
der n+1 Polynome gefunden, welche einer Konstanten gleich ist. Denken wir uns z. B.
jene Faktoren und diese Konstante simtlich positiv und setzen fiir die n -+ 1 Polynome
eine Gruppe positiver Vorzeichen, so ist klar, dass unter dieser Bedingung kein Polynom
einen unendlich grossen Wert haben kann. Da aber jede Variable als lineare Funktion
von n dieser Polynome dargestellt werden kann, so kann auch keine Variable unendlich
gross werden. Nun sei ein Polynom p so beschaffen, dass sein Wert fiir alle Losungen,
welche irgend n der iibrigen Polynome verschwinden machen, dasselbe Vorzeichen, z. B.
—+, habe, und es sei eine Gruppe von Vorzeichen bekannt, welche fiir p =0 nur endliche
Losungen gestattet, z. B. die Gruppe von ¢ — 1 Pluszeichen; man nehme dann beliebige
n Polynome p,, p, - . . p, heraus und suche die identische Relation

ap +a, py + 83 Py 4. . .+ AP, = 4,

wo A positiv sein moge, so miissen, damit fiir p = o nur endliche positive Werte von
Pyy Py - - - Pn Stattfinden konnen, simtliche Faktoren ay, a,, ... a, positiv sein. Da aber
fiiv die Losung p, = 0,p, = 0,...p, = 0 auch p positiv sein soll, so muss auch a positiv
sein. Dann gestattet aber die Gruppe der positiven Vorzeichen fiir p,p,,...p, nur
endliche Losungen. Sobald man aber dem Polynom p jeden beliebigen negativen Wert
giebt, so kann auch z. B. p, jeden beliebigen positiven Wert bekommen. Hieraus er-
giebt sich, dass zu der fiir die 4 — 1 Polynome stattfindenden Zahl der fraglichen Vor-
zeichengruppen durch das neue Polynom p noch die Zahl der fiir p = o stattfindenden
Vorzeichengruppen, welche nur endliche Lisungen erlauben, hinzugebracht wird. Wenn
wir also die fragliche Zahl mit f (n, ) bezeichnen, so ist

S, i) =f(ni—1)+f(rn—1i—1).

Dass der Durchgang von p durch eine Losung nichts dndert, haben wir schon gesehen.
Daher diirfen wir jetzt die Bedingung fallen lassen, dass unter den gegebenen Polynomen
eines p sich finde, dessen Wert immer dasselbe Vorzeichen behalte, so oft auch je n der
iibrigen Polynome zugleich verschwinden mogen; die Formel gilt allgemein. Nun ist
f(n,9)=o fir i<n, aber f(n,n+1)=1; also f(n,8)=f(n— 1,n)+f(n —1L,n+1)
+f(r— 1L, n+2)+ ... +f(n—1,i—1). Es ist f(1,i)=14i—1 fir :>1, daher
reo=(3")fGd=(3") berhaupts(n,i) = ()

Satz. Wenn ¢ homogene lineare Polynome mit n Variabeln beliebig
gegeben sind, so ist die Zahl der Vorzeichengruppen

i1\, (i—1y , (i—1 i—1

2 {5 +()+(5) -+ ()
oder doppelt so gross wie fiir ¢— 1 nicht homogene lineare Polynome mit
nur n — 1 Variabeln.



Beweis. Man transformiere die » Variabeln so, dass eines der Polynome sich
auf eine einzige Variable, z. B. x, reduziert, dividiere dann alle iibrigen Polynome durch
diese Variable z, so hat man es nur noch mit » — 1 Variabeln und ¢ — 1 nicht homo-
genen Polynomen zu thun. Man stelle siémtliche Gruppen der i —1 Vorzeichen auf.
Multipliziert man jetzt die Polynome mit einem positiven Werte von x, so werden die
Gruppen nicht geindert, und zu jeder kommt noch das positive Vorzeichen des Polynoms
z hinzu. Multipliziert man dann auch mit einem negativen Wert von x, so werden in
jeder Gruppe alle Vorzeichen geiindert, und fiir das Polynom x kommt das Minuszeichen
hinzu. Die Zahl der Vorzeichengruppen wird also wirklich doppelt so gross als vorher.

Wenn ¢ nichthomogene Polynome mit n Variabeln gegeben sind, so ist die Zahl
aller Vorzeichengruppen zusammengesetzt aus der Zahl derer, welche nur endliche
Losungen, und die Zahl derer, welche auch unendliche Losungen gestatten. Die letzte
Zahl ist aber dieselbe, wie wenn man die Konstante eines jeden Polynoms wegliisst,
sodass alle Polynome in Beziehung auf die » Variabeln homogen werden. Wenn also
Sf(n,7) die Zahl aller Vorzeichengruppen iiberhaupt bezeichnet, so ist

fad=2f(n—1,i— 1)+, ")
Verbinden wir dieses mit

S, ) =f(ni -1+ f(n—1,i —1),
fO,i—1)—~f(n—1,i —1) =(i;1)

so folgt

oder .
S, )—f(n—1,0) = (;),
woraus wiederum . . ' .
o0 =)+ (1) + )+ +()
sich ergiebt.

§ 17. Regulire Polyscheme der vierfachen Totalitit.

Wenn in der dreifachen Totalitit, oder im Raume, ein regulires Polyeder von
reguliren m Xcken umschlossen wird, deren je » in einer Ecke zusammenstossen, so
wollen wir dasselbe mit dem Charakter (m, n) bezeichnen. Die Geometrie kennt zwei
Verfahren, alle Kombinationen (m, n), welche vorhandenen Polyedern entsprechen, auf-
zuzihlen und die Zahl der Stiicke eines jeden zu bestimmen. Das erste Verfahren ist
rein konstruktiv, ohne Riicksicht auf Massverhiltnisse. Man stellt sich nur die Aufgabe,
aus lauter m Ecken, deren je n einen Korperwinkel bilden, ein geschlossenes Polyeder
zusammenzufiigen. Der Satz in § 10 reicht fiir diesen Zweck hin; fir n =3 wird er



a, — a, +a, —a; =1, oder, da a;=1 ist, a,—a, +a, = 2. Man findet leicht na, =
2a, = ma, und hieraus

@iy i@y l=4m:2mn:4n: (4—(m—2)(n—2)).

Die Natur der Aufgabe verlangt fiir 4 — (m — 2)(n — 2) einen positiven Wert. Da nun
der kleinste Wert fiir m sowohl als fiir n die Zahl 3 ist, so sind. fiir das Produkt
(m—2)(n —2) nur die Werte 1, 2, 3 moglich, woraus als einzig mogliche Charaktere
(8,3),(3,4),(3, 5), (4, 3), (5, 3) sich ergeben. (Gestattet man fiir a,,a,,a, auch unendlich
grosse Werte, so kann noch (m —2)(n— 2) =4 sein, woraus die Charaktere (3, 6),
(4,4),(6, 3) entstehen, welche nur die Arten anzeigen, auf welche die Ebene mit gleichen
reguliiren Vielecken bedeckt werden kann.) Durch dieses Verfahren ist das Vorhanden-
sein der den fiinf obigen Charakteren entsprechenden Polyeder noch nicht bewiesen,
sondern nur gezeigt, dass keine anderen Charaktere moglich sind. Es kommt nur noch
darauf an, einen dem Charakter entsprechenden Korperwinkel zu konstruieren. Gelingt
dies, so weiss man dann zum voraus, dass beim wiederholten Aneinanderfiigen der offenen
polyedrischen Figur des Korperwinkels ein geschlossenes Polyeder von der bestimmten
Anzahl von Stiicken enistehen wird. Vermoge der Natur dieses ersten konstruktiven
Verfahrens ist es gleichgiltig, ob der Korperwinkel einfach oder iiberschlagen sei; ebenso
in Beziehung auf das Vieleck; die Zahl der Stiicke des Polyeders wird dieselbe bleiben.
Wenn wir z. B. das Symbol 2 fiir ein iiberschlagenes regulires Fiinfteck gebrauchen,
dessen Perimeter zweimal herumgeht, so haben das einfache Polyeder (5,3) und das
iiberschlagene (5,3) die gleiche Zahl von Stiicken.

Das andere Verfahren griindet sich auf die Betrachtung von Massverhiltnissen.
Man weiss z. B., dass die Konstruktion eines dem Charakter (m, n) entsprechenden re-
1
2
gebrochene Werte von m, n mdglich ist, wenn sie nur dieser Bedingung geniigen. Die
Projektion der Oberfliche des Polyeders auf eine um sein Centrum beschriebene Kugel
liefert ein Netz von regulidren sphirischen Vielecken, und, da der Inhalt eines solchen
durch seine Winkel ausgedriickt werden kann, so ist das rationale Verhiltnis, in welchem
er zur ganzen Kugelfliche steht, bekannt. Dabei ist aber immer noch moglich, dass

guliren Ecks die Bedingung %n-%— %> erfordert, und dass ein solches Eck auch fiir

das Netz nie sich schliesst. Setzen wir z. B. m = %, n = 3, so ist die Bedingung

% -+ % > % erfiillt; der Inhalt des (-;—)Ecks ist %n oder % der Kugelfliche. Obschon

man daher einen Augenblick glauben konnte, das Netz bestiinde aus 12 iiberschlagenen
Siebenecken und enthielte die Kugelfiiche 5 Mal, so kehrt doch das Netz nicht in sich
selbst zuriick, weil (7, 3) nicht Charakter eines Polyeders sein kann.

Schliesst man aber iiberschlagene Korperwinkel und Vielecke von der Betrachtung
aus, so giebt auch dieses zweite Verfahren nur die wirklichen reguldren Polyeder, und
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der Satz iiber den Inhalt eines sphirischen Vielecks lehrt uns die Zahl der Stiicke eines
jeden kennen.

Gehen wir jetzt vom Raume zur vierfachen Totalitit iiber, so ist sogleich klar,
dass der Umschluss eines reguliren Polyschems aus lauter gleichen reguliren Polyedern
bestehen muss, denen wir den Charakter (m,n) geben wollen. Da aber um jede Grenz-
lésung herum die betreffenden Stiicke des Umschlusses auf reguliire Art zusammengefiigt
sein miissen, so ist micht weniger klar, dass die Enden aller von der Grenzldsung aus-
gehenden Grenzstrahlen oder Kanten in einem und demselben dreifachen linearen
Kontinuum liegen, und wenn man dieses als Raum betrachtet, darin als Ecken eines
reguliren Polyeders gruppiert sein miissen; da die Seitenflichen des letzten regulire
n Ecke sind, so setzen wir (n,p) als Charakter dieses Polyeders. Hierdurch ist die
Bedeutung des Charakters (m,n,p), den wir fiir ein regulires Polyschem gebrauchen
wollen, hinreichend erklirt. Bei der Aufsuchung der moglichen Charaklere dieser Art
konnen wir wiederum, wie vorhin fiir den Raum gezeigt worden, entweder ein kon-
struktives oder ein rechnendes Verfahren anzuwenden versuchen. Das erste wiirde,
wenn e, n, p rationale Briiche sind, nur ihre Zihler, das zweite hingegen ihre Werte
beriicksichtigen. Was die allgemeine Bestimmung der Zahl der Stiicke eines vierfachen
Polyschems vom Charakter (m,n,p) betrifft, so lassen uns leider beide Verfahren gleich
sehr im Stich; das erste, weil die Formel a, — a,+a, —a, -+a,=1 sich auf a,—a,
-+ a, — a; =0 reduziert und deshalb nur die Verhiltnisse der gesuchten Zahlen, nicht
ihre Werte selbst uns kennen lehrt; das zweite, weil es auf einfache Integrale von
transcendenter Natur fihrt, deren Auswertung nur fiir jeden einzelnen Charakter be-
sonders und zwar mit Hilfe des ersten konstruktiven Verfahrens gelingt. Es bleibt
also kein anderes Mittel iibrig, die Existenz irgend eines Polyschems (m,n,p) zu beur-
teilen und die Zahl seiner Stiicke zu erfahren, als die wirkliche Konstruktion; durch den
Mangel einer apriorischen Formel fiir regulire Polyscheme unterscheidet sich demnach
die vierfache Totalitit wesentlich vom Raume.

Wir versuchen zuerst auf dem allgemeinen Standpunkt das Mogliche zu thun.
Der Umschluss des reguliren Polyschems (m,n,p) enthalte a, Ecken, a, Kanten, a,
Vielecke, a, Polyeder, so ist a, —a, +a, —a; = 0. Das schon erwiihnte Polyeder (», »)
nennen wir Basis derjenigen Grenzlosung des Polyschems, welche Kanten aussendet
nach allen Ecken jenes ersten. Diese Basis hat 4n: (2n—+2p —np) Ecken, 2np:
(2n—+2p— np) Kanten und 4p: (2n-{-2p — np) Vielecke. Von der entsprechenden
Grenzlosung des Polyschems gehen also resp. so viele Kanten, m-Ecke und Polyeder
(m,n) aus. Multipliziert man mit a,, so erhilt man die Gesamtzahlen. Da aber jede
Kante zwei Grenzlosungen verbindet, jedes m-Eck deren m und jedes Polyeder (m,n)
deren 4m: (2m — 2n— mn) in sich vereinigt, so hat man

ﬂ__a = 9q __Q_”L__a.:ma ip 0 — im a

2m+p)—np ° 1 9 (n+p)—np ° 2 9ntp)—np °  2mtn)—mn 3’
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oder
Giygiag:ag=m@2n-+p)—np):2mn:2up:p2m—4-n)—mn). . . (1)
Es versteht sich von selbst, dass beide Charaktere (m,n) und (n,p) nur existie-
renden Polyedern entsprechen diirfen. Ist 1 die Seite eines reguliren Polyeders (n, ),

so ist % sin %: Vsin2 —;—— cos?® % der Radius der umschriebenen Kugel. Wird aber

1 als Kante AB des Polyschems (m,n,p) angenommen, so ist 2 cos % die Seite der

Basis der Grenzlosung 4, und wenn M das Centrum dieser Basis bezeichnet, so ist also

der Radius MB der umschriebenen Kugel = cos % sin %: Vsin“% — cos? % . Da AMB

ein in M rechtwinkliges Dreieck ist, so ist AM ———l/sr,in2 —;’; sin? cos“’ Vsm-
. T . b4 ¥4

und sin g, sin-->cos ... Co. . (2)
eine Bedingung, ohne welche das Polyschem nicht existieren kann. Auf der Verlinge-
rung des Strahls AM liegt eine Losung O, welche von A und B gleichweit absteht; sie
wird dann auch von allen andern Ecken der Basis gleichweit abstehen, ist also iiber-
haupt von allen Grenzlosungen des Polyschems gleich weit entfernt; wir nennen sie
daher das Centrum des Polyschems und OA seinen Radius. Ist nun C die Mitte der
Kante AB, so ist das Dreieck OAC dem ABM &hnlich; daher der Radius gleich:

. b4 T
Vsm P— — cos® —
» "

. kY . n n
2 ‘/ssm2 — gin? -~ — cos®—-
m- p
Ist N das Centrum eines der in A zusammenstossenden Grenzpolyeder, so ist

NA = —} sin%: Vsm r cos®—; folglich bleibt das Verhiltnis

S. 1 2 l .9 l _ 2 T
NA in sin® — sin cos? —
n m P n

OA ™ V ..= T -
sin? — — cos? — }/sin? — — cos? =
m ) P n

sich gleich, wenn man auch m und p miteinander vertauscht; daher #ndert sich auch
das Verhiltnis ON: 04 nicht. Im Raume entspricht der Satz, dass, wenn (m, n) und
(n, m) derselben Kugel eingeschrieben sind, sie auch wieder derselben Kugel um-
schrieben sind.
Halten wir uns an ganze Werte von m, n,p, so geniigen der Bedingung (2) nur
folgende Charaktere:
(3,3,3), (3,3,4), 3,3,5), (3,4, 3), (4,3,3), (5,3,3).

Der Charakter (4, 3, 4), welcher sin % - sin % == €08 o glebt lisst 4 mit M zusammen-

fallen und zeigt also nur die Erfiillung des Raums durch aneinander gelegte Wiirfel an.
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Die Centra N aller in A zusammengefiigter Polyeder (m, n) liegen in einem drei-
fachen linearen Kontinuum und entsprechen den Vielecken jener Basis (n, p), indem die
Strahlen AN durch die Mittelpunkte dieser Vielecke gehen; diese N bilden also ein
Polyeder (p,n). Es ist nun leicht einzusehen, dass die Centra aller das Polyschem
(m, n,p) umschliessenden Polyeder die Grenzlosungen eines neuen Polyschems (p, n,m)
sind. Wenn also ein Polyschem von einem gewissen Charakter existiert, so existiert
auch das Polyschem, in dessen Charakter die Elemente die umgekehrte Ordnung be-
folgen. Wir nennen solche Polyscheme reciproke. Wenn zwei reciproke Polyscheme
gleichen Radius OA haben, so ist auch in beiden der Abstand ON des Centrums eines
Grenzpolyeders vom eigentlichen Centrum gleich. Unter den 6 oben nicht als unmoglich
aufgefiihrten Charakteren sind zwei, (3, 3, 3) und (3, 4, 3) mit sich selbst reciprok; die
iibrigen bestehen aus zwei Paaren reciproker Charaktere: (3,3, 4), (4,3, 3) und (3, 3,5),
(5,8,3). Im Raume ist bekanntlich nur das Tetraeder mit sich selbst reciprok; reciproke
Paare sind: Oktaeder, Hexaeder und Ikosaeder, Dodekaeder.

Wir wollen nun durch wirkliche Konstruktion die Existenz aller 6 den obigen
Charakteren entsprechenden Polyscheme beweisen.

1. Dem Charakter (3,3,3) entspricht das Polyschem mit der kleinsten Zahl von
Grenzkontinuen. Es hat also 5 Ecken, 10 Kanten, 10 Dreiecke und 5 Tetraeder. Wir
nennen es Pentaschem.

2. Um das Polyschem (3, 3,4) zu konstruieren, tragen wir auf den positiven und
negativen Halften der vier vom Ursprung O ausgehenden Axen acht gleiche Abstinde
auf, so werden je vier auf lauter verschiedenen Axen befindliche Endlésungen ein Te-
traeder bilden, und da eine Gruppe von vier Vorzeichen auf 16 Arten variiert werden
kann, so giebt es 16 solche Tetraeder. Ist A das eine Ende einer Axe, so bilden die
6 Enden der 3 iibrigen Axen ein Oktaeder (3, 4), als Basis von 4. Das konstruierte
Polyschem entspricht also dem Charakter (3,3, 4); es hat 8 Ecken, 24 Kanten, 32 Drei-
ecke und 16 Tetraeder, und mdge daher Hekkaidekaschem heissen.

3. Da jede Grenzlosung des Polyschems (38, 3, 5) eine ikosaedrische Basis hat, so
erheischt die folgende Erorterung eine vorlidufige Bezeichnung aller Stiicke des Ikosaeders
mit Ziffern. Ich denke mir zwei entgegengesetzte Kcken desselben durch eine Axe
verbunden und zihle dann die Stiicke zonenweise ab. Es giebt dann zwei Zonen, welche
je 5 Ecken enthalten; je die dem einen Axenende benachbarte nenne ich seinen
Fiinfeckschnitt.

Schema der Ecken. | Schema d.Dreiecke. Schema der Kanten.
1 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
2 3 4 5 6 6 7 8 9 10 6 7 8 9 10
7 8 9 1011 111213 14 15 11.16.12.17.13.18.14.19.15.20
12 16 17 18 19 20| 25 21 22 23 24
26 27 28 29 30.
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Im Schema der Ecken sind 2,3,4, 5,6 die Ecken des Fiinfeckschnitts von 1; die Ecken
2,3, 7 bilden ein Dreieck, u.s.f. Im Schema der Flichen bedeutet 1 das o (1.2.3),
die erste Horizontalzeile enthilt die um das Eck 1 herumliegenden Dreiecke, die zweite
die fiinf Dreiecke, welche mit den vorigen Kanten gemein haben; und wie die
iibrigen Dreiecke angeordnet sind, wird deutlich genug werden, wenn ich sage, dass
z. B. die Dreiecke 1, 2, 7,11, 6 im Eck 3, die Dreiecke 7, 11, 16,17, 12 im Eck 8 zu-
sammenstossen. Im Schema der Kanten enthilt die erste Horizontalzeile die vom Eck 1
nach den Ecken 2, 3, 4, 5, 6 gehenden Kanten, die zweite die Seiten (2. 3), (3. 4), ete.
des Finfeckschnitts, die dritte die Kanten (2.7), (7.3), (3.8), (8.4), etc., die vierte
die Kanten (11.7), (7.8), (8.9), ete., endlich die fiinfte die vom Eck 12 ausgehenden
Kanten (12.7), (12.8), ete.

Es sei nun a ein Eck des Polyschems; die 12 Ecken seiner ikosaedrischen Basis
seien mit b bezeichnet; ich stelle dann dieses Eck dar durch

b ’
oder z. B. auch: «
a by by by by by by by by by b )

bis b

indem ich links die Grenzlosung, rechts innerhalb der Klammern die Ecken ihrer Basis
in irgend einer Anordnung, aus der man ihre gegenseitige Lage erkennen kann, hin-
schreibe.

Die dreifachen Kontinuen der Basen von a und b, miissen sich in einem zwei-
fachen linearen Kontinuum schneiden. Unter den 12 von b, ausgehenden Kanten des
Polyschems sind nun 6 schon bekannt; es sind die, welche nach a, by, b,, b,, b,, b; gehen.
Diese Ecken gehoéren also der Basis von b, an, und die fiinf letzten derselben hat sie
mit der Basis von ¢ gemein. Jenes zweifache Kontinuum ist also die Ebene des Fiinf-
eckschnitts b, b; b, b, by; und in Beziehung auf denselben kann man « und b, vertauschen.
Das Eck b, kann demnach durch die Formel

a
by by by by b

1 X

dargestellt werden, wo = einen der noch unbekannten Scheitel der Basis bezeichnet.
Wiederholt man das gleiche Verfahren in Beziehung auf die beiden Formeln fiir ¢ und
b;, um Formeln fiir b, und b; zu erhalten, so werden diese

a a
by by by by, b, ) b, b, by b, 0,

z . . . .} 8 ... ozl

1]



einzig in diesen Formeln fiir b,, by, b, kann das neue Eck x vorkommen, weil unter

allen bis jetzt bekannten Ecken nur diese mit x durch Kanten verbunden sind. Die

Zahl aller #@hnlichen neuen Scheitel ist demnach 12.3'5 = 20; sie entsprechen den

Flichen des Ikosaeders und sollen durch ¢, ¢,, ... ¢y !bezeichnet werden. Die mit a
diametral entgegengesetzten Scheitel der Basen von b, b,,...0,, mogen d,, d,,...d,,

heissen.
Demnach sind jetzt die vollstindigen Formeln fiir die Ecken b,, b,, b;, welche

wir darum gerade anfiihren, weil nur diese den Scheitel ¢, enthalten, folgende:

a a a
by b b, b, b by b, b, b, b b, b, by b, U,
b €y € € € C) by €, € C5 Co G by Co G Cn Cg G F
d, dy d,
Sie geben fiir das Eck ¢, die Formel:
] bl
by by ¢ dy ¢
G i

Von den drei noch unbekannten Scheiteln der Basis kann der mit 2 bezeichnete nur in
den Formeln der benachbarten Ecken c,, d;, d, vorkommen. (Die beiden nicht bezeich-

neten verhalten sich #hnlich). Jeder mit = analoge Scheitel kommt also in den 20
Formeln fiir ¢ nur zweimal vor; ihre Anzahl ist daher %ﬁ = 30; sie entsprechen den
Kanten und sollen mit e bezeichnet werden; jenes z z. B. wird, da es der den Flichen
1, 2 gemeinschaftlichen Kante entspricht, zu e;. 'Wir bekommen so fiir die Ecken ¢

der ersten Horizontalzeile, deren Basen den Scheitel d, gemein haben, die Formeln:

b, b, b,
b, b, ¢ d, ¢ bs b, ¢ d, ¢ by b, ¢ d, ¢
G e dy e, e d, ) & ¢ dy e e dg ) g dy e, e d, )
e e e
by by
by bs ¢ di ¢ by b ¢ d ¢
b ¢ dy e e dyf K o dy € € dgf
g €10

Aus der fritheren Formel fiir b, und aus diesen fiinf ergiebt sich folgende Formel fiir
d,, welches anderswo bis jetzt nicht vorgekommen ist:
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Der einzige hier fehlende Scheitel kann sonst in keiner der 12 Formeln fiir die d vor-
kommen. Alle analogen Scheitel sind daher auch 12 an der Zahl; wir bezeichnen sie
mit f, den hier fehlenden z. B. mit f,.

Der Scheitel ¢, findet sich nur in den Formeln fir ¢, ¢, d,, d

,; die zwei
letzten sind:

by b,
i € C C3 € & d € G Ci5 Co G
1 € e e ¢ ¢ | 2 € €1 Py € €

S Je

Aus diesen 4 Formeln zusammen ergiebt sich die Formel
€
d ¢ dy e e
“ e o Ja fi

Der eine hier noch fehlende Scheitel kann unter allen 30 Formeln fiir die e nur in
denen fiir e, e,, ¢, der andere nur in denen fiir e, ¢, ¢,, vorkommen. Jener entspricht
also dem von den Kanten 1, 2, 6 umschlossenen Dreieck 1, dieser dem Dreieck 5. Die

30.2

analogen Scheitel sollen mit g bezeichnet werden; ihre Zahl ist —5— = 20. Wir be-

kommen so folgende Formeln:

¢ cy Cy \
d ¢ dy e e d ¢ dy e e dy ¢ d, e e
& & eo Jo 9 i b e e fo g L] & e fi g L)
9s ) 9 92
¢y \ s ( ¢
d cg dy e ¢ \ d ¢, dy e, e dy ¢ dy e, ¢ \
% es ¢ Sy 9. N % e, & Jo s fx) 1 % en e S3 o Sof
9s 94 e

Unter den bis jetzt gefundenen Formeln sind die fiir d,, e,, ¢, ¢,, e,, e, die einzigen, in

denen f, vorkommt. Sie geben
d
f € €& € € ¢
1 91 9s 93 94 G}’
h,

wo wir den neuen Scheitel schon mit %, bezeichnet haben, weil es sogleich klar ist,
dass er in allen 12 #dhnlichen Formeln nur einmal gerade hier vorkommt und daher
dem f, oder dem Ikosaedereck 1 entspricht.
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¢, kommt vor nur in den Formeln fir e, e, ¢, f;, /3 /5; von diesen sind die
zwei letzten:

d, ds
/. € € €1 € € f, € € € 65 €
b 9 96 Gis Y10 95} 73 92 97 Iu 9¢ 9
h, hy

Alle sechs Formeln geben

/

¢
es & Si 95 Je .
9 fo 99 b ke g )’
hy
alle Ecken der Basis von g, sind also schon vollstéindig vorhanden.
h, kommt bis jetzt vor nur in den Formeln fiir f,, g, 95, 95, 94, g5. Sie geben
S
h 90 92 93 9« Ys
! hy h, hy hg h,
i
Der neue Scheitel i muss in den Formeln aller benachbarten Scheitel hy, hy, h,, by, hq
sich wieder finden. Er ist daher einzig in seiner Art, hat die vollstindige Formel
h,
{hs hy h, hy B
¢ hy hy hy hyo Ry
hyg
und schliesst daher das Polyschem zu.

Die Ecken @ und i waren einzeln, die b, d, f, h zu 12, die ¢ und g zu 20, die e
zu 30. Das Polyschem hat also 120 Ecken, 720 Kanten, 1200 Dreiecke und 600 Te-
traeder; es moge Hexakosioschem heissen.

Die hier ausgefithrte Konstruktion ist von der einfachen oder iiberschlagenen Be-

schaffenheit der ikosaedrischen Basis eines Ecks unabhiingig. Da nun sin % sin —2575 >
il
3
. . N . 5 .
auch die Existenz des iiberschlagenen Hexakosioschems (3, 3, 7) bewiesen.

cos = und daher die Zusammenfiigung eines Ecks moglich ist, so ist durch das vorige

4. Sind z, y, 2, w orthogonale Variabeln, so konnen diese auf 6 Arten zu zweien
kombiniert werden; bei zwei Variabeln konnen die Vorzeichen auf 4 Arfen variiert
werden. Es giebt also im ganzen 24 Gleichungen von der Form xz-y=1; diese nun
stellen den Umschluss des Polyschems (3, 4, 3) dar. Das Oktaeder (x—-y =1) hat die Ecken
(1,0,0,0), (e, 2, Ve, o), (fsy Yo, — Yoy Ye)y (2, Y2y — Yoy — 'fe), (e, M2, Yo — /),
(0,1, 0, 0). Auf den Axen liegen 8 Ecken, wie (1,0, 0, 0), (—1, 0, 0, 0), etc.; ausser
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diesen giebt es noch 16 Ecken, wie ('/z, Y2, '/2, Y/2). Im Eck (1, 0, 0, 0) treffen die 6
Oktaeder, x+y=1, z+z=1, +w=1, zusammen; im Eck (!/2, Vs, i/2, '/2) die
6 Oktaeder, z-+y=1, 2 +2=1, 24+ y =1, y4+w=1 w+ x = 1,
z+w=1, Der Abstand jedes Ecks vom Ursprung ist 1; jede Kante ist 1. Das
Centrum des Oktaeders (z+y =1) ist (', Y2,0,0), sein Abstand vom Ursprung also

V%—, gleich dem Radius der dem Oktaeder umschriebenen Kugel. Wir nennen dieses

Polyschem (3, 4, 3) nach der Zahl seiner Grenzoktaeder Eikositetraschem. Es hat
24 Ecken, 96 Kanten, 96 Dreiecke und 24 Oktaeder. Will man eines der 16 Ecken

1t 1 1 1 . . .
(—2—, RR 7) als Axenende erscheinen lassen, so braucht man nur die Variabeln
mittelst der orthogonalen Formeln
z=1a 4ty -+ +Lw,
y=32 43y — 57—,
2=td —Ly+ii— 1w,
w=1a —1y —L1d+Lu
zu transformieren; die Determmante dieser Transformationselemente ist — 1. Eine
andere orthogonale Transformation ist
z= Vi-&+Vi-y )
y=—Vi-2+Vi-y
= Vi-d +V5w
w= Vi d V5w

im neuen Systeme sind dann alle 24 Ecken auf dhnliche Weise, z. B. durch (Y1, VL,
0, 0) dargestellt, hingegen von den Grenzkontinuen acht durch Gleichungen, wie #' =Y+
und die 16 iibrigen durch Gleichungen, wie o -+ y -+ 2 + w = V2.

Man wird leicht erkennen, dass dieses Polyschem (3, 4, 3) eine Kombination des
Hekkaidekaschems (8, 4, 3) und des sogleich nidher zu beschreibenden Oktaschems
4, 38, 3) ist.

5. Das Polyschem (4, 3, 3) ist zum Hekkaidekaschem (3, 3, 4) reciprok; seine
Existenz ist hierdurch schon bewiesen; es hat 16 Ecken, 32 Kanten, 24 Quadrate und
8 Wiirfel, und moge daher Oktaschem heissen. Als Gleichungen der acht Grenz-
kontinua kann man w=+1, x =+ 1, y=+1, 2=+ 1 setzen; dann geben z. B. die
Bedingungen w=-+1, —1<z>1, —1<y<1, —1<2z<1 einen Wiirfel. Die Ecken
sind (1,1,1,1), und alle iibrigen, welche sich hieraus durch Variation der Vorzeichen
ergeben. Das Oktaschem ist das vierfache orthogonale Paralleloschem, dessen Kanten
alle gleich sind.

6. Die Existenz des Polyschems (5, 3, 3) ist schon durch seine Reciprozitit zum
Hexakosioschem (3, 3,5) bewiesen. Das es 600 HEcken, 1200 Kanten, 720 Fiinfecke,
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120 Dodekaeder hat, so moge es Hekatonkaieikosaschem heissen. Es giebt zwei
Arten desselben, ein einfaches, das eigentliche (5,3,3), und ein iiberschlagenes

(%, 3, 3), welches von iiberschlagenen Dodekaedern (—Z—, 3) umschlossen wird.

Ich lasse hier eine Uebersicht der Massverhiltnisse der vierfachen regulidren Poly-
scheme folgen. Die Kante eines jeden ist als lineare Einheit angenommen. Es sei O
das Centrum des Polyschems, AB eine Kante eines Grenzpolyeders, N dessen Centrum,

04=R, NA=K, ON=r, L AOB = a; ferner sei o= cos —g— der Radius der einer

Basis eines Ecks umschriebenen Kugel, XK' der Radius der einem Gremzpolyeder ein-
geschriebenen Kugel, n die Zahl der Grenzpolyeder, P der riiumliche Inhalt eines solchen,
und S das Mass der vom Polyschem umschlossenen Totalitit; endlich sei d der Winkel
zwischen zweien benachbarten Grenzkontinuen, d. h.,, wenn ax <+ by 4 cz -+ dw = r,
dxe+Vy—+cdz+dw=r, (wo a®++c2+d>*=1, a?+b2+c3+d2?2=1) die
Gleichungen dieser Grenzkontinuen sind, so sei aa’ +bb' —+c¢ 4+ dd = —cos 8. Dann ist

! ’ n
gsns, 7= VB — K7, cotg S =2 5="2pr.

1. Pentaschem. g-———V%, cos g = — —4—, R = V%, K=V%, K' = VQ_E,

1=V R cosd=%,S=E %V-R‘

R =

96
. 1 n T 3 ’ T
2. Hekkaidekaschem. ¢ = V:, a=4,RB= |5, K= V:, K =V
. . _Vs+¥s = _ V541 V542
3. Einfaches Hexakosioschem. ¢ = g 1 0= 5 R = 5 = e
cotg ? = V—V% sin § = sin = 5 sin Tﬁ’ 8= %(V—'M) % (Vg— D R,
4. Ueberschlagenes Hexakosioschem. a=%’5, R = Vﬁ;—l, r____sz—-;’,
d 5+2
cotg r} == V—;-_—;_—
5. Eikositetraschem. ¢ =K;3— =§ =1, K= V;, V%', r= —;—,
§=22, §=2—2R"

'@1
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3 n

6. Oktaschem. ¢= V3 ,a=§,R*——1,K———‘%§,K'=%,r:—;—,6=-g,
S =L
7. Einfaches Hekatonkaieikosaschem. ¢= V— VE’;'l, tang %:V‘;ﬁg?,
541 541 1 (Y5+1)* 4
R=73. (V+) K~—V+V3 K'_QV (V5+1)’r=T(V2), L

— 15V5 (Y54+1 _ 15/5
§ 2 ( 9 )" 8 B

8. Ueberschlagenes Hekatonkaieikosaschem. tang ~‘2£ = V‘;L; ,

r=yz- (5, =L (BFY) 6=

Wie das Eck des Polyschems (m, n, p) durch seine Basis (n, p) und den Wert
von ¢ bestimmt war, ebeuso ist das centrale Eck O, welches das Grenzpolyeder (m, n)

zur Basis hat, durch diese und durch den Wert von % bestimmt. Ist nun eines jener

#usserlichen Ecken mit irgend einem der centralen kongruent, so ist das jenem ange-
horige Polyeder geeignet, durch Aneinanderreihung die vierfache Totalitit auszufilllen.

Nun ist ¢ (39 3, 4) =%(31 4, 3) = V%1 Q (37 4, 3) = % (49 3, 3)= !;E ’ 9(4’ 3, 3) =
%(3,3, 4). Die vierfache Totalitit wird also stetig erfiillt: 1. durch Hekkai-
dekascheme, indem deren 24 um eine Ldsung herumliegen, und die oktaedrischen
Basen der hier zusammenstossenden Ecken ein Kikositetraschem bilden, Charakter
(3, 3,4,3); 2. durch Eikositetrascheme, indem deren 8 um eine Losung herum-
liegen, und die hexaedrischen Basen der vereinigten Ecken ein Oktaschem bilden,
Charakter (3, 4, 3, 3); 3. durch Oktascheme, indem deren 16 um eine Losung herum-

liegen, und die tetraedrischen Basen der vereinigten Ecken ein Hekkaidekaschem bilden,
Charakter (4, 3, 3, 4).

§ 18. Regulire Polyscheme der fiinffachen und aller mehrfachen Totalititen.

Was in der finffachen Totalitit der Charakter (m, m, p, ¢) eines reguldren Poly-
schems bedeuten soll, ist nach dem Vorhergegangenen wohl ohne Erklirung zu ver-
stehen. Damit nun ein solches Polyschem existieren kdnne, miissen in der vierfachen
Totalitdt die reguléren Polyscheme (m, n,p) und (u, p, ) schon existieren, und der
Ausdruck

(sin2 77':- — cos? —:—) (sin2 —Z— — cos® —;5) — cos? —; cos? %
muss positiv sein. Fir ganze Zahlen m, n, p, g entsprechen diesen Bedingungen nur
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die drei Charaktere (38, 3, 3, 3), (3,3, 3,4) und (4,3, 3,3). (Es giebt auch nur drei
Charaktere, fiir welche der letzte Ausdruck verschwindet, nimlich (3, 4,3, 3), (3, 3,4, 3)
und (4, 3, 3, 3), welche, wie wir schon wissen, alle Arten anzeigen, auf welche die vier-
fache Totalitit durch reguliire Polyscheme ausgefiillt werden kann.) Die Existenz der
entsprechenden Polyscheme ist leicht zu beweisen. Das erste ist die Pyramide mit
lauter gleichen Kanten; das letzte ist das orthogonale Paralleloschem mit gleichen
Kanten, und das zweite das reciproke des letzten.

Ueberhaupt existieren in der nfachen Totalitit drei regulire Polyscheme: 1. die
Pyramide vom Charakter (3, 3, 3...8, 8), 2. das orthogonale Paralleloschem vom Cha-
rakter (4, 8, 3...8, 3), 8. das diesem reciproke Polyschem (3, 3, 3...3, 4).

Es leuchtet auch sogleich ein, dass durch das Paralleloschem die Totalitit erfiillt
werden kann, und dass diese Erfilllung durch den Charakter (4, 3,3...3,3, 4) dar-
gestellt wird.

Wenn nun fiir die (n — 1)fache Totalitdit nur die drei angefiihrten reguliren
Polyscheme existieren, so sind fiir die nfache Totalitit nur vier Charaktere denkbar:
1. wo alle Elemente gleich 3 sind, 2. wo die n — 2 ersten 3 und das letzte 4 sind,
3. wo dieselben Elemente in umgekehrter Ordnung stehen, 4. wo das erste und letzte
Element 4, alle iibrigen 3 sind. Da aber der letzte Charakter die Erfiillung der (n—1)-
fachen Totalitit anzeigt, so giebt es auch fiir die nfache Totalitit nur drei regulire
Polyscheme.

Da nun schon in der fiinffachen Totalitit nur die drei erwihnten regulidren Poly-
scheme existieren, so existieren ilberhaupt in der nfachen Totalitit nur diese drei,
sobald n> 4 ist. Wir wollen nun diese reguliren Polyscheme etwas niiher betrachten.

1. Reguldre Pyramide. Die n-} 1 Grenzkontinuen sind durch ebenso viele
Gleichungen dargestellt. Zur Bildung eines ifachen Grenzkontinuums werden n — ¢ von
:it) Kombinationen dieser Art; wenn also g,
die Zahl der ifachen Grenzkontinuen bezeichnet, so ist ;= (:lj::) Sind ferner S, B, h
resp. das Mass, die Basis und die Hohe der nfachen Pyramide, so ist nach dem
Schlusse von § 8:

diesen Gleichungen erfordert; es giebt(

1 nHl 1 _ 1 n_.

S= 1.2...0 1 2» — an’ B_l.ﬂ...(n-l) gn—1’
folglich h = ";;1 = sin %, wenn @ den Winkel bezeichnet, unter dem die Kante vom
Centrum aus erscheint, also auch cos a = — % , und, wenn & den Winkel zwischen

zweien (n — 1)fachen Grenzkontinuen bedeutet, cos § = —1"— . Wird die Kante als lineare

Einheit angenommen, der Abstand eines Ecks vom Centrum durch R, derjenige eines
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1
(n — 1)fachen Grenzkontinuums durch 7 bezeichnet, so ist R = -2 VQL , T o=
(n+1)

sin &
2
S, — R 1 Y/t " 1 1
h—R—=——— — — . R
) e o 8= e R". Setzt man abkiirzend = c0s 6, —
= cos d,, ;1—2 = ¢08 0y, ... % =08 d,_,, bezeichnet die Variabeln mit w«,, z,,...z,

und die Polynome der Gleichungen der Grenzkontinuen mit p, p,, p,,...p,, so kann
man sefzen: p, = z,,

x x; Z
p"‘(,:——cosd 1 - — cos 4, 26 —---——cosd,.—“d..——---——cosd,,ﬁ,———d"'—
9 -_| ___3 m—1
cos 5 cos cos cos cos =5
T
+—”‘%fﬂrm=l,2,3,...n—l;
m
cos 3
x z. z,
p”‘,:——cosd L — cos 6, —2 —----—cosd,,_z—'i—a—‘———x,.—kl.
il — et -2
cos 5 cos cos cos —5

Das durch die Gleichungen p =o, p, =0, p, =o0,..., Doy =0, Ppyy =0,...p =0 be-
stimmte Eck hat dann folgende Werte der Variabeln:

d . d, d,
Ty =Ty, =+ =L =0, Lmpy =cos?"‘, ZLppe = COS bmcoslg‘—, .. ..x;+1=cos6,._,cos§‘,

d
vess Lpy_y = COS O,_4 COS ~"2‘i y &p==C080,_,.

2. Reciprok-Paralleloschem (3, 8,...8,4). Sein Umschluss kann durch
Gleichungen wie

1
._.xl -——x2-——ws—o--—x”+v—§-=
dargestellt werden, wo die Vorzeichen der Variabeln auf alle moglichen Arten zu vari-

ieren sind. Es giebt also 2" solche Gleichungen. Die Ecken sind z. B. z, = V%, Z,

=gy =+ =g, =0; da die Vorzeichen der nicht verschwindenden Variabeln nach Be-
lieben zu nehmen sind, so giebt es 2n Ecken. Irgend ein ifaches Grenzkontinuum geht
durch i + 1 Ecken, von denen keine zwei einander diametral entgegengesetzt sind;

sieht man von den Vorzeichen ab, so giebt es (ifl) Kombinationen; die ¢-1 Vor-
zeichen aber konnen auf 2! Arten variiert werden; folglich ist die Zahl der ifachen

Grenzkontinuen
—oit1|
o =2 1(i+1)‘ _
Gilt die Kante als lineare Einheit, so ist a =%, cos% =V% , B =VI, r= Qin’
S=—2 —_ 2 p

1.2...n 1.2...n
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3. Reguliires Paralleloschem (4,3,...3,3). Sein Umschluss wird durch die
2n Gleichungen x, ==+ 4, z, =+ +,...2, = + 1 dargestellt, wenn die Kante als
lineare Einheit gilt. Die Zahl der ifachen Grenzkontinua (lauter Paralleloscheme) ist

a;=2~* (’:) Eines der 2" Ecken ist (z, = &, =, = §,...%, = +); die iibrigen erhilt

man durch Variation der Vorzeichen.



Yweiter Teil.

Lehre von den sphérischen Kontinuen.

§ 19. Einleitung. — Begryf der Polysphire, Mass derselben und ihres

Umschlusses.

Dieser Abschnitt ist der Betrachtung des nfachen Integrals P,= ( ”dxdydz. ey
begrenzt durch x?+y%2—+-.-<1 und durch n lineare und homogene, unter sich unab-
hiingige Polynome, welche z. B. niec negativ werden diirfen, gewidmet. Obschon P, zu-
niichst als Funktion der nn Koeffizienten dieser Grenzpolynome erscheint, so ist doch

leicht zu zeigen, dass nur % n (n — 1) Unabhiingige vorhanden sind, die sich immer

gleich bleiben, welche orthogonale Transformation auch mit den Variabeln vorgenommen
werden mag; eine solche Unabhéngige ist ndmlich die Summe der Produkte der gleich-
namigen Koeffizienten je zweier Grenzpolynome, vorausgesetzt, dass die Summe der
Quadrate der Koeffizienten eines jeden Polynoms der Einheit gleich sei. Wird fiir n=2
das Integral P, geometrisch aufgefasst, so stellt es den Inhalt eines Kreisausschnitts
dar, und die einzige Unabhiingige ist der Kosinus des Mittelpunktswinkels; wir werden
der Konsequenz wegen in diesem Falle eine notwendige Integration annehmen, da der
Ausschnitt, oder, wenn man lieber will, der Kreisbogen eine transcendente Funktion
seines Kosinus ist. In diesem Sinne kénnen wir sagen, dass das urspriingliche nfache

Integral P, nur % oder n_;l notwendige Integrationen erfordert, je nachdem seine Di-

mensionszahl n gerade oder ungerade ist. Es wird sich ndmlich zeigen, dass im letzten
Fall das Integral P,,,, als lineare Funktion von Integralen B,,, B,, ,,... P, P, dar-
gestellt werden kann. Wihrend diese Reduktion ungerade Dimensionszahlen betrifft,

bringt eine andere nicht minder merkwiirdige die Zahl % n (n — 1) der Unabhingigen auf

n — 1 herunter. Die allgemeine Funktion P, kann nimlich auf n Arten als ein Ag-

gregat von 1.2.3.4...(n— 1) speziellen Funktionen @, dargestellt werden; wenn

bei einer solchen Q, die Grenzpolynome passend geordnet sind, so ist die Summe der

Produkte der Koeffizienten je zweier benachbarter im allgemeinen eine von Null ver-

schiedene Unabhiingige, die Zahl dieser Unabhiingigen demmnach n — 1; alle anderen
8
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Produktsummen dagegen sind Null. Nachdem einige diese besondere Klasse von Funk-
tionen betreffende Sitze, finite Relationen zwischen denselben enthaltend, bewiesen und
zu Wertbestimmungen benutzt worden sind, werden diese letzten noch mit Hilfe der
reguliren Polyscheme des vorigen Abschnitts verifiziert, und nehmen wir hievon Anlass,
ganz besonders die Theorie der regulidren Polyscheme der vierfachen Totalitiit zu ver-

vollstindigen.

Erklirung. Sind =x,, z,,...., 2, orthogonale Variabeln, so ist die durch die

Bedingung

2} +af 4 tal <a?
umschlossene Totalitit eine n-Sphire oder Polysphire; a ist ithr Radius, und die
Losung mit den Nullwerten simtlicher Variabeln ihr Centrum. Demnach wiirde der
Kreis Disphiire, die Kugel Trisphiire heissen.

Wir sagen, eine Losung sei innerhalb, auf oder ausserhalb einer Polysphire,
wenn ihr Abstand vom Centrum Kkleiner, gleich oder grosser als der Radius ist. Das
(n -- 1)fache hohere Kontinuum, welches alle auf der Polysphiire befindlichen Losungen
enthilt, also dieselbe umschliesst, heisst totales sphirisches Kontinuum; ein Stick
desselben, welches von (n — 1)fachen durchs Centrum gehenden linearen Kontinuen
begrenzt wird, sphirisches Polyschem, und im Besondern Plagioschem, wenn die
Zahl der begrenzenden Kontinuen n ist. (Dieses ist némlich die kleinste Zahl, wo die
Eigentiimlichkeit der n-Sphire sich offenbaren kann; fiir eine noch kleinere Zahl be-
grenzender Kontinuen sinkt das Polyschem, als analytische Fuunktion betrachtet, auf
eine niedrigere Stufe herab.) Die einzelnen Stiicke, aus denen die ganze Begrenzung
besteht, nennen wir Perischeme, und zwar haben wir zunéchst (n — 1)sphérische Peri-
scheme, deren jedes wiederum von einer Menge (n — 2)sphiirischer Perischeme begrenzt
ist, u. s. f. Die disphirischen Perischeme endlich migen Seiten und die monosphiri-
schen Ecken heissen.

Jedes Element des sphiirischen Kontinuums ist zu seinem Abstand vom Centrum
(seinem Radius) normal, weil

z, dx, ‘g dxy 4+ -+ 2 dx,=0
ist; seine Projektionsfaktoren sind also
T Zn.
2 g
daher kann es durch

Lz, dz, . .. dx,, 2dx, dzy dz, ... dz,,.. .
Xy Zg

ausgedriickt werden.
Setzt man
X, = rcos @, X, =1 Sing, COSP,, X; = rSsin@, sin @, CO8 P, .. .,
Z,=7sing, sing, ...sin¢g,_CO8QPy,.... ... , &,=rsing, sing, singp, ...sing,_,,
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so heissen 7, @, @,, ..

. Pu_, Sphiirische Variabeln.

Variiert man immer nur eine

dieser neuen Variabeln, wihrend alle iibrigen konstant bleiben, so durchliuft die Losung

die Wegelemente
dr, rdo,, rsing, d @,, rsing, sin @, d @,

yee-w TSINQ, SINQ,...SIDQ, ,d @,

deren Projektionsfaktoren das orthogonale System

€OS Py, Sin @y €OS @y, sin @, sin @, cos @,,...,sing;singysing;. ..

— sin @, cos@, cos @, cos@, sin g, oS Py, ..., COSP, SN @, Sin @;.. .
0, —sing,, COS 3 COS @3, .. ., cos @, sing;. ..
0, 0, — singy,..., COS Q. .
0 0, 05000y
bilden.
n—1 . 1n—2 Inn—3
7"~ sin" "’ @, sin

sin Py COS Py
.SiN@,_4 COSP,_;

—sing, ;,

Py ...8iNQ, ssing, drde, do,...de,._,

sin @, _; COS@,,_, , Sin @, sin @, sin @,...
sin @, _3 COS@,,_, , COSP, SiN @, Sin @g...
cOS @, Sin @, ...

COS Q...

SiN Qg SiN @, ,
Sin @p_g SINPu_y ,
sing,_;sing,_,
sing,_; sin@,_, ,

COS @y

Das Element dx, dx, ...dx, der Totalitit verwandelt sich demnach in

und, wenn man hier den Faktor dr weglisst, so hat man einen Ausdruck fiir das

Element des sphirischen Kontinuums vom Radius 7 anstatt des fritheren % dx, dzy . .. dz,.
1

Ist nun

K= { dz,dz, ... da, :
(@it af <a?)

S =

#—1
ff—ldxz dz, . . . d.
@+ 232+ -k

b

a?)

d. h. sind K, S die Masse der Polysphire und des totalen sphirischen Kontinuums, so

hat man auch

n

S=a"" f sin" " @, d o, fsin”" P dP, ...

]

S
K= —
a 0
oder, weil
n
sin"@pdg =
/]
ist,
2
2712 _
— aln 1’
n

w) oo

Fir a =1 und n =4, 5, 6 ist S resp. 2 =%,

n 2
f Sin q?,,_g d wn—ﬁ fd q7n—17
(] (1}

[

™ dr,
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§ 20. Glegenseitige Abhingighkeit der Stiicke eines sphirischen Plagioschems.
Es sei a4+ a2+ ...+ 22 =1 die Gleichung des sphérischen Kontinuums,

S"—: "c—i:lv,dx,...dxn
Ty
das Mass eines Teils, welcher alle den Bedingungen p, >o,p, > o, ..., p,>> 0 geniigenden
Losungen enthdlt, wenn p,,p,, ..., p, unter sich unabhingige lineare und homogene

Polynome bezeichnen. Es steht frei, anzunehmen, dass in jedem Polynom die Summe
der Quadrate der Koeffizienten gleich 1 sei. Dann sei z. B. — cos (12) die Summe der
Produkte der gleichnamigen Koeffizienten in den Polynomen D1 Pay und (12) heisse der

Winkel dieser zwei Polynome. Es giebt im ganzen n(n— 1) solche Winkel (12),
(18),...((n — 1) n); ich nenne sie die Argumente des Plagioschems S; sein Mass ist
eine Funktion von nur diesen%n (n — 1) unter sich unabhidngigen Argumenten. Denn
die Zahl aller unter sich unabhiingigen Elemente der n Polynome p ist n (n — 1), und,

wenn man hievon die Zahl %«n (n — 1) der unabhéngigen Elemente einer orthogonalen

Transformation abzieht, so bleiben nur—lg— n (n-— 1) wesentliche Elemente des Plagioschems

iibrig; als solche konnen wir daher jene der Zahl nach iibereinstimmenden Argumente
annehmen.

Das (n— m)fache lineare Kontinuum, das durch p, =0, p, = 0,...Ppy = 0, p=0
bestimmt ist, werde durch (123.. _wf) bezeichnet. Man kann die Variabeln immer so
orthogonal transformieren, dass fiir dieses Kontinuum m der neuen Variabeln verschwinden.
Man unterdriicke dann diese Variabeln in den Polynomen p,..,, Pnie,-.. P, dividiere
jedes durch die positive Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate der in ihm iibrig
gebliebenen Koeffizienten und bezeichne sie dann mit

p(123.  m,m+1),p(123. .. m,m+2),...,p(123. .m,n)

als Grenzpolynome des (n — m)sphiirischen Perischems §(123... m); die Winkel dieser
neuen Polynome oder die Argumente des von ihnen begrenzten Perischems mogen z. B.

durch (123...m, (m 4+ 1) (m+ 2)) dargestellt werden. Ihre Zahl ist (”;m), und da
(:;) die Zahl aller (n — m)sphirischen Perischeme von S ist, so kommen an diesem im

im ganzen (:;) (n-;m)___(;z)(n;%) Stiicke der erwihnten Ordnung vor ((n— m)sphi-
rische Stiicke). Gegen das Ende treten Kugeldreiecke, wie (45...n), auf; die
Argumente eines solchen (txisphﬁrische Stiicke) sind seine Winkel (45...n, 23),

(45...n,138), (45...n,12). Endlich kommen Kreishogen (disphirische
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Stiicke oder Seiten), wie (845...7n), von denen jeder selbst sein einziges Argument ist;
d h.esist S (8345...n)=(345...n,12); hingegen S(45...n)=(45...n,23)+

45. . . n18)4+@5...n12 — w Da die Zahl der Seitené—n n—1)

ist, so kann man das Plagioschem S auch als Funktion seiner Seiten auffassen. Die
Zahl aller seiner Stiicke mit Einschluss der Argumente und Seiten ist

m=n—2

2 ()00 =)=

Thre Abhingigkeit von den Argumenten ist folgende. Da man die Variabeln immer
so orthogonal transformieren kann, dass in den drei Polynomen p,, p,, p, nur drei Va-
riabeln erscheinen, so kann man die Argumente (23), (13), (12) als Winkel eines Kugel-
dreiecks auffassen, welches die (» — 1)sphiérischen Stiicke (1,23), (2, 13), (5, 12) zu Seiten
hat; diese sind somit durch die bekannten trigonometrischen Relationen in Funktion
jener gesetzt. Man kennt also alle (n — 1)sphirischen Stiicke in Funktion der Argumente.
Wiederum sind z. B. (1,34),(1,24), (1,23) als Winkel, und (12, 34), (18, 24), (14, 23)
als entsprechende Seiten eines Kugeldreiecks anzusehen und dadurch mittelbar alle
(n — 2)sphiirischen Stiicke in Funktion der Argumente gesetzt. Dies geht so fort, bis
endlich die Seiten in Funktion der Argumente gefunden sind. Es ist klar, dass die
Supplemente der Argumente dieselben Funktionen der Supplemente der
Seiten sein werden, wie die Seiten von den Argumenten sind.

Um diesen Vorstellungen ein analytisches Gewand zu leihen, suchen wir zuerst
ein Grenzpolynom eines Perischems so auszudriicken, dass wir keiner Transformation
der Variabeln bediirfen. Denkt man sich im Ausdruck eines solchen die anfinglichen
Variabeln restituiert, und ist die Ziffer ¢ von 1, 2, ... m verschieden, so muss man setzen

e-p(12.m, ) =pit-Ap +hep 4. haps - - . . (D)
die Faktoren A sind dann durch die Bedingung bestimmt, dass das neue Polynom zu

jedem der m Polynome p,, p,,...p, orthogonal sein muss, also zusammen mit ¢ durch
die Gleichungen:

1—oe%2— 24, cos (11)—A,co8(t2)—...,—A,cos (im)=0,
—cos(l3) -4, — A3 cos(12)— ... — 24, cos(1m)=0,
—co8(2%) —A;cos (21) +4, — i —AgcosCm) =10, Y . . (2
— cos(m i) — 4, cos(ml) —A, cos(m2)— ..... + 4, = 0.

Gehen ¢, @, A in k, o, u iiber, so ist offenbar die Produktsumme der Koeffizienten der

Polynome p;, + 4, p, + -+ + A, pp und p, + g, p, + - -+ + t,, p gleich, wie wenn das
zweite Polynom bloss durch p, ersetzt wird, da die Polynome p,, p, . ..p, zum ersten
orthogonal sein sollen. Man hat demnach

eocos(12...m,ik) = cos(ik) +Acos (1k) + A, cos 2k) + ...+ A, cos (m k).
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Bringt man in dieser Gleichung alle Glieder auf die linke Seite und setzt sie dann im
Systeme (2) an die Stelle der ersten Gleichung, so wird man durch Elimination der
Grossen A den Wert von g@dcos(12...m, ik) bekommen, wihrend der von g? sich
unmittelbar aus (2) ergiebt, und der von o® aus diesem durch Vertayschung von ¢ und %.
Setzt man abkiirzend

4(2123...m)= —cos (¢k)- — cos (1) — cos (i2)- — cos (43)---— cos (i m)
—cos (1k)- 1 - —cos(12). — cos (18)---—cos(lm)
—cos (2k)- —cos (21)- 1 - —cos (28)... — cos(2m)
—cos(mk)- — cos(m1)- — cos(m2)- — cos(m3)... 1|
und hiefiir einfach «/ (i 123...m), wenn k =1 und daher cos (s k) = — 1 ist, so hat man

A(123...m).q6 cos(T2. . m, ik)+4(; 125...m) =0,
A(123...m)—?d(123...m)=0, A(k123...m)—0c*4(123...m)=0,
und hieraus
d(il23...m)

V4G128...m) V4(k123...m)
wo die Quadratwurzeln positiv zu verstehen sind, weil in der Gleichung (1) fiir p, = o,
Py =0,... pn =0 die Polynome p, und p (12...m, i), grosser als Null gesetzt, dieselbe
Grenzbedingung ausdriicken sollen, wodurch ¢ (und ebenso ¢) notwendig positiv werden.
Die drei in diesem Ausdruck vorkommenden Determinanten sind reciproke Elemente der
symmetrischen Determinante 4 (k123... m); und wenn wir diese auf leicht verstindliche
Weise durch die Ziffern der fehlenden Horizontal- und Vertikalzeile bezeichnen, so be-
kommen wir

(][ 0 = 1] 1]
[:][ZJSH]? (12...m,ik) = [:]l;c] =d(ik 11‘“m) [:]’:]’

HEH

e st .

Man kann diese Formel auch durch Betrachtung eines Paralleloschems beweisen, dessen

Kanten zu den linearen Kontinuen (T), (5), e (1;), (2), @ normal sind. Der hierzu
erforderliche Satz wiirde heissen:

Das Mass eines nfachen Paralleloschems ist gleich dem Produkt zweier begren-
zender (n — 1)facher Paralleloscheme, welche in einem (n — 2)fachen Paralleloschem sich

cos(lZ...m,ik)r- 3)

oder

sin’(12...m,ik) =
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schneiden, dividiert durch dieses letzte, und multipliziert mit dem Sinus des von den
beiden ersten gebildeten Winkels.

Um ihn zu beweisen, bezeichnen wir die erwihnten vier Paralleloscheme mit P,
A, B, C, den Winkel zwischen A und B mit @, betrachten 4 als Basis von P, und C
als Basis von B, und setzen X, k als entsprechende Hohen. Denkt man sich nun das
Paralieloschem P von einem auf C normalen zweifachen linearen Kontinuum geschnitten,
so liegt in diesem ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Hypotenuse &, der Winkel, dessen
Scheitel in C fillt, @, und die gegeniiberliegende Kathete h ist. Es ist also h =k sin ©.
Aber P=Ah, B=Ck. Also CP=ABsin0O,

Die independenten Formeln (3) und (4) verwandeln sich in bekannte Relationen
der sphirischen Trigonometrie, wenn m =1 angenommen wird. Die erste z. B. giebt
cos (¢ k) + cos (1 ¢) cos (1 k)

sin (1 3) sin (1 k)

cos (T, i k) =

Das orthogonale System der Variabeln kann immer so gewihlt werden, dass die
Grenzpolynome in folgender Gestalt erscheinen:

pl = &,

Py = — z; cos (12) 4 x, sin (12),

ps = — w, cos (13) — z, sin (13) cos (1, 23) —+ x; sin (13) sin (1,23),

P = — 2, cos(l m) — x, sin (1 m) cos (1,2m) — z; sin (1m) sin (l 2m) cos(12 3m) —

s 810 (1m) sin (1,2m)sin(12, 3m)...sin(123...(m—3), (m—2)m) cos(12...(m--2), (m l)m.)
+ z,, sin (1m) sin (l,Zm)...sm (12...(m—3), (m—Z)m) sin (12 (m~2) (m 1)m),

Be1 dleser Damtellung 1st dle Losung (:x:1 =Xy e =&y = 0, Ty = 1) das m1t

(123...(r—1)) zu bezeichnende Eck des Plagioschems S8; nennen wir dieses Spitze

A, so entspricht ihr das Perischem (r) als Basis. Von A aus gehe ein Strahl normal
zum linearen Kontinuum der Basis (p,= 0) und treffe dieses in der Losung B; die
Liinge des Strahls oder der Abstand AB der Spitze vom linearen Kontinuum p, = o sei
sin h. Vom Centrum O aus gehe ein Radius durch B und treffe die sphirische Basis
selbst in C; diese Losung heisse Fusspunkt; der Kreisbogen, welcher A und C ver-
bindet, ist » und soll Hohe heissen. Endlich sei P irgend eine auf der sphirischen
Basis befindliche Losung, ¢ ihr sphirischer Abstand von der Spitze A oder der Winkel
der Radien O4 und OP. Da wir jetzt nur drei Strahlen 04, OC, OP vor Augen haben,
so konnen wir uns durch dieselben ein lineares dreifaches Continuum (Raum) gelegt
denken, und die Losungen A, C, P werden als Ecken eines rechtwinkligen Kugeldreiecks
erscheinen, worin 4 P==g¢ die Hypotenuse ist. Ist der Winkel A PC = @, so ist sin A
=singsin®@. Um P herum liege ein unendlich kleines Element o der sphirischen
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Basis; alle darin enthaltenen Losungen werden mit der Spitze A durch Kreisbogen ver-
bunden; dadurch entsteht ein partielles sphiirisches Kontinuum, welches die einzige end-
liche Ausdehnung von A bis P hat, wihrend die iibrigen unendlich klein sind. Wird
nun dieses in P normal durchschnitten, so ist der Querschnitt ein (n — 2)faches unendlich
kleines Kontinuum, dessen Mass ¢ sin @ betriigt.

Da A B =sinh der der Spitze entsprechende Wert des Polynoms p,, so ist nach (5)

sin h=sin(1n)sin (1,2») sin{12,3n) ...sin(12 ... (n—3), (n—2) n) sin(12 . .. (n—2,(n—1)n), (6)
wo die Ziffern 1, 2, 3,.. .n—1 permutiert werden diirfen; die Werte des Fusspunkts C sind:

x, = tang h cos(1n), 2, = tang & sin (1 n) cos (1,2n), ..., z»=cosh.

§ 21. Hilfssatz.

Wird jedes Element des n-sphérischen Plagioschems § mit dem Kosinus
seines sphirischen Abstandes von der Spitze multipliziert, so ist die Summe
dieser Produkte der (n— 1)te Teil des Produkts des Masses der Basis und
des Sinus der Héohe.

Beweis. Es seien

X, =SINQ. Ty, Tp =8N @ .& ..., Loy =SIDP.ZT,,, €, == COS P,
so wird das Element des sphirischen Kontinuums
sin"’ o do. o,

wo w das iquatoriale Element bezeichnet, welches man auch durch
1 ’ ’
dokdzd A% fyr g2 | 4ot 4o a2l d = 1

x/
ausdriicken kann. Wenn wir nun das Integral

n—1
f cosg.sin"opde.w
bestimmen wollen, so setzen wir zuerst z|, xy, . . . x._, als konstant voraus und integrieren
von @ = o bis zu dem durch die Basis p, = o bestimmten Werte von ¢, fiir den wir
diesen Buchstaben behalten wollen. Wir bekommen

%2
rTiT f sin* ! @ . w,
oder, da, wie wir oben gesehen haben, fiic eine auf der Basis befindliche Losung P der
normale Querschnitt

. . . g
sin"*@.o=s8mn6®.6=snh-——
sing
ist, zuletzt
1 . —2
—_ sin k
€oSs @ . Sin q)dqa.cz):n—_—l g,

d. h. gleich dem (n — 1)ten Teile des Sinus der Hohe, multipliziert mit der Basis.



§ 22. Mass eines sphirischen Plagioschems.

Satz. Die in Beziehung auf die Argumente genommenen Differential-
koeffizienten des Masses eines n-sphirischen Plagioschems sind gleich den
Massen der mit den Argumenten gleichnamigen (12— 2)-sphirischen Peri-
scheme, dividiert durch n — 2:

Lo ls(12)d(a2)+SsA3)aas) +- -+ 8—1n)d(n— Ha)} .

n—2 |

d AS‘ ==

Beweis. Um das einzige Argument (12) zu variieren, variieren wir nur das
Polynom p,, die Darstellung (5) in § 20 voraussetzend. Dasselbe verwandle sich in
OO e o e o R e A R N

wo k,, ky, . . . k, unendlich kleine Grossen bezeichnen. Da die Summe der Quadrate der
Koeffizienten gleich 1 bleiben und die Argumente (13), (14), . .. (1 #) konstant sein sollen,
so hat man n—1 Bedingungsgleichungen, welche gerade hinreichen, um die » —1 Ver-
hiltnisse %, : &, : . .. : k, zu bestimmen. Die erste Gleichung

A+k) M+ B+ k=1

reduziert sich, da es nur auf unendlich kleine Griossen erster Ordnung ankommt, auf
2k, = 0. Dann sind aber simtliche Bedingungsgleichungen gerade so beschaffen, wie
wenn die Werte der Variabeln fir das Eck (1 345...n) zu bestimmen sind. Versetzen
wir uns aber in das (n — 1)-sphiirische Kontinuum (1) hinein, indem wir die durch ,

bezeichnete Dimension anfheben, und fassen (T_2) als Basis des Perischems S (1), folglich
jenes Eck als dessen Spitze auf, so tritt der fiir diese geltende Wert von z, als Sinus
der Hohe, sin h, auf. Da man ferner fiir den Winkel zwischen dem variierten Polynome
p, = + kg xy + k3 xy +- -+ k, z, und dem unverinderten Polynom

Py = — xyc08 (12) + x, sin (12) die Gleichung
—cos {(12)+d(12) = — cos (12) + K, sin (12)
hat, so muss k, = d (12) sein. Folglich verhalten sich k,, k,, ... %, zu den gleich-

namigen der Spitze (1345 ... n) zukommenden Werten der Variabeln, wie d (12) : sin h.

Ist nun @ der sphiirische Abstand der Spitze von irgend einer im Perischem S (1) ent-
haltenen Losung (0, x, z,, . . . x,), so ist demnach

ky 2y + Ky a0 -+ -+ ky 2 = o2-d (12),

sin A
und das partielle n-sphirische Kontinuum 4§ bekommt ausser den Grenzen von S (1)
noch die unendlich nahen Grenzen: urspriingliches p, < o, und variiertes p, > o, oder
z, -+

cos @
o h d(12) > 0> x,,
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oder 0 — 1y > zfj'Ifd(lZ).
Weil somit x, unendlich klein ist, so sind im Ausdruck fiir d S die auf x,, z,, ... x,

beziiglichen Integrationsgrenzen so zu nehmen, wic wenn z, = o wire, also dieselben
wie fiir das Perischem S (1). Integriert man nun die Formel fiir d § in Bezichung auf
x,, so ergiebt sich d.S gleich der Summe simtlicher Elemente von S (1), jedes multi-

pliziert mit c;i(z d(12); und da ¢ der sphirische Abstand dieses Elements von der

Spitze (1345 ...n), so ist nach dem vorigen Hilfssatz:

1

a1 o (TE e
XmBasm S(12).sin h = pogpny

dS=" 5 §(12).d(12).

Bemerkung. Diese Form des Satzes hat das Unbequeme, dass man ihn nicht
bis auf n = 2 hinunter verfolgen kann. Dies wird jedoch durch eine leichte Umge-
staltung méglich gemacht.

s sl P= (dw da, dz, . .. da,

) x“[—l—m§+...-+mﬁ<1)
Pr>0,Py >0,...0,>0

ein von n durchs Centrum gehenden linearen Kontinuen begrenztes Stiick der n-Sphire,
das wir allenfalls n-sphérische Pyramide nennen kdnnen, so ist offenbar

P=_3 (‘r"“dr, oder P= lz S.
lo :

*

Bezeichnet dann z. B. P (12) die im (n — 2)fachen linearen Kontinuum (p, = o, p, = o)
befindliche (1 — 2)-sphérische Pyramide, so ist ebenso

PI2) = 1 s(12).

n—2

Wenn man also im gegenwiirtigen Satze sphirische Pyramiden statt der sphiirischen
Plagioscheme einfiihrt, so erhidlt man

dP:%{P(TE) d(12)+PA)dA) + -+ Pl—1)n) d((r—1)n)).
Setzen wir jetzt n—=2, so wird die disphiirische Pyramide zum Kreisausschnitt,

und in der Formel dP= % P(12)d(12) bezeichnet (12) den Mittelpunktwinkel und

P(12) das Mass des nullfachen Kontinuums, welches die begrenzenden Radien (p, = o,
p; =o0) innerhalb des Kreises gemein haben, d. h. das Mass des Centrums. Nun sind
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leicht Griinde aufzufinden, die uns berechtigen, 1 als Mass einer nullfachen Totalitidt
anzunehmen, Wir bekommen also d P= % d (12), und durch Integration P — %(1 2),

als Inhalt eines Kreisausschnitts vom Radius 1.
Setzen wir n =3, so wird die trisphirische Pyramide zur Kugelpyramide;
in der Formel

sind (1 2), (13), (23) die Flichenwinkel der Pyramide oder die Winkel des Kugel-

dreiecks 8; P (12) ist das Mass des einfachen Kontinuums (p, = o, p, = 0), welches
darch die Bedingungen p; > o und z? - 2% + 22 < 1 begrenzt wird, d. h. das Mass des
vom Centrum nach dem Eck (1 2) gehenden Radius, also gleich 1. Bezeichnen wir die

drei Argumente mit e, 8, y, so ist demnach d P= —;— (do -+ dg -+ dy)- Um die Inte-

grationskonstante bestimmen zu konnen, lassen wir P verschwinden, was dadurch ge-
schieht, dass wir p, = p, = — p, annehmen; dann wird aber (1 2) = 7, (13) = (23) = o.
Wir haben also

P:%(a-{«ﬂ—{—y——n), oder;: S=a—+g+y—r,

wenn S das Mass des Kugeldreiecks bezeichnet.
Von jetzt an halten wir uns wieder an die erste Form des Satzes. Fiir n—=4

oder fiir das tetrasphirische Plagioschem S ist das disphirische Perischem S (12)
ein Kreisbogen, dessen Mass mit seinem Argument (12, 3 4) ein und dasselbe ist. Also ist

d8=; |(12,34)d(12)+(13,24)d(13)+ (14,23)d(14) + (23,14 d@3)
+(24,13)da (24 +(34,12) a3 4)},

oder: das Mass des tetrasphirischen Plagioschems hat seine halben Seiten
zu Differentialkoeffizienten. Sind diese Seiten unendlich klein, so verwandelt sich
S in eine dreiseitige Pyramide des Raums; man kann nun wirklich nachweisen, dass
das Integral des vorliegenden Ausdrucks sich alsdann auf die bekannte Formel fiir den
Inhalt einer riumlichen Pyramide reduziert.

Fiir das pentasphirische Plagioschem S wird das trisphiirische Perischem S (1 2)
zum Kugeldreieck, dessen Mass gleich der Summe seiner Winkel weniger = ist. Die
Funktion § hat 10 Argumente, und von den beziiglichen Differentialkoeffizienten ist z. B.

a8

oty — 710239+ (1235)+(12,45) — =},
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und, wenn man die 30 Glieder wie (12, 34) d (12) nach den Kombinationen (12 34)
vierter Klasse ordnet:

3d8—{(12,34)a(12)+ (13, 24) d (13) -+ (14, 23) d (1 4)
+ (23, 14) d (28)+ (24, 13) 4 (24) + (34, 12) d (34) } -+ ete.
—wd {(12) 4+ (18 + -+ @*5) ]
= 2d{S(1z34)+ 8(1235)+3(1245)+S(1345)+S(2345)}
—n:d{(12)+(13)+---(45)},
wo S (1234) z. B. ein tetrasphiirisches Plagioschem bezeichnet, dessen Argumente (1 2),

(13), (14), (23), (24), (34) sind. Um die Integrationskonstante zu bestimmen, nehmen
wir an, alle Argumente des pentasphirischen Plagioschems seien rechte. Dann wird

S(2345) = L =" s(234h =20 =%,
und wir bekommen
n? bt 14

T=F "7 10. %—1— Const., also Const. = 4 72,

und endlich

S(12345) =—§~ {8(2345)+S(1345)+S(1245) +8(1235)+S8@1 234)}
—2{(12) + (13) -+ (14) + (15) + 23) + 24) + (25) -+ B4+ (35 +*45) | + 5

Wir sehen hieraus, dass, wie das Mass des Kugeldreiecks auf Kreisbogen zuriickkommt,
so dasjenige des pentasphirischen Plagioschems auf tetrasphirische Plagioscheme und
Kreishogen. Wollten wir diese Wahrnehmung weiter verfolgen, so wiirden Gamma-
funktionen und Potenzen von sz den an sich einfachen Satz ,iber die Reduktion perisso-
sphirischer Plagioscheme auf artiosphirische*) ohne Not verwickeln. Wir ziehen es
daher vor, zuerst statt der allgemeinen Masseinheit eine besondere fiir sphérische Plagio-
scheme passende Einheit einzufiihren, von #hnlicher Bedeutung wie die des Quadranten
fiir Kreisbogen.

§ 23. Plagioschematische Funktionen; reduzierbare Fille von Orthogonalitiit

Wir setzen fortan

fdwdydz... =f(123...n)><fdxdydz... ,
(x’+y2+~--<1) (x2+y2+---<1)
Py >0, ...P, >0 r>0y>0...

*) [Die Ausdriicke ,perissosphirisch® und ,artiosphirisch® werden S. 70 erklart.}



oder, was dasselbe ist

n #

P(123...n)=4 "i~1-)-f(123..,.u),S(123...n) ligjf(lzs...n),

ELN N Tt
und nennen f(123...n) eine n-sphiirische plagioschematische Funktion, p,, p,, ... p,
ihre Grenzpolynome, und die von diesen gebildeten Winkel (12), ... ihre Argumente.

Jede solche Funktion bekommt die Einheit als Wert, wenn alle Argumente % sind.
Es ist dann z. B.

FU =2 (12), £123)=7f12) +£(13) +f(23) 2,

F(12345) =f(2345) 4- ete. — 2 {f(lz) + ete. | -f- 16.

J
L‘n#l _u_ .;"_3 1 :ﬁ‘_’? 2
) f(g):’ ”:(qz):(n__z)__"l

Da ist, so wird die allgemeine Differentialgleichung

n? n ?

des vorigen §:
df123...0)=r(12,34...5) df(12)+f(13,245...%) df (13)+-ete.

Nehmen wir jetzt an, jedes der m ersten Polynome p,, p,,...p, sei zu jedem
der iibrigen p,.;, Pmiss - - - P Orthogonal. Man wird iiberhaupt die Variabeln so
wihlen konnen, dass in jenen nur die m Variabeln x, ,, ... x, erscheinen. Kimen
nun diese auch in einem der folgenden Polynome vor, so wiirde aus den entsprechenden
m Orthogonalititsbedingungen das Verschwinden der Determinante der Koeffizienten
jener m ersten Polynome folgen, was wir nicht zugeben diirfen, da diese unter sich un-
abhingig sein sollen. Also konnen die n — m letzten Polynome nur die iibrigen Va-
risbeln 2,,,, pys, ... x, enthalten. Es sei nun

cos? O=2+ a2+ .. + 2 2y, =sinO .y, L, =800.y,,...,2x,=sinO.y,_ .,

und man denke sich die m ersten Variabeln, also auch @, zuerst als konstant, und die
Integration nur in Beziehung auf die n — m letzten Variabeln vollzogen, so werden die
auf diese beziiglichen linearen Integrationsgrenzen durch die Einfiihrung der Variabeln
y nicht geiindert, und es kommt noch die Grenze y? + y% + -+ + y2_.. <1 hinzu. Da
das Produkt dz,; dZps-..dx, sich in

sin"™ @ .dy, dy, ... dYyn
verwandelt, so hat man:

o

P123...n)=f ((m + 1) m+2)...0)x J sin* ™ @ d, doy . .. da,, dy; dyy ... dy,
(P =0, Pa=0,... 0> 0,9,>0, Y3>>0,... Y5y _ ,>>0)

—flm+1) (m+2)...0)x< fdw, dry .. dr, dx, AL, ... de, ;
(P >0, P >0, Ty >0, ...%,>0)
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Denkt man sich bier die »—m letzten Variabeln x,.,, 2,49, - - . Zn zuerst als konstant,
und die Integration nur in Beziehung auf die m ersten Variabeln vollzogen, so erhilt
man auf demselben Wege wie vorhin:

PA28...m) =f((m--1)(m+t2)...n)>< 023...m)x [ da, da, ...dz, :
(x%+x§+~--+~xz<1)
Ty > 0,25 >>0y...2,>>0

also endlich:

fags...)y=f023...m)f((m+1Dm+2)...n)

d. h., sind m Grenzpolynome einer n-sphirischen Funktion sémtlich zu den n — m iibrigen
orthogonal, so ist dieselbe das Produkt der von jenen begrenzten in-sphirischen Funktion
und der von diesen begrenzten (n — m)-sphirischen. Hierbei ist zu bemerken, dass
S (1) =1, weil auch fiir die Grenzen 22 <1, x >0, (dx = 1 ist. Wenn also das
erste Grenzpolynom zu allen tibrigen orthogonal ist, so hat man £ (123...0)=£(234...n);
und wenn iiberhaupt die m ersten Polynome nicht nur zu allen fibrigen, sondern auch
alle unter sich orthogonal sind, so hat man f(123...n) = f ( (m-+1)(m +2)...n)

Wenn zwei plagioschematische Funktionen sich bloss dadurch unterscheiden, dass
ein bei der ersten positiv genommenes Grenzpolynom bei der andern negativ genommen
wird, so ist die Summe dieser Funktionen doppelt so gross als die nur von allen iibrigen
Polynomen begrenzte Funktion; oder

f(PuPzrps’ .. 'pﬂ) +.f(—’ b1y P2y Py - - -pn) = zf(pmp:n . 'pn)-

Wenn man sich niimlich die zwei ersten Funktionen durch die entsprechenden Integrale
ersetzt denkt, so ist deren Summe ein dhnliches Integral, worin die Grenzbedingung
p, > o0 oder — p, > o wegfillt; diese Summe bleibt sich daher gleich, wenn auch das
Polynom p, sich #ndert, z. B. zu allen iibrigen Polynomen orthogonal wird; dann hat
aber jede der Funktionen, aus denen die Summe besteht, den Wert f (234 ... n);
folglich ist diese 2 f (234 ... n).

§ 24. Reduktion der perissosphirischen Plagioscheme auf artiosphdrische.

Um die zwei Fille einer geraden und einer ungeraden Dimensionszahl zu unter-
scheiden, gebrauchen wir die Ausdriicke Artiosphiéire und Perissosphiére. Wir haben
schon gesehen, dass die trisphiirischen und pentasphiirischen Plagioscheme sich linear
durch artiosphirische Plagioscheme niedrigerer Ordnung ausdriicken lassen, und stellen
nun folgenden allgemeinen Satz hin:

Wenn f,,,, eine von den Polynomen p,, p,, ... p,,+, begrenzte plagio-
schematische Funktion ist, und man mit 3 f;,, die Summe aller 2m-sphérischen
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Funktionen bezeichnet, welche von irgend 2 m jener Polynome begrenzt
werden (f, = 1 angenommen), so ist

i=n

Jong1= 2 (—Va; Zfouiy - - - . . . . . . (D

i=o0

wo die Koeffizienten a durch die Gleichung

t . R p2itt (2)
ang x — %a; T wrcrre U
definiert sind.

Beweis. Differentiiert man die Gleichung (1) nach irgend einem Argument von

San+1r 2- B. nach (12), so {illt rechts das letzte Glied (— 1)"a, weg, und man erhilt
f.:n—x (ﬁ) = 'TZ_; ("‘ 1)i a; Zfz»z—w—e (ﬁ),

eine dhnliche Gleichung, worin nur die Dimensionszahl 2n + 1 durch 2n — 1, und die
Grenzpolynome durch p (12,8), p (12,4), ...p (12, n) ersetzt sind. Wire nun der
Satz fiir die (2n — 1)-Sphiire schon zugegeben, so konnte man durch Integration von
dieser Gleichung auf (1) zuriickschliessen, und brauchte nur noch nachzuweisen, dass die
Integrationskonstante (— 1)* a, richtig bestimmt ist. In der That, wenn wir annehmen,
dass alle Argumente von f,,,, rechte seien, und edenken, dass die Summe = f,,_,; so
viele Glieder z#hlt, als 21 + 1 Elemente zu je 2n — 2i kombiniert werden konnen,
so wird die Gleichung (1)

=S Dia (3 D)

i=o

oder, wenn man mit 1.2.3...(2n-+ 1) dividiert,

i=n

(= 1)n—i a; _ (= 1)~
2:12.3...(%1—-%)'1.2.3...(25—[—1)*“1.‘2.3...(‘2n+1)' RN )

Dieselbe Rekursionsgleichung (3) findet man aber auch, wenn man die Gleichung (2) mit

2 x(

1.2.3.3

&

1.°2+

cos x=1 —

multipliziert, und in der Entwickelung die Koeffizienten von z’"'' auf beiden Seiten
einander gleich setzt. Die Integrationskonstante wire also richtig bestimmt, wenn der
Satz fiir die Dimensionszahl 2n — 1 wahr wire. Da aber fiir die Trisphire wirklich
fi=2f, — 2 und a, =1, a, = 2 ist, so ist der Satz allgemein bewiesen.

Wir wollen die Gleichung (1) noch einer andern Probe unterwerfen, indem wir
annehmen, ein Grenzpolynom von f;,., sei zu allen iibrigen orthogonal; jenes mag
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dquatorial, diese meridian heissen. Scheiden wir nun alle Funktionen f,, in zwei
Gruappen, je nachdem das &dquatoriale Polynom in der entsprechenden Kombination vor-
kommt oder nicht, und versehen im ersten Falle den Funktionsbuchstaben mit dem
Zeichen des senkrechten 1, und bei der ungeschiedenen Summe das Symbol X mit
demselben Beisatz, um anzuzeigen, dass das #quatoriale Polynom sich unter den Ele-
menten befinde, iiber deren Kombinationen die Summe sich erstreckt, so haben wir

i i i
f:".n+l:.f2m z f2m:2f2m+ 2,f2m = 2“f2m -+ Zf2m+l9
wo auf der rechten Seite der letzten Gleichung die erste Summe ( g:;), die zweite

( 2n ) Glieder zihlt. Nach (1) ist

A=m

‘f2'm—1 = 2 (— 1) al_l = 2—m2 A

A=

Will man nun dieses in der vorigen Gleichung substituieren, so frigt es sich, wie oft
eine und dieselbe Kombination von 2m — 21 meridianen Polynomen, oder vielmehr die
entsprechende f;,, ,; im entwickelten Ausdruck fiir X f,, , sich wiederhole. Da 2m—24
meridiane Polynome schon gesetzt sind, so bleiben deren noch 2n — 2m -+ 21 fiibrig,
und daraus konnem 24 — 1 gewihlt und mit jenen zu einer Kombination vereinigt
werden, welche einer gewissen Funktion f,,. , entspricht. Dies kann aber auf

2n —2m + 22
( 22 —1
Jon—s; wiederholt. Demnach ist

)Arten geschehen, und eben so oft wird also jede einzelne Funktion

A=m

E fon=Sfyu+ 2(~ 1y (9" fzf’”+2‘)ax 1 Zfam-2-
Setzen wir nun, indem wir diese Formel in der Gleichung (1) substituieren, m = n — 1
und 4 = k — 1, so bekommen wir

i=n 1

i=n—1 l'— Qk
fﬂu 2 (— 1) a; . fzn—— -+ 2‘: 1—2.1:1( (2':_’_1)“1' Ui = fon_21e

Kehrt man in der Doppelsumme rechts die Ordnung der Summationen um, so durch-
liuft, wenn man % als konstant voraussetzt, : die Werte 0,1,2,...%k — 1; und dann
ist nach und nach k= 1,2, ... n zu setzen. Man bekommt daher

i= L——l

— Ej (- l)k { a, — = (2 +1) a; a,._,_ll S foran
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Zur identischen Giltigkeit dieser Gleichung wird erfordert, dass iiberhaupt

Fi 2
u” == '2=0 (2l+1) a~.' a,,_,' -1 . . . . . . . . . (4)
sei. Dividiert man diese Gleichung durch 1.2 .8 .. :2n, so sieht man leicht, dass sie

aus der Gleichung des Koeffizienten von z*" dz in der Entwicklung von d tang x =
dx - tang?z . d« hervorgeht.

Setzt man a, = 2" ¢,, so erhilt die Rekursionsgleichung (4), indem man die Fille
von geradem und ungeradem n unterscheidet, die Formen

i=n-—-1

i=n—1 °
o in . _ dn-+2 U (dnt2\
Cin = .'2_—.:0 (Qi—i—l) CiCoapn—i-19 Cont1™ 2 (Qi—l—l) ¢ c2n—~i+ ? (2n+1) Ln2'

i=o

. 4 2\ . . .
Man braucht also nur zu zeigen, dass (92—4—'_1) immer durch 2 teilbar sei, um daraus

schliessen zu diirfen, dass alle ¢ ganze und positive Zahlen seien. Dieses ist nun wirklich
in folgendem allgemeinen Satze enthalten.
Wenn p eine Primzahl, u, 4, k iiberhaupt ganze positive Zahlen sind, o <k < p,

so ist (i;;ﬁk) durch p teilbar. Denn es ist

(?ﬁ)p .(n—i)(np—ip—1) (np—ip—2)... (np-—ip-—k—{—l):(i;fk) (ip+1) (ipt2)...(ip+k);

da die linke Seite den Faktor p hat, und rechts die k letzten Faktoren durch p nicht
np
ip+k
Man findet ¢, =1, ¢, =1, ¢, =4, ¢ =2.17, ¢, =16.31, ¢, = 16.691,
¢, = 64.43.127, ¢, =16.257.3617,...
Sind die Bernoullischen Zahlen B, durch die Gleichung

teilbar sind, so muss der erste Faktor( )es sein.

definiert, so folgt

»=® Q2at2 ___1q

— . = N 92n+t2 20+
tang z = cotg x - 2cotg2w——”2«02 + 12.3...0n19) B, a* 1,
also 92n+2__1
Cp=27T1 Tl B,

Endlich moge noch eine leichte Probe der Gleichung (1) erwdhnt werden. Wird
das von n -+ 1 linearen Kontinuen umschlossene regulire Polyschem der n-fachen To-
talitit auf die konzentrische Sphiire projiziert, so zerfillt ihr Umschluss in n + 1 re-

gulire Plagioscheme, und die Argumente eines solchen sind siimtlich gleich 23—" Wenn
10



also alle Grenzpolynome der Funktion f, miteinander Argumente %f bilden, so ist f,= nQ: T

Setzt man diese Werte in die Gleichung (1), so erhilt man

gzatt I gy (21 g 2n—2i
Inta . <= (= 1) (21@—%) In—2i1 %
Multipliziert man diese Formel mit T‘Q%%Tl) , so fallt sie zusammen mit derjenigen,

welche man durch die Gleichsetzung des Koeffizienten von x27%2 in der Entwicklung der
Gleichung 1 — cos 2 @ = sin 2 2 >< tang = erhiilt.

§ 25. Zerlequng der sphirischen Plagioscheme in Orthoscheme.

Sind die Grenzpolynome p,, p,, . . . p. eines Plagioschems S so beschaffen, dass nur
die n — 1 Argumente (12), (23), (34), (45), .. ((n — 1)n) frei bleiben, alle (*;")

ibrigen aber rechte sind, so nennen wir § ein Orthoschem und betrachten sein Mass
als Funktion der n — 1 freien Argumente, bei denen die obige Ordnung wesentlich ist,
aber auch umgekehrt werden darf, ohne dass die Funktion sich #ndert. XEs soll nun
gezeigt werden, dass jedes n-sphérische Plagioschem in 1.2.3... (n — 1) Orthoseheme
zerlegt werden kann, deren Argumente durch trigonometrische Relationen aus denen

des Plagioschems herzuleiten sind.

Wir wollen zuerst sehen, wie die orthogonalen Variabeln gewiihlt werden miissen,
damit die Grenzpolynome eines Orthoschems in der einfachsten Gestalt erscheinen. Ich
setze voraus, man habe die in § 20 gegebene Darstellung (5) der Grenzpolynome vor
Augen, wo das erste nur eine Variable und jedes folgende immer eine neue Variable

mehr als das vorhergehende enthilt. Weil nun (13)=(14)=...=(1n)= —;‘ sein soll, so
muss z, in den Polynomen p,, p,, ... p, fehlen. Da p, nur z, und x, enthilt, so folgt
ferner aus (24) = (25) = - .- = (2n) = —g, dass in den Polynomen p,, p, ... p, die

Variable z, fehlen muss. Also ist nicht nur (13)=(14)=---=(1n) = %, sondern
auch (1,24)=(1,25)="--=(1, 2n) = % Wird diese Schlussweise fortgesetzt, so
sieht man, dass das Polynom p, nur die Variabeln z,_, und z, enthilt, und dass

(123...m, (m+1) (m-+3)) =(128...m, in+-1)(n—+4))=-.-=(123...m, (m -+ 1) n)=%

ist; die Grenzpolynome erhalten folgende Form:



b = Ly

Py = — &, cos (12) -+ z, sin (12),

Py = — Ty €OS (T, 23) 4 a, sin (1, 2 3),

Py = — X, €OS (12,34) + «, sin (1_2, 34),

po=— a,yc08 (123 ... (n—2,(n—1)n) + a. sin (123.. . (n — 2), (n—1)n).
Werden die allgemeinen Formeln (1) bis (4) des § 20 auf die Grenzpolynome

und Argumente des Perischems § () angewandt, so erhilt man

_ Pna + P cos ((m “,,1..).’,’1)., — 1) — Pangr -l—pmcos(m(m -+ 1))’
sin ( (m — 1) m) FACEERY sin (m (m 4-1))

P(E»m“l)

und fiir jedes von m — 1, m, m -1 verschiedene i, p (m, i) = P,

cos (1'7, (m —2) (m — 1)) = cozj(n('r(n(;ﬂ—)(;ﬂ;;n—)l ) , COS (w—&, (m—+-1) (m+2)) = cozi(n(znt:img)z))

cos (m, (m—1) (m-+-1)) = cotg ((m—1)m) cotg (m (m 1)),

sonst (we, 4 (i-+1))=(G (G-+1)) fir i —=1,2,8,...m —3; m+2, m—+3,...n — 1;
ausser diesen n — 2 Argumenten von S (m) sind alle iibrigen rechte; also ist
S (m128...(m—1)m-42) (m—+3)...n) ein (n— 1)-sphérisches Orthoschem. Der
Beweis gilt fiir alle (n — 1)-sphirischen Perischeme und kann an jedem von diesen in
Beziehung auf seine (n — 2)-sphiirischen Perischeme wiederholt werden, und so fort.
Folglich sind alle Perischeme von jeder beliebigen Ordnung Orthoscheme, und bei jedem
die Ziffern seiner Grenzpolynome in derselben Ordnung zu nehmen, wie sie im Ausdruck
des urspriinglichen Orthoschems auf einander folgen.

Denken wir uns nun das soeben betrachtete Orthoschem §(1 238 ...n) auf eine
(n - 1)-sphiire gesetzt, und x, als neue Variable, so diirfen wir immerhin z, =0 als
Gleichung des Kontinuums, in dem jenes Orthoschem sich befindet, annehmen und alle
vorigen Ausdriicke fir die Grenzpolynome p,, p,, . . . p. beibehalten. Dann seien i,
Ly, . . . x, die Werte der Variabeln, welche die Gleichungen p, =0, p, =0, ... p. =0,
x4+ a2 4 - - - -+ 2% = 1 geniigen, oder die Werte des Ecks (0234 ... n). Durch dieses
Eck und durch die Normale (z, =, = - - ,—= 0) oder den Pol jenes Orthoschems
gehe ein lineares zweifaches Kontinuum (x, : 2z :...:x,=a : 7, :...: ), welches
das (n -+ 1)-sphiirische Kontinuum in einem Kreisbogen schneidet, der jenes Eck mit
dem Pol verbindet. Oder kurz gesagt: man ziehe durch jenes Eck einen zum Orthoschem

normalen Kreisbogen. Auf diesem nehme man eine beliebige Losung 4, so sind deren
Werte

¥

x, = sin h, ¥, = x\ cos h, &, = x, cos h, ...z, = x, cos h,
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wo h ihre Hohe iiber dem n-sphirischen Orthoschem bezeichnet. Es ist zum voraus
klar, dass alle durch diesen normalen Kreisbogen gelegten n-sphirischen Kontinuen zum

Orthoschem S (0) orthogonal sind, mit andern Worten, dass in ihren Gleichungen die
Variable z, fehlt. Durch jedes (n — 1)-sphirische Perischem des letzten und durch jene
Losung A ist ein n-sphirisches Kontinuum bestimmt; man versehe die Polynome jener
mit Accenten und schreibe diejenigen dieser gleich, aber ohne Accent; dem Orthoschem
selbst entspreche das Polynom p,. Man hat dann im ganzen n-}-1 ein Orthoschem
umschliessende n-sphirische Kontinua, wie man sogleich an den Ausdriicken ihrer Po-
Iynome sieht:

— (x} cosh) zo + sinh .z,
Vsintk + x 2 cos?

Do ==Tp P = y Py = Doy D3 = Pay -+ oy Py= P

Es ist iibrigens vermoge der Formel (6) in § 20: z, = sin (345...n, 12); daher

——xosin(34..._n,12) cos b4z, sinh
Vi —sinz (3%...7, 12)sin%h

b =

Wie wir jetzt gesehen haben, kann man jedes n-sphirische Orthoschem zur Kon-
struktion eines (n-1-1)-sphiirischen gebrauchen, indem man jenes auf eine (n—-1)-Sphire
versetzt, auf dasselbe durch sein erstes Eck einen normalen Kreisbogen /i zieht, diesen
beliebig begrenzt und durch dessen Endlosung (Spitze) und jedes der n-Perischeme des
gegebenen Orthoschems (Basis) ein n-sphirisches Kontinuum legt. Das erste derselben
wird dann zur Basis schief, alle folgenden aber orthogonal sein; d.h. man hat ein
(n -+ 1)-sphiirisches Orthoschem konstruiert, wovon das gegebene n-sphirische (die Basis)
das erste Perischem ist, und die n iibrigen dieselbe Ordnung befolgen wie die (n—1)-
sphérischen Perischeme der Basis, durch welche sie gelegt sind.

Nach dieser Vorbereitung ist es nun leicht, irgend ein n-sphirisches Plagioschem
von einer beliebig gegebenen Losung A aus in 1.2.3...n Orthoscheme zu zerlegen.
Es mag beiliufig bemerkt werden, dass die Zerlegung eine wahre Summe geben wird,
wenn alle urspriinglichen Argumente spitz sind, und die Liosung A innerhalb des
Plagioschems liegt. Weil dieser Fall die geringste Schwierigkeit fir die Vorstellung
hat, werde ich mich im folgenden immer so ausdriicken, als ob ich nur diesen Fall
vor Augen hitte; wir haben dann den Vorteil, dass alle in Betracht kommenden Winkel

ositiv und kleiner als - sind. Im allgemeinen aber kann die Zerlegung auch negative
P 2

Orthoscheme enthalten. Ich zeige zuerst die Moglichkeit der Zerlegung, und dann gebe
ich die trigonometrischen Relationen, durch welche die Argumente der Orthoscheme in
Funktion derjenigen des gegebenen Plagioschems und der sphirischen Abstinde seiner
Perischeme von der Losung A bestimmt sind.
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Es seien zuerst ein trisphiirisches Plagioschem (Kugeldreieck), begrenzt von den
disphiirischen Perischemen (Kreisbogen) S (1), 8§ (2), S (3), denen die Polynome p,,
Pay P, entsprechen, und die Losung 4 gegeben. Man ziehe von 4 aus auf S (T) einen
normalen Kreisbogen, 4 (1) sei sein Fusspunkt. Dieser teilt S (1) in zwei Stiicke, von
denen das eine nach dem monosphirischen Perischem S (12) geht, welches wir auch
als Fusspunkt betrachten und durch A (1 2) bezeichnen konnen. Dieses von 4 (1) bis
4 (12) reichende Stiick konnen wir als disphérisches Orthoschem betrachten, obgleich
auf der Disphire die Unterscheidung zwischen Plagioschemen und Orthoschemen eigent-
lich dahin fallt; und da 4 A (1) za demselben normal ist und durch sein erstes Eck
A (1) geht, so bekommen wir ein trisphirisches Orthoschem, welches A zur Spitze und
das genannte disphirische Orthoschem, welches einen Teil von § (T) ausmacht, zur
Basis hat. Von seinen disphirischen Perischemen ist das erste der genannte Teil von
8 (1), das zweite geht durch 4 und § (1—2), das dritte durch 4 und A (1). Diese
Ordnung entspricht der Permutation 123. Da es im ganzen 1.2.3 solche Permu-
tationen giebt, und jeder ein trisphirisches Orthoschem entspricht, so ist die Zerlegung
des trisphirischen Plagioschems in 1. 2.3 Orthoscheme bewiesen. Obgleich es auf
der Stelle klar ist, dass ein Kugeldreieck mit lauter spitzen Winkeln von einem inner-
halb desselben befindlichen Punkte aus in sechs rechtwinklige Kugeldreiecke zerlegt
werden kann, so habe ich doch absichtlich die Sache mit dieser scheinbar unnétigen
Ausfithrlichkeit behandelt, um am leichtesten Beispiel den Gang der nun folgenden
allgemeinen Konstruktion zum voraus anzudeuten und dadurch etwas klarer zu machen.

Nehmen wir an, es sei bereits gezeigt, dass ein (n — 1)-sphirisches Plagioschem
von einer innern Losung aus in 1.2.3 ... (» — 1) Orthoscheme zerlegt werden kann,
welche den Permutationen seiner Grenzpolyncme entsprechen, und versuchen nun das
Gleiche fiir ein n-sphirisches Plagioschem zu bewerkstelligen, dessen Grenzpolynome

mit den Ziffern 1, 2, 3 ... n bezeichnet sein mdgen. Von der gegebenen innern Losung
A aus werde auf das (n — 1)-sphirische Perischem S (1) ein normaler Kreisbogen ge-
zogen, und von seinem Fusspunkte A4 (1) aus dieses Perischem in 1.2.3...(n —1)

Orthoscheme zerlegt; eines von diesen entspreche der Permutation 234...n. Da A(1)
sein erstes Eck ist, und durch dieses der Kreishogen A 4 (1) normal zum genannten
(n — 1)-sphérischen Orthoschem gezogen ist, so ist nach dem frither Gezeigten das letzte
Basis und A Spitze eines n-sphiirischen Orthoschems, welches der Permutation 123...n

entspricht. Wird von 4 (1) auf S (12) ein normaler Kreisbogen mit dem Fusspunkt

A (12), von diesem aus auf S (123) ein normaler Kreishogen mit dem Fusspunkt 4 (123),
u. s. f. gezogen, so ist das erste Perischem dieses n-sphiirischen Orthoschems jenes ortho-

schematische Stiick von § (1), das zweite geht durch S (12) und 4, das dritte durch
§ (128), A und 4 (1), das vierte durch § (1234), 4, 4 (1) und A (12), und so fort,
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das letzte endlich durch 4, A (1), 4(12), 4 (123),..., A(1234...(n —2)). Es ist
klar, dass z. B. der Fusspunkt 4 (123...m) sich nicht dndert, wie man auch die

Ziffern 1, 2, 3, . . . m permutiert. Denn, um denselben zu hestimmen, kann man auch
durch das Centrum auf das (n — m)fache lineare Kontinuum (123...m) das normale

mfache lineare Kontinuum legen; dieses wird mit dem nach A gehenden Radius ein (m—-1)-

sphiirisches Kontinuum bestimmen, welches das (n — m)-sphirische Perischem S (1 23...m)
im verlangten Fusspunkt 4 (123...m) trifft. Wird diese Konstruktion in Beziehung
auf alle (n — 1)-sphérischen Orthoscheme, in welche S (1) zerfillt, wiederholt, so setzen
sich die erhaltenen n-sphirischen Orthoscheme, welche den simtlichen mit 1 anfangenden
Permutationen der Ziffern 1, 2, 3 ... n entsprechen, zu einem Plagioschem zusammen,

welches A zur Spitze und das ganze Perischem § (1) zur Basis hat. Nimmt man nun

nach und nach S (2), S(3),...9 (n) als Basen, so setzen endlich alle entsprechenden
Plagioscheme um die gemeinschaftliche Spitze A herum sich zum ganzen urspriinglichen
Plagioschem zusammen. Da nun die Moglichkeit der Zerlegung in Orthoscheme fiir das
trisphérische Plagioschem bewiesen ist, so ist es nach dem vorigen auch fiir das tetra-
sphirische, und so fort; sie ist also allgemein bewiesen.

Fillt die Losung A nicht in die Begrenzung des gegebenen n-sphiirischen Plagio-
schems, so ist aus dem Gesagten klar, dass 1.2 .3...n die Zahl der Orthoscheme
sein wird, aus denen es besteht. Fillt sie aber mit einem Eck, z. B. (234...n), zu-
sammen, so ist dieses die gemeinschaftliche Spitze von 1.2.3 ... (n —1) Orthoschemen,

deren Basen das gegeniiberliegende Perischem .S (1) zusammensetzen, und mit diesen
ist die Zerlegung vollendet. Wenn man also eine Zerlegung des Plagioschems in die
kleinstmogliche Zahl von Orthoschemen verlangt, so muss sie von einem Eck aus ge-
macht werden.

Wenn wir nun zweitens die trigonometrischen Relationen anzugeben haben, durch
welche die Argumente eines durch die Zerlegung entstandenen Orthoschems, z. B. des-
jenigen, welches der Permutation 123...r entspricht, in Funktion der Argumente des
gegebenen Plagioschems bestimmt sind, so liegt es uns daran, den Gebrauch der ortho-
gonalen Werte der Losung A, von der aus die Zerlegung geschehen soll, zu vermeiden,
um nicht durch die Willkiirlichkeit des orthogonalen Systems beliistigt zu sein, sondern
nur die wesentliche Zahl von Daten der Aufgabe in Rechnung bringen zu kénnen. Wir
bestimmen daher die Losung A durch die Werte der Grenzpolynome p,, p,, ... P,
Dann ist z. B. der Wert von p, der Abstand der Liosung A von dem durch p, = 0

dargestellten linearen Kontinuum (1), oder, da A auf der n-Sphiire liegt, der Sinus des

sphiirischen Abstandes der Losung A vom Perischem S (1). Man kann also auch sagen,
die Losung 4 sei durch die Lingen der auf den Perischemen normalen Kreisbogen
AA(), AA(®2),...AA®n) bestimmt. Weil aber A auf der Sphire liegen soll, so



muss zwischen den Werten von p,, p,, . .. p, eine Relation bestehen, welche der Glei-
chung x® 4 y* 4~ 2% 4 ... =1 entspricht, wenn z, ¥, ... die orthogonalen Variabeln
bedeuten. Wir finden diese leicht auf folgendem Wege.
Es seien py = a, x-+b, y + ..., p, = a, x -+ by + ... ete. die Polynome.

Da der Ausdruck

[l z .y .z z .Y .z

l.al.b, ¢ a, . b .c. ’

i @y . by . Cq @y . by cy.

” a,.b,.c, [

verschwinden muss, weil jede Hilfte dieses Schemas n - 1 Horizontalzeilen und nur
n Vertikalzeilen hat, so bekommt man, indem man ihn in eine Determinante von Produkt-

summen verwandelt und x? -+ y* -+ - - - == 1 voraussetzt,
1. Py - Vs D =0. . . . . @D
P - 1. —cos (12)...— cos (L n)
Py - — cos (12). 1 . —cos(2n)
| Po. — cos (1n). — cos (2n). .. 1 ;

als Gleichung des n-sphirischen Kontinuums.

Formeln zur Berechnung der Orthoscheme, in welche ein gegebenes
n-sphérisches Plagioschem zerfillt.

Es seien a (1), a (2), ... a (1) die Werte der Grenzpolynome p (1), p (2),... p (n),
welche fiir die Losung A stattfinden, von der aus die Zerlegung geschehen soll, mit
andern Worten, die Sinusse ihrer sphirischen Abstiinde von den Perischemen; sie miissen
der Relation (1) geniigen. Es sei ferner

= __a(1)cos (1m)+ a (m)
a (1. m) = sin (1 m) '

5 .y a(1,2) cos (1,2m) + (I, m)
a (12,m) = o (1 2m)

’

a(123, m) =2~ (12.3) cossin(tf—';’;n}n;r a (13, m) ) )

a m’“_(-n*—_l) N = all2... (n—2), n——l) cos (1 2...(n—9), (n—l)n) +a (D o (—2), )
! sin(12...(7&—2).(12—1)%)
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a (12,3)

@ (1) a(1,9)
A = hinks = tang — = g . .

e (1, 2) ang 6, a (12, 3) tang £, a (123, 4) tang B, l

193 =9 3)
a(123. . n—9,n—1) (

""" T a(l23 n—1m) tang fur, l
so sind cos f3, sin 8, cos f,, sin 8, cos By, ..., sinB, , cos8,;, . . . (4)
die Kosinusse der Argumente desjenigen Orthoschems, welches der Permutation 123...7n

entspricht.
An diesen Satz reihe ich noch folgende Behauptungen.
Der Wert von a (123...%, m) @ndert sich nicht, wie man auch die iiberstrichenen
Ziffern 1, 2, 3, ... ¢ permutiert. Die Gesamtzahl dieser Grissen ist demnach
L )
Die Relation (1) verwandelt sich in

a(1)?+a(,2)?+a(12,8) +a(123, 42+ +a(l2...(e—1),n)?2=1.. (6)
Wird im Systeme (2) der Buchstabe a durch p ersetzt, d. h., denkt man sich die
Werte der Variabeln nicht gegeben, sondern frei, so ist p (12...4,m) das Polynom

des durch S (123...¢m) und orthogonal zu S(1)....8(2),...8 (i) gelegten

Kontinuums. . . N )
Fiir den Fusspunkt A (1 2 3 i) gelten die Gleichungen:

plzo,pg"—“o,...pi——:o,

p(123.. .4, m) = — __ a(123...im) )
Vi—agp—a(l,2?—a(12,3)2— --—a(12...G—1),i2
m=1i1+1,17i1+2,i+3,...n
wo der Radikand im Nenner durch eine Permutation der Ziffern 1, 2, 3, ... ¢ nicht

geiindert wird.
Beweis. Das durch (1m) und die Lisung 4 gelegte lineare Kontinuum hat

die Gleichung
aDpm)—aem)pB)=0. . . . . . . . . O

Die Summe der Quadrate der Koeffizienten der Variabeln auf der linken Seite ist
a (1) 4 2 a (1) a (m) cos (1 m) + a (m)? = (a (1) cos (1 m) + @ (m) ) 2+ (1) sin? (1),
also nach (2) gleich

(a. Q)2 +afl, m)g) sin 2 (1 m).
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Das Polynom des betrachteten Kontinuums ist demnach

a(l)pm)—am)p)
sin (m) Ya (1" + a (1, m)*

Wenn nun das Orthoschem, dessen Argumente wir suchen, der Permutation 123 ...»n
entspricht, so ist p (1) = ¢, sein erstes Grenzpolynom, und

o aWp@—e@p®) a0
sin (12) Vo (1 +a (1, 2)?

sein zweites. Ist 8, der Winkel der Polynome ¢, g,, so hat man

cos §, — —eWeos1D fa@ a(1,92) ..y

sin (1) Va (0 +e (1,2 Va()*+a(12)°

1
tang #, = utéli é)

woraus sogleich

folgt.
Multiplizieren wir die Gleichung (9) mit einem beliebigen der Ziffer i entsprechen-
den Faktor 4, und summieren dann fiir m = 2, 3, ... n, so stell{ die erhaltene Gleichung

ein durch A gehendes Kontinuum dar. Soll dieses noch zu (1) orthogonal sein, so muss
24, (a (1) cos (1 m) 4 a (m)) = 0

sein. Demnach ist fiir den von A aus normal auf das Grenzkontinuum (1) gezogenen

Kreisbogen

a)pm)—a(m)p()
@ 00) cos (L) + a (m) =const, . . . . . . . . (12)

wihrend m = 2, 3,...n wird. Durch die hieraus entspringenden n — 2 Gleichungen
ist das normale disphirische Kontinuum gerade bestimmt. Fiir den Fusspunkt kommt
noch die Bedingung p (1) = 0 hinzu. Mit Riicksicht auf (2) haben wir also fiir den
Fusspunkt 4 (1):

MOV et m=23
a (1, m) sin (1 m) const. (m , 3, ... n).

Nach der in (7) vorausgesetzten Erweiterung des Systems (2) ist aber

T __p{1)cos (1 m)+ p(m)
p (1, m) = sin (1 m) :

Wie wir weiter unten noch erldutern werden, und wie schon durch die Bezeichnung an-
gedeutet werden soll, hat dieses Polynom fiir das (n — 1)-sphirische Perischem § (1)
11
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dieselbe Bedeutung, wie p (m) fiir das urspriingliche »-sphirische Plagioschem. — Im
vorliegenden Falle haben wir also, wegen p (1) = 0, fir den Fusspunkt 4 (1)

(9 _p@3) e . (18)
a(1,2)  a(13) a(1,n)

Wir erfahren hieraus nur die Verhiltnisse der Werte der Polynome p (1, m). Um ihre
wirklichen Werte zu bekommen, schreiben wir in der Gleichung (1) iiberall a statt p,
was erlaubt sein muss, weil die Losung A auf der Polysphiire liegt. Die oberste Ho-
rizontalzeile beziffern wir mit 0, die folgenden mit 1, 2,...n. Multiplizieren wir nun
die Horizontalzeile [1] mit cos (1 m) und addieren die Produkte zur Horizontalzeile [],
withrend [1] unveriindert bleibt, so #ndert sich der Wert der Determinante bekanntlich
nicht, und die zwei ersten Glieder der Zeile [m] werden:

a (m) 4+ a (1) cos (1 m) = « (1, m) sin (1 m), 0
Das Glied vom Range m wird sin® (1 m), und dasjenige vom Range ¢ wird
— cos (i m) — cos (1 4) cos (1 m) = — sin (1 4) sin (1 m) cos (1, i m);

diese Horizontalzeile ist also durch sin (1 m) teilbar. Da rechts die Null steht, so kann
man diesen Faktor der Determinante weglassen. Man fiihre dieses durch fiir m = 2,
3,...n. Von der Zeile [0] subtrahiere man die mit ¢ (1) multiplizierte Zeile [1], so
werden ihre Glieder

1—a(1)?%0, a(1,2)sin (12), a(1,3)sin(13),..., a(l,n)sin (1n).

Bezeichnen H,, H,, ... H, die urspriinglichen Horizontalzeilen, so konnen wir die
neuen durch

H,—a(l) H, H,,... (H,+ H cos (1m)): sin (1L m), ...

ausdriicken. Man wird nun bemerken, dass die Vertikalzeile [1] nur im Range [1] das
Glied 1, sonst lauter Nullen hat; folglich kann man auch in der Horizontalzeile [1] alle
Glieder ausser dem erwihnten durch Nullen ersetzen. Jetzt ist aber die Vertikalzeile
[¢] durch sin (1 ¢) teilbar geworden. Man lasse diesen Faktor fir i — 2,3, ... n weg,
so hat man endlich die Gleichung

‘1—(!(1)2. a1,2).  a@L3)-... a@w|=0 . . (14
a(1,2). 1 - —cos(1,23)- . —cos(l,2n)
1 a(f,3)~v~cos(1~,32)- 1 ---.—cos(1,3n)

a (1, n) - — cos (1,n2) — cos(L,n3)- ... 1




Da diese Gleichung fiir das (n — 1)-sphirische Kontinuum (1) gerade dieselbe Bedeutung
hat, wie die Gleichung (2) fiir das n-sphiirische, so folgt, dass fiir 4 (1) die Grenz-
polynome von (1) folgende Werte hekommen:

T o) e allm) o
P<1’m)'"1/1_—7(‘1)’?’ m=234,...n). . . . . . . (15

Was am gegebenen n-sphiirischen Plagioschem in Beziehung auf sein Grenz-
kontinuum (1) und die Losung A gethan worden ist, soll nun am (n— 1)-sphirischen
Plagioschem (1) in Beziehung auf seine Basis (12) und die Losung 4 (1) wiederholt
werden.

Man hiitte also eigentlich die Variabeln orthogonal so zu transformieren, dass
das Polynom p (1) einer einzigen Variabeln gleich wiirde, und dann in jedem der iibrigen
Polynome diese Variable wegzulassen und seine zuriickbleibenden Koeffizienten pro-
portional so zu verdndern, dass wiederum die Summe ihrer Quadrate — 1 wird. Nun
ist z. B. im Polynom p (m) der Koeffizient der zu unterdriickenden Variabeln — cos (1m);
die zuriickbleibenden Koeffizienten sind also mit sin (1m) zu dividieren; das entsprechende
Grenzpolynom von (1) wird demnach

p (m) + p (1) cos (1 m) ,
sin (1 m)

p (1, m)=

und man braucht sich in die Transformation der Variabeln nicht einzulassen. — Mit
andern Worten: Durch die Unterdriickung der mit p (1) koincidierenden Variabeln geht
das Kontinuum (m) in ein durch (1m) gelegtes und 7zu (1) orthogonales iiber. Die
erste Bedingung wird durch die Form p (m) -+ 4 p (1) erfiillt, und der Faktor 2 ist durch
die zweite Bedingung, p (m) + 4 p (1) L p (1) oder cos (1 m) — A = 0 bestimmt. Da
nun die Summe der Quadrate der Koeffizienten des Polynoms p (m) + 4 p (1) gleich ist
1-4-4% — 2 4 cos (1 m) = sin® (1 m), so haben wir auch so wieder die obige Formel
fir p (1, m) bewiesen. Sie ist iibrigens als spezieller Fall in den allgemeinen Formeln
(1) und (2) des § 20 enthalten.

Fiir das folgende brauchen wir einen Ausdruck fiir den Winkel der Polynome

p (@) und p (1, m). Wir finden seinen Kosinus

__cos (¢m) 4 cos (1) cos (1m)
- sin {1 m)

= sin (1 ¢) cos (1,im) (16)

und im Besonderen fiir ¢ = m, = — sin (1 m).

Nun haben wir dhnlich wie in (10) fiir das dritte Grenzpolynom des betrachteten
Orthoschems den Ausdruck
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a(9p(8)—aGypCa) gy
sin (1,23) Vo (1, 9)* + « (12,3)°
Der Zihler ist eine homogene lineare Funktion von p (1), p (2), p (3), also geht das

Kontinuum durch (123); der Zihler verschwindet fiir 4 und wegen (15) auch fiir 4 (1),

das Kontinuum geht also durch betde Losungen.
Wir haben also die negative Summe der Produkte der gleichnamigen Koeffizienten

der Polynome p (2) und « (1,2) p (1,3) — « (1,3) p (1,2) zu berechnen; nach (16) ist sie

Q3 =

sin (12) { a (T, 2) cos (1,28) + a (,3) } = a (12, 3) sin (12) sin (1,28);

ferner ist p (1) L a (1,2) p (1,8) — a (1,3) p (1, 2), und endlich mit Riicksicht auf den
in (10) gegebenen Wert von ¢,:

a (1) . a (1_2, 3)
Vaw?+a(@2)? Va(1,2?+a(123)*
wenn man die Abkiirzungen (3) gebraucht.

Bezeichnen wir mit p (12, m) das Polynom eines durch (12m) und orthogonal zu
(1) und (2) gelegten Kontinuums, so finden wir durch die oben gebrauchten Schliisse

== sin f, cos f,,

cos £ (g, 45) =

_ p(m) +p (0,2 cos (,2m)  yopgl. (7)
sin (1,2m)

p (12,m)

Es erhellt schon aus der Definition, dass dieser Ausdruck durch Vertauschung der Zeiger
1, 2 nicht gelindert wird; man kann dies aber auch direkt verifizieren; denn man

findet leicht

P (m) sin (12) + p (1) sin (2 m) cos (2.1m) + p (2) sin (1 m) cos (1,2m) ’
sin (12) . sin (1 m) sin (1,2m)

p (12,m) =

wo hinsichtlich des Nenners zu bemerken ist, dass sin (1 m) sin (1,2 m) = sin (2 m)
sin (2,1 m). Wenn aber P (12,m) = P (21,m), so folgt von selbst, dass auch o (12,m)
=« (21,m). Hieraus kann leicht die Richtigkeit der Behauptung (5) gefolgert werden.

Wie aus der Gleichung (1) die Gleichung (14) sich ergab, so kann aus dieser
wiederum die Gleichung

1—a()®—ea(1,2)t a(12,3) ... a (12,n) =0 . (18)
a(12,3)- 1 c oo —cos(12,3n)

a(12,n) - —cos(12,08) - .......1 ’



hergeleitet werden, und es folgt, dass der Ausdruck a (1)* 4 « (1,2) sich nicht dndert,
wenn man auch die Ziffern 1 und 2 vertauscht. Setzt man dies weiter fort, so erhilt
man durch wiederholte Anwendung derselben Schliisse, durch welche (13) und (15) ge-
funden wurden, fiir den Fusspunkt 4 (1 23 ... 1) die Gleichungen (8). Da zuletzt das
Polynom p (123...(n—1), ) nur noch eine Variable enthilt, und diese der Gleichung*)
der Monosphiire, so ist sein Wert + 1; daraus folgt die Gleichung (6). Das Gleiche
folgt auch aus der fortgesetzten Reduktion der Gleichung (18).
Es ist leicht, die Gleichung (17) zu verallgemeinern; man hat

a2 T m—9),m — Dp(12.  (m—2),m)—a(l2...(m—2), m)p(l“)...(m——‘)).mnﬁ_
sin(12... m—2ym—1)m) Va (2. . (m—2,m —1)2+a(12... (m—1),m)?

m

Aus dieser allgemeinen Formel fiir ein Grenzpolynom des Orthoschems folgt dann

a(12.(m—2), m—1) a2 m,m+1)

€08 £ (Qu i) =F———= S e e
( ) Va (2. .m—2)m—1)° +a(12...0m—1),m)* Ya (12 .(m—1)m)* + a(12.. 0. m 1 1)

= sin 8,,_, cos fB,. Vergl. (4).
Wenn die Bedingung fiir die Quadratsumme der Koeffizienten nicht erfiillt zu
sein braucht, so kann man das mte Grenzkontinuum des Orthoschems auch durch die
Gleichung

1-—cos(12)- —cos(13)----—cos(l m—2)-a (1) -p(1) | =0
—cos(21)- 1-—cos(28): -+ —cos (2 (m—2))-a(2) p (2
—cos(31) - — cos (32) - 1o+ —cos (3 (m—2)-a (3) p@®)

.— ;:os (m1) -.~. cos (m?2) - ~ c.os.(m'3) . — 'cos (m (m——2)) . c; (m) -.p (m)

darstellen. Es erhellt aus dieser Form der Gleichung sogleich, dass das Kontinuum

durch (123 ...m) und A geht und zu allen durch (12... (m—2)) gelegten Kontinuen
orthogonal ist, und dass eine Permutation der Zeiger 1,2,3,...m — 2 keinen Ein-
fluss hat.

§ 26. Reduktion der perissosphirischen Orthoscheme auf artiosphdrische.

Auf den ersten Blick scheint die Aufgabe dieses Paragraphen schon mit derjenigen des
§ 24, welche sich auf Plagioscheme iiberhaupt bezog, zugleich gelost zu sein, indem man nichts
weiter zu thun brauche, als die dortige Gleichung (1) dem besondern Fall eines Ortho-
schems anzupassen. Dieses Geschift kann fiir niedrige Dimensionszahlen allerdings

*) So im Manuscript.!
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ausgefiihrt werden. Da aber der in § 23 betrachtete Fall, wo eine plagioschematische
Funktion in ein Produkt zweier anderer zerfillt, sehr oft mit perissosphirischen Faktoren
eintritt, und diese dann wiederum durch lineare Polynome artiosphirischer Funktionen
dargestellt werden miissen, so mag es schwer halten, auf diesem Wege zu einem all-
gemeinen Gesetz zu gelangen. Hingegen wird die Losung der speziellen Aufgabe dieses
Paragraphen ganz leicht, wenn man sie unmittelbar angreift, ohne von der Gleichung
(1) in § 24 auszugehen.

Zur Vorbereitung auf das folgende diene diese auf § 23 gestiitzte Bemerkung.
Bedeutet f (1234 ...n) eine orthoschematische Funktion, wo die Ziffern den Grenz-
polynomen entsprechen, und die Ordnung derselben die bekannte Bedeutung hat, also
bloss umgekehrt, aber sonst nicht durch Permutation veridndert werden darf, und man
lisst einige Polynome weg, sodass die Folge der iibrigen durch Liicken unterbrochen
wird, so sind alle zwischen zwei Liicken oder zwischen einer Liicke und dem Anfang
oder Ende der urspriinglichen Reihe enthaltenen Polynome zu jedem der iibrigen ortho-
gonal; daher findet die in § 23 gelehrte Zerfillung einer Funktion in Faktoren ihre
Anwendung auf jede niedrigere orthoschematische Funktion, welche einer durch Liicken
unterbrochenen Kombination der gegebenen Polynome entspricht. Ist z. B. m —1¢ > 1,
m < n, 80 ist

fA2s...imm-+1...0)=Ff@23...0f(mm-1)...n).

Im folgenden Satze konnen nur artiosphiirische Faktoren vorkommen.

Satz. Wenn f,,,, die einem perissosphidrischen Orthoschem ent-
sprechende Funktion bezeichnet, und man ldsst in der Reihe seiner 2 -1
Grenzpolynome deren 2i-+1 auf alle moglichen Arten so weg, dass jede
der ununterbrochenen Reihen, in welche die urspringliche Reihe durch die
entstandenen Liicken getrennt wird, eine gerade Anzahl von Polynomen
enthilt; bezeichnet man ferner die Summe aller Funktionen, welche den
erwiahnten Kombinationen der Grenzpolynome entsprechen, mit X f,,_,, wo
die einzelnen Glieder teils einzelne Funktionen, teils Produkte von solchen
sind, je nachdem in der betreffenden Kombination alle Polynome eine fort-
laufende oder durch Liicken unterbrochene Reihe bilden, — so ist

i=n __1!- Q.
fhﬂzggﬂl(;) Sforaie e D
z. B.
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128 =r@3)+f(12)—1,
f12845)=f(2345) +F(12)f(#5)+/(1234)

—{fUD+fEH+rEH 1D ] +2,
F(1234567)=f(234567)+f(12)f(A56T)+(1234)f(67)-+-f(123456)
—{fUBET) BT +FB456)+F(23)f(67)+f(23)f(56)

+ f(2345)+f(A2FOT)+FAS(GO) +L(12f 45 +f(1234) ]
+2{ fED+HFEO) +f AN +/BH /@) +/12) | — 5.

Beweis. Es frigt sich zuerst, wie oft man aus der Reihe 1,2,3,4,...(2nrn+1)
je zwei 2i-+1 Ziffern weglassen kann, sodass jede der zuriickbleibenden fortlaufenden Reihen
eine gerade Anzahl von Ziffern enthdlt. Man ordne die zuriickgebliebenen Ziffern paar-
weise, so hat man n—1¢ Paare, und denke sich jedes Paar durch ein einziges Symbol
ersetzt. Zi#hlt man die weggelassenen Ziffern einzeln ebenfalls als Symbole, so sind
deren im ganzen n +¢-1, und man hat eine gewdhnliche Kombination (24 1)ter

Klasse aus n--4-+1 Elementen, Die Summe X' f,,_,; zihlt also (";; L{_—t 1) Glieder.

Sind nun alle 2n+1 Polynome unter sich orthogonal, so hat jede Funktion f
den Wert 1; und, wenn die Gleichung (1) richtig ist, so muss

S (=1 (20 (et i1 _
§i+l(£)(2é+1) T )
sein. Bedeutet k, die Summe rechts, so ist

i=n (__ 1)
h,,——hn-1:2£+(
i=0

1

l

)OS =5z 0)
== 2 () 6=~ Gl) =0

Alsoist hy,=h, ,=h,_,=---=h, = h,; und, da h,=1 ist, so ist die Gleichung (2)
allgemein giiltig. Daraus ist zu schliessen, dass, wenn die Form der Gleichung (1) die
richtige ist, die Koeffizienten ebenfalls richtig gesetzt sind.

Um die Form zu priifen, differentiieren wir die Gleichung (1) nach irgend einem
Argument der Funktion f,,,, und erhalten offenbar eine Gleichung von derselben Form,
mit dem einzigen Unterschiede, dass die zwei das variierte Argument einschliessenden
Polynome herausgefallen, und durch die Unterdriickung des zu beiden normalen zwei-
fachen Kontinuums die zwei benachbarten Polynome verindert sind. Wenn also der
zu beweisende Satz fiir die (2 n— 1)-Sphiire bereits zugegeben ist, so kann man durch

I

fl
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blosse Integration auf die Richtigkeit der Gleichung (1) schliessen, indem man zugleich
die Integrationskonstante nach (2) bestimmt. Da nun der Satz (1) fiir die Trisphire
richtig ist, so ist hiermit seine allgemeine Geltung bewiesen.

§ 27.  Perioden artiosphdrischer Orthoscheme.

Wenn ein Plagioschem S (123...n) verschwindet, so sind seine Grenzpolynome
nicht alle unter sich unabhingig; die Determinante ihrer Koeffizienten wird also ver-
schwinden, oder, wenn man will, das Quadrat derselben, die Determinante der negativen
Kosinus der Argumente, welche wir in § 20 mit 4 (128...n) bezeichnet haben. Nach
demselben Paragraphen ist z. B.

4(1234...12)4(34’5...7@).
A4(234...n) 4 (1345...n)

sin? (345...n,12) =

Wenn also keine der Determinanten (1 — 1)-ten Grades verschwindet, so miissen beim
Verschwinden des Plagioschems S (123...n) auch die Sinusse aller seiner Seiten ver-
schwinden; aber diese selbst konnen dann immer noch 0 oder zz sein. Man darf aber
im allgemeinen nicht umgekehrt von 4 (123...n) = 0 aus auf das Verschwinden des
Plagioschems schliessen. Wenn man jedoch sicher weiss, dass alle Seiten verschwinden,
so liberzeugt uns schon die unmittelbare, ich mochte sagen, geometrische Anschauung,
dass das Plagioschem verschwindet. Setzen wir jetzt den Fall, dass alle Argumente von
S(123...n) im ersten Quadranten liegen, so folgt aus

cos (23) 4 cos(12)cos(13) g6

cos (1,23) = sin (12) sin (13)

dass das néimliche auch fiir alle Argumente der (n— 1)-sphérischen Perischeme gilt,

denn cos (1,23) kann in diesem Falle nur positiv sein; daraus folgt aber weiter, dass
auch alle (n — 2)-sphérischen Argumente spitz sind, und so fort, zuletzt, dass die Seiten
alle im ersten Quadranten liegen. Ist nun auch noch 4 (123...n)=0, wihrend keine
der ahnlichen Determinanten (n — 1)-ten Grades verschwindet, so kann hieraus nur auf
das Verschwinden simtlicher Seiten, also auch des Plagioschems selbst, geschlossen
werden. Erwigt man die Sache noch genauer, so findet man, dass auch keine Deter-
minante (n— 1)-ten Grades verschwinden kann. Denn, wire z.B. 4 (234...n)=0,
wihrend keine Determinante (» — 2)-ten Grades verschwindet, so miissten nach der Formel

4(2345...n) 4(45...m)

sin® (45...n,23) = J245..m)d(345...n)

alle aus den Ziffern 2, 3,4,...n gebildeten trisphirischen Stiicke, wie (45...n,283) ver-
schwinden, und, da alsdann z. B. in der Gleichung
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cos (45 .n, 12) -+ cos (45 .9, 1?) €os (4-5 3)

cos (345'”'2’12) = sin (45 ., 13) sin (4') . m, 23)

rechts der Nenner des Bruchs verschwinde, so miisste auch der Zihler verschwinden,
was nicht sein kann, da derselbe die Summe zweier positiver Grossen ist. Der gleiche
Schluss ist auf die Annahme anwendbar, dass eine Determinante (n — 2)-ten Grades,
aber keine (n — 3)-ten Grades verschwinde, und so fort. Eine Determinante zweiten
Grades endlich, wie 4 (12) kann nicht verschwinden, weil sonst ein urspriingliches
Argument (12) gleich Null sein miisste. Demnach ist folgender Schluss riickwiérts sicher:

Wenn alle Argumente des Plagioschems § (123...#) positiv und spitz
sind, und es verschwindet die Determinante 4 (123...#n) der negativen Ko-
sinus der Argumente, so muss auch das Plagioschem verschwinden.

Fiir ein Orthoschem § (123...n) ist

4(123...0)= 1 - —cos(12)- o - 0 ce.. 0 . 0
—cos(21) - 1 - —cos(23)- 0 e.. 0 . 0
0 -—cos(32)- 1 -—cos(34)-... 0 . 0
o - o0 - 0 - 0 - 1 »—cos{(n—1)n)
0 - 0o - 0o - 0 - —cos (n (n—1)) - 1

= A(234...n) —cos?(12) 4 (34...n) = 4(123...(n--1)) —cos?(n—1)n) #(123...(n—2)).
Gebrauchen wir einfache Zeichen fiir die Argumente, indem wir (12)=«,(23)=§
BH=p,...((n—1n)=0 und 4(123...0)= 4,(e, B, ... O) setzen, wo der untere
Zeiger bei 4 den Grad der Determinante bedeutet, so haben wir zur successiven Be-
rechnung derselben folgende Reihe von Gleichungen:

Ad,=1,4,=1,4,(¢)=d, — 4, cos? a=sin? &, 4;(a, §) = A, — 4, cos? §
=sin? a— cos®B, A, (w,B,y) = dy — 4, cos® y = sin*a sin® y — cos? §,
o (@B 51y O) = Ay (5B Ly 1) — c08?@ A(aBy . D). . . . (D)
Die Realitit des Orthoschems S (e, 8, ..., ®) erfordert, dass keine dieser Deter-
minanten negativ sel. Die Reihe ihrer Werte nimmt also fortwihrend ab, und daher

ist es nicht moglich, dass eine ausser der letzten verschwinde. Man sieht leicht, dass
die Determinanten auch durch Kettenbriiche definiert werden konnen; denn es ist z. B.

A (e, B, )', .7, ©) -1 cos? «
A (ﬁv 77 yere, G) 1 . (:052{3
1 — cos®y
1 cos?d
1—..
cos?n
1 —cos26

12



Aus (1) folgt auch leicht
(e, B,...68,1,0)4-cos?nd(e,B,...&)=sin? O d(a, B, ...50).

Wenn also 4(e,8,...¢ 7, 0)=0 ist, so hat man

&

— )
cos? @ = o0

d(“rﬂv""vg"]) in? o 2 A(“vﬁ""
d(a,ﬂ,,..ﬁ,g) ’ s @_cos 1‘7 A(“’ﬁ""

Zwei Sitze iiber die mit 4 bezeichneten Funktionen mogen das folgende vor-
bereiten.

1. Es ist

4B,9,...1,0)-4(e,p,9,...7,0) | =cos*e | A(y,...1, 0)-4(B,9,...9,0) |.
4B,9,...m)- A(a,p,p,...7) | A(p,...p)-  A(Byy,...7)

Um dieses zu beweisen, braucht man nur im Schema links die erste Vertikalzeile von
der zweiten abzuziehen und dann beide Zeilen zu vertauschen, indem man zugleich das
Vorzeichen der Determinante veriindert. Wenn man aber die Determinante rechts wieder
so behandelt und dieses Verfahren fortsetzt, so gelangt man zuletzt zur Derminante

4, .4y (0) ]| =1—sin® O =cos? O;
4d,. 4,

also ist
A(ea,B, ... N A4B,...75,0) — d(e,8,...70)4(B,...7) = cos®acos?Bcos’y...cos?@. (2)

2. Multipliziert man die Gleichungen

d(a, B9y .... OD=4B,7,---.. O —costad(yd,...0),
4B, 3, 0,...5n)=4(y0,...5n)—cos* 4(,...L1),
A4y, 0,...5,10)=4d(p,0,...5,5) —cos?@A(p,d,...0),
A0, .51 0,0) =4(,...5,50)—cos’a4(d,...L 1)
resp. mit 4(0,...51), —4(,...0), 4(3,...0), — 4(»,6,...0),

addiert sie und bezeichnet die Summe links mit @, so hat man
G=d(,...0,n) {A(ﬂ,y,a,...;)+cos254(5,.-..z;)}
~A(6,...0) |403,...5,7,0)+c0s'04(3,...0) }

=d(,...5y) 4(,9,..00—4(,6,...0) 4(,...5,n)=0.

Man hat also die identische Gleichung
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4(e,,7,0,...80) 40,...5,17)—d(0,...6%,0,e)4(y,9,...8)
={A(ﬁ,y,d‘,...C,r,)—d(y,d,...Z,n,@)}d(é,...C).. N G)

Um nun zum eigentlichen Gegenstand dieses Paragraphen iiberzugehen, setzen
wir den Fall, wo in der Gleichung (1) des vorigen Paragraphen die perissosphirische
Funktion links verschwindet. Es seien «,f8,9,9,...%,4, u ihre 2r Argumente, so giebt
die erwahnte Gleichung die Summe der zwei artiosphirischen Orthoscheme

f(a,ﬁ,}’,(;,-.-'/»,}v)’“f'f(ﬁ,?,6,...,%,2«,11)

in ganzer Funktion artiosphirischer Orthoscheme niedrigerer Ordnung. Man kann aber
eine in sich zuriickkehrende Reihe solcher Gleichungen auf folgendem Wege erhalten.

Die 2n-—1 Argumente «, 8,7y, d,...%, 4 seien frei im ersten Quadranten ge-
geben, aber so, dass ihre Determinante positiv wird; dann seien drei fernere Argumente
u, v, & durch die Gleichungen

A, By M) =0, 4By, ... 1,v) =0, d(,6,...nb5=0 . . 4

bestimmt. Da nur die Quadrate der Kosinusse hier vorkommen, so steht es uns frei,
auch g, », £ im ersten Quadranten zu nehmen. Da 4 (p, d, ... 4, u) positiv ist, so folgt
nach (3) aus den drei Gleichungen (4)

40,¢...n5E0)=0. . . . . . . . . . (5
Ebenso folgt aus den zwei letzten Gleichungen (4) und aus (5) die Gleichung
d(...nEep) =0,

und so fort; iiberhaupt verschwindet jede Determinante, welche sich auf 2n successive
Argumente der durch fortwihrende Wiederholung der (2n-- 2)-gliedrigen Periode
o, B,p,0,...% % p, v,§ bezieht. Daher verschwindet auch jedes perissosphirische
Orthoschem, welches einer solchen Determinante entspricht. Wendet man immer die
Gleichung (1) des § 26 an, so sieht man eine Periode der (2 n - 2)-artiosphirischen
Orthoscheme f (&, B, .. . A, f B9y - -t S (7, 0y .. %), f(d,6...8),...0 & e...%)
entstehen, wo immer die Summe von zwel unmittelbar auf einander folgenden Gliedern
als ganze Funktion niedrigerer artiosphirischer Orthoscheme gegeben ist. Man kann
also auch entweder die Summe oder den Unterschied von irgend zwei getrennten
Gliedern der Periode auf dhnliche Weise ausdriicken, je nachdem eine gerade oder un-
gerade Zahl von Gliedern dazwischen liegt. Wenn im ersten Falle beide Glieder ein-
ander gleich sind, so ist jedes derselben durch niedrigere Orthoscheme ausgedriickt, ein
Umstand, den wir im folgenden Paragraphen betrachten werden.
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Wir wollen die drei letzten Argumente g, », £ der Periode durch die unabhiingigen
o, 3,9 ... A ausdriicken. Man hat auf der Stelle

d(e, 8, ...24) o (6)

O =G

costy = Lh- 0l

S T PR SRR
wofiir man auch die entsprechenden Kettenbriiche setzen kann. Um » zu finden, miissen
wir aus der Gleichung

d(ﬂ!;’s"'lv”)
"-1(1377’1"'27)‘)

cos? vy =

u eliminieren. Wegen 4 (o, §, %, . . . &, 1) = 0 giebt uns die Relation (2)
Ao, By .. %) 4B, 9, ... 4 u) = cos®ecos® B cos®y...cos?kcos?u.
Mittelst (6) bekommen wir also

cos® & cos® fcos® y. . cos®R . d(a, B,...% %)
A{e,B,...2,%) AP, ¥,...24) d{e,8,...2)

cos®y =

oder endlich
cos? @ cos? Bcos®y...cos?d

2,
CB™ V=l by . Ay x N l . 0
COSZ’,___d(u,ﬁy%...z,l)d(ﬂ,y,...z).I
A, 8, % c.2) d (B, 7, ...% %)

Zum Schlusse wollen wir den Grund der Periodicitit der Argumente in den
Polynomen selbst aufsuchen. Es sei n die gerade Dimensionszahl eines Orthoschems
S(123...n) und ein (n-1)-tes Polynom durch die Bedingung 4 (12...n (n-+1))=0
bestimmt, sodass das perissosphirische Orthoschem § (123...n(n-+1)) verschwindet.
Wenn man nun auch n- 1 orthogonale Variabeln gebraucht, so kann man doch ihr System
immer so einrichten, dass die »n ersten Polynome nur die »n Variabeln x,, x,, ...z,
enthalten. Wegen des Verschwindens der Determinante muss aber das Polynom
Pn.y+; von den vorigen abhiingen und kann daher =z,,, auch nicht enthalten. Aus
4(23...0(n+1) (n+2)) =0 wird das Gleiche in Beziehung auf p,., geschlossen,
und so fort. Da also die Variable z,,, nirgends vorkommt, so hat die Betrachtung
sich auf die n-Sphire zu beschrinken. — Wie im Eingang zu § 25 gezeigt ward, kann
man bei der Darstellung eines Orthoschems die Variabeln immer so wihlen, dass das
erste Grenzpolynom nur eine, jedes folgende nur zwei Variabeln und zwar immer eine
neue enthilt. Wendet man dieses auf das verschwindende Orthoschem §(123...n (1))
an, so erhalten die Polynome p,,p,,...p, dieselben Ausdriicke wie in § 25, dagegen

wird p, 4, = — x,. Da ferner §(234...n(n41)(n +2)) =0 sein soll, so hat man



ein neues Polynom p, ., zu suchen, welches zu p,, p;,...p, orthogonal ist; es ist durch
diese Bedingungen vollkommen bestimmt und wird im allgemeinen alle Variabeln
Xy, Zq,. .. X, enthalten. Soll ein folgendes Polynom, ohne eine neue Variable aufzunehmen,
ZU Py, Pus-- - Pny Puyy Orthogonal sein, so erfiillt nur p, diese Bedingung, sodass man
S@B4...0(n4-1)(n+2)1)=0 hat. Wie dies weiter geht, ist klar; wir sehen daraus,
dass auch die Polynome p,, P;, ... P Pui1r Paie €ine Periode bilden.

§ 28. Anwendung des vorigen auf die Bestimmung artiosphérischer Orthoscheme
in einigen besondern Fillen.

Es ist leicht zu beweisen, ddss iiberhaupt
4(a,...0,65,,0,...0) = Ad(e,...0,8) 4(1,0,...1) —cos?t 4(a,...0) 4(0,... 1) (1)

ist. Denn nehmen wir an, die Formel sei bis zu einer gewissen Zahl von Argumenten
7, 0,...%,4, welche auf { folgen, bereits bewiesen, und denken uns die vorliegende
Gleichung (1) noch einmal mit Weglassung des letzten Arguments 4 geschrieben, multi-
plizieren diese mit — cos? u und fiigen sie der vorigen hinzu, so ergiebt sich offenbar
eine dhnliche Gleichung, worin u als letztes Argument erscheint, und daher die Zahl
der auf § folgenden Argumente 7, ®,...%, 4, u um 1 grosser ist als vorhin. Da nun
die Richtigkeit der Formel (1) fiir ein cinziges auf ¢ folgendes Argument 7 leicht ein-
zusehen ist, so ist dieselbe allgemein bewiesen.

I. Vergegenwiirtigen wir uns wieder die in § 27 behandelte Periode von 2n-+2
Argumenten «, 8,y,0d,...%, 4 y, v, § und verlangen, dass das (n —--2)-te Orthoschem
mit dem ersten S («, 8, . . . %, &) direkt zusammenfalle, so ist klar, dass auch die Periode
der Argumente aus zwei direkt kongruenten Hilften bestehen muss; sie sei

By, ...6861 0,08,y ..68 1 6.

Von den drei Bedingungsgleichungen, denen diese Argumentenreihe geniigen muss;
untersuchen wir nur die erste

Ad(e,f,...6150,e,8, ...68 =0,
mit der Absicht, sie nach cos® @ aufzulgsen. Wir finden nach (1)
A O | 4(@f.. 61 —cos? @4, ...58 ] =0,
also, da 4 (&, B, . .. £) nicht verschwinden darf,

d(a,B,... 55 —cos?2O@a(@,...60)=0 . . . . . (2
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Machen wir hier cos? 7 frei, so bekommen wir
A, By...68)—cos?@A(B,...68 —cos?yd(e,B,...8) =0,

oder auch
a4(0,a,8,...68 —cos?nypd(af,...8) =0,

d. h. die Gleichung (2) koincidiert mit einer &hnlichen, worin die periodische Argumenten-
reihe um ein Glied zuriickgeschoben erscheint. Die eine und selbe Gleichung (2) kann
also im ganzen unter n -1 Gestalten erscheinen, welche durch eine Art von Kreis-
bewegung der n |1 Argumente in einander iibergehen. Da nun die drei Bedingungs-
gleichungen, von denen im Anfang gesprochen wurde, nichts anders als die resp. mit
den Faktoren 4 (a,f8,...8, 4B, 7 ...& 1), 4(p, ... 6) multiplizierte Gleichung (2)
sind, so sind sie alle zugleich mit dieser Gleichung (2) erfilllt. Dass die Gleichung (2)
von der Wahl des Anfangs der Argumentenreihe unabhiingig ist, kann auch unmittelbar
eingesehen werden, wenn man ihr die Form

2cosacosfB...cosycos O 1 .-—cosax- 0 - 0 «-v 0 .+ 0 --—cos®
—cose¢: 1 +—¢osff- O ---- O - O . 0
0 .—cosp- 1 -.—cosyp---- 0 - 0 - 0

0 0 0 0 -.--—cos¢ 1 —cosy
—cos®- 0 0 0 0 -—cosy- 1

giebt. Damit nun von dem Gesagten eine Anwendung auf die Bestimmung der ortho-
schematischen Funktion

Son(ay By ... 600, 0,a,8,...¢)

moglich sei (ein Ausdruck durch artiosphirische Funktionen niedrigerer Ordnung), so
miissen uns die bekannten Ausdriicke fiir die Summe je zweier successiver Orthoscheme
nach einer Reihe wechselnder Additionen und Subtraktionen auf eine Summe, nicht
auf einen Unterschied, des ersten und (n-2)-ten Orthoschems fithren; deshalb muss n
gerade sein, d. h. die Dimensionszahl der Sphire muss durch 4 teilbar sein.
Fiir die Tetrasphire braucht man drei Argumente «, 8, y; die Relation (2), welche
sie verbindet, wird
cos®a-cos?ftcostyp=1. . . . . . . . . (8

Das zweite Beispiel der Formel (1) in § 26 giebt
0 =f(a,B, 9, ) =f (B, 7, &) +F () f (0) +F (. B, 7) — 2f (@) —f (B) —f () + 2,
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oder:

fl,8,7) +f(Bre)=—f(@*+2f()+f(B)+S() —2

SBr o) +feaB)=—-fB*+f(@+2/B)+F0) —2

f(yv o, ﬁ) +f(a1 ﬁv 7) = _f(7)2 '*_f(a) +f(‘3) -+ 2f(7) - 2;
hieraus folgt:

2f @8N =r—U—Sf@\P=0—Fom. . . . . ®
Fiir die Oktasphiire braucht man fiinf Argumente «, 8, 9, d, ¢; die Relation (2) wird:

1 — cos®a — cos® B — cos®y — cos® d — cos® e+ cos® @ cos? y -+ cos? B cos® d -+ cos® y cos®e

—+ cos? d cos? a - cos® € cos® B = 0.

Diese Gleichung hat das Eigentiimliche, dass, wenn ihr «, g, », d, ¢ geniigen, dann auch
die Komplemente geniigen werden. Man bemerke aber, dass (% —a, % - ﬂ) = — d(a,f)

ist. Wenn also eine Losung fiir das Orthoschem taugt, so giebt die mit den Komple-
menten ein unméogliches Orthoschem. Um Raum zu gewinnen, lasse ich in der folgenden
Formel die Trennungszeichen zwischen den Argumenten einer Funktion weg.

f@Bydeap)=Q0—f@) flapyde)+ 1 —F())fydeap)
+fOf(Brdea)— S f(@pp? — 5 f(eap)— 5 f(yder

+ 5 B+ 5 f@ea) +(f(@+f B +fO)Ff(@py)
+(fO+F@+FB)fap)+ (@) +SE)f@de
—F@FBr)+F@ea)+Ff O (@ +FB)—2f(ap?)

—2f(af)—2f@de)+7(00)—(f (@ +SB)+F@+f()?
+5(f @)+ fB)+f@) +fE) —T.

Setzt man alle fiinf Argumente einander gleich, so wird die einzig mogliche

5
sphérische Funktion reduziert sich auf

Losung cos? ¢ = ;T (1 — V—l—) , 0= % — % arctang 2; der Ausdruck fiir die okto-

fo=—tofo — s FiH2fs +6ffi +2f1—6f, — 153420/, —T.

II. Sollten in der Periode der 2n-sphiirischen Funktionen zwel successive ver-
kehrt zusammenfallen, z. B. die erste und die zweite, so muss das 2n-te Argument dem
ersten, das (2n — 1)-te dem zweiten, u. s. f., endlich das (n + 1)-te dem n-ten gleich sein.



— 96 —

Die Argumente seien demnach 8,7,...7%, 0, @, 7, ..., 8. Dem ersten § gehe a voran.
Es miissen dann die zwei Gleichungen

A(“?ﬁ’?""’]a@9@77770--7)_'——0, . . . . . . . . (5)
4By...00,0,58...9,8)=0 . . . . . . . (6

erfilllt sein. Wird die erste so geschrieben
4(p,0,...10,0,1,...8 a) =0,

so ist sie gerade die dritte Bedingungsgleichung. Es bleiben also nur zwei Bedingungen
zu erfiillen; und das (21— 1)-te und (2 n + 2)-te Argument sind einander gleich. Man
hat also im ganzen nur n~1 verschiedene Argumente «, 8, 9, ... ¢, 7, ®, wovon zwei,
z. B. @ und O, in Funktion der n — 1 iibrigen 8, 9, ... ¢, 1 bestimmt sind. Die Glei-
chung (6) wird nach (1)

d@Byy.. . 0) A8 ...00) —cos?OA@B,p,...0) A%, ...7P0)
=A(ﬁ,y,...C,r/){A(ﬁ,y,...f;,r/)—2cosz@d(ﬁ,y,...§)}=0;

also

4.7 -..&m)

4B,y ...
24@,7,...0"7 = :

— 2 sy
— ¢08 2 @ = cos "a6 7. a0’

cos? @ =

und hiernach durch blosse Umkehrung der Argumentenreihe

4(,...5n)

4B, 7... L) )
4(y,0,...51n)°

cos? o =
Qd(y)"'g)n)’

—cos 2 a = cos? f§
was man auch auf einem etwas lingeren Wege durch Substitution des schon gefundenen
@ in der Gleichung (5) erhilt.

Fiir die Tetrasphiire ist die Periode der Argumente « f y y f a; die Bedingungen
sind — cos 2 @ = — cos 2 y = cos? B, also @« = p, und die Periode « 8 a « f « ist nur
ein besondererer Fall der schon oben behandelten Periode a fy a fy, fiir welche die
Gleichungen (3) und (4) bestehen.

Fiir die Hexasphire ist die Periode der Argumente a By dJy B a; die Be-
dingungen sind

cos? g 0828 — cos?y

—es2a= g5, ST E )

unter diesen ist:
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FBr8s)=—FfBSBrH+SBr)+F @3N +F B O

+ 2 (fOHFO—2(f® +5G) + 1O+ 5,
flaBydd)=—f@f@dd)+fBSfBrd)—F»Sf(py)
@B LGN +2F (@ F @) +(f(@F @) —5S B +5f @)
—2f (@) —2f() — 2/ () + —;

TR
2

die Ausdriicke fiir die zwei noch fibrigen Orthoscheme ergeben sich aus diesen durch
Vertauschung von «, 8, y, d mit d, ¢, §, «.

Sind alle Argumente einander gleich, so folgt aus — cos 2 &« = cotg? « die Formel

cos 2 =1— V2 oder cos @ = 1:2 cos %, und man hat

fo=—fefi+2fi +3fF—6f+ 5

Fiir die Octosphiire sei die Periode der Argumente ¢« By deecd yfq,

cos? § sin? & sin? § cos® &
— CO0S 2 ® = Ty T T oy — COS8 2 & — oy v
sin® y — cos? & sin? 8 — cos?

Man findet dann zunichst einen Ausdruck fiir £ (8 y d ¢ ¢ d 7) und aus diesem Ausdrucke

fir f(afydeed) und f(eafy dee), von denen ich nur den letzten, der sich durch
Symmetrie auszeichnet, hersetzen will:

flaaBydee)=—F(0)f(aapyd)—f(B)f(Brdes)+f(¥)f(«pyde)

— flawB)f(See) +f(@By)f(yd6) — 5 S (Bro)*+f(caByd)+f(Bydee)
f (e B)(2F@) +f (D) +f(Bee)(2F (@) +1(8)+F B ) (f(B) + f(3)
—f@) (f (@B ) +f @0 &) +F(a) f () +/(6) f (B)* — 2f(xef)—2[f(dee)
—2f(Byd) —4f(@)f (&) — 4 f () f(8) — 4 S ()f B) +/ ()
—(f(B)+f(8) — 5(f (&) -+ (&) +1(B)+SF() —T.

III. Wir betrachten noch den Fall besonders, wo alle Argumente einander gleich
sind, Bedeutet « das Argument, so hat man

3 2
An-___—.

V1 =4 cos® e

(Lj— V1 =1 cos?;)"'H“ (1 S T —) cosﬁ)"“

.

13



und, wenn man cos ¢ = setzt,

2 cos ©

A = sin(n +1) © .
%7 (2cos Omsin O

n

P die

Sollen 4,, 4;, 4,, ... 4, simtlich positiv, aber 4, = 0 sein, so ist @ =

einzig mogliche Losung
Fiir ein verschwindendes @ ist

n + 1 n
Anz gn? a='§a
also
n b4 P 1 n n+1 F 4 n 1
dyiy (_3'7 X g Z) 9n COS2Z tgu—1 9n?
T, = T, e, 1
d"+2(4’3’ 3’ 3’3’4) gw — €08 prgumy =0

T 71 T m 24 n
§ 29. Uecber das 0rthoschemf(§, g g %208 g g 3)

Satz. Wenn das m-te Argument eines n-sphérischen Orthoschems 2 «,
das vorhergehende und nachfolgende «, alle iibrigen aber % sind, so ist das

Orthoschem (:2\) mal so gross, wie wenn sein erstes Argument « und alle
iibrigen % sind.

Beweis. Setzt man f(128...m(m+ 1)...n) =f" («), wenn (12) = (23)
=B4) = =(m—2 (m—1)= g, (m —1Dm) =a, (m(m 4 1)) =2¢,

b4

(m=4+1) m4+2) =a, (m-+3)@m-+4) =(m+4)m—+5) == (n—1)n) = 5
ist, und insbesondere f (a, %7 % e %) = fu (@), f(2 o, a, %: %, .- —7?:—) = fa (@), so
hat man zunichst

S (0) = f (o),

weil die Ordnung der Grenzpolynome eines Orthoschems auch umgekehrt werden darf.
Wenn ferner der Kiirze wegen
sin «

CoOS @ =
V4 sin?e—1



gesetzt wird, so findet man leicht

Flm—1m,128...(m—2)(n41)(m—+2)...n) = fr=* (a),
fn(n+1),123...(m—1)(m+2)(m-+3)...n) = £ (a),
flm+1)(m+2),123...m(m-+3)(m-—+4)...n) = f", (a);

und hieraus
A @={fr3 @25 @+ @ df @ )

Fir n=m ist £ (¢) = fo («); fir n =m -1 ist /;*, (¢) = fr,, («); Wir miissen
also zuerst f, (¢) zu reduzieren trachten. Die Gleichung (1) giebt

afi (@ = {2/ (@) +1ise @ baf@. ..o @
Fir n =3 ist f; (¢) =f(2a)+ f(a) — 1 =38f(e) — 1, hingegen f?(a) =
F@+(5)—1=r@—; also
fi (@) = 3 f3 (o).

Fir n =4 ist 4 f} (¢) = {Zf(a) + f(2 a)} df(e) =4f(a)df(«); weil aber
d f(e) = f(a) df(«) ist, so folgt hieraus
S (@) =4[ (e).

Wire nun der Satz

fl@=mf. . . . . . . . . .. (3

fiir m = n — 2 schon bewiesen, so wiirde aus (2) folgen d f}! («) = nfii_,(a)d f («) =
ndf) («), und hieraus durch Integration

L (e) = n fR (a).
Da aber die Gleichung (3) fiir m = 3 und m = 4 schon bewiesen ist, so gilt sie

allgemein.
Wir kommen jetzt zur Gleichung (1) zuriick. Wire der Satz

fr@ = ()7 @

fiir ¢ = n — 2 schon zugegeben, so wiirde aus der Gleichung (1) folgen
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afe @ ={(nZa)+2(t) + (") e @,
also durch Integration
Jr (@) =(m) 2 (@),

d. h. der vorige Satz wiirde auch fiir i = »n gelten. Nach dem frithern ist aber wirklich

£r@) =f2@ = ()@, S @ =fh @ = (" 1 1) £20 (@),

d. h. der fragliche Satz gilt fiir ¢ = m und i = m 4 1. Also gilt er iiberhaupt.
Wir machen nun von dem bewiesenen Satz folgende spezielle Anwendungen.

L. Fall, wo @ = 5. — Ks ist nach dem vorigen Satz f! (—3-) =nf? <§); da

aber in beiden Orthoschemen die ersten Argumente %"— und %’, also supplementir sind,

alle folgenden hingegen iibereinstimmen, so ist nach dem am Ende von § 23 Gesagten

A3 () =2 (3) =2 ()

oder
£ G) = adif 3)
und, da f? (g) = —g— = gg ist, endlich
a (g’ g"%’g) = 1.‘2.3.9.,.1(n+1)' cee e )

2. Fall, wo &« = —;’—' — Es ist f}} (—}) == n fy (-;L) und nach § 23 zugleich
1

f@ o maeg) = L () a2 (5) = S (5) ma aa s (7) = 5

ist, allgemein

T w7 7\ 1 . L 5
fn(Z’??""’g“)—ml.a.s....n T - )

Wenn man rechte Argumente ausschliesst, so sind, fiir alle Dimensionszahlen iiber
4, die Formeln (4) und (5) wahrscheinlich die einzigen, worin sowohl alle Argumente
mit dem Kreisumfang kommensurabel, als auch die Werte der orthoschematischen Funk-
tionen rationale Zahlen sind. Der Beweis hiervon scheint mir aber sehr schwer. Die
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genannten Formeln sind iibrigens leicht mittelst der reguliren Polyscheme der n-fachen
Totalitit zu verifizieren, indem man dieselben auf eine konzentrische Sphire projiziert.
Bei der reguliren Pyramide zerfillt dann das sphﬁrische Kontinuum in n -1 regulire

Plagioscheme, deren jedes alle seine Argumente glexch ” hat, und daher in 1.2.3..

gleiche Orthoscheme S, (~ SR -—) zerfallt. Dadurch ist die Formel (4) verifiziert.
Beim Reciprok-Paralleloschem (3, 3, 3, ... 3, 4) wird das sphirisehe Kontinuum in 27
regulire Plagioscheme mit dem gemeinschaftlichen Wert % aller Argumente geteilt;
jedes entspricht also gerade der Einheit der sphérischen Funkiion, und da es nun in
1.2.8...n gleiche Orthoscheme S,,( 1) zerfillt, so ist hierdurch auch

n
3’ 3 B A1
die Formel (5) verifiziert.

Auch bei der Tetrasphire weiss ich keine solche Formeln mit kommensurabeln
Argumenten und rationalem Funktionswert anzugeben, die nicht mit den reguldren
Polyschemen der vierfachen Totalitit im Zusammenhang wiren. Da fiir diese Dimen-
sionszahl die grosste Mannigfaltigkeit stattfindet, so ist ihr der folgende Paragraph
eigens gewidmet.

§ 380. Rationale tetrasphiirische Orthoscheme, deren Arqumente rationale Teile

von w sind.

Aus den allgemeinen Formeln (4) und (5) des vorigen Paragraphen folgen sogleich:

T NORNI GRS

Die fiir die Periode ¢ 8y « 3 7 bei der Tetrasphire in § 28 gefundene Bedingungs-
gleichung (8), cos® & -+ eos" 13 -+— cos? y = 1, hat, abgesehen von Permutationen, nur

zwei rationale Losungen: (- und (2% Z 7). Jene giebt ausser (2) noch
733 553 )

f(g,%,g):%; N )
diese giebt

(55 5) = W

FEEY) =% )

PG -5 ®



— 102 —
Da nach § 23 die Gleichung
4= ® 2 = %

stattfindet, so folgt aus (6):

) =ar () -

Durch Anwendung von § 29 ergeben sich aus (4) und (7) die Formeln
f(g,_g.,g)___ﬁ, N )
M%%%zﬁ,“...”...@
f(g%_’v,_;_)zi_iﬁ B e 1)
FEntE) -

Nimmt man im letzten Orthoschem das zweite Polynom entgegengesetzt, so erhilt man

f(Bn n Qn)_S_ﬂ__ﬂ.
5 150 ~ 130°

55 5
nimmt man hier wieder das erste Polynom entgegengesetzt, so erhilt man
2 2w 11
f(T",J_ﬁ, 5)25.0. N ¢ 8 ))

9 D/

Mit Weglassung von (7) hat man also im ganzen 10 kommensurable tetra-
sphiirische Orthoscheme mit kommensurabeln, im ersten Quadranten befindlichen Argu-
menten. Ich zweifle sehr, ob es ausser diesen noch andere gibe, und diese stehen alle
mit den reguliren Polyschemen (3, 3, 3), (3, 3, 4), (8, 8, 5), (3, 4, 3) im Zusammenhang.
Wendet man die in § 27 gezeigte Periodenbildung auf die vorliegenden Funktionswerte
an, um daraus neue zu finden, so bekommen diese inkommensurable Argumente.

Um iiberhaupt keinen Fall zu verschweigen, wo orthoschematische Funktionen
finite Ausdriicke haben, wollen wir anch noch mit der Periodenbildung zunichst an der
Tetrasphiire das Mogliche versuchen.

Setzt manz;df(a,ﬁ,y)=ada—{—bdﬁ+cdy, so ist

€os ¢ cos B cos €os « sin
, cosbh= feosy , COS¢ = e

sin « cos y
Vsin? « — cos? 8 Vsin? g — cos? y Vsin® g — cos? y

COS (t — e
Vsin® « — cos? 8
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Vergleicht man diese Ausdriicke mit den Relationen (6) und (7) in § 27, so ergiebt sich
die Periode «, 8, 9, % —a, b, % — ¢. Demnach sind oben schon Perioden mit lauter

: - . T n . .
kommensurabeln Gliedern vorgekommen, namlich: 1. - -+ - —+ — —, wohin die

®n w w™w 2n =

Formeln (2) und (3) gehoren; 2. 25 53 5 %‘,’ wohin (4), (5) und (6), und 3.

7 2% n 27n = 2=

£ 55 57 5’ 5 » Wohin (10) und (11) gehdoren. Die Argumente in (1) und (8)
geben dagegen Perioden, worin inkommensurable Glieder sich finden; wird cos 2 4 =1

4
.y ) ) .
esetzt, so sind sie: = l:i,l,2l,lund = 25 2 ), 2% — ) man erhilt
g 333 5'"3'3 53 ' 73
daraus die neuen Funktionswerte:

n ox 2 122 n 8 4 22 4
rl) =gt fFher) = — g s a - — e
f(l%i‘ﬁ__;{)_‘*_g*i 22
3’53 — 30 3 =’

9% = o2x 391 21
s =y =) =g
x 2n T 401 22
FGE=AF—hE) =
. om m 53 1 22
FE—h3) w5 =
T n T 4 n n T i s e
§ 31. Ueber das Orthoschem f('3"§’ R R A ---—3») und einige

mit diesem und dem in § 29 betrachteten in Beziehung stehende Sitze.

Satz. Wenn in einer n-sphirischen orthoschematischen Funktion das
(m — 1)-te, m-te, (m +1)-te und (m -+ 2)-te Argument der Reihe nach

s . . . . n—1
%, o, o %, alle iibrigen aber —g sind, so ist die Funktion (n m ) mal so gross,

wie wenn das erste Argument «, das Zweite ;«und alle folgenden% sind.

Beweis. Wird die zuerst genannte Funktion mit ¢ («) bezeichnet, so muss
folgerecht die zweite durch ¢ (o) dargestellt werden. Setzt man

sin e

COs ¢ —m———————
Y2 (2 sin® @ — 1)
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und lisst /" (¢) dasselbe bedeuten wie in § 29, so findet man
dgr (@) = {f7530 @ + £ (@) } d £ (@),
also nach dem Satz des angefithrten Paragraphen
g7 (@) = {("“’,) + ("2 @ar@ = (", ) @ s (@,
oder, da d g, («) = f,—. (a) d f () ist, durch Integration
o @=("n")s @

was zu beweisen war

Die in § 30 behandelten Perioden —+ = = =y =, % und =, =, %s —%— are cos (%),

1 1 1 . e . .
arc cos (Z)’  8rc cos (T) sind besondere Fille zweier allgemeiner Perioden, welche so
definiert werden:

1. Folgen n—1 Argumente, deren jedes gleich %; ist, auf einander,

und man setzt cos 24 = %, so werden jene Argumente durch die drei darauf
folgenden A, 2 4, 4 zur Periode erginzt.

2. Folgen n — 2 Argumente 7;‘ und eines-;i auf eina.nder, und man setzt

cos g = V%, so werden jene Argumente durch yu, y, zur Periode erginzt.

Die Beweise hierfiir sind aus § 28, IIl und § 27, (6) und (7) zu entnehmen.
Zur Bestimmung der Funktionen, welche diesen Perioden entsprechen, fiihrer
ausser dem Satz von § 29 und dem ersten dieses Paragraphen folgende Sitze.

I. Sind alle Argumente eines n-sphirischen Plagioschems 2 «, dasselbe also
reguldr, so zerfillt es von seinem sphirischen Centrum aus in 1.2 . 3 ... n Orthoscheme,

deren jedes als erstes Argument o« und die .2 — 2 folgenden gleich % hat und daher der

Funktion f;? («) entspricht.
Wird nun hierauf die Gleichung (1) des § 24 angewandt, so sind die dortigen

Sfing1 durch (2m -+ D) £, (a)
Efinri s g 9s) @n— 2D i (@)
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zu ersetzen, wodurch man erhilt

Foorr @ = 3 (= 1) Aifha s @,

wenn die Koeffizienten A4 durch tang x = I 4, 2**t' definiert sind. Wenn also
cos 24 = Qi ist, so hat man
n
Jin Q) = A frua Q) — L i Q)+ - - - — (— 1)" 4.

II. Sind die Stiicke eines n-sphirischen reguldren Polyschems nach dem Cha-
rakter (3,8...3,4) geordnet und alle Winkel zwischen je zwei angrenzenden Peri-
schemen 2, so zerfillt dasselbe von seinem sphirischen Centrum aus in 2*~' con-
gruente Plagioscheme; von den n Perischemen eines solchen bildet eines (die Basis) mit
allen iibrigen das Argument @, wihrend je zwei von diesen zu einander orthogonal sind.
Ein solches Plagioschem zerfillt daher von seiner Spitze aus in (1 — 1)! Orthoscheme,

bei deren jedem die zwei ersten Argumente «, ;, die n— 3 folgenden simtlich % sind.
Das erwihnte Plagioschem, durch die n-sphirische Einheit gemessen, betrigt also
(n—1)! g, (a).

Wird nun hierauf der Satz des § 24 angewandt, so hat man

Srar 1= @n)lga, 41 (a),
2 . o 2
Zfypni= (Qn—ﬂni—l) (2n-2@—1)!92n~25 (“)+( " )

2n—23
_ 2! 2n
'(Qi_}_l)!ggn--ﬂi (a)_]-(,zi)

zu setzen, und man erhilt

i=n—1

Grat1 (@)= 2 (— 1) 4igou—s, (&) +(—1)" C,

i=0

wenn die Koeffizienten 4 und C durch die Gleichungen

n= 1 "=
tang x = A,z ! = C, 2*"
> L)
n=20 n=0

cos T

definiert sind.

Ist cos pu = V;;—n, so hat man

Gon () = Aigan 2 () — Argoa_ ()+--- —(—1)yC.
14
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Fir n =2 wird p = §3 also, da 4, = %,

7)) = 3 ()= e

was mit der Formel (3) in § 30 iibereinstimmt.

5.
02 Y lSt,

§ 32. Ueber sphirische Perischeme.

”

Wir haben bisher nur solche Integrale f dedydz... (2*+y*+---<1,p >0,

p, > 0,...) betrachtet, wo die Zahl der Grenzpolynome p der Dimensionszahl n gleich
war. Es liegt uns also noch die Untersuchung der zwei Fille ob, wo jene Zahl der
homogenen Grenzpolynome kleiner oder grosser als n ist.

Der erste Fall bietet gar keine Schwierigkeit dar. Sind nimlich nur » —m
homogene und lineare Polynome p,, p,,...p.... mit n Variabeln gegeben, welche das
Integral

fdwdydz... = fo (D1 Pgs -+« Do) - fd.rdydz...
(xz+y2+~--<l ) (:z2+y2—{—---<1
P >0,p.>0,...0._.>0 z>0,y>0,...

begrenzen, so braucht man nur die Variabeln orthogonal so zu transformieren, dass die
gegebenen Grenzpolynome nur n — m derselben enthalten, und dann das in § 23 ge-
zeigte Verfahren anzuwenden, um

Fo(Prs Doy e o e Duem) = 2™ fum (Dss Par -+ - Puw)

zu bekommen, wodurch das vorgelegte n-fache Integral mit bloss n — m Grenzpolynomen
auf eine (1 — m)-sphirische plagioschematische Funktion zuriickgefiihrt ist.

Im zweiten Fall, wo die Zahl der Grenzpolynome des n-fachen Integrals die
Dimensionszahl n iibertrifft, nennen wir das entsprechende Stiick des n-sphirischen
Kontinuums ein n-sphirisches Polyschem und denken uns die Anordnung seiner
Perischeme in @hnlicher Weise gegeben wie bei einem linearen Polyschem der (n — 1)-
fachen Totalitit. Wie nun dieses nach § 11 in lauter Pyramiden (n-Scheme) zerlegt
werden kann, welche eine gegebene (innere) Losung zur gemeinschaftlichen Spitze haben,
gerade so kann auch jedes n-sphirische Polyschem in lauter Plagioscheme zerlegt werden.

Wenden wir jetzt § 22 an, um das Differential der n-sphirischen polyschematischen
Funktion zu bestimmen, und messen der grossern Einfachheit wegen alle vorkommenden
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Argumente oder Winkel je zweier Polynome durch den Quadranten, und die (n-—2)-
sphirischen Perischeme durch das (n — 2)-sphirische Orthoschem mit lauter rechten
Argumenten, so bekommen wir ein Aggregat von Produkten je eines plagioschematischen
(n — 2)-sphiirischen Perischems und des Differentials des entsprechenden Arguments.
Von den Grenzpolynomen jedes durch die Teilung entstandenen Plagioschems ist eines
(p) mit dem gegebenen Polyschem gemein; die iibrigen (g) scheiden dasselbe von den
angrenzenden Plagioschemen; unter seinen (i — 2)-sphiirischen Perischemen konnen wir
daher innere, welche je zwei Gleichungen, wie ¢ =0, ¢’ =0, und dussere, welche
je zwei Gleichungen, wie p = 0, ¢ = 0, entsprechen, unterscheiden. Die innern Peri-
scheme sind dreien oder mehreren Polynomen ¢, worunter nur zwei unabhingige sind,
gemein, weshalb die Summe der entsprechenden Argumente, wie z. B.

L (q, . q') + L (ql, . ql’) + L (qll, o q!l!)+ L (qlll’ . q),

immer = 4, und daher die Summe ihrer Differentiale gleich Null ist, so dass die be-
treffenden Glieder des Aggregats sich aufheben. Einem #ussern Perischem (p =0, ¢ = 0)
entsprechen entweder zwei supplementire Argumente / (p, q) und /£ (p, —¢q), deren
Summe 2, das Differential also 0 ist, so dass die entsprechenden Glieder des Aggregats
sich aufheben; oder, wenn ¢ nur von zwei Polynomen p, p abhingt, so entsprechen
demselben iussern Perischem die Argumente / (p,q) und / (— q,p"), deren Summe
/ (p, p) ein Argument des gegebenen Polyschems ist. Denkt man sich die be-
treffende Reduktion des Aggregats vollzogen, so wird man im allgemeinen mehrere
Produkte finden, welche dasselbe Differential eines Arguments des Polyschems zum
Faktor haben, und dann wird die Summe der andern Faktoren ein ganzes (n— 2)-
sphérisches Perischem des gegebenen Polyschems sein, indem mehrere durch die Teilung
entstandene plagioschematische Perischeme sich zu einem polyschematischen zusammen-
sotzen. Eine solche Zusammensetzung findet indes erst fiir n < 5 statt. Diese An-
deutungen, welche zur Vermeidung von Weitliufigkeit die Stelle eines vollstindigen
Beweises ersetzen sollen, berechtigen zu dem Schlusse:

Das vollstindige Differential eines n-sphirischen Polyschems ist
gleich der Summe der Produkte aller seiner (n— 2)-sphirischen Perischeme
mit den Differentialen der entsprechenden Argumente.

Wiren nun die Argumente wirklich alle unter sich unabhiingig, so kénnte man
die (n — 2)-sphirischen Perischeme als partielle Differentialkoeffizienten des n-sphirischen
Polyschems betrachten. Dies gilt indes nur fiir die Tetrasphire. Fiir die Trisphiire
ist die Zahl der Argumente zu klein, fir n >4 ist sie zu gross.

Ist ndmlich m die Zahl der Winkel eines Kugelvielecks, so ist bekanntlich 2m —3
die Zahl seiner wesentlichen Bestimmungsstiicke. Ueberhaupt ist die Zahl der wesent-
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lichen Data eines n-sphirischen Polyschems derjenigen fiir ein lineares Polyschem der
(n — 1) -fachen Totalitit gleich, wenn die Anordnung der Perischeme bei beiden
iibereinstimmt. Wir wollen daher diese letzte Zahl zu berechnen suchen.

Ist g die Zahl aller (w — 1)-fachen linearen Kontinuen, welche ein Polyschem
der n-fachen Totalitit begrenzen, und gehen h derselben durch ein erstes Eck, k' durch
ein anderes, &’ durch ein drittes, u.s.f.; so sind von den 2 Polynomen, welche dem
ersten Eck entsprechen, h — n von den iibrigen abhingig, was fiir # — n Bedingungen
zihlt, u. s. f. Man wird sich bald iiberzeugen, dass keine von diesen Bedingungen iiber-
fliissig ist, und dass alle zusammen gerade hinreichen, um die Anordnung der Teile des
Polyschems auszudriicken. Da nun n die Zahl der wesentlichen Elemente einer linearen

Gleichung mit n Variabeln, und % n (n -+ 1) die Zahl der Data ist, durch welche irgend

ein orthogonales System der Variabeln bestimmt wird, so bekommen wir
ng—@Q—n)—@E —n)— @' —n) — ete. — % n(n-+1)

als Zahl der wesentlichen Data des Polyschems, d. h.:

Die Zahl der Bestimmungsstiicke eines linearen Polyschems der n-fachen
Totalitat ist gleich der n-fachen Summe der Zahl aller (n— 1)-fachen Peri-
scheme und derjenigen aller Ecken, vermindert um die Summe der Ecken-

zahlen eines jeden (n — 1)-fachen Perischems und um % n(n—+1).

Wenn fiir # =3 die Zahlen der Ecken, Kanten und Vielecke eines Polyeders
mit a,, a,, a, bezeichnet werden, so ist die Eckenzahl jedes Perischems oder Vielecks
seiner Seitenzahl gleich, die Summe dieser Zahlen also auch gleich der Summe der
Zahlen der durch jede Kante gehenden Perischeme, d. h. gleich 2 a,; demnach ist die
Zahl der Data des Polyeders gleich

3(a, +a;)—2a, —6 =3 (a, — a, + a; — 2)-a, = a,.

Es folgt hieraus, dass ein riumliches Polyeder durch seine Kanten gerade bestimmt ist,
ebenso ein tetrasphiirisches Polyschem durch seine Seiten oder auch durch die Argu-
mente, welche von je zweien sphirischen Vielecken an der gemeinschaftlichen Seite
eingeschlossen werden.

Denken wir uns alle Kanten eines linearen Polyschems der vierfachen Totalitit
gegeben, so ist nach dem vorigen jedes der polyedrischen Perischeme vollstindig be-
stimmt. Da aber jedes Vieleck zweien Polyedern gemein ist, so sind unter seinen
Winkeln die, welche die Dreizahl iibersteigen, doppelt bestimmt. Beschreibt man jetzt
um irgend ein Eck des gegebenen Polyschems eine Tetrasphére, so schneidet diese die
notigenfalls verlingerten Réume der in jenem zusammentreffenden Polyeder in einem
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das Eck charakterisierenden tetrasphiirischen Polyschem, in dessen Umschluss bereits
alle Kugelvielecke vollstiindig bekannt sind. Daher ist nach dem obigen auch das tetra-
sphirische Polyschem selbst vollstindig bestimmt, namentlich seine Argumente, welche
mit denen des urspriinglichen linearen Polyschems zusammenfallen. Also ist auch dieses
in allen seinen Teilen wenigstens hinreichend bestimmt.

Fiithrt man auf eine Kante desselben einen normalen Raum, so schneidet derselbe
die in der Kante zusammengrenzenden polyedrischen Perischeme in einem gewdhnlichen
Korperwinkel, und dieser wird durch das vorhin beschriebene Verfahren von beiden die
Kante begrenzenden Ecken her zweimal bestimmt. Inwiefern aber hier doppelte Be-
stimmung der Stiicke des genannten Korperwinkels stattfindet, bin ich nicht imstande,
zu entscheiden.

Die vorige Erorterung berechtigt uns nur, zu sagen, dass ein lineares Polyschem
der vierfachen Totalitit durch seine Kanten immer wenigstens bestimmt ist; und wir
diirfen noch beifiigen, dass, wenn die zweifachen Perischeme nicht lauter Dreiecke sind,
dann die Zahl der Kanten diejenige seiner wesentlichen Bestimmungsstiicke gewiss iiber-
trifft. Es ist aber sehr wahrscheinlich, dass die Gleichheit beider Zahlen nur da
stattfindet, wo sie unmittelbar evident ist, beim Pentaschem, und dass hingegen bei
jedem andern linearen Polyschem der vierfachen Totalitit die Zahl der Kanten grosser
ist als diejenige der wesentlichen Bestimmungsstiicke.

In Ermangelung eines strengen Beweises kann man diesen Satz im einzelnen
z. B. durch die in § 17 fiir die regulidren Polyscheme der vierfachen Totalitit gegebenen
Zahlen bestitigen.

Fiir hohere Dimensionszahlen iiber 4 ist dasselbe nach einer ganz natiirlichen
Induktion in noch grosserem Masse zu erwarten.

Tragen wir nun diese Betrachtungen auf sphirische Polyscheme iiber, deren
Dimensionszahl n griosser als 4 ist, indem wir zugleich nach Art der reciproken Be-
ziehung die Ecken mit den (n — 1)-sphirischen Perischemen, iiberhaupt die m-sphirischen
Perischeme immer mit den (n — m — 1)-sphirischen vertauschen, so sehen wir, dass die
Zahl der (» — 2)-sphirischen Perischeme, oder, wenn man will, der daran liegenden
Argumente, nicht kleiner als die Zahl der wesentlichen Bestimmungsstiicke des n-sphé-
rischen Polyschems sein kann, und finden es wahrscheinlich, dass mit Ausnahme des
Plagioschems jene Zahl immer grosser ist als diese. Wihrend also ein tetrasphirisches
Polyschem immer durch seine Argumente gerade bestimmt ist, so ist dagegen hochst
wahrscheinlich von da hinweg jedes polysphirische Polyschem durch seine Argumente
mehr als bestimmt.

So wie in § 24 jedes perissosphirische Plagioschem durch artiosphirische von
niedrigerer Ordnung ausgedriickt ward, ohne dass man einer Berechnung neuer Argu-
mente bedurfte, so vermute ich, dass im allgemeinen jedes perissosphirische Polyschem
durch artiosphirische Polyscheme niedrigerer Ordnung, von denen keines neue Argumente
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hat, wird ausgedriickt werden konnen, ohne dass man eine Zerfilllung des gegebenen
Polyschems in Plagioscheme vorzunehmen braucht. Wenn wir hieriiber eine Weile
ndher eintreten, so nehmen wir der Einfachheit wegen auf jeder Polysphiire das Orthoschem
mit lauter rechten Argumenten als Einheit des Masses an, also z. B. den Quadranten
als Einheit der Winkel oder der Argumente.

Das trisphirische Polyschem oder das Kugelvieleck ist bekanntlich gleich der
Summe seiner Winkel minus seine doppelte Seitenzahl plus 4. Sind p,,p,,...p, die
Grenzpolynome, welche der Reihe nach den Seiten entsprechen, so kann man diesen
Satz durch die Formel

Jo (Pys Doy -« - Dw) =S (D4, 03) +S (D2r ps) + + * + S (Pu—1s Pm) +f (Pmr D) — 2 44
oder kurz durch

fi(0,p,p . )= 4— 2 {2—f(pp Bek)}

ausdriicken.
Satz. Sind p,p’,»",p", ... die Grenzpolynome eines pentasphirischen Polyschems
fo (0,0, 0,0, p™,...), und bezeichnet £, (p,p’,p",p", ... Eck) das tetrasphirische Poly-

schem, welches von allen ein Eck bildenden Polynomen begrenzt wird, f(p,» Vieleck)
das dispharische Plagioschem oder das von zweien Polynomen p, p', welche ein im
Umschluss vorhandenes sphiirisches m-Eck bestimmen, eingeschlossene Argument, so ist

wenn by, b,, b,,b; die Zahlen der Ecken, Seiten, Vielecke, tetrasphirischen Perischeme
des Polyschems f; bedeuten.

Beweis. Indem wir nach und nach vom Einfachern zum Zusammengesetztern
iiberzugehen beabsichtigen, setzen wir zuerst ein Polyschem, begrenzt von den Polynomen
P,p,q,q,.--qn und zwar so, dass unter den mit g bezeichneten nur 3 unabhingige
sind, und alle zusammen innerhalb des trisphiirischen Perischems (P= 0, p = 0) ein
Kugelvieleck bilden. Man wihle innerhalb desselben eine beliebige Losung und lege
durch diese, jedes Eck des Vielecks und die zwei iibrigen Ecken des Polyschems die
Polynome 7,,7,,...r,, welche das ganze in m Plagioscheme zerschneiden. Unter diesen
Polynomen r werden dann nur zwei unabhingige sein, und », wird zugleich mit g, g,,
ferner r, zugleich mit gy, ¢, u. s. f., endlich r, zugleich mit ¢,, g, verschwinden. Fiir
eines dieser Plagioscheme hat man nun z. B.

L0 0 0 0 y=—Z2@8—f, (p,p, 9,9, .. . Eck) +2 Z(m — 2) (2—f(p,p’ Vieleck)) -+ 16
=Zf,(p, v, 0 v, ... .Bck) —2X(m — 2)f(p,p Vieleck) 4+ 4 Im — 8b, — 8b, -+ 16,

M
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f:')(-Per Ql,rm’—rl):f4(P7QU 7'm,—‘7'1)+f4 (p’QUrmv"‘rl)

+fi (P p, Ty — 74) + /4 (P,p,q,,r,,,) +f (Bop, gy, —1)

- 2f(P,p)——2f(P, QI)_—2f(p1 ql)—zf(Pv rm)‘zf(P’ _‘7'1)
—2f(p,rm)—2f(py— 1) — 2f (41, rm) — 2S (a1, — r) —2f(rm — )+ 16, (2)

Man ersetze hier ¢,,7,, — r; durch g,,r,, — r,, durch ¢;,7r,,— 7, u. s. f., endlich
durch ¢, 7, {, — 7, und summiere. Da alsdann

2f4 (P,Qi’ Tie1y — 7",-):,](; (Pa 41’ Q21 R ™ ECk)a
Zf (Pop, 7y, — 1) = 4 (B p),

Jo (Bypy gy — 1) + (B py €2s7y) = (P,p, a1, 92),
S (B, —r)+f(Pr)=2,

S, —r)+Sf(@n) =1 (a, Q)
Sf(ricp—r) =4

ist, so folgt

fs(Pyp)ql."h,"‘Qm):f-l(P7QUQ21'-'Qm)+f4(p’QUQSV'-Qm)+2f4(P’p7inq:‘+l)
—2m—2)f(P,p) — 2 Ef (P, 0) — 23f(,0) — 23/ (@ qis) +8m—8. . . (3)

Die Polynome p, q,,4s,..-qn Wwelche zusammen nur 4 unabhingige Variabeln
repriisentieren, begrenzen fiir sich allein ein tetrasphirisches Polyschem, das in Beziehung
auf die Anordnung seiner Stiicke einer ridumlichen m-seitigen Pyramide zu vergleichen
ist. So wie nun im Raume jedes Polyeder von einem innern Punkte aus in lauter
Pyramiden zerlegt werden kann, welche diesen Punkt zur gemeinschaftlichen Spitze und
die vieleckigen Flichen des Polyeders zu Basen haben, so kann auch das gleiche mit
jedem tetrasphirischen Polyschem geschehen. Die Polynome, welche dasselbe begrenzen,
seien p,p,p",p"’,... und moégen, wenn auch explizite 5 Variabeln darin vorkommen,
doch wesentlich nur 4 unabhiingige Variabeln repriisentieren. Wir konnen uns dann
eine besondere Art von pentasphirischem Polyschem, f; (P, p,p,p",p"",...), denken,
worin die Gleichung P= 0 gleichsam als Basis ein tetrasphirisches Polyschem von all-
gemeiner Natur, und die Gleichungen p =0, p' =0, p" =0, p"" =0,... die zugehdrige
Spitze darstellen. Wird die Basis von irgend einer innern Loésung aus in pyramiden-
artige tetrasphirische Polyscheme zerlegt, so wird dieser Zerlegung auch eine des penta-
sphirischen Polyschems entsprechen, und fiir jeden Teil dieses letzten eine Gleichung
wie (3) bestehen. Bei der Summierung dieser Gleichungen hat man dann

Zf-i (P7QUQ27“‘Qm)=8y
Xﬁ(p’Q1aQ21-"Qm)=fl (P»Pyp b ;'“):

EEf(Pp, aote) =S| fi(Bp g, — O)+L Py, a s — )+ Py 0 —d") +ete.),
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wenn die Polynome p,p’,p"’,... zusammen ein Eck der Basis bilden, also nur 3 Va-
riabeln reprisentieren, und die Polynome ¢,¢’,q”,... den durch dieses Eck gehenden
Teilungen entsprechen und daher nur 2 Variabeln reprisentieren; wenn ferner das dem
Aggregat vorgesetzte Summenzeichen sich auf alle Ecken der Basis bezieht; also endlich

=Xf, (P,p,p,p", ... Eck der Basis); .

S (P)+f(P,—q)=2, also ZXf(P,q;) = der doppelten Zahl der Basis = Zm;

S, Q+f(p,—a=S(p,p), wenn das Paar Gleichungen p =0, p' = 0 einer
Seite der Basis entspricht;

2 2f (¢: ¢;+1) = der vierfachen Zahl der Ecken der Basis;

also zuletzt, indem man die Zahlen der Ecken, Seiten und Vielecke der Basis

mit ¢y, ¢, c, bezeichnet und die Glieder — 8¢, + 8¢, —8¢, = — 16 setzt,
o Bop, 0, 00", .. )= (o0, 0" p"s..)+Zf (Bp,p,p", ... Eck der Basis)
—2Z(m—2)f(P,p)—23f(p, v Seite der Basis)-+-2Zm —8. . . . . . . (4)

Sind endlich P, P, P, P, P”,... die Grenzpolynome eines ganz beliebigen
pentasphirischen Polyschems, so kann dieses von irgend einer innern Ldsung aus in
solche Polyscheme geteilt werden, wie das, welches wir soeben betrachtet haben.
Werden dann die Polynome, welche die Teilung bewirken, wie vorhin, durch p be-
zeichnet, so hat man bei der Summation der Gleichung (4):

2f, (p,p,9",p",... Basis)= dem totalen tetrasphiirischen Kontinuum = 186,
22f (P, p,p,p ,...EckderBasis)=Zf, (P, P', P", P"",...Eck des pentasph. Polyschems),
F(B,p)+f(P,—p)=f(P, P Vieleck des Polyschems);

ferner, wenn die Polynome p,p’,p",... einer und derselben Seite des Polyschems ent-
sprechen, also alle zusammen nur zwei Variabeln représentieren,

f(p,—0)+f (0, —p)+f(p",—2")+ete. =4,
folglich
ZZf(p,p Seite der Basis) = der vierfachen Seitenzahl des pentasph. Polyschems.
Wenn man endlich die Zahlen der Ecken, Seiten, Vielecke, tetrasphiirischen Perischeme

des gegebenen pentasphiirischen Polyschems mit b,,b,, by, b; bezeichnet und die Sum-
mation der Gleichung (4) ausfiihrt, so erhilt man

f, (B, P, P, P" P, .. )=3f (PP, P P",... Eck)
—2 X2 (m —2)f(P, P’ Vieleck)+ 4 Zm —8b, — 8b;, + 16,
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wo m die Zahl der Seiten eines Vielecks bezeichnet. Da b, — b, +b, — b, = 0 ist, so
kann man dieser Gleichung auch die Form

f, (P, P, P",P" P", . )=3Xf (PP,P',P",... Fck)—8b,
— 23 (m—2)f(P, P' Vieleck) 4-4 (Zm — 2 b,)+ 16
—23(m—2) {2 — f (P, P' Vieleck)}

—Z{8—f, (P, P, P", P", ... Eck)|-+16

geben, wo die erste Summe sich auf alle Vielecke, die zweite auf alle Ecken des ge-
gebenen pentasphirischen Polyschems erstreckt. Diese Gleichung stimmt mit der zu
beweisenden (1) vollkommen iiberein.

So wie nun die Formel fiir das Kugelvieleck den Euler’schen Satz a, —a, +a, =2
giebt, wenn man sie auf das durch Projektion eines Polyeders auf eine Kugelfliiche ge-
bildete Netz anwendet, so fithrt auch die Formel (1) auf den Satz a, —a,-+a, —a,+a, = 2,
wenn man sie auf das pentasphirische Netz anwendet, welches durch Projektion eines
linearen Polyschems der fiinffachen Totalitit entsteht.

Das gegebene Polyschem (o®) habe @, Ecken, a, Kanten, a, Vielecke, a; Po-
lyeder, a, vierfache Polyscheme;

irgend ein vierfaches Perischem desselben habe b, Ecken, b, Kanten, b, Vielecke,
b, Polyeder;

ein Polyeder desselben habe ¢, Ecken, ¢, Kanten, ¢, Vielecke; in diesem grenzen
2 vierfache Perischeme zusammen;

ein Vieleck habe d Ecken, also auch d Seiten; es sei gemein ¢ Polyedern, also
auch e vierfachen Perischemen;

eine Kante hat immer 2 Kcken; sie sei gemein f, Vielecken, f, Polyedern,
/a2 Perischemen;

ein Eck sei gemein g, Kanten, g4, Vielecken, g, Polyedern, g; Perischemen.

Dann ist
by =2g,, Zb=2f,, XZby=2ZXe Xb =2a,
ey =2¢,, XZ¢ =2Xf, Z¢, =2Ze

Xd =Zg¢,, =2d =Zf,
2a, = Zg,,

bo_bl +(}2 ’_—bs =0, Cp — € "Jl'"c2=2v fo _“f‘l Jf“fi; :2,

Jo— G 1+ 95 — 95 =0.
15
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Wird nun die Gleichung (1), worin m durch d zu ersetzen ist, iiber das ganze
pentasphirische Netz summiert, so geben je diejenigen f; zusammen, welche einem und
demselben Eck des Netzes entsprechen, den Wert des totalen tetrasphirischen Kon-
tinuums oder 16; aus =f, (p,p,p", 9", ... Eck) wird daher 16aq,.

Alle f (p,7 Vieleck) zusammen, welche einem und demselben Vieleck entsprechen,
geben 4. Aus — 2 X (d—2) f(p,p Vieleck) — 8 Z(d—2)=—8 Zd+ 16 a,.

Was das folgende Glied 4 X'd betrifft, so wird im ganzen jedes d eines Vielecks
so oft gezihlt, als vierfache Perischeme dieses Vieleck gemein haben, also ¢ mal. Aus
4 X d wird demnach 4 Zde. Da aber de auch das Produkt der Zahl der Polyeder,
welche ein Vieleck gemein haben, mit seiner Seitenzahl ist, so wird Zde auch erhalten,
indem man die Seitenzablen aller Vielecke eines Polyeders addiert, was 2¢, giebt, und
dann die so von allen Polyedern erhaltenen Zahlen summiert; folglich ist Zde =2 Z¢,.
Aus 4 2 d wird also zuletzt 8 Z¢,.

Die Summen der noch iibrigen Glieder ergeben sich unmittelbar. Da nun 32 das
Mass des totalen pentasphirischen Kontinuums ist, so erhilt man:

32=16a,— 83d—+ 16a,~-8 Zc, —83b, — 830, + 16a,. . . . (5)

Nun ist
—Zd+2e, =—2f,+3f, =3f, — 2a,,

b+ 2b, =20, +2b, =2f, + 2a,.
Demnach verwandelt sich die Gleichung (5) in

32=16a, +16a, +16 a, — 16 a;, — 16 a,,
oder
a, —a, +a, —a; +a, =2,

was zu verifizieren war.

Das stufenweise Verfahren, welches wir bei der Konstruktion des Ausdrucks
eines ganz beliebigen pentasphirischen Polyschems befolgt haben, wird desto linger und
verwickelter, je hoher die Ordnung der Perissosphire steigt, und ist wohl kaum einer
Verallgemeinerung fiahig. Wendet man dasselbe noch auf das heptasphirische Polyschem
an, wobei man, vom Plagioschem ausgehend, noch fiinf andere Stufen durchlaufen muss,
so gewihren die gefundenen Ausdriicke fiir das trisphirische, pentasphirische und hepta-
sphirische Polyschem eine hinreichende Induktion, um aus denselben auf die Form des
allgemeinen Ausdrucks fir irgend ein perissosphirisches Polyschem zu schliessen. Wir
setzen ndmlich fiir ein (2 n-+ 1)-sphiirisches Polyschem den Ausdruck

f2n+l = Efzn_*“ZAaon—'zﬂL “““ +—2A2m+l,f‘2n—-2m+' * "-L‘EAan—l,f;+A2n+1- (6)
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Die im allgemeinen Glied angezeigte Summation erstreckt sich auf alle (2m + 1)-
sphirischen Perischeme; einem jeden derselben kommt eine ganze (positive oder negative)
Zahl 4,,,,, eigentimlich zu, welche nur von der Zahl und Anordnung der Teile dieses
Perischems, keineswegs aber von seinen Argumenten abhingt; und das mit dieser Zahl
multiplizierte f,,_.. bedeutet dasjenige (2n — 2 m)-sphirische Polyschem, welches von
allen Grenzpolynomen, deren Verschwinden das (2 m --1)-sphérische Kontinuum des be-
trachteten Perischems bestimmt, gebildet oder umschlossen wird. Es ist z. B. immer
4, =1, ferner 4, =4 — die doppelte Anzahl der Ecken des betreffenden Kugelvielecks
(trisphiirischen Perischems). Die Richtigkeit der Form des Ausdrucks (6) muss ebenso
durch Differentiation bewiesen werden, wie es in § 24 fir die Gleichung (1) geschah;
wir wollen uns deshalb nicht linger dabei aufhalten, sondern gehen sogleich zur Be-
stimmung der Integrationskonstanten 4,,., iiber. Lassen wir alle Grenzpolynome des
Polyschems f; . ; , mit Inbegriff des Vorzeichens, koinzidieren, so wird dasselbe gleich dem
halben (2 n -}-1)-sphirischen Kontinuum, also gleich 2°*; ebenso wird f;, _,,, = 2°"7?"~%
man hat also, wenn X A, die Zahl der Ecken des Polyschems bezeichnet,

Ay =20 Q"  ZA P II Y QoL N Y984, .

Die mit A4 bezeichneten Konstanten sind also immer durch Rekursionsformeln zu be-
stimmen, und hiermit ist unsre Aufgabe vollstindig gelost. Wahrscheinlich ist (— 1)
das Vorzeichen von 4;,.,; doch sehe ich mich ausser Stand, diese Vermutung zu be-
weisen.

Am Ende dieses Paragraphen will ich noch eine merkwiirdige Eigentiimlichkeit
tetrasphirischer Polyscheme erwihnen. Werden auf der positiven Seite eines jeden
Grenzkontinuums eines gegebenen tetrasphirischen Polyschems f, Radien normal darauf
gezogen, so bestimmen deren Endpunkte ein zun jenem reciprokes Polyschem F,, dessen
Ecken, Seiten, Vielecke resp. den Vielecken, Seiten, Ecken von f, entsprechen, und
namentlich ist jedes Argument von F, das Supplement der entsprechenden Seite von f,
und umgekehrt. Wenn nun irgend ein Argument von f, mit e, und die Seite, an welcher
es liegt, mit a bezeichnet wird, so ist

af,=2204%  aF, =—r(2-21)a%
folglich
d(f4+F,)=—~¢zz'(2—~9—nﬁ)%“,

eine leicht zu integrierende Differentialgleichung. Um die Integrationskonstante zu be-
stimmen, nehmen wir die Seiten von f, verschwindend klein an; dann werden alle Ar-
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gumente von F, dem Halbkreis gleich, und die Grenzpolynome von F, simtlich, mit
Inbegriff des Vorzeichens, identisch; es ist also zugleich f; == 0 und ¥, = dem halben
tetrasphirischen Koniinuum = 8. Hiedurch ist die Integrationskonstante bestimmt, und
man hat allgemein

o

za

f;+F,=8—»2(2———27")

Ersetzt man die tetrasphirische Einheit durch ihren absoluten Wert %‘A, so erhilt man

fir die Summe zweier reciproker tetrasphérischer Polyscheme den Ausdruck

n2——%2(7z—~a)a.

§ 33. Ueber regqulire sphirische Polyscheme.

Die tetrasphiirischen reguliren Polyscheme entsprechen in Beziehung auf
Zahl und Anordnung ihrer Teile genau den reguliren Polyedern des Raums. Sind die
{risphiirischen Perischeme eines solchen lauter kongruente reguliire m-Ecke, deren je n
in einem ebenfalls reguliren Eck zusammentreffen, und sind alle Argumente gleich 2 e,
so soll das Polyschem mit P, . (2 «) bezeichnet werden. Man ziche aus seinem spha-
rischen Centrum O einen Kreisbogen O A normal auf ein trisphérisches Perischem, so
wird der Fusspunkt 4 das Centrum dieses Perischems sein; von 4 aus ziehe man den
Kreisbogen A A, normal auf eine Seite BB’ des Perischems, so wird der Fusspunkt 4,
die Mitte von B B’ sein. Dann ist 4 O B 4, ein Orthoschem, worin die an den Seiten
0 4,, 4, A, A B liegenden Argumente rechte und die an den Seiten A0, OB, OB, B A4,

liegenden resp. %, %’ « sind; der Wert des Orthoschems ist also f, (%, %, u) . Je

2 m Orthoscheme setzen sich zu einem pyramidalen Polyschem zusammen, welches O
zur Spitze und ein Vieleck zur Basis hat; und dieses ist wiederum im ganzen reguliren
Polyschem so oft enthalten, als die Zahl 4 n : (2m - 2 n — m n) seiner trisphérischen
Perischeme anzeigt; folglich ist

P,..(20)= »ﬂ”———f(l,-"-, a). N ¢}

2m+2n—mn m n

. “ . . . n . n - .
Fiir das Minimum von « ist sin o, Sin @ = cos —; hier verschwindet P. Von da an

kann « bis % wachsen, wo dann P, . (#) = 8, d h. gleich dem halben tetrasphirischen

Kontinuum wird. Konnen mehrere Polyscheme P, . (2«) um ein Eck herum so zu-
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sammengefiigt werden, wie es dem Charakler (n, p) entspricht, d.h. so, dass jede vom

Eck ausgehende Seite p Polyschemen gemein ist, so ist offenbar das Argument 2« =2z

b
Dieser Fall tritt ein, wenn das mit (m, n, p) bezeichnete lineare regulire Polyschem der

vierfachen Totalitit auf die konzentrische Tetrasphire pojiziert wird; die Projektion
jedes Grenzpolyeders (m, n) ist dann ein tetrasphirisches P, . (2—;) Da nun das totale

tetrasphirische Kontinuum 16 betriigt, so ist die Zahl der Grenzpolyeder von (m, n, p)
2n

gleich 16: P, . (?) Wenn das betrachtete lineare Polyschem a, Ecken, a, Kanten,
a, Vielecke, a, Polyeder zihlt, so konnen wir demnach die Proportionen (1) des § 17
in die Gleichungen

Ay ®
n P

umsetzen. Durch dieselben werden § 17 und 30 in eine solche Verbindung gesetzt,
dass, wenn die Ergebnisse des einen noch nicht bekannt wiren, sie aus denen des
andern gefunden werden kénnten.

Nach dem bisherigen ist es wohl leicht zu verstehen, wenn ich hier den Ausdruck
fiir ein pentasphirisches regulires Polyschem, ohne Erklirung und Herleitung, hinsetze:

Y Pp—

/ (ﬁ’? 5)

Hat nun ein lineares regulires Polyschem der fiinffachen Totalitit den Charakter

(m, n, p, q), und ist a, die Zahl seiner Ecken u. s. f., so ergiebt sich aus der vorliegenden
Formel leicht:

1f("; =, n)+f( ) »a)+£.?,‘f_2__g_g_g_(_,+ 2}

m m m n o p

Nay=2f(3 5 2), Nay=2(3 47 —1) Ne= .=

Nog=2( +5 — 1) Na=2/(G007)
wo abkiirzend

L R R R B

gesetzt ist.
Diese Beispiele mogen hinreichen, um anzudeuten, wie derselbe Gegenstand auch
fir hohere Totalititen zu behandeln wire. Man wiirde dann die Formeln (4) und (5)

des § 29 unmittelbar aus den durch Konstruktion gewounnenen Ergebnissen des § 18
herleiten konnen.
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Wenn in der auf die Tetrasphire beziiglichen Formel

P-{—Q:S—x(z_?ﬁ)%ﬁ,

n n

welche eine Anwendung des letzten Satzes von § 32 darstellen soll, @ oder bestimmter
Q (m, n, p) das tetrasphirische Mass eines Ecks des linearen reguldren Polyschems
(m, n, p) bezeichnet, so ist das zu @ reciproke P die Projektion des Grenzpolyeders von

(p, n, m) oder ein B, , (%‘) Wenn also k& die Zahl der Seiten von P und a den Wert
einer solchen bezeichnet, so hat man
. n T
sin — cos —
o m P
COoS - =— )
2 . n n
‘/sm2 — — cos? —
m n

=52 () k)%

b — 2np
T 2nt2p—np’

Wendet man diese Formel auf alle sechs reguliren und einfachen Polyscheme an, indem

man die Werte von P, , (%) direkt aus § 17 entnimmt, so erhilt man:

Q(3r3:3)=—§+1i}" a=7mx—21, wocos2/l=-i—,
QG35 ="20 %1 4o01-7,

QB3 H=121 a==,

Q3,4,3) =2 az_?';,

Q4,33 =1, a= 45

Q5,33 =% a=r-

Da nun
n T w—GaQ

Q (m, n, p) = P, (” —a)=14 kf(-ﬁ" F’ T)
ist, so folgt auch

% x _ 2 22 n n 2= __ b3 22
f@?”“ i+ SETF Y =5 5
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0339="P.(%) Qea4d=P,(%) Q¢33 =~.(3)

4n 382 191 n m 2w 191
0533 =R (P =F =516 SFTD) =0

Von den angefithrten Eckenmassen sind vier rational. Dieses hiingt mit der stetigen
Erfillung der vierfachen Totalitit durch lauter gleiche regulire Polyscheme, welche
wir am Ende von § 17 betrachtet haben, zusammen und bestitigt das dort Gesagte.
Den drei Charakteren (3,38, 4, 3), (3,4,3,3), (4,3,3,4) als den einzigen, nach

denen eine einmalige Erfilllung moglich ist, ist aber noch ein vierter (5, 3, 3, %) und

sein reciproker beizufiigen, von denen der erste eine wiederholte Erfiillung durch ein-
fache, der zweite durch iiberschlagene Hekatonkaieikosascheme anzeigt. Man kann sich
tibrigens hievon auch mittelst des am Ende von § 17 gebrauchten Verfahrens iiberzeugen;
wenn nimlich die gleichen Bezeichnungen gelten wie dort, so ist

¢(53,3) =cos(L—3)=%(333)

191

Da wir nun Q (5, 3,38) = 500 16 gefunden haben, und das iiberschlagene Hexakosioschem

(3, 3, %) sechshundert Grenztetraeder zihlt, so liegen bei der durch (5,3, 3, %) angezeigten

Erfiilllung der vierfachen Totalitit je 600 einfache Hekatonkaieikosascheme um eine
Losung herum und wiederholen dadurch die Totalitit 191 Male. Folglich hat das
iiberschlagene Hexakosioschem einen 191fachen Mantel. Im folgenden Para-
graphen wollen wir dieses noch direkt aus der Konstruktion beweisen.

Fiir regulire Polyscheme mit einfachem Mantel war die in den §§ 17 und 18
gegebene Aufzihlung vollstindig. Es frigt sich noch, wie viele es deren mit mehr-
fachem Mantel geben kann. Um die Antwort hierauf vorzubereiten, schicke ich folgende
Betrachtung voran. Gesetzt, es gibe eine durchaus symmetrische Verteilung von Lo-
sungen auf der Polysphiire, deren urspriingliches Netz mehrere Male herumgeht, so ziehe
man die Kreisbogen, welche die kiirzesten sphiirischen Abstinde darstellen, die es
zwischen je zwei Losungen geben kann; daon werden diese sich zu einfachen reguliren
Kugelvielecken, diese wiederum zu einfachen reguliren tetrasphirischen Polyschemen,
u. s. f. gruppieren; die Perischeme hochster Ordnung endlich werden ebenfalls regulir
und einfach sein und konnen das totale polysphirische Kontinuum nur einmal besetzen.
Wenn also auch in irgend einer Totalitiit iiberschlagene regulire Polyscheme existieren,
so konnen sie doch keine neue Art von symmetrischer Verteilung der Radien einer
Polysphére erzeugen, welche nicht bereits von einem einfachen reguliren Polyscheme
geliefert worden wire. Wenn nun im Charakter eines reguliren Polyschems keine
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andern Ziffern als 3 und 4 vorkommen, so ist leicht einzusehen, dass es rein unmoglich
ist, seine Ecken so zu verbinden, dass etwas Ueberschlagenes entsteht. Die einzige
noch vorkommende Ziffer — denn von der zweifachen Totalitit, welche eine endlose
Mannigfaltigkeit regulirer Gebilde gestattet, kann hier keine Rede sein — ist 5 und
kommt nur in der dreifachen und vierfachen Totalitiit vor; ihr entspricht das einfache,

der Ziffer % dagegen das iiberschlagene Fiinfeck. Liisst man reziproke Gebilde weg,

so konnen fiberschlagene Polyscheme nur im Raume und in der vierfachen Totalitit
resp. durch andere Verbindung der Ecken des einfachen Ikosaeders und des einfachen

Hexakosioschems gebildet werden.

§ 34. Ndhere Untersuchung der Hexakosioscheme.

Zum leichtern Verstindnis alles folgenden ist es notig, mehrere trigonometrische
Relationen, welche das riumliche Tkosaeder betreffen, vor Augen zu haben. Man pro-
jiziere die Oberfliche des Ikosaeders auf eine konzentrische Kugel und merke sich ausser
den Ecken des Netzes noch die Mittelpunkte seiner Dreiecke und die Mitten seiner
Seiten; man wird dann immer Kugeldreiecke finden, deren blosse Anschauung zum Be-
weise der erwihnten trigonometrischen Relationen hinreicht.

Sind A BC, A B D zwei benachbarte Dreiecke eines Ikosaeders, E, F ihre Mittel-
punkte, O das Centrum des Ikosaeders, « = 2 AOB, b = L COE, ¥ = 2 COPF, soist

' 1 . 2
@ b bV == cos @ = —— Sin @ = ——»
+ + ’ VE‘, VE)

cos b= V5t2’ sinbz‘/%%—ly tangsz——\/g,

LEN tang b’ = 3 4+ V5.

Mittelst dieser Winkel konnen wir nun die tetrasphérischen Werte der 120 Ecken des
einfachen Hexakosioschems, wie folgt, angeben. Die eingeklammerten Buchstaben be-
zeichnen, gleichwie in § 17, die in die einzelnen Zonen fallenden Gruppen von Kcken.
Eine ganze Zahl, welche die Werte 0, 1, 2, 3, 4 durchliuft, ist mit i bezeichnet. Die
Bedeutung der tetrasphirischen Variabeln @, ¢, ¢ erhellt aus ihren Beziehungen zu den

orthogonalen Variabeln w, x, ¥, 2:

w=1cos ® x=-s5in@cose, y=-sin®sing cosy, z = sin O sin @ sin Y.
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Tetrasphérische Werte der 120 Ecken des einfachen Hexakosioschems.
(a): @ = 0;

®): @=%,{q)=0, ¢ =a ),( =17 — >, qp:n};
_ 2n _ Qityn
- Y= 5

(©): @=~3—7Iq>=b N y [ =m — U\, [¢g=m — b\];
'lw_(95+1)7_1 W Zitym 'ﬂ“&’ w_Qin
o 5 T 5 T s -3

(d): ®=g§~"[¢=0, p=a \sfop=m—a \, g=um;
P T
O 0= Fffp=2\fp="5 \fp=F  \fp =2 e
(f)=9=§§’ P=0 [p=a \,jp=nm—a \, ¢=umu];
AT

|
|
(9): 0= -"{

9 = ),(rp=b' ),(q)=n~b'>,(¢=n~b)};
_(2i4+1)= , . 2i+1)= 2= 2=

(h): @=—5,[(p:0, 9 =a y(fo=m —a \, @=u);
1 wzﬂ_l‘n w:(‘li+1)n

@: 0 =m. ’ )

Die Ecken b, d, ¢, f, h sind Ecken von lkosaedern, die Ecken c, g sind Mittelpunkte
der Dreiecke eines Ikosaeders, und die Ecken e sind Mitten von Kanten eines solchen.
Da die Entfernung aller Ecken vom Centrum als lineare Einheit angenommen ward,

so betrigt die Seite ‘/5—;—11 ist also gleich der Seite des reguliren Zehnecks. Die

Durchschnitte des Polyschems, welche durch lineare Kontinua w = const. entstehen,
konnen, indem man von der Variabeln w absieht, als Korper betrachtet werden. Wir
wollen dieselben der Reihe nach untersuchen.
Der Schnitt w = cos :.:— ist ein lkosaeder, dessen Dreiecke simtlich Grenztetraedern
angehoren.
16
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Der Schnitt w = cos — ist ein Dodekaeder mit der Seite V—;;!, auf dessen Fiinf-

3
V§—1.V§—1__3—V

ecken Pyramiden aufgesetzt sind, deren Seiten V3 s = T 2 betragen. Die

Ecken ¢ dieses Dodekaeders gehoren dem Hexakosioschem an, ebenso die Kanten; aber
die 60 gleichschenkligen Dreiecke, welche den Schnittkdrper begrenzen, sind Tetraeder-
schnitte, gefiilhrt durch eine Kante, und die Gegenkante im mittlern und #ussern Ver-
haltnisse teilend. Diese Gegenkante verbindet zwei homothetische Ecken b und d; und
wenn m den Teilungspunkt bezeichnet, so ist bd : bwe = bm : md, also auch 1: bd = hd:bm.

Der Schnitt w = cos %f enthilt die 12 Ecken d und schneidet jede der 60 Seiten

ce in einem Punkte n so, dass 1:ce=-ce:cn=cn:ne Der Schnittkrper ist von
=
20 gleichseitigen Dreiecken mit der Seite 3;-2]#0, 60 gleichschenkligen Dreiecken mit

der Basis3-2‘/5und der Seitei——v—g—s’ und 60 gleichschenkligen Dreiecken mit der
3—V35
V2

der Tetraeder ceece, konnen als Abstumpfungsflichen der Ecken eines Dodekaeders
aufgefasst werden, und die 120 gleichschenkligen Dreiecke, Durchschnitte der Tetraeder
cdee und ccde, bilden dann zehnseitige auf die Dodekaederflichen gesetzte Pyramiden,

Der Schnitt w = 0 enthilt die 30 Ecken e und halbiert jede der 12 Seiten df.
Der Schnittkorper wird aus einem Tkosaeder, dessen Seiten den Wert ¥5— 1 haben,
erhalten, wenn man durch Ebenen, welche diese Seiten halbieren, seine Ecken abstumpft,
und auf die durch die Abstumpfung entstandenen regulidren Fiinfecke Pyramiden aufsetzt,

I3 Ve
deren Seiten 173 ‘/OQ ! betragen.

Die nun folgenden Schnitte sind in umgekehrter Ordnung dieselben wie die vorigen.

Basis V 5—2 und der Seite begrenzt. Die gleichseitigen Dreiecke, Durchschnitte

Uebersicht und Anzahl aller Seiten.

Das Eck ¢ ist mit jedem b durch eine Seite verbunden, Zahl 12. Je zwei b sind
durch eine Seite verbunden; Zahl gleich derjenigen der Kanten eines Ikosaeders, also 30.
Die Seiten bc¢ vereinigen Ecken. die sich wie Mitte und Eck eines Dreiecks des Iko-
saeders entsprechen; ihre Zahl ist also 8 - 20 = 60. Die Seiten bd verbinden Ecken,
welche demselben Eck des Ikosaeders entsprechen, sind also zwdlf an der Zahl. Die
Seiten ¢ ¢ verbinden Ecken, welche den Mittelpunkten zweier benachbarten Dreiecke des
Tkosaeders entsprechen, also 30. Die Seiten c¢d verbinden Ecken, die dem Mittelpunkt
und einem Eck einer und derselben lkosaederfliche entsprechen, also 60 an Zahl. Die
Seiten ce verbinden Ecken, die dem Mittelpunkt und einer Seitenmitte einer und der-
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selben Ikosaederfliche entsprechen, also 60. Die Seiten de verbinden Ecken, welche
einem Ende und der Mitte einer Kante des Ikosaeders entsprechen, also 60. Die Seiten
df verbinden Ecken, welche einem und demselben Eck des Ikosaeders entsprechen,
also 12. Die Seiten ee verbinden Ecken, welche den Mitten zweier benachbarten Kanten
des Tkosaeders entsprechen, also 60. Von da an Wiederholung in umgekehrter Ordnung.
Mit Ausnahme der Seiten df und ce sind also die Anzahlen aller {ibrigen Seiten zu
verdoppeln, wodurch sich 720 als Anzahl aller Seiten ergiebt.

Denkt man sich, wie bisher, alle Bcken in dasselbe #quatoriale ikosaedrische
Netz projiziert, und bedeutet dann w den #quatorialen Abstand zweier durch eine
Seite verbundener Ecken, so sind die Verbindungen derselben zu Seiten immer so be-
schaffen, dass w den kleinstmoglichen Wert hat, wie folgende Uebersicht zeigt:

a b, h i ohne Bedingung, cd, [y, w = b,

bb, hh, w=a, ce, eg, w:b;b,

be gh, w = b,

bd, fh, w=0, de, e f, w= >

ce gy, w=b —b df —0
ee wzg-

Die Tetraeder, aus denen der Umschluss besteht, sind folgende: abbd 20,
bbbc 20, bbcc 30, beed 60, ccde 60, cdee 60, ceee 20, deef 60, etc., im ganzen 600.

Nachdem wir s¢ die Struktur des einfachen Hexakosioschems untersucht haben,
bereiten wir uns zu einer &hnlichen Behandlung des iiberschlagenen vor, indem wir

zuerst das iiberschlagene Ikosaeder (3,%) betrachten. Ist ¢ Poldistanz und v

Azimut, so bilden die Ecken ¢ = 0; ¢ = — g, (11’ =0; v = 4—5”) ein Dreieck, die
Ecken der ersten Zone sind durch ¢ = 7% — a, v = L%n dargestellt; ferner bilden die
zwei Ecken ¢ = 7 — a, (w =0; ¢ = %‘) mit dem Eck ¢ = a, v = %" ein Dreieck,
die Ecken der zweiten Zone sind in der Formel ¢ = a, ¢ = #i—3)= enthalten. Dies

5
reicht hin, um von der Verbindung der Ecken eine deutliche Vorstellung zu geben. Um
nun zu beurteilen, wie vielfach der Mantel dieses lkosaeders umgeschlagen ist, unter-
suchen wir nur, wie oft die um den Pol ¢ = 0 herumliegende unendlich kleine Stelle
der Kugelfliche von der Projektion des Ikosaedermantels bedeckt wird, oder, was das-
selbe ist, wie oft ein vom Centrum ausgehender, unendlich wenig von der positiven
Axenhiilfte abweichender, aber sonst freier Strahl den Mantel des Ikosaeders durchbohrt.
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Da das iiberschlagene Fiinfeck einen doppelten Umlauf hat, so bilden die fiinf Dreiecke,
welche den Pol ¢ = 0 mit den Ecken der ersten Zone ¢ = zz — a verbinden, einen
doppelten Mantel. Die Dreiecke, welche je zwei Ecken der ersten Zone mit einem der
zweiten verbinden, gehoren nicht hieher, weil sie zwischen dem Centrum und dem
Gegenpol ¢ = 7 durchgehen. Jedes Dreieck dagegen, welches ein Eck der ersten Zone
mit zweien der zweiten verbindet, geht zwischen dem Centrum und dem Pol durch, und
seine Projektion bedeckt die Gegend des letzten ringsum vollstindig; alle fiinf Dreiecke
dieser Art bilden also einen fiinffachen Mantel. Die fiinf letzten Dreiecke endlich,
welche je zwei Ecken der zweiten Zone ¢ = a mit dem Gegenpol ¢ = = verbinden,
kommen nicht in Betracht, weil sie sich auf den Gegenpol projizieren. Wir schliessen
hieraus auf einen siebenfachen Mantel des iiberschlagenen Ikosaeders. Ist seine

Seite 1, so ist der Radius der umschriebenen Kugel ¢ = = sin %

2003?

Nach dieser Vorbereitung gehen wir an die Untersuchung der Massverhiltnisse

des iiberschlagenen Hexakosioschems (3, 3, —Z«) Das Eck a sei Pol ® = 0. Ist @ die

Poldistanz der in seiner Basis liegenden und ein (3, %) bildenden Ecken, so ist cos —(;2

=g = sin—;—, also @ = %ﬁ die erste Zone (f). Wird das Eck f, fiir welches ¢ = =,

mit dem Eck a vertauscht, so geschieht dies durch die Transformationsformeln:

27 . 2% . '
cos O = — cos - cos @' — sin %" sin @' cos ¢,
. . 2z ' 2% .
sin @ cos ¢ = — sin - cos @' - cos — sin @' cos ¢,
sin @ sin ¢ = sin © sin @',
=19

Mittelst derselben konnen wir genau das konstruktive Verfahren in § 17 nachahmen.
Wir kennen namlich die Werte von @, @, ¢, welche den Ecken f der ersten Zone
entsprechen. Setzen wir dieselben an die Stelle von @', @', ¢', so lernen wir die Ecken
der ersten Zone fiir den Pol ® = 0 kennen; unter diesen finden sich neue Ecken
fiir den Pol ® = 0, und wir sehen das Gebiet der bekannten Ecken von diesem ur-
spriinglichen Pol aus erweitert. Indem wir diese Erweiterung auf den zweiten Pol
©' = 0 iibertragen, so wird durch die entsprechenden Substitutionen das Gebiet des
ersten Pols wieder erweitert. Wird dieses Verfahren lange genug fortgesetzt, so werden
uns endlich alle Ecken zugleich mit ihrer Verbindung bekannt. Ich lasse hier eine
Tafel der Substitutionsergebnisse folgen, in der Absicht, daraus die Ordnung herzuleiten,
in welcher die Ecken durch Seiten verbunden sind.



1. (@) 6 =0 =2 g=n (f)
2. (f) @ =9 =n—a | O=7, g=b ()
3. (f) @ =%, 9 =0 0= 9=0 ®
4. (¢ O'—-——;—’ 9 = —D> @:%y o = n-—10(c)
5.(0) @ =12,9 =0 0="" g=n—a(h
6. (¢) @'=§: o =u—1 @:%, <p=ﬂ2a (e)
! 47! [
7.(h) O =-">9 =a @:”791“’ <p=% ®
8. () @ =" =n =2, 9=0 ()

I

Da jede Substitution mit ihrem Resultat vertauscht werden kann, und da, wenn
@', ¢’ durch # — @', = — ¢ ersetzt werden, auch @, ¢ in = — 6, = — ¢ iibergehen,
so braucht diese Tafel nicht weiter fortgesetzt zu werden.

Wenn die Werte einer Losung der Gleichung w?® -+ 22 - 3% -+ 22 = 1 geniigen,

x ¥ 2

V1—w® Vl—w"-’ V11—t
der urspriinglichen Losung (w, 2, y, 2), und den auf der #quatorialen Kugel (w = 0,
2? + y* + 2? = 1) gemessenen Abstand zweler solcher Projektionen nenne ich #qua-
torialen Abstand der zwei urspriinglichen Losungen. Sind nun 6, ¢, v; @', ¢/, ¢/
die tetrasphérischen Werte zweier Ecken des Polyschems, y ibr tetrasphiirischer und w
ihr #quatorialer Abstand, so ist

so nenne ich die Losung (0, )die dquatoriale Projektion

cos y = cos @ cos @' - sin @ sin O cosw, cosw = cos @ cos ¢’ -}~ sin @ sin ¢’ cos (Y — Y).

Jede Eckenverbindung wird durch das entsprechende w hinreichend bestimmt. Hier
folgt nun eine Uebersicht aller Eckenverbindungen mit Angabe ihrer Herleitung aus
der vorigen Tafel.

af. Keine Bedingung.

fff w=mn—a

fe¢. Durch die Formeln 1., 2. geht eine Verbindung af in eine f¢ fiber, wo
w=m—>".

fh. Durch 1., 3. geht eine af in eine fh iiber, wo w = .

cc. Durch 2. geht eine Verbindung ff mit dem Azimutunterschied y = 4—575 in
eine c¢c¢ mit demselben Azimutunterschied iiber; also

cos w = cos? b’ - sin® b’ cos%2 =—cos(0' —0b), w=m— (0" —0).
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ch. Durch 2. und 3. geht eine Verbindung ff in eine ch iiber, wo w = b'.

ce. Durch 2., 6. geht eine f¢ mit dem Azimutunterschied §51in eine ce iiber,

= . I3 . L.
also cos w = cos ¥ cos";a—Jr—smb s1n”;—acos§£—’ w = %—4— %’
he. Durch 3., 6. geht eine fc in eine he iiber, wo w = ”;—a-

hb. Durch 3., 8. geht eine fh in eine kb iiber, wo w = 0.

ee. Durch 6., 7. geht eine ¢k mit Azimutunterschied w == 2m

~-in eine ee iber,
3n
WO w = 3
Von hier an wird eine weitere Fortsetzung {iberfliissig. Gemiss dem bisherigen sind
nun in folgender Tafel die Seiten des Polyschems vollstindig aufgezihlt.

af, di, ohne Bedingung. ch, bg, w=10"
ff, dd, w=m — a. ce. e w:l_{_b__'_b.
fC».Qd, ll}—_‘—ﬂ’——b’. ’ g’ 2 2
Sfh, bd, w = 7. he, eb, w = ";a-
ce, g9, w = — (b’ — b). b, w=0.
ee, W= 3
Q

Die Verbindungen von je vier Ecken zu einem Tetraeder sind:
afff, fffe, ffce, feeh, cche, chee, ceee, heeb, eeeg, eeby, ebgg, bggd, ggdd, gddd, dddi.

Wir schicken uns jetzt an, die Frage zu beantworten, in wie vielen Losungen
ein vom Centrum ausgehender Strahl den Umschluss des iiberschlagenen Hexakosioschems
schneidet, oder wie oft in der tetrasphiirischen Projektion desselben das totale tetra-
sphérische Kontinuum enthalten ist. Fiir diesen Zweck reicht es hin, zu untersuchen,
in welchen der vorhin aufgezéihlten Klassen die Tetraeder die positive Hilfte der Axe
w schneiden.

I. Die 20 Tetraeder a fff haben den Pol w = 1 zum gemeinschaftlichen Scheitel.
Ein nahe beim Pol senkrecht auf die Axe gefiibrter Schnitt ist ein iiberschlagenes Iko-
saeder, und ein von einem innern Punkte des Schnittraums ausgehender und diesem
Raum angehorender Strahl trifft die Grenzoberfliche 7 Mal. Dreht man nun den Strahl
um seinen Anfangspunkt aus dem Schnittraume heraus, so muss er fortfahren, den
Umschluss des Polyschems, insofern er nur aus diesen 20 Tetraedern besteht, 7 Male
zu schneiden; und nur, wenn er nach dem Pole w = 1 selbst geht, schneidet er nur
einmal. Es ist leicht, dies auf einen vom Centrum ausgehenden, der Axe w unendlich

nahen Strahl iiberzutragen.
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II. Die Tetraeder fffc sind 20 an der Zahl. Werden alle vier Ecken eines
solchen Tetraeders auf die Zquatoriale Kugel projiziert, so bilden die Ecken f ein Kugel-
dreieck, dessen Seiten = — @ betragen, und das Eck ¢ ist dem Mittelpunkt dieses Drei-
ecks, der von den Ecken um b’ absteht, antipod. Man kann demnach die Werte der
vier Ecken so ansetzen:

3n . 3nm , . 3 . g,
(f) w=cos=» x=sin~ cosl, y=sin-sinb, z=10;
, 3n . 3z ' .. 31 . 4, 9w . 3n . ) . 92m .
(f') w=cos= x=sin— cosb, y =sin — sind' cos —» z= sin _ sin b’ sin =
5 b 5 3 5 3
f"Yw= cos 2% 2 = sin 2 cos V', y = sin " sin b’ cos 2F» z= —sin - sin ¥’ sin = ;
Jo)w =608 g =Sy Y =8y ERE 5 3
() w=cos~) xz=—sin =1 y=0, z = 0.

3 3

Sind p, q, 7, s beliebige positive Faktoren, fir welche p + ¢ + » + s =1 ist, und
multipliziert man die orthogonalen Werte der vier Ecken mit denselben, so sind die
Summen der Produkte die Werte irgend einer innerhalb des Tetraeders liegenden
Losung. Richtet man die Faktoren so ein, dass die Variabeln =z, y, z verschwinden, so
wird w der erste Wert der Losung, in welcher der Raum des Tetraeders die Axe
schneidet. Kann dieses durch positive Faktoren geschehen, so schneidet der Tetraeder
selbst die Axe, ohne dass es einer Verlingerung seines Raumes bedarf. Man erhilt

Vo—1.
2vY5

— e =
V5 18 V5,1U:L_3 V5 _ 1.3

2Y5 2Y5 2V5

p=q=7‘:

Das Tetraeder ff' /" ¢ schneidet demnach die Axe auf der negativen Seite; also schneiden
die 20 Tetraeder gd dd die Axe auf der positiven Seite.

III. Die Telraeder ffcc sind 30 an Zahl. Daw (ff)=n—a, w(cc) =z — O —D),
w (f¢) = — b'. Man kann daher den vier Ecken folgende tetrasphirische Werte geben:

(fS) 0= 9 ="3% (N w=0 (/) w=r

—b
2

(C’C) O:—;’ P =

Aus diesen folgen die orthogonalen Werte:

B e &

"‘00831 .’L'_Si 3”Si @ — 4+ g 0 = 0:

w = 5 ’ = SIn : n 3 ’ Yy = sin : Cos 9 y 2 = Uy

! k4 ] “‘.»17 i b'—b p O 1 n b'-— b .
W =— €08 —1y X — — SIn sin y j == 0, 2z — + sin — cos
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Fir die Durchschnittslosung der Axe wird

3—V5 163

—1
p=4q = i ’ r =8 = 1 ' w = i

Die 30 Tetraeder ffcc schneiden also die Axe auf der positiven Seite.
IV. Die Tetraeder fcch sind 60 an Zahl. w (fh) = =, w (ch) =b". Tetra-
sphiirische Werte der Ecken: (f) @ = §5f, o=m; (h) @ = 4—;—, o =20;(cc)0 =;‘~,

p=20,y =+ %ﬁ Orthogonale Werte:

(j) w:—“cosgi x=——sm§7 yzo, z:O;
(h) wz—cos%, x:sin—;—’ y=20, z=0;

, n . T ’ N P 2x e M . g . 2w
(e,¢) w = cos 51 x—sm-3—cosb, y—s1n—3—smb cos?,z—j;smgsmbsmg—-
I~ 2 = =
. 5—1 —1 —1 . .
Hieraus » = s = 0, p = (V—Q*) y § = VOQ y W= — Vi - Also schneiden die

60 Tetraeder bggd die Axe auf der positiven Seite.
V. Die Tetraeder cche sind 60 an Zahl. Tetrasphirische Werte der Ecken:

i T—a
YT e

n

) b—b
(c,c)@=~73—r~,q::@~—~2—, Yy =0, w; (e)@:%, o =m; (h) O=

P = —g— Orthogonale Werte:

/ n o7 . b—=b .om b—b
(C,C)w2005§y mzsn’l?Sln——g——y‘y:isln?cosT, z = 0;
(6) w = 0, = —1, !j:O, 2 = 0;
n .om . a Lo a
(h) w=—cosgraz=sinosingr y= 0, 2= sin % cos 2.
35— 5 - v
p::q:_c)v y r=V5—21s=0’wz3 21[_.

Die 60 Tetraeder cche schneiden also die Axe auf der positiven Seite.

VI. Die Tetraeder chee sind 60 an Zahl. Tetrasphiirische Werte der Ecken:

k11

W 6= =000 9="5 y=+Fi @ O=F 9=V, y=n
Orthogonale Werte:
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® .
(h) ’UJ‘—’—‘-—‘“COS—E;’ .’L’f:SII]—g‘y y:O, z = 0;

’ . a a 2x a . 2.
(e,e)Yw = 0, x = —sin 5> Y = C0S -5 €OS = z = + cos 4 sin =3
) w= cos%» x:sin—gcosb', y=— sin—g—sinb', z = 0.

5 —1)° V5 - 1)3 V5 —1\* T
R

Also schneiden die 60 Tetraeder eebg die Axe auf der positiven Seite.
VII. Die Tetraeder ceee sind 20 an Zahl.

U rr b’_—b Q
© O=F o id) 0 Fip -5 U5t vo0 2 Y
(¢) w=cos§,x=——sin§, y =0, z=0;
(&) w=0, x-:sinb;»g, yzcosb;bv z = 0;
oy . b'—b b'*—b k.3 b’—-—b . 4
(€eYw =0, @ = sin —;—, y:—cosTcos§az:j-_cosTsm§-
Y5—1\* VET~1)3 (V%?—l 4
1):2( 9 )’ q::/)’:s:( 9 , 10274>.

Also schueiden die 20 Tetraeder ccee die Axe auf der positiven Seite.

VIII. Die Tetraeder heeb sind 60 an Zahl. Jedes hat eine mit der Axe pa-
rallele Seite 1 b und schneidet also die Axe im unendlich entfernten Punkte.

Wenn fiir ein Tetraeder alle vier Faktoren p, g, », s positiv. und von Null ver-
schieden sind, und wenn auch w positiv ist, so umgiebt seine tetrasphirische Projektion
den Pol @ = 0 vollstiindig. 1Ist einer jener vier Faktoren gleich Null, so fillt der
Punkt der Axe in eine Seitenfliche des Tetraeders; und man muss die zwei Tetraeder,
welche diese Seitenfliche gemein haben, zusammennehmen, damit der Pol ® = 0 von
den Projektionen ringsum bedeckt werde; so in V; die Tetraeder cche zihlen also
nur fiir 30 Deckungen. Sind zwei jener vier Faktoren gleich Null, so liegt der Punkt
der Axe auf einer Kante des Tetraeders. Da nun 5 Tetraeder diese Kanfte gemein
haben und 2 mal um dieselbe herumgehen, so wird von den Projektionen dieser 5
Tetraeder zusammen der Pol erst 2 mal ringsum bedeckt. So in IV; die Tetraeder
bggd zéhlen also nur fir 24 Deckungen.

Demnach geben die Tetraeder afff 7, yddd 20, ffcc 30, bggd 24, cche 30,
eebg 60, ceee 20, im ganzen 191 Bedeckungen des positiven Pols.

Die tetrasphirische Projektion des iiberschlagenen Hexakosioschems
enthialt also 191 totale tetrasphérische Kontinua; und jedes einzelne Tetra-

17
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schem P, , (-) t% des totalen tetrasphirischen Kontinuums; folglich

f(az 4 271)__ 191_16_191

= = 30" 3 = 900" Der rationale Wert dieses Orthoschems ist jetzt auf

3’3" 5
einem zwar etwas miithsamen, aber direkten Wege durch reine Konstruktion gefunden
worden; auch die etwas leichtere, aber weniger direkte Art, wie dieses Orthoschem in
§ 33 mittelst des Eckenmasses des einfachen Hekatonkaieikosaschems bestimmt wurde,
mag hieher gezihlt werden. Da sonst alle iibrigen rationalen Orthoscheme mit kommen-
surabeln Argumenten (eines ausgenommen, das wir bald nachher behandeln werden)

unmittelbar aus den Konstruktionen des § 17 folgen, so lag es mir daran, auch
f (g, —375, 252), unabhiingig von dem kiinstlichen Verfahren in § 30, durch direkte Kon-
struktion zu bestimmen; und man mdige es mir verzeihen, wenn dieses nicht ohne Weit-
laufigkeit geschehen konnte, und wenn ich sogleich noch eine zweite direkte Art, wie

dasselbe Resultat durch Konstruktion erreicht werden kann, beifiige.

Denkt man sich beide Hexakosioscheme (3, 3, 5) und (3, 3, —2—) auf dieselbe Tetra-

sphéire projiziert, so liegen bei beiden je 5 Tetrascheme um eine gemeinschaftliche Seite
herum, beim einfachen mit einmaligem, beim iiberschlagenen mit doppeltem Umlauf;

beim einen hat also das regulére Tetraschem das Argument , beim andern 415— Be-
zeichnen wir ihre Masse mit § ( )und S( ), s0 wissen wir bereits aus § 17, dass

S (2575) = 6%6 des totalen tetrasphirischen Kontinuums ist; die Bestimmung von S (4—;—')
2An

héngt also nur noch von der Kenntnis des Verhiltnisses S (%E): S ( 5) ab, und diese
kann man direkt erhalten, indem man untersucht, wie viele kleine Tetrascheme das

grosse in sich schliesst.

Die Ecken des grossen konnen wir auf folgende Weise angeben:
(I) ® =0; (II)@ﬂ—E)—, ¢ = n; (ITII) @ = g p=a, y= q:—g

Lisst man der Ordnung nach je ein Eck weg und legt durch die drei iibrigen und durch
das Centrum einen Raum (lineares Kontinuum), so mogen die vier Diametralriume,

welche S ( ) begrenzen, durch die Gleichungen p, =0, p, =0, p, =0, p, = 0 dar-

gestellt sein. Wenn nun die homogenen Polynome p so eingerichtet werden, dass die
Summe der Quadrate der Koeffizienten eines jeden gleich 1 ist, und dass sie siimtlich
fir eine innere Lisung positiv sind, so hat man in tetrasphirischen Variabeln:
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E4

3

n

P, == €0S - €cos O sin 3 sin @ cosw, Wo cosw = — cos b’ cos @ + sin b’ sin g cos ¥,

. . a a .
p2=sm@(—smfzcoqu—}—cosgsmqacoszp),

Pss Py = sin O sin @ sin (2—51' ¥w)_

Da sin @, sin ¢ immer positiv sind, so geben die zwei letzten Polynome fiir eine
innere Losung die Bedingungen — %; <P < —2—5 Das Polynom p, giebt die Bedingung,
dass die &quatoriale Projektion der innern Losung auf der Halbkugel liegen miisse,

deren positiver Pol ¢ = %ﬁ , ¥ = 0 ist und auf der Mitte einer Seite des dquatorialen

Ikosaedernetzes liegt. Alle drei Bedingungen zusammen liefern ein dquatoriales Dreieck,
innerhalb dessen die Projektion einer innern Losung fallen muss, und dessen Ecken die
Projektionen von II, III, IV sind. Der Mittelpunkt dieses Dreiecks ist ¢ = 7w —¥', = 0;
das obige w ist also der sphirische Abstand irgend einer #quatorialen Losung von diesem
Mittelpunkt; das Maximum von w findet fiir die drei Ecken statt und ist & ; daher ist
cos w immer positiv.

Wenn also & < % ist, so ist p, immer positiv. Ueberhaupt ist p, der Kosinus

des dritten Winkels eines Kugeldreiecks, worin die zwei Winkel % und 7= = @ die

Seite w zwischen sich haben. Fiir ein konstantes ® nimmt p, ab, wenn w wichst;
und der Spielraum von w reicht von w = 0 an bis da, wo p, = 0 wird, darf aber auch
nicht iiber w = " hinausgehen. Dieser Spielraum fingt also da an beengt zu werden,
wo fiir w = ¥ zugleich p, = 0 wird, verengert sich fiir ein abnehmendes 7z — ® immer
mehr und verschwindet endlich da, wo p, = 0 wird fir w = 0. Aus der Anschauung

des sphiirischen lkosaedernetzes ergiebt sich fiir jenen Anfang = — @ = 6“153; dieses

Ende verlangt cos (@ — %) = 0 oder @ = :’—’5 Somit ist die Grenzbedingung p, = 0

6
. . 3 27 4
nur fiir die Zonen ® = —;1 ?”, —5—75 zu untersuchen.

In der Zone @ = :%" findet noch keine Verminderung der Ecken statt; nur fallen

sie fiir II, III, IV in die Grenze p, = 0 hinein.

In der Zone @ = %” kommen nur 10 Mitten von Ikosaederflichen in Betracht,

wovon 6 paarweise auf die Seiten des begrenzenden Kugeldreiecks fallen. Es muss sein

— | , . N
cosw S cotg? = = — = — cos b cos b - sin b sin b’ cos =,
€ 373 5



d. h. w darf nicht grosser sein als der sphiirische Abstand eines jener sechs Punkte vom
Mittelpunkt des genannten Kugeldreiecks. Auch hier ist also in der Zahl der Ecken
noch keine Beschrinkung; nur fallen die sechs genannten Punkte in die Grenze p, = 0
und zugleich paarweise auf je eine der drei iibrigen Grenzen.

4 . = - .
In der Zone @ = ?" muss sein cos w > cotg g cotg ”5““ = cos b, oder w < b. Die

in dieser Zone moglichen Ecken werden also auf die drei innersten Ikosaederecken be-
schriinkt, welche zugleich in die Grenze p, = 0 fallen.
Hier unten sind nun alle Ecken des einfachen Hexakosioschems, deren Projek-

tionen auf oder innerhalb das grosse Tetraschem S ( O) kommen, nach der in § 17 ein-
gefiihrten Bezeichnung aufgezihlt. Die, welche in eine Grenzfliche, Grenzkante fallen,

sind resp. mit einem, zwei {ibergesetzten Strichen versehen, die mit einem Eck des
grossen Tetraschems zusammenfallenden mit der betreffenden romischen Ziffer.

al;
by, byys b, Ez: Ea 3.»:3

C11y Cro9 Co» cusa Cgy Cpy G159 Cogy Cp7y Cr2

dy, dyyy doy dyg, ds, d3,

€20s €115 €215 €5y €12y €265 €309 1oy €109 Cpy €254 €203

SasJiws S fro 1L S 1L £ TV

J115 G100 Jer G16v s Gs ./15a 7207 Y1 Jaes
hgy Mgy Tor -

Die von diesen Ecken gebildeten Tetrascheme sind teils ganz, teils durch die
Grenzen p halbiert; bei den letztern geht die Grenze immer durch eine Seite des Tetra-
schems und die Mitte der Gegenseite; dass es sich so verhilt, und dass demnach wirklich
Halbierung eintritt, ist fiir ein einzelnes Tetraschem nicht schwer zu beweisen; aber
die Aufzihlung aller einzelnen Fille wire zu weitliufig. Ich gebe daher sogleich die

Uebersicht aller ganzen und halben Tetrascheme S( ), in welche das vorhin be-

schriebene grosse Tetraschem § (?) zerfillt.

abbb 4 ganze, 6 halbe deef 18 ganze, 6 halbe
bbbe 4 , 6 eeeg 4 , 6
bbece 9 , 3 eefg 18 , 6
beed 21, —- efgg 21 —
cede 21 — fggh 15 , 6
cdee 18 , 6 gghh 3 , 6
ceee 4 , 6 ghhh 1, 3 ,
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Addiert man alles zusammen, so erhiilt man
4n 2n
8(5) =191.8(35)

Es giebt noch ein Paar reciproker Polyscheme, deren Ecken mit denen des ein-

fachen Hexakosioschems zusammenfallen. Sie entsprechen den Charakteren (5, 3, %\)

und (%, 3, 5) und mogen die zwei amphibolen Hekatonkaieikosascheme heissen.

T . . X 1 Vs 1 ” . . . o
Wirklich ist sin T 8in 5 = S5 > o = cos 5 Ist nun 1 die Seite eines iiberschlagenen

Tkosaeders (3, %), so ist sein Radius sin %; die genannte Seite ist aber zugleich Dia-

gonale des Fiinfecks des einfachen Dodekaeders (5, 3), das als Bestandteil des Um-
schlusses des gesuchten Polyschems auftritt; die Seite dieses Fiinfecks oder die Seite

des Polyschems ist also 2 sin 1%; wenn daher a den entsprechenden tetrasphirischen

n

. . . . a . . T
Centriwinkel bezeichnet, so ist cos 5 = 8in —g : 2sin o = ¢os

k4 .
105 folglich @ =+, gerade

wie beim einfachen Hexakosioschem. Bei diesem kennen wir nun schon eine dodeka-

edrische Gruppe von Ecken; sie wurden mit ¢ bezeichnet und lagen in der Zone @ = g—

Der Radius der eingeschriebenen Tetrasphire ist also halb so gross als derjenige der
umschriebenen; d. h. wenn die zwei amphibolen Hekatonkaieikosascheme der-
selben Tetrasphiéire eingeschrieben sind, wie das Oktoschem und Hekkai-
dekaschem, so sind sie auch mit ihnen derselben Tetrasphéire umschrieben.
Jedes derselben hat 120 Ecken, 720 Seiten, 720 Fiinfecke und 120 Dodekaeder.

Wir wollen nun untersuchen, wie oft der Umschluss dieses Polyschems (5, 3, —g—)

sich auf die Tetrasphiire projiziert. Ordnet man die einfachen Dodekaeder zonenweise
um den Pol @, so bedeckt erstens das Dodekaeder (ccc...), welches diesen Pol ¢ zum
tetrasphirischen Centrum hat, denselben ringsum; zweitens kommen die 20 Dodekaeder,
deren Centra die Ecken ¢ sind, und welche um das gemeinschaftliche Eck a herum,

wie die Dreiecke eines iiberschlagenen Ikosaeders (3, g—) auf einander folgen, in Be-

tracht; sie bedecken den Pol ¢ nur 7 mal, weil auch das (3, —3—) einen 7fachen Mantel

hat; drittens gehoren die 12 Dodekaeder, welche die Ecken b zu Centren haben, hieher;
jedes derselben bedeckt den Pol @ ringsum. Da es nun sonst keine Dodekaeder giebt,
deren Projektionen den Pol a erreichen, so wird derselbe 1 -4 7 + 12 = 20 mal be-

deckt. Das Polyschem (5, 3, %) projiziert sich also 20 mal auf die Tetrasphére.
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Dasselbe Resultat erhalten wir, wenn wir nachsehen, wie viele Tetraeder des
(3, 3, 5) auf ein Dodekaeder des (5, 3, %) gehen. Wird dieses von den Ecken ¢ ge-

bildet, so umfasst es ganze Tetraeder, die 20 abbb, 20 bbbc, 30 bbcc und die 60
halben Tetraeder bccd. Dass diese von den sphirischen Fiinfecken des Dodekaeders
wirklich halbiert werden, davon iiberzeugt man sich am leichtesten, wenn man eine
Gruppe von je 5 um eine gemeinschaftliche Seite herum liegenden Tetraedern unter den
Pol bringt; es sei dann ab, die gemeinschaftliche Kante, die Gegenkanten bilden das
sphirische Fiinfeck b, by b, b, b;; die Kugelfliche des letzten halbiert den Kreisbogen

ab, = %; denn jene ist durch die Gleichung % = tang % cos @ = tang %, dieser durch

die Gleichungen y = 0, z = 0 bestimmt. Wenn man also immer die tetrasphérischen
Projektionen betrachtet, so ist das Tetraeder im Dodekaeder 100 mal enthalten. Da

nun jenes ﬁ des tetrasphirischen Kontinuums betrigt, so ist dieses%, und der ganze

aus 120 Dodekaedern bestehende Umschluss zihlt 20 tetrasphirische Kontinua. Dem-
nach ist

R

Zum Schlusse muss ich noch bemerken, dass, obschon das Orthoschem f (2—; ) %, -735)

einen rationalen Wert hat, doch der Charakter (%, 5, 3) kein echtes Polyschem dar-

stellt, weil auch im Raume der Charakter (5, %) zwar ein Gebilde, das mit dem Iko-

saeder die Ecken gemein hat, aber kein echtes Polyeder darstellt. Dasselbe geniigt
néimlich der Bedingung a, — 4, -+ a, = 2 nicht.

§ 35. Ueber die Summe der Quadrate der Projekiionen eines Strahls auf
symmetrisch verteilte Richtungen.

Wir werden in diesem Paragraphen Fille kennen lernen, wo mehrere von einem
gemeinschaftlichen Centrum ausgehende feste Strahlen » die Eigenschaft haben, dass
nicht nur die Summe der Projektionen irgend eines beliebigen Strahles s auf alle jene
festen Strahlen verschwindet, sondern dass auch das arithmetische Mittel der Quadrate
der Projektionen gleich ist dem Quadrat des Strahls s, dividiert durch die Dimensions-
zahl der Totalitit. Um diese Eigenschaft kurz bezeichnen zu kénnen, wollen wir jene
festen Strahlen » eutaktisch nennen. Von dieser Erklirung ausgehend, konnen wir
nun folgenden Hilfssatz aussprechen:

Wenn in der n-fachen Totalitit A eutaktische Strahlen r gegeben sind,
und es gehdren zu jedem derselben als Axe u seitliche Strahlen o, welche
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durchweg mit ihrer Axe denselben Winkel ¢ bilden und iiberdies so um
dieselbe geordnet sind, dass immer ihre dquatorialen Projektionen eine
Gruppe von u eutaktischen Strahlen einer (n—1)-fachen Totalitit dar-
stellen, so sind alle Au Strahlen ¢ zusammen eutaktisch fiir die n-fache
Totalitat.

(Unter dquatorialen Projektionen verstehe ich die Projektionen auf das zur je-
weiligen Axe normale (n— 1)-fache lineare Kontinuum, und den Winkel zwischen den
dquatorialen Projektionen zweier Strahlen werde ich ihr Azimut nennen.)

Beweis. Bezeichnet ¢ den Winkel, den der Strahl s (von der Linge 1) mit
irgend einem festen Strahl r bildet, so ist vermige der eutaktischen Eigenschaft aller
Strahlen 7:

n—1%

Yceosp =0, Icos®¢p = -

Y oI 2 j—
, also 2'sin® ¢ =

RS

Bedeutet ferner ¢ das Azimut zwischen dem Strahl s und einem Strahl ¢ in Beziehung
auf seine Axe 7, so ist

y

Yeosyp = 0, 2‘003211::7&’_1

wenn diese Summe sich nur auf die g Strahlen ¢, welche zu derselben Axe gehoren,
erstrecken. Ist nun w der wahre Winkel zwischen s und g, so ist

COS tw = oS @& €08 ¢ -} sin a sin ¢ cos ¥;
folglich

2'cos w = pu cos @ cos @, X cos?w = u cos®a cos® ¢+

;sin®asin’p, (1)

und wenn man die Summen links auf alle Strahlen ¢ ausdehnt, vermoge der zuerst
gesetzten Gleichungen,

Yeosw =0, Xcos*w = ucos’a- —+~ sm a - (=D _ A (2)

! ® n 7 )
was zu beweisen war.

Wir wollen nun zeigen, dass fiir jedes regulire Polyschem die von seinem Centrum
nach seinen Ecken gehenden Strahlen eutaktisch sind, indem wir, bei der Ebene an-
fangend, nach und nach immer zu einer hoheren Totalitit fortgehen.

I. Zweifache Totalitdit. Die Formeln

i=n-—1

2 cos ( Qin) =0 fir n = 2,8,4,..., und 2 cos? (tx -+ "m) *‘g fir n > 2

sind bekannt; folglich sind die Radien jedes regulidren Vielecks eutaktisch.
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II. Dreifache Totalitit. Dass die Summe der Projektionen eines Strahl s auf
alle nach den Ecken gehenden Radien » eines reguliren Polyeders verschwindet, folgt
mit Ausnahme des Tetraeders bei den vier iibrigen daraus, dass je zwei Radien ein-
ander entgegengesetzt sind. Beim Tetraeder kann man es daraus schliessen, dass das
Centrum zugleich Schwerpunkt der Ecken ist.

Wenn u Ecken des reguliren Polyeders in einer durch den Polabstand a be-
stimmten Zone liegen, so sind die dquatorialen Projektionen der entsprechenden Radien
o offenbar eutaktisch als Radien eines reguliren p-Ecks. Sind dann ¢, w die Winkel,
welche ein Strahl s mit der Axe und mit einem Strahl ¢ bildet, so ist nach (1)

p=2cosw=pucosacosp, g=2cos*a=np cosgacos2q)+% sin? ¢ sin? @.

Diese allgemeinen Formeln wollen wir nun auf jedes einzelne regulire Polyeder an-
wenden und in Bezug auf alle Zonen summieren.
1. Tetraeder. Ein Radius gehe nach dem Pol; fiir diesen ist p = cos g, ¢ = cos?¢.

Die drei iibrigen Radien bilden eine Zone, deren Poldistanz a durch cos ¢ = — % be-
stimmt ist, also p = — cos ¢, ¢ = % cos® @ - % sin® 9. Wird die Summe aller Pro-
4

jektionen mit P, die Summe ihrer Quadrate mit @ bezeichnet, so ist P = 0, Q = 3
2. Oktaeder. Die 6 Radien konnen als positive und negative Halften der Axen
eines rechtwinkligen Koordinatensystems aufgefasst werden. Also ist P =0, Q = 2.

3. Ikosaeder. Fir den nach dem Pol gehenden Radius ist ¢ = cos® ¢. Dann
kommt eine Zone, wo cos ¢ = V%—, u =5 ist, fir diese also ¢ = cos® ¢ + 2 sin® ¢.
Die iibrigen 6 Radien sind diesen entgegengesetzt; somit Q = 4.

Aus den Werten von @ ist ersichtlich, dass die Radien eines jeden der drei an-
gefiihrten Polyeder eutaktisch sind. Werden nun vom Centrum aus nach den
Mittelpunkten der in einem Eck zusammentreffenden Vielecke Strahlen gezogen und
das Eck selbst als Pol aufgefasst, so sind die diquatorialen Projektionen jener Strahlen
eutaktisch. Wird das Gleiche in Beziehung auf jedes Eck wiederholt, so fallen
im Mittelpunkt jedes Vielecks so viele Strahlen zusammen, als dasselbe Kcken zihlt,
und da alle diese nach (2) eutaktisch sind, so wird man hieraus auch leicht auf die
Eutaxie des Systems schliessen, worin jeder nach dem Mittelpunkt eines Vielecks
gehende Strahl nur einmal gezéihlt wird, d. h. auf die Eutaxie der Radien des
reciproken Polyeders. Also sind auch die Radien des Hexaeders und Dodekaeders
eutaktisch, und die Eutaxie ist somit fiir alle reguliren Polyeder bewiesen.

Durch eine #hnliche Betrachtung wird man sich auch iiberzeugen, dass alle
Strahlen, welche vom Centrum eines reguliren Polyeders nach den Mitten seiner Kanten

gehen, eutaktisch sind.
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III. Vierfache Totalitdat. Wird ein Eck eines reguliren Polyschems als Pol
aufgefasst, so konnen die iibrigen nach Zonen geordnet werden; und da alle zu einer
Zone gehorenden Ecken sich entweder geradezu wie Ecken eines reguliren Polyeders
oder wie Kantenmitten eines solchen verhalten, so sind die #quatorialen Projektionen
der entsprechenden Radien des Polyschems eutaktisch. Wenn daher y, a, @, p, ¢ eine
dhnliche Bedeutung haben wie oben, so ist

P = p COS @ COS @, q=ycos*acos’cp—}—igfsin”asian).

1. Pentaschem. Fiir das als Pol gewdhlte Eck ist p = cos ¢, ¢ = cos?® ¢;
fiir die 4 iibrigen ist cosa = — %, daher p = —cos ¢, ¢ = % cos? g 4 %sin2 ®;

also P=10, Q = %-

2. Hekkaidekaschem. Die 8 Radien kénnen als positive und negative Hilften
der Axen eines orthogonalen Systems gefasst werden; also ist @ = 2.

Ist die Eutaxie von den Radien irgend eines reguliren Polyschems bewiesen, so
folgt sie vermoge (IT) und (2) auch fiir das reciproke Polyschem. Sie ist also nun auch
fir das Oktoschem bewiesen.

Da das Eikosikaitetraschem die Ecken des Hekkaidekaschems mit denen des
Oktoschems vereinigt, so sind auch seine Radien eutaktisch.

3. Hexakosioschem.

(@ a=0, u= 1, g=rcos?q,

®) a=~§,,u=12,q=12cos“%cos2¢p+4sin2%sin2(p,
(¢ a=3,v6=20,q=35

(@) a———%, p=12, ¢ =12 cosg%cos2q>+4sin22—;f sin® ¢,
(e) a:%,y=30,q=10sin2¢p.

Die Werte von ¢ fiir die Ecken (a), (0), (¢), (d) sind doppelt zu nehmen wegen der
entgegengesetzten Radien. Da

2 ® 122 _ 3 nt g2l B
cos 5—{~cos 5 = 3 Sin 5—{—sm 5 = 1
. . 120 . . .
ist, so wird @ = 30 = e Wegen der paarweise entgegengesetzten Radien ist

ohnehin P = 0.

Aus der Eutaxie des Hexakosioschems folgt sogleich auch diejenige des Heka-
tonkaieikosaschems.

18
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IV. n-fache Totalitit.
1. Reguldres (n + 1)-Schem (3, 3,... 3, 3). Fiir das zum Pol gewiihlte Eck
ist p = cos ¢, ¢ = cos? @; fiir die n iibrigen ist cos a = — %, also p = — cos ¢,
1 1
1= dowty st s
2. Regulidres 2n-Schem (3, 3,...3,4). Alle 2n Radien konnen als positive
und negative Hilften der Axen des orthogonalen Systems aufgefasst werden; also

Q=2 =122

Hieraus folgt die Eutaxie auch fiir das reciproke Polyschem, d.h. fiir das
2n-Schem (4,3,3,...38,3).

Ich muss noch bemerken, dass in dem fiir das (n—1)-Schem gefiihrten Beweise
die Richtigkeit der Formel fiir die (n — 1)-fache Totalitit schon vorausgesetzt ward.

sin? @; also zuletzt P= 0, Q =

Wir konnen das Bisherige in folgenden allgemeinen Satz zusammenfassen:

Wenn in der n-fachen Totalitit mehrere (mehr als zwel) von einem
gemeinschaftlichen Centrum ausgehende Strahlen, welche die Einheit zur
Linge haben, auf regulire Art geordnet sind, und man projiziert sie auf
irgend eine Richtung, so ist 1. die Summe aller Projektionen gleich Null,

2. das arithmetische Mittel der Quadrate dieser Projektionen gleich —:;-

Es seien a, b, ... die n Kosinus der Winkel, welche einer der A4 eutaktischen
Strahlen mit den orthogonalen Axen bildet, p, g, . . . dieselben Grissen fiir irgend einen
einzigen Strahl s, so ist

2(ap+bq+...)2=%.

Da aber p, ¢, ... beliebig sind, so folgt

Za,z:i, Z‘bz:i,etc., Zab =0, ete.
n n
Ist nun noch ein zweiter Einzelstrahl s durch die Richtungskosinus p’, ¢, . . . bestimmt,

und @ der Winkel zwischen den Strahlen s und s', also cos @ = pp' +q¢ +-- -, so
folgt aus dem Vorigen leicht:

Z(ap+bg+--) (ap'+bq'+---)=%cos@-

Aus dieser fiir eutaktische Strahlen iiberhaupt geltenden Formel folgt im besondern der Satz:
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Wenn in der n-fachen Totalitit Radien nach allen Ecken eines regu-
liren Polyschems gehen, und man multipliziert fiir jeden derselben die
Kosinus der Winkel, welche er mit zwei beliebig gegebenen Richtungen
bildet, so ist das arithmetische Mittel aller so erhaltenen Produkte gleich
dem n-ten Teile des Kosinus des von den zwei gegebenen Richtungen ge-
bildeten Winkels.

Diesem Satz, der endliche Summen zum Gegenstand hat, ist ein &hnlicher an
die Seite zu setzen, welcher den Wert eines bestimmten Integrals angiebt. Da sein
Beweis von gleicher Natur mit den in § 19 gefiihrten Rechnungen ist, so spreche ich
hier nur den Satz selbst aus, ohne in jenen mich einzulassen.

Wird das totale n-sphiirische Kontinuum in lauter unendlich kleine
Elemente geteilt, nach jedem derselben ein Radius gezogen und das Produkt
der Kosinusse der Winkel, welche dieser Radius mit zweien beliebigen
festen Richtungen bildet, mit dem entsprechenden Element selbst multi-
pliziert, so ist die Summe aller so erhaltenen Produkte gleich dem n-ten
Teile des totalen sphirischen Kontinuums, multipliziert mit dem Kosinus
des Winkels der zwei festen Richtungen.




Dritter Teil.

Verschiedene Anwendungen der Theorie der vielfachen
Kontinuitit, welche das Gebiet des Linearen und Sphéri-
schen tiibersteigen.

§ 36. Bestimmung des Centrums eines quadratischen Kontinwums.

Aufgabe. Es sei irgend eine Gleichung zweiten Grades mit den n Variabeln
Zyy Lgy . . - X, gegeben; man soll den Ursprung so versetzen, dass die mit den ersten
Potenzen der neuen Variabeln behafteten Glieder aus der Gleichung wegfallen.

Auflosung. Es seien £, t,, ... t, die Werte der Variabeln fiir den gesuchten
Ursprung, ¥,, ¥. -..Y, die neuen Variabeln und ¢, ein die Einheit bezeichnendes
Symbol, durch dessen Einfilhrung die gegebene Funktion homogen wird. Das Polynom
der gegebenen Gleichung gehe in 7' iiber, wenn darin 1, z,, z,, ...z, durch ¢y, ¢,,4,,... ¢,
ersetzt werden, und es sei

] ] ]
D=y 8—t‘l+y2m;+"'+yn5‘[ﬂ’
so ist die transformierte Gleichung
T+DT+ 3 D*T=0,

und die Aufgabe ist erfiillt, wenn, unabhiingig von den Werten der neuen Variabeln,
D T = 0 ist. Diese Bedingung zerfillt in die »n linearen Gleichungen

or or arT
8_t:=0’ m;:o,.,, B—t—"=0, . . . . . . . . (1)

und so viele sind im allgemeinen nétig und hinreichend, um die n Konstanten ¢,¢,,...1,
zu bestimmen. Da die Gleichung
1 (8T

9T oT
T= 4 BTot°+8_t1t1+"'+W,.tn)
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in identischer Weise besteht, so reduziert sich die neue Gleichung des (n — 1)-fachen
Kontinuums auf
TR DT=0. . ... @®

Ist irgend eine Losung (¥, ¥, . - - ¥,) bekannt, welche dieser Gleichung geniigt,
so wird nun auch die Losung (— g, — ¥y, - . . — ¥,), worin simtliche Werte der
Variabeln den vorigen gleich und entgegengesetzt sind, geniigen. Jeder durch den
Ursprung gehende und vom Kontinuum begrenzte Strahl wird also durch den Ursprung
halbiert. Daher soll dieser Ursprung das Centrum des (n — 1)-fachen Kontinuums
zweiten Grades heissen.

Konnen die Gleichungen (1) nur befriedigt werden, indem man ¢, = 0 setzt,
oder sind sie nicht alle unter sich unabhingig, so hat das Kontinuum kein wahres
Centrum.

Wenn mit dem Bestand der Gleichungen (1) zugleich auch g—? = 0 wird, so wird
die Gleichung (2) in Beziehung auf die n neuen Variabeln homogefl, und das Centrum
selbst befindet sich im Kontinuum. Ist irgend eine andere Losung (v, ,, - - - ¥.) be-
kannt und bedeutet k einen willkiirlichen Faktor, so wird auch die Losung (ky,, ky,,...ky,)
der Gleichung (2) geniigen. Da somit jeder das Centrum mit irgend einer andern
Losung des Kontinuums verbindende Strahl ganz in dasselbe hineinfillt, so moige es
strahliges Kontinuum zweiten Grades heissen. Fir ein solches muss demnach
die Determinante der Koeffizienten aller n - 1 abgeleiteten linearen Polynome von T'
verschwinden; aber dieses Merkmal ist nicht hinreichend, wenn die vorhin erwihnten
Ausnahmsfiille eintreten.

§ 387. Bestimmung der Hauptaxen.

Es sei f (@, 9,2, ...) eine homogene Funktion zweiten Grades der n orthogo-
nalen Variabeln z, y, .. ., und f(x, y, ...) = 1 die Gleichung eines Kontinuums zweiten
Grades, wo das Centrum als Ursprung angenommen ist. Eine orthogonale Trans-
formation der Variabeln stellt —;— n (n — 1) Elemente zur Verfiigung. Die Zahl der

Glieder in xy, x 2, ... ist gleich gross. Daher ist es moglich, die Variabeln so ortho-
gonal zu transformieren, dass in der Gleichung des Kontinuums die Produkte der Va-
riabeln wegfallen, und nur die Quadrate bleiben.

Es sei x=at+adt +a"t" +- -, y=0bt+ bt L0 1" 4. ete. die
gesuchte orthogonale Transformation und p¢* + p' t'2 -+ p't'2 4 ... =1 die trans-
formierte Gleichung des Kontinuums. Es sei ferner
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und wenn in den linearen Polynomen X, Y,... die alten Variabeln durch a,b,...

ersetzt werden, so wollen wir sie durch 4, B, . . . bezeichnen, und dhnlich mit Accenten.
Dann ist
Y —Xa+ Yb+---=dz+By+--- = pi,

u. 8. f. mit Accenten. Diese Gleichung schliesst in sich die n Gleichungen:

Ada +Bb +C¢ +----=p,
4¢d +BY +Cc +----=0,
Ad" +~BY' +C¢" 4+ =0,
ete.
Multipliziert man diese mit @, a’, a”, . . . und addiert sie, ebenso mit b, ¥, %", ..., u.s.f,
so ergeben sich die Gleichungen
A—pa=0, B—pb=0, C—pc=0,.... . . . . . (8
Diese n Gleichungen sind in Beziehung auf a, b, c, . . . homogen und linear. Man kann

also die n — 1 Verhiltnisse dieser Richtungskosinus eliminieren und wird eine Gleichung
n-ten Grades P = 0 erhalten, in der die einzige Unbekannte p vorkommt. Es sei p
eine Wurzel dieser Gleichung, so wird dieser im allgemeinen nur ein System von

Richtungskosinussen a, b, ¢, . . . entsprechen; und die in Beziehung auf die einzelnen
Elemente der Determinante P abgeleiteten Funktionen derselben werden mit a?, a b, ac,...;
ab, b% be, .. .;ac be, ¢k .. .; ... proportional sein. Wenn also a, §, 7, ... die in die

Diagonale fallenden abgeleiteten Funktionen der Determinante bezeichnen, so ist

- = F
atf+y+--’ atpt+r+-’

2 I A
a” = ¢ “+p+....,

Fiir eine zweite von p verschiedene Wurzel p, der Gleichung P = 0 mogen g, b,¢,. ..,
A,B,...ina,b,..., A4, B,... ibergehen, so ist auch

4, =p a, B =p b, C =pec,..
Multipliziert man diese Gleichungen mit @, b, ¢, . . . und addiert sie, so ergiebt sich
p (aa, +bb +ce,+---)=A4,a+B b+---=Aa, +Bb +---=p(aa, +bb +--)
oder (p—p) (@a, + by +ce; +-- ) = 0;
folglich aa +bb, +cey, +---=0. . . . . .. .. @
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Wire p imagindr, so konnte p, die konjugierte Wurzel sein; dann wiren auch
a, a,; b, b,; ... konjugiert, und daher kionnte keines der Produkte aa,, bb,, . .. negativ
sein, was der Gleichung (4) widerspricht. Die Gleichung P = 0 hat also lauter reelle
Wurzeln.

Die Elemente der Determinante P seien (11) s (;) , (;), . .

1 .
. , etc., wo i1mmer
n

(:') = (Z), und, abgesehen von dieser (leichheit je zweier in Beziehung auf die Dia-

gonale gleichliegender Elemente, sei
22 o[
o) ol 2 ()
° ()

Da nun ap — 1 ist, so folgt leicht, wenn P als Funktion von p aufgefasst und

02 P [1 2

= |, ﬂ]’ etc.

P (p + w) nach steigenden Potenzen des Inkrements w entwickelt wird,

P(p—~+w)= P(p)— wf[::]—}— wz)][zg] - waf[::;;] Gt (—wr. . (5)
Hat nun die Gleichung P (p) = 0 nicht lauter ungleiche Wurzeln, und bezeichnet z. B.
p eine Wurzel, welche m mal vorkommt, so behaupte ich, dass fiir diesen Wert von p
alle (m—1)-ten abgeleiteten Funktionen von P (bloss formell verstanden, wie wenn séimtliche
n? Elemente der Determinante P von einander unabhiingig wiren) verschwinden miissen.
Zunichst ist ndmlich klar, dass auf der rechten Seite der Gleichung (5) die Koeffizienten
von o', w', w’ ... w"~! verschwinden miissen; und es soll gezeigt werden, dass daraus
das Verschwinden aller (m — 1)-ten Abgeleiteten der Determinante P mit Notwendigkeit
folgt. Ist dieses fiir m — 1 gleiche Wurzeln schon geschehen, so kann man auch ferner
beweisen, dass es fiir m gleiche Wurzeln gilt. TUm nicht weitliufig zu werden, wollen
wir m = 4 setzen; das allgemeine ist aus diesem besondern Fall leicht zu entnehmen.
Da, wenn die Behauptung fiir m = 3 richtig ist, die zweiten Abgeleiteten von P einzeln
verschwinden, so kann man setzen:

()= () n () a0,
0 =r () () s+l

) = ()5 () ()

wofern nur nicht alle dritten Abgeleiteten der Determinante P auch verschwinden (in
welchem Falle iibrigens das zu Beweisende schon statt hiitte). Dann ist, wenn die
Zeiger «, 8,y von 1, 2, 3 verschieden sind,
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2] = nar- [129], ete, [17] = T [1aa) ete

[:g’] =%t b 2‘[133],%&;
g Ho- Mgt

’I’a.i'ﬂ.lly

"‘a‘#ﬁ
”a"’ﬂ

also
lebr] =[]+ + R+ R b g p R

ey 123
-+ 2 toete. A, A5 .4 2—l—etc.}.

My M - Ug
V. Vs . Vg

My - g

vy .

Diese Formeln gelten fiir drei gleiche Wurzeln. Sind vier gleiche vorhanden, so muss
die Summe X [Zgﬂ, wo jetzt «, 8,  beliebige Zeiger mit Kinschluss von 1, 2, 3 be-
deuten, gleich Null sein. Da aber im vorigen Ausdruck fiir dieselbe das mit ihrem

. 123
ersten Gliede [1 23

eines 1 ist, so kann dieses Aggregat nicht verschwinden; weshalb notwendig der andere

] multiplizierte Aggregat aus lauter Quadraten besteht, von denen

Faktor, das erste Glied [:Z;’] der Summe, verschwindet. Das gleiche kann aber auch

von jedem andern einzelnen Gliede der Summe & “hy gezeigt werden. Aus 1231 _
ey 123

folgt, dass man setzen darf:

(§)=§5 (?)+§s(f)++§ﬂ(7:)’ [f=4,56,...n], . . . (6)
sobald nur nicht alle [: 234

ausser den vier ersten Elementenreihen nicht auch noch die fiinfte von den iibrigen ab-
hiingt (in welchem Falle alle vierten Abgeleiteten der Determinante P verschwinden,
also fiinf gleiche Wurzeln vorhanden wiiren). Multipliziert man mit 4; und summiert
nach 1 = 4, 5, ... n, so erhdlt man

() =5 () =% (Q)++&0)

#hnliche Ausdriicke fiir (3), (3) . Die Formel (6) gilt also fiir i = 1,2,3, 4,5, ... n.

Da somit jede der vier ersten Horizontalreihen in ihrer ganzen Ausdehnung von den

] verschwinden, was man immer wird vermeiden kénnen, wenn
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itbrigen abhingt, so miissen alle Determinanten, welche durch Weglassung von drei
Horizontalreihen entstehen, verschwinden, d. h. alle dritten Abgeleiteten von P. Wenn
also obige Behauptung fiir m = 3 richtig ist, so gilt sie auch fiir m = 4; und es ist
leicht, diesen Beweis zu verallgemeinern.

Wenn demnach eine m-fache Wurzel p der Gleichung P = 0 im Systeme (3)
substituiert wird, so werden m seiner Gleichungen von den iibrigen abhingig. Man
kann daher m unter sich unabhingige Gruppen von Verh#ltnissen:

g by, agibyiegtol, oo, Apiby:

angeben, deren jede dem System (3) geniigt. Dann wird aber auch jede Gruppe

WO &, &, . . . &, willkiirliche Faktoren bezeichnen, geniigen. So wie nun jeder einfachen
Wurzel der Gleichung P = 0 ein durch die Richtungskosinus a, b, ¢, ... bestimmter
Strahl als Hauptaxe entspricht, so wird demnach jeder m-fachen Wurzel ein m-faches
lineares Kontinuum, bestimmt durch jene m unter sich unabbingigen Losungen des
Systems (8), entsprechen; und wie man auch innerhalb dieses Kontinuums am orthogonale
Axen wihlen mag, so kann man sie immer als Hauptaxen des gegebenen quadratischen
Kontinuums auffassen.
Setzt man in der transformierten Gleichung

pt2—1—p't'2+pllt"2—|—---=1

t' =1t"=-.-=0,so erhilt man t = L als absoluten Wert der betreffenden Hauptaxe.

Ist p positiv, so wird die Axe der ¢ zu bgiden Seiten in gleichen Abstinden vom Centrum
durch das quadratische Kontinuum reell begrenzt; die Losungen, in denen dieses ge-
schieht, mogen Hauptscheitel des Kontinuums heissen. — Die Wurzeln der Gleichung
P = 0 sind die umgekehrten Werte der Quadrate der Hauptaxen des quadratischen
Kontinuums. Dieses hat also so viele imaginire Hauptaxen, als die Gleichung P =0
negative Wurzeln. Soll das quadratische Kontinuum reelle Losungen enthalten, so
diirfen nicht siimtliche Wurzeln p negativ sein. Je nachdem nun die Zahl der negativen
Wurzeln 0,1,2,...n — 1 ist, kann man n Gatbtungen von quadratischen Kontinuen
unterscheiden.

§ 38. Konjugierte Halbmesser.

Die auf Hauptaxen und Centrum bezogene Gleichung des quadratischen Konti-

nuums sei w?

x? 2
L L+ =1,

19
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wo die Axen a, b, ... d teils reell, teils rein imaginir sind. Es sei ferner e, 8, 9, . . .;
«,8,9,...;... ein orthogonales System von Richtungskosinussen, und ¢ ¢, ¢, ...
seien neue Variabeln eines schiefen Systems, in welche die alten iibergehen durch die
Relationen

" t"

’ tl ’ t"
' i ete,

t . U
P =8y +6 8

z t
w = ey Te

so ist die transformierte Gleichung des quadratischen Kontinuums

12

2 '
F+F+W+““=l’

und 2, 1, I, . .. sind die Werte der konjugierten Halbmesser oder schiefen Axen
des neuen Systems. Sind A, u,»,...; X', ¢, 9, .. .; etc. die Richtungskosinus der kon-
jugierten Halbmesser, so muss sein

z=A+At +2t 4, y=put-+ @t Fp" "+, ete
woraus folgt
hu h%/ , kX B Ry

hi
a='&‘aﬂ=‘g‘97= s"‘;a"—"—a‘ =—b—,---;etc.

Die einzigen Bedingungen, durch welche Richtungen und Werte der konjugierten Halb-
messer von einander abhiingen, sind also folgende:

ll’ 4 !
Zf+y—b’ei+%+-~-=0,etc. } )
1 a2 2 2 1 A2 ‘e
mmat gt = et ete
Da iiberdies noch A* g’ + --- =1, *+ @'+ ... =1, ete. ist, so enthilt das

System der konjugierten Halbmesser nur —;- n (n-—1) freie Grossen. Es ist auch

al = kA -+ KA + hnz e 4. . P =R Me € B #rz -+ 3 una -+ . ete. } (2)
RAuw—+Hw VW K20 @ - =0, ete.
1 1

1 1 1 e g . 1 . .. 1
Ist B <mEp< < g %0 ist jedes TR R zwischen dem Mlmmuma-,und

dem Maximum % enthalten. Ist ferner jenes negativ, dieses positiv, so kann z. B. %

den Nullwert passieren. Setzt man aber a? ?° ... d* simtlich als endlich voraus, so
ist aus den Gleichungen (2) klar, dass dieses nicht geschehen kann, ohne dass zugleich
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—h%’ durch Null geht. Bleiben

bei diesem Uebergang alle andern Halbmesserquadrate endlich, so hat man annihernd:
hEA? L H2X42 =0, R u®+ RH2y? =0, etc., und durch Addition dieser Gleichungen:
h® +H2=0; ferner h2Apu -+ Rh'24 u' =0, etc.; also anndhernd A% = 1'% pu? = u'? ete,,
Ap=24u, ete, woraus A:p:v:...=2 :pu :9 :... folgt. Wenn also ein reci-
prokes Halbmesserquadrat unendlich klein wird, so muss wenigstens noch eines zugleich
upendlich klein werden, und wenn dann alle iibrigen endlich bleiben, so sind die un-
endlich grossen Werte dieser zwei Halbmesserquadrate gleich und entgegengesetzt, und
ihre Richtungen fallen unendlich nahe zusammen. Es scheint nun im allgemeinen
immer mdglich, ein System konjugierter Halbmesser von reeller Richtung allméhlich
durch eben solche Systeme hindurch in irgend ein anderes gegebenes System reeller
konjugierter Richtungen iiberzufithren und dabei zu vermeiden, dass je mehr als zwei
Halbmesser zugleich unendlich werden. Da nun bei jedem Durchgang bloss zweier
Halbmesserquadrate durchs Unendliche beide vorher entgegengesetzt gewesen sind und
nachher ihre Zeichen gewechselt haben, und da sonst kein Halbmesserquadrat sein
Zeichen wechseln kann, so scheint es im allgemeinen uﬁmﬁglich, dass in zwei Systemen
konjugierter Halbmesserquadrate die Anzahl der negativen Quadrate verschieden sei.
Um dieses noch strenger zu beweisen, schicke ich folgenden leichten Hilfssatz voran:

Sind in der n-fachen Totalitit nur m konjugierte Halbmesser eines quadratischen
Kontinuums (oder auch nur das durch dieselben gelegte m-fache lineare Kontinuum)
gegeben, so ist dadurch das (n — m)-fache lineare Kontinuum, welches die n — m
iibrigen konjugierten Halbmesser enthilt, schon bestimmt; aber innerhalb desselben
konnen diese iibrigen Halbmesser gerade mit derselben Freiheit gewihlt werden, wie
wenn iiberhaupt nur n — m Variabeln in der quadratischen Gleichung vorkommen.
Man kann daher sagen, in Beziehung auf ein gegebenes quadratisches Kontinuum in
der n-fachen Totalitiit sei einem diametralen sm-fachen linearen Kontinuum immer ein
bestimmtes (n — m)-faches lineares Kontinuum konjugiert.

Beweis. Ist Az*-+ By? + C22+-.- =1 die auf Centrum und Hauptaxen
bezogene quadratische Gleichung, und ist ein diametrales m-faches lineares Kontinuum
durch die Richtungen (4, u,7,...), (A, u',#,...), etc. bestimmt, so wird jeder dem-
selben angehorende Strahl durch die Projektionen @1 + @ ' 4 @' 4" - - - .,
Ou—+6 -+ 0"y +---, etc. dargestellt, wo @, @, @', ... ganz beliebige reelle
Faktoren bezeichnen. Sind nun [, m, n, ... die Projektionen irgend eines dem letzten
konjugierten Strahls, so muss die Bedingung

wenigstens noch ein reciprokes Halbmesserquadrat z. B.

A@A+ON +0' V' .- )+BOp—+0 ¢ + 60"y +--)m-+ete. = 0

erfiillt sein. Soll aber dieses unabhingig von den m Faktoren ®, @, ... geschehen,
so zerfillt die letzte Gleichung in m einzelne Gleichungen, welche ein diametrales
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(n — m)-faches lineares Kontinuum darstellen, welches alle dem gegebenen m-~fachen
linearen Kontinuum konjugierte Strahlen enthilt.

Satz. In jedem System konjugierter Halbmesser eines Kontinuums
zweiten Grades sind immer so viele negative Halbmesserquadrate als negative
Hauptaxenquadrate. — Oder: Wenn n reelle Gréssen 4, B, C'... gegeben sind,
und n Gruppen von je n Grossen (A, pu,», ...), (A, ', #,...), etc. den % n(n—1)
Bedingungen AAX + Buy + Cvy + ... =0, etc. geniigen, so sind unter den
n Grossen AA24 Bu?—+ Cv* ..., AN+ Bu?+ Ov2+ ..., etc. immer eben
so viele negative, wie unter den gegebenen Griéssen 4, B, C, ...

Beweis. Zwischen das System der Hauptaxen a, b, c,... und dasjenige der
konjugierten Halbmesser h, ', k", ... kann man immer zwei Systeme konjugierter
Halbmesser einschalten, welche unter sich n — 2 Halbmesser gemein haben, und von
denen das eine mit dem Hauptaxensystem z. B. den Halbmesser a, das andere mit dem
gegebenen Systeme konjugierter Halbmesser z. B. den Halbmesser h gemein hat. Denn
@ und % bestimmen ein zweifaches lineares Kontinuum, welchem das durch die zwei

Gleichungen 2 = 0, Buy -+ Cvz + - - - = 0 dargestellte (n — 2)-fache lineare Kon-
tinuum konjugiert ist. In diesem wihle man nach Belieben die konjugierten Halb-
messer ki, ks, ... ko_.. Im zweifachen Kontinuum seien die Halbmesser a,a und h, §

konjugierte Paare. Dann hat man folgende Reihe von 4 Systemen konjugierter Halb-
messer:

(@ byey..), (@oakyky. ... kus), (k.. kuzs) (HE, 0. .0).

Fir eine Kurve zweiten Grades ist nun der Satz bekannt; also sind in den Systemen
(a, o) und (I, §) gleich viele negative Halbmesserquadrate. Nehmen wir nun an, der
Satz sei fiir n — 1 Dimensionen bereits bewiesen, so enthalten auch die Systeme (b, c,...)

und (a, ki, ks, - . . k._;) gleich viele negative Halbmesserquadrate, ebenso die Systeme
%, kv, oy ... ku_y) und (K, K", .. .). Also miissen auch die gegebenen Systeme (a,b,¢,...)
und (b, ', 1',...) gleich viele negative Halbmesserquadrate enthalten. Da nun der

Satz fiir n = 2 gilt, so gilt er auch fir n = 3, deshalb auch fir n = 4, u.s. £; also
gilt er allgemein.

Wenn wir der Kiirze wegen jedes durch m Hauptaxen gelegte m-fache lineare
Kontinuum einen m-fachen Hauptschnitt des gegebenen quadratischen Kontinuums
von n Dimensionen nennen, so gilt folgender

Satz. Werden alle m-fachen Paralleloscheme, welche aus den konju-
gierten Halbmessern irgend eines Systems gebildet werden konnen, auf
einen oder auf zwei verschiedene m-fache Hauptschnitte projiziert, so ist
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im ersten Falle die Summe der Quadrate der Projektionen gleich dem Qua-
drate des Produkts der m Hauptaxen des betreffenden Hauptschnitts, und
im zweiten Falle ist die Summe der Produkte je zweier gleichnamiger Pro-
jektionen gleich Null

Beweis. Nimmt man z. B. m = 3 an, so ist vermoge der Gleichungen (2) und
nach Sitzen, die aus der Theorie der Determinante bekannt sind:

a?b%c?= | hEAZ L WEA 2 ..., RPAp+-RKE*p -, REAv RNV ...
Rud +w2Ah -+, RPu? R4, RPuv +W3WY ...
R2vAd W20 - o) RPvp-+R2p -0, 12y 1202 4 ...
= A .M. A A REALCHA L RTEA RN L
PR VRN VAR G I TR TN AT AN Y TR
U T VAR A I SR LV 'k ST A R

i I A A I R Y A

wo die durch X bezeichnete Summe sich auf alle Kombinationen dritter Klasse, welche
aus den = konjugierten Halbmessern h, ¥, k"', k'”,. ... gebildet werden konnen, er-
streckt. Da nun der Ausdruck

RHE |44,
y.pl.yfl
v.v .o

z. B. die Projektion des von den Halbmessern h, i, h'' gebildeten dreifachen Parallelo-
schems auf den Hauptschnitt (abc) darstellt, so ist hiemit der erste Teil des Satzes
bewiesen.

Wird dasselbe Paralleloschem (kA k') auf die Hauptschnitte (¢ bc) und (a b d)
projiziert, so ist das Produkt der Projektionen

hh K’ l.l’.):”’xhh’h" AN
P.F’_ MII “.,"’.“'I
! l §'§l.§ll

’
y.v .¥v

und die auf alle Kombinationen der n Halbmesser h, 1, I, . . . sich erstreckende Summe
solcher Produkte



ShEpeR 2.4 .4 AN
pou.p’| pop.op”
y'”' .1[,' §.§l 'gfl
=A. M. A A" .... h2A . R2A . REN RN, ...
pou.powe R W2u R R L
R h2§ WeE h”2§” RUTET. L
= | hZAE RN 4o, REPuA+RWAN -, RWAFKEE VA | =]a’0 . 0| =
PAp—+h2dg 4o, NP +Reiu?4.-., RWu-t+h ¥Wyp4---- 0.52.0
REAE4RINE A4y RPuEKE 4 on, hWE4RVEL .. 0.0.0

Es wird kaum notig sein, dem hier behandelten Fall, wo die zwei Hauptschnitte, auf
welche projiziert ward, zwei Hauptaxen gemein hatten, noch Beispiele der zwei iibrigen
Fille, wo die Hauptschnitte entweder nur eine oder gar keine Hauptaxe gemein haben,
beizufiigen. Wir konnen demnach den zweiten Teil des Satzes fiir m = 3 als bewiesen
ansehen. Wenn wir endlich auch, um in der schriftlichen Darstellung Raum zu er-
sparen, den ganzen Satz nur fir m = 3 bewiesen haben, so ist doch die Verall-
gemeinerung des gebrauchten Verfahrens klar genug.

Erste Folgerung. Die Summe der Quadrate der orthogonalen Projek-
tionen aller aus den konjugierten Halbmessern eines Systems gebildeten
m-fachen Paralleloscheme auf irgend ein gegebenes m-faches lineares Kon-
tinuum ist konstant.

Denn, wenn z. B. m = 3 ist, und (e, 8y, 71y 0y, . . .), (&g, By ¥a: 0 . . ),
(agy B3y 73y 03, . . .) sind die Kosinus dreier unter sich orthogonaler Richtungen, durch
welche das gegebene dreifache lineare Kontinuum bestimmt wird, so ist z. B. die Pro-
jektion des Paralleloschems (h1'F'") auf dieses Kontinuum

RW K | Aoy +pB -y hagtpfy—i----, la3+l‘ﬂs+.-.,
l'al—{—y'ﬁ1+---, }vla2+ﬂlﬁz+"', l,a3+.“'ﬂs+ o
Voy+p'B+--ry Vot p'Byt-, Mgt p'fyt-- ‘

=hWE |[A.p.v |.|e. B0, | +hER E & o,.0,.9, | + ete.
l: N4 ay. By s !‘ 3 ay. ;. 0,
Vi.ow'y ag. By. 74 N ay. 5. 0,

Bezeichnet nun X eine Summe, welche sich auf alle Kombinationen hh'h"”, S dagegen
eine solche, die sich auf alle Kombinationen a b ¢ der Hauptaxen oder auch auf alle
binéiren Verbindungen von zweien dieser Kombinationen erstreckt, so ist
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Z (Quadrat der obigen Projektion des Paralleloschems)

=S{ a,. By 2.27(hh'h" A.w.v )2}

B i
as. fs. Vs Aouy
+2S{ oL B9 || B8 | SRERENR l,.y,'.vl ll.y’.gl }
. 3. 7, a,. f,. 3, l”. w.v l”. w. {;-”
;. By v, a;. 5. 0y Y T Vo' §
=S a%b?c? | ;. B,. 9, | %
ay. ;. ¥,
3. B5. ¥

Da der letzte Ausdruck von den Richtungen der konjugierten Halbmesser unabhingig
ist, so ist die Behauptung bewiesen.

Zweite Folgerung. Die Summe der Quadrate aller m-fachen aus den
konjugierten Halbmessern eines Systems gebildeten Paralleloscheme ist
gleich, wie wenn das System von den Hauptaxen gebildet wird.

Wird nimlich das Quadrat eines jeden der zuerst genannten Paralleloscheme nach
§ 12 der Summe der Quadrate seiner Projektionen auf alle m-fachen Hauptschnitte
gleich gesetzt, und kehrt man dann in der so entstandenen Doppelsumme die Ordnung
der Summationen um, so folgt die Richtigkeit der Behauptung sogleich aus dem ersten
Teil des vorhergehenden Lehrsatzes.

§ 39. Beriihrende Kontinua ersten Grades.

Wenn ein lineares Kontinuum eine Losung und die derselben entsprechende erste
Differentialgleichung mit einem hohern Kontinuum gemein hat, so ist jenes das Tan-
gentialkontinuum fiir diese Losung. Ist

x! yz zﬂ o
atptet =1

die Gleichung eines quadratischen Kontinuums, so ist fiir die Losung (z, ¥, 2, . . .) die
Gleichung des Tangentialkontinuums

LA UL L AU
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wo die Variabeln z', ¢, 7, ... dem letzten linearen Kontinuum angehdren. Dem vom
Centrum nach der Losung (x, y,...) hin gehenden Halbmesser /i ist das diametrale
Kontinuum, dessen Gleichung

gx' | gy o2
Attt =0

ist, konjugiert. Dieses ist also mit dem Tangentialkontinuum parallel. Der von der
Losung (z, ¥, . . .) ausgehende zum Tangentialkontinuum normale Strahl heisse die
Normale jener Losung. Setzt man

1 z2 y? | ra .
p* = A2 JI;g C2 U
so sind

bz

a = ’ ﬂ=%9 7’:_0"

NS

die Richtungskosinus der Normale, und der Abstand des Centrums vom Tangential-
kontinuum oder das Perpendikel ist ax + By + - -+ = p. Man hat also auch

pP=Ad+BpF+Cy—+----

Hieraus erhellt, dass, wenn vom Centrum aus auf der Richtung des Perpendikels sein
reciproker Wert aufgetragen wird, die so erhaltene Losung wiederum einem quadratischen
Kontinuum angehort, dessen Hauptaxen zwar gleich liegen wie beim urspriinglichen
quadratischen Kontinuum, aber die reciproken Werte haben, ferner, dass die Normale

mit i parallel ist, und dass das Perpendikel den Wert % hat.

Das Tangentialkontinuum schneidet das quadratische Kontinuum in einem (n—2)-
fachen Kontinuum. Die Beschaffenheit desselben wird am leichtesten erkannt, wenn
man das System der Hauptaxen in ein System konjugierter Halbmesser transformiert,
welchem % angehort. Geht dadurch die quadratische Gleichung iiber in

? t'? e

wo H="H, so ist t = h die Gleichung des Tangentialkontinuums fiir die Losung
(t=h t' =1t"=-...=0), und das (n — 2)-fache Durchschnittskontinuum wird durch

die Gleichungen
[!g t"g tln 2

t=h, —Z—I—,—FT—FEW'—F"'———O
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dargestellt, ist also innerhalb der durch ¢ = h bezeichneten (n — 1)-fachen Totalitiit
ein strahliges Kontinuum zweiten Grades. Fiir dessen Reellitit reicht es hin, wenn
nicht alle Halbmesserquadrate H', H', H'"', . .. gleichartig sind. Diese Ausnahme er-
eignet sich nur in zwei Fillen: 1. wenn alle Hauptaxenquadrate 4, B, ... positiv sind,
2. wenn nur eines positiv, alle iibrigen negativ sind. Daher der Satz:

In den zwei Gattungen von quadratischen Kontinuen, wo entweder
alle Hauptaxenquadrate oder nur eines positiv sind, hat jedes Tangential-
kontinuum mit ihm nur die Berithrungsldsung in reeller Weise gemein; in
den n — 2 iibrigen Gattungen dagegen schneidet das Tangentlialkontinuum
das quadratische Kontinuum in einem strahligen Kontinuum zweiten Grades.

Sind f, g, h, . . . die Werte einer beliebigen Losung, durch welche ein Tangential-

kontinuum an das gegebene quadratische Kontinuum gelegt werden soll, so muss die
Beriihrungslésung (=, y, . . .) der Bedingung

fz | gy —
,Z+T+...._1

geniigen. Diese stellt das polare lineare Kontinuum zu (f, g, ...) dar. Alle Tangential-
strahlen, welche den Pol (f, g, ...) mit je einer Beriihrungslosung (x, v, . . .) verbinden,
bilden ein umschriebenes strahliges Kontinuum, dessen Gleichung

(G o )G f ) (G

oder

(flz_.]%i”l’f —+ ete. — (x;f)e — —Bg)ﬂ — etc. =0

ist. Der Beweis ist aus der ldentitit beider Formen dieser Gleichung zu entnehmen.

Dass jeder vom Pol (f, g, ...) ausgehende Strahl vom polaren linearen Kontinuum
in Beziehung auf die beiden Lisungen, in denen er das quadratische Kontinuum trifft,
harmonisch geschnitten wird, ist leicht einzusehen. Man braucht nur durch den Strahl
ein zweifaches lineares Kontinuum zu legen.

Wenn, wie bisher, 4, B, ... die Quadrate der Hauptaxen eines Kontinuums
zweiten Grades, p das auf ein Tangentialkontinuum aus dem Centrum gefillte Perpen-
dikel und «, B, 9, . . . dessen Richtungskosinus oder, wenn man will, diejenigen der ent-
sprechenden Normale bezeichnen, so war oben p%==A a*+ B2+ Cy?4--.-. Versieht
man nun in dieser Gleichung p, e, 8, . .. nach und nach mit den Zeigern 1,2,...n
und setzt die entsprechenden Richtungen als simtlich unter sich orthogonal voraus, so

20
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folgt sogleich aus den bekannten Eigenschaften eines orthogonalen Transformations-
systems

ptp+p+ +p=4+B+C+---

Dann sind aber auch die entsprechenden Tangentialkontinua alle zu einander orthogonal;

es seien z, 7, . . . die Werte ihrer Durchschnittslosung. Dieselbe ist offenbar das dem

Centrum entgegengesetzte KEck eines orthogonalen Paralleloschems, dessen Kanten

Pis Poy - - - Py sind; folglich ist 2® + ¢° - - = p} 4 p} -+ - - - -+ p; also zuletzt
x2_+.y2+22+....:A—*—B-—*—C—{_...

eine Gleichung, welcher jene Durchschnittslosung geniigt. Wenn also ein solches
Eck, wie wir es friiher als Masseinheit des n-sphérischen Kontinuums ge-
braucht haben, von lauter Tangentialkontinuen eines quadratischen Kon-
tinuums der n-fachen Totalitdt gebildet wird, so liegt dasselbe auf einer
konzentrischen n-Sphire, deren Radiusquadrat gleich ist der Summe der
n Hauptaxenquadrate.

Die entsprechenden Sitze fiir die Ebene und den Raum sind bekannt, der letztere

trigt Monge’s Namen.

§ 40. Bestimmung der Hauptazen eines diametralen Schnitts; Definition der
konfokalen Kontinuen.

Dem Halbmesser A, dessen Projektionen z, y, ... sind, sei ein diametrales lineares
Kontinuum konjugiert; e, 8, ... seien die Richtungskosinus der Normale des letzten,
also a = %, B = %, ... Sind nun (o, 8,9,...), (", 8", ¥, ...), etc. die Rich-

tungskosinus der Hauptaxen dieses diametralen Schnitts, R', RB"', etc., deren Quadrate,
so miissen die Bedingungen

ad +BF +yy +-- =0, ad’ 4 BB+ yy 4. =0, ete.
o' B AP A =0, ete, SR L TT =0 ete
iy =1, ete

erfiillt sein; und dann ist

1
R!

~—A—I—B C+ , ete.

Stellt man nun die Gleichungen



ul ﬂ! y' o 1
“z+ﬁ§+7'c‘+‘ =g
' a r ﬁ' 1 7’ . 1
« gt gty =g
re o’ vrﬂl ' '}" —
o« g+t 0,
nra’ " ﬂ' /;12’_{ . _
ete.
zusammen, multipliziert sie mit «, ¢, ¢, . .. und addiert sie, so folgt, nachdem man
mit 4 — R’ dividiert hat:
1 o 1 o
F"z*‘{“’gf'A_R,-——O- . . . . . . . . . (l)

Multipliziert man diese Gleichung mit 4 ¢ und summiert sie in Beziehung auf 4, B, C, . . .,
so ergiebt sich

Ae? Bg? Cy? -
ir te—r oot =0
oder, wenn fir «, f§, 7, ... ihre Werte pj’? ) ‘%J, . . . substituiert werden,
mz y2 —_ Zg " s e . -
oder, da
R’ -t AT T
AA—F) —dA-1 A gt ptoo=1
ist, auch
22 y? 22
in Teow t C_R,+~----—1. Y 23

Wird diese Gleichung von Briichen befreit, so erscheint sie in Beziehung auf die Un-
bekannte R’ vom n-ten Grade. Da sie aber schon durch R’ = 0 befriedigt ist, so sind
ihre n — 1 iibrigen Wurzeln gerade die gesuchten Quadrate E', B, R"', . .. der Haupt-
axen des der Losung (z, y, . . .) konjugierten diametralen Schnitts.

Die Gleichung (1) giebt nun

R x . K . 2
o :f iy A0 ' BoR C_®"

Wird (2) als Gleichung eines quadratischen Kontinuums aufgefasst und das entsprechende
Perpendikel mit p' bezeichnet, so sind
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P g Py oy Pe
i-r P=p-p Y =c-m’

’
a =

zugleich die Richtungskosinus der Normale dieses neuen quadratischen Kontinuums.

Wenn fiir zwei quadratische Kontinua die Hauptaxen der Richtung nach zu-
sammenfallen. und die Hauptaxenquadrate des einen Kontinuums alle um gleich viel
von den gleichnamigen des andern sich unterscheiden, so sollen sie konfokale Kon-
tinua heissen.

Wenn demnach in der Gleichung ”§+ % -+ :+- =1 die Hauptaxenquadrate
A, B, ... so variiert werden, dass immer dA = d B = dC = - - - ist, so stellt dieselbe

eine Schar konfokaler Kontinua dar. Ist die reelle Losung (x, y,...) gegeben,
so zeigt die Diskussion der Gleichung, dass sie in Beziehung auf die Unbekannte A
vom n-ten Grade ist, und dass ihre n Wurzeln immer alle reell sind; fiir die erste
Waurzel sind alle Hauptaxenquadrate 4, B, C, . .. positiv, fiir die zweite ist eines, fiir
die dritte sind zwei, u. s. f, fiic die n-te sind deren n — 1 negativ. Setzen wir
A>B>C>---und lassen 4 von 0 bis 4 oo wachsen, so geht das quadratische
Kontinuum n mal durch jede in der n-fachen Totalitit enthaltene Losung. Durch jede
gegebene reelle Losung gehen also immer gerade n konfokale Kontinua, und diese ge-
horen allen »n Gattungen von quadratischen Kontinuen an.

Man kann auch leicht zeigen, dass zwei konfokale Kontinua derselben Gattung

keine reelle Losung gemein haben konnen. Sind nimlich %2 -+ %- =1,
i—f -+ %2 ~+ - -+ . =1 ihre Gleichungen, und zieht man diese von einander ab und di-

vidiert durch A — 4' = B — B' = C — (C'= etc., so folgt
L?_F_f__}__z?__{_...:() (@)
AAI BBI CC} . . . . . . . .

Da aber hier der Voraussetzung zufolge alle Nenner positiv sind, so kann die Gleichung
fiir reelle Werte z, y, . . . nicht bestehen.

Gehoren aber die beiden quadratischen Kontinua verschiedenen Gattungen an, so
wird es in der Gleichung (¢) auch negative Nenner geben; diese ist daher mdglich, und
sie zeigt zugleich, dass die Normalen der konfokalen Kontinua in einer gemein-
schaftlichen Losung auf einander senkrecht stehen.

Die obige Bestimmung der Hauptaxen eines diametralen Schnitts des quadratischen
Kontinuums kann nun in folgendem Satze ausgesprochen werden:

Ist ein diametraler Schnitt eines quadratischen Kontinuums gegeben,
so ziehe man aus dem Centrum O den konjugierten Halbmesser O4, fiithre
durch die Losung 4 die n—1 konfokalen Kontinua und errichte in A auf
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jedes die Normale. Dann sind die Hauptaxen des Schnitts mit diesen Nor-
malen parallel, und ihre Quadrate sind gleich den Ueberschiissen eines
Hauptaxenquadrats des gegebenen quadratischen Kontinuums iiber das
gleichnamige Hauptaxenquadrat eines jeden konfokalen Kontinuums.

§ 41. Fortsetzung der Lehre von den konfokalen Kontinuen.

I. Konfokale Kontinua sind orthogonal. Schon bewiesen.

II. Satz. Wenn n konfokale Kontinua, deren Centrum O, sich in einer
Losung P schneiden, und gilt P wiederum als Centrum einer Schar konfo-
kaler Kontinua, deren Hauptaxen mit den Normalen der vorigen zusammen-
fallen; werden ferner diese Hauptaxen resp. irgend » gleichnamigen Haupt-
axen der vorigen n konfokalen Kontinua gleichgesetzt : so geht das so
bestimmte quadratische Kontinuum durch O, und seine dortige Normale hat
gleiche Richtung mit den erwihnten gleichnamigen Hauptaxen der ur-
spriinglichen Schar.

Beweis. Der Ausdruck

I'=§+%f+ié+---- @A=dB=dC=-.")

erhalte fir 4 = 4,, 4,, 4,,... 4, den Wert 1, oder, wenn man will, 4,, 4,,... 4,
seien die Wurzeln der Gleichung V= 1. Dann ist

V::§%~%+ﬂ_.:1__M—AJMfum“.M—AM’.' LW

fir jeden beliebigen Wert von 4. Schafft man nidmlich die Briiche weg, so sind links
die hochsten Glieder vom (n — 1)-ten Grade; rechts sind die hochsten Glieder ABC. ..
und — A", und es ist klar, dass bei ihrer Entwicklung die n-ten Potenzen der Variabeln
A sich aufheben. Die vorliegende Gleichung ist also hdchstens vom (n — 1)-ten Grade.
Nun wird sie aber durch die n Werte A =A,, A=A4,, A=A4,,... A= A, befriedigt
und muss also eine identische Gleichung sein.

Multipliziert man die Gleichung (1) mit A und setzt dann 4 = 0, so erhiilt man

A, A, 4, ... 4, B, B,...Bx

= B ). ehenso ¥t =g gy ete

Lésst man 4 — A, verschwinden, so ergiebt sich nach vorhergegangener Differentiation

(41— 4y) (di— 4y) ... (4, 4n)
4,B,0,.....

x? yz .
:4‘%_*_?12._{._....__
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Wenn man also die vom Centrum auf die Tangentialkontinua der konfokalen Kontinua
gefillten Perpendikel mit p,, p,, . .. p, bezeichnet, so ist

. 4,BC.... . 4,B,G,.....
PU= T4 (4, — 4g) (A Aw VT A T A (4= 4y (A= A e

Da diese Ausdriicke denen fiir 22 y?% ... genau entsprechen, wenn man 4, B, C, . ..
mit A4,, 4,, 4,, ... A, vertauscht, so ist

VI T - P PR L PR
A I_A *_— *—A”—l) B1+BS_T_ +E;—1’etc'

Denkt man sich aber die Losung (z, y, . ..) als Ursprung und die Normalen als neues
Axensystem, so sind p,, 9y, ... p, die Werte der neuen Variabeln, welche dem alten
Centrum O zukommen. Da nun die letzten n Gleichungen ein System konfokaler Kontinua
darstellen, so ist die im Satz ausgesprochene wechselseitige Beziehung zwischen dem
Centrum O und der Losung P bewiesen.

II. Satz. Wenn n konfokale Kontinua, welche eine reelle Losung
gemein haben, auf einem beliebigen Strahle resp. die Sehnen 23, 25, 25", . ..
abschneiden, wenn ferner H, H', H",... die Quadrate ihrer mit dem gegebenen
Strahle parallelen Halbmesser, p,p p’,... die aus dem Centrum auf die
Tangentialkontinua der gemeinschaftlichen Losung gefillten Perpendikel
bedeuten, so ist

B+ G () o+ (Y=

Beweis. Es sel (a,y,...) irgend eine dem gegebenen Strahl angehorende

Losung L, und P eine Losung, die er mit dem Kontinuum '%2 + %2 -+ ++- =1 gemein
hat; dann seien r&,ry, rv, ... die Projektionen von L P = » auf die n Hauptaxen.
Da 4, u, v, ... gegeben sind, so liefert die Gleichung
@+rd? | Gtru? R
i ey e R

zwei Werte fiir die Unbekannte r; ihr Unterschied ist die Sehne 2s; ferner ist

1 Al u? »? .
m=aATpteT

setzt man noch
+%+...:1_V,

=l

x?
%t
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so wird die Gleichung fiir + :
r? Az | py . —
?T%2(;mk§~+-~)7—-V—0,
woraus folgt, wenn man das Summenzeichen X auf die Variabeln z, y, . . . bezieht,
s\2 Ax\? , Al
(7) = (%) +vzg
Betrachtet man jetzt in der Gleichung V == 0 ein Axenquadrat, z. B. 4, als Unbekannte,
bezeichnet ihre Werte mit 4,, 4,, . . . 4,, die entsprechenden Perpendikel mit p,,p,,...p,
und die Kosinus der Winkel, welche der gegebene Strahl mit den Normalen dieser

durch L gelegten konfokalen Kontinua bildet, durch ¢, ¢,,...¢, und gebraucht S als
Summenzeichen fiir den untern Zeiger ¢ = 1, 2, ... n, so ist

l:xS%j—:—i, u :ySé"lgz'., ete.,

2Y sap (3 5) =L (55— 25) = Ve A

A A; A4— A; A A— A;

o Azy gD [ AT AT\ & Pi Az “pi \2,
E14_S@ﬁ(zfzy_SA—Ai‘ET_LZ)*SA—AAEE)—I%SA—m%
also

S 2__ & pi YA
(71‘) - V. ASYA_AAI‘(ZE)’
aber z. B.
Az x? x? £
2 Sep (32 = r_4a
Z Al - Ssz 1’; ( Al A,') elpl 2 Af y
daher

(&) =v.s 2

Nun ist vermdge der Formel (1)

V= (A——A‘)(A——A,),..(A—A,‘),

ABC... ...
iiberdies
. ABC...... )
P = A=A A=A d—=A")..}
also

Ps\?_ (A—A)(A—4,). . .(Ad— 4n). 2
(H) - (A—A’)(A—A”)(A-A"').... * S A——Ai. . . . . . (2)
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Ist nun Q die gemeinschaftliche Losung der n gegebenen konfokalen Kontinua, welche

durch die ersten Hauptaxenquadrate 4, A', 4", ... bestimmt sind, und werden die
Normalen dieser Kontinua in @ als Axen der Variabeln ¢, ,¢’, ... eines neuen durch
die Gleichung
A t'2 A
1t a—s Ttz =t =1

dargestellten Systems konfokaler Kontinua aufgefasst, werden endlich die Variabeln
t, t,¢,... dadurch vollig bestimmt, dass sie den Werten wu = 4,, u = 4,,.. . u =4,
entsprechen sollen, so giebt die Gleichung (2)

(%3)2"’ *8 A:'Ai

,(1%)='2S R ¢ )

Addiert man diese Gleichungen und bedenkt, dass & - & - - - - -+ €} == 1 ist, so er-
hilt man

G+ G+ )+ =@

IV. Setzt man

I4d + AR + $r'e 1
A—4p T @—Ap T @ —ar T T &

woraus z. B.
2 (A— A) (A" — 4,) (A" — 4;) ...

U= @ —4) (A —A4,)... - (An— 4,)

folgt, dividiert die Gleichungen (3) resp. durch A — 4, 4'— 4,, A"— 4,,... und

addiert sie, so erhilt man
Gr) |, )

(Hs)2
- + 5 + ;e ete (5)
i ) 4, 'y R

Sind die konfokalen Flichen 4,4, 4", ... und die Losung L (also auch 4,,4,,...4,)
gegeben, so sind p,p, p’y..-; 4y Qe - - - 4, bekannt. Man kann nun fiir die Briiche

H H' , ... beliebige Werte annehmen, welche der Relation (4) geniigen, und dann
bestlmmen die Gleichungen (5) die Richtung des von L ausgehenden Strahls, welcher
den genannten Bedingungen hinsichtlich der auf ihm abgeschnittenen Sehnen entspricht.
V. Soll das quadratische Kontinuum, dessen erstes Axenquadrat A ist, den Strahl
beriithren, so muss die halbe Sehne s verschwinden; man bekommt so die Bedingung

2
3

& + g + .. +_£3
A—4, VA4A—4, " 4A=4, A4—4

=0. . . . . (6

”
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Sie ist in Beziehung auf 4 vom (n—1)-ten Grade. Irgend ein Strahl wird also
gerade von n — 1 konfokalen Kontinuen beriihrt. Sind diese dieselben mit denen,
deren erste Axenquadrate vorhin mit 4', 4", ... A"~" bezeichnet wurden, so ist
§=¢'=... =0, und die Gleichung (4) giebt p s = H. Sind die Kontinua 4, 4", 4",. ..
alle fest, aber die Richtung des Strahls veriinderlich, so ist p konstant, und s daher mit
H proportional. D. h.:

Wenn durch einen beweglichen Strahl das erste von n festen konfo-
kalen Kontinuen geschnitten und die iibrigen beriihrt werden, so ist die vom
ersten Kontinuum auf dem Strahl abgeschnittene Sehne dem Quadrat seines
mit dieser parallelen Halbmessers proportional.

VI. Denkt man sich in der Gleichung (6) nur die Kosinus ¢, ¢,, &, ...¢, va-
riabel, so bewegt sich der Strahl um die Losung L herum, indem er fortwihrend das
quadratische Kontinuum (4) berithrt; er beschreibt also um dieses ein strahliges Kon-
tinuum. Die Formel (6) liefert dann den Satz:

Wenn aus einer beliebigen Spitze einem quadratischen Kontinuum ein
strahliges Kontinuum umschrieben wird, so sind seine Hauptaxen die Nor-
malen der durch die Spitze gelegten mit dem erstern konfokalen Kontinua,
und die unendlich kleinen Hauptaxenquadrate sind proportional mit den
Ueberschiissen eines Axenquadrats des gegebenen Kontinuums iber die
gleichnamigen der konfokalen Kontinua.

VII. Bei diesem Anlasse wollen wir auch den allgemeinen Fall untersuchen, wo
ein quadratisches Kontinuum fiberhaupt einem andern umschrieben ist. — Betrachten
wir zuerst zwei quadratische Kontinua, die sich schneiden, und setzen v = 0, v = 0
als Gleichungen derselben, so wird » + Av = 0, wo A einen willkiirlichen Faktor be-
deutet, jedes quadratische Kontinuum darstellen, welches durch das (n — 2)-fache Kon-

tinuum des Durchschnitts geht. (Durch % n (n +-8) Losungen wird némlich im all-
—;— n(n—+3)—1
Losungen auf dem Durchschnittskontinuum und eine ausserhalb desselben auf dem durch-
gelegten quadratischen Kontinuum nach Belieben, so befriedigen jene Losungen die
Gleichung % -+ Av = 0 schon von selbst, und diese einzige Losung dient zur Bestimmung
des Faktors A. Da jetzt das durch u - Av = 0 dargestellte Kontinuum mit dem vorigen

gemeinen ein quadratisches Kontinuum bestimmt. Wahlt man nun

—;wz (n + 8) Losungen gemein hat, so fallen beide in ihrer ganzen Ausdehnung zu-

sammen.) Macht man pun die Polynome u, v durch Einfiihrung einer (n + 1)-ten

Variabeln homogen und setzt die Determinante der zweiten abgeleiteten Funktionen

oder die Funktionaldeterminante v (x + A4 v) = 0, so bekommt man eine Gleichung
21



— 162 —

(n -+ 1)-ten Grades fiir A4, durch welche die Bedingung eines strahligen Kontinuums
ausgedriickt wird, das durch jenen Durchschnitt gehen soll. (Siehe die Bemerkung am
Ende von § 36.) Es giebt also solche strahlige Kontinua, seien sie nun reell oder
imaginir. — Nehmen wir jetzt an, der Durchschnitt sei im Besondern eine Beriihrung,
d. h. fiir jede gemeinschaftliche Lisung der Gleichungen # = 0, v = 0 seien die n+ 1
ersten abgeleiteten Funktionen von « mit den entsprechenden von v proportional, so
sind sie es auch mit denen von # -+ Awv, d. h. alle in der Gleichung # -+ 4v = 0 ent-
haltenen quadratischen Kontinua beriihren einander in der ganzen Ausdehnung eines
(n — 2)-fachen Beriihrungskontinuums. Unter diesen giebt es strahlige Kontinua. Ist
ein solches nicht schon linear, so liegt das Beriihrungskontinuum ganz in dem (n—1)-
fachen linearen Polarkontinuum seiner Spitze. Hieraus fliesst der Satz:

Wenn zwei quadratische Kontinua sich in einem (n—2)-fachen Kon-
tinuum berithren, so fillt dieses Beriithrungskontinuum ganz in ein (n —1)-
faches lineares Kontinuum.

Wird dieses lineare Kontinuum durch die Gleichung s = 0 dargestellt, so muss
also v die Form u -+ ks® haben, wo k einen willkiirlichen Fakior bedeutet. Setzen
wir nun

_£+l__!—..._.1 s=ax-+by—+---—1
u'—"A B ’ '_ Yy ’

so wird
v=2% —14k(Zaz—1)=0

die Gleichung irgend eines dem Kontinuum » = 0 umschriebenen Kontinuums sein.

Wir suchen zuniichst die Werte f, g, i, ... seines Centrums. Setzt man f, g, h, ..
anstatt x, y, ..., so sind sie durch die Gleichungen g;.= 0, g—; = (, ete. bestimmt.
Also ist )

;f_;_ﬂ%kas__.o, S +kbs=0, etc.

Multipliziert man diese Gleichungen mit A, Bb, ... und addiert sie, so erhilt man

1
T 14+ kzZAd

s+1+ksZTAda*=0, s=

kEAa kDb

S = irhsaa 9= T5izaa o

Hierdurch sind die Werte des Centrums bestimmt. Setzt man nun z = f+ o,
y=g-+y,... so wird

k

o zlg e —
x_zjmyrk(Zax) +6—1, wo 0= 1+kZ4da®
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Es seien ferner 4, u, », . . . die Richtungskosinus einer Hauptaxe, w (1 — @) das Quadrat
derselben, 4 = a4 -4+ bu -+ - -+, so hat man

Py A
Z"‘—k./la—:w, etC.,

also
A Bb
l=k/tw:4f;—qz;, y-——-k/lwz,——_—w,etc.,
und wenn man diese Gleichungen mit @, b, . . . multipliziert und addiert,
7 Aa* (da) s 9
lﬁkaZA*w_k(EA_w LAa),
oder
(Aaf 1 ! o
A—w 8’ oder EA—w_@
Es ist ferner ¢ = Q—f;i, b= 7_)5%, ete., also
s _ 4 wf _ ks f _ &?
ZAda =g Z o, L—@—{—@E—A,L-—@ 7
- b

Die Gleichung des umschriebenen Kontinuums kann jetzt unter der Form

f*. g @ fz_, 9y f o
gt o) (Gtgr—1)—G+G+-—ef=o0
gegeben werden. XEs sind dann f, g, 1,... die Werte seines Centrums, —g—, ’Z" .-

diejenigen des Pols des (n— 1)-fachen linearen Kontinuums, welches durch die Berith-
rung gelegt ist. Wird das Centrum festgehalten, so kann also der Pol sich nur auf
dem Strahle bewegen, welcher heide Centra verbindet. Man verdindere nun die linearen

Dimensionen des ersten quadratischen Kontinuums im Verhiltnisse 1: Y ®, und lasse
dieses neue dem ersten dhnliche und konzentrische Kontinuum eine Schar konfokaler
Kontinua bestimmen, von denen n durch das zweite Centrum (f, g, ...) gehen werden

und durch die Gleichung = Zf—f% = @ dargestellt sind, wo man fiir v nach und nach

n verschiedene Werte zu denken hat. Da aus den obigen Relationen jezt leicht
o .9 . _h
T A—w ' B—w ' C—w
richteten Normalen der Richtung nach die Hauptaxen des umschriebenen zweiten Kon-
tinuums, und im Ausdruck w (1 — ) sind alle entsprechenden Axenquadrate enthalten.

Aruiv: -

- - - folgt, so sind die im zweiten Centrum er-



— 164 —

Durch diese Erorterung ist die Aufgabe geldst, einem gegebenen quadratischen
Kontinuum (dessen Centrum O) ein anderes umzuschreiben, wenn sein Centrum L und
auf dem beide Centra verbindenden Strahle O L nach Belieben ein das Berithrungs-

kontinuum bestimmender Pol P (OP = —;—- OL) gegeben sind.

§ 42. Reduzierte Form der Differentialgleichung zweiter Ordnung eines
hohern Kontinuums.

Es sei f(z,y,...) = 0 die Gleichung eines hohern Kontinuums, § v, ... seien
die (als unendlich kleine Grossen erster Ordnung zu denkenden) Inkremente der n-
Variabeln z, y, . . ., und

8
_D_'—_ga +U'éry+""

X
ein Ableitungssymbol, fiir welches §, v, ... als konstant gelten; dann ist bis zur zweiten
Ordnung der Inkremente

J@+&yte,..)=f(2y..)+Df++DDf=0,
also

Df+ LtDpf=0,

und da D D f von der zweiten Ordnung ist, so muss auch D f von der zweiten Ordnung

sein. Sind nun A, g, . .. die Richtungskosinus der Normale, g—; = RA, g—; =Ru,...,

also
Df=R@ME§+pv+vL+--)=Rt,

so ist auch ¢, oder ,die Entfernung der Losung (z + & y -+ v,...) des gegebenen
hohern Kontinuums vom linearen Tangentialkontinuum®, eine Grisse zweiter Ordnung.
Demnach ist in der vollstindigen Gleichung DDf = D. Rt =tD R + R Dt rechts
das Glied ¢t D R als Grosse dritter Ordnung im Vergleich mit Dt=§( DA+ v Du-+---
als einer Grosse zweiter Ordnung zu vernachliissigen, sodass man einfach hat:

DDf= R Dt Folglich ist
t+5Dt=0

die Differentialgleichung zweiter Ordnung des gegebenen Kontinuums.



— 1656 —

Es seien jetzt &£ = Attt o't -, o=t Bt + B+ ete

{1

orthogonale Transformationsformeln, durch welche D¢ in %2— -+ o ~+ . - . iibergeht, und

die Ableitungssymbole mogen sich nur auf 4, g, », ..., aber nicht auf die iibrigen bis
jetzt noch unbestimmten Richtungskosinus beziehen, ebensowenig auf ¢,¢”,.... Es
sei ferner
F=d 2l o= g0 etealso D= 0 £ s
-7 8« 0y =% b 0y v FYE - !
8Dy ot ot . 8% o L .
daher—at, —6t-—}—D57, abera—t, —1.67+(LW—{—--- =kad+pB 4+ -0
was bloss formell zu verstehen ist; also D Ban =a DA+ g8 Du----- Nun ist
0Df = DJf, oder
! ’ af ' 8f 1 ’
F(Rt) = aD%—i—ﬂD@—*—"' =D (RA)+FDRu)+ -
oder
t0R+ R&t=R(Di+8Dp—+--)+ (Re+pup'+--)DR.
Da aber ¢ von der zweiten Ordnung und A &'+ g B'+ - - . = 0 ist, so folgt

dt=0aoDA4+fDu—t -
Demnach ist endlich

DY .
Tt,— =24 t,
trg trlz
oder, da D¢t = 'y -+ o -+ - - - vorausgesetzt war,

:—',zd't=.§a'1+va’y+---

Da diese Gleichung in Beziehung auf ¢',¢",... identisch, und ohnehin wegen A>+p*~--. =1
auch A6°4 + ud'p~+--- =0 ist, so darf man ¢t = A, t'= o, {""= «”, ... darin sub-
stituieren, wodurch § =1, v = ¢ = . . . = 0 wird, und bekommt

A 0'u, L = 4§, ete.,

’
% = 4d', ebenso &
e e e

oder in expliciter Form:
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O e Y
+(~——§)ﬁ'+§—§y’+---=o,J
ete.

Eliminiert man aus diesen n Gleichungen die n — 1 Verhiltnisse o’: 8 91 .. .,
so scheint sich auf den ersten Blick eine Endgleichung n-ten Grades fiir die Unbekannte

g—, zu ergeben. Das von derselben freie Glied ist aber die Determinante = -+ g; g’; g: .

und muss wegen der Gleichungen

iy 8v

8x l+ax.#+%.y+...:0’
a1 v
B‘y'}”—{—ﬂ'”—l_?ﬁ'y"*—“':o’
ete.
verschwinden, da 2, y v, . . . nicht alle zugleich verschwinden diirfen. Jene Endgleichung

hat also den Faktor - o den wir nicht brauchen konnen, und erniedrigt sich nach Ent-

fernung desselben auf den (n —1)-ten Grad. Bezeichnet man ihre » — 1 Wurzeln mit
ol” 537, ;,lw, etc., so geben die Gleichungen () fiir jede derselben im allgemeinen nur eine
Gruppe bestimmter Verhiltnisse (¢': 8': ¢/': .. ), (@ "1 ¢, ), (@87 9":..), ete,
und es bleibt noch nachzuweisen, dass diese Verhiltnisse w1rk]ich den Orthogonalitiits-
bedingungen geniigen. Multipliziert man die Gleichungen (a) mit 4, g, », . . . und addiert

sie, so ergiebt sich

Ao ‘L;,p'—*-'“ =0, oder Ad—+ up'+4..-=0.

Multipliziert man sie mit R, so erscheinen sie unter der Form:

of Bf 8
0L =20R+RL, 3L —usRARE, et
Multipliziert man jetzt die Gleichungen mit «”, 8. .. und addiert sie, so erhilt man,
da schon Ao+ u @'+ --- = 0 bewiesen ist,

587 = B @), ehenso 8'0f = I (¢ + BB+ )



— 167 —
da aber §'0''f= 0"df ist, so folgt hieraus

(5;— o) @'+ g 4 ) =0,

g!
. 1 1 - . .
und, wenn die Wurzeln oo ungleich sind, notwendig
ala17+' ﬂ,ﬂ’l—-{—- F— 0.

Hieraus kann ebenso, wie bei der Bestimmung der Hauptaxen eines quadratischen Kon-
tinuums in § 40, geschlossen werden, dass, wenn alles iibrige reell ist, immer alle ge-
suchten Grossen ¢, ¢, ... und die entsprechenden Transformationselemente ', £, .
reell sein werden.

Was den Fall betrifft, wo die Endgleichung fiir ¢ dieselbe Wurzel mehrfach ent-
hilt, so weiss ich da nicht anders zu helfen, als indem ich dem System der Gleichungen
(a) eine Form gebe, wo die Vertikalzeilen der Koeffizienten mit den Horizontalzeilen
gleichen Rangs iibereinstimmen, nimlich:

e 4+ e+ gy 4=y,
gL+ (g — )+ ai:)fy B+ gk =0, ®
Oy B s gy weema|
e oo o B (e oo
ete.
Hier ist ¢'= IE, Y= — d'log B. Die Form dieses Systems giebt auch sogleich zu

erkennen, dass die Endgleichung in s’ nur vom (n— 1)-ten Grade ist. Wendet man
auf dieses System die gleichen Schliisse an wie in § 40, so gewinnt man auch die Ein-
sicht, dass, wenn die Gleichung fiir s” z. B. eine m-fache Wurzel hat, auch m Gleichungen
des Systems von den iibrigen abhiingen miissen, sodass man statt der gesuchten ein-
fachen Richtung ein m-faches lineares Kontinuum erhilt.

Zu den Gleichungen (b) gelangt man unmittelbar so. Es war Df % DDf=0;

und es soll Df=R A5+ pv—+ - )= Rt ¥+ p’+ --- =1, ferner, wenn
E=At+oat+ o't"+ ..., etc. orthogonale Transformationsformeln sind und ¢ = 0
gesetzt wird, D D f = §'¢*+ §"¢'*4 - . - sein. Dann ist s'¢ = %5%, D Df, und, wenn
8%' D= a'% -+ g 8% ~+ -+ = 0', ete. gesetzt wird, st'= D Jf. Da diese Gleichung
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in Bezug auf t',i", ... identisch ist, so kann man auch t'= o', t"= &, ... setzen,
(3] 0 0
_1 — 1 o= — O = 4 _ g, i

wodurch & 1 A% Au, C Av, also D 5 AlA 8x+" 3y ~+- )

wird. Setzt man nun abkiirzend
g 2f OfF L
also /= — 0'log R, so hat man
v e Of L BF
so=¢ %—{ PR ete.,

woraus durch Entwicklung die Gleichungen () hervorgehen.
R

Setzen wir nun &' = — =, §'= — 55 ,... (dndern also die Vorzeichen der friiher
gebrauchten ¢, ¢', . . .), so nimmt die zweite Differentialgleichung des gegebenen hiohern
Kontinuums die Gestalt

t'2 tng t}ug
2t=~é—,+ —97—{—?7“!—

an. Denkt man sich im Tangentialkontinuum ¢ = 0 von der Beriihrungslésung aus
irgend einen Strahl » gezogen, der mit den orthogonalen Axen der ¢, ¢, ... Winkel

bildet, deren Kosinus &, €', ... seien, so ist
’
Qt 6'2 é'12 £II72 1

Da das Aggregat auf der rechten Seite dieser Gleichung nur gegebene Grissen enthilt,
so ist %k konstant, und man kann den Schnitt (»*= 2kt) des durch die Variabeln ¢, »
bestimmten linearen zweifachen Kontinuums (Ebene) als Kreisbogen auffassen vom Halb-
messer k; sein Centrum hitte die Werte x + Ak, y +pk, ... .. Wir nennen % die
der Richtung r entsprechende Kriimmung des hohern Kontinuums, %~ den Kriimmungs-
radius, _17’ %, ... die Hauptkrimmungen und die entsprechenden Richtungen
(«,8,7,. .g.), (', By, ...), ete. die Hauptkrimmungsrichtungen. Ist

1 1 1 1
so ist
1 1 1
E;<—k—<—’*-g(”_,),

unter den Hauptkriimmungsrichtungen ist also eine die Richtung der grossten, eine
andere die der kleinsten Kriimmung.
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Satz. Werden in dem (2 — 1)-fachen linearen Tangentialkontinuum
aus der Beriihrungslésung Radien eines reguliren Polyschems gezogen, so
ist das arithmetische Mittel der allen diesen Radien entsprechenden Kriim-
mungen des hohern Kontinuums gleich dem arithmetischen Mittel der n—1
Hauptkrimmungen und bleibt also konstant, wenn auch jenes regulire
Polyschem um sein Centrum gedreht wird.

. . . 1 ¢ ¢’ P .
Beweis. Oben war die Kriimmung iy “+ — 4+ -1 wenn g, ", ... die
Hauptkriimmungsradien und ¢, ¢, . . . die Kosinus der Winkel bezeichnen, welche die

Richtung der Kriimmung % mit den n» — 1 Hauptkriimmungsrichtungen bildet. Da nun
vermoge § 35, wenn das Symbol M ein arithmetisches Mittel anzeigt, im Sinne des

e rra 1 -
ausgesprochenen Satzes M . *'= M. *'=... = pra ist, so folgt
1 1 1 1
M‘—k‘— — (E)‘,—i*?,‘—f—"'),Odel
1 1
g =M

Da wenigstens fiir den Raum die Summe und das Produkt aller Hauptkriimmungen
von Bedeutung sind, so wollen wir aus der algebraischen Gleichung fiir ¢ die betreffenden
Ausdriicke herleiten. Der Kriimmungsradius ¢ ist hier so zu verstehen, dass z — 4o,
y—uwe,.... die Werte des Krimmungszentrums sind. Wir konnen den (n — 1)-ten
Teil der Summe aller Hauptkriimmungen auch mittlere Krimmung nennen; die al-
gebraische Gleichung, welche aus dem Systeme (a) durch Elimination der Richtungs-
kosinus e, 3, 9, . . . hervorgeht, giebt fiir dieselbe den Ausdruck

1 1 g1 du v A
M=ttt )

7w —1

Entwickelt man die Determinante der Koeffizienten in den Gleichungen (), so bekommt
die hochste Potenz s”~' den Koeffizienten — (—1)*~'R’, und da §"~'= R*~': ¢’
ist, so erhilt man fir das Produkt aller Hauptkrimmungen den Ausdruck

SR COF 8f 0 (Y (BT LR

do'd ... 0 ox oy 9z ’ ((ax) +(8y) + ) :
of o  &f  0f

Oxr Ox* O8rdy Oxdz

af O  8f 8

Oy Oyoz By Oydz

~

Am Ende dieses Paragraphen gebe ich noch einige mehr unmittelbare Ausdriicke
fiir die Kriimmung und fiir ihre Variation. Oben waren die Hauptkrimmungsrichtungen
durch die Gleichungen

22
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C(_’ — 4 EL — ’ . i’ — 4 [—e: — ' .
Y d'a, Py dg,.... & J'4, 7 o'y, ...; ete
bestimmt. Geht nun im Tangentialkontinuum von der Beriithrungslosung aus irgend eine
Richtung, welche mit den Axen der z,y, ... Winkel, deren Kosinus ¢, 8,7, ..., und
mit den Hauptkriimmungsrichtungen Winkel, deren Kosinus ¢, &', . . . sind, bildet, so ist

o= a'e'+ C(HSN‘*—‘ . ﬁ o ﬂ'ﬁ,*‘{"‘ﬂ”e“'—*— cen etc.;
also

a's! o' e’

e

al 81 _—_II 1 1x — S
aﬁ—x—{—ﬁa—y——{—----—edl—%—sdl—{—---—— o p

gre’ ﬁ“E”
(‘, o + v etC.,
~

Ou Ou R

2 &2

a(ag%—k—ﬁg—;—k---)+ﬂ(ag—§+ﬁg§+---)+etc.=g—,+5,.—+---=

&~

oder, da dax = ads, dy = Bds, ... ds= dx*+ dy+ - - -, auch

1 _ drdi+dydptdedv -

E dr*+ dy*+ da2+ - ’

dies ist der anfangs erwihnte Ausdruck fiir die allgemeine Kriimmung.
Derselbe soll nun bloss in Beziehung auf die Differentiale dx, dy, . .. variiert
werden, und 0 sei das Symbol dieser Variation. Es ist

d2ddd = 2iz0(RaA+4dR)=REdzddi+ddRE1dz;

also, da TAdx = 0 sein muss, Sdxdd g—;’: =R XdxddAi Anderersecits ist

af _ 9f 9 f 8 f .
Jd%‘wddy+mddy+8xazﬁdz+.. y

daher

8f _ 5 (9f of O f
dedd%—Z(de-{—axa”dy—i—axazdz-}— )6dx

:d%-ﬂdw—{—dg—;-6dy+~--=2(Rdl—i—).dR)5dx=RZdl.6dx—{—dR2de.

Da aber Zid z = 0 ist, so folgt auch X4 ddx = 0; also ist Zd“";d% =RXEdA.ddx.
Aus beiden Verwandlungen folgt endlich

dzddi=Xdi.odx
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Mittelst dieser Relation ergiebt sich nun leicht

(41— saz—+(dn—Yoay+ (av—Z)ode—+- -
dx? —+- dy* - dz? +..."."

I~

6‘75——"2

Wenn diese Variation, unabhiingig von den Variationen ddzx, ddy, ..., ver-
schwindet, so moge das betreffende %4 durch ¢ ersetzt werden; man erhilt dann die Be-
dingungen

Q:———:—:—;:etc_,

welche die Bedingung Adxz+pudy—+-vdz—---=0 schon in sich enthalten; es ist
sogleich klar, dass sie mit den Gleichungen (a) zusammenfallen; sie dienen daher eben-
falls, um die einer Hauptkriimmungsrichtung entsprechenden Verhiltnisse dz:dy:dz:...
und den zugehorigen Hauptkrimmungshalbmesser ¢ zu bestimmen. D. h. dieselbe ana-
lytische Bedingung d % — 0, welche den grissten und kleinsten Kriimmungshalbmesser
liefert, giebt zugleich alle Hauptkriimmungsrichtungen samt den zugehdrigen Halb-
messern.

§ 3. Ueber orthogonale Kontinua iberhaupt, und iber die Hauptkriimmungen
eines quadratischen Kontinuums.

Definition. Wenn n Funktionen f, f', f”,... der n Variabeln z, y, ... so be-
schaffen sind, dass die —,;12— n (n — 1) Gleichungen von der Form

alle in identischer Weise bestehen, so bilden die n durch die Gleichungen f = const.,
J'= const., f''= const., etc. dargestellten Scharen (i — 1)-facher hoherer Kontinua ein
System orthogonaler Kontinua.

Dass solche Systeme auch fiir eine beliebige Dimensionszahl existieren, ist durch
die konfokalen Kontinua zweiten Grades bewiesen.

Satz. Orthogonale Kontinua schneiden einander in den Haupt-
krimmungsrichtungen.

. Af of s N T
; Beweis. Es Selax”R}"@“‘R”"“’}"{—”“F""l’éﬁx_R}"
B—Z— =R'u,..., V+u’+-.-=1, ete,, so sind 4 ¢,...; A, ¢,...; etc. orthogonale

Transformationselemente.



— 172 —
Wenn man also die Gleichungen

4 ; =ANdzx+udy-+----ete

dff: idx-+pdy-+--

mit 4, 4, . .. multipliziert und addiert, so folgt

do=2Y w9 o ay =Y Wl ete

Daher ist, wenn man jetzt f, /', f',... als die unabhiingigen Variabeln ansieht,
_ 8 z _ 81 L. ’ a xr .
l-—Rg?, y——Raf,...,l-—R W—,,...,etc.

Wir wollen nun die Summe

1’ di

r 81 n 6{1 + . 21 Bf’

G=4ortH 5

betrachten. Zuerst folgt aus der Gleichung A4"+ppu '+ ---=0, wenn sie in Be-
ziehung auf f’ differentiiert wird, sogleich

a’

G='—-23113—7-, . . . . . . . . . . . (1)

Zweitens folgt aus den Gleichungen A = R g—‘;, ..., dass

Oz
8R8f

G =2 57

Gk
=RZA afaf"“‘afr 21

9
9707

ist. Da aber X4 gg;. = = 21. X'= 0 ist, und der Ausdruck Ii"

tauschung von f und f’ mcht geindert wird, so folgt

durch Ver-

0tz r” 04 _R.sl"ﬁ*l'i

REEV grs = 37 N )

Wegen der Relation (1) ist

rrri — g,

und wegen (2) sind
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14 81” 7 61‘ ' 6)-” 1’ + 81
Da nun jeder der beiden Ausdriicke links — — R'G ist, so folgt
g ;02
Nach (1) ist aber auch
, D2

8/’” +21 8f“ - 0

Also ist 231.3,,--0 oder G = 0.

f
Betrachten wir ferner die Summe H = XA 8 f’ , S0 ist

.87 Ryl pr. o
=3 = —
H i 57 =RXEX 8f8f' RXX 8f = R 7
Differentiiert man endlich die Gleichung 4%+ w*+---- =1 nach f,
P af, = (.

Nach dieser Vorbereitung stellen wir die n Gleichungen

L u gy g =0,

Pk z%i+y’ _g_;_';+,' gT"'~T_=I{,

3 ST R R

.,,g;_{_ ,,,af:H_ mgff_,_....:o,
ete.

zusammen; man sieht dann sogleich, dass

aa ar

so hat man

Bf'_—‘lH’ 8f #II, B-f—,sz, ete.
ist. Da wir aber A= R’ 6;, , ete. hatten, so bekommen wir nun die Proportionen
812 Op by 8z By e
8 cof " ar —aF 8f Caf ’
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oder, wenn f', f"', f'", . .. als konstant angenommen werden,
g=9r_de _dv_ 1
RH=_ = et Vi =g N )
Betrachten wir weiter nichts als diese n — 1 Differentialgleichungen % == % = ..,

so ist klar, dass ihre vollstiindige Integration n — 1 finite Gleichungen mit n — 1 arbi-
triren Konstanten erfordert. Nehmen wir alle fritheren Voraussetzungen hinzu, so kennen
wir wirklich das vollstindige System Integralgleichungen fiir (3), némlich f = const.,
f''= const., f'"= const., etc.; denn dieses enthilt n — 1 arbitrire Konstanten.

Die (leichungen (3) sind uns aber auch sonst schon aus § 42 bekannt als Be-
dingungen fiir eine Hauptkriimmungsrichtung des Kontinuums f = const. Wenn also in
der n-fachen Totalitit ein System orthogonaler Kontinua existiert, so wird jedes einzelne
Kontinuum von je n — 2 der fiibrigen in einer Hauptkriimmungsrichtung geschnitten.
Wir wollen dieses noch strenger begriinden.

Durch das System der Gleichungen (3) sind die Verhiltnisse dx:dy:dz:...
in algebraischer Weise bestimmt. Nach der obigen Herleitung von (3) wiirden die-
selben den Verhiltnissen 4': ¢': v':. .. gleich sein. Da man aber nur die Funktion f
zu kennen braucht, um die Gleichungen (3) bilden zu konnen, so ist klar, dass auch die
Verhiltnisse 4": p':v": ... oder die Verhdltnisse 4'": u"': %"t ... ., oder u.s. f, fir
dx:dy:dz: ... gesetzt, dem System (3) geniigen. Dieses hat also wenigstens
n— 1 algebraische Losungen (dz:dy:dz:...). Wir wissen nun schon, dass es gerade
i — 1 solche Losungen hat; es sind die Hauptkriimmungsrichtungen. Wenn wir also
die n arbitriren Konstanten durch die Substitution einer bestimmten Losung (z,y,...),
von der die Hauptkriimmungsrichtungen des Kontinuums f = const. ausgehen sollen,
fixieren und dann der Gleichung dieses Kontinuums je n — 2 der Gleichungen f'= const.,
f''= const., etc. beifiigen, so bestimmt jede der so erhaltenen n-— 1 Gruppen von
finiten Gleichungen je eine Hauptkriimmungsrichtung des ersten Kontinuums.

Wenn man in der Gleichung—é— = R'H (siehe (3)) fiir H seinen friiher gefundenen

Wert setzt, so erhidlt man als Hauptkrimmung des Kontinuums f = const. in der Rich-
tung der Normale des Kontinuums f'= const.

. dlog B’
=B

Die allgemeinen Betrachtungen sollen jetzt auf die konfokalen Kontinua an-
gewandt werden. Da eine vollstindige Schar derselben alle n Gattungen reeller Kontinua
zweiten Grades enthilt, und jedes Kontinuum aus einer Gattung von allen Kontinuen
der iibrigen Gattungen reell und orthogonal, aber von keinem derselben Gattung
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geschnitten wird, so zerfillt jene vollstindige Schar in n besondere Scharen, die ein voll-
stindiges System orthogonaler Kontinua darstellen. Wenn daher in der n-fachen
Totalitit irgend ein reelles quadratisches Kontinuum und auf demselben eine Losung
gegeben ist, und man legt durch diese die n — 1 konfokalen Kontinua, so wird jenes
erste von irgend n — 2 aus diesen in einer Hauptkriimmungsrichtung geschnitten. Oder
kiirzer ausgedriickt:

Konfokale Kontinua schneiden einander in den Hauptkrimmungs-
richtungen.

Sind nun, wie frither, 4,, 4,, ... 4, die ersten Axenquadrate konfokaler Kontinua
aus n verschiedenen Gattungen, so treten diese Grossen an die Stelle von f, f', f",. ..,
und wir wollen die Hauptkrimmung des Kontinuums (4,) suchen, deren Richtung in

die Normale des Kontinuums (4,) fallt. Zunichst haben wir R} = (8‘4‘)2—{— (? é) 2+ s

Bz Oy
zu berechnen. Wenn wir die (J‘rleichung%2 -+ _Iy; —++ .+ =1 nach x differentiieren, so
1 1
2 2

erhalten wir %gf — (-ﬁ—f —+ %—21 -+ ) %—‘;1 = 0, oder wenn p, das entsprechende Perpen-
dikel und 4, y,, . . . die Richtungskosinus der Normale bezeichnen

94 3 94

8—; = Zp;if” = 2p,,4,, ebenso 8—y‘ =2p, 4y, u.s.f;

also R,=2p, Ry=2p,. Bedeutet%die gesuchte Hauptkriimmung, so haben wir

nach der obigen allgemeinen Formel

1 Olog R, 0 log p,
P S At ¥ Sl v
. 4, B,C,.... s 1 Olog(ds—4A,) _ py
oder, da P2 = A 4. (A—dw 0 o TP T 94, T A4,
oder endlich pe=4,— 4,.

D. h. fiir jede auf einem quadratischen Kontinuum gegebene Losung L ist das Produkt
des zugehorigen Perpendikels mit einem der n — 1 Hauptkriimmungsradien gleich dem
Ueberschuss eines der Axenquadrate des gegebenen Kontinuums iiber das gleichnamige
Axenquadrat desjenigen durch L gelegten konfokalen Kontinuums, dessen Normale in
die gewihlte Hauptkriimmungsrichtung fillt. Oder nach dem am Ende von § 40 aus-
gesprochenen Satz: Die n — 1 von der Losung L ausgehenden Hauptkriimmungs-
richtungen sind parallel mit den Axen des zu L konjugierten diametralen Schnitts, und
die Quadrate dieser Axen sind resp. gleich den Produklen des zu L gehorenden
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Perpendikels mit den entsprechenden Hauptkriimmungsradien. Hieraus folgt leicht, dass
iiberhaupt das Quadrat irgend eines Halbmessers des diametralen Schnitts gleich ist
dem Produkt des Perpendikels mit dem Radius der Kriimmung von paralleler Richtung:
—— ein Satz, der auch unmittelbar bewiesen werden kann.

§ 44. Allgemeine Betrachtungen iiber die Existenz orthogonaler Kontinua;

Konstruktion eines ganz beliebigen Systems orthogonaler Flichen im Raume.

I. Wihrend fiir den Raum die Untersuchung iiber die Bedingungen der Existenz
eines beliebigen Systems orthogonaler Kontinua vollig erledigt werden kann, unterliegt
sie fiir eine mehr als dreifache Totalitit bedeutenden Schwierigkeiten. Man erwarte
daher hier keine Entscheidung der Frage, ob z. B. in der vierfachen Totalitit noch
andere Systeme orthogonaler Kontinuen existieren ausser den konfokalen; sondern der
Zweck dieses Paragraphen ist nur, die erwihnten Schwierigkeiten in den einfachsten
Ausdriicken darzulegen. Fiir den Raum hingegen werde ich am Schluss dieses Para-
graphen als Anwendung der allgemeinen Formeln die Konstruktion eines Systems ortho-
gonaler Flichen zeigen, wenn eine einzige derselben beliebig gegeben ist. Ob diese
Konstruktion neu ist, weiss ich nicht, da mir die Originalabhandlungen, worin der Be-
griff der orthogonalen Flichen zuerst erdrtert ward, nicht zuginglich gewesen sind.

Wenn die n Funktionen f, f',f"',... ein orthogonales System in der n-fachen
Totalitiit darstellen, so muss, da nach der Bezeichnungsweise des vorigen Paragraphen
df'=R'(Adx - udy-----)ist, die Differentialgleichung

Vdz+ddy+vdz+---=0 . . . . . . . . . 4

integrabel sein. Die Zahl der hierdurch geforderten Bedingungen ist

=D @—2)+2n—1)—(@—1)

und stimmt daher mit der Zahl der in der Natur der Aufgabe liegenden Bedingungen
fiir die Funktion f iiberein; denn wir hatten urspriinglich ~;— n (hn — 1) Gleichungen,

worin die n — 1 Funktionen f’, f',... zu eliminieren sind. Da ferner A',yu/,... die
Richtungskosinus einer Hauptkriimmung des Kontinuums f = const. und daher aus § 42
uns als irrationale Funktionen der partiellen Differentialkoeffizienten erster und zweiter
Ordnung von f bekannt sind, deren Verhiltnisse simtlich in rationalen Funktionen einer
und derselben Wurzel einer algebraischen Gleichung (» — 1)-ten Grades ausgedriickt
werden kionnen, so muss auch jede der erwidhnten Integrabilitiitsbedingungen, von der
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Irrationalitit befreit, als partielle Differentialgleichung dritter Ordnung in Bezug auf
die unbekannte Funktion f sich darstellen lassen; und man wird sich aus der Form
der Gleichungen (@) § 42 leicht davon iiberzeugen, dass sie in Beziehung auf die
Differentialkoeffizienten dritter Ordnung hochstens auf den (n— 1)-ten Grad steigen
wird. Haben wir aber einmal die%(n — 1) (n — 2) Integrabilititsbedingungen der

Differentialgleichung (4) in rationaler Form, so ist sofort klar, dass in denselben auch
diejenigen fiir die iibrigen Gleichungen A'dx + u’dy -+ --- =0, ete. schon mitbegriffen
sind. Wir hitten demnach fir die gesuchte Funktion f wirklich nur dieselbe Zahl
% (n — 1) (n — 2) von Bedingungen zu erfiillen, welche die Natur der Aufgabe auf den

ersten Blick zu erfordern scheint. Wir sollten es aber im allgemeinen fiir unmoglich
halten, dass eine einzige Funktion mehrern partiellen Differentialgleichungen dritter
Ordnung zugleich geniigen konnte, wenn nicht die Existenz der orthogonalen Kontinuen
uns faktisch von der Moglichkeit iiberzeugte. Es wire daher hochst interessant, wenn
es gelinge, a priori von den partiellen Differentialgleichungen aus zu entscheiden, ob
ausser den konfokalen Kontinuen noch andere orthogonale Systeme existieren oder nicht,
und im letzten Falle aus den Bedingungen mit Notwendigkeit auf die konfokalen Kon-
tinuen zu schliessen. Das Wenige, was nun folgen wird, steht freilich weit hinter
diesem Ziele zuriick.

Wir wollen sdmtliche Integrabilititshedingungen der Gleichung (4) in einer ein-
zigen Formel zusammenfassen, und um fiir diesen Zweck die Bezeichnung méglichst
abzukiirzen, setzen wir

9 i} 8 i)
%:8’”8_y=8¥""’ l%-i—y@—l—---:D,

wo A, g,... die zugleich mit der Funktion f gegebenen Richtungskosinus der Normale
sind; und, um auch fir das Auge die in irrationaler Weise bestimmten Haupt-
kriimmungsrichtungskosinus von jenen scharf zu unterscheiden und unsre ginzliche

Unbekanntschaft mit den Funktionen f', £, ... anzuzeigen, bezeichnen wir diese n —1
Kosinusreihen mit (e, 8,7,...), (¢, 8',%,...), etc. und setzen ferner
) 9 9 . b0, . ® .
oyt By, g, =d dg B =d ete,
so dass, wenn 9, ¢, ¢, ... die entsprechenden Hauptkriimmungsradien bedeuten,
ar _de _dv __ _ 1 di_ du 1
e By e @ £ ——0,,etc.

wird; endlich gebrauchen wir n — 3 unter sich unabhingige Reihen von je n beliebigen
23
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Grossen a;, by, ¢, ...; agy by, ...; €tc.; Qp_3y Bus, ... Wird pun iiber die Zeichen
der Variabeln, auf welche die Operationen D, d,d’, ... einzig ausgeitbt werden sollen,
ein horizontaler Strich gesetzt, so sind siémtliche Integrabilititsbedingungen der Gleichung
eadx+pdy—---=0 in der Formel

U=08, .8 .8, .....|=0. ... ... ()
e . B .y ...
¢« . B .y
a, . b G e
a, . by ey
Qu_s - Du_ge Cocge ovnn

vereinigt. Denn man wiirde z. B. die Integrabilititsbedingung

G130 (= 3+ olls— B) =0

aus (5) erhalten, wenn man o, =a=-.--=q,_;,=0, by=b=-..=0b,_,=0,
G=0=---=1(,_;= 0 setzte. Wir konnen nun der Determinante U eine andere Gestalt
geben, wenn wir die nicht iberstrichenen Variabeln «, 8,y, ... durch Determinanten

(n — 1)-ter Ordnung ersetzen. Wenn nimlich
Ad=X+Apyd'e"...
die Determinante aller orthogonalen Transformationselemente , g, ...; o, 8,...;¢',8,...; ",

B’ ...; ete. bezeichnet, deren Wert bekanntlich -1 oder — 1 sein kann, und wir uns fiir
die Annahme des positiven Werts entscheiden, so ist, wenn die Differentialkoeffizienten rein

formell verstanden werden, a = g—d , B= %4, ete.; daher
o 4
U=1]48,.96,. 8, AL ooy Lo ] = D . a . da ....],
e . B.y. « B .Y ... (Aa) . (da) . (a"a) . ...
a - b . o . o LB LY Aa) . (@) . («a) . ...
a, . by . ¢ oL BT YL (Aag) . (d'ay) . (e'ag) . ...

wo abkiirzend z. B. (¢a) =Ada +ub—+»vc—- - gesetzt ward. Im ersten durch einen
einfachen mittlern Vertikalstrich in zwei Hilften geschiedenen Schema enthilt jede
Hilfte n —1 Horizontalzeilen mit je n Elementen. Das Schema bedeutet, dass man in
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beiden Hilften je zwei gleichnamige Vertikalzeilen weglassen, die zwei Determinanten
der iibrigen Elemente miteinander multiplizieren und die Summe der so entstandenen
n Produkte nehmen solle. Diese Summe wird nun bekanntlich auch erhalten, wenn
man die Elemente irgend einer Horizontalzeile der ersten Hilfte des Schemas mit den
in irgend einer Horizontalzeile der zweiten Hiilfte enthaltenen gleichnamigen Elementen
multipliziert, die Produkte addiert und aus allen solchen Produktsummen die Deter-
minante bildet. In der zweiten Horizontalzeile dieser Determinante steht (4 @) als erstes
Element; da es mit dem Operationszeichen D in der gleichen Vertikalzeile liegt, so
konnen auf dasselbe nur die tibrigen mit d', d”, . .. bezeichneten Operationen ausgeiibt
werden. Nun ist Ae—4-up--- =0, also

0=d'(Aa) =d'(Re)+d'(La), oder d'(Aa) = — Fadl;

aber d'A = %’ +-; also d'(le) = — ﬂ’j——%ﬁi——— =0, ebenso d”'(Aa) = 0, u. s. f.
Man kann also in der letzten mit U &quivalenten Determinante das Element (1) ge-
radezu durch O ersetzen. Da man ferner die n(n — 3) freien Grossen a, b, ¢, ... immer

so wihlen kann, dass in der betrachteten Determinante (n — 1)-ter Ordnung jedes in
den n— 3 letzten Horizontalzeilen vorkommende Element einen willkiirlich gegebenen
Wert erhdlt, dass z. B. alle in irgend zweien Vertikalzeilen vorkommenden Elemente
gleich Null werden, so folgt aus U = 0, dass alle im Schema

D. @ . @ .d" ... ... ... .6
llo.(a'a).(a“a) .(a"'a).....“

enthaltenen Determinanten zweiter Ordnung einzeln verschwinden; und umgekehrt, aus
(6) folgt (5) oder die Integrabilitit der Differentialgleichung adz+pfdy—---.=0.
Wir bekommen also n— 2 Gleichungen

oDa—+pDp—+--=0, «"Datp'Dp+--=0, etc. . . . (7)
und —;— (n —2) (n— 3) Gleichungen
'detp'dp+ - =dd'a4pdp+---,etec. . . . . . (8

In der Absicht, diesen Gleichungen eine Form zu geben, worin die dritten Diffe-
rentialkoeffizienten der Funktion f sichtbar hervortreten, fiihren wir zuvor einige Ab-
kiirzungen ein. Wenn z. B. die Polynome e z+ 8y—+yz—+--- und Az+py—+vz-4---
mit einander multipliziert und im entwickelten Produkt Glieder wie 2, x y resp. durch
0* 0? . .
bat" Bz Oy ersetzt werden, so soll die entsprechende zusammengesetzte Operation durch
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(d . D) oder (D . d) bezeichnet werden; die Elemente der operativen Polynome D, d
werden dann wie Konstanten behandelt, und bei ihrer Multiplikation wird den Opera-
tionen selbst kein gegenseitiger Einfluss verstattet. Bezieht sich hingegen z. B. die
Operation D nur auf die Elemente des operativen Polynoms d, so soll die daraus her-
vorgehende neue Operation durch Dd bezeichnet sein. Es wire demnach, wenn ¢
irgend eine Funktion der Variabeln z,y, ... bezeichnet,

Ddo = %D“+%Dﬁ+"" aberﬁq>=g—:dl+g—;dy+---

(=]

Dieses vorausgesetzt, ist z. B.

D@dg)=(D.d)9+Ddv,
D(@d.d)g)=(D.d.d)p+(d. Dd)gp+(d.Dd) o,

u. s. f. Die zusammengesetztern Anwendungen dieser Bezeichnungsart werden sich nun
leicht von selbst verstehen.

Mit Riicksicht auf

0\ (91\? ar _ or _ —
r=(30)'+ (55)—}—--»,%_121, oL = Ruy..cdatpfte--=0, ot

erhialt man leicht

Df=R, df=0, d'f=0, d'f=0, etc.

Wenn nun ¢ irgend ein lineares operatives Polynom bedeutet, so ist

Qs

f=28T81=RE184=0 wegen 24 p*--- =1,

|

if=2Ysa=RE10a=—RIadh

S

Man hat daher, weil 6 (Df)=(D.d)f+ dDf,u.s. £,
(D.O)f=6R,. . . . (9 (@.8)f=RZadi ete.. . (10)

, ete., so er-

Setzt man in der zweiten Formel d = d' und erinnert sich, dass dA= %

hilt man

@.dVf=0. . . « . o oL
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@.68)f=38d.a 3 =200 . QdR+RdN)=aR.F10d+ 2 Yudd,
oder, da (d’' .0)f=RXa'0A=—RZXAde, auch
@. dd)f—-—~—(d a)f——za'aa
Wendet man aber die Operation J auf die Gleichung (11) an, so bekommt man

@.d.0)f+@.6d)f+ (d.6d)f=0.
Daher ist

(d.d'.é)f—- 2. d)f+ Ea. d)f—i—R(~——,)2a’5a. .. (12)

Setzt man hier zuerst d = D, dann & =d"”, und beriicksichtigt die Gleichungen (9) und
(11), so erhilt man

@.a.a) =28 L p(L ) saDa,. .. (1)

(d.d'.d")f———R(?—?)Zad R ¢ V)

Da in (14) links die Symbole d, d', ¢ permutiert werden diirfen, so ergeben sich rechts
sechs verschiedene Ausdriicke; unter anderm hat man

(%——%)Ea’d"a:(%-——:,—,)Z'a"d'a. N ¢ 1))

Die Formel (13) kann auf folgende Weise vereinfacht werden. Es ist

@. d)R @.d)Y(Df) = z(d.d')(x‘—’—f)
—r@.a)a. Y rar ¥ rarallzaa.ays
—REL@.d)A4ZdA. AdR+RAD +3d4.RdR+ RN+ (D.4d.4)f
Da nun iiberhaupt 404 = 0 und daher SA(0.6")A+204.0'A=0, so ist

Ji@.d)YA=—3dr.d'd=—(Zad):0¢=0;
folglich

@d.dYR=(D.d.d)f
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Nun ist ferner (d.d") % 4. d ) R + 2 dR @ R. Wenn man also die Gleichung (13)
durch R? dividiert, so ergiebt s1ch
o1 1 /1 1 ,
@) g=3(; —5)EdDa . . . . . . . (16)

Wenden wir jetzt diese allgemeinen Formeln auf die transformierten Integrabilitiits-
bedingungen (7) und (8) an, so ergiebt sich namentlich aus der Vergleichung von (8)
mit (15), da im allgemeinen ¢’ und ¢ verschieden sein werden, offenbar La'd”’a = 0.
Daher haben wir jetzt

@.4) =0 @.d") F=0,etc. . . . (I7) (n — 2 Gleichungen)
@.d.d")f=0, @.4".d")f=0, ete, (d.d".d") f=0, ete. (18) ((**) Gleichungen)
als Bedingungen der Integrabilitit der Gleichung edx+ fdy +---=0. Da z. B.

@40 f = add TEt (@ d'B+a e’ B +adB”) ghf + ete
ist, so sind die Gleichungen (18) in Beziehung auf die dritten Differentialkoeffizienten
von f linear und homogen, aber in Beziehung auf die ersten und zweiten irrational.

Will man auch in den Gleichungen (17) die dritten Differentialkoeffizienten sichtbar
machen, so bringe man sie unter die Form

dR. dR

(D.d.d)f=2

Da auch die iibrigen Differentialgleichungen ¢'dx 4 p'dy—+--- =0, ete. inte-
grabel sein miissen, so bekommen wir im ganzen so viele Bedingungsgleichungen von

der Form (d.d") % = 0, als die n — 1 Symbole d,d’,d"",d"”,... zu zweien, und so viele
von der Form (d.d'.d")f =0, als dieselben Symbole zn dreien kombiniert werden

konnen, im ganzen also (" 9 1) —+ (";1) = (g) Bedingungen. Es liegt also die schwierige
Aufgabe vor, nachzuweisen, dass alle diese (g) Bedingungen schon in den (n;—l) Glei-

chungen (17) und (18) enthalten seien, eine Aufgabe, fiir deren Losung ich durchaus
keinen Rat weiss.

Wir wollen nun annehmen, die Form der Funktion f, welche der Aufgabe voll-
kommen geniigt, sei verloren gegangen; aber aus der ganzen Schar der durch f= const.
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dargestellten Kontinua sei ein einziges fiir unsre Anschauung zuriickgeblieben und durch
die Gleichung V = 0 dargestellt, welche explicite nur die n Variabeln z, y, 2, . . . ent-
hilt. Wir miissen uns dann V auch implicite als Funktion von f denken, in der aber
durch die Annahme eines konstanten Werts fiir / und Verschmelzung desselben mit
allen andern Konstanten jede Spur der Funktionsweise in Beziehung auf f ausgeldscht
ist. 'Welchen Bedingungen wird die Funktion V geniigen miissen, damit das ent-
sprechende einzelne Kontinuum einer Schar angehoren konne, welche fahig ist, einem
orthogonalen Systeme sich einzureihen?

Wird V nicht nur explicite, sondern auch implicite vermittelst f als Funktion von
x,y,... aufgefasst, so ist V mit Null identisch; daher wird auch jede ableitende Operation
ein mit Null identisches Resultat liefern. Wird V so aufgefasst, so soll es durch V be-
zeichnet werden; sonst aber mdgen alle ableitenden Operationen nur explicite verstanden
werden und unter sich unabhiingig sein. Werden sie mit J, ¢, 6" bezeichnet, so ist

5V — (a+af.§7) v—o,

08V=(s+0f 5) (940 8f) V+aaf-%l,’,=o,
000V =(s-07- z3) (507 ) (5"+ 07 5) ¥

o8 (6+as- af)8f+66”f (¢4 o7 8f) af—i—ddf (64 0% 8f) AR %‘;—

Setzt man in der ersten Gleichung d = D, so erhilt man

DV+R8f 0. . . . v ... 9)

Werden in der dritten Gleichung o, &', 8" durch d, d’, d'' ersetzt, so ergiebt sich ver-
moge der von speziellen Voraussetzungen unabhiingigen (leichung (11)

@.d.d" V—}—(d.d'.d”)f-%zf.—_o.. R 1)

Daa—f unbekannt ist, so reicht die Gleichung (19) zur Bestimmung der Funktion R

nicht hin; die Gleichung (20) hingegen verglichen mit (18) giebt (d.d'.d") V=10
Wenn also das einzelne Kontinuum V=0 einem orthogonalen System
nm—1)(n—2) (n—3)
i . 2 . 3
(d.d'.d")V=0 begriffenen Bedingungen erfiillt sein, und zweitens diirfen

soll angehdren konnen, so miissen erstens alle in der Form
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die % (r —1) (n — 2) partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung von

der Form (d.4d") % = 0, durch welche die unbekannte Funktion R der n Va-

riabeln z,y, ... bestimmt wird, einander nicht widersprechen.

Obgleich nach § 42 die Elemente 4, 4,... a,8,..., @, 8',... der operativen
Polynome D, d, d’, ... als Richtungskosinus der Normale und der Hauptkriimmungen
des Kontinuums V= 0 ihren Werten nach bekannt sind, so sind uns doch ihre Funktions-
weisen wegen des Verlusts der Funktion f giinzlich unbekannt; und wenn wir auch
die genannten Elemente durch Funktionen aller n Variabeln z, y, . . . ausdriicken, ohne
irgend eine Substitution oder Elimination mittelst der Gleichung V= 0 anzuwenden,
so haben wir doch lauter unechte Funktionsweisen, welche sich #ndern, so oft wir
dasselbe Kontinuum durch eine von ¢ (V) = ¢ (0) verschiedene Gleichungsform dar-
stellen, wie z. B. £ — ¥ (y, 2,...) = 0. Dabher sind alle Variationen willkiirlich, welche
Richtungen entsprechen, die vom gegebenen Kontinuum V= 0 sich entfernen; und
ihren Werten nach bestimmt sind nur diejenigen Variationen, welche tangierenden
Richtungen entsprechen; zu diesen gehdren nun allerdings die mit d, d, . . . bezeichneten
Variationen, zu jenen unbestimmten hingegen die Variation D. Diese Betrachtungen
mogen anschaulich zeigen, dass man allerdings, wenn die Werte einer Funktion iR =W

nur fiir jede dem Kontinuum V= 0 angehérende Losung bekannt sind, die Differential-
gleichung (d . d') W= 0 in der ganzen Ausdehnung dieses Kontinuums verifizieren kann,
wenn anders W derselben geniigt. Denn da d’ einer tangierenden Richtung entspricht,
so ist d' W iiberall auf dem Kontinuum bekannt, daher auch d (@' W). Da ferner o', 8, ...

iiberall auf dem Kontinuum bekannt sind, so sind es auch do',dg’,.... Die diesen

Elementen entsprechende Richtung tangiert aber, weil FAda'= — So'd A = — —:—.’J o =0,

Daher ist auch dd’ W iibfer_all auf dem Kontinuum bekannt; also ist es endlich auch
d.dYW=4d (@ W) — dd W. Da ferner leicht gezeigt werden kann, dass iiberhaupt

@.d'd")V= DV- (oi — ei) rd'dd,

so sieht man sogleich ein, dass auch die Gleichung (d.d'.d")V= 0 auf dem ganzen
gegebenen Kontinuum verifiziert werden kann, indem man sie durch X'« 'd o’ = 0 ersetzt.

Die partielle Differentialgleichung (d . d") W= 0 z. B. enthilt eigentlich eine un-
abhiingige Variable zu viel. Will man dieselbe nicht bloss gleichsam graphisch
verifizieren, sondern sie auf eine echte analytische Form bringen, so kann man, um még-
lichst allgemein zu verfahren, jede der n Variabeln z, y, ... so in Funktion von n neuen
Variabeln i, t,, . . . t, ausdriicken, dass i, = const. dasselbe Kontinuum, wie V= 0, dar-~
stellt. Es ist dann moglich, alle nach z, y, ... genommenen partiellen Differential-
koeffizienten durch solche, die nach ¢, %, ...t genommen sind, auszudriicken; und
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zuletzt wird man anstatt (d . d)W==0 eine Gleichung erhalten, worin nur die nach
den n — 1 Variabeln ¢, #,, . . . {,_, genommenen partiellen Differentialkoeffizienten erster
und zweiter Ordnung von z, ¥, - . ., W vorkommen.

Um dieses Verfahren durch ein leichtes Beispiel zu erldutern, legen wir den
Raum mit den drei orthogonalen Koordinaten z, y, z zu Grunde, und denken uns diese
als solche Funktionen der drei neuen Variabeln f, u, v, dass v = const. eine krumme
Fliche, und iiberdies, was angeht und zur Vereinfachung beitriigt, « = const. die der
Richtung (e, 8, y) entsprechende, ¢ = const. die andere Kriimmungslinie darstellt. Es

. 0 0 0 0 . 0 ;8 / .
sei dann ﬁ=pa, ;’%spﬂ,g—j=p7;ﬁ=qa, g—z-= qﬂ,s—z =q9; (4 g, v) die
Richtung der Normale. Da nun %—; = —:~, ) g—;' = %, - -+ 50 ist leicht nachzuweisen,
dass

0%z Ny 0%z
* 56w + ¥ 5iou + ¥ 570 — °
ist, d. h., dass die den Elementen %% s - - - entsprechende Richtung die Fliche tangiert.

Man darf daher setzen

O _ 0z 0z Oy _ 0y 0y 82 _ 0z 0z
or0u = LoitUsu 0a = Lot T Ubuw vi0u=TLo: T Ubgy’

indem von diesen drei Gleichungen immer eine die notwendige Folge der zwei iibrigen
ist; und T, U sind als bekannte Funktionen von ¢, ¥ anzusehen. Nun ist

aw=2Y a@wm =13 (-5

8t \q 9u)’

T3 1 0 W 1
da' W= X575 = 5 %o
8

_ 12w 1 pow pow
= 5 Ot u+_pq(T 57+ Ugu)i
man erhilt also zuletzt
, oW oW oW
pe@- YW=, — T¢ = Ugu =0

eine partielle Differentialgleichung mit bloss 2 unabhiingigen Variabeln.

Um den Gang der folgenden auf den Raum beziiglichen speziellen Erérterung
nicht zu unterbrechen, wollen wir hier noch eine allgemeine Relation voranschicken.
Setzt man in (10) § = d, so ergiebt sich

24
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R
d.d)f= R).','adl:?;
thut man das Gleiche in (12), so bekommt man mit Riicksicht auf (11)

N @B p(L_ 1) gy

@.d.d)f=15 +R(9 9,)2ada.

Wendet man aber die Operation d' auf die vorletzte Gleichung an, so hat man

d'—?: @.d.d)f+2d.dd)f.

Hier ist
@.Td)f=2da.dd —Fda(bdR+Ril)=—dR. Fadd+ 2 Fad'a—0;
also @.a.a)f=% — Zde.

Durch Vergleichung der zwei Ausdriicke fiir (d.d . d") f ergiebt sich demnach

Sodao = 24lse

—e
folglich auch
z'a'd'a=—"—éd—i°—i,i', T 1))

ein Ausdruck, den man als Wert einer Hauptkriimmung des Kontinuums mit der Normale
(@, B, . . .), und zwar nach der Richtung (¢, 8',...) hin, auffassen kann.

II. Anwendung auf den Raum. Fiir n =3 giebt es nur die einzige Bedingung
d.da") iR = 0. Da nun iiberhaupt
1 —_— 2 1 8, 2 ’ I 82
(@.d)=2ad g5+ (aﬁ—lﬂxﬁ)m

ist, so muss fir n =3 die Irrationalitit wegfallen. Es sei ae'=4, §f'=B, y¥=C,
By +By=D, yd+ya=E, ap+op=F, so gelten die Gleichungen

2444+ wpF+ vE=0,
AF 4 2uB + vD =0,
AE+4+ uD-+ 29C =0,
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aus denen sich leicht

vAE = — 1A+ u*B —»vC,
ApuF =—NFVA —p'B++C

prD = VA —p'B—»C,
} . @)

ergiebt. Wenn man ferner die zwei Gleichungen

iy 'y ey !
2 o g +8 @*F?g‘z:i:

o1 a1 o
LF Fiaall ik & Flales

resp. mit ¢, « multipliziert und addiert, so erhilt man

o1 a4 81__ 1 1 1 1_@1 8_‘1{ QZ
2A8—x+F%+E8—Z-—-A("E+?), oder, da ?+?—8x+8y+8218t’

Multipliziert man diese Gleichung mit A p», eliminiert £ und F mittelst (22), setzt

gl Ou _ 0 Ou 04 O by _ __ 0% b
Ox oz oz’ “By_ 0 dy’ Yo~ 8: "oz
und fiihrt die abkiirzenden Bezeichnungen

TSN VSR YRR VRN PR T

lmp'ﬁz Yoy ™ T Vos dz' n_lt‘)y—yﬂx
ein, wo dann !+ m -+ n =0 als Bedingung fiir die Integrabilitit der Gleichung
Adx + pdy + vdz= 0 schon erfiillt ist, so erhilt man (— p’m-+»'n) A+p’l B—»*1C=0,
und wenn man A mittelst der Gleichung A-+ B+ C=0 eliminiert, (u'++*) (n C—n B)=0.
Alsoist A: B:C =1:m:n. Setzt man deshalb

A=ty =ty o=tern, L L L (@)
so folgt

D= 4 (Bl—gm— '), E="4 (— ¥l+pm—v'n), F=7(—Pl—g'm—+vn). (24)

Da ferner =8y —p'y, A=ac', D =89 — f'yist, so hat man A 4 D= ad' (B’y*—f'%"), etc.,

AAD+puBE-+vCF=|ad . Bf . yy |=|ad + B4+ vy .88 .v9|=|0.88 .77
a? . ﬂ? . ?2 a2 +ﬁ% "|“?’2 . ﬁ! . 72 1 . ﬁ? . y2
o't . ﬁ'z . 712 o2 +ﬂl2+7'2 . ﬁ'2 . 7'2 1. ﬂ'2 . }"2

=—@y+8'7)BY—E7y) =duv,



— 188 —

und, wenn man in dieser letzten (leichung die vorigen Ausdriicke fiir 4, B, ... sub-

stituiert,
T'= M+ pm+ v — 2 u'm v'n — 2V a Al — 2 M1 ¢*m.. . . (25)

Durch die Gleichungen (23), (24) und (25) sind uns die Elemente des quadratischen
operativen Polynoms (d . d') vollstindig bekannt, und die einzige Bedingung, von der

oben die Rede war, ist nun, wenn 7= W gesetzt wird,

' W
T.(d.d)W:lyv( ax,,+ 6 LA )

2 "W 2 2,y PW 2 "W
+ ANl — pPm —v*n)w—{—y(—l”l—i—y m—v n)azaz—}—v(wl I—u'm—+vn) 5o = (26)

Setzt man endlich hier W = «gz ) -+ (g; ) - (5—92)' F = }R , A= 11,{ gf , ete. und mul-

tipliziert mit B, so wird die Gleichung in Beziehung auf alle partiellen Differential-
koeffizienten der gesuchten Funktion f ganz und rational.

Ich fiihre bloss noch an, dass die partielle Differentialgleichung dritter Ordnung
fir eine Funktion f, welche eine zu einem orthogonalen Systeme gehorende Flichen-
schar darstellt, auch unter folgende Form gebracht werden kann:

(il — g%)=ﬁ,yv22.(m————na Bo) A EAL W — ptm —vn) (a—J“g—’;) 0.

Tragt man auf jeder Normale des Kontinuums f = const. ein unendlich kleines
Stiick f auf, so liegen die Endpunkte aller dieser Stiicke in dem successiven Kontinuum
derselben Schar, fir welches f(z,y,...) = const. + df ist. Wenn man also eine
Funktion W kennt, welche der Bedingung (4 .d") W = 0 geniigt, und trigt dann auf
jeder Normale der Fliche V= 0 ein Stick We auf, wo o einen sehr kleinen kon-
stanten Faktor bedeutet, so liegen die Endpunkte in einer neuen Fliche, welche fihig
ist, zugleich mit der vorigen einem orthogonalen System anzugehtren. Diese Bemerkung
fiihrt uns zu einer graphischen Konstruktion eines beliebigen orthogonalen Flichen-
systems.

Da ZAd'ea=0, Jada=10 ist, so folgt d'«:d'B:dy =ca':8:y und hieraus
d'a = o. 3o d' a, etc. Daher ist das operative Polynom d’'d = Zd’ vzi Ydd a><d,
und es wird dadurch (d.d)YW=d'(dW) — Ta'd'a><d'W. Wemn also die Funktion
W der Bedingung (d .d )W =0 gentigt, so ist mit Riicksicht auf die Formel (21)
iiberall auf der Fliche

d'@w) = -"—dﬁi‘idW e e .. @D
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Man wihle nun eine ganz beliebige Fliche, ziehe alle ihre Kriimmungslinien, nehme von
diesen zwei sich im Punkt A kreuzende I, I’ heraus und verfiige nach Belieben iiber
die Werte der Funktion W, welche diesen Kriimmungslinien entlang stattfinden sollen.
Entspricht die Kriimmungslinie ! der Richtung (e, 8, ), so kennen wir derselben entlang
die Werte von dW. Auf der andern I’ ege 4, unendlich nahe bei 4, und es gehe
durch 4, die auf ! folgende Kriimmungslinie . Da W lings 1’ bekannt ist, so ist auch

d' W in A bekannt; der Faktor o_:%g' ist auf der ganzen Fliche bekannt; folglich ist

d'(dW) in A bekannt. Aber dW in A, ist gleich d W in A4 plus 4 4,><d'(dW) in 4;
also ist dW in A, bekannt; und da W in 4, bekannt ist, so kennen wir, wenn 4, B, ein
Element der Kriimmungslinie [, ist, auch Win B, (=W in 4,+ 4,B,>< dWin A4,).
Die zwei successiven Kriimmungslinien [, I, mogen von den aufeinander folgenden
Kriimmungslinien I', m’, ', . . . in die entsprechenden Elemente 4 B, 4, B,; BC, B,C;;
CD,C,D,;... geteilt werden. Da W in B und in B, bekannt ist, so kennt man d' W
in B, also vermoge jener Relation (27) auch d'(d W) in B. Aber dW in B ist bekannt;
man kennt also auch d W in B,, und, da W in B, bekannt ist, auch W in C,. Folglich
kennt man d Win C, u.s. f Man lernt so W lings der ganzen Kriimmungslinie [,
kennen. Ist I, eine unmittelbar folgende Kriimmungslinie, welche " in 4, schneidet, so
wird man ebenso, vom Werte der W in 4, willkiirlich beigelegt ward ausgehend, die
Werte der Funktion W lings der ganzen Kriimmungslinie I, bestimmen konnen. Wird
dieses Verfahren fortgesetzt, so ist klar, dass die Werte der Funktion W fiir alle
Punkte der Fliche durch die, welche wir lings der Kriimmungslinien ! und !' will-
kiihrlich angenommen haben, bestimmt sind.

Ist jetzt w eine unendlich kleine Grosse, und wird W in jedem Punkte der
Fliche auf die Normale aufgetragen, so bilden die Endpunkte eine neue Fliche. Da
die Bedingung (d .d")W = 0 erfiillt ist, so werden die Endpunkte der auf den Normalen
der ersten Fliche aufgetragenen Stiicke, lings einer Kriimmungslinie derselben verfolgt,
immer eine Kriimmungslinie der zweiten Fliche bilden.

Die zweite Fliche kann man wieder wie die erste behandeln und unter anderm
die beiden Kriimmungslinien, lings denen iiber die Funktion W von neuem frei verfiigt
wird, den mit ! und I’ bezeichneten der ersten Fliche entsprechen lassen. Nun ist

OR 0 0 0198 0
88 _ 2 wn=pY 438 D) —rDr+iDE
und zugleich
OR ' gr
m:lDR—{—adR—’r'adR;

folglich
DA =adlog R+ odd'logR,ete. . . . . . . . (28)
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Man kennt also DA, Dy, D fir jeden Punkt der ersten Fliche (indem W= %), also

auch A, u, » fiir jeden Punkt der zweiten. Wir sehen so durch die Bedingungen (28)
die entsprechenden Kriimmungslinien der ersten, zweiten, dritten, etc. Fliche sich an
einander reihen, und dadurch die zwei andern Flichenscharen entstehen, welche mit
jener ersten Schar ein orthogonales System bilden.

Ich behaupte nun, dass, wenn drei im iibrigen beliebige Fliachen gegeben sind,
welche sich in drei je zweien gemeinschaftliche Kriimmungslinien orthogonal schneiden,
diese Flichen, ohne einer ferneren Bedingung zu geniigen, immer einem orthogonalen
System angehoren und dasselbe vollstindig bestimmen.

Vom Punkte 4 aus, in welchem die drei gegebenen Flichen sich schneiden,
gehen auf der ersten die Kriimmungslinien [, I und die der zweiten und dritten Fliche
gemeinschaftliche Kriimmungslinie. Auf dieser schneide man von 4 an ein unendlich
kleines Stiick s ab und ziehe durch dessen Endpunkt die zu [, I’ successiven Krtimmungs-
linien der zwei letzten Flichen; man kennt dann beiden ! und !’ entlang die Abstiinde

s= 5 der genannten successiven Kriimmungslinien, wobei der Wert von )7 =Win 4

beliebig angenommen und so die unendlich kleine Konstante w bestimmt werden kann.
Da somit die Funktion W lings zweien sich kreuzenden Kriimmungslinien der ersten
Fliche bekannt ist, so ist sie auch nach dem, was wir vorhin gesehen haben, auf der
ganzen ersten Fliche bekannt. Man kennt daher auch die unmittelbar auf diese folgende
Fliche der ersten Schar. Fiir das Gelingen der Fortsetzung dieser Konstruktion braucht
bloss noch nachgewiesen zu werden, dass die Bedingungen (28) durch die zweite und
dritte der urspriinglichen Flachen schon erfiillt ist.

Fiihrt man statt des dortigen R das unendlich kleine normale Element s = %

ein, so werden jene Bedingungen:

Di= —adlogs— oadlogs, etc.; also — dlogs=a DA+ Du~+y Dy,

oder
dlogs=ADa+uDp—+vDy. . . . . . . (28bhis)

Es handelt sich also darum, die Variation des unendlich kleinen Abstandes zweier
successiver Kriimmungslinien [, I, einer Fliche auszudriicken, welche lings [ stattfindet.
Dieser Abstand, als Element der kreuzenden Kriimmungslinie 1 sei 6¢', das Element von
! hingegen sei 6. Vom Durchschnittspunkt A der Linien [, !’ aus schneide man auf
diesen die unendlich kleinen Stiicke 6 == 4 B, ¢ = 4 A, ab; die durch 4, und B gehenden
Kriitmmungslinien I, und m’ bilden dann mit I, I' das Viereck 4 B B, A,, und es ist
BB, —AA=AB.dd=06dd. Von der Variation der Richtung von B B, im Ver-
gleich mit A4 A, darf man absehen, weil sie wegen der orthogonalen Stellung dieser



— 191 —

Viereckseiten zu der Basis A B in der Liinge dieser Linienelemente nur eine Variation
zweiter Ordnung hervorbringt; deshalb darf man in obiger Differenz das Element B B,
durch seine Projektion auf A A, oder auf die Richtung («', 8', ') ersetzen. Man kann
also auch die Differenzen der Projektionen von B B, und 4 A4, auf die Axen der z, y, 2,
oder die ihnen resp. gleichen Differenzen der Projektionen von 4, B, und 4 B mit o', f, %'
multiplizieren und addieren; die Summe wird 6 d ¢’ sein. Da man aber nach der vorigen
Bemerkung von der Richtungsverinderung von B B, absehen darf, so braucht man bei
A, B, nur die Richtungsverinderung (weil bewirkt durch eine Lingenvariation von B B,)
zu beriicksichtigen und kann hingegen die Lingenvariation (weil sie keine solche fiir
B B, bedingt) vernachliissigen. Die Variationen der Richtungskosinus von 4 B sind
6d'e, o'd'B, 6'd'y; als Liinge kann man diejenige von A B oder ¢ behalten. Demnach
diirfen statt der Differenzen der Projektionen von A4, B, und A B auf die Koordinaten-
axen die Grossen 6 6'd'e, 66'd'R, 0 0'd'y gesetzt werden. Multipliziertt man nun mit
o, B, 7, addiert und lisst den Faktor ¢ weg, so erhidlt man

d6 =6 (dd'a—+pds—+ydy).

Vertauscht man hier ¢, 8, ¥/, ¢, d' mit 4, g, v, s, D, so erhidlt man gerade die zu be-
weisende Gleichung (28 bis).

Da die partielle Differentialgleichung (26) in Beziehung auf die Funktion f von
der dritten Ordnung ist, so muss ihre vollstindige Losung drei arbitrire Funktionen
enthalten. Diese Forderung ist durch die vorige graphische Konstruktion insofern er-
fiillt, als die drei urspriinglichen Flichen mit Ausnahme der Bedingung, sich in Kriim-
mungslinien und orthogonal zu schneiden, ganz willkithrlich sind.

§ 45. Anwendung der konfokalen Kontinua auf die Bestimmung des Masses
der durch ein Kontinuwmm zweiten Grades (mit lauter reellen Axen) begrenzten
Totalitéit und des begrenzenden Kontinuums selbst.  Relationen zwischen wvoll-

stéindigen Abelschen Integralen.

Wir wollen das Element der n-fachen Totalitit mittelst der Variationen der
Axenquadrate eines Systems konfokaler Kontinua zu bestimmen suchen. Es seien
A4,B,C,...J die n Axenquadrate irgend eines Kontinuums des Systems, und wenn
n Kontinua die Losung (, y,...) gemein haben, so mogen die Axenquadrate eines
jeden mit demselben untern Zeiger versehen werden, sodass die Zeiger 1, 2,...n der
Reihe nach allen durchgehenden Kontinuen entsprechen. Ist jetzt ds, das lineare Element,
welches der Variation d A4, entspricht, wihrend A4,, 4,, ... 4, sich nicht #ndern, sind



— 192 —

ferner ul=%’f y f= %i/1 - - - die Richtungskosinus der Normale des Kontinuums 4,
1 1

so hat man dx = e ds,, dy = f,ds,, ..., und durch Differentiation der Gleichung
L
4T BT !
ergiebt sich
ze yh z —
2 (f+ﬁn—+ < ')dsl——(z‘fﬁl‘ﬁ‘?‘f' o ')dAl— 0,

woraus
ds,= g;il’
folgt, wobei man sich an den Ausdruck
2 A,BC,...J,

= A A (A — 4y - - - (di—4n)

zu erinnern hat. Bedeutet nun dV das Element der Totalitit, so kann man dieses als
orthogonales Paralleloschem auffassen, dessen Seiten d s, ds,...ds, sind. Es ist also

1 dAddy.. A4y

dV=
n DiPy e Pn

Die Integration dieser Formel kann auf unter sich unabhiingige Quadraturen zuriick-
gefiihrt werden, da die Variabeln A4, 4,, ... 4, sich trennen lassen. Wir miissen aber
vorher einige Abkiirzungen einfiihren.

Wenn A>B>(C>..->H>J angenommen wird, so sei auch 4,>4,>--->4,.
Dann ist J, >0, H;>0 > J,, G,> 0> H,, u.s.f. Die Quadratwurzeln R, = VY4,B,C,...J;,
R,—V—4,B,... J,,..., R=Y(=1"""4.B,...J,..., Re=Y(—1)""'4,B,...J,
sind also alle reell, und wir wollen sie iiberdies noch als positiv annehmen; jede der-
selben enthiilt nur eine Variable. Wenn wir ferner die alternierende ¥unktion

(Ax—‘ Az) (Al‘_‘ As) (Al* A&) et (Al - An—l) (A1 - A,,)
> (Ad,— 4g) (Ay— 4) .. .. (A — 4u_y) (4 — 4.)
> (Ag— 4y) ... (ds — 4u_y) (4o — 4J)
> ete.
X (Aus— A1) (Aua—A)
> (Auor—A,)

mit £ bezeichnen, so ist
g &2 En

Q=X+ 44" . . A

n
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WO &, &, ...¢&, irgend eine Permutation der Exponenten » —~ 1, n — 2, n—3,...2,1,0
sein, und das obere oder untere Vorzeichen des Produkts gelten soll, je nachdem die
Permutation eine positive oder negative ist. (Der Beweis steht in Jacobis Abhandlung
De functionibus alternantibus im Crelleschen Journal.)) Wird £ durch

(A,— A;) (Ag'_ A.) « e (A.-_l— A.) (A,’“" A.’+1) LRI (A._ An)

dividiert, so soll ®;der Quotient sein; man kaun also auch sagen, (— 1)~ ' @, sei das
Aggregat aller in der Entwicklung von 2 vorkommenden und durch 47?-! teilbaren
Glieder, wenn sie von diesem Faktor befreit sind. Hs ist klar, dass ®; wiederum eine
alternierende Funktion ist. Es versteht sich iibrigens, dass die Ausdriicke fiir 2 und &,
sich nicht #ndern, wenn auch simtliche Axenquadrate 4 um eine und dieselbe Konstante
vermindert werden. Wir erhalten nun zuniichst

IV ,dA, dA d An
aw=(gf @5 E R
also fiir das Mass einer von n Paaren zu derselben Gattung gehorender konfokaler
Kontinua begrenzten Totalitat den Ausdruck

51 [F] En
1y A,dA,_fAszg_”fA,dAl.
V= (2) )‘if R, R, R,

Wird das erste Integral zwischen den Grenzen J,= 0 und J,= J, das zweite zwischen
H,= 0 und J,= 0, etc., das letzte zwischen 4,= 0 und B,= 0 genommen, so erhilt
man das Mass V der von einem Kontinuum (A4) erster Gattung begrenzten Totalitit,
dividiert durch 2. Das ganze Mass ist aber offenbar R mal so gross als dasjenige
einer Polysphéire vom Radius 1; folglich ist in diesem speziellen Fall

ol ¥

V= (g z

—— 2 R
Q) n
r(s-+1)
der finite Wert eines Aggregats von Produkten von je n Abelschen Integralen, welche
immer alle bis auf eines vollstindig sind. Man kann aber iiberhaupt die Zahl der
Faktoren solcher Produkte um 1 vermindern, wie wir jetzt zeigen wollen.

fi=n

Da X2 A7 (— 1)~' &, =0 oder = 2 ist, je nachdem 0 <m <n—1 oder m=n—1
i=1
ist, so ist iiberhaupt
T A (=1 o= o,
t=1

25
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wenn f eine ganze Funktion (n — 1)-ten Grades bezeichnet, wo 1 der Koeffizient der
hiochsten Potenz ist. Nun ist

0 B; 1 i1
Rigg=g(~0"{BC. ..o+ AC.. Ji+- -+ ABC... H)

eine ganze Funktion (n — 1)-ten Grades von 4;, worin die hichste Potenz den Koeffizienten
Gl A 2 hat; folglich ist

o R;
SR, B 4; D, — 7.(2.
Man erhilt demnach
4 n A dA dAn 4, n—
=it 0 G G a0, G e g, 0,8 0. e
wo Z. B —— dA durch d R, ersetzt ward, weil R, nur die Variable 4, und @, diese

nicht enthalt. Integriert man, so ist

dA,dA dAn
V= 7. 9,. 11(R)f R, R:" —~+etc}

wo die Klammern, in die man z. B. R, gesetzt hat, bedeuten, dass diese Funktion
zwischen den auf A, beziiglichen Integrationsgrenzen zu nehmen sei. Da @, eine alter-
nierende Funktion ist, so zerfillt das (n — 1)-fache Integral in ein Aggregat von Pro-
dukten von je » — 1 Abelschen Integralen.

Nimmt man die auf 4, 4, ... A, beziiglichen Integrationsgrenzen und die untere
fiir A, so weit, als es die Bedingung der Realitit der Funktionen R, R, ... R, nur
erlaubt, so wird

B)y=(R)=---=(R)=0, (B)=R
und man erhiilt
net o dd, dAy  dd, _ )
f ! Rﬁ Ra R, r n ! ot
()

eine Relation zwischen (n -~ 1)® vollstindigen Abelschen Integralen, deren jedes in der
Formelf (A—k" d—Ré, [m=0,1,2,...n — 2] enthalten ist.

Indem wir uns das Kontinuum erster Gattung als fest denken, lassen wir in den
Zeichen seiner Axenquadrate den Zeiger 1 weg und setzen uns vor, das Mass S eines
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von n — 1 Paaren konfokaler Kontinua begrenzten Stiicks des Kontinuums A erster
Gattung zu bestimmen. Man hat

Ay ddy | ddn _ g Y (A s dds it
d8= (2) et L — 0 V@)@ @D B @

Setzt man 4,— k= K,, A,—k = K,,... wok eine beliehige Konstante bedeutet,
so ist

= (K.—K;) (K.—K)) ... (K—K,) < (K:—K,)...(K.—K,) > <X (K,_,—K,)

= - Kyt KetrL ... Kt &2 o8 &n
i s N " =2iK2 K, ...K ,
ORI CELI RN b
22K:f .......... K2
K, . K, . K, ... K,
1 .1 1 ... 1
wo (&, &, . . . &,) eine Permutation der Exponenten n — 2, n — 1, ... 2, 1, 0 bezeichnet.

Man hat also
Sz(%)' X—I—fKZ?VA A’dAXfK:WA A“dAX Xf‘l-{"!—lil—i‘dA,.,

ein Aggregat von Produkten von je % —1 Abelschen Integralen. Nimmt man jedes
Integral vollstindig und multipliziert die rechte Seite mit 27, so erhidlt man das Mass
des ganzen Kontinuums (4).

B

B—C_ p24=B_ 2 g0 dass k24 k'%= 1, ferner

Setzt man n = 3, 7—% ]

_ (yimaas
F) = f o Ic212 E (k) [ Y1=%k%sin’z d z,
so verwandelt sich die Gleichung (1) in

Fl)EE)+EF) FE)—FF) FE) =

n
_C_')—’

die bekannte von Legendre gefundene Relation zwischen vollstindigen elliptischen
Integralen der ersten und zweiten Art mit komplementiren Moduln. Die Gleichung
(2) giebt fir n = 3 die Oberfliche des Ellipsoids.
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Was in diesem und dem folgenden Paragraphen vorkommt, ist eine Ausfithrung
von sehr interessanten Andeutungen, welche Jacobi in jener Abhandlung (Crelle’s
Journal B. XIX) gegeben hat, wo er zuerst die Gleichung und Rektifikation der geo-
ditischen Linie auf dem Ellipsoid durch einfache Integrale darstellte. Ich habe diese
Gegenstinde hier aufgenommen, weil sie in einer Theorie der vielfachen Kontinuitiit
nicht fehlen diirfen.

§ 46. Bestimmung des kiirzesten Weges sowohl in der Totalitdt als auch auf
einem quadratischen Kontinuum oder dem Durchschnitte mekrerer konfokaler

Kontinua.

Wenn die Werte z, y, . .. einer Losung als Funktionen der ersten Axenquadrate

Ay, Ay . . . 4, der n durchgehenden konfokalen Kontinuen gedacht werden, so sind
dd, ddy  ddn
21’1 21’2 2 pn

die Projektionen des Wegelements d s = Vd 2>+ d y*>+ - - - auf die Normalen der kon-
fokalen Kontinuen. Da diese ein System von orthogonalen Richtungen bilden, so ist

dA\?2 dA, dAn

ast= (g5) + @G50) + -+ (5p)

oder auch, wenn A, 4,, ... A, die Kosinus der Winkel bedeuten, welche das Wegelement
d s mit den Normalen bildet,

dA,

LS T RatiRE ot 2

}'f+}"§+"'l::11 ds"_}’ ”QP

lgp

Wenn aber A, A, ... A, iberhaupt Grossen bezeichnen, welche der Bedingung Zi*=1
geniigen, so ist

| — w4 2 22 . dA2 2
ds (21 )+2H( - k_%).. ¢ )}
Gelingt es nun fiir A,, 4,, . . . &, solche Funktionen der Variabeln 4,, 4., ... 4, anzu-

geben, dass %l nur A“;; nur 4,, u.s. f. enthilt, und setzt man dann
1 2

S = f“dA‘kff’Q—di)‘%Jr---—i—f%',. R ¢
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so hingt, da hier die Variabeln getrennt sind, der Wert von S nur von beiden Grenz-
losungen ab, aber nicht von dem Wege, der sie verbindet. FEs wird daher vermoge
(1) im allgemeinen fir irgend einen aus reellen Elementen zusammengesetzten Weg
immer sein {ds > S, und nur dann [ ds = S, wenn

dd,, ddy, |, dds

Qpl.gpi.' .ﬁ;zllﬁl‘z:"'ll, e e e s e e . (3)

ist. Also ist dann der Weg, der diese Proportionen zu seinen Differentialgleichungen
hat, der kiirzeste zwischen den zwei gegebenen Grenzlosungen.

Der kiirzeste Weg muss ein Strahl sein. Ein solcher wird von n—1 konfokalen
Kontinuen des gegebenen Systems beriihrt; ihre ersten Axenquadrate seien %, U, ... %..
Dann gelten, wie wir bereits aus § 41, V, Gl. (6) wissen, n — 1 Gleichungen von der
Form

4 A A —0 4
stz st o tmg=0-. - - - . .. 4)

wo zu U nach und nach die Zeiger 2, 8, ... n zu setzen sind. Die Realitiit des Strahls
erfordert iibrigens
4,>>4,>W>--->4,_.>U.> 4.

Vermige der Proportionen (3) sind die Gleichungen (4) als System von Differential-
gleichungen erster Ordnung, hervorgegangen aus einmaliger Integration der n — 1
Gleichungen zweiter Ordnung, welche die gewdhnliche Variationsrechnung liefert, auf-
zufassen; und da sie n — 1 arbitriire Konstanten enthalten, so ist diese Integration die
allgemeine.

i N . L
Um nun untersuchen zu konnen, ob wirklich ;‘; -2, .+ « Funktionen von je einer
1 2

Variabeln sind, miissen wir zuerst A, A;, ... in Funktion der konfokalen Variabeln an-
geben. Wenn wir das System aller n Gleichungen, durch welche die Grossen 4 bestimmt
sind, so schreiben

22 A2 2
iTed T ites Tt TRen =0 )
it -+ A _Jf_..._i_._l?i___——ll.
w(4,—% ' w(d,—%) o(d,—%)
wo zu YU die Zeiger 2, 3, ...n hingehoren, und w einen verschwindenden Faktor be-

deutet, so konnen wir auf das System (5) die aus § 41, II bekannten Relationen zwischen
orthogonalen und konfokalen Variabeln anwenden, und bekommen:

- (14 0 43 (i — %) (Ai —Ny) - . . (Ai — ) L
A= (4 — 4,) (d;i — 4,) ...(A.-?—A,-_l) (Ai — Air) - - (Ai— 4’ i=1,2...n]
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wo noch @ = 0 zu setzen ist. Da der Ausdruck fiir p; denselben Nenner und 4; B;C....J;
zum Zihler hat, so sieht man sogleich, dass der Ausdruck fﬁr% nur die Variable A4,
enthilt. Wenn wir fortan der Kiirze wegen ¢, = p - setzen, 80 ist

A; Bz C:.. CL .
T A W) (A=) - (Ai— %)

(Da unter den Faktoren des Zihlers die i — 1 letzten, und unter denen des Nenners
die ¢ — 1 ersten negativ sind, so ist ¢ positiv.) Die Form dieses Ausdrucks giebt ¢,
als Abstand des Centrums vom linearen Tangentialkontinuum des quadratischen Kon-
tinuums (4.), welches durch seinen (imaginiiren oder reellen) Durchschnitt mit den n —1
festen konfokalen Kontinuen (%) gelegt ist, zu erkennen. Da nicht einmal alle Kon-
tinuen () zu n — 1 verschiedenen Gattungen zu gehdren brauchen, so kann sehr wohl
das einfache Kontinuum, in dem sie sich schneiden, imaginir sein; und wenn auch alle
(N) n— 1 verschiedene Gattungen repriisentieren, so muss erst noch das variable Kon-
tinuum (4,) der letzten mnoch iibrigen Gattung (es kann nur i = 1 oder i = n sein)
angehoren, wenn das Perpendikel ¢; einer reellen Losung entsprechen soll. In diesem

einzigen Falle stellt das Integral f—— die Linge eines reell begrenzten Stiicks der den
n — 1 festen Kontinuen (%) gemeinsamen Kriimmungslinie dar. Nichtsdestoweniger hat
das Integral dA in allen Fillen, die hier in Betracht kommen werden, einen reellen

Wert und kann analytisch immerhin als zwischen zweien Kontinuen (4) derselben
Gattung befindliches Stiick der reellen oder imaginiren Kriimmungslinie (; %, . . . %)
gefasst werden. Wenn uns erlaubt wird, von zweien Wegen, welche durch dasselbe
Paar konfokaler Kontinuen gleicher Gattung begrenzt werden, den einen Projektion
des andern zu nennen, und wenn alle auf die einzelnen Variabeln A4,, 4., ... A, beziig-
lichen Paare von Integrationsgrenzen von den zwei Grenzlosungen des Weges [ d s
hergenommen sind, so ist der kiirzeste Weg

f‘“‘fim [ @

gleich der Summe seiner Projektionen auf die feste Kriimmungslinie (%, %, . . . A.),
welche von allen n durch die Grenzlosungen gelegten Paaren konfokaler Kontinuen je
einer und derselben Gattung gebildet werden.

Da p = q2, so geben die Proportionen (3) fiir den kiirzesten Weg die Bedingungen

%% = Ads, wo 4,q, 2 mit den untern Zeigern 1,2,...n zu versehen sind. Die
Gleichungen (4) werden demnach
dA, dA: d A,
(2%) (Qq) QQn) -
?1+A221+ —l—A =0,.. . . . . . O
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wo U nach und nach mit den untern Zeigern 2, 3,...n zu versehen ist. In diesen
n — 1 Differentialgleichungen erster Ordnung sind die Variabeln getrennt; sie konnen
also mittelst blosser Quadraturen integriert werden. Dadurch werden n — 1 Integrations-
konstanten hereingebracht, sodass nunmehr die n — 1 finiten Gleichungen des kiirzesten
Wegs 2 (n — 1) verfiighare Konstanten enthalten, was gerade ndtig ist und hinreicht,
um die zwei Gruppen von je n — 1 Bedingungen, damit der Weg durch die zwei ge-
gebenen Grenzlosungen gehe, zu befriedigen.

Wird der Anfangswert einer Variabeln z. B. A, beliebig gesetzt, so ist dadurch
der Weg noch nicht im geringsten niher bestimmt; denn dieser Weg muss im Verlaufe
jedes Weges, dessen U, kleiner ist, zweimal vorkommen. Wenn daher die Anfangswerte
der n Variabeln 4,, 4,, ... A, so angenommen werden, wie es die gegebene Anfangs-
losung verlangt, so ziihlt dieses nur fiir » — 1 Bestimmungsstiicke des Wegs. Wenn
nun alle Integrale mit diesen Anfangswerten beginnen, so sind durch die n—1 Weges-
gleichungen

LA [ [ L
fAl“”9Q1+ d—uzg VM) e =0 - - - - ®

fortan immer n — 1 der Variabeln 4,, 4,, ... 4, in Funktion einer einzigen unter ihnen
und der n — 1 Konstanten % gegeben, und diese letzten sind durch die Bedingung, dass
der Weg durch die Endlosung gehen soll, gerade bestimmt.

Es ist noch zu bemerken, dass wegen Z—‘; = A d s fiir ein positives Wegelement

immer auch seine Projektion g— positiv zu nehmen ist. Das Vorzeichen der Quadrat-

wurzel ¢ muss also immer mit dem des Differentials d A iibereinstimmen. Wenn also
ein ¢ durch Null oder Unendlich hindurchgeht und infolgedessen einen Zwischenwechsel
erfihrt, so muss auch das entsprechende d A diesen Zwischenwechsel mitmachen. Hiermit
ist nun auch der Verlauf der einzelnen Integrale in (8) hinreichend bestimmt; beim
Fortschreiten des Weges némlich ist im Ausdruck ihrer Elemente immer Z—A positiv zu
nehmen. Ein Durchgang des Faktors von d A durch Unendlich stért die endliche Be-

schaffenheit des Integrales nicht. Denn entweder riihrt derselbe her vom Durchgang

einer der Grossen 4, B,...J durch Null; geht z. B. J durch Null, so sind ausser
;—‘/‘%—7 — d . JJ alle iibrigen Faktoren oder Divisoren endlich, und die Form d . {J zeigt
einen mit Zeichenwechsel des Inkrements, endlicher Faktor >< yJ, begleiteten ununter-
brochenen Fortgang (z. B. Wachstum, wenn A — % positiv ist) des Integrales an. Oder

jener Durchgang riihrt vom Verschwinden des rationalen Nenners 4 — U her; dann
findet sich aber auch VA — % im Nenner von ¢, und da alles iibrige endlich bleibt,
hat man nur —L
2y4—9A
brochenen Fortgang des Integrals anzeigt. Im letzten Falle ward vor dem betrachteten

= d YA— U zu beachten, was ebenso wie vorhin einen ununter-
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Durchgang 4 > U vorausgesetzt, und es ist aus dem Gesagten klar, dass auch nach dem
Durchgang wieder 4 > % sein wird. Ganz dhunlich verhilt sich die Sache, wenn anfangs
A < ist; man hat nur d Y% — A zu beachten. Aus diesen Bemerkungen folgt, 1. dass
jede Variable A die ihr, sei es durch ihre Gattung selbst oder durch Konstanten % der-
selben Gattung, gesetzten Grenzen niemals iiberschreitet, sondern zwischen denselben
oscilliert, 2. dass bei keinem der in den Gleichungen (8) vorkommenden Integrale je
ein Uebergang vom Wachstum zur Abnahme oder umgekehrt eintritt, sondern jedes
fortwiithrend wiichst oder abnimmt, je nachdem die entsprechende Differenz 4 — % von
Anfang an positiv oder negativ war.

Da man n — 1 algebraische Gleichungen zwischen den Variabeln 4,, 4,, ... 4,
angeben kann, welche denselben Weg darstellen, wie die aus transcendenten Funktionen
zusammengesetzten Gleichungen (8), so sind jeme mit diesen iquivalent. Werden die
Abelschen Integrale, welche im System (8) vorkommen, wie Argumente, und die ur-
spriinglichen Variabeln A,, 4,, ... 4, als Funktionen derselben aufgefasst, so kennen
wir also n — 1 algebraische Relationen zwischen diesen Funktionen. Die Gleichung
(6) endlich lehrt uns die Summe von n andern Abelschen Integralen, welche mit den
vorigen in engem Zusammenhang stehen, in algebraischer Form kennen. Fir n = 2
enthiilt die alsdann einzige Gleichung (8) das Additionstheorem fiir elliptische Integrale
der ersten Art, die Gleichung (6) fiir solche der zweiten Art.

Wenn einige der konfokalen Kontinuen () verschwindende Axenquadrate haben,
so sind sie als lineare durch die n — 1 iibrigen Axen der Lage nach bestimmte Kontinua
aufzufassen, begriinzt von einem in denselben befindlichen (n — 2)-fachen quadratischen
Kontinuum ((n — 2)-faches Fokalkontinuum), dem die iibrigen Axenquadrate auch
dem Werte nach zukommen. Der Strahl oder kiirzeste Weg muss alsdann das (n—2)-
fache Fokalkontinuum in einer Liosung treffen. Der Ausdruck fiir g vereinfacht sich
desto mehr, je mehr Kontinua ¥ diese Eigenschaft haben. Ist z. B.

J,=0,8 =0 B,=0,...,E_,=0, B,=0,
so wird ¢ = Y A, die den Kontinuen (%) gemeinschaftliche Kriimmungslinie ist die Axe
der x, und die Gleichungen (6) und (8) erhalten die Formen:
s= [ava + [aVa +- -+ faVZ.,
f{lVA, +JdVA, e d};:?,, _0,
el el Sl
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Die erste dieser Gleichungen zeigt uns die Linge eines Stiicks des Strahls gleich der
Summe seiner reellen Projektionen auf die Axe der x, welche von je einem Paare
durch die Enden jenes Stiickes gelegten konfokalen Kontinuen derselben Gattung ab-
geschnitten werden; es ist aber wohl zu merken, dass die Elemente dieser Projektionen
immer mit dem Elemente des Strahles selbst zugleich positiv zu nehmen sind, wenn sie
auch auf der Axe der x bald in dieser, bald in jener Richtung auf einander folgen.
Die n — 1 folgenden Gleichungen haben Integrale, wie

V& —Vi—F V&4 —Vi=B V& —Vi=B
V4, +Vi-B Vi +VA—B Va. +Vi-5

= const.,

u.s. f.,, wenn man B durch C, D, ... J ersetzt. Dies ist iibrigens der einzige Fall, wo
alle jene sogenannten Projektionen auch der Lage nach reell sind.

Indem wir wieder zum allgemeinen Fall zuriickkehren, bemerken wir, dass die
Gleichungen (8) unter die Form

98

o5 05 _
oy, —

0, m - 0, s o0y Aor —
zu bringen sind. Daraus ergiebt sich folgende Vorschrift fiir die Bestimmung des
kiirzesten Weges zwischen zweien gegebenen Endlosungen. Man lege durch diese die
n Paare konfokaler Kontinuen der gleichen Gattung, nehme die Summe der Projektionen,
welche jedes Paar auf einer und derselben Kriimmungslinie des Systems abschneidet,
wiederhole das Verfahren so lange in Beziehung auf successive Kriimmungslinien, bis
man endlich eine gefunden hat, in deren niichster Umgebung die Variation jener Summe
sogenannter Projektionen verschwindet. Die Summe selbst ist dann die Linge des
kiirzesten Weges, und jedes zum Strahl verlingerte Element wird die n — 1 festen
Kontinuen des Systems, die in jener Kriimmungslinie sich schneiden, beriihren, wodurch
die Richtung jedes Elements, also auch der Verlauf des ganzen Weges hinreichend
bestimmt sind. — Es versteht sich freilich von selbst, dass diese Elemente sich alle zu
einem einzigen Strahle zusammensetzen; aber um der Uebereinstimmung mit dem Folgenden
willen haben wir dem Satze diese Fassung gegeben.

Wir konnen das Gesagte durch eine einzige identische Formel fiir das Wegelement
ds ausdriicken.

Wenn in den Gleichungen (5) die Grossen A,, 4,, ... 4, gewthnlichen Variabeln

z, y, . . . entsprechen, so mogen m, u, v, z 0, . . . u, @ den sonst mit p,, p,, ... p, be-
zeichneten Perpendikeln entsprechen. Es ist dann

1 i3 i A2
Pl 7 Ty eyl 7 T

26
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wo A, p immer mit demselben Zeiger zu versehen sind;

2 _ (14od)(l+wd)...(1+o0d,) o
m* = (1+w%)(1+w%[2)...(1+w%[,.) =14 (F4d—2N) | etc.

Die Gleichung

m? (g )" (s, (e _
Tk, ~ald—5) " od—% T oa—ny =1

verwandelt sich dadurch in

' .A.l'-'Mg Al'—as -Al— aIn - !

u. s. £, indem fiir 4, nach und nach 4,, 4,, ... 4, gesetzt wird. Zieht man die zweite
der n so erhaltenen Gleichungen von der ersten ab und dividiert durch 4, — 4,, so folgt

mu

v —_— e
S @ WE—m 1, ete.

Vertauscht man hier 4, mit A, und zieht beide Gleichungen von einander ab, so folgt
leicht
=0,etec. . . . . . . .

x u g
(d;— %) (4;— A) (4,— ¥)
Es ist ferner

m? 5 (mo) 1

— T

TEEN- Rl PYVISET)
oder, wenn @ = 0 gesetzt wird,

pe 1
1+2m~‘ﬁ, ete.

pp — :
und, wenn man 1+ % oy ey 0 subtrahiert,

— (4i—4) T ot L ete. .. .. . (10)

A=W~
Diese Vorbereitungen sollen uns zur Verwandlung der identischen Formel (1)
dienen. Setzen wir p = ¢4, so wird das dortige

dA, d A, 1 d4, 1 d4,

. 2p, 1,.2p, Ak 24 LA 2¢,

_ a4 5 ua ddy 5w
= —(—4) 533 gsiig e+ 9 % e
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vermige der Gleichungen (10), und wenn man die Gleichungen (9) hinzunimmt:

_ _ np 1 dA 1 dAx 1 a4,
=—W AQ)Z(AI—%)(A,—%U{ %IQQH_A, Wag T A—w Qq}

Wird nun

a8 = dA, _+ dA, + _+_ 2
‘1
. . , 08
gesetzt, so ist der eingeklammerte Ausdruck = — 2 4d 53 also
dA, d4, BS

— :“;“
4.2p 12 21’2 =2 (A1 Ag) V A) (4 Q1) d

und zuletzt

ds = l/ds*+ 4 E{A,lz (4,—A4,) zw—ﬁ‘z— d gfl} N e

Bis jetzt haben wir den kiirzesten Weg in der Totalitit betrachtet, von dem

wir zum voraus wussten, dass er ein Strahl ist. Die letzte identische Formel (11)

kann nun aber auch unmittelbar zur Bestimmung des kiirzesten Weges auf einem

quadratischen Kontinuum oder auf dem Durchschnitt mehrerer konfokaler

Kontinuen benutzt werden. — Wenn z. B. der kiirzeste Weg auf dem Durchschnitte

der o konfokalen Kontinuen A4,, 4, . .. 4, verlangt wird, so sind ihre Axenquadrate
konstant; es wird daher

dS — dAa-H dAa+2 ... __I_ dAn

20at1 | 2dats | 2q,’
wo in den Ausdriicken fiir ¢ die frilhern Axenquadrate ,, s, . . . A. ., nunmehr durch
die ebenfalls konstanten A,, 4, ... Adq ersetzt sind. Die Grossen 4, 4, ...z ver-

schwinden, und fir die iibrigen ist

T R

a'4il-l'~ lé+
Toni- % T A% T +A——91—0 [l =ea—+2 a4+ 3,...n]

__1_ — da 1 2 lat2 )2 e ( s 2_
mu - (Aa+1 - QI) + (Aa+2 bt 91 + + An—‘ QI)

Nach dieser Verminderung der Gliederzahl fihrt die identische Formel (11) zu bestehen
fort, und es ist klar, dass auf dem gegebenen (n — a)-fachen Kontinuum zwischen irgend
zweien gegebenen Grenzlosungen immer § von ihrem Verbindungswege unabhingig ist,
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und daher im allgemeinen {ds>S sein wird. Nun reichen aber die n — « — 1 Be-
dingungen 391 = 0 gerade hin, um die » — o — 1 arbitriren Konstanten % zu bestimmen,
und dann zeigt wiederum die Formel (11), dass, wenn der Verbindungsweg durch die
n — o — 1 Differentialgleichungen d g—; = 0 bestimmt wird, [ds = § wird. Der so

bestimmte Verbindungsweg ist also unter allen der kiirzeste.

Wir wollen noch einen ganz speziellen Fall erwihnen, wo elliptische Integrale
hinreichen, um einen kiirzesten Weg auf dem allgemeinen quadratischen Kontinuum in
der n-fachen Totalitit darzustellen. Es sei @« = 1, (4,) das feste Kontinuum, £, = 0,

6.=0...,€,_,=0 B,=0. Sind », w die letzten Variabeln, so ist die den Kon-
tinuen 4,, %;, A, . .. A, gemeinsame Kriimmungslinie durch die Gleichungen
— — —0 T W _
y=0,2=0,..., V_O,A1+Jx—

bestimmt, also eine Ellipse. Diese wird von allen Kontinuen, welche nicht zur ersten
Gattung gehoren, geschnitten. Alle n — 1 Projektionen eines Stiickes des kiirzesten
Weges sind also Bogen der genannten Ellipse und reell vorhanden; es ist ¢*=4 J: (4—4,),

8= f VAz—Al d4, +f VAS_A‘ dA4;+--- _-i‘f% AJ;_JAI a4,

und die n — 2 Wegesgleichungen sind

4, — 4, d4, J’ VA,,——A, dAs J‘ A—A, dA,
f%pAJ, + 47, B t T 4o B =

etc.

1 A, d 4, 4,— A, dAy | J‘ 4— A, dA.._
f@l s +f Vot G SV G =o

Die Formel (11), aus der wir bei der allgemeinen Aufgabe die Minimums-
bedingungen, in Form von Differentialgleichungen erster Ordnung mit getrennten Va-
riabeln, unmittelbar ablesen konnten, ersparte uns den fiir solche Zwecke gewdhnlichen
Gebrauch der Variationsrechnung, welche zunichst auf Differentialgleichungen zweiter
Ordnung fiibrt, deren erste Integration schon sehr schwierig erscheint. Wir wollen
nun zeigen, wie auch diese ziemlich leicht ausgefiihrt werden kann.

Sind A4,, 4,, ... 4 die ersten Axenquadrate der festen konfokalen Kontinuen,
auf deren Durchschnitt ein kiirzester Weg angegeben werden soll, so giebt die Variations-
rechnung folgende Bedingungen zweiter Ordnung:
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dz __ (b | ks ta
‘lg?“(l+’+ +A)xds", .2
¥ __ (1 (i a
dE=(g+g+- +?)yds,1
etc.,
wo lty, by . . . hg zu eliminierende Konstanten bedeuten. Da eine der Gleichungen (12)

eine vollstindige Folge der iibrigen ist, so ist nach geschehener Elimination die Zahl
der wesentlichen Gleichungen n — « — 1. Die erste Integration wird also nur dann
vollstiindig sein, wenn sie eben so viele arbitriire Konstanten einfiihrt.

Es seien nun A, B, €, . .. § die konstanten Axenquadrate irgend eines mit den
gegebenen konfokalen Kontinuums; man multipliziere die Gleichungen (12) erstens mit
% ) % v« -+ zweitens mit g;s g;’ -+ +» und addiere; man erhilt so die zwei Gleichungen

X dx . y—x__z .
Z*d““(“at D(alat aoa + o+ g 4
b dx v edr
L gl gt = sz(A~—2{+A et s R N e )ds

und hieraus durch Elimination des die Faktoren % enthaltenden Aggregats und nach
gehoriger Reduktion:

U =a{(=zgy— (25 -1)zi% =0 . . . . . )

Wir haben also ein erstes Integral U = const. gefunden. Es muss aber auffallen, dass
fiur die Darstellung eines und desselben Weges alle beliebigen Werte der Konstanten %
gebraucht werden konnen. Man kann nichts anderes daraus schliessen, als dass die
Integralgleichung in Beziehung auf % identisch sein miisse, sobald z, y, ... in Funktion
einer einzigen Variabeln, wie es der gesuchte Weg verlangt, ausgedriickt sind. Be-

trachtet man nun die Grossen x, 7, . . ., % ; %% v+« welche irgend einem Wegeselement

entsprechen, als gegeben, so findet man U, mit Weglassung der sich aufhebenden Glieder,
als ein Aggregat von Briichen, deren Nenner teils einfach %, B, ..., teils Produkte,
wie A B, sind, wihrend in den Zihlern % gar nicht vorkommt; setzt man % unendlich
gross, in welchem Falle die Verhiltnisse A : B : € : . . . unendlich wenig von der Einheit

abweichen, so reduziert sich U auf _%17 Daher ist U= (W): ABE...J, wo ¢ eine
ganze Funktion (n — 1)-ten Grades bezeichnet, deren hochstes Glied den Koeffizienten
1 hat. Setzt man W = 4,, 4,, ... 44, so wird 2%2 —1=0, E;%?—E = (), also U=0.
Wir kennen also schon ¢ Wurzeln der Gleichung ¢ (%) = 0, die n — 1 -— a iibrigen
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seien s ya, Aays, . . . .. Demnach haben wir endlich das Integral der Gleichung (13)
in seiner wahren Form, némlich:

zdz z? agz?

(}" ads) (Eit‘ )Eads’

_ A—A4)A—4y) .. A —Aa) A — A 42) A—Uapa) ... (A —N) (14)
ABE...HY T

Da diese Integralgleichung wegen ihrer identischen Beschaffenheit in Beziehung auf die
Unbestimmte 2 ein ganzes System von Gleichungen in sich schliesst und die geforderte
Zahl n — a — 1 arbitrirer Konstanten Uaya, Aays, . . . A, enthilt, so ist diese erste
Integration des Systems (12) vollsténdig.

Um das Zusammenfallen der Gleichungen (4) und (14) nachzuweisen, bezeichnen
wir die Kosinus der Winkel, welche das Wegelement d s mit den Normalen der n — «
Variabeln konfokalen Kontinuen bildet, mit

Aayiy hayay...h,; dann ist dAi=2 pids, i =a+1, a4+ 2,...1n],

und wenn das Summenzeichen S sich nur auf diese letzten Zeiger erstreckt,

dz _ _2 dy __ ip
T3 =Wl FoEy. SB etc.,
(= w8 et 5L s,
da® ! .1.:‘
3W=svp*(z“,)+zsz,xpp(z——m,);
aber
x 1 z? x? 1 x?
ris = (Eg— D)1= 5
1 z? 1
= o (T ) —pa=w’
z? 1 z* ’
29144'5(11—31)(4' a)(z )’
daher

dz 22 ip \? 12
o 77 ( P 1) (SA—_I)_SA—W
Wenn man ferner die identische Gleichung

y _ (A—4,) (A —4,) ... A—4,)

“f_"'__1=
“ % ABEC... 03
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logarithmisch differentiiert, so erhilt man

2%%:(2%-1)-3%-

Mittelst dieser Formeln verwandelt sich endlich die Gleichung (14) in

S B (A—Usya) (91—%+a)---(ﬁ—%)’
A—A4 W—Aday) A —4dai2)...(A— 4.)

woraus

341 Ao a .
Aa+1'—3‘i+ Aa+r-ifi+“.+A.-——91i =0, li=e+2 a+3,...1]

als System der n — « — 1 Differentialgleichungen erster Ordnung des kiirzesten Weges
folgt, welches mit (4) zusammenfillt, indem man A,= A,= - - - 4,= 0 setzt, wie es die
Konstanz der Axenquadrate A4,, 4,, . .. 4. erfordert.

Es ist bekannt, mit welchem Erfolg in der Statik die Begriffe des Differential-
parameters und des Potentials von Gauss, Lamé, Liouville und andern eingefiihrt und
angewandt worden sind. Die meisten hier einschlagenden Sitze sind aber durchaus nicht
auf den Raum beschriinkt, sondern gelten fiir jede beliebige Totalitiit. Dieses nachzuweisen,
ist der Zweck der folgenden Paragraphen. Wenn darin auch das meiste dem Leser bloss
als generalisierende Nachahmung der genialen Arbeiten der erwihnten Analysten er-
scheinen muss, so wird er doch am Ende dieses Abschnitts eine sehr allgemeine Form
der Entwicklung arbitréirer Funktionen von beliebig vielen Variabeln in Reihen von
periodischer Natur finden, die vielleicht einiges Interesse darbietet; iiberdies glaubte ich,
Dinge, die mit der Theorie der vielfachen Kontinuitiit in so engem Zusammenhang stehen,
hier nicht iibergehen zu sollen.

§ 47. Ueber die Verwandlung des Differentialparameters mittelst orthogonaler

Funktionen.

Werden auf die n unabhingigen Variabeln z, y, . . . einer Funktion V die linearen
und orthogonalen Transformationen

z=cat+at'+ot'+--, y=pt-+B¢+pt"+ - et

angewandt, so ist
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9 9 , .8 , .8 9 _ .8 9
ettt gt gy =gt gyt etes

woraus sogleich erhellt, dass dasselbe Rechnungsverfahren, welches

T4y =
giebt, auch zu
oy | 8V . 8V 0oV . 8V | 0V
bz Tap T e T T gE Tam Tam

fiilhren wird. Die Operation aa—;, —+ ;9% —~- « « - #@ndert also ihre symbolische Form nicht,

wenn die Variabeln orthogonal transformiert werden. D.h., wenn z, g, ... als ortho-
gonale Variabeln betrachtet werden, so ist jene Operation zweiter Ordnung von der
Wahl des orthogonalen Systems unabhiingig. Das Resultat derselben moge der Diffe-
rentialparameter der gegebenen Funktion V heissen.

Wir stellen uns nun die Aufgabe, wenn n Funktionen f, f', f', ... der n Va-

riabeln @, y, ... den % # (n — 1) Orthogonalititsbedingungen von der Form
4]

afl fl .
v:tay oyt =0

9

-
-
2]

I

O

x

geniigen, den Differentialparameter

| ey | v

W= W —+ ()—3/2 +--
gemiss der Forderung, dass f, /', f'', . .. als unabhiingige Variabeln erscheinen sollen,
umzugestalten.

Zu diesem Zwecke denken wir uns das n-fache Integral § = {*Wdxdy. ..
durch ein beliebiges einfach geschlossenes Kontinuum begrinzt. Die Richtungskosinus

einer Normale dieses Kontinuums seien 4, g, »,...; und wenn die Werte der Variabeln
einer Losung desselben zukommen, so sei 4 % +nu 5% ~+---=D. Jenes Integral S

nun zerfillt in # Teile, Wief g—::—:dx dydz... Bei diesem z. B. kann die auf = be-

n— 1
ziigliche Integration ausgefithrt werden; sie giebtf (%g) dydz..., wo die Klammer

anzeigt, dass man vom Endwerte von T den Anfangswert zu subtrahieren hat. Be-

zeichnet nun d w ein Element des Grenzkontinuums, und wird {iberall die Richtung der
Normale im gleichen Sinne verstanden, ndmlich nach aussen, so ist beim Endwert
dydz...=4dw, beim Anfangswert hingegen — 4 dw (wo 4, dw andere Werte haben
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mogen als beim Endwert); die Subtraktion wird also durch dieses letzte Minuszeichen
wieder aufgehoben, so dass man hat

[ LTy Yo

wo das letzte Integral sich ohne Unterbrechung iiber alle Elemente des Grenzkontinuums
erstreckt. Da Aehnliches fiir die iibrigen Teile des Integrals S gilt, so folgt

S=f{DV.dw.

Die Operation D ist von der Wahl des orthogonalen Axensystems unabhingig.
Man kann daher an der Stelle eines jeden Elements d w auch die Normalen der durch-
gehenden Kontinuen des orthogonalen Systems (f,f',f",...) als Axen gebrauchen.
In Bezichung auf diese seien @, ®', 0", ... die Richtungskosinus der Normale des
Elements d v, so ist, wenn, wie friiher,

= (GO (o
gesetzt wird,

8.’6 [ rax .
l:@‘Rﬁ—f,+@.R8-f7+"‘,etC.,

also
p=0R2+oRr 2 +...
- of of

Da die Form des Elements d w frei steht, so kann man seine Projektion auf das lineare
Tangentialkontinuum f = const. als orthogonales Paralleloschem auffassen, dessen Seiten

%, QRfT,, ... sind und daher O dw = %—— selzen. Dadurch wird

ov ! R OV ;o0 gy 4 10
f@Rwdto:f (ng)dj af’ ar’. ..

Dem Durchschnitt der Kontinuen f*, f'', . . . entlang zieht sich ein Element der zugleich
mit S begrenzten Totalitit ("dx dy dz. .., welches nur eine endliche Ausdehnung hat
und an welchem Anfang und Ende zu unterscheiden ist, gerade wie bei der Anwendung
der urspriinglichen Variabeln z,y, ... Es ist also auch

"5 (e 27)
J‘@Rg—dew __:f RRgf...af df(lf‘df”df'”...;

27
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also, wenn man wieder alle Teile zusammenfasst:

ov 9 R’ av 9 R" av
R’ DT P I " 8 ° TR 5f * 7 m.T 1 , "
_f{ I3 R [ RRBI;’ f + RR;zf” af +.--}dfdf af" ...

Da aber das Element der Totalitit als Paralleloschem aufgefasst werden kann, dessen

Seite ar ar’ df”

n s R,,,...sind, so ist

S=f"dedydz...= W’” dfdf’df”df’”..,

Die begrenzte Totalitit, iiber welche sich das Integral S erstreckt, kann so klein an-
genommen werden, als man nur will; folglich muss der Differentialparameter
 prpr 8¢ R BV R 8V R 8V,
W=RER".. g (zwre o7) +or (www or) tor (mmre o) + )
sein.
Wir wollen noch im Besondern diese Formel auf konfokale und auf polysphirische
Koordinaten anwenden.
Werden die Bezeichnungen von § 45 gebraucht, so sind bei Einfiihrung konfokaler
Variabeln f, /', f", .., R, R, R", ... durch 4,, Ay, 45, . . . 4., 2, 25, - . . 2 p., 20 €I
setzen, und man hat

W:‘*M---P"{s%(ﬁs@zvl)+"'+a%(ﬁﬁ—ap:%:)}

e stz 2 | \8?4, (R, d:l'i'., R, 58{) + Tt g, (I%I:—RI’E,.—I gAV)}

oV
6.R]—— 8 Rz 8.R
4 94 04, " HAn
=_§{a)lRl‘_‘g;f:_l'+m2 2———2‘—*_ +a)R—82_}’

weil z. B. @, R, R,, ... R, die Variable A, nicht enthalten.
Wenn die polysphirischen Transformationen

X, = 7 COS @, Ty =7 SIN @, COS @;, X3 = 7 Sin @, Sin @, COS Py, . . . .

i Xy, =7rSiNQ SINQ,...8NQ,_,C8Q, ;, T, =rsinEsing,...sing,_,sing,_,
. e 1 1 1 P
sind, so muss man f, f, f ', .. .; R durch », @, @, . . . ®._1; 1, 7, rsin @,

SN @ Sin @y ... ... ... rsing, sin@,...sing,_, ersetzen und erhilt:
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i=n—1 1

z e (sin"“"l ; BV)-
oy rrsingsinfog .. Lsinf gy sint -ty Oy P D

Eine spezielle Folgerung aus dieser Formel hat fiir das folgende Bedeutung;
wenn ndmlich V= FI:E ist, so wird W= 0.

§ 48. Ueber das Potential.

Wenn £k eine gegebene Funktion der n» Variabeln x, y,... bezeichnet,
welche ausserhalb eines begrenzten Teiles der Totalitit verschwindet, und ferner
r=Y@—ax)' 4+ (b —y)’+... der Abstand der zwei Losungen (a, b, ¢,...) und
(z,y,...) ist, so ist

V—_—_f" ko dedydz. ...

rn—ﬂ

als Funktion der Variabeln a, b, ¢, ... betrachtet, das Potential der Masse
["kdxdydz. .. fir die Losung (a, b, . ..), und die gegebene Funktion / ist die jeder
Losung (z, y, . . .) zukommende Dichtigkeit. Ist & innerhalb der Begrenzung konstant,
so heisse die Masse homogen.

Bestimmung des Potentials einer homogenen Polysphire.

Wir setzen uns vor, den Wert des Integrals

Sm=f" sin” ¢ do
o (a®—2acos g+ 1)

m
2

zu ermitteln, wenn m eine ganze positive Zahl ist. Ist erstens @ > 1, so setze man
sin ¢ = a sin (¥ — @), so wichst ¥ gleichzeitig mit ¢ von 0 bis =, und man hat

c0S 1P sin ¢ sin W
dgp =(1— —v-—ﬁ_.) d . sinw,
? Va* = sin? y v, Va2 — 2a cos ¢ + 1 a

Demnach ist
sin™ W cos ¥
Va* = sin?

) dy,

1 ("
S = = (sm Y —
0
und wenn man die Elemente vereinigt, welche supplementéren Werten von i entsprechen,

"2 r(l)

)

t ot
S.,.:F[sm vdy =
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Ist zweitens a4 < 1, so ist
1 sin” ¢ do
Sn = 2m fn "5

1\ 2 .
(&) —Gemrt)

S = {n sin”™ @ dy.

also

Nach dieser Vorbereitung gehen wir an die Bestimmung des Potentials V = 7‘%%

eines totalen polysphirischen Kontinuums vom Radius 1, wenn das Massenelement mit
dem Element dw des Kontinuums identisch und a der Abstand der Losung, fiir welche
das Potential gesucht wird, vom Zentrum der Polysphiire ist. Bedeutet ¢ den Winkel,
welchen der nach de gehende Radius mit dem genannten Abstand @, den wir als erste
Axe der polysphirischen Variabeln ansehen wollen, bildet, so ist » = Ya® — 2 a cos @ - 1.
Das Element d@ kann als Paralleloschem von n — 1 orthogonalen Seiten, welche den
Variationen der polysphiirischen Variabeln entsprechen, aufgefasst werden; seine erste
Seite ist dg, und das Produkt der iibrigen mit sin"~* ¢ proportional; wenn man
dw =sin"*@pdg-do setzt, so ist das Hquatoriale Element dw' von ¢ unabhiingig.
Die Masse ist

Q= ("sin"pde- " do =
Das Potential ist also nach dem Vorigen

Ve -t Fsin = wdy- [ do' = - oder = £,
@ s a

je nachdem @ > 1 oder a < 1 ist; d. h.

Das Potential eines homogenen polysphédrischen Kontinuums ist fiir
eine #ussere Losung (oder auch fiir eine auf dem Kontinuum selbst befindliche)
gerade so, wie wenn die Masse im Zentrum vereinigt wire; fiir eine
innere Losung dagegen gleich, wie auf dem Kontinuum selbst, also inwen-
dig konstant.

Das Potential einer homogenen Polysphire von der Dichtigkeit 1 und dem
Radius » ist fiir eine dussere Losung, welche um a vom Zentrum absteht,

n
)

n r



fiir eine innere Losung dagegen

Da die Funktion V nur die Variable a enthilt, so ist der Differentialparameter

v
1 ey
a1 Oa

W=

und verschwindet fiir eine dussere Losung; fiir eine innere dagegen ist

”*
n?

We—4 "1 .

()

Differentialparameter des Potentials. Wir betrachten wieder eine beliebig
verteilte endliche Masse und bezeichnen mit » den Abstand der variabeln Losung, auf

welche sich das Potential als Funktion bezieht, von irgend einem Element dm der ge-

gebenen Masse; das Potential dieses Elements ist %; da nun fiir ein endliches »

die unendlich kleinen Dimensionen von dm nicht in Betracht kommen, so enthilt dieser
Ausdruck nur die Variable », und sein Differentialparameter ist daher

1
F——
1 8 I r"-")
dm - =1 By (r —57— /=0

Nun ist das Potential V der totalen Masse gleich der Summe der Potentiale ihrer
Elemente; also auch der Differentialparameter W von V gleich der Summe der Differential-
parameter der Potentiale aller einzelnen Elemente. Daher muss W fiir jede ausserhalb
der Masse befindliche Losung verschwinden.

Um nun auch fiir eine der Masse angehorende Losung den Wert von W zu
finden, beschreiben wir um dieselbe eine Polysphiire von unendlich kleinem Radius, so
dass mit Vernachlissigung von Grossen erster Ordnung die Dichtigkeit % innerhalb
dieser Polysphire als konstant angenommen werden darf. Dann teilen wir W in einen
dieser Polysphiire und einen der ganzen iibrigen Masse entsprechenden Teil. Jener ist

nach dem Obigen — 4k a?: T (% — 1), dieser ist Null. Also ist iiberhaupt:

”

7 k.

I‘(%———l)

0V PV 02V
W+W+W+....2_4
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D.h. Der Differentialparameter des Potentials einer gegebenen Masse fiir
irgend eine Lisung ist — (n — 2) mal das Produkt des totalen Masses des
polysphédrischen Kontinuums vom Radius 1 und der fir die Losung statt-
findenden Dichtigkeit.

§ 49. Bestimmung des Potentials der von einem quadratischen Kontinuum

erster Gattung umschlossenen homogenen Totalitit.

Es sei - + P =1 die Gleichung des Grenzkontinuums, (a, b, ...) die
Losung, fiir we]che das Potential V' gesucht werden soll, »* = (x —a)* 4+ (y — b)*+ - - -,

V— J‘”dxdydz [_§+;’!Bj+...<1],

rnl

dAV=Xda+Ydb+ Zdc—+} ---;

dann ist
X—(n—2) [EALR ———-{ ddedz---=~f” () dy da...,
wo die Klammer den Unterschied zwischen dem End- und Anfangswert anzeigt. Es
seien nun A', B’, ... die Axenquadrate des durch die Losung (a, b, . . .) gehenden kon-
fokalen Kontinuums erster Gattung, also %2, -+ —1—:; +-..=1, ferner z = VZ -z,
y=VB-y,....; a=V4 -a', b=VB -V,....; dann wird
-1 1 . ,

=—VBC. .| (;3) dy d2
wo das Integral sich iiber das ganze durch die Gleichung x'* + y'* - -- = 1 bestimmte
polysphiirische Kontinuum erstreckt. Wird das Element dieses Kontinuums mit do be-
zeichnet, so kann dy dz'. ... durch &’ do ersetzt werden, und man hat

X=—VBC.. .f’ﬁ"‘fg.

Wenn wir nun den Wert von » niher betrachten, so ergiebt sich eine merkwiirdige
Transformation des vorliegenden Integrals. Es ist ndmlich

r=Az'-+By*+ - -—2(Y44 -2 +VBB -Vy+--)+4a+BY +---
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Da aber in der ganzen Ausdehnung des letzten Integrals «'2 4 -+ - =1 = a/*4+ V' *+--- -,
und iiberdies A — A'= B— B’ = .- - ist, so hat man auch
(A— A) 2"+ (B— By 4 = (4 — L)+ (B — B) ¥+,
oder
Ax’+By'+- - +Aa* + B+ =A2"+ By’ + -+ Aa?+ Bb -

folglich auch
rPr=Aa'+By'+. - —2(JA4 -da+VBE by -+ - )+ Add’+Bb 4.
d. h. wenn die polysphirischen Variabeln sich gleich bleiben, so darf man beide kon-

fokale Kontinua mit einander vertauschen, ohne dass der Wert von r sich éndert. Es
sel nun

x1=‘/F’cT.ff”'d",

7'"_2

also X:X,=VBC...:YB'C"...; und ferner sei a,=VA-a, b=VB-V,...,
dVi=X,da, + Y, db, + Z,de, -+ ---; dann ist V, das Potential der vom zweiten kon-
fokalen Kontinuum (4") umschlossenen Totalitit fiir eine auf dem ersten Kontinuum (4)
befindliche Losung (ay, b, ...). Dadurch sind die zwei Fille, wo die Losung, fiir welche
das Potential gesucht wird, innerhalb, und wo sie ausserhalb des quadratischen Grenz-
kontinuums liegt, in gegenseitige Beziehung gebracht.

Wir behandeln nun zuerst den Fall, wo die Losung innerhalb liegt, indem wir
von der Formel

X=@n _2)f" —adedy...

ausgehen und polysphirische Variabeln einfithren, welche die Losung (4, b,...) zum
Zentrum haben. Es sei e =a 4+ 74, y=0+ry,...., also 4+ p’ 4 ---=1; und
das Element des polysphirischen Kontinuums vom Radius sei do; dann wird das Ele-
ment der Totalitdt r"~'dr do, und wir haben demnach X= (n —2) ff A drdo =
= (n—2) {Ards, wo r stets positiv zu nehmen, und das Integral iiber das ganze
polysphiirische Kontinuum auszudehnen ist. Da die Werte von r im letzten Integral

2 : ]
sich auf das Grenzkontinuum =% 4+ % ... —1 bezichen, so hat man v7* 4 2ur =h,
A B

wenn

a2 a? b2
?]=Z+§+..., “=T+f+"" ]L:1_(z+§+...)
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gesetzt wird; nach der Voraussetzung ist : positiv, und es folgt

——u+}/u’+hv,
v

r =

wo die Wurzelgrosse als positiv gelten soll. Vergleicht man nun zwei Elemente des
Integrals X, fiir welche die polysphirischen Variabeln A, g, ... simtlich gleich und
entgegengesetzt sind, so sind die entsprechenden Werte von — Au : v einander gleich,
hingegen die Werte von 4 Yu’— hv:v gleich und entgegengesetzt. Dadurch ist die
Wurzelgrosse beseitigt. Vergleicht man jetzt auch zwei Elemente, fiir welche u, v,...
gleich, aber 4 gleich und entgegengesetzt ist, so ersieht man leicht, dass das Integral

sich auf
X:—(n_2)%fig——_l%j—_—
Z+§+.“.

reduziert. Der Wert von X #ndert sich also nicht, wenn man auch alle linearen Dimen-
sionen der Masse proportional verindert, wofern dann nur die Lisung (a, b, ...) immer
noch innerhalb bleibt.

Um nun fiir diesen Fall einer innern L#sung auch den Wert des Potentials V
zu bestimmen, wollen wir denselben zuerst fiir das Zentrum suchen. Es ist fiir dieses

(Y ) =1, V=(frdrde =} [+de,

A
also
T
j{+i§+.”'

Diese Formel giebt uns die Konstante, wenn wir die Gleichung dV= Xda -+ Ydb 4 - - -
integrieren. Wir bekommen fiir irgend eine innere Lisung

azag b2 u?
. do N SR S @
N 2 o o
atst At e

Es wird sich in der Folge zeigen, dass diese (n — 1)-fachen Integrale sich in einfache
verwandeln lassen.

Wir wenden uns nun zur Behandlung des schwierigern Falls einer iiussern Lisung.
Aus dem frither Gesagten folgt leicht
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1 y__ V4BC...J a Ydo

n—2"" T YyiBC.. T A|F  w v
L S

Wenn wir aber die Gleichung dV = X da -+ Y db - - - - integrieren wollen, so diirfen

2 2 3
wir nicht vergessen, dass vermdge der Bedingung :ar -+ % —+ % ~+--+=1 nunmehr
A’ eine Funktion von a, b, ¢, ... ist. Wiren A', B, ... konstant, so bekime man bei

der Integration die Funktion

a212 bslug

1 VAB...J a T T

U:————Q—‘Vm 13 yg d(f.
3 atp e

Durch vollstindige Differentiation ergiebt sich aber

Z.a”).“
__av 1 V4AB...J ' 1 A’
Woasmts VA—'B'T?F'M'ZT'I}'}T“
A’
alli 12 a212
44  VAB...J f‘g A7 a4 VAB...J b G & de
2 y4aB...J r 2 Y4AB. T 2y )
z% (21)

2
Wir miissen suchen, fiir das letzte Integral, wo das Quadrat von Z% im Nenner

steht, wegzuschaffen. Es ist

izer ark® aa X par
-% 2: ::2$—+2;E_2i5%%;
A yy A ( T)
2 212 2 2 12
9 %Zajf 1 Ea;% 2‘({42 27175'2“44'
zf— A7 4 Vgt | =4 geq 2| L de—2 | L2 do (2
o 5 ¥ 4 5 ¥ o ( 5 & )
a4 vy Y A’

Auf der linken Seite ist der Faktor von dé in Beziehung auf 4, g, ... homogen und
vom nullten Grade. Wenn man also mit ' nr"~' dr = 1 multipliziert und dann das
0
Element "~ dr de der Totalitit durch dx dy ... ersetzt, so kann man auch im Faktor

desselben A, g, ... durch z, y, ... ersetzen. Man erhilt

28
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z saa 1/ 5 alat Ao @k
nfnai A—,A— cdedydz---=n i——;—‘é— dydz---=mn 4 2A—~-}.cl0.
z P2 P gl
Ar AI "‘Al
@+t <) (@ +yt e =1)

Also ist jene Summe auf der linken Seite
?)'2 2 b?
=nfﬁ'fz,—da=n(%fl’da—i—yfy’dGA—----)y

oder, da offenbar fA'dc = [ u’dé = ete. = %j‘ F+p+--)do= % [do ist, auch

72;
n
r (@)

Durch diese Vorbereitung in den Stand gesetzt, jenes Integral, wo im Nenner das
Quadrat einer Summe steht, zu entfernen, bekommen wir

= (S 4+ 4+ ) fdo=fac=2

_av <1 1 VABC. J
U= _2+T(Z) T e dd,

n
und hieraus endlich

" y Za’l‘-’

2 n-—2 YABC...J A
V= ———_VABC.. — EEALTLL dé, (3
r(ﬁ_1 V f VAB' - 2 VA’B’C’...J'f P ®

2 AI

wo die Integrationskonstante so bestimmt ward, dass V fiir eine unendlich weit entfernte

Losung (a, b ...) verschwindet.
Liegt die Losung (a, b...) auf dem Grenzkontinuum (4), so muss dieser Aus-
druck mit dem frither fiir eine innere Losung gefundenen iibereinstimmen. Man hat also

do . %‘
fg__}.%’_;_...—— r(” 1) VABC Jf VA'B’C' J"

.a

wodurch ein (n — 1)-faches Integral in ein einfaches Abelsches Integral verwandelt ist.
Hiedurch zu der Vermutung gefiihrt, dass auch das andere (n— 1)-fache Integral,
welches in (1) und (3) vorkommt, in ein einfaches sich verwandeln lasse, untersuchen
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wir in dieser Absicht die oben gefundene Reduktionsgleichung (2), welche, indem wir
die Accente weglassen, a, b, ... als unabhiingig annehmen und abkiirzend v=2 =,

A
=32 , BR= VA BC...J setzen, folgende Form erhilt:

1

8~
1 ga? __OlogR 1 dw v
g 2% fdo="3E2 (2 4o —f~——d6 fwpdo
1 [w
wo die Differentialkoeffizienten im Sinne von dA =dB =dC = .--=d.] zu verstehen

sind. Integriert man so, dass beide Seiten der Gleichung fiir ein unendlich grosses 4
iibereinstimmen, so wird

Beide Fille, einer innern und einer dussern Losung in einem Ausdruck vereinigend,
konnen wir nun das Endergebnis dieses §, wie folgt, aussprechen:

Ist "= (¢t —a)+ (y—0b*~+ ---, und das n-fache Integral V
= fr " 3%zrdydz... durch —x‘;-% %; —--.. <1 begrenzt, wofiir alle 4, B, C, ...

positiv sein miissen, so ist

» w, @ ¥ <
Ve nz VABC* A+ u B+u_,_, C-J,-u_“ du, . . (4)
r(§_1) VA+uw (B+u (CFu....

wo als untere Grenze des Infegrals ¥« =0 zu nehmen ist, wenn dadurch der
Zahler des unter dem Integrationszeichen befindlichen Bruchs nicht nega-
tiv gemacht wird, sonst aber der positive Wert von u, fiir welchen dieser
Zahler verschwindet.

Die folgende allgemeine Betrachtung wird uns einen noch kiirzern Weg kennen
lehren, auf dem man zu diesem Satze gelangen kann, welcher fiir » = 3 den, wenn ich
nicht irre, zuerst von Ivory gefundenen Ausdruck fiir die Attraktion eines homogenen
Ellipsoids in sich schliesst.
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§ 50. Ueber eine Verteilung von Masse auf einem quadratischen Kontinuum
erster Gattung, welche zugleich mit threm Potential bekannt ist.
Gelten die Bezeichnungen des § 45 und setzt man abkiirzend

dAa d4 dAn
d(plzg_lle d‘l“z:ﬁw--; d%:m,

so kennen wir aus § 47 folgenden Ausdruck des Differentialparameters mittelst kon-
fokaler Variabeln :

. 1 oV 4 'Y
Dlﬁ'par. V~§(¢1W+qjgm+°"'+¢”m)'
Wiire nun (— 1)'~* g,_z fir ¢=1,2,8,...n immer einer und derselben ganzen Funk-

tion (n — 2)-ten oder 'niedrigeren Grades der einzigen Variabeln A; proportional, so
miisste nach einer in § 45 gemachten Bemerkung Diffpar. V verschwinden. Es sei M,
eine solche ganze Funktion von 4;, und man soll bewirken, dass

v

(-— 1)‘—1 8:;:,2 = M 14

wird. Dieses wird erreicht, wenn man
V=P PBP...P, (—1" %{%: M, P,

setzt, wo fiir =1, 2,... n immer P; eine und dieselbe Funktion von A4, bedeutet. Ist
diese Funktion P algebraisch und nicht gebrochen, d. h. wird sie fiir keinen endlichen

Wert von 4 unendlich gross, so vermehrt die Operation % ihren Grad um n — 2;
also muss die Funktion M vom (n — 2)-ten Grade sein. Da die Differentiation nach ¢
Waurzelgrossen hineinbringt, so sehen wir uns bewogen, von vornherein die Funktion P
als Produkt einiger Axen V4, VB, ... mit einer ganzen Funktion des Axenquadrates A
vorauszusetzen ; das Produkt jener Axen sei VK, diese Funktion f(4), also P=VK .f(4).
Ferner sei R*= ABC....= KL, und 7, 8 seien die Grade von K und f in Beziehung
auf A (was wir unter der Voraussetzung d4A = dB = --- als einzige Variable ansehen).
Werden nun die nach A4 abgeleiteten Funktionen durch Accente bezeichnet, so ver-

wandelt sich die Bedingung —g% — MP in

4KLf"+2@BKL+KL)f+Q@K'L+KL)f=Mf. . . . (1)
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Da es auf einen konstanten Faktor in f nicht ankommt, so wollen wir 1 als Koeffizient
von AY annehmen. Dann wird der Koeffizient der hochsten Potenz A4”~* in der Ent-
wicklung von M gleich

4006 —1D+-2@B9+n—n0-+29@n—1)+y(h—7)
=4042Q@n+n—2)0+n(n-+9—2)
=Q0-+7)20+9+n—2).

Ist m der Grad von Pin Beziehung auf die Axe Y4, so ist m = 28 4 5, und m (m—+ n — 2)
der Koeffizient von A"~ * in der Entwicklung von M. Es bleiben in den ganzen Funk-
tionen f und M noch n — 2 - § Koeffizienten zu bestimmen iibrig. Die Gleichung (1),
die wir identisch zu machen haben, ist aber vom (n — 2 - §)-ten Grade, und da wir
die hochsten Potenzen schon beriicksichtigt haben, so bleiben noch » — 2 + 6 Beding-
ungen iibrig, weleche wenigstens ihrer Zahl nach gerade hinreichen, das Verlangte zu
leisten. Die nihere Erorterung dieser Aufgabe werden wir erst spiter in § 52 vor-
nehmen.

Es ist klar, dass die algebraische Funktion P nicht das allgemeine Integral der
Gleichung g%g = MYV ist, weil nur der arbitrire Faktor, den sie haben kann, als

Integrationskonstante zéhlt. Es sei @ ein von P wesentlich verschiedenes Integral der-
selben Gleichung, so folgt, wenn man aus den Gleichungen

P 99

o= MP, 52— MQ
das Polynom M eliminiert,
02Q 6P
P a(P Q a(p 07
und durch Integration dieser Gleichung
89 9P
PW—QW——L B )]

wo wir — 1 fiir die arbitrire Konstante gesetzt haben, da irgend eine andere Konstante
nur der Multiplikation von @ mit einem konstanten Faktor entspricht. Da wir beab-
sichtigen, @ fiir ein unendlich wachsendes 4 verschwinden zu lassen, so setzen wir

Q:p[“%;;,...........(?,)
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als Integral der Gleichung (2). Fiir ein unendlich grosses A verschwindet der Einfluss

der Unterschiede zwischen den Axenquadraten 4, B, C,..., und wenn man VZ =q
setzt und 1 als Koeffizient der héchsten Potenz in P annimmt, so wird

1 1
Q= ntem—2 a@Fm-?

und verschwindet daher fiir ein unendlich wachsendes a, sobald n > 2 ist, was wir
fortan voraussetzen wollen.

Es ist jetzt leicht, das allgemeine Integral der vorliegenden Differentialgleichung
zweiter Ordnung anzugeben; es ist « P+ f @, wo «, § die arbitriren Integrationskon-
stanten bedeuten.

Da nur die erste Gattung quadratischer Kontinuen ein unendliches Wachstum der
Axenquadrate vertrigt, so konnen wir Q nur auf solche Kontinua beziehen und daher
nur den Zeiger 1 bei dieser Funktion anbringen.

Aus dem gleichen Grunde, warum Diffpar. (P, P,... P,) = 0 war, ist nun auch
Diffpar. (Q, B, P;... P,) = 0, wofern nur die Funktion P fiir keinen zwischen 4, und
-+ oo liegenden Wert von A verschwindet. Man kann nun immer das Axenquadrat A

eines Kontinuums ——+ --=1 erster Gattung gross genug annehmen, dass die

Funktion P weder fiir dlesen, noch fiir irgend einen grossern Wert von 4 verschwindet.
Dann ist klar, dass nicht nur, wie sich von selbst versteht, das Produkt II = P, P,... P,
fiir keine innerhalb des gegebenen quadratischen Kontinuums liegende, sondern auch das
Produkt IT'= @, P, P, .. . P, fiir keine dussere Ldsung unendlich gross wird.

Wir wollen nun die zwei Integrale

1
0 ——
-2 o n—2 22 ¥
f( 6E *—ay ay *‘{“ """ )dxdydz...,[j+’-§+"'<1]

60—
Hll' 7" =2 amr -2 x? y?
f _{____B_Z.I_T_,*_....)dxdydz-",[_+_+..->1]

niher betrachten. FErsetzt man fiir ein sehr grosses A das Element dz dy dz ... der
Totalitit durch »"~'dr do, wo wir auch » uns als sehr gross denken, so sind die

Differentialkoeffizienten von ,71_—2 von keiner niedrigern Ordnung des Unendlichkleinen

als —1—] , und da @, wie wir oben gesehen haben, von der Ordnung M—Jrl,,f, ist, so sind
re— ¥

auch IT' und dessen Differentialkoeffizienten wenigstens von keiner niedrigern Ordnung;

fe o]
daher ist endlich £ wenigstens von keiner niedrigern Ordnung als f ,“..ﬁt.i—:t‘z, also fiir ein
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unendlich wachsendes » von einer verschwindenden Ordnung, sobald n+m>3 ist Fiir
m =0 ist P=1, und (fiir ein sehr grosses A) nahezu Q = ;ri—ﬂ =1, Q= i) do.
Also hat iiberhaupt fiir » > 2 das Integral Q einen endlichen Wert, wenn nur 4 gross
genug ist, dass P, fir 4, > 4 nicht verschwinden kann; hiebei ist freilich der Einfluss,
den das Hineinfallen der Gegend, wo r = 0 ist, in die Totalitit des Integrals auf dessen

Wert haben kann, nicht beriicksichtigt. Umschreibt man mit dem unendlich kleinen

Radius ¢ um das Zentrum (a, b, ...) eine Polysphire, so kann man innerhalb derselben

IT, IT', g—f, etc. als konstant ansehen. Dann ist z. B.

n 1
f " dzdyds...[@ 4yt <] f () dy dz- - =0,
weil (,.,.1_2) = 9”1“2 — 9”1_2 = 0 ist, oder auch, wenn man will, weil das vorliegende

Integral = ¢ (A do =0 ist. Wenn wir also auch die um die Losung (a, b, ...) mit dem
unendlich kleinen Radius ¢ beschriebenen Polysphiire, mag sie in die Totalitit des Inte-
grals P oder die des Q hineinfallen, davon ausschliessen, so wird dadurch der Wert des
betreffenden Integrals nicht geéndert. Wir konnen nun diese Integrale auf zwei Arten
verwandeln.
1. Es ist
on 9 % 1 onm 1 o
9r O dz = (ﬁ W) ﬂf’” T 9t dx,
wo die Klammern den Unterschied zwischen dem End- und Anfangswert anzeigen. Da
nun das (n — 1)-fache Element dy dz... durch A dw ersetzt werden kann, wenn es einer
Stelle des gegebenen quadratischen Kontinuums (4) entspricht, wo dw das Element

dieses Grenzkontinuums, und 4, g, ... die Rlchtungskosinus der entsprechenden Normale

bezeichnen, so ist, wenn abkiirzend D = l 7 T H Bay —}« - - gesetzt, und die Gleichungen :

Diffpar. IT= 0, Diffpar. I1'= 0, beruckswhtlgt werden,
P = dw, Q= — DI dow

ru 2 rn——ﬂ

Im letzten Ausdruck ist das auf die unendlich weit entfernte Grenze beziigliche mit
positivem Vorzeichen zu versehende Integral von derselben Gestalt weggelassen wor-
den. Dann fiir m >0 ist DII' wenigstens von derselben Ordnung mit II' oder @,

also von der Ordnung F‘%’ und da dw = +""'do gesetzt werden kann, so ist das
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fragliche Integral wenigstens von der Ordnung ;.:Tl.,.—:a und verschwindet, wenn n< 3 ist.
Fiir m = 0 ist II’ von der Ordnung % , daher DIT' von der Orduung ,.—,.1.71 , also das frag-
liche Integral von der Ordnung ;"—1_—,, und verschwindet mithin ebenfalls fir n <= 3.

Die Operation D bezeichnet die Variation einer Funktion lings der Normale des
Elements dw, dividiert durch das betreffende Element der Normale. Sie ist daher gleich

2p 382, wo p den Abstand des Zentrums vom linearen Tangentialkontinuum in do

bezeichnet, und von den Axenquadraten 4,, 4,, ... 4, der iibrigen konfokalen Konti-
nuen unabhiingig; also DIl = (DP).PP,... P, und DII'=(DQ).PP,...P,.
Ferner ist p=R: V(4 — 4,) (4 — 4,) . . (A 4.); folglich, wenn wir abkiirzend
q=V(d— 4,)(d— 4;)...(4d —4,) setzen, D =
den Integralen A4 als konstant gilt, so haben wir

Lo, Da nun in den vorliegen-
q 8¢

8Q (P, P,...P,

8P ( P, P,...P. _
P=bg) Tgmr o Q=% ) “gr 4o,
und vermdge der Gleichung (2)
P,
Po4Qp—[BlenPae oL@
Man kann dw durch dydz... _ 4 dy dz q d y dz ... ersetzen. Verwandelt man

)

durch z=VA.z, y=VB .y, etc. das quadratlsche Kontinuum in ein polysphirisches
vom Radius 1, dessen Element wir gewdhnlich mit do bezeichnen, so wird dy' dz'--- = 2'dg,

und do _ do.
q

2. Die andere Verwandlung ist

1 1 1
8 —— 8 —— ;L
BII rn—a rn—E 1"'"‘

Bz 0 dm*‘(”“ar)“fﬂ 9 ¢

Bevor wir nun diese Gleichung mit dy dz . .. multiplizieren und in Beziehung auf z, y, 2,

summieren, wollen wir die Folgen der Ausschliessung der Polysphire ¢ um (g, b,...)
. . . s o o2 1

beurteilen. Im letzten Gliede rechts ist immer (Bx” —+ 5y ~+-- )(;Tz) = 0, so lange

r nicht verschwindet. Wenn also die Polysphire ¢ ausgeschlossen wird, so ist auf der
rechten Seite in der Summe das zweite Glied wegzulassen. Hinsichtlich des ersten
Gliedes rechts kann die durch Wegnahme der Polysphiire ¢ entstandene Liicke durch
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1 . . ) LI W e B 4mt Il
HfDF:;.e "do =10 [ 5 () " do = — (n 2) 1 [ do = — ﬁ
21
2
ausgedriickt werden, wenn fir IT der der Losung (a, b, ...) entsprechende Wert gesetzt
wird. Steht IT' an der Stelle von I, so ist das der unendlich weit entfernten Grenze

entsprechende Integral von der Ordnung [ IT'do, verschwindet also. Durch das Gesagte
wird die Richtigkeit der folgenden Gleichungen hinreichend begriindet sein.

Wenn -§+b—1;+---<1 ist, so ist

SBZPJ‘P,,Psq...p, " o+ —*"__[RP... Pl

1

9~
_ RP...P -2 X
Q= Qf q d¢ do;

wenn dagegen %2 -+ %—}— .-+ >1 ist, so ist

1
8 ——
. PP... P, 0
2]3—Pf q Oy do,

PP, P, 07 A
Q=~Qf q do dw+—_—[Q1PzP3...P"],

r(%—i)

wo die in Klammern geschlossenen Produkte sich auf die Losung (a, b,...) beziehen.
Diese Gleichungen geben im ersten Falle

PO+QP=—2"_QIRRP..D],
im zweiten

P[QEBRP...P].

Hilt man damit die Formel (4) zusammen, so findet man
29
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n
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je nachdem die Losung (a, b, ...) innerhalb oder ausserhalb des quadratischen Konti-
nuums (4) liegt. Beide Formeln fallen zusammen, indem P, = P, @, = Q wird, wenn
die Losung dem Kontinuum selbst angehort.

Die linke Seite dieser Formel (5) stellt das Potential einer auf dem Kontinuum (4)
verteilten Masse dar, wenn iiberall die Dichtigkeit k = F, P;... P, : q ist.

Sind P, P’ zwei sich nicht nur durch einen konstanten Faktor unterscheidende
Funktionen, welche die im Eingang dieses § erwiihnten Bedingungen erfiillen, und wendet
man das soeben gebrauchte Verfahren auf das Integral

”
2

PP... Py do _

4n
2 q rm(!i_ )Q[P:PaPa.‘.P,.] oder = P[QP,P,...P],
2

"(9.P,P,...P. 0.P,P; . 2o g
f( ‘8; 8; +etc.) drdydz... [Z+.E_§_...<1]
an, so findet man

(P’?ip—'—zyﬂ’-)fBPs .P..P,P,.. Pd“’zo.

Der vorgesetzte Faktor kann nicht verschwinden, wenn nicht P': P konstant ist;
daher muss

fP,Pa...P,.P,ﬂ...Riq"izo C (6

sein. — Da auch P'=1 zu dieser Klasse der Funktionen gehort, so ist fiir eine Funk-
tion P, deren Grad die Null iibersteigt,

fP,,P;....P,.d—w=0 .. (D), dagegenfilﬂ: 2 L (8)
q T
2
Hiitte eine Funktion P imaginire Koeffizienten, so giibe es auch eine Funktion P
mit den konjugierten Koeffizienten; und wenmn B F;... P, =u v V~— 1 gesetzt wiirde,
— e ]
wo u, v reell sein sollen, so wire P; P;... P,=u—v{— 1, und man hﬁttefg‘;—” dw=0.

Diess ist nicht moglich, weil ¢ immer positiv ist. Die Funktionen P sind also
alle reell.

Die obigen Ausdriicke fiir das Potential eines quadratischen Kontinuums (4) sind
unter der Voraussetzung bewiesen worden, dass P, fir 4, > 4 nicht verschwinde. Konnte

(5)
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P, fiir ein kleineres 4,, das immer noch einem Kontinuum erster Gattung angehorte,
verschwinden, so denke man sich das quadratische Kontinuum, welches dieses zunichst
umschliesst; fiir dieses miisste dann Q einen sebhr grossen Wert haben; eine innere
Losung (@, b, ...) wird immer anzugeben sein, fiir welche keine der Funktionen P, B,
... P, einen sehr kleinen Wert annimmt, so dass das Produkt @ P, P, ... P, immer noch
sehr gross wird; dann haben wir aber fiir das Potential einen sehr grossen Wert, was
nicht sein kann, da die Dichtigkeit auf dem ganzen quadratischen Kontinuum nirgends
sehr gross werden kann. Wir schliessen hieraus, dass die Funktion P, nie verschwindet,
dass also @, nie unendlich gross wird. Die Formeln (5) sind daher allgemein giiltig.

§ 61. Anwendung des Vorigen auf die Bestimmung des Potentials der
von einem quadratischen Kontinuum erster Gattung wmschlossenen homogenen
Totalitdt.

Die Funktion P vom niedrigsten Grade ist P =1 ; fiir diese geben die Gleichungen
(5) und (3) des vorigen §:

N T
SRR
wo rechts als untere Grenze des Integrals 4, = A oder der der Losung (a, b, ...) ent-
sprechende Wert von 4, zu nehmen ist, je nachdem diese Losung innerhalb oder ausser-
halb des quadratischen Kontinuums (4) liegt.

Bedeutet A eine unendlich kleine Zahl, und werden alle linearen Dimensionen des
gegebenen quadratischen Kontinuums (4) im Verhaltnisse 1 +4-h vergrissert, so dass ein
mit jenem konzentrisches und #hnlich liegendes Kontinuum entsteht, so ist ph die Dicke
der zwischen beiden Kontinuen enthaltenen Schicht, und wenn man diese sich homogen
und von der Dichtigkeit 1 denkt, h.pdw = hE- @qﬂ das Massenelement. Das Potential
dieser Schicht ist also

"
2

2n a4

_ 227 . T84

”n R

r(z-1) l
_ W e (T - ’
_ WYABC. T | YRR

n
(5 -1)
wo das Integral entweder bei dem positiven Werte von u, welcher der Gleichung
2

Z—‘%; + B% —- ... =1 geniigt, oder, wenn es keinen solchen giebt, bei u = 0 anfingt.
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Verkleinern wir die linearen Dimensionen des gegebenen quadratischen Konti-
nuums in den Verhéltnissen & und & 4~ d6 und suchen das Potential dV der zwischen

den entsprechenden Kontinuen enthaltenen Schicht, so ist 2 =

A, B, ... und die Variable » sind durch 6§°4, B
kommen

2
y ...y B'u zZu

”
2

du

ao
T’

die Axenquadrate

ersetzen, und wir be-

dv= 646 .YABC. ...

4%_0 'vaw+mw+w

T+ u)

wo als untere Integrationsgrenze entweder der positive Wert % von u, fir welchen

. = & ist, oder, wenn kein solcher existiert,

a b? .
A+u +B+u L
Ist § = 0, so muss . positiv unendlich gross sein. Wie § wiichst,
endlich erreicht 8 einen Wert ¢, fiir den 2 Null wird.

Integral [‘ VAT )du
u

= @ eine Funktion von 6; ihr
B4wu..

# = 0 zu nehmen ist.

wird & immer kleiner;

In diesem Intervall ist das

Wert fir § = ¢ oder

h=0 sei E. So wie aber 0 uber ¢ hinaus wiichst, muss man dem Integral den kon-

stanten Wert E geben. Es ist aber
on
20 _ 96 04 _ 0 .
86 0h 80 YALWBIN....
daher
O=0  n OF
o 2 2 0o YA+HK)(B+H).... 2 2
b?
f _ A+u Btu du.

9% dn

J"hl= ®
h'=h

Ist die obere Integrationsgrenze ein Wert von 8, welcher ¢ iibertrifft, so hat man

al
i ~_ZA—{-u

Vrarem ¢

2

Q{——%
i

I

al
“dtu
YII(A+ u)

0’—6’

VI(d+u)

f"="° du
u=0

YA TR BFH).. ..
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Erstreckt sich die Integration von § = 0 bis § = 1, so hat man endlich

* dz dy...dw 23 yg ot
= . T +tgt+-+5<1
f [(x‘a)’+(y—b)“+-~-+(w—i)*]?”1 [.4 B J ]

" ® a? bt 2
4 o (" GEERtre TR
= —* _YABC...J du,
p(%_l) VA+uw) (B+u....J +u

wo als untere Integrationsgrenze der Wert von u, fiir welchen der Zihler des Bruchs
verschwindet, wenn jener positiv ist, sonst aber der Nullwert zu nehmen ist. — Dieses
Resultat stimmt mit § 49 (4) iiberein.

§ 52. Ueber die algebraischen Lésungen der Gleichung g—z:- =MP

Es scheint etwas schwer, mit Sicherheit die Zahl der verschiedenen Formen der
ganzen Funktion f anzugeben, welche der identischen Gleichung (1) in § 50 geniigt,
wenn ihr Grad 6 und die 3 Axenquadrate, aus denen das Produkt K besteht, gegeben
sind. Da die Koeffizienten der hiochsten Potenzen in f und M bekannt sind, so gehen,
wie wir schon gesehen haben, aus (1) nur 6 -+ n — 2 algebraische Gleichungen zweiten
Grades zwischen den an Zahl gleichkommenden iibrigen Koeffizienten hervor. Das System

derselben hat also hochstens 20 +"~* Losungen. Da aber die Gleichungen eine sehr
spezielle Beschaffenheit haben, so kann man wohl vermuten, dass diese Zahl zu hoch
sei, und braucht nur fiir die ersten ganzen Werte von §, 7 die Rechnung auszufithren,
um diese Vermutung bestitigt zu finden.

Um dem wahren Sachverhalt niher auf die Spur zu kommen, wollen wir die un-
bekannte Funktion A dadurch eliminieren, dass wir fiir die Variable nach und nach alle
ihre Werte substituieren, durch welche f= 0 wird und deren Zahl offenbar & ist. Sie
treten als die Unbekannten des Systems an die Stelle der an Zahl gleichen unbekannten
Koeffizienten der Funktion f; und da die Zahl der Gleichungen, die wir so erhalten,
ebenfalls & ist, so reichen sie zur Bestimmung der Funktion f gerade hin, und dann
ergiebt sich die andere unbekannte Funktion M aus der urspriinglichen Gleichung (1)
von selbst.

Es sei also dA=dB=dC=---=du, flu)=(uw—2a) (u—p8) ... u—10),
R'=KL=H(u), 3K'L+ KL=4J(u), wo H, J resp. als Zeichen von ganzen
Funktionen n-ten und (» — 1)-ten Grades gelten mégen. Dann ist

He.f'a+2Ja.fa=0, etc. (§ Gleichungen). . . . . . (9)
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Diese Gleichungen sind in Beziehung auf die Unbekannten a, 8, . . . { vom Grade 8-- n — 2.
Wenn wir aber von der ersten Gleichung des Systems nach und nach alle iibrigen sub-
trahieren, so konnen wir resp. mit « — 8, a —y,..., a —{ dividieren, wodurch der
Grad um eine Einheit hinuntergeht; subtrahieren wir dann wieder von der ersten dieser
Gleichungen nach und nach alle iibrigen, so kdnnen wir mit § — y, § — 4, ... dividieren,
u. s. £.; und zuletzt haben wir eine Reihe von & Gleichungen, deren Grade resp.
6+n-—2, 6+n—3,...n, n—1 sind. Die Endgleichung fiir eine einzige Unbekannte
ist also hochstens vom Grade (8 +~n—2) (0 +n—3)...n(n—1). Da aber hiebei
alle durch Permutation einer und derselben Gruppe von Werten der Unbekannten ¢, 8,y ...
entstandenen Losungen des Systems als unter sich verschiedene aufgezihlt sind, obgleich

sie nur eine und dieselbe Funktion f liefern, so reduziert sich die Zahl der Funktionen f,

welche dem Systeme (1) geniigen, auf hichstens (n + z o 2) . Dass dieses wirklich die wahre

Zahl sei, geht zwar aus dieser Betrachtung nicht mit Sicherheit hervor; aber die fiir
bestimmte Werte von 7 und 6 angestellten Versuche bringen es zur hochsten Wahr-
scheinlichkeit.

Um die Form der Gleichungen, welche das soeben beschriebene Verfahren liefert,
zu erkennen, setzen wir zuerst fu = (u — a) pu. Dadurch verwandelt sich die erste

Gleichung des Systems (9) in
He.ga+Ja.pa=0.

L 1y+.._+ 1

«—p o — a—

und 9B =0, ¢y =0, etc. ist, so kann diese

ge _
Daqm—

erste Gleichung (9) auch so geschrieben werden :

pHeve —HP-90 3 Ja.ga=0,

wo die letzte Summe sich auf alle § unbekannten Wurzeln der Gleichung f = 0 und die
erste auf deren Kombinationen zu zweien erstreckt. Ist nun

Su=u0 Tl kg ke ut Ky,

so ist
¢u=u0—1+alu0~2+az u0—3+.._+a0-—1 ;
-+ ky ~+ ke +kaf 2
+k, A+ ka3

......
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daher wird, wenn man abkiirzend

“He—FHE | yoige

S,':z —ﬂ

setzt, die erste Gleichung (9)
SH*1+ (“+k1) Sg_.g“*— (a2+k1a+k2) Sg_3+' et (a0—1+ 151 ao_g_*_. . "‘*‘ko# 1) So=0,

und die iibrigen Gleichungen des Systems (9) entstehen aus dieser, indem man nach und
nach « durch 8, 7,...( ersetzt. Das System (9) ist also zu einem Systeme von &
linearen Gleichungen in Beziehung auf die § — 1 unbekannten Verhéltnisse der Grossen §
geworden. Wenn also diese Grossen nicht verschwinden, so muss die Determinante ihrer
Koeffizienten es thun. Diese reduziert sich aber auf die Determinante 2 + a9 ﬂ”* y”“"...e‘t”
= II (¢ — f). Man hat also nur die Wahl, entweder alle Grossen S als verschwindend,
oder in der Gleichung f =0 gleiche Wurzeln anzunehmen. Das letztere als etwas
Spezielles setzen wir einstweilen bei Seite und entscheiden uns fir das Erstere, dem
allgemeinen Fall Entsprechende. Wir haben dann die § Gleichungen Sy, S, S;, ... Sp_,=0;
und wenn diese Statt haben, so ist auch das System (9) erfiillt. Man bemerke, dass
diese Gleichungen, deren Grade resp.n —1,n,n+1,...,n+ 8 — 2 sind, in Beziehung
alle Wurzeln e, 8,...¢ symmetrisch sind und daher rational und ganz mittelst der
Koeffizienten %, k,, . . . kg ausgedriickt werden konnen.

Das Produkt K kann auf (Z) verschiedene Arten aus den Axenquadraten 4, B,. ..

zusammengesetzt werden. Wenn also wiederum der Grad der ganzen und rationalen
Funktion PP in Beziehung auf A mit m == 2 6 -}- 9 bezeichnet wird, so ist

2T a0 =2 () ()

die Zahl der einem gegebenen Grade entsprechenden Funktionen P. Sie ist also der
Koeffizient von 2™ in der Entwicklung von (1 — &”)~"%'(1 +- z)" nach steigenden Potenzen
von z. Dieser Ausdruck reduziert sich auf (14 x) (1 — ) "*'. Die fragliche Zahl
ist also gleich

- + 1 " - + 1 e | + —2 m + —3
( ’fm )(—1) +(mn—1 )(_1) = (mnﬁQ )+( nﬁﬁ )
§ 53. Darstellung gewisser arbitrirer Funktionen von m — 1 unabhingigen
Variabeln.

Es sei’(p eine beliebige Funktion, deren Werte fiir alle auf dem quadratischen
2
Kontinuum % -+ —% —+- .- =1 befindlichen Losungen bekannt sind, also, wenn man will,
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eine bekannte Funktion der n — 1 konfokalen Variabeln A4,, 4;,...4,. Man bestimme
nach dem im vorigen § beschriebenen Verfahren nach und nach fur m=20,1,2,3...
alle algebraischen Funktionen P, welche der Gleichung g = MP geniigen. Denkt man
sich ¢ von der Form Xk P, P, ... P,, wo k einen konstanten Koeffizienten bezeichnet, und
die Summe sich iiber alle Formen der Funktion P erstreckt, wobei wir ferner annehmen,
dass fir m=20,1,2,.... die Koeffizienten ¥ eine abnehmende Reihe bilden, welche
schneller fallt als eine geometrische: so kann man jeden Koeffizienten k¥ durch ein iiber
das ganze quadratische Kontinuum (4) sich erstreckendes Integral ausdriicken. Vermoge
der Gleichung (6) in § 50 ist ndmlich

d do
f.p.P,Pa...p,?“i=kf(1>,P,...p,)uq_-

Da das Integral rechts lauter positive Elemente enthilt, in denjenigen links hingegen
das Vorzeichen von P, P, ... P, desto hiufiger wechseln wird, je hoher der Grad m von
P in Bezichung auf Y4 ist, so wird im allgemeinen hochst wahrscheinlich der hiufigste
Fall der sein, dass das Integral links ungefiihr nach geometrischer Progression immer
kleiner wird, je hoher m steigt. Ist %, das konstante Glied der angenommenen Ent-
wicklung von ¢, so hat man

J’(pdw fdw__ 91:2 'ko-

Ich halte es fiir sehr wahrscheinlich, dass jede Funktion, deren Werte iiberall
auf dem quadratischen Kontinuum (4) nach Belieben gegeben sind, unter die Form
Sk P P,...P, gebracht werden kann; allein die Schwierigkeit des Beweises erscheint

mir fast uniibersteiglich.

§ 54. Reduktion einiger vielfachen Integrale auf einfache.

Bei der Bestimmung des Potentials der von einem quadratischen Kontinuum um-
schlossenen homogenen Totalitit in § 49 kam die Reduktion eines gewissen (n — 1)-
fachen Integrals auf ein einfaches vor. Hier sollen nun einige vielfache Integrale von
allgemeinerer Beschaffenheit, welche jenes als speziellen Fall enthalten, reduziert werden.

I. Aus der Theorie der Eulerschen Integrale folgt

_Ter@ry...re
Fet+g+y+---+¢

*lxa—lyﬁ—l 271 wrldydz. .. dw

¢ x>0, y>0,...w>0 )
(w+y+z+---—i~w=1
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Um die, wenn ich nicht irre, von Catalan gegebene Formel zu beweisen, kann man mit

‘fme*‘x+y+"'+"’)“u“““f'"“*l du = I (e + B+ - - - -+ &) multiplizieren, ux, uy, ... uw
0
in 2, y,...w umsetzen, und endlich, da z +y -+ --- -+ w = u sein muss, du durch dz
ersetzen; das Integral zerfillt dann in ein Produkt von n einfachen Integralen.

Setzen wir in der vorliegenden Formel x = A°, y = ¢, ... w = w?, so stellt die

Bedingung A’-t-u’---. 4+ ©'=1 ein polysphirisches Kontinuum dar; das (n - 1)-fache
Element du dv...dw ist daher eine Projektion des Elements d¢ dieses Kontinuums und
hat den Wert Ade. Wir bekommen so:

C12a—1 281 iyl 8o 1\»—1 I'(e) T(B)....T(e)
2a—1 ;281,271 21 — {2
Jl N v7~...(u de (Q) et ft X = (1
(l>0,y>0,...w>0,)
NVt pf=1

II. Wird der Kiirze wegen 4 = %2—}— %2 + 4 i}ﬁ gesetzt und bedeutet ¢ eine

beliebige Funktion von n Variabeln, so soll das Integral

= J (}/zl 1/.4 - V4) d‘:

_A?

verwandelt werden. Setzen wir fiir diesen Zweck ¢’ .7 =1, so kann das Integral auch

unter der Form
1P:f(‘ofern1_1 a.r”lp(rlé:‘u,...’r?f)) ')'"—1d7‘) d6
:f” 1 8.rprdru,...rd)
rr—1 or
r== x2~{— _/ + coowt, =1k, ete.
( T + 5ot %2 <1 )

dxdydz...dw

dargestellt werden. Bedeuten v, ¥,,...¢, die ersten abgeleiteten Funktionen von 1w,

so ist

r»]—x 8-87‘;',11 =ny+xh+ytt- -+ wy,,

und, wenn ¢ = «'V4, y = yVB,..., =+, y=r'w,... angenommen wird,
1 8 / 1 8.7 VVA4, ¥’ VB, .. )
i e = -k WYA 0+ W VB ) = et

30
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Man erhilt also

zp:vABc...Jf . 8"'"‘-"("“/54,;, "WVB, ) gty du,

(7.12:.7;/2__*__2/2__*_.”_*__ w/2< 1)

oder, mit Weglassung der Accente und Ersetzung von dzx dy dz...dw durch »" ~'drdag,

qu‘/m——jf(‘!dar”‘ll(g:vz,) d7‘> de:

also endlich

1o ® \ do - — — — s

—— =y e —} —— =V « .« A: PP .

fw(w £ w) y VAB. .. T fv(V4, uVB,...0 V) ds, . (2)

wo A= %:4—%2 —I—+gj, und beide Integrale sich nur iiber den Teil des poly-

sphiirischen Kontinuums A*--p*~f- ...+ w'=1 erstrecken, wo simtliche Variabeln A,
¢, ...w positiv sind.

Setzt man ¥ — 1 und ldsst L, %, ...l %, 1 —4—%,. .. iibergehen, so ver-

A
wandelt sich (2) in

do — Qng 1
O] ([ e

wenn das Integral links sich iiber das ganze polysphérische Kontinuum erstreckt. Je
nachdem man auf beiden Seiten nach den steigenden oder nach den fallenden Potenzen
von u entwickelt, enthilt man finile Ausdriicke fir [ A4 dg, [ A ds, { A da, etc., oder fir

doe do do e do .. . .
- o, ~——  ete. Den Wert fir f -, wenn ¢ irgend eine zwischen 0 und
At A2 T2 .

A2
—g liegende Grosse bezeichnet, werden wir bald auf ein einfaches Integral zuriickfiihren.

ITI. Um das auf alle Losungen mit positiven Werten 4, g, . .. eines polysphérischen
Kontinuums vom Radius 1 sich erstreckende Integral

S sz‘f (—17:—}) ¥ (rhy rp, .. re) " dr g

o 1 —192 _ 1
zu verwandeln, setzen wir —5——=u, also r = (1+u4) " und erhalten
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S=% !mf¢ (Vl—:uA’ Vi :uzl"") a +d:/t)—§.f(u) o

Durch Anwendung der Gleichung (2) ergiebt sich hieraus

S=L >yt £ \d 7w du RRENG)
= e W (e e

IV. Gehen wir zu speziellen Umwendungen dieser Formel iiber und setzen
v(x, ¥, ... w)=a"1y2f-1 w?*1 so bekommen wir vermdge (1) die Gleichung

i 1—r\ , — da
@a+p-+e-—-3 2a—1 281 2g—1

fff(r*t)r dr . A u )

[}

z(l)” I'{e)T(g)... I () ® f () du )
2 T(u+ﬂ+-..+é)f (1+%)a(1+%)ﬂ”'(1+‘§)s

Die Funktion f (u) unterliegt hier gewissen Bedingungen; sie muss von # = 0 bis ¥ = @
kontinuierlich sein, und fiir ein verschwindendes « muss sich « f(u) wie eine Potenz
von u mit positiven Exponenten, fiir ein unendlich wachsendes « dagegen muss sich
wf(u):urtB+ -+ wie eine solche Potenz mit negativen Exponenten verhalten. Nimmt
man f (u) = %~ ! an, so ist links das Integral

™ 1 g3 ve—ait gy A TO T (@t p+e et e—i)
— )i 1g2@E Bt B =201 (g o .
J (T —r) Rl Ty oy Py sy

]

Man hat also endlich

L T(@)....T Wl du . @)

22e—1 23—1”“5‘28—1 1\n—1 @®
f———(g+§?7?—)7 dGZ(Tz) P(i)p(a+ﬁ+...+aazf).f (1+%)a(1+%)ﬁ””

Diese Gleichung gilt nur fiir positive Werte von &, 8, ... e und filr 0 <t <e g+ - 4-¢.
Fir ¢ = 0 tritt die Formel (1) an deren Stelle, und fiir ¢ = a4 g+ - - ¢ erhilt man
durch Anwendung der Formel (2):

f( a1, et 8dc—_—(i)""l-r(")F(ﬁ)"i—@A“Bﬂ...JE.

FERNT NGBt T 2 T(atB+- - Fe
THE+ )
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Setzt manin () =y=---=¢= % , und erstens o« = % , zweitens o = _@, so erhilt

man die zwei Formeln

f . Z;’ _ f _ —1au =,
(.Z-*-EJ,----) I‘(z)I’ *—z V1+ 1+§)...(1+7)
7

f 12da o n W' du
o i R e R o) (e [e )

wo nunmehr die Integrale links sich iiber das ganze polysphirische Kontinuum erstrecken.
Setzt man 7==1, so ergeben sich die in § 49 gebrauchten Reduktionen

Setzt man ifl(fl)l:%,y.:v%,...cf:%,s01st —I— —I— +
und das Integral links erstreckt sich iiber denjenigen Teil eines quadratlschen Kontl-
nuums, wo alle Variabeln zugleich positive Werte haben. Nach der iiblichen Bezeich-

nung wird dann

m= nAa lBﬁ 1 -Ji_l
[Te. ( @4, ‘“'")
_ I1.(4a—BptF-t r@r@)...T'() f“’ i=1gy ®)
= UBC...J) TOTw+h+—te—1) W, u\E_
y (H"Z) (H"E)"”

wo links unter den Axenquadraten A,, B,,...J. die m — 1 letzten entgegengesetzt zu
nehmen sind, damit alle positiv erscheinen, und wo @ = (4,— 4;) (4:— 4.) ... (4.— 4,)
3¢ (4,_1— A.), wo ferner rechts das Produkt I7.(4 — B)***~" so viele Fak-
toren zihlt, als die Grossen 4, B, C,...J zu zweien kombiniert werden konnen. Die
linke Seite zerfillt in ein Aggregat von Produkten von je n — 1 einfachen und voll-
stindigen Integralen.
Richtet man fiir n = 3 die Exponenten e, 8, , i so ein, dass vollstindige ellip-
tische Integrale herauskommen, so scheint trotz aller noch méglichen Mannigfaltigkeit
immer nur die bekannte Legendre’sche Relation, ¥ (k) E (k') + F (k') E(k) —FE)F (k')

= 325, aus (6) hervorzugehen. Setzt man z. B. a=ﬁ——y—~ VB C ==

VA—#E =1, }C;‘ = cos? 4, und bezeichnet das vollstiindige elliptische Integral dritter Art

1 dx

VT i e durch IT (n, k), so verwandelt sich (6) zunichst in
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— tamg @
1 14 ’ L ’ Q ’
mn(k’tang’ﬁ, k)F(k)——II(—k’sm‘ﬁ, k)F(k);—l———k'gsl_n?& F(k, 0)

Substituiert man aber hier fiir die Funktion IT ihre durch elliptische Integrale der zwei
ersten Arten ausgedriickten Werte, so erhilt man nur:

FE,O{F@EK)+FE)EFR —F @ FE) — 5} =0.

% \r s
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