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НРЕДИС.JIОВИЕ РЕДЛКТОРЛ 

Пред~1а~•аемал ышга 11peNra11ua•1aeтcн длл читателей, s11акомых с ос­

повпыю1 11рипцппаш1 во.пювой Jtехаnики 1r .жеJ1ающих основательно 

оsнм;омитъсл с прпмепеnиел1 :1тю: 11рющипов 1; явденилм сто.1кнове­

лш1 :иrемеrпарш,1х часп11~ - :Jлектронов, атомных лдер, ионов, ато­

иов л мо.;1е~;у.а - лруг с .Lруго"М. Н ВП,'LУ !tадОС'L'И :и,их частиц, к.лас­

сичесI-.ая \1еха,1ш1;а 01шсывает :~ти яв.:~ешrа в весынt грубо}r лриб.;ш­

жении, н то ли1111, ,(.;1н стоJ1кновеnиii "упругого" ха1Jактера, ·г. е. 

·ra.1;.nx, IIpи 1;0·1•орых :шергиа отuослтеJiъного движепил сталкиваю­

щихс~r чac'l'ЛIL ПР НРреходлт в их внутрРппюю :шергшо ( если хотя бы 
о:tпой из обеих час·гю~ лв;шетсн а'L'ом). 

Неупµу1'ис сто.111-..повенин, с-влsа1шые с изменением вny'rpeнпeii: 

:шергии подобных частин и в •1а.стностн с их иониза~~ией, оказывае'rсл 

возможным 011исат1, 'L'OIO,t,o на основе ~;вантовой механики. Точпо 

1'aJi. же liЛaccичecliaa '!rхани1;а 01rаnыnаетсн ue в состол[ШИ передать 

рлд тонкостей, свн:~анп1.1х с 'rо;1щественпостью ста;1кнвающихсл 

ча,стнц. 

Авторы иввес'rш.r своими орш•ю~алы11,1ии 1эаботами в :1той обла­

сти. R частнос'ГИ Мот'r: щнша ,•.ТJРЖИТ ркд результа'l'Оn, относлщихсл 

1. влиянию "спипа" при сто:,кноnепии :ше,,тронов с а'l'Ома:ми и.1и 

JLpyг с другом, в сшrви с принципом llаули, а. Мессн- рлд резуль­

татов, отпоскщихсн i. упругим и неупругим С'rолкновенилм между 

отпоситеJП,НО 'l'КЖР .. 11,,~ш с.тожнымн ча.с·гица1ш - атомами и моле-

1;улами. 

Таким обраsо:м :~;uига :Мессл и Mo'I"ra юн~ет ue т·оJ1ъко те достоин­

с1•ва, которые сnнзаны е полнотой трактовки, но н преимущества 

сочинения, обладающего значительной степенью орнгJmа;1ьпости. 

Длл нолпот1,1 авторы лаю'l' n начале книги (гл. !) краткое ИЗJIО­

:.кенпе общих принципов во.Jшовой мехапнюr, страдающее не только 

недостаточной ясностыо, по и некоторыми лрипцппна.;~ъnъr:ми ошнб-

1>.ами, отмеченными мной в прнмечанннх. 

.. 



6 Предисловие редактора 

Читатель, знаJ;омый с общими основами волновой :механики, •ожет 
спокоiiно пропуститъ :-Jту первую главу; в противном случае eif 
СJlедует nредвари·rедъно познакомитъсн с этими принципами по :к.акой­

нибудь другой ~;ниrе (например по моей "Волновой механике" и.111 
,,Волновой :механиБе" Герни). 

Длн русского изданин авторами дополнен ряд глав и нап11с~ша. 
глава ХУ[ об лдерных столкновенинх. 

Ленк11rра,ц, 
лнварь 1936 г. 

.Я. Френкем. ВВЕДЕНИЕ 

Многие ив наиболее существенных успехов современной физики были 
.1.остиrнуты в результате изученин поведенпл пучков заряженных частиц. 

Исследова.нил Томсона. и других физиков над катодными J1учами при­
вели к. открытию электрона и измерению отношения его заряда к 

vacce. С помощью аналогичных :u:етодов Кауфману удалось установить 
реллтивистское изменение массы со скоростью, а за последнее деснтиле­

тие усовершенствование этого метода. Астоном привело :к определению 
J1ассовых дефектов атомов. Эти опыты дали вам сведения о природе 
еамих зар.яжевных частиц. Когда природа их: была понята, пучки заря­
женных частиц оказались наиболее употребительным средством иссJ1едо­
вани.11 атомной структуры. Наиболее ценные в этом отношении сведени.11 
J[Огут быть получены в результате бомбардировки материи, обычно 
n форме газа или тонкой фольги, при таких условилх, :когда, :можно 
пренебречь до.лей падающих частиц, которые испытывают эффективные 
етолкновенил больше нежели с одним атомом:. :Мы можем при этом ис­
~едовать энергию и угловое распределение рассеянных частиц или же 

излучение, даваемое атомом. 

I{ наиболее ранним опытам этого типа относится опыт Резерфорда, 
подвергшего тонкую металлическую фольгу бомбардировке по·rоком: о:-час­
l'ИЦ. Из соотношепил между числом рассетmых частиц и толщиной 
фольги ему удалось показать, что в условилх опыта имело место прос­
тое, т. е. {)ДНО1tратное, расселние; далее, изучение из:м:енени.11 рассе.яния 

с изменением угла привело ero к формулированию постулата, согласно 
которому в центре атома находитс.11 тя:а:елое ядро. Дальнейшие усовер­
шенствованил этого иетода привели Резерфорда Б. открытию аномального 
рассеяния и - искусственному разложению лдер: этот метод оказалс.11 

о,цни:м: из наиболее пригодных дл.11 исследовани.11 структуры а:дра.,. 
Опыты по бомбардировке атомов электронами данной энергии в ру­

ках Франка, - Герца и других исследователей привели к наиболее 
непосредственному доказательству существования стационарных состо.11-

ний, постулированных Вором: в 1913 году. Оказалось возможным изме­
рить минимальную ,шергию, требующуюся дл.11 возбуждени.11 ато:м:а, 
а. также исследовать распределение скоростей электронов после столкно­
вения и показать, что расселнные электроnы либо не тера:ют энергии, 
.~ибо потерн энергии превышает первый резонасныii потенциал. 

Во всех этих опы1.•ах внимание сосредоточивалось в основном на 
мо:ие, а не на ста.1кивающейся с нии частице. Ведь и:м:енно атом: 
ООJiадает планетарной структурой, существует в стационарных 1.,'Остон-
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ттиях и из.ilучае·r кванты :mерrии. Теоретические исследованин впло1ъ 
--1.0 последнего времепи каса.1ись поэтому в основпо:м вопросов о стацио­

нарных состо~и.!х атома. Бодее точные и полные данные об энергиях 
:1•rпх состолnпи оыли подучены в резудътате развития спектроскоппче­

ск1:rх ,tе'1'одов исс.;~едованил. 

Имелн мес•rо также и попы•r,ш получения теоретичес1шх значений 

вероятности потери анергии сталкивающеiiсл частицей. Та1;, на.пример. 
в 1 Я 1 ,; году Нор дад подуклассическую теорию ПО'l.'ерн :шерrии э.лек­
':ропами 1t а:-чжтю\ами при прохождении их через материю; при это:1,t 

оыло получено выражение длл задерж1:rвающей способности вещества. 
находлщеесл в качее•rвенпом согласии с опы•1•ными данными. В 1 Я23 rодУ 
i\:рамерс дал теорию излучения частицей при е'l.'ОЛкновении ее t' пепол.'-
1шжнt>й иишенью. Эти формулы, ХО'l'Л и весьма употребительные при 
рассМО'l'рении :1шшери:мен'l.·альных данных, ли111еnы, однако, с1ю.1ы;.о-п11-

будъ со.:н1двого з•еоре•rичее1юго базиса. 
Одной na эаслуг новой 1шантовои теории лвллется то обетол•Jел1,етво. 

Ч'Ю она одно:ша•mы :11 .?бразом о•rвечае'l' на вопросы, свнна.нные с oпpe­
.1lCЛeIIIHJ)f 1юроя•rностеи и интенсивностей в Rадачах теории с·rолкновений. 
IIepвot: у1;азание на недостаточность прю~:енепил 1шассическоii механики 
дополненной 1шантовы~!И ycлoвИJIJIIИ, было получено в результате 1щбu·~ 
Рамзауера, показавшего, что .для не1юторых атомов :1ффектпвпое сече­
ние дл~ с"rолкновенил с медленпыми :4лектронами во )tНОГО раз меньше. 

нежели" t•rыю-кинетическое сечение. Чрезвычайно .богатый :1ксперимен­
'гальныи 11атериал был получен уже после uос'l'роенил новой '1.'еории, 
пр~ чем накош1ение его ,~о некоторой С'l.'епени стимулироваJюсь послед­
неи. Ta1i, например, работы Дэвиссона II Джермера, Томсона и мноrнх 
,1(руrих авторов, посвященные диффра:~щии электронов криста.,1дами, дают 
ясное доказателы~·rво волновой природы :ше~,трона" И:мееется '1.'а~,же бога -
'ГЫЙ :жсперимен'rальный материал, к.асающийсл диффракции влектронов 
оз' а•rомов и молекул газов, большая часть которого может быть объяс­
нена впо.:ше удовлетворите.пьным образом. Имеются 'rакже некоторые 
указания на ~.оз!южность под'l'вержденил принципа Паули из расс:мо­
'l'рения явлении столк.новенил. 

Новал '1.'еорил не только объяснлет эти новые и до некоторой степени 
удивитеш,ные явления; она дае•r также формулы для надерживающеii 
способноети раЗJiичnых материалов длл 11- и ~-частиц, значени.я rазо­
кинетическоrо сечения атомов, а также многих других величин, попытt,н 

вычисления которых в классической теории оказались безуспешнымл. 
Формулы, даваемые 1шантовоii теорией, находятся: обычно в .:~учmе:м 
согласии е опы·1'ными данными, нежели формулы прежней теории; остаю­
щиесл расхождения обусловдены, по всей вероя1'ности, приближенностью 
математических методов, применлющихсл при решении уравнений а не-
недос'l.'атками самой теории. ' 

Во вступительной главе Э'l'ОЙ книги обсуждаются методы новой кван -
'l'овой теории; далее эти методы применяются к рассмотрению задач 
о столitНовенпнх между материадьны:ми частицами, при чем иллюстри­

руетсл согласиt> получающихся результатов с опытными данными. 

Г.'[АВА 

BO.lHOBO}-; YJJ АRН}ШИ}J 

§ 1. Во.лповап фующия: 

н ~·roii г.1аве мы сфоряулируе:м законы во.11новоii механики пе в и:х 
наиболее общеii форме, применимой 1; дюбои сложной системе частиц, а 
в более просто~~ виде, пригодном .лишь при изучении движевил отдель­
пой заряженной •1ас•rицы в неко•rоро:м силовом поле. Излагаемые при 
:)тоя сообраЖ()IIИН ,юrут быть также применеnы к рассмотрению э:кспе­
ри:меН'l'альпых дапных о поведении :шектропnого пуч.tа при условии, что 
кт.имодеiiствuс!t между раз.1ичны:м:и я.;~ек·rрона:ми в зтом пучке можно 
пренебречь, т. е. что каждый :шектрон ведет себя так, как если бы 
остальных :1лектронов не сущес'l'вовало. В действительности это могло 
бы иметь 1rесто, конечно, лишь в том случае, если бы плотность за-
рлда в пуч1{е была исчезающе мал~и. . 

Мы vстаповш1 ва1юны волnовои механшш с целью при:меневи.п их 
1; изvчению движения свободного электрона; так как соответствующие 
опыт·ы производлтс.я обычно с :ше:ктроnnы:ми пучками, мы сформулируем 
прежде всего законы, характеризующие поведение стационарных пучков. 

:~аконы :)ти могут быть найдены следующим образом. В самом 
процессе :жсперю1ептальпоrо исследования поведения электронов :мы 
пмеем обычно дело с ~Jлек·rроnом ка1~ с частицей (вспышка на. экране, 
отброс счетчю,а Гейrера). Если же мы, однако, хотим :шатъ, сколько элек­
'rроноя находи•rсл в некотором объеме, n.;iи же с1,олько электронов вблизи 
;,анной точки проходит в единицу времени через единицу площади-:­
\1.Ы долж~:ы сделать предположение о наличии волны (волны де-Броrлл) .. 
Л:мплитуда и фаза :,той волны в данноii точке в данный мо:мент вре­
:иени определлетс.л как некоторал (комп.;~еышая) функция положения 1) 

·~ (х, у, .z-; t) (волновал функция). Наличие этой "волны" обнару~иваетс.п 
следующим образом: если d-. - :шемеn•r объема, содержащии точкъ, 
(.т, у,.:), то веролтnость нахождения :~лет:·1·ропа в :момент t в ::~лемеите 
объе:ма rlt определлетсл выражеnие:м 

·1 ·~ (х у ~· /) \2({-:. I j ' ,..,, 

Среднее число :~лектронов в объеме °', достатоЧJIО большом, чтобы со­
держать большое ноличество :шектроно_в, равняется таким образо:и: 

г \ ·нх. у,.:; t) \2d7, 

1) :v, у, 2 - де:картовы :координаты, взятые по. отношепиtu Jt векоторы~.~ 
пеподвижпы:\! оея:м; t -- время. 
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Интегрирование производится здесь по объему t. С.1едует по.н;черквуть, 
что эта вероятность относится к резу льтата:и возможных эксперииентов; 

величина 1 ~ 1! dt определяет вероятность того, что электрон был бы 
найден в элементе объема d,_, если бы оказался осуществ,1енным соот­
ветствующий опыт. 

Число ::~лектронов, проходящих в единицу времени через единицу 
nоверхnости, определяется уравнением (18). 

Покажем теперь, как вычисллетсл волновал функция <.jl, точно описы­
вающая поведение пучка электронов при любых данных ус.1ювилх; :метод 
вычисления будет, конечно, зависеть от характера подразумеваемоrо 
эксперимента. Мы можем различать два 'rипа опытов: 1) опыты, при ко­
торых :мы имеем дело со ст а ц ион а р н ы :м: ПО'rоком эле~,тронов, напри­

мер, с катодными лучами в хорошо О'l'Качанной разрядной трубке, 
и 2) при которых мы имеем дело с потоком, интенсивность которого 
меняется во времени. 1~ опытам второго типа относится исследование 
поведения электронов в разрлдной трубке в первый моJ1ент пуска тока 
{с11. § 8). 

§ 2 . .Волновая :м:еханика tтационариых электронных пучко11 

Рассмотрим прежде всего вопрос о поведении стационарных пучков 
.электронов. В этой главе мы ограничимся: формулировкоii переллти­
вистской теории, справедливой лишь в том случае, когда скорость 
эJiектронов :мала по сравнению со скоростью света. Ддя определенна 
-траектории электронного пучка мы должны знать функцию ·~; величина 
\ '\112 будет равняться при этом числу электронов в единице объема 
вбливи данной точки. При заданных условиях опыта м:ы сможем •rаки:м: 
образо:и вычислить \ '-11 [ для любой точки пространства. 

Предположим, например, что пучок электронов, облn,даюших извест­
ной энергиеii, проходи'r через щель S в хорошо откачанныii сосуд, 
где электроны описывают криволинеiiную траекторию, обусловленную 
-наличием электрического полл. Мы можем при этом, исходя из экспери­
ментальных условий, вычислить функцию I у \2; есJ1и наши правила опре­
деления \ '-11 \2 являются верными, то должно оказаться, что вне области 
_нахождения электронов величина 1 '-11 \2 обращаетсл в нулr., внутри же :.тои 
области она равнлется наблюдаемоii плотности эдектронов. 

Определим прежде всего длину волны при данных условиях. С ::~той 
целью иожно использовать непосредственные :-шспериментальные данные 1 ); 

наблюдения над диффракцией электронов кристаллами пока3ывают, что 
если элехтроны ускорлются в поле иавестного потенциала, ·ro длина 
л соответствующих волн определлетсл формулой 

' li 
л =v~2mYf"' (1) 

-г;r,;е W - кинетическая :шергия отдельного ~~.11ектрона. a'l'O соотно-

1) G-. Р. Tliomson, The wa.ve meclianics of fr·ee electroпs (гл. IV). 

Волновая мехаю.t1.а стач·ионарН,ЫХ эле1,тронкы.т ny..,,кotJ 11 

вие было получено в 192fi r. де-Броrлем на основании: теорети­
mе .. 1) 
ческих соображении . w _ величина, которая может быть непосредственно измерена, так 1tак 
W - падение потенциала между источни ... ом ::>лектронов, где они приблк­
е й женно :иогут рассматриваться как находлщи:есл в состоянии покоя, и то 
точкой, где производится измерение длины волны. Для рассмотренного 
выше опыта имеет место следующее соотношениР: 

нr = пr0 - V(x, у, z), 

где w·
0 

- кинетическая :шергия электронов при прохождении их через 
ще.иь S, V(x, у, z)-потенциальнал энергия электрона в точке (х, у, z), 
причем V = - erp (х, у, z), где 9 - электростатическая: разность потен­
циалов :между 8 и точмй (х, у, z). Длина волны в :.том случае может 
быть определена, таким образом, в любой точке пространства. Эти резуль­
таты оказываются, однако, несправедливыми, если градиенты потенциалов 
столь велики, что пr претерпевает заметные И3менения на расстоянии 

порядка длины волны ( ~ 10-8 см) 2). Подобные поля имеютсл только 
во внутриатомных областях. 

Для определения водновоii функции мы должны также знать так 
навываемые r.граничные условия". Последние зависят исключительно от 
рассматриваемых условий эксперимента; в вышеописанном опыте "гра­
ничные условия" заключаютсл в знании состолния волны на поверх­
ности щели, т. е. в знании ее амплитуды, длины и фазы. Все ::~ти величины, 
за исключением фазы, определяются условиями опыта; ~3:3е же )(Ожет 
быть приписано любое значение, так как оно не повлияет на \ЧJ\, из аналогии 
с другими видами волновых процессов лсно, что эти условия являются 
д.остаточными для: определенил волны во всех точках пространства. 

Для вычисления функции ф мы должны также знать волно~ое уравне­
ние, которому она удовлетворяет. Любоii :монохро:м:атическии ряд волн 
в однородной изотропной среде должен удовлетворять уравнению 

4тт2 
,,2у' __L ___ ,!J = () 
V I л.'2 1 ' 

где " - длина волны. :r:слк среда неоднородна, т. е. л явлнетсл функциеi 
поJiожевия, то воJ1новал функцил 1 будет удовлетворя'rь этоиу уравне­
нию п р и б ли ж е н н о, при условии, что на расстоянии порядка л. ив•е­
:вение 1. мало 3). Подставля:я в предыдущее уравнение выражение 

1) См:. например Фреюсе.~ь, Волновая :м.еханю,а, 'I. I, стр. 37. 
2) П8следнее оrранич:ение представляется ничем не оправдаввw:м. 

(Прим. ред.). 
0) Это утверждение, свяаанное с предыдущим ограничением, также совер­

шенно непраnил:ъно: ур-ние ШредШirера (2) остается еправедливы:м при св:олъ 
уrодво больших гра.диента~ потенn.иа.ла. (Прuм. ред.) 



12 Волновое .!fравне,ще 

ин получаем 

(2) 

- волновое ураюнчше Шрединrе1>а. 

JI ~осrавлепное выше условие, согласно :которому na расстоянии по­
р д 

O 
длина волны не должна претерпевать заметных изменений 

может ыть записано в следующем виде: ' 
1 12,таd Vfл~H'. (3) 

3но удовлетворяетсн, очевидно, длл всех :макроскопических полей 
н помощью с~отношенил (3) :можно IIО1,азать, что поведение ::~лектронног~ 
уч:ка, предсказываемое уравпение~r Шредингера, совпадает с резуль­

~ата~и, вытекающими из механюш Ньютона. Действптельно, если 
1учок волн движется в среде с II ер е :м е н н ы :м коэффициентом 
преломленил !-'·, то траекторпя пуч1щ лвллетсл 1,риволинейной· ее адиvс 
~,рнвп:зны П в любой точке опре,1\еллетсн хорон~о изn<'стной фdрмуiои · . 

] r) 
- ;- === - --- 1ц: 1), • !,. tJn , , 

Коэффиц!lею прел011ленил р. равплетсл отношению 
с:иатриваемой точке к длине волuы в свободrю"r 
при отсутствии юrешних сил); в нашем случа.е: 

1 

:J·=(11'0 /(H'0 _ ~'J/T 
и следовательно 

1 д ~r ,= ~ / 2 (IФ' - J,T). 1, дп о 

длины волны в рас­

пространстве (•r. е. 

(4) 

Сог;1асно :МРхашше Ньютош1, произве 1,,еннР ,ia.ccI·' i;
2 

, ц т на уекорение Н 

нор:малыrое к ·rраектории электронов, дод.жно равшrтьсн _ д V _ соста-
~ дп 

ю1.нющен внешнего поля в норма.1ьно,r направ;~еюш. Подста.nлнн 

1111.,~ = 2 (Н'0 - //), 

получаем 1rраш (4) 1·· · , · 1еnие . 1ai, волновая, тю~ и кдассичес:кая :м:еханю;и :1~:::i~H'J', таюв1 обравом, в данном случае i, одним и тем же резуль-

Вол~ован t1 ~х~ннка приводи.1: к отличным от классической механики 
резулиатам 'IOJlЫ,.o в том с.11учае, 1югда она применлетсл длл описанил 
поведенюr ;1лектронов в сиilьны. 
П . • х nол.нх, существующих внутри атомов 
режде чем примен.нть уравнение Шредингера (2) 1t подобного род~ 

задачам, мы остановимсн на расщютрении двух вопросов. Во-первых 
потенциальная ::~нергин электрона в '!'очке (х у ~) ' 
аксперим.ентальпо оnределююii величиной. Co1:.;ia~n~ n у:_е и:е н:~:н:тс~ 
левности, скоройъ :~лектрона, наблюдае-'!оrо в точке (х: у,;), ~еизnе~т~:.; 

" 
Примеры вол·мовы:1· фун1>1f~tй 

из}lевение V (х, у, z) его кинетической энергия IIpи переходе nз свобод­
ного от сил IIРО(,'Транства в точку (х, у, z) не явл.нетсл поэтому экспе­
риментально наблюдаемой величиной. Мы можем лишь сказать, что 
функция V, будучи подставленной в уравнение Шредин,rера, IIриводИ'I' 
к согласующимся с опытными данными результатам. Если нас инте­
ресует IIоведение электрона в поде ядра зар.нда Е, мы воспольвуемсл, 
конечно, прежде вееrо :кулоновым полем: 

Ks 
тт (:т:, !}, .:') = - ,. ' 

определяющим тютенциальную :шергию одного )1акроско1шческ01'0 ва­

ряженноrо тела в поле другого; IIОдобноrо рода предположение оправ­
дывается, однако, лишь те:м, что оно приводит к согласующимся 

с опытным.и данными резудьтатам; аIIриорного подтверждения nра­

вилыюсти приведенной выше формы потенциала мы не имеем, так 1.11.к 
V (r) не является эксперимента.1.ьно иамеримой величиной. 

Остается теперь выяснить, является ли уравнени.е (2) точным уравне­
нием:, с помощью которого може·r быть учтено воздействие шrом.пых полей. 
Мы виде.ли, что это уравнение 'l'ак же, как и nepoн•rнoc•rnaa интерпре­
тация 'f (IIpи условии, что :11ы п:меем дело с медленно меняющи:мисл 
полями), основываются на опытных данных о диффракцпи :,ле:ктронов 
кристалдами. Предположение о возможности применения этого урав­
непю1 к атомным полл:м лв.;rяетсл принципиально новым. Оно оправ­
дается .11юпь н то1r случае, если приведе·r к согласующимся с экспе­

рим:еш'адьными данными резу;;1ьтатам. НроС'l'ейшии способо11 проверки 
'l'еории 11rогло бы послу.лш1:1, получение па нее аакона. сохранения заряда, 
согласно которому среднее число :шектронов, 11хо;1,ящих в ттекоторый 

ограниченныii: объем, равняете.я чисду электронов, выходящих пз этого 
01'iъема. Это1' вопрос будет расс11.отрен IIодробпее в ~ 7. 

Мы будем. в дальнейшем пользоnаться воJшовы!I уравнением Шре­
дттнrера, так к11:к оно явллетса простейшим водновым уравнение:~~, 
:ц1ющим длину де-Броr.11евской волны для мед.1ен110 менлющихсл IIoлeJ.i, 
л обеспl:\•швающим сохранение заряда, т. Р. чис,;нt ,1.тте~;,rроноn, д;ш лю­
бых полей. 

§ :1. ][римеры вuJ1вовых фун1щий, описывающих стационарные 
электронные 11у<п.и. J)еr1,11яечна1I плоская во.1ша 

Бесконечно широкий пучо~. алектронов, движущихся слева направо 
вдоль оси .i, может быть описан с помощью волновой функции 1) 

·~=А ехр ~-..i (; -•1t), (5) 

1-.це ). - длина волны, определнющалсл выражение и 

"' i. = Vi~w;;, 
1) ех.р u обозначает э11:споненцнальвую функцию е". (Ilzm"и. ред.). 



14 Вол:новое уравнениР 

W -:ttинетическал энергия, а v- частота, при чеv (е:м. § 8): 

1V 
v=т· 

Число электронов в единице объема равннетеа АЛ.*, а число э.11е­
:ктронов, проходящих в единицу вре:мени через е№nицу поверхности, 

перпещику лирной к оси z, равн.яетсл .АА *с, г;JJ;e 11 опре.и;ел.яетсл со­
отношением: 

§ 4,, lly'IOR электронов в свободном от сил пространстве 

Расс:м:отрим пучок электронов, образующиiiсл в результате прохо­
ж.денил э.11ектронов через круглое отверстие радиуса а, и:м:е:ющееса 

!/ 

---
Рис. 1. 

z 

в э:к.ране. Начало координат выберем в 
центре отверстия, оси х и у расположи:к 

в плоскости экрана. Движение электро­
нов будет, таких образом, соверша'l'ЬСН 
вдоль осп z. Построи:м: нашу волновую 
функцию путем суперпозиции плоских 

волн длины л, распростра.нлющихсл в на­
правленилх почти параллельных оси ::, 
таким образом, чтобы в плоскости ху 
функцил у была отлична от нулл лишь в 
об.иасти, занимаемой круглым отверстием:. 
Уравнение плоской волны, р~спростра-
ннющейсл в направления, определ.яе:ио:и 

полярны:м:и углами 1) а. и ~' ш1еет в таком случае следующий вид (в :ко­
•ент вре»ени t = О): 

А ехр r ~i~ (z cos а.+ х sin а. cos ~+у sin а sin ~)] . 

Отсюда следует, что наша волновая фующил ф должна и:м:еть фори,: 

у= f f А (а.,~) ехр [ 2:i (z cos а+х sin а. cos ~+У sin а. sin ~)] da.d~, ( 6) 

где А (а., ~) выбрано таким образом, что у обращается в нуль во всех 
точках плоскости ху ва исключением области, занимае:м:оii круглым: от­
верстие:м:. Переходя к сферическим координатам (r, 6, 9 ), · получки 

Ф= f f А(а.,~)ехр [ 2
;ir{ cos0cosa.+sin6.sina.cos(<p-~) }Jd,;d~. 

1) l = sin а ros ~. т = вin а sin ~. к= cos а, г.л.е l, т, 11 - направ.нюощие 1:0-
сивусы. 

Пy•tO'li электронов в свободном от си.я пространст~ 15 

Ив соображени:й сии:метрии лево, что А зависит только от а; выполнив 

интегрирование по ~' получаем 

J~ ( 21tir ) ( 21tr . . ) •';,=2" A(a.)daexp ----:;:-cosOcosa. J 0 Tsш!Jsшa. (7) 

о 

где J _ фующил Бесселл. · 
д1н определенил А (а.), пре,цположим, что в плоскости ху, т. е. в п.10-

О - ~ ,J, равна некоторой :щданной фующии f (r); иы и11ееи 
скоети - 2 , , 

та~;ни образом: 
т.: 

f
2 

(2т:r . ) ((r) = '2т: А(а.) da.J0 , Т sша. . (8) 

о 

,, с по"ощью этого интеrра.в.ьного vnaв-A (а) м.ожет оыть определено .. , r 

пенив. 

Простейшее выражение для: f (r): 

( ,-2) 
f'(r) = Вехр -а2 . • 

(9) 

Практически ( (r) должно было бы - ииеть более сложный вид, бу,:учи 
постолнныи внутри отверстил ( r < а) и спадал некоторым: неправuь­
ныи образом до пула на ero границах. Мы буде:м, одна1tо, пользоватьсл 
простейшей формой (9), так как с ее помощью оказываете.а: :возможны» 
точное решение уравненин (8). Положим: 

- sin--( а)' 
A (ix) = Ce O sina.cosa., 

л 
а=-, 

-:ra 
Схо?.= В. 

Уравнение (8) будет при этом удовлетворлтьсл 1), ес.11• :м:ы заvеним. 
верхний предел интегрированил через = , ;что возкожно в силу _соотноше-
нил а~ 1. 'Г 

Остается теперь проинтегрировать выра.~,ение (7). ак как основную 
Jюль при нто:м: играю'l' 11алые значенил а, 'l'O :мы можем ПО./IОЖИ'fь: 

Joo _а'_ [ 2т:if' COS 6 ( 1 ")] (2'1tf''1 · 6) d 
·~ = 2i.:C ее" ехр --~-у-- 1 - 2 а- Jo -с- RШ (1. а., 

u 

1) Cv. w аtноп, Theory of Bessel Functionв, стр. 393. 1 
= t•j ' 1 - - а'а' 

f - , 2 4. 
:М:ы пользуемся фор11у лой: J 0 (at) е t dt = 2 cr е , 

о 
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что сведетсн к 

1tC<-- ------} схр - , - sшllO < -
f 1 -:::ircosfJ }- 1 [ 7.:2r2 . r l 
{ cr2 ). J ;_'j ! cr~ 

- ;-:1!_?~! ГlJ 1· 1.. (10) 

~iто выражение и uредставллет собой искомую во.;шовую фун:кцпю. Чис.;ю 
частиц в единице объем:а равнлетсн 1 '} 12: прп бо.11ьших ,. :па величина 
стремитсн к 

( с,. )2 _ . ~ c.r " --- ехр ( - 2 юп:. u cr•1, r - . 

т. е. принимает вид: 

( 
Ва" ., 

1 'f 12 ~ т. лr • ) "схр ( - 27.:2а2 si112 О/л2). (ll) 

tl 
Это соотношение хорошо пллюс11рирует явление днффракции пучБ,1 

:Jлектронов. 

• § 5. Одномерные за11.а.чи 
• 

llредположпм, что пучок электронов, ана.логичный ра.ссмо011ренном1-
в предыдущем параграфе, движетсл вдоль оси .:: и попадает в поле, 
-иенлющееся только в направлении этой оси. та1; Ч'l'LJ потенциальная 
энергил электрона в :1том поле имеет вид f' (.:-). :~адача :1ак.чючае0rсл 
в вылспенин поведения пучка в таком поде. 

В подобного рода задачах зависимость ·~ O'l' :с и !J не авднетсн су­
щест1~ешюй; для удобства вычислений рассмотр1нr падающий uучо1, 
бесконе•шоii ширины, описывающийся с помощью бееконечной шю­
ской волны. Полная волновал функцпл ,1 буде'!' в таком с;rучае зюшеет1, 
'rолько от z и будет удовлетворлт1, 1юJшовому ураnнепп/\: 

а;2,1 Sx2·m --'- +---- ( J\' - Jr) <1 = {) (12) 
d.z?. /1.2 " • ' 

где Иr - кинетич:ескан энергил О'l'дедьного :тек1'рош1. в 'l'Очке /;'=О. 
В качес1,ве примера 1) исследуем поведение пучка, электронов, па­

дающих на потенциальный барьер, т. е. дннжущихсп в поле, д;ш 
которого: 

i· = О при ;· < о 
Г = U при z :::· о. 

1) Вопрос о прохождени.11 электронов через потенциадьные барьеры разо­
бран в разп:нчны:11: учебниках. См., например, Фремке.t-ь, Воп:вовая м:ехани:ка, 
ч. 1, § 15; Condon and м_отsе, Quantum Mechanios, стр. 222; Condon, Rev. Mod. 
Phys. 3, 43, 1931; N ordheim, Phys. Zs. 30, 177, 1929. 

Од11,омер11/ые зада"l,U 17 

Предположам, что И< 1-V. Волну, падающую на потенциальный барьер, 
:мы представим в следующем виде: 

А ехр (ikz) (z < О), 
где 1 

k = 2r.mi'f h = 2r. (2т i-vy- f h. 

Эта функция характеризует пучок элеиронов, движущихсл со скоростью t', 
в котором в единицу времени через единицу площади поперечного 

сечения проходит АА *v электронов. Отраженный пучоr{ характеризуетел 
функцией 

_ В ехр (- ikl) (z < О), 
прошедший пучок - функцией 

С ехр (ik' z) (z > О), 
где 

1 

k' = 2r.mv'fli= 2т. [2m(iV- U)]~2-fli. 

Полная волновал функция имеет, таким образом, следующий вид: 

ф = А ехр (ikz)+ Вехр (-ikz) 

'} = С ехр ( ik' z) 

(z < О) 
(z > О). 

Граnичпые условия, которым волновал функция должна удовле­
творять при z = О, заrurючаютсл в непрерывнос·rи самой Ф)'nкции '} 

д'} 
и ее производной -д . Мы имеем таким образом: 

z 

л+в=с 
k (Л-В) = Ck'. 

Решая эти уравненил совместно, получаем: 

В = А (k - k') / (k + k') 

С= 2Ak f (k +k'). 

В отражепном пучке число частиц, проходящих в единицу времени 
через единицу площади поперечного сечения, равнлетел, таким образом: 

АА *v (k-k')2 / (k+ k')2, 

а соответствующее число чаетиц в прошедшем пучке: 

AA*v' (2k)2 f (k+ k')2. 
k v 

Принимал во внимание соотношение: -k, =-,, мы видим, что отраженная • v 
долл общего числа чаетиц определлетсл выражением 

(1; -v')2 
(v +v')2' 

2 Зак. 347. Теорпя атомных стол~н:оnсниfi. 
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а прошедшал долл частиц - выражением 

4vv' 

(v +v')2 · 

Сумма этих величин равнлетсл единице, так что волновал фушщил 
приводит к закону сохранения 1.rатерии (эле1,тропов). Этот закон прсд­
ставллет собой частный случай более общей за~.ономерности, доказы­
ваемой ниже (в § 7). 

§ 6. Решение волнового уравнения для элестрона, движущегося.· 
в медленно l\1ею1ющемся: поле 1) 

• 
Если потенциальпал :лrергил V (z) пе менлетсл заметным образом 

' 

h . 
на расстолнии порлдка длины волны V

2
m (TV- V)-, то приближен- 1 

ное решение во.;шового уравнения може·r быть получено следующим 
образом. Лоложим: 

SтtЗr.n 7 

-h2(H - V)=f (z) 

и будем считать, что в рассматриваемом интервале z f(z) положител~,но. 
Уравнение Шредингера приобретает при этом следующий вид: 

d2ЧJ 
dz~ +r (zH = о. (В) . 

Полагал 
·в 

у=Ле'' 

и подставллл эту функцию в уравнение (13), получаем 

А"+ 2iЛ'~' +i~" А- ~'2А -t- f А= О, 
где штрихи означают дифференцирование по z. Положим 

~~2 = f (z). 
В таком случае 

! 
1 • 

~= [f(z)]2 dz. 

(14) : 

(Hi). 

Так как в интервале z, большом по сравнению с длиной волны, функцил f 
почти не меилетсл, значение ~ в таком интервале можно выраю11'h ., 
формулой 

1 

~~ { 2 z +coпst. 

Из формулы (14) следует, что А в такой области в первом приближеnик 
может считатьсл постолnным и, следовательно: 

1 ~ 

А"~ Л'f2 ~ Af. 

1) Этот иетод разработал Jeffreys, Pror.. Lond. Math. Soc., 23, ч. 6. 
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в уравнении (15) мо;~;но пренебречь поэтому величиной А" по сра­
внению с А'~' (величиной А'~' п·о сравнению с л~и пренебречь нельзл, 
так как ~" само по себе мало). lVIы получаем в результате: 

п, следовательно: 

2А'~' +~"А= о, 

А= coпst [f (z)] 
1 
4 

Наше приближенное решение имеет, таким образом, следующий вид: 
1 1 

у'= [f (z)( 4 ехр { ± 't .f [f (z)]2 dz}. (16) 

Число электронов N, проходящих в единицу времени через единицу 
площади, равнлетсл произведению I у 12 на скорость электронов. Согласно 
(16) имеем: 

I У \2 = [f (z)] 
1 

а скорость электронов равнлетсл [2 (TV - V)/m]2 , т. е. пропор-
1 

ционалыrа [f (z)(2 • Величина N одина1юва, таким образом, длл всех z, 
как это и следовало ожидать. 

Можно показать подобным же образом, что при отрицательном f (z), 
т. е. при 

8тt2r.n 
g(z)=-f(z)=-v(V- }V), 

приближенное решение волнового уравненил (13) имеет ви,ц: 
1 1 

{g (z)( 4 ехр {-+- J [g (z)] 2 dz}. 

Во многих задачах функция f (z) 

f (z) > О 
f (z) < О 

имеет корень z0, причем: 

(z > z0) 

(z < z0). 

Нас интересует обыqно частное решение, у 6 ы в а ю щ ее при z < z0• 

Джефриз (Jeffreys) показал, что если f'(z0) ф О, то в области z > z0 
это решение будет: 

1 z 1 } 

1 = f - 4 sin { : + f [ (f (z)] 2 dz . (17) 

§ 7. Формулы для тока; сохранение 3аря:да 

Мы постулировали выше, что ве.1ичина уу* равнлетсл числу электро­
нов в единице объема в электронnои пучке, описывае:мо:м: воJIНовой функ­
цией ЧJ, или, точнее, Ч'l'О 11*dt равнлетсл веролтности вахожденил 
ЭJ1е1tтропа в элементе объема dt. Аналогичные формулы :когут быть полу-

2* 
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чены и дла тока, т. е. числа :шектронов, проходящих в единицу вре­

:м:ени чере3 данную поверхность. Точнее - нас · интересует определение 
~ ~ _...,. 

во всех точках пространства вектора j, причем (j · dS) dt определяет 
-~ 

вероятность того, что 3а время dt чере3 эле:иент поверхности dS пройдет 
~ 

один электрон. Искомая формула для j имеет следующий вид: 

~ 1i 
J. = --. - (<L* gгad ·~ - u grad ·~*). 4 т.~т 1 L. 1 ' 1 , 

(18) 

~ 

Покажем, что эта фор:м:уJiа правильно определяет вектор j во всех 
тех случаях, когда он может быть и3иерен экспериментально. 

В той области, где V постояшю или же равно нулю и где имеется 
~ 

JIИШЬ поток эле1,тронов, движущихся в направлении п, волновал функ- . 
цпя будет иметь следующий вид: 

~ ~ 

1 = а ехр ( 2т:irmm · r / li ) , 
~ ~ 

а j равняется v I а \2 п, как :это следует И3 уравнения (18). 
~ 

В общем слу<~ае, для И3мерения j на пути :электронов следовало бы 
поместить колле1,тор и и3мерить 3аряд, попадаv:>щий на него в еди­
ницу времени. В ре3ультате подобного опыта 111ы И3Мерили бы среднее 

~ 

3Начение j для области, большой по срn,внению с длиной волны; это 
3начение представляет собой единственную величину, могущую быть . 
определенной непосредственно. Если мы предположим, что V и ) 
вательно л в этой области постоянны, то волновая функция будет иметь 
следующий вид: 

~ ~ 

1 = ~а. ехр ( 21Cimvn., r/h}, 

~ 

где п, - единичные векторы, а" - постояпные. Эта волновая функция / 
характери3ует суперпо3ицию нескольких электронных пучков. То обстоя- ·· 
тельство, что, согласно волновой механике, подобные пучки должны:­
интерферировать, не ока3ывает влияния на число электронов, падающих : 
па коллектор, посколыу раю~1:еры коллектора велики по сравнению 

с длиной волны. Если поверхность коллектора равняется А, и если 
~ 

она перпендикулярна к направлению 1i, то число падающих на нее 

в единицу времени электронов равняется: 

(19) 

Согласно формуле ( 18), оно должно определяться интегралом 

. fJ · --:i dS, 

Зада"tи, в noniopъix 1112 .мепяется во вре.мепи 21 

в3лтым по поверхности А. Это приводит, как легко видеть, к выраже­
н:яю (19), так как члены вида 

~ ~ ~ 

а.а/ ехр ( 2т.imv (п,- п1) • 1· /h} 

при усередпении по поверхности, большой по сравнению с длиной 
волны, обращаются в пуль. 

Если пучки приходят И3 равличных источников, о, должно быть 
в3лто в виде а., ехр ( i,f.), где 9s - проиsвольная фа3а, не имеющая: ни­
какого отноrоеnия к соответствующей фазе 91• Для получения тока :м:ы 
должны усреднить выражение (18) по всем"~.р. и 91; при ,д'ОМ члены, 
содержащие прои3ведения раsличных функции, обратятся в нуль. 

~ 

:Мы будем траr,товать вектор j как веиор тока, хотя непосредственно 
~ 

наблюдено может быть лпшь усредненное sпачеппе j. 
с помощью волнового уравнения легко пока:::ать, что заряд сохра­

нлется, т. е. что среднее число :1лектронов, приходящих в данный объем, 
в случае стационарного пучка равняется числу электронов, выходящих 

ив этого объема. Для дока3ательства этого подожения нужно nокаsать, 
~ 

что div j обращается в нуль. Из уравнения (18) след1е·r, что 

div j = __!!;_. ( 1}'~ V ~1 - 1 V 2'1-* } • 
47.21n 

Так ка~, фующии 1 и 1* удовлетворяют уравнению Шредингера, 111.ы 
получаем 

Величина yV'2'f* определяется точно та11им же выражением. Отсюда еле­
~ 

дует, что div j = О. 

§ 8. 3ада.•ш, в которых 1112 менаетса no nремепн 

Рассмотрш1 хорошо откачанную ра3рядную трубку, в которой пу­
чок электронов попадает на экран, снабженный отверстием с sаслонкой. 
Предполо.11;ии, ч·rо ,~то отверстие внеsапно открывается; тогда по исте­
чении коротмго nро~rежутка вреиени t мы подучим пучок электронов, 

прошедших через О'l'верстие, простирающийся па расстояние vt от него. 
3десь v - екорос1ъ электронов; с :шергией Нт, обусловленной наличием 
ускоряющего подл, опа свяsапа следующим соотношением: 

нт =-!_ти2 • 
. 2 

С точки sрения кдассической механпки этот результат тривиа.лен . 
Одна~ю, согласно нашим основным представлениям, мы доюпты былп бы 
получить это·r резулиат, постулируя надичие волны и предполагая: 
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что 1? 12 равнлетси числу эле1,тропов в единице объема. С волновой 
точки зрения мы имели бы стационарный рлд волн, uадавших на экран : 
до того ,момента, пока отверстие не открылось, после чего пучок эле­

ктронных лучей прошел через отверстие; скорость перемещения фронта · 
пучка представляет собой r р у п n о в у ю с к о р о с т ь соответствующих 
волн. 

Групповая скорость любого волнового движении определлетсл как. · 
dv l 
dN' где v - частота, а N - волновое число, равное-, где л. - длина 

' л. 
волны. Длл того, Ч'l'обы волновое описание не противоречило оrштным 
фактам (в данном случае -классической теории) эта скорость должна I 

равнлтьсл классической скорости :шектронов v. Мы и~rеем таких 
образом 

d·1 
d_N=V. 

Выражал v через N, получаем: 

dv hN 
dif-m 

Проинтегрировав это уравнение, находии: 

l Tif 
v = -2 h№/m + const = h + const,. 

Соотношение 
hv=E, 

где Е - релятивистское значение энергии частицы ( содержащее по- ' 
колщуюсл массу): 

1 

E=mc·1(1-~) 2 

с2 

было получено де-Броглем 1) на основании соображений, связанных 
1) 

с принципом относительности. Если - мало по сравнению с единицей, 
с 

это соотношение сводитси к 

l 
hv = тс2 +- rnv2 2 . 

Отсюда может быть определено значение константы тс2• Последнли, 
однако, не должна влиять па резудиа·rы эксперимента; в нерелятивист­

ских задачах удобно положить ее равной нулю. 
Волновое уравнение в общем случае немонохроматического волно· 

воrо процесса имеет вид: 
·, 

li д•li h2 
--. ___. = -- v 2? - v~. 
2.ti дt 81t2m 

.\ 
(20) 

1) de Broglie, Ann. d. Physique, 10, 22, Н):Jfi. 
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Оно может быть подучено наибодее просто сдедующим образом: .. вол· 
фvнкции описывающал поток эдектронов, обдадающих энергиеи W, 

повал J , 

удовлетворяет уравнению 
8т-2т v2,1; +-·- (ИТ - V) t = о. (21) . h2 

Это волновал функцил имеет следующий вид: 

~ = f (х, у, z) ехр ( - 21tiiVt/h). (22) 

Искомое нами уравнение не должно содержать TV; с помощью выра­
жения (22) получаем: 

h д~ 
iV<ji = - 21ti -дt- . 

Из уравнении (21) сдедует, таким образом, что уравнение (20) удовле­
творяется водновыми фушщилми, описывающими поток ::Jдектронов, 
обладающих одной и той же энергией:, т. е. волновыми функциями типа 
(22). Наибодее общий вид водновой: функции мы получим путем супер­
позиции таких волновых функций; эта наиболее общаи волновал функция 
будет, таким образом, удовлетворять уравненIIЮ (20). 

С помощью волнового уравнения (20) легко может быть получен 
закон сохранения заряда. Если мы обозначим ~·]!* через р, то интеграл 

j'P d-.., взлтый по какому-нибудь объему, будет равнлтьсл вероятности 

нахождения электрона в этом объеме. Величина .f J. dS будет рав­
нлтьсл вероятности выхода эле~,трова из этого объема за единицу 
времени. Мы должны иметь, 'l'аким образом, 

Это означает однако, что 

~+divJ~ =0. 
дt 

(23) 

(24) 

Соотношение (24) легко может быть доказано с помощью воднового 
~ 

уравнения (20) и определения вектора тока j (18); (см. Зоммерфельд, 
Волцо.вая механика, стр. 97). 

§ 9. Во.шовые пакеты 

Предположим, что пучок эдеr,тронов падает на ::1кран, в которо.~ 
имеется отверстие, первоначально закрытое какой-либо заслонкои, 
Qткрывn.ющеесл затем на короткий промежуток времени и закр,ываю­
щеесл снова. В результате такого опыта облако электронов прохо­
дит через отверстие и nеремещаетсл в прос'l'раrrстве. Можно было бы 
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сказать, что область, в ~;оторой плотность электронов отличпа от нулл, 
перемещаетсл в пространстве. Размеры области доюrшы быть тем мепьше, -
че:и: меньшее вре~1л было отr,рыто отверстие. 

Длл описапил :Jтого лвлеnил на лзыr,е волновой механики, мы 
должны ввести в рассмотрение паr;ет де-Проглевскнх волн, падающих 
на :жрап, а таюке "волновой пакет" или "волновую группу", проходл­
щую через отверстие. J{ва;т~,ра'1' аинлшуды волновой фушщии опреде­
ллет, 1шк обычно, вероятное значение плотности электропов. Волновал 
группа будет перемещатьсл с групповой скоростью де-Вроглевских 
волн; последнлл, как мы видели, равmrетсл класснчесrюП скорости СОО'l'­
ветС'l'вующих электронов. nо.1новая ыеханика прпводит, та1:им образом, 
к тем же резуль'rа'1'ам, что и механика классическал. 

Если <} (х, !/, z, t) - волповал фушщпл в некотороii точr,е волнового 
панета, то •шсло п, определяемое 1) интегралом (взлтым по всему про­
странству) 

п = f j'f J у (х, у, г, t) /2 dx dy dz, 

предст:-tвляет собой вероятпое число электронов, прошедших через отвер­
стие. Если первоначально :~лектронный пгrок был достато,шо слабьп1, 
:или если отверстие было О'l'Крыто в течепие очень rюротного проме­
жутка времени, это число будет порядка единицы. Следуш, конечно, 
отметить, что если бы 1i дейс'гвительпо равнллось единице, то это не 
означало бы, что в едини,~у времени действительно rrроходит только 
один элентрон. Отсюда следовало бы лишь, что если бы :Jтот опыт 
был повторен очень большое число разр, 'ro нолпое число электронов, 
прошедших через отверстие, равпллось бы рп, независимо от того, 
равнялось ли п в отдельных опытах нулю, единице, двум и т. д. 

При расс1>Ю'l'рении волновых панетов волповую функцию обычно 
нормируют татшм образом, чтобы п равнллось единице. 

Изг1ение волновых паr.е'гов не может дать нам сведеnий о резуль­
татах действительных :шсперимептоn; прак'1'И'Iес1ш во всех опытах при­
ходитсл иметь дело с непрерывным ПО'l'Окои свободных :шектронов. 
Волновые пакеты, в силу своего довольпо поверхностпого сходс'l·ва 
с •~астица.ми классической 'l'еории, дают на11, одпано, возможность 
понлть ,основпые идеи волповой 111ехапюш. Tar: например, есш1 можпо 
показать, что волновой пакет буде'r двигаться по 'l'раекторип юrасси­
ческоii частицы, то можно утверждап,, что n данной задаче волно­
вал и кдассическая механика приведут к одним и тюr же резуль­

татюr. 

§ 9. 1. О,,;номернос двнжеппс n0Jшono110 па~,ета n 01~норо,,;пой 
<'.ре;~е. Для любого волпового движеншr можно установп'lъ неrюторое 
соотпошение между частотоii v и 1юлпоn~,в1 число~r N. Длл де-Броглев­
сюrх волп в нередю'ивистсrюii теории :,то (;ОО'l'Ношепие имеет вид: 

. ,1 
v = - liN2/m 2 . 

1) п от времепи не завпспт (с~1. § 8). 
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ф ". ы бvдем предполагать наличие более об,щего со-
в этом парагра е "' J ' 

отпоmе:в:ия 
v=v(N). 

Наиболее общий волновой процесс может быть представ;rен ,интегралом 

+со 

~ = .r а (N) (lN ехр [2т.i (Nz -vl)], 
-И) 

г е а (N) _ проиввольшш комплеrtеная функцил. Этот волновой процесс 
д ается путем суперпозиции бесконе•шого числа плосrшх волн с про-
получ ми а"'~плитудами и !''азамп Фушщил а (N) :может быть вы-
извольны ' ". 1! • ф . 1 
б ана таким образом, Ч'l'обы в момент времени t = О ун:кци.~ 'ji имела 
л1:.обой заданвый вид. Ilоложим, что в :момент t = О волновои процесс 
сводитсл к "пакету": 

( 
~2 ) ·~=С ехр \2r.iNry?- ~i • 

(25) 

Для амплитуды колебаний выбрана функцил Гаусса, так как в этом 
случае последующее интегрирование может быть осуществлено с по.: 
мощъю извесшых фующий. В начальный момент времени волновои 
пакет находился, 'l'аки~r образом, вблизи начала координат, при чем 
обла,дал воJшовым числом N 0 н шириной порядка 2а. Легко ~идеть 
(в дальнейшем это будет донл.зано ), что 

t 

а (N) = С,;2- а ехр [ - (N - N0)2тт2а2 ]. (26) 

Длл определенил формы волнового панета в любой последующий 
момент времени мы должны вычисли'lъ интеграл 

+со t 

у= .r Ст:Т а ехр [2r.i (N.:1 -vt) - (N -N0) 2 т.2 а2 ] dN. (27) 

-со 

Разложим частоту v в рлд Тейлора 

v= v0 + (N-N0)v0 ' +{ (N-N0)
2 v0" + ... , 

где v
0

, v0' и т. д.-:.шачеппл '1 п ее производных по N пр~. N =N0 • 

Если а~ л, то иптеграл (27) :швиспт в основном от значении N блив­
:ких к J,\' 0; иы :можем по:,ти1у пренебречь членами (N - N п)3 в разло­
жении v. Отметим, что в nерелятивистсrюй теории длл де-Вроглевских 
волн такое приближешrе лвллется точпым, тart r.ак v представляе'г 

собой rшадра'l·ичную функцию от N. · 
Полагал 

Х--Х0 =~, 
nолучаея 

+со 

<}=Ст.~ а .r ехр [ - а~2 + 2/J~ + с] d~, 
-со 
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где 

Волповое уравнение 

? 2+ . "t а = 1"-0 1riv0 ., 

Ь= -т.i(v0't-z), 

с= 2ni_(N0z - v01). 

Подинтегральнал функция может быть представлена в следующем 
виде: 

[ ( 
ь )2 ь2] ехр -а ~-а +с+а . 

ь 
Полагал ~ - - = "IJ, имеем 

а 

..!_ ( ь2 ) +оо _ а , . - ..!_ ( ь2 ) ф = Сп 2 о ехр с+ а .! е 1:1 d"tJ = Споа 2 ехр с + а . 
-ro 

Подставлял значения а, Ь, с, получаем 

1 

·'·--c[i+iv0'.'t]- 2 
[ . ) (v0't-z)2] 'r ехр 2;i:i (N0z-v0t - -. +. ,, / . 

т;о2 о2 iv
0 

t 'lt 

В :момент времени t = О волновой пакет свод11тсл к фор.rе (25), 
как это и следовало ож11дать. В :момент времени t центр волнового па~. 
кета находится в точке 

Скорость волнового пакета равнлетсл, таким образом, групповой ско-, 
dv 

рости dN . Весьма существенным свойством волнового пакета лвллетсл . 

его способность расплыватr,сл. Расс:\1:атр11вая: только экспонепц11аль- ' 
ные члены функци11 ~' мы полУ'~аем длл ампл11туды I q; / следующее 
выражеnие: 

·[-о2 (v0't-z)2
] 

ехр; a4+(vo''t/7t)2 . 

При больш11х значениях t ш11рина волнового пакета будет, таким обра- ·. 
зом, порядка 

2•10"t/по. 

С течен11ем времени волновой пакет расплывается, приче:11 скорость уве­
.личенил его ширnны равна: 

d2v 2 
dN2 т.о 

Волновъ~е пакетъ~ 

длл де-Вроглевских волн в кереллтивистскоii теории получаем 1) 

dv hN d2v h 
dN= т=v и -dN2 =m 

волновая функция q; имеет при этом следующий вид: 
1 

[ 
iht ]·- 2 [ - (1;t -z)2 2 . ( mv2t mvz)] .~ - С 1 +-- ехр - т.~ - -- - -

• - 11:то2 crl! + ilit/7'm 2h h • 
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Одно из наиболее существенных свойств волнового пакета состоит 
в том, что при прохождении его через элек1·рическое или магнитное 

поле, пе :менлющеесл заметным образо:\1: на расстоянии порядка его 
размеров, он движется по классической траектории. Доказательство 
этого положения приводится в различных учебниках 2). 

1) Волновые пакеты д.ля случая де-Проглевских волн были рассмотрены 
различными авторами. Дарв1н1, (Darwin, Proc. Roy. Soc. А, 117, 258, 1927) опре­
делил волновую функцию для трехмерного волнового пакета в свободном 
пространстве (ур-нпе (5.6)), а также для волновоr·о пакета, описываюдеrо 
электрон, находящийся под воздействием постоянной электрической силы 
(ур-нне (6.2)) или же под воздействием постоянного :магнитного поля (ур-ние 
(7.10)). Волновые пакеты рассмотрены также в книге Фрепкем~, Волновая меха­
ника, §§ 7 и 9 и у Gondon and ]}forse, Quantum Mechanics, стр. 21\J. 

2) См. например: Д~~рак, Принципы квантовой м:е'{анпки, Фрепкелъ, Волно­
ВаJI :механика, ч. Т. Debyc, Pbys. ZS. 28, 170, 1927; Ehrenfest, ZS. f. Physik 4б, 
455, 1927; Ruaгk, Phys. Rev. 32, 1133, 1928). 



ГЛАВА II 

ТЕОРИЯ РАССЕЯНИЯ ПУЧКА ЧАСТИЦ СИЛОВЫМ ЦEIITPO!I 

§ 1. Вычи~.1Jе1ше интепсюшости рассеннпых лучей 
У) 

,Jадача о столrшоnении :)леиропа с а1·омом опrоситсл к задаче 

"многих 1·ел". В :-1той главе мы ргссмо'Iрим вопрос о расселнии 
потока зарлжепш~х час•rиц пебольшой сферически-симметр11чной об­
ластью, n r;оторои их потепциаJrьнал :шергил отлична от нулл; э1·у 

облас'lъ ш,1 будем назывnлъ "атшrом", а потепциалы1ую ннергию чя­
стицы па расстолнии r O'l' лдра мы будем обозпа.чать через V (1·). 
В главе VПI ноказаnо, что упи1 rое расселние нлеиронов атомами 
в известном приближении действи'lельно можно тра:к1овать подобным 
образом, а тшо1rе ириведепы мето)Ты вычисления V (r). 

В опытах по изученl'ю расселнил цучка частиц измерлют обычно 
число рассслнпых частиц, пnдающих в единицу времеnи na :Jлемеят 
новерхнос1и dS, находлщиiiсл на рRсс1·олнии ,- от рассеивающих ато­
мов .• Длл удо~ства :вычислений нредположим, что имеетсл толыю один 
рассеивающии атом. Число частиц, падающих на nоnерх1юс1ъ dS, 
будет прлмо пропорционалыю площади dS и обратно пропорциона.;1ьно 
квадрату расстошrил r. Это значит, Ч'l'О число падающих чаС'l'ИЦ про­
порционалыю телеспо:му углу dш, под которым площадъ dS видна 
из центра а·1·ома. Частицы, падающие на dS, мы будем щ1зывмъ части­
цами "рассеянными на угол О впутрн телесного угла llш". 

Число частиц, расселнпых nнутри 1•елесвого угла dш, пропорцио­
нально 'l'aI,жe току, приходящемуся на единицу поперечного сеченил 

падающего пуч1tа. Предположюr, что в падающем пучке за единицу вре­
мени через единицу поперечного сеченил проходит N частиц. Положим, 
что число частпд, рассслнных в едпницу времепн на угол О nнутри 
'Jелесноl'о уl'ла liш, равнлетсл 

NI (Ь) сlш. 

:Мы должны, такии образом, вычислить I (О). Величина I (6) dш имее'l' 
размерность поверхнос1·и; мы будем называть се ,,,)ффективньш сече­
пиюr a'l'OMa длл расселнил впутри те.1есноrо угла dw" . 

.. в качестве зарнже~шых час1·иц мы будем рассмасгрива'rь в даль­
неишем эле~.1·роnы, хотл излагаемые здесь соображенпл енраведливы 
в одипаковои степени для частиц любого рода. 

О~означпм через (х, у, z) де1,ар1·овы 1юординаты :-1.лектрона в неко­
торыи момеп'l' времени, через (r, О, 9) - его сферические координаты, 
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прачем: ось z лвллетсл осью отсчета угла 6 1). Предположим:, что атом 
асnоложен в начале координат, а нотенцпальнал :-шергил электрона, на­

~одяшеrосл на расстолнии r от начала координат, равнлетсл V (r). 
В этой главе мы примем, что V (r) стре~штсн: к нулю быстрее, не-

-~·ели _.!:__; случай расселнил Кулоноnым нолем буде'r рассмотрен в гла-
,,.. 1' 

ве ПI. Предuололшм, что поток электронов движетсл слева направо 
вдоль оси z со скоростью v. Будем онисыва·rь этот ното1, элешронов 
nлошtой волной ехр (ikz), где k равнлетсл 2тcinv/li. Волна эта соот· 
ветствует плотности в один электрон на единицу объема и, следова­
тельно, пото1,у v электронов в единицу nремени через единицу попереч-

ного сечения. 
Полна будет рассеиватьсл атомом; амплитуда расселиной волны 

в точке ("', 0, 9) .может быть представлена в виде 

r-1 f(O) еiм. 

Наша задача щюдитсл к нахождению фушщии f'(O). ;Jная ее, мы смо­
жем определить число эле~tтронов, расселнных в единицу nремени вну­
'rри данноl'О телесноl'о угла. Число нлек'rронов в рассеянной волне, нро­
ходлщих через нлемент поверхности dS в точ1,е (r, 6, 9 ), равнлетсл 

1
,r-2 d8 I f (О) 12 за единицу nремени; если в падающем пучке в единицу 
времени через единицу поперечного сеченил проходит один :.JЛе­
юрон то число электронов J (О) dш, расселнных n единицу времени 
внутр~ данного телесного угла dш, равннетсл I f (6) 1

2 llro. Мы получаем, 
таким образом, 

I (О)= 1 f (О) \2 • 

Число частиц, расселнных на углы в интервале между 6 и 6 + dO, рав-
пнетсл 

J f (6) 12 211: sin OdO. 

Наша задача заключаетсл, 'l'аким образом, в нахождении такого 
решенил 1 волнового уравненил, которое на больших расстолнинх 
от атома харяжтеризовало бы uадающуК! и рассеянную волны. При 
больших ,- мы должны иметь 

1,.__, ikz + 1·-1 eikr f (8). (1) 

Волновое уравнение, которому удовлетворлет фупкцип ф (уравнение 
Шредингера), может бытъ представлено в следующем виде: 

v21 + (k2- и (r)H = о, (2) 
где 

811:2т 
U(r)=~~ V(r). k= 21tmv/h, 

ikz Плоскал волна е лвля:етсл решением уравнения: 

v72 у+ k21 = о. (3) 

1) 1·cos6=z .r sinOei'f'=x+iy. 
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Это уравпение может быть решено также в сферических 1юординатах; 
легко видеть, что фупкция 

'f = Pn (cos О){,. (1") 

явл.яетсл его решением, если f,. - решение уравненил: 

l_ ~ (r2 df) + ( k2- п (п + 1) ) f = О 
r2 dr dr r2 ' 

(4) 

а Р" (cos О) nредставллет собой п-ный полином Лежандра 1). Ур-ние (4) 
может быть решено путем разложенил в рлд; и:иеютсл два решения, 

одно И3 них начинаетсл с члена rп, другое - с члена r-n-1
; оба они 

могут быть выражены через Бесселевы функции (см. ур-ние (9)). 
Обозначим через {,,. (r) решение уравненил (4), конечное при r = О. 
Функцил {,,. (r) определена, таrшм образом, с точностью до проuзвольпого 
nостолнного коэффициента. 

Если А,. - произвольные постоянные, то выражение 

ГО 

~.А,)\ (cos O)f,. (r) (5) ' 
n=O 

явллется решением ур-ния (3); мы знаеи далее, что оно явллетсл на­
иболее общим решением ур-нил (3), обладающим осевой симметрией 
(т. е. пе содержащим ч,) и конечным в начале координат. Отсюда сле­

дует, что функцил e'kz может быть представлена в следующем виде: 

•kz = ikr со• в = х, А р (со 6) f { ) е е ~ nn s "r. 
n=O 

Для нахождения .А" умножIIм обе части этого равенства на Р,. (cos 6) sin 6 
и проинтегрируем его от О до т.:. Полагал cos О= t, получаем 

+1 

2
n~

1
AJn(r)= f ikrtP,.(t)dt, (6) 

-1 

где f" определено с точностью до произвольного постолнного коэффи­
циента, от которого зависит и коэффициент Л,.. Мы можем определить 
функцию r" точно с помощью ее асииптотического разложенил длн 
больших r; интегрирул правую часть равенства (6) по част.ям, получаем: 

+1 
.;.__ [e'krt р (t)] t = + 1 _ J._ J ikrt р , (!) dt. 
ikr " t = - 1 zkr " 

-1 

в " 1 
торои член этого выраженил - порядка r2; при больших 1· имеем: 

такии образом: 

2 1 ikrt +1 
2п+ 1 An {,. (r),.._,ikr [е pn (t)]_1 · 

1) Yumme1(ep и Ватсои. !{урс современного анализа, ч. Il, стр. 91, ГТТИ, 1934. 

'fак 
JJВ:.11 
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Г (- 1) = (-1)"' то правал часть этого выраже­
как Г" ( 1) = 1, а " 
равнлетсл ( n-rr) 

2i" (kr г1 sin k1· - --;;: • 

ю f И3 того условия, чтобы она была 
Определим теперь(4)Фr:::щю; асi1:м:птотическую фориу 
nие:и уравnени.я , _ 

r .. (r),...., (krГ1 sin ( kr _ :n;·) · 

реше-

(7) 

А равнлетсл (2п + 1) i" и, следовательно, 
В таком случае " 

eikz = ~' (2n + 1) i" Р,. (cos О) f., (r) 
(8) 

n--=O 

ет собой искоиое ра3ложение. Приведем 
также выраженил 

представлл ф 

функц11й f чере3 Бесселевы ункции 
" sin kr 

f о (r) = ---т;:-

1 

f (r) = (т.:/2kr) Т I , ~ (lcr). 
" п -т 2 

(9) 

е (2) лл электрона, движущегося 
Рассмотрим теперь волновое ур-ни еше:ие ур-ния (2), обладающее 

в поле атома. Иак и раньше, общее р 
осевой сии:иетрией, и:иеет вид 

(10) у= f A"P,.(cos6)L,.(r), 
n=O 

а L - любое решение уравnенил 
где .А - пролзвольnые посто.янные, " 

(11) 

,.2 dr dr · 
,. _1 _!!:___ (r2 clL) + (1с2 - U (r)- п (nr-j- 1) )L = О. 

, ва независимых решенил 1), одно-
Н:а.к и выше, ур-нпе (11) имеет д гое-бесконечное. :Мы выберем 
~юnечное в начале координат, :тo'ciii ф ·нкци.я (10) характери3ова.ла 
постоянные .А ·rаки)r образом, У обы функци.я (10) имела 

" олны т е так, чт 
падающvю и расселнную в , · · л функция должна быть конеч-
асимптотичесtий вид ( 1 ). Наша вол;ова олтnп поэтому быть реmени.ями 
пои во всr:м пространстве; функции ,., д , ' ' Они определены этим 

в начале координат. 
vр-ннл (11), конечnы~ш . постоянного ко'1ффициента. 
iсловие:м: с точностью до прОИ3ВОЛЬНОГО 

Если мы положпи 
L,. (r) = r-1 G (r), 

. может обладать в начале координат полю-
1) Мы предполагаем, что и (r)r-1 Ск § 3). 

со:м, порядок которого не выше . ( . 
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то ур-ние (11) примет следующий вид: 

d2G +[1с2 -И(,·)- п(п+1)]G=О 
dr2 r2 · (12) 

При больших r последпnе два члена стреюrтся к пулю; можно 
было бы поэтому ожидать, что асимптотпческнй вид люб ого реше- . 
ния G: 

G ~ А siн (kr + в). (13) . 

где А и в - постолпные. 
Длл того, чтобы вылепить 1шеет ли это место в деiiствптельнос'l'И, 

положим 

ik,· 
G = и (r) е . 

Подставляя это выражение в ур-нnе (12), получаем 

d2ii + 2ik ~ - [ U-j- п (п + 1)] и= о. 
dr2 dr r2 

(14) 

Так как при больших r и почти постоянно, мы можем положить 

d2 u du 
d1·2 ~k dr · 

Пренебрегал первым членом ур-пин (14) и интегрируя, получаем 

2iklgu= f [ И(r)+ n(n,:tl)Jdr. 

При больших r правз.я: часть этого равенства стремится к постолнному 
пределу только в 'l'OM случае, если в бесконечности U (r) стремится 

к нулю быстрее, нежели _!__. Ддл полей, убывающих быстрее, нежели 
r 

кулоново поле, фупкцин G имеет, таким образом, асимшотическую 
форму (13). Случай кулонова поля будет рассмотрен в главе lll. 

Частное решение ур-нил (11), ксше•шое в начале координа'l', будет, 
таким образом, юrеть следующую асимптотическую форму: 

с -1 . (1с пх 1 ) r SШ r-21 '1j,. , 

где С - пр о из в о льна я постоянная:, а Yin - постоянная 1), зависящая 
()Т k и o·r И (r ); в общем случае она может быть определена путем 
численного ИН'l'еrрированпл (см. § 3). Для нахождения nроизвольноii 
nостолнпой С мы определим конечное решение ур-ния (11) Ln (r) 
таким образом, чтобы оно и~1ело асимптотическущ форму: 

-1 . ( птс ) (kr) sш k1· - -2- + 'rj,. • (15) 

1 
1) Член - ~ n1t прибавляется для того, чтобы при И (r) = О YJn обраща-

..Jiось в нуль. 
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){ы должны теперь 011реде.11ить постоmmые А. в выражении (10). 
Вы11Тл из него выражение (8) длл падающей шюскоii воJIНЫ, мы по­
хучим выражение длл расселнной волны. Мы должны выбрать коэффи­
циенты А" таким образом, чтобы последнее действительно характери­
зовало рассеянную волну, т. е. так, чтобы асимптотическое разложение 
в:е содержало членов типа ,.-1e-,kr (соответствующих сходлщейсл воJJНе). 
При больших r мы должны, таким образом, иметь для: любых n: 

А" L,. (r)-(2n + 1) i-n {,. (r) -..С" riJ1 e•kr , 
где с .. - некоторая постоянная. Подставлял асимптотические значе­
ния L" и f~ получаем в левой части равенства 

где 

ilcp -iщ, 

_е __ - [An/'h1 -(2n + 1) i..,.] - е2 .k [А"е-•т.,. - (2п + l)i"], 
2ikr i·r 

1 
kp=kr- т,. 

2 

Выбирал А" таким образом, чтобы второй член обращался в пт.1ь, 
находим: 

А,.= (2п + 1) i" e'71
n. 

Длл волновой функции, характеризующей падающую и рассеянную 
волны, мы имеем, таким образом, 

00 

•} = ~ (2п + 1) i" еi11п L,. (r) Р,. (cos 6). 
n=O 

Асимптотическая форма функции, описывающей paccemmyю волну: 

,.-1 e•kr {(6), 
где 

= 
f(fJ)= 

2
~k~ (2п+1)[е2'УJ -l]P,.(cos6). 

n=O 

(16) 

(17) 

Это выражение определяет амплитуду рассеянной волны. Следует отuе­
тить, что функция {(О) комплексна; интенсивность рассеяния I (6) 
определяется квадратом ее модуля, т. е. величиной .л.2 + ва, где 

А= ;k~ (2п + 1) [cos2'1j,.-1] Р .. , 

В= ;k~ (2n + 1) sill 21J" Р,.. 
В общем случае эти ряды сходятся ( с:м. § 2). Имеется только один 
случай, когда ряды (1 7) могут быть просуммированы с помощью из­
вестных функций- случай рассеяния кулоновым поле:и (подробнее с:м:. 
главу lll). Мы находим при этом, что интенсивность рассеяния ииеет 
значение, даваемое классической теорией. Длл каких-либо других полей 
последнее положение ок.азываетсн несправедшmыи. 

З За&. 34.7. Tecipu атомпых <nDJl.810aeaий. 
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По л н о е сеч е ни е Q ато:м:а .и;ля упругого столк.вовеви.я с э.1е1-
1рона:м:в данной скорости опреде.пвется ка.к полное число электронов, 
yn})yro рассеJППIЫХ ато:м:о:м: в . единицу вре:м:ени для па.;а;а.:ющеrо пучка. 
с е,11;ИНИчной интенсивJi:остью (та:кого, в котором: в единип;у вре:м:ени через 
единицу поперечного сечения проходит один электрон). Практически 
иs:м:еряется обычно число электронов, рассеюmых на некоторыйu уrол, 
превышающий' :машй угол 60; но так ка:к для атомных nолеи {(6) 
при 6 = о конечно,. Q весь:м:а нечувствите.пьно к ив:мененияи 60 , и . · 
последнее :может быть поэтому положено равныи ну.nю 1

). 

Q имеет, та:ки:м обраво:м, следующий вид: 

" 
Q = 2r..(1 f (6) 12 siп 6 d6. 

о 

или же: 
со 

4r. ~ ( + ) . 2 (J=·k2~ 2n 1 SШ 't],.. (18) 

?Ъ=О 

Изложенный в этом параграфе :метод впервые бы.п применен Ре­
лееи 11). К задаче о рассеянии электронов ато:м:а:м:и он был при:м:енев 
Фа:ксено:м: и Хольстмар:ко11 3). 

§ 2. Соотношение :между фаааии '11" и уrловыи иоиентом: 
раеееяиной частицы 

Входящие в выражение (1 7) фа.вы 'tj" определ.а:ются, как иы виде.1и, . 
следующим образом. Обовначи:м: через G,. (r) конечное решение уравнения 

G~'+[k2-U(r)-n("\.t
1
)JG=0, (19) 

где штрихи означают дифференцирование по r. При больших r G бу­
дет иметь асимптотичес:кую форму 

G ,._, sin{ kr - ~ nr. + 'IJ_,, ) • 

Это выражение и определяет 't],., 
Если при больших r И (r) убывает экспоненциа.пьно до ву.в:JJ, 

то :м:ожно определить значение 't],. для достаточно больших п и опреде­
лить тем самым число ч.пенЬв, необходимых для су:м::м:ирования ряда (17), 
опредемющего функцию {(6). 'Гаки:м: способом :может быть доказана 
также и сходимость этих рядов. 

Обозначим 

1) Ск. г.ilаву Х. § 1. · 
Э) Boyleigh, Theory of Sound, стр. 323. ., 
3) Fuen uild Holtsmark, Zs. f, РЬ.7в. 46, S(i7, 1927, 

5_;,' .· Ооо~'НоШе'Ние между фазам-u. '11" и умов'Ьl.м моментом 35 , .. 

F,r.11и И (r) не имеет полюса. более высокого поря,цм, нежеJ.Iи ,.-1
, то 

фуmщи.я F (r) при :и алых r отрицательна, а. при боJIЫПих r по.nожи­
rrе.11ьна, и обладает таким обраво:м: по крайней :мере одни:и корнем. Д;~я 
простоты предположим, что F (r) и:иеет только один корень; обозначим. 
его через r,.. 

Решение ур-ни.я (19) при :ма;~ых r будет вести себя как Arn-+1, 

где А постоянная; предположим, что она положительна. При :м:а.пш r 
как G, так и G' положительны; ив уравнения (19) следует, что G" 
также положительно. При увеличении r фувкци.я G не может укень­
mа;,rься до тех пор, пока G' не изменит знака; последнее :может ииеть 
:кесто лишь при значении r, превыmающе:м первый ~!орень фуюtции G1

'. 

Но так как функция G возрастает и следовательно положительна вn.1on. 
до первого корня функции Gи, то из 
уравнения (19) следует, что этот 
корень соответствует точке r... Фун~ 
кция G возрастает, таким образом, 
ионо~ювно до точки r = r,.. Совер­
шенно аналогичный результат имеет 
:м:есто и для случая отр:йцательного А. 

При r >r" функция G носит 
колебательный характер, как это по­
казано на рис. 2. 

, Найдем · теперь наименьшее рас­
стояние (по uассической теории) для 
электрона с энергией Е, от центра 
атоиа, если его угловой :момент от­
носитеJiьно этого центра, т. е. ядра, 

lf(rJ 

G(r) 

/i 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Гп _____; 
1 

Рис. 2. 

r 

, / r 

равняется 1. 1 предсташ.яет с~бой nроивведевие нача.пьвого и1Шу.1ьеа 
эл~ктрона на "параметр столкновения" р 1). Если 1; - схорость в.11е1tтрова 
в точке наибольшего сближения, то в силу принципа. сохранения энер-
rии ииее:и: 

~mv2+ V(r)=E 2 . , 

а согласно принципу сохранения углового момента (в связи с теи, что 
радиа.пьнан скорость в точке наибольшего сближения равняется в:у:аю ): 

mvr =1. 
Исилючая v, получаем следующее уравнение ;цлн r: 

Е- V(r)-12/2mr2=0. (21) 
ECJIЯ 11Ы положим: 

1 

1 = k [n (п+ 1))-2 /2тс, (22) 

то.ур-иие (21) будет эквивалентно уравнению: 
F(r) = о, 

1) ,.Пара:иетро:и сто.11киовевив" вавываетса расстоавию 11еаж1 •ер•1на11u:ь­
воl .11uией жвиженва -.аетицы и цевтро:м раееев11U1щего •o;ir.я. 

::* 
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r.н;е F(r) определлетсл ур-нием (20). Корень r" функции F (r) пред­
ставллет собой, таким образом, то расстолние, на которое приблизилась 
бы к центру атома частица. с угловым :моментом (22) согласно 1шасси-
ческой теории. . 

Мы уже видели, что при r ~ r" функция: 1 G,. (r) 1 очень :мала. По­
кажем теuерь, что если п столь велико, что 1частица с угловым :мо­

:ментом I, определлющимсл выражением: (22), не может проникнуть 
внутрь атома (согласно классической теории), то соответствующая: фаза 11" 
очень :мала. М:ы должны показать, что если V (r ,.) оqень мало длл п, 
пре-выmающего некоторое определенное значение, то 11" также очень 

ма.ло длл этих значений п. Отметим, что если V (r .. ) очень мало, то r" 
приближенно может быть определено как корень выраженил: 

7с2_ п (п + 1)/r2. 

Предположим теперь, что g,. (r)-решение уравнепил 

d2g + ( k2 _ п ( n+ 1) ) = 0 dr2 r 2 g ' (23) 

к.онеqв:ое в начале координат, приqех произвольный постолнны:й коэф­
фициент выбран таким образом, что при больших r 

g '~ sin ( kr- пк) n. 2 • 

Функция g" равнлетсл [см. ур-ние (9)]: 
1 

( кkr / 2) _2_ J 1 (lcr ). 
n+2 

Из приведенных выше соображений следует, что при r < r" по :мере 
убыв':1нил r функция g" убывает экспоненциально. По форме она сходна. 
с функцией И, изображенной па рис. 2. 

Решим теперь волновое ур-пие (19) с помощью метода возмущений. 
Положим: 

G,.=g,.+Ф 
и предположим:, что прои:.шедением Ф U можно пренебреqь. Подставлял 
это выр,жение в ур-ние (19), полуqаем следующее уравнение длл 
определеиил Ф 

d2ф [ п (п + 1) ] 
dr2 + k2 - -~- Ф = U(r) g,. (r). 

llOJIOЖИ~[ 

Ф = g,;(r) С,. (r). 

iiодставллл ::>то значение Ф в ур-ние (24), иолуqае:м: 

1:" g,. + 2(.' g,.' = И (r) g,. (r). 

Умножал это уравнение на g (r) и иптегрирул, имеем: 

t:' g2 = f И (r) [g (r)]2 d1·. 

(24) 

С,отноше'Хие между фазами 11" и умовъ~м мо.ме'Хmом 37 

При r = О функцил 1:' должна быть конечной, а g (r) при :иа.лых " 
,1.о.1жво вести себл как rn-+-1

; нижний предел интегрированил ;и.оJIЖев 
nоэто:иу равнлтьсл нулю. :Мы види:и, таки:м: обра.зо:м, что 

f' 

~; = [g (r)Г2 f U (r) [g (r))2f}r. 
о 

]]ри больших r мы имеем 
ас. 

~; ~ cosec2 ( k1· - ~1r) f И (r) [g (r)]2 ar, (26) 

о 

тап как интеграл, столщий в правой части, сходится. 

Обозначи:и через .А" инте1'рал 

./ И (r) [g,, (r)]2cl1·. 
о 

:Иы предположили, что длл рассматриnаемого значения п функцил U (r) 
.маJ1а при r > r ,,; :мы знаем так.же, что, при r < r ,., g" :м:1ло. Величин& 
.А" :и,олжна быть, таким обра..зом, малой. 

IIроинтегрировав выражение (25), получаем 

~~ -[ ctg( k1·-;~) -f-a] .A,./k, 

Iде а - постолнная. Отсюда следует, что 

U,. ~ sin ( kr - n
2
1r)-[ cos ( lcr - ~1r) + а sjп (1.т -;~)] A,./k. 

Пренебрегал члег.аии, содержащими кnадрат -~n' мы видим, что 

U,. ~ const, · :,;iп ( 7.r - п; -+ -,1,.) , (26) 

це 

YJ,.= -Л,,/k. 

Мы пол-учаем, таким образом, окоnчатеJiьно 
со 

11 .. =---- ---~- V(1·) [J 1 (k1·)]2 нlr. т.: fl,,.2-m, 1· 
2 Ji li +· -:!--

127) 

0 

:Jта фор.иуJ1.а справедлива, если правал часть ее :мала; отсюда след-ует 
что при рассматриваемых усJювилх 'tJn :ма.,10. 

Фориу.11а (27) справедлива длл больших п; ею }IOJliHO восполыюватьсл 
1юнтоиу .в;лл исследоваnи.н: сходииости рядов (17), оuределлющих а:мшш­
туду расселнил. Эти ряды лв.1яютс:1 сходлщииисл, если сходитсл выра­
жение 

~-,1" Г,, (сон О) (2п + 1). 
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Есл1r -rJ,.. ~ I при дюбых 1i, то формулой (27) можно поль3оватьск 
,J;Лff всех п. Амплитуда расселнил равнffетсл, таким образом, 

f'(rJ) = { t (2п + 1) "rJ" Г,. (cos r1). (28) 
'1!-=0 

Выпuлнив суммирование, мы получюr хорошо И3вестную фор:и.улу Борна 
(см. 9 2 главы Yfl). 

§ 3. Примеры рассеяния: цептра.1ьпьп1 110.тre:it: 

Примеры применения вьппеи:шоженной: теории r, рассеянию эле­
ктронов а1·омами приведены в главе Х этой :книги; в этом параграфе 
мы рассмотрим лиmr, некоторые простые прп,rеры, иллюстрирующие 
раsвитые выше соображснил. 

§ 3. 1. Рассешше "потенциальной юrой". 1Jо1'енциал электрона 
в тюле "атома" м,.r определим следующим образо-:~r: 

V (1·) = - /) (r < а) 
=0 (r > а). 

Нредrюдожи~r, что длина волтты л значительно бодыuе а, 'l'ак Ч'l'О 
всеми фазами -rJ,. :1а исr,дючепием первой "rJo можно пренебречь. (:}а.ме­
тим:, что расс'l'олние лаибо.льшего сбдиженил длл частицы, угловой момент 

" л 
которон равен одному кванту, равпя:етсл 

2 
.. , ее.ли частица не попа-

дает в потенциадьную яму). Волпа, расселннал а.тшю)I, ошrсыnастсн 
в такщr случае функцией: 

ik1· 

с ____ 1__ - le~··,.,. - 1]. 
r 2tk -

Дшr оттредедt'НИff ·r,0 най;~еи асюштоти,1ескую фop:ll!y решени11 ура 
пенил 

(lц; -f--- Rт;'.!m. (1·' V) С' ---~- --- ,- ,-_() 
d1·'2 /1.2 ' 

обращающуюся в нудь в нача.;;:с ~;оордrшат (так Бак r- 1G должно быть 
конечным). 31·0 решение имеет следующий вид: 

А siп k' ,. 

siн (7и·+·'i0) 
(k'2 = 8rc2m (Е + D)/li2, 1· <а) 

(k2 = Rrc2mE/J1,2, 1· > а). 
Постолпные А и "rJo до.тrжны бып, выбраны таrшм обра.зоJ11, чтобы: G и 
dG 
-d при ,. = а оставались непрерывными, т. е. таки~~ образом. чтобы ,. 
и.иели иесто уравнепин: 

А si11 k' а= siн (ka + -rJo) 

А k' cos k'a = k cos (ka + т~0). 

Примеры рассеянл~я чr1т~ра.льнылt поле.11 39 

;Jти: уравнени11 дают - to_--1 (-- (о·," а)- ka. (RO) 
У10 - .,... k' ь 

н . :\ во.шовая функция G ивображепа еплошной линией; пупк-
а рис. б .. ф~тшщию 

тирпал кривая представдлет со ои . ' 
U = SШ kt·. 

113 ir А' Н' vмножевны.м:и на /;. 
Фаза Ую определле·rсл рассгоннилми ~олн: и:ил при~;женин: "rJo положи:-
Ив чертежа следует, что в случ:~.е сил оттадкиваюrл У/о отрицательно. 

по . легко видеть что ллн: полн ·гедь , · ' 

Рис. 3. 

о НУ 1н: ,- в общем сдучае 
Нри vбывашш скорос't'И электронов д '. • to ('30) Интен-

. ка~. это можно видеп из ур-нил . . 
та1,же стремится: к нулю, ~ющалсл квадратом функции (29), стре-
сивность расс_С:н:З~~ о:;~~е~:ороюг конечному пределу. Бслп 
МИТСН, Т[ШИМ Ot1p • , • 

tg k' а 
]itп _с__ __ = а, 

/.'-'? о k' 
нvдю. Еслr ;1,е, с другоli стороны, ro предел :;тот равнаетс11 J 

Ji111 t.g k'a. со, 
·k-'?0 

б т и ипrеnсюшость рассел:пия стано-
то Yio стре11Я'tъсл к нулю пе ytc ' ктивное се•rение а'rома длл очею, 
виrсл: равной бескQнечнос'rп. " ффе 'И"I о~ра:юм как много больше, 

ов можс·r оыть ·ra1, ., t• , .• - .. 
Мf\J,ленных :~ле1,троп .. ,, , . .. . , ой у (r) сравнюю с :шерrиеи 
та1. и )lНОГО 11СНЫШ' тои on.1,lC 111. [\ l,01'0p 

:1лектрона. . ~ 1 :tе~хой сфС})UЙ. llрнме11, ~.ак lf 
§ 3 •J P:ir.<·.eaнne ма. юн нсщюни ~· . , . , л./ 2.: та~, 

• ,... • t1e 1·1 "rтачитедьnu меньше, не.,1,е.ли ' 
прежле, что радиуе а се р. ··. , о н'шrем первого члена paзлo;1:errиrr. 

апичи·1ъся- лпш1, 1ысс11 т1 
•~то ,южно огр · , , \~vrп;цин дo.iжFra обращатъса n rryлr,. 
Il.1 поверхпостн сфРры I,олпо1.ал t • 

Мы нмее11 тю:)тому 

i )тсюда с.1е.11,уст, что 

·-~ффектиnное сечениr 

и= ~i11 т.· (1· - а). 

·rю = - а/;. 

lсu.:лнше ( 1~)] рашrаrтс.н: 
4":7.;-~ ~iл~ .,.,(1, 
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ип, так хак 710 ~ 1, приближенно 4т:а2• Эффективное сечение, 
вычисленное с помощью квантовой :механики, превышает, таким образом, ! 

в четыре раза значение, получаемое по классической теории. 
§ 3. 3. Раесенние полем, обратно пропорциональным: кубу 

расстояния. Предположим, что на расстоянии r от ндра потенцпа.льнан 

энергин: равнн:етсн: 1r-
2

• В таком случае волновое уравнение имеет 
с.11е,11;ующий вид: 

d
2
L +-~ !!-_L +(7c2_1}'(1i-l-~l±~-)L=O; (3=S.:2m1/lt2). (31) 

dr2 r dr r2 1 

Реmенин этого уравнепилiвыражаютсл формулой 

,. ~-- .J 1 (kr ), 
•+-;;-

(32) 

г,це ~ - J1юбой из двух IIOpнeii уравненлн 

·1 (·1 + l)=·n (n+ 1)-t- ~. (33) 

т. е. 

Наша волновал функция L (r) должпа быть конечной в начале wор·­
,цинат. Это означает (прюш:маи во внимание, что в начале Roopдтma•r 

фующил 1· 

1 . 

.J 1 ведет себл ка.1; 1·•), что 
., +-~-

·1 ~~ О (ддл всех п ). 

]<_.:ели ~ 110.ложителыю ( О'l.'тал1швание ), то :-1то ус.1овие выполняется 
длн одного И3 1t0pнeii: и ne льшолnлетсн для другого. Искомое нами ко­
нечное решение лвллетсл, таким образом, единственnым, как и длл 
нолей с особой точкой более лизкого порядка. 

Если ~ О'l.'рицателъnо (притпжепие ), ю1еются две возиожностп. Если 
1 IQ ,; - 4 < t' < О, то при п = О ооа решения в начале коордиnа'I.' ш~ у/1,о-

влетворлют условию конечности; однако, имеетсл одно решение с особой 
точкой более низкого 11орядка; восполыювавшисъ им, мы сможем 110J1у­
чить форму.,у длл иn·1·енсивности расселнил. EcJlИ, с другой стороны, 

~ < - --l- , об а решrнил б-удут вес'l.'И себн вбдизи начала ~;оордина~, 
l 

11ак r - -i-cxp (-+- ia lg 1· ). 

Рассматриваемая нами за.дача о раl'селнии не 

и и е е т в этом с "1 уч а е р е ш е ни н:, '1.'ак 1-ак у нас нет критерия 

длн выбора решешш ур-нил /31 ); фа.1а 'У/о не может бытъ поэто:му опре­
,,телена. 

Пример:,,,, рассеяния 'Цt'Нmра.1ьнъ,.м пмем 41 

Воввращансь к случаю сил отталкиванпл, :мы находим с помощью 

аеmштотического выраженил (32): 

1'/n=т('l-n), 

где ·1 - по,1ожительный корень ур-нил ( 33). При больших 1i это, 
выражение своди'l.'СЯ к 

1 
т7!р / (2n+ 1). 

Формула (27 ), как легко проверить, приводит к тако.му же результату. 
Приме11аиие рсда~.тора. Формула (18) для полного эффеrстивного сечения 

:может быть истолкована следующим наглядным образоы. Если р есть "при­
пельное расстояние" падающей: частицы от неnодвпжного силового центра, то 
т.р2 представляет собой .площадь мишени", образуемой последним, или "эф­
фективное сечение" его для отклонений, превышающих определенный угол О, 
соответствующий р. Далее, прицельному расстоянию р соотЕетствует момент 
количества движения частицы pmv (где v- ее начальна.я скорость). Рассмо-

трим квантованные значения этого момента pmv = n _Jt __ ' где п = О, 1, 2 ... , 
2тс 

·п lt пi. 
т. е. квантованные значения прицельного расстояния JJ = р,. = :\;:;- mv = -2-; = 

п = Т (при заданной начальной скорости v или длине волпы "). Промежутку 

между двум.я последующими значениями углового ~:_вантового числа 11 и ,,1 + ~ 
соответствует площадь мишени т: (р2,, + 1 - р211 ) = ~~ (2п + 1). Таким о бра" 
зом, эффективное сечение (18) может быть представлено в виде 

:хо 

(1 4 'Х1 ( ., . ., ) • 2 
~ = -.L., т; р-11 + 1 - р-.,, Slll ·~,,. 

}! ,~с О 

Отсюда следует, что .множин·ль 4 sin2 ·~,. может быть интегрирован кu. 
вероятность отклонения частицы при падении ее на "мишень" т. е. на рас" 
l·Риnающий центр с моментом количества движенпл, заключенным мРжд~ .. 

кв;нтованвыми :~начеu:иями n}i- и (п _L 1) .!_1__ 
j;: l :2:.: 
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l'A.UUIOIHIПJ IIPlfi.\. ЧАСИIЦ КУ.тIОНОВЫ:М: IIOЛEM 

§ 1. Введение 

,., Z' ко: J;;сли п) чок заряженных частш~, оола.дающих зарядами , с:, в 
тором в единицу времени через едишщу поперечпого сече~пл про.: 

ходп1' одна час·rица, падает на отдельпое лдро с бес1,онечнои массои 
и с зарядом Zs, то, согласно механике Ньютона, число частиц 1 (6) doo, 
рассеянных за единицу времени на угол fJ внутри ·гелесного угла 1lro 
определяется выра.жениеы 

{) 
J ( !J) = (Х;,;1 z2 / 2m 1:2)'2 cosec4 -2 -, ( 1 

где т и т - масса и скорость падающих ча.стиц. Впервые эта формула 
была получепа Резерфордом; доказательство ее приводится в различных 
учебниках, и :мы не будем здесь на нем останавливаться 1). Эта фор­
муда находится в согласии с :шсперимептпльными даш1ы:ми о рассея­

нии альфа-частиц 'l'лжелы:ми ядрами. 
В :~той гш1ве (Ы п01ш:,1(·~·м, что о~а может быть nо~учена также 

и на основании сообра,;~;ении во.1:шовои мехапиrш. Мы рассмотрим во­
прос о рассеянии потока зарлженных час·rиц (электроно~ или а-•~астиr~) 
'l'Я.&едым ядром, причем нредподожим, Ч'l'О сила взаимодеиствил частицы 

и ядра обратно пропорциона.11ьна 1,вадрату расстолнил :между НИ)IИ. 
В так.ои случае: 

'/" 
/ -(1·) = - _/',Z"_ 

. 1· 

11 

_ . 2Zs2 
1 (1·)=--

' 1· 

где ;,; _ атомный ноиер J)асееивающего л,11.ра. 
::а.пишем в общем ВИN' 

7,7,' ~~ 
, - (1·) =_,__,_с._' 

•)' 

(длл 1\дектроноn) 

(длп а.1ъфа-частиц\ , 

( :2) 

1) R1tt/1n-f'ol'(/, C/шd1l'ick апd Ellis, \{a!liatioi;s fгош 1·adioal'tiYP su]Jstaлc•'S 
,,тр. 191; Amll'arle, The c;trпctшe of th,· Аtош, стр. :!l. 

Введение 43 

,r.i;e Z' е - заряд рассеивающей частицы, так что Z' положительно или 
отрицательно, в зависимости от того, заряжена ли рассеивающал 

ча.стяца положительно или отрицательно. Волновое уравнение имеет 
в таком слуqа.е следующий вид: 

'V ,.;, --.- ~--- '\'=О. 
Q 2 - f/Г/f 2) 

2 + ''" т (1· /,/, s 
' /1.~ 1' (3) 

Пока.;~.ем, что решение :поrо уравнения :может быть получено в асимп­
тотичес1юй форме: 

ф ~ I + S{'(f1), 

где Т характеризуС'т падающую во.лну, ,-,, - рассеюшую волну и 

6 
I f (О) 1 = (7,7,' г2/2тv2) cosec2 2 . 

(4) 

(5) 

В главе lI мы отJ11ечали, что приведенный ш1ии метод вычи­
с.1епил амплитуды рассеянной волны применим лишь в том случае, 
когда при возрастании ,. до бесконечности V (r) стремится к нулю 

быстрее, нежеди ,·-
1

• Э·rо ограничение связано с 'tем обстоятельством, 
qто решение уравнения 

)- ~(1•2 dE_)+[ ~т.2т(Е-7,Z's2)- n(пtl)_]J,=O 
1·J d1· d,· li2 1' 1·2 ( G) 

·1шеет асимнтотическиii: вид 1 ): 

(kr Г 1 siп ( lc1· - -1- л:;-: + '1Jn - а lg 27.л· ) (7) 

отличающийся O'l' выражения, приведенного в ур-нии (15) главы II, 
надичием логарифмического чдена. Гордоном 2) однако было показано, 
Ч'l'О в соответствии с ур-ние-и (16) главы Н волновал фушщин, опи­
еывающал рассеяние, выражается общей формулой 

у (1·, fJ) = f (2п + 1) i" /'iп Е11_ (r) Гп (cos fJ) 
"= о 

и )rожет 61,1ть представлена в следующем виде U): 
1 

е- -2- и 1' (1 + ia) eiki· cos O 1Р1 [- -ia; 1; ilи· (1 - cos О] 
1: а.си:мптотичесюш выра;~;енИNI 

где 

1+ Sf' (О) 

I = ехр [ikz + ia Jg k (1· - .z)], 
8 = r- 1 ехр [ikr -i7. lg kr]: 

if(6)1 определяетсл выражением (5), а фаза f(fJ)-ур-нием (16) 
rдавы. 

1) Это доказывается u § 4, где определяется 'IJn· 
~) Gordon, Zs. f. Physik 48, 180, 1928. 
:1) Функция 1 F\ определена в § 3 этой главы. 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

атой 



44 Рассеяние пу•,,;а частиц ,;улоновым полем 

Выражени.я (10) и (11) дл.я падающей и рассе.яннои волн соответ­
ствуют кулонов-у полю. Форма их может быть объ.яспена следующв.м 
образом. 

Если мы будем рассматривать все классические гиперболические· 
орбиты с одной общей асимшотоii, направленной справа налево пара.п­
J1.ельно оси z, мы должны ожидать, что фронт падающеii волны 
окажете.я нормальным ко всем этим гиперболам. На больших расстон- ' 
нинх от лдра поверхность, перпендит,уллрнан к этим гиперболам, бу­
дет характеризоваться пе уравнением z = const., но, как это было пока­
зано Гордоном, уравнепием: 

zzв2 :: +--
2
-- Ig k (r - z) = coвst. 

т11 

Падающая волна. даже па бескоЕечном расстоянии искажена лдро:м, 
с которым она сталкивается. ~fы должны, поэтому, ожидать, что она 
будет иметь вид: 

ехр {ik [:: + 1;::2 

1g?c (r -::)] } . 

:Эта фушщил весьма сходна с выражением (10). Пыражение для рас­
селиной волны ( 11) может быть интерпретировано аналогичным образоv. 

В следующих параграфах мы покажем, что фующил (9) лвллетса 
решением волнового уравнения, и что она обладае•r асимп·rотической 
формой, определяемой формулами (10), (11) и (5). Мы не будем при , 
:~том иользова1ъсл разложением (8) (прюrенлющимсл в методе l'ордопа), 
а будем решать волновое уравнение непосредственно. Впервые ·гакой 
vето;и; бы.1 применен Темплем 1 ). 

§ 2. Решение во.'1.ноnого -уравнени11 дд1r случаи рассеяииs: хуJ10-
ноnы111 полем 

Мы 6удеи решМ'Ъ волновое уравнение вида: 

V 2 'f + ( k2 
- ~-) 'f = () 

Jiол~нал 

,J, = (J~z ]·' 
' ' 

иы nоАучим 

' 1 • дl• ~}! y2J, --:-'21k- · - --- = о. 
' iJz r 

:)то дифференциальное уравнение имеет решение вида 

р = ],' (r - ::). 

1) Тетр/с, Proc, Roy. Soe. А, 121, И3, l!!:!8. 

(13) 

Волновое уравнение для слу"ая рассеяния кулонов,ым пом.- 45 

Подставив это решение в уравнение, мы получим: 

2 ( 1 - ; ) F'' + : Р' + 2ik ( ; - 1 ) ]iY - ~ F = о. 
Уиножал это уравнение па ,·, иы видим, что r и z BXO;R;.!IT в уравнение 

только в комбинации r - z, откуда следует, что решение искомого типа. 
действительно существует. Полагал 

r.=r-z, 
мы получаем 

· а2 F dF . dF 1 , 
1: d'C.'J + d'C. -ikC dr.-- 2 ~1' =0. 

Если иы выберем в качестве решенил функцию 

P=r.P (1 +a1r.+ а{..2 + ... ), 

(14) 

то характеристическое уравнение даст нам р2 = О; решение, авJ1ню­
щееся конечным в начале координат имеет, таким образом, вид: 

Подставлял это выражение в ур-пие (14) и приравнивал нулю коаф­
фициенты при (", мы получаем рекуррентную формулу 

[n (п + 1) + (п + 1)] an+i = an [ ikn + + ~], 
()Т&уда 

,, ( s + +- Mik) 
an+1 = (ik)n+1 ц (s~ 1)2 ___ • 

Отсюда следует, что F представляет собой рассиатриваеиую в §. 3 этой 
главы гипергеометрическую функцию 

F= 1F'1 (-ia; 1; ikl:), 

Аси:м:птотическое рмложение F приведено в § 3; нз 
дует, что Р = W1 + W2 , где при больших r: 

W 1 .--- (- ik'C.)'a. G1 /Г (1 + ia.) 

ур-нил (24) cJie-

~V
2 

,,_, (ik'C.Г ... - 1 e•k'- G2/Г (- ia.), 

-а2 

G1=l+ ikl',. + ... 
G2 = 1+(1 +ia:)2/ikC-t- ..• 



:ВОспоJIЪ80:вавшись эти:м: рмложепие:и с точностью ,цо членов с-1, 
J[JЧ&е:М: 

1 -:t« 

TV1 ,...., Г ; 1

2+ ю) ( 1- ::r.. ) ехр (ia lg kC) 

1 

-ie 2 r.~ e'k• . . v 

TV11-- Г(-iа) kC ехр (-ialgk.). 

Фун:к.ции }V1 и W2, будучи умножены на ехр (ikz), цредстав.11.яют се­
т:ветствен:но падающую и рассеяв:в:ую·вопы. Нас интересует па;в;ающаsr 
вО.J1иа с едипичвой амплитудой; в :качестве пОJiвой вОJiвовой фуп.ции,., 
;харахтеризующей рассеяние, мы возь:ие:м: поэто:иу 1) 

. 1 . 
__ ,::(!; 4kz 

IJl(r,6) е 2 Г(l+i:x)e 1F1 (-i:x;l;ikC), 
rде 

C=r-z=r (1-cos6). 

Эта волновая фун:к.ци.я имеет асимптотичесхий вид: 

ф--I + Sf (6), 
rде , 

I 
1 

[1 - all/ik (r-z)] ехр [ikz + ia lg k (r -'z)J, 

8 = ,--1 ехр [ikr-ia. lg kr), 

f (6) = ~::;: cosec11 
6 ехр [:...:_ ia. lg (1 -cos 6) + i11: 2i710], 

при чем 

· ехр 2i1Jo Г (1 + iа)/Г (1-ia.). 

Заметим, что Z' в этих фор:м:уJiах равно 2 для а-частиц Ji: - '. 
.w:ля электронов. 

Воmовые фронты падающей и рассеянной волн харахтеризуютс 
выра.же:яиями (10) и (11). 

Интенсивность рассеяния I (6) определяется выраженяе:м: 

[
ZZ'e2 ] 2 

fJ 
I (6) i f (6) /2 = 

2
mv2 cosec4 Т, 

тож.цествеШIЫ.]{ с формулой Р!:!зерфорда. 

1) Зо~рфв.,1,д, Ann. d. Physik 11, 237, 1931, дает следующую формулу .~JI 
»той фув1щпи : . 

l о:, 

о/ (r, 6) = е-3 '"' ,ik,· f :,:iж е-ж J(!(2 Vikta:) da:, 

• 
rде J0 - фуи1щи.я Вессе.п.. 

. . 
Обобиjе'НiН-1>,е zиперzеометр-ичеспиг ряды·· 

1Ipuмe'Ч,t11t1ue. В начале коордива.т ур-ипе (15) дает 

I о/ 12 = 2м/(е2"«-1). (17) 

в щчае сип: оттал1еиваиил:, имеющих:, например, :иесто :между альфа-ч:ает:.·· 
· ца:ыи и .ядром:, велич:ива а положительна. Еели звачев:ие а вели:ttо и по:в:о­
жительио, 1ta1t, яапри:м:ер, для медленных альфа-ч:аст:~щ, то I ф \ 2 о'!ев:ь :м:uо, 
:в на.чале :координат. Это овна.чает, что вблизи ядра проходит очень мало ч:астщ 

Если а веп:и:в:о и отрицательно, 1ta:it, напри:r.r,р, дп:я м:ед.n:енных электроаов~ 
то. 1 ф 12 будет достаточно веu:в:о в начале 1tоорднв:ат, - порядка I а!, 

Если же а :м:а.1:0, то решевие ур-ния (15) во всех точ:в:ах пространства, 
не будет заметно отлич:атьса от п.n:оской волны ехр (ik.r). 

Уеловие ма.лости а явuетс.я таце условием: примевимости приб.uижевиа: 
Борна (r.n:aвa VII), рассматривающего V (r) как воа.мущение. Это леrво эа..-

1 
}[етить, переписав воJiвовое уравнение в единиц&.'{ д.п:ины Т : , 

§ 3. Обобще:яиы:е rиперrеом:етрические ря:,цы: 

В это:м: параграфе :м:ы ознаRО:м:и:мся с некоторыми свойствами фуmщи& 

... ' (18)· 

введенной нами в рассмотрение в § 2. В дальнейшем :мы будем отбра-
. сывать индексы, так как друrи:ии фуmщин:ии rипергео:метричес:кого тип& 
ш.~ пользоваться не предпо.JJ:а.rае:м. Функц~н 11!11, т (z), введеи:яаа:, 
Уиттекеро:м 1) (конфлюентцм rипергео:метряческан функция) св.язана. 
с нашей· фуmщией уравнением 

1 z .(1 · ) 
e- 2

1Fi 2+т-k; 2т+ 1; z . 

3а:метим, что F (а;· Ь; z) являете.я ~решением дифференциа.льноr~ 
уравнения 

а,2у dy 
z--- +(b-z)--ay=O. dz2 dz 

(19} 

Нас иптересует асимптотическое разложение функции F (а; Ь; z) .дм. 
больших значений / е / при· постоmmш значениях а и Ь. Разложение 
это является общеизвестн:ы:м. М.ы: приведем ero здесь в виду его важ-­
нооти ДJIH задач, связанных с кулоновыми силами. Докмате.льство его 
дано У иттекеро:м 2). 

Мы оrраиичи:м:ся расс:мотрепием [тоrо СJiучал, когда Ь - целое поло­
жпелъное число, а z - :ко:иплексно. 

1) Yi,mтer.:ep я Ватсоп, Курс соврехеив:оrо анализа, ч:. II, ГТТИ, 1934 ... 
с.тр .. 189. 

2) IЫd., стр. 149. 
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Преобразуем функцию F в интеграл, взятый по контуру. Длл этого 
-ооспользуемсл теоремой, согласно которой длл любого положительноге 
целого т · 

--=- -.- с t t. 1 1 r·t-m-ld 
т ! 2т:~ -

(20) ' 

i 

·где 1 - произвольный замкнутый путь, окружающий начало координат 
и направленный против часовой стрелки. Доказательство этого соотно­

шения элементарно. 

д Функция F может быть представлена 
в следующем виде: 

D Р(а; Ь; z) = 

с 
l= а • 

в.__ _______ ___ 

Рис. 4. 

= 
=(l1-l)! ~ Gnz"/(b+1i-l)!, 

n=O 

где с - коэффициент при xn в раз-
n 

ло.жении (1 - хГ а. С помощью со­
отношения (20), полагал т = Ь-t-п- 1, 
получаем 

Р(а; Ь;z)=С1!_2т../)_!_ t c"z" ./ e'гЬ-ndt. 
n=O I 

:Выбирал контур I таким образом, чтобы во всех его точках удовлетво­
рялось условие: 

lzitl < 1, 

иы: можем переставить порядок суммирования и интегрирования, так 

как рлды сходлтсл длл всех значений t. Мы получаем при этом: 

F (а; Ь; z) = (Ь 2~Р_!_ .f ( 1-:+ )-
0 

/ Г ь dt. (22) 

1 

:3а.метим, что, в силу соотношения (21), контур интегрирования I дол­
жен окружать точку t = z. Мы можем поэтому, не изменял величины ,, 
интегралi!., преобразовать "( в любой замкнутый ~.онтур, окружающий 
точки t = о и t = z. 

Длл нахожденил асимптотического разложенил (22) преобразуем 
в ~.онтур "(', изображенный на рис. 4. Влагодарл наличию в подинте I 
rральной функции множителя: et, те части "(', для которых вещественная- , 
часть t велика и отрицательна, существенной роли не играют. Если 
части 1,оnтура 1', обозначенные на рис. 4 буквами АВ и CD, мы . 
будем удалять на бескопечное расстояние от мни:мой оси, то выра.же- · 
ние (22) можно будет заменить суммой двух интегралов, одип из которых 
берется по нижней части конт·ура, nторой - по верхней. Положим соот-
ветственно 

Р (а; Ь; z) = W1 (а; Ь; .е-) + }V2 (а; Ъ; z), (23) 
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rде 

W
1 

(а; Ь; z) = (b-.l)! J (1-~)-а еtГ ь dt 
2тс~ t 

11 

и 11 меняется: от - со до - оо при обходе начала координат против 
nаправленил движения часовой стрелки. Фующил W 2 определяется: 
точно таким же выражением, но интегрирование производится по кон­

туру, охватывающему точку t = z. Подставлял в выражение длл JV
2 

t-z=ii, 

11rы преобразуем тем самым контур интегрирования в контур 11 , охва­
тывающий начало координат; мы поJiучаем при этом 

fV2 (а; Ь; z)= (Ь- ~) ! 1· и-а еи+z du 
211:i (и+zга+ь · 

11 

Мы можем теперь воспользоваться: асимптотическим разJiожением 
JY1 и W ~· Имеем 

}V1=~-.l)! (-zГ<t f (1--t )-а. ita-Ьdt 
2~1 • z , ,, 

W2=(b~~)! (+z)a-Ьezf (1++)а-ь /Гadt. 
11 

РазJiожив в рлд выражения:, стоящие в круглых скобках и nоспоJiьзо­
вавшись соотношением 

1 1 ! t.-x 
l'(x) = - 2~, е t dt, 

11 

мы поJiучаем: 

fV1 ,__, Г (Ь) (-zГ 
Г(Ь-а) 

G(а,а-ь+1; 

Jv Г (Ь) z а ь 
,,------ez- G(l--ab-a-z) 
Q l'(a) , , , 

где функции G - поJiусходлщиеся: рлды вида: 

G(a,~;z)=l+ z~~! + a(a+)).~2r+1) + ... 

(24) 

С помощью выражения (23) мы поJiучаем асимптотическое разJiо­
жепие функции F. 

4 3ак. 347. Теории атомных столкновений 
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§ 4. Решение уравнения 

_1 d (r2 dL) + [ 8it2m (Е- ZZ'e
2
)- п(п+l) ]L=O. 

r-2 clr dr h2 r r2 
(25) 

Это уравнение отличаетсл от уравнении Пlрединrера длл случал водо-
- е2 ZZ'в2 

родного атома лишь заменой члена -- членом -- Длн нас предста-
r r 

вллет интерес случай положительного значении энергии. 
С помощью подстановки 

L - n ikr т,, -r е г, (k2 = S7t2mE/h2), 

:мы :можем привести ур-ние (25) к виду 

d2F . dF [ 87t2mzZ'в2 . ] , 
r dr~+[2ikr+(2n+2)]-dr- h2 -ik (2п+2) F=O. 

Введение новой независимой переменной 

г=- 2ikr 
приводит к уравнению 

d2J,"' . dF 
z dz2 +(2n+2-z)dz -(ia+1i+1) F=O. 

;)то уравнение аналоrичло ур-пию (19) и обладает решепие:м 

F(ia+n+l; 2п+2; z], (26) 

Второе решение ур-нил (25) не нвлнетсн конечным в nача.ч:е 1юор­
динат. 

Асимптотическое разложение этой функции может бы'rь получено 
с помощью формул (24). Если решение ур-нин (25) взлто в виде 

l (r) = е-{- ~и I Г (п + 1 + ia) j (2kr)n e•kr В'(iа+п+1 · 2n+2· -2i7и·), 
,,, (2п + 1) ! ' ' 

то первый член асимптотического разложении имеет вид: 

L ~ (krГ 1 siн ( kr -+ n'it + '1J,. - а lg 2kr), 

где 

'1Jn = arg Г(п+ 1 +ia). 

Второе решение у р -ни н (25). Можпо показать, что если 
JV1 и iv2 - определенные в § 3 функции, то выражении 

rn eikr iv (ia + v, + 1; 2п + 2; - 2ikr), 
1-' 

где f1 равно 1 или 2, лвлнютсл независимыми решенилми уравнении (25). 
Так :как аси:мптотичес1.ал форма iv" известпа, 'ГО общее решенпе :может 
быть получено в соответствии с любой асимптотичес1юii формой его. 

Решеиие уравиеиия (25) 

Поведение этого решении вблизи начала координат было 
:вано Секслем 1

) длл случал п = О. Он нашел, что фующил 

/'kr Г (1 + ia) w2 (1 + ia; 2; - 2ikr), 

иvеющал асимптотическую форму 

e-ikr (kr)ia -1, 

51 

исследо-

может быть разложена по возрастающим степеплм r: 

- ехр r- ia lg 2 ---+- -
1
- Т.(l] 

1 ~ 00 

kr Г (1 _ i~) ~ e-ikr [ 1 + п~о (2ikr)" cn lg (2ikr + cl,.)], 

где 

cn = L' (п - ia) / Г (п) Г (п-+- 1) Г (- ia), 

d =~1- 1 1 
" -ia + -ia+1 + · · · + -ia+n-1 + 

-+-}~~(-i'l.) +2- 2 ( 1 ..L 1 L 1 ) 
' Г (- ia) п - -Г , 2 -1 · · + -п + 20 

(С= О,б77 ... ). 

1
) Sexl, Zs. f. Phys. 56, 62, 1929. 

4* 



ГЛАВА IV 

СПИН ЭЛЕКТРОНА 

§ 1. Магнитный иомент атома 

При рассмотрении некоторых задач теории столкновений оказы- .! 

ваетсл необходимым принимать во внимание спин электрона. 
Гипотеза, согласно которой электрон обладает осью симметрии и, 

следовательно, четвертой степенью свободы, была введена в 1925 г.' 
незадолго перед установлением новой квантовой механики, с целью , 
обълсненил наличия четырех квантовых чисел, которые оказались не- , 
обходимыми длл классификации энергетичес1шх уровней атома. В новой . 
квантовой теории методы описания спина были развиты Паули 1) · 
и Дарвином 2). Основываясь на чисто релятивистской траиовке волно- , 
вого уравнения:, Дирак 3) показал затем, что наличие спина я:вллется ' 
непосредственным следствием принципа относительности. В начале Э'l'ОЙ · 

главы мы будем придерживаться: трактовки Паули, оказывающейся., 
достаточной в тех случаях, ~tогда наличие спина в.;:шлет лишь на свой- : 
ства симметрии волновых функций, тогда как действием спиновых сил · 
можно препебречь. Это имеет место во всех тех случаях, когда с1ю­
рость рассматриваемых электронов мала по сравнению со скоростью 

света. Мы покажем далее как свя:запа подобна.я трактовка с теорией 
Дирака и рассмотрим те задачи теории столкновений, в которых спи­
новыми силами пренебречь нельзя. 

В релятивистской теории Дирака спиновые свойства электрона ,· 
могут быть получены на основании весьма общих соображений. В более 
элементарной трактовке свойства спина устанавливают обычно на осно­
вании экспериментальных данных и описывают их затем в терминах 

волновой мехашrки. Мы будем исходить из того обстолтельства, что со­
гласно опытам Штерна и Герлаха а·rом с одним элеюроном в состоя­
нии S обладае·r магнитным моментом, равным вl1./4тr;тс (Воровскому маrне­
тону). Длл простоты мы будем говорить об атоме водорода. 

:3аметим прежде всего, что если паправление магнитного момента 
водородного атома первоначально не было известно, то нет такого опыта, 
с помощью которого оно могло бы быть определено. Это может быть 

1) l'a11li, Zs. f. Physik, 43, 601, 1927. 1· 
2) Darwin, Proc. Roy. Soc. А, 116, 227, 1927; см. такжо Дирак, Квантовая 

механика. 

3) Dirac, Proc. Roy. Soc. А, 117, 610, 1928, 
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по1tазано с помощью следующих соображений. Предположим, что сде­
лана попыт1tа измерить поле Н вне атома с целью опреде.1енил напра­
вления: его магнитного момента. Подобна.я попытка :может быть осуще­
ствлена путем пропускания электрона мимо атома и наблюдения: откло­
нения, испытываемого электроном. llорлдок величины этого отклонения 
может быть определен следующим образом: если электрон проходит на. 
расстолнии r от атома, то порядок величины Н в соответствующей точке: 

Н~ M/r3 (.М = вh/41tmc). 

eHv 
Деiiствующал на электрон сила 1) равна -- . Эта сила действует 
. с 

на электрон в течение промежутка времени порядка r /v и создает, та­
вНr 

кии образом, момент порндка --. Вызываемое ею отклонение равнлетсл, 
с 

вНr 
следовательно: --. Длл того, чтобы это отклонение могло быть наблю-

тсv 

депо, оно должно быть больше естественного расплыванпл пучка харак­
теризующих электрон волп. Если Лr - ширина этого пучка, то расш1ы­
вание его -h/mvдr. Должно соблюдаться, таким обравом, сл~дующее 
условие: 

вНr /mcv > h/mvЛr. 
Подставллн в него значение Н, мы . получаем: 

Лr/r > rfr. (r,=е?./тс2~2,8. 10- 13 см). 

Длл того, чтобы эффект оказалсн наблюдаемым, r должно быть больше 
радиуса атома. Мы видим, таким обравом, что дr по крайней мере 
в 20 ООО раз больше, нежели r. Наблюдение оказываете.я поэтому 
невозможным. 

Момент отдельного атома может быть определен только с помощью 
опыта Штерна-Герл аха, но опыт этот оказывает на атом некоторое воз­
мущающее воздействие. Опыт Штерна-Герлаха покавывает, что в :маг­
нитном поле Н атом водорода приобретает дополнительную энергию, 
равную -+- JИН; оказываете.я, далее, возможным отде.:шть атомы, обла­
дающие двум.я различными значенил:м:и энергии. Мы видели, что напра· 
вление магнитного момента не может быть определено; мы б у д е м 
по э т о м у с ч и т а т ь, ч т о е с л и н а п р а в л е и и е м а г н и т но г о 

+ 
м: о :м е н т а а т о м а о п р е д е л л е т с л е д и н и ч н ы м в е к т о р о м l, 
то это значит, что атом пр о шел ч ер е з не од пород но е 

~ 

м а г н и т н о е п о л е Н с н а п р а в л е н и е м l и ч т о о н н ах о­
д ил с я: в отклоненном пучке с энергией -HJJI. 

Посмотрим теперь - в каком отношении этот атом нвллетсл отличным 
от любого другого атома? Могут ли быть сделаны какие-либо предска­
завил относительно дальнейшего поведения такого атома в отличие от 

1) Если пренебречь влиянием спина электрона и рассматривать его как 
точечный заряд. (Прим. ред.). 
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других атомов? :М:ы видели, что направление его магнитного момента; 
измерено быть пе может. :М:ы можем, однако, подвергнуть его воздей 
ствию второго неоднородного магнитного полн Н', в результате чего 

~ ' 

он примет новое направление l', и посмотреть - будет ли он обладать 
в этом новом поле энергией --+- Н' М? Н а о с но в а п и и з на н ил пр е-,, 
д ы д у щ е г о п о в е д е н и я а т о м а м ы м о ж е м оп ред е л и т ь в е р о-', 
л т но с т ь т о г о, ч т о а т о м б у д е т о б л а д а т ь о д н и м и з э т и х 
двух значений энергии 1). В том частном случае, когда напра-' 

-+ -+ 
влепил l и l' совrrадают, энергил будет, конечно, равнлтьсл - Jl' JJf. 
Покажем теrrерь, каким образом вычисллетсл веролтпость в более общем 
случае. Длл этого мы должны, прежде всего, перейти к обозначенилм:, 
квантовой механики. 

~: 
Атом, магнитный :r,юмент которого ориентирован в направлении l/ 

мы будем описывать волновой функцией: 

Zz (s). 

Аргумент волновой функции s характеризует наблюдаемые величины, 
а именно - энергию, кторой атом обладал бы при пропускании череs: 
второе неоднородпое магнитное поле. Выберем произвольное направление 
в пространстве, например ось z, и обозначим через Н' Ms ту энергию,; 
i.oтopoii обладал бы атом в магнитном поле Н' этого направленил. Веро-', 
ятность того, что эта энергия будет обладать данным значением, опреде-, 
ллетсл величипоЁ: 1 Х (s) 12. :М:ы знаем, что Х отлично от нулл только при 
s = --+-1. Фушщил Х имеет, таким образом, только два отличпых от нулл 
значенил: Х (+ 1) и Х (-1); квадраты модулей этих значений опреде-, 
ллют веролтности того, что энергил будет равнлтьсл --+- МН'. Jlcнo, что 

-+ 
величипа I Х1 (s) 12 будет зависеть только от угла между направлением l 
и направлением оси z. 

-+ 
· Если вектор l направлен по оси z, так что энергил равна 

-lJIH, то 
Ч+l)=О } 
Х(-1)=1 

(1)' 

Обозначим эту функцию через Х~ (s). Через Ха обозначим соответствую­
-+ 

щую функцию, длл которой l имеет противоположное направление: 

ха<+ 1) = 1 } 
ха (-1)=0 

(2) 

Заметим, Ч'l'О оrrределенные таким образом функции Ха и Х~ нормиро· 
ваны и взаимно ортогональны. 

1) За исключением того случая, когда поле изменяется столь резко, что 
атом переходит от Н к Jl' за время, малое по сравнению с периодом Лар· 
моровой прецессии; в таком случае расщепление места не имеет. См. работу 
Rosen and Zener, Phys. Rev., 40, 502, 1932. 
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Волновые функции Ха и Х~ описывают два ст а ц и он ар н ы х со­

столпил системы, т. е. два состолнил, ,эвергил которых известна. Общее 
состолпие системы характеризуется волновой функцией 

АХа+вх~, 

где А и В - произвольные комплексные постолнные, удовлетворлющие 
условию нормирования: 

АА*+ВВ*= 1. 

Па основаюш инвариантности по отношению к повороту координатных 

осей можно показать 1 ), что если направление магнитного момента 
aтo'lla оrrределлетсл сферическими координатами О и 9, и если параме'1'р s 
характеризует энергию в магнитном поле, направленном по оси z 

(О= О), то 

B/A=-ctg+6e'?, 

или, пренебрегал произвольпым фазовым множителем: 

. о 
А=-sш 2 , 

6 icp B=cos--e 2 . 

(3:f 

Веролтность того, что в новом поле атом будет обладать энергией 

- МН, определлетсл, таким образом, величиной cos2 {, а веролтпость 

обладания энергией + J.1IH определлетсл величиной sin2 ~~. 
Вероятность нахождения электрона на данном расстоянии r от ядра 

будет приблизительно такой же, как если бы атом не испытывал воз­
действия магнитного поля; она определлетсл квадратом шредингеров­

с1юй волновой функции.: 
_ _1_ -т/а 

ljl (r) = (м0В) 2 е 
O

• 

Полнал волновал функция атома представллет собой произведение 

1} (r) Х (s). 

Эта волновал функцил является приближенной, так как распределение 
зарлда в атоме может зависеть также и от ориентации сrrина в маг­

нитном поле. 

:М:ы :можем, однако (более точно), описать атом с помощью волновой 
функции 

+ 
1} (r, s) (s=l, -1); (4) 

3та функция может быть интерпретирована следующим образом: про-
лзведение 

-+ 
11} ( 1·, s) 12 dx dy dz, при s = 1 

1) Дираk, Основы квантовой механики, ГТ ГИ, 1936. 
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определяет вероятность того, что в магнитном поле, направлеnнои по 

оси z, атом будет обладать энергией + ИН, а электрон будет прн 
этом находиться в элементе объема dx dy dz. 

-+ 
Вид функции ~ (r, s) может быть определеп лишь с помощью реля-

тивистской теории электрона, созданной Дираком. :Заметим, что совер­
шенно безразлично - пользуемся ли мы волновой фующпей в виде ( 4) 

-+ -+ -+ 
или же пишем две отдельных функции от r, ~а (r) и ~ъ (r). Для ско­
ростей электрона, значительно меньших скорости света, как •ia, так 
и ~ъ являются приближенными решениями уравнения Шредингера. 

§ 2. Магнитный :мо:мент электрона 

До сих пор мы занимались лиш. рассмотрением магнитного :момента 
атома. Мы не будем останавлива'lъся здесь на рассмотрении полученных 
с помощью аномального эффекта Зеемана, гиромагнитного эффек'l'а 
и т. д. данных, согласно которым электрон обладает четвертой 
степенью свободы, которой соответствует магнитный момент вh/41tmc 

" . l hf М и механическии момент 2 21t. ы ограничимся лишь замечанием,. 

что согласно теории Шредингера основное состояние атома водорода 

является невырожденным и, следовательно, для объяснения расщепле­
ния в магнитном поле, обнаруженного опытами Штерна и Герлаха, не­
обходимо предположить, что электрон обладает четвертой степенью 
свободы. 

Сведения о том, что электроны обладают магнитным моментом, были 
первоначально получены на основании изучения их поведенил в ато­

мах. Для изучения явлений столкновения необходимо выяснить, ка­
кой смысл может быть приписан магнитному моменту свободного 
электрона. Прежде всего, точно так же, как и в случае атома, опре­
деление магнитного момента элек'l'рона с помощью магнетометриче­

ских ОПЫ'l'ОВ оказывается невозможным. Это может быть показано с по­
мощью следующих соображений, принадлежащих Бору 1). Предполошим, 
что положение электрона известно с точностью дr, и что мы хотим 
определить магнитный момент по создаваемому подю в точке, находя­
щейся на расстоянии r от него. I{акие-либо заключения относительно 
магнитного момента электрона на основапии наших измерений могут 
быть сделаны лишь в том случае, если 

дr~r. (5) 
Поле Н будет порядка величины: 

н ,_,:и/r3 • 

Если электрон движется со скоростью v, то при его движении будет 
вv 

создаваться магнитное поле порядка --
2 

; мы не иожем, однако, точно 
cr 

1) См. }.,[ott, Proc. Roy. Soc. А. 12!, 440, 1929. 
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пределить это поле, так юы, величина v нам точно не известна. На 
~сновании наших измерений магнитного поля мы можем, таким образои, 
сделать какие-либо заключения относительно магнитного момента элек­

трона только в том случае, если 

1ЩrЗ ~ вдv/с1·2, 

где дv - неточность в определеuпи 1,. Согласно принципу неопреде­

леннос'!.'И: 
дr д1, > h/m. 

что приводит к неравенству 

дr~r, 

противоречащему неравенству (5). Отсюда можшо заключить, ч;го изие­
рение магнитного момента электрона с помощью подобного рода опытов 
невозможно. Plt .~ 

Покажем теперь, что с помощью опыта Штерна-Герлаха определение 
:магнитного момента с в об одного электрона, или же получение.пучка 
электронов, магнитные моменты которых 

обладали бы одним и тем же направле­
нием, - невозможно. Это доказатель­
ство также принадлежит Бору. 

На рис. 5 показан пучок электронов, 
движущийся параллельно оси Oz (т. е. 
перпендикулярно плоскости чертежа). 
На рисунке изображены полюса магни­
та, а также силовые линии. Опыт ста­
вится с целью наблюдения расщепле­
ния в шшравлении оси Оу. Воздейству­
ющая на :ше:ктрон сила, стремящаяся 

расщепить пучок, равна: 

дНУ 
-+- 1lI -д-. 

у 
(6) 

у 

х 

z 

Рис. 5. 

Все электроны будут испытывать также воздействие, обусловленное их 
движеnием в магнитном поле. Электроны, движущиеся в плоскости 
Oyz, будут находиться под действием силы, направленной по Ох. Эта 
сила перпендикулярна к направлению расщепления, ее влияние будет 
скмываться лишь в смещении пучка вправо или влево. Однако эJiек­
тролы, не находящиеся в плоскости Oyz, будут испытыва'lъ действие 
силы, направленной вдоль Оу, так как силовые .1инии в пеоднородном 
иагнитном поле не :могут бы'l'Ь прямыми, п, следовательно, Н должно 
иметь составляющую 1-1" вдоль оси Ох. Эта сила будет порядка ве­
личины 

вvН,,/с. (7) 

Сравним выражение (7) с формулой (6), определяющей расщепллющую 
дН" 

силу. Нх на расстоянии Л.т от плоскости Oyz равняется дх Лх, или, 
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-)о д!Iу 
так как div Н = О, оно равшrется - --Лх. Велиqины (6) и 

ду 
относлтся друг к другу как: 

гli дН г,., 
у • 

4т-тс д!J'с 
или же как: 

дНУ 
--Лх 
ду ' 

1 : 4т.Лх /1., (7.( 

где 'л - длипа волп, характери3ующих эле1,троны. llредuоложю1 те 
перь, что -+- Лх - расстолние двух грапиц пуqка от нлос,юсти Oyz 
Так как Лх должно быть больше л., лсно, что границы nyqкa 
отклонены в противоположных направленилх под углами, превышаю 

щими угол расщеплепил. 

Длл дока3ательства 'l'ОГО, что шtблюдение какого-либо расщеплепиJI: 
нево3можно, рассмотрим след, оставллемый пучком па фотографической' 
пластинке. Предположим, что ока3алос1, бы воюrожпым полуqить пучки· 
более топкие, нежели ::~то допуска,етсл принципом неопределенности,: 
'l'ак что 'l'олщипа Лу пуqка в направлении у ока3алась бы бесконечпо ма-'. 
лой. До прохождения пучка чере3 магнитное поле его поперечное сечение1 
будет иметь форму, и3ображенную на рис. ба. После прохожденил через 
поле опо будет иметь форму, И3ображенную на рис. Gб, где показан след,' 
оставленный пуqком на фшографической пластинке. Наблюдающееся 
отклонение обусловлено Лоренцовыми силами, рассмотренными выше. 
Если: АВС и А' В' - две линии, параллельные плоскос'l'И Оу и нахо­
длщиеся па расстоллии л. друг от друга, то с помощью ур-нил (7.1): 
!\ЮЖНО пока3ать, что отклонение столь велико, что ЛВ > ВС. Если: ли-· 
пил А~, проведена перпепдю,уллрпо к следам эле1tтропов, э•rо значит, что 
А~> ~1'· Но А~ < л. и, следовательно, ~1' - расстолпие между следа­
ми- меньше, нежели л.. Ма1,симальное возможное расстолние между' 
ними равнлетсл та1tим образом л.. В действительности:, однако, мы не 
можем получить линию ширины порлдка л.. Наблюдение какого-либо 
расщепленил оказываетсл, таким образом, невозможным. . 

На основании этих соображений мы должны прийти к sа,ключению, : 
что приписание магнитного момента свободному nлектрону является · 
бессмысленным. Если электрон находитсл в атоме в 8-состолнии, то ато:м 
<>бладает магнитным моментом и это обстолтельство лвллетсл свойством 
атомного электрона. В реллтивистской трактов1tе элеitТрона, принадле·' 
жащей Дираку, этот магнитный момент равнлетсл sh/4тrmc только в том 
случае, когда с1tорости: электрона внутри а'l'Ома малы по сравнению со 

скоростью света (§ 3.3). Согласно теории Дирака, отдельный электрон, 
находлщийсл с ни3шем состолнии в поле лдра с 3арлдом Zs, обусловли- · 
.вает :магнитный момент 1): 

(8) 

1) Эта формула принадлежит Бреfiту (Breit, Nature 122, 649, 1928. См. § 3.3: 
этой главы). 
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Утверждепие согласно 1tоторому свободный :JЛектроп обладает qе­
тыры~я степею,~и свободы, ш1еет совсем другой: смыс_л, так ка~ едва ли 
о·кпо себе представить что в юомс он обладает чюырьмл с1е!!еплми 

~в~боды, в свободпом 'же состолпии - тремл. Иптереспо устапови•rr,: 
ияеютсл ли 1,а~tие-либо опыты, с по,ющью которых нта четверт~.л сте­
пеш, свободы могла бы быть обпаружепа? В частности, - мо,1,11;?" ли 
получить пучок :шектропов, в пекоторо.~,r смысле "поллрююваппьш , и 
можпо ли обнаружить :)ту поллри3ациюг 

n ш1столщее времл пет ншш1шх :жсuеримептальных дапных, отве­
чающих на :.JTOT вопрос; теоретические соображеюш пока3ьшают, однако, 
Ч'l'О припципиально возможно 1,ак получеп~е та1,ого ношrр~3~вапп.?го пучк1~, 
так и обнаружение его поллри3ации. l ассмо·rрим слсл) ющии оныт ). 
Ilyчo1t атшюв получаетсл с помощью 

опыта ш~'ерпа-Герлаха, причем оси 
атомов обладаю'/' одним и тем же 
паправлепuем папример, вдоль оси 

z. При освещении а'rомов улЫ'­

рафиолетоnым светом происходит 

испvс1шние эле~,тронов. Получаемый 
подобным образом электронный 

пучок можпо на3вать поллри3оваппы:м: па основании следующих сообра­
жений. Предположим, qто электрон ведет себя подобпо малены,ому 
магниту, и спросим себл, могу·r ли силы, достаточные длл вырыванил 
эле~{•rропа И3 атома, вь13вать 3юrетное измепение направленил магнит­
ного момента? Следующие, чисто классичес1ше соображепил о порядке 
величины возникающих при этом сил показывают, что ::1то нево3можпо; 
мы можем поэтому считать, что в пучке испускаемых :шеюронов. все 
магнитные моменты обладают одним и тю1 же направлением 2

). 

Если элек'l'рическое поле напрлжепности Е действует па эле1,трон 
в течепие промежутка времени t, то эле1,•rроп приобретает кинетическую 

энергию, равную _l_ (Ег )2 f2/m. Энергил, которал должна быть сообщена 
2 4/h2 электрону длл уда.лепил его И3 атома, равпа по порлдку велиqипы тг . 

Таким образом длл удаления :.Jлектропа из атома прои3ведение Е на t 

1) Fues und Hellmann, Phys. Zs. 31, 465, 1930. 
2) Имеется, конечно, малая вероятностJ. того, что направление оси спина 

изменится на обратное; ближайшее рассмотрение показывает, что эта вероят­
ность порядка (1/137)2. Однако методов, с помощью которых мог бы быть 
получен вполне поляризованный пучок, не существует. 
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должно быть порндка величины Et ,_, вт/h. Средннн скорость электрона 
в атоме равнлетсл в2/Ji. Среднее значение :момента пары сил " . 
ствvю " .. , деи-

J щеи на электронныи :магнит и обусловленной его движением 
в электрическом поле Е, будет порлдка: 

Е _!},,_ !!__ _1_ 
те h с ' 

т. е. Ев3/тс2 1
). Длн изменения ориентации электрона на угол порлдка r., 

эта пара сил должна создать, изменение углового момента порндка h. Не­
обходимое для этого времн Т определнетсн следующим соотношением: 

откуда следует: 

:Иы получаем, таким 

т. е. 

Т' Евs ,_,h 
-1 тс2 ' 

ЕТ ,_, hтс2/в3. 
образом: 

__!!!'_,_, (~)2 
Et в2 ' 

T~t. 
Если бы поллризованный пучок не :мог быть обнаружен экспери­

ментально, не имело бы никакого смысла говорить о нем. Рассмотрим 
прохождение электронного пучка через газ, содержащий ионизованные 
атоиы, так чтобы некоторые из электронов при этом захватывались 
Если бы с помощь~ опыта Штерна-Герлаха удалось установить: 
что образующиесн неюральные атомы нвлнютсн поляризованными :м:ы 
имели бы метод обнаруженин полнризации. Приведенные выше ~ооб­
раженил относительно порндка сил указывают, что это действительно 
ииело бы место; строгое доказательство этого положениа: может быть 
получено с помощью теории Дирака. 

Другой, !енее непосредственный, однако, по всей веронтности более 
прак.тическии метод получепин и обпаружепин поллризованпого пучка 
электронов рассмотрен в § 4.1. 

Мы видим, таким образом, что спин свободного электрона может 
быть описан с помощью той же волновой функции Xz (s), которой мы 
пользовались раньше длн описанил магнитного :момента атома. Функцюr 

(s=-t-1) 

определнет вероJI'l'Ность того, что если элешrрон, обладающий магнитным: 
~ 

моментом направленил l, захвачен атомом, помещенным затем в не­
однородное :магнитное поле, то энергин этого атома равннетсл -1- МН. 
Приписание квадрату амплитуды волновой функции :JТой несколько 

пол;) ~аметим, Что ПР!; движении частицы со скоростью v в электрическом~ 
, последнее деиствует на нее как магнитное поле с напряженно-

стью Н=~Е sin (v, Е). (П д) 
с рим. ре •• 
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(JЛОЖНОЙ интерпретации нвлнетсн необходимым, так как измерение 
:энергии электрона в магнитном поле возможно лишь в том случае, 

:когда электрон находитсл внутри атома. Отметим далее, что утвержде­
ние, согласно которому электрон обладает магнитным моментом опре­
деленного направленин, означает, что электрон испытал столкновение 

1J соответствующим образом приготовленным: атомом 1). 

Аналогично свнзанному электрону, свободный электрон полностью 
~ 

-описываетсн волновой функцией ~ (r, s). 
Если воздействующие на электрон силы столь малы, что направле­

ние спина остаетсн постолнным в течение всего рассматриваемого 

опыта, то, как и прежде, эта функцин может быть представлена в виде 
произведения 

~ 

y(r) X(s), 
~ 

где у (r)- решение уравнения Шредингера. В остальных случанх 
~ 

форма функции ~ (r, s) может быть определена па основании теории 
Дирака. 

§ 3. Релятивистское волновое уравнение 

Jtaк _.,:известно, Дираку удалось показать, что нахождение волно­
вого травненил электрона, 1tоторое было бы инвариантно по отно­
шению к преобразованию Лоренца и линейно по отношению к диффе­
ренцированию по времени, во3можно только в предположении; что 
электрон обладает четвертой степенью свободы. С помощью подобного 
предположенин, бев каких бы то ни было дальнейших специальных до­
пущений, можно получить значение магнитного момента атома водо­

рода, совпадающее с экспериментально наблюдаемой величиной. ;-зна­
комство с элементами теории Дирака необходимо нам длн дальнейшего 
анализа, и мы остановиисн поэтому вкратце на основных ее положенилх. 

Согласно этой теории, электрон описывается четырьмл волновыми 
функцилми 

~' (х, у, z, t) (л = 1, 2, з, 4 ). 

1) Принципиальное разграничение между слу'Iаем с:вободного и связан­
ного электрона, проводимое авторами, представляется мне непnавпльным. 

В обоих случаях направление электронного спина мо;кет быть установлено 
в принципе одинаковым образом, - вообще говоря, лишь статистп'Iески. 
При этом средняя пли вероятная величина спина вместе с его направлением 

~ 

определяется однозначно видом волновой функции 'i' (r, s). Что касается опыт­
н ого определения магнитного момента, то оно всегда предполагает воздей­

ствие на электрон некоторого внешнего магнитного поля, нашr'!ие которого, 

строго говоря, несовместимо с представлением о полной свободе электрона. 
Так напр. в однородном магнитном поле .свободный" электрон описывает 
квантованное движение, напоминающее колебание гармониqеского осциллятора. 

Прим. ред.). 
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Веронтность вахожденин электрона в элементе объема d, в момент t 
опре,целнетсл выражением 

4 

~ jY, 12а-,, (9) 
<=1 

Четыре фvнкции Ф vдо 1 • , 1 вле~rворлют одновременно дифференциадь-

ны:и уравнению~: 1 ): 

(Ро+ те) У1 + СР1 - ip2) У4 + Р3 t 3 = О I 
(Ро+ те) t2+ (Р1 + ip2)'Ji3-Ps'f1. = О 
(Ро-тс) 'Ys + СР1 - ip2) 'f2 + Ps 'f1 = О (10) 
(Ро- те) 'У1. + СР1 + ip2) 'У1 - Ps 'f2 = О, 

где 

р =-~___]__..!__ . вV 
0 . 2т:~ с дt + с ' 

h д в.А 
Р1= 2т:! дх +7, и т. д. 

~ 

V и А - скалнрный и векторный потенциады. Покажем, что эти ав-
нен!л описывают поведение эдектрона, об;щдающего выmеописан1~ии 
своиствами. 

Заметим прежде всего, что ддл подученил периодического реше­
нил Ро должно быть заменено выражением (W + в V) / с где и.-·_ 
энергил электрона. Если скорость ::шектрона мала по срав~ению со ско­
ростью света, таr, что 

W-mc2~w+mc2, 

то легко п_окаsать, что 1шк у3 , так и ,у4 удовлетворлют уравнению Шре­
дингера. Дадее, если у нвляетсл решением уравнения Шредингера то 
приб;шженное решение ур-ний (10) имеет вид: ' 

'fз =.At 
'f4=By 
'f 1 = - { В (р 1 - ip2) + Ар3 J у / 2тс 
'f2 = - { А СР1 + ip2) - Вр3 } у / 2тс, 

1 
} (11) 

J 
где А и В-производьные постоянные, а р1 , р2 и р3 -определен­
ные выше операторы. Функции t 1 и у2 при вышеуказанном условии 
значительно меньше, нежеди ts и у,; в выражении (9) определяющем 
плотность sарлда, ими можно пренебречь. Если выр~жение (9) нор­
миро~ано к единице и если мы хотим нормировать также наши четыре 

функции, мы должны иметь в зтои приближении 

ЛА*+ВВ*= 1. 

1) Darwi11, Proc. l{oy. Soc. А. 118, 654, 1D28. 
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Uос:м:отрим теперь, будут ли решения ур-ний (10) описывать электрон,. 
обладающий экспериментально паблюдаемыии спиповьц1и свойстваии. 
Нор:иальное состояние атома водорода явдлетсн, как известно, выро­
жденным; при наличии магнитного полн соот.ветствующий эперrетичес1шй 
уровень расщепляется на два уровнн. Проверим, предска.вывается ли 
это обстоятельство излагаемой нами теорией. 

Так как постоянные А и В произвольны, мы сразу видим, что 
нормальное состояние вырождено. Для исследования поведения элек­
трона в :магнитно:м: поле мы должны решить уравнения (10), описы­
вающие его движение в поле ядра в присутствии магнитного поля Н. 
Вырождение при этом устраннетсн. Если :магнитное поле направлено 
по оси z, то одно из решений определнетсн выражением (11) при 

Л=О, В=1. 

Это решение соответствует энергии И1 
0 - МН; обозначим его через '1{ 

Второе решение t/1 соответствует 'энергии 1V0 + МН и определяется 
выражением (11) при 

A=l, В=О. 

Если магнитное поле не направлено по оси z, то решенил урав­
нений могут быть найдены либо непосредственно, либо путем рассмо­
трения преобразования функций t при повороте осей 1 

). Если папраш1е­
щ.е магнитного поля характеризуется полярными углами fJ и 9, то ре­
шение с энергией iv

0
- МН определяется выр11.жепием (11) при 

А . о в i~ о = -sш2 , =е cos-2 . 

Оно имеет, таким образом, вид 

л~/ +в<J;/r. 
Эта волновал функцил описывает поведение атома с магнитным мо­
ментом, направление 1юторого определлетсн углами О и 9. Если бы 
атом был помещен в магнитное поле, направленное по оси z, то вели­
чина I А 12 определлла бы вероятность того, что атом обладает энергией + JJflf, а I B 12 - вероятность того, что он обладает энергией - JJIH. 

· :Мы показали, что длл :медленных uлектронов теория Дира,ка тожде· 
ственна нерелнтивистскоii: •грактовке llаули - Дарвина. Сравним обозна­
чения обеих теорий. У Паули - Дарвина электрон, ось которого имеет 

~ 

направление l ( определяемое полярны:м::и углами О и 9 ), описывается 
волновой функцией 

t (х, у, z) X.(s), 

где у - обычное решение уравнения Шредингера; HJJfs - энергия, 
которой электрон обладал бы в магнитном поле Н, направленном вдою, 

1) Da1·win, loc. cit. 
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оси z. Функцил х отлична от ну лл лишь при условии s = :±: 1; 
.довательно: 

. 6 
,, =i'Pcos-
л 2 

. 6 
"j_=-SШ-

2 

(s=-1) 

(s= +1). 
В обовначенилх Дирака электрон описываетсл совокупностью 
функций: 

~л (х, у, z), (л = 1, 2, 3, 4) 

11 и 12 длл медленных электронов очень малы; ~3 и ~4 пропорцио~ 
нальны ~' при чем 

. 6 
~·.,=-Slll-(]J 
'f t.J 2 . 

. 1) 
~ 4 = е''у cos 2 ~. 

Величина 1 ~ 4 [2 dx dy dz определлет веролшость нахождения 
в элементе объема dx dy dz и вместе с тем веролтность 
.в магнитном поле он будет обладать :шергиеii - JJ1H. . 

То обстолтельство, что длл медленных электронов каждал ив функ­
ций ~3 и ~4 лвллетсл приближенным решением уравненил Шредин­
гера, докавывает сделанное нами в § 2 предположение, согласно кото.:' 
рому электрон может быть испущен одним атомом и поглощен ватем 
другим, не менля при этом направления спина. Направление спина\ 
n общем случае почти не менлетсл, если только вовдеiiствующие па:, 
:шектрон силы не сообщают ему скорости, сравнимой со скоростью· 
света. 

§ 3. 1. Апали3 уравнений при скоростях элеI{'rропов, срав- · 
нимых со стtоростью све•rа. Точпое решение ур-ний (10), характери;" 
вующих свобо.и,ное движение элеrи.'рона с импульсом (JJ1 , р2 , р3) и энер-, 
rиeii TV, было дано Дарвином 1); оно имеет следующий вид: 

, = _ Ар3 + В (Р1 - ip2) s (]1 _ А (Р1 + ip2) - Врз S 
Yi те+ TV / с ' · 2 

- те+ W / с 
~ 3 =AS, ~4 = BS. 

Функция S овпачает здесь ехр { 21ri (р1 х + р2у + р3,-:; - Wt) / li J, А и В- :­
произвольные постоянные. Приходящееся на единицу объема число 
электронов определлетсл выражением: 

(АА*+ВВ*) 2TV / (TV +mc2). 

Посмотрим теперь, как свлзаны постоянные А и В с направлением 
оси спина. Мы видели, что при v /с~ 1 это направление определаетсл · 
полярными углами 6 и 9, где 

В 1 i~ 
-A=ctg2 Ge ·. 

1) loc. cit. 
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длл быстрых электронов мы должны, однако, выяснить, - что именно 

следует подравумевать под направлением оси спина, т. е. каким обра,. 
sом последнее могло бы быть определ~~о. 

Возможны два метода решенил этои вадачи; можно предположить, 

что "наблюдатель" движетсл вместе с электроном, и определять напра­
вление спина электрона по отношению к е го координатным ослм; 

можно, однако, предположить, что эле11трон остановлен с помощью 

электрического поля, и определить направление оси спина длл этого 

случал. Первый метод был рассмотрен Дарвином 1 ), нашедшим, что 
ур-вие (13) определяет направление оси спина по отношению к д в и­
ж у щ е м у с л наблюдателю. Второй метод сшшан с экспериментальным 
определением спина; мы находим, что уравнение (13) определлет 
направление с1:рша д.11л электрона, приведенного в состолние покоя. 

Это можно выяснить на основании следующих соображений. 
Ограничимсл рассмотрением электрона, движущегося параллельно 

оси z, характеризующей направление электростатического noJш. Ур-ни.я 
(10) свод.яте.я к двум уравнениям относительно ~2 и 14 и двум уравне­
нплм относительно ~1 и ~3• Исключал ~2 ив первых двух уравнений, мы 
получаем: 

2"i ( IV + s V _ те ) ~
4 

_ ~ [ ~ ( W + s V + те) д•\, 4 ] = О. 
h е ~ 2m с ~ 

Функцил ~9 удовлетворяет аналогичному уравнению. Так как 1s 
и ф4 удовлетворяют одним и тем же граничным условиям, :м:ы полу­

чаем: 

13/~4 = coпst. 

С уменьшением скорости элек•1:рона отношение В/А не должно изме­
нлтьсл. Ур-нпе (13) определнет, таким образом, направление оси спина 
.длл того случа:r, когда движущиесл электроны остановлены с помощью 

элек~'рического полл. 

§ 3. 2. Прирот~;а неподнризовавноrо пуqка. Медленным не­
поллрпзовапным пучком мы будем навьшать 'l'акой, длл которого элек­
тронпые спины имеют всевовможные направленил. Неполнривованпый 
пучок не может быть охараli.'1:еривован с помощью одной волны; :каждому 
электрону должна быть приnедепа в соответствие отдельнал волновал . 
•фуnкцил. · 

,,Быстрый" пеполлризованныii пучок может быть получен из :медлен­
ного ny,tкa в результате ускорения его с помощью электрического 

nолл. Из предыдущего па.раграфа следует, что наблюдателю, движу­
Щемусл вместе с электронами, такой пучок будет каватьсл неполлри­
зовапным. 

Покажем теперь, что пучок, в котором половина электронов обла­
_ дает спинами, папраsлепными в одну сторону, а друган половина­
~nинами, направленными в противоположную сторону, будет вести себл 
подобно неполлризовапно:му пучку. Предположим длл определенности, 

1) Darwin, Proc. Roy. Soc. А, 120, 628, 1928, § 5. 

5 3&L 347. Теория 1tтомиых стuлв:новений 
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что пучок электронов, движущихсн в направлении (1, т, п), проходи~r. 
через некоторое электромагнитное поле. Движение пучка будет описы-

" ф ., ( ) ( 2т:iiVt ) Д ватьсл волновои ункциеи Ул х, у, z ехр - --h- . лл электронов~, 

еще не прошедших через поле, функции Ул должны и1Iеть форму пло­

ских волн, распространнющихсл в nаправлении (l, т, п) и поллриsоваnnых · 
в некотором определенном nаправлении. Обоsnаqим через (Х, У, Z) коор-
дина'l'Ы пекоторой тоqки nростраnства, в которую пучок попадает после, 
прохождевил через поле; величина 

' 
определлет веролтность nахожденил электрона в этой точ1,е. Покажем, ; 
что, усредшш Р по всем пачальным направленилм оси спина, мы по­
луqим точно такой же результат, как и при усреднении Р по двум 
противоположным направленюrм. 

В последнем параграфе было поrшзапо, что плоскал волна, длл 
которой спин направлен по оси z, харак·rеризуетсл фушщилми 

Фs=О, 

и что длл плоской волны, длл которой спин направлен в противополож­
ную сторону: 

Ys=S, 

Обоsпачи:м через у/, у/1 волновые функции, имеющие подобный вид в части 
пространства, sаплтой падающей волной. В таком случае волповал · 
фушщил, описывающая элек.трон, спин которого характеризовался 
вначале углами 6 и ер, оnределлетсл выражением 

. 0 I+ 0 icp IJ -sш-'1 cos--e у 2 ,). 2 ) .. 

Мы получаем таким образом 

Г)!,е 

Длл противоположного направлепил, т. е. длл направ.ленин, характе­
р:иsующегосл углами 

т.-0, r.+q:;, 
получаем 

6 - 11 . о ~ п ~ . Р = cos2 
- 2-~ 1 Ул 2 + sш 2 

2 ~ J Ф1. J
2 + ~ sш О cos (ер+ сх) D,. • 

}. ). л 
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Средпее значение этих двух выражений равно; 

; ~ [J·f/l2 +lt/J2
]. 

л . 

Точно такой же резулиат мы получим, усреднив } по всем значе­
ниям о и r.:J, 

§ 3. 3.' Магнитный :момент атоиа согласно уравнению Дира.Rа. 
Покажем, что, согласно уравнению Дирака, в поле лдра с sар.ндом .zг 
и магнитном поле Jf, направлепном по оси в, электрон в норма.льном 
кваuтовом: состоянии обладаю' энергией 

ИТ0 :::::f:::НМ, 

где 1 ~' 0 - паименылее зпачение энергии в отсутствии полн, а 

eh 1 1 
_Дf = -- - [1 + 2 (1 - 12) 2 ] 

4т:тс 3 

~ы покаже~ в даль~ейшем, Ч'l'О длл атома, находлщегося в состолник 
с магuитnои энергпеи-11111 (спин направлен по осиz), функцил у =0. 

Совокупнос1ъ уравнений (1 О) может быть переписана в виде оkого 
Еоллового уравнеnил: 

W'+вV ~ eAt 
[-с--+~ at(Pt+ с-)+сх4 те] у=О, 

где W-энергил, at и сх 4 -известные дираковские матрицы t), V = Ze, 
r 

а. А 1 определлютшr выраженил:ми 

1 
А =---Ну 

1 2 ' А3 =0. 

Мы можем, таким: образо~r, записать 

( ПТ + е V - И +c~atPt+ cx4mc2)y <=;== О, 
1 'де lJ - возмущающал :тергин, обусловлепnал наличием :магnитного 
nо.зя: 

lf = -е (а1 А 1 + сх2 А2). 
Нри Н = О пор,rа.льное состолпие ( с наимепьшей :шергией) лвллетсл 

щ,rрожд~нны~i Соответствующие это1rу случаю два решеnи11 обозначиv 
чере:J у n у . Полагал 

где 

1) См. Фрспке.~ъ Л. Тf., Волновал механика, ч. 11, § 31. (Прюс. ред.) 
5* 
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и выбирал А так, ,1тобы 
со 

411: ;·, f(r) 12 ,-2 dr = 1, 
о 

получаем норм:прованные к единице решенив: 1): 

и 

где 

Ф/=iNBsin6eiff } 

1/= -iNBcosOf I 
} { 

Ув =0 
I -~, 'f4. =-_нf 

1 
J 

1/ = - iN В cos 6 f ) 
1/1 

=- iNB sin 6i~t / 
13п = Nf ( 
Ф/: =О, J 

1 

В= 1 [1 + (1- 12)2)-
1
, 

Jlerкo покаsать, что 

j7/ф11 
dx dy dz = О, - ~ где 11,i,Н обозначает сумму ~ у~~ 1~ . 

~=1 

Длн нахожденил значений :-шерrии в ыагннтном поле мы восполь­
зуемсл обычным меl'Одом теории возмущений. Если Л W - изменение ' 
эиергии, обусловленное наличием полн, то 

Д JV _ r_f· 1 _ uп, 1 

ЛW- uп,п 
1=0, 
1 

- r_f,П 

где 

1, П / ..... [ lI U = у И1 dxdyd.::, п 1·. д. 

Недиаговальные эдементы lf' н, как легко видеть, обращаютсл в нуль; 
фушщин 1}

1 и •J,
11 nредс1·авляют собой, таким oбpR,SOM, точные волновые 

функции нулевого порядка, а ин, н оrrределнет изменение энергии атома, 

находящегося в соетоянии, описьша.емом волновой функцией фн. 
Вычислим rfl· п. Мы имеем: 

1) Darwin, Proc. Roy. Soc., А., 118, 654, 19:!S. 

Рассеяиие оъ~стрых мептроиов -и ypaвuettiue Дирапа 

Отсюда 

: еНу~11 аlуп = гН1,;2в sin'tf) Rin2 9rf3. 

Авалогичны:и образом находич, что 

_ -1:__eHx~II а.? .~п = eHN2 в siп2 6 cos2 ·~rfl! 2 О а Т О 

С;~ожив эти выраженил и и:атеrрнруя по всему пространству, получае,1: 

вли же: 

2т; v со 

uп,п = еН№ В./ d9 J sin е d6 j' r 2 dr sin2 е rfa 
о u Q 

uп, п = - е h!_!_ ]_ [1 + 2 ( 1 - ,2y~J. 
4,.тс 3 

Это выражение определлет изменщше энергии атояn. в состоянии ll, 
обусловленное наличием полл Н. Ашtлогичным обр1:зом находи11, 

и11 " " б ч'rо ' равnлетсл та~юи же величине, вnлтои с о ратным snако:м. 
1 

1 -2-
11ри 1 ---+ О множитель 3 [2 (1 - 12) + 1] стремится к 1. Для урана 

щr равен О,RЗ. 

§ 4-, Расееннпе быетрых э.ч:ектронов и уравнение ДираЕа 1) 

Попытаемся: теперь видо:п:з'~!'енить иsложеm~ые в главах П и ПI 
методы с целью рассмотрения рассеяпил быстрых плектроnов, поведение 
которых описывается_ уравнением Дирака. 

Ур-нил (10) могут быть sаписаны в виде: 

[ 
eV li ~ ] 

Ро+-с-+ 2 ... i р 1 а · grad+p3·mc <J,=0, 
~ 

где o-вei,'ropnaя ,~атрица с составляющими: 

н ~), 
О 1 О 

а,,= r,~ 
а о 

о 

а Р1 и р3--матрицы: 

'о о 1 

f), р,~(~ 
о о 

р,~(~ о о 1 о 

о о О -1 
1 о о о 

1) Mott, Proc. Roy. Soc. 135, 429, 1932. 

о 

-1 
о 

о 

!). 
-1 

(14) 

;), 
О -1 

о 

о 

1 
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причем волновая: фующия ~ имеет четыре составляющие: ~1 ••• ·;,.. Мы 
будем искать решение, имеющее аа11'1:птотичес1tую форму: 

,1, 2~!ps'li + -1 2r.ipr (n . ( . 
'1"1,. = а1..е r е и,. ·1, 9). л = 1, :!, 3, 4). (15) 

Дифферепциальпое сиение дл.а: расселшiл определи•rсл при это,r выра,. 
жени ем: 

(16) 

Это сечение соответствует определенному направлению спиновых осей 
нз.дающих электронов. На практике мы имеем дело с рассеюшем непо­
л:~ризов:ышых пучков, так что выражспюэ (16) должно быть усред­
нено по всем начальным направленшrм: оси спина. В § :1. 2 было по­
.казапо, что для этого достато1шо nзя1'ь среднее sначенпе выражений, 

полJченных длл электронов, начальные спины которых параллельны 

и ант1шараллеш,пы оси z. Мы ограниqимся поэтому лишь рассмо1'ре­
пием ,)тих двух случаев. Для рассмотрения общего с.ч'lал (представляю­
щего, папример, интерес при учете из'liененил шшравленил: спиновой 
оси в результ,ш'е стоюшоветтий или же при рассм.01'рении поляризаr~ион­
кых эффектов) мы должны быди бы взлть лннейную комбипацию ,~тих 
двух осповпых решений. 

I Д.nл плоской волны, распространлющейся вдоль оси z, имеем: 
а1 р а2 

~=Ро+те =~, 
так что только две ns величин а, о:кавываются произвольными. Рассеян­
ную сферическую волну можно рассматривать как состолщую из пло­
ских волн той же длппы, что и падающая волна, но распрос'rраш1ющихся 

' в различных направлениях. Длл любой из этих волн о'пюmения 11_ 
'f:i 

и ~ 2
- совпадают с соответствующими отношениями для тшдающеН 

'\1.1 
..,,.. ..,.. ТТ " 2тcipz' /h •• 
-.иЫ. ,,.лл шюс1юи волны е , распрострапяющеися в направле-

нии (О, 9 ), мы имеем, таким образом: 

ф = -Л'р e2~ipг'/h. 'f _ _!З'р /"ipe'i/1. 
i те+ Ро , 2 - те+ Ро , 

;
3 
= Л'e2~11JZ'f\ ~

4 
= B'e2"ipz'I", 

где А' и В'" зависнт только от nаправлелил спиновой оси, причем 

В' 1 iw 
- А' = ctg -2 х_е , 

где (z, ro )- полярные углы между этим направлением и направлением 

(&, 9 ). Отсюда следует, что 
tfи,(f1, 9)\9 d(I) lиs(O, 9) l 2 +lи4(B, 9)\2 

t I a1.. l2 = 1 аз 12+ 1 a4 \2~-d(I). (17) 

Мы можем, таким образом, ограничиться рассмотрением ~9 и '}4• 
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чае электронов со спином, параллельным или антипараллель­
В слу "' мы бvде:м искать соответственно, решения, имеющие асим-

яьп.r оси -, . . , 
nтотвческий вид: ~ 

, 2.tipz + -1 e2тciprf (О 
Ys,._,e r . 1 ' 

-1 2тс,рr (О 
У1 ~ r е 91 , 

q,) }ел) \ 
9) 1 

1!1 ~ r-1 e2r.iprf2 (О, 9)} . 
; 
3 2r.ipz 1 -1 2r.iprg (О <:1) (В) 
у~~е 1 r е 2 , • 

} 

1 
J 

(18) 

ля нахождения этих решений мы попытаемсн решить Jр-ние (14) 
Д on'I т,0 разложепил по шаровым функциям. Дарвином ) были вве-{: пом ~" .. .. б 

рассмотрение решения путем липеинои ном ипапии которых 
девы в , .. 
могут быть получены ис:комые рлды. Группа таких решении, содержа-
щая шаровые функции 1i-ro. порлд~,а, определяется формулами 

G' р. ( [\' i<:> } у4 = - " 11 COSv)C ·. 

G Р'( O)"'f' \f'4 = -n-1 n cos е 
'fз = (п + 1) П"Рn (cos 6) 
cl,3 = n (f l }' ( cos {j) 
т --п- 1l, 

, G р, ( О) i·9 
,.;1

3
= cos. е 

1 11, fZ , 
r С\ ico 

Ув = - G-n-l Рп (cos •1) с· 

~
4 

= (п + 1) G11 P.,. (cos О) 
у 1 = 1iG-n-l Р., (cos 6) 

rде Gn-надлежащее решепие уравнений: 

21r Е v . аа" п а о 
h(po--c-+тe)F,.+--a-r-'-7 п= • 

2т. ( Е у ) G'· + '!.Гп: + п + 2 р = о. 
- -- Ро - -- - те "' d " n 1i G r 

} 

(а.) 

(~)' 

1 
! (19) 

1 
J 

G-n-i получи~, заменив в ур-пиях (19) п на -п-1. Так 
G n имеет асимп•rотическиii вид: 

как 

(},,, ~ r - 1cos · ( 2rpr f li + "IJ,.), (20) 

мы можем построить решенил вида (18) точно таким же способом, как 
в главе П, где па:ми были получены решепия апалогичпоrо вида. Вос­
пользовавшись основными решенинми (а), получаем решение типа ( I SA): 

1, = '.~ [ (п+ 1) ехр i '\, а. +n ехр i "-•-• G~,] Р. (cos O), l (21) 

со 

~
4 
= i ~ [ -expi "/Jn Gn + ехр i "IJ_n_1 ·G-n_1 ] Р,/ (cos О) ei"' , 1 

n=O 

1) Darwin, Proc. Roy. Soc. А, 118, 654, 1928. 
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откуда 

ih = 
{ 1 (6, r.p)= 4 1tp ~ [(n+I){exp(2i'1jn+пiт.)+1J+ 

n=O 

+ п { ехр (2i"Y]_n-i+ ni1t) + 1}] Pn (cos О), 

g1 (6, r.p) = 
4
ili ~ [ -1 ехр (2i"Y] + пiт:)- 1 J + 1tp~ ' n , 

n=O 

+ { ехр (2i'1j_n-1 + 1iiт;) - 1 J ] Р1/ ( cos 6) е ''f. 
Точно таким же образом с помощью основпых решений (~) 
построить решения вида (18В). При этом 

f1 (О, r.p)=f2 (6, r.p)=f (6), 

g1 (О, tf)=g (О) ei'f, g2 (6, r.p)=g(6) e-i'f. 

В общем случае, когда падающая волна имеет вид: 

I А 2rcipz I В 2r.ipz 
'fs = е , IJ}4 = е ' 

компоненты фупкции, характеризующей рассеянную волну, будут соот-
ветствепно: 

причем 

и3 (6, r.p) = Af-Bg/9
, 

и4 (О, r.p) = В{ +Agei"', 1 
I U3 l2 + 1 U4 l2 = ( IJA 12 + 1 в 12) ( 1 f 1

2 + 1 g 12) + 

+(fg*-g-f*) (-ЛB*ei'f +A*Be-i?). 

§ 4. 1. Пош1ризаци11. Естественно попытатъсл обпаружи•rь поляри­
зационные или селешl'ивные сшшовые эффекты, обусловленпые рассея- , 
нием:, путем осуществлепия опы·rов с двойпым расселпием:, при кото- · 
рых рассеянпый пучок, движущийся в определетпrо'd шытравлении, 
подвергается вторичному рассе~шию. Селешl'ltвныii спиттовый нффе1,т 
должен был бы при этом привести к асимметрии интенсивности юорич­
ного рассеяния по отношению к направлению первичного рассеяния. 

Предположим, что пучок электронов LT1 падает па плас'l'инку 1\ ' 
(рис. 7). Электроны, рассеяпные на угол 01 в п.1ос.1юсти чертежа, по- , 
падают затем на вторую пластинку Т2• При этом наблюдается рас­
сеяние от Т2 на угол 62 и если пучок Т1Т2 в какой-либо степени поля­
ризован, это рассеяние не будет симметричным по отношению к па­
правлению 1'1Т2• Для исследования этого обстоятельс·rва с помощью 
наших формул (22) и (25), рассмотрим неполяризованный пучок эле­
ктронов, падающий на Tl" Мы будем: описывать его с помощью двух 
пучков равной интенсивности, спиповые оси которых соответственно 
паралJiельны и антипараллельны направлению паденин, и будем рас-
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сматривать 

При э'IОМ 

двойное рассеяние этих двух пучков в отдельности .. 

I. 
I Л 2r.ipz/1, 1 О 
'jis= е , 1Ji4= 

1 
АЛ.*=-

2 

Il. 
Ys = о, У4 = ве2"'рz111 

ВВ*=.!.... 
2 

оси 

В случае J, согласно фор}rра:м: (18) и (23), паправлепие -:_спиновой. 
рассеянного пучка Т1Т2 определле'l'СЛ сооттюшением: 

ф g (fl1) e-i'i', ' 
4 - . -

- 'ils - -----ГVГJ- -
1 iU) 

=ctg -:;:хе (26) 

и может быть рассматрnваюю 
как обусловленное двумл пучками, 

иптеnсивности тюторых: 

и 

I f(fJ1) \2 

I g (fJ1) 12 

1f(fJ1)l2 +lg(61)\2 • 

N 

Рис. 7. 

Поверпюr теперь 1шши оси татшм образо;"u, чтобы паправлеnие Т1 'Г2 
совпало с осью. z. В 'ra.r:oм сдучае волновые фующии для рассеянного· 
пучка могут быть записаны в следующем виде ( см. § 3. 2): 

где 

I А 2ттiрz//ъ I В 2rcipz/h 
'fg = 1С , '(4 = le , 

Л1 =А {t(6 1) cos ~ 01 +g(01) sin ~ 01 }, 

В1 = А {g (01) cos ~ 01 -- f' ('\) sin ~ 01 } 

(27) 

Для нахождения интепслвности пуч~.а, р:сtссеюшого от плас'rинки на 
угол 02, мы можем воспользова.тъсл формулой (2б ), заменив А и В 
через А 1 и В1 • Это дает длл вторичного рассеяния: 

\ti3 \2 +\и4 \2 = ~ {lf(61)l2+!g(!\)l2J (]f(62)!2+lg(62)l2J+ 

+ 1 f (62) g* (02)- g (02) f* (62) J { 2 (1 f (01) 12-1 g (61) 12) sin 01 sin r.p 11 + 

+ g (Oi) f* (61) ( sin2 ~ 61 e''f• + cos2 ~ 61 е -•r. )-
- f (61) g* (61) ( cos2 ~ 61e"'f•+sin2 ~ 61e-•f·)}· (28), 
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Аналогично для нахождения интенсивности двойного рассеннил пучка, ' 
спин которого был первоначально антипараллелен LT1 , мы должны 
воспользовмься формулой (25), полагал: 

А 1 =В {-g (6 1) cos ~ 01 +t (0 1) sin ~ 01}, 

В1 = В { f (01) cos ~ 01 + g (61) sin ~ ,61 }· 

1 
} (29) 

J 
· С1:ладывая: эти значения интенсивностей и принимал во впимапие соот-

1 
пошение: АА * = JJB* = 2 , ыы приходим к за~шючению, что число 

элешl'ронов, рассеяпных от второй пластинки в направлении 02, 92, 

пропорционалъпо выражению: 

[ 1 ((01) 12 + \ g (61) 12} { 1 {(62) 12 + 1 g (02) 12+ ~ D (01) D (02) cos 92}, (30') 

где 

D (О)= i (fg*- gf*). 

При дапных зп;~,ченилх 01 и 02 и перемешrом 92 июенсивность рассея­
ния пропорциональна величине: 

1 +о cos 92, 
где 

(31) 

и не симметрична О'rпосительпо направлеnил 1\Т2 • Однако, асимметрил 
имеет место в плоскос'rи L1\T2 , а не в перпендикулярной плоскости. 
Таким образом, при 01 = 02 рассеяние оказывается ма1юимальным вдоль 
паправлеnил '1'2М. При D (О)= О асимметрия места не имеет; это· не 
о:;начае'r, однако, что направление спина при расселпии ос'l'ается неиз­

менным, а показывает лишь, что его изменение не завис1гr от началь­

ного направленил. 

§ 4. 2. Раесел:ние Булоновым: полем. Простейший тип двойного 
рассеяния-при котором рассеивающими центрами являютсл атомные 

ядра, так что в ур-nиях (14) можно положить: 

ze2 
V=---. 

r 

При рассмотрении этого случая мы встречаемсл с той же трудностью, 
· с которой мы имели дело при изучении рассеяния Кулоновым поле:и 
длл нереллтивистского случал (см. главу III). Асимптотическал форма 

Ze2 
·решения G" ур-ний (19) при V =· -- имеет вид: 

r 

G -1 { 2irZe2 47tpr } 
n ,.._, r COS 2,.pr /h + hv lg -k-+ 11п · (32) 
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палn1JИе логарифмического члена в это;,: выражении очень мало изме-

ет его uo отношению к выр:~жеnию (20); разница закдюч'l.ется только 
ня " в том, qто ш1дающая волна пе лвллется вполне плоскои, так же как 

и в нерелнтивистскоя случае; мы буде.м: поэтому пользоватьсл преж-

нn:мn ~rетодюш. 
Уравнеnил, с помощью БОJ'Орых могут быть определены величины 

G имеют вид: 
-п-1' 

_ _J__ __ +inc fi + _J ___ G- =0 1 2'1t ( iiт Zs2 ) dU_,,_1 n+ 1 , ) 
-h -с i r -n-1 d1· ' r -n-1 ' 

~ (33) 
2ir ( 11т Zs2 ) , d]i_n_ 1 t! -1 . 1 
- -+--те(, +------], =0.J - /i G 1· -n-l d1· t• -n-l 

Полаган 

], = 1 - - ( а - а 1· , ( 
пт )'/, -1 

--n·-1 тс2 . 1 2) 

1 
1V )'' . -- ....L 1, - - . -t (, 1-11 ' -_-,, ( .. 1+.,2) r • 

- 11 - \ те- · 

2т;7,82 21:zs2 , 2irZs2 ( 
1 

ij
2 )';, v-2--" 1 2т;р 

а.=-,-,1=-,-,1 =-
1
- ---9 , р= 11. -а.~,1с=-,-, 

tG iv i·v с~ i 

имеем 

d.01= ( ilc-il) а -(п+i1')_а.?,' 
dr ,. 1 r 1· 

1 
1 
} 

da2= -(п- i·() 0
1 -( i/i _ _!J_) ,J,>· 1 

dr 1· z r - J 

Длл решения :Jтих уравпепиii: положим: 

-ikr s '-' ·, -ik,· s ~ 1 • 
а 1 =е 1· ..z..a,1·, а2 =с 1· ,.;..и.r 

(34) 

и определим величины s, а. и l1, обычным образом. В результате на.­

х:одим: 

-- Ь c-ikr rP]i (;1 + ' 2р + 1 v2 = О • ,,, ' 

ао i1+ р 
т;;= -i1'+п' 

так что: 

G =N [ -п-1 п 

с,, ~п ехр ( - } 7tip) 

Г(р-'г 1 +i1) 

2ikr), 

(35) 
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где 

t 1 Г(р+1+i,)( .1 о ---ikr --1 ( 1 
•n= 2 l'(2p+l) · 21t~r)'c r ехр 2 ч+ 

+ ~ т.iр) },- (р + 1 + iт; 2р + 1; 2ikr), 

' . - 1 r (р + 1-i,) :1. е ,-ik,· -1 ( 1 ! ,,. - 2 l'(2p+l) (211.r) с r ехр 
2 

,7"'(-

- ~ т.iр) Ji (р + i,; 2р + 1; 2ikr), 

< 

п N,, -нормирующий мно.11Ш'l'е,1ь [.N,. = J l' (р + 1-i,) \ il(c" с/)'!,]. } 
Воспо.11Ьsовавшись асимш'отичес1tими разложепиюш" гинергео,rетри-',, 

ческих функций (глава 11, ~ 2), ю.rеем: -- · 

G _,,_ 1 -~ (krГ1 
cos (lcr + 1 Ig 27cr + ·'1_,, __ 

1
), 

где 

2i1J ___ п-1 _ ·n-i1' l' (Pn + 1 __:_ i 1) , 
с -- -ь 

p.,-i"( L' (Рп + 1 + i"() - п· 

Длл описания шщающей волны иы во::нолыуеlllся методами и резуль- ~ 
татами главы IH и построим рлды: 

i ~ (2n+l) ~;t (r) ( - l)n Pn (cos О) -­

~ ехр {ikr cos О- i, lg '2kr sin2 ~ 6}. (39) : 

Эт~. ряды описывают падающую волну Т, не лвJ1лющуюся вполне пло­
ском. Полагая: 

' "}: . 'Ji4 = i [В - В ] ~ (-1)"1'' (cos О) с'" 
п --n--1 п п , ' 

получаем асимптотическую форму решений в виде: 

'fs ~ l + S{ (О), 94 ~ Sg (О) /с, (41) . 
где 8 -1 ikr+i,lg2kr 

= п .: представляет радиальный мпожитель фующии, 
описывающеи рассеянную волну, а угловые множители имеют ви;r: 

{(О)=~ i ~ [пВ,.+ (n+l) В_,,_1] (-1)" Pn (,cosO), 

9 (6) =2-i '1 [В -В . ] (-l)"P' (cos6). 2 ....;.... n -n--1 n 

(42) 

Рассtя-н.ие бистръи; электроnоа и урав,~епие Дирака 77 

ив.тев:сивностъ рассеяния определлетсл с помощью этих фующий, ко­
торы:м:и следует пользоваться точно таким же образом, как и соо'l'вет­
ствующим:и фупкциями, рассм01'рев:ными в предыдущем параграфе. 

в отличие от нере.1лтивпстского случая, ряды (42) не могут быть 

росv.ммированы с помощью известных функций; одна.ко мы можем по­п • 2кZе2 
луqить приближешrые выражепил для f (6) и g (О), где а= ~ 

11 1 малые числа, разлагал коэффициенты: рядов в рлд по степеням а. 
заметим прежде всего, что при 1 = { и а2 = О: 

f(o) = - __!_. ,..., (') + 1) Г (п+ l -i1) р (cos 6) 
2 z ....;;.. -?L Г (1Ъ + 1 + i"() n ' 

g (О)= О. (43) 

Это приводит к нере.11ятивистс1юму выражению длл f (О), полученпому 
наяи в § 2 главы III: 

f(6)=cosec2~_!_exp[2iklgsin-
2
6 + J;:~i1) +i1r]=R. (44) 

2 2 -т-· i,) 

Мы можем воспользоваться этим выражением следующим образом. 
Полагал: 

о (45) 

G(O)= tif(-1)"( 1iC,.-(п+I)Cп+ilPn(cos6), 
u 

no.ilyчaeм: 

f (О)= -'i1' Р+ G. 

g (О)= [i1' (1 + cofi О) Р + (1-cos О) G] /sin О, (46) 

где Ь' и G-фующии от О, а2 и 1, не зависящие от 1'- Мы можем 
разJiожить их в ряд по степеням а2: 

F = F 0 + 1\ а2 + ... ; G = G0 + G 1 а
2 + ... 

Пренебрегал членами порядка а3, uодучаем: 

f (О)= -i,' F 0 +a0 +a1 а
2, 

sin О g (6) = i"(' (1 + cos О) 11'0 + (1- cos 6) (G0 + G1 а
2). (47) 

Такl_как 1?0 и G0 не зависл1' от а2 и 1', а f (fJ) и g (О) имеют вид ( 43), 
nри а = О и 1 = ,' имеем: 

i1 Ь~= -R, 
6 

G -Rctg2 -o- 2 (48) 
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и[таккакС..,= (-l)"Г(n-i"() +__r::__(-l)"(irr.' 2.)+ 
i'(1+1i+i1) 2п2 1 п, 

(; 1 (О) =сх2{; tрп (соsб)-+ t [п-1 +(п+1Г1) Р., (соsб) }· 
n=1 п,-=1 

Да:~ ее 

~со l ~'; Р,, (cos Э) 
Р (cosO)=--cosec О· ---~-= 
п. · 2 ' 1i-j-l 

11=1 п,~о 

!
1 

d.r: ( fj ) = ~--==----=-==----== = lg 1 + cosec2 -,- ; 
· 0 V 1 - 2.r: cos О + :r·2 2 

') 6 
ел Р,. (cos О) i ( 1 1) coi;ec"2 
~ =/ -- dx=Ig--~ 1i , х V 1 - 2х cos О + .с2 .с 

n-=1 u 1+cosec-
2 

так что: 

( . 1 [ б .1 е ] -,-1 = - те cosec -;:;--i g cosec2- . 
4 . ~ 2 

Ilодстаnллл значении а, 1, 1', мы nо.;1учаем таки~r образом: 

( 
1;2 ) [ О v2 О ] 1 -- с2 cosec4 ~ - & cosec2 ~ + члены порлд1,а а , 

fg* - gf* = 7,
284 

( 1 --- -1_-:_)% ~ 4 ia. cosec О 1 rr cosec _О_. 
4- т2 v4 с2 с :-, 2 

' б ' д'l'О при лижеnие справедJ1пво только в случае быстрых влектроно:& 
и легких лдер; оно дае'l' при Э'l'ОМ: .1ишь сдабый поJrлризациопnый ! 

аффек'l', так как отношепие { к g пе вещес'l'Всnпо. В.,шлпие реллти­
вистских и сuиповых :4фектоn щ1 1штенспвпос1ъ расселnил ыало. Наи- ' 
боJ1ыпий интерес предстаВJ~ле'l' такюr образом рассмотрение uоллриза- · 
ции. Возвращаясь к рис. 7 и полагал 01 = 02 = ~Ю 0, юrеем: 

( 1-~) i,:2 
, . cz с2 

&=а~ ( 2--~~-)~ 
Ма~,сюrальпое значение этого выражеnил: 

~ ( 7, )2 ,,=0,2 137 (51} 

Решения уравке1tuй Дирака 7.9 

v 
nолуqаетсл при с= 0,81. Эта величина чересчур ма.1а, чтобы быть обна- -

уженной в случае легких ндер (Z~l37); однако, хотл нта формула и пе- -
р юrенnма к т.нжелы:м: лдрам, можно думать, что в случае последних по­
~~ризацил достаточно велика, чтобы быть паблюдаемой. Это предпо.;юже- · 
ние было подтверждено Моттом, 
вычислившим рлды (42) длл слу­
чал рассе.нnил лдрами золота и 

наmедmшr максимальную полл-

1,1 

рnзацnю в 16°/0 при с= 0,6. 

Изменение асимме'l'рии (в еди­
ницах 200 о) иJ1люс1'рируетсл на 
рис. 8. Эависимас'lъ ИП'rенсив­
ности расселнил от энергии эле­

ктронов при 90° харак'l'ери3уетсл 
выражением: 

J(O) ( 2~:2cosec
2 ;)2(1- :: )в, 

где R приведено па рис. 9. 
Эта теорил не находитсл, 

однако, в согласии с q11ы1'nыми 

данными. В действюельnости 110-
л.нризацил чрезвычайно мала, и 
ХО'l'Л некоторыми исследова1'еллм11 

были как будто получены поло­
жительные резулиа'rы, nаблюден­
нал ими аси:м:ме'l'рил :может бы'rЬ, 
однако, обьлснеnа ;п:ругими сrю­
соба:м:и. Весьма сомнительно, что-
бы вкраnировани:е МОГJ10 играть 
большую роль; Мотт показал '1'аr,-

JН[РГИ)! JЛ[HIPOhW х 10'3д ВГ:дЬI 

Рис. 8. 

4,--~-~-------. 

J 

fl 2 

0'-----:сО,2::---:'~-,~-~О,Бс----0~.8--__J(О 
V/c 

Рис. 9. 

же, Ч'l'О радиациоппые силы очень 1rалы. :~ависююсть I (6) от ?J должнс., 
была бы, одпако, соrдасоватьсл с опытпы)!И данными. Мы вынуждены,. 
таким образом, коnстатирова'rь, что 'l'еорил H'1'oro во11роса находитсл 
пока в неудовлетворительном состолnии. 

5. Реmениа уравнений Дирака, соотмтетnующпе отрицате,тьной. 
энергии. Положите.1ы1ый э.:1е1:трон. 

Решение уравнений Дирака (1 О) было записано нами в форме: 
2rr.i , 

'Ji=a, exp-h- (p1 x-j-p2 ?J+p3 z- Пt), 

г.в;е 

iv2 
р2+Р2 +Р2 = ___ т2с2 

1 2 з с2 • 
(52)., 
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Это решение соответствует положительным значенилм f'V; 
однако получи'lъ также решенил вида: 

~ = Ь;, ехр 2;i (р 1 х+р2 у + p8 z+ TVt), 

причем соотношенил (52) удовлетворлютсл, но иr имеет 
ное :шачение. В соответствии с ур-нием (12) получаем: 

ь _ Ср8 + D (р1 -ip2) l _ С(р1 +ip2)-DPs (53) 
Ь1=С, Ь2=D, s- TV ' J4- TV . 

те+- тс+-
с с 

Эти решенил соответс'l1вуют состолпилм, в которых электрон обладает : 
отрицательнои кипетической энергией, что представлле'l' серьезную · .. 
трудность при трактовке уравнений Дирака. Исключить эти состолнин · 
из рассмотренил невозможно, так как учет их необходим при примене- 1 
нии теории возмущений к редлтивистским задачам; имеетсл конечнал ' 
веролтность переходов :между состояниями с положитедьной и отрица.­
тfшьной кинетической энергией. В связи с особыми своЙС'l'вами, кото­
рыми доджны были бы обладать электроны с отрицательной кинети­
ческой энергией или О'l'рицательной :массой, обнаружепне подобных 
частиц не должно было бы представллть затруднений; однако, 
до сих пор они обнаружены не быди, О'l'куда следует, что решенил :, 
типа (53) пе имеют непосредственного физического смысда и характе­
ризую'!' лишь проJ1rежуточные сос11олнил, встречающиеся при раvс:мот­

рении задач теории возмущений. В 1930 году Дираком 1) было пред­
дожено решение этой дидем:мы: оп предположил, что все возможные 
состолния: с от·рицм'ельной 1,ине'l'ической энергией заполнены (по край­
ней :мере в нашем пространс'l'венпо временном многообразии), та1, что, 
согласно принципу Пчди, переходы в такие состояния: из сос1•олний . 
с положительной :шергией не могут юrеть места. При шких: обсто- ' 
я:тедЬС'l'вах равномерно распределенные элеК'l'роны с отриц:сtтельной 1шне­
тической энергией не буду'l' обусловливать каких-либо нксперимен­
тадьно наблюдаемых :Jффек'l'ОВ, за исключением того случая, когда 
в распределении имее'l1сл незанлтое состолпие или "дырка". Такал 
"дырка" будет вести себл как час'l1ица, обладающая подожите.тrьвым 
зарлдом и положите.льттой массой. Дирак предположил вначале, что эти 
,,дыр1ш" предс'l'авллют собой про'l'оны. Несrюлыю позднее Вейль показа.л, 
что масса "дырки" должна в 'l'Очности раввлтьсл массе электрона, 
а Оппепгеймер 2) доказал, что времл жизни "дырки" должно быть очень 
мадо. Вопрос о природе "дырок" остава,лся нелепым до тех пор, пока 
Андерсон 3) в Америке, а Блекетт и Оккиалини ') в Ангдии не заме­
J'ИдИ в ионизациопной камере следов, припаддежавших полоЖИ'l'едьным 
,1лектровам, как это следовало из характера их траектории в :магнит­

: в:ом поле и характера ионизации, набдюдавшейсл вдодь их пути. Эти 

1) Лirac, Proc. Roy. Soc. А, l!Щ 60, 1931. 
2) Oppen!1eimer, Phys. Rev. 35, !!39, 1930. 
3) Anderson, Phys. R\Jv. 41, 405, 1932; 44, 406, 1!)33. 

•4) Вlackett und Occliialini, Proc. Roy. Soc. А, 139, 699, 1933. 

/прuблuжеnнъtе реШе'НUЯ ур-1tий Дирака для oъicmpъix ;М-'Н,08 81 

;' астицы были отождествлены с "дыркамии теории Дирака; в глам XV нами будет рассмотрен вопрос о вероятности переходов, связан-
х с положительными и отрицательны;ш электрона.ми. Переход эле­

}[ЬI опа из одного из равномерно заполненных состо1ший с отрицатедь-
ктр .. .. .. .J 
пой кипегnчес1юи :шергиеи в состолние с положительнои кnнетич;:-

ской :шергией, могущее, например, иметь место в 6резу.rrиате воздеи,; ствил а:1ектропа или светоnого :кванта, приводи'l' r, о разованию "пары" 

трицате.1ьно и положительно заряж.енных :ыектронов, причем нервыи 

~ едстав.ше'l' собсй возбужденный :,лектрон, а вт.?рой--дырr,у, ост~: 
ю;дуюсл в равномерном распределении состоянии с отрица'l'ельнон 
ннергиеii. В гдаве XV мы вернемся к подробному рас,JМО'l'рению :пого 
вопроса; здесь мы приведем .лишь во;;~новые функции, .. хара:К'l'еризую.: 

щие движение элеюрона, сбдадающего отрицатедьнои кинетичес1tои 
z-2 

энергней, в к улоповом поле сил, потею~иаJI 1юторого равен - '; . Соот-

ветствепно решепиям (В5), длл состолпий с отрицательпоii ~.инетиче­
ской :Jnергией - vV + mc2 имеем: 

где 

Ji'-n-1 = ( 1 + ::)'\::1i-a2)1·-l: 
U = (1- ТV)'/,(а1 -а2)г--1 , 
-п-1 тс2 

а 1 = а0 c-ik,· rP JI' (i1 + р + 1, 2р + 1, 2ik,·) 

a2 =b
0

e--ikrrr /i'(i1+r, 2r+ 1, 2ik,·) 

а0 i 1 + р 21rZs2 -'1. Н' 

"ь; = -- i1' +1i' а= hc' 1 = (1V2-m2c4)'!2 ' 

~с2а r=v1i2-a2, 1'----- снт2 _ m2с4)'/, · 

(54) 

(55) 

§ 6. Ilрnб.11ижен11ы:е реше11и11 уравнений Дпра[:а )~д!I быстрых 
эде1,тропов 

Из приведенных в § 4. 2 соображениii ясно, Ч'l'О в случае :кулонова 
подл 'l'Очных решений уравн,епий Дирака, uОО'l'Ве'l'СТвующих решению 
(9) главы ПI длл нерелл'l'Ивистских уравпепиii (полученному l'ордо­
ном), пе сущес'l'вует. Это приводит к бо,;~ышвr ватруднения:м при вы­
числении веролтиос'l'еЙ переходов ДJIJI процессов, относящихся: к боль­
ши~r зпачепил~r ,шергии и состояпш~м непрерывпого спектра. Рлды, 
распо,;rожепные по шаровым фующилм, сходятсл очень медленно, и 'l'aK 
ка~~ кnждый из чдепов в разложении ~rатрицы перехода представлле'l' 

coбoii обычно очеш, с:1ожпое nыра;1,епие, вычисления представллю'l' 
значп'l'едьпые 'I'рудиости. В некоторых случаях снн :могут бы'lъ упро­
щены путем введенил в рассмотрение волновых фуu:кциii, описываю­
щих n.1ocrшe волны; во многих сду,rаях 'l'акое приближепие отшзывается, 

6 3а . .:. 317. Тса~,ш1 атu~rпых ето.:rкноuсннй 
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однако, чересчур грубым. Весьма желательно, в свлзи с этим, 
фующии, дающие лучшее приближение. Группа таких функций, соот­
ветствующих положи·гельным и отрицательным направлениям спина/ 
была дана Ферри 1): 

где 

I. Спин t 

, { ia. ( Пr) } ?1 = -1v kf- 2 тс+с (1-cosO)f' 

ia. ( + iv) . i<p 72 = - N 2 те с sш 6 с · f' 

{ ( iv) it"J. } ?з=N тс+с f-2 k(l-cos0)f' 

UJ. k . [) ico r ,L =N- sш с'{ 
Т4 2 . 

II. Спин t 
ia ( lV) · 'f1 = -N-,т тс+с sin O с-''1' f', 

{ 
ia (' vV) } ?2 =N !cf- 2 тс+с (1-cos 6) f' 

ia -i'f 
13 = -N2 k sin Ое f' 

f ikr cos О р [ · l · 1 ( l fJ )] = с .,_i UJ., , ·ысr - cos , 

{' = /lir cos 
O Р [1 + irJ., 2, ikr (1 - cos О)], 

-'! 1 211:Zв2 N=(211:) 2 [тс2/V 2TV(~V+mc2) 1,a=--
hc 

Решения длл отрицательных значепиii 1шнетичес1,оii энергии мы полу­
чим, заменял: 11 - у3, у2 - у 4, 13 - -11, 1,1 - -12, а - - а. 

При О - О эти решения лвдлютсл совершенно точными, во всех 
остальных случаях, ддл очень больших эначений энергии точность их 
порядка а2• В большинстве случаев основную роль играют малые зна­

. ченил О; лсно, что решения (56) представллю'l' собой значительное 
уточнение решепий, СОО'l'Ве'l'Ствующих плоским волнам и неприменимых : 
в области мадых эначений fJ. 

1) F u r r у, Рhув. Rev, 46, 391, 1934. 

ГЛАВА 

СТОЛКНОВЕНИЯ МЕЖДУ ДВУМЯ ПОДВИЖНЫ!ПI 
ЧАСТИЦАМИ 

(Нерел:я:ть:вистскан теория) 

§ 1. Введение 

В первых трех гла:вах этой книги мы рассмотрели вопрос о движе­
нии электронных пучков в различных поллх. Если мы предположим, что 
отдельные электроны в данном пучке друг с .другом не вэаимодействуют, 

то поведение пучка может быть описано с помощью волновой функции 
у (х, у, :г, t), причем 1112 dx dy d:г определяет вероятность нахождения 
электрона в момент времени t в элементе объема dx dy dz. Если мы 
захотим, однако, рассматривмь атомные системы, в которых имеет место 

взаимодействие между двумл или большим числом частиц, то такое 
описание окажется уже невозможным; волновал функция должна быть 
в этом случае функцией от координат всех частиц. Примеры эадач 
такого рода: описание атомов, содержащих больше одного электрона; 
задача об атоме водорода с учетом конечности массы лдра; вопрос 
о рассеянии а-частиц легкими ядрами, при котором нельзл пренебречь 
отдачей лдра; построение с1·рогой теории расселнил электронов ато:мами, 
учитывающей неупругие столкновенnл. 

В этой главе мы рассмотрим прежде всего вопрос о взаимодействии 
двух неодинаковых частиц (§ 2). В § 3 мы рассмотрим вкратце воз-
1южные стационарные состолнил атомов или молекул, содержащих две 

одив:аковых частицы; в §§ 4 и 5 мы перейдем к рассмотрению столк­
новений между одинаковыми частицами, с учетом и без учета спина. 

Следует подчеркнуть, что если частицы неодинаковы, то рассмо­
трение спина окаэывается необходимым лишь в тех случаях, когда 
скорости их сравнимы со скоростью света (см. главу XV). Если же, 
однако, частицы одинаковы, то необходимо учитывать спин даже и 
;в нереллтивистской теории. 

§ 2. Взаимодействие двух пеодипа1,овых частиц. 
Нерелативи~тская теория без учета спина 

Рассмотрим вэаnмодействие элек:rрона с протоном; теорию этого лвле­
nин :м:ы сможем применить затем к задаче о водородном атоме и к во-
1Iросу о рассеянии электронов лдром этого атома. Определим волновую 
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функцию ф подобно тому как мы это делали в задаче об одной 
_I\J будет зависеть от координат обеих частиц; если 

--+ 
r Р = (хр, 1Jp, zP) 
--+ 
r, = (х,, 1),, z,) 

- координаты протона и :1лектрона, то волповал функция будет 
вид: 

--+ ~ 
у (r,, rP; t). 

Она может быть интерпретирована следующим образом: ссди dt
8 

--+ --+ 
dtP - :JЛементы объема, содержащие точки r, и 1·р, то 

--+ --+ 
J у (r Р' r е ; t) 12 d,P d,, 

определлет веролтность нахожденил протона в элементе объема dt 
р 

электрона в ;щементе объема d,, в один и тот же момепт времени 
Волновал функцил ф удовлетворлет уравнению Шредингера: 

ih ду h2 }1,2 --+ -.+ 

- 2~ --д-t = о~2т 7р2У + ---~ 7 2 1!J - Vi(r r )rL " u" р 8т;21n, с ' Р' , _ r • 

3десь 
д2 д2 д2 

7 р 2 = 7J;-2- + -ду_2_ + а" 2- ; 
р р ··р 

--+ --+ 
тр, т, - массы протона и элеr,трона; V (r Р' r .)- значение потенцnаль-,е 

--+ • 

ной энергии взаимодействия:, когда протон находитсл в точке r , а эле­
-+ р ·: 

ктрон в точке r,. 
В качестве примера найдем решение ур-пия: (1), описывающее дви­

жение водородного атома в свободном от сил пространстве. В этом; 
случае потенциальная :энергия: взаимодействия: равна 

--+ --+ е2 

V(rp,r,) =- ->- --+ 

I rp-r, 1 

Как и в случае задач классической }Iеханики, перемеН1iые разделлю'l'ел; 
оказываетсл возможньнr выделить движение цererpa тяжести. Положим-. 

--+ --+ --+ 
(тр + т,)Л = mPrP +т,r, 

--+ --+ _.,.. 

~ 

r= r
1
,-r,. 

В определлет, таким образом, положение центра тлжес·rи обеих 
--+ 
t• -расстояние между ними. Оператор 

h2 

Вза1~.модействис двух 11,соди'Н,аковъ~х ·ttастич 

)lожет быть преобразован к следующему виду 1): 
h2 h2 

---72+ 72 
8т;2 J.lI R Sr.2m* r , 

где 

J[ = rnP + т,, т* = тР т,/(тр + т,). 
волновое ур-пnе (1) приню1ает при :Уrом вид: 

·ili д·~ h2 ]1,2 е2 
---.-' =---,---_. 7 2у+----* 7 2'}+-•}. 21t iJf Hr.2 Jll R 87t2m r r 
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(3) 

В :~том уравнении переменные разделяю·1'с11; :~то означает, что решение 

-может быть подучено в форме 

--+ --+ 
f~(r,t)g0 (П,t). 

Подставлнл функцию (4) в ур-пие (З), получим два уравпенил: 

i]i д(. h2 е2 
- 2r. cJto =-81t2 m*-7 2 fo+7fo+Лf~ 

ili дg0 1i2 г 
- 21t дt = 81t2]{ 7~gо-Л9о, 

где А - постоянная. Подстановки 

приводлт 1, уравнениям 

fo=fexp (+ 21tiЛt/h) 
g0 = g ехр ( - 21tiЛ f /Ti) 

ih дf h2 62 

- 21t дt = Sп2 т * 72 f + ,.- f 

(4) 

(5) 

(6) 

Мы можем, таким образом, положить у= fg, где ( и g удовлетворлю•r 
соответственно ур-юшм (5) и (6). 

Ур-ние (6) представллет собой волновое уравнение свободной частицы 
"'7 

:массы JИ; решение g (В, t) описывает поведение центра тяжести атома. 
Искомое частное решение зависит от вксперимеnтальnых условий. Если, 
например, :но.лновал функцил ф описывает поведение пучка атомов, то 
функцил g явллетсл водновой фупкцией длл пучка частиц, определеn­
nой пами в § 4 главы I. Ес.'lи положение и скорость а:rома известны 
приближенно, - с точпостью, допускаемой соотноmщшями неопределен­
ности, функция g характеризует водновой пакет, рассмотренный нами 
в ~ 9 главы I. 

1) См. Фреи1се.1ь, 130:rноnая механика, ч. 1, § 21; ЗомА1ерфе..rъд, Волновая :ме­
ханика., стр. 34. 
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Ур-ние (5) представляет собою волновое уравпение, описывающе 
движение частицы массы т* и зарлда е в поле данного неподвижног 
лдра. Если мы хотим описать нормальное состолние водородного атома; 
функции f должна быть решением этого уравнении, соответствующкм 
наименьше:.rу значению :.шергии. 

§ 3. Теория: ваапмодействия: двух одипа1,овых частиц 
(В этом параграфе излагаетсл обычная теория стационарных состояний, 

систеы, содержащих две одинаrсовые частицы). 

l\Iы предположим сперва, что частицы пе обладают спином. ll таком , 
случае каждал из частиц обладает только тремл степенями свободы I) 
и состояние ее полностью определлетсл заданием ее положении' 
в пространстве. (Длл электрона необходимо, 1tроме того, задать напра-, 
вление его магнИ'l.'НОго момента.) Примерами частиц такого рода лвлл-: 
ютсл, кат, :-JTO будет показано пиже, лдра гелил (т. е. а-частицы) , 
и ядра углерода. 

Прежде чем расс1rатривать вопрос о стошшовенюrх, мы должны 
вспомнить о некоторых свойствах с та ц и о н ар н ы х с о ст о л ни й, воз- ; 
можных длл молекул (Не2 , С2Н2 и 'l'. д.), содержащих две одинаковых · 
частицы. Если мы хотим определить значении энергии, возможные для 
такой У.олекулы, мы поступаем следующим образом. Рассмо'l'рим , 

-+ -+ 
молекулу гелил Не2• Обозпаним через В.1 и В2 координм'ы обоих лдер, 

-+ -+ -+ -+ 
через r 1, r 2 , r 3 , 1·4 --координаты электронов .. Уравнение Шредингера, 
характеризующее состолние всей системы, юrеет вид: 

(1-I-E)y=O, 

где у зависит O'l' координат шести частиц, а 1{ - обычный оператор 
энергии. I(ак это хорошо известно, конечные решения у могут быть. 
найдены только для определенного рлда значений Е - так называемых 

. "собственных" или "характеристических" значений: 

Е0, Ei, Е2, ••• 

Можно было бы думать, что всем этим вначенилм соответствуют возможные 
стационарные состолнил молекулы. В деiiствительнос'l'И, однако, только 

1) Мы не утверждаем тем самы1r, что а-частица или ядро атома угле- ', 
рода "действительно" обладают только тремя степенями свободы, т. е. что 
они не представляют собой сложных систем, которые могут быть разло­
жены на составные части. Мы подразуыеваем под этим лишь то обстоятель­
ство, что вероятность нахожденил этих ядер в каком-либо стационарном 
состоянии, отличном от норыального, чпезвычайно мала, а также, что нор­

мальное состояние не вырождено; n таком случае, если ядро находится n со­
стоянии покоя в свободном от сил пространстве, для описания его со­
стояния оказывается достаточным введения трех координат. 

При рассмотрении столкновРний между атомами, движущимися с тепло­
выми скоростями, или с энергпей, меньшей первого резонансного потен­

циала, атом гелия может быть раеематриваем кан: .,частица без спина• (см._ 
§ 3. 1 главы VШ). 
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ин а общего числа этих значений наблюдаетсл в полосатом 
n о л O в молекулы 1). Исследуем причину этого расхожденил. 
спе~реи пе учитывать случайных вырождений, которые в общем случае 

г ;л быть устранены с помощью электрического и магнитного па,­
~~/ то 1,а.ждому дискретному харашеристическому значению энергии В,. 

' етствvет единственная: волновал функция 
соотв . 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ 
у,, (Н1 , В2 ; rl' r 2, r 3, r 4), 

лнющался решение:11 дифференциального ур-пия: (7). э,rи решения: 
~~ладают тем свойством, что oнII л ибо симметри1mы по отношеnIIю 

-+ -+ . 
к :координатам R

1 
и Л2, либо аптисимметричпы по отпошению к ним, 

т. е. 
-+ ~ -+ 

'1,.(Л~,Т:2; r1 

или же 
-+ ~ -+ 

у,. ( П1, В2; rr 

-+ ~ -+ 
.) = у,. (Л2, Н 1 ; r 1 ••• ) (симметричпа), 

-+ ~ -+ .. ) = -у,, (П2 , Я1 ; r 1 ••• ) (ашисимметрична). 

Э утверждение 2) основываетсл на тождес'l'вепности масс п зарлдов 

0;~их частиц и свлванноii с ней симметрии оператора Н по отно­
шению к координатам этих частиц. 

с по)ющью волнового уравнении мы можем, далее, установи'~~· что 
если молекула паходитсл в сос'l'олnии, описываемом симметричnои вол­
новой функцией то нюtакое возмущение не сможет перевести ее в со­
. столттне, описы~аемое аН'l'испмметричной волновой функцией. Обратное 
положепие также оказываетсл верным. Э:,и результаты справедливы 
не только длл ст а ц ион ар н ы х сос'rо~rнии; если система, содержащая: 
два одинаковых лдра, находитсл в каком-либо состоянии, описывае­
мом симметричной волновой функцией, то .~1оследплл будет ос•rаватьсл 
симметричной независимо от характера деиствующего на систему воз­
мущения:. Доказательство 3) этого утверждении свлзаио с тем обстоя­
тельством ч'rо потенциальнан энергии двух одина1ювых частиц, пахо­
длщихся ~ точках р и Р' пе з11,виси'г от того, к от о р ан именно из обеих 
частиц ю1,ходитсл в •гочк~ Р, и к от о рая: в то,rке Р'. Если бы частицы 
хоть слег1,а отличались друг O'l' друга по массе или заря:ду, то Э'l'О утвер­
ждение оказалось бы неверньш, и при нали,ши возмущении (напри­
мер, сто..1кновенил) имелась бы копечнал, хотл и м:алал, вероятность 
перехода системы из симметричного состолниа в состояние антисишrе-

тричпое. 
:Мы уже упоминали, что в действнтельпос'ги осуществллетс~. 'l'олько 

половина )rатематически возможпых эnсргетаческих состолпии моле-

1) см. Лро11 и~, Полосатые сшжтры. Это утверждение верно лишь в при­
:менении к совокупности эле~,тrонных еостоянпil, допусн:аюrых принципом 
Паули. 
· 2) Доказываемое в конце этого пnpaгpnipa. 

З) см. Дирак, !{вантовая механшса, гл. XI или Jfott, Wave mechanics 
·1Jтр. 117. 
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кулы. Найде~о, что у молекул С2Н2 и Не2 значенил энергии, наблюдаю-:. 
щиесл в деиствительности, соответствуют волновой функции, симме-·· 
тричной по отношению к координатам лдер. Причины этого обстолтель­
ства неизвестны 1

); мы дошrшы поэтому рассматривать его просто как 
:шспериментальный факт; он не противоречит законам квантовой меха­
ники, но и не вытекае11 из них. !{вантовая механика утверждает .:~ишь~ , 
что молекула, находившалсл однажды в симмеJ'ричпом состолпии, ни-·, 
1югда не сможет перейти в сос'rолние антис11мм:етричное. То обс'rолтель­
ство, что в действительности наблюдается только половина возможных.< 
состояний и что смешанные сос'rояния не наблюдаютсн ни при каких. 
возмущениях, покаsывает, что . свойс'rва шобых ,тшух ядер гели/! или 
углерода абсолютно тождес11венны. Отсюда следует также, 'ITO :1ти ча-- · 
стицы не обла,ч;ают четuертой степенью свободы ((.ШИПОМ) - во всяком .. · 
случае в пормалыrш1 состоянии. · 

Перейдем теперь It рассмотрению частиц, обладающих спино:м; сюда . 
относятся электрон, протон и большинство лдер. Itaк :мы видеди. 
~ главе lV, т~;~ше ч'1с'rицы обладают четвер•rой коордИIШ'l'ОЙ s, причем 
.шергин каждон из них при движении в магнитно~~ поле Н, параллель­
ном: оси z, пропорциональна sH. Для элек11ронов и протонов s может прп- . 
нимать только два значенил: +- l; для лдер, отличных от прО'l'Онов, ., 
допус'l'ИМЫ также пекоторые другие значенил s :J). Обладающая свином ча- ·· 

-+ 
стица характеризуе'l'Сл, 'l'аrшм образом, координа'rами (r, s). Совокупность 
этих четырех координат мы буде~~ обоsначать одной буквой fJ. 

При определении :нrергетичесrшх уровней системы, содержащей дn~ · 
частицы со спинои, например, атома гелил, содер:ш:ащего два, aлert- .· 
~рона, мы встре'~аемсл со следующей труднос1ъю В): оператор Гамиль-
1она длл такои систе~rы 'l'Очно не. извеС'l'ен, так как поправки, вводи­
мые наличием спина, оказываютсл того же порлдка величины, что и 
"реллтивистские поправки". Самое предположение о существовалии 
оператора Гамилиона приводи'11 однако в э110~1 случае к сущес'l'венным 
качественным резулиатам, находящимсл в согласии с :шсперпменталъ- , 
ными данными о числе и порлдке величины энергетичест;их уровней и 
возможных переходах :между пими. 

1) Если рассматривать а-чаетнцу и ядро углерода как сложные систю1ы,. 
состоящие юJ данного числа электронов и протонов, то свойства спмметрии 
этих ядер могут быть выведены из соответствующих свойств электрона и 
протона, В неиоторых случаях_ эти соображения противоречат, однако, опыт­
ным данным (см. l{ponui, loc. c1t.). 

2
) n обы:,~ной теории сверхтонкой структуры ядру приписывается угла-

. ili (. 1 ) 
вой момент 2r;- i = О, :3-, 1,... и магнитный момент ig ( i)elij±itrnr, где g( i) число 

1 
порядка 1000 . Дополнпте.1ьная энергия, обусловленная взаимодействием ядра 
с магнитным полеы JI, создаваемым эле1:тронной обо.лачкой, равняетел 
mнHg(i) eh . . 
- 4,~тс - - , где тн - еоетавляющая i вдоль JI. См., например, Pa11ling and 
Gou,dsmil, Structure of linc spectra, 1930, стр. 202. 

З) См. главу Х V. 
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Обозначим через Н оператор Гю1илиона длл системы, содержащrй 
две одинаковых частицы со спино111, например, длл атома гелил. Длл на­
хожденил энергетических уровней мы должны решить волновое уравнение 

(Н-Е)1=0. 

При :JTOJII, как и нрежде, имеетсл дискре1'пый рлд :~нергетических уров­
ней Еп, для которых :могут быть найдены 1 •. онечные решения - функ­
ции 'f,, (Oi, 02). Оператор Н лвллетсл симметричным по отношению 1, 

координатю1 обеих частиr\; волновые функции, соответств-у:ющие J.Э.Ji;дo~1y 
невырождеrшому стационарному состолпию, будут либо симме11ричны, 
либо аптисимметрнчпы, т. е. 

·~,. (01, 02) =-+- 'fn (02, 01), 

I{ai. :-Jто быдо отмечено выше, переходы между состолнилми, обладаю­
щими противоположной симметрией, пе могут име'rь места нп при ~.а-
ком возмущении. · 

Длл всех исследовавшихсл частиц найдено, что :.>нергетические уровни 
соответствую'!' либо антисимметри1шы111 волновым функцилм (,)ЛеК'l'роны 
и протоны), либо симметричным волновым фупкцилм (а.-час1'ицы, ндра 
углерода или азота). J{ак мы уже видели, :Jто обстолтельс1'во на,ходи'rсн 
в согласии с волновоii механикой, хотл и не вытекает из нее непо­
средственпо. 

Вопрос о то:м, соответствует .ли данному :шергt!тическому уровню, 
наб.люденно111у :жсперимен'rально, снмметричнал или антисимме'11ри 1rнал 
волновал функцил, может быть решен, несмотрл па отсутствие 'rочной 
теории взаимодеiiствил 11астиц, обладающих спином, благодарл l\Iа.лости 
спиноuых сил. Волновал фуnкцил, описывающан любое невырожденное 
состолние атома гелил, будет иметь в :ном случае следующий вид: 

-+ -+ 
?(1·1, r2)Jz (si, s:!), • 

где у- решение уравnенил Шредингера длл точечных ,!лектронов (без 
спина). Длл вычисJ1сния энергетических уровней атома мы поступим 
следующии образом. Прежде всего решим уравнение Шредингера ддл 
точечных электронов; решевил rли, конечно, симметричны или антисюr-

-+ -+ 
метрнчны по отношепию 1: 1·1 и r 2• Обе группы :шергетичес1шх уровней 
наблюдаютсл в действш1ельностп; уровни с антисимметричными во.лно­
вьаш функциями ( ортоге.лий) 01tазываютсн, однако, триплетными. ;}го 
обстолтельство обусловлепо на.личием спина; существуют четыре фующии z, 
соответствующие четырем стационарным состоянилм - -трем симметричныы 

и одному ан'l'Rсимметричному; в ну.лево:"11 приближении они имеют следу­
ющий вид: 

Ха (s1) Х.~ (s) +- Za (s) Х.~ (s1) · 

Функции Ха и z~ могу·r быть определены согласно методу, изложенном:· 
в § 2 главы IV. Ii:аждому решению уравпепнл Шредингера соответ-
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ствуют, таки111 образом, четыре теоре1'ически возможных уровнл энергии;, 
из того обстоятельства, что паблюдаемые парагелиевые уровни явлл­
ются сипгулетньг111и, а ортогелиевые уровни-триплетпыми, следует, i 
что волновые фупкции аюисимметричны по отношепию к 01 и 02 

1). · 

В случае двухатомных молеку.lJ с одинаковышr лдрами задача 
решается точно таким же образом -- решаем уравнение Шредипгера, 
пренебрегал спином ядер. Расщепление, обусловленное наличием послед- · 
него, елишко111 мало, чтобы быть наблюдае111ым непосредственно; спи­
новал мрrьтип.1Jетпос·rь данного состолнин обна руживаез:сл только через • 
посредство его статистичес1,ого веса, определяющего относительную 

интенсивность некоторых вращательных уровней 2 ). 

§ 3. 1. До1щаател1,стnо того, что волновые фуш,.ции, описы­
вающие поnе,ТJ,ение двух тожде r,тnенпых частиц, наход11щихся 

в пеnырожденнuм стационарном: состоянии, .11ибо ею1метричны, 
.11ибо аптисИ11п1етричпы по отношению It коор,ТJ,инатам: частиц. 

Координаты час·rпц обозначим цифра111и 1, 2; в та1юм с.1Jучае волно­
вал функция у (1, 2) удовлстворпет уравнению 

11 (1, 2}t(l, 2)- ЕН1, 2) = о, (а) ,, 

где Н - не1юторый оператор, сиш1етричныii но отношепию к коорди­
натам частиц. :Мы предполагаем, ч·rо сос·rолнис невырождено; у лвллетсл 
ПОЭ'l'ОМJ единственным конечпыи решением ур-ния ( а). 

Переставлял 1,оордипаты 1 и 2 л ур-нии (а), пол1rчасм 

[H(2,1)-E)'il(2,l)=O. (~) 

Tar, 1ш1; Н симметрично по ошошению к 1юординатам часшц, Н ( 2, 1) 
равняется Н (1, 2). Таким образоы, с помощью ур-ния (~), получаем 

[Н (1, 2)-Е] у (2, 1) = о. ( ·r) 

Отсюда следует, Ч'l'О •} (2, 1) является решением ур-пил (а). Но та1; 
1;ак ~ (1, 2) лвлле'l'СII по предположепию единственным конечным решением 
уравненил (а), мы должны положить 

у(2, l)=Лt(l, 2), 
-----------

1) Частицы, для которых могут сущеетвовать только антиеиыметричные вол­
новые функции, удовлетворяют статистнке Ферми-Дирака; частицы же, д.1rя ко­
торых существуют толысо симметричные волновые функцтш, удовлетворяют 
статистике Бозе-Эйнштейна. Частицы, подчиняющиеся статистике Ферми-Ди­
рака, удовлетворяют принципу Паули. Действительно, сели две таких ча­
r,тицw находятся в состояниях, описываемых волновыми функrщями Уа и у 1" 
то волновая функция, описывающая поведение пары частиц, имеет следую­
щий вид: 

Уа (01) ·~ь (О) - Уа (02) Уь (01), 

Если оба состояния тождественны, то эта волновая функция обращается 
в нуль; отсюда следует, что две частицы не могут находиться в одном и 

том же состоянии. 
2) См. ICponui, Полосатые спектры; Kallmann ii. Scllii!eг, Erg. d. ех. Nat., 

11, 156, 1932. 
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Л- постолпнал. J[сно, однако, что 

f f [t (1, 2))2 d,1 d,2 = f f [·~ (2, 1)]2 d,1 dt2 

и что ни один из этих интегралов не обращаетсл в н1-ль. 
Отсюда с.ледуе'l', что 

.Л 2 =1. 

Таь кю, вес входлщие в :эти уравненин величины вещественны, по­

лучаем 

А-:-± 1, 
что и требовалось доказать 1). Следует подчеркнуть, что :-~то доказатель­
ство применимо лишь 1, невырожденным сос1'олнилм. Состолнил с не­

r-,нантованной (положи'l'ельной) энергией всегда, однако, вырождены. 
1" такш1 состояниям эта теорема неприменима. 

§ 4. Столкновение двух тождественных частиц, не 
обладающих с1шно111 

Рассмотрим сперва ч;~,стицы, не обладающие спином ( сх-частицы). 
Представим себе опыт, аналогичный изображенному на рис. 10. а-ча­
стицы, движущиесл со скоростью i,, 
падают на экран АВ; а-частицы с рав-
ной и противоположной с1юростыо на-
дают па экран CD. Отверстия в :=ш-
ранах от1,рываютсн и пропускают ча- ::.:.::.~ 
стицы, необлзательно в одип и тот же 
момент времени. Введем в расс111отре-
вие волновые функции 

-+ 
и (r, t), 

-+ 
v(r,t), 

--
Рис. 10. 

нормированные к единице 2). Столщал перед нами задача заключается в оп­
ределении волновой функции системы длл момента времени t после столкно­
венпл. Простейший способ ее решенил заr,лючался бы в приписании ча-

-+ -+ -+ 
стица:м Rоординат r 1 и r 2 , где r 1 - r,оордината частицы, прошедшей 

через Л В, и т. д. В таком случае до столrшовения искомал волновал 
фувтщпн имела бы следующий вид: 

-+ -+ 
и (i· 1, f)v (r2 , t); (8) 

после столrшовения она определялась бы с помощью волнового урав­
нения 'l'ипа (1) и начального условия (8). Длл физической интерпретации 

-+ -+ 
:волноnоii фушщии при111еы, что / у (r i, r 2, t)/ 2 d, 1 d,2 определяет вероят-

1> :Iо;1щщее n основе приведенного nыnода предположение о невы.(Jожден­
liости еостояния у является неверным в виду наличия "перостановочного• 
.выро;1;дения. См. Фре н к ель, Волн. мех. ч. ·J. Пр~;ц, ред. 

'') J -+ - Т. е. IIОЛОЖЮ! 1 !t (1·, 1) 12 d't = 1. 
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--), 

ность нахожденил первой сх-частицы в :)Лемеше объю1а (ri, d, 1) u второ 
--), 

а-частицы в злементе объема (1·2, d,2) в момент времени t. Веролт-
-), --), 

ность нахо.~,денил одной из частиц в (1· 1, cl,1), а другой в (,·2, d,2) опре~ 
делитсл, таким образом, следующю:1 выражением: 

--), --), --), --), 

ll ·Нтв У2) 12 + l ·H1·2, r1) 12 ] d,1 d,2 

(t здесь опущено). 
8'!'0'1' метод решеnил задачи пе лвллетсн, одна1,о, '!'Очным. Действи : 

тельно, воспользовавшись начальной вoJJnoвoii фушщиеii (8) и учитыва . 
наличие элещронов, :мы подучим конечную веролтность образованил: 
иолеку.лы и более ·roro - 1юнечпую верОЛ'!'Ность образованил ;1 ю бог о иs:' 
:математичес1ш возможных с1'ационарных сОС'l'Олниii. Это противоречит~ 
однако, опып11,ш .ч:анвым; мы знаем, что длл Пе2 набшодаютсл только. 
такие стациоnарные состоаuил, волновые фующии 1;оторых сю1метричны' 
но О'l'Ноп~епию 1, координа·гам :щер. :Мы знаем та1~же, Ч'l'О ее.ли волновал 
функция была первоначально симме1'ричпой, то она должна остава·rьсл'. 
симме•rричпой все nремл. Мы получим, 'l'аким образом, согласие с опыт-: 
ными данными тольк.о в том случае, если наша начальная волновал:. 

функцил бу.~ет симметрюша но отношению 1, координатам обеих сх-час·rиц.,. 
Волновые функции it и i; могу'!' быть с1юJ11бинированы в симме'гричнуJО,: 

функ.цию следующим образоl\г · 
--), --), --), --), --), --), 

'f(r 1, r 2) = k[it(1· 1 )1;(r2)+и(r2)v(r1 )], 

где k - некоторая пос'l'оянная. Вылепим теперь физичес1шй смысл 
волновой фушщтш. 

Первонача.льно, согласно предположению, волновые пакеты не на~ 
лагались друг на друга, откуда следует, что длл любого значенил 
--), --), --), 

r 1, при котором и (r1) конечnо, 1; (r 1) обращаетсл в пуль. 
в момент времени t = О 

--), --), 

u(r1)v(r1)=0. 

Воспользовавшись функцией (10), получаем: 
--), --), --), --), --), --), 

/'f(r1,r2)/2=k2Ju(1·1)v(1·2)/2 + k2 /1t(r2) v(r1)/2. 

Функцил и обращае'l'СЛ в нуль во всем пространстве, за иск.лючением 
области вблизи щели АlЗ, а функцил v - во все:u пространстве, за.: 
исключением области вблизи СЛ. Величина I у /2 обращаетсл такш1 об-; 

--), ' 

разом в нуль при всех ri, за ис1.лю<1ением облас'!'И вблизи АВ, и при. 
--), ' 

всех r 2, за исключенпем области вблизи CD, или наоборот. Мы не; 
:иожем поэтому рассматриnать I у \2 d't 1 d,2 1ш1, веролтность того, что 

--), -

частица, наблюденнан в АВ, uаходитсл в :~лементс объема (ri, (l,1) в 

~ 

д так :как эта вероятность обращается в пуль при r1 близком 
:· GD. Мы должны интерпретировать \ у 12 d,1 d't2 как вероятн"ость того, 
qто одна а-частица (любал из двух) находnтсл в элемеnте ооъема d't1 , 

дрvтая-в :Jлементе объема d,2• Выражение (11) даст правильное 
:начёпие :1тoii вероатности, есл11 мы положим k ра~ным един~~це 1

). 

:Мы сохраним такую иптерпретацию длн люб о и во.i!новон фую:­
-), --), 

Ии ,!, ( 1• , 1·
2
), описывающей две тождественных чаетицы. :Jа-метим, ч·rо 

ц •. 1 1-, .. 1 ' '2 ~ если :па ИП'l'ерпретацил имеет r1,изическии смысл, 'r i должно оыть 

симметрично, '!'. е. 
--), --), --), --), 

1 'f(ri, r2) 1:! = i У (r2, r1) 12· 

Существуе•r два способа построеюrл волuовой фуn:кцни, обшщаю­
щсii ~1тим своiiством; две возможных волновых функции имеют следую-

щий вид: 
--), --), --), --), 

11 ( r 1) v ( r 2) -+- ii ( ,·2) i,· ( 1·1 ). 

l\Iы 1шдnll1, '!'а1:им образом, что согласно uрrшеденным выше сообра­
;~:,епил~1 мы дол ж п ы польвова·rьсл либо симметричной, либо аптиси11-
метрнчной волновой функцией; однако, ее.ли бы ne было известно, 11то 
для Пе2 антисимметричные состолнил в действnтельпостп не иаблюда­
ютсл, ·ro llIЫ нс знали бы, которую ш1енпо из них надлежит выбра·rь; 
с ноJ110щью во.;шовой механю;и 01,авалось бы nевоsмо:.кным с.делать 1.а1ше­
ли60 :~акiноченил относn'!'е.i!ЬНО столкновений такого 1·шrа. 

Jtопечно, подобнал июерпретацил фующий ~ а p1·iori не ~~длется не.: 
обхо,ц1шой; мы 111ог.ли бы воснодь:зоваться несю1ме'I'рнчнои волновои 

--), -)-

фушщпеii 11 (_1·
1
),; (r 

2
) в момент времени 1 = О и пнтерпретирова~ь 

I у 12 cl,1 d,z, Ii а1. ве рОЛ'ГНОС'ГЬ nахол,ДСНИ ![ одной из чаС'!'1\Ц ·в '!'Очке r 1' 

В резу.1ьтате мы получили бы, одnа1ю, ионечные вероятности образо­
ваннн 110.1екул в аН't'исимметричпых стационарных состо.ннилх, что в 

действнтелыюст11 пе uаблюдае1'ся. 
Применение к задаче о сто.шшовении двух одина~ювых частиц си:м:м:ет­

ричной волновой функции дает длл вероЛ'I'ности расселнил значен!л, отлич­
ные от получаемых с помощью несимметричных волновых функции. Если бы 
мы воспользовались последними, то начальная волuовая фушщил имела бы 

--), --), 

вид ii (1·
1

) 1' (r
2
); через про~1е~куток времеш1 t волновал фунrщил имела 

--), --), --), --), . -

бы вид •:.,(1·i, r 2, 1). Примем, что величrшаlу(r~, У2 , t)i 2 d;: 1 dt2 опре­
деляет вероятность того, что частица, первоначально находившалсл в 

--), 

А В, будет найдена в злементе объема (1· Р d,1), а другал частица - в эле-

1) Это дает 
J Ji <], !2 cl~ 2 d~ 1 = 2, 

Do:rnonaя функция ноrмирована, такпм образом, 1, 2. 
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4 . . ..,. ~ 
:менте объема (r2, dt2), тогда как / у (r~, ri, t) /2 d,1 d,2 определлет веро-: 
лтность того, что частица, первоначально находившалсл в ЛВ, нахо- i 

~ . 

дятел в элементе объема (r2 , dt2) и т. д. Таким обра.зом веролтность. 
~ ~ . 

того, ч1·0 одна из частиц находитсл в (r1, d,1), а другал в (r2 , d,2) опре- . 
деллетсл следующим выражением [см. ур-ние (9)]: 

~ ~ ~ ~ 

{ / ф(ri, r2) /2 + / Hr2, r1) /2 } d,1 d,2, 

С друго~ стороны, если мы будем польsоватьсл симметричной волновой: , 
функциеи, то начальнал волновал фующил будет иметь следующий вид~ ;1 

~ ~ ~ ~ 

ii (r 1)v (r2) + ii (r2)v(r1), 

а волновал фувкцил через промежуток времени t: 
..;,.-), ~~ 

~ (r11 r 2 , t) + у (r2, ri, t). 

Веролтность вахожденил одной из чаС!i'ИЦ в ::~лементе объема (;1, 
~ 

а другой-в элементе объема (r2 , dt2) определитсл при этом величиной: 

~ ~ ~ ~ 

/ у (r 1, r 2 , t) + у (r 2, r 1 , t) /2 dt1 dt2, 

т. е. 

. ~~ ~~ ~~ ~ ~ 

[/у (1·i, r 2) /2 +/у (r2, r 1) /
2 + у (r1, 1·2 ) у* (r2, r 1) + 

~ ~ ~ ~ + у (r2, r1 )ф*(ri, r2)] d, 1 dt2. 

Мы видели, что применение симметричной волновой футпщии (13) 
не дает вам возможности определить веролтность нахождевил в эле­

менте объема dt 1 какой-либо определенной а-частицы, например а-ча­
стицы, первоначально находившейсл вблизи ЛВ. Если а-частица наблю­
дена в данной точке, то, вообще говорл, не существует такого опыта, 
с помощью которого можно было бы установить - находилась ли перво­
начально в ЛВ именно эта а-частица или же какал-лnбо другал. Вол­
новал функцил не дает нам, такпм образом, более ~·очных свед1ший, 
нежели экспериментальные данные. Принципиально можно было бы 
определить, какал именно из а-частиц наблюдена, лишь в том случае 
если бы траекторил во.тшового пакета, описывающего поведение одной 
из а-частиц, не пересекалась в какой-либо точке с траекторией вол­
нового пакета, описывающего поведение другой о:-частицы. Осуществле­
ние такого рода эксперимента принципиально возможно длл медленных 

а-частиц ( 
8
1~;

2 

~ 1 )· 

На рис. 11 заштрихованные площадки представллют траектории двух 
волновых пакетов. Ясно, что если частица наблюдена в точке Р, то .. 

,полr.'Кове'КUС двух тождествс1i1iЫХ "tастиц, 1ie обладающuх спином 95 
7\ 1 • 

воначально она должна была находитьсл в ЛВ. Отсюда следует, 
ne~ применение симметричной волновой функции дает нам в этом случае 
ч:нее точные сведенил, нежели экспериментальные данные. Песимме­
: ичнал волновал фувкцил дала бы нам, однако, в этом случае те же значе­
р я вероятности нахожденил частицы, что и симметричнал волновал фувк-
нв ~~ ~~ 

так как член у (ri, r
2
)'}* ( r2, 1·1) в выражении (15) обращаетсл в нуль 

цвл, ~ ~ 

при ncex rl' r2• 
рассмотрим теперь подробнее вопрос о вычислении веролтности 

расселнил при стол:кновении двух частиц. Наиболее простой длл рас­
чета случай представллют стационарные пучки бесконечной . ш~рины. 
Рассмотрим два таких пучка, движущихсл параллельно оси ,z ,с рав-

ными по величине ( ~ v ) и противоположпыми по направлению !ско: 
ростями. Нас интересует определение числа расселнных частиц, дви~ 

в о LI 

f) 

Рис. 11, Рис. 12 . 

жущихсл в направлении ОР под уг.лом 6 к линии ВА. Частица может 
быть отклонена на угол 6 от ВО или же на угол 7t - 6 от~ АО, 
как это показано :на рис. 12. 

Длл описанил поведенил частиц обоих типов введем в рассмотре~ 
~ ..,. 

ние координаты r1 и r 2• Положим · 
~ + ..,. 
r=r1 -1·2 

+ 1 ~ ..,. 
R = 2 (r1 + r2)· 

Волновал фующил ( см. § 1 этой главы) может быть записана в еле" 
дующем виде: 

~ ~ ~ ~ 

Hrl' r 2) = W(R) ф(r). 

В рассматриваемом нами случае uентр т.яжести неподвижен, фующил qr 
поэтому постоянна, функцил же у у"довлетворлет урав~ению 

Sr2m* [ 1 ] v21+T 2m*v2 -V(r) о/=0, (16J 
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где 

~ 

а V(r)-потенциадьнал энергия взаимодействия частиц. Решение у (r) 
может быть подучено с помощью методов, изложенных в rлаве П, при 
больших r оно имеет сдедующий вид: 

у~ eikz + f (fJ) ,.- 1 си" 
----, 

где c1
k= характеризует "падающую волну" (в пространстве r ), а ,.-1 e1

kr - • 

рассеянную водну. Если бы частицы быJIII отличимы друг от друга, 
этой во.;rновой функцией можно быдо бы восподьзоваться для описанил . 
рассеяния. Величина [ f (О) 12 была бы при этом пропорциональна ве­
ролтностII того, что линия центров пnеих частиц отклонится на угод 6.1' 
Число частиц, рассеянных вдоль направдепил 01', быдо бы пропорцrю- . 
на.1ьно величине 

/ f'(O) 1
2 + / f(" - О) /2 • 

)lы дод;~шы, однако, восполЬ3оваться симиетричной волновой 

----, ----, -+ -~ 

y(ri, 'l.:J!)+Hr2, r1)· 
-+ -+-+ + 

IIpи замене r 1 на r2, t· становится равю,н1 -r. Ведичина r остае•rсл, та-
ким образом, неизменной, а угол fJ заменяется углом 1t - О. Симме­
тричная водновал фушщин имеет, таким образом, следующий вид: 

eikz + е_lт.о + гJ eikr [f (fJ) + f' (7:- O)J. 

Падающая волна может бы'lъ представлена выражение~~: 

2 coskz = 2 cos k (z1 -z2); 

среднее значение [ у f 2 для падающей волны равно, 'l'акю1 образом, 2; :; 
волна характеризует одну частицу па единицу поперечного сечения в 

11аждом пучке (см. примечание ~ 3, стр. !J;J). Из выражения (17) сдедует, 
что вероятность нахождения расселнноii частицы в :1люrенте объема d,1 
и частицы, с которой она столrшулась, ·- в ,Jлемен'l'е объема d,2, опре­
де.:1яе'l'Сл выра~,ениеll:[ 

?~" f(fJ)+f'(т.-fJ) /2d,1 d,2, 

где 1· - расс'l'Ояние между d, 1 и d,2 , а 6 -уго,1 ме;r;ду прямой, соеди-
няющей d,1 с d,2, и осью .:·. , 

~ффективное сечение для столrшовенил, при :котором одна nз частиц 

оп..лонлется внутри телесного угла doo, равшrетсл, таким образом: 

! {(fJ) + ((-- - О) /2 doo. 
. 

Отсюда легко определить вероятность рассеяния для того случал, 
1;огда одна из частиц первоначально находилась в по.кое. При таком 
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ето.лквовении траектории расселиной и ударенной частиц расходя:тся: под 
upJI11ЫMИ углами. Если а-частица, движущался со скоростью i,, сталхи­
вается с хеподвижхой а-чrwтицей (ядром Не), то эффективное сече­
в:nе J (6) doo для столкновения, в результате которого частица рассеи­
вается на угол 6 внутри телесного угла doo, согласно ур-нию (18) 
(см. ~ ri главы YIII) определится следующим выражением: 

1 (6) doo = 1 f ( 26) + f (" - 20) 1
2 4 cos 6 doo. (19) 

Следует заметить, что выражение ( 19) определяет веролтностr, 
'J'ОГО, что частица будет ю~блюдена при движении ее в направлении, 
составляющем угол О с направлением движенил па.дающего пучка; эта 
частица может быть либо а-частицей, рассеянной иs первонача.льного 
пучка, либо отброшенным ядром гелил. После того :как столкновение 
произошло, мы не мо;~,ем сказать - которал из частиц являетсл падаю­

щей, которал - ударенной; в волновой механике этот вопрос не имеет 
никакого смысла. 

§ 4-. 1. Rулоноnо поле. Если взаимодействие частиц с дост11точ­
ной степенью точности может быть описано кулоновым по.лем: V(r) = 

(Ze)2, ф f(") то ункцил •J шшестна, она равняется: 
}" 

где 

. 7,2г2 fJ . . 
f (fJ) = -· -~- cosec2--exp [ia lg (1 - cos б) + 2i..,, ] 

2т* 1,2 2 · ·io ' 

т* = _l_ т а= 2" (Za)2/li1· 
2 ' 

и ·r,0 не зависит O'L' fJ. Из ур-ния (19) с.ледует, что 

(

z282)2 
/(6) = mv

2
-. [cosec' О+ sec4 ГJ + 2Ф cosec2 6 sec2 6] 4 cos 6, 

где 

Ф = cos (а lg tg2b). 

(20) 

Соответствующие формулы классической механики 1) могут бы'lъ полу-
чены из выражения: (20), если мы положим Ф =О.· . 

Следует отметить, что согласно формуле (20) при f.l = 45° число 
расселпных частиц вдвое превышает значенце, даваемое классической 
теорией. 

Определяемое формулой (20) число частиц, рассеJIННых на данный 
угол, при v -+ О не будет стремитьсл к значению, предсказываемому 
IU.Iaccичecкoii теорией. Рассеяние в промежутке между л ю бы :и и 
.В. в ум л углами должно, однако, стремитьсл к классическому значению 
в виду быстрых колебаний функции Ф между + 1 и -1 при изменении 
fJ (длл малых 1;, т. е. больших а). 
---~------

1) Rutherfaтd, Chadwick and Ellis, loc. cit., стр. 262. 

7 3ао:. 977. Теори,r атомвых отол~;новений 
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Формула (20) была проверена экспериментально длл случал расселни' 
а-частиц лдра:м:и ге.лил 1 ). При этом примею1лись :медленные IХ-частиц:ьr 
так как только в этом случае :можно считать, что вsаи:модействи 
между .ндрами обратно проuорuионально квадрату расстолнил (с:и. § . 
ГJiаБЫ XV). 

§ 5. Стот-шовевие двух тождественных ча~тиц, 
спином 

\ 

В предыдущем параграфе бы.л рассмотрен вопрос о столкновени . 
,цвух тождественных частиц, не обладающих спином и подч1шлющи:хс~ 
статистике Бозе - Эiiнштейна. В :)ТОМ параграфе мы рассмотрим вопро 
о столкновении двух тождественных час'l.'ИЦ, обладающих спином, т. е 
половиной кванта углового момента и uодчинлющихсл статистик 

Ферми - Дирака. Получ01емые npII :лом результаты легко смогут бытЪ! 
061.,бщены длл частиц, сблада11.,щих угловым моментом с любым ква.нто..:: 
вапным значением и подчиншuщихсл любоii из двух статистик. ·· 

Вернемсл к рассмотрению опыта, описанного нами в начале upe-'. 
дыдущего парагр1фа; если частицы облада1uт спином, то волновая) 
фупкци.н, описывающал их поведение, должна зависе'rь также и от спино-i 

вых координат. Предположим, что частица, uроходлщал через щелr, АВ, 
-+ 

обладает спином направления l, 'rак что волновал функции, описываю-: 
щал частицу, имеет следующий вид: 

-+ 
'/t (r) х! (s). 

Волновую функцию, описыв[1ющую поведение 

в виде 

-+ 
v (т) Х.,. (s). 

• 1 
Длл описания столкновенил мы должны воспольsоваться ан тис им :и е-· 

три ч n ой nолновой функциеii; волновал функцил, характеризующая, 

систему до столн.новенин, представится в виде 2): 

и (1) х! (1) v (2) xn (2) -и (2) "!..z (2) v (1) х .. (1). 

Волновал функция, хар,~ктеризующал конечное состолние систеиы (посл · 
столкновенnл), имеет следующий вид: 

-+ -+ 
\]J' (r1, S1, r2, S,1) = х! (1) У.,. (2Н (1, 2) - xl (2) Х,.(1) <ji (2, 1). 

При это:м: мы пренебрегли мало веролтным изменением направлениJJ· 
спинов. Веролтность того, что в момент времени t одна из части 

1) Chadюick, Proc. Roy. Soc. А. 128, 114, 1930; Вlaclcett and Champio1i, Proc. Roy; 
Soc. А, 180, 380, 1931. 

,. -+ 
3) 1 соответствует r1 ПJШ s1, 2 - r2 или s2. 
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-+ 
будет наiiдепа в элементе объема (r 1, d-r1), 

-+ 
а другал - в элементе 

объема ( r 2 • d,2), опреде.ллетсл выражением 

~-,~ -+ -+ 
.......... 1 qr (r1, s1; r2, s2) /2. (22) 

-+ 
Если fJ и 9 1 )-полярные -углы, определшощие направдение l, а 6' n q/ -

-+ 
направлешrе n, иы имее:м: 

откуда 

и 

1.1 (s) = - siп -i- Х0 (s) + cos-} ~·'f XR (s), 

~1Xz(s)12=] 
8 

~ . * _ ,· О • !J' t- О О' /i (ip--<r'! "";' Х1 (s) Z,. (s) - юр-2 SIIl 2 - COS 2 COS 2 {. , 

Выражение (22) равшrетсл, т·акии образом: 

1 ·1 (1, 2) 12 + J y (2, 1) J
2 - [у (2, 1) ']1* (1, 2) + tjl (1, 2) у* (2, 1)] х 

Х siн2-- siп2-+ cos2 -- cos2 - +-[ 
fJ 6' fJ О' 

2 ' 2 2 2 

о ~ о v ] + 2 cos 2 cos-2 siп 2 siп 2 cos (9- 'f 1
) , 

ЧТО СВОДИТСJI К 

JHl, 2)J2+ /у(2, 1)12- ~ [•];(1, 2)у*(2, 1)+ 

+ у(2, 1) ']1* (1, 2)] (cos 0+ 1), 

где 8 - угол между направленил:ми спина: 

-+ -+ 
cos 0 = l . п. = cos fJ cos 6' + sin О sin 6' cos ( 9 - rp'). 

(23) 

Выражение (23) может быть, таким образом, записано в следующеu 
виде: 

А/ '}(1, 2) -j- у (2, 1) 12 + В I Hl, 2)- у (2, 1) 12. 
где 

А. 1 (1- cos 0), 

Длл вычисленил вероятности дапнt;ГО сто.лкновенил :u:ы должны 
:восnользоватьсл как во.лновыии функцилми, си.:име'l.'ричны:м.н по отпu-

1) См. § 2 главы IV. 

7,, 
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шепию к простр':tпственпым: координатам Ч':tстиц, так и антисимметрич, 

ными волновыми функциями. Если зн'1.ченае веролтности, получаемо·. 
с помощью сю1метричных: функций, раnюrетсл Р8 , а вероя:тность, полу-

чаемал с помощью антисимметричных функций, - Р А' то действительное! 

значение веролтности 

1 1 
-4-(1-cos 0) гs+4сз+соs 0)РА, 

где f) угол между папр·tвленплми спинов двух: ст1,лкив·ыощихся: ч':tстиц. •. 
Если ::>ТОТ угол нек3вестсп, 'l'. е. если: ДВ1. СТ':tЛКИВЗ.ЮЩИХСЛ пучка непо- ·: 
ллризовз.ны, выражепие (24) должно быть усреднено по всем 0. так·, 
каr, среднее значение cos 0 равно нулю, веролтность равнлетсл 

+[Рs+зРА]. 
В 1и.чес·rве прииерз. рассмотрим пучок электронов, пло1•ность ко1'0-

роrо 1•акова, что в едппицу. вре:,1ени через единицу поверхности попе- '; 
речного сеqени11 проходит один электрон. Предположим, ч·rо э·rот пучок ; 
элек1'ропов ст~лкивз.етсл с отдельпым: свободным электроном, находл- · 
щпмся: вн'tчалз в покое. Определим отнесенную к единице времени_: 
веролтносrь такого столкновенил, в результате которого одн'1 из частиц': 
после столкповепюr будет двнгатьсл в н1.11равлепии, лежащем внутри :: 
телемоrо угла d,I) под углом: О к напрз.влению движенил падающего ' 
пучка. В та1юм случае 

в4 
Р8 = m

2
v

4 
[cosec4 6 + sec4 6 + 2Ф cosec2 6 sec2 О] 4 cos О 

и аналоги~но: 

е4 
РА = -. -, [ cosec4 6 -f-- sec4 6 - 2Ф cosec2 6 sec2 6] 4 cos О, 

iпiv" 

где 

ф = cos ( ~;;
2

1g tg2 о) . 
1 

Истинное значение веролтности определ11етсн вы:ражением (24) ( если: . 
наuравление сшша известно) или выражением (25) ( если направление . 
спина неизвестно). . 

От:ме·rим, что если спипы направлены одина1tово, то мы должны ,, 
пользоватьсн только антисимметричным: решением. Отсюда следует, чтg '' 
рассея:ние элекгронов на. угол 45° наблюдатьсл не будет. Если .же , 
спины антипар1ллельны, та1t что 0 равно 180°, чисJ10 расселнных :. 
электронов равннетсн 

т. е. совп<tдает со зю1.чениеи, предсказьпи,ем:ым классической теори:еii. 
Практически расселние пуч1ш электронов пеподв11жным:и электро- ·: 

на.ми оказьrваетсн возможным паблюдать лишь в том случае, когда.. 
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неподвижные" электроны лвлнютсн свнванны:ии атомными электро­
;аии. Падающий пучок дол.~,ен при этом обладать столь большой энер­
гией, чтобы силами свлзи и дв11женпем атомных электронов можно 
бътло пренебречь. :Если последнее условие выполнлетсн, мы имеем: 

21t~2 

~fiv<I. 
Член .Р в выражении (26) может быть, таки:м обравом, заменен еди­
ницей, за исключепием случал малых углов, когда отклоненил от клас­

сичееких форму.'! малы при любых условилх. 
Вил.льлмс 1) сравнил формулы (25) и (26) с эксперп:мептальныии 

данными, относлщимнсн к наблюденинм пад :шектронами. с энергией 
20 ООО вольт в камере Вильсона. IIpи nто:м было получено хорошее 
согласие с теоретическими фориул1ми. 

Расселпие протопов в водороде было исследовано Гер•rсепом 2), при­
чеъr были получены ;в;анные, говорлщие в польву формулы t25). 

§ 6. Стол1шовенле одипюювых .я.дер 

Еели пу,1ок а•rомов пропуск,1,етсл через га:,, сос'rолщий из атомов 
того же сорта, и ее.ли при этом r,нергил пучка тюtсвfl., что наименьшее 

р~tсстонние :ме~1:ду частицами при расселнии на данный угол меньше, 
нежели радиус К-оболочк.н, 'l'O влилнием ::~леюроnсв при рассмотрении 
с1·0.1ш.поnепил можпо препебречь. Число расселнных частиц опреде­

ллетсл при :т,м фориулой U) 
. cs 1\ +ел РА, 

Р8 и l'A. заданы вырQJКенилми (26), где in и Е - масса и зарлд рассма­

триваемых лдер. Вид ко:}ффициентов С8 и С л :зависит O'l' род, ста'rистюш, 

которой подчнплетсл дашюе лдро, а так.же от члсш1 кваптов спина. 

с[/) 
Отnошение [)~ равно отношепию 1штсnсивnос·ш симметричnых лиnий 

А. 

к ин1'еnсиnности лиm1ii аптиси:мметричnых во врощателъном по.1оса­
'rом спектре двухато:мnой моJ1еч .n.ы расt;:мат~;иваеиого алемента. Таким 
обравом, 

С.,:С, =s (s -t-1) 
~~ д 11, п 

= s + 1)/s п -n' 
8 h 

где ...:.1:_ угловой момент лд ра (длз: nротонов 
2~ 

(Ферми-Дирак) 

(Эiiпштеiiн - Бозе) 

[ 
s = -, длн Пе s,. = О, 
п 2 • 

длн Nв sn = 1 и т. д.). J;олее nодробnые сведения о лдерnых спинах 

читатедь :может найт:з: у I\'ронига4), КаJ1ыrапа и Шулера5). 

1) TVilliams, Proc. Roy. Soc. Л I 128, 41Щ 1930. 
2) Oert/1.sen, Ann. d. 1-'hys. :.1, 'i"6П, 1\1:н, 
3) &Ы, Zs. f. l'hys. ~О. 5 ,v, 1Щ31J. 
4) Лропи~. IJ олосатые спектры. 
5) Кallmami und Schiiler, E1gebuiвsc d. exact. Naturwiss, 11, 265. 1932. 
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НЕОДНОРОДНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАННЕНИН 

В этой главе рассматрив1ютсн методы решепин пекоторых диффе- ', 
ренциальных ураnпений типа 

J,W = J,', 

где I, - .юmейный диффереш1,иальпый оператор второго порнд1ш, 
а F - некоторал извесшал фушщин. 

§ 1. Обыкновенные дифферющиальные уравненнк. Общее 11ешенне 

Общий вид рассм11тривае:мых n :1том параграфе дифференциальных,. 

уравпепии 

где р, (1, f- ШШеС1'Нl,Н~ фушщии от :i:; с ПОМОЩl,Ю ПUДС1'аПОВl,И 

х 

.11 = W ехр [ - ./Р dx] 

:~то уравнение может быть приведено к виду 

d2W +QW=F. 
dx-& 

Мы ограниqимсл поэтому рассмотрением ур-nин (2). 
:заметим, что уравнение вида 

d2y 2 dy , 
dx-~ +--:;: -,i~ + qy = 1 

с помощью подстановки 

у= х-1 q,· 

может быть приведено к форме 

d•W 
-d ., +qW=fx. 
х~ 

Существует несколько методов решения ур-нин: (2). 

Обыкновепн:ые дифференциаль'н:ые уравпения 103 

J,femoд I. Предположим, что нам известны два невависиJU,IХ peшe­

в:JJJI ур-ния: 
d2,J; 

• 1 (11 о dx2 т 't'i'= . (3) 

обозначим их через ~1 и у2• Из ур-пин (3) следует. что 

d ( d·~ dф ) dx t1 d~?.-Y2 ах1. =О. 

Мы :м:ожем поэтому умножить у1 и ,i,., на постолнные ко,~ффициенты: 
т111.пи образом, что 

(при любых :.r:). (4) 

:Если <j,1 и 72 выбраны тю:, что соотношение (4) удовле·rnорнетсл, то 

з, ь 

W=·~1 (х) ./t2 fi'dx+12(x)j'"t1F'dx (5) 
х 

nредставллет собою решение ур-нил (2), как Э1'0 может быт1, прове­
рено путем подс~'ановки (5) в ур-ние (2). Так как, далее фующин 
(5) содержит две произвольных постолнных а и Ь, она нвлнетсл 
общии решением ур-нил (2). 

Этот метод рассмотрен подробнее в книге JCypanm - Гильберт, 
Методы :математической физики. 
Ш етод 1 I. Предположим, что нам известно одно иs решений ур-нил ( 3); 

обозначим его через ч,. Сделав в ур-нии (2) подстановку 

w =ч,~, 
)(Ь[ получи:и: 

_(i2~ ,); --!-- 2 ~- dч, = /1. 
dx~ ' ' dx dx 

Отсюда, следует, что 
х 

d( J ф\J -._:-_ = р,,, dx' 
' dx -r ' 

(6) 

и далее 

::1.: х' 

q,· = 'i'(.т) .f ['f (х'))-'А dx' f J;'(x") "r(x
0

) ах1'. (7) 

~ а 

Выражение (7) представллет собою искомое решение, содержащее две 

произвольных постоянных а. и ~-
Для зад1ч, рассматриваемых в этой главе, наиболее приго.цныv 

.я.вляется первый метод. 



Неодпородпъ~е диффереициалы1,ъ~е урав%е1tил 

§ 2. Решение, удощ1етворяющее 1'рапичныJ11 ус.11ови.ям 

В этом параграфе мы покажем, ка~ найти решение уравненюr 

d21Jf 
dx'l + QW=F(x), 

удовлетворяющее определенным граничным условиям. Предположим,, 
что функции Q и F удовлетворяют следующюr условиям 

Р(х) - О при х- =, 
причем функция Р (х) rюнечна и дифферепцпруема во всей 
О < х < = , за ис1,лючением то'IКи х = О, где у нее может 
полюс порядка х-1, а 

Q(x)=Л-ll(x), 

где Л - постолнпал, а lJ - фупкцил, ддл 1ютороii 

:rll(x)-o при х- =, 
при,1ем U(x) l{ОПечна и дифференцируе111а во всей обю1с1'И за исключе­

нием 'l'Очки х = О, где она може'Г юrе1ъ полюс вида ~i___~ + l) (п-по- ' 
,'r;2 ' 

ложительное целое число или пудь). 

Наложим па фующию чr два сдедующих граю1,шых условил: 
1) В точке х = О 1J! доджн:1 обращатьсл.в нудь. Из характеристического 

уравнения следует, что вбдизи х = о одпо из решений буде'!' вести 

себя как xn+i, а другое ка~, х-"; в начале 1,оордипат одно из решений 
будет таким образом обращаться в нуль. · ' 

2) Второе граничпое условие свлзано со нпа~юм А. ЕсJш Л поло­
жительпо, мы б~·дем по.вга1ъ 

Л=k2 

и выберю1 W так, чтобы при х - o:J 

W ,..._, con1,i · c;'·.r. 
Если А отрицательпо, мы выберем функцию Ч:' 'Га~шм образом, Ч'l'Обы она 
была rюнечна при х - =· Мы увидrв1 в дальпейшем, что :J'l'И два ус.110-
вил ио;шос1ъю определшт \LJ·, и что всегда 01щзывается возможпым нaii'rИ 
фующию IJ!, удовлетворяющую :J'l'ИM условиям при всех :1наче­
nилх А, за ИCl(JIIOЧeirнeы одного Ч11С'ШОГО е.чучая. 

Рассмотрим сперва c.iyчaii по.110,1:нте.льного Л. Иm'ересу ющее пас 
уравнение имеет вид 

d21Jf ~_{ ., + [k2 - (} (х)] \_];. = р (Х). (8) 
(,XJ 

Обоsначшr через у 1 обращающеесл в нуль в па.чаде 1юордина·r реше- , 
nие уравнения 

( 9) 

Решеппе, удометворя10щее zpa1tU'Ч,HЫM услов1tям 

, Uредnоложим, что <\11 нормировано следующим образом 
1

) 

11 ~ sin (k.~ + 11) (х велико) 

Через <1,
2 
обоsначим решение ур-нил (9), для которого 

1
2

,..._,k-1 expi(kx+11) (х велико) 

]Ip« всех значениях х •i1 и у2 удовлетворяют соотношению 

dyl rlyo ,i, ----Ф ~"- = 1. 
' 2 dx · 1 dx 

выражение (5) лвллетсл, таким образом, общим решением ур-нил (8). 
Обращающееся в пуль в начале коордипа'г решение буде·r, очевидно: 

х х 

ч,· = у1 (х) ./·i2Fdx-q;2 (x).f•i/"dx. 
~ о 

(10) 

]]ри х - и::, оба интеграла сходлтсл; решение исr,омой формы д;1.11 6о.1ь­
ших х иы подучим, положив: а= оо. 81'0 дает: 

со 

,1r k-1 ;il"c+i'J r 1 па, .~ -- С ~l.L' ·Х. 

'о 

(11) 

Решение требуемой формы всегда мuжет быть, 'l'а,1шм обрмо», найдено 
при условии' сходимости ин'rегра.лов 

со 

./z"_(x) ехр ("--+--ikx) 1Lx 
u 

Р;~.ссмuтрим 'Геперь случай отрицатедьпого А. Нолагал 

А =-·,-2, 

:иы будем решатт, уравнение 

i''W с_:__ -L [ - 12 - U(x)]\JJ' = 1"( х) 
1tx2 ' 

(11; 

при уt:ловии, Ч'ГО фушщия W обращаетсл в нуль n начале коордившr 
и ос1'аетсл копсчпой па бес:юпечном расс'rолпии. 

llусть понрел,нему у1 - решение уравнеnюr 

d2,J, 
-ri'x~-\-[-12-U(x)]y=O, (l::J) 

обращающеесл в n-уль в начале коордипат. В общем случае ;JTO реше­
ние, соответстnующии обраsо:м: нормированное ири больших х, будет 
nести себя ка~. ехр ( + 1х). Только при некоторых опреде.:rенных .. sна.­
чевиях "{ (rобствопвых :ша.чениях) •,!, будет иметь асимнтотичесюш E:И.JI 

ехр(- 1:с). 

1) См. главу П. s 1. 
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Если I не является собственны11 значение.и, то искоиое 
:иожет быть найдено следующим обрч.зом: обозначим через t 2 
ур-ния (13), имеющее асимптотический вид 

'f2~ ·г1 ехр ( -1х). 

Тогда. пcr.01.roe решепие ур-ния (12): 
х х 

чr = ~-( q;1 f y2Fdx-q;2 f y1Fdx) 
(:О о 

<;тре:м:ится к пулю при возрастании .т до бесr-iонечности, если при 
F'(x)-o. . 

Если 1 - собственное значение, то решение 'fp обращающееся в нуль 
в начале коордив:tт, имеет асимптотический вид ехр ( - 1х), а в ка.., 
честве у2 мы должны выбра·rь решени·е, ведущее себя как 1- 1 ехр 1х;, 
обращающееся в нуль в начале координа·r решепие ур-ния (12): 

х :r 

'}' = + ( 'f 1 f t 2F dx - •'r2 J у1 F dx) 
а о 

лри больших х будет вести себя кат; 

'::r 

. ~ ( е-тх J •'y2 Fdx-r:-;x ,-1 f y1Pdx). 
(/, о 

Иожно показать, ч1·0 первый член этого выражения конечен, так как 
F - О при х - со; мы можем, таким обра.·юм, получить конечное peme-: 
няе в том и только в том случае, если 

х 

j\1 Fdx-o. 
о 

Второй метод, с помощью которого может быть 
ур-ния (12), есть обычный метод, применяющийся 
щений. Положим 

fi'(x) = ~ а"1 .. (х), 
n 

W (х) = ~ Ь"у,. (х), 

где у" - нормированные характеристические функции уравnепшr 

d2ф~ + [ -1' 2 - и (x)l v =с (). 
clx2 " ·" 

подчиняющиеся следующим: условилм: пра х = о ,;, дод.шш, о6ращатьм 
r. нуль, а при х = со оно должно ос'1·аво.1ъся клне•шьш. 
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В апном случае суюшровапие включ'1ет также и интегрирование 

O 
не:рерывной обл'1сти 1"2 ( - 1,/· положительно). Дискретных зна­

u ний 1 2 может даже и не быть вовсе. 
че Под;авллл функцию (16) в ур'1внение (12), умножf\Jt последнее 

,1, и интегрирул по всем х, получаем: 
яа ,,. 

ь,. = an (,,.2-12)-1. 

Если 1 -одно из характеристических значений, напрамер 1,,., то реше­
ние обр'1щающеесл в пуль при х = О и при х ==,существует только 

uрп условии: ат= О, т. е. если 

ос 

./Р(х) у,,, (xJ (/~1; = О. 
о 

Последнее условие ,JКвивалентно условию ( 15 ). 

§ 3. Дифферени,иадьные уравюшин в чмтных проиаво7~ных 

В этом параграфе положение точки в трехмерном прострапстве :мы 
будем определлть ее декартовыми 1юординатами (х, у, z), или же сфери­

-+ 
ческими координатами (r, О, 9), или же вектором r. 

Обо:значим через L оператор: 

!~= v2+k2- lJ(r), 

Г)1,е И (1·)-фушщил, д.ля которой 

yrJ(r)-o при r - =· 
Обозначим через J,'(x, у, z) функцию, для которой rP- О при 1· - =· 
Нашей задачей лвллетсл нахождение решения у уравпеnия 

E•i=F(x, у, z), 

удовдетворяющего следующим граничным услониш1: 

у копечпо во всем пространстве 

(18) 

•i ~r-1e11" f(6, 9) (при больших 1·), (19) 

где f (О, 9 )-- подлежащал определению фушщин. 
(18) "' • u J? в рлд по Длл нахождения решения ур-нил разложи" У ... 

шаровым функциям. Положим 

dm 
Г т (cos О)= sin"' f) ----Г (cos О), (т > О) 

,. d(cosfJ)"' " 

в буде-м счи1·ать, ч·го 
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Положим: далее: 

ел т --~ -t- n 

F(x, У, .i) = ~ ~ А,."' (r) Pn"' (cos fJ) e"m'f 
n=o т =-n 

Искомое решение у представим в виде 

•Нх, у, z) =~~В" т (1·) Pn"' (cos 6) e'111
'f. 

п rn 

Подставив эти выражения в ур-ние (18), умножив последнее па 

Р.,"' ( cos О) е -im<p sin (j dO d? 

и проинтегрировав по поверхностп сферы (т. е. по О от о до 2 т: и 
~ от О до 2т.: мы лоJiучим: · 

_ *2 n ~2 : 1 -, 1n т 1 d ( dR т) ( п (п -'- 1) ) -- ;- d 1 -l - + 7. - L (r) - ----~-- В = А (1·) r 2 1· ( r 1.2 " " • 

Полагая далее 

IIOJiyчae)r 

_drl2" Ь"т + ( 7с2 ~ И (r)- п (n+ 1)) Ь "'= t·A ,n(r') 
у.:. r2 n n , 

т. е. уравнепие типа, рассмотреппоrо нами в §§ 1 и 2. с помощью ! 
выражения (14) паходим решение ур-nия (2!), удовJiе•гворяющее 'L'pe- -
буемым граначттым усJiоnилм: 

H"n, = -kLn (r) j'п,. (r) А/' (1·) 1·2 d1· --
r 
r 

- kH .. (r) f L,. (r) Лn"' (r) 1·21/1·, 

о 

где /,,,, н .. - решеnия уравнения 

_!__~( 2 dL__) 1 (·:2 ·n(n+l)) _ 
ri dr r 1{1· Т 7. - ll (r) - -~-,:'2-- - L = О, 

причем 

что его 

L" конечно в nачаде координnт п нормпровапно 
асюштотичес11.а.я фор1ш, 1) 

L,. ~ (kr )-1 siп ( kr -+ пт: + "tJn), 

таким обр:ыюд. 

1) См. г.11:аву II, § 1. Ус.::ювпе конечности L в начале координат опре.це­
.~яет '1n. 

Дифференциальпъ~е уравпения в 'l{U.cmnыx производных 

аспмитотическую форму: 

J-[n ~ (lcr)-1 ехр i ( kr - ~ n1t + "tJn). 
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выnя.жения (20) и (22) дают наУ искомое решение ур-ния: (18). 
Во многих СJiучалх оказываетс.11 удобным представить это решение 

II виде интеграла: 

у= f f.f К(-;, -;')F(x',y',.z')dx'dy'rlz'. (23) 

Полага,л 

.где 

<Х> 

К=-.!_~ (2n+l)L,.(r)Hn(r')P,.(cos0) (r'>r) 
47t ~ 

n=O 
(Х) 

= _}!__ ~ (2n-j-l)H,.(r)L,.(r')P,.(cos0) (r>r'), 
4т: ~ 

n=O 

cos 0 = cos fJ cos О' + sin О siп О' cos ('Р - g/), 

легко показать, ч·rо фующил (23) является искомым решение:и. Действн­
тельпо 1) 

2r: r; 

;· dт, 1· sin6dOP,.(cosв)P,,m(cos0) ехр (imcp)= 
о о 

- 4тт 
- Р '" (cos О') ехр (im<r1'). 
2п+ 1 п · ' 

(24) 

()тсюда следует, что выражение (23) :жвивалентно })ешению, опре,и:е­

ллемому выражениями (20) и (22). 
§ 3. 1. Асимптотическая: форма решения:. При бо.llьших ,. и за­

-+ 
данном. r' имеем: 

(_'С' 1 

]{(;, ;,) ~ _ :" ,.-1 eikr }: (2п + 1) е-~ iпг. +iг,п L,. (r') Pn (cos 0). 

n=o 

.Обозначив через 'б (r, 6) фующию 2
) 

<Х> • 

~= ~ (2п+1)i11е•т;пL .. (r)Г,.(cosO), 
n=O 

1) Уитте1'ер и Ватс011, Курс современного анализа, ГТТИ. 
2) Гд. II, ур-иие (16). Асимптотическая форма. g: имеет nид: 

ехр (ikz) + r-1 f (6) ехр (ikr). 
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Решение у имеет, таким образом, асимптотическую форму: 

y,_,_
4
~,.-1 e

1
kr f f f &(r',т.:-0)F(x',y',z')d.x'dy'dz', 

при условии, что интеграл сходится. 

Уравнение 

[,у= F(x, !!, z), 
где 

1, = 'v72 -12- И (r), 

может быть решено анало1'ИЧВЫ'1: образом. Конечное решение всег.ц 
может быть найдено, если I пе явллетсл собственным значением урав 
пенил (см. § 2): 

f_,·~=0. 

§ 4. Решение ураnнепиа ( 'v 2 + k2) у = Р (.х, у, z ). 

Уравнение ('\7 2 + k?.) ·~ = P(:r, у, z) представдне'l' собою частный слу · 
чаи ураnnенин, рассмотренного нами в предыдущем IIз.раграфе; оно. 

· получается 1lЗ него при lJ (r) = О. В этом случае ' 
iJ(r, 6) = ехр (ikz) ' 

и следовательно, согласно (25), а с им нто т и чес к а я фор .м а 
HИJI у: 

'f ~ - }1tr- 1 с1kт f f f ехр ( - ik~ · -;,) Р (х', у', z') dx' rly' dz', 

-!> 

где п - единичный вектор в наIIраnлении 6, 9, так что 
-+ -+ 
п · r' = r' [cos О cos 6' + sin О sin 6' cos (rp -9')J. 

Решение <J; имеет вид 

<J;= f.f j'к(;, ;')Р(х', у', z') dx'dy'dz', 
где 

' -+ -+ 
К=_ 2_ ехр (i!.: / r :-::::-_,., /) 41t -+ -+ ' 

/ t·-r'/ 
как это может быть показа~ю с помощью ур-нил (24), или же непо.: 
сред()твеuпо следун.,щи\f оnразом: : 

Воспользуемся тeupelioй 1), согдасно которой длл двух конечных и 
два.жды дифференцируемых фующпй f и g и nе1шторо1'0 объема О, 

ограниченного замкв::утой поверхностью :Е, имеет :место соотношение 

f(r~-gif)ds= f f fcrv 29- 9v2ndxdyd?. 
~ ~ 

1) Jeans, Electrici.ty ап-1 Magneti.sm, стр. 160. 
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' 3 есъ д/дп означает дифференцирование по внешней нормали к эJiе­"евту поверхности dS объема !2; в .1eвoii части равенства интегриро-
11 ~ .. б 
авае производится по поверхности .... , в правои части интеграл еретс.а 

: 0 объему О. Воспользуемся атой теоремой, заменив функцию f реше­
нием: ·~ уравнения (26), удовлетворяющим граничным условиях. В каче-

-+ -+ 
стве независимой пер1:Jменноii выберем r', так что f = •} (r'). Вместо g 

-+ -+ -+ 
подставим выраженя:е ]( (r, r'), рассматривая его ка1; функцию от ,., up11 

-+ 
nостолпном r. В качестве 9 мы возьмем объем, ограниченный двум.а 

-+ 
сферами Ф1 и Ф2 , центры которых находлтсл в •rочке r. Радиус 
сферы Ф1 обозначим через р1 и будем стремить его к бесконечности; 

-+ -+ 
радиус р2 сферы Ф2 будем стремить к пулю. Точка r = r', в которой 
к имеет полюс, наХJоди·rсл, •rаким образом, вн~ объема &!. 

В результате мы получаем 

J (11,::~ -кJ1,)а8'= f f f(•f'\7 2K-Kv7 2•1!)dx'dy'clz'. (29) 

Далее, во всем объеме О 

11. 

v2~=-k211,+P(x', у', z'). 

Права.а часть ур-пия (29) равняется, таким образом, 

- .// f К(-;,/) Р(х', у', z') dx' dy' dz'. (30) 

Интеграл, стоящий в левой части ур-ния (29), может быть разби1• на две 
части: интеграл по внешней поверхности Ф 1 и интеграл по внутрепnей 
поверхности Ф2 • Воспользовавшись асимпто1ическими значениями <J; и К, 
легко показать,, ч•rо при возрастании радиуса Ф1 до бесконечности пер­
вый интеграл стремится к пулю. Выражение 

f д<J; 
K--dS' 

дп' 

обращается в пуль при Ф2 --+ о; ]( имеет по.11юс первого порлдьа 1, 

I\елтре шара, отr,уда следует, что при Ф2 --+ О: 

J
. дК -+ ' 1 
дп' ydS'--+ -•Hr) J ;1tj;=--> f dS'. 

w1 W1 

Сравнив нто выражение с выражением (30), находим: 

у(;)= j f f к{;, ;')F(x',y',E') dx'dy'dz', 

что в требовалось доказать. 



ГЛАВА YII 

РАССЕЯНИЕ СИЛОВЫМ ЦЕНТРОМ 

(Иптегралыrое уравнение; раsличные теоре~rы1 

§ 1. Приближение :Ворпа 

Стоящал перед нами в этом параграфе sадача, подобно задач 
·r.1авы П, sак.1почаегся в раесмотрепии рассеяния пучка частиц srtдaв-· 
ттыи силовым полем V (r); в этой главе мы найдем приближенные 
формулы, справедливые только длл быстрых частиц; получение их ок 
.жется sна.чительно более простым, нежели получение точных формт.1 
г.11:авы П [ур-ние (17)]. 

Мы: будем решать волновое уравнение 

v2,~ + (k2- U(r)] у= о, 
l'де 

k2 = 8т:2mE/Ji2, И (r) = 8тт2т У (r)/li2, 

а у ииеет асимптотический вид 

у,._, e·kz + r-l elkr f (6). 

Яоспо.в:ьsуемсл ,цокаванной в § 4 главы VI теоремой, сог.~ш,сно 
наибо.1:ее общее конечное решение уравнения: 

v2y+k2y= F(x, у, z), 
-+ 

l'.Це F ( х, у, z) = Р (r) - иsвестная функцил, имеет вид: 

.,. G . ) 1 Jexp (ik 1-; _ -;, 1) п -+,. а , 
'J'= (х,у,е - 4тт -~

1

-+-~,--- 1' (r) t, 

r-r 

причем G - общее решение уравненил 

v 2a+k2G=o. 
Отсюда следует, что общее решение ур-нил (1) 
:щтеrраJIЬному уравнению 

, G' 1 Jexp ( ik / ;-;, 1 ) И ( ') .,. (~- d , •-;,= -- r -rr) t. 41t -+ -+ . 
/r-r'/ 
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·аnтеграл, столщий в правой части этого равенства, характеризует 
... ~ ел волну· дл"' того чтобы i.!J, могло иметь асимптотический ра.с:х:одящую , .,_ 
вnд (2), мы должны, следовательно, положить: 

(; ' lkz 
т=(' • 

для нахожденил f (6) мы воспользуемся асим~тотической формой выра­

женnя (3) при больших r. Обозначал через п единичный вектор на­
-+ 

nравленпл r, т. е. 

-+ 
п = (sin 6 cos 9, siп 6 siн 9, cos 6), 

:иы имеем: при r' ~,· 

-+-+ -+-+ 1 
I t' - r' 1 ,._, r - 1i • ,., + члены порлдка r 

(4) 

Формулы (3) и (4) явлюотсл точными. Интересно отметить, что рас­
сеянная волна имеет такой же вид, как если бы каждый элемент 
объема рассеивал шаровую волну с амплитудой равной, на единице 

расстолпия, выражению - 21tmh-2 У (r) d't, умноженному на амплитуду 
падающей волны в данной точке 1). 

Предположив, что волпа не сильно диффрагпруетсн рассепвающи:м: 
· центром, мы можем определить функцию f (6). В этом случае функция: 

-+ .. •• 
']1 (r') в интеграле (4) может быть заменена невозмущеннои волновои 
функцией ехр (ikz'). Это приближение справедливо только для быстрых 
частиц ( см. § 2 и главу IX). 

Мы получаем при этом из ур-ний (2) и: ( 4): 

. lf . -+ -+-+ . 
{(6) =---= ехр [ik (п0 -п) · r] U(r) dt, 

4" 
(5) 

-+ .. 
где 1i0 - единичный вектор, направленныи вдоль осп z, так чrо 

-+ -+ ф ::: = п . r. Этот интеграл может быть вычислен с помощью с ериче-
о -+ -+ 

с к их координат а, ~. если оеь а = О направлена вдоль вектора п0 - п. 
:Мы получаем при это11: 

2-r: r. Г:() 

{(6) = - 4lif d~ f sin (1, da f r2d1· eiКr cos a:u (r), 

о о g 

1) См. Иott, Proc. Roy. Soc. Л. 12?, 658, 1930. 

8 Зак. 347. Теор и.я атомных сто,rкповен11i\. 
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rде 

~ ~ • (j 2 / 
K=k/n0 -n/=47t sш-2. fл, Л=~=-~ 

1с rnv 

ВыпоJ1нив интегрирование по а и ~. н:м:ее:м 

= 
f (6) = - ---:- V (r) r2 dr. 87t2mf sin Kr 

/1,J Kr 
о 

Эта формула н предстаБллет собой искомый результат; интенсивност · 
ИJIИ ~еронтность расселнин внутри телесного угла dw определнетсл вели, 
ЧИВОИ / f (6) /2 dw. 

Если V (r) характеризует атомное поле, то часто ока.зываетсн удоб­
пы:м: nреобразомrь выражение (6) к форме интеграла, содержаще!'() 
плотво~п. sарлда в аrоме; обозначал через - ер ( r) плотность sарлд 11· 

в .пюбои точке, получаем: 

V (r) = - Ze2+ в2JР (r') dт.' ,. ~ ~ . 
j r-r'/ 

llодставлнн выражение (7) в интеграл ( 5), мы получаем 
ооотвошенил 1) 

Jexp (i: · ;-,) dт.' = 47t ,; . ; 
~ ~ 1 ~,-,е 

/ r - ,., 1 t п -

с.nедующий окончательпы:й результат: 

f (6) - 87t2m 2 7, - F (fJ) в2 г 6 
-~в к2 = 2mv2 [Z-F(6)]cosec2

2
, 

r.це 

= 
F(,,) f sin Kr 

•J = 4т.: р (r) Kr r2 dr. 
Q 

Величина. Р ваsываетсл обычно атомным фактором расселнин; она была. . 
вы~слена. в некотором интерваде значений К ,плл всех элементов 2). ; 

сlормула (8) может быть сравнена с соответствующей формулой 
длл ревrгеновых лучей. Интенсивность рассеянпл рентгеnовых лучей ' 
атомом на угол О вну1'ри телесного угла dw равнлетсл 

[ ~~2- Ji"(O) J2 dro (1 +cos2 О). 
Сходство этих двух выражений може:г быть обълснено nе•ьма 

стым образом з). про-

1) См. § 1. 1 главы: XI. 
2) Си. главу IX. 
3) Си. Mott, loc. cit. 

·С~отпошепие .межоу ф-лой Bopna и точной фор.Аtулой оля f (О) 11б 

§ 1. 1. 3амечания о раеее.янии, определяемом формулой Борна. 
Аиплитуда рассеяния может быть вычислева с помощью формулы (6) и.111t 
формулы (8). Из этих формул следует, что расселние зависит только 

от sin ~ / л, т. е. только от v sin ~. В случае точной формуды гла­
вы П :мы имели, одпако, иной результат. Приводимые здесь соотно­
JJJеНИЛ можно считать справедливыми лишь при тех условилх (бы­
стрые электроны), когда применима формула Борна. 

Из формулы (6) следует, что в том случае, когда V (r) стремите.к 
к нудю быстрее, нежели ,.-з по мере воsрастанил r до бесконечности, 
фующил f (6) при убывании f; до нулл остаетсл копечной. Это спра­
ведливо также и длл точной формулы, определлющей f (6) [си. ур-ние 
(17) гдавы II]. 
, Длл sаданцого атома при 6 =Означение f (6) от v не вависит. При 
больших sначенилх v функцил f (6) с возрастанием 6 убывает быстрее, 
нежели при малых v. 

При возрастании К функцил F (6) стре:митсл к нулю, откуда можно 
заключить, что при больших скоростлх и больших углах расселния / (6) 

6 
стремитсл к (Ze2/2m1J2) cosec2 

2 , так что расселние обусловлепо в ос-
новном влилнием ядра, как это и следовало ожидать. Отсутствие фа­
:ювого :иножителл в выражении длл f (6) [см. ур-ние (16) главы Ш) 
явллетсл следствием примененил прибдижевил Борна. 

§ 2. Соо,rношение :иежду формулой Борна и точной формулой 
для f(O) 

Точная формула ддл f (fJ) [ см. ур-ние (17) главы ll] 
w 

f'(O) = 
1
k ~.., (2п ~ 1) [ехр (2i1j,.)-l] Р,, (cos 6). (10) 

2i· ~ 
n=cO 

Формула Борна дn,ет [ем. ур-ние (6) ]: 
w 

. 81t2m f sin Kr 2 /(О)= - - - V (r)-- ---r ar. Ji2 . Kr (11) 
() 

В :)том парn,графе иы вылепим-при каких 06С1'олтельстnах фор­
муд:1 (11) лвлнетсн хорошим приближением к форму.хе (10). В § 'l 
r"щвы 11 быдо наiiдепо прпближенпое выражение ддл "tj,,, еправедJiивое 
nрп малых зпаченилх 'iп· Мы получИJш при этои 

Q) 

81t2mk f _ 
1J,. ;:::::;: - -,~,г- V (r) [{,, (r) ]2r2 dr , (12) 

о 

где 
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Форкулы (11) и (12) были получены нами в результате рассмотрен 
V (r) как малого возмущенин; можно ожидать поэтояу что падет 
вив (12) в (10), мы получим формулу (11). Это подтвер~дае~сл с п 
мощью хорошо известного разложения. 1) 

sin К1· ~ 
-J(r = ""8i (2п + 1) Р,. (cos О) (f,. (r)]2, 

n 

ес.~и ехр (2i11n)-1 в выражении (10) заменено через 2i1Jn· 
Формула (12) часто оказывается. пригодной для. вычисления. YJ" даже 

в том случае, когда 11n одного поря.дк.а с~; в этом случае пользоваться: 
2 

формулой Борна нельзя; однако выражение (12) может быть непосред­
ственно подставлено в формулу (10) (с:1[. § 5 главы IX). 

§ 3. Rлассический предм квантовых форму.~: расtеяпин , 
Хорошо известно, что, полагал в любой формуле квантовой теории, 

h--+ О, мы получим соответствующую формулу классической теории.~, 
Представллетсл интересным показать, что это имеет место и для. нашей 
формулы [ см. ур-ние (17) главы II], определя.ющей число частиц рас- ' 
селнных полем V (r). Мы можем выяснить при этом, при каких ус;овия.х" 
число rассея.нных частиц будет одинаково с точки зрения. обеих теорий. :. 

Наидем прежде всего выражение для. числа рассея.нных частиц да- ·. 
ваемое классической теорией. ' ' 

Если рассеивающий центр поместить в начале координат, то урав· 
нение длн любой орбиты с энергией Е и угловым моментом J в по­
.ллрных координатах r и 'f будет иметь следующий вид: 

r 

ер+ f ддJ[2m(E-V)-J2/r2]~dr=o. 
Если r O - положительный корень уравнения.: 

2m (Е- V)-,72/1·2=0, 

а а. - rгол междr асимптотами орбиты, то 

•.. 
причем тгол отклоненил ft· определя.етсл уравнением 

6=т:-а. 

С помощью ур-ний (14) и (15) мы можем, таким образом 
импульс J, соответствующий данному отклонению 6. ' 

Рассмотрии теперь поток частИI\, движущихся. со скоростью v в ко­
тором в единицу времени через единицу поперечного сечения. 'прохо­
дит N частиц. Вероятное число частиц, пересекающих в единицу вре­
мени плоскость, перпендикуля.рную к направлению потока, и обладающих 

1) пт atson, Theory of Bessel Functions, стр. 363, ур-ние (3). 
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рJiовыи моментом в интервале :между J и J + dJ, равнлетсл при это• 
21tNJ dJ/т2v2. 

Число частиц, рассеянных между углами 6 и 6 + d6, определяетсл 

:выражением: 
21tNJ dJ ---~-(16 
m2·v2 d!J ' 

при чем зависи_мость J от О даетсп выражениями (14) и (15). В § 1 
главы II мы обозначали это число через 2тсNТ (6) sin 6 d6. Иы имеем: 
таким образом: 

(16) 

Рассмотрим •rеперь формулы квантовой теории. Нас интересует 
решение уравнения 

a2L 
-([;.2-+ Р (r) L = о , (17) 

где 

р (r) = 8~:rn (Е- V)- п (1irt-"Q_. 

'Гак как иы рассматриваем случаи h--+ О, :мы можем предположить, 
что Р велико. В таком случае реmенил ур-ния (17) имеют следующий 
11риближенный вид 1): 

1 r 1 

F-4 ехр [-+-i f F2 ar]. (18) 

Нас интересует линейная комбинацил этих двух решений, я.вллющаяея 
конечной в начале координат. Длл ее нахождения за:мети:м, что F (r) . 
ииеет только один корень r0 в интервале между r = О и r = оо. При 
r < 1·

0 
F (r) отрицательно, при r > r0 F(r) положительно. Решение (18) 

будет поэтому колебательным при r > r0 и экспоненциальным при r < r0 • 

Искомое нами решение будет, таким образом, экспоненциально у бы­
:в ать с уменьшением r в случае r < r 0 • Оно ииеет следующий :вп,1,: 

(19) 

Эта формула представляет хорошее приближение длл L,, (r) .1ишъ 
в области r > r0 • Асимптотическая его форма при больших r: 

со 

const Х sin[i + f {P'I•- k) dr + k(r- r0)], ( k2 = 8
11:

2

~~ 1,}. 
r, 

1) Jeffreys, Proc. Lond. Иath. Soc., 23 часть 6 или s 6 гл. 1 этой книги. 
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· д.в.а: 11 .. [см. ур-вие (15) главы II] имеем: в данном приближении следу· 
ющее выражение: 

1 . 00 1 

11,. =41t+{1иt-kr0 + J [Р2 -k] dr. (20) , 
, .. 

Им: 111ожпо воспольвоватьса: дщ1 вычисления рассеmшн в случае боль­
ших т~п ( с:м:. § 3. 1 главы Х.Ш). 

Для вахQ.щцения амплитуды рассенния f (6) мы должны просvм:миро-
1 

вать ряд ~ 

f (6) = 2~k ~ (2п+ 1) [ехр (2i11,.)- l] Р,. (cos 6). (21) 

Так как значение супы определл:етса: в основном членами с большими 
:;=:;~~:м: ва:м:еиить Р,. (cos 6) его асимптотическим: выражением 1) щ1л 

1 

Р,. (cos 6) ,_ [ n1t :in 6 Г' sin [ {п + ~ )6 +-: ] . 
38.метим, прежде всего, что ра.сходящийсл: ряд 

~ (2п+ 1) Р,. (cos 6) (6 ф О) 

:ножет быть те:и: не :и:енее nросу:м:м:ирова.н, ecJ,IИ ра.ссматривать его как 
предел степепяоrо ряда. с таким же радиусом сходимости, и что сумма 
эта ра.вна:етсл: пулю. Мы •ожем поэтому вычесть этот ряд ив выраже­
ния (21). Для f (Q) м:ы: получим при этом расходящийся но сум:м:иру-
.ющи:йон ряд ' 

((6) ~ А (п) {ехр [iB(n)]'-exp [iB' (п)]/, (22) 

1 ....!:_ 
А (п) = -

2
k (2n/1t sin 6) 2 

В(п} = 211,. + ( п + ; ) 6 + : 

В'(п)=211,.-(п+{)е-:. 
Д.1я ,ою, чтобы просу:и:м:ировать ряд вида 

~ А (п) ехр [iВ(п)], (23) 
п 

1) См:. иаприкер Jahn'ke-Emdв, Fuuktionentafeln, стр. 81. 

' Ооотношепие между ф-лой Вор,ш и то"ной форму,:юй для ((6) 11.9 

!fЬI должны выяснить, имеется ли такое вначевие .п-, при котором: 

dB(n1 =О. 
dn · 

Если такое значение п = п0 существует, то вблизи 1~0 будет ииеться 
ooJIЪmoe число членов ряда, дп которых ехр [iB (п)] сохраняет почв: 
постояив:ое вначение. Су:м:.м:а ряда определяется, очевИАИо, в оояовиоI 
этой областью. Выражение (23) :может бы:тъ, таки:м:. обравом:, ваиеяев.о 
выражени:е:м: : 

+оо 

A(n
0
)exp[iB(n0)J f exp{i~(n-n0)

1}d•, 
-ro 

r;s;e ~-2-( d2B) 
- 2 ап' n=п.. 

Бычис.mв этот интеграл, получае:м: 

1 

А (п0) (1t/i~)2 ехр [iB(n0)]. (24) 

Выясии:м: теперь, обращается .хк в нуль прои.вво.цяаа: от В(м) ип 
В' (п) при mбо:м: положительном зв:ачении п. Ддя: э,оrо ,J!;OJIЖBO бlUo 
6ы соб.J1ю;а;а.тьс.а: с.1едующее условие: 

д foo 1 
2 дn [F2 -k1 ar+1t±6 =0. 

r. 
По.хаrа.я 

00 1 

J 
д - 1t 6 
дJ [2т (E-V)-J2/r'] 2 dr+ -+ 2 =0, (25) 

!'о 

Вмв в это:м: выражении оrрицательпы:й ввак перед посJ1едв:и11: uено:м:, 
иы получи:м:. ур-ние (14), определяющее классический угловой :ио11:евт 
э.хеитрова, рассеянного на угол 6. Легко видеть, что при выборе по­
.10:житеJIЪв:ого внака не существует положительного вначения J, удовле­
творяющего этому уравнению. В выражении (22) вторая: суим:а. sна.чв:­
теJIЬНО превышает, таким обра.вом, первую сумму и иы получа.е:и .ц.u:а: 
((6) СJ1е;а;ующее выражение: 

f (8) =-~А(") ехр [iB' (n)]. 
ft 

С поиощью (24) о:в:о принимает ви,ц: 

1 

А (по) (1t/i~) • ехр [iВ' ("'о)], 
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r.це hпо/2-;r-корень ур-ниа (25). Дла ~ мы получаеи 
ос 

А дll f . 1 
дJ<J [2т (Е- V)-J2/r2]2 dr, 

что с помощью ур-ни.я (25) :может быть приведено к вцу 

h дfJ 
41t -дJ 

Подста.влян значение А (n0), по;:гучаем: 

I f (6) /2 = J дJ/ m2v2 siн 6 
дfJ 

- :uассическую формулу дл.я I (6). 
Мы видим, таким обравом, что условие классического рассеннил прв 

за.ца.в:но:м: угле 6 заключается в том, чтобы п0 было велико где п _ то 
значение п, при :&отором: ' о 

д11.. ~ 
дп-= 

и чтобы 11" тахже было велико при это:и значении. Условие примени­
мости фор:иулы Борна заключаетсн, напротив, в иалости 11" длн всех n. 

ГЛАВА VIII 

ОБЩАЯ ТЕОРИЯ АТОМНЫХ СТОЛКНОВЕНИЙ 

В гла.:вах П и ПI :м:ы рассмотрели вопрос о рассеянии потока частиц 
некоторым сило:выи центром. В болъmинстве случаев при столкновении 
имеет, одна:&о, место также и некоторое обратное воздействие рассе­
янноii частицы на рассеивающий центр. 

:Мы разовьем теперь более общую теорию столкновений, примени­
:мую к рассмотрению следующих вопросов: 

1) возбуждение атомов и молекул :шеи.тронным ударом; 
2) возбуждение колебания и вращения молекул в результате столк­

новения их с другими молекулами; 

3) передача возбуждения между двумя атомами или :иолекулами 
при столкновении; · 

4) возбуждение атомных ядер а-частицами или протонами. 
Во всех этих случаях имеет место непосредствевны.й обмен энергии­

от:носительного поступательного движения и внутренвего дв:иженил 

сталкивающихся систем. Обмен част и ц а ми между сталкивающимися 
системами при этом места не имеет; он осуществляется, однако, при 

некоторых столкновениях другого типа, также представляющих су­

щественный интерес. К подобным столк.в:овенилм с "перераспределе­
нием" относятся следующие процессы: 

1) захват атомных электронов положительно sаряженны:и.и части­
цами; 

2) испускание протонов атомными ядрам.и с сопутствующим по­
глощением возбуждающей а-частицы; 

3) столmовенил двух молекул, приводящие к перераспределению 
в них электронов и ядер; 

4) столmовепия электронов с атомами, при которых имеет :иесто 
обмен частицами между падающим пучкvм и рассеивающим атомом, 
причем падающий электрон поглощаете.я, а атомный элехтрон выбра­
сывается. 

Рассеянный и выбрасываемый электроны не могут быть отличены 
друг от друга экспериментально; волновал функция должна быть, кроме 
того, антисЮ1метричпой по отношению к координатам обоих электронов; 
эта задача нуждается поэтому в несколъ:ко иной трактовке, нежели 
первые три. Частный случай столmовенин двух о.цинаковых частиц, 
сводящийся к задаче об одной частице, был уже рассмотрен НВ.}{И 
:в главе V. 
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Мы будем, та~;ю1 обраsом:, раэJшчать в дальнейшем два типа н 
упругих столкновений.: ,, прямые" и с "перераспределением:". 

В силу сложности рассматриваемых .явлений мы вынуждены, э 
исключением лишь не:мв:огих частных случаев, пользоваться прибли­
женными :методами их рассмотрения:. Для: столкновений, при котор 
относительная: скорость сталкивающихся систем: велика по сравнени · 
со скоростя:ми их внутренних движений, получение точного приближе-. 
1нLЯ (,,борновскоrо приближенин") пе представля:ет трудностей; общеr 
иетода, при:мени:мого также и при других условия:х, однако, не суще­

ствует. 

§ 1. Сто.1Rиовеиик электронов е атомами водоро;,;а. 
Приблиmеиие Борна 

В качестве иллюстрации :метода трактовки неупругих столкновеии 
:иы рассмотрим, прежде всего, простейший тип столкновений, ветре-: 
чающихоя: па практике - столкновения электронов с атомами водорода. 

Тч.к как :масса электрона мала по сравнению с :массой протона, дви"' 
жением посJщцнеrо :можно пренебречь. 

Рассмотрим: пучок электронов, падающий па водородный атом:, на~: 
ходнщийсн в нормальном состоянии. Предпо.110:жи:м:, что интенсивность: 
пучка такова, что в единицу времени черев единицу поперечного се-, 

ч:енин проходит одив: электрон. Определим число электронов, рассеи­
вае:иых в единицу времени щ1, угол 6 внутри телесного угла а.: 
в результате воэбужденин n-oro состолнин атома. Это число 1,. (6) doi 
и:иеет раsмерпость поверхности; мы будем навывать его дифференциаль· 
выи сечением для рассенпин внутри те.лесного угла dФ. Полно6 
сечение Q,., соответствующее дав:пому вовбу.ждени~му состоянию атома,: 
иы получим, выполнив интегрирование по всем угла:м: · 

2n: r:: 

Q,. = .r f I,. (6) sin 1:1 d6 dr.p. 
о () 

Бо.в:новое уравнение для системы, состоящей иэ падающего 
на и ато:м:а: 

[ ...!!!!__ ( "V 2 
8т.2m 1 

где падающему электрону соответствует индекс 1, атомному электрону 1 
индекс 2. Энергия Е представляет собой сумм:у энергии Е0 ато:мв:о 

1 
эJJ:е:ктрона в его нормальном: состоянии и кинетической энергии 2 mv 

падающего электрона. 

-!> ~ 

Функция W (ri, 1·2) может быть представлена в следующем виде: 

W (-;1, ;2) = (~ + j) Ф .. (;2) F,. (;1), 
11 
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-!> 

rде функции ф,. (r)- собственные функции водородного ато:ма, удовле-

творнющив уравнению: 

( 
h2 е2 ) 

s1e2m "72 + Е,. + r Ф .. = о. (4) 

энак интегрирования в выражении (3) относится· к функциюr непре­
рывного спектра. 

Подставля:л функцию (3) в уравнение (2), с по:иощью ур-нил (4) по­
_;;rучаем: 

(~ + f) Ф .. (;2) { 8~:т "7 2 +Е-Е:,} F',. (;1). 
ft 

-!> 

.Уп:ожив обе части этого уравнения па 9,.* (r2) и проинтегрировав по 
координатам атомного электрона, и:м:ее:м:: 

--92+Е-Е F (ri) = { 
h'J } -!> 

8х2т " " 

f (~-__!:__) °W (~,;2) у,.*(;,) d<:2, 
r12 r1 , 

При больших вначеиинх r 1 правая часть этого равенства 
в нуль и фушщин F" удовлетворяет волновому уравнению 

{ "12 + 8~;1' (Е-Е,.)} F,. = О, 

(6) 

обращается 

(7) 

11редставля:юще:м:r собой волновое уравнение свободной частицы с энер­
хией Е --Е,.. Соответствующая длина волны равна 2r./k,., где 

k/· = 8r.2т(Е-Е.,) / h2. (8) 

Отметим:, что эта д.1ина волны вещественна толь1tо при условии 
Е > Е .. , т. е. :в том мучае, когда электрон обладает энергией, доста­
·точной дл.я вообуждени.я п-ого состояния атома. Здесь :м:ы будем рассма­
тривать только такие вначепия: п, для которых это условие выпол­

няется:. 

Согла.сно условиям пашей задачи, электрон па,;:~;ает на атом, нахо-
-!> 

.дщийсл в нормальном состоянии; функция F0 (r1) до.л:жпа поэтому 
оrпшывать падающую и рассеянную волны и должна иметь ас:ямптоти­

ческую фор:му 

Fo ..._, ~ik,,z+r-1 e'kc''fo (6, qi), (9) 

-Фув:1щии F" описывают одни лишь рассеянные волны; их асимптоти­
ческая: форма 

(10) 
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Отсюда следует, что r- 2 
J f .. (6, ч~) [11 определнет число электронов, 

будивших п-ое состонвие, в единице объема на расстоянии r от ато:м 
Число таких электронов, проходящих в единицу вре:цеви через еди 

нпцу поперечного сечения, пропорционально k"r- 2 j (., J
2

, тогда ка 
в падающем пуЧ1iе это число пропорционально k0• Мы и:иее:м таким 
образом, ' 

1 ' k .. (6) dt» = k" 1 f,, (6, 9) 12 d0>. 
о 

~ 

Аси:мптотическан форма фушщи:й F,. (r 1) не :может быть вычислена то 
При больших скоростях столкновений легко, однако, получить при 
бJiижен:ные формулы,. воспользовавшись с этой целью :методом: Борна 1) 
В этом случае вов:м:ущающее воздействие ато:ма на падающую вол:ну: 
:мало 2), В качестве нулевого приближенил длл W :мы возьмем поэто:му;, 

~ + ~ 

ехр (ik0n0 • r 1) 'fo(r2). 
~ ~ 

:3десь ехр (ik0n0 • r1)-плоскан волна, характериsующал движение па-, 
~ 

дающеrо электрона в направлении единичною вектора п0 дли случа& 

отсутствил взаи:модействил с ато:мо:м. Подставллл функцию (12) в пра­
вую часть ур-нил (6), :м:ы получаем 

~ 

('V2+k"2) F,.(r1) 

_ 81t2m f ( 112 112 ) ~ ~ ~ ~ 
-~ r12 r;:- ехр (ikono. r1) 'fo(r2) t..*(r2) d'-2· 

Решение этого уравненин в аси:мптотичес1t0й форме (10) :м:ожет бытъ. 
получено с помощью иетода, ~изложенного в § 4 главы VI. Это реше· 
ние: • . 

Ero 

~ 

F,.(r)= 2~ш J J 

:)) Born, Zв. f. Phyвik, 8?, 81:13, 1926 и SS, 803, 1926. 
Си. § 1 главы VII. 

3) Си. § 1 r.7~а:вы VII. 
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~ ~ 
rде п-единичный вектор направления r. Отсюда 

41t2т21 f f · ~ ~ ~ I .. (~)=liГ ехр [i(k0no-k"n) ,r1} Х 

( 

62 62 ) ~ ~ 12 
Х -.---- 9o(r2)'f*(r2)dt1d-.2 • 

1 1 r 12 
(16) 

Uо.дставив выражение (14) в функцию W, столщую в правой части 
уравненил (6), и проинтегрировав уравнения вторично, :мы можем полу­
ч11ть следующее приближение и т. д. На практике этот метод, однако, 
очень кропотлив; при рассмотрении уравне:в:ил (6) гораздо удобнее ис­
ходить из более точных начальных приближений длн функции W; это·r 
.вопрос будет разобран подробнее в § 3 настоящей rлавы. 

§ 2. Общий с.туч:ай столкиовеиия двух те.т~ 

Полученные нами результаты могут бы:ть обобщены на случай столк­
вовенил между любыми двумя атомами, :м:олекула:ми или ионами. Дви­
·жевие системы :может быть представлено :как движение центра тяжести 
всей системы, относительное движение центров тяжести обоих тел и 
движение отдельных частиц, входлщих в состав каждого из тел, по 
отношению к центру тяжести данного тела. Движение центра тяжести 
всей системы не представляет длл нас существенного интереса и мо­
жет быть выделено. Сравним получающеесл при этом: уравнение 
с ур-ние:м (2). Оператор Гамильтона в уравнении (2) состоит из трех 
частей: · 

(А) 

nредставляющеit невозмущенное движение падающей частицы:; 

• (В) { 8::т 'V 22 + ( Е0 + ;: ) } ~ О, 
характеризующей внутреннее движение атомного электрона, 11 

е2 s2 
(С) -~--

. r1 r12 

- энергии взаююдействия: со знаком мин у с. 
Посмотрим теперь, какой вид примут эти члены в общем случае 

стоJiхв:овения двух тел. Для относительного движения: :мы имеем: 

{ 
8
;~! 'V'+}мv2} F(-;)=O, (17) 

~ 

r.це t• - относительные координаты, а JJf - приведепна,я: :ма.сса системы, 
11'. е. 

:И 1II1 И2 / (llf1 + М2), 
rде И1 , 'Лf2 - массы обоих тел. 
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Длл внутреннего движения: 

~ ~ 

{ Н" (r 0 ) - Е а) и ( r ,.) = о ) 
~ ~ } 

{Нъ (f'ъ)-Еъ} v (r;) = О, J 
н 

где Н,., Въ - операторы Гамильтона дл.11 невозмущенных ато:u.ов. Соот.· 
ветствен:но этим уравнениям :м:ы будем и:м:еть ряд собственных фующи:li 
и собственвы:х значений , 

~ ~ 

,. (r ,.), t'm (r6) 

Е0'\ Е/'. 

Дл.11 удобства обовначений мы не будем: вводить в рассмотрение · дв& 
группы функций, а каждую пару состояний обеих систем буде:м хара-. 
:ктеривовать одни:м: индексом п. Волновая функция дл.я обеих систем. · 
~~ 

1J;,. (r а' rъ) будет в таком случае представлать собой произведение .двух 
~ ~ 

функций и,.. (r0 ) и v.,. (rъ), а соответствующее значение энергии Е" буде:r 
равняться сумме Еа" + Е,, .,., Фун1щи.а ф" удовлетворяет уравнению 

~ ~ 

{H.,(r,.)+ Нъ (r0)-Е0 -Еь} ф=О. 
~~ ~ 

Член, характеризующий ввашюдействие, имеет вид V (r, r
0

, r.). 
волновое уравнение: 

[ 
h2 ~ ~ 

8т.21Уf 'v r2 -H~ (rа)-Нъ (rъ) + 
1 ~~ ~ ] 

+2иv2+E0 -V/(r, r0,rъ) W=O. 

С поиощью ивложенного в § 1 :иетода . лешо показать, что дифферен- i 
циальное сечение (в относительных :координатах) для перооюда всей си- . 
стемы ив п-ого состоннин в tп-тое, при условии при:м:еним:ости первого) 
приближения Борна, определяется выражением 

. 4;.9 J[2 I f f f ~ ~ ~ . ~ ~ ~ . ', 
I,,, ,,, (6) = Р' (r, r а• rъ) ехр {i (k"n0 -k.,.n) · r} Х · 

. ' 
2 

Х Ym * ljl" dт:0 ,l~; d-: 1 , 

где 

k 11 = 2r.Иi'f h, k 2 = Sr.2И [l... Mv2 +E -Е] 
1'11 h,2 2 ~ ,. т ' 

а v - начальная относительнан скорость сталкивающихсн систеи. Для i 
определени.я дифференциального сечения в той :координм:ной системе, 
:rде одно из тел первоначально находИJiось в состоянии покоя, пеобхо­
ди:ио лишь воспольвоватьсл: классичес:кими эа:конаии сохранения :коля·.· 
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qества двпшепи.я и энергии. Получающиеся при этом формулы при:ве­
;,;евы в § 5 этой главы. 

Аналогичным обраво:»: легко могут быть обобщены все фор:иулы § 1~ 

§ 3. Приб.1иженные м:етоды ра.ссиотрения :м:е.ц.1евиых 
сто.1киовевий 

Первое приближение :метода Борна о:кавываетсн справедливым лишь. 
в том случае, когда энергия относительного движенин стал:кивающ:в:хся 

систе:и велика по сравнению с энергией их внутренних движений. В очень 
большо:м числе случаев это условие пе выполняется; нашей зада.чrй 
является нахождение :методов, пригодных также и длл рассмотрения· 

подобных случаев. Мы опишем вдесь два т·аких метода: 1) метод ис­
:кажеНIIых волн и 2) метод воз:мущев:ных функций. 

§ 3.1. Метод искаженных: воли. Обобщая формулу (6) § 1, иы 
~ 

видим, что функции 'JJ',. (r) удовлетворяют уравпепин:и 

~ 8r.2M !! ~ ~ ~ ['v2 k"ll]F,.(r)=JiГ V(r, ,."' r1)Wф,.*d-..,d,ъ, (23} 

(n=0,1,2 ... ). 
Полагая 

• 
nолучаех 

~ 8-91//' 
· 2+k 2) 1" ( ) " .;.с! ~ F V ( 'v ,. ',. r = ~ ~ т .,.,.. 

т 

Полагая в правой части уравнения (25) 
~ ~ 

F0 = ехр (ik01i0 • r); F111 = О (т =!= О), 

(24} 

(25) 

:иы получим приближение Борна. Предиоложи:и: теперь, что ведиаrо­
нальные :матричные элементы Vnm столь :м:аш, что мы :ы:оже:и прене­
бречь всеми с•rоящющ в правой части уравненил проивведенннми, за 
псrшючепием члена V,.,.F,. и члена V0"P0, характеризующего падающую 
волну. :Мы получим при этом ряд уравнений 

l R-2 i1-f ] ..:,. 
'v 2 ,+1r0

2 -'''~t
2 
... Voo F 0 (r)=0 (26.1) 

[ 
8тс2 М ] ~ 81t2 1lf ~ ~ 

v11+i"2- V,.,. F,.(r)=-w-V0,.(r)Ji0(r). (п*О)(26.2) 

~ ~ 

Ес.~я V 00 (r) и V,.,. (r) обладают сферической симметрией, кы можем 
nайти фор11альное решение этих уравнений, удовJ1етворяющее rpa-
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·:яичиы:и условиям (9) и (10), с помощью методов, иможенв:ых в rлав 
II и VI. В главе П, ур-вие (16), вами было получено решение ур-:в: 
(26.1), удовлетворяющее граничному условию (9), т. е. имеющее асих 
птотическую форму 

e'kr,Z f (О) ,.-1 с ik,r. 

..э, 

Обозвачn:м: это решение через F0 (r). 
~ 

Подставив значение F0 (r) в правую часть ур-вин (26.2), 
..э, 

;~учим неоднородное уравнение для F,. (r): 

r 81t2M ] · 
,._ 'у'2 k"2 V,.,. (r) F,. = s,. (r, &, 1.р). 

:за,дача нахождения решевин этого урав:в:ев:ин в асимптотической форме· 
.(10) была рассмотрена вами в § 3 главы: VI. Обозначая через&,. (r, 6) 
J)ешение однородного -уравнения 

[ 
81t2 3[ ] 

'у'2 k"2-~ V,.,.(r) tJ=O, 

юrеющее асЮinтотическую форму: 

~,. (r, 6) ,_. e'knz + r -! e4knr Х функцию ОТ О, 

:мы получим асимптотическую форму искомого решения уравнения 
:в следующем виде: 

1,т (~) - .,.-1 eik11r 21tll-'l j V (-;,) F (t·' &') ~ (r' - - 0) dт:' 
.с .. ' ,,_, h2 011 о , о.. ' ,, - ' 

где 

cos 0 = cos 6 cos 6' + siп 6 siп 6' cos ( q:, -1'), 

а f:1-угол рассеянин. С помощью выражений (10) и (11) находим: диф.; 
феревциальное сече:яие, соответствующее возбуждению п-ого состоя.­
·ния (в относительных координатах): 

J,. (О)= ::- 4
1t:

2

1 j / j V (;, ; 4 , ;ь) о/о о/,.* Fo (r', 6') Х 
Х ~ .. (r',-т:-8)d,ad-:ь d,1

2
• 

Нри замене функций F0 и &.. плоскими волнами:, эта формула св 
дится к формуле Борна (21). Мы: видим, таким: образом, что этот мето 
принимает во внимание искажение падающей и расходящейся: вол.в: рассев 
вающи:м полем. Функция l.?0 (-r, 6) характеризует движение электрон 
в поле V 00 (r) начального состонвин, фув1щия & .. (r', 1t -0) опиоыва.е 
его движение в поле V,.,. (r) возбужденв:ого состояния. 

Формула (32) применена в § 5 главы XI к рассмотрению раесеяя .. 
эJiектропов атомами, в § 3.2 главы ХIП-к вопросу о передаче во , 
бу:ждения, а в § 3.5 главы ХШ- R вопросу о возбуждении вращевв: 

]]риближенн1ые .1,е.тодъ& расс.мотре.нлиr. медлен.нъt:r. ~·;~~~.::(·,~ 

11 ~оJiебавия .ядер при стоJIКВовеиии молекул. <?,на· была также, n:pn:e­
.JJeв:a Гамовым при раооиотревии столкновения а-частиц с ато:мяы:ии 

11дрмш. 
' § 32, С.:1учай тflчноrо 1•е.~ояаисн. Применим.ость предыдущего 

яетода нриближеиил с:влsа:в:а с ма.1оотъю не;цпагонал:ьвых :матричных 
:7леиентов энергии взаимодействия. При рассмотрении возбу~девия п-оrо 
01,аци:онарноrо состояния достато•шо учеоть лишь взаимодействие двух 
во.m- падающей и упруго-рассеиваемой с волной, рассе.яв:яой пос.пе вов-
6vжденпл n-oro соотониия. Влияние неупругого рассеяния на упругое 
:можяо при этом не приии:иать во внимание. Мы можем: поэтому расс:ма~ 
•.rр:и:вать нтот метод как одно из последовательных приближений при 
реmеюш уравнений · 

['v2 k0?. -(8т.:(М/k2) V 00] f\ = (81t2.1l-I/hi) V0" Р" l 
['vll 1с"2 -(Sт.2M/h2) V,.,.] Р,. = (8тc2Jlf/h9) V0" Р0, j 

(33) 

в предположении что матричный »леиент V0" мал. Могут, однако, пред­
ста:витмя случаи, когда достаточно учитывать взаимодействие двух оо-

+ 
стояний, во матричный элемент У0,. (r), связанный о эти:м:и состояви.ями, 
не может бы'l'Ь рассматривае11 ка:к :малый. Подобные случаи и:м:еют 
11есто, если сос·rояиия О и ,п находите.я почти в резонансе, т. е. раз­
ность энергиi! между ними дЕ мала по сравнению с разностью ::~нергнй 
:межд}" .1юбо:it другой парой состояний. Мы получаем, при >1то:м, как 
и прежде, совместные ур-ния (33), однако :мм•од последовательных прк­
ближений в общем случ:tе окааываетсн непр:имеик:мы:м. Нахождение 
удовлетворител:ьвого ието.ца решеиин задачи оказывается в >1том случае 

значительно более сложным . 
В частном случае точного резонанса между двумя сос•11оннп.ями (как, 

например, при переходе »лектрона ив атома гелил в nоложител:ьны.й 
ион гелия) :мы 111ожеи получить точное решение; 11 других случаях 
приходите.я однако пользоваться более сложными методами, раsработа:в:­
яыми .Jlондоно111 и Штюкельберго:м. Эти :методы будут, разобраRЫ в гла­
ве ХПI. Рассмотрим теперь частный случай точв:ого резонанса. 

Полагая в уравнениях (33) k02 = 7:,. 11 k?. и считан, что поле f7
,.,. 

совпадает с полем V 00, получаем уравнения 

[ 
,;,?. ЧI - 81t2 jJf rт ( ·)] ]•' (:) - 8r.2 Д[ .,.,. (-э.) /•' (: ( 
v h 112 r 00 1 0 t.- Ji,'J 0"r "1) 34.1) 

8-1111,r ..э, ~ 
"LJT ·,J.i'() 

On (1) О t' ' (34д) 

llpи. решении :JTRX уравнении должны быть учтены граничные ус.ловил, 
соr.1асно которым для больших i· 

Ро (; ,.._, i"" + ,.-1 е1111· fo (ft, ~ ), ! (35) 
-1 11,,,. f' (fj --) r в '" , r . 

9 :lак. :~и. Теория ото,ш.~х е1·ола:ко•ен11ii 
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СuадЫ11ЫI в вычитая уравнения (34.1) и (34.2), получаем неаа:аиси:х:ы. 
уравнения: 

[ 
2 + k2 S-;.:

2 
. .il·f { V V } ] r 1-' +Р } = О 'iJ - h,2 00 о" t · О " 

[ 'v2 k'< - 8r.2Jr/ ртоо- Vo,.}] J E'o-Fn} = О. 
Если фующии V 00 и V08 обладают сферической симметрией, ИЬ1 можем 
решитъ эти уравнения с по:иощью :метода, изложенного_ в гла;ве П. Пр~. 
wro:к :мы получаем [глава П, ур-ние (17)) решения в асюштотическов: 
фор:ие: 

р0 [. 1 [e•kz+eiwr :k_ X,(2s+1) (e2'тi8 -l)P.(cos0)] (37.1) 
· 'n ..._, 2 2t ·r ~ • 

s ' 

F
0

-F,,....._, 1 [e•ki+/·kr ?'lk ~(2s+1) (е2~8 l)P,(cos6)] (37.2).' 
~1- r 

8 ·, 

Фазы ·,1, и 8
8 
могут быть определены с помощью метода, расс•отренвоrо : 

в § 1 главы П. Решая ур-ния (37) относительно F,., получаем 

F ..._,r- 1 eikr ~ ~ (2s+ 1) (е2'"8 -е2108) P,(cosG). 
11 4ik ~ 

8 

Дифференциальное сечение, соответств)'ющее передаче возбуждения, рав-~ 
н.яется:, таки:и обрами: 

'2 

I,.(O)d«)=-i~k
2 

,~(e~''is_,;2'"8
) (2s+I)P8 (cos6)\dФ, 

s 
а по.11ное сечение 

(1?,.= r. ~(2.~+1)sin2 (1J,-08), 

s 

Сравнение с соответствующими фор:м:улам:и главы I1 
и (18)] показывает, что этот метод· аналогичен :иетоду парцва.Jiьных 
сечений, применявшемуся наив & рассиотрению рассеяния статиче· : 
с:к.им поле:и сил. 

Исследуем: теперь умовия при:м:енииости описанного в § 8. 1 :метода,, 
искаженных волн. Применяя его R рассматриваеиоii в данном: пара- : 
графе ва,ца.че, получаем (так кю; V 00 V,.,.) следуюшую фориулу: · 

()
11 

S1t:~
12 f I f V0 ,. (r')P0 (t'', 6')~0 (r', r.-0) d,1 

\

2 

sin 6 ,ffl. 
о 

8 

&о (r, ;-0) == ~ ~ (2s 
в 

в•ее:м:: 

Q =...:::_ '\"'(2s+1){l6т:2,MJ тr .l"l;''(, 12 2 l }
11

• п k2 .....,. k/i2 r о" t ./.' о .r.l r t r 
-~ 

(43) 

д.,~.я ,в;оказате.:1ьства nрименииости :метода иска,женных во..~н 

убедиться в приближенной эквива.1ентности выражений 
МЫ ,11,0:JЖНЫ 

• . ' ) 16,::2 J[ f v ( v i ( ) ! 2 2 7 
sш (118 - t... и -W 0,. ·i .1.' 0 r_ 1 r м·. (44) 

Ее.ли обе эти: велltчины иалы, ~то может быть 
:метода, иsложея:ноrо :в § 2 гла:вы П. Условие 
:яс:ка.женных во.;1п sак.~ючаетсн, таким образом, 
выражений (44) no сравнению с 
единицей. Пределы ero примени- Р 
мости :к вычис.1ению вероятности 

передачи возбу:11,дения: охарак­
теризованы :в общих чертах на 
рис. 13, где показано также, при 
:каких обстояте.u.ствах ::~тот при- f 
ближенный :ме11·од сталовитсл не-

пока.вано с поиощъю 

нрииевимости :метода 

в ма~1ости второго из 

·rочnы1f. ~ ~ 
На :~том: рисунке вероятность 

O 
..__ ___ :w;... _______ __.._ 

Р передачи энергии представ;~ева 

как функция параметра ~' харак­
теризующего эффективное значе-

Рнс. 13. 

ние V0 , •• Относительная: скорость при стол:~шовенинх считается при это:и по­
стоннвой. По :мере возрастания ~ вероятность передачи энергии будет 
воврастать от О до 1, после чего она будет :колебаться, как это покмано 
на рисунке 1). Приближенный :метод искажен:ных: волн справедлив то.1ько 
в области пача.1ьв.ого возрастания веронтности от О 2~. Он uредс:~tазывает 
:иов:отов:ное 1юзрастание вероятности. с воsрастание:м: ;; :м:ы до;~жны 
поэ•.rо:м:)1• ожидать, что он будет давать чересчур большое значение 
неронтноотл процесса передачи энергии·. Веронтвостъ, ка;. функция· 
относительной скорости столхшоненив: при данном значении пара-
11етра ~. буде•r вести себн аваJюrичным: образом. При ма.1ых значениях 
скоростей :метод вска.женных волн бvдет ,;~.авать, та:&юr обрмои, сзиш:&оУ 
большие значенин вероятности 8) передачи энергии. 

Эти общие еоображения 1rоtазывают, чхо ее.-~и нас интересуют не 
сл1ш1:ком точные реаультаты, то длн определения фаз 11, - о, в ФОР· 
:ny.1e ( 40) мы можем воспольsоватьсл интегралами ( 44). В этом с:1учае 
зrриб.щженный :иетод не приведет к значениям вероятвос·rи, превы­
lIIающи:м: единицу; в тех же с.~уча.лх, :когда. l 1Js - о, j -:s;;;-.. J 2 ( чт,о обычно 
л :имеет место), 11ы 110.тучn:м очень хорошее nриб.JJижевие. 

1) Сплошвая 1,риван. 
2) Пув::ктнрная :крпваs. 
3) См. ~§ 3. 2. 3. о, 5. 2 г:rаеы XI и § Э. Э r:~авы ХШ. 

9* 
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До сих пор :мы рассматривали лишь случаи точного резонанс 
.Когда резонанс не является тоЧRым, получение точного реmени 
-ур-ниii (33) оказывается невоз:иожным. Оче:нъ важно поэто:иу установв:т~. 
ус.1овия прииени:м:ос1·и приближенного хетода, изложевноrо в § 3.1. 
Обобщал резу ль таты, полученные вами выше для случая точноrо 
резонанса, хы находим, что приближенное решение, nо.тучевное с по-, 
м:ощью метода § 3. 1, справедливо в тох случае, если 

16r.~.И f v. ],'. /•'. 11 d ,,-:::,' 1 ---1-- о" о n r r-
(bl~.,yz.11.2 

для всех s. 
Если э1,о условие не выпо.11няетсн, необходимо восполыюватьсн r.а:ким­

либо друrи:м: }Iетодо:м: приблw&ениа: (см. ~ 3.32 главы ХШ). 
§ 3. а. :Метод возмущенных вол:яовых функций. Вычимнн веронт-<, 

ность возбуждения данного состонниа: с помощью :вышеизложенных мето- ;' 
дов, }IЫ пренебрегали вsаи:м:одействи:е:м всех состояний за исu1очениеи ' 
:начального и рассматриваемого. :Э•rо пренебрежение может привеотк 
к серьезным ошибкам; до сих пор, однако, не сущес11вует вполне удовле-
1·вор11телъного метода, с по.мощт,ю которого ~~:ожно б.ыло бы описать нто 
вваи:м:одействие полностью. :Мы рассмотрю~ здесь один ив прибJIИЖенвых , 
){етодов его -учета. При этом :м:ы будем исходить из стационарных · 
:волновых функций, уже возмущенных взаимодействием: сталкивающихся: 
частиц. считан, что последние как бы находятся 11 состоянии покоя. 
В это:и: параграфе :м:ы ограни:чим:сн расс:м:01rрение:м: тоrо случал. когда 
обе системы обладают сферической си:мм:етриеft . 

.Будем, как и прежде, решать уравнение 

[ 

li2 + -+ -+-+ ~ ] 

81:2 .Llf v.2 -Ha (r11)-llъ(r6)- V(t·, 1·,., rь)+Е 'l"=O, 

прив1111ая во внимание обычные граничные условия. Расс,t:01.'рии 
уравнение 

~ ~ -+-+-+ 
[Н"(1'а)+Нъ(rъ) Т'(r, r,,,1·~)-E(,·)]Z=O, 

-+ 
I'де r - 01'носительвые координа.ты систеJI, являющиеся в дав:ио-и: 

случае пара:метра){И. :мы предположим, что решевие 110.11,ег быть 
-+ 

найдено д.1я любого значенин r, что приведет нас к получеюrю ряда.. 
~ -+ -+ ;; 

собственных фующий '/.., ( ,. , r ,., r 6) и собс1'вев:ных значений е,. ( r). Эти: i 
фующпн :можно ма.ссифицировать по их поведению прп больших :ша·, 
ченинх ,·. С помощью индекса. n мы будем: характеривова1ъ то значение , 
ннергии, которое щш r -+ ос стре:яитсл r, Е.,, - n-o:3Jy собственнО}{f ,; 
значению уравнения 

-+ -+ 
[Н,. (1·а) Нъ (t·ъ)-Е] Ч' = О. 

Энерrв:н: е:,. (r) зю.жет быть прЕ'дставлена в следующем виде: 
а,. (r) = Е,. - ТJ,, (1·), 
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где 11 .. -+ О при r-+ оо. Функции "/.,. образуют ортогоиадъвую и нор:vи-
-+ -,.. 

рова:нвую систему по отношению к :коордивата:м: r 4 , rъ для всех вваче· 
-+ . 

.ний парамt'тра r. ::\:fы :можем поэто::м:у представить функцию 1:r в виде; 
-+ -+ -+ -+ 

Ч! = ~ :<,. (r, r а• t' ь) F,. (r). (50) 
• 11 

-+ 
Каи и прежде, нас интересуют sначеnи.п фующиii F,. (r), Иl[ею­

щие а.сииптотичес:киii :вид (10), соот:ветствующиii ра,сходнщи:м:сл :в0Jна1,:. 
По;цета:влнн выра.жение (50) :в Jр-вие ( 46) и принимая: во вии:ма­

нне, что 
-+ -+ -э,-,..-j, • 

[ - Н,, (r а)-Н6 (rъ) -· V (r, r а•"•)] Х,. = [1,,. (r)-E,.] Х11 , (51) 

получае:м.: 
h,'J 

~ 
8

r.21Jf [Ь\ v ,2 Х" 2 grad,P,. • g1·ad1 Х,1 + 
1i, 

"/.,. v /·Р,.] = ~ {Е,. -т~,. (r)-E] Х" F,.. (52) 
1Ъ 

У:множи:м: обе части этого уравнения на ·1.,.* и проинтегрируем по 
-+ -+ 

простраJ:Iст:ву координат r а и rъ, С по:ысш;ъю соо•rноше:вил 

! ! "/.,.* grad, "/. 11 d-:4 d-.~ = О, 
· М:Ы ПОЛУЧ8.t'}!: Ji<J · 

8т..2Jl v2P,.+[E-E., Тi11(r)]F,.= 

= - ~ F,,. (r) 87t~~f f f Х,.* v r2 Х,,, d-: 11d-:6 -

т h,2 -,.. !! 
2 '' -- gradF (r) · Х,,* grad,. "/.,,. d-.a d-:6, ~ S1t2J,f 111 

(58) 

,п 'f 1~ 

Эти ура:вневия sа:м:еинют ур-ния (23), полученные :на:м:и путем равло­
жевин в ряд невозмущенных волно:в:ых фувкций. Д.ля нахо:ж.дения. при· 
ближевяых: решений воспоJJьsуе:м:ся :методuи, со:вершевно ана.11огичнъ~ми 
при11енявшiо1ся в § 3. 1. 

Пренебреrая все:ии :иедиаrова.льныки :м:атричвы:м:в эле:м:ента:ми, за 
исключением тех из них, :которые отвос.ятся :& началъво:му состоянию, 

:мы Jю.1-учае:м: 

v2F0 + [ 8т-::Jf [ Е-Ео+ т,0 (r)} J ;· х:* v /·'Z0 tl-: 11d-:•] F 0 = О, 
Ji" + [ 811:II J{ 1 Е Е + ( ) ) + v'J" ~1 - ,. т,,.r.1 

+ f j'z..*v,.21.,.d-:4 1l-r•]F,.= F0 j·Jx,.*v,2'1.0 d,,..d-:•-

(54) 
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3ти неоднородные уравн , : 
способом, как и ур-ни.я (;:_и~) ~oi~. ~)~ть решены точно такии * .·· 

Дл.я сравнения: их с ура , , 
.пожев:ия: в рнд невозм. еннывнепилми, полученными нами путем: раз. 
в RIИестве функций Yf ф х BOJIROB:ЫX функций, мы ВОСПОЛЬ3уемщt 
с поиощью первого п иб';~иж!нкци.ями, подученным~ из ур-нии (51) 
малости J'). Мы по.пуР.rим 1): нил теории возмущений (в предпо.11оже:iщв:' 

Х = 6 + ~ V ., l(E Е' ·. 11 •n ~ mti1m, .:.,п - т); 
tli'ftl 

где 

v - !! "? 4 4 4 4 4 "? 
.. ,,,- V(t·, ra, r0)6,,,*(r ,r.)dl (t' 1· )d- iJ-

• 4 и I п ' а, 6 "а "ь. 

}rр-ние (54) принимает при этом следующий вид; 

'v" F + [8r.2i1l { - ,. lir Е-,Е,. - i,·,. .. (,.)} + 
1 ."81 "'"' \ 'т- ,1)2 'v,.2 +-г-(Е -Е) ,~ F -.J..... ~ fT /!Е Е { 87i"2 ~'1-f } ] 

,п ф п ,i:. т .. "'" " -

[ 
'Q2f~ ·1т <:>т.· 

= - Fo Е о.. - ~ ""' 'v r - /' От Jl 
о -Е ....... (Е -Е ) (Е L' ) -

" m::i,11,0 ,. ,,, "'-..1!,о 

- 2 g1·ad,F~, [~а~~"- ~ ... , l7m" grad, V0m ]· 

о " mФп (Е,. -Е,,.)(Е,,, -Е0) 
Пренебрегая: в правой части (о-) 

от:нося:щи:м:ис ур-ния ·· 0 матрич:ны:м:и нде.мен1•ами: 
я к сос~ол:ни.л:м: отличным от О и 1i, лолучае.11 уравнени~ . 
'v 9F"т8r:2И/k2 f Е-Е -V (r)1F . 

1, »n J 1i 

= - Fo v2 iтo"f(E,. -Е0)- 2 grad F0 • g1·ad V:
0 

i(E -1!.,') 
р 11, n О• 

§ 3 lешая :по уравнение с помощью метода, применявшегося вахи в 
JI ч~ и. восло.n:ьвовавшись дифференциальным уравнением: для F по 
с!ед;:щ~; ~~4:;~~~циалъного сеч:ения, соответствующего вовбужд~яию: 

1 (6) d - k" 4.-:21Jf2/ f ( Sи:2.J.f V. - ;.~ ) --+ 
?1 ш - k- -k, 1 - -- 00 '"' г ( ') х 

о h.2 k2- k II о" r 
" . 

Х F0 (r', fJ') i),. (r1, r. -0') d .. ' j 2. 

Мы види:к_. что за исключением: ч:.пена 

(Vco- V,,,.)/(k,,,-k,.') 

нrа Фор:ку.па оовпадае1' с форму.лоii, получ:енной нами с поиощью 
:иетода искаженш.u волн. Точного совпадения обеих фо и .п 
яе.1ыя: было ожидать в виду раздич:ия: исходных предполро-lений~ 

1 )Зоммерфмьо, Волновая: 11 exaв:,.rr:;1. 

4 "? -j, 

Ео,IИ: V (r, ,·а, r 0) :м:а;ю, подученная формула сводится :в. приближению 
Борна для больших с:корос1'еЙ стотшовеиия:; если же взаимодействие ве­
.лико, то описанный в это:ъr параграфе :метод применим лишь тогда, когда 
отв:оситедъная скорость столкновений мала по сравнению со скоростью 
расс:матри:вае11ых: внутренних: движений. 

Одна,ко, в том с.пуч:ае, когда :в:ахождение достаточно точ:ных вооиу­

щеввых волновых функций окавы:вается возможным, этот :метод вычи­
сления амплитуд рассеяния приводит к значитеJIЬно более точным 
ре3у.льта·rа11, :в:ежели предыдущие методы, причем взаимодействие 
оста,rьных сос·rонвий: до некоторой степени учитывается: авто:м:ати­
чес:ки: в начальных приближениях. Вследствие значительной труд­
ности полученил точных вовм:ущев:ных функций, эт_от метод ииел до 
<JIL" пор весьма ограниченное при::nене:ние. Мы обсуждаем е1'0 здесь, 

Таблица 1 

Условия, определяющие столкновение 

--·---· 
Велич:пна матрач:в:ых элеиен-

:Метод Примеры 
Относительв:ая тов энерrии взаимодействия 

скорость Диаrональные I Недиаrональ· 
элементы ·ные элементы 

(Т',,п) ( V!},,) 
1 ! 

i 
Велика по Любой вели- Любой вели· Метод Борна i Рассеяние 
сравнению со ч:ииы ч:ив:ы I быстрых эле· 
C1tOJ)OCTЬIO втронов НJiи 

внутренних 
1 

t1·ч:астиц· 

движений 
1 

М:енъше или Малы Малы То ze 
сравнима со 

скоростью 

внутренних 

.цввжений 

То же Вели1tи Малы Метод ис:в:а- Возбуждение 
а:енных волн :молеа:. а:олеб. 

при CTOJIRB~ 
с ат()иа:м:и 

То ,1<;е Любой ве.11н· \ )Jалы за искл. Решение си· Передача эле:в:-
Ч:ИIIЫ i "f 011• rде оосто.я- стемы уRавне· тронвоrо lоз· 

ния О и п на- НИЙ 33) бу.жден я 
ход.ятся почти (Метод Лов-
в реаоиансе дояаi 

То же Тоже Все одного Метод воаму- Возбуждение 
порядttа вели· щенных BOJI- н ионизация 

чины и не новых функций ы:едленныип 

1налы аоJiоаштель· 

1 

1 i 
i ными ионами 

1 1 ! 
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тах как надее:м:сн, что в да..1ьнейmе:м он окаже'.rсн весьма плод 
твориы:и. Весьма сходный метод был применен Лондоном к рассм:отр ' 
нню уравнений (33) § 3.2; однако при это:м учитыва:шст, лишь .:тв· 
состояния. Это допустимо в том случае, когда оба состояния НltХоднтс 
почти в резонансе. Лондон при:ыениJI этот метод для пмученил приб.1и·' 
женвых решений уравнений (33) .в том случае, когда nsаим:одей . 
ствие V0" велико. :Метод .'lопдопа бvдет рассмотрен в да.1ьпеи111е11; 
более подробно (см. § 3.32 rJ1. :ХШ). • · 

§ 3. 4,, Заключение. Прежде че1r перейти к рассмотрению с•rолк , 
новеви.ii, сопровождающихся перераспределением час.тиц, мы сравни)( 
между собой мет,оды, пригодные д.1111: вычисления вермтностей неупругих· 
столкновений при рамичных условиях. Это сра.внение ттрив~>дено\ 
в таблице 1 ( стр. 135 ). 

§ 4. Отолниовения, соuрuвождающимя перерае11ре.11;е.~rевие:м: ч1н\•rн~} 

§ 4. 1. Обмен ~JiеТiтрова.:ии. В качестве примера изучаемых по;( 
нтим заглавием явлений мы рассмотрим задачу, решавшуюся нами. 
в § 1 - задачу о столкновении электрона с атомом водорода. В ~ 1 мы 
вычислили вероятность рассеяния падающего э.1ектрона внутри данного· 

телесного угла при возбуждении 1~-ого состояния. И:м:еетсн также:, 
некоторая вероятность аахвата падающего нлектрона н п-ое состояние,') 
сопровохщающеrося выбрасыва.ннем атошюrо электрона. Это нв.11ение · 
:мы буд.еи называть э.11е~~тронным об:иено:м. Попытаемся вычие.1ить\ 
его вероятность. ·· 

При вычислении вероятности непосредственного рассея:аия ( см. ~ 1) 
~ ~ 

мы представляли: воJJНовую функцию IJJ' (t\, ,·2), описывающую 
:вение, в следующем виде: 

w = (I + ! ) F'" (~)~ .. <~), ,. 
где F0 характеризует падающую н рассеянную во.1ны, а 11 .. - рассеян- .·· 
ную волну, при условии, что энергия возбуждения п-ого состояния :иеньше- 1 
энергии надающеrо электрона. Если нто условие не выпоплетсн, функ­
ция F" убывает экспо:в:енциально; sн11.чения п в выражении (56), со­
ответствующие иепрерывво:му спектру, ухаsывают, та.кии образом, на воз­
можность захвата падающего э.,1ектрона и выбрасывания ат-о:иноrо 
эJiектрона. Для вычисления вероятности этого процесса l(Ы sапише:м: ·. 
выражение (56) в следующем виде: 

W = (~ + j) G,. (;2)Ф,. (;1)· 
п 

Uредста:вляа G,1 в асимптотической форме 

G п,....., ,.-1 e•knr 9,1 (6, 'f), 

Столкновения, со·провождающ1tеся перермпредемн1ием' 

1,1 наиде11 вероятность захвата падающего Эj}ектрона в состопие n 
: выбрасывания ато:мноrо электрона внутри телесного yr.11a dm: 

'k"I (" ,-)!';/_ (_59) k~ g,. •1, r . иw. 
о 

О;~едует упоУвнуть, что рассмотрение :~ле:ктровов, как отличимых 
.Jl.pvr от друга, возможно только в то:м: случае, когда спины их антипа-· 
ра.iаельны. Формуm длл рассеяния неттоляриво:ванных пуч1;ов приведе.11.ы 

в ~ 4. 3. · 
Поюике:м '.rеперт,, ка:g вычисляется g,,. Волновое )rравневие имеt>т l'.:1е-

;цующ:и.й :вид: 

{ 
h2 s2 s2 е2 } 

8 
... 2m (V12 V22) Е+--+ -- ЧГ=О. 
" r1 r2 r12 

(!Ю) 

В ~ 1 · б:ы..10 поназано, что функция F" удовлетворяет уравнению 

( "2 k 2) J? = _. _. _ .. - q; t1,.*(r2) d-::2• (lil)' 8r.2rn f ( 112 ie2 ) • ~ . 

v " " h2 ''i2 r 1 ' . 

Ляалогячны:м образом, подстав.1ял функцию (58) в ур-ние (60), у:v.но-
~ . 

жан его на у,.* (r1) и интегрируя по все:м: значевияи х1 , У1, zl' получаем. 

"7 81t2m f ( 112 s~ } . ~ ~ .. ~ . 
(.v2+k,,2)G,.(r2) ---- ------ W(r1,r11)!.\1,.* ~r1)cl"i· (В:Н 

h2 rи t'2 . 

Это уравнение явмется точным:; подставляя рамичпые выр~.жени~ 
,в:лл фуmщии W в его правую часть, с по:м:ощью методов, ивло.кент;~х 
в § 1 :ны получим решение в форме ( 58). Следует отметить, Чl'О 
л р и б :1 и ж: е н в о е решение, полученное тахиУ образоI, пе юы.яется 
раuожение:и приблпженноrо решения § 1. Приближенная фор:ку.ла 
фуИRции ЧГ должна удовле•1.1ворятъ уравнениям 

~ ~ .... 
W = ехр (ik01i0 • r 1} Уо (r;) (б4) 

:и uолучае:к: 

[V2 + k,/.!] с; ,1 = 

= 8".t2m f { е2 __ - а2} '} * (;1) ,J;o (;,,) ехр (ik;o. ;1) d"1 (65) 
. h:J. r12 r2 " . , ~ 

Решая э1'0 уравнение с помощью ивложенноrо в § 4 rлавы YI vе­
то,ца, :М:Ъl находим ас.и:м:птотн-ческую фор:м:у G ,.: 

G,.,....., r-1 нр (ik"r) g,. (&, (?), 
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т,11,е 

Уп (6, 9) = -
2;,7 f f { ;;

2 
- ;: } t}., * (;1) ~о(;:) ехр i (ko;o · ;1 -

~ ~ 

- k"n • r 2) d-:1 d-:: 2, 

~ 

а 11 - единичный вектор направленил fJ, ?· Следует отметить. чт 
~ункци:л (64) не удовлеторнет ур-ни.1ш (63); однаRо, дли быстрых столк · 
новенпй, когда при:ближепие Борна справедливо, ошибка мала. БoJiee 
подробное рассмотрение ур-нин (62) будет дав.о в § 8 главы Х и в § 5' 
главы Xl. · 

§ 4. 2. Общий с.ччаii сто.1:ыновеяи:и~ (\Опровождающихсв: nере­
распреде.1ением. Прежде чем расс1rатривать влияние 1•ождественност1r: 
;,)Лектров.ов на формулы, определяющие интенсивность ра.ссеяния, :иь~. 
,обобщим: иsложенный выше метод с целью при:м:енения его к общему 
с.тучаю столкновений, сопровождающихся перераспределениеУ. Нас инте-: 
·ресуе1· определение вероятности того, что при столкновении двух, 

систем А и В, находящихся соотве·rственпо в состоJпшях 1i и т,: 
произоидет перераспределение частиц, в результате чего получатся· 
t'Нстемы С и D, находшциеся в состонниях s и t. 

Соr.11:асно рассмотренному выше для: простеiiшего случал: методrн 
иы должны записать волновое уравнение всей сис•rе:мы в такой форме,;' 
которая: явля:ласъ бы наиболее удобной для описания: :конечных си·. 
~!Тем а и Л. Вместо координат, относящихся к начальному состоянию,;. ..,. 
:введем в рассмотрение относительные координаты р центров тя:жест ··· 

~ ..,. 
конечных систем и внутренние координаты i·r, rd систем: а и D, отв:е-~ 
сенные :i. их центра~ тяжести; Ур-яие (20) :может быть записано в сле­
дующем виде: 

[ 
h2 ' ~ ~ ~ ~ ~ J 

- S-::2'.M' v'2 + H,(r.) + Н,/1·.,) + J' (r., r d' р} ~ Е W = О, 

[
f J{cj[d Н 

rде J - приведенная масса + конечных систем, •' 
мс 11,Jd 

,()ператоры I'аиильтона дяя каждой из систе11 С и D в отдельности, а· 
~ ~ ~ . 

V ( 1·,., r d' р) - энергия :взаи:иодействи.я систем С и D. 
Данную пару стационарных состоянии этих систем мы будем 

харахтеризовать индексом s и будем обозначать соответствующие ВОJIНО• 
~ ~ ~ ~ 

вые функции и энергии ?.(rr,r.,.) и Е1• Фун:в.цв:я 9,.{r., t'd) предста-· 
~ ~ 

в.аяе-т coбoii произведение двух волновых функций i,P (r .) и ·i· q (r 4) от~ель-: 
ных систем. а Е, равно сумме соответствующих значений энерrиlf 
Е,Р Е}. ~+rи обозпачев:в:я соответс-твтют обозначению,: § 2. · 
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Сравнивал уравнения (67) и (60), мы ви.дим, что форму.1ы § 4. 1 
,rогут быть обобщены, если мы будем писать: 

~ ..,. ..,. 
]J[' виесто т, у0 (r а• t•6) юrесто у0 ( r1 } 

- У (;r, ;а,;) вместо е2 (_!__- -1-) , (f)
8 

(~, ;r1) вместо Ф. (;2 ). 
r2 r12 

В пределах применимости первого приближения Борна получаем 
таким обрмом, дифференциальное сечение (в относительных координа: 

~ . 
,rax r,), соответствующее перерасuределению, при которо~r возбуждается 
s-oe состояние систем С и D: 

k' 
Iв (&, ~) d(J) . -fi 9., (&, tp) j 2 d<0 = 

= 4т:2 :ьJ'2k/f7i4k l .f .f f V (;., ;d, ;) ехр { i (k;0 :; _ 

~ ..,. ~ ..,. ..,. ~ +\2 
-k/ 1i • Р) J Фо{rа, r 0) (ft (rc, ra) d-:a d-.0 dp I dФ, (68) 

l'де k 2r.llli:/1i, k/ = 2r.J.ll'i:.f'k, а 1., и t:8 -начальнал и конечная 
{)1'1iОсителъные скорости. 

В качестве прпера рассмотрим захват атомных: uлектронов а-части­..,. 
цамк. В этом: случае r обозначает расстояние :между центром: тяжести 

~ 

ато1rа к а-частицей, r, - расстояние между центром тяжести ионизован­
ного атома и центром тяжести иона гелия, образующегося в результате 
поглощения электрона. В качестве внутренних координат :мы и:мее:u. 
:вначале координаты электрона по отношению к центру тяжести атома, 

а в конце хоординаты того же электрона, взятые относительно 

центра тяжести иона гелия. Применение фор:муJIЪI (68) к нто:му случаю 
рассмотрено в § 2. 2 главы ХШ. 

В случае стол-кновениii между атомами или другими тяжелыми 
час'.\'ицами, при которых имеет :место электронный обмен, :можно вос­
nолыюватьс.я :методом возмущенных волновых функции (§ 3. 3), так как 
)Шлая масса электрона не оказывает заметного вли.яния на приведен­

ную :массу ато:мн:ых систем. 

§ 4. ;J. Принцип: Пау.1и и фориу.1ы рассеяния 1 ). В этом 
параграфе :мы верв:емс.я к рассмотрению рассеяния электронов атомами 
водорода. Мы ограничимся тем случаем, когда энергия падающего 
:,лектрона столь :мала, что возбуждение атома невозможно. В таком: случае ..,. ..,. 
сто"1uовение описывается волновой функцией чr (r1, r 2), имеющей сле­
.а,ующий: асимптотический ви.д: 

\J:'--[expikz1 r 1-
1 f(61)expikr1H(r2) (r1 велико) 

,_., [r 2-
1 g (62) ехр ikr2] y(r 1) (t·2 велико) 

1 Oppen/1eirnu, Phys. Rev. 32, 861, 1928. 
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Если бы электроны были отличимы друг от друга, :иы :могли бы с 
ватъ. что число рассеянных электронов пропорционально I fj 2, а 11исл 
испускаемых элев.тронов nропорциона.пьно ! g / 2. Однако, в.ак бьыо пок ' 
вано в главе V, :м:ы до,1ж.ны в этом случае пользоваться аятисим:метри, 
пым:и во.лновъi:ми функциями. Волновая фующил:, сии:метричпая ИJI' 
ан11•иси:мме:1:ричнал: по отношению :к простра.нственным :координатам: 

~ ~ ~ ~ 

1Ji"(r1,r2) ± W(r2, t'1) 

при бодыnих r 1 и:меет асимптотический вид: 

[e'kz, + { f (fi)-1- g (6) } r1-1 e'h''1H (r2)· 

О по:м:ощъю этих фор:му,1 находим 11ис;ю электронов, 
выбитых внутри телесного угла dw: 

j f' (fl)-1- у(&) j 2 dш. 

li.ai, 1:Jто показано в § 5 г.аавы V, Д.ilЛ: неполнривованных э;~ектрово& 
эти величины должны быть взнты в отношении 1: 3. Ilo;шoe 
нле:ктронов, рассен:нвых внутри тедесноrо угла, llw, равняетсн, 
обрмо:м, 

{ ~ i f - U 12 + { 1 f' + g J 
2 

} (lш. 
Ра~с:иотри:м теперь слу•1ай столкновения электронов с ато:иам:к ге ,; 

J.ия. Второй а•rомяый электрон снабдв:и: индексо:м: 3; в таком 
стол1шовение описываете.я во.ановой функцией 

Ч! _, { i't.Zi + ( (61) r.·-l (/kl'i} •Hr2, rs) (r1 :велико) 

--g(02)1·2-
1 /kr,y(r1, r 8) (r2 :велико) 

(r8 велико) 

На основании соображении, весьма сходных с првведенны:ми выше длJt 
случа.я водорода, находп, что полное число электронов, рассеянв:ы . 
:внутри телесного угла dw, равняется 

j f' g / 2 dw. 

§ 5. Столкиовенив: меzду двуиа сиете:иа.ии, о;~;иа иа 

первояачальио находиJiась в соетоввии покоя 

В несхо.1.1ь:ких параграфах этой книги (§ 3 rдавы V; §§ 2, 3, ,t: 
гл. VIII) м:ы определяли дифференциа.1Ьное сечение 1 (О) dw для ст~ы:кяо~. 
вени.й между двумя частица,11и, при которых их центр тяжести остает 
:в покое. При это:м: :мы решали уравнение: 

92y+(S1t2m//i2) (i т1;2- v)y=O, 
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" т1т2 
r "e т - ,, приведенная: масса + двух частиц, а v - их относи -

,.. m1 mi 

11едъная скорость. ECJiп решение имеет вид: 

'.1'0 

т ikz . -1eit.1· f' lfJ') 
9--..,Jв i r .., \ ,,, 

I (8) = 1 ((6) 12. 

По~-ажем:, как определяется: дифференциальное сечение :в том случае, 
1torдa. одна иа частиц, т1 , первопача.лъно находи.ласъ в состоянии покоя. 
Обоаначая: дифференциальное сечение для рассеяния на угол 0 внутри 
телесного угла (70 чере3 J (0) dO, llЫ и:м:ее11: 

J (0) siп 0 = I (6) siп f.l ~i, 
где 

t.g· f; = т1 si116/(m1 cos f.l + m;i), 

. (j ( 
В частном случае равенства :масс 0 9 и следовательно ее.аи -

'IОЛЫtО обе ча,стицы не я:мяются одинаковыми; с:м:. ур-ние (26) главы У): 

.Т (0) = I (20) 4cos А. 



ГЛАВА IX 

СТОЛКНОВЕНИ.Я: БЫСТРЫХ З.iIЕRТРОНО:В С АТО:ИАИИ. 
УПРУГОЕ РАССЕЯНИЕ-ПРИБЛИЖЕНИЕ БОРНА 

§ 1. Вве;~,ение. Звсперименталъные :методы и резу.1ъта.ты 

В этой главе, а 'l1акже в главах Х, XI, ХП и ХIП :мы прим.ени:ж 
иможенв:ую в главе VПI общую 'rеорию столхновений к подробному 
исследованию отдельных вадач. Наибольший интерес представ.11н j, 

3адачи, относнщиесн i. столкповения:м: электронов с ато:ма:м:и. · В резулъ· 
'l·а.те вычислений мы получае:м: дифференциа.:~ьное и полное сечения · 
соответствующие столкновениям, при которых п-ое состояние а ~ · 
возбуждается 9лектрона:ии определен.вой скорости 1,:. Дифференциально 
и полное сечения мы будем обооначатъ соо:rветствеmю 1) через I (6 
и Q,., при чем " 

" 
2r. ./ In. (6) sin 6 d6 = Q.,.. 

fJ 

В случае возбуждения непрерывных энергетических уровней каждыii'; 
уровень характеризуется величиной х, удов..1етворяющей с.1едvющемт· 
соотношению: • ·' 

Е.,_ = 1.2 7i2/87i.2m, (2 : 

где Ех - энергия данного уровня. Сечение, соот:ве1'Ст:вующее возбу.жде-· 
нию rруппы уровней в интерва"1е :между х и х + llx, обозначается npll:' 
,)ТОМ через (Jxdx. 

Дифференциа.льное сечение харак·rериауе1' уг.1овое распреде.1ение­
расселняых электронов, тогда как полное сечение опреде"1яет по"1ную' 
вероятность воsбуждени.ч данного состояния. ' 
. Так . как весьма существенноii яв.;:шетсл близость теории к прак~< 
тическо:ё: С'l'Ороне вопроса, :мы рассмотрим в первую очередь различные 
типы :жсперимен:rальных исследований, относящихсл :к сто.1кновениям · 
электронов с шrо:ма:ми~ и найдем при этом соотношения наблюдаемых 
~еличнн с вычисляе:мым:и дифферелциа.1ьными и по.ilны:м:и сечениями. 
)пытные данные :могут быть :к.1ассифкцированы следующи}[ обраво:м. 

§ 1. 1 .. Опыты, при которых ва.б.1ю;~;аютез: эффе~.ты, обусло·. 
в.1ев:в:ые Rа:в: упругиии, таs и в:еу11руrии11 сто.шповевв!111Jи. Резудь-

1) См. rлаву П. ~ 1. 
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татЪl этих опытов да,ют на:м: све.:и.ения то.~ыю &rнос.итеnяо Q, не опре­
де.ляя двфференциа.дьных сечений . и :не раз.~~:ел:я.а эффе:~.тов, с00Т11ет­
С1В!ЮI11ИХ различным JЮВ:ечны:м: состояншnr. Сюда относятся два типа 
опЬIТОВ: 

а) HaJtepe%иe задерживающей мособности вещества для быстръ~х 
электронов. Эксперюrента.льв.ые :м:еrоды состоят в ЭТО}( ,муча.е в иссле­
довании пробега быстрых частиц в рмJJ:ичн:ых веществах. Задерживающая: 
сnос(>6Вость определяется потерей кинетической энергии ::,.11еи.трона 
:яа 1 cJi пути в давно-и веществе. Обозначал энерrии св.яваиных 
ато:ыных состояний через Е,., м:ы видв::м, что эта с1юрость потери 1::ипе­
тичес1юii эвt>рrии оnределнется ура;внение:м: 

s{~Q,.(E»-Eo) 
t, 

xmax J (E,-E0)Q"dx }, 

"=О 

(3) 

где Е0 - энергия нормального состо.явия атома, а Е;,, - опреде.цяетсл 

соотношением (2). N- число ато:м.ов в 1 CJtS вещества, а xmax свя-· 
заво посредством фориу.J.ы ( 2) с ма:&си:ма~1ьной ::энергией, которую але:к­
трон :может передать ато:му. 

· В некоторых случаях зтю~I:и :м:етода:м.и: :можно восnо.11:Ь8оваться для: 
по.1учевин сведений об отделъ:ных сто;шнове:ниях; существенным нвл.чется. 
однако, вычисление за.держи:вающей способности вещества с поиощью , 
формулы (3), так как ивм:ерени.чми пробега :можно восnоJiыюваться д .. ,я 
определ:t>ния начаJIЪной энер1·ии частицы 1). 

б) И.3мерение полиi1х сгчеиий. Ес"1и од:яородвьтй пучок ;J.;.~ектрово:в 
попадает в ra,~, он становится диффузным; если его nервоначаJIЬв:ак 
~нерrия nревыщает резонанс11ыii потенциал гаsз, он <~тановится та:кже­
неоднородны:м:. 

Интенсnю1ость :электронного 1,уч:&а, обовначии через J. В тахо:ы: с;гу­
чае, ес.1и 11ы будем рассматривать :каждыii отк.1онившийсл :или поте­
рявший при стол:sновении энергию электрон как ушедший 113 пучка, 
убыль интенсивности I oJ ! при nере11ещенин пучка ва расеrолвве ai, 
:в газе при да,:n:~ении р может быть предста:вл.ева, в с"1е.uующе:и в:иде: 

o,J = Jal)OX, 

це а вависнт то"1ь:ко от природы rава и энерrи:и элeJ.'fJIOJIHOГO 11учк4. 

Проинтегрировав это уравнение, )!JIЯ 11Rтенс11вяости пучJLа. пос.де про­
хождения в11 расстонвнл х с.А, получи)[ 

J - т-ц.р:с 
-ио . 

ВЕ".iIИЧина а :м.оже1, быть определена путе:м: измерении иs11еневия обуе.;аов­
.rенного пучко11 'l'О:ка в завяси:иости от длины свобо,J,Воrо пуп :в га.ае. Подоб­
ные опыты впервые были произведены Ра.м:вауеро:и 2) в: были nри:w.евены 
111i1., а, тю:же рав.шЧIIыии :~.р-уппrв: исс.1едовате.11rJ~1и, 1t :ив11ере:нию а ;,.ди :RCel 
---~-- -- . 

1) Blackett анd 0cl'11iaJini. Proc. Roy. Soc. А. 189, tJ9!), 1933. 
2) Rт1щшеr, Ann. d. Ph.ys. М, 513, 1921. 
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Jipocrы.x rа~в, а также некоторых меrа.,ыических и дР}ТИХ паров 

~ 1 гдавы Х). 
Из определения полного сеч:енил Q след;·ет, что ес.1и 

з.:1'1ню11 в 1 см' гшJа при в:орма;~ьных условнпх, тu 

:\' , [ . ~ma.x J а= ;:_1_ __ ~~, + f Q €[х 
71Ю ~ п, , •. ' 

n () 

г:11,е р' единица давления (обычно 1 м.м Hg). Ес.1и се11ев:ип Q" 
Q,dY. измерены в единицах r..a02. где а0 -радиус первой бороВС'КО 

орf~иты водорода, 1·0 при давно~ давлеющ 

а= 3,15 [ ~ <;,. + jXniQ:ax]. 
о 

В проrиво~одОJБность иссдедования:м задерживающей сIIособности, рас~ 
с;11атривае:мый метод прииевле1·с~ лишь к электронам с :м:альп1и: и сред' 
нюп1 скоростями (от 0,5 до 400 v ); из вышеизложенного uледует, чт 
H'J'OT >1етод дает нам толыю значение су~1мы всех сечений. Для: э.лектро, 
~он е ннерrилмn, менъшнми: резонансного потенциала газа, эффек~rивным 
оуд)'Т, однако, 1·0.лыю упругие с1·олкповенил. Дл.а: этой облас1•и значениif 
:ш:ер~'ИИ ~'rO'l' 1\Iетод дае1•, такюr образом, особо важные ревr;1ьтаты. 

Ьятересно о:rме1•итъ, чсrо 01rисапное выше экспери»ентальное опре ' 
деление а u точБИ зренил :ьлассическоii 1•еории не ю1ело бы сяысда 
если бы ста,;шпвающпесн системы не бЫJiи определенным образом: огр( 
ниqены в пространстве, а наб;rюденные вначения вависею1 бы от опр ·· 
деления пш1ятил: uто.лкно:вения, даваехоrо равмерами щeJref.i приемно 

а,шпч)ата. В квантовой 1•еорин :-JТа 1·рудность отсутствует, T!l,K как оеченил 
~преде.лепы при усJrовии, что р<!,ссеивающее силовое поде достаточно 

оыстрu убывает с расстоннием - условии, ко1•оро~гу :'довлетворяют вс ' 
а1'О}шые по.ля. (jTO обстонтельство ра,ссмотрено подробно в конце ~ · 
r.ла~вы П. Под:вержда1ощие его ыюпериментальные данные тrрпведен 
.в i- 1 1·.1авы Х. 

В свюш с <1Тюrи оиытмrи следует упоюrнутъ 
сеида 1). -· 

Ин1•ер1rретаци.11 набдюдепий основ,ша в :-Jто11 с;1рнtе на. u.110;1,но 
n:.rасспчесмй теории движении ;.лек1•ронов В газах, И применение 
ее 01•раннчиваетс.я: J'словилми, при которых :,та :~·еори:11 справедлива~ 

т. е. очень низкими с1юростями столкновении (длл большинства t'азо · 
1rеньше ?\ воды). 'fакпм образом, :,тот 1'1Iе11од да.ет нам сведения 01•но~ 
си.телыю 1шд;l Q0 д.1л зюt•ш,rельно :м:ею,ших eiюpocтeii нлентронов; 
не~,;е.1и метод Рюшауера и получае11ые с его шнющыо результат · 
предс•rавллют значи•rельныii интерес. · . 

. § 1. 2. Опыты. в которых раз.-Lичные т1шы сто;шв:овенив­
)'ll]J)'I'Ие п не)·11ру1•ие - исr..1едуютея: в отде.1ьпости. Реаvдьтаты ат · 
ясследо:ваний дают ная сведения: об 01•11оснтельных аначен'иях ра.аляч, 

1) Т1жпsетl, Phil. Mag. !2, 873, HJ21. 
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11ьrх се•rеюrй Q,. при данной скорости паденил и о дифференциалыrых 
сечениях Iн. (6) как функциях угла рассеанил, а так.же и об изменении 
.любого из сечений Q... с изменением: сRорости столкновении. Абсо.лютные 
з:Еп1,ченил величин при это)1 обычно не из:мерлютсл, они :м:огут быть, 
однако, определены с помощью опытов, описанных выше. 

Методы исс;~е,:~;ованин моr:-т быть подразделены на 'rри класса. 
а) Элгптри•tсспие методы. В опытах этого типа проивводитсл непо­

средственное ивмерение углового распреде.1ения рассея:нных электронов 

или измерение относительных веролтностеii вовбу.жденил путем из:м:е­
реюm: сиды то:ков, соответствующих расселннъш электронам. В слу-

хша:r. 

qae ионизующих столкновений абсодютное сечение дшr ионизации j' Qxd"I.: 
() 

vожет быть из:м:ерев:о путем: набдюдев:ил положител:ьпого то:ка ионов, 
создаваемого однородным пучком нле:~;тронов, пропус:каемых через гав 

при иив~.их давлениях. 

б) Опти•tеспие .uemoдqt. В этом с.11учае однородный эле:ктронныii 
пучок пропус:каетс.я через гав и.1и пар; ивмерлетсл интенсивность света 

различных длин волн, испускаемрrо атомами, возбу.жденны:м:и эле­
ктронным пучко}I. Интеrюпвпость испускаемого света, соответствующая 
переходу атома гава пв состолнин п :в состоюrие rn, будет пропорцио­
нальна величине Q,.л,im• где А,,.,. - веролтность оптичесrюrо перехода 
ив состолиия п в состояние т. Изменение ш11·енсивности света данной 
длины волны с изменением скорости возбуждающих электронов опре­
деляет вависимость Q" от о:корости стошrnовенил, так. каR Anm не 
зависит от :метода вовбуждепил. Если А"т может быть вычис;:rено, :можно 
также сравнить :м:еj1;ду собой ве.1шчины сечений Qn дл.я различных 1i. 

Этоr метод имеет то преимущество, что он лвллетсл более чувст:ви­
тмьпы:м:, нежели электрический !{етод; с его помощью иогут быть 
исследованы эффе:ктивные сечения Q,. д.1л очень высо:ких :возбужденных 
состояний. 

:М:ы видим, таким образом, что и:м:еющийсн эБ.спери:м:ентальный :ма­
терим в достаточной степени равнообразен, чтобы иллюстрировать 
теоретические соображенил и проверлть их применимость. С другой сто­
роны, теоретические соображения про.1и:вают свет на многие интересные 
п ~ущественные длл фшзиRа-экспери:ментатора явления. Прежде чем пе­
реити к подробным вычис;~ени.я:м: дифференциальных и по.пных сечений, 
:u:ы останови:мсл вr.ратце на выбранном 11ами порядке шшоженип:. В пер­
вую очередь мы расс:м:о•rри:м: упругие стодкновенил, воспо.1ьвовавmись 
дл:.я это.го простейшими формулами: - первым IIрибдижением теории 
Борна (см. § 1 главы VП). Затем мы исмедуем пределы применимо­
сти этих фор11ул и усовершепствуе:м теорию (глава Х) :методами Факсена и 
Хольст:м:арка, ивложенными в главе II. В неRоторых частны.'t случа.ях :мы 
:в:веде:м: вате~r дальнейшие уточнения, воспользовавшись представлев:илми 
об эле:ктропно:м: обмене. Все эти вычисления не связаны о неупру­
rпми столкновениями; в бо;~ее строгой теории не.льзя, однако, рассм:а­
тр!вать упругие столкповенин, не учитывал в то же вреия столкнове­
liаи неупругих; :в свлви: с этих 11:ы: рассJ1отрии вкратце вопрос о :вза.иио-

10 За.к. М,. Теор1;11 &'1'0:.t!IЫX OTOJXJ<&ODeпil. 
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действии неупруго рассеянных волн с -упруго рассеянными во.;ша:м: 
:Мы рассмотрим да.1ее (глава XI) неупругие ето.1иновенил. I~a.i. п в с.11у: 
чае упругих сто;шновениii, мы начпем при этом с исследованшr перво , 
прибли:;т;енин Борна (являющегося достаточно точным д.ш :вычисле · 
:щ.держи:вающей способноети вещества д.1н быстрых частиц), а затем 
смотрю~ '!'Соверmев:ствоваnную теорию д;~я с;гучал боаее :м:ед:~евв:ых част 

§ 2. }"npyroe рассекnпе. Ilf>J>вoe 1Iрпб.1ишенпе Борнu 

В § 1 главы YII было по:кавано, что дифференциа.1ьное сечеяие 1 (6 
д.~я: упр1того сто.;~:кновения э.;~ектрона скорости t' со сферичес:~;п симие 
тричным полем потенциала 1т (r) в пределах применимости перво · 
приближения теории Борна отrреде.1летсл с.1едrюшюr выражением 1 ): ' 

.'О 

1 s-2 . f · J ' ]2 , ,, щ Slll .\.1 J'( ,'\ ,2d. 
I г t;? 1 • 
! \.r · 1 
; " 1 

1 (О) 4т::т1_;1,ш-1 i • • f) '1 ) 
2 . 

о 

Нами бш1а 1°ш1же по.ччепа фор11у.1а, дающал соотношение :между функ 
цией (4) и 1.:оэффициенто:м: рассеяния рентгеновых ;гучеii 2). Вычисли · 
теперь I (6) д.1л того сл1·чал, хогда Y(r) хараь:rериаует поле ато:ма ..,.. ..,.. ..,.. 

Ес;:~и y(r1, r2, •• • , rz)-волпован фующин атома (с 

ром Z) мы имеем S) 
7 

Г (r) - ~2 f ( ; - ~ ..,.. 1 '1 'to (У1 ••• ) j2 il.:1 •. A-=z-
11=1 \r-1·~ \ 

Во.;~новые фующии '}0 иввестны ана.11ппчес1,и .1ишь д.1л очень неболъ 
moro числа а•.1.10:мов; для большинства атомов :вычисление Г (1·) с:внзан 
поэтому с при:м:енение:м сложных чис;:~енных. методов расче~~:а; :мы рм 

смотрим сперва те с.луча:и, когда ·~0 изnестно. 
1 

§ 3. Расr,еянпе атомами во~оро;1,а п 1'е.1юI 

,];.;~я: водорода 
1 ,•, - с~,'а 3) 2 1' - гj,r, 10- •• О .. ' 

Для 1·е.1ил е достаточной степенью точност:н мо"1;но :восщ,.1ь3оватьс 
:во.iIНо:вой фующиеii, полученной Хи.ыерааС'о:м 4) на основании 
ционного :метода: 

1) См. г,хаву VП. ур-нnе !12). 
2) См:. главу УН, ур-ние (18). 
В) См. главу VШ. ~ 1. 2. 
4) .1:Jylleraas, Zs. ( 1~ьуs. 54, 847, 1!129. 

Рассеяние ато.ма.Jи+ водорода 1, zелмп 

JJо,11.ста:в.ллл эти функции в ур-ние (5) и интеrрир-ул, получаем: 

Г ( t·) = - г2 (-1- __!__) е- 2
•·1~ д.:111 водорода 1 

r ао I 
} 

= - 2&2 ( ~ Z ) 1Г 221
'
10·' для гелия I 

1 а0 J 
nщета:вллл эти значения в 

1 (fJ) 

1ричех ;:ля волорода 

выра:же:ние ( 4) и внтеrрнрун, 
641r•rn2e'A (2л2 _J__ K'l.)2 

h4. (i,,2 + !{2)4. ·-

А I, "л=2/а0 , 

.А= 4, л = 3,36/а0• 

Таблица, I 
Иитенсв:виост:и рассеяния дJJя 1'е;'f:иа и водоро.11;11 

1 

В:8Ji:ОДИ.К: 

kao . 6 -Vволът . 6 
1 -,i-- Sln -

1 
- ! z SJn2- {ZЧ (0)/А} • 1018 с;и2 

1 

1 

1 

! 
о о 27,6 
(),03 

1 

0,11 27,3 
0,05 0,18 27,2 
0,10 0,37 26,7 
О.:Ю 

1 

0,74 24:,3 
0,30 1,10 21,3 
0,40 1,47 17,7 
0,50 1,84 14,3 
0,60 2,21 11,1 
0,70 2,iШ 8,62 
0,80 2,94 6,61 
0,90 1 3,31 5,08 
1,00 

1 
3,68 3,87 

1,20 3,82 2,30 
1,40 

1 

4,46 1,48 
1,60 5.10 0,921 
1,80 мо 0,590 
2,00 ! 7,36 0,397 
2,30 9,20 0,168 
3,00 1 11,0 0,083 
3.50 

1 
12,9 0,046 

4,00 

1 

14,7 0,027 
4,50 16,{i 0,017 
5,00 

1 

18,4 О,011 

Z=l ) 
Д,1Я J';OДQJ;C!Д8 

Z = 1,69 } д.1я ге:шя А= 1 f А =4 
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(8) 

{9) 



148 

С поиощью этой фop]l(f JIЫ легко иожет быть вычислено угловое рас­
пределение э.11е:ктропов, у11руго рассеянных атомами водорода и гели:и .•. 
В таблице I приведены: 3Н'1чения I (6) для этих атомов как. фующw:и: ·. 

~ 
tiSin 

Полное упругое сечение имеет при этох следующий ви:д: 

• {~ • f _ 1024Л'l':'5m2г4. (31,4 + 18),2k2 + 28i::4) 
Q,, 2х-. I(6)sш6dJ- 3h4л2(л2+4k2)3 . 

о 

К11.1 это следует и3 рис. 14, Q0 нв.1.1Iетсл :монотонной фрnщией от 
2r.mvfh. 
§ 3. 1. Сравнею1е с опытными данными. Ивмеренил угловых рас­

пре,в;е;~ен:нй эле~,тронов, упруго рассеянных атомами гелин, б:ыли произ­
ведены многюш исмедователн:ми 1) для 
э.1еr.тронов с энергиюш от 1,8 до 700 У. 
На рис. 15 а:ксперим:ентальные :кривые 
для электронов с энергиями, превыша,ю­

щим:и: 50 V, сравнены с величинами, вы:­
чис.тrевпым:н с помощью формулы ( 9 ). 
Так r.а:к ш:спери:м:ентальные данные не 
определнют абсо;rютных sна,нший :коэффи­
циента рассеяния, на этом: рисунке выбран 
таRО:й: масштаб, при RОтором набюоденпые 
и вычисленные sначенин совпадают для: 

Boflapa8 Гen.,,il 
д" t А=4 

flr 1 р,=1·687 

{) 5 10 15 
рVfюльrп 

ао 

Рис. 14. 

,шектронов с энергией: 700 У. 
При значениях энергии, превышающих 

100 У, имеет место очень хорошее со­
гласие с опытными данными в широком: 

интервале углов рассеяния:. •Ilpи оче:пь м:а­
.;:rых и очень бо.;:rьших углах рассеяния: н&­

б.lюдается, однако, ва:м:етиое расхождение между теоретическими и эксперп­
:иентадьны:м:и .цанньши. Длл электронов, энергия ~юторых меньше 500 V, при: 
больших вначенилх углов рассеяния, рассеяние почти не зависит от уrла, 
вместо того, чтобы убывать с воврастанием последнего. Это обстолтельс1'во 
обусловлено искажением падающей волны атомным: полем (cl'lr. § r.,, 1). 

При :малых углах р<tссеняия наблюдаемое изменение интенсивности , 
при ив:менении угла превышает вычисленное впа.чение. Это, по всей 
вероятности, обусловлев:о поларизацией атома падающим э;rектроио)(; 
подробнее этот вопрос будет рассмотрен в § 10 r;rавы Х. 

При энергиях меньших 100 У длн любых углов согласие с опы.тныи11 
,1;аннымп является неудuвлетворительным. Причины ,,•rих от1иrоненв:й 
бу.-.;у1.' рассмотрены в § 5. 1 этом г;rавы, а также в § 9 главы Х. 

1) Dymoncl and 1Vatson, Proc. Roy. Soc. А., 122, 571, 1929; Ис Иille11, Phys. 
Rev., 00, 1034, ННО; liulla,·d and Иassey, Proc. Roy. Soc. А., 183, 637, 1931; 
Bam.sauer and Kollat1i, 12, rJ29. 1932; JYerner, Proc. Roy. Soc. А., 134:, 202, 1932;. 
Hughes, Ис Иillen and Webb, Phys. Rev., 41, 154, 1982; Mol1r and Nicoll, Proc. 
Ro7. Soc. А., 138, 229, 469, 19;;32. 
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Формула, Борна (9) приближенно (\Правемива, та:кии обрмо:м, для 
эJеRтронов с энергией превышающей 100 V, рассеянных ато:иа:ми ге.~~ин; 
ова :не явшrетсн, однако, вполне точной для электронов, энергия: ното­
рь1х :менъmе 500 V. 

Д.:зя: случая атоиноrо водорода, соответствующие опыты были nроизве­
;~.е:ны Харнвел.1ем 1 ); при этом окава.1ось, что наблюденная интевсirВвоеть 

• Jkсперинента.лы-1ые тацku 
- Теаретичес-kив kрибые 

100 Вольт -<:)~ 
~ ,...., 
<::, r;:i: • t,i5 ::i 
:::s :t Нуль юа ~ 
~ ~ • • ) 
"1> ~ 
~ t Нуль JSO ; 

:§ g_ 

• 50G •80° 1го 0 150° 180° 
100 Вольт 350 Вольт 700 

Вольт 
о • 

Рис. 15. 

рассенnnн ,11,лл ::~ле:~::тропов с нnергие:й 120 и 180 V с возрастанием 
yr::ia убывает значительно быстрее, нех,елп вычисленные выше sначе­
nпя. Это и неудn.вительно в виду трудности подобного ро.ца опытов. 
Э1,спериментальный :материал, юrеюшийсн длн случая :м:олекулнрноrо 
водорода, будет рассмотрен в ~ Н главы ХП в свнsп с вопросом. 
о рассеянии элеr.тронов молекулюш. 

§ 4. Вы•1ис.1ение .r (fJ) п (}0 ;1/IЯ сложных атомов 

Длл определения поля ·i.7 (r) атомов, отличных от Н и Пе, суще­
ствует два иетода: :метод са:мосог.1асованного полн, ра.зработанвый 
Хартри 2), и статистический метод Тояаса-Фер:ми З), трактующий ато:ивъте 
: ае:ктроны ц.а1t выро.ждепnыii гав. Бо;rее точным нвляетсл, 1~онечно, хе1•од 

---·-------
1) Hanm:elf, Phy1,. Rev., !И, fHl, 1929. 
2) Н111·11·ее, Proc. Camb. Phil. Soc., 24, 89, 111 и 426, 1927. 
") Тlютт·, ]bid., 28, 542, 1Н26; Penni, Zs. f. Phys., 48, 73, 1928. 
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. 1 Хартри. Применение его к столь сложным атомам, как, наприм:е 

ртуть, явля:етсн, однако, весьма затруднительным. Длн элементов, aтolli 
ны:ii номер 1юторых превышает 37, атомные полк по :лому iето · 
;.:о сих пор вычислены не были. Длн более сложных атомов можно во 
пользоваться методом Томаса-Ферми; в :1том случае он дает 60.11ее точ. 
вые результаты, нежели: ддл легких а1·омов, 1·ак как явллетсл 111етодо · 
статистическим. 

Опредедив по методу Хартри значения по1•енциалов 1r(1·), мы може 
найти путе1tr числепного интегрированил по формуде (4) дпфферен· 
циа.льные сеченил ддя столкновений :мектронов с раз.11ичными ато 
11ами. Впервые метод самосогласов11нпого полл был применен дл 
вычисления фа1,торов Р 1), характеризующих рассеяние рентгеновы. 
J1yчeii красталлами; соответс1·вующие величины: д.лл рассея:нют :)Jlектро: 
нов .1,1ory1· быть найдены с помощью соотношения: 

. ~ 8 
l (Н) = -- --- (7, - 1112 со:-:ес4 -.

1
-, 4m2v1 

полученного пами в главе УП [ур-ние (8)]. В таблице 

+ о . . :шаченил J (6) 1,ак фующии от V" sin 
2
- (где J·' - :,пергпя :,лы;трона: 

в водьтах, а 6 -угод рассеяния), вычислепные :1тим способом для раз-:: 
личных атомов. Во всех слу,1а.лх резу.~п,тирующее угловое распределе-·· 
пне монотонно убывает с возрастанием угда рассеяния:. При данной:., 
скорости стоюшовенил быстро•rа убывания расселппл с возрастанием! 
угла тем больше, чем меныне атомный но~rер рассма.тривае1110го эле-; 
•ента. 

§ 4. 1. Jlрим:епшше метода 1 1омаса-Ферми. Быстрые 
вепи:r 2

). В мето.л,е Томаса-Ферми мы пользуемсл нсременными С? к 
опредешrемьнш следующ1нrи соотпошениями: 

Zs9 = 1· J,' (1') 
13 

:с= 2 3- 3 
4 1 

'К: 1 -111Е2 h, - 2 _7,·J -t .. 

+упкцпн 9 удовде~•воряет .1\пфферепцн~1дьном:у ура1шепию 

и граничны"' условил~t 

9(0)= 1, 9(со)=О. 

Отношение х/1· определяет величипу, обрм•ную "ра,диусr атом:&" 
и: явллетсн монотонной фупкцпей от Z. 

1) James and Нrindley, Zs. f. Krystall., 78, 470, 1931. 2
) Billlard and Massey, Р1·ос. Camb. Phil. Soc., 26, 5G6, 1930. 
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Функция 9 была таб..удировапа Ферми, как функция от х; с помо 
табличных значений и ур-нил (12) иогут быть, таки:v образом, найде · 
значения V (,-). Подставив их в выражение длл I (О), иы · 

г 

Так. как 

от fl-, т. 

(<) 2 

о 

9 ( х) <Yl' 7, пе :з_;ышсит, мы видим:, что I (О) Z 
1 

' н 
е. 1'олыю от 7, " 1, siп ~- - . Таким образом, 

2 
2 1 

еслп мы 

3 --.. (j 
(6) /, мк функцию ОТ /, ,, v i;iп 2·' иы :можем ВЫЧIIСЛИТL 

длл всех атомов. В общем случае :Jто может быть осуществлено только 
путем численного иптегрированил; одпако n частном случае боJ1ьшю11. 
р., сотnетствующем большим скоростлм столr.повенил, 1,111 можем получить, 
приближенное лnное выражение длл J (О). Опо нмеет следующий вид 1);! 

7,2г4.соsес4___ cosec ---
[ о ~ { . -4 2 

• о r ( о 
l ) ~ , " 4 ll - (1,4- • 1 о Q 

т 
где ;3 -

с 

·,'IU"'I' r' 

Отсюда с.1едует, что д.пл быстрых столкновепиii фopirpa Резерфорда/. 
должна дава·1ъ очень хорошее совпадение с опып1ыии данными. Второй 
член, характерпзующиii влилнис а'l'омлых :шет.тропов, пс имеет пичего , 
общего с часто вводимой в рассиотрение поправкой, состолще:П в том, 
Ч'l'О в формру Резерфорда вместо z2 подсшnлшо'l' 7,2 -+ .%"; следует . 
упомлпуп, одпа~ю, что при подучении :)тпх резу.11ьтатов ттсупругие ·• 
столкновсшш H::t'1H во внима.ннс пе принимадись. Длл расселнил ::~де-. 
шrронов с :шергией 70 :киловольт а·~-омамп золо'l'а попраш:а 2) :к формуле,; 
Резерфорда составллет 25°/0 длл уг.1ов расселпил в 20°. · 

Длл осуществленпл чнс.11енного ИН'l'егрированил необходимо протабу- . 
2 1 

лировать 1 (О)%' - ·,J. 1,ai, фупкцшо от fL ( т. е. от 7,- .3. 1· i;in ~-); лпер-

1
) Bullaтd and ,1/a.ssey, Proc. Caml1. Гhil. Soc., 26, 556, 1930. 

2) Релятивистские эффекты прн это~ не учлтывались. 
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., 'cJTO было сделано длл некоторых значений fL Митчелом: 1 ), в~:1псленил 
:в:ьtе" были дополнепы затем Вуллардом и Месси 2) длл всеи обла~ти 
JOToporo1•1• ,t от о до 15. Ре3v.:~ьтаты этих вычислений приведены в таб.11.ице ПI. 811ачени г • 

Таб.:~ица Ш 

иятенеиввости рассеяния, вычис.1енпые 110 иетодJ Томаса-Ферм~~ 

1 ., V вольт sin 6/2 

1 

1 

I (О)/ za Р· 1 

z3 
1 

x10-ls см2 
о о 21!Ю 
0,03 0,062 :Jl20 
O,Dfi 0,104 :ЮlО 
0,1 0,208 1460 
0,2 0,41 678 
о,в 0,62 34-4 
0,4 0,83 202 
0,5 1,04 122 
0,6 1,25 79 
0,7 1,4ti fi4 
0,8 1,66 44,0 
0,9 1,87 2Н,6 
1,0 2,08 18,7 
1,5 3,12 6,43 
2,0 4-,1(1 :3,5~ 
3,0 6,2i) 0,61 
5.0 10,4 0,089 
6,0 12,5 (J,046 
7,0 14,6 0,026 
8,0 16,7 0,016 
(),() 18,'7 0,010 

10,О 20,8 О,0064 

12,0 25,0 0,0032 
15,0 31,2 0,0013 

• IlО"ттЧеППЫМIL ПО М:f'ТОДV Ср·ышпnал :1ти :шаченпл с величиnам.1, ••J . , 
Ха1чр;1 ,•ы видим что ддл тлжелых атомов оба метода дают :)Jшив:1-
·1:п~~тт~ iезули'ат~ одшы;о ддл бо;rее легких атомов, в частнос'l'И д.JJII 
~·шмо~ .с апомалън;Jмп' размерами, папример ддл благородпых0газов б , хо;.гденил тати-и ще·ючных металлов между ними л:1 люда.ютсл рас , · 

• · ' · nп мание иnдиnидуа,;~1,-стическиii :м:е'l'Од не ирлпимает, Бонечно, во п. ne v о 
вых ра3личиii мс.жду атоl1амn и пе может бып, по:>то:му впол . д -
влепюрителышм образом применен к ним. 

вовашrл могу~· бы'lъ пайдепы Путем вторичного численного ннтегриr J 

.. 1 err·o пока3аТL что (}/, ·· :~авпснт TO.JIЬKO· значепин: полпых сечении. . , ·. , 1'. 

1) ~l{iteliell, Proc. 1',at. Aead. Sci., 15, 520, HJ2!). ~ , , 
2) Bнllord and J1a,sc!J, Р1·ос. Camb. Phil. Soc., 26, ,)6(,, HJ3U. 
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1 

от v/Г 3 
-. Эта функции изображена на рис. 16; существенно 01·мет 

qто эффективное сечение явллетсл монотонной функцией с1юрости. 

§ r. .. Применимоr.ть первого приб.11иженшr Борна 
Прежде чем сравнивать результаты :JТих вычислений с OIIЫ'l'HЫ 

,в,апными, необходимо останоnшъсл на вопросе об области их прим ·. 
нимос·rп. 

Точнал формула, опредеш~ющал дифферепциалыюе сечение. 
следующий nид [см. п-лие (17) главы !1]: 

I(6)dw=~/.!;-/ f (:Jn _J_ 1) (ез;""- l)Р (cos 0)12аш. 41.·J ..- ' 1 , 11' , 

71::---:: 

;;с:, 25 
c:J 
~ 
""'3!J 
c:J 
:::i-

~ 
~ 
"' 10 
~ 

<f' 
"' Qj 

о • 1D 
z-Узvвальт 
Рис. lG. 

го 

В § 2 главы Y!l быдо шжазапо, ч1·0 формула Норна может 
<.,-rавлена в виде: 

I (fJ) 1l.1J = l:'J 1.~о (2п -;- 1) ~" Г,, (ео,- О) l~dw, 

где 

l...:n-
4тс3т 1· r • • • --.~ J (Г) [J 1 1/,т)]21·1/,·. h2 · 11+-~-\ · 

о 

Обе :,т::r формулы дади бы тождественные результаты, ес.1и бы выра. 
жение ехр (2i1Jn)- l могло быть заменено через 2i~n· Это можно еде~ 
лать, однако, только в случае малых 11,.; в s 2 главы 11 было показано 
что при этих условилх ~ ... чnJiлетсн хорошим приближением к 'in· У с.1ю.; 
вие примепимости формулы Ворпа имее1·, таким образо:ч:, сдцую 
щий вид: . 
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· от 1:ритерий лвллетсл, одна~ю, чересчур жестким, так как no многих 
' тучалх выражение (14) может содержать большое число члеnов и при­
е,11 я.кеnnос выражение (15) может дать то,шое значение всех их за 
~клrочением нес,юлышх первых. Можно сказать таким образом, что 

' я я усдовие (17) удовле1·ворлетсл, то в применимости ::~того прибли-
есл . 

6 
.. 

;кенпл IIC может ыть со~шепин; по даже и в том случае, когда оно 

ne ,доnлеrворлетсл, расхо,~;дешrс пе всег,~~а велико. Вообще, если 
vсло:вие (17) пе очеш, заме1·но нарушаетсл nрн 1i = О и если рлд 
~одержит большое чпсло члеIJов - расхо,~;дение будет малым. 

Припимал во впю~:апие эти соображенпл, рассмотрим вопрос о при­
менимости формул (15) и (Hi) i. случаю рассеннин ::~.лектроно.в атомами. 
дла простейшего сдучал столr,новенrrй с водородом и гелием, с помощью 
,въrражсшш (t,;) длл Г(r) и прибдиженноii форму:rы (lG) находим: 

' ., __ 4тс2,ще;2 ( _ Z д ) Q (2Z2±__k2a<[) 
~,, - kh2 1 2 дZ " k2a

0
2 ' 

(18) 

~·де (/
11 

- шаровал фушщил второго рода. Это дает: 

~о = 2~;::82 { lg ( 1 + k~J=-) + z2{~~a~~} . 
Табл пца 1У 

Срапненис точных n приближенных зна•1еинй фа3 

·. 
Ге,шй ~\) '',1 ''t~ 

о~ 

I Точное \ Точное \ По Точное \ По г: = 
1 По с:)"' 

" j Вольты знач<Jние Борну 
ls: "°! 1 Борну значение Борну значение ;;-< .,. 

1 

1,05 15 1,360 0,565 O,O.i2 0,042 0,0065 0,0054 1 
1,!)2 50 1,0!)3 0,734 0,186 0,148 0,0411 0,0329 4 
3,00 122 0,898 0,731 0,272 0,224 0,0946 0,()769 (j 

4,0•1 215 0,784 0.(j87 0,301 О,264с 0,1Л04 0,1130 8 
),{}' 

1 

,НО 0,690 0,638 0:303 0,274 0,15~4 О,1378 10 
: .. 

Водород -r,o 
Число 

I Вольты Точное I Ilo членов 
ka0 3Наченпе 13орну 

1 

1,0 13,5 0,905 0,596 1 
~,О 54 о.шн O,u02 а 

а.о 1·>·• ~~ O,Go8 0,534 fj 

4,0 :ш) 0,490 0,472 6 
5,0 3-LO 0,432 0,422 8 
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В таблице IV приведены 1) численные зпаченил Т/ и~ при различ 
звачевилх :шергип падающих электронов. Длл более точного опре.ц 
вил области применимости первого приближения Борна привед 
также числа членов, требующиеся для получения полной формулы р 
селнил (14). Эти числа определены на основании соображений, излож 
пых в § 2 главы 11, где по11азано, что роль члена 11-ого порн 
мала, если: 

при условии 

Rт:2rn т, ( ) п ( п - :-- 1) 
- - r r ~-----

/,,:!. . r2 ' 

1 
k1·~п+-2 . 

::\Iы увидим в дальнеiiщем, что хота приб.'IИженнал формула 
фазы нулевого порлдка справедлива 1'олько с 'l'очнос1ъю 10°/0 длл зв 
чений энергии, испьших 340 V в случае гелил и 100 V в случае вод 
рода, можно ожидать, что длл более нпзrшх значений :шергии, наприи· 
100 V длл гелил rr 7 5 V длл водорода разложение (15) окажетсл дос · 
точно точным. Это предпо;южепие nаходитсл в согласии с orrЫ'l'HЫ 
данньши, рассмотренными в § 3. ] :УJоЙ главы и в § В главы ХП д 
случал молекуллрного водорода. 

Длл тл:л;.елых атомов фазы могут быть вычислены приближе 
путем ч1ншенного иптегрированил выраженил (16) с помощью ието 
Ферми или Хартри. При :;то~{ мы получаси следующие значеnил ~о .ц 
'l'лжелых благородных газов при двух раз.личных значепилх :шергии: . 

Та6.1ица У 

Вольтаж Вольтnж '/i, 

Неон 20 ') -_,,;, 2 2000 2,0 10 
Аргон. 30 ii,6 4 :3000 2,!) 20 
Криптон . 48 8,8 5 4800 4,65 30 
R,;енон •. 61 11,5 6 6400 (Ц 40 

11 -- щшбюш:спное 'IИсло ч:rепоn в рядах, оr1ределяющих нарцпальпыо f'O'IeHИ, 

В этой 'l'nблице указаны та~оке приближенные числа членов в выр · 
;r;ении (14) длл различных случаев. Из этих данных сдедует, что фо 
:мула Борна, остаетсл справед:швоii до 1000 V дла пеон:1 и аргон, 
п воз:о.южпо тnr:же и ,1,лл криптона, тогда кrы. c.1yчaii 1,сепона лвллетс 

более со:мnи'геJILnым. В случае очень 1'лжедых атомов, например ато:мо. 

1) Они вычислены Маr,дугал:rои 
54Л, 1Я32). 
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~в:, ~о= 8,0 длл эле1,тронов с энергией 8000 вольт, откуда следует, 
/1'~• · первое приближение теории Порна может быть справедливым лишь 

410 электронов с очень большой энергией. Следует однако отметить 
J.ЛЯ ь что длл того чтобы формула была точной, вовсе не необходимо, 
здес ' б тобьr ca;ro ~() ыло меньше единицы. 
11 § 0. 1. Бодее nысо~.ие при6.1ю~;е1шя: метода Борна. Более вы­

ие nриблпженил 'l'еории Борна были рассмотрены Мёллером 1
) и 

д:стедож 2) с целью определенил пределов применимости первого 
ибю1женил, однако ни одним из этих авторов не были получены 

:JIЬle вырJtжени:л даже длл второго приближенил. Дис'rел рассмотр~л 
также вопрос о влилнии неупругого расселнил на расселине упругое 3

); 

()Н nо~.азал, что дл~r случая водорода рлды, встречающиесл в теории 
Борна, сходлтсл 'rолы;о в 'rом случае, когда скорость v падающего 
электроnа велика по сравнению с орбитальной скоростью и атомного 
электрона. Эти р1Iды фактически представллют собой разложение по 

" ~ б степенлм 
1
_,.J • Длл тлжелых атомов 1; должно было бы относитьсл 1, ор и-

та.ilьной спорости К-электронов, однако расселине этими двумл ~шектро­
па:ми ю1.до по сравнению с рассеянием, обусловленным лдром и осталь­
ными :шеюронами, поэтому при исследовании применимости первого 
приближенил можно воспользоватьсл более низким значением орбиталь-
ной скорости. 

Простой метод повышения точности первого приб:rиженил непосред-
ствеЕло вы1'еrшет из сравнения rrриблшr;енных аиачении фаз, вычисленных, 
мк :1то наказано выше, с точными sпаченилми фаз. Возвращаясь к рас­
смотрению таблицы IV, мы видим, что вплоть до зпа•rений '"tJo > 0,5 
точные значенил фаз нулевого порлд1ш не отличаются ;1аметны:м: образо~r 
от дост,~тоqно приближенных юнtчсний. :3паченил фаз их точно опре­
дедлютсл, таким oбpas01,r, приближенными формулами даже в том 
случае, когда приближение: 

ехр (2i~,.)-1 ~ 2i:,, 

лвдлетсл незакоiшым. Вычислял с помощью приб.J:шжепного метода 
большие шшченил фаз и исправллн формулу (15) на отклонение ехр (2i~n) 
от 2iC.,., мы получим, таким образом, более точный результат. 

ото дает нам следующую формулу: 
со 

I(fJ) d(J) = 1 i/1
6 
(О)+-\~ (2п-;-1) { ехр (2i(.,,)-1-

2ik n=,O 

-- 2iC.,.} Р.,. (cos О) \
2 

d(J), (19) 

ГJJ;e 1 ь - интенсивностL рассенния, определяемая фор~улой Борна. 
Отсюда следует, что отклонения от формулы Борна становлтсн впер­

вые за-;rетными при больших значенплх углов, так как fь быстро убы-

1) Mёller, Zs. f. Phys., 66, 513, 1930. 
~) Distel, Ibld., 74, 785, 1932. 
~) См. также § 10 гл. Х. 
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вает с уве.шчением О, тогда ка1: поправочные ч.1ены слабо завттсл!! 
углов, определяясь в основном f неско.1ькюш шаровыми функ 

низших поряд1юв. Влилние поправок оказываетсл п:шболее заме 
прп больших ;Щачениях !J. 

В частнос1·и, в случае гелия мы видим ( см. таблщу 
мула Борна нуждается в исправлепии для ч.;rена н-у.:rевого поряд1щ д 
при 'Jнергии :1ле1tт;рона равноii 340 V. Формула. (19) приобретает 
с.1~учае следующии вид: 

I(O)dro=/v 1ь{0)+-1 (ii:0 -l-2·i:) ~ i 'Jlk ·О С 00, 

Д.1л :J'l'ИX относите~п,нu высоюrх с~.оростеи I;, (IJ) очень 1rn.10 
бол1,ших значениях углов, и рассЕ'лнпе оттредетrетсл в :,тo"ll с.туч" 

D 

о jkcп. тоц·k-:;-1 

:- Те орет. kри!3ые / 

№ 413 i 

Kr 830 

го0 40° во 0 во 0 1006 

Угол рассеяния 

J'Иr'. 17. 

•Jkcn. тач.---Зkсп .kрцб 
,- Теорет. kри8ые 
',, Хв 800 8альт ·-

К r 830 больт 
'..._ .... ___ .... .... .-- - ... , 

во 0 100° 
Уаол рассе,тия 

вторым членом выраженпл ('20). IJтот ч.-1ен от ве.шчипы п"1а 
зависит; расселние должно, таким образом:, отличаться от пр~дсказ ' 
ваемого теорией Борна тем, что при бо.1ьшпх углах uно о(,тает ' 
почти постоянным вмес'IО того, чтобы равномерно убыватr,. Рис. 1 
подтверждает :эти сообрnжения иа1: качественно, так и 1шличественн , 

§ 5. 2. Uравнение с опытными дапнымп. Для благородных газо' 
ттримепимость форму.1ы Борна может быть проверена с помощью раб: 
Л рно 1 ). Найдено, что в неоне ::J'Га форыу.;rа спрат1едлива ддл :,пер 
:i,o 400 У для всей исс.1едованной области углов (15° -1'20°), то1· 
:как длл аргона, криптона п ксенона ош1 оказывае1·са применимо 

то"11,ко для углов, меньших 80°. При бi1лыш1х углах расселнил дл 
:,тих тяжелых газов наб:нодаются пебо.;rьшие отr,лопенил от теоре ' 
чешшх ,'щнных. Это показано на рис. 17. llo жере уменыпеюш ~терг 
ладающих :шектронов интервал углов, в 1;еJторо:м формула Ворп[;. ок .· 

1) Amot, Proc. Ho:J·. Soc. А., 1:щ 615, 1931. 
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,. вЪlваетсл справедливой, уменьшае~ся. Tai;, например, в неоне при 
· 200 V для yr лов, превышающих 90 , она уже несправедлива. Согласие 

еоретических и опытных данных лвляется, таким образом, в обще:м: 
т д " есь:м:а удовлетворительным. альнеишее подтверждение теории дает 

:s:м:ерение интепсивнос·rей при диффракции электронов от металличес:кой 
Фольги, причем распределение интевсиnпости хорошо сог;шсуется со 

значениями. вычис.'lенными с помощью вышеизложенных методов 1). 

IIр:виепююсть первого приб.1Ижения Борна для очень быстрых :э;~ектро­
вов подтверж:~;аетсл таиже опытами Вир.ля no рассеянию :1ле:ктровоr 

11 )П[огоатомпых газах, ра.сс:иотренны)IИ в § 4 г:1авы ХП. 

1 ) J/oll, Nature, 124, 986, 1929; Mark un<1 · Wie·rl, Zs. !. Pbys., 60, 741, 1930; 
Thoщson, The ,v ,н·"" Merbanics of Pree E)e('tro11, 1931. 
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УПРУГО}~ РАССЕЯНИЕ l\IEДJIEHHЫX ЭJПЖТГОШШ .\.ТОМАМ 

§ 1. ;-)ффеf,ТЫ Рам~а.уера li Таупемr;1,н 

Еак ~,то было но1ш3ано в ~ 5 главы 1.Х, первое прнб.шхение :м:е-' 
года Борна неприыеннмо к р;,~се~отрспию стошшовени_ii )rедлепных 
электронов с атоиа11ш; получ:1емые в :Jтом случае ОНЫ'l'ные данные ясно' 

ука.зывnют па необходшюс'rь пос'rроепил более С'l'рогой теории. 
В И21 го;~у. пес.~ еду а свободные пробеги очеш, медленпых (o'r О, 7б 

до 1, 1 V) :элсюронов в равличных ra3ax, Гам3ауер 1) нашел, Ч'l'О в; 
11,ргопе длины свободных путеit тп1шх эле1,тронов 3Ш1ЧИ'rельно превы- · 
шают всличю1ы, nычис.1яе:1rые на осповпнни юшетической теории га3ов. 

Распространение :Jтих пабдюденпй на более широ1шit пптерва,,,1 ci.opo- ' 
стей ~) привело 1: обнаружению удивительной и3мепчшюсти сечения , 
с шшепепне~r скорос'га ,щеиропов. Было найдено, что эффеr:тивное / 
сечение ( обрм'но пропорционпльное длине свободного пути) атомов 'i, 
аргона nозрастае1· с уменьшением с1rоростп до тех пор, поr:а, :шергпн :' 
:шектроно:в не стnновитсл меньше 10 У. При далы1ейшем умепьшении ' 
:шерrип :шсг.тропов оно уменьшается, АОстигпп лш.1ых зшtчепий, обпа- · 
руженных в предшествовавших онытах. Независимо от :пих наблю­
дений, Таунсеттд и В,Jй.ш з) исс.1едовали завпсюrоси, свободного пробега 
от CROpOC'l'И д.ш :JЛeIИ'pOJlOB '~ :шергиями между 0,2 rr 0,8 V и П01Ш3аЛИ, 
что 1ш1;сю1ум дшшы свибодного пути лt>,~.нт 01:оло О,IИ полиа. Эта вели­
чпш1 была, таюr;е получена в бодее но:щлей ра,601•е Рш.~яауера н 
t~ОЛЛа'l.'а 4). 

Всле:~: за опубюшовп,пием :J'l'IIX 1:.;~::1,сспчес1;uх опытов 6ыло исследо­
вано поведе11ие большого 1:олнчестn:1 гnзов и нпров .'~Юl широкого 
иш'ерnа.ла скоростей эле1,1•рошш 5). Ре3ули·nты, получепныс длл некоторых 
одноатомных гз3оn п паров, припедепы 1ш рлс. 1:;, характери3ующем 

зависимость :1ффе~.тивпого сечепил от с~.орости :,ле1,тропов. Jiдк п3nестпо, 
эффективное сеченне 06ра1·но нропорциональпо срцп~ii д~нше свобод­
ного пути. 

Хар:штерной чt>pтoii крпвых з:=~nисимоста сечения от скорости 
нnллетсJf большое разнообра.зие их размеров и формы, а тnкже заметное 

1) Пm111;aucr, Лнп. й. Phys., 64, 513, 1921. 
2) Пamsauer, там же, 66, 545, 1921. 
,!) BaitC!!, Phil. М:з.g., 43, 593, 1922; Н, 1033, 1922. 
~) Ramsauer uпd Kolfatli. Апn. d. Phys., 3, 536, 1929. 
•) C).f., нnпрнмср, обзор Kollat.#t'Q в Phys. Zs., 31, 985, 1931. 
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ходство uone,'1eшrя ана.;rогичпых атомов, 1,ак например, атомов тяжелых 

~ го о,:1,ньrх газов и паров щелочных 11ет~,;шоn. Вначале все :\ТИ 
о.1а еiия не шrелн удов.~етворительного ооъяснения, но с появле­
яв.1" 1.в,..нтовоii механш:а тотчас же вознп:к.;ю предполо;кение, что :ли 
нne.u. • '" --:1ффекты _ ;~,иффракционного харэжтера. Бором было предложено оощее 

, ясненпе па.;шчпя :мпнюrа.1ыюго значения сеченшr. наблюдаемого 
ооъ . ' 
в б.;~агоро;~нг~ ra3ax 
близи о, 1 '\•. Но:1е 

в / а 
атома п.;~а,городноrо г -
за убывает с расстJя­

нттеи зпачите.~ьно оы· 

стрее, нежс.~и поле 1ш­

коrо-.1п60 другого ато­
,rа nо:;то~у :,ле~и'роп-

11 а~ во.:ша, большой дли -
ны. падая на такой 
а.тоя, пош1)1,ает в об­
л:1сп, быстро возраста­

ющего ко:1ффицпспта 
предОМ~Iеnпя, и слодо­

вате.тыю-облаеть бы­
строго убываuют длины 
во.;rпы. Ес.1и в области, 
:шншшемой рассеива­
ющпм: лo.ile)1. у1;лады­

вае'rсл цедос чис.ло 

д,1ин во;ш, то падаю­

щал во.1па тто.1ем ве 

иска,;~;ш1тся. ;)то 06-
стоател,с'ШО буде'r рас­
смотрено rrодробпес 
в ~ 2. 

УбРДИТСJIЬПIJе :-1:КС­

тrерШ!еПтальпое дотt­

затс.1ьство волновой 

!} 5 ; [! 

10 

Рис. 18, 

f•> 1,_I 

15 

VЬипьт 

прпро.-~ы р,~сслатрнваемых лв.1епиii бы:10 по.i!г1ено в резу~н,тn,те и:1мерепюr 
уг.:юв 1 ,1 х распреде.;~епий упруго рассеяшr1,rх :1ле1,1•ропон. Вттервые подобные 
ню1ереш1а бы:ш пропзведсн ы Ву .;r.:шрдом п :\Irccн д.;ш :J,1еrtтронов с :шep­
rпrii 1Ie·r·1~y ,J 11 40 У рассеянных :1то)1;1ш1 аргона 1 ). В от.,шчие от 
чнш 1,1 ~ б~рновt·1юго ти~а., хара1;теризующихся мопотошшм убыванием 
иrпенс~шноt·.тн прн увеличепип уг.1а расселппл, кривые, пол-ученные Бул­
.1rtр;щм п :\Iессн, 06,1адаlот 1rа~;спму,шш1 11 ,шнш1умюш. IJn рпс. 1!) при­
веден рп.1, 1:ривых д.1я аргона с уве.1пчсние __ м скорости :ц:еr,тропов от 
1.1 .т, J 7,':Ю \'; :\ТИ 1;ривые ПОСТСIIСНПО пpнO.illlili11IOTCЛ i; I[р!ШЫМ, да­

НilС1lЬ!М 11ервьш прттG:ш;~;снпем теории Ворна. ).;ra быстрых :1.1сиропов 
(-t:2 - 7:-,() \.) пюrеренин были проп3ведены ,\рно 2), д.1п )!сдленных 

1) B11-i!flгrf ~шl JГ11.,.,с_1;, Pro(·. Ноу. So,· .. \., 130, И9, 1!131. 
~) .1 mol, Proe. \{оу. 801·. Л., 133, 615, 1!)31. 

11 ;~ак. 31-7. Тсоrнл а.томных ото,1кновсниii. 
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(1,1 и 2,8 V)-Ра:мзауеро:м л I{оллатом 1). В последпее время эти опы 
были осуществлены длл раз.;шчпых газов и длл шпрокого интервала эне 
гий электронов; наiiдепо, что в бо.;1ьш1шстве случаев максшгрrы и 1,( · 

пюгрrы соответствуют вско1'орш1у oпpeдe.;reнno:lly ш1'1'ерщ1:1у скоростей 2' 

Длл .лег1:пх газов, пalipюrcp водорода и гелия, :Jтог шпсрnа,л м · 
(до 15 V в re.1rш и G У в водороде), тогда 1;а1, д-'ш ртутн заметны· 

Рис, НJ. 

~ ,, 
максю1у111ы п !tшпшrрrы наu.1юдаютс 

:вплоть до шшболес nысо1:их впаче~ 
нпii с1:оростей (fsOO У). Отсюда еле 
дует, что волновn,л природа :,.1ектрон 

пграе'l' сущсствеnну ю рою, n более тi 
рокой 06.11tс'Ш crюpoc'i'eii, нежели эт 
можно было бы предположить на осно 
шншп ию1ерr1шп :1rj>фсr,тпвпых се·· 
чениii. 

Ивтереспо сраnnить 
даnпые об угловом распределе-' 
пин рассслuных ~1леюропоn с тео ' 
рстичесюпш ревулиатами (гд. VП,; 
~ 1. 1), еоглаепо r;оторы:м фушщил 
2х 1 (U) sin О, дающаа чис.ло 

Рие. 20. 

nов, расселпных атомом на сдиппцу телесного угла, стремитсл 1; пулю I 

при умепыпевии О ;~о вулл. Па рпс. 20 приведены две :жспершrен-. 
тальпые ирввые, и.1ЛI~?'l'р1!рующпе расселrшс na сдшшцу угла; оиы'l' :. 
nаходп'гсл в очевпдnо:и: .. сог.1асип"с тсорспrческш.ш ва1шючспня:ми 3). , 

1) Натsт,сг uшl Kolfatli, Ann. й. Phys., 12, fi2!l, 1!)32. 
. ~) Bnlfaгd ~nd Иassc.,1, l~;·oe. J~oy. Soe. J:.·, .1~0, 579, 1!)31 и Ш3, r,37

1 
1931; 

A111ot, Proc. l,_oy. Soc. Л., 1"0, 6;,а, 1931; 133, fJl'J, 1!!31 п НО, 334, 1933· l'car­
s?;i ar;d Ап,щи1.,1,. fhys. НеУ., 37, !J70.:.JfJ_31; Ват.sш,сг пnd Kolfail1.~ Апn. uш.'Phys., 
1.., 52J и 837, 19,3J, H11.r7l1cs анd Jfr. 1Millcn, Pl1ys. Rev. 3Н r'iS.> 1932 п 41 39 
1932; .7'ate аш1 Palinc1·, Гhys. НеУ., 40, 731, 1932; J/0711· a~d ,,\r·off, 'г1·ос. Ноу. Soc: 
Л., /38, 229, 1932 п 1,18, 46!1, 1Н32; Jonlun ашl Bгorfc, Phys. НсУ., 43, 115, 1933. 

) Itривая I относитси к э.ле~,тронам с эпергпсй 6 V, рассеюшым атюшмп · 
пеона, Itpиnaл II - к электронам с энеrг11сfi 7 У, рассе:rнпым молев:улам!l · 
азота. · 
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2. теоршr рассш1nшr м:сд.11шных э.[01,троноn. }Iетод п:~рциаш,ных 
сечений 

длл nос'lроешш теорпп рас~_епnил лед.1еттных :1л~:;тронов атома)!И ?rы 

ве,rся 1; расс)Ю'l'реншо общси тсорпн, из.'rо;~;енnоп на·ш1 в главе \, lJI. 
i:lllonaя: фушщ1~~ ч·, хnрак'!.:ерпзующан в даппом случае спсте,1:0 : 

ом _1- шщающшr :1Jre1apoп, оыла прсдстав.1сна нами в виде 
ат 1 1_,,_ __,. . • __,. __,. 

ч: (r а, r) = ( ~ ;~ ./) Уп (1·а) l-'п(r), 
)1. 

--,. 
где Уп (J"a) - волнован фушщня, харак1·ериsующал 1i-oe возбу;кденпое 

+ 
состоянпе атома. Было поr,азано, что функция Р,, ( r) 
уравнешпо 

Sт.:2m f --,. --,. . .-~ --,. 
( п 2 ·t z. 2) J1' = -- V( 1· 1· ) \1 ( 1· r) 
, V 1.1п 11, /1,,:!. , а а' 

-~ --,. 

удовлегворлет 

где l '(1·, r") - :шергил взаююдеiiствпа падающего п ато:мпого :>лсг.тро-
2,;тvn 

нов, а kn - волиовос чнсло уходлшей :1ле~проnnой волны, равное -~}
1
,- • 

Еслп препебрс,rь :шеюроrшыи обменом, то упругuе рассеяние пол­

нос'i'ЫО опрсделлстм фушщисй J,'0 , удо1шешорлющей уравпепию: 
__,. н~~т f + __,. __,. __,. __,. 

(V2+k2)F0 (r)= с';,,2- ~'(r,ra)\Ji"(1·a,r)<]i0* (ra)d.:a. (1) 

Д.1а ·rого чтобы репш1ъ :1'10 уравнение, мы должны подстав~ть 
n пра,вую его часть 1ш1:ос-либо прпблш~;енное :шачение фушщии W. 1ак 
nапрш1ер, в главе JX при получении приблшr,сш1л Борна мы пре.~ 
.небреrали все,vrн расссяппыюr воJшами и :замешrли W фующпеи 

--,. 
to (1·а) ехр (iЬ). В нрнбJJнжеппп, псследовашпо rшторого поевлщена эта 
глanrt, ~rы бу~ем преnе6регt1'1ъ всеми nоJшn,ми, ва пе11лючепием упруго 
раеселнной; в п paвoii части уравпенил ( 1) :мы положнм соо1'ветс1'вешю: 

где 

--,. --,. 
'Г = Уо (1·а) ]1~ ( 1·). 

}fы получаем, таr,им обр:~вои, 

1 7 2 81r2m 
{ v2-:-," --,-.,-t ,1,-

r } 1· ' (--,.) }oo(r) > 'о r =0, 
J 

/
. -), --,. 

Т7 (1·) = ~т (1· r ) ,!., ,1; '' d, . 00 • а. ,010 а . 

(2) 

~то уравнение хар:1исрrшует движение падающего элеr..тропа. в ста­
тпчсс1;ом поле атошt, лрнчем V00 - потеnцШ\.Л :JТого поля. В рассщ1,трн­
вае~10:11 вами прнблю;;ешш задат1 свсласъ, тюшм обравом, 1; опре;~,елс­
вшо рассеяшrл, обусловленного С'1·,1тпчес~аш поле~r рассматрпваем?го 

атома. l\Iетод вычнслеппii, прю1е11ш1ыii к ,Jтому случаю, описан в § J 

11" 
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главы П. В дальнейшем мы · будем отбрасывать индекс О в F
0 
и 

так как вопроса о неупругом рассеянии :мът в этой главе касаться 11 
будем. 

Если мы предетавии фующию Р в виде ряда: 

F=~F8 (r)P, (cos6) 

и подставим ее в ур-ние (2), то функция Р8 (r) будет 
уравнению 

d2 l. 2 1) - (r р) --1- k2 - 8r. т у (r) - s ( s т 1 ] (r F) = О 
dr2 в , h2 ra в • 

Решение этого уравнения имеет, 1,ак это было показано в главе II.: 
следующий асимптотич:еский вид: 

r Fв .- .А.8 si11 (kr - } sr; + "IJ.), 
где 1Jв - фазовая: постоянная:. Амп;~итуда f (6) расселнноii волны опре-
деляете.я выражениеи · 

со 

f (6) = 2~k~ (2s+ 1) [ехр (2i"IJ8)-1] }'
8 

(eos 6), 
8=0 

а дифференциальное сечение для упругого расселния внутри телесногЬ 
угла d(I): 

где 

1(6) dro = 1 f(6) l 2dro. 

Полное сеч:ение определяется: интегралом: 
т; 

Q = 2r. }' I (6) sin 6 d(J. 
о 

:Мы получае11, таким обравом: 

Q= ~Qв, 
в 

Q. = 4r.Г2(2s + 1) siп2 r1,i. 

Мы будем называть Qs парциальным сеч:ением порядка s. 
Вычисление сеч:ений 1 (6) и Q связано, таким образом, с вычислЕ1-

нием сдвигов фав для равлич:ных рассеянных волн. Первое прибли­
жени~ Борна оказываете.я: справедливым только при малом "/Js, так ·· 
что sш "IJ. нико1·да не проходит через максимум, имеющий место при 

'1t 

11в = 2. В :.том пl!иближенmr не следует, таким образом, ожидать коле-
бательного характера Qв каR Ф}'ющип энергии; ~~,ело, однако, обстоит 

1t 
иначе, если т,, может превышать -- . 

::! 
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§ 3. Сходимость рядов парциальных се'lеиий 

В § 2 главы VII было дов.азано, что ряд парциальных сечений схо· 
дитм, а в § 2 главы П был описан :метод определения числа существен­
нЬ1Х членов этого ряда. Этот :метод основываете.я на том обстоятельстве, что 
парциальное сечение Q. соответствует частицам с квантованным уrлов:ы:м: 

1 
-;, 

:и:оментом { s (s + 1) } · h/2т.. В:ы.10 показано, что при 

V(r)~s(s+ 1) ..!:!__ 
r:.1 8;:2m 

и 
1 

kr ,._, { s (s 1) }2 

:ио.жно пренебреч:ъ всеми фазами "/J,., для которых 1i > s. Сходимость 
будет, таки:м: образом, наилучшей для легких атомов и медленных эле­
ктронов. В ч:астности, при очень :малых скоростях рассеяние полностью 
определяете.я членами нулевого порядБа. Для леrких атомов ряд пар­
циальных сечений сходится быстро для всех скоростей, лежащих ниже 
области применимости приближения Борна. Дл.я таких тяжелых атомов, 
как ртуть, имеется, однако, промежуточ:вая область скоростей, где при­
ближение Борна .являете.я у.же неудовлетворительным, а сходпостъ 
ряда парциальных сечений также очень медленная. Пригодный для 
таких случаев :метод будет рассмотрен нами в § 3. 1 главы XIIL 

§ 4. Нижний преде.~: е1:орости 

I-Сак это было упомянуто выше, Рамвауер, Таунсенд и Вэйли нашли, 
что для столшовени.я атомов благородных газов с очень :медленными 
:тектронам:и (0,5 V) эффективное сеч:ение значительно меньше своеrо rаво­
кинетич:еского значения. Для таких медленных электронов сеч:ение Q, как мы 
видели, равно практически сеч:ению ну.левого порядка Q0• Для объясне­
ния экспериментальных данных мы должны,. поэтому, выяснить - при 

!1,аRИХ условилх Q0 --+ О, если длина волны л стремите.я: к бесконеч:вости. 
Впервые эта задача была решена Факсено:м и Хольтсмарко:м: 1), к изло­
жению метода которых мы и перейдем. 

Плоска.я волна ikz может быть равложена по шаровым функциям; 
первый член такого рав.10:жени.я равен si11 krjkr. Мы видели, ч:то рас­
сеянная волна обладает сферич:еской симметрией; вне атома :мы :можем 

поэтому описывать ее функцией c0r-1 
e'kr. В тех внешних точ:ках, где ,. 

3Начителъно меньше длины воJIПы, полна.я волновая функция имеет вид:. 

si11 kr + -1 ikr -k- с01· е • ·r 
(6) 

1) Faxcn und Hollsma1"k, Zs .. f. Phys., 45, 307, 1927. 
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Волновую функцию во внутрешшх областях атома обозnпчим 
рез Р0 (r); опа представляет собой решешrе дифференципльпого ур 
пепшr (3), коне•шое в начале координат п определешrое с з.'очлос 
до произвольного пост~яuного 1шожптелтт. Велп•шr~а Р0' /Р0 щпозна 
опре,ТJ,е.шется, та1шм ооразо}r, ураnненпе.1r (3) д.;ш всех г. 

Jlредсз.'авим себе, что :~том простравствепно огрnлпчеп повер 
етыо шара т = Л. В таком е;луча,е :srожпо определить 
фушщпп (fi) п F 0 прп т = Л. :\lы по.:rгrае11 нрп :,том: 

cos 1~п+coikc'_~R--l(YP0Y] 
Z-1 · z J) , ikЛ (- р) v SШ v 1 i Сое 1" О ,. = П 

IIравая ч,1с~ъ :Jтого выражешш представллет coбoir и:шестпvю в 
лиqпну; мы можем таким: обр<tзо,r опреде.Jштr, с0• Нас иптересvет с.луч 
больших дшш волrr (k - О). Решан :Jто уравпепае и пола~ал k--+ 
получаем: 

}iш С = - ['2/? '' ( Pf-,' '_L /-') о - /, о! '1, о 1 1 (),. 

,, -+ о 

Т:ЫШ]I[ обрnяо-м:, еслп при очень больших дшrнах во.лн Р0' равнлет~ 
пулю на грrыпще атома, с0 равпо нудю и :1ффеr,тигшое сечение 0rак 
обращается: в пуль. 

Этот результат представлттет coбoii 11;~тем:-1/rичеек(ю офор,1.;rепие б · 
ровс1юrо. обълснепия :~ффе~,ш J:>n.мзауера-Таунсеn;~а, рассмотренно 
на:м:и в ~ 1, тпк 1шк если :1то условие удовлстворлетсл, в:шлние 1и'о11шо ' 
полл с1,азываетсл в полnлсJiии донолпительпых 1;олсбателr,пых члено 

в волповоii фующии падающей частицы. Этот нффект может наблюдать 
лишъ ддл а1'О\!НЫХ полей, достаточло сильных длл создания: дополи 
теJ1ьного корпл волnовой функции. < )п не -..rожет но:1то,1у юrеть мес 
для полей от тал к п в а п и;;. Тяжелые 6.игородnые · га:1ы яв;шют 
наибо.лее :нjJфектнвпьши в с,rысле созда.~1ш1 :Jффекта Р:1:м:зауерп.-Та 
сеида в силу того, ч0rо по.пл нх n.тшrов очепr, резrю ограпиче11ы п 

стра.пственно л обус.:rовлпnают быстрое и:в1сиешrе длппы IJО.'ШЫ нJ 
J1евого порлд1,а, тогда 1,1ш водшJ более высокого порлдка 01,ав1,тваютс .. 
не:1ффе1,тивпьшп. 

1•аксеп и Хольтс:r,шр1, 1) провершш :Jту теорию пу 0гем нычнс.::rени 
фушщпи F 0 д.:ш различных полей. Он11 _ папшп, что ато,1 водород 
чересчур мал, длл з.·ого чтобы ш,1зm1.т1, :1ффек0r Ра~rзауера, о,:~па1;о поля 
сходттыс с полеи n.1'o~ra аргона, логут 01;д:ш1ъся :1ффе1,тившлш в · 
ОТНО!!!СЮШ. 

§ 5. Общее применение 11ю·rо,'~а нарцпа.1ьны:х r.c•1enиii 

:Мы по1шsали, что теорил способна обънснитr, наблюдаюrыс юtлы 
значения: :1ффективных ceчenнii длл стоюшовениii; попытаю1сл те пер, 
примени0rь ее IIO все:11 ост:1лы1ым случаюr стошшовешrй ме,i!;Ленн 
;)Лектронов с атошаш. 

1) Lo1:. cit. 
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:Мьr должны обыrсиить с.ледующие :н:спсрnментальные факты: 
l) neлirq11ш1 :1ффективного сеченшr ищеплетс:т в широких пределах, 

nчем 1нш.сп'1:у)1, н:1бшодr1юшй для ще.1очных 1rе·rадлов, в 100 раз 
up евьrншег ма1,сш1у~1, ппб.:rюдаюrый в пеопе. 
llP :Z) Углов 1.rе ра(;llределеюrл рассе.я:нных :)дс1,тропов обла;~ают реsкюш 
аксюrлrюш п ',[ПНю1умюш. 

:м: Я) J{рпnые :-;авие;пмости :)ффе1аиnного ~.ечеп!~r от скорости электро-
нов ;r.1н разных сто.;~бцов перподи'1ес1,оn таошщы И]l[еют раsшrчную 

,форм-У· .. ,1, • 
:;ны восподьsую1ся: следующпми своиствюш вычи ... слешrых нюш ч,аз. 
('

1
) Д.;1л любого a0ro1irnшo по;ш 71. монотоп110 уоывае1' с возрn.ста-

-ние,1 s. 
( Ь) 'fis мало, еСJ1И, при 

1 1 1,r ~s--1--
1, 1 2' 

И:, е;оотIIошешrя (Ь) следуе'r, что длн медленных столrшовепиii ряды 
1сrарцпальных сечений сходл0rсл очеuь быстро; основную роль при 

те 

'JTO~r пграют пnрцnальпые се•rепп.я: (J3 , д;ш 1юторых 'YJs;::::::: 2 · 

::\I,ы;сюшл1,ное :шa•reнIIe, которьш мо;1;ет о6дадать парцпальное се­
·rетше норндка s рпвно: 

,1.: 
О m~x = -,---- (2s -:-- 1 ). 
ts ]:;'".!. 1 , 

OтcIOJi,'1 с.ледует, Ч'IО чем мепьше с1:орос 0rт, и чеж больше 
те 6 

зна•1снпс s. п11п 1юто1ю,1 фаза '1Js достигает ~.ш1,чешш :, , те)I олъшс 
"' 

буде·г ::ффекпшное сечеrше. Нозnращалс~, 1, условию (Ь), ~!Ы впдим, 
что 1ши6оль111ее :-~ффекпшпое сечеюrе будет соответст'вопать ато­
ма1r, пола которых распростр:ышютс:r па большое расстоянпе (_ паuри­
ыер n.тош1м щелочных 111етал.1оn). Есл11 >~!Ы воспольsуемсл :нши­
р11чес1;и:м:и лрnnилами, ;~а.пш,ош Сдеiiтеро:м 1) для нахождеппн :)ффе~;-
1·11гного заряд:t ядрп щелоч1тых -ме·гашюn и определим диа::~етр атш,:а, 
как расстошше, на которо)r пло·rпос0rь ~.арндu, ,·~ !1 ~ '1

2 шrепшеи :)лектрон­
IIоii оболочка нмее-r :щ11;сп::-.1у,r, мы получю~: ютчеuпл радиусов т0 раз­
.JrРшых атшrоn, нрнведепные в З.'аб:r. l (стр. 1Lici). 

Мы прпводи::й 1':шже ;;nачеuия 7"1·0, соответствующие :шеирошы1 
с :,нергпеii 1:-:; п О.5 У. С по)ющыо кр11'1'ер1ш (Ь) мы находим, что для 
1,а.;шп пужно vчестъ по 1;раiiпей мере "i чдеnов в раде (-1) и :,ффек'l'ИВ­
I!ор сече~ше м·о;r;2т п :Yi'O)! случае превышать 50.:а0·!, тогда ка.к ддл неоп~1, 
тре6уетсл тою, 1;.о о,'\ПП •шеп, п ,~ффсr.тнвпое сечсппе пе превышает 10r.a0-. 

1) Slatcr, И1у~. НеУ., Ш\, 57, 1930. 
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Таблица I 
1 

г0 в атом- 1 kго 1) 
1 

ных еди-
1 

1 
нпцах 

1 

13 V 0,6 v 

'i 
1 

1 

Li 1 2,3 2,3 0,46 
Ni ! 4,1 4,1 0,82 

1 
к 

1 
{;,1 (j, 1 1,22 

Zп 3,1 3,1 0,62 
Нс O,G 0,(; 0,12 
Ne 0,7 0,7 0,14 
А 1,3 1,3 0,26 
Kr 

1 

1,7 
1 

1.7 0,34 

! i 

При 7v = О,2/а0 (0,54 У) .'(Ля калин сечение може'l' раnнлп,ел ,НJО.:а02; 
но длл пеона или гелия: опо попрежнему не может :шачительно пре 

вышатъ 10тrа02• Длл обыrснснил шrrроrюй области и:шепешш наблюдае 
мых значений :-1ффектюшых ссчсш1й не представллетса, •лшим образом : 

.. 'L • никаких трудпостеи. ,1 сно таr,же. что с помощыо :>того метода можно: 
получить иаксимрrы и мrшимумы, наблюдающиеся л угловом распре-. 
делении, хараr,тсривующемсл формулой ( 4 ). ( )сповпую рою, играют· 

7t 
те члены рлдов, длл 1шторых 'YJ., ~ i. Угловое распределешrе 

жаетсл, такrпr образом. следующей функцией: 

1 (6) = coпst · ( Г, ( cos 6)] 2, 

:ко·торал имеет s минимумов. Последние особешю резко выражены при. 
:малых скоростях столкновений, где трсбуетсл лишь небольшое число члепов · 
ряда ( 4) и весовой множитель 2s +· 1 оказывается: особенно существен­
ным. В аргоне длл :щектронов с :шерглей 30 noлr,'l' угловое распре-1 
деление точно онределлетсл :вырnжением J 1'2 (cos О)} :J. 1\ычисленные 
аначепия фаз при :,той с1;орости 

'YJo = 'Jт; + O,.Stsii;, ·r11 == 4.,:;,,;1; "fj2 = l,!J.S3; т:3 = 0,374; 1]4 = И, 159. 

Следует уномлнуть. что :1ти данные нрrшодлтсл ·1·олыю длJI шrлюстра.-· 

ции; деiiсшптельные "кr :,ффеrи:ы, соответствующие сумме нар1ща.1ь­
пых сечений, могут бы1ъ лесь11а сложными, особенно для ·тлжелых 
атомов. Диффрак1~11л волн от сферических пре: 1метов лвдлетсл зш~ чи- ,; 
тельно более слож~1ым процессо:01, не;1,ели ;1иффра~щил от решет.кн 11.;нI . 
ка:кой-лнбо другой сшшетрпчной системы. '! 

Обълснешю третьей 01•мечешюii выше особенности 01,азываетсн. од- · 
нако, пе с•го.11, прость111. Еnа:ш-перПО,'~п·1ес1,ос поведение нарциа.:1ы1ых. .. 

1) k измерлотс;1 1J ,·диппцах 1/ас. 

Ойцrl' 11рпм1·н,1• 1-ин· .метода 11ЛJJ1{пал1,1-1,ъц: ce•r.e'iiu, й 1fШ 

ii о6vс.1овлено характером фующии siн ·\,· При :малых tкоростл~ 
ceqeHll • .l...,Я: пан6о;~ее ·rегкнх атомов сvщес•тnенную ро:п, nrpae, 

тpOlJOB , ·" ' ' ' .. 1 эле:& 
1 

, . 11 y:renoгo порлдка. (дл некоторых ато,шых по.1ен :1та l11аза 
тодько i,>a,1,1 . . , 

. ~ 
11 

ctIOTPPTl''rnyющee сrчеппе б\·дст проходпп, •~срез )1аксю1у,r. 
0,1ия1;а 1, :.! · ' • ,,_ 

Лптпii . 
Натрий. 
1,алий . 

1,:-Jli 
:3,54 
3,51 

l'слиi'1 

1 lеои . 
Аргон 

l,рпптоп 

1) А llis uнd ,1/ol'SC, Zs. f. Pbys., 70, ,J67, 1931. 

.Jj>,. 

о:п 
1,73 
:3,6R 
3,l\!:. 
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и значепием ~остоннной Z, соотnетстnующим совпr1дению потенциа.i!а (7) 
~анными Сле~_тера, мы найде)r, что период ~ приблпженно равнлетсн ед 
лице дд;I всеи периодической таб.шцы. 01'0 можно штдеть из т116.1ицы n· 
где прnведепы значеншr ~ для пекоторых :ые:11ен1'ОВ. 

Папболее легкие элементы ведут себл до неr;оторой стеuепи 
:Иалы:ю; :ло ПОДТВСрЖдаетел так;r;е ОПЫТПЬl)[П факТЮШ (C)I. рПС. 18 
rлавы). 

§ 6. l~o.11J<1ecтnennыe нрu.1ожшiюr метода парцпадыrых ссчени 

I{о.1ичествепное нримепелис вшпеиз.1оженпоii теорпл впервые был~ 
осущес.твлено Хольтсиарrю,r 1) для c.jryчr1л расселппя :,дектронов в аргоне· 
:мы рассмотрюr, одна1,о, прежде всего результаты, получешrые оллисо:: 

Гис. 22. 

и Морз с по)rощыо их. 
упрощенпоii модели. ' 

Выбрав значснпя: па­
р;.нrетроn 13 и r 0 , с по:мо- : 
щыопраnи.'щ С.,юii•rер11мы, 
подучаем обычно хорошее ' 
согласие с на.блюд:~,е~rыми 
значениюш :11!1фе1,пшных · 
сечениit. На рис. 22 :шс- ' 
периментады1ые 1,риnые 

сравнены с 1•еоретически­

МII. :зпачепил [:J и r
0

, при-
. . меплшпиеся при получе- ·.: 
nюr .~юсле;ших, слегка 01'.личпы от з1ш•1сниii, получаемых с номощыо формул 
С.1еи1'ера; ра:злнч11е :Jто, одпако, пе nе.;ншо. П т:1.б.J1ице 111 значения 
п~раме1'ров, при которых набюодаетеа ш1ю1у,1шее сотшдение с опыт­
ньвп1 дашrьшп, сравнепы со nначешrюш Cлeii1'epa; 'l'e и другие иsме­
рены в атоиных единицах. 

По;rучn.емос между ншш (·огласие лn.лне1'ся несыrа удов.)1ешори- . 
тельным и пе ос·1;1шшет шпш1шх сошrетшй относите.лr,по еправедшшости ' 
теоретюr::ского 00'1,~спепил :1ффеиов l'амза усра-Таупсенда, данае)юrо 
квантовон мсхаюшои. Фушщпи, ттри:uеплющиесл па~ш длл описаннл атом­
ного полл, дают, однако, лшш, весыш грубое приб.1н.жение, в оео6е 1шос1'н 
для очеш, медленных сто.;rкповеттиit ~). В :~тих с;1учалх а'l'О~rньте поля 
:могу•r играть весьма существе11ную роль •rai,жe и па. расе1'оюшях, нреnы­
mаюпшх радиус 1·

0
• 

С тто1ющъю )Iетода Хартри Хош,тсчарr, подучил О'Н'ПТ, хорошее со­
г,1асне с :-жсперимен1,альnыми зпаченп,,rып се•1епиii ддп аргоrш, вычисдял 
фазы ''i" путем численного иптегрированил дпфферепцпа.1ы1ых уравнений. 

1
) Пoltsmark, Zs. f. Pl1ys., 5(), 437, 192!1 

2
) :Морз пропавел nычис.;rешщ д.·ш 110J~п: 

1· = ;/, ехр (- 2г/r0) г-1 

и п.о.лучпл при это~r вссы~.а сходные резулLтаты. Сущестnсrшую ро.ль 
те :м величины ~ п k1·0. (J!ol'sc, bltJv. l\1otl. Phys., 4, 577, 1932). 
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Таблица Ш 

~ ro 
.\то~ 

1 

Из эффе-

1 

lJз эффе-
По Слей- llo Слей-

ктиnных БТИВНЫХ 
тер у 

(•счепий ' 
тер у 

сечений 
1 : 1 ' 

1 
' 

Гe.:rиii 0,77 i 0,80 

1 

0,6 0,55 
Неон. 1,73 ' 1,71 0,7 0,75 
Аргон 2,!18 1 2,7 1,3 1,4 

1 
1 

! 
Натрий . :3,54 2,55 4,1 1 4,25 
Пннr, . 3,77 1 3,78 3,1 3,14 

' 1 : 
1 1 

Г,олее строгаJI пponepr,a теории может быть проrшведепа путем сраnне­
г.ия ш,1чис.;rенных и паблюденпых. угловых раслределеттиii. Последние 
яв.r.аюте11 sн:а•ш•rе.J:ьпо бо-
лес чувстnителr,шлrи 1; 
неТОЧП()С'ГЮI теории. Па 
рис. :2 3 1,риnые угдового 

распределеншr, НОЛJ'rеп­

пые Ну.1шар,ч,о,1 и Ыесси 
и Рамза.уеро 1.1 и Jiоллато~r 
длл арго!lа, сра1шепы с 

иривыии, въ1чпсленньr­

ю1 е но11ощыо .значе­

ппii фаз ·r;,, 011редесrеп­
.11 ых но ме't'оду Хол1,тс-
11а р1;а.. 

Для :,.;rектронов с :шер­

гнсii :зо н 1 :2 V СОГЮLСИС 
лвля:етсн o•reIIь хороншм. 

Интересно от~rе·ruтъ, что 
прн меныrшх зпачспиях 

:rш•ргип rогшtсие с 1,рп-

Гттс. 23. 

вы1ш, вы•шс.ченпыми с по11ощыо упрощенной )!оделn :Морзе и Эл­
.;rнсп, pnceiл:oтpeшroii в ~ Г~, яnлпетсл дале1,о не с·rолъ удовдетвори­

те;;п,ш.в1. I\рп очень :ш1.;;шх с1;орос•rлх э.леиронов наблюдения l'юrзауерп 
н lioюraтa. пе corлacYIO'l'CJt с теорпеii даа,е в ~'IOI случае, rюгда вычие­
i1с1111л атошюго полн' произведепы по )rетоду Хартри. 

Точпые :шачеппн фа.з 6ы.тrн вычислены 'l'ОЛЫtО д.;rл трех еорпш ато­

ыоn: д.;rя: 1;рнптопа (Хош,тс,и1.р1ю,1) п ДJШ гс.;шл п водород,1 (~fак,ч,угnллож). 
n перво)r е.rучае coг.;ra.cne с опытш,1 ,ш данны1!.ll яu.:~летсл очеп~:_ хоро­
шю1 каr, в отпошепuп паблюдеппых юrачепии полных еечпши, та~, 
11 длл уг.1оnых рнспредедеюrii, измеренных Лрно и Ра)]~ауrром (sa ис-
1,люченпе.я очею, нrtз1;нх :шачепий :ш1-1ргrш ()]енынr :1 \ ). 

В c.iI,чac гrлш1 щ,1 шrеем первое определенное уюшаIIис на педо­

статоч110~·.ть вышеиаложенпоii теоршr. Длн 'l'а1,пх легких атоыов значения 
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" 
2 

дос'l'Иrает .1и1111. фаза ну.:~евого порлдка; rтрп cr.upocтax 

меньших ~о У, влияние ч.;1епов 60.1ее высокого порадка очень 1rало. 
Соответствующее угловое распределенпе пе :зависит O'l' вс:шчnвы угла/ 
однако ш1б.1юдае1rые 1,ривые ш1сю·r :1шнш1ум, ec:in ш;орое1ъ с\,;1ектрона 
11rвы11е 15 У. Sто но1,шшно на рис. 24. Ilаш1ч.ие :~того л1ши'>Iума при; 
очепь :11ат.1х с1шростлх не :110:а;ет бы'lъ объяснено с волощыо иетода.' 
парциальпых сечений; длл обълснепил :,тнх особепноетеii паша теорил 
нуждаетсн. в дал1,пейшс,1 развит1ш (ел. 
~ 8). Аналогичные явдешr.н наблюда­
ются и в молекулярном водороде. Во:3-

можпо, что в последнс:\! слу<rае суще­

С'l'Венпую роль играет хюшческа.п сВ1rзь; 

2,9 больта 

18011 

l'щ·. 2±. !'пс. 26. 

l 
j 

1 

1 1 

! 1 

1 

:вероятнее, одпаr;о, •rто причина ,шоJш:ши пмсет 'l'O'l' .i!;c хара1.тер, что II 
н случае гелил (об~rеп). З'l'ОТ вонрос будt-"r расемотрен подробнее в 9 8. 

llpn: сравпспии теоретнчсс1шх рсзулиатов с :,кеuеримептальпыми 
,1щппыми для пеона и паров ртути мы 11rожем воспользоватьсн прибли­
женными -'lе1'ода~1и вычис.1ешш. Для пеоnа нрн :шергнях, мепьших 
l ()() У, существепньпr :шJ!яетел 'l'Одыю один чдеп рлда нарциальuых 
сечепий; чдеп :1т01' - порядка сдиющы, О'l'куда, сог.шсно теории, интен­
еиnnо13ть рассеяния: J(fj) до;1жна, 11еnлп,сл ка1, cos:J fJ. ;J1;сперюrсю'альные ' 
дапные для :.леюропов с не с.'111ш1;шr ,шлой :шерглеii подтвсра;,JJ,аю•г :1то 
поJ1ожспие. И.з рис. 25 следует, 'ПО угловое распре,т~едеIIие :1леиронов 
с :шергисii ко \~ (щ1блюде1шое Ыоро\1 и Нш;оллем) юrРет реюшii 11пшш,м 
IIJНI !J0°, нрпче,r крпвал сш1:11етрпчш1 опrоептельно соответстnvющсii о;тт. 

llpи )1ен1,шпх :шачетшях :1пергии кривые О'l'Л1!'1аютсп, · однако, от 
кривой cos2 IJ в двух о·rношепиях. По-первых, мпюпrуы ,·же пе соо1'вет­
ствует !!0°; с1то обуе.1овлено шшншrе11 га.рлопичес~;сiго · 1 1.1еш1 пулеnого 
поряд1.а. Во-вторых, нрп :,нергнях, ,rе111,11шх Г1О У, нояп.с1;н·тсп точ1;:1 
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,., . пра л1епы11еnпп :шергии ош1 станов~rтся более :нн,етноii . .,.,.epernoa, . . ,., ' 
", вrL 1 п :,то 1ro:.1;e1' быть обуелов.,ншо г,1рмопичешшшr ч.1епюrи 00,;1(.е 
Ед '.0.ro 11орн•га ес:ш 11ришr.т1, во nншишш' ~,а.тvю простра.нствештую 
ысо~; , ' ' ' • /. . " . . в отя;~;еnНОёТI, по:1н неона. :Jто яв.1е1111с 11оi1;ет оып,, о;ща1,о, оо) е.1ов-

~~но 00 ~1 е11ш,1ч :11\~феио,1 (c,r. ~ rJ). / 
· 1.ia паров ртутп еоответствующ1н· вычпс.:~енпа оы~ш нропзвrдrnы 

'\.et;ne6rpгш1, а тю;i1;е. :\Iеееп 11 ~Iор1ш е но~ющ~ю прибir~rл:еппого 11:~ 
- опнеанпого r1 ~ :;.1 г:rавы Xlll; прп .1тш1 оо.:~ьшие .ш,1чrпш1 фа,, 
тода, · · h 1 . , - l'o )Шl · про­опред<' .1 ~ипс 1. 1111 четоду ,l,1;c<pl11pи, а л,t.1ЫР ~ по ~re'loд~ ) I. , . 
межvточпые :шачеппа похуча.лась путем интериолн.цни. Вычисленные 
- гло~ые расиреде;rенпл сравнены с н:1-
Хлюденилми .\рно на рис. 2ti. llранш1ан 
во внюrание приближенность :Jтого ,rе­
тод:ъ, шшучаемое согласие можно счнтап, 

весьма удовле'rворительньш, что свиде­

тельствует о ирюrепюrосттт )rетода Ф,ы;­
сена н Хrыьтсмарка 1; выч1rслению тпру­

гого рассеянпн медленных нлектронов 'Г.Н­

желымп атома~ш. Длл .:rегг.их а.з'шrов, на­
пример 11..:~л гели31 и водорода., необход}мо 
воспользоваться ооле(' r1ыcoкшIIf прно"ш­

женттям!!; ::1т11111 вопросом мы заiiмюrсл 
в следующем па,раграфе. В е.туча,е 
благородных газов вблизи ,шним~ль­
ного зн,1,чения :1ффективного сеченпя 
'Iеория становится непригодной. JI ричин;~ 
:~того обстоятельства пока еще пе ясна, 

!'пе. 3б. 

оно может быт~,. одюмш, обусловлено, та~; же 1;ю; 11 в случн.е легких 

·атомов, влилние::1r :1.,ектронного обмена. 

§ 7. Н.с1!'Кi'JJОН11ый: облен н рп JIIP) 1'НХ ет11.11шовl'nилх 

n ~ 4 I'ЮШЫ Y!ll быда р:1ссмо'rрепа. :во;1мо;~;ноеть :1.1ектронrrого обмена. 
яеJl;дУ, а'rомом п ста.;шив:1.ющшrса l' пн,1 пучком :~лектронов. Пра :~том 
пы.;rо · uо~.азано, что падающий :~ле~;трон может бытъ либо непосред­
('Тненно рассе~н, лпбо -мо;~;ет об)1ештт1,сл :место11 с ато:мны:~r :•ле1:трон:1:м. 
1\ыло нaii,,i,eнo 1':ш;ке, что всроятнос•rи :,·гих двух ттроцессрв пе ад-

1.и гпвны; в сплv необхо;~:имости прпиепенпл антпсю1метрпчных водш~­

вых Ф:-ш;цпii 1iы до.1;1,ны с1шпдыв1.1ъ волновые а \mлптуды, а не 1ш­
тrпе1ш1Iос·п1. 

Пt 1 з1ю;~;шJст1, об~1еш1оii пnтерференцшr шrРрные была : к:1:1;:3{;1, \ )ппсн.~ 
rrii,iepoм 1), 11 1,1тавшш1ея обыrсшп1. r·го ,11шиярr, ~-аолюдаю1ьш 
на. 1,ривых завттсшrос·rп :с,ффеинвпых crчeпaii от скоростеи :,лек1'рОН(IВ 
:rл 11 тяжелых блсtгородных газов при очеш, нпз1:лх зн:1чепилх :тергип. 

11 llBJ\3[[ с p,1CC\l\l'l'peннoii в ~ ,j 'ГРОрПРii :,т:t ТОЧIШ зрсппл пре,Ч:l'Т:1-
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влнетсл весы~:~ мало веролтпои. Длл легких a:roмon, например гелn · 
и водорода, 0611енuал пнтерференцшr должн:1, однако, ттграть весьма: 
существенную роль при медленных столкноnенпнх. 

§ 8. Эфф1:щт ;э.1:е1,тропного об~1епа при упругих сто:паrовrпюrх:: 

;-:1лсJ;тронов с ато~шмл во;,;орода п 1'с.1юr 

П да~ЫiеЙШе:М ',~~l будем ПОЛЬ30ВilТЬСЛ обОЗН:JЧеППЯМП, ПрИНЛТЬПIИ 
пашr в :,; 4 главы \ 1 ! 1. 2\fы показалп, что упругое расселнне ,шею 0_,: 

пав а'l'ШШ1ш водорода __;1 гелия :оже'l' бып, оппсано с пш~ощью д:ух .· 

nолно~ых фушщий P 0 (r1) и G0 (r~), ттмеющпх сле,ч,нощиii :tCIПIП'ГOTII-· 
ческии вид · 

f,~ (г1) .~ ехр ·ikз1 + rl--lro (01,?1) ехр ikrl 
--'), 

Go (1·2) ~ r2 -.! g0 (02, 92) ехр ikr2• 
j 

Диффереш~иаю,пое сечение дш~: упругого с·гошшовенил 
:1'fO'\l 

pi1Ш!J!C'l'CП 

I (O)doo = {- { С: / f~-/- g0 / 2 + 1 fo - g0 / 2 J rloo длл водорода, 

= /f~-g0 /
2 doo длл гелпя. 

Для простоты рассмотршr сперва случа.й водорода. Н г.ш1ве УШ 
-+ --'), 

пою1запо, Ч'l'О функции Fo(r1) и G0(r2) удовлетворяют уравнению~ 

" ,,. ' -~ Sт.2,тс:2 f • ( l 1 ) -+ --'>- -+ l'J"+J.·cJJ,o(r1)=- -- - ------ 1_1J"(1· Г) 1 * (·) ·-Ji2 r r Р з 'i'o 1 2 (( .. 2, 
и 1 12 

IS72 1 .,,, · -, :-Jт. 2ms2 ;· ( 1 l ) --'>- -+ -+ v тl.·1C,o(r2)=-
1

., ----- 1J,(1· 1·.)v* (1·)d-1,.... r~ 1·
12 

, 1, 2 .о 1 ~1, 

--'), --'), 

1 
1 
} 
1 
J 

гдеJ1ункцил Ч7 (1·1, r2)-волновnл фушщил, хар::ыrтеризvющал сос'l'ошше 
11сеи систе~1ы. · · 

;(лл, :ого чтобы и:метъ воюю;r;нос'lъ пропнтегрироn~.ть ур-шrл (9), 
мы дол,~;ны подстави:ъ в их правые части каrше-.~шбо приблп;~;епное , 
выражеuие функции 1J!. Мы знаем, что q; мо;1,ет б1,I'ГЬ представлена 13 сле­
дующе:и виде: 

ч: = (; + j')F,.(;1H,.(;2). 
Иы можем запис:tть ее R,Ш 

--'), --'), 

1.11° = fi'0 (r1) 'i'o (r2) + Ф, 
где Ф со,11,ерЖП'I' псе рассеянные волны. 

Эффеr.т элсктрон:нто обмеха при ynpyiux столкновехиях 17G 

Функ л 'V может бы'rь таRл,е представлена в виде 

W=(~+ /)G"(;2)Y,,(;1), 
?! 

1>a1t это быдо показано в главе Ylll. азлагая Ф в рлд 

11ьr нпдш~, что G
0 

= G
0
'; другими словnми, ,,обменная" волна содер­

ЖП'Л.Ш n Ф . .Если мы прпмем, таким oбpitso:,1, что фушщал чr в правой 
час'ГИ уравнений UJ) Н)1еет вид: 

(10) 

и пренебрежем 9, мы получим дост:ъточно хорошее приближение, соот­
ветствующее преuебрежению вJrианием всех волн, длины которых от­
личны от длины шщающей волны. 

Подставлял функцию (10) в ур-юш (!)), мы получаем: 

'\J2+7.,2 __ k2-Voo(1·1) Po(r1)= 
[ 

8-;;:2rn ·1 -> 

(l la) 

и 

( 11 Ь) 

где 

~ --'), 

Перейдл в выражении длл G0 от переменной r .• к переыенной 1·1 и. 
,1,алее скла.дьш:=tл и вычитал урrшпепил (lla) и (llb), имеем: 

(12) 

Это "интегро-дпфференциалт,ное" уравнение может быть нреобр:1-
зовано в nнтегрпдыюе уралнепие. Hnc интересует то его решение 
относител~,по 1·'

0
-+- U 

0
, 1шrорое имеет следующпii асшштотичесюrir вид: 

(13) 



176 Упруzое рассе;r,ни,с .медленных элеrт~рО'Н,Од ато.н:а.ми, 

· ,вуде:м рассматривать правую часть уравнени.я (12) как некоторую 

известную функцию 9 (;1) от t· 1. l\,fы :можем: в тако:u случае написать: 

v72+7.2_ r. т V
00 

(r) [F0 (r)-+- G0(r)) - - 'f(,·). (14) 
[ 

82 ] ~ ~ ~ 

Решение неоднородного уравнени.я этого типа было рассмотрено нами 
в § 3 rла,вы VI. Обозначим через iY (r, 6) решение однородного уравнени.я: 

[ v72 7;2 
8;~:т V00 (r)]iY(,·, 6) О, (15) 

имеющее асимптотическую форму 

iY (r, 6) ,...,_, еLЬ + (2·tkrГ 1 i'т' ~ (2s+ 1) [ехр (2i'tJ
8
)- lJ P/cos 6), (16) 

8 

что соответствует падающей плоской волне и расход.я:щейс.я сфериче­
е1tоii во.пне (метод получени.я такого решени.я описан в главе II); в тако:м 
,с.пучае асимптотическая форма искомого реmев:ил ур-ни.я: (14) имеет 
следующий вид: 

~ ~ 'k 1 J ~ 0) d ' F
0
(r)-+-G0 (r)""-'fi(r,6)-+-,·- 1 ei r 

4
'.t -:p(1·')iY(1·',1t- , , 

~ ~ 

где 0 - угол :между векторами ,· и r'. 
Подставляя эту функцию :в уравнение (12), :мы получаем: 

F0 t)±G
0 
б;)_,е'k~+ (2ikrГ 1 /kr~ (2s+ l)[exp(2iт,8)-1J 1\ (соs6)-+-

в 

-+- e'kr 2т.:те2 J 1· (~-_ _!_) ·{ Fo С:. 2) ± 
r k2 '1 r 12 

~ ~ ~ ) 
±Go(r2)Jto(r1H•o*(r2)tJo(r1,;.: 8)d,1d12, (l 7 

~ ~ 1~ 
где 0 -угол :между r и r 1• Интересно охарактериs2вать фиsически.11 
смысл различных членов этого :выражени.в. Первыи член описывает 
падающую плоскую волну, :второй -волну, рассеянную статически:м: 
полем атома V 00(r), третий рассеянную :волну, обу?,ловленную элект­
ронным обменом. Вычисление амплитуды рассе.я:пнои волны первого ' 
типа было рассмотрено нами :в предыдуще11: параграфе и :иы не буде:м: 
здесь на нем останав.11иватъс.я. .. 

Длл вычисления обменного эффекта :мы до.11,БRЫ теперь nереити к 
дальнейшим приближени.я::м:. Это может быть осуществлено без затруд­
нений в двух с.11еду10щих с.:~учанх: 

1) ми.я:ние атомного полн :м:адо, так что падающую волну приблп: 
женно :можно рассматривать мк плос1,ую. R этом случае в правои 
·части выражени.я: (17) полагаем 

~ ~ ~ ..... 
F0 (r) - U0 (1·) = exp:(i/m0 • 1·) 

~ -+, 

3 (r 1, т: - Н) = ехр ( - ik1ь · r1), 

Эффепт элекmрО'Н,Н.ОZО обмена ti,pu ynpyzux стмк11uJве-н,иях 177 

~ ~ 

r.в;е п0 и п - единичные векторы в напрамении па,цающих и рассеян­

ных волн. Мы получаем при этом дл.я: обменной а:и:плитуды: 

2) Эффект обмена мм по сравнению с непосредст:вев:ны:м: рассе.я:­
иие:и. В этом случае мы :можем положить в правой части ур-нин (17) 

~ ~ 

Fo (r2) - Go (r2) = iYo(rз, 611) 

и обiенв:ан а:м:пптуда оказываете.я равной 

g (6)= 
2

1C:;e
2J f (:

1 
- r:J&0(r2,69)~0(r 1/1t-0}Ч10*(~)1\,0(~)dt1 dt2, (19) 

Аналогичные формулы могут быть получены и дл.я: случал гели.я. Так 
как при зто:м: вас интересует лишь антисимметричное сечение, мы :мо­

жем воспользоваться третьим приближением. Вли.яние электро:я:в:оrо об­
мен& заключается в то:м, что амплитуда рассея:я:в:ой волны уменьшаете.я: 
таким образом, что в некоторой области, rде f(6) и g(O) одинакового по­
рндка :велич:ив:ы, равность F0 - G0 в правой части вырашеии.я: (17) мо­
жет быть заменена плоской воmой; :иы получаем при этом 

g (6) = 2r.msllf JJ (.! _ _!_ 
h,2 r1 rJ2 

~ ~ ~ ~ 

Х ~о (r1, 1t-0H0 (r1, rв) о/о* (r11, r 8) d,1dt2dt8• (20) 

:мы не имеем, однако, достаточных оснований поступать подобным: об­
разом, так как хот.я на бесконечности · аШI.Jiитуда рассе.я:нной BOJIИЬI 
мала, отuонени.я: F0 - G0 от плоской ВОJIНЫ внутри атома могут быть 
весьма sначитеJIЬными. 

При рассмотрении молекул.я:рноrо :водорода мы предполагали, что 
:влшmие м:олекул.я:рной связи мало и что рассеяние достаточно точно 
может быть охарактеризовано членами f0 и g0, соответствующими атому, 
если мы: примем во внимание соотношев:ил симметрии дл.я: с.истемы 

с д:вужн электронами. 

Прежде чем примен.я:ть приведенные в этом параграфе формулы, 
11ы остановимся подробнее на содержащихся в них приближениях. 

Возвращаясь к § 4.1 главы VШ, мы :видим, что :вол:но:ва.я: функции \lТ 
должна удовлетвор.я:ть соотношениям ортоrонаJIЬности 

(21) 

12 3&111. 347. 'Георнп ато;111ых столповевиlt. 
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Прибл1r;~:енные значсппя чr пе будут удовлетворять :л·им услов}( 
в выра;т;епиях для амплптуд рассеяшш появлгся, с.1едов,~'rельно, чле 

~.оторые в случае 'Гочвоii формулы обращ~.шсь бы в пуль. Ta1t, юшри 
в выраженилх (18), (1 \! \ н (20) дод:жны быю: бы обрnщэнся: в пуль чл 

1 > 

порлдкn, -=---. Ilpи досгаточпо больших скоростлх столкповсни:r :J'ГИ чле 
1·1 

малы, одшшо uрп :юt.:~ых с~;оростлх связаuныс с пюrи ошибки будут вес 

знэ,чителыrыми. ~fы пе •.южс~, одпаr;о, просто отбросить ч.1еnы порлдка 

в ТIП'Гегра.Рх, опрсде;шющих !'lМплитуды, так кnк роль остальпых 

нов в '1°очпо1i теории 'Гакже бу;(ст иметь нлой xap'LK'rep. :;а, отсутстви 
более точного метода вычислений мы буде~{ сохранюъ члены пор 

1 
Ба 1,ак ЧilCTJl'ШO I,ОМUСПСJ]рующие 

r1 
Финберг 1) восuолыов:шся иным более тотшым методом вычислен 
попраюш па неортогона.ш,пос'ГI,. В::1fCC'l'O •Joro чтобы подс'rаnля1•1, в фо 
vулу (17) выражение 

-+ -+ -> 
Р0 (r2) -- U0 (r:J) = <Уо (t·~), 

on 110.111,зуе•t•сл фушщиеii 

-+ + .• -+ + 
{Yo(r2)--yo(1·2)} ~o(r)·~o* (r)d-,, 

-+ 
ортогопа.льпой 1; 'fo ( r \J Подс·1•,1.влял ее в ур-пис (17), :u:ы 

1 
ур-пил тиш1 (lS) и (lH), в которых -- з:.~.мепеnо одш1IЮ иптегра.лои: , 

. r1 

· - 1 Уо (r) /2 d,2. j . 1 -+ 

t"12 

::}тот метод отчастп оиравдываетсл тем обстоатею,стно.м, •1то ее 
-+ -+ 

1•'0 (r1) :::1::::: (l0 (r1) - рете~:не ур-ттин (12), то 

-+ -+ -> 
f,~> (1"1) =±:: G0 ( r 1) + су0 (t·1 ) 

так.же явллстся его решеписм. 

П риплижение, при 1-ютором мы препебрегаем nлнлuием nеунру. 
р,1ссеяппых вол11, свлзаuо с вышеош1сапвым1r тру,лностлми; при иал 

с1шростях мы встречаеМt;JI, одш~1;о, с другим а зю рудnешинrи. )lo сих II 
не существус1• удовлетворительной •.reopnи, с по1rощыо которой мо 
бы.ло бы гrссть влю1ш1с неупруго рассеапных nолп; более точный ие 
должеп бып,, вероатпо. сходен е инло.жспным в 9 3.3 главы V 
методом воыrущеш1ых но:шовых фушщиii. 

1) F'cc11Ьc,·g. P!1ys. НеУ., 4\1, 40, 1932, и !2, 17, l!J32; си. такше Могsе, R 
of }lfod. Phys. 4', 577, Ш:!2. 
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§ 9. Прсде.'!ы прю1еннмости прибдижений. 

13 св:rза со зпачительноii трудпостыо получспи.н точных решений 
а ач, свя3аnных с 06)1ешrыя эф(j~ек1·011, весь-"lа существенно -ус,тан.о­

з д ~rреде1ы нрю1еню10сти приолижепных )tетодов, пригодных д.ш 
чи:1ъ , ·· 
· еwепия :01тих задач. . , . _ 
Р Лсюштотпческал фор~а решен ил уравнения (12) бы.rа нами пред· 
став.'lеnа в сдедующс1L виде: 

Р(;)-+-(; 0(~)~е 11'"+1'/"(2ikтГ1 ~ (2s+l) [ехр (2i"tJ 8)-ll l'.(cosO)-+-
o ' в ') ~'' r· r ( 1 1 ) -+ -+- н,·г -1 ~т.т"_-:._ (· _____ [P(r)-+---·- е r 

1 
,, _ о . 2 

i~ J , ?"1 t"12 

-+ -+ -+ 
-+- О O (т2)] ·~0 (r 1Н0* ( r 2) 11'0 (r i," - Н) d". 1d,2 , (22) 

где -ri, - сдвиг фазы, обусловленный пе11осредс1'веппым ра.сселнием 
одним' .'IИIШ, ,,стати•1еским" полем V00. Аси,штотическал форма :Jтого 
рев~е11ия может бы'rь 'L'акже представдепа в виде: 

е11'" + (2ikrГ1 е 1"'~ (2s + l)[ ехр (2icrJ- 1] Р,,( cos fJ). ()3) 
8 

Разпос1ъ а8 - "tls можпо, таким образом, рассматривать как сдвиг фаз, 
обуслов.:~енный обмеппюr эффектом. :Если :эта разность иа.ча, выраже­

ние (2Я) приобретае'r вид: 

e11'z + (:Ыи·Г 1 с1"'~ (2s + J) [ехр (2i'YJ,)- l] Г. ( cos 6) + 
" + (kr Г1 eikr ~ (2s + 1) e2iтi. ( а. - "fJJ I\ ( cos О). (24) 

" Третий чдеп :Jтого выражепил соответствует, та1шм образо:;r, 'I"p_eт1,e.iy 
члепу выражения (22). IJриближеnныii 1.rетод (си. формру ('2)), при-

. -+ -+ 

)[ешrя КО'l'Орый ,ш но~1агали Р0 (r2, 02) = 1•'0 (r 2) ::±:: О O (r2), дает ддл 
:i·roгo члена: 

т-1 /'·'· _2 .. :;2-f f (-!~- -r~2 )Po(r2,!\!)f,'o(r1,.:-A}}o(~)Yo*(1:)d:1d'2= 

- -1 ikr R:2т;3тв2 ~ /iтis Р 'cos О') f f ·1 ( r r ). Х -r е J:J ,...:... .,\ , , 11 2 
/, .s 

-+ -+ -+ -+ . 
Х J,'

0
' (r1) ]·',/ (т2)у0 (т 1 ) •io* (т2) • r?r? clr1dr2 , 

rде + 
Р0 (r

2
, 0

2
) = ~,;' ciтi., (2s+ 1)11

' 0' (У2) Г., (cos 02) 

ll .s 

'V -- • s,. -S-1 , s - -- t ] ,, 
2 

, ·,о=О, 
s --"·S-1 

=-т2'r1 , 
(s :ф: О) ~1 - ~·С< =r1 ,,, 

:\iы до"1;1;uы, таким образо,r, свлзать а., - "fls с 

''·) з -2Rf f -+ -+ ~ -+ • 
•

1
~" .т.с:. z· ~ s ( • ) z·? s (··· ) 'i'' (··· ) '11 * (r ) r 2г, 2dr· d1· 

----~-- --- "{ 1 1 1 о '<) о '1 1 о <) 1 2 1 2' 

'

\! " () - -/, 

12, 

(:.Щ 

1·1 > r2 

1·1 ·< r2, 

(2(j) 
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1' 

lJ условие применш110С'ГИ ::~того приближенил, по аналогпи с услови· 
применимос'l'И приближенил Борна (с:м. ~ 2 главы VII), сводитсл к :.i 
ЛОС'l'И выраженил (2G) по сравнению с единицей длл всех s, т. · 
к условию cr_,-'YJ, ~ 1 длл всех: s. 

Хотл выптеи3до:жепные соображепил врлд ли могут быть па3вав: 
строгим доказателr,ством (так как мы предпоJrожили без дока3атеi 
ства, что G_, - "'i, эквивалентно выражению (2G), когда обе они мал 
можно, о;пнако, ожидать, что найденный пами критерий характеризу 
до некоторой степени точность при111енлемых приближений. 

§ 10. Ре3ульта1·ы nычпслепий и с1швпепие с опытными данным 

Вычисление обменных амплитуд д.11л: водорода и гелил вперв:ы 
быдо произведено :Месси и Мором 1) с помощыо форму;~ (18), (19-
и (20); ддл более подробного озпакомлепил с этюш вычис.Т1епил 

Риr. 27. 

Мы отсылаем читателл к оригинадьны11r статью1r. Песко.лько поздне 
:Морз и Эллис 2) с номощыо диффереrщиалъного анализатора Буша в 
нашли чис.;~еппые решепил уравнепил (12) длл этих же а'l'Омов. Пр 

1 
этом они воспользовались 'l'ai,жe методом Фипберrа, за111епив -~- инте, 

r1 

f 1 --+ 
граЛОJ\1 r~ 'fa (1·2) ,2 d,2; ПО.il)'Ченпые ШlИ резр1шаты приведен 

12 . 
на рис. 27. На Э'l'ИХ иривых фазы 'YJ., поJJученпые без учета обмеппоr · 
:}(\ q екта, сравнены с фазами "•· по,чченными при расс~1отрении обмев: 
ного щ\1фек'l'а. Длл случал ГЕ'JlИЛ :мы имеем дедо 'ГО.п,ко с антисимме. 
тричпым решением, однако .[JJЛ водорода имею'l'СЛ две г11уш1ы (}~аз ' 
А R I 

0 8 и G8 СОО'l'nетствующие обоим типюr с111шетрии. 11риблю"енпьт 

1) ll!asscy arнl Ио!1г, Proc. Roy. Soc. А, 132, 605, 1931, 136, :289, 
187, 19.•2. 

2
) 1llossey апd Л llis, Рhув. Rev. 44, 269, 1933. 

3) Bнsli und J. J?mnk, Inst. 212, 447, 1931. 
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етод, примененный :Месси и :Мором, в сдучае гелил: справедлив по 
:ceii 1::•ронтпости вшють до энергии электронов в 10 вольт, но лвллетсн 
gеско,11,ко :lleнee точны~1 д.1л водорода и совсем непрю1еним длн 

uос.1еднего при :малых значешrлх :шергии ,J.1ек'rропов. 

Приведенные кривые свидетедьствую·r о то:м, что сдвиги фаз, обу­
сJовденные обыенпьш :Jффеиом, чрезвычайно :малы длл э;1ектронов, 
-,~ергия nоторых превышает 70 вольт. Дщr расс.11отренил об)Jенпого 
~ффе~:та, при малых зна.ченилх скоростей удобнее всего представить 
об~rенную а:мп.питуду в следующем виде: 

g(6)=~Jc,,+·ic1.Jl's(cos 6); (27) 
s 

сходимость этих рядов аналогична сходимости рлдо~, характеризую­

щих прямое расселпие: 

f(O) = ~(d,s+id1,)P.(cosO). (28) 
.s 

Амилитуда рассеннил и1rеет в этом случае вид: 

f (6)- g (6) = ~ {(d,.- с,,)+ i (d18 - е1,)) Р, (cos О). (29) 
8 

В § (j бьшо указано, Ч'rо при ма.;хых 
скоростях стодкновснил сущес1•веnпыми 

лвднютсн только члены d,.0 и dю, вхо­
длщие в функцию f (О); резулиирующее 
расселпие не будет, таким образом, за­
висеть от угла при значениях эnергии 

ииже lfi води длл гедю1 и 20 вольт длл 
водорода. Это обс'l'Олтельстnо противо-

1 ~------------=-===-:..--=-==::.. 
о I о 

fJ вели о 

( о 

а u <> 
речИ1' опытны"М данным; эта трудность ~ 
может бытт,, однако, ус'l'ранена, если мы "', 
введея в рассмо'l'рение обменный :Jффек'l:: !(8) ~ 1 
При больших скоростях столкновении fОво"ь ~ у - · 
(превышающих 100 вольт) членами стs г-::,,____ ·-......, - / 
и с1, яожно пренебречь; по иере убы~ ---........~;;-------=-::- ··----~ 
ваппл скорости амшштуды era и с10 бы- / 
стро возрастают и 'rак как зrrar, их тai;oti JO вольr "' 
;:;е, 1:ai; sнак d,.0 и d-ю, :JTO приводи'r · - - --- _ "'-.. .--
к 1 --~--у.llеттъшепию члепа пулевого nорндка ..,.,..,, . .,..,., _____ .J 

в выражении (2U). Первый гармониче- 1 J 
сtий ч.чеп uриобретае•r 'l'акюr образом, l ~--~-

' О 90' /80° 
сущес'l'веппое зnачешrе, н угJювое рас- лол р,сс,;;.чия ,? 
nре;т,елепие стr.ловитсл неравпо}1ерш,ш 

(!iщ; :1то и наб.:~юдаrтl)Н э1,спер1шеп­
та:ппо). l\Ieccи п l\Iop показа.аи, Ч'l'О 

Рпс. 28. 

за:.~етпые отк-1оненпя от равномерного распределения дo:i,IiHЫ шrеть 
1!eC'l'O прп эпергилх ,ые1и'роттов, лежащих шrже 20 а::ек1'рон-води для 
rе.:~ия и 15 :,лек'rроп-во.с11,т длн водорода; :ли данные пах.одлтсл 
в еогаасии с точш,1::111~ нычпс.:Jепшгш1 Морзе п Эллиса. Сраnнение 
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паблюденпоI'О и вычис.;~енного значений угловых распределений 
гелия приведено на рис. 28. Введение в рассмотрение обменпо 
эффекта :-шачителr,но у.ччшает, такш1 образо~r, сог:~асие теоре1'ич· 
ских резуюлатов с опы 0rпы ,ш данuыми, ХО1'Я при )1а:~ых значенц 

углов расхождение ]l[e;r;дy юпrи остаюса заметны~r. Теория привод 
к сюш11.031 ::~rады~ :значениям величин, хn,р:зжтеризующих рассел:в:и 

в б.СJюю1йшс1r параграфе будет дапо общее обълсuение этого обсто 
те;1н;т-па в терминах ноллриза~\Иll атоыа стал1.ивающюrсл с 

:>.1е.ктроно,1. . 
BnoJшe удов:rетворите.'11,ное согдасие иыее1' мес1'О 0га1.же для выч · 

сденпого и пабшоденного значеnий IIО.шых зффективных сечен 
одшы,о не BIIOJiue еще яспо, ночюrу :Jле1,тронный 0611ен Оliазывает . 
не сущес1'веIIп ым нри рассытрепии рассеяния :1.1Iектропов 

ато1rами. 

§ 11. Поюrризадпонпый эффе1;т. 

До еих нор мы IIрепебрегали расс~rо1'рением влилни:r 
рассешшых во.пи на упругое рассеяние. Покажем, что 
шшяnия при мат,1х уг.:1ах рассеяния IIриводит 1, 
строму и:шепению рассеяния с НЗ)tепением уг.1а; юим обс0голтель 
ством можно, по вceii лероя0rпос['И, 06ълсли0rъ расхождеш1е межд 
теорпей и ош,ттом, имеющее шес1'0 дюr ге.пил (см. ~ З.1 г.тrавы 1Х). , 

)L.11я простоты расс)rотрим вопрос о рассеянии :шектронов лодоро. 
доподобнымн ато::11ащ~ Позвращ:ыrсь к ~ 1 г~1аnы УШ, мы nидшr, чт · 

--'> 
фушщия 1·~1 (r1), ош1с1,1IJающая упругое рассеяние, 
пению: 

где 

:Мы НОlШЗU.ЛИ также, что с ТОЧIIОСТЫО нерного 
Порна: 

Предпо.10;~;иы теперь, что с1;оростт. падающих ш1е1; 0гропов с'го.;п, веди&&; 
-;,, 

что ;,~,.чя ncex воJш, юш.1и1''Уда Р,. (r1) 1юто1н,1х :~а,~етпо отлична 
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nu:eeт место соотношение k" ~ k. В 1'аком: случае уравнение (30) 
gy.1JJ, быть приведено к следующему виду: 
)10.&еТ 

-'> --, 

ехр (il.11,0 · r 3} ~ V,..0 (r1) V0,. (1·3)d:3 . (3J) 
11 

Это дас1·: 

--'> --'> 

ехр (ikn0 • r 3 1 >< 

--, --'> --'>--'> --'> 

Х V(r
2
,r3 ) V(r2,r1)ly0 (i·:J)\2 d:'Jd,3• (33) 

Д;iя вы,1ислепия ишеграла, с0гоящего в ира,вой час1.'и :Jтого ур11Вневил, 
перелесе~r теIIерь па чадо координа'Г в 1 очку r 1 и обозuачим сфери,rес1ше 
коордипаты по 0°гuоше1Iию к 'l'очке t· 1 через р, {t н 'f таким образом, 
что если где Ро, &

0
, '+'о - коордиnа'rЫ прыиrего начала координат, то 

В результате: 

2,mi J J r · 
4 

__,. 1 r,-( . ,. ) ' 
1·L1,, (1·

1
) = - -/i'J ехр l 1k (р3 + n0 • р 3) 1 У Р2 -11, • 1 .'\. 

Х V(p2-,·prs-r1)l<1/0(?2-r1)l~Pз-
1 

dp:JdF'~· (:14) 

Lley пруго рассеюшые волны учитываются, 'rшrим о,бра.зо~~, ну.тем 
вnедеuил н расс,~отрепие дополпл·гедъпого :нj1фектинnо1 о ноз: ~-1щи,1ла, 
рассеюш.11 1·

00
. Последний связаu, одшиrо, 'l'акже и с :взаююденствием 
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Р0 с саии:м: собой; это взаимодейс'гвие у же рассматривалось на.v.в: 
vетоду Факсена и Хольстмарка пvтем "'О по , ., ч го решенил уравnеннн 

(v 2 +k2)P = f3.:'2m V р 
о 112 оо о· 

. Ддл uо.тучеnил "истинпого" допо~шительного потешща.~а обус 1 
в.1епного одnим ;шшь_ nзanмoдeiic1'nneм с неупруго расселнн~:v:и 
на,ш, из 1·00 должен оыть выч'ген члеп: 

lJ ОТеНЦИаЛ V = t'o - U мо·ие'l' б1-пrь П" п Р о оо ,,. u uюван по.1лризациоnпым поте 
циалом и может быть рассма1•ривае,r Уак обуслоn"енп ·· , · " , · , , ., ьш взаимоде 
спзием различш,1х расселнпых волн друг с другом и.ш же 
пение атомного . полн, обусдов;1енное взnлмодейс·гвием с 
:1;1ектроnом. 

ВычисJ1ение i; предс1'авллет б ·· Р со ои весьма длительnую процедур 
н 110:шет быть осуществлено только путем разложенил различных вхо 
.J:ящих в его сос~ав r~уuкций по сферическим функциям. Длл боJIЫН 
1,, '"1 имеет следующим асимптотический вид 1): ·, 

+о(· l.)] 
1· 6 ' 1 

;: 
где f1 = -, а Z- ;~ффективный зарлд лдр,L. J-lcno без 

ао 

вычислени~, чт°, влюrпие "истиппого" nоллризационuого потеш~иала;: 
сводится :к уве.,шчеuию :малого угла расселнил благодарл на"шчию\ 
•шен~. ушст,~ инимого ), который при боJ1ьших: r 

1 
убывает :как r ~з .;, 

В деиl!rвите-1ьuос1'и иuтепсивносп расселnил IJ'1 един 1 ', 
угла об, . ' ицу телесного:, 
• , < } ~ловлеnпого ~_'l'ИМ потеrщпа.,юи, при о = о С'l'а~юшrтсл .лога-; 
~~ф11и 1~с1ш ,бес~оnсчuои, хшл ра,сселпие на единицу yгJia продо:1жает·; 
иремипсл к Н}дю по :r.repe умепьшенил уг.1ш раuселпюr. Веществен-. 
шtя чаС'lъ второго члеuп .в аснмIIТО'1'ичес1юм разложеIIии t' с , • " 
етвует г ·ia "'И . Р ОО'Iвет · ,. l!v чест,ому ИОJ1.~rризi1ционпому :1ффе1,ту; однат,о поллрпsуе-
~0~1·~,,. атом~, )'МеПЫПf\еТСJl С ВОЗрастапнеи CKOpOt!'l'II падающего :J.lleK'l'pOHa, 
как .1~0 н~ t.rедова.10 ожида'г:, (тю, 1,ai, :J;reк•гpo:u проходит через ш~·ом. 
с.,пш~ко~1 оыстр?. ДJ!я того, чгобы распре,ч,е.;rелие атомпого ;щр!rтtа :иогло-
ИСIIыгать Еоздеиствне лою1ущеюш). ' ' 

1
) Jlasscy and J{n!u·, Pro,·. bloY. Soc. \ 146 880 

" 0 • , , 19:И. 
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мы видим, таким образом, что с помощью поллризационного 
:.~ффекта :можно было бы об1,лсю1п, избыточное расселnие, nаfiлюдаю­
щееся в гелии при :малых значеuиах углов; интересно поэтому про­

вести более подробное сравнение между н:кспернментальnыми кривьн1и, 

11 крnвыми, вычислеnпыми при учете ио;1яризации. Ii, счастью, сходи-

110сть рлдов сферичес:ких функций, найденных длл разложения v00 - и 00, 
лвдле1·ся дос'rаточно быстрой длл того, чтобы эффект этот был зам:ет­
иьаr. Эта сходимость нодтверждаетсл также тем обстоя'1·ельстnо:м, что 
малый угол расселnил в зпачительпоii 
степени опреде.1Лется первым члеnо11 

выражеnия (36), соответствующим 
,шену нулевого порядка в разложении 

на t!ферические функции. 
При вычислении расселнил, обу­

словленного потенциаJ1ом vP с помощью 
формулы Борна (см. ~ 1 главы VII), 
но:мимо численного множителл, для 

водорода и I'елия, близкого к единице, 
01•пошение амплитуды поляризации 

к величине ее, определяемой в первом 
приближении Борна, авллетсл функцией 

u. 'Г .. Т. ак как отношение значении f1 

ддя геJшл и водорода равно 1,69, этот 
:~ффект приблизительно одинаков длл 
~щектронов с энергией 2,85 электрон­
вольт в rеJ1ии и ддя элек1'ронов с :~нер­

гией 1 вольт в водороде. Это обС'l'ОЯ-
1:е.1п,ство находится в согласии с опыт­
ными данными. На рис. 29 приведеuы 
угловые распределенил, вычисленные 

при учете поллризации, а также оnы'r­

ные кривые. Длл удобства сравненил 

!ГОЛ РАССlЯНИ!/ 

Рис. 2!J. 

ныбран масштаб, при котором: паблюденные и вычисленные nеличиnы 
длл ::Jлектронов с :шергией 350 электроnволи совпадают при 6()0

• 

Согласие между теоретическими и опы1·ными данпым:11 лвляюся весы.rа 
удовле1·ворительпым и поч'l'И не ос1•авллет сомнепий в справедливос'ги 
вышеизJ1оже1шой теории. Дальнейшее подтверждение теории дают 
опыты Уаiiддингтона 1), произnеденnые при малых углах рассеяшш 
в гелии. Его nабдюдения, О'l'Нослщиеся 1, значительно меныним уг;"ы~: 
( 2°-б0), показывают, что быстрое возрас'i'аuпе иптенсиnнос'l'П рассе.апил 
но :иере убывания угла расселния продолжается вшю1ъ до весыrr 
м:а.1ых значений уг.1ов. 

1) 1Vki1/rlir1gton, Nature, 133, 68::i, l!JM. 



ГЛ/А ВА XI. 

НЕУПРУГИЕ СТОЛКНОВЕНИЯ ЭЛЕRТРОДОВ С АТОМАМИ. 

В этой главе мы ограничимся рассмотрением быстрых электронов\ 
(v ~ e.2/h); в этом случае первое приближение теории Борна оказы-\ 
ваетсл справедливым, что вносит значительные упрощения и дает на:м:". 
:вою~1ожнос'lъ с достаточной степенью точности вычислить задерживающую ' 
способность любого вещества, вероятность ионизации внутренвих уровней : 
атома и т. д. и сравнить получаемые при Э'l'ОМ величины с эксперимен-. 

талЫiыми данными. В первую очередь мы займемся подробным рассмо- · 
трением неупругих столкновений электронов с атомами водорода и гели.ч: 
и обобщим затем результаты, получаемые длл этих простых случаев, на ·. 
с.11~гчай более слежных атомов. 

§ 1. Общие формуды. 

Рассмотрю~ столкновение электрона с атомом, в результате которого 
атом переходит из m-oro состолнил в п-ое. Если Ет и Е,. - энергии 
Э'rих атомных состолний, а v и v,nn - начальнал и конечная скорости 
ста,лrшвающегосл электрона, то 

1 
~m(v2 -i, 2) =Б -Е . 
~ , тn n т 

В гла,nе VПI было показано, что в пределах применимости первого 
приближенюr теории· Борна дифференциальное сечение, соответствующее . 
стошшовению, определяется выражением: 

. 4.t2m2 k "/ J J -+ ~ . -+ 
]"'" (6) doo = ~ k j V(r, В) ехр ( i(kт"n1 -

-+ -+ -+ -+ -+ -+1 
-+ - kno) · В } у,.* (r) 'fm (r) dr clR / 2doo, 

k lin __,,,,._! - начальные и конечные значенил вектора 
"­"'" 

сталюшающегосл электрона, а 'f,n и ,j;,. - волновые функции, характери- . 
зующие началЫiое и конечное состояния атома. Энергил взаимодеiiствил 
V -кулоново взаимодействnе между падающим и атомным :-Jлектронами ' 

-+ -+ 
(е.2/ 1 r - R /) 1). 

1) Rулоново взаимодействие падающего электрона и атомного ядра отпа­
·~ает в виду ортогональности атомных волновых функций. 

• Общие фор.мул'ы 187 

заметим, что вероятность перехода из одного состолнил в другое, 

инадлежащее к иной системе термов (например, сипгулетно-три­
~етноrо переход1, для гелия) в этом приближении равна нулю, 'l·ак как 
:оs:мущrtющиii потенциал V сюrметричен по отношению 1, координатам: 
атомных электронов, тогда как волновые функц!и 'fn, Ут будут обладать 
различными свойствами симметрии. Входлщии в выражение (2) инте­
грал будет поэтому оnр'tщ1.тьсл в пуль. Этот рез7.1ьтат находится: в со­
гласии с ю,сперим:ентальI1Ыми данными о быстрых ~толкновенилх; оп пе 
оправдываетсл, oднrti.o, длл медленных столкновении. Это р<tсхождение 
обусловлено пренебрежением элеюронным обменом, как это будет по­
казано в § 5 этой главы. 

Если ~тrtлкивающnйся электрон ионизует атом, тu состояние п буде'l' 
приш~длежать к непрерывному спе~,тру. Уровни непрерывного спеr..тр~ 
иы будем характеризовать величинами х, свлзанными с энерrилми уровнен 

соотношением: 
(R) 

Вопрос O нормировке волновых функций непрерывного спектра рассма­
тривается в § 2. з главы XlV. Мы нормируем их таким обр1.зом, ч'rобы: 
дифференциальное сечение (2), будучи умноженным на dx, соответство­
вало интервалу энергии, для которого х лежит в интервале между х 

н х + dx; 11ы получаем в результате 

= _; -+-+ ;·< (r) Y,,(r) dr=o (х-У-'). (4) 

о 

Дифференциальное сечение, соответствующее возбуждению группы не­
прерывных энерrетичесв.их уровней, лежащих в ИII'i'ервале между )( и 
х + dx, определяется выражением: 

41t2m2 k I f'J -+ -+ -+ -+ -+ 1 Тт, (6) dY- = --h4~ ·-~' · \ • V ехр (i (km,n1-lcn0) • R),j;/ymdt· dЛ 2dx. (5) 

§ 1. 1. IЗвет~;ение импу.~п,сов в 1.аче~тnе переменных. Во многих 
случалх оказывае'l'СЛ ·удобпым перейти от угловых переменных к им:· 

пульсам. Веюор 
-+ -+ 

(kт"п1 - kn0) h/2.t 

F' " определяет изменение импульса на.11,ающего злеr..трон'1. ,ели .\[Ы nыоереи 
зтот вектор в 11.ачестве ocJI поллрных координат, 'ГО 1

) 

-+ -+ -+ 
ехр ( i (k,м,п1 -kn0) • R j = ехр (iKX), (6) 

где 
l 

1•• - 1 k ; - k_n,,. 1 = (k 2 _1_ k,2 - 2k k cos fJ) 2 . 
.1.. - mti'ul О т~1 t mn 

( 7) 

1) Ср. с § 1 гл. VП. Мы пишем Х вместо 7,, чтобы не смешивать коор­
динату с эффективным: зарядом ядра Z. 
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С1tаллр К представллет собою численное зна1 ение иsмененил импульс · 
при расселпии :),Т\ектрона на тгол б. Принимал во впимание 
шение 

К d]( = kkmn sin OdO, 

.J.АЯ :,ффе1:тивного сеченил, соответс·mующего и·~мепению 
в иnтерва.11е от К до 1( + dJ(, мы получаем nырах,ение 

I (К dl( s"зт'6 df( / f f . . --+ --+ 12 
101/ ) t = -}--1--J(·k~ rтe•RX,]J ,]J *drdR 

i -1 1 т 111, 

Это выражение может быть упрощено в результате вьшолnенил илтегри-,: 
рования по координ:11'ам сталкивающегосл 3лектропа. Z атомных c)Jieк- • 
тропов иы будем харак1'еризош1ть индеr,сами 1, 2 ... Z. В таком случае : 

j'viкxaiJ=i.2 r 1·--+ еiК: ал. 
s=1 j П-r I 

Восподьзовавшись формулой 1) 
81 

--+ --+ 

J·!~P (i~(n · r') d--+,_ 41r ш-:.-: 
--+ --+ r - К2 е , 
lr-r'I 

мы подучаем 

f v. iKXdR--+ - 4,re2 s,~ iKx 
е - К2- ~ е •. 

~ 8=1 

(9) 

ПодставЮJ ::~то выражение в соотношение (8), получаем OKOHЧlt'l'e.JILHO 

,_ . ,_ 1281t51n2e4 dK . 
J (lt) (lЬ .. = --···-··- -1 е (К) 12 

,ni, Jc2h4 1(3 mn , ( 10) 

rде 

s=Z 

(к) ~ ! iKx. * --+ 
е = е "у' '1 · (lr 
1п~ъ л~ 1 п • 

' 
(11) '· 

.S=l 

Эффек•гивное сечепие, соответствующее переходу т---+ п, мы по.лучю,, 
проинтегрировав выражение (10) и вsлв при :лом в качестве нределов 
шrтегрировапил допустшше пределr,ные значенил импульса 

Kmax 

Q,,.,, (k) = ./ f тп (К) dK. 
к. 
rша 

(12) 

J3 следующ.irх параграфах :мы рассмотрим подробнее зпачеnия :)•rих пре­
:s елов для чn,стпого с.лучал быстрых :,Jiектронов. Легко показать, что 

к = k-1-k IШl.X па~, 

.к-.шin = k- km,. 

1) Bcthe, Лnn. tl. Pl1ys., r,, 3:25, 1930. 
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:я: ч·Iо, в cИJiy соотношенил (1 ): 
k,2 = kmn2 + 8r.2т (E,.-Em)fli'J. 

в случае быстрых столкновений мы и:мееы 

km,.:::::::: k - 4r.2 m (Е., -Em)fkli2 

11 сдедователъно 

k+ 7. ~')k 
/i,,inr,,~ .... , 

k - kmn;::::::: 4r.2ni (Е,. - Ет) /Ji2k. } (13) 

§ 2. Вычисление :~ифференциальных сечении для: водо1юда и 

1,едюI. У rловое распределение не упруго рассеанпых здетtтронов. 

§ 2. 1. Возбуждение ,1:r;ис1,ретпых уровнен. Длл вычисленил 
диффереш~иаJiьного сеченил In,,. (К) dJ( необходимо знат1, волновые 
фупкции, характеризующие состолния 1n и п. Мы будем предполагать 
в дальнейшем, что начальный уровень соответствует нормальному со­
стоя:пшо и будем характеризовать его индексом О. Волновые функции 
нормальных состолний 1): 

1 

'i'o = ( 1ra0 3) - 2 е -,·,;а,, длл водорода 

=ZЗ("а03)-
1 e-Z(,·,+r,)/ao длл гелил, причем Z= l,(i9. 

) 
} (14) 
J 

Длл возбужденных состолний водородоподобных атомов волновые функцки 
"lпzm имеют следующий вид: 

v = N r l I,21+1 ( 2r1Z) ехр (-3!.1.) р ,n (cos б) e±im7, ) 
•nln, nlm 1 n+l nao nao · l 1 ' 

(15) 
N 2= 22t (2l+l) (l-m)!(n-l-1)! (-z )21+з, 

nlm пт.: · (l-j-m)!\(n+l)!)S па0 
где Z- зарлд лдра; длл гелил оказываетсл необходимым воспользоватъсл 
некоторыми приближенилми. Экарт 2) показал, что хорошее приближе­
ние к волновой функции возбужденного сос•rолнил гелил ( отличного от 8 
состолпил) получается с помощью сшrметрюшой комбинации произве­
денил двух волновых функций, одна из которых описывает нормальное 
состолние электрона в поле ядра с зарлдом равным двум, а другал -
возбужденное состояние :JЛектрою1 в ноле зарлда равного единице З). 
::Записывал волновую фупкцию отдельного :шектрона в пlт-ом состоя­
пии в поле зарлда Ze, в виде 

[;Y"zm (Z/r)J;;j 

R качестве достаточно tхорошего приближенил длл волновой функции 

1) См. § 3 главы IX. 
2) Eckart, Phys. Rev., 3G, 878, 19ЗО. 
:i) Для s. состояний следует применять более сложную волновую фуяк­

цию. См. Иassey and Иоh1·, Prot!. Iloy. Soc. Л., ао, 613, 1933. 
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воsбуждеппого сингулетпого состолпил гелил мы можем вослолъsова'lъсл, 
выражением: 

2 ., { Уп (2!,·1) '1"zm (l J1·~) + Уо (211'2) 'inzm (l lr 1)) , 

где индексы 1 и 2 отшJсл•rсл к двум :1лсштропам. 
Подстанив :волновые фушщин (lG), (15) и (14) в выражеnие (10), 

опреде.'Jлющес дифферснцш~дыiое се,1спие, мы видим, ч·rо 

Е111т (К)= а. j' Уо (X[r') '~нlm * (..7,'Jr') iKx' (l,', 
где 

ct=], /,= 7,' = 1 длл водорода 

1 

а= 2 2 , 7, = 1,6!); ..7,' = 1 длл rелил. 

::Jтo'l' ип·rеграл может быть :вычислен 1) длл всех зт1чений nlm: v:ы 
получаем лри нтом 

. 1 ~ 1 1 

Е,,гm (К)= Q2L+sni+i (2l + 1)_2_..7,_i!(l + l)!{(n-l-1) !(2-( (п + l)!}-2 1(1 Х 
1 

/ (nZ-1)2 --1---4r~ J·i(n-!-з) 
Х --~------'- ___ ,_.:' __ --

1 
------ [ (п..7, + 1) ( (n..7,- 1;2 + 4:2 \ оН-2 (х)-

{ ( 1t/;+-]/+4-~2(i!(1i+l+3) J n-Z-1 . \ 

1 1 

---2nX{(1i?,-1;2+4~2 )_2_(1nX-Ll)2 _t_4CJ-2oi+2 (х), 
\ 1 1 n-l-2 . 1 

+(пХ-1){(л..7,+1)2+4(2 )d+2 (х)] (_17) 
I n-L-3, ' 

где 

Ко:1ффиц1~енты С/ определлю'l'СЛ r.ак кшффициепты раsложетшл: 

11 ,, + '')-· ~о., s \ - .:.ut ii"_ = ~ . (t) и • 

·>Па•1епил :Jтих .ко~1ффициептов при s = о, 1, 2, 3: 

{\"(x)=l, C1"(x)=2vx, C-2"(::c)=v((2v+1)x2 -1J, 

0 3 ·, (х)= 2v (v-/- 1) [ ~- ('1 + 2) х:з - х!. 
l " J (ИJ) 

Д.лл вылсненил общих свойств этих формул :мы ограuичимсл расс}Шrре­
ние:м второго и третьего квантовых уровней. На рис. 30 приведено уrло--

1) Massey and ]rcfohr, Proc. Ноу. Soc. А., 132, 60;,, 1931. 
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вое распределеnие :~лектронов с начальной энергией в 200 электрон­
вольт, расселнных в результате во2бужденил различных 'квантовых 
уровней атомов гелил. С целью сравпенил приведены так;ке даnные 

O рq,спределении, соответствующе11 случаю упругого расселнил. }13 
чертежа лспо, что: 

а) возбуждение уровпей, па которые оптический переход-~ разрешен, 
осуществллетсл с большей веролтнос'rыо, нежели возбуждение уµовней, 
оптичес~ш sапрещенпых; 

Ь) веролтнос•rь воsбужденил очень быстро 
убыв1ет с уведичепиея угла рас()елпил. 

11 ри малых углах расселпил возбуждение 
уровнл 2 1 Р более nеролтно, пежеди упругое 
столкповение; в случае больших углов имеет, 
однако, место обратное; 

с) неупругим расселпием можно прене­
бречь при 

как это следует из формул (17), (18) и (l!J), 
показывающих, что при атом усдонии веро­

лтность воsбужденил 8-, Р- и D-состолпий 

б т.,-12 т.(-14 тт-16 
у ывает соот:веТС'ГВСIШО как л ' .LJ 'Л. • z..2 
Принимал во вни:мапие, что ~ представляет 

ао 

собой ионинациопный потенциал атома, мы 
)10Жем скаsать, что дифференциальным: сече­
нием длл неупругих С'l'Олкновениii можно 
пренебречь при условии 

3'Р 

1 

1 
1 

1 

1 

1 
Упругий / 

yiJap I 
' 'уиоо I j 

~1,02,0 \ · 
~5 к ~---1 

]{ ~ V1/в2, о" т0 io0 зо0 40i} 

где У1 - ионизациопный потенцшщ рассма- Рис. 30. Угловое распреде­
три.ваемого атомn,. Это•r результат може'r быть ление электронов в ~00 вольт, 
обобщен на случn,й любого атома. рассе}]нных в гелии 

В таблице l принедены sначенил 2тсI0п (fJ) при ра3дичных скоростях 
столкповенил и различных углах расселнил для случал неупругих 

столкновений :шектропов с атомами гелил. J(ак :.это следует из теореrиче­
ских соображешrй, формулы, получаемые с помощью первого приближевил 
теории Борна, не могут быть рассматриваемы как очень точпые дaJiie 
}~лл стол:кповениii с электронn,ми, облад'1ющпмп :шергией в 200 V; 
еравнение с опытНЬ\М материадом ука,,ывает, однако, па общее хорошее 
согласие е теоретическюrи пре,пnоложенnл:ми. 

Опыты были произведены Даiiмондом и Ba'l'Conoм 1) длл :эле~,тронов 
с энергией 200 V, Мак-l\fиллепом: 2) дл.н плект1юнов с :шергией 100 .. v 
и Мором и Николле:м: 3) ддл :.эдектронов с эпергплми 54, 83, 120 и 

1 ) Лyrnond and Н' atson, Proc. Roy. Soc. А., 122, 571. 1929. 
2) Мс J,iillen, Phys. НеУ., 36, ЮМ, 19"0. 
3) Mol,1· and Nicotl, Proc. Roy. Soc. Л., 138, 229, 1932. 
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196 V, как это можно видеть из рис. 31. Наблюденные ими vгловы 
распределенил электронов, возбуждавших уровень 2Р, хорошо· согла~\ 
суютсл с теоретическими данными. Длл столкновений с более )lедлепным ~ 
электронами (с энергией, меньшей 80 V) хорошего согласил с опыто: ;, 
при больших углах расселнил не получаетсл [ как ,JTO и следовало 1, 
{)Жидать (см. § 5. 2)]. Сравнение теоретических и :жспериментальных 1) 
данных длл электронов, неупруго расселнных атомами водорода, при. 

водит к аналогичным результатам (теоретические данные относлтсл ' 
к атомному водороду, опыты же были произведены для молекулярного 
водорода, однако, как это показано нами в главе ХП, при рассматри­
ваемых "скоростлх сто.1кновений это обстоя1·ельство не играет сvще- .°' 

ственнои роли). · 

Таблица 1 
Эффеr:тпвное сечение 21tl (8) в единицах 1ta02. 

Угол рассеяния 

Возбуждаемое со-
стояние и энрргия 

оо 50 10° 20° 30° 
возбуждающих элек-

40" 
тронов в вольтах . 

100 0,99 0,98 0,92 0,79 0,61 0,45 
l18 200 0,99 0,97 0,88 0,65 0,41 0,25 

400 0,99 0,95 0,77 0,45 0,22 0,10 

100 0,l2(i 0,120 0,086 0,049 0,020 0,0063 
21s 200 0,155 0,126 0,086 0,024 0,0039 0,0368 

400 0,166 0,120 0,057 0,0051 0'°386 0,0,3 

100 7,8 4,4 1,78 0,32 0.056 0,013 
21р 200 17,7 4,5 0,99 0,068 0,0088 0,037 

400 39 2,6 0,33 0,009 0,0003 0,032 

100 1,84 1,20 0,45 0,103 О.021 0,0043 
31р 200 4,5 1,33 0,24 0,027 0,0025 ОД28 

400 9,7 0,81 0,084 0,0035 0,0314 0,058 

100 0,0109 0,0098 0,0070 0,0028 ОД7 ОД14 
31D 200 0,0132 0,010 0,0052 0,0386 одs 0,057 

400 0,0142 0,0094 0,0023 OДll одз ОДl 

100 0,68 0,46 0,215 0,043 0,0092 0,()020 
411' 200 0,71 0,52 0,131 0,011 0,0012 O,O;il3 

400 3,7 0,33 0,048 0,0015 ОД6 0,054 

1) Т~о~~:r1че~к;rе ,данные для атомного n<)ДОрода см. у F,lsas.~er, Zв. f. 
PJ1~s., 4,1, 022. 192u, Letlie, Ann. d. PhYs., 5, 325, 1930, Goldstein, Theses, Paris, 
lJ32. Экспериментальные-у Иarnzvell Phys Rev 3• 661 19'>9· Jf h d М M"ll Ph • · ·• • "', , ~ , i1g es an 

с i сп, ys. Rev., 41, 39, 1932; Mo.'ir and Nicoll Proc Roy Soc А 138 
9, 1932. ' ,. . . " ., 
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различных Р-уровней также находя:тся в хорошем согласии с теорией. 
опыты ван-Атта относятся лишь к электронам, рассеянным: под углами 
{)Т 0° до 1°40'; наблюдаемые изменения интенсивности при изменении 
скорости :электронов, возбуждающих уровень 21 Р, находнтсл при этои 
в согласии с приведенными в таблице I данными; при увеличении 
скорости наблюдается монотонное возрастание интенсивности. 

Имеет :место, таким образом, хорошее совпадение теоретических и 
экспериментальных данных. Дальнейшее сравнение с экс11ерименталь­
ными данными будет произведено в § 3 в связи с вычислением полных 
сечений. Сейчас мы займемся определением дифференциальных сечений, 
соответствующих возбуждению уровней непрерывного спектра (иони-
зации атома). 

§ 2. 2. Возбуждение уровней непрерывного спектра. Ионизаци11. 
При экспериментальном исследовании ионизующих столкновений невоз­
можно отличить друг от друга рассеянные и испускаемые электроны. 
Если измерение производится длн электронов, обладающих после стод­
кновенин определенной энергией Е, то :мы будем иметь дело не 
только с электронами, рассеянными с потерей энергии Е- Е', но 
также и с электронами, выброшенными из атомов с энергией Е' (Е­
энергил падающего электрона). При рассмотрении резуJ1ьтатов экспе­
римента в общем случае необходимо принять во внимание интерфе­
реiщию этих двух групп электронных волн: 1); при некоторых опреде­
ленных условиях эта интерференцил оказывается, однако, :малой и мы 
можем воспользоваться приближенной теорией, не учитывающей интер­
ференционных явлений. При вычислении вероятности ионизации атома 
электронами данной скорости учет эффекта интерференции не является 
существенным, так что :мы :можем не принимать его во внимание. 
В дальнейшем, при рассмотрении углового распределенил электронов 
и распределения их по величине скорости, :мы ознакомимся с усло­
вил:ми, при которых интерференцией :можно пренебречь. 

Волновая функция, соответствующая х-то:му состоянию непрерывного 
.спектра водорода для движения электрона в направлении, определяемом 
поллрnыми углами (Х, ~) в поле заряда Zв, определнетсл выражением: 2

): 

1 

1 ( n ) ~ ikr 
00 

1 1 * = - -
1
--_-

2
-"n- , е . J и-те-и J0 { 2 (ix~u)2 } du, 

х 2тс - е 1 (1 - in) 
о 

где 

е = r ( 1 + cos 0), cos 0 = cos 6 cos Х + sin 6 sin Х cos ( qi - ~ ), 

·И 

п = Z/xa0 • (20) 

1) См. § 4. 3 главы VIII. 
~) Sommerfeld, Ann. der Phyвik, 11, 257, 1931. 

13 Зак. 347. Теория атпмпых сто.11кновениi!. 
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Длл водорода мы должны подожнть 2 = 1; подучить волновую функциоi 
длн гелия, однако, не так просто. В качестве грубого приближенна', 
:можно восполыюватьсл водородной функцией возбужденного со­
столнин, подожив заряд ндра равным 1,69 (эффективный заряд ндра в, 
нормальпом состоянии). Эта фующин обладает тем преимуществом ' 
что опа ортогональна но отношению к волновой функции нормально~·· 
состояния: для бодьших с~:оростей стодкновенил, при которых ока.зы­
ваетсн справеддивым первое приближение теории Ворна, ошибка бу­
дет поэтому во венком случае невелика. 

Подставив эти волновые функции в соотношение (10), мы получаеr.r 
следующее выражение 1) ддл дифференциального сечени.н, соответ- ,, 
ствующего выбрасыванию атомного электрона с энергией Е, внутри те­
лесного_ угла da в направлении (Х, у) относительно первоначадьного 
направления падающего :)лектрона, причем последний рассеивается. 

в направлении ( е, q;) внутри телеспого угла dю: 

I, (О, g,; Х, ljl) da doo dx = С { К4 -,-2К3х cos о+ (х2 + f-1,2) cos2 о) Х 

Х { tJ-4 + (К2 -х2)2 + 4fl,
2 (К2 + :/) Г1 

( К2 
- 2хК cos о+ 

+ (,..2 + tJ-
2

) Г4 х ехр [ - 2'f/X uctg { 2tJ,x/(x2 -К2 
-

- tJ, 2) ) ] da doo rlx, 
-+ -+ 

где о - угол между вектором kn0 -'- kx1i1 (харак'Jеризующим изиепепие, 
импульса падающего электрона) и направлением (Х, у), tJ- = Z/a

0
, а с 

есть постоянная, независлща я от углов испускания расселнил. 

Отметим, что выражение (21) имеет максимум при O = о что со­
ответствует сохранению импульса при стоЛiшовении пада~щего и 
атомного электронов. Д.м нахождепин углового распределения испу- , 
скаемых электронов .. необходимо проинтегрировать выражение (21) Ш} ·' 

всем углам рассеяния сталкивающегосн электрона. Это интегрирование 

:может быть выполнено лишь чи?,лепно. Типичные получаемые при Э'l'ОМ 
результаты приведепы на рис . .-,1. Максимумы определлютсл условием 

k2-~x2 - 2kx cos !.= k 2 
У. ' 

соотве'rствующим сохрапениrо импульса. 

Интегрирование по всем углам испуск.анил может ыть выполпено, 
аналитичесrtп; при этом :а1ы подучаем 

214тс4 т2 в41с х u.6 f 1('2 + _ l_ (u.2 + х2) ! 
х • 1 3 1 • J 

Jx (6, 'f{dюdx = h4J;,1(2 { f-1,4+ (JU-x'.!)2+ 4f,L'.!J(x )3 Х 

х ( 2[,L 2f1X ) 2<lL 'х 1 
ехр < - - arctg --;;--·--;--- - > (1 - ('- · 1 Г аоо ах. ( 22) 

l х Ji.2-x2-+_ 1111 J 

На рис. ~? приведено угловое распределепие р~tсселиных электронов 
с энергиеи в 200 вольт, вычисленное с помощью этс :, формулы; на рис. 34 

1Гasse and Иоl,1·, Ргос. Roy. Soc. Л., НО, 613, 1933. 
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приведены кривые, характеризующие зависимость интенсв:ввос•rи от ив­
)!еnенил импульса К 1). Из этих кривых следует, что: 

с 

D 

60° 90° 120° 

Рис. 33 2). 

а) При малых смростлх вылетанил атомного электрона интепси:в­
иость расселпил равномерно убывает с возрас'rанием уг.J1а, как и в случае 
возбужденил дискретных уровпей. "' - -

Ь) При больших скоростлх вы- ~ 

распределение имеет 

иуи в точке: 

с:, 

"' с:, 

"' (.) 
ф 

"' "' 1:: 
(23) ~ к2=х2, 

что соотве'rствует сохранению им­

пульса при столкновении атомного и 

падающего электронов. 

c)'llpи больших значенплх К веро­
Я'rнос'зъ ионизации быс'rро убывает. 

::, 

11 \ \ \ 
§ 2. 21. Распределение вы­

б рас ыв а ем ы х ядектронов 
п о с к о р о с т л м. Распределение 
выбрасываемых :шектронов по ско­
ростям :мы найдем, проинтегриро­

вав выражение (22) по всем )'Гдам 

11 (_~ 
~ L ~-=-____l·--~ ! 1 ~ З 4 

Рис. 34. 

рассеяния. ото интегрирование :мо-

1) А. п~д. эл-н: 7,; = 4,7, выбр. э.тт-н У.= 0,5; В. Пад. эл-н 7, = 4,7 выбр. эл-н 
.,. = 2,0; С. Пад. эл-н k = 5,9, выбр. :э.л-п ·,. = 3,0; D. JJaд. :эл-п k = 4,7, выбр. ЭJI-H 
"'·= 1,0. 

2) А. Расселнпыс электроны с энергией 176 вольт; В - 63 вольт. С. Вы-
брошенные :электроны с энергией 13,6 воль,.; D - 0,85 вольт. 

13* 
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жет быть выполнено только численно. На рис. 35 приведены 
распредедения выбрасываемых: электронов по скоростям длл случ 
ионизации атомов водорода (цифры дают энергию электронов в воJiь~ 
тах:). При иониз1.щии электронами, начальнал энергил которых: превы:-.' 
mает 100 вольт, веролтность ионизации при во3растании скорости вы.;: 
брасыванил сначала быстро возрастает до максимального значенин) 
.а. затем быстро убывает. · 

Из резкой асимметрии кривой распределения выбрасываемых электро.; 
пов по скоростлм следует, что интерференция играет существенн1·ю роль; 
·только для: электронов с промежуточными значениями скорости. Общий . 
вид результирующего распреде.1ения показан на рис. 35 пунктирной): 
линией 1). Опыты Тейта и llальмера 2) приводлт к качественному под-:~ 
тверждению этого результата. ; 

Вылепим теперь - при каких условилх: при рассмотрении углового 
распреде:nенил можно пренебречь явлением интерференции? Из рис. 35 i 

... ,--------------т--------, следует, что для: электро-:,, 
ф ! 
~ 1 нов с малым значением ·. 
а ............ _,, 
~ энергии угловые распре-::: 

;; деленил сходны по форме·;· 
:~ "--=---:==~~ra~J с результатами, получен-: 
!- ными с помощью формулы: : 
~ (21), тогда как для: эле-/ 
- ктронов с большой энер- -' 
~ , гией угловые распреде- -'1 

J лепил имеют форму (22), , 
·; соответствующую рассе· · · 
... лнным электронам. Длн 
о 

;1; ,-=~~ 
1 

электронов с промежуточ- -~ 
i ными значенилми ско- ·1 
.. ,t __ _._ __ _,__ __ .L----'~----~--
! о 1 г з 4 5 в .,, 7) рости угловое распреде- .• 
~ 1!8ош,т ление должно существен- , 
,. Рис. 35. пым обра3ОМ зависеть от :. 

::,.. 
интерференционныхлвле- . 

ний. В экспериментальной литературе почти не существует относлщихсн ~ 
к этому вопросу данных; Тейт и Пальмер пока31.ли, однако, что в парах \: 
ртути угловое распределение быстрых элек·rронов, создающихся в резуль- ' 
тате иониви:рующи:х столкновений (,,расселнных" элек·rронов) весьма сходно 
~ распределением: электронов, получ,з,ющи:хсл при возбуждении: дискретных 
уровней - оно убывает очень быстро с увеличением угла расселнил. Этот 
результат находит()л в согласии с прrrведенной на рис. 33 кривой, по­
етроенной на основ,з,нии теоретических соображений. Длл медленных элек­
тронов имеет место сравни:·rельно малое изменение интенсивности при 

изменении угла, как это и след')вало ожид1,ть на основании кравых 

рис. 33 длл выбр1.сываем:ых электронов, если учесть то обстолтельство, 
что в этих опытах поток элек'rронов был неоднородным (соответствул 

1) А. Выброшенные электrоны. В. Рассеянные электроны. С. Общее числ() 
электронов. 

~) Tate and Раl-тет, Phys. Rev., 4:0, 731, 1932. 
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интервалу энергии в 30 вольт), что должно было бы сгладить люб€Jй 
иаксимум, если бы он имел :место. Никаких определенных эксперимен­
тальных да,пных, относлщихс11 к иптерференционны:м эффектам:, до ст1х 
uop получено не было. 

§ 2. 3. Yr.'Ioвoe распредеJiенпс неупруго рассеянных элек-

тронов • 
§ 2. 31. А 'l' о :мы в од о род а. Формула (10) определяет дифферен-

циальное сечение, соответствующее данному хоnечноиу состоянию 11. 

Если атом: водорода находился первоначально в нормальном состолнил, 

то, произведя суммирование по всем вовможным конечным состолнплм 1 
), 

vы получим: 

'1 I (К) dK = ~~1t5~~s~ ~ 1 J е'кхФ 1 *d't \ 2dK. (24} L.J Оп h4k2](3 L • o'r" 
nфО n 

Разложив lji0eшx в рлд по атомным волновым фующилм, и:м:еем: 

и аналогично: 

eiКxto= ~ 'fn f e•Kx7o'f,.*d't, 
nфО 

е-iКхф/= ~ ф,. * J e-iKx~/ф"d't. 
пф О 

Перемножив эти уравнения:, получаем: 

\ ~о \2 = 1; ~ .. j' eiКX~o'fn *dt 12. 

Проинтегрировав обе части этого уравнения по всему п~острапству и 
принимая: во внима1mе ортогональность волновых функции ф,., имеем 

1 = 1 ! еiКх\ ~о lz d-c\ + ~ 1 ! eiКxl}ol},.*d-c r. 
Подставив это выражени,е в ур-ние (24), получаем: 

~ 1281t5 m2s4 dK , 12] 
~ Io,. (К) dK = h'k2 ~кз- [1- { Ji (К) ' 
пфО 

(25) 

где Р- атомный фактор расселнил [(см. § 1 главы VП, ур-ние (9)] д,1ш._ 
атома водорода, опреАеллющийсл выражением 

F(K)= f eiК"'l~o\2d't=(1 + ~ К2ао2)-2· 
Условием применимости этой формулы лвллетсл малость членоЕ 

суммы (24) соответствующих таки:м: переходаи О_.. п, мторые певоз­

иожпы с энергетической точки зрения. Д.~ш этого К должно быть 

1) Как дисrсретного спектра, соответствующего возбуждению атома, тюс и 
непрерывного, соответствующего его ионивации; при этом длJI простоты со­
~тояниJI второго типа трактуютсJI как дис1tретные, что пе оказывает влпяниJi 
на оrсончатсльный результат. (Прим. ред.). 
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больше :минимального изменени.я имrгульса при переходе к наиболее вц.;. 
сокому энергетическому состо.янию, вероятность возбуждени.я котороm·. 
заметно отлича.е'l'СЯ от нулн; если Е, -энергия этого состо.яни.я, то 

с помощью выражени.я (13) имеем: · 
К > 4т.:2m ( Ех - E

0
)/kh2 . 

Rеро.ятпость возбуждения (или ионизации) быстро убывает 
ш~ем Еж и •ожет считаться малой при условии 

Е'">-4Е0 • 

Условие применимости формулы (25) имеет, так.им образом, 
вид: 

1{ > 201r2m:I Е0 \/kh2. 

Если :шергия пад:],ющего :шектрона велика по сравнению с энергией 
возбуждения данного атомного состо.япи.11, мы имеем: 

к~= (2k2 -л 2) (1-cos 0)-_!_--~~cos О+ 
n 4 k2 • • • •, 

где 

л 2-~2т -
" - h2 (Е" Ео). 

Для: всех углов О, IIОДЧИНЛЮЩИХС.11 условию 

:м:ы: имеем таким образом: 
о.:::}:> л"2;1с2, (26) 

1{ = 2k sin ~ , k :::::::, k. 2 n (27) 

Этот результат не зависит от величины п и может быть исполмован при ·' 
условии Е:::}:> Е,. -Е0, т. е. для малых углов рассеивапи.11. При больших 
углах мы можем воспш11,зоватьс.11 тем обсто.ятельством, что импульс вы-

брошенного электрона приближенно равняется {; К, так Ч'l'О потерянна.я 
падающим электроном энергия 

Е 81r2m ~ 8т.:2m 
-Е =--K2=--(k2-1-k 2-2kk cosO) Х O h2 · h'J I х х ' • 

Принимая во внимание, что 
· 81r2m 

Е -Е =--(k2-k 2) 
х О /i2 х . ' 

получаем 

K=ksin6, kx=kcos6. (2~) 

Ддя ма:ьrх 6 :,:rи формулы тож)~;ествел"ы с формулами (27); мы :можем, 
т:11;ю1 оора;,ом, по;1ьаова'iъся <.:uотношениями (2S) д.ля всех G, удовде-
1·вор.11ющих условию (26). 

И3 фсрму.1 (28) следуе'l', что !{ и kx не зависяr от с1нергип вшбу­
ж,1;ени.11; мы можем: ПОЭ'l'ому преобразова·rь сумму (2fi), соответствующую 
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,0nределенному изменению импульса, к сумме, соответствующей опреде­
.ленвому углу расселпи.11, воспользовавшись дл.я этого соотношением: 

К dK = kk» sin 6 d6. 
Мьr получаем, таки:м: образом, выражение 

12811:0т2е4 cos О [ 1 ] 
2-.. ~ Io,. (fJ) sin 6 d6 = - h4k-4~ siвз 6 1 - ( 1 . )4. d6, 

n 1 +4 k2a0?. sш2 6 

сравнивал которое с формулои (9) главы IX длл случая упругого рас­
сеяния: 

:Мы видим, что д.11.11 :малых угдов расселнил [удовлетвор.яющих все же 

условию (26)1 

_п ___ = ctg 6. 
I (О) 

(29) 

При малых угдах неупругое рассе.япие значительно превышает, таким 

образом, упругое рассе.яние. 

Дл.я больших углов подучаем: 

~ 128г:0т2е4 
4 21r ~ 10 ,. (О) = h4k4 cosec 6, 

n 

т. е. формулу Рёзерфорда дд.я рассеяни.я одного электрона другим. Мы 
должны исправить эту формулу, учтн интерференцию рассе.янного и 
отброшенного электронов. Восrюльзовавшись формудой (26) гдавы V при 

е2 
малых значепи.ях ~h , подучаем: 

1) 

12Src5m2e4 
2тс ~ Т0п (6) sin 6 d6 = k'k

4 
sin 6 cos 6 ( cosec4 6 - cosec2 6 sec'J. 6 + 

п 

(30) 

Сравним этот резудьта'l' с соответствующей формулой длл упругого 
р,щсе.янил: 

Из фuрмуд (29) и (30) следует, что пеупругое рассе.ятп1е преобладает 
п.1д упругим вбдизи 0° и 90°, но может быть меньше упругого рассе.я­
ния при промежуточных значениях угла 6. 
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§ 2. 32. О б о б щ е н и е н а с ,1 уч а й с л о ж н ы х а т о м о в. Длл п . 
лучения приближенных результатов длл сложных атомов мы восполь :. 
зуемсл приближенн::~ми значениями волновых функций, взлв их в ви.це, 
суммы произведении водородоподобных волновых функций длл отдель--: 
пых электронов, обла,дающих надлежащей симметрией. Резудьтм,ы, по-: 
лученные длл атомов водорода, могут быть, таким образом, применены': 
к сложным атомам; мы должны, однако, вычесть члены, соответствую-·, 
щие запрещенным переходам, например с уровнл ]( в какое-либо за- : 
нлтое состолние уроnнл L. Рассмотрим веролтность перехода из гpynIIЫ. 

1 nl атома в группу, характеризующуюсл индексами n'l'. Соотnе1·ствующее-:: 
дифференциальное сечение равнлетсл · · 

Jnl n'l' (К) dK 
' 

+­
Если группа nl sанлта Z"1 электронами, Znz которых имеет спины •. ! 

~ \ 
ориентированные в одном направлении, а Z"1 - спины, ориентированные- _;, 
в противоположном направлении, мы получаем: 

Jnt, n'l' (К) dK 

св.яsапные с запрещенными переходами J. 
e\i,n'l' (К) относитсл к волновым фунхцилм отдедьных электронов и 
определлетсн формулой 

•n=l 

lв'nl,n'l'(К)/9 = 2l~I 'z/J lfпimlfn'l',/eiКxd·-12· (33) 
ni=-

Суммирование лвллетсл здесь необходимым длл учета вырожденил 
по отношению к магнитному кваm'овому числу. Так как направление 
спика не може•r менлтьсл при переходе, то запрещенным переходах 
соответствует выражение 

Пол ага.я. 

1 ~ ~ .......... 
Z ---(Z Z +-Z Z )=r 

nl 2l' + 1 п! - n'l' 1 п! «'l' ~,u,n'l', 

имеем 

(35) 

п О.Л/Н.'Ые се'Ч,е'Н,UЯ 2or 
Uрп:мепив этот результат ко всей совокупности неупругих сто.в:кновениi> 
элек'Iрона со сложным атомом, мы получаем 

~~ Inl,n'l' (K)dK 
128тсбт2е4 !}f_ ( Z- 2 ~ (21 + 1) F 2 (K)-

k2h4 1(3 \ _-',j nl 
nl '' nl 

_ 1 1!1 е d, >. ~ ~ ~ 1 ! ,кх 12) 
2 У nlm I n'!'11, J (36} 

nl n'l' ni 

где Fnz представллет собой множитель F, соотве•rствующий группе nl. 
с помощью этой формулы может быть определено угловое распреде­
ление длл всей совокупности неупругих столкновений, подобно тому, 
как это было сделано в § 2. 31; формула эта приводит к полученным: 
нами раньше результатам. 

§ 3. Полные сечении. 

§ 3. 1. Возбуждение дистiретных оптических уровней. Полное, 
сечение, соответствующее возбуждению п-ого к.вантового состолнш~ 
данного атома, находившегосл первоначально в нормальном состолнии, 

определлетсл выражением 

.f max Iоп (К) dK. (37} 

Kmin 

Пределы интегрированил определлютсл уравненилми (13). Длл прибли­
женного вычисленил этого интеграла мы воспользуемсл тем обстолтель-·· 
ством, что 10п (К) очень мало длл тех значений К, при которых 

к2>к02, (38) 
где 

1(02 = 8т.2m \ Ео //h2. 
Если это условие не выполнлетсл, мы можем разложить I 0,. (К) в рл.-. 
по степенлм К. Ив ур-нил (10) следует, что 

I (I()dK = 128тс5т2е4 d]( / f eiKx t 1 * dt 12. 
Оп \. k2h4 1(3 ! Уо У п ! 

Раздагал показательную функцию в рад, получаем 

J (Т') dl( = l 28~5m2e4 !!!_ r 1(11 / х 12 + 2- 1(4 \ ( х2) \З + ... l , (39) 
Оп \. k'J.hf. 1{3 \ Оп 4 On } 

где х0,., (х2)0 ,., ..• -матричные ::Jле:менты величин х, х2, ... , так что 

(х')о,. = J x'l}otn *dt. 

Рмложевие (39) справедливо в том случае, если ус,1овие (38) не 
вьшолнлетсл. Если же условие (38) удовлетворлетсл, то 10 ,. (К) 
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очень мало и нм можно пренебречь. Мы можем в таком случае 
писать: 

ко 
1281t5щ2е4 f 

QOn~ k2h4. 

Kmiн 

Длн оптически дозволенных переходов первый член этого выражения 
.отличен от nулл и длл быстрых электронов оп значительно превышает 
,остальные члены. Выполнив интегрирование и воспользовавшись при­
ближенным выражением (13), мы получаем: 

64x0m2e4. 2тv2 
QOn ~ k2h4. 1 Хоп J2 lg Е - Е • 

" о 

Если рассматриваемый переход связан не с дипольным 
,с моментом квадрупольным, мы получаем аналогично 

128х7т3е4. 
Qon ~ k2 71,6 1 (х2)0" 12 

\ Ео 1 • 

Отметим, что благодаря наличию логарифмического члена эффективные ,, 
сеченин, соответствующие возбуждению оптически дозволенных уровней, 
с возрастанием скорости столкновения убываю•r медленнее, нежели се- , 
·ченин, соответствующие оптически запрещенным переходам. Экспери­
жентальные данные, относлщиесл к это~ вопросу, очень скудны. Не­
.которые сведения можно получи•rь из измеренин функций, характе­
ризующих возбуждение различных спектральных линий. Этот метод 
,()ыд рассмотрен на.ми в главе IX. Произведенные недавно Лизом 1) и 
Тиме 2) опыты не обнаружили, однако, какого-либо различил между 
S-, Р- и D-уровнлми в отношении зависимости вероятности возбужде­
nщ1 от скорости; опыты эти были произведены с атомами гелия длл 
больших скоростей столкновенин. 

Из формулы (40) следует далее, что при возрастании скорости 
~толкновенин большая часть столкновений приходитсн на долю не­
vпругих, так как при больших значениях скорости сечение, соответ­

·~твующее упругим столкновениям, убывает как v-2 [см. главу IX (10)]. 
Этот эффект нвствуе·~ из приведенных в таблице IV этой главы дан­
'НЫХ. 

В таблице П значения сечений, соответствующих возбуждению гелия, 
вычисленные путем точного интегрирования выражения (18), сравнены 
.с данными об упругих сечениях. Наблюдаемые значепия, приведенные 
длл суммы сечений, соответствующих упругому столкновению и возбу­
ждению дискретных уровней, получены путем вычитания наблюденных 
вероятностей ионизации, измеренных Смитом 3), из значений полных 
.сечений, определенных HcpJia:::rдшr 4). При 200 V согд1слс лв.1леrся 

1) Lees, Ргос. Roy. Soc. А., 137, 173, 1932. 
~) Тliieme, Zs. f. Physik, 78, 412, 1V32. 
З) Smith, Phys. Rev., 36, 1293, 1930. 
4) Normand, IЬid., 35, 1217, 1930. 
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весьма удовлетворительным; однако для электронов, энергия которЪIХ 
ньmе 150 вольт, приближение Борна перестает быть справедливым. 

}fe ·· ·· НЪIХ пере Сравнение относительных значении сечении длл ра.злич -
ходов со значениями, полученными из оптических данных, бр;ет произ­
ведено в § 5. 2, в связи с рассмотрением вопроса о возбуждении 
триплетных уровней. • 

Таблица П 

Эффективные сечения в единицах тш02• 

х 
,:;j Возбуждаемое состояние ::: r,-. 
.,Q 6 

"' н 
~ о с,! 

"' Р< 
р. 

~ Р< "' ,:;j 
~ 

о"' 41р 4tD 41_]? 51р &. 
~ "' i;.. ~ 21s 21р 31р 31n :,i ~ 
р. :х: ?> ~ :>1 'О 
ф о р. t,; ?> "' :,: р. ~~ о ::r: (':> r,-. 

100 0,375 0,0084 0,107 0,031 0,0353 0,012 O,Dg27 0,0540 0,0063 0,538 0,67 

200 0,205 0,0047 0,069 0,021 ОД28 0,009 0,0315 0,0.;20 0,0046 0,313 0,31 

400 0,107 0,0025 0,047 0,013 ОД25 0,006 ОД8 ОДlО 0,0034 0,178 -

§ 3. 2. Во3буждение рентге~ых лучей. При столкновениях 
электронов со сложными атомами может иметь место выбрасывание элек­
трона из внутренней оболочки атома, сопровождающеесн рентгеновым 
излучением. Интересно поэтому получить приближенные выражения, 
определяющие вероятность такой ионизации вну~ренних оболочек. Для 
этого мы должны вычислить суммы вероятностеи всех возможных пе­

реходов из рассматриваемой внутренней эJiектронной оболо,1ки. 
Длл ионизации уровня nl 

~ r _ 128т.:Бт2г4 dI( '\1,.. \ г (К) 12. 
~ I"l,n'l' (J() dЛ- k2h4. KS ~ c,nt,n'l' 11!,11'!' Г (42) 
11.'l' n'l' 

Полное сечение, соответствующее этой ионизации, определяетсн выра-

жени ем 

~шах 
Q

1
"1 = ~ ./ I11l,n'l' (К) dK • (43) 

п',' Kmin 

Мы :можем приближенно вычислить этот интеграл точно так же, как 

это было сделало пами в предыдущем параграфе д:rя случая оптических 
уровней. :Мы получаем при этом 

64xrim2e4 (- " ~ ) . (2mv2
) 

Q
1
nl~ k2h4 znl x,ii~ - ~ 1 xnl,n'/.' \

2 lg --н- , 
n'l' ni 

(44) 
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где В" 1- величина порядка энергии ионизации оболочки nl, а х"12-0,цна 
треть среднего sна.ченил квадрата радиуса этой оболочки. Длл внешних 
оболочек члены ~ 1 xni,,i'Z' 12 малы, и веролтность ионизации оболочки 

n'l, 
почти пропорциональна среднему значению квадрата радиуса оболочки; 
длл внутренних оболочек интенсивность запрещенных переходов играет, 
однако, существенную роль. Вете 1) получил дальнейшие приближепил, 
воспользовавшись в качестве атомных волновых функций водородо­
подобными функцилм! с эффективныи зарлдом лдра Z, r При этом 
длл тех внутренних ооолочек, наиболее существенные дискретные пере­
ходы из которых лвлюотсл запрещенными, он получил: 

x;l- ~ 1 xnln'Z' 12 = 0,2-0,6n2ao2/Z,r/· 
11/l' ' 

Так как энергил Е"1 об.олочки nl равнлетсл 

Е 1 = -21t2me•Z 2/n2h2 
n · е{{ ' 

то иы и:меем окончательно 

1 21te12nl ( 2тv2) 
Q "1 = mv~\E"11 b"z lg В"1 ' 

(45) 

(46) 

где Ь" 1 длл внутренних оболочек лежит между 0,2 и 0,6, адлл внешних 
оболочек - порлл;ка п2. 

Экспериментальных данных, подтверждающих справедливость 
формулы (46), пока не имеется. Все исследовании иsменени.11 интен­
сивности рентгеновых липий с изменением энергии бомбардирующих 
электронов производились дл.11 толстых слоев; дл.11 приведенил этих 

данных к соответствующим sначепилм дл.11 ·rонких слоев потребова­
лось бы введение сложных поправок. Подробное исследование этих 
поправок было произведено Вебстером, Кларком и Хансеном 2), при:м:е­
nившими полученпые ими результаты к функциям возбуждении К-ли­
ний серебра от толстого антикатода. Максима.11ьнал :шергил примешm­
шихс.11 в этих исследованилх электронов только в три раза превы­

шала значение энергии, необходимой дл.11 возбуждении; едва ли мож­
но было ноэтому ожидать, что формула ( 46) ока.жетсл справедливой. 
Найдено, действительно, что экспериментальнал крива.я достигает макси­
мального значении медленпее, нежели построенная с помощью выра­

женил (46) (если считать, что в" 1 в 4 раза превышает :шергию возбу­
жденил). Формула Ворпа, будучи применена к оптическому возбуждению, 
также оказывается несправедливой ( см. § 5. 2). 

§ 3. 3. Ilерnичпая иопизаци:I. Воспользовавшись зпаченилми диф­
ференциальных сечений 10, dx dK, приведеппыми нами в § 2. 2 для 
возбужденил уровпл непрерывного спектра, мы :можем вычислить (путем. 

1) Bethe, Ann. d. Phys., 5, 325, 1930. 
2) Webster, Ctш·k and Haitsen, Phys. Hev., 37, 115, 1931, и 43, 839, 1933. 
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-численного интегрированил) полное сечение длл ионизации с помощью 
форму.ш 

'max Ь:mах 

Q0
1
= ,[ J 10,(К}dKdx, (47) 

~ Kmin 

где х2 max = k2 - 81t2т I Ео l /h2. 

Результаты подобного вычислени.11 приведены на рис. 36 и 37 дл.11 
ионизационных сечений водорода и гелил (по оси абсцисс отложена 
энерги.11 электрона в вольтах, по оси ординат- эффективное сечение 
в единицах ·м02). 

На этих рисунках сравнены так.же экспериментальные кривые с кривыми 
теоретическими. Наиболее поздние эксnериментальnые исследовани.11 
были произведены 
Смитом и Тейтом 1) 
~л.11 :молекулярного 

водорода и Смитом2) 
длл гели.я. С целью 1 5 
сравнени.11 мы пред­

полагаем, что моле­

кула водорода будет 
вести себл подобно 7

-D 
двум атомам. 

Согласие с тео­
ретическими пред- 0·5 
положенилми впол-

не удовлетворитель-

но, если приnлть во 

внимание, что сра­

Dниваютсл как вели­

чины сечений, так 

100 гоо 30(! 

Рис. 36. 

и зависимость от скорости, и что получение nриближеnных волно­
вых функций, характеризующих ионизованные состолнил атомов, от­
личных от атомов водорода, лвллетсл весьма затруднительным. Дл.11 
электронов, энергии которых меньше 200 вольт теоретические sначе­

нил сечений ок'I.Зываютсл слишком большими; ~днако при столь низ­
ких sначенилх энергии расхождение не лвллетсл удивительным, как 

это будет пока..з'tно в дальнейшем ( см. § 5. 2). Отметим, что на осно­
вании упрощенных теоретических предположений мы снова получаем 

слишком быстрое возр'tстание веролтности иониза~~ии при возр1,стании 
энергии пад1ющего эле1:трона выше значепил иопизационпого потен­

циал~, подобно тому, как это имеет место длл случал рентгеновых 
лучеи и оrrтического возбуждени.11. 

1) Smith and Tate, Phys. Rev., 39, 270, 1932. 
2) Smith, Ibiri., 36, 1293, 1930. 
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§ 3. 31. В е р о .а т но ст ь и он из а ц и и п р и б о ль ш их с к о­
р O ст я х ст о л кн овен и й 1). В силу сложности вышеупомянутых 

вычислений при больших значениях скоростей столкновений полу~ение 
приближенных формул представляет в этом случае существенныи ин­
терес. На рис. 35 этой главы приведепы кривые, иллюстрирующие 

зависимость интеграла: 

Kmax 

j Iax (К) dл (48) 

Kmin 

от х при различных скоростях столкновепил. 

Из рисунка следует, что основную роль для вероятности ионизации 
играют переходы, отпослщиесл к очень малым значепию1 х. Длл таких 

переходов функция 
Iax(K) имеет вид, 

0·4 

о 100 гоо 

изображепныii па 
рис. 34; при боль­
ших значепи.ах К 
она является, •rа­

ким образом, исче­
зающе малой, точно 
так же, как в слу­

чае возбуждения 
дискретных состоя- ;, 
нии. Концентрация 
рассеянных электро­

нов вблизи значе-
пил угла, соответ-

ЗD& ствующего сохра-
непюо импульса, , 

Рис. 37. 
имеет место толью 

для переходов, свлзанпых с большими :шач_енилми J{. lVIы можем, сле­
довательно аппроксимировать значепие Q0• точно таким же образом:. 
как и в случае возбуждения дискретных состояний. Воспользовавшись 
:)тим методом, получаем 

_ · G4т.:"m2.:4 , f 'Q ( 2mv
2 

) <J:,i = ~г;;.~Zп~ dx I хп~,х 1-lg -ст:; ' (49). 

где С,,. 1 - величина порядка. :~нергии оболочки. С помощью методов, >' 

аналогичных методам рассмотрения возбуждеюш рептгеновых лучей, 
Бете 2) поv.азал, что выражение (49) сводитс.н 1, 

2тт.:4 с ( 2тv2 ) 
Qj ---~~ 7, lg -,- , 

nl - 11iv2 1 Е 1 - nl С 
nl nl 

1) Под большой скоростью подра':!ум_еваетсл скорость, превышаю~ц~: , 
1000 элеrtтрон-вольт, но такая, при которой релятивистские эффекты ещ · 
играют существенной роли. 

2) Betl1e, Ann. der Phys., 5, 325, 19 
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где 

cttl = (Z,,//n2ao2) j I xnl,x \2 dx. 

Воспользовавшись в качестве приближения водородоподобными вол­
новыми функциями, мы получим следующие зпаченил cnl для различных 

оболочек: 
Таблица III 

1 

1 

Оболочка ls 2s 2р 3s 3р за 4s 4р 4d 41' 

cnl 

1 

0,28 0,21 0,13 0,17 0,14 0,07 0,15 0,13 0,09 0,04 

Эти цифры поиазывают, что оболочкд с наибольшими значениями 
азю1утальных r(вантовых чисел лвллютсл наиболее трудно ионизуемыми. 

Длл водорода, в частности, могут быть произведеnы точные вычис­
лени.а Q 1); Еффеtтивное сечение, соответствующее ионизации, равнп:етс.а: 

1 2тте4 ( 2mv2 ) 
Qo = О,285 -1 Е0-\ mv2 Jg 0,048jЕ0 1 ' 

(51) 

откуда следует, что G
11

i равно одной десятой энергии иопизации обо­

.;~очки nl. 
§ 3. д2. С р а вне пи е с кл а с с и ч е с к ой т е о р и е й и с о n ы т­

п ы ми данным и. I\'лассическал формула Томсона 2) по форме нес­
колько отлична О'!' выражеnил (50), так как она пе содержит логариф­
мического члена. Она имеет следующий вид: 

1 27te'. znl 

Qo = mv2 jEпil. (5,2) 

ll силу этого различил нлассического и квашового выражений срав­
nение с опыт11ыми данными nредстав.л.ает сущесп:еnный интерес. Лучше 
всего провес1и ио сравнение для случал водорода; при:меnение nрибли­
жеnных волnовых фующий не може'l' привести при этом к серьезным 
ошибr;ам, так как весьма мало вероятно, ч10 сущесп\ует какое-либо суще­
ственное различие между молекулой и атомом водорода, за исключением 
ведичпны потенциала ионизации. Для последнего мы будем бра1ъ его 
молекул11рnое nначение (16 V). Согласно ОIIы1ам Виллиамса и Trppy 3) 
nрл v = 0,54 с число ионов, соsдавае:мых ua одном сантиметре путn nрн 
nормальных 1·емпера1·уре и давлении сос1'авляет 12,6. Формула (51) 
дает для э1·ого ел-у чал 14, 7; классическая же формула ( 52) - 3,5. l\ван­
тово-теоретnческа.н формула приводит, таким образом, к значителыю 
лучmему совпадению с оnы•шы:ми данными. 
-------

1 lJethe, loc. cit. 
2 ) J. J. 1'!1omsor,,, Phil. Мяg., 23, 449, 1912. 

IVt iams and 1'erroux, Proc. Ыоу. Soc. А., 126, 289, 1930. 
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§ 3. 4:. Распределение ра3ли•шых: типов столкновений для е.лу­
чая быстрых ~лектронов. В таблице IV 1) приведены значенил отно­
сительных веролтностей различных типов столкновений быстрых элек­
тронов с атомами водорода. При этом учтены также все реллтивистс:кие 

11оправки (см. § 2 главы XV). 

Таблица IV 

Энергия падающего электрона в вольтах 

Тип столкновенил 

1 1 

100 ООО I 
1 1 

1 ООО 10000 106 108 1010 

Процент общего числа столкновений 

УЩ\УГОе с толк-

новение 8,7 6,5 5,1 4,1 2,55 1,8 
Возбуждение уров-
ней с п =-- 2 42,8 45,3 47,5 49,5 51,5 52,8 

Возбvждение уров· 
ней сп= 3 6,3 7,0 7,3 7,8 8,1 8,4 

Возбуждение уров-
ней сп= 4 2.41 2,60 2,71 2,79 2,90 2,96 

Возбуждение уров-
ней с п = 5 1,17 1,24 

Возбужд.более вы-
1,28 1,32 1,36 1,38 

соких уровней . 2,17 2,28 2,33 2,38 2,42 2,45 
Все дискретные 

уровни возбужд. 54,8 5R,4 61,2 63,4 66,4 68,0 
Ионизация .. 36,5 35,1 33,7 32,5 31,0 30,2 

Потеря энергии 

на пеrвичный 
ион в вольтах . 51,4 59,9 64,8 66,9 68,6 69,4 

Потеря энергии 

на столкнове-

иле в вольтах . 18,7 21,0 21,7 21,7 21,3 21,0 
Полное эффектив· 
пое сечен. веди· 

ницах 10-20 с.и . 3200 426 66,0 30,6 42,8 60,0 

§ 4:. Вычисдение за,,;ерживающей способности вещества для 
бы~трых: 3лектронов 

§ 4:. 1. Вспомоrатедъные теоре:uы. § 4:. 11. Об обще н н ы е в е­
р о н т н о с т и п е р е х о д а и и н т е н с и в н о с т и о с ц и л л н т о р о в. 

При вычислении полной потери энергии элек·rронов на сантиметра пути 
при прохождении их через какое-либо вещество оказываетсл удобным: 
определить некоторые вспомогат•ельные величины, свлза.нпые с различ-

1) Вете, Квантовая механика простейших систем, г·rти, 1934, стр. 337. 
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яыми переходами. Эти величины представллют собой обобщение величин, 
связанных с оптическими переходами. 

Веролтность оптического перехода с m-ого уровнл на п-ый опреде­
ллетсл следующим выражением: 

Сf'тп = 167!4m2в4 /xm"l 2 /h4• (53) 
Обобщи• его, положив 

При неизменности импульса ::JТа фующил сводитсл к функции (53). О ве­
ролтностью оптического перехода Cf>mn (О) свлзана интенсивность осцил­
ллт·ора fm,., олределлющалсл выражением 

:rде R - постолннал Ридберга, а vmn - частота данного перехода. Обоб­
щенная интенсивность осцилллтора, соответствующал переходу т - п, 

определитсл, таким образом, выражением 

8тс2т 
f mn (К) = (Ет - Е,.) ](2h2 1 c"m (К) 12. 

Отметим, что дифференциальное сечеnие, соответствующее пере­
ходу О - п, равплетсл 

16х3тв4 1 dK 
Io., (К) dK = -k2h2 Ео - Е" fo,. (К) -:/[. 

Потеря энергии на сантиметр пути при прохождении :электронов через 
газ, содержащий N атомов в 1 см~, равна таким образом [см. ур-ние (60)]: 

к 
dT l6тс3тв4N шах r dK 

- dx = k2h2 }: ./ fo,. (К) К . (54) 
11, Kmin 

§ {. 12. Т е о р е м а с л о ж е ни н о б о б щ е н н ы х ин т е н с и в н о­
с т е ii о с ц и .11 л нто р о в. а) Водородоподобхые атомъt. Рассмотрим ве­
ли чинт: 

~ fo,. (К)= ::: ~ (Ео - Е,.) 11 eiKx Фо 'f n.*d,1 2
• 

" n 

Фуuки;пи: ф11 и ф,. * удовлюворлют уравнениям: 
8тс2т , 

у2 'jlo +---;;;.----- (Ео - V) Фо = О (55. 1) 

(55. 2) 

14 Звк. 3t7. Тсор,ал ато"ных croлwo1e11nl 
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Умножив уравнение (55. 1) на ф,.*, а ур-ние (55. 2) на Фо, выч!'• 
один резудьта:r из ,цругоrо я проинтегрировав no всему пространству" 
получим 

( Е -Е ) f е'Кх,1, ,L *dt = ~ f ('fo V 2Yn *-t .. * 'v 21fo) е'к"' .h. - о " тот" 81t2rn 

llpaвrtя часть этого выраJI,ения сводится 1: 

~-{- 2iK f дуо ф *е'Кх а,+ к2 f 'i' ,;, *е4кха,}. 
81t2т дх , " о " 

Далее 

~ [ f дф" ф *e°Kxdt] 
~ дх ,о .. 

1tак это может быть доказано с помощью :метода, анадогичного рмси()­
тренному в § 2. 3. 

Мы имеем, та1шм образом: 

~:::- ~(E0 -E,.)[j e'Kx\foY,.*d,I!= ~I/Ф"t/eiК"'d,1 2 = 
n 

Отсюда следует, что 

~ f 0,. (К)= 1. 
n 

б) СлОЖ'Н,Ъtе атомъ~. В юtчестве обобщения предыдущих форму.а i 

опреде.11им су111му ишенсивностей осцилляторов ддя не~ю•rорой обо~очкк 
,цаnного а·rома. При нтом мы будем по.11ьзовмъся, юш н прежде, во;J;о­
родоподобпыми во.11повыми фующия:ми; едиnствеппое раз.11ичие бу,;ет : 
закдюча.ться в том, что иы будем учитывать интенсивности осцил.Iяторо:в, 
д.11я запрещенных переходов (переходов в уже запо.11nеппые уровни). ' 
Су:м:м:а интенсивностей осци.11лятора ДJIЯ ободочки nl равняется 

-+ -+ +-- ,(-

~ z"1 z,,.!·_j- z"1 z'_l'_l.__ r-
f"1 = ~ f.-.1,n'l' = z"1 - ~ 2l' + 1 nl,n'l'' 

n'i' n'l' 

r,це f. 1 ,1, - интенсивность осциллятора для отдельного :JJlектронноrо 
перех~;а с уровня nl па уровень 1i'l'. Второй член выражения (58) 
представляет собой сумму иптенсивпостей осциллятора ддл :запрещен­
ных переходов. В частности, если все оболочки n"l" заполпены, то 

-+ +--
zn"i" = Zn''I" = 2l' + 1 
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и с~едовательно: 

(1>9) 

Интересно от}rетить, что 

~! i=/,. 
п! п 

Для внутренних оболочек сложного атома суииа иптенсивностей 
осциллятора меньше, neжe.ilи число электронов в оболочке; длл внеnших 
оболочек опа больше. 

Воспользовавшись водородными волпоиыми функция:мIJ, Бете 1) соста­
вил таб.11ицу приближенных значений иН'Iенсивпостей осцилляторов ДJJЯ 
оболочек различных а1'омов периодической системы ( c:&r. стр. 212). 

§ 4. 2. Вычисление задерживающей способностп. 
§ 4. 21. В о д о род. Для <)лектрона, проходящего через газ, содержащий 

dl' .N атомов в 1 см3, потеря энергии на сантииетр пути, - -.- , определяется 
ах 

выражеnиеи: 

d'l' fma.x 
--d =N~ j (E0 -E,.)I0,.(K)clK, 

х . 
n Kmin 

сводящимся к [си. ур-ние (54)] 

l61t3mв-tN 

k2Ji2 

к 
max dK 

~ .! fo,. (И)-К . 
n Kmiu 

(60) 

Для вычисления этой суммы иы не иоже:м воспользоваться теоре­
иой сложения (57), та1, как Kmin явJ1яетсл функцией O'l' п; иы разобьем: 
поэтому наш интеграл на два иnтегра.ла: от Kшin до К0 и o·r К0 дu кшах, где 

2 •) 

Ко = { 
8:2т I Ео 1 } - • (61) 

На первый взгл;rд учет изменения импульса, превышающего.};' вели­
чину (61), представляется nsлиrnнии, •rак как в предыдущих пара­
гра.фа:х: было показано, что длл больших значений К величина J

0
n (К) 

очень иа.1а; переходы, при которых ииеет иесто значительное изиене­
nие импульса, связаnы однако с большой потерей энергии и характе­
ризующие их члены играют, та1ш:и образом, значи•rельную роль в 
сумме ( 60). Мы покажем в даJiьнейшеи, что оба интерваJiа приблизи­
тельно равноценны. Обозначим соответствующпе им потери энергии 
на 1 с.м пути через Е' и Е". 

1) loc. cit. 

14* 
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Длл вычисленил Е' - потери энергии прп переходах с иалым изие-
iКх Бr 

пением импульса- мы разложим е в рлд по степенлм , как это 

сделано в уравнении (39). :Мы получим при этом 
к, 

Е' 128т.sm2№i ~(Е Е 1 1 f dK = k~/1,4 ~ " - о) Хо" 2 К . 
n К . 

min 

:Мы можем теперь восnольsовмъсл формулой 

Ят.2т ~ ~- (Е -Е)\х \2=1 
/1,2 n О On ' 

n 

дающей 

(62) 

Мы ю1еем дело с быстрыми электронами; можно поэтому воспольsо­

ваться приближенным выражением: длл Kmin' полученным па.ми в§ 1. 1: 

Kmin = 41r2m (Е,. -E0)/kh2. 

Подставив это выражение в (63) и воспользовавшись тем, что 
-Е,. = 2т.2та4 /h2п2 = Bh/n2, - Е0 = 2т.2та4/h2 = Rh, 

получаем 01.он'Ш'l'ельно 

Е' = 16т.:mNв4{IgKo- 81r2mR~(l- _1_) \хо \2 lg 4тс2тR ( 1 __ 1 )} (64) 
k,2Ji2 h ..;;... 1i2 " kh n"' 

n 

Длл потери энергии Е", связанной с большими иs:менениями им­
пульса, получаем: 

Krnax 

Е"= ~! (E,.-E0)I0,.(I()dK. 
n К, 

Воспольsовавшись rieope:м:oii сложения (57), ш1ходю1 

d}( 

к· 

(65) 

При определении Kmax существенно отметить, что sначеншr I 0 ,. (К), 
даваемые теорией Bopna, несправедливы, ее.ли иsменепие импульса 

очеnь велико. :Мы пе можем поэтому подставить выражеnие (13) для 
J(max в формулу (65), а должпы воспользоnа1ъся условием сохранения 

импульса при столкновении ~rежду падающим и атомным :ше1,тронами. 

Тю; ка~, массы обоих электронов равны, мnи.сnмальпое значение импульса., 

воторое может быть получено атомным элеюроном, равплется половине 

полного значения И}Iпульса. Положим поэтому, 
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В;,шо;шив интегрирование, получаем 

Сложив выраженил (66) и (64), находим полную }потерю энергии 
на 1 см пути · 

_ dT = 16тт3_rri_2Nг4 { k,2Ji2 . "1 ( 1 ) п2 _ ]} 
dx k2h2 lg4x2m,Rfi-- ~lxoпl2 1-~ lg~. (67) 

Суммирование может быть выполпепо численно с помощью обычной 
формулы длл матричных элементов хоп· Окончательный результат: 

dT 4;.г4N тv'J 
---=----Jcr ( 1105) dx mv2 ь cRh с= ' . (68) 

§ 4:. 22. Сложные атомы. Пользулсь водородными фующилми и 
учитыва~r запрещенные переходы,· можно обобщить формулу (68) длл 
елучал сложных атомов. Подобное обобщение было даr в u 

нашел, что ю сте, которыи 

(69) 

где ~nl' f,,.z, f'п,,,n'l' - величины, опрсделлемые формулами (34), (53) и 
(58), а f,, 1 (О) - прел.ел обоб~цеrшой интенсивности осцилллторов при 
нсизм:енпости им:пудьса, т. е. ооычпое :шаченис интспсиnности осц~шлл-
торов. Определлл среднее значение нпергrrи возбужденил А 6 · , 
1il С ПОМОЩЬЮ фор:.rулы nl О ОЛОЧI,И 

f(o) lg А = f(oJ lg I Е 1-'--~ ~ f(o) l Е,~1· - E"z 
nl nl nl nl ' ~ nl nl,n'l' g J Enl ,---' 

11,,l' 

мы получаем следующее выражение дл~r задерживающей способности: 

- dT =_!_7:_2__4_~ ~ (O)Jcr~_:__ 
dx m:c'2 ~ f"1 ь А · 

nt ril 

Определив, д.1лее, среднюю :нrергию возбуждепил Е фop~ry.лoii: 

ZlgE =~fпl Jg Anl• 
til 

· получае~r 

dT 4.:г4N т~-2 
- - = ~-~ Zlcr -- --

(lx т1:'2 ь Е · (70) 

Вы"иСАе'Н.ие задерживающей способности вещества 215 

При количественных подсчетах затруднительным лвллется определение 

значенил Е. Приведенные в таблице V значенил интенсивностей осцил­
лнторов длл легr,их элемен·rов лвллютсл приближенными, длл тлжелых -
весьма неточными. Блох 1) попыталсл устранить эту трудность с помощью 
статистической модели атома. Том.1са-Ферми. Он вычислил за,держи­
:вающую способность, рассматривал возмущение такого "газообразного 
сферического" атома внешними силами, и получил при этом следующую 
фор:м:улу. 

_ dT _ 4тсе4.N Zlg~v2 
dx - mv2 ZzRh. (71) 

Посто~rнна~r х может быть определена с помощью некоторых дифферен­
циальных уравнений, ха рашrеризующих поле атома согласно теории 
Томаса-Ферми. Эти уравненил не решены; Блох показал, однако, что 
sавис:и:мосrь Е от Z, определ~rемал выражением (71), находится в согла­
·син с опытными данными. Эмпирическое значепие Х, дающее наилуч-

d1' 
шее численное согласие с наблюденными значенилми - dx , также 

явлле'l:сл вполне правдоподобным. 
§ 4. 23. С р а в н е н и е с э к с п е р и м е н т а л ь н ы м и д а н н ы м п. 

Формулы (68) и (70), определ~rющие n01'ерю анергии быстрых элек­
•rронов на 1 см пути в (атомном) водороде и других газах были исчер­
пывающе рассмотрены Виллиамсом 2). При сравнении теоретических 
и экспериментальных данных необходимо увеличить полученные ре­
зули:аты приблизительпо на 10°/0 , чтобы учесть то обстолтельство, 
что первичными считаютсл те электроны, которые после столкновенил 

обладают большей энергией. Прини~rал во внимание эту попр.1вку, 
получаем очень хорошее согласие с опытными д.1нными (си. таблицу Vl, 
стр. 216). Эта таблица содерЖИ'Г таrсже величины, получаемые со­
гласно rшассичесrtай теории Бора 3). Так как применимость первого 
приближенпл Борна, которым: мы пользовались в вышеизложенной 
•reopиII, зависит от того, больше ли скорость первичных :-шеr,троттов v нежели 
орбит.1льнал скорос·rь атомных электронов и (см. § 5. 1 гла,вы IХ),-в 

б " 1,i2 
'Та лице приведены зпаченил отноmенил квадрi11'0В этих скорос·геи -v2 • 

Дополнительные даrшые, подтвержд;~,ющие резулЫ'аты примененнл 

1:ван•rовой теории к вычислению задерживающей способности веще­
ства для быстрых зарлжею1ых час·r1щ, будут приведены в главе ХIП 
при рассмотрении прохо;r;депил тлжелых час1'ИЦ через материю. 

§ 4-. 24-. О ·r п о с и т е л ь п а я р о л ь с л а б ы х и с и д ь н 1,1 х с т о л r,­
п овен и й в торможепии быстрых элементов. П§З.Зlбыло 
пш,хз.1по, что ч1rсло первпчпых ионов s0 , создаваюrых rri1 1 см пути, опре­
,11,еллетсл выражением 

S = 2-r:№·1 "1 ___!!_пz Z"z l _J.__rt1v'l 
~---------~~-

0 
mv

2 ";:1 ( - E"J g С nl ' 

(72) 

1) Вloch, Zs. f. Рhув., 81, 363, 1933. 
!) Wiltiams, Proc. Roy. Soc. А. 135, 108, 1932. 
3) Bol11·, Phil. :Маg. 2u, 10, 1913, 30, 58, 19Hi. Bloch (Ann. d. Phys., 5, 285, 1933) 

:1011:аsал, что формула Бора справедлива при малых и2/v2 и больших: ZE2/J1v. 
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Таблица VI 

( {f) / (2.tNZe4 / mv2) 

i·/c Газ u2Jv2 Теоретич. значение 

Наблюд. 

По Бору I Квант. мех. 
1 

значение 
1 

0,136 Н2 0,001 11,7 17,1 11,5 

0,230 02 0,001-0,07 10,6 18,0 12,2 

0,230 А 0,001-0,2 10,0 16,3 11,2 

fte _вели:пшы C"z и сп 1 вычисллютсл с помощью уравнепий ( 49) и (50). 
от:)~ rшергии па одип первичный шш равнлетсл ·гаким образом 

- dx / 80· В азоте длл электронов с энергией 30 ООО V получаем потерю 
:шергии в 80 V па одип первичный ион, в водороде_ 1 оо v. Эти 
большие зн~:~енил завислт от того обстолтеш,ства, что больший процент 
столкновени~ приводи·r к возбуждепию, а пе 1, ионизации. Роль сильных 
столкновении (при которых выбрасываютсл быстрые 1) электроны) при 
определении потеr.и энергии па 1 с.м пути также весьма значительна, 

благодарл большом потере энергии при •rarшx толкновенилх. Опа опре­
деллетсл выражение:м: 

где ka2:::::::; 87t2m I Е" 1 1 / h2 • С помощью 
сильные стодкповенюr обусловлпваю·r 
:.шергил. 

(73) 

выражепил (68) нахсдим, что 
почти половину общей потери 

, ~ 4. 25. II а Р а мет Р и ч е с r, и й м е то д. Длл а-частиц и быстрых 
.Jлектронов изменепие импуш,са падающей частицы при неупругих 

ст~лкпове~ттлх обычно мало по сравнепию с ее полпым импvлъсшr. 
В IaRI~~ случалх падающую частицу можно 'Iраиовап, ка~, движущийсл 
си~овои центр. IIодuбпал трnr,'1'овш1 допустю1а, если оказываетм воз­
:иожпым построить волповой ш1кет, размеры 1:оторого малы по сравне­

нию с раз)1ерами атома и продолжают ос·гаватьсл малыю1 при прохо-

ждении его через атом и 1rалее · б . . . , , ,,, , если при определении вероялюсти 

~оз ул,дешrл осповпую ролъ шрают положенил атомного ~)ле1.тропа. вне 

'I·раекторшr воднового па1,ета. ' 

1) Энергпл которuх nелика по cpanнerr · ию с нонизациопны:м: потенциалом:" 
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:Ме1'од вычисленил веролтности перехода рассмотрен в § 2. 2 
главы XIV. В общем случае он пе являетс.11 столь удобным, как метод 
Борпtt, так как получаемые с его помощью результаты должны быть 
усреднены по всем значению~: параметра с·rолкновений (т. е. ,,прицель­
ного расстоянил"). Легr;о показать, Ч'l'О оба метода приводлт к одному 
и •rому же резулиату 1). 

Этот метод интересен тем, что он показывает относителыiую ва.ж-
11ость "б.шзких" и "далеких" стоюшовений. Виллиамс 2

) nшшзал, что 
длл электрона с ш1сргией 100 ООО V, проходящего через водород, из 
1:аждых сорш,а ионизованных или возбужденных атомов только один 
лежит на пути самого электропа, а четыре-на расстолпии от 2,5 . 1 о-

7 

до I<Г 6 слt. Виллпам споказа;;r также, что длл "далеких" столrшовепий 
rшаптовал теорил дает классичес1,ую формулу Вора 3

); о·rклонения от 
nee наблюдаются Jшшь длл стоюшовепий, при которых частица. про-
ходит через атом. 

§ 4. 26. Многократна л ион из а ц ил и в о з буж де ни е. 
Следует от)rетить, что во всех паших рассуждениях мы пренебрегали 
возможнос•rью многократпой иопизации. В том случае, когда волновые 
функции сложпых атомQв приближепно полаrа,ютсл равными произведе­
нилм водородоподобных волновых фупкций, веролтность многократной 
иопизации ра.внлетсл нулю; длл определешш истинного порлдка. 
величипы этого ,Jффекта необходимо восполъзоватъсл более точными 
выраженилми волновых фунrщий. Весьма мало веролтно, чтобы для лег­
ких атомов мпоrш,ратная ионизацил играла существенную ,РОЛЬ, так ~шк 
свлзъ между атомными :~леrпрона.ми в З'l'ОМ случае мала; для тлжелых 
атомов этот :1ффект может, однако, оказатr,сл значительным. 

§ 5. Неущ1угие сто.тшпuвенпа :ме,,;лепных эдектропов с атомами 
Для случал медленных электронов теоретическое исследование 

неупругих столкновений 01,азываетса зuачительно более сложны~, нежели 
для быетрых час'lИЦ. Из ю,сперимен­
талъпых данных следует, что в :iтu~r i 
случае существенпую роль иrpne·r ~ 
электронный обмен. Наблюденил ~ Е 
Мора и llrшоллл 4), отпослщиесн rt ,; ., 
углоnому расттределепию нле1:·1·ронов, ~ з 
неупруго расселш.ых в парах р•rути и ~ 
аргоне, показывают, что при :лом 1 
nеобходимо прип.нть во вштмапие ис- С1) 25 50 ВО 150 400 1000 ЗDDO 

Энергия падающих ал-нов в вольтах 

Рис. 38. 

~;аj1;ение падающей и выходящей: водп 
силовыми rrолюш nормалr,ного п вон­
буждепного атшюв (tм. шш;е ~ 5. 3). 

В начале ,пой главы бшю уrшз:1,110, Ч'l'О согласпо теори!I Борпа веро-
.нтность возбу;~;денш1 уровпн, отпос.нщегося к сие.теме термов, отличной 

1) }.foll, Proc. Camb. Гllil. Soc. 27, Г;'JБЗ, HJ31; Frame, iЬid., 27, 511, 1931. 
2) H'iUiams, Pr()(;. Поу. Soc. А., 139, lGH, 1933. 
3) BoJiг, ]ос. eit. 
!) Molir anu Sicoll, Prol'. Поу. Soe. А., 138, 229 и 469, 1932. 
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,ет системы термов начального сос·rолни11, равна нулю. Длн случаi 

столкflовеflий с достаточно быстрыми электронами это положепие нахо-~ 
.,1;итсл в согласии с опытными данными; при очень медлепных столкно- · 
,вени.лх возбуждение таких уровней происходит, однако, с1'оль же часто.\ 
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а при некоторых значе- ". 
нш1х скоростей даже ча­
ще, нежели возбуждение 
уровпл, принадлежащего 

к той же системе термов, 
что и uачальпое состол-

55 больт ние. Па рис. 38 приве.,. 
дены кривые зависимости 

,.\ 1 вероятности возбужденил f • J 
I 
от скорости электронов 
длл возбужденил уров­
ней 31 Р и 33Ргелил при 

----, ИСХОДНОМ COCTOJIПИII 118. 
j Данные эти были полу-

83 Вольта чены Лизам 1) с помощью 
ОПТИ'Iеских Ме"ГОДОВ (см. 
§ 1 главы IX). Если энер­
гил возбуждающих элек-

I 
тронов превышает 100 V, 
возбуждение 1'риплетов 

---- набшодаетс.л очеш, редко 

1

1 по сравнению с возбужде-
120 !Зольт нию1 сингулетов; однако 

при зпаченилх :шергии, 

i бдизю1х 1, потенциалу 

80° 

возбуждепил, можrт ю,rеть 
:место обрашое. Это об­
стол1'еш,ство лвллетсл об-
щей чертой резулигатов, 

1ВО0 относнщихсл к возбужде-
Угол рассеяния пию различных двухэлек-

Рис. 39. 'l'JЮНных систем~). Во всех 
случаях 1,ривал триплет­

аого ··во.161.кденил очень быстро нозрастаы до м::ы,сшrvм;~,, имеющего мес·rо 
при потепц~шле прибшrзителыiо па 1 V превышающем ;10'l'енциа,1 воsбужде­
nин, тогда как соответствующан с1шгудетная крю:шя: достнгае·r максимvма 

зпачнтеш,по медлелuее (за, пс1шючеппе:и: S-состоюшй). ;значения соотве;ст­
вующих маr,симужов во всех случанх о"а:~ываю1'сл одпого порлдr,а величины. 

Бсюr свнзь между сшrноn,,вr и орбиталr,шлr дnижепие,r )r::tШt, то 
триплетное возбуждение может и,rетr, место ю1шь в тш1 случае, tогда 

1) Lees, IЬid. 137, 173, ]932. 
2) f-I1igltcs and 1,owe, Proe. Roy. Soe. А .• 10!, 480, 19:33; 8/cinner and Lees, 

N"ature, 123, 83G, 1929; Lees, Proc. Soc. А., l;J,, 173, HJ3:J и др. 
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тронный обмен, имеющий: место при столкновении сопровождается из­
зжек нием симметрии с11иновой функции атомных электронов. Из эксиери-
1[ене · ,, 
ментальных д[tнных следует, ч·rо этот процесс э.лектронного оомепа лвллетсл 

бо существенным для медлепных столкиовений. Он наблюдаетсл не 
·~~~ько при возбужденю1 уровней другой системы термов, но должен быть 

иплт во внимание также и при рассмотрении сингулетного возбуждения:. 
uрИптересные результаты были подучены :Мором и Николлем:, исследо-
11авшими угловые распределения ш1е1,тронов с начальными энергия:ми 
между 20 и 120 вольт, рассе~rнных в различпых газах в резу_льтате 
возбужденил наиболее вероятного уровни:. На рис .. 39 приведены кривые 
д:~я расселпи~r в парах рту1'и; пушпирные кривыэ относятся к упруго 
рассея:нным эдектронам, сш1ошпые - к электронам, возбудившим уровень 

21р. для более тлжелых газов резко выражены максимальные и мин!­
мальные значенил. Одинаковый харак'rер диффраrщиопных лвлении, 
наблюдаемых при угловом р1спределепии упруго и ~~упруго рассея:нных 
электронов при одпо:м и тo:r.r же значении начальнои скорости, показы­
вает, что оба :~ффекта об1°словлены о.:~:ной и той же при,rипоii. - искалtе­
нием :шектропных волн полем атома. Этот воирос будет рассмотрен 
подробнее в § G. 3. . 

§ 5. 1. Применение теории стол&повений:. Пока еще пе существует 
вrюлпе удовле·rворителr,ного метод:t рассмотрепил :r.rед.~~шных неупр~гих 
столкновений :-,лектронов с атомами; с по'1ощыо общеи теории столкпо­
пений, изложенной в главе VJII, :мьi можем, одпако, получить нрнбли­
жешrые зпа,rе~rия вероятностей э'rих процессов. Рассеяние электропов, 
возбvдивших 1i-oe состолние атомов водорода и гелп:r, можю быть они-

• -+ -+ 
сапо с псшощью двух волновых фующий F,. (r 1) и G n (r 2), имеющи:х 
аспмптотичесчю форму 

-+ 
Pn (r1) ~ f,, (01, 9 1)r1-

1 ехр (ik"r 1) 

(; n (;::) ~ g,, (02 , 92) r 2-
1 ехр (iknr2). 

(74) 

Дпфференцааш,ное ссчепие д.11:л возбуждепил п-ого состолпия опреде· 
..1ш·rсл, т:ыш~r образом, сдедующпмп выражениями:: 

] (0)=-I_kk,,_ {3lfп(O,,_:;)+g,. (0,9)P+lf,.(0,9)-g,,(0,9)12
} ДЛЛ Н -,, 4 . . 

(75) 
k = k Jf,,(6,?)-g,,(O,,.p)\2 д.лл Пе. 

В главе VIII было поr:азапо [ур-нил (61) и (62)), что эти фующии 
-удов.1е•rворлют следующюr уравненинм: 

-+ 8т.2та2 f ( 1 1 ) ~· -+ ~ -+ 
[u 2_J_7c 2JF (r )=------ ~--- \_JJ (1·i,,·2) ~ .. *(r2)d,2, 

V 1 1 " n 1, h'd r 1 '' 12 
(76) 
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Фушщил W представллет собою решение волнового уравненил, харак­
теризующего поведение системы, состолщей из атома и ·падающег() 
электропа. Длл нахождеnил решенил этих уравнений :мы должны, по­
добно то~гу, как это было сделано в § 8 гJiавы Х, подставить в пра­
вую часть выраженил (76) какую-либо приближенную форму фупкции W. 
Мы положим 

Фующил F0 (r) характеризует падающую и расселнпую волны и, 
было показано в гдаве 11, лвллетсл решением уравнеuил 

( 
2 + k2 - Sт:2т V ) 1"' = v /i'J 00 . о о. 

(77) 

как 

(78} 

Эаметим, что выражение (77) нес1,олько отлично от того приближе­
нил, которым мы пользовались в § 8 главы Х при рассмотрении 
уuи·гих столюювениii. Включа.п члены, содержащие •];,., мы обеспечи­
ваем в правой части уравнений (76) паличие всех диагональных эле­
ментов v.. энергии взаимодействил. Единствепные педиагопальные· 
матричные элементы V0" отпослтсл к начадьному состолнию атома. 

ПодставJiлл функцию (77) в ур-нил (76) и пользулсь методом, 
аналогичным примененному нами при рассмО'Iрении унругих столкно­

вений, получаем уравнение 

[ у\2 +k~2 -
8::т V,.,. (r1)] {Р,. (~)-+- U" l 1)} = 

Наличие в правой части равеnсп,а третьего члеnа дедает дальнейшее­
приближеnие за•rрудnительным, за исключением случал больших с1tоро­
стей с1·олкновенил. В носледнем случае в нyJienoм приближении мы 
можем пренебречь влияnиюr атомного полн и положи1ъ в правой 
части р11венства (79): 

-+ -+ -+ 
F0 (r1) = ехр (ikn0 • r1), 

При :лом мы получим: 

Sтc2mz2 

- ft'.!. 

-+ -+ -:> -+ 
-+-exp(ikn0 ·r2)y0 (1· 1)yn*(r2)} d-::2 • (80) 
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Решив это уравнение с помощъю метода, изложенного в § 4 главы VI, 
получаем 

f (6 (.'))-+- g (6 '!.1) = 
1i , 1 n , 1 

2 ( 1 ) -+ -+ -+ -+ -+ = ~ J J __!__ - -~, [ехр { i (kn0 -k"n1) • r 1} Уо (r2) <j;,. * (r2)-+-
h2 У1 У12 

-+-+ -+-+-+ -+ . 
-+- ехр { i (kn0 • r2 -k"n1 • r 1)) <j;0 (r1) у,.* (r2)] d,1 d,2• (81) 

в случае медленных столкновений с атомам,и, со~е_Р:лшщими дnа 
:шектрона, 1,1ы имеем дело толъко с разностлми F" и С,,.,,, если резулъ­
тирующал веролтность стошшовенпп мала, мы можем препеоречь третьим: 
членом правой" части соотношенил (81) и получаеw, точно так же, как 
в случае упругого столкповенил 

{,. (6, cp)-gn (6, ер)= 

·- _2_тc~m_z2_ J J (~--1--) [Ро (r1, 61) 'fo (;2). <j;,.*{~\)'б .. (r1, т=-0i)-
h2 , i r 12 

-+ -+ 
-i,. (r

1
, тс-01) F 0 (r2 , 62)у0 (,·2) <j;,.* (r1)] d,1 d-::2 , (82) 

rде Bn (,·, 0)- решепие одпородного уравпенил: 

[ v2+ k"2_!?::т v,,,. (r)] 6п (r, 6) = о, 

имеющее асимптотичесr,ую форму: 

в .. (r,6)~expik.,z+r- 1 expik"r Хфуnкцию от 6,q:, 

и 

cos 1:\ = cos 6 cos 61 + sin 6 sin 61 cos (ер -({)1)· 

Представллетсл интересным датъ физическую интерпретацию соот~ 
ношении (81) и (82). Первый член характеризует расселнные волны, 
второй-электронный обмен. Оба :1ти члена имеют .~адлежащую форму, 
предсrавллл собой иптегралы от ,шергии взаимодеиствил по волновым 
функциям начального и конечного состолний системы. Формул~ (82) 
отличаетсл от фор'Му лы (81) тем, что в первой учитыва~:rсл воздеиствие 
потенциалъпого полл V,.,. на выходлщую волну и воздеиствие полл V оо 
на падающую волну. 

Прежде ,1ем: перейти к применению :лих формул, расс~1.отрю1 в~tрат~е 
сделанные при их выводе приближеюш. (}rметим, пре,кде всего, Ч'IО 
функция (77) не удовлетворяет соотношепшrм: ортогональности 

!
( -+ -+) -+ 
\ W - Р,. (r 1) <J;,. (i-.;a) J <J;,. * (,·2) d,2 = О 

(83) 
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Вследствие этого в интеграла:~: (81) и (82) играют существенную ро.iь. 
члены, содержащие rшерг:п:ю взаимодействи.11, что ne имело бы иесто.,. , 
если бы соо.:ношенил (83) удоnлетворллись. Длл дост.t'fочно быстрых 
столкновении :ла погрешность будет 1raJ1oй; однако длл эJ1ектронов е 
:шергиями, близкими к :шергии возбуждепил, ошибка може·r окnзатьсл 
ДОС1',и:очно большой. Это обстолтельство было рассмотрено ва:ии в главе Х 
в свлзи с упругшш столкновенилми; преодоление его лвллетсл затруд­
nительны~r. 

Отметим, что при:менение соотпошенил (82) встречает трудности " 
n виду неопределенности величины з:ретьего члена, ко'l'Оры.и иы пре- ,., 
IIебрегли. Преобразовав ур-nие (79) в иnтегральное уравнение, иы 
видим, что юот член характеризует вероятпость ::~лектроnного обиена, 
имеющего иесто 11 о с л е первоначального неупругого расселnШI, nри-

~ ~ 

водлщего к образованию волны F,,. (r~)-+- G,,. (r2). Влияние этого члена. 
может оказатъсл незначителъны:м, хотя это полол;ение ни в коей сте- :а 
пени неJ1ъзл считать доказанным. 

Заметим, наконец, что мы предполагали, что все недиагональны~ 
:матричные элементы малы и 11ренебрегли тем самым обратным воsдей­
~твием волн F,,. и О" на падающую и упруго расселвnую волну Ji'fr 
Это :оответствует слабой связи между обеими группами воли; однако 
в деис•rвительиости в некоторых случалх может оказазъсл необходимым: 
предположить наличие "тесной свлзи", соответствующей большо11у зпа­
чеnию недиагоnального иатричного элемента V0 ,,. В ,цальnейшем будет 
11оказано, что экспериментальные даnные свидетельствуют о необходи­
мости учета подобных ::~ффе1,тов. 

Приближение, в котором мы пренебрегаем всеми недиагональным:и: 
:матричными элементами, sa исключением V0 n, пе у~mтывает также­
ВJIИлnия остальных неупруго расселнлых волн na переход о-+ п. Эти 
nриближенил мличnы от сдеJJаппых выше, так как они введены не на 
основании соображ~nиii об электроnпо~{ обмене, а связаны с иетодом 
искажепных волн (§ 3. 1 глава V11I). 

§ 5. 2. ЧисJiенпые расчеты д.rы1 1·еJiия и сравнение с ОIIытными 
дан:uьшн. ЭффеitТивные сечепил сипгулетного и 'l'риплетnого возбужде­
нил атомов гелил были впервые определены Месси и l\fopoи 1) с помощыо 
приближенных форму;~ (81) как фушщии от с1юрОС'l'И возбуждающего 
:~леи~она. Эти вычислеnил были затем обобщены дл.н различпых ско­
ростеи и различных возбуждеппых состолnий. 

Теорил в осповnых чертах воспроизводит :шсперииеnтальnые дан­
ные. С помощью формулы (81) мол:но показать, что вероятность возбу­
жд;ния триплетных состолнnй 8, Р и D убывает соответственно как v- 4 , 

v- и v-
8 в противоположность вероятностям во.збуждеnил сипгулетных 

состолний, которые изменлютсл кnк v-2 , v-zlgav и v-2 (v-скорос·rь 
падающего электрона). 

Длл сJJучая состояпий 18 и 38 1rежду теоретическими и экспери­
ментальными д~нnыми наблюдаетсл полное согласие при всех с.корос·rлх 

1
) Massey and J.1okг, Proc. Roy. Soc., А, 132, 605, 1931; 140, 613, 1933. 
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столкновений; длл состо,'fний 1 Р и 1 J) это согласие стан.овится, одн~10, 
неудовдетворительпым в случае :шектронов с энергией, меньшей 
100 и 75 вольт (c~i. рис. 40). Из рис. 40 следует, что при уменыпепии 
энергии элеиронон до 100 воли, вычислеппые веролтностn возбужденил 
уровней Г начинают значительно превыша1ъ наблюденные величиnы. 
Длл уровней 1 JJ f1TO пвление наблюдаетсл тош,1ю при малых значе­
ниях скоростей, длл состолпий 8 больших р11схождеnий ме:н;ду теоре­
тическими и :жсперимеnтальными данными пи 11pn 1ш1шх значениях 

скорос•rи, повидимоиу, не существуе'l'. . 
В § 3. 2 и s 3. 3 этой главы :мы показали, что ::;•ш же черты свой­

ственны веролпюсти ионизации и веролтности возбужденил рентгеповых 

лучей; формула Борна для вычисленил вероятностей переходов, связан­
ных с оптически разрешенными уровнями, повидимому пе снраведлиЕа. 

\ -З'S(бычисл) 
4'S ( наtfл J 

5'S \ 

2Зs ( ВьlЧtJСЛ) 
: 435 (наЬл) 

~--J 

о 100 200 300 о шо гоа зоо 

Энергия элентронов в вольтах 

Рис. 40. --- вычислено, ............. наблюдено. Шкала 
])Ыбрана так, что точки совпадают при 200 вольтах. 

Исследул сде.11анные нами приближения, мы видим, что неудонлетБор:а-· 
тельность теории во всех случаях сшшана с пашим предnоложениек о 

малости V0 ,,. Действительно, при ноабуждешш оптически разрешенных 

уровней 11
0" обращается в пуль как r - 2

; такое поле обладает боль­
шой р:1ссеиnающей способностью (упругое сечение ;rrлл такого noJ!л 
равно бес1юnечности, см. § 3 главы 11 ). Длл исправления теории следо­
ваJJо бы решитъ систему уравпениН, приведенную 11ами в § 3. 2 главы V111. 
.Мы показали (см. рис. 11 главы VПI n § 3. 31 главы XIll), что точное 
решеnие этих уравнеnпй приведо бы к меньшему значению веролтnости 
возбужденnл, нежели :1то сJJедует из З'еории Борна - в nолnом. согласив 
с приведенными выше тrспериментаJJьными данными. Длл IJ-ypoвнeii 

при больших r V0 " обращаетсл в пуль как r- 4
; такое поле обладает 

:меньшей рассеивающей способностью, нежели поле, соо·rветствующее 

:возбуждению Г-уровnей. Можно ожидать, таким образом, что в случае 
:возбужденил Л-ypoвneii приближение Борна будет находипсл в согласии 
с опытными данными д.:rл вначителъно иепьших скоростей, тогда. 1а~ 
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ДJl:Я: возбуждения S-уровней, при котором V0 " обращается: в нуль как е-'--', 
следует ожидать лишь очень небольшого отклопепил от обычной теории. 
Эти соображенюr паходлтсл в согласии с опытными данными. 

Вычисленные относительные значения: веролтностей возбуждений 
триплетов и сингулетов дшr электронов, энергия 1t0'l'Opыx превышает 

100 V, находн:тся в приближеппо~r согласии с оrrьгrными данпыми; 
одна~ю наблюденные 1,ривые возбуждения: уровней в Р с увеличением 
скорости спадают значи1'ельно медленнее, пе,жели вычисленные кривые. 

Причина этого расхо;1щения не лсна; по всей верон:тности оно обус;ю­
влено побочными процессами, имеющюш место в :жспериментальных 
условилх. 

Пользулсь формулой (82), вышеупомянутые аnторы 1), рассмотрели 
также вопрос о возбуждении уровней 2 1 Р и 2 3 Р. Волновал функция: 'б" 
была вычислена :Макдугаллом 2); вычисление выражения: (82) было осу­
ществлено методами численного иш'егрировапил. Это вычисление инте­

ресно тем, что оно учитыnает возмущение падающей и выходлщей волн 

полем атома и учитывает, таким образом, диффр~ыщионные эффекты. 
Длн: элеr,тронов с энергией 50 вольт получается: угловое распределение, 
совпадающее по форме с·наблюденным Мором и Николлем; при больших 
значенилх углов расселнил это распределение становитсн почти равно­

мерным; при 90° оно имеет, однако, слабый максимvм. 
§ о. :J. Возбуждение тюкелых атомов. С помощью фор~1улы (81) 

Пенпи 3) были произведены вычисления:, относлщиесл к случаю возбу­
ждения: 2Р-уровней ртути. Наиболее интересной чертой его расчетов 
явлле•rсл применение атомных волповых функций, содержащих члены, 
свлзанные с взаимодействие1r спинового и орби1'ального движений. 
Последнее явлн:етсл весьма существенным длл столь тлжелого атома, 
как ртуть. В силу его наличии, волновые функции триплетного состол- ,I 

вил 2 3 Р1 не лвллю1'сл вполпе ап·rисимметричными по отпошению 1, орби­
тальным волновым функциям; это состолние может быть, таким образом, 
возбуждено без участил электронного обмена. Возбуждение этого уровн11 
происходит позтому и при больших с1юростлх электронов. Вычислеп­
ное отношение ИН'l'епсивностей различных уровней хорошо согласуется: 
с опытными данными даже при очень низких :шергин:х возбуждения: 

(10 вольт). Форма кривых зависимости возбуждения от скорости также 
хорошо согласуется: с наблюдепиюш. 

Рассмотрим теперь диффрющионные зффекты, наблюденные Мором 
и Николлем при неупругом расселнии злектро1юв. Если мы пренебрежем: 
обм:епными :Jффе1,тами (что допустимо при средних и больших скоростлх 
столкновений), интенсивность рассен:пил электронов, возбудивших п-ое 
сос'rолпие данного ато.м:а, отпесеппа11 к единице телесного угла, опре­

,,1;елитсл выражение\!': 

k 4"2т21 f -+ 1
2 

I" (6) = у ~М J,'0 ,, (r') Р0 (r', О') J,. (r', .. -0) dt' , (84) 

1) Massey and 1lfokr, Proc. Roy. Soc. А. 1:ш, 187, 1932. 
2) Macdougatt, Proc, Camb, Phil. Soc., 28, 341, l9::J2. 
З) Pt1111ey, Рhув. Rн., S9, 467, 1932. 
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rде --), f --), --), --), --), 
V0 ,.(r)= V(r,ra)l\'0 (ra)l\',,*(ra)d,.,, 

причем: индекс а относится: к координатам атомных электронов. Фунх­
ции Р0 (r, 6) и Р,,. (r, 8) могут быть представлены в следующем виде: 

Ро (r, О)= e'kr сове+ 

"., [ s -. / 2.с ] ·• + ~ Fo·- V kr Jв+ ~ (kr) (2s+l)i' Г8 (соs0), (85) 

iYn (r, х-8) = e-ikn r сове+ 

+ ~ [ iYn
8-V(k:;:-) Js+ ~ (knr)] (2s+l)i-s Р8 (cos0), (86) 

где первый член характеризует плоскую волну, не возмущенную атом­
ным: полем, а рнд характеризует возмущение этой: волны поллми нор­
мr1льного и возбужденного атомов. Подставив эти выражения: в фор­
иу лу (84), найдем: 

!., (6) = ~" 
4х1::п

2

1 f V0 " ехр ( i (kr' cos О' -k"r' cos 8)} d .. ' + 

+ ~ Р. ( cos fJ) f V0 " Н. (r', О', g,') d,' 1
2

, (87) 

где н.-векоторал функция: от r', 6' и 9'. Первый член этого ИН'l'е­
грала в 1·очности совпадает с первым членом формулы Борна; его фи­
зический смысл был рассмотрен нами в § 2 этой главы. При углах рас­
селнил, превышающих 30°, он ничтожно мал, и основную роль играют 
члены рлда. Диффракционные эффек'l'Ы при углах, превышающих 30°, 
опредеюrютсл, 'l'аким образом, числом гармонических составллющих 
этого р1rда, заметно отличных от nулл. Если энергия: падающего 
:шек1'рона велика по сравнению с энергией возбуждения:, то k,, ~ k 
и, следовательно, полл нормального и возбужденного атомоn эквива­
лентны. В зтом случае в рлдах (85) и (86) может бы'rь вз11то одпо 
и то же число члепов, причем отпосительна11 роль их будет такой же, 
как и в случае упругого расселнил, оrrисываемого фунrщ-ией 11~ (1·, 6). 
llpи больших значенилх углов диффра1щионные эффекты будут, таким: 
обрмом, весьма сходны с эффек·гами, наблюдаемыми при упругом рас­
селпии. Это обстолтельство находится: в согласии с опытными данными. 

llpи малых скорос1'лх это cxoдc'l'llO исчезает, так как поле r7,.,. 
обладает значительно болыпей протлл,еппостыо, нежели поле V00, че:м: 
обусловливается: необходимость уче1•а большего числа членов n Ji',., 
нежели в Р0• При иалых скоростлх различие между k" и k С'l'апов1гrсл, 
таким образом, существенным. Именпо ;Jтот результат п был по.1учен 
при исследовании возбужденил атомов ртути (см. рис. 39, ю которого 

15 Зак. 347. Теория ато114ных сто .. ,кновений. 
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следует, что угловое распределение неупруго расселнпых электронов 

при энергилх, превышающих 55 вольт, сходно с угловым распределением 
упруго расселнных электропов; по мере уменьшенил энергии это сход­

ство, однако, исчеза,ет). 
Эта теорил была примепена :Месси и Моро:м 1) к вопросу о неу­

пругом расселвии электронов в неоне и аргоне. Наиболее веролтпое- , 

l(} ьолы 

о 180' 60' 120· 180' 
УГОЛ P4fXO//JI/I 

Рис. 41. 

возбуждение сnлзаnо с переходом Р- S, потенциал которого V0" 

(r') и:иеет следующий вид: 

и 

1 cos О' 
V0 ,. (r') J - -~-

2 sin О' е±iФ' 

k 4т.:2m2 
1,. (О)= Т -,;г {1 f, (k, kп, f.J) 12+ 2 / f. (k, k.,, О) /2}, 

где первый член соответствует потенциалу, содержащему cos О'~ 
а второй - потенциалу, содержащему sin 6' е± iФ'. Функции r. и f. :могут 
быть представлены в виде бесконечных рлдов шаровых функций: 

f~ = ~а, {'YJ,, 1в+~' 18_ 1, А (k-+-kn), В (k-+-k..)} Р, (cos 6) 

t: = ~Ь. {'YJ,, 18+1' 18_1,А (k-+-k,.), 
8 

1) Ma.~sey aud Иol,r, Proc. Roy. Soc. А, 146, 880, 1934 
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ecJJ.и то.~ько А не сдишком мало. Фазы "IJ, и 1. - те же, что и длл 
rпруrого расселнил, обусловленного соответственно потенциалами 
V 00 и У ,т• а 

со со 

А (л) = J V0 ,. (r) ~in лr dr; В (л) = f V0п (r) cos ),,. dr. 
о о 

Длл определеnил потенп;иалов V 00, V.,,,. и V 0n вышеупомлнутые 
авторы воспользовались волновыми фупкцилми, полученными с помощью 
правил Слейтера 1), а фазы 11, и 1. были вычислены с помощью при­
ближенного метода Джефри, описанного нами в § 6 главы Х. 

Результаты вычислений длл аргона приведены на рис. 41. Хотл 
согласие :между теорией и экспериментом ни в коей степени не может 
считатъсл превосходным, иы уви,ци:м в дальнейшем, что при больших 
rrлax расселнил теорил несомненно предсказывает одинаковую форму 
как упругого, так и неупругого угловых ·распределений, обълснлл тем 
саиы:м: эту характерную черту опытных данных. Аналогичные реqультаты 
получены также длл неопа, при чем согласие с опытом в этом слу­

'!ае даже лучше, чем в предыдущеи ( стр. 228). 

§ 6. 3ак.1ючительные замечания и физический е.мыс.'1 теории 
рассеяния: м:едJ1енных :мектронов 

Резрьтаты соображений, изложенных в главах IX и XI, иогут быть 
сфориулирова.nы с помощью таблицы VII (стр. 288). 

И:иел ее перед собой, вылсnии- обладают ли эти результаты 
ка.ки:м:-либо физическим смыслом. Физическал природа процессов может 
быть вылвлена в том случае, если мы будем тщательно различать 
эффекты, обусловливаемые диагональными элементами V "" :матрицы 
атомного потенциала и ее недиагональны:ми эле:иентаии V .. ,,.. Первые 
евлваны с диффракциоnны:м:и эффектами и не имеют отношения к обмену 
:-шергии, тогда как вторые оказывают слабое в.1nлние на расселние 
лри боJiьmих углах, но почти полностью определяют веролтность пере­
ходов. При рассмотрении быстрых столкnовений эти эффекты 
разделены друг от друга и мы имеем, с одной стороны, расселние 
11ри больших углах и диффракционные эффекты, наблюдаемые при 
упругих столкновенилх, а с другой-неупругое расселние, сопровождаю­
щеесл изменением длины волны. При рассмотрении медленных столк­
Еовениii :мы должны, однако, приншшть во внимание "двойные" столк-
1Jовенил, при которых электрон :м:ожет быть рассматриваем как нахо­
,1,лщийся под влиянием двух или бо;1ъшего числа средних атомных 
1ютенциа.1ов. Электрон может, таким образом, испытать сперва неупру­
гое столкповеnие, при котором возбуждае'!'СЛ п-тое состолние атома, 
no остатьсл практически неотклоnенныи. Бла,годарл своей мадой ско­
рости, он может затем оставаться вблизи атома столь ;цолго, что про­
изойдет второе "сверхупруrое" столкновепие, после которQго электрон 

1) fПatc1·, Р!1ув. Rev. 36, 57, 1930. 

15• 
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Рассматриваемый 

процесс 

1. Рассеяние невоз­
мущенным атомным 

полем, при котором 

падающая волна 

лишь слегка иска­

жена. 

2. Искажеиие па­
дающей и рассеян­

ной волн атомным 
поле!,(. 

3. Электронный об­
мен. 

4. Искажение атом­
ного поля (поляри­
зация) или же взаи­
модействие рассеян­

ных волн друг с дру­

гом. 

Таблица Vll 

Влияние на 

упругое рассеяние 

Малая интенсивность 
рассеяния. Угловое рас­
пределение изменяется 

монотонно с изменениеы 

интенсивности, убывая 
при возрастании угла. 

Максимумы и мини­
муыы на 1tnивых зави­

симости эффективного 
сечения от скорости 

(эффект Рамзауера-Тоун­
сенда). Максимумы и 
минимумы в угловых 

распределениях, наибо­
лее заметные в случае 

тяжелых атомов и исче­

зающие при малых ско­

ростях столкновений. 

При малых скоростях 

столкновений приводит 
к большому разнообра­
зию формы угловых 

распределений в случае 
легких атомов (Н, Не) 

Рвзкое возрастание 
рассеяния при малых 

значениях углов. Увели­
чение общей вероятно­
сти упругого столкнове­

ния. 

I неупругое рассеяние 
Монотонное угловое 

распределени~ с во~ 

растанием угла убывает 
быстрее, нежели н сж.у­
чае упругого рассеяния. 

Не оказывает замет­
ного влиянил на кривые 

зависимости эффектив­
неrо сечения от скоро­

сти. Максимумы и ми­
нимумы в угловых рас­

пределениях при боль­
ших значениях углов, 

весьма сходные с соот­

вететвующими угло­

выми распределениями 

для упругого рассеяния, 

за исключением случая 

очень малых скоростей 
столкновений. 

Приводит к возможно­
сти возбуждения опти­
чески запрещенных пе­

реходов (т. е. возбужде­
ния триплетов Не). Ха­
рактер влияния на угло­

вое распределение пока 

еще не выяснен. 

Уменьшение вероят­
ности неупругого столк­

новения. Характер влия­
ния на угловое рас­

пределение еще не 

выяснен. 

будет облад:1ть своей первоnачадьноii э:аергией и остапетсл по,rти ne­
o'r1шoneнnы)r. 

Taкoii :Jдеирон во всех опыта,х будет р.ъссматриватъсл как упруго 
расселпный; при возра,сташш роди ::J'roro эффекта буде1' пабдюдатьсл 
nаметпос увешflrеш1е упругоrо расселшrл нрн мадых зnач:епшrх углов. 

Этот upor\ecc нриведс'r также к y~renы11eJJию пнтепсnвпости пеупрт­

гого рfi,ссиния, н:1б~юд;ыощемуся при умеnьшсшш эффективпоrо сече-
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пил таких сто.лкновеnий ниже зпачепил, даваемого приближением Борна. 
Результаты, перечисленные в таблице VП под № 4, иожпо, таким 

образои, рассматривать, как обусловленные наличие:и двойных неупру­
гих столкновений электрона с отдельным атомом. 

Длл обълсненил эффе-ктов диффракции неупруго рассеянных элек­
тронов :мы должны лишь принлть во внимание возможность :медленных 

эАектронов находитьсл последовательно под воздействием потенциалов 
V 00 и V0 " или же V 0п и V,.,.. В первом случае электрон диффраги­
руетсл полем V 00 и диффраrированный пучок остаетсл затем вблизи 
атома достаточно долгое времл, чтобы возбудить п-ое ато:мnое состол­
пие. Этот вторичный процесс не оказывает заметного влилнил на 
угловое распределение, сохранлющее форму, отвечающую упругому 
расселнию, по наблюдаеиый электрон испытывает при этом потерю 
энергии. Аналогично, во втором случае наблюдаемые эле-ктроны обла­
,1.ают угловым распределением, соответствующим диффракцпи полем 
V,,,.. Если это распределение сходно с распределением, отвечающим 
,1.иффракции полем V 00, так что заметной интерференции :между ними не 
происходит, то при неупругом рассмнии наблюдаютсл диффракционные 
эффе:к,ты. 

Мы приходим, такии образом, к описанию наблюдаемых при медлен­
ных столitНовениях электронов, как лвлений "двойного" столкновенил 
электрона с одним и тем же атоио:м. 

•.\ 



ГЛАВА ХН 

UТОЛКНОВЕИИЛ 3.JJEKTPOHOB С МОЛЕКУЛАМИ 

§ 1. Рассма1'риваемые в этой гдаве лвдения могут быть КJiассифи­
цированы следующим образом: 

1. Диффракцпонные эффекты, обусловленные наличием двух или: 
большего числа ядер. Эти эффекты аналогичны сдучаю оптической 
диффракции от нескольких щелей. 

2. Диссоциация при столкновении. Применение квантовой механики 
к исследованию молекул показало, что при данном расстоянии между 
ядрами существует ряд электронных сос1'ояний, при которых моле­
кула не лвляется устойчивой. Переход из устойчивого состоянил 
в состолние неустойчивое приводит к диссоциации молекулы. У стой­
чивое и неустойчивое состоянил во многих сЛ'учаях относлтся к двум 
некомбинирующим системам термов; тем не менее, наличие электрон­
ного обмена при столкновении делае1' возможной диссоциацию моле1,улы. 
Диссоциацпя молекулы при столкновении без электронного обмена таюке 
может ииеть место, сопровождая обычное возбуждение или ионизацшо. 

3. Возбуждение вну'rримолекулярного движения. Для падающих эле­
ктронов, эпергил которых сравнима с ко;тебательпой или вращательной 
энергией ядер, имеется возможность обмена энергии с последними. 

Рассмотрим теперь эти явленил с теоретической точки зрения. 
Ясно, прежде всего, что теория рассеяния электронов молекулами 
должна быть значительно бо.чее сложной, нежели теор11я рассеяния 
электронов атомами. Молекулярное поле не обладает сферическо.и: 
симметрией, и при С'Гошшоnенnях с медленными электронами впутри­
модекулярными движениями пренебречь пeJILЗJI. 

Для решения поставленной нами задачи необходимо наiiти функции, 
хара~;териаующие молекулпрное поле; ме1'од самосогласованного поля 
до сих пор 1, это.uу случаю применен не был. Длл случая молекулы 
водорода приближенные водновые функции были получены Вангом 1) 

и Розеном: 2) с помощью nариационного метода. Поде этой молекулы: 
изnес1'НО, 'l''ШIOr образом, с достаточной степенью 'rочности. Ддл какой­
либо другой моле1,улы этот иетод является чересчур сдожным; Хунд 3) 
заменил его ста1·истичес1,шr методом Томаса - Ферми. Оп нашел 
при :.;том, что моле1;у ллрuое поле спмме1'ричноii двухатомной: 

1) JVang, Phys. Rev., 31, 579, 1928. 
2) Bosen, там же, 38, 2099, 1931. 
3) Htmd, Zs. f. Phys., '17, 12, 1932. 
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")[Олекулы с достаточной степенью точности может быть представлено 
как сумма двух полей, сферически симметричных относительно соот­
ветствующих ядер; им были получены также численные данные дла 
молекул азота и фтора. .. , . 

С помощью таких приближенных полеи и приближенноrо ме1ода 
Борна лег1ю могут быть получены формулы длл рассеяния. При 
попытке получения более точных формул расселнил путем обобщени~ 
:ме1'ода Факсена и Хольстмарка (глава 11) мы встречаемсл со следующеи 
трудностью: в волновом уравнении движения электрона в поле мо;,1екулы 

переменные не разделяются, как и в случае атомных полеи; длл 

нахождения решенил приходится поэтому пользоват.ьсл лишь весьма 

упрощенной формой поля, :каr, это будет показано в § 5. 
Рассмотрим прежде всего применение приб;шженил Борна. 

§ 2. Рассеяние аксиально симметричным: noJ1eм 1) 

В ~ 1 главы VП быдо показано, что в случае применимости ~о~­
му лы Борна расселние сферически сим.метричным нолем является ф)Ш,-

цией только от i, sin +, где v - скорость падающего электрона, а О -
угол рассеяния. Можно показать, что рассеяние несколькими сходными 
независимыми друг от друга аксиальпо симметричными полями также 

о . 
будет заnисеть толы.о от v sin 2 , при условии, что направленил осей 
:1тих полей распределены безпорядочным образом (подобно случаю гмо­
вых молекул). 

Если потенциал такого по:rл определлетсл выражением 

V (r, О, 9) = ~ Vп (r) Р., (cos it), 
п 

1·де и измеряется по отношению к оси симметрии, то дифференциаJiь­
яое сечение длл рассеяния таким полем, усредненное по всем на­

правлениям этой оси, имеет следующий вид: 

4тс2т2 {-, { . ( . О ) }
2 

I (О) dw = --h,i,-~ F" v юн -2- dш, 
о 

1·де 

3 

V (r) J 1 (2kr siн-02-) r2 dr, 
.. "+2 

причем k = 2тcmvfh. 

1) Massey and Иоhг, Proc. Roi. Soc. А., 136, 258, 1932. 
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Мы :м:ожем найти соотношение :между расселнием рентгеновых: 
.1учей и расселнием: электронов, аналогичное соотношению, полученноиу 
на.ин ,цлн случал атомов (см. гл. VП, ~ 1). Длл двухатомных :иоJ1еку.а 
с одинаковыми ндрами мы имеем (это выражение не усреднено 

по ориентациям): 

1(6) d(J)=--~-6 j 2zcos{: (~-;1). 1}-Р/
2 

dw, 
2m2 v,i, sш,1, 2 

~ 

г;в,е d- расстолние между лдрами, Z-sарлд лдра, F- рентгеновский 
~ ~ 

структурный фактор молекулы, л - длина расселнных волн, а п0 и п1 -
единичные векторы в направлении падающей и расселиной волн. 

§ 3. Упругое ра~сеявие в молекудярвом водороде 

В§ 1 было указано, что только длл простейшей молекулы ~ иожно 
по.жучить приближенную аналитическую формулу длл потенциала V (r, 6). 

~ ~ 

Если.1\J (r11 r2)-волновал функцил нормального состолнил молекуJiы, 
иы получаем: 

V(r, 6)=е2 f f (++ 
+; - ~ 1 ~ - ~ 1 ~ - ) Уо (;1, ;:) •}о* (;1, ;2) dt1 d-c2, (1} 

/r-r1 1 /r-r2 / 

где расстолнил от лдер обозначены через r и р, а электроны 
~ ~ 

характериsуютсл индексами 1 и 2. Длл I\Jo (r1, r 2 ) :мы можем воспо.11ь­
зоватьсл функцией, полученной Вангом с помощью вариационного 
иетода: 

•}0 (~, ;::) = Z
3 

[-:~-{ 1 + с- zza ( 1 + Zd + 

(2) 

це Z = 1,166/а0, а d- расстолние между лдрами в положении равно-

б з 
весил, равнлющеесл при лиженпо 2 а0 • 

~ ~ 

Подставив выражение (2) длл у0 (т~, r 2 ) в выражение (1), м:ы :м:оже• 
определить дифференциальное yrrpyroe сечение I (6) d(J) длл :молекул 
водорода, (при условии справедливости формулы Борна). Впер­
вые sто вычисление было осуществлено Месси 1) длл некоторых зnа-

1) Massey, Proe. Roy. Soc., А, 129, 616, 1930. 
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чений скоростей и углов рассеннил и было за.тем обобщено Месси 
. 6 

и Мором 1) длл всей области значений v sш 2 . Окончательная формула 

;QЛ дифференциального сечепил, усредненного по всем ориентацил:м 
оси молекулы, имеет следующий вид: 

г,Це 

( 1 + sin х fx) [ I 1 + 12] + чл. более высокого порлдка, 
6 )-

2 

J
1 

= 'it
2 Z-3 

( 2z2 + k2 sin2 +) ( z2 + k2 sin2 
2 , 

~fco ( f) ) 
3 -(-~\j) 2 

е- Zr fo (r, d) J_I_ 2kr siн -2 r 
2 

dr. 
k sш- 2 

2 о 

>:::, '·4 :::, 
~ 

"' ф !·2 "' <> ,:, 
с,. 

kcr,; sin ;z Э --
1,5 

ф i·O 
:::, 
:i: ., 

8 :Э 
<:> 

i ·6 с::, 

Рис. 42. 
J-без двффрnкциовиого множптелн 1 +si~ х/х; II-c диффракциоя· 

· иым множителем 1 + sш х/х. 

(3) 

В этих фор:мулах 

,S = е- Zd ( 1 + Zd + + Z 2 d2
) 

fo (r, d) = e-za (Z2rdГ 1 ((1 + Zd) sinhZr-Zr cosh Zr} (r < d) 

= e-zr (Z2rdГ 1 ( (1 + Zr) sinbZd-Zd cosl1 ~dJ (r > d) 

Интересно вылепить относительное значение отдельных членов 
этих выражений. 1

1 
характеризует расселние обоими атомами, рассмо­

тренными в отдельности, но вsлтыми с ~ффективным зарлдом лдра 1,166; 
J характеризует влилние молекуллрнои связи на рас;1ределение кон-

2 SlПX 
центрации sарлда между лдрамн; множитель 1 + ----;;---- диффрак-

ционный фактор, обусловленный наличием двух рассеивающих центров. 

1) Иasscy and Иoltr, там же 135, 258, 1933. 
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На рис. 42 иллюстрируетсл относительнал роль этих членов, длл чего 
расселние молекулой водорода сравниваетсл с расселнием двумл отдель-

ными а.томами водорода при ра3личных значенилх v siн i- . Не входл в 
рассмотрение диффракционного мпожителл мы видим, что при ~~алых 3наче-

. 6 .. 
нилх v sш 2 расселние молекулои меньше, нежели расселние отдельными 

атомами. Это обусловлено наличием молекуллрпоii свлзи, создающей 
nовышенную концентрацию зарлда между обоими атомами и уменьшающей 

таким образом эффективную величину сеченпл. При введении в 
рассмотрение диффра1щионного миожителл это отношение колеблетсл 
1 (6) 1 (О) около среднего значе-
I нил, равного единице. 

Если не принимать во 
внимание диффракци -
онного множителл, рас­

селние очень хорошо 

может быть предс:гав­
лено каr, обусловлен­
ное дву~ш атомами с 

:~ффективными зарлда­
ми ядер 1,166. 

80 8альh1 

зо0 

Угол рассеяния 

Рис. 43. Точки - экспериментальные данные. 
А - вьrчисленные кривы:е дл.н Н,. В - вычисленные криuые 
.дл.я Н. Кривые проведены •ra&, что при кипима.."Iьном угле рас~ 

сеяния они проходят через э&сперим:евталъяые точки. 

Сравним теперь 
формулу (3) с опытны­
ми даннюш. В § 3. ~ 
главы IX было пока­
зано, что наблюдаемые 
угловые распределенил 

медленных электронов в :молекуллрно:м водороде не находлтсл в согласии с 

,формулой Борна. Предполагал, что молекуллрнал свлзь играет очень малую 
роль, мы можем обълснить это расхождение при помощи более высоких 
приближений полъзулсъ изложенной в § 9 главы Х '!'еорией. При больших 
значе:а::r:::х скорости измеренил Арно 1) (длл элек·rронов с энергией 
80, 200 и 400 V) дают хорошее согласие с формулой (3). Это пока­
зано на. рис. 43, где приведены также кривые длл случал атомного 
водорода. Выбор между теоретическими кривыми длл атомов и моле~,ул 
.лшшетсл затруднительным; ОПЫ'!'Ные данные свидетельствуют, как будто, 
в пользу последних. 

§ 4. Расеелние сложными 111.о.'1еху.тшми 

На основании опытов с молекуллрпым водородом нельзл, ко­
нечно, сделать -каких-либо заключений относительно диффракционных 
~ффектов, имеющих меС'!'О при наличии двух центров, в виду очень 
Qыстрого убыванил интенсивности расселнил с возрастанием угла; длл 

1) Arnot, Proc. Roy. Soc. А, 133, 615, 1931. 
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оолее тлжелых молеку.1 эти эффекты легко :могут быть, однако, наблюдены 
в действительности. 

Основной чертой вычислений длл :r.юле1,у.шрного водорода лвлллось 
предположение о малом влилнии моJiекуллрной свлsи. Длл быстрых 
электронов :;то влилние лnллетсл неsпачительны:м, за исключением слу­

чал очень малых yrJioв. Длл исследованил степени общности этого 
резу лътата вычислепил могу·r быть распространены на случай рас­
селпил в азоте. Хунд показал, что потенциал молекуллрного полл 
приближенно опредеJiлетсл следующим вырах;ением: 

/,' (r, 6, 9) = 2i Zd- 1 {v (r) + v (p)J, (4) 

где Z-зарлд лдра, d-расстолние ме;цу .ядрами, а r п р-расстол­
пил падающего электрона от обоих лдер. Функции v (r) и v (р) лвллются 
сферически симметричными по отношению к соответствующим лдрам. 
Интенсивность расселнил, усредпеппал по всем ориентацнлм оси :моле­

куJiы, определлетсл поэтому следующю~: выражением: 

3211:4. т2 е4. z2 ( siп х) { j. . ( . е ) }2 

I (6)=---.--- 1+- 1: (r) юп 2kr sш - dr (5) 
k2d2h4. sш26/2 х 2 

Воспользовавшись таблицей значений v (r), приведенной Хупдом, мы 
можем подсчитать I (fJ). Резуш,таты вычислений показываю·r, что влия­
ние молекуллрной свлзи очень мало и в первом прибJiижении ны 
можно пренебречь. 

Весьма возможно, что этот результат может быть применен ко всем 
моJiекулам. Длл двухатомных молекуJI с одв_лаковыми лдрами дифферен­
цпаJiьпое сечение длл расселнил быстрых электронов может бытъ 
представлено в следующем виде: 

I (6)= 2[а (6) [1 +siпx х], (6) 

d . 6 /' 
где 1 а - сечение длл отдельного атома, а :1: = 411: sш 2- / л. 

Э·rа формула может быть обобщена длл случал многоатомных 
молекул с помоп~ью формулы Дебал, характеризующей расселние рент­
геновых лучей СИС'!'емой рассеивающих цен'l'ров. Длл молекулы с п ато­
мами интенсивность расселнил опреде.1ле1'сл формулой 

'11, 11 • 

Х, Х, * SIП X 1j 
1 (6)= ~ ~ JJ; ---, 

X;j 
{c=lJ=l 

(7) 

rде xij=41tl1jsin-~-/ 1,. ;;дес l1;-расс01'олние междулдрами i и J; 

J 1 - амплитуда волны, которая: быJiа бы расселна одним лишь ато~ом i 
(т. е. / J1 /2 dw - дифференциальное сечение, соО'l'ветствующее ~-ому 
атому). 

Ампли·rуды J 1 легко могут быть вычислены с помощью мет?да 
Хартри или Томаса - Фер:1ш u формулы Борш1, как это показано в Э 4 
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г.11авы IX. В качестве иллюстрации получаемого при этом угло:nого 
распределени.н на рис. 44 приведены вычисленные длл Br2 и SnCI4. зна-

чени.н I (О), как функции от siв + / >... На.1ичие максимумов и мипи­
иуиов наиболее заметно в случае более тлжелой молекулы. Положение 
их зависит от структуры молекулы. Это дает возможность опреде- , . 
ллть с~руктуру данной молекулы с пшющью экспериментальных иссле­
довании рассе.нни.н электронов в соответственном теле. Подобного рода. 
анализ был проведен Вирлем дл.н большого числа :молекул; при этом ока­
залось возможныи получить ответы на многие весьма существенные 

вопросы органической химии. Так например, было установлено, что 
:холекула бензола имеет плоскую конфигурацию, было получено под-

.. I'e\ тверждение тетраrщри-
I(е) \ 1 ческой модели углеро-

3 да. С помощью этого ме-

4 

з 

г 

о 

г 

0,3 0.4 Siп}гв О 
i\. 

Рис. 44. 

о,г D,4 о,б Sin Уг е 
л 

тода могут быть иссле­
дованы также и более 
сложные молекулы, 

иожно определлть при 

этои характер свлзи 

иежду различными 

атомами, измер.н.н рас­

столние между ними. 

Найдено, например, 
что существует опре­

деленное расстолние 

между двумл атомами 

уг.1ерода, отвечающее простой сnлзн, некоторое другое определенное 
расстолние дл.н двойной свлзи и т. д. Длл полученил более подроб­
ных сведений по этому вопросу мы отсылаем читателл к оригиналь­
ным работам. 

§ 5. Применение ]tетода Фа~.сена и Хольстмарка 

:Как это было указано в ~ 1, обобщенный метод Факсена и Хольст­
иарка может быть применен к рассмотрению рассе.нни.н электронов 
мо.т~екуллрным полем тодько при весьма vпрощенной фо Воирос J рме последнего. 

о вычис.т~еnии расселнил мед.т~енных электронов достаточно интен-

сивными :мо.11еку.11лрными по.11лмп был подробно рассмотрен Стиром 1) 
С помощью :ылиптических 1юординат р, \J. и 9, где: · · 

p=(r+p)/ d, \J. = (r-p) / d (8) 

)южно показатъ что в волново ~ , м 1 равнении длл упругого расселнил 

переменные разде.1.нютсл, если потенциалъnал знерги.н имеет вид: 

_____ v (р, f1) =- 2zi d-1 р г (r) ! cr2- µ.2). (9) 
1) Stier, Zs. f. "!"hys., 76, 439, 1932. 
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По аналогии с методом Эллиса и Морзе длл расселнил атомами, Стир 
:выбрал дл.н молекуллрного nолп выражение ( 9) при р .:(: Ро, и V = о 
uри р > р0, где р0 - посто.ннпал. Он положил, далее 

Г (р) = (Ро - Р)2 / (Ро - l)jj. (10) 
Даже при таком выборе потепциалов вычисление .нвл.нетсл чрезвычайно 
сложным, в частности потому, что в очень nебольшом числе работ, 
nосвлщенных вопросам рассепнил, прииенлютсл такого рода коор­
динаты. Диффереnциальное сечение, соответствующее определен­
ному nаправлению оси, может быть представлено в следующем 

виде: 
l,l' 

I (н р '") ___ 1_ ~ (- l)! + l' '\' (, т ( ) G т' ( ) · т Х ""' r-, 't k2 ~ ~ "'i а. z• rJ. юн "iz 
l,l' m,m'=O 

т' ( т т' "' т' Р) , ( ) Х sin'fj
1
, cos "ii -Тj1, ) Пt (cos~) cosm9 Х Il1, (cos r' cos т 9, 11 

r,11,e а. -угол наделил, ~ -- угол расселнил, в3птый по отношению к оси 
:1юлекулы, а "'1/' -фазовые параметры, завислщие от V, k, l и т. Фую,­
ции II

1
m (cos ~) могут быть разложены в рлды по шаровым фуnкци.нм. 

Длл нахожденил зависимости между вычисленnыми и наблюденными 
значени.нми необходимо усреднитъ выражение ( 11) по всем ориента­
цилм оси молекулы. При этом: интенсивность рассе.ннил определ.нетсл_ 

выражением 
l. l' 

I (
")-- k1

2 

~ (- l)l+t' ~ . ..,, l_)1nm' '") . ,п' • т' , "' т') (l 2) u ~ J:.. 1 !!' ~ 11, Slll "'lz, Юll 'fii• COS ( '1]1 - "ii• , 

l,l' m,m' =0 

т,п' () С где Лu, О - сложна.я функцил от угла рассеяни.н, выражеnна.н тиром 
с по)ющью зональных шаровых функций. Эта формула может быт~, 
сравнена с формулой (17) главы П. Существенное различие между пими 

m~(f) а состоит в том, что Лu, ! не равнлетсл произ:ведению двух ш ро-
вых фушщий, а предс·rавлле'r собою сумму нес1t0лышх таких функций. 

При вычислепна С'rир разлагает фующии по степеням е, где 

е = ('r,d/л.)2. 

Его формула длл н;',111 ' (fJ) nримеnима толы-о при малом е. В nу.ч.ево1i 
приближении (е обращаетсл в нуль) полное сечение имеет.следующий вид: 

(13) 

Сравнивал это выражение с соответствующим вырз.жением длл расселпил 
а1·омами [см. уравнеппе (18) главы Щ, мы видпм, что едиnственна.нр1з­
ница между 1шми заключаетсл в TO)t, что ф1LЗЫ различны длл различных 
:шачеnиii rn. 

Численпое прю1епение :,той формулы 1, р[юселнию :ше~,тронов с энер-
l'Ией меnъшей 10 ,- в а,30•1•е привело 1, с.1едрищнм резульп1та.1.r. При 
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Z = 4,08 и Ро = 3,46 формулы (12) и (13) дают очепь хорошее согласие 
с опытными данными (рис. 45). ;:)то свидетельствует о том, ч1'0 анализ 
результатов, полученных длл рассе.нпин :иедленпых :Jлектронов моле­
кула)[и, может .. привести к по.лучеnию ноnых данных о природе моле­
кулярных полеи. 

§ 6. Неупругие rто.пшовенин с мо:1ю,у.тп1ми. Возбуждение элек­
тронных )'ровней. llрипцю1 Фраю-.а-Коп;1,она 

При рассмотрении элеБтронных состояний молекулы в первом при­
ближении ядра мщ1шо считать поколщимисл; любому значению рас­
столнил между ядрами соответствуе~г некоторое стационарное соетолние 

о 

,.., 

/(\ 

! \, ', '..... -----

--- 3хспер. 

-Вычисл. 

1, 11 1, 93 г, 95 

C,ropoc'llь элентронов в у-;­

Рис. 45. 
Расстояние между ядрами 

Рис. 46. 

системы электронов. Согласно принципу Фрапка-Кондопа при переходе 
от одного электронного состояния в другое расстояние иежду ядрами 
остается неизменным. Убедительное экспериментальное доказательство 
справедливости этого принципа было получено в результате измерения 
критических потенциалов молекул. При :ло:и было найдено, что возбу­
ждеnи.~ отдельного молекулярного уровня имеет :место лишь при опреде­
.лепн?.и скорости падающих электронов, соответствующей энергии, необхо­
димои длл приведения молекулы в возбужденное электронпое состояние, 
причем расстолние между ядрами остается таким же, как в случае 
нормального ?,Остолния. Так, например, на рис. 46, где приведены кривые 
потенциальнои энергии для двух электронных состояний, длл возбужде­
Iшя верхнего состояния требуется :шергил, соответствующая ЛВ, а не ЛС. 

С точ1ш зрения классической теории в виду большой 11ассы 
лдра следовало ожидать им:епно нтих результатов; квантован теория, 
:как нетрудно видеть, приводит к аналогичным результа·rам. Обоsпача.н: 
расстояние иежду ядрами через р, совокупность квантовых чисел и 

}J;иффрап1!11,я 11,cynpyzo рассся11,11,ъ~х электронов .молекул.ой 2З!J 

-+ 
координат электронов через пи r, а квантовые числа ядра через v, на-
ходим, что веролтность перехода из состолния (п, v) в состояние ( п', v'), 
обусловленного воздействием некоторого возмущенил, пропорциональна 
квадрату модуля интеграда: 

f J F(;,p) 'iiп, (;,р) •}*,,,.,, (;,р) d;dp, (14) 
-+ 

где P(r, r,) возмущающая функция, обусловливающал переход, а q;-волно-
вые функции начального и Бонечного состояний. Согласно квантовой 
теории :молекул, волновая функция :молекулы может быть представлена 
приближенно, как произведение двух волновых функций, одна из кото-

-+ 
рых-9,. (r, р )- зависит от координат электронов и от расстоянил между 
ядрами, а другал-Хm (р )-от координат ядер и квантовых чисел электронов. 

-+ 
Функция <J;.., (r, р) может быть, таким образом, записана в следующе:и 

виде: -+ -+ 
~n. (r, р) = <?n (r, р) xn, (р) (15) 

Подставлял это выражение в интеграл (14-), мы можем: выполнить 
интегрирование по координатам электронов; при этом останется интеграл 

по координатам: ядер вида 

J G (р) Xm (р) х: ... (р) dp. (16) 

Величина этого интеграла определяется размерами области, в которой 
волновые функции Xn, и Xn'•' налагаются друг на друга. Эти функции, 
характеризующие колебание лдер, припимают наибольшие значенил в 
той области, где вероятность нахождения соответствующего класси­
ческого вибратора велика. Вне этой области при р --+ оо они быстро 
стремятся к нулю. Функции Хп, и Xn'•' будут таким образом нала­
гаться заметным образом только в том случriе, когда налагаются соответ­
ствующие классические движения, т. е. когда начальное и конечное 

расстолю1л между ядрами почти одинаковы. Так как вне области клас­
сического движения функции обладают конечными, но малыми значе­
ниями, интеграл (16) обладает конечным значением в том случае, когда 
принцип Франка-Кондона нарушается. Обычно это значение относительно 
мало; оно может, однако, оказаться дос1'аточно большим, если колеба­
тельные функции соответствуют низким квантовым состояниям, так как · 
в этих случаях отклонения квантово-теоретических вероятностей от их 
классических значений являются наиболее заметными. Во многих случаях 
принцип Франка-Кондона дает, однако, достаточно точное описание 
поведения ядер. 

§ 7. Диффра1щин пеуируго рассе.з:ппых ;мектронов 1110J1е1,у.лой 1) 

Если :м:ы примем во внимание припцип Франка-Кондона, то диф­
ференциальное сечение Jn(6)dw, соответствующее возбужденпю дан-

1) Mosscy and Иоl~т, Proc. Roy. Soc., А, 135, 258, 1932. 
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1юrо электронного уровнл, определитсл следующим выражением: 

-r -r -r 12 
Х ехр [ i (kn0 - kn ni) · r1 J d: 1 d:2 dw, (17) 

где у0 и у,.* - электронные волновые функции начального и конечного 
состолний :молекулы, причем расстолние :между лдрами соответствует 
н а чаль но м у состолпию. Оператор А означает усреднение по всем 
ориептацилм оси молекулы; остальные символы имеют свое обычпое 
~шачение. Рассмо'l'рим теперь возбуждение электрона, принадлежащего 
к отдельной гоиеополлрпой свлзи в двухатомной молекуле с одинаковыми 

ядрами. В этом случае волновые функции у0 и ·~.. могут обладать 
одинаковой или про'l'ивоположной симметрией по отношению к коорди­
натам лдер; мы :можем поэтому представить проиsведенил у0 ф,. * в 
следующем виде: 

'i'o У .. *= f (r, р)-+-- {(р, r), (18) 

rде r и р - 1юордипаты обоих лдер. Характеризул электроны молекулы 
индексами 2 и 3, а шщающий электрон индексом 1, полу,rаем: 

и 

(19) 

rде 

Одпа из фушщий, например f (r, р ), содержит члены, соотве'rствую­
щие ю1хождепию влектропа 2 в поле лдра. 1, а другал - члены, соот­

ветствушщие :Jле1,трону 2 в поле лдра 2. Мы должпы, 'l'акюr образом, 
ВЫЧПСJiiПI, uатеград: 

(:21) 
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выбирал начало координат в л.цре 1, и второй иптегра.п, вы.бира.я ва.ча..u:о 
координат в лдре 2. Мы получаем при :-1том: 

-r -r -r 
Х ехр { 'i (kn0 - k" n 1) • р1 ) rl-: 1 rl-=~ сl,н, (22) 

-r 
где d - расстолние между лдра:м:и. 

Фуmщил f (1·, р) может быть представлена в следующем виде: 

{(1·, р)= ~ f,.(r, d)P .. (cosii), 
п 

-r 
где ti -угол между радиусом-вектором 1· и осью симметрии молекулы. 

Аналогичным образом получаем: 

{(р, r) = ~ t;, (r, d) (- l)" Г,. (cos 1i\ (23) 
п 

Ограш1чивалсь первым членом разложевил, находюr: 

J., = 11 • - - (k110 - k" 1i1) • d , . cos { 1 -r -r -r } 
- Slll 2 

(U) 

:в ;~11,висимости от того, си-ш.1е'rричпо или аII·rисимме'rричпо произведение 

·~0 ф,.* по отношению к координа'l·а·я адер. сх в этш1 случае зависит 

от k, k" и 6, но не зависит o•r углов, определлющих ориешацию. Под­
е'l·а.вллл зпаченил J 2 п Ja в ныра11;енпе (1 П), получас~: 

1 f,т-2m2s4 _k_,, \. а. cos {--1__ --+ -> -r } 1
2 

!,, (О)_ = А ~ (k11 0 - k 11n 1) • d 
1 

-+- ~чл. nолее высо-
J14. k ! i :-;iв 2 

ко1'О норлдка. (25) 

Усредняя по все)t ориr1шщютм оеи ,1оле1,улы, 1шл-учаем: 

!",~ 1 а 12 ( 1 _-+: -~
1~:l') + ч.JI. 60.11. высокого норлдка, (26) 

k 1 ' ;{' 

где 

'2..:il .. , , 2;л 2 - ·> л cos 11;1 ·(, .r = -.- 11 , , " - . ,,.. , 
/, 

а d-- расстоюшс между ядрами в ш1ча;1ыю:.r сос•rолнии. 
Ив выраженил (2fi) следует, что дпффра1щионные :Jффекты, обусло­

вленные nа:шчnем ,11,вух лдер, до.1111а~ы: uме1ъ место при возбуждении 

16 Зак. 247. Тсuрня ~'J'CJMBЫX сто.1кm1nевп.И:. 
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электронных состояний молекулы в результате столкновений ее с э.1еJ 
ктронами. Противоположная симметрил начального и конечного состолний ':! 
по отношению к лдрам, приводит к уменьшению рассеянил при :калъц' :: 
значенилх "углов; если же оба состолнил обладают одной и той же . 
симметриеи по отношению к лдрам, то при малых углах наблюда- / 
лось бы увеличение расселпил. Подобного рода эффект трудно было бы '; 
обнаружить экспериментально, благодарл быстрому убыванию J а /2 , 
с увеличением угла расселнил, подобно тому, как ::~то имеет иест(). 
при неупругом расселпии атомами. Наиболее благоприлтные усJювил . 
в это:м: случае имели бы место длл медленных ::~лек тронов и тяжелых,: 
молекул. 

Обычно полагают, что волны, расселнпые неупруго от двух одина- ;
1 

ковых предметов, лвляются пекогерентными; это верно, однако, лишъ \ 
дл.11 интенсивности совокупности таких волн, но не длл отдельных i 
волн, рассеиваемых с данным изменением длипы волны, благодара · 
возбуждению определенного состолния. В случае кристалла состояния 
1юторые могут быть во3буждепы, лежат очень близко друг к другу 
в силу наличил очень большого числа одинаковых областей; раз­
делить отдельные неупруго расселнпые волны пе представляется 
поэтому возможным. Вследствие этого при так называемом nнекоге­
рентном" рассеянии волн от 1,ристаллов диффракционШ,Jх явлении 
не наблюдается. 

В качестве примера можпо сослаться на вычисление в'ероятности 
возбуждепил Л-состонпия :молекуллрпого водорода; для ознакомлениа 
с этим вопросом мы отсылаем чи'гателл к оригинальным статьлм 1). 

§ 8. Диссоциация: :мо.1еку.1 водорода при э.т1е:ктронпом: ударе 

I~ак :~то бы;ю указано в нач:1,ле главы, кваптовал теория молекул. 
указывае1' па возмол,ность диссоциации молекул при электронном ударе. 
Мы рассмотрим э•rо явление па примере водорода. 

На рис. 4 7 изображ~пы кривые потенциальной ::Jnергии петюторых 
квантованных состоянии моле1,улы водорода как функции расстолпиа 
иежду ядрами. привал А соответствует нормальному состолнию молекулы; 
оно лвляетсл сингулетпым ( спины обоих :шектропов ан·rип:1,раллельны). 
Минимальное расстояние между ндрами 0,75 А. u отвечает равно­
весному состошшю :молет,JJIЫ. Ji:ривые В и С сошве1'ствуют аналогич­
ным образом двум п:1,иболее важным возбр;деrшым сингулетnым со­
столю1лм мо.лекулы Н2 : 21~ и ~1 II. Наличие миIIюrума отвеqает состоя­
нию устойчивого равновесия. Itривал }) ха,рактеризует нижнее три­
плетное состолние Н2 , в ко1·оро~ сш1пы ,1ибо параллельны, либо ан·rи- · 
параллельны. ::Эта кривал пе имеет минимума; атомы оттаюшвают ч 
.и.руг друга и образовапие стойкоii молекулы в этом случае лвляетс.11 
невозможпы~ ... СущестJювание подобного· состоннил было предс1.азан(} ::; 
в 1927 г. l еитлером и Лондоном 2). К.ривые Е и 11' соответствуют 

1) };fassey and Jlfol1т, !ос. cit. 
2

) Heitler und Londo11, Zs. f. ГЬув., •И, 455, 1927. 
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устойчивому и неустойчивому состоянию иона молекулы водорода Н/. 
Над этими кривыми должна была бы находитьсн ~ривая, соответствую-

ща.я дважды иопизованпой молекуле н2++. 
Длл изученил энергетических соотношений предположим, что моле­

кула находилась первопачальпо в нижнем устойчивом состоянии и в ну­
левом колебательном состолнии, та,к что впачалс расстолпие между 
ндрами соответствова.Jю sаштриховаппой облас•rи чертежа. Прим:епла 
принцип Франка-fi:опдона, мы видим, что переходы ив нормаJIЪного состоя­
ния могут происходить лишь к состолниям, 

об.ладак,ш,им конечnыии амплитудами ко­
лебания внутри заштрихованной области, 30 
что соотве1'С1'вует постолнству расr,толнип 

между лдрами. Переход с кривой Л п1t 
1,ривую D привел бы к диссоциации моле· 
кулы на два нейтральных атома, кипе· 
'l'ическая ннергил которых состаВ.J1лла бы 
около 7 вольт. Ilереходы с кривой А 

r 
па кривые В или С щшвели бы лишь ,~ 
к возбуJТ;дению и последующему испусJtа- ~} 
нию ультрафиолетового света, тогда как 
переход па кривую Е привел бы к иониза­
ции, пе сопровождающейся диссоцющией. 
Переход на кривую Ji' вызвал бы, однако, 
1,ак диссоциацию, так и ионизацию; созда,п­

nые при этом ионы обла,дали бы значи­
·гельной КИ'Нетической ,шергией. Числеn­

1,П З,D пые данные приведепы в •rаблице J, учи­
'rывающей также неко·rорые дополнитель­
ные возможнос·rи. Наибольший интерес 
аредставллет во3:можпос·rь диссо,~иации 

Расстояние между ядрами Ь А 
Рис. 47. 

~1олекулы па неЙ'Iральnые атомы, обладающие относительной 1шне1•и­
ческой энергией, а тякже создание быстрых nоло.~;и'rельных ионов. Оба 
:1ффектr~ были наблюдены :жсперимен'rальпо; пеµвый - Юзuм и Скелле­
том 1), Глокером, Бе.кс'гером и Дальтоном ~), Уи.шпгтоном и Джонсом 3), 
юорой - Ешшни 4). Все :,ффекты, предшшзанные в таблице J, под1·вер­
,;:щены, таним обрn3ом, ::Jкспери:менн1.л1 но, что лвJ1яетсл танже непо­
средственным подтверждением кнашовой •rеории образования молекул 
и Щ)ИНI\ипа Франм-1{ опдоnа. 

Эти вффекты пабл1t,,nаю1ся и длл 1,шогих других молекул, например 
СО, N2 , 0 2; длл более подробного оsн1.Комлеюш с соответству1t,щими 
данными мы отсылае'\1 чнта·Iеш1 к с·rаепе Смита nllpoдyк:rы и процессы 
ионизации" 5). lt сол;алепию, в :лих случаях можпо предсказать теоре-

1) Пu.,qlie.~ and Slcellet, Pliys. Rev., 30, 11. 1927. 
2 1 Gloclcer, Baxter анd [)atton, .Journ. AmtJr. Chem. Soc., 49, 58, 1927. 
3) Whiddinglon ашl Jone.~, Phil. Mag., 6, 889, 19J8. 
4) Blealme,11, Pl1ys. Rev., 35, 1, 80, 1 !)30. 
&) Н. D. Srnyth, Rev. of :Мc,dern Phys., 3, 348, 1931. 

16* 



244 Столкновение электронов с мол екула.Аеи 

Таблица I 

t,:ic,i:~ Возбуждаемое 
Е: * ~ "">, г: Переход Предполагаемый эффект 
"'1О С) состояние ~~~ 

1 
с,:, 1%11%1 

11,0 l3~ н+н+ Быстрые атомы Н 

+ Кинет. энергия 
11,5 ~1~ ~ l1~ Ультрафиолетовое излуqение 

11,8 2:1~ -+ 13~ Непрерывный спектр 

12,6 21п ~ 11~ Ультрафиолетовое излучение 

15,6 н+ 2 - Ионизация без диссоциации 

18,0 н2+, энерг. возб. -+ п++н Ионизация и диссоциация 
больше эн. дисс. 

28,0 Н2 +(неустойч.) -+ н++п Создание быстрых ионов н+. 

l + I{инет. энергия 
40 
46 н~++ (неустойч.) -+ н+ +н++ Дальнейшее создание бы· 

1 + Н:ипет. энергия стрых понов н+ 

* 56 . 

Приведенные выше значения :энергии могут быть пес1сольУ.о ошибоч­
ньп,ш, так 1,ак кrивые потенциальной энергии возбужденных состонний 
точно неизвестны. 

тичес:ки люш, зшиеnил :критичес1,их потенциалов. Вы·шелешrе о·rноси­

'rеJtьпых иптепсюшос·rей рft3личн1,1х :1ффек·rов оказалось черес,rур сложным. 
:Месси и Мор 1) ра,ссмотрели кш рос о nеролтности ди:с~о1~;ш1~ю1 па пе~­
тральвые ато,1ы с поыощыо теории воз6уждею1я: ,rриплеrных: состоя:пиii. при: 
учете :)лектµоппоrо обмена, р:1семотрепuого наJш в глл,ве XI. В 1шчес•rве 
нриблнжешш они восаоль:юв.tлась 11лоtчип1и водши1и и пэвоз11ущеFШЫ'\IИ. 
:моле~~уларш,1ш1 волповы~ш фушщ11юrи:, •rак что оконча,,rедыiые резудь­
тА01'ы по всей. вероа'rпос•rа пе очень точnы. Haii:1,eпo, олш1ко, что ма1ю11-
мадьпа,а 11ероа•rпость диссо1~ющии, и1re:oщeii 1recт,J при :шept'ИiI нревы­
шающвii JП песколы,о BOJiiir 1,]НПИ'18С!Шii lIOTCIЩI01JI, песы1:1 ВЭЛ!l\,'L: ОШ1 
сравшш:1 с унругю1 сечеш~е~r. Та1, же, 1,ак и в общ·ш случае ·rршшетных 
возбужденнii (с11. главу х:) :!т,1, вероаrпость cш\J,'1er очеш, 6ысrро с уве­
лилешrеll[ с1,орос'rн с·rошаrовепш,, 110сле 't'огэ 1шк ош1 достигл,1, м1кс1нl)'М;1 

1) Jfassey :inй .lloltr, Гrос. Ноу. Sue. А .. 135, :!38, 1Ю2. 
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вб.11иви nотенциада вовбуждения. Опыты Уидингтона и Джонса 1), сх~;в;­
ные с опытами, описанными нами в гдаве Xl для: случая: неупругих 
столкновений, у:ка3ывают на существование потери энергии в 9 V 
в водороде длл нлек.тропов с энергиями в 14- и 26 V, что несомненно 
соответствует рассматриваемому типу возбуждения. Эти результаты 
покмывают, что зависимость вероя•rности возбуждеnил от начального 
3наченил :шергии находится в согласии с теорией; сравнение абсолютных 
величин оказывается, однако, невозмо.~;ны:м, так как в ::~тих опытах 

nабшодались только пеотклопенные эле.ктроны. 

§ 9. Во3буждение 1шутриnодекулнриоrо движения э.:1ектронным: 

ударом 

::)ксперимен·rально установлено, что при стошшовении :)ле:ктропов 

с молекулами возможен обмен :шергии электронов с 1юлеба:rельnой 
и вращательной :шергиями ядер 2). Опьпы Рмшеnа nо1шзы1шю•r в ЧG,­

стпос·rи, что 2°/0 стошшовениii: элек•rронон, об~R,да~ощих :шергией 7 воли, 
с модекула,ми водорода принадлежат к 'l'Ипу неупругих и нриводлт 

1, возбуждению одного r:олебате;1ьпоrо 1шапта. 
Вопрос о возбуждении 1,олебапил лдер двухатомных моJюкул 

~едлепnыми ::1.ле1,трона'\lи был педавпо рассмо'1'реu Месси. 1<:сли :шер­
гил взаимодеiJствил молекулы и ндеюрона известна, задача может бы'lъ 
решена с ПО)IОЩЫО ме·rода исюtженпых волн ( см. ~ З. 1 гю1вы Vlll). 
Длл молекулы водорода :)ТО взаимодеiiстnие может быть взл•.со в следу­
ющем виде: 

V = - i;:2 С · + - + С - + - , J --2z,·(z 1) -2zp(X 1)} 
l ао r1 ао р 

->--'> 
где r,р-расстолпил rJлектроnа от лдер, Х- uффеь.тивный заряд лдра, 

-'> ->-
меняющийся с изменеuием расстолпил между ядрами, а ir · -- Pi = Р· 
Z может быть представJ1ено в виде: 

где Z
0 
и р0 - зnачевил Х и р в положении равповесия. Длл интересу­

ющей пас цели достаточно 3нать первые дnа члена :,1•ого ряда, дальнейшее 
же вычисление произпо1щ'l'СЯ с помощью формулы (З2) ~ '3. 1 г.;1авы 
Vlll, где фующии Yn и Уп описыв:.1ют колебательnые состолпил мо­

лекулы, а фунЕ,ции /?
0 
и {}n характеризуют движение возбуждающего 

:шектрона в среднем поле моJ1ск.у.лы длл двух рассма'l'риваемых сос·голпиli:. 

1) ~Vhicidington and .Jones, Phil. Mag., 6, 889, 1928. . 
2) Bailey, Phil. Mag., 46, 213, 1!И3; 50, 8:25, 1925; 13, 9!)3, 1!)32; Bailey and 

:vrc (}ее, Phil. Mag., G, 1073, 1928; Ba·itey ашl Dunca11smi, 1 hil. Mag., 10, 145, НМО; 
Вгоsе and Sayman, Ann. dor. Phys., 5, 7v7, 1930; Пarr'i1:s, Zs. f. Pl1ys., 42, :;6, 1g21; 
Ramicn, Zs. f. Phys., 70, 3i>3, 1\131. 
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С целью получения функций F0 и в" достаточно простой формы это 
поле заменяется прямоугольной потенциальной ямой. 

Полагал (~Z) равным нулю, мы получаем: чересчур малое значе­
Р р=р, 

ние вероятности возбуждения отделъпого колебательного кванта (меньше 

(д7,) О 28 
0,05°/0 на столкновение). Если же мы положим до - ~ , как это 

. p==r, о 

было найдено длл молекулы водорода Розено,r 1) с помощью вариацион­
ного метода, то дш1 элек'rропов с :-шергией 7 вольт мы получим значи­
тельно лучшее согласие с экспериментальными данными Рам:иена. Это 
обстолтельс·rво свидетельствует о том, что в основном наблюдаемое 
вовбуждение колебаний обусловлено из:11епением эффективпого внешнего 
моле1,ушrрноrо полл при измепении расс1'олпиа между лдрами 2). Если 
:же последний эффект во внимание пе принимаетсл, веролтность воз­
буждения чрезвычаи:по мала, как :Jто и следовало ожидатъ в виду 
ма,11ости массы электропа по сравнению с массой колеблющихся 
ядер. 

Можно показать, что 1, рассмо1'репию столкновений :шектронов с вра­
щающимися диuоллми применим метод Борна 3), если толъко дипольный 
момент удовлетворяет условию: 

где т - масса электрона. Можно показатъ далее, что при таком 
столкповеnии происходит обмеn энергии, приводя к измепеnилм 
вращательного кваnтового числа па -+--- 1. В тех случаях, когда закон 
взаимодейс•rвил лnляе·rсл более сложным, теорил у.же пе с·rоль проста; 
в ш1с•rолщее nре:мл опа еще не разрабо•rапа. Весьма nоз!южпо, что и 
в этих случаях она привела бы к аналогичным реврп,та·rам. 

§ 10. Ра\\сшшие электронов от 1,.рш~талличеr,1шх поверхностей 

Изучение расселнил ;)Леllтропов от крис'rалличес~.их nonepxnocтeii 
представлшю сущестnеппыii .1ш•1'ерес в связи с проверкой формулы 
де-Броглл Д.11Л :ше~,тропных волн. :3ш1мепи'l'Ые опыты Дтшссона 
и Джермера 4), Томсопа 5) и Гуuпа 6) общеизвестны; мы пе будем 
поэ•rому ОС'rапавливатьсл здесь па их рассмотрении. 

Ilоложепие диффраr.циоппых максимумоn длл быс•rрых :шектронов 
оuределле•rсл тoii же формулоii, что и длл рептгеновых лучей обла-

1) Uosen, Phys. Rev. 38, 2099, l\J31. 
~) В отличие от кажущегосл измененил, обуслов.ленного иаменением по-

ложения ядер. 

3) MasSC1;, Proc. Camb. Phil. Soc., 28, !19, 1932. 
4) l)avi8.son and Germer, Phys. Hev., 30, 7U5, 19:.!7. 
") G. 'Лiomson, Proc. Ноу. Soc. А., 117, t.IOO, 19:.J8. 
") Лiipp, Ann. der Phys., 1, 801, 1929. 
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"ающих такой же дJiиной волны; распре,целение интенсивности с.11едует 

аналогичной формуле; :множитель (e2/mc2)F должен быть, однако, заменен 
следующим выражением ( см. § 1 главы VП): 

о 
(e2/2rnv2) [Z-F11cosec2 

2
-. 

Справедливость этой формулы была установлена многими исследова· 
телями ( см. § 5. 2 главы IX). 

Для элек•rронов с энергией, :меньшей 1000 У, наблюдается однако 
существенное различие :между .<!!положениями диффракционных максиму­
мов для электронов и длл 

рентгеновых лучей той - же 
длИНЬI волnы. На рис. 48 
приведена зависимость волно­

вого числа, соответс·rвующего 

селективному отражению, от 

угла падепил. Длл рентгепо­
вых лучей кривые сводятся к 

прл:мы:м линилм, определюо­

щи:мся формулой Брэгга 

nd sin 6,, = ).; 

.н;лл медленных эле1,тронов эти 

линии, однако, не лвллютсл 

прямыми. Длл обълсненин этого 
обстоя·rелъства необходимо при­
плть во внимапие nотеюшаль­

пое поле кристалла. Это было 
осуществлено Морзом 1 ), рассмо­
'Гревшим вопрос о движении 

l= ~и, 

1, 4 

1,2 

1,0 

о,в 

0,6 L.L_::_ ....... _.,L,..::;.._...._.:IG; ........ ~-=---':::.., 
0,4 0,5 О,б О, 7 О, 8 f,0 

сов о 

" Рис. 48. Кристалл никеля, плоскость (111). 
Прерывистые линии дают положения ана­

логичного отражения рентгеновых лучей. 

эле1,троноn п периодическом поле 

·m == - (У) ,п,:=-00 

где Л Л и А.,, - ттостолнные, а xl• ут • 

а, ~' 1 = 2т./((lх, cly, dz>, 

где d _ длины ребер :шемешарной лчей1ш в •трехмерной решетке. 
Ilольsулсь уравнением Хилла 2), оп пашел, что длн элек'rронноrо пучка, 
11лоскость падения которого параллельпа оси .?, зн~ченин угда паде­
хrин (jn и волно:аого числа k" оuредешнотсл формулои 

• 
n 2 8т.2т - 1~2т.2 + 4"2 f ld k . {j 1 k ., COS 6 + V t , ·,, Slll "J, 

,.- k " h2 ,. - d/ d/ х 

1) Иorse, Phys. Rev., а;;, 1310, 1930. 
2) Hill, Лсtа Mathematica, S, 1, 1886. 
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где п - целое число, а V,, - величина, очень медленно изменнюща.яса 
с изменением п и приближенно равная среднему значению разности 
потенциалов между внутренней частью кристалла и его поверхностью. 
Функция f :мала во :всех случаях .за нсЕлюченпем таких значений 
аргумента, при которых 

(27) 
В последнем случае она велика и прерывна. Физически.ii СМЫ()Л этого 
обстолтелъства заключ1tетсл в том, что когда у()ловие (27) удовлетворяетсн, 
резонанс имеет место в направлении осп у и поч•rи все :1лектроны 
отражаются в направ"1ении, в точности противоположном направлению 
падающего пучка. 

Для более 11одробного ознакомленил с :Jтим во11росом мы отсылаем 
читателя к оригинальным работам. 

§ 10. 1. IJторичпаfr ,ме1:тронпак эмиссил. :}rому вопросу посвл­
щепо большое количество :1кспери:менталт,пых работ; его разрешение 
находится, одnаrю, в почти зачаточном состояnии. Фрелих рассмотрел 
недавно зтот вопрос •rеоретическп, лоспользовавшисъ приближенным 
методом Ворна (глава VH). Оп нашел при э'rом, что пеобходимо 
учитывать отклонение волновых функций, характеризующих поведение 
:шектроnов в металле, от плос1шх волн. Оr;овчательные резулъта1'ы ега 
вычислений п01,азьшают, что: 

а) Суш,ествуе1' нижняя г11аnпца :шергш1 первпчпого :ше1,трона, при 
ко•rорой может име1ъ ыес'l'О вторичнал :шис()ИЛ. ~та граница соста,­
вллет прп:мерно 15 волш', в согласии с опытпы:мп даппымн. 

Ь) Прп малых с1,оростях падевпл :шисспл :1лектропо:в нропор1що-
Е1/., Jo< б 

нальпа -, где .,е, - энергия uервичnого :1лек'rрона, при олыппх ско-

ростях :шиссил rrропорциоnаю,па ь··,/, g ( t) , где irт - сrtачок потен­
циала па поверхности мет1tлла. 

с) Эмиссия, обусловлепнан: лервичпьгм.и :JЛещропами 
.1! 100 вольт, соот:ве1'ст:вует по порядку величнпы одному 
:~ле11трону па паждый rн1дающнй первичный :шешrрон. 

с :шергиеii 

nторичпомr 

ГЛАВА xm 

с·.rшIКНОВЕНИЛ МЕ.ЖДУ Т.ЯЖЕЛЬППI 1IАСТИЦАМИ 

§ 1. фи3ическаа сущпоr,ть рассматриваемых .я:влепий 

Под ,,'rяжелы:ми частицами" мы будем н.?драз~мевать частицы, 
:масса которых велика но сравнению с массои :шектрона, например 

атомы, а-частицы и •r. д. С·rолrшовения между такими час•rпцами могут 
быть классифицированы следующим образом. 

§ 1. 1. Uрохоащение бы~трых тлжелых частиц чсре3 материю. 
Сюда относится изучение пробега а-час·rиц, быстрых протонов (Н-частиц), 
неiiтронов и тяжелых ядер в ра,:зличных вещес'rвах. Исследование жих 
:шлений проивводится либо путем паблюденпя отдельных следов час•rи~ 
в камере Вильсона, либо путем подсчета частиц с помощью ~~ипт~J1-
:шцпй, J11t:мuового усиления, а также и другими мет·одамп. Iеореr~­
ческой задачей являетсл вычисле1ше но·rери :шерши на 1 см ~утн 
н данном вещес'rве каr, фушщии массы, :шергии, заряда час·rиц и своиств 
()амого вещества. Эти расчеты лвллю'1'()Л. ве()Ы13, ()ущественпыми, так 
как определение пm'ери ннергип па 1 с.л~. пути час'l'О является еднн­

()ТВенныи средством оuределспин природы юш сrюрости рассмшrри-

нае:м.ой частпцы. б 
Вопрос O с•rолкповеюшх 11ежду лдрами будет рассмотрен подро по 

в § 5 главы XV. б ~ 
§ 1. 2. Передача 3аряда при сто.ткновении. Э·rн явлешш на юc­

il,''tIOTca к:ш длл медлеnпых, так и длл быстрых положитеJ1ьных ионов .. 
llоведеnие а-частиц в :i'IOM О'J:ношевип paC()MO'I:pEHO подробно в кю~ге 
Резерфорда, Чадвш,а и :Jллиса 1 ). Имеются также опышые дап~ые д.11~ 
более медленных ионов; О()обый rштерес в :;тои отпошепии предсrавляеr 
работа I~альмана п Розеnа 2). 

§ 1. 3. Передача возбужденнп. Это JШЛепле весr,ма сходно с уно­
м:януты11 выше яв.1ениеш передачи зарлда; оно состои·r в передаче 

:~.ле:ироrшого илл JiaJIOl"O либо иного возбуждения от одной из сталки­
вающихся систем другоii. Опо играет весьма существенную роль 
в :жеперrшеuталыюй: физике, в частuости лри изучеnип сuе11.1ров. 

Наличие 11алых пpшreceii посторонних I'а:сюв час.то оказывает :весьvа 

1) Bullierf"ord, Chadwick and Eil'i1<, R:11.liation froш Radioactive Substances,. 
1930, стр. 11\J. 

8 
1930 

Z) Kallmami und nosen, Zs. r. Phys., 64, 08, · 



250 Столк'Н,овения .между тяжелыми -ч.астицам~~ 

заиетное в.лилние на интенсивность и характер спектров, поJiучаем:ьц: 

с поиощью разрядной трубки. В качестве примера :иожно привести 
хорошо известное лвление тушения: резонансного излучения:. 

Теоретическая: задача состоит в этои случае в вычислении веролт­
постей передачи во3буждения; особый интерес nредставллет опреде­
ление зависимости этих вероятностей от разности энергий обоих возбуж- _ . 
J;енных состолний. · 

§ 1. 4:. Упругие сто.тrкноnепия: атомов газа. Развитие техники 
:иссJiедования молекулярных пучков послужило мощным толчком к изу­

чению взаимодействия атомов газа. Оказалось возможным наглядно про­
демонстрировать волновую природу атомов газа с помощью диффракции 

пучков гелия и водорода от крис·rаллпческих поверхностей 1); недалеко 
то время:, когда окажется практически возможным исследование рас­

сеяния: атомов атомами при определенных :шачениях их относительных 

скоростей. Интересно поэтому расчитать эффекты, ожидаемые при упру­
гих столкновениях атомов газа. 

Определение эффешrивnых сечений для столкновения газовых атомов 
представляет интерес также с точки зрения теории вязкости и других 

лвлениii переноса в газах. Изменение вязкости газа с температурой: 
зависит O'l' изменения эффективного сечения с относительной ско­
ростью 2) частиц. 

§ 1. 5. II0.11;вижпость положительных ионоn n газах. Оrrреде­
лению подвижности ионов в газах посnлщено очень болыпое число 
экспериментальных работ 3), однако лишь n последние годы оказ'tлось 
возиожным разобраться n наблюдаемых при этом лвлениях. Последние 
исследования Тиндалля и других авторов 4) показали, что чрезвычайно 
·существенную роль в таких опытах играет чистота исследуемого газа. 

Даже в газах, содержащих лишь 10~40/о примеси, образуются 'rяжелые 
комплексные ионы, обладающие малой подвижностью. В резулиате 
хорошей очистки исследовавшихся газов (аргона, гелия и неона) ока­
:и,лось возможным измерить нодвижнос•rи свободных ионов в этих газах. 
Подвижность ионов определяется вероятностью столкповеnия между 
атомами газа и ионюш; поэтому из измерений подвижнос'rи можnо полу­
чить ценные данные о ·rа:ких стош;повепиях. 

§ 1. 6. Возбуж;т~;епи0 nнутримо.1е1~удлрпых двишений. Сюда 
относлтся неупругие столrшовения между молекулами, приводящие 

к возбуждению вращения и 1-олебапия ядер. При газо-кинетических 
скоростях :-1то - едюrс•mепно возможный тип возбуждения. Непосред­
С'rвенnых :жсперимептальных исследований ~!ТИХ явлений при помощи 
:методов, подобных методам, примеnлемым к пзучепию столкновений 
с электронами, по1,а еще не ю1ее0rся; :косвенные сведения: о вероятносткх 

1) См. l<'rase1·, Mole(:ular Rays, 1931, гл. 4. 
2 ) См. § 3 этой главы. 
3) Tlioinson, Conductioн of Шectricity tl1rough Gases, Cambridge, 1928. 
~) Tyiidalt and Grindley, Proe. Roy. Soc. А., 110, 341, 1926; Tyndatl and Powelt, 

Proe. Roy. Soc. А., 129, 162. 1930; 134, 125, И31; 136, 145, 1932; I,оеЬ, Phys. 
[tev. 38, 549, 1932; BгadЬitry, Phys. Rev., 40, 508, 1932. 

. ,;,,·,~:~~~}:.i\(jy:; .. 
Физическая сущность расс.матрuвае:МNZ, явлепt~й 

nроисходящих при этом процессов могут быть, однако, по.иучеиы: иs 
~ледующих источников: · 

а) Из.мереиие -коэффициентов апкомодации. Коэффициент аккомо-
дации атомов rаза на твердой поверхности определяется: веролтпостью 
обмена энергии между атома.ми газа и колеблющимися атомами твердой 
поверхности. Путем измерений коэффю\иентов аккомодации ,мо:ут быть~ 
таким образом, получены сведения о порядке величины .1тои вероят 

ности и о зависимости ее от температуры. 
Ь) С1'орость звука в iaaax при въtсоких температурах. Резкое 

расхождение между теоретическими значениями колебательных тепло-
1:Jмкостей газов и их значениями, полученными с помощью измерения 
скорости звука в этих газах, удалось объяснить после нахождения неза­
висимого иетода измерения теплоемкостей 1) •• !lолучен~ые с ~омощыо 
:)того ·метода результаты согласую•rся с теориеи. Выше) по:мянуrое р~с­
хождение обусловлено тем обс'rоятельством, что обмен энергии между 
колебательным и поступательным движенияии происходит столь медленно, 
,1,ro в звуковой волне газ не находится в состолнии термодинамического 
рюшовесия. На основании измерений скорости звука ~ газах мы можем 
нолучить сведения о вероя·rности обмена колебательнои и траnсляцион-

нои энергии 2). - , 
с) Cnopocmii мо%омолспулярпых химичесп~~х реакции. Для того, 

чтобы мономолекулярная реакция мо11ла и~н::~:ь место, 'rребуется, с~­
rласно опытным данным, наличие nекоторои :шергии "активации : 
Во многих случаях nоследнля сводитсн к возбуждению колебания, 
зависи:мосз_ъ скорос•rи ре,1кции от давления разлагающегосл газа или 
от примесей посторонних газов может нам дать, таким образом, сведе­
ния O вероюпости возбуждения колебавин при стодкновенинх. Обратно­
·юстроение теории возбул.дения ,rакого рода лвилось бы 11есьма суще­
~·rвеnным для правильной интерrrретации соответс'rвующих :жсперимеn-

·rальиых данны~. ~ Сюда может бы·rь 
§ 1. 7. Общин с.Jiучай химичеекnх реакции. .. 

отнесено очень болыпое число явлений. Наиболее простои случаи пред­
ставлшиr та1ше столкновения двух :;юле ку л, при :которых пмеет место 
перераспределение частиц; наиболее важным случаем: лвлюотся, однако, 
тройные стошшовеnил, при ко·rорых имеет иесто соединение или дис.: 
социация двух молекул в резуль'rа'rе взаимодеiiствия их с nекоторои 
•11ретьей частицей. , " .. 

Основной задачей являе·rся вы•шсJiение о·rиосите~ьных ве.роятн.ос:rе~ 
различных типов реакций в зависимости от своиств реагиру1

6щил веществ. Очепь большое число общих вопросов ос~.~ется еще ~ео ъ.113)­
ненпым - сущность 1,а•rализа, природа энергии ак:rива~ии и r. д. · 

llр,оведеnная на~ш классификация различных явлепии, относящихся 
" астиц отнюдь не лвляется ri общем:v сJiучаю стошшовении тнжелых ч , •. . , _ 

резкой. 'i'ак, например, че·rыре последних типа явлении весьма, t,ходны 

1) Blackett, Лideal and Ленrу, Proc. Roy. Sос.г\•./2~, ~19281~~4~() 193~. 
2) }[enry Nature 129 200, 1932; Proc. Camb. 1 · ос., , ~ ·, 
3) См., о'днако, Polany·i, Atomic reactions, § 1, 1932. 
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друг с другом по своей природе; они различаютсл, однако, с точки 
зренил ме'rодов их эксперимеп•rальпого исследованил; мы отделили их. 

друг от друга именно в виду последнего обстоятельства. 
Теорил столкновений тлжелых частиц n настолщее время, к сожа­

.1ению, еще не столь ПОJШО разработана, как теорил ::Jлектронных 
столкновений. Количественные результаты получены ·rолы,о длл случал 
быстрых столкновений, при которых оказывается: справедливым первое 
приближение теории Борна, а также дшr упругих стоюшовений между 
,шомами газа. Однако, и для: других случаев, как паттрим:ер для: nоз­
бужденил колебательных уровней, были получены некоторые общие 
резулиаты; трудности зак.1rочаютсл лишь в сложности соответствующего 

математического аппарата. Следуя: общей схеме, принлтой нами длл 
:Jлектронных столкновеппй, мы рассмотрим прежде всего поведение 

быстрых частиц. 

§ 2. Выстрые стuд~.повепин тнже.1ых частиц 

§ 2. 1. 3а/~;ержишыощ1ш способность neщec1'na ДЛJI быстрых 
110.;r1ожите~1ьпых иuшш. Вычисление потери :шерrии на 1 с.м нути 
для: быстрых положительных ионов, при ттрохожденип их через какое­
либо вещество, весьма сходно с соотnе'rс·rвующим: 1Jычислением для: 
случал быстрых ,JJ1ек·rронов, произве,J,сnпым щ1ми IJ главе XI. Примем 
следующие обозначения:: 
М1 и Л12 ~ массы ударлющеii и ударлемой систе;1, 

1. 
J/1 М2 

J = - J\1
1 

+ д1 
2 

- приведенная iracca всей системы, 

,%'' е: -зарлд иона. 
-+ -)-

Индеr,сы k, k,., х, п0, п имею·r тот же смысл, ч·rо и в главе XI. :Jа­
мениn массу :)Ле1,тропа чере3 1Jl' и г2 через Z'e:2, иы може11 восполь-· 
зовмъсл приведенными в :1той главе формулами. Дифференциальное 
ссчепие как функция импульсов буде1', та1ш~ образом, равнтъсн 
[си. гл. XI, ур. (10)]: 

(1) 

где 

N 

г (}() = е' Xs ,1 ,.L *(i-
~;

• ·ь-
o,i. _ 1О1н .... , 

,S=l 

Kh " 
а --изменеnие юшульса. Эффективное сечение, соотнетстnующеf' 

2'!t 
возбуждению п-ого состолншr, мы подучим, проинтегрировав выра­
жение д.1л дифферепцпального сечепил в пределах возможного пзме­
ненил импульса. Длл рассматриваемых нами в :1том nараграфе быстрых 
столкновений эти пределы опредс.1лютсл па основании тех же сообра-
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-ж.ений, что и для электронов, так как матричные элементы s0 .. (К) в обоих 
Kh. 

случалх одинаковым образом завислт от изм.ененил импульса -- . 211: 
Нижний предел К I) равнлетсл, таким образом, 

Kmin = 4т:11 ]J{ (Е,, - Eo)/h2; 

:верхний предел определяется условием сохрапенил импульса: 

Kmax = 2kт/(И +т)~ 2kт/.М. (2) 

В остальном юи вычисленил совершенно аналогичны приведенным 
нами выше соответствующим вы:численилм для электронов. В резуль­
тате мы получаем следующие формулы: 

В о з б у ж д е н и е о п т и ч е с к их у р о в н е й 2): 

Q ! '!' = (167t4Z'2e:4Jmv2) 1 Хп~ ,,,,. \21:nl n'l' lg { 2m1;2/(En'l' - E,iz)\. (;';) 
п ,n , "" , ' 

В о з б у ж де ни е реп т ген о вы х лучей 3): 

Qi 
1 
= (2т:Z'2e:4Jmv2 J Enl 1) Z"iЬ,,,1 lg (2m1J'J/B"1). 

11, 

Пе рви ч н а я и о н и за ц и я 4): 

Q"1 = (2т:Z'~e:4c" 1?;,.ifmv2 I Е" 1 1) lg (2'mv2/C"1). 

ll о т е р я :1 п е р г и и н а 1 с.л1 н у т и 5): 

_ dT = (4т:s47,'2N/nn,2) 7, lg (2nn, 2{E), 
rl:г 

(4) 

(5) 

(6) 

l'де для водорода Е = 1,105 Rh. 
Сравнив эти IJыражеuил с соответствующими формулами для эле-

ктронов, приведенными в главе Xl, мы видим, что при больших скоро­
стях С'l'Олкповения положительный: JЮП с зар~щом + е: ведет себл точно 
такпм же образом, 1.:~к и эдеr,'rрон, дви,кущлiiсл с такой же с к о Р о -
ст ь ю. Выраженил длл: потери :шергин па 1 слt пути песколько отли­
чаются: в логарифмичсс~;ом члене: ДЛff :э.;r1е1,тронов uп равен lg (mi"2

/ Е), 

( 2nu:2) 
_,щн тнжелоii частицы Jg · Е · 

Эпr форму.11ы были прrоrенепы к :щс11ср1в1ен1'альным: данным Блс-
1,еттом 6) и Бrшлиамсо,1 7). Н 'L'аблице 1 сравнены наблюденные и nы­
чисJrе~шыс зпачспин потерн :шерпш на 1 с.м пути длл а-частиц при 
прохо:1;дении пх чере3 некоторые гаgы; 11 - с1ютюс1'Ь падающей Lrастицы, 
" - с1:орость ,Jлек1'рона n ато11r. Согю1,снr явллстсл nпоJшс ·удоnлетво-

1) См. § 1. 1 гл. Xl. 
3J См. § 3. 1 гл. XI. 
0) См. § '3. 2 г:r. Xl. 
,1) См. § 3. Н гл. XI. 
''! См. § 4. 2 гл. XI. 
1;) fJ/a.ekell, Proc. Jtoy. Soe. Л, 135, 132, 193:!. 
') IVitliams. Та~1 же. стр, 108. 
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рительным, 3а исключением случал кислорода. И3 формулы (6) с.1едует,. :· 
что для вычпсденил 3адерживающей способности вещества мы должны 
3нать среднюю энергию во3бужденил Е рассматриваемого атома. Длн· ' 
атома киморода точное определение этой величины лвдлетсл 3атруд- · 
нительным; значение Е, использованное при получении данных, приве­
денных в табдице I, было вычислено с помощью формуды (70) и та­
блицы V главы XI. Источником ошибок :мо.же'l' также лвллтьсл неточ- ., 
ность приближения Борна в случае столкновений сравните.1ьно медден­
ных а-частиц с атомом, в котором орбита.1ьнал скорость К-электроно&, 
очень велика. 

Таблица I 

Наблюдено 

· 0,01 
0,0:.J 

0,01->- 0,5 

11,1 
9.3 
7,5 

Вычислено 

10,9 
Н,9 
9,4 

С помощью формулы (6) находим, что частица, прошедшая черев: 
газ, содержащий N атомов в 1 с.м 13, при уменьшении скорости O'l' v1 до v2, 

пройдет расстояние Л, определлеиое выражением 

(7) 

где Z- 3арлд лдра атомов, через которые проходит частищt, п 

11 

Ei(y) = ./ е--х х-1 (ix. 
(Х) 

Бле1,стт 1) сравпил нто nыражепие с экспери:ментадьными ,;~анпы:ми; при 
:Jтом оказалось, что длл таких газов, как воздух, при соответствующем, 

выборе средней энергии возбуждеnпл Е, формула (7) очень хорошо совпа­
дае'l' с результатами экспериментальных данных для а-частиц и быстрых. 
протопов. Для воздуха наплучшее согласие с опытIIымп данными было 
получено при Е = 127 электроп-вольт. 

§ 2. 2. 3ахват 3Jюr,тронов быстрыми но.т1ожите.1ьны111и ионами. 
а) Связа'Н:кые электро'Н/Ы. В большинстве случаев процесс захвата 
электронов 3аключаетсл в вырывании свя3а1шого в атоме элек1'рона, 

положительным ионом. 

1) Loc. cit. 

Общая теория этого явления была иможена nа:м:и в главе VШ. Оно. 
относится к С'l'олкnовенил:м: с перераспреде.11ение:м:; происходнщал при 

этоv реакция и:u:еет следующий вид: 

(ядро А. и электрон)+ ядро В 
-+ ядро А+ (ядро В и электрон). 

:мы рассматриваем здесь быстрые столкно~ения; :можно поэто:иу 
воспоJiьзоваться .м:етодо:и Борnа и формулами § 4. 2 главы VIII. Эффек­
тивное сечение для перехода электропа И3 состояния п в поле ядра А. 
в состояние q в поле ядра В определяется [см. ур-ние (68) главы УПI} 
еле;~,ующим выражением: 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ 
V(r о) Ф *( r ) ,~ (r ) ехр { i (kn0 • r 

е' ~ , q , t! т n е 

-+-+ -+ -+1 
-kqn . р)} dr_dp 2 sin 6 dO. (8) 

-+ 

Эдесь V (7., ~ энергия вsап:иодействил лдра А и :ше1,'rропа, у,, (r ,) --­
во.J1новая фушщия электрона в состоянии п в поле ядра Л, 

-+ 
'Р/" ,) - во.J1новал фушщия того же элеЕтрона в состоянии q в поле 

->-
ядра В, р _ расстояние между ядром А и центром тяжести системы 

-)-

(Лдро В+ электрон), r, - координаты :~лектрона, ]}[ - приведенвал 
:масса конечной си.стемы; если массы ядер А и В мы обо3начим соО'l'­
ветственно чере3 111 А и МВ' а массу электрона - т, то: 

м =МА (Ив+т) /(.МА +мв+т). 

ВоJJ:новые числа k и k
1 
оnределяютсл выражениями 

k - 2т.v ( Й А + m) МВ k - ='/ (Af В+ m) llf А ' ( 9) 
" - h J11 А+ МВ+ m q - /i МА+ Jl1 В+ m 

-+ -+ 

где v и v' - начальнал n конечная относительные скорости. по и ·п 

03начаю'r едипи•шые векторы по направлениям: начального и 1юнечпого 
-+ -+ 

относительных движений, так что n 0 : п = cos О. -+ 

ДJJ:л вычисления интеграла (8) удобно перейти o·r координа,т Р 
-+ ->- -+ 

и r, :к :координатам i· А и r В' характеризующим положение электрона отно-

сительпо ядер А и В. llpи этои мы получпи 

(10} 
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где 
--'), --'), 

V(rA)= V(re, р) 

• 
--'), --'), ...... .. 

( И А+ JlI в + rn) В = .Мв ( Лf_4. + rn) vn0 - МА )1 в v' п. ( 11) 

Переиенные, входящие в двойные интегралы, могут быть теперь разде­
лены, и если атомные волновые функции имеют простой вид, вычис­
ление может быть осуществлепо без особых трудностей. 

з----------, 

г З 4 5 678910 

Рш:. 49. 
'Х - э1~<.терп)1снтальные данные Резер­
форда. О - ~К(\Ш~рименталы1ыс дан­
ные Я~обссна. А - теuретическал 1~:рн­
вая для a:Ju1.·.i" Я - Т(~оритическuн 
крнвая д~'Тя за.х1:1ата. 1, е•,столпшi 1 S 

и:з яд,ра с a:11ш:tui!it 7. 

Эффективное сечение Qпл ....., qB для пе­

рехода :JЛектрона из IS-состояния относи­
тельно А в 18-состояние относительно В 
было определено Вриш:маном и Тtрамер­
сом 1) с помощью формулы (10). Они 
пашли, что если скорость i; столь велика, 

ч1·0 :эффешивное сечение соответствует 
лишь малым изменениям импульса, то: 

(J = -\ 21sтта02Z5,?,'5. 8s [s2-j­
r, 

hv z r/( 
где s=--

2
-, а А?, /,, r-заряды ядер. 

2ттs 

Отсюда следует, что при больших ско-
ростях вероятностh захвата ::электрона 

убывает 1,ак v- 12, в противоположность 
вероятпости возбуждения, IIO'ropaл для 
оптически разрешепных переходов убывает 
песколшо медлеппее, не;кели v-'J [см. фор­

мулу (3) з'rой главы]. Эта разющ,1 обу-
• словлена паличие:м в расс:мат·риваемой 

нами задаче о захвате :ме1,тропа, в выражсuии д;ш 11пши~rалъного изме­

нения: импульса, ЧJ!сна п1юпорциональuого 1·. В случае возбуждепия 
такого рода член отсутс1•вует. 

Опыты Резерфорда 2) п J!1юбсена 3) отпосятся 1, захвату ~Jле1;тронов 
а-частицаш1 при ттрохождснпи послсдппх через воздух; Брюшмен и Itpa­
м:epc вычислили в связи с :JТIBr вероатностъ захва'та :1ле1:тропов из атоиов 

азота. I!ри :)том, 1,а1;. поилывает рис. 4-Н, было получено хорошее согласие 
с оттытиьпш данны1ш. Эюшричес:кал з:1:копомерпостъ, uайденпатт Резер­
фо1щом ддл :1авис1шостп вероитностп аахват.1 :1.11епропа O'l' с~;орос1·и: 

'{' 
(.._) ,._, i·- - ;;, ) ' 

1) R1·inkmam1 and К1·а111"1·,,. К. \Vct. Лшst., 33. Н73, 1930. 
2) Лutherf"or1/, Phil. l\1лg., 47, 277, Н124. 
::) Jacobocn, ibld., 10, 401, 1930. 

( 1 :: ) 
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свя:зана с тем обстолтельством, что вероятность захвата К-электрона 
возрастает с возрастанием скорости а-частицы, тогда как :эффективное 

сечение для захвата L-электрона убывает примерно как v-12
• Сово­

:кvпность этих двух эффектов приводит к закономерности (13). 
· В.1ияние захвата и потери электронов на быстроту nотери энергии 

быстрыми положителъпыми ионами, проходлщими через материю, не было 
исследовано теоретически; существенная роль процесса поглощенил 

;4лектрона для ю·их явлений была, однако, отмечена Влекеттом 1). 

Ь) Свобод11,ые электроны. :Захват свободного электрона ионом может 
быть рассматриваем как спонтанный переход электрона из состолния 
непрерывного спектра нейтрального атома в дискретное uосто.нние того 
же атома. Он отличаетсл от предыдущего случал тем, что избыток 
энергии не переходит здесь в энергию относительного движения, а 

освобождаетсл в виде излучения. 
Согласно теории спон1•анного излучени.н, при падении пучка эле­

ктронов на атом число переходов в единицу времени, создающих свет 

частоты vn, поляризованный в наттравлении х, определяется эффектив­

ным: сечением Q:zm, где 

Х 1 - матричный элемент 
х. 1 п.1п 

j •,L х,]/ dr: 
Тх 1-nlm ' 

где Ух----: волновая функция начального состо.нния (принадлежащая к не­

прерывному сттектру (см. § 2 главы XIV), у" 1т -волновал функция 
конечного состояния. Вычисление эффективных сечений, соответствующих: 
захвату свободных электронов водородоподобными атомами было про­
изведено Штюкелъбергом. и Морзе 2), а также Бесселем ti). 

В связи со сложностью волновых функций <},., характеризующих 
движение в Кулоновом поле, выражения для эффективных сечений также 
несколько сложны. Морзе и Штюкелъберг рассмотрели подробно част­
ный случай столкновений с медленными электронами, Бессель исследо­
вал также вопрос о захвате быстрых электронов. В последнем слу­
чае по.Jiное сечение для захвата опредеЛJlетсл следующим выра­

жением: 

1) Blackett, Proc. Roy. Soc. А., 135, 132, 1982. 
2) St1teckelberg and Marse, Phys. Rev., 36, 16, 1930. 
3) Wessel, Ann. d. Рhув., 5, 611, 1930. 

17 Заs. 347. Теорва а.томных стоJ!в;вовекай. 
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где л - длина волны испускаемого излученил. Эта формула показывает' 
что в втом случае наиболее существенную роль играет захва1' эле:.: 
:~;трона в нормальное состолние, так как чис.;10 п представл.яет собой 
главное квантовое число того состо.янил, в которое совершаете.я пере" 

ход. По :мере уменыпепи.я скорости электрона относительно большую 
роль начинает играть захват ялектрона в состолни.я с большими зна..: 
чени.ями п, а также в состолни.я с большими азимутальными кванто-, 
выми числами. 

•\' 

При малых скоростлх t)дектронов точное выра;1:ение длл Q, уже· 
получено быть не может; в этом случае :Морзе и Штюке.;1ьберг записы-,; 
вают эффективное сечение дл.я захвата :-шектрона в состо.яние, радиалъ.;' 
вое и азимута.;1ьное квантовые числа которого равны соответственно,' 
п и l, в с.ледующем виде: 

(J nl = А (11l) нг20 7,2/ J/ CJlt 2, 
~ 

где V - внергил падающего нлектрона в вольтах, Z- эффективный 
заряд лдра иона, принимающего участие в процессе поглощени.я, 

а А (nl) зависит только от ·п и l. Некоторые значени.я А (nl) прi!ве­
;цены в таблице lI. Необходимо отметить, что при малых значениях 
скорости эле1,троnа вффективное сечение С'l'ремитс.я к бес1t0nечности,; 
как -1,-

2 

11, A:io 

1 0,227 
2 0,0335 
3 0,0114 
4 0,0053 
5 0,0030 

Таб.;1ица II 
п-1 

Значения Anl и Л п = ~ Ant 
z,,u 

л~1 

0,109 
0,0403 
0,0190 

d 
А"2 

0,0520 
0,0318 0,0254 

0,227 
0,143 
0,104 
0,081 

Непосредствешюе сравнение с опытом .явл.яетс.я затрудните.;1ьным, ;, 
так как едиnственnые nмеющиес.я эксперимента,д1;ные данные отно­

сяз'сл к сдучаю захвата электронов ще.;1очными ионами. В общих 
чер•rах теорил паходи1·сл в согласии с опытом, а ддл поглощени.я :-эле-

1,тронов в Р-уровпи цезил ииеет :место также доста'1'очно хорошее ко­
.1ичествепное с01шадение 1). При малых скоростях :-электронов дл.я за- i 

xtiaтa n основное состошше наблюдается, одна1t0, расхо;rщенис между 

Ol!Ы'l'O'tf и теорией. 
Теорил 11рсдсказывае1• монотонное убыnание интенсишюсти нс11ре­

рывного uогдощепил издучепил, тогда как вкспериментальна.л кривая . 
имее'l' 011рсде.1rенпыii: максимум 2), Подробпые вычис.;1енил Фю1ли11са 3). · 

1) Morsc and Stueukelbcrg, loc. cit, Mobler, Phys., Rev., 2, 21G, 192\). 
~) Laшrcncc, Phys. Rev., 34, 1051>, 192В 11 т. д, 
З) 1'!1illips, Phys. r~ev., 39, 905, 1932. 
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uроизведепные с помощью водновых функций Хартри, показали, что 
нтот :максимум не обусловлен гр;бостью применлемой модели атома; 
нроисхождение его остаетсл пока необъ.ясnенпым. 

§ 3. ~lеддепные сто.пшовеяия тя:желых •~аи•ии, 

§ 3. 1. Упру~'ие столкновенп.я: a•roмon Ш3а. Itaк :1то былu yi;a­
зano в ~ 1. 4 :1той главы, определение :1ффективных сечений д.'lff 
взаимnых c·ruшшuвeнnii атомов газа, обладающих скорост.яии, отли•шыми 
от uбычпых газо-кинетических, представл.яет значите.;1ьный интерес. 
\Iюшмо пошюго упругого сечепи.я Q, которое теперь может быть изме­
репо непосредс•1•венно с помощью метода молекуллрпых пуч1юв 1 ), нас 
nнтересую·r также :,ффективные сечени.я Q,, и Qn, играющие большую 
ро.1ь при рассмо•rрении явлений вязкос·rи и диффузии. Они опре,-~е.1л­
ю·rся выражени.ями 2 ): 

п 

()л = 2r.: f /(6) siп2 ~ si11 О llfJ, 

о 

(14) 

где / (6) - ин1·енсивпость расселнил, выраженная в относительных 

коордипатах. Полное се•1ение 
,_ 

Q = :! .. /' /(6) si11 6 dfJ (Hi) 
о 

lеи. ур-ние (lt;) гдавы ll]. 
I{овффициент влзкости 7J газа при абсолю·rной 'I'е:мпературе '1' опре­

де;шетсл выражением 

[> ( 27t )".', 1 ---j- 8 

-r1=4/31112 jJJl т.Н11 ' 

I'де j = 2~1,, .J1 - i111cca птома, k - постолнпал Вольцма.на, а R11 опре­
де.,~яетсл интегра.;юм: 

I',\e 1: - отпоситею,шtя скорость лы,овых атомов, Е - ноп vавоч:а ый ч.лен U( 1-

ряд1:а 1 о-~. 

11 См. l•гщег, ?.lolecнlai' Rays, 1931, гл. 4. 
") См, i'rlasse"1 nnd Jfohг, Pro<·. lloy. Soe. А. (в 11ечати). 
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Коэффициент диффузии D двух газов (характеризующихсл 
сами 1 и 2) определлетсл выражением 

_ з ,1, ( и1 + м2 )'1, 1 1 
D-lH.-: jM

1
11!

2 
(v~_:_;--~;)}_,~;-1-e

0
' 

где v1 и v 2-числа атомов обоих сортов в единице объема, М1 и 1112-)~:ассы 
атомов, е0-ма.лый поправочный член, завислщиii от v

1 
и v

2 
и 

+со 

Р12= 2 f vБQD ехр [ 
-со 

При исследовании изменений, вносимых квантовой теорией в классиче­
ские формулы, проще всего исходить из представлений об атоме газа ка.к 

R R= Gq(kt3aнm) 

а711 kласс J 

10 га 

R= { 11( kбант )}Уг 
А Q.(kлatc) 

(:::::_-:о, 

в 

зо 10 го 

гтт.rа!Л 
JD 

Qp (J,Ва,ип ) 
R::----­
A Qп(нлассJ 

10 го зо 

Рис. 50. Отношение эффективных: сечений для вязкости, 
рассеяния и диффузии 

А-различные атомы, В-одина.и:овы.е о.том:ы:. 

об упруго~~ шарике. Положим, что энерrил взаимодеiiствил между такими ,, 
шариками 

V (r) = оо 

= О (r > r 0 ). 

1 
Классическаа теорил дает Q = -п:r02 и I (О)= 

4 
r/. 

Для: вычисле~ил расселнил с точки . зренил квантовой теории :мы 
можем восполыюватьсл методом главы II (см. § 3. 2 главы П, где 
показано, что при малых скоростлх Q--+ 4тсr02). Если сталкивающиеся 
атомы одинаковы, следует также принлть во внимание соотношения 
симметрии, вводимые статистикой Возе - Эйнштейна (см. главу V). В этом 
случае 1 {О) содержит только шаровые функции четного nорлдка, и еле· 

1 
довательно оно симметрично относительно О = 2 -п:. Отсутствие нечет· 

пых шаровых функций приводит к увеличению отклонений от классиче· 
ской теории, как :Jто :можно видеть из рис. 50, где сравниваются 
квантовые и 1.tлассические значенин Q, Q

11 
и QD. 
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:Заметим, что по мере уменьшения отношенил длины волны к .циа­
){етру атома эффективные сеченил Q1J и QD стремлтсл к классически:м 
зnаченилм, тогда как полное :::1ффективное сечение Q стремитсл в этом 
случае не к своей классической величине, а к ее удвоенному значе­
нию. Причина :Угого расхожденил может быть вылснена с помощью 
рис. б 1, на котором приведены Dычисленные значеnил функции углового 
распределе-нил 1 (6). Из чертежа следует, что 7 (О) о'rлично от своего 
классического значенил толыю 

,::, 
при малых углах расселнил. ~ 

Угол, при котором отклоненил 
O 

впервые становлтсл заметными, ~ 

vбывает с уменьшением длины ~ 
волпы; однако :величина этого i 
О'rклоненил длл данного интер- ,._ 

::.-
вала углов в о з р а ст а е т с ~ 

уменьшением длины волны i 
таким образом, что Q остаетсл i::, 

>: 
равным удвоенному класси- "' 
ческо:му значению. Q1J и Qn i 
отличаю•rсл, однако, от Q тем, ~ 
что величина их определлетсл 8. 
в основном большими углами ~ 
о'rклоненил. Если длина вол- ~ 

>: 
ны достаточно мала, то длл ~ 

't'аких столкновений оказывает- ~ 
ел справедливой классическал t 
:механи1-а. Класспческал и кван- :t: D 
'rовал теории н и к о г д а не 

-- -- Классич. распреilеление 

А Ра:1ные атот,, 

ЗD0 60° 90° 

В 08инаhо8ые шпопы 

бD0 

Угол рассеннин 
дают одних и тех же результатов 

длл всех углов; всегда имеетсл 

небольшой иптервал углов, 

21tr0 Рис. !Н. Угловое распределение при -л-= 20. 

· длл которого получаетсл различие ( си. ~ .'З главы VII). 
В резулыrате введенил квантовых поправок в, выражение, определя­

ющее Q.,,, было найдено, что длл атомов гелия упругая сферическал 

vодель ;вердого шара передает изменение влзкости гелия с изменением 
температуры в интервале от 25° К до 300° К с •rочпостью в 7°/0 • 

::Это обстолтельство представллет особый интерес, так как наблюдае­
мые в этой области ·rемператур отклонения от законов, полученных 
с помощью классической твердой шаровой :модели атома, были 
использованы длл нахожденил закона взаимодействия между атомами 
гелил 1 ). Ясно, таким образом, что при вычислении коэффициента вязкости 
'l'аких легких газов, как гелий и водород, даже при обычных темпера­
турах следует пользоватьсл формулами квантовой теории. Оп~еделение 
эффективных сечений ДJIЛ случая более сложных силовых полеи свлзано 
с вычислением бо.в:ьшого числа фаз. Чиеленное интегрирование соот-

1) Fo1l'lu, Statistieяl blechanics, Гл. Х. 
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ветствующих дифференциальных vравпений 
чайно затруднительным. Эта т . ность ~~азывае'l'сл, однако, чрезвы- .. 
пользоватьсл методом Джефрисi~д п и мо.,мт быть преодолена, если: 
е:щницу, и методом Борна ;j) д.ш теi ф выч~слении фаз, превышающих . 
е.~:пнлцы; ттромежуто•rные :шачепил мо ~з, /о~·орые ,~начительно меньше 
по.1яции. Этот Jtетод был применен l\~1:си ы:ь l\~олуч~ны путем интер­
циал в.~аимодействпя !IеждУ ато . opo)t ), причем потен­
теру и Jiирквуду .i). . • мами гелия определллсл согласно Слей-

Нвдением влзтюv1·и н в менr ш ·· 
н г,ма.х поаьзова.лись в и о;плом, ~ , еи стruени, явлению~ диффузии 
между атош1ми ра:злнчн~тх газо/ 1~ определения заrюно~ nзаимодеiiс'l'вил 
вает, что с :1той целыо может бы·, рименеnие I,вантовоп теоршr показы­
упруrое сечение (), (пе н.ме•о11 е 'IЬ ~с~одьзовап следующий метод: полное 
с11. ci J 11-' с; , , , ~ ~. ню,ат:.ого см:,rr·.ла в Itлассической теории 

, .. главы ' ;::: 1 главы Х) зависит та., ' , , 
ствия между с•1•алкивающишюя ато т-,ке O'I .!нерrии взаимодеii-
•rе.1ьно к измепениюr 'ШС.й с1•01ш:~:еи ~: так как опо более чувстви­
зна.'1енил Q1 ИJШ Q jc)I. q;op11:vJ1~1 (14) пш1(l ~)рjи малых углах, нежели 
" , , п . . · и ,> , оно зависит в большеii: 
сrеттени 01· ве.;rичинн 'Шергии взаи . .. 
Измерение Q тшт· q' . · . · ,rодеиствия па больших расстолнилх 
опредедИ'l'Ь ;ак~н' ;.:ан:М~~е;;мпера"rур~, позволле'l' нам, таким образом: 
В.1агодарл развитию. ме.1•0 а ,1.;J~:~ между. расс)fатриваемыми атомами. 
при)fенююсти :лого ,1ет(~а. с ку.1лрпых пучков обдасть практическоii: ' 
ш1мости двух выше ~:но,шн ·ть~:-~е ~:ораздо шире, чем облr1сть приме­
:\lесси и Моро · У 'lОДов. Величина. Q бьшп вычислена 

" м длл пекоторых сидовых тю ·· 
ими фор~~vл к '). леи; применение наiiденны:х 
ТИВШ,Ш ~ечени~\~е\~о~~~Т~ЛЬПЫМ ДН.ИНЫМ, ОТНОСЯЩИМ~II 1; ПОЛНЫМ ::~ффек­
НИЙ о tшдах В":1~11~щейс ы привР,сти тt получению дальнейших свел;е-

П б "' . 'l'ВИя между ато)шми. . 
ри ра оте с МО,1Р,кулярными пуч . ф 

ни.я рассР,янных атомов н . . ' ~ахи орма углового распределе-
и с точки зрепня . редстав.~.яеr интерес i;a1, сама тю себе так 
IIO'ropoii во~,южн ;~ттре;~,еленил 'rои уг.1оnой разрешающей силы , при 
вопрое бьс·1· р. а.~ I~чное из~1еренир д.;~rш евобод. ных пy'reii. Посл~днии 

ссмо1рен подробно Месси н .\I 
определения разрешающей r• . · ' ором, давшими метод 
возможтюс'l'И :,1;сперю,1ен·rа.;~ы1'~;·~JыоJ:н л~~бuго случал. Что же касае'rсл 
1101:азанных на рис r: 1 арул,енил максю1.умов и ~tинимумов 

. . .) , то лсно что при СТОJШ о ' 
атнrов ~ны,свелловс~·ое раепр ' . • н веннл неод1шаковых 
будет сгла;1,ивать ~1·юш1:;е 1:,~ce1:e:1~:e~/:;oc~eii в падпющих пучках 
мов максиму.'~[ при ~Ю" (или 4;-/ д · ,lлл одипаковых же ато­
покою1сл) iв1еетl'л при и '. если один из атомов первоначально 
бытъ обнаружен даже и ~'сех скоростлх сто.11кловения; он мог бы ,, 
собо'd: можно было бы 11 ю~ немонохро:мап1ческих пучков. Татшм спо- \ 
тис1·ики Во•.,е ,.:;•· .. I ерить непосредственно справедливость ста- . 

" - иинштеина с KO'l'Opoii ' 
;: Аналогичные соображе~ия . , ,,связано пали•1ие этого !Iаксимума. 

~:.енил ,\lедленных поло·кителы моr1т оытъ применепы и к случаю дnи-
. ' ' 1ых ионов в газах. 

:> См. § 3 главы VJI, 
;) См. § 2 главы Н. 
) Massey апd ll10!1r, Nature 130 ')76 193'> 

4
) Slatel" and Kirkzvood, Pbys. R~,~-, з,, бSi, 1931_ 
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§ 3. 2. Переда•ш 1юзбуащения. Важность вопроса о передаче 
возбуждения между сталкивающимися атомами была уже отмечена нами 
:в начале этой главы. Согласно нксперимептал1,ньн~: данным, вероятность 
такой передачи имеет максю1у~1 в том случае, когда разность ::~нерrий 
двух состояний равна нулю. Веро.нтность передачи возбуждения зави­
сит, повидимому, более существенным образом от разности ,шергии 
возбужденпл, нежели от относительных скоростей или от природы рас­
с)штриваемых систем. В качестве иллюС'l'рации :!того утверждения мы 
рассмотрим результаты некоторых опытов. 

§ 3. 21. Тушение резон ан с ног о из л у q е ни я рт у т и. 
\.ирошо иnвестпо, что прпеутствие постороннего газа. в ртутной лампе 

приводит 1; уменьшению ин·rенсивности резонансного излучения. Это 

явление обусловлено дезактивацией возбужденных атомов ртути при 
с1•ол1шовении их с ~10.1еку лами постороннего газа. С помощъю опытных 
данных, относлщихсл к изменению интенсивности резонансного излуqе­

нил в присутствии различных посторонних газов, можно опредедить 

:,ффешrивные сечения, соответствующие дезактивации атомов ртути 
иолекулами газа. Подобного рода наблюдения были произведены 
:_\емансrшм 1); рис. 52 иллюстрирует относительное в.1Ияние различных 
~·азов на переход 23 Р1 - 23Р0 в атоме ртути, связанный с разностъю 
:шергий в 0,218 V. На оси ординат отложены: значения :-эффективного се'lе­
нял, на оси абсцисс - :шергии колебательных уровней газов, близкие 
i; резонансному значению 0,218 \т. Ясно, что полуqаемые при этом 

точки определяют резонансную кривую обычного типа. Аномально ведет 
себл лишь окись углерода; очевидно ддн нее, помимо разности энергий, 
играют роль ·rан.же и некоторые другие фанторы. 

§ 3. 22. П о r л о щ е н и е пол о ж и т е л ь н ы х и он о в. ,,Пе р е­
з ар н дк а". Набдюдаемое в га.зах поглощение пу,шов медленных поло­
жительных ионов почти полностью обусловлепо процессом нейтрали­
:щции, происходящю1 в результате захвата ионами электронов из 

газовых молекул. Различными исследователями было проивведено боль­
шое число измерений коэффициентов ноглощенил ионов в гавах; во 
всех случанх было найдено, что коэффю~иент поглощенил явлле0rся 
иаксимальным для ионов того же самого газа; ,1то зна•шт, что поло­

жительные ионы ногJющаютсл в наибольшей степени теми газами, 
ко·rорые при потере электрона образуют точно такие же ионы. Так, 
например, ионы N+ поглощаются в азоте в меньшей степени, нежели 

ионы N2+ 2); ионы Н2+ в J-12 поглощаютсл значительно лучше, нежели 

иопы в+ или !{3+, неемотрл на большие размеры трехатомного иона 3). 
§ 3. 2:J. В о з б у ж д е н и е н а 'l' р 11 л в о з б у ж д е н н ы м и ат о -

11 а м и р ту т и. Лпалогичные опы0rы были произведены Бейтлером 
и Джозефи 4), освещавшюш смесь паров натрил и ртути ртутной 
лампой и измерившими интепсивность натриевых линий, соответ-

1) Zмnan,~ky, Pbys. Rev,, 36, 919, 1930. 
3) Kallmann und доsе11, Zв. f. Phys., 6!, 808, 1930. 
:1) IIolzer, Phys. Rev,, 36, 1204, 1930. 
4) Be11tle.1· and Josephy, Zs, f. Pbys., о3, 755, 1929, 



264 СтоАкновс'Н.иЯ между тяжелими •~астицам# 

ствующих :шергилм возбужденил, близким к энергии воsбуждающеi \ 
линии (длина волны 2537). Принимал во внимание статистические веса.' 
термов натриевых линиц, они нодучи.~IИ длл зависимости веролтности J 

возбужденин равличпых уровней натрил от энергии вовбужденил уровня 
криву.~, ивображенную на рис. 53. В точке ревонанса наблюдаетс.111 
ревкпи иа.ксиму:м; дополнитедьный максимум соответствуе'r резонансу с 
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Рис. 52. 
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Уровни атома натрия 

Рис. 53. Пунктирные линии ув:азыва­
ют ~нергии уровней ртути 21р и 2:~г0 • 

13 экспериментальной .лrтературе извес'l.'НО много других примеров 
:1того лвленил 1 ); оно играет также большую роль в химической 
кинетике. При дезак'rивации молекула оказывает. таким образом, 
ЗНаЧИТеЛЬНО более эффеКТИВНОе ВО3ДеЙС'l'ВИе, НеЖеЛИ атО:М, так 
хак она :может приобретать энергию в результате изиененил вра­
щательного и колебательного квантового числа, тогда как энергил атома 
может ивиеннтьсн лишь ва счет измененил его 1шнетической: энергии. 

Рассмотрим теперь эти лвленил с теоретической точки зренил. 
§ 3. 3. Теория резонансных явлений. В § 3. 2 главы VШ был 

рассмотрен метод вычисленил эффективных сечений длл переходов 
между двумл состолнил:м:и, находлщимисл в резонансе. В этой главе 
:мы будем придерживатьсл прежних обозначений, начальное состо­
лние будем характеризовать индексом О, конечное-индексом 1i. 

Выше было показано, что в двух частных случалх задача сводитсл 
к ре1_1;енлю системы, сос толщей только иs двух дифференциальных урав­
нении. А именно: если состолнил О и п находлтсл в приближен­
нои резонансе, или если :шергил взаимодействил v.t иала длл всех 

1) Franck und Jordan, Anregung Yon QuantensprLingen durC'h Stosse. 1926, 
етр. 216. 
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состолний s и t, то вероятность перехода определлетсл 

11вллющейсл решением уравнений 

{ 
1 8т:2М 1 } 8т:11М V 92_7с2 ____ Т 00 F = -- F 
I h2 О h2 )n n 

{
v2+k 2_ 87.2MV }р = _8_т:2]J Vo l"o 

n Ji2 nn n /(' n 

\ 

1 
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}'
0 
характеризует падающую и упруго расселнную волну и имеет сле­

.1ующий асимптотический вид 
Fo,_, clkz + r-1 /kr f(O, r.p), (17) 

Pn ха.рактеривует уходлщую волну, так что 
pn ,._, r-1 /kпr f n (6, r.p ). 

Эффективное сечение, соответствующее переходу О ___, 1-., определлетсл 

выражением 
1t 2т.; 

Q
10 

= !'kn_ f f I fп (0, r.p) 12 sin 6 dO dr.p • 

о о 

В ток случае, когда V,1 мало длл всех s и t, V0" :м:оже•r быть рас­
сматриваеио как вовиущение, и ур-нил (16) иогут быть решены с nо­
иощью :иетода последовательных приближений (си. § 3. 2 главы: VIII). 
При этом иы: получаем 

{,. (6, r.p) = - 2~~[ f V0n (r') Р0 (r', 6) iJn (r', т:-0) dt', ( 18) 

где P
0

(r,6) и tJn(r,6)-pemeнил уравнений 
{ v2 + 7с2 - (87.2 JJ,fjh2) V00 } F0 = о 

I v2 + kn2-(8т:2Jf/h2) V,.,.} iJ,. = О, 

09) 

(20) 

а t1 -угол иежду направленилии 6, r.p и 6', r.p'. Этот ме•rод рассмотрен 
в главе Vlll под заголовком "Метод искаженных волн". 

Фориула (18) была применена Морзе и Штюкельбергом 1
) ко ино­

гиv вопросам с целью изучения ивмененил эффективного сечения в за­
висииос•rи от "нерезкости резонанса" (равности энергий м~жду началь­
ным и конечным сос'rолнилми). Длл <.:лучан столкновении между ато­
иаии пока еще не оказалось возможным вычисли'l.ъ точно величины, 
етолщие под внакои интеграла в выражении (18); можно, однако, 
подобрать функции, достаточно точно характеризующие поведение рас­
сматриваемых систем и дающие возможность решить уравненил (1 ~). 
:и (20). Так, например, :Морве и Штюкельберг полагают: 

ао 

Voo = ,.2' 

------
1) Morse und Stueckelberg, Ann. der Рhув., 9, 579, 1931. 
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Постоянные а0 и а" они выбирают таким образом, что при l!коростлх, 
соответствующих температуре рассматриваемого газа, нnлменьшее рас­

стояние между двумя атомами равнялось сумме их газо1шнети'lеских 

радиsсов. Уравнения (1 П) и ( 20) решаются в :~том случае с помощью 
Бесселевых функций. Для V0 n могу'l' быть взяты различные выражепил. 
Если длл обеих систем А и В расl' ... 'l!атриваемые переходы являются 
оптически дозволенными, вышеупомянутые аюоры полагают для 

больших r 

где а2 - постоянная. Если один из переходов дозволен, а второй обла­
дает тол1,ко квадрупольны }f моментом, авторы полагают: 

Т'оп (r) ~ · :: . 

Если оба перехода связаны с квадрупольными моментами, то: 

V а4, 
On (r) ~ --;:i • 

Еt!ли, шыюнец, пи один И3 переходов не евяза,п l! каким бы то пи 
было моментом, они полагают: 

Подобного рода переход может иметь :место при :~лектропном обмене 
или же при условии 8 - S. 

Для любых атомов функ.ции V00 и V,.,, харакi•еризуют сильпые по.J1я 
отталкивания; в связи с :=!Тим волновые функции Р'0 и бn заметно 
отличны от нуля лишь на расстояниях, превышающих класси'lеское 

расстояние паибоJiьшего приближения. Приведенные выше асимпто­
тические выра,r;епия для V011 являютсл, таким образом, достаточно точ­

ными. Дальнейшие вычисления сводятся к суммированию рядов инте­
гралов, содержащих Весселевы функции. Результаты вычислений при­
ведены на рис. 54. Величина ~ связана с суммой d0 газо1шнетиче­
с1шх радиусов рассматриваемых атомов следующим соотношение11: 

В = •) •) ( llo ) 11 ';, 1 ... ,..... ..._ • 

ао 

где М-приведенная масса системы, nыражеппая qерез массу водород­
ного атома. В случае дипольпо-дипольных и дипольно-квадрунольных 
переходов 3ависимос'rь ::~ффективного сечения от скорости принимает 
следующий вид: 

и 

Qo" ~ 9 (ЛЕ/Е) 

Q0 " ~ Е9 (ЛЕ/Е), ( 21) 

где Л.Е - разность энергий двух состояний ( ,,нерезкос·rь резонанса"); 
функции q:> для различных значений ~ изображены на рисунке. 
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11, членов, характеризующих взаимодействие между атомами и убы-
наt;u;х :жспоненциально, зависимость Q от Е и ЛЕ является более 
,·;южной и должна быт,, нпедставлена в следующю1 виде: 

Q0 ,. ~ 1. (Е) 9 [(ЛЕ/ Е), Ej. (12) 

Функции J. ( Е), 9 [ t~t) , Е] liзобра;f;ены па риt!. 54с. 
Во всех слуqаях функция 9 берется в ее то<шом виде, ~пределен­

~:о,1 :жспериментально (рис. 5'2, б:3). Резонанс является осооенпо рез-

о D 
-0,2 о +0,2 +0,5 -0,2 о +о,г •D,4 

Д[/[ Л[/[ 

" U2 (а) 1,-оп ~ 
а~ (Ь) 

1 Оп ,_., - ,
1
.2 r" 

~ 

1rJ' 
....., 

~ 
"Х..([) ~ 

0,5 
р~16 

о D 
о 1 а: 2 з -D,2 D +Ь,2 •0,4 

/\[/[ 

]ГОк r-J a~e-'l'fl·ri 
(r) ! ( r )2 а= М а~ Е 

Рис. Ы. 

кии для: случая оп·rи,~ескн до:шоленных 1lереходов и больших атомов 

(больших ~). 
· Остаетсл ра.ссмотреть вопрос о передаче заряда. В :.\ТО:11 сдуqае 
~,нергил взаимодействия имеет вид 

( 

Е\! ) -,·;r, V
0

,, ~ --- е , 
ао 

2-4 раза превышает а 0 • Н :,том елучае :,ффективное се;е­
где "Qo всnова имеет вид ( 22). Функции Х и 9 изображены на . рис. 5аа.. 
ние · фф я от скорости. р , 55Ь иллюстрирует зависимость :1 еliтивного сечени J\;~· р;1зличных значений л.Е. Форма :1т11.х кривых находн'rся в согласии 
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с опытами Бартельса 1), измерившего среднюю длину свободного пути 
vедленных протонов в молеr,уллрном водороде; вычисленные макси­

иуиы имеют, однако, :место при более низком значении энергии. 
Это расхождение обусловлено, по всей веролтности, неприменимостью 
.в;елае:м:ых нами приближений в случае сильного взаимодействил. Ясно, 
однако, что при малых энергилх взаимодействил вышеописанный метод 
успешно обълсnлет :жспериментальные данные. Согласно вышеиз.10-

о ...__~-~~-~~---1 o.J::;;;4::~L.-~~=~,.;::::~ 
(/ 5 « 10 -о,г О •02 •D4 

~[/[ , 

шс-0,02 

1011 

(Ь) G 

-10 О •10 ·20 
[/!J[ 

l'п,. = (:) e-rlr, w = "fl,[ (~)
2 

дЕ 
°'о 

Рис. 5;1. 

:жеmюй теории, лвление резонанса обусловлено, в основном, тем обстол­
теJ1.ьствои, что в формуле (18) при приближенном равенстве длин 
:воm IIроизведение функций, соответствующих приходлщей и уходящей 
во,J.Rам, велико. Матричный элемент V0" в случае резонанса также, 
по всей вероятности, увеличиваетсл. 

§ 8. 31. С луч ай с ил ь ног о в за им о д ей ст вил. Длл даль­
вейшего обобщенил теории необходимо найти приближенные методы 
решенил уравнений (16) длл тех случаев, когда энергил взаимодеii­
ствил V0" уже не :может считатьсл малой. Соо'mетствующие методы 
были разработаны Лондоном 2) и Штюкельбергом В). 

Метод Лондона основываетсл на рассмотрении физической сущности 
изучаемых процессов. Если взаимодействие V0 n велико, иетод возму-

1) Bartels, Ann., d. Phys., 13, 373, 1932. 
21 London, Zв. f. Phys., а, 143, 193~. 
Э) Stueckelberg, Helv. Phys. Acta, 6, 370, 1932. 
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щений оказываетсл неприменимым в силу наличил адиабатическ~ 
явлений. При приближении и последующем удалении взаимодеи­
етвующих систем происходлт переходы в обоих наnравленилх. Метод 
Штюкельберга и Морзе не учитывает обратных: процессов, имеющих 
место до разделенил систем, и дает поэтому слишком большое значение 
веролтности 1). Приближение Лондона основываетсл не на в.?лновых 
функцилх стационарных состолний, не возмущенных взаимодеиствие:м, 
а на волновых фующилх, не стационарных в силу учета адиабати­
ческих изменений :шерrии. Метод Лондона аналогичен, таким образом, 
описанному в ~ 3. 3 главы VПI методу возмущенных волновых 
функций. в результате получаетсл формула, отличающа.лсл от выр~же­
нил (18) тем, что энергил взаимодействил V0" заменена величиr.rон 

(23) 

Длл нолученил более точного решения уравненил (16) оказывается 
необходимым разложить функции F 0 и Р',. в рлды Фурье и восполь­
:юватьсл методом, изложенным в § 1 главы ll. Мы полагаем, таким 
образом, 

F
0 

= ~ Р0
8 Р, (cos 6), 

8 

JI',. = ~ F/P. (cos 6). 
в 

(24) 

" Jt:acHO Функции Ji'" определлютсл с помощью граничных условии, сог п 
которым р должно характеризовать падающую волну, а F" - рассел -
ную волнуf длл больших r функции F' имеют, таким образом, следую· 
щий асимптотический вид: 

F
0
' ~ (2ikr)-l (2s+ 1) ехр (i1J0'') i' Х 

Х [ sin ( kr - s; + 1Jo") + q0• ехр { i ( kr -- s; + 1Jo
8 

) } ] , 

Р/ ~ (2 ikr)-1 (2s + 1) qn"i" ехр { ikr + 2i1Jn
8 

}, 
(25) 

s s и т. д. _ неизвестные постолнные. С помощью этих выра-
:~нiй '~ получаем эффективные сеченил Q0 и Qn длл упругого и не-
упругого столкновений 

Q
0 
= ; ~ (2s + 1) { 4 \ q0' /2 + 4 siн2 • Т'~о' - 4q0" siв YJo' cos "f\o' J, 

в 

Q,.= k:,. ~(2s+1)jq,.'/
2

• 
(~6) 

в 

( 

1) См. рис. 11, гл. VIП. 
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Если \ qn' 12 мало по сравнению с единицей, оно может бы'lъ вычис­
.1ено непосредственно с помощью метода Борна 1 ). При :лом мы по.~у­
чаем. 

се, 

' 4"в .Mf V. ! (k ) / .k ) d q,.· =--- ]1,2 -- On' н+ .:_ ·r . s-1- 1_ ( "nJ' Т ,· • . , •) 

(J - -

(27) 

Независимо от величины У0,., это формула справед:шв11 при доста-
,., s 1 

точно оольших s; при таких s, длл которых q,. > 2 , она однако сuнер-
шенно не верна; в :1том случае пеобходюru nоспо.1ьзоватьсл ка1шми-нибу,1,r, 
другими методами. 

Дш1 случал большого V0" ш~'юке.iJьбергом был раRра6ота,п :метод, 
аналогичный методу ~ :) главы \"11. Штюкельберг представ.;ше1' / 1'/ 

в следующем виде: 

]. ,s -1 17-1 (о I h.:1 1 /\J(' + )J '" = r ехр t ,, _,,0 --г ,.) 1 --, 1, •\1 • • •• ! 2К) 

и решае·г ура,внепие, получаемое д.1л J,': в резули.'ате исключепил Р,: 
нз уравнений (Hi), пренебрегал. при этом члена,ми более высокого пu­
рлдка, пежеди ]1,. Форма решения з::шисит от 'l'Ого, имее·,, ли фушщия: 

k2-Jc,,2-8т.2Jlf (V00 - ~',.n)fJ1,2 (29) 

вещественный ноложи'1'едьный :корень. Если •raкoii корень Н суще­
с1'вует, Штюнельберг получает следующие формулы длл q и 7J (ИJI­
денс s в дальнейшем опущен). 

По.лагал 

(fl-п)! = k,.2- U,,.,. -s (S + 1 )jт\ U,.,. = 8-г:2 ilfV,.,.JJ12, 

Сtеµл д.;1л µ. 0 аналогичное выра.жепие и нолага.л д·1.лее 

1=--
1
-(k'2-i-k:!-U -И )-srs+I)fr2 ~ :! 1 п 00 ин \ , ' 

1 ~ 
1-J=--f(k:!-k 2_ И -'-- И )2+4(U )2J~ :2 1;. 00 1 nn 011 

н 

.\'11 = ./.'1" tlт, 
где нижний п~еде.iJ интегриронаннл 
цию в ну.ль, и, да.1ее: 

11 = ;·,) il1· • 1ь 1 ·и, , 
L 

(1браJ1~ае·г поди11теrралы1ую 

~ = N,, -;1!0 -;- /v0 dт, 
r. 

.,_ ,- - S 0 '- \! - j',1 (ir 
1 ~ tJ. Н ' 

н 

1) Вот, 101·. e.it. 

фунн-
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(,Ю) 

Нходлщаа в эти формулы величина о ('l'. е. о.), ю'рающал существе~­
dvю роль при определении величины :1ффективного сечения, при r = 1 
имее'r е;rедующпй вид: 

7ё(U0")2/2{~1r(U00 + И"п)}(vо+v,.). 
в 'l'UM случае, когда формула Борна справеддива не ДJШ всех/' д:~л 

вычисления :1ффективного сеченил Q" необходимо определить q" с 11 -

иощью формулы (;Ю) ДJ1Н 
и.алых значений s и с по-
}!ОЩЬЮ формулы (27) ддя 
больших значений s и 

10 14 
интерполирова1ъ затем по- 1. 

---1 
! 

1 
----т---

! дученпые значения дл~ ~ 

промежу•rочных значении "' L----1--------1-::;;c..---t"-"~~--1 
б 10·18 s. Этот метод не ЫJI ~ 

в разработа,н подробно ДJJЛ ~ 
какого-дибо частного слу- ф 
qа,л, та,к как энергии V00, ! 10--~в 
ynn II Vоп для атомных ~ 
столкновений неизвестны ;j; 

с достаточной •rочностью. t 10 -го LI ----1--------1,------t---\i 
а:, 

Совершенно асно, однако, 

что этот метод должен 

привести к меньшия зпа,­

чепилм вероятнос·rи, не­

жели теорил Борна; Штю­
ttельберг показал, Ч'l'О если 

т;оренъ Я существуе'l', то 

иа~,сю~адьпое воRможное 

зна,чение Q состав.анет 

10
-22 L ___ J_ ___ .J..... ___ ...J... ____ :---' 

O,DDD01 !J,DDDJ D,DD! D,D1 D,I 

Разность знер~ии уровней в вольтах 

Рис. 56. 
А _ при uте;утс1·нии пересечени.н, длн" Vo11 , .: r

1
, 

наличии пересечения, д~1я Топ::--=<· J-. 

примсрнu 7clf2; , . ия. п1\едс1ш:швает существование резонапсны~ 
Вышеизлшr.ешrал ieop ,., е приблю1·енной теориеи 

.. а;югичпых предсна,зываемым ооле ' 
я.вдепии, ан • та,кте что вблизи резонансной точю1 зффен-
~ :1. :11; она показ~ва,ет т~~' значи·rельно большей ве.1И'шны в то~r 
тивпое сечение мо.,ке'l дос " R не существует че;1 в том 

·ли ,1,очки пересеченил · ' 
случае, ее " а имее·гся Действительно, в пrрвuм случае 

·о да та,rая точ:к< , · е.тучае, I, г , . . ителъно нревышать га:ю~;ннетичесное 
:1ффе1,тnвно(' еечение мо111ет знач J 
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'1 ,,, 

.значение. Типичные резонансные кривые длл обоих случаев приведены 
на рис. 56. 

В обоих случалх относительнал скорость систем соответствуе'r одному 
:=~.11ектрон-вольту, а ]f в 10 раз превышает массу атома водорода. 

Изложенный выше метод решенил ур-ний (16) может бы,rь приме­
нетт также к случаю неупругих столкновений электронов с атомами; 

в зтом случае v оо, vnn и vo" хорошо известны. 
§ 3. 4. Прохождение 110.110:жительных ионов 11ере3 газы. В этом 

параграфе мы рассмотрим столкновенил положительных ионов, энергил 
которых превышает 50 V, с атомами гава. Столкновенил этого типа 
иогут быть подразделены на: 

1) упругие столкновенил; 
2) ст'Jл1шовенил, приводлщие к нейтрализации [иона в результате 

захвата электрона из атома газа; 

3) неупругие стоJ1:кновенил, сопровождающиеся возбуждением или 
ионизацией атома газа или падающего иона. 

Эффективные сеченил длл упругих столкновений могут быть выqис­
.лены с помощью иетода парциальных сечений (см. § 1 главы II); 
они определлютсл рлдами: 

Q = t:~ (2п+ 1) sin21Jn, (31) 
n 

2т. 
це k, как обычно, равно Т. При этом приходитсл вычислить большое 

qисло чденов этого рлда (по крайней мере 400 длл протонов с энер­
гией 100 V в гелии); однако в определенной области значений п сум­
мирование может быть заменено интегрированием. Мы можем также 
воспользоватьсл колебательным характером величины siн 71" при малых п 
(меньших 200 длл про1'онов с энергией 100 V в гелии). В таблице П 
приведены некоторые вычисленные значенил Q длн сто,11кновений про­
тонов с атомами гелил и аргона. 

Эти значенил эффек'rивных сечений не очень сильно отличаютсл 
от соответствующих газокиаетических значений; экспериментальное 
определение длин свободных путей ттротонов 1) как длл гелил, так и 
.цлл а.ргона дает, однако, значительно меньшие величины полных сече­

ний, нежели газокинетические. Причина этого обстолтельства становится 
ясной при рассмотрении углового распределенил расселнных протонов. 
Последнее, за исключением случал очень малых углов расселни:л, может 
быть определено с помощью классиqеских методов 2); можно показать, 
что предельное значение функции углового распределенил I (6) для 

1 
уг.nа рассеяния, равного нулю, приближенно равнлетсл 4 k2 Q2; эта вели-

чина значительно превышает Q, за исключением случал очень медленных 

1) Dempster, Phil. Mag., 3, 115, 1927; Ramsauer, Kollath, Lilientha1, An11. 
d. Рhув., 8, 709, 1931. 

2) См. § З главы ТП. 

,. 
·' 
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JJoнon ( < 
1
1
0 
У ) • Объе.циняи эти резу-,.11ьтаты:, на.хо.в;и:м:, что с уве­

~1ичеяием: угла рассениии интенсивность ра.ооев:ния: )·бывает етол:ь 
6ыстро, чrо в упом:я:вутых: опытах моr.ла быть ваблю.цена то.лыtо nебоn­
ша..ч л.о.11я в:стинв:оrо числа упр1тих столкновений. 

Таблица 11 

1 

1 

1 
! Энергия Зффев:т. 1 

Га3.-:кинет. ! 
Г~з j протона сечение сечени~ 

f 11 ЭJJ. -BOJIЬ· в единицах в единицах 

тах '1tflo2 1ta0'!. (эi;;cnep.) 

Не 1 90 ! 3,7 2,6 ! ' 800 ' 2,0 ! 
А 73 1 16,4 

1 

7,З 
650 1 10,7 

: 
' 

Сто.1кновенвн, нри которых :J;1ектрон 3ахваты.ваетси ионом, лвллютск 
обьРпн> неупругими, так :как взаимная: кинетическая энергии в pe3yJiь· 
татt" сто:пшове~ия И3мев.яетсл. В частном случае точного резонанса, 
ю1еющего, иаnримt"р, :место l(рИ захвате эле~tтронов иs атомов гели.:r 

положи:те.11ьньши 11онаий l'елия, стопновенюr явлнютс.я: упругими в том 

сvыслt", что отпосителъвал киветвческан энергии остается пеиа:ме:и­

воii. В случае точного резонанса не совсем правильно приписывать а:кту 
Jiередач.11 аарнда. определенное эффект.явное сечение, так &ак при этох 
Нt"во:~:хожно оnре.в;е.ilить э1,спери11евта.11ъно- я:в.,1нется ли наблюдае11ЫЙ. 
в нt>котором: определенном: направлении нон Jlа.давшиJI и sатем ра.ссеан­

ным. илn же он пре,:~,ставлв:ет coбoii ударенный а1•ом, потернвшиii 
:ыектров. На.б,1ю.в;ени.а: ука3ывают па образование бОJiъmого чима по.110-
житед1,ных ионов, движущпхм IIO'lTH uерненднкулнрно &. падающему 

11гшr. J.:ак нто известно из 01rытов, в :которых падающие ноны :иоrут бы1'1, 
отличены 01' атомов, потерявших ::~ле:ктрои:ы, в нт:и:х яаправлевинх ока.зы­
ваt>тся , ра{'СеJПШы:м лишь очень небольшое число ионов; :мы :можем nо­
нтому счнтатт., что все ионы, движущиеся под углаiи, nревышаю­

щ1пш 45° r. направлением падения. 11редставллю'r собой :'дарен­
ные атомы, 11отерJ1Вш:и:е элеr.троны, все же остальные ионы .я:вл:п­

ются пеnосредствеппо рассе.лвпыми нонаяи падающего пучка. Та.к :кщ. 

наблюдаемое на. опыте поглощение ионов Не+ в гелии отвечает в основ­
ном бо.1ьmим углам отклонения, мы :можем сказать, на основании нашего 
nредположеявн, что nоrл:ощение обусловлено главию::м обраsои передач:еi: 
3а.р.11да. Д.,1л определении эффективиоr'о сечени.а:, соответст:вующеrо погло­
щению, 11ы :11:оже}I воСirолыюваться форхула:м:и, nриведенн.ы:чв: H&f:U: 
в § ?.. 2 r.;~авы VПI длл пре.а;ельноrо sначеяиа :веро.атнос•.rи неуnру. 
гого столквовени:н ·в случае точноrо резонанса. ВычиСJJ:еии.я произво­
;ч;ятса: точно таким же обрt30:м:, -как и д.1Iл: слrча.л: упругою сеченвк. 

18 З;ii.:. 347. Теорва &TOMBLIX сто.~1t11011е11111. 
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vate рlЩ}:мотреввщо. JI&Jiи JJ этой ГА:а.:ве; дJia:-. по.Fлоще:в::иа, обумовJiен­
iо:го передачей зар.яда, сечение: окавы:ца~тс.JJ: одиоrо пор.яда . · ве.1111чии.:ь1 
· с Fаsов.инетическJи сечением, .:в поmо:м: согл:асии с опыiахи Rы:ь)(ава 1 > 
:в: Розе,а. В более Т'()ЧНО:ii теории; nрини:м:ающей :во Jlди:иание та.ц.е 
и ~ествеШ1оеть яд~р. ( сх. гJiа.:ву V),. ~:мев.я:е!fся ;~иmь форма. yr.Jio:вor~ 
распред~еви.я ,рассеянв:ых иов:ов при про:иежуточв:ых- значениях :уrлов 

ра.ссе~ни.я,. прич~:м по.пуча.юте.я хац~имр1ы и минииу11Ь1, обуслоuев:­
ные и.нтерференцией ,11.Вух типов р~яшrых :во..1н. Так :как эффе~.-тJiвное 
сечение очень CJia.бo за.висит от этщ: зна.чев:иii углов, квлеви~- :;то будет 
.играть сущеетвев:ную роль толъ:ко ·_в случае· очень точных И3Iерениii 
угловоrо расврс,деJiеви.я. · 

]f..cJПI захват эJiе:ктрова свнзан с: из:иеневиеJJ :r.ннети'lеской ::,перrии ... 
теори.я '.я:влени.я о~tазываетсн соверше:цяо ана.поm•щоi теории вообу:,;-

. ;о;ения и ионизации, вызьmа.еIЫх иова)Ш. С:корооть ионов ма...'Iа по сра.:в­
пеяию ·с орбutа:nыrыми с:короотями атомных эле:ктронов, резо}Jа.вс .же 
11.еzду нача.n.ы1ыI и ~ояечнъm состоявия:м:я: JfВJLЯетс.я резки}(. ..1вшь 

·:в очень цеiя:оrих СJfУЧаях, IЪI ве може:м ]Jоэтоиу ограв:ич,итьса:. рас­
смотревие:м: :взав:иоде.iiст:ввя толыю зтих )1.ВJХ состоющ~; е,цинетвеввы:)1 
у;i;ов.,'1етворительны:м: :ието;в;оI ока.аы:вается: вмq-же:аныii в § Z. ~ г;~а:в:ы. VJH 
)1:ею;в; :воs:мущенв:ьu :волновых фующий. . 

Этот- метод был применен 2) к вычиеJiению эффективных сечении' 
;D;JUI :возб-уждеЮUI СОСТОННИ.Я 211' rели.я ПрОТОН8.ИИ Jf ,ДЛЯ 3МВ8.Т& 
'нле:ктронов протонами. На рис. 57 :иллюстрируете.я sа.внсп:м:ость сеченил 
.ЦJIJJ · возбуждения от · няерrив протщIО:в •. А:на.nОГJiчные. крив.ь,е_ бы;о. по­
лучены . так.же и ;в;.n.а сечециii, соотщ,тствующих ва~а.ту влехтроJiов. 
Д.па сравневи.а: на .риеув~.е· :приве;в;ена также· соответствующая· _хрввалi 
;в:ли ·9..'1ектроя:ов. Оч~идное различие в п:ове;цеnив. обеш·част1щ' по~т:вер~ 
.ж;11;аетс.я тaxf!te э1tСnерихентальвьn111 ,ца.яными как ,Ц.;JН едучаir вosбr-'i 
ж.дения, так и .ЦJI.Я: с.луча.я: иояиsа.ции 3). . ~1 

Да...1ьне:iimии ·существевRЫй резу;в.ъта.т этих в:ыч:исле.иий за.к.,1шча.ет~~ 
в' тох, что если энерrJ!Я па,да.ющеп~ протона. не nреВ(Кходит некоюру~ 
~цре;в;е.левную величин.у, зна.чите.пьно превы~ющую э~~рrию воsбу:.це~ 
нив, то вероятность ето.пвовения чрезвыча.itио :мuа.. )fо:жио Щ)1.а.ватъ,~ 

-'Ч.ТО зта »:шерrив: активации" пропорциовадьна ве.личsве ·j 
' ~ 

М (Л~)2в02, (q2'~ 

:r,в.е ЛЕ-:-:шергва: воsбу:mдеви.я, J1 -'п:ри:ведевнм масса. <'Ta..mt 
щихс.я систем, R0 - сумма их ра.ДJJтсов. Существо:вапе такой ;'}Ве 
а:ктива.ции, не nредска.зываемоii. теориеJ Борна (си. рис. _57), по.а;т:в. 
:жда.етс.я: щюперииентальв:ы:м:и даnныии; · есть также укаав.ние 
то, что· порядо~ ее величияы ;в;ействителъно QН}lеде.л:л~тса: выр · 
.иве• (32). 'Гак, налрв:мер. Эnп.лл:рд~) пока.зал, что ионы натри.я: с :1 
rиei :между 300 .и 3000 V .могут воsбуждат:ь ато:иы ртути· (д.Е = 5 
о;цнако са:ми они. при это:и заметно не :возбу.ждаютN1 (.n:л:н ш д;к == 32 V 
----·---

· 1) К alltnann,- Zs. f. Pbys., 64, 808, 1900. 
. ~ Masseg апd 8mit1t, P.roc, Roy. Soc.· А.; в печати . 
• 3 ) D(ipel, Лnп. der Phys., 16, 1, 193:З. 

4) Appleyaтd, Proc. Rey. Soc. А" 128, 330, 1930. 



Дi!п~ t) ваше.,, Ч'IО ато:м:ы водоро;а:а., эверrвл Jютор.ьiх :м:евъше 1000' 
11оrут возбудить атомы натрии в :каJJиа (д.Е = 2 V), но хаже при ре· 
.21ичении виергии до :Ю ООО V нет в:uахих указа:ний на нuичие их 
собствевноrо возбуждения uри столхв:овевии (дЕ= 10 V). 

Иsтчение 11еха.виs:ма про:хож,цеви.я: · поло.житеJ1ьвых иойов через 1'8.3Ь1. 
ни в коей степени не :может, однако, с1ID.татьсн законченных ни с экспе,.. 
рвие:н:та.пъвой, ни с теоретической точз.и sреви.я: 2): 

§ 3. о. Сто.в:квовевиа: е участи&)( отр:я11;ате.11ьвых :воilов. 
Вплоть ,цо ва.стоощеrо времени ·ха.ра.ктер пове,J1,еви.я 01рицате.1Ы1НХ 
иовов при сТОJ1ЮJ.овевиях :их с .1,руrи:м:.и частица.:ми был исСJiедо:ва.в:· 

· .1иmь в очень невначи1rе;~ьвой степени. Эiсnерв:м:евта.льu.о:м:у изучеввю 

. ' , . 
"" 04 
~ 

~ 
~ 
't) ... .. 
<> 

~ fJ2 
:,,. 

"' с, 

О ....., ·300 400 fJ-DO BOIJ 1[]00 120[! 14СО 

анерzин е еольтах 

Рве. 57. 
А - вычпr.,ево д;;щ протонов no :иеТОАУ возмущеmrых воJD1ових фуих,. 
циii. В - вычис.11ево для протонов по •етоду Борна. а - вы'tllr.11eRo = :алехтрояов (ухевьш~ио д.'lв сравиеии.я в ту,я раз~). 

зтоr~ вопроса. nре,цстоит одnа&о бога.тое будущее, :в свяви с че~ 11Ь1 
остЩI01шмсн здесь вхратце на расе:м:отрении 1rеt.морых. В!l,J(более ип-

. ' тереоиых в зто• втвоmении процессов. 

'Ц.ервы:й из них связав Rовечво ~ обра.во:ВЗ.:вие:м отрица.тельв.ых :ионов. 
Мы дол.жвы при это:м: оnредепть веролтвость на.хвата. в.а.е:К:трова. 
:неiтральвЬlМ ато:м:о:м:. В § z. 26 :м:ы рассжотj)ели вопрос о веiтра.виза.-. 
ции. ·JЮ.в:ожвте.ль:яых ионов в 'реsу.nъта.те вахва.та ип эл~1tтрово1s 
:и ва.шц, что по · :м:ере т-еrо, 1tак скорость :электрона. у:u:евъща.етсл АО 

11у.нн, зффехтивиое сечение, ооответствующее ' за.хвату, · стремится · 
:& бес.конечности. На. первый ВSГJIJI~ хо:жио 'бы.nо ,б:ы: О:/!'цда.ть, что этот 
·реsу.11Ьта.т оста.ветел: в си.nе та.RХе и ,в:.n.я: эффе:~tтиввого сеч:евин, соот­
:ве1rст:вующего обра.sоваmiю отр:ица.телъвого иона.· &r-o. однако, ,не та.к., 
п pJl,.'IJlи•me между этиии СJiуча.я:ии обус~омено характером по.и, :в хо-

1) Dopel, A.nn. d. Phys., 16, 1, 1933. • . 
~ Эксперииевтuьвый катериал си. у J. J. and G. Р. Tht:ml,Son, Conduc­

i.ion of electricity throngb Gases, часть П, rл. IV, 1933; теоретичесnй -
У. Иassty and Smith (loc. c:it.). · ' 

· 18* 
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тором электрон .а;вижется: до и после захвата. Эффективное сеqение;, 
отвечающее образованию отрицателт,nого лона, можно опре,а:елить 
с помощью фср:му.1ы, приведенной в ~ ~. 2 (Ь), просуммировав входа:-\ 
Wl,И:e в нее эффективные сечения по все~l стационарным состояни:я:мс/ 
отрицате.11ьного ион::~ (чис.ч:о 1,оторых n обще)I с.1учае .~онечно ). При·,, 
о'lень малых скоростя:х падающего :1дектрона )[ttтрпчныи :шемент опре- : 
деда:ется n основном характерО)l водновых фушщий на больших рас- ; 
стоя:ния:х, г,!!;е фунтщии ·~k' оrве,~ающие с:1учаюl uейтрали3ации поло-;: 
жителъвого иона и образования отрицате.1ьного иона, весыrа сильно,<, 
отличаются дру1' от .~~р~та. В случае положитею,nого иона 'f1c описы- ·' 
:на.ет движение в Jiу.~оповом поле, тогда как в сдучае отрицательного ;: 
иона ,~k на б8лъших расстопню-тх представляет coбoii шюсr.ую волну. i: 
:+1'0 раали•tпе nрояв.:~яется уже в. том, что аффективное сече:ше, отве- .·. 
ч&ющее упругим ето.11шовеnпю1 в J"улоново)l поде, не :може•r оыть опре_. .,. 
,11,.елено, и даже рассеяние в таком ноле при данном значении угда ,' 
атремитск к бесконечности по J11ep~. того, как отnоситедьная с:корость : 
с•rремится к :пvлю; рассеяние i!,e нентрал,ю,вr uo.;iey атома может быть 
определено с· помощт,ю конечюnх значений эффективного сечения, ·, 
и при дюбом: заданно:11. у1'ле ORO при всех усдовюrх остается конечным. 

Аnа.:юrиqные обсто~rтедьства имеют место так.i!.,е л для трфектнвных 
сечений. соответt!твующи::r захвату влеирона: при этом оказывае·rся, что 
верол:тносп. образования: отриц:1Тельного иою1 с_тре~штся к нулю, по, 
11ере того, как скоростт, па,;~,ающего :1.-1ектрона уо.ывает до нуля. .Это 
ил.пюстрируется рис. 57, где uриведен11, завпсиыостъ fJ

0 
O'l' :шерг1ш эде­

:ктрона дю1 одного из 'l'Iши•шых случаев. Эта кривая была вычислена . 
'\fесси и Смитом: 1 ) ддя захва·rа а.;1ектронов атомами водорода. Длл: 
:ион6 имеется то.тько одно устойчивое состокние с отрицатедьnой энер­
~·ией: в:заииодействие водородного атола и эле1,тропа было при этом .. 
оuисано с ыомощыо эксuоненц1lалъноr·о поля си.'1. Апериодические вол- '. 
новые функ,щи, характеризующие поведение о·rрицатедьnого иона, бы­
JПI вычис.11ены то•шо, а ддя периодической во.'шовой функции пада-
10111,еl'О : .. де1,трона 61:1.10 В3ято достаточно хорошее приб.iJижение. Инте­
рес этог~вы чимеюrff закточается в T03I, ~rто оао показывает, Ч'l'О не­
nрерывныii спектр и:шучения, обуслов.~ентты:й образова!ием отрицатель-·· 
воrо иона, ne юrеет резкой грани1~;ы и его 1·ру,1~;но оонаружить благо-

да,р!I' ero малой интенсивности. ... ... ., 
Вuлоть до настоящего времени uодооного рода нз.:lучение оопару- .. 

жено не бьшо, хотя 0.;~ьденбергу 21 уда.1ос1. наб;:1юдат1, излучение, ИСП}"· . 
. ска.емое uри образовании отрю~;ате.п,ных ионов пода. ,, ·,: 

Прох:ождение отрнцате.лных: ионов через газы доджно было оы ' 
обладать теми же характерньши •rертами. что и прохождение подОЖII- 1 

тельных ионов. Отрицатедьные ионы пода должны были бы. та~.и:11: об-:· 
ра.:юм. L'!fдьно nог.10,i~;аться иодо'1 в силу резон:1нспого характера.:. 
ре,ыщин: 

1) Неопубдюtованu. 

[ - , т -, , 1 _ 
·2 Т ~ :]~ З • 

2) Oldenber.Q, Phy~. R~v. 43, 5Н, 1933. 
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в других же газах ,,то пог.1ощение ;цо.,tжно бы.10 бы :и:меть ·vtEЪ8JI> 
вероятпостъ. 

Подобно с:1г1аю по;1ожите.~п,ных ионов, упругие сто;r1ш0Еею111 до.11:ж­
ны были бы играп. при iJTO!r слабую po.lI, в связи с :ма~1остью уrло11ых 
отк:юнений. В .:~юбом гаве, от:шчrюм от того, который с.:rужит источни:ком 
ионов, пог:ющение до.,1жно бы;ю бы nачнватмл при сравнитедъво ви:шой 
:тергии иона, будучи обус.1ов.,1ено ма.1остыо "потевциа.1а активаЦJIII", 
связанного с "ионизацией" иона lс:м. вьlражение (32) ~ В. 4, гдеЛЕ­
сродство иона к ,Jлектрону], и до:1жно бы;ю бы быстро возрастать но )(ере 
vве.личения :шергии до ее :мансима.~ьного 3начеnщ1. Так как потевциа.11 
~озбуж,1;ения пейтра.аьnого а·rома всегда превышает его сродство к э.11е-
1;•rрону, неупругие сто.;пшовенил, сопровождающиеся возбу;~;дением 
,1тома, имею'1' место .,ишь при дос•!'аточnо высоких значениях нверги:и .. 

Имеющийся в настоящее времл :1ксперниента.л.ныii ;,,1атериа.ч, по­
сЕященный этим вопросам, .является несмrа скудным; бо.;1ьшое коли­
чество отрица1'е.лышх ио11ов пода, па6людающееся при :-Jле:ктри •1ескои 
разряде в парах иода. :мог.;10 бы однако нредс'rавнть боrмый материал 
.ч:ля подобного рода исследоваю1ii.. Изучение поведения отрнцательвых 
11онов при столкновениях их с другими част'nцами MOI'.10 бы 1ю11очь 
интерпретировать, сло.;т:ные яв.аенил, связанные с :-шектричес~:им ра~­

рлдом в газах. 

§ а. 6. Обмен знерl'вu l\lea.;~y ноступате.1ы1ьн1 днишением в мo­
.ret.y .11н1шым: к.0~1ебnнием и вращением. В :1то:м параграфе мы ра.с­
еиотрим методы определения вероятnосш uзмеиения NОJiеба.те.11ыюrо 
и;~и вращательного состояния ?trоле1,улы в резу;;rиате столкновения ~е 

с к.а.ким-.1ибо атомо1t. При ,JTIOI :мы до.1жны знать :,пергию в:~юню_цеи­
етвия молек~;,;1ы л атома. 

Теорети,iескnе псс:rедовюшя :1тоrо вопроса ограничиваютс:r с;1учаю11и 
етод:к.повениii, при которых падающий а.тю~ движетсн вдодь прямuй .1ини~? 
соединяющей ядра двухатомной Мt1ле1,улы; д.ля тюа~х с·rо.лкновении 

- nероя1•ности 1ю;;rеба.тельных переходов будут, вероятно, наибольmи:ии. 
Па.м остается, таким образюr, рассмотреть взаимодействие у,ца.ряющr:rо 
атш~а. с одним из атомов щ;;~екулы (массы .Мв)- :::tnергию вза~:модеi­

ствия )!Ы :выберем :в с;rедующей фор:».f': 

(
·; -(li' 
- (; (33) 

(что явллетсл, :вероятно, очень хорошю1 приближением д.ля .r:н·етояп:ий 
6.11изп.их i; раестолнию наибо.1ьшего l·ближенил атомов), r,це ,. - ра,('.­
,лояние между атомом N в и ударяющим ато:м:ом. Поетолнная а 1,юже'r 

быть опре,~е.1ена путем сра.в11ения функции (33) с потенцмалью.~ми 
кривыми, построенными .Iеннард-Джонсои 1) на оеновании экеnер:и­
иентальных данных о вязкости и теn.;rопроводности газов. 

Обозначив через ll рассто:шие между ядром ударяющего а·rом:11, 
н центром тяжести )IО;rекулы, а через р - расстояние :меж,1.у 110J1еблю-

1) R •. Н. Fo1cle1·, Statistical :Мer·banics, Г,'1, Х, 1!!29. · 
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щиW:иск Я,Ч)8.11И молекулы, мы :можем: за.писать функцию (33) :в 
;~r;ующе:м: вце: 

J·' (R. . ' - -п (R+•r> .. ,PJ-e · 

i. = М0/(Мв~-И0). 
а ,1(. -ма.сса второго ядра молекулы. Если мы предподожю~:, что ко-·, 
лебание явлле:rсл гармоническюr, то характери:зующие его волновые,:, 
фущщии будут представдяrь собой подипом:ы Эрмита. Так каr, ампли- ;: 
туда колебания. лдер мала по сравнению с величиной 1/а, недиагональ- \ 
ные матричные :ыеметъr Г, валтые 1ю отношею1ю к колебательным.· 
волновым: фунrщил:м, также ~~алы. Для вычисленин вероятности перехода.· i; 
с достаточной степенью точности можно поэтому воспользоваться. мето- ' 
дом, изложенным в s :1. 3 гдавы VIII (методом возмущениJI с искажен- ), 
НЬ(ИИ волнами). 

Подобного рода вы•шсденин бы,ш произведены Ценером 1) ддл не-:,", 
сколько упрощенного полл и Джексоном и Мо·rтом 2) дд.к энергии взаи- \, 

· :модейс1•вил формы (34). В последнем с,;~:учае длл лобового столкновения 1. 

были по.чучены сдедующие результаты:' обозначим: через Рп, ·т в:еро-;: 
.нтность измен.енил колебательного квантового числа o·r п до rn ( при ,:· 

. ОДЕIОМ: СТОЛКНОВеНИИ); пусть Jlf А - масса ударяющего а•rом:а, i;n - ОТПО- . 
с.ительнал скорость до столкновения, i·m - относ1педы1а!f ш,орос'J~ь пос.1е 

СТОЛКНОВt>ПИЛ. Тогда: 

; =~~~~ __ !_'s_(~k{__в + И0) ИА ~ (п ~ ~ ~) v ~~~~-~~q" sin 11 тщ,,. 
Jn,m · ii а2Мв(Мл+мв+М0)11 + 2-2. (cost11щ,,-co1>t1т:q_,,.12' 
г,1,е 

m=11-+-1, ' \ 

q,. = 4.r111*c,./lia, q.,. = 4.rM*c",f lia, 

М* =МА (Mв+.Mc)f(..!lIA +мв+Мс) 

.и ." - частота вибратора. Вероятность изменения энергии, при кото-
1юк п меняете.к больше чем на 1, очень мала, за исключt>ние:м: слvчал 
очею, бол1,ших :,нергин столкновения. · 

Основной интерес этих рез)·льтатов заключается в тох., что они пока­
аывают, что обмен ;;нергки между поступательным и колебательны~r 
движенилми про.исходит сравнительно редко. Так, например, при одно­
иерш.rх столкновениях атомов гелия с :молекулами азота при комнатной 
те:м:пературе верол:rность дезактивации :молекулы, находлщейсл в перво){ .,. 
1tОJ1еба1•е.1ьнои состоянии- порядка 6 • 10-7

• МаJ1остью значения верою­
яости обмена колебательной и поступательной энергии обълснлется неудо­
ВJiетворитt>льность метода из:м:ерения скорости звука длл определения ··· 
теплоемкостей газов прu: высоких температурах 3). 

1) Zener, Phys. Hev., 37, 556, 1931. 
Ч См:; § 3. 6. 
3) См:. § 1. 5 этой главы. 

. Ааы:огичные )(етоды иогут · быть прюrенены к рассхоrрению пере~ 
;п;ачи ко;.11ебательного вовбужденил при столкновении дву:с молеку.п. 
Найдено, 11то даже в случае точноrо резонанса веролrность передачи 

.:0J1ебате.11ь'в:ой энергии' может быть очень :мала. С увеличенке:м приве­
;:rенной иаесы обеих молекул и кинетической :шl;'рrик их относитель­
я:ого движения эффе1,тивное сечешiе, еоответс·rвующее резонансу, воз-
11а.стает, тогда как ре;юш1.нсныii :ффект лвллеrсл наибо.'Iее 1>езкюr длл 
тп;~;елых :молекул. · 

Райс 1) примени.1 :.~ту теорию к 1>асс:м:о:rрению ак'rи.:ва.ции различных 
с;южных молекул при етолкновении их с такими лiе :м:о~екулам:и, с ато­

чамк инертных газов и с водородом. Он наше.11, что водород .при акти~ 
1щции от;ааьщается стою, .rie с)ффеr,f ивньш, как и сами :молекулы, при-· 
чем значпте.11ьно бодее :Jффе1пи:1:шыц, нежели инертные гавы. Эти. ре­
з,·.11ы·аты ттаходлтсн в со1;ласли с опытными данньпш. 
· Теория :во;,буждевия вращшrедщого движения весы1а :мало разра­

оотана; обмt>п :,нергин ме,IZду поступательным и вращм·елr,ным двлж.е­
н илvli но вeeli вероятности осуществ.11Летсл сравнительно легко 2). Ве~ 
ролтность та1..оi( нередачи: должна, конечно, очень резко зависеть от 
l'RОЙств сшt.метрии :молекулы. Л частности, если мо.'Iекула возбуждена 
)о с:rо.11.ь высо~:;ого :.лектронного состолнил, что · распределение заряда 
т:ааываетсл почти сферюrески симметричным:, возбуждение вращенил 
.J1;11зывi1.ется зa/J'J))'J~ниreл1,ПI,IM; 8:ro•r результат согласуетсл с опытными 

.-~анными 3). . 

§ 3. 7. ОтоJП,.иовени.и: атомов е 1,риста.1.1ами. § 3. 71. Ji о э Ф­
Ф и ц и е н т ы а к к ом од а 1~ и и. Носледние опыты Штерна н Эстер­
~rапа !) показали, что :молекулы моi;ут упруго отражатьсл от кристал­
;ш:ческих новерх1юс'rей: и что при :1том могут быть irаблюденьi диффрак- · 
~~ионные явлевил, обусловлене:ые интерференцией соответствующих мо~ 
..:1екулам де-броглевских волн. Исследование интенсивности диффраги­
рованвых пучков показ:ы:вает, что бо.'Iыпал долл :молекул О'l'ра,жаетсл. 

_ .не обменивалсь сJПергией с 1tриеталлом; измерения коэффИI~иенrов _акко-. 
11од.-щии подтве1>ждают правильвос1ъ :,того резуJiЫ'ата. . 

Тепловой ко:.~ффицкент акком:модаци:и !У. атомов 1'аза. на твердой по­
верхв:от•и при те•пературе Т определлетсл следую~цим выражением: 

('[) _ 1· Т/ - т.q 'I' J', ,}. 
а: . - !Пl -1,-- т·- ' при ,} q - s - .1' 

8 !J 

где. Т11 - темr1ература атомов газа' до столкновениа:. их с твердоii по­
верхностью т~мпературы Т,, а 1'/ ""'- их температура после отдельноl'о 
с·rолкновения. Очевидно, что ct лвллетсл мерой вероятности обмена 
:тергии между ю·омами газа и колебательным движением твердой ре­
шетки, Малое аначение а обусловл~но, таким образом, :иалой. веролт-
1rостью ':l·акого обмена. Н э•rом случае прикеним:ы соображенил, взло..: 

1) Rice, Chemical Reviews, 10, .. 125, 1932. 
1) Zепи, Phys. Rev., 37, 556, 1931. · 
:) Rompe, Zs .. f. Phys., 86, 428, 1930. 
4) Ster-11 нnd Esteтmann, Za. f. Phys. 61, 95, 1930. 
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:женные :в ~ ;;, 5; они были испо"1ьзованы Д;кексоном и Моттом 1'!. Пр. 
:i<roY быJI.и рассмюрены одномерные столкновения, а д.1л нычисJ1е:ПИ 

вероятноl!ТИ перехода применена формула (R7). Сравнение получен:' 
вых: значений а. (Т) с опытными данными Роб~ртса 2), относнщпм:ис 
к а•1'оиам гелия и вольфрамовьвr поверх:ностюt:, приве.10 1, 0•1ень .хор~ 
шему совпадению. Есю1 :шергия в!Jаююдействия между arouoм гааа и твер 

;~,ой поверхностью описывается функцией Се-а,·, где а~:-, • HJS сАГ1 

то вычис:1енпал заююююсть а. от темпера·rуры хорошо соглас.уегс · 
с опытными данными. Сравнение абсолю·гных ;.шачепnii >: с •георетиqе~ 
с1ш:м:и данными оказывается затрудните.11I,ю,пr, так как в виду иикро' 
сконической неоднородности вольфрамовой проводо~;и зна•1ения: .,ффек · 
•швных сечений не явллютсл паде;1iнь~:-.rи. Тюr не женее, уrнех :по 
'rеории свидете.1ъствуе'l' о тюr, что изучение ко:,ффициептов юа.шrмо 
;п.ации должно привести к новым .1анны1r о взаюrодеiiствии ато'l!:ов. 

Д.лл газов от:шчпых от гелия следует нриниматъ во люв1ание ван.: 

,1,ер-Нааш,совы сю1ы прл'l'яжения; во врешr сос'l·а:в.1енил :!той 1шип 
:,то обстоя·rею,С'l'ВО еще пе было учтено удо11летворюелъпым образом.; 

§ 3. 72. И с ну ст, ан и е :1 ,;1 е 1, т р он о в мет а .1 ~1 а ми в ре · 
:~ У л ь т а 1' е с т о "1 л н о в е н и я с п о .л о ;i; и т е л ь н ы м и и о н а м ·Jl" 
:и·~ е та ст а б и .11 ь н ы ми ат о лам н. У:,1;е давно известно, что по.10 · 
:,1;ительпые ионы, ne находящи.есл в ·rешювом равновесии с уета.ыи 

•iecкoit поверхиостыо, способны вырывать из последней ~)Лектроnы з){ 
Олифапт 4) и ряд других· авторов пока:зали, что )rетастаби.1ъпые а.то-мьi1 

rP.lИJJ способны вызыватъ ана.логи•шые ;нJJфекты. 
Общее объяснение :1тих явлений бшю дано Оллфашои и ?\{упои"),:' 

лока.завши1rи, что oun обусловдены rтолкновению1и всrорого ро,ч,а с :1:1е~1 •• 

1;тровюш 1rе•галла, в реаршюе 1;оторых атом дезактивируется-, а ,1.1ектронJ 

}tета.тша приобретает ,шергню, ,::,ос"Iаточную для прохо.;1;депил через 1ю-! 
тепцпа.льный баръер поверхной'И мета.:ша. 11.ваптово-,rехапи.ческие рас..:,;: 
четы, в 1юторых атом расс,rатрпвае·1•ся как медленно двю1;ущаяся точка,; 
ста..11шва ющался с :,дек·rрона:.ш )Iе'1'ад.1а 6), показа.1и, Ч'l'О веролтнос'J'Т.; 
та1шх: сто.1кловепиii: очеш, ве.;шка. Па осповании ::JТлх расчетов .може'l~. 
бы'lъ оuределено :Jффективпое сечение д.1ш С'l'о.1кловений В'l'Орого рода) 
гL.1л более дета"1ьпого озпа1юм;1енил с :11•.11.ми воuросаvн :мы 
•1итате-лл 1: оригина.1ьньнr рабо1'ам. . . 

1) Jack,юn and Jfott, Proc. Roy. Soc. А., 137, 703, 1932. 
~ Roberts, Pror. Soe. А., 129, 146, 1930; 131,, 192, 1932. 
~) Oliplw.nt, Proc. Roy. Soc. Л., 127, 373, 1930. 
•) Ibld., 124, 228, 1929. 
Ь) Jbld., l:!i', 388, 1930, 
t) Masse,1, Pi ос. Camb. Pbil. Soc., 26, 386, 1~30 и 27, 460, 1931. 

Г::I А В Л XIY 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРО,Н':l'НОСТЕЙ: ПЕРЕХОДА ПО МЕ'l'О.ПГУ 
ВАРИИРОRАНИЛ ПАРА:М}JГР()В 

§ 1. Введение 

За;щчи, встреqающuестт в 1шантовой :чех.iнике, могут быть 110.1.ра.з:а.r.~ 
.1ен11 на ;,,,ве 1,атегории: на вычие.Jение ха ра~~теристичес1шх .. :оначении 
:)нергии и других: паблюдае:мых ие.1нq1ш да~шои динамичеrкои ~:и.стемы 
и на вычисление вероптноети перехода систе111ы нз о~ного состоюп,л 
л другое под влиянием ;uншого во:шущепин. В :нои г.1аве иы рас­
смотрим :~.rетоды, пригодпые ;ря решеншr :;а.дач второго тинn. В 1,ре­
.дыду:щих г,1а.вах :мы расс11атрива;r11 вероятность перехода 0111н'д~.11~'11-­
ного •r1ша, а именnо, нерехода, :между двумя соетолш1;нш рав!:ои не-
1,вантоваnной :1нерпш, обусловленного воз:мущен11r::1r IЕЗаrнюде1н.-тЕи.е.~ 
между атомом п сталышающеiiся чаетицеii ), :l е :1aR11t ~щим от Ере~,С: 11 ~1. 
Для решения задач такого рода 01шза"1юсь наноо:_1_се у.1,оон1ш 110.1L.,ов,:1Lсл 
nериодичесЕоit во;шовой фушщиеii,. с~держ~щеп .. Ереяя: то.1ЬI,~ в .•1:1.:тю­
ненциальнои :мпо;БитеJ1е ехр ( - 2т:~ 1! t f /1,). Ь :JТон г.1ане :.\!Ы рассмиrрюr 
:\rетоды вычпс.1епия веролпюс•rеii 1rrpexoдa 'Je;1iдY состоянип м.и, о;цно 
э1з которых является квантованным; в :,то}[ с:~тч,1е нельзн по.1ьзо:ват1ся 
лериодnчеш~оii волновой фушщиеii, а с:1едует при:меня-п, ,,метод Е.'lри-
нрованнл пара)1етров" 1). ~ __ 

nычисляе:мые в :,той г.~аве вероятности лерсхо,;~,а )!ОГJТ оыть 1ruдJ)а;-1-

]е.1ены па ,:~,ва типа: ~ _ 
' 1. Вероятности перехода нз 1шантоню1ногrJ состояния ~ не~-:ваnтtва1~-
ное состояние с равной :шергnей, обус.-юв;;1епного во;щеиствием во.:1:м1 -
щающего поля, не :зависящNо от времени. Ifримеры: _,теория уадио.­
активного распада, созданная ГюювЫ1r; :)(рфеи Оже-), спош,шшt,I 
ДИС.СОЦИаЦИЛ :МО,;J.еК},lЫ, UaXOДЯЩeiiCff В HblCOI:OM 11ращате.1ЬНО){ СОt:ТОJ-ШИ.Н: 
Теория воз:мvщенuй не пригодна д:ш решения задач :1того ро,в:а, 1ак 
r.ю: если ВО3МJЩаIОщее JJO.Лe не "м:а.10", НОНЯТИе верОЛТНОСТlI nе-рехода 
применено бытт1 не может. Особенно Яl"НО это с.1ед-ует лз раl"СМ.О'l'рР­
ния :,ффеиа O;i;e, l'де вычисллетсл вероя~'ность 'Ioro, что 1ди~ из 
двух электронов, находлщихся в воsб'у;1;,11,енных состолrшях .в 0,1.нuм Jr 
-~~-··-----

!) Этот метод бы.л: пред;;южен впервые Дира:о:w: (Di1·ac, Pror:. Roy. Sar:. :\." 
114, 243, 1929). 

2) A.11.ger, J. Phys. Had., 6,,205, 1925. · 



;_rои же wrov.e, вернется: в осв:овяое QOCroяnиe~ переда.в uри этом с .. 
~:нерпuо второму элек.тронj, в результате щжи:дающеиу атом, В· дан:~ 
нож случае n»оом:уща.ющей энергией;" нв.щ1:етс.я потенциа.nна.в эв:ергив:~ 
:в33щ«одействм обоих электронов; если она не n:м:а.ла" и соот:вет;11 
<1:rвевно этому не :мала вер~,!!:тность перехода за. :время, обратное частоте' 
.соответствующих колебаний, то нет с:м:ысла говорить об электронах;/ 
как ш1.ходивщихсл первонач:ально в оцределен:иых: ста1~ио~аряых соото-; 

JППI.ЯХ, .. 

Д.u: веронrностеii перехода ме:ждr двумя неквантованвъnrи состов:~; 
вио1. это, однако, #е так; в за,ч,ач:ах подобного poia прпенпооть.'j 
J«eT{},l;З. возмущений зависв:r от соверше~о ИНЬlХ обстоительсrв, рас-·~ 
.С}{Отренны:х ·нами. в § 2 главы VП. 4 

:l. в,роятности переходов, обусловленных :воз:иу-щающим: полем, за.ви;-f 
сящи• O'J; времени. На.ч:аJIЬное и ковеч:н{}е еостолв:ия :иогтт в этом случ:ае; 
:.об.1а.в;ать ра3ЛПЧВОЙ энергией: 'Как RаЧ:О.ЛЬНОе, 'l'aK :И ·хонеч:иое COCTOJШJJJ{ 
. :иuгу:r быть ющнтова.:нш,1ми и;tи некванrованв.1µпr. Примера: возбуж;,;е.;{ 
:ни.е .. :и иопизацив: а.тома при сто.11кновевии . с а-частицей, г)(е а-ч:а,:; 
..стjца тра.J.пуется xa.i. движущ~са: цен:rр сп; поглощение И311:учени.я ц 
,фото-~~ффект, если световал возша не ·расе:м:атрива.ется Jtax хва.нтованное:: 
no.11e; . \ 

: . . Вероятности первого типа :могут быть рассм:а.триваем:ы как ча.стныi. 
-с.11уч:аi: веронтносте:ii второго типа. Мы иссз:е)(уем их, :в связи с ЭТИ]{, 
·а сJщ1,vющt>й последовательности: . · . 

Вероятности переходов, oбycJIOВJil;Iп:я:ыx :ilовм:у.щеиием:, э~висищик o:r. 
::вре:v:еви: . · : . · 
· а) .цлл :~tваптовав:в:~го &ов:ечиоrо оостояняя, . 

Ь) дn :конечного состов:в:ия, прив:~лежа.щеrо к в:е.преры.uно:м:у энер~; 
r~тв:чео1.9ilу спе:sтру. 

Вероятност• переходов, обусJIОВJiев:яых· периодическим во вре:иеии 
..возкущеяиеи. 

В~рояm0t,ти, 
' 

обусловленные воз:м.ущев:и-е:м:, .не зависюци:и от вре11:еии:~. 

§ 2. ~03бfZJl.6Шl8 aiOI& В0311УЩ6JIИ0~,. sаDИСЯ:ЩП: QT Вр6М:6ЯИ :: 

~лл: простоtы в качестве певоsмущепв:оii. систе:и:ы ра.ооиотряи эле& .... 
.... -+~-

' тpoJt, )l;вижущийся в поле бесков:ечно тяже.1оrо .я.11;ра.. Обоз:яа.па через ,.:: 
1шор;11;инаты: йлекrрона, Н - оператор Гамильтона певозмущев:в:оrо а.то~а,;. 

-+ ' . 
а. через lj,8 ~r) и rv, волновые функции (незащ1ся:щв.е от t) и ав:а.чеця;1 

"\:iнepru стационарных состояний, удоЮl:етворяющие ура.внени:ю · · 

(Н- пт.) Ф. 'о. 
~ ''F 

. Пре.-,по.1оа:а11., что эв:ергиа: воомущеш с.и:стем:ы ииееr вц V(r, t), ~ 
пер'JЮИ8.Ч:UЬU:О (t = to) а.том: H&l:O,ll;ИJl:CВ: в СООТОIПIИ:И s о JI, CJleN)вa.1 

. 'tе.а:ьв:о, исщ~яая во.шова.в фуи.щu: · ~ 
/ ~ 

' ~ ·. •-+ ~! 

· +о (r) ехр ( - 21tiW0t/h). (2~~ . J 



(, 

;F 8,SJIОЖВ::И \Г В р.11.( 

,+ """" 
ЧГ (r, t) = ~ а. (t) •}8 (r) ехр ( -21riW,//h) 

8 

(4). 

и предnОJiо.~.ии, что I а. (t) 12 определяет веро.ятпооrь :яахожде:в:п атома. 
:в состоянии s в м~:м:евт времени t (это сuра.ведливо TOJIЬ&O д.JUI ква.и:. 
,•rова.яв:ых оосто.llВИЙ; ДJIЯ случа.я: неквав:товавв:ых состо.явий см:. § 2. 1 ) . 
. )fы доцны, та.п:м: обра.sо•, определить коэффIЦИенты а, (t). По,в;ста.вла:я 
разло.жепие ( 4) в лев у ю часть ура.в:яевия { 3 ), пОJiучаем 

·Ji~[d ] """" ---,-. 2т.:i ~ dta11 ~t) ~.(r)exp(-2т.:iJV,tfh). 
8 

Это выра..кеnе должно равняп.ся VW. У м:в:ожив' обе его части на. 
' """" . -+ 

()дВТ и:~ фуmщвй ~.,* (r) ехр (21tiИ\t/k) J прои::ятеrриро:вав по всеи ,·, 
по.1учим . 

d 2т.i f -+ -+ -+ -+ 
Тt a.(t) =-+ехр (2т.:iW.tfh) lf/ (1:) V (r, t) ЧГ (r, t)dr. (5) 

В ка чыы1ый :иоиев:т . вреиеии t = t0 все а. раввы ·нулю, за. :и:сuюч:е­
пем: а0, равноrо е;в;ив:ице; пров:в.тегрировав выражение (5), :мы полуЧИ:I 
(,в;лл s/0) ' 

f 

2т.i f . f -+ -+ -+ -+ а.,(1) =--г dt{exp(2i-iИ7i/h) ф/ (r) J:(r, t) ч,· (r, t) dr}. (6) 
t. 

Это уравнение .яшетсв: точньп,:. Мьr не :може:м:, одпако, воспо.n:ьзо­
·В&ться в:м: для: вычв:с.лен:ия а,, та.к как права.я его часть со,в;ержит не­

:яа:вестпую фув:1щию \f. Если, одпако, :м:ы предположи, что фув:к.ция, 
-+ 

'У {r, t) по.в; влиянием возиущев:иа лишь с.леrка. отuоuетсл: от свое.и 
'1ервоиа.ча.льиоi фор:м:ы, :мы сиожеи в пра.вой части ра.венства. (6) sа.ке­
н:и:rь чr вьrра.жепие• 

t 

a..(t)=-~;j.. f Va.(t)e~p{21ti(Иг8-W0)t/k)dt, 
to · 

(7) 

(8) 



'Гако.е приб.п.и:жевие допусТЮ10 JIJIDIЬ в то:и случае, коца воаиуща.ю~ 
ща.цсл энерrи~ »:м:..-оса.". С:иысл 9'.l'Oro опреде.в.еш ва;висит от хара.ктера. 
ра.есматривае:м:оrо воs:м;ущевия. Мы: расс:м:отрии прежде всего вовмуще­
ние, обусло:влен:&ое тяжелой вар.яжеив:ой частицей с зарядом Е, прохо­
.дв:щеii чероо ато:м:, причем: частица 1'Рактуется: · как движущийся сило-
вой центр. • 

E:cJiи ядро атома расположено в начале координат, а положение 
воо:м:у:ща:ющей частицы в момент времени t опредеJJ.летс.и фуmш:веi 

r-')> 
R = (Х,~У, i·t), 

то 

(9) 

Вероатиооть того, что после столкновенв:я~атоv: оо·rанет{~н :в соето.яв•• s, 
опредеJiяетм: величиной I а, (со) 12, где. 

+оо 
? . f 

а.(со~=-1 ~:i J V,.,(t)exp [2-..:iJJГ#- 'fГ0)}tfliJ dt. (10) 

:Метод возм:ущеииii справедJIИВ то.аыtо в том случае, когда :выповал 
фуmщи.а JIИШЬ cJJ.aбo вовмущаетсв: в течение стмкновеНИJI. Это ус.лови~ 
соблюдается, очевидно, на да.л:еких расстояЮIJ1х; :м:о:ж:но покавать, что 
оно выпоJIЮ1етмt также и ДJJ.JI сто.юшо~епий, при :цоторых часща про­
ходит через атом, если скорость ее стоJIЬ вепка., что время, в течение 

которою. ВО3).!;ействует возмущение, омзываетс.я :м:а.л:ы:м:. Метод B03IY,-: 
щений. применим тах.же, если заряд частицы Е мал uo сравнению с Zs_ 
Н е об х о д и :м о е условие справедливости прибли.женв:оrо !lt'ТО.Ца 

~11 al( оо )!12 ~(1. 
tь _ 

Это условие, однако, не является еще достаточным; напри:иер, для 
очень :медленно меНJiющи:хса возмущений а8 (t) может бы:n. порядка 
единицы: в о в р е м я: -с т о л кн о в е :ц и: .я да.же и в том r ;;~-учае, rюг,ца 

а. ( =) :иало 1) • 
. , Е:сп возмущение обусловлено световой волной, нас интересует 
определение вероятности Р8Лt тоrо, что за вре:м:.я дt ато:и будет вов~ 

буж.цен в состояние s. :Ее.пи иы: положmt. ~ Р8 = Р, то вероятность 
тоrо1 что череs врем.я t а.том оста.в:еюа в своеи. нор:м:а.л:ьном состоаНЮ4 

определите.а вепчиной e-Pt; при ЭТОI предполагается, конечно, ЧТО\ 
спонта:явое иsлучевие :м:еста. не имеет. Метод воsмущепий будет спраJ 
ведлив, та.кв::и обраво:м:, длв: sначений t, удо:в.петворя:ющих усло:в:в.ю: 

Pt ~la~(t)l9 ~1. 

1) С:м. rл. VIII, § 3. 2. 



·.. ~щ;..;;;Ji~~ атома ;oз•v~~:,~aw:J'fщ:.·w~~Ч4iiiф 

Р.'а&.01"'0 po;i;a :воом:ущения будут· расс:мотре:яы нами подробв:о в § 3; при 
l~этом будет по&а.Sа.но, что метод возмущений всеrда. да.ет точное ана.ч:е­
;,~ие Р8, за исключением того CJif'la.Jt, коrда световая воJIНа обладает 
\ эиерl'Яеii, достаточной для вообr.,1щевв:.я атома. за время порядка 1 f ·1; 
~uракти:ч:ескв:, однако, пооле,цнее никоrда места. пе в:м:еет . 
:-

i § 2.1. Иовиаацв:а: атома в реаульта.те воз,11;ейетвия: возм:ущеява, . ~ 

rза.вИС·Я:Щеl'О ОТ вреие:ПИ. ВoJIНOB8.Jf фув:КЩI.Я . ЧJ' ( f', t), ОПИСЫDаЮЩа.я 
~-состояя:и.:е атома., пахор;ивmеrос.я ранее под :вл:ияв:ием :воо:м:ущев:ия, .цолжв:а 
',содержать ЧJJ:ев:ы, отнооmциесл: к иопиsова.в:яым соотоJПIИ.Яи эrroro атом:а. 
• Раможепие (3) .является, такю~: образом, в:enoJIJIШ[; :мы должны sа.:ие­
пи:тъ его фующиеii 

~ 

'f (r, t) = ~ а8 ~s ехр ( -2т.:iJV8 t/h) + 
+ f aw( t) Фw(-;) ехр ( - 2r.i Wt/k) aw. (11) 

~ 

це фующв:и: •}w{r) являются решевшпm у'равпенил (1) для положв:-
теJIЪиых: 3па.чений энерI'Ии. Эти решеu.я имеют следующий вид: ' 

~ 

9w(r) =S,.'' (6, q,)NLnw (t·), 

це S,." - в:ор11:111юваиные шаровые функции: 
1 

1 

8,/• = [(2ti+l) (п 1i)! / 4'1t (п+ и)!)2 Рпи (cos 6) е' 1• 1 , 
а L - р~ди:алъная: часть волновой функции, в:орпровапная та.~п обра­
зом:, что [си. ур-ние (15) rл. Щ, 

L --- (krГ 1 sin ( kr - пт.: + ·ri,.) , 
а N - постоянная. В выражении (11) суммирование проиsво.в;в:тсл: no всех 
.зиа.чеяи11к 11, и ii. ПoJJ:araя: 

1 

N =N(И') 2k(hv) -2, (12) 

:v.ожно показать 1 ), что функция G, определяежа.я соотноше.нием 
,В 

.f 9Wnit (; •}w•пи(;) d;; U ( 1У, R), 

г.в;е ив:теrрирова.ние производитса по сфере ра.дв:уса R,, об.1а.да.ет сле­
.в;ующп: свойством:: если f ( W) - любая' фув:к.ция orr W, те 

00 

Hm ( G(П"1 R) f(Jfy) dfГ = f(JV'). 
R~oo 0 

1) ,1Q11iмt:pgie.11ъд, Волпова.я кехаякв:1. ,:тр. 20~. 



1 

Это СВОЙС'i'ИО фувп;иi[ G (W, R) :11.охет 
соотиоще:нu , 

rде г 710-фущщин" ДираJtа 1). .Дегко nока.ватъ ;в:aJiee, что 

• t . 

aw(t) = 2:i f V wo\t) ехр [2'11:i pv - и~о) t/k] dt. 

~ ' 
. (13) 

ВоJIВова.в. фующиа . :может быть та.ко обраво:м: определена с поJ1ощъю, 
соотвошеm (11). 
· llOJiыyacь ее sв:ачениеJ1, IOi( :можех определить веронтнос'rь вы­
брасы:ва:яи.я эле1tтроиа из ато:ма. ПредnоJiожим, что во1Jиущающаi 
фуmщин м<пчnа от пула пшь )J;.jl.11 про:межуnа вре•ени от t = О до 
t __: 1'. В:ычисш вероятноотъ Pdv0 dю того, что .в течение этого про· 

-+ 
11ежутка вреи~ви эле&трои будет выброшен :в направлении п внутри 
телесного угла "dw со с1.орос..rъю, лежащей в · интервале хежду i·0 и· 
v0 +dv0• 

-+ 
Исс.ле,в;уеи в св.язи с этим асв.мшот.ическую фор:му функции чr (r, t) 

. -+ -+ -+ 
;а;.11.11 зна.чениii r, t, удоВJiетворающих соотношению r = nv0t при усJiо­
вии: tilv0 ~ Tv0 , вырwка.ющем: то обстоательство, что воsмущенве­

nре&ра.тилось аадолrо до моиеита 't. Ясно, что ·при этп: условвлх · 

Pdvoilw = / \lf 12.r2a, d0> 

1 'lf l2 t8i·o2 di,odФ. (14) 

Права.я часть· этого вы.рашеиu не должна зависеть от t; покажем, что 
это и ииеет :место в действительности. 

Исследуем: выражение (11) при: больших значениях r :и t • .Коэффи­
циент aw(t), оnре~еJiяющийса выр~еииеи (13), при t....,,. ro стре:м:итсв 

к постоянному ,шачению, та& как энергия воз:м:ущени.я V пре.цnола-
-э-.' 

rаежся отлич:н(}ii от нуля только в интервале о < t < 1'. ааменив ~w (r) 
ее асиетотячесш выражев:иеи дп больших r, мы видим, что члены~ 
со,1;ержащие r :и. t в интеграле (11 ), :иие:ют следуюш;ую фор:ку: 

·n.'Jt' 1 ) - 2r.iWt/f, 
,11" е. ,. 

шже 
1 

·-,. )-1 { [ 2т.iт ( 1 ) (2i r_ ехр -- h tт- -2 v2t - 1 . 1 • ] 
п-л:~ "'!'" i11,. -

[ 
2т.:iт ( 1 2 ,\ + 1 . . · ]} -ехр -h- -rr- ~ v t1 -2 n1ti-i.11,. • 

'1) Д"fЮ"• Квантова.а хеха.и:и:ка, ГТТИ, 1933. , 



:'·~~· ' 'iitf~~~:i. 
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,JIJl!ferp:иpoвaвиe. :в :вьтра.аtеиии (11) прОJЩВdдитс.а ~-W=<>·.~. W=~ 
}i :ц, ·еJt.едо:sателъно~ QТ v · . · о до v = оо. Пер:выi .иs двух ЧJiе:иов. :въrраае-.· 

f. 1IИ.В: (15). пеет :в :этоii OOJl~TИ етацйов~вую точку 1); при v =+и при. 
! j;оота.~очво болr.ш:их 3Вачевилх . r и t .:вещ. ивтеrр3.11 опре,11,еляетса ~a­
f ~тью, бпвкоii х этой точке 2). Bтopoii ЧJiея :выражеш (15), COO'.l'Jleт:.. 
t ст:ву:rощиi сход ·а щ е i с я :волне, такоii ТОЧJЮ:Й в рассиатри:ва.еvой обJ1а.сп 
f. , в:е обJ1адает, оп дает по.этому ЧJiевы бoJiee высокого поря.1;1.а, ие-
t 1 
( :же.п t, так- что и:м :можно· пренебречь. , 

i Перв:ьdi ч.1ев :выра~евив: (15) 11оzет быть 3анисав :в е..1едуl')-
~-

ще:м: виде: 

.. (2ikrГ1 t'Xp [ 
2?:;m {-'-~t-~v-i·o)li+ ( Vor ...... 1 t'o2f) _:_~Drti+ i'fj,.}],(16) 

це t'o . ~-·. ВоопоJ1ЫоваJ1шись фopvy.1.oii 
+со 1 

./ ехр (iA:2) d.::.==(r./iA/2 (: = v-vo, А -r.-mt/h), 
-со 

с ·по:мощъю :выра.жен:ия (11), nOJiaraн dИ' = tm,av, по.1уч:ае11: 

. 1 

I w 1......,, 
1

\ ~ аw:и·< =) N.( tV.0) (2ik0rГ1 
(hfmt) 

2 
mt'o ехр ( 

п,11 

1 
fi'ltj+ 

: +i'tJ~) S,."'(6,!fi) \, 

rде 

пи 'Jlte 
1 

-1чr1-r- 1 
(m110/t)2 1r(•,1)I, 

r,J.e 
1 . 

f (6, 'f) (kjv0)
2 f f ехр ( i 't),. - 1 мri ) В,." (6, ~) а-w.пи ( ~) 

:и r = t 0t. Мы: увфм: в ,цальпеiшеv, что I чr ]2 пропорц:аонuьво Г 8 
Иs :выражения (14-) еJ.щцуе•r, что: 

Га~'{!МD = (mi,02/k) 1 f (6, !f-) 12 ili:(11111. (18) 

1) Ста.цио.uарвой точхой функции e,>tf(t1), ва11ываетел такое авачевве i•, ирп 
XOTOJ)OJl f' (v) = 0. · 

2) Этот резуJIЬта.т JЮ:~цет быть ;цокавав Ае~р11врова.вие11 путк в.втеrриро­
вавия В ltOJIШ116JreBOЙ П.JIOCKOCTB. \ 



., 
Прои:и:rегри:ровав no всем: Q и qi, оnредеJ111м: попую .веро.а:'tиос1.ъ испу ... · 
~кав:и.а: ч:а.спцы с эв:ергиеii:, лежащей в JIRТepвaJ1e м:еж.и;у TV и 
JY +dПТ: 

~~ 1 а Wmi ( ro) 1~ dW .• 
п и " 

(19) 

Воопольsова.вшв:сь фор•улой (13) длл aw, с пом:ощью выражении (16) 
в: форкул: (16) ГJI&BЬI П и (24) главы VI, полуqаеv: 

+·л 

{(&.~) 
2r.т f d,;' J dt'iJ(r',r. 0) Х 

Здесь 
cos А cos 1;1 cos fJ' + sin 6 siп О' cos ( <? - r.r/ ), 

1t ~ (r, ~ )-фу:mщв:я, расс:иотреп:нм в.ам:и в § 1 главы 11: 

В: (r,fi') -~ (2n + 1) in /tin P,i ( cos f:I) L
11 

(t), 
11 

ииеющL'[ а.симптоrич:ескую фориу: 

~- ,.._, /·k, +t·-1 еи.,· Х фующия or 1,. 

(:Ю) 

(21) 

·Фуп:~щи.л J (1-', т. -_А) 11ре,;.~;ставляе:r, таким oбpasoI, ШIOCJ.tf.IO волпу, 
раслространлющуюся в напрамении. nротявоположцои · в:апра.вл.е:ишо &, '? 
р а с:, од я щ е в с а волны; она в: е .нвuе:rся:, та.кии образом:, комплексно 
~о:'!рл:женнои: волново.ii фу'Н&ЦИИ конеч:яоrо состоя:и:ил. Лишь в то:м С.Н)'qае, 
коца вдиав:иех .ядра па J.' :иожно 11рев:ебречъ (быстрые , :шектров:ы, 
иа.в:ый аrо~нын: JJO'(ep, 2т.Xe2flii· 1), так 'fi'O iY (t·',:.: 9) может 

• -+ -+ 
быть заиене:п:а выражением: ех:р ( - ikn · ,,., ), функцию ~ :можно рас-
,сиатрв:ва.ть цак комал(нtсно сопрпженную волновой фующи.в: конеuоrо 
.COCTOfflIИII 1 ). 

§ 3. Перехщ.;ы, ооумов.'Iев:в:ые перяо,'\Я'lеекииJ ву вреJ1010( 
воз•ущеяиеа · 

В каqестве возиуща.ющеи эне1>гяи выбере:и: 

(22_}. 

rде U зависв.:r or ,. и в:е зави:сиr от t; "' - парахетр. Если в :иомеиr 
.:врем:еяи. t О возмущенная: сисrе.иа нах:о,в;ится в состо.я:ии.и:и О, то 
.в кохев:1 вреиев:в: t во.шо:ва.я фуИRцu:я будет иметь следую~й вид; 

~а,, (t) Чiв с; ех:р ( - 2т.i JГВ t/h) .r a}y(t) <1t;i--:.) ех:р (-2r.i fVtJ1i)d1V, (23), 

1) См. 1.'.'lав~· Ш, пр1П(Р,'1&1111е в конце § 2. 
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= exp[2-:ti(l,Y.-Wr0 -hv)t/h]-1 лИ + 
а, W - ТУ - Jiv •• • о 

+ ехр [2т:i ( TV,- vГ0 + 7iv) t/lil -_ 1_ лИ * 
JV-JV +hv •" 

8 0 
(24) 

(25) 

причем aiv имеет аналогичный вид. 
Длл полученил результатов, имеющих физический смысл, в случае 

периодического измененил V время t, в теqение которого воздействует 
возмущение, должно быть велико по сравнению с 1/v. В противополож­
ность зад11чам, рассмотренным нами в § 2. 1, где вычиолллась веролтность 
возбужденил при отдельном столкновении, пас интересует сейчас веро­
л'rность возбуждения или ионизации атома за промежуток времени Лt 

( Лt :::> 1 /v ). Обозначим через Р = ~ Р. полную веролтпость ионизации 
или возбуждепил за единицу времени; в та1юм случае веролтпость 
того, что через промежуток времени t атом: будет найден в своем нор-

.. -Pt ll u 
мально:м: состолнии, определитсл величинои с . римеплвшиися нами 

в § 2. 1 метод возмущений, с помощью 1,оторого мы получили выра­
жение (25), справедлив только длл таких значений t, при которых эта 
веролтность не очень заметно отличаетсл от единицы, т. е. при 

Pt~;I. (26) 

Если, однако, возмущение обусловлено воздействием светов6ii волны, 
. · г. будет пропорционально интенсивности последней, т. е. пропорцио­
нально л2 ; поэтому при вычислении Р, мы можем выбрать л сколь 
угодно малой. Можно, таким образом, выбирать t так, что условие (26) 

1 
буде'l' удовлетворятьсл совместно с неравенством t :::> -. Метод воз-

v 
мущений дает, 'l'аким образом, точные результаты для таких интенсив­
ностей возмущающего полн, при которых Р пропорционально л2, что 
имеет· место длл любых световых волн. 

Интерпре'rацил получаемых результатов зависит от того, лвллетсл л11 
конечное состолние квантованным, или же принадлежит к непрерыв­

ному энергетическому спектру. В первом случае вероятность перехода Ja.1 2 

не должна возрас'rать с течением времени, за исключением того случал, · 
JV-W 

когда v = v,
0

, 8 где v
80 

= • k O 
• В этом случае, как легко виде'rь 

из уравнепил (24), она пропорциональна квадрату времени. Длл полу­
ченил результа'rа, имеющего физический смысл, следует предположить, 
что возмущающее поле не лвллетсл строго монохроматическим, а состоит 

из большого числа полей с различными час'rотами, близкими к v"°, 
налагающихсл друг на друга. Веролтность перехода мы получим, 
проинтегрировав J a, J2 по v до :&ри'rического значепил v.,. Положим: 

19 з"к. 347. Теор"я "томных стоJ1кКовениJ1 
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л выра.жепии (22) л2 = dv. Второй члеп выражения (24-) не являете 
очевидно, сущестnенным ( ес;~и TV, > нт0); nеролтность переход[!. 

f 2[1-cos{2r.(ТV,-TY0 -7i,1)t/h.J] JU 12 d 
I IV,- JV0 -hvj-.J " v. 

При больших значенилх 
значениями v близкими к 

интеграл 011ре,1,е.Jяетса главным 

v,., и сводитс1r к величиле 1): 

4тс21 И.0 12 i//i2. 

Подобным снособО)! может быть вычислен ко,)ффициент ::Эйнштейна 
( коэффициент поглощения) 2). 

· :Если конечное состояние принадлежит 1, непрерывному :шергетич: 
cкoiry спе~.тру, мы !10.Жем восполыюва'rьсл методом, изложенным в § 2. 1· 
Предположим, что возмущение воздействует в течение конечного пр 
яежутка времени 'Г, где vT~ 1, но PT<f;_ 1. Из выраженил (24-) сл 
дует, что I aw (Т) \2 dИ1 определяет вероятность испусканил электро 
с энергией в интервале между TV и IV + d TV. При iv = W 0 + hv эт • 
функцил имеет резкий максимум. Полное число ::~лектронов, испуска ;' 
мых со всевозможными :шергиами, равно ' 

f .1')\2dTY=f2[1-cos{2тc(Hт--W0-hv)T/Ji) л2 \ l! \'2dJV 
law( tJV-И/o-fiv)2 wo . 

При v1'-+ со весь интеграл практическ.и соответствует vV = 1V0 +· Jiv 
та1, что выражение ( 28) может быть ааменено через 

411:2Tl1..Иw0 \2/h, где 1V=ИT0 +hv. 

Это выражение определяет искомую вероятность испускапия ::~лектро 
за времл Т. Аналогично, число электронов, испускаемых за едини 
·Времени внутри телеспого угла dт, определяется формулой [си. ур-н 
(18) и (20)) 

1' \ 
2~;i f ~ (r', те-А) лU(;Но (;,) d,' \

2

dw. 

Бете 11) показал, каким образом может быть ин·rерпретирована вол 
новая функцил (23) без введения в рассмотрение возмущения, воздей~ 
ствующего только в течение промежутка времени О <t <Т. Если точка~\: 
~~ежит :вне атома, то в формуле (23) <Ji., обрюцается в нуль, а 'f~. 
иожет бытъ заменено асимптотическим выражением: 

1 

·~тv ~ 2 (Jи;) 2 ,.-i siп ( kr - -: . п .. + 'fln) sn·~ (8, 9). 

1) Мы nоспользовались форму.:юй: 
+(л 

r 1-- cos х 
-~--~)- rlx = ';'!. 

... ;~; .... 
-со 

2) См. Фреике.н, Волновая механика, ч. I. стр. 197. 
З) Betlu~, Ann. d. Phys., 4-, 443, 1930. 
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Воспользовавшись ::JTIOr выраж.епие:м для 'fтр покажем, Ч'ГО при vt ~ 1 
п ,- < vt волновая фувкцш1 (23) соо·rветствует расходящейсл волне 
конечлой юшли•rуды, а при r > 1·t - во.1не с а·шrлитудой, равной 

nу.1ю. 
-), 

Длл то•1ек r ш1е атошt, с помощью фор}!уд (23) п (~4) нолуча.ем: 

1f(: f)~ v ,'-,'" (fJ '') ,-2r.i(И',,+lt•)t/11 ли . -=-(--------~ х г 
1 -21t·i (W - TV0 - lи,)t /1 

t' ~ n ' "( 1 Ппи,о П' - 11' - lt.v 
11. 1l .._, ·, 0 

Х(Ь·Г 1 .\'(Н')siп (ь·---~п .. +r~,.) dll". (,Ю) 

Положим 

так •rто 

:Jдесъ иr., означает нт0 -+-liv, а k.,=2т.(2miV.,) 2 /h . .I<.:сли пропзве­
депие vt велико, то подинтегралышя функция выраженил (30) им:ее•1' 
резкий мак.си:му:м: при iv = TV, и функция 030) 11:ожет быть заменена 

следующим выражением: 

( kr --} nтс + 71,.) 
х . - d( 

sш kr ~- (31) 

Интеграл, с'l·оящиii в правой час•rи :1того соотношенил, равняется 

(32) 

При вещественных А и 13 имеем 

~-L\) " +·--..() ' ., • )r 

f i..4: ш: _ (l~ . f [ SIII А~ Slll ь .. ] d~ [е --1· 1 r: =i _С ___ :_ ~, 
-со -cu 

что, очевидно, равно О, если знаки А и IJ одинаковы, и 2тсi, если 
:знаки А и Л нрu•.rивоположны. Второй интегр.~л в выражении (:И), харак-
1'ериаующий на.дающую волну, обращается, таки!r обра;нш, в uу.п,; 

19* 
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первыii интеграл при r > i;t обраща,етсл в ну.тrъ, а uри: r < vt равнле•rсJ[ , 
21ci. Воспользовавшись выра;т,сnю\М: (31 ), 11.ы :11ожеж паписат1, ' 

1 . ) Cf .. (' ) ' rт - пт:~ 1) ,1,-:, л _, н., 
:_г n . • ,r 1111,.О (1· < 1·/) 

,Отсюда легко :могут быть получены форму.тrы (2!). 1) и (29. 2), онреде­
;1лющие число исuус1щемых электронов. 

§ 3. 1. :Ионизам,ия: атома водоро,1;а световой: волной. Если ска­
ллрный и ве1,торный потенци3,лы световой волны мы положим равными 

-.;. , ) -2,1;ist+ 
(р = 9 ( х, у,::- е коюш. сопряж. 

1 
--+ --+ - 2r:i,t 
А= а (х, у, z) е -+ компл. сопрнж., 

то оператор возыущенин будет иметь ёледующнii вид: 

где 

--+ --+ ,, . t 
V(r,t)= U(r)e-~"'" +ммпл. сопрлж., 

--+ --+ 
U(r)=-E?+(Eh/2nimc)a, g1·ad (Шредипгер) 

--+ --+ 
=-E?-ep 1 (cr. а), (Дирак). 

Ддл во.лны, плоско поллризованпой вдоль оси .'!, можно положить 

( iqz 
?= ), ах=ае , ау=а.=0. 

(}rсюда. 

и e]ia. J iQ' = -.- ,~_*е ~ дФ /дхd'с. 
so 2r.imc '" ,о 

Если длиnа световой во;шы велиr~а по сравнению с радиусом а.то•,ш., 

l'iqz может быть заменено единицей 1). 

§ 4:. Переходы, обус.1:ош1енные nе:щниеящим: от нре:n:енв: 
во3мущ:~ппем 

Приведенные в предыдущем параграфе сошпошения снр,1ведливы · 
лшш, при v = О. В Э 3. 1 мы расс1'rюрnва.ш только переходы в со­
столния с :шергией ит0 .::+- /1,1, где нт0 - :шергия исходного состояния; 
отсюда следует, что в данном сдучае nо:шожпы лишь переходы в состон-

1) См. Зом.1tерфе.лъд, Волновая механика п Лпn. d. Pl1ys., 4, 40f!, 1930; Пu.lmt, , 
Proe. Ноу. Soe. А., 1:33, 381, 19Jl: 8auter, Аnп. d. Phys., ~. 217, 1931. 

]Iсрr:годъ~, обусловл("гШъ~е ·н.сзавпся1ц им от врР,И-е-J-/Лt возмущением 29!3 

пи:л с Э!Il'ргией 1'V0• При таких переходах :шерги.я остаетсл неизменной, 
ка.к это следует из физичеекой сущности рассматриваемых процессов. 

§ 4-.1. Начальное п 1,опе•шt>е r-остоп:нюr nеквантоnаны. Рас­
сеяние 11-уч1щ элеr;троноn си::rовым центром. Воспользуемся форму­
JIОЙ (2В. 2). Фушщин у0 доллша характеризовать пучок электронов, 
норяированный таrшм обра.зо1r, ч·го n едшшцу времени через еди­
ницу его поперечuого ее•rения проходит о,1rпп ::~;~ектрон, т. е. 

1 
--- --+ --+ 

•';;0 = 1; 
2 ехр (ikn0 • r), 

где U (r)-потенциальпая эпергил электрона в noJie рассеивающего 
--+ --+ --+ 

центра. Фупкцин 'iЗ (r', -г. - в) сводитсл к ехр ( -ikn · r'), где п - еди-
ничный вектор направления: О, q:;. Выражение (29. 2) еводитсл таким 
образом 1: 

\ 2rcrn//i2 ./ ехр [ ik ( ~о - :) . ;,] И(;,) d,' 1
2 • 

:Эта формула уже была по.11учепа нами с помощью ме'l'ода Борна [см. 
ур-пие (5) главы VП]. 

§ 4. 2. Начальное состоание квантовано, Rонечное состоание 
неквантовано. В качестве. примера рассмотрим: не11еллтивистскую тео­
рию внутренней 1,онверсии 1-лучей. Предположим, что принадлежащая: 

--+ 
л,цру о:-частица с координатой Л находится в возбужденном состоя­

-+ 
нии, описываемом волновой функцией 1.1 (В), а электрон ато:м:а нахо­
дится в nормально:м: состолпии К-уровня:, описываемом: волновой 

--+ 
, функцией ~; (1·). Нас интересует определение веролтности такого пере-
хода а-частицы в ее нормальное состоллие [с волновой фуnкцией 

--+ 
:;r_r(B)], в результа·rе 11оторого ее энергuл передастсн электрону, по11.идаю-
ще1rу при этом а'rом. Еrли ::~нергиа nsаимодейетви_я: 

--+ --+ -> --+ 
J! (r, Н) = -- 2z2 / \Л ~ r \, 

'l'O, согласно ш,т1щ,жепию (211), :1та вероятность равпяется: 

4
71:

2 

1 1· r ---+ --+ --+ --+ 1·

2 

\--, - ~ dr d 1: ·, '~ ,'.; * V ( t• Р) -, ,]; do> 
~ fi · 1 -r · r . ' •- 1.1 , 1 , . (ЗЗ) 

где •}1- волновал фупкцюr конечного СО<::'rо1шин, пор:миров:ншая та1, же, 
как n ураnненnи (12), а суммирование щюпзводится по всем вов:!lюл:­
ным: коnечnым состо:пш нм с сошвететвующей :шергиеii. 

IIольsулеь :1тим щ"rодом, Борн 1) рассмО'l'рел вопрос о 1,ероятнослr 
вылета сх-чаетицы из ради.оак1'11впого ядра. 

1) Вот, Zs. f. Phys., 58, 30G, 1Ю9. 
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'/1 

l)IШНТИВИСТОRАЛ 'rЕОРИН СТОJ(RНОВЕНИЙ. столкно.J 
llEHИJI, (JOIIPOBOЖДAIOIЦJIECЛ И3JfУЧЕНИЕМ. ОБРА30ВА- , 
НИЕ ПАР ЭJIEKTPOHOB. АННИГИЛЛДIПI ПО3ИТРОНОВ. 

§ 1. Релнтивиетr.Rшr :&nаптова.я мех1~пи1.а. 
[lрименепие запаздывающих потенциалов 

Дираком 1
} была построена вuолпе законченнал реллтивистскал 

теорил движенил, ,одной .частицы (протона или электрона) в электро­
~rагнитном поде. Iеорил Дирака быда нримепена к водородному атому 2), 
к. вопросу" о расселпии. быстрых электронов лдром S) и к вопросу 
о взаимодеиствии электропа с электромагпитпым шшучением высокой 

частоты. Вполне закопченной реллтивистской теории взаимодействил 
двух или большего числа частиц в настолщее вре:мл. однако, еще 
не существует. Некоторый ограниченный круг отпослщихсл сюда во­
просов может быть, все же, разрешен; а именно, :можно вычислить 
nеролтности переходов при условии справедливости первого приближе­

нил теории возмущений (первого нриближенип Порпа). 
n качес·rве Иддюстрации метода определенил веролтностей пере­

ходов мы Р.ассмотрим ·rа:к называемый щJ1фект Оже. Предположим, ··: 
что •1·лжельш атом потерлд J{-:шектрон; в таком сдучае имеетсл конеч­
нал nеролтность перехода I,-:)ле1,тропа в К-ободочку с сопутствую­
щим испусканием :шергии в виде светового кванта ИJIИ с передачей 

ее одному. из остадьных атомных ~1лектронов. Вычис;~им веролтпостъ 

't'ого, что L-электрон передаст свою :шергию оптическому элешrрону. 
Метод, которым мы будем при этом нодъзоватьсл, исключает воз­

можность примененип антисимметричных волновых функций ДJIII началь­

ного или конечного состопний. Мы будем рассматривать :шектроНЪl 
в отдельности друг от друга; положение вп~·треmrего :шек.тропа onpe-_,,. ...,,. 

делим векторо~ lt, через z1 (В) обозначим волновую функцию его на­_,,. 
qальпо1·0 l.!остолю1л в J,-оболоч1,е, а через zr(JO- волновую функцию, 

1
) Лirac, Proc. Hov. Soe. Л., 117, 618, 1928; Основы квантовой механики, ]',[. хш. . 

2) Лarwin, Proc. !Zoy. Soc., 118, 654, HJ28; aol'(/011, Zs. f. Pl1ys., 4:8, 1, 1928. 
:;) См. § 4, гл. JY. 
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'!ара1,теривующую его 1юнечное состояние в К-ободочке. Волновую 
фу~rкцию начального состонпип онтnqеского :~лектроnа обозначим через 

...,,. ...,,. 
,!,.(r), а фуню~шо 1юнечного иопи:зоваппого состолнил через 1),,(1·1. l'oJ1ь 
~~тисимметрии мы раес~rотршr в копце этого ла,раграфа. 

Ннутренппй :шектрон яожет вернутr,сл ш1 К-уровень .-шбо в ре­
зультате передачи своей внергии другому . :1;1ектропу, либ() в резуш,­
•r,не исттус1,апил све·гового кванта. Вероптность последнего событил, 
о'fнесенную к единице вре~rепи, обтпшчают через А; . ...,,. f' причем А назы­
ваетсл ко:1ффш~иентом Эйнштейна. Согласно нерелятивистской теории 
(с - = ), ко:JффициеН'l' А равнлетсл пр1ю, так как в отсутствии полн 
вялучепил М'ОМ всегда доджеп оставатьсл в возбужденном состолпии. 
)Lираку 1) удалось опредеди'lъ ко:1ффициепт А путем рассмотреnил ноля 
в:злученил ка1, совокупности световых квантов, нодчиннющихсл кван­

тово-механическим законам. До формудировки теории Дирака коэффи­
циент А определллсл следующим образом 2). 

Излучающал система- в нашем случае J_,-:шектроп - рассматри­
щtдась как классически распредеденпыii зарлд с пло'l·ностъю: 

Pr1exp ( - 2r:iv1./) + комнл. сонрлж., (1) 
1·де 

* 
Pr1 = - 8l.rX.1 • 

Соответ~т.вующий :,той плотности зарлда вектор тока 

...,,. 
j 1;exp ( - 2xiv,1t) + компл. сопрлж., 

...,,. * ...,,. 
jfl = extP1°X1 (уравнение Дирака) 

eli .,. 
= -.-(·, grad ·, -·-z g1·ad ·, *) 

4тт л.r л.~ л.r л.t 
(уравнение Шредингера). 

1 

Согдаспо классиqескоii теории, такал uдо'rпость зарлда должна создавать 
ос1щллирующее электромагнитное ноле, шшучающее энергию. Эпергил, 
иsлучаемал в единицу времени, может быть вычисдена. Разделив ее 
значение на энергию светового кванта Е; - Er, мы получим формуду, 
определяющую коэффю1,иент А. 

Ясно, что такой ме'l'ОД вычисленил ко:1ффициента .А представллет 
собой неудовдетворитедьную смесь кдассической и кnан·rовой механики; 
тю1 ne менее оп может оказатьсл нам полезным при построении релл­
тивистской теории взаимодействил двух частиц. Определим теперь 
1ro.11e, обусловленное наличием осциллирующей плотности заряда (1). 

1) Di1·ac, Proc. Roy. Soc. А., lH, 243. 1927 и Оеновы кваn:товой механики 
2) Klcin, Zs. f. Phys., 41, 407, 1927. 
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Согласпо классической электромагнитной теории, е11аллрnыii 
--+ 

и.:иал Ф и векторный потенциал А, свлзанные с :лoii 
определяются дифферепциа:п,нымп уравпенилми 

о . 1 д2Ф v ,ф -- ---- - - - - 4-,. nxp ( "-1· t) + 
с2 дt2 - - '',u(i"' - '°" 'ir1 . 

--+ 

72} __ _.! __ __а_24 ___ 4rc~ -· 
с2 at2 - -c-Jr;exp (- 2"1v11 t) +. 

Для nахождепил частного решенил этих уравпений иы по.JI0:жю1 

Ф=9(x,y,2)exp(-2rcivrJ) ) 
--+ --+ J} -!- ко:мп.л. сопрлж. 
А= а (х, у, z) ехр ( - 2r.i vr

1 
t) 

Ji получим 

(v 2 + 4rc2v 2/с2) (:) =-= - 4·щ) ft 1 • fi • 

Решение этого уравнеnил, хараиеризующее расходлщуюсл во.1шу: 

1' = J-::;--:1_ ...;-- ехр (2rci vr1 /-;_;,//с) pfi (х', у',./) d,'. 
Jr-r' [ . 

,Ц.1я больших r с помощью асимптотического выраженил (i5) по.ччаеи- ; 

ф -1 ;· --+ --+ . ~r ехр [ 2rci vr1 (r/c-t)) ехр ( - 2rci•1r1n. r'/c)Pr;(x', у', :')d,' +···~ 
--+ r 

г~е п = --;:-· Аналогичное выражение подучае'l·ся и длi векторного потен-

циала; мы 1rож;ем, 

энергии. 

та1шм · образом, вычислить скорость излучения· 

Для опредедеuия веролтпое'ги того, Ч'ГО Т,-злеш1•роп передаст свою 
энергию оп'гичес1tому :тектроnу, мы будем поступать 'l'at,, ш11t если бы 

--+ 

поле Ф, А, определлемое выражешrем (5), еуществовадо на са,мо:м деле и ' 
вычис~и:м его шrшшие ш1 оп1•нческиii нлсктрон, воспол~,зовавпrись. 
с :1'l'OH це:1ыо методом, изложе1шы;11 n § Я г.;швы XlV. llеролтпость 
испускапня ,'Jлеюропа возрастает с '1'ечеnием времепи тодь~;о в том· .­
случае,_ если по:1уqаю1ал :ше1,трово111 :,пергшr равняется :::+-: /1,'1r;· Леролт- . 
ность ис11ус1шпшт :за едншщу вре:\liши [гю1ва X!V, ур-Iшс (21). 1,1: ' 

J.,.2 1 j'. * -~ --+ :~ 
- - , Ф \r - s':I - sr, а . :J 1 ·~ 17-11 

/i I r j , 1 1 1 i .... , 

! 

где ЧJr во.1новал фушщшr 1,опсчпого сос1·олnшr :щектрона, нориирован- . 
пал 'l'аJШИ образом, чтобы х,ърактери;юва.ть испускание одного :J.J1е.ктрона, 
за едипицу времеnи. 
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llолагал в выражении (5) с---+= , получаем: 

·.:;=-8 --------- --z (r')z (r')1l,' 
. -)- --+ ·f ,1 ' J 

1 -)!--+ --+ 

--+ 
а=О, 

Jr-1"i 

причем (6) своди'l'СЯ к нере.;шпшис·rскоii формуле г.111nы X1V [уравне­
ние (33)]. 

llpи таком методе рассмотренпл пе ш1ее'r смысла говори'lъ о том -
испущеп ди оптический электрон в результате непосредственного nзаи­
модействил с L-эдектропом и.1и же све'l'ОВОЙ 1шапт вначале испущен, 
а потом погJ10щен запово. Выражение (6) учитьiвает оба процесса. 

Формула (6) не принимает во внимание свойств аптисимметрии 
нерелятивистской квантовой механики. Мы :можем получить выражение, 
которое при с ---+ оо буде'l' стремиться к нерелятивистской формуле· 
с антисимметричными волновыми фуню\илми. Обозначим выражение 
(6) через / А \~. Опо определяет веролшость возвращепия L-электрона 
в нормальное состолв:ие при сопутствующем испускании оптического 

электрона. Лналогичпо мы можем определить nеролтность I В j2 пере­
хода оптического электрона в нормальное состояпие при сопутствую­

щем испускании J,-нлектропа. Искомое выражение имеет вид: 

/А-В/2, 

и предс'l•авляет собой 'l'Очное выражепие длл числа испускаемых элек'rро­
нов обоего рода. Оно должно быть просуммировано тю всем возможным. 
копечным СОСТОЛНИJIМ. 

Для нффекта Оже nодобnые вычис.1енил еще не выполнены. 

§ 2. Рел.атпвистсказ: тра1,товка за,7J;ач 'l'еорип столк.нznений 

Возбуждение и иопизацшr атомов быстрыми :шек1•ронамп могут быт~, 
расемотрепы с помощью метода 1), изложенного в § 1. Гассмо'l'рим: по­
ведепис пучка электронов, падающего на, атом водорода, который: 

--+ 
находюся в нормальном состоянии, опnсываеыом функцпеii ф1 (r) Х 
Х ехр (-2rciE,t/!i). Пае иптересует вероншость рассеянш1 :),;1еирона в дап­
ном направлеnи.и при одповремешюм возбуждеIГИи атом:а в состолпие, ха-

-+ 
раиерuзуемое волновой фуш.щией: <Jir(1·) ехр ( - 2.ri Ь~t/h ). 

Взаимодействие двух в.аектронов мы будюr 'l'р:щтова'1ъ 11ак ,ш;rое воз-­
мущеnие. В качестве неnозяущенноii волповоii функции пада,ющнх 
эле1:тропов 1,1ожно бы.10 бы, 1ю:ло:11у, выбр;1дъ волновую фушщию, ош1-

сываюшую ното1, эле1,тронов, рассеиваемых :rдршr l<.ш. ура1,иеиие (~В) 
е2 

гАавы 111). В ВIIДУ соотпошеnпii 1,1 ~ с, -
1

--_ < < 1, :1та, фуn11цш1 может • и· 

1) }.f,Шст, Zs. f. I'l1ys., 70, 7i-;l,, 1931. 
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б:,1ть замепепа плоской волпоii [ при :-iтo1r мы препебрегаем величиной \ 

(-,:~) 
2

, (с:11. § 3)] . В 1,nчестве волновой функции нудевого порлд1,а. j 

J.; i\[Ы выберем поэтому плоскую волну, нормированную таким образом, 1 

•rтобы опа описывада нрохождеnие одного влекз.'рона в единицу вре­
мени через едипищ· поперечuоrо сеqепил, тю, ч·го 

~ 

z1 (В)= 1· 2 ехр ( 2т.i (P;Z - TYt)/h ). 

При определении веролтпости расселпин мы будем рассматривать атом: 
1,ак переменное распределение зарлд~t, плотность которого [см. ур-ние (1)) 

* ~ ~ 
-Etf'(r)<Ji1(r) ехр { 21ti(Er-E1)t/h), (7) 

при соответствующем выражении длл тока; мы определим влилние 

свлзаnного с rпим зарлдом: полн на падающий пучок нлектронов. Длл этого 
11ы воспользуемся методом, изложенным в § 3 главы XIV. Согласно 
теории, элек-rроны должны рассеиваться с :шергией W - Er + Е1• При 
:~том к выражению (7) комплексно сопрлженный член прибавллть не 
следует, так ка~, он еоответствует электронам, рассеянным с :шергиеii 
иr -Е;+ Er т. е. с энергией, превышающей первоначальную 1). 

Связаnпое с плотносз.ъю зарлда (7) поле не може·r быть иш'ерпре­
тировано как излучаемое атомом (подобно тому, как это было сдедано 
в § 1 ), во-первых, потому, чз.'о первоначально атом паходидсл в нор­
мальном состоянии и не излучал, и, во-вторых, потому, что поле 

лвллетсл комплексным. ~ 

Воспользовавшись значеnилми 9 и а, приведенными в § 1, и. 
ур-нилми (3) и (4), с помощью ур-нил (29. 2) главы XIV мы подучаем диф­
ференциальное сечение длл расселпил внутри телесного угла dw 

! f (6) /2dw.= vr 1
2
~;~ j fr (;,) [ - Е '{)- вр 1 (; • ;) ]Х1 (;) d,' 1

2 

dw, (8) 

где 

~ ~ ~ 

~( r') = ехр ( - 2т.:i р r · r' J li 1, (Шредингер) 
~ 

причем Pr и vr-импульс и скорость после стоюшовенил. В теории 
Дирака [см. ур-пие (12) главы IV] fr лвллетс.н 1юмплексно сопряжен­
ной относительно во.лновоii функции, которал характеризует электрон, 

~ 

движущпйсл в направлении Pr, 1юторал нормирована таким: образом, 
что на единицу объема приходитсл одпа частица. 

В нереллтнвистской теории длл описания стоюшовепи.н :м:ея,ду :шек­
троном и водородным атомом мы должны воепользоватьсл антисимме­

'rричпой волновой функцией. В рассматриваемой здееь реллтивистской 
теории длл всей системы такоii волновой функции ue существует, 

1) В случае § 1 конечного соетояния с энергией 1V1 - .Ь'1 + Е1 не суще­
ствует. Поэтому присутствие комплексно сопряженного члена не влияет на 
ч,J ело выбра~ьшае мых э.'1е1,тронов. 
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однако, антиспмметрия может быть уqтепа тоqпо таким же образом, 
i;<tK :!ТО быдо сдеюtно нами в ~ 1. :Мы получиди выр1,жение / f (6) /2 dw, 
определяющее веролтность расеелния :шектроnа внутри телесного угла 

~ 

{iФ. Есди в выражении (7) мы за,1епим функцию 'fr(r) гиnербодиче­
екой водновой функцией, описывающей :шектроп, иепущепныii с импулr,-

~ 

сом Pr, а в выражении (8) зюrепим & вотювой функцией Фr(r) 
:~лектропа, попавшего в f-состолние атома, )!Ы подучим веролт­
нuс'rь / g (!J) 12 dФ того, что падающий эле1,'грон поглощен п~!и сопутетвую­
щюr испус11.апии атомного :щектрона. В перелю'ивистсrшп теории, uри-

нюrал во внимание свойства, антисию1етрии волновой функции, длл 
вероятности расеелпин внутри тедесного угда dw подучаем сдедующее 
выражение: 

~ / f (6)-g (6)Jj2 dw, (9) 

где суммирование производитсл по всем возможным нача.11ьпым и ко­

нечным наuравдени.нм спина (см. ~ 6 мавы V). Мы можем считать. 
таким образом, что в реллтивистской з.'еории рассеяние та~,же опреде­

днетсл формулой (9). 
Вычислив интегралы типа (8) и прQизведя суммирование по всем 

конечным состолnиям, мы можем получить формулы, определлющие 
задерживающую способность вещества, и веролтпость первичной иони­
зации. Сдедует, однако, з:1:метить, что наиболее существенную роль 
II лвленип первичной ионизации играю1' столкновенил, при которых 

импульс падающего эдектрона изменлегся лишь па небодьшую вели­
чнну. При <)ТИХ усдовилх можно _воспользоватьсл параметрическим ме­

·rодом. Виллиамс 1) показал, что с помощью :)'l'ОГО ~rетода могуз.' быть 
получены все приводимые ниже резудьтаты, приче~r падающий эдек­
·rрон трактуетсл как движущпйсл еюювой цептр, а поде соответствуе1' 
1,дассическоii" теории относительности. Отсюда можно заклюqить, что 

:~кспериментальпая проверка этих формул пе представднла бы собой 
проверки реллтивистшюй: квантовой теории взаимодействия: двух элек­
тронов. Эта теория д:1е1· лишь формуды, которые не могут быть получены 
каким-либо другим сuособом при прюrепении их к задачам, в которых 

падающая частицr1 терлет большую дошо своей :шергии. 
Сооз.'ношенил, определлющие задерживающую снособность и эффектив­

ное сечение, длл случал иониза1~ии имеюз.· еледующий вид в обознаqе­
пинх ~ 3. 3 и § 4. 2 главы XI: 

-d1'/dx = 21ев4N/т1,2 { lg ~;~i2 

- lg ( 1-~:-)-~~}, 
) i - ~7ts4 ~_,.lznJ_ { Jo- 21n1;2 - Jcr ( 1 - v2 )-~}. 

Q,,,z- ,2 jE/ t--п ь с2 с2 mi; n/ v"z 

Сравнив эти выражепил с соответствующими форм:удами (68) и (50) 
r.1rавы Xl, ::1rы видим, что существенное разли<ше между этими релл-

1) lf'itliams, Гrос. Roy. Soe., 131}, 163, 1933. 
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тивистс.кюш фориу.памп и фор'1улами нерешпшшстскюш обус.1ов.це:н · 

наличие)! в реля'rивистс1а1х фор,,у"1ах члена - lg ( 1 - --~:) . В CИJI~. 
11'1' . . . ' 

наличия этого чле.па прп достатотпю больших с1;оростях --d·-~ и Q,,/ ИА1е:юr· 
х \; 

ииппхум. д~1л э.лт,тронов, двп;rсущихстт 
1l'f' 

1, вовдухе, Бе'rе и ФРрми при-

водл1' следующие значенпя -l-- : 
(Х 

Начальпан энергия в волиах: 10° 106 l ()• 1 ()t! 

l,G9 2,,1-7 

§ :J. (}rол1шовепие двух свободных электронов 

Изложенный в § 2 метод был впервые испольsован :Мёллерои 1)}i 
прииепившим его к рассмотреппю столкновения между двумя свобо;r.- ",; 
ны:ми частицами. Так кait влияние одного электрона па другой :мож:яо,( 
трактовать иак возмущение первого поряд1:а, результаты в точности·· 
совпадают с резудьтатами, получаемыии с помощью первого приближении , 
метода Борн;~,. Если поле меняетсл обратно пропорционально квадрату- : 
расстолнил: V =-+- E2/r, то последоватедыше приближения метода Борна:? 
соответствуют разложению в ряд по степенлм ПОС'l'олшюй 2nв2/hv.'i 
Реллтивистская поправка предста,вллет IШ'l'epec толыю при v ~ с, фор- : 
мула МЕллера пренебрегает, та,1;ю1: образом, велпчпuой 2тcs2/l1c 110 срав- · 
пению с единицей. llопытка получения более •точной формулы может, 
быть осуществлеnа лишь в TO)f случае, есди мы примем во впи:иание-: 
по'rерю энергии при излучении, ·rart как, еели частицы движутс:r со ско-· 
ростыо, сравнимой со скоростью света, и рассеиваются па большой 
угол, веролтпость потери :шергпи в форме излучения будет порл,и;1tа. 
величины 2nв2 f J,c. 

Формула МЕллера 2) для :1ффеr;тивного есченпл, соответствующеr()} 
рассеянию на углы между О и o+do, имее•r следующий вид: 

] (0) ((() = 4~ (-;;~; ) -'-~: l (lX {-(1 ~ ;,;~)\J -т ,! :J:2 + 

+ (, 4,} )2 [ 1 l 4 :,;:! J ' 
це 

х = l'OS О*= :2 - (·r i- ,!) sjп2 8/2 + (1 -1) siл2 О, 1 = (1 - i,2/c2) 

()* -угол рассе11нттл, отсчитыnn,юrыii 110 оrпошешно Is спсте,rе r.оордипат, 

в 1,.оторой цен·rр тлл,ести обоих эле1,тропов на.ходнтс:r в состолниll по:10.я:. 

1) },fiШer, z:'.s. f. Phys., 70, 78(;, 1!!31; Лнn. d. P1iys., 14. :i31, 1!)33. 
2) .Мо/lег, Лnп. d. 1-'hув., Н, 531, l!)J~· форм. (74) на стр. 5t;~. 

Столr.:1-1,овснлtс двух свобод1-1,ых элсх:тронов 301 

11uтереспо отметить, что, примеnив метод предыдущих параграфов 
n воспользовnвшись релптивис·rским волновым урn,впением . юорого 
порядка, не содержащим сшшовых членов, мы по.11.учюr ту же формулу, 
не содержащую лшпь члена: 

("[-1)2 Г , 4 ] 
41;! l l 1 1 - .c:J • (11) 

I!оследнпii можно, таюш образом, рас(шаrривап, юы; обус.тювденный 
надичием спина. 

При малых углах формула м1;ллера д11еr сдсдующее значснне ::~ффек-
rпвного сечения дюr потери энергии в интервале ~rежду (J и Q + dQ 

(12) 

;)тот ревудьтат был подучен ещ~ Бором 1
) 11 HJ13 г. 

Для проверrш фор'.lулы (10) Чемппонш,r 2) былн тто~_1.'r1влены соот­
нетс·rвующис опыты. Двести пятьдесю тр:жов [-J-дучеи бьши сфото-

v 
графировапы в 1;амере Внш,сона, причем начальные значепил -·;;- Jiе-

жали между О,82 и 0,92. I{ак это поrt:ъзапо ниже, согдасие с ·теорети­

ческой формудой явл11ется вподпе удовлетвори'rедьным. 

Ра<"селннс 

Угол 
J 'По Мёл.лору Наблюденное 

:30 10 13 

20-30 2(-; 30 

10-20 214 230 

Следуе•r, одна1щ отме'ГИ'ГЬ, что "спиновый" 'l.'leu (11) для углов, 
1tеныпих 30°, играет весыrа малую роль. 

1' 
С другой стороны, Виллиамс показад 3), Ч'l'О при с~ О,!) и 

() ~ 10 ОО() V потерл :шергии почти в два раза превышает ве.11ич:ину, 

1щnаемую формулой (12). 

§ 4:. Uтoлrшoneнn:r, сощювошдающпесл И3дучснием: 

При рассеяшш электроuа или протона лдрюr имеется конечна~ 
nероятношь потери ·.шергпи в форме излуч:епия. Для выч~сдепия этои 
rютери :шергии ~rы должны припять во впимапие взаимодеиствие меЖ,1,у 

1) Boln, I'hil. :Ыаg., 25, 10, 1!)13; 30, 5R, 1!115. 
2) C/imnpion, Proc. ltoy. Soc. Л., т1, 688, 1П32. 
~) НМ, 1:Ю, 28Э, 1929; 130, 328, 1930. 
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_1~вижущейсл частицей и полем имученил. Мы воспользуемсл при это 
методом, аналогичным общей теории неупругого р1сселнил, рассм • 
·rренной нами в главе V1II; можно было бы также воспользоваться с это ' 
це,1ъю методом варьированил параметров, рассмотренным в главе х1у:· 
Так как приложенил этих вычислений весьма обширны, мы рассиотриv: 
метод вычислений подробно, воспользовавшись длл материальных ч.а-·· 
стиц и полн излученил функцией Гамилътона, получаемой в обычвсt:; 
теории излученил. .~i 

§ 4: .1. Нерелнтивиетrжан: теори.н. В этом параграфе мы огра-., 
ничим'ся рассмотрением столкновений частш~, двнжущихсл с достаточно-" 
малыми скоростями, так что нереллтивистскал теорюr окажетсл доста-; 

точно 'l'Очной. Длл упрощенил математической стороны задачи мы пред.:.,, 
положим, что а•Jом и излучение заключены в полом кубе большого, 
но конечного объема V. Число стационарных ко;1ебаний в форме пло;.J 
ских столчих волн с частотами в интервале между v и.v + dv равняется~' 

dV H-;r V 2d ~ = (fJ v v, 

где с - скорость света. Векторный потенциал плоской стол'lей 
частоты v, имеет вид: 

,.f. (;, t) = :.и. (t) sin { 
2
;· (; •. ;) + ~.}, 

""* где а.. - единичный вектор, характеризующий направление 

""* волны, а, - единичный вектор направленил колебанил электрическо:iН 

""* ""* 1 

напряженности, так что а,· а.= О. :Зависимость п, от времени может быть.! 
определена. с помощью уравнений l'ами.~:rьтопа, если мы положим 1) 

Н1 = ~ ( ~ р,2+ 21t2v.2q,2) , 
.. 

це 
1 

( 
81tc2 )2 

п,= V-- q,, 

и будем рассматривать q, и JJ, как канонические переменные. 
светового кванта можно при этом рассматривать как распределение 

гармонических осцилллторов. 

При наличии ~rатериа.,1ьных частиц к выражению (15) должен быть 
добавлен оператор Гамильтона длл этих частиц Н2, а также третий 
член 1!3 , представляющий энергию взаимодействия между частицами 
и поле11r светового кванта, выраженную в канонических переменных~ 

входящих в Н1 и 112• Этот чден имеет вид: 

,___,, {- ('! ""* ""* 1 ('?,/2 } "1 т1с (А · р) 1 '2.mpz. ' 

1) См. например l"enni, Rev. Иоd. Phys., 4, 87, 1932. 
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где е" т1, р 
1 

- зарлд, масса и импульс п-той материальной частицы. 
с помощью канонических переменных это выражение может быть пре-
образовано к виду: 

+ 4; ~~~ ( ::~ ;, , :, sin 1. sin 1r) , 
i & r 

27tv ""* ""* 
I'де 1. =-(а.· r)+~ •. 

с 

Волновое уравнение имеет, таким образом, вид: 

(17) 

(H
1
+H2 +1l3 -E)W=O, (18) 

причем импульсы р играют обычную роль операторов. Невозмущенном} 
оператору I'амилЬ'l'она Н0 = Н1 + Н2 отвечают собственные значения 

энергии: 
(19) Т,~ +·Е ! +Е 1--Е · · .=_г., "" 1 · · · п - • • • п, }l.1' 11,2 ••• п s /l, 1 l> 

где s-тый осцилллтор находитсл в п.-том состолнии, а система мате­
риальных чаС'l'ИЦ находитсл в п-то:м состоянии. Воспщ1ьзовавшись зна­
чением оператора Гамильтона J-1 1, получаем: 

Е "• = hv. ( п s + ~ ) · (20) 

Собственная фушщил, соответствующал собственному значению (lB), 
имеет вид: 

W = 'fп (q) 9,i (q1) • • · 'Pn (qв) • · • ' (:2l) tt,n1 n2 , .•. n
8

~~· 1 8 

'где функции 'Pns соответствуют отдельным гармоническим осцилллтора,)J, 
а (l) описывает поведение системы материальных частиц . 

'§4.12. Излучение, испускаемое электронами. Приме­
ним уравнение (18) к рассмотрению движения электрона в силовом по.-ю, 
характеризующемсл потепциалом V (r ). В этом случае: 

(22) 

вычислим вероJJтность рассеяния электрона с энергией Е из пу<ша. 
электронов, в котором за единицу времени через единицу площ~ди 
поперечного сеченил нрох:одит одна частица; предположим, что рассея­
ние происходит в напрашrении fJ, 9 внутри телесного угла dw в ре.: 
:1ультате передачи :,нергии электрона световому кванту с частuтои 
~ интервале между v и v -t- dv, электрический вектор которого .лежит 
внутри телесного угла d~. в напра.влении (л, 11-). _Будем характери:ювюъ 
эту вероятность величипои ::Jффективного сечевnл. 

7(0 с:;· )., u.·, '1)dюdOd·1. (2,J 
' ,, ' 1 
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Веролтпость расселншr электрона внутри тедесного угла dт с 
}[ежду E- liv п E- li (v + d·1) определптсл выражепиеи: 

d·1 doo ;· I dQ = Jc ('1, (J) d•1 doo. 

Выражение 

(24.) 

(25) 

J;ает :Jффектинпое сечепие длл nспус1:анпл 1:naН'l.'a с чай•отоii между 
v и v + dv, элеирпческий ве1стор 1юто1юго леЖИ'l' внутри телесного 
Jrлa dO в направлении (),, 1-1-). Полное эффе1,тивное сечение длн излу. 
qенnл кваI!'l'а с частотой в интервале между v и v -г dv: 

(26) 

Длл вычис;1енил этих величин мы можем восполы:ювапсл непосре,в;. 
ственно формулой (32) главы ХШ. При этом потенциал тт (r, ra, rь) должен 

1 

Jis (8т.:)2 ~ -+ , быть замепеп выражением - V (r) - -
2 

. -V- q8 sin ls · а, grad, ·· 
т.~т 

8 • 

1.·ак как членами, соответствующими квадрату вектор-потенциала, можно 

пренебречь. Таким образом: 

to (r а) припииает вид 9n
1 

(q1) •.• <р"8 (q,) · · · 

если мы предположим, что электрон излучае·r кnаН'!.' liv,. 
Воспользовавшись сnоiiствами ортогональnости, а таr.же 

. общими свойствами функций 9ns' мы получаем: 

! V(r, ra, rьHo(ra) 'iiп* (r,Jd,a = 

1 

2- lis ( 8т. )2 -+ = -- (1i. + 1) 2 ~-. - __.;.. sin.., ·а .. · arad. 
s 21ti·m J, is • ь 

другими: . 

(27) 

ll пашем случае 11. 1 = 11-2 = ... = п. = О, так что, следуя: формуле (32) 

'1s2 ';· -+ 12 l (0, 9; л, 1-1-; v) = ·:;а;-17 1 Ji',, (r', т.--Н) а. sin r_, · grad F 0 (r', 6') d,' , (28) 
• 

где 11' 0 и Р,, - решею:л уравнений 

" { " 81t
2
rn .r ) ' y-F0+ \ k---~ } 00 1· 0 =0, 

2 ,, ---1-(k 2_~2'2

т J1 ) ,' - . v 1 " .,. /1.2 1/;/ / 1 п - (), 



··1·0 • • д~"~d.~щ .. ?J~poiъ~~·r~ 
vироваивые, xar.. нто укава.но :в ~ 3. 1 r.11авы VШ. JI.u:ee: 

~,тоо= f J-~(r, r.,, r.) IФ0 (r .. )f~d-:,., 

· ,~ .. ,. =· ./ Jr {r, r а• t•J) 1 q;,. (r,;) 12 d,,. 

fИ В BЖ)f.f СВОЙС1'В фувкЦВЙ ~ •• ,.: 
t 

Г00 = Г,.,. = J' (t'). 

: ,.1,ла получения: общеrо числа. электронов, ра.ссе.явных в данв:оv ивтер­
: 11а.л:е углов при .в;ав:иой величине потери энерrяи, иы должны уuоаит:ь 
, выражение ( 28) на чис.~ю световых JtB3JIТOB с ч:а.с'l'ОТ&•и :в интервuе 

'Хежду v. I( 'J.+a .... , т. е. на Rт.tГ 3 V·i4dv. 
3'ro .цает: 

32-Ja:t k I f ,, . , ~ 
1 (f}, ~: i., :.1.: у) = -hc3 

1
;· А t J, v (r , т.: -0) а8 sin j 3 Х 

1 . 
Х grad f'0 ( r', 6') d.:' \2 dv, (НО) 

r,1.e А оов:а.чает среднее по всем звач:еВШI• фа.а ~., а фуmщин F0 (r', fJ') 
• /•'., (r'. fJ') лвляются реmеппк уравнений: 

2 /· •0 + (!!:_ _ 8т.'"т г) Р0 
'у р 7.2 h2 }•' 

., ..., 'f 

о, (!П) 

-:иоркирова.виып тпи11 образоJ1, чтобы ха.ра.хтеризоватъ плос&:ую волну 
с е~вчвоi ам:плиту;~юй и соответствующую ра.сходюцуюск сферичесl\'iу.ю 
DOПJ. 

Преж,'4,е qe][ перейти к детаJiъвохr расс11отревюо :выра.же:иил (30), 
vы ,_o.,umы иссле);ова.тъ сходи•оотъ содержащеrоо.я в ие:и в.нтеrра..на.. 
Воовра.щаа:сь к вы:во.Цу формулы t ~2), приве.цевиоч ва:м:и в главе VllI. 
)1],1 вцих, ч:то этот вопрос свв:sа.и с прпеиепиеи •ето,11;ов реmевил 

11ео,11;вороАНЫХ ;,~;иферевцва.JIЫ(ЫХ уравнений (см. главу YI) к ура.:вв:е­
нв:ю (16.1) .. Дл.я 1[риvенииост:и атих мето.цоn при больших зваченивх r 
·11еодноро;11;ностъ дОJIЖИа. стре:м.итъс.я: :& в.тлю быстрее, вежелв: r -•. 
Для потен11,иа..,1а. .вида (27) это условие не удо:в.детоор.яетс.я:. Мы :м:оже:м., 
'О)l,Ва.хо, обеспечить сход:и»остъ интересующею вас ивтегра..nа путем 
·в»е.ж.епии: ,цопО.Iнв:телъиоrо 11ножптеи типа ,,---'1:1~ и положить затек (1-),, 'О .. 
· Груоо rо.воря, это соответствует раоо:иотревию IатериUЫ1Ых во.m в :~ю:.. 
ве1111оi области. простр&11ства :в процессе са:иоrо в.ычв:СJJ:ев:ил: в: пoe.ire­
.J;'fJ>Щeiy расmв:репи.ю границ нтой области до бесховеч:вости. :М:ы noJJ.y-
"lae• пр• !!ТОК: \ 

н·1vа:.1 j ~ 
1 ({1, ~: l, :1.: '1) = lf: ~ А а. Х 

! ~,-, t d L~ ( • ' ' 1 z 
Х tГ J,".(r, w-H)sin 18 gra -''• 1·, OJd ••. l dv. 



Прв · ·. С'!О.luовеи:ш ~е~троиоi с ио~uи DJ1е:иевве 1. :в oaacn, ~: 
~·о• &'l'OXO](, хыо, )(Ы •оае• ПОЭТОIJ аа..евить ,. е.ю . -
:в це:втре моха, '1'1'О »нr: 

1 (8, <р; лгр.; v) = ~ 1~ ':. • j"e-•r'p, (,.:, 1t-8) Х 
1 

Х grad F0 (,.',, &') d:' 
1
2 d<t. 

lim ;· e-•r' F.:(/, т.-8)gradP0 (,.·, fJJdt' = ·-
lim 41t

2mv j' • _,.,.. L' ( • .а.) h...1 ,,, ( • fJ'} .а:1 ', · = ,. е 1' , .r , r. - ~. gra.u г 
O 

.,. , w 
. -~ 

Х lim j r'e-•r' F.(,.', 1t-H) PrJ,.', 1:!
1

) d, \2 d.,,. 
о,..М1 • 

~rриро:ваиие по. углu л и i:i. приво;и;вт 1t вы1wыкеи1Ц1; 

'1 (6 '. )= 10241t"t112,;S {2-1.м rl 1 ]_ 1 м lt+IM 11 I d,y 
' ' f, V 3/iЗcJ 2 1 " 1 Т 2 ~ '1 1 • j ' 

. ' 

Эта. фор:МJJ18. JfOЖeT бЬIТЬ nри•енеиа lt в:ы:ч.:имев:ию иит,евсвВИОСТВ из-· 
Jtf'Ieвиa:, испусх.а.е:м01-о ЗJ1е1tтронпи при столх.яовеш их с J1дpaJ01, а.. 
:воzет быть испОJП,ООв;mа. .J;JUI в:ахож.в;евu у1•J1ового расuредеАепя •" 
ра.спре;11.е.а:еввн зиерrии ра.ссенввых эJ1е1tтровов и,11и же ~1:я ха.рахтери­

СТJIП спектралъиоrо распредеJiевпн и nоJiяри:зм.вв испус1tае:моrо и8JI!­

чев:вв:~ Выпс.1еяие интев.сивиоств неnрерьmвоrо ищченив: вnервые-
6Iио осуществ.11ево Кра•ероо:м 1) на основе ста.рой :sвавтовов· теория · 
и прив:цвпа. ооответствиа; в:ычвсленив ва основе uа.итовоii :иexa.mпur 
ОЫJIИ проивведеяьr вперв1,1е Оппемей)[еро:м: ~), (}уl'ИJРОЙ s) и Га;уи­
-Уо• '). Эши а.вторuв бы:.1 ра.ссм.отреи .1J1ШЬ вопрос о хара­
sтере излучении; в:ескшъ:ко вовnее :Мотт li) исwщв:овал :вопрос оо 
JIВ'rеВСИВВОС'l'И ра.ссе.ивm.п э.11ев.тровов. ~IАИС.Певив иитеВС1lВВОСТИ И3Jlf­
чеви.и 011ли вначале чрезв:ы.чайио сложны; бо.1ъшве упрощевu бьr.11• 

1) Kюmers. PhiL :ма.g. 4.6, 8.96, 1928. 
~ Oppenhci_,., Zs. Pbysik lю, 725. 1929. 
11) Sagiш·a, Phys. Rev. ~. 858, 1929. 
') GМIRlt, PhiL 'rranв. Roy. Soo. А .• В, 163, 191Ю; Proe. Во7. Soe. А. 11!1. 

ibl, 1930 .. 
i) Иott, Proe. СавЬr. Phi]. Soe. 27, 2ь5, 1931. 



··~:·с-~~~н;~:е~~;~;щ~;~-~.tу~~, .. . · ·,,.,.,,!J!)~' 
;~"..; ·-~ -- -~, ' ' ,, ' • .. \,' ' > 't> 

" :в:в:еоев:ы. 3оJ1керфе.iь.1(0Х 1), :во;епшыо.ва.вши:.ся в1.1р~Ю1ем JЮ.11.вовах:. 
r ф'f.ВJЩИЙ .в пapaбOJIJl'fleC,i!П :кООрJ.]Шата.х. В:ыпе.Jtеяиа 3оIIерфел:ъ.Ц& 
:~ 6:ьi.п: затем: раsвв"Щ. Шерцерех 2) и Мауэ s). 
;. Мы nриве,1,ек а,1,ес:ь .llllDЬ_ освоввне реауJiьта.ты, опус.u..а: по_цроб­
{ воов :в.ы.trимеияi, оаиакопться с .в.отор],1)1:а чпатель :может ва. оово­
t ва.пии орвгввuьвнх работ. 
' 

§" 4.-. 13. и в T~BCИBII.O стъ :и ц 0.1 в рв 8 ац:и.а: в~ пр еры в 11 о r о 
\. • з ;i: у 11 е и и s. · 

/ . 
а.) Ив.11' 11 еви е, и сп у с хае • о f" э;ir е хтров а••·', 

В:ве,11.е• СJ1е.J1;у10щие обоввач:епв: 
t\ - скорость Пa.)l;&l)Щero мех'lрова, 

·,•2 ....;__ сwрость рассевввого ЭJiе:&трова, 
Z - 33.ря;а; ра.ссеи:ва.ющег~ цра., 

4v t: е 
g 1 = 2r.Zв2/hv1 , сх2 = 2r.Za2/kv2, х = -- 1-~-- oos2 - • 

. (v,+vg)2 2 
Ве.~tич:ввы Мж, М11 :и м., входащве :в :в:ыражf"в:ие (35), опре.-еАЯJО'Юа: 

ври это• с.1е,1,ующиии соотношев:цпи: · · 

· 1 J/,(51 = J/ / i(a1 cos6- ~) F(l i11i, 1 +~, 1, х~ -

- 2" 1сх2 С(».1 : 1"~1- ia1 , 1 + i~2 , 2, z.) t=\ 

' :.м" 1:.1·= М sin,.. 8 sin2 ~ 1 ia1 (1 + i4i).P(l - ia1_, 2+ i:i), 2, ·.eJ 12, 
r' <' ' , 

1.·.,_·11 :t=jM 1'2 с+ .. -еф . , 
,1 11 · ,т. ""' ·' 

А. 

М= _ _t'_i_ __ !:_ ___ Zz2e6-v11~- h,I! (е~-1).:.... 1 (1 е-~)-1. 
v~ 16-irЗ ""(v

1
+v

2
)4 11,, · .(36) 

; Цo;(C'J'8i8Ua ЗТJ1 :вепч.иИЬI в форJ1у.11у_ (35) и вЙ'f-еrрируа по вс_е.11 1!1 _в gi, 
, :IDil nOJ1yчaeJ1: 

(37) 

, 1J &.wt.rfekl, Ann. der Phys. 11, 257; 1001. 
\. . 1) ьiAerU!f, Aan. der Р:Ьуs~ 13, 137, 1982. 
i ') Jfeш, Ann. der P1l7s., :uc, , 161, 1982. t 
~' 20* 



тot')J;& at ~ОJl..а:рвза.циа D -опре.це.1яетс11 выражеяием:: 
м2 

D - :,; - -::м2· 
• 

:1ти фор•улы Jloryт быть упрощены в следующих случа.ях:-

l <Х 1 я ~ ка.пы 
(Бол:ьmве с;:&орооти 
стоuновеии) 

ll !11 ха.по, ~-+ о:, 
(Короткие воJiиы) 

ПI а1 = ?, <J:i-+ ,~ 
P<l 

. (Медленп:ы:е элехтро1rы) 

g 1 

1 1 
{ 

Имеется, одиаr.о, весъ.иа Ia.Jioe .коли'Iество эксперпепталъпых ,11;а.нных, 
nри1•0ДИЪiх д.1я сравнеШIJI OO'JII. резулътм.•ов с опытом, таr. 1.a.1t изиереииJ1 

11:~пеисивностеii непрерывного cne1tтpa рентrеио:вьrх лучеii: весъ•а. ва" 
труЮf]lте.л.ны, особенно при условии, бливхих & расс»а.тр~а.еIЫ.; 
и т-еоретиqес1tих ВЫ'IИСJtеиилх. В работе Кулеmш~пфа. 1) и других а.вто~ 
1юв ПО...'J!ч:ено тем не мене~ доста.то11Но хорошее соглаоие с теорией, -4 
значите;~~ьно лучшее, нежели с помощью &:л.ассичес1t0.ii теории. Зо:иvер1 
фе.,1ъду удалось повысить то'!Вость :вычйслепиii :п:уте:и вве,~,;еяв.я в· выi 
ра.жев:ие (32) Ч.ilена, ха.ра.х•rеривующего вапаздываJtИе. Угловое распре; 
деление исnуспеиых рентгеновых луч:еii, выqисленное вт1rn способои1 
яа.ю)J;Итсл: в хорошем согласии с опытными данными; , 
~ Излучение npft столкновениях медленных эле~ 

тронов с в еiтр аль и ы:ми ато и а:и и. Иможевна.я выmе теорu 
nрииеяииа 'l'OJIЬXO ддл: случ:ая: стол:к.вове:imii !).1fе&тронов с ва.ряжеввьпц 
и:ова.•и. При расс:м:отреиии столкновений медленных: ме1tтроио:в с неi~ 
1-'J)aJlbllЫ:П а.то:u:а.п :u:ы ,i,;0JII01ы принять во вво:апие экра.ниру.ющвi 
эффект ато•вых эл:ектронов. Впервые он бwr уqтеп HeдмьcJtlDI, 2); 
восiIОJIЬЗО.ва.вmихм пришженны.11 описавие}( атоiного пола с по.11ощЪJ! 
потев:цва.да: 

V=Ze2fr0 -Zs2/t• t·,<r0 } (4:tY 
=0, r),-r0 1 • 

при-.:еяевиоРо ~~1.111[со• и :М:орве х. расе»о1'реиию эффек.та. Ра..11зауера.-Тоув, 
сеJЦа, (с•. l'JI. Х, ~ 5). ФfИЩИВ. F 0 и: F, IOI'fТ быть выч:ис.в:еиы: точ:щ 
,11;,tJI ПОТ4'1ЩВ:аJJ:8, ЭТОГО ·ТИПа~ И :ИВТеrриро:ваяие VO&eT б:ыть В:ЫПОШ18Н~ 

. 1} Kнlenluiapt: Ann. d. Pbys., i'i'. 597, 1928; PhJs. Zs., 80, 513, 1929; Dиащ 
Proe .. Nat. Aca.d. Sci., 18, 661:, 1927; ·tf,. 450, 19:.:8. 

3) Nedt'lsky, PbJs., &6v., f2, 641, 1932. 



-~ ''" .. ~ ?;~=-~, ~{-,:~~"~~~,еч;<-~~j~,~ 

СтмкНl)ееиuя, cot'lpoвoжiJa10t11/IJ.ecя t1,з.лy·<iJ''Нi1U!M · · ·90IJ 

. .,;;(.,12 д.1ин во.ан, сра:ввпых с r0, no.mu ивтевсиввость :иuучепия вес~а. 
с.11ожв:ьп1 обра.оо:м. зависит от скорости :,;~ектрова и быстро :колеб.11етса 

· . 2т.Zе2 . 
с вs:менени~:м: а1 = --hi·- . Интевси:ввость вз.,тучевв:я, испушсаемоrо э..1ех-

1 
трова»и данной энергии, с из.м:евевие:м част-от:ы также :мевilетея вес.ь:м:а 

сл:ожны:м. образо:м.. Эти эффекты ана.1оrиЧ11ы )1.Иффрахциовным аффектах, 
:наб.а:юдающи:м:ся при упругом pacceJJВIO[ 11едлевв:ых э..~:е~тронов; ,ЦЛВ: 
детuьноrо ознакомления с этими н:вленшrм:и хы отс:ызаех читател~ 

:& оригинальным ста.тъ.я:и. 

с) Излучен.не при стол:кнове:н11и ядер с мед.1Iеi1В:ЬIУR 

п р о тон а :м и. Интевсвввост1, JmJJ.учевия, исnускае}[оrо при стм1.но­
.ве:вв..11х протонов с ядрами, быаа исследова.:на Шерцером. При это:м: д.:Ш 
ба1стрых nротоио:в были получены те же формулы, что .и ДJIJI с.ччаJI 
.:1:fек.троnов; д.ля :иедлеnв:ых протонов множителъ g, :входящв.ii в фор­
:мулу (37), имеет однако совсем иное зваче~ие. ато ясно видно ив 
рис. 58, где g приведено как функция частоты :имуч:еЮiя. На.;rич:и.е 
сил отта.лк.июш :м:е:жду прот-оном и рассеи.ва.ющи:м: щро:м: знач:ителъво 

ухеныпает интенсивность излучения для :медлевво движущихся частиц. 

Наличие х:ва.;в;рата :массы в знаменателе формулы (Н7) так.же сши,во 
уиенъшает эффект ДЛJI с..-ччал IIротонов; вплоть до паст-оящеrо времени 
еще не имеется экспери:м:ентальноrо подтверждения :вооможнос·rи испу­

сJ:.ания непрерывного из.лучения положительно заряжевв:ьпl'и частицами. 

§ 4:. 14:. Угловое рас н редел ев и е р а с с е я 11 н ы х ал е к­
т р о но в. До сих пор 1fЫ занимались .JВШЪ расс:м:отрение:м: вопроса об 
:испуска.еJIЬIХ квантах, не интересуясь распред.ез.ение:м: уrы1ов.че:м:ьп 

э"1е1>тронов. Для болып:их скоростей столшовеввй :Мотт Jtа:холит с.1е­
ду:ющее выражение: 

1 (Q, (.?; :v) = - .. ·- - 1 + -- 2 cos о • z2г' 21te2 Hi d•1 ( 1: )-1 
1 • · 4 т2.1:1 ' J1c il1t '1 ,.,2 1: 1. • 

Оно :яожет быть получено с помощью форму.ты: (36). ес .• 1и :мы будеж 
считать а:1 :и а:2 :иа.лы:м:и. Мы виДЮI, таки:м образом, что ес..1и зJiектрон 
рассеп:ва.ется :вву.rри угла Ь, то вероятность испускания фотона с чаето­
~о.ii, :1ежащеи в интЕ>рвале ::иежду v н '1 dv, равна: 

lj 
sin'-

Hi 2,r;e2 1.'/ :! dv . - ·-- ---·· ·----------------
:1-:t h.c с2 1·1 + 

9 1 
v ·- -~cos, 

1·2 i·. 

Уr-Ао:вое распределение электронов д.1я друш :воs:м:оzЮ1.Х мучаев было 
всследо:ва:ио Ilfupцepoм; получеНВЪlе и:м: резузьтаты, со)IержащиЕ> весь:м& 
можиые фор:иулы, и.1JПОСтриру:ются кривы:м.и, 11риведеИRwш на рис. 59. 
Интересно оцетить, что д.,1я :аlеµеи:пых электронов :из.:~учевие обусJiо­
:влево :в основно:и 9.ilектроимm, отuонеВНЬ1:ии на бо.пыние уцы, )..il.a: 

быстры:~ же мектронов пеет .llecтo обратная картина. 
§ 4,. 2. Р~.~штввиr,те:каа. теория ето.1(КJ1Овеиd~ r,оnровож~ю­

щихея в:sлу"lевве•. Дн расс»отреиия релхтивистскрii теории с столкно~ 



_ве~, сопровоацu:нц~м: :вuучеииек, ''~W ~OJIZЯJil ВOOllo.&IIODМ'IOl(1 
операторо• Гu:я.п.мпа. 1 в ~рке, А&ЯЯой · Дирuо•, а ТIWll:e ~: 
в расскотреиве uea, 1а.рuтер11зующиi вsа.:и:ище,lствв:е: · 1 

1 

н" ее ( 8
; )

2 I q,sin т. р;; · -:,.. 
s 

rAe зл:ектров:в:ые· воJШо&е фуmщии представляют собой решения ур!81-
·ве:ив:а: Двраu .JQIН потепциа.в V и и:м:ellflr, та.кик образом:, по ч~ 

Рис. 58. Рв:с. 59. 

сосrа.:вла.ющп. Для с~яеяв.а: этоrо вы:р~евия с опытпЬIМи .~.а.иных«: 
:иы доцны расс:м:а.трвва.ть 1щnОJiкриt1ова.:в:иый э.в:ектронв:ый пучок, т. е ., 
вычt1СJ1.11Ть сре;в;в:ее значение вы:ра.хсени.а: (43) ~ обоих: иа.чuьШilХ иа-1 
пра:в.nеви:ii сnвиа. llQJШa.н вермтв:ость Jta:IC)l;oro ив в.а.ча.лъв.ых иa.np1r; 

: цец,ий с11ВИа. раввнется сужм:е веро.а:тностей, соответствующих двуж, 
JtOИe'll:[bl)f в:а.прав;1енв:я:м: сщmа.. : 
' 'Ооответству.ющие вычимеии.я до си:х: пор еще осуществлены ие·; 
бъuц1 в в;ядr .WI.ожв.ости функций F, вхо.ц.ящп в выра.zение ( 43'};' 
( с11. §: 6 r.1. IV). Гейтлеро:м 1) бLI.JI o,1i;i1a,i.o преж.южев иетод выч:ис.не111L11~J 
в хотором: потевциа..в: V учитьmа.етсн в первом приб.пжевии. Процеоо:'1 
вuучения ра.ес:il:а.трива.етса: при это:м: ха.к,. .цвоfiвой процесс, сооюл:.щв:i~ 
ив мuоиевия з.1e1t'fJ)oвa nOJJe:м: V и- пооJщqющеrо :вsа.в:иодействиs ец(~ 
с .по.не• c:вeтomtt :квантов, в. резуJIЪтме и.отороrо происходит иcnycu~1 
пе квЩ1Та. ПрJПЩJJп сохрав:еиии знерrии .l(Jt1[ D'l'OГO ДВОiиоrо npqц~j 
у,:ометворается, в:о в общем: о.11уча.е, оп ио.жет яа.рушат.ься ~ np°f:i 
Ie.JtYТOЧJlliП стадий· процеооа; вопущеиие V ио.жеж вав:виь oтuoв:eDtFJ 
э.J1ектро:иа, пе · соировОЖJl;ающееся ВЗJiучев:ве•, тоr,в;а JШЕ яа.пчие, 14~ 

.,:k~ 
1) Hei.tler, Zs. Pb7sik, Sf:, Нб, 1933. 



,;. . ~\-'". ,, 
СJ~нtнИ!НIUя, 0011ровожна10щии1t v~ем 

: vpaoiп 1t создавию световоrо. uаита, . :яо .яе свааа,rо с отuояеи..е.м 
, ;,1.;~е&троиа; оба. ze .М'И процесса., виеме В88ТЬlе, по~са: ПрВJЩl(пу 
сохра.вепв эиерrви:. 

О по•ощью Ie'l'O,JI;& :варьировавв:а: па.рuетров Геiт.11ер пo.ay'IИJI вы:ра,­
жеив:е: 

4~2ui2v.tdwJOdФ 
. ] (&, q'I; ),, 11-; 11) 

h•~( 1- :~~) 

((4) 

r:\e 11н.1;екс:ы: А в: В отаооятса к вачал1,воиу и ЕОвечиому состоваиа:I 
системы. & 1 и П - 1t промежуточшrм. cooтOJIJIIOl:м:. Н BI пре.-;ота.в.uет 

eoooii: .иа.трич:выii э.nе•ент Н3 [см:. (42)] по отвош.ев:яю к соотов:ВILIП[ 
В и I; J"I.4. - матрич:вый эJ1е11евт V по отношению к оостояв:uм: 1 и А. 
Срl](ирова.вие про:изво;~итса: по на.прав.~еиплм: с1rииа.. Для pa3JIIIЧШП 
cocтo1mи.ii и•ееv: 

..... т& 
Состол:nв:е А. Н;_~:ектроя со с&оростью t:., энергией У1 ' Е1; 

· ! l-i•12/c2 
световоi &ва.ит отсутствует. 

С о ст о л: н к е В. Электрон со СЕОростыо v21 энергией Е.,.: световой 
..... 

квант 11•1 ;v;вижется в напраuеив:и и. .. ..... 
С о ст о я и ie 1. Эл.е&троя со с.1.орость.ю v', энер1тв:ей Е': све'.l!овой 

ива.вт <rrеуrетвуе-т. 

1 

v ;i ) .... --;;- /iv ->-
_1_ +--п. 
с~ те 

~ 

Состояние ll. :-).1еtтрон <,,о с&орость.10 v", эв:ерrиеii Е": световой 
..... 

sва.ит h.v ,)l;ВИJ11:ете11 в направJ1.евв.и ri. 

..... ( 1:"!4) ·11' 1 -
с~ '·::) 

1 

2 h,y ..... 
-п. 
те 

ПоJ,робное. вычисление с000:-:ветст:вующв:х: эффеr.тв:вв:ьп: сечепi бшо 
oc:yIЦ&1."lВJleпo l'eii.т;1epoи • Бете 1); так &a.1t резулъта.ты :пи~: вЬ1Ч11с,11еш 

') Il"'itlu ;1.nd fJ<Ill,e. PrQc. l~oy. :-о,·. А., 1,Ю, 83, 1934. 



/112 

ripe)J,CTa.:в.JfSJOT 311Э,ЧВ~JJЬЩilЙ . интерес, ]1(1,[ иecitO.llbltO оста.во:в.п:ся :В:1\· 
n рассiотревии. В:ьппеуu,ва.вишtи автораJОI быАо ва.йдево, что.: · 

. 1 (О а;· л u.· v) = __ ?,2~-- dv Р2 ... d,Q ~ . f Р22 sin.,. (4Е 11 _ 
,,,,:•• ~ -+ -+ ·1 1 

Г,J.е 

1:З7 ·4r.' v P1IP1-P2-PI' t (E.J-p2cos6)' 
-+ -+ -+ · р 2 sin2 i -+ -+ -+ 

- 'Р1 - Р2 -р !2) +1Е;-1 p;cos))2 (4.E22
- I Р1 - Р2 - р 12 1 

1 • 

- - -· 2pi,P~i~_O~~.]:~,Oost __ (4E Е !;1 _;_;i2) 
(В2 -р2 cos 0) (Е1 -р1 cos }.) J

1 2 

+ 2_p2(p1?sin2 0+ р12 sin2л 

- 2pJJ2 sin л sin е c.os О)/(Е2 - р2 cos 0) (Е1 - р1 cos л} ! . 
J 

-+ 
-+ tnt\ 2 -+ 

Р1,2= ,ri_;2Jc1.;•p 
f J. 1,2. 

hv -+ 
--п 

с ' 

(45) 

прич~ су:м::мирова.иие ]Iроизводитс.а: по направ.-~еяияv 110.11.яризац.ви 

исп1сi\емоrо хва:ята. и э.1е:ктроввоrо спина в 11,овечво:м: c.oct'()JIBИИ. 
Проивтеrриро:вав по в~е• вапра.uеии.яи испус1tав:и.я светового в~вrrtt 
'И отuонения 9Jiектрона, поJtучаех: 

(/ (v) dv = Z'l (· s2 )2 Р2 !!!__ { !___->ЕЕ f_22 "-l.~ /~~:! 
rl«l ~7 mc2 Р1 v 3 - 1 2 .Pi'"P2't 

m2c' (J'p'1E
1

;2 li2E1 F1F2) + ::! [ ~ 1'1,.Е2 + 
р,}1 ' Р,Р2 :) PJJ2 

+ P-(E2E2..J- 2 2)+m2c'p( (Е1Е2+Р12)Р1 _ 
р вп в 1 2 1 Р1 'Р2 ?:р р н 6 

1 r2 - 1 2 rl 

- (Е1Е2 + Pi) F2. + 2J!..!1E2:)] lg Е1~ . Pi}!2 - mtc4' } • ( 46) 
Р23 Р1'Р2~ "!1.c2J1 f. 

(47) 



CmoAt."ШНlttH/uя, соnрОfJожоо,-ющ1ня:.я uaдy:w:n111,P-t1 -31/f 

:Jueияs пm:ецва.1 11.уJiояова ПОJIЯ f,11'атистич:есхим: а.rо:uи.ым потеициа..Jом 
110,1,е.1в Томаоа.-Ферив, хы :можем учесть ~ра.вируJDщее .Цеiirтвие 
ато•m,п мехтровов па. рассеивающее ядро. При это:в: 

_ ' z2 ( z2 )2 dv l [ . ~ ( 4 , .) 
€J,-.11(11)dv=-i37 mc:t v Е12 (Е12 Е,;1-) ~1(1)- I~Z' -. 

2 Е1 Е2 ( !?2 (1)-{ lg z)], (48) 

ml!,2/,.v 
r,1,e 1 = 100 ----1 -, а ,11, !fi2 - две фуmщии от 1, прв:ве;женкые Бе·rе 

Е1Еоzз 
и Ге:йт.1ерох в rрафич:ес:ко:й форме. 

15 
• 1 

r 
J[/; 

J~ 

15 

р !О 

' J 

JJ 

1 

J o'--2-s-1r,~1 _20,,-J-,co-l~OD,,_l,,..'OOc---t.-cc'CfJfJ. [,. 
li[P/J,"'IJ!д? Jн[Prll/1 в EД/!lllfl/,1, тсl 

Рве. 60. · Рис_ 61. 

Рис. 60 илJ1JDСтрирует распре;це.невие пнтеясиввости испус~;.а.е:мого 
:иЗJ1учеиия д.п.я ЭJ1ектронов с раs.;Jичшпm вача.nны:м:и энергиn:и. пво 
пеет тот же :вц, что и :в иереJIJJТИ.ВИСТСl'.О:м cJiyчa.e. :зиачитеJJ:Ьно 6о.i1Ь­
ший интерес ·предстаu.яет, и.а.~. )(Ь( у.видя•, опре;цеJiевие потери энергии, 
испыТJii[Ваеiой всJщ•ствие И8JГУЧения быстры:м:в ::1зе:ктроиа:ии. Сре,IНна 
энергия, НЗJIJЧаехал э.:1ек'1'рово:м: с эверrиеi Е1 на. о.uюх савти•етре 
IГf'l'И: 

" 

( 
dE1 ) • j""'h"" d' - ----· = -'-' '/ fJ v, 
dx ' 

r,н\ О 

r.це N -чвело ато:м:о:в в 1 см3. Это в:ыра;а;.еяие :можt>Т 
ана.1итичесхи .цля двух частных с..1учаев: 

1 

(1) Е1 ~ 137mc:.!Z 3 , Е2~ тс'J.. 

( 
dE) Z2 ( а2 )2 ( 2Е1 4 ) - - =N---- -

11 
Е1 ~ lg---,--:- . 

dx rad 137 'ffl.C mci ,;J 
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1 

(2) 

-~~ 

)(и пром:ежJТОч:в:ых зяа.чеяв:й энер1'Я11 можно произвести числевв~1 
'IПl'rеrриромяие выражени.я (49); пОJiучаеIЫе при зто• peзJJIЬT&ТJiJ при-·~ 
:ве~еяы: яа рис. 61 кn фуmщии эффективяоrо сече:явя Qrм, тз.к что~ 

-( ~:{-) rad = NE1 ::7~ ( т::~) ~ Qrad · (51)~ 

.)l;.u сравнения на чертеже прftве.цеяы та&Же sяачеяu эффе&тиввоrо 
-сечен.и.я для потери зяерrии при стошовеии.ях. Иитересяо ()Т)(етить, 
-что по хере увеличения энергии ЭJ1ектрояа потеря зяерrии вwщв:ствие _ 
~uучеяия начинает превьцпа.ть потерю эв:ерrии, обусJiов.пваеиую·; 
ето.вповевияvи. Эш особенно очеви»10 из числеиных ;в;а.вных, приве- ' 
деяяых в таблице 1. Опытиы:е .цанпые Аццерсоиа 1) п р о т и в о ре ч а 'r" 

·Та бди ца I 

По~ "ер1•ив, иеаытываехая быстрым:и. а.,-ек·rроиам:и в реву.1ьтате ивж.,­
чев:иа • ири сто.а:квовеив,ях (в вп.1вова~ во.11ьт на еавтвиетр вути) 

~иерrи.я э.п~в:трона в МИJI.ПИОИ!I,]( BOJrЬT 

1 1 
1 

Вещество I Потер.я энергии .5 10 2.0 50 '100 300 1000 

н~о {1 и3,11учение . 0,0-7 0,16 0,36 0,99 2,07 6,6 22,5 
сто.пкновени.я . 1,98 2,15 2,32 2,55 :!,72 :!,99 3.29 

Cu { 1 
из.пучение . 2,1 4;9 10,9 28,9 61 191 660 
CТOJIKH0116HИJI 12,7 14,0 15,2 0,7 18,2 ·20,3 :!2,5 

РЬ { 1 
в:sлучение . 6,4 14.4 31,4 85 177 :i?iO 1900 
сто.пхповения: 12,5 13,9 15,3 -i7,3 17,3 :!0,9 23,4 

i 

.одяа.ко, этик теоретическим: результатах. Та.к например, Ащерсон яа- .~ 
mе.и'. ч'l'о для ЭJiехтроиов с энергией 3 · 108 ЭJiектроно-воJIЬт потерв:''( 
эверrии на са.итиiетр· пути составшrет тoJIЫW 3,5 • lO'i э.11ектроио-ВОJ1Ьт,· · 
в противоречии с ~еоретичесш зиачение:м: 5,5 · 108 э.J[ектроно-воJ1Ът •.. • 
'Это. р&сI~евие не ·аВJIЯеТСЯ Неожиданным:, 8CJIИ ПрИЮIТЪ·ВО :випа.иие,' 
что .uина волны элехтрова с тахой высокой энергией, ха.к 3 · 108 :~лек-.· 

е2 . 
тронQ~во.льт, хеиъше uассическоrо ра.цв:уса электрона --

2
• ~lы ииееи .: 

те . , 
.3десь ,цело с первым случаеи, &0r.ца. ква.втова.я мexamma. :в ее совре- " 
хевяоi форие оказывается непрпениvой ,цJ1я опвса.иия внщеряых .~ 
11;8.11е11ИЙ. В связи с этп иятересяо опетить, что яовая 9,11ектром:аrиит- 1! 
-яаа: -теориа: Боряа., пр!IШающа.я во вяихаяие электроВИЬli ра,циус ~ 

·;;. 

1) Anknon. РЬув. Rev., И. tOO, 1933. 
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:r O '( = ,:;'i ) , Ао.пша бв:u бы пре.в;ОО381.rЬ, Ч'rО а&ря.11; ЭJ1е1WрОВ.&, про­
RВ.Uющи:йся при ero В8&1(](0)tейС'lВИИ с из.11учеиием: ,цJIIIIПI воляы i, 

" Амжеи быстро уемватъ с ухе:вьmевием: отиоmепя ro ., 

В и3С'Юящее вреп не веется, Jt сожа.1еюпо, оп:ьrипа NШВЬП, · 
-првrо.цяых ДJI.я проверп теории Вете :в: Геи.11ера. .цJ1Я э.1епроиов с бOJlee 
миsкип эиерrиями. 

§ о. СовАаиие пар 
• 

В r.11а.ве IY на.v~ у.же быJI в:ыаснен . .:вопроо о поаuеш nОJiоzвте.а:ь­
.вых ;t11e1trpoяoв в ciimи с ра.ссм:отрениеи уравнения Ди:рuа. Они nред­
,ставцют собой ";а;ырu" в непрер1ilВИО• ра.спре.це..в:евии 8&11.8.'.r.ЬJX оо­
,сrоаиий с отрица.теJIЬВоi 1tинетичео:кой а:верrией и ооо.ца..ютм при пере­
ходе отрица.те.ilЫlоrо э.11еи.жрона п состониия: с отряца.теJIJiнОй кииети­
ческой энергией в сОО!'ОВВИе с по.11оzитеJ1Ьной :кипетичес:коl знерrиеl, 
nроисхоАЯЩе:м: под :в.в.uние:м: ка.и.оrо-п.бо :в(l(О[JЩеи:ия. Таш ВОЗIJЩе­
пРи м:ожет кви'J.ЪСII оветовой ~ва.ит ш иатериа.JIЬв:&![ частица., а энер­
r'1 . .11,· тре6уем:а11 JJ)IЯ оозда.нв:я пары, об.llада.ющей r.ииетичООJЮi знергией Е, 
ра.вп.яе'ЮН: 

2тс2 +Е. 

На оонnвавии общих пр11ицвпов· оохрав:ени.я им.пуп.са. Jierкo ваuю­
'ЧИТЬ, что 9ТОТ процесс BOЗJIOZeн TOJIЬKO ;при . ВUIIЧВВ. треи.еrо теn., 
-способноrо забрать имишя:ий И)(ПJJIЬС. Таш третьии тeJIOI :м:ткет 
nитьса: а.топое ядро; при !IТО:И пары будут образовываться вбаиви 
ядер и силовое пOJie .ядра будет иrра.ть :весы~:а существеввую ром. 
:& :пои: процессе. Мы рассмотрu здесь простейший CJIYЧa.ii - соо.цавве 
пар в резу.иьта.те воо,11;ействия световоrо R1fа.ята.. 

§ о. l. Оозда:в:в:е пар еветовыии вва.ита.ии. Создание световЬl}( 
uа.втоI пары, в :которой отр:в:цате.пьиый э.в:ектроя обладает эверrяей Е _, 
.а положите-Jiып.ш злектрон - эверl'Ией Е + .. пре;в:ста:вuет. собой процесс, 
..обратиы:й, в тер:м.одииа.м:ичеОitО:и C11ШCJJ.e, процессу вuуч.енв.я Dа.вта 
,о :1верrиеi Е_ +Е+ uеитров:о:и, энерrия :которою Е_. Это .а::в.аевие 
:v:ожет быть, тa:r.D обра.оо11, ра.сс:иотрено с по:иощью форхул, пр:иве.в;е~­
JШХ в § .{.. 2 и: хорошо :и.ввестш.п ооот:вошеmdi :иеа:.в;у !Jффет:в:шш:ки 

-+ 
.ceчe!UIJlм:и дм испrс1н1.RИН и поr.11ощеиия 1_>. Ес.1:и р и Е-ИIПуnс :и: 
эиерrии отрица.телъиоrо элехтрона, об.llа,в:а.ющеrо отрвца.тет.:яой пнети-

-+ -+ ' 
1:ООЕОЙ t1иерrвей, 3, - р ( = р +) в - Е ( = Е +) СООТ;8~ТСтву.ющие ве-
..пчииы д.п: положитеnноrо элеитрона., то )(JIJI .цяффереициа.в::ьн.ых сече­
ивй, ОТDечающвх ооз.ца.ии.ю па.ры световы:и :ква.ито:и hv [првчеж эиерrил: 
-мрицаrеJ1Ъноrо эJiе:ктрова. лежит в ииервuе xe.в;icr Е_ и Е_ +dE_, 
11, ваnрав..:~:ев:ив: .ц:вижевп отрицатuьиоrо и положиu:ьиоrо зле:ктрояов 

;заиючеиы: ВИJ'fРИ теяесиых yrJioв dФ _ и dш + вб.пзи вапраuениi, 

1) Mivм, РЫI. Vag .. ii, 209, 19'35. 
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хара.1trериsуем:ых уr.шwи (fJ_, ~ _) и (fJ +, -:р +) no отвоmени:ю :к: ва.nра;. 

11леви:ю па;в;ающеrо nаита. 1)] пuуча.е:в: 

.r,11.e 

1, (6_, ,_; &+' <:r+; Е_) dE_ilФ+ilФ- = ~ 
'ii"l. _,. р .Р ' ~ ·~ 4- -4 

, ,FJ" .. - ,.. 1 1 1 - ·· - .. --~-·s·~ РтР -р Х 
. 1R1 2т.: р + . 

, .. 
;;!:: • 

Эта фор.иу.ла си.метричв:а отиос:яте.:~ьно Е_ и Е+ та.к хах она нылt>тс.11 
при6.пzение:к первоrо порадха; о.циааю, ,ЦJiв: бо.lыпих зва.чев:в:ii :шepl'JIИ 
аспметриа: всеr;в;а доJJ.щва б.ьгrъ :иuoi :в: эта фop»yJr& бу~ет .~.а.:вать. 

1) Bвthe and Beitler, Proc. Roy. Soc. А., НС, 83, 1934. 



Соада.ш,,е ш,р 

:,~;остмоuо .хорошее праб.пжеяве. При Е _ и 1'! + ~ mc2 она. зяа.'DI-

те.в:r.яо "упрощается: 

Q(E_)dE_= 

4-7,!I ( s2 )t . Е_ 2/{r.2 + :- Е+Е- ( 2Е Е. 1) 
-- --- -- dE Iи - -.- - -- i'54) 
- 1:17 шс2 - (/tv)З е hvnц:' :J • ' 

~&r :лqJа.в:и:роваиu:л может быть учтен точно таш же образом, 1:а.х. 
JI при раес:котреяии .а:uеяв.i иЗJ1учеии.я:; при :~то.м: поJiуча.е:м:: 

, . ZJ ( г2 )' dE _ [ 1 ( 4 ) Q•E )dE =--\ -··-·· (Е 2 -.-Е.'} Ф1 (1)--lgZ + ' - - 1Н7 mc2 (h.v)I - • -1;= ' 3 

2 ( , 4 )] + и Е_Е+ f 2 (1}-3 lgZ , 

1 

i = lOOmc;1kvZ 3 /Е Е, . - -.- (55) 

Ра.спреде.аевие энерrии пар ш:юстрируетси рис. 62. Д.U пвnп 
ша.чеииi :1иерm rtривые до..JIЖиы бWiи б.ы обладать захетной асипе­
трв:еii, отсутствующей на рис. 62: 
~.1111 больших ниерrв.i эта асии•етрия ./J 
оч:евь мuа.. Сре,11;ииi уrол »еж.ду 
на.прамевием · движени.я: nа.р.ы нJJe- .,2 
хтроиов с :с~яергией Е _ и на.праuе-
нв:е• движения шtда~ощеrо кванта --

111t2 
поря)I.Ка Е = , та.к что при боJiъmих 
.:шач:еию[I нвергии эJiехтровы в:ы:бра­
сы:ва:ютсл преим:уществевво вперед. 

Поmое сечение, nщчаемое в ре-

50 

10 

зт.~1.та:те иитеrрирова.mrв. Q(E_) dE_ о о., o.z O.t од о.а 1.0 f."2 f.4 (f 
110 всем нn:ep:rиmr (Е_} отрицате.п.- .• ~::г,; 
иоrо э.1ект1>она, имеет с.11.е.цующий 
.ви.1.: 

Р11с. u::? • 
1 

1. F:С.11и ,пе:~~ hv ~ I37mciZ 3 

€/= (~~-.)~ zt_ (~1g~- 21~-). 
тс2 1 :17 9 m(f4 27 

(56) 
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В oom.iiьиJп CJ1fЧUX Q •oze, быть JЮ1учеяо пре• 'IИс.lев:ваrо ивтй; 
rрвровапи.а:. Ояо пропорциевuьно ~ату ·ато:мвоrо но•ера в бы~· 
ВО8р&СТ&И с у:ве.Jичеnе• чаетотн 08.И'l&, u.-r. это по&а.8&110 ва. рис. 63. 
ДU проверхи . этой теории: :иожв:о воопмьаова.тьсв: oПiimLJIИ, отвом­

щв~с.а: Jt · попо1r1 J!Оr.в:ощевию 1-.11.уч:ей в ра.з.пчш,п :иа.териuаL 
Поr..цощ~uе обумоu~mае~юв тре•J1 процесспи: а) эффеиои KoJI.П'l'Oв.a 

-,аоо 

Рве. 68. 

с аrо:кшахя u:е&трояuи, Ь) ФО· 
тоэлехтричес:кик эффf'хтон в 
с) обр880:ванJiек н.а:р. Ра.сеея­
вие, обусJ10ВJ1еииое первш 
.nуи.я процесса.Jr.и, может бlil'l'ь. 
вычислено с по:м:ощью форifЛ.Ы 
К..Вейв:а.-Нишив:ы 1) n реJI.яти: 
ввстСJЮй теории фотоа,1е:ктриче­
с~wrо эффехта. 2). Оста..;r:ьваа 
часть иоrJiощевия очеm. хорошо 

cor.J1acyeтcs с вепчивой, вычв:­
с.Jiевиой на QС!Jоваяии приве­
.11.ев:вых выше ·сооора.жеяиi от­
ВООИ'l'еJ[ЬНО обра.80В3В1UI па.р.· 

Cor.J1&Cвo теоретиче.с:ки• 
да.ввн:и, при яа.л1пи :ква.вто:в. 

о бо.nшой эяерrиеi (1'.У > 50mc2, 

ироцесс поr.в:ощевиа qбус.10:в.пваетсJ1 в оово.ввои соsдавиеи пар; веиз­
:вество, о.цв:ахо, при:иевв:ма. п Эi'а теории в щчае к.ва.вто:в, об.l~-
щв:х cro.n. боJiыпю.:" 8Ва.чеииек э:иерrп (с•. § 4·. 2). · , 

Раоохотрев:вые в.:ыше выuс.11еви.в: ВВJ1.111ОТС.11 rro'lllbl:ии. 'ЮIЫЮ в rо:к ·.z.2 . 
~ел.уча.о, хоr.да ht; ~ 1 и схорооп: обоих ЭJJ.ехтровов ве;аики; эти умо-

:юr.я удо:uетвор.111Dток/ ожив.хо, )l,IIR бо.п.mвв.отва ваиоо.11ее существевиыr 
щчаев. В противв:о:м с.1.уча.е •'11 до.umы по.вЬ30ватьса ·точной фор:ву­
JЮЙ (42). Сооmетствующие :ВЫЧИС.181ПU1 с ПОIОЩЪЮ этой фор:му.11ы бWDI 
проввве,~;еВЬI Н11ШJ1:иой, То•оиаrой и Оа.амой В), а. также Оппевrепероw 
и D.1ессето:и 4). Dмуч:еВJШе пи: резумтатv :когут быть upe~c:raueи:ы 
.в CJJeAJ]OщeI ви,1.е: · 

J.~+~1. ~-~1, ,Ze2jh{J~}. 

Qпча = ;
2 

(-1:7 )
8 
( ,::2. У [ !: 9 

( 
z )2 ('Jl:1 )] f.,.?i · ~+а~+· 

+ J'ij7 ~· + \ ~2><1-ic -1)(1-e-!!lrt~) ' 
!J . 

1) Кшn nnd Niвhina, Zв. f. Physik, i2. 8бЗ, 19"}.8. 
2) ]fdll, Phys. Rev., Q, 620, 1934. . 
З) Nidiм, Тотом,gа and 80.lшto, Sci. Papers, Iost. Рh7.в. Chea. R.ese&Юh, ~. 

,i - 5, 1984. 
Oppenheimeт and Plшet, Pl.7s. Rн., И. 53, 1988. 



g= 

а. i, - сsорооть рассимр:вваехоrо uеирова. Нuвчве ч:.1еиа, с~р.ж.а­

щеrо (е2Ч+-1г1 , приводит к звачпе.nвоку ухев:ьшеmш эффt!пив­
ноrо сечевu.; а также обусJЮв.пв.ает ,peзRJIO асиJП1етр;ию _распре;в,t".zе­
:вва схороо.rей испуохае:мых поsитрояо:в. Э-Х-от ЧJJея 000'1'.ВеТС1-вуе-т си.1е 
~в:а :между цро:м я .поsитронuи. 

... ze2 
При условии ~±<Гс уrловое распре;r.е.1евиЕ! поsитроио:в, а. т-a.ure 

отрицате.в:ь.яых з.леироно:в ав.и,яетсл равво•ериым по отвоmевию & ва­

пра.в.11еп:ю пцwощеrо хваита, 0.11,вако :вероапость соs;в.аиил пары 

· .в е;в.ив.11це 'l'eJlecнoro уrла. ОJiлетса ха.:s:еимuышй в то• CJIJЧ&e, :и:оr;в:а 
на.nра.ВJiевия обоих П&JJНЫХ з.пехтронов совпа,цшот :иq .я~ проти-

z..2 
:вопо.11ожяы•в направлевию пцающе~ uавта. При ~± ht уr.110:вое 

распре;~;елеиие частиц ка.ж,цоrо COpi'a, а. та.кае пар пем: :м-аl(-.и.мr­
:в в~евии, перпеццвку.1я:рно:м иа.прав.11евJ(]О па,_~rо ._-.alt'Ja. 

_ll. ~+ 1; ~-<1; .za2/м<l. 

_ Е dE = 4'ittnc:l ( Z )2z(-~-)2 dE_ . 
У( _) - , 137 ·WЮ2 (1-tГ':'11-) 

Сра.вшr.:ваа зто :ll,l,ilpazeяяe с :выражением (54), нахо)l;ВJ(, Ч'1О при ,1;.111-: 

во11 з.яачеш "" процесс, при ltO'l'Opo:м обе частицы oб.aa...WD'.1' бо.п.шо-й 
энергией, .IШIЛетсв: бо.аее вермтв:ыv, вezeJiи процесс, при JIOТ'OJ)O!II. 
DOJlwitитenв:ый 9о11е&троя о6J1а,цает бо.11ъшоЙ" схороотью, а отрицате.iыrыii 
•ЗJlеирон - JIUOЙ CJtOP,OCТЪIO; СОО'l'ИОШеRЯе v:ежду вероRТВОО'l'Л:МИ М'lli: 
процееоов: 

;:;(21g 2~~1). 
llooиpoШil при это11 .,цвжутсн nрепущест:веmrо впере,1., а. O'J])~'J'e.U.­
]{Ji[e эаировы обJtа,в.ают ра:вво:мер.иыи yrJJo:вы• ра.спрв~.11еввеI. 

Ш. ~+<1, ~- ~1, Zs2/J1c~l. 

Q(E )dE =4 .. (mc2)(···_!___)'lz( st )2~~Е-+--. 
+ + kv 137 tnc:1.. (е2~-.+-1) 

Это выра.жевве зва.чите.J1Ы10 иевыпе, яехми в сутучае Jl ~ вцу в.а.1и­
чиа сп отта..пи:ва.вил ке,жду Я.JJ.рои и пооцтровом. 

§ 6.2. Оов)ОШве пар •атерва.nи:ы.JО1 ч.аеrв.11,а.ив. ТеоретичесJЮЕ> 
_расеиотревие :вопроса. о 008,l.авии пар Iа.i'ервµыnаи ч~пи J('.JIО.Ж­

вветсв те• обсто.яте.nст:во11, что сооца.ю:ш,ая частица •ожет nере.цавм:ь 
жри Э!ЮК процессе .11Jобу.ю ~ с:воей пер-оовача.11ышi эвергQ, юr;.;а 
u.x :в пре.n~дуще• с~ при сооJJ,авии пар:w. светоВJП :к:вавтои 110-



1l§ii:Y~'\; '°~ ,-;r·, ';': .-~ ~~.11я;ов~~~ ,",,i;;;p:I ~;ь.лiтовеii;й;~ ,, -. 
с.аедввй nepe)l;a.:вu оою свою э11ерrв:ю. Гейт.1ер и Норю.-еЬ 1) · рм:в 
хетод раоохотревиJ этой 33.,11,&Ч:И, аяuоrИЧJIЫЙ xeio.JQ' l'eiiтJiepa, прп6i 
.веином:у :в ~ 4. 2 при рассхо:rрении испуска.вп .нuучев:ия я совха.яцj 
пар Cвe'J'OBW( к.ва.вто:м. Этот :кето,; бы.л прижевен выmеупmо,иут~ 
авrора.ми с вычимению 9ФФе&тиввоrо сечения ДJI.11 со:i,цанu па.р тае­
.JIЫ)( и: частвцажи; получаетсв: резу JIЪта.т: 

' ( 1 ) 2 ( si )2 m2X "-7,, 2 ( Jl Х, )2 
Чn&'!" = -1:t'i mcii ..lfi (Е1 .=__;l

1
ct) 1 - х: ~,;,: ' 

rде .Jf 1 и .J/ 2 - покоащиеся vассы ста.л:кива.ющихса частиц. Ча.стица.,..t · 
пред<,'Тавли:ет ообоi па.дающую частицу, ее полная :шерrил равна Е1 ; l1г и:: 
J:2._ 3а.рзды: обоих ядер. Это выражение приводит к 0•1еиь v&JIЫ:м аиа.::. 
ч:еви:я){ :,ффеи.rивноrо сеч:еиял ~'1.а: соsдаиия пар при стол:&но:вевюа: 
между .mбы:11:в: ндра:v:и. от:ку,1,а следует, что :~ти: процессы не :иrраю1i 
существенной роли. 

Bropoi :во.а»:ожв:ыi подход рассмотрение соодав:и.я 1rap ка.~; в:еупру-· 
rого <,'ТОJПШовеяяя ш1,.в.ающеii · частицы: с свсте:иой, состоящей из H.JQ)a. 
11 ~1.1е1.тровов, обда.дающих отрицате..1:ьвой &1Шетич.ес&0й энерrиеi, пр:ичюt­
ЗJ1ектрои цереходи:т из соотоавиа с отрицатедъвоii в состояние с nОАожи­
тельпой квветв.че(жой :)вергиеii. При расс:иотревип соз.](апия па.р электро· 
н&м:• :v:ы хожех воспо.тьзова.ты}JJ qюр:кул:о:п: ( 8), I',Це с1tа...1ярвыii и векторный 

-+ 
потенциа.1ы: 'f· и rt опредеиютсл с ПО]lощъю значений тока и IUотвости. 
<;оответст:ву:ющих пере:ходаи из состоянии с отрицате..1ъвой в состо.явиJi 
с пою)JОтеJIЬвоii пяетическоii энер1'11ев. При нто:и 3аuа.здывав:ие учи­
'rываетс.а в тох :.Бе прибли:.жении, что и оота.u.ные ве;1ичивы:; :иожио. 
'l'aк.me ввести в расс:иотревие зффеат нJiеи.тровиоrо об11:ена, подобно 
'l'Oll'f ка.к :н•о б:ь1...~о уха.sав:о в ~ 2. Подроб1:Ше вычие;1ениа очень 
сложЯЬJ: в настоящее вре•ж rna за.дача. еще не решена поляоотт.ю'2 ). 

, . 
§ 6. AшrI.TЯ:D;IЯ ПОJIОЖИе.п.ны:х .)JIОКТро:яов 

Но;южит~.аьв:ыi :.Jдектрон пре~став~mет собой ва.ка.втное состоа:в:ие' 
11.,и "»1p1ty" в непреры.вао:и распреде.аенни эJiестронов, обАа.ца,mщих­
отри.цатеJiъвоii: 1tияетическоi зверrиеi; веете.а: по::Jто:му сонеч:паи верол,- , 
в:ос··п. заполвеняа: дырки электров:о• в pesy.JJЬ1•aтe столmю:веии.я. Подоб- · 
воrо Р~Аа. процесс приводит к анв:в:1•uвцив как по.110.житмьноrо, таЕ ~ 
отрицате.аышrо эдектронов, с которш происходит ст0J~к11овевве. ПрI.. 
..~тои il:Iemcя с..:1едующие :возvохв:ости отдачи и3быnа ;шерrии: 

а) Путеv иа.тучеви.а:. 
1. Иоnусмяие .цвух пантов. . 
II epexo,w. н.11.е&трона :кеж.)Q' дву:ин СООТ{)ЯВИJIП cвoбo)l.}loro .цввzеJП1,r, 

](Оже,· петь •есто то.1uо при рдовре11евво11 иопусхав:ии двух пантов, : 
та1r ка.к тош.10 в ::~то• случае JfOZ~т удоJ1летворl!ТЬШ[ ва1оа сох:раие:яи,а: 

••п:т.1wа. 

1) Hгitkr und Nordl,eit11, J. (е Phys., 7, Ш, 1Ш. 
, :!) Uк. Furry and Cerlжm, Pbys. Rет., И, 237, 1933; Imndau und Lifs1tU.z-, 

Pbys. Zs. 1ler Sowjetunioя, 1, Щ. 1934:. 
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i Испrс&~е одв:оrо uа.в:та.. . 
. -Ео.п СТОJ11ШОВ0НИ:0 отриЦ&Т0JIЬВ:ОГО И ПОJIОЖ11Те.11Ы[ОГ0 вле:s.троиов 

п.р.о:кеходит вблизи н.цра, -nооледяее :может ва.брать избытоqв:ыi ИИUJJIЬC 
и цроцесо аняигпяции :может, та.пи образом, проиаойм, сопровоЖ)l;а.ясь 
11злу-qев:иеи одв:оrо кванта. 

б) Эффект Оже. 
В этом: слуqа.е избыто& зв:ерrии за.бира.ется: вторЪIИ отриц'1.тельв:ым: 

.9Jlе&тр:жои. :Может иметь место, таким обра.зом:, одвовре:м:енваа: анв:иrИАl[­
ция пожожитеJIЬяоrо электрона. и атоив:оrо К-9Jlектрона, при . хоторой 
ивбыток энергии переходит хо второиу К-зле1tтров:у; в результате чего 
пocJie,1;яwi: вы:летает из а.тома с большой положитеJlЬllой кияетиqес:~tой 
эяерпей. Эror процесс совершеяв:о а.в:а.лоrиqея, та.кии образом, вффехтr 
Оже. 

Первый ив этих. трех процессов являете.я наиболее существе1D1J,U1, 
вероятность его бы:ла. впервые вычислена ДираRОI 1) и Оппенrейиероv: '). 
E6.11I Е-зяерrия позитрона в единицах то2, то вффехтивное сечение 
Jl;ilfВ: аивиrиляции, сопровождающейся ИSJiy'leВ:ИeJI двух хва.нтов, равв:о: 

"" 1t1•Z 1 [Е'1+4Е+1 2 , ] . 
mloSv Е(Е+ 1) !. lg;{ E+(E'l-1) }-(Е+ 3) , 

(Еа-1)2 

rде в - зарц 1 адра.. Это приво.в;ит к следующп зяаченио: ср"едве.li: 
.ЦJIIШJI. свободного пут;и в воде: 

Таблица. П 
~••а своliодиоrо в7т11 ври aиJIJlrJt.iiяции и эффевтиввый •робеr· 

ио.а:ожитеп.иоrо ЭJiевтров;;~ 

Эяергин. в м:u.п:иояа.х ВОJIЬТ ' 

200 100 50 
1 

20 
1 

10 
1 

5 2 
1 

1 0,1 

ДJ1ива своб. пути 

1 
D см. . . .. . 8 471 ~70 133 78,8 47,6 25,9 17,5 7,2 

Эффект. пробеr 

1 
·в см • • • • • 52 28 16 ,7,7 4:,3 2,2 0,9 0,45 0,05 

Веро.ятв:ооть а.нниl'ИJl.яции nOJio:житeJIЪнoro .злектрона при ум:еньцrеяии: 
эв:ерrии от 2 Х 108 воnт до 10° вольт соста.влв:ет, та.к.им обрм.>х, при:~ 
J1ерно 0,36. 

~ 

Строrое доказательство воsм:ожности подобного рода процесоа даете.я 
оп.ы:та.:п Тэррав:та. и Грэв: S), а. тыже опытами Штa.reJIJI и Кетема.ра.-~) 
по иауqепию аноиuьв:ого поrJiощения т-лучей адраv:и. В .этих оnытз.х 
бшо яайдеuо, что имуqение, соответствующее ква.пту с энерrиеii: 5 Х 101> 
эJiе:sтрояо-вОJiьт испусsа.етсл все•и веществз.ми после процеоса. погло-

~) Diтac, P!QC· Camb. Phil. S~c., ~· 361, 930. 
1
) Орргпhг~тгr, Ph,ys. Rev., 8i), 939, 1930. - · 

1) Tarrant a.nd Gтау, Proc. Roy. Soc. А., 188, 662, 19J2 и 14:3, 681, 1984. 
4) 8tаЛгl a.nd Kгtгlaar, С. R. Acad. Sci. Pa.ris, 196, 1664, НМ3. 

21 3&&.8'7.Teo,PILII атохных стол:повеаяl. 
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ще:япн 1-лучей. Эта энергия как раз и представляет собой энер .. 
каждого из квантов, излучаемых при аннигиляции положитеJJ.ьно· ., 
электрона с :малой кинетической энергией, имеющей :м:есто при сов.цапи: 
пар 1-луча:ми в поле ндра. 

Второй из вышеуло:мянутых трех процессов был впервые рассvотр . 
Ферми и Уленбеком 1) (в нерелятивистском приближении) и несколь 
позднее Бабой и Хульмом 2) с помощью :метода, при:иенииого для быстры : 
позитронов 5). Этот :метод представляет собой интересное рмвитие инте 
претации положитедьного электрона, как неsаннтого состояния с отр , 
ЦМ.'еJ1ьной кинетической энергией. Вероятность спонтанного переход , 
электрона в состояние с данной отрицательной энергией вычислялась.· 
при этои сначала в предположении, что все эти состоннин являютс · 
nеsаполненнымн. В действительности толы:о некоторая долл этих со·; 
стояний нвлнетсн незаполненной ( те из них, которые соответствую 
позитронам), так что это значение вероятности должно быть у:иножен()J 
на отношение числа действительно свободных состояний с отрицатель~ 
ной энергией (число это определяется интенсивностью пучка позитр~ 
нов) к общему числу таких состояний. Получаемый при этом ревульта 
дает искомую вероятность излучения. . , 

Для атома с ядерным зарядом Ze эффемивное сечение д.лн анниги-,-
.1lНЦИИ, обусловленной двумл К-электронами равно: 1 

. ~::s ( 2;;2 )бZ6 (1 ~\)S [-: + 11(;___:~) {1 + ~; lg (lr$~)i}] ~: 
1 

где i = (1 - ~2)2 , ~ = vf c, а 1; - скорость позитронов. Эта фор}[ул&
1 

при:иенииа только при ~ > 0,8. Это эффективное сечение значительно:, 
:иенъше эффект'ивного сечения, соответствующего первоиу процессу/ 
даже в случае более тяжелых ядер. Для свинца процесс анnиги ; 
ляции, сопровождающейся излучением двух квантов, оказываетса:< 
в 20 раз более эффективным, дл.н: кислорода - в 1 Об раз (ДJIJI no:.ш-:-i' 
тронов, энергии кот·орых превышают 2тс2). · .. 

Процесс анни1 и.r..н:ции, сходный с эффектом Оже, был ра,сскотрев1:; 
с теоретической точки зрения Врунингсом 4). В этом случае :может быт:t.,. 
Jiри:м:енена непосредственно формула (6) § 1, если :мы будеи рассма-i 

4 .• 

тривать потенциалы qi и а, как соответствующие переходаи ато:иног<i:: 
электрона из К-уровня на свободный· уровень с отрицательной кинеА 
тической энергией, оfiнаружиnающийсн в виде nадvющего поsитрона- · .. 

;, 
Вычисления по:~.аsы1:ают, что вероятность этого процесса нвл.н:етсз -:! 
:иакси:малъной в том случае, когда энергия nозЕтрова б;шзка к энергии: 
связи К-элеирона; в это:м: случае она окаrываетс.н: одного пор.н:дка..: 
величины с вероятност1,ю второго из рассмотренных наии трех Еозкож-; 
ны:х: процессов аннигиляции. 

1) Fermi and U//lenbcek, Pbys. Rev., 44, 510, 1930. 
2) Bahba and Hulrne, Proc. Roy. Soc. А., 146, 723, 1934. , 
В) См:. также N,.~hina, 1 omonaga анd Tamaki, Sci. Рар. Inst. РЬув. Ch1m. Res.,.·; 

Tokyo, 24, 4-1~. 1934. ' 
4) Brimings, Pbysica, 1, 996, 1934. 

ГЛАВ А X\'I 

ЯДЕРНЫЕ СТОJIКНОБЕНИН 

В главе XV вами был рассмотрен один из возможных типов столк­
вовений, при которых взаимодействующие частицы обладают большой 
1шнетической энергией, - именно тот случай, когда одна из сталки­
вающ:?.:хсл частиц представляет собой быстрый электрон. Существенвой 
•1ер;,ои теории._таких столкновений является применение рел.н:тиnист­
скои квантовои ::механики в той ее форме, в которой она существует 
в на~тоящее время. Мы перейдем теперь к рассмотрению столкно­
вений между атомными ядрами, движущимися с большой энергIIей. 
Благодаря большой массе лдер такое дви.жеnие не должно быть непре­
менно связано с большими скоростями, так что релятивистские сооб­
~аженил не являются в этом случае существенными. При эток должно 
оыть вве~ено в рассмотрение повое обстоятельство - природа энергии 
взаимодеиствия между рассматриваемыми частицами. В настоящее 
время не существует теоретических представлений, на основании кото­
рых можно было бы вычислить эти силы взаимодействия; наша 1:1адача 
будет заключаться в получении сведений об их природе на основании 
эксп~риментальных данных о процессах столкновения. Прежде чем 

, п~реJJТИ к рассмотрению этих данных, иы остановимся вкратце на 
существующих типах акспери:мептов, относящихся к кругу интересую­
щих пас вопросов. 

§ 1. 3кс11ерю1ентальные методы и результаты 

§ 1. 1. Опыты, при которых наблюдаются: упругие столкновени.а: 
.я:дер. Эти опыты, заключающиеся в определении интенсивности рас­
сеннин пучка одинаковых .н:дер другими .ядра:м:и (в газообразно]( состо­

янии или в тонких пленках), иогут дать ценные сведения по интере­
сующи:и нас вопросам; однако, вплоть до настоящего времени они огра­
ничивались изучением рассеяния а-чаетиц 1) и нейтронов 2) (в послед-
-------

1) В водороде - Rutherford (Pbil. Mag., 37, 537, 1919) Chadщick and Bieler 
(PЬil. Mag., 42, 9:J3, 1921). В тяжелом водороде: Rutherfo~d and Kempton (Proc. 
I:,oy. Soc. А., 143,. 724, 1934). В гелии -Rutherford and Chadшick (Phil. Mag., 4, 
605, 19:Л), Chadwick (Proc. Roy. Soc. А., 128, 114, 1930), JVri.qht (Proc. Roy. 
Soc. А., 187, 677, 1932). С щ~уrими.легки:ми лдрами-Вiеlеr (Proc. Roy. Sot. 
А., 100, 434, }924), Chadwick (Pbll. Mag., оО, 889, 1925), Reitzler (Proc. Roy. 
Soc. А., 124, lo4, 1931). · 

2) Meitn~r and Philipp, Naturwiss., 20, 929. 1932, ZS. f. Pbys., 87, 484. 
1934! Chadwick, Proc. Roy. Soc. А., 142, 1, 1933; Bonner, Pbys. Rev., 44, 463, 1934: 
Kurie, Pbys. Rev., 44, 461, 1983; Иonod-Herzen, J. Pbys. Rad., Feb. 1934. 

21* \ 
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нем: случае наблюдаю1'сJ1 лишь отброшенные нейтронами ядра) весьи&· 
ограниченным числом легких .ядер. Наиболее интересные результатьr, 
могли бы быть получены при изучении расселпин протонов, а также', 
диплонов (дейтонов), однако практически подобного рода опыты до, 
сих пор осуществлены не были, хотя экспериментальпал техника нахо-;, 
дитсн на достаточно высоком уровне развитил, чтобы сдела1'Ь пх осу-/ 
ществимыми. 

§ 1. 2. J>асщеш1ение .ю~;ер и их возбуж,;ение. 
типа при столкновении наблюдаетсл расщепление 
может иметь место: 

а) расщепление ядра, связанное с захватом падаю-i. 
щей част и ц ы 1 ). В этом случае при столкновении имеет место пере- 1 
распределение частиц; подобного рода столкновения могут быть отнесены:, 
к общему случаю столкновений с перераспределением, рассмотренных·· 
нами: в главе VIII. Типичными примерами могут служить реакции. 

8Li7+ 1H1 -+ 2He4 + 2He1. (I);: 

iD2+1D2.-+1Hs+1н1} 
2Hei+on1 

7N14 + on1 --+ r,в11 + 2Не4 
13А121 + 2Н:е"';-+ 14Siso + iIP } 

1-+ 15pso + on1 

В"" опытах этого рода применялись весьма разнообра;шые ядра; больmа.в: ,, 
ценность их заключается в обнаружении и исследовании доселе неиs-;: 
вестных лдер. Так, например, реакция (2) приводит к открытию новых; 
изотопов водорода и гелия. Самый факт существовани.я и стабильност:11: : 
этих легких лдер нвлнетсл весьма существенным длл построени.я тео- ' 
рии вsаимодействи.я ядер. 

В некоторых случалх ядра, получающиес.я в результате преобразо- '· 
ванил, оказываются нестойкими и могут распада.тьсл подобно есте­
ствевным радиоактивным элементам. Такал искусственнал радиоактив­
ность впервые была наблюдена супругами Жолио 2) при изучении бом- ,,i 
бардировки лдер сt-частицами; последующие опыты Ферми 3) и ero \ 
сотрудников показали, что это явление наблюдаете.я длл очень многих,( 
элементов при бомбардировке их нейтронами. ' 

, Ь) Расщепление н дер, не с в н s ан но е с захват о :м: ч а.­
ст и ц. В этих случаях мы имеем дело с процессами, сходными с иони­
зацией атоиов электронами. Подобного рода процессы до сих пор 
наблюдены не были, хотя имеютсл некоторые указания на существо- : 
ванне реакции 4): 

012+ пl--+ 3 Не4+ пl 6 О 2 О • 

1) См. Chadшick, Featlier, Cockcroft, Oliphant, Intern. сонf. on Physics, 
don, October 193+. 

2) Joliot, Comntes Rendus. Acad. Sci. Paris, 198, 254:, 1934:. 
З) Fermi, Proc. ~оу. Soc. А., Н6, 483, 1934. 
4) Chadwick, Feather and Davies, Proc. Camb. Phil. Soc., 30, 357, 1934. 
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с) В о з буж де ни е н д е р. Этот тип столкновений аналогичен 
1'ИПу Ь), с той лишь рз.зницей, что лдро не "ионизуется", а возбу­
ждаетсн. После сто.nкновенил избыток энергии возбужденного ндра 
излучаетсл в впде 1-лучей. Косвенные указания на возбуждение неко­
торых лдер нейтронами были получены Ли 1 ); сt-частицы нвллютсл 
в это:и отношении значительно менее эффективными. Возбуждение 
ядра лития, переходящего в состолние, которое лежит выше нормаль­

ного на б Х 10° эл.-вольт, происходит, однако, достаточно часто при 
столкновении его с сt-частлцами; имеютсл также некоторые у1,азави11 

на подобного рода возбуждение лдер азота, фтора и алюминия. 
§ 1. 3. Сто.11кновения, свя3анные с и3.11учением. Сюда отпослтсн 

все лвленил, связанные с непосредственным взаимодействием ядер 
с полем световых квантов. Наиболее определенные экспериментальные 
результаты в этом направлении относлтсл к расщеплению ядер 1-лу­
ча:ии, с испусканием нейтронов. Реакцил этого типа: 

(6) 

впервые была наблюдена Чадвиком и Гольдгаберо:м j, J. 
Ииеютсн также экспериментальные указания на большую •веро.ят­

ность обратных процессов - соединения лдер, сопровождающегос.я 
излучением; однако, как мы увидим в дальнейшем, с теоретической точки 
sренил этот процесс весьма :мало веро.ятен. 

Перейдем теперь к теоретическому обсуждению этих лвлений. При 
этои окажется удобным рассматривать отдельно столкновения с уча­
сти ем нейтронов, так как характер их взаимодействия с лдраии, бла­
годаря отсутствию у них зарлда., существенно отличен от вваииодей­
ствия заряженных лдер друг с другом. 

§ 2. Сто.11Rновепин: с участием нейтронов 

Существование изотопов свидете.цьствует о том, что .между нейтрэ­
на:ми и ядра.ми должны существовать силы притлженпн; нет никаких 

оснований ожидать, что э1и силы могут менлть свой знак ( ва исклю­
чением случал очень малых расстояний, что соответствует возможной 
неполной нроницае}Юсти ядерных частиц). Мы можем поэтому ожи­
дать nаличил полной аналогии .между столкновениями нейтронов с яд­
рами и столкновепилми эле~.тронов с атомами. Рассмотрим сперва слу­

чай упругих стоюшовенпй. 
§ 2. 1. Упругие сто.юшовения )te.a;,тi;y нейтронами и н:драми. При 

уче•rе аналогии этих лвлепий со столкновениями электронов с атомами 

сразу же возникает вопрос: можно ли в Э'l'ОМ случае ожидать наличия 

эффекта ана.1югичного эффеК'l'У Ра:мзауера-Таунсенда, рассмотренному 
нами в главе Х. . 

Длл того ч1.обы эффект Ра.мзауера-Таунсенда .мог быть наблюден, 
необходимо прежде всего, чтобы длина волны, соответствующа~r от·но-

1) Lea, Proc. Roy. Soc. А., ПiО, 637, l93fi. 
2) Chadшiclc and GfJ!dlю!ю·, Natuгc, 131·, 273, 1934. 
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сительноиу движению сталкивающихся частиц, была. одного поря 
велиqины с эффективным радиусом сил их вsаимодействил. Это усл:. 
вие обычно удовлетворлетсн длн нейтронов, применнющихсн при э:кспе 
ри•ен·гальных исследованиях. Скорости их достигают 3 Х 109 с.м/се", т 
qто при столкновениях с тяжелыми ядрами длина волны, соответству ' 

-12 Ч 
щан относительному движению, имеет порядок 10 · с.м, т. е. cpa:s 
пи•а с радиусом ядра (около 8 Х 10-13 с.м длн тнжелых элементов;· 
Второе условие заклюqаетсн в том, чтобы энергия вsаимодействИJI бы.1l 
достаточно велика. Если взаимодействие оказывается достаточно ив 
тенсивныи, чтобы обусловить дл.н нейтронов существование нескольки 
устойчивых состолний с отрицательной энергией (что соответствуе 
нескольким изотопам), можно считать, что это второе условие такж 
выполнв:етс.н. Перечень изотопов тяжелых ядер показывает, что :и ' 
должны были бы ожидать на.личин эффекта Рамsауера-'l'аунсенда пр 
упругом: рассеянии нейтронов подобными ядрами. Следует, однако' 
иметь в виду, что силы взаимодействия между ядерными частицам, 
могут быть совершенно иной природы, чем вне.ндерные силы; в пер' 
во• случае :мы можем иметь дело, например, не с парным, а с тройны 
взаииодействие:м, или силами, зависящими от относительных скоро' 
стей. Существование так.их сил уничтожило бы какую бы то ни был 
ана.nогию ядерных столкновений с вне.ндерными явлениями, так ч 
если бы подобная аналогия была обнаружена, мы имели бы некоторы 
указания относительно характера внутриядерных сил. 

Экспериментальные данные, относнщиес.н к зависимости эффектив 
ного сечения ДJIН упругих столкновений нейтронов с ядрами от ско 
рости нейтронов, .нвл.нютсн в настоящее время весьма скудными 
неточныии. Это обстоятельство в значительной степени обусловлен '( 
неоднородностью скоростей применяющихся нейтронов, оно могло бы!: 
быть устранено путеи применения нейтронов, получающихся при искус~:, 
ственном расщеш1ении ядер. Имеются уже, однако, некоторые ук9:~i1 
запил на то, что эффективное се{ение дл.н упругих столкновений нeii:~1 
тронов с ядрами свинца возрастает с возрастанием скорости ней.::, 
тронов 1). .~ 

Значительно более определенные теоретичес1ше заключения :могут:11 
быть сделаны в результате изучения столкновений нейтронов с паи~·; 
более легкими ядрами: nрО'l'Онами, диплона:ми и ядрами гелия. ;, 

§ 2. 2. Столкновения: нейтронов с протона~ш, дюtлонам:и и) 
я:;~рам:и 1•елия:. Для получения более определенных результатов :м:ы) 
должны прежде всего выбрать какой-нибудь простой 3акон длн энергии;; 
взаимодействия, характеризующий, тем не менее, основные черты этого, 
вsаим:одействи.н. Положим, например, 

V (r) = - С, ,. < а } . 
- О, r > а 

1) Banner, Phys. Rev., 4:4, 463, 1$114-. 
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Энергия этого вида определяется двуи.11 пауаметрами: С и а; :иы. 
11ожеи однако найти соотношение иежду этими параметрами, воспоJ1ь­
:sова.вшв:сь известными sна.чени.нми энергий связи ядер- 1D2 , 2на и 2Не5 , 
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получающихся в результате соединения нейтронов с соответствующI}!И·;I: 
более легкими ядрами. Если энергию связи обозначю:ь через -Е0, то.· 

V c 
tgлa=- -

Е' о 
1 

[ 
S-2M* ]-2 

где А= ~l-Г (Е0 + С!) , а М* - приведенная :масса неi·rрова :в; 
ядра, с которым оп сталкивается. 

ПРОТОНЫ, а-~ 5 ЯДРА Не, а~4,5 

[J° !10' во· 
ffl) 

Рис. 65. 

Рассе}шие в силовом поле, потенциальнан энергия которого I][eei' 
вид (7), было уже изучено нами в главе 11 для nре.цельного еJ.учан 
очень длинных волн, когда существенную роль играет то.11ыю фаза: 

нулевого порядка. ПримеnяЕшиiiся при этом метод легко может бwть 
обобщен, что дает: 

1

(-l)"kJ 1(ka)J 1(k1a)-k'J 1 (k'a)J 1 (ka)) 
'f: = arctg п-2 п+-i ,1-2 п+2 (9)-

1,i. . - -- ' 
kJ 1 (/са) J 1 (k1 а)+ k' J 1 (k' a)J 1 (ka) · 
-п+ 2 п+ 2 11-:J- -n-2-

где 

k = 2тc.M*v/h, 7/ = { 8тс
2

1.И~_ (_1- 111*v2 + с)} 2 

1,2 2 ' 

• 
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а v- скорость падающих нейтронов. Подставляя эти величины в фор­
мулы ·{17) и (18) глаJJЫ П, получаем значения дифференциа.1ьно1'0 и 
поJIНого эффективных сечений J (11) и Q (v). 

Так как ве,1ичина а остается неопределенной, :иы приводи)[ на 
рис. 64 значения эффективных сечений, вычисленные длл столкно­
вений нейтронов с тремя рассма·rриваемыми легкими ядрами для раз­
личных значений а, а на рис. 65 - некоторые кривые, характеризую­
щие угловое распределение отброшенных лдер. В последнем случае 
распределение определяется не в относительных координатах, а в той 
системе, где отброшенное лдро находилось первоначально в состоянии 
покоя. Это распределение отброшенных ядер относитсл к единице 
телесного угла, т. е. явллется распределением, изучаемым обычно 
экспериментально. Если I (6)- интенсивность рассеннил на единицу 
телесного угла в относительных координатах, то число отброшенных 
ядер, приходящееся на единицу телесного угла, определяется выра­

жением: 

J(0) = 21 (т:- 28) cos 0, (10) 

где 0-угол между направлением отбрасываемого ядра и направ.в:е­
нием падающих нейтронов. 

Для значений а, превышающих 3 Х 10-13см, во всех трех случаях 
дол.жен был бы наблюдаться эффек'l' Рамзауера-Таунсенда. Последний 
должен был бы сопровождмьсл сЕльным изменением углового распре­
делевил отбрасываемых ядер с измевением скорости нейтронов. В на­
стоящее время имеется достаточное количество экспериментальных 

даЕных о характере распределения отброшенпых протонов; все они 
свидЕ>тельствуют о том, что J (0) пропорциовалъно cos 0. J (6) должно 
быть поэтому постоянным, так что при рассматриваемых столкнове­
ниях толыю фаза 'tJo может играть существенную роль. Отсюда следует, 
что параметр а должен быть значи1·ельно меньше длины волны, соот­
ветствующей относительному движению нейтрона и ядра; из рис. 65 
следует, что а должно быть мешше 3 Х 10-13 см. Возвращаясь к рис. 64, 
:мы видим далее, что для такЕх звачений а при столкновениях ней­
тронов с протонами эффект Рамзауера наблюдаться не должен. Дей­
ствительно, в случае достаточной :мэлости а по сравнению с ;и;линоii 
волны, эффективное сечение д.лн столкновения нейтронов с протонами 
достаточно точно ощJеде.:::ле'l'СН выражением: 

4тс 
Q= ;.,2+f2' (11) 

где л определяется фор:му.лой (8). Этот резулиат иожет быть поАу­
чен прем сраЕв евия ЕRачепия фазы: 

'tJo=arctg (~tп-k'a)-ka (12) 
lc' " 

с усАовие:м (8) сущестnовапин :шерrетического уровнл - Е0,, что впер­
вые было укававо Вигнером 1). 

---------
1) Wi_qnu, Z. Physik, 83, 253, 1933 . 
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Экспериментальные данные о вависи:мости Q от скорости для рас I 

см:а.тривае:мого нами типа столкновений нвлнютсн, как это уже было: 
указано, весьма скудными. Все наблюденные величины, полученные\ 
вп.1оть до даты написанин этой книги, приведены на рис. 64. Хотя· 
скудость" экспериментал~,ного материала и затрудннет сравнение его·: 
с теориеи, следует отметить, что теория приводит к значительно :менее · 
быстроli:у ивменению Q с изменением скорости, нежели это ваблю- , 
даетсн экспериментально; она дает также чересqур большое значение~,. 
эффективного сеченин. При отыскании вовможных объяснений этих.': 
расхождений (если таковые имеютсн в действительности), мы должны:'' 
приннть во внимание возможность существоваlj:ил нескольких способов ~ 
взаим:одействин :между нейтроном и атомным ндром ( сравним со слу.:, 
чаем: вsаимодействин водородного атома с водородным ионом). Только:, 
один из них должен окаsатьсн существенным при определении энер- ;; 
гни свлsи ндерных изотопов, ~? все они должны быть учтены при;~ 
-выяснении природы столкновении. ·; 

В на.стонщее времл ничего еще нельзя сказать о применимости 
:-11.•их теоретических представлений к случалм столкновений нейтронов i 
с диплонами и ндрами гелин; нсно, однако что экспериментальные :1, 

исследов~нил моглuи бы дать весьма ценн~е сведенил о характере ; 
вваи:модеиствил неитронов с легкими ядрами. 

В предыдущем мы молчаливо предполагали, что вsаимнал потев-) 
цнальнал энергин нейтронов и протонов очень быстро убываеl' , 
с увмичением расстолнин между ними. Это обстонтельство нвляется '• 
весьма сомни'rельным, так как имеется весьма. зпачительнан априор- ., 
нак веролтность того, что нейтрон будет вести себя подобно диполю, : 
т. е. потенциальная энергил вsаимодействил при больших r будет ;. 
убывать обратно пропорционально r2. Потенциал такого тииа во мно- .•! 
го:х отноmенилх представллет собой предельный случай. :Мы показали/.'' 
яа.прп:м:ер, ч'rо эффективное сечение длл рассеннин в потенциал.ьном: 
поле нвллетсл конечным только в том случае, когда при больших ,. 

потенциал убывает быстрее, нежели r- 2
• С (другой стороны, поле 

сил притнженил обладает бесконечным числом отрицательных энерге-
1·и:ческих уровней, если потенциал не удовлетворлет этому условию. 
На осио~ании этих соо~ражений легко придумать экспериментальный 
1.ритерии, ис~шючающии ив рассмотренил дипольное поле. Функция 

уг.110вого распределенил I (О) длн 'l'акого ~олл определлетсл выра­
жение.и: 

):J:JI иалых О имеем: 

о 
! ('\=с cosec2 --, 2 ' 

J(8)=2f(1t-20) cos0=2c sec 0 при 0= ; . 

Та.~им: образом, при 0--+ ; J (0) будет с1•ремитьсл к бесконеч- ·: 

11ости, тогда как экспериментально наблюденнал .интенсивность 
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ките.а: в этом случае к нулю. М:Ьf были правы поэтому, предполага.я, 
что энергил вsаимодействин убывает быстрее, нежели r- 2

• Все пола 
такого типа ведут себн аналогичным образом; потенциал, убыва.ющий 
обра.тно пропорционально квадрату расстолнин, нвллетсн их част­
ны:м: случаем. Взаимодействие было нами охарактеризовано простейшей 
форм:оii: (7) потенциала этого типа. Следует, однако, помнить, что м:ы: 
доказали лишь, что эффективное сферически-симметричное поле :может 
быть охарактеризовано потенциалом такого типа. Этим не исключаетсл 
воsм:ожность описанил нейтрона как очень быстро вра.щающегосн 
.,циполн, так как. в этом случае среднее внешнее поле также будет 
обладать сферической симметрией и будет вести себл аналогичным 
обраsох. 

§ 2. 3. Неупругие столкновения нейтронов с ядрами. О неупру­
.гих столк.новенинх нейтронов с ндрами :мы не можем сделать почти 
никак.их заключений с теоретической точки sренил; можно JJ.иrnь пред­
по.11ожить, что в общих чертах они должны быть сходными с неупру­
rим:и столкновенилми электронов с атомами. Можно ожидать, одна.ко, 
также и наличин некоторых отличительных: свойств, нвляl()щихсн след­
~твиеv быстрого убыванил вsаимодействин :между нейтроном и ядром: 
{в отличие от медленного иs:мененин взаимодействия, характерного длн 
Еулонова полн сил). ;ja отсутствием достаточного экспериментального 
:иатери:а.ла. о возбуждении ндер нейтронами мы не будем останавли­
ваться здесь на дальнейшем рассмотрении этого вопроса. 

§ 2. 4. Стол1шовения нейтронов с эJiектронами. Если энергия 
вsа;11'(одействин нейтрона с элек1'роном того же порндка величины, что 
и энергия взаимодействил между нейтроном и протоном, то эффективное 
,сечение длл такого рода столкновений будет чрезвычайно мало, так 
ка& ,1;пна. воJIНы, соответствующал столкновенилм нейтронов с элек.­

трона.:м:и, очень велика (10-9 см); к рассмотрению этих вопросов :может 
быть поэтому применена формула Борна. Применимость последней 
1t ,цанном:у случаю легко :может быть подтверждена с помощью кри­
терия, рассмотренного нами в главе VII 1). Мы получаем при этом: 

эффективное сечение порлдка 10-34 см2, что соответзтвует созданию 
{)ДНОго иона на 1010 см пути в воздухе при нормальных условиях. Эта 
:иалан иониsующап способность нвллетсн харашrерпой чертой прохо­
.;кдения нейтронов через материю. При изучении расщенленил ндер 
Rейтронам:и в ка\!ере Вильсона траекторил нейтрона между его источ­
ником и иестом столк.новенил никогда не наблюдается; Ди 2) не уда­
.;юсь найти каких-либо сдедов столкновений нейтронов с электронами 
с помощью метода камеры Вильсона, позволившего обнаружить обра­
зова.ние одного иопа на 300 см пути. Обна рр:ение нейтронов возможно 
таким: образом только по ионизации, производимой выбрасываемым::в: 
ндрм,ш, которым они. сообщают sпачнтельную кшrетическую энергию. 

1) Massey, Proc. Roy. Soc. А, 1SS, 460, 1932. 
!) Dee, Proc. Roy. Soc. А., 136, 727, 1932. 
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Существование нейтральных частиц,. масса которых равна или 
:меньше :массы электрона, невозможно обнаружить при прохождени• их 
через :материю. Действительно, эффективные сеч.енин длл столкновений 
подобных частиц с электронами были бы одного порлдка с сеченюши 
длл тяжелых нейтронов, в то времл как частицы были бы неспособны ' 
передавать кинетическую энергию тлжелы:м лдрам в силу своей 1i.aJ1oй 
иассы. ,,Нейтрино" теории Ферми 1) представллет собой именно такую , 
частицу; получение экспериментального подтверх;денил его существо- ., 
ванил явллетсл поэтому чрезвычайно затруднительным. 

§ 2. б. Столкновеппа с участие111 не:итропов, сонровождающи:еf·н 
:ивл:учепием. Рассмотрению подлежат следующие возможности: 

а) С о единение нейтрон а с ядром пр и с '1.' о л кн овен и и, 
с о п р о в о ж д а ю щ е м с я и з л у ч е n и е м из б ы т к а э н е р г и и. 

Ь) Процесс, обратный а)-расщепление ядра 1-JJ)'­
ч а :и и с испусканием не ii: 'l' р он о в. 

с) Ускорение ядер в результате взаимодействия: 
их с н е й т р о н а :м и, с о п р о в о ж д а ю щ е е с я и з л у ч е н и е :и, 
аналогичным неnрерывпому спектру рентгеновых 
лучей. 

Процессы а) и Ь) могут быть рассматриваемы совместно, тах как 
веролтв ости их связаны друг с другом термодина:мическии соотnо­
шениеи}) 

о л.2 
Q =~Q _1_2) 

а 9е е л.,. 2 . ' (14) 

r,1;e Q. и Q, - соответственно ~ффеRтивnые сеченил длл пог.1ощени.я: 
и испус:нанил 1-лучей, \- длина волны 1-лучей, л,. - длина. во.11ны 

относительного двЕжевил Я.JJpa и нейтрона, а 9а и g,- статистические 
веса, связанные с соответствующими процессами и зависящие от воз­
:иожных вонфигураций взаимодействующих систем. Вычислим сечение Q. .. \ 
ДJJ.JI соединения неьтрона с протоном, сопровождающегосл излучением. 

Эффективное сечение длн соединенил двух частиц с }lасса:ки J1
1 

и М2 и зарядами е1 и с2, движущихся с 01носительной скоростью i·, 

оnре;в,еляетсл фор}lулой (6) § 2. 2 главы ХШ: 

64-.t4 ( v )s 1 
Qe = ~ \ с kv- () ХокJ2 +) Уок 12 +) Zик J2), (15} 

где Хок• Уок• Z0к - матричные элементы трех составлнющих э.111tтри­
ческого с:иещенил по отnошеш~ю к во.шовы:м: функциям nача.;пноrо п 
:коnечЕОl'О сои'оюшй. Исключал из рассмотревил движение .1,е11тра 
тяжести, получаем для :компопент электрическоrо с:мещенил: 

(М1 + 1112Г1 (с1М2-с2.М1)(:r, У, z), 

1) Ferrni. Z. Physik, 88, 161, HJ34. 
2) Milne, Phil. Mag., 47, 20!!, 1925. 
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Таблица I 

Эффе11tтв:вные сечения ДJIЯ соеди11ен11Я нейтронов и протонов, со11ровож­
,1;1не.;ег~ея пзлучением ( ()е) и для взаимодействия 1-лучей с диплоиа.11:11 ( Qa) 

в единицах 10-28 см2• 

х 10-13 I. Для взаимодействия типа (7) при а= 4 c.it. 

Энергия падаю· 
Предполагаемое значение энергии связи 

щего нейтрона 1,5 х 106 

1 

2,0 Х 106 

1 

2,5 Х 1()6 
II ЗJl.-вольтах зл.-вольт зл.·вольт зл.-вольт 

Q. Qa Q, Qa Q, Qn 
0,5 Х 106 0,39 20,3 0,46 10,4 0,33 6,9 
1,0 х 101; 0,44 37,5 0,55 28,0 0,53 11),0 
2,0 Х 106 0,53 50,О 0,63 44,5 0,62 32.0 
3,0 Х 1()6 0,51 54,0 0,67 51,2 0,66 40,0 
4,0 Х 106 0,4\J 51,О 0,66 52,0 0,69 44,0 

' При а= 1,0 Х 10-13 см и а= О зффиктивные сечения составляют соответ­
~твенно 0,42 и 0,33 приведенных здесь значений. 

с -r/a) 11. Для зв:споненциальной формы взаимQдействия (V = - е · 

Предполагаемое значение энергии связи 
2 Х 106 эл.-вольт 

Энергия падающего нейтрона а = 1,1 Х 10-13см а= 3,4 Х 10-1
~ см 

в эл.-вольтах 

Q. 
1 

Q. Q, 
\ 

Qa 
1 

0,5 Х 106 0,37 11,6 0,90 28,0 
l,OX106 0,49 25,0 1,12 ,17,О 
2,0 Х 1()6 о,.53 37,0 1,16 81,0 
3,0 Х 106 0,56 41,0 1,20 86,0 
4,5 Х 10 6 0,55 43,3 1,17 93,0 

rде (х, у, z) - отпосительные коорд1шаты рассматриваемых qастиц. 
Для слrчан нейтронов и протонов :мы должны положить С1 = О, С2 = с, 
что ,ца.ет: 

Х =_!__с {xW0* (r) W _ (r) dt, 
О·,с 2 • ~ 

(16) 

rде -.т. нормировано к единице, а ч:,., имеет асимптотическую фор:м:у: 
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Д.пн энергии взаииодействил вида (7) вычисление Q. J1егко :кожет•,;: 
быть выполнено. Qa :может быть получено с по:м:ощу.ю соотвоше-,

0

: 
нин (14). В рассматриваеиом случае g, = 6 (2 длл направлений полн- > 
ризации 1-лучеii:, 3-длл спина диплона), 9а = 4 (по 2 дJIJI спинов.:·: 
протона и нейтрона). Результаты подобного рода вычис.1J.ениi при- ') 
ведены в таблице I. 

Из приведенных данных следует, что зависимость Q от скорости 
нейтронов значительно более сходна с рассмотренной § 3•. 5 главы ХIП 
закономерностью, наблюдающейсл при образовании отрицательпых иопов 
в результате захвата электронов нейтральными атомами, неже.1:и со­
случаем захвата положительными ионами ( см. главу ХIП, § 2. 26). Это 
обстоятельство связано с аналогией :между нейтроном и неитра.льны)( 
атоио:м в смысле ограниченности радиуса действил их силовых полей. 

Эффективное сечение длл излученил столь :мало, что по всей веро- · 
ятностн оно лежит за. пределами чувствительности современной э1tс-- , 
перииента.льной техники, но Qa достаточно велико длн того, чтобы 
быть ~~блюденны~.; Чадвик и Гольдгабер измерили его величину длл . 
1-JJ:учеи с энергиеи 2,6 Х 106 эл.-вольт. Они получили при это)( зна-- ·' 
челне 10-28 см2, что значительно :меньше вычисленного, если тоJiько · 
энергин свнзи диплона ~е очеuь велика по сравнению с прв.нлтыv , 
выше значением. Дальнеишие опыты в этом направлении лвJiнютсл ' :, 
весьма существенными, так как путем сравненин опышых и теорети­

ческих данных можно, по :крайней мере принципиально, определить 
· энергию свлзи диплона, тем более что теоретические величины весьма 
мало чувствительны к из:мененилм формы энер1·ии взаи:модействял как · 
функции расстолnия. Это обстолтельство :может быть иллJUстр:ировано 
с помощью таблицы I путем сравненил величин, вычисленных ;~:л.я пол.я: . 
(7), с величинами, получаемыми в предположении э:кспоненциыьного: ' 
закона взаи:моде:йствил. 1 

Совершенно лсно, что поскольку теоретические и э:кспери)(енталь- . 
ные ;~:анные согласуютсн приближенно в случае Qa, расхождение :кежду · :' .. 
ни:ии длн Q, могло бы иметь :место лишь в весьма неправдопо,1,обно:и ' 
случае непри:м:ени:мос'Iи тер:модина:мического соотношенин (14). В ,1;ей­
ствител1,ности однако :многие исследованин укаsывают на очень боJJ:ь-­
ш~.е значевин Q,. Так, например, Ли вашел, что при стоАкновении 
неи'l·ровов с протонами испускаютсн 1-лучи большой интенсивности и 
с длиной волны того самого порнд:ка величины, :который соответствует 
энергии соединенил nротона с нейтроном. Опыты Ферми и ero сотру,ц­
ни1tов 1), посвященные искусственной радиоактивности, вызывае:кой ней­
тронами, свидетельствуют о большой веролтности поглощенин нейтро­
нов nри столкновении их с легкими лдра:ми, которое должно сопровож­

да,ться щ~луч.ением избыточной энергии. Поскольку иы не собир11еисл: . 
модифицировать 'l·ериодинаиическую теорию, ве'обходи:мо найти объяс­
нение зтих результатов, представллющих значительный интерес. Одно ., 
из возможных обълснений опытов Ли эаключаетсл в тои, что расскат-

1) Fermi, Proc. Roy. Soc. А., 146, 483, 1934. 
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риваемое излучение может быть отнесено к типу, исследованному нами, 
в на.чале этой главы под Jiитерой (с). Это предположение опроверга­
ется, однако, вычислением интенсивности непрерывного излучени.я 
с помощью формулы (33) главы XV. Интенсивность о:казываетсн при 
это:и чересчур малой даже по сравнению с вычисленныи выше теоре­

тическим значением интенсивности излучеnил *). 

§ 3. Стоюшовения между зараженными я,1.ра11111 

Перейдем теперь к рассмотрению столкновений двух зарлжеnных 
лдер. В виду наличия: sарлда энергил взаимодействи11 при боJJ:ьmих 
расстолнилх :между лдрами стре­

:иитсл к форме: 

7ч' в2 

+ /, --, 
r 

где Z и Z' - атомные номера обоих 
ндер. Длл обълсненил стабиль­
ности сложных 11дер, образован­
ных соединением рассматриваемых 

более простых лдер друг с другом, 

:мы должны постулировать наличие 

интенсивного притл.женил между 

ними на малых расстоянилх; в та1tом 

случае их взаимодействие иожет 
быть представдено схематически 

V(r) : 
Го-: 

• 1 
\ 1 
' 1 
1 1 
'1 
\1 • 

Рис. 66., 

хривой, изображенной на рис. 66. 
Различие между этим полем и си­

ловым полем, СiОТветствующим 

взаимодействию неiiтрона с ядром, 
sаключаетсл в наличии отталкивательного "хвоста"; 
ливаютсл существенные различил между эффектами, 
в обоих случалх. 

§ 3. 1. Упругие стоюшовенин. Аноиал1,иое 
о рассеянии чисто кулоновыи полем сил был 

этии обус.1оn­
наблюдае:кы:ии 

~ .. 
рассеяние. Вопрос 
уже изучен· на:ки в 

*) В посJтедиее время (1935 r.) наметились два выхода ив указанных ва­
трудневи:1!:. Во-первых, Ферми показал, что излучение, связанное с соедине­
нием протона и нейтрона, зависит не только от заряда первого, но также и 
от :магнитного момента последнего. Во-вторых, Бровштейн и Мамасахлисов 
показали, что, пользуясь предположением Майорана о характере сил взаимо­
действия между нейтроном и протоном (соответствующих притяжению при 
четных и отталкиванию при нечетных значениях углового квантового числа [) 
и предполаг,1я, что при l = О притяжение иежду ними в некотором про:иежу­
точвом интервале расuтояний сменяется отталкиванием (переходящим в притя­
жение при l = 1) можно получить впачптельно большую вероятность сое­
динения нейтрона с протоном по схеме l =О~ l = 1, нежели та, которая была 
вычислена в тексте, не вводя в действие магнитный момент протона. 

(При,м. ред.) 
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г..,аве IП. Рассмотрим теперь наблюдающиесл отклоненил от по.нучев. 
ного простого вакона расселнил,. обусловленные отклонением силового·, 
nолл от кулоновой формы при малых расстолншп: между лдрами.:; 
Эти отклоненил приводлт к так навываемому аномальному рассел-., 
вию а-частиц, наблюдающе:кусл при столкповениах быстрых частиц 
с легкими лдрами. 

Между теорией этого аномального расселнюr и теорией рассе11- · 
пил плоских волн n некотором потенциальном поле существует тес­

нал аналогил. Во втором случае нас интересует обусловленное пали- ' 
чием: 11олл отклопение волн от 11лос1;ой формы; в первом случае нас. 
интересует отклонение их от формы, хара.ктерной длл движенил в ' 
1;улоново:м: поле сил. В обоих сл,"чалх мы равлагаем волновую си- : 
стему на группы элементарных волн равного порлдка, соответствующие · 
различным квантованным вначенилм углового момента. Вовдейс·rвие ·, 
вов:м:ущенил приводит к сдвигам фав, вавислщим от порлдка элемен- ' 
тарной волны и от самого вов)[ущенил. Аномальное расселние м:ожет ' 
быть таким образом описано с помощью изменений фав, соответству­
ющих кулонову полю, обусловленных наличием "аномального" по.жл, ., 
nодобnо -rому как это делаетсл в аналогичной задаче о расселнии , 
плоских волJI, рассмотренной нами в главе П. Волновое уравнение , 
длл движенил в поле, изображенном графически на рис. 66, :м:ожет ·. 
быть ваписано в виде: 

1•де V (r)- отклонение от ~.улонова 11ол11 сил, лвллющеесл функцией, 
быстро спадающей до нулл длл значений r > ,·0 (r0 - радиус лдра), 
М* - приведенв:а11 масса· сталкивающихсл лдер, Zе.и Ze' - их зарлды. 
Подобно тому, как это делалось в главе П, мы будем искать решение , 
уравненил (1 7) в виде: 

W = r-1~Ln (r) Pn (cos 6), 
п 

г.i,е 

При больших значенилх r V(r) очень мало и уравнение принимает ' 
форму, характерпую длл движенил в чисто кулоновом поле сил: 

d2L,. + { 811:2JИ* ( Е- ZZ'в2 )- п (п + 1)} L = 
dr2 h2 r r2 п О. 

Стол1.1tовения .между .заряжеН,'НЫ.м·и ядрами. 

' Это уравнение было рассмотрено нам:и в ~ 4 главы IIJ; при этоv 

было показано, что существуют два его решения] L: и L~., имею18;wе 
асимптотнческиii вид: 

Е~,__,г 1 siн (k,·---~ 11т.+·11 11 -:xl!clkr), 

// ~ k-1 cos (k,· .:__ 
1 

· п.: + ТJ,, - :х lg '2.kr). 
N 2 

(:Ю) 

г.1,е 

.) ti1t 2 м,:, , XZ' е2 
k Е :х "(; = ar·g Г (1 _j_ 11 + ia) ,~ = ~-- ,, = -т;;:-· 111 ' ' 

а ·1.· - от~rоси'rельнаа скорос1.•ь ста;пшвающихсл лде1>. Асимпто'rическа11 
форма решенил уравнения (18) может быть таким образом записана 
в виде: 

( 21_1 

1,п ,.._, С siп (J;,r - ~ - пт. + "lj,. + :;" - 1. lg 2 k,·), (22) 

г \е ,:;,. -фазовая. постuлнна~r, равная а1·с tg{~). llопытаемся 'rепер1. 
определить аномальное расселние,• обусловленное наJJичием V (1·) в 
уравнении (18). 

В ~ 1 главы JП было показано, что функциа 

(Х) 

L, (,·, 0) = r-1 ~(211 ~- 1) i"' /~п т,:, (r) Р,, (cos fJ) (:!,i) 
n=O 

имеет асимптотический вид: 

r, (1·. 6),...., r +sГ(6), (24) 

1·де l = ехр [ikr cos 6 + ia lg 2 k,· sin:a -} 6] uредстав;ше'r падающrw 
во.нну, а S = r-1 ехр [ikt· - ia lg 2 kr] - радиальную составляющую рас. 

селнв:ой сферической волны; f (6) определлетсл выражением: 

(Х fJ 
f'(0)=

2
k cosecll :!- ехр l-ia:lg(l-cosfl) +i7'+'1.i"lj0 j. ('2:J :1 

Составим теперь фуню~ю: 

\)!' (t·, fl) = r-1 ~ (211 + 1) i''t,i(·1t,,+ ,,,J /,
11 

(r) Р,. (cos 6), (2ti) 

22 аа~. 34;. Теория атшшых стодкновевий 
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где f,,. имеет асимптотический вид (22). Из уравнении (23) 
•rro :~ти ряды виеют асимптотическую форму 

-1 

I -f--- Sf (fl) + r
2
ik ехр [ikr - i а lg 27.t·] Х 

соо·rветствующую падающей волне I и рассеянной сферической во.11.не:" 
;-:}тот ряд пригоден, таким: образом, для описания волновой фующии/ 
соответствующей случаю рассеяния полем 

7, Z'г2 - V(r). 
1· 

Интенсивнос1,ь рассеяния определяется выражением: 

! 1 ,..., 2i7' ,,;, ' /
2 

:f'(fl)+ 2ik .,;.;,/2п+1) е 'п (с· n-I) Г,. (_cosfJ) , 

первый член которого соо,rветствует кулонову полю си;1, а В1'Орой - ано-: 
)lаJJЬному рассеянию. Воспольвовавшись значением f (fJ), опредедяе:мыи,;. 
выражением (25 ), ддя интенсивности расс~лнин получае \f: 

4
~2 , 'L ехр 1 - i а lg' si11:! {t+- i 7' + 2i т10] cosec2 -~ - 1 

__ i ,2:: (2п + 1) /i',п (l'~i•n - 1) 1'" (COS fJ) 1, t 
в J 

а отношение раеселвиа к значению /((6)j2, соотве1'е1•вующе.му 
к.у.1юнову полю, равно: 

: 1 f,J [' . (j] ~ H==!I+i'L- siп 2 2 ехр ia ]µ; siп:! 2 ~(2n+ 
11-~о 

+1) /i(,1-r,,) (е 3 i"п-1) 1\ (cosfl)\2. 

ато отношение определяется тольк,о сдвигом фа:1 о,, (и, конечно, · 
постоянными, свлsанными с кулоновым полем) 1'очно таким же образом, · 
:1ак расселние частицы потенциальным подем зависит от сдвигов фаз 11-п, 
обvс.Т[овлеНJiых нали•mем поJIЯ. · ' 

· Ддя исследования сходимос1·и рлдов (30) наiiдем приближенное' 
выражение ·для 0

11 
в случае малости riномальnого эффекта,. С этой 

-.е.JJью запщпем уравнение (17) в виде: 

" 2 JJ* ( '/'/f -" ) ~ .. '7'2 111* п2ч·-:_"т. ~' Е-~'1_-=- ч·== _'' . /i'(1·)Ч!. 
,/ . ' /1,'2 IL'l 

Столпновения .между .тряжс'Н/Н/ым~~ 1tдрам1~ 

:Если влинние JT (r) :мало, мы можем получить приближ.енное реше­
uие ~того уравнения, подставляя в правую его часть вместо функции \JI' 
решение 1, (r, f!) уравнения: 

u2ч· + ~r.-.i и: (Е- :LZ'a2) 
\/ /t2 1· lf = о, (32) 

характеризующего рассеяние в кулоновом поле. С помощью изложен. 
nого в главе IY метода находим асимптотическую фор)[у искомого 
решения:: 

11, / 1 ; [ 1. r . 2r. Ш* ( , ] .._, -r- ,'1 С J) ·---t- -- h.2- V (1· ) /, (,·', fJ') 1, (r', r. -Н) d,' , (33) 

~·де 

cos 1"1 = cos 6 cos О'+ siн 6 siн 6: cos (?- -.р'). 

Третий член втого выражения хара,Ктеризует аномальное расселине. 
Вспоминал, что 1, (1· 1

, О') имеет форму (23) и воспользова,вшись vрав-
непие:м: (26), д;ш малых :;

11 
полу,1аем: · 

81t2 М* JV: 
':i = ----- .. -- т,· (г') 7; " (1.I) J ,, (r') а~.1 
и /1,'2 11, --'п , (34-) 

о 

- выражение, совершенно аналогичное полученному памп при рассмотре­
нии рассеяния: частицы в потенциальном поле (§ 2 главы Il). Эта 
фориула справед.лива только в том: случае, 1югда права.я ее часть мала; 
поэт~_му достаточно выяснить, при каких условиях фаза on нвляетсн 
.u:а.пои. Исследов1пие подинтегральной функции вырал;енил (34) по­
каsывает, что это и:мее'r }fесто в случае малого наложения функций I, ' 
и потенциала V (r) *). 81•и фуmщии малы внутри 1шассичес1юго ра~-

7,7,' .. 2 
L\'rояпия нпиболыпего сближепил n поле .~ .. '-'"-- для частиц с угловън1 

}' 

;,, . l> 

мо11ентои 'J- /и (1i -i- J )] '; ус.:ювие ма.:~остн ::;,, сводитсп 1•аким образом 
~" 

к :иалости потенциа.1а 17 (r) за предел:з.ми ::JТого расстошшп:. Если r -
:крфе11:тиnный радиус действии длл V (1·) (r0 - радиус ядра), ::)ТО 1'gло­
вие :может бьI'lъ записано в виде: 

lcr0 ~ п. (3:, 1 

.L:1.a с'rолкновенuй а.-частиц с наибодее .1егкими лдрами 
1 
н1 и 

1J)t :~то ус.,ювие удовлетворлетсл при всех значениях п > О 1•ai, что 
/ ) ' величина ; в :,тои елучае може1' быть записана n форме: 

! ( ~;,,, ) { . • fJ t . 61~ 
1' -1 ехр 1.a. ln·sш2 " J s111:! --

~ 2 2 ' (3(;) 

'') Т. е. малоетп значений фушщнй Е,/ n 1;ех точках 1", где потенциал J' (г) 
заметно отлпчаетrл от нулл. (l!ри:ч. ре').) 

22''' 



ЯiJеркые сто.л'l>н.овен.ин 

содержащей тодъко один фазовый параме·.rр :;0• Легко сравнить 
выражение с опытными данными, не определяя: самого значенил а 

Необходимо лишь проверить во~зможпость путем соответствующего въ1 
бора а0 добиться совпаденил отношения lt длл любых углов расселни 
при заданнЬ:м: значении l;; с эксuериментальными данными. Ii, сожа;rению, 
едннственIIЫе ю~:еющиесл акспериментальные данные - для: водорода 

не очень точны; Тэйлор 1) показал, однако, что формула (36) дае· 
достаточно хорошее согласие с опытом длл углового раслределени 

протонов, отброшенных при столкновениях с а-частицами. Это об. 
стонтелъство иллюстрируется рис. 67. Интересной чертой излагаемо:: 

здесь теории нвллетсл то обс·rол' 
тельс'l.·во, что в противоположное 

классической теории она указывае 
на возможнос1ъ одновременного. н : 

R 
5,J 

эо 

10 

. . 
' ' 

~.в' 
~ '•. --=--~ ... -- с •. . ...,. 

20• 40• 
!ГОЛ PACCt/lN/1/1 

!-'нс. li7. 

50' 

Jrичи11 аномального рассеннил пр,' 
всех значениях углов рассеянилi 

причем фазы определлютс.н толы:· 
энергией сталкивающихсл частиц 
Это находитсл в согласии с опыт; 
ными данными; квантован теор 

устраплет таким образом расхож~·1 

пие между классической теорией · . 
OIIЫ'l'OM. 

Воспользовавшись наблюденным 
значенил:ми а0, Тэйлор попытал 
Т!\КЖе ВЫЯСНИТЬ Характер ПОЛfl JT (r} 

t)н предположю1 при :-1то3r: 

V(r) = О прн ,. >· 1·0 

XZ' з~ , 
=----{_. при,.< У1, ,. 

и наше:1, что акспериментальnые данные могут 6ытт, получены uри r0 . 

= 4,3 Х 10-13 см и С= 6 Х 10
1
; ал.-1юли. 'акспер11ментальные данпьt · 

не даю'I.' достаточного материала для точного определенил форм · 
фующии V (r ): можно однако наделться, что дальнейшее изучени 
вопроса поможет найти :Jту функцию. 

При рассмотрении столкиовений IХ-частиц с более 
лдра:ы:и по:м:имо а0 следуе'l' ввести в рассмотрение также и фаз : 
более высокого порядка; дальнейшее теоретическое исследование ста( 
повится невозможным, без каких-либо априорных сведений о величин 
этих фаз. ' 

При изучении столкновений этого типа 11ы встреч.аемса, одна~, 
с новым я:вленпеъ1, к рассмотрению которого и нерейдея. 

1) Тау/01·, Pro(,. Roy. So,·. А .. 136, 60fi, 19\\2. 

Сто.лкповенип .нежду эаряже1-1/Н'Ь~м1t ядрами З-41 1 

§ 3. 11. Р е з о 11 а. н с н ы е и л и в и р т у а ль н ы е у р о в н и. Рас­
смотрим движение частицы :массы .М в потенциалъно:м. ноле: 

~- = ]) ,. > t·o, 

= -С ,. < r0 • (38) 

Все частицы, кинетическая энергия: которых < JJ, должны быть 
сосредоточены в области r < ,-0, причем возможные энергии их кван­
·rо:ваны. Длл определения этих :квантовавных значений энергии мы 
:1.олжны решить соответствующее уравнение Шредингера. Собственuые 
функции этого уравнения имеют вид: 

Н" 1 (r) г.т ( cos 6) е +. i
111
', 

ЛрИ'lеМ Hn 1 }довлетворя:ет уравнениям: 

d2 ( 2 l (l+ 1 )) . _ 
dr'l (r R" 1) + tJ. - --1~ (t lf,,,) - О, 

d
2 

, ( l (l -< 1) ) , -- (r /, 1)- у2 1- ---·- -----· (1· П 1) = О 1· '> 1·0 с/.1·'2 11 1 ,.2 п ' "' ' 

2 - .~.с2 Ш ( ы --f ( ') .• - нт.2 JJ (D Е) '). - Г.1 - J '1•--- --' /i2 ' ' h2 • 

При /;} - ! ) < О соответствующие собственные фуиющи: 
Hnz= .1,--·l1.J7+..!.. (1и), 1· < r0 

2 

= нr-''• }( 1 (vr), 1· > ro, 
l+-2 

(39) 

(40) 

где К 1 ( J') означает бесселеву функцию от мии:моп) аргумента, z+ -2. 

с н.симптотической фор!!ОЙ 
виде r = r~ дают: 

У с.повнн непрерывности на rpa-

-1 .J, 1 (tJ.ro) = В К 1 (-n-o) 
'+ 2 l + -~- ( 41) 

-1 U, ./' 1 (щ·0) = IJ ·1 /(' 1 (·1r0) 
' '·+- . ' 1.+--- ' 

2 2 

так что Е до.1;1шо у.11ов:1етворл'l'Ь уравнению: 

./ 1 (~-i-0) л- 1 (vr 0) 
1+2· l+ 2 

:1, ,) '.. 1 (tJ.'~~) == vК.; .. --1 -(~1·
0

) • 

'+-т z+-:i-

B частном ~;1yLJae i = О, т. е. длн уровней S, <: помощью явных 
Е ыражений д.1:r функщ1й Бессе.1111, получаем: 

'1 



342 .Ядерн.ые стодкновен.ия 

При некоторых условилх эти уравненин удов.;1е1·ворнютс.я nо.цожв:· 
тельными значенинми Е ( < D). Предположим теперь, что потепци ' 
сил отталкивани11 n обращаетсл в пуль при r = r

1
, так что 

JT = О; t' > ,·1, 

=Л: 1·0 < r < 1·1' 

= -С; r< r0. 

Uтсюда следует, ч•rо прн. т > r 1 решение .волнового ура.внепин,, 
соответствующее Е > О, пе будет стремиться к пvлю экспоненциально ; 
а будет представлять собой ко.11ебательпую фувкц~ю типа: .' ! 

siп (kr -+ 'YJ) 
• (

k2 = 8т.."2д!Е) 
h,'.!. • 

. Как легко видеть, при этом возможны все положительные :шаченин Е '\ 
Для собственных функций (при по.тюжительной энергии Е > О) по.~у~ 
чаем: } 

,.,г-'·, ,J 1 (щ·) ,. < ,·о, 
l+ \ ' . ~ 

н,·-'" к 
7. -f-. (•1r)+cr-'·, 1 (vr' / < i+) ,,,·о....__,· ri, 

(kт) + Е,·-' 2 J_ 
1 

_ ~ (kr ), ,. > ,· 11 

'l'aJ, как ограниченпостъ области, соответствующей отрицател1,пым зна­
чениям классической кинетической :энергии, приводИ'l' к необходимости.\ 
введения бесселевой функции 1

1 
, 1 (•1r), которал в этой области асюш-} 
т~ ~ 

1 

тотичес:ки равна,.._, 1;""х ., Ус.10нил пепрерывности при ,. = ,. и·,·=,. ··' 
да.ют четыре уравпенил, вместе с условием нормировки 01111з~Jвающиес1i•',! 
достаточными длл определепюr отношений между пятью постоннпымн ( 
в выражениях ( 44) и не налагающие каких-либо ограничений па зюt- ~ 
:ешш энергии. Вылепим теперь что будет име'l'Ь, место в том сдучае, ! 
БОГ,~~ условие ( 42) удовлетворлетсл. У с.Jiовие непрерывности д;ш фуп-
1щип ( 4-4) СВОДИ1'СН при :)ТОМ к . 

А= - IJ 

л- (v1·0) 
1+ 

х 1{ 1 ( '/1' 1 ) 
/..L 

.. 
Столкновен.щ~ .ме.1юду заря,.жР:н.ны.ми ядрамtt 

1 

Так как К 1 (х) ири бо.1ьших х имеет вид Р- ж х " :)то 
l+т 

значит, что Л :::::::;р·,с,·гг,1, т. е. что волновал функция заметно 
yn2+E2 

отл:ична от пуля лиш1, в области r < ·1·0• Если уравнение (42) не 
удовдетворяетсл, то получаются противоположные соотношения и 

Л - ·,(,·1 - r 0) 

-if:ь2 +Е2 ~ е . 
Таким образом, хотл окмываются возможными все положительные 

значения энергии и дискретных энергетических, уровней в этом случае 
не существует, мы, видюr, что при выполнении у~ловия (42) факти­
чески осуществюrютсл лишь уровни, весьма близкие к дискретным в том 
смысле, что максимальная амплитуда волновой функции (и следова­
тельно максимальпал плотность вероятности для частиц, представлен­

ных этой функцией) соответствует области радиуса r =,. 0 • Для энергий, 
пе удовлетворяющих условию (42), величина амплитуды внутри области 
r=r0 очень :мала по сравнению с ее значением вне r=r1• В связи 
с этим обстолтельств_ом, энергии, для которых условие (42) удовле­
творяется, определлют так :называемые "виртуальные" или "резонансные" 
уровни; сталкивалсь с ядром, поле которого представлено схематическ II 

функцией (4Н), частица, движущаяся с подобной энергией, обладает 
очень большой вероятностъю проникновения внутръ .ндра. 

Волновал функция (без нормирующего мпожитеJrя) длл частицы, 
движущейся в поле ( 43) с :шергией Е < Л может бытъ записана 
в виде: 

r-1 si11(kr+'Yj), r>1·1, 
е+ ·,(l·,-,·,J n(r), ,. < r

1
, (46) 

где и(,·)-функцин с амплитудой пdрядка единицы. :1на1, минус в фор­
муле ( 46) следует брать всегда, за исключением того случал, когда Е 
соответствует резонансrrому уровню. 

Резонансный уровень харашrеризуетсл пе 'ro.;iы,o определенным 
значением энергии, но и своей шириной, играющей весьма существен­
ную роль в теории различного рода явлений, связанных с этими 
уровнями. Ширина уровнн опредедлет быстроту убывания веролтнос1·н 
проникповепил частицы при отклонении ее энергии O'l' резонансного 

зна•rепия в 1'У и.чл другую С'l'орону и зависит о·т величины экснонев­

циального Уножителл, входящего в выражение (4G). Определим ши­
рину ЛЕ резонансного уровня такюr образом, •rтобы вероятность про-

nпБн.овенин при :шергпл равной Е0 -+- ~ Л Е составдяла но.човину 
вероятнос1'11 проникновенил, отвечающей резонансной эпергии Е0• Со­
г.часно приведенпой выше схеме, вероятrrос'lъ проникновения нро-

порю1онадьпа iA/2, где А 1· ~ J (:1.r)- решениР, соответствующее 
l+ •) 
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,. < r 0 и примы:&ающее к решению, имеющему асимптотическую фор 

-~ j 
r 

2 sin (kr+'"IJ) при бо;п,mих r (> r 1). Условна непрерывности даю·' 
в :пои случае при l = о; 

. :с = 4-е - ' " 1 -1-- - е 1 0 s1n •.1. 1· ~ -'- cos •и· 14 1~ -''·,(r -,·}[( , '1
2

) { -4,(r--r)( . u. ) + 
• О· 1 k2 , О ,

1 
' , О 

+ ( siп р, 1·0 + t cos :.1.1·0 ) 

2

} + 

-,- 1 - -- е sш2 u. r - -- cos>! 1t t· , ( ·1
2 

) - 2·11,·,-·1·,J ( • }.1.
2 

, . ) J-l 
, k,'J. · · , о v2 •- , о 

при :J.~v. 

Отсюда следует, ч·rо чем больше шютность веронтности нахождени~i 
частицы внутри лдра на резонансном уровне, т.ем меньше ширина 
:Yroro уровнл. . 

Эти результаты получены нами на основании рассмотренил схе:ма-' 
·rической модели; для истинных ядерных сИJювых полей мы :може14,· 
ожидать, однако, совершенно аналогичных результатов. Для потенциа.нi.: 

ZZ'-2 

вида V = - С ири 1· < r O и V =..:_-;---при r >r 0, как показал Га:мов~,' 

с помощью асимптотической формы функций [<' и L,: длн 
порядков и больших расстояний, имеем: 

е -2" (21,-sin 2n) 

(t-L + '1 tp: }.l.t' 0 ) 2 -f-+ е -4а (2u-sin 2«) (t-L _ ,1 t.~ fJ.r о)2 

(]. = --,-ir-· -

1; - относи·rельная скорость лдер, Jr! - их приведеннан иасса. 

"i ~ k2 экспоненциальный множитель сводится к 

f 1 4 T/'/f ') 16- 1/ •: 1 
·, - -.С/.;;'; е- + ... - V'7'/I ехр hi; h •· /,/, ro . 

Столкн,овения .между .заряже'нiн:ы.м1~ ядра.ми 345 

В ,!ТОМ праближении положение резонансных уровней S oпpe­
ZZ' e2 

де.;1яется формулой (4-2) при D = -'~-. Экспоненциальный мнох;и-
rо 

·гель, входящий в выражение ( 46), имеет в :_~том случае ВИД. 
ехр { - 2а(2и- siв 2u)). С помощью этих форму.11 мы приходим к зак;1ю­
'Iению, что чисдо существующих резонансных уровней всегда конечна 
и :может также равняться нулю. Число их тем меньше, чем легче взаюrо­
действующие ядра; ддя случал взаимодействия :между водоро;цnю1 
и: гелиевым лдрюш оно несомненно равно нулю. Длн тяжелых ядер 
должно иметьсл большое число резонансных уровней, ширина их однако 
столь :мала, что с 11омощью современной экспериментальной техники 
они не могу•r быть обнаружены (за исключепи.ем с.пучая радиоактивных 
явлений). 

Существ@ание резонансытх уровней до;1;~;но, очевидно, играть суще-· 
ственную родь при вылснении 11рироды аномального рассеяния. Еr:ли 
•rасз.'ица свободно проникает внутрь ядра, она должна окма.ться иод 
непосредственным воздействием :мощного силового поля, и сдвиг фазы 'Jl 

для такой частицы должен быз.ъ очень ведик. 'l\-1.1шм образом, при столкпо­
нении частиц с :малыми энергиями аномальное рассеяни(j может бы'lъ 
обусловлено только наличием резонансных уровней, так как вероятнос•rъ 
1rроникновения внутрь ядра частицы с другими значениями энергии 

исчезающе мала. Можно показать 1), что при прохождении энергии 
ча1Jтицы через значение энергии для резонансного уровнл с азимута.nъ­

иы:м :квав•rовым числом l фава а1 должна измениться на r-. 
Обозначим через {1 и {2 решенил волнового уравnени.н для области 

/1 > Е; пусть {1 - решение, возрастающее :шспоненциа.11ъно с возра-
1 

ставнем 1·(а.налогичнофункцпи1·- 2 / 
1 

(vr) в (4-4-)), а !~-решение, 
!+ 2 

1 

. убывающее с возрастанием r (аналогично функцJШ 1· 
2 /( ('1r) н 

! + .2. 
2 

· ( 44) ). Если Е = Е0 - резонансная энергия, ·ro решение в этой облас'l'И 
равняется ~,Jf'1• ДJJя соседних значений r оно будет иметь вид: 

, 1 (/'1 + af'2) . 

llpи переходе Е через резонансное значение Е0 а м:енлет знак, 
при Е > Е0 мы можем положить п > О. Фаза а1 опре)l.еляетсн условuем 
непрерывности решения 'при переходе из области ~т >Ев обласз.'ь Е < V. 
При Е > V решение носит колебательный хара:к•rер. На границе раз­
дела областей мы должны иметь а{2 ~ { 1, если толь:ко Е не близк~ 
к Е0• Так как а меняет знак между Е < Е0 и Е > Е0, то при Е > 1 
решение должно переходить в равные и противоположные функции 
nри значениях Е, чуть меньших или чуть бо.11ьших резонансного зна­
чения. Другю1и (:JIОвами, разность фав должна при :iтом равняться Тс 
---------- ---

1) Jfott, Proc. Ноу. Soc. А., 183, 228, 1931. 
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Возвращаясь к формуде (36), мы види:м, что дш1 резонансного уров~щ: 
аномальное рассеяние принимает характер, и.плюстрированпый на рис. 68,.; 
Область значений энергии, для которой этот эффект имеет заметную? 
ве.личину, сравнима. с шириной уровня и должна быть, таким образом,,' 
очень :малой за иск.лючением случая легких элементов. Д.1я ядер типа 
а.люмнния существуют однако резонансные уровни ( см. следующий пара- ' 
граф), д.ля которых экспоненциальный :множитель не слишком веди&: интР~ : 
ресно выяснитъ поэтому,-какой тип углового распределения будет со, : 
ответствовать анома.1ьно:му рассеянию вблизи резонансного уровня. Ддн : 
S-уровня ыы :можем воспо.11ьзоватъсл выражением (36) и положить · -
0 0 = Т (значение, :ко·rорое а0 принимает при энергиях, очею, блиюtи::r} 

к резонансной). Эависимос1ъ коэффициеН'l'а рассеяния l/ 01• fJ изобра- .. ~ 
жена на рис. 69. Для бо.лее тяжелых :мементов колебания: Н как'; 
функции '1 становЯ'l'ся более быстрыми, однако трудностт, ,жсперимен~ :· 

R R -1 
-д ! - --- _____ ц 

о' J 90' 
J!{[РГИ/1 а Ч4СТIIЦЬ! угол PA!IE!IIIH!I 

Рнr·. 68. Рю·. 69. 

тального обнаружения ::1ффе1;та увРJШчиваетсл благодаря возрастающей: 
узос•rи области резонанса. Для: уровней Р и более высоких резонансных 
уровпей этот :,ффек•r имее1• анtnогиwый харак•rер, при ;JTOM интенсив- .~ 
ность рассеяния возраетасrr благодар.а наличию множителл (211 -:~ l}!J 
в выражении {36). .;, 

До сих пор мы ограничиваJшсъ расс:мотрение11r 1ы1ю1ального рас- ··~ 
сеяния, ю,1еющего место, 1югда падающая частица не об;ш,.:~;ает :шергиеii, :11 
доста1•очпой ( с точки зренил 1,.,щссичес:кой механики) ДJIЛ прохожденшr :: 
через потенциальный ба1н,ер лдра. Одна1,о при столкновениях с наи- i 
более дегкюш лдрю1:а :макщrмалъная: эuергил а-частиц ок.азывается · 
достаточной для прохождения: их чере11 баръер во вн)ттриядерное поле. 
;~.JJJI частю~ с 1·акимп ыrергилмп резоnи,нсных уровней пе существуе•J; . 
при этом по 111ере возрастапил :шергип начинаеr играп ро.т~ъ сперва 

величина а0 , затем :::.i, :,2 н '1'. д. Восполмовавшисъ выражением: (36), 
:мы видим., что при бодъших углах рассеянна [длл 1tоторых 1 ',, ( cos 6):::::;; .;, 
~(-1)"] макси:маJJ F,ное ,шачение Л, соотвРтстнующРе то.11:ъко о0 , составляе·r ·• 

+ 4. '% 
1 --;, , значепиР Н, соответствующее о 1 , равно 1 -+-----;;- и •r. д .. Мы 

а· а-

жем поэтому ожидать, ,по изменение иитенсивнос·rи рассеяния с измене-.· 

нием энергии при определенном значении угла рассеяния будет харак­
теризоватт,ся 1:.риноfi, приве,ТJ;енпой на рис. 7(). Посдедння находится в хоро-

847 

шеи согласии с опыта.ми Рислера 1), подуqившеrо кривые точно ·raкoit же 
формы для: рассеяния а-частиц бором и углеродом. Угловое распре­
деление интенсивности для: случая аномалъноrо рассеяния: при боль­
ших значениях :шерrии должно имет1, точно такой же характер, ка1; 
и в' случае анома.,1ьного расселпин чаетиц с :)Нергией, соответс•rвующей 
виртуальному уровню (рис. 69). Опредедая: положение максимумоv. 
аномального рассеяния, соответствующих а0, а 1 и т. д., мы можем полу­

чить сведения: относительно размеров лдер, полмулсь при этом :мето­

дами, аналогичными применявшимся: нами при исследовании сходимости 

рлда, опредедлющего cr. .. 
Резюмирул, мы видю1, что до тех пор, пока ннергия: падающеи 

qастицы сравнима с высотой потенциального барьера. лдра, анома.ль­
ное рассеяние имее'L' место только для ограниченных об.1:.1с'rей энергия, 
близких к резонансным значениям. Фор11а R ----- ~

1 этого расселния иллюстрируется рис. 68 
п 69. Когда энергия становится сравни­
мой с высотоii потенциального бар"ера 
или превышает ее, расселине становится 

11.номальны:м, и интенсивность рассеяния 

при заданном большом угле с увеличением 
,~нергип частицы проходит через ряд 

возрастающих ма1,симумов, соответству­

ющих фазовым сдвигам cr0, а 1 ••• и 'l'. д. 

(последние поочерелно приобретают при 
зтом наиболее существенное значение). 

)о; 
1 

JIIEPГHЯ t1 Щ!,Щ 

Рис. 70. 

Изложенная: здесь теория вуждается в бодее подробщш эксперимен­
тальном подтверждении; посдедние за:м:е,[ания находятся, однако, в оче­

видном согласии с уже имеющимисл опытными данными. 
§ 3. 2. Неупругие стол1.повеиия: :ме~д~' заряженными ядрами. 

Большинство имеющихся в настоящее вре:мя нкспери:ментальных -работ 
посвящено исследованию расщепления: ядер при столкновении их с дру­
гими ядрами. Длн определения веролтности •rai;,oгo процесса м~r можем 
воспо;1ьзоватьсл общими формулами, приведенными в главе V lП. Tai;, 
например, изложенные в ~ 4. 2 :,той г;;rавы соображения применимы 
к тем случалм, когда налетающаJI частица захватываетсн ядром, тогда 
как n ~ 3. 1 изложена •t•eopnл возбуждения или расщепления ядер, 
осуществллющегоел без захвата с·rалюrвающеiiсл с ними •rастицы. Та1; 
1tак практически наиболее существенную ро.п, и~рают проr~ессы ра.с­
щепленил ядер, идущие с захватО)f час·гиц ( с11. ~ 1 ), :мы остановимсп 
прежде всего на их расемо'rрении. 

Возвращаясь к ~ 4. 2 главы У111, обо:шачим с,rrадкивающиеся ядра 
через А и В, а ядра, образовавшиеся в результате перераспредеде~и,11 
част1щ при столкновении,-через О и Л. Выражение (68) главы Vlll 
опредедяет дифференr~nальное сечеnне Д.iIН такого столкновения, сопро­

вождающегоса перераспределеnпе~1, с точностью первого прибли-

1) Нiе,.,/ег. Ргое. Н.оу. Sor'. А" И(. 1::-4, lЩ\1. 
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;нр,ннл 'L'еории Борна. Длн рассмо'l'ренпл ядерных сто.юшовений: 
~ 

.1;0;1жны, одна1-о, обобщить эту формулу, заменив u.1оскпе воJшы е ik»~: , 
~~ ' 

ik,11-l . ' 
и 1i • , характеризующие относи'l·ельное движение систем А и в: 
~. одной сторо~ы, С и Л- с другой, волнами, искаженныllи в резу ль< 
I ате взаимодеиствин рассматрипае:ыых лдер. llpи ;)'l'OM дифферевциа.ль~ 
ное сечевиr приnи:мает вид: 

k/ 
f (fJ, 9) dro =-се -k \g (fJ, ·~)J2 dill , 

нµичем: 

.11(~,9):= 'J,",}-'J f .Г V(rc', 1·л1 , r,1)/•'(1.1, IJ')Щ;/,,;-:-H)y(i·A', 
Х 'у (r с' 1" D

1
) d,rf d,]) 1 tl [', 

!'де 1·,4, 1· 8 , ,·с, ,·n-nну'l'ренние координаты лдер ,J, В, С и 

'1 и <:р - волновые функции, характеризующие внутреннее движение в сово-: 
ку11пос1·и лдер А и В(у), С и D(9), V(r0 , rn, р)-эпергилвзаимодей·~ 
('.ТВИЛ ядер U и Л; Р (r, IJ) и О (р, lt) - собственные фушщин, 
творяющие уравнев:илм: 

v ,с - --- ' f, - о ,,21,'+ ( 12 8r.
2
J/ 1· ) , 

Ji2 AR -, 

,-7 :!(. + ( z.1,, Sr:2JJ' • ) . 
v е , " - - ---h;;-- J; Cli (, = О. 

.-\сиишотиqеская форма :них функций: 

/·'~·ехр ikrcoso+eik,·,.-1 ('(~,<?) 

U ,..__, ехр ik' ,, cos Н + /k'p ,,-1 ,/ ( 1) ~-) 
1 1 .'1 ' ' 1 .t 

м lik' 
1·де 2" 11 2~- - импульсы, соответствующие относительно~,у 

А и В, С и !J; ,11~ .11 1 
- приведенные массы' А и 1J, С и 1 >, а 

cos н = cos \)' cos о+ siп а' siп f) cos ( 'i - '-? ). 

1 ·Ан - ,ше ргил вваимодеiiствия ядер ,1 и В при их столкновении, 
;·cD -энергии nзаимодействпл ядер Сп!) при их образовании при 1 

с тол кновевии. 

Функции J,' и U были уже расс:мо•rрены нами в uрrдыдущих пара-~ 
!'рафах, 'l'at- ка1, ~ни совершенно аналогичны фушщиюr, характеризу-,; 
ющим упругие столкповенил ядер ~1 и В, С и n. :~а исключением\ 
случал наиболее легких ядер, эпергил бомбардирующих частиц оказы_;: 
ваетсл недостаточной длн прохожденшr их через потенциальный барьер:' 
ядра, та,к что сог.;~асно формулам ( 46) и ( 48), мы може11 положптъ :; 

/·'(1')= ~J,~)',(co~fJ}, 

/1.fП 

где 

/
, --1 • ( z 1 1 + ) ·., ,- Г SLП .;i·12s.. ·r,,, , 

= ехр ( :± 2:х (:2 и - siп 2и) j 1/,, (1'), r < ,·о· 
При атом максимальная амплитуда фушщии п, (1·) - nор11дка единицы. 
:х и 11- значении величии, определле:мых выражением (48) длл н,,1;ер 
А и В. Знак плюс n экспоненциальном :множи•rеле с.11едует брать только 
в тo:rrr случае, когда энергил падающей частицы соответствует резо­
нансному уровню. Форма фушщни G зависит от впутреннеii нnергии, 
освобождающейся. при стол1,nовепии, так что 

r; (r,. \\) = ~U, (р) Р, ( cos Н), 

приче~r 

( ' -l . (11 1 1 l ') , ~1· SIП h. r, -'- - sr. - -· ·r. ,, , 1 :2 1 J,, 

и либо 
( i,, = ехр ( ::±: :2:х' (:21/ 1 

- sin 2111
) ,·,(р) ? < ,·,/, 

либо же 
( i, = iv.(p\ 

где ·1;.(р) и w .(r,) - фующии, максимальные ампли•rу ды которых порлдкн 
единищ,1. Первое решение при р<1·01 следуе•r бра·rъ только в том 
сJ1учае, когда :r;иi!етичес:кан энергия С по о•шошенюо к n 11еныпr 
:высоты их взаимного потенциа.льnого барьера. 

CD " Эффективное сечение Q АН для такого '!'и.па столкновении, сопро-
:вождающихся перераспредедением Чttетиц, может бытт, записано н Rп,це: 

_ 4.: ]' v./ ()=-с-, -.---·, ·!/, (!'i4) 
kk Ь А нЬсn ~., 

где }\t - среднее значеnие :тергии втшмодеiit •rвил ядер Г (,·0 • 1·п· р ), 
в.знтое по отношению " фующиям н,", 1', (или ш1), ?, '1· а, fl опре­
деляется экспоnепциал1,ными мно;~;,нтелюш, входлщими R Р и U. Е А п 
и Е представллют coбoii относите:rъные 1аше'l·ические :тергии яде.р 

{'!) 
JТI! 

А и В, С и JJ, а вeJJJJLшпa Е •jr- - норядка едипин,.ы д.1я :ша:~евиii 
АВ ел . 

s, t вплоть до предеJн,вых зпачениii, 11ри которых функции и", ,., (11:1и wt) НР 
налагаютсл заметно на функции '-?, ф, за нсключеnием тех с.1учаев, когда 
особые правила отбора приводлl' .1, у:меньшеншu V,1• Д,ш бо.'1ы1шх зна­
•1ений s, t предыдущее отношение чрезвычайно мало. В общей слуqас 
суммирование следует производить не по всем значеnпям s и 1, а 
толыю по оrраниченно:му числу :1тих значений, равному прнближевво 



!JiIO Ядерt1/Ы1' столю1.ове1шя 

(kk') 'i• lt, где Н - средний радиус сферы сил взаимодеiiстви.я 
С, D. Ве;шчина Q-пор.ядка g;r: В 2 :Звачени.я g для 
приведены в таблице Il t). 

Табд11ца 11 

Нзап:,шая кинетическая I 
энергии А н J; 

Взаимная кинетическая 
энергия С п /J 

1. < высоты потеншrа,rъ- ·1 

ного барьера ме,кдv А. 
и JJ I 

а) не соответствует ре:зо­
нанс,ному уровп10 

1 (а)> потенцпа.,1ьного ба- , 
i рьера между С п {) е,:р {-2а (:Jн -

- sin 2и)} 
i - . -

(~) < потенцна.льного 1 ----

барьера межд v (} и ]) 1 ехр {-2a(2и-sin2u)...: 
и не соответствует ре-1 - 2а' (211'-siп 2v/)} 
зонансному уровню . 

! . (·;) < потенциа.Jrьного . сх;{-2а (2·u-~j~~u)+ 
· барьера между С и .lJ +:!а' (:cJu' -sin 2и/)} 

II соотnетствvет ре3о- tJсли индекс< О; 

нансному уровюu 1 еr·ли индrкс >О 

Ь) соо·гветствует рl"зою,н,--1 
лому уронню ! (ct) 1 

,--
1 (р) 

1 1-------
1 
1 ! 1"() 

1 
2 . .-·, выеоты кrаимного 1 (а) 
потенцна,rьного барьr•ра· 

(~) 

ехр { 2ci (211-sin 2и)-' 
-2ci' (2п'-вiп 2и')} 
ес.1и инде~-с <u. 

1 ()CJIП индекс >О 

·-------·---· 
I f',p{-2ci' (2п' -
; - sin 211')} 

--- - --- - ------· __ _____!___ __ 

В деiiстви·rельности, в ча,стпос.•гn n 1·.1учае опы·rов, относящихся 
1; расщеплению лдер uротопмш, 1rетоды псс.1.едовапия нвллютсл столь.· 

_ 1) Для :JНаченnй s :_.,.. kll нан t:.:. k' В функции и,, с1 внутри ядра не 
оудут имет,, эаметно от,1нчных от 11~·:ш значrи11i\, т. е. не будут нак:1адынаться 
:ннrетно на фувющн 'f· ·~-
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ЧJвстви'1'ельным11, ч.то :могу~' быть обнаружены реакции, для которых 

g < 10 - {. Следуе'l' так.же по:м:нитI,, что когда порядок Q определяете.я 
величиной gr.J(l: то на самом деле он может быть значительно менъше 
(в некоторых с.i1учаах дажР в 103 раз) благодаря приближенным пра­
вилам отбора (например, .'~лл ядерного сuина), приводлщим к значи­
'1.'елъноиу уменьшению иn•тегралов. Расс:ъrотрим •rеперъ ра.з.шчные воз­
:~.южности, перРчнслешшР n таб;шце П. Наибо.1ее существенным лв­
:шется сдучаii ( 1 ах); он объе,ци.нлет практи•1еск11 все случаи расщеп­
;1енип ядер исчсствеппым образом создава.емьвш пучка~1и лдер. Веро­
а•rность возбуждения до;1жв:а при этом И:МРТI, :1ксuоненциалъныii харак­
тер, что находится: в хорошем согласии с опытными данпыми. Случай 
( 1 а~) представляется :мало лнтереспым в виду малой веролтности 
его осуществления. lI роцессы типа ( 1 а1 ), ( 1 t1;~ ), ( 1 /11 ), ( 2 ~ ), ( 2 i) 
до сих пор наблюдены пе были, мы ограничимсл по:пому расс~ютре­
нием случая (1 lю.). Следует заме•rи'l'I,, что мы исключили из 1н1сс:мо­
'lренил а:r.споненциадьш,1е :множитеди с подожитедъным nо1.азад•еле111, 

входлщие в g в случае резонанс11. Это обстол•rельство свлзапо с тем, 
что метод искаженных волп вбдиви рево1шнспого уровня оказываетсн 
леuримепимым; мы можем поэтому ·rолыю предположить, что если 

веро.ятностъ н,1аимного пронюшовенин ндер А п В равна единице, 
то эффе~.тивное сечение будет величиной порядка -.:lf2. 

Эффешгивное сечениР длл случая резонанса ( 1 (i?.) нревышае•1• 
·rаки:м образом в ехр r 2а (211, - sin :2и,)) раз ве.пичиnу ее•1енин д.1~ 
случал (1 асх); однако, 11 действительности бомбардирующие лдра ни­
когда не бывают вполне однородными по скорости и пре'l>ерпевают 
потерю :шергип, которую они передают отбрасываемым 1ши (без 
расщеплени.я) лдрам. Ширина резошшсного уровнн определнетск 
нксJiоненциалr,ной функцией вида ехр ( -- :.! ,. ( :г 11 -- sin :2м)}, Т[Ш Ч'l'О вы­
сокий выход реакции может иметъ место тоJ1ы:о в тоя случt1е, когда 
падающие ядра обла~аю•r 1шнетnческими :н1ергнлмн, О'l'.11ичающимисл 
o•r резонансного значеnил на ве.11ичины соответс•твующего порлдка. 

Чем у.же резонансный уро11ею,, •тем иеныне ~~тот ннтерва.;1 значений 
:1нергии и тем меньше та доля общего чнс;1а стал1швающнхся ядер, 
которая может обуслоnи'l'l, высо1;ую вероятность их расщепленил. 
На основе принципа сохранения 11арнда можно показат~,, что :юLJ:cл­
.~raJiьnoe сечение :t.rл расщепления :t}(~p в6.'ппщ р!'11оттане~10го уровнл 
раннлется 1) 

(:2п+ 1) i.~ 
47ё 

155) 

где i, -Д.i!ИНа ВО.J1НЫ О'l'ЕОСИТед:ЫLОГО ДШ!Жf'l:!JIH НДРр, а п - аsиму­

та.лы1ое квантовое чпсдо ревонансного уровни. Легf.о убедитьсл 11 том, 
что обычно количество расш,еuл.нющихся лдер при началъной энергии, 
близкой к резопапсном)' значению, не сл1шшом прелышает количество 
их при других усдовлнх. Bes потери общнос·1·и резу.1ътатов мы можем в 
;а,алъпей111 Р,1 nре,1\nо.;н>житъ, что ллро , 1 нредстав;1я:ет собой а.-частицу. 

11 .1/utl, l't·c}(:. lloy. :-io(•, А., 133, 228, 1931. 
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Есди Q (Е) - аффе~.тивное сечеш1е для расщепления ндра а-час·rиц 
·с :Jнергией Е, то вероятнос·rъ расщеплен.ил па пути d;.r в области со· 
держащей N лдер на единицу объема, определлетсн выражением:' 3 

NQ (Е) d.т. 
Ilолпан веронтностт, Р расщепления лдра а-чnстлцей на всеи ее пути' 

о 

/' = }.Тf Q (Е) dJ' rl·c 
· · · dv ' 

,·, 

где 1:0 - на•~адьная сliоростъ сх:-частицы. Для 

полъвуемся замно~ Томсона-Уидингтона: 

d.1· 
нахожденп.ч: -d - .v:ы 

•/' 

1.,S - l,· ( ,. - '!'_) - ",(.,О . ., ' 

t'o 

/' = i 1f f Q (Е) 1;'! di·. 
() 

.Если рассматриваемый интервал не содержит резонансного 

нин :1нергии, мы: имеем 

Q (Е);:::::; ехр ( -{- + ~ )т:R2 , [см:. (4!})] 

{)ТJ,уда 

ЕсJш резонансный уровенъ соответствует с1,орости 1·1, то 
).2 

Q (Е1 ) -
4
---:., (2п + 1 ), 
т.:-

а J~Л11 обдасти 1·1' вб"пши резонанса: 
:> . 1 3.N л2 , ., 

.l = 1 2 <;;. -г 4; 2 ( '2п -+- 1) 1•1- Лс. 

'Отсюда согласно (481 .. \' .. , 
1 

.,. . 

1> J• . ,и· А· + n •1 , - . +• = •> -<._ - - . --- ( '21i 1 )-- - /" ~(' ,., . 
• - k 411:2 · 2т.:М kr0 

1 

В этом случае ПО.'!Ная верОЯТНОСЗ'Ь равна 1\ + /'._,_ 11 не СЛИШ!iОМ / 

·(:nлт,но превышает 1\ (1\1 ::--:: +>Р1 ), так как 1\ и 1'2 содержаз· одни J 
и те же экспопенциальные множители. Резонансный эффект должен ; 
был бы бы:тъ зш1чительно более :~аметным при малых скоростях стал-: 
кивающихся частиц, абсолю·rная nеличина этого эффекта убывает < 
,однако экспоненциаJ1ьnо по мере уменьшения: 1J. Резонансные уровю1 ·: 
были наблюдены раз.1ичными исследователями при расщешrении леI"< 
ких элементов а-частицами. Их присутствие пролвляется в наличии: 
максимумов фушщпи, характеризующей вероятностi, расщепленик:: 
в зависимости от :шергпп а-частиц. · 
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При рассмотрении расщеш1енил ядер вблизи резонансного уровнл 
иптере;1но та1,же выяснить следующий вопрос. Взаимодействие стал­
кивающJго ядра с отбрасываемым ядром, связанное с величиной 
вероятности расщепления, ,, притупллет" резонанс. Другими словами, 
ширина резонапсного уровнн при этом возрастает, и величина вол­

новой фуны~ии для резопаиспых значений :,nергии соответственно 
уменьшается. Подробное исследо вапuе ,~того обстоятельства являетсл 
затруднптеJiьпым, так ка1, оно связЗ,НО с пахожденпем более точного 
решения задачи о расщеплении, нежели это дает метод искаженных 

волн; искомое решение весьма сходно с рассмотренным в § 10 главы Х 
для веролтности электронного обмена при стол1шовении :медленных элек­
тронов с атомами. Весьма вероятно, что это "притупление" несколько 
уменьшает эффективное сечение по сравнению с его максимальным 
значением (51), но что оно все же значительно превосходит вели­
чину, получаемую при отсутс1'вии ка1юго бы то ни было резонанса. 

§ 3. 21. В о з буж д е ни е яд е р; р а с щ е n л е н и е яде р, н е 
с оп ров о ж дающее с л за х в а •r о :м част и ц. Вопрос о возбужде­
нии ядер и расщеплении их, не связанном с захnа·rом частиц, может 

быть рассмотрен с помощью метода искаженных воля. 13 этом случае 
можно непосредственно воспользоваться формулой (32) § 3. 1 главы 
VIП. На основании соображений, аоологичных приведенным в последнем 

· параграфе, ясно, что возбуждение тлжелых ядер весьма мало веро· 
ятно, так как эффективное сечение в этих случаях определяется 
функцией (la ~) таблицы II и содержит экспоненциальный множитель 
с удвоенным отрицаrельны:м показателем. В случае дегких ядер 
падающее ядро проходит, однако, через потенциальный барьер и 
эффективное сечение становится сравнимым с рав:мерами ядра. Веролт· 
пость расщепленил тяжелых ядер без захвата частиц по всей веронт­
ности вначительно превышает вероятность их возбуждения, так как 
эффективное взаимодействие между рассеянным ядром и центром тя­
жести расщепляемого ндра должно быть в этом случае малым и пе 
обусловит поэтому наличия второго экспоненциального множителя. 

Имеется очень мало экспериментальных данных об этих про· 
цессах, за исключением упомннутых в § 1. 2 этой главы. Наших зна­
ний о взаимодействии между ядрами достаточно, однако, для 
вычисления вероятности расщепления простейших ядер сх-частицами. 
Эффективное сечение для случая расщепления диплона а-частицами 

было вычислено Мессн и Мором с помощью формулы (32) главы VIII. 
Они предположили, что энергии: вваимодействи11 а-частицы и ди· 
плона равнле•rсл сумме энергий взаимодействии о:-частицы с нейтро­
ном и протоном, составляющими ядро диплона, усредненной по всем 
положениям обеих частиц внутри ядра. Энергии взаимодействил 
V , V , V , между протоном и о:-частицей, нейтроном и а-частицей 

ро. 110. пр 

и нейтроном и протоном были выбраны в следующем виде: 

vp .. = + 2_:.~ J 1· > t·a, v 1/0. = о 1 ,. > r v"p =о. ] r > а 
= - С r < 1·: ' = -D r < а 

=--6 r < r0 

23 Зак. 347. Теории атомных столкноnениii. 
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Если а-частица обладает энергией, достаточной длл расще11J1е 
(только одна. треть энергии а:-частю~ы :может бы,rь превращена .. 
внутреннюю энергию диплона), то она :может пройти ва,ц поте · 
циальны~1 барьером диплона, так что в выражении веронтности 
полвитсл 01\споненциальных множителей. Ревультаты вычисле . 
приведены в таблице III для рав;шчных предполагаемых ввачен 
внергий свлвн диплопа и длл различных вначепий постоянной .· 
:Jнал потенциал вовбуждени:11 данного процесса (т. е. :ми:в:имальну 
энергию, необходимую для расщеnления), мы можем определ 
внергию свяви диnлона, а также массу нейтрона. Ив вначительяо 
величины эффективного сечения диплона по отношению к столки 
вепилм рассматриваемого типа следует, что определение этого п 

тенциала вовбужденил могло бы быть осуществлено достаточн 
то 1шо длл то•шого определенил массы нейтрона. 

Таблица 111 

Эффективные сечения .11;.,я расщепления диплоиов а-частицами 

(А)- взаимная потенциальная энергия а-частицы я дяплона внутр, 
потенциального барьера равна нуJtю. ,; 

(В)-взаимная потенциальная энергия равна 6 • 106 эл.-вольт (значение 
полученное Тэйлором для энергия взаимодействия а-частицы с протоном). ·..: 

(1ффектнвные сечения в единицах 10 - 26 см2, 
Предполагаемая энергия связи дяплона: 

а-частю~ы 
1,7 Х 106 эл.-вольт 12 Х 106 ЭЛ.-ВОJIЬТ 2,8 Х 106 эл.-вольт 

от А в А / В А 
1 

в 

Ро, 0,0001 0,0006 о о о о 

RaC1' 0,72 5,0 0,28 2,2 0,04 0,6 
'ГhС' . 1,46 10,4 0,66 5,9 0,19 2,6 
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§ 3. Рассеяние атомами водорода и гелия: . . . . . 

§ 3. 1. Сгавнение с опытными данными . . - . . • . . . . . . 
§ 4, Вычисление 1 (6) и Q0 для сложных атомов . • . . . . . . 

§ 4. 1. Применение метода Томаса - Ферми. Быстрые столкно-
вения: ................. , , 

§ 5. Применимость первого приближения: Борна • . 
§ 5. 1. Более высокие приближения метода Борна 
§ 5. 2. Сравнение с опытными данными . . • . . 

Г л а в а Х. Упругое рассеяние медленных электронов атомами 

§ 1. Эффекты Рамэауера и Тоундсена • • . . . . . . • · 
§ 2. Теория рессеяния: медленных электронов. Метод парциаль-

ных сечений . . • • . • . • • . • • . • . 
§ 8. Сходимость рядов парциальных сечений • . • . • 
§ 4. Нижний предел скорости . • . . • . . . . . • . • 
§ 5. Общее применение метода парциальн~х сечений • . • . . 

~

§ 6. Количественное применение метода парциальных сечений . 
7. Электронный обмен при упругих столкновениях ..••.. 
8. Эффект электронного обмена при упругих столкновеиия:х 

эле1стронов с атомами водорода и гели.я . • . • • 
§ 9. Пределы применимости приближений • • • . . . • . • . . 
§ 10. Результаты вычислений и сравнение с опытными данными 
§ 11. Поляризационный эффект • . . . . . . . . . . • • • • • • 

Гл а в а XI. Неупругие столкио11евия ~ле1,тронов с атомами 
§ 1. Общие формулы . , . . • • . . • . . . • • , . • . . • , . 

§ 1. 1. Введение импульсов в качестве переменных . • . . . 
§ 2. Вычисление дифференциальных сечений для водорода и 

гелия. Угловое распределение неупруго рассеянных электро-
нов ••.•..••..•..•.•..•.....•.•.. 

§ 2. 1. Воэбуждение дискретных уровней . • . . . . . • . • • 
§ 2. 2. Возбуждение уровней непрерывного спектра. Иониэаци.я 

§ 2. 21. Распределение выбрасываемых электронов по ско-
ростям •..•....••• , •...•....• 

§ 2. 3. Угловое распределение неупруго рассеянных электронов 
§ 2. 31. Атомы водорода . . . • • . . . • 
§ 2. 32. Обобщение на случай сложных атомов • • 

§ 3. Полные сечения . . . . • . . • • . . • . • • : . . 
§ 3. 1. Возбуждение дискретных оптических уровней . 
§ 3. 2. Возбуждение рентгеновых лучей . . • , , 
§ 3. 3. Первичная: иониэаци.я . . . . • . . . • , . 

§ 3. 81. Вероятность иониэации при больших скоростях 
столкновений . . . . . . • . • • . . . . . . . • . 

§ 3. 82. Сравнение с классической теорией и с опытными 
данными ..... ; ..••...•....... 

§ З: 4. Распределение различных типов столкновений для бы· 
стрых элеrиронов . • • . , . . . • • . . • . • • 

§ 4. Вычисление задерживающей способности Вt!щества для: 
быстрых электронов . . . . . • . . . . , • • , • • • . . . 

§ 4. 1. Вспомогательные теоремы • • . . . . . . . . . • . • 
§ 4. 11. Обобщенные вероятности перехода и интевсивиостп 

осцилляторов • . • • . • • • • • • . • • . . . ·. . 
§ 4. 12. Теорема сложения обобщенных интенспвностей ос-

цилляторов . . . . . . . . . . . . . . . . • . 
§ 4. 2. Вычисление эадержпвающей способности вещества . 

§ 4. 21. Водород . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

357 

Стр. 

146 
146 
148 
149 

150 
154 
157 
158 

lGl 

162 
165 
165 
166 
170 
173 

174 
179 
180 
182 

186 
187 

189. 
189 
193 

195 
197 
197 
200 
201 
201 
203 
204 

206 

207 

208 

208 
208 

208 

209 
211 
211 



358 Оzлавление 

§ 4. 22. Сложные атомы . . . . . . . . . . . . . · . . . • 
§ 4. 23. Сравнение с экспериментальными данными . . . . 
§ 4, 24: Относительная роль слабых и сильных столкнове-

nий в тормоа,ении быстрых электронов . • • • . • 
§ 4, 25. Параметрически!!: мt1тод . . . . . . . . . . . • • • 
§ 4; 26. Многократная иониаация и возбуждение . . . . . . 

§ 5. Неупругие столкновения медленных электронов с атомами 
§ 5. 1. Применение теории столкновений . . . . . . . . . . . 
§ 5. 2. Численные расчеты дл2 гелия и сравнение с опыт· 

ными данными . . . . . . . · · . . . 
§ 5. 3. Возбуждение тяжелых атомов . . . . . 

§ 6. Зак.лючительные замечания и физический смысл теории 
рассеяния медленных электронов . • . 

Гл а в а XII. Столкновения злектронов с молекула.ми 

§ 1. Введение • . . . . . . . . . . . . . . . . 
§ 2. Рассеяние аксиально симметричным полем . 
§ 3. Упругое рассеяние в молекулярном водороде 
§ 4. Рассеяние сложными молекулами ••..•• 
§ 5. Применение метода Факсена и Хольстмарка . • . . . . • . 
§ 6. Неупругие столкновения с :молекулами. Возбуждение элек-
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